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V. Anwendung der Theorie auf die im 
Bauwesen viel verwendeten Stabwerke. 

45. Das Tragwerk als Gegenstand der baustatischen 
Untersuchung. 

Die allgemeine Anordnung eines Bauwerks richtet sich nach dem Zweck der 
Anlage und nach der Größe und Lage der Lasten. Das Tragwerk übernimmt die 
äußeren Kräfte und vermittelt zwischen ihnen und den Stützkräften Gleichgewicht. 
Dabei verändert sich die Form des Tragwerks infolge der elastischen und plastischen 
Eigenschaften des Baustoffs. 

Das System des Tragwerks und die Abmessungen der Teile werden, abgesehen 
von seltenen Ausnahmen, stets derart gewählt, daß der Formänderungszustand 
bei der vorgeschriebenen Belastung stabil ist und nur verschwindend kleine Ver
schiebungen entstehen. Ihre Größe ist neben den Baukosten und den betrieblichen 
Eigenschaften der Maßstab für die Güte des Tragwerks. 

Die Formänderung wird als die Folge von inneren Kräften angesehen, die mit 
den äußeren Kräften im Gleichgewicht stehen. Spannung und Verzerrung sind 
erfahrungsgemäß miteinander verknüpft und im elastischen Bereich wechselweise 
eindeutig bestimmt. Die Zusammenhänge gelten hinreichend genau als linear, die 
Verschiebungen als verschwindend klein, so daß zunächst die kleinen Größen 
zweiter Ordnung und darauf die Verschiebungen selbst im Vergleich zu den Ab
messungen der Bauteile vernachlässigt werden. Auf diese Weise entstehen Approxi
mationsstufen der rationellen Lösung, welche durch das Experiment für technische 
Bedürfnisse als brauchbar bestätigt werden. Sie bilden die Baumechanik, die stets 
Wissenschaft bleibt, solange der Grad der Annäherung abgeschätzt und an ein
fachen Beispielen zahlenmäßig festgestellt werden kann. 

Das Tragwerk besteht im allgemeinen aus einer Verbindung von Platten, Schalen, 
Scheiben und biegungssteifen oder biegungs- und drillungssteifen Stäben, die als 
Träger bezeichnet werden. Dazu treten meist auch Stäbe, die allein Längskrtifte erhal
ten und daher nur die zur Stabilität des Formänderungszustandes notwendige Steifig
keit besitzen. Außerdem werden oft noch Bauteile verwendet, die nur Zugkräfte auf
nehmen, dagegen unter Druckkräften ausschalten, so daß Tragwerke mit veränder
licher Gliederung entstehen. Die Kennzeichnung der Bauteile ist durch ausgezeichnete 
Annahmen über den Formänderungs- und Spannungszustand bestimmt (Abschn. 8). 
Dasselbe gilt von der Verbindung der Bauteile, die biegungs- und drillungssteif, in 
Führungen beweglich oder um Achsen und Punkte frei drehbar angenommen wird. 

Die analytischen Beziehungen des Verschiebungs- und Spannungszustandes 
werden am undeformierten Tragwerk und in der Regel getrennt für jeden einzelnen 
Bauteil abgeleitet. Hierzu müssen die Verschiebungen und die inneren Kräfte an 
den Rändern der Schalen, Scheiben und Platten oder an den Enden der Träger 
bekannt sein. Dieser Teil der Lösung gelingt jedoch nur selten streng. Man begnügt 
sich zumeist mit wahrscheinlichen Annahmen über die Formänderung an den 
Unstetigkeitsstellen und rechnet streng nur bei Stabwerken, deren Bauglieder 
starr oder in reibungslosen Gelenken frei drehbar verbunden sind. Die Fläche der 
Knotenscheiben ist im Vergleich zu den Abmessungen der Träger in der Regel 

Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 25 



392 45. Das Tragwerk als Gegenstand der baustatischen Untersuchung. 

klein, so daß die Stablängen bei der Untersuchung des Tragwerks auf die geometri
schen Schnittpunkte der Stabachsen bezogen und nur die Trägheitsmomente im 
Bereich der Knoten unendlich groß eingesetzt werden, um den Formänderungs
zustand des Tragwerks richtig zu beurteilen. Die Untersuchung läßt sich dann 
nachträglich durch Sonderbetrachtungen an Scheiben mit vorgeschriebenen Rand
werten ergänzen, falls nicht experimentell gewonnene Ergebnisse oder einfache 
statische Ansätze zwischen den äußeren und inneren Kräften zur Beurteilung der 
Sicherheit und Gestaltung ,dieser Bauteile ausreichen. Die Approximationsstufen 
der Theorie werden daher~ für baustatische Betrachtungen stets mit den Nähe
rungsfolgen einer Idealisierung des Tragwerks verbunden. Diese behandelt die 
geometrische Form der Achsen und Querschnitte der Stäbe nach S. 25 und die 
Art ihrer Verbindung. Sie enthält außerdem Angaben zur angenäherten Beurtei
lung der Biegungs- und Drillungssteifigkeit durch Funktionen C, e nach S. 97, 
ohne dabei auf besondere konstruktive Eigenschaften von örtlicher Bedeutung 
Rücksicht zu nehmen. Geeignete Annahmen über die Biegungs- und Drillungssteifig
keit ausgezeichneter Bauteile durch unendlich große Trägheitsmomente oder durch 
Vernachlässigung des Biegungs- und Drillungswiderstandes und damit Substitution 
starrer Stabanschlüsse durch Gelenke führen oft zu brauchbaren, zur Abschätzung 
geeigneten Näherungsrechnungen. 

Jedes Stabwerk gilt bei der Untersuchung der Stabilität der Formänderung 
als räumliches Gebilde. Sie läßt sich am einfachsten nachweisen, wenn jeder Stab
knoten kinematisch festliegt. Die Berechnung der Schnittkräfte und Verschie
bungen räumlicher Tragwerke ist jedoch nur bei Idealisierung der Stabknoten 
durch reibungslose Gelenke einfach, die zwar bei ebenen Stabwerken in vielen 
Fällen zulässig, aber keinesfalls mit der Ausbildung räumlicher Stabknoten verträg
lich ist. Die statische Untersuchung der räumlichen Stabwerke mit biegungs- und 
drillungssteifen Knoten gelingt meist nur bei mehrfacher Symmetrie und aus
gezeichneten Belastungsannahmen, welche durch Umordnung aus der vorgeschrie
benen Belastung entstanden sind. Zahlreiche Aufgaben können auf diese Weise 
teils streng, teils angenähert auf die Berechnung ebener Stabwerke zurückgeführt 
werden. In anderen Fällen können auch Messungen an ausgeführten Bauwerken 
oder Modellen die räumliche Tragwirkung erschließen und damit die baustatische 
Untersuchung vorbereiten. Dabei werden stets Verschiebungen beobachtet und 
miteinander verglichen. Sie führen daher hier ebenso zur Spannungsberechnung 
wie in den klassischen Ansätzen der Elastizitätstheorie. Diese liefern beim ebenen 
oder räumlichen Stabwerk mit biegungssteifen oder biegungs- und drillungssteifen 
Gliedern die Komponenten für die Bewegung der Knoten und damit die geome
trischen Randbedingungen für die Stäbe. Wird diese Rechnung durch wahrschein
liche Annahmen ersetzt, so entstehen oft brauchbare Näherungslösungen, die zur 
Abschätzung der Festigkeit und der Abmessungen der Bauteile oder zur Aufteilung 
eines mehrfach zusammenhängenden ebenen oder räumlichen elastischen Gebildes 
ausreichen. Unter Umständen wird die wahrscheinliche Formänderung auch in 
Grenzen eingeschlossen, für welche sich Ansatz und Zahlenrechnung vereinfachen. 
Der Nachweis der Sicherheit für Grenzbetrachtungen enthält auch die wirkliche 
Lösung, die unter Umständen vielleicht nur auf schwierigem Wege erhalten wird. 

Die Anschlußkräfte der Stäbe lassen sich oft auch unmittelbar als Funktion 
der Belastung und der statisch überzähligen Größen des Tragwerks anschreiben, 
wenn ihre Anzahl und ihre wechselseitige Abhängigkeit gering sind. Die Abschätzung 
der statisch unbestimmten Größen und damit die Vorbereitung von angenäherten 
Lösungen ist allerdings auf diesem Wege schwieriger. 

Während zur Berechnung der unabhängigen Komponenten des Verschiebungszu
standes des Stabwerks nach Abschn. 38 statische Bedingungsgleichungen verwendet 
werden (Lösung B), erhalten diese zur Berechnung der statisch unbestimmten Größen 
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nach Abschn. 24 geometrischen Inhalt (LösungA). Je kleiner die Anzahl der unabhän
gigen Komponenten des Verschiebungszustandes ist, um so eher wird man zur Lösung B 
greifen, dagegen werden die Schnittkräfte aus denstatischüberzähligen Größen berech
net, wenn die Lösung A übersichtlich ist und nicht durch ungünstige Fehlerfort
pflanzung leidet. Die zahlreichen Untersuchungen der folgenden Abschnitte bieten 
ausreichende Gelegenheit, die Brauchbarkeit der beiden Ansätze kritisch zu beurteilen. 

Das Ergebnis beschreibt die Formänderung der Stäbe und ihre Schnittkräfte, 
aus denen die Spannungen des Querschnitts je nach der Ausführung des Tragwerks 
in Stahl oder Eisenbeton abgeleitet werden. Die Verteilung der Schnittkräfte auf 
die Bestandteile des Querschnitts ist dabei ebenso wie die Berechnung der Span
nungen nur soweit behandelt worden, als dies für die Baustatik notwendig ist. 
Die vollständige Lösung der Aufgabe und die Untersuchung der Stabilität der Form
änderung bleiben in der Regel der Festigkeitslehre vorbehalten. Damit ist das Ziel 
der Statik des Stabwerks umrissen, nachdem als Voraussetzung für die Brauch
barkeit ihrer Methoden die klare, durch physikalische und statische Erkenntnis 
bestimmte Konstruktion hervorgehoben worden ist. 

Rieckhof: Experimentelle Statik für statisch unbestimmte Systeme. Selbstverlag Beton 
u. Eisen 1925Heft 11 S. 260; 1926 S. 73; Beton u. Eisen 1926Heft8.- Hofacker, K.: Mechano
statische Untersuchungen hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke. Schweiz. Bauztg. 1926 
S. 153. - Gottschalk: Lösung statischer Aufgaben mittels Modellgerät. Z. VDI 1926 S. 261. 
-Derselbe: Lösung statischer Aufgaben mittels Kontinuität. Beton u. Eisen 1927 Heft 15; 
1929 S. 113. - Tillmann, R.: Der Modellversuch in der Baustatik. Z. öst. Ing.- u. Arch.-Ver. 
1929 Heft 27-30. - Ritter, M.: Experimentelle Methoden der Baustatik. Schweiz. Bauztg. 
Bd. 96 (1930) Heft 18.- Kann, F.: Fortschritte in der experimentellen Statik vielfach statisch 
unbestimmter Rahmensysteme. Abh. Int. Kongreß Lüttich 1930. - Derselbe: Drehwinkel
verfahreninder experimentellen Statik des Rahmensystems. Z. d. B. 1931 Heft 30.- Bea ufoy: 
Grundsätzliche Schwierigkeiten bei mech. Bemessungsverfahren. Engineering Heft 3491. Lon
don 1932. - Schächterle: Modellverfahren zur Ermittlung der inneren Kräfte von beliebig 
belasteten statisch unbestimmten Tragwerken mit Hilfe der Drehwinkel-Verformungslehre. 
Org. Fortschr. Eisenbahnwes. 1933 Heft 2. 

46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 
Die Trägerenden a und n sind frei drehbar, elastisch drehbar oder starr ein

gespannt. Die elastische Verdrehung der Endstützen wird durch den E J c fachen 
Betrag e1 , en des Winkels bestimmt, um den sich diese durch ein Kräftepaar von 
1 mt drehen (Abb. 359). Bei starrer Einspannung ist e = 0. aJ' 'i'n 
Zur Berechnung der Schnittkräfte werden die negativen Ein- 1~ S. ,#.", ~ 
spannungs- und Stützenmomente - M k als überzählige Grö- t-.!e1 en~ Abb. 359. 
ßen Xk verwendet (Abb. 360). DasHauptsystem besteht dann 
aus einer Reihe einfacher Träger, die in den gestützten Gelenken k zusammenhängen. 
Die statisch unbestimmten Schnittkräfte werden nach den Abschnitten 23ff. aus 
geometrischen Bedingungsgleichungen berechnet. Die Vorzahlen lJkk• lJik und die 
Belastungszahlen flkQ9 bedeuten dann die gegenseitige Verdrehung der Stützenquer
schnitte k des Hauptsystems infolge von - Xk = 1 oder vorgeschriebenen äußeren 
Ursachen. Sie werden bei beliebig veränderlichem Querschnitt nach Abschn. 18, bei 
Approximation der Veränderlichkeit der Trägerquerschnitte nach S. 97ff. aus den 
Angaben der Tabellen 13 bis 15 entwickelt. Die auf den Stab lk entfallenden An
teile der Formänderungen lJ<k-ll <k-Il• lJklc sind bei symmetrischer Ausbildung 

1 

fllc = 3 J ~2 C k d ~ • 
0 

1 

Äk = 6 f ~ ~~ c k d ~ ' 
(634) 

0 

c,, = Jk!J; 
25' 
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bei unsymmetrischer Ausbildung in den Endfeldern 

1 

fil = 3 J ~2 '1 d ~ ' 
0 

1 (635) 

/in = 3 J ~' 2 C n+l d ~ . 
0 

Die Beiwerte /-lk• 'Ak, fi werden für die Approximation der Querschnittsfunktion Ck 
nach (634) berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 29 eingetragen. 

Tabelle 29. Beiwerte P.k, Ak und Ji für verschiedene Funktionen t;k = ]k!J; 

6 -, 6 
reduzierte Biegelinien wD = -1 1,ökm, wD = -, Ö!k-l>m. 

k k lk lk 

~=xfl, ~'=x'fl=r-~, ~"=l-;'; v=vfl, v'=I -v. 

a) Symmetrische Funktionen t;" (t;" = const: p. = }. = I}. wD nach Tab. 22 S. 116. 

_j_ 

P.k = (r- 2v) (I- vv') 

},k =(I- 2v}(I + 2vv1} 

wD = wD - v2 {3 ~ - 2 v (z ~ - I)} 

W~ = W~- V2 {3 ~~- 2V (2 ~~-I)} 
* 

(angenähert) WD=WD- (I -n)v2 [:~-V (2~ _I}]* 

f.J.k= I-(I-n} [ 2vv'+ ~ J 
W~ = W~- (I-n) v2[-Q5--;'- V (2 ~~-I}] 

Ak=r-3(r-n)v2 

t;k = I - 4 (I-n) ~"2 

zn + 3 
f.J.k = --5--

Jc,. =~-±-_± 
' 5 

t;k =I- (r -n) (2~11} 2 r 

3n(r+I} + r(4r+ 5) 
f.J.k = ---(2 r-tl){2 r+ T 
A _ 3n+4r(r+2) 
"- (2r+I}(2r+3) 

WD = wD _ _l_ (I - n) rfJ 
2 

* 

{r + (zr+ r)~}{I- (2~- r)2<r+ll} 
p = ------ -~-- --~--------

(zr+ I} (zr+2) (zr+ 3) 

w~ = w.D- _l_ (I- n) 1P 
2 

P = {~±(_z __ r _ __.+_I__.}~~---''}_{~r_-_____,(_2_::_~'--__ r_).__2_<•_+ __ Il __ _ 
(zr+ r) (zr+2) (2r+3) 

* WD und w.D für den Bereich zwischen den Vouten. 



6 

7 

8 

9 

10 

46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 

Tabelle 29 (Fortsetzung). b) Unsymmetrische Funktionen Ck. 

I 

(angenähert) 

j.t=r-(r-n) [2vv'+ ~-] 
=pk 

Ck = I - {I - n) ; 12 

_ 3n+ 2 "'= __ 5 __ _ 

Feld I 

Wn = Wn- ;v2 (I+ 2V1) 

Feld n +I 
W~ = W1 - ;' V2 (I + 2 V 1) 

Feld I 

wn = Wn- ;v2 (I-n) ( ~ - v) 

Feld n +I 
W~ = W~- ;'v2 (I-n) (: -V) 
Feld I 

I-n 
Wn = Wn ---2-v2 (2- v); 

Feld n +I 
I-n 

w1 = w~ - -2-·· v2 (2 - v) e 
Feld I 

wn = wn- .l. (I - n) (;- ;•) 
IO 

Feld n +I 
w1 = W1 - l_ (I - n) W- ;' 5) 

. IO 

Feld I 

395 

* 

* 

* 

Ck =I -(I-n);,,. 

_ 3n+ r 

_ _ _ 6 (I - n) (; _ ;r+3) 
Wn - Wn (r + 2) (r + 3) 

Feld n +I p=3+-; 
w1 = W~ - 6 (I - n) w- ;,r+3) 

(r + 2) (r + 3) 

Die Beiwerte Ä sind bei der Verstärkung des Trägers nächst den Stützen durch 
Vouten mit v < 0,2 angenähert gleich I. 

Die Belastungszahlen b<k-Il 0 , bko werden trotz der Berücksichtigung der elasti
schen Eigenschaften der Träger in den Vorzahlen des Ansatzes nach einer der 
Funl$:tionen Ck in der Regel nur mit konstantem Trägheitsmoment angegeben. Die 
Fehler sind bei der Unsicherheit in der Bemessung und Eintragung der Lasten 
meist ohne Bedeutung. Sie werden aber trotzdem in den Einflußlinien bkm• d. h. also 
in den Biegelinien bm k des Hauptsystems besser vermieden, um für die Einfluß
linien stetige Linien zu erhalten. 

Die genauen Belastungszahlen entstehen durch numerische Integration von (300) 
und bei der Einführung einer der ausgezeichneten Funktionen Ck durch Anwendung 
der Tabellen 12 bis 21. In diesen sind auch die Ordinaten der Biegelinien bm k für Träger 
mit Vouten angeschrieben. In der Regel genügt jedoch die Berechnung der Biege
linien für den Bereich des Trägers zwischen den Vouten mit J = fk und die gerad
linige Verlängerung bis zum Stützpunkt, da hier die Krümmung infolge des grö
ßeren Trägheitsmomentes der Vouten klein ist. Die Ordinaten des mittleren Ab
schnitts werden nach 

<5 - lklk-
mk- ßWD (636) 

* wn und w~ für den Bereich zwischen den Vouten. 
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mit den Angaben der Tabelle 29 für die Funktion wD berechnet. Bei annähernd kon
stantem Trägheitsmoment der einzelnen Träger k des Hauptsystems gelten die Vor
zahlen und die Belastungszahlen der Tabelle 12. wD wird dann gleich wD. Ist außerdem 
noch das mittlere Trägheitsmoment des Trägers k zur Stützweite l~c verhältnisgleich 
und damit l~cfc/lk = l~ = l', so erhalten die überzähligen Größen der Bedingungs
gleichungen (297) konstante Koeffizienten, die Ansatz und Lösung vereinfachen. 

Die Schnittkräfte des Trägers aus einer Belastung ~ und den ihr zugeordneten 
überzähligen Größen Xk-v X 7" Xk+I sind aus dem Gleichgewicht der äußeren 
Kräfte oder durch die formale Superposition nach (332) bestimmt (Abb. 360). 

Stützenmomente: - M k-l = X k-1 , -- M k = X k , 

Momente im Felde lk: M =Mo- xk-1 ~I-- xk~' 

" lk+l: M=M0 -·X~c~'-Xk+1 ~, 
1 

Querkräfte im Felde l~c: Q = Q0 - t; (X,, - Xk_1), (637) 

1 I " lk+1: Q =Qo --1 -(Xk+l-Xk), 
k+1 

1 1 
Stützkraft: A~c = A0 + T (Xk- Xk-1) ·- 1 - (X~c+1 - X~c). 

k k+l 

Die Ansätze gelten auch für die Bildung der Einflußlinien. Die Buchstaben A 0 , M 0, Q0 
bezeichnen daher entweder die Stütz- und Schnittkräfte des einfachen Trägers 
oder deren Einflußlinien. Die Grenzwerte der Stützenmomente und der Biegungs
momente in Querschnitten zwischen dem Festpunkte F<k-1lk• Fk(ic-1l (S. 255) aus 
gleichförmiger Belastung p treten stets bei feldweiser Belastung ein. In dem be
nachbarten Bereiche genügt in der Regel eine lineare Funktion, welche durch die 

Feld: k Fe!d:k+t Grenzwerte der Biegungsmomente in den 

I k-1 ~-t)k /k(K-1} k m k+t 
:zs: I 2$1; I :& 

Abb. 360. 

Stütz- und Festpunkten bestimmt ist. 
(Abb. 374i.) Aus diesem Grunde sind auch die 
FestpunkteF1 a und Fnb für die Randfelder 
l1 , tn+1 mit frei drehbaren Endstützen not
wendig. Sie werden außerdem noch verwendet, 
um die Schnittkräfte des durchgehenden 
Trägers aus einem statisch bestimmten Bie
gungsmoment Ma oder Mb über einer End
stütze, z. B. durch Belastung eines Kragarmes, 
graphisch zu verfolgen. Die Abstände der Fest
punktesindnach (435) durch ;l(1 a = 01 a/Oi1- 1l 
= Oiaßn und ;l(nb = Onb/0~~-Il = Onößnn 
bestimmt. 

aia = /fj;:-' anb = f~~::- (638) 

Mit M; und Q; als Biegungsmoment und 
Querkraft für gleichförmig verteilte volle Be
lastung des ganzen Trägers ist 

maxMP + minMP = M;,} 
maxQP + minQP = Q;. 

(639) 

Daher kann oft zur Vereinfachung der Rech
nung der eine Grenzwert aus M;, Q; und dem anderen berechnet werden. 

DieBiegungsmomente des Trägers l~csind bei gleichförmiger Belastungpie (Abb. 360) 

(640) 
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Die Abszissen ~0 lk, ~~lk des Grenzwertes Mmax werden nach S. 42 aus der Bedingung 
dMfd~ = 0 bestimmt. Mit 

(641) 

und 

(642) 

1. Träger über einem Feld. a) Einfach statisch unbestimmte Anord
nung. Der Träger ist links eingespannt, rechts frei drehbar gelagert. Als statisch 
überzählige Größe X 1 dient das Einspannungsmoment -Ma (Abb. 361). 

X c5to ( E' 
1 = , +. · · starre mspannung: e1 = 0). 

ou Et 

Zahlenrechnung bei beliebig veränderlichem Trägheitsmoment 

Abb. 361. 

Flb wird mit 01 b =Al' /6 
xl ;, 
M~ = Y.Ib = 2p' 

bestimmt; für I = const 
alb = lf3. 

bei Approximation der 
elastischen Eigenschaften 
nach (635). Darnach ist 
für c1 = 0 (starre Ein
spannung) Ö11 =fi,2l'f6, 

bei gleichbleibendem 
Querschnitt Ön = l' /3 und 
ö10 nach Tabelle 12 ein
zusetzen. Der Festpunkt 

nach (437) durch 
).l 

alb = A+ 2/t (644) 

ist A = fi = 1, xlb = 1/2, 

Bei Belastung des Kragträgers ist das Stützen
moment Mb statisch bestimmt und daher X 1 = xlb · Mb 
(Abb. 361). Stütz- und Schnittkräfte für Träger mit --L__~"M-.....(!»'-+-o@--H~>-!-.L 

konstantem Trägheitsmoment und c1 = 0 sind in 
Tabelle 30 eingetragen. 

b) Zweifach statisch unbestimmte Anord
Abb. 362. 

nung. Der Träger ist auf der einen Seite starr, auf der anderen beweglich ein
gespannt (Abb. 362). Als statisch überzählige Größen werden die Einspannungs
momente -Ma = X 1 , -Mb = X 2 verwendet und nach (345) für elastische Ver
drehung der Stützen berechnet. Der EI c fache Betrag der gegenseitigen Verdrehung 
der Stützenquerschnitte durch -X1 = 1 oder -X2 = 1 ist dann 

(645) 

so daß die folgenden geometrischen Bedingungsgleichungen entstehen: 

Die Vorzahlen und Belastungszahlen ergeben sich bei beliebig veränderlichem 
Trägheitsmoment nach Abschn. 18, bei Approximation der Funktion C nach Ta
belle 29. Darnach ist Ön = Ö22 = 2pJ' /6, Ö12 =Al' f6. Die algebraische Auflösung 
der Gleichungen steht auf S. 172, die Verwendung der Ergebnisse auf S. 396. 

Zur graphischen Auflösung des Ansatzes dient folgende Umformung: 
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Tabelle 30. Links eingespannter, rechts frei gelagerter Träger, ] = const. 

Abszissen der Belastung: ; l, ~~ l 

c Abszissen der Stabquerschnitte: Cl, C1 l 
-~~~~--~--~ 

- M a = X 1 ; Schnittkräfte zwischen a und b : 

A =! (2- 3 ;s + ;a) 

B = !- ~2 (3 - ~) 

M=M0 -X1 C1 ; Q = Q0 +XJl; 

A =A 0 +X1jl; B =B0 -X1jl. 

A = ~-Pl 

B=Hl 

M.= _!__(;'-;1a)=-!_w~ 
2 2 

~!!!!!I!!I!!!!!III!!M(' 

= p 12 
M.=----g 

1--al---...j 

~ I!II!!IIIIII!P 
A 

I_ ~ 
r---l----ooi 

A=-HI 

B = t (3;- 1) 

M. =+_!__~I 
2 

M 0 = -~~~ 

A=~l rx. (2- rx.2+ : 3) 

B= ~~ rx.3 (I - :) 

pl 
A =- rx. (2o- 5 rx.2 + rx.3) 

40 

pl 
B=- rx.3 (5-rx.) 

40 

Sonderfall: rx. = 1 

A = ~pl; B = l-crPl; M.= -l"pls 

C = -85 : max M = 5 p ~~ 
64 

A=-fplJ.2 

B = p l J. (4 + 3 Ä) 
4 

M = pl2 ).2 
• 4 

A = p l rx.l2 (6 - rx.l2) 
8 

1-"-"2---1 I• 111111111111~ pl 1(8 I 13 - .......... ··- B = --rx. - 6rx. + rx. ) 
8 

~l---1 
M pl2 12( 12 

.=-srx. 2-rx. l 

Sonderfall: rx.1 = 1 

A = -l0 Pl; B = HPl; M.=- Tfnrpl 2 

~ \M A =- _l_ M ; (2 - ~) = -B; 
18 'l b. 21 

1 I 
M.= + 2 M(1-3~12) =+ -zM WM 

~.;l......k--.;i = 
....._____l------=:1 Sonderfall: ; = 1; A =- _l_ M = -B; 
r- 2l 

M. = + __:__ M 
2 

Ungleichförmige Temperaturänderung t0 - tu =L1t: M. = fE Je rx.1 L1tjh 

Stützenverschiebungen L1a, L10 und m.: M - E J _l_ f m + 3 L1. - 3 L1o) 
T a- C l \ TO l l 
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Tabelle 31. Beiderseits eingespannter Träger, ] = const *. 

A = ~' 2 (I + 2 ~) 

n = ~2 (I+ 2 el 

A = -6 M ~ (r - ~) 

B = + 6 M ~(I - ~) 

M.= --M (r- 4 ~ + 3 ~2) 

A =2Ply[~12 (3-2~')-y2 (2~1 - I)] 

B = 2 P ly W (3- 2 ~)- y 2 (z ~- r)] 

M. = - ~ p l2y [3 ~· 2 ~ - y2 (3 ~' - I)] 

M•=- ~ pl2y [3 ~2~'- y2 (3 ~-I}] 

Sonderfall: y = ~;;:;; o,5 

A = z p l HI- 4 ~2 ~'], B = 8 p l ~a ~' 
Ma = - ~ p l2 ~2 [I - 4 ~' + 6 ~'2J 

M b = - fi p [2 ~' 2 [I - 4 ~ + 6 ~2J 

Sonderfall ~ = 0,5: A = B = p l y 
p [2 

M.= M• = -rzy[3- 4 y2J 

Abszissen der Belastung: ~ l, ~~ l 

Abszissen der Stabquerschnitte: ~ l, ~' l 

- M.= X 1 ; ·-M•= X 2 • 

I 

I 

Xa-XI 
A =Ao---l--

Xa-XI 
B = Bo+ --l-

pl 
A=B=--

2 

C=o,zii3 und '=0,7887: 111=o 

~ = 0,5: 
p l2 

maxM= +-
24 

~A ~P'o'"('5-Bo') 20 

~ B =pl a.' [10- a.' 2 {I5- 8 a.')] 
20 

~ A ~pl o'"(s -'o') 20 

~ B = 1!_~ r:x.' [10- a.12 (5 - 2 a.')] 
' 20 

p [2 
111. = -- a.' 3 (5-3 a.') 

6o 

p [2 
.1Jb = -- a.'2 (10 (I - a.') + 3 a.'2J 

6o 

Sonderfall: a.' = I 

A = }ö p l, B = 271f p t 
1\1 a = - -a'0 P l 2 , llfb = - }IJ p l 2 

~ = 0,237 und '= o,8o8: M = o 

p l2 
~ = 0,548 : max M = -

46,6 

Ungleichförmige Temperaturänderung t0 - t.=L1t: lii.= -lii.=EJ.a.eL1tjh 

•• 0 (} 6 
Stutzenverschiebungen L1., L1•: M. = - - (L1•- LJ.) EJ; Mb = -- - (L1.- L1b) E J 12 [2 

Stützenverdrehungen rp0 , rp.: M 0 = + -;- (2 rp.- rp.) E ]; Jlllb = ~- (2 f{Jb- rp.) E J 
-----

* Weitere Belastungsfälle siehe Tabelle 17 Seite 112. 
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In dieser sind die reziproken Vorzahlen nach S. 255 Kennbeziehungen zwischen den 
Einspannungsmomenten. Sie bestimmen die Festpunkte F12 , F 21 der Untersuchung 
(Abb. 362). 

X1 a12 1512 ;, l - - -- - " -- - - -- - ---------x2 - b12 - 12 -- 15n + e1 - 2 fl + 6 e1/l' 

X 2 a 21 15 12 Je 
---- - --- - " -- -- --- - -----
x1 - b21 - 21 -- 1522 + s2 - 2 p, + 6 s2/l' 

(646) 

- 1512 l- Al I 
al2 - J;_-1 + 1512 + s1 - 2 fl + Je+ 6 s~/l' 

1512 Je l 
a21 = 1522 + 1512 + s2l = 2 fl + }, + 6 s2/l' 

(647) 

Je mehr sich die Endquerschnitte bei der Belastung des Trägers drehen, je größer 
also c1 und c2 vorgeschrieben werden, um so kleiner sind die Strecken a12 , a21 • 

X b12 X 151o R X X b21 15"o R 
1 a12 + 2 = -15--;_; = 1 ' 1 + 2 a2~ = 15~; = 2 • 

Die Quotienten R1 , R2 besitzen die Dimension der unbekannten Einspannungs
momente. Sie sind unabhängig von den statisch unbestimmten Größen und erhalten 
durch die Art der graphischen Auflösung die Bezeichnung Kreuzlinienabschnitte. In der 
Regel werden die den Festpunkten F 12 , F 21 zugeordneten Ordinaten V 1 , V 2 verwendet. 

V1 = arR1 = 2 fl+/+ 6 sJtR1 , V2 = a:1 R2 = 2 f-l+:+6eJtR 2 • (648} 

Bei konstantem Trägheitsmoment und 
"12 = "21 = l/2' 

R _ 6_1511l_ 
1- l' ' 

R _ 615~. 
2- l' ' 

V - ~?_zo 
2- l' • (649) 

Die Belastungszahlen bio, <520 sind in Abschn. 18 als Verdrehung der Endtangenten 
eines einfachen Balkenträgers angegeben, so daß sich besondere Tabellen für die 
Kreuzlinienabschnitte R1 , R2 erübrigen. Die Abb. 362 zeigt neben der graphischen 
Ermittlung von XI, x2 aus RI, R2 oder Vl, v2 außerdem noch die der Biegungs
momente des ganzen Trägers nach (637). 

Bei konstantem Trägheitsmoment und c1 = 0, c2 = 0 entstehen Stütz- und 
Schnittkräfte nach Tabelle 31 (S. 399). 

Die Anwendung der Tabellen 30 u. 31 läßt sich an der Berechnung einer Kranbahn
stütze zeigen, deren Enden nach Abb. 363 frei, frei drehbar oder starr eingespannt sind. 

a) b) -8,8/J, d) 

+10,0 

Abb. :363. 

Abb. 363a: Kragträger und Abb. 363b: Balkenträger, Schnittkräfte nach Tabelle 6 u. 7. 
Abb. 363c: Einseitig eingespannter und gelenkig gestützter Stab. 

Tabelle 30 liefert für M = - 10,0 mt, l = 10,0 m, $ = 0,8 
3 

A =- B = + :r:--w.o 10.0. o,8 (2- o,8) = 1.44 t, 

Ma = -} 10,0 [l - 3 · 0,22] ,=- 4,4 mt. 



Träger über zwei Feldern. 

Abb. 363d: Beiderseits eingespannte Stütze. 
Nach Tabelle 31 wird für M = - 10,0 mt, l = 10,0 m, ~ = 0,8 

A = - B = + 6 · 10,0 · 0,8 (1 - 0,8) = 9,6 t, 

M. = + 10,0 [1 - 4 · 0,8 + 3 · 0,82] =- 2,8 mt, 

Mb = + 10,0 · 0,8 (2- 3 · 0,8) =- 3,2 mt. 

401 

2. Trä~er über zwei Feldern. Allgemeine Anordnung nach Abb. 364. Haupt
system: Zwei einfache Träger (I), (II). Statisch überzählige Größen: Einspannungs
momente -Ma = X 1 , -Mc = X 3 , Stützenmoment -Mb = X 2 • Berechnung bei 
allgemeiner Anordnung nach Abschn. 26, bei x t Xa Xa 
feldweise konstantem Trägheitsmoment mit Ta- ( i:~t \ I _ i. \ II:Tit ) 
belle 32, Teil A. Teil B enthält Angaben bei ver- ·-- i z.-----+f+.-1_ ~ 

" la " änderlichem Trägheitsmoment. Abb. 364. 

Abkürzungen: 

Tabelle 32. Träger über zwei Feldern. 

A. Das Trägheitsmoment ist feldweise konstant. 

1) rl = t2 1t3 , 2) rL' = z~;z~, 3) rp = 2 (1 + rL') , 
4+3rL1 - 3+4rL1 

4) 1p = - -2 - - o) rJ = 2- - . 

Klammerwerte [w~-xk(k- 11 wD] und [wD-x<k- 11 kw~] sind für 0,200<x<0,380 in Tabelle34 
Seite 410 angegeben. 

Formeln zur Ermittlung der Festpunktabstände aus den Kennbezeichnungen: 
"<k-1) k z. "k (k-11 z. 

a<k-11 k = 1 + x~k-=ll~' ' ak <k-11 = -1 f.u~-~k-=1~. 
Berechnung der Stützkräfte: vgl. Seite 396 und 424. 

a) Anordnung Abb. 365. 

- Mb = x2 

Kennbeziehungen: 

"•2 = 0' 
1 

X2c =-' 
'P 

x, 2 = 0' 
rL' 

"2• = ~-. 

Bereich 

Einflußlimen: 

a I 

IE---la-~~

Abb. 365. 

II 

3 

Schnittkräfte für feldweise Belastung: 

Belastung j!IIIIIIIIIIIIIIQ{' Z>. ~ 
PjiiiiiiJl jiiiiiiiiiiiii±/!IIIIIIIQ[ 

x2 
p ~~ rL' p l& I p ~~ I + rL1 rL 2 

-- ------
4 'P 4 'P 4 'P 

I 
maxM p ~~ ~2 p ~~ ~2 

2 0 2 0 
I 

I 

I 

~0 
!p I I I + oc' oc 2 

-----------. 
2rp 2 4 oc2 'P 

I maxM p Z" p [2 
_3_~12 _3. ~12 

z 0 z 0 
II 

~0 'Y/ I I I + rL1 rl2 
-- ---- ----
zrp 2 4 'P 

Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. I!. 26 



402 46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 

Überzählige Schnittkraft X 2 für besondere Belastungen: 

Belastung 
LS 2S A 

I M I I M " 
- - [WM IX. - OJM J t:p I IJ 

Ungleichförmige Erwärmung tu- !0 = Llt: 

Stützensenkungen Ll. , Llb , Llc: X 2 = l~ E+~; [~· - Llb (+ + +) + ~·] . 
2 3 2 2 3 3 

b) Anordnung Abb. 366. 

-M.=X1 , -Mb=X2 • 

1 2 8 

~a I lJ .1I c 
2S: :z:" 

-ze "IE z"----...1 
Abb. 366. 

Kennbeziehungen: Konjugierte Matrix der ßlk: 

1 
"12 = 2' 

Einflußlinien: 

Bereich I 

; 1~ 'P. x1 

..!_ ~~ 'P. x2 
3 

II 

Schnittkräfte für feldweise Belastung: 

Belastung ~lllllllll!l!!l1!{ b ~IIIIIIIIIII!I!J>ILIIIIII~ 

I 

maxM 

pl~ 2 + t:p 

r6 'P 
pl~ oc2 (2 + t:p)- 2 
l6 -----;;;----- -

I 1--------l~-----------------l--------------------:---------------------

l 
: + 38~~r2 ;0 

---------~--------1----------------1:---------
Pli ;12 I 2 0 

liii----+-----------1-----------'------------
1 3 m I I 2 + oc' oc2 

I ;0 ~ I 2-8 --v;--

maxM 



Träger über zwei Feldern. 

c) Anordnung Abb. 367. ~~~----~I~--~t~~l~~ 
~'"'~ o-----la-___,"'~fZIE--"J 

Abb. 367. 

-Ma=Xl, -Mb=X2, -Mc=Xa. 

Kennbeziehungen: 

l 
"'23 = -- , 

'lj! 

Bereich: 

3 --- q; .xl 
4 

3 -- q;. x2 
4 

3 - q;·X 
4 3 

Konjugierte Matrix der ß1 k: 

I 
z.-l~q;·X1 2 rJ/rx' -2 

Einflußlinien: 

I 

~~- 'fJ [ w~ - u 21 wD] 

l2rx1 [wD- u12 w~J 

[2 I [ 1 ] 
- -.:;- r1. WD- U12WD 

1----
Il~q;·X2 
2 

-2 4 
------

I -2 

li 

la [ , ] -- WD- Ua2WD 
2 

la [w~- "a2wD] 

la [ , ] - 'lj! WD- U23WD 
2 

Schnittkräfte für feldweise Belastung· 

I 

1-
-2 

---
21j! 

403 

Belastung ~1111111111111!1( ll 
~ 

p l'f, I p l'f, rx2 (q; +I)- I 
----

I I2 q; I2 q; 

-----~~----------1------------:-----------
p q rx' p l'f, I [ 

6 q; I 6 q; I 
--------~-----------------------------~--------------

I 

I maxM 

maxM 

p ~~ rx' 
----

I2 (/! 

'YJ 

2([! 

p l'f, 'lj!- I 
-~---~ 

6 q; 

p ~~ (3 ~2- _I_) 
6 0 q; 

P l~ rx' (3 - rx2) + __ ~ 
I2 q; 

I I I- rx2 -- +- ---~--
2 rx2 4 q; 

P l'f, ( 2 I + rx' rx2) - 3~o----~ 
6 q; 

I I- (1.2 
-~-r:x.'---
2 4 q; 

B. Das Trägheitsmoment ist veränderlich. 

Anordnung nach Abb. 368 ~ I ~ II ~ 
-Mb = X2 A ( ßa) zs: (Pa) 2>. 

Unsymmetrischer Verlauf* der Funktionen ~k. Abb. 368*. 

Approximation von ~k =]k/l und Beiwert fi: Tabelle 29b, S. 395. 
Die Belastungszahlen können nach S. 395 mit hinreichender Genauigkeit für feldweise 

konstantes Trägheitsmoment berechnet werden. 

* Für symmetrischen Verlauf von ~k tritt an die Stelle von fi der entsprechende Wert ft 
der Tabelle 29. (In Abb. 368 ist fta = {i3 .) 

26* 



404 46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 

Abkürzungen: IX = 12/13 ; IX'= l~fl'a; rp' = 2 ('fi3 + fi2 1X1) • 

Einflußlinien: 

Bereich: 

rp'. x2 
Reduzierte Biegelinien WD• wZ, nach Tabelle 29, S. 395. 

Schnittkräfte für feldweise Belastung: 

II 

Belastung J:t:l!llll!!!!2:f .Jlill!!lll!!211!!!~ 

p ~~ I 

4 rp' 
p ~~ I + Cl.' C(2 

4 rp' 

3. Träger über drei Feldern. Allgemeine Anordnung nach Abb. 369. Haupt
system: Drei einfache Träger. Statisch überzählige Größen: Einspannungsmomente 

-Ma=X1 ,- Md=X4 , Stützenmomente -Mb=X2 , 

- M c = X3 . Berechnung bei allgemeiner Anordnung 

Abb. 369. 

nach Abschn. 26, bei feldweise konstantem Trägheits
moment mit den WertenderTabelle33, TeilA. TeilE 
enthältAngaben bei veränderlichemTrägheitsmoment. 

Tabelle 33· Träger über drei Feldern. 

A. Das Trägheitsmoment ist feldweise konstant. 

Abkürzungen: 1) Cl.~=l~./13, 3) rp1 =2(1+1Xi}, 5) 'f'1=2(1+!1X~). 

7) 'f/1 = fP1 fP2 - 1, 9) 'f/a = 1J!1 1J!2 - 1, 

8) 'f/2 = 1Ji1 fP2 - 1, 10) 'f/4 = fP1 V!2 - 1. 

Klammerwerte [wl> - x. <k-V WD] und [wD - "<k-ll k wn] sind für 0,200 < x < 0,380 
in der Tabelle 34 Seite 410 angegeben. 

Formeln zur Ermittlung der Festpunktabstände aus den Kennbeziehungen: 

"<k-1) k lk xk <k-ll I, 
a(k-ll k = ~~~--; ak <k-1> = -~~ ---; 

1 + "<~<-1l k 1 + xk <k-1) 

Berechnung der Stützkräfte und der maximalen Momente: vgl. S. 396. 

a) Anordnung Abb. 370. 

Abkürzungen: 1 bis 4 und 7. 

Kennbeziehungen: 

Xa2 = 0, 

1 
"'2'l =--, 

fPl 

C(~ fPl 
"'3d=-~, 

'f/1 

xäa= 0 

1 
Xa2 =~ 

fP2 

C(~ fP2 
'X2a = ---

'f/1 

1 
a I 

LS 

~lz 

Einflußlinien: 

Bereich: I II 

'f/1 • X2 lz C(j_ fP2 WD Ia fP2 [wi> - "a2 WD] 

'f/1 • Xa -12 Cl.j_ WD la fP1 [WD - X2a wl>] 

2 II 3 
b c 

:zs: zs: 
la ·I· 

Abb. 370. 

III 

-t4 C(~ wi> 

I 14 C(~ fP1 wi> 

III II 
d 
A 

~-1 
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Überzählige Größen für feldweise Belastung: 

mmmrnP Belastung ~ P,&!lllll!lllllll! Z>. I =.o::-~zs~--P-::~~....., 

~p2S 2S 
~~ 

p f2 
- -~ oc' 

4 1 

p [2 
___ 3 (q>2- I) 

4 

p [2 
_3 (q>1- I) 

4 

Überzählige Größen für besondere Belastungen: 

X2= I_ p ~~ IX~ ({'2 ~2 (z - ~2) 
A 'Y/1 4 

I p /2 
Xa =- --- _21X~~2(z- ~2) 

'Y/1 4 

P [2 
- __ ___!(X~ 

4 

p f2 
4 n' m -~2.,-1 

4 

I p [2 
x2 = -- _3 ~2[z (z ({'2- I)- 4 ~ ({'2 + ~2(({'2 +I)] 

Pz!f!! !lllllll 
b. 'Y/1 4 LS ~.;zs -l:zs I p [2 

Xa =- _3 ~2[4 IX~+ 4 ~- ~2(q>1 +I)] 
'Y/1 4 

I p /2 

p~A 
x2 = -- _4 IX~ ~2 (4 - 4 ~ + ~2) 

'Y/1 4 .d 2S 

X3= 
I p j2 

-- - 4 IX~ ({'1 ~2 (4 - 4 ~ + ~2) 
'Y/1 4 

~M 
2S 2S A X 2 = _I_ M IX~ ({'2 ; 

'Y/1 

~M I 

..d 2S A X 2 = -- 2 M IX~ ({'2: 
'Y/1 

~M I 

..d X2 = -- 2 M IX~; 2S A "Y/1 

..d 2S zs ~M ""Y2 = ~ M oc~; 
'Y/1 " 

Ungleichförmige Erwärmung tu - 10 = L1 t : 

rx, L1 t 3 
X2 =EJ.- ---,- [q>2(12+ Ia)- (Ia+ 14)] 

d 13 'Y/1 

Stützenverschiebungen Lla, Llb, Ll 0 und Lid: 

X 3 = - _:_ M IX~ 
'Y/1 

x. = _:_ 2 MIX~ 
"11 

X 3 = _I_ 2 M IX~ q>1 
"11 

x. = -_I_ M IX~ ({'1 
'Y/1 



406 46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 

b) Anordnung Abb. 371. 

-M.=X1 , -Mb=X2 , 

Abkürzungen 1 bis 5, 7 und 8. 

Kennbeziehungen: 

1 
"'a2=~, 

'P2 

Bereich: I 

112 • X1 
l2 [ • z- 111 WD - X21 WD] 

112 • x2 l2 oc~ 'P2 [wD- "12 w~] 

112 • Xa -l2 oc~ [wD- x 12 w~] 

Abb. 371. 

Konjugierte Matrix der ß; k : 

!510 !520 

I ' X - la 112 • a 
3 

Einflußlinien : 

II 

11r/ oc~ 
-

-q;2 

---
I 

la ' --2 fP2 [wD- "a2 wD] 

la f/J2 [w~ - "a2 wD] 

la !p1 [wD- "2a w~] 

-q;2 I 

------

2 f/J2 -2 

--- -
-2 2 !p1 

111 

l4 , , -z- OC2 WD 

-l4 oc~ w1 

l4 oc~ 1p1 w~ 

Überzählige Größen für feldweise Belastung: 

Belastung I ~ll!!llll!!llf zs: ~ 

p [2 
112 • X1 __ 2 [cp2 (2 + 'P1)- 2] 

I6 

p [2 
112 • X2 

2 I - 8- OC1 fP2 

112 • Xa 
p l~ • 

--8- oc1 

c) Anordnung Abb. 372 

-M.=X1, -Mb=X2, 

-M.=X3 , -M.=X4 

Abkürzungen 1 bis 6, 8 bis 10. 

Kennbeziehungen: 

1 
"32 =-, 

!p2 

oc~ !p1 
"a4 =--, 

112 

~ P~illllllll~ %:>. } :!!l: PAJIIIIII~ 

p [2 p ll • 
- _ __!! (cp2- I) -8- oc2 

8 

p [2 p l~ • 
-~3 (cp2-I) 

4 
--4- oc2 

p [2 p l~ • 
__ 3 (!p1- I) -4- oc2 !p1 

4 

1 2 J 1/ 

~a I i ll i lll dt 
~z2,--r-"__-,zs--.. +-l ~.--,z"--( 

Abb. 372. 

Konjugierte Matrix der ß; k: 

b1o b2o 

2 114/oc~ -2!p2 2 -I 

------
- 2!p2 4 !p2 -4 2 2 I' - a11a. x2 

3 

2 -4 4 !pl -2!pl 

------
-I 2 -2 !pl 2 112/oc; 
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Einflußlinien: 

Bereich: I I II III 

11a ·X1 
!., la [ ' ] !4 ' ' ~-114 [w~- X21 wD] - -1p3 WD-U32WD -2. oc2 [wD- u4a wD] 2 

11a. x2 l2oc~ 1J!2[wD- X12 w~] la 1J!2 [w~- :>ea2 wD] -!4 oc~ [w;_,- X4awD] 

11a · Xa -l2 oc~ [wD- u12w~] la 'IJ!t [wD- u23 w~] !4 oc~ 'IJ!t [w~- u4a wD] 

113. x4 !2 ' ' la ' !4 '] -- oc1 [wD- ul2 wD] - -1p1[wD- U2awD] - 'f/2 [wD- Ua4 WD 
2 2 2 

Überzählige Größen für feldweise Belastung: 

Belastung ~l!llll!lll~ :zs: ~ ~ P~lllllllllllll~ ~ ~ :zs: pl!llllllll~ 

p [2 p [2 p ~~ ' "'a. xl rf [1J!2 (2 + <pl)- 2] __ 3 (1J!2- I) 16 0(2 8 

"'a. x2 
p [2 

2 ' 8oc,1J!2 
p [2 

~(1p2-I) p ll ' 
-80(2 

pf2 p [2 p [2 
11a • Xa __ 2 oc' _3 ('IJ!l- I) 4 oc' 1J! 8 1 4 8 2 1 

p [2 

I 
p [2 p [2 

11a. x4 _20(, --" (1J!t- I) _4 ['IJ!t (2 + <p2) - 2] I6 1 8 I6 

B. Das Trägheitsmoment ist veränderlich. 

Anordnung Abb. 373 
a I 

LS 
(,fiz) 

t Il 

Abb. 373. 

3 II 
c III d 

Unsymmetrischer Verlauf* von 'k im Feld I und III, symmetrischer Verlauf von 'k im 
Felde I I. Approximation von 'k = ] k/] und Beiwerte p, fi und ). : Tabelle 29 S. 394 
[.l.2 ""' .l.4 ""' L oder numerisch nach (634)]. 

Die Belastungszahlen können nach Seite 395 mit hinreichender Genauigkeit für feldweise 
konstantes Trägheitsmoment berechnet werden. 

Abkürzungen: 

Kennbeziehungen: 

Ua2= 0, 

oc~ = z;;z~, 

0(~ = !4/l~' 

ud 3 = 0, 

l 
"a2 = ----,- , 

<p2 

oc; 'P~ 
X2a = ----; -- },2 · 

112 

Konjugierte Matrix der ß; k: 

* Für symmetrischen Verlauf von 'k im Felde I und III sind die Werte fi2 , fi4 durch die 
entsprechenden Werte p 2, p 4 der Tabelle 29 zu ersetzen. 



408 46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 

Einflußlinien: 

Bereich I II III 

'IJ~. Xs lgll~ tp~ WD {3 tp~ [ro~ - U32 WD] -t,ll~ w~ 

'I)~. Xa -lsll~ WD /3 tp~ [WD - U21 W~] z,ll; tp~ w~ 
Reduzierte Biegelinien WD. w~ nach Tabelle 29 s. 394. 

Überzählige Größen für feldweise Belastung: 

Belastung !"11111111~ ~ :z:. ~ dfJIIIIIillll~ ~ ~ :zs: l'~lllll!_ 

pl2 pl~ (tp;- I) 
pl2 

fJ~. x2 2 ll' tp' --' ll' 4 1 2 4 4 2 

pl2 plg (tp~- I) 
pl2 

'I)~. Xa __ 2 ll~ 4 ll' tp' 
4 4 4 2 l 

Durchgehender Träger über vier Stützen (Abb. 374 auf Seite 412). 

Berechnung mit den Werten der Tabelle 33, Teil A a). 

12 = 12,0 m, fc/I2 = 2,5, l~ = 30,0 m 

13 = 18,0 m, J./]3 = 1,0, l~ = 18,0 m 

14 = 9,0 m, ]./], = 4,0, t;, = 36,0m 

J. = \~3 
• 0,5 = 0,11433 m4 ; E = 2100000 t/m2 ; llt = 0,00001. 

Abkürzungen: 

1P2 = 2 (1 + 2) = 6, 

16 
'IJl = 3 . 6 - 1 = 31. 

Kennbeziehungen: 

Uu2 = 0' 

2 ·16 32 
" 34 = 31:3 = 93' 

:>e4 3 = 0, 

1 
:>ea2=6' 

5· 6 30 
""2 • = 3. 31 = 93. 

Festpunktabstände: (Abb. 374i) 

3·18,0 
a23 = 3 = 2,84m; 

16 ( 1 + 16) 

Konjugierte Matrix der ß1k: 

- Mb = X 2 ; - M. = X 3 

1 1 6 ~~ 'IJt = 6 18,0 • 31 = 93 ; 

!52o !5ao 

93·X2~ 
93·xaEG 

1· 18.0 
a32 = -------- = 2,57 m; 

6(1+ !) 
30·12 

a2 • = ---30 = 2,93 m. 

93 ( 1 + 93) 



Durchgehender Träger über vier Stützen. 409 

Einflußlinien: Werte [w~- 11:32 w0] und [wD- 11:23 w~] vgl. Tabelle 34 S. 410. 

Bereich: I II III 

31 ·X2 5 r8,o · 6 • [w~ - 11:32 Wo] 
- g,o · 2 · w~ =- r8 w~ 

(Abb. 374b) 
I2,0•-•6w0 = I20Wo 

= ro8 [w~ - 11:32 w0] 3 

3I ·Xs 
r6 r6 5 18,o •- [w0 - 11:23 w~] 

(Abb. 374c) 
-12,0 • 3 . w0 =-2ow0 3 g,o • 2 . - • w~ = g6 w~ 

= g6 [w0 - 11:23 w~] 
3 

Einflußlinien der Stütz- und Schnittkräfte. 

a) Stützendruck A: (Abb. 374d) 

x2 x2 . 
A =Ao -- = A 0 ----, 

l2 12,0 
b) Querkraft Q im Felde 2 (Abb. 374e) 

X 2 - X 3 X 2 -X3 
Q = Qo + ---l3- = Qo + -1S~Ö-- ; 

c) Stützendruck B: (Abb. 374f) 

B = B 0 + (_!__ + _!_) X 2 - -l1 X 3 
l2 la 3 

d) Moment Mm im Felde 1 (Abb. 374g) 

x2. 
1\fm = Mmo- /;mX2 = Mmo- 2' 

e) Moment M,. im Felde 2 (Abb. 374h) 

M .. =Mno-t;;,X2-!;,.Xa=M,.o- X2~ X3 

= Bo + (12\ + 1;0) X2- 18\ Xa; 

Schnittkräfte für gleichförmige Streckenlast p = I,o t;m. 

a) feldweise Belastung: 

Belastung J!IIII!IIII1Js: 25: 2!> 

12,o2 5 
3I ·X2 --·- • 6 = 360 

4 3 

3I ·Xa - I_z,o2 .l...=- 6o 
4 3 

b) Streckenlasten: 

A h 

A a 

..s :z!IIIIIIIIIIIIIIII~ 2!> ..s 25: ~ 

I8 o2 g,o2 
-'- (6 - I) = 405 ----·2 =-40.5 

4 4 

~~~~ (~~- I)= 35I 
g,o2 I6 
--·2·-=2I6 

4 3 4 3 

I I8,o2 
- ---/;2 [2 (2 • 6,0- I) - 4 /; 6,0 + f;2 (6,0 + I)) 
3I 4 



410 46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 

Tabelle 34· wj, - "k !k-11 WD • 

" 
g=x:l= 

o,1 0,2 y._ I 0,30 % 0,4 o,s o,6 I % 0,7 % o,8 o,g 

0,200 0,15120 0,24960 0,28125 0,30240 0,31II1 o,3168o 0,30000 0,25920 0,22222 0,20160 0,16875 0,13440 0,06480 0,200 

---------------------------
02 100 922 078 185 052 613 0,29925 843 148 089 Sog 382 446 02 
04 o8o 883 031 131 0,30993 546 sso 766 074 017 744 325 412 04 
o6 o61 845 0,27984 076 933 478 775 690 000 0,19946 678 267 377 o6 
o8 041 8o6 938 022 874 4II 700 613 0,21926 874 613 210 343 o8 

---------------------------
0,210 0,15021 0,24768 0,27891 0,29967 0,30815 0,31344 0,29625 0,25536 0,21852 0,19803 0,16547 0,13152 0,06309 0,210 

---------------------------
12 012 730 844 912 756 277 550 459 778 732 481 094 275 12 
14 0,14981 6g1 797 sss 696 210 475 382 704 66o 416 037 241 14 
16 962 653 750 803 637 142 400 306 630 589 350 0,12979 206 16 
18 942 614 703 749 578 075 325 229 556 517 284 922 172 18 

------ ---------------
0,220 0,14922 0,24576 0,27656 0,29694 0,30519:0,31008 0,29250 0;25152 0,21482 0,19446 0,16219 0,12864 o,o6138 0,220 
-

22 902 538 609 639 45910,30941 175 075 407 375 153 8o6 104 22 
24 882 499 563 s8s 400 874 100 0,24998 333 303 o88 749 070 24 
26 863 467 516 530 341 8o6 025 922 259 232 022 691 035 26 
28 843 422 469 476 282 739 o,28950 845 185 160 0,15956 634 001 28 

---------------------
0,230 o, 14823 0,24384 0,27422 0,29421 0,30222 0,30672 o,28875 0,24768 0,2IIII 0,19089 0,15891 0,12576 0,05967 0,230 
- ---------------------------------

32 803 346 375 366 163 6os 8oo 691 037 018 825 518 933 32 
34 783 307 328 312 104 538 725 614 0,20963 o,18946 759 461 899 34 
36 764 269 281 257 045 470 6so 538 889 875 694 403 864 36 
38 744 230 234 203 0,29985 403 575 461 815 803 628 346 830 38 

- ---------------------------------
0,240 0,14724 0,24192 0,27188 0,29148 0,29926 0,30336 o,285oo.o,24384 0,20741 0,18732 0,15563 0,12288 0,05796 0,240 

---------------------------
42 704 154 141 093 867 269 425 307 667 661 497 230 762 42 
44 684 115 094 039 8o7 202 350 230 593 589 431 173 728 44 
46 664 077 047 o, 289841 7 48 134 275 154 519 518 366 IIS 693 46 
48 645 038 000 930 689 o67 200 077 444 446 300 os8 659 48 ___ I ___ 

0,250 0,14625 0,24000 0,26953 0,28875 0,29630 0,30000 0,28125 0,24000 0,20370 0,18375 0,15234 0,12000 o,o5625 0,250 
---------------------------

52 6os 0,23962 906 82o 570 0,29933 oso 0,23923 296 304 169 o,n942 591 52 
54 585 923 ss9 766 SII 866 0,27975 846 222 232 103 885 557 54 
56 566 885 813 7II 452 798 900 770 148 161 038 827 522 56 
s8 546 846 766 657 393 731 825 693 074 o89 0,14972 770 488 s8 

---------
o,29664lo,2775o 

------------
0,260 o,14526 0,23808 0,26719 0,28602 0,29333 0,23616 0,20000 0,18018 0,14906 O,II712 0,05454 o,z6o 

------ ___ I ___ 

62 506 770 672 547 274 597 675 539 o,19926 1o,17947 841 654 420 62 
64 486 73I 625 493 2I5 530 6oo 462 852 875 775 597 386 64 
66 467 693 578 438 156 462 5251 386 777 804 709 539 351 66 
68 447 654 53 I 384 096 395 450 309 703 732 644 482 317 68 

---------------,------------
0,270 o,I4427 0,236I6 0,26484 0,28329 0,29037 0,29328 0,27375 0,23232 O,I9629 0,1766I o,I4578 O,II424 0,05283 0,270 

---
~10,28978 

---------------------
72 407 578 438 26I 300 I 55 555 590 5I3 366 249 72 
74 387 539 39I 220 919 I94 225 o78 48I 5I8 447 309 215 74 
76 368 50 I 344 I65 859 I26 ISO 002 407 447 38I 25I IBO 76 
78 348 462 297 III 8oo 059 075 0,229251 333 375 3I6 I94 I46 78 ---------------------------

o,28o o,I4328 0,23424 0,26250 o,28o56 0,2874I 0,28992 0,27000 0,22848 o, I9259 o,I7304 O,I4250 O,III36 o,o5II2 0,280 
---------------------------

82 308 386 203 OOI 682 925 0,26925 77I I85 233 I84 078 078 82 
84 288 347 I 56 0,27947 622 858 8so 694 III I6I Il9 02I 044 84 
86 269 309 109 892 5631 790 775 6I8 037 090 053 o,I0963 009 86 
88 249 2701 063 838 504 723 700 54 I O,I8963 OI8 O,I3988 906 0,04975 88 

I o,9 o,S I % I 0,7 I % I o,6 1 0,5 1 

g=x:l= 
0,4 I % I 0,3 I y._ I 0,2 1 o,I 

" 



Durchgehender Träger über vier Stützen. 411 

Tabelle 34- w~ - :Iek !k-li Wn • 

~= x:l = 
o,r I 0,2 I Y. ! 0,3 I Ya I 0,4 I 0,5 I o,6 I % 1 0,7 i % o,8 I 0,9 

0,290 0,14229 o,232321o,26or6[o,27783 o,284441o,286s61o,2662S o,224641o,r8889 o,r6947!0,r3922 o,ro8481o,o494I 0,290 

92 zo9 194 o,zsg691 7z8 3851 s89 sso 387 814 8761 Ss6 790 907 92 
94 r89 rss 9221 674 326 522! 475 3rol 740 8o4 791 7331 873 94 
96 I70 II7 875 619 267 454i 400 234 666 733 725 67SI 838 96 

__ 9_8+-__ rs_o_1 ___ o_78 __ 8_2_8 __ s_6_s __ z_o_71 __ 3_8_71 __ 3_2_S __ r_s_7 __ 5_9_2 __ 6_'6_r __ 6_s_9 __ 6_r_8 1~ 98 

0,300 o,I4130 o,23040 o,2578r o,27sro 0,28148 o,2832o,o,26zso o,22o8o o,r8sr8 o,r6590 0,13594 o,ros6o]o,o477o 0,300 

02 IIOI 002 -----;;~~~--;;;~~~~~--;8~1 736 02 
04 090 0,22963 688 1 401 0301 r86: roo 0,21926 370 447 463 445 702 04 
o6 o7r! 92s 1 6411 346jo,2797ol rr81 o25 8so zg6 376 397 387 667 o6 
o8 osr' 886: 594 292\ grr osr;o,zs<JSO 773 222 304 331 330 633 o8 

0,310 o,r4o3I 0,22848 o,ZS547 0,27237 o,z7852I0,279841o,zs87S o,2r6g6 o,r8r48 o,r6233 o,r3z66 o,roz72 o,o4S99 ~ 
12 OI I 8ro 500 182 793 917 800 6r<) 074 162 200 214 565 IZ 

14 0,13991 77I 4S3 128 7331 8S0 1 725 542 000
1 

0<)0 134 I57 531 14 
r6 972 733 406 073 674 7821 Gso 466 o,r7925 019 o6g 099 496 r6 
r8 952 694 359 or9 6r5 7IS 575 389 8sr

1
o,r5947 oo3 042 462 r8 

------------------------------------------
0,320 o,r3932 o,226s6 o,25313 o,z6964 0,27556 o,27648 1o,255oo o,zr3rz o,r77n'o,rs876 o,rzg38 0,09984 o,o4428 o,32o ----------.------·----------

22 912 6r8 266 909 496 ssr! 425 235 703 8os 872 926 394 22 
24 8g2 5791 219 855 437 5141 3so rs81 629 733 8o6 869 360 24 
26 8731 541 172 8oo 378 4461 275 o8z 5S5 662 741 8rr 325 26 
28 853, 5021 rzsl 746 319 379 zoo oos 48r 590 675 754 291 28 

0,330 o,r3833 o,22464lo,2so78 o,z66gr 0,27259 o,273121o,zsrzs 0,20928 o,r74071o,rssr9 o,r2609 o,o9696 1~~ 
32 813 426·--;;-;;-·r-6;5~~~~-----s-;1~~ S44 638 223 32 
34 793 387 o,24984 1 582 r4r r78:o,24975 774! 259 376 478 s8r r89 34 
36 774 349 1 938, 527 o82 r ro goo 6g8' r8s 3os 413 523 154 36 
38 754 3IO 8gr 473 0221 043 82S 621 III 233 347 466 IZO 38 

0,340 o,I3734

1

o,22272 0,24844 o,264r8 o,z6g6310,26976 0,24750 0,20544 o,r7037 o,rsr621

1

o,rzz8r 0,09408 o,o4o86 o,340 

42 714 234 797 363 9041 9091 675 467 o,r6962 091 216 350 052 42 
44 694 rgs 750 309 847 842 6oo 390 888 orgl rso 293 or8 44 
46 6751 157 703 254 785[ 774 5251 314 814 0,14948 084 235 0,03983 46 
48 655

1 

rr8 656 zoo 726: 7071 450 237 740 876. org r78 949 48 

0,350 o,r363S o,22o8o 0,24609 o,z6r4s o,266671o,2664o 0.24375 ·o,2or6olo,r6666[o,r48os o,rr953 o,09120 o,o3915 0,350 

52 6rs 042 S63 ogo 6o71 S73 300 o83 592 734 888 o6z 88r 52 
54 595 0031 516 036 548 so6: 22S oo61 sr8 66z 822 oos 847 54 
56 576 o,2r96s 469 o,2598r 489 438 rso o,r9930 444 591 756 o,o8947 8r2 56 
58 556 926 422 927 430 371 o7s, 853 370 SI9 6gr 8go 778 58 

0,360 0,13536 o,2r888lo,24375 0,25872 0,26370 0,26304 o,24ooo·o,r9776,o,r62g6 o,r4448 o,rr625 o,o8832 o,o3744 o,36o 

62 sr6 Ssol 328 8r7 3II: 237 0,23925 699 222 377 559 774 7IO 62 
64 496 8rr, 28r 763 2S21 17o 8so 622 148 3os 494 717 676 64 
66 4771 773] 234 7os 193 roz 77s s46 073 234 428 659 64r 66 
68 4571 734 r88 654 133 035 7ool 469 o, 15999 r62 363 602 6o7 68 

0,370 O,I34371~~o,24I4IIo,25S99 0,26074 0,2Sg68 0,2362S,O,I9392 o,IS92S D,I409IIo,II297
1

0,o8544 0,03573 ~ 
72 417 658 0931 S44 ors gor! ssol 3151 8521 o2o 232 486 539 72 
74 397 6r9 046 49010,259551 8341' 47SI 238l 778io,r3948 r66l 429 505 74 
76 378 581 ;0,23999' 435, 896, 766 4001 r62. 704• 877 IOI 37I 470 76 
78 358 5421 9521 3Rr 8371 6g<J: 3251 o851 6301 Sosl 0351 314 436 78 

0,380 o,rmsl~~~~~~~~~~~~~~~r;;:-;;-~ 
o,g I o,S I % I o,7 I 7~ o,6 i o,s I o,4 \ % I 0,3 I Y. , 0,2 I o,r u 

:;=x:l= 

Wn - "(k-1) k w~. 



412 46. Balkenträger mit statisch unbestimmter Stützung. 

a 
l..f/~-45 I l..f/..&-1,0 I ..f/~-'1,0 I 

I ' I . · I 1 
1 I 1 II l~lh 
1~ 1~1 1 + 1 /1~ 1 1 + 1 :::=r:;:::-::1 1 
I ~i;:UY ! ~ finf?ußlmte furA-2--~ 1 

I ! I I I : I 
I I I . , , I 
1---= =---! I I Einf?ußlinie für,lß--Nc 1 

I i~J7~1c 
I I I I I 1

1 
I I i I 

~nf?ußlinle für A : d 

: + I 

I 
I 

+ I I 
I I 
I I 
I I 

I 

--~ Einli'ußlinie fllr Ri : 
I im re!lfe II I 

l , I , I 

e 

I ! : [ ~fi"nlil.tßlinie filr 8 1 

I · · 1-= I' 
I ~~I 
I I ~ I I 
I ' I 

' I I I I 
/ J 1....------r I ~ fnt?uB!inie mr ~ 
~~~~ I + 1!/ 
I "' I I 
1 ~ I I I 
I I I I 

I : 't7ni!Ußlinie filr ~ 1 

I _ I _ I lt 

linienzug 1: 

~ ~"" 

Be/osfungsf'o/1 für 

linienzug 3: linienzug II: Linienzug 2: 

,rprrmni2, "" 
jli1!111Q!IIII!III)! :b. LS z!lllllllilliJfliii~ 

Abb. :174. 

i 



Durchgehender Träger über vier Stützen. 413 

Grenzwerte der Momente bei gleichförmiger Streckenlast p = I,o tjm 
(Abb. 374i). 

a) Feldmomente: Überzählige Größen für ungünstigste Laststellung. 

Mmax in I und II 

Mm!n in II 

• I ~JJI· 
M m!n in I und III 
Mmax in II 

I x2 = -·- (360- 40,5) = 10,30 mt' 
3I 

I x. = -- (zi6- 6o,o) = 5,03 mt. 
" 3I 

4°5 X 2=-=I3,o6mt, 
3I 

35I 
.X3 =- = II,32 mt. 

3I 

b) Stützenmomente: - lVIb =X 2 , 

. \ " 
c 

M,m!n 

I x2 max = -- (J(>o + 405) = 24,68 mt' 
3I 

' I 
Xa = 31 (35I - 6o) = 9,40 mt . 

X2 rn!n =- 40 '5- =- I,3I mt, 
3I 

I 
X2=- (405- 40,5) = II,75mt, 

3I 
I 

X 3 max = --- (35I + zr6) = I8,29 mt. 
31 

I 

2I6 x3 =- = 6,96 mt. 
3I 

6o 
X 2=--36o = Ir,6mt, 

31 
X 3 m!n =-- =- I,94 mt. 

3I 

Grenzwerte der Querkräfte bei gleichförmiger Streckenlast p = I,o tjm 
(Abb. 375). 

a) Qm!n: 

Qm!n im Feld I 

13 rS,o 
Qom!n =- 2 ; 2 =- z- ;2 =- 9,0 ; 2 , 

Sr 40,5 
X 2 = -- ;2 [ n - 24 ; + 7 ;2] - -- ' 

31 3I 

Qm!n im Feld II 
27 zr6 

X 3 =- ;2 [zo + IZ; - I9 ;2] +-, 
31 31 

X 2 -X3 X 2 -X3 
Qm!n = Qom!n + -- 1- ·- = Qom!n + -8-· ··- · 

3 I ,0 

Qom!n =- -~4 ; 2 =-~ ; 2 =- 4,5 ; 2 , 
. 2 2 

216 6o 
X. = - ;2 (4 - 4; + ;2) - - ' 

.l 31 31 
Qm!n im Feld III Xa Xa 

Qm!n = Qom!n + -1- = Qom!n +-· 
4 9,0 



414 47. Der durchlaufende Balkenträger auf beliebig vielen frei drehbaren Zwischenstützen. 

bJ Qmax: Nach (639) ist 
Qmax = Q*- Qmln· 

Vollbelastung: 
I 

x: =- (360 + 405 - 40,5) = 23,35 mt 
31 

~o1 o~o!!!JZP ,,,~_Y))J~ I x: =- (-6o + 35I + 216) = I6,36 mt 
31 

Bereich: I II III 

Qt 
c -~) t, ( +- ~) 12 = (o,5 -~) 12,o ( +- ~) 13 = (o,5 - ~) 18,o 

= (o,5 - ~) g,o 

Qt- X~/12 Qt + (x:-xt)/13 Qt+ x~;t, 

Q* 23,35 ( ~) 8 + 23,35-16,36 16,36 
= (o,5- ~) 12,0- ~-- =(o,5-~)g,o+-~ 12,0 = o,5- I ,o I8,o g,o 

= 12,0 (0,338 - ~) = 18,o (o,522 - ~) = g,o (o,7o2 - ~~ 

Überzählige Größen aus ungleichförmiger Erwärmung: 

tu- t0 =Llt = 15°; d = I,Om; Efc = 240100tm2 ; 

X 2 = 240100 °•00~~1 · 15 • 18.~. 31 [6 (12,0 + 18,0) - (18,0 + 9,0)] = 29,60 mt, 

x = 240100 °·00001~. - 3- [ 16 (18 o + 9 O)- (12 o + 18 o)J = 22 08 mt. 3 1,0 18,0. 31 3 ' ' ' ' ' 

Überzählige Größen aus Stützen verschie bu ngen: 

Ll.=O; Llb=0,010m; L1c=0,015m; Lla=O; Efc=240100tm2 ; 

6 [1 1 1 J X 2 = 240100 18•0 . 31 12.0 (- o.o1) 6 - 18.0 (0,01 - o.o15) (6 + 1) + 9.0 o.015 , 

X 3 = 240100 18.:. 3I [9~0 (- 0,015) 13
6 - 1 ~,<) (0,015 - 0,01) (~ + 1) + 1;,0 0,01 J, 

x2 = -3,58 mt; X 3 = -25,4mt. 

47. Der durchlaufende Balkenträger auf beliebig vielen frei 
drehbaren Z wischenstützen. 

Die Endstützen des Tragwerks sind frei drehbar aufgelagert oder starr ein
gespannt. Elastische Einspannung der Endstützen kann nach S. 397 berücksichtigt 
werden. Die Verwendung der Einspannungs- und Stützenmomente -Mk (k = l .. . n) 



Vorzahlen. - Belastungszahlen. 415 

zu statisch überzähligen Größen Xk (k = I ... n) liefert als Hauptsystem eine zu
sammenhängende Reihe einfacher Träger. Die geometrischen Bedingungen über die 
Kontinuität ihrer Formänderung an den Stützpunkten k zur Berechnung der 
statisch überzähligen Größen bilden dreigliedrige Gleichungen nach Abschn. 29. 

X1 (Jn + X2 (Jl2 = (JlQ9, 
................. 
xk-1 (Jk(k-1) + xk (Jkk + xk+1 (Jk(k+ll = (J,,QS), (650) ................... 

xn-1 (Jn(n-1) + x .. (Jn n = (JnQ9. 

Vorzahlen. Die Vorzahlen (Jtk• (Jkk und die Belastungszahlen (J~<Q9 werden bei 
beliebig vorgeschriebener Steifigkeit des Stabzugs nach Abschn. 18 abgeleitet. Bei 

Abb. 376. 

Approximation der Veränderlichkeit des Querschnitts nach einer der auf S. 394 
angegebenen Regeln wird mit den 6E]0 fachen Beträgen der Formänderungen ge
rechnet. 

= 2 (p,k l~ + f17<+1l~+l) ' } 

6 (J~< c~<-1l = A.;,J~, 6 (Jk Ck+1l = A.~<+tli+t; 
freie Auflagerung der Enden (Abb. 376a): 

6 (Jn = 2 Cfi1 z;_ + 112t2) , } 

6 (Jnn = 2 (p, .. l~ + fin+ll~+l); 
starre Einspannung derEnden (Abb.376b): 

6 (Jll = 2 /121;, 6 (Jnn = 2 f-ln l~. (653) 

Die Beiwerte f-l~<, A.k, ji sind für verschie
dene Funktionen C~< in Tabelle 29 S. 394 
enthalten. Die Vorzahlen (J12 und (Jncn-u 
werden für beide Randbedingungen eben-
so wie die Vorzahlen (JkCk+ll und (Jc~<-1lk 
gebildet. 

Abb. 377. 

(651) 

(652) 

Bei konstantem Trägheitsmoment 
Stützpunkten ist 

f~< des Stabzuges zwischen je zwei 

6 (Jk (k-1) = li ' 6 (Jk k = 2 (l~ + l~+l) ' 6 (Jk (lc+1) = li+l ' 1 
freie Auflagerung der Endstützen: 6(J11 = 2(l;_ + l~), 6(Jnn _ 2(:~ + l~+l), r 
starre Einspannung der Endstützen: 6 (J11 = 21;, 6 (J .... - 21 ... 

(654) 

Belastungszahlen. Die Belastungszahlen 6 (Jko werden nach S. 395 nur für 
konstantes Trägheitsmoment J k im Bereiche eines jeden Feldes lk (Tabelle 35) 
angegeben. Sie bestehen in der Regel aus zwei Beiträgen, die von der Belastung 
der beiden der Stütze k benachbarten Träger lk, lk+1 herrühren. 



416 47. Der durchlaufende Balkenträger auf beliebig vielen frei drehbaren Zwischenstützen. 

Tabelle 35 1• Belastungszahlen. 

6 (JkO = [k [k}; p WD + [k+l [k+l }; p W~ 
k k+l 

Ergebnisse für vorgeschriebene Lastengruppen vgl. S. 112. 

Streckenbelastung: 

Pk Pk+T 

~ ~1111111~111111111111~11111111111~1111111111111111~ 
I 2 

ck = ck+l =- ck = ck+1 = --
4 f ~ I5 

Pk Pk•t 5 Pk ~ ck = ck+l = ]__ ~~ ck = ck+l = --
t-t-t 32 ,pmnmnnnn-' 6o 

Pk ~ PK+r 
ck = 2_ (I - ~2)2' I ~12 2 ck+l=--(I-) 

_j Clk :--::; C'lk+r L 4 4 

lll11llllll1Pk Pk+t Uillll 
ck = 2_ ~2 (2 - ~2) ' 

I 

..JczkL i ~;L ck+l =- ~~2 (2 - ~~2) 
4 4 

Pkllll1l1ll1ll llllllll1 Pk+ 1 I 

r,,z~ i ' Jrlk+t 
ck=--[~~(z- ~~)- ~i(2- ~i)], 

~ 

--- i 
oE,-- 4 

!-<'C2l1<~ i.".c;zk+r~ 
ck+l = -~ [~~2 (2 _ ~22) _ ~~2 (2 _ ~~2)]. 

~lk lk+f~ 4 

Diese Angaben können nach Tabelle 12 für zahlreiche andere Belastungsfälle ergänzt 
und nach Tabellen 13 bis 15 auch für veränderliches Trägheitsmoment im Bereiche 
eines Trägerabschnitts angeschrieben werden. 

Ungleichförmige Temperaturänderung LI tk im Bereiche von lk mit der mittleren 
Trägerhöhe dk liefert 

6 b = 3 EJ (Lltklk + Lltk+1 l,..+1 ) ,o:v 3 E J "',Llt (l + l ) 
k t c Cf.t dk dk+l ,..., c d k k+l . (655) 

Werden senkrechte Stützenverschiebungen Ll~c_1 , Llk, Llk+I und Verdrehungen q;1 , q;,. 
der Endquerschnitte bei starr angenommener Einspannung der Trägerenden im 
Sinne von X 1 , X,. gemessen oder geschätzt (Abb. 376), so entsteht 

J1 E J [ Llk-1 A ( 1 l \ Llk+1 -J 6u1, 8 = 6 c ~1 -- Llk -1- + -1 -) + -1-- , 
k \ k k+V lc+l 

6 .ll __ ß E J (:1_n- Lln-_1 _.)... ) 
Uns- c ln ' ff!n . (656) 

Auflösung des Ansatzes. Die dreigliedrige Matrix (650) der Vorzahlen (651) 
wird unter Einbeziehung der Belastungsglieder nach der Rechenvorschrift S. 230ff. 
aufgelöst. Die konjugierte Matrix mit den Vorzahlen ß~~c = ß;k/6 entsteht ent
weder aus zwei Kettenbrüchen nach (394), (404) oder durch Vorwärts- und Rück
wärtselimination nach Gauß. Da die 6fachen Vorzahlen O;k verwendet werden, 

1 Funktionswerte w auf S. ll6ff. 



ist (vgl. Abschnitt 24) 

Kennbeziehungen und Teillösungen. 

i=n 
X k = .J; ßl.i 6 b; ~, k = 1, ... , n. 

i=l 

417 

Damit sind nach {637) auch die Stütz-und Schnittkräftedes ganzen Trägers bestimmt. 
Kennbeziehungen und Teillösungen. Bei der algebraischen Auflösung des 

Ansatzes mit 6!5., 0 = 1 u. 6!510 = 1 durch Kettenbrüche oder durch Elimination nach 
Gauß entstehen neben den Vorzahlen ß~ .. und ß~1 auch die für den dreigliedrigen 
Ansatz charakteristischen Kennbeziehungen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 
Stützenmomenten. 

XA-1 X, 
- xh. = "<n-llll' - ·x,_; = "r<r-ll. 

Sie werden zu deren Berechnung bei der Belastung eines einzelnen Feldes lk ver
wendet (Abb. 378c). Die lk benachbarten Stützenmomente Xk_1 , Xk ergeben sich 
nach {415) aus 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten. 

X - U(k-ll k O(k-1) 0 - uk (k-ll ok 0 • X - uk (k-ll ok 0 - U(k-ll k O(k-ll 0 

k-1 - o(k-ll k 1 - "!k-ll k uk !k-ll ' k - ok !k-1) --_r~·";;_:~;~-ii;, !k-ll-' 

Für 6 !5<k-ll k = Ä.kt;. und gleichförmige Belastung des Feldes lk mit pk ist 

6 !5k0 = 6 !5(k-ll 0 = "±h l~ t;.' 

(657) 

X _ pk li_ uk !k-11 - u!k-ll k uk !k::-1_1_ {658) 
k - 4 ).k 1 - U(k-11 k "k (k-ll 

a Momente M[01infolfJe -4-1 

Momente Mfn-2) ----'{K-r) 
Momente Mjn-2) ---

(-1}.x(1<+1}k 

Abb. 378. Biegungsmomente eines dnrchlaufenden Trägers infolge -Xk = 1 in einem statisch bestimmten, einem n-1 und 
n-2 fach statisch unbestimmten Hauptsystem. 

Die Stützenmomente X~~, [h < (k - 1)] sind dann durch die Kennbeziehungen 
"<11.-ll 11 , die Stützenmomente X, (r > k) durch die Kennbeziehungen u, <•- 1> be
stimmt (Abb. 378c). Da eine beliebige Belastung des Stabzugs nach den einzelnen 
Feldern zerlegt werden kann, so läßt sich die Lösung durch Superposition der Teil
ergebnisse auch auf den allgemeinen Fall anwenden. 

Die Hauptglieder ßl.k der konjugierten Matrix werden für 6 !5ko = 1 erhalten und 
in Verbindungmit den Kennbeziehungen Xk_1jXk= -uu,_11 k> Xu·+I>fXk =- "<k+llk 
aus (410) folgendermaßen angeschrieben: 

ß' k = -------------- I (659) 
k - "(k-1) k 6 ok (k-ll + ü ok k - u(k+l) k 6 ok (k+ll • 

Sie lassen sich außerdem mit dem Ansatz (657) ableiten. 
Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 27 
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ß, - ~k (k-1) - ~k (k+ll ) 

kk - 6 /jk (k-1) (1 - ~(k-1) k ~k !k-1)) - 6 /jk (k+ll (1 - ~k (k+l) ~(k+ll k) ' 
(660) 

ß, ~ (k-1) k ß' ~(k+ll k 

(k-1)(k- 1) = 6/jk (k-1) (1-~(k-llk~k (k-ll); <k+ 1Hk+ 1) = 6 /jk (k+1l (1- ~k (<+1)~(k+ll k) • 

Daher kann die Hauptdiagonale der konjugierten Matrix dreigliedriger Bedingungs
gleichungen auch nach 

ß<k-ll (k-1) ~(k-1) k _f!J,__k- ~k (k+ll (661) 
ßh = ~k (k-1) • ß<k+l> (k+l) ~(k+ll k 

entwickelt werden, wenn beide Kettenbrüche oder beide Eliminationen ausge
rechnet worden sind. Die Nebenglieder ßhk der konjugierten Matrix ergeben sich 
aus den Hauptgliedern p;.k für h < k: 

Die Nebenglieder p;k für r > k sind 
i=r-1 

p;k = {- 1}<r-k) ßkk H "<i+1li • 
i=k 

(662} 

(663} 

Einflußlinien der Stützenmomente X,.. a) Die wandernde Last P = 1 t 
bewegt sich in den beiden, dem Stützpunkte k benachbarten Feldern lk und lk+1· 
Bei konstantem Trägheitsmoment ]k, fk+l der Träger ist für 

P im Felde lk: 6~1k-1lm=lklforo'», 6~km=lklkroD, 

Xk = lk [k (ßklk-1) roD -j- ßkkroD} = lk [k ßkk (roD - U(k-1) k roD}, (664} 

P im Felde lk+l: 6 {)km = lk+llk+l roD, 6 CJ(k+1> m = lk+1lfo+l roD 

X k = lk+1lk+l (ßkk ro'» + ßk<k+tl roD) = lk+llk+l ßkk (ro'» - "<k+1l k roD) • (665) 

Die Funktionen (roD - u1k_11k ro'») und (ro'» - "<k+llk roD) sind mit "<k-1lk, uklk-11 
als Leitwert in Tabelle 34 S. 410 enthalten. 

Bei veränderlichem Trägheitsmoment werden die Biegelinien M1~c_11 ",., M~cm 
des Trägers l~c nach Abschnitt 20 berechnet, falls sie nicht durch geeignete Appro
ximation von ck = J k!J mit den Funktionen WD' wi> der Tabelle 29 S. 394 un
mittelbar angeschrieben werden können. Dies genügt in der Regel, so daß 

6{J<k-l>m=lklfow~. 6~~cm=l~clfowD (666} 

ist und in (664} und (665} daher auch wD, roi> durch roD, wi> ersetzt werden. 
b) Die Last P = 1 t bewegt sich in einem Felde lh links vom Querschnitt k - 1. 

X~c= (-1)k-hu<h+t>h ••• "~c<~c-1>Xh. (667) 
Die Ordinaten der Einflußlinie X~c im Felde lh sind proportional den Ordinaten 
der Einflußlinie Xh des Feldes lh. 

fE--lh---;;o~ fE----l.t ""I"' z ... ,~ ,...-.... ,..r,..., 
h-11 lh k-11 1k lf+f 1'-f~ 7' 

lo::c:::::L:4 1~11 
%,(',_ A. (lHt) i·lr + + ~ I 
\Ii ..... _ .... "Krf-t) Ah ff ~ifi-1) :lk rr-~r-1) ~" -z,.----...; 

t-lz•t .fr(-1} %1'-1 I[N ~i(i+t} 
Abb. 379. 

c) Die Last P = 1 t bewegt sich in einem Felde l 1 rechts vom Querschnitt k + 1. 

Xk=(-1)r-k-1 "<r-2Hr-1l ••• Uk(k+llXr-1· (668} 
Die Ordinaten der Einflußlinie im Felde l, sind proportional den Ordinaten der 
Einflußlinie Xr_1 im Felde lr. Daher wird jede Einflußlinie X~c in allen Feldern 
lh, lr aus den Einflußlinien der ihnen benachbarten Stützenmomente XII' xr-1 
gebildet (Abb. 379). 
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Zeichnerische Untersuchung. Um das Ergebnis der zeichnerischen Auf
lösung dreigliedriger Gleichungen nach Abschnitt 32 bei der Untersuchung des 
durchgehenden Trägers auf starren und frei drehbaren Stützen mit der zeichne
rischen Darstellung der Biegungsmomente übersichtlich zu verbinden, werden die 
Punkte Ak der Achse den Stützenpunkten zugeordnet und daher die Abschnitte 

A.~=-1 Ak = Llk in einem geeigneten Längenmaßstab nach den Feldweiten lk bemessen. 
Die zeichnerische Auflösung stützt sich auf die Festpunkte F<k-1lk> Fk<k-1l im 

Felde lk der Achse, die durch die Abschnitte a<k-1 lk> ak<k-1 l bestimmt sind, auf 
die Ordinaten V<k-1 lk• Vkk> die aus den Kreuzlinienabschnitten R<k-1 lk• Rkk berech
net werden oder auf die Koordinaten ek, T k der einem vorgeschriebenen Belastungs
fall zugeordneten Punkte E~. 

Die Nebenglieder O;k der Matrix des Ansatzes (650) sind positiv, so daß die Fest
punkte F<k-1 lk> F k<k-1l nach S. 255 innerhalb des zugeordneten Intervalles lk liegen. 
Die Abschnitte a<k-1lk• ak<k-1l werden aus den Kennbeziehungen "<k-1lk• "k<k-1l 

berechnet oder nach S. 256 mit Hilfe der Wirkungslinien elastischer Gewichte ltJ~ 1 , 

ltJ~ 2 , ltlk zeichnerisch bestimmt. Nach Abschnitt 32 ist ' 

(669) 

Die Kennbeziehungen müssen also bekannt, die Kettenbrüche (394), (404) daher aus
gewertet sein, um die Festpunkte einrechnen zu können. 

Die Wirkungslinien ltJ~, 1 , ltJ~, 2 , ltlk sind durch die Strecken ekle, c<k+ 1lk und ek 
bestimmt. Mit 

ist 

okk = z~ f ~ 2 Jk d~ + z~+l f e2 ~±.l. de = okk,1 + okk,2 
k k+l 

flk (k+l) 

flkk, 2 + 6k (k+ll 

e - flk (k; 1) lk+l - o. (1c-l) ~k
k - ök (k-1) + 6k k + 6k (k+l) • 

Bei frei drehbarer Auflagerung oder starrer Einspannung der Endstützen ist 

e =n 
fln (n-ll l 

ö + 6 n = -an <n-ll · 
nn n(n-1) 

(670) 

(671) 

Bei Belastung eines einzelnen Feldes werden nach S. 258 und Abb. 227 die Ordinaten 

_ak (lc-:ll_ __ t)_.(j) __ 
(672) 

lk ök (k-l) 

verwendet. 
Die Ordinaten T k der Punkte E~ (Abb. 230) zur Untersuchung eines beliebigen 

Belastungsfalles sind 

(673) 

Diese nach einem vorgeschriebenen Längen- oder Momentenmaßstab aufzutragenden 
Strecken sind durch die Vorzahlen des Ansatzes bekannt. Sie lassen sich unmittel
bar anschreiben, wenn die Veränderlichkeit des Querschnitts im Bereiche eines jeden 
Feldes nach Tabelle 29 approximiert oder vernachlässigt, also mit feldweise kon-

27* 
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stantem Trägheitsmoment J k gerechnet wird. In diesen Fällen werden nach S. 393 
die folgenden Strecken verwendet: 

Ä. 
lk, C(k+llk = Äk+l 

lk+l, l ckk= 
Äk + 2p,k ).1,+1 + 2 l'k+l 

Äk+l lk+l lj,+l - Äk lk lj, 
(674) 

ek = 
(Äk + 2p,k) lk + (Äk+l + 2 l'k+l) lk+l 

a 
~ ~ ~ • "'IE l2 l" l41____, 

I I 

~Elß A41 

I 5t ~ l2 la 

1. Einrechnung der Schwerlinien tu~, 1, lu~, 2 , tuk mit den Abständen Ckk, Ck(k+l), Ck. 

2. Konstruktion der Festpunkte Fck-ll k, Fkck-1). 
3. Auftragen der Ordinaten Tk = EkEk für jede Gruppe äußerer Ursachen ';Jl, LI t, Llk. 
4. Linienzüge ~on, tno. --
Ii. Linienzug ~k; Ko~trolle: Die Geraden ;k, ~k+I schneiden sich auf der Senkrechten durch Ak im Punkte A ~ ; A .4: A ~ =X k 

Konstantes Trägheitsmoment im Bereich des Stabes lk, lk+l; A=~t=l 
lk lk+l 

ek = lk+l ll,+l - lk lj, 

l ckk = 3-, C(k+ll k = -3- ' 3 (ll, + lj,+l) (675) 
V _ ac•-.!_1_!_ 6 ock-llQ9 V _ a• Ck-ll 6 o• Q9 

(k-llk- t. lk 
kk - -~-~-- --~k-. 
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Die Schwerlinien tu~ 1 , tu~ 2 in den Abständen clck, c!k+ 1lk sind daher Drittels
linien. Ist das Trägheitsm~ment im Bereich des ganzen Trägers konstant, so wird 
ek = (l~c + 1 -l~c)/3 und daher die Schwerlinie tu~c im Abstande e1c die verschränkte 
Drittelslinie. 

Allgemeiner Belastungsfall: 
T _ 6ö•i?J 

" - (A~c + 2 /lk) li + (A>+1 + 2 /l1c+1) lk+1 

6 Öle(;<) 
für fh = J. = 1 ist T~c = -3 (zr+-z~;1) . 

{676) 

Für eine Temperaturänderung LI t des Trägers mit der mittleren Höhe d und für 
Stützensenkungen LI k _ 1 , LI k> LI k +1 ist 

[ IXt LJ t LJk-1 ( 1 1 ) Lfk+l J 6E], ---- (lk + lk+l) + --- Llk - +- + --
T _ 2d z. zk zk+ 1 z.+l 

k - ().k + 2 /lk) l!c + (Ak+l + 2 /lk+1) li., 
(677} 

Bei frei drehbaren Endstützen ist 

Bei Belastung eines einzelnen Feldes l 1, werden die benachbarten Stützenmomente 
X~c_ 1 , X~c nach Abb. 227 mit den den Festpunkten zugeordneten Ordinaten V0,_ 1,~c, 

c 

1 4~ ' 4{ 4 ~ I 

Abb. 381. 

Belastung des linken Kragarmes. M a = -1: P; bi. Festpunkte zeichnerisch nach Abschn. 32. Die Schwerlinien in den 

;.,z~ <,.+11~+• 
Randfeldern werden nach (670) mit (Ok(k-l))k~l = o~a = ~ , (ok (k+IJlk~n =On b = - -- - 6----- eingerechnet. 

V kk aufgezeichnet. Die übrigen Stützenmomente sind links vom Stützpunkt (k - l} 
durch die Festpunkte F!h-1lh' rechts vom Stützpunkt k durch die Festpunkte 
Fr!r-1) bestimmt. Um darauf auch die Biegungsmomente im belasteten Felde l1c an-
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zugeben, werden nach dem Ansatz (637) die Eiegongsmomente M 0 des einfachen 
Balkenträgers lk von Ak_1 Ak = ~k als Bezugsgeraden aus abgetragen. 

Die allgemeine zeichnerische Untersuchung einer beliebigen Belastung mit Hilfe 
der Festpunkte und der Punkte Ek ist ausführlich auf S. 260 beschrieben, so daß 
darauf in Verbindung mit den beiden Abb. 380 und 381 verwiesen werden kann. 

Die Entwicklung der Einflußlinien der Stützenmomente aus den Fest
punkten. Das Stützenmoment Xk ist als überzählige Größe eines (n -l) fach 
statisch unbestimmten Hauptsystems 

xk = ölc"o- 11 /ölc''k- 11 . 

Die Einflußlinie wird daher aus der Biegelinie ()~;; 11 des Hauptsystems für - X k = l 
abgeleitet und daher aus den Momenten MJc"-1> berechnet, die für den Lastangriff 
- Xk = l mit Hilfe der Festpunkte aufgezeichnet werden (Abb. 378b). 

(Jk91k- 1l = - "Ck-1) k (Jk Ck-1) + (Jk k - "Ck+1l k ()Tc Ck+1l 

_ () ( bk Ck-1l ack-U k) + () ( bk lk+1l alk+ll k) 
- k Ck-1) ak lk-1, - bck-1l k k Ck+1l ak lk+;,- - bck+ll k • 

Bei Approximation der Querschnittsveränderlichkeit nach Tabelle 29 ist 

6 .i(n-1) l' (" ~ ack-1lk) + l' (2 ~ alk+1lk) ukk = k .. pk- II." _b___ k+1 flk+l- ll.k+l_b __ · 
(k-1) k lk+l) k 

(680) 

Gleichung der Biegelinie 6 ()~;; 1> für h/l = const . 

Feld lk: 6ö~;; 1>= lklk(wD- ~Ck-llkw~), 

l (681) 
" lk+1: 6 ö~;; 1 > = lk+llk+1 (w~- "ck+ll kwD) • 

" l,.: 6 Ö~i; 11 = ( -l)Ck-hl "ck-1l 1c • • • "" Ch+1l l,. t;. (wD- "c11--u "w~) • 
linksvon k 

Für Ck = J k/l nach S. 394 treten an die Stelle von wD, w~ die Werte wD, w~ nach 
Tabelle 29. 

Einflußlinien der Schnitt- und Stützkräfte. Die Einflußlinien der Schnitt
kräfte werden in der Regel auf eine Gruppe von Querschnitten m bezogen, 
welche das Feld lk in eine Anzahl (e~c) gleichgroßer Abschnitte c zerlegen (lk = ekc). 

P-tt Die Abszissen x~, x:n eines Querschnitts m 
Einl!ußlinie XA--1 sind daher ebenfalls ein Vielfaches der 

Abb. 382. 

Strecken c (xm = ekc, X~= e~ c, Xm +X~ 
= lk, ek + e~ = ek). Solange sich die 
Last P im Felde lk des Trägers bewegt, 
dem der Querschnitt m angehört, ist 
das Biegungsmoment 

Mm = Mmo- Xk_1 ~~- X~c ~m = Mmo- Xk_1- (Xk- Xk-1) ~m. (682) 

Greift P außerhalb von lk an, so ist M mo = 0 und 

Mm= -Xk_1 ~~-Xk ~m = -X1c-1- (X,,-Xk-1) ~m= -X~c- (X~c-1-Xk) ~~. (683) 

Die Ordinaten der Einflußlinien von Xk_ 1 und Xk besitzen hier stets entgegen
gesetztes Vorzeichen, so daß nach (683) die Einflußlinien der Feldmomente Mm 
die Summe der einem jeden Lastpunkt zugeordneten Ordinaten I xk-11 +I xk I 
ebenfalls in ek gleichgroße Abschnitte f teilen (Abb. 382). 

Die Einflußlinien M m werden innerhalb des Feldes lk am einfachsten aus den 
Zustandslinien gefunden, die für die Stellung der Last P in jedem Teilpunkt m 
der Strecke lk mit Hilfe der vorhandenen Einflußlinien Xk_ 1 und Xk aufgezeichnet 
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werden. Sie bestehen in jedem Falle aus zwei geraden Linien (I, II), so daß die 
Feldmomente der Querschnitte m' im Bereich von Xm links vom Lastpunkt m durch 
Unterteilung der Strecke Zm in e7. gleichgroße Ab
schnitte f' erhalten werden. Die Intervallgrenzen 
sind Punkte der Einflußlinien für die Feldmomente 
in den Querschnitten m' bei Stellung der Last 
im Punkte m. Dasselbe gilt von den Feldmo
menten der Querschnitte m" im Bereiche x;,. rechts 
vom Lastpunkt m. Sie werden durch die Auftei
lung der Ordinate z;,. in e~ gleichgroße Strecken f" 
gefunden. Die Intervallgrenzen sind Punkte der 
Einflußlinien für die Feldmomente in den Quer
schnitten m" rechts von m bei Stellung der 
Last P überm (Abb. 383}. 

Die Feldmomente M!, bei Stellung der Last 
über dem Querschnitt m bilden die Spitzenkurve 
des Feldes lk. Ihre Ordinaten werden nach Abb. 383 
aufgetragen oder nach (657) u. (682} aus Abb. 383. 

M* =t1 ~ ~, [1 _ ~, (l __ -t-3:,.> "<k-1)k- (l + ;~) "<k-1)k "k<k-u 
"' • m m m l - "<k-1) k "k lk-ll 

_ ~m (l + ;m) "<•-llk - (l + ;:") X(k-1) k "k lk-ll] (684) 
l - "<k-1) k "k lk-1) 

a berechnet, so daß die Ordinaten Zm = M:, + X 1k_ 11 m 
und z;,. = M:, + Xkm für jede Stellung der Einzel
last P bekannt sind und nach Vorschrift in e7. oder 
e~ Strecken aufgeteilt werden können. Auf diese Weise 
entstehen nach Abb. 384a die rechten, nach Abb. 384 b 
die linken Zweige der Einflußlinien der Feldmomente, 
die sich in einem Punkte der Spitzenkurve schneiden. 

Die Ordinaten der Einflußlinie des Feldmomentes 
für den Querschnitt im linken Festpunkt F1k_ 11 k 

sind rechts vom Abschnitt lk Null, denn 

M = -Xk 1bck-v~ -X a,k-1)k 
m - lk k lk 

= _ (Xk-1 + a,k-~) ~k b<JI::-1lk = 0 . 
xk b,k-1) k tk 

(685) 

1-E-----l~r,..---~ Die Einflußlinie berührt 
k die Achse im Punkte k. 

"---'-~=1"-+-i'u'H:......P'f-nt- Aus dem gleichen 

Abb. 384. 

Grunde sind auch die 
Ordinaten der Einfluß
linie des Feldmomentes 
im Querschnitt des 
rechten Festpunktes 
Fklk- 11 links vom Ab
schnitt lk Null. Die Ein
flußlinien der Biegungs

momente für Querschnitte zwischen den Festpunkten (xm > a 1k_ 11 k• x;,. > aklk- 11 ) 

sind daher nach (685) in den benachbarten Abschnitten lk-1> lk+ 1 negativ, im Ab
schnitt lk also durch die in k oder (k - l) vorgeschriebene Stetigkeit der Linie 
positiv. Dagegen wechseln die Einflußlinien der Biegungsmomente das Vorzeichen 
im Felde lk für Querschnitte im Bereiche von a 1k_ 11 k oder aklk-ll (Abb. 385). 
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Die größten positiven und negativen Feldmomente entstehen daher bei gleich
förmiger Nutzlast p für alle Querschnitte m zwischen den Festpunkten durch 
feldweise Belastung. Dasselbe gilt für die Stützenmomente. Die Grenzwerte der 
Eiegongsmomente für Querschnitte im Bereiche von aklk- 11 oder a 1k_ 11 k werden 
zur Vereinfachung der Rechnung in der Regel zwischen den Grenzwerten des 
Stützen- und Festpunktmomentes linear interpoliert (Abb. 374i). Dabei werden die 
Festpunkte in den Randfeldern nach S. 396 eingerechnet. Das Ergebnis ist im 
Vergleich zu den wirklichen Grenzwerten etwas zu ungünstig, also zur Beurteilung 
der Sicherheit des Trägers zulässig. Auf diese Weise erübrigt sich die Darstellung 
von Einflußlinien für alle Tragwerke, die nur gleichförmig verteilte Nutzlasten 

a 

b 

aufzunehmen haben. 
Die Einflußlinie der Querkraft Q m im 

Querschnitt m des Feldes lk wird aus 

abgeleitet, je nachdem die Last P inner
""J:dllJ!!IIll:~"+;""':_ halb oder außerhalb des Feldes lk steht. 

Abb. 386. 

Der Ausdruck (Xk - Xk_ 1) wird nach 
Abb. 386 im Bereiche von lk als Differenz, 
außerhalb von lk als Summe zweier Ordi
naten gebildet. Er ist von der Lage des 
Querschnitts m im Felde lk unabhängig 
(Abb. 386a, 386b). 

Die Grenzwerte max Qm und min Qm 
der Querkraft werden bei Teilbelastung 
des Feldes lk und abwechselnder Belastung 
der anschließenden Felder erhalten. Sie 
unterscheiden sich, abgesehen von den 
Grenzwerten im ersten und letzten Felde, 
nur unwesentlich von denjenigen des ein
fachen Balkenträgers (Abb. 386b). 

Für die Querschnitte m des ersten und letzten Feldes (l1 und ln) eines durch
laufenden Trägers mit frei drehbaren Enden ist 

fürl1 : Qm=Qm0 -X11
1 ; fürln+l: Qm=Qmo+~"- (687) 

.. +1 

Die Einflußlinie einer Stützkraft Ck kann durch Superposition der Ordinaten 
der Einflußlinien der Querkräfte Q~, Ql: in dem Querschnitt k', k" links und rechts 
vom Stützpunkt k nach C k = - Q~ + Ql: aufgezeichnet oder unmittelbar nach 

C - C + xk - xk-1 - xk+l - xk 
k- kO lk lk+l 

(688) 

entwickelt werden (Abb. 386c). Bei frei drehbaren Endstützen ist 

A = Ao- X1/l1; B = Bo- Xnfln+l· (689) 

Vereinfachung der Annahmen über die elastischen Eigenschaften. Während 
bisher mit der Möglichkeit eines Wechsels der für die elastischen Eigenschaften 
des Trägers charakteristischen Längen gerechnet wurde, entstehen für den Fall, 
daß 
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Bedingungsgleichungen mit konstanten Vorzahlen 

AX~>~1 + 4p,Xk + lXk+1 = 6 t3k 0/l', (690) 

bei feldweiser Belastung ist 

Einzellasten: 

Kennbeziehungen (392): 
1 

X(lc-1)k = ----------' 
4 X - "ck-21 Ck-11 

1 
xk<k-1l = · 4x- "'Hl)k 

Durchlaufender Träger mit unendlich vielen Feldern. 

l~ = l'' x(k-1) k = xk (k-1) = X = 2 X - f4 x2 - 1 . 

(691) 

(692) 

(693) 

Sind die Stützweiten außerdem gleichgroß (lk = l) und daher das Trägheitsmoment 
des Trägers konstant (] k = ]) , so ist für X = 1 

ack-1> k = ak <k-ll = 0,2lll. (694) 

Durchlaufender Träger mit einer begrenzten Anzahl von Feldern. Sind 
die Träger aller Zwischenöffnungen durch l~ = l' ausgezeichnet, dagegen die 
elastischen Eigenschaften der Träger über den Endfeldern bei freidrehbarer Auf
lagerung der Enden derart bestimmt, daß 

X12 = xn <n-1> = xck-1> k = xk <k-1> = x = 2 X - "V4x2 - -i, 

so ist (J12f(Jn = X= 2 (ft ~~: ft l') und daher l~ = ~1 u·"- fl) l'. (695) 

Die Bedingung kann entweder durch geeignete Ablängung der Träger oder durch die 
Wahl der Querschnitte erfüllt werden. Sie gilt ebenso für (Jn<n-llf(Jnn = x und liefert 

l~ = ~ (2Ä. - p,) l'. (696) ,,,. " 
Bedingungsgleichungen 1 und n nach (634) u. (690) 

!:_X + lX = 6Cl10 
" 1 2 l' ' 

lX +!:_X = 6Cl,.o 
n-1 " n l' 

Sonderfall A=p,=/i=1: x=0,268, l~ = 0,866l' . 

Belastung eines einzelnen Feldes lk 

a) symmetrisch b) antimetrisch 
111 Clko " 

xk-1 = 6-l,- Ä(l + ") = xk' (697a) 
121 (lkO " xk-1 = 6 -t,- Ä(1 _ "l = -xk. (697b) 

Belastung eines Endfeldes: 

X 6 CllO " 
1 = -T I(1 - "2) ' 

Einflußlinie des Stützenmomentes 

Feld zk : xk = lk Ä.(I~-"2) (wD- xw~), 

Feld lk+l: x k = tk+l Ä(T~-~2) (w~ - x wD) ; 

mit WD, w~ nach Tabelle 29. 

(698) 

(699) 
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Bei gleichen Feldweiten, gleicher Belastung und gleicher Approximation von 
Ck =] k/] in allen Feldern entsteht nach (690) eine Differenzengleichung zweiter 
Ordnung mit konstanten Belastungszahlen. Für gleichmäßig verteilte Belastung ist 

pl2 
A.Xk-l + 4fhXk + A.Xk+l = 2· 

Lösung der homogenen Gleichung (vgl. Abschn. 33) X k = r/; 
charakteristische Gleichung 

A.+4fhe+A.e2 =0, 
p 12 ( en-k + (!k) 

xk = 4). (1 + 2xl l- I+e:.- . 
Lösung für hydraulische Belastung vgl. S. 269. 

Durchlaufender Träger mit gleichen elastischen Eigenschaften in allen Feldern. 

~ f j 

1-E---Zt 

Abb. 388. 

1ii 2 ..f a 'I {6 

~ ir 
( ir 1ir ~' I 

>iE G,Om 0,0 0,0 >I<: ls---J 
Abb. 387. 

1. Geometrische Grundlagen: 

l = 6,0 m , v = 1,0 m , v = 1/6 , l' = 6,0 m . 

2. Approximation des Trägheitsmomentes (Abb. 388): 

_ b- [_c- 0•53 - 0 ')44· Tabelle 29 Fall2: 
n - ] a - ] a - 0,83 - ,~ ' 

.Uk=.u=,U=1-(1-0,244)[2!.: +3~6]=0,75: 
1 

).k =Je= 1 - 3 (1 - 0,244) ß2 = 0,94. 

3. Bemessung der Endfelder nach (695): 

X = ~:~~ """ 0,8; " = 2 · 0,8 - f4 · 0,82 - 1 = 0,35 , 

z;_ = z;, = o,~5 ( 2 ~·~.~5 -- 0,75) I'= 0,7851'. 

a) Die Trägheitsmomente der Rand- und Zwischenträger sind gleich, ] 1 = ] 5 =Je: 
11 = 15 = 0,7851 = 4,7 m. 

b) Die Stützweiten der Rand- und Zwischenfelder sind gleich, 11 = 15 = l: 

f1 = fs = O,;~S = 1,275fc. 

4. Belastung p = 1 tfm in Feld l1 : 6 610 = !1 • 0,785 = 0,1961~, 
l' 4 

daher nach (698) - 6 2 0,35 - 0 083 [2. 
x1 -- o,I9 zl 0,94 (1-=:.---0,352) - , 1· 

Anordnung a) X 1 = 1,85 mt, Anordnung b) X 1 = 3,0 mt. 

Berechnung eines durchlaufenden Brückenträgers. 

1. Geometrische Grundlagen. 

11 = l4 = 22,0 ' 
li = 14 = 33,0 . 

12 = l3 = 28,0 m . 
z; = z; = 28,0 m . 

Ja= tfc · 
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2. Approximation des Trägheitsmomentes (Abb. 389c). Parabel mit n = 0. Tab. 29. 
Fall 4 u. 9. 

Pr= P4 = 0,4, 

3. Vorzahlen nach (651): 

fl2 = /l3 = 0,6' 

..5 Matrix 

Xr x2 Xa 

6o,o 22,4 

67,2 

22,4 

6 ..5 11 = 6 ..533 = 2 (0,4 · 33,0 + 0,6 • 28) = 60,0 , 

6 022 = 2 (0,6. 28 + 0,6. 28) = 67,2' 

6 012 = 6 ..523 = 0,8. 28 = 22,4 . 

konjugierte Matrix I03 ßik 
~- - -0,380 7I I -0,373 333 - -+ 

6 ..Sro 6 Ö2o 6 ..53o 

Io3 X 1 I I9,4280 -7,3964 2, 76I3 

I03 x2 -7,3964 I9,8I I9 -7,3964 

Io3 X 3 2,76I3 -7,3964 I9.4280 

Abb, 389. 

4. Belastung: p = 6tjm auf 12 und 13 • 

a) Belastungszahlen für konst. Trägheitsmoment. Tab. 35 

-0,373 333 

- 0,380 7I I 

I 
~ 

6 ..Sro = 6 !'530 = :l · 6 · 283 = 32 928 , 6 ..520 = i. 6. (283 + 283) = 65856. 

Abb. 389d, Lösung a. 
243,55 mt 

b) Belastungszahlen für die Approximation unter 2. nach Tab. 13a. 

1 6. 282 
6 Ö10 = 6 ö30 = 6 15 · 1· - 8- · 4 · 28 = 26342,4, 6 ..520 = 52684,8; 

Abb. 389d, Lösung b. 

5. Einflußlinien X 1 , X 2. 

Biegelinien wD = 6 ..Sm"/lk l'" n. Tab. 29, Fall4 und 9. 

Feld 1: w» = Wn - lu (~ - ~5 ), 
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Feld I Feld 4 
~ -

Wn w~ 

0,2 O,I32I 0, I463 
0,4 0,2I9I 0,2273 
0,6 0,2273 0,2I9I 
o,S O,I463 0, I32I 

finl!lJß/inie AT 

Abb. 390. 

Feld2u.3 
-
WD 

O,I572 
0,28I I 
0,3I4I 
0,2I40 

Feld 2 u. 3 

w~ 

0,2I40 
0,3I4I 
0,28I I 
O,I572 

Feld 1: X 1 = 22,0 · 33,0 • 0,019428 Wn 

= 14,104728 wn (Gl. 664), 

Feld 2: X 1 = 15,232 336 (w~ 

- 0,380711 wn), 

Feld 2: X 2= 15,532530 (wD 

- o ,373 333 w.DJ , 
Feld 3: X 2 Spiegelbild zu Feld 2. 

Einflußlinie X 3 : Spiegelbild zu X 1 • 

In den übrigen Feldern wird nach (667) u. (668) 

Feld3: X 1 = (-1)1 ·0,373333X2 , 

Feld 4: X 1 = (- 1) 2 • 0,380711 · 0,373333 X 3 , 

Feld 1: X 2 = (- 1) 1 · 0,380711 · X 1 , 

Feld 2 : X 2 Spiegel bild zu Feld l. 

6. Einflußlinien der Feldmomente im 
Feld 2. Konstruktion n. S. 423 12•= 10, C= 2,8 m. 
Die Ordinaten X 2 - X 1 werden nach Abb. 391 
in 10 gleiche Teile geteilt. Die Spitzenkurve wird 
nach Abb. 383 aufgetragen. 

9 

2,52 mt 

Die Ordinaten zwischen der Spitzenkurve und den Einflußlinien von X 2 und X 1 werden mit 
dem Rechenschieber in 9, 8, 7 ... gleiche Abschnitte geteilt. Dies ist in Abb. 391 nur für die Ein
flußlinie M 4 angegeben worden. Einflußlinien für Zwischenpunkte eines Abschnittscentstehen 
durch Unterteilung der zugeordneten Ordinatenabschnitte /', f". 

' ' 

·w~· ·~ 
.._ 1 

' ----

7. Einflußlinien der Querkräfte in Feld 2. Die Ordinaten (X2 - X 1)/l2 werden mit 
dem Rechenschieber gebildet und von der Stabachse, im Feld 2 von der Geraden Qmo aus ab
getragen (Abb. 392). 

8. Einflußlinie der Stützkraft C1 . Die Ordinaten X 1/l1 der Querkraftlinie im Feld 1 
und die Querkraftlinie Abb. 392 werden superponiert. C1 = Qm 2 - Qm 1 (Abb. 393). 

Abb. 392. Abb. 393. 

Zeichnerische Untersuchung eines Deckenunterzugs. 

l. Geometrische Grundlagen: 

l1 = 4,0 , !2 = l3 = 10,0 , 

~~ = 12,0 ' ~~ = ~~ = 10,0 ' 
14 = 4,0' 
z:. = 4,0' 

15 = !6 = 8,0 m, 

l~ = l~ = 16,0 m . 

3 
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2. Approximation des Trägheitsmomentes für gerade Vouten, Tab. 29 Fall 2 u. 7. 

Feld 12 , 13 Feld 14 Feld 15 , 16 

n = 0,4, v = 0,16 , n = 0,4 , v = 0,25 , n = 0,22, v = 0,188 , 
p. = 1-0,6 X p. = 1-0,6 X p. = 1-0,78 X 

x ( 2. 0,16 . o,84 + 0·;~) X ( 2 · 0,25 · 0, 75 + O~?) X ( 2 · 0,188 · 0,812 + 0,~88) 
p. = 0,81' p. = 0,73' p. = 0,71 ' }. "., 1 

}, = 1 - 3. 0,6. 0,252 = 0,89 

k Ak 1. A• + 2 P.k ckk Cck+l) k Ak 1k 1ic z. (Ak+2 P.~c)1ic Nk ek [m] 

2 10,0 2,62 3,8r 3,8r IOO 0 26,2 52.4 0 

3 IO,O 2,62 3,8r I,52 IOO - 85,76 26,2 35.6 - 2.{I 
4 3.56 2,35 r,52 3,3I I4,24 II3,76 9.4 48,r2 2,36 
5 8,o 2.{2 3,3I - rz8 - rz8 38.72 6I,44 - z,o85 
6 (o) (r,42) - - (o) Gl. (67o) 22,72 - -

M1 für- X 1 = 1 (Abb. 394) nach Tab. 30. 6 ..511 = 6 · 12 · ~ (~- 1
2
6) + 2 · 0,81 · 10 = 21,82. 

1· 10. 10 
6..511 + 6..512 = 21,82+ 10 = 31,82, Gl. (670): e1 = a12 = - 31] 2 -- = 3,14 m. 

2 

I 
I 

/ 

3 5 

o 51015ZOZ5mt 
I " II I 
0123lf5m 

Abb. 395. Der Verlauf der Biegungsmomcnte in den helasteten Feldern la, ls ist mit gestrichelten Linien dargestellt. 
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4. Festpunkte. Zeichnerisch nach Abb. 395. 
5. Belastung. p = 6 tfm auf Feld 13 u. 15 • 

Belastungszahlen für J = const. Tab. 35. 

6 <510 = 0 , 6 <520 = ! · 6 · 1000 = 1500 = 6 <530 , 6 <54o = ! · 6 · 64 · 16 = 1536 = 6 <550 • 

Gl. (676) Tk=6 <5k 0/Nk, T1 =0, T2=1500/52,4=28,6, T3=42,l, T4 =31,9, T5=25,0 mt. 

Die Abschnitte Tk werden von den Punkten Ek im Momentenmaßstab aufgetragen (positiv 
nach oben, negativ nach unten). Die Geradenzüge Co n und Cno bestimmen die Punkte des 
Geradenzugs ~k auf den Festpunktsenkrechten und damit die Stützenmomente. 

Hertwig, A.: Die Berechnung des Trägers auf mehreren Stützen mit gleichem und ver
änderlichem Querschnitt, mit frei drehbaren oder eingespannten Stützen. Arm. Beton 1913 
S. 219.- Derselbe: Die Berechnung der Rahmengebilde. Eisenbau 1921 S. 122.- Müller
Breslau, H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd. 2 5. Aufl. Stuttgart 1922.
Mörsch, E.: Der durchlaufende Träger. Stuttgart 1928.- Kleinlogel, A., u. G. Sigmann: 
Der durchlaufende Träger. Berlin 1929. - Domke, 0.: Die Theorie des Eisenbetons. Handb. 
Eisenbetonbau Bd. 1 4. Aufl. Berlin 1930. 

48. Der durchlaufende Träger mit elastisch drehbaren Stützen. 
Die einfache und zuverlässige Ausführung starrer Stabknoten im Eisenbetonbau 

erklärt die Bedeutung des durchlaufenden Trägers mit elastisch drehbaren Stützen 
im Bauwesen. Er unterscheidet sich von dem durchgehenden Rahmen (Abb. 396b) 
durch die unverschiebliche Lage der Stabknoten. Der Riegel des durchgehenden 

a 

b 

Abb. 396. 

Trägers ist daher stets 
e horizontal gestützt. Er 

wird je nach der Be
stimmung des Trag
werks gerade und waage
recht, gerade und schräg 
oder als gebrochener 
Stabzug ausgeführt, 
dessen Knoten gestützt 
sind (Abb. 396e). Die 
Pfosten stehen in der 
Regel senkrecht. Die 
Fußpunkte werden frei 
drehbar oder starr ein
gespannt angenommen. 

Der Stockwerkrah-
men kann als mehr

facher durchgehender Rahmen angesehen werden. Die beiden einem mittleren 
Riegel zugeordneten Stützenreihen sind in den benachbarten Riegeln elastisch ein
gespannt. Um die Untersuchung in einer für die Beurteilung der Festigkeit zu
lässigen Form zu vereinfachen, werden die statischen oder geometrischen Rand
bedingungen am Anschluß der Pfosten mit den benachbarten Riegeln vorgeschrieben, 
indem die Knotendrehwinkel oder die Anschlußmomente Null gesetzt werden. Die 
Pfosten gelten dann als starr eingespannt oder frei drehbar gestützt. Außerdem 
kann eine elastische Einspannung beliebiger Größe geschätzt werden. Die waage
rechte Verschiebung der Riegel ist bei senkrechter Belastung klein und wird da
her vernachlässigt. 

Ansatz. Zur Berechnung der Stütz- und Schnittkräfte des Tragwerks werden 
die Anschlußmomente der Riegel als statisch überzählige Größen verwendet und 
aus den geometrischen Bedingungen für die Kontinuität der Formänderung eines 
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems bestimmt. Die 
Gleichungen enthalten je drei statisch überzählige Größen Xk. Auf diese Weise 
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entsteht ein Ansatz nach (701). Die Nebenglieder einer Zeile der Matrix haben 
stets verschiedenes Vorzeichen. 

Die Anschlußmomente der Riegel links und rechts der Stütze k werden durch 
die Fußzeichen k und (k + 1), die benachbarten Felder durch lk und lk+ 2 unter
schieden. X 1 und Xn sind je nach der Abstützung der Trägerenden Riegelmomente 
rechts oder links von den Endstützen (Abb. 397b, c). 

X k-1 (Jk <k-11 + X k tJ,, k 
(701) 

+ X k+1 (Jk <k+ll 

X k (J<k+11 k + X k+l (J<k+l 1 <k+ll + X k+2 (Jik+ll !lc+2l = (Jik+ll o 

Die Hauptglieder der Matrix werden nach 

(Jklc = (Jkk,1 + tJiok,2; (J(k+1)(k+1) = (J(k+l)(k+1),1 + (J(k+ll<k+1),2 

zerlegt. Die Anteile tJkk, 1 und (J<k+ 11 <k+ 11 , 1 bezeichnen die Verdrehung der End
querschnitte k, (k + 1) der Riegelstäbe lk, lk+ 2, die Beiträge (Jkk. 2, (J<k+Il<k+Il, 2 die 

a 

c Abb. 397. 

Drehwinkel der Pfostentangente am Anschluß der Riegellk, 
lk + 2 infolge von -X k = 1 und -X k+ 1 = l. Daher ist auch 

1,, tJkk,2 = 1k+l (J(k+1l<k+1),2 = -1k (Jk(k+l) = -1k+l (J(k+1)k. 

Die zweiten Anteile der Hauptglieder gelten je nach Ausbildung und Lagerung 
des Pfostens für die statisch bestimmte oder statisch unbestimmte Anordnung 
(Abb. 397a, b). 

Die Vorzahlen. Die Beiträge tJkk, v (J<k+1l<k+ 11 , 1, (Jk<k- 11 , tJ<k+ 1Hk+2l werden 
durch die elastischen Eigenschaften der Riegelstäbe bestimmt. Die Veränderlichkeit 
des Trägheitsmomentes kann nach einer der Annahmen auf S. 394 approximiert, 
in zahlreichen Fällen aber auch vernachlässigt werden. Nach S. 393 ist (Abb. 398) 

6 tJkk,1 = 2 !1-k l~' 

6 CJk(H) = Ak l~' 
6 (J(k+1) (k+l), 1 = 2 P-k+2'l~+2' } 

6 tJ<k+1l <k+2) = .A.k+2 lk+2 · 
(702) 

Bei unveränderlichem Trägheitsmoment ] 1" J k+ 2 im Bereiche von lk, lk+ 2 ist 
!1-k = J,k = 1 und ftk+ 2= Ak+ 2= l. Die Vorzahlen tJkk, 2= (J<k+Il<k+ 11 , 2=- (Jk<k+ 11 
werden durch die Anordnung der Pfosten und durch die Art ihrer Stützung bestimmt. 
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1. Einteilige Stützen mit frei dreh barer Auflagerung (Abb. 398a). 
Ausbildung a) Die Stützen besitzen im Bereiche J0. konstantes Trägheitsmoment. 
Im Bereich des Abschnittes hk- hk = fk wird das Trägheitsmoment unendlich 
groß angenommen (Abb. 399). 

6dlck,2 = 6d(k+l)(k+1),2 = -6dk(k+l) = 2 :: h~. (703) 
k 

· Ausbildung b) Das Trägheitsmoment ist im Be
reich der theoretischen Stützenlänge hk konstant. 

6dkk,2 = 6ö(k+l)(k+1),2 = -6dk(k+l) = 2h~. (704) 

Abb. 400. 

Abb. 398. 

Abb. 401. 

Abb. 399. Abb. 402. 

Bei linear veränderlicher Stärke der Stütze wird der einer Stütze mit gleich
bleibender Stärke (] = const) äquivalente mittlere Querschnitt 1: nach S. 99 
bestimmt (Abb. 399). 

2. Einteilige Stützen mit starrer Einspannung der Enden (Abb. 398b). 
Ausbildung a) lik hk + 2 fk 

aiik = 3 hk + fk ' 
3 )j~ 

6 dkk,2 = 6 d<k+ll<k+ll,2 = -6 dk(k+l) = 2 hk [h~+hkh+nJ h~. (705) 

Ausbildung b) alck = hk/3. 
6 dkk,2 = 6 d(k+l)(k+ll,2 =- 6 dk(k+l) = ~hi,. (706) 

3. Zweiteilige Anordnung der Stützen sk + hk. Die Trägheitsmomente fks• 
J k 11 werden im Bereich der theoretischen Längen sk, hk konstant angenommen. 

a) Die Enden der beiden Stützen sind frei drehbar gelagert (Abb. 400). 
s s s 2 s4.hl, 

6 ulck,2 = 6 u(k+ll(k+ll,2 =- 6 ulc(k+ll = sfc+ hl, • (707) 
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b) Die Enden der beiden Stützen sind starr eingespannt (Abb. 401). 
3 s' h' 

6 (Jk k, 2 = 6 (J(k+ll (k+ll, 2 = - 6 (Jk (k+ll = 2 (sA, ~ ~l:) · (708) 

c) Die Enden der beiden Stützen sind elastisch eingespannt. Der Abstand akk 
der Momentennullpunkte von den Enden der Stützen wird mit h/4 geschätzt. 

5 sA: hk 
6 (Jkk, 2 = 6 (J(k+ll (k+ll, 2 = - 6 (Jidk+ll = 3 (sk + hk) • (709) 

d) Die obere Stütze sk ist frei drehbar angeschlossen, die untere Stütze hk starr 
eingespannt (Abb. 402). 

6 sl, hf, 
6 (Jkk,2 = 6 (J(k+l) (/•+1),2 = - 6 (Jk(k+l) = 4-5' +--:fh'. (710) 

k k 

Belastungszahlen. Die Belastungszahlen (Jk®• (J<k+ll 181 werden als virtuelle 
Arbeiten aus der Verdrehung der Querschnitte k, k + 1 des Hauptsystems gebildet, 
welche bei der Belastung der Stäbe lk> lk+ 2• hk oder durch Temperaturänderung 
und Stützenverschiebung entsteht. Die Riegel des Hauptsystems lk, lk+ 2 sind 
einfache Balkenträger, deren Endverdrehung bei konstantem Trägheitsmoment für 
alle in Betracht kommenden Belastungen in Tabelle 17 angegeben sind oder sich 
nach Tabelle 12 entwickeln lassen. Sie werden ebenso wie die Vorzahlen der statisch 
überzähligen Schnittkräfte im 6fachen Betrage eingesetzt und für die häufigen 
Belastungsfälle nochmals angeschrieben. 

Tabelle 36 1. Belastungsglieder für ]k = const und Lastangriff am Riegel lk, lk+l. 

I 
C -c' -
·- k+2- 4 

ck = ck' +" = '!_ 
" 6o 

I 
ck' = -- (I- C'2)2 

+2 4 

I 
ck = 4 [C~ (2- Cg) - C~ (z- cm . 

cA,.2 = : [C;2 (2- C~2)- C? (2- C~2)] 

Bei Lastangriff am Pfosten h1, ist dessen Abstützung zu beachten. 

1 Funktionswerte w auf S. 116ff. 
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. li. 28 
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Tabelle 371• Belastungsglieder 6 t5k 0 =- 6 t5(k+tlo für ] = const und Lastangriff 
am Pfosten kk. 

3 
'Dl jf jl ~l of ~ ~p1 rn 

11 n~ r~ 
~ il 1J ::t .... 
rn 

~ ~ ~ ~ 
P=l -----

6 t5ko (frei drehbare Lagerung) 6 t5ko (starre Einspannung) 

I - !_pkk~ klc - !_pkkf kfc 
4 8 

2 - Lpkk: hfc 
6o 

- !_pkk~hf. 
20 

3 - !_pk k~ hf. ß2 (IO- 3ß2) 
6o 

- !_pkk2 hf.ß3 (5- 3ß) 
40 

4 - p kkkk Q)D _l_pkkkfcw 
2 ~ 

5 - Pckf.wM _l_PckH (2- 3.;') 
2 

6 - p hk kfc [WD (~1) - WD (~2)] _l_ P hk h,t [ro~ (~1l - roT (~a)] 
2 

Bei Belastung eines am Fuße k eingespannten Pfostens mit fk =I= 0 nach Abb. 399 ist 

615(1)- 6JM<1> M<o> 1• ds Mk<l> nach Abb. 398b mit kO- k k j • (7ll) 

Die folgenden Belastungszahlen beschränken sich auf die Temperaturänderung t, 
LI t des Riegels und die ihr äquivalente Wirkung des Schwindens, auf die senk-
rechten Verschiebungen Llk der Stützenfüßekund die waagerechte Verschiebung .2JR 
des Riegels. 

a) Frei drehbare Lagerung der Pfostenenden (beliebige Stützenform). 
Temperaturänderung: 

615k t = + 6 E J 0 klk CXt t (ll + ... lk) + 3 E J c CXt~ t lk ' ) 

l CXt LI t (7I2) 
615<k+l>t = -6 Efc Jlcxt t(lt + · · · lk) -f- 3 Efc-d-lk+l, 

k k+1 

senkrechte Stützenverschiebung: 

615 = + 6 EJ Llk-2 - Llk 1 ks c lk ' 
(713) 

Llk - Llk+2 
615(k+l)s= -6Efc l ; 

k+2 

waagerechte Verschiebung des Riegels um eine vorgeschriebene Strecke LI R: 

615ks = 6 E ] 0 ~: = - 615(k+l) 8 • (714) 

1 Funktionswerte w auf S. ll6ff. 
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b) Starre Einspannung der Pfostenenden. 
Temperaturänderung (näherungsweise für beliebige Stützenform): 

615kt = 9Efci~rxtt(l1 + · · · lk) + 3Efc rltd~t l1c, l 
1 rlt ..1 t (715) 

615(k+l)t =- 9EfcJ!rxtt(l1 + · · • lk) + 3 Efc d-llc+2• 
k k+l 

senkrechte Stützenverschiebung (für beliebige Stützenform) : 

.st E] .d•-2 - .dk 6 .st 6 EJ LI. - .d•-2 6 uks = + 6 c - ~-- --' u(k+1ls = - ' c l • 
k k+2 

waagerechte Verschiebung des Riegels, für ] = const: 

6 15ks = 9Efc ~: = -6 15(k+lls• 

für]= oo im Bereich fk = hk- hk der Stütze: 

{716) 

{717) 

615ks= 9EJcßRhJ,:kh~f~k+f~ = -615(k+l)s· (718) 

Lösung. Die statisch überzähligen Größen Xk sind nach (701) die Wurzeln 
dreigliedriger linearer Gleichungen, die unter Einbeziehung der Belastungszahlen 
mit dem Gaußsehen Algorithmus nach der Rechenvorschrift S. 232 aufgelöst 
werden. Die konjugierte Matrix entsteht auf dieselbe Weise oder nach S. 232 aus 
2 Kettenbrüchen, die neben den Vorzahlen ß~ ... ß~1 die Kennbeziehungen X(k-Il k• 

xk(k- 1, und damit alle übrigen Glieder ß~k• ßik liefern. 
Da die Verschiebungen 15k(k-1l positiv, dagegen die Verschiebungen 15k(k+1l 

negativ sind, werden die Kennbeziehungen ;v.(k- 1lk• xk(k- 1) zwischen den End
momenten eines Trägers lk ebenso wie beim durchgehenden Träger auf frei dreh
baren Stützen stets positiv, dagegen die Kennbeziehungen "k(k+ 1,, x(k+1l k der 
beiden Riegelmomente zu beiden Seiten der Stütze hk negativ. Trotzdem gelten 
hier nach Abschn. 29 dieselben Vorschriften über die Verwendung der Kenn
beziehungen zur Bildung der konjugierten Matrix und zur Berechnung der Stützen
momente wie beim durchgehenden Träger auf frei drehbaren Stützen. 

Die konjugierte Matrix ßik ist den Elastizitätsgleichungen (701) mit den 
6fachen Beträgen der Vorzahlen 15;k zugeordnet, so daß 

xk = .2 ß~,.(6 15,.®), xk+l = .2: ß(k+u" (6 15,.®) (719) 
und damit auch alle übrigen Stütz- und Schnittkräfte des Tragwerks bestimmt sind. 

a) Querschnitt m im Riegel lk (Abb. 398) . 

Q _ Q _ x_.- x•-1 
m- mO lk • (720) 

b) Querschnitt n im Pfosten hk im Abstand Yn vom Stützenfuß k an gerechnet 
(Abb. 398). 

Frei drehbare Lagerung des Pfostens. Starre Einspannung des Pfostens. 

M = Mm - xk+l - -~ (3 y - h ) l n nO 2 h. n k • 
k (721b) 

Q = Qu> - ~ x.+l -_3!!_ 
n nO 2 hk • 

I (72Ja) 

Längskraft und senkrechte Stützkraft des Pfostens hk mit den Querkräften Q~, Q;; 
des Riegels links und rechts vom Anschlußpunkt k: 

(722) 

28* 
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Waagerechte Stützkraft des Pfostens hk: 

frei drehbare Lagerung in k starre Einspannung in k 
H - H - ~·+1- xk (723) H - H<1l ~ xk+l- xk 
k- kO hk ' k- kO- 2 hk (724) 

Die Stütz- und Schnittkräfte des Hauptsystems sind bei einteiligen Pfosten und 
frei drehbarer Lagerung des Fußes statisch bestimmt, bei starrer Einspannung 
und bei Verwendung von zweiteiligen Stützen statisch unbestimmt. Sie werden 
dann nach S. 397 berechnet oder aus vorhandenen Tabellen 30 u. 32 entnommen. 
In der Regel sind die Pfosten unbelastet, also Hko• Mno• Qno Null. 

Der Ansatz (719) liefert nach (328) auch die Einflußlinien der statisch über
zähligen Größen. Dabei sind €5 110 = bm 11 bei senkrechter Belastung und waagerechtem 
Riegel die Ordinaten der senkrechten Biegelinien der Riegelstäbe l 11 des Haupt
systems für - X 11 = l. Die Einflußlinien setzen sich daher ebenso wie beim durch
gehenden Träger auf frei drehbaren Stützen aus zwei Biegelinien zusammen. Die 
analytischen Ausdrücke für die Gleichungen der Einflußlinien auf S. 418 gelten auch 
für den durchgehenden Träger mit elastisch drehbaren Stützen. Darnach wird 
nach (667) die Einflußlinie einer statisch überzähligen Größe Xk im Felde l 11 aus 
der Einflußlinie X 11 dieses Feldes, im Felde l, aus der Einflußlinie Xr_ 1 dieses Feldes 
entwickelt. Aus demselben Grunde stimmen auch die Regeln für die ungünstigsten 
Belastungen mit denjenigen überein, die auf S. 424 für den durchgehenden Träger 
auf frei drehbaren Stützen abgeleitet worden sind. 

Zeichnerische Untersuchung. Die Punkte Ak, Ak+l der Achse A1 , An der 
Lösung fallen in Übereinstimmung mit der relativen Lage der Stützenmomente Xk, 

Xk+ 1 zusammen. Die Abschnitte Llk, Llk+ 2 werden proportional zu den Riegel
längen lk, lk+ 2 aufgetragen. Die Kennbeziehungen "<k-ll k• "k<k- 1) der analytischen 
Lösung des Ansatzes (701) bestimmen dann nach S. 255 die Strecken a1k_ 1, k• 

ak<k- 1) und damit die Festpunkte Fck- 1) k• F klk- 1), die Kennbeziehungen "k<k+U• 
"<k+1l k nach Abb. 225 die Übergangslinien Uk(k+ll• U(k+ 1l k· 

Die Anschlußmomente Xk_ 1, Xk des Riegelstabes lk sind bei Belastung dieses 
Abschnitts allein aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten (447), zeichnerisch 
durch Abb. 228 bekannt. Die Kreuzlinienabschnitte R 1k_ 1, k• Rkk und die Ordi
naten Vck- 1)k• Vkk werden ebenso wie beim durchgehenden Träger auf frei dreh
baren Stützen berechnet (672). Die übrigen Stützenmomente ergeben sich nach 
S. 258 und Abb. 228 aus den Festpunkten und Übergangslinien. 

Die zeichnerische Bestimmung der Festpunkte und Übergangslinien ohne die 
Verwendung algebraisch berechneter Kennbeziehungen ist in Abschn. 32, S. 257 
abgeleitet worden. Sie stützt sich auf die Wirkungslinien elastischer Gewichte, 
deren Lage für beliebige elastische Eigenschaften der Stäbe mit der Aufzeichnung 
der Biegelinien der Stäbe lk für - Xk = 1 bestimmt oder durch die folgenden 
Strecken eingerechnet wird. 

6k (k-11 l c,," = -..---+~~_.- "' 
Uk (k-1) Uk k, 1 

6k (k-1) l 
ckk = 6k!k-11 + c5u k' 

c5(k+ll (k+21 l 
c<k+2l (k+ll = _, + .. k+2, 

U(k+ll (k+l) ,1 U(k+ll (k+2) 

- c5(k+1) (k+21 l 
c<k+2l <k+ll = _. + _. 1<+2, 

U(k+l) (k+1) U(k+l) (k+2) 

c5(k+11 (k+2) lk+2 - 6k Uc-11 lk 

ek<k+11 = -;;6k_l_k_-11-+.,....6kk,1 + c5,k+lllk+11,1 +c5,kHllk+; 

Nach S. 431 kann mit der Approximation der elastischen Eigenschaften der Riegel
stäbe nach Tabelle 29 und der Pfosten nach (703 ff.) gerechnet und 

6 bk (k-1) = A.,);,' 
6 r5kk,1 = 2 t-t~c. z;, , 

6 b(Tc+l) (k+2) = Ak+2lk+2 • } 

6r5(k+l)(k+ll,1 == 2t-tk+2lk+2 
(725) 
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gesetzt werden. Der Beiwert A ist nach S. 395 in zahlreichen Fällen 1. Dasselbe 
gilt auch von dem Beiwert fl, wenn das Trägheitsmoment J 1c im Bereiche eines 
jeden Riegelabschnittes konstant angenommen wird. Um die Rechenvorschrift 
formal zu vereinfachen, wird - 6 !5k<k+ 11 stets durch + 2 1fJ~ch~ ausgedrückt und 
1fJ1c entsprechend der Art der Pfostenstützung nach (703 ff.) eingesetzt. 

- A•+2 l 
c<k+2l <k+1l = ,----+ 2--,;-----+ 2-,;; -h'fl'- k+2' 

Jl.k+2 rk+2 -r k k k+2 

für J k = const und J Jc+ 2 = const ist 

Jlk+2 l 
C(k+2l<k+1l = ,-----+--2---,;--- k+2 • 

ll.k+2 rk+2 

c<k+2l !k+1l = 3 • lk+2 l 
- lk+2 lk+2lk+2 - l!, lk 
c(k+2) (lc+1) = 3 + 2 --,;;-h-,---/1' ' ek (k+ll = -3 -(v-+--1-,- -)- . 

T k k k+2 k k+2 

(726) 

(727) 

Zur zeichnerischen Untersuchung eines allgemeinen Belastungsfalles werden außer
dem noch die Punkte E~ durch die Koordinaten ek = ekle und 

T~c= (Jl.~~;.)t{ fli,=A~c=l: T~c=2°;1co (728) 

eingerechnet (Abb. 232). Ungleichförmige Temperaturänderung und senkrechte 
Stützenverschiebungen ergeben 

6E Je [t>:;~t z. + ~ (L.Jk- Lh-2)] 
T - --- - - - - ----- -- (729) 

1c- (Jt. + 2p.) z;. 
Die Ergebnisse für e1, T1 und cn, T n lassen sich jeweils ebenso wie auf S. 421 ab
leiten. Für die Lösung nach Abb. 233 werden nach S. 263 die Punkte E~c<k+ 11 mit 
den Koordinaten ek<k+Il• T~c<k+Il und die Strecken S~c bestimmt. 

Die Verwendung der Ordinaten V~c<~c- 11 , Vkk zur zeichnerischen Bestimmung 
der Riegelmomente X~c_ 1 , X~c und der übrigen Stützenmomente ist in Abschn. 32 
begründet und in Abb. 228 gezeigt worden. Der allgemeine Belastungsfall wird nach 
den Bemerkungen auf S. 262 und nach Abb. 232 untersucht. 

Die Biegungsmomente und Querkräfte der Riegelstäbe werden nach (720) 
ebenso wie beim durchlaufenden Träger mit frei drehbaren Stützen aufgetragen, 
die Schnittkräfte der Pfosten nach (721) mit den Ergebnissen für Kopf und Fuß 
entwickelt. Dabei sind bei statisch unbestimmter Anordnung zunächst die Momente 
und Querkräfte im Hauptsystem zu berechnen. 

Die Einflußlinien der Stützenmomente und der Schnittkräfte in Riegel und 
Pfosten lassen sich nach denselben Regeln entwickeln, die auf S. 422 für den durch
laufenden Träger auf frei drehbaren Stützen abgeleitet worden sind. 

Vereinfachung der Annahmen über die elastischen Eigenschaften. 
Die statisch unbestimmten Schnittkräfte sind nach (702) durch die elastisch 
wirksamen Längen l~, flkl~, A~cl~ der Riegel und durch die Art und Abstützung 
der Pfosten bestimmt, die in den Ansatz nach (703ft.) mit 2 1fJkh~ eingehen. Werden 
diese mit dem Felde l1c und dem Pfosten h1, veränderlichen Strecken konstant an
genommen, so entstehen einfache Näherungslösungen mit den folgenden Bedingungs
gleichungen: 

, X ( ..L V'• hi ) X ') V'• hic - , X . X b X -- 6 ö• o 
Ale k-1 + 2 flk l I -jt-;zk· k- ~ z;,;- xk+l- 11. k-1 + a k- k+l- -~-1- • 

Sonderfall A = fl = l: XIH + (2 + b) xk- bXk+1 = 6 !5/co/l'. 
Bei unendlich vielen Stützen sind die Kennbeziehungen u<k-Ilk• uk(k-Il zwischen 
den Anschlußmomenten eines Riegels und die Kennbeziehungen uk<k+Il• u<k+Ilk 
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zwischen den Anschlußmomenten der Riegel zu beiden Seiten einer Stütze konstant, 
und zwar 

'"'<k-1) k = '"'~c <k-1) = u und '"'k <k+ll = '"'<k+·ll k = - e · 
Mit 

(a + b) (a-b) + ,1_2 _ • t 
2a). -(!lS (730) 

Sonderfall A. = fh = l : 
5 + 4b 

(! = 2 (2 +b) 0 

Da die Hauptglieder ßkk der konjugierten Matrix für u und e konstant sind, ge
nügt es, die Nebenglieder einer Zeile der Matrix anzuschreiben. 

" ßlclc= l'.l.(l-"2)' 

u2 s 
ß<k+2)k = - VI(c...:.. "25 · 

Bei einer begrenzten Anzahl von Stützen haben die Endfelder die gleichen elasti
schen Eigenschaften wie die Zwischenfelder, wenn 

für Endfelder nach Abb. 397a, b für Endfelder nach Abb. 397c 

(73la) 
z; = l' und 

2tp0 h~ = 2tph'(l-e). 
(731 b) 

Bei symmetrischer Belastung (l) und antimetrischer Belastung (2) des Riegels lk ist 

(2) b(k-ll 0 " 
2) Xoc-1l = - X,, = 6 --~-, --). (1 - ")' (732) 

für Belastung eines Endfeldes nach Abb. 397 a, b 

X 6 610 s 
1 = -~,-I-s2' (733) 

Die übrigen Anschlußmomente sind analytisch durch die Kennbeziehungen, zeich
nerisch durch die Festpunkte und Übergangslinien bestimmt. Die Schnittkräfte 
aus einer allgemeinen Belastung des Trägers werden durch Superposition der 
Teilergebnisse aus feldweiser Belastung erhalten. Die Gleichungen der Einfluß
linien von Xk_ 1 und X" im Felde lk sind 

Sie werden nach S. 436 zur Aufzeichnung der Einflußlinien der übrigen Stützen
momente verwendet und bilden damit nach S. 435 auch die Grundlage für die 
Einflußlinien der übrigen Schnittkräfte. 

Untersuchung der Pilzdecke (Abb. 406) mit vereinfachtenAnnahmen für die elastischen 
Eigenschaften. 

1. Geometrische Grundlagen nach S. 441 u. 442. 

1'=5,4m, p,=0,7, .l.=0,93, 2!ph1 =2,58, 

a = 2 · 0,7 ( 1 + 2 . ~:~~ 5,4) = 1,88, b = 2;~4~ = 0,48, (} = 1,192, 

" = 1,192 - Yl,1922-=-i = 0,544, 0,48 0 3 8 
s = 1,88 - 0,544 . 0,93 = ' 4 

2!p0 h0 = 2,58 (1 - 0,348) = 1,68 . 
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2. Bemessung der Endstützen nach (731 b). 

h=s=4,2m, 10 =21,33, lu=76,26, lc = 36 dm4 ; 

nach ( 709) ist 
, _ 5 h0 s0 _ 5 4,2 1 c _ 

2'f'0 h0 -- ------------ 1,68, 
3 h0 +so 3 lo. +loh 

also 

los+ loh= 4,161. oder z. B. los= 1,541,, loh= 1,54lA. 

Für diese Abmessungen wird bei Belastung des Feldes 12 mit p = 1 tfm 

~1() = q = 5,42 = 7,29 ' T 9 0,544 2 5 
l' 4 4 x 1 = x 2 = 7'1 0,9f(Ct- 0,544) = '7 mt · 

3. Belastung p = 1 tfm auf allen Feldern. Superposition: 

xl = 2,75 (1- c" + s 2 " 2 - c3 " 3) = 2,31 mt' 

X 3 = 2,75 (1 + s- s" + s2 " 2) = 3,29 mt, 

X 2 = 2, 7 5 (1 + s - s 2 " + s3 " 2) = 3,56 mt , 

X 4 = 2,75 (1 + s- s"- 22 ") = 3,09 mt. 

Untersuchung durchlaufender Träger mit Hilfe der KnotendrehwinkeL 
Die Stabdrehwinkel {}i des Tragwerks sind bei allen äußeren Ursachen Null 
oder vorgeschrieben (gleichförmige Temperaturänderung des Riegels {}iO = {}it, 

Stützenverschiebungen {}; 0 = {}isl· Die n Knotendrehwinkel CfJJ (] = A ... N) 
eines durchgehenden Trägers mit n Zwischenstützen werden daher nach Abschn. 39 
bei beliebiger Abstützung der Pfosten aus n statischen Bedingungsgleichungen 
CJAJ = 0 berechnet. 

CJAJ = CfJJ- 1 aJ<J- 1> + cpJaJJ + CfJJ+I aJ<J+ 1> + aJo = 0. (735) 

Das Trägheitsmoment aller Träger li und Pfosten hi, s; gilt im Bereich der geo
metrischen Stablänge als konstant. 

c) 

M A 

1 

Abb. 403. 

Vorzahlen der KnotendrehwinkeL l. Durchlaufender Träger mit frei 
drehbaren Stützen (Abb. 403a) 

2 
aJ<J-1) = - tr' 

freie Auflagerung der Endstützen 

3 4 
a AA = -V - ~-, - ' 

a a+l 

2 
aJ<J+1> = -V' 

Hl 

(736) 

(737 a) 
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starre Einspannung der Endstützen 

4 4 a.u=-v-r· (737 b) 
a a+l 

2. Durchlaufender Träger mit elastisch drehbaren Stützen (Abb. 403b) 

2 4 4 Äh ;.. 2 
aJcJ- 1> =- 7-, aJJ = - y - y,:-- h/ - s( , aJcJ+l> = - y;_--. (738) 

t I t+l I I 1+1 

Die Beiwerte J.h, A8 erhalten bei starrer Einspannung der Pfosten h., s1 den Betrag 4, 
bei frei drehbarer Auflagerung der Pfosten den Betrag 3, bei elastischer Einspannung 
mit dem Momentennullpunkt in dem Viertelpunkt den Betrag 3,6. Bei frei dreh
barer Auflagerung der Randträger la, ln+I ist 

(739) 

Abschluß des Tragwerks nach Abb. 403c: 1/l~ = 1/l~+J = 0. Anordnung des Trag
werks nach Abb. 397: 1/s' = 0. 

Belastungszahlen des Ansatzes. Die Belastungszahlen aJo werden für die 
an den Trägern l; und an den Pfosten h., S; angreifenden äußeren Kräfte nach (536) 
gebildet. Man bedient sich bei Stäben mit zwei eingespannten Enden der Tabelle 25, 
bei Stäben mit einem eingespannten Ende der Tabelle 26. Gemessene oder geschätzte 
senkrechte Verschiebungen der Stützpunkte ergeben 

6 6 
aJo = +/."V (LIJ- LIJ_ 1) + ~ (LIJ+ 1 - LIJ). 

t I 1+1 1+1 

{740) 

Bei gleichförmiger Temperaturänderung des Trägers um t0 und waagerechter Ab
stützung des linken Stützpunktes 0 (Abstand 0 J = LJ ist mit starrer Einspannung 
der Pfostenenden 

(741) 

Für frei drehbare Pfostenenden wird die Ziffer 6 durch die Ziffer 3 ersetzt. 
Der Ansatz zur Berechnung der Knotendrehwinkel ({JJ (735) besteht aus Glei

chungen mit je drei Unbekannten, die nach der Rechenvorschrift S. 230ff. auf
gelöst werden. Damit sind nach (529) auch die Stabanschlußmomente der Träger 
und Pfosten bekannt. 

a) Elastische Einspannung beider Stab- b) Elastische Einspannung und frei 
enden (530) drehbare Auflagerung (532) 

M (i) - Mw 2 ( .n ) 
J - Jo + 7- 2q;J + ({JJ-1- 3vio · 

• 
M n Mc'> 3 ( .n ) J = Jo + y ({JJ - ·uio · 

• 
Die Aufzeichnung der Einflußlinien der Knotendrehwinkel ({JJ und der Staban
schlußmomente My> ist in Abschn. 40 abgeleitet und für den durchlaufenden 
Träger auf elastisch drehbaren Stützen dargelegt worden. 

Die Verwendung der Knotendrehwinkel liefert die Schnittkräfte im Gegensatz 
zur Lösung auf S. 435 in zwei Stufen. Sie ist übersichtlich und vor allem bei mehr
teiliger Ausbildung der Zwischenstützen (Abb. 396d) von Bedeutung. Die Rechnung 
ist an einem Beispiel auf S. 328ff. gezeigt worden. 

Auch diese Untersuchung kann durch geometrische Auslegung der Kenn
beziehungen zwischen je zwei Stabanschlußmomenten am Stabknoten und an einem 
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Systemstabe graphisch behandelt werden. Das ist in Abschn. 44 geschehen und 
dort auch durch Beispiele belegt worden, so daß sich besondere Angaben erübrigen, 
zumal die Lösung im Vergleich zu den ausführlichen Rechenvorschriften dieses 
Abschnitts weder sachliche noch formale Vorteile bietet. 

Berechnung einer Pilzdecke. 

Die Decke des zweiten Geschosses wird unter der Annahme berechnet, daß eine waage
rechte Verschiebung der H.icgcl ausgeschlossen ist. 

lk=5,4m, ]k=Jc=36,0dm4 • 

lJ.= 5.4. s1 = 7,09, h'= I,983 m. 

Abb. 404. 

I. Vorzahlen nach Gl. (738) 

sau/enobme.s.sungert 
IV 25cm0 ,J- 3,26dm" 

A. Berechnung für feld
weise konstantes Trägbei ts
moment mit Hilfe der Kno
tendrehwinkel (S. 439). Elasti
sche Einspannung der Pfosten
enden (akk = hk/4). 

if' 

l 4~ 
o!' 

c 

Abb. 405. 

4 3,6 3,6 
a.4A = aEE = -5,4- 1.983- 7,09 = -3,0639' 

4 
GJJ=------

5,4 
4 3,6 3,6 

- 5,4- I983 - 7.o9 = - 3·8047 • 

2 
GJ(J+l)= --"-4-- = -0,3704 . . ), 

Die Stabdrehwinkel sind ::\"ull. 

-3,0639 - 0,3704 aAo 0 

-0,3704 - 3,8047 -- 0·3704 aso 0 

-0,3704 --3,8047 -0,3704 aoo 0 

1-

--0,3704 -3,8047 -0,3704 ano 0 

---

-0,3704 -3,0639 aEO 0 

2. Belastung p = I tfm auf allen Feldern. Tab. 25. 

M <k> <k> I • 5,42 
JO =- ~1ik0 =- ---f2-- = -2,43, 

Infolge Symmetrie ist 'fc == 0. Daher folgt aus den ersten beiden Gleichungen 

'f!A= 0,80254, <pn= -0,078I2. 
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Nach GI. (530) wird 

M~1 = - 2,43 + 0,3704 ( 2 · 0,80254 - 0,07812) = - 1,864 mt, 

M~1 = 2,43 + 0,3704 (- 2 • 0,07812 + 0,80254) = + 2,669 mt, 

M~1 = -2,43 + 0,3704 (-2 • 0,07812 + 0) 

M~> = 2,43 + 0,3704 (0- 0,07812) 

= -2,488mt, 

= +2,401 mt. 

Die Anschlußmomente der Pfosten verhalten sich wie deren Trägheitsmomente. 
B. Berechnung unter Berücksichtigung starrer Stützenköpfe beim Riegel. 

Elastische Einspannung der Pfostenenden (akk = hk/4). 
I. Approximation des Trägheitsmomentes der Riegel. Tab. 29 (für alle Felder gleich). 

v =0,6m, 
1 

V=g, A. = 0,93. 

Für die Pfosten wird J = const angenommen. 
2. Vorzahlen nach (702). 

66kk,l = 2· 0,7. 5,4 = 7,56, 6 6(k+l> <k+2)= 0,93· 5,4 = 5,02, 

Abb. 406. 

10,14 5,02 

5,02 10,14 -2,58 

-2,58 10,14 5,02 

5,02 10,14 

-2,58 

6 6 - -~ 7,09 _:_!,_983 = 2 58 
kk, 2- 3 9,073 ' ' 

6 6u = 7,56 + 2,58 = 10,14. 

x" 

-2,58 

10,14 5,02 

5,02 10,14 -2,58 

-2,58 10,14 

5,02 

X 8 

5,02 

10,14 

610 

6ao 

6ao 

5 43 
3. Belastung p = 1 tfm auf allen Feldern. Tab. 36. 6<ho= T = 39,366. Infolge Sym-

metrie ergibt sich aus den ersten 4 Gleichungen 

X 3 = 3,355, 

C. Zeichnerische Lösung mit Berücksichtigung der starren Stützenköpfe 
beim Riegel. Elastische Einspannung der Pfostenenden (a;;.-k = hk/4). 

GI. (726) ckk= c<k+ 2><k+l> = 0,93 : 9:.0,7 • 5,4 = 2,156 = ek= ek+l' 

2 h' 2 58 - - 0·93 5 4 1 79 
'Pk k = ' ' ckk= c<k+!> <k+l) = 0,93 + 2 · 0,7 + 2,58(5,4 • ' = ' ' 

c21 = c88 = e1 = e8 = L 79, 

:19,366 
T1 = T 8 = 15,16 = 2,59 mt. 

Festpunkte zeichnerisch nach Abb. 226, Überzählige nach Abb. 407. 
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2 9 

I 
~ 

115 6 7 8 

JoE----l2--_,.-!E----lq--t---=o-t-E----l6 --___".otE----l8-----;;ot 

Abb. 407. 

1. Geometrische Entwicklung der Festpunkte und Obergangslinien aus den Schwerlinien nach S. 257. 
2. Eintragung der Punkte E~ mit 'k und Tk. 
3. Der Geradenzug ~on bestimmt die linke Gruppe der den Festpunkten Fck-l)k zugeordneten Punkte der Geraden ek, 

der Geradenzug tno die rechte Gruppe der den Festpunkten FkCk-1) zugeordneten Punkte von ~k· Diese schneiden 
auf den Ordinaten zu Ak-2, Ak die Stützenmomente Xk-1, Xk ab. 

Schächterle, W.: Beiträge zur Berechnung elastischer Bogen und Rahmen. Berlin 1914. 
- Leve, V.: Die Berechnung durchlaufender Träger und mehrstieliger Rahmen nach der 
Methode des Zahlenrechtecks. Borna 1916. - Straßner, A.: Neuere Methoden zur Statik 
der Rahmentragwerke. Bd. 1: Der durchlaufende Rahmen. Berlin 1922.- Derselbe: Tabellen 
für die Einflußlinien und die Momente des durchlaufenden Rahmens. Berlin 1922.- Kann, F.: 
Durchlaufende Eisenbetonkonstruktionen in elastischer Verbindung mit Zwischenstützen. 
Berlin 1926. - Crämer, H.: Der elastisch drehbare, gestützte Durchlaufbalken. Berlin 1927. 
- Mörsch, E.: Der durchlaufende Träger. Stuttgart 1928. 

49. Die Rahmenstellung mit beliebig vielen Feldern, 
geraden Riegelstäben und senkrechten Pfosten. 

Die Rahmenstellung entsteht durch Beseitigung der waagerechten Stützung a 
des Riegels eines durchlaufenden Trägers mit elastisch drehbaren Pfosten (Abb. 397), 
so daß die waagerechten Komponenten der Lasten am Riegel und der Unterschied 
der Querkräfte an den Pfostenköpfen den Stützpunkten durch die Biegungs
steifigkeit der Pfosten zugeleitet werden. Hiermit ist eine Verschiebung der Stab
knoten verbunden. Da jedoch stets die von den statisch überzähligen Größen ab
hängigen Längenänderungen der Stäbe vernachlässigt werden, sind die waage
rechten Verschiebungen durch einen Parameter 1p1 bestimmt. Er ist beim durch
gehenden Träger Null. Man verwendet für 1p1 den EI cfachen Betrag des Stab
drehwinkels {}* eines der beiden Endpfosten, bei Symmetrie der Rahmenstellung 
den EI c fachen Betrag des Drehwinkels der Mittelstütze oder der waagerechten 
Verschiebung des Symmetriepunktes des Riegels. Nach dem Superpositionsgesetz 
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kann daher jeder Knotendrehwinkel IPJ und jede statisch überzählige Schnitt
kraft X h durch die folgende lineare Beziehung angegeben werden: 

rpJ=IPJ®+IPJl'lj)l, Xh=Xh®+'ljJlXhl· (742) 

Die Knotendrehwinkel IPJ® und die Schnittkräfte Xh® bezeichnen mit 1p1 = 0 die 
Wirkung der äußeren Ursachen (ll5, t, L1 t, Llk) am durchgehenden Träger. Die Knoten
drehwinkel IPJI und die Schnittkräfte Xh1 entstehen aus dem Drehwinkel 1p1 = l 
eines ausgezeichneten Pfostens h* und der ihm zugeordneten waagerechten Ver
schiebung L1 = l · h* des Stützpunktes a des durchgehenden Trägers. Die Schnitt
kräfte und Knotendrehwinkel sind aus dem Abschn. 48 bekannt. 

Die Verwendung der Knotendrehwinkel IPJ®• IPJI zur Berechnung des unab
hängigen Parameters 1p1 des Ansatzes ist in Abschn. 39 gezeigt und durch Beispiele 
belegt worden. Die Lösung wird daher hier mit den statisch unbestimmten Schnitt
kräften xh®• xhl angegeben. Diese sind durch die Glieder ßhk> ßhCk+l) der kon
jugierten Matrix des Ansatzes {719) und aus den Belastungszahlen !5k®• 15ck+I>0 
(Tabelle 36) für die verschiedenen äußeren Ursachen bestimmt. Für 1p1 = l und 
L1 --= 1p1 h* = l · h* wird bei frei drehbarer Abstützung der Enden einteiliger Pfosten 
in k (Abb. 408) 

(743) 

bei starrer Einspannung am Ende k des Pfostens hk mit J = oo im Bereich fk des 
Stützenkopfes 

(744) 

bei starrer Einspannung am Ende k des Pfostens hk mit konstantem Trägheits
moment im Bereich hk> (fk = 0) 

6 !5ks = 9 h*/hk, 6 !5Ck+lls = -9 h*/hk. 

Daher ist mit k = 0, 2, 4 ... bei gelenkiger Auflagerung in k: 

xhl = 6 2 F (ß~k- ß~ck+I>), 
k k 

bei starrer Einspannung in k, f k = 0: 

xhl = 9 2 ~* (ß~k- ß~ck+I>). 
k k 

(745) 

(746) 

(747) 

Der E J c fache Betrag 1p1 des Stabdrehwinkels ist durch das Gleichgewicht 
der Schnittkräfte der Rahmenstellung bestimmt. Sie wird für diesen Nachweis in 
eine statisch äquivalente zwangläufige Stabkette F1 verwandelt, an deren Ele-
menten i = ]K neben der Belastung ll5, die Stabendmomente My>, M~> als äußere 
Kräfte angreifen. Der Drehsinn im Uhrzeiger ist an beiden Stabenden positiv. 
Dasselbe gilt daher auch von der Momentensumme Ml'> = My> + M~> (Abb. 408) 
und ihren Anteilen M&i>, Miil in 

M<i> = M&i> + 1p1 M\i>. (748) 

Die äußeren Kräfte der Kette (ll5,, M<i>) sind nach dem Prinzip der virtuellen 
Verrückungen (524) im Gleichgewicht, wenn ihre virtuelle Arbeit für den Be
wegungszustand '!f'~ = l Null ist. Dabei drehen sich die Stäbe i um einen Haupt
pol (i) mit der Geschwindigkeit 'I'H-

15 A1 = 17 (M~> +Mg> + 1p1 M~i>) Yil = 0, 
L: (M~> + M!h Pj 1 

'ljJ1 = - "P M(i) P· • 
~ 1 ~ 1 

(749} 
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In diesem Ansatz ist M~> das Moment aller Lasten am Stabe i in bezug auf 
dessen Hauptpol (i). Die Momentensummen M~0>, Mii> sind Funktionen der 
statisch überzähligen Schnittkräfte X ho• 8 
X h 1 des durchlaufenden Trägers auf 
elastisch drehbaren Stützen infolge der 
äußeren Ursachen oder "Pt = l. Bei senk
rechten Pfosten sind die Winkelgeschwin-
digkeiten der Riegelstäbe Null. Sie ver- ö 2 6 
schieben sich parallel. Daher sind hier 
nur die waagerechten Komponenten W ujf 
der Kräfte an der virtuellen Arbeit be
teiligt. Sie beträgt _L7W h* = h* _L7W. 
Die virtuelle Arbeit der Kräfte am 
Pfosten h" wird aus den folgenden Er
gebnissen gebildet (Abb. 408). 

Winkelgeschwindigkeit: 11~.; 1 = h* /hk . 
Stabendmomente bei Belastung des Riegels: 

Abb. 408. 

Mko = IXdX(k+l)O- x/,o)' M&h,k) = {l + <Y.k) (X(k+l)O- Xko). 

Gleichm. Temperaturänd.: M&h,kl = (1 +1Xk) (Xu,+I> t 0- X Iet 0)- 3hLhk'rx.ßt_t E fc. 
' ' k k k 

3 h* l Mkl = IXk{X(k+l)l- Xkl)- h-h,-ß-. 
k k k 

(h /.:)- ) ) 3 h* 
Ml• -{l+IXk (X<k+Ilt-Xkl -hkhlcßk. 

'tfi = l: 

{750) 

(751) 

(752) 

Bei frei drehbaren Pfostenenden ist IXk = 0, ßk = oo, bei eingespannten Pfostenenden 

Mit 1p1 ist dann 

also infolge 

Belastung: 

~ (hk + 2 t k) ß I~ ( ) 
IXJ, = 2 (h{+ Ii~ ~ + m . k = I - hf . 7 53 

{754) 

Temperaturänd.: Mk = IXk (X(k+l)t 0- xkt o)- h3 Lhk'rx.ß,t Efc + "PuMrt• 
, , k k k 

Die Einflußlinien einer beliebigen Schnittkraft Kr bestehen nach (742) aus 
den Ordinaten der Einflußlinie Kro des durchgehenden Trägers {1p1 = 0) und den 
Ordinaten "Ptm der Einflußlinie von 1p1 nach deren Erweiterung mit der Schnitt
kraft Kr 1 infolge von "PI= l. Nach dem Satze von Maxwell ist 

PmvmM = M "Plm• 

d. h. die Arbeit der wandernden Last Pm bei einer durch ein Kräftepaar M hervor
gerufenen Eiefachen Einbiegung VmM des Riegels des durchlaufenden Rahmens 
ist gleich der virtuellen Arbeit des Kräftepaares M am Pfosten h* während deren 
im E] c fachen Betrage angegebenen Verdrehung 1p1 m infolge von Pm· Die äußeren 
Ursachen Pm und M können nach S. 90 beliebig festgesetzt werden. Daher soll 
Pm= l, dagegen M so groß gewählt werden, daß dabei der Drehwinkel 1p1 = l wird. 

M = M*, VmM = vm'l', lmvm'l'= M*"Ptm· 
Der Betrag M* wird aus dem Gleichgewicht der Schnittkräfte an einer zwang
läufigen, mit 1p; = l angetriebenen Stabkette (Abb. 408) berechnet. Die Winkel
geschwindigkeiten der Riegel sind Null, diejenigen der Pfosten vk = h*fhk. 
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Nach ( 524) ist dann 

l (755) 

Die Ordinaten VJ1 m der Einflußlinie des E ] 0fachen Betrages des ausgezeichneten 
Drehwinkels sind verhältnisgleich mit den E]0 fachen Ordinaten vm"' der Biege
linie des Trägers infolge von 1p1 = l. Sie wird aus den Endmomenten der Riegel
stäbe, also aus den statisch unbestimmten Schnittkräften X<h- 1>1, Xh1 aufgezeich
net, die nach (746) bekannt sind. Um die Ordinaten 'lfJlm unmittelbar zu erhalten, 
werden die Schnittkräfte Xh zunächst durch den Nenner des Ausdrucks (755) 
geteilt. 

Berechnung eines durchlaufenden Rahmens. 

I. Geometrische Grundlagen. 

k I lk I Jk l' k hk ln,k h' k hk fk 

I 24,0 0,138 24,0 29,3 o,o86 47,1 27,9 1,4 
3 24,0 0,138 24,0 29,3 o,o86 47,1 27,9 1,4 
5 24,0 0,138 24,0 11,1 O,OII 139,1 9.7 1,4 
7 18,o o,oso 49,68 11,1 0,01 I 139,1 9.7 1,4 
9 12,0 o,oso 33,12 - - - - -

Hauptsystem der 1. Stute Stab/reite I; 

Abb. 409. 

2. Approximation des Trägheitsmomentes für gerade Vouten. Tab. 29, Fall 3. 

'~'1 = '1'3 = '1'5 = 0,2 , '1'7 = 0,217 , v9 = 0,323 , 

1,43 1,03 
n1 = n 3 = n5 = 2,83 = 0,125 , n 7 = n 8 = 2,'83 = 0,045, 

.U-1 = p.3 = p.5 = 1- (1- 0,125) [2 · 0,2 · 0,8 + 0,2/3] = 0,66 , p., = 0,61' 

}., = 0,86' 

Ji9 = 0,48' 
},3 = A5 = 1 - 3 (1 - 0,125) · 0,22 = 0,90 , 

27,9 (29,3 + 2. 1,4) 
C(l = ctg = -2(29,32+ 29-;-S:1,4 + 1,42) = 0•4967 ' 

1,43 

ß1 = ßa = 1 - 29,33-"" 1 · 



Berechnung eines durchlaufenden Rahmens. 447 

3. Vorzahlen der ersten Stufe (durchlaufender Träger) nach (702) u. (705). 

Riegel: 6.:511 , 1 = 6.:522 , 1 = 6.:533 ,1 = 6 044 ,1 = 6055,1 = 2 · 0,66 · 24 = 31,70, 

6 .566 , 1 = 6 077 , 1 = 60,60, 6 o88 , 1 = 31,80, 

6 023 = 0,9 ° 24 = 21,60' 6 045 = 21,60' 6 067 = 42,70 0 

3 ° 27,93. 47.1 
Pfosten: 6 011· 2 = 2 . 29,3 (29,32 + 29,3 · 1,f+ 1,42) = 58•10 ' 

6 011,2 = 6 044 ,2 =- 6 034 = 58,10, 61533,2 = 6 044,2 =- 6.534 = 58,10' 

9,73 

6 o65 2 = 2 Il,T3 . 139,1 = 186,0, 6 066 , 2 =- 6.556 = 6 077 , 2 = 6 088 , 2 =- 6 o78 = 186,0, 

llkk = okk,l + okk,2 ° 

Matrix der geometrischen Bedingungen o, = o . 

X2o Xao X4o Xso X6o X1o 

89,8 -58,I 

-58, I 89,8 21,6 

21,6 89,8 -58,1 

-58,1 89,8 21,6 

21,6 217,7 -186,0 

- I86,o 246,6 42,7 

42,7 246,6 - 186,o 

I - 186,o 2I7,8 

Konjugierte Matrix Io3 ßik. 
110> + 0,723876- o,44I569 + 0,703674- 0,33488o + 0,823652-0,486571 + 0,853994 --+ 

+20,9456 +15,I62r - 6,6950 - 4• 71 I 2 + 1,5777 + I,2995 - 0,6323 - 0,5400 

+15,1621 +23,4347 -10,3480 - 7,2816 + 2,4385 + 2,oo85 - 0,9773 - 0,8346 

- 6,6950 -10,3480 +25,0124 +17,6oo6 - 5.8940 - 4·8547 + 2,3621 + 2,0173 

- 4,7II2 - 7,2816 +17,6oo6 +24,4965 - 8,2034 - 6,7568 + 3,2876 + 2,8076 

+ 1,5777 + 2,4385 - 5.8940 - 8,2034 +I8,2509 +15,0324 - 7.3I43 - 6,2464 

+ I,2995 + 2,oo85 - 4·8547 - 6,7568 +15,0324 +16,8097 - 8,I791 - 6,9849 

- 0,6323 - 0,9773 + 2,3621 + 3,2876 - 7.3143 - 8, I 791 +I5,3748 +13,1300 
+ o,83o786 

- 0,5400 - 0,8346 + 2,0173 + 2,8076 - 6,2464 - 6,9849 +13,1300 +15,8043 ~ 
4. Zustand 1p1 = l. Belastungszahlen nach (744) u. (743). h* = h1 ; Xkl = l:ß'k;60;,. 

0 5 0 0 29,3 (29,3 + 1,4) 4 
6 1& =- 6 ( 2& = 6 3& =- 6 •• = 9 29,32-+- 29~1,4 + 1,42 = 8,980 ' 

6 o,. =- 6 06,, = 6 o,. =- 6 .5g,, = 6 ~~:~ = 15,8378 ° 
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Xn I x21 x31 Xn x51 Xu Xn Xsl 

+0,037071 -0,09728 +o,o8837 -0,05415 +0,04707 -0,03635 +0,04404 -o,o35II mt 

Mih· 1> = 1,4967 (- 0,09728- 0,03707) - 29.:: !~:~----:} =- 0,26478, Mih, 3> = - 0,27700 mt, 

Mt· 5' = -0,03635 - 0,04707 =- 0,08342 , Mih, 7' = -0,07915 mt . 

'JI~1 = 'JI~1 = 1 . 'JI~l = 'JI~1 = ~~:~ = 2,6396 ; 

IM~> vj 1 = - 0,97089 . 

3 
Mi 1 = 0,4967 (- 0,09728- 0,03707)- 47•1 . 1 =- 0,13043, M3 1 = -0,13448 mt. 

5. Belastung der Felder 11 und 13 mit p = 4tfm. Belastungszahlen nach Tab. 36. 

6 r'l1o = 6 r'l2o = 6 r'l3o = -! · 4 · 242 • 24 = 13 824 , 

X1o 

+406,59 

+ 404,II 

r'l4o = r'lso = r'l6o = r'l?o = r'lso = 0 · 

x2o Xao X4o X so X6o X?o X so 

+390,51 +110,16 +n.5r -25,96 -21,38 +10,42 +8,89mt 

Mhh, 1 ' = 1,4967 {390,51 - 406,59) =- 24,067. 

M~h, ö> = - 21,38 + 25,96 = + 4,58 , 

Ml,h, 3> = - 48;867 mt , 

M~h, 7 > =- 1,53 mt, 

.2' M~> vi 1 =- 64,884 . 

-64,884 
'1'1 = - - 0,97089 = - 66,829 . 

xl = 406,59-66,829.0,03707 = + 404,11 mt usw. 

Mi= 0,4967 (390,51- 406,59) + 66,829 · 0,13043 = + 0,73, 

j + II,24 mt 

M;, =- 7,23 mt. 

Die Biegungsmomente werden durch das Diagrammader Abb. 410 dargestellt. Die Berück
sichtigung der Vouten in den Belastungszahlen r'lko durch numerische Integration nach Abschn. 18 
ergibt 6 r:'l10 = 6 r'l20 = 6 r'l30 = 12150 und X10 = 357,36, X 20 = 343,22; X 30 = 96,82; X 40 = 68,12 mt 
usw. Damit entsteht in Abb. 410 das Diagramm b der Biegungsmomente. 

6. Temperaturerhöhung des Riegels um 15°. Belastungszahlen nach (715) u. (712). 

6 Efc a., t = 6 · 2100000 · 0,138 · 10-5 • 15 = 43,47; 9 Efc a., t = 65,21. 

24 
6 r:'llt =- 6 r'l2t = 65,2129,3 = 53,41' 6 r:'la t = - 6 r'l41 = 106,82, 

72 
6 r:'l6t =- 6 r:'l6t = 43,47. 11,1 = 281,97' 6 r:'l7 1 = - 6 r:'l8 1 = 352,50 • 

43,47. 24 
Mhh,l> = 1,4967(- 0,69843- 0,14286)- 2 • 29,3~7•1 . 1 =-1,63715, 

M~h, 3> =- 3,23058, 

I M~1 V;~ = - 13,437 ' 

M~h,ö> =- 1,48857, 

'1'11 = - 13,840 • 

M~h, 7 > =- 1,75785 mt. 
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- 0,370 + 0,648 -0,408 + o,o8r + 0,345 - 0,317 mt 

43,47. 24 
M 1 = 0,4967 (- 0,69843- O,I4286)- 2 • 29,3-;-4'7,!-:-I + I3,840 • O,I3043 = + 1,009 mt, 

M3 = + 0,284 mt . 

Die Momente sind in Abb. 4ll aufgezeichnet. 

7. Einflußlinie "Plm" Entwicklung aus der Biegelinie Vmop 

des Riegels für 1p1 = I nach S. 445 und damit aus den Biege
linien der Träger des Hauptsystems für -X k = I, (k = 1 ... 8). 

Abb. 410. 

Diese werden nach S. 124 als Momentenlinien der elastischen Gewichte der Abschnitte !3 und 15 

berechnet und mit 

angeschrieben. Hierbei ergeben sich für wv und w_D folgende Werte: 

m I 0 0,1 I 0,2 Oo4 I 0,6 o,8 0,9 I I,O 

Wn 

I 
0 o,o8771 o,1731 0,30631 0,3435 0,2367 0,12441 0 

w;;. 0 0,1244 0,2367 0,3435 0,3063 0,1731 0,0877 0 

Das Ergebnis gilt mit großer Annäherung auch für das Randfeld !1 , da,U 1'::! f.l· Es kann für den 
Trägerabschnitt zwischen den Vouten nach der Tabelle 29 unmittelbar angeschrieben werden 
und unterscheidet sich innerhalb der Vouten nur unwesentlich von der auf S. 395 als Näherung 
bezeichneten geraden Linie. Die Biegelinien der Felder l7 , l 9 entstehen in gleicher Weise. 

Die Biegelinie vmop wird mit den Biegungsmomenten Xkl aus 1p1 = I (S. 448) gebildet, im 
Felde l3 z. B. aus X 21 und X 31 . Die Einflußlinie "Plrn folgt dann aus (755) (Abb. 412). 

-X11 242 6 _ 
Feld l1 : "Pl m =- :___-0,97089 • 6 • l,li Öm 1 1'::! - 3,6654 Wn , 

Feld l3 : "Plm =- _ 0~~0§9 · 2!2 (X31 wn + X 21 w~) =- 98,8783 (0,08837 Wn- 0,09728 w~), 

Feld l5 : 1p1 m =- --~~089 2!2 (X 51 wn + X 41 w~) =- 98,8783 (0,04707 Wn- 0,054I5 w~). 
usw. 

Abb. 412. Abb. 413. 

8. Einflußlinie X 3 • Einflußlinie X 30 nach Gl. (665). 

6 -
Feld l1 : X 30 =- 0,006695 • 242 • ll' Ömll'::!- 3,856320 Wn, 

1 1 

Feld 13 : X 30 = 
Feld 15 : X 30 = 

0,0250I2. 242 (wn- u23 w~) = 14,407142 (wn- 0,413716 w~)' 

0,017 601· 242 ( wn- u54 wn) = 10,I37946 (w~- 0,334880wn) 

usw. 
Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 29 

1!!!! 
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Die Einflußlinie X 3 ergibt sich durch Superposition von X 30 und der um X 31 = 0,08837 
erweiterten Einflußlinie 1p1 m (Abb. 413). 

Dieses Beispiel wurde in Abschn. 40 für konstantes Trägheitsmoment gerechnet. Der Ver
gleich zeigt den Einfluß der Vouten auf die Größe der Schnittkräfte. 

Spiegel, G.: Mehrstielige Rahmen. Berlin 1920.- Nakonz, W.: Die Berechnung mehr
stieliger Rahmen unter Anwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme. Berlin 1924. -
Kleinlogel, A.: Mehrstielige Rahmen 2. Aufl. Berlin 1927. 

50. Die Erweiterung der Aufgabe. 
Im Bauwesen sind zahlreiche Tragwerke im Gebrauch, die als bauliche Aus

gestaltung eines durchlaufenden Trägers oder Rahmens angesehen und daher auch 
in ähnlicher Weise statisch untersucht werden. Die Anordnung schräger Stützen 
ist in Abb. 298 gezeigt und auf S. 328 nachgeprüft worden. An die Stelle einzelner 
End- oder Zwischenpfosten können zur Übertragung waagerechter Kräfte auch 
Stützböcke dienen. Die Schnittkräfte des Tragwerks werden in diesem Falle nach 
S. 319 aus den Knotendrehwinkeln abgeleitet. Die elastischen Verschiebungen der 

a) Trägerabmessungen. 

;r---------
<::. 1 :Z 

h~--~--~--~--~ 
C::. I 

~- ~~a--~~---j _________ _ 
"' 

b) Hauptsystem, 2. Stufe. 

c) Hauptsystem, I. Stufe. d) Stablängen. 

'-=-l=10,0000____",.; 

Anschlußpunkte der 
Riegel in senkrechter 
Richtung besitzen nur in 
Ausnahmefällen Bedeu
tung. 

Tragwerke nach Abb. 
414 können als durchlau
fende Träger oder durch
laufende Rahmen mit auf
gelöstem Riegel angesehen 
werden, wenn die Ände
rung der Stützenentfer
nung durch die Belastung 
klein genug bleibt, um ver
nachlässigt zu werden. 
Die Berechnung der 
Schnittkräfte aus den 
Komponenten des Ver
schiebungszustandes der 
Knotenpunktfigur ist auf 
S. 310 erwähnt worden. 
Sie kann auch auf die An
sätze des Abschn. 24 zu-

Abb. 414. rückgeführt werden, wenn 
die Formänderungen b~c 0 , 

6kk,l usw. des innerlich statisch unbestimmten, als Balken gestützten Rahmen
riegels bekannt sind. Das wird an der Untersuchung eines Shedbinders gezeigt, 
dessen Zuggurte zur Abstützung von Transmissionen biegungssteif ausgebildet 
worden sind, so daß mit der senkrechten Belastung Pa, pb, Pc aller drei Stäbe ge
rechnet werden muß. 

Die Lösung zerfällt in zwei Stufen. Die erste behandelt die statisch unbestimmten 
Schnittkräfte Y A, Y B, Y 0 des Rahmenriegels l~c für dessen Belastung mit Pa, h 
oder Pc und durch die äußeren Kräfte - X~c_1 = 1, - X~c = 1 und die Berechnung 
der Verdrehung der Endquerschnitte (k - 1), k infolge dieser äußeren Ursachen. 
In der zweiten Stufe werden die nunmehr bekannten Verdrehungen bko• bkk,l• 
b,c<k-l)• b<k-IHk-I),I zur Berechnung der Stützenmomente Xk, Xk+l rechts und 
links von einer Stütze k nach Abb. 414 verwendet. Mit diesen und den Schnitt-
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kräftendes statisch unbestimmten Hauptsystems aus l,ß, - X~c_1 = 1, - Xk = 1 
ist dann eine beliebige Schnittkraft des Rahmenriegels 

M = M63)- X~c_ 1 M/%~ 1)- X~cML3). 

1. Stufe (Abb. 414c). Berechnung der Eckmomente Y A• Y B• Y 0 . 

Matrix der Elastizitätsgleichungen Konjugierte Matrix der Vorzahlen ßAB· 

YA YB Yc ~0 ~0 ~0 

+ 1,4907 I + 0,2484 I 
+ 0,4969 

+ 3,8302 
I + 0,2484 
! 
+ 1,6667 

1 + 1,6667 
I + 0,4969 
I 
+ 4,3271 

I+ o,698oz - 0,012481- 0,07535 

- 0,01248 + 0,31388 1- 0,11946 
I 

- 0,07535 - 0,119461 + 0,28577 

YA 

2 

Ya 3 

Die Formänderungen bAO• bBO• Oco werden für - xk-1 = 1,- xk = 1 und für 
die Belastung der Stäbe mit Pa, pb, Pc berechnet. Damit sind die statisch über
zähligen Eckmomente nach (354) be
kannt, so daß die Biegungsmomente 
für jeden Belastungsfall angegeben 
werden können ( -Xk_1 = 1: Abb. 415a, 
-X~c = 1: Abb. 415b, Pa: Abb. 415c, 
pb: Abb. 415d, Pc: Abb. 415e). Mit 
diesen sind die Verdrehungen der End_ 
querschnitte (h -- 1), k des Rahmen_ 
riegelsnach (305) (] c=2, Pfosten: J =4) 

(J! 3l = f M!aJ M!oJ J. d s = 0 6135 
k k,1 lc k .! ' ' 

bi~~1)(k-1),1 = 0,3792' 

(JL%-1) =- o,oo55, 
- (Jk(k+l) = (Jkk,2= (J(k+l)(k+1),2 = + 1. 

Damit kann nach (488) auch die {9 
zweite Stufe der statischen Unter- !<> ~ 

a) 

c) 

suchung zur Berechnung der Stützen- ~~~ ~-- tc:t-

momente -"yk-1> xk> x/c+l USW. an- I gz96 .;6, 
geschrieben werden. Sie besteht aus 

.... ~ 
dreigliedrigen Gleichungen und zeichnet ~ ~, e) 

sich dadurch aus, daß die Vorzahlen "' ... 

b) 

d) 

Abb. 415. 

(J23 = (J45 so klein sind, daß der Ansatz in drei unabhängige Teile zerlegt und der 
elastische Zusammenhang damit auf zwei Rahmenriegel mit dem Zwischenpfosten 
beschränkt werden kann. 

+ r,6135 - 1,0000 

2 - 1,0000 +I ,3792 -0,0055 

3 -0,0055 + 1,6135 - 1,0000 

4 - 1,0000 + 1,3792 -0,0055 

5 - 0,0055 + r,6135 - 1,0000 

----

6 - 1,0000 + 1,3792 

29* 
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Der vollständige Ansatz wird nach der Rechenvorschrift S. 232 aufgelöst. Die Kenn
beziehungen "<k-Ilk• "k<k-Il und die Vorzahlen ß;k der konjugierten Matrix be
stätigen die erwähnte Aufteilung der elastischen Wirkung des Tragwerks. Das 
Verhältnis zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stützenmomenten des homogenen 
Ansatzes mit b10 = 1 oder b60 = 1 ist stets positiv. Die statischen Eigenschaften 
des durchgehenden Trägers sind durch die Auflösung des Riegels verlorengegangen. 

k(k- r) 65 I 54 I 43 32 I 21 

- "k \k-1) - 0,7250581 - o,oo6191 [ - 0,725076 1 - o,oo6r9r I - 0,725076 

(k- r)k !2 I 23 I 34 I 45 ! 56 

- "<k-llk - o,6r9771 I - 0,007242 I - o,6197861 - 0,007 2.J-2 i - o,619786 I I 

Vorzahlen ß, k • 

--- 0,725076 o,oo6 191 0,725076 o,oo6 191 0,725058 -~ 

1,125589! o,8r6 136 
I 

0,005052 0,00366310,00002310,000016 

2 
I o,oo8 152 0,0059II I 0,00003710,000027 0,816136
1 

1,316833 

o,oo5 052 : o,oo8 152 1,125632 o,816 168 o,oo5 0531 o,oo3 663 3 
: 

I 
0,003 663 i 0,005 9Il o,816 168 1,316 853 o,oo8 152 I o,oo5 9II 

I 
4 

o,oooo23! o,oooo371 o,oo5o53 1 o,oo8 152 1,12562310,816139 
I . . 

. I I o,oooo16~ o,ooo 027 0.003 663 [ 0,005 9II o,8r6 139l 1,3r68o5 

5 

6 

2 3 4 5 6 

t 
I 

o,619 771 

0,619786 

Die Belastungsglieder 

bLSJ =I M&o> MLs> ~ ds =I M&s> MLo> ~ ds 

werden nach (305) mit Hilfe der Abb. 415 berechnet. Damit sind dann 

Y A = Y~~- xk-1 Y::1k-I>- xk Y~k 

Abb. 416. a) Belastung des Untergurtes, b) Belastung des Stabes c 
im ersten Felde. 

bestimmt. Die Ergebnisse 
sind in Abb. 416 für zwei Be
lastungsfälle aufgezeichnet 
worden. 

Die Verwendun~ des 
durch~ehenden Trä~ers 
als Hauptsystem. Die 
Untersuchung hochgradig 
statisch unbestimmter Trag
werke bietet in zahlreichen 
Fällen Gelegenheit, den 
durchgehenden Träger auch 
als statisch unbestimmtes 
Hauptsystem, also im Gegen
satz zur Untersuchung des 
Shedträgers (Abb. 414) als 
Hauptsystem der ersten Stufe 
des Ansatzes zu verwenden. 
Die Längskraft Xn eines 
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Rahmens (Abb. 417 a) ist die statisch überzählige Größe eines durchlaufenden Trä
gers. Sie wird nach S. 296 in einer zweiten Stufe berechnet. X n = «5~no-ll f«5~nn-ll· Da 
die Längenänderungen der biegungssteifen Stäbe 
jedoch vernachlässigt werden, ist Xn bei jeder 
Belastung Null und nur für 'eine Temperatur
änderung des Riegels zu berechnen. 

Der Ansatz findet auch bei Tragwerken nach 
Abb. 418 Anwendung. In diesem Falle sind je
doch Längskräfte Xa infolge einer Belastung des 
Stabzugs vorhanden. Xa ~ 0 bedeutet daher nur 
eine Näherungslösung, deren Gültigkeit nicht 
ohne weiteres übersehen werden kann und daher 

-~::-1 
I', 
I '--fho1 -, 

' \ 
\\ 

' 
li-- -r- r 
" 

I l 

1%, 14 1~1:1 
l~ --1~ --r 

I ~ " 
I 

Xn 

~ 
b 

~~~2' 
Abb. 417. 

( l~lliTI ., . ." _ nachzuprüfen ist. Die Art der Untersuchung kann auch 
= auf den Behälterrahmen (Abb. 417b) übertragen werden. 

Die Änderung der Länge ab ist aber in der Regel so klein, daß bei symmetrischer Aus
bildung des Rahmens mit unverschieblichen Punkten a, b gerechnet werden kann. 

Abb. 419. 

Er wird dann als durchgehender, in den Punkten a, 
I , ... , n, b frei drehbar gestützter Träger angesehen, 

dessen Längskraft Xn+l statisch bestimmt ist. 
Das Hauptsystem zur Berechnung der Längskraft Xa eines Bogenträgers mit 

biegungssteifem Zugband (Abb. 419) oder biegungssteifem Streckbalken kann bei Ver
nachlässigung der Längenänderung der Stäbe zwischen Balken und Bogen als durch-
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laufender Balkenträger mit senkrecht verschiebliehen Zwischenstützen angesehen 
werden. Die statischen Eigenschaften lassen sich am einfachsten für !eil cosrx = const 
beschreiben, da in diesem Falle die Belastung den beiden biegungssteifen Gurten 
im Verhältnis ihrer Trägheitsmomente zufällt. Dasselbe gilt dann nach S. 270 auch 
für den geschlossenen Träger, nur daß in diesem Falle nicht die Balkenmomente, 
sondern die Momente eines Bogenträgers aufgeteilt werden, die für den Träger mit 
schlaffem Zugband erhalten werden würden. 

Berechnung eines symmetrischen Behälterrahmens Abb. 420. 
Bei symmetrischer Belastung sind die Querkraft und die Verdrehung der Stabtangente im 

Querschnitt der Symmetrieachse Null. Daher ändert die Annahme einer beweglichen Einspannung 
im Querschnitt 8 nichts am Spannungs- und Verschiebungszustand des Tragwerks. Die Schnitt
kräfte werden daher für den einen der beiden symmetrischen, im Querschnitt 8 beweglich, im 
Querschnitt 4 starr eingespannten, durchlaufenden Träger über vier Feldern berechnet. 
tE-------1/!,0m "'! l. Geometrische Grundlagen. 

Momente aus 
Wassert/ruelf / 

10mt / 
1-----1 / 

/ 

/ 
/ 

Abb. 420. 

1 7 
1510 =-.-. 12. 62 • 18 = 151.2. 

6 60 

11 = 12 = 6,0 m , 13 = 14 = 3,0 m, 
11. = 90 , 12 = 18 , 13 = 14 = 3m . 

2. Ansatz und Vorzahlen nach (651) für be
wegliche Einspannung in 8 und starre Einspan
nung in 4. 

l' 18 
1511 = lj_ + -f = 90 + 3 = 96 , 

18 3 
15aa=3+3=7, 

18 
15a=6=3, 

1 
1544 = 3 ·3 =I. 

3. Belastung: Der Wasserdruck wird von 
der Bodenplatte dreieckförmig auf die Quer- und 
Längsträger verteilt. Rahmenabstand 2,0 m, 
p = 2,0 • 6,0 = 12 tfm. 

4. Belastungszahlen nach Tab. 35. 

1 

N, infiJ!ge -~ -1 

+ 

Abb. 421. 

1 2 1 5 
1520 = -6 . 15 • 12. 62 • 18 + 6 • 32 • 12. 32. 3 = 181.5' 

1 5 
l5ao = 2 o40 = 2 • -6 • 32 • 12 • 32 • 3 = 16,9. 

5. Lösung. 

X 1 X 2 X 8 X 4 

96 3 ISI,2 

------1- M2 =- X 2 =- 25,60 mt 
3 7 o,s 

- ------
o,s 2 o,s r6,9 M 3 =- X 3 = + 0,08 mt 

1--- ------
o,s I M 4 =- X 4 =- 8,50mt 
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Bei antimetrischer Belastung des Tragwerks durch Winddruck sind das Biegungsmoment und 
die senkrechte Verschiebung der Querschnitte 4 und 8 der Symmetrieachse Null. Die Schnitt
kräfte werden daher mit dem Hauptsystem Abb. 421 berechnet. 

Y 1 =-M2 =M6 , Y 2 =-M3 =M5 , M 4 =0; 

li ~~ • - 13 -• - ~~ + ~~ äu = -:f + z; + 3, un- 6, ur2 - --3-. 

51. Der Stockwerkrahmen. 
Der Stockwerkrahmen ist in der Gegenwart ein wichtiges Traggerüst des Brücken

und Hochbaues. Während die Verbindung von Zwischenstütze und Riegel bei Aus
führungen in Stahl für den Festigkeitsnachweis in der Regel frei drehbar ange
nommen wird, gilt sie bei der einfachen Ausbildung der Rahmenknoten im Eisen
betonbau als steif. Die Unterteilung in Tragwerke mit zwei und mehr als zwei 
Pfosten ist durch die Verwendung des Stockwerkrahmens im Bauwesen entstanden; 
sie läßt sich noch besser durch die statische Untersuchung begründen. 

Der Stockwerkrahmen mit zwei Pfosten. Die Rahmenknoten liegen be
liebig zueinander oder symmetrisch zu einer Mittellinie. Unter diesen Stockwerk
rahmen ist die Anordnung mit senkrechten Pfosten ausgezeichnet. 

Die Schnittkräfte des Tragwerks lassen sich stets aus den überzähligen Größen Xk 
eines statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems ableiten. Der 
statisch bestimmte Aufbau von Dreigelenkrahmen führt zu geometrischen Be
dingungsgleichungen mit acht oder fünf überzähligen Größen. Die geometrischen 
Bedingungen für die Formänderung eines statisch unbestimmten Hauptsystems 
aus Zweigelenkrahmen enthalten je sechs oder drei statisch überzählige Größen. 
Die Auflösung des Ansatzes leidet in beiden Fällen durch ungünstige Fehlerfort
pflanzung. Daher werden bei einem Stabnetz mit beliebiger Knotenpunktfigur 
nach Abschn. 38 ff. zunächst die Knoten- und Stabdrehwinkel q;J, {}h aus den 
Gleichgewichtsbedingungen (523) der Schnittkräfte berechnet und diese dann 
selbst als Funktionen der Komponenten q;J, {}h des Verschiebungszustandes an
gegeben. Die Gleichgewichtsbedingung 15AJ = 0 enthält vier unbekannte Knoten
drehwinkel q;J und zwei unabhängige Parameter "Pc des Verschiebungszustandes, 
die Gleichgewichtsbedingung 15Ac = 0 je vier Knotendrehwinkel q;J und einen 
Parameter "Pc. Da diese nach S. 311 voneinander unabhängig sein sollen, werden 
dafür die relativen Drehwinkel eines der beiden Pfosten hk zum Riegelstab lk der 
Stabkette (k) verwendet. Die Gleichungen lassen sich für jeden Belastungsfall am 
besten durch Iteration auflösen. 

Berechnung der waagerechten Verschiebung uF und der Verdrehung -9-i des Stabes i 
des Gerüstes Abb. 422 infolge einer exzentrisch zur Stabachse angreifenden 

12,0? . ..$~- waagerechten Kraft W. 
"· . "t- 1. Geometrische Grundlagen. 

'1;--r.:..::.~E± 
~-+---"--+---4: T 

-~0~ 

"" d"'-Hl 

k 

a 
b 
( 

d 
c 
f 
g 
lt 
i 

lk [m] 

7,2II I02 

7,2II I02 

7,2II I02 

6,000000 

6,000000 

6,000000 

I2,000000 

8,000000 

4,000000 

Jc/!k ~~ 

I 7,2II I02 

I 7,2II I02 

I 7,2II I02 

I 6,000000 

I 6,000000 

I 6,000000 

Y:. 4,000000 

Y:. 2,666667 

I 4,000000 

Ijl~ 

O,I387 

O,I387 

O,I387 

o,I667 

o,I667 

o,I667 

0,2500 

0,3750 

0,2500 

2. Die geometrisch überzähligen Größen des Verschiebungszustandes und 
die statischen Bedingungsgleiehungen. Als unabhängige geometrisch überzählige Größen 
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im Sinne von S. 3ll werden neben den 6 Knotendrehwinkeln (/JA ... 'PF und dem Stabdrehwinkel 
ffa = "Pr die gegenseitigen Verdrehungen ff. - {}• = 1p2 und {}1 - f}h = 1p3 verwendet. Sie bil
den die Wurzeln der 9 statischen Bedingungen. 

oAJ=XaJxCfJx+XaJc"Pc+aJo=O ]=A ... F, 
.5 Ah =X ahK (/JK +X ahc"Pc + aho = 0 h =I, 2, 3. 

Die Vorzahlen bedeuten nach Abschn. 38 die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte an neun ver
schiedenen zwangläufigen Gebilden TJ, Th im Geschwindigkeitszustand fpJ = I, iph =I. Diese 
äußeren Kräfte in aJ K, aJc sind Anschlußmomente des Hauptsystems infolge von (/JK =I oder 
aus den Stabdrehwinkeln ffhc infolge von "Pc = I. Die äußeren Kräfte in aJ 0 , ah 0 bestehen aus 
der Belastung !ß und den ihr zugeordneten Anschlußmomenten des Hauptsystems. Diese werden 
nach (507) oder der Tabelle 25 gebildet (S. 457). 

a) Bewegungszustände "Pr = I, 1p2 = I, 1p3 = I (Abb. 423). 
<X) Kinematische Kette Tr (Abb. 423a): "Pr=ffd=L 1p2=fJ.-fJ.=0, 1p3=fJ,-fJh=O. 

6,0 1 3 ' 
{}1 = I' fJu = - {}z I8,0 = - 3' fJuz =- fJu T =' I ' 

UFl = - f}II • 6,00 = + 2,00 . 
ß) Kinematische Kette T 2 (Abb. 423b): "Pr= fJa = 0, '1' 2 =·&.-fJ. = 1, 1p3 =fJ1 -fJh=O. 

6,0 I 2 
{}z = 1 , fJu =- fJz 12,0 =- 2, fJm =- fJu T = + I , 

Up2 =- fJu • 6,00 = + 3,00 . 
y) Kinematische Kette T.1 (Abb. 423c): "Pr= fJa = 0, 1p2 = {}.- {}• = 0, 1p3 = fJ1 - f}h =I. 

{}1 = 1 , fJu = - {}1 6•0 = - 1 , fJu = + 1 , ~~F3 = - fJu · 6,00 = + 6,00 . 
6,0 

"Pr= I "P2 =I "P3 =I 

{}. +I 0 0 
{}. -Ya +I 0 
if. -Ya ·- Ya +I 
f}d +I 0 0 
{}. -Ya +I 0 
{}, -Ya -Ya +I 
{}. -Ya 0 0 
f}h -Ya -% 0 
f}i -Ya -% -I 

Abb. 423. 

b) Tabelle der Anschlußmomente nach (530). 

(/JA= I f{JB= I I rpo= I f{JD =I (/JE= I f{JF= I 1flr =I 1fl2 =I '113 =I 

M<a) 
A + 0,5548 0 0 0 0 0 - o,8322 0 0 

M<o> + 0,5548 + 0,2774 0 0 0 0 + 0,2774 -0,8322 0 A 
M<U> + I,OOOO 0 0 + 0,5000 0 0 + 0,5000 0 0 A 

M<b> B + 0,2774 + 0,5548 0 0 0 0 + 0,2774 -0,8322 0 
M<C) 0 + 0,5548 + 0,2774 0 0 0 + 0,2774 + 0,4I6I - 0,8322 B 
M<h> 0 + I,5000 0 0 + 0,7500 0 + 0,7500 + I,I250 0 B 
MIC) 0 + 0,2774 + 0,5548 0 0 0 + 0,2774 + 0,4I6I - o,8322 
Mfi> 0 0 + I,OOOO 0 0 + 0,5000 + 0,5000 + 0,7500 + I,5000 a 

M<d> D 0 0 0 + 0,6668 0 0 - !,0002 0 0 
M(e) 0 0 0 + 0,6668 + 0.3334 0 + 0,3334 - I,0002 0 D 
M<g> + o,sooo 0 0 + I,OOOO 0 0 + 0,5000 0 0 D 

M(e) 0 0 0 + 0,3334 + 0,6668 0 + 0,3334 - 1,0002 0 
Mft> 0 0 0 0 + 0,6668 + 0,3334 + 0,3334 + o,5oo1 - 1,0002 E 
M(h> 

E 0 + 0,7500 0 0 + 1,5000 0 + 0,7500 -f- 1,1250 0 

M<f> F 0 0 0 0 + 0·3334 + 0,6668 + 0,3334 + 0,5001 - 1,0002 
M<i> F 0 0 + 0,5000 0 0 T 1,0000 + 0,5000 + 0,7500 + 1,5ooo 
M(a) + 0,2774 0 0 0 0 0 -0,8322 0 0 G 
M<d> 0 0 0 + 0,3334 0 0 - !,0002 0 0 H 



A 

B 

c 

D 

E 

F 

z 

3 
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c) Die Vorzahlen der statischen Bedingungen. 

aAK=- i~ (M~k + M::k+ M'J.k), aBK=- iB(M~',.,+ Mifk+ M~j.). 

Mit 1vi.x = ]\1~"Jr + M/;'1, der Summe der Stabendmomente im positiven Drehsinn aus 
K = A ... F, 1, 2, 3, ist 

a1x= i1Max+ il 2\IdK- l • il (MbK + M,K + M,K + M,K + M 0 K + MhK + M;x), 

a2 x= i 2 MbK + i 2 1"'I,x- ~ · i 2 (M,x + M 1 x + Mhx+ M;x)· 

d) Die Belastungszahlen (Abb. 424). 

Abb. 424. apo=-ip·M~~=-0,25 W. 

a 10 = i 1 (- t) (2 · 0,25 W- 5,0 W), a20 = i 2 (- f) (2 · 0,25 W- 5,0 W), 

a3o = i 3 (- 1) (2 · 0,25 W - 5,0 W) . 

e) Matrix der statischen Bedingungen. 

(/JA rpn (/JE 'IJla 

-2,1096 -0,2774 -o,5ooo + 0,0548 + o,8322 

-0,2774 -2,6096 -0,2774 -0,7500 - 1,3048 -0,7089 +o,8322 

-0,2774 -1,5548 -0,5000 - 0·7774 -r,r66r -0,6678 -0,25 

-5,000 -2,_)336 -0,3334 +o,r668 +r,oooz 

-0,7500 --0,3334 -2,8336 -0,3334 - 1,4!68 -0,6249 +r,ooo2 

-o,5ooo -0,3334 - !,6668 -0,8334 -I ,2501 -0,4998 -0,25 

+ 0,0548 -I ,304fi -0,7774 +o,r608 -1,{!68 - 0,8334 -5.6459 -0,6392 +o,2zr6 +r.so 

+ o,8322 -0,7089 -r,r6ü1 -f-r,oooz -0,6249 - 1,2501 -0,6392 -6,4560 +0.3324 -f-2,25 

-t-o,8322 -0,6678 -f-r,oooz -0,4998 -f-o,zzr6 +0.3324 -6,6648 +4.5° 

3. Auflösung durch Iteration (Abschn. 30). 

tp.A (/!B rpo 'PD (/JE I (/!F IJ!l IJ!2 I IJ!a 

+0,2788 -0,II78 -I ,II60 +0,3444 -0,0378[ -0,9834 +o,5546 +o,8379j +o,9oo6 

4. E], fache waagerechte Versch ic bung des Knotens F (Stab i). 

Up = 1/'l Hp1 -1- 1j!2 1tp2 + 1p3 UF3 = 1j!1 • 2,00 -f- 1j!2 • 3,00 + 1j!3 • 6,00 = 9,0265 . 

E], fache Verdrehung des Stabes i. 

{f, = 'IJ11 f}il + 'IJ12 f}i2 + IJ!a f},a = 1f'1 (- ~) + 1p2 (- ~) + lj!3 (-1) = -1,5045. 

Der symmetrische Stockwerkrahmen mit zwei geneigten Pfosten. Die 
äußeren Ursachen des Spannungs- und Verschiebungszustandes des Tragwerks 
(Belastung l,l5, Temperaturänderung t und die Stützenverschiebungen) werden nach 
S. 186 in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt. Die Schnittkräfte 
sind nach Abschn. 28 Funktionen von statisch überzähligen Gruppenlasten eines 
statisch bestimmten Hauptsystems, die aus den Schnittkräften am unteren Ende 
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der Pfosten h. eines jeden Stockwerks (r) gebildet werden. Dies sind links die 
Kräfte A Crl, H';l, M~rl, rechts die Kräfte ßCrl, H~l, MI:> (Abb. 425). 

roch 1 

t-E------lu------;~ 

Abb. 425. 

(756) 

Die Kräfte A <rl, ß<r>, c<r> = (H';l- H~l) /2 
sind statisch bestimmt. Die Stützkräfte Alf1, 

Blf1, Clf1 stehen mit den Lasten L;P, L;W 
im Gleichgewicht. Bei symmetrischer Be
lastung ist 

Cl[> = 0 , Al[> = Bl[> , 

bei antimetrischer Belastung 

At>= -Bl[>, 
.. 

Ct> = H~> = - H~> = :fr .2 W. ,. 
Die statisch unbestimmten Größen X,, x;, 
Y, ergeben sich nach Abschn. 28 aus den 
geometrischen Bedingungen für die Form
änderung des Hauptsystems. Diese werden 
aus den Schaubildern für die Schnittkräfte 
infolge von -X,= 1,- X~= 1,- Y, = 1 
(Abb. 426} abgeleitet und bilden zwei 
Gruppen voneinander unabhängiger Glei
chungen mit den Unbekannten X,, X~ und 

mit Y,. Bei symmetrischer Belastung sind die Kräfte Yr, bei antimetrischer Be
lastung die Kräfte Xr, x; Null. 

Symmetrischer Anteil: 

x;_1 'icr-1)' (r-1)' + Xr-1 'icr-ll' (r-1) + X, 'i(r-1)' r = 'icr-1l'®• I 
Xcr-ll Trcr-1> + Xr 'irr + Xcr+1l ~r<r+ll + X~-1 'ir<r-o~ + x; 'irr' = 'ir ®, 

Xrrr'r' + Xrrr'r + Xr+l Tr'<r+I> = r,'®· 

1 + c 

-X,.-1 

(757} 

*---,Z,...,r---~"" 

.,__ __ zr-,----
fm'J ~,. 

Ntzut Abb. 426. 

Die Regelgleichung entsteht durch Elimination von x;_1 und x;. 
X [ Tcr-ll•lr-1) J +X ,- T~,,. T~cr-l)' J r-1 'irer-1) - 'i, (r-1!' r 'irr- -- - ---''-"---=--

Tcr-1)' (r-l}r ~..... Tr'r' Tcr-1)' (r-1)' 

+ X [ T,, Cr+ll J T, Cr-ll• T, r• 
r+1 'ir(r+1)- ·---'irr' = 'ir®- 'i(r-11'18>-- 'ir•® · 

T,., rr T(r-t)r (r-1)' Trrrr 

I (758a) 

Sie kann auch unmittelbar als geometrische Bedingung (285) für die Form
änderung eines statisch unbestimmten Hauptsystems angeschrieben werden, das 
aus Zweigelenkrahmen besteht. Diese lautet in der üblichen Schreibweise {294) 

x,_1 r~~~-1> + x, r~~ + x,+l r~~~+1> = r~'@. (758b) 
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Die Vorzahlen undBelastungszahlen dieser Gleichungen sind bereits in (758a) als Funk· 
tionen der Verschiebungen eines statisch bestimmten Stabzugs entwickelt worden. 

Antimetrischer Anteil: 

Y(r-1) br(r-1) + Y,. b,.,. + Y(r+l) br!r+l) = b,.Q!). 
Ableitung der Vorzahlen nach Abb. 426. 

1 Je 1' 
r },- = r • 

h Je h' ,.-]-= r• 
rh 

'ir'r = 1~ + h; sec rx, = a,, 
'ir(r-ll = 'ir(r-1)' = - 1;_1' 7:,. (r+1) = 7:,.· (r+ll = - 1;' 

7:,.,. = 1; + 2h; sec rx,. + 1;_1 = a, + h; sec rx, + 1;_1' 

b - - ~~:::lz;._, 
r(r-1)- 3 • 

b,.,. = H-",71; + 1;_1 + 2h;secrx,. (l + "'· + A;)] 0 

Sonderfall senkrechter Pfosten: 

rx,. = 0 , sec rx,. = l , tg rx,. = 0, A,. = l , 

b,. = 1; + ~ h; , a,. = 1~ + h; . 

Ableitung der Belastungszahlen. 
a) Symmetrische Belastung. l. Eigengewicht. 
Das Eigengewicht gk eines jeden Rahmens k 
wird gleichförmig über die Strecke 1~.;+2 hk tgrxk 
= l~c_1 verteilt und das Biegungsmoment im 
Bereich der Pfosten näherungsweise linear an
genommen (Abb. 427). 

n 
'i,.o = a,. h,. tg rx,.. ~ 2) gk l/c-1 - 1;_1 hr-1 tg IX.r-1 

r 
n 

(759) 

(760) 

-~2Jgklk-1 + -fdg,.1; 1;- g-,._11;_11;_1); 
r-1 Eigengewicht gleichl'örmig über Riep/11n 

PrqjeKiion der Sllinder verleiH 

Abb. 427. 

2. Gleichförmig über jeden Riegel1k verteilte Nutzlast P~c (Abb. 428). 
n n 

7:,. 0 = a,. h,. tg rx,.. ~ 2) pk 1/c - 1;_1 hr-1 tg IX.r-1. ~ 2) pk 1/c 
r r-1 

+ -f-2 (p,. t; z; - P.-1z;_1z;_1); 
n 

'ir'O = b,. h. tg !Xr. LE p" lk + 112 Pr z; t;. 
r 

3. Symmetrische Anordnung von Einzellasten 2) P über jedem Riegel. 
n n 

'iro = a, h,. tg rx,. · ~ 2) .2 P - 1~_ 1 h,_1 tg IX,._1 · ~ 2) 2) P 
r k r-1 k 

+ i (1, z; _.2 p WR - /r-1/;_1 2) p WR); 
r r-1 

n 

- b h 1 '\1):-!p lrl~ ~p • 
•r·o -- r r tg rx,. • 2-~ ~ + 2 L,; OJR • 

r k r 

Die ZP und ZP wR enthalten alle Lasten des Riegels lk. 
lc k 
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4. Symmetrische, gleichförmig verteilte horizontale Belastung wk/2 der Pfosten 
(Abb. 429). 

- 1 h2 (2 + l') + 1 h2 l' - l h2 b + 1 h2 l' . T,~--12Wr r a, r 4Wr-l r-lr-1--:j:Wr r r .j:Wr-1 r-lr-1• 

r,. 0 = -~w,h; (a, + t;). 

Abb. 428. Abb. 429. Abb. 430. 

5. Symmetrische, hydrostatische horizontale Belastung wk der Pfosten. 

Tro =- 214 w,h; (3a,+t;) + ~ 'liJr-Ihr-lt;_1 ; 

r,. 0 =- 610 w,h; (lla,+9t;). 

6. Zwei entgegengesetzt drehende Momente Mk am Riegellk (Abb. 430). 

Abb. 431. 

Tro = - M, z; + M, __ lz;_l; ···o = - M, z;. 
7. Gleichförmige Erwärmung des Rahmens um 

t0 • Bei statisch bestimmter Stützung nach Abb. 434c 
treten keine Schnittkräfte auf, bei statisch unbe

zf)stimmter Stützung nach Abb. 434a oder b wird 
rlt = 0; r 1• t = E] c oc t l0 • 

n 

Die übrigen Formänderungen r, 1 sind Null. 
b) Antimetrische Belastung. 
l. Antimetrische, senkrecht gerichtetegleichförmige 

Belastung h_/2 der Riegel (Abb. 431). 

15 = _!_ WC [Ä. (2 a - l') + (a -l')] - \l.R~ !r-11 1~-1 ro 3 pr r r r r r 3 

+ Pr Ar z; l~- p r-:-1 1~_1 1~-:!_ 
192 ' 

9)( hr tg IXr ~ p l'f. 
pr = _S_l __ .L.J k k, 

r-1 r 

2. Antimetrische, zum Riegel senkrechte Gruppe von Einzellasten Pj2. 

15,0 = -! Wp, [Ä., (2 a, -t;) + (a, -t;)] -· ! WP(r-1) z;_l 

_ Ar lr l~ ~ p " + lr_ 1 z;_ 1 ~ p " 
6 .L.J Wn 6 L .. : wn ' (Tabelle 22) 

r r-1 

n 

9JC ( = _h,_ 1~ IXr~- ~ ~ P C (Abb. 432) . 
- P r-1) z .L.J .L.J 

r-2 -r-1 k 
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3. Antimetrische Belastung des Riegels durch horizontale Einzellasten W k/2. 

Öro = ~ ilRwr [Ar (2ar- t;) + (ar -l~)]- -}imw<r-1l 1:,_1, 
n n 

ffiJ h, '\1 w h, tg oc, '\1 w ( ) 
~Jlwr = 2· L.J " - ---~- -- L.J Tc ek - er-1 

r '~l r 
(Abb. 433), 

n n 
ffiJ h,_l '\1 W hr-l tg IXr-1 '\1 W { ) 
~J~w <r-1l = -2- L.; k - l L.J k ek- er-2 · 

r-1 r- 2 r-1 

Abb. 432. Abb. 433. 

4. Antimetrische, waagerechte und gleichförmige Belastung wkf2 der Pfosten 
(Abb. 433). 

öro = ! imwr [Ar (2 ar -t;) + (ar -t;)] - { imw<r-1, t:,_1 + w2:~ (ar -t;) Ar+l, 

bei konstantem wk = w, 

ffiJ = w h, ,; h - w h, tg oc, ( ~ h ) 2
- w h~ 

:JJ~wr 2 L.J k 2l L.J k 4 • 
r r-l r 

5. Antimetrisch wirkende Momente Mk/2 an den Rahmenknoten. 

ö, o = + ilRM r [Ar (2 ar - t;) + (ar - t;)j - -1!- ilRM <r--1l 1:,_1 + ~ (Art; Mr - 1:,_1 Mr-1), 
n 

im = _ h, tg oc, '\' M 
Mr l,_1 L.J k • 

r 

Sind die Riegel am Anschluß mit den Pfosten durch Vouten verstärkt, deren 
Einfluß nicht vernachlässigt werden soll, so lassen sich die Vorzahlen mit einer 
Approximation der elastischen Eigenschaften nach den Tabellen 13 bis 15 be
richtigen. Dasselbe gilt auch bei anderen Riegelformen, die vor allem zum oberen 
Abschluß des Tragwerks dienen. In diesem Falle wird mit Vorteil die Tabelle 12 
zu Rate gezogen. 

Ansatz und Lösung. Die statisch unbestimmten Gruppenlasten X,, Y, 
werden aus zwei voneinander unabhängigen Ansätzen berechnet, von denen jeder 
bei n Feldern des Tragwerks und starrer Einspannung oder Auflagerung nach 
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Abb. 434c n Gleichungen enthält. Bei frei drehbarem Anschluß der Pfosten h1 nach 
Abb. 434a sind (n -1) Gleichungen aufzulösen. Die Nebenglieder der Matrix des 
symmetrischen Anteils sind positiv, diejenigen des antimetrischen Anteils negativ. 
Durch die Belastung eines Riegels lk oder eines Pfostens h~c sind die Belastungs

n u R 
G 
Abb. 434. 

n 
G 

zahlen <510 bis <5~c 0 von Null ver
schieden, dagegen 

<5(k+l) 0 = 0' · · .<5n o = 0. 
Die statisch unbestimmten 

Größen Xr, Yr werden nach der 
Vorschrift S. 236 berechnet. Bei 
zahlreichen Belastungsfällen wird 
die Lösung mit den Vorzahlen ß~"'~ 
und ß~l)l der den beiden Ansätzen 
zugeordnetenkonjugierten Matrix 
angeschrieben. 

Xr = .J:ß~o;} T1c(;?)' 

Y r = .J: ß~lj] <5k 0 · 

Die Vorzahlen ergeben sich nach S. 237 aus je 2 Kettenbrüchen. Die statisch unbe
stimmten Einzelkräfte der Ableitung auf S. 458 sind 

M~> = Xr+ Yr, 

Aus (757) und (760) wird 

H~">+ Hb'"> 
---2--

H (r) - x;. - ('(r) 
b - h, '0 . 

Die Schnittkräfte werden mit den Gleichgewichtsbedingungen aus den Lasten und 
den in Abb. 435 eingetragenen Anschlußkräften rechnerisch oder zeichnerisch 
bestimmt. 

Die Rechenvorschrift wird für einzelne ausgezeich
nete Belastungsfälle an dem Binder einer Aufbe
reitungsanlage (Abb. 436) erläutert. Sie behandeln 
die gleichförmige Belastung p1 = l tjm einer Bühne, 
Einzellasten P0 = l t aus Maschinengewichten, Wind
belastung W = l t und einseitige Sonnenbestrahlung 
t = 10° (Abb. 437 bis 440). 

Die Vorzahlen der Bedingungsgleichungen für 
das obere Stockwerk mit gekrümmtem Abschlußriegel 
werden mit Hilfe der Tabelle 12 abgeleitet. Darnach 
ist ohne besondere Begründung 

p 

Abb. 435. 
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Die übrigen Vorzahlen ergeben sich aus den Ansätzen (758) und (760). Die Zahlenrechnung 
wird folgendermaßen entwickelt: 

l, 
h, 

r 

t;. = - Tr (r+l) = -Tl'' (1"+1) 

h;. 
tg <X, 
sec <X, 

h;. sec CXr 

ar = t;. + h, sec cx, 

br = t;. + z/3·h,sec<X, 

Tr r ~~ a, + h, sec <Xr + t; .. 
r,.,<r+l) 
------ -Trr' 

Tr'r' 

r;.r,fr r' r' 
r;. (r~l)'/r(r-ll'lr-1)' 

(3) _ r;,~. -r'f.<r-1)' 
Trr - Trr - -- -

Tr'r' T<r-l)'(r-1)" 

Je, 
3 t5,.rnü =-Je,. z;. 

I+ Ar+ A)l 
2 h;. sec <X,. (I +Ar+ AJ.) 

.~c;.z~ 

3 !5,.,. =A)1Z;.+t~_ 1 + 2 h;. sec <X,. (I +Jc,.+Jc;') 

0 

9,00 

8,50 

J,OO 

2,833 
0,5294I2 

I, I3I493 
J,20590 
6,20590 

5.I3727 
6,20590 

5,IJ727 
I3,4II8o 

0,500 
-I,5oo 

I,7500 
I I,22065 

0,7500 

I5,97065 

2 

6,00 

7,00 

3,00 

3,5oo 
0,2J4286 
1,02270I 

3.57945 
6,57945 
5.38630 

6.57945 
5.38630 

I3,I589I 

0,66455 

8,03690 

1,75I90 

3,370II 

0,66667 
-2,000 

2,IIIII 

I5,II323 

1,33333 
I9,44656 

3 

6,oo 

3,00 
6,oo 

3,000 
0,0000 

I,OOOO 

3,0000 
9,oooo 
8,0000 

I I,OOOO 

I2,8ooo 

I5,0000 

9.453I3 
1,67091 

3.87597 

I,OOOO 

3,0000 
r8,oooo 
6,0000 

27,0000 

Die beiden voneinander unabhängigen Gruppen der Bedingungsgleichungen (758b) 
und (759) sind daher für 

Antimetrische Belastung Symmetrische Belastung 

+r5.97I - I,500 - + 5,9150 +o,6240 -

2 - I,5oo + 19,447 - 2,00 2 +o,624o + 3.370I +o,6645 

3 -- - 2,00 + 27,00 3 - +o,6645 + 3,8760 

Kettenbrüche zur Ermittlung der Kennbeziehungen und der Vorzahlen ß'lY) = ßlYl/3: 

ß' 1 
u = ü;,9i1 _::_ ( -l.so)-r-=T5o) 

19,447-'-_----o-( ----=2,--o:O);-;(- 2,0) 
27~66 ' 

1 ß' - ·-- --------. ---·-. 
33 - 27,0- (- 2,00) (- 2,00) 

19,447- (-1,50) (-1.50) 
15.969 ' 
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=-0,0740741' 
- 1,50 

" 12 = 15,971 
= -0,0939202, 

-1,50 
" 21 = 19,447- 0,148 =- 0·0777 248 ' 

-2,00 
"21 = 19,447--=ü-:141 =-0,1035941' 

1 
ß~1 = 15.971 _ o-:-iTi =+ o,0630739, 

-x21 = 
+ 0,0777248 

-x32 = 
+ 0,074074! 

+o,o630739 +o,oo49024 +o,ooo363r 

=+ 0,0373234' 

+o,o939 202 = -x12, 

Matrix der Vorzahlen ß' <y> 2 +o,oo49024 +o,o521976 +o,oo38665 

3 +o,ooo363r +o,oo38665 +0,0373234 

2 3 

Kettenbrüche zur Ermittlung der Kennbeziehungen und der Vorzahlen ß!rt): 

1 
ßu = 5,9150 - 0,6240 • 0,6240 

0,6645 
" 32 = 3,8760 

3,3701 - 0,6645. 0,6645 
3,8760 ' 

=+0,171454, 

0,6240 
" 21 = a-:-37of=-o.Ti39 =+ 0·191652 • 

1 
ßu = S)150 _ O,ll96 =+0,172551, 

1 
ßa3 = 3,876o=-o,6645. 0,6645 

0,6240 
" 12 = 5,9150 

3, 3.;-;:7c;coc;-1 ---:;o-;, 60:024·-:-:o:-.--::o:-:, 6o::2=4o 

- 5,9150 

= + 0,105503' 

0,6645 
"23 = 3.3701-=--o.oß.58 = + o.2o1119 . 

1 
ß33 = 3,8760 - 0,1336 = + 0,267 214 . 

- "21 = 
- o,1g1652 -0,171454 

+ O,I 72551 -0,033070 + o,oo567o 
- 0,!05503 = - "12 

Matrix der Vorzahlen ß<XJ 2 -0,033070 + 0,3!3447 -0,053742 
- 0,20II I9 = - x23 

3 + o,oo567o -0,053742 + 0,267214 

2 3 

Die vorgeschriebenen Belastungen werden in den symmetrischen und antimetrischen Anteil 
aufgespalten (Abb. 437 bis 440). Ansatz und Größe der Belastungsglieder für p1 , P 0 , W 
sind auf S. 465, für die Temperaturänderung t auf S. 466 angegeben. 

~~fiAA AAA 
- - - - Po-tt - Po Po - P0 Jj, 

3 T T T 
Abb. 437. Abb. 438. 

Auswertung der überzähligen Größen 

X- ~ß(X) (3) 
r-~ rh ThO' 
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Belastung p1 (Abb. 437). 
Antimetrischer Anteil. 

yl = + 0,0630739. 21,92517- 0,0049244. 11,39062 = + 1,32706' 
y2 = + 0,0049 024. 21,92517 - 0,0521976. 11,39062 = - 0,48708 ' 
Y3 = + 0,0003631· 21,92517-0,0038665 · 11,39062 = -0,03608. 

Symmetrischer Anteil. 

X 1 = - 0,172551 · 2,106161 + 0,033070 · 4,212322 = - 0,22412 , 
X 2 = + 0,033070.2,106161- 0,313447.4,212322 = - 1,25069, 
X 3 = - 0,005670 · 2,106161 + 0,053742 · 4,212322 = + 0,21444. 

ti_Jt . lfß--lf .lftl~.lf --- 2 --- -- 2 2 -- --2 

----:. ~ ~ --...:.. ~ 

- - -· 
Abb. 439. Abb. 440. 

;
1 
X~ = S,5:tJJ373 (62,13981 + 0,22412 · 6,2059 - 1,25069 · 3,00) = + 1,36899, 

_!_X,- __ I ____ ( + 1,25069.6,5795 + 0,21444 · 3,00) = + 0,23531, 
h2 2 - 7,0. 5,3863 

_!_X~= ___ I - ( - 0,21444 · ll,OOOO ) = - 0,06143 . 
h3 3,0 · 12,800 

Biegungsmomente des Stabwerks in Abb. 441. 
Belastung P 0 (Abb. 438). 

Antimetrischer Anteil. 

y 1 = - 0,0630739 . 6,48 = - 0,4087 ' 
y2 = - 0,0049024.6,48 = - 0,0318' 
Y3 = - 0,003631 · 6,48 =- 0,0024. (Fortsetzung auf S. 467.) 

Belastungsglieder für symmetrische und antimetrische Temperaturänderung t = 10°. 
E rx, = 21 tfm2 Je = 0,012825 m4 

Be-
t = 10° C lastung 

Tl't E] e rx, t · tg rx1 =+ 1,42584 ... 1:1 
<!) <!) 

'0-<-> 
Cf) 

bl)k 

T2't EJ. rx, t·tg rx2 =+ 0,57712 1:1 <!) 

::l~ 

E Je rx, t • l3fh3 ='+ 5,38650 
§"'...: 

Ta• t ';~ E1 
... • ::l 

T(3) - 1,2o8o15 • 1.42584 ==- 1,72244 ~"'Cf) 
------~ 1t <!)-<!) 

3,00 ~ S.~ 
T(3) -1,221516.0,57712 + ---. 1,42584 == + 0,12768 ·.: ::l p::: 

21 
5. 137 27 t 1:1 

82 
3,00 s Cf) 

T(3) -0,859375 • 5,38650 + ----s6- · o,57712 ==- 4,31872 ;;.,-.2 
31 5.3 30 (f)P, 

3Ölt 
h1 ==+ 7,63087 .!. 6EJ.rx,t·- ~ ... "' lo <!)-:;:;-

<ll'O 

h2 '5 bll E1 
3 62, 6E].rx,t·T '= + 12,56849 -~ d = 

... ::l 1:1 1 ts"' 

I ha 
S>-<~ 

3 Ö3 t '=+ 8,07975 ·_p '; -.2 6Efe rx,t ·z ~ p.. 2 
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Symmetrischer Anteil. 
X 1 = -0,172551·13,32 =- 2,2984, 
X 2 = +0,033070 · 13,32 = +0,4405, 
X 3 = -0,005670 ·13,32 =- 0,0755, 

X' 1 
____!_ = ----------- (+ 2 2984 · 6 2059 + 0 4405 · 3 00) = +O 3569 
hl 8,5. 5,1373 ' ' ' ' ' ' 

1 
-- --------- (- 0 4405. 6 5795-0 0755. 3 00) = -0 0829 
7,0 . 5,3863 ' ' ' ' ' ' 

X' 1 
1~ = :3,o-:-r2,sööö (+o,o755 .u,oooo ) = +0,0216. 

Biegungsmomente des Stabwerks in Abb. 442. 

~'ß 

Abb. 441. 

Belastung W (Abb. 439). 
Antimetrischer Anteil. Abb. 442. 

yl = +0,0630739. 16,8126 + 0,0049024. 36,7585 + 0,0003631· 10,00 = + 1,2443' 

Y 2 = + 0,0049024 · 16,8126 + 0,0521976 · 36,7585 + 0,0038665 · 10,00 = + 2,0398, 

Y 3 = +0,0003631· 16,8126 + 0,0038665 · 36,7585 + 0,0373234 · 10,00 = + 0,5215. 
Symmetrischer Anteil. 

X 1 = + o,005670. 0,609375 = + o,oo35, 

X 2 = -0,053742 · 0,609375 =- 0,0327, 

X 3 = +0,267214· 0,609375 = +0,1628. 

x;_ 1 
hl 8,5 .-5;-f37:f ( - 0,0035. 6.2059- 0,0327. 3,00) = -0,0027' 

X' 2 

h; 
1 

- ------ ( 
7,0. 5,3863 

+ 0,0327. 6,5795 + 0,1628. 3,00) = +0,0187 

X3 1 
ha 3~6 . 12~8000 (-4,20- o,1628. n,oooo) = -0,1560. 

Biegungsmomente des Stabwerks in Abb. 443. 

Temperaturänderung (Abb. 440). 
Antimetrischer Anteil. 

yl = + 0,0630739. 7,63087 + 0,0049024. 12,56849 + 0,0003631. 8,07975 = +0,54586' 

y2 = +0,0049024. 7,63087 + 0,0521976. 12,56849 + 0,0038665.8,07975 = + 0,72470' 

Y 3 + 0,= 0003631 • 7,63087 + 0,0038665 · 12,56849 + 0,037 3234 · 8,07975 = + 0,35293. 
30* 
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Symmetrischer Anteil. 

X 1 =- 0,172551· 1,72244- o,033070. 0,12768- o,oo5670. 4,31872 =- 0,32592, 
x 2 = + 0,033070. 1,72244 + 0,313447. 0,12768 + 0,053742. 4,31872 = + 0,32908, 
X 3 = -0,005670 ·1,72244- 0,053742 ·0,12768- 0,267214· 4,31872 = -1,17065. 

~:1 8,5. !,1373 (1,42584 + 0,32592. 6,2059 + 0,32908. 3,00) = + 0,10158' 

X~= ~~1~8~- (0,57712- 0,32908 · 6,5795- 1,17065 · 3,00) = -0,13526, 
~ 7,0·5,3 63 
X~ 1 - = ~~~-~ (5,38650 + 1,17065 ·ll,OOOO) = +0,47562. 
h8 3,0 • 12,8000 

Biegungsmomente des Stabwerks in Abb. 444. 

-to•Ht=to• 

~ö 

Abb. 443. Abb. 444. 

Symmetrischer Stockwerkrahmen mit gelenkig angeschlossenen Zwi
schenriegeln. Bei zahlreichen Bauaufgaben, zu deren Lösung Stockwerk
rahmen herangezogen werden, dienen die Zwischenriegel nur zur Aussteifung und 
zur Knicksicherung der Pfosten. Ihre biegungssteife Verbindung ist dann unnötig. 
Der Stockwerkrahmen mit r Zwischenriegeln ist in diesem Falle bei symmetrischer 

lJ 

t 
..ce 

II 

"" w 
" "" ">' 

"' 1 
Abb. 445. 

Belastung (r + I) oder (r + 2) fach statisch unbestimmt, je nachdem die Pfosten
enden frei drehbar gestützt oder eingespannt sind. Die Schnittkräfte werden dabei 
aus statisch unbestimmten Gruppenlasten berechnet, die aus der halben Summe 
symmetrisch liegender Pfostenmomente bestehen. Die Elastizitätsgleichungen er
halten dieselbe Form wie bei der Berechnung des durchlaufenden Trägers. Bei 
Antimetrie der Belastung sind das Biegungsmoment im Querschnitt c (Abb. 445a) 
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und die Längskräfte in den Riegeln Null, die Schnittkräfte daher bei frei drehbaren 
Pfostenenden statisch bestimmt, bei starrer Einspannung der Pfostenenden einfach 
statisch unbestimmt. Die statisch un
bestimmte Querkraft im Scheitel oder 
das statisch unbestimmte Einspann
moment können nach Abschn. 26 be
rechnet werden. In zahlreichen Fällen f43'6'e.;> 

genügen die Angaben der Tabelle 47. 
Beispiel. Die Windbelastung des Rah

mens (Abb. 445a) wird in den symmetrischen 
und den antimetrischen Anteil umgeonlnet 
(Abb. 445b, c). Der symmetrische Anteil er
zeugt bei Vernachlässigung der Längenände
rung der Stäbe in den Riegeln nur Druck
kräfte. Bei antimetrischer Belastung sind die 

Abb. 446. 

h/2 
Riegel spannungslos. Querkraft im Scheitel: Q, = 2 W l/2 = 2,04778 W. Momente siehe 

Abb. 446a. Bei eingespannten Pfosten wird das Einspannmoment X 1 = o10fo11 unter Verwen-
dung der Momente M 1 nach Abb. 446b berechnet. ~1.~ 
o10 = 32,83283 w, o11 = 7,39710, X 1 = 4,43851 w. a A,.xk+/ 1 

Statisch unbestimmte Momente: Abb. 446c. k+3 Ji+z 
Der symmetrische Stockwerkrahmen 

mit zwei senkrechten Pfosten. Das Trag
werk kann als Sonderfall der Abb. 425 mit 
rx., = 0 nach der allgemeinen Rechenvorschrift 
auf S. 457ff. statisch untersucht werden. Die 
Lösung ist aber mit anderen überzähligen 
Größen, die auf Grund der besonderen Eigen
schaften des symmetrischen oder antimetri
schen Verschiebungs- und Spannungszustan
des ausgewählt werden, einfacher. 

b 
a) Symmetrische Belastung: Span

nungs- und Verschiebungszustand sind sym
metrisch. Daher sind in der Symmetrieachse 
die Tangenten an die Biegelinien der Riegel 
waagerecht und die Querkräfte Null. Die 
statische Untersuchung kann daher auf die 
linke Hälfte des Rahmens beschränkt und der 
Riegel in der Symmetrieachse mit Q = 0, 
d w f d x = 0 beweglich eingespannt ange
nommen werden. Die dem Riegelanschluß k 
benachbarten BiegungsmomenteXk, Xk+1 des 
Pfostens sind statisch unbestimmt. Auf diese 
Weise entsteht das Hauptsystem Abb. 447a 
mit den folgenden geometrischen Bedingun
gen für die Formänderung: 

::Wt 
I 

Abb. 447. 

xk-1 bk(k-1) + Xkbkk + XH1 bk(/c+l) = blcO' } (761) 
Xk b(k+l)k + Xk+l b(k+1)(k+l) + Xk+2 b(k+l)(H2) = b(lc+l)O• 

Sechsfach er Betrag der Vorzahlen unter Berücksichtigung einer Riegelverstärkung 
nach Tabelle 29: 

6 bk (k-1 > = h~, 6 bu = 2 h~ + (2 .Uk + J.1J lL l 
6 b7, (k+l> = - (2 .Uk + J.k) l~ = 6 b(k+l> k , J 

6 b(k+1> (7c+1> = 2 h~+2 + (2 .Uk + J.k) l~, 6 bu,+I> (k+2> = h~+2 • 

(762) 

Konstantes Trägheitsmoment des Riegels lk: .Uk = l, J.k = 1. 



470 51. Der Stockwerkrahmen. 

Die Belastung eines einzelnen Riegels lk liefert nur die Belastungszahlen 
- 6 bko = 6 b<k+I>o• die Belastung eines einzelnen Pfostens hk nur 6<5<k-Ilo und 
6 bko· Das Kräftebild kann daher ebenso wie beim durchlaufenden Träger mit 
Festpunkten, Übergangslinien und Kreuzlinienabschnitten aufgezeichnet werden. 

a 

b 

Belastungsglieder für symmetrische Belastung (Abb. 448a). 

SymmelrletTchse Der dreigliedrige Ansatz wird rechnerisch nach 
I S. 232, also ebenso wie für den durchlaufenden 

Träger mit elastisch drehbaren Stützen gelöst. 
Dasselbe gilt für die zeichnerische Behandlung 
eines allgemeinen Belastungsfalles nach Abschn. 32. 

" Die Zahlenrechnung ist in dem folgenden Bei-
spiel ausführlich erläutert worden. 

b) Antimetrische Belastung. Spannungs
und Verschiebungszustand sind antimetrisch. Da
her sind nach S. 185 in der Symmetrieachse die 

' Biegungsmomente und die senkrechten Verschie-

Symmefr/etTchse 
I 
I 

bungen der Querschnitte Null. Die Untersuchung 
kann daher auf die linke Hälfte des Tragwerks 
beschränkt und der Riegel mit M = 0, N = 0, 
w = 0 in der Symmetrieachse durchschnitten und 
in senkrechtem Sinne gestützt angenommen wer
den. Die Biegungsmomente Xk_1 , Xk+1• Xk+a am 
unteren Ende der Pfosten sind statisch unbe
stimmt. Auf diese Weise entsteht das statisch be
stimmte Hauptsystem Abb. 447b. Die geometri
schen Bedingungen lauten 

Abb. 448. 
+ X k+a b<k+ll <k+a> = b<k+ll o · (763) 

Sechsfacher Betrag der Vorzahlen unter Berück
sichtigung der Riegelverstärkung nach Tabelle 29: 

6 b<k+I> <k-I> = -!{(2 flk- Äk), 6 buc+I> <k+a> = -z;k+2> (2 fl1c+2- Äk+2)'} (764) 

6 <5(/c+ll (/c+l) = l{ (2 flk- Ak) + 6 h~+2 + l{+2 (2 ftk+2- Ak+2) · 

Konstantes Trägheitsmoment des Riegels lk: p,k = Äk = 1. 
Bei Belastung eines einzelnen Riegels lk sind nur die Belastungszahlen 

6 b<k+I>o = - 6 b<k-I>o von Null verschieden. Dagegen liefert die Belastung eines 
Pfostens hk Belastungsglieder <51 0 =!= 0 bis b<k+Il 0 =!= 0. 
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Belastungsglieder für antimetrische Belastung (Abb. 448 b). 

6 !5!k-31 o = -- wk hk hk-2 (tk-2 + 3 hi-2- ~:=: lA,_,) 

6 !5!k-öl o =- wk hk hk-4 (tk-4 + 3 hk-4- ~:=: lk-6) usw. 

6 .., wk hk hk-2 (t' + h' hk-4 l' ) 
U(k-3) 0 = - k-2 3 k-2 - -h-- k-4 

2 k-2 

6 .. wk hk hk-4 (t' + h' hk-6 1, ) U(k-ö) 0 =--~--- k-4 3 k-4 - -h-- k-6 USW. 
2 k-4 

I 
\" 21 

/_(!"-::·1_ Xk•:k::k~\. 
4-~). r~~ 

1:.,-x~r l~r X~r.,-X~r_J 

Der dreigliedrige 
Ansatz (763) kann 
in ähnlicher Weise 
wie beim durchlau
fenden Träger nach 
der bekannten Re
chenvorschrift rech
nerisch oder zeich
nerisch gelöst wer
den. 

~ Hll~-z,~ ~111 I 

S,ymmelrischer Anteil 

Antimetrischer Anteil 

Abb. 449. 

Die Schnittkräfte 
ergeben sich aus dem 
statisch bestimmten 
Anteil und den An
schlußkräften in 
Abb. 449. 

Statische Untersuchung eines Stockwerkrahmens mit 7 Ge
schossen für ständige Last und Windlast. Grenzwerte der 
Biegungsmomente bei voller Nutzlast in einzelnen Gesötossen. 

I. Geometrische Grundlagen. Abb. 450. Die Trägheits
momente sind im Bereich eines jeden Stabes konstant. ]. = 72 dm'. 

A. Symmetrische Belastung. Be
rechnung nach S. 469. Die statisch überzäh
ligen Größen sind die Anschlußmomente X k, 

X k+l der Pfosten. 

2. Die geometrischen Bedingungs
gleichungen (761). MomenteMk und M >+l 

nach Abb. 447 a, Momente M 13 und M 14 
nach Abb. 451. Vorzahlen der Matrix nach 
(762): 

k 

2 

4 
6 
8 

10 
12 

14 

lk 

9.6 
9.6 
9.6 
9.6 
q,6 
9.6 
9.6 

Jk l' k 

171 4·03 
171 4·03 
108 6.40 

90 7.68 
CJO 7.68 
72 9,6o 
72 9,90 

I I 

~ 181 ~ I 

~ f2.,ztJ 20" I I I i I ) 111 lTO 

"' 10f1g i I ~ 

~ 
I I 

91 z, I 

"' s 11a ' "1' I I I I I 
~ 71 Ct 
~ 617 T I 
D I I I 

.<! I I 5 

"" ~ '1116 : I 
... I I I 

.c:! sl z, 19 
2115 157r 152 ... I 

I 
I 

'<$' 
I I I 
~ I I 

'--~~ I I 
!1)~ 

.!! 6 
Abb. 450. 

k hk ik h' k 

2 5.4 307 1,27 
4 3.6 256 1,01 
6 3.6 256 I ,01 
8 3.6 143 1,81 

10 3.6 143 1,81 
12 3.6 72 3,6o 
q 3.0 6o 3,6o 
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6 (Jk(k-ll = h/., 6 ()Iek = 2 h/. + 3l/., 6 (Jk(/c+l) =- 3l/., 

6 (J(k+1) (k+l) = 2 hk+l + 3li,' 6 (J(/c+l) (k+2) = hk+2' 

6 ()1313 = 2 h~4 + 3l~2 + l~4 (h~J ' 
6 ()1414 = 2 h~4 + l~4 [ 3 + 3 ~~ + (~}] ' 

6 ()1314 = h~4 - ~~4 {~ ( 3 + 2 ~-J . 
Ergebnis der Rechnung auf S. 472. 

3. Die Auflösung des Ansatzes. Anwendung der Rechenvorschrift 
aufS. 238 mitden Kennbeziehungen -X~cfX k+1 =x k !k+1l, -X~c/X k-1 =xklk -ll 
und den Vorzahlen ßi k = ßik/6 der konjugierten Matrix. Da bei symmetri
scher Belastung P~c eines Riegels z. nach S. 470 nur die Belastungsglieder 
- 6c5ko = 6c51k+llo und bei symmetrischer gleichförmiger Belastung wk 
eines Pfostenpaares nur die Belastungsglieder 6c51k-Ilo = 6c5ko entstehen, so 
genügen die Vorzahlen ßk~c/6 der Hauptdiagonalen der konjugierten Matrix 

Abb. 451. 

und die beiderseits benachbarten Nebenglieder ß~c!k-Il/6, ßklk+llf6. Die konjugierte Matrix 
wird daher nur für diesen Bereich berechnet. Das Ergebnis der Auflösung nach S. 238 besteht 
in der Tabelle S. 474. 

a) Symmetrische Belastung eines Riegels 

X - ( ßkk +ßk(k+l)) 6-' 
k- -6 --6- U(k+l)O • X - ( ß<k+llk + ß(k+l)(k+1l) 6" . k+1 - - --6 --6-- U(k+l) 0 • 

b) symmetrische Belastung eines Pfostenpaares 

x._1 = (ßU<~1~,k~l- + ß(k(t"--) 6ök~, x. = (ßk,~-1) + ß~·) 6c5ko. 

Die übrigen statisch unbestimmten Größen sind für jede Belastung pk, wk durch die 
Kennbeziehungen "" !k-1l, "" !k+ll bestimmt. 

4. Die statisch unbestimmten Schnittkräfte bei gleichförmiger Belastung p. 
der einzelnen Riegel l k. Die Belastungsglieder sind nach S. 470 für pk = 1 tjm 
(k = 2, 4, ... , 12) 

pk [2 lk 
- 6<5. 0 = 6c5,k+llo = --4-. 

Die Belastung p14 erzeugt nach Abb. 451 

6 c513, 0 = :2 p14l2l~. h:4 = 57,024' 6 <514, 0 =- 3~ pl4l2 l~. ( 8 + 5 h~J =- 285,120. 

Berechnung der lk benachbarten Pfostenendmomente Xk, Xk+l (k = 2, 4, ... , 12) nach 3a: 

k 2 4 6 8 IO 12 

P~c I,OO I,OO 1,00 I ,00 I,OO I,OO 

z;. 4· 03 4,03 6,40 7,68 7,68 9,6o 

-6 (jkO = 6 (j(k+llO <)2,85 92,85 147·46 176,95 I 76,95 221,18 

- ßkk + ßk(k+l) 
b 6 

-0,036678 - 0,039198 - 0,031630 - 0,021131 -0,026638 - 0,018275 

X k - 3,4056 - 3.6395 - 4,6642 - 3.7391 - 4.7136 - 4·0421 

- ß(k+~ + ß(k+1l (k_±l~ 
6 6 + 0,040255 + 0,037868 + 0,017600 + 0,019529 + 0,013185 + 0,012707 

x"+l + 3.7377 -)-- 3,5r6o + 2,5953 + 3.4557 + 2,3331 + z,81o5 

Die Belastung p14 = 1 t(m erzeugt 

X 13 = _h~ 13 • 6 <l1a,o + p17f4_ · 6 c5u,o = + 2,6031, X 14 =-5,4588. 
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Die anderen überzähligen Schnittkräfte sind für jeden Belastungsfall pk 
(h < k, r > k + 1) , 

die Anschlußmomente der Riegel: (X k +1 - X k). Damit kann folgende Tabelle angeschrieben 
werden: 

x2 

x4 

Xs 

Xs 

P2 = I I P4 = I I Ps = I Ps = I I P1o = I I P12 = I P14 = I 

+ I,7028 - 0,4332 ! + 0,13831 - 0,0354 + O,OII4 - 0,0031 + 0,0017 
---- - ,--- ----:-- -- -:---- -- -- ----- --

- 3-4056 + o,8663 j - 0,2766 I + 0,0707 - 0,0228 + o,oo62 - 0,0034 
--~ --' 1-----1- -----------

+ 3,7377 + I,oo28 - 0,3202 I + o,o8r8 , - o,o264 + 0,0072 - 0,0039 
r---- - -~-- - --~--------- -

- I,05I9 - 3,6395 + I,I623 - 0,2970 + 0,0957 - 0,0262 + 0,0140 

- o,9I5~J + 3,5r6o 

+ o,I968 I - 0,7558 
I 

c-- -------------- --- ---------

+ I,3298 - 0,3398 + o,ro95 - 0,0300 + o,oi6o 

+ I,I9I8 + 0,1052 - o,o562 
---- -- -r-- ----------

x7 + 0,!6<)3 - 0,6504 + 2,5953 + I,2<)93 - o, 4I8 7 + 0,11 47 - 0,061 3 

X 8-- -_ 0,04751 + o,r823-!--_-o-,7-2_7_4;--_-3-.-73_9_I-;-+ ~~-04_9_ ::__ ;~302---+-o.-I;;;; 
---:---- - - --·-- -- - :-----:--

- 0,04I61 + 0,15<)8 - 0,6378 

+- o,o~S~ ~---o~ 3;:: ~ o, I 35 z -1---_o _ _'___7_3_2_3;_-_--==4-·_7~1-3~6-1_ +_r ._2=9=I 8-= -~ o_.~_9_o_6 
X 11 + o,ooü<) I - o,o267 + o,I063 ! - 0,5759 + 2,3331 + I,4654 - 0,7834 

+ 2,r6o8 
---- ---~-----

x13 + 2,8Io5 + 2,603I 
-

x14 + 0,2190 

- Xa 

- xs 

- x7 

- Xg 
--

- 7,1433 
1 

-O,I365_1_-f-_ o,~43()_\--=--o,~IIr_l_~{),~~l 
- O,I365 - 7•I555 : - O,I675 + 0,04281 - O,OI381 

+ 0,0275 
1 
~O,I054~~---7.~~951- o,I075-1+o,o3~-61 

-- - -I 
-- o,oo59 + o,o225 - o,o896 - 7,I948 i - o,I564 1 

+ o,o~I~-! --=-0,~072 :-+ o,o289 - o,~5ü-.;-! = ~4~7~- o,I7~6 1 ~-o-,o~2~ 
1 + o,oor6-~ - o,oo63 + o,o343 I - o,I389 ; - 6,852ü 

I -+ o,ooo4 1-=-- o,-OOI7 ~-+-o.~o;- ::__ 0,03681 + 0,~190 

_ o.~OIO I + 0,0~05 
+ 0,0038 1 - 0,0020 

- ---~---

- o,oo95 + o,oosr 

+ 0,0429 ! - 0,0229 

- 0,0004 

- 0,0001 

5. Die statisch unbestimmten Schnittkräfte bei gleichför
miger, symmetrischer Windbelastung wk = 0,525 tfm. Nach S. 470 
entsteht bei symmetrischer Belastung des Pfostenpaares hk durch wk 
(k = 2, 4, ... , 12) 

w k hZ hic 
6Öuc-110 = 6Öko =-- 4---- · 

Nach Abb. 452 ist außerdem 

6 öl3,0 =- 9,11736, 6öl4,0 = + 18,38781. 

Berechnung der statisch unbestimmten Schnittkräfte X k _ 1, X k nach 3 b: Abb. 452. 
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k 2 4 6 8 10 12 

wk 0,525 

hk 5.4 3,6 3,6 3,6 3,6 3,6 

lzk 1,27 I,OI I,OI 1,81 1,81 3,60 

6 61k-llO = 66•o - 4,86061 - I,7180I - 1,71801 - 3,0788! - 3,o788r - 6,!2360 

ß<k-1) (k-1) + ß<k-1) k --6 . -6- + 0,320662 + 0,2!2506 + 0,23608! + 0,153086 + 0,133941 + 0,082!32 

xk-1 - 1,5586 - 0,365! - 0,4056 - 0,4713 -0.4124 - o,5029 

p"_,k~l) +fu 
6 6 

+ 0,!46077 + o,2r8831 + o,r62o87 + O,III945 + o,o88698 + 0,051223 

x. - 0,7100 -0,3760 - 0,2785 - 0,3447 - 0,2731 - 0,3137 

X13=-0,5747, 

Die anschließenden Pfostenmomente ergeben sich wiederum aus X • _1 = - u 1• _ 1> h X h, 

Xr = - Ur<r -ll X, _1 . Das Ergebnis ist in der folgenden Zahlentafel enthalten. 

! 

- 1,5586 + 0,1577 -0,0422 ! + 0,0!28 i -0,00341 + 0,001 I I -0,00041 - 1,4330 

- o,7roo -=-;;,3r-s{To,~844 -_ o~~;.55l + o,oo69~-_:. o,oo2r 1 + o,~ooi!----.::::.-;;:9612 
- o,62o9 -0,3651 + o,09JJ - o,o~9JI+ o,;;;So --= o,o025 ! + o,ooo9l-=--o,9II6 

XI 

x2 
----

Xa --- ---- -- - --r--- .------- - -----
+o,r747 -0,3760 -0,3545 +~,I077_'_:::-0,0290 l_±o,oo9o_' -o,oo3I ~·47II 

+o,152I l-0,3272 -0,4056 +o,1233 1 -0,0332 +o,o1o3 -o,oo35 -0,4838 

-·· -----

x4 
- -

Xs 

-0,032J-i +o,o;;-;3~7SS-.=-W~3-I +o,rr63--_:.~:-;36I +o.~-1;41 -o,s8os 
-

x6 
-- ----- --· -- - ·---------- ------

x7 -0,0281 1 +0,0605 -0,2396 -0,4713 +0,1268 -0,0394! +0,0135 -0,5776 

X 8 +o,oo79 -o,oi70 +o,o672 -0,3447 -0,3650 +o,u33' -0,0390 -0,5772 

-=~9_ __ + ~~9 - o,o149 + o,o5891_:::-_o,3o2.:_ r=:o_,_4:1.:!_ + o,r28o _- o,o44o -0,5796 

X 10 -o,oor5 +o,oo32 -o,or25 1 +o,o64o -0,2731 -0,4432 j +0,1525 -0,5107 

~- ,.Y:1_1___ - o,oo121 + o,oo25 - o,oo98 + o,o5o4 -0,2148 -0,5029 + o,I73o 
1 

_:_-~ • .5~;.) 
x 12 +a,oaa3 -o,ooo6 +o,oo26 -0,01321 +0,0562 -0,3137 -0,4771 1 -0,7455 

~~s _+o,ooo2l-=o,ooo5 +~;~-r-=~~~ +o,o434 -o,z4z3_ -0,5747 -o,782r 

X 14 +o,oooo -o,oooo +o,ooo2l-o,ooo8 j +o,oo34 -o,or89 +o,32o4l +0,3042 

B. An timetrisehe Belastung. Berechnung nach S. 470. Die statisch überzähligen Größen 
sind die Anschlußmomente am unteren Pfostenende. 

Abb. 453. 

6. Die geometrischen Bedingungsgleichungen (763). Die Vorzahlen sind nach (764) 

Der Ansatz gilt unverändert für das Dachgeschoß mit schrägem Riegel (Abb. 453). 
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Matrix der Vorzahlen 6 ö1 k: 

Xr Xa Xs 

+ u,65 - 4·03 

3 - 4·03 + 14,12 - 4-03 

5 - 4,03 + 16,49 - 6,40 

7 - 6,40 + 24,94 - 7,68 

9 - 7,68 + 26,22 - 7,68 

II - 7,68 + 38,88 

13 - 9,6o 

7. Auflösung des Ansatzes. 
a) Antimetrische Belastung eines Riegels lk. Es treten nur zwei Belastungs

glieder - 6 ö<k-ll 0 = 6ö<k+ll 0 auf, so daß die gleiche Rechenvorschrift wie unter 3a 
verwendet wird. 

b) Antimetrische \Vindlast. Antimetrische Windlast eines Pfostenpaares hk 
gibt Belastungszahlen ö10 , Ö30 , ... , Ö<k+llO· Da jedoch in der Regel nur Wind
belastung auf die ganze Pfostenlänge in Betracht kommt, werden die Be
lastungszahlen Öko am besten nach (171) unmittelbar aus den Biegungs
momenten M 0 des Hauptsystems angegeben. Die statisch unbestimmten 
Schnittkräfte können nach S. 236 mit dem Gaußsehen Algorithmus berech
net werden. Das Ergebnis läßt sich auch nach einer Superposition anschreiben, 
in dem jede überzählige Größe X 1 zunächst für 6Öno allein bestimmt wird 
(X1 -+ X 1n)· Hierzu genügen die Kennbeziehungen und die Hauptglieder ßu/6 
der konjugierten Matrix. 

oder 

,, 6 ·' ßu 
Ahh= UnO' 6' 

x!i-llh = -u<1- 111 X 1h für i~h 

x<i+llh =- "<~+111 X1 h für i?::,h; 
h=n 

X;=2:X;A· 
h=1 

Biegungsmomente 
in der Mitte der 
Pfosten: 

5,175 
12,42 
18,90 
25,38 
31,86 
38,34 
70,875 

Abb. 454. 

Kennbeziehungen und Vorzahlen ß<•+ll !k+1,j6 zur Matrix am Kopf der Seite. 

"31 "sa "75 Ug7 "uo 

- g,6o 

+ 41,10 

"1311 

-0,309687 -0,274653 -0,283898 -0,312067 -0,209620 -0,233577 

"nra Ugu "79 "57 "as "ra 

-0,263900 -0,325854 -0,345204 -0,420671 -0,316676 -0,345923 

ßu ßas ßss ß77 ß99 ßuu ßrara 

+o,o961357 +o,o86o653 +0,0746444 +0,0503752 + 0,045 5395 +o,o292954 +0,0259292 

8. Die statisch unbestimmten Schnittkräfte für volle antimetrische Wind
last. Die Momente des Hauptsystems sind in Abb. 454 ohne Einhaltung eines Maßstabes auf
getragen. In Verbindung mit Abb. 453 ist z. B. 

6ö70 = 6 J M 7 M 0 /J ds 

= w [l~. 60,48 - h8 (47,52 + 4. 25,38) -18. 47,52] =- 130,013 . 
Belastungszahlen und Superposition der Teilergebnisse: 



478 51. Der Stockwerkrahmen. 

h 7 9 II 13 

6Jno ~63,I59~-~~84~_J_ = r~,~~ -1~3o,or~ __ 1
1

_ -::-_s_:-_4:5 1 - ro4,237 + rr,397 I 
--1-------1------------

ßhl./6 + o,og6r357 +o,o86o653~-~ _"•0746444 _+ ."'0503752 -~-(),04553~ ~- 0,02~2954 + 0,02592921 -

_x, - 54,1397 +o,~--=- ~~os9_1_-__ o_,3~~---o_,o_38_o __ -=._o,<>I_:8 __ _:t:_o~o()0_4 __ __:::55.4375 

Xa - r6,7663 + o,76rr - 3,486r - o,8725 - o,ro98 - 0,0458 + o,oor2 j - 20,5182 
------·-- -+-----+-----!--- --- - -1---~~- -- - --------· -- --~----~~ 

x. - 4,6049 + 0,2090 - II,0083 - 2,7551 I - 0,3467 --I -- --!----1------+--- --
3,1252 - 6,5494 x, --=--I,307!__1_+o,o59_3 __ -

Xo - o,4o8o • +o,or85 --0~9?53 __ L:: _ __:·~39 - 2,3874 

-= 0'_'445 -l~- o,oo37_1__::: r8,6468 

~-:;~: --I : :::::: II ~ ~~~:-
- o,8241 

_x_" ___ -_o_,o_8_s_5 __ [ + o,oo3_:_ ___ :--_o•2()4_4 __ [_ - _o,4284 __ [-=-".soo4 - 3,0537 + o,o78o - 4,1905 

X 13 - o,o2oo + o,ooog - o,o4-77 I - o, roor i - o,n6g - 0,7133 + 0,2955 I - o,7or6 

C. Biegungsmomente aus Eigengewicht. g2 bis g12 =1.8tfm, g14 =l.25tfm (Dach
riegel). 

Die Teilergebnisse der Tabelle S. 475 aus p2 bis p12 werden addiert und mit 1,8 multipliziert. 
Hierzu treten die mit g14 erweiterten Ergebnisse für Pu = I. 

Schnitt P2-;- P12 =I P2 -;- P12 = r,8 P14 = 1,25 .2 [mt] 

I + 1,3808 + 2,4854 + o,oozr + 2,488 
2 - 2,7618 - 4.9712 -0,0042 - 4·975 
3 + 4·4829 + 8,0692 -0,0049 + 8,064 
4 - 3.7566 - 6,7619 + 0,0175 - 6,744 
5 + 3.6701 + 6,6062 + 0,0200 + 6,626 
6 - 4·3103 - 7·7585 -0,0702 - 7.829 
7 + 3,1095 + 5.5971 -0,0766 + 5.520 
8 - 3-4570 - 6,2226 + 0,2206 - 6,001 
9 + 3.9243 + 7,0637 + 0,2492 + 7.313 

10 - 4·0440 - 7.2792 - o,8632 - 8,144 
li + 3.3091 + 5.9564 - 0,9792 + 4.977 
12 -- 4.5247 - 8,1445 + 2,7010 - 5.444 
13 + 2,4376 + 4.3877 + 3.2539 + 7·642 
14 -f- 0,1899 + 0,3418 - 6,8235 - 6,482 
15 - 7·2447 - 13,0405 + o,ooo6 - 13,040 
16 - 7.4267 - 13.3681 - 0,0025 -- 13,371 
17 - 7·4198 - 13.3556 + 0,0064 - 13,349 
18 - 7.3813 - 13,2863 -0,0286 - 13,315 
19 - 7·3531 - 13,2356 + 0,1!60 - 13,120 
20 - 6,9623 - 12,5321 - 0,5529 - 13,085 
14 + 0,1899 + 0,3418 - 6,8235 - 6,482 

Abb. 455. 21 - - - + 2,268 

Die Momente sind in Abb. 455 dargestellt. 

D. Grenzwerte der Biegungsmomente infolge Nutzlast von 2,5 tfm auf 
Geschoß breite. 

Die Belastungsvorschrift ergibt sich aus den Vorzeichen der Teilergebnisse der Tabelle S. 475. 
Diese liefert auch die Schnittkräfte für p = l tjm. 

Mmax Mmln 
- -- - - ---- -------- -- ---~ 

I 
Schnitt Grenzwert Grenzwert 

Belastung -- - - -------· ------- Belastung --
p =I p = 2,5 p =I p = 2,5 

5 P4 • Ps • P1o + 4.9553 + 12,388 P2· Ps. P12 - 1,2852 - 3,213 
6 p2,p8,p12 -f- 1o4938 + 3.734 P4· Ps· P1o - 5,8041 - J4,510 

17 P2. P1o + 0,0621 + 0,155 P4· Ps· Ps· P12 - 7.4819 - !8,705 
r7'' P2· Pa. Pw + 4.3226 + Io,8o6 P4. Ps. P12 -0,2224 - 0,556 

Balkenmoment für pk = l tfm: pk. 9,6~ = .!._- 9,62 = 11,52 tm -
8 8 
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480 51. Der Stockwerkrahmen. 

E. Biegungsmomente aus Windbelastung. Das Ergebnis wird durch Superposition 
des symmetrischen und des antimetrischen Anteils in der Tabelle S. 479 erhalten. Die 

+1,93 

-0,711 
+8,20 

-2,35 
+5,1{3 

-9,87 
+G,f'l 

-G.JJ 
+$,28 

Momente sind in Abb. 456 aufgezeichnet. 

-1,52 Der symmetrische Stockwerkrahmen mit 
mehr als zwei Pfosten und frei drehbar ange

·O,IJII schlossenen Zwischenstielen. Die Untersuchung 
-9,95 

des Stockwerkrahmens mit zwei Pfosten für symmetri-
+t,BII sehe Belastung nach S. 469, für antimetrische Be-

"'mmii'rm.....-"'"':':!~'1=:? -5,911 lastung nach S. 470 kann unmittelbar auf das er
weiterte symmetrische System mit gelenkig an

"""".;,i'lm;,.,,.......:w.u.~""'::~ ~~~: geschlossenen Zwischenpfosten übertragen werden. 
' Die Riegel des Hauptsystems werden jedoch nicht 

q.,;,.;:;,;;;..,.....:w..u.~fl:H::"J +5,75 mehr allein in der Symmetrieachse, sondern nach 
-6,all Abb. 457 auch durch Zwischenpfosten gestützt. Sie 
•0.08 bilden daher bei beiden Lösungen durchlaufende 

c:::.=~m:~;;;.,."."..a.LJ..IJ..I.!~III==-o.zs 

Abb. 457. 

Träger mit frei drehbaren Zwischenstützen, das Hauptsystem ist also statisch 
unbestimmt. Trotzdem werden die überzähligen Größen ebenso wie nach (761) 
und (763) aus dreigliedrigen geometrischen Bedingungsgleichungen berechnet, 
nur daß die Vorzahlen bJ:'k, btlk-ll und die Belastungszahlen bJ:J aus der Form
änderung eines durchlaufenden nach Abb. 458a oder Abb. 458b gestützten 
Trägers k infolge -Xk = 1, -Xk+l = l und der Belastung l.ß hervorgehen (311). 
Hierzu werden die Biegungsmomente MJ:l, Mt,t 1 , Mifl für jeden Riegelabschnitt 

a I b . Abb. 458a oder Abb. 458b nach 
o--'"fr'--v--,~ Abschn. 47 bestimmt. 

! Das Ergebnis hat für Aus-

Abb. 458. 

führungen in Eisenbeton keine 
Bedeutung, so daß die Lösung 
abgebrochen wird. Sie bietet 
bei Anwendung der Angaben des 
Abschn. 37, der sich mit sta
tisch unbestimmten Hauptsyste
men beschäftigt, keine Schwierig
keiten. 

Stockwerkrahmen mit mehr als zwei Pfosten und biegungssteifer 
Verbindung von Pfosten und Riegel. Die Schnittkräfte werden aus den 
Knoten- und Stabdrehwinkeln des Tragwerks entwickelt (Abschn. 38ff.). Die Unter
suchung ist auf S. 345ff. gezeigt und in Abschn. 42. auf die Berechnung von symme
trischen Stockwerkrahmen mit zwei, drei und vier Stützen angewendet worden. 
Der Ansatz bietet keine Schwierigkeiten. Die Zahlenrechnung ist zuverlässig, leider 
jedoch zeitraubend. Man begnügt sich aus diesem Grunde in der Regel mit Nähe
rungslösungen auf Grund einer Abschätzung des Verschiebungszustandes. 

Die Pfostendrehwinkel "Pc sind bei senkrechter Belastung der Riegel stets 
klein, so daß sie bei der angenäherten Beschreibung des Spannungs- und Formände
rungszustandes vernachlässigt werden können. Man beschränkt die Untersuchung in 
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diesem Falle oft nur auf einen durchlaufenden Riegel, dessen Pfosten an den be
nachbarten beiden Riegeln mit vorgeschriebenen statischen oder geometrischen 
Eigenschaften enden. Dabei werden die Anschlußmomente der Pfosten oder die 
Knotendrehwinkel der benachbarten Riegel Null gesetzt (frei drehbare Verbindung 
oder starre Einspannung der Pfosten). Die wahre Lösung für "Pc = 0 wird durch 
das Ergebnis aus beiden Annahmen eingeschlossen. Sie entspricht einer elastischen 
Einspannung der Pfostenenden, die oft auch als Grundlage des Spannungsnach
weises geschätzt wird. Dabei werden die Wendepunkte der elastischen Linien, also 
die Nullpunkte der Momentenlinien der dem Riegel benachbarten Pfosten, im 
Abstand 3/4 · h vom Riegel angenommen. 

Der durchlaufende Riegel ist in Abschn. 48 mit statisch unbestimmten Schnitt
kräften und mit Knotendrehwinkeln berechnet worden. Die Untersuchung bedarf 
nach geeigneten Annahmen über die elastische Einspannung der Pfosten keiner 
Ergänzung. Sie kann rechnerisch (S. 230) oder zeichnerisch (S. 262) durchgeführt 
werden. Die Momentenlinien schneiden dabei meist die Achsen der Pfosten im Ab
stand 0,25 h von dem benachbarten Riegel. 

Zur Abschätzung der Schnittkräfte genügen die Ergebnisse auf S. 438 für den 
durchlaufenden Träger mit unendlich vielen Feldern lic = l' oder Annahmen über 

Abb. 459. 

die Lage der Festpunkte in den Trägern lk_2 , lk+2 neben dem belasteten Felde lk 
(Abb. 459). Man wählt ebenso wie bei den Pfosten 

auc-al (k-2l = 0,25 lk-2, a(k+2l (lc+ll = 0,25 lk+2. 

Waagerechte Belastung. Man unterscheidet Lastangriff am Knoten und 
Pfosten, rechnet jedoch in der Regel den allgemeinen Fall nur für unverschiebliche 
Abstützung der Pfosten durch die Riegel, um dann die Stützkräfte gemeinsam mit 
den vorgeschriebenen Knotenlasten als äußere Kräfte des Stockwerkrahmens zu 
verwenden. Die Annahme "Pc = 0 ist dann auch in einer Näherungslösung un
brauchbar. 

Das Schaubild der Biegungsmomente besteht bei Knotenbelastung aus geraden 
Linien, welche die Stabachsen schneiden, so daß die Schnittpunkte oft zur Ab
schätzung der Lösung in die Halbierungspunkte der Stäbe gelegt und die Quer
kräfte eines jeden Stockwerks proportional zu den Trägheitsmomenten der Pfosten 
auf diese verteilt werden. Damit sind dann die Stabendmomente bestimmt. Leider 
ist das Ergebnis selbst als Näherungslösung ohne große Bedeutung, da der Spannungs
zustand des Stockwerkrahmens durch die Annahme der Momentennullpunkte in 
den Pfostenmitten zu günstig beurteilt wird. 

Bleibt die Näherungslösung auf Stockwerkrahmen mit rechteckigem Umriß und 
rechteckigen Feldern beschränkt, so wird man auch bei ungleicher Verteilung der 
Nutzlast damit rechnen können, daß die Trägheitsmomente der Säulen der Geschosse 
in einem konstanten Verhältnis stehen, die Trägheitsmomente der Säulen des ersten 
Geschosses also mitJac1 , fac 2 ... fack, diejenigen eines anderen mit ]bc1,]bc2 ... 
] b ck beschrieben werden, wobei die Säulen] a c2, J b c2 demselben Strang (2) angehören. 

Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 31 
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Da nun die horizontalen Verschiebungen der Knotenpunkte eines Riegels gleich 
groß sind und die Schaubilder der Eiegongsmomente aller Pfosten der Form nach 
übereinstimmen, können nach dem wirklich vorhandenen Verschiebungszustand die 
waagerechten Biegelinien der Pfosten in erster Annäherung als kongruent und daher 
die Knotendrehwinkel eines Riegels gleich groß angenommen werden ( cp J, r = cp J, 
r=l ... s). 

Die Addition der Gleichungen bAJ = 0 für alle Knoten J eines Geschosses 
liefert unter Berücksichtigung der Kongruenz der Biegelinien (Abb. 460) 

2cpH 1} h~ + Cf'J (42 h~ + 12 Jj-!- + 4 Jj h,1-) 
r=l :,r r=l z,r r=2 z,r r=I k,r 

r=s r=B r=~s 

~1 "1 '\-r1 + 2cpK .L.J ~- 61f'i .L.J V- 61f!kLJ y- = 0. 
r=l k,r r=I z,r r=! k,r 

(a) 

Die Gleichungen bAc = 0 lauten für die beiden dem Riegel i benachbarten Stock
werke 

r=B 

6 2) h~ (cpH + Cf'J- 21f'i) + Wihi = 0' 
r=l t,r 

(b) r=s 

6 2) f- (cpJ+ Cf'K- 21f!k) + Wkhk = 0' 
r=l k,r 

/(,2 /(,9 ---t!(,s Mit 
~ "' 

., ... -
~ .<2 ~ 

lu J.2 li3 J.3 hi, T = h. _b_ = h I c 
z ],,, '· li,l c, 

r=s 
C = 2)c. 

r=l .. "' ., ., 
·~- ~ ~ 1~ H.2 H.3 lf, 

~ wird 
---tlf,s r=s r=s 

Abb. 460. 

"1 l ,.., c 
.L.J V = ~~ .L.J c. = V · 
r=l ,,,. :, 1 r=l z, 1 

r=s 
"1 s-1. 

.L.J V = -1,-. - liefert einen Mittelwert li,m. Die Substitution der Pfostendreh-
r= 2 z,r z,rn 

winkel 1p,, 'lf'k nach (b) 

(765) 

in (a) liefert die folgenden dreigliedrigen Beziehungen zwischen den Knotendreh
winkeln dreier benachbarter Riegel: 

1 (l l2(s-1) l) l W 1 h1 Wkhk 
- Cf'H JT" + Cf'J JT" + ~CV-- + hf - Cf'K h' - -u- - --.zG = 0, 

z, 1 z, 1 '' m k, 1 k, 1 

(766a) 

allgemein: 
(766b) 

Sie werden am einfachsten durch Iteration gelöst, da die Hauptglieder wesentlich 
größer als die Nebenglieder sind. 

Die Ergebnisse dieser Näherungsrechnung lassen sich durch Iteration der 
statischen Bedingungen (599) bis (601) verbessern. 
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Die Brauchbarkeit der Lösung wird an dem Stockwerkrahmen Abb. 331 nachgeprüft, 
dessen Stab- und Knotendrehwinkel nach Abschn. 42 bekannt sind. Er besitzt s = 4 Pfosten, 
also 12 (s - 1) = 36, und ist zur Mittellinie symmetrisch, daher c1 = c4 = 1,00, c2 = c3 = 1,28, 
C == 2 (c1 + c2) = 4,56. Für den Abschlußriegel I• ist ljl~,m = 1/3 · (2 · 0,105 + 0,211) = 0,140, 
für alle übrigen Riegel 1/ll, ". = 0,216. Die reziproken Werte 1jh'g, 1 werden nach S. 359 
angeschrieben, so daß alle Vorzahlen und Belastungszahlen des Ansatzes (766) bekannt 
sind. 

i 
r/h;, 1 = 

I 
rfhci+ll,l= I 36 

aJJ wj w,h, 
W 1 h1 

äJ, -~- ---
2C a<J-r> J aJ<J+r> li,1Jt C li, ru 

g -0,059 - 0,140 I,I05 1,164 I,I05 3.757 0,41 -0,41 
t - 0,0/l5 -0,059 0,2!6 1,705 !,849 3.380 12,r68 1,34 - 1,75 
c - o,r98 -0,085 0,2!6 1,705 1,988 5,720 20,592 2,26 - 3,6o 
d -0,254 - o,r98 0,216 1,705 2,157 8,o6o 29,016 3,20 -5.46 
c - 0,254 -0,254 0,2!6 1,705 2,213 !0.400 37.440 4,10 - 7·30 
b -0,340 -0,254 0,216 1,705 2,299 !2,740 45.864 5,02 -9,12 
a - -0,340 0,216 I ,705 2,607 q,885 44,655 4,90 -9,92 

Ansatz der Bedingungsgleichungen (766). 

f{JB rpc f{JD f{JG 

A 2,607 -0,340 -9.92 

B -0,340 2,299 - 0,254 -9,12 

c - 0,254 2,213 -0,254 -7.30 

D -0,254 2,157 -0,198 -5.46 

E - o,r98 1,988 -0,085 -3,60 
---

F -0,085 r,849 -0,059 -1,75 

G -0,059 1,164 -0,41 

Iteration der Lösung. 
(/JA f{JB fl'o f{JD fi'E f{JP fPG 

3,8o 4,52 3,82 2,98 2,II 1,04 0,40 
4.39 5,04 4,22 3,22 2,17 1,05 0,40 
4·46 5,09 4.25 3.24 2,17 !,05 0,40 
4·47 5,10 4,25 3.24 2,17 1,05 0,40 
4·47 5,10 

Fehler gegenüber dem genauen Ergebnis aufS. 365. 

Winkel (/JA f{JB f{Jc f{JD f{JE f{JP f{JG 
------------------

Fehler in % -12 - I7 - r8 -19 -28 -40 -50 

Winkel f{JH f{JJ f{JK f{JL f{JM f{JN f{JB 
------------------

Fehler in % +7 +9 +9 + 10 + r6 + 30 + 48 

Berechnung der Stabdrehwinkel nach (765). 

31* 
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i W 1 h1 6 W1 h'!-~- Fehler tp1 - (/JJ-1 (/JJ 'Pt 2C hi,l 2C hb % 

a 4,90 3.372 1,45 0 4·47 3.69 + I,I 
b 5,02 2,040 2,46 4·47 5,!0 7.24 - 1,3 
c 4,10 !,524 2,69 5,!0 4.25 7.37 - 1,9 
d 3,20 1,524 2,10 4.25 3.24 5.84 - 2,2 
e 2,26 r,r88 1,90 3.24 2,!7 4,70 - 2,! 
f 1,34 o,5ro 2,63 2,!7 1,05 4.24 - 5,I 
g 0,41 0,354 r,r6 !,05 0,40 I,88 - r6,r 

Werden diese ·werte als Grundlage der Iteration der statischen Bedingungsgleichungen von 
S. 362/363 verwendet, so liefern die zweiten verbesserten Werte 

(/JA (/JB (/JO (/JD (/JE (/JF ({Je 

+ 5,08 + 6,II + 5.14 + 3.96 + 3,08 + !,73 + 0.75 

(/JH (/JJ (/JK (/JL (/JM (/JN (/JR 

+ 4·17 + 4·65 + 3.86 + 2,94 + r,86 + o,8o + 0,26 

'Pa 'Pb 'Po 'P• 'P· 'Pt 'Po 

+ 3.65 + 7,32 + ].46 + 5,92 + 4.79 + 4.46 + 2,2! 

bereits eine gute Annäherung für die Biegungsmomente. 

M<f> Betrag 
Fehler 

(A) I B t I Fehler M<f> B t I Fehler M<;> I Betrag 
Fehler 

% MJ e rag % e rag % % 

M~F> M<t> - r,r61 M~> I M<;•> I 
- 3·04 0,3 F o,o - 4.II I 0,5 - 2,!0 0,0 

-I f-----

+ 1.421 

--·------·-
(e) M~> M~> + 4.48 0,0 M~> + I,II !,8 Mo + 4,72 I,3 2,! 

M~d>-~-~79 + 7,86~- O,I 
.... 

!,7 M<u> 1-0,261 7·! M<;> M<;> + 1,51 I,9 F 

--8,r61' 0,3--
1--------

M<j> MY) -0,52 8,8 

Die Näherungslösung für die Stabdrehwinkel 'Po auf S. 482 ist also auch zur strengen sta
tischen Untersuchung des Tragwerks nützlich, da sie gute Anfangswerte zur Iteration der all
gemeinen Lösung liefert. Ihre Konvergenz ist daher günstig, so daß die algebraische Auflösung 
der Bedingungen nach Abschn. 29 unnötig wird. 

Spiegel, G.: Mehrstielige Rahmen. Berlin 1920.- Traub: Beitrag zur Berechnung von 
Stockwerkrahmen. Bauing. 1922 S. 18. - Fritsche: Die Berechnung des symmetrischen 
Stockwerkrahmens mit geneigten und lotrechten Ständern mit Hilfe von Differenzenglei
chungen. Berlin 1923. - Grüning, M.: Die Statik des ebenen Tragwerks. Berlin 1925. -
Bleich-Melan: Die gewöhnlichen und partiellen Differenzengleichungen der Baustatik. 
Berlin 1927. - Pasternack, P.: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester 
Stab- und Flächentragwerke. Zürich 1927. - Worch, G.: Studie über die Wahl der Unbe
kannten bei der Berechnung hochgradig statisch unbestimmter Systeme. Beton u. Eisen 1928 
S. 363. - Taka beya, F.: Rahmentafeln. Berlin 1930. - Bleich, F.: Stahlhochbauten 
Bd. 1. Berlin 1932. - Michnik, P.: Näherungsverfahren zur Berechnung von Stockwerk
rahmen für vertikale und horizontale Belastungen. Bauing. 1932 S. 74. 

52. Der Rahmenträger. 
Der Rahmenträger ist ebenso wie der Stockwerkrahmen ein durch Stabführung 

und Stützung ausgezeichnetes Netz steifer Vierecke. Die Stäbe sind gerade, die 
Pfosten parallel zueinander. Die Träger unterscheiden sich durch die Gurtführung 
und durch die Art ihrer Abstützung. Abb. 461. 
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Die statische Eigenart des Rahmenträgers beruht a 
im Gegensatz zu anderen Tragwerken des Eisenbeton- 1r--.,.I-,J.--...,I,..-..,Jr-""TJ--,l 
baues in der Verwendung von Bauteilen, in denen neben ~ -
Biegungsmomenten gleichzeitig auch große Längs- und - ~ 
Querkräfte auftreten. Die bauliche Ausgestaltung der b 
Rahmenstäbe und die Überleitung der Kräfte am r-f" { I { .,.._, 
Stabknoten verlangt daher besondere Sorgfalt. Diese ~ ~ 
Schwierigkeiten zwingen oft dazu, Teile des Rahmen- c 
trägers vollwandig oder als Fachwerk auszuführen, so- 1r-----.1r--...1- .. 1-~-...--~r-..,1 weit dies durch die Art der Bauaufgabe möglich ist. _ _ _ _ _ _ _ 

Der Spannungs- und Formänderungszustand ist bei .,_ .. 
n geschlossenen steifen Vierecken durch 3 n statisch d 
unbestimmte Schnittkräfte oder durch 2 (n + l) Kno
tendrehwinkel und n Stabdrehwinkel bestimmt. Die voll- r u I I.._l l 
ständige Lösung wird jedoch in der Regel nur für Träger ~ ~ 
mit besonderen elastischen Eigenschaften angegeben, e 
we~che die A_ufgab~ v~reinfach:n. In anderen Fällen be- cT"" J I I !=-, 
gnugt man s1ch mlt emer Annaherung. ~ - - - -L...!, 

Rahmenträger mit beliebiger Gurtform und ; = 
Belastung durch Einzelkräfte in den Stabknoten. !=llllli 
Die Trägheitsmomente der Stäbe werden im Bereich _ 
ihrer theoretischen Länge als konstant, die Trägheits- ~!'$ 
momente der Gurtstäbe im Felde k außerdem noch propor- Abb. 461. 

tional zu ihren Längen angenommen; Jka cos ock = Jkb cosßk Die Abb. 461 e, f können als Grenz
fälle des Rahmenträgers angesehen 

(Abb. 462). Die elastische Mitwirkung der Zwischenkon- werden, bei denen entweder die 
Pfosten oder der Obergurt nur 

struktion (Decke, Fahrbahn) als Teil einer Gurtung kann Längskräfte erhalten. 

daher bei dieser Untersuchung ebensowenig Berück-
sichtigung finden wie Risse im Beton der Zuggurte. Im Grenzfall wird nur ein 
Gurt als biegungssteif angenommen (Abb. 46lf). 

Werden die Längenänderungen der Pfosten vernachlässigt, so sind die senk
rechten Verschiebungen zweier Stabknoten ka, kb und die Drehwinkel der Gurt
stäbe des Feldes (k) eines Trägers mit ]% cos ock = ]~ cos ßk gleichgroß. Die Differenz 
der Gleichgewichtsbedingungen (523) ~A~=O, ~A~=O (k = l, ... , n) enthält 
daher nur die unbekannten Differenzen (<p~ - <p~) senkrecht zugeordneter Knoten
drehwinket Der Ansatz ist bei Eintragung der Lasten in den Knotenpunkten 
homogen und daher: <p~ = <p~. Nach der Definition des Drehsinns in Abb. 462 sind 
dann die Biegungsmomente M~<k-1>, M~<k-ll der Gurte einander gleich und die 
Biegungsmomente M~, M~ an den Pfostenenden entgegengesetzt gleich. Das Bie
gungsmoment in Pfostenmitte ist also Null (X~= 0) und 

yk = M~<k-1> ~ Mi<k-1> , k = l, ... , n (767) 

die einzige statisch unbestimmte Größe des Spannungszustandes. Die Rechnung 
enthält daher durch diese Annahmen nur n statisch überzählige Größen. Sie werden 
aus ebenso vielen geometrischen Bedingungsgleichungen bestimmt, 

lk(~~+ ~~) = 0, k = 1, ... ,n. 
Außer der ersten und letzten enthält nach Abb. 462 jede von ihnen drei Unbekannte. 

Y k-1 ~ldk-1) + Y k ~k k + Y k+l ~k (lc+l) = ~k({y • 
Die Vorzahlen und Belastungszahlen werden für einen Träger mit geradem 

Untergurt und gebrochenem Obergurt unter Berücksichtigung der Längenänderungen 
der Gurtstäbe und der Querkräfte in den Pfosten angeschrieben. Das Hauptsystem 
ist in Abb. 462a aufgezeichnet. 
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Vorzahlen nach Abb. 462b. Mit den Abkürzungen: 
E]c 

'Vk = u G F~ ' 

. s 1 ( hk-1 h' 2 1 ) 
1st uk (1.~1 ) = - 3 --,;;;- 1c-1 + 1 'Vk-1 hk ' 

c5k(k+l) =- 31 ( hhk h~ + 12 'Vk _h1 ) ' 
k+1 k+1 

(768} 

_!_ [2 ' ( h~-1 -1- hk-1 + 1) + h~-1 h' + h' 
3 ck h: , hk h~ k-1 k 

+ !; (vk-1 hk-1 + vk hk) + 12 :i (J; c:~ C~2 + t;)] · 
Belastungszahlen nach Abb. 462c. Der Träger wird in den Stabknoten durch 

Einzelkräfte belastet. Die Stützkräfte sind statisch bestimmt und damit auch 

a) Houplsystem 

\ 

b}SchniHkrälle ous-}i.-1 

c)SchniHI<rälle infolge o'er Helostung 

!!;-cttC/ 

k+1 

Abb. 462. 

: n-1 

die Komponenten Vko• 
H ko aller äußeren Kräfte 
links von einem Schnitt 
durch das Feld k und 
deren Momente M~0 , 
Mt 0 in bezug auf die 
Punkte ka, kb bekannt. 

Mit diesen werden zur Berechnung der Belastungszahlenc5ko die Funktionen Cko• c~' c~ 
gebildet. 
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Die Vorzahlen und Belastungszahlen des Ansatzes sind wesentlich einfacher, 
wenn die Biegung der Pfosten durch Querkräfte (vk = 0) allein oder gemeinsam 
mit der Längenänderung der Gurtstäbe Uc/F~ = 0, fc/F~ = 0, k = l, ... , n) ver
nachlässigt wird. Die Regelgleichungen bleiben dabei dreigliedrig. Sie gestatten 
auch ohne Zahlen leicht, die Größenordnung der Vorzahlen 
abzuschätzen. Die Nebenglieder der Matrix sind bei Trägern 
mit starken Pfosten wesentlich kleiner als die Glieder der Haupt
diagonale. Die Annahme <5k(k-1l = <5k(k+Il = 0 führt daher zu einer 
Näherungslösung, mit der das Kräftebild im Feldeck abgeschätzt l4-t 
werden kann. Die Vorzahlen <5k(k-1l, <5k(k+ll werden mit h~_1 , h~ 

1 . f . k-11 8g I lk Nul. Dies gilt ür emen Rahmenträger mit sehr steifen Pfosten Tr j 

(]~ = oo). Die statisch überzähligen Größen Y" sind dann von
einander unabhängig. Für senkrechte Knotenlasten ist mit !fK-t}o 

M~0 = M~0 = Mko 

y l 2 hk-1 + hk (M h M h ) 
k R:> -4 h9- + h -h--+--h~ kO k-1- (k-llO Je 

k-1 k-1 k k 

= ! ( Mko- Mto :;-). (770) 
Abb. 463. 

Hierin bedeutet hZ den Trägerabstand in der vertikalen Schwerlinie 5-5 des 
Trapezes aus den Stäben s~, st hk_1 , hk und MZ0 das Moment der äußeren Kräfte 
links vom Feld ck in bezug auf einen Punkt dieser Schwerlinie. (Abb. 463.) Das 
Ergebnis läßt sich leicht auch für ein beliebiges Verhältnis der Trägheitsmomente 
der Gurtstäbe eines Feldes anschreiben, um damit auf die Bedeutung der Annahme 
n cosrxk = ]~ cos ßk einer 
allgemeinen Lösung zu 
schließen. 

Rahmenträger mit 
parallelen Gurten ~ 1 

I 1 1 0 

S,ystem und Abmessungen 

' 
't,~ I I 

~ 
I 

I I 

"li ~ I I 

k-1 k Lk+t n-1 n 
( J: = J:) und Bela
stung zwischen den 
Stabknoten. Die Unter
suchung wird auf einen 

~~- tfl,J/ t;,b.,, .r,J.., alh 

Rahmenträger be
schränkt, dessen elastische 
Eigenschaften in bezug 
auf die waagerechte Mit
tellinie des Stabnetzes 
symmetrisch sind. Die 
Längskräfte der Pfosten 
sind klein, so daß deren 
Längenänderungen ver
nachlässigt werden kön
nen. Die 3 n statisch un

li 
i--1 a •• -1r f 

Hauptsystem 

MJ-@'-z) M/{k-1) ~•t)k 
I I 1 

Abb. 464. 

bestimmten Schnittkräfte eines Trägers mit n Feldern werden zur Symmetrieachse 
symmetrisch angeordnet. Für die Auswahl des Hauptsystems sind dieselben Gesichts
punkte maßgebend wie bei der Untersuchung des Stockwerkrahmens mit zwei 
Pfosten, mit der diejenige des Rahmenträgers, abgesehen von der Stützung, über
einstimmt. Im Gegensatz zu S. 458 wird eine Kette von Dreigelenkrahmen als 
Hauptsystem gewählt (Abb. 464), so daß die statisch unbestimmten Schnitt
kräfte des Rahmenträgers M~<k-1l, M~<k-ll, X~ zu den folgenden überzähligen 
Größen zusammengefaßt werden können: 

Yk = ~ (M~vc-1> + M~vc-1>); X"=~ (M~<k-1>- M~<k-1>); X~= M~. (771) 
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Die statisch unbestimmten Gruppenlasten Y k sind nach Abb. 464 antimetrisch, 
die Gruppenlasten Xk, X~ symmetrisch zur Achse. Sie sind daher unabhängig 
voneinander. Die n Gruppenlasten Y k werden aus n Gleichungen mit je drei Un
bekannten berechnet. 

Y,,_1 bk<k-11 + Yk.bkk + Y7c+1 b~<uc+Il "'' bkQ9 · (772) 
Die n Gruppenlasten X~< sind in 2 n Gleichungen gemeinsam mit den n statisch 
unbestimmten Schnittkräften X~ enthalten. Diese werden eliminiert, so daß auch 
die Gruppenlasten Xk aus n dreigliedrigen Gleichungen berechnet werden. Die 
Schnittkräfte X~ ergeben sich daraus durch Rekursion. 

X<k-1) -rk<k-1) + Xk -rkk + X<~<+Il -rk<k+Il + x;k-Il-rkoc-1)' +X~ -rkk' = i~c&, 
x;k-1) "<k-1)'<k-1)' + x<k-1) "<k-1)'(k-1) + x,, "<k-1)'k '"' "<k-1)'(;9, 

X~ i~c'k' + Xk i~c'k + X<k+1l -rk'Uc+Il = -rk'@, 

X ( T(k-1)' (k-1) ) X ( '!k-ll•" Tk k• \ 
(k-1) ik(k-1)- ik(k-1)' ----- + k ikk- ik(k-1)' ___ - iklc'--;1 

T(k-1)1 (k-1)' 'r(k-1)' Ck-V' 'lktkt 

+X ( 'Z"k>(k+ll) Tk(k-11• Tkk> 
(k+1) ik(/c+1)- iklc'-- = ik@- i(k-ll'@ _____ - ik'@-- • 

7:k, k' 't'(k-l)t Ck-V' Tk, kt 
(773) 

Diese Bedingungsgleichungen gelten für ein statisch unbestimmtes Hauptsystem, 
das aus einer Kette von Zweigelenkrahmen besteht. Sie können daher auch folgender
maßen angeschrieben werden: 

xk-1 -r!Nk-1) + xk -rl?~ + xk+1 -rk\k+1l = -rlc'®. 
Die Vorzahlen sind in (773) als Funktion der Verschiebungen des statisch be
stimmten Tragwerks (Abb. 464) enthalten. Sie können auch unmittelbar nach 
(489) aus Tabelle 43 angegeben werden. 

Vorzahlen. Die Vorzahlen der Matrix werden bei der Eigenart der Kraft
wirkung aus dem allgemeinen Ansatz (299) berechnet, in dem nicht allein die 

SchniHkrölfe 17US -Jf,=t 

SchniiiKriili'e 17US -)'j=t 

J [ [J [ 

o'(;= o% = o, 
h h 2 

- Qk-1 = Qk = h ' 

,-a Nb 2 
-Hk= k=/l' 

NL=NZ=O. 

-Q'(;=Qk=c~' O'(;+,=-OL,= ,k1+1 • 

oL =oZ =ot, = o, 
N'(; =N'(;+ 1 =NZ =Nt,= o, 

Nh - .2__ N~ =- (_!- + _1_) , 
k-1- Ck ' k Ck Ck+l 

Abb. 465. 

a b 1 
- Qk+l = Qk+l = --;;;;;-;· 

o~ = ot, = o. 
N'(; =N%.1 = 0, 

NZ =- N~+l = _1_ 
ck+l 

Biegungsmomente, sondern auch Quer- und Längskräfte berücksichtigt sind. Ihr 
Anteil enthält im Bereich der Gurtstäbe l~r. den elastischen Beiwert Yk = xE Je: GF~, 



Belastungszahlen. 489 

im Bereich der Pfosten hk den Beiwert Pk = xEfc: GF~. Die Schnittkräfte des 
Hauptsystems aus - Y" = l, - Xk = l, - X~= l sind in den Abb. 465 einge
tragen. 

~ 1 (hl 2 "'•-1) ~ 1 (hl + 12 "'•) l uk<k-1) =- 3 k-1 + l -h ' uk<k+1) =- -3- k -h- ' 
(774) 

~ 1 [h1 h1 1 12( ) 24 Jc C•J· ukk = -3- k-1 + k + 6 ck + ~t--; 'Vk-1 + 'Vk + F'{ h/ ' 

hl.-1 (cfc - 6 )'c"-.) h1 (c1 - 6 Yt+l) k k+1 ck+1 

-r"l/<~- 1 > = 2cl + 3h~ + 61'"- <Wk+ 1> = -;:~--~ ;~~~-6-r.:~)- I 

k k-1 c. k+1 k c•+l 

(cl 6 Y• r 
-,;~1f = (-~ c~ + 2 Y•) + (.! c~+1 + 2 ;•+1) - -- -- k ~ _c"- -

3 c• 3 k+l 3(2ck+3hfc_ 1 +6;:) 
(775) 

( 2 c;<+1 + 6 Yt+l)2 
- - _ __\ ____ _ .!lc+1_ - -

3 (2 c k-1 + 3 hk + 6 !'_k+l) . 
clc+l 

Belastungszahlen. Senkrechte Einzellasten in den Knotenpunkten des Ober
und Untergurtes. P~ + P~ = Ph. 

V ko, M~0 , MZ 0 bezeichnen die Querkräfte und die Momente der äußeren 
Kräfte A, 1,13 links von einem Schnitt durch das Feldkinbezug auf die Punkte ka, kb. 

k-l 
M~0 = MZo = Mko = Axk- ..2 Ph(x1,- ah), 

h~O 

1 V (hl "'•) M c,, lc - -(f (k+1)0 Ck+1 k + 12 -h- + 4 kO hi F'(; ' 

-rL1J = 0 und daher xk = 0 ' X~ = 0 . 
Waagerechte Einzellasten am Obergurt (Bremskräfte), 

Abb. 466. 

) 

(776) 

(777) 

{778) ~--,l,----J:r 
Abb. 466. 

{779) 

Greifen die waagerechten Kräfte, wie dies bei Bremskräften die Regel sein wird, 
exzentrisch zu den Knotenpunkten an, so werden die Schnittkräfte aus der Knoten
last und einem Kräftepaar am Knoten berechnet, das in einen antimetrischen 
und einen symmetrischen Anteil zerlegt worden ist. 

Temperaturänderung. Obergurt t~, Untergurt t~. 
Antimetrischer Anteil: i (ta - tb) 

biet= 2 E fc ~ rl.t (tb- ta). (780) 

Symmetrischer Anteil: i (ta + tb). Die Schnittkräfte sind Null. 
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Senkrechte Belastung der Gurtstäbe zwischen den Stabknoten. Die 
Kräfte '.ß werden in einen antimetrischen und einen symmetrischen Anteil zerlegt 

(2}r,_a pk•r z 
K Z z 17otk 

'"I---<r--- a 4--"9'----9'"----<~ 
I I I k I I I I 

Q ~ 9 b Pk•r<} 9 9 : 
I j l 2 1 +1 I I 

~- --~--- ~-~--~- -:A... 
~ (i?J'ib I !i+t ~ = 
tA~o f-=-ck ~ t 8-o 

Tragwerk C. Ordnung mif{2~k+ 1 

l IJ ~~f I I l 
tA Tragwerk 1. Ordnung to 

Abb. 467. 

'.ß = <2 >1.ß + <1>1.ß (Abb. 468a, b). Jeder wirkt 
in einem Dreigelenkrahmen, welcher die Be
lastung zunächst als Tragwerk zweiter Ord
nung auf die Knoten ka, kb der Rahmenkette 
überträgt. Das Hauptsystem erhält daher 
in den Knotenpunkten Einzelkräfte T~, T~. 
Diese sind bei antimetrischer Belastung des 
Tragwerks gleich groß und gleichgerichtet 
(<2>T k), bei symmetrischer Belastung entgegen
gesetzt gleich (<1> T k). Die Belastungsglieder 
c5ko• T1,1J lassen sich daher aus je zwei Tei
len zusammensetzen (c5ko= c5ko, 1 + c5ko,2• 
•)lJ = •1:16, 1 + T11J, 2). Die Anteile c5ko, 2, •llh 
gelten für die Rahmen als Tragglieder zweiter 
Ordnung (Abb. 467). Der Anteil c5k 0,1 wird 
nach (777) berechnet, der Anteil T1,1J, 1 ist Null, 

da das Hauptsystem, abgesehen von der Längskraft der Pfosten, spannungslos ist. 

c5 = pk c~ (2 c' + h' ) - pk+l cLt h' + ~ '\'p z2 + hLt '\'p z- '!_:,_ '\'p z 
k0,2 12 k k-1 12 k 2c .L..; 6 .L..J 6 L.l 

k k k k+l 

+ 2 v~-1 (pk;% + 2) p z) _ 2 :k (Pk+12cL1 + _I) p z) . 
k k+l 

(781) 

T(1) = ± [- (Pk c~ cJ: + Pk+1 c~+l cfc.t) - (ck c~ '\' p w + ~±1 c~+l '\' p w' ) 
kO 24 24 6 L./ D 6 L./ D 

k k+l 

(782) 

2 I + 6 Yk+1 
Ck+l - 2 I I + _____ ----~+]. ___ (Pk+1 ck+l ck+t + ck+1 ck+J. .2) p w~)l· 

2 c1 + 3 h' + 6 Yk+l 24 6 k+ 1 
k+l k ck+1 

Das positive Vorzeichen gilt bei Belastung des Obergurtes, das negative bei 
Belastung des Untergurtes. 

Die statisch überzähligen Gruppenlasten Xk für den symmetrischen Anteil <l)'.ß, Y k 

für den antimetrischen Anteil <2>\.ß sind in zwei dreigliedrigen Gruppen von Glei
chungen enthalten, die nach der Rechenvorschrift S. 232 oder durch Iteration auf
gelöst werden. Die Gruppenlasten X k sind bei Lastangriff in den Stabknoten Null. Die 
für den Festigkeitsnachweis wichtigen Schnittkräfte ergeben sich aus dem Superposi
tionsgesetz (288) oder aus dem Gleichgewicht der äußeren Kräfte am Hauptsystem. 

a) Gurte: M~<k-1> = Y,, + Xk; M~uc-1> = yk- Xk' 
Mfk-1)k = Mfk-1>ko + Yk + xk-1- x~-1, 
M~k-1)k = Mtk-1)ko + Yk- xk-1 + xk-1 
-Na- Nb- Mko-2 yk 

k- ~.;- h ' 

Q~ = Q~o- ~- (Xk-1- Xk- Xk-1), 
k 

Q~ = Q~o + _!._ (Xk-1- Xk- xk-1). ck 

(783) 
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b) Pfosten: 

a 

M% = - M%uc+llo- (Yk+l - Y" -X~) = M%<k-ll - M%<k+ll, 

M% = M~<k+llo + (Yk+l- Yk +X~)= M~<k+ll- M~<k-11, 

Qh V ck+l 2 (Y y ) 
k =- <k+l)O_h_ + -h k+l- k • 

Bclastungsumordnung: 

b 

!r+f 

Schnittkräfte im System 2. Ordnung: 

d 

h 1 (pk c'f ) 
Q<k-110=h - 2-+PkZk • 

a /J 1 (pkcz ) 
-Nk=Nk=h - 2-+PkZk . 

(784) 

Schnittkräfte im System l. Ordnung: 

ab 1( Pkc%\ 
-Nk=Nk=h Mko-Pkzk- 2 )• 

h 1 
Q<k-11 o =- h Vko ck. 

(21yk = (21y'J; + (21yz =Pk+1 ck+l + E p. 
(k+ll 

A, Vko,Mko wie im Hauptsystem. Vko=Vtk- 1 )o-Tk_ 1 , 

Die Längskräfte der beiden Systeme werden addiert und in 
Ok o. 1 eingerechnet. Hierdurch entsteht wieder GI. (777). 

Abb. 468. 

Die Einflußlinien. Die Einflußlinien der Schnittkräfte werden in der Regel 
nur für mittelbare Belastung des Ober- oder Untergurts gezeichnet. Sie sind dann 
zwischen den Pfosten gerade Linien. Die Gruppenlasten X 1" X~ sind Null und die 
Einflußlinien der Schnittkräfte daher nur von den statisch unbestimmten 
Gruppenlasten Y k abhängig. 

Die Einflußlinien Y k werden nach (328) aus den Vorzahlen ß~v~ der konju
gierten Matrix zu (772) berechnet. 

Yk = .JJW~bmh · 
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Da die Hauptglieder ß';.'~~l der Matrix in der Regel wesentlich größer sind als deren 
Nebenglieder, so genügt bereits Yk = ßlflbmk als Näherung und 

y - ß(!J) b + ß('IJ)b + ß(!J) b k- k(k-ll m(k-ll kk mk k(k+ll m(k+l> (785) 

als Lösung. 
Die Belastungszahlen b",.k bezeichnen die Bie

gelinien des Lastgurtes des Hauptsystems 
(Abb.464) für -Yk=1, (k=1 ... n). Bei 
mittelbarer Belastung des Lastgurtes werden nur 
die Ordinaten b",.k in den Knotenpunkten ver
wendet, die nach S. 125 durch die elastischen 
Gewichte ~ik bestimmt sind. Jeder Belastungs
zustand - Y k = 1 liefert nach (786) drei Kräfte 
~<k-llk> ~kk• ~<k+llk• sodaßdieEinflußlinienYk 
im Bereich von 0 --:- (k - 2), (k + 2) --:- n mit 

-a -b 1 -a -b 1 großer Genauigkeit als geradlinig angesehen 
- Q; = Q; = 2C;' -Q;+l =Q;+1 =2c;+l' werden können. 

-h -h 1 
- Qi-1 = Q; = h' I - J. I-~ik= NNkyds+ MMkds 

- a -b 1 a b 
-N; =N;=h' N;+1 =Ni+1 =0. 

Abb. 469. 
I - Efc + uQQkGFds. (786) 

Belastung "1/' des Geradenpaares c;, ci+l (Abb. 469) : Schnittkräfte N, M, Q; 
Belastung des Hauptsystems mit - Y k = 1 (Abb. 465): Schnittkräfte N k• M k. Qk. 

~<k-llk = - ! ( 3 clc + hi:_1 + 12 11kh 1 ) , 

~ = + _!_ (a c' + h' + h' + 12 :"k-l + ~k + 24 ck 1·) (787) kk 6 k k-l k h h2 Fk • 

~(k+l)k =- ! (hi: + 12 i). 
Die Momente aus den ~-Kräften sind gleich den Ordinaten der Biegelinie b",. k = M k w. 
Werden die mit den ß-Zahlen erweiterten ~-Kräfte verwendet, so liefert das 
Moment M w unmittelbar die Einflußordinate Y k· 

Um die Einflußlinie Y k auch bei Lastangriff zwischen den Pfosten nach (787) 
aufzuzeichnen, wird jede Biegelinie b",.k im Felde ck durch eine quadratische 
Parabel mit den Ordinaten LI b",.k = - 1/2 ckckwR berichtigt. Die Ordinaten der 
Einflußlinien Xk sind in den Stabknoten Null und innerhalb eines Feldes c.,. 

xk = ßl."'~-1>-r;!\.,.-1> + ßi~~-r;!h. 
Daher ist im 

Feld ck Xk = ß';."'~ (-r;!k- u<k-t>k -r;!><k-1>),} 

Feld ck+l: Xk = ß';."'~ (-r;!k -- u<k+llk -r;!\k+t>) · 
(788) 

Ebenso werden die Ordinaten der Einflußlinien XI.: berechnet. Die Biegelinien -r;!k 
ergeben sich aus (782) für p = 0 und Pk = 1, Pk+l = 0. In den übrigen Feldern 
ist Xk ~ 0, da die Nebenglieder der konjugierten Matrix in der Regel so klein sind, 
daß ihre Beiträge vernachlässigt werden können. 

Die Ordinaten der Einflußlinien Y k in den Knotenpunkten können auch als 
Einflußgrößen Y km berechnet und aufgetragen werden. Die Last P = 1 wird dabei 
der Reihe nach jedem Knoten m des Lastgurtes zugewiesen. Auch in diesem Falle 
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genügen in der Regel zur Berechnung von Ykm aus der konjugierten Matrix neben 
dem Hauptglied ßkv~ die beiden benachbarten Nebenglieder der Zeile. 

Ylcm = ßf!{k-11 t5uc-llm + ßf!~ t5km + ßk~b+t) t5lk+llm · 

t5mk sind die Belastungszahlen für P = 1 im Lastpunkt m. Die Einflußlinie ist nach 
(785) wiederum durch Ykm• (m = (k- 2) ... (k + 2)) ausreichend bestimmt, da 
der Bereich 0--;- (k - 2), (k + 2) -;.. n geradlinig angenommen werden kann. 

Belastungszahlen t5km (k = 1 ... m - 1, m, m + 1 .. . n) für den Rahmen
träger mit parallelen Gurten, gleichgroßen Feldern (c~c = c, l = nc) und gleichen 
Abmessungen der Pfosten (h;, = h', vk = v). Lastpunkt m: Xm = mc, x'". = m' c 
= (n- m)c (Abb. 470). Elastisch wirksame Länge der Gurtstäbe k: 

c~ und Stützkräfte für Pm = 1 : 

t5trn= ~Amc(c~ +Sc{), ... 

t5<m-ll m = } Am c (c'"._1 + 8 (m- I) c;"_1), 

t5 - · ~ A ( ' + 8 -, ) ..L _I'_ (h' + 12 _1'_) m m - 2 rn C cm m Cm I 6 h ' (789) 

Onm= ~- Bm c ( 3 c~ + h' + 12 ~-). 

ll 

t 0 kb m-1 mb m+1 n-1 

ll 
I~ 

~~-=~~~~~~~11 
n 

I 
I I 

-.;~ I I 
I I 
~c~~rn-(m•1)Jc~ m·c 

l-n·c 
Abb. 470. 

Die vollwandige Ausführung einzelner 
Trägerabschnitte, die namentlich all: den 
Enden einfacher Rahmenträger zur Über
tragung der Querkraft notwendig ist, hat 
keinen Einfluß auf den Ansatz. Die voll
wandigen Trägerabschnitte bedeuten für 
die Berechnung Pfosten mit unendlich 
großem Trägheitsmoment. 

Der versteifte Balkenträger Abb. 47la ist 
auf S. 485 als Grenzfall eines Rahmen
trägers bezeichnet worden, dessen elastische 
Eigenschaften durch J~ ~ n ausgezeichnet 
sind. Der Obergurt erhält in diesem Falle 
nur Längskräfte, die Querkräfte werden 
allein vom Lastgurt aufgenommen. Das 
Kräftebild kann mit einem Hauptsystem 
Abb. 471 b berechnet werden. Ein unmittel
barer Vergleich mit der statischen Unter-

h - h - 1 
-Q(k-1)1-Qk1--,;• 

h - 1 
Nkl- h-. 

h - h - 1 
-Q(k-1) 1 -Qk1 --,;:· 

Qio = v,k+11 o. 

Q?k-11o =- Vko• 

1 
-N~1=N%1=h, 

-N" -N" _Mk". 
kO- kO- h · 

Abb. 471. 
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suchung des Rahmenträgers ist durch die Wahl eines Hauptsystems Abb. 47lc mög
lich. In beiden Lösungen ergeben sich dreigliedrige Bedingungsgleichungen. 

xk-1 bk<k-1) + x" bu + x"+l <5"<"+1) = b"o· 

Nach Abb. 47lc ist 

3 bkk = [3 ck + hk-1 + hk + {- (PJc-1 + Pk) + :3:: (~~ + ~:)J, 

3r\o= ~k[3Vk 0 c"+Pkc%+ c~L'P"z%] (790) 

+3~: 0 (~: + ~:)c"+ Vko(ckhk-1+ 3 c; "k-1) 

V ( h' -I 3 ck+l ) 
- <k+ll o \ ck+l k - T "" · 

Näherungsberechnung eines Rahmenträgers. Die statische Unter
suchung eines Rahmenträgers mit parallelen Gurten und elastischer Symmetrie 
in bezugauf eine waagerechte Achse lehrt, daß die Biegungsmomente bei senkrechten 

t±fi±fi 
~:LIJP 

Abb. 472. 

Einzellasten in den Knotenpunkten 
nicht nur in der Mitte der Pfosten, 
sondern auch in der Nähe der Gurt
stabmittell Null sind. Es liegt daher 
nahe, diese zur angenäherten Beschrei
bung des Kräftebildes dort ebenfalls 
Null zu setzen, also den Rahmen
träger durch ein statisch bestimmtes 
System mit Gelenken nach Abb. 472 z': 
ersetzen. Werden die auf die Mitten k 
der Gurtstäbe ck bezogenen Querkräfte 

und Momente aller äußeren Kräfte links von dem Felde mit Vko• Mko bezeichnet, 
so lassen sich die folgenden Schnittkräfte anschreiben: 
Gurtstäbe: 

1 -- l Qa _ Qb __ V 
k- k---f kO> 

M%(k-1) = -Mfk-1)k= ~ vkOck, 
Pfosten: 

Mb - Mb - 1 V c J k(k-1)-- <k-1)k-4 kO k• 

N~ = ~ (P~ - P%) , l 
1 (- - ) Q~ = - N%-1 + N% = - 71 Mko- M<k-uo , 

M% =- MZ =- ~Q~h = HMkO -- M(k-1)0). 

(791) 

(792) 

Die Abb. 472 zeigt die graphische Verwendung der Ergebnisse. Darnach sind zu
nächst die Momente für die Einzellasten P /2 aufgetragen und daraus die Momente M ko 
gebildet worden. Dieses elementare Ergebnis zeigt die ungünstigen statischen 
Eigenschaften des Rahmenträgers, die sich namentlich aus den großen Querkräften 
in Pfosten und Gurten nächst den Auflagern ergeben. Sie lassen sich hier durch 
vollwandige Ausführung des Trägers und engere Stellung der Pfosten mildern. 
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Näherungsrechnung für den Rahmenträger (Abb. 474). 

Belastung P = 2,5 t in den Knoten I, 2, 3, 4, 5, 6. 

k 0 I I 2 2 3 = 31 3 4 = 41 

p (-7,5) 0 2,5 0 2,5 0 2,5 0 t 
Vko 0 7.5 7,5 5 5 2,5 2,5 0 t 
cj2 - 1,25 1,25 1,25 1,25 2,5 2,5 2,5 m 

Vko cj2 - 9,38 9,38 6,25 6,25 6,25 6,25 o mt 
Mkofz - 4,69 9,38 12,50 15,63 r8,75 21,88 21,88 mt 

Mk<k+ll -4,69 
I 

-3,12 -3,12 0 I mt 
Mkck-u 4,69 3,12 3,12 mt 

Die Momente sind in Abb. 473 dargestellt. Die genauen Werte sind nach S. 497 berechnet 
und das Ergebnis in Klammern und gestrichelten Linien eingetragen. 

~~ 
::::. ... lq .. 
1-.!_ J=Jc F=f[, 

f 
!'5 

l 
J=2J;, J-1,5.lc J-t,5Jc J"!.f 

• F-1,8/f: F-1,2/f: F-1,2/f; F-rc 
0 1 2 8' 8 'I' 'I § § G 7 

,.,jl"o I :J-.lc F-lf:~ I 

""~ I I I I 1 I I I 1 I 
k4'fi~2,50~~00'-"*E--.~oo ;.le ~00~ 
~----------.2~00m.---------~~ 

Abb. 474. 

Zahlenbeispiel für die Berechnung eines Rahmenträgers (Abb. 474). 

Das Tragwerk ist symmetrisch zu einer waagerechten und zu einer senkrechten 
Mittellinie. 

Geometrische Grundlagen. 

hij = 1,8' ~~~ = h2 = 2,4, h3 = 3,6m, 

c~ = c~ = 2,5 , c3 = c~ = 5,0 m; 

"= 1,2, EJG = 2, J. = 0,0533 m 4 , F. = 1,0 m2, J.IF'f: = 0,0533 m 2; 

Vo = 1,2 · 2 · 0,0533/1,3 = 0,0985, v1 = v2 = 0,1067, v3 = 0,128, ')'k = 0,128. 

Antimetrischer Ansatz, Vorzahlen nach (774): 

/J21=--- 24+12·---- =-0919 1 ( 0,1067) 
3 ' 3,6 ' ' 

1 ( 0,1067) /J23 = -3 2,4 + 12. --a,6 =- 0,919' 

1 ( 12 2,5) /J22 = ·-a 2,4 + 2,4 + 6. 2,5 + 3,6. 2. 0,1067 + 24. 0,0533. 3,62 = 6,921 . 

Symmetrischer Ansatz, Vorzahlen nach (775): 

2,4 (2,5 - 6 °'128) 
(1) 2,5 

Tol = -------------------~ ----- = 0,421 , 
- 2 . 2 5 + 3 . 2 4 + 6 Q,_!~ 

' ' 2,5 

2,4 ( 5,0 - 6 ~· 12~) 
·~!J = ------ --- 5'0 = 0,670' 

2. 50+ 3. 2 4 + 6 ~12~ • ' 5,0 
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Matrix des antimetrischen Ansatzes: 

+ 6,712 - 0,919 I 

- 0,919 + 6,921 - 0,919 

- 0,919 + 12,425 - 1,342 

- 1,342 + 12,846 - 1,342 

- 1,342 + 12.{25 - 0,919 

- 0,919 + 6,921 - 0,919 

- 0,919 + 6,712 

Matrix des symmetrischen Ansatzes: 

2,638 0,421 

0,421 3,046 0,670 

0,670 4.677 o,833 

0,833 4·756 o,833 

0,833 4,031 0,421 

0,421 2,66o 0,421 

0,421 1,641 

Bemerkenswert ist die geringe Abhängigkeit der überzähligen Größen, so daß die Form
änderungen t5k 1 und -cW mit k cj= i zur Bildung eines ersten Näherungsergebnisses Null gesetzt 
werden können. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Konjugierte Matrix ßj,~> des antimetrischen Ansatzes: 

~--

o,r5r8 0,0204 

0,0204 O,I486 

o,OOI5 O,OIII 

0,0002 O,OOI2 

0,0000 o,ooor 

o,oooo 0,0000 

0,0000 0,0000 

-u4a 
0,1057 

-u., 
0,1091 

-Uos 
0,!352 

O,OOI5 0,0002 o,oooo o,oooo 

O,OIII 0,0012 O,OOOI o,oooo 

0,0822 o,oo87 o,ooog O,OOOI 

0,0087 0,0796 o,oo87 O,OOI2 

o,ooo9 0,0087 0,0822 0,01 I I 

o,OOOI O,OOI2 O,OI I I 0,1486 

0,0000 0,0002 O,OOI5 0,0204 

o,oooo 

o,oooo 

o,oooo 

0,0002 

o,oor5 

0,0204 

o,I5I8 

t 
I 

o,I370 =- uu 

o,I352 = -u23 

0,1091 = - U34 

0,1057 =- "46 

O,I34I =- U&7 



Zahlenbeispiel für die Berechnung eines Rahmenträgers (Abb. 474). 497 

Konjugierte Matrix ß'k"'l des symmetrischen Ansatzes. 

- "21 - "a2 - !11:43 - "s4 - "66 - "76 
1111-- - o,r429 - o,r48r -o,r8r7 - o,2ro3 -o,165o -0,2564 _ ..... 

+o,388o -0,0554 +o,oo82 -0,0015 +o,ooo3 -0,0001 +o,oooo 

2 - 0•0554 +0,3477 -0,0515 +o,0094 -0,0020 +o,ooo3 -o,ooo1 

3 +o,oo82 -0,0515 + 0,2290 -0,0416 +o,oo87 -0,0014 +o,ooo4 

4 -0,0015 +o,oo94 -0,0416 +o,226o -0,0475 +o,oo78 -0,0020 

5 +o,ooo3 -0,0020 +o,oo87 -0,0475 +o,2622 -0,0433 +o,orr1 

6 -0,0001 +o,ooo3 -0,0014 +o,oo78 -0,0433 +0.3990 -0,1024 

7 +o,oooo -0,0001 +o,ooo4 -0,0020 +o,o1rr -0,1024 +o,636o 

i 
-0,1595=-l-!]2 

-o,161o =- K 67 
I 
~ 

Rechenvorschrift der überzähligen Größen. 

Yk = :E ß),~> bko, 

Senkrechte Einzellasten in den Punkten 1, 2, 3' 3, 4', ... 

b =V [ 2·~.-_2.~ + -1 2 5 (2 4 + 12 · 0·1067 )]- _!_V 50 (2 4 + 12 °•1067 \ 20,1 20 2 6 • . 3,6 6 30 • ' 3,6 / 

+ 4 M 20 :G~ ·0,0533. 

<510, 1 = 4,011 V10 - 1.148 V20 + 0,0412 M10 , 
<5 20, 1 = 4,273 V20 - 2,296 V30 + 0,0412 M20 , 
<530, 1 = 14,796 V30 - 3,356 V40 + 0,0824M30 , 

<5 40, 1 = 15,856 V40 - 3,356 V 50 + 0,0824 M 40 , 

<5 50, 1 = 15,856 V60 -1,148 V60 + 0,0824M50 , 
<560, 1 = 4,273 V60 - 1,148 V70 + 0,0412M60 , 
<5 70, 1 = 4,273 V 70 . 

~ cA, " 1 p (h' 12 '~'k-1 ) 1 p (h' 12 vk ) uko,2 = 2 ck Pk z;, + 6 k zk k-l + -~~- - 6 k+1zk+1 k + -il · 

Gleichförmige Belastung g = 1,0 t(m liefert P = 2,5 t in l, 2, 3', 3, 4', ... 

k= I I 2 I 3 I 4 5 6 7 

Vko= II,25 
I 

8,75 
I 

3.75 
I 

-1,25 -6,25 -8.75 -II,25 t 
Mko= 28,125 50,0 75,0 75,0 50,0 28,125 0 mt 

<530, 1 = 14,796 · 3,75 + 3,356 · 1,25 + 0,0824 · 75 = 65,860, 

<5,10, 2 = 2 ~io 2,5. 2,52 + ! 2,5. 2,5 ( 2,4 + 12 °·!~t) - -~- 2,5. 2,5 ( 3,6 + 12 °3~!8) = 6,4885; 

b1o <520 I b3o <540 bso bso <570 

36,2375 27,9668 I 72,3485 15,1475 -72,9283 -23,3150 -48,0713 

TCll _ _ _ 5,0 ·~. 2 5 . !. _ 5,0 • 5,0. 2 5 . ~ + 5,0 · 5,0 2 5 . ~ 5,0 . [ 
5,0- 60,128 

so - 6 . 8 6 . 8 6 . 8 2 . 5.o + 3 . 2,4 + 6 o;~8 

2 . 5,0 + 6 2· 128 ] 
+ ~·~. 5·_0 2,5 ~ -·· 5~- - = 4,8286. 

6 8 2. 5 0 + 3. 3 6 + 6 (),128 
. . 5,0 

Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 32 
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.(1) 
10 

.(1) 
20 

.(1) 
30 I 

T(l) 
40 

.(1) 
60 .11) I 60 

-r11) 
70 

0 r,62o8 4,8286 I 5,0!60 3,oo28 0 I 0 

Ergebnis der Superposition. l I I I I I I l Y1 = 6,I829 mt, X 1 = -0,0568 mt, 

y2 = 5,7236 mt, x2 = 0.3560 mt, 

Obergurl 
Y3 = 6,3756 mt, X 3 = 0,8397 mt, 

Y 4 = I,2039 mt, X 4 = 0,8053 mt, 

Y5 =- 6,1259 mt, X 5 = 0,5907 mt, 

'\J 1 """:J v vv y6 = -5,2294 mt, x6 = -0,1000 mt, 

~ ~- ~ s:. ~ "\. .__ .. Y7 = -7,8792 mt, X 7 = 0,0225 mt, 
~ ~ "\. 
1' ~- ~ llnfergurl 
1\ I '<>' §;! A 
1\. 1\ I~ 'j:>' /1 /1 /1 

M~1 = 5, 7236 + 0,3560 = 6,08 mt, 

Mß 1 = 5, 7236 - 0,3560 = 5,37 mt, 

\j \J ~v v V 
~!;>_~-ii;lii, 
'f ':;! ~ 't ~ 

Abb. 475. Momente in mt für g = 1,0 t/m. 

Mg3 = M~4 =- 6,I259 +0,5907 = -5,54 mt, 

M~3 = Mi4 =- 6,I259- 0,5907 = -6.72 mt. 

Einflußlinie Y3 für P = I t in I, 2, 3, 4, 5, 6 

I ( 0,1067) ~23 = - 6 3 . 5 + 2,4 + I2 -3-6 - =- 2,9593. 

~33 = ! ( 3 . 5 + 2,4 + 3,6 + 24 3~62 0,0533) = + 3,7127' 

~43 =- ! ( 3,6 + I2 °3~!8 ) 

ß<;{l ~23 = - 0,2433' 

ß&Y,J ~33 = + 0,3052' 

ßiN ~43 = - o.o552 • 

ß~YJ ~12 =- O,OI90. 

ß&YJ ~22 = + 0,0245' 

ß&YJ ~32 = -0,005I' 
Die Superposition der Anteile an jedem Knoten ergibt 

~1 ~2 I ~3 ~4 

- o,orgo - o,2r88 I + 0,2725 - 0,02II 

Alu=- 0,0382, Bw = + 0,0460, 

k = I 2 3 4 

Q)\) = -0,0382 -0,0192 + o,rgg6 -0,0729 

Qmc = -0,0955 -0,0480 + o,398o -0,3645 

y3 = - o,o96 -0,140 + o,854 +0.490 

Ergänzung der Einflußlinie Y3 für P = I t in 3', 4', 5'. 

= -0.6711. 

ßli,~ ~34 = -0,0276' 

ß<J2 ~44 = + 0,034I ' 

ß&Y{ ~54 =- 0,0058. 

~. 

-o,oo58 

5 6 

- o,o5r8 -0,0460 

-0,2590 - O,I150 

+ 0,231 + O,II6 

ck cfc 5 · 5 I 
LI<'Jk'k =-~2- WR = --2-- 4 = -3,I25, k = 3, 4, 5. 

~6 

0 

7 

-0,0460 

- O,II50 

o mt 

LI Y33 • =- 0,0822 · 3,I25 =- 0,257, LI Y34• =- 0,027, LI Y35• = -0,003. 
Y33 + Y32 Y33•= --2---+LIY33•=0,098 mt, Y34·=0,645 mt, Y 35·=0,357 mt. 

Einflußlinie X 3 für P = I t in 3', 4', 5'. 

Feld c3 : 

Feld c4 : 

•&~ 12 = 0,6483' ·&~ 13 = Ll255' •4~ 13 = 0,8053' •i~~ = 1.2011 . 

X 33, = 0,2290 (I,I255 - 0,2249 · 0,6483) = 0,224 mt, 

X 34, = 0,2290 (0,8053- 0,1817 · 1,2011) = 0,134 mt. 
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Mro 

M 
M 

k= 

a-
32-
b 
32= 

I 

- o,o96 
- o,o96 

2 3' 3 _I 

- o,I44 o,322 o,854 
I - o,I44 - o,126 o,854 

Die beiderseits anschließenden Teile sind geradlinig. 

/l(lupfsysfem 

0 2 J' J 'I' 'I 5' 5 6 

--- Obergurl 
---- tlnlergurf 

M~ '-~ 
Abb. 476. 

Einflußlinie N~ = (M03 - 2 Y3)fh. 

k= 1 2 3' 3 

Moa= 1,5oo 3,ooo 4,500 6,ooo 
Ng= 0,470 0,913 1,200 1,192 

Alle übrigen Einflußlinien ergeben sich in derselben 
Weise. 

Ist das Trägheitsmoment des Untergurtes groß 
gegenüber dem des Obergurtes, so kann näherungs
weise mit einem System nach Abb. 477 gerech
net werden. Die Einflußlinien für die Untergurt
momente haben dann die in Abb. 477 dargestellte 
Form. 

]~=Je= 0,1 m4, F~ = 1,0, F'k = 0,2 m 2 , 

fo = J1 = J2 = 0,025, ] 3 = 0,0125 m 4 , 

v8 = 0,96. 

4' 4 
_, 
:> 

0,779 0,490 o,334 
0,5II 0,490 0,338 

4' 4 5' 

5,000 4,000 3,000 
1,031 o,839 o,635 

Abb. 477. 

32• 

499 

5 

o,231 mt 
o,321 mt 

5 

z,ooo 
0,491 t 
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Berechnung eines Dachbinders mit vollwandigen Endfeldern (Abb. 478). 

1. Geometrische Grundlagen. 

c = 2, 7 m , ho = 1,8 , h2 = 3,6 m, 

cfs'fc = cos IX = 0,9487, ], = fb = ]• cos IX, 

], = 0,0031 m 4 , P = 0,155, P = 0,150, P = 0,105 m2, 

],/P = 0,0201, ], fP = 0,0208, ],fP = 0,0297 m 2 , 

Abb. 478. 

]~ =J! =00, 
u = 1,2' EfG = 2, 

v1 = Vs = va = 0,0712 , 

hij = h~ = 0' "'1 = h3 = 8,I' 

v0 = v4 = 0, 

c' = c J 

h~ = I0,8 m. 

COSIX( I) Ck = - 2- I + --2 - = I,OO = const. 
COS IX 

2. Vorzahlen nach (768). Matrix s. u. 

1511 = ! [ 2 · 2, 7 (-!:~: + !:~ + I) + 8, I 

I2 + 2,72 ·0,0712·2.7 

+ 12 :.;2 ( 0,0201· 0.9~87 + 0,0208) J = 6,465. 

3. Belastung: Eigengewicht aus Binder, Dach 
und Oberlicht. 

P0 = P~ = 4,0 t, 

p 1 = p 3 = 5,8 t' 

p 0 = p 4 = 4,5 t, 

P 2 = 2,8t. 
4. Belastungszahlen nach (769). 

k= A o' 0 I 2 3 4 4' B 

Vko= 0 I5.7 II,7 7,2 I,4 - I,4 -7,2 - II,7 - I5,7 t 
Mko= 0 42.40 74,00 93.44 97,22 93.44 74.00 42.40 0 mt 

k Mko Mko hk -hk-l c;: C;:' Cko --
Vko ~-Vko 

I I2,99 I,6o -o,6o 2,60 I,04 
2 69,40 6,42 - 5·42 7.42 1,01 

3 -66,70 8,24 -7,24 9.24 I,OI 

4 - I0,27 I,9o -0,90 2,90 I,03 

-0,60 - 5,42 ( 0,854) 1510 = 7,2-6-·I.O [2,7 · 6,3 + 0] -1.4-6- ·2,7 8,I + 2":7 

+ 5·4 ( 0·0201 '1.04 +O 0208) · 93 44 = 19 44. 2,72 0,9487 . • . 

5. b Matrix und Lösung. 

6,465 - 2,110 M 10 = M34 = Y1 = 0,64 mt, 

M21 = Msa = Y2 =-7,24 mt, 
-2,110 9.445 - 4,9I0 - 93,I9 

Mas = M12 = Ya = 4,78 mt, 

- 4,9I0 r6,8oo - 4,2IO M 43 = 11101 = Y4 = 6,27 mt, 

-4,210 q,89o 
Mk(k-1) = MZ(k-1)' M'fch =- MZh. 

M~h =-M~h = 4,78-0,64 = 4,14 mt, 
73,29 



53. Die Berechnung von Silozellen. 501 

Mit den Momenten sind auch die Quer- und Längskräfte bekannt. Die Schnittkräfte aus Wind
und Schneelast werden in gleicher Weise berechnet. 

Mann, L.: Statische Berechnung steifer Vierecknetze. Berlin 1909 und Z. Bauw. 1909. -
Derselbe: Das strebenlose Ständerfachwerk Müller-Breslau-Festschrift. Leipzig 1912. -
Engesser, F.: Die Berechnung der Rahmen träger. Z. Bauw. 1913.- Grüning, M.: Die Span
nungen im Knotenpunkt eines Vierendeelträgers. Eisenbau 1914.- Lührs, J.: Die statische 
Berechnung des Rahmenträgers. Eisenbau 1915 S. 83.- Mohr, 0.: Die Berechnung der Pfosten
träger. Eisenbau 1915.- Derselbe: Beitrag zur Berechnung der Rahmenträger. Berlin 1915.
Engesser, F.: Die Berechnung der Rahmenträger. Berlin 1919. - Hartmann, F.: Die 
statisch unbestimmten Systeme des Eisen- und Eisenbetonbaues. Berlin 1922. - Kriso, K.: 
Statik der Vierendeelträger. Berlin 1922. - Spiegel, G.: Der Rahmenträger. Berlin 1922.
Vieser, F.: Statische Berechnung der Vierendeelträger. Bautechn. 1927 S. 263.- Domke, 0.: 
Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 10 3. Auf!. Berlin 1931. 

53. Die Berechnung von Silozellen. 
Der Zellensilo wird in der Regel durch senkrechte Wände gebildet, die in den 

Kanten biegungssteif verbunden sind, so daß rechteckige Behälter zur Lagerung 
des Füllgutes entstehen. Der Innendruck wächst nach S. 14 mit zunehmender 
Schütthöhe z, ist jedoch für z = const in jeder Zelle konstant. Die Wand wirkt 
daher unter dem Innendruck aus dem Füllgut als elastisch eingespannte Platte, 
für das Eigengewicht der Wand und für die Reibungskräfte längs der Wand als 
Scheibe. In der Regel wird auf die Klärung des räumlichen Spannungszustandes 
verzichtet und die Sicherheit des Bauwerks für Kräfte winkelrecht zur Wand
ebene in Abschnitten des Tragwerks zwischen je zwei waagerechten Schnitten 
festgestellt. Diese werden dann als waagerecht liegende Stabwerke berechnet, 
deren Knoten infolge der Längssteifigkeit der Wände unverschieblich sind. 

a b c 
I (u) 

Vorgeschriebene 
Belastung p t/ m 

Belastungsanteil A 
durch P/2 mit Symmetrie 

zu beiden Achsen 

Abb. 479. 

Belastungsanteil B 
durch P/2 mit Antimetrie 

zu beiden Achsen 

Das Tragwerk Abb. 479a besteht darnach aus elastisch eingespannten, gleich
förmig belasteten Stäben ] K = lk. Ihr Spannungszustand ist durch die Belastung p 
und die benachbarten Knotendrehwinkel cpJ, fPK bestimmt. Wird der Querschnitt 
im Bereich der theoretischen Stablänge lk als konstant angenommen, so lassen 
sich n Knotendrehwinkel des Stabnetzes nach S. 320 aus n Bedingungsgleichun
gen ()AJ = 0 berechnen, in denen die Stabdrehwinkel Null sind. Der allgemeine 
Ansatz wird bei Symmetrie des Tragwerks nach einer oder zwei Achsen durch 
Umordnung der Belastung in Anteile mit Symmetrie oder Antimetrie zu einer der 
beiden Achsen vereinfacht und in jedem Falle am besten durch Iteration nach 
Abschn. 30 gelöst. Damit sind auch die Schnittkräfte des Stabnetzes bekannt. 
Sie entstehen nach (530) durch die Überlagerung der bekannten Schnittkräfte 
des gleichförmig belasteten, beiderseits eingespannten Stabes J K mit denjenigen, 
welche durch die Verdrehung der Endquerschnitte J, K um fPJ• fPK hervorgerufen 
werden. Das Ergebnis läßt sich mit der Bedingung nachprüfen, daß die Summe der 
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Eiegongsmomente an jedem Stabknoten Null ist. Die Querkräfte an den Stab
enden werden als äußere Kräfte in die Längs- und Querwände eingetragen. 

Für die Ausführung kommen neben allgemeinen Anordnungen im wesentlichen 
nur regelmäßige Bauwerke mit wenigen Zellenreihen in Betracht, deren Berechnung 
die ungünstigsten Ergebnisse in der Regel bei schachbrettartiger Füllung des Silos 
liefert. 

Belastungsanteil A: Die Formänderung des elastischen Gebildes ist zu 
beiden Achsen symmetrisch. Die Drehwinkel der Stabknoten in den Symmetrie
achsen sind daher Null. Im übrigen ist (/JA, I= - (/JA,II = (/JA,m= - (/JA,IV· Der 
Ansatz besteht aus 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten. Sie werden nach (533), 
(534) angeschrieben. Darnach ist z. B. 

c5 AE = (llq;BaEB + (l)q;DaED + (llq;EaEE + aEo = 0, 

8 
aED= -/1, 

so daß mit b = 4,80 m, c = 3,20 m, Jb = 3 Je, p =I tjm der folgende Ansatz 
angeschrieben werden kann: 

!ll!pD 

A -15,0 - 5,0 - 2,5 -2,13333 

B - 5,0 -25,0 - 2,5 

D - 2,5 -20,0 - _5,0 

E - 2,5 - 5,0 -30,0 

Die Iteration einer angenäherten Lösung liefert folgendes Ergebnis: 

-0,15637 -o,oo617 

Belastungsanteil B: Die Formänderung des elastischen Gebildes ist zu 
beiden Achsen antimetrisch und damit (/JB,I = (/JB,II = (/JB,III = (/JB,IV· Der An
satz (523) besteht jetzt aus neun Gleichungen mit neun Unbekannten, z. B. 

c5AE = (/JBaBB + (/JDaED + (/JEaEE + (/JFaEF + (/JHaEH + aEo= 0' 

. 2 8 . 2 8 
aEB=4(-IE) · 7 =- 7 , aEn=4(-IE) ·v=--b'' 

aEE = 4 {- iE) ( t + ~ + -~ + ~) = - 32 ( :, + ~~-) , 

. (pb2 pc2) 2 
a = 4 (- I ) · 2 - - - = - - p (b2 - c2) 

Eo E 12 12 3 1 



A 

B 

c 

D 

E 

F 

G 

H 

.J 
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-15,oo - 5,00 - 2,50 -2,13333 

- 5,00 -25,00 - 5,00 - 2,50 +4,26667 

- 5,00 -12,50 - 1,25 -2,13333 

- 2,50 -20,00 - 5,00 - 2,50 +4,26667 

- 2,50 - 5.00 -30,00 - 5,00 - 2,50 -8,53333 

- 1,25 - 5,00 - 15,00 -1,25 +4.26667 

- 2,50 -10,00 - 2,50 -2,13333 

- 2,50 - 2,50 -15,00 -2,50 +4,26667 

- 1,25 - 2,50 -7.5° -2,13333 

Die Iteration einer Näherungslösung liefert folgendes Ergebnis: 

'{JA, I 

-0,37006 + 0,53582- 0,459401+ 0,54052 - 0,55392 

Die Stabendmomente M~1 , MYf1 eines Stabes J K = lk sind nach {530) berechnet 
und auf der Zugseite aufgetragen worden (Abb. 480). Darnach ist z. B. 
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M~l = + p b2/I2 + 2/b'· (2 CfYA + cpB) = + 1,92000-0,73962 = + l,l804mt. 

Ml.jl =- p b2/l2 + 2/b' · (2 CfYB + cpA) =- 1,92000 + 0,37348 =- 1,5465 mt. 

M<Jl = + 2/b' · (2 CfYB + cp0) = + 0,5285 mt. 

M (d)_ c - + 2/b' · (2 cp0 + cpB) =- 0,4296 mt. 

Die Rechenvorschrift wird im Zusammenhang an dem folgenden Beispiel wiederholt: 

c=2,70m, b = 4,80111' ]b=3],, ljc' = 0,370370, ljb' = 0,625 (Abb. 481) 

ar~~ I b 

~~~[~~~~~ 
c 

Vorgeschriebene Belastung. Symmetrische Belastung. Antimetrische Belastung. 

Abb. 481. 

Symmetrische Belastung Pf2 (Abb. 481 b) !11(/JD = !11(/JE = !11(/JF = 0. 

. (b2 c2) p p 
aAo=4(-IA) f2 -y2 -2 =- ff(b 2 -c2)=-2,625, 

Matrix der Bedingungsgleichungen .2 !llqJxaJx + aJo = 0. 

A -15,9259 - 5,0000 

'·'4 - 5,0000 -25,9259 - 5,0000 

- 5,0000 -20,9259 

B 

c 

Lösung durch Iteration: 

Antimetrische Belastung P/2 (Abb. 48lc). 

Matrix der Bedingungsgleichungen _2! 21(/Jx aJ x + aJo = 0. 

A -15,9259 - 5,0000 - 2,9630 -2.6250 I 
-

B - 5,0000 -25,9259 - 5,0000 - 2,9630 + 5,2500 

c - 5,0000 - 20,9259 -- 2,9630 -5,2500 

D - 2,9630 -10,9259 - 2,5000 + 2,6250 

E - 2,9630 - 2,5000 - 15,9259 -- 2,5000 -5 .. 2500 

F I - 2,9630 - 2,5000 -- 13,4259 + 5,2500 

Lösung durch Iteration: 
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Ergebnis der Überlagerung: 

tpA,l = (l)lj'A + <21q:>A =- 0,56396, (/!A,JV =- (l)lj'A + <21 q:>A =- 0,21198. 

Biegungsmomente s. Abb. 482. 

Abb. 482a. Abb. 482b. 

Die einreihi~e Anordnun~ der Zellen. Belastung, Formänderung und 
Schnittkräfte sind zur Achse a symmetrisch (Abb. 483), also q; A, 1 = - q; A, n· Die 
Knotendrehwinkel werden daher aus einem dreigliedrigen Ansatz von Bedingungs
gleichungen berechnet. 

Beispiel zur Berechnung eines einreihigen Zellensilos mit unregelmäßiger Teilung 
(Abb. 483). 

c = 3,20m, la = fa = lct2, 

]4 = fö = 3 Je' 

I 

-!, = 0,3125' 
c 

b4 = b5 = 4,00 m, 

1 1 
!J' = b'- = 0,2083 ' b~ = b~ = 0,7500, 

2 3 4 5 

. " 4 aoB = 2 ( -1o) · _::_ = - -- = - 0,8333 , b; ~~ 
Abb. 483. 

. (4 2 4) (2 1 2) aoo=2(-1o)• -+-+- =-4 -+-+- =-89167 
b~ c1 bd b~ c' bd ' ' 

. 2 4 
acv = 2 ( -1o) · F = - b' = - 3,0000 , 

d d 

. ( p c2 p b:) p 2 aoo= 2 ( -1o) · - 12 + }2 =- (f (b4 - c2 ) = -0,9600, 

. ( pc2 p b':,) 
avo= 2(-1v) · +--- = + 0,9600. 

12 12 

q:>o 

A -2,9167 - o,8333 

B - o,8333 -4,5833 - o,8333 

c - o,8333 -8,9167 -3,0000 -0,9600 

D -3,0000 - 13,2500 -3,0000 + 0,9600 

E -3,0000 -7,2500 



506 53. Die Berechnung von Silozellen. 

Lösung: 
(/!B cpa (/!D (/!E tp.A 

- o,oo82r + o,o2874 -0,!4984 

Abb. 484. 

+o,II738 -0,04857 

Biegungsmomente s. Abb. 484. 

Dieses Ergebnis kann 
bei n Zellen auch un
mittelbar aus der Form
änderung eines n fach 
statisch unbestimmten 
Hauptsystems aus Zwei
gelenkrahmen angeschrie
ben werden. Nach Abb. 
485 ist 
}(k-1 !5lc(~1) + }(k !5kn~ 

+ xk+l ölcik+ll = ölcnJ. 
Die Vorzahlen werden nach (305) mit den Angaben der Tabelle 43 angeschrieben. 
In dieser ist das Verhältnis b'r.fclc-1 = "'k· Das Seitenverhältnis cfbk wird mit Ak 
bezeichnet. Darnach ist 

(793a) 

Zellensilo 

Abb. 485. 

Hiervon weicht ab: 

(793b) 

bei c'rc = b'rc = l ist 

Die Belastungszahlen sind bei beliebiger Füllung der Zellen, also bei verschieden 
großen Wanddrücken Pk-1 , pk: 

Ö(nl - - Pk-1 c2 c' "k - pk b~ [· bi,J3 f "k_-::: ~~) + 2 Ä.~ "k+l J I 
ko- 12 k-1 3+2"k 12 3+2"'' 3+2"k+l 

pk+l b~+l b' 3-2 li+l (794) 
- -~2- k+1 3-t- 2"k+l • I 

Ö(nl = _ Pn-~ 1 "" _ P .. b~ [ b~(3+" .. -Ä.~} + it2 '] 
n ° 12 c"_1 3 + 2 "" 12 3 + 2 "" n c,. ' 
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bei c~ = b;, = 1 ist 

bj;'J = - ~ [p~._1 c2 + pk b% (4 + .A~) + pk+l b~+l (3- 2 .Arc+1)], 

b;:'J = -~üb- [Pn-1 C2 + Pn b~ 4 (l + .A;J]. 

Tabelle 38. Die Eckmomente einfacher Bauformen bei gleichförmigem 
Innendruck. 

a1 - a I. 
- I.' 

a 1 = a Ic 
Ia' 

b1 = b Je 
Ib 

a ~, a' 
A=b, A=//' 

a' il.l_ -v, ß=l+2i1.1 , 

Füllung der linken Kammer: 

X 1 =- p b2 [I +_zil.2 il.' ± 3 I + jl2 ~] , 
X~ 24 fl y 

p b2 I + 3 il.' ~- jl2 il.' 
X2=--

24 fl 

Füllung beider Kammern: 

I I. a =a-----, 
Ia 

b' = b J. ' 
lo 

a' 
- il.' -p- , 

II 

(J,__ = il." b' , 

fl =I+ 2il.1, 'P = fl + 2 il." (2 + 3 }.') . 

Füllung der linken Kammer: 

~~ = -~:2 [:_ +~;,2 ).' ± :_+~6_)."_-t :Y~' ± 3il' ii." ~ ilj], 

X2 _ pb2 [I+ 3 }.1 - il.2il.1 I+ 3A1 - A2(A1- 6il.1 A11 - 4A11)] --- ----- -± -- - -- ------ ---~ -
X~ 24 fl y , 

Füllung beider Kammern: 

Die Überzähligen sind ebenso groß wie bei gelenkig angeschlossener Zwischenwand. 
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a' =alfl_; 
Ja 

b'-b L_. 
1- 1 ]b ' 

54. Die Bogenträger. 

b'-b L_. 
2- 2 Jb ' 

a' 
J.' =V. 

1 

fl = (2 + 3 Je) (2 + 3 ß) - I; v = (2 + 3 A) (2 + ß) - I . 

D I I 
X1 = _ pb~ [I+ 3 ß + ;, 2 Jc~(:_±3~ ±: +ß + ;,2 Jc'(=-±_ßlJ 
Xi 8 fl v ' 

x2 = _Pb'f. (I+ 3 Je- Jc2J!) (~ ± .2...). 
X~ 8 fl V 

l"l"""l I Ii Ii I Ii I 1 

X1 = _pb'f. [I+ 3ß- 2 ß3+ A2 A1 (2 + 3 ß) ±I+ ß ±__)._2_}c'_(2 j-_ßj]' 
X~ 8 fl v 

X 2 = _ pb'f. [I + 3 Je+ 2 ß3 (2 + 3 },) - A2 J! + ~ j- 3 Je =).2/.'J . 
x; 8 fl - v 

X- X' -..Lpb'f. ß3 
1-1-,4 !l' 

pb'f. ß3 
X 2 = X~=---- (2 + 3A), 

" 4 fl 

X _X' __ Pbi I +~ß =-ß3 + A2 1.'(2 + 3 ß) 
1- 1- 4 .. . .. fl... . ' 

X _X'_ pb'f. I+ 3A + (2+ 3}.) ß3 ·- i.2 i.' 
2- 2--4 -~ --- -#- --- --. 

Eckmomente für konstanten Innendruck 

o~ ~0 ~0 '(( Us l::l s 
l::l j_s s _l 

Quadrat Sechseck Achteck 
o,o8333 p a 2 o,o2778 p a 2 o,o0357 p a 2 

Marcus, H.: Die Berechnung von Silozellen. Z. Arch. fng.-Wes.19ll. - Ritter, A.: 
Zur Berechnung von Silozellen. Arm. Beton 1913 S. 21. - Derselbe: Beitrag zur Berech
nung rechteckiger Silozellen. Stuttgart 1916. - Schwarz, R.: Zur Berechnung der Zwickel
zellen von Silos mit kreiszylindrischen Behältern. Bauing. 1930 S. 87. 

54. Die Bogenträger. 
Der Brücken- und Hochbau verwendet den Bogenträger als einzelnes Element 

oder in Verbindung mit Pfosten als Teil einer Bogenstellung. Die Mittellinie wird 
entweder geometrisch als Parabel, Kreis und Kettenlinie oder nach statischen 
Gesichtspunkten als Mittelkraftlinie einer gegebenen Belastung beschrieben. Sie 
ist in der Regel zu einer senkrechten Achse rechtwinklig oder schiefwinklig sym
metrisch. 

Die Bogenwirkung entsteht durch die waagerechte Abstützung der Träger 
gegen starre oder elastische Widerlager, die damit einen wichtigen Bestandteil 
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des Tragwerks bilden. Ihr Verschiebungszustand ist daher bei der statischen Unter
suchung ebenso zu bewerten wie die Belastung. Er wird durch die Verschiebung 
und Verdrehung der Kämpferquerschnitte beschrieben. Diese sind durch die ela
stischen Eigenschaften der Pfeiler, der Widerlager und der Zugglieder bestimmt, 
welche die Bogenenden verbinden. Die einfachen und mehrteiligen Bogenträger 
werden nach der Art ihrer Abstützung unterteilt. Ihre Verbindung mit biegungs
steifen geraden Stäben bedeutet die Erweiterung der Aufgabe. Man unterscheidet 
Bogenträger mit biegungssteifem Zugband, Bogenträger mit durchgehendem Streck
gurt und Rahmenträger. 

Der einfache Bogenträger mit starren Widerlagern. Der einfacheBogenträger 
ist ein gekrümmter, elastischer Stab, dessen Stärke d im Vergleich zum Krümmungs
radius(! klein ist (d < 0,1 (!), so daß die Verzerrung e0 , d1p eines elementaren Ab
schnitts ds mit großer Genauigkeit nach denselben Funktionen der Schnittkräfte 
(N, M, Q) wie beim geraden Stabe angegeben werden kann (51). Dasselbe gilt 
auch für den durch zwei Längsschnitte im Abstand 1 begrenzten, der Quere nach 
gleichförmig belasteten Abschnitt des Gewölbes. 

Die Belastung besteht aus Kräften und Kräftepaaren, die in der Trägerebene 
oder senkrecht dazu wirken. Außerdem sind Eigenspannungen aus Temperatur 
und Schwinden möglich. Die Schnittkräfte sind bei Abstützung des Trägers nach 
S. 196 dreifach statisch unbestimmt. Die Anzahl der statisch überzähligen Größen 
wird durch die Anordnung von Gelenken vermindert. Man verwendet den Ein-, 
Zwei- und Dreigelenkbogen. Die statisch bestimmte Anordnung ist in Abschn. 16 
behandelt worden. 

In allen drei Fällen wird oft nach derjenigen Bogenform gesucht, deren Rand
spannungen in jedem Querschnitt bei der ungünstigsten Belastung einander gleich 
und kleiner sind als ein vorgeschriebener Grenzwert, um die Festigkeitseigenschaften 
des homogenen Baustoffs vollständig auszunutzen. Bei einer einzelnen vorgeschriebe
nen Belastung wird daher deren Mittelkraftlinie mit der Bogenachse zusammen
fallen oder diese in zahlreichen Punkten schneiden, sobald Eigenspannungen aus 
Temperaturänderung, Schwinden und Stützenbewegung wegfallen. Die Biegungs
spannungen des Trägers sind dann Null oder nahezu Null. Um unter derselben 
Voraussetzung auch bei veränderlicher, gleichmäßig verteilter Nutzlast p gleich 
große Grenzwerte zu erhalten, wird die Mittelkraftlinie aus ständiger Last und halber 
Nutzlast P/2 als Bogenachse verwendet. Da sich diese jedoch infolge der Längs
kräfte und der Eigenspannungen elastisch verkürzt, wird das Ziel auf diese Weise 
bei statisch unbestimmter Stützung nicht erreicht und daher oft die Mittelkraft
linie der ständigen Last als Bogenachse gewählt. Durch die nachträgliche Berück
sichtigung der Verkürzung bei der Formgebung läßt sich eine Verkleinerung der 
absoluten Grenzwerte der Randspannungen erreichen. Im übrigen ist die Bogen
form durch die Abmessungen am Scheitel (]=Je; oc = 0) und Kämpfer(]= ]k; 
oc = ock) bestimmt, die in eine für jedes Gewölbe ausgezeichnete Kennziffer 
n = lc/lk cos ock eingehen. Die Abmessungen der Querschnitte im Scheitel und 
Kämpfer werden auf Grund von Erfahrungen und Überschlagsrechnungen gewählt 
und stetig ineinander übergeführt. 

Um die Vorzahlen und Belastungszahlen zur Berechnung der statisch unbestimm
ten Größen formal integrieren zu können, wird die Mittellinie y (x) in einfacher 
Weise als Parabel, Kreisbogen oder Kettenlinie mathematisch beschrieben (S. 514ff.). 
Dasselbe geschieht dann auch für das Trägheitsmoment J des Querschnitts. Die 
Approximation des Trägheitsmomentes J richtet sich nach dem mathematischen 
Ausdruck y (x) der Mittellinie. Bei einem Kreisbogen ((! = const) wird J kon
stant, bei einer Parabel wird fc!l cos oc nach einer Parabel zweiter oder höherer 
(2 r-ter) Ordnung angenommen. Der Parameter r kann, falls man sich nicht von 
vornherein für r = 1 entschließt, aus Abb. 486 abgeleitet werden. In dieser 
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wird die Funktion -1 -
1--1 ], des vorgeschriebenen Gewölbes mit den Funktionen 
- n cos cx 

C* (n, r) = 1 ~ n - ~r und angenommenem r verglichen. Bei einer Kettenlinie wird 

Bogenformen fiir 
__.f__ ( , l t;2r 
Jcos«-1- 1-n; <, 

Yz~tz 

Abb. 487. 

n-0,5 

---t 
I 

I !/a.L 
n-0,1,1 ~ 

n-a2 

n-0,1 

n-o 

Abb. 486. 

J cl J cos (X durch eine hyperbolische Funktion approximiert, 
um einfache Integrationen zu erhalten. 

Die Bogenachse als Mittelkraftlinie einer vor
geschriebenen Belastung. Die Mittelkraftlinie einer 
Gruppe von Kräften kann nach Abschn. 13 berechnet und 
aufgezeichnet werden, sobald diese, im vorliegenden Falle 
also die Kräfte aus Eigengewicht von Träger (v ·yB), Über
bau (h · Ya) und Fahrbahntafel (gp) bekannt sind (Abb.487). 
Da aber die Bogenform zunächst bestimmt werden soll, 
kann die Aufgabe nur durch allmähliche Annäherung ge
löst werden. Diese ist um so kürzer, je besser die erste 
Annahme mit dem endgültigen Ergebnis übereinstimmt. 
Die Stützweite (l = l1 + l2) und die Ordinate y = f des 

Bogens im Scheitel sind gegeben. Dasselbe kann auch für die Belastung im 
Scheitel (q.) und im Kämpfer (q~c) auf Grund eines Vorentwurfs angenommen 
werden. Für das Brückengewölbe (Abb. 487) ist unter Berücksichtigung der halben 
Verkehrslast 

qs = ~p + gp + hsYu + vsyB; qk = ~p + gF + h~cYa + V~cYB · (795) 
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Darnach darf die stetige Belastung eines symmetrischen Gewölbes angenähert 
durch die folgende Funktion beschrieben werden: 

q = q. + '}:'-/_ (q,, - q.) 

= + P + gp + hs Yü + VsYB + ')!_/- [(hk- hs) Yü + (vk- V8 ) YB]. (796) 

Der Ansatz gilt auch für einen Bogen mit aufgelöstem Überbau und den auf die 
Längeneinheit bezogenen gemittelten Gewichten q8, qk, nur darf nicht dieselbe 
Übereinstimmung zwischen der angenommenen 
und der berechneten Bogenform, wie bei stetiger 
Belastung des Bogenträgers, erwartet werden. 

Die Differentialgleichung der Mittelkraftlinie 
ist nach (93) 

(797) 

Sie beschreibt eine Kettenlinie. Die Lösung 
liefert bei symmetrischer Belastung und symme-
trischer Bogenform folgendes Ergebnis: Abt. 488. 

xjll = ~; qkjq. = u = [of c; ein c = y X2 ~ ]_ ; } 

y; = f/(u -- 1); c = ~{t[of u = ln (u + -{u2 = i); 
* *I(~ c)2 (~ c)4 (~ c)6 J . 

Y2 = Ys ([of ~c- 1) = Ys L2! + 4! + {f!- + · · · ' 

+X 

(798) 

tg rx = d y2 = _!_ y* ein~ c = _!_ y* [~ c -t- ({!):J_ -t- ~~5- -t- · · · J . (799) 
d X l1 8 l1 s 3 J 5 J ' 

c * c:· Y2 ~OF_! -=- _l . 
tg rx" = -z;_ Ys ~m c; I " - l 

,, 
A = B = f q d X = q s -~- ein c; 

0 

V= V8 + (y2/f) (vk- V8 ) (Abb. 487). 

(800) 

(801) 

Darnach wird nach der Abschätzung von q8 , qk zunächst der für den Bogenträger 
charakteristische Leitwert c aus der Tabelle 39 entnommen oder nach den bekannten 
Funktionstafeln1 festgestellt. Mit diesem sind die Stützkräfte A = B, H und die 

Tabelle 39· c = llCt[oj", "= qk(q,. 

" c " c " c " c " c " c 

- - 2,0 I,31 7 3,0 I,763 4,0 2,063 6,o 2,478 8,o 2,769 
I, I 0 .444 2,I I,373 3,1 1,797 4,2 2,II4 6,2 2,5II 8,5 2,830 
1,2 0,622 2,2 I,425 3,2 I,83I 4·4 2,I62 6,4 2,543 9,0 2,887 
I,3 0,756 2,3 I,475 3.3 I,863 4,6 2,207 6,6 2,574 9,5 2,942 
I,4 0,867 2>4 I,522 3>4 I,895 4,8 2,25I 6,8 2,605 10,0 2,993 
I,5 0,962 2,5 I,567 3.5 I,925 5,0 2,292 7,0 2,634 II,O 3,089 
I,6 I,047 2,6 I,6o9 3,6 1,954 5,2 2,332 7,2 2,662 12,0 3,I76 
I, 7 I, I23 2,7 I,650 3.7 I,983 5.4 2,37I 7·4 2,690 I3,0 3,257 
I,8 I,193 2,8 1,689 3.8 2,010 5,6 2,408 7,6 2,717 I4,0 3.331 
I,9 1,257 2,9 1,727 3.9 2,037 5,8 2,443 7,8 2,743 I5,0 3>400 

1 Taschenbuch f. Bauing. Bd. l 5. Aufl. S. 35 ff. 
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Ordinaten y2 der Mittellinie bestimmt. Diese können oft auch für abgerundete 
Leitwerte c nach Tabelle 40 angeschrieben werden. Die Bogenlaibungen 

( ( vk - v,) v, Cu> _ (I + vk - v,) + v, ( yt> = Y2 I - ~- - 2; Y2 - Y2 2/ 2 802) 

sind ebenfalls Kettenlinien (Abb. 488). Damit ist eine geeignete Grundlage für 
die Form von Träger und Überbau vorhanden, nach der die Mittelkraftlinie 
aus Eigengewicht oder aus Eigengewicht+ P/2 berechnet werden kann (S. 75). 
Der Vergleich mit der angenommenen Kettenlinie ist in der Regel so günstig, 
daß die Wiederholung der Untersuchung zu keinem wesentlichen Unterschiede 
zwischen Annahme und Ergebnis führt. 

" 
!,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
4,5 
5,0 
6,0 
7,0 
8,o 
9,0 

IO,O 

Y2 
Tabelle 40. I 

X 
~oi- c- I 

11 mit c = llt~oj" und "= qk als Leitwert. 
" - I q, 

~ = xfll = 
---------- ·------

o,I 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 o,8 

0,0094 0,0372 0,0840 o,I5oo 0,2358 0,3426 0,4708 0,6220 
0,0087 0,0349 0,079I O,I420 0,2248 0,3288 0,4559 o,6o83 
o,oo8I 0,0330 0,0750 O,I353 0,2!53 0,3170 0,4429 o,596r 
0,0078 0,03I4 0,07I6 0,!296 0,207I 0,3068 0,4316 0,5852 
0,0074 0,0300 o,o686 O,I246 0,2000 0,2978 0,42I5 0,5756 
0,007I 0,0288 0,0659 O,I202 O,I937 0,2898 0,4I25 0,567I 
o,oo69 0,0277 0,0636 0,!!62 o,r88I 0,2827 0,4045 0,5594 
o,oo66 0,0268 o,o6I5 O,II28 0,!830 0,2762 0,3972 0,5523 
o,oo62 0,0252 0,0579 o,Io66 O,I742 0,2649 0,3843 0,5397 
o,oo58 0,0237 0,0548 O,IOJ4 0,!667 0,2552 0,3732 0,5288 
0,0055 0,0225 0,0522 0,0969 o,I6o2 0,2468 0,3635 0,5I93 
0,0052 0,02I4 0,0499 0,0930 O,I545 0,2394 0,3550 0,5!07 
0,0050 0,0205 0,0479 o,o896 0,!495 0,2328 0,3472 0,503! 

0,9 

0,7976 
0,7887 
0,7804 
0,7727 
o,766I 
0,7602 
0,7548 
0,7498 
0,7408 
0,7330 
0,726! 
0,7I99 
0,7I43 

Bülow, F. v., u. ]. Wiggers: Zahlentafel zur günstigen Formgebung gewölbter 
Brücken und Durchlässe bei beliebigem Pfeilverhältnis und beliebiger Überschüttungshöhe. 
Beton u. Eisen 1930 S. 409. 

ll 

b 

Abb. 489. 

55. Der Zweigelenkbogen. 
Die Gelenke des Trägers liegen in der 

Regel am Kämpfer. Eines von beiden ist 
längsbeweglich, wenn die Bogenkraft durch 
ein gerades oder gesprengtes Zugglied auf
genommen wird, das meist die Bogenkämpfer, 
in besonderen Fällen aber auch zwei belie
bige Querschnitte verbindet. 

Die Schnittkräfte sind einfach statisch 
unbestimmt, da der Verschiebungszustand 
des Bogenträgers in der Regel als unabhängig 
von dem zur Eintragung der Lasten not
wendigen Überbau angesehen werden darf. 
Als überzählige Größe XI dient die Kompo
nente H einer Stützkraft oder die waage
rechte Komponente der Längskraft im Zug
glied. Bei Symmetrie des Bogenträgers kann 
nach S. I96 auch XI = I/2 ·(Ha + Hb) ge
wählt werden, so daß bei Antimetrie der 

Belastung X I = 0, also Ha = - H b, bei Symmetrie der Belastung X I = Ha = H b 
erhalten wird. Dasselbe gilt auch bei Verwendung der Längskraft Ne im Bogen-
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scheite! c als statisch unbestimmte Schnittkraft. Sie wird in jedem Falle aus 
der Formänderung eines statisch bestimmten Balkenträgers berechnet. Bei 
ruhender Belastung ist auch das Biegungsmoment Mc im Bogenscheitel als 
statisch überzählige Größe geeignet. 

X - -151-Q<l- - -~o__"t_~:t_t_± ~~!_ (803) 
1- bu - bu 

Vorzahl 1511 : a) Bogenträger mit zwei Kämpfergelenken (Abb. 489a) 

X1 = Hb: <511 = f y2 j· ds + -{;~ f cos2oc ~"- ds = <5~1 + <5~1 • (804) 

b) Bogenträger mit geradem Zugglied (Abb. 489b) 

t5 = J y2 1 • d s + J_"_f cos2 oc !'_. ds --l- !!!!. ]c_ z = <5' + <5" + <5"' (805) n J , Fe F . E, F. 11 11 11. 

c) Bogenträger mit gesprengtem Zugglied (Abb. 489c). (Ohne Berücksichtigung 
der Längenänderungen der Hängestangen.) 

t5 = f y2 J c_ d s + _[_.__ f co_s2 (oc=._ß_) F__• d s + l_c_ 'J; z sec2 ß . ~ 
11 ] F. cos2oc F F • .:.....; h h Fk 

= <5~1 + <5~1 + <5~~. (806) 

Belastungsglieder: 

<510 = f M 0 y ~· d s + t~ f N 0 cos oc i d s = <5~0 + <5~0 • 
t5u = E Je oct t l; 1518 = -E Je L1l. ( Gleichhohe Kämpfer.) 

(807) 

(808) 

Darnach ist t5u bei gleichförmiger Temperaturänderung des Bogenträgers unab
hängig von der Bogenform, die Verschiebung 1518 bei Anordnung der Lager in 
gleicher Höhe unabhängig von senkrechten Verschiebungen. Die Ansätze für 
<511 , 1510 werden bei beliebiger Bogenform und ständiger Belastung nach S. 95 
oder 96 numerisch integriert oder zeichnerisch durch einen Verschiebungsplan 
des Hauptsystems nach S. 139 oder durch eine waagerechte Biegelinie bestimmt. 
Der Anteil fc/Fc·fcos2 ocFcfF·ds ist gegenüber dem Anteil aus den Biegungs
momenten klein und kann angenähert gleich l· fc/Fc gesetzt werden. 

Die Einflußlinie X 1 <511 = t51 m wird als Biegelinie t5m 1 des Balkenträgers für 
-X 1 = 1 mit M 1 = 1· y in der Regel nach S. 131 berechnet und aufgezeichnet. 

6 ~. = c ___ _]. ____ (y + 2 y ) + c. ___ _]_.____ ____ (2 y + y ) . (809) 
k 1 k ] k cos ock k-1 k k+1 J k+l cos ock+l k k+1 

Die Mitwirkung der Längskräfte N 1 = 1·cos oc kann durch die elastischen Gewichte 
von der Form (238) untersucht werden. Sie ist jedoch ohne große Bedeutung. 

Wird die Biegelinie bm 1 = HroYro nach S. 136 als Seileck zu einem Rich
tungsbüschel der elastischen Gewichte 6 ~kl mit der Polweite Hro = 6 1511 in 
~-Einheiten aufgezeichnet, so sind die Ordinaten Yro des Seilecks nach S. 125 
auch Ordinaten der Einflußlinie von X 1 , d. h. der Betrag der Längen Ytu ist im 
Maßstab der Zeichnung gemessen gleichbedeutend mit dem Betrage von X 1 

in t oder mt. 
Die Grenzwerte der Spannungen des Querschnitts werden nach S. 28 aus 

den Kernmomenten und aus der Querkraft berechnet. Bei Bogenträgern mit 
gleich hoch liegenden Kämpfern ist 

N = N 0 - X1 cos oc, M = M 0 - X1 y, Q = Q0 - X1 sin oc, (810) 

so daß sich der Spannungszustand zu einer vorgeschriebenen Belastung ebenso 
wie auf S. 174 durch M = Xr(M0/X1 - y) angeben läßt. Die Einflußlinien 

Beyer, Baustatik. 2. Auf!., Bd. II. 33 
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werden nach Abb. 490 folgendermaßen aufgezeichnet: 

N =cos('f.(~-X1), N 0 =-V0 sin('f., N= -cos('f.(V0 tg('f.+Xl),l 
cos a; 

M=y(~o -X1), Q=sin('f.( 5~0r~: -X1)=sin('f.(V0 ctg('f.-X1). (
8ll) 

M 0 , V0 sind Ordinaten der Einflußlinien für die Schnittkräfte des geraden Balken
trägers. Die Ergebnisse lassen sich nach S. 170 leicht auch für Bogenträger mit 
Stützpunkten in verschiedener Höhe ableiten. 

Um den Einfluß der Längskräfte N1 , N0 auf den Betrag der statisch über
zähligen Schnittkraft X 1 abzuschätzen, wird für den Nenner Gl. (803): 

b11 = (1 + Y) y2 J ds = (1 + Y) 15~1 mit Y = -;r-
1
,

1 
, f 1 b~ l 

(812) 
bei Bogen trägem mit Zugglied mit Y = ( b~1 + b~D / b~ 1 

ALb. 490. 

angeschrieben. Der Anteil y b~1 der Längskräfte ist, 
verglichen mit demjenigen aus den Biegungs
momenten, stets klein und nur bei flachen Bogen
trägern von Bedeutung. Er kann daher stets ohne 
Bedenken als Näherung für einen Kreisbogen mit 
gleichbleibendem Querschnitt und dem Zentriwin
kel 21)(0 angegeben werden. In diesem Falle ist 
(Fc/F R:! l) 

= _b _!___ (~- + cos IJ( ) R:! b l . 
F 2 sma;0 ° F 

(813) 

Der Einfluß der Längskräfte auf den Betrag b10 ist 
selbst verglichen mit deren Anteil auf b11 klein und 
daher ohne Bedeutung. 

Die Rechnung ist für einen Bogen, dessen Mittellinie mit der Mittelkraft
linie aus einer vorgeschriebenen Belastung q und zwei gleichgroßen, entgegen
gesetzt gerichteten Kräften Hq = M 0 c/f zusammenfällt, besonders einfach. 
Da M 0 = 0, N 0 = - Hqjcos IJ(, ist 

H. (1'-S f!c ds + _§,_ f_c_ z) 
X _ _ F, F E. F. . 
1-

(l + v) J y2 ~' ds 

(814) 

cos2 1J( R:! l [gleichbedeutend mit b~0 = 0 in (807)] liefert: 

(I~JF, ds + _§,_ _bz) · Jv2 1' ds R:! y· 
F, F E. F. ' ' 1 ' 

und damit 
V V 

Abb. 491. xl = -- 'C+-;.Ha; M =I+ vH". y. 

Für Bogenträger ohne Zugband ist EbfczfE.F. =' 0; Z == Hb (Abb. 491). 

(815) 

(816) 

Bei einem Bogenträger mit einem oberhalb der Kämpfer angeschlossenen 
Zugglied ist die in (814) verwendete Ordinate y der Abstand zwischen Bogen
mittellinie und Zugglied (Abb. 489b). Außerhalb dieses Bereichs sind M 1 , N 1 Null, 
die Biegelinie Om 1 ist daher geradlinig. 

Tabelle 41. Zweigelenkbogenträger mit analytisch bestimmter Mittellinie. 
Hauptsystem (Abb. 491): Balken auf zwei Stützen, festes Lager in a. Über

zählige Größe X 1 : Komponente H b der Stützkraft oder Längskraft Z im Zugband. 
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1. Die Mittellinie ist eine Parabel mit y = 4/~~'; ~ = xjl. Die Stütz
weite des Bogenträgers ist l, der Querschnitt im Scheitel bestimmt durch J c, F c, 

am Kämpfer bestimmt durch rxk, Jk, Fk, n. Die elastischen Eigenschaften eines 
Zuggliedes ergeben sich aus dessen Länge z, dem Querschnitt Fz, dem Elastizi
tätsmodul des Baustoffes Ez. Die Ansätze (804) u. (807) für <511 , <510 lassen sich 
dann formal integrieren. 

a) Bogenform: fe!f cos cx = 1; n = 1; l = z . 

X 
~=T· y=41H'. .-511 = i~ j2l (1 + v), 

15 1 Je v = ~ !__ (l.!.. + Eb ]~) 
'V = -8 -12 -T:--.- oder 8 12 F F ' 

r c E. z 

Abb. 492. 

Gleichung der Einflußlinic: X 1 = H. = Hb 

5 l 1 
H = -- --- --- w"· 

~ 8 I 1 +'V P' 
M = !__ (4 " -- -~ w") • 8 ' 1+v P · 

H: = 161 ~:+-.")ß2 (5- 5ß2 + 2ß3), 

r--Pt-""1 A = e~ ß (2 _ ß) • 
pllill!!lllllllllll 2 

~ 

H. =-0,4008p/, 
Hb =+0.0992pj, 

A =- B =- p 12/6 l , 
M. =-0,01587 p {2 • 

plll!ll!lllii!ilii!!!!il 

~ 

plliiliiiiill 

~ 

Temperaturänderung t und Stützenverschiebung .dl: 

H - pl2 
:-8/ (1 + v) ' 

pl 
A =B =-2 . 

M =!!_!_ -~--
• 8 1 +v' 

p !2 
H ---------- -

: - 16 I (I + v) ' 

3 
A=3B=sPl, 

M =p_!__v_ 
' 16 1 +v' 

H. =-0,7143p I, 
Hb =+0,2857 p I, 
A =-B =-P 12/21, 

M. =-0,0357 p /2 • 

H _15EJ.(cx,tl-.dl) 
:--- S 12l (1 + v) - , A = B = 0' M 0 =-Hf. 

33* 
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b) Bogenform: J elf cosl)( = 1 - (1- n) (1 - 2~)2. 

tu~, 
~-1 __ [_~~ 
ajE--x~ io 
1-E-----l . ... 

Abb. 493. 

y = 4/ H'; l = z. n = ],/Jk cos Q(k; 

8 6 + n 
c5n = 15-7- t2t(1 + v); 

15 7 1 ], 
V=-------

8 6 + n f2 F, 
oder 15 7 1 (], Eb ],) 

V = -- --- -2 -- + - -- . 
8 6 + n f F, E. F. 

t 12 I zz 
r_51m = SOJ'j. + y5- (n- 1)(1 + WR- 8 w1). 

Gleichung der Einflußlinie: H 0 = Hb = X 1 . 

l 7 WR 0 l 
X1 = T(l+V) ~~(6 -+---;f [5 (1 + wR) + (n- 1) (1 + wR- 8 wa)] = tTC+Vf 'K. 

Die Funktion 'K ist symmetrisch. Sie wird für den Leitwert n und ausgezeichnete Abszissen ~ l 
der Lastpunkte angegeben. 

Funktion " für o,I ~ n ~ I,2. 

O,I 0,0585 
o,2 o,o588 
0,3 0,059I 
0,4 0,0595 
o,5 o,o598 
o,6 o,o6o2 
o,7 o,o6o5 
o,8 o,o6o8 
0,9 o,o6Io 
I,o o,o6I3 
I,2 o,o6I9 

O, I I 34 
0, I I 38 
o,I I4I 
O,II44 
O,II47 
O,II50 
O,II53 
O,I I 56 
O, I I 58 
o,I I6o 
o, I I66 

O,I377 
O,I379 
O,I382 
O,I385 
O,I387 
O,I388 
O,I389 
O,I390 
O,I390 
0, I 39I 
O,I392 

O,I590 
O,I590 
O,I590 
O,I590 
O,I590 
O,I590 
0,1590 
O,I590 
O,I590 
O,I590 
o, I590 

O,I7IO 
0, I708 
O,I707 
O,I706 
O,I705 
O,I703 
0, I70I 
o,r699 
O,I697 
o,I696 
O,I693 

O, I895 
o,I89o 
o.I886 
o,I88z 
O,I878 
O,I874 
O,I870 
o,I867 
o, I863 
o,I86o 
o, I855 

0,1994 
o,I990 
o,I986 
o,I982 
O,I978 
O,I973 
o,I968 
o,I963 
O,I959 
O,I954 
O,I948 

Streckenlast p. (Für ß = t und ß = 1 wird X 1 von n unabhängig. Es gelten 
dann die Formeln auf S. 515} : 

p [2 7 

x 1 = 16F(f:-FV) 6 + n ß2 

· [ 4 + n - 5 n ß2 - (8- 10 n) ß3 + 8 (1 - n) ß4 ( 1 - ~ ß) J. 
p12 5 + n xl =- - ---- ----

36 f (1 + v) 6 + n · 

c) Bogenform zur vereinfachten Ableitung der Einflußlinien. Ohne Rücksicht 

auf die vorhandene Bogenform kann zur näherungsweisen Berechnung der Einflußlinien auch 

Abb. 494. 

IM 0 y __ _}_c_ dx 
J cos 0( xl = ------ -----------

Iyz_b__ dx + ], Icos 0( F, d :>: 
J cos 0( F, F 

_ _}_c_ · y = const = f 
J cos 0( 

und 
F 

cos 0( -j} = const = 1 

gesetzt werden. Nach (803) ist dann mit 

y=4f~~', 'YJ=Y/f 

f I M 0 dx I 1vi0 dx 
----------- --- ----

tiydx+~fdx 2 
3 n (1 + v) 
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Gleichung der Einflußlinie: 
3 l WR 3 l Y 

xl = 4 T l.Tv = 16 I (1 +V) T. (Parabel.) 

Die Stützkräfte K •. Kb aus Pm = 1 (Abb. 494) schneiden sich auf der Kämpferdrucklinie, in 
diesem Falle einer Parallelen zu a ..;- b im Abstande 

l 4 l 
I* = H wR = 3- I (1 + v), H = X1 =I* · WR. 

xl = P zz _!___ ß'2 (3- 2ß') 
81 I+ v ' 

ß'= 1,0: 

Das Ergebnis 'ist trotz der V creinfachung der Integranden brauchbar. Der 
Fehler läßt sich für die Einflußlinie X 1 und fcffcoscx. = 1 anschreiben: 
M~ , 

t-P'Z--1 
p111!111!111111111111!1 

~ 

, JM0 ydx JM0 dx [ "-X] X - - 1 + und y' = f - y , 
1 - JY21Ix<C.f-v)- -~t.0ZT:t-t v>- _ 1- "-

wird "-X 5wR-1 'P = ---- = -~-- 0 

1-" 6 
Der größte Fehler beträgt daher: (~ = ~' = f), 'P = 1j24 ""'4%. Er wird für Bogenform b 
S. 516 mit wachsendem n =] ,f!k cos cx. (sichelförmige Träger) immer geringer und für n = 10f3 
nahezu Null. 

mit 

Einflußlinie des Biegungsmomentes im Querschnitt r: 

3 l y. 
V' = 16 /(C-t v) ' 17' = T' 

( Mo. ) _ 
M, = 'IJ! 17r -- - Y = V' 17r • Y • 

V' 17r 

Mo... 4 
---- = - f (1 + v) = I* 

V' 17r 3 
als ausgezeichnete Ordinate in r (Abb. 495). Die 
Einflußlinien der Biegungsmomente in den Quer
schnitten r---->- h mit ~h oder ~h- < (1 + v)f3 er
halten daher eine LastseheideE h (eh, e;,) (Abb.496). 
Die Lastscheiden der übrigen Querschnitter---->- k 
werden mit ck (Ck. Cl:); Edek, elc) bezeichnet. 

Bestimmung der Lastscheiden: 

eh= (I+ v)/3~1., el. =I- eh, 

ek = (1 + v)/3 ;k, e/c = 1 - ek , 

Abb. 495. 

---~~~--1---~~ 
-~~~--~z~-~~ 

-,;;..;.E---"s---,l,__e>.l:--.........;~ 

Ck = 1 - C!c, C!c = (1 + v)/3 ;k . 
----+..,._---Cf.li-1 ----~ 

1-E-------EJ,l-----;;o.!..,;-----ef.,l-
Grenzwerte der Biegungsmomente für gleich- Abb. 496. 

förmig verteilte Nutzlast. 
Für v = 0 sind der positive und negative Anteil der Einflußfläche einander gleich. Daher 

ist für gleichförmig verteilte Nutzlast p: 
r---->- h: eine Lastscheide 

r-->- k: zwei Lastscheiden 

ej, = 1 - 1/3 ;lc. ck = 1 - 1/3 ;k. 

Hk = ~~2 [elc2 (3- 2elc) + C~ (3- 2Ck)]. 

max JMkJ = p;z [(el,2- CZ) ;k + C2J- Hk Yk. 
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e;.; Cr; H, und max I I'vlr I für P = const in den Schnitten ~r = 0,1 ... 0,5. 

~. 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

8~. 17/27 7/12 II/2! 4/9 1/3 
Cr - - - 1/6 1/3 
Hr o,69o p 12/8 f 0,624 p 12/8 t 0,536 p 12/8 t 0,491 p 12/8 t 0,519 p 12/8 t 

max I J'vlr I O,OII23 pl2 0,01587 p 12 0,01508 p 12 0,01109 P /2 0,00925 p l 2 

2. Die Mittellinie ist ein Kreisbogen mit gleichbleibendem Quer
schnitt (F, ]), von dem l = 2!1 und f gegeben sind. 

e=r-f, 

sin at0 = !1/r, cos at0 = ejr. 

x = 11 - r sin at, ~ = xfl, 

y = r cos Ot- e, 'f} = yff. 

Damit wird nach (805) 
Abb. 497. 

. 1 . ~1 ~11 = r3 ( at0 - 3 sm at0 cos at0 + 2 at0 cos2 at0) + r F ( at0 + sm at0 cos at0) + l -EF- ; 
' ' 

Einzellast 1 t im Punkt m (at) ohne Berücksichtigung von N 0 : 

-• r [2 + 2 [( + . ) ( + . )] Umt= 2 WR er COSOt Q(SlllOt - COSOto at0 Sinat0 . 

piiiiTIIIIllJ Halbseitige Belastung durch p: 
I ' 

~ ~ p r' [ . ( 4 . 2 2 ) (I 2 . 2 l] p 1~ 1 u10 = T sm at0 3 sm at0 - cos at0 + at0 cos at0 - sm at0 - 3r F · 

Bei vollständiger Belastung des Bogenträgers durch p ist !510 doppelt so groß. Das Ergebnis 
gestattet, den Anteil der Längskräfte auch in allgemeinen Ansätzen für !510, ö11 abzuschätzen. 

Winddruck. (Der Anteil der Längskräfte in !510 wird vernachlässigt.) 
a) Einseitiger Winddruck w im Bereich a bis c. Das feste Auflager von Bogenträgern mit 

Zugband liegt bei a. Abb. 498. 
Hauptsystem: Balkenträger mit festem Auflager in a. 

w r 4 
Für w = w0 sin 2 at winkelrecht zur Mittellinie ist: b10 = T (j) , 

(}) = - sin at0 ( ; + 3 cos at0 - -~ cos2 at0) + at0 ( 1 + ~- cos at0 + 2 cos2 at0 - cos3 at0 ) • 

Abb. 498. 

1 
B = T ( W v 11 - Wh e) ; 

~ 11 sin3 at0 _ _ 3 W v 
Yw = - e = -- 11-- e 4 2- cos at0 (3- cos 2 at0) 4 Wh 

w r 2 
a bis c: _,7!,f0 =Bl~'---0-- (l-cosat)2; 

3 
c bis b : M 0 = B l ~~ . 

w r 4 
Für die waagerechte Belastung w = w0 = const auf die Höhe f ist ö10 = T (j) . 

ia~ c bis b: M~ = '/i)of2 ~'· 
2 
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b) Einseitiger Winddruck w im Bereich c bis b eines Bogenträgers mit Zugband. Das feste 
Auflager liegt bei a. Der Belastungsfall entsteht durch Überlagerung des Kräftebildes aus Be· 
lastungsfall a mit dem Kräftebild aus Wh in b. Hauptsystem wie unter a. !5;_'0 = 0. 

~ M 0 = WAy; !510 =- WAr3 (1X0 - 3sin!X0 cos IXo+ 21X0 cos2 1X0). 

Statische Untersuchung eines Brückenträgers mit Zugband (Abb. 499). 

Beispiel zur Anwendung der Tabelle 41 S. 514ff. unter Berücksichtigung folgender Ausfüh-
rungsmöglichkeiten: 

1. Genietetes Zugband. F, = F • •. Anschluß am Kämpfer vor Ausrüstung des Bogens. 
2. Zugband aus Eisenbeton. Anschluß am Kämpfer vor Ausrüstung des Bogens. 
3. Genietetes Zugband F, = F.,. vor dem Anschluß am Bogenkämpfer um die Länge L1 z 

gereckt und nach Ausrüstung des Bogens einbetoniert. 

l = 68,00 m, f = 11,33 m, F, = 1,39 m 2 , fc = 0,47 m 4 , ]./] cos cx = 1 . 

Zugband: F., = 0,045 m 2 , 

Eb = 2100000 tm2 , 

EbfE, = 1/10, cx1 = 0,00001 . 

A. Belastungdurch gleich
förmig verteiltes Eigen
gewich t ( Gleichgewichtsgruppe q, 
H 0 ) unter Berücksichtigung des 

Schwindens. q = 10,7 t(m. 
H 0 = ql2(8/=545,861 t; Schwind
wirkung nach S. 35 mit I= -15°. 

Nach (816) ist: 

Fbz = 1,40m2 , 

." 
x1 =- 1-.f.-." H •• 

Abb. 499. 

Z=Ha+X1 +Xlt, M=- y (X1 +Xu), v nach S. 515. 

15 1 (0,47 1 0,47 ) 
Lösung l. ." = -8 u,332 1,39- + 10 0,045 = 0,00494 + 0,01526 = 0,02020. 

X 1 =- 10,808 t. X1, =- 2,120 t. z = 532,933 t, 

M = + 12,928 · y, Llz = ZlfE,F., = 0,0383 m. 

Einsenkung der Scheitelquerschnitte. <5, = o c, 1 + o,,2 + o c, 3 . Nach (186) ist 

!5,, 1 = f M M dx =- 4~ jl 2 (X1 + X 11) =- 5457,28 (X1 + Xu) = 70552, 

Die Anteile t5 '• 2 und t5 ,, 3 werden für einen Kreisbogen als Achse mit r = 56,65, cos cx0 = 0,8 
und F = F, = const angegeben. 

-• ], f- F. ], i X1 + Xu 12 J J. 3 u 2 = - N N - - d s = - --- H r Lln cos IXo - -- ---- - ,... - -- H r ln cos cx0 = 23 1 
c, F. F F. • H 0 8 r 2 Fe • ' 

t5.,a=EJ.J Ncx,tds =- E]0 cx1 tr (1- cos cx0) = 1677, 

~~./EJ. = 0,0715 + 0,0024 + 0,0017 = 0,0756 m. 

Lösung 2. Die Längskraft Z des Verbundquerschnittes entfällt zum Teil auf die Rund
eisenbewehrung (Z,), zum Teil auf den Betonquerschnitt (Zb)· Da hierbei nach Versuchen von 
E. Mörsch die mittlere Beanspruchung (fhz des Betons 80 tfm2 nicht überschreitet, ist die 
mittlere Zugkraft in der Stahlbewehrung z, = Z - 80 Fb. Der Ansatz für v Seite 515 enthält die 
Dehnung des Zugbandes mit F,E, für den Verbundquerschnitt. Sie wird durch die Einführung 
eines ideellen Elastizitätsmoduls E* auf die Dehnung der Stahlbewehrung bezogen (F 1 E, = F, E*). 

l 

_]-z_fc:ds = F.ZE* = F-Z.E';·.- und daher __1:_ -= _1_~•""' __ l__ H.- 80Fb = __ 1 -; 
- F. E* F. E, Z F. E, H 0 0,0566 E. 

0 
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15 1 (0,47 I 0,47 ) 
V= 8 ll,332 1,39 + 10 0,0566 = 0,00494 + O,Oll92 = 0,01686. 

X1 =- 9,050 t; 

M=+ ll,177·y; 

X 11 =- 2,127 t; 

Llz = 0,0385 m; 

z = 534,684 t . 

r5.jE]. = 0,0659 m. 

Lösung 3. Das Biegungsmoment j'\/fc im Scheitel ist in erster Annäherung Null, wenn die 
Reckung Llz des Zugbandes durch Pressen so groß gewählt wird, daß Z = H. = 545,861 t. Der 
Beton des Zugbandes ist bei unbelasteter Brücke spannungslos. 

Schwinden: E feLlz1 =-EJ.rx,tl =- r5u; Belastung q, H 0: 

[ Je fFe Eb Fe J [fc Eb ], J E] Llz2 = H -- -- ds + --- z ""'H --- l +- - -- l = H (r5" + r5'") . 
c • F. F E. F. • Fe E. F. • 11 11 

r5j'l = 22,9928; r5~{ = 71,0222; r511 = + 10067,4. 

Llz =[Ha {r5f~ + r5j'{)- r5lt]/E.Je = 0,0622 m; M.,""' 0; r5e/E Je= 0,0041 m. 

B. Veränderliche Belastung. Gleichung der Einflußlinie nach S. 515: 

X _ 5 68,0 1 "_ 3 1 " 
l- -S- 11,33 l + V Wp- •7511 1 + V Wp . 

Lösung l. V= 0,02020; xl = 3,6768 w_p; ~ = 0,5: xl = I,1490 t. 

Lösung 2. v = 0,01686; X 1 = 3,6889 w_p; ~ =0,5: X 1 = 1,1528 t. 

Lösung 3. Die Längskraft H 0 aus dem Eigengewicht wird von dem Stahlband allein auf
genommen. Für die Längskraft Z - H 0 = X 1 aus der Verkehrsbelastung gilt das Zugband als 
homogener Querschnitt (F z E. = Fiz Eb), solange der Beton rissefrei bleibt. Daher ist 

Abb. 500. 

= 15 _!__ (0•47 1 ~·47 ) = 0 00494 + 0 00371 =000865. 
V 8 ll,332 1,39 + I,85 ' ' , 

X 1 = 3,7I89 w_p; ~ = 0,5: X 1 = I,I622 t. 

C. Anwendung der vereinfachten Annahmen S. 5I6. 
Die Einflußlinie X 1 ist eine Parabel. Für Lösung 3 wird 

3 I(Je Eb]c') 3 3 0006 V = - - - - - + -- - = 0 00 95 + 0 00 02 = 97 . 
2 f2 Fe E. F. ' ' ' 
3 l WR 

xl = T T I+-V = 4,470 wR; 

Einflußlinie Mr: 

ip = ~- _!__ ~1-- = I,117.5 . 
I6 I I+ V 

M, = I,ll751]r · jl; 

~ = 0,5: X 1 = 1,1175 t. 

4 I*= ---I (I+ v) = 15,2120 m, 
3 

1Jr = Yr/f (Abb. 500a). 

Grenzwerte M,: Für v = 0 und p = 2,25 t(m werden H, und 
max ) M, 1 aus der Tabelle S. 518 erhalten (Abb. 500b u. c). 

Statische Untersuchung eines Hallenbinders mit Zugband (Abb. 501). 

Krümmung und Querschnitt sind konstant. Binderabstand 5,0 m. Beispiel zur Anwen
dung der Tabelle 4-1 S. 518: 

l =' 30,0 m, 11 = I5,0 m, f = 5,6 m, ] = O,OI7 m 4 , F = 0,320 m2, F. = 0,00687 m2 • 

r = 5~6 [ l + (~~rJ = 22,89 m. c = 22,89- 5,60 = I7,29 m. 

- I5,0 0 6 3 sm rx0 = 22 89 = , 55 , 
' 

17,29 
cos rx0 = 22,89 = 0,7554, 

rx0 ""' 40°56'2511 , arc rx0 = 0,7145, s = 2 · 22,89 · 0,7145 = 32,71, 

r511 = 22,893 (0,7145- 3 · 0,6553 · 0,7554 + 2 · 0,7145 · 0,75542) 

O,OI7 I 0,017 
+ 22,89 o,32- (0,7145 + o,6553. o,7554) + 3o,o 10 0,00687 

= 538,497 + I,471 + 7,424 = 547,392. 
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Das Ergebnis ~11 zerfällt in den Anteil öi1 aus den Biegungsmomenten, den Anteil Öil_ aus der 
Längskraft im Bogen und in den Anteil Öi'{ aus der Längskraft im Zugband. Nach S. 514 ist 

= 15i1j- 15{{ = 1,47_!_+ 7,424 = 0 01652 
v oi1 538,497 • · 

a) Halbseitige gleichförmige Belastung durch Schnee: 

o10 = 15~0 + oi'o = P 22:9~ { 0,6553 (-: · 0,6553 2 - 0,75542) + 0.7145 · 0,7554 (1- 2 · 0,65532)} 

15,03 o,o 11 [ 3 ~3 3 ~ 1 5 - p 3. 2-2.89 0,32 = p 5 16,12 - 2,61] = a 1 ,51 p. xl = 10 I 11. 

p = 5,0 · 0,075 = 0,375 t'm, X 1 = 3,640 t. 

SehniHrn-m 

~~ 
~ 

Abb. 501. 

b} Gleichförmige volle Belastung des Trägers durch Eigengewicht p = 3,6 tjm. Die 
Rechnung dient gleichzeitig zum Studium des Einflusses der Längenänderung von Bogenträger 
und Zugband auf die Schnittkräfte. 

äi 0 = 2 · 5316,12 p, 
010 

X 1 = ~ = 69,890 t, 
uu 

o;'o = - 2. 2,61 p. Ölo = 2. 5313,51 p • 
3,6. 30,02 

M. = ~8 -- - 69,890 · 5,6 = 13,62 mt. 

Der Anteil !5i~ der Längskräft(' im Zähler ist sehr klein. Ohne diesen wird 

Öl_o xl = T = 69,924t, 
11 

3,6 . 30,02 "' 6 3 3 M. =- ---·- -- 69,924 · a, = 1 ,4 mt. 
8 

Der Anteil o~0 wird daher stets vernachlässigt. Dagegen spielt bei der endgültigen Festsetzung 
der Schnittkraft l'vl, das Schwinden des Baustoffes eine wichtige Rolle. Mit t = - 15° ist 
nach S. 519 

15u = E].IX,t l = -170,10. XI= ~10 t 011 = 69,579 t. 
Ön 

M. = 15,36 mt. 

Werden die Längenänderungen von Träger und Zugband bei der Bauausführung ausgeglichen, 
so ist 

X *- Vio - 71 079 1--.-;-' t, 
0 11 

Mt = 3~6 ·:0•0~ - 71,079 · 5,6 = 6,96 mt. 

Um den mit dem Betrage M~ verbundenen wirtschaftlichen Vorteil auszunutzen, kann das 
Zugglied durch Sprengung an den Hängestangen um EJ.LJ.z = ö1 , verkürzt werden, 
so daß 

X - 15io_ + ö!,'o + ju -1-: 151, - ~5;..Q- X* M M 
1 - - - 1 und c = 't 

öi1 + öi't + ö;_'{ 15;1 

erhalten wird. ö1 , = Xt (o!l_ + o~'{) - ol_0 - !51 t. Bei Eigengewicht p = 3,6 tjm ist 

Öls= 71,079 (1,471 + 7,424) + 18,792 + 170,100 = 821,140. /J.z = 151,/E ]. = 0,0230 m. 
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Die Verkürzung wird bei Anordnung des Zugbandes nach Abb. 502a durch eine Sprengung 

t. = fz1Liz = flo,o · 0,023 = 0,480 m; 

bei Anordnung des Zugbandes nach Abb. 502b durch Sprengung nach einem Kreisbogen mit 
einem Pfeil von 

!. = f i z LI z = f i · 30,0 · 0,023 = 0,509 m, r, = 221,28 m 

erreicht. 
Die Biegungsmomente aus Eigengewicht und Schwinden sind in Abb. 503 bei 

geradem und bei nachträglich gesprengtem Zugband miteinander verglichen worden. 

mt 
Momen"k im Bogen: 140 

-- flir geMtles Zugbund 
- - - flir nuchlriiglich 10,0 
1 gespreniJ!eS Zu!JMno' 40 
a c + 
r-~--~---r--~~~~~~~~--~--~~ 0,0 

Abb. 503. 

40 

10,0 

Die Erhöhung der positiven Momente bei geradem Zugband aus der Verlagerung der Bogen
achse bleibt unberücksichtigt. Für nachträglich gesprengtes Zugband ist sie verschwindend 
klein. 

Müller-Breslau, H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd. 2, 2. Abt. S. 513. 
Leipzig 1908.- Hartmann, F.: Statisch unbestimmte Systeme. Berlin 1913.- Ku ball, H.: 
Zweigelenkrahmen aus Eisenbeton mit Berücksichtigung des veränderlichen Trägheitsmomentes. 
Berlin 1920. - Troche, A.: Der Einfluß der Temperatur auf den Horizontalschub parabo
lischer Zweigelenkbogen. Bauing. 1925. -Derselbe: Der Horizontalschub kreisförmiger Zwei
gelenkbogen. Beton u. Eisen 1925. - Vgl. auch die Literatur auf S. 557. 

56. Der beiderseits eingespannte Bogenträger. 
Die Bogenform ist gegeben, der Verschiebungszustand des Trägers unabhängig 

von denjenigen Bauteilen, welche zur Eintragung der Lasten dienen. Die Bogen
kämpfer sind auf starre Widerlager abgestützt oder elastisch in den Enden eines 
Balkenträgers eingespannt. Wird dieser außerdem durch Zugglieder mit dem Bogen

Abb. 504. 

träger verbunden, so überschreitet die Berechnung den Umfang 
einer einfachen statischen Aufgabe (Abschn. 58). 

Der beiderseits eingespannte Bogenträger ist dreifach statisch 
unbestimmt. Die Schnittkräfte werden aus einem statisch be
stimmten oder einem zweifach statisch unbestimmten Haupt
system berechnet. Die statisch überzähligen Größen sind bei 
der Wahl eines Dreigelenkbogens als Hauptsystem am kleinsten, 
so daß nach S. 170 die besten Ergebnisse bei der Überlagerung 
der statisch bestimmten Anteile aus Belastung und überzähligen 
Größen erzielt werden. Dafür ist die Berechnung und Aufzeich
nung der Einflußlinien als Biegelinie des Hauptsystems durch die 
Art der Randbedingungen nicht so einfach wie beim Balken
träger auf zwei Stützen und wie beim Freiträgerpaar. Diese 
werden daher als Hauptsystem in der Regel vorgezogen. Um da

bei trotzdem relativ kleine überzählige Größen aus einer vorgeschriebenen Be
lastung q zu erhalten, wird diese durch geeignete Zusatzkräfte Hq ergänzt, die be
kannt sind, untereinander im Gleichgewicht stehen und einen Anteil der inneren 
Kräfte des Trägers bedeuten (Abb. 504}. 



Ableitung der Schnittkräfte aus einem statisch bestimmten Hauptsystem. 523 

Ableitung der Schnittkräfte aus einem statisch bestimmten Hauptsystem. 
Die überzähligen GrößenX1 , X 2 , X 3 sindentwedernach (475) durch eine mechanische 
Transformation statisch unbestimmter Schnittkräfte oder nach S. 274 als Gruppen
lasten derart bestimmt, daß die Nebenglieder 1512 , 1523 , 1513 der Matrix der Elasti
zitätsgleichungen Null sind. In diesem Falle ist dann 

K - t'ltr?<J X - t'l 2 Q<l X - t'lsQ<l (817) 
.L 1 - ~ ' 2 - ~ ' 3 - (J33 • 

Dieses einfache Ergebnis darf jedoch nur verwendet werden, wenn die Neben
bedingungen 

1523 = 0, 1531 = 0 {818) 

nachgeprüft und vollständig erfüllt sind. 
Lösung bei Symmetrie des Tragwerks. 
a) Das Hauptsystem ist ein Balkenträger auf zwei Stützen (Abb. 505). 
Die überzählige Größe X 1 besteht nach S. 274 aus den beiden, um die Strecke y1, 0 

parallel verschobenen, statisch ·unbestimmten Komponenten H der Stützkräfte, 
als Gruppenlast nach S. 283 aus den Kräften H und zwei gleich großen Biegungs
momenten Ya 1 = Y b 1 =-H · y1 0. Die beiden anderen, von X1 unabhängigen über
zähligen Größen X 2 und X3 beziehen sich mit X 1 = 0 auf den beiderseits ein
gespannten Balkenträger, dessen Einspannungsmomente in a und b durch Ya, Yb 
bezeichnet werden. 

X2=~(Ya-Yb), 

Die Verschiebung 1513 ist nach S. 196 Null für 
a a 

J 1•d ·J 1·d Y1, 0 = Y1 7 s . T s . (819) 
Abb. 505. 

b) Das Hauptsystem ist ein Freiträgerpaar (Abb. 506). 
Die überzählige Größe X 1 besteht nach S. 274 aus den beiden um die Strecke y2, 0 

parallel verschobenen Längskräften -Ne im Bogenscheitel c oder nach S. 283 aus 
einer Gruppenlast, die sich aus der Längskraft -Ne und dem Biegungsmoment 
Yc 1 = -NcY2 0 im Bogenscheitel zusammensetzt. Die überzählige, von X 1 unab
hängige Größ~ X 3 ist das Biegungsmoment Y c im Scheitel des beiderseits einge
spannten Balkenträgers. 

Als überzählige Größe X 2 wird eine Funktion der Quer
kraft Qc im Bogenscheitel verwendet. X 2 = + Qcl1 . Die Ver
schiebung b13 ist nach (471) Null, wenn 

a a 

-J 1·d ·J1·d Y2,0- Y2] s . T s. (820) 
Abb. 506. 

c) Das Hauptsystem ist ein Dreigelenkbogen träger (Abb. 507). 
Die statisch unbestimmten Biegungsmomente Ma, Mb, Mc sind nach (468) 

Funktionen dreier statisch überzähliger Gruppenlasten, von denen X1 und X3 

symmetrisch, X 2 antimetrisch ist. Sie werden daher nach folgender Transformation 
angeschrieben (Abschn. 36): 

-Ma=Ya=Xa+X2+Ya1Xl; } 
-Mb= Yb=Xa-X2+ Ybl X1; -Mc= Yc=X3 +X1. (821) 

Infolge der Symmetrie ist 

Yal = Yb1> 1512 = 0, 1523 = 0 Abb. 507. 
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und nach S. 284 auch 1513 = 0, wenn: 

I y1 ~ ds 

-s;?; ds 

Daher sind die Biegungsmomente infolge von - X1 =, 1 

(822) 

M1 = ;l:'_1_- t 2_ 2'1-'~ = - 1- (y1- Y1,o) = - 1- (Y2,o- Y2) = - 1- Y (823) 
I I Y2,0 Y2,0 Y2,0 Y2,0 

bis auf einen konstanten Beiwert ebenso groß wie in den beiden Fällen a) und b). 
Die Schnittkräfte werden nach der Begründung auf S. 522 nur für das erste und 

zweite Hauptsystem angegeben. Die Lösungen stimmen in formaler Beziehung 
überein, wenn die Einflußlinien N 0 , M 0 , Q0 des Balkenträgers oder Freiträgerpaares 
unter Beachtung der Vorzeichen aufgetragen und die Schnittkräfte N 0 , M 0 , Q0 
aus einer vorgeschriebenen Belastung q und den erwähnten Zusatzkräften Hq be
rechnet werden. Hq = M 0 cff. In diesem Ausdruck bedeutet M 0 c das Moment der 
äußeren Kräfte aus der Belastung q eines Balkenträgers, bezogen auf den Schwer
punkt des Scheitelquerschnitts c. 

Die Hauptglieder 1511 , 1522 , 1533 der Matrix der Elastizitätsgleichungen werden nach 
(299) gebildet. 

Belastungszustand -X1 = 1: M 1 = y, N 1 = cosa, Q1 = sin a. 

Belastungszustand -X2 = 1: M 2 =-x/l1 , N 2 = I/l1 ·sina, Q2 =-1/l1 ·cosa. 

Belastungszustand -X3 = 1: M 3 = 1, N 3 = 0, Q3 = 0. 

-" - ], I 2 F,d I 2 J, d . -" - Je f . , 2 F,d I x2 Je ·d 'l un- F, cos aF s+ y J~osiX X, u22-p; sm aF s+ tfjcoW. x, 
(824) 

15 =J- }c dx 
33 j COS IX ' 

J cos2 a j ds ~ l, J sin2 a ;~ ds ~ 0. 

Die Belastungszahlen ergeben sich nach (299) mit M 0 , N0 für die äußeren Kräfte 

10 F, F 0 j cos IX ' 
15 =!'JN0 cosa~ds+JM y _], dx· JN0 cosrx!'_F~ds~O, I 

] c f sin IX f x ] c f sin IX F, 
1520 = -F, N 0Tds- M 0 z; 1 cos IX dx; N 0 T F-ds ~ 0, I (825) 

(j =JM--J_'_dx. 
30 O j COS IX 

Abb. 508. 

Belastungszahlen aus Temperaturänderung t, Llt und 
Stützenbewegung: 

bu=Efc(rxttl+ JyiX': 1 ds); l 
152t=O; l5 3 t=EJcfrx~.1_t_ds. 

151s = EJc[Y1,o(C[Ja- C[Jb)- Lll]' 

(j2s = -EJc [(cpa + C[Jb) + ~ (LJa- Llb)J' 

153s = -Efc(C[Ja- C[Jb) · 

(826) 

(827) 

Die Vorzahlen und Belastungszahlen werden bei einer beliebig vorgeschriebenen 
Bogenform durch numerische Integration nach S. 95, am besten mit den Rechen
vorschriften des Zahlenbeispiels S. 545 bestimmt. 
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Unter Umständen empfiehlt sich auch die Verwendung von n Stufen konstanter 
elastischer Wirkung nach S. 96 (Abb. 509) 

I l 

c=e - 1• = !_ "_L,-L1x oder -_- _F.,__l_ \'l'·T· 
m J ". cos O(m n .L.J J cos 0( C - em F - ~/, .L.J F X • 

I) m 0 

Dabei bedeuten die Summanden die mittleren Ordinaten einer beliebigen 
teilung L1 x des Integrationsbereiches l (also 
auch l = r · L1 x) der beiden Funktionen t 
Jc!Jcosrx (Abb.509a) undFcfF (Abb. 509b). "'~,~ 
Die Vorzahlen werden dann durch einfache 
Summenbildung über die mittleren Ordi
naten (m') der Intervalle em oder em er
halten (Rechenvorschrift S. 550). 

n n 
fc - \1 yr 

l5n = F c ..::..,; cos rx + c ..::..,; y2, 
c 1 1 

n n 

1522 = /_._ c Y: ~in2 0(- + c \I (!-)2 (829) 
F c .:;..; cos 0( .L.; l 1 ' 

1 1 

1 n 
Y2,o = n .LJY2• 1533 = nc. 

1 

n n 

1510 = ~." c); N 0 + c}) M 0 y, 
c 1 1 

n n 

152o = {.,• c}; No t~ 0( - c}; Mo~, (830) 
c 1 1 1 1 

n 
l5ao = c 2: Mo. 

1 Abb. 509. 

(828) 

Unter-

Symmetrie der Belastung: 1520 = 0, X 2 = 0, X1 9= 0, X 3 9= 0, Q c = 0. 
Antimetrie der Belastung: 1510 = 0, 1530 = 0, X1 = 0, X 3 = 0, X 2 9= 0. 

Die Einflußlinien der überzähligen Größen stimmen bis auf einen Multiplikator 
mit den Biegelinien überein, welche für die Belastung - X1 = 1, - X 2 = 1 oder 
- X 3 = 1 eines Balkenträgers auf zwei Stützen oder eines Freiträgerpaares fest
gestellt werden. Dies geschieht rechnerisch oder zeichnerisch nach Abschn. 21. 
Dabei werden die elastischen Gewichte ~m1 , ~m 2 , ~". 3 verwendet, die nach (206) 
aus den stetigen elastischen Kräften 'ro1 = y · J c /] cos rx, 'ro 2 = - ~ · J c /] cos rx, 
tu3 = 1· !elf cos rx entwickelt werden. Ohne Rücksicht auf die Längskräfte aus 
- xl = 1 usw. ist bei geometrisch verschieden großen Intervallen c;,. = Cm 

~m1 = ~· (Ym-1 /.,.~1-!o~ ;,".-_-; + 2 Ym J:~s~-;:) 
+ c;n+1 (2 Je -t . Je - -) 

- 6- YmJ;:Cü~-;: - Ym+~]:;;1 cüs-0(".+1 • 

- ~ 2 = ~f. (Xm-1 Je + 2 :_,,,_ Je ) 
m 6 l1 ] "._1 COS O(m-1 l1 ] m COS O(m 

+ c;"+l (2 x.,._ --·je ___ + Xm+l Je ) 
6 l1 ] m COS O(m l1 ] m+l COS O(m+l ' 

(831) 

~ 3=~'~(----]_• ____ +2~-) 
m 6 ] m-1 COS O(m-1 ] m COS 0(". 

+ c:,.+l (2- - ]~ -- + ]. ) 
6 ] m COS 0(". ] m+1 COS O(m+l ' 



526 56. Der beiderseits eingespannte Bogenträger. 

Sonderfall geometrisch gleich großer Intervalle c;" = c'. 

6 m3m1 = Ym-1 --~f_c_ __ + 4ym __ _}~-- + Ym+l ___ }" ___ ' 
c' J m-1 cos otm-1 J m cos otm J m+1 cos otm+1 

- ~- m3 = Xm-1 Je + 4 ~""- - Je + Xm":! Je (832) 
C1 m 2 [1 fm-1C0Sotm_1 [1 fmCOSotm l1 fm+lCOSotm+1' 

~- m3m3 = ____ }__c -- + 4 - _}_" ___ + __ ]_. ___ . 
C ] m-1 COS otm-1 ] m COS otm · ] m+1 COS otm+l 

Wird die Funktion tu im Bereiche (m - 1) ... (m + 1) durch einen Parabelabschnitt 
mit den Ordinaten ltlm_1, ltlm, ltlm+l ersetzt, so treten an die Stelle von (832) die 
m3-Gewichte nach den Angaben (207). 

Sonderfall elastisch gleich großer Intervalle c = emfc /] m cos ct.m mit den 
Funktionswerten Ym•, Xm·fl1 und 1 in den Mittelpunkten m' der Intervalle em. 

l c m3m1 = Ym', 
1 ~ _ X 111 , -c- m2-T' 

l 
- m3m3 = 1. c 

(833) 

Die Verwendung der elastischen Gewichte zur Berechnung der Ordinaten der 

Biegelinienbm1, !5m 2 , 15m 3 wird auf S.550gezeigt. Dab12 =fy·fc!JcosC/..·dx=0 

und !513 = J xy · lc!l cos C/..·dx = 0, ist A111 , 1 = 0; Bw, 1 = 0 und Q1u, 1 in Bogenmitte 
Null. Die Tangenten an die Biegelinie der beiden Hauptsysteme infolge von 
- X 1 = 1 sind daher am Bogenkämpfer und am Bogenscheitel waagerecht. Die 
Verschiebung !511 kann durch eine horizontale Biegelinie geometrisch nachgeprüft 
werden. 

Dagegen sind, wie sich leicht einsehen läßt, ä22 und !533 in den Biegelinien 
!5m 2 = IDf111 2, !5m 3 = ID11u 3 bereits geometrisch enthalten. Die Ordinaten der Ein
flußlinien X 1 usw. werden daraus nach (817), also durch Division von bm1 mit !511 

usw. berechnet und aufgetragen. Sie können nach S. 125 auch unmittelbar auf
gezeichnet werden, wenn das Richtungsbüschel der Biegelinien bm 1 usw. nicht die 
Polweite I E lc I m31-Einheiten, sondern I !511 I m31-Einheiten erhält. Dasselbe gilt 
für die Einflußlinien X 2 und X 3 . Die Polweiten der beiden anderen Richtungs
büschel sind Hw 2 = I o22 l m3 2-Einheiten, H 1u 3 = I !533 1 m33-Einheiten. Der Betrag der 
elastischen Gewichte kann auch nach den Ansätzen S. 135 entwickelt werden. 

Die Schnittkräfte des Balkenträgers oder Freiträgerpaares aus einer vorgeschrie
benen Belastung q, den Zusatzkräften Ha und den zugeordneten statisch über
zähligen Größen sind 

N = N 0 - X1 cos rx - X 2 si~ ot, Q ~ Q0 -- X1 sin (J. + X 2 c~: ot , l (834) 

M = M 0 - X1y + X2 z-- X 3 • 
1 

Symmetrie der Belastung: l 
X 2 =0, Qc=O, Nc=Nc 0 -X1, Mc=Mc 0 -X1y2, 0 -X3, (835) 

Ma=Mb=-Xa+X1Y1,o• M=<1l_,71,fo-Xty-Xa. 

Antimetrie der Belastung: l 
X1=0, ~3 =0,_ Mc=O, ~:)=0, Qc=Qco+X2jl1 , (836) 

Ma--Mb--X2, M- M 0 +X2xjl1 . 

Die Buchstaben x, y bezeichnen die Koordinaten des Bezugspunktes des Biegungs
momentes. Die Vorzeichen richten sich nach dem Achsensystem der Abb. 505. Sie 
beziehen sich bei der Bildung der Kernmomente auf einen der beiden Kernpunkte 
des Querschnitts (vgl. S. 28). 
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Die Biegungsmomente für vorgeschriebene Belastungen lassen sich nach den 
Regeln auf S. 7l aufzeichnen. Darnach ist mit ~ = xfl1 

M = X1 ( 111__o+_i~L~-~;J - y) = X1 ( ~:~- y). (837) 

Fällt die Mittelkraftlinie aus der Belastung q und den Zusatzkräften Hq mit der 
Mittellinie des Bogens zusammen, so ist mit X1 = iJH 
(Abb. 510) 

M 0 = 0 , N 0 = - H q/ cos IX , 

H = Hq+ X 1 , X 1 = -Hq {: f ~~ ds/tJ11 , 1 (838) 

M = -X1 y, Abb. 510. 

{)11 = {: J cos2 IX ;~ ds + J y2 }" ds =(I+ v) f y2 j• d s. (839) 

Mit 

Je f Fe d f 2 ]. d Je f ( · 2 2 ) Fe d /JI.f - -- S' y -- -- S = -- Sln IX + COS IX --- S u 1'1::! V 
F. F . J F. F 11 

(840) 

ist 

(841) 

(842) 

Ableitung der Schnittkräfte aus einem statisch unbestimmten Haupt
system. Die Schnittkräfte lassen sich auch aus einem statisch unbestimmten Haupt
system mit der Längskraft -Ne als überzähliger Größe X 1 in dem beiderseits ein
gespannten Träger entwickeln. Die Belastung erzeugt die Schnittkräfte N&2l, M&2l, Q&2l 

und die Einspannungsmomente M~2J, Mb2J, die Kräftegruppe - X 1 = 1 die Schnitt
kräfte N~2l, M~2l, Qi2l und die Einspannungsmomente M);{, Mb2{. Sie werden bei 
beliebiger Trägerform nach (345), bei Symmetrie nach (359) mit den überzähligen 
Größen Ya, Y b eines statisch bestimmten Hauptsystems berechnet. Wird diese 
für die folgenden Angaben ebenso vorausgesetzt wie auf S. 523, so ist 

Yao = } (M~2J + Mb~), Ybo = + (M~2J - Mb~), 1 
Ya1 = + (M~2{ + Mb2{), Yb1 = -~- (M~~- M62{) = 0, 

Y -M(2)_M(2)_ 1 - f Je d ·f Je d I a1- a1- b1-- • Y1,o-- Y1-]c-osoc- X. } coS(X X' 

(843) 

X1 = bi~ I c5~3.>, X1 = tJ!,;if tJ~2{ · (844) 

Zähler und Nenner werden nach (305) berechnet. 

{J< 2l= ]_"_fNWlcOSIX F. ds+ JM<0ly _ _]c dx l 
10 Fe o F o J cos ot ' 

(845) 
f5<2l = }_c_ f cos2 IX F~ d s + J y (y - y ) _j__c_ - d X 

11 F c F 1 1 1, o J cos ot ' 

c5i1l =EI c 'Xt t l, c5i2i =EI c [Yt,o ((/Ja- q;b) - jj l] (Abb. 508). (846) 

Die Biegelinie c5!,;~ des beiderseits eingespannten Trägers wird ebenso wie auf S. 525 
aus der stetigen Belastung tu~2 l = y I c /] cos IX entwickelt. 

N=N&2>-X1 cos:x, M=M&2>-X1 y, Q=Q&2>-X1 sin('J.,. (847) 
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Bei veränderlicher Belastung sind N&2>, M&2>, Q&2> Einflußlinien des beiderseits ein
gespannten Trägers. Bei vorgeschriebener Belastung werden die Biegungsmomente 
wieder nach S. 71 aufgezeichnet. 

M = X 1 e~:> -y) . (848) 

Damit ist gleichzeitig auch die Mittelkraftlinie der Belastung unter Beachtung der 
vorgeschriebenen statischen Randbedingungen gefunden worden. 

Elastische Einspannung des symmetrischen Bogenträgers. Die elastische 
Bewegung der Widerlager führt zur Erweiterung des elastischen Systems. Dasselbe 
gilt daher auch für die virtuellen Arbeiten 11 <511 , 12<522 , 13<533 . Jeder Anschluß
querschnitt a, b des Bogenträgers verschiebt sich infolge einer hier angreifenden 
Kraft 1 in waagerechter Richtung um die Strecke e11fE Je, infolge eines hier an
greifenden Kräftepaares um die Strecke e12/ E J c. Dabei verdreht sich der Quer
schnitt um den Winkel e22/Efc· Die Buchstaben e11 , e12 , e22 bezeichnen daher 
den EJ0 fachen Betrag der Verschiebungen. Ihr Einfluß auf den Parameter y1, 0 

ist auf S. 277 abgeleitet. 
a a 

Y~o = (f Y1 r- ds- e21) : (J jj- ds + e22) (Abb. 5ll). 
c c 

Die Vorzahlen des Ansatzes (824) werden in <5t1, <5;2, <5:3 ab
geändert. Sie sind nach Abb. 5ll 

<5tl = <5u + 2 [(eu + e12 Y~ o) + (e21 + e22 Y1~ o) Y~ oL 

t:5tl = <5u + 2 (eu + 2 e12 Y~o + e22 yt,5J, 
<5;2 = <522 + 2 e22 , <5:a = <5as + 2 e22 , I 
X1 = <51 Q9/ <5tl, X2 = <52Q9/ 15;2, Xa = <5aQ9/ <5:a · 

\ (849) 

Bogenträger mit ungleich hohen Kämpfern. Die unabhängige Berechnung 
der drei statisch überzähligen Größen ist auf S. 274 gezeigt worden. Dasselbe Er
gebnis kann auch durch die Bildung von statisch überzähligen Gruppenlasten nach 
Abschn. 36 erzielt werden. Der Ansatz ist auf S. 286 angeschrieben. Daneben 
läßt sich auch mit Vorteil der beiderseits eingespannte Balkenträger als Haupt
system verwenden. Die Untersuchung bedarf nach den Bemerkungen auf S. 275 
keiner Erläuterung. 

1 Der Eingelenkbogen. Der beiderseits eingespannte Bogen-
a c· träger mit Scheitelgelenk hat nur Bedeutung für Bauwerke mit 

kleinem Pfeilverhältnis, deren Spannungen aus dem Schwinden 
des Baustoffs und aus Temperaturänderung im Vergleich zum 

b w· Bogenträger ohne Gelenke vermindert werden sollen und deren 
,-~ -~ I Bogenstärken nächst dem Bogenscheitel nur klein sein können. 

'f' ,9.: Um die waagerechte Stützkraft des Eingelenkbogens herabzu-
c j j setzen, kann dieser bei kleinen Stützweiten als Kragträger aus-

gerüstet werden. In diesem Falle entstehen waagerechte Kräfte 
nur aus Temperaturänderung und Nutzlast. 

. Die statische Untersuchung bedarf nach den ausführlichen 
Abb. 512. · Bemerkungen dieses Abschnitts keiner Erläuterung. Die beiden 

statisch überzähligen Größen können nach Abschn. 35 und 36 
stets unabhängig voneinander angegeben werden. Bei Symmetrie des Tragwerks 
sind entweder X1 = - N 0 , X 2 = Qc äußere Kräfte eines Freiträgerpaares oder 
X1 =! (Ma + M 0), X 2 =! (Ma - M.) die statisch unbestimmten Gruppenlasten 
eines Dreigelenkbogenträgers (Abb. 512). 
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Besondere Bogenformen des beiderseits eingespannten Bogenträgers. 
Um die Vorzahlen und die Belastungszahlen des Ansatzes formal integrieren zu 
können, wird die Funktion y der Mittellinie nach S. 508 als Parabel, Kreisbogen 
oder Kettenlinie mathematisch beschrieben und die für den Querschnitt maßgebende 
Funktion I c /] cos rx = C (x) nach 

C (x) = 1 - (1 - n) ~2 r (Abb. 486) oder C (x) = fl (1 - q; ~o] ~ c) 

angenommen. Die Beiwerte n und r sind auf S. 50H, die Beiwerte fl• q; und c auf 
S. 534 erläutert worden. Die Rechnung wird für n = 1 oder für fl = 1 am ein
fachsten. Die Ergebnisse sind in Tabelle 42 enthalten. 

Nach dem Ergebnis der Zahlenrechnung aufS. 538ff. stimmen die Einflußlinien 
der überzähligen Größen und ihr Betrag für ausgezeichnete Belastungen für die 
beiden Annahmen der Bogenkrümmung nach einer Parabel oder nach einer Ketten
linie nahezu überein. Sie sind also nur unwesentlich von der Bogenachse abhängig, 
können daher angenähert auch dann nach den einfachen Ansätzen beim Parabel
bogen berechnet werden, wenn die Bogenachse nach einer Kettenlinie gekrümmt 
ist. Dies gilt jedoch nicht für die Wirkungslinie von X 1, also für den Abstand 
y1, 0 (819) und für die Biegungsmomente. Diese sind von der Bogenform wesentlich 
abhängig und, wie zu erwarten, bei einem überschütteten Bogen mit der Ketten
linie als Achse günstiger als bei der Parabel. Dies liegt an dem Einfluß des 
Eigengewichts. 

Tabelle 42. Beiderseits eingespannter Bogenträger mit analytisch 
bestimmter Mittellinie. 

1. Die Mittellinie des Bogenträgers ist eine ParabeF. 

~ = xjl1 , ~' = 1 - ~, 

rh,o = Y1,o/f, 'Y/2,0 = 1 - 'Y/1,0, 

y = /[(1- ~2)- 'YJI,o]. 
Hauptsystem: Balkenträger auf zwei 
Stützen (l = 2l1). 

X 1 =H, 
X 2 = ·~(Ya- Yb), 

X 3 = ~ ( Ya + Y b) , 
x2 x2 

A = A0 + 4 , B = B0 - 4, 

Abb. 513. 

Ma=X1Y1o=t=X2-X3. 
b ' 

---1 

Die Integration der Ansätze (824ff.) liefert in Verbindung mit (819) folgende 
Ergebnisse: 

a) Bogenform mit Ic!J cos rx = 1- (1- n)~2 r, 

r=l,2,3 ... oo, 

2 4 r (2 + r) + 3 n 
'Y/1,0 = :f (3 + 2 r) (n + 2 r) ' 

n = I c/ I a COS !Xa (Abb. 486). 

[ l- n] 
!533 = 2 ll 1 - i + 2 r . 

1 Anwendung: Beispiel S. 535 und S. 538. 
Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 34 
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Gleichungen der Biegelinien: 

d2 15m2 X - = +-[1- (1- n)~'"] 
d~ 4 I 

d~:~a =- [1- (1- n)~2r]. 

l~ [ 3 (1- n) 1- ~2 <1+rJJ 
~ 2=--~ (1-~2)------

m 6 3+2r 1+r 1 

l~ [ • 1 - n 1- ~2 <l+•JJ 
~ma=2 (1 -~-)-1+2r 1+r · 

Belastungszahlen für besondere Belastungsfälle: 

pammm pz~ 1 
~ ~~o=41 1 +v~n~ 

pllll!l!llll!lllll!!ll 

~ 
<520 = 01 P lf [ 6 (1 - n) J 

15 2o = - 24 1 - (3 + 2 r) (2 + r) 1 

Pli [ 3 (1 - n) J 
15ao = 3 1 - (1 + 2 r) (3 + 2 r) 1 

2 3 [ 3 (1 - n) . l 
c5ao = 3 P l 1 1 - (1 + 2 r) (3 + 2 r)J 1 

1 ( ot2 (2HJ )l} 
- (3 + 2 r) (2 + r) 1 - 5 + 2 r ; 

<518 = + E fc [(f/Ja- f/Jb) 'YJI,of- Lll]; 

2 
<528 =- E Je [(q;a + f/Jb) + T (Lfa- Lfb)]; 



Tabelle 42. Beiderseits eingespannter Bogenträger mit analytisch bestimmter Mittellinie. 531 

b) Bogenform mit J.IJ cos oc = 1- (1- n};2; n =fe/Ja cos rt.a (Abb.486). 

2 4+n 175 Je 2+n 
'YJI,o= ~f2+n; v= 4 F.·fn(8+n)+8f3; 

(J =_i_l/2 ( 1 + )n(8+n)_+8/3. 
11 175 'JI 2 + n ' 

1 1 
CJ22 = 15 l(2 + 3n); CJ 33 = 3-l(2 + n). 

Gleichungen der Einflußlinien: 

X = ?~ _l_ C2 C'2 ~ n (4-+: n) + ~- n) (2 + n) C C' . 
I 4 I [3 n (8 + n) + 8](1 + v) ' 

X2 =- _l_C C'(1- 2C') (1 + 6 C'C !~-~) · 
2 2+3n ' 

X 3 = + C C' ( 1 + 2 C C' ~ ~ :) . 
Besondere Belastungsfälle: 

pamrn:rn 

~ 

pl2 1 
XI= 161 1 +V; pl2 1 

XI= 8t I+ V; 
pl2 3+2n 

X2 =- 64 2--t-3n; 

plll!l!!l\i!llililliil 

:.......---....: -< )i.-
X 2 =0; 

pzz 4 + n 
X 3 = 402+--n· 

V0 , M 0 (S. 530). 

pl2 4 + n 
X3 =2o2+n· 

X _pl2 _1_~(1+4n)+5n2. 
I-72/l+v 3n(8+n)+8' 

x2 = o; x = _1_pz2 !6+ 5_~ 
3 420 2+n" 

X _ pl2 3 7 n (4 + n)[1+ 3 a' (1+ 2 a')] + 4(1- n) (2 + n) a{1+ 2a' [2+5 a'(1+2<X')]} 
I-8toc ----- - - -[3n(8l-n}-t-8J(I+Vf- --- --- --

Temperaturändcrung und Stützensenkung wie unter 1, a) S. 530. 

c) Bogenform mit J.! J cos oc = 1 (Abb. 486). 

2 45 .Tc • 4 
'YJI,o=a; v=-4 F.f2' !5n=45lf2(l+v); 

Gleichungen der Einflußlinien: (Abb. 514, S. 532). 

l 
!522= 3; 

X = 15 !_ ~ _l_ r2 r'2 . v l r "., (1 2 '"') X l r "., 
1 4 I 1 +V<" <" ' -"- 2 =- -2 <" <" - <" ; 3 = 2 <" <". 

A = C'2 (1 + 2 C); B = C2 (1 + 2 C'); H = X1. 

Ma = l CC'2 [ 2 (1
5+ vj C -1 J; Mb = l C2 C' [2 (l~ v) C'- 1 J; 

M - _!___ r2 [1 _ 5 r'2] 
• - 2 "" 2 (l + v)"" · 

34* 
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Besondere Belastungsfälle: 

A -B-pt 
- - 6' 

pl l I 
H =56 TI+ v' 

pl2 7 jJ + 2 
M a = M b = - 420 1 + V ' 

p l2 3- 7 jJ 

Mc= -1680 1-tv · 
p l2 

'V= 0: max Mm = + 509 ; Cm = 0,233. 

j-E-«l~ 
piTIIIJI[[]]] I 

I :......-t-....1 -<a V w 

pl [ 1 ')J A= 2 oc l+oc (1+M ; 

B = 't1oc2 (1- oc' 2), 
2 

H = ~ oca 1 +~ ()(' (! ± 2 ()(') 
8/ 1 +V ' 

M = - P l2 oc2 6~0('3 +vjl + 2 ()(' -t!Q('2) 
a I2 1 +V ' 

p 12 6 0(12 - V (1 + 3 0(1) 

Mb = 12 rx3. -1 + v -. 

plllllllllllllllllllll 

~ 

pl l I 
H = 16/l +v' 

Jf = - p [2 3_ + ll1J 
a I92 l +V ' 

p l2 3 -5v 
Mo=l92T+v' 

p [2 jJ 

M 1,=4sT+v· 

Temperaturänderung und Stützensenkung w1e unter 1, a), S. 530. 

Abb. 514. Einflußlinien für Bogen mit Jcffcosrx = 1 (S. 531). 

seoo'o too'o 9JOo'P-

BiJO'o 
"" ... 

""' ~ 

o;:c/o '~ ~ ...., 
~ ..:::: ... 

·~ ~ 
~1"--, c;c;et'o ~ ~ 

... OMt'o 
~ ~ 

ol:? ·~ 

"" ~ 
~ 

~ ~ OBOO'o+ 
·~ ~ ~ 91TiJP'o+ 
~ 

~ ·~ 
~ 

<;tc;'o ~ ~ 
":: 811917 

">:! 
·~ 
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~ ·~ 

Btt'o ~ ~ 
·!!: ITBt'o ~ 
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~ 
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2. Die Mittellinie des Bogenträgers ist ein symmetrischer Kreisbogen mit l = 2 l1 , 

f und 2 a 0 (Abb. 515)1. 

~ = xjlp ~' = l - ~, 

ds = rdrx. 

r = ~- [ l + (71 n' e = r- f' 
sin rx0 = l1 jr, cos r:t. 0 = ejr. 

x = r · sinrx, 
y1 = r (cosrx- cosrx0). 

Hauptsystem: Balkenträger auf zwe1 
Stützen (l = 2 l1) 

A X 2 X 
= A0 + -1 , B = B - -~ 

1 0 11 ' 

Abb. 515. 

X 3 = } (Ya + Yb), 

M~ = X 1 YI, 0 =f X 2 - X 3 • 

Die Bogenstärke wird konstant angenommen: Jc/J = l. 

( sin 0(0 ) Y1 o = r - - - - cos r:t.0 , 
' 0(0 

[ sin 0(0 J y = r cos rx - -- ~- • 
<Xo ..: f 2d 3 [ sinCI(o (sin0(0 ) 2] J ( sin0(0 ) 

u11 = 2 y s = r o:0 l + -- ~;- cos r:t.0 - 2 - ~-- + F r rx.1 l + -~- cos r:t.0 , 

0 
q q ..: , f ( x ) 2 d r Cl(o ( sin cto ) . ..: f d u 22 = 2 --- s = -;~- l -- - - -- -cos r:t.0 u 33 = 2 s = 2 r 0(0 • 

11 smz Cl(o ao ' 
0 0 

Die Einflußlinien ergeben sich aus den Biegelinien bml• bm 2 , bma• deren Gleichungen 
nach (195) angeschrieben werden. 

( sin 0(0 \ 

d2 rl m 1 r cos Cl( - --<X~ -) d2 r5 m 2 r sin Cl( d2 r5 m" 1 
dxz ----;;o~~ --- dxz = ~~- cos Cl(' dJC2 -. 

cos Cl( 

Durch Integration ist mit Berücksichtigung der Randbedingungen: 

..: 3 sin 0(0 [ . • ) ao ( · 2 • 2 ) l um 1 =r ----- (cosrx+o:smrx)-(cosQ(0 +rx0 smQ(0 +-2 -.-- sm 0(0 -sln ()( , 
~ ~~ 

~ r2 [( • ) sin Cl( ( • J] um 2 = - 2 . . sm ()( cos ()( + a - ·:c- - sm 0(0 cos 0(0 + r:t.0 , sm 0(0 sm 0(0 

brn 3 = r2 [(cos IXo + IX0 sin 1X0) - (cos IX + IX sin IX) J . 
3. Die Mittellinie des Bogenträgers ist eine symmetrische Kettenlinie 2 : 

Y2 = y; (Q:og c -1), ~ = xjl1 • ~y 

Sie ist bestimmt durch l = 2l1 , f 
und die Belastungshöhen im Scheitel q,, 
im Kämpfer q1,. Verhältnis qkfqs = -x, 
Abb. 487. 

y; = u ~1 f' 
c = \lh:Q:o] x, 

Q:o] c = -x, E3in c = y -x2 - 1 . 
Abb. 516. 

+a: 

1 Wegen der Fehlerempfindlichkeit der Formeln empfiehlt sich die Verwendung einer Rechen
maschine. 

2 Anwendung: Beispiel S. 540. 
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Hauptsystem: Balkenträger auf zwei Stützen (l = 2 l1) 

a) Bogenform mit _lL- = 11 (l -· m ~of $ c) J cos <X r ' 

]. n=----1 a COS 1Xa ' 

[of c- n 
f1 = <Eof c- 1 ' 

p-1 
rp=---. 

ft 

(6in c ) q; (6in c ·) * (l + q;) -c-- 1 - 2 --c- <Eof c- l 

Y2,o=Y. --------~c--------, 
1- f(! -c-

Zur Abschätzung des Einflusses der Längskräfte genügen die Werte v für parabolisch 
gekrümmte Mittellinie und gleich großes n der Tabelle 42, 1, b) S. 531. 

[ ( q; 'P) 6in c 1 (6in c ) b11 = 2 f1l1 y: 2 (l + v) 7jJ2 - 2 'ljJ l + T (;- + 2 (1 + 2 rp '!fJ) -c- ~of c + l 
q; 6inc J -3 -c- (2 + ~of2c) , 

2 { [6inc 2 (6inc )]} b22 = 3 f-lll 1 - 3 rp -c- + C2 (;- - ~OJ c , (. 6inc) 
ba3 = 2f-ll1 l- rp -c- . 

Gleichungen der Biegelinien: 

bml = ~ y: ( ~ r {[ c2 ( 'ljJ + ~) - 2 (1 + rp '!fJ) ~of c + : ~of2 c J 
- [ ( '!fJ + ~) ($ c) 2 - 2 (1 + rp '!fJ) ~of $ c + -!- ~of2 $ c ]} , 

Besondere Belastungsfälle: 

p ITIITIIIIIJ 
I 

~ 
b2o =-~ Pl1 (': Y[c2 -12rp (~of c- 4 e>i;c + 6 <Eof : 2- !)], 

b30 = i-Pt1 (':Y[c2 - 3rp(~ofc- _@)i;c)J, 

• ( 11 )2 [ c2 
( q; ) ( Ein c) q; ( 6in 2 c)J b10 = f1YsPl1 c 3 'ljJ + 2 - (1 + rp'!fJ) ~ofc- --c + -8- ~of2c-~ · 

Für gleichmäßig verteilte Belastung p des ganzen Trägers ist b20 = 0, b10 und b30 

doppelt so groß wie für halbseitige Belastung. 

H = 3!__ (!!_-)2 • (S. 511) 
q y: c ' 

H 0 1 + v sin2 <X 1 H 0 • ( N = -- ------ ~ - -- --- S. 527). 
COS <X 1 + V COS <X 1 + V ' 
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b) B f 't 1• 1 ogen orm m1 1-- = . 
cos 0( 

'1'1 = 1 _Y2.o 
·1o I , 

_ * (@iin c ) • Y2,o- Ys -c- -1 , 

Gleichungen der Einflußlinien: 

Besondere Belastungsfälle: 

p!!l!!i!lill!!ll[!llll 

X - pl~. 
a- 3 ' 

lJ lliliiDID 
I I 

~ 

X * l (11)2 1 
1 = Ys p 1 c Öu X 

( Sin c ) y = y: -c- - {tof ~ c . 

H = ~ (!.!_)2 . 
q Y!" c ' 

" M=--H ·y· I+v q ' 

N ~ - - 1- -~ (s. unter a) . 
cos 0( 1 +v 

X [(1 + c~) @iin c _ _ (fof c _ Sin ~ c - ~ c @:of c + ~ ~ (~2 _ 3) 6in ~] . 
3 c c 6 c ' 

X2= -~i (1- ~2)2; Xa =PI; ~'2(3- ~'). 

Temperaturänderung und Stützensenkung wie unter 1, a) S. 530. 

Statische Untersuchung eines beiderseits eingespannten Gewölbes (Abb. 517) mit 
parabolisch gekrümmter Mittellinie und verschiedenen Annahmen über die 

Bogenform als Beispiel für die Anwendung der Tabelle 42 S. 529 ff. 

Y1 =I (1- ~2). 

Der Querschnitt ist nach S. 510 bestimmt durch 

J./J cos 0( = 1 - (1 - n) ~2r. 

Die Untersuchung wird durchgeführt für 

n=fc/JtCOSO(k = 0 

und veränderliches r (r = 1, 2, 3undoo). r = oo 100,0m---~ 
liefert mit J .!J cos 0( = 1 dieselbe Bogenform Abb. 517. 
wie n = I. Die geometrische Bedeutung der 
Annahmen für die Bogenform zeigt Abb. 486 S. 510. Die Zahlenrechnung nach S. 529 wird für 
r = 2 angegeben, im übrigen auf die Mitteilung der Ergebnisse beschränkt. 
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I. Geometrische Grundlagen. l = 2 11 = lOO,O m; f = 42,0 m. 

F, = F. = 2,1 m 2 ; ], = J. = 0,772 m4 ; ].,/] COS oc = 1 - ~2 r • 

2. Hauptsystem nach S. 529: Balken auf 2 Stützen (Abb. 513) 

2 4+2r 
?)l,o=-:f 3+2r; 

1 1 + 2 r 
1')2 • 0 = 3 3 + 2 r; 

Y= 

7Jr,o= 
1')2,0 = 

3. Vorzahlen für r = 2 nach S. 529 

I 2 

o,Boo 0,762 
0,200 0,238 

3 00 

0,74I o,666 
0,259 0,333 

k = [~5- (1--t=2r) (3:-2 r)(5+2-Y) -1Jto ( 1 -~: 2 ;)] = 185-5. ~-.-9- 0•7622 (I--}) 

0,772 1 
= 0,04342 ; 'JI = 2)- 42,02 k = 0,004800 ; 

!511 = 100,0 · 42,02 (I+ v) k = 7695,98; 

!522 = IOO,O. [! - ~ J = I9,0476; !533 = 100,0 [I - +] = 80,00. 

Y= I 2 3 00 

k= 0,03047 0,04342 o,osr rs o,o8889 
'JI= o,oo684o 0,004800 0,004074 0,002345 

ou = 54II,6o 7695.98 9059.55 15 716,89 
022 = 13,3333 19,0476 22,2222 33.3333 
!533 = 66,6667 8o,oooo 85,7143 IOO,OOO 

4. Einflußlinien der überzähligen Größen für r =' 2. 

a) X 1 nach S. 530 mit 1)2, 0 = 0,238; 61)2, 0 = I,428. 

61')2,0 
(I +-2 r) (f=Fr} = 0,0952, 

6 
(:3 + 2 r) (2 + r) = 0,2I429, ~2, ~4 vgl. Tab. 22 S. ll6. 

~ ~2 ~4 ~6 ~8 I- ~2 I- ~4 I- ~6 I- ~8 

o,o o,o 0,0 o,o 0,0 1,0 I,O I,O 1,0 
0,2 0,04 o,oor6 o,oooo6 0,00000 0,96 0,9984 0,99994 r,oooooo 

~ 1,428 (I-~2) -(r-~4) -0,0952 (I -~6) 

o,o 1,428 - 1,0000 - 0,09520 
0,2 I,37088 -0,9984 -0,095 I9 

b) X 2 nach S. 530 

3 I I 
3+2r I+r=7=0,I4286, 

l2 
X2=- 601

22 ~ • K2=- 2I,875 · K 2 • ~-

+0,21429{I --~0 ) {L'} = K 1 X 1 =I,I37·K1 

0,21429 0,54709 0,62201 
0,21429 0,49I 57 o,5589o 

c) X 3 nach S. 530 

I I I 
i + 2; I+ r = I5 = 0,06667' 

12 
X 3 = +215

1 ·K3 = 15,625·K3 • 
33 
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~ 

o,o 
0,2 

0,0 
0,2 

I - ~2 

I,OO 

o,g6 

t'' I--.,"" 

1,00 
0,<)6 

-0,14285 (1- ~ 6 ) [.r'] = l\.2 

- o,q286 0,85714 
- 0,14285 0,81715 

- o,o6667 (r - /;6 ) 

- o,o6667 
-- o,o6666 

/{2.;; 

0,00000 

0,16343 

0,93333 
o,893 34 

Ergebnisse für die Abb. 518 

!; X 1 [tJ x2 [mt] 

r ~~ I r = 2 I r ~ oo r =~ I r= 2 r = oo r= I 

0,0 o,Ü47 o,622 O,Y)7 - o,oo -0,00 -0,00 15,63 
0,2 0,572 0,559 0,513 -- 4,I3 - 3.58 - 2,40 I4,88 

0,4 0,383 0,3<)2 0,3'13 - b,85 - b, I I - 4,20 I2,71 
o,6 0,170 o,I86 o,z:zH - 7,10 - (),()[ -- 4,8o <),28 

o,8 0,030 0,036 0,072 - 4.57 - 4·46 - 3,b0 4,9I 
1,0 0,000 0,000 0,000 -0,00 -0,00 -0,00 0,00 

ALb. 518. 

X2=-21,875. /{.!; 

- 0,0000 

- 3·5750 

X 3 [mt] 

r=2 r = oo 

f4,58 12,50 

I3,96 !2,00 

12,09 10,50 
<),OI 8,oo 
4,86 4,50 
o,oo o,oo 



538 56. Der beiderseits eingespannte Bogenträgcr. 

5. Einflußlinien der Stützkraft A und der Biegungsmomente im Kämpfer 
und Scheitel (Abb. 519). 

+ 

Abb. 519. 

Schnittkräfte und Randspan
nungen eines symmetrischen 
Bogenträgers als Funktion der 

Bogenform. 
Um den Spannungszustand 

eines Bogenträgers als Funktion 
einer mathematisch beschriebenen 
Mittellinie und Querschnittsände
rung zu studieren, werden sechs 
Träger untersucht, von denen 
drei nach der quadratischen Pa
rabel, drei andere nach der Ket
tenlinie gekrümmt sind, die mit 
großer Annäherung als Stützlinie 
für Eigengewicht angesehen werden 
kann. Das Verhältnis 

n = ] ,/] k cos rxk 

(S. 509) wird mit 0,4, 1,0 und 
1,29 gewählt. Das Verhältnis 
n = 0,4 ist bei zahlreichen Bau
werken eingehalten, das V erhält
nis n == 1,0 vereinfacht die Zahlen
rechnung, während n = 1,29 für 
f/l f':j 1/o Bogenträger mit gleich
bleibendem Querschnitt liefert. 
Die Untersuchung des Bogenträ
gers mit einer Parabel oder Ketten
linie als Achse und n ~ 0,4 wird 
als Beispiel für die Anwendung 
der Tabelle 42 S. 529 ff. ausführlich 
angeschrieben, für die anderen 
Verhältniszahlen n jedoch auf die 
Mitteilung der Ergebnisse be
schränkt. Der Vergleich stützt sich 
auf eine Belastung aus Eigenge
wicht, Schwinden und halbseitiger 
Nutzlast. Diese ist relativ un
günstig und daher zur summari
schen Bewertung geeignet. 

Gemeinsame Grundlagen für Formgebung und Belastung. 

f=4,12m, l1 =13,72m, l=211 =27,44m, 

d,= 0,52m, 
Belastungsordinaten (Abb. 520) 

], = 0,0118 m 4 . 

Abb. 520. 

cos rx. = 0,8562. 

Scheitel: q, = 2,55tjm2; Kämpfer: qk = 11,02 tjm 2. 

I. Die Bogenachse ist eine Parabel. 

l. Geometrische Grundlagen (Abb. 513) 
nach S. 529. 

Y1 = f (1 - ~2) = 4,12 (1 - ~2); 

tg rx = -2 (1~) ~ = -0,60058 ~; 

Mit da= 0, 77 m wird Ja= ] 0 = 0,038 m4 und 

n = __L__ = _ _Q,Oll8 - = 0 36 f':j 0 4. 
Ja cos rx. 0,038 • 0,8562 ' ' 
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Approximation des Querschnittes (Abb. 486) nach Tab. 42, 1, b: !elf cos oc = I - 0,6 ~2 • 

Hieraus Gewölbestärken d (Abb. 520), Querschnitte F und Widerstandsmomente W. 

2. Hauptsystem nach S. 529 Balken auf 2 Stützen (Abb. 5I3). 

n = I 1,0 2 4 + 0,4 
'IJt,o= 52+ 0,4' 

y=yl-Yl,O' 1Jt,o = I o, 73 333 o,66 667 
YI,O = 3,02132 2,74668 

3. Vorzahlen nach S. 531. Bogenträgern = 0,4; Fe= 0,52 m 2 ; { 2 = I6,9744: 

I75 0,0118 2 + 0,4 
v = 4 0,52.16,9744 0,4(8+0,4)+-8/3 = 0·02329 ; 

4 0,4 (8 + 0,4) + 8/3 
<511 = I 75 • 27,44 · I6,9744 · 1,02329- -- 2 + ö~i- - , 

I 
<522 = l5 27,44 (2 + 3. 0.4); n= 1,0 

V= 0,02329 0,01504 
1511 = 27,35682 42,02512 

I 
!5aa = 3 27,44 (2 + 0,4). 

4. Einflußlinien der überzähligen Grö- <522= 5,85387 9,14667 
ßen nach S. 531. Bogenträger n = 0,4: t5aa = 21,95200 27,44000 

X = ~5 ~7.~ 2 (C) _!!_-_~~j!_±_0.4) + 8 (I - 0,4) (2 + 0,4) WR(C) 
l 4 4,I2 WR [3 • 0,4 (8 + 0,4) + 8] •1.02329 

= I6,63I50 w1dC) + 36,28690 w~ (C) (Abb. 524a); 

X 27,44 ,. ( ,., [I 6 (,. I - 0,4 J 
2 = - - 2-- WR (~) I - 2 ~ ) + WR ~> 2 + 3--;-01 

= - I, 715 WR (C) (I - 2 C')[8 + 9 WR (C)] (Abb. 524 b); 

27,44 ,. [ ,. I - 0,4] X 3 = --- W11 (~) I+ 2wR(~) - ---
2 2 + 0,4 

= 6,86 [2 w11 (C) + w1 (C)] (Abb. 524c). 

1,29 

o,64316 
2,64982 

1,29 

0,01313 
48,03193 
10,73819 
30,09253 

Die Einflußlinien X 1 , X 2 und X 3 für n = 1,29 unterscheiden sich nur wenig von den Ergebnissen 
für n = 1,0. 

5. Schnittkräfte und Randspannungen aus Eigengewicht. 
Bogenträger n = 0,4; qk- q. = 8,47 nach S. 53 I: 

a) p = const = q. = 2,55: 

I_ 2,55 • 27,442 I . 
X 1 - --8:"4)2 - I,02329 ' X~ = O ; 

X' _ 2,55 · 27,442 4 + 0,4 
3 - ---2-o- -2 + 0;4' 

b) P; = p ~ 2 = (qk- q.) ~2 = 8,47 ~2 ; 

X"_ 8,4! ~7,442 ._I __ 8 (I+ 4 · ü,4 + 5. O,I6). 
1 - 72 . 4,I2 I,02329 3. 0,4 (8 + 0,4) + 8 ' 

X~=O; 
X"_ 8,47 · 27,442 16 + 5. 0,4. 

a - --42o ___ -!f-t- o,4 · 

c) Hieraus folgt: 

X 1 = X~+ X'{; 

X 2 =0; 

X 3 = X3 +X;{. 

d) Längskräfte: 

V0 = 11 [q.~ + q.; -.1! ~aJ 

= I3,72 [2,55 ~ + 2,8233 ~3]; 

N =- [V0 sin oc + X 1 cos oc] (Abb. 523). 

n= 

X~= 
.. "'<'{ = 

x,= 

X3= 
X;{= 
---

Xa= 

0,4 1,0 

56.9277 57.3903 
25,1003 27,2322 

82,0280 84,6225 

176,0025 16o,oo28 
II3,8842 106,2919 

289,8867 266,2947 

1,29 

57.4984 
27,8100 

85,3084 

154.3612 
103,6150 

257.9762 
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e) Momente: 

56. Der beiderseits eingespannte Bogenträger. 

Mo= ~ [qk + 5 q. - 6 q, ~2 - (qk - q,) ~4] 
= 372,8688 - 240,0039 ~2 - 132,8649 ~4 ; 

M = M 0 - X 1 y- X 3 (Abb. 525). 

f) Um die Bauwürdigkeit der drei Gewölbe miteinander zu vergleichen, werden die Rand

spannungen a = !j; ± :.. (Abb. 527) für den homogenen Querschnitt angegeben, wenn auch 

a0 , > 5 kgfcm2 • 

6. Schnittkräfte aus einseitiger Verkehrslast p = 1,0 tfm 2• Bogenträgern = 0,4: 

a) Überzählige Größen: 
27,442 1 

x1 = 1•0 16. 4,12 1,02329 ; 

. p . 

I ~~ 

~ 
i I I li I 

Abb. 521. 

b) Längskräfte: 

X = _ 1 O 27,442 :J_--tY _-__0,4 . 
2 ' 64 2 + 3 . 0,4 . 

10 27,442 4+0,4. 
' 40 2+0,4. 

n= 1,0 I 1,29 

II,1623 
- 13,9708 

34.5103 

II,2530 I II,2742 
- II,7649 - II,1837 

31.3731 30,26669 

pll 
A 0 =4 =3,43; VOll= A 0 (1- 4 ~). 

N =- [V0 sin cx + X 1 cos cx + X~/11 sin cx] (Abb. 523). 

c) Momente: 

Mo1 = A l1 (1 + ~); Mo11 = A l1 (1 + ~- 2 ~2). 

M = M 0 - X 1 y +X~~- X 3 (Abb .. 526). 

7. Schnittkräfte aus Schwinden (t = -15°). 

Bogenträger n = 0,4: CXt = 0,00001 , E = 2100000 tfm2 • 

a) ou = -2100000 · 0,011815 • 0,00001· 27,44 = -101,99448; 

n= 

xlt -3,7283o 

b) Längskräfte: 

c) Momente: 

1,0 1,29 

-2,42699 -2,12347 

Nt=- X!t cos cx (Abb. 523); 

Mt= -Xu · y (Abb. 525). 

8. Schnittkräfte und Randspann ungen aus Eigengewicht, halbseitiger Ver
kehrslast und Schwinden. · 

Momente: Abb. 528; Randspannungen: Abb. 529. 

II. Die Bogenachse ist eine Kettenlinie. 

l. Geometrische Grundlagen (Abb. 516 S. 533) 

~OJ C = ;e = qk = 4,32, C = j}{tc ~OJ ;e = 2,14273, I y* = -- = 1,241. 
• ;e- 1 q, 

y 2 = 1,241 (~0)2,14273 ~ - 1). 

tg cx = - T y: 6in ~ c = - 0,19382 6in ~ c • 
1 

cos CXa = 0,77534. Mit da= 0,77 m wird Ja= ] 0 = 0,038 m 4 und 

J. 0,0118 n = ---- = -------- = 0,4 . 
.Ta • COS CXa 0,038 • 0,77534 
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Approximation des Querschnitts nach S. 534 mit: 

4,32-0,4 ~ 
ll = 4 ,32_ T = I,I8012, 

I,I8072 -- 1 
rp = i,18072- = 0,15306, 

J Je - = 1,18072 (1 - 0,15306 Cfoj 2,14273 ~). 
COS IX 

Hieraus Gewölbestärken d (Abb. 522), Querschnitte F 
und \Viderstandsmomentc W. 

Zahlen für die Ansätze nach Tabelle 42, 3 S. 533: 

y'; 2 = I,540, 

<Iol c = 4,32, 

6in c=4,20267, 

c2 = 4,5912!), (l1jc)2 = 40,!)9!), 

Cfoj 2 c = 18,6624, <Ioj 2 c = 36,3253I, 
es· ,_. ') 
--1; ~ = 1,96136, ~~~c~ c =8,47320. 

liingskrö/fe #: 
a Eigengewicht 
b holbs. Verkehrslost p~;o t/m 3 

c Schwinden n-1,<19 
n-1,0 

n-1,89\·- n-o,q" ' 
n-t,o --..... r-~~ 
n-0,'1-> _ -~17 

a[r- -- - - -~ I 

t 
-120 

-170 

-100 

-90 

-90 

-70 

-60 

-50 l I 
·~ n-1<19 I -80 

n-f.o ', j -"'0 

-110 

,j n=4'1 .:1 

..:-.~f1~1~.~o~~~~~~~~~~~:~~:~:l+~l1i ~.; 
c { I I -I 
'0; n-o,q 
~ n=1,0} 
~ n=1,29 
--Oie Bogenochse ist eine Kellenlinie 
-----Oie Bogenochse ist eine quudr. Parabel 

+10 

-- !Jie Bogenochse ist eine Keltenlinie 
----- Oie Bogenochse ist eine quodr. Parabel 

Abb. G22. Gewölbestärken d. Abb. 523, 

2. Hauptsystem nach S. 533 Balken auf 2 Stützen (Abb. 5I6) 

(I + 0,15306) (1,H6I36- 1)- ~·!.5230~ (1,96136 · 4,32- 1) 
Y2 ,o = I,241 - --- · · --· ------

I - O,I5306 · 1,96136 

Y2 , 0 = 0,95I58, Yt,o = 4,I2 - 0,95I581 = 3,I68419, 

1 J =I + 0,95I58I =I 766786 { rp 'P = 0,270424, 
1 I,241 , , 1p 2 = 3,121533, 

n= 1,0 1,29 
Y = Y2,o- Y2, 

Y2,o = o,951 58 1,19305 1,28204 

3. Vorzahlen. Die Ergebnisse v aus I, 3 können mit hinreichender Genauigkeit für die 
Achse nach einer 1\:ettenlinie verwendet werden. n = 0,4 ergab v = 0,0232!), somit: 

' [- ( 0,27042) 9 "n = 2 · 1,18072 · 13,72 · I,54 · 1,02329 3,12I53- 2 · 1,76679 I+ ~2- I, I I36 

+ ~ (1 + 2 · 0,27042) (1,96136 · 4,32 +I)- _Q,l~3~ 1,96136 (2 + 18,6624}] = 24,73071, 

ö22 = + 1,18072. 13,72 { 1 - 3. o,I5306 [ 1,96136 + 4,5:I'.w (1,96I36- 4,22)]} = 6,16833, 

ö33 = 2. I,18072. 13,72 (1 - O,I5306. 1,!)6136) = 22,67247. 

n= 0,4 1,0 I 1,29 

t:5u = 24,730 71 38,15818 

I 
43·777 20 

<522 = 6, I 68 33 9,14667 to,58675 
Öaa = 22,6]247 27.44000 29,74524 
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4. Einflußlinien der überzähligen Größen. Biegelinie des Bogenträgers n = 0,4: 

bm 1 = !• 1~072 1,241 • 40,999 {[ 4,59129 (I, 76679 + 0• 1~306) 

- 2 (I + 0,270424) 4,32 + O,I~Oß 36,3253I J - [ (I, 76679 

+ 0• 1~306 ) (~ c)2 - 2 (1 + 0,27042) !roj (~ c) + O,I~Oß !roj (2 ~ c) J} 
= 30,03738 {[2,540848!roj (~ c) - 0,038265!rof (2~ c)- 1,84332 (~ c)2}- 1,12325], 

/ 
/ 

n=T,O 
n=0,/,1 

Abb. 524. Einflußlinien X,. X" X,. 
-- Die Bogenachse ist eine Kettenlinie. 
- -- Die Bogenachse ist eine quadratische Parabel. 

8,47 84 7 a) H.= 4,12 40,999= ,24 t, 

1,18072 
bm2 = - s=--2,14273 40,999 ~ C X 

X { [4,59I29 - 6 • O,I5306 (4,32 - 2 • I,96I36)] 

- [ (~ c)2 - 6 · 0,15306 ( !roj ~ c - 2 @li;; c) J} 
=- 3,7653165 ~ c [4,22644- (~ c)2 

+ 0,91836!Fof (~ c)] + 6,9I583 Sin ~ c, 

bms = I,I~072- 40,999 {[4,59I29 

- 2 • O,I5306 • 4,32] - [(~c)2 - 2 · 0,15306lrof ~ c]} 

= 24,20417 [3,26885 - (~ c) 2 + 0,30612!roj ~ c] , 

X·_ bml 
1 - On 

Xo = bm2 
• ä22 

Xa = Öms 
rlsa 

(Abb. 524a), 

(Abb. 524 b), 

(Abb. 524c). 

Die Einflußlinien X 1 , X 2 und X 3 für n = 1,29 
unterscheiden sich nur sehr wenig von den ent
sprechenden Werten für n = I,O. 

5. Schnittkräfte und Randspannungen 
aus Eigengewicht. Bogenträgern = 0,4, qk-q8 
= 8,47, daher nach S. 534: 

1 +V= I,02329. 

H 1 1 
b) Längskräfte: N P>~ - --•- --=- 82,330 --- (Abb. 523) . 

1 + V cos a; COS a; 

c) Momente: M = _v_ H 0 • y = 1,91746 • y (Abb. 525). 
1+v 

N M 
d) Randspannungen: a = F ± W (Abb. 527). 

6. Schnittkräfte aus halbseitiger Verkehrslast p = 1,0 t/m2• 

a) Belastungszahlen und überzählige Größen Xk = bk 0 fbkk: 

[ 4,59129 ( O,I5306 ) 
<510 = 1,18072. 1,241· 40,999. 1,0. 13,72 3 1.766786 + 2 

- (1 + 0,270424) (4,32 - 1,96136) + O.l!306 (36,32531 - 8,47320) J = 294,652' 
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Momente aus Schwinden (t =- 15°) 

n~J.II 
f -I 

n -1,0 } <>~für beitle flewölbe 
n=1,Z9 

n=1,29' 
n=10> 

I .· 

rz=O,l/> 

mt 
10 
8 

6 

1/ 

Momente aus Eigengewicht 

Tl= 7,29·:-;'\ 1 

n=7,0 · ....\'lf· 
n=O.'I _../' I 11 •

1 
I \\\ 

I \1 

n = 129 ·::::?11 · 
n=O,ll ... .....-· 1\1 n=/,o/ ~~\I 

I \1 
----- /Jie Bogenachse ist eine Kellenlinie 1 \1 • 

----- /Jie Bogenachse tSI eine quatlr: Parabel \ 1\ I 
\ II 
I \i 

Abb. 525. \ ~· 
'I 
I 

mt I 

·20 I 

18 I, 

18 
Momente aus halbseitiger Verkehrslast p = 1 tjm2 11/ 'I 

Randspannung a0 

Abb. 52G. 

1/0 

30 

20 I 

12 
10 
8 
8 
1/ 
2 
+ 
0 
3 
q 

8 
\ ~, 8 

\ 
10 n =l29·· ··'--"' 

1 ---------\ 12 
n=1,0 ....----"' 11/ 
n=O,IJ 

18 

I 18 
20 

Randspannung au 

t.o~ L·--~--r--+--~~~/-~------~--~-~~~~~~--+---. I ff--,-~1 ~ .. 
;-'Ot=o ·4 ' '" ~ 

I 
+~ " // '~ 

20 !.-------/~~~~~c_---------===~'~~_J 
30 ~l--::;~ 
l/0 'Qi -:::.%:n=O,ll 

~~~ '\::n=t,O 
50 'n = 1,29 

n=O,'I 
n=t,O 
n=t,29 

------Oie Bof!enachse isf eine Kellenlinie 
-----Oie BOf!enachse isf eine quatlr. Parabel 

Abb. 527. 

Randsvannungen aus Eigengev.·icbt. 

mt 
11J 

12 
70 

8 
6 
q 

2,. 
0 
2 
1/ 
6 

8 
10 
12 

11/ 
18 
18 
20 

22 
2'1 
26 
28 
30 
32 
31J 
38 
38 
IJO 

'12 

l<g/cm2 
20 

10 
+ 
0 

10 

20 

30 

1/0 

50 
80 

70 

80 

90 

100 



544 56. Der beiderseits eingespannte Bogenträger. 

X [ 4,59129 - 12 • 0,15306 ( 4,32- 4 • 1,96136 + 6 ~.!!;;91 ) J 

1,18072 
~30 = --3- 40,999· 1,0 ·13,72 [4,59129-3. 0,15306 (4,32- 1,96136)] 

n= 0,4 1,0 1,29 

~10 = 294,652 448,922 513,079 

~20 = - 85.723 - 107,610 - II8,193 

~30 = 776,681 860,876 901,592 

Xt= 11,9144 II,7648 11,7202 

Xz= - 13,8972 - II,7649 - II,1643 

Xa= 34,2566 31,3730 30,3105 

b) Längskräfte V0 wie unter I, 6, b) (S. 540) 

= 448,922' 

= 513,079' 

N =- CVosinOI: + xl cos 01: + X2flt• sinOI:] (Abb. 523), 

c) Momente M 0 wie unter I, 6, c) (S. 540) 

M= M 0 - X 1 y +X2 ~- X 3 

7. Schnittkräfte aus Schwinden (t = -15°). 

a) Mit ~1 , = - 101,99448 wie unter I, 7, a) wird: 

n= 1,0 

(Abb. 526), 

1,29 

- 2,67294 - 2,32985 

b) Längskräfte: N, = - X 11 cos 01: (Abb. 523). 
c) Momente: M, = -X11 ·y (Abb. 525). 

Biegungsmomente M 

I I 

V~ l1 -n=q'l 
r n=1.0 
' 1 

--n=1,89 ---Oie Bogenochse isf eine {(elfen/inie 
-----Oie Bogenochse iSt eine quoo'r.Poro!Je/ 

Abb. 528. Biegungsmomente aus Eigengewicht, halbseitiger Verkehrslast und Schwinden. 

'kg/cma 
20 

1~ 
0 

1ö 
20 

30 
QO 

50 
60 

70 

80 

90 
100 

110 

120 

130 

11/11 

8. Schnittkräfte und Randspannungen aus Eigengewicht, halbseitiger Ver
kehrslast und Schwinden. Momente: Abb. 528, Randspannungen: Abb. 529. 



Rechenvorschrift zur statischen Untersuchung eines Gewölbes. 

Randspannung ou 

--z,----- ----t/'/ 
-.....:.:::::.-::::-==..~-4-::: 

., n ~t,o" \ 
!\> n~O,ll-' \\ 
1\' \ I ~~--Oie Bogenachse isl eine /(elfenlinie, \\ 

'----Oie Bogenachse isf eine qtJadr. Parabel 
\ \\ 
I II' 

Abb. 529. Randspannungen aus Eigengewicht, halbseitiger Verkehrslast und Schwinden. 

Rechenvorschrift zur statischen Untersuchung eines Gewölbes. 

l. Geometrische Grundlagen (Abb. 530). 

2. Annahmen für Eigengewicht. 

Abmessungen: 

Gewölbe einschl. Isolierung 
Ausgleich beton 
Überschüttung 

y = z 4 t/m3 senkrecht gemessen r: = z:o tfm3 

J'a = r,8 tjm3 

i:F = z,o tjm2 Fahrbahn 

Eigengewicht q, = 4,40 tjm; 

qk = 17,16 tfm; u = 17,16/4-,4 = 3,90. 

Scheitel 

I,OO m 
o,oo m 
o,oo m 

I \\1 
I II 

\'1 
I' 

1 

545 

kg/cm2 

90 

80 

70 
80 

50 

1/0 

30 

zo 
1~ 
0 

10 
20 

30 

1/0 
50 

80 

mt 
20 

15 

70 

~ 
0 

5 
10 

15 

25 

30 

55 

80 

65 

70 

Kämpfer 

z,oo m 
2,30 m 
3,20 m 

J,=J,=0,08333m4 , J,/Jcosrx: Scitc547, 
F, = F, = 1,0 m 2 . 

3. Dogcnform: a) Die Bogenachse y2 
wird nach S. 510 in erster Annäherung als 
Kettenlinie für Eigengewicht angenommen: 
u = 3,90; ®in c = 3,769651. 

-::---t--~~.::·:::----------"t:y -
t->""+'--rL-------·-- -<::>- -~-

/. __ 1 i :( Yv~ 

y:;'" = 6.0/(3,9- 1) = 2,06897; 
c =IRr I.Eoj 3,90 = 2,0373; 

y2 =2,06897 [I.Eoj (2,0373 ~) - 1 J ; 

T :;:; , t 
"'12 q_q qs qr o,o Of !J'I o,.1 o,t w o~-=-iz-= -::: --1 

!----- -z1-15,0- - --o-k----Z,-ts,o--- --1 
k-- ---l~o,o----------~ 

Abb. 530. 

angenäherte Berechnung dieser Funktion mit y 2 -~ ß,O (y2 //) durch Interpolation der Tabelle 
S. 512. l1 fc = 7,:36269. 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. I I. 35 
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2,06897 c::· 2 3 3 ~ 2 c::· tg IX = 7,36269 vtn ( ,0 7 s-) = 0, 8101 vln (2,0373 g); 

tg IXk = 0,28101· 3,76962 = 1,05929; 
A = B = 4,40 · 7,36269 · 3,769615 = 122,120 t; 
H = 4,40 · 7,362692/2,06897 = 115,285 t. 

V = 1,00 + (y2/f) (2,00 - 1,00) = 1,00 + (y2jf); 

Gleichungen der Bogenlaibungen nach (802): 

,,(o) = Y (I- ~,0--=-_l,_(l)- 1,00 = 11 Y -0 5· 
T 2 2 2 • 6,0 2 12 2 0 0 

13 
Y~u) = 12 Y2 + 0,5; 

Die geometrischen Koordinaten y2 , v, IX der Bogenform bei Unterteilung der Strecke !1 in 10 
gleichgroße Abschnitte c1 = 1,5 m: 

g Yz/1 Y2 V cg eiin c g tg IX I+ tg21X fr+tg21X C!:ojiX 

0,0 0,0000 0,0000 I,OOOO 0,00000 0,00000 0,00000 1,00000 1,00000 1,0000 

O,I 0,0072 0,0432 I,0072 0,203 73 0,205 I4 0,05765 1,003 32 I,OOI 66 0,9983 
0,2 0,0290 O,I740 I,0290 0,40746 0,4I883 O,II770 I,OI3 85 I,00690 0,993I 

I,O 1,0000 6,0000 2,0000 2,03730 3.76975 !,059 34 2,!22 20 1,45678 0,6864 

b) Berechnung der Gewölbeachse als Stützlinie für Eigengewicht. 
IX) Eigengewicht: qm = VmYv + bmyb + üya + gF; 

m g b ü V Yv I b Y• ü Ya gF q 

0 o,I - 0,000 2,400 - 0,000 2,00 4,400 
I 0,2 - 0,035 2,417 - 0,063 2,00 4·480 

5 0,5 o,ooo I,070 2,868 0,000 I,926 2,00 6,794 
6 0,6 o,II5 I,490 3,099 0,230 2,682 2,00 8,0II 

IO I,O 2,300 3,200 4,8oo 4,6oo 5,760 2,00 I7,I60 

ß) Die Ordinaten y 2 der Stützlinie für die zu qm äquivalente Gruppe von Einzellasten Gm 
in den Intervallgrenzen nach S. 75: 

m 

0 

I 

9 

IO 

c' 
Gr = 6 (2 qr + q2); 

g 

o,o 

O,I 

0,9 

I,O 

m-l 
Vom=~ Gm, 

0 

- m_ 
Mom =~(Vom· c'), 

0 
H = Mo,10//, Y2 = Mom/H. 

q9 + 2 qlO I 2 ql + q2 

I 
-

Vom • c' 
-~ 

Gm Vom Mom qm 

4·400 

4.480 

14,042 

17,160 

Y2 
qm-1 + 4 qm + qm+l 

- I I3,28o 3.320 o,ooo o,ooo o,ooo 0,00000 

27,069 6,767 3.320 4,980 4.980 0,04335 

84,893 2I,223 88,3I6 132,474 524,510 4,56880 

48,362 I - I 2,091 109,539 164,309 688,8!9 6,00000 

A = B = 121,630 t; H = 688,819/6,0 = 114,803 t. 

4. Hauptsystem zur Berechnung der statisch 
überzähligen Größen. Balkenträger auf 2 Stützen 

l = 2 !1 = 30,0 m. 

Überzählige Größen nach S. 523: 

X 1 =H, X2 =~~(Y.- Y.), 
Mr=+y, M2=-g, 

X3 = f (Ya + Y.), 

M3= 1, 

Abb. 531. N 1 = cos IX, N 2 = 1/!1 • sin IX, N3 =0. 
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Der Träger ist symmetrisch, daher .512 = 0, .523 = 0. Nach S. 523 ist außerdem .513 = 0, wenn 
a 

f y 2 · _b __ dx 
I cos ct. 

c 
)'2,0 = ---a --------

f __l,_ __ dx 
I cos ct. 

c 

,,(. Ic ) ..::.. ).•yz I--
cos Cl. 

z(;,. _ _b_) .. 
I cos ct. 

Lz 32,~!>7~6 = 1 42 638 . 
1:1 22,48201 ' 

Zähler und Nenner sind durch numerische Integration nach Simpson (181) entstanden. 

~ 

o,o 
O,I 
0,2 

I,O 

(], = Is = 0,08333, I= d3 j12, d =V COS ct..) 

d I 
I, 
I 

1,0000 0,08333 1,00000 

I,oo55 0,0847I 0,983 75 
I,02 19 o,o8893 0,93707 

I ,3 728 0,2I564 0,38645 

I 
Nachprüfung von y 20 durch: 

a 

I, 
}, ). . ]~-------- Yz I cos ct. I cos ct. 

1,00000 I 1,00000 0,00000 
0,98542 4 3.94I 68 0,04335 
0,943 57 2 I,887 I4 O,I75 I6 

0,563 I I I 0,563 II 6,00000 

Lr= 22o4820I 

Ic 
Yz]-cosct. 

0,00000 

0,04272 
o,I6528 

3.378 66 

J;2 = 

0 = J Y _I_b___ dx = ~ (;, · y I~)=- 0,00003 ""'0,0. 
cos Cl. cos Cl. 

). • y - _!_, __ 
2 I cos ct. 

0,00000 

O,I7088 
0,330 56 

3.378 66 

32,06796 

Die überzähligen Größen sind daher unabhängig voneinander. 
5. Die Vorzahlen <5kk ergeben sich ebenfalls durch numerische Integration nachSimpson 

(181). Hierbei ist 

c' = 11/10 = 1,5 m, y = y 20 - y 2 , I,/F, = 0,08333, cos ct. F,jF = v,jv, 

Öu = 21fa y2 __ I,_-. dx + ]c_fa eos Cl. !'__c_ d J1 I cos Cl. F, F 
c c 

= 2 -'.i }; (}. · y 2 j [;5-~) + 2 ~~ ~~}; (;, · eos ct. !j) 
= Ö~ 1 + rl;'1 = 1,01:4 + 0,083331;5 = 58,01617 + 2,01833 = 60,03450, 

a 

1l22 = 2 J ~2 - I_c_ · · d X = 2 ~'- '\I(). • ~2 _ _}_c __ ) = 1,0 L3 = 6,13492, 
I cos ct. 3 .L.J I cos ct. 

a 

Ö33 = 2 J j fo's-~ dx = 2 ~~.}; ( A • 1 f~s Cl.)= 1,0 L\ = 22,48201. 

~ ~2 _ _l_c_ __ i). " t2 I, y2 2 fc ).. Y2 Je F, ). F, J,. 0 s -- - -- - y y ----- cos Cl. "ji . eos ct.-p I cos ct. Icosct. I eos ct. ]cosct. 

o,o 0,00000 I 0,00000 I ,426 38 2,03456 2,03456 2,03456 r,ooooo 1,00000 
O,I o,oo985 4 0,03940 I,38303 1,9I277 I,88488 7.53952 0,992 85 3.97140 
0,2 0,0_3774 2 0,075 48 1,25122 I,565 55 I,4772I 2,95442 0,97I 82 I,943 64 

I,O 0,563 I I I 0,563 I I - 4·57362 20,g18oo 1I,77913 II,77913 0,50000 0,50000 

~ """'3 =- 6,13492 ~-:4 = 58,oi6I7 };5 = 24,2I992 

Ii. Die Einflußlinien der überzähligen Größen Xk werden nach S. 525 als Biegelinien 
Vm k des Balk<•Jürägcrs berechnet. Hi<·rzu dienen die elastischen Gewichte ltlm 1 , )Um 2 , )Ums, 

die in eine äquivalente Gruppe von Einzelkräften ~m, 1 , lffim.2 , ~m,s verwandelt werden. 

35* 
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~ ~ 
m3o = 12 (llJt + 10 IUo + IU-r) , m3ro = 24 (7 IUro + 6 IUo - Ins) , 

c' 
IDJ.,. = 12 {IUm-1 + 10 lU.,. + IUm+l), 

m-1 10 
Q1v,m= Q1v,o+ 2,' m3h= Atu- .2m3h, Mtu,(m-1) = 11-Itu,m+ Qro,m • c'. 

0 m 
Der Anteil der Längskräfte an den elastischen Gewichten wird vernachlässigt. 

a) 
Öml Mtu lU _ ]. 

Xr= ö11 =60,03450' mr-Ym ].,.cosrx..,. (Abb. 532). 

a a 

Mit Öt3 =2f:v1 ds=O und Ö12=2J~y~-ds istfür~=O: Qro=O undfür~=±1 
c c 

neben M tu auch Qro = 0. Die Einflußlinie besitzt daher für ~ = 0 und ~ = ± 1 waagerechte 

Tangenten. Dies kann für !-___ (ö.,. 1) auch unmittelbar bewiesen werden. 
d~ 

(3) (4) 
-----~---- ---- -----------

IDJ~. 
Verbesserung 

L1 IDJ:,. 
0 OJO _ _1_6~895_4__1 _____ -:::::: __ I,o6I 85 + 0,00033 
I O,I I6,23569 2,02946 + o,ooo64 

9 0,9 - 1,72804 - 20,97682 - 2,622IO + o,ooo82 
IO I 1,0 - 2,57545 ---------r-=--27~27542 - I,7047I + 0,00053 

a 

.2' m3~, = J y ~ d s + 0. Daher Verbesserung um L1 $:,. = -- k I m3~, I 

mit 

c 
10 
.2m3~. 

k =-0--~ 

fi IDJ~.I 
-0,00457 
T4JJ2223-

= -0,00031254. 

-
----

m 

0 
I 

9 
IO 

(6) (7) (8) 
------------ -----------

Qro,m Qro,m • c' Mtu,m 

0,00000 o,ooooo 72,8886I 
I,o62 18 1,593 27 7I,295 34 

4·32546 6.488 I9 2,55627 
1,70418 2,55627 o,ooooo 

{5) 
----------

$m 

I,o62 I8 
2,030IO 

- 2,62I28 
- I,704I8 

(9) 
-----

X 1 [t] 

I,2I4 I I 
I,I8757 

0,04258 
0,00000 

b) 1Um2=- ~m J Je 
m COS rx.m 

(Abb. 532). 

Die Funktion tu.,. 2 ist antimetrisch. Daher ist Mtu nicht nur für ; = ± 1, sondern auch für 
; = 0 Null. Die gegenseitige Verdrehung der Endtangenten der Biegelinie ö.,. 2 ist ö22 . 

---=--'--=--1 _!~l ___ j___ (2 ) __ I __ _ 
_ -~o)t)~ ___ j_?~!~~~~o -Ins m 

(3) 

0 0,0 0,00000 __ o_,o~~-oo _, _______ ---:- _______ _ o,ooooo 0,00000 

- O,I o,o9854 I,I74 II 

9 -0,9 0,74542 o.67o88 

10 - I,O 

Alu= 
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~ (5) (6) (7) (8) 
----

m QIU,71t Q)tl,rn. c' Mlu,m X 2 [mt] 

0 - I,82992 - 0,00000 0,00000 

I - I,82992 -2,74488 2,74488 0,44742 

c' 
~o = 24 10 ltlo ' 

10 

9 I,9I8 48 2,877 72 3.99585 o,65I 33 
IO 2,663 90 3.995 85 o,ooooo o,ooooo Alu =2J (g~m) • 

0 

---

(a) (3,06767) 

äms Mlu Je 
c) Xa = 1533 = 22,48201 ltlm 3 = 1 J;.-cos (J.m • (Abb. 532). 

Die Funktion tt1 3 m ist symmetrisch, daher für g = 0: Qw = 0, für g = ± 1: Qw = ± f 1533 • 

Die Biegelinie erhält in g = 0 eine waagerechte Tangente. 

ltlm3 

,

1

i IoltJo 17t01o+6ttJ9 
+ 2 ltl1 -ltJs 

[1t1m-l + IO ltlm + ltlm+l 

0 0,0 I,OOOOO II II,97084_1 ~- --

I O,I 0,98542 ! II,79777 

9 0,9 0,54992 I 

10 I,O 0,5Ö3II I 

qe qe q11 q2 - o + q2 
I 1 I I 1 I I I ! $ I I 

0,6 
I 

A~b. 532. Einflußlinien X 1 , X 2 , X 8 • 

qe 
I 

X 3 [mt] 

o,ooooo o,ooooo 94·78360 4,2I598 

0,748 I8 I, 12227 93,66r 33 4,I66o6 

9,99538 I4,99307 I6,23546 

ro,82364 I6,23546 o,ooooo 

0,72215 

0,00000 

+C. .,. 

i I , 

~~~ I I , 
, I 

I '~I 

I~ 
I I 

I ~I 
~~ 
I 

Abb. 533. Einflußlinien für die Kernmomente. Die 
oberen Linien gelten für die unteren Kernpunkte. 

7. Einflußlinie der Schnittkräfte. a) Kernmomente (Abb. 533) im Querschnitt m: 

Mm=Mmo-Xl Ym +X2gm-Xa, 
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im Scheitel c: 

am Kämpfer (a und b): 

b) Querkräfte: 

56. Der beiderseits eingespannte Bogenträger. 

+ X1Y1o + X2 -- Xa, 

+ X1 Y1o - X2 - x3. 

8. a) Biegungsmomente aus Eigengewicht (S. 527). 

o;:1 2,01833 
'P = o~1 = 5s:o1617 = 0•03479 : 

'P 
X 1 =LJH=--1 -H.=-0,03362H •. +v 

Nach Seite 546 ist H. = 114,803 t. Dabei ist die geringe Abweichung durch Änderung der Bogen
form nicht berücksichtigt. 

H = H. + X 1 = 114,803- 3,859 = 110,944 t, M = -- X 1 y = + 3,859. y mt. 

±g= o,o o,r o,2 o,3 0,4 0,5 o,6 o,7 o,8 o,9 1,0 

M[mt] 5,505 5.338 4,829 3,959 2,692 0,976 -1,257 -4,102 -7,675 -12,128 -17,652 

Der Einfluß der Längskräfte auf o10 ist nach S. 524 klein von zweiter Ordnung, fällt daher 
in der Rechnung weg. 

b) Biegungsmomcnte aus Schwinden (S. 524). 

IY.t = 0,00001; 

ö2,=Öat=0; 

1=-15°; Ö11 =E],x,tl=-787,5; 

xlt = Öu/Ön = -13,117 t; 1v1 =- xlt. y. 

±g= o,o o,r 0,2 I o,3 0,4 o,5 o,6 0,7 o,8 0,9 

M[mt] I 8,710 18,141 r6,412l13,455 9,148 3,318 -4,273 -13,941 -26,083 -41,218 

c) Horizontales Ausweichen der Widerlager um LJI = 0,001 m. · 

Öls =-Ej,LJl= -175,0; Xls =- 2,915 t; 

±g= o,o o,r 0,2 o,3 o,4 o,5 o,6 0,7 o,8 0,9 

M[mt] 4,158 4,032 3,647 2,990 2,032 o,736 -0,949 -3,097 -5,796 -9,159 

1,o 

-59,992 

1,0 

-13,331 

9. Graphische Nachprüfung der Einflußlinien unter Verwendung von Stufen 
konstanter elastischer Wirkung nach (828). 

a) Einteilung des Integrationsbereiches 11 in 10 Teile e von gleichbleibender elastischer Wir
kung (Abb. 534). Mit der Unterteilung 1Jx1 = 1Jx2 = · · · = LJxm = LJx = 11/10 wird die 
Integralkurve 

"' "' }x f j,j] cos IY.. dx = ~ ],IJ cos IY. 

0 0 

gebildet und ihre Ordinate für x = 11 in 10 gleiche Teile (cJLl x) geteilt. Hierdurch ist die 
Einteilung e1 , e 2, .. , e10 von 11 gefunden. Mittelpunkte der Intervalle em sind 1', 2' ... m' . .. 10'. 
Ihnen sind die folgenden Koordinaten der Bogenachse zugeordnet: 

Punkt Y2 I y = Y2,0- Y2 y2 

r' O,OI 1,41 1,99 
z' 0,05 1,37 1,88 
3' 0,16 1,26 1,59 

10' 5,00 -3.58 12,82 

2: 14,24 I -0,04 25,06 

o;1 = 2. U24. 25,06 = 56,35, 

g ~2 

0,032 O,OIO 

O,IIO 0,012 

o,r88 0,035 

0,933 0,870 

- 2,736 

Llx = ltflO = 1,5 m. 
I> 

l-1 "' Je J c = LI X IÖ L.J I cos (1. 
c 

= 1,5 · 0,7496 = 1,124 m (Abb.534). 

2. 14,24 
Y2,o=-~lÖ = 1,424 m. 

o;:1 = 2.02 (S. 525)*, 

* Der Anteil Ö~'1 kann auch nach den Angaben der S. 514 berechnet werden. 
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. sin2 IX . 
Mit -- ~ 0 wird 

COSIX 

022 = 2 . 1,124 . 2, 736 = 6,153' o33 = 2 · 10 • 1,124 = 22,49 . 

b) Einflußlinie X 1 : 

Verwendung der (1/c)fachen ~-Gewichte; Elastische Gewichte ~m1/c = ~ml sind die 
Ordinaten y in den Punkten 1', 2' ... m'. Mit Hw = o11fc Einheiten des ~ml ist 1m im Maßstab 
der Zeichnung der Maßstab für 1 t der . . 
Einflußlinie. Um die Einflußlinie auf Einflußltnte Jf 
den 5fachen Betrag zu vergrößern, wird 1' 2' 3' 'I' 5' 6' 7' 

daher Htu 1 = 58,37/(5·1,124) = 10,39 T'i 
aufgetragen. 

~I 

rl 
:;;i..,' 

1! 
I 
II 10,39 

tE-----ql/7'1--4 
'I o 1 2 3 1/ sm 1 ra' 
1 ltYngenmoßstob ~II' - I -------- ~1-l I 81 ~ 

I Elnfi'ußlinie .13 9' f 1 ~ i~ I ~ es--;:( 

ll~m~~~ 
:1 / ~~~=--l.i-!:,..:-+.-L!,...L--!-!---h--_L!:"J,1~ Einfi'ußlinie Ya t 

Abb. 534. Abb. 535. 

c) Einflußlinie X 2 : 

Elastische Gewichte ~m 2 sind die Abszissen ~ der Punkte 1', 2' ... m'. Mit Hw2 = o22fc 
Einheiten des ~ m 2 ist 1 m im Maßstab der Zeichnung der Maßstab für 1 mft der Einflußlinie. 

n 

Hm2 = 6,153/1,124 = 5,474; Altl = _2 ~2 = 2,736·. 
1 

Einflußlinie X 3 : 

Elastische Gewichte ~ma sind die Werte 1 in den Punkten 1', 2' ... m'. Mit HltJ3 = o33fc 
Einheiten des jffima ist 1 m im Maßstab der Zeichnung der Maßstab für 1 mt der Einflußlinie. 
Hltl 3 = 22,49/1,124 = 20,0. 

Müller-Breslau, H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen. Bd.2, 2. Abt. Leipzig 
1908. - Ritter, M.: Beiträge zur Theorie und Berechnung vollwandiger Bogen träger. Berlin 
1909. - Schönhöfer, R.: Statische Untersuchung von Bögen und Wölbtragwerken. Berlin 
1911. - Ga ber, E.: Bau und Berechnung gewölbter Brücken und ihre Lehrgerüste. Berlin 
1914. - Schäch terlc, K.: Beiträge zur Berechnung der im Eisenbetonbau üblichen elastischen 
Bogen und Rahmen. Berlin 1914. - Färber: Statische Berechnung von Gewölben. Dtsch. 
I3auztg. 1915 S. 156. - Derselbe: Rasche Ermittlung der Formen und Normalkräfte von 



552 57. Die Beziehung zwischen Bogenform und Formänderung. 

Gewölben. Dtsch. Bauztg. 1915 S. 6.- Schürch, H.: Wärmeeinfluß und Wärmebeobachtungen 
bei Betongewölben. Arm. Beton 1916.- Hawranek, A.: Berechnung von Bogenbrücken bei 
räumlichem Kraftangriff. Beton u. Eisen 1918.- Derselbe: Nebenspannungen von Eisenbeton
bogenbrücken. Berlin 1919. - Straßner, A.: Neuere Methoden zur Statik der Rahmentrag
werke und der elastischen Bogenträger Bd. 2. Berlin 1921.- Neumann, G.: Bogenform und 
Momentenbild. Beton u. Eisen 1922. - Pirlet, J.: Kompendium der Statik der Baukonstruk
tionen Bd. 2. Berlin 1923. - Proksch, E.: Beitrag zur Querschnittsbemessung der Beton
gewölbe. Beton u. Eisen 1923. - Derselbe: Der Einfluß elastischer Widerlager auf den ein
gespannten Bogen. Beton u. Eisen 1923. - Craemer, H.: Der Einfluß einseitig verschieden
schwerer Hinterfüllung auf elastische Gewölbe. Beton u. Eisen 1924. - Kasarnowsky, S.: 
Zur Statik eingespannter Gewölbe. Bauing. 1924.- Hartmann, F.: Die genauere Berechnung 
gelenkloser Gewölbe und der Einfluß des Verlaufs der Achse und der Gewölbestärke. Leipzig 
u. Wien 1925. - Kögler, F.: Gewölbetabellen, 2. Aufl. Berlin 1928. - Gesteschi, Th., u. 
J. Melan: Bogenbrücken. Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 11 4. Aufl. Berlin 1932.- Bergdorf er, 
E.: Der Eingelenkbogen. Berlin 1929. 

57. Die Beziehung zwischen Bogenform und Formänderung. 
Die Mittellinie eines Bogenträgers wird in der Regel nach der Mittelkraftlinie 

für Eigengewicht oder nach der Mittelkraftlinie für Eigengewicht und der halben 
gleichförmigen Nutzlast p bestimmt. Diese Form ändert sich jedoch mehr oder 
weniger infolge der Verkürzung der Mittellinie, hervorgerufen durch die elastischen 
Eigenschaften des Baustoffs, durch die physikalischen Vorgänge beim Erhärten, 
durch Temperaturwechsel und durch die Bewegung der Widerlager. Daher entstehen 
neben den Längskräften auch Biegungsmomente, die im Scheitel des Zweigelenk
bogens und im Scheitel und Kämpfer des eingespannten Bogens am größten sind. 
Sie lassen sich beim Ausrüsten durch bauliche Maßnahmen vermeiden, welche die 
~~ Verkürzung der Mittellinie ausgleichen und damit die senk-

a ~ rechte Verschiebung des Bogenscheitels verhindern. Die 
I H"- ~z:_ Hg:_ 1 Mittellinie des Bogens ist dann auch nach Abschluß der 

ff"- t,r1~·-+ . Verformung Mittelkraftlinie der ausgezeichneten Belastung. 
:-:-., . -:"'_:.:-_______ Die relative Verschiebung der Ufer des Scheitelquer

schnitts c eines eingespannten Bogenträgers mit und 
tpaL-l+Lll~ ohne Scheitelgelenk ist 

L1l*=H,J:~-rt.ttl+L1l-f(cpa-cpb). (Abb.536a) (850) 
b 

Danach sind die Ufer des Scheitelquerschnitts c eines 
eingespannten Bogenträgers mit und ohne Scheitelgelenk 
beim Ausrüsten um den Betrag L1l* gegenseitig zu ent
fernen. Der Anteil aus der Verdrehung der Widerlager fällt 

Abb. 536. beim Zweigelenkbogen weg. Die relative Verschiebung der 
Ufer des Anschlußquerschnitts des Zuggliedes eines Zwei

gelenkbogens ist mit (l + L1l*) > l 

L1l* H f ds l H.t - = ll EF-rt.tt + EY' 
• • 

(Abb. 536b) (851) 

um die Biegungsmomente aus der Längenänderung von Bogen und Zugglied zu 
vermeiden. 

Der Ausgleich wird beim Ausrüsten des beiderseits eingespannten Bogenträgers 
durch Druckpressen erreicht, welche im Bogenscheitel eingebaut werden. Sie liegen 
beim Ausrüsten des Zweigelenkbogens mit Zugband hinter dem Bogenkämpfer, 
um hier zunächst die Längskraft des relativ zum Bogenträger beweglichen Zug
gliedes aufzunehmen und diesem zuzuführen. Dabei wird die Reckung des Zug
gliedes und die Verkürzung des Bogenträgers ausgeglichen, so daß in der Fahrbahn 
keine Nebenspannungen aus der Formänderung der Hauptträger durch Eigen
gewicht entstehen (Beispiel S. 519). 
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Der Einfluß der Formänderung auf den Spannungszustand der drei statisch 
unbestimmten Bogenträger kann auch durch Überhöhung der Mittellinie um L1 f* 
und durch vorläufige Anordnung dreier Gelenke ausgeglichen werden. Der Betrag 

L1 I* = L1l* ·ld2 I (852) 

hängt naturgemäß von bestimmten Annahmen über die physikalischen Eigen
schaften von Baustoff und Baugrund ab und kann nachträglich nicht mehr geändert 
werden. Die Bewegung der Gelenke und der hierfür notwendige Spielraum lassen 
sich leicht nach Abschn. 18 berechnen. 

Verlagerung der Bogenachse. Um die besonderen baulichen Maßnahmen beim 
Ausrüsten der Bogenträger zu umgehen, ist mehrfach versucht worden, die Mittel
kraftlinie mit den Ordinaten y als Mittellinie des Bogenträgers durch eine Linie 
mit den Ordinaten y = y + L1 y zu ersetzen, deren Biegungsmomente aus der 
Formänderung durch Eigengewicht und Schwinden des Baustoffs kleiner sind als 
bei der Mittellinie y (Abb. 537). 

Zähler und Nenner des Ausdrucks (817) für XI können ebenso wie auf S. 513 in 
die Anteile !5~0 , !5~1 aus den Biegungsmomenten und in die Anteile bi 1 , !5~0 , !5~1 aus 

läßt sich neben der Bogenkraft XI(N, M, t) außer- ~ 
Schwinden und Längskraft zerlegt werden. Darnach J+t.y 

dem noch die Bogenkraft XI (M) = !5~0/!5~ 1 an- .( I + I '\ +tc 
schreiben. Sie ist gleich der Kraft H 11 , wenn die Mit- c ~ lh 
tellinie des Trägers mit der Mittelkraftlinie für die 1 "l...V : I 
ausgezeichnete Belastungq, H11 zusammenfällt. Da nun +y(+!l) I : 
XI (N, M, t) < X 1 (M) ist und daher nach S. 524 im Be- Je -- -;:,;-- -t -,- 1 
reich des Scheitels positive, im Bereich des Kämpfers i ~"' ~ : ~ 1 
negative Biegungsmomente entstehen, so kann an t-·__!· ~;:t,;.' J_.L. -j~ 
Stelle der Mittelkraftlinie y mit XI (M) = H 11 eine ~ j ~ 1 
Mittellj!lie y = 2:' -+:_ L1 y mit einer größeren Bogen- [· _ ' : 
kraft XI (M) = !5~0/!5~ 1 derart bestimmt werden, daß ! ~ ~ \ I 
XI(N, M, t) ~Ha, also b~1 < Ö~1 ist. Die Mittel- L·-·-·-·-·-· lJ 
linie y erhält daher unter Beibehaltung der Ordi- 1"----'""1 
naten Ya, Yc, Yb (Abb. 537) im Scheitel und Kämpfer y-y+t.y fly!fds-o 
eine größere und in der Mitte des Bogenschenkels cAbb. 537. 

eine kleinere Krümmung. Sie unterscheidet sich von 
der Mittelkraftlinie zu q, Ha, so daß, abgesehen von den Biegungsmomenten M (q, Ha) 
des Trägers auch Biegungsmomente M0 (q, H"J im Hauptsystem entstehen. Während 
also bei der Ausrüstung des Trägers mit Vorspannung durch Pressen die Biegungs
spannungen aus einem ausgezeichneten Belastungs- und Verschiebungszustand nach 
S. 552 vermieden werden können, läßt sich keine Funktion L1 y (x) mit dem gleichen 
Ergebnis anschreiben. Dies liegt an dem Anteil der Längskräfte in der Bedingung 

(853) 

für die statisch unbestimmten Schnittkräfte XI, X 2 , X 3 • At wird nicht bei 
M = 0, INI = Hafcos IX, sondern bei INI < Hafcos IX, M 9= 0 zum Minimum. Die 
Verlagerung L1 y der Mittellinie des Bogenträgers gegen die Mittelkraftlinie y kann 
daher stets nur eine Verminderung der größten Biegungsmomente herbeiführen. 

Die Funktion L1 y (x) ist im Scheitel mit x = 0 durch die Randbedingungen 
L1y, d(L1y)fdx = 0, im Kämpfer mit x = li durch L1y = 0 bestimmt (Abb. 537). 
Um die Lösung auf die x-Achse der vorgegebenen Mittellinie y zu beziehen, muß 
fYUc/J)ds = 0, also auch J L1 y(J0/J)ds = 0 sein. Um die Biegungsmomente im 
Scheitel und Kämpfer zu begrenzen, ist L1 XI nach (841) Null oder der Größe nach 
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vorgeschrieben. Für LI y (x) bestehen daher fünf Bedingungen, die durch eine Kurve 
vierten Grades, z. B. die Parabel vierten Grades, befriedigt werden können. Diese 
Lösung ist von F. Campus vorgeschlagen worden. 

Dasselbe Ziel läßt sich nach M. Ritter auch durch statische Überlegungen 
erreichen. Die den Einflußlinien 'YJc• 'YJa der Biegungsmomente des Bogenträgers im 
Scheitel (c) und Kämpfer (a) zugeordneten Summeneinflußlinien C, u für zwei 
symmetrisch angreifende Lasten überschneiden sich auf einer Strecke EF mit 
negativen Ordinaten C und positiven Ordinaten u (Abb. 538). Daher erzeugen in 
diesem Bereiche Zusatzlasten V, v (x) negative Biegungsmomente im Scheitel und 
positive Biegungsmomente im Kämpfer, vermindern also die aus der Verkürzung 
der Bogenmittellinie herrührenden positiven Biegungsmomente im Scheitel und die 
negativen Biegungsmomente im Kämpfer. Dieselbe Wirkung entsteht auch unter 

'tl 1 ~ der vorhandenen Belastung q, Ha eines Bogenträgers, dessen 
f r Mittellinie als Mittelkraftlinie von q in Verbindung mit 

k----lt-i------;~ 
Abb. 538. 

einer virtuellen Belastung - v (x) und (Ha+ H") aufge
zeichnet worden ist. Die Funktion v (x) ist zunächst be
liebig. Sie wird derart gewählt, daß sich die Biegungs
momente M 0 aus (q, Ha) nicht wesentlich ändern. Die 
Größe der virtuellen Belastung v im Bereiche EF hängt 
von dem zu tilgenden Anteil der Biegungsmomente Mca• 
M aa ab, die im Scheitel und Kämpfer aus der Längenände
rung der Mittellinie y bei der Belastung q oder aus der 
Längenänderung bei Belastung, Schwinden und Stützen
verschiebung Lll entstehen. Nach (841) ist allgemein 

Mca = (Ha 1: v - 9!'-t r5~) (/- Y1,0); - Maq = ( Hq l: V--~' ~j1 '-) Y1,0. (854) 

Die ausgezeichneten Ordinaten vE, vF einer linearen Funktion v (x) sind darnach 
eindeutig bestimmt. Die Mittellinie aus q, (- v), (Ha+ Hv) wird im Sinne der 
Bemerkung auf S. 553, verglichen mit derjenigen für q, Ha, im Bogenschenkel ge
streckt, so daß die Krümmung am Scheitel und Kämpfer zunimmt. 

Die Untersuchung besteht aus folgenden Teilen: 
l. Mittelkraftlinie für die vorgeschriebene Belastung q, Ha mit den Ordinaten 

Yu = Moa/Ha. (855) 

2. Berechnung von Mca• Maa nach (854). Annahme über den zu tilgenden Anteil 
und Berechnung von vE, vF aus der Bedingung 

E F 

LI Mca + J C V dx = 0, 
F 

LIMaa +fuvdx==O. 
E 

3. Mittelkraftlinie für die virtuelle Belastung 

(856) 

Y1v = Mo"/H". (857) 

4. Ordinaten y1 der gesuchten Mittellinie oder Verlagerung LI y = y1 - Y1a 

- Mo.+ Mo. LI ( ) H. ( 8) 
YI=Ji.+li.-, y= Ylv-Yla H.+ii,;· 85 

M 0 " und H" sind negativ einzusetzen, da die virtuelle Belastung v (x) zur vorge
schriebenen Belastung q (x) entgegengesetzt gerichtet ist (Rechenvorschrift S. 555). 

Die wirtschaftlich günstigste Bogenform ist bei der ungünstigsten Zu
sammenfassung aller äußeren Ursachen einschließlich Nutzlast und Temperatur
wechsel durch gleich große Randspannungen ausgezeichnet, welche den für den 
Baustoff zulässigen Grenzwert erreichen. Sie wird aus vorgegebenen Abmessungen 
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(859) 

derart bestimmt, daß in r Querschnitten die Bedingungen 

max Mk" min Mko 
- (10 = - w - = -w-- = au; 

0 .. 

(860) 

erfüllt sind. Dies ist für 

*- \IOX ~iJX . 
X -X+.L.tay~oLiyh+.L/aj~LI]h, (861) 

der Fall, so daß bei Vernachlässigung der höheren Potenzen 2 r lineare Gleichungen 
mit 2 runbekannten geometrischen Bestimmungsstücken LI Yh• LI] h entstehen. Die 
Lösung ist durch allmähliche Annäherung einfacher. Die Bedingungen (860) werden 
dann zunächst für die einzelnen Querschnitte (h) erfüllt, so daß bei Bogenträgern 
mit W 0 = W u folgende Gleichung entsteht. 

- H!ILI Yk + maxMku =+HaLl Yh + \minMkol, 
-LI _lminMkol-maxMh 

Yk- 2H. . (862) 

Darin enthält min Mko den Anteil aus Eigengewicht, Nutzlast, Schwinden, Tem
peraturabfall (t), Ausweichen der Widerlager (Lil), max Mku den Anteil aus Eigen
gewicht, Nutzlast und Temperaturzunahme (t). y +LI Yh ist die Ordinate der ver
besserten Bogenform. 

Bestimmung der Mittellinie eines beiderseits eingespannten Bogenträgers mit 
Mc ~ o, Mk ~ 0. 

Als Beispiel dient der Bogenträger mit einer Kettenlinie als Achse und n = 0,4 nach S. 538. 
(Abb. 520). Die Einflußlinien der überzähligen Größen und die Stütz- und Schnittkräfte aus 
Eigengewicht sind bekannt und werden übernommen. 

l. Einflußlinien der Momente im Kämpfer und Scheitel. 

M.= l'Y}.=X1 y1 , 0 -X2 -X3 , 

M. =I 'Y}c = M 0 .- X 1 y 2, 0 - X 3 (Abb. 540), 
2. Summeneinflußlinien der Kämpfermomente und 

Scheitelmomente für zwei symmetrisch angreifende Ein
zellasten (Abb. 539). 

Ma~." = I • U = 'Y}a (;) + 'YJa (- ;) , } 

Mc:S ~ 1· ~ = 'YJc (;) + 'YJc (- ;) 
(Abb. 541). 

1Ja I 
-----t-T 

. !ii 
'}" 

c-i;-1,372m 

Abb. 539. 

Abb. 540. Die Einflußlinien der Biegungsmomente 
des Bogenträgers im Kämpfer (']a) und Scheitel (']c). 

Abb. 541. Die Summeneinflußlinien der Kämpfer
momente (") und Scheitelmomente <n für zwei 

symmetrisch angreifende Lasten. 

0 
+ 

2 

3 
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m 

0 

3 
4 
5 

9 
IO 

.; 1]a .; 1]a .; 1], Xm 

± o,o 1,49159 ± o,o 1,49159 ± o,o + 1,44934 + 2,983!8 

-0,3 - 0,27915 + 0,3 + 2,04547 ± 0,3 + o,o5682 + 1,76632 
- 0,4 - 0,93256 + 0,4 + r,8gr 28 ± 0,4 - 0,!3679 + 0,95872 
-0,5 - 1,49927 + 0,5 + 1,597 51 ± 0,5 - 0,22220 + o,og824 

- o,g - 1,13420 + 0,9 + 0,!0490 ± og - 0,02710 - !,02930 
- I,O =t= 0,00000 + I,O + 0,00000 ± I,O =t= 0,00000 =t= 0,00000 

3. Kämpfer- und Scheitelmoment aus Eigengewicht. 
Nach II, 5, c) S. 542 ist: Maa =- 6,07532, M,. = + 1,82462. 

Cm 

+ 2,8g868 

+ O,II364 
- 0,27358 
- 0·4444° 

- 0,05420 
=t= 0,00000 

4. Berechnung von v (x), V aus (856) und aus der Bedingung M.""' 0, M,""' 0. 
Ll M •• = Maa, Ll M,. = M,.. Mit Simpson (S. 95) ist: 

+ 6,07532 = 0,45733 [0,09824 v5 + 2 · 0,95872 v5 + 2 • 0,95872 v3 + 1,76632 v3], 

- 1,82462 = 0,45733 [- 0,44440 v5 - 2 · 0,27358 v5 - 2 · 0,27358 v3 + O,II364 v3]. 

v5 = 3,21649 , v3 = 1,84 616 , nach 

c 

linearer Einschaltung: v4 = 2,53133 ; 

V5 = -6 (2 v5 + v4) = 2,04984, 
c 

V3 = {f (v4 + 2 Vs) = 1,42314, 

5 
A. =~V m == 6,94597. 

3 

5. Mittelkraftlinie nach (135) für die virtuelle Belastung .E (-V m)· 

H .". I - 56,31940 . 
v = 1Y1 Oe, Z(-V) f = -4;12 - =- 13,66976, 

Nlo, ~·(-V) 
Yrv = H. 

6. Mittelkraftlinie aus Eigengewicht (qk, q,) nach (538). 

Ha= 84,247 t (S. 542), y 2 (S. 540). 

7. Verlagerung Lly und Ordinaten y1 der gesuchten Mittellinie. 

H. - 13,670 
if--; + H: 84,247=--13,670 =- 0•193689 ' 

Ll y =- 0,193689 (Yrv- Yra), y1 = Yra + Ll :r (Abb. 542) . 

.; X c p Vo V0 • c 

0 13,720 - (6,94597) - -
- I,O 13,720 0 - 6,94597 0,00000 
- o,g 12,348 1,372 - 6,94597 9,52987 
- o,8 !0,976 1,372 - 6,94597 9.52987 

-0,5 6,86o 1,372 2,049 84 6,94597 9,52987 
-0,4 5.488 1,372 3>47299 4,89613 6,71749 
-0,3 4,II6 1,372 1,42314 1,42314 1,952 55 

o,o 0,000 1,372 - 0,00000 0,00000 

(Abb. 542). 

Mo. 

-
0,00000 
9,52987 

19,05974 

47.64935 
54.36684 
56,319 39 

56,31939 
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-1,0 -0,9 - o,8 I -0,7 - o,6 -0,5 1 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 

o,ooo 1,002 1,8041 2,442 2,945 3.3371 3.636 3,855 4,004 4.091 
o,ooo 1,062 r,884 2,510 2,975 3,308 3.569 3,803 3.982 4,086 
o,ooo + o,o6o + o,o8o + o,o68 + 0,030 - 0,029 - 0,067 -0,052 -0,022 -0,005 

8. Nachprüfung der Ergebnisse. Eine Nachrechnung ergibt, daß die Bedingungen 

M, ,., 0; M a = M, ,., 0 nahezu erfüllt sind (Abb. 542). Der Grad der Annäherung hängt von 

der Rechengenauigkeit ab. 

Färber: Der Gewölbebau. Neue Hilfsmittel für Berechnung und Bauausführung. Berlin 

1916. - Ostenfeld, A.: Die günstigste Bogenform für statisch unbestimmte Bögen. Beton 

u. Eisen 1923. - Prokseh, E.: Verfahren zum Aufsuchen der Bogenlinie gleicher Anstren
gungen. Beton u. Eisen 1924 S. 33. - Ri ttcr: Die Formgebung von Brüekengewölben. Beitrag 

zum Internat. Brückenbaukongr. in Zürich 1926. - Kre bi tz, J.: Die günstigste Form sta
tisch unbestimmter Bogenträger. Verhandlg. des 2. Internat. Kongr. f. Techn. Mech. Zürich 

1927 u. Beton u. Eisen 1927 S. 199.- Kögler, F.: Die Formgebung der eingespannten Brücken

gewölbe. Bauing. 1928 S. 98. -- Miozzi, E.: Die rationelle Bestimmung der Stützlinie in Ge
wölben. Bericht über die 2. Internat. Tagung f. Brückenbau und Hochbau. Wien 1929. -
Campus, F.: La fibre moyenne des grandes voutes hyperstatiques. Beitrag zum Internat. 
Brückenbaukongr. in Lüttich 1930. - Kre bi tz, J.: Die neue \Vandau-Enns-Brücke. Beton 

u. Eisen l!l30 S. 75. -· Buschmann, W.: Über die Formgebung eingespannter Gewölbe. 

Bauing. 1931 S. 198. - Dischinger, F.: Beseitigung der zusätzlichen Biegungsmomente 

im Zweigelenkbogen mit Zugband. Abhandlung der Internat. Vereinigung f. Brückenbau und 

Hochbau Bd. 1 S. 69. Zürich 1932 u. Beton u. Eisen 1932 S. 309. -Mi ozzi, E.: Methode zur 

Verbesserung des Gleichgewichtszustandes der Gewölbe. Abhandlung der Internat. Vereini
gung f. Brückenbau u. Hochbau Dd. 1 S. 337. Zürich 1932. - Mehrnel: Bericht über Mes
sungen bei Anwendung des Gewölbeexpansionsverfahrens beim Bau der Brücke über den 
Roguefluß. Bauing. 1933 S. 247. 

58. Erweiterung der Aufgabe. 

Die Kutzlast der Brücken wird in der I<.egel durch Zwischenmittel aus Erd
schüttung und Betonmauerwerk oder durch besondere Tragwerke in die Bogen
träger eingetragen. Die Fahrbahntafel wird auf die Bogenträger abgestützt oder 
daran aufgehängt und bei der statischen Untersuchung in der Regel derart ideali
siert, daß die Schnittkräfte der Bogenträger unabhängig vom Überbau berechnet, 
also Auflast und Nutzlast dem Bogenträger statisch bestimmt zugeführt werden. 
Die Schüttung gilt daher als kohäsionslos, der Aufbau quer zur Fahrbahn in Streifen 
zerlegt, der Überbau als Folge von einzelnen Trägern, die untereinander und mit den 
Pfosten frei drehbar verbunden sind. 

=t= 0,0 

4,120 
4,120 
0,000 
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Diese Voraussetzung ist ganz oder auch teilweise nur in einzelnen Fällen ver
wirklicht worden. Die Fahrbahn stützt sich vielmehr auf durchlaufende Träger, 
deren Zwischenstützen mit diesem frei oder elastisch drehbar verbunden sind, 
so daß Bogenträger und Überbau elastisch voneinander abhängen. Um die Berech
nung zu vereinfachen, werden die Formänderungen der Bogenträger bei der Unter
suchung des Überbaues vernachlässigt und die Auflasten der Bogenträger durch 
den Überbau statisch bestimmt angenommen. Der elastische Zusammenhang von 
Bogenträger und Fahrbahn entlastet in der Regel den Bogenträger und erhöht die 
Spannungen des Überbaues. Um diese Nebenspannungen zu erfassen, liegt es nahe, 
die biegungssteifen Randträger der Fahrbahntafel dem Haupttragwerk einzu
gliedern, dafür aber auch den Baustoff der Bogenträger wirtschaftlich auszu
nützen. 

Diese Entwicklung des Tragwerks wird darnach einerseits durch den biegungs
steifen Bogenträger mit schlaffem Streckgurt (Abb. 543a und b) andererseits durch 
die Verbindung eines biegungssteifen Streckträgers mit einer Stabkette begrenzt 
(Abb. 543c und d), deren Elemente allein Längskräfte erhalten und daher nur die 

lJ für die Stabilität notwendige Biegungs-
a ~ steifigkeit besitzen. Dazwischen liegen 
~ \( y Tragwerke mit biegungssteifem Bogen 
~ d und biegungssteifem Streckträger, die 
c ~ ~ ~ dann auch beide an der Übertragung 
~ ~ ~ des Momentes aus den äußeren Kräften 

.... f am Tragwerk beteiligt sind (Abb. 543e 
e ~ ~ ~ undf).DieBelastungausFahrbahnund 
~ -~ 'I Nutzlast wird beiden Gurten durch 
~ ~ h , senkrechte, frei drehbar angeschlossene 
g ~ ~ <::x:::::rr Pfosten zugeführt. Der biegungssteife 
.:., ~ \( )I Anschluß (Abb. 543g und h) erzeugt 

i """' in den Pfosten neben Längskräften auch 

Abb. 543. 

Querkräfte und dadurch eine Entlastung 
der Gurte von Biegungsmomenten. Diese 
ist bei schrägen Verbindungen (Abb. 543k 
und 1) oder schrägen und senkrechten 
Verbindungen beider Gurte noch größer. 
Das Tragwerk wird zum Fachwerkträger 
mit biegungssteifen Gurten, in denen 
die Eiegongsspannungen nur Neben

spannungen bedeuten. Um nicht die schönheitliehe Wirkung der Bogenträger 
mit angehängter Fahrbahn durch die Überschneidung starker Wandglieder bei 
schräger Blickrichtung zu beeinträchtigen, sind schlaffe Stäbe aus Stahl ver
wendet worden, die nicht in der Lage sind, Druckkräfte zu übertragen, sondern 
dabei elastisch ausschalten. Die Gliederung des Tragwerks ist um so weniger 
veränderlich, je größer das Eigengewicht der Fahrbahn im Verhältnis zur Nutz
last ist. 

Die Form der Träger wird in der Regel derart gewählt, daß die Pfosten und 
Bogenstäbe bei Eigengewicht im wesentlichen nur Längskräfte erhalten. Die Mittel
linie des Stabbogens ist dann die Mittelkraftlinie aus Eigengewicht. Zur Berech
nung dienen die Methoden der Abschnitte 24ff. Wenn dabei auch keine sachlichen 
Schwierigkeiten entstehen, so ist die Zahlenrechnung bei steif angeschlossenen 
Pfosten sehr umfangreich und fehlerempfindlich. Sie wird nach S. 485 bei gelenkig 
angeschlossenen Pfosten bereits wesentlich einfacher und bietet in den Beispielen 
Abb. 543d und i auch in formaler Beziehung keine Schwierigkeiten mehr. Der Ein
fluß gelenkig angeschlossener Hängestangen auf die Schnittkräfte eines Bogen-
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trägers mit biegungssteifem Zugband oder Streckträger ist auf S. 270 abgeschätzt 
worden. 

Bleich, F.: Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke mit der Methode des Vier
momcntensatzes, 2. Aufl. Berlin 1925. - Girkmann, K.: Berechnung von Rahmen-Bogen
trägern mit beliebigen Gurtquerschnitten. Stahlbau 1929 S. 253. - Maillart: Leichte Eiseu
betonbrücken in der Schweiz. Bauing. 1931 S. 165.- Nielscn, 0. F.: Bogenträger mit schräg
gestellten Hängestangen. Abhandlung d. Internat. Vereinigung f. Brückenbau u. Hochbau 
Bd. 1 S. 355. Zürich 1932. 

59. Durchlaufende Bogenträger. 
Die Mittellinie der durchlaufenden Bogenträger des Brücken- und Hochbaues 

ist stetig gekrümmt oder geradlinig gebrochen. Die Träger sind über den Stützen 
starr oder frei drehbar verbunden und stützen sich auf Pfeiler oder senkrechte 
Pfosten. Die Stützenquerschnitte sind starr oder frei drehbar, beweglich oder 
unverschieblich, elastisch drehbar oder elastisch verschieblieh angeschlossen, so 
daß der wesentliche Anteil des Widerstandes entweder den Pfosten oder den Riegel
stäben des Tragwerks zufällt. 

Ist die Formänderung der Pfeiler ohne Ein
fluß auf den Spannungszustand der Träger, so 
werden die Schnittkräfte am einfachsten aus 
den geometrischen Bedingungen für die Form
änderung eines statisch bestimmten oder un
bestimmten Hauptsystems abgeleitet. Diese 
Rechnung verdient auch in allen anderen 
Fällen den Vorzug, wenn das Lösungsergebnis 
nicht durch ungünstige Fehlerfortpflanzung .r, 
beeinträchtigt wird. Als statisch unbestimmte 
Hauptsysteme dienen die Rahmen und Bogen
träger, deren Schnittkräfte aus den Tabellen 
in Abschn. 55, 56 und 61 bekannt sind oder 
in erster Stufe mit dreigliedrigen Bedingungs
gleichungen angegeben werden können. 

l. Der durchlaufende Bogen mit frei 
Abb. 545. 

dreh barer Verbindung der Träger über den beweglich gelagerten Zwischenstützen 
ist einfach statisch unbestimmt. Die Bogenwirkung ist gering, da die Verschiebung 1510 

aus der Belastung eines Feldes ebenso groß ist wie beim Zweigelenkbogen, dagegen 
die Verschiebung 1511 mit der Anzahl der Felder wächst (Abb. 544). 

2. Der durchlaufende Bogen mit starrer Verbindung der Träger und beweg
licher Lagerung der Zwischenstützen kann aus der Formänderung eines statisch 
bestimmten oder statisch unbestimm
ten Hauptsystems berechnet werden. 
Das eine besteht aus der Reihe ein
facher Träger, das andere ist ein durch-

·:. ~;::;;"Q:L;;:::r::?:>%\ ... 
Abb. 546. Durchgehender Bogenträger auf frei drehbaren 

laufender Balkenträger mit der Bogen- Stützpunkten mit oder ohne Scheitelgelenk. 

kraft Xn als überzähliger Größe (Abb. 

' 

545). Die statisch unbestimmten Schnittkräfte des Hauptsystems können daher 
nach Abschn. 4 7 mit einer Gruppe dreigliedriger Bedingungsgleichungen abgeleitet 
werden. Damit sind die Biegungsmomente M&n-1l, M~n- 1 l also nach (305) auch die 
Verschiebungen o~y 1 l, t5;:',;- 1l bestimmt, so daß 

Xn = b~no-llfb~n.,.-1) und M = Mg•-1l- Xn M~n-ll. 

3. Der durchlaufende Bogenträger mit frei drehbaren, aber unverschieb
lichen Zwischenstützen kann aus den geometrischen Bedingungen für die Form-
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änderung eines Hauptsystems untersucht werden, an dem die Stützenmomente als 
überzählige Größen wirken. Der Ansatz ist dreigliedrig. Es besteht daher keine 
Veranlassung, die Schnittkräfte nach Abschn. 41 aus den Knotendrehwinkeln 

M2 für -X.=1 
Abb. 54 7. Das statisch bestimmte Hauptsystem bei An
ordnung von Scheitelgelenken. Die überzähligen Größen 
sind die Stützenmomente. Die Bedingungsgleichungen 
lauten bei Parabelform des Bogens und bei einer Quer
schnittsveränderung nach l c : l cos ct = 1 

-X 1 1; + 4 X 2 (12 + 1;)- X 3 1; = 30 J~~ • 

M2 für -Xo=1 
Abb. 548. Das statisch unbestimmte Hauptsystem be
steht bei einem Träger ohne Scheitelgelenke aus einer 
Reihe von Zweigelenkbogen. Die überzähligen Größen 
sind die Stützenmomente. Die Bedingungsgleichungen 
lauten bei Parabelform des Bogens und bei einer Quer
schnittsveränderung nach l c : l cos ct = 1 

-X1 l; + 3X2 (1~ +13)- X 3 l; = 24~~'lf. 

abzuleiten, denn die statischen Bedingungsgleichungen {583) mit 1p0 = 0 sind 
ebenfalls dreigliedrig. Dagegen läßt sich leicht dabei erkennen, daß der Span

I 
I 
I 

~ 
I 
I 

Abb. 549. 

+~ 

nungszustand eines Abschnittes von dem 
der anschließenden Felder weniger ab
hängt als beim durchlaufenden Balken
träger und daß die starre Einspannung 
derTrägerenden dieZerlegung des Trägers 
in statisch voneinander unabhängige Ab
schnitte bedeutet (Abb. 546 bis 548). 

4. Der durchlaufende Bogenträger 
mit Pfosten auf frei drehbaren 
Enden läßt sich aus den geometrischen 
Verträglichkeitsbedingungen des statisch 
bestimmten Hauptsystems Abb. 549 
berechnen. Der Ansatz erhält folgende 
Form: 

- (2t'- hk+2 + 2 fk+2 l' ) X + l' X l' X - 6 _. k hk k+2 k+t k+2 k+2- k+2 k+3- UkO' 

-t'X -2(~ h'+~·+f•t') Y -(2t'- h•+s+21.+2t' )x 
k k-2 hk-2 k hk-2 k -"' k-1 k hk k+2 k {863) 

+ 2 [t' + h'. + hf+• (l' + h' ) + _! !l••t' + 2 fk+2hk+2t' J X k k hl k+2 k+2 5 h~ k+2 h~ k+2 k+1 

+ 2 hk+2 + fk+2 1, X (hk+2 + /k+2 , hk+2 , ) _. 
----;;;;--- k+2 k+2- 2 - --h.--/k+2 + h; hk+2 Xk+3 = 6 U(k+l)O • 

Abb. 550. 

Je nachdem die Rahmenstellung nach Abb. 550a oder b abschließt, gilt in 
Abb. 550c die vollständige Matrix oder ihr umrandeter Kern. Der Ansatz wird 
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nach S. 219ff. aufgelöst. Der Abschluß der Rechnung nach S. 252 bedarf keiner 
Erläuterung. Dasselbe gilt bei Verwendung eines statisch unbestimmten Haupt
systems nach Abb. 551, dessen Spannungszustand für jeden Belastungsfall nach 
den Tabellen Abschn. 61 angeschrieben werden kann. Bei Symmetrie des Stab
netzes entsteht dann die folgende Rechenvorschrift: 

Das Hauptsystem ist einfach statisch unbestimmt und die Bogenkraft H des 
mittleren Abschnitts überzählige Größe der ersten Eliminationsstufe. H = Ya. Sie 
ist bei antimetrischer Belastung des II) Abmessungen 
Hauptsystems Null oder statisch be- t--------- ..f 
stimmt. Aus den symmetrisch liegen- f: __ 
den statisch unbestimmten Schnitt- ~ 
kräften der zweiten Eliminationsstufe ~ : 

" (Abb. 551 b) werden nach Abschn. 28 
folgende Gruppenlasten gebildet: 
X _ .X~_-j-.,Ya X _ ~(1_---:-__!{a 
1- 2 ' 2- 2 ' 

Xb+Xc X- ------a- 2 ' 
xb -x. X - ··---- -----

4- 2 

Nach Tabelle 45 ist für den mittleren 
Rahmen(] h = J ./3), "= 0,1333, rp = 0,45, 
,u = 26,9430 und mit den Werten IP für 

-X1 = 1: H =- W IP = +0,25 · 0,227 
= 0,0567t, 

-X3 = 1: H 
M 1 
~z· tP = 4.o o, 724 

= 0,1810 t, 

1 
-X2 = 1: Ha= -Hb = -h = 0,25t, 

-X4 =1: H=O. 

Bei gleichförmiger Belastung der Endfelder 
ist H = 0, bei gleichförmiger Belastung 
p = 3 tfm des mittleren Abschnitts (Abb. 
552) nach S. 583 

p l 3 ·10,0 10 
H =s-Ä IP= ~8- · .4. · 0,505=4,731 t. 

Der symmetrische (1) und antimetrische (2) 
Anteil w /2 einer waagerechten Belastung 
w = 0,75 tfm des linken Endpfostens (Abb. 
553) liefert nach S. 584 

<1lH =- WIP= _!-'_. ±_ 1P 
2 2 

=- 0,75. 0,227 =- 0,170 t' 

w 0,75 
<2lHb =- <2lHa = !f = - 2- = 0,375 t. 

c) Be/aslunf!SZUsftrncl-..lf-1 

1 -..18-1 1 0) 
~~nd""'~----
1- ... ~1 

Abb. 551. 

Damit sind die Schnittkräfte des Hauptsystems aus der vorgeschriebenen Belastung (Abb. 554) 
und aus - X 1 = 1 usw. bekannt, so daß die Verschiebungen <'l.\.1l, <'lJ/l, <'lJ:1ö des Hauptsystems 
nach S. 161 angegeben werden können. 

Symmetrischer Anteil Antimetrischer Anteil 

Xl Xa X 2 x, 

15,870 19,937 3,000 

3,000 10,000 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. II. 36 
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5. Die durchlaufenden Bogenträger auf elastisch drehbaren Stützen mit 
frei dreh baren oder eingespannten Enden lassen sich nach einheitlichen 
Regeln untersuchen, wenn die Längskräfte im Bogenscheitel als überzählige Größen 

{ 

i a 
ll 

Abb. 552. Abb. 553. 

einer zweiten Eliminationsstufe bestimmt werden, so daß die statisch unbestimmten 
Stützenmomente des Trägers zunächst in einem durchlaufenden Balkenträger er
scheinen und nach Abschn. 47 für die vorgeschriebene Belastung und die äußeren 

Belastun11 tles linken relo'es mif p=a,otjm Kräfte - X3 = I usw. aus drei
gliedrigen Bedingungsgleichun
gen hervorgehen. In jedem Falle 

~~~~".""~~IW>Jb~i!'9i'=-~----lr:--=ml:lb-o,99 entsteht dann die folgende 
Rechenvorschrift: 

2,fJII1 0,869 

Abb. 554. 

Die geometrischen und 
elastischen Eigenschaften des 
Stabnetzes (Abb. 555) werden 
möglichst einfach gewählt, um 

t--- ~ 
f Z,-311,0 

~ 

i 
a) AbmBssungen 

b) Hauplsys!Bm 
Abb. 555. 

übersichtlich zu rechnen. Die Mittellinie des Trägers wird daher als Parabel ange
nommen, für die Querschnitte gilt J.JJ cos cx =I. Die Querschnitte des Zwischen
pfeilers mit f.u,. sollen mit n = ] 0 ,.: luh die Funktion ] 0 ,./],11 ,. =I- (I-n)y2/h2 

erfüllen. Die waagerechte Verschiebung e11 und die Verdrehung e21 des Stützen
kopfes durch eine waagerechte Kraft I ist daher im statisch bestimmten Haupt-
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system nach Abschn. 18 

S 1 h2 h' s lc h h' 
e11 = y2 -f dy = l5 (2 + 3n), e21 = y T ds = T (1 + n). 

Ein Kräftepaar 1 am Stützenkopf führt zur Verdrehung 

S lc h' 
s 22 = -1 dy = 3 (2 + n), h'=hL. 

loh 
Das Tragwerk zählt neun statisch unbestimmte Schnittkräfte, von denen die 

Längskräfte X 2 , X5 , X8 im Scheitel der Bogenträger in einer zweiten Stufe be
rechnet werden, so daß die erste nur die Einspannungsmomente eines sechsfach 
statisch unbestimmten Balkenträgers als überzählige Größen enthält. Sie werden 
durch Xi6> = Y1 •• • X~6> = Y6 bezeichnet und für die vorgeschriebenen Belastungen 
P, - X 2 = 1 aus dem folgenden Ansatz berechnet: 

Die 6 El. fl'fachen Beträge der Ver- Y 1 
schiebungen sind 

6~1 = 2, 
llu 612 

- ----------
621 622 623 

- -------- -
., 6 2 
U23 = -~ E22· 

Mit l = l' = 24,0 m, h = 21,0 m, 4 632 633 634 

ls = 0,018 m 4 , loh= 0,0833 m 4 , -----------
lun = 0,667 m 4 , 6 643 644 641i 

- ----------
654 61i5 61i6 

n = 0,0833/0,667 = 0,125, h' = 4,54 m 
nach Abb. 555 ist 7 

------------
661i 666 

fn = 317,0, E12 = 26,8 , E22 = 3,21 , 
(l~2 = 2,8025 ' (l~3 = - 0,8025 . 

9 

Bedingungsgleichungen der ersten Stufe: 

Yt Y2 Y3 

F 
I 

- 2,8025 - o,8o25 

- o,8025 2,8025 I 

3 

4 

6 I 2,8025 -0,8025 

7 - o,8o25 2,8025 I 

9 I 2 

Konjugierte Matrix nach Abschnitt 29: 

- "21 - "a2 - "'3 - "a4 - "6• 
111>- -0,39450I -t-0,333525 -0,396385 -t-o,348534 -o,5ooooo --~ 

-t-o,622859 -0,2457I8 -o,o8I953 +0,032485 -t-o,ou 322 -0,00566I 
- 0,500 000 =- "12 

-0,2457I8 +0,491437 -t-o,I63907 -0,064970 -0,022644 -t-o,OII 322 

-o,o8I953 -t-o,I63907 +0,470274 -0,I864IO -0,064970 -t-o,o32485 

+0,032485 -0,064970 - O,I864IO +0,470274 -t-o,I63907 -o,o8I953 
+ 0,333 525 =-uu 

-t-o,ou 322 -0,022644 -0,064970 -t-o,I63907 +0>491437 -0,2457I8 
-o,39450I =-uaa 

- o,oo566I -t-o,ou 322 +0,032485 -o,o8I953 - 0,2457I8 -t-o,622859 

3 4 6 7 9 
36* 
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Die Belastungszahlen 15A, 0 = 6 15k0 fl sind für 

6 
-X2=1: 15~0 =21=16,0, 15~0 =21-Te12 =9,30, 

6 
l5ßo = 2 I - T e12 = 9,30 = 15~0 , 

6 6 
-Xs= 1: 15~o= 7e12=6,70, 1560 = 2 I- Te12= 9,30, 1560 = 2 I= 16,0. 

Irrfolge der Symmetrie wird daher nach (412) 

Y11 = Y68 =7,13148, 

Y41 = Y38 =-1,33282, 

Y 15 = Yas = - 2,03050, 

-10,939 -19,939 

Momente Mf1 
Abb. 556. 

Y21 = Y68 = 1,73705, 

Y51 = Y28 =-0,04356, 

Y25 = Yss = 4,36445, 

Yal = Y4s = 3,36421, 

Yal = Y1s = 0,23237, 

Yas = Y45 = 3,30281. 

Abb.556a zeigt die MomenteM~6> irrfolge von -X2 =1, 
das Spiegelbilddie MomenteM~6> irrfolge von-X8 = 1, 
Abb. 556b die Momente M~6> aus-X5 = 1. Darnach 
können bei den einfachen elastischen Beziehungen 
(]. IJ cos rt.) des Riegels die Biegelinien 15~>., 15i!>~, 15;!~ 
unmittelbar nach Tab. 12 angeschrieben werden. Das
selbe würde auch bei einer vorgeschriebenen Be
lastung ~ mit 15~~, 15~6J, ö~OJ der Fall sein. 

Die zweite Stufe des Ansatzes dient zur Berech
nung der Längskräfte X 2, X5, X 8 • Sie besteht aus drei 
geometrischen Bedingungen für die Formänderung eines 
sechsfach statisch unbestimmten Hauptsystems. Die 
Vorzahlen des Ansatzes werden nach S. 161 berechnet. 
Darnach ist: 

..,<6>- JM<o>M<6> J. ds 
Ugg- 9 2 j 

= 24,0 [185. 8,0. 8,0- ! 8,0 (7,131 + 1,737)] 

- 26,8 . 1,627 + 317 = + 525,036 = 15~ty ' 

15~6J = 24,0. ! . 8,0 (2,031 - 4,364) + 26,8. 1,061 - 317 =- 467,877 = 15~6J' 

15~~ = 24,0. +. 8,0 (0,044 - 0,232) + 26,8 . 1,289 = + 22,513. 

8 2 
15~6J = 24,0. 15. 8,0. 8,0- 24,0. 3. 8,0. 3,303- 2. 26,8. 1,061 + 2. 317 = + 973,546. 

Bedingungsgleichungen der zweiten Stufe: 

2 

5 

8 

Konjugierte Matrix: 

2 

5 

8 

Xa Xö 

+ 525,036 

- 467,877 

+ 22,513 

+ o,oo6106 

+ 0,004912 

+ 0,004II6 

- 467,877 

+ 973·546 

- 467,877 

.1:(6) 
ubo 

+ 0,004912 

+ 0,005749 

+ 0,004912 

+ 22,513 

- 467,877 

+ 525,036 

+ 0,004II6 

+ 0,004912 

+ o,oo6106 
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Die Fehlerempfindlichkeit des Ansatzes wird nach S. 167 geprüft . 

.2l<'llkDlkl 1024·106 
q; = ± p ------ D~-- ~ ± p --48~-1()6 = ± 21,4 p. 

Sie ist nach S. 168 für das Ergebnis ungünstig. Berechnung der überzähligen Schnittkräfte: 

X2 = ß22 <'l~IIJ + ß2r. <'l~IIJ + ß2s<'lW • 

Einflußlinien (X8 Spiegelbild zu X 2) (Abb. 557). 

Abschnitt l2 Abschnitt l6 

9,3788 w~ - 3,1397 w~- 3,0587 wD 
7,5448 w~ - 2,35II w~- 3,2o68 wD 

7,5448 w~ - 3,oo27 w~- 2,1054 wD 
8,8305 w~- 2,7807 (w~ + wD) 

Abschnitt l 8 

X 2 6,3222 w~ - 2,7184 w~- 1,996o wD 
X 5 7,5448 w~- 2,3511 w»- 3,2o68 w~ 

565 

Die Lösung ist bei Ausnützung der Symmetrie kürzer, jedoch hier mit Rücksicht auf andere 
Aufgaben allgemein durchgeführt worden. 

mt 

~46~ ~ f.il/ ~ ~~ ~ 

o,a~~'~ 
I Einflußlinie für~ ........, I 

mt 

f.il/ ~:: 
0,2 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Abb. 557. 

Eine angenäherte Untersuchung, bei welcher die Verdrehung cp8 der Stützen
köpfe H als klein gegen deren waagerechte Verschiebung u8 vernachlässigt wird, 
ist wesentlich einfacher. Nach S. 563 ist: 

mit 

ttH = (Xk- Xh) 8i~> + (X11+1- Xk-1) 8iil, 

CfJH = (X"- Xh) 8~~> + (Xh+l- Xk-1) 8~~, 

Werden die einzelnen Bogenträger lh, lk wie bisher als symmetrisch angenommen, 
so lassen sich aus den statisch unbestimmten Schnittkräften Xk_1 , Xk, Xk+t eines 
Abschnitts lk (Abb. 558) nach S. 523 folgende voneinander unabhängige Gruppen
lasten bilden: 

X k-1 f _x k+_! 

2 

Zk: X,, in Verbindung mit Z<k+1>"= -Xk'Ybk>. 

Da außerdem die Verdrehung der Stützenköpfe nach Vorschrift ausgeschlossen 
wird, sind alle Gruppenlasten .. . Z h-1 , Zk_1 • • • Z 11+1 , Zk+t· . . voneinander unab-
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hängig. Nach S. 523 ist daher 

Zie-l = (J(k-ll of{j(k-ll (k-ll • Z k+l = (J(k+ll of{l(k+ll (k+ll · 

Die überzähligen Größen Zk sind Wurzeln des folgenden dreigliedrigen Ansatzes: 

Zh(Jkh + Zk(Jkk + Zr(Jkr = (Jico· 

Er enthält bei Belastung eines Abschnittes lk außer (Jko keine Belastungszahlen, 
so daß mit den Kennbeziehungen 

Zh/Zk =- "'hl" Zr/Zk =- "'rlc• 

Z - 15ko 
1o- - 15u "Ak + 15u- ilkr "•k ' 

Zk= 15ko +~ ou"hk+l5h"rk -z +Z 
15kk 15kk -15k"""k+l5u-15kr"rk- lc,O k,l• 

k 

Abb. 558. 

Matrix der Bedingungsgleichungen 

2 229,8 

5 - 93.3 

8 

Konjugierte Matrix der Vorzahlen ßu· 
J~'l/ 

2 + o,oo5o18 

5 

8 

-

-

Der Anteil Zk 1 beschreibt 
/""demnach den 'Einfluß der 
~ elastischen Eigenschaften aller 

x" 
93·3 

323,0 

93.3 

1!(6) 
uöo 

-

übrigen Träger und Pfosten 
auf die Bogenkraft Zk. 

Um die Brauchbarkeit der Nähe
rungsrechnung zu prüfen, wird die 
Bogenstellung Abb. 555 untersucht, 
für die bereits ein genaues Ergebnis 
vorliegt. 
Bogenform: Parabel mit 1=24,0 m, 

I= 8,0 m, ], = 0,018 m4 , 

j,jj cos IX = 1, Ybk) = ~ f. 
Pfeiler: h = 21,0 m, 

J j2 
]~ = 1 - (1- n) h2, 

= ] 0 = 0,0833 = O 125 
n fu 0,677 ' ' 

e11=317,0, e12=26,8, e22 =3,21, 
daher 

93.3 

229,8 

4 
1522,1 = 45 /2 1 = 136,53 ' 

e~g 
1522,2 = e11 - -8 = 93,25, 

22 

1!(6) 
Uso 

+ 0,001642 + o,ooo667 

+ 0,004044 + 0,001642 

+ o,oo5o18 
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Gleichung der Einflußlinien für die Bogenkräfte. 

Bogen 12 

ß22 (lm2 

f ~~ " x2 ß22- (w - w) 3 P R 

7,7081 (w~- wR) 

Xs 2,5221 (w~- wR) 

Xs 1,0241 (w~- wR) 

Bogen 15 

ß26 (lm5 

fl" ß _l (w"- w) 25 3 P R 

2,5221 (w~- wR) 

6,2116 (w~- wR) 

2,5221 (w~- wR) 

Einli'ußlinie für "2 
~ 
<::!' 

Einli'ußlinie ffir X5 
Abb. 559. 
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Bogen 18 

ß2s (lmB 

I~~ " ß2s 3 (wp- w8) 

1,0241 (w~- wR) 

2,5221 (w~- wR) 

7,7081 (w~- wR) 

Zum Vergleich ist die Einflußlinie des beiderseits starr eingespannten Bogenträgers nach S. 531 
berechnet und in Abb. 559 punktiert eingetragen worden. 

Das genaue Ergebnis steht auf S. 565 und kann nach S. 349 ebenfalls aus den Knoten- und Stab
drehwinkeln des Verschiebungszustandes abgeleitet werden. Auch hier bedeutet die Näherungs
rechnung mit rpa = 0 eine wesentliche Vereinfachung, die leicht im Ansatz der Lösung verfolgt 
werden kann. 

Ritter, M.: Beiträge zur Theorie und Berechnung der vollwandigen Bogenträger ohne 
Scheitelgelenk Berlin 1909. - Marcus, H.: Studien über mehrfach gestützte Rahmen und 
Bogenträger. Berlin 1911. - Müller-Bresla u, H.: Zur Auflösung der mehrgliedrigen Elasti
zitätsgleichungen. Anwendung auf mehrfach gestützte Rahmen. Eisenbau 1917 S. 193. -
Straßner, A.: Der durchlaufende Bogen. Berlin 1919. - Hertwig, A.: Die Berechnung 
der Rahmengebilde. Eisenbau 1921 S. 122. - Schächterle, K.: Die Talbrücken der Verbin
dungsbahn Tuttlingen-Hattingen. Beton u. Eisen 1933 S. 7. 

60. Der Rahmen. 
Geschlossene und offene Stabzüge mit geraden oder gekrümmten, steif mitein

ander verbundenen Elementen, werden als Rahmen bezeichnet, wenn die ihnen 
nach S. 312 zuzuordnende Stabkette beweglich ist. Die geschlossenen Rahmen sind 
statisch bestimmt oder statisch unbestimmt gestützt, die Enden der offenen Stab
züge in der Regel frei drehbar angeschlossen oder eingespannt. Die Verbindung 
mehrerer biegungssteifer Stabzüge liefert mehrteilige Rahmen. 

Die Schnittkräfte werden entweder nach (288) als Funktion statisch überzähliger 
Größen Xk oder nach (500) als Funktion der geometrischen Randwerte cp,1 , {} 11 der 
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Formänderung angegeben. Diese sind nach Abschn. 24ff. durch die geometrischen 
Bedingungen für den Verschiebungszustand eines statisch bestimmten oder statisch 
unbestimmten Hauptsystems, jene nach Abschn. 38ff. durch die statischen Bedin
gungen für das Gleichgewicht der Anschlußkräfte an den Stabenden eines geometrisch 
bestimmten Hauptsystems bekannt. Beide Lösungen haben sich als ausreichendes 
und zuverlässiges Hilfsmittel zur Rahmenberechnung erwiesen. Trotzdem werden 
hierfür in der Literatur noch zahlreiche andere Ansätze vorgeschlagen, deren Eigen
art durch die Auswertung der geometrischen Eigenschaften geschlossener Stabzüge 
und in der winkeltreuen Verformung der Stabknoten begründet, deren Kern jedoch 
stets in den allgemeinen Methoden enthalten ist. 

Am Rahmenknoten K der Abb. 560a sind h Stäbe biegungssteif angeschlossen, 
von denenkund (k + 1) dem geschlossenen Stabzuge r zugeordnet sind. Sie bilden 
den Winkel 8~> = 180° - ()(j[l + ()(l[.\. 1 . Er ändert sich infolge der Formänderung 
des Stabwerks. 

81>-+ 8~> + LI 81>; LI 81> = - LI ()(j[> + LI ()(l[.\. 1 = {}1, - {}k+l • 

Die elastische Bewegung des Knotens K ist nach S. 305 durch Ux, Vx, rpK bestimmt. 
Die Winkeltreue Verformung des Stabwerks am Knoten liefert nach S. 306 (h -1) 
Bedingungsgleichungen: 

rpK = -,;~> + {}k = -r~+ll +{}k+l oder -r~+t>- -,;~> + {}k+l- {}k = 0. (864) 

Lösung a) Die Winkel beschreiben die Formänderung einer Gelenkkette] K, an 
der neben der Belastung ~k noch die Stabendmomente M~l>, M~l als äußere Kräfte 
angreifen. Die Lasten ~ k erzeugen allein die E] c fache Verdrehung -rn, -,;~>0 der 
Endtangenten ], Keines beiderseits frei drehbar gestützten Stabes lk (Tabelle 17), 
die unbekannten Stabendmomente M:f>, M~l die EJ.fache Verdrehung -r:J'k, -r~k. 
Die Stabendmomente werden in Übereinstimmung mit dem Drehsinn der Winkel 
nach S. 305 im Uhrzeiger positiv bezeichnet. Die Gleichung 

(k = l , ... h - I), (865) 

enthält daher 4 Stabendmomente als Unbekannte (Viermomentengleichung). Sie 
lautet bei geraden Stäben mit konstantem Trägheitsmoment ] k für 

... <k> _ lk (2 M<k> _ M<k>) 
•JM- ß J K ' 

-,;<k> - -~ (2 M<k> - M<k>) (866) 
KM- 6 K J ' 

lkM:f>-2tkM~>+2lk+t M~+t>_zk+tM_<t+ll+6{}1,+1- 6{}k+ 6-r~tt>_ 6-r~~= 0 (867) 

und kann ebenso für Stäbe mit Zwischenstützung oder für gekrümmte Stäbe an
geschrieben werden. Die E Je fachen Stabdrehwinkel {}k, {}k_,_1 sind nach (526) Funk
tionen der unabhängigen Komponenten "Pc des Verschiebungszustandes. Sie werden 
gemeinsam mit den Stabendmomenten aus den geometrischen Bedingungen (867) 
und aus den Gleichgewichtsbedingungen für die Schnittkräfte bAJ = 0, bAc = 0 
(523) berechnet. 

Lösung b) Die Substitution der Stabendmomente in (867) durch Funktionen 
geeigneter statisch überzähliger Größen nach Abschn. 24 und der Stabdreh
winkel {}k durch Funktionen der Parameter "Pc liefert die von Fr. Bleich angegebene 
Lösung, bei welcher nach Elimination der "Pc (c = 1 ... f) ebenso viele Gleichungen 
als statisch überzählige Größen vorhanden sind. 

Lösung c) Die Substitution der Stabdrehwinkel {}k durch die unabhängigen 
Komponenten "Pc in den geometrischen Bedingungen (864) und deren Elimination 
liefern für den Rahmen mit n geschlossenen, biegungssteifen Stabzügen 3 n geo
metrische Bedingungen für die Drehwinkel -,;~>. Sie können auf Grund der Eigenart 
der Formänderung geschlossener Stabzüge auch unmittelbar angeschrieben werden. 
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Die Formänderungsenergie des Rahmens ist ebenso wie bei allen anderen Trag
werken ein Minimum, so daß für einen biegungssteifen geschlossenen Stabzug (r) 
mit den drei statisch unbestimmten Größen Xr+I• Xr+ 2 , Xr+a nach (3I4) die fol
genden Bedingungen gelten: 

(868) 

Diese bedeuten mit Xr+I als Biegungsmoment des Querschnitts (r + I) und mit 
Xr+ 2 , Xr+a als den Längskräften zweier anderer Querschnitte (r + 2), (r + 3) nach 
(I62) geometrisch, daß die gegenseitige Verdrehung der Querschnitte (r +I) und die 
gegenseitige Verschiebung der Ufer der Querschnitte (r + 2), (r + 3) in Richtung 
der Stabtangente eines (3 n - 3) fach statisch unbestimmten Hauptsystems Null 
sind. 

o(anl =IM M(3n)l~ds = 0 
r+l r+l J • 

o(an)=fM M(an)[cds+JN (N(an)lc+EJ IX t)ds=O r+ 2 r+2 1 r+2 F c t ' 

o(an)=fM M( 3n)[cds+JN (N( 3 n)lc+EJ IX t)ds=O r+3 r+3 1 r+3 , F c t • 

Mit den Abkürzungen 

M(3n)~=..,. J IV, 
M(3nl _}_c__ ds = ttJ ds = d~ 

J 

und den Beziehungen der Abb. 560 für 

Mr+l =I, 111r+2 = a, Nr+2 = COSIX, 

Mr+3 = c, Nr+a = cosy 

lauten die geometrischen Bedingungen (869) für t = 0 
ohne den relativ kleinen Anteil der Längskräfte: 

J ad~ = 0, J c d~ = 0. (870) 

d~ ist der E Je fache Betrag eines Winkels, der in der 
Mechanik als Vektor senkrecht zur Ebene der Bewegung c 
aufgetragen wird. Daher darf ttJ als stetige, senkrecht zur 
Rahmenebene wirkende Linienbelastung, die relative 
Verdrehung ~u einzelner Stabglieder in Anschluß- oder 
Zwischengelenken (g) als Einzellast angesehen werden. 
Die Gleichungen (870) bedeuten auf diese Weise das .Jl ... • ·-....._ 
Gleichgewicht der parallelen fiktiven Kräfte (ttl(rl, ~~~) Abb. 560. 

an einem geschlossenen Stabzug (r) des Rahmens, da 

(869) 

die algebraische Summe und das statische Moment der Kräfte für zwei Achsen b, d 
der Rahmenebene nach (870) Null sind. 

Dies gilt ebenso für die stabweise (k) Zusammenfassung der Kräfte (tu(•l, ~~~) 
zu den resultierenden Kräften ~(r, kl mit den Abständen ak, c7c von den Achsen b, d 
(Abb. 560b, c) und deren Zerlegung nach den benachbarten Knotenpunkten], K 
des Stabes k in ~;f' kl, ~}::· kl mit 

J d~(r) + ~ ~~~ = ~(r,kl = -(~y.k) + ~jl:,kl) 
k k 

und 
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Die Gleichgewichtsbedingungen (870) können daher auch folgendermaßen geschrieben 
werden: 

(871) 

Sie bilden mit 

<m(r.k> _ Q<r,k> _ JM J • . !!.._ ds = TJ<k> 
;w J - J,lU - j /k ' 

r,k 

-7ffi<r.k) = Q<r,k) = -fM _Je _!__ ds = -r<k> 
K K,lV j lk K ' 

7m<r> = _ Q<r.k> + Q<r.k+l> 
K K,W K.w (872) 

in Verbindung mit (864) u. (865) Bedingungen für die Komponenten des Verschiebungs
zustandes oder für die Änderungen L16l.1f> = -&k- -&k+l der Stabzugwinkel 6l.lf>: 

.lJ (T~+l)_ T~)) = 0, .2) aK (T~+ll_ T~>) = 0, .2) CK (T~+ll_T~)) = 0, 
r r r 

(873) 

Diese sind mit den geometrischen Bedingungen (869) äquivalent. Das Ergebnis (873) 
kann nach Abschn. 21 auch unmittelbar angeschrieben werden. Dabei lassen sich 
leicht auch die Stablängenänderungen L1lk =I= 0 nach (234) berücksichtigen. Die Lö
sung eignet sich im wesentlichen nur für Rahmenstäbe mit gleichbleibendem Träg
heitsmoment. 

Um Rahmen nach (865) oder (867) zu berechnen, werden die Winkeländerungen 
L16l.1f> = 7ffi}f> in den von der Belastung allein abhängigen Anteil7lli}P0 = T~t 1> - T~h 
und in einen von den unbekannten Stabendmomenten Mjk>, M~> und M~+l>, M<j;+l> 
abhängigen Anteil 7ffi}t>M = -r~j;l> - T K<}J zerlegt. Ihr Betrag ist für konstantes Träg
heitsmoment der Stäbe k auf S. 112 angegeben. Als Unbekannte dienen entweder 
die Winkel oder die Stabendmomente M~>, Mlj>. Ihre Anzahl ist größer als die An
zahl 3 n der verfügbaren Bedingungsgleichungen, so daß diese ebenso wie bei Lö
sung a) durch die Bedingungen über das Gleichgewicht der Stabendmomente er
gänzt werden müssen. Hierzu eignen sich wiederum am besten die Ansätze (523) 
t5AJ = 0, t5A 0 = 0 aus dem Prinzip der virtuellen Verrückungen. Diese Gleich
gewichtsbedingungen sind jedoch unnötig, wenn die Stabendmomente in den 
3 n Bedingungsgleichungen als Funktion von 3 n geeigneten statisch überzähligen 
Größen Xk eingesetzt werden. Hierfür lassen sich Schnittkräfte oder Gruppenlasten 
verwenden, die nachträglich für einen vorhandenen Ansatz geometrischer Bedingun
gen ausgewählt werden. Dies ist hier ebenso bemerkenswert wie für die Lösung b), 
obwohl ihr mechanischer Sinn mit den allgemeinen geometrischen Bedingungen 
(869) zur Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke übereinstimmt. 

Die Sonderbetrachtungen der Literatur zur Berechnung von Rahmen bieten 
nach diesen Bemerkungen im Vergleich zu den allgemeinen Methoden A oder B 
keine neue Erkenntnis. Sie benützen für den Ansatz nur eine mit dem vorgeschriebe
nen Tragwerk in geometrischer und statischer Beziehung äquivalente Stabkette, 
an der neben der Belastung ~ die Stabendmomente als äußere Kräfte angreifen. 
Diese werden unmittelbar oder als Funktion von statisch überzähligen Größen be
rechnet. Die Lösung bietet keinesfalls Vorteile, wenn die zur Superposition geeigneten 
statisch unbestimmten Größen Xk und die für den Ansatz notwendigen Schnitt
kräfte M 0 , Mk des statisch bestimmten oder unbestimmten Hauptsystems leicht 
angegeben werden können. Der Ansatz zeigt im Gegensatz zu den besonderen Rechen
vorschriften für Rahmen stets eine symmetrische Matrix und zählt weniger Be-
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dingungsgleichungen als diese. Daher werden die einfachen Rahmen des Hochbaues 
am besten aus den Gleichungen (285) für die Formänderung eines Hauptsystems be
rechnet. Das gilt vor allem bei veränderlicher Belastung, für welche die Einfluß
linien der Schnittkräfte gezeichnet werden. 

Diese Lösung ist für die symmetrischen Bauformen des offenen und geschlossenen 
Stabzugs mit konstantem Trägheitsmoment der Pfosten und Riegel sehr einfach 
und für die ausgezeichneten Schnittkräfte in den Tabellen Abschn. 61 für alle Be
lastungsfälle angeschrieben worden, die zum Nachweis der Sicherheit oder zur Ver
wendung des Tragwerks als statisch unbestimmtes Hauptsystem nötig sind. Die 
übrigen Schnittkräfte des Tragwerks werden analytisch oder zeichnerisch aus den 
äußeren Kräften des Hauptsystems, d. h. aus der vorgeschriebenen Belastung und 
den ihr zugeordneten, nunmehr bekannten statisch unbestimmten Größen be
rechnet. Dies ist auf S. 572ff. an mehreren Beispielen gezeigt worden. 

All~emeine Bauform eines Stabzu~s mit frei drehbaren Enden: 1. Lösung 
nach Abschn. 26: 

M = M 0 - X1M1, N = N 0 - X1N1, 

Q = Qo- X1Q1. 

Nach Abb. 561 ist 

X1 =Ha= b1o/bn' 

N1 = 1 COSCJ.' 

Hb=Hbo-X1, 

Q1 = 1 sin CJ.. Abb. 561. 

Positive Momente erzeugen an der inneren Stabseite Zugspannungen. Bei stabweiser 
Integration wird ohne den Einfluß der Längskräfte auf die Formänderung 

k=n 

bn = .2: + s~ (Yk-1 + YK Yx-1 + Yk) • 
k=1 

k=n 

b1o = .2) {k s~ [M<k-llo(2YK-1 +Yx) + Mko(Yx-1 +2Yx)J + C~~1 + C~l}. 
k=l 

(874) 

Der Anteil C~~ 1 + C~> entsteht durch Belastung zwischen den Enden (K), (K -1) 
des Stabes sk. Das Ergebnis kann bei Summierung über die den einzelnen Stab
knoten zufallenden Beiträge einfacher, und zwar ebenso wie in 875 angeschrieben 
werden. 

2. Lösung nach S. 135 mit Berücksichtigung der Längskräfte: 

K=n-1 K=n-1 

"' = "' ( "Cl + LI sk LI sk+l ) L.; =xYx = L.; Yx LJ~x -- ctgCJ.k- -- ctgCJ.k+I 
K=1 K=1 sk sk+l 

= ~ Yx L1ex + Efc~ L1sk cosCJ.k = 0' 

6L1@K = (Mx- 1 + 2Mx) s~+ (2Mx+ Mx+x) s~+I- 6-r~IJ+ 6-r~t 1>, 

6E]0 L1sk = Nksk .Flc + EfcCJ.tt sk. 
k ' 

Mx= Mxo- XIYK• 

2:m!xYx =.27m!xoYx-Xx.2)1lliKlyK=0, 

mit m!x ~ LJ@K (Vernachlässigung der Längskräfte) und Summierung über die 
Stabknoten ist 
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K=n 

2 ~ xo Yx = 2 {M xo i- [YK-1 s~ + 2 YK (s~ + s~+1) + YK+1 s~+1J l 
K=O 

+ Cfj_l + C}~+l>} = <51o• 

2 ~K1 YK = KjfyK ~ [YK-1 s~ + 2 YK (s~ + s~+l) + Y~.:+1 s~+l] = <5n, 
K=O 

(875) 

I 

I 

Abb. 562. 

I ' 
I I 

/ Mille!k~inie \ 
Abb. 563. 

@ 
Abb. 564. 

Berechnung eines Zweigelenkrahmens. 

I. Geometrische Grundlagen (Abb. 562) (Tab. 44 S. 581). 

l = 5,6, h = 2,6, I= 1,0, s = 2,973 m; 

' 5,6 2 1,0 
11=2,6= ,I54, tp=2,6=0,385, 

2,6 I3,35 3 6 
X = 2 973 8 94 = L 0 ' 

' ' 
],. = 8,94, ], = I3,35 dm4 , 

p = 3 + 1.306 + 0,385. 3,385 = 5,609. 

2. Halbseitige Belastung p = I tfm (Abb. 563). 

a) Schnittkräfte (Tab. 44 S. 582). 

<P = 8 + 5 . 0,385 = 0 442 
4· 5,609 ' ' 

A =j·I·5,6=2,It, B=j·I·5,6=0,7t, 

I· 56 
Ha, b = ----rt- · 2, I 54 · 0,442 = 0,333 t, 

I· 5,62 
Mc,a = -----w· 0,442 = -0,866mt, 

M.= 
I· 5,62 
1 6-- [1 - 1.385 · 0,442] = 0, 760 mt. 

b) Mittelkraftlinie nach S. I74. 

M=S·b, 5=Ha,b=0,333t, 

B l 0,7 5,6 
b. = S ~ =0,333'2 = 5•89 m. 

3. Waagerechte Belastung w = I tfm (Abb. 564). 
a) Schnittkräfte (Tab. 44 S. 582). 

I 
<P = 4. 5,609 [6. 2,385 + 5. 1,306] = 0,929' 

I· 2,62 
A = - B =- 2 . 5,6 = - 0,604 t. 

H = - I . 2'6 [I ± I - 0 4645] = {- 1,996 t' 
a,b 2 ' + 0,604 t, 

Mc,d= I· 2,62 [I± I_ 0.929] = {+ I,8IO mt, 
4 ·- 1,570 mt, 

M.= 
1· 2 62 --i-- [I - 1,385 · 0,929] = - 0,484 mt. 

b) Mittelkraftlinie nach S. I74. 

M=S·ä, 5=B=+0,604t, 

Hb l 0,604 
a. = S (h +I)- -f = 0,604 (3,6- 2,8) = 0,8 m. 
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Berechnung eines Zweigelenkrahmens mit Zugband. 

1. Geometrische Grundlagen (Abb. 565) (Tab. 46 
S. 585). 

I= 27.0, h = 18,0, f = 4,0, s = 10,77 m, 

11 = 7,0, h1 = 14,0. a = 10,0m; 

. 10,0 7 
A = 27,0 = 0,3 0, 

14,0 4,0 
'P = 18.0 = o. 778. rp = 14.0 = o.286, 

573 

tE-------.27,0 m___,.J . 
}' 7,0 6 ' 4,0 2 27,0 
. = 27 ,0 =0,2 o. 1J' = 18.ö=0,22. v=i8;o=L500, 

1h=0,0333, 1,=1.=0,0576 m 4 , F, =0,00846 m 2 , 1c =1,. 

7,0 14,0 576 
u1 = iö, 77 = 0,650, :v.2 = fo-:77 333 = 2,246; 

Abb. 565. 

3 
p. = 0, 778 2 • 3,246 + l, 778 + 2 0,650 = 4, 717 

2. Hauptsystcm: Zweigelenkrahmen (Tab. 46 S. 585). Überzählige X 1 = ~~~. 
11 

o =JM11l' J_'ds+ E,,_J, N" l=I2\1 11l McoJJ~ds + _ __Q,9_ii7-6- ·1·27 0 =IM11lMWJl'-d +18 383 
11 1 1 E, F, 1 1 1 1 10. 0,00846 ' 1 1 1 s • . 

3. Belastung des Hauptsystems mit - X 1 = 1 t (Abb. 566) (Tab. 46 S. 586). 

0,286 w = 2. üf8 (3 · 1.650- 0,222) = o,143, 

Aill =Bill= 0, 

H~~Jb 1 = 2 ·} 'P W = 0,778 · 0,143 = 0,111 t, 

h 
M~,1k 1 = -2 ; 'P W = -14,0 · 0,777 · 0,143 = -1,559 mt, 

M~~j 1 = h1 (rp - W) = 14,0 (0,286 - 0, 143) = 1,995 mt, 

I M~ll Mi0J Jj ds = 2,002 . 4,0. 7,0 + 2. i 
X 4,0(2 · 2,002- 1,558) 10.77 = 90,765, 

aW = 90,765 + 18,383 = 109,148. 

4. Halbseitige Belastung p = 1 tjm (Abb. 567 u. 568). 

a) Schnittkräfte im Hauptsystem (Tab. 46 S. 586). 

1 w = r 4.717 (5 + 3. o.778 + 6. o,65o) = o.595. 

1· 10 
A&ll = --2-- (2- 0,370) = 8,148 t; Bö1 l = 1,852 t, 

H<ll - 1· 102 -
a,bo -4. 14,6 · 0,778 · 0,595-0,827 t 

1· 102 
M~~~o =- - 4- · 0,778 · 0,595 = -11,578 mt 

M(l) = ! ·-1~~ (1 ± 0 260- 0 595) = {16•598 mt, 
e,ro 4 - ' ' 3,633 mt. 

b) Berechnung von X 1. 

M.(O) 
1 

Abb. 566. 

Abb. 567. 

aW =} (16,598 + 3,633). 7.o + Ct(2. 3.633- 11.573) + t (2. 16,598- 11.573) + 1· 12,5J 

X 10,77 = 586,982. 

X - /5~6-'98~ - 78 t 
1 - 109.148 - 5'3 . 



574 

Mitlelkrafflinie 

Abb. 568. 

Abb. 569. 

60. Der Rahmen. 

c) Schnittkräfte. 

A = Aö1> = 8,148 t, B = Bö1 > = 1,852 t, 

Ha,b = 0,827 - 5,378 • 0,111 = 0,228 t, 

M,, d =- 11,578 + 5,378 · 1,559 =- 3,191 mt, 

M = 16,598} _ 5 378 . 1 995 = f 5,869 mt, 
e,f 3,633 ' '' l-7,096 mt. 

d) Mittelkraftlinie. 

a = ~·Q_:__0,~~8 = 1 724 m 
1 1,852 , . 

a, = 18,0 · 0,228 + 4,0 · 5,378 = 13 832 
2 1,852 ' m' 

- 14,0~,228 - 0 392 
a 3 - 8,148 - ' m · 

5. Waagerechte Belastung w = 1 tfm (Abb. 569 
u. 570). 

a) Schnittkräfte im Hauptsystem (Tab. 46 S. 585). 
1 

([; = 4:-:j,,717 [4. 0.286 (3. 1.650- 0,222) + 6 (1,650 + 0,778) 

+ 3. 2,246' 0,778] = 1,326, 

A lr> =-B'll= - 1-'_!~,()~ =- 3 630 t 
0 0 2. 27,0 , ' 

Hlr> =-·!.·_1~,0 (± 1 + 0_,_72~. 1 3,>6) ={ -l0,609t, 
a,bO 2 \ 2 ' ~ + 3,392t, 

M'll =-1. 14,02 (1 :r 1-0 778. 1 326) = { + 50,524mt' 
c,dO 4 T ' ' - 47,476mt, 

M(ll =-_1_·_14_,_o_2(1+2·0 286:::r::o 260-1326)={+ 0•662 mt, 
'• 10 4 ' ' ' ' -24,750mt. 

b) Berechnung von X 1 . 

Ö\~ = ~ (0,662- 24,750). 7,0 

+ [46° (2. 0,662 + 50,524)- ~# (2. 24,750 + 47,476)] 

X 10,77 =- 661,292, 

-661,292 
X 1 = -109,148 =- 6,059 t. 

c) Schnittkräfte. 

A = - B = - 3,630 t , 

- 10,609 } { - 9,934 t • 
Hu,b = + 3,392 + 6,059 • 0,111 = + 4,066 t' 

50,524} ( + 41,077 mt , 
M,,d = - 47,476 - 6,059. 1,559 = l -56,923 mt' 

0,662} " { 12,749mt, 
M,,, = -24,750 + 6•059 ' 1•99c' = -12,663 mt. 

d) Mittelkraftlinie. 

4,066. 14,0 
a1 = ~3,630-- = 15,683 m , 

a = ~,066_·_1_8,0_= _6,~59 = 13 488 m. 
2 3,630 . ' 
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Berechnung eines geschlossenen, symmetrischen Rahmens. 

l. Geometrische Grundlagen (Abb. 571) (Tab. 59 S.605). 

l 0 = 6,0, lu = 9,0, h = 3,0, 

" 1,5 67 
1.1 = 9,0 = 0,16 ' 

).' = 6'0 = 0,667 ' 
9,0 

m = 1,5, s = 3,3541 m, 

i.2 = !:~- = 0,2500 , 

"II = ~~~ = 1 5000 
}. 6,0 ' ' 

_ 6,0 45'~ = 2,546:3, 9,0 45a Abb. 571. 
"• = 3,3541 4oa "• = 3,3541 ifua = 1•1320 · 

Jt = (2 + 3 ° 2,5463) (2 + 3 ° 1,1320) - 1 = 51,0115' 
V= 2,5463 • 0,66672 + 1,1320 + 2 (1 + 0,6667 + 0.66672) = 6,4862. 

2. Belastung des oberen Riegels mit p = 1 tjm. 
(Abb. 572). 

a) Schnittkräfte (Tab. 59 S. 606). 

1 . 6,02 [ 2 2,5463 J 
H •• b = 2 . 3,0 -3-51,oiur (1 + L132oJ + o,25oo = 2,458 t 

1 • 6,02 2,5463 
Ma,b= - 4 .5I;oll5 = 0,449 mt, 

/t' 
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M = _ 1 · 6•<C _ 2•5463 (2 + 3. 1 1320) = - 2 424 mt . 
c, d 4 51,0115 ' ' 

b) Mittelkraftlinie M = 5 · b, 5 = Ha,b = 2,458 t. 
L~ Tl~':\ ~L . 

- 2,424 - ( - 0,449 -b1 -- --- -0,986m, b2 -------0,183m. 
2,458 2,458 

r· MiHelkralllinie 
Abb. 572. 

1 
3. Waagerechte Belastung w = 1 tfm (Abb.573). IP = ß,4862 (2 + 1,1320- 0,1667) 

= 0,4572. 

a) Schnittkräfte (Tab. 59 S. 607). 

1. 3,0 [ 3 J Ha,b = - 4- 2-;-51,01f5 (1,1320- 2,5463)- 1 =f 2 

{- 0,781 t' 
= + 2,219 t, 

M = _ 1 · 3,02 [1 + 3 · 2,5463 (1 _ O 4572)] 
• h 4 2. 51,0115 ± ' 

{- 1,412 mt, 
= + 1,031 mt, 

Abb. 573. 

M = _ 1 • 3,0~ [1 + 3 · 1,1320 :r: 0 6667 . 0 4572] = {+ 0,589 mt, 
•, d 4 2 • 51,0115 ' ' ' - 0,783 mt. 

h) Mittelkraftlinie. Pfosten und oberer Riegel (I): MI= SI. a 0 

1 [ w h2] w h 2 
S1 = 1,; M.- Mb + T = 21,; IP, 

'5 - 1 . 3,02 • - - __!,031 - - 0,589 -. r- 2 . 9,0 0,4572 - 0,2286 t, a 1 - 0,2286 - 4,510, a2 - 0•2286 - 2,577 m 

1,412 
aa = o-:-2286 = 6,177 m' 

Unterer Riegel (II): 

5u=IH.I, 

1,412 
b1 = Ö,'7si = 1,808 m. MiHelkf'flfllinle 

Abb. 574. 



576 60. Der Rahmen. 

Berechnung eines geschlossenen, unsymmetrischen Rahmens. 

A. Ansatz nach S. 154ff. mit den Überzähligen X1 , X 2 , X 3 (Abb. 576). 

c 

Abb. 576. 

Abb. 575. 

1. Geometrische Grundlagen (Abb. 575). 

l1,2,3 = ], = 0,0072, ] 4 = 0,0171 m4 , 

11 = l~ = 3,354, 12 = l~ = 8,246 m, 

13 =1~=5,590, 14 =12,0, 14=5,063m. 

2. Belastung. p = 1 tfm auf 14 . 

·1~ a) Vorzahlen und Belastungszahlen (Abb. 577). 

010 = - ! · 5,063 · 18 = - 30,375, 
1~000 

Abb. 577. 02o = Ö1o, Ö3o = 0 · 

Ö11 = 5,063 · t + 3,354 · t (1 + 0,8750 + 0,87502) + 8,246 

. t (0,87502 + 0,8750. 0,2083 + 0,20832) + 5,590 t. 0,20832 = 7,4455' usw. 

b) Ansatz und Lösung. 

x1 x2 x3 

7.4455 3,2790 23,5025 -30,375 

3,2790 8,2502 28,4889 - 30,375 

23,5025 28,4889 191,3351 0 X 3 =+ 2,052t. 

MB= 0,875 · 7,047 + 0,125 · 7,967- 3,0 · 2,052 = 1,006 mt, 

M 0 = 0,2083 · 7,047 + 0,7917 · 7,967 - 5,0 • 2,052 =- 2,485 mt. 

B. Lösung c aufS. 568, Belastung p = 1 tjm auf 14 . 

Abb. 578. 

Gl. (871): )IDA + )IDB + )illo + )IDD = 0, 

(Abb.578) )IDBhB+)ID0 h0 =0, 

)IDA sA- )illoso = 0 · 

Die Gleichgewichtsbedingungen oAJ = 0 liefern 

M<jl =- M"Jl = MA, M~) =- M<jl =MB, 

M:J> = - M)r = Mo , M}f> = - M_ijl> = Mn. 

Mit 6 T~46 = P z::~ = - 6 •146, •<Jb = •11-6 = •ifb = •!?6 = •il6 = •irb = 0 ist nach (866), (872) 

6 )IDA = l~MD + 2 (I~+ l~) MA +~~MB- PT~' 
6 )IDB = l~ MA + 2 (l~ + t;) MB+ t; M 0 , 

6 )ill0 = l~ MB+ 2 (l~ + t;) M 0 + t; Mn, 
p [2/1 

6 )IDD =~~Mo+ 2 (l; + l~) Mn+ l~ MA.- ---t!_ · 



Berechnung eines zweiteiligen Rahmens. 577 

Gleichgewichtsbedingungen t5..tc = 0. 

(M<j> + M<j>) v1 + (M<:> + M~2 >) v2 + (M~3 > + M}il>) v3 + (MJ:> + M<j>) v4 = 0, 

(M..t-MB) v1 +(MB -M0 ) v2 +(Mo -MD) v3 +(MD -M..t) v4 =0. 

Gleichungssystem für die Schnittkräfte M_.t, MB, M 0 , MD. 

M..t MB Mo p 

~~ + lj_ lj_ + 1~ 1~ + 1; 1; + 1~ - 1i14 
6 

[j_ hB z (lj_ + l~) hB + l~ ho 2 (1~ + 1;) ho + 1~ hB 1; h0 -

2 (l4 + lj_)sA 1j_ SA- t; so - 2 (1~ + 13) so 14 SA - tp; s0 
1i 1~ ---S_.t 

4 

11 11 11 16 1116 
I -I--- --+-- -T;t; -

ls 15 15 13 

15 = 10,062, 1. = 7,826' S_.t 3,297, so= 4,121 m. 

Mo p =I tfm 

8,4I66 II,6003 I3,8364 10,6527 - 121,5 0 

I0,0623 II0,8328 163,1026 27,95IO 0 0 

55,4940 - 22,9234 - IJ4,034I - 6,3466 - 6oo,8236 0 

I - I,333 o,8 - 0,4667 0 0 

0 

0 

0 

0 

M..t = 7,047 mt, MB= 1,006 mt, Mo=- 2,845 mt, MD = 7,967 rnt (Abb. 579). 

r 5 ß 

'I 
2 E (b) 5 

l (a) 3 

~ 
V1 ~ 

A 8 C' 

Abb. 579. Abb. 580. 

Berechnung des zweiteiligen Rahmens Abb. 580 nach Lösung a) auf S. 568. 

Abmessungen nach S. 182. 11 = 13 = 14 = 4,5 m, 

12 = 15,0' 15 = 12,0, 16 = 9,0' 

1~ = 18,0, 

lj_ = 27,0' 13 = 14 = 9,0' t~ = 15,0 m, 

l~ = 18,0 m. 

Es sind 9 Stabendmomente und 6 Stabdrehwinkel unbekannt. 

a) Bedingungen für die Formänderung des Stabzuges (Vicrmomentengleichungen). 

r.};l~ - •1'~ + D-2 - D-1 + •iih - •ii-h = 0 • 

•.lt1t- •1?k + D-4 - {}3 + ·.1:~- ·~1b = 0' 

·~61- •if'1 + {}6 - {}5 + •!:b - ·~'J = 0' 
Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. li. 

•lffk - •12k + {}3 - {}2 + ·51~ - ·11~ ~~ 0 ' 

·~·;" - ·~k + {}5 - {}, + ·~J - ·~·J = 0. 

rt_:>M nach Gl. (866). 

37 



578 60. Der Rahmen. 

b) Bedingungen für das Gleichgewicht der Schnittkräfte, oAJ = 0. 

M111 + Mjj> = 0, Mj?'+ M131 + M141 = 0, M~41 + M~" = 0, 

c) Bedingungen für die Formänderung der Stabkette. 

d) Bedingungen für das 

lj!~ = 0, 

lj!~ = l' 

lr. ll 
{}4 = IJ!2-- IJ!l --. z. z. 

Gleichgewicht der Schnittkräfte, oA, = 0. 

Mb'1 • l + M'j 1 • l- (M141 + Mj"41 ) }J:.. = 0, z. 
M(6) • l + (M(4) + M(4)) la 0 

G E F y;= · 

Durch Substitution wird dieser allgemeine Ansatz auf 6 Gleichungen mit den unbekannten 
Eckmomentenl'v!B, l'v1n, l'v1a und StabendmomentenMji>, 1'r1']1 , j'vfc;> zurückgeführt. Dabei ist 
es zweckmäßig, die flli-Kräfte nach (872) in den Viermomentengleichungen einzuführen. Aus 
c) folgt: 

Damit gehen die Viermomentengleichungen über in 

6 fllii;'' + 6 'Pl = 0 ' 

6 flli~'+ 6 "1'2 = 0' 

oder nach Substitution von 1p1 und 1f'2 aus der ersten und letzten: 

6 fllil;'' + 6 fru);f1 = 0 ' 

- 6 <m(a) !.<!_ + 6 flli(OJ - 6 flli(b) !3_. = 0 =n 14 F a 14 • 

Die Bedingungen oAJ = 0 liefern: 

Mjp =-Mi;"= Ma 

und M121 + M'j 1 + M141 = 0 . 

Aus oAc = 0 folgt damit 

IJ!~ =I' 

lj!~ = l. 

-Mn + M}ffl - (M}t1 - Mp) {_!_ = 0, z. 

M 0 + (M'i1 - Mp) !.<!_ = 0. z. 
flli-Kräfte nach GI. (866), (872) für das vorliegende System: 

6 fm1"1 = 2 (lf + t~) MD -l~MC]1 + 6 ·2'~ + 13 ·ii~' 

6 flli1"1 = l~Mn- 2 l~M121 + 2 l~M}ff 1 + 6 -r'jJ- 6 -r12Ö, 

6 W'J' = - 2 l3MJl1 + 2 14M141 + l4MF + 6 •146- 6 •ii'ö' 
6 flli]P1 = 14M141 + 2 (14 + l~) MF + l{;Ma + 6 -r};'J- 6 •i~J, 

6 frug'> = l{;MF + 2 (l{; + 16) Ma + 6 •ilJ- ß -ri;'J. 

(1. GI.) 

(2. GI.) 

(3. GI.) 

(4. GI.) 

(5. GI.) 

{6. GI.) 
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3 

4 

5 

6 

Berechnung eines zweiteiligen Rahmens. 579 

Belastung: ptfm auf den Riegeln 2 und 5. 

6 ~(6) - 6 ~(5) - p t~t;. •Fo--- •ao- 4 · 

Das Gleichungssystem wird in Form einer Matrix angeschrieben. 

2 ~~ + 312 

- 2 (I' + l') 16-
1 2 14 

l 
2 (I~+ l~)-/ 

4 

() 

-I 

0 

99 

2 - I68 

3 84 

4 0 

5 - I 

6 () 

M<2> 
E 

-31~ 

l' }J_ 
2 14 

---

ll 
-1~-y--

'4 

M (2) 
E 

I 

0 

0 

-45 

M'a> E 

2 l~ 

---

-zt;1 

---

0 

---

I 

---

I 

---

0 

I8 

M (4) 
E 

0 

2 l( 

l' 4 

I 

ll 
-

l.i 

16 
14 

() 

0 

l' - /( 16_ 
4 " l4 

l 
2 (I' +l')+l: ~-

4 5 •• l4 

0 

16 
14 

- !~-
14 

0 0 

----------

p 

0 
tg 

2 

l _ ~ c~ l2_+ tg ~~) 
- 2 (I;,+ l~) -l-

4 14 4 

l' + 2 (l' + l') ~ 
5 5 6 z, ~~ 12 .2_ + ~~ lfi (I + !.I!.) 

4 /4 4 15 

0 () 

0 0 

I 0 

p 

I687,5 0 Mn =- 9,3269 P mt, 

M')> =+14,2645 p mt, 
30 - I8 I8 -27 - I44 - 2983.5 0 

M'j> =- 6,7899 p mt, ---------
- I5 0 9 go I62 2787.75 0 M'J> =- 7,4746 p mt, 

--------- MF =-10,0116 P mt, 
I I I 0 0 0 

---------

0 
=- 5,0739 P rot . MG 

0 I - I I 0 0 0 

--------- Darstellung des Mo-

0 () 2 - 2 I 0 0 mentenbildes s. Abb. 169 
s. 182. 

Die Stabendmomente sind die Wurzeln von 6 Gleichungen, die keine symme
trische Matrix besitzen und für jede Belastung besonders aufgelöst werden. Sie 
lassen sich jedoch durch Superposition der Stabendmomente aus den Anteilen der 
Belastung und der drei statisch unbestimmten Größen nachträglich auf 3 Normal
gleichungen zurückführen. Diese konnten bei Untersuchung desselben Rahmens 
nach Abschn. 25 auf S. 182 ff. unmittelbar angeschrieben werden. Diese Lösung 
ist daher einfacher. 

Mohr, 0.: Abhandlungen aus dem Gebiete der Techn. Mechanik, 3. Auf!. S. 512. Berlin 
1928. - Kleinlogel, A.: Rahmenformeln, 6. Auf!. Bcrlin 1929. - Staack, J.: Rahmen 
und Balken. Berlin 1931. 
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580 61. Rahmentabellen. 

61. Rahmentabellen. 
Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 

Tabelle 43. Symmetrischer Rahmen mit geradem Riegel. 

X y h ], l 
g=T' 1J=h' ~=---, A=--, 

l Jh h 

' y' e- __:_ 1]'-- ft=3+2x, WR= g- g2 • - l ' - h' 

Mh,k = Mc,d• wenn nicht besonders angegeben. 

Al-E---- .---~B 

~ 
l l 

pl 
A=B=-, 

2 

}. 
H •• =-Pl, 

• 4ft 

p [2 
Mc a=--, 4ft 

A = pag', 

Ha,b=pacfJ, 

Mc,a= -pa h cfJ, 

b1 = o oder b2 = o: cfJ = 4 Aft ; ( 3 - 2 ; ) , 

bl = b2: cp = /~ ( 3 - ;:) 0 

f9 
A =Pg', 

3A 
H. b=-- PwR, • 2ft 

Mc a=-_1__ PlwR. 
• 2ft 

I 
cp =- (6 + 5 x), 

2ft 

w h2 

A =-B =-Zl, 

Wh ( I ) H b=-- I±I--cfJ 
a, 2 2 ' 

wa 
Ha,b =- Z (I ±I- 1J cfJ), 

wah1J 
Mc,d = -2 {I± I-$}' 

b1=o: cfJ= 2~[6(I+x}-x~:]. 

b2 = 0: cp = 2 Ift [ 6 + 5 X - X (I - ~ ) 2
] • 

y = h: 

I 
cfJ =- (3 {I + x}- X 1]2], 

ft 

A =-B =-W!_, 
l 

Wh 
M ••• = 21] {I± I-$)' 

. w 
Ha,b==j=z' 

Wh 
Mc,a=±-2-. 



~n 
n; 

X=o: 

1=t-=H 1 p p 1 

Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 581 

(/)- ~-
- 10 ",, 

w h2 
A=-B=---, 

61 
wh 

Ha,b =-n (2 ± 3 - (/)), 

w h2 

M.,d =1""2 (±I- (!J). 

(/) = _l_ .. (~'2- ~2)' 
2fh 

M 
A =-B =-~-, 

M 
Ha,b=h-(/1' 

Mc,d=-M (/), 

(/) = _]_, 
2fh 

Mh=M(I--3_)· 
' 2fh 

y =o: 

y'>o: 

3 E], 
Ha,b = /i '}12 IXt I, 

"' (/) = - ( 10 - 3 1)2) ' 
IO ", 

wy2 
A =-B =-61 , 

wh 
Ha,b =- n'f)[3±3-'f)(I+(/J)], 

w h2 
Mc d = -- 1)2 (±I- 11>). 

' I2 

(/) = l_ [I + :;e (I - 1)2)], 
", 

M 
A=-B=-T' 

M(!J 
Ha,b= h z' 

M 
Mh,k=z-(I ±I- (!J), 

(/) = l_ (I + :;e)' 
", 

M 0 =MA. 

3 E], 
M. d =----IX, I. 

' ", h 

Zwei symmetrische oder antimetrische Einzelwirkungen. 

Der allgemeine Ausdruck für die horizontalen Gelenkkräfte irrfolge einer Einzel
wirkung hat die Form 

Ha,b = K (a ± b + c (/)). 

Damit ergibt sich für zwei symmetrische Einzelwirkungen 

Ha,b = 2 J( (a + c(/1), 

für zwei antimetrische Einzelwirkungen 

Ha,b=±2Kb. 

Dasselbe gilt für die Eckmomentc. Diese Beziehungen gelten auch für die folgen
den symmetrischen Rahmenformen. 

I 

~'=~' 
h ]. 

:>e=--, 
s lh 

y' 
1)'=-y;· 

c = !.., 
t 

C'- ~ - t ' 

Riegel. 

", = 3 + "'+ tp (3 + tp). 

Mk,k = Mc,d, wenn nicht besonders angegeben. 
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:r ~ 1/z 

trl rv 

y=h: 

61. Rahmentabellen. 

qi = ~+-~. 
4ft 

p1 
A =B=-, 

2 

pl 
Ha,b=sAIP, 

p 12 
Mc,a= - 8 1P, 

p 12 
M.=--g[I- (I+ rp} IP]. 

qi = ~ + 5(/J, 
4ft 

3 I 
A =p;P1, B=p;P1, 

p1 
Hab=-AIP, 

I6 

p 12 
M.= -[I- (I+ rp) IP]. 

I6 

J(i 
I 

1P = - [6 (z + rp) + 5 :oe], 
4ft 

w h2 
A=-B=--, 

zl 

Hab=_wh(I±I-qi)• 
) 2 \ 2 

w h2 
1\!Tc ä = - (I ± I - IP), 

' 4 

w h2 
M 8 =---[I - (I + rp) IP]. 

4 

rp 
qi = sp (4 + 3 rp}' 

A=-B=-wfzh+t, 
2 l 

wf 
Ha,b=- --z(± I+ IP), 

w t h 
Mc,a= - 2- (±I+ IP), 

wfh[rp J 111. =- - 2- z- (I+rp) IP . 

wh ( 1} ) Ha,b=- 2 1} I±I-z-IP, 

w h2 
M., a = - 4-1]2 (I ± I - IP). 

w h2 
M.=-1}2[I- (I+ rp} IP]. 

4 

1P = 8: {~2 (4 + 3 rp ~) + z ~' [z (3 + z rp) + rp ~(I + rp ~)]}, 

A=-B=-wz 2 h+z H b=_7!!_j_,.(+I+<P) zl , a, 2 ~ ~ ' 

Mc, ä = ~: h ~ (± I + IP), M 8 = -· w: h ~ [ rp (I - ; ) - {I + rp) IP l 
qi = _I_[rp (3+2 rp) -:oe +1_"172], 

2ft IO 
w y2 

A=-B=-"6[· 

wh 
Ha,b =- 121}[3±3-1} (I-IP)], 

w h2 
Mc,a=----u---1) 2 [± I+ IP], 

w h2 
M. =- -1)2[rp-(I+rp) IP], 

IZ 

rJ=I, IP =_I_ [rp (3+2 rp)- '!__ :oeJ. 
2 fl IO 

y = h; 1) = I, 

I 
IP =- [3 (z + rp + :oe)- "112], 

2ft 

A=-B=-W2'_, 
l 

w 
Ha,b= ---z(I ±I -niP), 

Wh 
1'vfc, ä = - 2- 1) {I ± I - IP), 

Wh 
M.=-2-1] [I- (r + rp) IP], 

I 
1P =- [3 (z + rp) + z :oe]. 

2ft 
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y = o: 

y = h: 

Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 583 

B=P~, 

Pl 
M6 =z[~- (I+ cp) IP]. 

M 
A = -B = -T, 

M 
Ha,b=Zh <P, 

M 
M.=-[I- (I+ cp) IP], 

2 

3 
<P =- (z + cp + x), 

2p, 

3 
<P =- (z + cp)' 

zp, 

3 
M. = -- M (z + cp). 

4P. 

<P = _!!!__ C' 2 [3 (I+cp) -cpC']. 
2ft 

h+z 
A = - B = - W -~1 --, 

w 
Ha,b=- z-(± I+ IP), 

Wh 
Mc a=- (±I+ <P), 

• 2 

Wh 
M. = -- [cpC'- (I+cp)<P], 

2 

z=l: IP=o, M.=o. 
M 

A=-B=--y-· 

Ha,b= o, Mc,a= o, 

M links } 
M • = =t= - h von e. 

2 rec ts 

A = B =o, 

3 l E ], 
Hab=-- -h2 Cl.t t, 

• 2 ,." s 

3 l E], 
M a= ----cx,t, 

•• 2 ,." s h 

M 6 = Mc,a (I+ cp). 

Tabelle 45· Symmetrischer Rahmen mit parabolisch gekrümmtem Riegel. 

y z l 
1]=h· C=j· .1. = --, 

h 
~ = _x_' 

l 
]. 

J X COS (X 
=I, 

x' 
~'=T· 

I yl C'-i_ I 
1] =h, -I, cp=-h, 

h ]. 
X= T Jk. 

llih,k = Mc,d, wenn nicht besonders angegeben. 

A~----- -~--~B 

2 
<P = - (5 + 4cp) • 

,." 

A=B=.P..!:_, 
2 

pl 
Ha,b=g-AlP, 

p [2 
.~1., d =- --8- <P. 

p [2 
1We = - 8- [I -(I + cp) lP) . 

<P = _±_ _JJ_ (7 + 6cp). 
7 ft 

A =-B =- wl(2h+l), 
zl 

wj 
Ha,b=--2- (±I+ <P), 

w 1 h 
M 0 a= --(±I+ <P), 

• 2 

M.=-w~h[; -(I+cp)<P]. 
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l 
x:O::::

- 2 

px 
A =- (z-~). 

2 

61. Rahmentabellen. 

l 
x<-· = 2. 

5 rp =- {2 [3 {I + u) + 2 rp] - u 172), 
2ft 

pl 
Hab=- Ä rp • 

' 4 

p [2 9 

lvl, = -- [~·-{I+ rp) r,b]. 
4 

w y2 w h ( TJ ) A =-B=---, Ha b=---17 I±I--r,b , zl ' 2 2 

w h 2 w h 2 
M,,d= - 4--172 {I± I- r,b), M,= - 4-172 [I- {I+ rp) r,b]. 

3 
A = S pl, 

pl 
Hab=-Är,[J, 

' I6 
p [2 

M. d=--- r,IJ, 
' I6 

p [2 
M,= ----;6 [I- (I +rrl r,bJ. 

r,p=2wR[3+zrp(I+wR)], 
ft 

A =P~', B=P~, 

p 
Ha,b = Z). rp' 

Pl 
Mc,d= --2- rp' 

rp = 2 [3 (I+uJ+2 rp-u~2], 
ft 

A =-B=-W_!_, 
l 

w 
Ha,b =-z- (r ±I -1) r,b), 

Wh 
M., d = - 2 - 1) (I ± I - r,b) , 

Wh 
M,= - 2 -1) [I- (I+rp) r,b]. 

~ ~nw. 

rp = - 5- (6 + 5 u + 4 rp) ' 
2ft 

w h2 
A =-B=---, 

2 l 

Ha,b=-~~(I±I- ~). 
w h2 

M. a=+---(I±I-r,b), 
' 4 

w h2 
M,=+- [I -{I+rp) r,b]. 

4 

r,p = 2-p_ C't [5(I + rp) -rpC'J. 
ft 

h+z A =-B=-W-1-, 

w 
Ha,b =-z (±I+ r,b), 

Wh 
M,,d= -2- (±I+ r,b)' 

Wh 
M. = -- [rpC' -(I+tp) r,bl. 

2 

rp = 2 _!{!_ (5 + 4 rp) ' 
ft 

h 
A =-B=-Wz, 

w 
Ha,b = -z (±I+(/)), 

Wh 
M,,d=-2- (±I+ r,b)' 

Wh 
M.= --2 - [rp- (r+rp) r,b]. 
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Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 

M 
A =-B=- T' 

M 
Mh k = 2 {I ±I - (])) • 

y =0: 'YJ =0, 

15 E ], 
M,,d=--;,;: ~h- (J.,t, 

M 
Ha,b = Z h (j)' 

M 
M, = 2 [I - {I + rp) (/>]. 

Y'=O: 'YJ =I' 

M, = M., d (r + rp) • 

585 

Tabelle 46. Symmetrischer Rahmen mit mehrfach gebrochenem Riegel. 

X y z a 
~=~· 'YJ = hr, C=j· A=T· 

' y' ' ).' -!I_ e-~ n'=~. C'- ::__ - l. hr -~· - l • 

hl f Ir ], 
1j!=h. rp = hr ' Xt=---, 

s ]. 

1f!'= ~. l hr ], 
V=h, "2 = ~ -~-. 

s In 

M h, k = M. d , wenn nicht besonders angegeben. 

p !2 
H •• =-h1J!(]), 

• 2 1 

p !2 
M,, 1 = z [A {I - A)- (])]. 

A--B-- w hi 
- - 2l ' 

w h1 ( 1jJ ) Hab=--- ±I+-- (j) , 
• 2 2 

w h2 

Mc, d =---1 {I =f I - 1p (])), 
4 

M w hi_ " 
e t =- -- (I + 2m =f r. - (])). 
• 4 r 
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61. Rahmentabellen. 

pa 
A =-(2 -A.), 

2 

pa2 
Ha,b = 4h1 'IJI C/1, 

p aa 
M. d = - - '" cp' ' 4 T 

pa 
B=-A., 

2 

p a2 
M, I = - {I ± A.'- C/1). . 4 

x~a. 

B=P/;, 
Pl 

Ha, b = 2 h1 /; 'IJI cp' 

Pl 
Mc,d=--/;IJIC/1, 

2 

Pl " M,,, = 2!; {I ±,.. - C/1). 

H. b =-- ±I+- W , wf( 1J11 
) 

• 2 2 

I [ :>e1 J C/1 = 2 p A. (2 + IJI) + 3 A.' (w11 - A,2) , 

B=P/;, 
Pl 

Ha,b = 2h1 'IJI C/1, 

Pl 
M.,d=-21J!cp, 

Pl 
M,,, = 2 {[I± {I- 2/;)] A- C/1}. 

I 
([J =- {tp [3 {I + :>e1)- 'I'']+ 3 r/ (I + :>e1 + IJI) + :>ez IJI1J' 2 (3 -rJ')}, 2p 

y w 
A =-B =-W T' Ha,b=- 2 (±I+ IJIC/1), 

C/1 = _!!!_ (3 {I + :>e1) - IJI1] • 2p 

"1 A=-B=-WT, 

w 
Ha,b =- 2 (±I+ 1J1 C/1), 

M. d = w h1 (± I + "' C/1). 
' 2 T 

M,,, =- W2h1 (tp =f A.'- C/1). 

h 
A =-B=-WT, 

w 
Ha,b==f2, 

Wh1 
Mc,d= ± -2-, 

M,,, =±V:" J..'. 

M,,t =- "!f-:1 (I + tp - 1J =f A.' 1J - C/1). 

cp = .f_ (3 "1 + 3 C'- 'I'' C' 2). 2p 

h1 +z 
A=-B=-W-l-, 

Ha,b=- ~(±I+ !p1 C/I), 

Mc,d = W2hl (±I+ 'I''C/1), 

M,,,=- ~I [c' =f J..' (~,- C')- C/1 l 
A=B=o, 

3 l E], 
Ha b = - - - CXt t' 

• 2 p s h2 

Mc,d = -Ha,b h1, 

M,,~ = -Ha,b h. 
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M 
Ha,b = 2 h tJ>' 

M 
MA,k = 2 (I± I- 'IJ! tP). 

y =o: t/) = _l. [I + :>1:1 + 'IJ! (I + :><:2)], 
2p. 

M,,,= ~{I± Ä'- tP), 

3 
y=h: tP=-(I+ul+'IJ!), 

2p. 
M 

M.=- -2 'IJ!tP. 

Tabelle 47· Symmetrischer Zweigelenkrahmen mit schrägen Pfosten: 

~.xk-.x'-::>oj 

pi/\j 
Jt ~ 

z z' 
p~"'l 

1\ 

X y 
C=_:_, 

a 
;=-z· T} =}I· ll Ä= T' 

;'- x' ' y' ' ).'-2. C'-!_ - l ' T} =h. - ll' - l ' 

l ll ]. 3 
V=h' :>e=-s Jl' p.=I+ 2 u. 

MA,k = Mc,ä• wenn nicht besonders angegeben. 

I 
tP =- [2 Ä(2 + u) - ).2(3 + 2:11:) + u], 

4!' 
pl A =B=-, 
2 

I [ ;2] tP=-- 6(I+u)-·-, 
4!' ).2 

A =px (I+;'), B=px ;, 
2 2 Tl\ 

I 
tP =- [6(I + u)- T/2], 

4!' 
w y2 

A =-B =- Zl' 

wh ( rJ ) H b =--'11 I± I --tP • a, 2 ., 2 

w h2 
M. 11 = -012 (I ± ).'- tP), • 4 ., 

tP = ~ (5 + 6 u) . 
4!' 

y=h: Tj=I, tP = ~ (5 + 6 :><:) • 
4!' 

I 
tP= ·{4J.+:~~:[6J.+J.'C(3-2C)J}, 

4!' 

A = p z (I + ).' C'l • 
2 

pz ).',., B = 2- (I- \o ), 

M., 4 =p~l1 C[J.(I ±J.'C'l- tP]. 

I 
tP =-- [4 Ä(I + u) + u], 

4!' 

A = B = pll' 
2 

A =P;', 

p 
Ha,b=2vtP, 

B=P;, 
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I [ ~2] f!J= 2 fl 3(I+u)-11.2 , 

A =P~', 

p 
Hab=-~vf!J, 

' 2 

M, a= ~~~(I± 11.1 - f!J). 
' 2 

f]J = !l [3 (u + rJ') - n'2]' 
2p, 

A =-B=-WL, 
l 

w 
H. b =--(±I+ f!J)' 

' 2 

M,,.=-~h [rJ'=frJil'-f!J], 
o<x~a 

11' = o, 

y =O: 

flJ = _:__ {Io - 3172), 
2p, 

wy2 
A =-B =- ---

61 

wh 
H. b =- -'1'1 (30 ± 30- IO 'f}- 11 f!J), ' I20 ., 

y=h: TJ=I, 

f]J = 2_ {I + U - 1J2), 
2fl 

M 
A=-B=- 1 , 

M 
Hab=-hf!J, 

' 2 

M 
Mh k=-(I±Ii.'- f!J), 

' 2 

3 
f]J =-{I + u). 

2p, 

A =B=o, 
3 l E], 

H. b=---a,t, 
' 2p, s h2 

y = h: 'f} =I, 

z = o: 

f]J = l_ ~{I - 2 C)' 
4 fl 

M A =-B=- 1 , 

M 
Ha,b = h- f!J, 

M,.•= -M (±II. + f!J), 

3 l E], 
M •=----a,t. 

c, 2 fl s h 

Tabelle 48. Symmetrischer Rahmen mit geradem Riegel, Gelenke an den 
Traufpunkten. 

I 

e-~ - l ' 

w h2 
M a b = - - '1'1 2 [I ± I - f!J] , ' 4 ., 

Y=h: rJ=I, f!J=l_· 
4 

y 
11 = -~~' 

y' 
r/=h. 

Y=h: 

3 
flJ = 20 TJ (s - rJ) ' 

wh 2 f]J 
H,,a = !217 , 

w h2 
Ma,b =- U 172 [I± I- f!J], 

f!J=l_. 
5 

TJ= I, 
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(jj = !I_ (3 - 1)) ' 
2 

H, d = _tl/!_ (jj , 
' 2 h 

Wh 
M •.• =- -2- 'f} [I± I- W]' 

M 
M. b =- -- [I± I - W]' 

' 2 

y = h: 'f} =I' y = h: 

3 Efh 
M • = -- l -- rx, t . 

a, 2 h2 

Tabelle 49· Symmf'trischer Rahmen mit parabolisch gekrümmtem Riegel, 
Gelenke an den Traufpunkten. 

p!!iiiil!lliiiil!illl!ll!l 

n 

l 
X=-: 

2 

c., x' 
I; =-r· 

], 
----=I, 

fx COS r:t. 

pl 
H,, d = S }, W, 

pl2 
l'vfa,b= -8- (jj' 

pl2 
M,= S {I- cpW). 

~2 
(jj = - [5 - ~2 (5 - 2 ~)] ' 

V 

pl 
H, d = --- }, f,[J' 

' 4 
pl2 

M •• =-W, 
' 4 

p j2 
M. =- (~2- cp w). 

4 

W=-r_. 
V 

f,[J = _5_ w" 
V P' 

p 
H,,d = -2- ÄW, 

Pl 
M •.• = z (jj, 

y 
rJ=h, 

y' 
rl=h, 

lfh 
u = hj,' 

y =h: 

z 
C=T· 

l 
Ä=h' 

f C'- !_ 
-~· cp =h, 

fl = 5 + 4 u CfJ 2 ' V = ..!!:_ . 

(jj = :± :E_' 
7 V 

ucp 

wf 
H, d =- - (± 2 + W), 

' 4 

wfh 
M. • = - - (± 2 + W) , 

' 4 -

w / 2 
M, =- - {I - W) . 

4 

(jj = _5_ 'f} (4- rJ) ' 
4/k 

w h 2"" 
H, d =- rJ ""' • 4 

w h2 

M a b = - - 'Yl2 [I ± I - W] , ' 4 ., 

M,=- cpM•, 

'f} =I, 

w = p_ C'~ (5 - C') , 
V 

w 
H, d = - (=f I - W)' 

' 2 

Wh 
Ma,b=- 2 -(±I+W), 

M,=- Wf (C'-W). 
2 
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y=J.: 

(jJ = _2_ 1] (3- 1)) ' 
2p. 

w 
H, a = -- '}') C/J' ' . 2 '/ 

61. Rahmentabellen. 

Wh 
Ma •=- --Tl [I± I- C/J], ' 2 '/ 

M,=- t:pM., 

1) =I' (jJ = _5 
p. 

C/J = _r_s (I _1J12l, 
2p. 

M 
H,,a = Zh $, 

M 
1\Ia,b =--2 [I± I- C/J], 

y = h: 

C/J = l!l (s - rJ) , 
4P. 

_wh 2 (/J 
H,,d-!21] ' 

w h2 

Ma,b= -lz 1]2 [I± I- C/J], 

M, =- t:pl\Jb, 

1J = r' 

15 E ], 
H, a = -- A-h·2- rt, t, 

' 2p. 

15 E ], 
M a b = -· l --h2 rit t , ' 2p. 

M.=-t:pMa,b· 

Tabelle 50. Symmetrischer Rahmen mit gebrochenem Riegel, Gelenke in den 
Traufpunkten. 

l 
x~
-2 

l 
X=-: 

2 

I e-x 
- l ' 

cp = _'5__' 
4V 
pl 

H,,d = S). cp 

p [2 
Ma,b = -8- (jJ' 

p [2 
M,=-8-(r- t:pC/J). 

~2 (3 - 2 ~2) 
cp = ---· - - - ' 

zv 

pl 
H,,d= 4 AcJ>, 

p [2 
Ma b = -C/J' 

' 4 

p [2 
111, =- (~2- 'P C/J)' 

4 

(jJ = _5_. 
r6 v 

y 
1] =h, 

yl 
r/ = h-' 

c = _z_' 
I 

. t 
l.=h, 

I 

c~- !___ 
-~· 

I 
'P =h, 

v=L. 
'X'f! 

C/J= _3_!p_ 
4V 

wl 
H, d=---(±z+C/J), 

' 4 

w ·I· h 
Ma b =- --- [± 2 + C/J], 

' 4 
w f2 

M, =--- (r- C/J). 
4 

H,,d = 

w h2 
Ma,b =- --1]2 [I ± I - C/J], 

4 

M. =-r:p M•, 

Y=h: r]=I, (jJ = _3_. 
4P. 



X<!__ 
= 2 

y =h: 

Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 

p 
H. d = ~Ä IP 

• 2 

Pl 
M.,b=21P 

Pl 
M. = z (~- q; IP). 

rp = __!I_ (3 - 1])' 
2ft 

H •, d = l: rJ IP , 

Wh 
l'.I a b =- - - -- 'l'l [I ± I - IP] , • 2 ., -

M, =-q;Mb, 

rJ = I, 

IP= 

Hc,a = 

rp = _!__. 
ft 

3 ( ''') -~ I- 1J" , 
2ft 

M qJ 
2 h • 

M 
Ma,b =-Z [1 :±I- <PJ, 

1'.1,=-q;J'.h, 

y =h: 

591 

1P = 3!._ C' 2 (3 - C'l . 
2V 

w 
Hc,d =--z- (±I+ IP), 

Wh 
Ma,b =--2- (±I+ IP), 

M,=- Wf (C'-IP). 
2 

IP= 

Hc,d = 

rJ =I' 

3 rJ(5-rJ), 
20ft 

!!!}!_ 2 rp 
I2 rJ • 

_l__ Ä ~-]_, rx1 t , 
2ft h2 

3 E1, 
-1--rxtt, 
2ft ]z2 

Ivi.=-q;Ma,b· 

y = h: 

Tabelle 51. Unsymmetrischer Rahmen mit geradem Riegel. 

pl 
A =B=--, 

2 

$ 
X y 

C= 
z I = I ' rJ = ---' I ' rpl = ---' 

hl hl 

tl _ x' y' I I ' - -~-' n'- -- C'- :____ f/12 = 
h2 ' - h1' - I ' 

h1 l hl 1. 
1·1 = Ii;' v1 = -~' Ul= -- --·, 

h1 s 11 

Ä - h2 
2- hl-' v2 = h2 ' 

h2 1. 
;e2= ----, 

s 12 

ft = Är{I + ~1) + I + Ä2 (I + ~2), 

Mh,k = Mc,d, wenn nicht besonders angegeben. 

A =Pl, 
3 
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3 A= 8 pz, 

px 
B = -z~' 

wz 2 + qy 1 C 
A =- B =- - ----, Ha b =- w z (I ± I - tP). 

' 2 2 jll 

Z = f: C =I, 

wy2 
A =-B=-zr· 

wy2 
]}10 = - 2- (I - tP), 

y=h: t)=I, 

wy2 
A =-B =(;!• 

wy2 
M 0 =- (2 - 3 tP) , 

I2 

y=h: t)=I, 

I 
tP =- (v1 wD + v2 w~), 

2ft 

wy 
Ha,b =- Z {I± I -1) tP), 

wy 
Hab=-- (I± I -1) tP), . 4 

wy2 
M.=---},.tJ), 

• 4 " 

tJ) = _.:__ [Io + A-1 (2o + 27 "1)] · 
30 f! 

B=!_Pl, 
8 

A=P~', B=P~, 

Ha,b= p tJ) • 

Wy 
A=-B=--1-, 

w 
Hab=-- (I ±I - 1) tP), 

• 2 

Wy 
M. = - 2- (2 - tP) , 

Wy 
M• =- -2- },2 tJ). 



Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 

I 
fP =- (1 + 2 Ä1 (1 + "1) + (1 - ).1) w_;, + (~- 1) WD], 

p. 
h1+z W 

A=-B=-W--, Hab=--(I±I-W), l • 2 

1'1I0 =-H.h1 , M 4 =-Hbh.z, 

Z = o: fP =_:__(I+ 2 Ät(I + "1)] · 
p. 

M 
Ha,b= h2 fP, 

Ma=- M fP, 

3 l EJ, 
Ha,b = /i s hf a,t' 

M 4 =-Hbh2 • 

593 

Tabelle 52. Halbrahmen mit senkrechtem Pfosten. 

X 

~=T· 

x' 
~'=-r· 

h 
V= --- . l 

AI-E-----l~--~ 

:V }' I I 
rJ=JI· ~ =--, f[J=JI· e=T· ht 

, y' 
1] = -h-. ~'= ~'. I h1 

q; = -h-. 
, h1 

e =T· 

I h1 J. !p=-, "=---, P,=I+"· h1 S jk 

Md= M., wenn nicht besonders angegeben. 

~2 - t~4 = w'P, vgl. Tab. 22, S. n6. 

l1J 

II 
"+ 1Jl2 W=--, 

4P. 

w h1 
A, B = ± - 2- v ('P + IP), 

Ha,b=w:1 (=F ~ +'P+IP), 

w h2 
M.=--1 1P. 

2 

~P = _:__ (c•2 _ _:__ ~'4). 
2 p. ~ 

A,B=p2 l [~'=f(wR--:-)J. A,B=±~I e(~'2+ ;,). 

H = t.!:_ fP' 
2 hl 

p 12 
M. =- - 2- fP. 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. II. 

Ha,b = 'lll_f (=f ~' + ~' + 1Jl IP), 
2 

w 12 
M, =- - 2- IP, 

38 
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tr 
TV 

w hl 
A, B = ± -- v C (20 m C + IP), I20 T • 

w hl 
Ha,b = - 2-(=fC- WB(C) + tP), 

w hl 
H. b =- C(=f3o- 30 + 2oC + tP), 

' 120 

M -- w h~ "' 0- ":l', 
2 

,, =h: C= I, 

~ 
(p = _!._ w- ~'3), tP = _!_ (C'- C'a). 

I' r 
2p 

A,B =:[I=f(I-2e- :,)]. A. B = ± W e ( C' + ; ) , 

p l I w 
Hab=-htP, Ha,b=z-{=fi+I+21fJIP), 

• 2 1 

Pl 
M 0 = ---z IP. 

M 0 =- WftP. 

" 

~ 
A=B=±We, 

lf 
tP = 2 I' (C- ca). 

Ha=O, Hb=W, 

A,B=±We(C+ :). 
M 0 =o. 

Es treten keine Momente auf. t.. w 
Ha,b = 2 [ -r =f r+2(C+tP)], 

M 0 =- Wh1 IP. 

M. =-MtP, 

X=l: IP=-_!_. 
2f' 

y= o: 

E], I+ v2 
(p = 3 -l- --,2- CX:t t, 

s e " 

(p = _!!__ WM (C) , 
2p 

A,B=± ~ tp(I- :). 
M 

Ha, b = hl (r - tP) , 

M. = M_tP, 

M 
M.=--. 

I' 



lt' 

A' 

pi!li!i!li!!!lil 

n 
_" a: ~.2'1 
=P 

n 
~j+ji 
a:mmp 

n 
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Tabelle 53· Halbrahmen mit waagerechtem Riegel. 

Mit den Werten A , B, H • b, M der Tabelle 52 für den mit seiner 
Belastung um go0 _gedrehtei-1 Halbrahmen ergibt sich: 

A'=l-lb, 

B'=-H., 

H~=-B, 

Hi,=A, 

Mc,d = Md,c · 

Dreilach statisch unbestimmte Rahmen. 

Tabelle 54· Symmetrischer Rahmen mit geradem Riegel. 

1) = -"-' h 
w Tabelle 22 S. u6, 

V=I+6u, 

Jlfh,k= Mc,ä• wenn nicht besonders angegeben. 

I p [2 I pl2 
Ha,b=4/i h' , •rrnp Ha,b= Bp h' 

p [2 n M b = p 12 ( 1:_ ± -~-} M.b=---
' 12 p a, 120 p V 

pl2 p [2 Co 1) M. ä=--. M. d=-- -=F-. 
' 6p ' 120 p V 

f/J = _I_ (3 ~2 - 2 ~3) ' 
1a:~;r-

f/J = --:- (3 C - C'l , 
p 2p 

H - _I_ p [2 f/J I p [2 

a,b-4 h ' n Ha,b=4Tf/J, 

p [2 ( 3 ) p [2 
M. b=- f/J =F-w~ , M a, b = lZ f/J' 

' I2 V 

M d = - p [2 ( 2 f/J ± _:l_ w2) . c p [2 

c, .. 12 'V R C= y· Mc,d= ---;;-- f/J. 

I p [2 wh ( 1 ) H b--- Hab=--I±z+-, a, - 8p. h ' 
7IJ • 4 2f.l 

p [2 c 3 ) !n w h2 [3+U ( 2 u) J 
M.,b=24 -; =F SV . Ma,b= -4 6/J± 1-V ' 

M. ä =- p [2 ( _:._ ± _:l__) . W h2 ( I 2) Mcä=---u -=F-. 
' 24 f.l 8 V ' 4 6p. V 

f/J =_I_ -w' 
2 !J)' 

M. b = - w h2 {-1- [(3 + 2 u) f/J- :1( w ] ± 1)2 (I - 2 n~)] 
' 4 3ft 'I' V ' 

w h2 r I 'YJ3J M. d= -- u - (2 w - f/J) =F 2-- . 
' 4 3f.l 'I' V 

38* 
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Ha,b = - :: 1] { 10 ± IO- ~2 
[5 (1 + ")- 1] (I+ 2 ")]}. 

W h2 [ 1J 5 10 (IO 5" )] M. b = + -1]2 -(I + ")(5-3 1/) + -1}-- =F -- -1] • 
' 40 3 f.t 3 3 3 V 

w h2 [ I 5 J M d = - - "."a - (5 - 3 1]) =f - . c, 40 ., 3 p. V 

y = h: w h [ 2 J Hab=-- 7±w+-, • 40 p. 

M. b = - w h2 [8 + 3 ~ ± 5 (_:___ - ~)] • 
' 40 3 f.t 3 V 

I 
IP =-(I - 2 ;) , 

V 

Tl Ma b = =f-- Wh --- , 3 (I ") 
' 2 3 V 

p l (I ) Ma b=-WR -=j=IP, 
• 2 p. 

3 " M 0 .. =±-Wh-. 
' 2 V 

Pl ( 2 ) M ... =--WR -±IP. 
• 2 p. 

M [I I J M b=- -=F- • a, 2 p. V 

Tabelle 55· Symmetrischer Rahmen mit gebrochenem Riegel. 

' ;'-~ - l ' C'- z' -,. 
f.' = 4 (I+") - 2 (! ("- qJ), 

l 
Ä=-, 

h 

h J, 3 "- qJ 
" = s ];. ' (! = 2 " + (/)2 ' 

(I+") 
'P1=2 --, 

"-qJ 

32+"+fP 
'P2 = 2 - "+ (/)2 = ('Pl-I) (! • 

wenn nicht besonders angegeben. 



Ir! 

1=;~ 
j>~l 1 

TV 

Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 597 

P= I . 

pl (! ). 
H",b = -- -- (5 'P 'Pr+ 8). 

2 4 fk 
n p l ). (! 

Ha,b = -8 - (5 IP'Pr + 8), 
4 fk 

pl2 . 
1\!Ia b = ~ [5 cp •p2 + 8 (e-r)], 

2 4 fk 
111. b=- -[5tp•p2+8(e-I)]=j=- , p [2 { 2 3} 

' g6 fk V 

p [2 
AI d =- ·-- (5 m n + 8) . 

c, 24fk -r<: 

p [2 [ 2 3 J 111, d=-- -(Stpe+B)±-. 
' 96 fk V 

Hab= pl (!A ~2[(m•PI (3- z~2) + 2 (3 -2~)] • 
• 6 fk 't 

M. b = p [2 ~2 {_:r [tp 'P2 (3- 2 ~2) + 2 (3- 2 ~) (e- I)J =j= l_ ~'2} • 
' 6 fk V 

x ::::: -" : M, d = - P 12 .; 2 {_:_ [ 'P e (3 - 2 ~ 2 l + 2 (3 - 2m ± .i_ e 2} • 
-2 • 6 fk v 

wh[ ue J Hab=-- ±I+ I-- (3•Pr- 4) • 
• 2 6 fk 

w h2 
{" ( . " )1 Ma b = -- - [3 'P2- 4 (e- I)]-- 3 =f 3 - 6 - • 

' 12 fk V j 

wh2 [I 6 J 
M, d =- - " - (3 (!- 4) =j= - · 

' 12 fk V 

Wr = I + ~I + ~12 ' (})2 = (I + ~') (I - ~/2) ' 

w I { tp e ,. } 
Ha,b =- z ~ ±I+ 6 /k [(3 IP'Pr + 4) Wr- IP1Jlr~ "] • 

wf[ tp(! J Ha,b =- ~z ±I+ 6j;, (3tp!pl + 4) , 

wf 2 r2 [12 3 ( " )]} M.b=-- 1-[3tp!p2+4(e-I)]± --- Iz--r , 
' 24 fk tp V tp 

w f2 
[ 2 3 ( " )] M, d= -- - (3 tp (! + 4) ±- 12-- I . 

' 24 p V tp 

wh { ue } 
Hab=-- 'Y) ±I+ I-- 'Y) 2 ['Pr (5- 'Y))- 5] , 

• 4 I5p 

w h2 {2 " ( " )} Mab=-'Y)2 -'Y)['P2(5-'Y))-5((!-1)]-Io=j= ro-15-'YJ , 
' I20 p V 

y = h: 'Y) =I 
w h2 { 2 15} 

M, d =- - "'YJ3 - [e (5- 'YJl- 5] =F- · 
' 120 p V 
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61. Rahmentabellen. 

Ha,b = P :; HIP'I'd3- 4~2) + 6~']. 

M •. b =Pt~ {3I,u [97 '1'2 (3- 4 ~2) + 6 (e- I) ~'FF ; ~, W -~)}. 

M. 4=- Pt~{_2_ [q;>e (3- 4~2) + 6~'J ± !_ew -~)}· ' 3,U V 

w{ 2"1! } Ha,b=-2 ±I+I-3'/i""J2 ['1'1(3-1])-3], 

Wh {2" (3 )} Mab=-n -n['l'2(3-n)-3(1]-I)]-I± -"rJ-I , 
' 2 3,U V 

M. d =-- ""'2 - [e (3 -n)- 3] =r= - . Wh {2 9} 
' 6 'I ,U V 

w[ 2 91 e J H. b =-- ±I+-- (2 97'1'1 + 3) • • 2 3 ,u 

Mab=-- -[2!p'I'2+3((?-I}]=f --I , w h {2 !p (3 " )} 
' 2 3,U V 

w h [2 !p 3 "-j Mcd=- -(2q;>l]+3)±- · 
' 2 3,U V. 

M "e Ha,b = h---;;- ('PI- 2), 

Ma,b = ~ e.u" ['1'2- 2 ((?- I)]- I =f [I - 6v"]}' 
MA k =- M" [!_ ((?- 2) =f ]__]. 

' ,U V 

H b = (? (2 ..Q__ + _I_) _!__ !!_fs cx1 t , 
a, ,U " - !p 3 h2 

M. b = e [_:_· (e- I)+ _I_]_!__ E 1• cx1 t. • ,u "-!p s h 

2 (? l E ], 
M. 4 =-----cx,t. ' • ,u s h 
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Tabelle 56. Symmetrischer Rahmen mit parabolisch gekrümmtem Riegel. 

pi!!jjllllll!!llll 

n 

I y 
'Y]=h, q;=h' 

]. 
1~-cos-rx. = r • 

t'- x' 
s ---"-. 

y' 
'Y)' =-~:· C'-~- I, 

h ]. 'X=z Jh, 
5 3'X- 2 '{! 

12 = 2 5x + 4 ;p2 • 

J1 = 3 (r + 2 X) - Q (3 X - 2 t:p), 
I+ 2'>t 

1J!r=3-------- , 
3X- 2 '{! 

1J!2 = ( !J!r - I l e . 
Mh,k = 1Y10 ,a, wenn nicht besonders angegeben. 

P z2 e 
Ha,•= -h--(4'J!1J!r+5), 

20 J1 

p !2 
M.,. =+ 20 11-[4'J!1J'2+ 5(e-r)], 

p !2 
M. a=----(4 'J! 12 + 5) · 

' 20 fl p l 2 [I 5 l M.,a=-- -(4'J!I2+5l±-8 · 
40 J1 V_ 

Ha,b = 

M. • =+f__l~.;2 {__I_ [2 'J! 1J!2 (])r + 5 (12- I) (])2] =f 1. . .;'2}, 
' W J1 V 

M. a =- p t2 .;2{_.:_ [2 'J! 12 (]>r + 5 (])2] ± _5_.;'2}. 
' W J1 V 

wh { xe } H" • =--'Y) I± I --'Y)2 [1J!r(4- 'YJ)- 4] • 
' 2 4fl 

W h2 
0 {X 'Y) ( 'X)} M •• =+-'YJ· -[!J!2 (4-'Y))-4(1!-I)]-I=f I-2'Y)- , 

' 4 2fl V 

W h2 2 { I 2 } Mc a=--X'Y) -[(!(4-'Y))-4]=f- · 
' 4 2fl V 

wh[ xe J Ha.=-- I± I ---(31pr-4) , 
' 2 4 fl 

M •• =+---- -[3lp2 -4(1!-I)]-I=f r--- , w h2 { 'X ( 2 'X)} 
' 4 2fl V 

(])2 = (r - C'~), 
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M 0 a= w j2 [-2 (fj_ 'P!? +I)± _I (I2 " -I)]. ' 5P. 7 Sv 'P 

Hab=--'fj I±I----['1'1(5-'f))-5]' 
w h { "'!? 'fj2 } 

' 4 IO p. 

W h2 z{"''fJ IO (IO -,e )} Mab=+-'fJ ---[1pz{5-'f))-5(!?-I)]--=f --5'f)- , ' 40 p. 3 3 p 

M. a=- _w_hz" 'fj3{2._ [!? (5- 17)- 5] =f --~} · ' 40 p. y 

Pl[I 1 I 1 J M 0 a=-- - (2 ffJ f!Wp + 3 WR) ±- (~ - ~) WR • ' 2 p. p 

Ha,b =-~{±I+ ~ 'PP.!? ~,j [rp 1p!{5- C') -t- 5]}, 

3 

M b =- W I{~'" [rp '"2 (5- ~') + 5 (!?-I}]~[_!__- _!__(Iz ~-I- 2C' + 3~' 2)]}, a, 5 p. -r _2 'P 8 V rp 

3 M "'I! Ha,b =- -h - 'fJ [V'l (z- 'f))- z], 
2 p. 



n 

l.L 

A 
a:x' 
~ 

pam 1 

JT\ 

Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 

3 M "I.! 
Ha,b =- -h - (V'l- 2)' 

2 I' 

601 

MJ3x -( ")l kia,b =+ 2- \/t [1p2 - 2 (1.!- I)]- I =t= I- 6 v I' 
Mh k =- -- M" -- (1.!- 2) =t=- . 3 [I 2] 

• 2 I' 11 

H _31.!V'1Ej, t 
a, b - P, h2 CY.t • 

M _ + 3 V'2 E ], t 
a,b- ----,;---h-(1.' • 

31.! E], 
M. d=---a,t. 

. I' h 

Tabelle 57- Symmetrischer Rahmen mit schrägen Pfosten. 

, m 
Ar= Z:' 

' y' . m 
1) = -h . "2 = "T;, • A." = !.,._ l • 

0 

11 = x },'" + 2 (I + A.' + }.' 2) , w Tabelle 22, S. n6. 

JVI h, k = Mc, d, wenn nicht besonders angegeben. 

H - p ~~ (_!: + 2 A. 2) , 
a, b - 4 h P, 

7'v! b = p l8 ~ 
• a, 12 p, ' 

P zg " 
Mc,d=-6/i" 

tJ jrn \ 

M. d =- P zg -(2" V'-± f/J) • 
' 4 3P, 

p l8 [ " ( ' "' "')] M. b =- - '" =t= 2/\2 WR + 1\ "-' • 
' 4 3 I' -r 

I 2- A.1 
f/J = ----' f/J =SV [A' 2x- 8},1 (2 + ).')]. 

pm 11 

: r\, Ha b = p m 2 (I - -"-) , Ha,b=~~ (; +2A.2). y \.. ' 4h 2f1, 

1'vla,b = P;Ö [3"1' =f(A.2+)."f/J)J. 

M = _ p zg (z " ± f/J) _ 

pm2 [I+ 3 x J Mab=--- --- ±(I-f/J), 
' 4 6p, -

c,d 8 3P, 

I 
1jl=--w', 

2 "' 

1Ua b =- -- - [(z + 3 x) V'- Wm] ± (;2- f/J) , pm2 { r } 
0 4 3P, T 

. pm2 [ I J l'vi. d =- -- - (2w - 1p) =t= A.'f/J . 
' 4 3P, '1' 

p m2 ( I ) Md=--- --=t=A.'f/J. 
c, 4 6 I' 
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iT\ 
711 

61. Rahmentabelleno 

2- Ät 
tP=--, 

'II 

Ha b =- w h (I ± 2 + ~) , 
• 4 2 p. 

iT\ 
711 

1 
tfJ = - (5 - 2 Ät) ' 

'II 

wh (I ) H. b =- --8 T IO ' • 40 p. 

W h2 [I + 3" J Ma,b =- 4 -r;p:- ±(I- tfJ) , w h2 [2" (10 )] M b=-- -+I± --t!J "• 40 3 p. 3 • 

1v\ 
711 

, 
~, = _!___ 

m 

M. " = - - - =f Ä' tfJ o 

W h2 ( I ) 

• 4 6p. 

'·'''-~-'·"' ~'P- 2 ~",. 

wh{I } Ha,b=4 /i[ro."-(I+")ro~]-2fJ=f2fJ+'YJ2, 

W h2 { I } M a, b = - 4 3 p. [(2 + 3 ") ro~ - ro."] ± ('YJ2 - tfJ) , 

W h2 { I } 
Mc,tf =- 4 3 p. [2 ro."- ro~] =f Ä1 tP o 

H. b = w h 'YJ {'Y/2 [5 (r + ") - ., (2 + ")] - Io =f ro}, • 40 p. 01 

Pm{I , ~} Ha,b = 2h P [roD- (r +")roD]+.,- , 

Ma,b=- P2m {; [(r +") ro1- roR] ± (~- (]))}, 

Mc,tf=- P2m [; (roD-roR) =fÄ'(])l 

p l. [ 3" J Ha,b=Zho p (roR+Äs) , 

Ma,b= :~· {; roR=f[Ä2(I-2~)+)."(]}]}, 

w h2 ( 2 ) M. " =- - - =f Ä' tfJ • 
• 40 3P. 
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0 

Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 

2 +A' 
tP= 2 +A' tP=----. 

V 

w h " Mca=±--ll.tP. • 2 

603 

n. 1)2 0 ) W { I , 1 } y.o=-;;;-(3-2'-r1J, Ha,•=--z p:Cwn-(I+x)wn]-1) =fi, 

Ma,b=- u:~ {; [(I +x) w~- wR] ± (1)- tf>)}, 

Mc,a=- U:h- [; (wD-wR)=fA'tPJ. 

tP = !!_!!__ (r -Ar""), Ha b =- _[\.11_ { 1-[(I+ x) w' + w ] - I}, V •t ' 2 h f.t .ll JE 

Ma,=-~{-I-[(2+3x)w' +w LI::(I-t/>)}. 
' 2 3P, M M 

Mh k= ~[-I- (2 w,1 + w'11) ± A1 t~>]. 
• 2 3"' . . -

6 
tP = -- (I -Ar), 

V 

3 M X Ha b = -- ·---- - - • 
• 2 h fl 

M [ x J !VIa b =- - =f (I - tf>) , 
• 2 "' . 

M h k = ~ (__!___ ± }.' t~>) . 
• 2 "' 

tP = _l_ lu_ E ],_ ~, t, 
"' h s 
2+x 

Ha,b = h tJ>' 

Tabelle 58. Geschlossener, symmetrischer Rechteckrahmen. 

y 
1J =T· 

NI h, k = JI;I c.'a , wenn nicht besonders angegeben. w Tabelle 22 S. II6. 

Gleichmäßige Temperaturänderung erzeugt keine Schnittkräfte. 

p l l I+ Xu 
}[ab=----

' 4 1t fl-Xu 

p [2 
Nia •=--, • r-2p, 

p l l I+ X 0 
Ha •=--------- -

. 4 h "'"" 

p l 2 3 + 2 "· NI a ' = -- - - -- - • 
' I2 f.t Xu 

p [2 "· 1vi c a = - -- ---. 
' 12 f.l Xu 
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l 
X=-

2 

C=~ 
l 

61. Rahmentabellen. 

(/) = 3 ;z - 2 $3 ' 

H b=.P..!__!_ I+~lP. 
a, 4 h P. 'Xu 

p l2 ( I I ) M • b = -- - lP =f - w~ , . 4 3p. jl 

M =- pl2 (3+2-x"lP±_:_ro2). 
c,d 4 3P,'Xu V R 

(/) = : (3 c - ~3) • 

P l l I + 'Xu 
Ha b =-- ------ (/) • 

' 4 c h P. 'Xu 

p l 2 I 
Jl.f. b=---- (/), 

• I2 p. 

P l 2 3 + 2 'Xu JI a = - -- -- - --- - lP. 
c, I2 f.l'Xu 

P l l I + 'Xu 
Ha,b=g}l f.l'Xu -, 

1\Ia b = p 12 (_1_ + _:_), 
• I20 p. - jl 

'Xo I + 2 'Xu (/) = - - -- - - --- ' 

l 
X=-

2 

p l l I + 'Xo 
Hab=-------- lP • 

' 4 h P. 'Xu 

Ma,b = p t2 (3+2-xo ± ~ _:_ w~) • 
4 3p.-x.. "~ jl 

pl2 'Xo( I I s) M a=---- -lP=t=-w • 
c, 4 'Xu 3 f.l V R 

I 
(/) = 2 (3 c - C3) • 

p l l I + 'Xo 
H. b =-- --- -- - - lP • 

• 4 h p. -x .. 

JI~ b= pt2 -~ + 2~ lP, 
• 12 p. -x,. 

p l2 I 'X0 
.'\1 a=----- lP. 

c, I2 p. 'Xu 

M a= _P!:_ ~ (l_ ± -~), 
c, I20 'Xu p. V 

p l l I -j- 'X0 H b =-- -- ----- . 
0 ' 8 h p. 'Xu 

D 
'Xu V 

W h2 [8+3'Xo J Jl.f b=-- ---±(Io-lP) •• I20 p. , ~D 
7/J -

M =- w h2 ["• 7+ 2'X~ =t=lPJ 
c, d I20 'Xu p. 1 

Hab=- - 7- --x.-8 -2o=t=3o • Wh [I ( 'X0 ) J 
' I20 p. 'Xu 

(/) = 172 'Xo I + 2 1J_ "" • 
'Xu V 

I ' 1fl=2-w'l'' 
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Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 605 

w h { 1) [ . ( "· ) ( . "• )] } Ha,b =--:;-11- 10 - -X 0 -2 +rsrJ(r+x.)-31)2 r+2x0 +--- +I01)-30=f3o, 
1-0 ft Xu Xu 

ivl a b =-- 1)2 - [ IO (2 + x 0 ) - 5 11 (3 + 2 x 0 ) + 3 112 (r + x 0 )] ± (ro - II>) , W h2 {I } 
' 120 p, 

I- 2 ~ 
11>= 

V 

3 p l I+ Xu 
Ha,b = -~- - ·--- W11' 

2 h f! X,. 

P { r I J 
}\![ a, b = -- W R l-- T <P , 

2 p 

PI [3+zx,. J Jlc a=--- WR cl:ll>. 
' 2 {t x,. -

11> = 1J !'_._(I + 31) x,.), 
V X,. 

I - 2 ~ Xo 
I[>=---~-·--~' 

V Xu 

3 p l I+ X 0 
H b = --~ ~~- WR' 

a, 2 h p, X 0 

Ma b=J>_~wR[3 ±2 ""±~~>]. 
' 2 f1Xu 

V=h: ll>=X0 I+3xu, 
• X,. V 

W (I [ Xo • J _ } Ha,b=-;-,-- (r+xu)· WD-(r+x 0 )WD +rJ-I1-I, 
- l p "" 

w 
Ha,b ==fz, 

Wh 
Ma,b==f-2- (r-11>), 

Wh 
Mc,d= ± -:;-11>. 

y = h: 

M[X0 2+x,. (I )] 1\!I h k = ·- - ---. =f --I ' 
' 2 x,. p V 

3 M I+"· Ha b = - - ---- - -- • 
• 2 h p, x,. 

M a am Riegel. 

Tabelle 59· Geschlossener, symmetrischer Trapezrahmen. 

y 
1)=h-, 

y' 
1)'= h' 

Jc'=~. 
l,. 

. " l,. 
I. = z.·· 

w Tabelle 22 S. II6. 

z. ] • 
Xo=~--, 

s ]. 

p, = (z + 3 X 0 ) (z + 3 x,.) - I, v = x0 Jc' 2 + u,. + 2(I + ).' + ).' 2), 

Mh.,k = Mc, a• wenn nicht besonders angegeben. 

Gleichmäßige Temperaturänderung erzeugt keine Schnittkräfte. 
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• p ~~ [3 "· ). J 3 pl~ "" m:m:op Hab =--y. -~u0 (I+uu)+ 2 , H. b =- T ~{I+ u.), 

~ 
• 2 2 p, 

~ 
• 4 p, 

p ~~ "· M pl~""( AI. b=~~-, a b = - ~ 2 + 3 U0 ) , 
• 4 p, • 4 p, 

p ~~ "· ( M -- pl~ "" 1\I. d=--- 2+3u,.). 
• 4 p, c,d- 4 P, 

~ 
w = H3 C.- C~) . w = t(3 C .. - C~). 

I pl~[3U0 (_/) ). C J 3 pl~ u,. )W 

~ 
H. b = h -(I+u,.) + 2 0 , 

~ 
H. b =---(I+ "• , 

• 2 2 p, • 4 h p, 

M _pz~"·w pi'f, "" J1I a b = -- (2 + 3 u.) (_/). a, b- 4 P, • • 4 p, 

c pl~ "· (_/) c 
M. d=_Pl~ "" w. c.=z· NI. •=-- --(z+3u .. ) . C ... =--. 

0 • 4 p, lv. • 4 p, 

xx' 

p~ 

~ pl~ [3"· ' !:] Ha,b= 4 h --_u-(I+u,.)?p+ZA2 \0, 

p ~~ [ "· ( ' '" "") J M a b = - ~ ?p =f 2 A2 W R + A 'V , 
. 4 p, 

M pl~ ["· ( ) rti] c d = - - --- 2 + 3 "" ?p ± 'V • 
• 4 p, 

pl~ [I5 I] M. b ,=- u,. ~ (z + 3 u 0 ) =f ~ , 
' Izo p, 11 

M. d = _ p ta "" [Is ± !__] . 
' IZO p, 11 

I I 

'lf' = Z- Wrp' 

I 

~' = _:__ 
m 

p m2 {I } 
Ma,b =- - 4- /i [(2 + 3 U0 ) ?p- Wrp] ± (~2 - W) , 

p m2 {I } 
Mc, d = - - 4- ·--;; [(z + 3 u,.) Wer - 1p] =f ).' W • 
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lz=i 711 - wh[3 Ha,b=Izo p(7-x,.-8u0 -l) 

-20 =f 30], 

_wh[3 2 . - } 
H","- 4 \.U[(r+-x,.)wrp-(r+-x.)'Pl+TJ -2rJ=J21J, 

I 
<P =- [Io u,. + 31] (5 - z A117)] , V • 

Wh {3 TJ } H. b = -1] -- [w ('Ku- 2'K0 - I)+ I 51] {I +u0)- 3 'Yl 2(z+u.+-x,.)] + IO'Yl-30::F3o • ' I 20 p, ., ., 

w h2 { 3 } Ma b =- -- 1]2 -- [ro (I + 2 'K0 )- 51] (z + 3 'K 0 ) + 31]2 (I + 'K0)] ± (Io- <P) , 
I20 p, 

<P = __:__ (2 + 'Ku+ Je'}' 
V 

P1n 
Ma,b = =f - 2- [I - <P], 

Pm 
Ha,b=z-,;(z<P- I), 

M Pm""· c,d=± -2- A -v. 
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., x' 
I;=

m 

r > o. 

61. Rahmentabellen. 

rp = I- 2 ~ [Ä' 2 )e W 
7J o B 

- Ä1 (2 + )eu + Ä')] • 

Pm [9)eo 
Ha, b = 2/i" ß ;.2 {I + )e,.) wB 

+I]' 

I 

e-::_ 
-~ ... 

I- 2 ~ 
fP=--, 

7J 

9 p l,. )e,. 
H. b=-k--(I +)e.\(I)B' 

• 2 ß ' 

p l,. [ 3 J Ma,b =-2- )eu WB /i(2 + 3 )e0 ) :I: fP , 

rp = !L [)e .. + 1J (3 - 2 ÄlfJ)] ' 
7J 

Ha,b= ~ {! [{I+)eu)WD-(r+)e0 )W1>]+1J-I=f=I}, 

Ma,b =- U: k {! [(I+ )e0 ) Wn- wB] ± (1'/- fP)}, 

Mc,d =- U: k {![(I+ )e,.)wD -w8] =f=).'fP}. 

Ha,b= 2~{r-! [(I+)e,.)wM+(I+)e0)wk]}, 

M. b =- M {2._ [(2 + 3 )e.) w~ + wM] ±(I - fP)}, 
• 2 ß 

MA,k= ~{~ [(2+3)eu)wM+wM-]±.i.'fP}. 

I 
fP = - [x,. + 6 (I - Ä1)] , 

V 

Ha,b = 2~[I-,i<I+2)e,.-X0)J. 

Ma,b= ~[3;0 =f=(I-fP)], 

MA k = M [l (I+2u,.)±.i.'fP]. 
• 2 ß 

I 
Y=k: fP=-(2+r.,.+J.'), 

7J 

w 
H.,b==Fz-• 

Wh 
M. b==f=-(I- fP), 

• 2 

w k """ M. a=±-~~o "'· • 2 

Ha,b= 2~[1-! (I+2r.0 -x,.)J, 

M. b=- M[l(I+2u0 ) 
• 2 ß 

± (r- "; )] ' 
M a am Riegel, 

M = _ M [3 "• =F }.! "•] • c,d 2 I" tl 
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Tabelle 6o. Geschlossener, symmetrischer Dreiecksrahmen. 

y "''- y' l ]. 
17 = 7,-' ., - h ' " = s J" ' 

p, = 3 (r + 2 :~e) , v = 2 + ". 

Gleichmäßige Temperaturänderung erzeugt keine Schnittkräfte. 

piilllii!i!liil!!i!l 3 pl2 I 
Ha,b = I6 T Ii (2 + s:~e), 

c = _c___ 
l 

p t2 
Ma b=- --, 

' I6 p, 

Pl2 I+3" M. a=-- ---------
' I6 p, 

p t2 ( 3 ") Hab=- 2+-, 
' 32 h p, 

M a • = - p za [-I___ ± _2_] , 
' 32 P, V 

p l2 I + 3 :le 
M. a=-- ----------. 

• 32 p, 

3Pta" a 
Ha,b = 8 h ji (3 C- C), 

pza " 
M •.• =- ---- (3C- C3), 

4 p, 

M. a=_pza -"- (3C-C3). 
. 8 p, 

... 2 x ... , 2 x' 
.; = -r. i; = -~-. 

p 12 
{ 3 } H. b = -, ;a + ---[(I + :~e) w'l'- IP)] , • I6 ,, p, 

M =- pza [-~- (211>- w ) ± 2-«PJ, 
a, • I6 p, 'I' V 

pl2 I 
1\ilca=-- -[(2+3:~e)wm-W]. 

0 16 P, T 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. ll. 

r.. x x' 
.;=y· ;'=T· 

3 p 12 " 
Ha,b=4h/i' 

p1a " M b=--a, 2 P, • 

P 12 " M a=---. 
c, 4 p, 

H - 3 p1a " 
a,b-Bhp' 

Ma,b= p~a "(i- ± 8rv), 
p 12 " 

M.,a=- 8 -,;· 

IP = 3 ;2 - 2 ;a ' 
3 p 12 " H b =----11> 

a, 4 h p, ' 

pt2 [2 I ·•] Mab=-:le -11>±-WR" • 
• 4 p, 'JI 

p 12 " 
M. a=---11> . 

' 4 p, 

Ha,b = 'Ii: {! [(r +:~e)w'l' -IP] + 172 -217 =f 2 t}}, 

M • = - '!!}'_:__ [_I___ (2 IP - w ) ± -~- 11>] , 
a, 4 P, 'I' 'JI 

!Ii h2 I 
Mc a=- ------- [(2 + 3:1e) Wm-IP]. 

' 4 p, T 

39 
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wh {3'f} } Ha b =- 'f} - [IO (x- I}+ I5 'f} - 3 'f/2 V] + IO 'f} -- 30 =f 30 , 
' I20 p, 

wh [ 3 J Hab=- - (7x- I}- 20 =t= 30 , 
' I20 p, 

W{-:; } Ha,b = -2- ~[(I+ x) Wn- w;J + 'f}- I =f I , 

Ma •=- W h2 (]_ ± ~)' 
' 40 ft 3 V 

W h2 2 + 7X M, ä =-- ----------
, 40 p, 

~ _ 2 X 

- l ' 

9 M x 
Hab=--~. 

' 2 h p, 

M [ 3 2 J 111. ·=-- -±- ' ' 2 P, V 

wh 3 
M, 11 =---[(I +x)wn-wRJ. 

' 2 p, 

9 p l " 
Ha,b = Z h /i WR' 

M a b = p l X W R (~ ± ~ z ~) ' 
' 2 ft V 

p l 3" 
Jvf, d =--- WR, 

' 2 p, 

Ha,b=o, 

3 " M,a=--M-. 
' 2 11-

M a am Riegel. 

Tabelle 61. Symmetrischer, dreistieliger Rahmen mit geradem Riegel. 

I 

e-~ - l ' 
y' 

rJ'=h, 

ft = 3 + 4 X1, IX = 3 + 2 "1• 

M h, k = M a, •, wenn nicht besonders angegeben. 



piiii!lllll!ilil!l!!l 

m 

im 

Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 

AI , = ~u_~ ["1 :::r:: w] 
e, e S ft T ' 

w )!2 
Jl[, = -- (jJ 0 

4 

w y2 [ "1 0 

Md,o =- 8 2-ft- (z- 'I)") 

=F (z - (Pli· 

J,J, e' = 1(1_Y2 [~!. (z- '1)2) =F (PJ ' 
• 8 ft -

w y2 
M 1 =-- (}J. 

4 

UIDimTIP m 
...illl1li]p 

m 

nn 

611 

JvL = - P 12 [_:_ -1: ~-] ••• 8 ft - jl • 

]V[, e' =- pl2 [I+ 2_~1 ± -~]' 
' 8 ft jl 

pl2 
111,=- 0 

411 

]l[ d = - p 12 [_:_ ± _1__] ' 
'0 40 ft 2 jl 

l'VI, e' = p j2 [9 + I6u1 ±_I_~] • 
' I20 ft 2 jl 

pl2 
M,=s;· 

I 
W = zv (IX- x2), 

w h2 

Md 0 =±-[I - WJ. . 4 

- w h2 
Al,,,.=~-- (}J, 

4 
w h2 

M,= 2 w. 

I 
(jJ = -- [IX- u2 (2 - v 2)], 

2 jl 'I 

wy2 
1Vla 0 =±--[I - W], 

. 4 

wy2 
M, •' = =j= -- (jJ • • 4 

wy2 
M 1 = - 2- (}J. 

I 
(jJ = -- ( 7 Xz- 5 IX), 

jl 

wh2 
1Vld 0 =±- [ro + WJ, 

• . I20 

wh2 

M, e' = =j= - (jJ, 
' 120 

wh2 
J\ll1 =- (}J. 

6o 

39* 
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w y2 [ u J Md • =-- 2 __! (Io- 3t)2) =t= (ro- (])) , . I20 p 

wy2 
M 4 .=±-(w-cJ>), 

' 120 

tm 
7V 

w y2 [u : 
j11Je e' =- __!(I0-31)2)=f(/JJ, • I20 p 

wy2 
M,=- (]). 

6o 

wy2 
Me e' = =f -- (j) ' 

, 120 

wy2 
M,=+- (]). 

6o 

Md • = _i_Plwll[~~'±_:__], 
' 2 p 2V 

Pl [I 3] M. e' =-- wll -(2Ur + oc~) ±- , 
' 2 p 2V 

3 Pl 
Mt=-- wll' 

2 jl 

M. •' = -- -(I - 172) =f (/J , Wy [u1 J 
• 2 p 

M 1 = Wy(]). 

M hk = + J'l! 12 Ur w lf ± (I - (j) l] , 
2 L "' ~ 
M [ur J Me e' =-- - Wu± (/J ' ' 2 ß ~·1. 

M 1 = M (]). 

y= h: (j) = _]_' 
211 

WJI,= :2, 

y=o: 

m 

y'>o: 

Md•=± Wh(I-~\1'• 
' 2 2 V 1 

Wh oc 
M. e' = =f - -~ 

• 4 V 

Mt= Wh~. 
2 V 

I 
(j) = - [ 2 U2 (I - 1]2) - OC] , 

2V 

Wy 
Ma .=±-[I+(])], 

' 2 

Wy 
M, •' = ± -- (]) • • 2 

M 1 =-Wy(/J. 

I 
(/J = + -- (oc + 2 u2 wM), 

2V 

M 
M •.• =±z(I-(/J), 

M 
M., •' = =f 2 (]) , 

M 1 = M (]), 

y =h: 
I 

(j) =- (2 v- 3)' 
2V 

M 1 =- M (r - (])), 

6Ej,oc,t 
J.Vfe e' = ---------- ' 

' ph 

Tabelle 62. Symmetrischer, dreistieliger Rahmen mit gebrochenem Riegel. 

" X 
.;=T· 
,_, x' z' 
.; =-T· ~'--- I. 

OC = 2 (I + Ur) + f{J 11 , 

" h q; = ---, 
hr 

hr ], h ], 
Ur=-.~-f~' Uz=sf~' P,=3+4Ur. 

v = I + 2 u2 + q;' + q;' 2 (I + ur), 
1\1h,k= Ma, •• wenn nicht besonders angegeben. 



~ 
1~1 m 

a: x' 

'rh 

liffi 
17) 

I y' 
1] = -. 

hl 

Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 

p!2 
Md=--

' g 4 fl ' 

p 12 
M, ,·=--[I+ 2 u1], 

' 4 fl 

Jll, = o. 

<P = J!_ [u1 (2 - 1) 2) + 2 IX], 
2V 

w y2 [ "r Md = -- 2-- (2 -n2) 
'g 8 /l 'I 

=j= (2 - cp' (])) J ' 
M,, ,•= w l~ [~ (2 - 1)2) =j= (]J J, 

w y2 
M,= -- (]). 

4 

...=Ilil]p m 

613 

. p 12 [ I q/J 
~VI d, g = - 8 1-t ± V ' 

'f ,- _pl2 [I+ 2 U1 ±_I_]' 
"' e' e - 8 p. V ' 

pl2 
;vi,=-. 

4 V 

(]J-I5 
-V, 

_l1 d = - P l2 [-6- =l:: cp2' (]JJ ' 
'g I 20 /l 

M •=pl2[9+ I6u1 ±2.(]JJ. 
e,e I20 p. 2 

pl2 
Mt=-(]). 

I20 

w h2 

l\10 ,= ±-cp[I- (])], 
' 4 

w h2 
NI,.·= =j=- (]), 

' 4 

w h2 
1Vl1=- (]). 

2 

(]J = __:_ [cp'2 Q( - "2 (2 -1)2)]. 
2V 

wy2 
111a,o= ±-cp'[I- (])], 

4 

wy2 
M • • ·= =j=- (]), 

' 4 
w y2 

M,=-2- (]), 

I 

IJ'=-z- w~. (]J = _I_ (w + cp' 'P + 2 !i:_ Q( c) . 
4V cp cp 

W f 2 [ I cp' J Ma =-- --(21p-w )=J=-(C-cp(]J), 
·• 2 2p. Cf' cp 

wj2[r J M,,,• =- - 2 - z/i (2 wcp- tp) ± (]J , 



öl4 

y 
7]=-, 

h1 

61. Rahmentabellen. 

cp = _r_ (I + q/ + 4 rp'2 oc)' 
2 V rp 

wf2[I rp' J Md =-- -=f- (4-rp 4i) · 
', 8 f.' rp 

I 
cp =- [5 (rp'2oc- 2 "•) 

V 

+3 "•7J2]' 
wy2 

Md.=±- rp' [Io- c]J], 
• • I20 

M •• •• =- w r [ ~ ± q:i J . y y' w y2 
1J r/ = -h M. •' = =f - 4i , =k' ' I20 

w f2 
Mt= --4i. 

4 

rp' 
4i =- [m (oc + "1l - 3 "11J2J, 

2V 

wy2 
M,=+~4i, 

w y 2 
[ 2 "1 ' J Md • =--- -- (ro- 37]2) =f (Io- rp 4i) , 

• 120 f.' 

w y 2 
[ "1 J M. •' = --- - (ro- 37]2) =f q:i , 

' I20 f.' 

w h'f [ "1 
M" .=-- 14-

, 120 f.' 

=f (ro - rp' 4i) J' 
M. •' =-- 7 - =f 4i • wh'f[ "1 J 

• I20 f.' 

Md =- 3 PlwR[2_e±-~]. 
'g 2 f.' 2 V 

w y2 
M, = ---- 4i. 

6o 

wh2 

M 4 • =± -- rp' (Io + 4i), 
• I20 

w h2 

M. •' ==f-·- 4i, 
1 120 

M. e' =- P l wR{2_· [2 "1 + (3 + 2 "1) ~] ± ..l_ lJ, 
' 2 f.' 2 V 

3 Pl 
M,=--WR· 

2V 

W y ["1 2 I .m] M. •' =- -(I -7]) =f --v . 
' 2 f.' 2 

Wy 
M, = -z-4i. 

Wy 
M. •' =±-4i, 

' 2 

MI=- w y. q:i. 
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I( q/2) (/) = - WD + q/ W~ + - OC , 
2 V ffJ 

z = o: 

Md =- W I[-~ (2 w' - w ) =f rp'_ (r - rp w)J, 
,u 2ft D D 'Ji 

M •. •• =- r: Ti (z w1;- wh) ± w J. 

rp' 
(/) =- (oc- "r WM), 

2)1 

,n I 12 
'l' = - (2 U2 WM + 'Ji oc) , 

M ["r -J NI •••• =-- --- W~[ ± (/) . 
2 f! 

y , y' 
'YJ = -h • 1) = ~~ . 

2)1 

Md,. = ± ~ rp' (I - W)' 

M 
M., •• = =f-;z W, 

Mt= M W. y' > o: M 1 = M w. 

y = o: 

t• 

r1l 

(/) = !L (2 + rp"), WM = 2. 
2)1 

rp' 
(/) = - (oc + U 1), WM =- I. 

2)1 

y = h: w = _r__ (4 u 2 + rp' 2 oc), M 1 =- M (r- W). 
2V 

62. Die räumliche Belastung des ebenen Tragwerks. 
Während das ebene Tragwerk bei Belastung in der Symmetrieebene als Scheibe 

oder Scheibenverbindung angesehen und berechnet wird, ist bei allgemeinem Kraft
angriff die räumliche Betrachtung von Träger, Stützung und Formänderung not
wendig. Der Abschnitt eines Stabes besitzt in diesem Falle sechs Freiheitsgrade, 
so daß für die äußeren Kräfte sechs Gleichgewichtsbedingungen .z= a?' 
angeschrieben werden können. Die Verschiebung eines Quer- ;:,_ / 
schnitts ist durch sechs geometrische Parameter, der Span
nungszustand (a.,, ixv• r.,.) eines Querschnitts bei Annahme 
eines linearen Ansatzes für a., durch sechs Schnittkräfte (43) 
bestimmt. 

Die äußeren Kräfte werden in Komponenten zerlegt, die 
in der Trägerebene und senkrecht dazu angreifen. Der Bei
trag jeder Gruppe zum Spannungs- und Verschiebungszustand darf nach dem 
Superpositionsgesetz getrennt angegeben werden. Die räumliche Belastung besteht 
daher nur aus Kräften winkelrecht zur Ebene des Tragwerks, für welche das 
Biegungsmoment M. und die Querkraft Qv Null sind, während die Verschiebungen 
u, v und die Verdrehung fJJz als klein gegen die Komponenten w, rp.,, fJJv vernach
lässigt werden (Abb. 581). 

Lösung A. Die ebenen Tragwerke des Bauwesens mit räumlichem Charakter sind, 
abgesehen von wenigen Ausnahmen, statisch unbestimmt. Der Spannungszustand 
kann daher ebenso wie in Abschn. 24 aus den Schnittkräften eines Hauptsystems 
entwickelt werden, an dem die statisch unbestimmten Schnittkräfte neben der 
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Belastung als äußere Kräfte angreifen. Sie werden nach denselben Gesichtspunkten 
wie bei Tragwerken unter ebener Belastung ausgewählt und berechnet (Abschn. 24ff.). 
Daher lassen sich nach Abschn. 28 und 36 auch statisch überzählige Gruppenlasten 
bilden. 

Die Schnittkräfte des Spannungszustandes werden durch Superposition ge
funden. 

My= My-:_- L)~kMY,h• ~re = ~re,o- L)XkMre,k•} (876) 
Qz- Qz,O L)Xk Qz,k• (h- 1. ·. n). 

Dasselbe gilt für die Komponenten des Verschiebungszustandes des Hauptsystems. 
Die relativen Verschiebungen (Jk sind infolge der Kontinuität des vorgeschriebenen 
Tragwerks Null, so daß hier in Verbindung mit den Bemerkungen auf S. 89 
ähnliche geometrische Bedingungen wie in Abschn. 24 angeschrieben werden 
können. 

(k = l. .. n). 

1COl(J =JMCn>MCo>l•ds+ EJMCn>MW> lcds+EJJMco> OCtLltds=O kJ k y y,k }y G re re,k T , c y,k dz • 

Die statische Untersuchung unterliegt denselben Rechenvorschriften wie bei ebener 
Belastung des Tragwerks (Abschn. 24ff.) und besteht daher aus folgenden Teilen: 

l. Entwicklung der Funktionen MY,O• MY,k• Mre,o• Mre,k· 
2. Analytische oder numerische Integration der Vorzahlen und Belastungszahlen 

{Jkk> {JkO• 

3. Auflösung des Ansatzes und Nachweis der Schnittkräfte im Hauptsystem 
aus Belastung und überzähligen Größen Xk. 

Lösung B. Die statische Untersuchung des Tragwerks kann ebenso wie bei 
ebener Belastung auf die geometrischen Randbedingungen der Stäbe zurückgeführt 
werden (Abschn. 38). Diese sind hier durch die Verdrehung und durch die Ver
schiebung des Stabknotens, also durch sechs Komponenten bestimmt, von denen 
allerdings uJ, vJ, Cf!z,J durch die Art der vorgeschriebenen Belastung Null sind. Die 
Verschiebungen wJ, wK werden im Sinne der z-Achse, die Drehwinkel Cf!re,J• cp11,J im 
Sinne des Uhrzeigers als positiv angenommen und stets mit dem E J. fachen Betrage 
verwendet. Sie ergeben sich ebenso wie in Abschn. 38 aus den Bedingungen für das 
Gleichgewicht der äußeren Kräfte an den kinematischen Gebilden Fre,J• Fy,J• r .. 
~ach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen (S. 315) ist 

(JAre,J = 0, tJAy,J = 0, tJA. = 0 (J == A ... N, c = 1 ... f). 
Der Ansatz enthält außer der Belastung ~k• ~J der Stäbe k und Knoten J nach 
S. 319 die Anschlußkräfte M~~>J, M~~lJ an den Elementen der kinematischen Ketten 
als Funktion der Verschiebungen der Knotenpunkte: 

M1~>J = M~!Jo + Cf!y,JM1~>JJ + Cf!y,KM1~>JK + {}ykM1~>Jk•} 
M~~>J = M~~>JO + Cf!re,JM~>JJ + Cf!re,KM~>JK · (877) 

Der Drehsinn der Anschlußmomente am Stab wird in Übereinstimmung mit dem
jenigen der Drehwinkel im Uhrzeigersinn positiv gerechnet. Für gerade Stäbe lk 
mit gleichbleibendem Querschnitt, also auch mit 

]y,k = const, 

ist nach S. 308 

T ' t d Je l l' E ]. l l" l' k = cons un -1 k = k• G T k = k = (!k k 
'II, k k 

M (k) - MCk) + _! + ~ - {} ~-y,J- y,JO Cfiy,J l' Cfly,K l' Y,k l'' 
k k k 

MCk) - MCk) 1 + 1 . o:,J- o:,JO- Cfire,J l" Cfio:,K l"' 
k k 

(878) 

(879) 



63. Der eingespannte Bogenträger mit Belastung winkelrecht zur Trägerebene. 617 

oder mit 

M<k> - M<k> ~- ~- - ( - ) ~ 
• 1/,J- 1/,JO + f{Jy,J l' + f{Jy,K l' WJ WK l l'. 

k k k k 
(880) 

Das ebene Tragwerk dient in lotrechter Stellung mit waagerechter Belastung 
als Bogen- und Rahmenträger zur Übertragung von Wind-, Brems- und Flieh
kräften und in waagerechter Lage mit senkrechter Belastung als Ringträger, Krag
träger und Trägerrost. Ihre Berechnung wird auf einfache oder mehrfache Sym
metrie des Tragwerks beschränkt, um auf diese Weise die wesentlichen Eigen
schaften der Lösung hervortreten zu lassen und einfache Ergebnisse zu erhalten. 

Seipp, H.: Theorie und Berechnung doppeltgekrümmter Freiträger. Wien 1910. - Ha
bel, A.: Rahmenberechnung bei räumlichem Kraftangriff. Beton u. Eisen 1926 S. 214. -
Derselbe: Berechnung symmetrischer mehrstieliger Rahmen. Bautechn. 1926 S. 159. -
Dersei be: Die Einflußlinien des senkrecht zur Tragwandebene belasteten zweistieligen Rah
mens und ihre Anwendung bei der Berechnung räumlich beanspruchter mehrstieliger Rahmen
träger. Beton u. Eisen 1928 S. 46. - Worch, G.: Beitrag zur Ermittlung der Formänderungen 
ebener Stabzüge mit räumlicher Stützung nebst Anwendung auf die Berechnung statisch un
bestimmter Systeme. Beton u. Eisen 1930 S. 167. 

63. Der eingespannte Bogenträger mit Belastung winkelrecht 
zur Trägerebene. 

Der Träger ist symmetrisch zur Achse, so daß jede Belastung nach S. 186 in 
den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt werden kann. Bei Symmetrie 
der Belastung sind die Querkraft Q c und das Drillungs-

a moment Ma in der Symmetrieachse Null (Abb. 582a). Der 
Spannungszustand des Trägers enthält daher mit dem 
Biegungsmoment Mb in der Symmetrieachse nur eine 
statisch unbestimmte Schnittkraft. Dieses ist bei Anti
metrie der Belastung Null, die Rechnung also mit Ma und 
Qc zweifach statisch unbestimmt. Die überzähligen Größen 
können ebenso wie auf S. 274 durch Einführung von 
Gruppenlasten unabhängig voneinander berechnet werden 
(Abb. 582b). 

Das Hauptsystem der Untersuchung besteht nach b 
Abb. 582a aus zwei winkelrecht zur Symmetrieebene be
lasteten Kragträgern, deren Schnittkräfte M"', M 11 in der 
folgenden Transformation verwendet werden (Abb. 582c) 

My= -M1 sinoc- Mncosoc,} 

M.,= -M1 cosoc + Mnsinoc. 
(881) 

In dieser bedeuten MI> MII die Momente der Kräfte 
zwischen Scheitel und Querschnitt (k) in bezug auf die 
ausgezeichneten Achsen I und II mit dem Schwerpunkt 
des Querschnitts als Ursprung. 

1• ds = ds' E 1• d d ' J. , G T s = (! s, 

Überzählige Größen Abb. 582b. 

Efv 
e =er-· 

Abb. 582. 



618 63. Der eingespannte Bogenträger mit Belastung winkelrecht zur Trägerebene. 

a) Symmetrischer Anteil: X1 = b10/b11 , X3 =0. 
-Xl = 1: My,l = COSIX, M!JJ,l =' - sin IX, 

lt z, 
<510 = 2 J (My,O cos IX- MiJJ,O e sin IX) ds'' 

0 
bn = 2 J (cos2 IX + (? sin2 IX) ds'. (882) 

0 

My= My, 0 - X1 cOSIX, M!JJ= M!JJ,o+ X1 sin~X. (883) 

b) Antimetrischer Anteil: X1 =0, X2 =f=O, X3 =f=O. 
- X 2 = 1 : MY = a cos IX + ( b - b0 ) sin IX, M iJJ = - a sin IX + ( b - b0) cos IX. 

- X 3 = 1 : MY = sin IX, Mx= cos IX. 

Für b23 = 0 ist 
/, 

f[sin 0( (a cos 0( + b sin 0()- e cos 0( (a sin 0(- b cos oc)] ds' 
b0 = ()____ - -~ --(;-- ------ ~--- (884) 

f (sin2 0( + e cos2 0() d s1 

0 
und 

I, 

020 = 2 J {My 0 [a cos IX + (b-bo) sin IX]- e Mxo [a sin IX- (b- bo) cos IX]} ds'' 
0 ' 

z, 

022 = 2 J {[a COSIX + (b- bo) sin~X]2 + (;? (asiniX- (b- bo) COS 1X] 2 }ds', 
0 

t, 

<530 = 2 J (My,osin IX+ eMx,oCOS IX) ds'' 
0 

,, 
baa = 2 J (sin2 1X + (;? COS2 1X) ds', 

0 

My= My, 0 - X 2 [acos<X + (b- b0)sin<X]- X3 sin~X, 

M!JJ= Mx,o+ X 2 [asin IX- (b- b0)cos<X]- X 3 cosiX. 

(885) 

Die Integrale werden nach Unterteilung des Bereichs !1 in Intervalle mit geometrisch 
oder elastisch konstanter Breite nach S. 95 numerisch berechnet. 

Die Biegungsmomente MY, 0 und die Drillungsmomente Mx, 0 des Hauptsystems 
entstehen bei symmetrischen oder antimetrischen Kräften \13, pda und Kräfte
paaren M, ,uda. 

a) Belastung durch Einzellast P und Kräftepaar Mlla im Punkt (a, b) 

a<ak> b<b,,; M 1,0 =P(bk-b)+M, Mu,o=P(ak-a). (886) 

b) Stetige Belastung mit den Komponenten P, ,ull a 

R R 

M1,o = j[p (bk- b) + ,u] da, Mu,o =f p (ak- a) da. (887) 
0 0 

Die Berechnung der Schnittkräfte bietet bei numerischer Integration der Vor
zahlen keine Schwierigkeiten. Dasselbe gilt für die Einflußlinien. 

Berechnung der Bogenbrücke S. 538 für Windbelastung. 
l. Geometrische Grundlagen. Bogenform und Überbau nach S. 538. Gewölbebreite 

.d2 =10m. 

J = -0,52 • 103 

c 12 = 43,33 m 4 , 

E Je 86,66 e---- ----
- G T fc/fv- T fc/Jv • 



Berechnung der Bogenbrücke S. 538 für Windbelastung. 619 

Nach S. 30 ist '1/'a 10:1 0,320 nahezu konstant und 

T = d2 d~ 1p3 = 3,20 d~ [m4] • 

2. Belastung. Winddruck w = 0,250 tfm 2• Die belastete Fläche der rechten Bogen
hälfte wird in 10 Trapezstreifen mit Lla = 1,372 m eingeteilt und die stetige Belastung 
durch eine äquivalente Gruppe von Einzellasten ~h in der Mitte der Intervallgrenzen ersetzt 
(Abb.583). . 

~k = ~k.l + ~k., • 

Jeder Anteil ist äquivalent mit der Kraft in der Mittelebene des Bogens und dem Ver
setzungsmoment 

f-tk I = ~lc,l • e,. ' 
'r r 

3. Überzählige Größen. Irrfolge der Symmetrie 
'der Belastung ist nach S. 617 nur eine statisch über
zählige Größe X 1 = IJ10/r511 vorhanden (Abb. 582b). 

4. Schnittkräfte im Hauptsystem und 
numerische Berechnung von IJ11 und 1510 : 

Ii;: 
~'F=~==----=r~--~~--~~-i 

l'vfz, kO = 111r, (k-1!0 + Qk Llbk + f-t<k-1l,r + !tk,l, 

1\fu,ko = 111u,<k-1IO + Qk Lla. 

Hieraus Mx,o, Mv,o nach GI. (881). 

Die Integrale (882) für IJ10 , IJ11 werden nach 
Simpson numerisch berechnet. 

' : b) Bleuunus-
1 momenleM'y 
I 
I 
I 
I 

Abb. 583. 

i.2 = (cos2 IX+ (! sin2 IX) 
j COS IX 

Je 

a 
b Llb sin IX Je Je T --- d1 h e COS IX 

11 J j COSIX 

0 0,5:.l0 0 - 1,060 0,270 0 I r,ooo I,ooo 0,45I 
o,r 0,520 0,029 0,029 1,090 0,285 0,04!8 0,9984 r,ooo I,OOO 0,451 
0,2 0,525 O,II6 0,087 r,r8o 0,327 0,0853 0,9963 o,qgo 0,994 0,464 

I 0,770 4·1 20 1,002 5··F7 2,212 o,6315 0,7753 0,675 o,87I I,462 

Berechnung für w = r tfm 2 

afl1 ~~ ~, ~ P,! P,r Q QLlb QLla Mr,o 

0 0 0 ·734 0 ·734 0 0,198 - - - 0 
o,r 0,741 0,768 I,509 0,211 0,219 0,734 0,021 1,007 0,430 
0,2 0,789 0,845 1,634 0,258 0,276 2,243 0,195 3·077 I,I02 

I 3.466 0 3,466 7,667 0 28,256 28,313 38.767 Io8,982 

e 

I92,I5I 
r92,I5I 
r88,654 

87,815 

Mu,o 

0 
!,007 
4,084 

I 54,376 
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Berechnung für w = r tfm 2 w = 0,250 tfm 2 

af ll Mv,o Mx,o ;.1 n nA1 Az n A2 M.,o [mt] Mx,o [mt] 

0 0 0 0 I 0 I I 0 0 
O,I -- I,023 - 0,387 + 2,087 4 + 8,348 I,332 5.3;?8 - o,256 -0,0978 
0,2 - 4,I63 - 0,750 + 7,873 2 + I5,746 2,351 4·702 - 1,04I - O,I88 

I - 188,5!0 + 12,995 -754,976 I - 754,976 3I,026 31,026 -47,128 +3,249 

J:= - 3388,492 L: = 420,052 

Mit w = 0,250 tjm 2 wird 

~ 1510 =- 1•3; 2 · 3388,492 · 0,250 =- 387,417 , 

1 .. ö11 =+ 1,33
7:2_ · 420,052 =+ 192.104, 

2 

387,417 
xl =-192.104 =-2,017 mt. 

5. Schnittkräfte und Spannungen. Nach GI. (883) wird 

Ivi. = Jvi., 0 + 2,017 cos IX, Mx= 111x,O- 2,017 sin IX. 

afll 0 0,2 0,4 o,6 I o.8 I,O 

1'11 y + 2,017 + 0,969 - 2·454 -9,278 j- ZI,812 - 45·564 mt 
Jix 0 -0,360 -0,673 - o,78o - 0,217 + I,975 mt 

Die Momente sind in Abb. 583 dargestellt. Die größten Spannungen treten am Kämpfer auf. 

_ 6 Mv _ 6 · 45,564 _ 2 _ 2 
ax- _li_d2_ - -0- 77 ·lOO - 3,55 tfm - 0,36 kgjcm . 

l 2 ' 

Nach S. 30 ist nach C. Weber 1p1 "" 1 und 

Jvlx 1.975 
Tmax = T 1fJ1 d2 = 1,462 · 1 · 10 = 13,5 tjm2 = 1,35 kgjcm2. 

Berechnung eines eingespannten, symmetrischen Trapezrahmens mit räumlicher 
Belastung. 

l' - l Je 
ly- 1-1 ' 

Y,! 

_, Je 
·"y= s--' 

I., .• 

AlJb. 584. 

Ii, y 
Xy= ·---;,----

y 

--"I~ 

Vorzahlen. Mit den Abkürzungen 

v• 1 = 2 (cos2 IX + (], sin2 IX) , 

l'{ E] • , 
(!l =- = ·--'-

li_,. GT,' 
s" EJ.,s 

(!, = - = -- ---- . Sy G T, 

'-"~<>"_ ±' 
I 

m = 1~ cos IX - b0 sin IX , 

3 
c>c.,..'t-

ll -
1l = 2 Sill IX + b0 COS IX • 

Das Hauptsystem besteht aus 
2 Eragträgern. Die Überzähligen 
sind bei symmetrischer Belastung 
x1 = i51o/bn, bei antimetrischer 

so daß i523 = 0 (Abb. 584). 

'P2 = 2 + 6 ~- ( 7 + 1) + "• ( ; 1s r + 6 fls ( ; y + 3 "· (!l (~ r' 
1p3 = 2 (sin2 1X + (!s cos2 IX) 

s1 s2 

(522= 3'P2• 
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Aus Ö2a = 0 folgt bo = [s +li_(I- (l,)_~siX] sin IX. 

11'a + "'• (ll 

Belastung. a) Einzellast P senkrecht zur Rahmen
ebene und zwei Momente M •• Mb in der Rahmen
ebene am Eckpunkt c (Abb. 585). Das Ergebnis wird 
für den symmetrischen und den antimetrischen Anteil 
getrennt angegeben. 

Symmetrischer 
X 1 [mt] 

Antimetrischer 
Anteil Anteil 

t""'" ~ ~ "' ~ ~ . ·~ /~/~ Pa I A~ --Vr-\._ 2 'Pt+ "'• ~ 

H -~-~-e. 2ah 
Ma Ma --r ---y-

--

~ 2 'Pl +'>'v s2 

X Mb !Jir X 2 ---., 'Pt + 'Xy 

( llt) 11 f./>1= I+ 2 3- COSIX+ 2 (18 S siniX, 

X 2[t] Xa[mt] 

m 
p2+3 -- - Ph I 

s ----
- 2 'Pa+ '>'v (ll 

2 'P2 

3 Ma @2 M. 'Pa ------- -., s 'P2 2 'Pa+ "'• (lt 

3 M. ll>r M. I - e. 2ah 
--- -·· - s2 - s 'P2 

., 
'Pa+ "'• (lt 

b) Gleichmäßig verteilte, waagerechte Belastung auf dem Riegel l1 (Abb. 586). 
Die Belastung ist symmetrisch, daher X 2 = Xa = 0. 

s 
t2 3 "'• + 4 T cos I)( + 'Pr 

Xr =- P _1_ - r - -
8 "'• +'Pt Abb. 586. 

Hawranek, A.: Allgemeine Theorie der Wirkung von Querriegeln bei zweireihigen Bogen
brücken. Verhandlungen des 2. Internat. Kongr. f. Techn. Mech., Zürich 1927.- Schwarz, R.: 
Durchlaufende Bogen unter räumlicher Belastung. Bautechn. 1927 S. 449. - Derselbe: Be
rechnung des Rahmenwindverbandes von Zweigelenkbogenbrücken mit Kreisform und unver
änderlichem Trägheitsmoment bei Berücksichtigung elastischer Einspannung durch die En<l
querträger. Beton u. Eisen 1!128 S. 31. 

64. Der Kreisringträger. 
Die allgemeine Theorie des querbelasteten Kreisringträgers ist in zahlreichen 

Arbeiten ausführlich behandelt worden. Sie stützen sich in der Regel auf die Glei
chung der elastischen Linie. Da hier jedoch nur einzelne für den Konstrukteur 
wichtige Ergebnisse angegeben werden sollen, um die Eigenart des Ansatzes auf
zuzeigen und die Lösung wichtiger Aufgaben zu erleichtern, wird auf die allgemeine 
Untersuchung der Formänderung des Trägers verzichtet. 

Aus dem Gleichgewicht der äußeren Kräfte an einem Abschnitt ds folgt nach (68) 
und Abb. 587 

(888) 

Den Nullstellen des Biegungsmomentes MY sind daher Größtwerte des Drillungs
momentes Mx, den Größtwerten des Biegungsmomentes MY Wendepunkte der 
Funktion des Drillungsmomentes Mx zugeordnet. 
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Lösung für statisch bestimmte Aufgaben: 

M 11 = A sin IX + B cos IX - p r2 . (880) 

Die Integrationskonstanten A und B ergeben sich aus den Randbedingungen 
für M 11 und dM11 jdiX. 

Q = __!_ (d M.! _ M ) . 
r drx "' 

(890) 

Die Schnittkräfte sind jedoch in der Regel statisch unbestimmt, sie lassen sich 
~ aber trotzdem für besondere Belastungsfälle allein aus 

;j ~ den Gleichgewichtsbedingungen angeben, da die statisch 
· unbestimmten Größen Null oder bekannt sind. Die Be-

'1...-~ t.t lastung wird aus diesem Grunde durch Umordnung auf
~ 1. ~~\ IP~"' gespalten, so daß die äußeren Kräfte eines jeden An-

.!cfof t '1) teils zu den Symmetrieachsen des Tragwerks symmetrisch 
ro oder antimetrisch sind. Bei Symmetrie der äußeren Kräfte 

Abb. 587• in bezug auf eine Achse I (Abb. 587) ist in den beiden 
ihr angehörenden Querschnitten des Trägers: 

Wz =F 0' (/)y,z = 0' f!Jm.l =I= 0; 

Qz.z=O, M 11, 1 =I=O, M"', 1 =0. 
Bei Antimetrie der Belastung ist dort 

w1 = 0, q;11, 1 =I= 0, q; .. ,z = 0; 

Qz,z=f=O, M 11, 1 =0, M ... 1 =f=O. 

I. Kreisringträger mit gerader oder ungerader Stützenzahl n und 
gleichmäßiger Belastung durch p tjm. 21X0 = 2:rcfn, IXo = :rcfn. Stützkraft K 

= 2: rp, Querkräfte links und rechts der Stütze Q..,k = =f : rp (Abb. 587). 

Infolge Symmetrie der Belastung sind die Drillungsmomente der Querschnitte 
an den Stützen und Feldmitten Null. Die Schnittkräfte können daher entweder 
aus einer Integration der Gleichung (888) oder durch unmittelbare Gleichgewichts
betrachtungen abgeleitet werden. 

M 11, k = r 2 P (: ctg IXo- I) , 
M _ 2P(n sinoc ) --r ----IX 

"' n sinoc0 ' 

M = rzp ( !!_ ;os rx - I) l 
11 \n smrx0 ' 

Qz=-rPIX. 
(89I) 

2. Kreisringträger mit einer geraden Stützenzahl n und wechsel
weiser Belastung der Felder durch ± p tjm. Die Stützkräfte und die Quer
kräfte in Feldmitte sind Null, die Querkräfte links und rechts einer Stütze gleich 

groß und ± !!_ rp. Die Drillungsmomente in den Trägermitten und die Biegungs-
n 

t, momente über den Stützen sind Null. Die Drillungsmomente an 
den Endquerschnitten eines Abschnittes sind entgegengesetzt gleich. 
Die Verdrehung q;"' der Endquerschnitte ist Null. 

M = r2p(cos oc -I) 
11 cos rxo ' 

M _ 2p ( sin ot) -r IX----
'" cos ot0 ' 

(892) 

3. Die statisch bestimmte Lösung kann auch für Kreisringträger angeschrieben 
werden, welche nach Abb. 588 durch die Art der Abstützung in n Felder mit zwei 
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P I A = ------2 l , B =-~(I+-{-), Pb ( df) My,c=T I-bi. (893) 

Zwei Einzellasten P in c, c'. 

A=-Pn 
l ' 

My,c=Pb(I- 1i -~~). 
( n \ ) B = P I+ T), 

(894) 
Abh. 589. 

~ 

Gleichmäßig verteilte Belastung p tfm über B, B'. 

A = - Pr o:o l , B = P r o:o (I + y) , MY, 0 = P b r [ o:o (I - ; :-) - t J. (895) 

s = (sin o: 0 - o:0 cos o:0) r / o:0 = Abstand des Bogenschwerpunktes von B B'. 

5. Der eingespannte Kreisbogenträger Abb. 590 ist bei symmetrischer 
Belastung senkrecht zur Trägerebene einfach statisch unbestimmt, da Qz 0 und 
Mx, c im Symmetriepunkt c Null sind. ' 

My,c=-Xl=-~Io. 
11 

<Xo 

b10 = 2 r J (My, 0 cos o:- Mx,oe sin o:) d o:, 
0 

<Xo 

bn = 2 r J (cos2 0: + e sin2 o:)d 0: 
0 

=-;- [2 (e + I) o:0 - (e - 1) sin 2 o:0] . 

JT, 

O:o = 2: " r n un = 2 (e + I). 

Einzellast P in c. 

2 ~ (cos 01:0 - 1) + sin2 01:0 

X1 =Pr _12~--
2 e + 1 . --1- 01:0 - sm2 01:0 e-

(896) 

MY = - -f r sin o: - X 1 cos o: , 

Zwei Einzellasten P in e, e'. 

p . 
1vlx = -2 r (1 - cos o:) + X 1 sm o:. 

~ (cos 01:0 - cos ot,) + g + ~ (ot0 - ot,) sin 01:, + sin 01:0 sin (ot0 - ot,) 
X 1 = 2 Pr _e ~ - _Q-=-__ ------ ____ _ 

2 (,l + 1 . 
---1 ot0 - sm 2 ot0 e-

o:e < o: < o:o: My= -Pr sin (o: - o:e)- X1 cos o:, 

M., = Pr (1 - cos (o: - o:e)) + X1 sin o:. 

Abb. 590. 

(897) 

(898) 
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Gleichmäßig verteilte Last p tjm. 

e+1(4 . 2 l 4e +. ) --1- sm oc0 - oc0 - -- oc0 cos oc0 sm 2 oc0 e- e -1 xl = - p r2 --=-------------c-----c---"'-

2 !!+1 - 2 (899) -- oco - sm oco e- 1 

My=- pr2 (l- cos oc)- X1 cos oc, M~= pr2 (oc- sin oc) + X1 sin oc. 

Für den Halbkreisbogenträger oc0 = ; ist bei Belastung durch eine Einzel
last P in c 

M =Pr 
u,c n ' 

Pr 
Mv,a=-2, Pr(n ) M~,a=--;: 2-l' (900) 

bei zwei Einzellasten P in e, e' 

2Pr[ (n ) . J My, c = ----;r- cos OCe- 2 - OCe sm OCe ' MY, a = - P r sin ( ; -Xe) , l 
(901) 

2Pr(n . ) M~.a = ----;r- 2 - cos 1Xe- r!.e sm 1Xe , 

bei gleichmäßig verteilter Last p tjm 
p r2 

Myc=-(4-n), My,a=-Pr2, M =Pr2(3-- i_). (902) 
' n ro,a 2 n 

Die Größtwerte der Momente treten an der Einspannstelle auf. Bei beliebiger 
Belastung werden die überzähligen Größen nach Abschn. 63 durch numerische 
Integration berechnet. 

Düsterbehn, F.: Ringförmige Träger. Eisenbau 1920 S. 73.- Derselbe: Einflußlinien 
ringförmiger Träger. Eisenbau 1921 S. 78. - Derselbe: Biegungslinien ringförmiger Träger. 
Eisenbau 1921 S. 249.- Unold, G.: Der Kreisträger. Berlin 1922.- Heßler, St.: Der nach 
einem Kreisbogen gekrümmte, beiderseits eingespannte Eisenbetonträger mit rechteckigem 
Querschnitt. Beton u. Eisen 1927 S. 429. - Dersei be, Der kontinuierliche, halbkreisförmig 
gebogene und gleichmäßig belastete Eisenbetonträger mit rechteckigem Querschnitt auf 3 
und 4 gleich weit entfernten Stützen. Beton u. Eisen 1930 S. 149. 

65. Der Trägerrost 
Der Trägerrost besteht aus zwei oder mehr Scharen von Trägern, deren Schwer

linien parallel zu einer Ebene liegen und den Rand des Feldes unter rechtem oder 

Abb. 591. 

laufenden Rosten durch 
Gebildes bestimmt. 

spitzem Winkel schneiden. Die Verbindung der Träger 
ist in der Regel drehsteiL Sie wird jedoch zur Ver
einfachung der Rechnung in einzelnen Fällen nur zug
und druckfest angenommen. Die Enden sind unver
schieblich oder elastisch verschieblieh und können 
sich dabei entweder um einen Punkt oder auch um 
eine vorgeschriebene Achse drehen (Abb. 591). Diese 
Bewegung der Enden wird durch die starre Ein-
spannung der Träger aufgehoben. Sie ist bei durch

die Formänderung des zusammenhängenden elastischen 

Ebenso wie der Plattenbalken als Ausgestaltung des Plattenstreifens angesehen 
wird, gilt der Trägerrost in konstruktiver Beziehung als Entwicklung der polygonal 
begrenzten Platte. Trägerrost und Platte unterscheiden sich jedoch von Platten
balken und Plattenstreifen durch den räumlichen Charakter der Tragwirkung. 
Dies zeigt bereits die angenäherte statische Untersuchung ohne Berücksichtigung 
der Drillungssteifigkeit der Platte oder der drehsteifen Verbindung der Träger des 
Rostes. Sie führt in beiden Fällen zur Aufteilung der Belastung auf zwei statisch 
gleichwertige biegungssteife Gebilde. 
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Die Tragwirkung eines H.ostes ist bei gleicher Durchbiegung um so größer, je 
günstiger sich die drehfeste Ausbildung von Träger und Knoten auswirkt. Sie wird 
durch die seitenschiefe Anordnung der Trägerscharen nach den Patenten von 
H. Marcus und St. Szegö 1 außerdem noch erhöht, da die Träger im Bereiche der 
Ecken auf diese Weise negative Biegungsmomente zugewiesen erhalten, welche 
die Feldmomente verringern. Diese Vergrößerung der Tragfähigkeit gelingt aber 
nur bei sorgfältiger Übertragung der Schubspannungen aus der Verdrillung der 
Träger und bei einwandfreier Eintragung der negativen Stützkräfte im Bereiche 
der Ecken. Die gleichen Überlegungen gelten für den Festigkeitsnachweis der 
Platten, deren Spannungszustand daher auch als Vorbild für die allgemeine Anord-
nung des Trägerrostes 2 angesehen werden kann. a b 

Um die allgemeinen statischen und geometri
schen Beziehungen für den belasteten Trägerrost zu 
klären, werden zwei unter einem beliebigen Winkel 
kreuzende Scharen I, II von parallelen Trägern r 
betrachtet. Bei m Elementen A ... H ... M 

der Gruppe I und r Elementen A ... ] ... R 
der Gruppe I I einer seitenparallelen Anord
nung sind m · r = n Stabknoten vorhanden. 

Abb. 592. 

Diese werden in der Rechnung für senkrechte Belastung entweder als zug- und 
druckfeste, cinstäbige Verbindung (a mit Abb. 592a) oder als drehsteife, dreistäbige 
Verbindung der beiden Träger angesehen (b mit Abb. 592b). Der seitenparallele 

Abb. 593. 

1 Die diagonalen Kreuzträgerroste nach den Vor
schlägen von St. Szegö sind nicht neu, sondern bereits 
im Jahre 1872 bis 75 für die Fahrbahntafel der Elbbrücke 
Niedcrwartha und im Jahre 1893 für die Fahrbahntafel der 
Elbbrücke zwischen Loschwitz und Blasewitz in Dresden 
(Abb. 593) von Köpke ausgeführt worden, ohne daß damals 
ein Patentschutz in Anspruch genomment worden ist. 

2 Da die wirtschaftlichen Vorzüge der Kreuzrostdecken 
in der Literatur mehrfach erörtert werden, sind die genauen 
Kosten von drei verschiedenen Trägeranordnungen über 
einem quadratischen Grundriß von 12m Seitenlänge fest
gestellt worden (Abb.594, statische UntersuchungS. 628 ff.). 
Baustoffaufwand mit Löhnen und Schalungskosten in RM 
nach einer Kalkulation der Löserbauunternehmung Dresden. 

-~~ li b c 
Abb. 594. 

I. Olme Rücksicht auf die drehsteife Verbindung der Träger. 
II. Mit Rücksicht auf die drehsteife Verbindung der Träger. 

Anordnung a I Anordnung b 

I 2900.-

I 
3150.-

II 3155-- 3420.-

Anordnung c 

3020.-
3240.-

Der Vergleich des Baustoffauf
wandes zeigt zwar bei Anordnung b 
kleinere Querschnitte, dagegen einen 
Mehraufwand von ca. 30 lfd. m Träger. 
Hierdurch geht der Vorteil aus den 
kleineren Biegungsmomenten bei An

ordnung b gegenüber Anordnung a wieder verloren. Der Trägerquerschnitt kann zwar hier 
noch in einfacher ~Weise abgestuft werden, um Beton zu sparen, dafür wird dann der Eisen
aufwand größer. Die Berücksichtigung der drehsteifen Verbindung ergibt kleinere Träger
höhen und weniger l~undeiscn für die Balkcnbiegung, dafür bedeutet jedoch die Schub
sicherung zur Übertragung der Drillungsmomente eine wesentliche Kostenvermehrung und 
Arbeitsvcrteucrung. Das Ergebnis kann bei sorgfältiger Bcwehrung des Betons gegen Torsion 
nicht überraschen. 

ßeyer, Baustatik, 2. Aufl., lld. II. 40 
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Trägerrost a zählt daher bei frei drehbarer Abstützung der Trägerenden (Abb. 591 a) 
m·r = n statisch überzählige Schnittkräfte, während beim Trägerrost b 3n statisch 
überzählige Kräfte berechnet werden müssen. Der Verschiebungszustand ist in 
beiden Fällen durch die n senkrechten Verschiebungen und durch 2n Drehwinkel 
rpk, 1fJk der Tangenten an die Biegelinien der Träger I, II in den Stabknoten k, 
im ganzen also durch 3n unabhängige Komponenten bestimmt. Es liegt daher nahe, 
die Schnittkräfte des Trägerrostes a als Funktion der Belastung und der statisch 
überzähligen Größen nach Abschn. 24ff. zu berechnen, dagegen die Schnittkräfte 
des Trägerrostes b nach Abschn. 38 aus den 3n Komponenten wk> rpk, 1fJk des Ver
schiebungszustandes abzuleiten. 

Die statische Untersuchung ohne Berücksichtigung der drehsteifen Ver
bindung der Träger. I. Die Längskräfte in den gedachten Verbindungsstäben 
Abb. 593 a zwischen den Trägern der Gruppe I und den Trägern der Gruppe II sind die 

1 

" 
7 

If! v ~ statisch überzähligen Grö-
1 2 3 11 5 6 7 8 8 Ben Yk des Ansatzes. Ein 

2 3 

5 6 

8 9 

1 - positiv definiertes Y k er-
~ zeugt in den Verbindungs-

,! 'I - - - - - stäben Druckspannungen 
tp 6 und daherin den Trägern I 

positive, in den Trägern II 
negative Biegungsmomen
te. Das Hauptsystem be
steht mit Y k = 0, je nach 

der Abstützung des Rostes am Rande des Feldes, aus Trägern mit frei dreh
baren Enden, aus Rahmen oder aus Trägern mit starr eingespannten Enden. 
Die erste Anordnung ist statisch bestimmt, die beiden anderen sind statisch unbe
stimmt. Die Kreuzungswinkel der Gruppen I, II und der Abstand der Träger sind 
ohne Bedeutung für die Lösung. Die überzähligen Schnittkräfte werden nach 
Aoschn. 24 aus n geometrischen Bedingungsgleichungen berechnet. 

2)Yh~kh=~ko' k=l ... n. (903) 

In jeder von ihnen (k) sind alle Verbindungskräfte Y am Träger H der Gruppe I und 
alle Verbindungskräfte Y am Träger J der Gruppe II enthalten. 

Ansatz für den Trägerrost mit m = 3, r = 3, n = 9, Abb. 595. 
Der Ansatz ist bei Symmetrie des Rostes zu einer, zwei oder vier Achsen wesent

lich einfacher, da die Belastung in Teile aufgespalten werden kann, die zu den 
Achsen I und II oder III und IV symmetrisch oder antimetrisch sind. Das end
gültige Ergebnis entsteht durch Superposition. 

Ansatz bei gleichmäßiger Belastung des symme-
'- trisehen Rostes (Abb. 596). 

Y2 =0, Y6 =0, Y12 =0, Y8 =0, Y7 =0; 

(Yl =- Yn = Y1a=- Ya) = X1, 

(Y4=- Y9 = Y1o=- Ys) = X2. 

Die überzähligen Verbindungskräfte werden also nach 
Abb. 596. Trägerrost mit schiefer Abschn. 28 zu zwei symmetrischen Gruppenlasten XI' 

Symmetrie. x2 zusammengefaßt. 
2. Das Ergebnis der Untersuchung kann durch die Fehlerempfindlichkeit der 

Zahlenrechnung bei Auflösung des Ansatzes und bei der Superposition der Anteile 
der Eiegongsmomente aus der Belastung und den überzähligen Größen Y k wesentlich 
beeinträchtigt werden. Diese Schwierigkeiten lassen sich zum Teil durch eine andere 
Rechenvorschrift umgehen, in die neben den statisch unbestimmten Schnittkräften 
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auch Komponenten f!k des Verschiebungszustandes als Unbekannte eingehen. Sie 
werden nach Abschn. 38 derart ausgewählt, daß sich die statisch unbestimmten 
Schnittkräfte eines Stabwerks mit f!k = 0 durch einfache Ansätze ableiten lassen. 
Die ausgezeichneten Parameter e~c sind hier die n senkrechten Verschiebungen w_~o_ 

der Stabknoten, da die Schnittkräfte aller Träger H der Gruppe I und allerTräger J 
der Gruppe II mit w" = 0, (k = l, ... , n) unabhängig voneinander erhalten 
werden. Jeder von ihnen wirkt statisch als durchlaufender Träger auf starren, frei 
drehbaren Lagern. Die Stützenmomente werden mit Abb. 597 nach Abschn. 47 
bei vorgeschriebenen Verschiebungen wk aus den geometrischen Bedingungen (650) 
berechnet. Diese erscheinen stets im EJ. fachen Betrage w" = w"JEfc 

' M (l' l' ) M l' 6 (wk- wk-1 wk+l.- wk) 6 b (904) 
MJ,(k-1) lk+2 J,k ~.:+ k+1 + J,(H1) 1.:+1- - y;;---- -ik+~--- =- I,kO' 

k-2 

If 

K"'-21' 

l~t~ k•r 
k-11 lk 
~ k-r 

k-21' 

k<-1 k<-2 

Da jedoch die senkrechten Verschiebungen wk der Knoten 
unbekannt sind, fehlen zur Be- ~ 
rechnung der 3n Wurzeln des 11~'1 
Ansatzes zunächst noch n Glei- ~l 

I chungen. Diese lassen sich mit 
dem Prinzip der virtuellen Ver
rückungen aus dem Gleichgewicht 

Abb. 507_ der Schnittkräfte des Rostes am Abb. 598. Kinematische Kette rk. 
Knoten ableiten. Die statischen 

Bedingungen werden daher nach (523} für die äußeren Kräfte an n voneinander 
unabhängigen kinematischen Ketten 1\ (Abb. 598) angeschrieben, die mit w~ = l 
angetrieben sind. 

1 (1 1) 1 - r MI,k-1 + 1- + ,- M1.k- -, -MI.k+1 
k k k+l k+l 

T~c= WI,k~I.k+ l.ßJ.k+l~~.k+1 + Wn,k~II.k+ '.ßn,k+r~~I.k+r• (907) 

Der Ansatz wird nach Abschn. 29 in zwei Stufen aufgelöst. Dabei gelten die Ver
schiebungen wk in den Gleichungen (904), {905) zunächst als Teile der Belastungs
glieder, so daß der Reihe nach die Schnittkräfte MI,ko M 1,kh und Mu,ko• Mu,kh eines 
durchlaufenden Trägers mit der beliebigen Belastung l.ßr,k, l.ßu,k oder für w 11 = l 
berechnet werden. 

Das Ergebnis liefert in Verbindung mit den Gleichungen (906) der zweiten Stufe 
die Verschiebungen wk und durch Rekursion die Biegungsmomente MI,k• Mu,k· 

Die statische Untersuchung des Trägerrostes wird daher am besten mit der Ent
wicklung der konjugierten Matrix für die dreigliedrigen Gleichungen (904), (905) 
begonnen, in denen die senkrechten Verschiebungen wk der Knoten Null sind. 
Sie zerfällt in Gruppen, die den einzelnen Trägern des Rostes zugeordnet sind und 
sich voneinander unterscheiden, wenn Knotenzahl und Abmessungen der Träger 
verschieden sind. Daher genügen bei seitenparalleler Anordnung in der Regel zwei 
voneinander unabhängige Ansätze. Die Rechnung ist bei Symmetrie des Rostes 
nach Umordnung der Belastung (Abschn. 27) wesentlich kürzer. 

40* 



628 65. Der Trägerrost. 

Ansatz für den Trägerrost Abb. 595. 

GI. (904) 
k I 2 3 4 5 6 7 8 9 1 I 2 3 4 5 6 7 8 9 

k 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

Mu,k 
8 5 

3 

2 9 

4 

6 3 7 4 

5 6 

GI. (905) 
8 5 2 9 6 3 

GI. {906) 
7 8 9 

L-~--~~--~~--~--~~--~~--~--L-----~~--~--~~ 

Berechnung eines seitenparallelen, quadratischen Trägerrostes a für gleichmäßig 
verteilte Belastung q tfm2. 

Die Verbindungskräfte Y1 bis Y9 sind statisch unbestimmt. Infolge Symmetrie des Trag
werks ist bei gleichmäßig verteilter Belastung: 

Y1 = Y 3 = Yg= Y 7 = Y 5 =0, Y 2 =- Ya= Y.==-Y4 • 



Berechnung eines seitenschiefcn, quadratischen Trägerrostes. 629 

Die Kräfte Y 2,- Y 6 , Y 8 , - Y 4 werden zu einer symmetrischen Gruppenlast X 1 zusammen
gefaßt. Der Zustand - X 1 = l besteht nach Abschn. 28 aus 

- Y2 =+ Y6 =- Ys =+ Y4 = l. 

Das Trägheitsmoment ist für alle Träger gleich groß, daher (Abb. 599b, c) 

on = 4 4;' 12 + 2 ( 2 l' ~;- + 2 l' ! 2) = 3: l' 12 , 

5 , ( 5 , , l 3 p 12 5 , l p 12) 23 1'13 o10 =-4·f:i4ll·2Pt2 +2 12 4t·2l·2Pl2 -2l·-2--2--y2·2l· - 2 =-6 p, 

- 23 l' 13 p . 3 23 
X 1 = -6--;32t'f2 -=-ß4pl, 

b c 
g:!:_ p= 2 

r~~ 
~ 

lllllllllltiJIIIIIIIi 

• "' ~-
! 
::,. 

II 

1....___._____,'-----'-----' 
Biegungsmomente 

in mt aus q = 1 tjm2 

I 

l>f 1 

irrfolge -X,= 1 

Abb. 599. 

-... 
"' 

Mo 
. q·l 
mfolge P = "-2-

für alle Träger gleich. 

2 23 2 105 2 
MI 2 = 2 p l - --· p l = -- p l 

' 64 64 ' 

23 " 151 
MI 5 = 2 p [2 + -·- p l" = - p [2. 

, 64 64 

Die Biegungsmomente für l o~ 8,0 m und q = l tjm 2 sind in Abb. 599a aufgetragen. 

Berechnung eines seitenschiefen, quadratischen Trägerrostes a für gleichmäßig 
verteilte Belastung q tfm2. 

Irrfolge der Symmetrie des Tragwerkes ist 

(YI =- Ya = Y1a =- Yn) = X1, 
Die übrigen Verbindungskräfte sind Null. 

l = L ~2 , l~ = l}c_. l~ = tl• , 
6 h " l2 

a h 

M, 8iegun11smomenle in mt ~ 
aus f{~1tjm2 fiir Jf=J,;=.{; irrfolge -X 1 =1 

M• 
irrfolge -X2=l 

Abb. 601: 

Abb. 600. 

' _16 [2(1' + "l') u22- 3 · 2 a 3 , 

,jlO = 5 p /3 (41/' - l') 6 • 1 ' 

' - 46[2[' 012-3 3' 

Abb. 601. 

02o = -:- P 13 (441; - 10 I~). 

l' -tl.".. "- Ja. 

c 



630 65. Der Trägerrost. 

Bei konstantem Trägheitsmoment (l~ = l~ = t; = l') entsteht nach Kürzung der Gleichungen 
211 12 

mit - 3-- folgende Matrix: 

M1,1 = 2,688 p 12 , 

lVh,n =-1,196p 12 , 

X1 =+ 4,3768 p 1. 

X2 =- o,6805p z. 

11h,6 = 1,160 p 12 , 

M1,u = 0,984 p 12, 

MJ,4 = 1,320 p 12, 

M1,1 = 1,484pl2 . 

Die Biegungsmomente für J = const, L = 12,0 m, l = 2,828 m und q = 1 tfm2 sind in 
Abb. 600 dargestellt. 

Die statische Untersuchung mit Berücksichtigung der drehsteifen Ver
bindung der Träger. Die Anschlußkräfte der Abschnitte lk, sk des Trägerrostes sind 
Funktionen der Belastung ~I,k• ~II,k und ihrer geometrischen Randbedingungen 
und daher durch die Verschiebungen wk, q;k, "Pk der Knotenpunkte bestimmt (529). 
Diese werden nach Abschn. 39 als die geometrisch überzähligen Größen eines geo
metrisch bestimmten Hauptsystems berechnet. Sie gehen dabei in 3n statische 
Bedingungen ein, die nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen für das Gleich
gewicht der äußeren Kräfte von 3n voneinander unabhängigen zwangläufigen 
Gebilden Fq;k> F"'k> Fwk angeschrieben werden. Dabei gelten alle Bezeichnungen, 
Rechenvorschriften und Bemerkungen der Abschn. 38ff., so daß je nach der Art 
der Kette drei verschiedene Gruppen von Gleichungen entstehen: 

r5Awl.: _ awk,o+Zwhawk,h+.2q;h~wk,h+.2"Pha:k,h:O, l 
r5A."k- a."k,o + .l;'whaq;k,h + .l;'q;ha.",,,,. +Z"Pha."k,h- 0, r 
r5A"''' = a'l'k,o + .2 Wh a'l'k,l• + .2 (/!11 ä'l'k,h + .J:"P11 a~k,h = 0 · 

(908) 

a) Anschlußmomente infolge: 

-1 'Pk~1 f1k=1 
pt/m 

auf allen Trtigern 

6 sf;; 4r ""tl'-' ~~~ I I 
6 1 t;;: 1 

~~-~~~~ti S)."sj:.,';-ii I I{ -[f:f I ~j-~ >/ I 
~-{;~:ij ~ 

~t 
-~-~k 

I I_.,_.....,..,... ...:..: 
I J!tl. I .."F 

-~- b "~tr I 

B!tk Sf I ps 

'II lff 'II '.E 

b) Anschlußmomente für Abstützung der Trägerenden nach Abb. 591a infolge: 

pt/m 
auf allen Trtigern 

I 
- JI!Jsa 

.,:l'l-+8 ~ I o--it,- ~ ~ 

E?j "-1 

f -rr:; { 

~ 
Abb. 602. Die Torsionsmomente an den Stabenden sind gleich und deshalb in Stabmitte eingetragen. 

Die Vorzahlen a."k,o. aq;k,h• a."k,h• a;k,h bedeuten nach S. 316 virtuelle Arbeiten 
an der mit ipk = I angetriebenen zwangläufigen Stabkette F ."k infolge von 
äußeren Kräften im geometrisch bestimmten Hauptsystem, die entweder von der 
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632 65. Der Trägerrost. 

Belastung des Trägerrostes (~, L1t), der Verschiebung wh = 1 oder von der Ver
drehung Cf!h = 1 oder "Ph = 1 herrühren. Diese lassen sich aus den Ansätzen (533ff.) 
entnehmen, so daß die Vorzahlen und Belastungszahlen mit der Abb. 602 
unmittelbar angeschrieben werden können. Dabei zeigt sich, daß 

iiopk,h=a;Tc,h=O und atpk,h=awk,h• a"' 1,,h=a~k,h· 
Die 27 unabhängigen statischen Bedingungen zur Berechnung eines unregelmäßigen 
Trägerrostes nach Abb. 595 bilden die Matrix auf S. 631. 

Die Wurzeln wk, Cf!k• "Pk können durch die Iteration einer Näherungslösung ange
schrieben werden, wenn auch dabei langwierige, mühevolle Zahlenrechnungen 
nicht ausbleiben. Sie sind bei symmetrischen Rosten durch die Umordnung der 
Belastung (S. 186) wesentlich einfacher. In einzelnen Fällen ist außerdem die Ver
drehung der Knoten um ausgezeichnete Achsen infolge der konstruktiven Aus
gestaltung des Rostes Null. Die Vorteile der Lösung treten jedoch vor allem bei 
Trägerrosten mit mehr als zwei Trägerscharen in Erscheinung (Abb. 607), da dann 
zwar der Grad der statischen Unbestimmtheit zunimmt, dagegen die Anzahl der 
geometrisch unbekannten Komponenten wk, Cf!k• "Pk unverändert 3n bleibt. 

filill Bieuunusmomenfe 
m lörsionsmomenfe 

in mt aus 1f=1t/m.2 
Abb. 603. 

ll 

~ 
--~--~--

Zr,r Zr,z 
-- ---- -- L 

Überziihltge 
Verbintlunuslrriil'e 

Abb. 604. 

I 

Berechnung eines seitenparallelen, quadratischen Träger
rostes b für gleichmäßig verteilte Belastung q tfm2. 

Der Trägerrost Abb. 603 ist bei Lagerung der Trägerenden 
nach Abb. 591 b und drehsteifen Knoten 33fach statisch un
bestimmt und 27fach geometrisch unbestimmt. Infolge der Sym
metrie von Tragwerk und Belastung genügt ein Ansatz mit 
3 statischen oder 5 geometrischen Größen, um den vollständigen 
Spannungszustand anzugeben. Daher wird der statische Ansatz 
gewählt. 

Als Überzählige dienen die Verbindungskräfte Y und die 
Verbindungsmomente Zr, ZTI, deren Drehsinn nach Abb.604a 
positiv ist. Infolge der Symmetrie des Tragwerks ist bei gleich
mäßig verteilter Belastung 
Y1 = Y 3 =Y9 =Y7 =Y5 = 0, (Y2 ,=-Y6 = Y 8 =-Y4)o=X1, 

(Zr 1+"'" Zu 1=Zr a.::::..Zrr s=-Zr u.::::..Zu u=-Zr 1+"' Zu 7l=Xz, 
' ' J ' ' ' ' ' 

Zrr,2 = Zr,a = Zu,s =Zr,,= Zr,G = Zu,5 = 0, 
(Zr, 2 =- Zrr,G =-Zr,s =Zu,,)= X 3 • 

b c 

Hz in!iJfue -.13=1 

· - Biegungsmomenle 

N., infölge -AB -1 

0 lörsionsmomenle 

Das Trägheitsmoment ist hier für alle Träger gleich, 

1'=1]. 1"=n1', n=EJ. 
]' " " GT 

und daher nach S. 629 

Mit Abb. 604 b, c wird: 

ö22 = 81' (1 + e) , 

_. - 321'12 _. 231'18 un- 3 , ulo=-6 p. 

Ö33 = 41' (1 + (!), ö12 =- 6 11', ö13 = 4 11', 

_. 44 121' u2o=3P • .• 22 121' uao=3P · 



Berechnung eines seitenschiefen, quadratischen Trägerrostes. 633 

Für Träger, deren Höhe etwa gleich der doppelten Breite ist, ergibt sich nach S. 30 e f'<:! 3 
l' 

und nach Kürzung der GleichungE·n mit -- die folgende Matrix. 
3 

Xa 

32 [2 -18/ 12 l -u,spP, 

-18/ g6 36 

12 l 36 48 I 22 p !2 . 

Mit l = 3,0 rn 
q .[ 

und q = 1 tfrn2 ; p = T = 1,5 t(m winl 

X 1 =-1,523t, X 2 =3,591mt, X 3 =4,636mt. 

Die Schnittkräfte ergeben sich durch Superposition; z. B.: 

M~4}, 4 = } p l 2 - X 1 • l = 24,8 mt, 

M~']1 , 4 = M~2}, 2 =- X 3 ·} =- 2,3 mt. 

Die Biegungs- und Torsionsmomente sind in Abb. 603 eingetragen. 

Berechnung eines seitenschiefen, quadratischen Trägerrostes b für gleichmäßig 
verteilte Belastung q tfm2 • 

Der Trägerrost Abb. 605 ist bei Lagerung der Trägerenden nach Abb. 591 b und drehsteifen 
Knoten 49fach statisch unbestimmt und 39fach geometrisch unbestimmt. Infolge der Symmetrie 
des Tragwerks genügen jedoch 5 statische oder 7 geometrische Größen zur eindeutigen Angabe 
des Spannungszustandes. Um auch die Anwendung des Ansatzes (908) zu zeigen, werden die 
geometrisch unbestimmten Größen w1, w2, w4, w 7 , r:p1 ,r:p2, r:p,, berechnet und zu symmetrischen 
Gruppenbewegungen zusammengefaßt. 

(wl = W3 = Wl3 = Wn) '~' Wl • 

(w.=ws=Wlo=w9) _W2, 

(w2 = Wg = Wlz = ws) = Wa' 

( 1P1 == '1'3 = - 'P1a = - '11n) '~ ([) A • 

(r:p4 = 'l's =- 'P1o =- 1JI9) ==" ([JB' 

(r:pz-f- '!Jiz =- 'Ps-f- 1i's =- 'P12~ 1J112 = + 'Ps~ '!Jis) =="([Ja' 

·c_, w., 11'1= 1JI4 = '1'7 = 1JI1o= 1JI1a= 'Pa= 'f!s= 'P7 = 'P9 = 'f!n= 0 · 

Die Vorzahlen der statischen Bedingungsgleichungen lassen sich nach Abb. 602 unmittelbar 
anschreiben. Mit 

ist z. B. 

aAB =- 4 

l = L !_2_ 
6 ' 

[ 1 = l fc_ 
1 Jl' ~~ = l -'k-' 

l;{ = eal~ 

[ 3 3 12 J 12 ( ~~) 
a11 = 4 - 121, - 2 fili- fili =- fili 5 + 2 -1,- , 

3 1 3 3 1 

12 48 
a12 = 4 [21~ = [2t;,' 

[ 12 12 J 96 ( z;) 
a 22 = 4 -2 121, - 2 [2[i =- fili 1 + T' . 

3 2 3 2 

aAA = 4 (- t- ~-- 1\- ~~) =- t- (7 + 2 nz;1,), 
3 3 1 1 3 ~:;1 1 

2 
t; aAC=O, aBB=4(-2-~--~J=-~ (4+e:U· 

( -~~;- + ,t,- + ~,-) = g, 
3 3 3 3 

24 
aAz=-llf' 

3 
aAa = 0' 

24 
a --
81- ll~' 

24 
aB4 =- //; . 
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65. Der Trägerrost. 

..... ..... -<X) 0> "' 

<X)~~~ 
<X) I~"' v~ 0 "'7~ 

I 

0 I_., 
~~~., "' -H ~ 0 
0>~ 

I 

----------~e':llj~ 

+ 
H ~~~ <X) I~" ~ 0>~ v~ 

~~~" 
0>~ 

I 

<X) I~" v~ 0 0 

<X) 1-"' v~ VI'"' "' ~ 0 

I 

0 0 vj~" N .._. 

I 

vj~" N .._. 0 0 

I 

Für gleichmäßig verteilte Bela

g l 
stung P = -2 ergeben sich die Ab-

solutglieder, z. B.: 

pl 
a20 =4·4· 2 =8Pl, 

a - 4 ( -- P [2 ...L '!'__~) - P [2 
AO- 12 1 8 - 6 ' 

Der vollständige Ansatz bildet die 
nebenstehende Matrix. 

Mit L = 12,0 m, l = 2,828 m. 

] = const, l~ = l~ = 1~1 = l', 

(?J = 122 = !!a = (! = 3 

ergibt die Auflösung 

(/JA = - 22,857 P, 

(/JB =- 26,211 P, 

(/>0 =- 24,608 P, 

W1 = 53,765 p, 

W2 = 134,644 p, 

W3 = 98,768 P, 

W4 = 174,667 p. 

ITIIl Biegungsmomet?fe 
~ Torsionsmomente 

in mt aus f{=tt/m 2 

Abb. 605. 

Die Anschlußkräfte ergeben sich 
nach (505) oder durch Superposi
tion; z. B. ist mit q = 1 tfm 2 , 

q. l 
t• = T = 1,414 tfm: 



Berechnung eines Trägerrostes mit drei Trägerscharen über einem gleichseitigen Dreieck. 635 

Die Biegungs- und Torsionsmomente sind in Abb. 605 aufgetragen. 

Seitenschiefer, quadratischer Trä~errost nach Abb. 606 mit ~leichmäßi~ verteilter 
Belastun~ q = 1 tfm2. 

Die Rechnung bietet nichts Neues. Die Biegungsmomente ohne Berücksichtigung des 
Drillungswiderstandes der Träger sind in Abb. 606a. mit Berücksichtigung <ll"sselben in 
Abb. 606 b dargestellt (vgl. FnßnoÜ' S. 625). 

a b 

Abb. 606. 

Berechnun~ eines Trä~errostes mit drei Trä~erscharen 
über einem gleichseiti~en Dreieck. 

IIII!DBiegungsmomenle 
ri!J!!J!!!!JTorsionsmomenk 

inf'olge p=1 t/m 

Abb. 607. 

Der Trägerrost Abb. 607 mit Abstützung der Trägerenden nach Abb. 591 b und drellsteifer 
Verbindung der Trägerscharen I, 11, III ist 2lfach statisch unbestimmt und 9fach geometrisch 
unbestimmt. Wegen der Symmetrieeigenschaften genügt bei gleichmäßig verteilter Last q tfm 2 

die Berechnung von 3 Verbindungskräften (Lösung a) oder 2 Komponenten des Verschiebungs
zustandes (Lösung b), um den vollständigen Spannungszustand angeben zu können. 

Lösung a) Die lotrechten Verbindungskräfte U1 , U2 , U3 wirken an den Trägern Abb. 60~a 
nach unten, an den Trägern Abb. 608 b nach oben. Sie werden in der symmetrischen Gruppen-

a e 

A ' 
' 2 

Kröf'fegruppe X3 Kröf'fegruppe Xa 
Abb. 608. 

last X 1 zusammengefaßt. Die zyklisch liegenden Verbindungsmomente Y1 , Y2 , Y3 zwischen 
den Trägern der Abb. 608a und Abb. 608b bilden die Gruppenlast X 2 , die Verbindungs
momente Z 1 , Z 2 , Z 3 zwischen den Trägern der Abb. 608c, d und e die Gruppenlast X 3 . 

Das Trägheitsmoment ist für alle Träger gleich. 

l"= 12 z'. 
r· I f2 l [2 12l = 7_ !21' Abb. 609: Ö11 = 3121' · + 21'. ---+ 31'· 
,_ 3 4 3 4 4J 4 ' 

<~22= I' (1 + 3 e). Ö3a= 
3 

,)12 = _l_3ll'. 
2 4 t' (I + 6 el. 

2 
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o10 = - 17 p z' za. 
8 

65. Der Trägerrost. 

o2a= ~l'; 

tl2o = ~! f3 p z' z2• ilao = ~3 p l' l2 . 

Mit e = 3, l = 3,464 m entsteht die folgende Matrix. 

X1 X2 X 3 p l3 

72,7461 -10,3926 -9,0000 - 7,3612 
----- -.------- ----------

-10,3926 I 19,0526 3,0000 1,8762 

r--:=-- g,oooo--~- - 3,0000 
I 49.3634 1,6250 

M, M, 
info!ge - X 1 = 1 

M• 
infolge - X 2 = 1 in folge - X, ~' 1 

Abb. 609. 

Die Schnittkräfte ergeben sich durch Superposition; z. B.: 

X 1 = -3,8676pt, 

X2= 

X3= 

1,8980pmt, 

0.5479p mt. 

Mo 

info!ge P=q~ 
2Vs 

M<s> 2 l <2> l 1 1 
yi,s=Pl +Xr-2-=5,3pmt, My 13 =Pl2 +X1 ---X2 ----X3 -=3,9pmt, 

' 2 f3 2 

Die Biegungs- und Torsionsmomente sind in Abb. 607 dargestellt. 
Lösung b) Als geometrisch überzählige Größen dienen die zyklischen Gruppenbewegungen 

(Abb. 610) 
(wr= Wz= w3 ) = Wr. (rp1,1= !p11,2= !pui,a) =<PA. 

I 
L--~-~~~--~~ k 8ruppenbewegung .PA 

Abb. 610. 

.4nschlu8kriille 
infolge W.,-1 

Biegungsmomenfe 

-!-- -& -+-- fzr 

lörsionsmomenfe 
freien nicht ouf 

Die Anschlußkräfte infolge W 1 = l, <PA= 1 sind in Abb. 610 
eingetragen. Ein Stabendmoment wird positiv gerechnet, wenn es 

.4nsch!u8kriille 
infolge <fiA-1 

Biegungsmomenfe 

-t-3W +-~ 
zr.ll 2..,. + z· -11- - zr 

lörsionsmomenfe 
~? ---2;" 
--i=1-- f ~ - f 

bei Betrachtung von der zur Stabschar gehörenden Ecke des Rostes im Uhrzeigersinn dreht. 

a A ~ = _ ~ _ ~ . _1 __ 2 3 f3 _3 __ 2 y3 -~ = _ _ f!_ (3 + _!_) 
3 z" 2 z" 2 2 z' 2 V3 t' 2 f 3 2 z' e · 

a11 3 1 12 
T= - 4 'zi'·T= -w· aAl 3 3 3f3 

-3= -27l'·2f3= -~· 

a, 0 p l2 3 p l2 3 1 - = 2-.---2-.-- = -- p z2 

3 8 2f3 12 2 y3 8 f 3 ' 
a 10 P l2 1 1 7 -- = 4 -- . -- + 4 p l • - + p l = - p l 
3 8 l 2 2 . 



Berechnung einer Balkenbrücke mit 3 Hauptträgern. 

Mit e = 3 und l' = l = 3,464 entsteht folgende Matrix: 

p 

-2,4056 -0,4330 o,866o 

-0,4330 -0,2887 !2,1244 

I})A =- 9,8628p, 

W1 = 56,7890p. 

Die Schnittkräfte ergeben sich nach (505) oder durch Superposition; z. B. 

12) Pl 2 f3 
Myi,a = J2 + -T IPA = -3,9 p mt. 

Die Momente sind in Abb. 607 dargestellt. 
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Trägerrost mit freien Rändern. Werden die Querträger von Brücken mit 
mehreren Hauptträgern nicht nur als Teile der Fahrbahntafel betrachtet, sondern in 
statischer Beziehung in derselben Weise bewertet wie die Hauptträger, so entsteht 
ebenfalls ein Trägerrost mit seitenparalleler Anordnung. Da jedoch nur die Haupt
träger gestützt, dagegen die Enden der Querträger frei sind, besteht deren Aufgabe 
hier nur in der Verteilung der Belastung eines Haupt- 1-e--- ~ 
trägers auf mehrere von ihnen, jedoch nicht mehr in , e-~'"f 
der Entlastung der Hauptträger. Diese sind entweder ' i i 1 • 1 J!1 if 
Balkenträger auf zwei und mehreren Stützen oder ~tferlriigel'r k-aJ-J I 
Rahmen. Die Knoten zwischen Haupt- und Querträger as "'j"' a,.__J 
sind biegungs- und drehsteif, gelten aber zur Verein- Abb. 611. 

fachung der Rechnung in der Regel nur als zug- und 
druckfest. Der Brückengrundriß ist stets zu einer, meist aber auch zu zwei Achsen 
symmetrisch, so daß nach Abschn. 27 und 28 mit zwei- oder vierfacher Umordnung 
der Belastung und mit statisch unbestimmten Gruppenlasten gerechnet werden 
kann. 

Die statische Untersuchung des Trägerrostes ist bei Annahme von sehr steifen 
Querträgern (E fu = oo) statisch bestimmt, wenn nur die Knotenpunkte und die 
Querträger belastet sind. Die Achsen der Querträger bleiben dann bei der Form
änderung des Rostes gerade Linien. Auf einen Träger J der n Hauptträger entfällt 
bei Belastung eines Querträgers durch die resultierende Einzellast ~ (Abb. 611) 
der Anteil 

PJ = !_ + -~e--aJ. 
n n 

~az 
(909) 

k=l 

Diese Annahme ist aber um so weniger berechtigt, je weniger Hauptträger verwendet 
werden, um die wirtschaftlichen Vorteile einer kreuzweisen Bewehrung der Fahr
bahnplatte auszunützen und Schalungskosten zu sparen. Daher genügt die Unter
suchung der Trägerroste mit drei und vier Hauptträgern auf je zwei Stützen, die 
mit den Querträgern zug- und druckfest verbunden angenommen sind. Die An
schlußmomente der mittleren Hauptträger sind die statisch unbestimmten Schnitt
kräfte der Rechnung. 

Berechnung einer Balkenbrücke mit 3 Hauptträgern, Abb. 612. 
Geometrische Grundlagen. 

s 
l = 3,5 , s = 3,6 m , ~ = -1- = 1,0286, 

"1 = ~: = 7,1111; "2 = ~! = 1,3846' 

Je= f1· 
Als statisch überzählige Schnittkräfte X • dienen 

die Biegungsmomente des mittleren Trägers in den 
Knoten k = I ... 5. Das Biegungsmoment X 3 ist 
in Abb. 612 als Vektor eingetragen. 

t 
Ii: 
~ 
u 

1 
I 

100/65 

1il 
~ Xa 100/90 

l\!1 2 Xa 3 'I 

'* t< 100/65 3' 

ßl=2t,Om 

Abb. 612. 

0 
5 

Je 

I 
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a 
""" I 

Vorzahlen (Abb. 613). 

On= ~ ( 2 + v2 + -} u 3 v1) = 

l 
äk k = 3 (2 + v2 + 3 u3 v1) 

l 

l 
22,7304-3' 

l 
26,5995 lf' 

M 1 infolge -X1 =1 (jk < k-2l = (jk <k+2l = 6 u 3 Vr 
l 

3,8692 3. 

ö Matrix nach Kürzung mit lj3. 

Xr X2 Xa 

22,7304 - 14,6304 3,8692 

- 14,6304 26,5995 -q,6]04 3,8696 

3,8692 - 14,6304 26,5995 - 14,6304 3,8692 

3,8692 - 14,6304 26,5995 -14,6304 
Aub. 613. 

3,8692 - 14,6304 22,7304 

l 
Konjugierte .Matrix ßf,k= ·3" ßhk • 

X 5 

0,072 972 

0,049 733 

0,017815 

0,001 ]88 

-0,002039 

0,049 733 0,017815 

o,ogo 787 0,051 121 

0,051 121 o,o88648 

0,015676 0,051121 

0,001 388 0,017815 

X _ "'3 ßf.k _. 
A- .L..J -[- UkO • 

0,001 388 -0,082039 

0,015 676 0,001 388 

0,051121 o,o1 7 815 

0,090 787 0,049733 

0,049 733 0,072972 

Belastungszahlen für P = 1 t in Knoten 3 (Abb. lll4). 

~I". 

"' Abb. 614. 

l 3 l o10 = Ö50 = - -3 P l • 4 v2 3.6346 :l 

I Ö2o = 04o =-+ ~l (3 V2- u 3 v1) = + 6,2729 -~ , 

Ö30 = - ~ P l (2 v2 + u3 v1) = - 36,7763 ~-, 
X 1 =X5 = --0,5923, X 2 =X4 =- 1,3980, 

X 3 = - 2,7483 mt. 

In der Mitte des Querträgers 3 wird das Biegungsmoment 

Ps " u 
MII,3 = 3 + Xa u - x2 ""2- x4 2 = 0,4111 mt. 

-

-

~ P3,a 
3 P.r,b P.r,c 

Damit ergeben sich die Lastanteile P 3 ,; (i = a, b, c) für die Hauptträger 
(Abb. 615) 

Abb. 615. P3,a = Pa,c = 0,114t, P 3 ,b = 0,772 t 
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und das Biegungsmoment im mittleren Hauptträger 

1'vl1 , 3 = - X 3 = 2,748 mt. 

Für Querträger mit J, = ] 1 , also v1 = 1 ist 

Pa,a = P3,c = 0,243 t, P 3 ,b = 0,514 t, M 1, 3 = 2,586 mt . 

Bei der Annahme ] 11 o= oo wird nach (909) 

'.ß 1'3,a = 1'3,b = Pa,c = ·3 = 0,333 t, 

Nach diesem Ergebnis kann auch bei sehr starken Querträgern nicht mit einer gleichmäßigen 
Lastverteilung auf die 3 Hauptträger gerechnet werden. 

__ ...- 1! 
==---= /_' 1--~ r- r-::-- 1 2 9 'I 5 

k\-~ -1- 'i' ~ t--
Einflußfläche X a 

I~ I~ 

~~ :--- 1--

1 2 9 II 5 

\ I~ 

Einflußfläche X 1 

Einflußflächen. Wird der Reihe nach 
jeder Knoten mit P = 1 t belastet und die Größe 
einer Schnittkraft im Lastpunkt als Ordinate 
senkrecht zur Rostebene aufgetragen, so bilden 
die Endpunkte aiier Ordinaten die Einflußfläche 
dieser Schnittkraft. Die Belastung der Rand
träger wird dabei in die zur Achse I symme
trischen und antimetrischen Anteile zerlegt. Für 
den antimetrischen Anteil sind die überzähligen 
Größen Nuii, die Schnittkräfte daher statisch 

Einflußfläche X • 

Einflußfläche M 11, 3 (4fach verzerrt) 

Einflußfläche M 1 S" 

Abb. 616. • 

bestimmt. Die Rechnung bietet keinerlei Schwierigkeiten. Die Einflußflächen von X 1 , X 2 , X 3 , 

M 1 , 3" und ]\111, 3 sind in Abb. 616 dargestellt. 

Berechnung einer Balkenbrücke mit 4 Hauptträgern, Abb. 617. 

(;eometrische Gfundlagen. 

I= 35m, s = 3,6 m, :X:= l = 1,0286' 

v2 = h = 1,3846, 
J? 

], =]1. 

Aus den überzähligen Biegungsmomenten Zj,, Zl( 
der mittleren Hauptträger werden die symmetri
schen und antimetrischen Gruppenlasten X k, Y k ge
bildet. Mit diesen ist 

100/65 

~ "S' ~ 
100/90 Za• Ji 

1' 2" ~ 3" II" 15" ~ 
~ "S' 

100/90 Za· Ji 
1' 2' Za· 3' II' 15' ~ 

~ !1/6 
"S' 

-4 100.'65 3 

~---8l~2t,Om----~ 
Abb. 617. 

k=l. .. 5. 

I 
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Vorzahlen 
(Abb. 618). 

65. Der Trägerrost. 

~I"> ... 
(tJMk irrfolge -Xk = 1 Abb. 618. (2JMk irrfolge - Yk = 1 

l 
1111511 = 3 [4 {l + v2 ) + 25 u3 v1), 

l 
01äkk = ·:f [4 {l + v2 ) + 30 u3 v1), 

l 
111!5k tk-ll =-' -3- [2 ( l + v2 ) - 20 x 3 v1] , 

l 
(l)ök lk-21 = -3 5 X 3 vr • 

a) Symmetrischer Anteil Xk. <1 115 Matrix nach Kürzung mit lf3. 
X1 X2 X3 X4 X5 

36,7434 - r6,9948 5.4410 

-16,9948 42,1844 - 16,9948 5.4410 

5.4410 - 16,9948 42,1844 - 16,9948 5.4410 

5.4410 - 16,9948 42,1844 -- 16,9948 

5.4410 - 16,9948 36,7434 

Konjugierte Matrix < 1lß~k = ~ 11lßu 

1510 1520 

o,033623 0,014069 o,ooo676 -0,001944 -o,oo1ooo 

0,014069 o,o343oo o,o12 125 - o,oo0323 -0,001944 

o,ooo676 o,o12 125 o,o33300 o,o12 125 o,ooo676 

-o,oo1 944 -0,000323 o,o12 125 0,034300 0,014069 

-o,oo1000 -0,001944 o,ooo676 0,014069 o,o33623 

b) Antimetrischer Anteil Yk. 12lö Matrix nach Kürzung mit lf3. 

~ ~ ~ ~ ~ 
6,4291 -0,2971 0,3627 

-0,2971 6,7918 -0,2971 o,3627 

o,3727 -0,2971 6,7918 -0,29'71 0,3627 

o,3627 -0,2971 6,7918 -0,2971 

0,3627 -0,2971 I 6,4291 



Berechnung einer Balkenbrücke mit 4 Hauptträgern. 

Konjugierte Matrix '2'ßl.k = -~- '2'ßAk. 

y 
1 

y a 

~10 ~20 

0,15630 0,00652 

o,oo652 o, 14819 

-0,00812 0,00584 

-0,0006<) -0,00769 

+o,ooo43 -o,ooo69 

-0,00812 -o,ooo69 +o,ooo43 

o,oo584 -0,00769 -o,ooo69 

o, r 486r o,oo584 -o,oo812 

o,oo584 0,14819 o,oo652 

-o,oo812 o,oo652 0,15630 
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Belastung P = l t in 3". Für den symmetrischen Anteil P/2 auf 3' und 3" wird (Abb.618a) 

l 3 l l l l 
01il10 = C11 il50 =- -3 1' l 2 v2 = -7,2692 3-, ' 11~20= 1111540=- -3-P l2 (6v2-5"3 v1)= -5,01663, 

. l l 
Cll~ao = - 3 P l (4 v2 + 5 " 3 v1) = -38,4279 3. 

X 1 =X5 =-0,3239, X 2 =X4 =-0,7295, X 3 =-l,4ll2. 

Für den antimetrischen Anteil + Pf2 auf 3",- P/2 auf 3' wird (Abb. 618b) 

0 11 l ll l 
C21il10 = 1• 1il50 = -3P l6v2 = -0,8077 -3-, 121 il20 = 12 '~ 40 =- 3 P z6 (2v2 - " 3 v1) = -0,9806 3", 

121il30 =- !_ P l I (4 + 3 3 ) 3 4235 l 3 g- V2 " VI = - ' -3- • 

Y1 =Y5 =-0,1045, Y2 =Y4 =-0,1625, Y3 =-0,5071; 
Z 3 " = -l,4ll2- 0,5071 =- 1,9183 mt. 

Die Biegungsmomente in Querträger 3 werden 

s ' s 2 
Mu,a" = 2 + 2" (Xa- X 2) + -if + 3" (Ya- Y2) = 0,7510 mt, 

_.1!. 
2 l~ 

1" 2" 3 '1 II' 5 

/.7.; 
1' 2' ~J' II' 5' 

~ 
">I'> 

a) Biegungsmomentc (I)Mo b) Biegungsmomente 12 1M0 

Abb. 619. 

Damit ergeben sich die Lastanteile Pa,; (i = a -7- d) für die Hauptträger (Abb. 619a). 

Pa a = 0,209 t, Pa,b = 0,589 t, Pa,c = 0,195 t, Pa,ä = 0,0065 t; 

111I,a" =- Zs" = 1,918 mt, 
M1,a'" = 1,579 mt. 

Bei der Annahme J II = oo wird nach (909) Abb. 619a. 

P 3 ,a = 0,40 t, Ps,b = 0,30 t, Pa,c=0,20t, Pa,ä=O,lOt. 
0,3. 6l 

M1 a" = -- = 1,58 mt, 
' 4 

0,4• 6l 
M1,s"' = --4~ = 2,10 mt. 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. II. 41 

3 
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Belastung P = 1 t in 3'". Das Ergebnis ist: 

Pa,a = 0,844 t, Pa,b = 0,250 t, Pa,c = -0,031 t, Pa, d =- 0,063 t. 

Das Biegungsmom~nt im Randträger wird 

M1,a"' = 3,916 mt. 

Bei der Annahme ]u = oo wird nach (909) 

Pa,a = 0,70 t, Pa,b = 0,40 t, Pa,c = 0,10 t, Pa,d= -0,26t, 

M1,a"' = 3,68 mt. 

Einflußflächen. Entwicklung nach S. 639 (Abb. 620). --+- I ~- + J-- ,f---

1n 2" J' 'I I 5n - ~ +~ r-~ 11 'I' 1' 2' J' 5' 
;-_ 

~i/ 
<::i 

Einflußfläche MI, 3" Einflußfläche MI, 3", 

Abb. 620. 

Zschetzsche: Theorie lastverteilender Querverbindungen. Z. öst. lng.- u. Arch.-Ver. 
1893. - Bleich: Theorie und Berechnung eiserner Brücken. Berlin 1924. - Petermann: 
Überlastverteilende \Virkung durchgehender Querverbindungen. Bautechn. 1925. - Schil
ling, W.: Statik der Bodenkonstruktionen der Schiffe. Berlin 1925.- Faltns, F.: Lastvertei
lende Querverbindungen. Bauing. 1927 S. 853. - Gen thner, R.: Der Eisenbetonträgerrost. 
Beton u. Eisen 1928 S. 411.- Marcus, H.: Die weitgespannten Decken des Sportgebäudes 
im Stadion Breslau-Leerbeutel. Beton u. Eisen 1929 S. 73.- Szegö, St.: Kreuzweise gespannte 
Balkenkonstruktionen. Zement 1930 S. 34.- Derselbe: Über die Berechnung quadratischer 
Kreuzeckroste. Zement 1930 Heft 38 bis 42. - Marcus, H.: Die Theorie der Rautendecke. 
Bauing. 1932 S. 303. - Szegö, St.: Die Kreuzeckrostbauweise. Beton u. Eisen 1932 S. 122. 
-Der seI b e: Anwendung der Kreuzeckrostbauweise auf Hofkellerdecken. Zement 1932 S. 676. 

VI. Die Flächentragwerke. 
66. Die Beziehungen zur Elastizitätstheorie. 

Die einfache Beherrschung des Spannungs- und Verschiebungszustandes der 
biegungssteifen Stäbe und Träger hat wesentlich dazu beigetragen, die Überbauten 
der Brücken und die Gerüste der Hochbauten als Stab- oder Fachwerke auszubilden. 
Während jedoch im Stahlbau die Formänderung des Haupttragwerks von den 
sekundären, zur unmittelbaren Lastaufnahme bestimmten Bauteilen nahezu unab
hängig ist, sind diese im Eisenbetonbau in der Regel mit dem Haupttragwerk 
homogen verbunden, so daß zusammenhängende elastische Gebilde entstehen, deren 
Verschiebungszustand sich wesentlich von demjenigen des freien Haupttragwerks 
unterscheidet. Auf diese Weise sind in der jüngsten Vergangenheit, begünstigt 
durch den Fortschritt der theoretischen und physikalischen Erkenntnis, auch 
Flächentragwerke entwickelt worden. Die Trägerroste wurden zu Platten und 
Pilzdecken, die ebenen Stab- und Fachwerke zu Scheiben, die Rippenkuppeln 
und Flechtwerke zu Schalen. 

Der Festigkeitsnachweis dieser elastischen Gebilde ist seit Jahrzehnten durch 
wissenschaftliche Arbeiten über Elastizitätstheorie vorbereitet worden, so daß sich 
die Baustatik auf zahlreiche bekannte Ergebnisse zu stützen vermag. Trotzdem 
bereitet der Festigkeitsnachweis für die Flächentragwerke des Bauwesens oft noch 
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erhebliche Schwierigkeiten, da in der Regel nicht die idealisierten elastischen Ge
bilde der Theorie, sondern zweckbestimmte Bauformen untersucht werden müssen, 
deren Randbedingungen nicht immer eindeutig vorgeschrieben sind. Sie lassen sich 
in der Regel auch nicht vereinfachen, ohne das Spannungsbild wesentlich abzu
ändern. Die Lösung ist daher nur selten allein durch die Überwindung der mathe
matischen Schwierigkeiten abgeschlossen, sondern erfüllt ihren Zweck erst in Ver
bindung mit umfangreichen Zahlenrechnungen, die allein ein Urteil über die Festig
keit und Stabilität gestatten. Auch dann ist das Bild infolge von Eigenspannungen 
aus der Herstellung der Baukörper und infolge der unregelmäßigen und wandel
baren physikalischen Eigenschaften des Baustoffs nicht immer so klar, daß die 
Überschreitung eines durch ausreichende Sicherheit begrenzten Belastungsbereichs 
gerechtfertigt ist. 

Die Elastizitätstheorie rechnet mit der vollkommenen Elastizität und mit der 
homogenen und isotropen Beschaffenheit des Baustoffs. Die Verschiebungen werden 
stets nur verschwindend klein und ihre Beziehungen zu den elastischen Kräften 
des Baustoffs als linear angenommen. 

Die Komponenten des Spannungstensors und des Verschiebungsvektors sind bei 
homogener Beschaffenheit des Baukörpers stetige Funktionen der Koordinaten x, y, z. 
Daher kann das Gleichgewicht der inneren Kräfte auf einen differentialen Abschnitt 
des Körpers bezogen werden. Sind X, Y, Z die Komponenten der auf die Volumen
einheit bezogenen Massenkraft, so gelten die folgenden 6 Bedingungen: 

()(1X + 8T11__X -1 
iJx iJy 

_(}_Txv + 0(1• + !__!3~ + y = O l 
ax ()y i)z ' 

!!_"i'_z _j_ - a_ Ty ._ + --~<!!__ + z = 0 I 
Dx ' iJy iJz ' 

'rxll = "CIIX' "CIIz = "Czy' "Czx = 'rxz • 

(910) 

Durch die Annahme stetiger Veränderlichkeit der Verschiebungen sind die bezo
genen Längenänderungen e00 usw. und die Winkeländerungen Yx 11 usw., die sich 
bei der Verzerrung des Prismas mit d x ~ d x (l + e00), ~ (d x, d y) = n/2 ~ n/2 + y 0011 

einstellen, in der folgenden Weise mit dem Verschiebungszustand verknüpft: 
Du 

cx = 7iX' 
(Ju av 

Yx11 = -i)y + fiX • 

Dv 
ell=ay, 

av aw 
Yuz =Tz + 7Jy' 

Dw 

e. ;: ' au l (911) 
Yzx = (fX + Tz• 

Die geometrischen Komponenten des Verzerrungstensors sind nach Annahme 
linear von den mechanischen Größen, den Komponenten des Spannungstensors 
abhängig und bei isotropem Baustoff nur durch zwei Konstante E und p, mit diesen 
verknüpft. 

G Yx11 = 7:0011 USW. , 
E G = -------

2 (1 + ft) ' 

1 
f1, = m. (912) 

Die Spannungssumme s = a., + G11 + a. und die kubische Dehnung e=e.,+e11+e. 
sind invariante Größen des Ansatzes, mit denen sich die Beziehungen zwischen den 
Spannungs- und Verzerrungskomponenten auch folgendermaßen anschreiben lassen: 

E e00 =G00 (1+p,) -p,s, aa:(1+p,) = E [e,.+pef(1-2p)], l 
E e11 = a11 (1 + p) - p s, a11 (1 + p) = E [e11 + p e / (1 - 2p)], J 

E e. = a. (1 + p,) - p, s, a. (l + p,) = E [e. + p e /(1 - 2,u)]. 

(913) 

Love, A. E. H.: Lehrbuch der Elastizität. Leipzig 1907. - Föppl, A. u. L.: Drang und 
Zwang. München u. Berlin 1920. - Trcfftz, E.: Mathematische Elastizitätstheorie, Kap. 2. 
Handb. d. Physik Bd. VI: Mechanik der elastischen Körper. Berlin 1928. 
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A. Die Platten. 
67. Annahmen und Grundlagen für die Berechnung. 

Die Platten sind ebene Baukörper, die durch zwei zu einer Mittelebene parallele 
Ebenen und eine dazu senkrechte Zylinderfläche von beliebiger Leitkurve begrenzt 
sind. Die Belastung wirkt stets im Sinne der Flächennormalen z. Der Plattenrand 
ist frei drehbar gelagert, eingespannt oder auch in einzelnen Punkten gestützt. 
Die untere Laibungsebene ist kräftefrei oder durch Träger und Pfosten in einzelnen 
geraden Linien, Punkten oder Flächen gestützt. Auf diese Weise entstehen die durch
laufenden Platten, die Rippen- und Pilzdecken. Die Untersuchung kann für die 
Bedürfnisse des Bauwesens auf Platten beschränkt werden, deren Baustoff durch 
die Art der Herstellung und konstruktiven Ausbildung als homogen, isotrop und 
innerhalb der Gebrauchsbelastung als vollkommen elastisch gilt und deren Dicke 
gegenüber den anderen Abmessungen zurücktritt. Die Änderung der Plattendicke 
ist von höherer Ordnung klein im Vergleich zu der senkrechten Verschiebung w ( x, y, z) 
eines beliebigen Punktes, so daß 

z 

w(x,y,z) = w(x,y) + Jo_wij}'-·:l dz-w(x,y) = w (914) 

0 

und damit der senkrechte Formänderungszustand der Platte durch die senkrechten 
Verschiebungen w der Mittelfläche beschrieben ist. Da sich die Platte unter der 

r
i 
i 
~ 
z 

Abb. 621. 

Belastung p im Vergleich zur Dicke h nur um kleine Wege 
ausbiegen soll, sind die waagerechten Verschiebungen der Punkte 
der Mittelfläche Null und die waagerechten Verschiebungen der 
Punkte im Abstand z von der Mittelebene, abgesehen von 
kleinen Beträgen höherer Ordnung, lineare Funktionen von z, 
so daß die Punkte einer Flächennormalen auch nach der 
Formänderung auf einer Normalen zur elastisch verbogenen 
Mittelfläche liegen. Daher ist bei Verwendung von karte
sischen Koordinaten x, y nach Abb. 621 

ow ow 
u=-zifX, v=-zay. (915) 

Die Spannung a. ist an der unteren kräftefreien Plattenlaibung Null, an der 
oberen gleich der Belastungsintensität p, also abgesehen von Punktlasten, deren 
Untersuchung hier ausgeschlossen sein soll, stets sehr klein im Vergleich zu a.,, a11 . 
Sie kann daher in den allgemeinen Gleichgewichts- und Verträglichkeitsbedin
gungen mit a. = 0 vernachlässigt werden. Diese Annahmen begründen die fol
genden Beziehungen der Plattenstatik 

I. Verträglichkeitsbedingungen nach (26) 

8 = a u = _ z o2 w = a v = _ z o2 w = ~!:!. a v = _ 2 z _ o2 w 
"' ox ox2' 811 oy oy2' "/.,11 oy + ox i)xi)y. (916) 

2. Elastizitätsgesetz nach (27) für 

a.fE=0=e.+ 1! 2 -,-,.e, c.=- 1!:__-(e.,+e11 ), 1!2e= 1 !:... (e.,+e11); l 
r p, p, p, (917) 

E E E o2 w 
a.,=-1 2(e.,+p,e11), a11=-l 2(p,e.,+e11), -r.,11=GYrev=--l-2z" "--(1-p,). -p, -p, -p, vxuy 

und in Verbindung mit den Verträglichkeitsbedingungen (916) 

a., =- 1 ~;2 (::~ +p, ::~) • av =- -~~;2 (1-l ::~ + :2y~)' ) 
E z i)2w (918) 

7:.,11=--1 2 "-"---(1-p,). -p, vxvy 
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Diese mit z linear veränderlichen Spannungen in der Flächennormalen lassen sich 
zu Schnittkräften in Querschnitten von der Breite 1 zusammenfassen. Sie betragen 

+h/2 

Nre=faredF=O, 
-lt/2 

+h/2 

Ny=faydF=O. 
-h/2 

+h/2 

Qrey = f <re 11 dF = 0, 
-ht2 

}l.frey = fireyZ dF, 

E h'l (()2 w ()2 w) E ha ( ()2 w ()2 w) 
Jf., =- 12 (I- p,2 ) ifx2 + ,U Jy:i ' My=·- 12 (f=-11:2) ,U iJ x 2 + iJ y 2 ' 

E h3 iJ2 w 
Mrey = -12(l~p,2) äxiJy {1-ft). 

(919) 

:l!re, My sind Biegungsmomente, Mrey• Myre Drillungsmomente. Eh3Jl2(l- ft2) =N 
ist eine für Plattenquerschnitt und Plattenwerkstoff charakteristische Größe und 
heißt Plattenkonstante. 

3. Transformation der Schnittkräfte eines differentialen Prismas dx·dy auf 
einen Schrägschnitt ds im Winkel Bt = 1p mit ds = dxjsin 1p = dyjcos 1p (Abb. 622). 
Die Gleichgewichtsbedingungen liefern 

Q,. ds = Q11 zdy-\- Q,.adx, 

Mnds - (M.,dy + Myxdx) cos 1p- (Mydx + Mreydy) sin tp = 0, 

Mn_,ds- (MxdY + M 11 xdx) sin V'+ (Mydx + M .. ydy)cos tp = 0; 

.~t Mn ;I 
n 

sin 2 V' M = - (M - M ) ----- - M cos 2 111 ns y x 2 0011 1 • 

(920) tl' ~. (:ns 
-~~~ ~ 
L. ·i -~ 

Daher bilden die Schrägschnitte I, II mit MI,II = Mn,I = 0 'M:r ~a: :x 

und den Hauptbiegungsmomenten MI, Mn den Winkel 
'f/J = 'f/Jo· 

Abb. ü22. 

(921) 

In derselben Weise lassen sich in jedem Punkte der Platte auch die Richtungen I', II' 
mit tp~ = 'f/Jo ± 45° der beiden Hauptdrillungsmomente Mr,n· angeben, in denen 
die Biegungsmomente Null sind. 

Mr,n· = ± i(Mre- My)'~,+ 4 M~ 11 • (922) 

Richtung und Größe der Hauptbiegungs- und Hauptdrillungsmomente können für 
jeden Punkt der Mittelebene auch nach den bekannten graphischen Methoden 
Mohrs festgestellt werden. Die Richtungen I, II bestimmen die Lage der Stahl
bewehrung. Bei orthogonaler Bewehrung fx, / 11 sind die vergrößerten Beträge 
(Mx± My.,) und (My± M.,y) maßgebend. 

Die Summe der Biegungsmomente (Mn+ M 8 ) ist von der Richtung tp unab
hängig. Sie ist wie bei jeder Tensortransformation invariant. 

Mx+ My= Mn+ M 8 = MI+ Mu. 

Dasselbe gilt daher auch für 

'" = llfx_+ 111• =- N (iJ2w + iJ2w) =- N ..t 
1Yl I + ft iJ z2 iJ y2 LJ W • (923) 
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M wird als Momentensumme bezeichnet und ist eine skalare Funktion in x und y. 
Die Bezeichnung L1 ist eine in der Mathematik gebräuchliche Abkürzung der Diffe
rentialoperation 

()2 ()2 

a x2 + EJy2 • (924) 

4. Die Gleichgewichtsbedingungen. a) Gleichgewicht der äußeren Kräfte des 
differentialen Prismas (Abb. 623) bei einer Drehung um die beiden Kanten d x, d y: 

EJMv + ol"!_""- Q - . EJM, ?_Mure-- Q - 0 (925) oy ax yz-O, ox + oy .,.- ' 

und mit (919) daher 
a 

Qyz= -N oy Llw, 
a 

Q".= -N"--Llw. 
vX 

Da außerdem nach (910) r:"y = r:y" ist, wird nach (919) auch M",'ll = Myx . 

(926} 

..? b) Gleichgewicht der äußeren Kräfte des diffe-
~ rentialen Prismas bei einer Verschiebung in der 

.,.;- z-Richtung. 

(927) 

Die Bedingung liefert in Verbindung mit (925) 
die folgende Differentialbeziehung zwischen der 
Belastung und den Spannungsmomenten 

()2M. 2 ()2Mxv ()2Mv -- + --- + ----- + p = 0 ox2 ox oy oy2 (928) 

Abb. 623. und bei Verwendung von (926) und (924) die 
Differentialbeziehung zwischen der Belastung p 

und der Verschiebung w, der Ordinate der elastischen Fläche der Platte 
()4w ()4w i)4w p 
(Jx4 + 2 EJx2EJy2- + EJy4 = ]i· (929} 

Sie läßt sich in Verbindung mit (924) auch folgendermaßen anschreiben: 

(i;2 + a~2) (aa:2 + a0:2) w = L1 L1 w = t-. (930} 

Diese Differentialgleichung 4. Ordnung kann nach H. Marcus mit (923) auch in 
zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung zerlegt werden, die sich in der Reihenfolge 

()2M ()2M ()2w ()2w M 
ax2 + ay2- = -p, (931) ax2 + oy2 =- N =-tu (932) 

lösen lassen, wenn die Bedingungen für die Momentensumme M am Rande der 
Platte bekannt sind. Beide Gleichungen bilden den analytischen Ausdruck für 
eine mit der Kraft 1 gespannte Membran, deren Ordinaten bei der Belastung p 
durch M und bei der Belastung tu mit w bezeichnet werden. Die Zerlegung der Diffe
rentialgleichung führt daher, wie H. Marcus zuerst bemerkt hat, zu einer Er
weiterung der bekannten Ansätze für die Momentenlinie (90) und die Biege
linie (195) des biegungssteifen Stabes. Da nun später nachgewiesen wird, daß 121 
und M am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte mit polygonaler Begren
zung Null sind, besitzen hier die beiden Flächen als Membran über der Rand
kurve mit der vorgeschriebenen Spannung 1 und dem Druck p oder tu konkrete 
Bedeutung. 

Dieselben Betrachtungen gelten auch für Polarkoordinaten. Das Ergebnis 
kann entweder durch Koordinatentransformation gewonnen oder unmittelbar an 
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einem differentialen Abschnitt (Abb. 624) abgeleitet werden. Das Biegungsmoment 
in einem Schnitt r = const ist M r, das Biegungsmoment in einem Schnitt IX = const 
heißt Mrx. Die Drillungsmomente führen die Bezeichnung Mrrz, Mrxr· 

[ i)2 w ( 1 a w 1 a2 w)J 
Mr = - N ßri + fl --.y- ar + -y-i arr..2 ' 

M _ _ N [ a2 w _!_ a w _!_ a2 w] 
a- flar2+rar+r2 ßrr..2 ' (933) 

( 1 fJ2w 1 aw) a ( 1 aw) 
MrCio=Ma.r=-N(I-fl) raYfJcx-r2fJ(t. =-N(l-fl)ar rßrr.. · 

Die Summe der Biegungsmomente (Mr + Ma.) ist wiederum von der Lage der 
Bezugsachse unabhängig. Dasselbe gilt daher auch von der Momentensumme M. 

M = !1_,._+ Mrx = -N(fJ2w + _!_ aw + _!_ fJ2w) = -N Llw \ 
1 + .u a r2 r a r r 2 a rr..2 ' 

Q =-N-a_Liw Q =-N--f!_-Liw. rz ßr ' rxz rßcx 

(934) 

Die Differentialbeziehung zwischen Belastung p und Ausbiegung w lautet jetzt 

(935) 

Sie kann auch hier wieder mit (934) in zwei Gleichungen 2. Ordnung zerlegt werden. 
fJ 2 M 1 fJM o2M 

LI M = a r2 + r ar + r2 ßrr..2 = - p' (936) 

Llw = ~2r~ +; ~: + ti ~2; = -;§. (937) 

Die Berechnung des Spannungs- und Formände
rungszustandes einer Platte für eine vorgeschriebene 
Belastung p (x, y) oder p (r, IX) besteht also darin, 
diejenige Funktion w in x, y oder r, IX zu finden, welche 
die Differentialgleichung (930) oder (935), außerdem 
aber noch am Rande die von der Stützung der Abb. 624. 

Platte vorgeschriebenen statischen und geometrischen 
Bedingungen erfüllt. Diese Lösung ist nach Abschn. 8 eindeutig. Dagegen sind un
endlich viele Lösungen w vorhanden, welche die Differentialgleichung (930) oder 
(935) allein befriedigen. Der Plattenrand gilt entweder als frei drehbar auf
gelagert, starr eingespannt oder als kräftefrei. 

Die statischen und geometrischen Bedingungen der Stützung. a) Frei 
drehbare, starre Auflagerung der Platte in einer Geraden x = const. 
Geometrische Bedingungen: 

W=O, aw = 0 
ßy ' 

statische Bedingungen: 

(938) 

daher auch 

Da also am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte w = 0 und M = 0 sein 
muß, kann die Lösung M aus (931) unabhängig von w angegeben und darauf zur 
Berechnung von w in (932) verwendet werden. Die Stützung wird daher in Überein-
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stimmung mit der Untersuchung für den biegungssteifen Stab als statisch bestimmt 
bezeichnet, obwohl die Schnittkräfte selbst erst durch die Funktion w bekannt sind. 

Die an dem freien Rande vorhandenen Drillungsmomente Mxy werden nach 
dem Vorschlag von Thompson und Tait im Sinne der Abb. 625 durch eine stetige 
Verteilung von Kräftepaaren ersetzt. Der Spannungszustand wird auf diese Weise 
nach dem St. Venantschen Prinzip nur in einem eng begrenzten Bereich geändert. 
Die Kräftepaare ergänzen die Querkräfte am Rande und stehen gemeinsam mit 
diesen und dem Stützendruck Ax oder Ay im Gleichgewicht. Die Bedingung läßt 
sich am einfachsten ableiten, wenn die Platte an einem Randträger abgestützt 
angenommen wird (Abb. 626). 

y+dy 

Qxzdy+ J [(Mxy+ 8~"dy)}Y-~-i-Jdy+Axdy=O, (939) 

< 

/ 
/ 

/ 

·~ 

~ 

y 

Ax = - ( Qxz + ~;;_!) = N (~:1: + (2 -· p) a~:_;~), ) 
Ay = - ( Qyz+ a:;~) = N (~3y~ + (2- p) a~:~-;). 

"".?- ·~ Die Substitution der Rand-
drillungsmomente liefert an den 
Ecken einer frei aufliegenden recht· 
eckigen Platte aufwärtsgerichtete 
Einzelkräfte, deren Betrag gleich 
dem doppelten Drillungsmoment 
an der Ecke ist. 

(941) 

Daher ist die Verankerung der Abb. 626. 

Ecken frei aufliegender Platten 
notwendig. Die Querkräfte Qxz und Qyz sind an den Ecken Null. 

(940) 

b) Starre Einspannung der Platte in einer Geraden x = const. Geo
metrische Bedingungen : 

W=0, ßwjßx=O. 
Außerdem sind 

(942) 

~i = 0, ~2;~ = o und :Y (~;) = ai:2 ~Y = 0, 

so daß am l~ande starr eingespannter Platten keine Drillungsmomente auftreten. 
c) Kräftefreie Begrenzung der Platte in einer Geraden x = const. 

Statische Bedingungen: 
]\1x 82 W 82 W 

- N = 8x2 + P 8y2 = O' (943) 

d) Kräftefreie Ecke der Platte: Außer den statischen Bedingungen für 
den Rand x = const mit Mx= 0 und Ax = 0 und für den Rand y = const mit 
MY= 0 und Ay = 0 muß die Kraft C = 0, also 

sem. 

82 w 
. -·--· = 0 axay (944) 

Die Beschreibung des Verschiebungszustandes einer Platte für eine vorgeschrie
bene Belastung und vorgeschriebene Randbedingungen ist nach Ableitung der 
Differentialbeziehungen zwischen der Ausbiegung w und der Belastung p nur noch 
eine mathematische Aufgabe, deren unmittelbare Lösung allerdings nur in einzelnen 
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Fällen gelingt. Mit der Funktion w (x, y) sind auch ihre Ableitungen und damit 
die Schnittkräfte in jedem Punkte der Platte bekannt. 

Levy, M.: C. R. Acad. Sei., Paris Bd. 129 (1899) S. 535. - Estana ve, E.: Contribution 
it l'etudc de l'equilibre elastiquc d'une plaque etc. Paris 1900.- Nadai, A.: Die elastischen 
Platten. Berlin 1925. -- Gcckeler, J. W.: Elastostatik. Handb. d. Physik Bd. VI: Mechanik 
<ler elastischen Körper, Eap. 3. Bcrlin 1928. - Bergsträßer, M.: Forsch.-Arbcitcn Ing.-Wes. 
Heft 302. Berlin 1928. 

68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter 
zentralsymmetrischer Belastung. 

Platten mit gleichbleibender Dicke. Die Punkte der Mittelebene werden mit 
Rücksicht auf die Begrenzung der Platte auf Polarkoordinaten r, oc mit dem Mittel
punkt 0 als Ursprung bezogen. Die Schnittkräfte der Platte und die Ausbiegung w 
ihrer Mittelfläche sind daher nach (935) aus der Belastung p bestimmt. Die 
Beziehungen sind jedoch bei Zentralsymmetrie der Plattenform, der Stützung 
und Belastung unabhängig vom Winkel cx. so daß die Ableitungen der Funk
tion w (r, cx) --* w (r) nach cx Null sind und die partielle Differentialgleichung in eine 
totale Differentialgleichung übergeht. Die Drillungsmomente Mu. = M«r sind daher 
nach (933) ebenfalls Null. Im übrigen wird nach S. 647 

Jlr = - N ( ~~~ + # ! -~~), M« = -- N (# ~:~ + -~ ~~), l 
Momentensumme M = M, +_JIJ« = - N (-~~!II_ -1- -~ ~) = _ N LI w . (945) 

r + p, dr2 r dr 

Die Gleichgewichtsbedingungen für die äußeren Kräfte an dem Plattenabschnitt 
_\bb. 627 liefern die Beziehungen 

O. = ~111, + JJ,_--: Mac = _ N _!_ __ (LI w) . 
'·' z dr r dr ' 

d(rQrz) 
dr = -pr (946) 

uncl mit (945) clie Differentialgleichung 

( d2 ] d ) ( d2 1 d p 
-({r" + -r Tr (1;2- + r Tr) w = l1 Llw = "v · (947) 

Das Ergebnis kann daher in der Form 

d4w + ') _1 !!.:_v __ 1 _ d2w + 1 _ dw _ _p_ (948) 
dr4 ~ r dr" r" dr2 r3 dr - N 

angeschrieben und nach (94fi) aus dem Ansatz 

-~~- r r ~ ( ~~ + l_~!iJ_)J = }'_r_ 
d r L d r \ d r2 r d r _ N (949) Abb, 627. 

abgeleitet werden. Es läßt sich dahermit cp = dwjdr auch folgendermaßen ausdrücken: 

d 2 rp d cp I d [ 1 d J 1 r r--+-- cp=r--- ---(rcp) =- (fprdr+C) (950) d r2 d r r d r r d r N 0 · 

Die vollständige Lösung der Differentialgleichung 4. Ordnung besteht aus einem 
partikulären Integral w0 der inhomogenen Gleichung (947) und aus vier mit den 
Integrationskonstanten C1 bis C4 erweiterten Lösungen w1 bis w4 der homogenen 
Gleichung. Das partikuläre Integral w0 kann in diesem Falle aus (936), (937) durch 
eine zweimalige Wiederholung einer doppelten Quadratur bestimmt werden, denn 

d 2 1VI d ,11 d ( d M ) s d r s l r-,z;2 --l--~=d'Y r dr- =-pr, M=- -r- prdr, 

r_'i_2_!1'u __ , !!__u~0- =_I!_ (r-li_u~0-) = __ A_1_r I dr IM (951) 
d r 2 ' d r d r d r N ' Wo = - -r- N r d r · 



650 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung. 

Als Lösungen der homogenen Gleichung eignen sich, wie sich leicht durch Ein
setzen in (947) prüfen läßt, die folgenden Ansätze: 

w1 = 1, 
r 2 r 

w =-ln--a a2 a ' 
r 

w4 = ln-. 
a 

(952) 

a ist der Radius des Plattenrandes (Abb. 628c). Daher lautet die vollständige 
Lösung von (947) mit rfa = e 

w = w0 +C1 + C2e2 + Cae2Jne + C4 1ne, 

dw = _I_ [ cl_!ll_o_ -1- 2 C n + C n (1 + 2ln n) _L C _!_] 
dr a d(! · 2<:: a~:: <:: 1 4 (! ' 

Mr =- a~ { ~2;0 + -i ~~o + (1+f1) [2 C2 +Ca(-~!; - 2lne) 

- c4 ~~;~- ;2 ]}· 
Ma = -{qf1 ~;o +: ~~0 + (1+f1) [2C2 + Ca(~~~+ 2lne) 

+C4~~; e12]}. 
M =-;[~2;0 + ~ ~~0 +4C2 +4C3 (1+lne)J. 

Q _ N ( d3w0 d 2 w0 dw0 4 C 1 \ 
r. - - a3 ~ + (! d (!2 - (!2 d (! + 3 e) . 

Der Stützendruck A bei einer zentralsymmetrischen Belastung \ß wird 

(953) 

A = \ß/2na. (954) 

Da jedoch die Durchbiegung w und die Biegungsmomente Mr, Ma im Mittel
punkt 0 der Kreisplatte (e = 0, In e = oo) für C3 =F 0, C4 =F 0 unendlich groß 
a P werden, sind diese Integrationskonstanten des logarith-
~l@fll~JL~ mischen _Anteils der Lösung für die Kreisplatte ~ull. Die 
--------------------- IntegratiOnskonstanten C1 , C2 werden aus den Bedmgungen 

MAb i ~ für die Stützung am Plattenrande r = a' e = 1 bestimmt. 
-.(( J'S\'h~~~~~ Bei freier Auflagerung des Plattenrandes ist für e = 1: 
T · 1 · w = 0 und M r = 0, bei starrer Einspannung des Platten-

c 1 raudes für e = 1: w = 0, dwfdr = 0. Bei elastischer Ein-
1 1 

spannung der Kreisplatte in einem Zylinder besteht die 
I ~· I Formänderung aus der Ausbiegung w* der frei aufgelagerten 
I <e ~ M,. Ma Platte mit der vorgeschriebenen Belastung p und aus der 

· --·0, ~ · Ausbiegung M w** derselben Platte mit einem am Rande 
\ angreifenden Einspannungsmoment M (Abb. 628a, b). 

w = w* + M w**. (955) 

Bei starrer Einspannung mit M == M0 ist für r = a mit e = l 

Abb. 628. dw dw* dw** 
---=-+M --=0 
dr dr 0 dr 

(956) 

und damit das Einspannungsmoment noch auf andere Weise bestimmt. 
Die Kreisringplatten werden entweder an beiden Rändern gestützt (Abb. 629a) 

oder als Kragplatten verwendet. Der freie Rand wird dann mit r = b, bfa = ß, 
der gestützte Rand mit r = a, e = 1 bezeichnet (Abb. 629b, c). Die Platte kann 
hier wieder frei aufgelagert oder eingespannt sein. Die Formänderung der Kreis-
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ringplatte wird durch die vollständige Differentialgleichung mit vier Integrations
konstanten beschrieben. Zu ihrer Berechnung stehen an jedem Rande zwei Be
dingungen zur Verfügung. Am freien Rand e = ß ist M r = 0, Q r = 0. 

Die Kreisplatte vom Durchmesser 2 b kann außerdem in einem konzentrischen 
Kreis mit dem Durchmesser 2a gestützt sein und daher mit einer Ringplatte von 
der Breite b-a auskragen. Die äußeren an der Platte angreifenden Kräfte sind 
dann in r = a unstetig. Die Berechnung zerfällt in die Lösung I für die Form
änderung w der Kreisplatte mit den beiden Integrationskonstanten C1, C2 und in 
die Lösung II nach (953) für die Formänderung der Ringplatte von der Breite (b-a) 
mit vier Integrationskonstanten. Die sechs Integrationskonstanten werden aus den 
Randbedingungen an der äußeren Begrenzung (r = b) mit Mb,II = 0, Qbz,II = 0 
und aus den Bedingungen an dem abgestützten Kreis r = a berechnet. An dieser 
Stelle ist wa,l = 0, wa,II = 0, dwa, 1 /dr = dwa,nfdr und 
Ma,l = Ma,II. Als Kontrolle gilt Qa,I- Qa,II + \l3/2na =0 
(Abb. 630) mit \l3 als Plattenbelastung. Dasselbe gilt von 
der Berechnung einer Ringplatte von der Breite (b-c), 
nur daß in diesem Falle in die Rechnung acht Integrations
konstanten eingehen, die sich aus acht linearen Gleichungen 
ergeben (Abb. 631). Die Lösung läßt sich bei zentraler 
Symmetrie naturgemäß leicht auch für die statisch un
bestimmte Stützung der Kreis- und Kreisringplatte erweitern. 

Die Belastung p =Po oder p = p (r) erstreckt sich über 
die ganze Breite, über einen Ringstreifen oder als Linien
belastung P über einen ausgezeichneten Breitenkreis der 

Abb. 629. 

Platte. Die Einzellast P 0 im Ursprung 0 ist ein Sonderfall. Formänderung und 
Schnittkräfte der Platte lassen sich in diesem Falle nach den Ansätzen auf 
S. 650 in dem Bereich um den Plattenmittelpunkt nicht angeben. Unstetigkeiten 
im Verlauf der zentralsymmetrischen Belastung p führen zu einer Unterteilung 
des Integrationsbereiches. Dasselbe gilt bei einem Wechsel der Plattenstärke. Die 

I .e_b Untersuchung beginnt in jedem Falle !---2c---+-b-c->j 

mit der Berechnung der. Integ~ations- ~ 1 ~ 
konstanten aus ebenso v1elen hnearen I ~~ ~ I 
Gleichungen. Damit ist die Ausbie- ~.:0--=--J 

Abb2~so. b-a~ g~ng w eindeutig bestimmt .. Dasselbe Abb. 631. 

gilt dann auch von den Schmttkräften, 
die sich nach (953) aus Ableitungen der Funktion w zusammensetzen. Die Lösung ist 
richtig, wenn sie die Differentialgleichung und die vorgeschriebenen Randbedin
gungen befriedigt. 

Da Kreis- und Kreisringplatten für die konstruktive Ausgestaltung zahlreicher 
Bauaufgaben verwendet werden, ist das Ergebnis der notwendigen Untersuchungen 
in den Tabellen 63 u. 64 zusammengeiaßt worden. Ihre Anwendung wird wesentlich 
vereinfacht, wenn die reziproke Poissonsche Zahl fk• die bei Stahl mit 0,25, bei 
Eisenbeton zwischen 0,16 und 0,10 gemessen ist, vernachlässigt wird. Dies ist in 
der Regel zulässig. 

Die Differentialgleichung vierter Ordnung läßt sich mit (945) ebenso wie m 
Abschn. 67 in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung zerlegen 

d 2 M I dM d 2 w I dw M 
d r2 + -; dr = - p ' (1;2 + -"- d-:; = - ;v = - tu . (957) 

Da nach (945) und (946) 
r 

dM I J 
-([,.- = Qrz,v =- :y· prdr, also auch 

0 
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ist, entstehen nach H. Marcus die beiden simultanen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 

/' r 

d2M [ l f J -r;z = - P - ;z. p r d r , d2w_ =- [~- _l_fll~ r dr] 
dr2 .N r 2 N ' 

(958) 

0 0 

die wiederum eine Analogie zu den Differentialgleichungen der Seilkurve und der 
Biegelinie des biegungssteifen Stabes bilden und sich zur Berechnung des Span
nungs- und Formänderungszustandes der Kreisplatte ebenfalls eignen. 

Tabelle 63. Formänderungen und Schnittkräfte symmetrisch belasteter Kreis
und Kreisringplatten. 

~r;~;r"'"~ 
J""'~~'r'''''''' l!,,,,!l~''''!!!f 
~--2a~ 

r 
0 = --· ._ .a , 

b ß = --, 
a 

, dw 
w =-- . 

dv 

W3 = In g, 

] lic Funktionen W0 bis W4 sind in Tabelle 64 enthalten. 

pa4 
w = 64N(I + p) [z (3 + J.t) Wl- (I+ J.t) Wo], 

p a2 
.11,. = -- (3 + J.t) w1; 

I6 

pa 
Qr=- Z (!, 

Q = o: 

g = 1: 

Q;;;; ß: 

g ~ ß: 

Q = o: 

Q =I; 

w = pa4 -~-±~. 
64N I+ J.t ' 

w' = - -· _P a3- - . 
SN(I + p)' 

p a2 
JJr=M,= --- (3 + J.t), 

16 

p a2 
JJ, = -8- (I-- p); 

"'1 = [(5 + J.t)- (7+ 3J.t)ß2](I- ß2) -- 4(l + J.t)ß!Jnß, 

%2 = [(3 + J.t)- (I- p)j'J2] (I- ß2 ) + 4 (I+ J.t)ß 2 Inß. 

Q,= 0. 

t ;:;a ; %1 = 4- (I - J.t) ß2 , %2 = [%1- 4 (I+ J.t) In ß] ß2 , 

~c~ ----3a--->< 
%3 = 4 (3 + J.t) - (7 + 3 J.t) ß2 + 4 (I + J.t) ß2 In ß. 

(!;;;; ß: w = i!:_~ {I + [4 - 5 ß2 + 4 ( 2 + ß2 ) In ß] ß2 + 2 · .>:~--- W1- Wo}, Q, =- fl ___ ,a_ (!, 
64N I+ Jl 

p~ . p~ 
111, = -!6 [%2- (3 + J.t) + (3 + J.t) Wl]' M, ~= ~ [%2- (I+ 3 J.t)+ (I +3 J.t) W1), 



u~ß: 

(! =O: 

u=ß: 

u~ß: 

u~ß: 

Platten mit gleichbleibender Dicke. 

p a IJ2 2 
11' =- . - .. . ( 2 - ß ) ' 

8 N (r + ft) 

lf'= 

1V = 

ur= (3 + fl) (r - ß") + 2 (r + fl) ß2 ln ß, 

u 2 = (r - fl) (r - ß2) - 2 (r + ft) ln ß, 

pu 
Qr =---:;-

pb 
Qr = ~- , ß · 

Qr == 0, 

I' u 
Mr = --l(I- p) ß2 <1>4 - 2 (r + fl) IP3j, 

4 
Qr=-l'ß. 

(! 

p/, 
M, = _..::. [- (r - p) ß2 <1>4 - z (r + p) (jJ3 + 2 (r - tt) (r - ß2)l , 

4 
P a2 b 

(! =O: 
''' == s s (i + 1t) ur · 

I' ab 
u"=- (r-ß2), 

z!V(r+tt) 

Pb 
1VI1 =-:;- (r - p) (r -·· ß2), 

'k--a :?>~-<o-a -~ 
,."_ __ - -2a- -- -?>, 

( 

p 
Mr =- --- (r + tt) <1> 3 , 

4:7 

1' 
.11, =- ... [(l - fl) -- ( [ + fl) <1>3]' 

4n 

(! ~.::. (): H' -::.;;: 
1' a2 3 + fl 

Pa 
zv=- 4n1\i(i+1i)' 

r&n N 1 + p 

p 
Jl11 =-(r -- tt), 

4n 

M a2 
'ü' = -- - - <Pr 

2 N (r + /l) ' 
AI,= M, = M, 

p 
-a-~-a-->• 
' I 

11111111111111111\1 iliiiiillil\iiiiillf&-
~--~2a~-~ 

p 

Ma 
-N{i-f--p)' 

1\It =- 16 :r [(r + 3 fl) <Pr+ 4 (1 + fl) <1>3 - 2 (r- 11.)], 

Q, =-1' ß. 

}' 
Q, =- --

'2 :r: a fJ 

Q, = (). 
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e =o: 

, Pa w -- ----- ----- -
- 8 n N (r + fl)' 

P a2 7 + 3 f1 w = -- ---------. 
64 n N r + 11 

p 
1vf1 =-(r- !1). 

8n 

p 
'lllll!!!!!lll!!!ll!lll!ll!llffilll!l!!!!llllll!llll 

-2a~ 

e=o: 

e ~ ß: 

p a2 
M, = ----- [(r + 3 ß) $1- 2 ß] • 

I6 

p a2 
Mr = M, =I6(I +ß), 

pa 
Qr =--, 

2 

U1 = I - 4 ß2 + ß4 (3 - 4 ln ß) , 

Uz = I - ß2 (ß2 - 4 ln ß) . 

w = p ~: [2 (r - 2 ß2 - ß4) $1- (/Jo- 4 ß4 $3- 8 ß2 $z]' 
641V 

pa2 
Mr = !6[- 2 (r- ß2)2+ (3 + ß) $1- (r- ß)ß4 $4+ 4(r + ß)ß2 $3], 

e = r: 

e~ ß: 

e~ß: 

paz 
iU, = I6 [- z f1 (r- ß2 ) 2 + (r + 3 ß) $1 + (r- /1) ß4 $4 + 4 (r + ß) ß2 $a], 

Qr = -~~ ( e- ~). 
pa4 

W= 64N){1, 

pa 
Qr=---(r-ß2). 

2 

u1 = ß2 [ 4 - ß2 ( 3 - 4 ln ß)] , 
u2 = ß2 (ß2 - 4 ln ß) . 

p a4 
w = 64 N [(u1 - 2 u2 +I)+ 2 u2 $ 1 - 4•0], 

pa2 
Mr = I6 {[(r + fl) Uz- (3 + ß)] + (3 + ß) $r}, 

p a2 
1VI, = -- {[(r + ß) u2 - (r + 3 fl)] + (r + 3 ß) $ 1}. 

r6 

Q __ pb_f!_ 
r- ' 

2 e 



12=ß= 

12 =I: 

12-;.:;, ß: 

12-;;;; ß: 

12 =I: 

12=0: 

Platten mit gleichbleibender Dicke. 655 

p a2 
M,= llf, =-(I+ p,)u2 . 

I6 

p a2 
M, = ~ --- [(I+ p,) u 2 - (I+ 3 p,) ß2]; 

Ib 

pb 
Q,=~-ß. 

2 

u1 = I ~ ß2 (I ~ 2 ln ß) , 

u2 = ß2 ~ 1 ~ 2 ln ß . 

Pb 
M 1 = ~ -- [2 p, (r ~ ß2) + (r- p,) ß2 (]) 4 + 2 (r + p,) (])3], 4 . 

P a2 b 
w = -s-z;r ul. 

Pb 
JU, = f." J1.I,, = ~ -2- f." (r- ß2) • Q,=-Pß. 

1' a2 

w = i 6 n N- ( (])1 + z q)z) • 

p 

Q, = 0. 

Qr= _p} __ 
12 

p 
M, =- --- [p, -j- (r + p,) (])3], 

41C Qr = ~ zn a 12 • 

Pa2 
w = r6nN · 

p p 
M 1 =p,l'v1"= ~-p,, Qr=--~. 

4n 2n a 

ß2 
u1 = (3 + p,) + 4 {I+ p,) ----ß2 ln ß, 

I~ 

ß2 
u 2 = (3 + p,)- 4(1 + p,)---ß-2 lnß, 

I~ 

w = 6p aN4 
{ -j-2 - [(3 + fl) - ß2 Uz] q)l - q)o - · 4 - ß2 U1 q)a - 8 ß2 (])2} • 4 I f." I~ f." 

Mr = \~2 
[(3 + p,) q)l ~ ß2 U1 q)4 + 4 (I -f- P,) ß2 (])3]' Q, =- ~a_ ( 12 ~ ~) • 

p a2 
M, =~{(I+ 3 p,) (])1 + ß2 u1 (])4 + 4 (I -j- p,) ß 2 (])3 + z {I- p,) ~ 2 ß2 [z (I~ p)- u1]). 

12=ß= 
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ß2 
x = ---. lnß. 

I- ß2 

u=ß: 

(! = r: I p a b ( I + ft) . W=------ -- I-2;1(---, 
zN(r+~t) r-~t 

p b ( I - ft) M, =- - (r + ll) 2 x - -- . 
2 I + ft 

2h-2ßa 
M~ aa-
~ A & 

e=ß: 

I!= r: 

M(i ~ CJ 
i-E-2a...=.=.--==--~~ 

~---2h=2ßa:----

l Mtp) .?a\? 

Q,=- P. 

Q,=-Pß, 

1VI, = M (r - __ /E__ w4 ) · 
I - ß2 ' 

( I+ ß2 ß2 ) 
M,=M ----.-+-- ---.w4. 

I - /)2 I ·- ß-

e=ß: 

I Mb 2 w =- ---------- . 
N (r - ft2) I - ß2 , 

I!= r: 

111, = M - 2_-. 
I - jJ2 

I+ ß2 
M, = M r::.... {32. 

Qr = 0. 



(!=ß: 

(! = r: 

e=ß= 

e=ß: 

(!=I: 

Platten mit gleichbleibender Dicke. 

"1 =(I+ p) +(I - p) (J2, 

"2 =(I - p) + (r + p) pa' 1p = "1 +_1JJ1_ pa. 
"2 

p a4 
w = -- [2 (I - 2 ß 2 - 1p) @1- @o - 41p @3- 8 ß2 @2] • 

64N 

p a2 
Mr= -16 [2(I- zß2 + 1p)- (3 + p) @1 +(I- p)1p @4 - 4(I +p)ß2 @3]. 

paa 1p- ß4 w'--- ---- --. 
- 8N(r +p) ß ' 

pa2 I- p2 
Mt= - 8 --(I -ß4 + 4ß2 inß). 

"2 
Mt= 

3'1 
I 

"=(I - p) + (1 + p) ß2; 

'I' = [I + (r + p) In ß] ß2
• 

" 

pa 
Qr=---;z(r -ß2). 

Pa 2 b 
w =-SN- [(r + 21p) @1 + 41p @a + 2 @a]. 

Pb ß 
Mr =-- [(r- 21p)- (I- p) 1p @4 + (r + p)@3]. Qr=-P-. 

2 (! 

Pb 
Mt= --2- [p(r- 21p) +(I- p) 1p @4 +(I+ p) @3]. 

P a2b 
w = SN- [(I + 2 1p} (I - ß2) + 2 (ß2 + 2 1p) In ß], 

657 

w' = 
1' b2 

- - -- ( 1 - ß2 + 2 In ßl , 
2N" 

Pb I- p 2 
M 1 =-- -----(I -ß2+2Inß). 

2 " 

"=(I- p) +(I+ p) pz, 
M b2 

w = --- [@1 + 2 @3]; 
2N" 

M b2 
W=-N (I -ß2+2lnß); 

2 " 

Qr= 0' 

M 1 =- M [(I - p) - (I + p) ß2]. 

" 

Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 42 
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!l!!!!!!!!!!!,!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!l!!!!!!!!!!l!!llll!!!!!!!l!!!p 

: ~2a_____".: f X1 = 2 (I - p,) + (I + 3 p,) ß2 - 4 (I + p,) ß2ln ß, 
!""'---2b=2ßa Xz = 2 (I - p,) - (3 + p,) ß2- 4 (I + p,) ß2ln ß. 

Q =o: 

e=ß: 

w = p a4 (-~- (/)1- ([) ) ' 
64N I+ ft o 

p a2 
M, = l6 [x1- (3 + p,) + (3 + p,) cP1], 

p a2 pa 
111, =- (xl- (I+ 3 p,) +(I+ 3 p,) cP1J, Q, = -·--- (! • 

I6 2 

w = !_!!:_~ (~~- (/)1- cPo- 8 ß2 ;p3- 8 ß2 cPz)' {J, = P__a (ß~- e). 
b4 N I+ p, ' 2 (! 

M, = ~~2 [xl- (3 + p,) + (3 + p,) (/)1- 2 (I - p,) ß2 ([)4 + 4 (I + p,) ß2 cPa] ' 

p a2 
~I,=- [xl- (r + 3 p,) + (I+ 3 p,) (/)1 + 2 (I - p,) ß2 ([)4 + 4 (I + ,u) ß2 cPs]. 

Ib 

W= 

w'=-f6~c~#-I), Q,;=-~';f, Q,a=p2a(ß2-I), 

p a2 p a2 
M, = 16 [x1 - (3 + p,)] , M, = l6 [:~t 1 - (I + 3 p,)]. 

w = ____ pa=---- {[(3- 5#)- (7 + 3#) ß2] (ß2 - I)+ I6 (I+ p,) ß2 lnß}, 
64N (I+ p,) 

w' = - _ _l_aZ-lJ___ ( 2 - ß2) 
SN (I+ p,) ' 

p a2 
M, = -8- (I- p,) (2- ß2). 

~ ~ 
: k---Za~ : 
1-E---zb-Zßa:--~ 

(!~I: 

e =o: 

e= r: 

e = ß: 

I 
X2 = ß 2 [(I - p,) (I - 2 ß2) + (3 + p,) ß4 + 4 (I + p,) ß 4 ln ß]. 

p a4 p a2 
w = -JZ N-(1-..f-/-t) X1 cP1 , M, = M, = - 16 x1, Q, = o. 

w =- __ _p __ a_~--- [zx2 cP1 +(I+ p,) cP0 + 4 (I+ p,) (z ß2 - I) cP3 + 8 (I+ p,) ß2 cP2], 
ü4N(I+ttl 
pa2 

M, = -l6[xl- (3 + p,) cPr +(I- p,) (2 ß2- I) (/)4._ 4 (I+ p,) ß2cPa]' 

p a2 
}"ff, = -- (xl- (I+ 3 p,) (/)1- (I- p,) (2 ß2- I) (/)4- 4 (I+ p,) ß2cPaJ. 

I6 

Q, = p2a (~- e). 
p a4 p a2 

w =- 32-N(I + p,) xl' M, = M, = -!6 xl. 

p a3 p a2 - p a ß2 
w'= i6_N_(i_+_.U)"r• M,=M,=-v,xr, Qri=o, Q,.--::;-( -I). 

w = 
p a4 

64 N (I+ p,) 

· { [z (I - p,) - (3 - 5 P,) ß2 + (7 + 3 P,) ß4]~=:;; I- 4 (I + P,) (4 ß2 - I) ln ß}, 

paa (ß2-I)2 pa2 (ß2-I)2 
'IPJ' = 8 N (I -J=-,Uj ___ ß____ M, =-S- (I- p,) -ßi-- . 



Platten mit gleichbleibender Dicke. 659 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~r 

k-~2a-~~~ ' 
i-<--~---2b~2jJa---· -~-,.~ 

pa 
Q, =- ~2- e. 

(!=U: !l' = p a4 ( x ) ---- 2 -------I , 
l>4N I+ ft 

. p a2 
JI,=JI,=---- x. 

IIJ 

(!=I: 
1 f> a:J ( X ) W =-- ----- -----I , 

t0N I +fl 
p a2 {32- I 

JJ,. =o ---(I - fl) · · - · , 
I() ß2 

p a2 ß2 +I 
•i{ o= -~-- (!- fl,) 
~ t I t> ß2 ' 

pa 
Q,=- .2 . 

p a4 'lr - fJ, ß2- I J e = ß: w = - -- ~-~ ·• + 2 ln ß ' 
32N I +fl {1-

I p aa 
w =-SN(r+/J,){J' 

M - i'.:_2~ ~ ft 
1- 8 ß2 • 

(!=O: 

u=ß= 

I' a 
1111 =-~ [x- (I - p) ß W4 - 2 (I + p) ß W3]. 

4 

Pa3 
W =- · ·-- --~X. 

SN (1 + p) 

1' a" w'=- --- -u; 
4 N (I+ ft) 

Pa 
11!1 = 1111 =-~X . 

' 4 

w = -- - )[(I- p) + (3 + p) ß2] ß- - · - 2 x , 1' a" f ( I ) } 

8 N(I + ft) t ß 
p a2 

wl= - (ß2- I). 
2 N(I + fl) ' 

4 

l'a 
.",!, = ~--· (r -- p) (I- ß2). 

2ß 

~ ~2a~ 
1---~2b-2jJa:--~ x = 2 (r + p)ß2. 

(!~I; W = -~2 [(~-=-1!_ + I\ (jJl + (jJ J 
8 nN x ) 2~ ' 

p 
M,=-SnfJ2[(I -p)(ß2-r)+xWa], 

M,=-s:f]2[-(I -p.)(ß2+ I)+xWa]; 
p 

Q,=- ----. 
znae 

42* 
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W= P a2 (I- p. ) -- -- !1>1 - !Pa • 
8 :n N " 

p 
M, =- 8 ;n;ß2 {I- p.) [(ß2- I)+ ß2!1>,]' 

p 
M, =- 8 ;n; ß~ {I - p.) [- (ß2 + r)- ß2 !1>,]; Q,=o. 

e=o: W = 8: ~-c ~ ~ + I) . 
e= I: 1 Pa(I-p.) w =--- 2--+I 

8;n;N " ' 

p 
M, =- 8 ;n; pz {I - p.) (ß2- I) ; 

e=ß= P a2 [I- p. J w = - 8 :n N -"- (ß2 - I) + In ß ; 1 Pa 
w =- 4;n;N(I+p.)}J' 

lii, = 
p 

--(I -p.). 
4 ;n; ß2 

MC?~--z--9 
I ~~a~ I 
f-----,2lJ-2fla---

e=o: 

e=ß= 

M a2 
W=----; 

2N(I+p.) 

M a2 
w =- -------- (ß2- I); 

2N(r +P.) 

! c:;/ (? 
1----all-apa .za~ 

M.=M1 =M; 

1 Ma 
w =-----. 

N(I + p.) 

I M b 
w =-----. 

N{I + p.) 

M 
M. = M, = -2 ", Q,=o. 

Q.=o, 

M.= ~ (I-p.) [(;2 - I)- w,J. 
M a2 " W=----, 
4N I+f.' 

e= I: wl =- M a (I + __'!!!__), 
2N I+f.' 

f!= ß: 

M 
- x; 
2 

M 
~ x; 
2 

M,.= 

1 M a 
w = - --------, 

N(I+p.)ß 

Q,=o. 



Beispiel für die Anwendung der Tabelle 63. 

Tabelle 64. Funktionen (/'J0 bis ([J4 . 

1.! (Jjo (/jl (/j2 (/ja 

0,0 + 1,0000 + 1,00 0 -00 

---
I + 0,9999 +o,99 - 0,0230 - 2,3026 
2 + 0,9984 +o,96 - 0,0644 - 1,6094 

3 + 0,9919 + o,gr - 0,1084 - 1,2040 

4 + 0,9744 + o,84 - O,I556 - o,g163 
---

5 + O,<J375 + 0,75 -0,I733 - o,6931 
---

6 + 0,8704 + o,64 -o,I839 - 0,5108 

7 + 0,7599 + o,5I -O,I748 - 0,3567 
8 + 0,5904 +o,36 - 0,1428 - 0,223I 
<) + 0,3439 + o,I9 - 0,0853 - 0,!053 

---
1,0 0 0 0 0 

---
I - 0,4641 - O,ZI +o,II53 + 0,0953 
2 - I,0736 -0,44 + 0,2625 + 0,1823 
3 - r,856l - o,6g + 0,4434 + 0,2624 

4 - 2,8416 -0,96 + 0,6595 + 0,3365 
---

5 - 4,0625 - 1,25 + 0,9123 + 0,4055 
---

6 - 5.5.'536 - 1,56 + 1,2032 + 0,4700 
7 - 7·352 [ - I,89 + 1,5335 + 0,5306 
8 - <J.4<)76 - 2,24 + I,9044 + 0,5878 
9 - 12,032 [ - 2,6I + 2,3I 71 + 0,6419 

2,0 - I5,0000 -3,00 + 2,7726 + o,693I 

I - I8,4481 - 3o4I + 3,2719 + 0,7419 
2 - 22,4256 -3,84 + 3,8I61 + 0,7885 
3 - 26,9841 ·- 4,29 + 4·4061 + o,8329 

4 - 32,1776 - 4·76 + 5,0427 + 0,8755 
---

5 - 38,ob25 - 5. 2 5 + 5,7268 + 0,9I63 

Beispiel für die Anwendung der Tabelle 63. 

Der Verlauf der Biegungsrnomente wird für eine Kreisringplatte mit 
verschiedener Stützung aus der Tabelle 63 entwickelt (11 c~ '/s). 

l. Innen eingespannte Kreisringplatte (Abb. 632a). 

Mit {J = bfa = 5,5/2,5 '= 2,20 ist nach S. 657 

u1 = 5,20 , u 2 = 6,48 , 1p1 = 17,808 , 1p = 17,185. 

Damit wird 

MT =- 6,6445 + 1,2370 (/jl - 5,5942 (/j4 + 8,8230 (/'J3, 

M, =~- 1,1074 + 0,5859 (/'J1 + 5,5942 (/'J4 + 8,8230 (/'J3 

2. Innen frei gelagerte Kreisringplatte (Abb. 632b). 
Mit ß '= 2,20 ist nach S. 655 

(Abb. 633a). 

Y. 1 = -1,4710, l-::2 = 7,8043 ' und damit 

MT = 1,2370 (/jl + 2,78ll (/j4 + 8,8230 (/j3' 

M, = 0,5859 (/'J1 - 2,78ll (/'J4 + 8,8230 (/ja- 11,2132 (Abb. 633 b). 

3. Außen eingespannte Kreisringplatte (Abb. 632c). 

M. ß b ~5 . 
rt = -- -- = 0,4545 rst nach S. 657 

a 5,5 

661 

(Jj4 

+oo 

+ 99,oooo 
+ 24,0000 
+ IO,IIII 
+ 5,2500 

+ J,OOOO 

+ I,7778 
+ I,0408 
+ 0,5625 
+ 0,2346 

0 

- O,I736 
- 0,3056 
- 0,4083 
- 0,4898 

- 0,5556 

- o,6094 
- 0,6540 
- o,69I4 
- 0,7230 

- 0,7500 

- 0,7732 
- 0,7934 
- o,8uo 
- 0,8264 

- o,84oo 

~ ~ 
I !:.za-s;ooJ I 
L-=zb~ft,OO~ 

Abb. 632a. 

-~ 1 k-zb~a;oo~ ( 
k----za-tt,oo~ 

Abb. 632c. 

p-1t/m 

~"-U 2a-ft,OO 

Abh. 632u. 
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"1 = 1,33884' "2 = 1,07438' '1'1 = -0,760222' V'= 0,111273; 
M, = -2,6395 + 5,9870 (/)1 - 0,1753 (/)4 + 1,8229 (/)3 , 

Mt= -0,4399 + 2,8359 a>1 +0.1753 a>, + 1.8229 (/)3 (Abb. 633c). 

e= ~ 

-M 
Abb. 633a. Abb. 633b. 

4. Außen frei gelagerte Kreisringplatte (Abb. 632d). 
Mit ß = 0,4545 ist nach S. 655 

"1 = 2,2085' "2 = 4,1249; 

M, = 5,9870 (/)1 - 0,8627 (/)4 + 1,8229 a>a , 
M, = 2,8359 a>1 + 0,8627 (/)4 + 1,8229 (/)3 + 3,5743 (Abb. 633d) . 

fl= 

Abb. 633c. Abb. 633d. 

Statische Untersuchung für die Decke eines kreisrunden Behälters mit 
Zwischenstützen. 

Der Abstand der Stützen auf dem Parallelkreis r = a ist so klein, daß die Punkt- oder 
Flächenkräfte durch eine rotationssymmetrische Linienstützung ersetzt werden können. 

I. Geometrische Grundlagen. Die Abmessungen des Tragwerks sind in Abb. 634a ent
halten. Die Querdehnung wird mit /.l = 'I• eingesetzt . 

. 2. Hauptsystem und Überzählige. Zur Berechnung dient das Hauptsystem Abb. 634b. 
Überzählige Größen sind die Linienstützkraft X 1 über den ganzen äußeren Rand und die Stütz
kraft X 2 der Mittelstütze. 

3. Formänderung und Schnittkräfte des Hauptsystems. Die Verschiebungen 
werden im Nfachen Betrag angegeben und von den Schnittkräften nur die Biegungsmomente 
JVI, berechnet. 

Zustand X 1 = -1 (Abb. 634c, Tabelle 63 S. 659). 
ß = 2,0, In ß = 0,693147, "= 4,48469, 

a2 a2 
<:5 11 = 0,30216- , <:521 = - 0,12013-, n n 



Statische Untersuchung für die Decke eines kreisrunden Behälters mit Zwischenstützen. 663 

a2 
!V; =- --- 0,12013 (/Jl. 

n 

1 
M,; =- -- 0,28029. 

n 

a2 
Wa = --- ( -0,24513 (/Jl - 0,125 (/>3 - 0,125 (/>2) ' 

n 

l 
M, a =- --- (0,28029 + 0,10417 (/>4 - 0,29167 (/Ja) • 

n 

Zustand X 2 oo -- l (Abb. 634cl, Tabelle 63 S. 659). 
a2 a2 

,)22 = 0,13616 ~' !512 =- 0,12013 ~' n n 
~= 9,3333:1' 

a2 
1Va = ~ (0,01116 (/>1 - 0,125 (/Ja) , 

n 
wi = 

1 
M, i =- -- (0,07812 + 0,29167 (/Ja) , 

n 

M,. = _ __!__ (0.07812 + 0.10417 (/>4). 
n 

Belastung durch p tjm (Abb. 6:34e, Tabelle 63 S. 658). 

~1 = -5,27208' ~2 = - 23,9387' 

v10 = 0,42516 P a4 , tl 20 =- 0,15686 P a4 • 

IV;= - p a4 (0,14123 (/>1 + 0,01562 (/>0), 

Wa = - p a4 (0,64122 (/Jl + 0,01562 (/>0 + 0,5 (/>3 + 0,5 (/>2), 
I I 

LS. ""' :& ""' 2>. 

M,; = p a 2 (- 0,52742 + 0,19792 (/>1), ka+a+a+a~ 
I M,. = pa2 (- 0,52742 + 0,19792 (/>1 - 0,4J667 (/>4 

+ l,l6667 (/>3). 
lJ }.JL zs t-!2 zs -Jal 

l!.!ta 
4. Elastizitätsgleichungen nach Erweiterung 

mit !!_ 
a2 

X1 X2 

+ 0,30216 -0,12013 + 0,42516 p a2 n 
- -- ---~----- ----

2 -0,12013 +0,13616 - o,15686 p a2 n 

1 1 

(' 
tiJ!'tZ fJtal 

zs zs 
' I 

d !1 
2S 

I 
zs 

I Lösung: X 1 oc 1,4618 pa2 :7, X 2 =, 0,1377 pa2n. 
5. Superposition. e !l!\!\!lllff[lll!l!!ll\!11 I II! II!Jt!!lll!!l!l!l 

I 
w = Wo - .L\ 1 wl - ..,\.; 2 z-t'2' Abb. 634. 

a2 
W; = P a4 (- 0,14123 (/>1 -- 0,01562 (/>0) - 1.4618 P a 2 n • -- (- 0,12013 (/Jl) 

n 
a2 

- 0,1377 p a2 :;r • - (0, 13616 (/>1 + 0,125 (/>2), 
.'T 

= P a4 (- 0,01562 (/>0 + 0,01561 (/> 1 - 0,01721 (/>2). 

1Va = P a4 (- 0.01562 (/>0 - 0,28444 (/Jl- 0,31728 (/>2- 0,30006 (/Ja), 

M,; = p a 2 (- 0,10693 + 0,19792 (/>1 + 0,04016 (/>3), 

M, 0 = pa2 (-0,10693 + 0,19792 (/Jl + 0,74031 (/Ja- 0,25005 (/>4). 

lfoupls,ysfem 

%,=-1 

At=-1 

Belostung 

Die Biegelinie und die Biegungsmonwnte 111,. ferner M, und Q, sind in Abb. 635 dargestellt. 

Platten mit veränderlicher Dicke. Werden die Ausdrücke (945) der Biegungs
momente Mr, M" in die allgemeingültigen Gleichgewichtsbedingungen (947) ein
gesetzt, so entsteht die Differentialgleichung 

d N ( d3 w 2 -i-· tt d2 w 1 d w) d2 N (d2 w p. d w) NLL1w+- 2-+ - --------··- +-- -+-~ =P d r d r" r d r2 r2 d r d r2 d r2 r d r · 
(959) 



664 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung. 

Sie läßt sich durch Differentiation aus 

-~- [r N _!_ (d2w _!_ dw) _ r dN (d2w + !!_ dw)' _ r 
dr dr dr2 + r dr -f dr dr 2 r dr J- p (960) 

gewinnen und daher mit dwjdr = tg cp ~ cp und 7jJ = cpE hU12 (I - tt2) = cpN0 

auch als Differentialgleichung 2ter Ordnung anschreiben: 

(961) 

Abb. 635. 

ri ist der innere Radius der Ringplatte (Abb. 636). Die Funktionen NjN0=h3/h~=v1 , 
dNjN0 dr = v2 sind gegeben; die rechte Seite ist das Integral zur Gleichgewichts
bedingung (946). 

r r 

rQrz=- J prdr+ C und daher C = rQrz+ J prdr. (962) 

r-'"':1 
~J~e~:Jn 

~"' 
Abb. 636. 

r; 

Freier Außenrand (r8 = ri, Abb. 636), Qrz,a = 0, C = ~· 
Freier Innenrand (r8 = ra, Abb. 636), Qrz,i = 0, C = 0. 
Freier Innen- und Außenrand (ri < r8 <ra), Qrz,i =0, C=O. 
In diesem Falle ist die Querkraft in r = r. unstetig, die 
Lösung der GI. (961) daher für zwei Bereiche anzuschreiben. 
Nach Division mit v1 lautet die GI. (961) 

r 

d2 ip ( 1 v 2 ) d ip ( 1 p, v2 ) - 1 [ J d '] -. + - + -- ~ - -- --- - cp = - pr r + C . dr 2 r v 1 dr r 2 1• v 1 r v1 
(963) 

J'i 

Sie läßt sich leicht angenähert berechnen, wenn die Differentialquotienten durch 
Differenzenquotienten ersetzt werden. Hierbei ist die Unstetigkeit der Querkraft 
bei einer Stützung nach Abb. 636 ohne Bedeutung für die Lösung. Die bekannten 
Vorzahlen der Gleichung werden durch einzelne Buchstaben abgekürzt. Es ist 

1 1 r 
--- - }!_ _'l'z_ = b - (J p r d r + C) = K. 
r2 r vl ' vl r ri 

(964) 

Der Integrationsbereich (r a - ri) zerfällt in n Stufen von konstanter Breite s mit 
den Intervallgrenzen 0, ... , m, .. . , n. Die Bedingung für die Formänderung der 



Berechnung der Gründungsplatte für einen Schornstein. 665 

Platte am Punkte m kann also in Verbindung mit den Bemerkungen auf S. 129 
folgendermaßen angeschrieben werden: 

+ LJ2g7rn + sarn L1 97m- s2 bm 97rn =Km s2' 

- Pm-1 (1- s ;m) + ffm (2 + s2bm)- Pm+l (1 + s;m) =- Kms2' (965) 

m=O ... n. 
Der Ansatz enthält (n + 3) unbekannte Wurzeln fJJm in (n + 1) linearen Gleichungen, 
die daher noch durch die Randbedingungen für r = ri und r = r a ergänzt werden 
müssen. Bei freien oder frei aufliegenden Rändern ist Mi= 0, Ma = 0, bei ein
gespannten Rändern fJJi = 0, fJJa = 0, bei der Kreisplatte außerdem cpi = 0. Der 
Kern der Matrix enthält in jeder Zeile 3 unbekannte Wurzeln, die daher nach 
Abschn. 29 oder durch Iteration nach Abschn. 30 berechnet werden. 

Die Schnittkräfte sind 

Mr =- ~ (~~ + -~- P) ~-V~·: (Pm+l + ~:: qJm- Pm-1)' I 
N(d(j! 1-) Jl-Vl,m(_ 2s- -) (966} 

Ma. =-No f1 dr + -,.- qJ ~- 2s-- fJJm+1 + JI-Ym fJJm- fJJm-1 'J 
N (d2(j! 1 _ l d(j!) dN (drp p. -) 

Qr = - N 0 a;;2- -,2 cp + -.;,- dr + N0dr dr + ;- cp 

ZU 

V1,m l( s s V2,m) 
~-52 1 + 2rm- 2 V1,m fJJm+1 

( 
s2 s2 J'2, m) - 2+-"-+!1--- fJJm 
rm Ym Vt,m 

( s s V2, m) J + 1 - -- + -- - fJJm-1 • 
2 Ym 2 V1,m 

Die Verformung der Platte folgt aus dwfdr=cpfN0 

+ 'Pm 
Wm+05 = Wm-05 -N- s · 

• • 0 
(967) 

Berechnung der Gründungsplatte für einen 
Schornstein. 

l. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der 
Platte nach Abb. 637. 

h0 = h6 = 2,2 m, h10 = 1,5 m. 

Intervallbreite s = r./10 = 0,9 m. Im schrägen Teil der 
Platte ist 

m-6 
hm = h6 - (h6 - h10) ----6- = 2,2- 0,175 (m- 6), 

n-

n = 10, m = 6--:-10. 

N _ _2_~oooo__o_. 2,23 _ 2 
0 - 12 . (1 _ 0,02S)- 1918000 tm jm. 

2. Belastung. RingförmigeBelastung PnachAbb. 637 a. 
Der Bodendruck p = P jr~ n wird gleichmäßig verteilt 
angenommen. 

3. Vorzahlen der Differenzengleichungen 
(965) nach (964) 

~ 
J.E----18,0---

I 
4011 fir;/ 
o,oa T 
0,02 

401 

Biegelinie ro 

f 1 2 

0,12 fJr,/-fr 
410 

408 
O,OG L-.,..::::t-r 

0,011 
0,02 

I 

Abb. 637. 

a 
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666 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung. 

0 ~ m ~ 6: Vr, m = l , V2, m = 0 , 

6~m~l0: 
h~t 

Vr, m = l0,65 , V2, m = -- 0,0548 h.';, . 

s am 1 v2 
-2- = -2 + 0,45 ---. m v1 

s2bm = _!_- 0,15 ~ 
m2 m v1 

Für freien Innenrand (r; = 0) ist nach S. 664 C = 0 und daher nach (964) 

r 

5 2 f Ks2=- prdr. 
1'1 r 

0 

0 ~ m ~ 5: 5 ~ m ~ 10: 

An den Unstetigkeitsstellen m = 5 und 6 werden die Funktionswerte v1, v2, Km nach Abb. 637 c 
festgesetzt. 

I v2 s am I I o,I5 ~ s2bm 
m n 

Kms! h Vr,m v2,m - o,45- -- - -~- ---
2m '~'1 2 m2 m '~'l 2 v1n 2v1m 

2,200 I 0 0,500 0 0,500 I 0 I 0,050 - - o,oso·pr~fn2 
2,200 I 0 0,250 0 0,250 0,250 0 0,250 O,IOO - - O,IOO .. 
1,675 0,44I -0,154 o,o56 -O,I57 -0,2I3 0,012 -o,oo6 o,oi8 I,022 1,261 - 0,239 .. 
1,5oo 0,317 -0,124 0,050 -0,175 -0,225 o,oro -o,oo6 o,or6 1,579 1,579 0 

4. Rand bedingungen. In Plattenmitte ist 'Po = 0, daher wird die erste Differenzen
gleichung für den Punkt l aufgestellt. Bei m = 10 ist Mro = 0, so daß nach (966) 

- + 2 sp,_ - - +00333- - 0 'Pn -- 'Pro - 'P9 = 'Pn ' 'Pro -- 'P9 = Yro 

ist und 11 Gleichungen für die 11 Unbekannten 7im, m = 1 ... ll zur Verfügung stehen. 

5. Matrix der Differenzengleichungen (965) nach Elimination von rp11 . 

fPs 'Pro 

3,ooo - r,5oo 0,050 
-------------------------------1 

-0,750 2,250 - I,250 o,1oo 
----------------------------1-----1 

-0,833 2,III -1,167 o,rso 
1----1---- --------------------~-- ----,-----1 

-0,875 2,063 -1,125 0,200 
1----!---- ---------------------------1-----1 

-0,900 2,040 -I,IOO -o,r67 
--------- -~~--------------~1-----1 

-1,134 2,031 -o,866 -o,56r 

•---~------~--- -r,2or 2,027 ~-0,799 -o,46ü 

I----I---------------------·-I,2D4- 2,022 -0,79f>l ___ -0,367 

1----:------------------------------------

1----1-------------------··1 _____ ~213 ~ -0,787 -0,239 

1 1 -2,000 2,042 o 



Kreisplatte mit gleichbleibender Dicke auf elastischer Bettung. 

Die Auflösung nach Abschn. 29 lidert 

({Jr I 'P.t I 

6. Die Verformun~ der Platte. 
Nach (967) ist für die Zwischenpunkte 
Wm+0,5 = wm-0,5 + (p-m sfN0 . Die Vt•rfor
mung wird mit w0 ,5 = 0 auf den Platten
mittelpunkt bezogen, so daß mit 

Abb. 637d. 

667 

Wo,5 Wr,s w2,5 w3,5 w4,5 H's.5 I w6,5 w7,s Ws,s J W9,5 Wro,s 

0 -0,5494 -r ,68r6 -3.4698 -6,0250 -9,4<J751-r3,6951 -18,3445 -2J,2470I-z8,zo68 

7. Die Schnittkräfte. Mit r"./s c- m und r.fs = n wird aus (966) 

M =- --- -* + - * -* -p 2 ~,m ( 1 ) 
r,m 2 .n fP·mtl 3 ,nlpm-Pm-1 ra,• 

In Plattenmitte ist (j50 = 0, 

Z. B. ist 

((/!m) - - -
-- ""' rpr • 'P-r = - rpr • 
1n m~o 

-33,0645 

1( 1 )- -M r, o = - 20 - 0,54941 - 3- 0,54941 - 0,54941 p r~ = 0,0641 p r~ mt, 

1 ( 1 ) -Mr,r=- 20 -1,13216- 3 o,54941+0 pr~ = 0,0658 pr~ mt, 

Mr, 2 =- ~ (- 1,78824- -~ 1,13216 + 0,54941) pr~ = 0,0714pr~ mt · 

Die Momente sind in Abb. 637 e dargestellt. Positive 
Momente erzeugen auf der Plattenunterseite Zugspannun
gen. Im Lastbcreich wird die Momentenlinie parabelförmig 
ergänzt. 

Um ein Urteil über die Genauigkeit der Differenzen
methode zu bekommen, sind die Momente M, der Grün
dungsplatte mit gleichbleibender Dicke h = 2,2 m 
für eine Intervallteilung n = 6 und n = 10 berechnet und 
in Abb. 638 mit den Werten der exakten Berechnung 
(11 = oo) nach Tabelle 63 verglichen worden. 

mt 
0,12 

o,to 
0,08-+--i-'!:Y" 
0,06 

O,fJII 
O,IJ2 

Abb. 638. 

'fr~ 
rooo N 0 

Kreisplatte mit gleichbleibender Dicke auf elastischer Bettung. Die 
äußeren Kräfte bestehen aus der Auflast p (r) und dem Bodendruck p (r), der 
nach den Angaben auf S. 17 proportional zur Einsenkung w 

der Platte gesetzt werden soll (p = cw). Daher besteht 
zwischen dem Verschiebungszustand w und den äußeren n 
Kräften nach (948) folgende Differentialbeziehung: 

d4w l d3 w 1 d 2 w 1 dw c p - + 2---- - --- + --- + - w = --
dr4 r dr3 r2 dr 2 y3 dr N N ' (968) 

Abb, 639. 

Sie besitzt auch Bedeutung für p = 0, um den Verschiebungszustand w für vor
geschriebene Randkräfte Mr~r , Qr~r anzugeben. ,, '' 



668 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung. 

Um den geometrischen Zusammenhang in einfacher Weise zu klären, werden 
die Differentialquotienten hier ebenfalls durch Differenzenquotienten ersetzt. 
Dabei zerfällt der Integrationsbereich wiederum in n Stufen mit der konstanten 
Breite s. Für den Punkt k mit r = r~c, sfr" = A.k und p = P~c entsteht folgende 
Gleichung k (k = 0, ... , n), 

(I - A.") w"_2 - [ 2 (2- ll~c) + ~- (2 + ll~c) J W~c_1 + [ 6 + 2 ll~ + c~'J wk 

- [2 (2 + ll") + ~t (2- A.k) J wi:+I + (I + A.k) wk+2 = t;;' . (969) 

Die Wurzeln w" des Ansatzes werden entweder mit dem Gaußsehen Algorithmus 
nach S. 2I6 ff. oder durch Iteration einer Anfangslösung nach Abschn. 30 berechnet. 
Die fehlenden Gleichungen liefern die Randbedingungen. Die Schnittkräfte sind 
dann aus den Verschiebungen w" folgendermaßen bestimmt: 

Mr,k = -;( L1 2wk + p, ~ L1wk) =- ~ [ wk+l (1 + ;r:) -2 W 1, + W~c-1 ( I-;~)], 

Ma. k =-N f (L1 2wk+-5-L1wk) =-N: [wk+l (I +-2 s -) -2w~c+ W~c-1 (1- -2--5-)J, 
' s Wk s prk prk (970) 

Qrz k =-~ (L13 W~c + !__ L1 2Wk- s: L1 wk) 
• s rk rk 

= - 2~3 [ wk+2 - w"+1 (2 - 2 ll" + ll~) - 4 ll" wk + w,,_1 (2 + 2 ll" + ll~) - w"_2] • 

Berechnung der Gründungsplatte für einen Schornstein unter Berücksichtigung 
der elastischen Bettung. 

a 

0,0~,_~;-,_~~-r~~~ 

411 

48--1--+-+ 

1,2-I==..J.""-+---t----r 
1,6 

2,0 p 
e;ma 'Ir.~ 

410 
408 
0,06 
O,fJll 

b 

402 
o,oo1-~-r~_J~~~~~~e~m

-4112 
-4(}11 

0,10 
0,08 
406 
4011 
4112 
0,@+-~~~~~~~t=~. 

-0,112 
-0,011 Na 

Abb. 640. 

I. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der 
Platte nach Abb. 640. Mitp = '/•, E = 2100000tfm2 ist 
nach S. 645 

N = 2100000 • 2•23 = 1916684 tm2Jm . 
12 (1 - 0,0278) 

2. Belastung. Die senkrechte Belastung P durch den 
Schornstein verteilt sich auf einen Ring von der Breite s 
und dem mittleren Radius r5 = 4,5 m. Der Bodendruck wird 
nach S.17 mit p = cw angenommen. Der Leitwert c liegt 
zwischen 10 und 200 kgfcm3 , so daß die Rechnung für beide 
Grenzwerte durchgeführt wird. 

3. Die Rand bedingungen. Am Rand r = r10 ist 
M,, 1u = 0, Qrz,lo = 0; daher nach (970) mit s = 0,9, 
r 10 = 9,0, Ä10 = 0,1 

1.0083 w11 - 2 W1o + 0,9917 w9 = 0, 

w12 - 1,81 wn - 0,40 W1o + 2,21 w9 - w8 = 0 . 

In Plattenmitte ist aus Symmetriegründen w_1 = w1 , 

w_2 = w2 • Die Glieder der Differentialgleichung (968) werden 
für den Plattenmittelpunkt mit r = 0 unbestimmt, so 
daß sich die erste Differenzengleichung (969) für k = 0 
erst nach einem Grenzübergang anschreiben läßt. Nach 
der Taylorentwicklung ist in der Umgebung des Mittel
punktes 

w" (0) wiV (0) 
w=w(O) +-~ r2+~ r 4 +· .. , 

wiY(O) 
w' = w"(O) r + -3!"" y3 + ... , 

w''= w"(O) + wi;(O) r2 + ... , w"' = wiY {0) r + • • • , 
wiY = wiV (0) + .... 
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670 69. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer Belastung. 

Daher lautet die Differentialgleichung (968) für den Plattenmittelpunkt r = 0 

wiV (0) wlV (0) c 
zviV (0) + 2 wiV (0)- - 2,-- + 3!-- + N w (0) = 0, 

8 c 
;{ wiv (0) + "fT w (0) = 0, 

oder in Differenzen ausgedrückt 

( c ) 64 16 
16 + N w0 - -3- w1 + -3- w2 = 0. 

4. Die Vorzahlen der Differenzengleichungen (969). 

k I Ak I- },k I+ }.k 2- Jck 2 + Jck AX [ Jk-1 [ h+1 6 + 2Ar 

I I 0 ., I 3 I 3.5 6,5 8 
., 0,500 0,500 r,5oo r,5oo 2,500 0,250 3,]!2500 5,!87500 6,5 

3 0,333 0,666 !,333 1,666 2,333 0,11 I 3.462964 4·75'J26o 6,222 

c s 4 10000 · 0,9 4 
- -- = - -- -- - -- -= 0 00343" oder 

N 1916684 ' ~ 

200000. 0.94 

i 91668~!-- = 0,068462. 

. p 
Mrt p = --- -- - -

2 r5 • n · s 
sind Null. 

10P d b I . p5 s4 Pr~, 
wird für k = 5 as A so utghed - -- --- die übrigen 

:n; r;; 5j - 1000 :n; N ' 

5. Matrix der Differenzengleichungen (969) für c = 10kgfcm3 . (Die Matrix für 
c = 200 kgfcm 3 ergibt sich durch Addition von 0,065039 zu den Hauptgliedern.) Die Wurzeln w 11 

und w12 sind bereits durch die Randbedingungen eliminiert. Matrix und Auflösung s. S. 669. 
7. Die Schnittkräfte. Für r = 0 ist 

d 2 w 2 w P 
Mr o = M(/. o =- N (1 + n) - 1 " = - N (1 + fl) - 2

1 - 2 w0 = + 0,0384-, 
' ' ('v { Y"' S ;T 

(- 0,0234 _1-'_). 
\ :n; 

Mit ß 5 1 -- s_- = ~ ist nach (970) z. B. 
2 rk = 12!1 ' 2 !l rk k 

Mr, 1 =-~ [ ( 1 - 1~) · 0 - 2 Wl -T ( 1 + 112) Wz J = 0,043 -~, 

M 2 = _]V_ [( 1 - ! ) w - " w. -'- (1 + __1_) w J = 0 051 _J>_ . 
r, s2 \ 24 1 ~ 2 . 24 3 ' :n; 

( - 0,019 _I>_) ' 
:n;; 

' p) 
(- 0,011 :n; • 

Die eingeklammerten V.'erte gelten für c = 200 kgfcm3 . 

Die Schnittkräfte sind in Abb. 640b, c dargestellt. 

Melan, E.: Die Durchbiegung einer exzentrisch durch eine Einzellast belasteten Kreisplatte. 
Eisenbau Bd. ll (1920) S. 190. - N adai, A.: Die elastischen Platten. Berlin 1925.- Schlei
cher, F.: Kreisplatten auf elastischer Grundlage. Berlin 1926. -- Crämer, H.: Die Beanspru
chung von Kreisplatten mit veränderlicher Stärke. Beton u. Eisen 1928 S. 382.- Flügge, W.: 
Die strenge Berechnung von Kreisplatten unter Einzellasten. Bcrlin 1928. - Pichler, 0.: 
Die Biegung kreissymmetrischer Platten von veränderlicher Dicke. Bcrlin 1928. - Haynal
Konyi: Die Berechnung von kreisförmig begrenzten Pilzdecken bei zentralsymmetrischer 
Belastung. Berlin 1929. - Schmidt, H.: Ein Beitrag zur Theorie der Biegung homogener 
Kreisplatten. Ing.-Arch. 1930 S. 147. 

69. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer 
Belastung. 

Die antimetrische Belastung ist graphisch durch Abb. 641, analytisch durch 

p =Po r c:s ()( und mit -:- = e durch p =Po e cos rx (971) 

beschrieben. Sie kann als der antimetrische Teil der hydraulischen Belastung einer 
senkrecht oder schräg eingebauten Kreisplatte oder als der antimetrische Teil des 
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--
Bodendruckes p eines Kreisplattenfundamentes angesehen werden, dessen Steifig-
keit die Annahme des Gradliniengesetzes für p rechtfertigt. Die Ordinaten der 
Biegefläche sind in diesem Falle von dem Winkel rx abhängig, so daß sich die 
Beziehungen zwischen Belastung, Formänderung und Beanspruchung der Platte 
nur durch den allgemeinen Ansatz auf S. 647 beschreiben lassen. 

Die Lösung der Differentialgleichung (935) besteht aus 
einem partikulären Integral der inhomogenen Gleichung und 
aus vier mit den Integrationskonstanten C1 , ... , C4 erwei
terten Lösungen der homogenen Gleichung. Sie läßt sich daher j:L:ZZ:Z2L~LZ~Zf 
in der folgenden Form anschreiben: 

w = C (e" + C1 e3 +- C2 e + C 3 (! ln (! + C ~ (!-1) cos rx, (972) 
denn 

A 1 Hl2 c Po ~ cos CL c· Po a4 (97 ) 
!J L w = ---;;4 e cos rx = N -- - ' wenn = t92 N . 3 . 

Die Integrationskonstanten sind durch die Randbedingungen 
der Aufgabe bestimmt. Die Lösung vereinfacht sich für Kreis
platten, da C3 und C4 Null sein müssen, damit die Ausbie-
gung w für e == 0 endlich bleibt. Sie lautet in diesem Falle 
nach S. 650 folgendermaßen: 

I 

' I fA 
--~~-:-

Atb. ü41. 

Poa4 ( 5 I C :l-j C ) i)w Poa3 (r: 4+3C 2+C) w == 192;v '.! -- 1 (! - 2 q cosrx, ·a;; = ÜJ.2N oe 1 q 2 cosrx, 

p a2 
J1J r = - -{92 [ 4 ( 5 + p,) Q3 + 2 (3 + p,) C1 e] cos rx , 

Af rx = - p11J~ [ 4 ( 1 + 5 f.t) ea + 2 ( 1 + 3 p,) C 1 e] cos rx , 
(974) 

Jl.,.rx= 

(J,. = - ti (36 (! 2 + 4 C1 ) cos rx, Qrx = ~-~ (12 e3 + 4 C1 e) sin rx, 

A.,. = i9; [4 (17 + v) (!2 + 2 (3 + v) C1] cos rx. 

Freie Auflagerung am H.ande e = l: w = 0, M.,. = 0. 

I -1- Cl+ C2 = 0, 4 (5 + 1t) + 2 (3 + p,) Cl= 0, 

C =- 25_-tE 
1 3+ft' 

(975) 

Einspannung am Rande(!=' l: w = 0, awjar = 0. 

1 + cl + c2 = o, 5 + 3 cl + C2 = o. } 
C1 =- 2, C2 = 1. 

(976) 

Bei einer Kreisringplatte sind die Integrationskon-
stanten C3 und C4 der allgemeinen Lösung von Null ver- Po 
schieden und durch die H.andbedingungen M.,. = 0, A.,. = 0 
am freien Rande bestimmt. Beieiner Gründungsplatte, die 
sich aus einer Kreisringplatte und einem starren Kern zusammen
setzt (Abb. 642), genügen 3 Randbedingungen. Für e= l sind M.,. und A.,. Null, während 
die Verdrehung der Elemente an der inneren Begrenzung der Ringplatte (r = b, 
(! = bja = ß) durch die Verdrehung des starren Kerns vorgeschrieben ist. 

dw 

rlr 

w 

b 
oder 

dw 

de 
w 

(977) 
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Aus diesen drei Bedingungsgleichungen wird mit den Abkürzungen 

(3 + p) + (1- p) ß4 = "1' 4 (2 + p) + (1- p) (3 + ß4) ß2 = "2' 

4 (2 + p) ß4 - (3 + p) (3 + ß4) ß2 = "3' (978) 

C1=-2~~ C3 =12, C4 =-2u3 • 
u1 ' u1 

Liefern die äußeren Kräfte an dem Tragwerk ein Moment M in bezugauf den Mittel
punkt der Gründungsplatte, so ist Po= 4 Mfna3 (Abb. 642). Das Ergebnis der 
Rechnung lautet dann folgendermaßen: 

p a2 

4~u1 {(5+ p) "1 rl- (3 + p) x2e + 3 (1 + p) "1 g-1- (1--p) x3 e-3}cosrl, 

p a2 
4~ u1 { (1 +5p) x1e3 - (1 +3p) "2e+3 (1 + p) u1e-1 + (1--p) x3 g-3}cosrl, 

0,15 

0,10 

(979) 

Berechnung der Gründungsplatte eines Schorn
steins für antimetrische Belastung. 

I. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der 
Platte nach Abb. 643. Der mittlere Teil, auf dem der 
Schornstein aufsitzt, wird als starr angenommen. 

2. Belastung. Die Belastung besteht aus dem 
Moment M irrfolge Winddruck auf den Schornstein. 
Der Bodendruck wird geradlinig und antimetrisch an
gesetzt 

Po= 4 Mfna3 • 

3. Die Schnittkräfte. Nach (978) ist mit 

p, = 1/o: u1 = 3,2188, u2 =• 9,3048, u3 = -1,8827. 

Damit wird nach (979) 
- 2 

M, = 15~~5~24 (16,6306 e3 - 29,4655 e + 11,2661 e-1 
+ L5689 e-3 ) cos oc , 

M :x = -15:~5~~- ( 5,9010 e3 - 13,9572 e + II,2661 e-1 - 1,5689 e-3) cos oc, 

-- 2 

M,, cx = -~7~~2~51 ( 3,2188 (!3 + 1,8827 (! + 9,6564 e-1 -· 1,8827 e-3) sin oc. 

Die Momente M, und Mcx sind in Abb. 643 dargestellt. Das vollständige Kräftebild irrfolge 
zentrischer Last und Winddruck ergibt sich nach Abb. 642 durch Superposition der Ergebnisse 
von S. 665 oder 668. 

Flügge, W.: Kreisplatten mit linear veränderlichen Belastungen. Bauing.1929 S. 221. 

70. Die rechteckige Platte. 
Die Platte mit rechteckiger Begrenzung wird im Bauwesen selten einzeln, son

dern in der Regel als Teil zusammenhängender Konstruktionen verwendet. Die 
Ränder der einfachen Platte sind entweder kräftefrei, eingespannt oder frei drehbar 
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aufgelagert, so daß Zug- und Druckkräfte auf den Unterbau übertragen werden 
(Abb. 644). Die Oberfläche erhält in der Regel gleichförmige Belastung, bei Ver
wendung der Platten im Behälterbau auch hydrostatische Belastung. 

Die Biegungssteifigkeit der Platte ist bei homogenem und isotropem Baustoff 
in jeder Richtung die gleiche. Die Beziehungen auf S. 646 zwischen der vorgeschrie-

a h c d 

~2 
Abb. 044. 

benen Belastung p(xy) und den Ordinaten w(xy) der ausgebogenen Mittelebene 
lassen sich jedoch auch auf Platten mit verschiedener Biegungssteifigkeit in der 
Längs- und Querrichtung erweitern. Der Nachweis der Formänderung von Eisen
betonplatten oberhalb der Rißlast im Sinne des Stadiums II der Festigkeit ist 
ausgeschlossen. 

Die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes Jy 
besteht bei homogenem und isotropem Baustoff und den An- gj 
nahmen auf S. 644 in der Integration der partiellen Differential-
gleichung (929) für vorgeschriebene Randbedingungen an den a.., _::c 

Kanten x = 0, x = a, y = 0, y = b (Abb. 645). Das Ergebnis 
kann in der Regel nur als Reihenentwicklung angegeben werden, 
deren Brauchbarkeit für die Zahlenrechnung nicht allein von der 
Konvergenz der H.eihe w (x, y) selbst, sondern auch von der Konver- Ahb. 645. 

genz ihrer Ableitungen abhängt. Damit scheiden Näherungslösungen 
aus, welche nur die Durchbiegung, aber nicht die Krümmung der elastischen 
Fläche ausreichend beschreiben. Brauchbare Lösungen sind von L. Na vier, 
A. N adai, H. Hencky und einigen französischen Mathematikern angegeben 
worden. Sie bestehen entweder aus Gliedern wh (x, y), h = I, ... , oo, welche 
die Differentialgleichung (929) und die Randbedingungen für den Anteil ph (x, y) 
der vorgeschriebenen Belastung p = 2) p h, h = l, ... , oo erfüllen oder aus einer 
partikulären Lösung w* der inhomogenen Gleichung, welche die Randbedingungen 
nur teilweise befriedigt und in einer Lösung w** der homogenen Gleichung L'L1w**=O, 
die mit w* überlagert, das gesuchte Ergebnis darstellt. 

Der Plattenstreifen unter einer Belastung p (x). Der Plattenstreifen ist in 
den Kanten x = 0 und x = a gestützt (Abb. 646). Die Ableitungen der Durchbiegung w 
nach y sind Null, so daß aus (929) folgende Beziehung entsteht. 

d4wjdx4 = p(x) jN. (980) 

Die Lösung kann nach Abschn. 20 für die frei drehbare Auflagerung 
des Streifens unmittelbar angeschrieben werden. 

a) Gleichförmige Belastung 

W = p ~ (_:" - 2 __:"_ + X~) 
24 N a aa a4 • (981) 

b) Hydrostatische Belastung (Abb. 646) 

Po a4 ( x xa x") 
W = 360N 7 -a- - lO a3 + 3 a5 · (982) 

X 

Abb. ö4ß. 

Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. Die 
Platte ist in den Punkten y 9= 0, x = 0 oder x = a und x 9= 0, y = 0 oder y = b gestützt. 
Die Durchbiegung w und ihre Ableitung LI w sind hier nach S. 647 NulL Die Bie
gungsmomente verschwinden an den Rändern, die Krümmung ist hier nach zwei 
winkelrechten Richtungen NulL Die Tangentialebene fällt also in den Ecken mit 

Beyer, Baustatik, 2. Auf! •• Bd. II. 43 
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der ursprünglichen Mittelebene zusammen. Die elastische Fläche zeigt daher von 
den Ecken ausgehende Grate, in denen die Krümmung und daher auch die Bie
gungsmomente groß sind. Die größten Auflagerkräfte A.,., A 11 • in Kantenmitte 
sind bei gleichmäßiger Belastung vom Seitenverhältnis afb der Platte nahezu 
unabhängig (0,42pa bis 0,5pa, a die kleinere Rechteckseite). Die Randbedin
gungen w = 0, LI w = 0 werden nach L. Na vier gemeinsam mit der Differential
gleichung (929) durch die Funktion 

• X . y 
wm,n = cm,nsmmn a- smnn b (983) 

für die Belastung 

(984) 

erfüllt, wie sich an Hand der Gleichung (929) nachweisen läßt. Da nun jede Be
lastung p (xy) über die Kanten der Platte hinaus nach beiden Seiten periodisch 

P. 
~ IIIIIIIEIIIII ~ 

11111111111; ;11IIIIEIIII 
-a___".. p 

fortgesetzt werden kann (Abb. 647), ohne die Rand
bedingungen w = 0, LI w = 0 zu verletzen, so kann 
sie nach Fourier in eine trigonometrische Doppel
reihe entwickelt werden. 

l i 

Abb. 647. 

P (xy) = .1) 2} am,n sinmn : sinnn ~. (985) 

Die Koeffizienten sind nach bekannten mathema
tischen Regeln 

b a 

am,n = f f p(xy)sinmn: sinnn}dxdy. (986) 
0 0 

Daher ist bei gleichförmiger Belastung p der ganzen Platte 

16Po a = -----
m,n mnn2 (m, n = 1, 3, 5, ... ). (987) 

Die gliedweise Gegenüberstellung von (984) mit (985) liefert c.,., n und damit 

. X • y 
s1nm:n;- smn:n;-

=~Po '\r ~ a b 
W N :n;6 LJ ..,_; ---(-m----=-2 ---n-c2c-)-c-2-

m n m n -a-2 + 1)2-

(988) 

In dieser Reihe wird zuerst m = 1 und n = 1, 3, 5 usw., darauf m = 3 und 
n = 1, 3, 5 usw. eingesetzt, so daß die Buchstaben m und n der Reihe nach alle 
ungeraden Zahlen durchlaufen. Leider konvergiert die Reihe 2Jwm,n mit ihren 
Ableitungen nur bei gleichförmiger Belastung p der Oberfläche schnell genug, um 
darnach numerisch zu rechnen. Sie ist neuerdings von V. Lewe zur Untersuchung 
von Pilzdecken verwendet worden, indem die äußeren an der Platte angreifenden 
Kräfte aus der Auflast und der über die Fläche des Pilzkopfes gleichmäßig ver
teilten Stützkraft ähnlich wie nach (988) in eine trigonometrische Doppelreihe ent
wickelt werden. 

Um Lösungen zu erhalten, welche die Differentialgleichung (929) für eine vor
geschriebene Belastung p (x) streng erfüllen und nur aus einfachen und besser 
konvergierenden Reihen bestehen, addiert A. N adai zur Durchbiegung w* des 
Plattenstreifens mit den Randbedingungen der Platte für x = 0 und x = a die 
Durchbiegung w** einer Platte mit Randkräften, welche die homogene Glei
chung LI LI w** = 0 erfüllt und gemeinsam mit w* die für w vorgeschriebenen Rand
bedingungen an allen vier Kanten befriedigt. 



Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. 675 

Bei gleichförmiger Belastung p und frei drehbarer Stützung in x = 0, x = a 
ist nach (98I) 

(n = l, 3, 5, ... ) . (989) 

Der Ansatz 
** )' .. u . nn x W = .1 Slll ---- - -

-' n a 
mit (990) 

erfüllt die Randbedingungen w** = 0, Ll w** = 0 in x = 0 und x = a und die 
Differentialgleichung L1 Ll w** = 0 für jillllllllllllllllll]; 

n n }' n n y _ . n n y . n n y y = a ~o· -- + b - -- em - + c em ----
nnv nnv + d - - c__ ~0. - _:_ • 

b~o n n Ia na an a 

(99I) n a J a -

da jedes einzelne Glied eine Lösung der biharmonischen Gleichung 
ist. Die I<'reiwerte an, bn, Cn, dn (n = I, ... , oo) werden so be
stimmt, daß die Funktion w = w* + w** die vier Randbedingungen 
für y = ± b/2 befriedigt (Abb. 648). Bei Symmetrie der Stützung 
genügen die in y geraden Funktionen der allgemeinen Lösung w**. 
Das Ergebnis lautet nach A. K adai mit 

nny 
'fJn = -- a:-' 

(n = 1, 3, 5, ... ) . 

nnb 
(X = ---

n 2 a ' 

Bei hydrostatischer Belastung (Abb. ß48b) p = p0 xja ist 

ko--a--c 

Abb. 648. 

(992) 

w = _2 Poa4_ ~ ( -l)n+l l' I - -(2 + CXn ~IJ__CX_n)_C\:olf]n ~ 1Jn '?i)11Jn J sin ~ . (994) 
N n 5 ....._. n5 2 C\:o\ CXn n 

Die Reihen konvergieren schnell, so daß bereits das erste Glied als Näherung genügt. 
Mit w(x,y) sind nach S. 645 auch die Schnittkräfte Mx, MY, Mxy• Qxz• Qyz und die 
Stützkräfte Ax z, A 11 z der Platte bestimmt, so daß Richtung und Größe der Haupt
biegungs- und Hauptdrillungsmomente berechnet und darauf die Trajektorien und 
die Linien gleichen Hauptmomentes aufgetragen werden können. Um daran das 
Wesen der Plattenbiegung zu studieren, ist die Zahlenrechnung für zwei Platten 
unter gleichförmiger Belastung mit dem Seitenverhältnis I: l und 3: 4 ausgeführt 
worden (s. S. 677). In Abb. 649 sind die Biegungsmomente Mx, My in den Sym
metrieachsen der rechteckigen Platten mit dem Seitenverhältnis bja = I; 1,5; 2 
für fl = 1/4 dargestellt. Die Abhängigkeit der Momente und der Durchbiegung 
von dem Seitenverhältnis zeigt nach A. N adai für fl = 3/10 Abb. 650. 

Der gleichmäßig belastete Halbstreifen ist ein Sonderfall der rechteckig be
grenzten Platte mit b ,> a und von A. N adai in der gleichen Weise untersucht 
worden. Das Ergebnis ist hier wiedergegeben, um damit später andere Aufgaben 
zu lösen. 

a) Die drei Seiten des Halbstreifens liegen frei auf (Abb. 651 a) 

4 p a4 2} [l (I 1Jn ) _ ,1 J l . 1: w = -_-.- - + - e n - Sln <; 1V n" 2 n5 n' (n = l, 3, 5, ... ) . (995) 

43* 
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b) Die Längsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite ist frei 
(Abb. 651 b) 

w = j_p__a~- ~ r 1 + __ fl:_ ( 1 + fk_ - 'l'l ) e- 'in] -~ sin 1: (n- 1 3 5 !' (996) 
N ;ts .LJ L H + fk I- fk ·m ns "n , - , ' ' .... 

pa 
0,0. 

a 

'8 

'1/ o,o 

'2 0,0. 

0,00 

'2 -o,a 

-qo 

-qa 
pa"A 
4 10 

08 

0. 

a '1,0ll 

oz 4 

a ,oo 

'"" -q ·-
-4 

-a ,0. 

-o, .uo 

a "pa 

a ,10 

0, 

q 08 

Oll 

02 

a ,00 

oz 
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-q 08 
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1--

r- ·-
-
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r--

·- ...... 

0,1 

J.~t,o 

!""'"' :::::::-- M:c 

~ --......; ~ r-· '<:::- My ~ -·.., -...... ' az 0.8 _cw-.. 0.5 

Mx ' 
\ 
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r--.. ......, 

~ ...... 
r-. ' .... , .......... '\. 
' 1'-.1\. 

...... ~ 
o,z O,J\_ -o,,ll, 0,5 
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\ 

r, 

' IM.Z:\ 

' 
J.~a,o 

!Mx 
t'... 
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1'.._ 1'-- \ 

' ...... 1\. -- :.'\. N 
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Abb. 649. 

Biegungsmomente Mx und My 

für rechteckige Platten mit 
bja = J. = 1,0, 1,5, 2,0. 
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c) Die Längsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite ist em
gespannt (Abb. 651 c) 

w = ~ s- 2) [I- (I + 'YJn) e-'1n] -n~ sin ~n, (n = 1, 3, 5, ... ) . (997) 
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Berechnung einer rechteckigen Platte nach A. Nadai. 

Untersucht wird eine rechteckige Platte mit bfa =-c 4-ja unter gleichmäßig verteilter Be
lastung p. ·:vrit der Abkürzung 

fP" = 2li:o\ rx" lfoj iJn + rx" E?in rx" lfoj 'f/n - TJn E?in TJn lfo\ rx" 

wird nach (!l!l:{) die DurchLicgung 

paz 

0,1'1 

0,12 

w = 0,01307 ~~4 2.,\~5 l 1- i + :ibrxJ sin ~n, 11=1,3,5 .... 

"n~8/to ~ 
0,018 a b c 

~ 
~ 0,10 

~0,08 
;; 
!:; 0,08 / 

Nxm~{,....-

V lVmax 

V f-""' 
---

0,018 

0,01'1 

Xr--,---:-XEJ ____ -.Tff~--~r· 
L---~--~ _ ---~-- ~ _ r=y : 

Abb. 651. 
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Abb. 6[>0- Biegungsmomeute kfxm~x, .~.\I ym(tX und 
Durchbiegung Wma.x der frei aufliegenden, rechteckigen 
Platte mit gleichmäßig verteilter Last p als Fnnk-

tiOilcn des Seitenverhältnisses b/a "-' A. 

Abb. 652. 

a 
Die I0-5 p a 4J N fachen Ordinaten w in den Punkten eines Gitters (Abt. 652) mit 12 

~ 0 ajr2 ajl> a/4 a/3 safr2 a[2 

af2 663 65r 6r8 5Ü3 487 389 273 
7 ajr2 CJ41 631 599 545 47 1 377 264 
211/3 578 569 540 492 426 341 239 
3Cl/4 476 468 445 .f06 351 281 198 
511/C> 339 334 317 289 250 201 142 

I I afi2 176 174 IÖ5 151 131 105 74 

Die Schnittkräfte wenkn nach (91!)) mit 

M:r = px(a- x)j2, M;1 = f.l p x(a- x)/2; 

I 

b 
sind 

16 

7a/r2 

141 
138 
125 
103 

73 
38 

j\1" ~= M',, + (1- tt) pa 2 n 2 I: n2 sin~" [a"[oj 'Y/n + bn ( 'f/n !Sinn" -l ~[o\nn)J, 

My= M;,- (1 -- tt) pa 2 n 2 .I;n2 sin~" [an[Oj 'f/n + b" ( 1Jn 6tllTjn + i~/.t [o\1).)], 
Mxu = - (I - f.t) p a 2 n2 I; n2 cos ~" [an E?itt1Jn + bn (1]" [oj 1Jn + E?itt1Jn)J, 

\Vürlll 

11 = _ 2(2_+ rx. :l:grx") b = 2 f.l = 116 . 
n n5 n5 l\:oj CXn ' " n5 n5 [oj rx" ' 

a 1 =- 0,0063928; a,1 =- 8,3204- · I0-7 ; b1 = 0,0015856; b3 = 1,004-5 · I0-7 . 

Mxfpa 2 , NI11 jpa2. 

~I 0 af6 11[3 afz 
II 
l1 

0 af6 a[3 af2 

afz 0,0672 0,0630 o,o5or o,o288 I 0,0421 0,0413 0,0376 o,oz6C> 
za.f:, 0,061 I 0,0573 0,0458 0,0264 

I 
0,0370 0,0363 0,0332 0,023<) 

5ajü 0,0405 0,0382 0,03 I.l o,or89 0,0223 0,0219 0,0203 0,0152 
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~ aj6 aj3 ajz I 2aj3 

2a/3 o,oo68 O,OI4I o,or87 

I 
0,0210 

5a/6 0,0!20 0,0250 0,0343 0,03<)0 
a 0,0!40 0,02<)3 0,0407 0,0479 

Damit ergeben sich nach (921) die Richtung und Größe der Hauptbiegungsmomente JJ{I u. Mu 
und die Hauptdrillungsmomente MI, JJ • 

~I a/6 a/3 afz 2aj3 
I' 

af6 a/3 aj2 2aj3 0 I 0 ,, 
II 

aj2 672 630 50 I 288 0 421 413 376 266 0 
2 aj3 6r1 593 544 439 210 370 343 247 64 - 2!0 
5a/6 405 445 503 514 390 223 I 55 I3 -173 -390 

a 0 qo 279 4°7 479 0 -140 -279 -4°7 -479 

rxo 

~ 0 a/6 a/3 afz za 3 
I 

0 af6 a/3 aj2 zaj3 

afz 0 0 0 0 0 126 !09 63 II 0 
za/3 0 16,5 32,5 43 45 !21 125 q8 188 210 
5 af6 0 zS 38,5 43 45 91 145 245 343 390 

a 0 45 45 45 45 0 qo 279 4°7 479 

Abh. 653. Linien gleicher MI. Abb. 654. Linien gleicher M ll' 

Abb. 6[>6. Trajektorien der Hauptdrillungsmomente. 

Die Linien gleicher Hauptmomente sind in Abb. 653 bis 655 dargestellt, ihre Bezifferung 
bedeutet den Bruchteil des größten Momentes. Abb. 656 zeigt die Trajektorien der Haupt
drillungsmomente, Abb. 657 die Trajektorien der Hauptbiegungsmomente, die in Abb. 658 mit 
denjenigen der quadratischen Platte verglichen werden. Der Mittelpunkt der quadratischen 
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Platte ist mit l'vl. = 1'.1 v ein singulärer Punkt, in dem sich 4 Trajektorien schneiden. Die 
rechteckige Platte hat zwei singuläre Punkte auf der langen Symmetrieachse, in denen sich 
je 3 Trajektorien schneiden. 

Abb. 657. Trajektorien der Hauptbiegungs. 
momente. 

Abb. 658. Trajektorien der Hauptbiegnngsmomente 
für die quadratische Platte. 

Die eingespannte Platte bei gleich
mäßiger Belastung. NachdemdieTangen
tialebene an die Biegefläche der frei auf
liegenden Platte in den Eckpunkten bereits 

mit der ursprünglichen Mittelebene zusammenfällt, sind hier die Biegungsmomente 
der eingespannten Platte Null und die Tangenten an die Kurven der Randmomente 
waagerecht. Längs des Randes sind auch die Drillungsmomente nach S. 648 Null 
und daher Axz = Qxz· 

Um die Differentialgleichung (929) bei starrer Einspannung oder anderen Rand
bedingungen zu integrieren, wird die Lösung Na viers w1 für die frei aufliegende 
Platte (988) nach M. Levy durch eine allgemeine Lösung w2 der homogenen Glei
chung LlLI w2 = 0 ergänzt. Sie enthält so viele Freiwerte, besteht also aus so vielen 
Partikularlösungen, daß die vorgeschriebenen Randbedingungen durch die Reihen
entwicklung für w = w1 + w2 gliedweise erfüllt werden können. Die Fläche w2 

entsteht darnach durch Randkräfte an der frei aufliegenden Platte. Der mechanische 
Sinn dieser mathematischen Operation läßt sich mit der Berechnung der statisch 
unbestimmten Schnittkräfte in Abschn. 24 vergleichen. 

Die Aufgabe kann auch nach H. Hencky und A. N adai durch Überlagerung 
einer Grundlösung w* für die vorgeschriebene Belastung mit einem allgemeinen 
Integral w** der homogenen Gleichung LI LI w** = 0 untersucht werden. Dieses 
läßt sich in einfach unendlichen Reihen anschreiben und enthält ebenso viele 
Freiwerte, also ebenso viele Partikularlösungen wt*, als andere Randbedingungen 
im Vergleich zur frei aufliegenden Platte vorhanden sind. Die Freiwerte werden 
auch hier gliedweise so bestimmt, daß die Funktion w = w* + w** die Differential
gleichung und die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt. Der mathematische 
Teil der Lösung bereitet hier jedoch wesentlich größere Schwierigkeiten als bei 
der frei aufliegenden Platte, so daß man sich bei diesen Aufgaben in der Regel 
mit Näherungslösungen begnügt. 

Hcncky, H.: Über den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten. München 
1913. -- Lei tz, H.: Berechnung der frei aufliegenden Platte. Berlin 1914. - N adai, A.: Die 
Formänderungen und die Spannungen von rechteckigen Platten. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Bcrlin 
1915. - Lei tz, H.: Berechnung der eingespannten rechteckigen Platte. Z. Math. Physik 1917 



680 71. Die Lösung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung. 

S. 262.- Huber, M. T.: Über die Biegung einer rechteckigen Platte von ungleicher Biegungs
festigkeit in der Längs- und Querrichtung bei einspannungsfreier Stützung des Randes usw. 
Bauing.1924 S. 259. -Derselbe: Über die genaue Biegungsgleichung einer orthotropen Platte 
und ihre Anwendung auf kreuzweise bewehrte Betonplatten. Bauing. 1925 S. 878- Si Luan 
W ei: Über die eingespannte rechteckige Platte mit gleichmäßig verteilter Belastung. Diss. 
Göttingen 1925.- Huber, M. T.: Vereinfachte strenge Lösung der Biegungsaufgabe einer recht
eckigen Eisenbetonplatte bei geradliniger freier Stützung aller Ränder. Bauing. 1926 S. 121. -
Derselbe: Anwendungen der Biegetheorie orthotroper Platten. Z. angew. Math. Mech. 1926 
S. 228. - Marcus, H.: Die Grundlagen der Querschnittsbemessung kreuzweise bewehrter 
Platten. Bauing.1926 S. 577.- Crämer, H.: Die Biegungsgleichung von Platten stetig veränder
licher Stärke. Beton u. Eisen 1929 S. 12. - Marcus, H.: Die Drillungsmomente rechteckiger 
Platten. Bauing. 1929 S. 497. - Ritter, M.: Die Anwendung der Theorie elastischer Platten 
auf den Eisenbeton. Bericht über die II. lnt. Tagung f. Brücken- u. Hochbau, S. 694. Wien 
1929.- Inada, T.: Die Berechnung auf 4 Seiten gestützter rechteckiger Platten. Berlin 1930.
Müller, E.: Die Berechnung rechteckiger, gleichförmig belasteter Platten, die an zwei gegenüber
liegenden Rändern durch Träger unterstützt sind. lng.-Arch. 1931 S. 606. - Crämer, H.: Die 
bauliche Aufnahme der Randdrillungsmomente vierseitig gelagerter Platten. Beton u. Eisen 
1932 s. 95. 

71. Die Lösung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung. 
Differenzengleichung eines Gitters. Die Anwendung der Theorie der Platten

biegung bei beliebiger Belastung und Stützung ist ebenso wie die strenge Unter
suchung ebener Spannungsprobleme im Bauwesen im wesentlichen durch die mathe

lJ 

m 

l-1 l 

-2 -1 k 

i-f i 

n 

,.h. 

l+1 

k+1 K"2 

il·1 
tC 

matischen Schwierigkeiten der Lösung verhindert worden. 
Man begnügt sich daher für diese Aufgaben in der Regel 
mit qualitativ brauchbaren Näherungslösungen, zumal 
auch die Annahmen über die physikalischen Eigenschaften 
des Baustoffs und die Beschaffenheit der Stützung keines
wegs streng erfüllt sind. Es liegt daher nahe, den stetigen 
Charakter des Ansatzes wie bei anderen Problemen der 
Mechanik aufzugeben und die Abhängigkeit zwischen 
Spannungs-, Verschiebungs- und Belastungszustand an 
endlichen Abschnitten der Platte zu beschreiben. Die 
stetiggekrümmte Biegefläche erscheint dabei als Vielkant, 
dessen Kanten sich im Grundriß je nach der Art der Ko-
ordinaten in Abständen LI x, LI y rechtwinklig schneiden 

Abb. 659. oder als Strahlenbündel mit einer Schar konzentrischer 
Polygone erscheinen. Die Eckpunkte k des Vielkantes 

sind Punkte der Biegefläche, die Kanten beschreiben ein elastisches Gitter. Die 
geometrische Abwandlung der Fläche zum Vielkant bedeutet mathematisch den 
Übergang vom Längendifferential zur Differenz zweier Strecken und vom Differen
tialquotienten zum Differenzenquotienten. Er ist zur numerischen Lösung von 
Aufgaben der Plattenbiegung zuerst von H. Marcus vollzogen worden. 

Die Mittelebene der rechteckigen Platte wird zur Vorbereitung der Unter
suchung durch zwei Systeme äquidistanter, sich winkelrecht kreuzender Geraden 
geteilt. Die Abstände LI x, LI y sind in der Regel gleichgroß (LI x = LI y = s). 

Die Differentialquotienten werden nach ihrer geometrischen Bedeutung durch 
Funktionen der Ordinaten wk der Gitterknoten ersetzt (Abschn. 20). Danach ist in 
Verbindung mit Abb. 659 
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(998) 

Die Differentialgleichungen der Plattenbiegung (929) und (931), (932) werden 
Differenzengleichungen, so daß der Zusammenhang zwischen der Belastungsinten
sität p", den Ordinaten wk der Biegefläche und den Momentensummen Mk in 
folgender Weise beschrieben wird: 

I. 

II. 

Daraus entsteht an jedem freien Maschenknoten mit den Differenzenquotienten (998) 
und mit LI y2/LI x 2 = rx die Gleichung 

I. w~c[6(rx + -!)+ 8] -4[(1 + rx) (w~e+1 + w"_1) + (1 + -~) (wz+wi)J 

+ 2 (wi_1 + wl-1 + Wz+I + wi+1) + rx (wk+2 + W~:_2) 
l 01: LI x4 + ·;; (wm + wh) = P1c -N--' 

II. 2 (l + rx) M,..- rx (Mlc+l + M7H)- (M1 +Mi)= P~cr:t. Llx2, 

2 (1 + rx) wk- rx (wk+1 + w7H) -- (w1 + wi) = ~ rx LI x2• 

Bei gleich großen Abständen LI x =LI y = s des Gitters ist 

I. 20 w,~,- 8 (w~.:_1 + w 1 + wk+l + wi) + 2 (wi __ 1 + w1_1 + Wz+r + wi+l) 

s' 
+ (wk-2 + wm + WH2 + wh) = P~c N · 

II. 4 M,~,;- M"_1 - M 1 - MH1 - Mi= + p7, s2 , 

4 - Mk 2 wk- W~c_1 - w1 - w7c+1 - wi- + N s . 

(999) 

(1000) 

(1001) 

(1002) 

Schnittkräfte. Die Schnittkräfte der Platte sind nach (919) Funktionen von 
Differentialquotienten der Plattenbiegung und daher jetzt Funktionen von Diffe
renzenquotienten, so daß die Schnittkräfte am Maschenknoten kinfolgender Weise 
von den Verschiebungen des Gitters abhängen: 
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(1003) 

LlMk 1 ( ) 
QIJJ •. k = Lf%- = 25 Mk+l- M~c-1 

N 
= 2 5a [wk-2 + (w!-1 + wi-1) - (wH1 + wH1) - wk+2 + 4 (wk+l - wk-1)], 

Qy.,k = LlLl~k = f; (Mz- Mt) 
(1004) 

N = 2 53 [w,. + (wi+1 + W;_1 ) - (wl+1 + w1_ 1 ) - wm + 4 (w1 - wi)]. 

1 
AIJJ.,k = -2S[Mk+l- Mk-1 + MIJJ!I,z- MIJJ!I,i] 

N 
= - 2 53 [wk-2 + (6 - 2 p,) (wk+l - wk_1) 

+ (2 --: p,) (w;_1 + w1_ 1 - w1+1 - W;+l) - wk+2], 
(1005) 

1 
Auz,k = -2S[Mz- M; + MIJJY,Ic+l- M'IJJY,Ic-1] 

N 
= - 2 53 [w,. + (6 - 2 p,) (w1 - wt) 

+ (2 - P,) (wi+l + W;-1 - Wz-1 - Wz+l) - wm] · 

Die Teilung L1 x, L1 y des Gitters ist in beiden Richtungen konstant. Je kleiner 
die Abschnitte gewählt werden, um so besser ist die Angleichung des Verschiebungs
zustandes des Gitters an die elastische Fläche der Platte, um so größer aber auch 

ut die Anzahl der linearen Gleichungen (1000) und der 
r.-w-f.sr-w~w Umfang der Zahlenrechnung. Die Zerlegung des Integra-

fi-L-t-1.-'=-+- tionsbereiches in quadratische Maschen (Ll x =L1 y = s) 
-~ fB 27 jlB r' tt" : vereinfacht die Differenzengleichungen der Wurzeln Mk> 
~ ljll' +-r w~c und die Ansätze für die Schnittkräfte. Die Poisson-

Lf'Jw ~ (6 ~ sehe Zahl beträgt bei Eisenbetonplatten p, = 1f6, sie 
~ ~ ]: f" kann aber auch zur einfachen Berechnung der Schnitt-
~f ~ _J kräfte, vor allem bei L1 x =F L1 y im Sinne dieser Nähe-
15 ~~~ -l . j 86 59 rungslösung Null gesetzt werden. 
~ 1+'2-+vdw -J.m-138 n . . . 

~_L_L.l_j Dte Bedm~un~en am Rande des Gttters und an 
f/JI 89 ~ 81 60 den sin~ulären Stellen der Belastun~sfunktion. Um 

Abb. 660. den Zusammenhang zwischen der Biegefläche w (x, y) der 
Platte und der vorgeschriebenen Belastung auch am 

Plattenrande in endlichen Abschnitten L1 x, L1 y zu beschreiben, und die Schnitt
und Stützkräfte nach (1003) ff. abzuleiten, wird die elastische Fläche unabhängig 
von der Stützung erweitert, indem das Gitter und die Belastung p (x, y) stetig 
über den Plattenrand hinaus fortgesetzt werden. Damit ist die Bedingung 
L1L1w = pfN auch außerhalb des Randes erfüllt (Abb. 660). Unter dieser Voraus-
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setzung gelten die Ansätze (1004) für die Schnittkräfte Qxz• Qvz• Mxv und die An
sätze (1005) für die Auflagerkräfte Axz• Avz· In diesen lassen sich dann die Ver
schiebungen w der Nebenknoten außerhalb des Randes eliminieren, so daß sich die 
Auflagerkräfte folgendermaßen berechnen lassen: 

a) Frei aufliegende Platte. Für den Randknoten h folgt nach (1003) aus M,, = 0 
und wi = w" = Wz = 0 

Die Differenzengleichung (1001) liefert mit Mi= M1c = M 1 = 0 

Mlc+l = - M~c-1 - p,, s2 

und die Differenzengleichung (1002) für den Nebenknoten (h + 1) ergibt 

4 .~1k+l 2 M"-1 2 p,, s4 
wk+1 -- wt+l- W~c+2 -1vi+I = -N- s = ---ir- s N 

oder mit ( 1006) 

Nach (1002) ist für den Punkt (k - 1) 

IYI k-1 ·2 -
- -1v 5 - 4 W1c-1 -- wk-2- wi-1- Wz-1 • 

also 

Ebenso wird erhalten 

(1006) 

(1007) 

N I pk s 4 ] AYz.:. = 2 sa L4 (3 -Jl) Wi - 2 Wh -2 (2- Jl) (wi_1 + Wm) + JF . (1009) 

b) Starr eingespannte Platte. Für den Randknoten h folgt nach (998) aus 
dwjdx =c 0 

wTc+1 = W~;_ 1 . (1010) 

Die Differenzengleichung (1000) liefert mit 1vi = wk = w1 = 0 und (1010) 

w"+2 = Pj{ + 16 w1,_1 - 4 (wi_1 + w1_ 1) - w1,_2 , (10ll) 

so daß nach (1005) 

(1012) 

und ebenso 

{1013) 

Die Erweiterung der Fläche MJc und der elastischen Fläche w" über den l~and 
hinaus zeigt Abb. 661 für einen Schnitt )' =-- const. a) Frei aufliegende Platte, 
b) starr eingespannte Platte, c) freier Rand. Die Belastungsfunktion p ist dabei 
konstant angenommen worden. 

Man kann aber auch zur Formulierung der 1~andbedingungen auf die Erweiterung 
der elastischen Fläche verzichten und die Differenzengleichungen und Schnittkräfte 
allein mit den Verschiebungen der Hauptknoten des Gitters anschreiben, wenn an 
Stelle des einzelnen Plattenelementes eine nach allen Seiten durchlaufende Platte 
mit den gleichen Stützenbedingungen untersucht wird. Die durchlaufende Platte 
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wird auf Schneiden gestützt und antimetrisch oder symmetrisch belastet. Die Form
änderung der benachbarten Felder ist dann antimetrisch oder symmetrisch zur 
Formänderung des Hauptfeldes, so daß die Verschiebungen der Nebenknoten anti
metrisch oder symmetrisch mit den Verschiebungen der Hauptknoten übereinstim
men. Die Differenzengleichungen der Randknoten enthalten jedoch dann neben der 
Belastungsintensität p die singulären Stützkräfte. Sie können also nur angeschrieben 
werden, wenn diese bekannt sind. Das gilt auch von den singulären Stützkräften 
bei Pilzdecken. Daher ist die Lösung mit Differenzen nur dann möglich, wenn an 
diesen Punkten die Randwerte der Unbekannten Null oder vorgeschrieben sind. Beim 
frei aufliegenden Rand ist M~c= 0 und W~c= 0, die Lösungalsonach (1001), (1002) in 
zwei Stufen durchführbar. Beim eingespannten Rand ist M k + 0, wk = 0, so daß 
nur der allgemeine Ansatz (1000) verwendet werden kann. Bei Pilzdecken ist über 
den Stützen wk = 0, also ebenfalls nur der allgemeine Ansatz anwendbar, doch ist 
es zweckmäßig, den Stützendruck als statisch überzählige Größe zu berechnen. 

Momentensumme M 
Abb. 661. a frei aufliegender, 

Durchbiegung w 

\ 
\ 
\ 
\ 

b starr eingespannter, c freier Rand. 

Werden die Rand
bedingungen durch Be
dingungen über dieAnti
metrie oder Symmetrie 
der Formänderung er
setzt, so lassen sich 
die StützkräfteA., ., A 11 • 

nicht mehr nach (1005) 
~2 ermitteln. Sind aber die 

Verschiebungen wk be
kannt, so können die 
Differenzengleichungen 
für die singulären Punkte 
nunmehr zur Bestim
mung der singulären 
Stützkräfte dienen. Z. B. 
ist für die starr einge
spanntePlatte amRand-
knoten k nach (1000) mit 

- s4 
2 W~c_2 + 4 (wi_1 + w1_ 1) - 16 w1,_1 = h N, 

wobei P~c die Belastungsintensität unter Berücksichtigung der Stützkraft bedeutet. 
Nach Abb. 662 ist 

P~cs2 =- 2 A.,.,~cs + P~cs2 , 

womit wiederum wie in (1012) 

A.,., k = 2~s [ 16 wk-1 - 2 wk-2 - 4 (wi-1 + Wz-1) + P;_tJ. 
Den Verlauf von Mk und wk für einen Schnitt y = const am Rande bei Ersatz 

der Randbedingungen durch Bedingungen über die Antimetrie oder Symmetrie der 
Formänderung zeigt Abb. 662. Die Belastungsfunktion p ist dabei konstant an
genommen worden. Sie hat im Randknoten beim eingespannten Rand eine Singula
rität, beim frei aufliegenden Rand einen Sprung. 

l. Freie Auflagerung der Ränder. Die Verschiebungen w10 bis w25 und 
die Momentensummen M 10 bis M 25 in den Randpunkten sind nach S. 647 Null 
(Abb. 660). Daher werden zunächst die Momentensummen M1 bis M 9 der Haupt
knoten nach (1001) und daraus die Verschiebungen w1 bis w9 des Gitters nach 
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(1002) berechnet. Damit sind nach (1003) auch die Biegungsmomente Mx, 1 bis M.,, 9 , 

1H 11 , 1 bis M 11 , 9 bekannt. Um die Drillungsmomente für alle Maschenknoten nach 
(1003) zu berechnen, sind auch die Verschiebungen der dem.Rande benach?.arte.n 
Nebenknoten notwendig. Diese ergeben sich aus der Bedmgung (938) fur dlC 
Momentensummen am l{ande. 
w27 =- w1 usw., w33 =- w3 usw., an der Ecke W 31 = w3 usw. (1014) 

Die Berechnung der Querkräfte Q10 bis Q25 und der Stützkräfte A 10 bis A 25 nach 
(1004), (1005) setzt außerdem noch die Kenntnis über die Größe der Momenten
summen JVJ 26 bis .M48 in denselben Nebenknoten voraus. Sie ergeben sich aus den 
Differenzengleichungen (1001) für die Randpunkte. 

M1 + M27 =-P1os2 usw., 

Eine andere Lösung mit Hilfe der Verschiebungen ist bereits auf S. 683 angegeben 
worden. 

2. Starre Einspannung der Ränder. Die Verschiebungen w10 bis w25 sind 
Null, dagegen die Mo
mentensummen M 10 bis 
M 25 von Null verschie
den (Abb. 660). Daher 
werden die Verschiebun
gen w1 bis w9 der Haupt
knoten mit dem allge
meinen Ansatz (1000) in 
einer Stufe berechnet. 
Hierbei gehen die Ver-

cl Symmetrie von Mk, Wk am Rande 
schie bungen er am der cingrespanntcn Platte !Belastungs-
l{ande benachharten fnnktion mit Singularität). 

Nebenknoten 111 die 

~o+!-P~~L~:~l2 
Antimetrie von M k, Wk am Rande 
der frei aufliegenden Platte (Be

lastungsfunktion mit Sprung). 
Abb. 6tl2. 

Gleichungen ein. Diese sind durch die Randbedingungen (942) bestimmt, da mit 

W 33 = W 3 usw. (1015) iJwjoy = 0: w27 = w1 usw.' owjox = 0: 

Mit den Wurzelwerten W~c sind nach (1003) alle Biegungs- und Drillungsmomente in 
den Knoten l bis 25 bestimmt. Die Drillungsmomente in den lündpunkten ergeben 
sich nach Vorschrift zu Null. Die Berechnung der Auflagerkraft ist bereits auf 
S. 683 abgeleitet worden. 

3. Zwei anschließende Ränder (10 bis 17) der Platte sind kräftefrei, 
die beiden anderen (18 bis 25) frei aufgelagert (Abb. 660). Die Ver
schiebungen und Momentensummen in den Randknoten 17 bis 25 sind Null, so 
daß damit auch die Verschiebungen der Nebenknoten 38 bis 48 als antimetrisch 
zu den Verschiebungen der symmetrisch liegenden Hauptknoten bekannt sind. 
Damit können die Differenzengleichungen für die Punkte l bis 16 angeschrieben 
werden. Als Wurzeln erscheinen nur noch die unbekannten Verschiebungen der 
Nebenknoten 26 bis 3ß und 51 bis 58. Diese müssen durch die Bedingungen 
M 11 25 bis Mv 13 = 0, Mx 13 bis J11x 17 = 0, A 11 10 bis A 1113 = 0, A., 13 bis A., 16 = 0 
und c13 = 0 ~liminiert ~erdeil. ' ' ' ' ' 

Die beliebige Belastung von achsensymmetrischen Platten (freie Auflagerung 
oder starre Einspannung aller vier Ränder) wird durch die Umordnung der Be
lastung nach den beiden Achsen im Sinne von Abschn. 27 in vier unabhängige 
Teile zerlegt, so daß in (1001), (1002) nur die Momentensummen (1>M,, ... (4>Mk 
und die Verschiebungen (l)ze·~c. __ (4 >w" eines Quadranten als Wurzeln auftreten. 

M~c = (1) Mk + · · · + (4> M,, , w,, = (1>wk + · · · + ( 4>w~c . (1016) 

Die Momentensummen und Verschiebungen in Punkten der Symmetrieachsen I, II 
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sind bei Antimetrie der Belastung nach I und II Null. Die Rechnung wird dadurch 
vereinfacht. Sind mehrere Belastungsfälle, also auch die Einflußflächen von Ver
schiebungen oder Schnittkräften zu untersuchen, so wird nach Abschn. 29 die 
konjugierte Matrix zu den Differenzengleichungen (1000) oder (1001), (1002) gebildet. 

Flächenlasten, die nicht mit der Teilung des Gitters in Beziehung stehen, werden 
maschenweise zu Einzellasten zusammengeiaßt und nach dem Hebelgesetz auf die 
Maschenknoten verteilt. 

Der Umfang der Zahlenrechnung nimmt wesentlich zu, wenn die Symmetrie
eigenschaften der Stützung ganz oder teilweise wegfallen. Die Art der Untersuchung 
nach S. 684 wird jedoch nicht geändert. Der Spannungszustand an kräftefreien 
Ecken k liefert stets 5 Bedingungen. Neben denjenigen des kräftefreien Randes mit 

Mx,k=O, Mv,~o=O, Axz,1c=O, A 11 z,1c=O 

ist nach den Bemerkungen auf S. 648 auch Mxy,k = Myx,Jc == 0, also 

(fJ2wjßx ßyh = 0. 

Berechnung der rechteckigen Platte bfa = 4/3 mit frei aufliegenden Rändern für 

Abb. 663. 

2 3 

4 

-I 4 -I 

-I 4 

-I 

-I 

-I 

a: 

4 

-2 

5 

gleichmäßige Belastung p. 

1. Gitterteilung (Abb. 663) 
a b 

s = -~- = -~ 
6 8 

2. Randwerte nach (938) und (1014). 

M13 bis M 20 = 0, w13 bis w20 = 0. 

w21 =- w10 usw., 

W24 = W2s = 0' 

w30 = - w3 usw. 

W25 = W12 • 

3. Differenzengleichungen (1001), (1002) für die 12 Gitterpunkte. 

104 p a 2 Mk s 2 Mk 10 p a4 

Pk 52 = 3ß"}o4' N 1ö:.:4pa2 • 36 "fö5N'- · 
pa2 pa4 

6 7 8 9 IO II I2 I04 w5N 

277,8 256,3 

-2 277,8 229,7 

-2 277,8 I47·2 

4 -2 -I 277,8 244,I 

-I 4 -I -I 277,8 219,1 

-I 4 -I 277,8 qo,8 

-I 4 -2 -I 277,8 204,7 

r-------------~~--~--4- -I --~--=-;---
277,8 I84,4 

-I -I 4 -I 277,8 120,0 

------~'---4 -2-

277,8 128,8 

277,8 I 17,2 

277,8 78o3 
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4. Die Iteration emer Näherungslösung liefert 

2 3 4 5 6 7 8 IO II 12 

M" 923 827 530 87<J 789 5ü7 737 664 432 464 
----------------------

wk GGr 577 339 {JJ7 539 317 486 425 251 273 Bzffi828z 
---------

39 142 

5. Schnittkräfte nach (1003) ff. und (1008), z. B. 

·~6 N J0-5 p a4 [ 1 J 
M. 1 =~ '--- • · · · -577 -1- 2 · 661 - 577 J_ -- (- 617 + 2 · 661 - 617) = 0 066 p a 2 

:r, a2 ]\;T I 6 ' ' 

36N J0-5pa4 [1 J 
NI" 1 = ---- · · · · (- 577 + 2 · 66I- 577)- 6I7 + 2 · 661- 617 = 0,042 p a 2 , 

• a 2 N 6 

36 N ( I ) 10-5 p a4 
M 1 = ·-·-- I - -- · - [- 142 - I42- I42 - 142] =- 0 043 p a 2 

xv, s 4 a2 6 N ' ' 

216N w-5pa4[ ( I', ( I) l pa 
A 20 =- - ·· 4· 3- -)339-?·577--2 2--· (317+317) + --=0475pa 

"· 2 aa N 6 - 6 ~ I2 ' · 

Die Schnittkräfte sind in Abb. 664 dar
gestellt. Sie stimmen gut mit den genauen 
Werten S. 677 überein. Der Auflagerdruck er
gibt sich nach der gestrichelten Linie und ist 
an den Ecken nicht Null wie bei der strengen 
Lösung. Der Fehler nimmt mit der Gitter
teilung ab. Der Auflagerdruck ist daher nach 
den Ecken zu kleiner als die Zahlenrechnung 
angibt und verläuft etwa nach der aus
gezogenen Linie. 

Um die Abhängigkeit des Ergebnisses 
der Differenzenmethode von der (~itterteilung 
zu zeigen, ist eine quadratische, frei auf
liegemle, gleichmäßig belastete Platte für 
s =~ af4 und aj8 berechnet worden. Die Er
gebnisse wcichc·n nur wenig voneinander ab 
(Abb. 665). 

In Abb. 666 sind die Ergebnisse für eine 
Einzellast in Plattenmitte mit s =c aj4, ajS, 
ajl2 dargestellt. Sie weichen nur in geringer 
Umgebung der Last voneinander ab. Daher 
genügt es, die Berechnung für ein grobes 
Gitter durchzuführen und nur im Lastbcreich 
ein feim·res Gitter einzuschalten. Fiir das 
grobe Gitter s == aj4 (Abb. 665a) lauten die 
J )iffcrcnzengleichungen (1001) 

p 

~~""UTIJ3 II 1 

"'--I 4 ----2 0 

r---- --- ·---
-2 4 0 k- a --..J 

<ll<». !!, 
. 

mit tlem Ergebnis 

M 1 = 0,3741', 

NI2 = 0,125 1', 
a) Gitterteilung. 

Ma = 0,0624 P. 

':! 
'>I"> 

II 

y 

~-~ 
L--~a-------?>1 

X 

Abb. (Hi4. Sclmittkräftc der frei aufliegenden rechteckigen 
Platte mit gleichmäßiger Belastung p. 

pa2 
0,08 

40732· 
40703 

0,06 

0,0'1 

o,oz 

1 z 
b) 1\.lonwntcnsnmme 1\J. 

Abb. 665. 

c) Durchbiegung w. 
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Für das eingeschaltete feinere Gitter mit s = aj8 (Abb. 667) lauten die Gleichungen (1001) 

Pa! MI M4 Ms 

r• N 
4G ls-~ 4 -4 
q558 r 

4 o+M2 

-2 4 o+2M6 
Abb. 667. Gitterteilung 

mit eingeschaltetem 
feinerem Gitter. 

Mit M 2 = 0,125 P und M 6 = M 2 - !(M2 --M3) = 0,112 P aus einer 
quadratischen Interpolation ergibt sich M 4 = 0,243 P, M 1 = 0,493 P. 

Abb. 666. Momenten
summe M. 

Die Werte stimmen nach Abb. 666 mit dem Er
gebnis für das 8teilige Gitter gut überein. 

Berechnung der rechteckigen Platte bfa=4J3 
mit eingespannten Rändern und 

gleichmäßiger Belastung p. 

1. Gitterteilung (Abb. 668). 
a b 

s=tf=-s-· 
2. Randwerte nach (942) und (1015). 

w13 bis w20 = 0 , w21 = w10 usw .. 
w30 = w3 usw., w". = w12 • 

3. Differenzengleichungen (1000) für die 12 Gitterpunkte. 
Pk s4 105 p a4 

N- =v·ios"N' 

Abb. 668. 

20 1-16 2 -16 8 2 77,17 

-=--;;--~--2-1----=-;- --4-~ --4-------2------------- 77,17 

r---[--------- ----------------------

~1 __ 4 ___ 2_I_ ~--2---=- __ 4_ -----2-------1- 77,I7 

-8 4 2I -I6 2 -8 4 77·I7 
r---------------------------------1-

2 - 8 2 - 8 22 -8 2 - 8 ,, 77-I7 

r---1 2 -8 I - 8 22 = 2 -8 ==:= 77,17 

- 8 4 20 - I6 2 -8 4 77· 1 7 
f-------------------------1-

2 - 8 2 -8 2I -8 2 - 8 2 77-I7 
r----------------------------------I-

I I 2 -8 I - 8 2I 2 -8 

77- 17 

77-17 

r---l---------------------1-
1 I -8 4 2I - I6 2 

f-----1·------------I---- --2----=-;- --2-----=--;- -~~--~----=;-

f-----j·--------------------1-
' I 2 --- 8 I - 8 22 
I 

4. Die Iteration einer Näherungslösung liefert 

12 

27 w-6 p a4/N 
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5. Schnittkräfte nach (1003ff.) und (1012}, z. B. 

M 1 = 36 N. !0~5 p 3'4 l- 187 + 2. 227 - 187 + _l_ (- 207 + 2 · 227- 207)] = 0 032 P a2 , 
~. a2 N [_ 6 . 

36 N 10-5 p a4 [ 1 J M 20 = -- · - - - - 86 + 2 · 0 - 86 + -6- · 0 =- 0 062 p a2 , 
~. a 2 lV 

2161V I0-5 pa4 
A 20 = ----- - • ----- [16 · 86 

~. 2 a 3 lV 
pa 

-2 · 187 -4(79+79)] + f2-=0,49pa. 

Die Schnittkräfte sind in Abb. 669 dar
gestellt. Da der Auflagerdruck nach 
der strengen Lösung an der Ecke Null 
ist, wird das Ergebnis der Rechnung 
berichtigt (ausgezogene Linie). Der 
Fehler nimmt mit der Gitterteilung ab. 

Berechnung der rechteckigen Platte 
bja = 4/3 mit frei aufliegenden 

Rändern und einer Einzellast. 

]. Gitterteilung (Abb. 670). 

a b 
s=tf=s· 

2. Randwerte nach (938) und (1014). 
Am ganzen Rand ist 

M=O und w=O, w21 =-w10 usw. 

ll 

tE-----a---~""1 

3. Belastungsumordnung. Zur Be
rechnung der Durchbiegung nach (1002) 
sind 35 Differenzengleichungen auf-

U~- rar T2J- r. -., 

Abb. 669. Schnittkräfte der eingespannten rechteckigen Platte mit 
gleichmäßiger Belastung p. 

16 

17 

18 

19 
L_ 

'zu' 
19" 

18' 

17 

18 

f5' 

12 

~· 

tr 
G" 

19" 

12 

15 

· 1 1 j2'l 125 
_[ 

f/1 
116 

11 !10 

I 
~ r 
' ~ wir 

W" 
i 

8 
17 

11 pt1 

w!; 

f/1 15 

11 12 
p 
~ 

15 G 

-i2B 16 

'F 
-? 18 

19 -~ 

~- -1n: 1BIZO 
"' 16'" 19 

9 18 

11m 12 17 

fq 15"' 16 

Abb. 6iO. Gitterteilung. 

Abb. 671. Linien gleicher Durchbiegung. 

Wmax= 0,0107 Pa2 /N. 

zulösen. Es ist daher zweckmäßiger, <lie Belastung nach Abschn. 27 in die symmetrischen 
und antimetrischen Anteile zu den Ach~en I, II umzuordnen (Abb. 672). 

In den Antimetrieachscn ist w = 0 und daher bekannt. 

ll b c tl 

;I ·-G .. .{ 0. ~ 0. ~ 
+ -~~ -~· + ·-r~ ~ I~ ~I • :i 0 

+·+ + 
Abb. 6i2. 

Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. II. 44 
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4. Differenzengleichungen (1001), (1002) für die 12 Gitterpunkte im 1. Quadranten. 
Im Punkt 8 ist 

In allen anderen Punkten sind die Belastungsglieder Null. 
a) 4 symmetrische Einzellasten P/4 (Abb. 672a). 

2 3 4 5 6 7 8 9 IO 

4 -2 -2 

II 12 

-----------------------1-
-I 4 -I -2 

-----------------------------1-
-I 4 -2 

-----------------------
-I 4 -2 -I 

---------------------1-
-I -I 4 -I -I 

---------------------1-
-I -I 4 -I 

-----------------------
-I 4 -2 -1 

---------------------1-
-I -I 4 -1 -1 

,------------------------
-I -I 4 -I 

f--- --------------------·-
-I 4 -2 

r----- --------------------~-
-I -I 4 -I 

r-----------------------
-I -I 4 

Pj4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

k = 2 3 4 5 6 7 8 9 IO li I2 

205 

II3 

239 

I24 

I44 

I47 

73 

wi= l729l637l365l7o9I624I355I6I3I557I3o7l343l3o5l I72 Pa2/Io6 N 

b) 4 Einzellasten Pf4, symmetrisch zur y-Achse, antimetrisch zur x-Achse (Abb. 672b). 
Pa2 

4 5 6 7 8 9 10 II I2 Pj4 öN IO 

4 -2 -I 0 IJ4 
- --------------1-
-I 4 -I -I 0 I2I 

- --------------1-

-I 4 -I 0 57 
- ---------------
-1 4 -2 -I 0 214 

- -------------- -
-I -I 4 -I -I I 315 

r----- -------------- -
-I -I 4 -1 0 I07 

r---------------- -
-I 4 -2 0 IJ4 

r---------------- -
-I -I 4 -I 0 I2I 

r-------------------
-I -I 4 0 57 

k= I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II I 12 

wii=I 0 I 0 I 0 I I8o I I64 I 90 1 277 1 265 I 138 1 I8o 1 164 1 90 
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c) 4 Einzellasten P/4-. symmetrisch zur x-Achse, antimetrisch zur y-Achse (Abb. 672c). 

2 3 5 9 II I2 Pj4 

tf' __ 0 0 50,7 
--------.-

4 -2 0 37.6 
1-

-I 4 -I -I 0 82,8 
- ------------ -

-I -I 4 -I 0 49,8 
----------------

-I 4 -I -I I 230,8 
-------------- -

--I -I 4 -I 0 79·3 
--------------i-

-I 4 -I 0 66,8 
--------------1-

-I -I 4 0 36.5 

k=l I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO II I I2 

wiii ~I 0 I 69 I 6o I () I 82 I 67 I 0 I I I I I 7s I 0 I ss I 4I 

d) 4 antimetrische Einzellasten (Abb. 672d). 

5 6 9 II 12 

4 -I -I 0 64,6 
- ----------

-I 4 -I 0 34.4 
r----------- -

-I 4 -I -I I 224,2 

!------------ -
-I -I 4 -I 0 73,2 

-----------
-I 4 -I 0 64,6 

r----------1-

-I -I 4 0 34·4 

k= I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO II I2 

wiY= 0 0 0 () 49 36 0 96 6o 0 49 36 

Die Superposition der Einzelergebnisse liefert die Ausbiegung irrfolge P = I im Punkt 8 
mit wk = w[ + wV + wf,II + w{Y nach der Zusammenstellung auf S. 692. 

Das Ergebnis ist in Abb. 671 dargestellt. 

5. Schnittkräfte nach (1003) ff. und (1008), z. B. 

Mx,s = ~~~ · _Pa2 
[- 890 + 2 ·I029- 580 + I_(- 9I9 + 2 ·I029- 573)] = 0 246 P 

a2 I05 N 6 ' ' 

M.,s 36N P a 2 [I J == ------ . --- - -- (- 890 + 2. 1029- 580) - 9I9 + 2. I029- 573 = 0 239 p 
a 2 I05 N 6 ' . 

36N ( I) P a2 M 16 = -- I - --- [- 339 - 339 - 339 - 339] = --0 102 P 
x u, 4 a2 6 I05 N ' ' 

Ax, 18 = ~ 16 ]\T l 0 a2 'l4 (3- 1 ) 580- 2. I029- 2 (2- 1 ) (548 + 339)] = 1 36 Pja 
2 a3 105 N 6 6 _ ' ' 

- 2~1{'T · I~t:V f4 (3- -~) 523-2 · 890-2 (2- ~-) (573 + 365)] = 1,38 Pja. 

44-* 
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Die Schnittkräfte sind in Abb. 673 dargestellt. Der Auflagerdruck ergibt sich etwas zu groß, da 
das Integral längs des ganzen Randes etwa 1,4 P wird. Der Fehler nimmt mit der Gitterteilung ab. 
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Abb. 673. 

a) Biegungsmomente der frei aufliegenden 
rechteckigen Platte mit einer Einzellast P. 

b) Randkräfte der frei aufliegenden recht· 
eckigen Platte mit einer Einzellast P. 

Die Aufgabe kann auch mit einem Ansatz gelöst werden, wenn ein 
gröberes Gitter gewählt wird. Für das Gitter nach Abb. 674 lauten 
z. B. die Differenzengleichungen mit s = af3 

8" 8"' 2' 2 

4 -I -I 
---------
-I 4 -I 
---------
-I 4 -I 

1--------
-I -I 4 

----------
-I 

1---------
-I 

k= I 8" I 8"' 

Wk= I 285 I 345 

8' 8 

----

---1-
-I 

---1-

-I 
--1-

4 -I 
--,_ 

-I 4 

2' 2 

575 I 786 

p 

4 

0 

0 

0 

() 

0 

4 

I 
I 

2I8 u 

T p 
3I3 8' 8 

~ H-552 
.. '"'+·- . w·-1-:f 

II 
o(l i [8'i 8 

I035 
(-~---1 

958 Abb. 674. 

3275 

8' I 8 I 
68o I u86 I Pa2jio5N 

Diese Werte sind als Näherung durchaus noch brauchbar, wie der Ver
gleich mit der Zahlentafel am Rande der Seite zeigt. Für die Schnitt
kräfte sind dagegen größere Abweichungen zu erwarten. 

So ist z. B. M~,s = 0,176 P gegenüber 0,246P. Genauere Werte 
ergeben sich, wenn die Biegefläche mit den Näherungswerten auf
gezeichnet wird und die Ordinaten zur Bestimmung der Momente für 
eine engere Teilung der Zeichnung entnommen werden. Auf diese Weise 
wird z. B. M~,s = 0,255 P. 

Berechnung einer Behälterwand mit hydrostatischer Belastung. 
Die rechteckige Seitenwand eines Behälters mit quadratischem Grundriß ist am oberen 

Rande frei, am unteren elastisch eingespannt und an den Seiten starr eingespannt. Sie kann 
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daher in erster Annäherung als Platte berechnet werden, die an drei Seiten starr eingespannt 
und an einer Seite kräftefrei ist. 

Um die Rechnung abzukürzen, ist fl = 0 angenommen worden. 

l. Gitterteilung (Abb. 675). 
a b 

.; = 3 4 

2. Eandwerte nach (938) und (943). An den eingespannten Rändern ist 

Am freien Hand ist JE" = 0, A ,, = 0. Mit (1003) folgt daraus 

1r• 7 = 2 Ws- 1f'a, Wg=0. 

Diese Beziehungen Iidern mit (1005) 

w 10 = w1 - 12 w3 + 8w4 + 12 Ws- 8 w6 , 

w 11 = w 2 + 4w3 - 12w4 - 4ws+ 12w6 • 

3. Die BelastungszahleiL Die hydrostatische Belastung wird nach S. 682 über den Platten
rand hinaus stetig fortgesetzt nncl nach dem Hebelgesetz auf die Gitterpunkte verteilt (Abb. 675). 

Ps=Ps=Ü, Pa=P4=·~Po, P1=Pz=~Po, P17=P1G=Po· 

k-~ -- -b~'fa
Abb. 670. 

4. Differenzengleichungen (1000) für die Gitterpunkte l bis ü. BeimAufstellen der Differenzen
gleichungen wenlcn die Handbedingungen unter 2 berücksichtigt. 

Po at 
wa 1fl4 Ws 

IOOO N 

2! - ](J 8 ! 

I 
4 8,23 

-8 ~3 - 8 8,23 

-S 4 1<) - IÜ -6 4 

21 2 6 

- I2 8 16 - I6 0 

4 -12 -8 I8 0 

!). Die Iteration einer Näherungslösung liefert 

k= I 2 3 4 5 I 6 I 
'll'k = 2,095 I,4I4 2,98I I,92I 3,033 I I ,s8sl p0 a4(Iooo N 

Die Biegefläche ist m Abb. 676 dargestellt. 
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6. Schnittkräfte nach (1003) ff. und (1012), z. B. 

9N Po a4 2 
M •· 17 = ""tl2 1000 N [- 2,095 - 2,095] = 0,038 Po a , 

9N Po a4 2 M ~, 12 = ""tl2 1000 N [- 1,888 - 1,888] = 0,034 Po a , 

27 N Po a4 Po a 
Ao,17 = 2 aa 1000N [16 • 2,095- 2 · 2,981 - 4 • 2,828] + -6 = 0,39 Po a. 

Die Schnittkräfte sind in Abb. 677 eingetragen. 

Abb. 677. 

Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung 
biegsamer Platten. Berlin 1924, u. Arm. Beton 1919 S. 107. - Nielsen, N. S.: Bestemmeise 
af Spoendinger in Flader ved anvendelse af Differensligninger. Kopenhagen 1920.- Kirsten, 0.: 
Beitrag zur Berechnung der rechteckigen Platte mit beliebigen Randbedingungen. Diss. Dresden 
1924. 

72. Die Abschätzung des Spannungszustandes in rechteckigen 
Platten nach H. Marcus. 

Die Anwendung der Plattenstatik im Bauwesen ist durch die Beschreibung der 
statischen und geometrischen Zusammenhänge mit Differenzen und Differenzen
gleichungen aus den Ordinaten wk der elastischen Fläche wesentlich gefördert wor
den, da die Aufgaben mit einfachen mathematischen Hilfsmitteln für die Bedürf
nisse der Technik hinreichend genau gelöst werden. Da es jedoch in vielen Fällen 
genügt, das Spannungsbild zur Beurteilung der Sicherheit des Tragwerks in elemen
tarer Weise summarisch zu erfassen, wird die Plattenbiegung in erster Annäherung 
mit der Formänderung zweier sich rechtwinklig kreuzender Trägerschaaren l~, 111 

verglichen, die sich unabhängig voneinander durchbiegen und die an den Enden 
unter denselben Bedingungen gelagert sind, wie der Plattenrand. Die Formänderung 
der Träger l~ entsteht durch eine Belastung p (x), diejenige der Träger 111 aus einer 
Belastung p (y). Ihre Summe ist an jedem Kreuzungspunkt (x, y) gleich der vor
geschriebenen Belastung p = p (x) + p (y) (Abb. 678). Bilden die Trägerschaaren 
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einen Rost (Abschn. 65), dessen Elemente sich an den Kreuzungspunkten nicht 
mehr relativ zueinander verschieben, so entstehen für p (x) und p (y) Bedingungs
gleichungen, die sich jedoch nur dann einfach anschreiben lassen, wenn allein zwei 
ausgezeichnete Träger l~, l 11 betrachtet werden. Hierfür werden die Träger mit der 
größten Durchbiegung ausgewählt. 

Bei freier Auflagerung der Platte (Abb. 678) sind die größten Durchbiegungen 
der Träger in Trägermitte ' 

5 p., l! 5 Pvl~ 
()." = 384 EJ.,' ()Y = 384 E]11 ' 

wenn p (x), p (y) in erster Annäherung konstant angenommen werden. Da p = P~ + pY 
und ()~ = ()Y, so ist für I~ = I 11 

/ 4 l 4 

P~=z4+Yl,p, Py=f4+·"z•P· 
X y X y 

(1017) 

Die Anteile P~, p11 von p ändern sich mit der Art der Stützung des Plattenrandes. 
Ihre Größe ist für jeden Fall in der Übersicht S. 698 enthalten. 

Die Formänderung der Platte unterscheidet sich von derjenigen eines Trägers 
l~, l 11 durch die Verdrillung der Plattenstreifen infolge 
von Schobspannungen an den Streifenrändern. Sie 
bilden an Streifen mit x = const Drillungsmomente 
M ~ Y, an Streifen mit y = const Drillungsmomente 
M u, welche die Durchbiegung der Platte im Vergleich 
zu derjenigen des Trägers verkleinern und daher bei 
gleicher Ausbiegung die Tragfähigkeit der Platte im 
Vergleich zum Träger vergrößern (Abb. 678). Dieses 
Bild wird von H. Marcus zur Beschreibung der 
Plattenbiegung verwendet. 

Die Drillungsmomente stehen nach S. 645 mit der 

! 
. I 
i 
-· ·~ 

ß2w Px 
Plattenbiegung in folgendem Zusammenhang: ~ 

M~y= My~= -N {1-ft) oxoy. ' } ' Abb.678. 

Sie ändern sich beim Fortschreiten in der x- oder ~z...--...!' 
y-Richtung um aMufax oder aMy~fay, so daß an 
einem Plattenstreifen lro oder ly von der Breite b ein Unterschied M~, MY der 
Drillungsmomente entsteht, 

Mro= b a:-t = -N (1-ft) b aa:-;Y2 , My= b~:;· = -N(1-ft)b-0°;2~Y' (1018) 

der sich als Belastung der Streifen lro, ly durch ein stetig verteiltes Kräftepaar 
M~, MY deuten läßt. Dieses erzeugt die Biegungsmomente M~, M~, die mit den 
Biegungsmomenten M~, My aus der Belastung P~, p11 überlagert werden. Das Er
gebnis M;, M; zeigt folgende Form: 

IW; == Mro+ M~= M~(1 + :~) = M~(l- CfJw), l 
M; =My+ M~= My (1 +::)=My (1- cpy). 

{1019) 

M~ = - b J?~_:: d x + Cl = - N (1 - ft) b ~2y~ + C1 = - N (1 - !l) b ef + Cl, 

M~ = - b f8~~· dy + C2 = - N (1- tt) b ~x~ + C2 = - N (1- !t) b e~ + C2 • 

Die Integrationskonstanten C1 , C2 sind bei achsensymmetrischer Belastung und frei 
drehbarer Auflagerung der Streifenenden Null. Die Biegungsmomente M~, My 



696 72. Die Abschätzung des Spannungszustandes in rechteckigen Platten nach H. Marcus. 

werden also von der Verkantung der Streifen lx, ly bestimmt. Sie erzeugen allein 
die Ausbiegung w~, w~, die mit der Ausbiegung Wx, Wy aus der Belastung Px, PY 
überlagert, die Formänderung w;, w; der Streifen der Plattenbiegung angleicht. 

w;=wx+w~, w;=wy+w~. 

Wird der Verlauf der Eiegongsmomente M~, M~ in erster Annäherung als ähnlich 
zu demjenigen von Mx, My angenommen, so ist ebenfalls in erster Annäherung 

w~fw x = w~fw Y = c und w~ = c w x, 

und mit w; = w; ebenso wie auf S. 695 

~~ li 
Wx=Wy, also P(IJ= li+l~p, Pu= li+~P· 

Die Eiegongsmomente M~, M~ der Streifen l(IJ, ly aus den Drillungsmomenten sind 
von H. Marcus durch den Vergleich mit den Ergebnissen der strengen Theorie in 
Plattenmitte abgeleitet worden. 

Die Grenzwerte der Eiegongsmomente M~ = -q;(IJM(IJ, M~ = -q;yMy zweier 
ausgezeichneter Plattenstreifen l(IJ, ly mit dem Unterschied M(IJ, MY der Drillungs

momente an den Intervallgrenzen als Belastung 
können nach H. Marcus durch 

angegeben werden. Die Beiwerte c(IJ, cy beschreiben 
dabei im wesentlichen die H.andbedingungen der 
Platte. Sie werden von H. Marcus aus einem Ver
gleich mit denselben Eiegongsmomenten der Platten
theorie abgeschätzt. 

(1021) 

In diesem Ansatz sind M xma.x, M umax die größten 
Abh. 679. Eiegongsmomente aus der Belastung Px, pY der 

Plattenstreifen l(IJ, ly mit den vorgeschriebenen Rand
bedingungen, M 0 x, M 0 y die größten Eiegongsmomente zweier frei aufliegender 
Plattenstreifen lx, ly für die volle Belastung p = Px + Py· Die größten Eiegongs
momente der drillungssteifen Platte M:max• M;max entstehen dahernach H. Marcus 
in erster Annäherung aus einer einheitlichen Lösung 

M:max = M!JJmax (1- q;!JJ) = Mxmax V.,, M:max = Mymax (I- f{Jy) = Mymax Vy' (1022) 
deren Ergebnisse sich mit denjenigen der Plattentheorie vergleichen lassen. 

An den eingespannten Plattenrändern sind nach (942) keine Drillungsmomente 
vorhanden. Die Schaulinien der Eiegongsmomente am Rande berühren die Bezugs
achsen an den Ecken (S. 679). Als Mittelwerte M!JJr• Myr genügen die Einspannungs
momente der ausgezeichneten Plattenstreifen l.,, ly aus der Belastung p(IJ, pY 
(Abb. 679). 

P {2 
M =-~ "'r 12 ' 

p [2 p {2 
M = -- _!1_!1. < - -·" bei L < l .. . 

'Ur 12 24 ~ • 

Der Grenzwert kann nach H. Marcus mit 

M P.~l.~, 
"'min = -12v ' 

.~ 

angenommen werden. 

M _ P11 l~ Pl.~ 
ymin- -12'11 ~ -20 

y 

(1023) 

(1024) 

Das Bild der Eiegongsmomente in den mittleren Querschnitten ist durch die 
strengen Lösungen der Aufgabe in Abb. 649 gegeben. Das Ergebnis ist in der 



Drillungsmomente. 697 

Tab. 65 enthalten und wird in den bekannten Bestimmungen des Deutschen Aus
schusses (§ 23) verwendet. Die Platten Abb. 685 und 686 sind danach gerechnet worden. 

Die Rechenvorschriften für die rechteckige Platte lassen sich auch zur Ab
schätzung der Biegungsmomente in durchgehenden Platten anwenden, da die Rand
bedingungen der einzelnen Felder bei gleichförmiger Belastung angenähert mit 
denjenigen der einzelnen Platte mit frei aufliegenden oder eingespannten Rändern 
übereinstimmen. Schachbrettartige Belastung wird umgeordnet und besteht dann 
aus der gleichförmigen Belastung n>p = pf2 und aus abwechselnder Belastung der 
Felder mit <2>p = ± pj2, so daß p = n>p + <2>p. Die Randbedingungen der Felder 
sind für <2>p, unendliche Ausdehnung der Platte angenommen, mit freier Auflagerung 
identisch. 

Drillungsmomente. Die Tragfähigkeit einer Platte beruht, verglichen mit dem 
Trägerrost, auf der Mitwirkung der Drillungsmomente. Die größten Biegungs
momente von Platte und Rost stehen nach (1022) im Verhältnis v00 , Vy· Im übrigen 
wird die Festigkeit der Platte durch die Hauptbiegungsmomente M 1 , Mu be
stimmt, die sich nach (921) aus M;, M; und den Drillungsmomenten zusammen
setzen. Diese treten nach (919) in folgende Bezie
hung zum Verschiebungszustand w(x, y) der Platte: 

a2w a (aw) M = M =- N (1- ''-) ~ -- =-N (1- u) --- --
TY vx r DxDy r i}x ,dy 

a (aw) =-N(1-pla; ax. (1025) 

Das Drillungsmoment ist daher bei achsensymme
trischer Belastung an allen Punkten der Biegefläche 
Null, in denen die Tangentialebene an die Biege
fläche parallel zur x- oder y-Achse ist, und wechselt 
auf diesen ausgezeichneten Parallelen das Vorzeichen. 
Es ist im ersten und dritten Quadranten negativ, 
im zweiten und vierten Quadranten positiv. Die 
Funktion M 00 'Y erhält einen Extremalwert, wenn Abb. 680· 

?.;J-;· = 0 = arl1; e2
;) und ~~~·~ = 0 = }-; (~2;). (1026) 

Die Bedingungen sind in einem Punkte S erfüllt, in welchem die Schnitte x = const 
und y = const der elastischen Fläche einen gemeinsamen Wendepunkt besitzen. 
Die Ordinaten Mx u beschreiben daher vier Körper, deren Grundriß mit Mw 'Y = 0 
durch die ausgezeichneten Geraden x = sA, y = tA bestimmt ist, die sich in dem 
Punkte 0 mit w = Wmax schneiden. Der Inhalt V eines Körpers ist durch Integra
tion nach Abb. 680 

~~ ~~ 

V= JJ M"'Ydx dy = - N (1- p) I f a:~:y dx dy = - N (1- p) Wmax' (1027) 
[) 0 0 () 

also proportional zur größten Ausbiegung der Platte. Da nun die Drillungsmomente 
in erster Annäherung als lineare Funktionen angenommen werden können und bei 
starrer Einspannung längs des Randes Null sind, approximiert H. Marcus den 
Körper als Pyramide und setzt 

V= - N (1 -Jt) Wmax = ;~ SA t A M~A;,max = -}Sn tn M~BJ,max 

= k So ta M~0~.max = -} SD tD M~J,max. (1028) 

Die größte Durchbiegung Wmax ist durch die Biegungsmomente M;max oder M;max 
Ul}d durch die Einspannungsmomente Mwr• Myr der beiden ausgezeichneten 
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Tabelle 65. Abschätzung der größten Biegungsmomente in rechteckigen Platten 
mit gleichmäßig verteilter Last nach H. Marcus. 

A = t.flx, ·= frei aufliegender, LLJJJII eingespannter Rand. 

I 

P. = p I+ A_4' 

I 

P. = p I+ A_4' 

M - _fxl.~ 
a:r- ' I2 

5 A_4 

Px = p 2 + 5 A_4' 

2 

P. = p 2 + 5 A.'' 

M __ Pxl~ 
xr- 8 ' 

I 

P. = p I+ 5 A.'' 

M __ Pxl.~ 
xr- ' I2 

2 A_4 

Pw=P I+ 2 A_4' 

I 

P.=P I+ 2 A_4' 

M __ p_.,z;, 
xr- B ' 

I 

P. = p I+ A_4' 

M __ P . .,t;, 
xr- S ' 

11x= 1111 = V, 

5 A_2 
'V= I -6 I+ A_l' 

Va:='Vv=V, 

75 A2 

'Vz = I - 32 -2 + 5 A_4' 

5 A_2 

v.= I- 3-2 + 5 A.'' 

P,J~ Mxmax =-8-v 

Pxl! 
Nwmax=--·'11 

72 

Pxl.~ 6 8 ) Nwmax =-- (I,o 4 + 2, I5 'V« 
720 

25 A_2 

'Vw = I -~S I + 5 A_4' 

5 ).2 

v.= I- -6 I+ 5 A.'' 

5 A_2 
'Vz = I - g I-+ 2 A_4 ' 

I5 A2 

v.=I-32I+2A.4' 

Pvl~ M.,=-s-· 

p,l! 
Nwmax = - 6 - 'Vv 

3 0 

M P . .,l.~ 
xmax = -- 'Vx 

24 

Mvmax = ...2._8 P9 l~ 'Vy 
I2 

Nwm x=P . .,l.~ __ vz_ 
a I92 I+ 'Vx 

Mxmax = ...2._8 P,.l~v I2 . 

M ___ Pyl~ 
vr- 8 ' NwmiLX = 'f.J~ (I,o64 + 2,8I5 v) 

720 
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Plattenstreifen lx, ly nach Abschn. 20 bestimmt. Sie ist in der Tabelle S. 698 an
gegeben, so daß damit nach Gl. (1028) die Drillungsmomente errechnet werden 
können. Außerdem werden von H. Marcus mit Abb. 681 und !-' = 0 noch die 
Quadraturen (1029) verwendet. Der Ursprung des Koordinatensystems ist dabei 
im Punkte 0 mit w = Wmax angenommen. 

"' "' 
f. M dx = -Nf 82 w dx =- [N ~w_]"' = -N 8W. =F 
, X 8 X 2 iJ X 0 8 X X' 

0 0 

(1029) 

a a 

f f 82w [ 8w]x 8w 
My.,dx = -N 8x 8 y dx = + N 7fY a = + N 7fY =Fyx· 

"' "' 

Abb. 681. 

Daher gelten für die Flächen aus den Bie
gungs- und Drillungsmomenten über zugeord
neten Abschnitten der Strecken x = const, 
y = const folgende Beziehungen: 

Die Auflagerkräfte der 
Platte. Die Querkräfte und 4 
DrillungsmomenteandenRän
dern der Platte werden ent
weder von einem Unterbau 
oder von Randträgern aufge
nommen. Der Anteil aus den 
Querkräften läßt sich bei den 
gleichen Randbedingungen an 

' 

(1030) 

A 

'- Yt. / 'r/ 
I 
~ 
I 

A 

" ,., '\. 

Abb. 682. 

allen vier Rändern angenähert aus der Unterteilung der Grundfläche durch die 
Winkelhalbierenden in den Ecken angeben. Nach Abb. 682 ist mit lyflx = .A. > 1 

+1"/2 + lx/2 

J q.,dy=Qx=~pz;(2.A.-1), 
-ly/2 

f qydx=Qy=tPZ;. 
-lx/2 

(1031) 

Bei verschiedener Lagerung der Ränder kann nach H. Marcus 

gesetzt werden, wobei jedoch für die kurzen Ränder dasjenige p., oder pY zu wählen 
ist, das der quadratischen Platte entspricht. 

Die Drillungsmomente an eingespannten Rändern sind Null. Der Verlauf der 
Drillungsmomente am Rande des ersten Quadranten einer freiaufliegenden Platte 
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ist in Abb. 683 dargestellt. Sie können durch einen Randträger aufgenommen 
werden, der auf diese Weise eine Momentenbelastung mit entgegengesetztem Dreh
sinn erhält und damit nach Abb. 678 am Rande ly Eiegongsmomente im Betrage 

~~ M2 

von -J M.,ydy, am Rande l., Eiegongsmomente im Betrage von - J My.,dx 
y X 

erhält. Wird der Verlauf der Drillungsmomente t 
in erster Annäherung linear mit M.,y,o am Eck- Y 

M:ry,o, punkt angenommen, so sind die Eiegongsmomente ' 
1'--r--ot---'-ri in der Mitte der Randträger k-r-::;~:( 

'I ly/2 J M~v,olv 
- M dy=-----IIJ'Y 4 ' 

0 
l"/2 

Abb. 683. J Mv~,ol~ 
- My.,dx = - --4 -. Abb. 684. 

0 

Da jedoch die Randträger aufliegen, tritt zu den Stützkräften Q.,, Qy aus der 
Querkraft am Rande noch der Anteil 

Q'- Q'-- <>M - Pv~ l2 _;,_ (1032) 
11J- U- ~ IIJ'Y,O- 3 'V 1 + A4 • 

Würde die Platte ohne Versteifungsträger am Rande frei aufgelagert sein, so muß 
die ihnen zugewiesene Kraftwirkung durch 4 Einzelkräfte C = 2 M fl) Y, 0 an den 
Ecken ersetzt werden, die mit der stetig über dem Rand verteilten Kraft im Gleich
gewicht stehen. 

Die äußeren Kräfte am Rande im Bereich der Ecken sind auch für die Ab
schätzung der Eiegongsmomente wichtig. H. Marcus betrachtet die Ecke zur Ab
schätzung der Eiegongsspannungen als Stab mit veränderlicher Querschnittsbreite b 
und der Winkelhalbierenden als Achse. Er trägt neben der Belastung p die Rand
kräfte. Die Eiegongsmomente M 1 des Stabes erreichen in der Plattenecke den 
Größtwert im Betrage von -MIIJu,o mtfm und sind nach Abb. 654 etwa in der 
Linie] L Null (Abb. 684). Diese kennzeichnet daher einen Spannungswechsel für M 1 . 

Abschätzung der Schnittkräfte in rechteckigen Platten mit lvfl~ = 4/3 für 
gleichmäßige Belastung p. 

1. Frei aufliegende Platte. 

A. = 4/3 = 1,333' .12 = 1.778' A.4 = 3,160. 

Nach Tabelle 65 ist 

3,160 
P~ = p 4.160 = 0,759 p, 

1 
Pv = P 4,160 = 0,241 P, 

5 1.778 
V= 1 - {f 4,160 = 0,644' 

M~,max = 0·~59 • 0,644 P l~ = 0,061 P l.~, 

M., max = -0·~41 · 0,644 p z; = 0,0194 p l~ = 0,035 p l.~, 

N Wmax = ~~:9- • 0,644 P l! = 0,00678 P l~ . 
Abb. 685. Nach (1028) ist 

1 l, z. - 4 3 M.,•,o2 2- -0,00678p lx, M.,., 0 =- 0,061 P l.~. 
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2. Eingespannte Platte. 

Ä = 4/3 = I.33B, 

Px = 0,759P, P. = 0,24I p, 
5 1.778 

V= I - 18 . --4,I60- = 0,88I ' 

Nix max = _0,_7_4
5!)_ · 0,88I P z: = 0,028 P l~, 

' 2 -

M., max = _<!_,_:11 - · 0,88I P l~ = 0,00885 P l~ = O,OI6 P l.~, 

M = - 0_._759 p [2 = -- 0 063 p [2 
:r,r 12 .t: ' x' 

[ - p t;, - 0 042 12 
]\ 11 ' r - - 24 - - - ' p ·• ' 

0,759 
N Wmax = -f92 -·-

Nach (I028) ist 

___ (),~8_l . p l' = 0 OOI96 p j4 
I+ 0,8812 ·• ' .c. 

I lT t. 4 - M ------=-000I96pl 3 zv,o 2 2 ' -"' 
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Abb. 686. 

Mxv,o = -O,OI8p t_;. 

Klagas: Auswertung der Marcusschen Formeln für vierseitig gelagerte Platten. Bauing. I927 
S. 251. --·- Marcus, H.: Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten, 2. Auf!. Berlin 1929. 

73. Die Pilzdecke. 
Die Platten mit Zwischenstützung in Punkten oder Flächen sind von A. Nadai, 

V. Lewe, H. Marcus und N. J. Nielsen untersucht worden. Dabei 'Yurden zu
nächst gleichförmige Belastung und unbegrenzte Ausdehnung nach beiden Seiten 
angenommen, um die Aufgabe durch Symmetriebetrachtungen zu vereinfachen. Die 
äußeren Kräfte und die Randbedingungen für den Spannungs- und Verschiebungs
zustand eines Feldes sind in diesem Falle bekannt. Die Lösung 
kann daher ebenso wie für eine rechteckige Platte nach S. 67 4 
angegeben werden. 

A. N adai betrachtet den Abschnitt Abb. 687 der gleichförmig 
belasteten Pilzdecke mit den Randbedingungen owjox = 0, 
Qxz = 0 und P = 4abp in den Schnitten x = ± a und den 
Randbedingungen owjdy = 0, Qvz = 0 und P = 4abp in den 
Schnitten y = ± b. Die Randkräfte Pj4, Qxz, P/4 am Rande 
x = ± a und die Randkräfte Pj4, Qvz• P/4 am Rande y = ± b 
können durch eine Fouriersehe Reihe als stetige Funktion an
gegeben werden. Die Verschiebungen bestehen wiederum aus einer 
Teillösung w* für den Plattenstreifen mit owjßy = 0 in y = ± b 

Abb. 687. 

und aus einer zweiten Teillösung w**, welche zusammen mit w* die vorgeschriebenen 
Randbedingungen des Abschnitts erfüllt. A. N adai bemerkt auf Grund des Er
gebnisses, daß um jeder Stütze eine geschlossene Linie vorhanden ist, auf der das 
Biegungsmoment Mr um die Tangente verschwindet. Sie schneidet die Diagonale 
des quadratischen Feldes mit der Seitenlänge 2a in einer Entfernung von 0,46a, 
die Verbindungslinie der Stützen in einer Entfernung 0,42a vom Stützpunkt und 
läßt sich durch einen Kreis mit dem Halbmesser 0,44a ersetzen. Der Spannungs
und Verschiebungszustand kann daher in dem Bereiche der Pilzdecke um den 
Stützpunkt mit guter Annäherung für eine frei drehbar angeschlossene Kreisplatte 
angeschrieben werden, die neben der gleichförmigen Belastung p in 0 eine Einzellast 
P = - 4 a2p trägt, deren Querkraft an der Begrenzung r = 0,44a bekannt und 
deren Verschiebung w0 Null ist. 
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Eine ähnliche Näherungslösung ist von V. Lewe formuliert worden. Sie wird auf 
eine ringsum beweglich eingespannte Kreisplatte vom Radius R bezogen, deren Quer
kraft Qr z für r = R Null ist (Abb. 688). Daher ist R aus der Bedingung nR 2 = 4 a2 

mit R = 1,1286 a vorgeschrieben. Die Platte liegt auf einem kreisförmigen Pilz mit 
R1 = r~.a und J = oo, so daß die Pilzdecke im Bereich der Stütze mit einer Kreis
ringplatte verglichen werden kann, deren Formänderung in r = R1 durch die Rand
bedingungen dwfdr = 0, Qr z = - p (R 2 - Ri)/2 R1 , in r = R durch die Rand
bedingungen dwfdr = 0, Qrz = 0 bestimmt ist. Beide Lösungen können mit den 
Tabellen 63 u. 64 angeschrieben und auch für zwischengeschaltete kreisrunde Platten 
nach Abb. 689 erweitert werden. 

Die von V. Lewe angegebene strenge Lösung für die beiderseits unbegrenzte 
· P gleichförmig belastete und 

,..,., II..,.,.II,.,.,III..,.,.IITT"IIII"l'TIF.,-,+,-,"TTTVI"n-I...,.,III..,.,.IIT'niiJ regelmäßig unte:stützt~ Pilz·· 
· ~ · decke beruht, w1e bereits auf 

I ' I S. 674 bemerkt, in der Ent-
.-j,qt ,q___,..j wicklung einer bekannten, aus 

t ~x der Belastung p und dem p -
Abb. 688. Flächendruck p bestehenden 

periodischen Funktion in eine 

p 

Abb. 689. 

doppelte trigonometrische Reihe. Damit kann die Lösung für das Feld Abb. 687 
ebenso wie bei der rechteckigen Platte (983) nach Na vier angeschrieben werden. 
Leider konvergieren die Reihen vor allem für die Schnittkräfte schlecht, so daß 
die Zahlenrechnung mühsam und umfangreich ist. Sie wird durch eine Anzahl von 
Tabellen erleichtert, die Lewe seinem mehrfach erwähnten Buche beigegeben hat. 
Diese enthalten auch Angaben für zweiseitig und allseitig begrenzte Pilzdecken mit 
Streifen- und Schachbrettbelastung. Die Anwendung der Differenzenrechnung auf 
die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes von Pilzdecken ist 
von H. Marcus und N. J. Nielsen gezeigt worden. 

Die Berechnung einer nach zwei Seiten unendlich langen Pilzdecke mit einer 
Stützenreihe und frei aufliegenden Rändern. 

Ansatz. Die Aufgabe kann mit Differenzen in einer Stufe nach (1000) oder in zwei Stufen nach 
(1001), (1002) gelöst werden. Da die Iteration einer Anfangslösung in beiden Fällen infolge der 
schlechten Konvergenz versagt, bleibt nur die algebraische Auflösung der Gleichungen nach 

C. F. Gauß übrig, um die Ausbiegung 
w so genau angeben zu können, daß ]:::l::r die Schnittkräfte trotz der Fehler- -..,...--;..--r--:-.---l-..,...---r 
empfindlichkeit der Rechnung nach 
(1003) ff. brauchbar sind. Die algebra
ische Auflösung in zwei Stufen ist 
naturgemäß einfacher, obwohl dann für l t f j t 1'f l die Stützpunkte wegen ihrer singulären . , .Ja . , 1 · • Eigenschaften keine Differenzenglei-

EJ-·i-·j·t--t--~t-t chungen angeschrieben werden können, L ' _L 1 • Jl • solange die Stützkräfte unbekannt sind. 
f= t T' =F -t =f I Deshalb werden diese als statisch un-

II IIf II ßi II bestimmte Größen eines Hauptsystems, 
Abb. 690. dem frei aufliegenden Plattenstreifen, 

berechnet. 
Abb. 691. 

Bezeichnet w1 die senkrechte Verschiebung eines Punktes des Streifens infolge -X1 =I, 
w0 diejenige infolge der Belastung, so ist 

W =Wo- X 1 w1 , 

an der Stütze k: wk=0=wk 0 -X1wkl• 

Xl = Wko/Wu. 

(1033) 

(1034) 
Belastung. Die Schnittkräfte werden für gleichmäßig verteilte Last, Schachbrettlast 

und Streifenlast angegeben. Bei gleichmäßig verteilter Last ist der Spannungs- und Form-
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änderungszustand durch die Symmetrieachsen I, II, III Abb. 690 ausgezeichnet, so daß es 
genügt, einen von diesen Achsen begrenzten Abschnitt zu untersuchen (Abb. 69I). Durch 
Belastungsumordnung ergeben sich daraus auch die Schnittkräfte für Schachbrettlast und 
Streifenlast. 

I. Berechnung für gleichmäßig verteilte Last p tfm2. 

A. Belastung des Hauptsystems durch -X1 =I in allen Angriffspunkten 
der Zwischenstützen. 

I. Gitterteilung. s = aj8. 
2. Rand werte. l'vl und w sind zu den Achsen I, I I, I I I symmetrisch; am Rande Null. 
3. Differenzengleichungen (1001), (1002) für 16 Gitterpunkte (Abb. 69I). 
Die Belastungszahlen P~cs 2 der ersten Stufe sind bis auf diejenige für den Angriffspunkt (4) 

der Zwischenstütze Null, dagegen ist p4 s 2 ~~ I. Die Belastungszahlen der zweiten Stufe sind 

2 3 

4 1-2 ' 

,' --- -,---- ,_ 

-I 4 1-I 
F-~-

-

-I 

4 

4 

5 6 7 

-I ! 

~-I 

--] 
! 

M~cs2 Mk a2 

N 6rfi 
8 9 IO li I2 I3 I4 I5 I6 

~I - -

1-2 

4 -2 

-I-I 4 

I ,-r 4 

:---~-- 1--2 

-I I I 

o M 1 j64 

o M 2 j64 

o M 3 j64 

0 

0 

0 

M 4 j64 

Ms/64 

M6/64 

M 7 j64 

Ms/64 

M 9 /64 

I 1-~-- o M 11 /64 

o Mr2/64 

o M 13 /64 

o M 14 j64 

o M 16 /64 

1_2 4 0 

4. Auflösung. Um den Ansatz für die Anwendung des Gaußsehen Algorithmus zu ver
einfachen, wird das System partieller Differenzengleichungen zweiter Ordnung in simultane 
Gruppen totaler Differenzengleichungen verwandelt. Das Verfahren ist von H. Mare us allgemein 
gezeigt worden. Die partielle Differenzengleichung jeder der beiden Stufen enthält neben drei 
Wurzeln M oder w mit den Fußziffern (k -I), k, (k +I) einer Zeile k noch zwei Vorzahlen 
mit den Fußziffern i, l der benachbarten Zeilen. Daher besteht der Sinn der Transformation 
darin, die \Vurzeln einer Zeile k derart durch ebenso viele unabhängige neue Unbekannte zu 
ersetzen, daß in den transformierten Gleichungen nur die Fußziffern dreier aufeinanderfolgender 
Zeilen erscheinen. Auf diese Weise entstehen hier vier voneinander unabhängige Gruppen 
von totalen Diffcrenzenglcichungen, von denen jede soviel dreigliedrige Gleichungen und Un
bekannte enthält, als Gitterpunkte auf einer Zeile liegen. 

Das Gitter Abb. 691 zur Berechnung der Pilzdecke besteht aus vier Zeilen und vier Normalen, 
die sich in I6 Gitterpunkten schneiden. Daher lassen sich in der Matrix unter 3 vier Gruppen von 
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je 4 Differenzengleichungen unterscheiden. Von diesen wird eine mittlere mit den Gitterpunkten 
5 ~ k bis 8 ~ k + 3 herausgegriffen, um an einem Beispiel die Transformation zu zeigen. Die 
dieser Gruppe zugeordneten Gitterzeilen werden mit i ~ I, k ~ 5, l ~ 9 unterschieden. 

-I 4 -2 -I 

r------------ --- ------------ -------------
-I -I 4 -I -I 

r-----,,------------------------------I-

I 
I- -I 4 -I -I 

-:------------------------------1-
-·I -2 4 

Die Gleichungen werden mit ot1 , ot2 , ot3 , ot 4 multipliziert und darauf addiert. Das Ergebnis lautet: 

- otr M,- 01:2 211,+1- ota M,+2- ot~ Mi+3 + (4 otr- 01:2\ 1vlk + (- 2 otr + 4 01:2- ot3) Mk+l 

+ (- 01:2 + 4 ota - 2 01:4) 1v1"+2 + (- ota + 4 ot4) M k+3 - otr .~1, - 01:2 M,+l - 01:3 111,+2 - ot4 M,+3 

(1035) 

es wiederholt sich nach Eintansehung der zugeordneten Fußziffern bei jeder der vier Gruppen. 
Um unabhängige Wurzeln totaler Differenzengleichungen zu erhalten, werden die Vorzahlen 
derart bestimmt, daß 

- ota + 4 ot4 
-------- = c 

0(2 0(4 

ist. Damit geht GI. (1035) über in 

- (otr M, + ot2 M,+l + ota111,+2 + ot4ll1i+3) + c (otr-~1k + ot2 Mk+l + ota Mk+2 + ot4 Mk+3) 

- (otr M, + ot2 ·~L+l + ota M,+2 + 0!:4 M,+a) = otr gk + ot2 gk+I + ota gk+2 + ot4 gk+3, 

und mit der Substitution 

otr M, + ot2 M,+l + ota M,+2 + ot4 M,+3 = T, 
wird daraus 

- T, + c Tk - T, = otr gk + ot2 gk+l + ota gk+2 + ot4 gk+3. 

Die GI. (1036) läßt sich folgendermaßen umformen 

_ ~ = _ 2 _rL1_ _ ota_ 

otr ot2 ot2 

Daraus entsteht das Gleichungssystem 

otr f! + ot2 = 0 , 1 
2 otr + ot2 f! + ota = 0 , 

ot2 + ota f! + 2 01:4 = 0 , I 
ota+ot4f! =0. 

Mit ot1 = l liefern die ersten drei Gleichungen 

0(2 = -- f!' 

und aus der letzten folgt die algebraische Gleichung 4ten Grades für 11: 

(1036) 

(1037) 

(1038) 

(1039) 

(1040) 

(104-1) 

(1042) 

mit den vier Wurzeln flr, 2 = ::!: l, f!a, 4 = ± 2, so daß mit ( 1040) vrer Systeme von ot Vor
zahlen bestimmt sind. 

f! +I -I +2 -2 

otr I I I I 

0(2 -I I -2 2 
(1043} 

ota -I --I 2 2 

01:4 l -I -I I 
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Sie werden nach (1038) zu der folgenden Substitution verwendet. 

iL= 1: Mk- .Mk+l- llfk+2+Mk+3=Tk, C=5, 

.u=-1: lllk+ Mk+1 - Mk+2 -1vl,,+3 =Uk, c=3, 

.u= 2: llfk-211fk+l+211fk+2-Mk+3=V,, C=6, 
(1044) 

.u=-2: 11Ik+2Mk+1+2Mk+2+M•+a=Wk, C=2. 

Die Gl. (1035) geht damit in vier neue, voneinander unabhängige Gleichungen über. 

- T; + 5 T• --Tz = g•- gk+l- gk+2 + gk+3 = ÄT, 

--U; +3Uk- Uz =gk- gk+l+ gk+2-gk+a=J.u. 

- l"; + 6 vk -- v, = g. - 2 gk+l + 2 g•+2- g•+a = Äv , 
(1045) 

- W; + 2 Wk -- Wz = gk + 2 gk+l + 2 gk+2 + gk+3 = Äw. 

Sind die neucn Unbekannten T, U, V, W dieser Gleichungen berechnet, so folgt aus (1044) 

M• ={ (2Tk+2Uk+ V•+Wk),\ 

Mk+l = ~- (- T• + Uk- v. + Wk), 

M,+2 = ~- (- Tk- uk + vk + Wk). 'I 

Mk+3 = Ir (2 Tk- 2 uk- vk + w.). 

(1046) 

Die Anwendung der Substitution (1044) auf die Matrix S. 703 liefert die vier folgenden, von
einander unabhängigen Glcichungssysteme. 

Zur bequemeren Superposition werden gleich die Werte Tf6, Uf6, Vf6, Wf6 ausgerechnet 
und jeweils die erste der Gleichungen durch 2 dividiert, um symmetrische Matrizen zu erhalten. 

a2jJV U1/6 UJ6 U 9j6 U 13j6 a2jN 

2,5 -I I/12 AT,l/1:2 I,5 -I -I/I2 Äu,r/I2 
r--- ------ -
-I 5 -I 0 ÄT, 2 1G 3 -I 0 J.u,2/6 

r--- ------ -
-I 5 -I 0 ÄT,a-'6 -I 3 0 Äu,s/6 

-~---- -
-I 5 0 ÄT,4f6 -I 3 0 Äu,4(6 

W 1j6 WJ6 W9/6 W13;6 a2fN 

3 -I -Iii2 Är, 1/Iz -I I/I2 Äw,r/12 
----------

--I 6 -I 0 J.v,2'6 2 -I 0 Äw,2f6 
:----------

-I -I 0 Äv,a!6 -I 2 0 Äw,a/6 

-I (J 0 l.v. 4 'ü -I 2 0 Äw,4/6 

Die }.-Zahlen beziehen sich auf die zweite Stufe des Ansatzes. 
Die Auflösung dieser Gleichungen für die erste Stufe liefert 

Trf6 0,03b 3Ö9 U 1j6 - 0,07446il V 1/6 - 0,029463 W 1/6 0,333332 
T 5!6 0,007 590 U5/6 - 0,028369 V6f6 .. 0,005055 W6/6 0,249999 
T 9/6 O,OOI 581 U9/6 - O,OI0638 V 9 j6 -- o,oo8666 Wuf6 O,I66666 
Tn/6 o,ooo 3I6 Uro/6 - 0,003546 V 13j6 - 0,000144 Wla/6 0,083333 

Die Supl'rposition nach (1046) ergibt die Momentensummen 

MI 0,227072 Ms 0,203388 M9 O,I47686 Ml3 0,076729 
l\I2 0,251'.157 M6 0,2I<)096 1\f 10 O,I553I4 M14 0,0796I5 
11.13 0,341 g6S J\/[7 0,265 724 Mu O,I74857 M1s o,o864I'J 
J\/[4 0,584470 Ms 0,326973 J\/[12 O,I<)I 972 M1s O,O<)I 202 

die, durch 64 dividiert, nach S. 703 die Absolutglieder der zweiten Stufe sind. Aus diesen werden 
nach (1045) die Absolutglieder der transformierten Gleichungen gebildet. 

Beycr, Baustatik. 2. Auf!., Bd. !!. 45 
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}.T, 1/12 0,000 284136 Au,1/12 -0,000 581]82 }.v, jr2 -0,0002301]8 Aw, 1j12 0,002 604156 
Ap, 2 /6 o,ooou8596 Au, z/6 -0,000443262 Av z/6 -0,0000]8982 J.w,z/6 0,003 906250 
Ap, 3/6 o,oooo24 708 Au, s/6 -o,ooo166223 l.v: s/6 -0,000013540 }.w, s/6 0,002 604167 
Ap, 4 /6 o,ooooo4 942 Au,4/6 -o,oooo55 408 Av, 4/6 -0,000002 257 J.w,4/6 0,001302083 

Die Auflösung für die zweite Stufe liefert 

T1f6 o,ooo 135 U1j6 -0,000694 V1j6 - o,oooo86 W1f6 o,o28645 
T 5/6 0,000054 U5j6 -0,000460 V5j6 -0,000029 TV5/6 0,026042 
T9f6 0,000017 U9 j6 -0,000242 V9/6 -0,000007 JV9 j6 0,019531 
Tuf6 0,000004 U1af6 -0,000099 V13j6 -0,000002 TV1a/6 o,o1o 417 

Die Superposition nach (1046) ergibt die Durchbiegung w1. 

Abb. 692. Durchbiegung. 

W1,o = 0,013021 p a4/N, 
w9, 0 = 0,009 277 p a4fN, 

a2/N 
W1, 1 0,027 441 
W2, 1 0,02]903 
w3, 1 0,029Il9 
w4,1 0,030392 

a2jN 

w5, 1 

w6, 1 

w7,1 

ws,1 

0,025 202 

0,025 557 
0,026419 
0,02]098 

a2jN 
W 9 , 1 0,019074 W13, 1 0,010 226 
w10, 1 o,or928o w14 , 1 o,o1o 315 
w11, 1 o,o19749 w15, 1 o,o1o 510 
w12 , 1 o,o2o o 55 w16 , 1 o,o1o 625 

B. Gleichmäßig verteilte Bela
stung des Hauptsystemsmitp tfm 2. 

Die Lösung (981) für den gleichmäßig 
belasteten Halbstreifen liefert 

w5, 0 = 0,01205.5 p a4jN, 

W13, 0 = 0,005056 p a4 jN. 

Die Durchbiegungen der Punkte einer waagerechten Zeile des Gitters sind gleich. 

C. Der Stützendruck der gleichmäßig belasteten Pilzdccke. 

Nach (1034) ist 

X -P _ w4,o _ 0,013021 p a4 N _ 2 

1- - w4,1 - 0,030392 N a2 -0,428436 p a . 

,-----~------~--~ D. Die Formänderung der Pilz-
decke. 

Die Superposition nach (1033) ergibt 

Abb. 693. Biegungsmomente. 

Die Durchbiegung ist in Abb. 692 dargestellt. 

E. Die Schnittkräfte. 

w1 
w2 
wa 
w4 

w9 
W1o 
wu 
W12 

p a4JN 
0,0012639 
O,OOI 0664 
0,0005453 

0 

p a4/N 
0,001 !054 
O,OOI OI ]0 

o,ooo 8!62 
o,ooo685o 

pa4jN 

w. 0,0012572 
Ws O,OOI I05I 
w7 0,000]358 
Ws 0,0004447 

p a4fN 

W1a 0,0006]48 
W14 0,0006365 
W15 o,ooo 5530 
W1s 0,0005037 

Die Schnittkräfte ergeben sich aus der Durchbiegung nach (1003) ff. Die Biegungsmomente 

Io.t. und M v sind in Abb. 693 für die drei Symmetrieachsen eingetragen. 

II. Berechnung für Schachbrettlast (Abb. 694). 

Die Belastung wird umgeordnet in eine gleichmäßig verteilte Last + P/2 und eine abwech
selnde Belastung ± pj2. Formänderung und Schnittkräfte der Pilzdecke für die verteilte Last 

sind aus I bekannt. Die abwechselnde Belastung bewirkt, daß sich jedes gleichartig belastete 
Feld wie eine ringsum frei aufliegende Platte verhält, die nach Abschn. 70 oder 7l berechnet 

wird. Formänderungen und Schnittkräfte sind in Abb. 695 dargestellt. 
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111. Berechnung für die halbseitige Streifenlast (Abb. 696). 

Die Belastung wird umgeonlnet in eine gleichmäßig verteilte Last + P/2 und zwei abwech
selnde Streifenlasten ± pf2 nach Abb. 696. Diese bewirkt, daß sich jeder gleichartig belastete 
Streifen wie ein beidersl•its frei aufliegender Plattenstreifen verhält, der nach (981) berechnet 
wird. Formänderungen und Schnittkräfte sind in Abb. 697 dargestellt. 

Abb. 694. 
a) Durchbiegung. 

-- -
p 

Abb. 696. Durchbiegung. 

pa• 
0,000311--r 

Abb. 695. 

Abb. 697. 

b) Biegungsmomente. 

\ I 

\~ 
M.z-1 

\ 

Biegungsmomcnte. 

Die Berechnung einer nach einer Seite unendlich langen Pilzdecke mit einer 
Stützenreihe und frei aufliegenden Rändern. 

Die Berechnung wird auf das Endstück mit der Länge b =%. a beschränkt (Abb. 698). Da die 
RandwerteMund w auf der Geraden II unbekannt sind, werden hier in erster Annäherung die 
Formänderungen und Schnittkräfte der nach zwei Seiten unendlich 
langen Pilzdecken zugrunde gelegt. Der Fehler ist um so kleiner, je 
größer b gewählt wird. Die Rechnung wird in zwei Stufen durchgeführt 
und der Stützendruck als überzählige Größe berechnet. Das Haupt
system ist ein Plattenhalbstreifen. Die Belastung sei gleichmäßig verteilt. 

A. Belastung des Hauptsystems mit -X1 = l. 
l. Gitterteilung (Abb. 699). s = af8. 
2. H.andwerte. 111 und w sind an den aufliegenden Rändern Null, 

zur Achse I symmetrisch und auf der Geraden ll vorgeschrieben. 

J\,[21,1 0,0<)1 202 w21, 1 0,010625 a2fN 
J\,[22, 1 O,I<)I 972 W22.1 0,020055 

J\,[23, 1 O,J20973 W23, 1 0,027098 
M24,1 0,584470 w24, t 0,030392 

trr 
r--
1 

Abb. 698. 

4.'>* 
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3. Differenzengleichungen (1001), (1002) für die 20 Gitterpunkte (Abb. 699). 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

-1 0 

-2 0 

1-2 0 

-2 Mz4,t 

0 

1-1! 4!-r 
1_:_~_- ! __ ' ---

0 

1_1 4 -Ij 

--='~1_4'_ 
0 

0 

-I 1-I .M-23,1 

0 

0 

0 

0 

M22,1 

0 

0 

4 -I 0 

I -

Ms/64-I-Wu,t 

Ms/64 

M7/64 

Ms/64 

M9f64 

Mtof64+w23,1 

Mu/64 

Mn/64 

M13/64 

Mu/64 

Mts/64-f-wz2,1 

Mts/64 

M17/64 

Mts/64 

M19/64 

16 ~ r:~19 20 ~~ 1 
4. Auflösung. Die Auflösung wird wieder nach S. 704ff. 

durchgeführt. Mit c- 4 = f.l lauten die Gleichungen für die 
rx Vorzahlen 

11 12 13 1f 15 122 j'*" 
7 9 110 !23 

I-f-- {r-,g·-::r----w·~-

rY.tf.l-1-rY.z=O, 

rx 1 + rx2 f.l + rx3 = 0 , 

rx2 + rx3 f.l -1- rx4 = 0 , 

rx3 + rx4 f.l + rx5 = 0 , 

rx 4 + rx5 f.l = 0 . 
1 I I I I I 

t- ---1-"--7-7-~-k-

Abb. 699. Ihre Lösung ist 

f.l5 - 4 f.l3 + 3 f.l = 0 ' 

f.lt, 2 = ± 1 ' f.l3 = 0 . f.l4, 5 = ± y3 . 



Die Berechnung einer nach einer Seite unendlich langen Pilzdeeke. 709 

Die 5 Systeme <X-Vorzahlen sind daher 

fJ, I 

<Xr I 

<X2 -1 

<X3 0 

<X4 I 

<Xs -I 

Sie führen zu der Substitution 

I'= 1: 

lt=-1: 

fJ, =0: 

Mk- Mk+l 

Mk + Mk+l 

Mk 

-I 

I 

I 

() 

-1 

-I 

-
0 V3 - V3 

I I I 
- l3 () - V3 

-I 2 2 
- -

0 - V3 l3 
I I I 

- 111k+4 = sk. c = 5, 

-1Vlk,4=Tk, c = 3' 
+ Mk+4= uk. c = 4, 

I'= f3: Mk -l3 Mkcl + 2Mk+2 -}3 Mk+3 + Mk+4 =V,,, 

Mk + f3 Mk+l + 2 Mk+2 + f3 Mk+a + Mk+4 = Wk, 

C=4+}:J, 

fJ, = -"f3: c = 4- y3' 
aus der sich rückwärts <'rgibt 

M k = /d 3 S k + 3 T k + 4 U k + V k + W k) , 1 
Mk+l= / 2 (-3Sk+3Tk -pVk+l3Wk), 

Mk+2 = }2" ( - 4 uk + 2 vk + 2 Wk), 

1 Mk+a= /d :3Sk-3Tk -ßVk+f3Wk), 

Mk+4= 11"(-:lSk-3Tk+4Uk+ Vk+ Wk)· 

Die Substitution (1047) führt zu den fünf unabhängigen Gleichungsgruppen: 

I 2,5 -I I I,5 -I 

I----------
-I 5 -I -I 3 -I 

-I 5 --I -I 3 -I 

----------- r-----------
-I -I 

2 + l3/z -I 

--- -
-I 4+l3 -I ~1='------I 4 -I 

I ,--------------

-I 4 -I 4+ ~3 -I 

-------1- --- -
-- I -- I 4+f3 

-I 4-t3" -I M 23,1/I2 

----------

-I 4-}3 -I M 22,1/Iz 

1 (104 7) 

I 
(1048) 

M 21,1jrz 
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I 

Das Ergebnis der Auflösung lautet: 

wr,r o,o043143 w6,I 0,0039742 w11,1 o,oo30156 w16,1 o,oor5832 
w2,I o,ooS 8332 w7 ,1 o,ooS r 319 w12 ,1 o,oo6 r 787 w17 ,I 0,003 3220 
W3,1 0,013 72 I5 Ws,! 0,012 6033 W13,1 0,0095488 Wrs,l 0,0051605 
w4,1 o,or9o674 w9,l o,or74222 w14,1 o,oi30990 w19 1 o,oo69916 
Ws,r 0,024 79<JI Wro,r o,o22 4350 w15 ,1 o,or6702<) w 20:1 o,ooS 8288 

B. Belastung des Hauptsystems mit gleichmäßig verteilter Last p tjm. 
Die Durchbiegung des Halbstreifens wird nach (995) berechnet. 

U'1,0 0,002 49 w6,0 0,002 3 I wu,o o,oor So Wrs,o o,oo099 
W2,o 0,00473 w7,o 0,00439 Zflt2,0 0,00340 Wr7,0 0,00187 
W3,o o,oo663 Ws,o o,oo6rs W13,o 0,00475 Wts,o o,oo26o 
w4,0 o,ooil r 7 w9,o 0,007 57 wl4,o o,oo5 85 Wr9,o 0,003 20 
Ws,o o,oO<J_)i) 'lf'10,0 o,ooH6y Wrs,o o,oo67r zt'2o,o 0,00366 

w24,o = 0,01032. 

C. Der Stützendruck. 

w24,o 0,01032 
X 1 = ·- =- --- == 0,339563pa2. 

w24,1 0,30392 

Abb. 700. 

D. Formänderung und Schnittkräfte.- Die Durchbiegung beträgt nach (1033) 

w•= wk,o- Xr wk,l· 

Wr I w2 I wa w4 Ws 

o,oor 025 I O,OOI 731 I 0,001971 o,oor 695 0,000959 p a4fN 

Schnittkräfte nach (1003) ff. Abb. 700 zeigt Durchbiegung und Schnittkräfte In der Sym-
metrieachse I. 

I 
"I"' i I 

J T?~· 
~--t-.L. 

Iu 
Ahb. 702. 

a) Durchbiegung 106 w. b) Biegungsmomente. 

Die nach zwei Seiten unendlich lange Pilzdecke mit zwei Stützenreihen und frei 
aufliegenden Rändern (Abb. 701) ist für die Teilung 3:2 bereits von H. Marcus berechnet 
worden!. Das Ergebnis ist zum Vergleich mit den Verschiebungen und mit den Schnittkräften 
auf S. 706 in der Abb. 702 eingetragen. 

1 Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe 2. Auf!. S. 274. Berlin 1932. 
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H. Marcus hat in seiner bereits mehrfach erwähnten Arbeit auch das quadratische 
Mittelfeld einer nach allen Seiten unendlich ausgedehnten Pilzdecke untersucht. Die 
Ergebnisse sind in der Abb. 703 enthalten, um sie mit den Schnittkräften zu vergleichen, die 
im Bereiche der Stii tzen nach den Be
merkungen auf S. 701 weiü·r unten als 
Näherung berechnd worden sind. 

Biegungsmomente im Bereich der 
Stütze für die nach allen Seiten 
unendlich ausgedehnte Pilzdecke 

mit quadratischen Feldern. 

l. Lösung nach A. Nadai (S. 701). 
Stützenabstand 2 l. Radius der 

stellvertretenden Kreisplatte a c= 0,44 l. 
P c= 4p!2, Q = (P- pa 2:r)j2 an. Die 
Lösung wird durch Superposition der 

Abb. 703. 
a) Durchbiegung 105 w. b) Biegungsmomente. 

Schnittkräfte der frei aufliegenden Kreisplatte bei gleichmäßig verteilter Last p und 
einer Einzellast 1' gefunden. Nach Tabelle 63 ist mit fh = I/6 (Abb. 704 u. 706a) 

p a2 1' 
Mr = -16- (3 + ft) <PI+ 4n (1 + {h) <Pa= (0,0382 <PI+ 0,3761 Wal p 12 , 

p 

p a2 p 
M, = W [2 (I - {h) + (I+ 3 {h) !])I]- 4,]t ((1 - {h) - (l + {h) <Pa] 

= (- 0,2452 + 0,0182 !])I+ 0,3716 fP3 ) • Abb. 704. 

2. Lösung nach V. Lewe (S. 702). 

bei 

Stützenabstand 2 l. Radius der stellvertretenden Kreisplatte 
a = R = I,l286/, RI = 0. P = 4pl2 , Maus dwfdr = 0 am Rand. M(~::::::::=::=::::;::::=::::;:~)M 
Die Lösung ergibt sich durch Superposition der Schnittkräfte der 
eingespannten Kreisplatte bei gleichmäßig verteilter Last p und 
bei einer Einzellast P. Nach Tabelle 63 ist (Abb. 705 u. 706b) Abb. 705. 

p a2 1' 
Mr = W [(3 + {h) <PI- 2] -t- 4-n [I -t- (I -t- {h) fP3] = (0,I593 + 0,252I <PI+ 0,3716 <!J3) p l2 , 

Abh. 706a. 

2 pl 
-1, 0 

-q 9 

-o, 9 

-0, 7 

~--
~~ --

\~ 
6~ -~ 

-q 
-q 

'I 
\ 3 

-0, 

-0, 

-0, 2 
1 

I-· -- --

I- ~ i~ 

l--
-'\ 

Mt 

" '\ Mr ['-...... 

""' 
1-- --0, 

0, 
+0, 

0 1m--l qti''1_Z 46-: 0,9 

2 +0, 
Abb. 706b, 

II 
II 1,128 

0,9 ~o7,11 
.lJ 

N adai, A.: Die elastischen Platten I925.- Frey, K.: Die gleichförmig belastete, in gleichen 
Abständen unterstützte Gerade der allseitig unendlichen Platte und deren Anwendung in der 
strengen Theorie der trägerlosen Decken. Bauing.l926 S. 21.- Marcus, H.: DieTheorie elastischer 
Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer Platten. Berlin I928.- Lewe, V.: 
Pilzdecken und andere trägerlose Eisenbetonplatten. Berlin I929. 
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8. Die Scheiben. 

74. Die Scheiben. 
Um die allgemeine Problemstellung der Elastizitätstheorie zu vereinfachen, 

wird entweder der in y-Richtung unendlich lange Körper mit unveränderlichem 
Querschnitt und gleichförmiger Belastung jß (x, z) oder die dünne, durch zwei 
parallele Ebenen begrenzte Scheibe L1 y·F(x, z) betrachtet (Abb. 707), deren Mittel-

z 

Abb. 707. 

begrenzenden Ebenen 
und parallel. 

ebene am Rande durch äußere Kräfte belastet ist. Auf 
diese Weise entstehen Grenzfälle der allgemeinen Lösung 
mit ebenem Verzerrungszustand (v = const, yy z = 0, 
YYx = 0) oder mit ebenem Spannungszustand (ay = 0, 
Tyz = 0, Tyx = 0). 

Die Spannungen ax, a 2 , Txz der Scheibe sind parallel 
zur Mittelebene und bedeuten bei endlicher Dicke L1 y = b 
Mittelwerte, an deren Stelle auch die auf die Scheiben
dicke b bezogenen Längs- und Schubkräfte Nx, N., Nxz 
treten können. Die Beanspruchung und die Verzerrung 
der Scheibe infolge der Querdehnung des Baustoffs 
senkrecht zur Mittelebene werden vernachlässigt. Die 

der Scheibe sind also auch nach der Formänderung eben 

Die inneren Kräfte der Scheibe bilden in jedem Punkte einen Tensor mit der 
aus (920) bekannten Komponententransformation. Danach ist die Summe s der 
beiden Längsspannungen ebenso wie die Momentensumme M der Plattenbiegung 
unabhängig vom Koordinatensystem und eine skalare Funktion in x und z. Mit 
1p -+ 1fJo oder 1p -+ 1p~ nach (921) entstehen die Hauptlängsspannungen a1 , a 2 und die 
Hauptschubspannungen r 12 = r 21 , die sich zu Isoklinen, Trajektorien und Linien 
mit gleichgroßer Hauptlängsspannung und gleichgroßer Hauptschubspannung zu
sammenfassen lassen. Von diesen besitzt das Feld der Hauptlängsspannungen für 

r 
Abb. 708. 

die bauliche Ausgestaltung der Scheiben besondere 
Bedeutung. Es besteht aus den Zug- und Druckkraft
linien und enthält meist auch noch singuläre Punkte, 
deren Existenz, deren Lage und deren Eigenschaf
ten für das Bild des Kraftfeldes und damit für die 
Übertragung der Kräfte Bedeutung besitzen. 

Man unterscheidet singuläre Nullpunkte, singuläre Punkte mit endlicher Kraft
wirkung und singuläre Unendlichkeitspunkte als Folge der Scheibenbegrenzung 
oder als Folge von Einzellasten. 

Um die Spannungen allein aus den Gleichgewichtsbedingungen (910) und damit 
statisch bestimmt zu berechnen, wird die Normalspannung ax nach Na vier linear 
in z angenommen. Die Lösung gilt streng für einen ebenen Streifen, an dessen Enden 
Kräftepaare wirken (Abb. 708), und genügt mit der bei technischen Aufgaben not
wendigen Genauigkeit auch bei anderen Belastungen von Scheiben, deren Höhe 
gegenüber der Länge zwischen den Stützpunkten klein ist, wenn der Bereich neben 
Einzellasten oder neben Unstetigkeiten der Begrenzung ausscheidet. Die statisch 
bestimmte Beschreibung des Spannungszustandes ist daher bei hohen Trägern mit 
kleiner Stützweite und im Bereich von Ecken, Knickstellen und Verzweigungen 
des Streifens unzureichend. 

Der statisch unbestimmte Spannungszustand. I. Annahmen und Ab
kürzungen nach S. 643. Der Spannungszustand ist eben und durch ax, a., Txz be
stimmt. Gy= Tyz = Tyx = 0. Die Komponenten By, Yuz> Yux der Verzerrung sind 
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klein im Vergleich zu den übrigen Komponenten Bx, ez, Yxz 
vernachlässigt (ev = Yvz = Yvx = 0). 

und werden daher 

E I 
G=2(I+p)' ft=;n' C=e"+ey+ez, s=a"+az, [ 

()2 ()2 J 
L1 = iJx2 + -i:)z2 • 

s ist gegenüber einer Drehung des Koordinatensystems invariant. 
Z bedeutet die auf die Einheit bezogene konstante Massenkraft (Eigengewicht). 

2. Gleichgewichtsbedingungen nach S. 643. 

riax + ~!_z_x = O 
iJx iJz ' 

3. Elastizitätsgesetz nach S. 643. 

1 ( s ) 
Ex = 2 C a x - m + l ' 

1 ( s ) 
ez = 2G az- m +I ' 

a x = 2 G (ex + c 2) , 
JJl --

a z = 2 G (ez + - e 2) , 
m-

4. Verträglichkeitsbedingungen nach S. 18. 

Txz 
Yxz=c, 

I m-2 
e = 2G s m+ I" 

iJw 
e =-z dz ' 

i)u i)w 

Yxz=a-z+a;· 

(1049) 

l (1050) 

(1051) 

Die Verwendung der Beziehungen 3. und 4. in 2. liefert folgende Gleichgewichts
bedingungen: 

G (L1u + -1n .!!.!.._) = 0 
nz-2 dx ' 

G (L1 W + - m ·· ~) + Z = 0. 
m- 2 i)z 

(1052) 

Aus der Addition der beiden nach x und z differentiierten Gleichungen entsteht 
mit fJZ(fJ z = 0 die Bedingung 

L1 e = 0 oder Lls=O, also fl2a: + ()2a-. = 0 
i)x2 ()z2 • (1053) 

Soll diese allgemeine Differentialbeziehung des Spannungszustandes durch eine 
Veränderliche F beschrieben werden, so muß diese die Gleichgewichtsbedingungen 
(1049) erfüllen. Dies geschieht nach G. B. Airy mit 

bei fehlenden Massenkräften auch mit 
r72F 

a = ···-x <Jz2 , 

(}2F 

<xz=-iJxiJz-Zx 

()2F 
T =---xz fix oz' 

(1054a) 

(1054 b) 

so daß der ebene Spannungszustand nach (1053) und (1054) durch folgende Be
dingung bestimmt ist: 

(1055) 

Die Gleichung kann ebenso wie auf S. 646 in zwei partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zerlegt und nach (935) in Polarkoordinaten angeschrieben werden. 

mit 

r! 2 F r1 2 F 
~1%2 + ·,j~2 = s ' 

( iJ2 l i) l ()2 )2 
flL1F== -+ -+--- F~=O EJr2 r ur r2 1Joc2 

rJF l iJ 2 F 
a,. = r -;;-:; -!· -;,2 7Joc2' 

(1056) 

(1057) 

(1058) 
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Die Funktion F ist unter dem Namen Airysche Spannungsfunktion bekannt. 
Sie genügt nach (929) der Differentialgleichung einer an der Oberfläche kräftefreien 
Platte, so daß die Ordinaten F mit den Verschiebungen w einer elastischen, durch 
Randkräfte erzeugten Biegefläche mit den durch (1061) vorgeschriebenen Rand
bedingungen verglichen werden können. Die Fläche wird Airysche Fläche oder 
Spannungsfläche genannt, da ihre Krümmungen nach (1054b) die Längsspannungen 
der Scheibe beschreiben. Diese Erkenntnis ist von K. Wieghardt verwendet 
worden, um die Spannungen der Scheibe an der Formänderung eines dünnen 

Abb. 709. 

Bleches auszumessen. 
Die Randbedingungen. Die analytische Unter

suchung des Spannungszustandes besteht in der Er
mittlung einer Funktion F (x, z), welche die partielle 
Differentialgleichung (1055) und die von Randkräften 
X (x, z), Z (x, z) vorgeschriebenen Bedingungen für ctn 

und 'inz erfüllt. Um diese auch bei einer allgemeinen 
Begrenzung der Scheibe in einfacher Form auszu
sprechen, wird das Gleichgewicht der Kräfte an 
einem Randabschnitt der Scheibe betrachtet. Nach 
Abb. 709 ist 

ct"cos (n, x) + T."cos (n, z) =X, } 
'io.z cos (n, x) + C1z cos (n, z) = Z 

(1059) 

und mit (1054b) und 
dz 

cos (n, x) = dl, 

82F dz + ß2F dx -X 
ßz2 dl ax az dl - ' 

k 

~: = f Xdl=R", 
0 

dx 
cos(n, z) =- dl, 

ß2F dz ()2F dx _ Z 
- ax az dl - äx2 dl- ' 

n 

ßF f ax=- Zdl=-Rz. 
0 

(1060) 

Danach lassen sich die Randbedingungen der Spannungsfunktion bei beliebiger 
Begrenzung und Belastung der Scheibe in folgender Weise anschreiben: 

J(:: dz + ;: dx) =F= J(R"dz -Rzdx), 
k 

Fk = .f [X (zk- z) - Z (xk- x)] dl. (1061a) 
0 

ßF ßF dx ßF dz 
an= ax an+ Tz an= -Rzcos(l, z) +R"cos{l, x) = -R1 • (1061b) 

Die Spannungsfunktion F und ihre Normalableitung fJFjan sind daher in einem 
beliebigen Punkte K des Randes bis auf die in (1061 a) und (1061 b) nicht enthaltenen 
Integrationskonstanten durch das Moment und die Tangentialkomponente R 1 der 
Resultierenden der Randbelastung im Punkte k des Scheibenrandes bestimmt. Der 
Anfangspunkt der Integration ist beliebig. Durch seine Wahl würden nur die 
Integrationskonstanten in (1061 a) und (1061 b) festgelegt werden, welche auf die 
Spannungen und Verschiebungen ohne Einfluß sind, da diese nur von zweiten und 
höheren Differentialquotienten abhängen. Die Ableitung der Spannungsfunktion 
nach der Tangente des Scheibenrandes ist an einspringenden Ecken und an den 
Angriffspunkten von Einzellasten unstetig. Die Krümmung der Spannungsfläche 
wird daher hier unendlich. Dasselbe gilt von der Längsspannung. 

Die formale Lösung der Aufgabe ist nur in einzelnen Fällen möglich. Zwar 
lassen sich ebenso wie bei der Integration der Plattengleichung (929) leicht Funk
tionen anschreiben, welche die Differentialgleichung (1055) erfüllen, dagegen gelingt 
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die Befriedigung der Randbedingungen durch eine rechnerisch brauchbare Reihen
entwicklung nur bei denjenigen Scheiben, die nach drei und vier Seiten unbegrenzt 
sind oder parallele Ränder besitzen. Das sind die Ebene und geradlinig, keilförmig 
oder kreisförmig begrenzte Abschnitte der Ebene. Aus diesem Grunde ist auch die 
Umordnung der Belastung bei symmetrisch ausgebildeten Scheiben nützlich. Die 
Randbedingungen werden auf diese Weise symmetrisch oder antimetrisch. Die 
Anzahl der in einem Ansatz zu befriedigenden Randbedingungen ist dann kleiner 
und der Ansatz selbst kürzer. Er muß die Differentialgleichung und nach (1060) 
oder (1061) differentiiert die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllen. 

Spannungszustand in einer Halbscheibe. Randbedingungen für z = 0: 
a z = 0, ru = 0 oder vorgeschrieben. 

a) Belastung durch die Einzellast P1 winkelrecht zur Begrenzung (Abb. 710). 

F p1 . = -~ rrxslnrx, 
:n; 

21'1 cos (X 
(J =-~-~-

r :n r ' Trt = 0, (1062a) 

- • 2 CJ.,- (JT Sln (X, r"z = - ar sin 01: cos rx. (1062b) 

In rechtwinkligen Koordi
naten lauten die Gleichungen 
(1062b) mit ~ = xja, C = zfa 

/ot 
~tr,. 

Abb. 710. Abb. 711 a. Spannungen "• in den Schnitten z =- a (Kurve 1), 
z =- 2a (Kurve 2), z =- 3a (Kurve 3). 

2 p 1 ~2 z; 2 p 1 /;3 2 p 1 ~ l;2 
a" = - n-a- (~2-t-- (2)2 ' (Jz- - ---:;;-;; (I2_+_C2)2 ' T",z -· na (~2 + (;2)2-. 

Die Abb. 7lla enthält die Spannung a. für mehrere Schnitte z = const, die 
Abb. 711 b, c die Spannungen a.,, r". für mehrere Schnitte x = const. Die Span-

z z 

-za 

-Ba 
1 3'1 
Abb. 711 b, c. SpannungPn ax und -rxz in den Schnitten x = aj2 ALb. 712. Linien gleicher Hauptspannung "I· 
(Kurve J), x = a (Kurve 2), x = 3 a/2 (Kurve 3), .r = 2 a (Kurve 4). 
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0 

nung erre wechselt in diesen Schnitten nicht ihr Vorzeichen, so daß J erre dz einen von 
-CO 

x unabhängigen endlichen Wert besitzen muß, der zu - P1fn gefunden wird. 
Die Linien gleicher Hauptspannung er1 sind Kreise durch den Koordinaten

anfangspunkt mit der Gleichung 

/P1 
n = er11 na. 

Die Spannung er2 ist überall gleich Null (Abb. 712). 
Die Längsspannungstrajektorien sind Kreise um den Koordinatenanfangspunkt 

oder die von dort ausgehenden Radien (Abb. 713). 
z 

I 

Abb. 713. Längsspannungstrajektorien. Abb. 714. 

b) Belastung durch die Einzellast P 2 parallel zur Begrenzung (Abb. 714). 
p2 F = - --- r oc cos oc, 
n 

2P2 sin<X 
er=----r n r ert = 0' irt = 0. (1063) 

c) Belastung durch mehrere Einzellasten P1c (Abb. 715). Superposition der 
Lösungen a). 

er.=_~ 2:Pkc?;s_3_<Xk' er.,=_-~ J:Pkcos~:sin2 <X~' irez= ! J:~~n ::co_s2 <Xk. (lOß4) 

Zf 

Abb. 715. Abb. 716. Abb. 717. 

d) Stetige Streckenlast dP = pdx (Abb. 7H>). 

"'• "'" "'" 
er. = ! J p cos2 oc d oc , erre = ! J p sin2 oc d oc, Trez =-! f psinoccosocdoc. (1065) 

"'' "'' "'' 
Sonderfall p =Po= const (Abb. 717): 

er.=:: [2 (ot2 - oc1) + sin2 ot2 - sin2oc1], •rez= + :~ [ cos 2 ot2 - cos 2 oc1], 

erre = + {: [2 (oc2 - oc1 ) - (sin 2 ot2 - sin 2 oc1)]. 
I (1066a) 

Rauptspannungen: 

C11 = Po [(ot2 - ot1) - sin (ot2 - ot1)], cr2 = Po [(ot2- ot1) + sin (ot2 - oc1)]. (1066b) n n 

Die Hauptspannung cr2 fällt in die Richtung der Halbierungslinie des Winkels 
ACB (Abb. 717). 
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Spannungenaz in Schnitten Z==const: Abb. 718a 
a., " x~=const: 718b 

x==const: 718c 
0 

Auch hier ist J ax dz von Null verschieden und 
-CO 

gleich --2 p0 ajn. Die Linien gleicher Hauptspan
nungen a1 oder a 2 (Abb. 719a) sind Kreise durch 
die Endpunkte der Belastung, da beide Haupt
spannungen nur von der Differenz der \Vinkel a:1 

und a:2 abhängen. Die Längsspan
nungstrajektorien sind inAbb. 7l9b 
dargestellt. 

Keilförmig begrenzte Schei
ben mit einer Einzellast an der 
Spitze (Abb. 720). Die Normal
spannungen a t und die Schubspan- .t;;;;;;;:;;,o,=::::r..._L--__l_.....L_...L_L__.....L_-L_r:::::"",..;;;;:=--....-a: 

nungen Trt der Halbscheibe in Abb. 718a. Spannungen az in den Schnitten z~-0,5a (Kurve 1), 

z~-a (KurveZ), z~-1,5a (KurveJ), z-·-2a (Kurve4). 

-z 

Ahb. 718b, c. Spannungen ax und T.cz in den Schnitten x = 0 (Kurve 1), x = 0,5a (Kurve 2), x = a (Kurve 3), 

x=l,5a (Kurve4), x=2a (Kurve5). 

Abb. 710 b. Längsspannungstrajektoricn. 

Querschnitten durch den Angriffspunkt der Lasten 

Abb. 719a. Linien gleicher Hauptspannung Pl, P2 sind Null. Der Spannungszustand bleibt da-
"' oder 0 2· her in einem danach abgetrennten Keil unverändert. 

21'1 cos rx 2 P 2 sin rx 

ar =- ~(2/1 + sin2ß) + r('2(J....:. sin2ß)' (1067) 
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Halbscheibe mit periodischer Belastung des Randes (Abb. 721). Die Diffe
rentialgleichung der Spannungsfunktion wird gliedweise durch eine trigonometrische 
Reihe 

00 00 00 00 

F 1 = .2 F,: = F~ + .2 Z~ cos ~n oder F" = .2 F:: = .2 Z~1 sin ~n (1068a) 
0 1 0 1 

Abb. i20. 

X 
mit ~n = nn T 

erfüllt, deren Beiwerte Zn Funktionen von z sind und da
her nach (1055) die Differentialgleichung 

l = _l (1068b) 
n n:n: 

befriedigen müssen. Die Spannungsfunktion F ist außerdem noch durch vier Rand
bedingungen bestimmt. Für z = 0 ist az = f)2Fjßx2 = -p, Tu= -ß 2F(ßxßz = 0. 
Ist die Resultierende der Belastung einer Periode 21 von Null verschieden, so ent-

+t 

steht durch Überlagerung einer konstanten Zugbelastung Po = 2\ J p dx eine Be
-t 

lastung p* = p -Po mit der Resultierenden Null. Für p* ist also im negativ Un-
z endlichen a z = 0, Ta:z = 0. Die 

Druckbelastung Po erzeugt 

:r: 

Abb. 721. 

+I 

()2p 1 J az=a7=-Po=-2T. pdx, 
-l 

eine gleichförmige Beanspru
chung der Scheibe mit 
O"z=-Po, T.,z=O, a.,=O, 

so daß für p = P* + Po im 
negativ Unendlichen folgende 
Bedingungen bestehen: 

iJ2F 
T.,z = - ox oz = O. 

Sie werden nach A. N adai durch die Funktionen (1068a) erfüllt, wenn mit Cn = n n T 
z 1 = (C 1 + D 1 r ) e\n 

n n n'='n ' (1068c) 
und z:: = (C:: + n:: Cn) e;,. 

gesetzt wird. Die Vorzahlen C, D hängen von den Bedingungen am Rande (z = 0) 

ab. Um hier a. = ~;:- = -p vorzuschreiben, wird auch die periodische Belastung p 
in eine trigonometrische Reihe mit geraden (cos) oder ungeraden (sin) Funktionen 
zerlegt, je nachdem sie symmetrisch oder antimetrisch ist. 

P' A __L ~A cos t p" = ,"':Bn Sl·n tn. = 0 1 "'-' n \in, ..:::.., c;; (1069) 
1 1 

Die Vorzahlen An und Bn ergeben sich nach bekannten Regeln (Tabelle 66). 
Die Integrationskonstanten C11 , D 11 lassen sich nunmehr gliedweise aus den Rand

bedingungen berechnen. 

oder 

F' = - Po2X2 + .f; An z;. (1 - CnJ e';n cos ~n 
1 

F" = .i Bn z; (1- Cn) e\ .. sin ~n 
I 

mit l = ___!___ und r = n :n: z 
n n :n: "'n l • 

(l070a) 

(1070b) 



a 

b 

c 

-

d 

-

e 

-

f 

I 
I 
I 

Halbebene mit periodischer Belastung des Randes. 

Tabelle 66. Fourierkoeffizienten für einfache Belastungen. 

-t-l 

/'n = n :n; + = 7:' Po= 2Il I p dx. 

-i 

I IIIIII)IIIIIIJP I c siny,. 

k-c+c_J Ao =Po= P -1· • A,. = 2Po ·-----
I 'J'n 
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tE--l ;..jE l~ 

~c~E zl 
Belastung mit der Resultierenden Null 

! lll~lli!ll~~ll Pr\ [pl c = P2 (l - c)] . 

I ! P. i I \ , lPa I c __ siny,. 
P=P~~c' Ao =Po= 0 ' A,. = zp----

J ! i_ y Yn 

I r ' 
I 

I 
p p 

I A o = Po = -:;:t ' A,.=T 

r-z· ~IE z~ . 
I 

mm. i nm I I 

I 
I I a A" = 2 p _:;__ _cos /'n_ sin n :n; _!!_ 

I ~c-:t=c-J I 
Ao =Po= 2 p -r, 

o a Yn l 

~l ,..IE l---1 

I~! J I p p I I I 
Ao=Po=T' An = 2 - 1- COS l'n 

1 +=I ~l Z-1 

11ffi L I 
I llP ~c_;,: a _ c siny,. . a 

p=2PT· B,.=2p~-- smnn-

I ~_::j U1l I 
a y,. l 

~l . ~ I 
' I 

I p . 
P~' I I c+c--1 J B,. =2 T Sill)!,. g I 

! l~ ~l "'\E 
-

I I . 
B = _.it._ h llll!lllllll ~ i n =I, 3. 5· ... 

" :n;n I I I tllltll 
!E--Z ;;.IE z~ 
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Bei Belastung der Halbebene nach Tabelle 66, c.. entsteht daher folgender 
Spannungszustand: 

(1071) 

Die Randbedingungen für z = 0 und z = oo lassen sich leicht nachprüfen. 
Belastung der Halbebene nach Abb. 722 erhält Po das negative Vorzeichen. 

Bei 

fE---..,21 ~ Für die Spannungen am Rande (z = 0) folgt 

; 1flfr~rffff 
aus 

aaJ=- _ii(1+Cn)e;"Ancos~n=- ,i(1+Cn) e';"Pn 
1 1 

00 

aaJ = - 2J Pn = - (p- Po) · (1072) 
Abb. 722. 1 

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand auf mehreren Stützen. 

I. Abmessungen und äußere Kräfte. Feldweite 2 l = 8,00 m, Stützenbreite 2 c = 2,00 m 
(Abb. 723a). Die x-Achse fällt mit dem unteren Rand, die z-Achse mit der Feldmitte zu
sammen. Die gleichförmig verteilte Zugbelastung - p' in tjm liefert auf die Wandstärke b 
bezogen die Belastung -P = -P'fb in tjm2• Die Untersuchung wird für p = -1 tjm2 durch
geführt. Stützkraft: q = p ·lfc = 4 p. Durch Superposition von Belastung und Stützkräften 
entsteht das Belastungsbild Abb. 723b. Die Entwicklung nach Fourier (S. 719) liefert 

I - l-c - l- c 
~--1------r------+---, A 0=0 und mit P=P ---;;- A,. = 2p sinn:n --r--

also 

I I 
zc~ zc-~ao 2c~~ 

~l=400'---<,.;.jloe-E--.2l=4'ao~ 
Abb. 723a. 

n I 2 3 4 

A,. -r,Soo633 +1,273240 -o,6oo2II 0 

1- c 
n:n --~-

sinn:nt 8. 3 
A,. = 6p --3 - = ---sm-n:n. 

n:n-4 n:n 4 

tnn 

5 6 7 8 

+o,36o 127 -0,424413 +0,257233 0 

Die ersten fünf Fourierglieder ergeben als Annäherung der Belastungsfunktion 1 die Kurve 2 
der Abb. 724, die ersten acht Glieder die Kurve 3. Wird die Berechnung der Spannungen auf 
die ersten fünf Glieder beschränkt, so entsteht die strenge Lösung für die Belastung nach 
Kurve 2. 

2. Ermittlung von ax, a., Txz· Nach (1054b) und (1070) ist 
5 ,.. fi 

a, = -E(l + C,.)e'" ·A,.cos~ .. = -E1J',.(C} ·E,.(~), 
1 1 

5 ~ a 
a. = -E(l- C,.Je'" ·A,.cos~ .. = --Erp,.(C) ·E,.(~), 

1 1 

~ 

Txz =- E 
1 

C .. • ,~ .. • A,. sin ~ .. = -- fx .. (Cl ·F,.(~). 
1 



~ 

EI(~) 
.Fl (~) 

E2 (~) 
F2 (~) 

1;3 (~) 
Fa(~) 

E, (~) 
F, (~) 

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand auf mehreren Stützen. 721 

Die Spannungen werden für einzelne Schnitte z = const berechnet. Dabei ergeben sich z. B. 
für z = -·- 0,25 l die folgenden Werte der Funktionen 'IJ', rp, X: 

n I 2 3 5 

/;n - 0,785398 - I,570 796 - 2,356 I94 - 3,92699I 
'Pn (/;) + 0,0<)788 - o,II866 - o,I2854 - 0,05767 
'Pn (/;) + o,8q36 + 0,5344I -f-o,3I8Io + 0,0<)708 
Xn (C) - 0,35824 - 0,32654 - 0,22332 - 0,07]37 

Damit lassen sich die Spannungen für diesen Schnitt folgendermaßen anschreiben: 

ax =- 0,09788 E 1 (~) + 0,11866 E 2 (~) + 0,12854 E 3 (~) + 0,05767 E 5 (~), 

az =- 0,81436 E 1 (~)- 0,53441 E 2 (~) - 0,31810 E 3 (~)- 0,09708 E 5 (~), 

Txz = -f- 0,35824 .F1 (~) -f- 0,32654 F 2 (~) -f- 0,22332 F 3 (~) -f- 0,07737 F 5 (~). 

Die Funktionen E, F sind fiir Achtelteilung der Strecke l in folgender Tabelle enthalten: 

I Il I 

I 
--l--~--1- ~-~-l:----tt--t 

I 

2 

Al>b. 724. Linienzug 1: Gegebene Belastung, Kurve 2: 
Annäherung durch fünf Fourierglieder, Kurve 3: Annähe

rung durch acht Fouriergliedcr. 

0 o,125 o,zso 0,375 0,500 

i ,-'1,00 

1 8,00 1-

1-400 

T-1.00 
' I 

T 
T 

Abb. 725. 

0,625 0,750 o,875 I 

-I,8oo63 -r,6f>36o -1,27.)24 -o,68go6 0 -!-o,689o6 -f-I,27324 -f-r,6636o -f-r,8oo63 
0 -o,68<Jo6 -I,27324 --I ,(>()3 6o -- r ,8oo ü3 -1,6ÜJ60 -I,27324 -o,68go6 0 

-j-1 ,27.l24 j-O,<JOO 32 0 --0,<)0032 -1,27324 -0,<)0032 0 -1-o,goo 32 -f-I,27324 
0 j-0,\)00 32 -f-1,27324 -j-O,C)OOJ2 0 -0,<)0032 - I,273 24 -0,900 32 0 

-o,üoo 21 --o,22gbK -f-0,224 42 1 0,55454 0 -0,55454 --0,22442 -j-o,zzg68 -l-o,6oozi 
0 --0,554 54 -0,22442 -t o,22g6H +-o,6oo 2 I -j-o,ng68 -0,22442 -0,55454 0 

-f-o,36o I3 --O,I_)7R2 -0,254(>6 -!-o-332 72 0 -0,33272 -f-0,25466 -f-o,I3782 -0,360 IJ 
0 -1-o, 332 7 2 -0,254ÜÜ -0, lJ782 +o,JÜOI3 -0,1,3]82 -0,25466 -j-O,J32 72 0 

Die Auswertung der allgemeinen Ansätze liefert demnach für z =- 0,25 l folgende Span
nungen in tjm2: 

~ 0 I 0,125 0,2,')0 0 .375 I o,soo O,Ü25 0,750 I 0,875 I 

<Tx -f-o,27.)1-!-o,234 i-o,16(> -j- 0,0521-0, I5I -0,266 -o,I66~--o,02I -f-0,029 
<Tz -j- 0,<)22 -!- O,<J5<J --j-0,<)25 + 0,834 + o,68o -j-o,Izg -0,<)25 -I,92I -2,303 
Txz o - o,osr -0,154 - 0,26! -0,483 -0,849 -0,<)86 -0,639 0 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. ll. 46 
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I I! 

Abb. 726. Linien gleicher Hauptspannung a,. 

Abb. 727. Linien gleicher Hauptspannung a2 • 

Abb. 728. Längsspannungstrajektorien. 

I 3. Hauptspannungen. 
Die Rauptspannungen und 
ihre Richtungen werden 
nach (40) ermittelt. Mit den 
Spannungen an den in 
Abb. 725 eingetragenen 
Punkten sind die Linien 
gleicher Spannung a 1 (Ab
bild. 726), die Linien gleicher 
Spannung a 2 (Abb. 727) und 
die Hauptlängsspannungs
trajektorien (Abb. 728) ge
zeichnet worden. 
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der elastischen Körper. Ber
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Scheiben und Schalen aus 
Eisenbeton. J. A. 1930 
S. 481.- Hager, K: Der 
ebene Spannungszustancl. 
Z. A. M. 1932 S. 137. 



Die Belastung. 723 

75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Ränder. 
Der Spannungszustand in hohen Wänden (H = 2h) läßt sich am einfachsten 

an durchlaufenden Tragwerken nachweisen, die auf unendlich vielen, gleichweit 
entfernten Stützen ruhen (L = 2l) und als Streifen mit periodischer Belastung der 
Ränder idealisiert werden (Abb. 729). Das Eigengewicht des Streifens ist mit g tjm3 

gleichförmig über die Fläche verteilt. Die Belastung aus Einzelkräften P und 
gleichförmig verteilten l l l---J 
Streckenlasten p an 1 z 1 1 

den Rändern wird auf ~l z_,..l I 
die Einheit der Schei
bendicke bezogen. 

Die Belastung. 
Zur allgemeinen Beur
teilung des Spannungs
zustandes genügen die 
Belastungsannahmen 

I I 
·-j·-·-·----~---~--t-t-t-

1 I 

Abi>. 729. 

nach Abb. 730a bis c am oberen oder unteren Rande. Bei einem Wechsel von 
belasteten mit unbelasteten Feldern (Abb. 73la) werden die Spannungen aus 
einer gleichförmigen Belastung P/2 über alle Felder (Abb. 731 b) mit den Span
nungen aus feldweise wechselnder Belastung ± P/2 (Abb. 731 c) überlagert. Ist 
der Spannungszustand bei gestützter Belastung (Abb. 732b) bekannt, so läßt 
sich der Spannungszustand für die angehängte Last p (Abb. 732a) daraus durch 
Überlagerung mit einer gleichförmigen Querbeanspruchung a z = + p (Abb. 732c) 

a 

I 

l I 
I 

f{ I 
i 

.LL.1..l...1... 
I 
I 
I 

b 

i 

Abb. 730. 

c 

entwickeln. Die Spannungen areu, a.u, "l"xzu aus dem Eigengewicht g tjm3 (Abb. 733a) 
der Scheibe lassen sich aus den Spannungen are, a., -r.,. einer gleichförmig verteilten 
Randb.~lastung p = 2 gh (Abb. 733b) bestimmen, da die vorgeschriebene Belastung g 
durch Uberlagerung der Randbelastung mit Kräften der Abb. 733c hervorgeht. Die
sen sind die Spannungen a. = g(h + z), a., = -p,are, rxz = 0 zugeordnet. 

Die Belastung an einer Periode 2 l des Streifens steht im Gleichgewicht. 
+l +l 

P=f p(x)dx=f q(x)dx=Q. 
-l -l 

46* 



724 75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Ränder. 

Ist sie außerdem in jedem Felde 2l zur senkrechten Mittellinie symmetrisch, so 

enthält die Reihenentwicklung der Belastung p und der Stützenkräfte q nach 
Fourier allein eine Folge von geraden trigonometrischen Funktionen. 

a 

b 

c 

Abb. 731. Wechsel von belasteten und unbelasteten Feldern. Abb. 732. Angehängte Belastung. 

Die x-Achse ist Symmetrieachse des Streifens. Die äußeren Kräfte lassen sich 
daher stets in einen symmetrischen Anteil (l)p und in einen antimetrischen An

teil <2lp zerlegen, um übersichtliche Lösungen zu er
halten (Abb. 734). Das Kraftfeld ist dann mit allen 

Randbedingungen eben
falls symmetrisch oder 
antimetrisch. In der a a: 

a x-Achse (z = 0) sind bei 
Symmetrie der Bela
stung die Schubspan
nungen T:xz• bei Anti
metrie der Belastung 
die Längsspannungen b 

b IY00 , IYy Null. In dem einen 
Falle sind die Haupt
spannungen für z = 0 
parallel zur x- und 
z-Richtung, in dem an
deren Falle wird die 
x-Achse von ihnen unter 0 -

c 45° geschnitten. 
Der Ansatz. Span

nungsfunktionen F des Abb. 734. Umordnung der Belastung (a) 
in den symmetrischen Anteil (l)p (b) 

Abb. 733. Eigengewicht. Streifens sind von und den antimetrischen Anteil (2)p (c). 

L.N. G.Filon,A.Tim pe. 
F. Bleich, Th. v. Karman und F. Seewald mit verschiedenen mathe
matischen Hilfsmitteln bestimmt und in jüngster Zeit durch H. Crämer, F. Di
schinger und H. Bay zur Berechnung von Tragwänden aus Eisenbeton verwendet 
worden. 



Der Ansatz. 725 

Die Lösung erscheint in jedem Falle als Reihenentwicklung. Sie ist um so 
brauchbarer, je besser die Reihen konvergieren und je einfacher sich dabei das 
allgemeine Spannungsbild abspalten und in den singulären Abschnitten des Strei
fens zum vollständigen Ergebnis ergänzen läßt. 

Die Belastung des Streifens besteht bei L. N. G. Filon aus zwei gleichgroßen, 
entgegengesetzt gerichteten Einzellasten. Das Ergebnis der Untersuchung dient auch 
zur Beurteilung der Spannungszustände aus anderen Belastungen. Th. v. Karman 
und F. Seewald behandeln die Biegung des Balkenträgers auf zwei Stützen mit 
den Einflußfunktionen der Spannungen und verwenden dabei ebenso wie Filon 
ein Fouriersches Integral als Spannungsfunktion. F. Bleich untersucht den Streifen 
für periodische Belastungen der Ränder und entwickelt die allgemeine Lösung für 
(1055) aus Partikularlösungen der homogenen biharmonischen Differentialgleichung. 
Dabei entsteht ein ähnlicher Ansatz wie auf S. 718 bei der Untersuchung der Halb
ebene, dem Grenzfall des unendlich hohen Streifens. Bei Symmetrie der Belastung 
zur z-Achse enthält der Ansatz ebenso wie (1070a) neben hyperbolischen Funktionen 
von z nur gerade trigonometrische Funktionen von x.J 

Z". ist dabei wiederum eine Funktion, die allein die Veränderliche z enthält und 
die Differentialgleichung, also die Bedingung 

(1073b) 

erfüllt, nur daß die Lösungen z .. in diesem Falle die Randbedingungen für z = + h 
mit a.=-P0 , -r.,.=O, für z=-h mit a.=-p,., -r.,.=O erfüllen müssen. Sie 
sind daher bei symmetrischer und antimetrischer Belastung ebenfalls symmetrisch 
oder antimetrisch zur x-Achse, so daß die allgemeine Lösung (l)Z"., <2lZ". der Diffe
rentialgleichung aus je zwei partikulären Integralen mit geraden oder ungeraden 
Funktionen von z besteht. Um die Integrationskonstanten derart festzusetzen, daß 
Z". die Randbedingungen erfüllt, werden die zur x-Achse symmetrischen oder anti
metrischen äußeren Kräfte (l)p, <21p (Abb. 734 b, c) ebenfalls in Reihen mit geraden 
trigonometrischen Funktionen von x und der Periode 2 l entwickelt. 

<Ilp(x) =Ao+ .,2A".cos~ .. = (llp0 +- ..f(l)p"., 121p(x) =i'A~cos~". =i; 121p".. (1074) 
1 1 1 1 

Die Beiwerte A 0 , A"., A~ können für jeden Belastungsfall nach bekannten Regeln 
berechnet werden. Die Ergebnisse stehen in Tabelle 66. 

Lösung bei symmetrischer Belastung (l)p nach Abb. 734 b mit C n = : . 
" 

111p = <tlF0 + 1 lllZ".cos~" =- A0 ~2 - .i; A".l~ (C". Q:of C". + D". C". Gin C".) cos ~ .. , 
1 1 

<tla. = :~- = .l; 111az,n =- A0 + 1 A .. (C". Q:of C". + D". C". GinC".)cos ~ ... 
0 1 

(1075a) 

(lla" = 
i)2F ~co ---= (l)(j 
i)z2 a>,n 

0 1 

<X> <X> 

i)2F ~ IHr = - -- = (l)i = 
XZ i)xi)z IIJZ,n -}; A".[(C".+D".) GinC".+D".C".Q:ofC".]sine ... 

0 1 
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Die Bedingungen - maz,n = mp". = A". cos ;n und (l)Tu = 0 an den Rändern 
z = ±h oder Cn = ±hfl". = ±il.". liefern: 

C = _ 2 (E.ir._~~ + ~ .. Q:of J.,.) D = _!§i~)'!'__ l 
n 2 Ä,. + Em i Ä,. ' n 2 Ä,. + Ein 2 Ä,. ' 

(1075b) 
C + D = _ 2 ;.,. Q:of ;.,. C + 2 D _ 2 (Ein;.,. - Je,. Q:of J.,.) 

n n 2 Ä,. + Ein 2 Ä,. n n - 2 Ä,. + Ein 2 Ä,. -- · 

für Z=O ist 

0' = ~(llp 2Ä,.- ~~~.'! l 
:c L.,; n 2Ä,. +Ein 2Ä,.' 

0' =- <I>p - ~ <I>p 2 (Ein;.,.+ ;.,. Q:op,.) J 
• 0 L.,; n 2 Ä,. + Ein 2 ).,. · 

(1076) 
Für z =± h ist 

Lösung bei antimetrischer Belastung <2>p nach Abb. 734c. 
00 00 

~ 2lF = 2) 121Z". cos ;n =-2) A~ l~ (C~ 6in Cn + D~ Cn @:o)C".)cos ;n, 
1 1 

00 

<2>a. = 2) A~ (C~ ®in Cn + D~ Cn @:of C".) cos ~n, 
1 

(1077a) 

<2>a., = -~2~- = i;(2)az,n =-i; A~[(C~ + 2 D~) ®in Cn + D~ Cn @:of CnJ COS ;n, 
1 1 
00 00 

<z> __ j_~- ~<2> -- \'A' [(C' D')l'r' f'" D' r ~· r] . z: T<rz- 8x8z- L.J Twz,n- L.J n n + n ll!-0 ':.n + n':.n Otll':.n Slll"n. 
1 1 

Die Bedingungen - <2>az,n = ± <2>pn = ±A~ cos ~n und <2>Tu = 0 an den Rändern 
z = ±h oder C,. = ±hfln = ±il.,. liefern: 

" 2J.,.-6in2J.,. ' " 2J.,.-Ein2.1c,.'. (10nb) 
C' = 2 (l:l:of Ä,. + J.,. 6in ~2 D' = - 2 Q:ot~-- . l 

C' + D' = Je,. Ei!_l ~--- C' + 2 D' =- 2_~!!~t3,._-::-_3.!!_~l!l!n) 
" n 2 A,. - Ein 2 ).,. ' n " 2 ).,. - Ein 2 ).,. · 

Für z = ± h ist <2>a = ± ~ <2>p 2 ).,. t§5_i!t 2 ).,. 
x L.J "2Ä,.-Ein2J.,.' 

~ A' J,. Ein;.,. . c: 
T". =..:::::.. ,. 2 ~ _ ~~ sm "". 

1 ... "'tn .,. 
für z = 0 ist 

(1078) 

Das Kraftfeld ist darnach durch die Belastung und deren Reihenentwicklung 
nach Fourier (Tab.66) und durch die Abmessungen L=2l, H=2h, 2c und die 
davon abhängigen Verhältniszahlen ;n, Cn, il.,. bestimmt. Es wird durch die Iso
klinen und die Trajektorien der Hauptlängsspannungen und durch die Linien glei
cher Hauptlängs- und gleicher Hauptschubspannung beschrieben. Sie zeigen den 
Ausgleich der äußeren Kräfte zwischen den Rändern des Streifens. In der Regel 
begnügt man sich jedoch mit den Komponenten O'x, a., T:x:z in einzelnen aus
gezeichneten Schnitten x = const oder z = const, insbesondere x = o (Feldmitte), 
x = ±l (Stützenquerschnitt), z = o (waagerechte Symmetrieachse) und z = ±h 
(Ränder), um auf die Grenzwerte der Spannungen zu schließen. Daneben können 
auch einzelne ausgezeichnete Spannungen als Funktionen von h oder c bestimmt 
werden. Leider ist die Konvergenz der Reihen für die Untersuchung in der Nähe 
der Ränder ungünstig. Bei hohen Streifen (h ~ l) genügen auch die Spannungen 
der Halbebene nach (1072), so daß angenähert 



Gleichförmig verteilte Belastung am oberen Rande. 

a~> = - (p<o> - p&o)) ' 
l 

p&o> = + f p<o> d X ' 

0 

a~u) = - (~(u) - p&u>) 1 

P&';~ = } I p<u> d X l 
gesetzt werden kann. 

Die Längsspannungen ax sind in der Nähe des 
belasteten Randes größer, in der Nähe des unbe
lasteten Randes kleiner als beim Geradliniengesetz. 
Im Grenzfall H > L wird der Streifen zur Halb
ebene mit - ax = ± p am belasteten Rande. Da
her ist ax am Rande des Streifens stets größer als p, 
konvergiert jedoch gegen die Mitte schnell gegen 
Null. Für L > 2 H kann nach dem Geradlinien
gesetz gerechnet werden. 

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung müssen die 
Randbedingungen und die Gleichgewichtsbedingun
gen zwischen den inneren und äußeren Kräften er
füllen. In jedem Querschnitt ist daher 

+h +h +h 

Jaxdz=O, Jaxzdz=M, frxzdZ=-R 2 • 

-h -h -h 

Die Schnittkräfte M und Rz der periodischen Be
lastung sind bekannt. 

Der Verschiebungszustand wird ebenso wie beim 
biegungssteifen Stab durch die Krümmung I/ex 
von ausgezeichneten Linien z = const, also z = o, 
z = ± h beim Streifen, z == o, z = h, z = 2 h ... 
bei der Halbebene beschrieben. Bei kleinen Verschie
bungen ist I/ex= (J2wfox2 . Da außerdem nach (1050) 
und (I05I) 

Tn i!u rlw 
Yxz = G = dz + JX' 

l r) 1t 

cx = -E' (ax- paz) = -)-

ist, wird 
l 

, ( X 

r/2w iJy"' iJ2u 
Dx2 -,y-;--- Jx 1Jz 

= __ 1 rJa"'. + _1_ ihu + fl äaz 
E i!z G Jx EdZ' (1080a) 

Die Summanden beschreiben einzeln den Anteil der 
Komponenten des Spannungszustandes an der 
Krümmung. Sie kann mit (1054 b) nach 

1 1 [173 F D" F e; =- E ~T,il- (2 + p) dx2 az:] (1080b) 

aus (I075a) oder (1077a) berechnet werden. 

727 

(I079) 

Abb. 735. 

Gleichförmig verteilte Belastung am oberen Rande. Das Kräftebild 
Abb. 735a läßt sich in drei Teile zerlegen. Der Anteil I besteht aus einer periodischen, 
symmetrischen Streckenlast (l)p (Abb. 735b) mit Spannungen nach (1075a). 

A 2P . 
n = -- SlnYn' 

Yn 
A0 = 0, -- p l- c 

P=--2 c-, l-c 
Yn = n n --~- (108I) 

Die Schubspannungen sind in den Schnitten x = o, x = l, z = o, z = ± h Null 
und daher die Längsspannungen ax, a z dort gleichzeitig Hauptspannungen. Da die 
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Schnittkräfte M, N, Q bei symmetrischem Lastangriff Null werden, ist in jedem 
Querschnitt 

+k 

f TrJJzdF = 0. 
-k 

Der Anteilii der Belastung (Abb. 735c) 
nach (1077a). Dabei ist 

ist antimetrisch und erzeugt Spannungen 

A' A 2P . n=- n=-Sinyn, y,. 

z 

- p l- c 
P=+2-c-, 

l- c 
Yn=nn-z-· 

z 

(1081) 

Abb. 736. Verlauf der Funktion u~(•) bei Balken mit veränderlichem Verhältnis HfL. 
Kurven J: H!L = 1/2, Kurven 2: HfL = 2/3, Kurven 8: HfL =I. 

Die Querschnitte x = o, x = l sind frei von Schubspannungen TrJJz• der Längs
schnitt z = o frei von Längsspannungen arJJ, a •. Die Rauptspannungen schneiden 
daher die x-Achse unter 45°. 

Der Anteil III (Abb. 735d) liefert einen einachsigen Spannungszustand -a. = p. 
Das Kraftfeld zur vorgeschriebenen Belastung entsteht entweder durch Addi

tion der drei analytischen Spannungsanteile oder durch die Addition ihrer Zahlen
werte. Bei gleichförmiger Belastung p am unteren Rande nach Abb. 732a tritt 
dazu noch die einachsige Querbeanspruchung +a. = p. Sie hebt sich gegen den 
Anteil III auf, so daß sich das Ergebnis in diesem Falle allein aus den Spannungs
anteilen I und II zusammensetzt. 

Die Längsspannung arJJ am unteren (gestützten) Rande eines hohen Streifens 
(H ~ L) ist nach (1079) angenähert gleich der Randbelastung p oder q, also auch 
angenähert gleich der größten Längsspannung a z eines Querschnittes. Sie ist wesent
lich größer als der Betrag arJJ = MjW = 6 Mjh 2 nach dem Geradliniengesetz. Nach 
den von E. Dischinger angegebenen Schaulinien (Abb. 736) nähert sich die Funk

tion arJJ(z) eines Querschnittes bei abneh
mendem Verhältnis hjl der Navierschen 
Geraden in Feldmitte schneller als im 
Stützenquerschnitt. 

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen 
Silowand (H/L = 3/4) auf mehreren Stützen 

(Abb. 737). 

Stützung und Belastung stimmen mit den 
Abb. 737. Angaben in Abb. 723 überein, so daß ein Ver

gleich mit den Ergebnissen auf S. 722 möglich ist. 
Die Belastung wird nach S. 727 in den symmetrischen (Abb. 735b) und den antimetrischen 

Anteil (Abb. 735c) aufgespalten. 

Zusammenstellung der Formeln nach S. 725f. 

A. Symmetrischer Anteil. 

(l)p =Po+ :f A,. cos ~ .. , 
1 

Po=O, A,. nach Tabelle 66. 
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C ~ _ ~ (§in An +Jen lioj_~~) ~ __ :tg An + An 

" ~ 2 An + Gin 2 }." ~ -~~";·n·~-e~n Je~ ' 

:tg Je,. 

-._Jen__ ~ ~in },n ' 
lfo\1." 

'Pn (C\ = c" lioj C" + D" Cn Gin C", 
'l'n (C) = (Cn + 2 Dn) (Ioj C" + Dn C" Gin C,., 
Xn (C) = (Cn + D") Gin Cn + D,. Cn lioj Cn. 

B. Antimetrischer Anteil. 
CO 

t2>p = 2,' A',, COS ~n, 
1 

C' = 2 (lioj ~..__:+ An Gin An) = 
" 2 Je" - Gin 2 An 

l + ).n :tg An 

_!__,._-Gin Je 
<:l:oj An n 

l 

An ""'• ' ' 
<,\"o\ An - ~tn An 

rp',, (Cl = c;, Gin C" + D',, C" lioj Cn, 
'l''r, (Cl = (C',, + 2 D',,) Gin Cn + D',, Cn <:l:oj Cn, 
x',, (Cl= (C',, + D',,) (Ioj Cn + D',,Cn Gin Cn. 

C. Superposition der Anteile A und B. 

Fn(~)=Ansin~"' En (~) =An COS ~n, 

E~(~)=A~cos~n=-E"(~), F~ (~) =A~ sin~n = ~F" (;) 

a. = (l>a. + 121a. = 1' rp" (C) · E,. (;) + J: rp~ (C) · E~ (~) 
l 1 

2: [rp,. (C) ~ rp~ (C)J En (~) = 1: fPn (C) • En (.;). 
l l 

l1x = (l>ax + 121f1x = -- J; V'n (C) · En (;} -1: V'~ (C) • E~ (~) 
l l 

=- J: [>J'n (C) ~V'~ (C)] En (~) = ~ 1: 1[!" (C) · En m. 
1 1 

Txz = 01Txz + 121 Txz = ~ J; Xn (C) • F" (~) ~ 1: X~ (C) • F~ (~) 
1 l 

= --L [Xn (C) - X~ (C)] F,. (~) = -- J: Xn (C) • Fn m . 
1 1 

Auswertung der Formeln. 

Wie bei dem Beispiel in Abschn. 74 wird die Rechnung auf die ersten fünf Fourierglieder 
beschränkt. 

l. Fourierkonstanten An = -- A ',,. Die Konstanten A" sind halb so groß wie die entsprechen
den Werte auf S. 720. 

n 5 

An -t-o,r8oo64 

2. Integrationskonstanten Cn, D", C',,, D',,. 

n I z 3 5 

c - 0,58871 - 102,48r6· ro-3 - I 3, 739 53' ro-3 - 195,516r · ro- 6 n 

D" _j_ 0,17321 + I7,9378·w-:l _j_ r,7o284·1o-" + r 5,2974 · w- 6 
I 

Cn+ D,. - 0,41550 - 84,543H. 10-" - 12,0366g·IO-:l -- r8o,z187 · ro-6 

Cn + zD" - 0,24229 - 66,6o6o · w-:l - 10,333 85 · ro-" - r64,9213· ro- 6 

C',t - 0,69259 - roz, 7831 · ro-:l - 13,74007'10_;) - 195.5162 · w- 6 

D',t + 0,20897 + 17,9954' ro-" + 1,70291 · ro-" 1- I 5,2974 · ro- 6 

c;,+D;, - 0,48361 - 84,7877. ro-:l - r2,03716· ro--3 - r8o;zr88· ro-6 
C',,+ 2D',, - 0,27464 - 66,7923. I0- 3 - 10,334 24 · ro-:> - 164,9213 · ro- 6 
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3. Funktionen rp, 1p, X für z =-0,51 (~ =-0,5). 

n I 2 3 5 

fPn - o,85ro5 - 0,53715 - 0,3!8 19 - 0,09707 
P._~t + o,nozo + 0,53168 + o,3r8or + 0,09707 
'fn - 1,62125 - r,o6883 - o,6362o - 0,19414 

'Pn + o,or8r8 - 0,12128 - o,1286r - 0,05767 
tp:t -o,I9r6z + 0,11603 + 0,12846 + 0,05767 
'ifJn + o,2og8o - 0,237 31 - 0,25707 - 0,11534 

Xn + 0,27350 +0,32313 -+- 0,223 22 + 0·07737 
x:t - 0,45806 - 0,32995 - 0,22342 - o,on 37 
Xn + 0,73156 + 0,65306 + 0,44664 I + O,I5474 

4. Spannungen im Schnitt z = -0,5 l. 

ax =- 0,20980 E 1 (~) + 0,237 31 E 2 (~) + 0,25707 E 3 (~) + O,ll534 E 5 (~) , 

a, = - 1,62125 E 1 (~) - 1,06883 E 2 (;) - 0,63620 E 3 (~) - 0,19414 E 5 (~) , 

<xz = -0,73156F1 (;)- 0,65306F2 (~)- 0,44664F3 (~)- 0,15474F5 (~). 

Die Funktionen En (~), F n (~) können von S. 721 übernommen werden, sind jedoch wegen der 
Aufteilung der Belastung in den symmetrischen und den antimetrischen Anteil durch 2 zu 
dividieren. Damit erhält man die folgenden Spannungen in t/m 2 : 

~ I 0 0,125 0,250 1 0,375 0,500 o,625 0,750 o,875 I 

(J~ I +o.z83 +0,244 +o.r761 +o,o56 -0,151 -0,270 - 0,!76 -0,030 +o,or9 
a. +0.935 +0,954 + 0,922 + o,83r +o,68o +o,IJI - o,gzz -1,916 -2,296 
Txz 0 +o,os6 +o,r64 +0,274 +0.497 + o,Söz +0,996 +o,644 0 

I Il I 5. Hauptspannungen. Die 
.,.---:::o--r.,.....~,------r-------.--.-.....-.....,..--. Spannungen werden für die 

'--......._ 1 Knoten des quadratischen Netzes 
-....-.... +0,050 -- Abb. 737 berechnet. Sie liefern die 

-.... T- ..--"- Linien gleicherHau ptspannunga 1 
_.....- \ (Abb. 738). gleicher Hauptspan

nunga2 (Abb. 739) und die Längs
spannungstrajektorien (Abb.740). 

Feldweise wechselnde 
Belastung ± p am oberen 
Rande (Abb. 741a u. 731c). 
Die Belastung dient nur 
dazu, die Spannungen bei 
abwechselnd belasteten und 
unbelasteten Feldern (Abb. 
731 a) aus der Lösung für 
gleichförmige Belastung aller 
Felder (Abb. 731 b) herzu-

Abb. 738. Linien gleicher Hauptspannung a 1 . leiten. Ihre Periodenlänge L' 
ist gleich der doppelten 

Stützenentfernung L. Bei der Superposition nachAbb. 731 ist die Phasenverschiebung 
der Perioden zu beachten. 

Die Stützkräfte sind Null, da die Belastung Abb. 741 a innerhalb einer Periode L' 
im Gleichgewicht ist. Sie wird nach Abb. 741 b, c in den symmetrischen und den 
antimetrischen Anteil zerlegt. Die Konstanten der nach Fourier entwickelten Rand
belastung jedes Anteils stimmen miteinander überein und werden nach Tab. 66 mit 

. nn 
Slll-

A =A' = -p---2 
n n nn 

2 

(1082) 
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angeschrieben. Die Spannungen lassen sich damit nach (1075a) und (1077a) 
unter Beachtung der doppelten Periode L' berechnen. 

Ist der Spannungszustand aus einer Belastung ±P am oberen Rande bekannt, 
so lassen sich die Spannun- 1 II 

gen bei Eintragung am un
teren Rande am einfachsten 
durchÜberlagerungder Span
nungen einer symmetrischen 
Belastung anschreiben. 

Symmetrische Grup
pen von Streckenlasten 
P = 2cp (Abb. 742). Die 
Belastung ist symmetrisch 
und wird nach Tab. 66 in 
eine Fouriersehe Reihe mit 
den Koeffizienten 

( !' 
,;J o = Po ~~ P 1 = 2 1 · 

"' 4 = ~ p s_i_n J'n_ 
11 0 Yn 

(108:~) 
F' sin y,. 

Yn 

Yn = nn 

entwickelt. Die Schnittkräfte 
M, N, Q sind in jedem Quer
schnitt Null, die Längs
spannungen a z im Längs
schnitt z = 0 von Streifen 
mit Randabständen h > 2 l 
angenähert konstant -pcjl. 
Dies wird durch Zahlenrech
nung für die Längsschnitte 
z1 = 0 und z2 = h - 2 l, 
eines Streifens mit H/L = 3 
und ljc = 4 (Abb. 743) nach
gewiesen. 

~ = xfl 

a,jp 
Zr . - () 

T,,jp 

a,f P 
z~ --- " - 21 

Tzx/P 

0 

- 0,251 

() 

--- 0,256 

0 

.\hh. 739. Linien glC'ichPr Hauptspannung a2. 

Abb. 740. Längsspannungstrajektorien. 

0,25 0,_10 0,75 

-- 0,251 --- 0,2)0 --- 0,249 -- 0,24<) 

0 0 0 0 

--- 0,254 -- 0,2_)0 0,24(> 0,244 

i 0,004 I 0,005 I i 0,004 0 

Da der Längsschnitt .:;-1 = 0 frei von Schubspannungen ist, kann hier der Streifen 
ohne Störung des Spannungszustandes in zwei Teile zerlegt werden, wenn dabei 
die Längsspannungen az ~- pcjl an den Schnitträndern als äußere Kräfte mit
wirken. Nach den Ergebnissen der Zahlenrechnung sind die Schubspannungen auch 
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noch in Längsschnitten z2 < h- 2l nahezu Null, so daß die Zerlegung des Streifens 
in drei parallele Abschnitte mit den Längsspannungen a. ~ -pcfl als äußeren 
Kräften keine wesentliche Änderung des Spannungszustandes bedeutet. 

~ ~ 
iTnTTnrrrl-TTTT.,-ri,cn ..." 2 C !""'- .., 2 C r-

Abb. 742. 

c 

Abb. 741. Abb.743. H/L=3,lfc=4. 

Daher lassen sich hohe Wände (H ~ L) mit gleichförmiger Belastung des oberen 
Randes angenähert auf Grund einer Zerlegung in die Abschnitte h1 = H -- L, 
h2 = L berechnen (Abb. 744). Der Abschnitt H- L unterliegt im wesentlichen nur 
.,...,T""Tö...".,...,rn-..",:P,...,....,.,...,..,.,. dem einachsigen Spannungszustand -a • = p. Der 

Spannungszustand des Abschnitts h2 wird genau genug 
als Spannungszustand eines Streifens mit dem Rand
abstand 2 h2 und einer symmetrischen Gruppe von 
Streckenlasten 2 qc berechnet. 

Abb. 744. 

- r 
t--------i --j-

tp 
Abb. 745. Abb. 746. 
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Dasselbe Ergebnis läßt sich auch aus einer Spannungsfunktion ableiten, die von 
N. L. G. Filon für die Belastung der Ränder eines Streifens mit zwei gleichgroßen 
entgegengesetzt gerichteten Einzellasten P nach Abb. 745 als Fouriersches Integral 
angegeben worden ist. Die Zustandslinien a!, a;, -r;. für z = const sind gleichzeitig 
Einflußlinien für eine wandernde Lastengruppe. Die Summe der positiven und 
negativen Anteile der Flächen a;, -r;. sind in den Längsschnitten z = const Null, 
da bei gleichförmiger Belastung der Ränder nur Spannungen a. entstehen. 

Nach Abb. 746 erzeugt die einzelne Kräftegruppe P (Abb. 745) auf der Breite 
2,7 h der Symmetrieachse Druckspannungen a •. Darüber hinaus entstehen unbedeu
tende Zugspannungen, die schnell gegen Null konvergieren. Einzellasten werden 
daher durch ein elastisches Mittel auf 2,7 h Breite verteilt. Die Spannung a. erreicht 
mit 0,92 Pfh in der Wirkungslinie der Einzelkraft das Maximum. Sie ist nahezu 
gleich der auf den halben Scheibenquerschnitt bezogenen Spannung. Zwischen 
Einzellasten mit einem größeren Abstand als 2,7 h bestehen keine wesentlichen 
Beziehungen. 

Filon, L. N. G.: On an approximate solution of the bending of a beam of reetangular cross 
section. Philos. Trans. Royal Soc. London 1903 (A.) Bd. 201 S. 63.- Timpe, A.: Problem der 
Spannungsverteilung in ebenen Systemen. Diss. Göttingen 1905. - Bleich, F.: Der gerade 
Stab mit Rechteckquerschnitt als ebenes Problem. B. I. 1923 S. 255. - Th. v. Karman: Über die 
Grundlagen der Balkenthcorie. Abhandlg. aus dem Aerodynamischen Institut d. Techn. Hoch
schule Aachen. Berlin 1927. - Seewald, F.: Die Spannungen und Formänderungen von 
Balken mit rechteckigem Querschnitt. Abhandlg. aus dem Aerodynamischen Institut d. Techn. 
Hochschule Aachen. Berlin 1927. - Crämer, H.: Spannungen in hohen wandartigen Trägern. 
Bericht über die II. lnt. Tagung für Brücken- und Hochbau. Wien 1929.- Dersei be: Spannun
gen in wandartigen Balken bei feldweise wechselnder Belastung. Z. A. M. 1930 S. 205. -
Bay, H.: Der wandartige Träger auf unendlich vielen Stützen. J. A. 1931 S. 435. - Cooker, 
E. G., u. L. N. G. Filou: A Treatise on Photo Elasticity. Cambridge 1931.- Dischinger, F.: 
Beitrag zur Theorie der Halbscheibe und des wandartigen Balkens. Abhandlungen der Int. 
Vereinigung für Brücken- und Hochbau. Zürich 1932 und Beton u. Eisen 1933 S. 237. -
Crämer, H.: Spannungen in durchlaufenden Scheiben bei Vollbelastung sämtlicher Felder. 
Beton u. Eisen 1933 S. 233. 

76. Die Berechnung der Spannungsfunktion mit Differenzen. 
Die Erweiterung der Randbedingungen durch die rechteckige oder polygonale 

Begrenzung der Scheiben bereitet beim Ansatz und bei der numerischen Lösung der 
Spannungsfunktion F wesentlich größere Schwierigkeiten. Aus diesem GrundP 
begnügt man sich bei derartigen Aufgaben ebenso wie 
bei ähnlichen Problemen der Plattenbiegung mit einer 
Näherungslösung durch die Entwicklung der Ansätze 
(1054) in Differenzen. Da die Differentialgleichung des 
ebenen Spannungszustandes und die Differentialglei
chung der Plattenbiegung unter Randkräften mitein
ander übereinstimmen, kann die Differenzengleichung 
des ebenen Spannungszustandes in rechtwinkligen Ko
ordinaten nach (999) oder in Polarkoordinaten un
mittelbar angeschrieben werden. Die Spannungsfläche 
erscheint dann ebenso wie die elastische Fläche der Platte 
als Gitter, dessen Aufriß aus zwei Gruppen von äquidi

m 

~ J. l"i:i 
l-1 l l•1 

~ 
l<-2 -1 I< fl'•1 •2~ 

~ 
i 1 i i -~-1 f; 

lJx±Ax:h I "'il 
~ 

1 _____ 2: 
Abb. 747. 

stanten, sich rechtwinklig kreuzenden geraden Linien besteht (L1 x =f= L1 z). Die End
punkte der Ordinaten F k der Gitterknoten k liegen in der Spannungsfläche. Ihre 
gegenseitigen Beziehungen lassen sich an jedem Gitterknoten durch eine lineare Glei
chung ausdrücken. Sie lautet für L1 x = L1 z nach (1000) folgendermaßen (Abb. 747): 

20Fk- 8 (Fk-1 + F 1 + Fk+l + Fi) + 2 (Fi_1 +F1-1 +F!+1 + Fi+l) 

+ (F k-2 +Fm+ F k+2 + F nl = 0 · (1084) 
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Für Llx =f=Liz wird die DifferentialbeziehungLI,1F=O nach (999) angeschrieben. 
Die Gleichungen für die inneren Knoten sind homogen. Außerdem gelten Rand
bedingungen, die entweder nach (1054) durch die Randkräfte oder nach (1061) durch 
Funktionen der Randkräfte vorgeschrieben sind. Der Ansatz liefert bei jedem 
Belastungsfall ein eindeutiges Ergebnis für die Ordinaten F k. Mit diesen lassen sich 
dann die Komponenten des ebenen Spannungszustandes nach (998) berechnen. 

1/S 

l{q 

'IS 

92 

'11 

r--
l 

az= axz.R=>-----ifx2 ___ ' ax=fiZ2R=> ---Lfz2 ___ ' (1085} 
iPF Fk+l- 2Fk +Fk_1 iJ2F F,- 2Fk +F; l 

(} 2 F (F,+l- F,_1) - (F;+1 - F;_1) 

10 11 

25 1 

~9 9 

i.a;'_ 7 

L?z i!1 

110 99 

ixz=- axaz R=>- 4Lfx.Lfz -. 

12 13 

2 s 

5 6" 

9 

20 19 

98 w 

Abb. 748. 

1'1 

15 

1Ö 

17 

18 

(16" 

Die Schubspannungen werden daher am einfach
sten für die Mittelpunkte der Maschen berechnet. 

Der quadratischen Scheibe Abb. 748 wird ein 
durch 2 Scharen von äquidistanten Geraden be
stimmtes Gitter mit 9 Innenknoten und 16 Rand

~".. knoten zugeordnet. so daß zunächst ohne Beach
v :c tung der Symmetrie 25 Ordinaten F k der Span

nungsfläche in die Rechnung eingehen und 9 Glei
chungen angeschrieben werden können. Diese ent
halten noch die unbekannten Ordinaten F k von 
20 Nebenknoten der über den Scheibenrand hinaus 

3 

I& 

erweiterten Spannungsfläche. Die 45 Wurzeln des 
Ansatzes sind daher nur dann eindeutig bestimmt, 

wenn zu den 9 linearen Gleichungen für die Gitterknoten 1 bis 9 noch 36 Rand
bedingungen treten. Diese stehen bei freien Rändern z = ± h nach (1085) als un
mittelbare Beziehung zwischen Randbelastung und Randspannung zur Verfü-

3p 

z gung. An 10 Randknoten z = ± h ist 
O"z = - Pz, an 10 Randknoten x = ± l ist 
O"x = -Px, an 12 mittleren Randknoten 
z = ±h, x == ±l und an 4 Eckknoten ist 
ixz = 0. 

---<>------+--x Ansatz und Lösung werden an einer 
Scheibe mit hfl = 3/4 gezeigt, welche nach 

Abb. 749. 

Abb. 749 belastet ist. Wegen der Symmetrie 
der Belastung zur z-Achse genügt die Be
rechnung der Spannungsfläche F für eine 
Hälfte der Scheibe. Nach Abb. 750 sind 
daher die Ordinaten F k von 20 Innenknoten 
zu berechnen (Lix = Llz =LI). 

Bestimmung der Randordinaten nach 
(1061 a): Als Anfangspunkt wird wegen der 
Symmetrie der Punkt 21 gewählt. 

Ll 
Fat. =- 3PLI· 2 ,= -I,5pLI2, 

3 LI 
F 33 =- 3 PLI· 2 LI + p LI · 2 =- 4,0 p Ll 2, 

F 34 = - 3 p LI · ~ LI + p 2 LI · LI == - 5,5 p Ll 2, 

F 35 =-3PLI·; LI+P3LI·; L1==-6,0PL1 2• 
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Elimination der Ordinaten an den Nebenknoten nach (1061 b): Für die Rand
knoten 21 bis 35 wird 8Ff8n = -Rz, so daß z. B. für die Knoten 22, 28 und 33 
die folgenden Beziehungen entstehen: 1 

'10.1/1383736 

F3~~_!:J = O' Fi_~~_!~ = O, _FJ;~2~1s_ = 0. 

Daher ist F 37 = F 3 , F44 = F 9 , F 50 = F 18 • Das vollständige 
Ergebnis für alle Rand- und Außenknoten ist in Abb. 751 
eingetragen. 

Aufstellung der Differenzengleichungen nach (1084): Glei
chung für den Punkt 3: 

20F3 - 8(F2 + 0 + F4 + F 7) + 2 {F6 + 0 + 0 + F 8) 

+ (F1 + F 3 + F 3 + F 11) = 0. 

Gleichung für den Punkt 18: 
20F1R- 8 (F17 + F 14 + F 19 - 4,0 p Ll 2) + 2 (- 1,5 p L1 2 

+F13 +F15 -5,5PLI2) + (O+F10 +F20 +F18) =0. 
z 

.. 3 

0 ~ ~ 0 0 lo 

!i 0 ~ ~ lj Fq ~ 

1'5 0 ~ ~ ~ ~ "' r. 0 r. l% !ft 4 .Fff 

liJ 0 !f. r,. lr,s ~ F,5 

1Ft 0 1Ft !f. !f. .fo liJ 

- 5a ~ -t5a- '(Oa- 5"0a I/la 5a 

0 f- r. r. 40 f,;, 

'11 Z5 lall Ia 22 !z1 
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Abb. 750. 

z 

r ..... 

Abb. 752a, b, Spannungen"~ und •~z in den Schnitten im Abstand LI, 2LI, 3 LI, 4 LI 
vom Außenrand (Kurven 1 bis 4). 

Das vollständige Gleichungssystem 
ist nach Zusammenfassung der ein
zelnen U nbckannten F k in der Matrix 
auf S. 736 enthalten. Die Lösung steht 
auf S. 737. 

Die Spannungen a.,, a., <xz werden 
hieraus nach ( 1085) ermittelt. Sie sind 
in den Abb. 752a bis c aufgetragen. 
Die Abb. 753a bis c enthalten die 
Linien gleicher Hauptlängsspannun
gen a1 , a 2 und die Längsspannungs
trajektorien, deren Verlauf bei der 
groben Maschenteilung der Lösung 
allerdings im mittleren Bereich des 
unteren Randes nicht angegeben wer
den kann. Trotzdem eignen sich die 

-1,0 

-2,0 

Abb. 752c. Spannungen az in den Schnitten im Ab
stand O,LI,2LI ... 5LI vom unteren Rand (Kurven 1 bis 6). 

a: 

Abh. 753 zu einem kritischen Vergleich mit der Lösung für die Halbscheibe auf 
S. 722 und für den Streifen auf S. 730f. Dabei verdient vor allem der Einfluß der 
Ränder auf den Spannungszustand Beachtung. 
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77. Angenäherte Untersuchung des Spannungszustandes in Rahmenecken. 737 

Lösung der Matrix auf S. 736: 

I 2 3 4 l 5 6 I 7 8 9 I IO 

-o,o589 -o,r682 -0,3005 -0,34731-0,2053 -o,6z8zj- I,oo4o -r,q85 -0,4631 I-I,3222 

II I I..! IJ 14 I5 I6 I7 I8 I9 I 20 

-2,03951-2,3092 -o,8I72 -2,2J06 -3.3332 -3.7338 -I,2242 -3,2490 -4,67251- 5,I662 

Abb. 753 a. Linien gleicher Hauptspannung "'. 

Der Spannungszustand der Schei
ben mit H ~ L, der aus den Schnitt
kräften nach Abschn. 10 statisch be
stimmt angegeben werden kann, 
unterscheidet sich von dem Span
nungszustand gedrungener Scheiben 
vor allem durch das Verhältnis von 
az zu a.,. In dem einen Falle ist 
a z ~ a'", in dem anderen Falle sind 
beide Spannungen von der gleichen 
Größenordnung. Das Vorzeichen der 
Längsspannung a" wechselt beim 
Träger in der Achse, dagegen bei ge
drungenen Scheiben mit H R; L in 

Abb. 753b. Linien gleicher Hauptspannung u2 • 

den Wendepunkten der Querschnitte Abb. 753c. Längsspannungstrajektorien. 

x = const der Spannungsfläche F, also 
in der Nähe des abgestützten Scheibenrandes. Die Spannungen in Längs- oder Quer
schnitten lassen sich aber auch hier stets zu Schnittkräften zusammenfassen, welche 
mit den äußeren Kräften am Rande die Gleichgewichtsbedingungen erfüllen. 

Bay, H.: Über den Spannungszustand in hohen Trägern und die Bewehrung von Eisen
bctonwänden. Stuttgart 1931. 

77. Angenäherte Untersuchung des Spannungszustandes 
in Rahmenecken. 

Während die statisch bestimmte Berechnung der Spannungen aus den Schnitt
kräften zur Beurteilung der Festigkeit der Rahmenstäbe ausreicht, läßt sich das 
Kraftfeld im Bereich der Winkelpunkte der Stabachsen nur mit einem ebenen 
Spannungszustand vergleichen. Dieser ist durch polarisationsoptische Untersuchun-

Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd.II. 4 7 
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gen an rechtwinkligen, auf Biegung beanspruchten Stabecken gemessen worden. 
Darnach ist der ausspringende Bereich der Ecke fast spannungsfrei. Aus diesem 
Grunde liegt es nahe, das vorgeschriebene polygonale Kraftfeld durch einen Kreis
ringsektor mit konzentrischen Rändern zu begrenzen und die Spannungsaufgabe 
mit Polarkoordinaten zu lösen, wenn dabei sich voraussichtlich auch der Ver
schiebungszustand ändern wird. 

Um die Randbedingungen und damit auch die Zahlenrechnung zu vereinfachen, 
wird über die Eintragung der Schnittkräfte an den Querschnitten der Scheibe nichts 
ausgesagt. Hier gelten vielmehr nur die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den 
bekannten Schnittkräften N, M, Q des Rahmenstabes und den errechneten Span

Abb. 754. 

nungen at, T:tr• die ebenso wie die Spannungsfunktion mit 
Rücksicht auf die Randbedingungen in Polarkoordinaten an
geschrieben werden. 

Übertragung zweier Biegungsmomente M (Abb. 754). 
Die Spannungen sind unabhängig vom Winkel rt., so daß die 
partielle Differentialgleichung (1057) ebenso wie die Platten
gleichung (947) in bezug auf die Veränderliche r total wird. 

1 dF d2F 
a, = ·--; dr' at = dr2 ' (~ __!_ ~) (d2F _ _!_ dF) _ O. 

dr2 + r dr dr2 + r dr - ' 

Ihre allgemeine Lösung steht bereits aufS. 650 und lautet mit r2jr = e und r2jr1 = e1 

1 1 
F = Co + Cl In e + c2 2 + Ca 2ln e . e e 

~c 

q +'10 +30 +20 +10 

Abb. 755a. Abb. 705b. 

Die Integrationskonstanten lassen sich aus den Bedingungen 

1 
(J r = - 2 (Cl e2 - 2 C2 + Ca - 2 Caln e) = 0 

r2 
'• 

(1086) 

an den Rändern r = r1 und r = r 2 und M = J at rdr bestimmen. Man erhält mit 
Tl 

T1 = rr [(er - 1)2 - 4 er (In e1)2]' 1 
C2= -~1 r~{l- er- 2lnel), Ca= J~/~·2(1- er> J (lOS7a) c1 = - ~- r~ · 4ln e1 , 

1 

und daraus 

a, = 4T~ (In- ~1 -erlne+e2Ine1), at = 4 ~ (er -1- In~- ei In e-e2 Ine1). (1087b) 

a, und at sind Hauptspannungen, die Querschnitte bleiben eben. 
Für einen Sektor mit r1 = 0,24m, r2 = 0,64m (Abb. 755a) wird e1 = 2,6667 und 

T1 = 0,57492. Die Auswertung der Ergebnisse (1087 b) liefert mit M = 1 mtjm die für 



Ausgleich einer Qucrkraft. 739 

alle Radialschnitte gleiche Spannungsverteilung der Abb. 755b. Die Gerade AB 
zeigt den linearen Verlauf von a1 nach Navier. 

Ausgleich einer Querkraft. Die Querkraft Qa (Abb. 756) steht mit den 
Schnittkräften Nb, Mb, Qb im Gleichgewicht [(Q"' Nb, Mb, Qb) = 0]. Die Spannungs
funktion 

F = <P (r) · sin IX 

mit den Spannungskomponenten 

( <P' <P) . 
a = - - - · s1n IX a t = <P" • sin IX , l r \ r r2 ' 

(1089) 

irt =- (~~- ~) COS IX=- t;'rL-
liefert am Rande IX = 0 nur Schubspannungen -r,. 1 . 

Aus 

L1 L1 F = ( _a:_ - __l_ + -~ d) (d2 <P - ~ + _l d <P ) • sin IX 
d r2 r2 r d r d r2 r2 r d r 

folgt für <P (r) die totale Differentialgleichung 

(_!:_ - _ _! + -1 ~-) 2 <P = 0. (1090a) 
d r2 r2 r dr 

Ihre Lösung ist 
l ln (! l 

([J = cl 3 + c2- + c3 -- + c4 (!' 
(! (! (! 

wobei wieder r2fr = (! gesetzt wurde. 

Abb. 756. 

Die Integrationskonstanten c1, c2, c4 lassen sich aus den Bedingungen 

r2 

(1088) 

(1090b) 

an den Rändern r = r 1 und r = r2 und aus der Bedingung J <rt dr = Qa am Rande 
Tt . 

-JO -?.0 -10 

Abb. 757. Abb. 758. 

IX = 0 ermitteln. Die Integrationskonstante c3 ist ohne Einfluß auf die Spannungen 
und daher beliebig. Mit der Abkürzung 

T2 = r2 [(e~ +I) ln(!1 - (e~- l)] l 
Cl = ei_ Qa c2 = (n21 + 1) QTa ' c. = - __l_ Qa_ 

2 1'2 ' t: 2 • 2 T 2 

ergibt sich (1091 a) 

47* 
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und damit 

a t = ~: [ 3 ~ - (ei + l) e - e3 J sin rt . 

(1091 b) 

Die Spannungsresultierenden im Schnitt b (rt = rt0) stehen mit Q a im Gleichgewicht: 

Abb. 759 a. Linien gleicher Hauptspannung <Tt. 

Abb. 759 c. Längsspannungstraiektorien. 

wird 

Abb. 759 b. Linien gleicher Hauptspannung a 2 • 

r• 

J at dr =Nb,= - Qa sin rt0 , 

r• 

J Trtdr = Qb = Qa cos rt0 , 

r• 

J at (r- r 0) dr = Mb = Qar0 sin rt0 • 
r, 

Für den Sektor mit den Abmessungen 
nach Abb. 755a, belastet nach Abb. 757, ist 
e1 = 2,6667, T 2 = 1,18005. Mit 

~2 [~-- (ei +I) e + e3 ] = Kl, 

~: [3 ~- (ei + 1) e- e3] = K2 

Die Funktionen K 1 und K 2 sind in Abb. 758 dargestellt. Die Abb. 759a, b ent
halten die Linien gleicher Rauptspannungen a1 , a2 , die Abb. 759c die Längs
spannungstrajektorien für die Belastung nach Abb. 757. 

a d 



78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten. 741 

Eine Belastung des Ringsektors nach Abb. 760a läßt sich durch Aufspaltung in 
die drei Anteile Abb. 760b, c, d auf die beiden Grundfälle zurückführen. 

Preuß, E.: Versuche über die Spannungsverminderung durch die Ausrundung scharfer· 
Ecken. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 126. Berlin 1912. - Grüning, M.: Die Spannungen im' 
Knotenpunkt eines Vierendeelträgers. Eisenbau 1914 S. 162. - \V y ß, Th.: Die Kraftfelder in 
festen elastischen Körpern. Berlin l!l26. - Cardinal v. ·widdern, H.: Polarisationsoptische· 
Spannungsmessungen an Stabecken. Mitteilungen aus dem Mechan.-Techn. Laboratorium der· 
T. H. München. 3. Folge Heft 34. München 1930.- K urzhalz, H.: Polarisationsoptische Unter
suchungen an rechtwinkligen, auf Biegung beanspruchten Stabecken. Mitteilungen aus dem 
Mechan.-Teclm. Laboratorium der T. H. München. 3. Folge Heft 35. :vlünchen 1931. 

78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten. 
Die Lösung der Aufgabe ist angenähert für eine durch die Querschnitte a, b, c 

begrenzte rechteckige Knotenscheibe (Abb. 761) mit Hilfe einer Spannungsfunktion 
versucht worden, die zwar die Differentialgleichung (1055) und die Gleichgewichts
bedingungen in a, b, c befriedigt, dagegen nicht den Randbedingungen gerecht wird. 
Für das Kräftebild Abb. 761 ohne Querkraft in c ist nach M. Grüning 

F = 8~.:~1a[ x y (12 - -}y2) (x2 l + 2 es- 3 c2 l) + -~ x y l (/2 - y2) 2 - !Pt xs], (1092a) 

für das Kräftebild Abb. 762 mit einer Querkraft in c (Stockwerkrahmen) 

F = i()~iij [x3 (y + f)~ - (y + f) 4 x + (8 f2 - 3 e2) x (y + f) 2 + 2 e3 y 2]. (1092b) 

Die Spannungen lassen sich daraus mit (1054b) leicht 
ableiten. Die Lösung gibt jedoch ohne die aus
reichende Berücksichtigung der Randbedingungen 
kein zutreffendes Bild des Kraftfeldes, da nicht der 

Spannungszustand in den ein
springenden Ecken erfaßt und 
sein Einfluß auf den Kern des 
Kraftfeldes bewertet wird. 

Das Problem ist neuer- Y 
dingsdurch Spannungsmessun
gen und vor allem durch op

r 
M=k: 

tische Beobachtungen geklärt M=-ez N=P 
und von Th. W y ß an Kraft-

Abb. 761. 

feldern studiert worden, die 
sich an Hand des Versuchs-
materials mit Hilfe der analy
tischen Beziehungen über Tra

Abb. 762. 

jektorien aufzeichnen lassen. Dabei wird der Rahmenknoten in denjenigen Quer
schnitten abgegrenzt, in denen die einfachen Gesetze der Navierschen Balken
biegung als zutreffend angenommen werden, so daß die Randbedingungen des 
Kraftfeldes durch Schnittkräfte bekannt sind. 

Das Kräftebild zerfällt bei symmetrischen Knotenscheiben, die hier voraus
gesetzt werden sollen, in den symmetrischen und in den antimetrischen Anteil mit 
grundsätzlich verschiedenen, ausgezeichneten Kraftfeldern. 

a) Symmetrie der Belastung. Die Biegungsmomente, Quer- und Längs
kräfte der Querschnitte a, b sind einander gleich, am Querschnitt c ist nur die 
Längskraft Ne= 2 Qa von Null verschieden (Abb. 763a). Die Schubspannungen sind 
in der Symmetrielinie Null, die Rauptspannungen a1 , a2 parallel zur x- und y-Achse. 
Das Kraftfeld stimmt mit demjenigen eines im Bereich c verstärkten Balken
abschnitts überein, der hier einegleichförmigverteilte Belastung aufnimmt (Abb. 763b). 
Die Kraftlinienot beschreiben im wesentlichen den Kraftfluß und die Beziehungen 
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zwischen den beiden Riegeln, die Kraftlinien ß denjenigen zwischen Riegel und 
Pfosten, während die Kraftlinien y und b die Trägerwirkung der Knotenscheibe 
wiedergeben. Die Biegungsmomente an den Riegelquerschnitten werden also im 
wesentlichen unmittelbar übertragen. 

b) Antimetrie der Belastung. Die Biegungsmomente, Quer- und Längs
kräfte der beiden Querschnitte a, b sind entgegengesetzt gleich (Abb. 764a); am 

Abb. 763a. Abb. i63b. 

Querschnitt c ist Ne= 0, Qc =Na+ Nb, Mc = 2 Ma. Die Längsspannungen <ix, <T11 

sind in der Symmetrieachse Null und daher die Hauptschubspannungen hier nach 
x und y gerichtet. Die Symmetrieachse ist also Trajektorie der Hauptschub
spannungen. Sie wird von den Hauptlängsspannungen unter 45° geschnitten. Der 
singuläre Punkt N des Kraftfeldes Abb. 764 b ist daher ein Spannungsnullpunkt, 
so daß sich keine Längsspannungen zwischen den beiden Riegeln ausgleichen. Der 
singuläre Punkt K wird von 2 Scharen von Kraftlinien umfaßt, welche durch zwei 
ausgezeichnete Linien N L und N R begrenzt sind und den mittelbaren Kraftfluß 
zwischen Riegel und Pfosten beschreiben. Außerhalb der beiden Grenzlinien ist eine 
unmittelbare Wechselwirkung zwischen Riegel und Pfosten vorhanden. Die Form 

N 

Abb. 764a. Abb. 764 b. 

des Kraftfeldes bietet unter Umständen die Möglichkeit, die Spannungen durch 
Überlagerung der Ergebnisse der Untersuchungzweier Rahmenecken abzuschätzen. 

Die beiden Scharen der Kraftlinien IX, ß schneiden sich rechtwinklig. An un
belasteten Rändern ist zur Befriedigung der Randbedingungen die eine Kraft
linie (!X) parallel, die andere (ß) winkelrecht zum l~ande. Die ihr zugeordnete Haupt
spannung a8 ist hier Null. Parallele Kraftlinien sind ein Zeichen für konstante 
Hauptspannungen. Die Rauptspannungen a wachsen um so mehr, je größer die 
Krümmung der rechtwinklig zugeordneten Kraftlinien ß ist. Je mehr daher ihr 
Abstand abnimmt, um so größer wird die Hauptspannung und damit die Be
anspruchung des Baustoffs. 

Wy ß, Th.: Die Kraftfelder in festen elastischen Körpern. Berlin 1926. Hieraus sind die 
Abb. 763 b und 764 b entnommen. 



79. Die Grundlagen der Berechnung. 743 

C. Die Schalen. 
79. Die Grundlagen der Berechnung. 

Die Schalen sind einfach oder doppelt gekrümmte Flächentragwerke, deren 
Dicke h ebenso wie bei den Platten im Vergleich zu den anderen Abmessungen 
klein ist. Die Halbierungspunkte der Schalenwand bilden die Mittelfläche, die in 
der Regel durch eine Symmetrieachse ausgezeichnet ist. Winkelrecht dazu liegende 
Ebenen erzeugen meist geometrisch ähnliche Schnittlinien mit dem Krümmungs
halbmesser r a. (ß) . 

Die Breitenschnitte der rotationssymmetrischen Flächen sind Kreise mit 
r a (ß) = r a. Ihre Lage und Größe ist durch den Winkel IX zwischen der Symmetrie
achse und der Flächennormalen und durch den Abschnitt Ra. der Flächennormalen 
zwischen der Mittelfläche und der Symmetrieachse bestimmt. Ra ist der Krümmungs
halbmesser eines der beiden Hauptschnitte der Rotationsfläche (r a = Ra sin IX) 

(Abb. 766). 
Die Ebenen mit der Symmetrieachse erzeugen die Meridianschnitte. Sie werden 

auf einen Nullmeridian bezogen (Winkel ß) und sind bei rotationssymmetrischen 
Flächen einander kongruent. Ihr Krümmungshalbmesser Rp = Rp(1X) bestimmt die 
zweite Hauptkrümmung der Fläche. Mit Rp = const entsteht die Kreisringschale, 
mit Rp = Ra. = const = a die /'l 
Kugelschale (Abb. 765a). Der a b ~ ;· \ c 
Meridianschnitt des Kegel- . ~\ . 
stumpfes ist eine Gerade mit ~ a· m 
Rp = oo , IX = const und <c . ~ . 

Ra.= y ctg IX (Abb. 765b). Durch-~ ~ ·~ . JfjF ~ . = 
IX = 90° wird die Kegelschale · " -

Abb. 765. 
zur Zylinderschale mit senk-
rechter Achse und Ra = r a = const = a (Abb. 765c). Besondere Bedeutung besitzen 
die Tonnenschalen des Brücken- und Hochbaues. Die Breitenschnitte sind Teile 
ausgezeichneter Kurven, also nicht rotationssymmetrisch (Abschn. 82). 

Die Schalen dienen als Dächer zum Abschluß von Räumen oder als Behälter zur 
Stapelung von Füllgut, so daß die elastischen Kräfte des Tragwerks aus dem Eigen
gewicht und seiner Ausrüstung, aus der Belastung durch Schnee, aus dem Strömungs
widerstand der Schale bei Wind und aus den Seitenkräften der Füllung entstehen 
können. Die Belastung erscheint stets als stetige Funktion der Winkel IX und ß. 
Dasselbe gilt von den Stützkräften, so daß der Formänderungs- und Spannungs
zustand ebenso wie bei der Platte und Scheibe zunächst an einem differentialen 
Abschnitt betrachtet werden kann. Dabei wird die vorgeschriebene Belastung p 
nach drei ausgezeichneten Richtungen, der Schalennormale z, der Meridian
tangente y, der Tangente an den Breitenkreis x zerlegt (dy = RpdiX, dx = ra.dß, 
P = p.,-i-P,.-i-Pzl· 

Die allgemeinen Beziehungen der Elastizitätstheorie lassen sich auch hier zur 
Berechnung des Spannungs- und Verschiebungszustandes vereinfachen. Die Wand
dicke h = h(1X) ist im Vergleich zum Krümmungshalbmesser Ra., Rp der Haupt
schnitte stets klein, so daß die Normalspannungen az verglichen mit den Normal
spannungen Oa., ap stets kleine Größen zweiter Ordnung sind und daher ebens<3 
wie in der Plattenstatik (S. 644) vernachlässigt werden. Aus demselben Grunde 
werden die Punkte einer Normalen zur Mittelfläche auch nach der Formänderung 
auf einer Normalen zur verzerrten Mittelfläche liegen, so daß die Dehnungen 
e"' (z), sp (z). t'a.ß (z) eines durch Hauptschnitte begrenzten Schalenteils annähernd 
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lineare Funktionen von z sind, in welche die Dehnung e00" e0 p und die Krümmungs
änderung d1fla.fdy, d1ppjdx der Mittelfläche als Konstante eingehen. 

a.=O, ea.=Eoa.+zd1fla.fdx, ep=eop+zd1ppjdy. 

Daher lassen sich auch die Spannungen aa., ap ebenso wie beim Stabe an einem 
Schnitte oc = const von der Breite "1" zur Längskraft Na. in tfm und zum Biegungs
moment Ma. in mtjm, an einem Schnitte ß = const von der Breite "1" zur Längs
kraft Np in tjm und zum Biegungsmoment M p in mtjm zusammenfassen. Die Schub
spannungen Ta.z, Tpz bilden die Querkräfte Qaz, Qp., die Schubspannungen Tap, Tpa 
im allgemeinen Schubkräfte Nap, Npa und Drillungsmomente Map, Mpa· Schnitt
kräfte und Belastung des differentialen Flächenteils sind durch die Gleichgewichts
bedingungen, die Komponenten des Verzerrungszustandes, Dehnung, Krümmung 
und Verwindung sind mit den Komponenten u, v, w des Verschiebungszustandes 
der Schale durch geometrische Bedingungen verknüpft, während das Hookesche 
Gesetz Beziehungen zwischen den Schnittkräften und den Komponenten des Ver
zerrungszustandes herstellt. Dabei entstehen ebenso viele Gleichungen als un
bekannte Größen eingehen. 

Im Bauwesen begnügt man sich allerdings in der Regel mit Näherungslösungen, 
um ohne allzu großen Aufwand an Rechnung zu Zahlenergebnissen zu gelangen, 
welche den Spannungs- und Verschiebungszustand qualitativ richtig wiedergeben. 
Man benützt daher den Umstand, daß die Krümmungsänderung der Mittelfläche 
(d1flafdy, d1ppjdx, d1flapfdy, d1flpafdx) und damit Biegungs-undDrillungsmomente 
nur in denjenigen Abschnitten der Mittelfläche Bedeutung besitzen, in welchen 
Querschnitt und Form der Schale oder die äußeren Kräfte in oc und ß unstetig 
sind. Für den übrigen Bereich genügt die Beschreibung des Spannungszustandes 
durch die LängskräfteN a, Np und N a.ß, die aus den drei Gleichgewichtsbedingungen 
der Kräfte an einem differentialen Schalenabschnitt 1 berechnet werden können. 
Die Untersuchung gilt streng für die unendlich dünne Schale ohne Biegungswider
stand, so daß die Berechnung der Schnittkräfte Na., Np, Na.p allein aus den Gleich
gewichtsbedingungen auch als Membrantheorie der Schale bezeichnet wird. Die 
Ergebnisse sind in allen den Fällen brauchbar, bei welchen die vorgeschriebenen 
Randbedingungen an der Schalenbegrenzung durch die Längskräfte erfüllt werden. 
Die Biegungsspannungen sind in diesem Falle Nebenspannungen. 

Um diesen Spannungszustand in einfacher Weise durch zwei sich rechtwinklig 
schneidende Komponenten zu beschreiben, werden an Stelle der geometrisch aus
gezeichneten Schnitte oc = const, ß = const nach (40) in jedem Punkte die Rich
tungen 1, 2 der Hauptlängskräfte N1 , N2 bestimmt, für welche N12 = 0 ist. Sie 
bilden die Trajektorien des Spannungszustandes. 

Alle Festigkeitsuntersuchungen gelten unter der Voraussetzung der Stabilität 
des Verschiebungszustandes. Diese Bemerkung hat gerade für die Schalentheorie 
mit Rücksicht auf die außergewöhnlich kleine Wandstärke besondere Bedeutung. 

Meißner, E.: Das Elastizitätsproblem für dünne Schalen von Ringflächen, Kugel- oder 
Kegelform. Physik. Z. 1913 S. 343. -Derselbe: Über Elastizität und Festigkeit dünner Schalen. 
Vjschr. Naturforsch. Ges. Zürich 1915.- Geckeier, J. W.: Elastostatik. Handbuch der Physik. 
Bd. VI: Mechanik der elastischen KörperS. 231. Berlin 1928.- Föppl, A. u. L.: Drang und 
Zwang. Bd. II, 2. Aufl. - Flügge, W.: Die Stabilität der Kreiszylinderschale. Ing.-Arch. 
1932 S. 463. 

80. Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger 
Belastung p(a, ß). 

Der differentiale Abschnitt Abb. 766 ist geometrisch durch die Winkel oc, ß und 
durch die Krümmung I/Ra., IjRp der Hauptschnitte der Mittelfläche bestimmt. 

dF = dsa. · dsp = ra. dß • Rpdoc, ra. =Ra sin oc. (1093) 
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Die Belastung p (a, ß) = p,, f pY f p z steht mit den Schnittkräften 

im Gleichgewicht. Aus der virtuellen Drehung des Abschnitts um die z-Achse folgt, 
abgesehen von kleinen Größen zweiter Ord
nung, NJ.ß = Nßa.· Die virtuelle Verschiebung 
des Abschnitts nach einer der drei ausgezeich
neten Richtungen x, y, z liefert die Gleich
gewichtsbedingungen: 

;') ~.f! 8 dß·R8 da-j N p·R8 da·dß 
rl ß a. 

,) + diX (N"_p·r"_dß)da+Px·ra.dß·R8da=0, P 

b) }~ (N~·r"_dß)da-N8 ·Rpda·dß·cosa 
+ 0~{/dßR8 da-j-p,,·r".dß·R11 da,=O, 

c) N "_ · r dß ·da+ N 8 · Rp da· dß · sin <X 

+ Pz·r"_dß·Rpd<X = 0. 
.\hb. 76(\. 

(1094) 

Rotationssymmetrische Belastung. Die Belastung Px· pY, Pz und die Funk
tionen der unbekannten Stütz- und Schnittkräfte N"-' Np, Na.ß sind vom Breiten
winkel ß unabhängig, ihre Ableitungen nach ß also Null, so daß die Gleichgewichts
bedingungen (1094) totale Differentialgleichungen werden. 

d 
J~ (Na.pra.) +Na.f!R8 cosa + PxraRp= 0, 

d (H N V 
,[IX LV"-r"-)- pRpcosa -j-pyral\p=O, (1095) 

Sa. N 8 
il- + R. . + Pz = o . ß (1. 

Für Px = 0 ist die Schubkraft Naß Null und die Schnitt-
kraft N "- nach Elimination der Schnittkraft N ß mit der Auu. 767. 

vorgeschriebenen Belastung in ähnlicher Weise wie die 
Schnittkräfte des Stabes (S. 27) durch eine Differentialgleichung verknüpft. 
Ihre Lösung läßt sich aber auch ebenso wie dort aus dem Gleichgewicht der Kräfte 
an einem Abschnitt des Flächentragwerks ableiten. Hierzu dient entweder der 
Schalenteil über einem Breitenkreis <X (Belastung Qa.) oder der Ring zwischen zwei 
benachbarten Breitenschnitten (Abb. 767). 

N =- - . Qa._- =- <Ja.- -· l 
"- 2 n r"' sin IX 2 n Ra sin 2 IX ' 

N pRpd<X- d (raN acosa) + ph r"- R8da = 0, N 8 = i?iaa. (raN "-cos a) -p"r". 

Q rx + 2 n r "_ N "- sin <X = 0 , 
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Der zweite Summand der rechten Seite ist bei senkrechter Belastung (Eigengewicht, 
Schneebelastung) Null, so daß mit ra. Na. cos cx: = - Qa. ctg cx:/2n 

N ß -- - _!___ d (Qa. ctg cx) (1097) 
- 2n Rpdcx · 

Die Meridianspannungen sind also negativ, während die Ringspannungen mit 
d(Qa. ctg cx:)fR8 dcx: = 0 das Vorzeichen wechseln. Die Spannungen aus Eigengewicht 
sind bei konstanter Schalendicke von dieser unabhängig. 

Periodische Belastung in {J. Die Belastung kann durch Wind hervorgerufen 
oder durch Randbedingungen vorgeschrieben werden. Sie läßt sich stets als tri
gonometrische, nach ganzen Vielfachen von ß fortschreitende Reihe entwickeln, 
deren Koeffizienten Xn, Yn, Zn allein Funktionen von cx: sind. 

Px = 2JXn sinn ß, P'V = 2JYn cosnß, Pz = 2JZn cosnß, n= 0,1. .. oo. (1098) 

Die partiellen Differentialgleichungen (1094) für das Gleichgewicht der Kräfte wer
den dann durch einen Ansatz 

befriedigt, wenn die von cx: allein abhängigen Funktionen Na.n• Nßn• Na.sn glied
weise die folgenden Differentialgleichungen erfüllen: 

d 
dcx (raNaßn)-nRpNßn +RpNa.pncoscx:+XnraRp=O, 

d 
dcx(ra.Na.n) +nRpNa.ßn-RßNßn coscx:+Ynra.Rp=O, (IIOO) 

~a.n + ~n +Zn = 0 • 
ß a. 

Wird Npn eliminiert, so entstehen zwei simultane totale Differentialgleichungen für 
Na.n und Na.ßn· 

ddcx (ra.Napn)+RpNa.pnCoscx:+nRaNan = -Xnra.Rp-nZnRaRp, I 
ddcx (ra.Na.n) + Ra.Na.n coscx: + nRpNa.ßn =- Y" ra. R 8 - Zn Ra. R8 cos cx:. 

(IIOI) 

n = 0 und n = I liefern die Grundschwingungen einer zum Meridian ß = 0 sym
metrischen oder antimetrischen Belastung. 

p cosfl pcos afl pcos5fl 

Abb. 768. Periodische Belastung P cos n ß. 

Sonderfall p., = 0, p'V = 0, Pz =2JZn(cx:) cosnß (Windbelastung). Die Kräfte 
besitzen die Periode 2nfn und bilden bei einer geraden Zahl n eine symmetrische, 
bei einem ungeraden n eine antimetrische Kräftegruppe. Ihr Moment in bezug 
auf die Drehachse ist Null. Die Gleichgewichtsbedingungen (llOO) werden durch die 
Schnittkräfte Na.= 2) Na.n cos nß, N 8 = 2) N 8 n cos nß erfüllt, die in den Meridian
schnitten ß = 0 und ganzzahligen Vielfachen von nfn, also ß = An/n Grenzwerte 
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Nan• N ßn annehmen, dagegen in Meridianschnitten ß = nf2n + A.nfn Null sind. 
Hier werden die Schubkräfte Naß= .2) Naßn sin nß zu Grenzwerten Naßn· Die 
Grenzwerte Nan• Nßn• Naßn sind durch die Gleichgewichtsbedingungen der äußeren 
Kräfte bestimmt, die an dem durch einen Breitenschnitt und zwei Nullmeridianen 
begrenzten Schalensektor angreifen. 

Der Verschiebungszustand. Die Formänderung der Membranschalen ist durch 
die Verschiebung der Punkte der Mittelfläche bestimmt. Diese wird nach drei aus
gezeichneten Achsen x, y, z in die Komponenten u, v, w zerlegt. Sie lassen sich aus 
den bezogenen Längen- und Winkeländerungen Ex= Ep, Ey = Ea, Yxv = Yaß eines 
differentialen Flächenabschnitts berechnen. Die Dehnung Ez ist auf Grund der 
Annahmen Null (Abh. 769). 

s = ___ L_i-(Rp- w) drx.-- '!!- Rp drx.- Rfl drx.-1. = __i!! __ - :"'-_= !_J~=-1'1- l 
" Rpdrx L Hp<irx ' _' Hpurx Rp Rp ' 

l r . u 11 ' v ctg rx - w ] ,) u 
Ep = -- lß l(ra-WSlll!X-f-VCOS!X)dß-f- -,-{:,dß-radßjl = I' -f-J? . -!ß. 

YrJJ UJ lct cxSlllOCf 

(1102) 

Bei rotationssymmetrischer Belastung ist a~tfiJ ß = 0 und 
nach Elimination von w 

iJ V ,) ( v ) I 
-· - - V ctg rx. = -- --- - = - (R c - R c ) 
r!rx rlrx sinrx sinrx ß <X " ß ' 

. i'fHpEa- Haspd Cl v = sm rx. . - · !X + 1 , 
L Slil IY.. ·_, (1103) 

w = V ctg rx. - R:x Sp . 

Die Winkeländerung des FHichenabschnitts ist nach (911) 

au iJv 
Yaß = -RßiJ~ + raBß' 

so daß mit v und Yaß auch die Verschiebung tf berechnet 
werden kann. Die Komponenten Sex, sp. Yrxß der Flächen
verzerrung sind mit den Schnittkräften nach (913) durch 
das Hookesche Gesetz verknüpft. 

S:x = Elh (Nrx- flNp), Sp = E~(Nn- flNa). 

hE r hE 
Na= y=-,;.;2 (s.x + {lsp) , !V ß = i ~/t2 (sp + flSa) • 

Die Krümmungsänderung in den Hauptschnitten wird mit 

l drx 1 sinrx 

Rß = dsp ' it-;;_ ra ' 

Abb. 769. 

X = d (-l__) = d(J( + o(drx)- drx = 9(drxl = d (Örx)_ = _dlf l 
ß Rp dsp dsp dsfl Rpdrx' 

Xa = d (-~-) = sin (rx + rl~- sinrx = Örx· ctg rx = -&_ct._~rx 
,Ha ra Ra Ha . 

(1104) 

(1105) 

In der Regel begnügt man sich mit der Beschreibung des rotationssymmetrischen 
Verschiebungszustandes durch die Vergrößerung LIra des Breitenkreises und durch 
die Verdrehung {} der Tangente an die elastische Linie des Meridians. 

Llra = YrxSß =;~,(Np- f1Na), l 
.Q_ V aw - I I iJ(Racp)J 
v- Hp + Hß&,;.- RpL(Rpsrx-R<Xsp)ctg(J.- -ilrx . 

(1106) 
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Die Randbedingungen. Die Berechnung der Schalen nach der Membrantheorie 
verlangt neben der stetigen Eintragung der Belastung die stetige Änderung der 
Wandstärke und die stetige Krümmung der Mittelfläche. Um die Verbiegung dieser 
Schalen auszuschließen und den Spannungszustand abgesehen von Nebenspannungen 
allein durch die Längskräfte Na., Np und durch die Schubkräfte Na.P• also statisch 
bestimmt beschreiben zu können, müssen zunächst die statischen Randbedingungen 
durch die Eintragung der äußeren Kräfte am Schalenrande erfüllt werden. Hierzu 
dienen Ringträger, um Einzelkräfte am Schalenrande gleichförmig zu verteilen und 
die stetige Randbelastung der Mittelfläche in Richtung der Meridiantangente zu
zuführen. Daher besitzen in der Regel die geschlossenen Schalen einen Fußring, 
die offenen Schalen Kopf- und Fußring, die je nach ihrer Lage zum Flächentrag
werk auf Zug oder Druck beansprucht werden (Abb. 770). Dabei bleibt der Membran
spannungszustand der Schale nur erhalten, wenn die Dehnung der Ringträger mit 
der Dehnung der Schalenränder übereinstimmt. Die Begrenzung der Schale durch 
Ringträger ist bei stetiger Abstützung nur dann unnötig, wenn die Hauptschnitte 
der Ränder mit der Drehachse rechte Winkel einschließen (0(1 = 90°, 0(2 = 90°), 
also die Endtangenten der Meridianschnitte senkrecht sind. Um die Dehnung der 
Schalenränder in allen anderen Fällen mit der Längenänderung der Ringträger in 
Einklang zu bringen und Eiegongsspannungen in der Nähe des Schalenrandes zu 
vermeiden, kann nach einem von F. Dischinger ausgesprochenen und der Dycker-

hoff & Widmann A.-G. patentierten Gedanken die Krümmung 
der Meridiankurve durch einen Übergangsbogen zum Ringträger 
derart verändert werden, daß die Randbedingungen zwischen 
Schalenrand und Ringträger ganz oder teilweise erfüllt sind (Ab-

a sehn. 80d). 
Neben den statischen Randbedingungen müssen auch die 

geometrischen Randbedingungen des statisch bestimmten Span
nungszustandes befriedigt werden. Das Flächentragwerk muß 

daher so gelagert, der Überbau derart auf dem Kopfring der Schale abgestützt 
sein, daß sich die Verschiebungen LI r1 , LI r2 der Endpunkte und die Verdrehungen 
1}1 , 1}2 der Endtangenten der Meridiankurve zwanglos einstellen können. Nur auf 
diese Weise lassen sich Eiegongsspannungen in der Nachbarschaft der Schalenränder 
vermeiden. Die äußeren Kräfte können auch aus diesem Grunde an den Schalen
rändern nur in Richtung der Tangenten an die Hauptschnitte der Mittelfläche 
eingetragen werden. 

Die Belastung der Rotationsschalen. Bisher sind unter den allgemeinen 
Belastungsfällen nur die rotationssymmetrische Belastung und die von {J periodisch 
abhängige Belastung hervorgehoben worden, für welche sich die Gleichgewichts
bedingungen (1094) integrieren lassen. In physikalischer Beziehung wird das Eigen
gewicht der Schale Px = 0, p11 = g sin Cl(, Pz = g cos Cl(, die Schneelast Px = 0, 
p11 = Ps sin Cl( cos Cl(, Pz = Ps cos2 Cl( und der Seitendruck von Flüssigkeiten Px = 0, 
Pv = 0, Pz = yf unterschieden. Außerdem kann noch der Seitendruck und die 
Reibungskraft des Füllgutes nach den Ansätzen in Abschn. 6 zur Wirkung kom
men. Durch die Verwendung der Schalen zur Überdachung von Räumen gewinnt 
auch der Strömungswiderstand ~ des Windes an gekrümmten Oberflächen als 
äußere Ursache innerer Kräfte Bedeutung (1). Er wird in Übereinstimmung mit 
den baupolizeiliehen Bestimmungen für die statische Untersuchung von ebenen 
Dachflächen in der Regel nach der Newtonsehen Widerstandstheorie festgesetzt, 
ohne auf die Form der Schale, auf die Rauhigkeit ihrer Oberfläche oder auf die 
Turbulenz der Strömung Rücksicht zu nehmen und entweder nach 

Px=O, Pv=O, P~ = Pw sin2 Cl( cos2 {J (1107) 
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oder in Anlehnung an Versuche von M. v. Lößl nach 
p", = o, P11 = o, P. = Pw sin ()( cos ß, 

allein auf den augeström-
ten Teil der Oberfläche ..l!JJ!...~.::..:..::__,_ ________ --I--
verteilt. Wenn auch nach 
der gegenwärtigen physi
kalischen Erkenntnis an 
der Oberfläche der Schale 
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(1108) 

ein vollständig anders
geartetes Kraftfeld ent
steht, so begnügt man sich 
doch mit diesen einfachen 
Ansätzen, solange die 
Spannungen aus Windnur 
einen geringen Bruchteil 

Abb. 771. Druckverteilung an einem Gasometermodell bei v = 35 rnjsec Wind
geschwindigkeit, bezogen auf den Staudruck Pw = 1 t/m•. 

der zulässigen Beanspruchung 
des Baustoffes ausmachen. 
Dies gilt zunächst erfahrungs
gemäß allein für die ebenen 
und räumlichen Stabwerke 
des Brücken- und Hochbaues, 
während die Spannungen in 
Schalen wesentlich von der 
Druckintensität p", und von 
der V erteil ung p z ( ()(, ß) des 
Strömungswiderstandes ab
hängen. Diese muß, falls ein
fache Ansätze vorgeschrieben 
werden sollen, nach S. 748 im 
Bereiche der Schalenoberfläche 
stetig sein, auf Grund von 
Beobachtungen antimetri
schen Charakter erhalten und 
mit dem Staudruck p,,. der An
sätze (1107) oder (1108) an
genommen werden. Die Inte
gration liefert ebenfalls einen 
Strömungswiderstand des Bau
körpers, der aber nicht mit 
-den Versuchsergebnissen an 
ähnlichen Körpern im Wind
kanal oder mit dem Strömungs
widerstand nach (1107) oder 
(1108) verglichen werden kann. 

DieBedingungenfürp z (O(,ß) 
werden am einfachsten durch 
die Gleichungen (1108) mit 
0 < ß < 360° erfüllt. Um eine 
in ß quadratische Druckver
teilung im Sinne der bau
polizeilichen Vorschriften als 

l' 
lr 
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l=Höhe der Zylinderschah 

Abb. 772. Windgesetz und Meridianschnittkraft für eine Zylinderschale (I, r). 
---Windgesetz (1111) nach den Göttinger Versuchen. 
- ·- • Quadratisches Windgesetz (1109). 
--- Antimetrisches Windgesetz (1108). 

stetige antimetrische Funktion zu verwenden, wird der Ansatz (1107) für 0 < ß < 90° 
mit + cos 2ß, für 90° < ß::;; 180° mit - cos 2ß als Fouriersehe Reihe entwickelt. 
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Pz = Pw sin2 1X cos2 ß = Pw sin2 1X (0;8493 cos ß + 0,1699 cos 3 ß - 0,0243 cos 5 ß 
+ 0,0081 cos 7 ß - 0,0037 cos 9 ß ± · · ·) . (II09) 

Ein ähnliches Ergebnis wird von F. Dischinger auf andere Weise erzielt. Es be-
steht aus zwei Gliedern und lautet · 

Pz = Pwsin2 1X (0,85cosß + O,l5cos3ß). (II10) 

Der Ansatz ist in der Reihe (II09) enthalten, die also die Spannungen aus einem in 
ß quadratischen Windgesetz namentlich mit Rücksicht auf die schlechte Konvergenz 
der zur Spannungsberechnung notwendigen abgeleiteten Funktionen besser wieder
geben würde, wenn der Ansatz physikalische Bedeutung hätte. 

Die Voraussetzungen zur Berechnung der Spannungen in kreisrunden Zylindern 
sind im Gegensatz zu diesen unzuverlässigen Annahmen durch die Versuche der 
Aerodynamischen Versuchsanstalt Göttingen beim Anströmen von Gasometer
modellen wesentlich verbessert worden. Die Abb. 771 zeigt das Ergebnis der Druck
messung im Bereiche eines mittleren Breitenschnittes. Die Schaulinie ist periodisch 
und läßt sich daher durch harmonische Analyse in eine trigonometrische Reihe 
entwickeln, die mit Rücksicht auf die schlechte Konvergenz der Spannungsberech
nung mit 6 Gliedern angeschrieben wird. 

Pz = Pw (- 0,655 + 0,280 COS ß + 1,ll5 COS 2 ß 1 
+ 0,400cos3ß- O,ll3cos4ß- 0,027 cos 5ß) 

und mit Pw = 0,150 t/m2 , (IIII) 

Pz =- 0,098 + 0,042cosß + 0,167cos2ß I 
+ 0,060cos3ß- 0,017cos4ß- 0,004cos5ß. 

Die Zahlenrechnung läßt sich durch die gemessene Druckverteilung (Abb. 771} 
nachprüfen. Ein Vergleich der einzelnen Windgesetze für den Kreiszylinder (Abb. 772} 
zeigt nicht allein in der Druckverteilung, sondern auch im Spannungszustand 
grundsätzliche Unterschiede, die auf die Brauchbarkeit der Ansätze (II07} und 
(II08) für doppelt gekrümmte Schalen schließen lassen. 

Dischinger, F.: Schalen- und Rippenkuppeln. Handbuch für Eisenbetonbau. Bd. VI, 
2. Kapitel. Berlin 1930. 

a) Die Kugelschale. Die Kugelschale wird als geschlossenes oder als offenes 

Abb. 773. 

Tragwerk verwendet und dabei durch einen oder zwei 
Breitenschnitte IX1 , 1X2 begrenzt (Abb. 773). An den Rändern 
sind in der Regel Ringträger vorhanden, da hier nach S. 7 48 
nur tangential gerichtete Kräfte ohne Störung des Membran
zustandes in die Schale eingetragen werden. 

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1094} lauten 
für die Kugelschale mit Ra.= Rp = a, ra. = a sin IX folgender
maßen: 

a:; + Na.pCOSIX + aaoc (Na.pSiniX) + p.,asiniX = 0' l 
a (N . ) N 8Na/l . f B;: a.SIDIX - pCOSIX + -~ + p11 aSiniX = 0, 

Na.+Np+aPz=O. 

(ll12) 

Sie lassen sich mathematisch vereinfachen. 
1 8Na 2N , 8Na!l -.- ap + a.P ctgiX-,- - 8- + ap., = 0, 

SlllOC 01. 

ßNa. (N N) 1 ßNa!l - 8--+ a- p ctgOt+-.--8 ß-+aP11 =0, oc smoc 
(III3) 

Na.+Np+aPz=O. 
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Bei rotationssymmetrischer Belastung sind die Ableitungen nach ß Null. Das 
Gleichgewicht der inneren und äußeren Kräfte wird dann durch drei simultane 
totale Differentialgleichungen beschrieben. Aus diesen folgt, daß 

N p =- -:-a--Jp sin2 ocdoc + C 
a Sln2 (X x 1 ' Np= -Na.-p.a, l 

Na.= - ___;;-J (p 11 + P. ctg oc) sin2 oc doc + C2 • 
Slll ot 

:Bedingung für C2 bei geschlossener Kugelschale: 
oc=O: Na.=Np, 

Bedingung für C2 bei offener Kugelschale: 
oc=oc1 : Na.=O 

oder einem vorgeschriebenen Betrage. 

(1114) 

{1115) 

{1116) 

Ist Pm= 0, so wird Na.p = 0. 
Die Gleichung (b) in (1094) kann bei rotationssymmetrischer Belastung durch 

die Bedingung für das Gleichgewicht aller senkrechten Kräfte oberhalb eines Breiten
kreises oc ersetzt werden (S. 745). Sie liefert Na.. Damit ist auch Np bestimmt. 

Zur Beschreibung des Verschiebungszustandes genügt bei rotationssymmetrischer 
Belastung nach S. 747 die Vergrößerung LIra. des Breitenkreises ra. und die Ver
drehung D der Meridiantangente. 

Lira= -;~(P.a+Na(I +p,)), l 
1 [ 8 ., (1117) 

D= Eh (Na -Np) (1 + p,) ctgoc +Bot (p,Na- Np) j = ;h [p~- (1 + p,)p11]. 

Die offene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Belastung. 
Für oc = oc1 ist Na. Null oder ein vorgeschriebener Betrag Na. 1 • 

Schnittkräfte für Eigengewicht g der Schale (Abb. 774). ' 

N = - a g c __ o_s ot_1 -_ cos_ot (cos ot1 - cos ot ) Np= ag - --;---- - cos oc 
a sin2 ot ' stn2 ot ' 

Llr =a2 gsinoc[~~~cos~(1+ u) -cosoc] 
a E h Stn2 ot r ' 

D = -;! (2 + p,) sin oc. 

aßg 7 
7h(t+,uicos«1 

(1118) 

Abb. 77 4. Schaulinien für Eigengewicht. Abb. 775. Schaulinien für Schneelast. 

Schnittkräfte für Schneebelastung p., Na.,l = 0 (Abb. 775). 

N _ ap. (1 sin2 ot1 ) N ap8 ( 1 sin2 ot1 2 2 ) 
a - - 2 - sin2 ot ' P = 2 - sin2 ot- - COS oc ' 

LI = a2p.sinot[(1- sin2 ot1 )(1 + ) _ 2 2 -~ 
r a Eh 2 sin2 ot f-l cos oc_ ' 1 (lll9) 

{} = - ~ ~ (3 + p,) sin oc cos oc. 
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Schnittkräfte aus der Belastung GL = 2 n a P sin cx1 durch die Laterne und den 
Laternenring. Na, 1 = -Pfsincx 1 (Abb. 776). 

N = _ N = _ p sin oc1 L1 r = Pa (l + ) ~in :_1 
a ß sin2oc' Eh f' sinoc' (1120) 

Äußere Kraft H zur tangentialen Eintragung der Laternenlast P: H = P ctg cx, 
Längskraft im Laternenring N L = - Pa cos cx1 • 

Die geschlossene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Be
lastung. Für cx = 0 ist Na= Np· 

Abo. 176. Schaulinien für Laternenlast. Abb. 777. Schaulinien für Eigengewicht. 

Schnittkräfte für Eigengewicht Px = 0, P11 = g sin cx, Pz = g cos oc (Abb. 777). 

N =- ag N ag ( 2 ) N 0 (1121) a l+cosoc' p=l+cosoc 1-coscx-cos cx, ap= • 

Abb. 778. 

Die Längskraft Na in Richtung des Meridians erzeugt für alle 
Winkel cx zwischen 0° und 90° Druckspannungen. Das Vor
zeichen der Längskraft N.D wechselt bei cx = cx*. Nß erzeugt 
für alle Winkel cx > cx* Zugspannungen. Der Breitenkreis cx* 
mit dem Spannungswechsel N ß = 0 ist durch die Bedingung 
(l - cos cx* - cos2 cx*) = 0 bestimmt, so daß cx* = 51° 50'. 

CX = 0: Na= N ß = - a2g • 

Um den senkrechten Auflagerdruck der Schale tangential zu
zuführen, ist eine waagerechte Kraft H = Na 2 cos cx 2 notwendig. 

Sie erzeugt den RHingzug (AbbM.
1
'7t78)H cos oc2 l 

S = - a sin cx2. - - a g ::--:-~~ 
- 1 + cos 0(2 (1122) 

ist S _ a 2 g _sin2~2 _ 
- 2 I+ COS0(2. 

Verschiebungszustand für Eigengewicht nach Abschn. 80: 
a g 1 + p. (1 ~ cos oc ~ cos2 oc) a g 1 ~ cos oc - cos2 oc + p. ( 

Ba=- Eh - --T+cos oc ~----' Bp =Eh 1 + cos oc 1123) 

R R _ A 2 - cos oc - cos2 oc A = ~~ fi!:_-j-_p) 
ß Ba - a Bp - - 1 + cos oc - ' E h ' 

f (Ra Ea ;--_Ra,!_,i)_ dcx = Aln (1 + cos cx) + C1 sm oc 

und daher nach (1103) 
v=sincx[Aln(l+coscx) +C1], } 

A A cos oc 
w = coscx[Aln(l + coscx) + C1]- -1+ - + -1+ • . cos 0( fl 

(1124) 

Die senkrechten und waagerechten Komponenten t, L1ra der Verschiebung sind mit 
Abb. 779 nach S. 747 

t = w cos cx + v sin cx , LJ r a = - W sin CX + V COS CX , (ll25) 
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Für rJ.. = r~. 2 wird t = 0, so daß C1 berechnet werden kann. 

[ ( cos 1X2 cos2 1X2J 
C1 = -A ln 1 + cos r~. 2) - I+ cos IX2 + I+# , 

so daß 
A . [l I+ cos IX + cos 1X2 cos2 IX2J 

smr~. n ·----I + cos 1X2 I + cos 1X2 I + p, ' 
V= 

( l COS IX) 
V ctg rJ.. - A - - - - - - ' 

l + cos IX I+"" W= 

Ll r a = a2 g sin rJ.. ( -1-+- p, - cos r~.) , 
Eh I+ cos IX 

(1126) 

{) =-; f (2 + ,u) sinr~.. 

Die senkrechte Verschiebung w0 des Scheitels (r~. = 0) ist 

( 2 cos IX., cos2 IX• I - p, ) 
Wo=A\ln C-tcosiX2 + 1-tc-Üs.._IX;- I+p. + 2(C-t/1) · {1127 a) 

Sonderfall r~. 2 = 90° 

a2 g * a2 g 
u•0 = wt = E 11 (1,19315 + fl 0,19315) , Ll r0 =Eh (1 + ,u). {1127b) 

Eine gleichförmige Erwärmung der Kugelschale um t 0 erzeugt 

Ll r a = CY.e t a sin rJ.. , {) = 0 . (1128) 
Al>b. 779. 

Schnittkräfte bei Schneebelastung. Px= 0, P-u= Ps sin rJ.. cos rJ.., Pz = Ps cos2 r~. 
(Abb. 780). 

N =- ap, 
a 2 ' (1129) 

Bei r1.. > 450 entstehen daher Zugspannungen aß. 
Die waagerechte Verschiebung beträgt 

.i - a2 p, . (I_±~- 2 ) 
LJ r a - E h sm rJ.. \ 2 cos rJ.. (1130) 

und die Verdrehung der Meridiantangente " 
{) = - ~~; (3 + ,u) sin rJ.. cos rJ... (1131) 

Abi>. 780. Schaulinien für Schneelast. Abb. i81. Schaulinien für Wasserauflast beim 
Stützboden. 

Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Stützboden eines Behälters 
(Abb. 781). 

Px= 0, Pu =,0, · Pz =Pu-= ]'a ({- cosr~.), 
Na.=- _)'~2-[J(I- cosr~.)sinrJ..COSrJ..drJ.. + cl] 

Sill IX a 

ya2 [3 f . J 
=- (fsill.2 ~ -a-sm2 r~. + 2cos3 cr. + 6C1 • 

DaN"' für r1.. = 0 endlich ist, wird die Klammer Null und daher 6 C1 = -2. 
Beyer, Baustatik, 2. Auf!., Bd. U. 48 
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.Vcx=- r;2 
( 3-~ - 2L~~2o_:a_rx), Np=- r;2 

( 3{- 6cos(J; + 2! ~~2():3-rx), l (ll
32

) 

y a·3 • [ f I - cos3 rxl 
Llr =--.~Slll(J; 3(1--ß)---6cos(J;+2(1+u) . I 

" 6Eh a r- sm2 rx _' 
a2 . 

{} = y Eh Slll (!; • 

Wird die Kugelschale nach Abb. 782 als Hängeboden eines Wasserbehälters ver
wendet, so erhält die bezogene Kraft g unter Beibehaltung des Koordinatensystems 
in den Ergebnissen (1121) bis (1127) das negative Vorzeichen. 

Schnittkräfte durch Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Hänge
boden eines Behälters (Abb. 782). 

Px = 0, Pu= 0, Pz = - ya (; + COS (!;), 

ya2 ( f I - cos3 rx) ya2 ( I ' I - cos3 rx) I N = ~ 3- + 2~-. -- Np=~ 3- + 6COS(J;- 2---.----
cx 6 a sm2 rx ' 6 a sm2 rx ' 

y a3 • ~ I I - cos3 rx] .d r = - sm (!; 3 (1 - /h) - + 6 cos (!; - 2 (1 + /h) -·-.-.--- . 
a 6Eh _ a sm2 rx I 

ya2 . 
{} = Eh Slll (!; • 

(1133) 

Aus der Ableitung an einem Spiegelbild der 
Abb. 782 folgt, daß {} im Gegensatz zu (1132) 
bei Rechtsdrehung der Meridiantangente 
positiv ist. 

Abb. 782. Schaulinien für Wasserauflast 
beim Hängeboden. 

Die Kugelschale mit einer vom Meri
dianwinkel ß periodisch abhängigen Be
lastung. Die allgemeinen Differentialgleichungen 
(1100) für das Gleichgewicht der Kräfte an 
einer Rotationsschale lassen sich für Rex= Rp = a 
folgendermaßen vereinfachen: 

dNaan N n N (x n Z ) 
-d-- + 2 aPn ctg (!; + -.~ cxn = - a n ·+ --:---- n 1 

1Y. SllliY. SllliY. 

dN'!_'' + 2N ctg(J; +-~-Np =- a(Y + Z ctg(J;). 
drx cxn smrx cx n n n 

(1134) 

Sie enthalten die Unbekannten in symmetrischer Form, so daß daraus neue Un
bekannte U1 = Ncxn + NcxPn• U2 = Ncxn- Ncxpn gebildet werden, die sich nach 
H. Reißner auf Grund bekannter Regeln unabhängig berechnen lassen. 

d U 1 ( n ) ( n + cos rx ) l - + U 2 ctg (!; + -.- = - a X + Y + -~. ~ Z 
d IY. 1 Sill rx n n Sill rx n ' 

dU2 n n- cos rx 
- + u2(2ctg(J;- --;--·-) = + a(x - y + ---;--- z) 

drx smrx n n sm rx n 1 

(1135) 

Bei Windbelastungistp" = 0, Pu= 0, Pz =~·zn((J;) cosnß. Der aufjeden Schalen
sektor von der Winkelbreite n/n entfallende Anteil bildet eine Resultierende. Je 
zwei sind einander symmetrisch oder antimetrisch zugeordnet, je nachdem n eine 
gerade oder eine ungerade Zahl ist. Sie geben geometrisch addiert eine senkrechte 
(W v) oder eine waagerechte Kraft (Wh), deren Wirkungslinie die Drehachse im 
Schalenmittelpunkt schneidet (Abb. 783). 

Sonderfall Zn((!;) = p sin (!;, n = 1. Die Spannungsverteilung ist durch einen 
Nullmeridian ausgezeichnet. 
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a) Lösung der Differentialgleichungen (1135). Die Gleichungen haben die Form 

dU 
-d-;-+Ucp='lfJ. 

Die Substitution cp = (ji'frp führt auf 

cp U' + U (p' = 'lfJ (jJ , 

Durch Integration folgt 

J cp d rx = J ~- d rx = In cp , 

und damit die Lösung 

Die Integrationskonstanten ergeben sich aus der Bedingung, daß für rx = 0 die 
Schnittkräfte und damit auch U1 und U2 endlich sind. Die Integration bietet keine 

Schwierigkeiten; die Lösung lautet (Abb. 785) 

Abb. 783. Abh. 784. Windlast Pz = P sin "'cos ß. Ahh. 785. Schaulinien für Windbelastung 
Pz =P sin 0< cos ß. 

N• p a cos (/. (· , ) ß 1 = -~.~-c~-- 2-3cosrx+cos3 rx cos 
"' 3 sm·' (/. ' 

N "'ß = - ~'a ·: ~ - (2 - 3 cos rx + cos3 rx) sin ß, ,, sm (1. 

Np = + ~ a · ~- (2 cos rx - 3 sin 2 rx - 2 cos4 rx) cos ß . ' 3 sm3 (/. 

1 

I 
(1136) 

h) Unmittelbare Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen (Abb. 783 u. 784). 
Cl. :r/2 

Wh= 4pa2f sin3 rx drx J cos2 ß dß = p'!..;2 (2- 3 cos rx + cos3 rx). 
() 0 

Gleichgewicht aller äußeren Kräfte gegen Drehen um eine Achse ß* = n/2 in der 
Ebene des Breitenkreises: 

or/2 

Whacosrx + 4N"' 1 a 2 sin3 rxf cos2 ßdß = 0; 
0 

Gleichgewichtsbedingung (1113): 

N ß = N ß 1 cos ß = - (p a sin rx sin ß + N"' 1) cos ß; 

daraus N"' nach (1136) . 

daraus N ß nach (1136) . 
48* 
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Gleichgewicht gegen Verschieben durch W .", und durch die Komponenten der 
Schnittkräfte Na., Na.p in Richtung W.",: 

~2 ~2 

W.",- 4Na. 1 a sin IX cos IX J cos2 ß dß + 4Na.p 1 a sin IX J sin2ß dß = 0, 
0 u 

daraus Na.p nach (1136). 

Reißner, H.: Spannungen in Kugelschalen. Müller-Breslau-Festschrift S. 192. Leipzig 1912. 
- Pasternak, P.: Die praktische Berechnung biegefester Kugelschalen usw. Z. angew. Math. 
Mech. 1926 S. 1. 

b) Die Kegelschale. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen für die 
äußeren Kräfte am unteren differentialen Abschnitt der Fläche erhalten mit Rp = oo, 

· RpdiX=dy, Ya.~Yz=YCOSIX, Na.~N11 , Na.p~N11 p 

Abb. 786. 

folgende Form (Abb. 786): 

8Nyf!_+ 2 N +_1_8N,1+ p =O 
Y a y 11 P cos oc. aß Y "' ' 

81\-. + (N N )+ I iiNyli + p O (1137) 
Y a y 11 - P cos oc. -~ Y 11 = ' 

Np + YPz ctg IX = 0 . 

Rotationssymmetrische Belastung: Die Ablei
tungen nach ß sind Null, so daß die Schnittkräfte un
abhängig voneinander berechnet werden können. 

d {Nyy) 
dy= -yp11 -yp.ctgiX, Np= -yp.ctgiX. (1138) d(NyßY2) = _ y2 p 

dy "'' 
p.,=O: N 11 p=O. 

Ableitung von N 11 aus dem Gleichgewicht der äußeren Kräfte an einem durch den 
Breitenkreis r. begrenzten Schalenabschnitt. Das obere Vorzeichen der Schnitt
kräfte gilt für die gestützte Kegelschale, das untere Vorzeichen für die hängende 
Kegelschale. Der Tragring der gestützten Kegelschale wird gezogen, derjenige der 

hängenden Kegelschale gedrückt. 
Q Q 

N 11 = =f 2nr, sin oc = =f n y sin2oc · (1139) 

Verschiebungszustand bei rotationssymmetri
scher Belastung 

r-r+ Llr., 

(1140) 

Abb. 787. Schaulinien für Eigengewicht . 
= r ~o~ oc (Np- pN11 ), 

.0 = ~~g~~- [(1 + p) (N11 - Np)- y 88y (Np- pN11)] 

ctg oc [ a ( 2 l 
= Eil ctg IX 8 Y y P.) - p, y p11 + N 0 J- (1141) 

Eigengewicht einer geschlossenen Kegelschale mit gleichbleibender Wanddicke h 
(Abb. 787). 

P. = gcos IX, 

N - :c gz 
11 - 1 2sin2 oc.' 

A -- - g z2 ctg oc (2 2 ) .ar.- +2Eh-.-2- cos IX-p' 
Sill C1. 

P11 = g sin IX, G = :rc r. y g, l 
Np= =f g z ctg2 1X, (1142) 

_11 _ g z ctg oc [1 (2 ) 2 ] 
V - =f E h sin2 oc. 2 + ft - + ft COS IX • 
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Zur Berechnung der Schnittkräfte aus Schneelast wird g = Ps cos rx eingesetzt. 
Waagerecht abgeglichene Auflast (Abb. 788 u. 789): 

G=y.nr; (f ± ~ z). NY= =F )'6z ctg IX (3/ ± 2z), N ß = =Fyz (/ ± z) ctg2rxcosrx, 
sm IX 

'I ' 2 COS 2 IX [ ~ 
L1 r = :::c c ---- -- (t' ± z) cos2 rx - E (3 f + 2 z) 1' 

z 1 Eh sm4 IX _ 6 ~ J ' (1143) 

y z cos2 IX 

{}==FEh sin3-~ [~ (3/ + 2z) + tJ(3/ ± 4z)- cos2 rx(2/ ± 3z)]. 

Eigengewicht (g) einer offenen Kegelschale (Abb. 790) 

a z ( ,2) 
y 2 Sill 2 IX z2 ' .... ' 

i Yz = - E-----,- ctg3 rx 1- ) ., I 1- --{ , 
..,, 
II 

l 

N =- -~ -- 1- .... w_ p= -gzctg2 rx I 
L1 gz2 [ ft 1 zZ)J 

J IZ :0 COS"' C( \ Z"' 

g z ctg IX (1144) 
{} = -------X 

~ 
/1 ;4l

/ -i_ ,4 ----< ;x.<' ~-.·. J'lf3 \ 
<"- 7 _ ~._:y'f..r." -0,1387fl \--\Ar: 

-<" ---- -----l·q.16-_/i);,y.? \ -::.. '\ z 

-------..L __::_;,y:"__- __I~ 
Abb. 788. Schaulinien für Auflast bei der auf

gestützten Kegelschalc. 

Eh sin2 IX 

11 (2 + ) , l zi] X LI--)- + fJ - · fJ cos· rx - -?- - 2 • 
- - z 

Ahb. 789. Schaulinien für Auflast bei der aufgehängten 
Kegelschale. 

Offene Kegelschale mit Kopfring und Ringlast G0 (Abb. 791) 

N =- Go ___ _ 
Y 2 n;; cos IX' 

Llr = -- p.Go __ _ 
z 2n Eh sin IX' 

N 8 = 0, l 
G0 l ß=---- ------· 

E h 2 n z sin IX • 

(1145) 

Abb. 790. Schaulinien für Eigengewicht. 

Periodische Belastung. Entwicklung als trigonometrische, nach ganzen Viel
fachen von ß fortschreitende Reihe. Die Koeffizienten sind Funktionen von z. 

Px = g xn sinn ß, Pv = g Y n cos n ß, Pz = :5JZn cos n ß, n = o, 1 ... oo. 

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1113) werden durch den Ansatz 

N 11 = :5) N 11 n cos n ß , N ß = 2 N 8 n cos n ß , N 11 ß = 2 N 11 ß n sin n ß 
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erfüllt, wenn die allein von z abhängigen Funktionen N!Jn• Npn• N!Jpn den folgenden 
beiden simultanen totalen Differentialgleichungen genügen. 

dNy!ln+_!N +X +_!!_z =0 ) 
d y y '1J ßn 11 sin oc 11 ' 

d n 
d- (y N 'IJ 11) + - N 'IJ p 11 + Y Y 11 + Y Zn ctg IX = 0 . y cos oc 

(1146) 

Außerdem ist 
Np 11 = -yZ11 ctg1X. 

Darnach kann N!Jßn unabhängig von den beiden anderen Schnittkräften aus (1146) 
berechnet werden. Die allgemeine Lösung dieser linearen Differentialgleichung ist 
bekannt (Hütte 26. Aufl. Bd. 1 S. 101), so daß N!Jn mit N!Jßn durch eine einfache 
Quadratur gefunden wird. Die beiden Integrationskonstanten sind durch die Rand
bedingungen bestimmt. Die Lösung liefert die Schnittkräfte aus der Windbelastung 
eines Kegeldaches mit p., = 0, P'IJ = 0, Pz =2: Zn cos nß. 

Lösung für Z 11 = Z11 (1X) = const. 

-f~dy f~dy 
N =e v [c -Jnz,.e v d ]=~l_nz,. 1'_ 

Y ß n 1 sin oc Y y2 sin oc 3 ' 

d(yN.,.) + _n_ (S- n_z•_1'_) + z ct IX= 0 
d ~' cos oc y2 sm oc 3 Y 11 g ' 

N =Z ~2-3cos2oc ~(;~_ c2. 
'II n n Y 6 sin oc cos oc + y 2 cos oc + y 

Damit für y = 0 die Schnittkräfte endlich bleiben, ist C1 = 0, C2 = 0. 

Z,.z n 2- 3cos2oc I 
N 'IJ = -6 sin2 oc cos ,;.· cos n ß' 

N• Z ctg oc ß 
ß = - 11 z -. -- cos n , I Sill OC 

N nZ,.z . ß 
uß =- 3sin2oc sm n . 

(1147) 

Der Ansatz (1147) für die Schnittkräfte zeigt, daß die Längskräfte N'IJ, Nß in n aus
gezeichneten Meridianebenen Null und die Schubkräfte gleichzeitig Grenzwerte 

sind. Der Spannungszustand ist durch drei Funk
tionen N!Jn• Npn• N!Jpn bestimmt, die auch aus 
den drei Bedingungen für das Gleichgewicht der 
äußeren Kräfte berechnet werden können, die an 
einem Schalensektor njn angreifen, der durch 

_ einen Breitenschnitt z begrenzt ist. Die aus der 
,...<!~ Belastung herrührenden Kräfte schneiden sich 

~"'-.............._ ', · -~<& ~~.!~ - \ auf der Drehachse. Sie sind bei einer geraden 
',, '/.I ~ .... 1---~ \ Zahlnsyrnmetrisch, ihre Resultierende senkrecht, 

'~·-·-·+- __.1...~ dagegen bei einer ungeraden Zahl n antimetrisch, 
· so daß eine waagerecht gerichtete resultierende 

Abb. 793. Schaulinien für Windbelastung d 
p sin "'cos p. Kraft entsteht. Die Untersuchung kann in bei en 

Fällen auf den halben Sektor beschränkt werden. 
Lösung für Px = 0, Pu = 0, Pz = p sin IX cos ß (Abb. 793). 
Waagerechte Resultierende der äußeren Kräfte {Abb. 792). 
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n n 
2 y 2 y 

W = 4 J J Pz sin oc cos ß dy rz d ß = 4 P sin2 oc cos oc J J y cos2 ß d y d ß 
0 0 0 0 

2y f2fy . s ~,3 • 

W · e = 4 Pz sm oc cos ß -. - r z d y d ß = n p ·3- s1n oc cos oc, 
Sill OC 

e=---
3sinoc" 

0 0 

Gleichgewicht aller äußeren Kräfte gegen Drehen um eine Achse ß* = -~ in der 

Ebene des Breitenkreises. 

W (z - e) = 4 J Ny 1 cos ß sin oc · r. cos ß · r. d ß, 
0 

p z 1 - 3 cos2 oc N = ----.----- cosß. 
y 6 Sill OC COS OC 

Gleichgewichtsbedingung (1137) 

Np = - p z ctg oc cos ß. 

Gleichgewicht gegen Verschieben in der Richtung W 

N pz . ß 
II ß = - -3 -. - Sln • 

Slll OC 

c) Qie Zylinderschale. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1137) der 
Kegelschale vereinfachen sich mit r = a = const und oc = 90°. Sie lauten 

fJN11 oNyp 
ß[f + a-- 8;- + ap., = 0, ~JI!.g_r~ + a DNv + ap = 0 

dß f}y II ' 
Np+ apz = 0, (1148) 

so daß die Schnittkräfte Np, N 11 p, N 11 in Verbindung mit zwei Integrationskon
stanten der Reihe nach berechnet werden können. Diese sind durch die Rand
bedingungen bestimmt. 

Np= -Pza, N 11 p = f(iß- P.,)dy + Cl(ß), l 
Ny=- f[P 11 + ! J(~ii- ~~~) dy + acJt)J dy + C2 (ß). 

(ll49) 

Die Formänderung der Zylinderschale ist den Verträglichkeitsbedingungen zwischen 
den Komponenten u, v, w des Verschiebungszustandes und den Komponenten 
e11 , ep, Y11 p der Verzerrung eines differentialen Abschnitts unterworfen. 

Dv ou w fJv au l 
sodaß e~~=·;rj·· ep=aaß-a' Yyp=-;Dp+ay' (1150) 

v = J e11 dy + C3 (ß), 1t = J(Y11 p- a8'h) dy + C4 (ß), w = :; - aep· 

Die Dehnungen e11 , ep und die Winkeländerung y 11 p sind durch das Elastizitätsgesetz 
bestimmt (1104). Darnach ist 

1 1 2(1 + p) 
e11 =E 11 (N11 -p,Nß), eß=E 11 (Np-p,N11), Yup= E--,;-Nup· (1151) 
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Rotationssymmetrische Belastung. Die Ableitung der Funktionen der Schnitt
kräfte nach ß sind Null, so daß nach (1148) folgender Ansatz verwendet werden kann. 

a:;a+PIJJ=O, a:;"+Py=O, Nrf-aPz=O, 

-w = Lla = Eah (Np- ftNy), {} = dwjdy. 
(1152) 

Schnittkräfte aus dem Eigengewicht g einer Zylinderschale mit Aufbau (Ge
wicht G0 , Abb. 794) 

Ny=-gy+ 2~076 , Np=O, Ehw=-fl(ayg+;i)• Eh{}=-ftag. (1153) 

Bei den folgenden Belastungsarten ist die Meridianschnittkraft Ny Null. 
1. Wasserfüllung mit p, = -yy: 

Np=yya, Ehw=-yya2 , Eh{}=-ya2 • (1154) 

2. Silodruck nach S. 14 mit Ps = Ps, max (1 - e-YIYo), P z = - Ps: 
a2 

Np= ap8, Eh w =- a2 P.. Eh{}= - Ps,maxay~ e-Yiuo (1155) 

3. Erddruck nach S. 9 mit e = y. tg2 (45- rp/2), Pz = e (y + qjy.): 

Np=- ae(y + qjy.), E hw = a2 e(y + qfy.), Eh{}= a2 e. (1156) 

4. Temperatur und Schwinden: 

w = -octta, (1157) 

Periodische Belastung. Entwicklung als trigonometrische, nach ganzen Viel
fachen von ß fortschreitende Reihe. Die Koeffizienten Xn, Y n• Zn sind Funktionen 
von y. 

PIJJ = 2:Xn sinn ß, 

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1148) werden durch den Ansatz 

Ny= 2)Nyncosnß, Np=.2;Npncosnß, Nyp=.2;Nypnsinnß (1159) 

erfüllt, wenn die allein von y abhängigen Funktionen Nyn• Npn• Nypn den folgenden 
beiden simultanen totalen Differentialgleichungen genügen. 

dNylln +X + z = 0 dN.,. + !!__N + y = 0 l dy n n n • dy a ypn n ' 

Npn + aZn = 0. 

Berechnung einer Zylinderschale (Abb. 795). 
(Kühlturm im Kraftwerk Golpa-Zschornewitz.) 

Geometrische Abmessungen. 

a = l6,7m, l = 32,0m. 

(1160) 

Belastung. Windgesetz (llll) der Göttinger Versuchsanstalt mit Pw = 0,200 t/m2 • 

Pz = 0, P11 = 0, P. = J: Z,. cos n ß = -0,131 + 0,056 cos ß + 0,223 cos 2ß + 0,080 cos 3ß • 

Lösung der Differentialgleichungen (ll60). 

X,.=O, Y,.=O, Z,.=const. 

N.pn = -nZ,. (y + C1), 

n2 z,. ty2 ) 
N.,. = a- \2 +Cl y + C2 , 
Np,.=-aZ,.. 
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Für y=O ist Nu,.=O, Nupn=O, daher C1 =0, C2 =0. 

y2 
Nu = ·-- :E n 2 Zn cos n ß, 

2a: 

N" ß = - y :E n Z,. sin n ß . 
Schnittkräfte und Trajektorien der Rauptspannungen sind in Abb. 795 u. 796 dargestellt. 

Abb. 796. Trajektorien im ahgcvdckelten Zylinderman tel. 

d) Der Schalenrand. Ein Längsspannungszustand 
kann sich auch bei stetiger Krümmung der Mittelfläche, 
hei stetiger Änderung der \Vanddicke und bei stetiger 
Belastung der Schale nur dann ausbilden, wenn die 
äußeren Kräfte am l~ande in Richtung der Meridian
tangente eingetragen werden, ohne daß die Form
änderung des Längsspannungszustandes infolge Be
lastung und Temperaturänderung durch die Stützung 
oder den biegungssteifen Anschluß anderer Bauteile 
gestört wird. Diese Bedingungen lassen sich nur bei 
Schalen mit senkrechter Endtangente erfüllen. Der 
Meridian wird dabei zum Halbkreis, zur Ellipse, Zy
kloide, Parabel oder zu einem Korbbogen mit annähernd 
stetiger Änderung der Krümmung (Abb. 799). 

Um Schalen ohne senkrechte Endtangente abzu
stützen oder senkrechte Lasten in den oberen Rand 
offener Schalen einzuführen und Schalen in einem 
Breitenkreis mit unstetiger Krümmung zu verbinden, 
~incl Ringträger notwendig, deren Längskraft an den 
Unstetigkeitsstellen das Gleichgewicht der inneren 

Auto. ; 95. Kräfte herstellt. Sie lassen sich auch zur Eintragung 
von Einzellasten verwenden, die als stetige Funktionen 

des Winkels (J vorgegeben sind. Längskräfte in Ringträgern bei rotationssymme
trischer Belastung (Abb. 770). 

Druckring: Zugring: 
Ql D =- · ctgCI. 2 Jt 1 ' 

Z 1 Q2 
= T 2nctgCI.2, (1161) 

Zwischenring h zwischen zwei Meridianabschnitten mit den Tangenten
winkeln Cl.~l, Cl.kul (Abb. 797). 

(1162) Abb. 797. 

Störungen des Längsspannungszustandes werden jedoch hier nur vermieden, wenn 
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die Ringdehnung sß der Schale mit der Dehnung eß des Ringträgers übereinstimmt, 
also für rx ~ rx2 (Abb. 798). 

E _ l (N N ) _ E- _ (r2 Na. 2 cos 1)(2 1 p,Na. 2 sinl)(2 ) 
8 ß2- T ß2- fl a.2 - Cß2- - F2 T - b2 - . ' 

s.~ ~ h h . - ~'-r;;2- + fl = :F/2 cos rx2 + fl-b sm rx2. (1163) 

~~---rz- Ein Zugringträger kann daher nur unterhalb der Bruchfuge der Schale 
, angeordnet werden (Nß 2 > ~), so daß flache Kugel- oder Kegelschalen 

J-b,"--~ « i nach F. Dischinger einen Ubergangsbogen zum Ringträger erhalten 
müssen, in welchem ein Teil des Bogenschubes durch Ringkräfte 

Abb. 798. aufgenommen wird. Diese sind nach (1097) um so größer, je kleiner 
.. der Krümmungshalbmesser Rß der Kurve und damit auch die Länge 

des Ubergangsbogens wird. In der Regel nimmt die Krümmung mit dem Winkel rx 
stetig zu, um auch die Wanddicke h der Randzone gegen den Randträger allmählich 
vergrößern zu können. Die Bedingung (1163) kann dann durch Veränderung von 
h, F 2 oder 0(2 erfüllt werden (s. S. 765). 

Der Übergangsbogen leistet auch bei offenen Schalen gute Dienste, wenn an dem 
oberen Rande das Eigengewicht einer Laterne aufgenommen werden soll. Die Dehnung sß 
der Schale ist nahezu Null, während die Dehnung eß des Ringträgers sehr groß wird. 

e) Rotationssymmetrische Schalen mit beliebiger Meridiankurve. Neben 
der Kugel-, Kegel- und Zylinderschale werden zur Lösung von Bauaufgaben noch 

\~«1 
\ 

Abb. 799 a. Ellipse. 

T 

I 

~ 
t 

Abb. 799b. Zykloide. 

~ ~J 
"""' ,tx'~ 

'<,~ 
Abb. 799 c. Parabel. 

Abb. 799d. Kettenlinie. 

a2b2 
Rp = --;;--:----- ------ -------, · , 

(w sm21)( + b2 cos21)() f, 

dr:x 
ctgl)( = -d~-

a z 

b lb2- z2 

x = ~ (!p - sin !p) , 
t 

y = 2 (l -- cos !p)' 

b- 7l_/ 
- 2' Rß = 2/ cos I)(, 

2pc- z2 
X=-------

2P 
. p 
Slll\1.=-~, 

lP2 + z2 

.! 
cos I)( = -c=--=== c 

fp2 + z2 

V
~~-----

Rß = 2 ~- (c- x + ~-r. 

l 
cos IP = ------ , 

~oi ( x_ \ 
a I 
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rotationssymmetrische Schalen mit einer Ellipse, Zykloide, Parabel oder Ketten
linie als Meridiankurve verwendet (Abb. 799). Die analytische Berechnung ihrer 
Längskräfte bereitet nach S. 745 keine Schwierigkeiten. Dagegen sind zur Unter
suchung von Schalen mit beliebiger Meridiankurve noch einige Bemerkungen not
wendig, die sich auch zur angenäherten Berechnung von Schalen mit mathematisch 
definierter Meridianlinie und veränderlicher Wanddicke eignen. 

a) Rotationssymmetrische Belastung. Die Schnittkräfte werden aus dem 
Gleichgewicht der äußeren Kräfte an einem geeigneten Abschnitt des Flächentrag
werks berechnet. An dem Schalenteil über einem Breitenschnitt mit dem Halb
messer Yrx. wirken neben der stetigen Belastung p = Px + Pz die Längskräfte Nrx.. 
Die Schubkräfte Nrx.ß sind Null, da Nrx.f! = Nßrx. und diese bei rotationssymme
trischer Belastung wegfallen. Mit Qrx. als senkrechter Komponente der resultieren
den Belastung und p z sin r1. -- pY cos r1. = P~t als waagerechter Komponente der 
stetigen Belastung p lauten die Gleichgewichtsbedingungen für die Kräfte an den 
Abschnitten Abb. 767 nach S. 745 

r N =- _!..__ Qrx. 
cx o:: sin oc 2 :r ' 

1 (1164) 

Bei senkrechter Belastung ist also 

N __ __ l d (Qoc ctg- I)() 
ß- 2n ds 

(ll6:)) Abb. 800. 

Die Schnittkräfte lassen sich daher rechnerisch oder zeichnerisch bei jeder Form 
des Meridianschnittes angeben, wenn dieser mit der Punktfolge 0 ... k ... n in 
n gleichgroße Intervalle s geteilt und der Differentialquotient (ll65) durch den 
Differenzenquotienten (ll66) ersetzt wird. 

Die Buchstaben ry_k bezeichnen die Winkel der Tangenten in den Intervall
grenzen, die Buchstaben r~.: den Halbmesser der Breitenschnitte k. Ihnen sind die 
KräfteQ" und der Bogenschub Ht == Q,J2n · ctgr1." zugeordnet. 

Die numerische Anwendung der Rechenvorschrift ist in 
dem Zahlenbeispiel auf S. 764 enthalten. Die zeichne
rische Lösung besteht aus einem Kräfteplan mit 
Q0(2n ... Q1)2n ... Qn(2n, aus dem zunächst (ra,k Nrx.,~.:), 

also auch N "· k und (r rx.," Nrx,"' cos r1. 1J = Ht erhalten werden 
(Abb. 800). Die Ringkräfte N ß, k wechseln bei senkrechter 
Belastung (ph = 0) mit L1 Ht = Ht- Ht_ 1 = 0 das Vor
zeichen. 

b) Windbelastung. Die Belastung Pw = Pz kann nach 
Abb. 801. 

S. 746 stets als trigonometrische, nach ganzen Vielfachen n von ß fortschreitende 
Reihe entwickelt und damit in Teile zerlegt werden, die zu einer ausgezeichneten 
Meridianebene (ß = 90°) symmetrisch oder antimetrisch sind, je nachdem n eine 
gerade oder ungerade Zahl ist (Pw = 2J Pw "). Die Spannungen werden für jeden 
Anteil Pwn einzeln berechnet und darauf überlagert. Die Spannungen aus dem 
Anteil Pwn eines Breitenschnittes sind nach S. 746 durch 3 Parameter bestimmt. 
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Sie ergeben sich aus den drei Gleichgewichtsbedingungen der äußeren Kräfte des 
doppelten Schalensektors vom Öffnungswinkelnfn (Abb. 801). Er wird durch Ring
zonen unterteilt, in denen der Meridian sich angenähert durch gerade Strecken 
ersetzen läßt und besteht dann aus einzelnen abgestumpften Kreiskegeln. 

und 

Sonderfall n = I, p z = Pw sin ot cos ß. 
Der Normaldruck auf das Flächenteilchen dF beträgt 

p.dF, seine Komponente in der Windrichtung mit 
dF = ro: dßdzfsin oc 

(ll67) 

Für einen vollen Ring mit der Höhe dz ist daher 
ß=n/2 

dW = 4 J dw = npwro: sinocdz, 
ß=O 

"--+~~~ und für einen endlichen Abschnitt L1 z 

Abb. 802. 

L1Wk=nPwrksinockL1zk. (ll68) 

Die Kraft wirkt im Abstand ak vom Breitenkreis r 
(Abb. 802), so daß sich folgende Gleichgewichts
bedingungen für die äußeren Kräfte oberhalb des 
Breitenschnittes r aufstellen lassen. 

::r/2 

ZakL1Wk + 4No: 1 r 2 sinocJ cos2 ßdß = 0, 
0 

No: = N o:l cos ß, 
Gleichgewichtsbedingung (1094) c 

OT/2 :n/2 

(U69) 

(ll70) 

ZL1Wk- 4No: 1 rcosoc J cos2 ß dß + 4No:p1 r J sin2 ß dß = 0. 
0 0 

Abb. 803. 

Berechnung einer Kugelschale mit Über
gangsbogen für Eigengewicht. 

Kugelschale: a = 23,75 m, g = 0,12 tfm2, 

Schnittkräfte nach (1121). Bei cx = 30° ist 

No:, 0 = -1.526 tfm , Np,o = -0,94t/m. 

Der Übergangsbogen beginnt bei cx = 30° und ist 
geometrisch durch Abb. 803 gegeben. Er wird in 
Intervalle mit Ll cx = 5° oder 10° eingeteilt. Die 
Radien der Breitenkreise ro: k für die Intervall
grenze, ro: k• für die Interv'allmitte werden der 
Zeichnung' entnommen. Schnittkräfte nach (1166). 

Qo:, k = Qcc, o + .2 LI Qo:, k , 
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' I 

Quf2n I r~ k [· 
1:(]~.;c~grlk! ,cj(q_~.~-~~~rlk) I 0 J sk r ~. k' ILIQ~,kf2n • I !\' ~. k 

: ctg rlk 
Nß,k 

rlk ' · stn rxk r~.k Slllrlkl 
m m t t lll t/m tfm 

301 , - g,o~ I r r,K81 o,~ . . ! 
I 

5.94 1- r,53 r,73~ I- r5,7o (- 0,94) 

3511,781, 12,72 -2,72 - II,7H I 13>48 I 0,)74 I 7-73 , -I ,52 1,428 , - I6,8I - I,I I - 0,02 

40 1,381 14,03 -2,32 - I4,IO I4,55 , 0,643 9.36 , - I,51 I, 192 - r6,82 -o,oi - 0,0[ 

- 1,54 -15,64 15,19 i 0,707 10,72 - I>46' I,OOO -15,64 + I,r8 I+ I,38 45 1o,H6, 14,88 
551:),(>7, 15,39 -1,24 : - I6,88 1 I5,l>I I o,8I9 , I2,76 ' -- I,32 i 0,700 - I r,8r -t-3.83 I+ 5.72 
65 0,35; Ij,69 -- o,6ü ! - 17,54 15,81 0,906! 14.32 I - I,2_) I 0,466 - 8,rg -t-3.62 -j- I0,34 

Die günstigste Lage und der Querschnitt des Zugringes folgt aus (1163) mit h = 0,05 m und 

h/b «;:: I. 

k 3 
N 11,k 

IJl 
I 

F" 
cos rlk 

-N~,k Cl1l2 

2 0,7(>6 0,557 -0,005 0, IÖ 34800 

3 0,707 0,546 0,95 I, l 2 4SSo 

4 0,574 0,44/l 4·3+ 4,51 9<15 
5 0,423 O,JJ5 /l,40 8 -~ •.1 I J;lr 

Der Zugring wird bei rx = 45° angeordnet und erhält 
den Querschnitt 100/50 cm. Abb. 803 zeigt die neue Lage 
der Bruchfuge im Gegensatz zur Kugclschale. 

f) Schalen mit Massenausgleich. Sind die 
Schalen mit konstanter Wanddicke h zur Lösung 
einer Bauaufgabe ungeeignet, so liegt es bei der bau
lichen Ausbildung eines Querschnitts mit veränder
licher Wanddicke nahe, auf diejenigen elastischen Ge-

- - - Abb. 804. 

bilde (Koordinaten R~, Rß, ii oder r, s, t) zurück-
zugreifen, die mit einer ausgezeichneten Schale von konstanter Wanddicke (Ko
ordinaten R~, Rß, a oder r, s, t) geometrisch verwandt sind, und deren Spannungen 
wiederum im wesentlichen durch Längskräfte hervorgerufen werden. 

Die Lösung ist bei rotationssymmetrischen Schalen mit einer Ellipse als Meridian-

schnitt am einfachsten (r, t, s, h). Sie wird auf eine Halbkugelschale (r, s, t, h = const) 
bezogen, die mit ihr in folgender Weise geometrisch verwandt ist (Abb. 804): 

-
r = r, s = s' 

Wird dann für die Belastung g, g der beiden geometrisch verwandten Schalen nach

gewiesen, daß gdF = g dF, so ist auch Nßdy = Nßdy und N~dx sin a = N~dx sin ii, 
also 
-- l 
Np=Np --- - .c.:c_, 

Ycos2 Cl + x2 sin2 rl 

-- d t d y l cos 2 rx + x 2 sin 2 rl 
N = N - - - = N -- --------- -

a a d Y dt a X 
(1173) 

und für die Spannungen gilt 
h l 

ap =aß I ~~~s~~=+u2sil~a · (1174) 

Die Lösung gilt für Eigengewicht bei veränderlicher Wanddicke h der geometrisch 
verwandten Schale, wenn 

yhdF = yhdF, also 
h 

h = --,-::---c--c-:c-. (1175) 
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Die Wanddicke h stimmt also im Scheitel (~ = 0) mit der Wanddicke h überein 
und erreicht am Kämpfer ~ = 90° ihren Grenzwert h.* = hfu. Die Wanddicke 
nimmt also bei abgeplatteten Rotationsschalen (x < 1) gegen den Kämpfer zu und 
bei überhöhten Rotationsschalen (x > 1) ab. In beiden Fällen wird das Eigen
gewicht allein durch Längsspannungen abgetragen. 

Dasselbe gilt auch bei Schneebelastung, da die Bedingung Ps cos ~dF = Ps cos Ci iF 
mit dyfdy = dFfdF erfüllt ist. 

Ähnliche Betrachtungen lassen sich auch für abgeplattete oder überhöhte Schalen 
mit ellipsenförmigem Grundriß wiederholen. Ihre g~ometrische Verwandtschaft zur 
Halbkugelschale kann z. B. mit rjr = A, sfs = 1' tft = X beschrieben werden. 

81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen. 
Die Spannungen af% (z), a fJ (z) usw. sind nach den Bemerkungen auf S. 744lineare 

Funktionen der Dehnungen e0 f% __". ef%, eop __". ep der Mittelfläche und der Krümmungs
änderung d (1/RI%) = xl%, d (1/Rp) = Xp ihrer Hauptschnitte. Sie lassen sich daher 
zu Schnittkräften zusammenfassen, von denen jedoch die Querkräfte Qpz• die 
Schnittkräfte Nl%fJ und die Drillungsmomente Ml%fJ bei rotationssymmetrischer Be
lastung Null sind. Der Spannungszustand ist daher in diesem Falle durch die folgen
den Schnittkräfte bestimmt: 

Schnitt Cl.= const: NI%, MI%, Ql%. = Ql%, 
Schnitt ß = const: Np, Mp, Qpz = 0. 

Sie werden für a • = 0 und h ~ Rp nach dem Hookeschen Gesetz ebenso wie auf 
S. 747 und S. 645 aus der Verzerrung der Mittelfläche berechnet. 

NI%= D (el% + p, ep), N fJ = D (t:p + f-l el%), D = 1 Eh 2, l 
_ ~~}a__ (1176) 

MI%=- B (xrx + p, up), Mp =- B (xp + f-l xl%), B- 12 (1 _ p,2) • 

Abb. 805. 

Die Verzerrung (ea, ep, xl%, Xp) des differen
tialen Abschnitts der Mittelfläche steht mit 
den Komponenten v, w des Verschiebungs
zustandes (Abb. 769) nach S. 747 in folgenden 
Beziehungen: 

v' - w v ctg IX - w 
ecx = ~, ep = -RI% _____ , 

v+w' 
1} = ·-----, 

Rp 

{} ctg IX 

Xp=~, 

()'=~. 
diX 

(1177) 

Auf dieseWeise sind 12 unbekannte Komponenten des Spannungs-und F ormänderungs
zustandes durch 9 Bedingungen miteinander verknüpft. Ihre eindeutige Berechnung 
gelingt in Verbindung mit den Gleichgewichtsbedingungen für die äußeren Kräfte 
an einem differentialen Schalen teil, die nach Abb. 805 folgendermaßen lauten: 

(Nf%Rf%sinC1.)'- NpRpcos~- QI%R<Xsin~ + P11 RrxRpsin~ = 0, l 
(Q<XR<XsinCl.)' + N«R<XsinCl. + NpRpsinCl.+· Pz R<XRpsin~ = 0, (1178) 

(Mf%Rf%sin~)'- MpRpcos~- Q<XR<7.Rpsin~ = 0. 
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Um diese 12 linearen Gleichungen in mathematischer Beziehung übersichtlich zu 
lösen, wird die Querkraft Qa. bei der Untersuchung von Schalen mit konstanter 
Wanddicke h und veränderlichem Halbmesser Ra. (oc) durch die Unbekannte Va. 
= Ra. Qa. und bei Schalen mit stetig veränderlicher Wanddicke h (cx.) durch die Un
bekannte Ua. = Qa. Rrx./h2 ersetzt. Die ·wurzeln des Ansatzes lassen sich dann durch 
geeignete Verknüpfung der Gleichungen allmählich ausschließen, so daß zwei simul
tane Differentialgleichungen zwischen den Unbekannten V oder U und der Ver
drehung {} der Meridiantangente entstehen, die sich durch gleichartigen Aufbau 
auszeichnen. Sie lauten in Symbolen 

Die Buchstaben 2 ( ) bezeichnen Differentialoperationen, die Buchstaben F 1 (oc), 
F 2 (oc) bekannte, mit der Schalenform vorgeschriebene Funktionen. Die Buchstaben 
Ä.1 , Ä.2 sind konstante Größen, die von den elastischen Eigenschaften des Baustoffs 
abhängen, während die Funktion t/J (oc) mit der Belastung Pu• Pz der Oberfläche 
verschwindet. 

Die vollständige Lösung J enthält neben der allgemeinen Lösung J der homo
genen Gleichungen (1179) mit t/J (oc)=O ein partikuläres Integral ] 0 des inhomogenen 
Ansatzes (t/J (oc) + 0). Dieses stimmt mit großer Genauigkeit mit der Lösung für 
den Längsspannungszustand der statisch bestimmt abgestützten Schale (Abschn. 80) 
iiberein. Daher wird die vollständige Lösung für die biegungssteife Schale durch die 
Überlagerung der Schnittkräfte Na.,o• Nß,O• Ma.,o = Mp,o = Qa.,o = 0 aus dem 
Längsspannungszustand mit den Schnittkräften iiia., Nß, Ma., Mß, Qa. aus der Rand
störung erhalten. 

Die allgemeine Lösung des homogenen Ansatzes enthält vier Integrationskon
stanten, so daß neben den statischen oder geometrischen Bedingungen des Längs
spannungszustandes noch zwei Bedingungen an jedem Schalenrande vorgeschrieben 
werden können. 

a) Freier Rand U =- 0, Ma. = 0. 
b) Frei drehbare Lagerung des Schalenrandes 1Jra. = 0, Ma. = 0. 
c) Eingespannter Schalenrand LJ ra. = 0, {) = 0. 
d) Bei einer Verbindung des Schalenrandes mit anderen Bauteilen sind die 

gegenseitige Verschiebung b1 und die gegenseitige Verdrehung !52 der Anschluß
flächen Null. 

Geckder. ] . \\'.:Über die Ft•st1gkeit achsensymmetrischL'r Schalen. Forsch.-Arb. lng.-Wes. 
Heft 27li. Bcrlin 1926. 

a) Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstärke. Die Krümmung der 
Mittelfläche ist konstant (Ra. = Rß = a). Dasselbe gilt von der Schalendicke h und 
daher auch von der Dehnungssteifigkeit D und der Biegungssteifigkeit B (h = const, 
D = const, B = const). Unter diesen Umständen lassen sich durch Verknüpfung 
von (1177) die allgemeinen Beziehungen zwischen den Komponenten des Ver
schiebungszustandes der Mittelfläche und der Verzerrung des Schalendifferentials 
folgendermaßen ergänzen: 

{) = (ea.- ep) ctg oc- e~, d( )/dcx. = ( )'. (1180) 

Die Schnittkräfte unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten 
für Ra.= Rß = a 

(Na. sin oc)'- N ß cos oc- Qa. sin oc +Pu a sin oc = 0, l 
(Qa. sin oc)' + Na. ~in oc + N ß sin oc + Pz a sin oc = 0, 

Ma.- (Mp- Ma.)ctgcx.- Qa.a = 0. 

(ll8l) 
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Die letzte Bedingung liefert mit (1176), also mit 

M a. = - ~ ( 11' + p11 ctg IX), M ß = - ! ( 11 ctg IX + p11') , 

. a2 
L (11) - p11 = 11" + 11' ctg IX - 11 ctg2 1X - p11 = - B Qa.. 

Aus den anderen beiden Gleichgewichtsbedingungen folgt 

mit 

aF 
Na.= -Qa. ctg IX- -.-2-' 

Sill IX 
N = __!!__!___ - Q' - p a 

ß sin2 IX a. • 

dFJdiX = P.siniXCOSIX + Pusin2 1X 

und daher in Verbindung mit (1176) und (1180) 

(1182) 

L (Qa.) + fl Qa. = Q~ + Q~ ctg IX - Qa.ctg21X + pQa. = E h11 -- a [p~- (1 + p)PuJ. (1183) 

Auf diese Weise ist ein System von zwei simultanen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung entstanden, aus dem jede der beiden Unbekannten durch Wiederholung 
der Differentialoperation L ( ) mit einer Differentialgleichung vierter Ordnung 
berechnet werden kann. Die Partikularlösung 110 , Qa.o der vollständigen Gleichung 
läßt sich nach E. Meißner für die wesentlichen Belastungsfälle angeben. Z. B. wird 
bei Eigengewicht mit Pu = g sin IX, Pz = g cos IX in (1183) 

- a[p~- (l + p) Pu] = ag(2 + p,) sin rx. 

Die simultanen Differentialgleichungen (1182) und (1183) für {}0 , Q"' 0 werden durch 
den Ansatz {}0 = A1 sin IX, Qa.o = A2 sin IX erfüllt, wenn 

(2+t-t)a3g a2A2 
Al=- (1- t-t 2)[1 + 12(ajh)2]B = IT+,i)B · 

Damit sind 110 , 9a.o und in Verbindung mit (1176) auch Ma.o• Mpo bestimmt. 
B 

Moco = Mpo =- a Al(l + p) COSIX. 

Diese Schnittkräfte sind im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstörungen nach 
S. 770 klein von höherer Ordnung und werden daher vernachlässigt. Mit 

Qa.o=O, Moc 0 =0, Mpo=O 
stimmt der Spannungszustand der biegungssteifen Schale bei statisch bestimmter 
Stützung mit dem Längsspannungszustand auf S. 751 überein. Dasselbe gilt damit 
auch für den Verschiebungszustand. Das Ergebnis wiederholt sich bei den Partikular
lösungen für rlie anderen rotationssymmetrischen Belastungsfälle. 

Die Schnittkräfte und Verschiebungen der biegungssteifen Kugelschale lassen 
sich daher, wie bereits auf S. 767 bemerkt, mit großer Genauigkeit aus zwei von
einander unabhängigen Anteilen zusammensetzen. Der eine besteht aus den Schnitt
kräften und Verschiebungen des Längsspannungszustandes durch die vorgeschriebene 
stetige Belastung, der andere aus den Schnittkräften und Verschiebungen der bie
gungssteifen Schaleinfolge der Randkräfte Moc 2 , Qa. 2 usw., die zur Befriedigung der 
vorgeschriebenen Stützung notwendig sind. 

Die Schnittkräfte und Verschiebungen des Längsspannungszustandes sind für die 
regelmäßigen Belastungsfälle aufS. 751 ff. angeschrieben. Die Schnittkräfte und Ver
schiebungender biegungssteifen Kugelschale aus vorgeschriebenen Randkräften wer-
den aus den homogenen Differentialgleichungen (1182), (1183) für-:§ und Qa. berechnet. 

Das Integral der homogenen Gl. (1182), (1183) kann als Reihenentwicklung ange-
schrieben werden. Die Lösungen für 7J, Qa. und für alle daraus abgeleiteten Schnitt
kräfte und Verschiebungen klingen vom Rande aus schnell ab. Da jede Ableitung im 
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Vergleich zu der nächst höheren Ableitung dann klein von zweiter Ordnung ist, 
können nach einem Vorschlage von J. W. Geckeier die Funktionen li und ß! ge
genüber if.'' in (1182) und die Funktionen Qrr. und &,. gegenüber (j;; in (1183) ver
nachlässigt werden, um schnell zu einer übersichtlichen, für technische Aufgaben 
brauchbaren Näherungslösung zu kommen. 

--- -
Die Näherungslösung für{) (oc) und Q (oc) entsteht also aus den Gleichungen 

--- a2 ---
{)'' = --jj Qcr., Q~= Eh{). ( 1184-) 

Die Elimination von Qcr. liefert mit 

k = v-~ 
ß~v + 4 k4 7f = 0 . 

Durch Elimination von{) entsteht 

f3(1- tt2} ' (1185) 

(1186) 

Q~r + 4ll4 Qcr.= 0. (1187) Abb. 806. 

Die Gleichungen werden mit dem aus Abschn. 22 bekannten Exponentialansatz 
gelöst. Da hiernach beide Funktionen {), Qcr. ebenso wie alle daraus abgeleiteten 
Schnittkräfte und Verschiebungen schnell vom Rande aus abklingen, werden sie 
je nach der Betrachtung der oberen oder unteren Randzone auf den Winkel w1 

= (oc- oc1), dw1 = doc oder w2 = (oc2 -oc), dw2 = - doc als unabhängiger Ver
änderlicher bezogen (Abb. 806). Daher ist in beiden Fällen 

ß. = e-kw(.41 cos k w + A2 sink w) + ek"'(_A3 coskw + A4 sin k w),} 
_ (1188a) 
Qrr. = e-kw(A1 coskw + A2 sinkw) + ek"'(A3 coskw + A4 sinkw), 

oder nach S. 141 auch 

(1188b) 

Die Integrationskonstanten A 3 , A~ und A3 , A 4 oder C2 , 1p2 einer Lösung für die ge
schlossene Kugelschale mit w 2 = oc2 - oc als unabhängiger Veränderlicher sind Null, 
da die Bedingungen{)= 0, Qrr. = 0 im Scheitel nur auf diese Weise erfüllt werden 
können. Die Funktion{) (w) und Qcr. (w) verlaufen daher ebenso wie alle abgeleiteten 
Funktionen der übrigen Schnittkräfte und Verschiebungen nach gedämpften Schwin
gungen mit dem Winkel 2 n/k als Schwingungslänge und n als logarithmischem 
Dekrement. Sie klingen mit wachsendem w um so schneller ab, je größer k ist. Der 
Einfluß der von den Randstörungen des Längsspannungszustandes herrührenden 
Randkräfte Mrr. 2 , Qrr. 2 ist daher auf eine schmale Randzone beschränkt. Das Er
gebnis läßt sich auch leicht auf Grund des St. Venantschen Prinzips einsehen, da 
die Randkräfte im Gleichgewicht stehen. Es bestätigt die Richtigkeit der Annahmen 
für die Näherungslösung, da die zweiten Ableitungen 7J", (j:; den Betrag k 2 als 
Faktor enthalten, und daher als Glieder des linearen Ansatzes (1182) oder (1183) 
wesentlich größere Bedeutung besitzen als 7i', 7i oder Q~, Qcr.. 

Die Lösung if und ?irr. offener Schalen nach (1187) enthält streng genommen vier 
Integrationskonstante, die aus vier Bedingungen für die Verschiebungen oder für 
die Schnittkräfte an den beiden Schalenrändern berechnet werden können. Ist die 
Schalenzone (oc2 - oc1) jedoch breit, so klingen die von jeder Randbelastung her
rührenden Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes so weit ab, 
daß je zwei Integrationskonstante .4 1 , A 2 und A 3 , A~ oder C1, 1p1 und C2, 1p2 unab
hängig voneinander aus 

Qrr. = e-kw(A1 coskw + A2 sin/?w) und Qrr. = e-kw(A3 • coskw + A4 sinkw) (1189) 
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. II. 49 
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angegeben werden können, je nachdem der Breitenunterschied w2 = :x2 - oc oder 
w1 = oc - oc1 vom unteren oder oberen Rande gerechnet wird. 

H.echenvorschrift. Im Bereiche des oberen Randes der offenen Kugelschale ist 

Qa. = C e-kw1 cos (k w1 + VJ) (1190) 

im Bereiche des unteren Randes 

(1191) 

Die Gleichungen bilden die Grundlage für die Berechnung aller Komponenten des 
Spannungs- und Formänderungszustandes aus den Gleichgewichtsbedingungen ( 1181) 
und den Verträglichkeitsbedingungen (1177). Das obere Vorzeichen gilt in der obe· 
ren, das untere in der unteren Randzone der Schale. 

N"' = - Q"' ctg oc = - C e- kw cos (k w -f- ?p) ctg :x , 

N ß = - Q~ = ± C k y2 e- k ro sin ( k w + "P + : ) , 
-- Q" 2 k2 

{} = ___!':_ = + C- e-krosin (kw + '") 
hE hE T ' 

M =- !!_ (ß' + ß ctg :x) ~- B #' = =f C _!!_ 2 k3 ,12 e-kro cos (k w + w -f- !!...) 
"' a a ahE V"' "' 4 ' 

- - Bctg IX -
M =uM- ---{} ß ,. "' a ' 

Die Näherungslösu~gen für~"' und eß lassen sich ebenso begründen wie die Ver

nachlässigung von Q"' neben Q~ in (1183). 
Die Integrationskonstanten C, 'lfJ sind bei starrem Unterbau durch die Stützung 

der Schale, am oberen Rande durch vorgeschriebene äußere Kräfte bestimmt. 
I. Der untere Rand ist unverschieblich, aber frei drehbar gestützt 

s ß 2, o + Ii ß 2 = s ß 2 = 0 ' } 

M"'2 o+ Ma.2= Moc2= 0 = Moc2• 

w=O, oc=oc2: 
(1193) 

wenn die Dehnungen des Längsspannungszustandes wieder mit sp,o bezeichnet 
werden. Die Eiegongsmomente Ma,o sind Null. 

M"2 =Ca ~E 2 k3 y2 cos ( VJ + ~) = 0, d. h. "P = ~-, 

k Y2 . ( n) s ß 2 = s ß 2, o - C h E sm "P + T = 0 ' d.h. C = sp~o hE ·I (1194) 
kf2 

2. Der untere Rand ist starr eingespannt. w = 0, :x = oc2 • 

2k2 . I {}2 = {}2,0 + C hE Sill '1p = 0, 

k y2 . ( n) 
s ß 2 = s ß 2, 0 - c TE Sill "P + 4 = 0 ' I 

{} . d C spz,o h 
2, 0 ~ 0 1st "P = 0 un = -k E . 

(1195) 

für 

3. Der obere Rand ist durch einen starren Druckring abgeschlossen. w = 0, 
:X = 0(1. 

(1192) 
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Bp 1 = ep 1, 0 + C \~: sin ( 'ljJ + i) = 0, l 
2 k2 • 

{}1 = {}1, o + C -,lif sm "P = 0 , s. I 
fJ1, 0 ~ 0 ist 'ljJ = 0 und C =- · p;,o hE. für 

(1196} 

Damit sind in Verbindung mit (1192} auch alle Komponenten des Spannungs- und 
Verschiebungszustandes aus einer Randstörung der statisch bestimmt gestützten 
Schale bekannt (S. 766). Sie werden mit den zugeordneten Komponenten des Längs
spannungszustandes überlagert. 

Biegungsspannungen am Rand einer Kugelschale bei Belastung durch Eigengewicht. 
(Vgl. Abb. 777. IX2 = 60°.) 

l. Der untere Rand ist unwrschit>blich, aber frei drehbar gestützt. Nach (1123) ist für den 
Längsspannungszustand 

s = -~- (N - ;v ) =.!!..!!.. 1 + P.- cos IX -~~rx.. und mit "= . .!. , -+IX 
,f,o Eh ,f,o P. "· 0 Eh l+cosiX r- 6 IX 2 

a g 1,1667 - 0,5- 0,25 a g -415 ag a 
S/fz,o =Eh- - ---J.-+ 0~5-- -- = 0,278 Eh • 

Für ajh =' 200 ist nach (1185) 

k = i2oo f 3~ü.9722- = 18,49, 

so daLl nach (119.!) 
0,278 

C=ag ---=00l064aa kf3i , b> 

Die Schnittkräfte nach (1192) infolge der H.andstörung wer
den nun 

5ia. = -0,01064 a gc-k"' cos (k w + ~-) ctg IX, 

Np=- 0,278 a g "-km cos (k w), 

Jia. =- 0,0815 a g h e-k"' sin (h w), 

B ctg IX ·- ( :n ) 
· a {} = 0,00311 a g h ctg IX e-kw sin !1 w + ·.r , 

-- - B ctg IX -

JJ P = " M a. - --a-- {} . 

~· 
405~ 

I wor ):-/ 
415~/'~,o 
tJ,20L 

-403 aglt b 

Die Längskräfte Na. sind gegenüber Na., 0 aus dem Längsspannungszustand zu vernach
lässigen. Die Längskräfte N 8 = N p,o + Np sind in Abb. 807a für die Randzone 500 < IX < 600 
dargestellt. Abb. 807b zeigt die Biegungsmomente der Randzone. 

2. Der untere Hand ist starr eingespannt. 
Für den Längsspannungszustand ist nach (1123) und (1126) 

ag ag . ag 
s112 , 0 = 0,278 Eh, ff2 , 0 =-Eh (2 +I') sm IX2 = -1,878 Eh. 

Die Randbedingungen (1195) lauten dann mit C = C1 ag 

oder 

- 1,878 + C1 • 683 sin 'P = 0, 

0,278- C1 26,12 sin ( 'P+ -~) = 0, 

-49 sin (tp+ ~) + 190,1 siniJ' = 0, 

49 
tg IJ! = .. - c. .. ·- = 0,223. 'P = 120 30' o-.:= 0,2182. 

190.1}'2- 49 
1.878 

C1 = 68.3 . - = 0,0127 , 
Slllip 

C = 0,0127 ag. 

(Für &2 , 0 "., 0 ist ip = 0, C "., 0,0151 a g.) 

49• 
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Die Schnittkräfte nach (1192) irrfolge der Randstörung werden nun 

-Q,15 au a firr. =-0,0127 age-k"'cos (k w + 1J!) ctgiX, 

Y:iß =-0,332 ag e-kwsin (k w + 1p + ~), 

-0,01 

0 

b 

Mrr. = 0,0973 ag h e-kwcos (k w + 1p + ~), 
B ctg IX -
--fJ = 0,00372 a g h ctg IX e-kw sin (k w + 1p), 

a 
-- - B ctg IX-
M ß = p. M rr. - --- - - {} • 

a 

Die Schnittkräfte sind für die Randzone 150° < a < 60° in Abb. 808 
dargestellt. 

Schnittkräfte in einem Stützboden bei Wasserauflast f = 2 tt. 
(Vgl. Abb. 781, a 2 = 40°.) 

Der Rand der Schale ist starr eingespannt. 
Nach (1132) ist mit f = 2 <~, p. = 'i•, cx 2 = 40° 

1 y a2 [ I 1 - cos2 cx2J 
Eß2 o =--- 3-- (1- p)- 6 coscx2 + 2 (1 + p.) -.---

, Eh 6 a ' sm2 cx2 

ya2 
= -0,585 Eh, 

y a2 . y a2 
#2, 0 =Eh sm cx2 = 0,643 Eh . 

Aus (1185) folgt mit ajh = 25 

k = f25 f3. 0,9722 = 6,53. 

Die Randbedingungen (1195) lauten nunmehr mit C =' C1ya2 

0,643 + C1 85,3 sin 1p = 0, "* -0,585 - C1 9,22 sin ( 1p + ~) = 0, 

oder 

- 5,93 sin ( 1p + ~) + 49,9 sin 1p = 0, 

5,93 
tg1p= . --=0,0917, 

49,9 y2 - 5,93 

Abb. 809. Schnittkräfte im eingespannten Stützboden. 1p =50 141 == 0.0915' 

C1 =-0.0826, C=-0,0826ya2. 
(Für fJ2 , 0 "" 0 ist 1p = 0, C;::;- 0,0896 y a 2 .) 

Die Schnittkräfte irrfolge der Randstörung sind nach (1192) 

Nrr. = 0,0826 y a2 e-kwcos (k w + 1p) ctg cx, 

Nß = 0,762 ya2 e-k"'sin (k w + 1p + ~-), 

Mrr. =- 0.223 y a2 h e-kwcos (k w + 1p + ~-), 
B ctg cx -
- ---1} =- 0,0242 y a 2 h ctg cx e-kw sin (k w + rp) , 

a 
-- -- B ctg oc -
.118 = p. M rr. - -~---1} . 

Die Schnittkräfte sind in Abb. 809 dargestellt. 

Verbindung einer Kugelschale mit verwandten Tragwerken. Der 
Spannungszustand eines elastischen Gebildes aus einer Kugelschale mit verwandten 
Tragwerken erfährt keine Änderung, wenn die Verbindung am Anschluß der Kugel-



Schnittkräfte in einem Stützboden bei Wasserauflast. 773 

schale durch einen Breitenschnitt gelöst wird und die inneren Kräfte an beiden 
Ufern als äußere Kräfte zur Belastung hinzutreten. Diese sind rotationssymmetrisch, 
die Längskraft N"' nach S. 745 aus den Gleichgewichtsbedingungen bekannt, die 
Querkraft Q"' oder ihre waagerechte Komponente H = X1 und das Anschlußmoment 
~"v!"' = X 2 statisch unbestimmt. Sie lassen sich aus der Bedingung berechnen, daß 
die gegenseitige Verschiebung o1 (positiv im Sinne von X1} und die gegenseitige Ver
drehung 02 (positiv im Sinne von X2) der beiden Ufer des Breitenschnittes Null sein 
müssen, wenn die Formänderung des vorgegebenen Flächentragwerks mit der Form
änderung des Hauptsystems durch die Belastung und die überzähligen Schnitt-
kräfte X 1 , X 2 übereinstimmt. Diese wird ebenso wie a b 

in Abschn. 24 als virtuelle Arbeit berechnet. Nach V J 
Abb. 810 ist ~ 

1I OI = 1I (oiO + XI On+ x2 012) = 0' X. 
1 X, 

12o2 = 12(o2o + xi o2I + x2o22l = o. ..12 xa 
·'"~"" ~~ Jede Komponente 010 , oi! u~w. des Verschiebungs- Abb. sio. 

zustandesbesteht aus zwei Teilen (o10 = o10,I + OI0, 2 • 

011 = Ou,I + 011, 2 usw.). von denen o10,I, 011, 1 usw. durch die Formänderung der 
Kugelschale, oi0, 2, o11, 2 usw. durch die Formänderung des angeschlossenen Trag
werks. also durch die Formänderung torsionssteifer Ringe, Platten, Kegel- oder 
Zylinderschalen hervorgerufen werden. 

Die Vorzahlen <511, 1 , <512,1 werden aus (ll92) für die Randbedingungen der 
Abb. 810 berechnet. 

I. Belastungszustand X 1 = 1 (Abb. 810). 
Randbedingungen: 

Mcx2,1 = 0, 

"_2ka. 2 
u11 , 1 - Eh Sill cx2 , 

2 k 2 
0 

021 , 1 =-·Eh sm cx2 • 

Schnittkräfte nach (1192). 

Ncx, 1 = f2sincx2 e-kwcos(kw+ ~-)ctgcx, 

N p, 1 = 2 k sin cx2 e-kwcos (k w), 

{}cx, 1=- 2J~Ek2 e-krosincx2 sin(kw+ :). 

M _ k h -kw . . (k ) 
"' I -- --c-c_=-===-·= e s1n cx2 stn w , 
. f3 (1- p 2) 

Qcx, 1 =- y2e-k"'sincx2cos (kw + :) , 

j 2 k a -kw . 2 (k ) r cx,I = E h e Sill cx2 cos w . 

2. Belastungszustand X 2 = 1 (Abb. 810). 
Randbedingungen: 

Mcx2,2=-l, Qcx2,2=0; 
ahE 

C = 2kaB. 

a 
022,I = kB, 

a2 • 2 k2 • 

OI2,I=--2k2B smcx2=- Eh smcx2. 

(ll97) 

(1198) 

(1199) 
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Schnittkräfte nach (1192). 

N - a h E -kw . (k ) oc, 2 - 2 k3 B e sm w ctg rx , 

N --~ -kw (k _:_:_) 
ß 2 - __ e cos \ w + 4 , 
' t2 k2 B 

a 
{}oc, 2 = kBe-kwcos(kw), 

Moc,2=-y2e-kwsin(kw+ :). 
(1200) 

Q - a h E -kw . (k ) 
oc, 2 - - 2 k 3 B e sm w , 

Llrrx. 2 =- ~e--kw sina cos (kw + -4::-c-). 
' }'2 k 2 B 

Die Belastungszahlen ~10, I, ~20, 1 gelten für die nach Abb. 8l0b abgestützte Kugel
schale. Ihr Spannungszustand ist statisch unbestimmt, da die Stützkräfte nicht 
tangential zur Mittelfläche eingetragen werden. Hierzu ist noch eine Schubkraft 
H = Nrx. cos a notwendig (vgl. S. 752). Die Belastungszahlen werden daher in die 

Anteile 1)10 1 , ~20 1 für die statisch bestimmt gestützte Kugelschale und die Anteile 
15~0 , 1 , o~o,I flir die_ Kugelschale mit den Randkräften X1 = - H, X 2 = 0 zerlegt. 

Die An teile ~Io, I, ~20, 1 sind nahezu die gleichen wie beim Mem brauzustand und da
her nach S. 75lff. bekannt. Die Anteile 0~0 , 1 , 0~0 , 1 sind mit (1197) 

6~o,I=-H011, 1 , o~o,I=--H621 , 1 - (1201) 
Damit lauten die vollständigen Belastungszahlen 

~10 1 = b~o I +6~o 1, 
' ' ' 

Bolle, E.: Festigkeitsberechnung von Kugelschalen. Zürich 1916.- Liehtenstern, E.: 
Die biegungsfcste Kugelschale mit linear veränderlicher Wandstärke. Z. angew. Math. Mech. 
1932 s. 347. 

Abb. 811. 

b) Die biegungssteife Kegelschale mit gleichbleibender 
Wandstärke. Der Krümmungshalbmesser Rß ist unendlich, der 
Winkel rx konstant und daher nicht mehr als ortsbestimmende 
Koordinate geeignet. Er wird durch den Abschnitt y der Mantel
linie ersetzt, so daß ds = Rßda == d y, Roc = y ctg rx. Damit 
lassen sich die allgemeinen Beziehungen (1176), (1177) zwischen 
den Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes 
mit ( )' für d( )fdy folgendermaßen anschreiben: 

Srx. = S11 = V 1 , 

v-wtgll( 
sß = -~Y---' 

f} 
xß = Y, {} = w', 

1\ r - D (~w tg I)( + ') D = ____~!_!!__ 
Hß- fJV ' l 2' y -fl-

Mß = -- B (tt{}' + -!-), E Jt3 
B = -------

12 (l - fl- 2) 

(1202) 

l (1203) 

Belastung und Schnittkräfte eines differentialen Schalenabschnitts unterliegen den 
Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten für die Längskräfte 

(Nu y)'- Nß + P11 y = 0 und (Qy y)' + Nß tgrx + Pz y = 0 

oder in einer Gleichung zusammengeiaßt und integriert 

(Ny tg !X + Qy) )' + J (P11 tg ()( + Pz) Y d Y + C = 0. 

(1204) 

(1205) 
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Dazu tritt 

(M11 y)'- Mp- Q11 y = 0 oder y M~ + M 11 - Mp- Q11 y = 0. 

Aus dieser wird mit (1203) 

y 1}" + {}' - ~- = - Q~y . 

Durch die Verknüpfung der Beziehungen (1202) entsteht 

(y ep)' = e11 - 1} tg IX. 

(1206) 

(1207) 

(1208) 

Die Dehnungen ep und c; 11 werden aus (1104) berechnet. Hierin ist nach (1204) 

Nß =- (Q11 y)' ctgoc- PzY ctgoc, 

N 11 =- Q11 ctgoc-! ctgoc mit F(y) = J (P11 tgiX + Pz) ydy + c. 
y 

Damit N 11 für y = 0 endlich bleibt, ist die Integrationskonstante c für die geschlos
sene Kegelschale Null. Auf diese Weise kann aus (1208) die folgende zu (1207) simul
tane Differentialgleichung entwickelt werden: 

y (Q 11 y)" + (Q 11 y)' - (Q;, Y) = h E tg2 1X .1) + ifJ (y) l 
F(v) 1 (1209) 

mit W(y) =- )~- + ft y Pu tgiX- (Pz y2) • 

Die Lösung 1}, Q11 besteht aus dem allgemeinen Integral der beiden homogenen 
Gleichungen (1207) und (1209) und aus einem partikulären Integral der inhomogenen 
Gleichungen, das sich für Eigengewicht P-u = g sin IX, p z = g cos IX folgendermaßen 
entwickeln läßt: 

a '\'2 F(y)- b_- -
- 2 cos 01: ' 

ifJ(y)=(1+2t-tsin2 1X-4cos2 1X) 2gy =g1 y. (1210) 
cos 01: 

Wird Q110 = 0 und {}0 = A 1 y angenommen, so ergeben 

(1211) 

eine partikuläre Lösung von (1207), (1209). Aus dieser folgt mit (1203) 

QyO = 0, (1212) 

Die Biegungsspannungen einer statisch bestimmt gestützten Kegelschale (Abb. 786) 
sind also im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstörungen nach S. 776 klein von 
höherer Ordnung. Der Spannungs- und Verschiebungszustand kann daher durch 
die Angaben aufS. 756ff. für den Längsspannungszustand beschrieben werden. Das 
gleiche gilt von allen rotationssymmetrischen Belastungsfällen. 

Die Integration der homogenen simultanen Differentialgleichungen 

{j 
Y ii" + ii'- y 

Q.y, y (Q y)" -t- (Q y)'- @.J'l = hE tg21X.,O l 
- - ß y 11 y (1213) 

y2 Q~ + 3 y Q~ = h E tg2 1X · iJ oder 

kann nach den Bemerkungen auf S. 769 vereinfacht werden, da die Funktionen 
1}, 1}' und Q11 , Q~ im Vergleich zu den Ableitungen 7f" Q; klein von zweiter Ordnung 
sind. Der elastische Zusammenhang läßt sich daher mit großer Genauigkeit durch 
die Gleichungen 

fY' = - Q 11 I B , (1214) 
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beschreiben, so daß entweder {} oder Q11 eliminiert und aus einer der folgenden 
Gleichungen berechnet werden kann: 

{Fv+·h~:r~ß=O, (y2Q~)"+Jz.E~g2~Qu=0) 

oder (y V")"+ h~~~:'!-_ V= 0 mit yQ11 ==V. 
(1215) 

Die erste Gleichung stimmt bis auf den Beiwert hE tg2 r:J.j By2 = 4 k 4 = 4fL 4 mit 
(1186) überein. Dieser ist im Vergleich zu (1185) nicht mehr konstant, sondern eine 
mit y veränderliche, vorgeschriebene Funktion. Da die Integration aus diesem Grunde 
in der Regel Schwierigkeiten bereitet, zerlegt man den Bereich l - a nach .J. W. Geckeier durch Breitenschnitte in Zonen mit annähernd konstantem L 
und begnügt sich mit dieser Näherungslösung. Dabei kann die Vorzahl 4/L 4 in den 
beiden Randzonen mit y = a oder y = l gebildet werden. Die ortsbestimmende 

Abb. 812. 

Koordinate des Winkels {} wird auf den oberen Rand 
(s1 = y - a, ds1 = d y) oder auf den unteren Rand 
(s2 = l- y, ds2 = - d y) bezogen, je nachdem die Unter
suchung den Spannungen am oberen oder unteren Rande 
gilt (Abb. 812). Die Gleichungen (1215) lauten also 

d4 jj. h E tg2 IX {} = 0 
dsf + -· ßa-2 · 

oder mit 

l 3 (l - ß 2) Lt = a2 h2 - tg2 rx. und 
l - 3 (l - fJ- 2) 2 ) :Lf- 12 h2 tg (J. (1216 

allgemein 
d4 D 4 -
ds4 + L 4 {} = 0 und mit auch (1217) 

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist auf S. 769 erörtert worden. Sie enthält 
vier Integrationskonstante, von denen bei geschlossener Kegelschale C2 , 1p2 wieder-- -um Null sind, da die Verdrehung{} und die Querkraft Q11 aus Symmetriegründen 
an der Spitze Null sein müssen. Die Lösung der Differentialgleichung lautet dann 
{}=e-'1(A 1 cos1J+A2 sin1]) oder {}=e-'1C1 cos(1J+'IfJ1), J]=s2/L 2 • (1218) 

Die Integrationskonstanten A1 , A2 oder C1 , 1p2 sind durch die Randbedingungen 
bestimmt. 

a) Frei drehbare, unverschiebliche Stützung des Randes: 

ep = Epo + ep = 0, {}' = {}~ + ß' = 0. 

b) Starre Einspannung des Randes: 

ep = Epo +- fp = 0, {} = {}0 + ß = 0. 

( 1219) 

(1220) 

Mit {} sind auch die Schnittkräfte aus der statisch unbestimmten Stützung der 
Kegelschale bekannt (1203). 

My= -Bß', Mp= -B(p,ß' +-li/y), Q11 = -B{}", Nu= -~ctgrx., N~= (N~y)'. (1221) 
Sie klingen um so schneller vom Rande aus ab, je größer 1] ist, und bilden zu
sammen mit den Schnittkräften des Längsspannungszustandes aus der Belastung 
(S. 756 ff.) das endgültige Ergebnis. 

l'vly =My, Ny= NYO +-Ny, usw. (1222) 
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Die Gleichung (1218) dient auch zur Berechnung des Spannungs- und Verschie
bungszustandes der Kegelschale für eine vorgeschriebene Belastung durch Rand
kräfte X 1 = 1, X 2 = 1 (Abb. 813 u. 814). Das Ergebnis wird bei der Berechnung 
von zusammengesetzten elastischen Tragwerken (Abb. 825 u. 828) verwendet. 

a) Unterer Rand (Abb. 813). 
Belastung X 1 = 1. ~~·'. 

. ' 
' I 

I ' I I 
/ ,' . I 

~{__~I / I 

/ .. ~ '. I :o<o « j 

-" - 2 12 2 -" - L~ . 
un- L2-Eli cos a, uzi-- 2 B Sill a, 

{j = - :t e-'7, sin a (sin 112 + cos 1)2), 

(1223) - 2 v2 cos2 rx ß r =--' ----- e- 11• cos 11 
z L2Eh "12• 

"xz : JJ Y = L 2 c- '~ 2 sin a sin 1)2 , 

Abb. 813. Q u = e- 112 sin a (sin 1)2 - cos 172). Abb. 814. 

Belastung X 2 = 1. 
-" L~ . " L l ul2 = - 2 B S1n CJ. ' u22 = B , 

- L - 2 y 2 cos2 CJ. • 
19 = -B~- c-'~ 2 cos 172 , LI r z = L" E. -1 ·· . r···1J 2 (sill1]2 - cos 1]2) , 

1 
,., Z Slfl r:J. 

~11 Y = - e-112 (sin 112 + cos 172), iJu = - 12; c-'1 2 sin 1]2 • 

(1224) 

b) Oberer Rand (Ahb. 8H). 
Belastung X 1 = l. Li_ . 

021 = 2 13 Sill CJ. ' 

.. 2 v2 cos 2 CJ. 
_1 rz = _·L-Eh-- e-'71 cos 1JI' 

1 

(1225) 

Qy = -c-'11 sina(sin 1]1 - cos 1]1). 

012 = ~1 sin a, 022 = ~, l 
- L 1 _ -- 2 y2 cos2 CJ. _ • 

{} = 8 c '~ 1 cos lh, . . LI r. =- LiE hs~n ~ c '~'~m 171 ~ cos 1]1), 

11,1 Y = c-'~ 1 (sill 'h + cos 1]1), Qy = - L e-'~ 1 Sill 171. 
1 

Belastung X 2 = 1. 

(1226) 

\V erden die Randkräfte X 1 , X 2 , mit einem anderen Richtungssinn als in Abb. 813 
und 814 festgelegt, verwendet, so sind die Vorzeichen in (1223) bis (1226) ent
sprechend abzuändern. Für die Belastungszahlen gelten die 
Bemerkungen auf S. 774. (Vgl. auch die Beispiele auf S. 786ff.) 

Um die Näherungslösung (1218) mit konstantem L nach 
S. 776 zu verbessern, wird die Gleichung (1217) schrittweise für ~"'" 

schmale, etwa 0,5 m breite Zonen k - l, k und Mittelwerte 1/Lk ~ 
usw. aus den Abmessungen der Zonen angeschrieben. Zur Be-
rechnung der Integrationskonstanten der Gleichung für die f-----1 

Randzone 1 dienen die Stützenbedingungen. Die Gleichung (1218) .,~ ~-:---------1 

liefert die Randbedingungen für die Lösung der zweiten Zone. / 
Die einzelnen Schritte der Rechenvorschrift sind also von- ~. "fJ 1 

einander unabhängig, so daß keine mathematischen Schwierig- "'--------! 

keiten entstehen. Abb. 815. 

Die allgemeine Lösung (ll88b) der Differentialgleichung für 
die offene Kegelschale mit den Breitenkreisen r1 , r2 enthält vier Integrations
konstante C1 , 1p1 und C2 , 1p2 , die aus den vier Bedingungsgleichungen für den Ver-
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schiebungs- und Spannungszustand an den beiden Rändern bestimmt werden 
müssen. Da jedoch die Wirkung aus den Randstörungen schnell abklingt, genügt bei 
offenen Kegelschalen mit 5r1 < r2 eine Näherungslösung, bei welcher die Integra
tionskonstanten C1 , 1Jl1 zunächst ebenso wie bei der geschlossenen Kegelschale für 
C2 = 0, 1Jl2 = 0 bestimmt werden, um sie bei der Berechnung der Integrations
konstanten C2 , 1Jl2 aus der vollständigen Lösung mit den Bedingungen am Rande 
y = a zu verwenden. 

Um die elastischen Eigenschaften der Kegelschale mit denjenigen der Zylinder
schale zu vergleichen, können die allgemeinen Differentialgleichungen für die Span
nungen und Verschiebungen auf S. 774 nach F. Kann auch dadurch vereinfacht 
werden, daß die Biegungssteifigkeit der Schale im Breitenschnitt, die Querzusammen
ziehung des Baustoffs und die Verschiebung v des Breitenschnittes in Richtung der 
y-Achse vernachlässigt werden ( M ß = 0, p, = 0 , v = 0). In diesem Falle folgt aus 
den Gleichgewichtsbedingungen auf S. 774 

(Mvy)"=(Qvy)'=-Nptg~X-P.Y undmit Np=-D-~tg1X l 
y (1227) 

D tg2 cx 
B (y w")" + w -Y- - P. y == 0 . 

Diese Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians zerfällt nach H. Reißner 
in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die mit Zylinderfunktionen 
integriert werden können. 

Um die mathematischen Schwierigkeiten bei der Integration der Differential
gleichungen (1207) und (1209) zu umgehen, können die Ableitungen der Funktionen 
#, Q~, y2Q~ in den Differentialgleichungen (1213) und in den Differentialbezie
hungen (1221) der Schnittkräfte nach S. 130 durch Differenzenquotienten ersetzt 
werden, so daß fünfgliedrige Differenzengleichungen entstehen. Diese werden für 
die Intervallgrenzen einer Aufteilung des Integrationsbereichs l - a in Strecken L1 y 
angeschrieben und bilden zusammen mit den Randbedingungen in den Breiten
schnitten y = a und y =leinen vollständigen Ansatz zur eindeutigen Berechnung 
der Unbekannten. Die Rechenvorschrift dient auf S. 789 zur Untersuchung des 
Spannungszustandes einer Zylinderschale mit veränderlicher Wanddicke. 

Dubois, F.: Über die Festigkeit der Kegelschale. Diss. Zürich 1917.- Honegger, E.: 
Festigkeitsberechnung von Kegelschalen mit linear veränderlicher \Vandstärke. Luzern 191!). -
Kann, F.: Kegelförmige Behälterböden, Dächer und Silotrichter. Forscherarb. Eisenbeton 
Heft 29. Berlin 1921. 

c) Die Zylinderschale. Grundlagen der Lösung. Die allgemeinen Be

Abb. 816. 

ziehungen (1177) zwischen Verzerrung und Verschiebung der 
Mittelfläche werden durch die geometrischen Eigenschaften 
der Zylinderschale Rß. = oo, RpdiX = d y, IX = 90°, ctg IX = 0, 
Ra. = a = const vereinfacht. Mit der Abkürzung ( )' für 
d( )fdy ist nach (1177) 

ea. = ey = v', 
w 

eß = - a' Ua. =~ Uy = {}'' 

{} = w' =- a (l!Lj~ !!")', 
Up = 0, l 

J 
(1228) 

so daß die Schnittkräfte nach dem Hookeschen Gesetz (1176) 
folgendermaßen angeschrieben werden können: 

( 
1 w) Ny=D V -P,---;;' 
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Sie unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178) 

N I + p 0 Qyl + 1\ar,l + Pz = 0 ' y y = I (1230) 

Lösung für unveränderliche Wandstärke h. Die Steifigkeit D der Schale 
gegen Dehnung und ihre Steifigkeit B gegen Biegung sind konstant. In diesem 
Falle liefert die dritte Gleichgewichtsbedingung {1230) und die Zusammenfassung 
der ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen in Verbindung mit {1228) und {1229) 
zwei simultane totale Differentialgleichungen. 

{}" = - Qy Q" = D(l - pZ) {} -PI + II._ p {1231) 
B ' Y a2 z a Y • 

Durch die Elimination der einen Unbekannten entsteht die Differentialgleichung 
für die andere. 

{}IV+ _4_ {} = l fp1 _ flp) QIV+ _4 Q = _ (p~ _ fl_p )" ) 
L 4 B \ z a Y ' Y L 4 Y \ z a Y ' 

{1232) 
l 3(l-tt2 ) 

l4 =- h"·.-{{2-- . 

Die Verknüpfung von M: = Q~ mit den übrigen Gleichgewichts- und Verträglich
keitsbedingungen liefert die Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians 

IV ~- _ l ( -L 1V ") 
W + L4 W - IJ Pz 1 fl a ' {1233) 

Die vollständige Lösung der Differentialgleiclmngen für Qy oder w besteht aus einem 
von der Belastung p11 , Pz abhängigen partikulären Integral Q110 , w0 der inhomogenen 

Gleichung und aus der allgemeinen Lösung Q11 , w der homogenen Gleichung mit 
vier Integrationskonstanten. 

Qy = Q!IO + Q y 

Flüssigkeitsfüllung: 

P-y=O, Ny=O, Pz=-yy, Qyo=O, 

Füllgut im Sinne von S. 14: 

].4 a2 

Wo = - 4 B y y = - Eh y y . 

py = 0' 
P.,, max Yo I 

Pz = - Ps, lll", X (l - e-YIYo) I Q -- e-Y Yo 
.. y,- l _; 4 ( ~~r , 

W - -- p [· a2 - 1 ~--+ 4y~(~-~-·,,\4 c-vlvoJ . 0- s,max Eh lJ ) 

L, 

Die homogenen Differentialgleichungen 

d4(]. -
d(yji.) 4 +4Q11 =0 oder 

{1234) 

{1235) 

(1236) 

{1237) 

sind auf S. 7()9 gelöst worden. Das Ergebnis () 11 , w unterscheidet sich allein durch 
die Bedeutung der Integrationskonstanten. Sind diese aus den Randbedingungen 
bestimmt worden, so lassen sich alle Komponenten des Spannungs- und Ver
schiebungszustandes anschreiben. Aus Q11 (y) wird 

N" = - f Pv d y + C, Eh w = a2 (Q~ + Pz) + tt aN 11 , 

Nß = - a (Q~ + Pz), Eh{} = a2 (Q~ + p;) - fl a Pv. } {1238) 

Aus w (y) folgt 

N 11 = -fp 11 dy+C, Nß=-Eh ~ +PNv, fJ=w',} 

Jf!l = - B w", J1f ß = - p B w", Q v = - B w"' . 
(1239) 
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Die Untersuchung wird daher auf die Ableitung des Spannungszustandes aus den 
Verschiebungen w beschränkt. Nach Abb. 816 ist mit (1237) 
L 4 d4 w _ d4 w _ z y 
-[4 -d(yjl)4- + 4w = 0 oder d(Ä1J) 4 + 4w = 0, Ä = L, 'YJ = T · (1240) 

Der Buchstabe L bezeichnet eine für jede Zylinderschale charakteristische Länge, 
welche von den Abmessungen des Breitenschnittes und von den elastischen Eigen
schaften des Baustoffs abhängt. Sie beträgt bei Verwendung von Eisenbeton mit 
f-l = 1/6 

L = a: V~ f3{1- f-t2) = a: 1,31 v~r (1241) 

l/L = Ä ist eine Schalenkonstante, yfl = 'YJ die unbenannte, ortsbestimmende Ko
ordinate. Nach S. 769 ist 

w = C1 e-1.>1 cosÄ 'YJ + C2 e-••J sin Ä 'YJ + C3 e"'1 cos Ä 'YJ + C4 e"'1 sin Ä 'YJ (1242) 

und mit 

auch 

Der abklingende Anteil der Funktion allein ist eine periodisch gedämpfte Schwül
gung. Die halbe Wellenlänge ist l0 = :rcl/Ä = :rcL, das logarithmische Dekrement :rc, 

a b so daß die Amplituden der Funktion w und aller ihrer Ab
leitungen mit jeder halben Welle auf 1/23,14 des vorher
gehenden Ausschlags zurückgehen. Sie klingen also um 
so schneller ab, je größer Ä oder je kleiner L ist. Aus 
diesem Grunde gelten Schalen mit l > 7 L als unendlich 
lang nach einer Richtung. Bei diesen sind die Integra
tionskonstanten C 3 , C 4 oder A 2, y2 Null, damit die Wirkung 
der Randkräfte in 'YJ = 0 für 'YJ = oo verschwindet. 

Abb. 817. 

Die allgemeine Rechenvorschrift zerfällt daher bei 
hohen Zylinderschalen mit l > 7 L in zwei Teillösungen 
für den unendlich langen Zylinder, bei welchen 'YJ sowohl 

für w0 wie für w entweder vom oberen oder unteren Rande gerechnet wird 
(Abb. 817). In beiden Fällen ist nach (1242) 

w e-••J (Cl COSA'YJ+C2sinÄ'Yj) undmit dwfd(A'Yj)= w' usw. 

w' =- e-AIJ [Cl (sinA'Yj + COSA'Yj) + c2 (sinA'YJ- COSA'Yj)]' 

w = 2e-•~(C1 sin.it?]-C2 cos.Ä.?]), 
(1243) 

w'" =- 2 r•~ [Cl (sin.it'Yj- COSA 17) - c2 (sin.it'YJ + COSA?])]' 

Np= - Eh (w0 + w) --1- f-l N'Y, a . 

M 'Y = - B w" = - B ( w~ + ~~·) , 
w'= w~ + ~, l 
Q'Y = _ B w"' = _ B (w~' + w~~·). (1244) 

Das Ergebnis (1244) gilt selbstverständlich auch für die vollständige Lösung w 
( 1242) der homogenen Differentialgleichung. Es bedeutet mechanisch die Überlagerung 
der Verschiebungen w0 und der Schnittkräfte N'Y 0 , Npo der statisch bestimmt ge
stützten Schale aus der vorgeschriebenen Belastung p'Y, Pz mit den Anteilen 
w, M'Y, Mp aus den Biegungsmomenten und Querkräften (X1 bis X4), welche durch 
Randstörungen, also durch statisch unbestimmten Anschluß der Schale, un
verschiebliche Lagerung und Einspannung des Schalenrandes hervorgerufen wer
den. Sind die Randkräfte bekannt, so läßt sich der Verschiebungs- und Spannungs-
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zustand der Schale nach der folgenden Rechenvorschrift anschreiben: 

w = w0 +.}; X;W;, Nfi = Nfi 0 + 2 X;Nfii• (i = l, ... , 4). (1245) 

Die Komponenten w0 , Nfi 0 aus der Belastung der statisch bestimmt gestützten 

biegungssteifen Schale stimmen ebenso wie bei der Kugel- und Kegelschale nahezu 

mit den Schnittkräften und Verschiebungen des Längsspannungszustandes überein 

und sind in einzelnen Belastungsfällen mit diesen identisch. Daher können die Kom

ponenten w0 , Nfi 0 nach den Angaben in Abschn. 80 eingesetzt werden. Die Schnitt

kräfte Nfi'' My; und die Verschiebungen W; der biegungssteifen Schale werden für 
X,= 1 aus den homogenen Gleichungen (1237) berechnet. Dabei sind die übrigen 

Randkräfte Null. Die Integrationskonstanten werden dabei allerdings in der Regel 

für die Randbedingungen eines nach einer Richtung unendlich langen Zylinders 

angegeben, zumal diese Lösung bereits aus Abschn. 22 bekannt ist. 

Lösung für X 1 = 1 (Abb. 818a): 

2 a <•i , 
N fil = - · -L-- e- cos A 17, 

{} _ _ 2_ a2 -I. ,1 ( • 1 + , ) l 
' 1 ~ L2 b~;'l e. SlnA'i) COSA'i) , 

My 1 - - L e s1n ). 11 , 

Qy 1 = e-••1 (sin). 'I]- cosA 'I]) . 

( 1246) 

2 a2 -l.•i , -- --- e COS A IJ. 
LEh ' 

Lösung für X 2 = l (Abb. 818b): 

2 a2 -<'I ( " . 1 ) 
W2 = - I 2 Kh- e cos A 17 - sm A 'I] , 

(1247) 

Die Anschlußkräfte X; (i = I ... 4) sind durch die geometrischen oder statischen 

Be~ingungen aus der. vorgeschriebenen Abstützung a b I 
b;(~ = 1 ... 4) der be1den Schalenränder a, b oder & I &_ . 
durch ihre Verbindung mit benachbarten Bauteilen . 1 I 
(Platte, Kegelschale, Kugelschale) bestimmt. Die I I 

Buchstaben CJ; bedeuten dann die gegenseitige Ver- . ~ {; .
1 schiebung der Ränder oder die gegenseitige Ver- \ I !. - ::" 

drehung der Endtangenten der benachbarten rota- , -""-z X.~ z 

tionssymmetrischen Flächen (CJ; = CJ,. 1 + b; 2 , vgl. Abb. 818• 2 

S. 773). Auch hierbei wird in der Regel ~it dem 
einseitig unendlich langen Zylinder gerechnet, um die Aufgabe zu vereinfachen. 

Nach (1246) und (1247) ist 

2 a 2 

()11 • 2 = Ilf"h' (1248) 

l. Starre Einspannung des Randes a ('I] = 0) eines unendlich langen Zylinders. 

CJ1 = xl bn + X2 CJ12 + CJ1o = o, 
b2 = xl CJ21 + X2 CJ22 + CJ2o = o. 

(1249) 
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2. Gelenkige Lagerung des Randes a (r; = 0) eines unendlich langen Zylinders. 

Ma= X 2 = 0 

und <51= xl <5n + <510 = 0' 
LEk 

also mit (1248) Xl = - Qa = - 2 a2 Wao· (1250) 

Damit sind nach (1244) auch die Formänderungen und Schnittkräfte bekannt. 
Zylinderschale mit h = const als Behälter (Abb. 819). Der untere Rand 

des Mantels ist im Behälterboden starr eingespannt, der obere Rand kann frei, 
gelenkig gelagert oder ebenfalls eingespannt sein. Um die strenge Lösung der Auf
gabe zu begründen, sollen die Abmessungen des Behälters eine relativ große cha
rakteristische Länge L bestimmen und daher die Integrationskonstanten der 
Lösung (1242) von den Bedingungen an beiden Rändern abhängen. Nach S. 760 ist 

L a2 
Pz= -yy = -yLA.r;, Wo= -yTIA.r;. (1251) 

Die vollständige Lösung w = w0 + w der inhomogenen Differentialgleichung lautet 
daher nach (260) transformiert 

w= -y~~2 A.r;+ U1 cosA.r;~o)A.r;+ U2 cosA.r;~inA.r;+ U3 sinA.r;~o)A.r; 
+ u4 sin A. 'YJ ~in A. 'YJ. (1252) 

Werden die Ableitungen der Funktion w nach der Veränderlichen (A.r;) mit w·, w·· 
usw. bezeichnet, so sind nach (1244) 

1 B B B 
D=L-w·, My=-vw··, Mp=-t-ti.2 w··, Qu=-y_äw···.(1253) 

Die Funktionen w· usw. sind auf S. 141 angeschrieben. Die Vorzahlen sind 

1 1 v~--· B E h2 1 
L = a 3 h2 (1 - t-t2) , v -4a f~'l (1- ~2), (1254) 

so daß die Integrationskonstanten U1 .•. U4 leicht aus den Randbedingungen für 
A. r; = 0 oder A. r; = A. berechnet werden können. 

1. Oberer Rand frei, A. r; = 0 mit u;·· = 0 und u;··· = 0, unterer Rand ein
gespannt l.r; =A, mit w = 0, w· = 0. 

U _ _ ~ cos Je @>in Je + sin Je <Eof Je - 2 Je cos Je <Eof Je u4 = O, l 
1 - Y Eh Je (cos2Jc + <Eof 2 Jc) ' 

UQ= _ ~ cosJ.GinJ.-sinJc<EofA-1/A·cosJc<EoP= U. J 
- Y E h cos2Jc + <Eof2 Je 3 

(1255) 

2. Oberer Rand gelenkig gelagert A. r; = 0 mit w = 0 und w ·· = 0, unterer Rand 
eingespannt A.r; = A. mit w = 0, w· = 0. 

U = _ ~ 1./} .• sin Je <Eof ). - sin Je @>in Je- cos Je <Eof Je l 
2 Y E h <EoP Gin Je - cosJc sin ). ' 

U = + l a2 1/}. · cos Je @>in Je+ sinJc @>in Je- cosJc <Eof Je 
3 y Eh <Eof Je @>in Je - cos Je sin Je • 

(1256) 

3. Oberer Rand eingespannt A1J = 0 mit w = 0 und w · = 0, unterer Rand ein 
gespannt A.r; =A. mit w = 0 und w· = 0. 

U1 =0, U = _ ~ (@>in}. + sin Je) sin Je - Je (sin Je <Eof Je + cos Je @>in Je) I 
2 YEh Jc(@lin2 Jc-sin2 Jc) ' 

U = _ ~ Je (sin Je <Eof Je + cos Je @>in Je) - @>in Je (sin Je+ @>in Je) 
3 Y Eh Je (Gin2 Je - sin2 J,) ' I 

U = _ ~(<EofJc-cosJc)(@linJc+sinJc)-2JcsinJc@linJc 
4 Y Eh Je (@lin2 Je - sin2 Je) • 

(1257) 
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Damit sind auch alle Komponenten (1253) des Spannungs- und Verschiebungs
zustandes bekannt. Ihre Berechnung wird durch die bekannten Tabellen der hyper
bolischen Funktionen von K. Hayashi erleichtert. Sind diese nicht zur Hand, so 
kann in der Regel (h ~ a) 

8in A = [o' A = 1 c.< 
I 2 

gesetzt und ci· als num ln c;. = numJ. nach Taschenbüchern bestimmt werden. Das 
Einspannungsmoment ist dann für 17 = l und fl = 0 in allen 3 Fällen 

a2 h2 
.ZYI y"""' Yßz A (A- l). (1258) 

Berechnung eines Wasserbehälters. 

a) Vollständige Lösung nach (1252) für starre Einspannung des unteren Schalenrandcs. 

a = 9,0 m; I= 9,0 m; h = 0,30 m; afh=30. 

Nach (1241) ist L =- !l.~ = l,25S, 
L31 po 

A=7,17, ;; = 1 t/m3 , E = 2100000 tjm2, 

l a 2 

;; Eh = l, 156 · L0-'1 . 

---~~- 18,00m.~~~->l 

I. Oberer l{and frei. Xach (1255) ist U 4 -= 0 und Abb. Hl9. 

r_: = _ 1 156 . 10_3 40H,64 + 504,60 --=_14,3_4. 409,64 _ . _7 
1 ' 7,17. 423275 - 18•89 10 , 

409,64 - 504,60 - - 1 . 409,64 
[' ~_- 11-6 10 l 7,17 
'2= '3=- 'J. -, 423275 -=4,15·10-7, 

I I I ~< '-"_):2 
,_ ---- t 1 Oberer Rand frei 

i ~~ z " " gelenkig gelagert 

I 
~f'-:-f- 3 " " 

(•ingespannt 

I I 3 ~~"- f4 4 " 
,. frci,h''=O,s.S.79 0. 

: 
'. 

~ 

r'" --
I f' I ! ! 4j~ l__ 

fl '0 I I I 
'yTV ' 

r/ ~ I - ) )i 
/( - I / 

V /I I 

~ r:!.. i 
__.; 

--- i I --:::- :..-- : 
1 u2 V I I I + 

-2 -1 0 1 2 3 II 5 6 7 
Biegungsmomenf ~ in mt/m 

0,11 0,2 0 -0,2 -0,11 -0,6 -0,8 -1,0 -1,2 -1,11 
Ausbiegung ro in mm 

Abb. 820. 

damit nach (1252) und (1253) mit (1251) 

w = -0,161 • 10-3 }.1) + 10-7 [18,89 cod 17 G:oj }, 1) + 4,15 (cod 1) Sin Je 1) + sin Je 1) G:oj'Jc 17)], 

M. = 0,614 • 10-3 [18,89 sin Je 1) Gin }.1) + 4,15(sin Je rJ Q:oj J.1)- cos Je 17 Sin }.1))]. 

Am unteren Eantl ist Jf a = 6,08 mtjm. 
2. Oberer Eantl gelenkig gelagert. Nach (1256) ist 

u 1 = u 4 = 0' u 2 = 23,05 • 10-7, 
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3. Oberer Rand starr eingespannt. Nach (1257) ist 

ul = o. U2 = 23,06 • 10-7 , U3 = 1.598. 10-·4 , U4 = -1.585 -10-'. 
Die Ausbiegungwund die Eiegangsmomente Mv sind in Abb. 820 dargestellt. Die Ringkraft .Vp 
ist nach (1244) proportional der Ausbiegung w. 

b) Näherungsweise ist für alle 3 Randbedingungen nach (1258) 

9 02 .0 302 M."" 1.0 ' 6 . 9:0 · 7,17 · 6,17 = 5,97 mtfm. 

c) Die Teillösung (1243) für den unendlich langen Zylinder ergibt nach (1249) 

LBy - ' 
M. = T (A- 1) = 6,12 mt1m. 

DerVerlauf derFunktionenwund M 0 stimmt mit den Kurven 1 und 2 Abb. 820 so gut über
ein, daß der Unterschied in der Zeichnung nicht hervortritt. 

Untersuchung eines Wasserbehälters nach (1234) bei verschiedenen Randbedingungen. 

a) Starre Einspannung des unteren Schalenrandes. 

I 

I 
I 

I 

a = 3,0 m, 

Nach (1241) ist 

l=9,0m, h=0,3m, ajh = 10. 

L = ---3•0-== = 0, 723 , 
l•-TV l 1,31 f 10 

I 
\ 

' ,_ ... 
A. = 12,45, y = LO tfm3 , E h = 0,63 · 106 • 

Für den Längsspannungszustand ist nach (1154) 

aB a2 
wo=-rEh (l-y), wa=rEh-

Abb, 821. Damit wird nach (1249) das Einspannungsmoment 

L2Eh( a2l a2) Vy 
M.=X2=-~ -yEh +LyEh = 2 -(i.-1) =2,165mtjm 

L2 
X 1 =2y(2A. -1) =6,25tfm, 

und 

so: daß nach (1243) und (1244) Formänderung und Schnittkräfte bestimmt sind (Abb. 824a). 

w = -y ~; [ 1 - 'YJ - e-'"'1 ( cos i. 'YJ + ( 1 - ~) sin A 'YJ)] , 

Abb. 822. 

b) Elastische Einspannung in eine Kreisplatte (Abb. 824b). 
1. Formänderungsgrößen nach S. 773 für die Kreisplatte mit Tabelle 63. 

EhU 
h* =0,40m, N= = 11520mt. 

12 (1- p.2) 

X1=1: t5u,1=t521,1=0, wf=O, M,,1=0. 

3,0 a 2 
X2 = 1: t5 = ---= 223 2 ·10-6 w* =- ----IP1=-335·10-6 ·flll· M,,2=-l. 22,1 N(1+p.) ' ' 2 2N(1+p.) ' 

l a 3 

P = yl: t51o,l = 0, 02o,1= -y 8 N(1 + p.) = -2265 ·10-6 • 

l a4 wt = Y 64 N (1 + p.) [2 (3 + p.) fll1 - (1 + p.) fll0] = 5365 · 10-6 (fll1 - 0,184 fll0), 

la 2 

Mr,o = 1'16 (3 + p.) fll1 = 16,07 fll1. 

2. Formänderungsgrößen für die Zylinderschale nach (1248) 

011, 2 = 39,5 · 10-6 , 012, 2 = -54,7 • 10-6 , 022 ,2 = 151,2 · 10-6 , 

010,2 = Woa = -128,6 • 10-6 , t52o,2 = w0a = 14,3 · 10-s. 
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3. Berechnung der Anschlußkräfte nach S. 773 mit 61 k = 6ik, 1 + 6;k,z· 

Xl Xs 

x1 = I4,5I8 tfm. 

X 2 = 8,I33 mtfm. 

4. Formänderung und Schnittkräfte der Schale Abb. 824 b. Nach (I243) und (1244) ist 

a2l 
w = -y Eh (I -1}) + I4,5I8 w1 + 8,I33 w2 

= -I28,6 · I0-6 [{I - 1)) - e-i.~ (cos Ä 1) + 3,44 sin Ä 1))], 

M. = I4,5I8 M 1 + 8,I33 M 2 

= -2,358 c-Ä•J (sin Ä 1)- 3,44 cosÄ 1)). 

5. Formänderung und Schnittkräfte der Platte. Abb. 824 b. 

w* = 5365 · I0-6 (ct>1 - O,I84 <1>0) - 8,133 • 335 • I0-6 <1>1 

= I0-6 (2640 <1> 1 - 987 <Po), 

M, = I6,07 <1>1 - 8,133. 

c) Elastische Einspannung in eine Kugelschale. Abb. 824c. 
I. Formänderungsgrößen für die Kugelschale nach (ll97) 

und (1199) mit 
a* = 4,67m, 

Nach (ll85) ist 

h* = 0,20m, a*fh* = 23,35. 

I 
- = 695 . I0-6 ' 
B 

und mit IX2 = 40°, sin IX2 = 0,64-28, Eh* = 0.42 · 10-6 , 
Abb. 823. 

611,1 = 58,I. I0-6 ' ~12, 1 = -122,5. I0-6 ' 622,1 = 5I3. I0-6 • 

Mit f ~~ 9 + 4,67·cos IX2 = 12,58 m und ffa* = 2,69 wird nach (1132) 

~\0 , 1 =LI Yoc 2 =- 136 • I0-6 und 'J20 , 1 = {}oc 2 = 33,3 · I0-6 • 

Die Horizontalkraft H beträgt nach S. 752 mit (ll32) 

a* 2 ( f I - cos3 IX2) H = +Na 2 COSIX2 = -y - 6 3 -*- 2--.-2 - cos IX2 = -15,1 tfm 
a Sill IX2 

und damit nach (1201) 

<5~0 , 1 = 15,1· 58,1· I0-6 = 878. I0-6, 

so daß 

610,1 = ( -136 + 878). I0-6 = 742. I0-6 ' 

6~0 • 1 = - 15,1 • 122,5 • I0-6 = - 1850 • I0-6 , 

620,1 = (33,3 - 1850) I0-6 = -1816,7. I0-6 • 

2. Formänderungsgrößen der Zylinderschale wie unter b). 
3. Berechnung der Anschlußkräfte nach S. 773 mit 6ik = 6u, 1 + 6ik, 2 . 

x1 x2 

97.6 -177,2 - 6!3,4 X 1 =- 2,634 tfm, 

X 2 = 2,0ll mtfm. 

4. Formänderungen und Schnittkräfte der Zylinderschale nach (1243) und (1244) 

w =- I0-6 • 128,6 [(I - 1)) + 1,67 e- 1 ~ (cos ), 1) - 0,5I3 sin A1))], 

M. = 3,917 e-Ä•J (sin A1) + 0,513 cos A1)). 

5. Schnittkräfte in der Kugelschale nach (ll92) 

Moc= (X1 + H) M 1 + X 2 M 2 = e-kw [5,94sin (k co)- 2,84cos (k w + ~)]. 
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Bd. II. 50 
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d) Berechnung für Temperatur und Schwinden bei eingespanntem unterem 
Rand. 

Die Formänderungsgrößen aus X 1 = I, X 2 = 1 werden wie auf S. 784 

<5n = 39,5 • 10-6 , ß12 = - 54,7 • 10-6, r522 = 151,2 • 10-6 • 

a b c tl 

..... 
+8,138mt/m . -D,ßlßmm \ 

t~' ~ I -~1.iJ 
~ ro• k%f ~ I 

-~ ~'~ 
Abb. 824. 

Für Temperaturwirkung ist nach (ll57) mit rx. t = 10·10-6 

ß1o = Woa =- rx.t • t • a =- 30 • t • I0-6, 

Damit lauten die Gleichungen auf S. 773 

x1 x2 

39.5 - 54.7 x1 = 1,522. t tfm, 

-54·7 151,2 0 x2 = 0,551 . t mtfm. 

Formänderung und Schnittkräfte betragen nach (1243), (1244) Abb. 824d 

w = -30 • t. 10-6 [I- e-Ä•J (cosÄ. 1J + siu Ä 17)], 

M = -0,551 e-Aq (sin Ä 1J- cos Ä 1]). 

Berechnung eines Silos. 

l. Geometrische Grundlagen. 

Abb. 825. 

Zylinderschale: a = 3,0 m, l = 9,0m, h = 0,20m, 

Eh= 0,42 • 106, afh = 15, L = 0,591 m, 
Ä = 15,25' 1] = yft. 

Kegelschale: rx. = 45°, l* = 4,24 m, h* = 0,25 m, 

Eh*= 0,525 • 106 , Lf = 0,788 m, B* = 106/355, 
1J2 = s2fLf • 

2. Belastung. Füllgut: Roggen. Nach S. 14 ist (Abb. 825) 

y = 0,7 tfm3 , k1 = 0,248, p' = 0,44, FfU = 3/2, 

0,7 3 39 
Ps,max = 0,44 2 = 2, ' 

2,39 9 6 
Pb,ID&X = 0,248 = ' 2' 

z- __ !L_= 1375 
0 - 0,44. 0,248 ' ' 

l-y 9-y 
p. = 2,39 (1 - e-"), Pb= 9,62 (1 - e-") • "= -- = 13 75 • 

Zo '• 



Berechnung eines Silos. 

Zylinderschale: P. =- 2,39 (1 - e-~). 

Kegelschale: 
( l+y) 

P': = -p,sin2 cx.- p.cos2 <X = -6,01 1- e Zo , 

16,96- y* P': =- 6,01 (1- e-"*), ~* = ---- -- ---
19,43 . 

3. Formänderung der Zylinderschale. 
a) Membranzustand. Nach (1155) ist 

3 02 
Wo=-- Qj2 • 10-6 • 2,39 (1- e- ") =- 51,3 • 10-6 (1- e-"), 

{) - 51,3 • I0-6 -X- 3 73 I0-6 -X 

o-~75 e - ' • e ' 
so daß mit y = 0: 

o10, 2 = - 24,6 · I0-6 , 020,2 = 1,94 • I0-6 . 

b) Für die Belastung aus X 1 = 1, X 2 c= 1 (Abb. 826) ist nach (1248) 

o11, 2 = 72,5 · I0-6 , 012, 2 = - 122,6 . I0-6 ' 022,2 = 415,0. I0-6 • 

4. Formä:uderung der Kegelschale. 
a) Membranzustand. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (ll38) folgt 

Npo = -y*p. = 6,01 y* (1- e-"*) 
und 

(N 11 o y*)' = 6,01 y* (1 - e-"*) , 
woraus 

787 

Nu o = 6,01 [:V; - 19,43 e-"* + 19;!32 (e->-• - e- 0•872) J. 
Abb. 826. 

Damit wird nach (ll40) 

LI r,, 0 = 8,1 · 10-6 y* {y* (1 - e-"•) - p. [ y; - 19,43 e-"• ( 1 - !9;!3) - 19;!32 
8 -0,8?2 ]} , 

und nach (ll41) 

D: =- 11,46 • I0-6 [-~- y*- e-x• ( 19;~~ - 19,43 + 2 y* + 1~:~) + 19;!32 . e-0,872 J . 
Die Formänderungen am Rande im Sinne der Definition nach Abb. 826 betragen daher 

<f10,1 = (Lir,,o) 11•=!* = 63,3 • I0-6 , 

b~o.1 =- ({}~)u•=!* = 29.3. I0-6 • 

b} Für die Belastung aus X 1 =c I. X 2 = 1 ist nach (1223) und (1224) unter Beachtung des 
Wirkungssinnes von X 2 nach Abb. 826 

Ou,1 = 43,4 · I0-6 • 612,1 = 77,9 · I0-6 , 622, 1 · 279.5 • I0-6 . 

c) Belastung H. Nach Abb. 767 ist 

und nach (1201) 
H = + (N 11 olu•=z• · cos IX=+ 4,67 t 

6i0, 1 =- 4, 67 · 43,4 • I0-6 =- 202,5 • I0-6, 

0~0,1 =-4.67. 77.9. I0-6 =- 363,5 ·I0-6. 

5. Berechnung der Überzähligen. 

ou = (72,5 + 43,4) • I0-6 = ll5,9 · I0-6 , 

012 = (-122.6 + 77,9) ·10-6 =-44,7 ·I0-6, 

022 = (415,0 + 279,5) I0-6 = 694,5. I0-6 • 

610 = (- 24,6 + 63,3 - 202,5) I0-6 =-163.8. I0-6 , 

020 = (1.94 + 29,3 - 363,5) I0-6 =- 332,26. I0-6. 

x1 x2 
rrs.9 - 44.7 163,8 

694.5 332,26 

X 1 = 1.639 tjm. 

X 2 = 0,584 mtjm. 

50* 



788 81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen. 

6. Formänderung und Schnittkräfte der Zylinderschale nach (I243) und (I244) 

w = w0 + 1,639 w1 + 0,584 w2 

=- 51,3 • I0-6 [(I - e-") - 0,923 e-"•1 (cos A 7J + I,5I6 sin Ä. 7J)] . 

M. = 1,639 M 1 + 0,584 M 2 = 0,384 e-"'' [I,5I6 cos Ä. 7J- sin Ä. 7J] . 

7. Formänderung und Schnittkräfte der Kegelschale 
nach (I202) und (I22I) 

Ar, =Lir., 0 + (I,639- 4,67) Llr1 ,1 + 0,584Lir.,a 
=Lir,,o- 3,03I Llr., 1 + 0,584Lir.,a. 

LI r,, 0 auf S. 787. Nach (I223) und (1224) ist 

LI r •,1 = 2,4I • I0-6 y*2 e-~• cos 7J2 , 

Llr., 2 = 4,33 ·I0-6 y*~ e-'7• (cos 7J2 - sin 7J2), 

Mt =- 3,03I M 1 + 0,584 M 2 = 0,584e-~• [ cos 7J2 - l, 72I sin 7J2] . 

Abb. 827. Formänderung und Schnittkräfte sind in Abb. 827 dargestellt. 

Berechnung eines Kühlturmes. 

I. Geometrische Grundlagen (Abb. 828). 

Zylinderschale: a = 5,5m, l = I5,0 m, h = 0,07 m 

Eh= 0,147 · 106 , afh = 78,6, L = 0,474 m, A. = 31,7, 7J = yfl. 

Kegelschale: ot = 65°, l* = I7,0 m, a* = 13,0 m, h* = O,IO m 

Eh*= 0,210. IQ&, L: = 0,596 m, B* = I06/5560, 

2. Belastung. Eigengewicht. 

Zylinderschale g = O,I68 tjm2; Kegelschale g* '= 0,24 tjm2. 

3. Formänderung der Zylinderschale. 
a) Membranzustand. Nach (1153) ist 

w0 =- Jh agl (I-7J) = -I0-6 ·I5,73 (I-7J), 

~ Do = IQ-6 • I5~73 = IQ-6. 1,05, 

lJ_ I so daß mit 7J = 0 610,2 = - I5, 73 • I0-6 , 
... 620,2 = 1,05 • IQ-6 • 

I 
I b) Für die Belastung aus X 1 = I, X 2 = I 

(Abb. 829) ist nach (I248) 

611, 2 = 868 • I0-6 , 612,2 = - 1836 • IQ-6 ' X. X, I 
X,IH I 

622,2 = 7750. IQ-& • 

4. Formänderung der Kegelschale. . 
a) Membranzustand. Nach (1142) und (1145) 

Abb. 828. 
ist mit z = y* sin ot und 

Abb. 829. 
G0 = g .Z • 2 an = 87 t 

g*yu { p. [ (a')2]} p.G Llr,,o=- Eh* cos2rxctgrx I- 2cos2rx I- y* + 2nEh*osinrx 

w-6 { I2.I2 _ 0.0444 y* 2 [ l,l45 + ( ~~ YJ}. 
Do = - --· -- - + p. - (2 + p.) cos2 ot - - - - 0 g* y* ctg ot [ I I ( a*)2] G 

Eh* sin ot 2 2 y* Eh· 2 n y* sin2 rx 

= - w-s { 0,294 y* [ o,56 - ( ~~ YJ + 8:~3 }. 
Mit y* = a* wird (510, 1 = - 3,96 • I0-6 • 620,1 = -4,49 • I0-6 • 



Berechnung eines Kühlturmes. 

b) Die Belastung X 1 = 1, X 2 = 1 liefert nach (1225) und (1226) 

Öu, 1 = 482 • I0-6 • !512,1 = 896 . I0-6 • !522, 1 = 3320 • I0-6 . 

c) Belastung H. Nach (1145) ist 

und daher nach (1201) 

G 
H = -- _o_ ctg oc = + 1,175 tfm 

2:na 

öio, 1 = -1,175 · 482 · 10-6 =- 566 ·I0-6 , 

!5~0,1 =- 1,175. 896. I0-6 = -1053. I0-6 . 

789 

5. Berechnung der Überzähligen. (Ö;k = Ö;k, 1 + Ö;k, 2, Ö;o = ;fto, 1 + Öjo,1 + Öto,2l 

xl x2 
1350 58r x1 = 0.532 tfm. 

- - ---- -- ----

-940 II070 1056 x2 = 0,141 mtjm. 

6. Formänderung und Schnittkräfte der Zylinderschale nach (1243) und (1244) 

w = w0 + 0,532 w1 + 0,141 w2 

= -15,73 · I0-6 [(1 -1]) - 12,85 e-l•J (cosÄ 1J + 1,281 sin Ä 1])] , 

M. = 0,532 M 1 + 0,141 M 2 =- 0,110 e-l•J (sin Ä 1J- 1,281 cos Ä 1]). 

7. Formänderung und Schnittkräfte der Kegelschale nach (1202) und (1221) 

Llr, = Llr,, 0 + (0,532 -1,175) Llr,, 1 + 0,141Lir,, 2 

=LI r,, 0 - 0,643 LI r,, 1 + 0,141 LI r., 2 • 

Llr., 0 aufS. 788. Nach (1225) und {1226) ist 

LI r., 1 = 2,855 · I0-6 y* 2 e- 'lt cos 1]1 , 

LI r •• 2 = - 5,28 · I0-6 yu e- 'lt (sin 1]1 - cos 7)1) • 

Formänderung und Schnittkräfte sind in 
rv Abb. 830 dargestellt. 

Die Zylinderschale mit ver
änderlicher Wanddicke. Näherungs
lösungen der allgemeinen Aufgabe ent
stehen nach S. 778 durch die Unterteilung 

Abb. 830• des Integrationsbereichs l in n gleich- Abb. 831. 

große Abschnitte LI y = s mit der Punkt-
folge 0, 1 ... k ... n und durch die Umwandlung der Differentialquotienten der 
Differentialgleichung des Problems in Differenzenquotienten. 

Die Differentialgleichung der Biegelinie w des Meridianschnittes mit beliebig 
veränderlicher Wanddicke h lautet nach (1229) für 

M"+ Np +P = 0 
'V a z ' M~ = - (B w")": 

(
113 w")" + 4 w !!___ ~ Q - p.2) = 12 (!__-=_p.__2) P . 
hß h0 a 2 h~ E hß z 

(1259) 

Aus dieser werden nach (211) mit hkfh0 = C1, die folgenden Differenzengleichungen 
abgeleitet: 

1-3 LJ2 2 1-S LJ2 1-S LJ2 4 ,_ S4 _ 12 (1- p.2) s4 p 
"k--1 wk-1- .,k Wk + .,k+l Wk+l + "Tc L' Wk- · Eh~ z,k· 

Sie lassen sich nach S. 130 umformen 

C~-1 wk-2- 2 W~o--dC~-l + w + wk (c~-1 + 4 [c~ + Clc ~:] + c~+l) J 
1-s 1-s 3 _ 12 (I - p.2) s4 ) 

-2wk+1(.,k+.,k+t)+Ck+lwk+2 ___ Ehg -Pz,k• k=1 ... (n-1. 

(1260} 
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Die Rechenvorschrift besteht neben diesen (n -1) linearen Gleichungen aus vier 
Randbedingungen für w, w', M oder Q am Rande y = 0 und y = l. Sie enthält 
ebenso viele Wurzeln wk(k = -1 ... n + 1), die daher eindeutig bestimmt sind. 
Die Randbedingungen sind Vorschriften über den Verschiebungs- oder Spannungs
zustand. Dieser läßt sich nach (1229) ebenfalls durch Differenzen ausdrücken. 

Sind keine Randbedingungen vorgeschrieben, sondern nur durch die Verbindung 
des Breitenschnittes mit anderen elastischen Bauteilen bestimmt, so müssen hier 
ebenso wie auf S. 781 zunächst die Anschlußkräfte berechnet werden. Die Kompo
nenten <510 , ~20 des Verschiebungszustandes ergeben sich in der Regel aus der 
partikulären Lösung von (1259), die Vorzahlen ~11 , ~12 , ~22 des Ansatzes lassen sich 
genügend genau aus den Differenzengleichungen eines unendlich langen Zylinders 
mit vorgeschriebenen Randkräften nach S. 789 für X1 = Q11 = 1, M = 0 oder 
X2 = M = 1, Q11 = 0 berechnen. Da die Funktionen w (y) in diesem Falle schnell 
abklingen, werden die Verschiebungen wk, 1 , wk, 2 außerhalb einer geschätzten Rand
zone Null gesetzt, ohne die Bedingungen am entgegengesetzten Rande zu berück
sichtigen. 

Berechnung des Wasserbehälters Abb. 819 für linear veränderliche Wandstärke 

Abb. 832. 

(h" = 0). 

1. Geometrische Abmessungen (Abb. 832). l = 9,0 m, a = 9,0 m. 

ho= 0,40m, h1o= 0,20m, 

l h0 
C=---=18,0, 

ho- h1o 

ho 
h. = -- (c - Y•) , 

c 

Der Integrationsbereich l wird in 10 gleiche Teile geteilt, s = 0,9 m. 

2. Belastung. Wasserdruck, P., • = - 1,0 (l- y.). 

3. Randbedingungen. Der untere Rand y = 0 ist starr eingespannt, w = 0, w'= 0, 
also w_1 = w1. Der obere Rand ist kräftefrei, Q10 = 0, Mno = 0, daher mit (1261) 

w11 = 2 w10 - w9 , 
c~ 

W12 = f'3 (Ws - 2 Wg + Wlo) + 3 W10 - 2 Wg • .,11 
4. Vorzahlen der Differenzengleichungen (1260) 

12 (1- p.2) p = P •• • = _ 0,057 (9 0 _ ) 
Ehg z,k Bo 1000 ' Y•· 

s' I'· = 0,1475. 

s' [ ] Ci-1 
k Y• c. Ci CHC~+l C. L' +4 [ ] g,o-y• 

Gl.(126o) 
+Ci+l 

-I - o,g 1,05 1,158 2,I58 O,I550 1,3I30 - -
0 0 I I 1,857 O,I475 I,I475 6,595 9 
I 0,9 0,95 0,857 I,586 0,1401 0,9971 5.719 8,1 
2 I,8 0,9 0,729 I,343 0,1328 o,86I8 4,92I 7·2 

ro3 Pz, • 
Bo 

-0,513 
0,46I 
0,4II 
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5. Die Bedingungsgleichungen unter Berücksichtigung der Randbedingungen. 

791 

3 P.,t 
IO

Bo 

6,719 -3.172 0,729 -0,461 

- 3·172 4.921 -2,686 o,614 -0,4II 

0,729 -2,686 4·199 -2,252 0,512 -0,359 

o,614 -2,252 3.556 -1,868 0,422 -0,308 

0,512 -1,868 2,988 -1,530 0,343 -0,256 

0,42.2 -1,530 2,485 -1,236 0,275 -0,205 

0,343 -1,236 2,044 -0,982 0,216 -0,154 
1--

0,275 -0,982 1,66r -0,764 o,r66 -0,103 
I--

0,216 -0,764 1,204 -0,332 - o,o5r 

o,r66 -0,332 0,313 0 

6. Auflösung. Die Iteration einer Näherungslösung liefert 

k= I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO 

roswk = -0,2396 -0,5144 -o,6616 -0,6777 -0,6131 -0,5146 - 0.4°47 -o,286o -O,I547 -0,0124mm 

7. Schnittkräfte nach (1261). Die Ausbiegung wk und das Biegungsmoment Mvlr: sind in 
Abb. 820 S. 783 durch die Linie 4 dargestellt. 

Pöschl, T., u. K. v. Terzaghi: Berechnung von Behältern nach neuerenanalytischen und 
graphischen Methoden. Berlin 1913 und 1926. - Meißner, E.: Beanspruchung und Form
änderung zylindrischer Gefäße mit linear veränderlicher Wandstärke. Vjschr. Naturforsch. Ges. 
Zürich 1917 S. 153.- Pasternak, P.: FormelnzurraschenBerechnungderBiegebeanspruchung 
in kreisrunden Behältern. Schweiz. Bauztg. Bd. 86 (1925) S. 129. - Derselbe: Vereinfachte 
Berechnung der Biegebeanspruchung in dünnwandigen kreisrunden Behältern. Verh. 2. Int. 
Kongr. f. techn. Mechanik. Zürich 1927. - Derselbe: Die praktische Berechnung der Biege
beanspruchung in kreisrunden Behältern mit gewölbten Böden und Decken und linear veränder
lichen Wandstärken. Schweiz. Bauztg. Bd. 90 {1927). - Susok, K.: Formeln zur praktischen 
Berechnung der Biegungsbeanspruchung in kreisrunden Behältern mit linear veränderlichen 
Wandstärken. Beton u. Eisen 1927 S. 450. - Steuermann, E.: Beitrag zur Berechnung des 
zylindrischen Behälters mit veränderlicher Wandstärke. Beton u. Eisen 1928 S. 286.- Miesel, 
K.: Über die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Belastung. 
Ing.-Arch. 1930 S. 22. - Flügge, W.: Die Stabilität der Kreiszylinderschale. Ing.-Arch. 1931 
S. 463.- Stange, K.: Der Spannungszustand einer Kreisringschale. Ing.-Arch. 1931 S. 47.
Abdank, R.: Berechnung ganz oder teilweise gefüllter, freitragender, dünnwandiger Rohr
leitungen mit beliebig geneigter Achse. Bautechn. 1931 S. 419.- v. Sanden, K., u. F. Tölke: 
Über Stabilitätsprobleme dünner kreiszylindrischer Schalen. Ing.-Arch. 1931 S. 24. 

82. Membrantheorie von Rohr und Tonne. 
Tonne und Rohr werden bei zahlreichen Anwendungen im Bauwesen längs der 

Ränder oder längs ausgezeichneter Mantellinien cx = const stetig unterstützt und 
bei der statischen Untersuchung unendlich lang angenommen (Abb. 833). Eine von 
x unabhängige Belastung p = p (cx) erzeugt dann mit p, = 0 einen ebenen Spannungs
zustand, dessen Komponenten ebenso wie beim biegungssteifen gekrümmten Stabe 
berechnet werden (S. 131 und 136). Durch die Abstützung einzelner Querschnitte 
des Flächentragwerks mit biegungssteifen Rahmen, Bindern oder Querwänden 
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entstehen freitragende Rohre und Tonnen, deren differentiale Streifen sich nicht 
mehr gleichartig verhalten, so daß die Spannungen nach der Schalentheorie be
rechnet werden müssen. Gelten dabei mit h ~ r dieselben Annahmen wie auf 

Abb. 833. 

S. 743, so lassen sich die inneren Kräfte auch 
hier durch Schnittkräfte, also durch Längs- und 
Querkräfte, Biegungs- und Drillungsmomente 
ausdrücken. Die räumliche Tragwirkung der 
Tonne ist zuerst von A. Föppl an Fachwerken 
(1894), von D. Thoma und E. Schwerin an 
Rohren (1920) und von F. Bauersfeld und 

U. Finsterwalder an freitragenden Gewölben (1928) untersucht worden. 
Um die Rechnung zu vereinfachen, können die Biegungsspannungen gegenüber 

den Dehnungsspannungen eines Abschnitts zunächst ebenso wie bei den rotations
symmetrischen Schalen vernachlässigt werden, wenn die Randbedingungen voll
ständig erfüllt sind oder wenn die Randstörungen keinen wesentlichen Einfluß auf 
den Spannungs- und Formänderungszustand besitzen. Das Kraftfeld der Schale 
wird dann allein durch Längskräfte und Schubkräfte beschrieben, während die 
Biegung nur geringe Nebenspannungen erzeugt. 

Zur Berechnung der Längskräfte N.,, N« und der Schubkräfte N.,« genügen die 
drei Gleichgewichtsbedingungen. Die Aufgabe ist also ebenso wie bei den rotations
symmetrischen Schalen statisch bestimmt. Die Gleichgewichtsbedingungen werden 
für die äußeren Kräfte eines differentialen Schalenteils dx·rdoc angeschrieben und 
dabei auf das Achsensystem der Abb. 838 bezogen. Der Ursprung der x-Achse 
fällt in den mittleren Breitenschnitt zwischen zwei Querstützen (Abstand 2l). Diese 
bedeuten Ränder des stetigen Zusammenhangs und damit Randbedingungen für die 
mathematische Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungszustandes. Das

Abb. 834. 

selbe gilt von der Begrenzung der Tonnen
schalen längs der Erzeugenden. Randstörungen 
des Membranzustandes sind also nur dann 
ausgeschlossen, wenn die an den Rändern 
der Schale vorhandenen Kräfte den stützenden 
Randgliedern ohne Zwang zugeführt werden 
können. 

Die Wanddicke h ist konstant, die Be
lastung p eine stetige Funktion von x und oc. 
Ihre Komponenten werden mit p.,, P11 , Pz 
bezeichnet. Die Verschiebungen der Punkte 
der Mittelfläche im Sinne der drei in Abb. 834 
eingetragenen Achsen sind u, v, w. 

Bedingungen für das Gleichgewicht der Kräfte an dem differentialen Abschnitt 
Abb. 834 

oNu+_!_oN«+p =O oN~+~!"u+p =O 
ax r aoc 'II ' ax r aoc "' ' N« + Pzr = 0. (1262) 

Die Schnittkräfte können daher unabhängig voneinander berechnet werden. 

N«=-rpz, N.,«=-J! 88:«-dx- fp11 dx+C1 (oc),l 
(1263) 

N f I 8N~« d f "'=- r a-;:- X- p.,dx + C2(1X). 
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Die Integrationskonstanten Cl, c2 sind uhabhängig von X, aber Funktionen von rJ., 

und daher nur durch Randbedingungen für x = const bestimmt. Bei freier Auf
lagerung der Schale auf zwei Querstützen sind die Längskräfte N"' an den freien 
Rändern in x = ± l Null; bei freier Auskragung der Schale sind Längskraft N"' 
und Schubkraft Nru am freien I~and Null. Randstörungen des Membranzustandes 
sind dabei aber nur dann ausgeschlossen, wenn die Dehnung von Schalenrand und 
Querstütze stetig ineinander übergehen. In allen anderen Fällen entstehen ebenso 
wie bei der Verbindung von Rotationsschale und Ringträger Biegungsspannungen, 
die sich allerdings ebenso wie dort nur auf eine schmale Randzone beschränken 
und daher keine große Bedeutung besitzen. 

Der Verschiebungszustand der Mittelfläche (u, v, w) läßt sich mit den als be
kannt anzusehenden Schnittkräften aus den folgenden Beziehungen berechnen: 

s"'= ~: =E\(Nro-flNa.), ea.=raßvoc-~-= E\(Na.-ftNro)•j (1264) 

= (1_1~ + ~ = ?(1-t~N 
Yxa. rJoc Jx Eh a.ro · 

Spannungszustand einer freitragenden Druckrohrleitung. 

I. Lösung für Eigengewicht Px = 0, Pu= g sin oc, P. = g cos a;. 
Nach (1263) ist Na. = - a g cos oc , 

Na.x =--~-I a g sin ocdx- g I sin oc dx + C1 =- 2g :>: sinoc + C1 . 

Abb. 835. Schnittkräfte infolge Eigengewicht. Abb. 836. 

Aus Symmetriegründen ist Na.x = 0 für :>: = 0, also C1 = 0. 

N X = + - - 2 g :>: cos oc d :>: + c2 = - cos oc (x2 + C2) • 1s g 
a a 

Für x = l ist N x = 0, also C2 =- - 12• Die Schnittkräfte lauten nunmehr 

1 
.L 

Na.=-gacosoc, Na.x=-2gxsinoc, 12 ( x2) Nx=-ga--;;'i 1-12 cosoc. 

Sie sind in Abb. 835 dargestellt. 

Wasserfüllung ohne Überdruck 
f-a. 

- ~ Wrrsserlü/lung mit (/{;eryjf'IICK ~ 
f-II(),Om !l! 

~--------------~al-45Um--------------~~~ 

Abb. 837. Schnittkräfte und Spannungstrajektorien in einem Rohrabschnitt. 
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2. Lösung für Wasserüberdruck Px = 0, Pv = 0, P. = -- y (f - a cos tX) (Abb. 836). Die 
Integration nach (1263) liefert 

N"' = a2 y ( j__ - cos tX) , 
\a 

N"' x =- y a x sin tX , 12 ( x2) N =-y-- l-- coscx: 
X 2 [2 • 

Die Schnittkräfte und Spannungstrajektorien sind bei \Vasserfüllung ohne Überdruck, also 
für I = a = 1,10 m auf der linken Seite, bei Wasserfüllung mit I = 40,0 m auf der rechten 
Seite der Abb. 837 eingetragen. Die Rauptspannungen werden also bei wachsendem Überdruck 
immer mehr zu Ringspannungen. Dabei wird die Durchbiegung des Rohres kleiner. 

Die Tonnenschale mit Querstützung. Die Mittelfläche der Tonnenschale 
ist ein zum Meridianschnitt IX = 0 symmetrischer Abschnitt einer Zylinderfläche 
mit parallelen Rändern IX= IX*= const. Die Krümmung des Breitenschnittes 1/r 
ist eine Funktion von IX, die Wanddicke h in der Regel konstant. Das Flächen-

~ 
tragwerk ruht entweder auf allen vier 

. Rändern oder trägt sich zwischen den 
Y « Querwänden frei. Daneben sind auch noch 

~ . and.ere Stützungsmöglichkeiten vorhanden. r Die Belastung p wirkt stetig, wird aber 
Abb. 838. im Hinblick auf die Anwendung im Bau-

wesen derart angenommen, daß Px = 0 und 
p'll, Pz allein stetige Funktionen von IX, also unabhängig von x sind. Die all
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1263) lauten dann folgendermaßen: 

Na=-p.r, N","'=-(P'U+! a~a)x+C1 (1X), l 
l 8 ( · l 8Na) x2 l 8C1 (cx:) 

Nx=-rfia P'U+-;--a;: 2-ra~+C2 (1X). 

(1265) 

Tragwerk und Belastung sind zum Querschnitt x = 0 symmetrisch, so daß zur 
Berechnung der Integrationskonstanten C1 (1X), C2 (1X) bei freier Auflagerung der 
Ränder x = ± l folgende Bedingungen gelten: 

x=O: Nu=O also CJ{1X)=0, l 
X = ± l: N ~ = 0 also c2 (1X) =- _!_ _i__ (P + _! aN"'-)!!_. (1266) 

~ r 8cx '11 r 8cx 2 

Die Schnittkräfte sind daher 

Na=-P.r, Nocx=-(PY++ 8a:rx-).1>, Nx=-+a8cx(PY+! 80:"'-)(~x} (1267) 

Ist x = 0 der freie Rand einer einseitig eingespannten Tonne mit N., = 0, Nax = 0, 
so ist C1 (1X) = 0 und C2 (1X) = 0. 

An den Längsrändern IX* = const werden in der Regel Längskräfte N; und 
Schubkräfte N:x an Randglieder abgegeben. Der Längsspannungszustand der Schale 
bleibt dabei aber nur erhalten, wenn Dehnung und Spannung in der Grenzschicht 
zwischen den benachbarten Bauteilen stetig ineinander übergehen, ohne daß 
Eiegongsspannungen entstehen. 

Sind die Endtangenten des Breitenschnittes senkrecht (IX* = 90°), so sind bei 
lotrechter Belastung die LängskräfteN; Null und daher am Rande nur noch Schub
kräfte N:x vorhanden, die einem Randglied zugeführt werden müssen. Sie sind 
nach (1267) zum Breitenschnitt x = 0 symmetrisch und erzeugen im Querschnitt x 
des Randgliedes eine Längskraft 

<C 

S ( 1 aN rx) J ( 1 aN"') (12 _ x2) 
=- p +-- xdx= p +--- -~. 

\ '11 r 8tX Y r 8cx 2 
(1268) 

l 
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Die Längskräfte 5 der beiden Randglieder bilden mit den Längskräften N x eines 
Querschnitts der Tonne eine Gleichgewichtsgruppe 

"'* 
5+fNxrdoc=O 

0 

und erhalten damit die Bedeutung der Biegungslängskraft eines Balkenträgers. 
Die Form des Breitenschnittes steht mit dem Spannungszustand in einer Be

ziehung, die sich bei der Belastung der Tonne durch Eigengewicht g = const leicht 
verfolgen läßt, wenn der Parameter n in der Gleichung des Breitenschnittes 
1/r = 1/a·cosn oc durch verschiedene ganze Zahlen ersetzt wird. n = 3 liefert eine 
Parabel, n = 2 eine Kettenlinie, n =~ 0 einen Kreis und n = -1 eine Zykloide. 
Mit Px = 0, P'Y = g sin rx, Pz = g cos rx ist dann 

N"' = - g ajcosn-1 oc , die Bogenkraft H = - N"' cos rx = g ajcosn-2 rx , l 
N = - g x (2 - n) sin oc N = - g (2 - n) cosn+l rx !:_ (1 - _:~) J 

x"' ' x a 2 [2 • 

(1269) 

a) Der Breitenschnitt ist eine Kettenlinie: n = 2. 

H = g a = const , N x"' = 0 , N x = 0 , 5 = 0 . (1270) 

Die Tonne überträgt das Eigengewicht abgesehen von Randstörungen biegungsfrei 
nach den Bauteilen am Rande rx* = const. 

b) Der Breitenschnitt ist der Kettenlinie einbeschrieben: n > 2. 
Der Bogenschub nimmt mit wachsendem rx zu, die Schubkräfte N 11 x = Nx"' und 

die Längskräfte N x sind positiv und daher 5 negativ. 
c) Der Breitenschnitt ist gegen die Kettenlinie überhöht: n < 2. 
Der Bogenschub nimmt mit wachsendem rx ab, die Schubkräfte Nu = N x"' und 

die Längskräfte N x sind negativ, die Längskraft 5 der Randglieder positiv. Bei 
Tonnen mit senkrechter Endtangente (N: = 0) wird das Eigengewicht vollständig 
nach den Querstützen abgetragen. Die Tonne wird zum Träger. Für freitragende 
Schalendächer mit Querstützung durch Wände oder Binder sind nur die überhöhten 
Breitenschnitte geeignet. 

Nach diesen Untersuchungen kann das Gleichgewicht zwischen der stetigen 
Belastung einer Tonnenschale und den inneren Kräften eines Längsspannungs
zustandes nur in Verbindung mit einem Randglied hergestellt werden, dessen Längs
kraft 5 die Schubkräfte Nu am Rande der Schale rx* aufnimmt und ausgleicht. 
Da jedoch der Sinn der Längskraft 5 des Randgliedes dem Sinne der Längskraft N x 

des Schalenrandes stets entgegengesetzt ist, so kann sich in der Randzone kein 
Längsspannungszustand ausbilden. Die Unstetigkeit der Formänderung zwischen 
Schalenrand und Randglied bedeutet vielmehr stets Krümmungsänderungen durch 
Biegung. Sie sind um so größer, je mehr die mit der Angliederung besonderer Bau
teile verbundene unstetige Gewichtsvermehrung die Annahmen über die äußeren 
Kräfte in den Gleichgewichtsbedingungen für den Längsspannungszustand ver
ändert. Dabei ist zunächst noch immer ein Breitenschnitt mit senkrechter End
tangente angenommen worden. Die Verbindung von flachen Kreiszylinderschalen 
mit hohen Randträgern zwingt jedoch von vornherein ebenso wie die unstetige 
Belastung oder die unstetige Krümmung der Tonnenschalen dazu, die Biegungs
spannungen des Flächentragwerks in den Vordergrund zu stellen. Dabei werden die 
Anschlußkräfte zwischen Träger und Schale in ähnlicher Weise wie bei den rotations
symmetrischen Schalen als die überzähligen Größen eines Hauptsystems betrachtet, 
das durch die Trennung der Randträger von der Schale entsteht. Die überzähligen 
Größen, also die Biegungsmomente, Längs- und Schubkräfte sind jetzt allerdings 
nicht mehr konstant, sondern Funktionen von x, die als periodische Funktionen 
in trigonometrischen Reihen entwickelt angenommen werden. Das Ergebnis entsteht 
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aber ebenso wie bei den biegungssteifen rotationssymmetrischen Schalen durch 
die Überlagerung des Längsspannungszustandes aus der vorgeschriebenen Belastung 
mit den Eiegongsspannungen aus den überzähligen Größen, für deren Berechnung 
die geometrischen Bedingungen über die gegenseitige Verschiebung und Verdrehung 
der Ufer der Anschlußquerschnitte von Schalen und Randträger verwendet werden. 
Die Lösung des Problems ist von U. Finsterwalder gezeigt worden. Mit Rück
sicht auf Platzmangel muß auf die angegebene Literatur verwiesen werden. 

1. Der Breitenschnitt ist eine Ellipse. 
a2b2 

r= . 
(a2 sin21X + b2 cos21X) 8/o 

Schnittkräfte aus Eigengewicht Pu= g sin IX; p. = g cos IX. 

N = - a2 b2 cos IX • 
"' g (a2 sin21X + b2 cos21X) 3/• • 

2a2 +(a2 -b2)cos21X. 
N""' = - g x 2 . 2 + b2 2 sm IX, a sm IX cos IX 

Abb. 839. g 12 ( x2) a2 b2 (a2 sin21X + b2 cos21X)1/o 
N. =-2 l-12 3a2b2+ 3 a2(b2- a2) sin21X- (a2sin21X+ b2 cos21X) 2 

Schnittkräfte aus Schneelast. P. = p, sin IX cos IX, P. = p, cos 21Y.. 
2 

N - p a2 b2 -=--c-co_,s :-;IX;---------;;----;-;;c;-
"' - - • (a2 sin21X + b2 cos21X)3/• ' 

b2 - 2 (a2 sin21X + b2 cos21X) . 
N."'= 3p,x 2 . 2 + b2 2 ) siniXCOSIX, (a sm IX cos IX 

N = _ ~ 12 (I _ !~) b2(a2 sin2 1X- b2cos21X) + 2 (a2sin21X + b2 cos21X)2 (cos21Y.- sin21X). 
" 2 Ps 12 a2b2(a2sin21X + b2cos21X) 11• 

~~+-~~--~4_~ 

~ 

IE-----az-iqom-----~ 

Abb. 840. 
Gleichung der 

Kettenlinie 

" y = 8,28- 4,78 Q:of 4,78 

a = 4,78 

Zykloide 

x={<cr-sin cp) 

y = { (1- cos <p) 

Of:_cpf:.l 
a =21 

2. Der Breitenschnitt ist eine Zykloide. 

r=aCOSIX. 

Schnittkräfte aus Eigengewicht 

Pv == g sin IX, p. = g cos IX . 
X . 

N <X = - g a cos2 IX ' N. <X = - 3 g a a Sill IX ' 

N" = - : g a ~2 ( 1 - ; 2
2

) • 

Die Schnittkräfte und Trajektorien sind in 
Abb. 840 mit denjenigen für eine Kettenlinie als 
Breitenschnitt verglichen worden. 

Schnittkräfte aus Schneelast 

P. = P .• sin IX cos IX, p. = Ps cos21X. 

N"' =- p, a cos3 1X, N""' =- 4p,x sin IX COSIX, 

12 ( x 2) 1 - 2 cos2 IX 
N. = 2 p, a a2 1 -12 -cos-IX--. 

Schwerin, E.: Über die Spannungen in 
symmetrisch und unsymmetrisch belasteten 
Kugelschalen. Berlin 1918 und Arm. Beton 1919 
S. 25.- Thoma, D.: Die Beanspruchung frei
tragender mit Wasser gefüllter Rohre. Z. ges. 
Turbinenwes. 1920 S. 17. - Schwerin, E.: 
Über die Spannungen in freitragenden gefüllten 
Rohren. Z. angew. Math. Mech. 1922 S. 340. -
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Miesel, K.: Über die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Be
lastung. Ing.-Arch. 1929 S. 22.- Geckeler, J.: Zur Theorie der Elastizität flacher rotations
symmetrischer Schalen. Ing.-Arch. 1930 S. 255.- Rüsch, H.: Theorie der querversteiften 
Zylinderschalen für schmale, unsymmetrische Kreissegmente. Diss. München 1931.- Finster
walder, U.: Die querversteiften zylindrischen Schalengewölbe mit kreissegmentförmigem 
Querschnitt. Ing.-Arch. Bd. 4 {1933) S. 43. 

83. Vieleckkuppeln. 
Die Breitenschnitte der zyklisch symmetrischen Tragwerke sind in der Regel 

Vielecke mit gerader Seitenzahl (2 n). Sie bilden n Tonnenschalen, die untereinander 
kongruent sind und sich gegeneinander in n Gratlinien abstützen. Die Krümmung 
des Querschnitts 1/Rp kann sich beliebig ändern. Sie ist jedoch in der Regel mathe-
matisch bestimmt, der Querschnitt also z. B. ein Kreis- . 
bogen, eine Ellipse oder eine Zykloide. 

Der Schalensektor ist durch einen Rand oc = oc2 

und durch zwei Gratlinien begrenzt, welche den Winkel 
2q; = nfn einschließen (Abb. 841). Sind die Randbedin
gungen für oc = oc2 nach S. 794 erfüllt und Randstörungen 
ohne Bedeutung, so erzeugt jede stetige Belastung allein 
Schnittkräfte N"", Nrxx• N.,. Die allgemeinen Angaben 
darüber auf S. 794 enthalten zwei Funktionen /1 (oc), /2 (oc) 
als Integrationskonstante, über die im Sinne des Längs
spannungszustandes in den Graten so verfügt werden 
kann, daß die Hauptschnittkräfte mit der Tangente an 
die Gratlinien zusammenfallen und daher die Kompo
nenten in Richtung der Haupt- und Binarmalen Null 
sind. Die Anzahl 2n der unbekannten Funktionen f(oc) 
stimmt mit der Anzahl 2n der verfügbaren Bedingungs-
gleichungen der Schale für den Längsspannungszustand Abb. 841. 

des Tragwerks in den Graten überein. Die Grate erhalten 
daher bei jeder stetigen Belastung der Tonnen im wesentlichen nur Längskräfte. 

Die Integration der Gleichgewichtsbedingungen {1262) für eine Belastung aus 
p., = 0, pY = py(oc), p. = p.(oc) liefert mit Rp=r 

Nrx= -P.Rp, Nrx.,= -(:~: + PY)x + /doc) = -Ptx + /1(oc) • l 
_ ap:; 2 a f1 (cx) P (1271) 

N.,- 2Hp8cx x - Rpii"OC x + /2(oc) · 

Die Belastung ist entweder symmetrisch (Eigengewicht, Schneelast) oder anti
metrisch (Windbelastung). 

Die Unstetigkeit der Mittelfläche in den Gratlinien zwingt zur Zerlegung des 
Spannungsbildes. Der eine Anteil beschreibt die Tragwirkung der Tonne zur Über
tragung der Belastung nach den Gratlinien, der andere die Tragwirkung der Kuppel 
zur Übertragung der Randkräfte in den Gratlinien nach ...., 
den Stützpunkten und Randgliedern. ~ ~ 

Lösung bei zyklisch symmetrischer Belastung. IN...r,zC~AS« 
Anteil I. Die Schubkräfte Nu sind in allen Symmetrie

ebenen, also auch in den Querschnitten x = 0 (Abb. 841) 
Null, so daß nach {1271) f1 (oc) =0. Durch die Ausnützung 
der Symmetrie ist in den Gratschnitten nur noch die Be- Abb. 842• 

dingung verfügbar, daß die Komponente Brx der Haupt-
schnittkraft in x = lrx in Richtung der Binarmalen Null ist. Darnach gilt für den 
Grundriß eines differentialen Schalenteils (Abb. 842) 

Brx = (N.,, 1 - 2 Nrxx,l cos oc tgq; + Nrx,z cos2 oc tg2 q;) Rpdoccosq; = 0, 
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und mit (1271) 
Nu, 1 = -p;t, 

also 
(1272) 

Die Trägerwirkung des Schalensektors besteht daher aus den Schnittkräften 

N - R N - * N<T> - l2- x2 a p:{f I ( ) l a:--Pz ß' exx--PyX, x ---2--Rpaoc- aOC' (1273) 

l 3 (oc) = +2 p; l cos oc tg tp + Nex cos2 rx tg2 tp. 

Abb. 843. 

Sie sind jedoch nur durch die Längskraft z~T> eines 
Zuggliedes am Rande oc = oc2 im Gleichgewicht 

l2 2 ex2 
z~P) = + ~X p; + ! Ia (rx) Rp drx. (1274) 

Anteil Il. Der Spannungszustand durch die Kuppel
wirkung des Tragwerks besteht aus Längskräften N~K>, 
die von der nach den Graten abgetragenen Belastung 
hervorgerufen werden. Sie lassen sich nach (1096) am 
einfachsten als Zuwachs der Resultierenden z&K> aller 
Längskräfte oberhalb eines Breitenschnittes oc berechnen. 

Durch diesen werden neben der Resultierenden Qex 
der Belastung die Schnittkräfte Nex, Z~T> und die Längs
kraft Sex in Richtung der Grattangenten zu äußeren 
Kräften, die miteinander im Gleichgewicht sind. Die 
Summe aller senkrechten Komponenten liefert Sex 
(Abb. 843). 

Qex + 4nlN"' sinoc + 2nScx sin y = 0, also mit sin y = 1/i1 + ctg2 ocjcos2 tp 'l 
(Q ) ,/------ -- (1275) 

Sex=- 2:- 2PzRpra:sinrxtgtp y1 + ctg2 ocjcos2 tp. 

Zum Gleichgewicht der waagerechten Komponenten der Schnittkräfte Sex, Nex mit 
der Schubkraft Z&T> an den Eckpunkten eines freien Breitenschnittes oc ist die 
Längskraft Z&K> eines Zugringes notwendig (Abb. 843). 

Z(K) Sa: cos y J"f d 
a + -2-.- + ra:Ncxcosoc + 3 (oc)Rp oc = 0 

SlllffJ 0 
und (1276) 

N <K> _ a z~K> _ a (Sex cos y N ) I ( ) x - - R-a - -R a -2-. - + r"' ex cos oc + 3 oc . prt. prt. SlllffJ 

Durch die Überlagerung der Anteile I und II des Spannungszustandes entsteht die 
gesuchte Schnittkraft 

x x x 2 R a , R a 2 . r~:~. ~:~. cos oc exOC prt. SlllffJ 
N = N<T> + N<K> = -~~~ an_ -L _a_ ( Sexeasy + N ) 1 

mit (1277) 
Sa: cos y N _ Qa: ctg oc R 2 _ 1 
2 . + r ex "' cos oc - 2 . 2 + p z p r"' cos oc tg tp, tp - :rc 2 n . smffJ ns1n ffJ • 

Eigengewicht: Px = 0, P11 = g sin oc, Pz = g cos oc. 

"' 
Qa: = 4ntg 2nn J gRprccdrx = 4ntg 2nn Qa:I· 

0 

(1278) 
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Schneelast: Px = 0, Pv = p sin rx cos rx, Pz = p cos 2 rx. 

Q n Po 2 4 n Q 
(l( = 4 n tg 2n . 2 r (l( = n tg 2n (l( 2. (1279) 

a) Der Meridian ist ein Kreisbogen (Abb. 844): 

[ ( ) ] Q _ Po ( · )2 Q"' 1 = g a a 1 - cos rx - c rx , "' 2 - -f a sm rx - c . (1280) 

b) Der Meridian ist eineZykloide (Abb. 845): 

Q IX 1 = 2 g /2 ( rx sin rx + cos rx 

- }cos3 rx- {), (1281) 

Q IX 2 = ~ /2 ( rx + + sin 2 rx t 
Abb. 844. Abb. 845. 

Ist die Meridiankurve anderweit festgelegt, 
so werden die Integrationen in Verbindung mit Rpdrx = ds --+ L1 s als Summe 
und die Differentialquotienten ebenso wie auf S. 763 angenähert als Differenzen
quotienten berechnet. 

Berechnung einer VieleckkuppeL 

Die E:uppel hat einen achteckigen Grundriß nach Abb. 841 mit 2 n = 8, rp = n/8 und einen 
Kreisquerschnitt mit dem Radius a c' 20,5 m. Die Belastung besteht aus Eigengewicht 
g == 0,20 tjm 2 • Nach (1273) ist 

oder für 

N"'= -ga cos ()( = -4,1 cos ()(, 

NIXx = -2 g x sin ()( = -0,4 x sin ()(, 

x = l = a sin ()( tg rp; 

NIXx (x =I)= -3,39 sin2 ()(. 

Für den E:reisquerschnitt ist nach (1278) und (1280) 
QIX = 16ga2 (l - cos ()() tg rp und die Längskraft in den 
Graten nach (1275) . V- -ctg2()( 

5"'=2ga2tgrp[(l+sm2 ()()cos()(-l] I+--2-. 
cos rp 

Die H.ingkraft ist nach (1277) fiir x = 0 Abb. 846. 

) g a [ l - cos ()( - cos2 ()( 4 . 2 · 2 J 
N x (x = 0 = - - - · - - · - --- - + (l - sm ()() cos ()( sm rp . 

cos2 rp l + cos ()( 

Die Schnittkräfte sind in Abb. 846 dargestellt. 

Dischi nger, F.: Die Theorie der Vieleckkuppeln. Diss. Dresden und Beton u. Eisen 1929 
s. 100. 
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Knotenscheibe 305, 350, 391. 
Konjugierte Matrix 166, 223. 
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Kontinuität 168, 311. 
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Kraftfeld 712. 
Kraftlinie 25. 
Kragträger 52, 397. 
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652. 
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- mit antimetrischer Be-
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400. 
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750. 
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765. 9. 

Matrix der geometrischen Be
dingungen I65. 

- der statischen Bedingungen 
321. 

-, Zeilensummen der 2I7, 360, 
364. 

-, Aufspaltung bei Symmetrie 
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-, zweiteilige 432. 
Stützenbock 328, 450. 
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-,starrer 442. 
Stützensenkung 89. 
Stützenstab 16, 39. 
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393. 
Stützkraft 16, 624, 648. 
Stützlinie und Bogenform 510. 
Stützung 16. 
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430. 
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355, 715. 
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-,diagonaler 625, 633. 
- mit drei Trägerscharen 635. 
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-,Veränderlichkeit 97, 105. 
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suchung 391. 
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Scheiben 24, 712, 716, 731. 
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796. 
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ten 679. 
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620. 
Tonnenschale 791, 794. 
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748, 762. 

Übergangslinie 257, 378. 
Übergangszahl 374. 
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- -, Trennung der 271. 
Unbestimmtheit, statische 151. 

Verbindungsstab 16, 39. 
Verdrillung 25, 30. 
Verformung, elastische 19. 
-, plastische 19. 
Vergleichsquerschnitt 92, 160. 
Vergleichsträgheitsmoment 92, 

160. 
Verschiebung, gegenseitige 28, 

122. 
-,virtuelle 40. 
-, wirkliche 139. 

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig. 

Verschiebungsplan 139. 
Verschiebungszustand 18, 312, 

747. 
-, Komponenten des 92. 
Verträglichkeitsbedingungen 

156, 644. 
Verzerrungskomponenten 18. 
Vieleckkuppel 797. 
Viermomentengleichung 568. 
Vorwärtselimination 216, 232. 
Vorzahlen a.,g 316. 
-pik 165. 
- Öu 159, 282. 
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momente 307. 
- für Biegungsmomente 41. 
Vouten 99, 105, 395, 446, 461. 

Wanddruck in Silos 13. 
Wärmeausdehnungszahl 33. 
Wärmeleitzahl 34. 
Wärmeübergangszahl 34. 
Wasserbehälter 783, 784, 790. 
Wasserdruck 4. 
~-Gewichte 125, 135. 
Widerlagerbewegung 528. 
Windbelastung 746, 749. 
Windströmung 3. 
-,Modellversuche 749. 
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Gewichte 256, 419, 429,436. 

Zeichnerische Lösung, 1Erd
druck 8. 

- Ermittlung von Schnitt
kräften 44, 66, 72, 375. 

- Entwicklung der Biegelinie 
123. 
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chungen 253, 397, 419, 429, 
436, 442. 
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Zugband 69, 519. 
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Zusatzstab 152. 
Zustandslinie 38, 422. 
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-, Scheitelsenkung 519. 
- mit Zugband 513. 
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