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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ ПЕРЕВОДА 

Книга проф. Г. Шиллинга , предлагаемая в русском переводе, занимает 

про~(ежуточное положение между задачником и учебником статистической фи­

зики. Она содержнт лишь краткое изложение основ теории, а весь конкретный 

материал (включая многие доказательства) представлен в виде задач и примеров, 

доведенных, как правило, до численных значений. Поэтому книга может быть 

полез на читателям, изучившим соответствующие разделы статистической физики 

по одному ИЗ учебников (например, Ансельма, Ландау и Лифшица, Киттеля, 

Хилла , Х уанга 1» и желающим достигнуть более активного и конкретного зна ­

ния предмета. 

Подобное изложение статистической физики было впервые дано в учеб­

нике Р . Кубо "Статистическая механика" , где содержится очень хорошее теорети­

ческое введени е, которое hlOЖНО рекомендовать читателям книги Шиллинга. 

Однако в книге Кубо рассматриваются задачи более теоретического плана, без 

каких ·л ибо численных оценок, поэтому книги Шиллинга и Кубо взаимно допол­

няют друг друга. Большое количество задач с решениям~ содержится также в не­
да вно вышедшей книге "Задачи по термодинамике и статистической физике" под 

редакцией П. Ландсберга, однако она рассчитана на более подготовленного чи­

тател я. 

Книга состоит из 5 глав. В гл. 1 изложены элементы теории вероятностей 

и математической статистики, которые обычно не включаются в курсы статистиче­

ской физики, но могут быть полезны для экспериментаторов. Гл. 2 и 3 посвящены 
задачам классической статистической механики идеальных и реальных газов. 

В гл. 4 собраны задачи по квантовой статистической механике. Гл. 5 посвящена 
приыенениям статистической физики к химическим процессам, чему уделено очень 

большое внимание . Книга содержит большое количество таблиц и графиков, 

поэто~(у может играть роль своеобразного справочника. Некоторые неточности, 

заыечен ные в немецком тексте, редакторы и переводчики постарались исправить 

и разъяснить в примечаниях . 

Мы надеемся, что книга будет полезна как учебное пособие для студентов­

физиков и физико-химиков, изучающих статистическую физику, и препода­
вател ям. 

Перевод гл. 1,2 и 5 выполнил А . Ф. Дите, гл . 3 и 4 - М. С. Каган. Редакти­

рование осуществили д . Н. Зуба рев (гл. 1-3) и Э. Л. Нагаев (гл. 4 и 5). 

Д. Н . Зубарев 
Э. Л. Нагаев 

1 ) А liсельм А. И., Основы статистической физики и термодинамики, М., 1973; 
ЛаliдауЛ.Д., Лифшиц Е. М . , Статистическая физика, М.-Л., 1951; Киmmель Ч., 
Элемента рн ая статистическая физика, ИЛ , 1960; Хилл Т., Статистическая меха· 
ника , ИЛ, 1960; Хуаliг К . , Статистическая механика, изд-во "Мир", 1966. 



ПРЕДИСЛОВИЕ АВ ТОР А 

Предлагаемая книга возникла на основе лекций по статистической физике, 

читавшихся для студентов - физиков, х имиков, технологов - и педагогов. Книга 

состоит из 22 параграфов, каждый из которых, по образцу книги Хайко "Физика 
в примерах" , содержит краткое введение, решение избранных задач и большое 
количество упражнений с численными ответами. 

По сравнению с учебником Хайко, объем материала несколько увеличен, что 

позволяет использовать книгу как для первого ознакомления с предметом, так 

и для более активного его усвоения. Для облегчения понимания излагаемый во 

введениях к каждому параграфу материал иллюстрируется наглядными приме­

рами. При изложении теоретических основ подчеркивается взаимосвязь между 

выводимыми формулами и заКОН,ами. 

Преобладающая часть книги посвящена решению систематически отобранных 

задач. Они должны облегчить читателю усвоение теоретических взаимосвязей 

и помочь ему овладеть применением физических законов на практиКе. С этой 

целью каждому решению предпослано краткое изложение теории, но в то же время 

задача доводится до получения численного результата для какого-либо конкрет­

ного случая. Сложные задачи, решение которых не обязательно при первом 
ознакомлении, отмечены звездочкой (*). Упражнен.ия, как правило, могут быть 

решены с помощью тех же методов, которые были применены при решении соот­

ветствующих 'задач. Поэтому ответы к упражнениям почти всегда даны только 

в численном виде. 

51 хотел бы выразить особую благодарность проф. l\arraHeKY за помощь 

при отборе примеров и задач. Проф, Шульц-Пишачич помог мне советами в вопро­

сах, касающихся математического описания материала. 51 также благодарен 

проф. Войта за HeKoтopble указания. Накоиец, особую призиательность я должеи 

выразить издательству, которое существенно способствовало успешному завер­

шению работы над книгой. 

Автор 



Глава 1 
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕй 
И МАТЕМАТИЧЕСКОй СТАТИСТИКИ 

§ 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ. 
БИНОМИАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ. 

ОШИБКИ ПЕРВОГО И ВТОРОГО РОДА 

Введение 

N\атематическая статистика изучает количественную харак­

теристику массовых явлений. Их отличительная черта состоит 
в том, что при многократном повторении в неизменных усло­

ви я х некоторого испытания могут осуществляться различные 

события. ИСnblтанием в теории вероятностей принято называть 
осуществлен ие точно установленных предписаний и условий, 
которые принципиально могут воспроизводиться неограничен­

ное число раз. Результат испытания называется собblтием . 
Примерами испытаний являются: анализ какого-либо веще­

ств а на содержание примеси, проверка продукции с целью 

выя вления ошибок изготовления, исследование образования 
за р одышей кристаллизации, наблюдение радиоактивного рас­
пада, и зучение помех в линиях связи . 

Если событие А при n одинаковых испытаниях происходит 
с частотой kn (А), то величина 

h(A) = kn(A) (1 . 1) 
n 

представляет собой относительную частоту события А в С'ерии 
испытаний. В общем случае величина h (А) колеблется при 
переходе от одной серии испытаний к другой. Если выраже­
ние (1.1) при n --+ 00 стремится к некоторому предельному 
зн ачению 

I 
р (А) = lim kn (А) 

n~ OO n 
(1.2) 

то последнее называется вероятностью собblтия А. Таким обра­
зом, вероятность некоторого события А всегда можно прибли­
женно определить с точнОстью до заранее заданной сколь 
угодно малой отличной от нуля величины, если провести доста­
точно большое, но конечное число испытаний (закон больших 
чисел-теорема Бернулли). 

Из к лассического определения вероятности (1.2) следует, что 

O~P(A)~l. (1 .3) 
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Вероятность невозМ,ожного события равна нулю; вероятность 
достоверного собblтия равна единице. Обратные утверждения 
в общем случае неверны . Если Р = О, то отсюда можно лишь 
сделать вывод, что рассматриваемое событие чрезвычайно мало­
вероятно, однако не абсолютно невозможно. Равным образом 
из того, что Р = 1, вообще говоря, следует очень большая 
вероятность наступления рассматриваемого события, но все 
же не абсолютная его достоверность. 

Пример 

Вероятность того , что прн определении содержания соли в морской воде 
будет получено значение, в точности равное 4,000 ... %, равна нулю, поскольку 
область допустимых значений измеряемой величины сведена к одной точке. 
Тем не меиее, в принципе не исключено, что в одной из проб будет полу ­
чено именно это точное значение. 

Два события А и В называются несовМ,естиМ,ЫАtИ, или непе­
ресекающимися, если при проведении некоторого испытания они 

не могут произойти одновременно. СУм'м'ой, или объединением, 
двух событий 

C=AuB (1.4) 

называется наступление ' одного из двух событий А или В. 
Знак U означает «или-или». Вероятность наступления одного 
из двух несовместимых собьtтий А или В определяется зако­
НОм' сложения вероятностей 

I P(AUB) = P(A)+P(B)·I ( 1.5) 

Пример 2 

Рассматривается серия .анализов, контролирующих процесс брожения. 
Пусть вероятность получения пробы с низким (ниже 10%) содержанием 
алкоголя равна 0,3; вероятность среднего содержания (между 10 и 40%) 
равна 0,5. Предполагается, что значение 10%, лежащее на границе двух 
интервалов, относится только к одному из них. Тогда вероятность обнару­
жения в одной из проб до 40% алкоголя составляет 0,8. 

В последующем рассмотрении будем всегда считать, что 
левая, т. е. нижняя граница какого-либо интервала принад­
лежит этому интервалу, тогда как правая, или верхняя гра­

ница не принадлежит ему. Следовательно, в приведенном 
выше примере 2 пробу, в которой было получено значение, 
точно равное 10%, нужно рассматривать как пробу со cpeд~ 
ним содержанием алкоголя. 

Событие А называется противоположным, или доnолнитель­
НЫм', событию А, если оно заключается в том, что событие А 
не происходит. 
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Будем использовать следующие обозначения; А-событие, 
противоположное событию А, U -достоверное событие, V -не­
возможное событие. Некоторое событие А и противоположное 

ему событие А связаны соотношением 

отсюда следует 

P(AUA)=P(U)=l, 

( 1.6) 

(1.7) 

откуда на основании закона сложения вероятностей (1 .5) имеем 

Р (А) = l - Р (А). (1 .8) 

Проазведенаем , или пересечением, деух событий 

С = АпВ (1.9) 

называется одновремеаное или последоватеЛl1ное . наступление 

обоих событий А и В . Знак n имеет смысл «как-так и». 
два события называются незавасимымu, если наступление 

одного из них не влияет на вероятность наступления другого. 

Для двух независимых событий выполняется закон умножения 
вероятностей 

(1.1 О) 

Пример 3 

Рассматривается толщина снеЖIiОГО покрова и облачность внекоторой 
горной местности. В резу ЛЬТ(lте многолетних наблюдений установлено, что 
в 90% всех случаев толщина снежного покрова превышает 60 сМ, и в 70% 
с.lучаев небо безоблачно. Все наблюдения указывают также на то, что между 
наступлением этих двух событий не имеется связи. Отсюда следует, что 
в 63% всех случаев оба события будут наблюдаться одновременно. 

Пример 4 

В серии анал изов, рассмотренных в прнмере 2, состав исследуемого 
вещества изменяется при извлеченци пробы. Только в том случае, когда 
извлеченная проба сразу же возвращается обратно или когда количество 
исследуемого вещества СТОЛЬ велико, что его состав практически не меняется 
п р и взятии пробы, вероятности различн/зIХ событий остаются неизменными . 
В этом случае, используя закон умножения вероятностей, находим , что 
вероя тиость извлечения пробы с низким содержанием, и вслед за этим пробы 
со средн им содержанием алкоголя составляет 0,15 . 

Если событие А изменяет условия испытания и тем саМЫМ 
вероятность наступления события В, то эти события назы­
ваются зависимыми. 

Вероятность наступления события В в предположении, что 
событие А произошло, называется условной вероятностью и 
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обозначается символом Р (В /А). Для одновременного или после­
довательного наступления двух зависимых событий А и В 
закон умножения вероятностей принимает вид 

Р(АnВ) = Р(А)Р(В!А) = Р(В)Р(А /В) (1.11) 

(см. задачу 1.1). 
Если осуществляется n независимых испытаний, и в каж­

дом из этих испытаний вероятность наступления некоторого 
события А равна Р, то вероятность того, что событие наступит 
k раз, определяется биномиальным законом распределения, или 
распределением Бернулли: 

( 1.12) 

Эту формулу можно обобщить на несколько независимых собы­
тий A1 , А 2 , •• •• Пусть их вероятность есть 

Pl = Р (A1 ), Р2 = Р (А2), Рз = Р (А з ) .. · • 

Вероятность того, что в n испытаниях k1 раз произойдет собы­
тие A 1 , k2 раз-событие А 2 и т. д. (при n = k1 + k2+ .. . ), равна 

(1 . 13) 

Пример 5 

Пусть серия анализов в примере 2 столь велика, что состав в не й прак­
тически не меняется из-за взятия отдельных проб. Вероятность того, что 
в пяти испытаниях будут извлечены две проб/'! с низким, две со средним и 
одна с высоким содержанием алкоголя, в соответствии с обобщенным бино­
~lИальным законом распределения равна 

51 
Р б (2, 2, 1) = 2!2!11 0,32·0,52·0,2=0,135 = 13,5%. 

Может оказаться, что при статистических серийных испытаниях 
неоднократно наступит невероятное событие. Вследствие этого 
возможно, что какая-либо правильная гипотеза, например 
о наличии ядовитых веществ, будет отброшена в результате 
случайного накопления невероятных ошибочных измерений. 
Вероятность совершить подобную ошибку первого рода обозна ­
чают через а. Равным образом возможно, что ошибочно будет 
принята какая-либо неверная гипотеза. Например, вещеСТВQ, 
не содержащее ядов, из-за статистических случайностей может 
быть классифицировано как небезупречное и по ЭТОЙ причине 
забраковано. Вероятность подобной ошибки второго рода обо­
значают через ~ . 

ОСНОВ!"IОЙ принцип при серийных испытаниях заключается 
в том, что более тяжелая, снижающая оценку качества ошибка 
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называется ошибкой первого рода, а менее важная, 
щая лишь количественную оценку ошибка считается 
вто рого рода (ср. задачи 1.5 и 1.6). 

Задачи 

1.1. Сложение и умножение вероятностей 

снижаю­

ошибкой 

Набор из n = 30 транзисторов состоит из k = 20 годных и n-k = 10 не­
исправных элементов. Какова вероятность последовательного извлечения 
исправного и дефектного транзисторов, если они после проверки не возвра­

щаются в исходный набор? Определить вероятность извлечения одного 
исп равного и одного непригодного Тр,анзистора при двукратном взятии. 

Решение 

Обозначим через А событие, состоящее в извлечении годного транзистора; 
А означает взятие неисправного транзистора. Вероятность извлечения исправ­
ного тран з истора составляет 

k 20 
Р (А) = п-=зо = 0,666.. . • (1.1.1) 

После того как событие А произощло, набор состоит уже из k-I = 19 
исправных и n- k = 10 неисправных элементов; условия испытания измени­
.1 ИСЬ. После наступления события А вероятность того, что будет зафиксиро­

вано событие А, равна 

- ri-k 10 
Р (А /А) = n-l =29 = 0,344 ...• (1.1.2) 

Вероятность последовательного наступления обоих событий А и А равна 
произведению вероятностей (1.1.1) и (1 . 1.2): 

- - k(n-k) 20 10 
Р (А, А) = Р (А) Р (А/А) = n(n_I) =З0' 2'9 = 0,229... • (1 . 1.3) 

Таким образом, при заданном соотношении числа испр'авных и неисправ­
ных транзисторов в 23% всех случаев после извлечения исправного будет 
извлечен дефектный элемент. 

Рассмотрим теперь обратную последовательность событий : сначала изале' 
кается неисправный, а затем исправный транзистор. Тогда имеем 

- n-k 10 
Р (А)=-n- =зо = 0,333 ... (1.1.4) 

и 

- k 20 
Р (А /А) = n-I =29 = 0,689 ..• ,. (1.1 .5) 

откуда на основании закона умножения вероятностей следует, что 

Р (А) Р (А/А) =n-k _k_= 10. 20 = 0229 
n n-I 30 29 ' ... (1 . 1.6) 

Соотношение 

I Р (А) Р (А /А) = Р (А) Р (А/А) I 
справедливо не только для рассмотренного примера, но и в общем' случае. 
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Вероятность того, что при двукратном испытании будет извлечен один 
исправный и один неисправный транзистор, т. е. будет нметь место случай, 
K6TOpo~{y соответствует либо формула О. J .3), либо форму.~а (J .1.6), опреде­
ляется суммой величин (I.J .3) и (1.1.6): 

- 2k (n-k) 20·10 
P(I, 1) = 2P(A)P(A jA) = n(n-l) = 2'30.29 = 0,458 ... 

Таким образом, в 46% всех с'!\учаев в двух испытаниях будет извлечен один 
исправный и один неисправный транзистор. 

1.2. Биномиальный закон распределения 
В очень большой серии контрольных испытаний Рl =70% проб указы­

вают на наличие, Р2=30% на отсутствие загрязнения. Как велика вероят­
ность того, что при взятии n = 8 проб будет получено k = 5 загрязненных 
и n-k = 3 незагрязненных проб? 

Решение 

В результате 

проба загрязнена, 

и('пытания могут наступить два события: А -I!сследуемая 

А-проба не загрязнена. Из исходных условий имеем 

Р(А) =Рl' Р (,4)= I-Pl =Р2' 

В рассматриваемом с'!\учае мы должны подставить Рl = 0,70, Р2 = 0,30. Если 
отдельные события предполагаются независимыми, то для вероятностн на-

ступления определенной последовательности А, А, А .,. событий находим 

Р (А, :4, А ... ) = Р (А) Р (.4) Р (А) ... =РJР2Рl ... =Р~·р~-k. (1.2.1) 

Как мы видим, эта вероятность не зависит от порядка, в котором следуют 
отдельные С'обытия А и А; кроме величин Рl и Р2 она зависит лишь от 
числа k событий А и числа n-k ~оБЫТИЙ А. В рассматриваемой задаче 
получаем 

p~p~-k == О, 7~. 0,33 = 0,004538. 

Число послеДовательностей с k-краТНbJМ наступлением событw,я 

кратным наступлением события А равно 

(
n) n! n (n-I) .. . (n-k + 1) 
k = k! (n-k)! k (k-I) ... 3·2·1 

При заданных чнсловых значениях имеем 

(n) (8) 8! 8·7·6 
k = 3 =3!5!=3.2. \ = 56. 

А и (n-k)-

( 1.2.2) 

Таким образом, вероятность k-кратного наступления события А в n испыта­
ниях оказывается равной 

Р n (k) = (~) p~p~-k (биномиа.7JbНЫЙ закон). (1.2.3) 

Подставляя заданные значения, получ аем 

Рз (5) = (~) ·0,7~.O,33=0,2541. 

ПРИ '8 испытаниях более 1/ 4 всех проб укажут на загрязнение. 
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1.3. Обобщенный биномиальный закон 
Число прои з водственных несчастных слу чаев в день н а большом пред­

прия тии, усредненное по большому лромежутку времени, обнаруживает рас­
n еделение, приведенное в табл. 1. Какова вероятность получить в течение 
н~дели следующее распреде.lе ние иеС'lастны х случаев: два дня-без несчаст­
ных с.l у чае в, два дня-по одному несчаСТНО~IУ случаю и один день-три 

несчастных случая? 

Решение 

Таблица 1 

Распределение несчастных случаев 

ч нСЛО нес частных случаев 
в день 

О 
1 
2 
3 
4 
5 и более 

I Наблюдаемая частота, % 

31,2 
36, 1 
24,5 
6,3 
1,7 
0,2 

Мы должны применить биномиальный закон для многих переменных 

Р (k k k ) n! k. k, k, 
о, 1, 2'··· = k 'k 'k' Р О Р1 Р2 •. , • 

о· l ' 2 · · ·· 
(1.3.1) 

в данном случае ko обозначает число дней без несчастных случаев, k1 - число 
дней с одним несчастным случаем и вообще ki- чнсло дней, в которые про­
исходит по i несчастных слу чаев. Дa.~ee, 

(1 .3.2) 

пре.дставляет полное число испытаний. В рассматриваемом примере n = 5 
есть число рабочих дней в неделе, а Pi обозначает вероятность того, что 
в день проИ'Зойдет i несчасТНЫХ случаев . 

З начения Pi берем из второго столбца табл. 1; при этом стоящие в этом 
СТО .~ бце величины необходимо предварительно ра:lделить на сто. Вероятность 
по.1учения заданного раСПр.еделення 

ko= 2, 

в соответствии с формулой (1 .3.1) для биномиального закона распределення 
рав на 

5' 
р (2,2, О , 1, О .. . ) = р (2,2, О, 1) = 2!2!0111 0,3122·0,3612·0,2450 .0,0631= 

= 30·0,OO0f'95 = 0,02385. 

Таким образом, из приведенной статнстики несчастных случаев следует, 
что в течение одной недели рассматриваемое их распределение осуществля ­
етс я пр иблизительно в 2,4% случаев. 
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1.4. Сложение вероятностей при применении 
би'номиального закона распределения 

Изучение статистики ошибок машины показывает, что в 30% всех слу­
чаев происходит менее 5 ошибок в день, в 50% случаев-от 5 до 12 ошибок 
и в 20% всех случаев-более 12 ошибок в день. Как велика вероятность 
того, что в течение трех (из пяти) дней одной недели будет пронсходить 
более 12 ошибок в' день? 

Решение 

Применяя биномиальный закон распределения, необхрдимо вычислить 
и сложить следующие вероятности: 

5' 
р (2, 0,3) = 2!З! 0,32.0,28, 

Р (О, 2, 3) = 2~~! 0,52.0,23, 

5! 
Р (1,1, 3)=3! 0,3·0,5·0,23. 

Сумма этих вероятностей охватывает все случаи, в которых в течение трех 
дней недели происходит более чем по 12 ошибок в день. В результате сло­
жения получаем 

р = р (2, О, з) + р (0,2, з)+р (1, 1,3)= 

=~ 0,23 (02~2 + 02~ 2 + 0,5.0,з) = 0,051, 

т. е. в 5,1% всех случаев в течение трех дней одной недели происходит 
более 12 ошибок в день. 

1.5. Ошибки первого и второго рода 
Исследуется образование нежелательных зар одышей кристаллизации. 

Для этой цели используются рентгеновские снимки. Пусть вероятность обна­
ружения нежелательных зародышей на отдельном снимке составляет р = 0,8. 
Однако в то же время существует возможность того, что на основании 
недоброкачественного снимка будет сделан ошибочный вывод об образован'ии 
зародышей. Пусть вероятность получения такого рода ошибочных снимков 
составляет q = 0,0 15. Для каждой из взятых проб изучается по n = 4 снимка. 
Результат применения критерия рассматривается как положительный, т. е. 
считается, что имеет место образование зародышей, если хотя бы один из 
снимков указывает на это. Ревультат испытания рассматривается как отри­
цательный, если ни на одном из снимков не удается распознать образование 
зародышей. Как велика вероятность того, что а) имеющийся зародыш не 
будет обнаружен (ошибка первого рода) и б) будет сделан вывод об обр~зо­
вани и зародышей, хотя в действительности таковых не имеется (ошибка 
второго рода)? 

Решен не 

Пусть А обозначает гипотезу, согласно которой исследуемая проба содержит 

зародыши. Через К обозначим обратное предположение (проба не содержит 
зародышей) . Введем случайную величину Х и определим ее следующим об­
разом: Х "", О, если зародыши не обнаруживаются, иХ> О, если они наблю~ 
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даюТСЯ. Вероятность того, что возникший зародыш не будет обнаружен при 
однократном измерении, составляет 1-р = 1-0,8 = 0,2. Каждое измерение 
производится независимо от других. Вероятность n-кратного повторения 
ЭТОГО результата, т. е. вероятность ТОГО, что гипотеза А является справед­
ливой, несмотря на ее отклонение в n испытаниях, следовательно, равна 

а= Р (Х=О/А)=(1-р)n. 

В рассматриваемом случае получаем 

а= Р (Х =О/А) = (1-0,8)4 =0,24=0,0016. 

Таким образом, в 0,16% всех случаев возникший зародыш не будет обнару­
жен при исследовании. 

Ошибка второго рода совершается в том случае, когда ошибочно делается 
заключение об образовании зародышей. Вероятность такой ошибки при ,одно­
к ра тном измерении составляет q = 1-(1- q) . Здесь 1-q представляет вероят­
ность получения безупречного снимка при исследовании пробы, свободной 
от зародышей. Вероятность n-кратного повторения этого результата равна 
(1- q)n. С ростом числа измерений n возрастает вероятность того, что без­
у пречная проба будет рассматриваться как проба, содержащая зародыши, 
поскольку получение хотя бы одного ошибочного снимка служит основанием 
дл я заключения о наличии зародышей. Следовательно, вероятность соверше­
ния ошибки второго рода равна 

~=P (Х > 0;А)= 1-(1-q)n. 

В нашем примере получаем 

~=P (Х > 0;А)= 1-(1-0,015)4= 1-0,9854= 1-0,941 =0,059, 

т. е. вероятность ошибочного заключения о наличии зародышей в пробе 
составляет 5,9%. 

Мощностью статистического критерия, или добротностью 

П=I-Р(Х > O/A)=I-~ 
называют вероятность того, что в результате исследования будет отклонена 

гипотеза А, если справедлива гипотеза А. 
Следовательно, П представляет собой долю безупречных проб, беспрепят­

ственно проходящих испытание. В рассматриваемом случае имеем 

П= 1-0,059 = 0,941. 

Таким образом, 94,1% проб, в которых не произошло образование заро­
дышей, в результате испытаний правильно классифицируются как безупречные. 

1.6*. Расширенные условия испытания при массовом 
.обследовании 

При проверке на наличие производственных дефектов каждый элемент 
крупной серии подвергает.ся пяти контрольным измерениям; вероятность р 
обнаружения имеющегося дефекта при испытании равна 0,8. Пусть вероят­
ность ошибочного заключения о наличии производственного ' дефекта на осно­
вании одного измерения составляет q = 0,04. Результат проверки считается 
положительным, если все пять контрольных измерений указывают на отсут­
ствие дефекта, и отрицательным (брак), если хотя бы два измерения указы­
вают на наличие дефекта. В случае если только одно измерение указывает 
на дефект, производится повторная проверка. Вычислить вероятность совер­
шения ошибки первого рода (брак проходит систему контроля), ошибки B~O­
рого рода (безупречное изделие ошибочно объявляется браком) и добротность. 



16 Гл . 1. Эле.Аlенты теории вероятностей 

Решение 

. Аналогично тому, как это было сделано в задаче 1.5, находим, что вероят­
ность ошибочного заключения о безупречности дефектной продукции в n = 5 
~спытаниях равна 

Р (X=0/A) = (I-р)" = (О,2)5=О,ОО0320 . (1.6.1) 

Это означает, что 0,032 % всех дефектных изделий беспрепятственно про­
ходят систему контроля. Вероятность того, что из n = 5 измерений -n-1=4 
окажутся ошибочными, равна в соответствии с формулой для биномиального 
закона распределения (1 . 12) 

Р (n-I, 1) = ( n~ 1) (1_р)n-lр = (~) O,2~·O,8 = 
= 5.0,0016.0,8=0,0064. (1 .6.2) 

Следовательно, 0,64 % дефектных изделий будут подвергнуты повторной про­
верке. Из них 0,032% снова беспрепятственно пройдут систему контроля. 
Доля последних в общем числе изделий в соответствии с (1 .6.1) и (1.6.2) равна 

Р(n-1,1) P(X =O/A)=(n~1 ) (1-p)2n-lp= 
= 0,00032· 0,0064 = 0,000002048. (1.6.3) 

Таким образом , повторная проверка в рассматриваемом случае дает вклад, 
лишь немного превышающий 0,0002 %. 

Прододжая эти рассуждения, находим, что вероятность совершения ошибки 
первого рода выражается рядом 

а = Р (Х=О/А) L [Р (n-1, l)jV-1 -

v=1 
ф 

=(I-р)"L. [ ( n~I ) (1-р)II-1РТ-l. (1.6.4) 
v=1 

Третий член этого ряда прн заданных числах имеет следующее значение : 

(l-р)" [ (n~ 1) О_р)n-lр т = 0,25 [ ( ~ ) 0,24. 0,8 Т = 

= 52.0,213·0,82 < 1,5.10-8. 

Если достаточна точность порядка 10-°, то необходимо учитывать J1ИWЬ два 
первых члена ряда (1 .6.4) . Из (1.6.1) и (1.6.3) находим для ошибки первого рода 

а=О,0320% + О,ОО02% + .. . = 0,0322%; 

при этом неучтенные члены не превышают 0,00001 %. Доля дефектных изде ­
лий, не выявляемых системой контроля, составляет менее 0,03221 %. 

Доля безупречных изделий, для которых первая проверка дает ПОJЮжи­
тедьный результат во всех n = 5 испытаниях, равна 

(1 .6.5) 

Лишь ОКОдО 81,5% всех безупречных элементов беспрепятственlЮ проходят 
первую серию испыт-аниЙ. 

Доля бездефектных изделий, для которых лишь одно измерение ошибочно 
указа до на дефект, в соответствии с формулой (1 .12) равна 

Р (n-1, 1)= (7) (l_q)n-lq= (~) (0,96)4.0,04=0,169869. (1.6.6) 
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Таким образом, почти 17% изделий будут подвергнуты повторной про­
верке. Вероятность того, что безупречный элемент будет забракован уже 
после первой серии испытаний, оказывается, таким образом, равной 

~1=I-р(х=оiА)-Р(n-1, 1)= 

= 1-(I-q)n _ (?) (l_q)n-lq= 

= 1-0,965-5.0,964·0,04=0,014758. (1 .6.7) 

Из числа изделий, подвергнутых повторной проверке, с вероятностью 
(1.6.5) положительный результат будет получен при всех n = 5 испытаниях, 
с вероятностью (1.6.6) одно испытание даст отрицательный результат и с вероят­
ностью (1.6.7) ошибочный результат будет получен в двух и бодее ИСПЫТq­
н иях . Эта процедура последовательно продолжается. 

Суммируя, получаем долю ошибочно забракованных доброкачественных 
IIзделий, т. е. вероятность совершения ошибки второго рода: 

'" ~=~1 ~ [Р (n-I, 1)]V= 
v=o 

'" =[ 1-(I-Q)n_(7) (l_q)n-lq] L [(?) (l-q)n-lqТ'. (1.6.8) 
v=o 

Подставляя заданные численные значения, находим 

~ = 0,014758 (1 + 0,169869 + 0,1698692 + ... ), 
или 

~=O,OI7777. 

Вследствие введения повторных серий испытании вероятность ошибки первого 
рода возрастает лишь незначительно-с 0,0320 до 0,0322%. Напротив, вероят­
ность ошибки второго рода, первона'lально равная почти 18,5 %, падает до 
величины менее 1,8%. для добротности получаем 

П= 1-~ =O,98222, 

т . е. около 98,2% всех доброкачественных изделий ПРЮЩЛl>НО классифици· 
руются как безупречные. 

Упражнения 

Y.I.1. 

Y.I.2. 

У.I.3. 

У.I.4. 

в урне имеется 12 красных и 8 синих шаров . Определить вероят­
ность того, что три раза подряд будет извлечен синий шар, если 
а) извлеченный шар возвращается в исходный набор, б) извлеченный 
шар не возвращается. 

Определить вероятность того, что а) из n = 30 различных чисел 
будут извдечены k = 4 наперед заданных; б) из n = 30 раздичных 
чисел будут извлечены k = 4 чисел в заданной последовательности, 
если извлеченное число возвращается в исходный набор. 
Как велика вероятность того, что из n = зо чисел в ko= 5 испытаниях 
будут извлечены не меньше k = 4 наперед заданных числа? 
В крупной партии Рl = 25% штифтов слишком длинны, Р2 = 15% 
слишком коротки и рз = 60% имеют ' длину, лежащую в пределах 
некоторых установленных допусков. а) Какова вероятность при 
шестикратном испытании два раза подряд извлечь слишком длинный, 

нормальный и слишком короткий штифты? б) Какова вероятность 
в шести испытаниях извлечь по два штифта каждого сорта? Серию 
можно считать столь большой, что изъятие отдельных штифтов не 
нарушает их исходного распределения. 
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Y.I.5. 

Y.I.6. 

Y.I.7. 

Гл. 1. Элементы теории ~ероятностей 

Как велика вероятность того, что при шестикратном бросании 
игральной кости будет выброшена а) тодько одна шестерка, б) по 
крайней мере одна шестерка? 
Вычи{:дить вероятность того, что из n = 5 новорожденных О, 1, 2, 
3, 4, 5 окажутся мальчиками. На основаиии многодетних наблюде­
ний соотношение между чисдом рождающихся мадьчиков и девочек 
считается равным 106: 100. 
Изучение чисда тедефонных разговоров на некоторой телефонной 
станции дает сдедующие усредненные по бодьшому промежутку 
времени значения: 

Ч исдо теде­
фонных раз­
говоров в час 

о 
1 
2 

~3 

Частота, % 

25 
40 
20 
15 

Вычислить вероятность сдедующего распределения в течение 4 часов: 
два часа-без разговоров, в течение одного часа-один разговор, 
и один час-с двумя разговорами. 

Y.I.8. Некоторая жидкость исследуется на наличие ядовитых веществ. 
Пусть вероятность обнаружить присутствующее ядовитое вещество 
при однократном измерении равна р = 0,9. Предположим также, что 
вероятность сдедать заключение о наличии ядовитого вещества на 

основании ошибочного измерения при однократном испытании состав­
ляет q = 0,02. Пусть чисдо испытаний n равно 4. Гипотеза А счи­
тается подтвержденной, если одно из контрольных измерений указы­
вает на присутствие ядовитого вещества. Вычислить вероятность 
беспрепятственного прохождения отравленной пробы через систему 
контроля, вероятность того, что доброкачественная проба будет 
ошибочно забракована, и процент правильных закдючений для добро­
качественных проб. Какие значения подучатся при n = 2 измерениях? 

у .1.9. При анализе отработанных газов вероятность р обнаружения вредной 
примеси в пробе равна 0,5. Пусть вероятность ошибочного 
заключения о присутствии нежедатедьного вещества составляет 

q = 0,02. Оценить необходимое число n контрольных испытаний в слу­
чае, если ошибка первого рода не должна превышать 0,1 %, а ошибка 
второго рода 15%? Отработанный газ считается доброкачествеННЫ~I , 
&ли все n контрольных испытаний указывают на отсутствие при­
м&и. 

У .1.10. В отходах некоторого производства обнаруживаются следы ценного 
органического вещества. Пусть вероятность обнаружить его при­
сутствие посредством одного измерения составляет р = 0,60. Требуется, 
чтобы в 95% всех содержащих искомое вещество проб было обна­
ружено его присутствие, и по меньшей мере 90% проб, не содер­
жащих этого вещества, было отбраковано. Вычислить минимальное 
число n необходимых измерений для одной пробы и оценить допу­
стимые значения вероятности q того, что при однократном испытании 
будет сделано ошибочное заключение о присутствии искомого соеди­
нения. Гипотеза о наличии искомого вещества считается подтверж­
денной, если хотя бы одн'о испытание дает положительный результат. 
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у .1.11 *. При бурении скважин присутствие радноаКТИВflОГО вещества f1a 
основаflИИ одного измерения определяется с вероятностью р = 0,85. 
Пусть веРОЯТflОСТЬ ошнбочного вывода о его наличии составляет 
q = 0,1, а число измерений в одной серии равно n = 4. Вычислить 
веРОЯТflОСТЬ ошибки первого рода (необнаруженная радиоактивность) 
и ошибки второго рода (ошибочное заключение о радиоактивности). 
В случ ае двух и более измерений с положительным результатом 
проба классифицируется как радиоактивная, в случае, когда лишь 
одно измереflие дает положитеЛЬflЫЙ результат, серия испытаний 
производится повторно, и в случае , когда все измерения дают отри­

цатеЛЬflЫЙ результат, проба считается нерадиоактивноЙ. 
у .1 .12. Как изменятся результаты предыдущей задачи, если число измере ­

ний будет сокращено до n = 3? 

§ 2. СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ И СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОЕ ОТКЛОНЕНИЕ. 
ГАУССОВО РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОШИБОК И ГАУССОВ ИНТЕГРАЛ 

ОШИБОК. 

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИ Я ПО ВЫБОРКАМ, 

ДОВЕРИТЕЛЬНbI R ИНТЕРВАЛ 

Введение 

В качестве параметров распределения, или характеристи­
ческих величин, важную роль играют среднее значение /-t и 
среднеквадратичное отклонение а, характеризующее разброс 
возможных значений случайной величины относительно ее сред­
него значения. В качестве меры рассеяния используется также 
величина а2 , называемая дисперсией. Для дискретной слу­
чайной величины Х, принимающей с вероятностями pj значе­
ния Xj (i = 1, 2, 3. , " n), среднее значение определяется равен­
ством 

~~~x{p{ 1. (2.1) 

Среднеквадратичное отклонение определяется выIажениемM 1) 

a~ Y~(X;-~)' р, 1. (2.2) 

Вероятность того, что случайная величина Х принимает зна­
чение, меньшее некоторого числа Х, равна 

Р(Х < х)=Р(х)= ~ pj. (2 .3) 
X j <Х 

Функция F (х) называется функцией распределения вероятностей. 

,1.) Величину (J называют иногда также стандартным отклонением или 
просто стандартом.- Прu.м. перев. 
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Пример 6 
Требуется определить вероятность того, что при бросании игральной 

кости выпадет число очков, меньшее 3. Очевидно, что в этом случае мы 
имеем F (3) = 2 / 6 = 0,333. .. . Вероятность того, что число очков окажется 
меньше 4, равна соответственно F (4) = 3/ 6 = 0,5, а вероятность того, что 
выла,!].ет меньше 7 очков, есть F (7) = 1 (фиг. 1) . 

f'(ж) 

Фиг. 1. Функция распределения 
F (х), рассматриваемая в ПРllые­
ре 6. 

Если Х является непрерывной случайной величиной, кото­
рая может принимать любые значения из ограниченного или 
бесконечного интервала, то производная функции распреде­
ления 

f (х) = d~~X) (2.4) 

называется функцией плотности распределения вероятностей, ' 
или функцией плотности вероятности, или <;окращенно просто 
плотностью вероятности. Для непрерывной случайной вели­
чины роль вероятности Pi играет величина f (х) dx. Среднее 
значение и среднеквадратичное ОТКЛОН,ение в этом случае 

имеют вид 

/.t = ~xf(x)dx, а= Y~(X-/.t)2f(x)dx (2 .5) 

Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х 
принимает некоторое значение, лежащее в интервале ха < х < хо , 
определяется равенством 

Х. 

Р (Ха < х < хо) = ~ f (х) dx = F (хо ) - F (ха)' {2 .6) 
Ха 

В случае непрерывных случайных величин границы рассма­
триваемого интервала могутбыть как включены, так и исключены 
из него; вероятностные предсказания от этого не изменяются. 
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Если для хu совершить предельный переход xll - - 00, то 
поскольку 

P(-оо) = Р(Х < -00) = 0, 

функция распределения принимает вид 

х. 

F (хо ) = ~ f (х) dx. 
- 00 

Совершая затем пр'едельный переход хо -+ 00, получаем веро­
ятность того, что случайная в-еличина принимает значение 
между - 00 и + 00. Эта вероятность должна равняться еди­
нице . Отсюда следует условие нормировки 

+00 

~ f (х) dx= 1. (2.7) 
-00 

Важную роль в теории вероятностей и в ее технических 
приложениях играет гауссов, или нормальный, закон распреде­
ления 

Р(ХО) ' а ~2Л 5 ехр [- ~ (Х u/lYJ dx (2.8) 
-00 

Плотность вероятности нормального распределения представ­
лена на фиг. 2. Максимум ее тем выше, иными словами, точ-

({х) 

~=-~--~~~~~~~~ 

(71: dz : (7~ : (7~ .. 1: "5:а: 7,5 

Фиг. 2. Плотность вероятности нормаль­
ных распределений с разными значе­

ниями а. 

ность тем больше, чем меньше среднеквадратичное отклонение 0'. 

С помощью преобразования 

z=X-/l 
u 

(2.9а) 
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нормальное, или гауссово, распределение (2.8) приводится к 
стандартному нормальному закону распределения 

(2.9) 

Таблицы значений плотности вероятностей и функции распре­
деления для стандартного нормального закона приведены в 

приложении (см. табл. П.l и П.II). На фиг. 3 изображено 

Ф(~) 

I,O~----------------~==~--

...... _=-"---'-'---'-............. --'---'-~Ж Фиг. 3. Нормальное распределе-
I'-Щ fl.+Zo' fl.+Jq ние. 

нормальное распределение. Случайная величина г, распреде­
ленная по стандартному нормальному закону, имеет среднее 

значение /.t = О и среднеквадращчное отклонение а = 1. 
Совокупность всех возможных значений случайной величины 

называется генеральной совокуnноСrrtЬЮ О. Если оценка пара­
метров некоторого статистического распределения производится 
на основании выборок, то объемом n выIоркии S называется 
число проведенных испытаний. Используя измеренные значения 
Х; (i = 1, 2, ... n) случайной величины, можно найти выборочное 
среднее значение х и выборочное среднеквадратичное отклонение 
(эмпирический стандарт) s для данной выборки по формулам: 

n 
- l~ 
X=-~xi, 

n i =l 

(2.1 О) 

(2.11) 

Величина n-1, представляющая собой уменьшенное на еди­
ницу число испытаний, называется при этом числом степеней 

свободы '. 



§ 2. Среднее значение и среднеквадратич ное отклонение 23 

Пример 7 

Пусть выборочна я проверка распределения темпер атуры в течение одного 
дня состоит лишь из одного измерения, давше го значени е 250 с. Тогда эта 
величина есть среднее зн ачение выбор к и, имеющей объем n = 1. Для вьiбо­
рочного стандарта в этом случае получаем выражение О/О ; та Юlм образом 
выборочное среднеквадратичное значение (эмпирический станда рт) остается 
неопределенным . 

Если из генеральной совокупности G нормально распреде­
ленной величины Х производится серия выборок Sv (v = 1, 
2, ... , т) объемом n, то выборочные средние значения Xv. и 
эмпирические стандарты Sv для этих выборок подчиняются 
определенным законам распределения . Обо з начим измеренные 
выборочные значения через xvl (i = 1, ... , n). Средние выбо­
рочные значения 

n 
- 1 ~ 
Xv = -~Xvl 

n 1=1 
(2 . 12) 

ок азываются распределенными по нормальному закону (2.8), 
п араметры распределения которого f1xv и <Ух" связаны с пара-
метрами f1 и <у для генеральной совокупности G формулами 

(2 . 13) 

Таким образом, отклонение <Ух средних значений Х оказывается 

тем меньше , чем больше объем n отдельных выборок. Исследо­
вание э~пирических стандартов SV различных выборок S V с 
объемом n показывает, что величины 

v n-I 2 
= ~Sv или 

n-I 
X2=_-S2 

а2 v (2 . 14) 

удовлетворяют закону распределения, называемому х,2 _ расnре­

делением с n-l степенями свободы (фиг . 4). Это распределение 
отличается от нормального закона (2 .8) . Среднее значение f1 2 

SV 

И отклонение <У 2 величин s~ связаны с параметрами f1 и <У 
SV 

генеральной совокупности соотношениями 

(2 . 16) 
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Пусть Z обозначает случайн ую величин у, подчиняющуюся стан ­
дартному нормальному закону распределения, V-величину, 
принадлежащую к генеральной совок упности с х2 - распределе-

k~ 

Фиг . 4. Плотнасть вероятности k f (х) 
для х2 -распределения. 

00 

р ('1.';;;' '1.~ ) = ~ k t<x) dx= \- а; для раз.~IIЧ· 
Х'а; 

f 
ных чисел степеней свободы f; '1."= ~ Х1, 

i=\ 
1L_-=::::===;;;;;,:==-J2Z!.22z=","-~:с rAe Х i - нормальн о распределенные случайные 

величины (11= О, U= О). 

нием, а f = n-l есть число степеней свободы для х2 -рас­
пределения. Если теперь образовать частное 

t = _Z_ (2.17) 
YV/f ' 

то для величин t получится закон распределения, называемый 
t-рm;nределенuем Стьюдента с f степенями свободы (фиг. 5). 

sf{x) 

Ллоrnnо(!rn& веРОlfmmют! 
~НUРМIlЛ6110ео раслреUеленЦ/с 

~ 
Лпtm11l0сm6 Bl'pORmHOl'mU 

~ t-раr:лрeiJеленuн 

~ 

~~ ________ -L ________ ~ __ ~~ 

Фиг. 5. Плотность вероятности 
S f (х) для t-распределения 

х. 

Стьюдента S ( ,~) = ~ S f (х) dx. 
- а; 

При этом предполагается, что величины V и Z не зависят друг 
от друга. Чтобы по некоторой выборке оценить доверительный 
интервал среднего значения !А. нормального распределения, 

полагают 

(2 .18) 

Число степеней свободы f = n - l определяется объемом n рас­
сматриваемых выборок SV' С помощью t-распределения можно 
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определить величину доверительной вероятности, или надеж­
ности Р = l-а, представляющую вероятность получения вы­
борки S со з начением t, которое лежит внутри интервала 

-tа < ltl = l,rZ \ = lx- f.t IVП < tа , (2.19) 
r V/f S 

т. е. модуль которого меньше некоторого граничного значения 

ta . В табл. П . III (см. приложения) приведены значения ta для 
различных значений параметр~ а, на зываемого вероятностью 
риска, или уровнем значимости, и различного числа степенеFI 

с вободы t = n-l. Из выборочных значений х и s с уровнем 
значимости а следует, что среднее значение !1 лежит в преде­

лах доверительного интервала 

(2.20) 

Если искомый параметр распределения !1 оказался точно 

равным выборочному среднему значению Х. то а ' представляет 
вероятность того, что в последующих выборках будет получен'о 
средне.е значение, лежащее вне пределов доверительного -ИН­

тервала . 

доверительная оценка среднеквадратичного отклонеНIfЯ произ­
водится с использованием х2-распределения. При этом для 
з аданного уровня значимости а всегда можно определить два 

числа Х&!2. n-l И Xi-a!2. n-l таким образом, что одновременно 
будут выполняться два равенства 

P(x2~X&.!2 .n-l) = ~' Р(х2~Х~-аI2.n-l)=1-~. (2.21) 

Отсюда можно найти два коэффициента L 1 и L 2 , определяющие 
доверительный интервал для среднеквадратичного отклонения 

I L1s < (] < L2s 1, (2.22) 

причем уровень значимости одинаков для обеих сторон нера­
венства. Коэффициенты L 1 и L2 связаны с параметрами х2-ра­
спределения соотношениями 

У n-I ~I n-I 
L1 = 2 ,L2 = V 2 • 

Х1 - а!2. n-1 ХЩ2 . n-1 
(2.22а) 

В табл. П.IV (см . приложения) приведены значения коэф­
фициентов L 1 и L2 дЛЯ различных чисел степеней свободы n-1 
и различных значений величины 1-а, называемой доверитель­
ной вероятностью или надежностью оценки. 
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Задачи 

2.1. Среднее значение и среднеквадратичное отклонение 
ген~ральной совокупности 

При измерении температуры в различных точках в определенный момент 
времени получены следующие значения: 10,2, 12,4 , 14,5, 13,6, 11,4, 10,8° С. 
Вычислить среднее значение и среднеквадратичное отклонение. 

Решение 

Генеральная совокупнqсть состоит из 6 измеренных значений. Среднее 
значение J.L и среднеквадратичное отклонение (1 определяются выражениями 

n IJ 

J.L = ~ PiXi, (12 = ~ Р!' (Xi- J.L)2. 
i=l i=l 

в рассматриваемом случае отдельные измерения равноправны. Поэтому пола­
гаем вероятность Pi равной относительной частоте hi = 1/n = 1/6 и получаем 

n n 6 

J.L = LhiXi=~ L Xi=~ L Xi= 72,9 = 1 2, 1 5° С. 
i=l ni=l 6 i =1 6 

Для среднеквадратичного отклонения имеем 

2.2. Выборочное среднее и эмпирический CTaHд~pT . 
Статистические предска~ания на основании вида функции 
распределения 

Берется серия проб с целью определения содержания посторонних при­
месей в промышленных сточных водах. Частоты обнаружения раЗЛИЧНЬJХ 
степеней загрязненности приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

Загрязненность п ромышленных сточных вод 

Порядковый номер i 2 з 4 5 6 7 

Содержание посторонних 40 ± 5 50 ± 5 60 ± 570 ± 580 ± 590 ± 5 100 ± 5 
примесей, г/л 

Частота ki 11 48 160 385 246 113 37 

КрИ!~ая распределения аппроксимируется нормальным законом. Вычислить 
1 параметры нормального распределения, определить частоту проб с содержа-
1 нием примесей а) свыше 82 г/л, б) менее 54 г/л. 
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Решение 

Сначала определим среднее значение содержания примесеЙ. Полное число 
7 

исследованных проб составляет n =. ~ ki = 1000. Отсюда относительные ча­
, =1 

стоты hi 'получаются путем деления частот k i на n = 1000. Для среднего зна­
чения имеем 

(2.2.1) 

Выборочная дисперсия равна 

7 7 

5·2 = _1_ ~ ki (Xi- x)2 = _1_. ~ kj (Xi-72,94)2 = 139,70. 
n-l i =1 999 i =1 

(2.2.2) 

Отсюда для выборочного среднеквадратичного отклонения (эмпирического 
стандарта) имеем 

s ~ 11,819. 

Примем парамеiры нормального распределения равными вычисленным зна­
чениям: 

f-t = 72,94, а= 11,819. 

Тогда функция распределения приобретает вид 

F (хо) а ~ S ехр [ - (\а;)2] dx= 

-00 

х. 

1 S [(х- 72,94)2] - ех - dx 
- 11 ,819 У2n р 279,4 . 

-00 

Относительная доля проб с содержанием примесей х > ха равна 
00 

1 S [(x-f-t)2] Р(х >хо)= У2Ла ехр -~ dx=I-F(хо)' 

Производя замену переменных 

х-!! 
г=-a-~ 

переходим к стандартному нормальному интегралу и получаем 

Относи~ельная доля проб с х < х/l определяется выражением 

(2.2.3) 

(2.2.4 ) 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

(2.2.7) 
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откуда , используя (2 .2.5), находим 
Z'L 

P(X <Xu)=F(Xu) = ~ 5 ехр ( -~2 ) dZ=Ф~(lu). (2.2.8) 

-'" 
Учитывая симметрию нормального распределения (см. фиг . 2), имеем 

Z'L 

Ф(Zu) + Ф(-Zu)=~ 5 ех р ( _Z; )dZ+ 
-'" -Zu 

+ ~2Л 5 ехр ( - г;) dz= 1. (2.2.9) 
-00 

В случае отрицательного значения Zu < О находим Ф (ги) из табл. п. II 
(см. приложения) с помощью соотношения 

Ф (ги) = 1-Ф (- ги). (2 .2. 10) 

При заданных численных значениях имеем 

82-72,94 
ZO= 11 ,8 19 0,767, 

54-72,94 
ги= 11,819 -0,160. 

далее, используя табл. п . 11 , находим по формуле (2.2.6) 

Р (Х > 82) = 1-Ф (0,767)= 1-0,7785=0,22 15, 

а из (2.2.9) с учетом (2.2. 10) 

Р (Х < 54)=Ф(-0,160) = 1 -ф (0,160)= 1-0,5636=0,4364. 

Т аким образом, в 22, 15% всех проб содержание примесей превышает 82 г/л; 
в 43,64% проб в соответствии с нормальным законом распределения содер­
жаlJие примесей составляет менее 54 г/л . 

2.3. Параметры нормального распределения . 
Относительная доля испытаний, приводящих к значениям , 
лежащим за пределами установленных границ 

Определяется количество соли в серии проб, каждая из которых содер · 
жит по 100 см3 раствора. В 30% случаев содержание соли превышает 10,8 г, 
а в 20% случаев оно составляет менее 8,6 г. Вычислить среднее значение !J. 
и среднеквадратичное отклонение а в предположении, что имеет место нор­

мальное распределение. Указать симметричный (относительно среднего значе­
ния ) интервал, в пределах которого окажутся 90% всех проб. Н айти границы 
интервала, определенные условием, что · число проб с содержанием соли, мень ­
шим нижней гращщы, составляет 1 %, а ч исJЮ проб с содержанием соли 
больше верхней границы составляет 0,1 %. 

Решение 

Функция распределения 
Х. 

F (xo) = ,~ S ехр 
r 2ла 

-00 

(2 . .3. 1) 

дает относительную долю значений случайной величины, для которых Х';;;;;; ХО. 
Чтобы перейти к стандартному нормальному распределению и воспользvват~ся 
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табп. П. 11, произведем замену переменных 

_ Х-/1 . 
'--а-' 

тогда получим из (2 .3.1) 

а 

ф(zо)= ~ S 
-", -

( Z2) ехр -2 ·dz. 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

Учитывая симметрию нормального распределения, находим из таБJI. П. 11 

0,70 = Ф (0,524), 0,20= 1-0,80= I-Ф (0,842) =ф (-0,842). (2.3.4) 

Подставляя в (2.3.2) найденные значения 

Z'1 = 0,524, '2 = - 0,842 
и соответствующие им значения 

X1=IO,8, х2 =8,6, 
получаем два уравнения 

(i = I,2), (2.3.5) 

ил и, после преобразования и ПОДстановки численных значений, 

0,524a + f.1= 10,8, -O,842a + f.1=8,6. (2.3.6) 

Отсюда для искомых параметров имеем 

10,8·0,842 + 8,6· 0,524 9956 
f.1= 1,366 " (2.3.7) 

а= \ ~3~6 = 1 ,6\1. (2.3.8) 

Чтобы определить границы симметричного интервала, . в преnелах которого 
окажутся 90% всех проб, нам следует ВЫЧИСЛfJТЬ значения 'а, 'О, удовлетво­
ряющие равенствам 

Ф (Za) = 0,05, Ф (го) = 0,95. (2.3.~) 

для определения значения Za учтем симметрию qiункции ПЛОТНОСТИ . вероят­
ности И , используя соотношение (2.2.\0), получим 

Ф (Za) = \ -ф (-га) = 0,05, (2.3.10) 

т. е. 

ф (-гu) = I-О,05 = 0,95 = Ф (го). 

Из табл. П. II посредством интерпоmrцни 'находим 

'о= 1,645. 

Следовательно, 

'/Х =: - I,645. 
ПреоfJрэзуя (2.3.5). получаем 

,хо = 1.L + ага, Хи = f.1 + аZп, 

(2.3.1\) 

(2 .з.'12) 

(2.3.13) 
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откуда для ИСКОМЫХ границ имеем 

Ха = 9,956+ 1 ,611·1 ,645 = 12,606, 
xa= 9,956-1,611.1,645 = 7,306. 

Таким образом, в 90% всех проб содержание соли лежит в пределах от 
7,306 до 12,606 г. 

Для определения Ф (г,,) = 0,01 М.ы должны отыскать в табл. П . 11 значение, 
соответствующее Ф (-га) = 0,99. Это дает г" = - 2,326, откуда х" = 6,205. 
С~довательно, в 1 % всех проб содержится мене'е 6,205 г соли. Аналогично 
для Ф(zо) = 0,999 находимизтабл.П. Il, что ZQ=3,1, и получаем хо = 14 ,950. 

Это означает, что в случае нормальноrо распределения 0,1 % всех проб 
содержит свыше 14,950 г соли. 

2.4. Доверительные интервалы 

Из партии изделий отбирается 10 элементов, измерение KO:rOPblX дает сле· 
дующие результаты: 

х = {5,75 см; 5,71 см; 5,79 см; 5,81 см; 5,72 см; 5,76 см; 5,73 см; 5,71 см.; 

5,74 см; 5,73 см}. 

Определить доверительные интервалы для среднего значения /-t и среднеквад­
ратичного отклонения а, предполаrая, что размеры изделий в партии распре­
делены нормально. Требуемая доверительная вероятность составляет 90%. Опре­
делить границы, если надежность составляет 99%. 

Решение 

Определим сначала выборочное среднее значение 
n 

- 1 ~ 57,45 
х = n .-'..о Хi=--ТО см=5,745 СМ. 

;= 1 

ЭМПИ'рический стандарт находится по формуле 

_ " /_._1 _. ~. ( , _ -)2 = .. /,0,01005 s- v n-1'~ х, х V 9 
;=1 

см = 0,033 см. 

(2.4.1) 

(2.4.2) 

Для доверительного интервала параметра /-t, используя t-распределение 
Стьюдента, получаем, согласно ,2.20), 

I x-/-t 1= t (n~ 1) , ;_ . (2.4.3) 
f' n ' 

Здесь I (n-I) означЗ€т t как функция (n-l). 
В случае когда требуемая надежность составляет 90%, находим по табл. 

П . JII (см. прнложения) 

t (9) = 1,83. 

Тосда из (2 .4.3) следует 

- 0,033 
jX-/-tI=I,83. --=- см=0,019 см. 

. VIO 
(2.4.4) 

Таким образом, с надежностью 90% среднее значение лежит в пределах до­
верительного интервала 

5,726 см < !.I. < 5,764 см. (2.4.5) 
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Если надежность должна составлять 99 %, то по табл. П. 11 1. находим 

t (9) = 3,25. 

в этом случае имеем 

IX-I1I=3,25 . ~'~ см= О , 034 см. 
r IO 

3 1 

(2.4.6) 

Следовательно, среднее значение с надежностью, равной 99% , заключено в 
доверительном интервале 

5,7 11 см < 11 < 5,779 см. (2.4.7) 

ЕСJ1И гипотеза 1-1 = 5,745 см справедлива, то п р и большом числе контрольных 
выборок , каждая из которых состоит из 10 испытаний, выборочное среднее в 
99% случаев будет лежать внутри интервала (2.4.7) . Вероятность того, что в 
се рии из 10 испьгганий будет получено среднее значение , лежащее вне дове­
рительного интервала (2.4.7), составляет 1 % (ошибка первого рода) . С другой 
стороны, следует иметь ввиду, что в случае доверительного интервала (2.4.5) 
] 0% всех контрольных серий БУДУl давать выборочно~ среднее, лежащее за 
пределам и границ доверительного интервала (если справедлива гипотеза 
~, = 5,745 см ) . 

Доверительный интервал для среднеквадратичного отклонения в случае, 
когда надежность равна 90 %, находим с помощью табл. П. lV 

Подставляя эти значения в соотношение 

5L1 < о < 5L2 , (2.4 .8) 

определяющее довер ительный интер.вал для среднеквадратичного отклонения , 
н использу я (2.4.2), получаем 

0,033·0 ,78 см < о < 0,033·1,47 см. 

Отсюда для искомого доверительного интервала имеем 

0,026 см < о < 0,049 см . 

Есл и требуемая надежность составляет 99%, то по табл. П . l V 

L1 = 0,64, 

откуда на основании (2.4.8) получаем 

0,021 см < о < 0',069 см . 

2.5*. Уровень значимости при заданной длине 
доверительного интервала 

(2 .4.9) 

При химическом анализе медной руды по выборке объемом n = 21 полу­
чено среднее п роцентное содержание меди Х= 3,31 %. Вычисление эмпир иче­
ского стандарта дало величину 5= 0,70 % . С какой надежностью определяются 
параметры 11 и о нормально распределенной генеральной совокупности, если 
ДЛина доверительного интервала среднего значения 11 и длина доверительного 
интервала среднеквадратичного отклонения о должны составлять соответ­
ственно 0,6 и О,5%? 
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Решение 
-

Среднее значение ~t нормального распределения и выБОJЮчное среднее х 
с УJЮвнем значимости а связаны соотношением 

- 5 
Ix-~I..;;tct(n-1) Уn' (2.5. 1) 

Вследствие этого доверите.~ьныЙ интервал среднего значения имеет длину 

- 5 
~1~ = 2Ix-~tl = 2t ct (n-1) уп . 

Для t·распределения Стьюдента получаем из (2.5.2) значени я функции 

~111 ,r-
t(п-I) =2:S УП, 

Подставляя заданные числовые значения , имеем 

06 ,r-
t (20) = 2.0,7 у 21 = 1,96. 

(2.5.2) 

t(n-1 ): 

(2.5.3) 

(2.5.4) 

С rюмощью табл. П . 111 (см. приложения) находим посредством 
что значению (2.5.4) соответствует надежность 

Иlrrерполяции, 

l-а= 93,2% . 

Следовательно, среднее значение ~ с надежност],ю 93,2% лежит в доверитель­
ном интервале 3,01 % < ~ < 3,6 1 %. 

~реднеквадратичное отклонение лежит в пределах 

L15 < а < L25. (2 .5.5) 

Поэтому доверительный интервал среднеквадратичного отклонения имеет длину 

bla = (L 2-L1 ) 5. 

Отсюда находим разность коЭффициентов _ L 1 и L 2: 

~la 
~L (n-1)=L2 -L1=-. 

5 

в рассматриваемом случае имеем 

и (п-l)=L2-L1 = g:~ = 0,7 1. 

(2.5.6) 

Исrюльзуя табл. П. lУ, посредством интерполяции находим, что веJIИчина 

L (20) = 0,71 

соответствует надежности 

1-а=Р=97,9% . 

Интерполируя, находим для этого значения коэффициенты L1 и L2 И полуqаем 
с помощью табл. П.IV 

L1 =O,76, L 2 = I ,47. 

Отсюда следует, что с надежностью 97,9% параметр а лежит 11 пределах до­
верительного интервала 

0,53% < а < 1,03% . 
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2 .6* . Экстр,аполяци я ст.ат.истических оценок 
при изменившихея УСJlОВИЯ.~ ИСПЫТ'1lния 

При исследовании космических лучей с помощью измеритеЛЬНОГQ зонда 
аВТО~lатически регистрируется число разрядов в газе. Отдельные измерения 
каждый раз проводятся в течение 5 мин. При этом получены -результаты , 
п р нведенные в табл. 3. Распределение аппроксимируется нормальным законом . 
I(ак ие значения получатся для среднего числа разрядов и для средне'квадра­
тично го о:гклонения в пересчеl1е н,а а) :5 ми.н, б) 1 мин, в) 1 ч? Какова дл и на 
доверительных интервалов? Уровень зна ч имости сх равен 0,0 1. 

Таблица 3 

Число разрядов п ри исследовании космических лучей 

Порядковый номер 

интервала времени 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

11 Число разрядов Х; 17 14 19 19 17 22 19 13 22 18 16 20 

Решен ие 

Вычислим сначала среднее число разрядов, происходящих в 'Iечение 
5 ~IИН. Имеем 

-n 
- 1~.., 2 16 
Х=n ..::.,. xi=12= 18,0. (2 .6.1) 

i= l 

Таким образом, в течение 5 мин происходит в среднем 18,0 раЗР!lдОВ. для 
выборочного среднеквадратичного отклонения, отнесенного к интервалу в 
5 " !Ин, получаем 

----

{ ± (Xj-X)2 _ 
= i=l =" ;86_280 

s n- I V 11 - ' . 

Согласно табл. П .I II при сх = О ,ОI имеем 

t(n-I)=t(II)=3, 1I . 

Используя (2.6.2), находим отсюда 

t(n- I)s 3,J 1.2,80 
.r 2,'5 1. 
у n Jf12 

(2.6. 2) 

(2.6. 3) 

с.lедовательно, для промежутка времени в 5 мин е надежностью, равной 99% , 
среднее значение числа разрядов лежит в доверительном интервале 

15,49 < ft < 20,5 1. (.2.6.4) 

Оценим теперь доверительный интервал для среднего числа р аз р ядов в слу ­
<lae , когда длительность иамерения равна 1 мин. При этом должны на блю­
даться относительно ·БОльшие -колебания, поскол ьк у отдельные отклонения 
с,г.lаживаются при , их суммировании по большим промежуткам времени . 
С помощью соотношения 

т 

Xj= ~ Xij 
j=l 

2 N, 3ак. , 3270 

и= 1 , . . . , n), (2.6.5) 
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приведенные в табл. 3 числа. характеризующие число разрядов за 5 ~I ИН. 
можно представить в виде суммы по т = 5 измерения м. каждое из ,(оторых 
проводилось в течение 1 мин . Значения случайной величины Xij нам не из­
вестны; однако нам известно среднее значение 

n т n 

Xij= ~n Е Е Xij= ~n E Xi= ~ Х. (2.6.6) 
;=1 j = 1 i= 1 

В рассматриваемом случае получаем. что среднее число разрядов за 1 мин 
равно 

- х 18.0 
Xij = -;:;:;:=-5-=3.6. 

Введем определение 

т 

- 1 ~ Х' 
Xi=-;:;:;: "","" Xij= ~ 

j= 1 

(i=I • ... • n). (2.6.7) 

Если мы представим себе. что каждое и'з n = 12 измерений разбито на т = 5 
измерений. отнесенных к одной минуте. то величины 

Xi = !i..= Х; 
т 5 

являюl'ся средними выборочными зна чениями для этих n = 12 выборок. каждая 
из которых имеет объем т = 5. При этом каждая выборка состоит из измере­
ний. выполненных за промежуток времени . равный 1 мин. Используя средние 
значения. отнесенные к интервалу ~ 1 мин. можно записать эмпири ческий 

стандарт для чисел разря.l\ОВ Х; = тх; за промежуток времени в т минут 

в виде 

Определим эмпирический стандарт отнесенных к 1 мин средних 

Х; = Xi/m следующим образом: 

s_ = ... 1-1 -1 .t (Xi- Xij)2. Х ; V п- ;=1 

(2.6.8) 

значений 

(2.6.9) 

Эту величину следует отличать от эмпирического стандарта s для т = 5 
(в минутах). численное значение которого определяется формулой (2.6 .2). куда 
были подставлены экспериментальные данные из табл. 3. Эти две веЛИЧИ'ны в 
соответствии с (2.6.8) и (2.6.9) связаны соотношением 

(2 . .6.10) 

Согласно теории. изложенной в введении. выборочные средние значения Х для 
серии выборок объемом т. взятых из нормально распределенной генеральной' 
совокупности. распределены по нормалыюму заlЮНУ. параметры которого 

связаны с параметрам и генеральной совокупности формулами 

ах 
а-=--. 
Х vm (2.6 .11) 
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Пользуясь формулами (2.6.11), запишем среднеквадратичное отклонение для 
числ а разрядов Xij в течение 1 м ин: 

n т 

ах .. = Нт " " _ 1_ (Xij-Xij)2 = уmа- .. 
1) n~ 00 ~ 1:,... mn Х, 

i= 1 j =1 

н а основании этого имеем с учетом (2.6.10) 

5х .. = Ym5_ = ,:_ . 
lJ Х; r т 

(2.6.12) 

(2.6.13) 

Подставля я 5 из (2.6.2) и т = 5, получаем для эмпирического стандар1 а числа 
разрядов за 1 мин 

2,80 252 5х = ,~ =1, . 
ij r 5 

Отсюда следует, что 

5 

t(n-1)~ ~= з 11. 1,252 = 112 
уп ' УТ2 , . 

Таким образом, среднее значение числа разрядов в 1 мин заключено в дове­
рительном интервале 

2,48 < f.tx .. < 4,72. 
lJ 

Чтобы найти среднее число разрядов и доверительный интервал, отнесенные 
к п ромежутку времени наблюдения длительностью в 1 ч, полагаем просто 
111 = 5/60 = 1/ 12' Из (2.6.6) следует, что среднее число разрядов в 1 ч равно 

1 
f.to= т /l, т. е. f.to= 12·18,0 =216,0. 

с помощью (2.6.13) находим среднеквадратичное отклонение 

50= Vm = VI2.2,80 = 9,699, 

отк уда следует 

t(n -1). vs~=з, I~9,699=8,71. 
n 12 

в результате для доверительного интервала полу чаем 

207,29 < f.to < 224,71. 

Д:IЯ оп ределения доверительных интервалов среднеквадратичны'Х отклонений 
по та бл . П . IV (см. приложения) находим L 1 = 0,67, L 2 = 1,90. Использу я э'l'и 
З на чения, получаем для времени наблюдения 5 мин 

1,87 < а < 5,32; 
Д.1 Я 1 ~lИ Н 

0,84 < ах .. < 2,38 
lJ 

н дл я измерения в течение 1 ч 

6,50 < ао < 18,43. 

2* 
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Упражнения 

у .2. 1. При измерении температуры е трех плавильных печей получены 
следующие значения: е (~ РС) = {880, 920, 750}. Вычислить среднее 
значение и среднеквадратичное отклонение. 

у .2.2. При измерении длины партии изготовленных штифтов получены 
следующие значения (в см): 1,25; 1,27; 1,22; 1,26; ) ,25; 1,29; 1,21. 
Определить выборочное среднее значение и эмпирический стандарт 
для этой выборки. 

У.2.З. В серии измерений содержания соли в морско й воде среднее значе­
ние и среднеквадратичное отклонение оказались равными соответ­

ственно 1J. = I,85% и а = О,15%. Измерения распределены по нор­
малыiOМУ закону. Какова вероятность получения пробы с содержа­
ннем соли менее 1,5%? 

У .2.4. При исследовании содержания углерода в промышленном газе по­
.~учено среднее значение 2,4%. Найти среднеквадратичное отклонение 
нормалыlOГО распределения, если в 75% случаев отклонения от 
среднего значения составляют менее 10 % его величины. 

у .2.5. Чему равна вероятность того, что при нормальном распределении 
будет получено значение, лежащее за пределами интервала IJ. ± За? 

у .2.6. При измерении . напряжения сухих батарей в 10% всех случаев 
по.~у чается значение, превышающее 4,5 В . В то же время 15 % всех 
батарей имеют напряжение менее 4,2 В . Вычислить среднее значение 
и среднеквадратичное отклонение, предполагая, что имеет место 

НОР~lалыюе распределение . Какова вероятность того, что будет обна­
ружена батарея с напряжением а) менее 4 В, б) более 4,7 В? 

У .2. 7. При проведении серии измерений в 25% всех слу чаев получается 
значение, превышающее 9, и в 40% случаев - превышающее 7. Вы­
числить среднее значение и среднеквадратичное отклонение нормаль­

ного распределения. В пределах какого симметричного интервала 
лежат 99% всех значений? 

у .2.8. Из серии цилиндров берутся три пробных образца и измеряется их 
диаметр: при этом получаются следующие значения: d1 = 8,18 см, 
d2 = 7,88 см и dз = 7,94 см. Определить выборочное среднее и эмпи­
рический стандарт данной выборки. Чему равны доверительные гра­
ницы среднего зна чения, если требуемая надежность составляет 
а) 90% и б) 99%? 

У .2.9. При изготовлении легированных сталей измеряется процентное со­
держание углерода в различных пробах. При этом получены сле­
дующие значения : х (в % ) = {О,42; 0,44; 0,47; 0,4 1; 0,44; 0,43; 0,40; 
О,4З} . На йти выборочное среднее значение и эмпирический стандарт 
для данной выборки. Чему равны доверительные границы среднего 
значенt\Я и среднеквадратичного отклонения при надежности, равной 

а) 99%, б) 90%? 
У.2.10: Выборка объемом n = 60 дает выборочное среднее Х= 14,51 и эмпи­

рический стандарт s = 0 ,68. Определить доверительные интервалы 
для параметров /-t и а нормального распределения, если требуемая 
надежность составляет 90%, 95% и 99%. 

у .2.11 *. Для исследования содержания марганца в высококачественном 
пуддлинговом железе сделана выборка объемом n = 5. При этом по­
.~учено выборочное среднее х= 4,5З% и эмпирический стандарт 
s = 0,40%. С какой надежностью можно принять гипотезу , согласно 
которой содержание марганца в среднем превышает 4%, а ср едне­
квадратичное отклонение составляет менее 1 %? 

У .2. ) 2* . для контроля содержания алюминия при кокильном литье из каж­
дo~ из 4 одинаКОRЫХ изложниц взято по 5 проб. Д.~Я отдельных 
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изложниц средние значени я по соответствующим 5 пробам оказались 
равными: xI = 54,6%, х-;= 52 ,4% . i;= 53 ,5%, ~ = 55,1 %. Определить 
средний стандарт для одной пробы и доверительный интервал для 
средне го з начения одной пробы при допустимо й ошибке, равной 1 %. 
При измерении электрического сопротивления 10 отрезков проволоки 
длиной l = 8 м каждый полу чены следующие значения в м иллиомах : 
235, 242, 237, 243, 240, ~40, 242 , 239, 238, 244. Вычислить сред­
не е з начение и среднеквадратичное отклоне ние сопротивления для 

проводников длиной 1 м . Какие доверительные и нтервалы полу­
чатся при дооустимой ошибке 1 %? 

§ 3 ~ СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ. 
ПРОВЕРКА РАВНОМЕРНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ (x2-КРИТЕриА) 
И НОРМАЛЬНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ (л-КРИТЕРИЙ). 
ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ 

ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ (t-КРИТЕРИЙ И F-КРИТЕРИА) 

Введение 

Если на основании эмпирических данных принимается OlIреде~ 
ленный закон распределения, то критерий согласия (х2-критерий) 
дает возможность проверить выдвин утую гипотезу . Имеющаяся 
выборка подразделяется на n разрядов. Пусть k i и ер; обозна­
чают соответственно число измеренных значений (частоту) 
в каком-либо разряде и частоту , ожидаемую для этого разряда 
н а основании принятого теоретического закона распределения. 

n 

При этом выполняется соотношение ~ k j = N. Если имеющиеся 
i= ! 

эмпирические данные подтверждают гипотез у о справедливости 

принятого теоретического распределения, то согласно х2_кри­

терию должно выполняться неравенство 

(3.1) 

в табл. П.V (см. приложения) приведены значения ве.1f'ИЧИНЫ 
X~ ([) для различного числа степеней свободы f и различных 
у ровней значимости а . Число степеней свободы f равно числу 
разрядов, уменьшенному на число неизвестных параметров 
тео ретичесl\OГО распределения, подлежащих определению по 

данным выборки. В общем случае размеры разрядов должны 
быть достаточно большими, чтобы в каждом из них было от 5 
до 10 элементов. 
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Пример 8 

Если х2.критериЙ применяется для проверки НОРАtaльности распределения, 
то должны совпасть ЭМПl'lрические и теоретические значения таких величин, 

как полное число измерений, среднее значен ие и среднеквадратичное откло, 

нение. Следовательно, число степеней свободы на три меньше числа разрядов. 

Для проверки нормальности распределения Колмогоров пред­
ложил специальный критерий, получивший название А-крите­
рия. Пусть hi есть доля числа измерений в интервале 

Xi-!J.Хi~Х < Xi+!J.Xi · 

Тогда относительное число измеренных значений, удовлетво­

ряющих условию Х < Xi+!J.Xi' равно 

(3.2) 

Теоретическая вероятность Р; получается 
нормалъного распределения [см . (2 .9)] 

из стандартного 

Р; = Р* (Xi + !J.Xi) =ф ( Xi +
6
:i- f.I.). (3.3) 

При применениил-критерия определяют величину 

Л = VN тах I Р; - Pi I 
i 

(3.4) 

Если эмпирические данные подчиняются нормальному закону 
распределения, то при заданном уровне значимости а сущест­

вует число ла , такое, что должно выполняться условие 

I Л < Ла [. в табл. П.VI (см . приложения) приведены значения 
Ла для различных вероятностей риска ( уровней значимости) а. 

Проверка и сравнение параметров двух выборок позволяет 
установить, связано ли расхождение этих параметров с изме­

нением генеральной совокупности за время между двумя вы­
борками или же OJ;IO обусловлено статистическими факторами, 
т. е. может быть объяснено случайными отклонениями. 

Для проверки средних значений применяется t-Kpumepuu со­
гласия. Если выполняется неравенство 

(3.5) 
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то расхождение средних значений для двух выборок S1 (n1; Х1 , S1) 
и S; (n2 ; ~, S2) с вероят!Юстью ошибки а приписывается изме­
нению условий испытаний. Значения t a берутся из табл. П . П! 
дЛ Я t-распределения Стьюдента. В · противном случае I t 1< ta 

" I 
ги потезу о случаином расхождении нельзя отклонить на осно-

вании сравнения средних значений . Тогда следует произвести 
дополнительно исследование дисперсий. 

Во многих случаях изменение ' генеральной совокупuости 
(н апример, улучшение качества готовой продукции) заключается 
не в изменении среднего значения, а в уменьшении разброса; 
применение F-криmерия Фишера, основанного на сравнении 
диспереий, позволяет установить, произошло ли изменение 
генеральной совокупности или наблюдаемое различие обуслов­
лено статистическими отклонениями . Рассмотрим отношение 
двух эмпирических дисп ерсий S~ и S~, построенное таким обра­
зом, чтобы меньшая из дисперсий стояла в знаменателе. Счи­
тают, что расхождение обеих величин с уровнем значимости а 
связано с изменением генерал Ьf!ОЙ совокупности, если ВЫПОл­
н яется неравенство 

2 . 

5~ > ра и1' f2) > 1 
52 

(3.6) 

Здесь f1 = n1-1 и f2 = n2-1 обозначают число степеней сво­
боды каждой из выборок . В табл. П.VII (см. приложения) 
п риведены предельные значения ра и1' f2) для различных ве ­
р оятностей ошибки . 

Задачи 

3.1. Применение критерия согласия (х2-критерия) 
к распределению специального вида 

При исследовании удлинеиия стеклянных волокои при разрыве получены 
результаты, приведенные в табл. 4а . 

Таблица 4а 

Разрывное удлинение стеклянных волокон (ДJIИН2 волокон 
1 = 100 см) 

1 Порядковый номер i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 Разрывное удли нение 
6./ ± 0,05 см ' 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 

111 Число волокон ki 2 14 20 25 36 37 28 20 12 6 
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Требуется установить, можно ли рассматривать данное распределение как 
."инеЙное в соотве'l'СТВИ'И с фиг. 6. Уровень знач'Имост.и ДQверительной 0"uенк<И 
не .должен п~ревышать .Q,O I, иными словам и, н.адежН0СТЬ должна быть бо.lее 99%. 

50. 

~O 
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,/ . , 
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Решение 

f i'-

М I 

J ""'! 
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, 

H==гfКJ 

iJl 

-Фиг. б.Удлинение стеклян­
'ных ,В0JЮКОН при раз:ры·ве 

(зависимость ожидаемой ча­
стоты fP от раЗРЫВНQГО уд­

линения l!tl) . 

Применим :х2"критер,и й сог лас.ия. Полное чис.qQ волокон равно 

n 

.~ k1 = N = 200. 
;=1 

Чтобы получить достаточно большую частоту в каЖД0М разряде, 0бъеди-ним 
разряды 1 и 2 в один разряд. АнаЛОГИЧН0 лос:гупим с .р-азрядам.и 9 и 10. 
Вероятности Р i, получающиеся согласно принятому закону расп:ределения , 
приведены в табл. 4б, строка IY. Ожидаемые З1lаче.ния ЧllСТОТ Wi получаются 
из них ум ножением на N = 200 (строка У) . В строке У! еще раз приведены 
измеренные значения k,. с учетом измененнаго разбиения на раз.ряды . 

1 Порядковый номер i 1/2 3 4 5 6 

IY Вероятность Р; 0,08 0,10 0,14 0,18 0 , 18 

У fP,.=NP,. 16 20 28 36 36 

У! Эмпирические частоты k; 16 20 25 36 37 

YII ('k,.- fPi)2 
О О 0, 32 О 0,03 

fPi 

Отдельные слагаемые суммы 

)(2 = 1: (k,.- fP;)2 1: (ki- N Р,.)2 
; fP,. ; NP,. 

представлены в строке Уll . Суммируя их , получаем 

)(2 = 0,60. 

Таблица 46 

7 '8 9/1 0 

0,14 0,10 '0 ,08 

.28 20 НJ 

28 20 18 

О О 0,25 



§ 3. Статистuческая проверка гипотез 4.1 

в качестве числа степеней свободы мы должны подстав ить вел'ИЧИ'Н У 
{= n-2-6;.. По та.бл. П.V {ем. ПРИJlожения} находим npl! уровне значи­
~lOсти 0,01 

X~,Ol (6) = 0,872. 

Сопоставляя это с вычисленным значением, имеем 

х2 =О,60 < O,872=x~.Ol (6). 

Таким образом, если объединить крайние разряд.ы указанным выше сrюсобом, 
чтобы обеспеqить выполнение требований к ЧИСЛУ элемен-тов в кщкдом разряде, 
то гипотезу о линейном распределении можно считать. еОГ,lасующейся с опы­
том. Если же к райние разряды i = 1 и i = 1 О рассматривать отдельно от со: 

седних разрядов, . то на основании х;2-критерия имеем х2 = 2,68 > 1,65 = .X;:Ot(8). 
в COOTBeTCTВlbli с ЭТИМ ИЗ-ЗА краевых искажений rилотезу о ЛИН.еЙн.ости 

расп ределения следо.вало бы ОТКЛОНИТЬ. 
Результат применения критерия можно резюмировать следующим образом: 

есл и исключить граничные области, для которых вследствие ограниченности 
числа измерений нельзя сделать точной оценки, то ГИП01'ез:у о линейности 
распределения, которой отвечает фиг. 6, следует считать соглас)/ющейся с 
IIмеющимся статистич~ским материалом. 

3.2* . Применещ~е л-критерия для проверки выборки 
большого объема на нормальность распределения 

Из набора шаров берется выборка большого обl:.е~!а. Требуемая величина 
ди аметра шаров составляет Ха = 20,00 ~IM. При автоматической сортировке 
11 подсчете шаров получены результаты, приведенные в табл. 5а. У становить, 

Таблица 5а 

Распределение диаметро,в в наборе ша ров 

1 11 
111 

lV Отклоненн·я от з аданного 
РаЗР8Д Диаме'tр, мм 

значения , ММ 4асroта 
( xi ± O,OI ( ХгХо)± О.ОI k i 

1 19,90 -0,10 О 
2 19,92 .,..-0,08 1 
3 )9,94 -0,06 2 
4 19,96 -0,04 5 
5 19 ,98 -O,OZ t4 
6 20,00 О 24 
7 20,02 0,02_ 28 
8 26,04. 0,04 23 
9 20,06 0,06 16 

10 20,08 0 ,08 6 
11 20 , 10 О, JO I 
12 20,12 0,12 О 

~IOЖНО .1И считать данно.е распределение нормальным, и вычислить Довери­
TeJ1to l1bJe Иflтервалы для среднего значения» среДflеliваДРClтичмо rо QТК J!.Qнеtlия , 
еСЛи требуемая доверитеJlъная вероятность (Н8деЖНОС1'Ь}Qценки составляEYf 99%. 
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Решение 

Полное число подвергнутых проверке шаров составляет, согласно табл. 5а, 

n 12 

N= ~ kj= ~ k j=120. 
;=1 ;=1 

Определим сначала выборочное среднее значение 

n n 
- ~ "'.., k ·x· 
Х= k... kjXi= k... 71' 

;=1 ;=1 

с этой целыо у множим указанное в столбце II 1 для каждого разряда откло­
нение Xj-Xo на частоту k j (столбец IV). Резул ьтат приведен в табл. 5б, 
столбец У . Просуммируем Ilроизведения, стоящие в столбце У, и разделим 
на полное число испытаний N = 120. В результате получим 

12 n L kj (Xj-xo) 

;= 1 N 
1 L -- k.j(Xj-хо)=х-хо, 
N ;=1 

Таблица 5б 

'У V УI VII 
kj (хгх.) kj , ММ xi-X , мм (ХгХ)' k j • мм' 

l ' ' о О 0,1195 О 
2 1 -0,08 0,0995 0,0099 
3 2 -0,12 0,0795 0,0126 
4 5 -0,20 0,0595 0,0177 
5 14 -0,28 0,0395 0,0218 
6 24 О 0,0195 0,0091 
7 28 0,56 -0,0005 0,0000 
8 23 0,92 -0,0205 0,0097 
9 16 0,96 -0,0405 0,0262 

10 6 0,48 -0,0605 0,0220 
11 1 0,10 -0,0805 0,0065 
12 О О -0,1005 О 

Подставляя заданные числа, находим 

n 
- 1 ~ 2,34 
x-xo=fj k... kj (х[-Хо) = 120 мм =О,О195 мм. 

i= 1 

Это означает, что среднее значение 

х=хо+ О,ОI95 мм=20,О195 мм 

почти на 0,02 мм отклоняется от заданной величины 20,0 мм. дЛЯ определения 
эмпирического стандарта s сначала вычислим разность между средним по 

разряду Х; и выборочным средним х (столбец VI), возведем эти разности 
в квадрат и полученные значения умножим на стоящие в столбце IV частоты k j • 
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Полученные результаты помещены в столбце VII. Суммируя, ПОЛУ'lаем 
12 

~ ki(Xi- Х) 2 =О,1355 мм2 , 
i=1 

отк уда для искомого эмпирического стандарта имеем 

43 

Доверительный интервал среднего значения при заданном уровне зна'lИМОСТИ 

а = 0,01 определяется величиной 

- s 0,0337 
IX-I1I = t(119). YI20 =2,62 10,95 мм = 0,00807 ММ. 

Следовательно, среднее з начение заключено в ннтервале 

20,011 мм < 11 < 20,028 мм . 

ДЛ Я определения доверительного инrервала среднеквадрати'lНОГО отклоне­
н ия находим по табл. П . IV 

L 2 = 1,17. 

На основании соотношения L 1s < а < L 2s отсюда следует 

0,87·0,0337 мм < а < 1, 17·0,0337 мм. 

Окончательно имеем 

0,0293 мм < а < 0,0395 мм. 

Несмотря на большое число испытаний (N = 120), длина доверительного ин­
тервала составляет около 1 / 4 величины эмпирического стандарта. 

Для решения вопроса о том, можно ли данное распределение рассматри­
вать как нормальное, нам следует в соответствии с л-критерием Колмогорова 
выяснить, выполняется ли неравенство 

YN шах I Fi- F; 1< Ла. 
Здесь F i = F (Xi + ~X) обозначает измеренную, а Р; = F* (Xi + ~х)-теоретичес­
кую функцию распределения . Параметр Ла бере7СЯ из табл. П . VI (см. при­
ложения). При заданном уровне значимости 0,01 имеем Ла = 0,44. 

Сначала определим значения теоретической функции распределения. 
С этой целью посредством преобразования 

z=x-11 
а 

перейдем к стандартному нормальному распределению. При определении 
функции распределения нам следует относить значения к правой границе 
интервала . Следовательно, еСJIИ 2~x обозначает длину интервала, то опреде­
.~ению подлежат величины 

Хi + ~Х-11 
Zi = а . 

Испол ь зуя найденные значения параметров 

11 = 20,0195 мм, а = 0,0337 мм 

и значение ~x=O,Ol мм, получаем результаты, приведенные в табл. 5в, 
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Таблица 56 

11 VIII IX Х Х I XIl 

Р: =ф(2j) 
N Fi=~> . F i I FгFi I Xi, мм Zi . . . I 

I~ ' 

1 19, 90 -3,25 0,001 О О 0,001 
2 19, 92 - 2,66 0,004 1 0,008 0,004 
3 19,94 -1,07 0,019 3 0,025 0,006 
4 19,96 - 1,46 0,072 8 0,067 0,005 
5 19,98 -0,87 0,192 22 0,183 0,009 
6 20,00 -0,28 0,390 46 0,383 0,007 
7 20,02 0,31 0,622 74 0,617 0,005 
8 20,04 0,90 0,816 97 0,808 0,008 
9 20,06 1,50 0,933 113 0,942 0,009 

10 20,08 2,09 0,982 119 0,992 0,010 
I1 20,10 2,69 0,996 120 1,000 0,004 
12 20,12 3,28 0,999 120 I,Of10 0,001 

столбец VHI . С помощью табл. П. JI находим соответствующие значения 

сrандартной нормальной функции распределения Fi =, ф (Zi) (столбец 
IX). В столбце Х указаны величины 

~ kj = NFi, 
i <. i 

определяемые с помощью табл . 5а, столбец '[У; столбец ХI содержит вычи­
сленные с использованием этих величин значения измеренной функции рас­
пределения F,.. В столбце XII приведены абсолютные величины РЗЗliостей 
между измеренными и вычисленными значениями функции распределения . 

Из последнего столбца находим 

тах 1 Fi - F; 1 = 0,010. 

Отсюда следует 

улт тах I Fi - F; 1= 10,95·0,010 = 0,1095. 

Полученное значение меньше заданной величииы Ла. = \.01 = 0,44 . На осно­
вании этого рассмотренное распределение можно считать нормадьным . 

3.3. Критерий дли сравнения средних значений нескольких выборок 

Из латунной плавки берется выборка. Она дае. следующие результ,аты 
ДЮI процентного содержания меди: 

Х1 = {63,6; 65,0; 64, 1; 64,4; 63,3; 64,б; 65,7; 64,6 }. 

Из следующей плавки также берется выборка; при этом процентное содержа­
ние меди составляет 

Х2 = {65,2; 63,9; 65,7; 64,4; 66, 0; 64,8}. 

Нужно установить, является ли расхождени е выбороtlНЫХ средних з начений 
принципиальным (значимым) ил и же оно может быть оБЪЯ ::: Не>!Ю слуqайным н 
отклонениями. Требуемая надежность вывода 99%. 
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Решение 

Будем П'редполагать, что обе выборки с объемом, равным соответственно 

1/ , и n2' EJЫборочными средними ~ и Х2 И эмпирическим и стаидартам и 81 и 
51 вз яты из одной и той же нормально распределенной генерал ьной совокуп -
1I0СТИ G. Вслед<:!вие этого при повториых выборках Slv и S2v выборочные 
с ред ние X1v 11 Х2У также должны быть распределены нормал ьно. ТО же 

самое справедливо и для разностей 

(3 .3. 1) 

которые должны при надлежать норма .%нО распределен ной случайной вели­
чи не со средним значением 

1l-Х,_х, = О. 

дЛ Я дисперси и этого распределения имеем 

111 

? 1 L: - -о::. - = lim -- [(Хl -Хn )-(!l1- !l2)j2. 
х 1 - х: m ...... оо m-l V,LV 

у=1 

Преобразуя скобки и перемножая, находим 

I (х J v - Х2 у) - (111 -112)]2 = [(х I v -111) - (х 2У - !lz)J2 = 

= (X1v-!l J)Ч (X2Y-~~2)2_2 (Xlv -!lI) (X2v-1l2)' 

(3.3.2) 

Выборочные средние Х 1у и Х2У не зависят друг от друга. То же справедлнво 
'1 дл я разностей X!v-1l1 и X2v -!l2, иными словами, откло нения выборочных 

средних X1v и Х2"" от средних значений J.ll и !l2 также явл яются независи­
"ым и. Вследствие этого колебания выборочных средн их около средних зна ­
че ний компенсирую1'СЯ, так что выполняется равенство 

т 

lim -1-1 ~ (X1v -J.l1) (Х2у -!l2)=О m-+-оо m- ~ 
у=l 

( C~ I. § 4). Поэтому можно записать 

Используя формулу (2.13). связывающую эмпирический стандарт выборок 
объемом n со среднеквадратичным отклоненнем генеральной совокуп ности, 
полу чаем окончательно 

0 - - =0 +0 =02 -+-2 2 2 (1 1) 
х 1 v - х2у 1 2 ni n~ • 

(3.3.3) 

Вел ичина 

z= (3.3.4) 

ПОдч иняется, следова тельно, стандартному нормальному закону распределе-

1111Я. да ле е, сумма 

u =(n,-I) ~~+(n2 -. 1) 8~ 
0 2 о' (3 .3.5) 
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распределена по закону )(2, поскольку оба слагаемых удовлетворяют этому 
распределению. 

Для числа степеней свободы этого распределения имеем 

f = fl+f2 = nl + n2 -2. (3 .3.6) 
В результате ДЛЯ величины 

z 
t=--

VU/f 
(3.3.7) 

получаем t·распределение Стьюдента с f степенями свободы. Подставляя 
(3 .3.4)-(3 .3.6) в (3.3.7), приходим ·к выражению 

Х1 -Х2 , .. /"nl + n2- 2 
'(f)=V у n1n2' (nl-1)si+ (n2-1)s~ n1 + n2 

(3 .3.8) 

для распределения с f = nl +n2 -2 = 8 + 6-2 = 12 степенями 
уровне значимости а = О,ОI находим по табл. П . III 

свободы при 

'а = tO•01 =3,06 . 

Таким образом, если справедлива гипотеза о случайном расхождении пара . 
метров двух распределений, 10 вычисленная по формуле (3.3.8) величина 
t (f) должна удовлетворять условию 

t(f) < tu,' 

Исполыtуя заданные числа, получаем в рассматриваемом случае: 

Хl = 64,4%, х2 = 65,О%, 5i = O, 577, s~=O,628. 
Отсюда следует 

({) 0,6 .. /П;-
t У5.0,628 + 7.0,577 V 14 ·6 = 1,43. 

Таким образом, имеем 

'(/)=1,43 < 3,06=10.01' 
Т . е . t -критерий не позволяет с требуемой надежностыо 99% принять гипо­
тезу о том, что расхождения средних связаны с принципиальными различи ­

ями. Следовательно, отклонения могли возникнуть в рамках норыального 
рассеяния. ,. 

3.4. Критерий для сравнения выборочных дисперсий 

Требуется установить, можно ли отн~сти две выборки, рг.ссмотренные 
в задаче 3.3, к одному и тому же нормальному распределению на основании 
сравнения эмпирических дисперсий этих выборок. Допустимая степень риска 
составляет 1 %. 

Решение 

Первая выборка имеет объем nl = 8, выборочное среднее ~ = 64,4 и вы­
борочную дисперсию 5i = 0,577. Для второй выборки с n2 = 6 было получено 
Х2 = 65,0, 5~ = 0,628. Выборочные средние не представляют интереса для 
F-критерия Фишера. 

Для проверки гипотезы а1 = а2 построим отношен ие 

s~ 0,628 
F=-2 = 0 577= 1.09. 

5\ • 
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Из табл. П . Y II при уровне значимости а = 0,01 для чисел степеней свободы 
fJ = nl-l = 7 и {2 = 1!2-1 = 5 находим 

F 0.01 (5; 7) = 7,46. 

Таким образом, имеем 

F = 1,09 < F 0.01 (5; 7) = 7,46. 

Итак, гипотеза о принадлежности обеих выборок к одному и тому же нор­
мальному распределению не может быть отклонена и на основании сравнения 
дисперсий. 

3.5. Статистическое сравнение точности 
различных методов измерения 

Многолетнее применение некоторой методики исследования наличия ра ­
диоактивного изотопа дает среднее значение 0 , 104 %. Дисперсия составляет 
0, 017%. Вводится нов'ая методика измерения, которая в 17 испытаниях 
дает такое же среднее значение, о.цнако дисперсия при этом составляет 0,043%. 
Требуется установить, является ли это расхождение случайным или оно 
связано с , тем, что вторая методика дает возмож ность осуществлять более 
точный анализ . Требуемый уровень значимости составляет менее 0,005. 

Решение 

Вычисляем отношение дисперсий 

F = s~ = ( 0 ,043 ) 2 =640 
s~ 0,017 ,. 

По табл . П . YII находим при уровне значимости а=0,005 

Fo.00.(16; 00)= 1,64. 

Таким образом, имеем F > Г 0.00. ' 

с вероятностью ошибки менее 0,5 % можно утверждать , что новая мето­
дик а и змерения лу чше отображает генеральную совокупность, т . е. позволяет 
получать болеЕ: точные данные о содержании радиоактивного изотопа. 

Упражнения 

У .3 . 1. При изучении колебаний напряжения в электрической сети полу­
чены результаты , приведенные в табл . 6. 

Таблица б 

Колебания напряжения 

Время суток 0'1 3'1 6'1 9ч 12'1 15'1 1 8ч 2 1 ч 

Напряжение, В 210 205 195 200 210 220 190 210 

Установить, может ли это распределение при уровне зна -
чимости 0,10 рассматриваться как равномерное. 
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У.3.2. 

У . 3.3. 
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Иеследование обрывов лен1'Ы машинами дает в течение одн.ого дня 
для отдельных машин следующи:е з начения; 

14, 17, 15 , 18, 17 , 15, 18, 15, 14, 17 . 
Установить с ПО~1Ошью х2.критерия, может л и это распреде· 

ление рассматриваться как равномерное. 

При определении твердости шлифовальных кру гов полу чен ы резул ь­
таты, приведенные в табл. 7. 

Таблица 7 

Твердость шлифовальных кругов 

Твердость Х по Шору 11 ± 1 13± 1 15± 1 17± 1 19± I 

Частота k 41 48 51 53 57 

а) Установить с помощью х2-критерия, можно л и данное распре­
деление рассматрl1Вать как р авномерное ; б) исследовать с праведливость 
приближенного выражения k = 2x + 20; в) произвести аппрокс и мацию 
!то методу наименьших квадр атов и применить к результату x2-критериЙ. 

У .3.4*. Из партии изделий берется выборка объемом n = 41. В табл. 8 при­
ведены отклонения от заданного размера хо = 10,0 мм . 

Таблица 8 
Отклонения от заданного зна чения 

Разряд i 2 3 4 5 6 7 

Разность (,1._± 0,05), -0,3 -0,2 - 0,1 
мм 

О О , I 0,2 0 ,3 

Частота k; 4 8 16 7 3 2 

У становить, с какой степенью надежности данное расп ределен ие 
можно считать нормальным. 

У . 3.5 *. Опр€деление радиуса действия иони зир ующего и злучения ПРИВОД I1Т к 
среднем у значению 61ZM при эмпирическ ом ста нда рте , р авном I см. 
Всего проведено 100 и змерений, при этом получено р ас пределе ние, 
представленное в табл. 9. 

Таблица 9 

Радиус действия ионизирующего излучения 

Ради ус действия, 
см 

Ч астота, % 

< 4,5 

10 

5± О,5 

20 

6±О,5 7±O,~ 8±О,5 

30 25- 15 
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Определить, можно ли данное распределение рассматривать как 
нормальное (а = 0,20). 

У .3.6. При изготовлении томпак -сплава взяты две выборки. Первая выборка 
состоит из 4 проб. Для содержани.я мед и rrолучеН'о среднее значение 

x1 =7 1,4%, эмпирический стандарт составляет 51 = 1,6%. Вторая 
выборка, взятая через большой промежуток времени, состоит из 

5 проб; при этом выборочное среднее paBffo Х;; = 74,3%, а ЭМf1И/'ТИ­
ческий стандарт 52 = r %. Выяснить , связано ли расхождение с изм:ене· 
нием условий испытаниЙ.Требуемая надежность оценки составляет 99%. 

У.3.7. Выборка объемом n1=26 дает п р и и змерении модуля упругости нике­
левых с~алей выборочное с реднее значение Х[ = 20462 Krc / MM 2• Ве.~и­
чина эмпирического стандарта ока залась равной 5[ = 160 кгс/мм 2 • 
для выборки объема n2 = 12, взятой в более поздний момент времени; 

получены выборочное cpeДH~e Х2 = 20280 кгс/мм 2 и стандарт 
52 = 250 кгс/мм2 • Вычислить уровень значимости, при котором это 
расхождение может быть объяснено случайными отклонениями в рам­
ках нормального рассея ния. 

У. 3 . В. Ср·авниваются два способа измерения. Первый в 15 выборках дает 

среднее значение х-; = 4,50 и эмпирический стандарт S1 = 0,35. Вто­
рой в 21 выборке дает соответственно значения Х2 = 4,48 и 52 = 0,87 _ 
Определить, является ли расхождение средних случайным и можно 
ли считать точность обоих методов одинаковой. Уровень значимости 
составляет а = 0, 01 . 

У.3.9 . Измерение температуры в различиых точках стального цил и ндра 
производится двумя способами. При первом способе измерения вы ­
полняются в 5 точках, при втором-в 9. для средних значений 
в обоих случаях получается одинаковая величина, однако в первом 
случае стандарт оказывается равным 51 = 9,250С, а во втором 82 = 2, t5Q C. 
Выяснить, являются ли эти расхождения случайными или же они 
вызваны принципиальными различиями. 

У .3.10. Для исследован и я уровня шума каждый час производится выборочное 
измерение. В /10 измерениях получено среднее значение 95 дб, средне­
квадратичное отклонение равно 10 дб. Н епреРЫВ!iая запись уровня 
шума дает среднее значение 92,5 дб и среднеквадр атичное отклонен и е 
17 дб. Уста новить, находится л и расхождение в пределах статисти ­
ческих отклонений. Урове.нь значимости а составляет 0,01. 

§ 4. к.ОРРЕЛЯЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ И к.ОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ. 
МЕТОД Н АИМЕНЬШИХ к. В АДРАТОВ . 

ПРЯМАЯ РЕГРЕССИИ 

Введение 

Корреляционное исчисление изучает статистическую зави ­
с имость между двумя случайными величинами Х и У, например 
вл ажностью воздуха и его давл~нием, уровнем шума и числом 

несчастных случаев на производстве, электрической проводи­
мостью и числом ионизирующих столкновений в плазме и Т.д. 
Есл и kij обозначает час,оту поя вления пары значе ний ХЕ. Yi . 
то выражения 

(4. 1 ) 
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предс-тавляют частоту поя вления соответственно значения Х; и 

значения Yj' Полное число наблюдений равно 

~kix= ~kYi=~kii= n' (4.1а) 
i i ii 

с реднее значение и дисперсия случайных величин Х и У опре­
деляются по формулам 

(4 .2) 

(4.3) 

Коэффициентом ковариации, или корреляционным моментом, рас­
пределения двух случайных величин Х и У по определению 
называют величину 

(4.4) 

Коэффициент ковариации Sxy может принимать и отрицательные 
значения. 

для аппроксимации измеренных значений Xi' У; полиномом 
т-и степени 

(4 .5) 

применяют в простейшем случае метод наименьших квадратов 
Гаусса. Коэффициенты а" определяются и з условия, что сумма 
квадратов 

~ kyj (Yj-yy = ~ kij ( t avx{ _Yi)2 (4 .6) 
L L, 1 . ,,=0 

должна быть минимальной. Для этого должны выполняться 
т + 1 условий 

д: L kYj(Yi-Уi)2 =2 ~kij( favxt-Yj)x~ = o 
JA. i i,i \v=O 

(f,t = O, 1, ... , т), (4 .7) 

из которых следует система алгебраических уравнений 

(4 .8) 
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При приближенных вычислениях принято писать 

[k ijx!] = ~kijXY ' 
i. j 

[X~] = ~xY . 
i 

(4.9) 

Пользуясь этой системой записи, можно представить решение 
системы уравнений (4.8) в виде 

[kij] 
[kijXj] 
[kijxT J 

.. . [kijXY - 1 ] 

[kijXYJ 
[kijxY+l] 

[kijYj] [k/jXY+l] · · . [kijXin] 
[kijXjYj] [kijXY+2] ... [kijх;п+l] 

[kijXZ Yj] [kijХУ+З] . . . [kijх;п+2] 

Вычисление коэффициентов а'! обычно .является чрезвычайно 
длительным процессом и при приближениях высоких порядков 
его целесообразно осуществлять с помощью ЭВМ. 

Обычно сначала пытаются аппроксимировать эмпирические 
данные прямой. При этом степень линейности зависимости 
между двумя случайными величинами х и у характеризуется 
коэффициентом корреляции 

(4.11 ) 

Его величина ограничена пределами 

-1~г~1 (4 . 12) 

(см. У.4 .11). В случае Irl = l все измеренные значения х.у. 
u u u _ . /) 

лежа т на однои прямои, называемои nрямои ресрессии. Если 

I r I < 1 и выполняется неравенство 

( 4.13) 
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то с вероятностью ошибки а можно считать, что случайные 
веЛИЧl1НЫ х и У связаны линейной зависимостью. Зн а чения {а 
приведены в табл. П . I11 (см. приложения). Н а фиг. 7 указаны 
к оэффициенты корреляции для различных распределений. 

О 

/,/

0 

о о о 
о о 

г;:1 О о г~O,5 

о о о о 
о 

О 

о 
о 

о 

г = О 

Фиг. 7. Коэффициент корреляции r для ра зличных распределений. 

npllMep 9 

о 

Спедения о толшине снежного покрова и облачности в горной местности 
в канун ноного года, передаваемые и з поколения в поколение в течение ста 

лет, выглядят следуюшим образом : 

нет с н ега , безоблачное небо (Х = О, У = 0)-7 раз , 
н е т снега, сп лошн ая обл ачность (Х = О, У = I) -3 раза, 
толщ и на снежного покрова 1 м , безоблачное небо (Х = I , У = 0) -63 раза, 
толщина снежного покрова 1 м , сплошная облач ность (Х = 1, 

У = 1)-27 раз. 
Отсюда следует, что средние з н а чения ра вны х = 0,90, у ;= 0,30, т. е. число 
снежных и облачных дне й равно соответстве нно 90 и 30%. для кор р еляцион­
ного моме н та полу чаем 

I 
Sxy = §§ (0,07 ·0,9·0,3-0,03· 0,9 · 0,7-0,63.0,1.0,3+ 0,27 ·0,1·0,7) = О. 

Т а ким образом, коэффициент корреляции r также равен н улю. Следова тель но, 
оба события, т. е. тол ши на сн ежного покрова и облачность, являются ли нейно 
независи м ы ми. 

Пара метры прямой регрессии 

у = ао + alx или у = а + Ьх или у = ау . х + Ьу.хх (4 . 14) 

Оllределяются методом наименьших квадратов. В соответствии 

с этим пол учаются два у равнения [ер. (4 .7)] 

д: L.kУj (Уj_У)2 = 2~)ij (аО + аlхi-Уj) = О, (4.15) 
о . . . 

1 1.1 
д ~ . 

да! LkYj(Yj-Уj)2 = 2~kij(аО + аlхi-Уj)Хi = О. (4.16) 
1 1,1 

Пользуясь формулами (4.1) и (4.2), пол учаем из (4.15) 

-У+ аО + а1х = О. (4.17) 

Следовательно, прямая регрессии проходит через центр тяжести 
точечного множества Xi , Yi' 



§ 4. КоррелЯЦUОlifЦJP. uс'/ucлеliuе u корреляцuою/ыu аliалuз 53 

Вычтем из уравнения (4.16) уравнение (4.15), предварительно 
у множенное на Х. Кроме того, введем в каждую скобку под 
знаком полученной таким способом суммы выражение (4.17) 
с соответствующим знаком. В результате получаем 

~ kij [У-У! + а1 (Xi -х)] (Xi-X) = О . (4.18) 
' . / 

Используя равенства (4.1)-(4.4), находим отсюда окончательно 
решения системы уравнений (4.15) и (4.16): 

~ = b = [kij(Xi-Х) (Yj-Y)] = r~ = SXoY, 
[kix (Xi -X)2J Sx 5; 

(4.19) 

- 2 -
У [kix Х; )-Х [kijXiYj) - Sy -

ао = а = = y-r -x. 
[ki x (Х; _х)2] Sx 

(4.20) 

Эти решения можно получить также путем преобразования 
общего решения (4.10). 

Прямая регрессии (4.14) называется регрессией у относи­
тельно Х. Она определяется выражением 

б~kУj(Уj-УУ = О, 
i 

(4.21 ) 

которое означает, что сумма квадратов отклонений значений у 

от рассчитанных по уравнению прямой регрессии У = аух + ЬухХ 
является минимальной. 

Если прямая регрессии определяется из условия 

б ~kiX (X i -Xi )2 = О, (4.22) 
i 

т. е. если сумма квадратов отклонений величины Х от прямой 
регрессйи 

Х = аху + ЬхуУ (4.23) 

должна быть минимальной, то для р_егрессии Х относительно у 
находим по методу наименьших квадратов 

b~ = r ~ = 5ху. 
ху sy S~ 

Таким образом, имеет место соотношение 

52 
Ь Ь -.---Z1L - r2 
ух ху - si s~ -

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 
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Задачи 

4.1. Корреляция дву.х случайных величин 

Исследуется содержание калийных солей и органических веществ в тех­
нической воде. Значения частот в различных разрядах концентраций. полу­
ченные на 100 пробах. приведены в табл. 10. Исследовать корреляцию между 
появлением калийных солей и органических веществ. Найти прямую рег­
рессии. 

Таблица 10 

Результаты анализа технической воды на содержание 
калийных солей и органических веществ 

i 

Содержание 
органического 

вещества Xi. ! ± ! 
мг/л 

! l ± l 7 
2 3±l 9 
3 5 ± 1 5 
4 7±! 2 

kyj 23 

Решенне 

2 з 4 5 6 

Содержание калийных солей .Yj. мг/л 

3±! 

8 
13 
7 
4 

32 

5 ± l 

9 
9 
6 
1 

25 

7 ± l 

7 
5 
2 

14 

1! ±1 

4 2 

34 
39 
20 

7 

100 

о.бозначим средние значения д.rIЯ отдельных интервалов содержания орга­
нических веществ и калийных солей через Xi и У;' соответственно . Суммируя 
измеренные значения kij. указанные в одоой строке 

~kij = kix. 
j 

получаем частоту появления значения Xi. Ск.~адывая ве.~ичины. стоящие 
в одном столбце. т . е. находя сумму 

~ kij = k yj• 
i 

получаем . частоту появления значения Yj. Вычисленные значения kix и k yj 
помещены соответственно в крайнем правом столбце и в нижней cTpot<e 
табл. 10. Полное число проведенных испытани.Й раано 

~ kij= ~kix= ~ kyj = n = 100. 
(, j i 
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Д.~я средних значений находим 

- 1 ~ 
Х = n ~ kixXi = 3'O, 

i 

Использу я эти величины, получаем выражение для коэффициента корреляции 

~ k ij (Xi- X) (у j-Y) 

г = ~ = _-;::='=' ,::::i==============:::= 
5x Sy , /~k;x (Х; _х)2 ~ k yj (у;_у)2 

V , / 
Здесь имеем 

~ kij (х;-3,О) (yj-4,O) = 99sxy =-92, 
[, i 

~ kix (Х;-3) = 995; = 328, 
i 

~ k yj (Yj-4) = 995~=588. 
i 

Отсюда коэффициент корреляции 

SXy -92 
Г = --= =-0,209 . 

5х5у У588.328 

Чтобы применить [,критерий, ВЫЧИС,lяем ве,'JИЧИНУ 

и получаем 

1[1 = 0,209 Jf98 = 2,11. 
У1-0,2092 

Принимая доверительную вероятность Р = 0,95, находим по табд. П. II 1 при 
f= n-2 = 98: 

[0,05 = 1,99. 

Сдедовательно, 

1 t 1= 2,11 > 1,99 = tO,05' 

Это означает, что, несмотря на незначительн ую величину ко.эффициента кор· 
реляции г, межяу содержанием органических веществ и содержанием калии· 

ных солей с доверительной вероятностью 0,95 имеет MecT.Q корреляци я. 
Определим регрессию У относительно Х. Наклон прямой регрессии опре­

де ,lяем из уравнения 

~ k;j (х;-х) (Yj- у) 
[, j -92 

al = Ь = ~ = 328 = -0,28. 
~ kix (Xi- X)2 

i 

далее , исгюльзуя соотношение 

ао=а=у-Ьх, 
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получаем 

а = 4,0 + 0,28· 3,0 = 4,84. 

Следовательно, уравнение прямой регрессии имеет вид 

У =- 0,28х+ 4,84. 

в соответстви и с этим высокое содержание органических веществ в общем 
случае отвечает низкому содержанию калийных солей (фиг. 8). 

!I 

о 

10 

8 
о 

о 

6 о 00 О 

О О 

О О 

4 

г 

О 

О 
о 

О 

О О 
О 

4 6 8 10 

Фиг. 8" Прямая регрессии 
У = - О,25х + 4 для задачи о со. ­
держа'нии ОРFаничес'Ких веществ Х 

и калийных солей У в технической 
воде. 

4.2. Корреляция между ошибками ИЗГОТQвления 
и ошибками измерения 

На испыта1ельном стенде реГИСТР1'lруется разброс з начений СОПРОТИВ.'l€ний, 
в готовою пар.тии; III'H'I э.т{]м rrолучаетсЯ' ·веЛIIЧИI\.a и = 0',15 Ом. Путе~1 ИСС.lе­
дования используемых измерительных приборов установлено, что пос,~едние 
при измерении одного и того же сопротивления дают среднеквадратичное от­

клонение ау = 0,08 Ом. Многолетний анализ контрольных измерений с помощью 
прецизионных измерительных приборов показывает, что между ошибками х 
при изготовлении сопротивлений и ошибками У при их измерениllt и,меет место 
корреляция, описываемая коэффициентом корреляции r = 0,40. Найти отсюда 
среднеквадра,тичиое отклонение ОХ ИЗfО'iовлеЮIЫХ сопротивлеН1ИЙ. 

Решение 

Дисперси я CY~IMbI или разности двух случайных величин дл я выборки, 
содержащей n пар значений, равна 

s; ± у = n ~ 1 L kij (Xi ± Yj-X 'f у)2 = 
i, i 

=n ~ 1 L k ij [(Xi- Х)2+(Уj_у)2 ± 2 (Xi-X) (Yj-Y)]' 
i, i 

(4.2.1) 
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Подставляя в (4.2. 1) коэффициент корреляции (4. 11) и дисперсию (4.3), полу­
чае ,1I при n .... CI) 

(4.2 .2) 

Отсюда вндно, что в отсутствие корреляции дисперсия суммы или разности 

дву" с;луча'ЙffЫl( 'величи,н равн а пр<,JC'FO СУ'Nше СОО1'ве'rСТВУЮЩИХ диспеРС'I'Й . 
В рассматриваемом слу'чае имеем r ='О,4"@. fi!олож<нт-ельный знак коэффн­

Jl и е нта корреляции означает, нто измерительный прибор завышает ошибку 
Ii3гщовления . В сО'ответс'J'ВИИ с (4.2:2) дисперсия измеренных зна'ie±JИ,й равна 

(4.2.3) 

Н еизвестной величиной здесь является среднеквадратичное '0ТКЛОFlени'е ах 
изготовленных сопротивлен ий. Разрешая уравнение (4.2.3) (\)тносительно этой 
велнчнны, получаем 

ах = Va2-(I-r)2 a~-г ау. 

Подставляя числовые значения, находим среднеквадратичиое отклонение из­

готовленных сопротивлений: 

4.3. Нахождение прямой регрессии" ",роход·ящеЙ 
через эмпирические точки 

При измерении зависимос1И пре,цела ПР<i)'ЧНОСТИ при растяжении от темпе­
ратуры для меди высшей чистоты получеН"1 результаты, представленные 
!! хэ.бл. , Н. ' 

Таблu.ца 11 

Предел прочности при растяжени,и для меди 
высшей чистоты 

Порядковый номер i z 3 4. 5 6 7 8 9 10 

Температу ра Xi, ос О 50 100 150 200 300 400 500 600 700 

Предел прочности 23,3 21,0 19,,2 16,4 15,5 13,3 9,4 5,9 4,1 1,9 
при растяжении Yi, 
KrCj MM 2 

Определить коэффициент корреляции и выясн.ить., имеется ли корреляция 
между этими двумя величинами. Найти ур,авнение прямой регрессии . Уро­
liень зна,ЧIiМОСТИ а не должен превышать 0,001. 
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Решение 

По определенню коэффициент корреляции равен 

[kii (Xi - X) (Yi-Y)] Sxy 
г = =-- . 

V[k ix (х-х) 2 ] [kYi (у-у)2 ] SxSy 

Будем рассматри вать вели чины Xi и }i как слу чайные переменные. При этом 
на основании проведенных измереН ИfI следует положить 

k
ii
={ О при ~ i: /' а так.же при i> 10 или j > 10, 

1 при I = j, если 1';;;; 10. 

для этого частного случая общие формулы (4.3) переходят в уже известные 
нам .формулы (2.11) : 

n 
n 1 ~ -

SX = n - 1 ~ (Xi- X)2. 
2 1 n _ 

Sy= n -1 L (Yi-y)2. 
i = 1 i= 1 

Согласно (4.4). корреляционный момент равен 

~ (х;-х) (у;-у) 
i 

Sxy = n-l 

а для коэффициента корреляции в соответствии с (4.11) получаем 

~ (х;-х) (Yi-У) 
i 

~ I ~ (Х;"- х)2 ~ (у;_ у) 2 V , , 
Вычислим сначала средние значения. используя данные. приведенные в табл. 11. 
Имеем 

Х= 300. У= 13. 0. 

Отсюда для дисперсий получаем 

2 1 10 - 525000 
sX = 9 L (Х;-Х)2 =-9- =58333.3 .... 

i=1 

10 
2 1 ~ - 2 492 • 22 54 691 sY = 9 ~(y;-y) = -9- = ..... 

i=1 

а для корреляционного момента 

1 10 _ _ _ 15980 
sXY =9 L(x;-х)(у;-у)= 9 =-1775.5. 

i= 1 

Вычислим коэффициент корреляции : 

Sxy - 15980 
Г=--= -0.9941. 

S"Sy У525 000·492.22 
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Чтобы определить, связаны ли величины Х и У корреляционной зависимостью. 
воспользуемся в соответствии с t-критерием выражением 

/t/ = / г' Уn-2. 
Y I _r 2 

Используя вычисленные значения, получаем 

/ t /= 0,9941 УВ = 25,84. 
Y I -O,99H 2 

С помощью табл. П. 111 находим 
tO,001 (8) = 5,04. 

Таким образом, 

I t / = 25,84 > 5,04 = tO,OOl (8) . 

Следовательно , с вероятностью ошибки менее 0,1 % можно считать, что слу­
чай ная величина У и температур а Х ~ пределах рассмотренного интервала 
от О до 7000 С связа ны линейной зависимостью. 

Параметры прямой регрессии определяются по формулам 

- _ Sxy 
а =ао = у-х-2- , 

Sx 

Sy Sxy 
Ь = а1 = Г -=- 2-' 

Sx Sx 

Подставляя найденные числа, получаем 

15980 
а = ао = 13,0 + 300525000 = 22,13, 

15980 
аl = Ь = - 300525 000 = - 0,0304. 

Таким образом, прямая регрессии описывается уравнен ием 

У =- О,030х+ 22, 1 . 

Отсюда следует, что предел проч ности при - растяжении падает с повышением 
температуры . 

4.4. Корреляция после замены переменных 

Исследуется прохождение рентгеновских лучей через стальные пластинки . 
для определения требуемой интенсивности падающего пучка интенс ивность 
прошедшего излучения всякий раз приводится к некоторому заданному по­
стоянному значению. Измеряется зависимость требуемой экспозиционной 
дозы г,. от толщины стальных пластинок Xi . Полу ченные пары з начени й при­
ведены в табл. 12 а . Исследовать зависимость экспозиционной дозы ОТ тол­
щины стальных пластинок и определить корреляцию . 

Таблица 12а 

Зависимость экспозиционной дозы от толщины 
стальной пластинки 

Порядковый номер i 2 3 4 5 6 

11 Толщи на пластинки Xi. мм 60 80 100 120 140 160 

1/1 Экспозиционная доза Zi, мА· ч 304 502 855 1425 2390 40 15 
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Решенне 

CIIOB<I будем рассматривать обе измеряемые величины как случайные 
переменные. Экспериментальные данные не указывают на наличие линейной 
зав исимости. Поэтому прологарифмируем значения экспозиционной дозы и 
введем для полу ченных таким образом веЛИ 'lИН обозначение Yi: 

Yi=igZi· 
Значения У; приведены в строке IV табл. 12 б (фиг. 9). 

z 

5000 

2000 

[000 

500 

200 

100 
20 

/" 

v 

.60 100 

Порядковый номер 

V Xi-X 

/ 

/ 

140 

2,4829 

-50 

х 

2 

Фи г . 9. Экспозиционная доза Z 
рентгеновских лучей, необходи­
мая для просвечивания стальной 
пластинки толщиной Х. 

Та6лица 126 

3 4 5 6 

2,7007 2,93203, 15383,37843,6036 

-30 - 10 10 30 50 

УI Yi-Y - 0 ,5590 - 0,3412 - 0 , 1099 0 , 111 9 0 ,3365 0,5617 

Образуем регрессию значений У относительно Х. дЛЯ средних значений 
имеем 

Х= 110, У= 3,0419. 
Те перь можно определить значения величин xi-X и Yi-Y. Они помещены 
в строках V и УI табл . 12 б. С помощью этих значений вычисляем пара метры 
прямой регрессии: 

n 

~ (Xi - X) (У;-У) 
Ь = ,-i=.c:'-J _____ _ 

n 

~ (х;-х)2 
i= J 

78,58 
7000 = 0,01 12, 

а=у- Ьх= 3,04 19-0,0112·110 = 1,8099 
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Таким образом, уравнение прямой регрессии имеет вид 

у = 1,81 + 0,0112х. 

Наконец, вычислим кОЭффициент корреляцни 

Sxy ~ (Xi-X) (Yi- у) 
Г = --= . 

SxSy V~ (Xi-x)2 ~ (Yi-y)2 

Используя уже полученные промежуточные результаты и табл. 12 б, находим 

78,584 
r = 0,999. 

У7000 УО,8822 

Проверка на наличие корреляционной связи с помощью (·критерия дает 

t = . r Уn-2 = 0,999 )14 = 44,70. 
Y I _r 2 уо , 002 

По табл. П . Н ! при уровне значимости 0,001 имеем 

[0,00] (4) = 8,6 1 < t = 44,70. 

Т аким образоы, между толщиной Х стальной пластинки и логарифмом У = Ig z 
экспозиционноlt дозы имеет место практически строгая линейная зависимость . 
Отсюда с точностью до незначител ьных отклонений получаем экспоненциаль­
ную зависимость между толщиной пластинки и экспозиционной дозой: 

z = IOY = e Jn 10 (а +Ьх) = 64,55еО.О2579Х. 

4.5~:. Аппроксимация корреляционной зависимости между двумя 
случайными величинами кривой второго порядка 

В результате лроведения n = 100 анализов с целью определения относи­
тельного содержания водорода и азота в буроугольном полу коксе получены 
да нные, представленные в табл. 13 а. Определить по методу нанменьших 
квадратов аппроксимирующую кривую У = ао + аlх + а2х2. 

Таблица [3а 

Относительное содержание Н 2 и N2 В буроугольном полукоксе 

(в весовых процентах) 

1 
2 
3 
4 
5 

2,5 ± 0,125 
2,75 ± 0, 125 
3,0 ± 0, 125 

3,25 ± 0,125 
3,5 ± 0, 125 

j=1 
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Решение 

Сначала вычислим средние значения по формулам 

(4.5.1) 

(4.5 .2) 

При заданных числах получаем 

х=3,00, У= 0,6 . 

Для упрощения численных расчетов рассмотрим вместо пар значений Xi. Yi 
пары 

;i =Xj-Х. f)j = Yj-У; (4.5.3) 

тогда получим данные, приведенные в табл. 13 б. для средних значени й имеем 

~=O. tl = O. 

Частоты величин ~i=Хi-Х, 

j= 1 2 3 

r,i=Yj-У 

Si=ХГХ -0,2 - 0, 1 О 0,1 

1 -0,5 2 1 1 1 
2 -0,25 2 4 2 2 
3 О 9 17 . 16 9 
4 0 ,25 3 3 2 2 
5 0,5 2 1 2 1 

18 26 23 15 

Коэффициенты аппроксимирующего уравнен ия 

f) = СХО + СХl; + СХ2; 2 

оп ределяlOТСЯ по форму лам 

А о 
СХО = А' 

Таблица 13б 

'YJj = Yj-У 

5 6 7 

0,2 0,3 0,4 k 

1 6 
2 1 1 14 
6 2 2 6 1 
1 1 12 

1 7 

10 5 3 

(4.5.4) 

(4.5.5) 
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при этом величины А о , А 1 , А 2 , А находятся с помощью общей формулы (4.10), 
полу ченной методом наименьших кв адратов. Имеем 

n О (n- I)s~ 

А = О (n -1) s~ [ki~~П (4.5 .6) 

(n - 1) st [k i;~n [ki;~tJ 

о о (n- 1) s~ 

А о = [/ljj~iЧj ] (n- 1) s~ [ki~Sn (4.5.7) 

[kij~lЧj] [ki~~n [ ki~~t] 

n О (n- 1) s~ 

А 1 = О [kij~ i11j] [ki ~~n (4.5.8) 
(n- 1) s~ [kij ~711j ] [ki;St] 

n о о 

А 2 = О (n- I) s~ [kijSiЧj J (4.5.9) 
(n-I) s~ [ki~Ш [kijSlЧj] 

н айдем чи сленные значения членов определителей, используя дан ные, приве· 
денные в табл. 13б : 

(n- 1) sl = ~ kij~J = 4,875, 
i, j 

[kij~i11j] = ~ kij~iЧj = -0,125, 
i, j 

[kij~l11j] = ~ k'}}T]j = -О,О0625, 
i, j 

[ki~GlJ = ~ kijSr = 0,09375, 
i, i 

[ki~t] = ~ kij~t = 0,9140625. 
i, i 

Отсюда для детерминантов 

А =328,869, 
А 1 = -8,396484, 

(4.5.6) - (4.5 .9) имеем 

А о =0,091406, 
Az=-1,875. 

Теперь находим коэффициенты (4.5.5) кривой регрессии (4.5.4): 

ао = 0,00027794, аl = -0,02553 1, a z = -0,005701, 

Подставляя вместо ~ и 11 выражения (4 .5.3), полу чаем 

у -у= ао + а1 (х-Х) + а2 (х-Х)2. 

Отсюда для коэффициентов аппроксимирующей кривой 

у = ао +аlх+ а2х2 

находим 

ао = у+ ао -а1х+ а2'.? ' 
йl = а1 - 2а2Х' 
а2 =а2' 

(4.5.10) 

(4.5.11) 

(4 .5. 12) 

(4.5. 13) 
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Подставляя в (4 .5.1 1) - (4 .5. 13) вычисленные значения, полу чаем 
ао = 0,625282, а1 = 0;008677, а2 =- ·0 ,00570 1 . 

Таким образом, в приближении второго порядка имеем 

У = 0,625 + 0,0087х-О,0057х2 . 

Упражнения 

(4.5.1 4) 

у .4.1 . для измеренных пар значений (х], У!; Х2 , У2; . .. ) определить по ме· 
тоду наименьших квадратов прямую регрессии 

Х = а1 + Ь1у = ах .у+Ьх . уУ 

таким образом, ЧТ<Dбы сумма 

~ (xi- Xi)~ 
2 i 

Sx ·y = ~-n--;:;2:---

значений Xi для некоторого заданного У; была минимальной . При этом 

Xi = ax .y+bx·YYi· 
У.4 .2. В задаче 4.3 определить прямую регресс ии 

Х = а",.у + 'Ьх.уУ. 

у .4.3. П р и исследовании зависи мости предела п рочности п ри растяжении У 
от концентрации углерода Х в катан,ых углеродистых сталя'Х получа · 
ются пары значений, п р иведенные в табл. 14. 

Ч'аБлица 14 

Предел прочности при р астяжении для стали 
в зависимост и от содержа.НИЯ у глерода 

Xi , % 0, 1 0,2 0,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6 0,7 

Yi, кгс/мм2 39,7 46,8 54,6 63,3 69,7 76,9 83,6 

'В ыч исл ить коэффициент корреляци и и выяснить , имеет ли место 
линейная зависимость. Определить обе прямые регрессии 

У = ау . х + Ьу.хх и Х = ах . у + Ь·х . уУ . 

у .4.4. Измеренltя зааи.снмости относительного удлинения при разрыве ДЛЯ 
алюмИlШЯ ~ИС;ГОТЫ 9.9,9% в зависимости от температуры дают значе· 
н и я, приведенные в табл. 15. 

Таблuца 15 

Ра з рыв ное удлинение алюминия 
в з.а,висимости 0Т тем пе р ату ры 

Тем пература, ос 250 350 450 550 650 

Ра зрывное удл ин ен ие , % 44 37 24 18 17 
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Определить коэффициеи.т корреляции и прямую регрессии. Про­
верить спр а вед.~ивость гипотезы о корреляции между этими величи­

нами, если уровень зна чимости равен 

а) 0,05, б) 0,001 . 
У .4.5. Заданы следующие пары значений: 

х 1 -1 1-1 О 

у 1 1-1-10 

Определить коэффициент корреляции. К каким результатам приводит 
расчет прямой регрессии? 

У .4.6*. Исследование температурной зависимости электропроводности медного 
сплава дает результаты, приведеиные в табл. 16. Аппроксимировать 
зависимость кривой второго порядка. 

Таблица 16 

Удельная электропроводность легированной меди 

Температура Х, DC 

Удельная электропроводность У, 
MOM- 1 · MM- 2 

о 

66 

200 400 600 800 

32 26 20 16 

У .4..7. Заданы три точки О/О, 2/ 1, 4/3. Установить, имеется ли корреляция. 
Уровень значимости составляет 10 % . 

У.4 . 8. Заданы пары значений, приведенные в табл. 17. Проверить наличие 
корреляции и определить обе прямые регрессии. Уровень значимости 
принять равным 0,001. 

Таблица 17 

Пары значений 

х О 2 3 5 7 

у 3 4 5 8 12 16 

У.4 . 9*. В задаче 4.1 определить корреляционную зависимость, возникающую 
при удвоении величин интервалов, в результате которого получаетr;я 

Таблица 18 

Содержа-ние органических соединений (х) 
и калийных солей (у) в технической воде 

у, % 
х, % 2±2 

2± 2 37 
6±2 1-8 

з Н. Зак. 3270 

6±2 10 ± 2 

30 6 
9 
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распределение , приведенное в табл. ] 8. Вычислить регрессию у отно · 
сительно х и х относительно у. 

При исследовании содержания АI 2Оз и Fе20з в различных: образцах 
песка получены результаты, приведенные в табл. \9. · Вычислить 
коэффициент корреляции и выяснить ВОЗМОЖ НОСТЬ принятия гипо· 
тезы о наличии корреляционной связи, если допустимый уровень 
значимости составляет 0,10. Аппроксимировать распределение кривой 
второго порядка. 

Таблица 19 

Содержание АIРз(х) и Fе2О з (у) 
Б образцах песка 

у,% 
х,% Z± O,5 З±О,5 4 ± О,5 5 ± О ,5 6 ± О,5 ' 

76±\ 
78 ± \ \ 2 2 
80 ± \ 3 \6 3 \ 
82 ± \ 2 14 2 \3 2 
84 ± 1 14 4 3 16 

Y.4 .11 *, С помощью формулы (4.2.2) для дисперсии суммы н разности двух 
случайных величин доказать, что коэффициент корреляции r ззклю· ­
чен в интервале -1,,;;;;г,.;;;;+ 1, 



Глава 2 
КЛАССИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
ИДЕАЛЬНЫХ ГАЗОВ 

§ 1. КАноН1tЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ГИББСА. 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСВЕЛЛА - БОЛЬЦМАНА 

Введение 

Статистическая физика изучает законы, определяющие свой­
ства макр оскопических систем, состоящих из очень большого 
числа отдельных частиц. Каждая из этих частиц характери­
зуется определенным индивидуальным поведением, которое 

можно полностью описать, задавая ее nростра/{сmве/{ные КООР­

ди/{аты qj и соответствующие им коvшоненты скорости qj. Вместо 
последних принято пользоваться (обобщенными) импульсами Pi-. 
Полное число r независимых пространственных координат qi 
макроскопической системы называется ее числом стеnе/{ей сво­
боды. 

Совокупность всех ВОЗМОЖН/:>IХ пространственных и импульс­
ных координат ·всех частиц образует фазовое nростра/{ство. Его 
размерность s равна удвоенному числу степеней свободы. Точка 
фазового пространства определяется, следовательно, заданием 

s = 2г координат ql' q~, .. . , Pl' Р2 ... этого пространства. Она 
изображает в заданный момент времени состояние всех частиц 
системы , т. е. их положение в пространстве и импульс. Изме­
нение состояния макроскопической системы с течением времени 
изображается в фазовом пространстве кривой qj=qj (t), Pi=pj (t), 
которая называется фазовой траекторией. 

Прнмер 10 

Пусть рассматриваемая система состои1' только из одного атома водорода, 
имеющего массу 11 = 1,67.10-27 кг. Атом может свободно перемещаться в про­
странстве. Следователь·но, состояние системы описывается тремя пространст­
венными координатами ql = Х, q2 = у, qз = 2, И тремя импульсными коорди­

натами Pl = ~, Р2 = I1У, Рз = I1Z·. Таким образом , полное число незэвисимых 
координат составляет s = 6. Фазовое проcrранство, следовательно, является 
шестимерным . Точ-ка 

ql =0, q2=0, qз = О, Pl = 1,67·10-23 кг·м/с, Р2=0, Рз=О 
I 

х арактеризует состояние, при котором частица находится в начале простра н-

ственной системы координат и имеет импульс в направлении оси х, равный 
1,67· 10- 23 кг.м/с, т. е. движется со скор-остыо 104 м/с. К:ривая 

ql = Cot, q2 = 0, qз = О, Pl = C1, Р2 = 0, Рз=О, 

где Co= 104 м/с, C1 = 1,67.10-23 кг·м/с, описывает движение такой одноча­
стичной системы вдоль оси х. 

3* 
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Пример 11 

Шарообразный баллон содержит N = 1025 молек~л одноатомного газа. 
Каждая частица характеризуется 3 пространственными и 3 импульсными ко­
ординатами. То обстоятельство, что частицы не могут покинуть баллон, не 
уменьшает числа степеней свободы. Таким образом, для полного описания 
).1акроскопическоЙ системы ,ребуются 3N пространственных и 3N импульсных 
координат. Следовательно, фазовое пространство имеет размерность 6N =6.102., 
т. е. точка в фазовом пространстве задается 6N координатами. 

При исследовании возникновения тех или иных состояний 
макроскопических систем фазовое пространство разбивают на 
фазовые ячейки, имеющие объем 

!J.r =!J.q.!J.p = !J.q/Щ2' .. !J.qr!J.P1!J.P2' .. !J.pr, (1.1) 

где Г=8/2. Пе.реходя к бесконечно малым размерам элемента 
объема в фазовом пространстве, вместо (1.1) можно написать 

dr=dq.dp = dql ... dPr· (1.lа) 

Наблюдая поведеЮ1е макроскопической системы при к~ком-либо 
конкретном процессе, можно определить вероятность того, что 

она будет обнаружена в некотором определенном состоянии. 
Пусть это состояние определяется элементом фазового объема 
!J.r;, а процесс проте!<ает за время от О до t. Далее, пусть в 
течение времени !J.t i, составляющего часть этого промежутка, 
фазовая траектория проходит в пределах элемента объема !J.fi. 
Тогда вероятность !J.Wi того, что макроскопическое тело во 
время наблюдаемого процесса будет обнаружено в физическом 
состоянии !J.r j , равна 

!J.W. - М; 
1 - t . 

Пр,едел этого отношения при неограниченном увеличении вре­
мени наблюдения t определяет вероятность того, что произ­
вольная макросистема находится в определенном физическом 
состоянии !J.r j 

!J.W = lim ~t = f!J.q!J.p 
1-400 

( 1.2) 

Функция плотности распределения вероятностей в фаз(')вом 
пространстве, или прос:то фазовая плотность вероятности, 

f=f(ql' ... , qr> Pl' ... , Pr) =:;o f(Q, Р) = Iiт ~~ (1.3) 
<1 Г ..... О 

удовлетворяет условию нормировки 

1:. f !J.q !J.p = 1. (1.4) 
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При разбиении фазового пространства на бесконечно малые 
элементы объема условие нормировки принимает вид 

~ f dq dp = 1. ( l.4а) 

Суммирование и интегрирование производится при этом по всем 
ячейкам (элементам объема) фазового пространства. Таким 
способом при наблюдении конкретных систем каждой ячейке 
можно эмпирически !уоставить в соответствие определенную 

плотность вероятности f и определенную вероятность t1w. 
Среднее значение g физической величины g определяется по 

формулам 

t ..... '" 
g=lim +st g-(t')dt'=~g(q, p)ft1qt1p=~g(q, p)t1w,1 

о (1.5) 
или J 

g = ~ g (q, р) f dq dp = ~ g (q, р) dш. 

Соответственно среднее по времени можно заменить статисти­
ческим средним; при этом интегрирование производится по всем 
возможным состояниям каждой частицы системы. 

Пример12 

Исследуется р-аспределоние по импульсам для некоторого тела, СОСТО7l­
щего из двух частиц массой f1 = 1O~20 кг. Обе частицы заключены в длин­
ном цилиндре объемом V (фиг. 10). Пусть перемещения возможны лишь в 
направленИI'!, параллельном оси цилиндра, которую мы примем за ось z. 

о ) Фиг. 10. Движение двух материальных 
точек в цилиндре (пример 12). 

Фазовое пространство является в данном случае 12-мерным. Интерес 
представляiOт , однако, лишь две импульсные координаты 

Пусть, далее, заданы результаты Н 'аблюдения за длительностью пребывания 
фазовоя траектории в различных участках фазового пространства . Эти резуль­
таты приведе'ны в табл. 20. При этом мы считаем, что достаточно произвести 
следующее разбиение фазового пространства. 

Я"Iейка О охватывает всю область пространства, лежащего вне цилиндра, 
и все возможные значения скорости. ячейки 1-16 определены в соответствии 
с табл. 20 (см. также фиг. 11). Ячейка 17 содержит все фазовые точки, 
удовлетворяющие хотя бы одному из двух условий 

Ipll > 4·10-20 KГ'МjC, I Р21 > 4·10-20 кг,м/с. 
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Таблица 20 

Наблюдение движения двух материальных точек 

Номер 
Область изменения 

д;) И1"eJ1ЬНОСТЬ Н аблюдаемая Плотность 
ячейки 

импульсов, 1 0- JOKr · Mj c 
пребывания вероятность вероятности 

i t, с w '. кг - t · м - 12·с· 
р,± 1 р, ± 1 

О -00 ... + 00 -00 .. . + 00 О о о 
1 -3 + 3 О О О 
2 - 1 + 3 О О О 
3 +1 + 3 О О О 
4 +3 + 3 О О О 
5 -3 + 1 200 0,25 0 ,0625.\040. V- 2 
6 -1 + 1 О О О 
7 + 1 + 1 400 0,50 0,125 · 104°·V-2 
8 + 3 + 1 О О О 
9 -3 -1 О О О 

10 -1 -1 О О О 
11 + 1 -1 О О О 
12 + 3 -1 О О О 
13 -3 -3 О О О 
14 -1 -3 О О О 
15 + 1 -3 200 0,25 0,0625 . \040. V - 2 

16 + 3 -3 О О О 
17 О О О 

для вычисления плотности вероятности f по вероятности дш последнюю не­
обходимо разделить на объем соответствующей фазовой ячейки. В рассматри-

Рг 

1 2 J 4 

5 6 7 8 
Р! 

9 10 11 12 

13 14 15 16 Фиг. 11 . · К разбиению импульсного пространства 
в примере 12. 

ваемом случае имеем для ячеек 1-16 

дql дq2 дqз дq4 дq5 дqв = V2, 

кроме того, можно положить 

дРЗ дР4 дР5 дРв=1 кг4 , м 4/с4 • 

В соответствии со столбцами 2- и 3 табл. 20 
ных координат получаем 

дР1дР2 = 2. \0-20·2. 10-20 к.г 2 , м 2/с 2 • 

для двух ОСТIIЮЩИХСя импульс-

Ячейки О и 17 имеют бесконечно большой фаЗОВ!>IЙ объем. 
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При вычислении кинетической энергии для отдельных ячеек след8ет 
записать 

( 

/1, + 6.р,/2 "Р.+ 6.р./2 ) 
.1(22) 1152 1 · 5 Екии (/)= 2!! Pl + Р2 = 2!! др! _ Р! dpl + !1Р2 p~ dp2 • 

р,-6.р ,/2 Р.-6.р,/2 

Используя это выражение , получаем, например, при i = 5 

Екии (5) =2~ (1~20 ~::t:~~: pi dPl+ 1~20 2.1Г·· p~ dP2)= 
16 16 

=з·10-20 Дж=з. 10-20 кг·м2 /с2 . 

Такую же величину имеет сред.няя кинетическая энергия для ячейки 15, 
тогда как для ячейки 7 находим 

4 
Екии (7)=з' l{)-20 Дж. 

Среднюю кинетическую энергию рассматриваемой системы, состоящей из двух 
частиц, получаем, находя статистическое cpeДHe€ значение этой величи·ны 

Екии= L ЕКИI! (i) t1w (i)= (2,0,25. ~.10-20+0,5·f,IО-20)= 
10 

=з·10-20 Дж. 

При вычислении среднего по времени будем . исходить из того, что в течение 
ПРО~lежутка времени, равного трем единицам, каждая из двух частиц обла­
дает средней кинетической энергией 

1 1 
2!! '"2 

2·10-·· 
5 р2 dp= ~ • 10-20 Дж, 
О 

тогда как кинетическая энергия в течение одной единицы времени J;I среднем 
равна 

4·10-'· 
1 1 5 14 - • - р2 dр=-з • 

2!! 2 
2·10-'· 

10-20 Дж. 

Средняя кинетическая энергия макроскопической системы, сост.оящеЙ из 
двух частиц, в соответствии с этим равна 

- . 1 (2 14) 10 Екии =2.4' З· з+1. 3 10-20=з·10-20 Дж. 

Таким образом, среднее по времени и статистическое среднее совпадают. 

Понятие фазового пространства лежит в основе расчетов 
термодинамических функций состояния с помощью методов 
статистической физики. С этой целью фазовое пространство 
подразделяется на микроячейкu одинаковой величины. Каждая 
микроячейка характеризует определенное микросостояние. 
Указание микр.осостояния задает пространственные коорди-
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наты и импульс каждой отдельной частицы с точностью до 
определ~нных, зависящих от размеров микроячейки, пределов. 

Однако физически измеримым состоянием системы одинако­
вых частиц является макросостоян.ие. Для последнего несу­
щественно, какие именно частицы занимают · те или иные 

определенные ячейки. Существенное значение имеет лишь ста­
тистическое распределение пространственных и импульсных 

координат, т . е. заполнение частицами различных областей 
координатного и импульсного пространства. Вследствие этого 
макросостояние охватывает все те распределения по микро­

ячейкам фазового пространства, которые представляют одно 
и то же физическое состояние. 

Все микросостояния являются равн.овероятн.ыми . Следова­
тельно, состояния, изображаемые в фазовом пространстве 
одинаковым числом микроячеек, имеют одинаковую вероятность 

(теорем'а Лиувилля). Теорема Лиувилля может быть доказана 
(,; помощью уравнений Гамильтона 1) . 

Теорема Лиувилля дает возможность выазитьь вероятность 
некоторого макроскопического состояния через число микро­

состояний, С помощью KOTOPbIX данное макросостояние может 
быть реализовано. Число таких микросостояний называется 
статистическим весом W расnределен.ия, отвечающего рассмат­
ривдемому макроскопическому СОСТОЯНИIQ . Статистический вес W 
ЯВляется положитеЛЬЩ,lМ целым числом . Деля его на полное 
число всех физически возможных микросостояний, получаем 
математическую вероятность данного макросостояния. Однако 
в статистической физике при расчетах целесообра знее исполь­
зовать статистические веса, тогда как математическая вероят­

J{ocTb играет .лишь ограниченную роль. 

Для хаР1,й<теристики макросостояния область возможных 
значений рассматриваемого параметра состояния, например 
z-компоненты импульса. разбивают на интервалы и задают числа 
заполнения каждого из этих участков фаЗОВQГО пространства. 
Микросостояния, отвечающие одному и тому же макроскопиче­
скому состоянию, отличаются лишь перестановкой частиц между 
различными элементами фазового объема без изменения их чисел 
заполнения. Поскольку С'l'атистическ»й вес W макросостояния 
определяется числом микросостояний, для его нахождения 
необходимо, следовательно, определить лишь число возможных 
nерестан.овок. . 

В соответствии с этим статистический вес некоторого рас­
пределения N 1 , N 2 , • • • , Nk из N частиц по k макраскопичес.ким 

1), Точнее, теорема Лиувилля утверждает, что при движении частиц 
системы, соrласно урщ!Нениям Гамищ,тона, фазовый объем СQхр аняется и по­
этому может быть принят за меру вероятности.- П рим. ред. 
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областям фазового пространства определяется формулой для 
числа возможных перестановок: 

Поскольку k ячеек могут быть заполнены N частицами k N раз­
личными способами, математическая вероятность макросостоя­
ния N 1 , N2 , ••• , N k определяется выражением 

P(N N N)- W(N 1 , N 2 , ••• , Nk)_ N! 
l' 2'···' k- kN -kNN1!N2! ... Nk!· 

(1.7) 

Пример 13 

Рассматривается распределение скоростей двух частиц 1 и 2 по фазовым 
ячейкам 1-16 в соответствии с табл. 20. Пусть обе частицы могут переме· 
щаться только в направлении оси г, а их импульсы заключены в предела.х 

от -4· 10- 20 до +4 ·10- 20 кг· м/с. Производим разбиение на 4 равных 
интервала: 

1 -4·10-20';;;;;; Pz < -2·10-20, 
III O';;;;;;Pz < 2.10-20, 

II -2·10-20 ';;;;;;Pz < О, 
IV 2·10- .20';;;;;;Рz~4·1O-2О. 

Отсюда для системы из двух частиц получаем приведенные в там. 21 
десять маКРОСQстаяний со статистическими весами W, полученными по фор· 
муле (1.6) при учете соответствующих микросостояний. 

Таблица 21 

Макросостояния системы из двух материальных точек 

Числа заполнения Микросостояния Статисти ческий 
N, согласно табл. 20 вес W 

./1 111 'У 

1 2 О О О 13 1 
2 О 2 О О 10 1 
3 О О 2 О 7 1 
4 О О О 2 4 1 
5 1 1 О О 9,14 2 
6 1 О 1 О 5,15 2 
7 1 О О 1 1,16 2 
8 О 1 1 О 6,11 2 
9 О 1 О 1 2,12 2 

10 О О 1 1 3,8 2 

Рассмотрим, например, макросостояние N~ 5, соответствующее ситуации, 
когда одна частица находится в области 1, а друrзя-в области 11. Не­
трудно видеть, что этому макросостоянию соответствуют следующие два 

микросостояния: а) частица I-B области 1, частица 2-в области II (микро­
ячейка 9) и б) частица I-B области В, частица 2-в области 1 (микро­
ячейка 14). СледоватеЛЬ!10, с,\атистический вес W данного распредеJJе'tI:l.Я 
раве!1 ДВУМ. ' .. 
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Для приближен'Ного вычисления и при аналитическом рас­
смотрении выражений вида N o! используется приближенная 
формула, справедливая при No ';Y 1. Рассмотрим логарифм No!: 

lп No! = lп No + In (No-l) + ... + lп 2 + In 1. 

При больших значениях N о интервал между соседними значе­
ниями I1N = 1 можно рассматривать как дифференциал dN. 
Отсюда следует приближенная формула 

N. 

InNo! ~ ~ IпNdN = [NlпN-N]{". ~Nо(lпNо-l) . (1.8) 
о 

Ее точность достаточна для исследования физических явлений 
при значениях No порядка 1026. Несколько более точной, чем 
приближенная формула (1.8), является формула Стирлинга 

N! ~ V2nN ( ~ )N. (1.8а) 
Состояние термодинамической системы, иными словами, числа 
заполнения ее фазовых ячеек, изменяется до -тех пор, пока не 
будет дос-тигнуто состояние равновесия. Последнее - характери­
зуется тем, что статистический вес W = W (N l' ... , N k) или 
натуральный логарифм этой величины, становится максималь­
ным. При этом числа заполнения меняются таким образом, 
Ч'Iобы всегда выполнялся закон сохранения энергии 

k 

E = ~ Nj8i' 
i= I 

(1.9) 

где 8i-энергия одной частицы в t-и ячейке фазового простран­
ства. Кроме того, должно сохраняться число частиц, т. е. до­
пустимы лишь такие состояния, для которых 

k 

~ Nj=N. ( 1. 1 О) 
i~ I 

Если принять, что числа заполнения N 1 , N 2 , ••• , N k равновес­
ного состояния известны, то первая вариация (или ПОJJНЫЙ 
дифференциал) величины lп W для этого состояния должна 
обращаться в нуль: 

N! 
бlпW=бlП N1 !N2 ! . .. =0. (1.11) 

Из (1.11) следует, что 

бlпN!-бlпN1!-бlпN2 !-··· =0, 
или, применяя приближенную формулу (1.8), 

БN (1п N -1)-бN~ (In N~ -1)-бN2 IП (N 2-1)- ... = о. 
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Производя действия с вариациями по тем же праВИJJам, кото­
рые применяются к дифференциалам, получаем 

(In N -1) 8N + 8N -(ln N 1 -1) 8N 1 ~8Nl-(111 N 2 -1)8N 2 -

-8N 2 -··· =0, 

или 

InN8N-IпN18N1 -IпN28N2 -··· =0. 

Из (1.10) находим 

8N =8N 1 +8N 2 +···, 

откуда 

k 

-In ~18NI-lп~2 8N2-···=0 или L.111~j8Nj=0. (1.12) 
i=] 

Таким образом, вследствие наложения дополнительных усло­
вий (1 .9) и (1.10) из k величин 8N i остаются независимыми 
только k-2. Для того чтобы получить еще две независимые 
величины, умножим равенство (1.10) на а, .а равенство (1.9)­
на ~. Множители Лагранжа а и ~ являются двумя добавоч­
ными независимыми действительными величинами . Ба рьируя, 
получаем из (1 . 10) 

k 

а ~ 8N j =aoN = О, 
i =l 

а из закона сохранения энергии (1.9) имеем 
k 

~ ~ ej 8N j =O. 
i=l 

Складывая (1 .12), (1.13) и (1.14), находим 

± ( ln ':: + a+ ~ej) 8Nj =O. 
i=l 

(1. 13) 

( 1.14) 

(1 . 15) 

Пусть нумерация чисел заполнения N j выбрана таким обра­
зом, что дифференциалы двух величин, ставших зависимыии 
в результате наложения ограничений (1 .13) и (1 .14), имеют 
индексы соответственно 1 и 2. Исключим эти зави<:имые вели­
чины из (1 .15), для этого выберем множители Лагранжа а- ·l 
и ~ таким образом, чтобы выполняли<:ь два уравнения 

In ~l+a+~e'l=O, (1.16) 

(1.17) 
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Благодаря этому в (1.15) остаются только независимые вариа­
ин!! БN~. БN~, .. . , БN k • Все эти вариации можно положить 
равными нулю, за исключением БNз * О . Тогда из (1.15) с уче­
том (1.16) и (1.17) следует 

111 ~З+а+~ез =О. (1.18) 

Эту процедуру можно последовательно продолжать. Полагая 
БNj * О и приравнивая нулю вариации всех остальных неза-
8ИСИМЫХ величин БNj (i * п, получаем 

Nj 
]п N + а +~ej= О. (1.19) 

Таким образом, с учетом уравнений (1.16) и (1.17), определяю­
ЩИХ выбор множителей Лагранжа, можно доказать справедли­
вость соотношения (1 . 19) для всех значений 

j=I,2,3, ... ,k. (1.20) 

Разрешая (1 . 19) относительно Nj , находим число заполнения 
ячейки j: 

N
j 

= Ne-I(х+Ве ;). (1.21) 

Используя вытекающее из (1.13) условие 

k k 

~ Nj=Ne-fl. ~ e-f,е i =N, (1.22) 
1=1 1=1 

получаем для множителя а соотношение 

е-а.- 1 
- k 
~ е -f}ei 

(1.23) 

1=1 

или, заменяя для простоты суммирование интегрированием, 

е-а. _ 1 
- ~е-ве (q , р)dqdР' 

(1.24) 

Для множителя ~ в соответствии с проводимым в § 5 настоя­
щей главы рассмотрением статистической модели идеального 
газа имеем 

1 
~= kT' 

Здесь 

k = 1,3806·10- 23 Дж/К 

(1.25) 

(1.26) 
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есть постоянная Больцмана, . Т -абсолютная температура в 
кельвинах. В результате приходим к формуле распределения 
Гuббса для равновесного состояния: 

e-е ;lkТ 
N; = N -:--k---- "'"' e-еjlkТ (1.27) 

~ e-еjlkТ 

i=l 

или 

е-е (Q. p)/kT dq dp 
dN (q, р) = N -::------

~ e-е(Q. p)/kT dqdp 
(1.28) 

Распределение Гиббса, или каноническое распределение, было 
получено Гиббсом для классических систем в 1901 г. Учитывая 
соотношение Больцмана 

I N Ak = R = 8,314 ·103 ДЖ/К· кмоль = 1,986 ккал/ кмоль, К ! . 
(1.29) 

можно записать закон распределения Гиббса также в ви"g,е 

N; "" е- и jlkT. 

При этом число Авогадро 

! N A =6,02·1026 кмоль- 1 

обозначает число молекул в 1 кмоль, т. е. в том количестве 
вещества, масса которого численно равна его относительной 
молекулярной массе. Величина U i • следовательно, есть Эl:iер­
гия 1 кмоль вещества в некотором определенном состоянии. 

Задачи 

1.1. Распределение Больцмана 

Рассматривается чистый газообразный кислород при т~мпературе 300 К 
и даl3лении 2 ат. Найти число молекул в объеме 1 мм3 , компоненты скорости 
которых лежат в следующих пределах: 

V x : от 200 ДО 202 м/с, VlI: от 450 ДО 455 м/с, Vz : от -300 до - 299 м/с. 
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Решенне 

В такой постановке рассматриваемая задача э.квивалентна задач.е о на­
хождении веРQЯТНОСТИ dw того, что скорость отдельно взятой молекулы будет 
лежать в указанных пределах. Согл·асно закону распределения Гиб.бса, эта 
вероятность равна 

dN е -е (q , p)/ kT dqdp 
dw = - = --......,-----,,-=-'---'--

N r -e(q , P)/ kT d d 
.) е q р 

(1.1.1 ) 

ИСХОДjJ из У<:ЛОВJ1Й задачи, ограничимся рассмотрением поступательных дви­
жений, в соответствии с чем произведем разбиение на ячейки лишь в импуль­
сной части фазового пространства. Выделять пространственные координаты, 
а так'!<е координаты и импульсы, связанные с вращательными движения'МИ и 

внутри:~юлекулярными колебаниями, нет необходимости. 
Энергия € молекулы равн.а 

2 + 2 2 

€=€ (q, р) = рх ~+PZ. (1.1.2) 

Отсюда имеем 

dw =dN eXP[-(Р;+ I?~ + рШ2/!kТ]dП , ( 13 
N 1 .. ) 

~ ехр [ - (р;+ p~ + p~)/ 2/!kT] dП 
где 

(1.1.4) 

Объем, . связанныЙ с пространственными координатами, выпадает. 
При вычислении интеграла, стоящего в знамеuзтеле, вместо тройного 

интеграла можно написать произведение трех однократных интегра.~ов : 

т т т ехр ( - p;~~itP~ ) dpx dpydpz= 
-00 -00 -00 

Посредством прео6разований 

рх = y2/!kT~, Ру = у' 2~tkT ~, pz = у' 2~lkT ~ 
получаем из (1.1.5) 

S ехр ( - p;~~i;p~ ) dП =( Y2~tkT :s: e-~' d~ )3, 
Учитывая формулу 

+'" r -~. .r ­.) е d~= r n, 

-'" 
находим из (1.1.7) 

S ехр ( - p;~:it p~ ) dП = (2п/!kТ)·/·. 

( 1.1.6) 

(1.1.7) 

(1.1.8) 

(1 .1.9) 



§ 1. Каноническое распределение Гиббса 79 

Таким образом, вероятность обнаружить отдельную частицу в элементе объ­
ема импульсного простраНСТВ'а 

(Рх, Px + dpx), (Ру' py + dpy), (pz, pz + dpz), 

согласно (1 ,1.3), равна 

dw 
ехр [-( p;+ p~ +~) /2,....kT] dPxdpydpz 

(2щ.tkТ)·/· 

(распределение Больцмана, 1877 г.) 

(1.1 . 10) 

РаСС~ЮТРИМ теперь макроскопическую систему, состоящую из N частиц. 
Для такой си,стемы число частиц, компоненты скоростей которых заключены 
в интервалах 

(их , t'x + dvx), (иу , иу+ dvy), (t1z , Vz + dvz ), 

в соответствии с (1.1.10) определяется выражением 

(1.1.11) 

Как уже у,казывалось выше, число мол~кул в 1 кмоль, Равное числу Аво­
гадро, связано с относительной молекулярной массой М, следующими 
соотношениями: 

М, 
,....= NA' (1.1.12) 

Подставляя в (1.1.12) М,=32 кг/кмоль, находим массу одной молекулы 
кислорода: 

32 кг/кмоль 5,316·10-26 кг. 

Уравнен:ие состояния идеальных гаэов имеет вид 

pV=nRT 1, (1.1.13) 

где 

(1.1.14) 

-число киломолей . 

Давление газа Р = 2 ат выразим в ньютонах на квадратный метр: 

Р=2 кгс/см2 =2 ·9,81 HicM 2 =2.9,81.104 Н;м2 • 

Подставляя эти значения в (1.1.13) и (1,1 . 14), находим число молекул в 1 мм3 

2· 9,81· 104·10- 9602.1'026 = 474.1016 
8,314·103·300 ' " 
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Далее в соответствии с (1.1 . 10) получаем 

p;+ pZ + p~ /"" (2 2+ 2) 
2f.1kT 2kT их+ иу vz = 

2. l~з~I.61~1~~~~0о (2()()2 + 4502 + (-300)2] = 2, 13, 

ехр [ - (p;1:i:p~) ] =ехр' (-2,13)=0,118, 
dpx dp y dpz =/""3 dvx dvy dvz= (5,316 . 10-26)3.2·5·1 = 1,502· 10-75 кг3 • м3/с3 , 

(21tf.lkT)' / ' = (2·3,14· 5,316· 10- 26 .1,38.10- 23.300)'/ ' кг'/ • . Дж3/' = 
=5,142.10-68 кг3 ,м3/с3 . 

Отсюда следует, что 

dN=Nex (_Р;+ Рй+ Р;) dPxdpydpz 
р 2f.1kT (21t/""kТ)Ч ' 

1 502·10-75 
=4,74· 1016 ·0, 118· 5: 142 .10-69 163·106. 

Таким образом, в 1 мм3 газообразного кислорода при температуре 300 К и 
давлении 2 ат скоростью, лежащей в указанных пределах, обладают 163 мил­
лиона молекул. 

1.2. Использование сферических координат 
для выделения области в пространстве скоростей 

Пусть 1 см3 водорода находится при температуре 1000 К и давлении 
0,1 мбар. Определить число молекул Н 2 , вектор скорости которых составляет 
с осью z угол не более 19, а абсолютная величина скорости З3l(Лю чена в ИН-

z 

х 

~+..j--.-.y 

Фиг . 12. Сферические координаты {}, ЧJ, z и де­
картовы координаты х, у, z. 

тервале от 5000 до 5010 м/с (фиг. 12). Чему равна масса этих молекул? Отно, 
сительная молекулярная масса водорода М г равна 2,016. 

Решение 

Запишем формулу распределения 50льцмана в общ{!м виде 

dN = N ехр (-р2/2f.1kТ) dП 

(2Лf.lkТ)'/ ' 
( 1.2 .1) 
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Здесь р2 - квадрат им пульса, а 

dП=/А-3 dQ 

81 

-элемент объема трехмерного импульсного пространства. При определении 
этого элемента объема необходимо учесть , что угол в l О соответств ует л/ 1 80 рад. 

Вычислим сначала площадь участка, вырезаемого на пов~рхности сферы 
единичного радиуса векторами скорости, направление которых составляет с 

осью z угол, не превышающий l О ; . 

2nn/ 180 

dA = 5 5 SiП{}d{}dСР=-2Л( 1- 2.7~2 ± ... -1 )= 1~~~' 
о о 

(1 .2.2) 

Эту площадь можно определить и другим способом, если в соответствии с 
фиг. 12 записать радиус ограничивающей ее окружности 

p=sin d{}=d{} 

и подставить величину р в формулу для площади круга: 

лЗ 

dА= лр2=лd{}2= 1802 . 

Тогда элемент объема импульсного пространства равен 

лЗ 

dП = /А-З dQ = /А-Зv 2 dA dv = /А-3и2 1802 dv. 

Разделим это выражение на величину (2Л/А-kТ)'/ ' , стоящую в 
фОРМУJlЫ (1 .2.1). В результате получаем безразмерную величину 

dП 

(2Л/А-kТ)'/' 
v2 dv (~)3/2=vedv (лм г \З/, 
1802 2kT 180~ 2RT)' 

Подставляя заданные числовые значения, находим 

(5·103)2.J0 ( 3,14·2,016 )'/'= 0 182.10-5 
1802 2·8,314·103.103 ' • 

Число молекул в 1 см3 равно 

PV PV 
N=NA RT = kT . 

Пользуясь переводной формулой 

мбар = 102 H j M2 1. 

находим для давления Рвеличину 

Р = О,l·10 2 =10 H j M2 • 

Если записать 

V= 1 см3 = 10-6 м\ 

то , согласно (1.2.5), для числа молекул в 1 c~\3 получаем 

10 · 10-6 
N = 138. 10- 23 .1000 7,24.1014 . 

(1 .2.3) 

знаменателе 

(1.2.4) 

( 1.2.5) 
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Показатель экспоненты в (1,2.1) равен 
р2 М,и2 2,016.(5.103)2 

2fJ.kT = 2RT = 2.8,314.103.103 =3,035, 

откуда следует, что 

e- р ·/2 /J.kТ =е- З 'О3Ь =0,0482. 

Следовате4ЬНО, искомое число молекул равно 

dN= Ne- р·/ 2 /J.kТ dП 7,24· 1014·0,0482·0,182· IO- Ь =6,34·107. 
(21tfJ.kT)·/· 

для массы dm этих молекул находим 

dN 6,34·107 
dm=M r NA =2,0166,02.1026 2,12·10-19 кг. 

Таким образом , в 1 смЗ водорода при давлении 0,1 мбар и температуре 1000 К 
имеется 63,4 миллиона молекул, вектор скорости которых лежит в заданном 
направлении, а абсолютная величина скорости заключена в интервале от 
5000 до 5010 м/с. Общая масса этих молекул составляет 2,12·10-19 кг. 

1.3. Распределение Максвелла - Больцмана для скоростей 

Рассматривается азот при температуре ООС. Как велико относительное число 
молекул, скорость которых лежит в интервале от 250 до 260 м/с? Относитель· 
ная молекулярная масса азот" равна M r =28,013. 

Решение 

Будем 

dN 
N 

исходить из закона распределения 

ехр (- p2/2f1kT) dП 

(21tfJ.kT)· / ' 

Больцмана 

(1.3.1) 

Разобьем пространство скоростей на сферические слои. Объем сферического 
слоя, имеющего радиус v и толщину dv, равен 

dQ=41tv2 dv. (1 .3.2) 

Отсюда находим элемент объема в импульсном пространстве 

dП=41tfJ.3v2 dv. (1 .3.3) 

Подставляя (1.3.3) в (1.3.1), получаем распределение скоростей Максвелла 

f (и) dv ( 1.3.4) 

Оно описывает распределение абсолютной величины скорости v = 
·V 2 2 2 = vx + vy + vz. 

При заданных числовых значениях показатель экспоненты равен 

fJ.v 2 М,и2 

2kT = 2NAkT 
28,013·2502 

0,386. 
2·8,134·103·273,16 



§ 1. Каноническое распределение Гиббса 

Отсюда следует, что 

( t-t
V2

) ехр - 2kT =ехр (-0,386)=0,679. 

Далее находим 

4 и2 dv 

уn (2kT/ t-t) ·/· 
4 и2 dv 

-,гл (2RTIM r )'/2 
4·2502.]0 

Jf3,ffi6 (2.8,314.103· 273,16/28,01З)' 1 , 
0,0216. 
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Теперь определим относительное число молекул , имеющих скорость, значения 
которо'Й заключены в интервале от 250 до 260 м/с 

dN 
у=0,0216.0,679 = 0,0147. 

Следовательно, в 1 кмоль число молекул со скоростями в указанных пределах 
составляет 

NA d; =6,02.1026.0,0147 = 8,82.1024. 

1.4. Максимум плотности распределения 

Определить скорость, соответствующую максимуму плотности распреде­
леНIIЯ для водорода и гелия, если температу ра равна оое. Относительная 
МО$~улярная масса водорода и гелия равна соответственно М н.=2,ОI6 11 

МНе = 4,003. 

Решение 

Распределение молекул газа по скоростям описывается формулой (1 .3.4) 

dN =f(u)du =~v2ехР(~l-tv2~2kТ)dv . (1 .4.1) 
N Уn (2kTM /' 

Для определения максимума функцнн плотности распределення вероятностей 
продифференцируем ее по скорости v и получим 

dfd~) = :n ( 2kT )'/ 22и ( 1- ~;; ) ехр ( - ~;; ). (1.4.2) 

Если значение ' скорости и=и"акс соответствует маКСIIМУМУ функции распре­
деления, то ее первая производная при этом значении должна обращаться в 
нуль. Тогда с учетом СОQтношеннй NAk = R, NAJ.t=Mr получаем из (1.4 .2) 

Чтобы определить скорость, соответствующую максимуму ФУНКЦИИ распреде­
ления для водорода, подставим заданные числовые ве.~ИЧIIИЫ: 

~ ;2.8,314.103.273,16 
имаксн. = V 2,016 = 1500 м/с. 
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Следовательно, функция распределения скоростей для водорода имеет макси­
мум при и= 1500 м/с. 

Возьмем · отношение скоростей, отвечающих ма ксимуму функции распре­
деления для двух различных газов, давления и температуры которых одина­

ковы. Для водорода и гелия получаем , согласно (1.4.3), 

и"акс Не = .. ; МН,. 
иМаКС Н. V М Не (1.4.4) 

Отсюда следует, что 

Рмакс Не = имакс Н. у МН. = 1500 y2,Ol6 = 1064 м/с, 
МНе 4,003 

т. е. для гелия максимум функции распределения соответствует сксрости 
и= 1064 м/с. 

1.5* . . Среднее абсолютное значение скорости t средняя энергия 
и дисперсия скорости 

Вычислить для водорода при 00 С среднее абсолютное значение скорости, 
среднюю энергию и средний квадрат скорости. Сравнить полученные резуль­
таты со скоростью имакс , отвечающей максимуму функции распредеАения .. 

Решен не 

Среднее значение v получается из функции распределения 

f (е) V n (2k
4
T / tA)8/2 и 2 ехр ( - ~~; ) 

[10 формуле 

v = ~ vf (t') dv. 
о 

Для вычисления интегралов вида 

00 

J а = ~ хае - (3х2 dx 
О 

введем новую переменную 

y= ~x2 

и для а > - 1, ~ > о получим 

I 
I Ja=~ ~-(a+l)/2Г (~) 

r де Г (<1) - гамма-функция: 

r (а) 0= ~ e-xxa-1dx. 

О 

(1.5.1) 

(1.5.2) 

(1.5.3а) 

(1 .5 .3б) 

(1.5.3в) 
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для нее справед,1!.И.lJО соотношение 

Г (х + 1) = хГ (х). 
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( 1.5.4) 

Если n обозначает положительное целое число, то справед,1ИВЫ функциональ­
ные уравнения 

f(n + I) =n! 1, 

( 
1 ) (2n)! .г-

Г n+т =n! 22n у л 

Подставляя (1.5.1) в (1 .5 .2) и испол uзу я (1.5.36), находим 
00 

_ 4 f' (/tv2 
) 2 r 2kT 

v = у- 3 / 2 j и3 ехр - 2kT dv = ,г- -. / - г (2). 
n (2kT/ /t) у л r /t . о 

Согласно (1.5.5),r(2)=I!=I. Учитывая, что NAk=R,NA/t=Mr> 

.. ;8RT 
V ЛМ Г 

(1.5.5) 

(1.5.6) 

(1 .5.7) 

получаем 

( 1.5.8) 

При заданных числовых значениях 
водорода при ОО С 

находим для средней скорости молекулы 

- _ .. ;""'.8-:. 8::-,3""'1;-;4-. "-;1 0"'"з-;. 2'""7"'З-:, 1""'6 

и - V 3,1416.2,016 
1694. м/с. (1 .5.9) 

Средняя кинетическая энергия одной молекулы определяется формулой 

E=~ V2= ~ 5 v2 f(v)dv. (1.5.10) 

Подставляя (1 .5.1) в (1.5.10), получаем 

00 

ё = У 2~;T3 S и4 ехр ( - i~~ ) dv. (1.5. 11) 

о 

Учитывая (1.5.3) и (1.5.6), находим из (1 .5. 11) 

18=~ Г ( } )=у kT \. ( 1.5.12) 

Таким образом, каждая из трех степеней сво60ДЫ вноси т в кинетическую 
энергию вклад, равный kT /2, в соответствии с рассмотренным ниже законом 
классической статистики о равномерном распределении энергии по степеням 
свободы. -

Как показывает сравнение формул (1.5.8) и (1.5 . 12), квадрат средней ско­
рости 

-2 8kT 
v (1 .5.13) 
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не совпадает со средним значением квадрата скорос:ги 

и2=~ kT. 
/1 

(1.5 . 14) 

Обе эти величины не совпадают также и с квадратом скорости, . 0твечающеЙ 

f(u} 

Фиг. 13. Максимум распределения скоростей 
имакс , средняя скорость v и корень квадратный 

VMIIX': и :,.;;;; -/: 1, 128: 1,225 из среднего квадрата скорости vrVi. 
максимуму функции распределения (фиг. 13), который определяется выраже­
нием 

2 2kT 
имакс = -. 

/1 
(1.5.15) 

в случае молекулы водорода · средняя энергия поступательного движения 

равна 

- 3 
8 =2. 1,380.10-23.273,16 =5,654.10-21 Дж. 

Поступательная энергия 1 кмоль идеального газа, согласно (1.5.13), опреде­
ляетс я выражением 

- 3 Екнн = N А8=2 RT. (1.5.16) 

Следовательно, кинетическая энергия, содержащаяся в 2,016 кг водорода 
при ОО С, равна 

3 
Екни = 2' ·8,314·103·273,16 = 3,40.103 кДж, 

или соответственно 

Екин =О,239.3,40.IОЗ =814 ({кал. 

Дисперсия по определению есть 

а2 = ~ «(0-и)2 f (и) dv. 

Отсюда 

(1.5.17) 

а2= ~ и2 ! (и) dи- 2; ~ и! (1.1) dv +и
2 

~ f (1.1) dv=V2-2U' и +u2 =и2-,:-v2 
(1.5.18) 
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Используя формулы (1.5.8) и (1 .5. 14), находим из (1.5.18) 

а2 =и2 -и =- 3-- =0,4535-, - -2 kT ( 8) kT 
I.t. n I.t. 

откуда для среднеквадратичного отклонения имеем 

.. ;kT .. ;RT 
а=О,6734 V 11= 0,6734 V М г ' 

Для водорода при 00 С получаем 

_ О 6734 .. / 8,314·103·273,16 
ан. -, v 2,016 715 м/с. 

1.6. Барометрическая формула для воздуха, 
рассматриваемого как однородный газ 
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(1.5.19) 

(1.5.20) 

Исследовать уменьшение давления воздуха с увеличением высоты, если 
температура постоянна и равна ОО С, а давление на уровне моря равно 
Ро=1013 мбар = 1 aTM=I,OI3·\05 Н /м2 (нормальные условия). На какой вы· 
соте давление воздуха и плотность уменьшаются напоJ.IOВИНУ? При расчетах 
IЮльзоваться данными о составе воздуха, приведенными в табл. 22 , 

Таблица 22 

Состав сухого воздуха 

Порядковый номер 

Газ 

Относитель!Юе содержание 

Относительная молекулярная масса 

Решен не 

2 3 4 

02 Аг 

0,7809 0,2095 0,0093 0,0003 

28,013 31,999 39,948 44,010 

Будем рассматривать воздух в первом приближении как однородный газ. 
Относите"lЬНУЮ молекулярную массу этого газа найдем, используя табл. 22, 
по формуле 

М г = ~PiMi' (1.6.1) 
i 

Подставляя числовые значения, получаем 

Мг =28,97. (1 .6.2) 

Молярный объем на уровне моря при заданных нормальных условиях равен 

Vo=~O 8,314·103.273,16 
1013·102 

22,4 м3/кмоль. (1 .6.3) 
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Рассмотрим перпендикулярный к поверхности Земли столб воздуха сечением 
1 м2 (фиг. (4). 

Для нахождения числа частиц в слое воздуха толщиной dz воспользуемся 
формулой канонического распределения Гиббса (1.28), согласно которой число 
частиц газа в элементе объема фазового пространства, отвечающего состоянию 
р, q, равно 

N ге/Н dq dp 
dN = f dq dp =, (! .6.4) 

~ e-e/kТ dq dp 

где N - полное число молекул в выделенном столбе воздуха. 
При вычислении энергии частицы, находящейся на высоте г, можно огра­

ничиться рассмотрением потенциальной энергии. дело в том, что хотя энергия 
отдеЛt,НОЙ частицы (ее кинетическая часть) и зависит от импульсных коорди­
нат, это никак не отражается на распределении частиц в поле земного тяготения. 

z 

- Фиг. 14. К выводу барометрической формулы. 

Как видно из фиг. 14, направление ускорения свободного падения-g 
противоположно направлению оси г. Следовательно, частица на высоте z об­
ладает потенциальной энергией 

2 

епот = - !l ~ - gdz = f1gz, 
о 

(1.6.5) 

где 1-1- масса частицы. 
Потенциальная ' энергия Епот отдельной частицы зависит, таким образом, 

ТОЛk>КО от координаты z и не зависит от координат х и у. Интегрируя выра­
жение (1 .6 .4) по х и у, а также по несущественным в данном случае импульс­

ным координатам, мы избавляемся от зависимости числителя и знаменателя 
от этих переменных и получаем число частиц в слое воздуха dz на высоте г: 

dN = N ехр [- еп ат (z) /kT] dz • 

~ ехр ( - Бпат (z) j kT] dz 
(1.6.6) 

Объединяя не зависящие от высоты z !Лены в один постоянный, коэффиuиеит 

N 
с=----

'" 
~ e- lJ.gzII, т dz 

о 

I1а ходим из (1.6 .6) 

dN = Ce-l1gzlk т d? (1 .6.7) 
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Величина dN /dz пропорциональна плотности газа р. Отсюда плотность воз­
духа на высоте z равна 

р = poe-/J.gz/kТ, (1.6.8) 

где ро-плотность при г=О. 
Пользуясь уравнением состояния идеального газа, ПРЕ.'образуем показа­

тель экспоненты в формуле (1.6.8) 

I-t М, М, ро 
kT= RT = PoV = РО • 

Подставляя (1.6.9) в (1.6.8), приходим к барометрической формуле 

( 
POgZ) р (г) = роехр -То 

(1 .6.9) 

(1.6.10) 

Вычислим высоту z = Н, на которой давление воздуха уменьшается вдвое. 
В соответствии с (1.6.10) при этом должно выполняться соотношение 

Р ехр ( _pogH'I_Po (1611) 
о РО ) -2' . . 

откуда, логарифмируя, находим 

Н = .!:д.. 'п 2. 
Pog 

Подставляя числовые значения, получаем 

1013·102 -
Н=1293.981 0,693м=5,5км. , , 

(1.6.12) 

Таким образом, давление воздуха уменьшается вдвое на высоте 5,5 км. 

1.7. Измерение числа Авогадро по Перрену 

Для измерения числа Авогадро Перрен исследовал распределение г·умми, 
гутовых зерен в воде. Масса одной частицы составляла 1-t=I,25·1p-16 кг, а 
определение объема дало величину V = 1,03.10-19 МЗ• Температура принима­
лась равной 4О С. Определить высоту Н, для которой шютность уыеньшается 
в 2 раза. Какова необходимая точность измерений, если ошибка при опреде­
лении числа Авогадро не должна превышаrь 5%? 

Решение 

Для нахождения эфtj:ективной массы /J-эфф одной частицы нам следует 
определить подъемную силу. Обозначая плотность вытесненной жидкости че­
рез Ржиnк, имеем для эффективной массы -

I-tэфф= l-t-ржиnкV=(I,25.10-16-1000.1,03·10-19)=О,22.10-16 кг. (1 .7. 1) 

В соответствии с барометрической формулой (1.6. 10) плотность распределения 
зерен описывается выражением 

. ( I-tэффgz) 
р=роехр ---- . . kT 

(1.7.2) 
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Отсюда находим высоту Н, на которой величина Р уменьшается в 2 раза, 

H = kT In 2 1,38·10-23·277, 16·0,693 123 (173 
f.lэффg 0,22.1016.9,81 М=, мкм. .. ) 

Таким образом, эта высота составляет всего 12,3 мкм. 
Чтобы определить число Авогадро 

R 
NA=k' (1 .7.4) 

разрешим равенство (1.7.3) относит~льно k и полученное ВЫРo1lжение подста. 
вим в (1 .7.4). Это дает 

NA = RTln2. -'---7.Н (1.7.5) 
f.lэффg 

Погрешность измерения находим следующим образом: 

!J.N =dN = dNA dH=~ln'2d(l jH)dH 
А А dH f.lэффg dH ' 

откуда следует 

dN А = _ RT In 2 dH. 
llэффgН2 

Согласно условиям задачи, должно выполняться неравенство 

dNA 
N А < 0,05, 

и, следовательно, 

dNA __ dH 005 
NA - Н < , . 

Отсюда находим требуемую точность измерений: 

I dH I < 0,05Н = 0,615 мкм . 

Итак, если при нахождении числа Авогадро N А В опыте Перрена ошибка не 
должна превышать 5%, то определяемая методом подсчета отдельных зерен 
высота, на которой плотность уменьшается в 2 раза, должна измеряться с точ, 
ностью не менее 0,615 мкм. 

1.8*. Центрифуга. Разделение эмульсий 

Цилиндрическая центрифуга вращается с частотой '= 1500 c- 1. диаметр 
цилиндра равен 2го=0,20 м, а его длина 1= 0,5 м. В цилиндре находится 
эмульсия из белка и воды, содержащая т = 0,25 кг белка. Относите.%ная 
молекулярная масса белка и его плотность равны соответственно Мг = 380 и 
РбеJ\К = 1,08 г jсмЗ • Определить плотность распределения молекул белка на оси 
и на краю центрифуги. Чему равна масса белкового вещества в слое толщи­
ной Ь = 5 мм , прилегающем к образующей цилиндра? Температуру принять 
равной 4Q С. 

Решение 

Находящийся в жидкости белок 
Обозначая через Рвод плотность воды, 

испытывает действие подъемной силы . 
получаем для эффективной массы вы-

ражение 

11. _ 11. Р6елк - Рвод 
rэфф - г 

Рбе"к 

м r Рбелк - Рвод 
N А Рбе"к 

(1 .8.1) 
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в рассматриваемом случае находим 

_ 380 1,08-1_468.10-26 
/1ЭФФ - 6,02.1026 1,08 -, кг. 

Центробежное ускорение равно 

а=оо2г ; 
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(1.8.2) 

оно направлено вдоль радиус-вектора. Чтобы вопреки действию центробежной 
силы переместить частицу из периферийной области в точку, находящуюся 
на расстоянии r от оси, необходимо затратить энергию , 

S 
/1 002 (г 2 _,2) 

W = - /1эфф оо2г dr = эфф 2 о • (1.8.3) 

'. 
Пусть N о обозначает плотность числа частиц (плотность распределения) на 
периферии (, =(0)' В соответствии с законом распределения энергии плот­
ность числа частиц на расстоянии r от оси цилиндра равна 

(. w) [ftэффОО2 (,~ - (2) ] 
N (,) = N о ехр - kT = N о ехр - 2kT . (1 .8.4) 

Значение N о найдем из условия нормировки. Если полное число молекул 
белка равно N, то должно выполняться соотношение 

г. 

2nl ~ ,N (,) d,=N. (1.8.5) 
о 

Подставим (1.8.4) в (1.8.5) и разрешим полученное уравнение относительно No• 
В результате находим 

No= N (1 .8.6) 
'. 

2nl ~ , ехр (- ftэффоо2г 2j2kТ) dr 
о 

Для вычисления интеграла в знаменателе произведем подстановку 

Мэффоо2,2 

2kT =~ 
и получим 

1!8ффlJ)'Г~ 

г. 2kT 

Srexp (- ftЭффОО2(2)dГ=~ S e-~d~= 
2kT /1эффоо2 

g О 

= ftэ::ОО2 [1-ехр ( - ftЭ~k;2r~) ] 
Подставляя (1.8.8) в (1 .8.6), имеем 

Nftэффоо2 
No=------------~~-----------

2nlkT [l-exp (- f!эффОО2,~/2kТ)] 

(1.8.7) 

(1.8.8) 

(1.8.9) 

Следовательно, плотность распределения молекул белка описывается выра­
жением 

Nf!эффоо2 [ ftэффоо2. J 
N(,)= ехр ---('0-,2) . (1 .8 .10) 

2лlkТ[I-еХР.(-Мэф"фоо2,~j2kТ)J . 2kT 
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для отношения плотностей распределения на периферии г = г о 
находим, сог ласно (1.8.10), 

N о N (г о) ( /-Iэфф0)2г~ ) 
N (0)= N (о) =ехр 2kT . 

Подставляя числовые значения, получим 

и на оси 

(1 .8.11) 

N (О , 10) [ 4,68·10-26 (1500'2'З , 1416'0 , 1) 2 ] = ; ~34 = 102,360 = 229 
N (О) ехр 2.1,38.10-23.277,16 е , . 

Таким образом, при заданных условиях плотность распределения молекул 
белка на периферии в 229 раз больше плотности на оси. 

Для полного числа молекул имеем 

т 0,25 
N=NA М, =6,02·1026. 380 =3,96·1023. (1 .8. 12) 

С у"етом ЭТОГО,-используя формулу (1.8.11) для числа частиц на периф.ерии, 
получаем из (1 .8.9) 

_ 3,96·1023.4,68·10-26 (2.3,1416.1500)2 _ 26-3 
N 0- 2.3,1416.0,5.1 ,38.10 23.277,16 (I-e ;,434) -1,376· 10 м , 

тогда как плотность числа частиц на оси составляет всего лишь 

N(0)= ' I,376.10
26 6,01·102З м- 3. 

229 

Число N, молекул , белка в приграничном слое толщиной Б= 0,005 м опреде· 
ляется выражением 

г. S 0)2 (г 2 _,2) N,=lS2ЛГN(Г)d,=2ЛlN гехр [_/А-ЭФФ 2k/ ' Jdf. 
о ~-b 

(I.8.13) 

Используя для выЧисления интеграла (1 .8. 13) преобразование (1.8 ,7), находим 

_ 2лlNkТ {_ [_ /-Iэфф0)2Ь (2Г о -Ь)J} 
N,- 2 1 ехр 2kT . 

!-tэффО) 
(1 .8.14) 

Масса белка т, в приграничном слое толщиной Ь получается тогда из соот­
ношения 

N, N, 
т, =71( т= N А М,. (1.8 .15) 

Подставляя N o из (1.8.9) в (1.8.14), находим окончательно 

I-exp [- !1эфф0)2Ь (2Го-Ь)/2kТ] 
т,=т 2' (1.8.16) 

I-exp [- !-tэфф0)2го/2kТ) 

В рассматриваемом частном случае с учетом (1.8.11) получаем 

1- ех р [_ 4,68·10- 26 (2·3,14·1500)2 ·0,005 (0,2-0,005) ] 
. 2.1,38.10 23 ·277,2 

тг = 0,250 -----'''------'~----:I------'-----=-

1-229 

0,118 кг. 

Таким образом, в периферийном слое толщиной 5 мм находится 47,3% всех 
молекул белка, масса которых составляет 0,118 кг. 
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1.9. Осмотическое давление 

Исходя из закона распределения по энергии, вывести формулу для осмо· 
тического давления в растворах. Чему равно ОСМОТИ:lеское да вление в раст, 
воре, если в 4 .'I р астворителя при темпер атуре 750 С растворены 10 г гликол я 
(СН 2ОН)2 (М r = 62,0) и 15 г метилового спирта СНзОН (М r = 32,О)? 

Решение 

Рассмотрим сначала раствор, содержащий только одно вещество. Пред­
ставим себе , что растворитель (вода ) и раствор р азделены полупроницаемой 
перегородкой . Она пропускает молекулы растворителя, но не пропуск ает моле ­
кулы растворенного вещества (фиг. 15). для поддержания равновесного 
давления обеспечив ается постоянный отток или приток растворителя в раствор. 

Фиг. 15. Раствор , разделенный полупро­
ницаемой перегородкой. 
Под действием осмотического давлени я порш ­
ни К, и К, смещаются влево; К, выталки­
вается, К2 втягивается. 

Перегородку можно рассматривать как силовое поле. Согласно это й модели, 
на частицу, npиближающуюся к. перегородке, действует сила 

15=-grad W, (1.9.1) 

направленная внутрь раствора. В соответствии с законом действия и противо­
действия равная, но противоположная по направлению сила действует на 
перегородку со стороны частицы . Непосредственно около перегородки потен­
циал W неограниченно возр астает, препятствуя проходу молекулы вещества. 
На основании закона распределения Гиббса имеем для числа молекул, которые 
находятся от стенки на таком расстоянии, что они обладают потенциалом W: 

(1.9.2) 

Если число N (W) отнесено к 1 мз раствора, то N о есть число частиц в 1 мЗ , 
для которых W = О, т. е. которые находятся на достаточном удалении от 
мембраны . Если рассматриваемый объем имеет величину dV, то действующая 
на этот объем сила равна 

f dV = N (W) ь' dV=- N (W) grad W dV. (1.9.3) 

Производя дифференцирование по пространственным координата м, на ходим 
из (1.9.2) 

grad N (W) = - ~; е- \'(I / kT grad W =_ N ~;) grad W. (1 .9.4) 

Разрешим это уравнение относительно W и подставим пол ученное выражение 
в (1 .9.3) . Имеем 

f =- N (W) gradW "= kT grad N(W) . (1.9 .5) 

В рассм атриваемой . гидростатическоЙ задаче силу f с помощью соотношения 
f=-grad Р (1.9.6) 
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можно заменить градиентом давления Р. Тогда получаем из (1 .9.5) 

grad Р = kT grad N (W) (1 .9.7) 

Если температура во всех точках рассматриваемого объема одинакова, то 
находим посредством интегрирования 

Р (W) = kTN (W) + Po, 

где Ро-давление в отсутствие растворенных частиц. Разность 

P-Ро = Росм = NkT (1.9.8) 

равна, следовательно, увеличению давления за счет растворения N молекул . 
При выводе формулы для осмотического давления вид потенциала W столь 

же мало существен, как и химические или ' физические свойства раствора. 
Существенно лишь число N растворенных молекул. При этом, разумеется, 
следует иметь ввиду, что полученная здесь формула (1.9.8) применима только 
при слабых концентрациях . При больших концентрациях необходимо учиты­
вать своЙства реальных газов и жидкостей. 

Если в 1 м3 растворены N 1 молекул одного вещества и N 2 молекул дру­
гого ; то, согласно изложенной теории, осмотическое давление раствора в равно­
весном состоянии равно 

P ocM= (Nl + N2)kT=NkT, (1.9 .9) 

где N -полное число растворенных молекул в 1 м3 раствора. Если в объеме V 
некоторого раствора содержится n киломолей растворенного вещества, то 
число растворенных молекул в 1 м3 определяется соотношением ' 

т 
NV=nNA =-м NA, 

r . 
(1 .9.10) 

где т-масса растворенного вещества. Находя отсюда N и учитывая равен­
ство NAk=R, получаем для осмотического давления закон Вант-Гоффа 

nRT т RT 
Рос м --у= Мг Т' (1.9 .11) 

Отсюда следует, что осмотическое давление равно давлению газа, которое 
имело бы место, если бы молекулы растворенного вещества в виде газа запол­
няли объем, равный объему раствора. 

В рассматриваемом случае число растворенных киломолей равно 

n =~=~+~=· IО.10-3 + 15·10-3 =063.10-3 
Мг M 1 М2 62,0 32,0 ' . 

Подставляя это число в (1 .9.11), находим 

Р = 0,63 . 10-3.8,314.103.348 , ~ = 456 . 10' Н/ 2 
ОСМ 4.10 з . м . 

Пользуясь для перевода единиц соотношением 

1 ат = 9,81 H/CM2 = 9,81·1Q4 Н/м2 , 

получаем окончательно 

456·1011 
Р осм = 9,81. 104 4,65 ат. 

Следовательно, 10 г гликоля и 15 г метилового спирта создают в 4 л воды 
при 75О С осмотическое давление, равное 4,65 ат . В случае раствора электро­
лита необходимо учитывать диссоциацию на ионы и действующие между ними 
электрические силы (см. гл . 5, § 2). 
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Упражнения 

У .1.1. Найти число молекул хлора в 1 ммЗ при температуре 5000 С и дав· 
лении 0,01 мбар, компоненты скорости которых заключены в следую· 
щих интервалах : их =(200-205) м/с, vy=(100-II0) м/с, vz=(IOO-
105) м/с. Отиосительная атомная масса хлора равна 35,45. 

У.l.2. Чему равно число молекул в 1 л гелия при давлении 20 ат и темпе­
ратуре 3000 К, вектор скорости которых составляет с осью z; угол не 
более 300, а абсолютная величина скорости лежит в интервале от 
600 до 605 м/с? 

У .1.3. Чему равно число атомов гелия со скоростями от 1000 до 1010 м/с, 
содержащихся в шарообразном баЛJlOне диаметром 16 м при 10О С И 
давлении 0,9 ат? 

У . l.4. Определить скорость, соответствующую максимуму функции распре­
деления при 1000 С для водорода, гелия и азота . 

У .1.5. Вычислить средние скорости для водорода, иеона и кислорода при 
5OQ0 c. 

У.l.6. Полагая температуру равной 3000 С, определить средние скорости для 
гелия и водорода. Чему равны скорости, отвечающие максимуму 
функции распределения скоростей и какие значения получаются для 
корней квадратных из средних квадратов скоростей? 

У .1. 7. Чему равно среднеквадратичное отклонение скоростей для гелия при 
температуре 3000 С? 

У .1.8. Для функции распределения Максвелла - Больцмана f (и) определить 
величину, характеризующую асимметрию распределения 

l' = - (и- (,)3 f (t') dv. IS -
03 

Сравнить результат с асимметрией нормального распределения. 
У.I.9.* ДЛЯ функции распределения Максвелла-Больцмана f (и) вычислить 

величину 

6=- (и_и)4 f (и) d1' -3, 1 S -
04 .' 

которая является меР9Й крутизны распределения. Ч ему равна эта 
величина для нормального распределення? 

У .1.1 О. Пользуясь баРО~lетрической формулой, вычислить давление воздуха 
на высоте НJOО м при -23,16 и при 26,840 С, если давление на 
уровне моря равно 1013 мбар. 

Y.I.ll. Вычислить массу азота и массу кислорода в 1 мЗ воздуха на уровне 
моря и на высоте 5532 м. Температура воздуха и его давление на 
уровне моря равны соответственно 00 С и 1013 мбар. (Воспользоваться 
дан'ными, приведенными в табл. 22.) 

У .1.12. Вычислить, на какой высоте парциальные давления азота и уг лекис­
лого газа уменьшаются в два раза, если температура равна 00 С. 
Какие высоты получатся при 30· С? 

Y.I.13. В поле земного притяжения производятся наблюдения З1l шарообраз· 
ными частицами диаметром 2·10-7 м, находящимися во взвешеином 
состqянии в воздухе при температуре О" С и давлении 1 атм. Уста­
новлено, что концентрация частиц уменьшается вдвое на высоте 10 м . 
Чему равна масса взвешенной частицы? Вычислить их плотность 
в сравнении с плотностью воздуха. 

Y.l.14. В поле земного притяжения находятся частицы пыли, имеющие массу 
/l=8,50 . }'0-22 кг и объем V= 5·10-22 м3 • Определить уменьшение 
их концентрации на высоте z; = 3 м. давление и температура воздуха 
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равны соответственно 990 мбар и -20О С. На какой высоте концент­
рация уменьшается в два раза? 

Y.I.15. Чему равно при 20О С осмотическое давление 1 г этилового спирта, 
растворенного в 0,7 л жидкости? д1!.вление выразить в технических 
атмосферах (М г =46). 

у .1 . 16. Вычислить, чему . должна равняться масса т сахара, растворенного 
в 2 л воды при 50О С, чтобы осмотическое давление составляло 3 ат. 
Относительная молекулярная масса сахара равна М r = 342,3. 

Y.I.17. В ультрацентрифуге находится эмульсия из воды и некоторого синте­
тического вещества, имеющего плотность 0,999 г/см3 • Взвешенные 
частицы синтетического вещества можно приближенно считать шари­
ками радиусом 1 мкм. Радиус центрифуги равен 12 см, частота вра­
щения 200 с- 1 . Температура равна 40 С. Вычислить отношение плот­
ностей распределения в центре и на периферии. Чему равна относи­
тельная доля частиц в слое толщиной 1 см, расположеююм на краю 
центрифуги и в цилиндре радиусом 5 мм на ее оси? 

у .1.18*. Решить предыдущую задачу при плотности взвешенных частиц, 
равной 1,001 r j CM3• 

У .1.19*. Определить распределение вероятностей для кинетической энергии 
материальной точки с помощью распределения Максвелла - Больц­
мана. Чему равна вероятность найти молекулу с энергией в интер­
вале от 4,00·10-21 до 4,14·10-21 Дж , если температура равна 300 К? 

§ 2. ПЕРВblЙ ЗАI(ОН ТЕРМОДИНАМИI(И. 
ЗАI(ОН РАВНОРАСПРЕДЕЛЕНИЯ. 

УДЕЛЬНАЯ ТЕПЛОЕМI(ОСТЬ 

Введение 

Внутренней энергией называют запасенную телом тепловую 
энергию 1). При ее увеличении либо возрастает температура 
системы, либо изменяется агрегатное состояние (н апример, про­
исходит плавление или испарение). Для вычисления внутренней 
энергии воспользуемся законом распределения по энергии 

Гиббса (1.27) и выполним суммирование по всем энергетическим 
состояниям (см. задачу 2.1): 

(2.1 ) 

Результат этого суммирования можно сформулировать следую­
щим образом: каждая степень свободы вносит в энергию вклад, 
равный в среднем kT /2 (закон классической статистической 

1) В термодинамике обычно ограничиваются утверждением, что внутрен ­
няя энергия есть всякая энергия, заключенная внутри тела в какой-либо 

форме. С микроскопической точки зрения это означает, что внутренняя энер­
гия равна сумме кинетических энергий отдельных частиц и энергии взаимо­
действия между ними. Если тепловой энергией называть, как это часто де­
лают, среднюю кинетическую энергию, то она является лишь частью внутрен­

ней энергии. (По этому вопросу см., например, Р. В. Поль, Механика, акустика 
и учение о теплоте, "Наука" , М., 1971).- При.м. перев. 
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физики о равномерном распределении энергии по степеням ОООбоды, 
или просгго закон равнорасnределенuя): 

I v_ fNkT 
- fRT _'kТ I - 2 -n 2 - 2 . (2 .2) 

Величина f есть число степеней свободы одной материальной 
точки. Вся термодинамическая система в целом обладает s = Nf 
степенями свободы. Если к термодинамической системе подво­
дится извне количество теплоты БQ, то последнее расходуется 
на увеличение внутренней эне pгuu dU и на совершение системой 
механической работы Р dV против внешних сил. Этот опытный 
факт выражаетсSl первым законом термодинамики: 

I fJQ =dU +PdV I (2.3) 

(Р-давление, V -объем). 

Полное количество теплоты Q, подведенное к системе, в общем 
случае не удается представить в виде однозначной функции 
состояния, зависящей от температуры Т, давления Р или объ­
ема V. В противоположность этому внутренняя энергия и опре­
деляется этими величинами однозначно. Изменение внутренней 
энергии можно поэтому записать в виде полного дифференци­
ала dV, в то время как для обозначения подведенного коли­
чества теплоты используется знак 6. 

Процесс называется обрат и,Мы,М , если его можно заставить 
протекать в обратном направлении путем простого изменения 
направления пути и при этом для восстановления исходного со­

стояния всех участвующих в процессе тел не требуется под­
вода энергии. 

Пример 14 

Примерами обратимых процессов могут служить мехаНИ'lеские и электри­
ческие колебания в отсутствие потерь. Ра!\ным образом можно рассматривать 
как обратимый процесс расширения или сжатия газа, если давление послед­
него при этом находится в равновесии с внешней силой. Изменения одной 
из сил на бесконечно малую величину оказ'ывается тогда достаточным, чтобы 
заставить процесс протекать в обратном направлении, так что исходное состо­
яние может быть восстановлено. 

Рассмотрим обратимый процесс внутри замкнутой системы, 
к которой подводится количество теплоты (БQ)оБр' Умножая эту 

4 Н, Зак. 8270 
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величину на интегрирующий множитель 1 / Т, пол учаем диффе­
ренциал некоторой функции состояния 

I -} (БQ)оБр = dS \. (2.4) 

Эту функцию называют энтропией. Она однозначно опреде­
ляется значениями измеряемых параметров состояния макро­

скопической системы (давление, объем, температура, число частиц 
или число киломолей) . 

Для обратимых процессов, согласно первому закону термо­
динамики, выполняется соотношение 

\ dS ~ (~ )", ~ ,и "/'" I (2.5) 

Выражение (2.5) является термодинамическим определ~нием 
энтропии, которым следует пользоваться при вычислении этой 
функции состояния. Статистическое определение энтропии будет 
дано в § 3 настоящей г лавы. 

Если ' к системе подводится количество теплоты БQ, то ее 
температура повышается на dT (предполагается, что система 
не находится в критической точке, отвечающей фазовому пе­
реходу) . Отношение 

6Q 
C=(JТ (2.6) 

определяет удельную теплоемкость системы. Ее обычно относят 
к 1 кмоль И называют молярной теплоемкостью. 

При вычислении удельной теплоемкости предполагается, что 
процессы являются обратимыми. Для молярной теплоемкости 
при постоянном объеме, называемой также изохорной тепло­
емкостью, получаем, подставляя (2.4) в (2.6), 

Cv=(~~)v=T(~;)v' (2 .7) 

' Соответственно молярная теплоемкость при постоянном давле­
нии (изобарная теплоемкость) определяется выражением 

Ср = (~~)p = т (~;)p' (2.8) 

С помощью соотношения (2 .5) молярную теплоемкость Ср можно 
представить также в виде 

Ср = т (~;)p = ддт (и +PV)p= (~: )р' (2 ~ 9)/ 

где 

H=U+PV (2.10) 
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есть функция состояния, называемая эн,mальnuеU. Все функции 
состояни'я при этом отнесены к 1 кмоль. 

При применении закона равномерного распределения энер­

гии по степеням свободы, как и вообще при расчете физичес­
ких функций состояния ме:годами классической статистики, 
предполагается, что число степеней свободы остается неизмен­
ным вплоть до абсолютного нуля. В действительности же каждая 
степень свободы становится полностью эффективной лишь при 
достижении температуры, превышающей некоторое определенное 
значение (см. § 4 настоящей главы). Удельная теплоемкость 
является при этом измеряемой величиной, по которой можно 
определить число эффективных степеней свободы. Следует отме­
тить, что для очень многих физических процессов число степе" 
ней свободы в начальном и конечном состояниях одинаково~ 
В особенности это относится к случаям, когда изменения тем­
пературы не очень велики. Поэтому применение классической 
статистики для расчета изменений энергии обычно приводит 
к хорошему согласию между теорией и экспериментом, если 
температура не выходит за пределы определенных границ. 

Если учесть, что при уменьшении температуры степени сво­

боды макроскопической системы "замораживаются", то для опре­
деления внутренней энергии следует пользоваться не законом 
равнораспределения, а соотношением 

т 

U = ~ Cv(T) dT +ио , (2. i 1) 
о 

где Uо-энергия при абсолютном нуле (ср. § 4). 

Задачи 

2.1*. Классический закон равнораспределения 

На основании закона распределения Гиббса требуется определить BHYTP~H­
нюю энергию твердого тела . Вычислить эту энергию для 1 кг углерода при 
1200 К и сравнить полученный результат с энергией сгорания (8093 ккал/кг). 
Относительная атомная масса Ас= 12,01. 

Решение 

Если об.означить через е и dN соответственно энергию и число заполнения 
определенного энергетического состояния, то внутреннюю энергию и, усред­
ненную по всем энергетическим состояниям, можно записать в виде 

и= ~ edN. (2.1.1) 

Рассмотрим сначала отдельно взятую частицу. Согласно закону раСпределения 
энергии, вероятность того, что эта частица окажется в ячейке, которой СООТ: 

4· 
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ветствует энергия 8, равна 

dN e-e/kТ dpx dpydpz dx dy dz 
dw =-=-::------=------

N ~ e-е/kТ dpx dpy dpz dx dy dz • 
(2.1.2) 

Интегрирование в (2.1.1) и (2.1.2) распространяется на все состояния рас­
сматривае~ю й частицы. Подставляя (2.1.2) в (2.1.1), находим для средней 

энергии 8 отдельной частицы 

_ ~ ee-е/kТdрх dpydPzdxdydz 
8= ~----------

~ e-е/kТ dpx dpy dpz dx dy dz 
(2 .1.3) 

В твердом теле отдельные атомы не могут существенно смещаться из поло­
жений равновесия. Когда такое расположение нарушается, возникают квази­
упругие возвращающие силы . Таким образом, каждый структурный элемент 
твердого тела обладает потенциальной и кинетической энергией . 

Кинетическая энергия одного атома , имеющего массу 11, равна 

ft 2 2 2 p;+pZ + p; 
8KHH='2(vX+vu + r'z)= 2ft . (2.1.4) 

для вычисления ' потенциальной энергии 8пот будем рассматривать каждую 
частицу как гармонический осциллятор, совершающий колебания под действием 
приложенных сил. Предположим. что частица смещена из своего положения 
равновесия на расстояние r (х,у, z). Возвращающая сила - ff действует в на­
правлении - t. Ее компоненты пропорциональны компонентам смещения , если 
только последние не слишком велики. Следовательно, для возвращающей силы 
можно написать 

ff=- Dr, (2.1.5) 

где D-постоянная, зависящая от структуры твердого тела. Следовательно , 
потенциальная энергия сместившейся на величину r (х, у , г) частицы равна 

( 
х у z) 

8пот =- ~ ff·dr=D ~ xdx+ ~ ydy + ~ zdz , 
,о о о 

или 

(2.1 .6) 

Если ввести обозначения 

х=хl, У=Х2' z=хз , Рх=Х4 , Ру=Х5' p.z=xe, 

то энергию рассматриваемой частицы можно представить в виде квадратичной 
функции 

f 
8= ~ a"x~, (2.1.7) 

\1=\ 

которая включает в себя как потенциальную, так и кинетическую энергию. 

В твердом теле каждая частица обладает тремя степенями свободы, соответ­
ствующими потенциальной энергии, и тремя степенями свободы, соответствую-
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ЩИМИ кииетической энергии. Следовательно, необходимо положить f =6. 
Внутренняя энергия системы И = Nf, на основании (2.1.3) равна 

f 
N ~ ~ avx~ ехр (-~ avx~1 kT) dXl dX2 ... dXj 

u= v=l 

~ ехр (-~ avx~/kT) dXl dX2 ... dXj 
N Jo 
J' u 

Интеграл J и' стоящий в знаменателе (2.1.8), можно разложить: 

J u = j ехр ( - a;;~) dXl S ехр ( - ~;~) dX2 ... J ехр ( - а:;,) dx
f
. 

-а> -а> -00 
Интеграл J О, стоящий в числителе, запишем 11 виде 

дальнейшее разложение дает 

а> 00 

J 0= J alX~ ехр ( - a~;~) dXl J ехр ( - a:;~) dX2' .• 
-~ -~ 

-00 

Деля J о на J и' получаем 

"" "" 
~ alx~exp (-аlхUkТ)dхl ~ afxiexp (-аfхflkТ)dхf 
-ф "" --""--------------------+-···-+-----00-----------------

~ ехр (-аlх;;kТ)dхl ~ ехр (-аfхilkТ)dхf 
-ф -00 

последнее выражение можно записать также в виде 

(2.1.8) 

(2.1.9) 

(2.1.10) 

(2. (.11) 
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Если учесть, что подынтегральные выражения содержат только четные функ­
ции, то интегрирование по бесконечному в обе стороны интер'валу можно за­
менить интеГР1iрованием от О до со; при этом в числителе и знаменателе вы­
ражения (2.1 . 11) появятся множители 2, которые в результате сокращаются. 

Производя замену переменных 

а,. 
yv= kT x~, 

получаем из (2.1 . 11) 

f 
J 0= L а,. (q.v /kT)-Э!2Г (3 /2) 

J u v=l (av /kT)-1!2f(1/2 ) 

(2.1.12) 

(2 .1.13) 

Принимая во внимание (2.1 .8), получаем для полной энергии системы формулу 

U_ N /kT 
- 2 (2.1.14) 

КОТ9рая выражает закон классической статистической физики о равномерном 
распределении энергии по степеня.м свободы. Согласно (2.1.14), внутренняя 
энергия в расчете на 1 кмоль равна 

U _NA/kT _/RT 
т ---2-- 2' (2.1.15) 

Подставляя сюда /=6 и Т = 1200 К и выражая R в ккал/кмоль·К, находим 
внутреннюю энергию твердого тела, отнесенную к 1 кмоль 

6·1 986·1200 . 
ит = '2 ' =7150 ккаЛjКМОЛЬ. 

Если относительная атомная массса рассматриваемого элемента равна Ап то 
для внутрен'ней энергии в расчете на lкг имеем 

/RT 
икг = 2А, 

ДЛЯ углерода пол~чаем 

7153,2 
иCKГ=l2OТ"=596 ккал/кг. , 

(2: 1.16) 

в соответствии с этим энергия сгорания обыкновенного углерода, равная 
8093 ккал/кг, даже при температурах около 1000Q С все еще на порядок боль­
ше внутренней энергии. 

2.2. Атомная теплоемкость металлов. Закон Дюлонга-Пти 

Пользуясь классическим законом равнораспределения , вычислить удель­
Hyю теплоемкость твердого тела по его внутренней энергии. Каковы значения 
удельньiХ теплоемкостей для ж~леза, алюминия, бериллия? Относительные 
ат'омные массы этих веществ равны соответственно AFe=55,85, AA1=26,98, 
АВе=9,ОI. Сравнить теоретические результаты с экспериментальными значе­
ниями. 
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Решение 

Удельная теплоемкость твердого тела получается из его внутренней энер­
гии дифференцированием по температуре. Если опят" относит" все величины 
к 1 кмоль, то для удельно'й теплqемкости в соответствии с классическим за­
коном равнорасiIределения получаем выражение 

c_dU _~ fRT _fR 
- dT -dТ 2 - 2 . (2.2.1) 

Подставляя в (2.2.1) f = 6, в соот~тствии С наличием трех стеце~й свободы, 
определяющих потенциальную эне'ргию, и трех степеliей СВ.оБОД~I, определя­
ющих кинетическую энергию , и выражая численное значение R в ккал/кмоль, К, 
находим молярную теплоемкость твердого тела 

С = 6· 1,986 = 5,958 ккал/кмоль, К 
2 

(2.2.2) 

(закон Дюлонга-Пти для атомной теплоемкости). 
УД6Льную теплоемкость с, отиесенную к 1 кг, получаем из (2 .2.2) путем 

деления на ОТНОСИieЛЬНУЮ атомную массу элемента Аг : 

с 5,958 
с= А г =Arккал/кг.К. 

для чистого железа, алюминия и бериллия находим 

5,958 
c Fe =55,85=0,107 ккал/кг·К 

(экспериментальное значение 0,108 ккал/кг. К), 

5,958 
С А! =26,98=0,221 ккал/кг, К 

(экспериментальное значение 0,214 ккал/кг. К), 

5,958 
С Ве= 9,01 =0,661 ккал/кг·К 

(экспериментальное значение 0,244 ккал/кг, К). 

(2.2.3) 

Отсюда видно, что в то время как для тяжелого и среднего элементов Fe и А\ 
теоретические и экспериментальные величины отличаются лишь незначительно, 

для бериллия, относящегося к чисЛ,у самых . легких элементов, эксперимен­
тальное значение существенно меньШе теоретичеСКQГО . 

Приведенные экспериментальные величины являются средними значениями 
для интервала температур от О до 1000 С. При понижении температуры удель­
ная теплоемкость также уменьшается. Это показывает, что при понижении 
температуры происходит "замораживание степеней свободы" (ер. гл. 4, § 5). 

2.3. Удельная теплоемкость идеальных газов 
при постоянном объеме 

Исходя из классического закона равнораспределения, вычислить молярную 
теп лоемкость идеального газа при постоянном объеме и сравнить результат 
теоретического расчета ' с экспериментальными значениями. 
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Решенне 

Определим сначала число степеней свободы газа (фиг. 16). Атомы одно­
атомных газов, к которым относятся ннертные газы и пары металлов, МОГУТ . 

перемещаться в пространстве во всех трех направлениях. Каждая из трех 
компонент скорости отдельного атома входит в энергию Мi\кроскопической 
систёмы квадратично. В то же время отсутствуют какие-либо ограничения , 
обусловленные н аличием потенци алов . В соответствии с этим число степеней 
свободы одноатомной молекулы ра вно f = 3. 

z 

;Ly 
3: ' 

kjl ' Z 

1 \ 
I 

!/! I 
3:1 9'2' I 

" I 

т=5 " \j 
Фиг. 16. Степени свободы жестких молекул. 

3 

В случае двухатомных жестких молекул 1) в дополнение к трем С1'епеням 
свободы поступательного движения появляются две вращательные стеriени 
свободы. Второй атом может вращаться вокруг первого атома молеку.IJЫ, опи­
сывая сферу, радиус которой равен расстоянию между атомами . Таким обра­
зом на его вектор скорости накладывается ограничение, поэтому на второй 
атом приходится лишь две степени свободы. Всего, следовательно, жесткий 
ротатор имеет t = 5 степеней свободы . 

Если, кроме того, оба атома могут совершать колебаНllЯ друг относительно 
друга, то в дополнение к уже имеющимся степеням свободы следует добавить 
еще две, одна из которых соответствует кинетической , а другая - потенциаль­
ной энергии. Таким образом, полное число степеней свободы в этом случае 
будет равно f = 7. для строгого теоретического рассмотрения возникновения 
колебательных степеней свободы необходимо привлечь квантовомеханическне 
соображения (см. гл. 4). 

Жесткая трехатомная молекула обладает помимо трех поступательных и 
двух врзщательных степеней свободы еще одной вращательной степенью сво­
боды, обусловленной наличием третьего атома, который может вращаться во­
круг двух других по круговой траектории. К этим f = 6 степеням свободы 
жестких трехатомных и многоатомных молекул могут присьедиияться доба­
вочные · степени свободы, связанные с колебательными движениями. 

В общем слу чае движение n-атомиой молекулы (n;;;, 3) полностью описы­
вается заданием Эn координат. При этом три степени свободы ПРИХОДЯТС,я на 
поступательное движение и еще три-на вращение МО.'lекулы . Остается, сле­
довательно, Эn-6 степеней свободы, которые соответствуют колебательным 
D.вижениям атомов. Согласно классической теории, вклад этих колебательных 
стеl)еней свободы следует учитывагь дважды : один раз-для кинетической 
энергии и один раз-для потенциальной. В соответствии с этим трехатомной 
молекуле следует приписать 12 степеней свободы, а именно : 3 поступ ате.'l ьные 
степени СВОбоды, 3 вращательные и два раза по 3 колебательные стеrreни 
свободы. 

1) Такую молекулу наЗblвают иногда ротатором или гантелью.-Прuм. 
перев. 
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Молярная изохорная теплоемкость определяется выражением 

CY=(~~)Y' (2.3.1) 

где-БQ - подведенное в обратимом процессе количество теплоты, отнесенное 
к 1 кмоль. Согласно первому закону термодинамики, имеем 

6Q =dU +Р dV. (2.3.2) 

На основании классического закона равнораспределения внутреннюю энергию 
1 кмоль можно записать в виде 

U - f N AkT _fRT 
m- 2 - 2 . (2.3.3) 

При постоянном объеме необходимо положить dV = О. Тогда для молярной 
изохорной теплоемкости получаем выражение 

с =(дИm ) =fR 
'() дТ v 2' 

(2.3.4) 

т. е. 

С'(} = {- 1,986 ккал/кмоль, К. (2.3.5) 

Для одноатомных газов f = 3. В соответствии с этим теплоемкость одноатом­
ных газов равна 

щ 3 3 
Су =2R=2' 1,986=2,98 ккал/кмоль·К. (2.3.6) 

Это значение хорошо подтверждается для всех одноатомных газов (ер. табл. П. Х 
,прнложения). В случае двухатомных молекул, подставляя в соответствии 
'с моделью жесткого ротатора f =5, получаем из (2.3.5) 

(2) 5 5 К Cv =2 R=2· 1,986=4,97 ккал;кмоль, . (2.3.7) 

Это значение подтверждается результатами экспериментов, если температура 
не слишком высока. Если же произвести расчет, используя модель осцилли­
рующей молекулы с f = 7 степенями свободы, то из (2.3.5) получаем 

c~2) ={. 1,986 = 6,95 ккал/кмоль, К. (2.3.8) 

Согласно табл. П. Х, к такому значенИI') приводят измерения при очень вы­
соких температурах. Это означает, что колебательные степени свободы стано­
вятся эффективными лишь при достижении достаточно высоких температур, 
следовательно, они "вымерзают", когда температуры падают ниже определен­
ного предела. 

При дальнейшем понижении температуры теплоемкость двухатомных га­
зов, согласно табл. П.Х, уменьшается, стремясь к теоретическому значению 
для одноатомных газов. Следовательно, вращательные степени свободы та/<же 
эффективны лишь при температурах, превышающих некоторое определенное 
значение. 

В соответствии с законом Нернста о стремлении удельной теплоемкости 
к нулю, при абсолютном нуле температуры в конечном итоге замораживаются 
также и степени свободы, соответствующие поступательному движению. 
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л ля модели жесткой трехатомной молекулы с f = 6 степенями свободы 
молярная теплоемкость, согласно (2.3.5), равна 

(3) 6 6 
Cv ="2 R ="2 . 1,986 = 5,96 ккал/кмоль· К, (2.3.9) 

тогда как при учете колебательных движений получаем 

(3) 12 12 
Cv ="2R=2". 1,986=11,92 ккал/кмоль·К. (2.3.10) 

Как видно из табл. п.х, это значение также подтверждается при высоких 
температурах. 

2.4*. Удельная теплоемкость идеальных гаэов 
при постоянном давлении 

Для одно- и двухатомных идеальных газов определить молярную изобар­
ную теплоемкость и вывести формулу, связывающую ее с изохорной тепло­
емкостью. Чему равен показатель адиабаты х = Cp/Cv для идеальных · газов? 

Решение 

Обозначим через Q полную энергию рассматриваемого газа. Тогда изо­
хорная теплоемкость определяется как 

(2.4.1) 

Подставляя вместо приращения количества теплоты дQ приращение энтропии 

ds- дQ 
- Т' 

получаем для молярной изохорной теплоемкости 

Со=Т (~~)y. 
Точно так же для изобарной теплоемкости имеем 

Ср=Т (~~)p. 
Преобразуем формулу (2.4.4) к виду 

(дS) д (S, Р) 
Ср=Т дТ р=Т д (Т, Р)· 

Стоящее здесь выражение вида 

ди ди 

д (и, и) дх ду 
д (х, у) = ди ди 

дх ду 

(2.4.2) 

(2.4.3) 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

(2.4.6) 

называется функциональным определителем Якоби или просто якобианом. Его 
применяют, например, при интегрировании, когда вместо переменных и и v 
вводятся новые переменные х и у. При этом старые переменные и и и, так же 
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как и новые переменные х и У, будут независимыми друг от друга, если де­
терминант не равен нулю. Если после перехода к переменным х и У совер­
шается еще один переход к переменным 5 и t, то справедливо так называемое 
цепное правило 

д (и, v) _ д (и, v)/д (~, У) 
д (5, t) - д (5, t) /д (х, У) • 

(2.4.7) 

Формула (2.4.5) соответствует случаю, когда вместо независимых перемен­
ных S и Р вводятся величины Т иР. При этом имеем 

д (S, Р) = (::) р (~~) т = (::) р (:~) т = ( дS ) 
д(Т, Р) (дР) (дР) О 1 дТ / р' 

дТ р дР т 

(2.4.8) 

что и было заранее записано в (2.4.5). 
Применяя формулу (2.4.7), находим 

С =Ta(s, Р)=тд(S, Р)jд(Т, V). 
Р д(Т,Р) д(Т,Р)jд(Т,V)' 

из формулы (2.4.6) следует 

С _ Т (дS/дТ)v (дР jдV)т- (дS/дV)т (дР jдТ)v 
Р- (дРjдV)т • (2.4.9) 

Подставляя (2.4.3) в (2.4.9), получаем 

С = С -Т (дSjдV)т (дР jDT)v (2410) 
Р 'v (дР jдV) т • . . 

Для определения величины (дSjдV)т рассмотрим дифференциал функции со­
стояния 

1 F=U-TS 1, 

которая называется свободной энергией [ ) (см. § 3 и задачу 3.1 настоящей 
главы). Для ее дифференциала имеем 

dF=d (U-ТS)=dU -Т dS-S dT. (2.4.11) 

Согласно первому закону термо,цинамики, при обратимых процессах выпол­
няется равенство 

БQ=Т dS=dU+P dV. 

Благодаря этому можно записать (2.4.11) в виде 

dF = - Р dV -S dT, 

откуда следует, что имеют мечо соотношения -

( дР. ) =_Р 
дV т ' 

(2.4.12) 

(2.4.13) 

(2.4.14) 

1) Эту величину называют также энергией ГеЛЬt.{гольца, что и делает 
автор. Мы будем использовать преимущественно приведенilый в тексте термин 
как более распространенный. - П рим. ред. 
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Псдставим второе из этих соотношений в (2.4 . 10). Учитывая при этом, что 
на основании первого соотношения можно записать 

(;~ ) T=- [ д~ (;; )v] т=- [д~ (~~)TJV = (~ny' (2.4.15) 

получаем из (2.4 .10) 

С =С _ T(дP/дT)~ 
р v (aP/aV)т (2.4. 16) 

Производные от давления определим с помощью уравнения состояния иде­
ального газа PV = RT. Подставляя последнее в (2.4 .16), приходим к соотно­
шению, связываюшему молярные теплоемкости идеального газа 

Cp=Cv + R=Cv +1,986 ккал/кмоль·К. ' (2.4.17) 

В соответствии с этим и с учетом результатов, полученных выше в задаче 
2.3, получаем для теплоемкости идеального газа при постоянном давлении 

Подставляя численное значение R, находим 
(l) 5 

Ср =2·1,986=4,965 ккал/кмоль·К 

(ер. табл . П . Х и П . ХI). 

ДЛЯ двух атомных молекул в области средних температур имеем 

(2.4.18) 

~) 5 7 
Ср =2R+ R=2"R = 6,95Iккал!кмоль·К, (2.4.19) 

а в области высоких температур 

С (2) 9 3 К р =2 R = 8,9 7 ккал/кмоль, • 

Показате.lЬ адиабаты 

для идеальных газов, согласно (2.4 . 17), равен 

x=Cv + R=I + !i.. 
Cv Cv 

Таким образом , имеем для одноатомных идеальных газов 

(1)- 5/2R_ 166 х - 3/~R-' . .. , 

для двух атомных газов в области средних температур 

7/ R 
x(2)=~=l,4 

' !2R 

(2.4 .20) 

(2.4.21) 

(2.4 .22) 

(2.4 .23) 

(2.4.24) 
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и в области очень высоких температур 

(2)_ 9j 2R _128 
х - 7j

2
R-' ... 

(ер . табл . П.Х). 
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(2.4 .25) 

При расширении 6 л гелия, имевшего температуру 3501\, давление падает 
от 40 до 1 ат. Расширение происходит адиабатически, т . е. газ не отдает 
и не получает тепла. Вычислить объем и температуру в конечном состоянии 
и сравнить их с результатами, которые получаются при изотермическом 

расширении. 

Решеиие 

Поскольку газ не отдает и не получает тепла, то aQ = TdS = О. При 
адиабатических процессах энтропия S остается постоянной . Поэтому на осно­
вании (2.4.7) имеем 

(дУ) д (У, S) д (У, S) /a (У,Т) д (У. Т) 
дР s=a(P, S)=a(P, S) ja(P, т) д(Р, Т) (2.5 .1) 

Это можно записать также в виде 

(дУ) (aS jaT)v (aV) 
дР s =(aSjaT)p дР т' 

(2.5.2) 

Согласно (2.4.3) и (2.4.4), имеем 

Cv=T (~~)y' Ср=Т (:;)р' (2.5.3) 

Подставляя эти выражения в (2 .5.2), получаем 

( 
дУ ) С v (дУ) 1 (av) 
дР s=Cp дР т=-Х дР т' (2.5.4) 

Тем самым мы свели адиабатическое ' расширение к изотермическому расши­
рению. Изотермические процессы описываются уравнением состояния идеаль­
ного газа PV = RT, которое в данном случае можно записать в виде 

PV = РоУо , (2.5.5) 

где РО и Vо-давление и объем в исходном состоянии. Из (2.5.5) имеем 

( дУ) __ PoYo __ ~ 5 
дР т - Р2 - Р' (2 .. 6) 

Подставляя сюда (2.5.4), находим связь между давлением и объемом при 
адиабатических процессах 

(:J)s=-~ ~, (2.5.7) 

или, после разделения переменных и интегрирования, 

р v 

Sd: =-х S~. (2 .5.8) 
Р. У. 
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Отсюда получаем 

Р V (V))( 1п -=- х 1п -=lп ~ 
РО Vo V' 

или 

I РУХ =PoV~ 1· 
Для гелия имеем 

Ср 5 
х= C

v 
=з=1,66 ... 

Следовательно, искомый объем равен 

v = (~o) 1/ )( Vo, 
т. е. 

V = (4n 0.6 .6 =9,15·6 =54,9 л. 

С другой стороны, при изотермическом расширении объем равен 

PoVo V =-р=40.6 =240 л. 

(2.5.9) 

(2 .5 .10) 

(2.5.11) 

Используя данные относительно исходного состояния, находим число кило­
молей 

PoVo 
RTo =n. (2.5.12) 

Тогда для температуры в конечном состоянии получаем выражение 

PV PV 
т = fl.R = PoVo То. (2.5.13) 

В рассматриваемом случае нмеем 

т = 1 ~~~: 350=80 К. 
При адиабатическом расширении газ, таким образом, охлаждается до -193QC. 

2.6. Скорость звука в идеальных газах 

При распространении звуковых волн в воздухе периодические изменения 
давления воздуха происходят столь быстро, что за период одного колебания 
практически не происходит передачи энергии . Вследствие этого можно счи­
тать, что в первом приближении распространение звука без затухания не 

ККК 

-Ер U е: "",_О m= 
" :t JажUN 

l1oiJВUЖН61U Z 
порщень 

Фиг . 17. Трубка Кундта. 
При резонансе (настройка осуществля. 
ется с помощью ПОДS,ижного порWilя) 
частицы пылн собираются в узлах 1(. 

связано с изменением энтропии . Исходя из такой точки зрения, выразить 
показатель адиабаты x=Cp/Cv для воздуха через скорость звука. К,акова 
величина 'К' если измерение расстояния между узлами пылевых фигур в трубке 
Кундта (фиг. 17) дает значение 1 =6,8 см? При этом частота и температура 
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равны соответственно 2500 Гц и 120С. Относительную молекулярную массу 
воздуха принять равной Мг =29,О. 

Решение 

Поскольку изменение давлевия звука происходит при постоянной энтро­
пии, периодическое разрежение и уплотнение воздуха можно рассматривать 
как адиабатический процесс. для последнего в соответствии с (2.5.7) имеем 

(:;)s=~ U;)т=- ~ ~. (2.6.1) 

Скорость звука в твердом теле определяется формулой 

С= У:' (2.6.2) 

где р-плотность, а Е-модуль упругости. Последний определяется уравне­
нием 

dl 1 dF 
-Т=ВА' (2.6.3) 

где dF-сила, действующая на стержень с поперечным сечением А и длиной 1, 
а dl-вызванное этой силой удлинение стержня (фиг. 18). В случае газа 
следует записать 

dV dl 
у=т' (2.6.4) 

Знак минус во втором уравнении обусловлен тем, что давление соответствует 
отрицательной растягиваlOщей силе, т. е. F < О. Найдем из (2.6.3) обратный 

Фиг. 18. Удлинение твердого тела под действием приложен­
ной силы (закон Гука). 

модуль упругости и подставим в полученное равенство соотношения (2.6.4). 
В результате получаем 

1 dl А 1 dV 
в=У dF= -\7 dP . (2.6.5) 

Изменения объема и давления в поле звуковой волны происходят адиабати­
чески. Поэтому имеем 

dV ,V 1 V 
dP=-7f=--;ZР' 

т. е. модуль упругости газообразных сред соответствует величине 

Е=хР. (2.6.6) 

Подставляя (2.6.6) в (2.6.2), находим скорость звука в газе 

С= ух;. (2.6.7) 
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Плотность газа р можно выразить через относительную молекулярную массу 
и молярный объем : 

М г МгР (26 ) Р =Vт = RT • . .8 

Подставля я (2 .6.8) в (2.6.7), получаем для скорости звука выражение 

C=YY~~ (2.6.9) 

Разрешая это уравнение относительно показателя адиабаты х, имеем 

~ = M
RrT

C
2

• ~ (2.6.10) 

Расстояние между двумя соседними узлами пылевой фигуры в трубке Кундта 
равно половине длины звуковой волны ')..;2. Учитывая это и используя задан­
ное значение частоты f = 2500 Гц, находим скорость звука 

С = ')..f= 2lf = 2·0,068·2500 м/с = 340 М/с. 

Подставляя в (2.6.10) это значение и остальные числовые величины, получаем 
окончательно 

29·3402 
Х = ---'0-=-"':'-";";;"";'=-

8,314·103.285 
1,41. 

Упражнения 

У.2.1. 

У.2.2. 

У.2.3*. 

У.2.4. 

У.2.5. 

У.2 . 6. 

У.2.7. 

У . 2.8. 

У.2.9*. 

На основании закона равнораспределениlt вычислить внутреннюю 
энергию 1 л гелия, 1 л водорода и 1 л углекислого газа при давле­
нии 1 ат. Энергию выразить в джоулях. 
К акой внутренней энергией обладает в соответствии с законом 
равиораспределения 1 г урана при 300 К? Сравнить эту энергию 
с энергией покоя Ео . 

Определить среднее значение энергии в, средний квадрат ё2 и сред­

нюю дисперсию (е-Ё)2 для распределения Гиббса . Какие значения 
по.nучаются при 300 К? 
Вычислить удельную теплоемкость 1 кг твердого свинца, кобальта, 
меди, никеля, серебра, урана, вольфрама, олова и сравнить полу­
ченные результаты с экспериментальными значениями . 

Чему равна в соответствии с классическим законом равнораспреде­
ленин удельная теплоемкость, отнесенная к I кг, дЛЯ KCI, NаNОз , 
КNОз , Nа2СОЗ, СаО, Си2О и СиО? Сравнить результаты с экспери­
ментальными данными. 

Пользуясь законом равнораспределения, вычислить Ср , Cv и х для 
газа, состоящего из трехатомных молекул в случаях: а) когда ко­
лебания заморожены, б) когда эффективны все степени свободы. 
Пользуясь законом равнораспределения, вычислить таким же обра­
зом Ср , Cv , х для случая четырехатомных молекул. 
Чему равна по классической теории удельная теплоемкость 1 кг 
кислорода при высоких температурах? (Ма . = 32,0.) 
При расширении 10 л гелия, имеющего температуру 1000 К, давле­
ние падает с 10 до 2,5 ат. В предположении, что процесс протекает 
адиабатически, вычислить объем и температуру и сравнить получен­
ные результаты с соответств.уюшими в~личииами при изотермическом 
расширеНИlI. 



§ 3. В6tЧцсмнце термодuIШМUtteCКUХ функцuй состояния J 13 

У.2.1О. Воздух при давлении 15 ат адиабатически расширяется. до какого 
значения должно снизиться давление, чтобы произошло охлаждение 
от 320 до 160 к? 

У.2.11. В результате расширения 4 л воздуха, имевшего давление 8 ат и 
температуру З5(} К, давление становится равным 2 ат. Процесс про­
текает не полностью адиабатически, т. е. описывается не показате­
лем адиабаты 'Х, а nокaзcuneле,ч noлumроrш n. Вычислить этот щжа­
затель, если после расширения температура оказалась равной 250 К. 

У.2.12". Вывестн для rtолитропного процесса с показателем n общее соотно­
шение между температурой Т и объемом V, а также между темпе­
ратурой Т и давлением Р. Какая температура и какое давление 
получатся при политропном сжатии 1 кмоль идеального газа, нахо· 
дящегося при нормальных условиях (1,033 зт, 273,16 К), если его 
объем становится равным половине первоначального? Показатель 
политропы n = 1,25. . 

Y.2.13. Вычислить скорость звука в воздухе при -500С и + 500С. дЛЯ 'Х 
в обоих случаях принять величину, равную теоретическому значению 
для жесткой молекулы, а относнтельную молекулярную массу воз­
духа M L положить равной 29,0 . Какая скорость звука получится, 
cor ласно классической статистике, для водорода при 300 К? 

§ 3. ВblЧИСЛЕНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ СОСТОЯНИЯ 
С ПОМОЩЬЮ СТАТИСТИЧЕСКОЙ CYMMbI. 
&ТОРОЙ ЗАКОН ТЕРМОДИНАМИI(И 

Введение 

С оотношенuе ' неоnределенносmeй Г ейзенбе рга 

!I1QI1P?: h I (3.1 ) 

устанав,цивает принципиальную связь между неточностью I1q 
значения координать~ инеточностью I1р значения сопряжен­
ного с ней импульса 11. При этом величина 

j h = 6,6262.10- З4 Дж·с I (3.2) 

есть квант действия Планка. Учитывая соотношение неопреде. 
ленностей Гейзенберга, полагают, что объем I1Г элементарной 
ячейки s-мерного фазового пространств~ равен 

I1Г= I1qz . . . l1qrl1pz ... I1Pr=hr, г=; _ (3.3) 

Пример 15 

Колебание ОДНОМЦ1ного осциллятора описывается координатой q =х и 
импульсом р = f,tX. Отсюда сле-дуе'f, '110 объем элементарной ячейки равен 

1) Точнее, (3.1) содержит величину fi /2 = h/4n,. но минимальная ячейка 
фазового пространства при лереходе к КВ'1зиклассике определя~тся веJ!ИЧИ/iОЦ 11,. 
= Прuм. ред. . 
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l!r=l!ql!p= ~l!xl!x = h. В случае трехмерных колебаний ':Iатериаль.ноЙ точк~ 
с координатами ql=X, q2=Y' qз=z И импульсами Pl=~X. P2=~Y' P';l=~Z 
объем фазовой ячейки составляет l!r = l!qll!q2l!qзl!Рll!Р2l!рз = h3 • 

Если в основу статистических расчетов в s-мерном фазовом 
пространстве положить в соответствии с (3.3) элементарные 
ячейки объемом hS

/ 2 • то можно найти связь между энтропией 
KgK термодинамической функцией состояния и термодинамиче­
ской вероятностью W. выражаемую формулой Больцмана 

18==klnW./ (3.4) 
где 

I k = 1.3806.10-23 ДжjК (3.4а) 

- постоянная Больцмана. 
Формулу Больцмана можно рассматривать как статистиче­

ское определение энтропии. Из нее следует. что энтропия яв­
ляется экстенсивной величиной, т. е. энтропия всей системы равна 

сумме энтропий составляющих ее подсистем, 1 8 = 81 + 82 1. В про­
тивоположность этому термодинамическая вероятнос-ть W слож­
ной системы равна произведению термодинамических вероят­
ностей ее подсистем в соответствии с основными законами 

теории вероятности: .1 w = w 1 W 2 1· 
Пример 16 

Рассматривается резервуар, который состоит из двух изолированных 
друг от друга газовых баллонов. Термодинамическая вероятность W 1 первой 
подсистемы опредеJ.lяе-тся k1 характеристическими параметрами N 11' ••. , N lk" 

термодинамическая вероятность W 2 второй подсистемы определяется соответ­
ственно k2 величинами N 21 • ••• , N 2k •• Следовательно, для полной характери· 
стики всей системы необходимо k 1 + k 2 параметров, Термодинамическая веро­
ятность некоторого определенного распределения, согласно закону умножения 

вероятностей, опреде.~яется соотношением 

W (N1i, .,., N 1k ,. N 2i • ...• N 2k,) = w (N1i. " " N 1k.) w (N 2i. " .• N 2k,). 

Отсюда для энтропии системы в целом на основании формулы Больцмана (3.4) 
получаем 

S=k 1п W =k 1п W 1W 2 =k (1п Wi+1n W2)=Si+S2' 

Энтропия. следовательно. является ЭКСтe4lсивной величиной в противополож­
ность термодинамической вероятиости. 

Согласно закону распределения Гиббса, числа заполнения 
отдельных энергетических состояний определяются выраже­
нцем (1.27) 

е - &j/kT 

N j = N ~e - 8 j /kT' 

t 
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Стоящую в знаменателе этого выражения сумму обычно обоз­
начают 

Z=~е-еijkТ =e-fP/kТ 
i 

(3.5) 

и называют статистической суммой термодинамической систем:ы. 
Соотношение (3.5) является определением параметра ер. Умно­
жая этот параметр на число частиц N, получаем функцию со­
стояния 

Nrp =-NkТ lnZ =-NkТ lп~е-еi/kТ. 
i 

(3.6) 

Пользуясь методами статистической физики, можно вычислить 
энтропию S. ДЛЯ этого найдем натуральный логарифм термо­
динамической вероятности в равновесном состоянии. Применяя 
формулу Стирлинга, имеем 

N! ~ 
lПW=ПNi! =N(lПN-l)-~Nj(lПNj-l). (3.7) 

I 

Принимая во внимание, что N = ~ N j , получаем из (3.7) с уче­
{ 

том распределения [иббса (1.27) 

ln W ~ N ln N - ~ Nj ln (N e(fP-ейjk Т) = ~ Nj ln e(fP-еj)/kТ. (3.8) 
i " i 

Используя закон сохранения энергии ~ NjBj = U И определе­

ние (3.6), находим 

~Nj(8j-!p) 

1 W i U-Nq> 
n = kT =-W-' (3.9) 

Подставляя сюда на ОСН08аНЮi (3.4) вместо k ln W энтропию S, 
имеем 

Nrp=U-ТS=F, (3.10) 

где F -свободная энергия, введенная ранее [см. (2.4.11)]. Вместо 
того чтобы в соответствии с формулой (3.5) производить сум­
мирование по всем макроскопическим СОСТQЯНИЯМ, гораздо целе­

сообразнее вычислять статистическую сумму, пользуясь пред­
ставлением об элементарных ячейках фазового пространства. 
При этом следует иметь в виду, что вклад от каждого из воз­
можных макросостояний входит в (3.5) только один раз. Сле­
довательно, состояния, по.iIучающиеся из уже учтенных состояний 
путем простой перестановки одинаковых частиц, не должны 
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учитываться повторно. Для системы из N частиц число таких 
перестановок равно N! Поэтому, чтобы исключить многократный 
учет физически равноправных состояний, необходимо после 
суммирования по всем элементарным ячейкам фазового прост­
ранства разделить результат на N! Если, кроме того, из общего 
числа макроскопических состояний 't состояний физически рав­
ноправны в силу свойств симметрии, то результат необходимо 
разделить также и на т. 

Поскольку каждая ячейка фазового простраНС'J;ва характе­
ризует все частицы системы, при суммировании по фазовому 
пространству стояща'я в показателе степени в формуле (3.5) 
величина е .. есть не что иное, как внутренняя энергия системы 
для каждой из суммируемых фазовых ячеек. Заменяя сумми­
рование по всем физически различным состояниям интегриро­
ванием по всем переменным фазового пространства, получаем 
вместо (3.5) фазовый интеграл 

(3.11 ) 

Точка в фазовом пространстве изображает при этом состояние 
макроскопического тела, состоящего из одной частицы с s = 2г 
степенями свободы. Пользуясь соотношением (3.6), можно пред­
ставить ' свободную энергию в виде 

\ F=-kТ lпZ 1. (3.12) 

Зная свободную энергию, нетрудно определить остальные функ­
ции состояния. Согласно первому закону термодинамики, для 
равновесного состояния имеем [см. (2.5)] 

TdS=dU +PdV. 

Подставляя эту величину в дифференциал свободной энергии 

dF=d(U-ТS), (3.13) 

прлучаем 

dF=-РdV-SdТ. (3.14) 

Это означает, что энергию Гельмгольца следует рассмаТРИ5ать 
как функцию объема и температуры, F =р (V, Т) 1>. Вычисляя 

1) По этой причине ее ' называют также изохорно-изотермическим потен­
циалом.-ПРИAt. перев. 
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частные производные 

находим из (3.14) 
по независимым параметр~м системы, 

I p~-(~)T' S~-(~)v 1· (3.15) 

Внутреннюю энергию U определяем с помощью соотнowения 

I U~FHS~F-T(~)v I (3.16) 

Исполь.зуя эти величины, можно вычислить знтальпию 

I Н = U + PV 1· (3.17) 

На основании первого закона термодинамики ее дифферен­
циал можно записать в виде 

dH =dU +PdV + VdP=TdS+VdP, (3. 17а) 

откуда получа~м 

(~~)p =Т, (3.18) 

Энmальnuя играет важную роль при расчетах, относящихся 
к сменяющимся рабочим веществам. Для изобарных процессов 
dP = о. На основании первого закона термодинамики отсюда 
следует, что (дQ)р == dH, Т. е. при постоянном давлении все 
подводимое количество теплоты полностью расходуется на уее­

личение энтальпии системы. 

Энергия Гuббса 1) определяется выражением 

(3.19) 

Применяя первый закон термодинамики, можно записать диф­
ференциал этой функции в виде 

dG=dH-ТdS-SdТ=VdР-SdТ. (3.19а) 

Следовательно, энергия Гиббса Я.вляется функцией давления 
и температуры G = G (Р, Т). Отсюда имеем 

V=(:;)T' S=-(:!.)p' (3.20) 
----

1) Эту величину называют также свободной энтальпией или термодина­
мическим потенциалом Гиббса . Мы будем пользоваться преимущественио тер­
мином "энергия Ги6бса".- Прu,\(. ред. 
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а также 

. (дО) H=G + TS = G-T дТ р' (3.21) 

Кроме полученных уже формул, связывающих раЗЛJiчные пара­
метры состояния, при термодинамических расчетах важную роль 

играютследуюiцие соотношения, которые аналогично формулам 
(3 ~ 14)-(3.20) получаются с помощью первого закона термоди­
н'амики: 

(3.22) 

а также 

Cv=T (:';)v = ( ~~ )v' (3.23) 

далее 

(3.24) 

( дТ) Т (дР) 
aV s = - Cv ат v' (3.25) 

Зная энтропию, можно определить, является ли процесс обра­
тимым, и указать направление необратимых процессов. 

Все процессы всегда протекают таким образом, что термо­
динамическая вероятность W стремится к cBqeMY максималь­
»ОМУ значению. При обратимых процессах в замкнутой системе 
термодинамическая вероятность W распределения, а следова­
тельно,И энтррпия S . остаются постоянными. Если же процесс 
является необратимым, то энтропия системы воз растает. Энтропия 
замкнутой системы не может убывать: 

(3.26) 

Соотношение (3 .26) выражает второй заКО/i тер.модИ/iа.мuки. 
Существует несколько эквивалентных формулировок второго 
закона. 

1. Теплота не может сама по себе переходить от тела с более 
низкой ~емпературой к телу с более высокой температурой. 

2. Невозможно построить периодически действующую ма­
шину, которая только совершала бы механическую работу за 
счет охлаждения термостата, не вызывая никаких других из­
менений в системе . 

. 3. Процесс преобразования механической работы в тепло 
посрещ:твом трения не может быть полностью обратимым . 
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Если рассмотреть незамкнутую систему, к которой подво­
дится извне количество теплоты fJQ, то на основании (3 .26) 
можно получить следующую формулировку второго закона 
термодинами~и. Если внекотором . процессе энтропия рассмат­
риваемой системы возрастает не только за счет подводимого 
к ней количества ,теплоты БQ, то процесс является необраinиМblМ. 
Таким образом, для любых процессов в некоторой' системе 
справедливо соотношение 

I TdS-БQ;;::О 1· (3.27) 

Здесь верхний знак относится к необратим:ым, а нижний - к об­
ратимым процесСам. 

Из (3.26) и (3.27) при учете первого закона термодинамики 
[см. формулу (2.3)] вытекают следующие соотношения: 

TdS-РdV;;::dU- (а) 

т dS + V dP ;;:: dH (В) 

-SdТ-РdV;;::dF (6) 
-SdТ+VdР~dG ' (г) . (3.28) 

в классической статистике квантовые процессы не учить~ваIQТСЯ. 
Поэтому определение функций состояния с помощью классиче, 
ской статистической суммы Z сопряжено с ошибкой, в полной 
аналогии с вычислением внутренней энергии на основании закона 
равнораспределения. При изучений термодинамических процес­
сов интерес представляют, однако, не столько сами функции 
состояния, сколько их изменения. При этом, как правило, 
квантовые поправки выпадают, в особенности если температура 
достаточно далека от абсолютного нуля, а ее изменения . не 
очень велики. 

!\BaHToBbIe процессы обусловливают изменение- молярной 
теплоемкости с температурой. Если учесть эту зависимость, то 
для вычисления изменения энтропии 1 кмоль идеального газа 
получаются формулы 

. - Т. С Р, 

5 р 5 dP дS=S(Т2 , P2)-S(Тi , P1)= ydT-R р' (3.29) 
т, Р, 

Т, V, _ 

дS = S(Т2 , V2)-S(T1, V1) = S ? dT+R 5 d: (3.30) 
т, v, 

(ер. упражнение 3.11). 
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Задачи 

3.1. Функции состояния одноатомных газов. 
Физический смысл функций состояния и, F, н 

В цилиндр обърмом V = 5 л впускается гелий и его температура дово­
дится до 400 К. Масса введенного гелия т = 1 г. 

а) Вычислить статистическую сумму Z и определить с ее помощью сво­
бодную энергию Р, внутреннюю энергию и, энтропию S, а также энталь­
пию Н и энергию Гиббса а. 

б) Какое колич~ство энергии будет отнято у системы, если при обрати­
мом изотермическом процессе объем газа удвоится? 

в) Какую энергию получит газ, если при постоянном давлении он про­
текает через систему труб и при этом его температура возрастает от Т = 400 К 
дО T 1 =500 к? 

г) Какую энергщо необходимо сообщить газу, чтобы при постоянном 
объеме повысить его температуру от Т = 400 К до Т 1 = 500 К? 

Для всех указанных случаев вычислить изменение энтропии S и внутрен­
ней энергии и. 

Решеиие 

а) Статистическая сумма по определению равна 

Z = ~ e-e,/kТ. (3.1.1) 
i 

Введем для пространственных и импульсных координат частицы, находящейся 
в состоянии i, соответственно обозначения 

и 

PX
1i

' Рун, Pz1i , ••• , PXNi' PYNi' PZNl' 

Тогда кинетическую энергию N частиц можно записать в виде 

E1'=-2
1 (Р; '+Ру2 .+Р; .+ ... +p~ +Ру2 +P~ ), /t 11 - 11 11 Ni Ni Ni 

(3.1.2) 

где /t-Macca одной частицы. В случае одноатомного газа частицы могут 
совершать только поступательные движения. Поэтому получаемые для этого 
случая функции состояния будем обозначать индексом "пост". 

Чтобы перейти к интегрированию, умножим каждое из слагаемых выра­
жения (3.1.1) на объем !!.ri= !!.Qi!!.Pi ·соответствующеЙ фазовой ячейки i 
и одновременно разделим на величину hЗN , которая в соответствии с соот­
ношением неопределенностей Гейзенберга представляет объеt.( элементарной 
ячейки в 6 N-мерном фазовом пространстве 1). Таким образом , каждое сла­
гаемое умножается на величину 

(3.1.3) 

1) Иными словами, умножим каждое из слагаемых выраженяя (3.1 . 1) на 
пдотность состояниii.- Приlot. перев . 
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(3.1.4) 

(3.1.5) 

Пользуясь тем, что число частиц очень велико, перейдем к бесконечно ма­
лым размерам фазовых ячеек и запишем вместо (3.1.1) статистичес)(ий ин­
теграл 

Z =-1-5 (-p~+ '" +p}v ) dr-
hSN ехр 2j:tkT -

Г' -~5 ( Р;l + P~l + pi1 + '" + P~N+ P~N+ P~N)dP dz - hзN ехр - <)';kT Xl •• , N, 
Г' ~ 

dPx •. · ·dzN=dpx .... dPzNdxl ... dzN' (3.1.6) 

Интегрированне здесь распространяется лишь на все физически различные 
состояния ' о/азового пространства Г. Это обстоятельство отмечено штрихом 
при велнчине Г. Таким образом, Г' обозначает пространство Г за вычетом 
всех физнческн эквивалентных состояииЙ. 

Поскольку подынтегральное выраЖение ие содержит простр-анственных 
пе.ременных, интегрирование по последним можио произвестн непосредственно. 

ЭТо дает множитель VN, где V-объем газа. 
Прн интегрировании по импульсному пространству перестановки не 

должны учитываться . Равным образом состояния, отличающиеся друг от 
друга лишь перестановкой двух одннаковых частиц, должны учитываться 
только один раз. На основании приближенной фОРМУЛI;>I (1.8) имеем 

NN 
N!~eN' 

Поэтому, поделив ПQoдынтегральную функцию на N!, статистический инте­
грал можно представить в виде 

(3.1.7) 

Разложение интеrрала на ЗN не зависящих друг от друга сомножителе~ 
дает 

с учетом этого можно записать C'l'атистический иитеграл одноатомного газа 

в виде, ____ ~~~------------, 

j eNVN ЗN/21 Z=Ji3NNN (2n~kT) . (3.1·е) 

Отсюда для свободной энергии F = F пост имеем 

(3.1.9) 
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Число частиц N равно 

N =
NAm 6,02·1026·10-3 
Мr 4,003 

1,50·1023. 

Подставляя это ' значение в (3.1.9) и вычисляя массу,... атома гелия с по­
мощьюсоотноIiIения ,... = м r/ N А, получаем 

Fпост=-1,50.1023 . 1 , 38 . 10-23 ·400 Х 

(
5.10-332.3,14.4,003.1,38.10-23.400 ) 

Х In 1,5. 1023+2 In 6,02 . 1026(6,62 .10 34)2 + 1 Дж= 
= -11,52 кДж. 

Для энтропии S=SnOCT н'а основании (3. 15) находим из (3.1.9) 

S =- (дFпост ) = kN [1 ~(2Щ-tkТ)3/2+~J 
ПОСТ дТ v n N h3 2 (3.1.10) 

Для вычисления внутренней энергии воспользуемся соотношением 

U=F+ ТS = F_т(дF ) =-Т2~(!.-) . 
дТ v дТ Т v 

(3.1.11) 

Подставляя сюда F ПОСТ из (3.1.9), получаем 

(3 .1.12) 

что находится в полном соответствии с классическим законом равнораспре­

деления ', . При зад:ааных числовых величинах имеем 

3 
U = 2·1,5.1023. 1,38 . 10-23.400 = 1242 Дж. (3.1.12а) 

Теперь можно определить энтропию 

S U-F 1242 + 11520 -319Д / 1< 
ПОСТ т 400 ' ж. (3.1.lOа) 

Такой же результат получаеrся и при подстановке числовых значений в фор­
мулу (3.1.10). Давление Р находим с помощью соотношения 

Р =_ (дF) =NkT =n N AkT= nRT , дV т V V V (3.1.13) 

гд~ .n=, N/N.A-р=т/Мr .-число киломолей. В рассматриваемом случае имеем 

1·10-3 8,314·103·400 
Р = 4,003 5.10 3 НjM2 =1,69 ат. 

Энтальпия Н и· энергия Гиббса О определяются выражениями 

H = U + PV, O= H-TS=U + PV-TS. (3.1.14) 

При заданных ЧИСilJOВЫХ значениях получаем 

Н = (1242 + 1,69 ·9,81.104.5·10-3) =209'0 Дж, 

0 = (209'0-400.3,57) =642 Дж. 
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б) Если при постоянной температуре объем удваивается, то изменение 
свободной энергии, согласно (3.1.9), равно 

FnocT (2V, T)-Fпост(V, T)=-NkТlп2. (3.1.15) 

С помощью (3.1.1 О) находим изменение энтропии: 

Sпост(2V, T)-Sпост(V, T)=Nkln2. (3 .1.16) 

В то же время внутренняя энергия идеального газа, согласно (3.1.11), 
остается неизменной : 

ипост (2V, т}-ипост (V, Т)=О. (3.1.17) 

в сtJответствии с определением (3. 10) дифференциал свободной энергии равен 

dF=d (U-ТS)=dU-ТdS-SdТ. (3.1.18) 

Сргласно первому закону термодинамики (2.3), для обратимых процессов 
имеем 

dU=(БQ)оБр-РdV = ТdS-РdV. (3.1.19) 

Подставляя это в (3.1.18), получаем 

dF=-РdV-,SdТ. (3.1.20) 

Отсюда для изотермических процессов (Т = const) находим 

(dF)r=-РdV 1. (3.J.21) 

При обратимом изотермическом пр6цессе совершаемая против внешних сил 
работа равна уменьшению свободоой энер~ии. Последняя, следовательно, 
представляет полную работу, КОf11:0РУЮ .может совершить система при по· 
сmoянной те.мnературе. Подставляя в (3.1.15) и (3 .1.16) заданные числовьiе 
значения, находим работу, совершенную при изотермичесюом процессе 

I1F=F (2V, T)-F (V, Т) =-1,50·1023·1,38·10-23·400.0,6931 =-574 ДЖ, 

M=S (2V, n-S (V, Т)= 1,44 Дж/К. 

Таким образом, при изот-ермическом расширооии газа, в результ.ате которого 
его объем увеличиваe-rся вдвое, система совершает работу 574 Дж= 58,5 кгс·м. 
Ее внутренняя энергия, согласно (3.1.17), остае1'СЯ при этом постоянной, 
тогда как энтропия . возраст.ает. 

в) При вычислении энергии, необходимой для увеличения температуры 
при постоянном давлении, с помощью определения (3.17) найдем дифферен­
циал энтальпии 

dH=d (и +PV). 

Подставляя сюда в соответствии с . первым законом 1'-ермодинамики дифферен" 
циал dU, получаем 

dH =TdS+ VdP = (МnОбр+ VdP. (3.1.22) 

Если давление остается постоянным , то 

(3.1.23) 

Следовательно, при обратимом изобарном процеосе приращеНl:lе энтальпии 
раВ'но подводимому ИЗВl!е коJi ичест.ву теплоты. Энтальпия, таким образом, 
представляет запас тепловой энергии систе.мы, который она может отдать. . при 
обратимом изобарном процессе. 
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Согласно (3.\.12) и (3.\.\4), имеем 

3 5 
Нпост=ипост+ PV =2 NkT+NkT=7j NkT. 

Следовательно, 

5 
t:.H=2 NMT . 

Подставляя числовые величины, находим 

(3.1.24) 

(3.\.25) 

5 ' 
t:.H =Н (Р, Т1 ) =Н (Р, Т)=2·\,5. \023'\,38·\0-23·\00=517 Дж. 

ТаК'им образом, для того чтобы при постоянном давлещlИ повысить темпера­
туру от 400 до 500 К, к системе необходимо подвести 517 Дж т€пловой энер­
гии. При этом внутренняя энергия, согласно (3.1.12), изменяется на ве­
личину 

3 
t:.Unocr =2' Nk (Т1 -Т)=3Ю ДЖ. 

Для вычисления изменения энтррпии примем во IIнимаНRе, что 

RT RT1 V=n p ' V1=np-' 

Тогда из (3.1.\0) получим 

V т З!2 5 Т , 
t:.Snocy = kN 1п -.! --l.....! =- kN 1п _1 " 

V ТЗ 2 2 Т 
(3.1.26) 

При заданных числовых значениях это дает 

5 ~O 
t:.SпосТ=2'·1,38.10-23.I,5.1О231п 400= 1,15 Дж/К. (3.1.26a) 

г) Если при постоянном объе/>lе температура возрастает , от Т до Т 1, то, 
согласно (3.1.10), приращение энтропии равно 

3 Т1 t:.SnocT =2 Nk Iny. (3..\.27) 

При этом в соответствии с (3.1.12) внутренняя энергия изменяется на ве­
личину 

3 
t:.UпосТ=2'Nk(ТI-Т)' (3.1.28) 

Orсюда видно, что изменение внутренней энергиии выражается та!iЮЙ же фор­
мулой, как и в п. ' " в". В то же время приращение энтропии при изохорном 
увеличении температуры составляет лишь 60% ее приращения при увеличении 
температуры в изобарном процессе. I1з сравнения формул (3.1.27), (3.\.26) 
и (3.1.26a) следует, что 

t:.SnocT =0,6.1,\5 = 0,69 Дж/К. (3.\.27а) 

Согласно первому закону термодинамики, при ИЗОХОРНЬjХ ' процесоах 

~)v=dU 1· (3,1 .29) 

Следовательно, количество энергии, , которое необходимо подвести при изохор­
ном процессе, равно приращению внутренней энергии. Поэтому, используя 
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ilюрмулу (3.1.28), получаем 

3 . 
(~Q)v=~UпосТ=2Nk(Т1-Т)=310 Дж. (3.1.28a) 

Замечання к вычислеиию энтропии, С80бодноli эиергии и эиергии Гиббса 
в классической статистике. Использованные в § 2 и 3 формулы и полученные 
численные результаты справ~дливы в рвмках классической статистики . Сог лас­
но последней, энтропия может быть определена только с точностью до адди­
тивной постоянной So. В силу соотношений 

F=U-TS и G=U-TS +PV 

Э'l'0 приводит к тому, что свободная энергия F и энергия Гибоса G в класси­
ческой статистике также могут бъlТЬ 'определены лишь с точностью до линейно 
зависящей от температуры величины SoT. Эта неопределенн'ая величина выпа­
дает при расчетах, относящихся к изотермическим процессам, как, 'например, 
в п. "в". При рассмотрении таких процессов можно использовать свободную 
энерг)!ю и энергию Гиббса, не принимая во внимание наличие аддитивной 
постоянной So. 

Однако в численных термодинамических расчетах величины F .и G играют 
менее важную роль, чем внутренняя энергия U и энтальпия Н. 'Выдающееся 
значение свободной энергии и -,нергии Гиббса связано с тем, что они представ­
ляют собой термодинамические потенциалы. Последнее означает, что все 
остальные термодинамические величины, хара.ктеризующие систему, т. е . . и, 
Н, C}J.' СД' S могут быть получены посредством дифференцирования функций 
F и О. 11.0сле дифференцирования неопределенной остается самое большее 
одна постоянная, которая также выпадает при расс~ютрении изменений состо­
яния . 

Точное. определеНllе аддитивной постоянной в -выражении для энтропии 
с помощью теоремы Нернста возможно лишь в квантовой ' статистике при 
учете таких факторов, как изменение числа степеней свободы и элеКТРОIIНЫХ 
и ядерных спинов, что приводит к появлению дополнительного множителя в 
статистической сумме (см. гл : 4, § 4 ои 5). 

В общем случае квантовые эффекты становятся существенными при низ­
ких TeMr1epaTypax и в переходных процессах. При рассмотрении хи1.шческих 
процессов, фазовых превращений и 'процессов в растворах они, ка'к правило, 
выпадают, так что в этих случаях можно пользоваться формулой (3.11) (полу­
классическое приближени~). 

При всех расчетах такого рода необходимо лишь помнить, что раз вы­
бранное начальное значение энтропии должно оставаться неизменным. 
Именно в таком предпол<?жении справ~дливы выполненные в § 2 и' 3 вычи­
сления. 

3.2*. Вращение двухатомных' ммекул, 
СОСТОflЩИХ из ра3'ЛИЧНЫХ атомов 

Вычислить статистическую сумму дЛЯ HCI и определить внутреннюю 
энергию и энтропию S для 2 л хлористого водорода при 300К и даВЛеНИИ 
40 ат. Радиус вращения принять равным г=I,3.10- 1О м. Массы атомов I-I-и 

н I-I-Cl найти по отиосительнЬ\м атомным массам Аи =I,ОI, АС1 = 35,46. 

Решение 

В случае двухатомной молекулы к кинетической энергии, вьrчисляемой 
по той же формуле, что и для одноатомных газов, добавляется еще враща­
тельная энергия. Будем описывать вращательное движение в сферической 
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сис:геме координат (см. фиг. 12). Декартовы координаты связа-ны со сфериче­
скими следующим образом: 

х = r sin 8 cos !р, у=г sin 8 sin!p; z=rcos8. 

Отсюда для компонент скорости при постоянном r получаем 

х=' (cus 8 cos !рё-siп 8 sin qxp), 
у = r (cos 8 sin !ре + sin 8 cos qXP), 

z= -г sin 8в. 

Следовательно, вращательная энергия одной частицы равна 

'i (X2+y2+Z2)='i (ё2 + sin2 8~2), 

где 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

-приведенная .масса мо.лекулы хлористого водорода. 
Момент инерции определяется равенством J = f.trr2. Учитывая, что ком­

поненты момента количества движеllИЯ !D1 определяются формулами 

!D1e = Jё, (3.2.5) 

!D1q> = J sin 8~, (3.2.6) 

можно представить вращательную энергию частицы в виде (!D1~ + !D1~)/2J. 
Тогда для энергии N частиu в состоянии i можно написать 

1 
Е; вращ =21 (!D1~li+ ... +!D1~Ni+!D1~li + ..• +!D1~Nд' (3.2.7) . , 

ВCJIедствие этого в статистическом интеграле появится допоонительный мно­
житооь 

_1 S (!D1~1 + ... +!D1~N) 
Zвращ = h2N ехр - 2J kT df, (3.2.8) 

где 

dr = d!D1ei ... d!D1q>Nd!P1 .. , d!PN sin 81 d8i ... sin 8Nd8N. (3.2.9) 

Интегрирование по угловым переменным дает 

n 2n 

~ ... ~ d!P1 ... d!pNsin81 d81 ... siп8Nd8N=(4л)N, (3.2.1О} 

о о 

и интегрвл по импульсному п;рЬстр 'анству равен 

[5 ехр ( - 2~~ ) d!D1 ] 2N =cv 2лJkТ)2N. (3 .2.11) 

Подста.)?ляя (3,2.9)- (3.2.11) в (3.2.8), получаем для дополнительного множи­
теля в статистическом интеграле выражение 

Z 
_ (8л2J kT)N 

вращ - (3.2.12) 
h2N 
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Следовательно, вращательная часть свободной энергии для молекулы, состо­
ящей из двух различных атомов, равна 

8л2JkТ 
Fвращ = -kТ 1пZвращ = -NkТ 1п h

2 
(3 .2.13) 

для вращательной энтропии получаем 

Sвращ =-( ~~ )v=Nk (1+1п 8Л
2JkТ) 
h2 ' 

(3.2 .14) 

а вклад вращения во ВНУТJreННIOЮ энергию равен 

Ивращ = Fвращ + ТSвращ = NkT, (3.2 .15) 

что согласуется с законом равнораспределения. Все выведенные здесь враща· 
тельные части функций состояния зависят только от температуры в отличие 
от поступательных часте-й, которые зависят также от объема, а следовательно, 
и от давления. 

Подставляя заданные числовые значения, имеем 

PV 
N=NA --=NA .314.1O- 3 кмоль- 1 . . RT ' 

Используя формулу (3 .2 .13) и учитывая, что N Ak = R, получаем 
Ивращ =7,84 кДж, Sвращ=,0,1О5 кДж/К. 

Поступательные части в случае двухатомного газа вычисляются по формулам, 
аналогичным формулам (3.1.10) и (3.1.12) для одноатомного газа. Они имеют 
следующую веJIИЧИНУ : 

Ипост = 11,76 кдж, Sпост=0,388 кДж/ К. 

Таким образом, в случае хлористого водорода находим для внутренней энергии 

И = И пост + Uвращ = 19,6 кДж 
и для энтропии 

S = Sпост+Sвращ=0,493 кДж/К. 

Эти значения следует рассматривать как первые приближения, поскольку 
не учитывалосьизменение удельных теплоемкостей. 

3.3*. Вращение двухатомных молекул, 
состоящих И3 одинаковых атомов 

Вычислить вклад вращения в свободную энергию, внутреннюю энергию 
и энтропию для 1 кмоль 02' Как изменятся вращательные части величин Р, 
И и S при увеличении температуры от О до 500С? 

Решение 

Как и в случае двухатомных молекул, состоящих из 
дополнительный сомножитель в стаТистическом интеграле 
вается равным 

_1_ S (Шl~l + ... + !J.)1~N) 
Zвращ = h2N ехр - 2J kT dr. 

различных атомов, 

[см. (3.2.8)] оказы-

(3.3.1) 

Молекула кислорода симметрична. Перестановка атомов не приводит к вов­
никновению нового (физического состояния. Поэтому каждый сомножитель в 
статистической сумме (3.3.1) необходимо разделить на 2. Тогда, согласно 
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(3.2. 12), получаем 

( ВЛ2JkТ )N 
Zвращ= ~ • (3.3.2) 

Таким образом, и в этом случае вращательные части в отличие от поступа­
тельных будут зависеть только от температуры. Используя (3.3.2) , находим 
вращательную часть свободной энергии: 

4л2JkТ 
Fвращ = -kТ ln Zвращ = -NkТ In h2" (3.3.3) 

Вращательная энтропия равна 

( 
дF ) ( 4л2J kT ) Sвращ= - дТ V=Nk 1 + In h2 (3.3.4) 

Для вращательной части внутренней энергии , как и в случае молекул с раз­
ными атомами, находим 

Uвращ = Fвращ + ТSвращ = NkT /. (3.3.5) 

Если повысить температуру от Т до Т + 8 Т, то , согласно (3.3.3), приращение 
вращательной части свободной энергии будет равно 

Мвращ = -Nk [8Т In 4л
2

Jk ~+8T) +Т In (1+ ~) ] ' (3.3.6) 

Из (3.3.4) и (3.3.5) находим 

8Sвращ =NkIП ( 1+8:). (3.3.7) 

Подставляя заданные числовые значения' в N = N А, получаем с у четом N Ak = R 
8Fвращ =-2, 19.10З кдж, 8S~ращ=I,40 кДж, 8Uвращ = 416 кДж. 

3.4*. Вращение многоатомных молекул 

Для многоатомной молекулы определить вращательную свободную энергию и 
вращательную энтропию. Чему равны эти величины для 1 кмоль H2S при 300 К? 
Главные моменты ине~ции молекулы H2S, согласно спектроскопическим измере­
ниям, составляют соответственно J~=2,7.1O-4! кг,м2, J1')=3,1.1O-41 кr'M2 , 

J~=5,9.1O- 4! кг,м2 • 

Решение 

Молекула с тремя и более атомами обладает тремя вращательными степе­
НЯЩI свободы . Выберем в качестве осей 5, '1], ~ главные оси инерЦl\И враща­
ющейся моЩ!кулы. Вращательная '1нергия одной частицPI равна 

!IJ1 ~ !IJ1 ~ !IJ12 
е -_+.=21.+' ~ 
врзщ - 2J 2J 2J' 

~ 1') ~ 
(13 .4.1) 

где J~, J 1')' J ~ - главные мОменты инерции, Ш\, !IJ11')' !IJ1~-соотве'J.'Cтвующие 
им компоненты вращательного момента количества движеНIIЯ. Поэтому в ста-
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тистической -сумме трех атомного газа за счет вращения 
тельный множитель 

появится дополни-

1 S [( S]J}~1 + ... + -S]J}lN 
Zвращ = h3N ехр - 2/ i kT + 

S]J}fl + ... +S]J}~N)J ... + 2/ "kT dr вращ. (3.4.2) 

где 

dr вращ = dS]J}~l '" dS]J}tN sin <r~ld(jJ~ld<rт]1d(jJы1 ..• sin (jJ;Nd(jJ,Nd(jJ1]Nd(jJbN' (3.4.3) 

Интегрирование по !p~ и <Р1] дает телесный угол 4л; 

21'1 1'1 

~ ~ sin !p~d!p~d(jJ1] =4л. 
о о 

Для третьей степени свободы имеем 

21'1 

~ d(jJ~=2Л. 
о 

В результате при интегрировании по угловым переменным всех частиц получаем 

21'121'11'1 21'121'11'1 

~ ~ ~ ~ ~ ~ sin <r~ld(jJ~ldcp1]ld(jJ~L ... sin rp~Nd(jJ~Nd(jJ1]Nd(jJbN = (8л2)N. 
о о о О О О 

(3.4.4) 
Любая молекула обладает осями симжтрии. При вращении вокруг одной из 
этих осей молекула переводится сама в себя. Такого рода вращения можно 
также рассматривать, как перестановку одинаковых атомов. Полностью 
несимметричная молекула переходит сама в себя при повороте на 360Q

• 

Поэтому число осей вращения для такой молекулы принимают равным еди­
нице. Для равнобедренной молекулы H2S (фиг. 1~) к этому добавляется еще 

I 

нДдн 
I 
ф1800 

I т:=г Фиг. 19. Симметрия равнобедренной молекулы -НsS. 

ось симметрии тре.угольника. так что всего имеются две оси симметрии, 

Пус1'Ь т обозначает число осей симметрии каКОЙ'Лlj бо молекулы. ТОГДа с уч~­
TQN формулы (3.4.4) вращательный член статистической суммы ~10ЖIjО !1ред-
СТаЩIТЬ в виде -

( 
8л2 )' N s'" S~ -[ (S]J}{1 + ... + !ffi~N 

Z,ращ = ~ _ ... ехр - 2/~kT + ... 
-QO -Ct:I " 

S]J}~1 + ... + S]J}~N) ] ... + 2/ ~kT dШ1'l ••• dШ1~N' (3.4.5) 

5 н. 3вк. 3270 
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Интегрирование по какоЙ·либо компоненте момента количества движения 
одной частицы дает 

+'" 

5 ехр ( - 2~~ ) dЮl = Y2JtJkT. (3.4.6) 
-00 

Поэтому из (3.4.5) следует, что вращательный 
имеет вид 

член статистической суммы 

( 8Л2 \ N зNj ' N j 
Zвращ = hЗ, ) (2лkТ) 2 (! ~/ f]J ~) 2 . (3.4.7) 

Отсюда для свободной энергии получаем 

(
3 V лJ ~! f]J "kЗТЗ) 

Fвращ=-kТIПZвращ=-NkТ 21п8л2 + lп h3 , - • (3.4.8) 

Полагая в соответствии с законом равнораспределения внутреннюю энергию 
равной 

3 
и = '2 NkT, (3.4.9) 

находим, что вращательная энтропия многоатомных молекул опреде.~яется 

выр ажением 

's' = Uвращ-FвраЩ_~Nk(I + 1 8 2+~I VЛJ~Jf]J"k3ТЗ) 
вращ т - 2 n л 3 n hЗ, • 

Подставляя численные значения, получаем для 1 кмоль 
(3.4.10) 

F вращ = -2,75· 103 кДж, Sвращ = 1,92 кДж/К. 

3.5. Внутримолекулярные колебания 

Вычислить изменение колебательных вкладов в свободную ЭАергию, 
внутреннюю энергию и энтропию для 1 кмоль водорода Н2 при нагревании 
от 1500 до 2000 К . Угловую частоту колебаний положить ' равной OJо=8,3 Х 
Х 1014c- 1 • 

Решен.не 

Рассмотрим два атома в молекуле, совершающи~ колебания ОТНО.ситедьно 
друг друга (фиг. 20). Пусть q и р с!боз.начают соответственно приваденное 

2 t 2 1 ......... ~ . 
~8 

Фиг. 20. Колеба'lельные степени свободы 
двух- и трехатомных ~юлекул. 

отклонение и приведенный импульс . Тогда энерги'я колебательного состояния 
q, р, соглаС'Но классической 'leории колебаний, равна 

р2 ftr(O~q2 
ВИОЛ =2f!г +-2-' (3.5.1) 
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где (Оо-собственная частота (угловая частота) колебательной системы. В ста­
тистическом интеграле вследствие этого появится множитель 

+"'+'" --
I S S -е /kT I у2ЛkТ kT - е 1<0.' dq dp =- У 2Лl1гkТ --, =~ . 
h h I1Г(О' n(оо 

(3.5.2) 

- ct:) ..... аз 

Здесь 

fi=~= 105·10-34 Дж·с I 
2л ' . 

Если имеется N молекул, в каждой из которых возбуждено fl<OJl колебаний 
с собственными частотами (01' . ••. , (О/ко .. ' то в статистическом интеграле для 

колебательных состояний получаем сомножитель 

Z = (kT) f I<олN --:-:~,-1_-:7"_ 
1<0.' -1- N N N ' 

n (01 (Oz ••• (Оfкол 
(3.5.3) 

Orсюда для колебательного вклада в свободную энергию имеем 

FI<Ол = -kТlпZко .• = -NkТ In [(k:)fкол I J. 
n (О1· · ·(О/ко .• 

(3 .5.4) 

Колебательная энтропия равна 

S = - (aFKo .• ) =Nk ,Г f +In (kT)f KOJl 1 J 
KO~ дТ v КО., + (О ... (О . 

. L · n 1 IKo .• 
(3.5.5) 

Тогда для внутренней энергии получаем 

UКОЛ = FKoJl + TSKOJl = fколNkТ , (3.5.6) 

что находится в . полном согласии с законом равнораспределения, если при 

ПРИ~lенении последнего учесть каждую колебательную степень свободы дважды 
в соответствии · с разбиением энергии на потенциальную и кинетическую части. 

В рассматриваемом случае по табл. П . Х (см . приложение) находим, что 
для водорода Cv =2,89R при 1500К и Cv =3,12R при 20О0К. Предполагая, 
что все 5 степеней свободы, отвечающих поступательному и вращательному 
движениям, полностью возбуждены, получаем среднее число колебательных 
с.тепенеЙ свободы на одну частицу f код (1500) = 0,39 и f КО., (2000) = 0,62. Как 
уже было сказано, при применении закона равнораспределения эти колеба­
тельные стерени свободы следует учитывать дважды. 

ИСП.ользуя (3.5 .4)-(3.5.6); находим искомые измене.ния функций состоя­
ния при Т2 =2000К, Tl -I500K, f1=0,39 и f2=O,62: 

f 
kT2 kT1 

МКОЛ = -NkТ2 2 1п -1- +NkT1fl ln ~, 
nroo n(оо 

~КОJl=Nk(f~-fl) +Nk (f2In~:: -flln~::), 
6.UКОЛ = Nk ({2Т2- flTl) ' 

Подставляя численные значения, 

6.F КО" = 1180 ккал/кмоль, 

~иo= 13Ю ккал/кмоль. 

'* 

находим для 1 кмоль 

6.SK03l =O,16 ккаЛ/КМОflЬ'К, 

(3.5.7) 

(З . 5.8) 

(3.5.9) 
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То обстоятельство, что колебания с частотами юг не полностью возбуждены, 
следует учитывать с помощью соотношения 

In (kT)f_I_=f 1n :Т . (3.5.10) 
fi 'Юl"'Юj аюо 

3.6. Приращение энтропии в переходных процессах 
(необратимые процессы) 

Пусть 1 кмоль гелия при давлении 2 ат и температуре 300 К и 2 кмоль 
кислорода при давлении 3 ат и температуре 200 К отделены друг от друга 
перегородкой; вся система теПЛОИЗ0лирована . Вычислить давление и темпера­
туру газовой смеси после удаления перегородки и установления равновесия. 
Определить изменение энтропии в процессе установления равновесия. 

Решен не 

для обоих газов справедливы уравнения состояния 

P1V1=nlRTl, P2V2 =n2RT2 ' (3 .6.1) 

для газовой смеси после выравнивания температуры и давления справедливо 
уравнение 

PV = nRT, (3 .6.2) 
где 

(3.6.3) 

Процесс смешивания можно мысленно разбить на два процесса: процесс изо­
термического расширения и следу.ощиЙ за ' ним процесс выравнивания тем­
пературы. Когда каждый из двух газов расширится при своей постоянной 
температуре до объема V, равновесие между ними еще отсутствует. Оно уста­
навливается лишь после выравнивания температуры в результате столкнове­
ний между молекулами. Это выравнивание температур происходит уже при 
постоянном объеме. Согласно праВИJ\У Рихмана о равенстве количеств теп­
лоты, которыми обменялись подсистемьi, имеем 

nlCV1 (Т 1-Т) = n2CV2 (Т - Т 2)' (3.6.4) 
Из (3.6.4) получаем 

Т - 111Cv1T 1 + 112CV2T 2 

- nlCVl + n2CV2 . 
(3.6.5) 

Подставляя (3 .6.5) в (3.6 .2), находим суммарное давление Р. Определяя 
в соответствии с законом равнораспределения теплоемкость в 01СУ"lCтвие ко­

лебаний молекул, получаем в рассматриваемом случае 

Т= 1·3·300+2·5·200 
1.3+2.5 223 К. 

для ·ВЫЧИС.~ения давлени.я Р необходимо сна'lала определить объем с помощью 
соотношения 

V=V1+V2=R (n~:1+n~:2). (3.6.6) 

Имеем 

( 
1·300 2'200) 

V=8,314·10
3 2.9,81.104+З.9,81.104 =24,0 м3 • 
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Отсюда, согласно (3.6.2), давление газовой смеси равно 

P =nRT =3.8,314.103.223 Н/ 2=236 
V 24,0 м, ат. 

в случае одноатомного гелия возможно только поступательное движение. 
Тогда для энтропии получаем [см. (3.1.10)] 

[ 
V (2щ.tkТ)3/2 5 ] 

Sпост=kN 1п N fi,3 + "2' 

Заменяя здесь в соответствии с уравнением состояния идеального газа V на 
nRT / Р, а также N на nN А, находим 

S - R [1 kT (2щ.tkТ) 3/2 +~J 
пост - n n Р fi,з 2' (.3.6.7) 

Кроме того, двухатомный газообразный кислород обiJадает вращательной 
энтропией [см. (3.3.4)] 

( 
4Л2JkТ ) ( 4Л2JkТ) Sвращ=Nk 1+ 1n -h-2- =nR 1+1n -h-2- • 

Следовательно, при температуре Т и давлении Р значения энтропии nl кмоль 
гелия и n2 кмоль кислорода составляют соответственно 

(3.6.8) 

и 

(3.6.9) 

Отсюда находим приращение энтропии в результате проце.сса смешивания 
газов 

(3.6.10) 

Подставляя численные значения, имеем 

[ (
223)5/2 2 (223)7/2 3 ] ДS=8,317·103 1п 300 2,36+ 2)п 200 2,36 =2,80 кдж/К. 

Таким образом, при смешивании газов энтропия возросла. Поскольку при 
этом тепловая энергия извне не подводилась, процесс является неОбратимым. 

3.7. Изменения функций состояния в цикле Карно 

Для целей сравнения тепловых двигателей рассматриваются идеальные 
обратимые круговые процессы. Найти мощность и к. п. д. идеального двига­
теля внутреннего сгорания. Объем камеры сжатия V с равен 500 смЗ , объем 
цилиндра V z = 8000 см3 . Измерение температурь! в камере сгорания дает ве­
личину Т 1 = 1800 К, температура выхлопных газов Т2 = 650 К. Предполагается, 
что рабочим веществом служит воздух с незначительным добавлением газо­
образных продуктов сгорания (x = Cp/Cv = 1,4). Максимальное давление 
продуктов сгорания составляет Рс =80 ат, число оборотов n=1200мин-l. 
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Решение 

Будем рассматривать процеС'С как оБРilтltмый кругQВ()Й процесс (фиг. 21), 
состоящий из двух изотерм (0-1 и 2-3) и двух адиабат (1-2 и 3-0). 

При изотермических процессilХ, согласно первому закону термодинамик.и, 
имеем 

(Р dV)T= (Т dS-dU)т= -(dF)т, (3.7.1) 

т. е. механическая работа равна изменению свободной энергии. С другой 
стороны, для адиабатически:х процессов 

(Р dV)s= -dU. (3.7.2) 

Следова тельно, для адиабатических процессов необходимо вычислять измене· 
ние внутренней энергии . При изотермическом расширении 0-1 объем сжатого 
газа при неизменнЬй температуре Т 1 возрастает от Vo = V с до V l' Для вычис, 
ления работы, совершенной в первом рабочем такте, необходимо в соответ, 
ствии с (3.7.1) определить изменение свободной энергии F. Последняя 
р 

Фиг. 21. Циклический процесс. 

складывается из поступательной (3.1.9), вращательной (3.3 .3) и колебательной 
(3.5.4) частей. Вращательная и колебательная части зависят только от тем· 
пературы, которая остается постоянной. Нам необходимо, с~едовательно, 
учесть лишь изменение поступательной части. Отсюда из (3.7.1) и (3 .1.9) 
находим работу, совершенную в первом рабочем такте: 

У, V
1 А о1 == S PdV = -t1F = -[F(Т1 , V1)-F(T1, Vo)]=NkT11n

Vo
' (3.7.3) 

V. 
ВО время последующего адиабатического расширения объем увеличивается от 
V1 до V2=V

Z
' а температура возрастает дО Т2 . ДЛЯ вычисления объема V1 

воспользуемся уравнением адиабаты в переменных Т и V (см . упражнение 2.12) 
и получим 

T1V~-1=T2V~-1. (3.7.4) 

Разрешая относительно V1 и подставляя числовые значения, имеем 

(
T 2 ) 1/ (?<-I) ( 6qO )2.5 3_ 3 

V1= V2 Т1 =8000 , 1800 см - 626,7см ., 

Соверш'аемую системой во время второго такта работу находим, используя 
формулу (3.7.2) и учитывая закон равнораспределенilя: 

~' . 
А 12 = S Р dV =t1U = U (т2)- .и (T1)=f~k (T2-T1), (3.7.5) 

V, 

где f-число степеней свободы одной молекулы, 
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Во время тре1:ьего такта происходит сжатие, так что объем при постоян­
ной температуре Т2 уменьшается от V2 дО Vз . По аналогии с (3.7.3) получаем 
для совершаемой системой работы 

А2з=NkТ2IП~:<0. (3.7.6) 

Цикл завершается процессом аДиабатическо"о сжатия 3-0, во время которого 
объем уменьшается от Vз до Vo= Vl1 , а температура возрастает от Т2 дО Т1 . 
При этом система, согласно (3.7.5), совершает работу 

fNk 
А ЗО =-2-(Т1-Т2)=-Аi2' (3 .7.7) 

Отсюда следует, что адиабатические части работы ,(3.7 .5) и (3.7.7) взаимно 
сокращаются . Для входящего в (3.7.6) объема Vз получаем в соответствии 
с (3 .7.4) соотношение 

(3 .7.8) 

Таким образом, полная работа, совершенная во время цикла, равна 

А=р Р dV=A o1 +А12+А2s+Азо=Nk (Т1 -Т2) lп ~~. (3 .7.9) 

Величину N k = nя находим по величине максимального давления рабочего 
вещества Ре, принимая при этом объем Vo равным Ve И температуру рав­
ной Т1 . Используя уравнение состояния идеального газа, получаем после 
подстановки численных величин ' 

Nk - я_РеVе_80.9,81.\О4.500.10-вДЖ_218 Д К 
- n --т - 1800 К -, ж/кмоль,. 1 кмоль, 

Следовательно, работа, совершенная во время одного рабочего Ta~Ta, равна 

V1 626,7 д А =Nk (Т1 -Т2) lп V=2,18.1150 lп 500 ж = 566,4 Дж =57,8 кгс·м. 
О 

Число оборотов n равно 1200 мин - 1 . Вычисляя работу, совершенную мото­
ром за 1 с в таком идеализированном случае, получаем мощность 

А = 20·566,4 Дж/с = 11,38 кВт. 

Во время изотермического расширения 0-1 необходимо подвести эквивалент­
ное совершенной работе количество тепловой энергии 

Q = Q01 = A01 = NkT 11п ~:- (3.7.10) 

Выделяющееся в процессе изотермического сжатия 2-3 количество тепловой 
энергии 

Q2З = NkT21n ~2 (3.7.11) 
. з 

теряется системой. С помощью (3 .7.9) и (3.7.10) находим /с. n. д. идеального 
двигателя внутреннего сгорания 

I 
=~=T1-T21=(l800-650) 

1] Q т 1 1800 0,639. (3.7.12) 
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Вследствие необратимых процессов и значительных отклонений от испол!>зо­
ванных нами идеализированных представлений практический к. п. д. двигателя 
внутреннего сгорания составляет приблизительно 0,35. 

3.8. Тепловой насос 

для снабжения большого комплекса тепловой энергией конструируется 
тепловой насос мощностью 1000 кВт. При этом требуется померживать тем­
пературу 1000 С при наружной температуре 00 С. Вычислить необходимую 
для этого механическую мощность. Чему равен к. п. д. теплового насоса? 

Решение 

Рассмотрим тепловой насос, используя такую же идеализированную схему 
обратимого цикла Карно, с помощью которой был рассмотрен двигатель 
внутреннего сгорання. В случае теплового насоса система проходит цикл К арна 
в положительном в математическом смысле направлении (фиг. 21), т. е. обрат­
ном направлении по сравнению со случаем теплового двигателя, рассмотрен­

ного в задаче 3.7. 
Во время изотермического сжатия 1-0 при более высокой температуре 

Т 1 система получает механическую работу и отдает равное количество тепло­
вой энергии 

QIO=NkTl]n~> (3.8.1) 

которая поступает потребителю . Во время изотермического расширения 3-2 
у окружающей среды, находящейся при более низкой температуре Т2 , отни­
мается количество тешJOТЫ, эквивалентное совершаемой над этой средой 
механической работе 

V1 АЗ2 = N'kT 2 ]п V
o 

. (3.8 .2) 

Вклады адиабатических процессов взаимно уничтожаются. Следовательно, 
полная механическая работа А, котору·ю необходимо соверщить , определяется 
площадью криволинейного четырехугольника, изображенного на фиг. 21. 
В результате имеем 

] Vl 
А = N k (Т 1 - Т 2) n V . 

о 

(3.8.3) 

По определению к. n . д. 11 теnлового насоса называют отношение полученной 
тепловой энергии к совершенной механической работе 

QIO T 1 
Ч=Т=Т1-Т2 ' (3.8.4) 

Подставляя численные значения, находим 

373 . 
'rJ = (373_27з)=З,73. 

Таким образом, для работы 1еплового насоса мощностью 1000 кВт требуется 
механическая мощность, равная всего лишь 

QIO 1000 
А = -=-373 кВт=268 кВт. 

1') , 
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Определить к.n.д. холодильной машины, выразив его через коли­
чество отводимой тепловой энергии и совершенной при этом меха­
нической работы. Чему равна последняя, если при наружной темпе­
ратуре 500С охлаждаемое вещество должно иметь температуру-200С? 
Какую механическую энергию необходимо затратить, если для ком­
пенсации неполной теплоизоляции холодильной камеры необходимо 
обеспечить отвод 1 ккал/мин? Расчет провести для обратимого цикла 
Карно. 
Два цилиндра содержат по 0,1 кмоль азота. Емкость одного равна 
V1 = 50 л, емкость другого V2 = 100 л. Оба находятся при темпера­
ту ре 300 К. Определить максимальную работу, которую можно· по­
лучить, соединив цилиндры друг с дpyгo~ Внутримо.пекулярные 
колебания не учитывать; f = 5. 
Необратимый процесс, например химическая реакция, протекает при 
постоянном объеме и постоянной температуре. Исследовать поведение 
свободной энергии . 
Исследовать поведение энергии Гиббса внеобратимом процессе для 
изобарно- изотермической системы. 

§ 4. ФЛУКТУАЦИИ В ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

Введение 

В макроскопическом теле, находящемся в состоянии равно­
весия, термодинамические величины флуктуируют около своих 
средних значений. Для изучения этих отклонений выделяют 
внутри тела какую-либо его малую часть, или подсистему 
(фиг. 22), и определяют флуктуации относящихея к этой под-

Фиг . 22. Подсистема ~ в макроскопиче­
ском теле. 

системе термодинамических величин. Система в целом предпо­
лагается столь большой, что ее температуру и давление можно 
считать постоянными. Это означает, что рассматриваются про­
цессы, протекающие в изобарно-изотермической системе, т. е. 
такие, при которых энергия Гиббса стремится к минимуму 
(см. упражнение 3.18). 

Во время флуктуации энтропия Sg системы как целого из­
меняется на величину I1Sg . Над подсистемой при этом совер­
шается работа I1А = TI1Sg . Во время флуктуации подсистема 
не находится в равновесии со своим окружением. Вследствие 
этого энергия Гиббса подсистемы уже больше не является 
функцией лишь температуры и давления [см. (3.19а)], она из- . 
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меняется на величину 

~a = - T~Sg. (4 . n 
С . другой стороны, флуктуации в подсистеме, подобно механи­
ческим колебаниям, могут рассматриваться как обратимые nро­
цессы. Тогда, подставляя вместо давления и температуры их 
средние значения, опр.еделяемые для всей системы, получаем 

~G=~U-ТdS+Р~V. (4.2) 

Статистический вес (термодинамическая вероятность) ~W флук­
туации, согласно уравнению Больцмана (3.4), связан с измене­
нием энтропии соотношением 

~Sg = kln~W. (4 .3) 

Это уравнени.е можно решить относительно ~ w. Подставляя 
в результат вместо величины ~Sg ее выражение, получаемое 
с помощью (4.1) и (4.2), имеем 

~ W = ellSg/k = e(TliS-IШ -РliV)/kТ. (4.4) 

Здесь ~S, ~U и ~V представляют флуктуации энтр.опии, внут­
ренней энергии и объема, относящиеся к выделенной подсистеме. 

Флуктуации отдельных термодинамических величин зависят 
друг от друга . Согласно первому закону термодинамики, в пока­
зателе экспоненты выражения (4.4) члены первого порядка 
обращаются в нуль. Рассматривая флуктуацию внутренней 
энергии· как функцию флуктуаций ~S и ~V, разложим ее в ряд 
по этим величинам. Выражая коэффициенты разложения через 
флуктуации температуры и объема 1), получаем из (4.4) (см. за­
дачу 4.1) 

W = e(liPliV -liТliS)/2kТ. (4.5) 

в этом соотношении флуктуации двух термодинамических вели­
чин можно рассматривать как независимые перемеНl~ые 2). Вы­
бирая в качестве таковых, например, дР и ~S, получаем вы­
ражения для двух других флуктуаций: 

~V = (дУ) ~P+ ( аУ) ~S (4 .6) 
дР s as р 

и 

~T=( ~~ )s~P+( ~~ )p~S. (4.7) 

1) Формально введение флуктуаций температуры и объема осуществляется 
с помощью СQотношений Д (дU/дS)v=дТ и .д (дU/дV)s=ДV.- Прим. перев. 

2) Вообще говоря, утверждение о статистической независимости флуктуа­
ций пар величин Р, S и У, т требует специального ДОЮlзателы;тв:а (см . 
л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Статистическая физика, М., 1964, § 114).­
Прим. перев. 
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Если же в качестве независимых переменных выбрать llv и дТ, 
то величины др и llS определяются соотношениями 

др = ( ~: ) т Д v + ( ~~ ) v Д Т, 

llS= (~~)TllV + (;: )v llT . 

(4.8) 

(4.9) 

Подставляя выражения (4.6)-(4.9) в (4 .5), получаем для ста­
тистических . весов W (дР, llS) или W (llV, д.Т) двумерные гаус­
совы, или нормальные, распределения. Корреляционные моменты 

(ковариации) llPllS и К-vд.т обращаются в нуль в силу сделан­
ного предположения о независимости флуктуаций (см. гл. 1, 
§ 4). Сравнивая получающиеся функции распределения с общим 
видом нормального распределения [см. (2.8) гл. 1], получаем 
для средних квадратов флуктуаций следующие выражения: 

д.РZ = _ kT ( дР ) , 
,дУ s 

- (aS) , д.S2 = kT дТ р = knC р , (4 . 10) 

- -kТ 

д.vz = (aP taV)T' 
ДТ2= kT = kT 2 

(aS jaT)v nCv 
(4 .11) 

где n = PV / RT есть число киломолей в рассматриваемой под­
системе. 

Задачи 

4.1. Флуктуации энтропии и давления 

Исследовать Флуктуации энтропии и давления в 1 мм3 паров ртути, если 
среднее значение температуры равно 2000 К, а среднее значение давлеиия 
0,01 мбар . 

Решение 

Согласно (4.1) и (4.2), приращение энергии Гиббса подсистемы и из­
менение энтропии системы как целого ~вязаны соотношением 

(4.1.1) 
где !J.U, !J.S, !J.V -флуктуации величин, относящихся к рассматриваемой 
подсистеме, а Т и Р - средние рав новесные ЗНачения температуры и давле­
ния для системы в целом. Отсюда для статистического веса получаем выра­
жение 

(
!J.Sg ) (!J.u-пs-рш) !J.W=exp k = ехр - kT . (4.1.2) 
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Поэтому в (4.1.12) смешанные члены с tJ.StJ.P сокращаются. В формуле (2.5.3) 
для удельной теплоемкости при постоянном давлении все величины отнесены 
к 1 кмолЬ.' Если принять во внимание, что соотношение (4.1 .12) относится 
к числу киломолей n;которое еще подлежит определению, то вместо (2.5.3) 
следует написать 

( дS) т 
nСр=Т дТ р = (дТ/дS)р' (4.1.1 5) 

где Ср-молярная теплоемкость, т. е. теплоемкость, отнесенная к 1 кмоль. 
Подставляя (4.1.12) в (4 .1.10) и учитывая (4.1.15), по.~учаем 

'\VI_ . [_1_ (дV) 'Р2 __ 1_ 'S2] 
Ll v -ехр 2kT дР s Ll 2knCp Ll . ' (4.1 .16) 

Как указывалось в гл. 1 [формула (2.8)], плотность вероятности 

tJ.W (х)=ехр ( - ;;2) 
отвечает НОРlltальному закону расnределеНIIЯ с дисперсией 

x2=~2. (4.1.17) 

Из сравнения (4.1 .16) и (4.1.17) следует, что средний квадрат флуктуации 
энтропии р.авен 

М2 = knC р' (4.1.18) 

Путем ср,авнения с распределением Гаусса при учете уравнения адиабаты 

PVX = PoV~ и уравнения состояния идеального газа получаем Д.~я среднего 
квадрата флуктуации давления 

_ РТ Р2 

tJ.P2=kx-=х-
V N' (4.1.19) 

где N - среднее число частиц в рассматриваемом объеме 1 мм3 • Переходя 
к числеиным значениям, находим 

N=nNA= 3,61·1010, n=6,OI·10- 17 • 

Подставим в (4.1 .18) эту величину, а также удельную теплоемкость, опреде· 
ленную с помощью закона равнораспределения: 

- . 5R 
tJ.S 2 = knCp=knT= 

5 
= 1,38·10-23·6,01·10-17 "2"8,314 . 103 Дж2/К2 = 1, 72.10- З ! Дж2/К2. 

Отсюда находим среднеквадратичное отклонение энтропии 

V М2 = 4,15·10-18 Дж/К. 
Подставляя в (4.1.19) '1'.=5/3, имеем 

5·10-4 б 2 -462 10-18 б 2 
3.3,61.1010 М ар - " м ар 

и 

(4.1.20) 
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Таким образом, отклонения от средних значений весьма незнаIJительны, 
несмотря на невысокую плотность паров и малую величину объема (1 мм3), 
для которого эти отклонения определяются. 

4.2. Относительные флуктуации температуры и объема 

Определить относительную флуктуацию температуры при средней темпе­
ратуре 300 К и давлении 10-3 мбар в объеме 1 мкм3 • Какова при указан­
ных условиях относительная флуктуация объема для числа частиц, содержа­
щегося в среднем в объеме, равном 1 мкм3? 

Решенне 

Статистический вес флуктуации определяется выражением 

дW = е(/),.РШ -/),.ТI!.S)/2kТ. (4.2.1) 

Флуктуацию энтропии ДS и флуктуацию давления дР запишем в виде 

дs=\(g~)v дТ + (~~)T Ш, дР = (~;)y дТ + (~~)тш. (4.2 .2) 

Из дифференциала свободной энергии с учетом первого закона термодина­
мики получаем 

dF = dU -d (TS) = TdS - PdV - TdS -SdТ = -РdV -SdТ, (4.2.3) 

откуда 

Р= -( ~~ )т' (4.2.4) 

Следовательно, 

( дР) д2р ( дS ) 
. дТ v= - aV дТ = дV т • (4.2.5) 

Далее, на основании (2.5.3) имеем 

nCv=T (:~ )v; 

при, этом необходимо учитывать, что энтропия S относится только к рас­
сматр'иваемому веществу. 

Подставляя два последних выражения в первую из формул (4.2.2), на­
ходим 

М= n~v дт+ (~;)v ш. (4.2.6) 

Следовательно, 

дРШ-дТдS= (~~)тШ2- n~v ДТ2. (4.2.7) 

Тогда статистический вес флуктуации ЛV, дТ, согласно (4.2.1), равен 

W [(дР /дV) т д V2 - (nCv /T) ДТ2] 
=ехр 2kT • (4 .2.8) 

Из сравнения с плотностью вероятности нормального распределения 

W (х) = ехр .(_ Х
2

) (4 .2.9) 
2х2 
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раССМ'атривать число частиц в незамкнутом объеме, то можно представить 
(4.3.2) в виде 

( 6 ~)2=(V6~)2=V26N2 =_kT(aV) 
N N ' N4 N2 дР т' 

Пользуясь уравнением состояния идеального газа и учитывая соотношения 
N Ak=R, nN А = N, получаем 

/),N2 = _ N 2
kT (av) =N2 kT =N. (433) 

V2 · дР Т n RT .. 

Следовательно, искомая флуктуация равна 

v 6N2= Y N, (4.3.4) 

откуда для средней относительной флуктуации имеем 

, 1(6N)2 =V 6N2 =_1 V N N У N' 
(4 .3.5) 

Таким образом, флуктуация числа частиц равна корню квадратному из числа 
частиц, а ОТНОСИТeJJьная флуктуация числа частиц равна величине, обратной 
корню из этого числа. 

В рассматриваемом случае находим N = 2,69·101. При этом флуктуация, 
сог ласно (4.3.4), равна 

V 6N2 = YN =5180. 

Относительную флуктуацню находим из (4.3 .5): 

{(~)2 = ~=о, 19,IО-З=О,190J0о. 

4.4. Корреляция флуктуаций 

Найти коэффициент корре.,яции флуктуаций температуры и объема 
и коэффициент корреляции флуктуаций температуры и давления для гелия 
при нормальных условиях. 

Решение 

В соответствии с определением, данным в гл. 1" § 4, искомые коэффи­
циенты корреляции равны 

Среднее значение 6Т 6V запишем в виде 

6Т 6V= ~ 6Т 6V W (6Т, Ш) d6T d6V. 

(4.4.1) 

( 4.4 .2) 

Подставляя сюда термодинамическую вероятность, согласно (4 ,2.8-), получаем 

+ 00 + '" 
6Т 6V -:- S S 6ТШ ехр [(дР /aV) т Ш;,;(nСv/Т) 6Т2] d6T d6Y. (4.4 .3) 

- r:p -r:p 
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Этот интеграл можно разложить на два сомножителя, каждый из которых 
можно проинтегрировать независимо о-т другого: 

+00 . +00 

дтш- 5 Шехр [(~~)TДY2] dДV 5 дтехр ( _n;f1ДТ2)dдТ. 
~OO . -00 

(4.4.4) 

Первый интеграл дает среднее значение флуктуации объема, второй-среднее 
значение флуктуации температуры. Оба Э11l средние значения должны обра­
щаться в нуль. С:ледовательно, 

дтш=о. (4.4.5) 

Что касается средних квадратов флуктуаций дТ2 и ДУ2, то они в соответ­
ствии с (4 .2.10) отличны· от нуля . .поэтому искомый коэффициент корреляции 
равен 

'ь,т . ш=О. (4.4.6) 

Таким образом, флуктуации темлературы и объема не коррелированы . для 
вычисления коэффициента корр~ляции r ь,т. l1P воспользуемся соотношением 

др= (дР) ду+(дР) дт 
дУ т дТ v (4.4.7) 

и получим 

др ДT=(~:)TДY 6Т + (~~)v"Кf2. (4.4.8) 

Первое слагаемое обращается в нуль вследствие вытекающей из (4 .4.5) иекор­
релированности Флуктуаций объема и температуры. Средние квадраты флук­
туаций температуры и давления определяются формулами (4.2.10) и (4.2.19) 

с учетом этого находим из (4.4.8) 

6Р 6Т= (~;)v :~: =k ~ ~2 , . (4.4.9) 

OTKYд~ С-!lедует, что коэффици~нт корреляции флуктуаций давления и темпе­
ратуры равен 

'l1T . и= у i . (4.4.10) 
. Р. 

Следовательно, корреляция этих Флуктуаций зависит от удельной теплоем­
кости , т. е. от числа степеней свободы рассматриваемого газа. для ОДllоаroм­
ных газов, согласно закону равнораспределения, имеем Cp =5R/2, откуда для 
коэффициента корреляции флуктуаций давления и температуры получаем 

(4.4.11) 

Таким образом, указанные флуктуации связаны весьма сильной корреляцион­
ной зависимостью . 
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4.5. Термодинамические флуктуации вращающегося 
зеркальца 
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Наблюдаются флуктуационные колебания подвешенного зеркальца, имею­
щего момент инерции J =3,7. !.О-Н кг·м2 . Температура равна 300 К, изме­
рение периода собственных колебаний дает величину 1: = 392,7 с. По кривой 
записи временной зависимости угла отклонения определено среднеквадратич-

ное отклонение V qJ2 = 1,20О • Исходя из этого, вычислить постоянную Больц­
мана k и число Авогадро N А. 

Фиг. 23. Флуктуации угла пово­
рота вращающегося зеркала около 

нулевого П<Jложения. 

Решение 

Для отклонения зеркальца на угол qJ необходим крутящий момент 

M=-DqJ, (4.5.1) 

где D-жесткость на кручение. Записывая уравнение движения для крутя-
щего момента 

(4.5 .2) 

и подставляя его в (4.5.1), приходим к дифференциальному уравнению 

J~+ DqJ=O. (4.5.3) 

Решение этого уравнения имеет вид 

qJ (t) = qJoirot • 

Частота собственных колебаний равна 

(0= 2n= ... / D 
1: V J' 

откуда для жесткости на кручение П<Jлучаем выражение 

D= 4n
2 

J 
1:2 

(фиг. 23). 

(4.5.4) 

(4.5 .5) 

(4.5.6) 

Определим теперь энергию, необходимую для отклонения зеркальца на 
угол qJ. С помощью формулы 

М = _ дЕпот (4 .5.7) 
дqJ 
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находим потенциальную энергию крутильных колебаний: 

(4.5.8) 

Отсюда на основании закона распределения Гиб6са определяем статистиче­
ский вес флуктуационн~го отклонения : 

( 
2ЛJЧ(2 ) 

~W (ЧJ)=ехр - ,,2 kT . 

Из сравнения с распределением Гаусса получаем 

- ,,'kT kT 
ЧJ2= 4л2J=V' 

(4.5.9) 

(4.5.10) 

В соответствии с этим постоянную Больцмана k можно найти путем измере­
ния величин ЧJ2, ' D и Т : 

DЧJ2 4л 2 J ЧJ2 
k=y=;:t2y. 

Подставляя в эту формулу измерениые 'значения, получаем 

k 4·3,142·3,7·10-14 (1,20'З,14)2 =138.11)-23 Д /К 
392,72.300 180 ' ж . 

С помощью этой величины находим число Авогадро 

8,314; 103 =602.1026 кмоль- 1• 
1,38.10 23 ' 

4.6. Чувствительность гальванометра 

(4.5.11) 

(4.5.12) 

(4.5.13) 

Полное отклонение , зеркального гальванометра (фиг. 24) с внутренним 
сопротивлением R = 100 кОм в апериодическом .,режиме достигается за время 
t = 1 О с. Часть электрической энергии, подводимой к гальванометру за 

s~s Фиг. 24. Схема гальванометра (Sр-катушка, 
Z - стрелка). 

вр:мя его успокоения, запасается в виде потенциальной энергии возвращаю­
щеи пр~жины. Пус!ь эта часть составляет 20%. Предполаг-ается, что мини­
мальныи и.змеримыи ток 1 мнн по меиьшей мере в 5 раз превышает величину 
отклонении стрелки, обусловленных термическими флуктуациями. Вычислить 
при этих предположениях минимальный ток, который может быть надежно 
измерен. Температура равна 300К. 
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Решение 

Измерительный прибор получает за время своего успокоения энергию 

E = tU/=tR/2. (4.6.1) 

При отклонении стредки возникает вращательный момент, пропорциональный 
квадрату угла отклонения. Поскольку последний линейно зависит от силы 
тока /, потенциальная энергия, запасенная пружиной, равно как и полная 
подводимая энергия Е, квадратично зависит от силы тока. Исходя из соот­
ношения между полной энергией Е и работой против на'l"яжения пружины 
Епот, имеем 

Епот =рЕ=рtRJ2. (4.6.2) 

Средняя энергия тепловых флуктуаций равна 

- kT 
ЕтепlI=т. (4.6.3) 

Эти -флуктуации приводят к выбросам на шкале измерительного прибора, 
которые соответствуют силе тока д/. Для последней, пользуясь (4.6.2) и 
(4.6.3), получаем 

- -- kT 
ptRA/ 2 =Етепд = 2""' (4.6.4) 

Чтобы протекающий ток превышал cpeДH~e значение термических Флуктуаций 
в n раз, согласно (4.6.4), должно выполняться равенство 

V=- .. jllГ 
/=n Ы2 =n V 2ptR' 

Подставляя заданные численные значения, находим 

.. / 1 38·10-23·300 
/ =5 V 2.0,20.10.100.103 = 5,1.10-13 А. 

(4.6.5) 

Таким образом, из-за тепловых флуктуаций электрические токи, меньшие 
5·10-13 А, не могут быть надежно измерены с помощью данного зерк'ального 
гальванометра. 

Упражнения 

у .4.1. Рассматри.вается водород при температуре 600 К и давлении 
10-2 мбар. Найти средние флуктуации температуры, давления и 
энтропии, отнесенные к объему 1 мкм3 . 

У.4.2. Чему равна средняя флуктуация энергии Гиббса для 1 мм3 гелия 
при давлении 10-4 мбар И' температуре 300 К? 

У.А.3. Вычислить среднее число частиц в 1 мкм3 для идеальн ого газа при 
температуре 500 К и давлении 1 мбар. Чему равна флуктуация числа 
частиц для этого объема? 

у .4.4. При каком давлении идеального одноатомного газа с температурой 
300 К средняя флуктуация давления в объеме l\V = 1 мм3 будет, со­
ставлять 1 % среднего значения? 

У.4.5. В 1 м3 воды растворено 0,1 мг не которого вещества с относительной 
молекулярной массой М г = 600. Из раствора берутся пробы объемом 
1 мм3 каждая. Чему равна относительная флуктуация содержания 
вещества в пробе? Определить относительную долю проб с содержа­
нием вещества более 0,01 % среднего количества. Найти относитель-
ную флуктуацию давления раствора при 300 К. -
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у .4.6. 0,001 мг ртути испаряется в объеме 1 л . Чему равна средняя флук­
туация парциального давления ртути при температуре 300 К, отне­
сенная к объему 1 мм3 ? Чему- равна ОТНQсительная флукту аu.ия? 
Относительная атомн-ая масса ртути равна 200,6. 

УА.7*. Определить коэффициент корреляции флуктуаций энтропии и давления. 
у .4.8*. Вычислить коэффициент корреляции флуктуаций энтропии и TeМ'IIe­

ратуры для Не, Н2 , С02 при средних и высоких температурах. 
У.4.9. Определить коэффициент корреляции флуктуац»й энтропии и объема 

ДЛЯ Не, Н2 , С02 при средних и высоких температурах. 
у .4.10. ВЫЧИ.слить отнесенную к объему 1 мм3 флуктуацию внутренней 

энергии для гелия при температуре 1000 К и давлении 10-3 мбар. 

Y.4.ll. Чему равна средняя величина V q:>2 Флуктуационного отклонения- ма­
тематического маятника, I!аходящегося в поле земного тяготения 
(g = 9,81 Mjc2). Длина маятника 2 см, масса 20 мг, температура 300 К. 

Y.4.12. Чему равен коэффициент жесткости пружины D, если величина сред­
неквадратичного флуктуационного отклонения х составляет 1 мм? 
Температура равна 500К. 

Y.4.13. -Определить предел чувствительности гальванометра с внутре-нним 
сопротивлением R = 10 кОм, полное отклонение которого достигается 
за t = 5 с в апериодическом режиме. 87,5% подводимой электрической 
энергии превращаются за время успокоения в тепло. Температуру 
принять равной 300 К. Предполагается, что тепловые флуктуации 
подчиняются нормальному закону распределения и что вероятность 

ошибки при измерении не превышает 0,27%. 
Y.4.14"'. Чему равны флуктуации компонент скорости в декартовой системе 

координат для водорода при 300 К? 

§ 5. СТАТИСТИЧЕСК.АЯ МОДЕЛЬ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 

Введение 

МоnекуЛЫ идеального газа рассматриваются Ki:lK не имеющие 
конечных размеров материальные точки. В соответствии с этой 
моделью столкновений между молекулами не происходит, однако 
молекулы могут сталкиваться со стенками сосуда. Такое ПJYед­
ставление позволяет рассчитать давление идеального газа. 

Материальные точки не взаимодействуют между собой. 
Иными словами, между ними не действуют ни силы притяже­
ния, ни силы отталкивания. В общем случае скорость частиц 
можно положить равной не которому среднему значению. 

Задачи 

5.1. Статистическая модель давления газа 

Чтобы получить выражение для давления, рассмотрим модель газа, осно­
ванную на следующих предположениях о раСПРl'!делении частиц газа по' 
скоростям: молекулы движутся ·только в направлениях, параллельных осям 

Х, у и "Z ортогональной системы координат; параллельно каждой из осей 
движется 1/3 всех молекул, причем половина из них в пОложительном отно­
сительно соответствующей оси направлении и половина в отрицательном; 
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абсолютная вели"чина скорости одинакова для всех молекул и равна и. 
Исходя из такои модели газа, определить давлеН!'Iе, создаваемое 2 ){моль 
водорода в объеме V = 100м" , если скорость частиц равна 2 км/с. 

Решение 

В соответствии с предположением о направлениях движения каждая 
частица сталкивается со стенкой, двигаясь по нормали к ней . При столкно­
вении направление движения молекулы меняется на обратное. Вследствие 
этого ее импульс изменяется на величину 

Llj.1=-2р = -2rt IJ, (5.1.1) 

где ft-Mac.ca молекулы. В соответствии с третьим законом Ньютона при 
отражении частиць . стенке передается импульс, который равен этому измене­
нию по величине, но противоположен по направлению. 

Чтобы найти давление Р, рассмотрим на стенке площадку размером 1 м2 • 
Если за промежуток времени Llt с площадкой сталкиваются Llv молекул, то, 
согласно второму закону Ньютона, действующая на нее сила равна 

(5.1.2) 

где Рg-ПОЛНЫЙ импульс, переданный стенке за время Llt. Следовательно, 
давление равно 

(5.1.3) 

Пусть No обозначает число молекул в 1 м3 газа. Из них по направлению к 
данной стенке сосуда движутся N 0/6 частиц. в течение достаточно короткого 

Фиг.-25. К расчету давления (задача 2.5.1). 

отрезка времени Llt с рассматриваемой площ;!Дкой столкнутся все молекулы, 
которые движутся по направлению к ней и. находя,\ся от H~ на расстоянии, 
не превышающем 

LlХ";;;; LlХмакс = vLlt (5.1.4) 

(фиг. 25). Число Llv этих частиц равно 

No NovM 
LlV=t Llxmakc=--6- • 

(5.1.5) 
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в объеме V содержится n киломолей Н2 • Следовательно, число частиц 
в 1 м3 равно 

N _nN А (516) 
0- V . . . 

Подставляя (5.1.5) и (5.1.-6) в (5.1.3), получаем для давления газа 

р 
nМ,и2 2 U 
ЗV-=зv' (5.1.7) 

где М,-относительная молекулярная масса. Подставляя численные значе­
ния, находим 

р 
2.2,016·(2.103)2 2_ 2.2,016.(2·103)2 

3.100 Н/М - 3.100.9,81.101 0,548 ат. 

5.2. Определение множителя Лагранжа ~ 

Согласно каноническому распределению Гиббса, числа заполнения ячеек 
определяются формулой (1.27) 

- е -I\ei 

Ni=N ~ -1\8 . ' 
~e 1 

Исходя из статистической модели идеального газа, доказать, что множитель 
Лагранжа имеет следующую величину: 

1 
~=kT ' 

и вычислить постоянную Больцмана с помощью числа Лошмидта и газовой 
постоянной. 

Решение 

В соответствии со статистической моделью идеального газа его давление 
выражается формулой (5.1.7) 

Р nN Af1U2 

ЗV 

Разрешая это уравнение относиТ€льно квадрата скорости частицы и применяя 
уравнение состояния идеального газа, получаем 

2_ 3PV _3RT 
U --N --N . (5.2.1) 

n Af1 Af1 
Отсюда находим кинетическую энергию n кмолей одноатомного газа: 

f1v2 3 
Екин=nN А T="2nRT. (5.2.2) 

Согласно закону равнораспределения [см. (2.2)], 
l ' . . 

ЕКИН=2~ tN. 
Полагая f = 3 и N = nN А, получаем внутреннюю энергию идеального одно­
атомного газа 

. 3 nNA 
t1<1IH=2 Т. (5.2 .3) 
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Приравнивая (5.2.2) и (5.2.3), имеем 
3 3 nNл 
2nRT=2-~-' или 

Примем вместо этого 

1 
~=kT ; 

тогда для постоянной Больцмана k находим 

k=!i. = 8,314·103 Дж/кмоль.l( 
N А 6,02.1026 кмоль 1 

1,38·10-23 Дж/К. 

5.3*. Статистическая модель идеального газа 
при учете распределения Больцмана 

153 

(5.2.~ 

Водород находится в сосуде при температуре 300 К и давлении 2 ат. 
Принимая во внимание распределение Больцмана по скоростям, вывести 
формулу для давления газа и вычислить число столкновений в 1 С, испыты­
ваемых участком стенки сосуда площадью 10 см2 • Чему равно среднее время 
между двумя столкиовениями? 

Решение 

Будем предполагать, что между не имеющими размеров молекулами иде­
ального газа не происходит столкновений. В то же время уч тем распределе­
ние скоростей по абсолютной вел,Ичине и по направлениям. Рассмотрим на 
стенке сосуда площадку размером dA и определим число попадающих на 

.1А 

Фиг. 26. К расчету давления (задача 2.5.3). 

эту площадку за время dt частиц , имеющих скорость от v до v+dv, и угол 
падения от t} до it+d{}. эти частицы заключены в цилнндре, объем которого 
равен 

dV = .:\Аu cos t} dt (5,3.1) 

(фиг. 26). Из числа содержащихся в 1 мЗ частиц П(Щ углом к стенке, лежа­
щем в пределах от t} до tt+dit, движутся 

dNo=C sin itdtt (5.3.2) 
частиц, имеющих ПРОИЗВОЛЬН!>!Й аЭИ)fУТЗ,rI"НЬ!Й УГОД <р. (Фактически при ФИК­
сироваН!iОМ угле t} мо,ЛеКУ'лbl ,Летят из npocrpa!iCTBa между АВУI!IЯ ко!!усами.­
Ред. ). Величину С определим и~ УСЛРВ'РJ 

n 

~dNo=No и,Ли C~sinitdt}=No. 
о 

обыЪl газа 
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откуда 

dN _ N о sin {} d{} _ N о . .Q d-"-
0 - 11 -2 S1ПU' Н· . 

~ sin{}d{} 

о 

(5 .3.4) 

Если теперь учесть распределение скоростей Максвелла - Больцмана, то для 
числа dv частиц, сталкивающихся с площадкой ~A и имеющих при э-rом 
скорость и угол падения , заключенные в интервалах соответственно от v до 
v+ dv и от {} до {} + d{}, согласно (5.3.1) и (5.3.4) получаем 

dv = dVdNo! (и) dv= ~o АА! (и) v sin {} cos {} d{}dv dt, (5.3.5) 

где f (и) -функция распределения. 
При каждом соударении стенке передается импульс 

Pg = 2/tu cos {}. 

Отсюда находим силу, действующую на площадку АА: 

dF = Р g :~ = N o/t~A cos2 {} sin {} и2 f (о) do d{}. 

(15.3.6) 

(5.3.7) 

Полную силу, приложенную к площадке ~A, получим посредством интегри­
рования по всем углам падения {} и по всем скоростям о. В результате 
после деления на ~A находим давление : 

'" 11/ 2 

р= No/t ~ ~ cos 2 {} siп {}{ (о) 02 d{}do. 
о 

Интегрирование по уг лу {} в (5.3.8) дает 

11/ 2 

S cos 2 {}sin {}d{}= ~, 
о 

а интегрируя по скоростям, получаем 

'" SV2f (о) do=V2. 
о 

(5.3.8) 

(5.3.9) 

(5.3.10) 

TaKI!M образом, стюистическая модель, учитывающая БОЛhцмановское Pllc­
I1ределе~ие, . по скоростя~, приводи-r к следующему выражению для давления: 

p=NO/t02 =NokT=~~ (5.3.11) 
3 3 V 

Подставляя . СJpда вместо числа частиц в 1 м8 выражение No = nN A/V и ис­
пользуя С09т~'ошение N Ak == R, получаем 

Р _ No/lV~ _ nR.T (5 .3.12) 
- 3 - V • 
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Д,,!Я вычисления среднего числа столкновений необходимо проинтегрировать 
выражение (5.3.5). Тогда для числа столкновений, происходящ"х за 1 с, 
имеем 

00 л/ 2 

"У= ~ о ~A 5 5 siп {t cos {tt (и) vd {t d:J. (5.3.13) 
О О 

Необходимые нам ин-.егралы имеют следующие значения: 

л/2 

5 siп {t cos {td{t=-}, 

о 

Svt (и) dv=v= y~: . 
о 

(5.3.14) 

(5.3.15) 

Таким образом, для числа столкновений в единицу времени имеем 

v=No ... /'8kT ~A=nN А .. j' ЯТ ~A 
4 r Л/-L v V 2лМ r ' 

(5.3.16) 

где Мг-относительная молекулярная масса, n-число кмолей в объеме V. 
Используя уравнение состояния идеального газа, можно записать выражение 
(5.3.16) для числа столкновений в виде 

Р -. j---КГ- .. I N А 
V=kT r 2лМг ~A=P V 2ЛМгkт~А. (5.3.17) 

Подставляя числеННl;>lе значения, найдем число столкновений с участком пло­
щадью ~A = 10 см2 : 

2981104" / 6,02·1026 10-3-211025 -1 
"У= ',' v 2.3,14.2,016.1,38.10":'23.300' -,' с. 

Отсюда определяем среднее время между двумя столкновениями с площад­
кой ~A: 

1 
-=4,8·10-26 С. 
V . 

Упражнения 

У . 5.1 . 

У.5.2. 

У.5.3. 

Вычислить число СТ.QлкновениЙ молекул На С участком поверхности 
сосуда, имеющим площадI, 1 м2 , если давление Р = 1 ат и температура 
Т = З00 К. 
В баллоне диаметром 4 м находится 1 KMO.~Ь гелия при температуре 
300 К. Вычислить частоту СllOлкновений каждой молекулы со стенкой. 
Для газа, находящеtося при нормальных условиях, найти чис.~о мо­
лекул, сталкивающихся с единицей поверхности ПQД углом, лежащим 
между {t и {t+ d{t. 



Глава 3 
РЕАЛЬНЫЕ ГАЗЫ 

§ 1. гдз ВДН-ДЕР-ВДДЛЬСД 

Введение 

Статистическая модель реальных газов учитывает силы при­
тяжения и отталкивания между молекулами и собственный 
объем молекулы : Согласно Ван-дер-Ваальсу, молекулы в пер­
вом приближении рассматриваются как твердые недеформируе­
мые шары, между которыми действуют силы притяжения. 

Если молекулы газа в среднем находятся на большом рас­
стоянии друг от друга, то взаимодействие между ними можно 
не учитывать. В этом случае только стенки резервуара удер­
живают газ от расширения. Напротив, при малом молярном 
объеме V т начинает сказываться взаимное притяжение молекул, 
которое проявляется в основном вблизи границ. Внутри 
газа действующие на частицу силы притяжения различных 
молекул взаимно уравновешиваются, тогда как на границе 

частица испытывает притяжение только с одной стороны 
(фиг. 27а). Тем самым уС"иливается действие внеШl;lего давления, 

о о 

Фиг. 27а. Силы притяжения, действующие на 
молекулу в объеме н на граннце реальною газа . 

которое также препятствует расширению газа. Таким образом, 
взаимное притяжение молекул приводит к возникновению допол­
нительного давления Pz (внутреннее, или когеЗИОJiное, давление). 

- Согласно статистической модели, давление вы3ыветсяя уда­
рами молекул. Сила притяжения, действующ~я на отдеJIЬНУЮ 
молекулу у стенки сосуда с газом, пропорциональна числу 
молекул и соответственно обратно пропорциональна молярному 
объему vтn • С другой стороны, внутреннее давление Р z про­
порционально числу сталкивающихся молекул, т. е. опять-таки 

обратно пропорционально молярному объему: Поэтому выраже­
ние для дополнительного давления можно представить в виде 

а 

PZ =Y2 
т 

(1. 1) 
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Согласно Ван-дер-Ваальсу, величина а в первом приближении 
считается постоянной, не зависящей от температуры. 

Чтобы учесть собственный объем молекул, в ур.авнении 
с~тояния из объема V т нужно вычесть некоторую величину Ь. 
При столкновении двух твердых шаров (фиг_ 27б) их центры 
»аходятся друг от друга на расстоянии, равном диаметру ша­
ров 2rs. Поэтому МОЖно положить, что эффективный диаметр 
одного из сталкивающихея шаров равен 4rs, а другого равен 

Фиг. 276. Эффективное сечение при CTOJ1K­
Н06ении одинаковых молекул . 

с данной молекулой столкнутся все те молекулы 
(J. 2, 3, ' 6, 7), . центры которых (+) окажутся 
внутрн сферы взанмодействия с диаметром, рав­
ным 4rs. 

нулю. Тогда эффективный объем столкновения для первой 
частицы оказывается равным 4/зn (2r,S)3, т. е. в 8 раз больше 
собственного объема, в то время как для второй частицы объем 
столкновения равен нулю . В среднем эффективный объем столк­
новения равен учетверенному собственному объему, т. е. в рас­
чете на 1 кмоль имеем 

b=4NA ;nr!. (1.2) 

Подставив поправочные члены (1.1) и (1.2) в уравнение состоя­
ния, получим для 1 кмоль реального газа уравнение Ван-дер­
Ваальса: 

(Р + v~) (V m-Ь) = RT ( 1.3) 

Если газ содержит n кмоJiеи вещества, то измеренный объем 
газа V и его молярный объем V т связаны соотношением 

Vm=!..V. (1.4) 
n 

Учитывая (1.4), из (1.3) получаем 

(Р+~~)(V-nЬ)=nRТ. (1.5) 
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Пример 17 

СосуД , содержит 0,3 кмоль реального газа. Тогда уравнение СОСТOfIния 
Ван·дер : Ваальса имеет вид 

(p+o,~;a) (V-,0,3b) = 0,3RT. 

Разрешив уравнение Ван·дер-Ваальса (1.3) относительно 
давления, получим 

RT а 
р = V т - Ь - V:;' • (1.6) 

При достаточно больших значениях температур,:>' Т и моляр­
ного объема V т В уравнении (1 .6) существен только пер выи 
член. В этом случае, как и для идеального газа;' изотермы 
являются гиперболами. Если же , значения как Т, так и V т 
малы" то, согласно (1.3), реальный ~аз существенно отличается 
от идеального. Чтобы устано/3ить, в чем заключается это раз­
лич'ие, продифференцируем равенст,ВО (1 .6) по V m' Это дает 

( дР ) RT 2а 
'av т т = - (V,,;'-"'-b)2 + V~ , 

ба 

V~ 

Первая производная (1.7) равна нулю при 
RTV~ = 2a(V m~b)2. 

(1 .7) 

(1.8) 

(1.9) 

Для прибли~ещlOГО pt;HIIeH~~ этого ураВ,~ен~я ~yдeM считать 
поправочные ~лены а , И- ЬМ~Л,ь,ми и пр,е'н,~?р~~ем членом 2аЬ2 • 
Тогда уравнение (1.9) ~ере]{О,l(иТ в кваДI'>.ат~ое уравнение отно­
сительно V т' которое имеет ' сJIедуюriще корНи: 

' а --.la2 ' 4аЬ 
VМИН = RT- JI R2T2- RT ' 

а --.1 а2 , 4аЬ 
VMaKc = RT + JI ЮТ2 - RT . 

(1.10) 

При очень больших V т В выражении (1.7) существенно только 
первое слагаемое. Поэтому при уменьшении объема давление 
растет и при V = VMaKc проходит через максимум, в котором 

( дР ) ' (д2Р) aVm т=О, aV;' т < О. (1.11) 

При дальнейшем уменьшении объема давление должно падать 
вплоть до минимума при V = Vмин , где 

( д2~) > О. 
aVm т 

( 1. 12) 
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В действительности область изотермы V мин < V т < V мако, ' где 
(дР/дV m)Т > о, соответствует неусnwйчuвому состоянию, которое 
не реализуется, так как уже до этого (точка 2 на фиг. 28) 
происходит конденсация газа. В результате образуются ' Ме 

. фазы: жидкая и газообразная. В двухфазной оБJ!асти при 
уменьшении объема и неизменной температуре давление остается 
постоянным до тех пор, п'ока весь газ не перейдет В)lфДКQCТЬ 
(точка 1 на фиг. 28). Величина этого paBHOВ€CHOГO давления 

р 

!i(To) 

~-::Vi:-----"V 
k 

Фиг. 28. Изотермы реального газа. 
К - критическая точка. 

будет определена в § 3 настоящей главы . При дальнейшем 
уменьшении объема после полной ко~денсации газа давление, 
как видно из фиг. 28, резко возрастает. 

При увеличении Т оба корня (1.10) уравнения (1.9) сбли­
жаются. Из (1.10) имеем 

Vmakc-Vмнн=~ Va2 -4аЬRТ. 
RT 

(1.13) 

Критическая изотерма характеризуется тем, что максимум и 
МЩlИмум сливаются в точке, называемой критической. Согласно 
(1.11) и (1.12), в критической точке 

(1.14) 

и одновременно 

(:~J т;;;:: о (минимум), (д
2Р) -.' . 2 ~ О (максимум), 
дVm т 

т. е. 

(д
2Р) - =0 

дV;; т • 
(1.15) 

Таким оБРI;lЗОМ, критическая изотерма имеет точку nерегиба 
с горизонтальной касательной. Комбинируя равенства (1 . 14), 
(1.1·5) и (1. 7), получаем два уравнения для определения кри-



160 Гл. 3. Реальные газь! 

тических величин Р k' V k И Т k: 

RTk 2а 
(Vk-b) 2 + \1 = О, 

ба =0. 
V~ 

Кроме того, из уравнения Ван-дер-Ваальса имеем 

RTk а 
Pk =V-Ь-2 ' 

k- Vk 

(1 .16) 

(1.17) 

(1.18) 

Три условия (1.16)-(1.18) могут выполняться одновременно 
только в том случае, если кроме постояннь~х Bah -дер-Ваа,1Jьса 
а и Ь считать неизвестной и величину газовой ПОСТОЯННОй Я. 
Тогда получим 

Ь= Vk 

3 ' 
(1 . 19) 

Поэтому для каждого реального газа нужно вычислять инди­
видуальную газовую nQстоянную R, которая отличаеТся от уни­
версальной газовой nосmoянной N Ak идеа,льного газа . . Расч~т 
показывае.т, что эти инди:видуальные гаЗОВPlе постоянные ока­
зываются меньше универсальной газовой ПОСТОЩIНой, Т. е. 
R < N Ak. Поскольку газовая постоянная проп'ОРIlИ9Щlльна 
числу молекул в 1 кмоль, то отсюда следует, чТо в критическом 
состоянии часть молекул сильно сжатого газа связана в комп­
лексы. Поэтому индивидуальную газовую ПQСТОЯННУЮ, найден­
ную по формуле (1.19), используют только вблизи критического 
сuстояния, тогда как для СОСТОЯЩJЙ, достаточно удаленных от 
критического, где комплексЬJ уже распались, нужно пользо­

ваться универсальной газовой постоянной. 
Вообще при применении уравнения Ван:дер-Ваальса следует 

иметь ввиду, что вандерваальсОВЫ поправочные члены дают 
хорошее приближение в ограниченной области измеряемых 
параметров. При изменении параметров состояния газа, вообще 
rOBOPJl, изменяются и поправочные величины. 

Задачи 

1.1. Вычисление постоянных Ван-дер-Ваальса 

Критическая температура T/t, выше которой реальный газ не может 
сконденсироваться ни при каком, сиоль угодно высоком давлении, составляет 

для водорода 33,2 К . Измеренное критическое давление Pk , при ' котором для 
Т:;= r It на/lина~ся 190нденсация, равно 13,2 ат. Молярный объем V k для вода-
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рода в критическом состоянии равен 0,065 м3 . Вычислить постоянные Ван-дер­
Ваальса а и Ь и индивидуальную газовую постоянную R Д.1Я водорода в 
крити,ческом состоянии. Каково давление реального газа при температуре 
300 К , если молярный объем равен 1 м3? Чему равно давление при темпера­
туре 35 К и молярном объеме О, 1м3? Сравнить полученные данные с соответ­
ствующими величинами ' для идеального газа. 

Решение 

Согласно формулам (1.19), постоянные Ван-дер-Ваальса связаны с крити­
ческими величинами следующими 'соотноШениями : 

a= 3PkV:, b=~k, R=~ P;~k. (1.1.1) 

Подставив заданные значения, получим 

a = 3.13,2·0,0652 = О, 167 ат,м6/кмоль2 , 

1 
Ь=з · О,065 = 0,022 м3/кмоль, 

(1.1.2) 

( 1.1 .3) 

8 13,2·9,81·104·0,065 
R=з 33,2 6,763·103 < N Ak=8,314 · 103 Дж/(кмоль·К). 

(1.1.4) 

Чтобы найти давление при заданных значениях температуры и объема, раз­
решим уравнение Ван-дер-Ваальса относительно Р: 

RT а 
Р=У '-Ь -2" (1.1.5) 

т Уm 

ДЛЯ Т=ЗОО К и Vт = 1 м3 , т. е . для состояния, достаточно далекого от 
критического, получим из (1.1.5), считая R = N Ak =8,314·103 дж/(кмоль.l\): 

р_ (8,314,103.300 1 0 , 167 \ -25 8 
- 1-0,022 9,81.104 1) - , а-;. 

Для давления идеального газа имеем 

p=RT _8,314.103.300=254 
Ут- 1.9,81.104 ,ат, 

т. е . различие между этими результатами невелико . 
. Вычислим давление вблизи критического состояния для Т = 35, К, 

Vт =O,1 м3 , считая R=6,763·103 Дж/(кмоль·К): 

(
6,763.103.35 1 0,167) 

р= 01-0022981.104 "Qj2 =14,2 ат. 
t " , 

Давление идеального газа в этом случае составляет 

p=RT 
у 

8,314·103·35 
0,1·9,81·104 

29,7 ат, 

т. е. существенно отличается от давления реального газа, 

1.2, Критическ.ие параметры реального газа 

Для водяного пара в окрестности критического состояния вандервааль­
совы поправочные члены имеют следующие значения: 

а=2,03 ат,м6/кмоль2 , Ь=0,0183 м3/кмоль. (1.2.1) 

6 н. 3ак. 3270 
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Значение индивидуальной газовой постоянной, приведенное в табл. П. Х 1 1 
(см. приложения), равно 

R=O,602NAk = 5,008·103 Дж/(кмоль·К). (1 .2.2) 

Вычислить критические параметры водяного пара и сравнить указанные 
выше значения а и Ь вблизи критического состояния с приведенными 
liI табл. П.ХII. 

Решение 

Разрешив уравнения (1.16)-(1.18) относительно Ря , Vя , Тя , получим 

а 

РЯ =27Ь 2 ' 

Vя =3Ь, 
8а 

Тя = 27Rb' 

Подставив численные значения, находим 

Р 2,03 
я= 27.(0,0183)2 225 ат, 

Vk=3·0,OI83=O,055 м3/кмоль, 

8·203·981·104 
Tk =27.5,008.I03.0,OI83 643 К. 

(1.2.3) 

(1.2.4) 

(1.2.5) 

Найденные величины хорошо согласуются с измеренными критическими па· 
раметрами. С другой стороны, согласно табл. П.ХII, постоянные Ван-дер. 
Ваальса имеют следующие значения: 

а = 5,65 aT·MG/ KMO.lb 2 , Ь=О,031 м3/к~юль. (1.2.6) 

Эти значения дают лучшее согласие с экспериментальными данными для ком­
натной температуры, причем нужно брать R = N Ak = 8,314·103 Дж/(кмоль, К). 
Различие постоянных Ван-дер-Ваальса (1.2.1) и (1.2.6) иллюстрирует прибли­
женный характер уравнения Ван-дер-Ваальса и ограниченность области, 
в которой величины а и Ь можно считать постоянными. В широком днапазоне 
изменения параметров уравнение Ван-дер-Ваальса может дать хорошее согла­
сие с экспериментом только в том случае, если величины а, Ь и R не считать 
ПОСl'оянными. 

1.3. Внутреннее давление и эффективное сечение 

Вычислить с помощью постоянных Ван-дер-Ваа .lьса диаметр 2rs 
эффективного сечения столкновения для молекул азота. Чему равно внутрен, 
нее давление в азоте при Т = 400 К, Р = 2 ат? Критические величины для 
этого газа:Ря =34,8 ат, T k =-147°C, Vя =О,090м3/кмоль. 

Решение 

Постоянная Ь в уравнении Ван-дер-Ваальса равна учеТ9еренному собст­
венному объему [см. (1.2)]: 

16 3 
Ь=з лN A'S' 
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С другой стороны, согласно (1 .19), 

Ь- .!:'!. - 3 . 

Следовательно, 

\-'k = 16nNА г!, 
и для искомого диаметра имеем 

V-V;;-
2rs = --о 

2nNA 

Подставив численные значения, получим 

-V 0,090 = 2,9 · 10-10 
2rs - 2.3,14.6,02.1026 м. 
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(1.3.1) 

(1.3.2) 

Внутреннее давление, возникающее из-за притяжения между молекулами. 
описывается формулой 

а 

PZ=2' 
Vm 

Постоянная Ван-дер-Ваальса а есть [см. (1.19)] 

a = 3PkV~' 
Тогда получим 

Pz = 3P~V~ _ 
Vm 

(1.3.3) 

Молярный- объем при температуре Т и давлении Р определяется уравнением 
состояния. для приб.~иженного определения Vm воспользуемся уравнением 
состояния идеального газа : 

RT 
Vm = p' 

Комбиниру я равенства (1 .3.3) и (1 .3.4), получаем 

Р = 3PkV: P2 z R2p 

и для заданных значений находим 

Р - - 3·34,8·0,0902 (2.981.104' 2 -о 0029 
Z - (8,317. 103)2. 4002 ' ) -, ат_ 

(1.3.4) 

(1.3.5) 

Таким образом, по сравнению с внешним давлением в 2 ат внутреннее дав­
ление в данном случае имеет величину лишь порядка поправочного члена. 

1.4. Коэффициент расширения а, коэффициент давления ~, 
сжимаемость х 

Вычислить изобарный коэффициент расширения (х, изохорный коэф­
фициент давления ~ и изотермическую сжимаемость ~ водорода при темпе­
ратуре 8001\ и давлении 10 ат . Сравнить полученные результаты с аналоеич ­
ными для идеального газа. Использовать следующие величины из табл . П. ХН: 
а=5,65 ат,м6/кмоль2 , Ь = О,031 мЗ/кмоль. 

6* 
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Решение 

Названные величины определяются следующим обраЗОIII: 

a=~ lim V(P,T+dT)-V(Р,т)=~(аv) 
V _H~O dT V дТ р' 

(1.4.1) 

~=~ lim P(V,T+dT)-Р(V,т)=~(аР) , 
Р 6.T~O dT Р дТ v (1.4.2) 

%=_~ lim V (Т, P + dP)-V (Т, Р) 
V 6.р ~O dP 

1 (av) 
-у дР т' 

(1.4.3) 

Представим уравнение Ван-дер-Ваальса в виде 

f = (p+~ ) (V-b)-RT=O. (1.4.4) 

Тогда 

1 ( дV) 1 (af/aT)p 
а=у дТ р =- V (af/aV)p 

1 R 
V (P+ a;V2)-2а (V-Ь);V3· 

(1.4.5) 

При достаточно малых поправочных величинах уравнение 
приводится к виду PV=RT+bP-"-а/V, откуда 

Ван-дер-Ваащса 

R 1 ( Ь 2а) а ~ RT+bP-2а/V ~ Т I-y-+ PV2 • ( 1.4.5а) 

Аналогично из форму.l (1.4.3) и (1.4.4) имеем 

1 V-b 
%=- . = 

V . (P+a/V2)-2a (V-Ь);V3 

1 1 ( Ь а) = RTV/(V-Ь)2-2аjV2 ~p l-у+рV2 . (1.4.6) 

для изохорного коэффициента давления ~ из формул (1.4.1) и (1.4.3) получим 

1 (дР) 1 (aV/aT)p а . R I ( а ) 
~=p дТ v=-P (aV/aP)T %P=P(V-Ь)~Т l+ pV2 -

(1.4.7) 

Поскольку объем V в формулах (1.4.5) - (1.4 .7) входит только в поправочные 
члены, его можно найти из уравнения состояния идеального газа: 

V RT 8,314-103-800 678 3 
Р 10 .9,81.104 ' м. 

Цодставив в формулы (1.4.5а), (1.4.6) и (1.4.7) численные значения парамет­
ров, получим для реального газа 

1 ( 0,031 2.5,65) 
~800 1- 6,78 +10.6,782 =0,001275 K-l, 

~=8~0 ( 1+ 10~6~~82 )=0,001265 K-l, 

__ 1_(1_0,031+ 5,65 )_ 1 -1 
%-100 6,78 10.6,782 -0,0008 ат . 

По cpaBHeНIlIo со значением для идеального газа а отличается на 2,0%, 
~-Ha 1,2%, %-на 0,8%. 
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1.5*. Приведенное уравнение состояния 

I(ислород, водяной пар и водород находятся в критическом состоянии. 
Вычислить для этих газов приращение давления, если температура повы­
шается на 10 1( при постоянном объеме . I(ритические величины для этих 
газов приведены в табл. П.ХII. 

Решенне 

Подставим в уравнение Ван-дер - Ваальса (1.3) величины а, Ь и Я, 
женные, согласно (1.19), через критические постоянные Pk, Vk и Tk. 
имеем 

выра­

Тогда 

( 
3PkV: ) (v- Vk ) =~ PkVk Т P+---vz- 3 3 Tk • 

Переходя к безразмерным параметрам состояния 

T, ~ ;' 1. 

получаем приведенное уравнение состояния 

Разрешив его относительно Р г, находим 

рг=з~Тг 1-";'. 
r Vr 

(1.5.1) 

(1.5.2) 

(1.5.3) 

(1 .5.4) 

В критическом состоянии Р,. т r И V r равны еди нице . Если приведенная 
температура т r увеличивается на величину ~ при постоянном объеме, то для 
Р r имеем из формулы (1.5.4) 

Р = 8(1 +М _~=I +4~ (155) r 3-1 1 . . . 

Результаты дальнейших расчетов сведены в табл . 23. 
Таблица 23 

Расчет по приведенному уравнению состояния 

33,2 
154,3 
647,3 

13,2 
51 ,4 

225 

~=IOKJ T 

0,301 
0,0649 
0,0154 

Pr=I+4~ 

2,204 
1,260 
1,062 

Р, ат 

29,1 
64,8 

238,9 

Поскольку уравнения для реального газа носят приближенный характер, 
при исследованиях в более широком диапазоне изменения Р и Т приведен­
ное уравнение состояния целесообразно применять к газам с физически подоб· 
ными свойствами. 
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нение состояния в виде степенного ряда 

~p_v_=_n_R_T_(_I+ __ ~_+_n_~;_+ __ .. _·_) ~I, (2.1) 

или соответственно 

(2.2) 

Между коэффициентами уравнений (2.1) и (2.2) существует 
следующая связь: 

В' = В, С' = С;:2 . (2.2а) 

Уравнения (2.1) и (2.2) носят название вириальной формы 
уравн.ения состояния, а коэффициенты В, С, ... , В', С', ... 
называются вторым, третьим и т. д. виpuальными коэффици­
ентами. В большинстве случаев в уравнении состояния оказы­
вается достаточным ограничиться разложением до члена вто­

рого порядка. Уравнение Ван-дер-Ваальса можно считать 
частным случаем вириального уравнения состояния. Если учесть 
только поправку первого порядка, то получим соотношение 

B ~ b-iт 1· (2.3) 

Для вычисления параметров состояния реального газа в про­
стейшем случае, как и для идеального газа, нужно исходить 

из статистического интеграла. Однако в отличие от идеального 
газа Е;, т. е. энергия N частиц газа в i-й фазовой ячейке, зависит 
теперь не только от скорости частиц, но и от взаимодействия 
между ними. Поэтому следует записать 

(2.4) 

г де энергия взаимодействия Ew зависит от координат. 
Для статистического интеграла, учитывая (2.4), имеем [см. 

формулу (3.5) гл. 2] 

Z - _1 S ехр (_.!i.) dr-- hзN kT-
Г' 

+5'" +5'" ( p;,+ ... +P;N) 
= N!hзN . .. ехр - 2 J..Ik Т Х 

- 00 - 00 

(2.5) 
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Используя формулу Стирлинга 

N! =NN V2лN ~ NN 
eN eN 

И интегральное соотношение [см . формулу (1.1.9) гл. 2] 
00 

5 ехр ( - 2;;Т ) dp = V2Лf1kТ, 
-00 

получим для статистического интеграла 

Z = hЗ;:N(V2Лf1kт)ЗN, S··· S ехр ( - :~) dХl " .dzN· (2 .6) 

Умножив числитель и знаменатель на VN, можно записать 
выражение (2.6) в виде : 

Z = Zид v~ S ... S ехр ( - ~~) dx1 · • • dZN 

причем через 

NVN Z = _е __ (2л kT)3N /2 
ид hзNNN f1 

(2.7) 

[см. формулу (3.1.8) гл. 2] обозначен статистический интеграл 
идеального одноатомного газа. 

В дальнейшем индексом "ид" всегда будут отмечаться вели­
чины, относящиеся к идеальному газу. 

Для идеального газа интеграл в формуле (2 .7) равен VN. 
ДЛЯ реального газа со слабым взаимодействием между моле­
кулами можно положить 

v~ 5 ... 5 ехр (- :~) dXi'" dzN = 1-б, (2.8) 

где б-малая поправка. 
Учитывая (2.8), для свободной энергии реального газа получим 

р= -kТ lnZ =Fид-kТ lп (1-б) 1. 

Для давления имеем 

(2.9) 

Оборвем уравнение состояния (2.1) на члене со вторым вири­
альным коэффициентом и сравним его с (2 .9), тогда получим 

д Iп (1- 6) n2N АВ (2.10) 
дV --УГ-
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Учитывая, что для малых значений I б I ~ 1 справедливо соот­
ношение 

lп(l-б) = -б, 

и интегрируя уравнение (2.10), находим 

б _ n2NАВ --v- (2 . 11 ) 

Тогда статистический интеграл для реального газа со сла­
бым взаимодействием между частицами можно представить 
в виде: 

(2 . 12) 

Отсюда для свободной энергии реального газа находим 

(2.13) 

Для второго вириального коэффициента из формул (2.8) и (2.11) 
имеем 

В= n~~ А= n2~ А (l-v~ S ... S ехр ( - ~~) dXJ" .dZN ) , (2.14) 

или иначе 

(2.15) 

Вообще говоря, взаимодействие между двумя молекулами пре­
небрежимо мало. Только при столкновении частицы на корот­
кое время сближаются настолько, что вносят заметный вклад 
в статистический интеграл. 

Пусть рассматриваемое количество газа настолько мало, 
что за короткий промежуток времени не более двух частиц 
могут подойти достаточно близко друг к другу. Поскольку 
энергия и энтропия - величины аддитивные, это предположение 

не ограничивает общности приведенных рассуждений. Таким 
образом, выведенные формулы для физических параметров со ­
стояния реального газа справедливы для сколь угодно боль­
ших количеств газа. Действительно, требование, ' что величи­
на n должна быть достаточно малой, в дальнейшем можно 
опустить , т. е. произвести суммирование по всем малым объемам. 
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Возможное число пар взаимодействующих молекул среди N 
молек ул газа составляет N (N -1) /2. Если обозначить сталки­
вающиеся частицы индексами 1 и 2, то из формулы (2 . 15) по­
лучим 

В = 2:)~ln2~A 5 .. . 5 [1- ехр ( - :~) ] dX1 .. '. dz2dхз ... dzN · 

(2.16) 

Энергия взаимодействия е12 между первой и второй частицей 
зависит только от относительных координат 

Если, кроме того, ввести координаты 

+ х! + Х2 
Х =-2-' Y

+=YJ + Y2 
2 ' 

то для интеграла в (2 . 16) имеем 

5 ... 5 ( 1-ехр ( - :~ ) ) dx1 • •• dz2dхз · .. dZN = 

(2.17) 

(2.18) 

= VN
-

2 5 ··· 5 [ l-ехр ( - :~) ] :(~x~: .·. ·.·,'г;; dx- ... dz+. (2.19) 

Учитывая соотношения , вытекающие из формул (2.17) и (2.18) 

2х+ + х-
х) = 2 ' 

2х+ -х-

2 

получим для детерминанта преобразования в (2.19) 

0 ,5 О О 
О 0 ,5 О 

д (хl, ""г2) О о 0 ,5 
д (х- г+)--:- 1 О О , .. . , о 1 О 

О О 1 

Принимая во внимание, что 

И ~ dx + dy+ dz~ = V, 

и учитывая, что при N~ 1 

N (N -1) ~ N2 = n2N~, 

-0 ,5 О О 
О -0 ,5 О 
О О -0,5 
1 О О 
О 1 О 
О О 1 

(2.20) 

(2,.21 ) 

находим из формулы (2.16) в сочетании с (2.19) и (2.21) связь 
между вторым вириальным коэффициентом В и- энергией взаи­
модействия е12 : 

в = N; 555 ( 1- ехр ( - :~) ) dx- dy- dz- . (2.22) 
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Если теперь перейти от относительных координат Х -, у-, г­
к сферическим r, 8, <Р, то для случая изотропных сил взаимо­
действия выражение (2 .22) можно записать также в виде 

в = 2лN А 5 [1-ехр ( - ek~) ) ] r 2dr . (2.23) 

Здесь введено обозначение 812 = 8 (r), где r- расстояние между 
центрами тяжести обеих частиц. 

При теоретическом вычислении второго вириального коэф­
фициента В по формуле (2.23) нужно предполагать, что потен­
циал 8 (r) межмолекулярных сил известен. С другой стороны, 
измеряя вириальный коэффициент В, можно получить сведения 
о свойствах этих сил. 

Е 

'---t----::::::==.....-~r Фиг . 29. Распределение потенциала в модели 
жестких упругих молекул. 

При r < 2rS потенциал е имеет бесконечно большую вели­
чину. 

в простейшей модели молекулы рассматриваются как жест­
кие упругие сферы. Соответствующий потен'циал изображен 
на фиг. 29. В этом случае сближению центров тяжести мо­
лекул на расстояние r < 2rs (гs-эффективный радиус молеку­
лы) препятствуют бесконечно большие силы отталкивания, т. е. 

1 8 (r) = 00 при r < 2r5 /. (2 .24) 

Наоборот, при большем расстоянии между центрами тяжести 
молекул возникают силы притяжения, которые убывают при 
увеличении r. В этой области потенциал имеет вид 

e(r) = - !m при r>2rs (2.25) 

Наилучшее согласие с экспериментом получается при т = 6. 
Потенциал Леннард-Джонса (фиг. 30) 

е (r) = .:!:.._1.. ,n Г/Л (2.26) 
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состоит из двух членов, описывающих отталкивание и притя­

жение. Наилучшее согласие между теорией и экспериментом, 
как и в модели жестких у пр у гих сфер, получается при т = 6, 

(, ТО-Дж 

1 f---!-----+-

O~~~----+-~ 

_1L---L---~_ 

Фиг. 30. Распределение потенциала в модел и 
Леннард-Джонса. (По работе [19].) 

тогда как в члене, описывающем отталкивание, показатель 

n должен быть больше 9. Чаще всего принимается n = 12. 

Фиг. 31. Потенциал Букингема . (По р аботе [19]. ) 

Для второго вириального коэффициента при исполь зовании 
модели Леннард-Джонса после тр удоемких вычислений полу­
чаем по формуле (2.22) 

в = 2; NА ( ~у у/(n-m) [г ( n n 3)_~i:г(rmn 3) :;J ,(2 .27) 
г=l 

где 

(2.27а) 

Еще большей точности удается достичь при использовании 
потенциала Букингема, который можно представить в виде 
(фиг. 31): 

e(r)= I~om {; ехр [C ( I-~ )J-(rro)т} 
(2.28) 

с 
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Задачи 

2. J. ВириальнаJl форма уравнения Ван-дер-Ваальса 

Согласно табл. П.ХII, вандерваальсовы поправочные члены для азота 
составляют: а = 1,39 ат,м 6jкмоль2 , Ь=0,039 м3/кмоль. Найти отсюда вириаль­
ные коэффициенты В и С. Вычислить температуру Бойля Т В, т. е. темпера­
туру, · для которой 

дРУ 
дfГ=O, 

или соответственно 

В (Т)=О. 

Какова величина вириального коэффициента В для Т = Т в ± 50, ± 100, ± 150, 
±2500 С? 

Решение 

Из уравнения состояния Ван-дер-В-аальса (1.5) имеем 

(Р+ ~~) (V-nЬ)=nRТ. (2.1.1) 

Запишем это уравнение в виде 

nRT n2а nRT ( nЬ n2Ь 2 rш ) 
P=V-nb-lf2=-V- I+V + 2VZ +"'- RTV . (2.1.2) 

Сра~нивая у~авнение (2.1.2) с вириальной формой уравнения состояния (2.1) 

nRT ( nВ n2С ) 
Р=у 1+y+~+'" , 

получаем для вириальных коэффициентов В и С: 

а 

В=Ь- RT ' 

Ь2 

С=т· 

(2.1.3) 

(2.1.4) 

(2.1.5) 

Если же использовать другую вириальную форму уравнения состояния 

ру =n (RT-t.iЗ'Р +С' Р2+ .. . ), (2.1.6) 

то решая его методом последовательных приближений относительно Р, 

nRT nв' ( nRT ) 
P=V--+V -у-+'" + ... , 

получим члены высшего порядка по n 

Р _ nRT (l+nB' + 2 В'2+ C'RT+ ) -v V n У2 .... 

Сравнивая с формулой (2.1.3), отсюда имеем 

В'=В, 

C=B,2+C'RT. 

(2 .1.7) 

(2.1.8) 
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Температуру Бойля найдем из формулы (2.1.4) 
а 

TB = bR· (2.1.9) 

Подставляя численные значения параметров, находим температуру Бойля для 
азота 

ТВ 
1,39 .9,81·104 

0,039· 8,314·103 
420 К. 

Как видно из табл. 25, расхождение между измеренными и вычисленными 
значениями В довольно велико. 

Таблица 25 

Второй вириальный коэффициент 
В (Т) дЛЯ N 2 

В, м3jкмоль В, м3 jкмоль 
Т, К (измер.) [вычисл. по (2.1.4)] 

170 -0,052 
270 -0,010 
320 -0,0004 
323 О 
370 0,006 
420 0,011 
470 0,015 
520 0,018 
570 0,021 
670 0,024 

-0,057 
-0,022 
-0,012 
-0,012 
-0,005 

О 
0,004 
0,007 
0,010 
0,015 

Численное значение второго вириального коэффициента для Т=ТВ­
-100K = 320 К, согласно формуле (2. 1.4), равно 

_ ( _1,39.9,81.104 )- 3 
в - 0,039 8,314.103.320 -- 0,012 м jкмоль. 

Остальные значения В (Т) указаны в табл. 25. 
ДаJIее, по формуле (2.1 .5) получаем 

С = О,76.10- 3 м6jК~lOль2. 

2.2. Термодинамические потенциалы газа Ван-дер-Ваальса 

Сосуд объемом V = 5 л содержит 1 г гелия при 400 К. Вычислить свобод­
ную энергию F, вн утреннюю энергию U и энтропию s. Как изменятся эти 
величины при нагревании газа до 500 К, если объем остается постоянным? 
Гелий считать газом Ван-дер-Ваальса с постоянными а = О,035 ат.м6jК~lOль2, 
Ь = О,024 м3jкмоль , R =NAk (см. задачу 3.1 гл . 2). 

Решенне 

Свободн ая энергия реальн.ого газа, согласно формуле (2.13), равна 

F-F +n2
RBT 

- и д V (2.2.1) 
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Подставив сюда выражение (2 .3) для второго вириального коэффициента газа 
Ван-дер-Ваальса, получим 

n2 

F = Fи/J. +V (RbT-а) 

для энтропии имеем 

S = -(~~)v=SИД-n2 ~ [д~(вТ)Jv. 
т . е. для газа Ван-дер-Ваальса 

S = Sи/J.- n
2
R!J 
V 

Внутренняя энергия равна 

n2RТZ дВ 
U = F+ ТS = Uид--у- дТ' 

т. е. для газа Ван-дер-Ваальса 

n2а 
u = uид-v ' 

(2.2.lа) 

(2.2 .2) 

(2.2.2а) 

(2.2.3) 

(2.2.3а) 

Формула (2.2.3) отражает тот факт, что при увеличении объема производится 
раБQта против сил ПРI:Iтяжения между частицами газа. При этом внутренняя 
энергия газа увеличивается. 

Из (2.2.lа) находим изменение свободной энергии при ИЗохорном повыше­
нии температуры 

n2 Rb 
М=Мид+ ---у- ~T. (2.2.4) 

Таким образом, изменение свободной энергии при изохорном процессе зависит 
еще и от вандерваальсова поправочного члена Ь. С другой стороны , для из­
менения энтропии и внутренней энергии из формул (2 . 2.2а) и (2.2.3а) имеем 

~s = ~sид, ~U =~ Uид' (2.2.5) 

Согласно задаче 3.1 гл. 2, число киломолей В данном случае составляет 

N 10- 3 
n= N А = 4,00з=0,25 . 10-3, 

а для параметров состояния идеального газа при 400 К имеем 

Fид = -II,52 кДж, Sид= 3I,9Дж /К, Uид = 1242 дж. 

Изменения при изохорном 
ляют для идеального газа 

нагреве до 500 К, согласно задаче 3.1 гл. 2, состав-

дFид = -394 дж, дUид = 310 дж. 

Поправку к своБQдной энергии газа Ван-дер - Ваальса получим из (2 . 2.lа): 

F -Fид = (o,~~;~0~ 3)2 (8,314 . 103.0,024.400-0,035.9,81.104) = 0,96 дж. 

для поправки к ЭНТРОП'ии и к внутренней энергии имеем соответственно 

-s = - (0,25 . 10- 3)2. 8,314.103.0,024=0 0025 Д /К s ид 5 . 10-3 ,ж • 

(0,25·10- 3)2 ·0 ,035·9,81.104 
u-uид =- 5 . 1.0 3 -0,05 дж . 
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Следовательно. поправка к внутренней энергии также имеет незначительную 
величину-. 

Для изменения свободной энергии при изохорном нагреве от 400 до 500 К. 
используя формулу (2.2.4). получаем 

дР-дР - (0.25.10- 3)2.8.314·103.0.024·100 =025 Д 
ид - 5.10 ~ • ж . 

Тогда можно написать 

др = др ИД = - 394 Дж. 

Ошибка за счет пренебрежения поправочными членами а и Ь в данном случае 
оказывается несущеетвенной . 

2.3. Удельная теплоемкость газа Ван-дер-Ваальса 

Вычислить для гелия молярную теплоемкость при постоянном объеме и 
постоянном дав.lении. Вывести форыулу дЛЯ СР -С1I ИХ =СР/С1I И определить 
их значения при температуре 50 К и давлении 20 ат (а = 0,035 ат, м6 /J(моль2 , 
Ь=0.024 м3/кмоль). 

Решение 

Согласно формуле (2 .7) гл. 2. молярная теплоемкость при постоянном 
объеме определяется выражением 

Cv=T(~;)v' (2.3.1) 

тогда как для теплоемкости при постоянном давлении. согласно формуле (2 .9) 
гл. 2. имеем 

Ср=Т (~~)p=(~~)p' (2.3.2) 

Используя выражение для энтропии газа Ван-дер-Ваальса 

n2 Rb 
S = Sид - --v- . 

получим из формулы (2.3.1) 

(2.3.3) 

Следовательно. если говорить о теплоемкости при постоянном объеме. то в этом 
отношении газ Ван-дер-Ваальса ведет себя. как идеальный . Поэтому. согласно 
закону равнораспределения, можно написать для газа Ван-дер-Ваальса (см. 
задачу 2.3 гл. 2) 

C
v 

=,N Ak =,R 
2 3 . (2.3.4) 

Для одноатомного гелия , f = '3. Тогда 

3 
CV = 2"R = 2.98 ккал/кмоль·К 

есть теплоемкость гедия, если считать его г.азом Ван-дер-Ваальса. 



§ 2. Парам.етры состояния реального газа 177 

Для определения теплоемкости при постоянном давлении найдем энталь­
пию газа Ван-дер-Ваальса , для чего воспользуемся формулами (2.2.3) и (2.1): 

(2.3.5) 

Это выражение с точностью до членов второго порядка малости можно пред­
ставить в виде 

Н=НИД + n2~T (В-Т ::) =Нид+nР (В-Т ::) . (2.3.6) 

Подставим выражение (2.3.6) в (2.3.2) при n = 1. Тогда получим 

Ср = (~~) р = (д:;д) р +Р д~ ( В-Т ~~) . (2.3.7) 

Учитывая формулу (2.3), согласно которой 

а 

В=Ь-RT' 

получим окончательно 

(2.3.8) 

Отсюда имеем для разности теплоемкостей . 

, ~ ~P 
Cp-Сv=Срид-Сvид+Р RP =R+ RP (2.3.9) 

и для показателя адиабаты 

Ср 2аР 

Х=с=Хид+ С RP v vид 

(2.3.10) 

В ' отличие от идеального газа теплоемкость Ср, а из-за этого и показатель 
адиабаты x=Cp/Cv газа Ван-дер-Ваальса зависят от давления Р. Из фор­
мулы/ (2.3.8) получим для гелия при 50 l( и 20 ат: 

52·0,035· (9,81.104)2.20.2,388. 10- 4 
СР =2 R+ 8,314.103.502 

= (4,967 + 0,155) = 5,122 ккал/(кмоль ·Ю. 

ИЗ формулы (2 .3.9) следует 

С p-Cv = 1,987 + 0,155 = 2,142 ккал/(кмоль·l(), 

а из формулы (2.3.10) имеем 

Ср 5 0,155 
х=с;-=з+ 1,5.1,987 1,718. 

Таким образом, заметные отклонения этих величин от их значений для иде­
ального газа должны наблюдаться при высоких давлениях и низких темпе­

ратурах. 



178 r л. 3. Реальные газы 

2.4. Параметры состояния многоатомного газа 
Ван-дер-Ваальса 

Вычислить внутреннюю энергию U и энтропию S для 2 л НСI при 300 К 
и давлении 40 ат. Каковы значения теплоемкосtей С р и Cv для хлористого 
водорода? Рассматривать НСI как газ Ван-дер- Ваальса (а=0,922 ат·м6 /кмоль2 , 
Ь=О,020 м3/кмоль). 

Решение 

Будем считать, что формулы, выведенные в § 2 настоящей главы для 
одноатомного газа, справедливы и для MHoroaTOMHorO. Как показано в за­
даче 3.2 гл. 2, для идеального газа число киломолей составляет 

_ N _ PV -3 14 10- 3 
nид - N А - RT -, . (2.4.1) 

Параметры состояния для 
следующую величину: 

идеального газа, согласно задаче 3.2 гл. 2, имеют 

ио = 19,6 кДж, So = O,493 кДж /К. (2.4.2) 

Здесь учтены добавки за счет поступательных и вращательных степеней сво­
боды. для случая реального газа введем сначала поправку в число киломолей. 
Согласно формулам (2.2) и (2.2а), имеем 

PV 
nг = RT + BP' 

Вириальный коэффициент В в настоящем случае равен для Т = 300 К: 

а ( 0,992 .9,81,1 04) 
В=Ь- RT = 0,020-8,314.103.300 = -0,016 м3/кмоль . 

Отсюда следует, что число киломолей есть 

40.9,81·104·2·10- 3 
nг = 8,314. Ш1.300-0,ОI6.40.9,81.104 3,22·10-3. (2.4.3) 

Вычисленные в задаче 3.2 гл. 2 параметры (2.4 .2) нужно умножить на отно, 
шение 

~ = 3,22 = 1 ,026; 
nид 3,14 

тогда получим 

Uид = 20,1 кДж, Sид = 0,506 кДж/К. 

Учитывая поправки Ван·дер.Ваадьса, имеем 

n2 

F-Fид=v(RЬТ-а), 

n2а 
U-Uид=-у. 

n2Rb 
S-Sид= -у-' 

Подставляя численные значени я, получаем 

U = 20,1-0,5 = 19,6 кДж, 

S=0,506-0,001 = 0,505 кДж/К. 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

(2.4.6) 
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N\олярная теплоемкость при постоянном объеме составляет 

5R 
СV =СVИn ="2=4,967 ккал/(кмоль,К) (2.4.7) 

для молярной теплоемкости при постоянном давлении из формулы (2.3.9) 
имеем 

2аР 
Cp=Cv+R+ RP' (2.4.8) 

Подставляя значения, приведенные в условии, находим 

6,965 ккал/(кмоль, К). 

2.5. Эффект Джоуля - Томсона в газе 8ан-дер-8аальса 

Трубка, заполненная кислородом, разделена пористой перегородокой на 
две камеры (фиг. 32). С помощью равномерного перемещения поршнеи в ле­
вой камере поддерживается давление Р А, а в правой - давление Р В < Р А' 

Спеченное сте/то 

Фиг. .32. Схема установки для 
наблюдения эффекта Джоуля­
Томсона. (По работе [21].) 
Термопары ВКJ1ючены навстречу друг 
другу. поэтому прибор Th показывает 
разность температур Т А - Тв' 

При этом газ перетекает из левой камеры в правую через отверстия в пе­
jilегородке. Сначала объем левой камеры равен V А, а объем правой равен 
нулю. В конце процесса объем правой камеры становится равным V в > V А, 
а объем левой - равным нулю. Предполагается, что система теПЛОИЗ0лирована. 
Вычислить изменение температуры при следующих начальных значениях Пil­
раметров: ' Р А = 250 ат, Р в = 1 ат, Т А = 273 К. Считать используемый г аз -
кислород-газом Ван-дер-Ваальса. Для поправок Ван-дер-Ваальса использОвать 
значения, приведенные в табл. П. Х 11: а = 1,40 ат· м6/кмоль2 , Ь = 0,032 мЭ/кмоль. 

Решение 

Речь идет о нестационарном процессе, при котором сохраняется энталь­
пия . В самом деле, над газом, находящимся слева от поршня, производится 
механическая работа Р AV А, а газ, находящийся справа, наоборот, произво­
дит работу PBV в. В результате внутренняя энергия возрастает на величину 
Р А V А - Р BV в. Обозначая внутреннюю энергию в начальном состоянии че­
рез И А, а в конечном состоянии через И в, получаем тогда, что 

UB = UA + PAVA-PBVB' 

Следовательно, энтальпия в течение процесса остается постоянной 

НА = U А +Р AV A=UB + PBV в=Нв. 

(2.5.1) 

(2.5.2) 
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Следовательно, решение дифференциального уравнения (2.5.8) имеет вид 

РВ-РА 

ер 

Т А-ТВ 2а 1 2a-ЬRТв 
Ь -Ь2R П2а-ЬRТА ' 

П реобразуем второй 

In 2a-ЬRТв 
2a-ЬRТ А 

член в правой части 

In [1- bR (Тв-Т А) ] 
2a-ЬRТ А 

Если выполняется условие 

bR I Т А -ТВ I ~ /2a-ЬRТ А /, 

(2.5.11) 

то можно воспользоваться приближенной формулой In (1 +х) = х, справедли­
вой при I х I ~ 1. Тогда и з выражения (2 .5.11) и меем 

TB-ТА =( R2;А-ь ) Рв~РА, (2.5 .12) 

что совпадает с приближенной формулой (2 .5.9). 
Подставляя численные значения, получаем 

6.Т = (2,1,40.9,81 ,104 -о 032) (-249) .9,81.104 К =-750С 
8,314.103·273' 3,5·8,314·1')3 . 

Расширение газа через пор истую перегородку, при котором его давление 
падает до 1 ат, сопровождается понижением температуры на 75" С. 

2.6. Силы между молекулами в модели твердых упругих сфер 

в модели твердых упругих сфер ИСПОJ1f.зуется следующее приближение 
для потенциальной энергии вза имодействия между молекулами реального газа: 

r < 2rs, ( 00, 

8 (г)= 1 _.1. (2.6.1) 
~ , m ' 

причем наилучшая аппроксимация достигается при т = 6. Как зависят пара­
~leTpbI rS и ~ потенциала (2.6.1) от . поправочных чле нов Ван-дер- Ваальса а 
и Ь, еСJIИ считать, что тем пература достаточно высока? Какие значения 
п ринимают ~ и rs для молекулы водорода? Согласно табл. П.ХII имеем а = 
= 0,194 ат,м6 /кмоль2 , Ь = 0,022 м3/к моль. Вычислить максимальную силу 
притяжения между двумя молекулами водорода. 

Решение 

Согласно формуле (2 .23), второй вириальный коэффициент определяется 
силами взаимодействия между молекулами 

00 

B = 2nNA ~ [1_ e - 8 ( f)/kТ] г 2 dr. 
о 

(2.6.2) 

Второй вириальный коэффициент В связан с постоянными' Ван-дер-Ваальса 
а , Ь соотношением 

(2.6.3) 
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Разобьем область интегрирования на два интервала: от нуля до 2,s и от 2,s 
до бесконечности. В первом интервале е = 00, поэтом у имеем 

JS (1_ e - е/k Т) ,2 d, = 2SS ,2 d, = 8;~ . (2.6.4) 
о о 

Поскольк у , согласно предположению , рассматривается область высоких тем · 
ператур, можно считать, что во второй области интегрирования потенциаль­
ная энергия вза имодействия мала: 

l e (,) \ ~ kT . 

Разложив подынтегральное выражение в ряд, получим 
~ ~ s (l_ e - Е (,)/kТ),2 d, = k~ 5 е (,),2 d,. (2.6.5) 

2,s 2,s 
Заменяя 8 выражением (2.6.1), находим 

w 5 е (г), 2 d, = - !Т 5 ,:~ 2 = (m-3) (;'~)"'- ЗkТ . (2.6.6) 

2,.S 2,S 

Подстэвим В формулу (2.6.2) выражения (2.6.4), (2.6.6) и (2.6.3). Это дает 

Ь - ;т =2лNА [8~~ - (m-3) (;'~)"'- 3 kTJ . (2.6.7) 

Сравнивая коэффициенты в (2.6.7), имеем 

2лN~~ 
а (m -3) (2,s) IIl -З' 

а также уже выведенное соотношение (1 .2) : 

2л 
Ь=т N А (2rs)3. 

Разр ешая формулы (2.6.8) и (2.6.9) относительно 2rs и ~, находим . 

УЗiJ 
2,s = 2лNА ' 

и для m=6 
9аЬ 

~= 4л2N~ . 
Из формул (2.6. \О) и (2.6.11) следует, что для водорода 

V 3·0,022 26 10-10 
2,s= 2.3, 14 .6,02.1026 = , . М, 

R 9 ·0,194 ·9,81·\04·0 ,022 =44.10-79 Д . 6 
l' 4.3,142.(6,02.1026)3 ' Ж м. 

(2.6.8) 

(2.6.9) 

(2.6.10) 

(2.6.11) 

Силу притяжения между двумя молекулами находим, используя формулу 
(2.6.1) : 

F = - de
d
(,)=_ ~.:!..'-'" = m~l' (2.6. 12) 
, d, ,"'+ 
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Она имеет наибольшее значение на левой границе области определения е (г), 
т. е. при г = 2г s. Поэтому максимальная сила притяжения равна 

m~ 
F (2г s) = (2rs)m + 1 (2.6.13) 

Подстановка численных значений дает 

6·44·10-79 
F (2rs) = (2,6.10 10)7 3,3.10-11 Н =3,4·10-12 кгс. 

2.7*. Вычисление молекулярных параметров 
для модели Леннард-Джонса 

Оптические исследования кристаллической решетки дают для равновес­
ного расстояния 2г s = г О между двумя атомами аргона величину: 

,o=3,82.10-10 м. 

Температура Бойля Т в для аргона, согласно табл . П. Х II 1 (см. приложение), 
составляет 410 К . Вычислить по этим данным постоянные а и ~ потенциала 
Леннард-Джонса 

а ~ 
е (г)=гn---,-т , (2.7. 1) 

считая т=6, n = 12. 
Вычислить В (Т) дЛЯ Т = 300, 400, 500, 600 и 700 К. '{ему равна потен­

циальная энергия в минимуме? Каковы значения притягивающей и оттал­
кивающей сил на равновесном расстоянии го? 

Решение 

На равновесном расстоянии г = г О энергия взаимодействия е (г) имеет 
минимум. Поэтому 

( ~) =-~+~=O. (2.7.2) 
дг г=го г(/1 г'3+ 1 

При r..:....r О отталкивание между частицами должно стать больше, чем при­
тяжецие. Отсюда следует, что, вообще говоря, n > т. Далее, запишем 

~=; гn~m . (2.7.3) 
о 

В модели Леннард-Джонса второй вириальный коэффициент В определяется 
выражением (2.27). Используя табулированные значения Г-функции, для 
т=6 и n= 12 получаем 

где 

2n /а ( 6 )'/< [1 226-0 906 (~)'/2 _ 
В=зNАV 13 Т ' , т 

- 0,153 ~ -0,0378 ( ~ )'/2 -о,О096( ~ У -0,0024-( ~ )'/' - ... ], 

(2.7.4) 

(2.7.5) 
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Учитывая, что В (Т в) = О, находим в первом приближении из первых двух 
членов этого ряда величину е при Т=Тв =410 К: 

(2.7.6) 

Затем с помощью метода последовательных приближений Ньютона из выра· 
жения (2.7.4) определяем 

8=479 К. (2.7.7) 

Равенства (2.7.3) и (2.7.5) представляют собой два уравнения для определе· 
ния двух неизвестных величин а и ~. Возводя равенство (2.7.3) в квадрат, 
подставляя в формулу (2.7.5) и разрешая, полученное уравнение относи· 
тельно а, находим при заданных численных значениях 

е 12 479·1,38·10-23 (3,82.10-10)12 
a=-kro= 1,6.10- 134Дж . м 12 . (2.7.8) 

4 4 

Значение ~ вычислим по формуле (2.7.5): 

~= yeka= у 479·1,38·10-23·1,6·10-134 = 1,0.10-77 Дж,м6 • (2.7.9) 

Подставив найденные величины в выражеflие (2.7.4), определим значения 
В (Т); они приведены в табл. 26. 

Таблuца 26 

Значения В (Т) дЛЯ аргона в модели Леннард-Джонса 
при n = 12 и m = б 

Т, К 300 400 410 500 600 700 

в (Т), м3jкмоль -0,022 -0,001 О 0,007 0,010 0,012 

Используя вычисленные значения параметров, вычислим минимальное 
значение потенциальной энергии по формуле (2.7.1): 

1,6.10-134 10-77 
е (го) (3,82.10-10)12 (3,82.10-10)6 -1,56·-10-21 Дж. (2.7.10) 

Чтобы найти силу притяжения, продифференцируем энергию по координате г: 

F (г)= аеа(г) =- n~1 + m~1 • (2.7.11) 
г г& г~ 

Следовательно, сила притяжения при равновесном расстоянии г = г О равна 

m~ 
F + (го) = tnН 

ГО 

6·10-77 
(3,82. 10 -10)1 

5,0·10-11 Н. 

То же значение получается для силы отталкивания. 

2.8*. Молярная теплоемкость газа Леннард-Джонса 

(2.7.12) 

Аргон находится при тем перату ре Т = 500 К и под да влением Р = 200 ат. 
Вычислить Ср и Cv ' 
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Решение 

Воспользуемся формулами (2.7) гл. 2 и (2.4.16) ГЛ.2: 

Cv=T ( :~ )v· (2 .8. 1) 

С =С _ T(дP/дT)~ 
Р v (aP/aV)r (2.8.2) 

Будем исходить из уравнения для кмоль реального газа, которое имеет вид 
[см . (2.1)] . 

PV=RT (1+ ~ )=RT+BP (2.8.3) 

Для энтропии 1 кмоль В соответствии с формулой (2.2.2) запишем 

R д 
s=sиll. -v дТ (ВТ). 

Подставляя это выражение в формулу (2 .8. 1), получаем 

RT д2 (ВТ) (дВ д2В) 
Сv=Сvид-у дТ2 Сvид-Р 2дТ+ТдТ2 • 

Учитывая при дифференцировании, что В = В (Т), из формул (2.8.2) 
найдем теплоемкость при постоянном давлении 

dB 
Cp =Cv +R+2P dT' 

(2.8.4) 

(2.8.5), 

и (2.8.3) 

(2.8.6) 

Чтобы приближенно вычислить в формуле (2.8.5) поправочные члены для мо­
дели Леннард-Джонса, заменим дифференциалы конечными разностями: 

dB =..!..[В (Т+дТ)-В(Т) + В (Т)-В (Т-ДТ)] = 
dT 2 ДТ ДТ 

В(Т+дТ)-В(Т-Ш) 

2дТ 
(2.8.7) 

Аналогично можно написать, применяя приближенную формулу (2.8.7): 

' d2B d В(Т+дТ)-В(Т-дТ) 
dP =dT 2ДТ 

в (Т +2ДТ)-2В (Т)+В (T-2дТ) 

4дТ2 

(2.8.8) 

Для 'численного расчета положим в формуле (2.8.7) ДТ = 100 I\ и используем 
данные табл. 26. Тогда имеем 

(
dB) = 0,012+0,001 6,5.10-5 м3/(кмоль, Ю. 
dT 500 200 

Из формулы (2.8.8) имеем при дТ = 50 I\ 

(d2B) 0,010-2·0,007-0,001 -5.10-7 м3/(кмоль .I\2). 
dP 500 4·502 

Подставляя эти значения в формулу (2.8.5), находим 

Cv = 2,980-200·9,81·104 (2.6,5. 10-5-500 ·5 ·10-7)·2,388.\0-4= 
= 3,542 ккал/(кмоль, К). 
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Из формулы (2.8.6) получаем 

С р = 3,542 + 1,987 + 2·200·9,81·10~ ·6,5· 10- 5·2,338 ·10-4 = 
= 6,138 ккал/(кмоль' К). 

Таким образом, в отличие от модели Ван-дер- Ваальса модель Леннард-Джонса 
объясняет изменение удельной теплоемкости CV ' 

2.9. Параметры состояния. Поправки более высокого порядка 

Вычислить свободную ~нергию и энтропию для n кмоль газа с учетом 
вириальных коэффициентов В и С. 

Решенне 

Из формулы (3 .15) гл. 2 имеем 

Р=- (~~) T' (2.9.1) 

Отсюда 

р =- ~ PdV + const(T). (2 .9.2) 

Давление определим с помощью вириального уравнения (2.1): 

Р = nRT ( ~ + ~~ + n~ + .. . ) . (2.9.3) 

Подставляя (2 .9.3) в (2.9.2), получаем 

F = nRT (--In V+ n: + ;~~ + ... ) +const (Т). (2.9.4) 

При В=О, С = О, .. . , согласно формуж, (3.1 .9) гл. 2, должно выполняться 
равенство 

F=Fид=- NkT [In V (2;:h:Т)'/ 2 +1 J. (2.9.5) 

Поэтому можно считать, что 

- nRT 'П V +const = Fид . 

Тогда для свободной энергии имеем 

F = Fид + nRТ (n: + ~~~ + ... ), (2.9.6) 

что согласуется с выражением (2. 13). 
Энтропию найдем из соотношения 

S = -(~~)v' (2.9.7) 

Подставив сюда выражение (2.9.6), получим 

S = Sид-nR(n:+~~~+ ... )-nRТ(~ ~~+2~2 ~~+ ... )= 
=Sид--:nR ( ~ d~ ТВ+ 2~2 d~ ТС+ ... ). (2 .9.8) 
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2.10. Второй вириальный коэффициент для смеси газов 

Газовая смесь содержит 2 кмоль С02 И I кмоль 02 ' Найти второй вириаль­
ный коэффицие нт для смеси этих газов при 500 К. При определении второго 
вириального коэффициента дЛЯ С02 и 0 2 пользоваться поправочными членами 
Ван-дер-Ваальса, приведенными в табл. П.ХII . 

Решение 

В данном случае нужно учитывать три потенциальные энергии взаимо­
действия между молекулами: 811 и 822-ДЛЯ вз аимодействия ' между один а­
ковыIии частицами и 812 - для взаимодействия между молекулами С02 
и 0 2' Поэтому вводят три вириальных коэффициента: 8 1i, 822 и 812 ' 
Их следует ПрОСУММИР9вать соответственно относительной частоте парных 
взаимодействий. Если обозначить число молекул С02 через N l' а число моле­
кул 0 2 через N 2, то при N 1 ~ 1, N 2 ~ 1 эти относительные частоты опреде­
ляются соотношениями 

N2 
2 _ 1 

У _. (N
1

+ N
2

)2 ' 

N2 
(l-у)2 = (N

1
+2

N
2

)2 ' 

Тогда для второго вириального коэффициента газовой смеси имеем 

8 = у2811 + (l-y)28 22 + 2 (I-y) у8}2' (2.10.2) 

Используя поправочные члены Ван-дер-Ваальса из табл. П.ХII, вычислим 
вириальные коэффициенты 811 и 822: 

8 . ан (о 043 3,72·9,81 ·104 К) (о 043 43,9 К) 3/ 
ll=011-RТ= , - 8,314.1Q3Т . ' --т-- м кмоль, 

(2. 10.3) 

_ а22 _( 1,40 .9,81'104K) _( 16,5К) 3 
822 -Ь22-RT - 0,032- 8,314 . 103T - 0,032--т м /кмоль. 

(2.10.4) 

Вириальный коэффициент 812 найдем как среднее арифметическое двух дру : 
гих I«Jэффициентов: 

8 _ 811 + 812 
12 -- 2 ( 

30,2 К ) 
О , ОЗ7--т- м3/кмоль . (2.10 .5) 

Вообще , значение 8 12 оказывается ближе к з н ачению 8 для более легкого 
газа, однако расхождение с вычисленной величиной (2.10.5) невелико. 

Таким образом, ВТОРQЙ вириальный коэффициент газовой смеси в соот­
ветствии с формулой (2 .10.2) есть 

т. е. 

8= [f (0,043-43;К )+~ ( 0,032_16; К)+ 
4( 37 зо,2К)] 3 + 9 0,0 --т- м /кмоль, 

( 
34 8К) 8= 0,036--f- м3/кмоль. 

При Т = 500 К из формулы (2.10.6) получаем 

8=-0,034 м3/кмоль. 

(2.Ю.6) 
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Упражнения 

Y.2.1. 

У.2.2. 

У.2.3. 

У.2.4. 

У.2.5. 

У.2.6. 

У.2). 

У.2.8*. 

У.2.9. 

Y.2.IO. 

Y.2.11. 

Y.2.12. 

Y.2.13. 

Y.2.14. 

Y.2.15. 
Y.2.16. 

Y.2.17. 

Y.2.18. 
Y.2.19*. 

НilЙТ'! температуру Бойля Т в для кислорода по уравнению Ван­
дер-Ваальса (a = I,40 ат,м6 /кмоль2 , Ь=0,032 м· /кмоль, R=NAk). 
Вычислить по уравнению Ван-дер-Ваальса второй вириальный коэф-
фициент для кислорода при 300 и 700 К. . 
Насколько изменятся свободная энергия Р, энтропия S и внутрен­
няя энергия U для гелия, если при постоянной температуре 400 К 
объем, занимаемый 1 г гелия, уменьшить от 5 до 0,002 л? Чему 
равны эти изменения, если гелий считать идеальным гаЗ()м? 
(а = 0,035 ат·м 6/кмоль2 , Ь=0,024 м3/кмоль). 
Определить С р и Cv , а также показатель адиабаты х для гелия при 

температуре 300 К и давлении 100 ат, считая его газом Ван-дер­
Ваальса. 

Чему равно изотермическое изменение давления, приводящее к уве­
личению теплоемкости С р гелия на t1C р = 0,01 ккал/(кмоль, К)? 
Цилиндр объемом 5 л содержит 0,04 кмоль водорода. Температура 
составляет 400 К. Найти адиабатическое изменение объема при 
охлаждении газа до 300 К (Ь = 0,022 мЗ /кмоль). 
В процессе Джоуля - Томсона кислород охлаждается от 250 до 240 К. 
Вычислить изменение давления, считая, что Ср соответствует закону 
равнораспределения. 

Вычислить дЛЯ Н 2 , N2 И 02 температуру инверсии, т. е. такую 
температуру, ниже которой в процессе Джоуля - Томсона расшире­
ние приводит к охлаждеf:lИЮ газа. 

Для газа ' Ван-дер-Ваальса вычислить относительное и абсолютное 
отклонения молярного объема от его значения для идеального газа. 
Чему равно это отклонение " в критическом состоянии? 
Сколько молекул содержится в 1 ммЗ кислорода при давлении .100 ат 
и температуре 300 К, если считать кислород : а) идеальным газом, 
б) газом Ван-дер-Ваальса с а = 1,40 ат,м6/кмоль2 , Ь = 0,032 м3/кмоль? 
Баллон вместимостью 1 л содержит кислород при 300 К, -сжатый до 
100 ат. Вычислить работу при изотермическом расширении газа до 
1 ат. Провести расчет для идеального газа и для газа Ван-дер­
Ваальса. 

Найти энергию, необходимую для нагревания кислорода от 300 до 
400 К. Объем постоянен и равен 1 ' л, начальное давление состав­
ляет 100 ат. Сравнить результаты для идеального газа и газа Ван­
дер-Ваальса. 
Чему равна энергия, необходимая для нагревания кислорода от 
300 до 400 К, если поддерживается постоянное давленц€ 100 ат, 
а начальный объем составляет 1 л? Какая величина получается для 
идеального газа? 
Определить максимальную величину силы притяжения между двумя 
молекулами С02 согласно модели жестких упругих сфер. 
Вывести выражение для энергии Гиббса G реального газа. 
Найти число молекул аргона в 1 л газа при давлении 200 ат и 
температуре 500 К. Использовать модель Леннард-Цжонса. Каково 
различие по сравнению с идеальным газом? (В = 0,007 м3/кмоль). 
1 л аргона нагревается от 500 до 600 К при постоянном объеме. 
Вычислить необходимую для этого энергию при начальном давлении 
200 ат. Расчет проводить на основе модели Леннард-Джонса (см. 
табл. 26). 
Найти, насколько изменится давление в предыдущем упражнении. 
В двух предыдущих упражнениях определить изменение удельных 
теплоемкостей С р и Cv . 



У.2.20*. 

У.2.21. 

У.2.22. 

У.-2.23. 
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Вывести формулу для зависимости температуры инверсии от давле­
ния. При выводе формулы учесть поправочные члены высшего 
порядка в уравнении Ван-дер-Ваальса. для кислорода при 100 ат 
определить область температур, в которой при расширении газа 
температура понижается (а = 1,40 ат· м6/кмоль2 , Ь = 0 ;О32 м3/кмоль). 
Вычислить внутреннюю энергию и энтальпию с учетом вириальных 
коэффициентов высшего порядка. 
Какой вид имеют формулы для С р и Cv при учете вириальных 
коэффициентов высшего порядка? 
Определить вторые вириальные коэффициенты для смеси, содержа­
щей 3 кмоль N2 И 1 кмоль Н2 • Чему равен второй вириальный 
ко.эффициент при 300 К? Вычислить . оба поправочных члена' Ван­
дер - Ваальса дли этой смеси. При расчете использовать данные 
табл. П.ХII. 

§ 3. ФАЗОВОЕ РАВНОВЕСИЕ В СИСТЕМАХ ИЗ ЧАСТИЦ ОДНОГО СОРТА 

Введ~ние 

В предыдущих рассуждениях число частиц N считалось 
постоянным параметром. Однако в ходе термического процесса, 
например во время конденсации, число частиц в теле может 

меняться. 

Термодинамические потенциалы системы и, S, Р, Н, G в рав­
новесии являются аддитивными величинами, т. е. для тел, 

состоящих из одинаковых частиц, они пропорциональны числу 
частиц. Если чиёло частиц не постоянно, но представляет 
собой независимую переменную, то к дифференциалам этих 
аддитивных термодинамических Фу-нкций нужно добавить член, 
пропорциональный дифференциалу dN ЧJ:lсла частиц. 

На основании сказанного запишем внутреннюю энергию при 
переменном числе частиц в виде 

dU = TdS-РdV +l1c dN 1, (3.1) 

где коэффициент пропорциональности I1c называется химическим 
nоmefщuалом. Соотношения для остальных термодинамических 
потенциалов следуют из формулы (3.1): 

dF=d(U-ТS) =-SdТ-РdV +l1cdN, 
dH = d (и +PV) = TdS+ VdP+l1cdN, 
dG = d (H-TS) = -SdТ+ VdР + l1сdN. 

(3.2) 
(3.3) 
(3.4) 
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Для определения химического потенциала из формул (3 .1)-(3.4) 
получим 

I1c (S, V) = ( ~~ )5. v ' 

I1с(Т, V) = ( :: )т . v' 
I1с (S, Р) = ( ~Z ) s. р' 

( дО ) I1с (Т, Р) = дN . 
т. Р 

(3.1 а) 

(3 . 2а) 

(3.3а) 

(3.4а) 

Неизменность параметров при вычислении этих производных 

следует рассматривать уже с учетом изменения числа частиц! 
Из независимых переменных, фигурирующих в формулах 

(3.1)-(3.4) V, S, а также N яв!lяются аддитивными в отличие 
от величин Р и Т. Следовательно, термодинамические потен­
циалы можно записать как функции их естественных перемен-
ных: 

и _ Nfl ( ~' ~), 

Н = Nfз( ~,Р ) , 

F = Nf2(T, ~), 

G = Nf, (Т, Р). 
(3 .5) 

Дифференцируя последнее равенст,?о в (3 .5), получим функцию, 
зависящую только от параметров состояния Т и Р: 

(:Z ) т . р = f4 (Т, Р) . 
Отсюда при учете формулы (3.4а) имеем 

G U +PV-~ 
I1c = f4(T, Р) = t:г = N ~. (3.6) 

Таким образом, химический потенциал есть отнесенная к одной 
частице энергия Гиббса тела, состоящего' из одинаковых частиц. 
Поэтому в соответствии с формулой (3.4) имеем 

s V 
dl1c=-t:г dТ + t:г dР (3.7) 

Слагаемое с множителем dN выпадает, так как химический 
потенциал не зависит от числа частиц. 

В замкнутой системе однородное вещество может распасться 
на две фазы. Например, вода может одновременно существовать 
в жидком и газообразном состояниях. Между обеими фазами 
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через определенный промежуток времени устанавливается рав­
новесие. 

Как и у всех систем, находищихся в равновесии, темпера­
туры обеих фаз должны быть равны 

T 1 = T 2 =T. (3.8) 

Точно так же должны совпадать и давления в обеих фазах: 

P 1 =P2 =P. (3.9) 

Наконец, дли равновесия изобарно-изотермической системы энер­
гия Гиббса G = G (Р, Т, N) должна иметь минимум l см . фор­
мулу (3 .28) гл . 2, а также упражнение 3.18 гл . 2] 

БG = ( ;~ ) БР + ( ~~ ) БТ + ( g~ ) БN = О. 
Т, N Р, N Р, Т 

В соответствии с формулой (3.6) можно записать 

БG = БG1 + БG2 = !J Cl БN1 + ""С2 БN2 = О. 
Тогда, учитывая, что N1 +N2 =N, или же БN1 +БN2 =0, имеем 

(!-tСl - !-tcz) БN 1 = О, 

т. е. 

""СI (Р, Т) = ""С2 (Р, Т). (3.1 О) 

в равновесии химические потенциалы обеих фаз совпадают, а 
давление и температура зависят друг от друга. Двухфазная 

1!? 
юz 

10 

~ f 
Q,' 10" 
~ /O·Z 

'" ~ 10-3 

~fO-· 
10-5 
1O-6u-~~--~~~~. 

О 100 гао 300 400 
Темпераm!lра, ос 

Фиг . 33. Фазовая диаграмма Н2О в 
Р, Т-координатах. 

однокомпонентная система обладает только одной степенью 
свободы. Если задана, например, температура, то установится 

вполне опред~ленное давление. 

Равновесное состояние на Р, Т-диаграмме (фиг. 33) изо­
бражается некоторой кривой Т = Т (Р) . Она показывает, при 
каких значениях Р и Т могут одновременно существовать два 

агрегатных состояния, и разделяет их ,друг от друга. 
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Следует отметить, что при медленном изменении параметров 
состояния вещество может при известных обстоятельствах сохра­
нять свое агрегатное состояние (как, например, переохлажден­
ный пар), т. е. поведение вещества может не соответство­
вать Р, т -диаграмме. Однако такого рода .метастабильное 
состояние реали}уется только при определенных предпосылках, 

например, если отсутствуют зародыши кристаллизации. 

Чтобы одно и то же вещество могло одновременно существо­
вать в трех фазах, должны выполняться следующие условия: 

Т1 =Т2 = Тз , Р1 =Р2 =Рз , fA-С1 = fA-С2 = fA-сз· 

Эти условия могут удовлетворяться одновременно только в одной 
точке Р, т -диаграммы - в так называемой тройной точке. Трех­
фазная однокомпонентная система не имеет ни ОДНQЙ степени 
свободы. Например, р'аВНОl}есие твердой, жидкой и газообраз­
ной фаз воды возможно только при Т = 0,01 ос и Р = 0,006 ат. 

При переходе вещества в другое агрегатное состояние его 
энтропия изменяется ; Если обозначить через Q тепло, выде­
ляющееся при переходе 1 кмоль вещества в другое состояние, 
то из условия равновесия fA-Cl = fA-С2 получаем 

и2-и1 +Р (у2-у1) = Н2-Н1 = Т (S2-S1) = Q. (3.11) 

Отсюда находим изменение энтропии при переходе из одного 
агрегатного состояния в другое: 

Q 
Т' (3.12) 

Из выражений (3.11) и (3.12) видно, что теплота перехода Q 
есть не что иное, как разность энтальпий в обеих фазах. 

Пример 18 

Замерзание воды при нормальных условиях сопровождается потерей коли­
чества тепла, равного 18·80 ккал/кмоль. Иначе говоря, энtальшiя ~o.цы при 
ООС на 1440 ккал/кмоль превышает энтальпию льда при OQC. ИзМенение 
энтропии на 1 кмоль равно 

18·80 
S2-S1= 273 =5,09 ккал/(кмоль·К). 

В кристаллах льда молекулы расположены более упорядоченно, чем в воде. 
Поэтому у льда энтропия ниже, чем у воды. 

Формулы для термодинамических функций для )l5ИДКОСтей 
И твердых тел имеют такой же вид, как и для газа. В соответ­
ствии с первым законом термодинамики внутреннюю энергию 

можно найти из выражения: 

dU=(БQ)оБр-РdV. (3.13) 
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Поскольку в отличие от газов в твердых телах и в жидкостях 
осуществляются только малые изменения объема, можно без 
существ_енных ошибок пренебречь внешней работой системы. 
Тогда для внутренней энергии имеем 

dU = (БQ)оБр, 
или же 

Т. 

U (ТО) = ~ с (Т) dT + ИО . (3.14) 
)) 

АнаЛОГИЧнРIМ образом из выражения 

dS _ (6Q)Р.БР _ dU + PdV 
- Т - Т ' (3.15) 

пренебрегая внешней работоЙ, . получаем для энтропии 

Т. 

S(To) = S ~ dT +So' (3.16) 
о 

Через U о И So обознач~ны внутренняя энергия и энтропия при 
абсолютном нуле (Т = О). В отличие от формул (3.14) и (3.16) 
в раЗJ:IИЧНЫХ таблицах термодинамичеСКUХфУНlщий указыва­
ются их значения, отсчитываемые от соответственно выбранного 
начального СОСТОЯНИЯ. __ Иначе говоря, параметры состояния оп­
.ределены с ТОЧНОСТi;,ю до постоянной, зависящей от на'чала 
отсчета. 

Пример 19 

В таliл. П. ХУ череЗ Н обозначена энтаJJJ>ПИЯ, отсчитываемая 01' энталь­
пии воды при ОО С. Последней ПРОИЗВОJIЬНО при писано значение Н = 0. Поэтому 
:Ко всем приведенным в таблице значениям энтальпии нужно прибавить по­
стоя,нную величину, равную энтальпии воды при OQC. При П.рактических 
расчетах эта величина не представляет интереса, поскольку ОСН06ное значение 

нмеют изменения параметров состояния. 

3цач.и 

3.1 *. ФазовОе равновесие сог nасно уравнению Ван-дер-Ваальса 

Согласно уравнению Ван-дер-Ваальса (см . § 1), в однородном веществе 
ниже КРИ1'и·ческоЙ температуры Т k существует н.еустоЙчивая область, в которой 
(дР /iJ'I)t > О. Физически эта область не-реализуется, так как она соответствует 
двухфазной сист,еме, в которой находятся в равновесии жидкость и газ. дока­
з"Зть, что дЛЯ каждой температуры ' Т< T k изотерма в двухфазной области 
разбивается прямой равновесного, или насыщенного, давления Р s = Р s (Т) 
таким образом, что образуются две равновеликие площади. Составить систему 
уравнений для вычисления paBHOBecНDГo давления Ps=Ps (Т). 

7 не Зак. 3210 
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Решение 

Запишем уравнение Ван-дер-Ваальса в виде 

RT а 
Р=Р (У, Т)=у -Ь -172' (3.\.\) 

Рассмотрим переходную область на изотерме Т = То . В точке 1 (см . фиг. 28) все 
вещество находится в жидком состоянии; в точке 2 все вещество находится 
в парообразной фазе и имеет соответственно больший объем. Нужно опреде­
лить св-язь между давлением насышенного Пllра Ps = Ps (Т) и температурой Т, 
при которой существует равновесие между двумя фазами. Согласно фОР~1уле 
(3.\0), для равновесия необходимо, чтобы химические потенциалы в обеих 
фазах совпадали: 

/J-Cl (Ps, Т) =~tC2 (Ps, Т). (3.\.2) 

ДЛЯ однокомпонентного вещества /Jc определяется энергией Гиббса, отнесен­
ной к одной молекуле. Поэтому из формулы (3.6) имеем 

(3.\.3) 

Здесь ' все величины отнесены к \ кмоль. Изменение энтропии при переходе 
из жидкого состояния в газообразное СОС.тавляет 

(3. \.4) 

С другой стороны, изменение энтропии при переходе из состояния 1 в состоя­
ние 2 можно найти из выражения 

У. 

S2- S1= 5 
У. 

dU + Р (У, Т) dV 
Т 

(3.1.5) 

причем путь интегрирования не играет роли, так как энтроп'ия-однозна чная 

функция состояния. Интегриру я вдоль изотермы Т = Т о, получаем из фор­
мулы (3.1 .5) 

(3. i .6) 

Сравнивая формулы (3 .1.4) и (3.1.6), имеем 

У. 

~ Р (У, To)dr= PS(V2 -V1). (3 . \.7) 

У. 

Следовательно, на фflГ. 28 площадь под flЗОтермой Т = Т о должна быть равна 
площади прямоугольника PS(V2-V l ). Тогда раВltOвесное давление, или дав­
леflие насыщенltOго пара Ps, определяется требованием, чтобы площади, огра ­
Н!!Ченные изотермой Т=ТО выше и ниже горизонтали P = PS, были равны. 
ГЮдставляя в (3 . \.7) выражение (3.\.\) для давления i! интегрируя, 
получаем 

У2-Ь (1 \) RТоLп--+а --- = ,PS(V2 -V1 ) · 
V1-b У2 У1 

(3.\.8) 
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с другой стороны, если пары значений P s , V1 и Ps, V2 удовлетворяют урав­
нению Ван-дер-Ваальса (3.1.1), то 

RTo а 
PS =V1-b - И ' (3.1.9) 

RTQ а 
Р s = V 2 _ Ь - V~ . 3. 1.10) 

П'риравняем выражения (3.1.9) и (3.1 .10); это дает 

а (V1 + V2) (V1-b) (V 2 -b) 

viv~ 
(3.1.11) 

Чтобы найти связь между предельными объемами V1 и V2 , подставим (3 .1.11) 
в (3.1.9) и (3.1 . 10), а также (3.1 .9) или (3.1.10) в (3.1.8) . Тогда имеем 

(V1-b-) (V 2 -b) (V1 + V2 ) Iп V2 -b +(..!._..!. ) = IVг~Ь _ V2 -b) . 
viv~ v 1 - Ь V 2 V1 . \ vi v~ 

(3.1.12) 

Чтоnы из уравнения Ван-дер-Ваальса найт!\ давление насыщенного пара 
Ps (,Т), лучше всего воспользоваться графическим методом. для численных 
оценок нужно, приняв какое-либо значение V l' найти соответствующее зна ­
чеНИе V 2 по формуле (3.1.12). 

Если известна пара значений V [, V 2' то С помощыо уравнения (3.1.11) 
можно ОIJределить соответствующую температуру ТО, а затем, используя (3.1.9) 
или (3.1.10), найти и давление насыщенного пара Ps (ТО). Таким путем можно 
построить по точ-кам кривую равновесия Р = Р (Т). 

3.2. Уравнение Клапейрона - Клаузиуса 

I1сследуется зависимость температуры кипения воды от давления. При 
нормаль.ном атмосферном давлении Р = 1,0332 ат эта температура составляет 
шоо с. Для повышения ее до 101 о с необходи;мо давление 1,0707 ат. Испарение 
при НОРtllальном давлении приводит к увеличению удельного объема от 
1,04.10- ~ до 1,673 M3 j Kf. ВЫЧilСЛИТЬ с помощью этих данных теплоту испа­
рения воды при нормальном давлении. 

Решение 

Будем исходить из усл-овия равновесия между двумя фазами 

I1Cl(P, Т) = IlC2 (Р, Т). 

Все параметры состояния будем относить к 1 КМОIlЬ. Дифференцирование по 
температуре дает 

(
aI1C1) _с( a11C1) аР _( aI1O). +(~) ~ дТ Р г дР rdT- дТ 'р дР rdT' (3,..2 .1) 

В соотве'FCТВИИ с (3 .7) справедливы формулы 

(д:/)Р=-;А_ ' (д:/)т= :А' 
Подстав.ляя формулы (3.2.2) в равенство (3.2.1), получаем 

dP S2-S1 
dT=V2 - V1 • 

(3.2.2.) 

(3.2.3) 
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Изменение . энтропии можно выразить через теплоту испарения Q: 

Q =Т (S2-SI)' (3.2.4) 

Отсюда вытекает дифференциальное уравнение Клапейрона - Клаузиуса для 
зависимости давления пара от ·температуры 

(3.2 .5) 

Для вычисления теплоты испарения разрешим это уравнение относительно Q 
и подставим численные значения . Тогда получим 

373 · 18.1,672·0,0375.9,81·104.0,.239 . 10-3 
1 

= 9864 ккал/кмоль = 548 ккалjкг. (3.2.6) 

Отклонение этой величины от точного значения 539 ккал/кг объясняется тем. 
что вместо дифференциалов использовались конечные разности . 

3.3. Интегрирование уравнения Клапейрона - Клаузиуса 

Давление насыщенного водяного I:1apa при 100° С составляет 1,033 ат, 
теплота испарения равна 539 ккал/кг. С помощью этих данных приближенно 
определить зависцмость теплоты испарения и давления насыщенногО пара от 

температуры. Удельную теплоемкость считать постоянной. Чему равны иско­
мые величины при 150° С? 

Решение 

Найдем снача.rJа зависимость теплоты испарения от темпер.атуры. Пусть 
жидкость испар яется при температуре Т о и давлении Р, а затем нагрев~тся 
при постояином давленин. Необходимую для этого процесса теп.rJОТУ испаре­
ния можно считать приблизительно равной теплоте испарения Qo при дав­
лениинасыщенного пара Po=Ps (ТО) . Другой возможн~й процесс состоит 
в ТОМ, что сначала жидкость нагревается до температуры Т, а затем испа­
ряется. Если обозначить через Qr теплоту , испарения, требуемую при втором 
процессе, 'а через С1-удельную теплоемкость жидкости, то можно прибли­
женно написа1Ъ 

или 

Qo+Cp (Т-ТО)=С1 (Т-То)+ QT, 

Qr=Qo+(Cp-С1) (Т-ТО)· 

(3.3. 1) 

ГJодставим выражение (3.3.1) в дифференциальное уравнение Клапейрона­
Клаузиуса, это дает . 

dP 
dT 

Qo + (Cp':"-С1 ) (Т-ТО) 
(V2 -V I ) Т 

(3.3.2) 

УдеЛЬ!iЫМ объемом жидкости обычно можно пренебречь по. сравнению с удель­
ным объемом пара. Объем пара приблцжеННQ найдем из уравнения для иде-
ального газа . 

(3.3.3) 
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Разделяя переменные и интегрируя, получаем из уравцения (3.3.2) 

Р т 

S 
d? r Qo + (Cp-С1НТ-То) 
Р=.) Rj<'j dT. (3.&4) 

РЕ То 

Интегрируя (3.3.4) и разрешая его затем относительно давления насыщенного 
'пара Р (Т), находим 

(3.3.5) 

Из фор~·гулы (3.3.1) для T=150Q C имеем 

Q150 = 539·18+ ( ~ ·1,987 -1·18 ) 50 = 9144 ккалjкмоль = 508 ккалjкг. 

Точное значение составляет 504 ккалjкг (~M. 'Т'.абл. П . ХV). 
Из фоР~IУЛЫ (3.3'.5) при 150° С находим давление на.сыщенного пара 

P--I" 03') [539-(з,5.1,987-18.)373( 1 __ 1 )+ 
-- , "ехр 1,987 \ m 423 

+,з,5.1,987-18 1 42Эj = 464 
1,987 n 373 ,ат. 

Тачное значение состаВЛ5teТ 4,85 ат (см . таб.'1. П. Х'У). Расхождения связаны 
в ОСНОВ'ном с испbJJЬ30ванием приближения идеального газа. з.начительно 
б6льшая ошибка возникает · ПО этой ПРИЧИ'не вблизи критического состояния. 

3.4. КОНденеация при адиабатическом расширении 

Воздух при 400 С содержит ВОДЯНОЙ пар с парциальным давлением РО = 
= 0,075 ат (давление насыщенного пара). Пр.и адиабатическом расширении 
воздух Оx.JIаждается. до 10°C. При этом парциальное давление Р водяного пара 
уменьшается до 0,012 ат. Определить , какая доля водяного пара скондеНСIj­
ровалась в виде тумана. Теплота испарения воды при IO"C составляет 
592 ' ккал/кг . При . вычислении энтропии учитывать только поступательные и 
вращательные степени свободы. 

Решение 

Адиабатичес..киЙ процесс происходит при ПОСТОЯННОЙ энтропии . Ра<Хмотрим 
1 кмоль водяного пара . П усть его энтропия до расширения равна S20' После 
расширения определенная ДQЛЯ х превращается в туман, т. е . переходит в 

жидкую фазу. При переходе 1 кмоль водяного пара в туман энтропия умень-
шается на величину . 

(3.4.1 ) 

Здесь Т-температура перехода, S2-ЭI:IТРОПИЯ расширившегоея и охладив­
шегося газа ; Sl-'ЭНТРОПИЯ ЖИДКОЙ фазы. Следовательно, после адиабатиче­
ского расширения энтропия равна 

(3.4.2) 
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П\Жравнивая значения энтропии в начале и конце процесса, получаем 

xQ 
S20=S2-7' (3.4.3) 

откуда следует, что 

8 2 -S20 Т 
Х Q . (3.4.4) 

При вычислении энтропии будем СЧИТijТЬ пар идеальным газом, поскольку 
давление мало. Согласно формуле (3.1.10) гл. 2, поступатеЛЫIая составляющая 
энтр(юии меняется при переходе из состояния Vo, ТО в состояние V, Т на 
величину (В расчете на 1 К~'!ОЛЬ): 

ДSПОСТ = R Iп [ (~ У/2 ~J . (3.4.5) 

Согласно формуле (3.4.1 О) гл . 2, изменение энтропии 
степеней свободы составляет (в расчете на 1 кмоль) 

за счет вращательных 

A8BP =R In (~ У/2 . (3.4 .6) 

Поскольку 

V Т РО 
Vo=T o Р' 

имеем для изменения ПОЛJIOЙ энтропии 

S2-S20 = l\S=l\Sпост+ l\Sвр = R ( In ;0 +4 1п ~). (3.4.7) 

Подставив выражение (3.4.7) в формулу (3.4.4), 
деiltировавшегося водяного пара: 

найдем искомую долю скон-

_ RT (!:д. I I.) X- Q In р :-4 П То . (3.4.8) 

Переходя к чи ленным значениям, получаем 

х 
1,987.283 ( 1 0,075_41 313)=0075 

18.591 n 0,012 n 283 ,. 

Расщирен"е и одновременное охлаждение приводят к тому, что 7,5% водяного 
пара конденсируется, образуя тущ!Н. 

Если использовать для энтропии значения, приведенные в табл. П.ХV , 
получим 

х 
18 (2,13-1,97) 283 =оm7 

18·591 " 

т. е. доля сконденсировавшегося пара составляет 7,7%. 

3.5. Пароаккумулятор. Изменение энтропии воды 

В пароаккумуляторе содержится вода при температуре 250Q C, а над во­
дой-насыщенный пар при давлении РО = 40,56 ат. Отводимый пар совершает 
работу и после конденсации снова возвращается в аккумулятор. В результате 
этого n,роцесса температура пароаккумулятора падает дО 150Q C, а давление Р -
до 4,85 ат . Вычислить, какая часть х воды в пароаккумуляторе снова пере­
ходит в пар . Теплота испарения Q при 150Q C составляет Q04 ккал/кг. 
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Решение 

Рас~мотрим 1 кмоль воды С массой т. Удельную теплоемкость воды C1 
будем считать постоянной, равной 1 ккалjкг, К. Тогда изменение энтропии 
S-So при охлаждении воды от ТО дО Т есть 

т 

S
dT Т 523 

S-So= тС1 т= тс1lп ТО =- 18·llп 423= - 3,82 !<калj(кмоль·К). 
Т. 

(3.5.1 ) 
BM~CTO отведен.ного пара после охлаждения образуется новое кол.ичество пара. 
При этом энтропия на 1 кмоль возрастает на величину 

Q 18·504 
1'=-:423"=21 ,45 ккалj(кмоль· К). (3.5.2) 

ПУС1Ъ из 1 кмоль воды, находящейся .В паР08ккумуля}Оре, образуется 
х КМОЛЬ пара; тогда для адиабатического прсщесса ПОЛУ ЧlfТся следующий 
баланс энтропии: 

т. е. 

х (3.5.3) 

Подста.вляя чисЛе'нные з.начения (3.5.1) и (З , 5.2), получа€м 

X=:I'~:5=0,178. 
В пар переходит 17,8% имеющей.ся воды. Полъзуясь величин·ами, приведен­
ными в таб.1. П . ХV, в KOТOJ>blX учтена З'ависимость удельной теплое~1l{ОСТИ от 
температуры, находим из формулы (3 .5.3) 

_ 423(0,667 -0,439)·18 =() 192 
х- 504.18 " 

т. е. получаем несколько больший працент. 

3.6. Сжижение ,газа встр~чным потоком по методу Линде 

В схеме ПОЛУЧeJfИЯ жидкого . газа расширяющийся газ дроссели-
руется; при этом он охлаждается встречным потоком газа (фиг. 34). При 
расширении газа давление падает от Р А = 250 до Р в == 1 ат. Найти, какая 
часть кислорода сжижается , если исходная температура Т А составляет 273 К. 
КlfCлород рассмат,ривать 'как газ Ван-дер-Ваальса. Конечную темП€ратуру ТВ 
принять равlЮЙ т€мпературе сжижения кислорода (90 К) . Теплоемкость ер 
при постоянном давлении для кислорода, согласно табл. П. Х, составляет 
3,5 R, а теплота испарения равна 51 ккалjкг. 

Решение 

Кислород, поступающий слева, охлаждается потоком газа , направленным 
вверх. Теплообмен между потоками рабочего вещества происходит при по­
стоянном давлении · Р . Тогда, согласно первому закону термодина~tики, 

(БQ)р= (dU + PdV)p = (dH-VdРjр=dНр=О. (3.6 . J) 
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Энтальпия всей системы остается неизменной. Уменьшение энтальпии при 
охлаждении притекающего газа равно возрастанию энтальпни газа, уходящего 

обратно . 
Следовательно. долю сжиженного кислорода можно ню1ти. рассматривая 

баланс энmальпuй. При этом необходимо учитывать, что если полное измене­
ние энтальпим равно нулю. то температура газа после расширения до конеч­

ного давления РВ опять становится равной нач-альнои температуре ТА. 

От баллона 
СО сжатым воз{)groм 

-n,.t<>to!и 
~~~~A 
AoootJ 
1:10000 

~~o+o+o 
о В;~ 

Жu8хuЙ._ .~C~on~~~o~-,II 
вОJдgж Фиг . 34 . Схема установки для сжижения Рllза по 

методу Линде. 
НеСКОllденси'ров'авшаяся часть газа ПОДнимается вверх 
между витками змеевика . 

Считая Н функцией Р и Т и обозначая через Х долю сжиженного газа. для 
кмоль имеем 

(3,6.2) 

Здесь индекс 1 относится к жидкости, а иидекс 2-к газу. 
Чтобы перевести 1 КМО;1Ь вещества при давлении Р в из жидкого в газо­

образное состояние. нужно затратить теплоту испарения Q(PB; ТВ), Поэтому 
можно написать 

(3.6,3) 

Подставив формулу (3',6.3) в (3.6,2) и разрешив его относительно Х; получим 
количество сжиженного газа: 

х= Н2 (РА. TA)-Н2 (Рв . ТА) • 
Н2 (РВ. TB)-Q (РВ. ТВ)-Н2 (РВ • Т А) 

(3. 6.4) 

для численной оценки величины (3.6.4) учтем. что энтаЛЬПflЯ Н2 (Р А. ·Т А) 
при дросселировании газа не меняется. Поэтому можно записать 

Н2 (РА. ТА)=Н2 (Рв. TA+L\T). (3,6,5) 

где L\T означает изменение температуры в процессе джоуля - Томсона (см . 
задачу 2,5). Тогда для числителя в формуле (3,6.4) имеем 

Н2 (РА. TA)-Н2 (Рв . TA)=H2 (PB .TA +L\T)-H2 (PB • ТА)= 
Т А +t:.T 

~ CpdT. (3.6.6) 
ТА 

В знаменателе будет 

ТВ 

Н2 (РВ. ТВ)-Н2 (Рв, Т А) = ~ Ср dT. (3.6.7) 

ТА 
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В результате получим из формулы (3 . б.4), поменяв знак в числителе и в зна­
менателе: 

т А +!J.T 

~ CpdT 
ТА -ДТСр 

Х=Т в =(Тв-Т А) Ср + Q (Рв, тв) 
~ CpdT-Q (Рв , Тв) 

(3.б.8) 

ТА 

В задаче 2.5 было найдено, что дТ = -75 К. Из выражения (3.б.8) получаем 
для заданных численных значений 

75·3,5· 1,987 
Х=(273-90) 3,5.1,987 + 32.51 =0,18. 

с помощью метода Линде в данном случае сжижается 18% проходящего 
кислорода. 

Упражнения 

Y.3.1. 

У.3.2 . 

У.3.3. 

У . 3.4. 
У.3.5. 
У.3.б. 

У.3.7*. 

У.3.8. 

У.3.9. 

У.3.1О. 

Y3.11. 

Найти способ определения постоянных Bah-дер·Ваальса а' и Ь, 
а также индивидуальных газовых постоянных R по значениям пара­
метров в точке переход а из жидкого в газообразное состояние. 
Как изменится точка кипения хлора при увеличении давления от 1 
до 2 aT'~ Хлор считать идеальным газом, объемом жидкости прене­
бречь (Q = б2 ккалjкг, Т = 238,2 К). 
Определить точку плавления льда при давлении 2 ат. Плотность 
льда d равна 0,9 r jCM3 , теплота плавления составляет 80 ккалjкг. 
Определить теплоту испарения воды при 50Q С. 
Чему равно давление насыщенного водяного пара при 50Q С? 
Вычислить молярную теплоемкость водяного пара . для процесса, 
в . котором жидкость постоянно находится в равновесии с насыщенным 
паром . Чему равна молярная теплоемкость при IOOQ С? Газ считать 
идеальным, об.ъемом жидкости пренебречь. 
Во время некоторого процесса водяной пар и вода находятся в рав­
новесии. Найти изменение ' объема в этом ЩJOцессе при изменении 
температурь!' от 100 до ]05 Ос. Объем жидкости не учитывать, газ 
считать идеаль'НЫМ (Q = 539 ккаЛjкг) . 
Вычислить температуру кипения воды при давлении воз;цуха, равном 
750, 755, 7б5, 770 мм рт. СТ . . 

Насыщенный водяной пар охлаждается от 200 до 150 ос, при этом 
его давление' падает от 15 , 8б до 4,85 ат. Найти, какая часть водяного 
пара сконденсируется. 

Насыщенный водяной пар при 40,б ат ВЫ1!.Ускается в атмосферу. 
Найти, какая его часть сконденсируется, ес.ЧИ внешняя температура 
составляет 00 С. Как изменится результат, если в одном случае изме­
нение энтропии вычисл'ить в приближении идеального газа, а в другом 
случае использовать значения энтропии, приведенные в табл. П. ХУ? 
Пароаккумулятор находится под давлением 87,б ат . После отвода 
пара температура становится равной 150 ос. Определить долю вновь 
образовавшеГОСЯ пара. 
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У.3 . 12 . Определить, каков выход жидкого азота в методе встречного потока. 
Исходная -reмпература составляет -20 ОС, I:Iсходное давление 150 ат. 
Конечной температурой считать температуру сжижения азота -196О С 
при давлении 1 ат. (Ср = 3,5R, а = 1,39 ат.м6jкмоль 2 , Ь = 0,039 м3jк моль; 
теплота испарения 47,6 ккалjкг.) 

§ 4. ЯВЛЕНИЯ ПЕРЕНОСА 

Введение 

Для теоретического описания таких явлений переноса, как 
диффузия, теплопроводность, внутреннее трение, необходимо 
располагать соответствующей моделью строения вещества. 
В ~iIростейшей модели молекулы рассматриваются как твердые 
шары с эффективным диаметром сечения 2г s . Силы притяжения 
и отталкивания в первом приближении не учитываются, и все 

молекул!?! считаются идентичными. 

1 г J 

-;yr-----G-4--O-
t r..:ОШ-- ---U 
f; "---TГ-~-~ 

6 5 

Фиг. 35. Схема столкновения двух 
молекул (соударение ИСПblТblвают мо­
леКУЛbl 2 и 5). 
Для один аковых молекул 'S,='S,='s' 

Чтобы вычислить число столкновений, испытываемых одной 
частицей, допустим сначала, что движется только эта частица, 
тогда как положение остальных частиц остается неизменнЬ!м. 
Соударение происходит только в том случае, если расстояние 
от траектории центра тяжести движущейся частицы до центра 
тяжести неподвижной молекулы меньше 2г S (фиг. 35). Тогда за 
время dt испытывают соударение все те молекулы, центры тя­
жести которых лежат в цилиндре диаметром 4г S и длиной vdt. 
Объем этого цилиндра составляет 

dV = 4nr!v dt. (4 . 1) 

Обозначив через N o число частиц в 1 м3 , найдем отсюда число 
соударений в единицу времени : 

~ = N o ~~ = 4nr!Nov. (4.2) 

Чтобы учесть движе~~ остальных молекул," нужно замещiТЬ 
скорость v отдельнои частицы относuтельноu скоростью двух 

сталкивающихся молекул : 

и, = V (t\ - !J 2) 2 = V и-;;~'-+'-'-и~;;---;;2'-и-l v-
2
-c-os-"''''' . ( 4 . 3) 
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Здесь t1 1 и t1 2 -СКОРОСТИ обеих частиц, -&-угол между векторами 
скорости (фиг. 36). Проведя усреднение по всем направлениям 
и всем скоростям с помощью распределения Максвелла-Больц­
мана, получим 

2п n 00 00 

v;. = 4~ 5 5 5 5 siп f}vrf (и 1 ) f (и2') dV1 dV2 d-& dcp = Y2v = 
о о о о 

= .. /16RT (4.4) V . лМ г . 

Отсюда имеем для числа столкновений 

(4.5) 

Таким образом, здесь по сравнению с формулой (4.2) появился 
дополнительный множитель V2. в формуж~ (4.4) f (и) обозна­
чает функцию расп·ределения Максвелла-Больцмана [см. фор-

~/fг\-:; ft, 
~ VomH 1 Фиг. 36. Относительная скорость Vr=L'OTK. 

мулу (1.3.4) гл. 2], v-средняя скорость [см. формулу (1.5.8) 
гл. 2], Мг-относительная молекулярная масса частиц газа. Для 
полного числа соударении между всеми частицами в 1 м3 за 1 с 
получим 

,-----------------------, 

_ N о f _ 8 уЛRТ 2 N2 
г - 2 .., - М 's о • 

r 
(4.6) 

Средняя длина свободного пробега частицы определяет~я как 
отношение пройденного пути к числу столкновений. Из фор­
мулы (4.5) имеем 

I~ -~ _ и '_ 1 I "'-"'11---- . 
~ V 2.4лг~NiI I (4 .. 7) 

Если имеются частицы .двух разIШЧНЫХ газов 1 и 2, то средняя 
относительная скорость описывается выражением, аналогичным 

(4.4): 

V
12 

= .. /8kT (~+~) = .. /8RT (J... +_1 )'. (4.8) V л J.tl J.t2 V Л м 1 М 2 

Эффективный диаметр сечения столкновения между молекулами 
двух различных газов, согласно фиг. 35, равен сумме обоих 
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радиусов 'SI + 'S2 ' За секунду частица 1 испытывает ~12 столк­
новений с частицами 2, причем 

~12=:rt('SI+'S2)2N2VI2=4 V~(~+~J('SI + 'S2)2N2 . 
(4.9) 

Полное число столкновений частиц 1 с частицами 2 в 1 м3 газа 
составляет 

При неоднородном распределе'нии плотность числа частиц 
N = N (Р) в точке Р определяется выражением 

N = N (Р) = liт ~~. (4.11) 
AV~O 

Здесь I1N -число частиц в некотором объеме I1V в окрестности 
то~ки Р. В дальнейщем анализе предполагается некоторое рас­
пределени-е плотности числа частиц N = N (г). 

В общем случае частицы могут двигаться во всех направле­
НИЯХ. При этом они переносят массу, энергию, тепло, импульс 
н т. д. Будем обозначать через Г некоторую переносимую вели­
чину, т. е. количес,тво какой-либо величины, переносимое в 
средвем одной частицей. 

--з--о------
zо 

l=iI. " 

r(z) 
-~~--L-----z 

Фиг. 37. l\ определению П€реносимой в~личины 
r при двух последовательных СТGJлкнавениях, 
испытывае~!Ых одной частицей. 

Согласно формуле (5.3.5) гл. 2, число частиц, падаЮщих за 
время dt на элементарную площадку I1А под углом, лежащим 
в интервале от {t до {t + d&, составляет 

dv= ~ sin {t cos{tvf (и) d& dv dt I1А. (4.12) 

Частица, попадающая из слоя z под углом {t на слой го 
(фиг. 37), переносит величину Г = Г (г). Тогда, используя раз­
JIOжение в р,яд Тейлора, можно написать 

N (г) Г (г) = N (го) Г (го) +I1г ( a~r )z . + .... 
Из фl:iГ. 37 видно, что 

I1г = -1 cos {t , (4.13) 
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где 1 в первом приБJJижении есть средняя длина свободного 
пробега: 

1=').,. (4. 13а} 

Из формул (4.12) и (4.13) следует, что за время dt через пло­
щадь ЛА переносится величина 

(f) :rt 

dG = 5 г dv = -} 5 5 [N (го) Г (го) -л cos ~ (д~Г )zo + ... ] х 
о- о 

x sin ~ cos~vf (и) d& dv dt ЛА. (4.14) 

Приведем значения интегралов, возникающих при вычислении 
этого выражения: 

5'" - , /8kT 
и! (v)dv=v= r Лf1' 

о 

:rt 

~ sin ~ cos ~ d& = О, 
о 

~ 1 5 sin&cos2 (}d& = 5 у2 dy = ; . 
о -1 

Тогда получим величину, переносимую через ЛА за время dt: 

А. -(дNГ) dG = -- v - ЛА dt. 
3 дz 20 

Отсюда находим уравнение 

потока jz = jz (z) 

(4.15а) 

переноса, описывающее плотность 

(4.15) 

(предполагается, что ось z направлена по нормали к плоско­

сти ЛА). 

Пример 20 

В некотором канале в направлении оси х распространяется поток частиц. 
В различных точках z этого кat\ала поток различен (фиг. 38). Исследуется 
перенос ~мпульса в направлении оси z. 

Поэтому положим 

r (z) = рх(г). 
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Согласно уравнению переноса, имеем для z-компонеНТbI плотности потока 
импульса 

. ли д[N (z) рх и) 
/z =-з дz ' 

а для импульса , переносимого за время dt в направлении оси z: 

dG --' d -5 ()d -' ЛАdt - - ли д [N(z) px (z)) ЛАdt - - р g - р х Z V - / z LJ. - 3 дz LJ.. 

Величина ~A есть элементарная площадь в плоскости Х, у. 

px(z)~r(z) Фиг . 38. Перенос импульса в потоке. 

Задачи 

4.1. Число столкновений и средняя длина свободного пробега 
для однокомпонентного газа 

Вычислить число столкновений МОJi~кул водорода при температуре -20О С 
и давлении 0,5 ат. Чему равна среДНЯ51 длина свободного пробега л? Найти 
полное число столкновений в 1 кмол ь водорода. Молекул ы рассматривать как 
невзаимодействующие твердые шары, движущиеся с одинаковыми скоростями. ' 
Газокинетический эффективный диаметр принять равным 2rs=2,7 · 10-10 м. 

Решение 

Рассмотрим две частицы" которые АВижутся со скоростями \.11 И t12' Если 
t'l = и2. = и, ТО их относительная скорость составляет 

иг = V(t11-\.12)2= V и; + и~ -2иlt12 cos 1'Jo= 

=t' Y2(I-соs1'Jo) =2usin ~ , (4. 1.1), 

где 1'Jo- угол между векторами этих скоростей. Усреднение по всем направле-
ниям дает . 

. 2п n n/ 2 - 155 t} 5 1'Jo t} t} 4 иг =2и 4л sin'2 sin t}dt}d<p~4u sin 2
2 COS"2 d У=Ти, (4.1.2) 

о о о 

С данной молекулой за 1 с в среднем столкиутся все молекулы, центры тя­
жести которых окажутся внутри кругового цилиндра с основанием 4лг~ и 
высотой Vr. Если в 1 м3 содержится N о частиц, то число столкновенuй для 
одн.оЙ частuцы составл яе'l' 

r 16 2N .. =3 ЛГs ои. (4 .1.3) 
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По сравнению с фОРМУJJОЙ (4.5) здесь ПОЯВИJJСЯ ДОПОJJНИТельный множитель 

У2/1 ,33 ... = 1,06. ' 
В качестве величины и. используем среднее значение для распределения 

Максвелла - Больцмана [см . формулу (1.5.8) гл. 2] 

и= ' /8kT = ' /8R T .(4.1.4) 
V Лf.1 V лМ г 

Величину N o найдем из уравнения состояния No=PV/ kT дЛЯ V= 1 мЗ . Тогда 
фор'мула (4.1.3) дает для числа столкновений 

1' __ 16, /8лNА р2. (415) 
'о 3 V MrkT гэ .. 

в рассматриваемой модели средняя длина свободного пробега есть 

3kT л- 3 
- 16лг§Nо 

2 • 
16лгsР 

(4.1'.6) 

Более точная формула (4 .7) отличается дополнительным множителем 

4/3 У2 = 0,943. 
В 1 кмоль содержится N А молекул. Полное число столкновений, проис­

ходящих _ в 1 кмоль за 1 с, составляет 

NA 
Z='-2-~' 

Подставив ЧИСJJенные значения, получ~м 

(4.1.7) 

~_16,/ 8 · 3,14·6,02·1026 O,5·9 ,81·1Q4 (1,35·10-10)2=7,0. 109 с-1 
- 3 V 2,02.1,38 . 10-23.253 ., 

3·1 38·10-23·253 
л= 16. 3,14 (1 ,35: 10-10)2.0,5.9,81 . 104 =2,4·10-7 м, 
z=3,OI.1026.7,O.109 с- 1 =2,1·IОЗ6 С -1. 

4.2. Вероятность пролета отрезка х без столкновений 

с помощью средней длины свободного пробега определить вероятность 
того, что частица гелия пройдет отрезок х = 1 мм, не испытав столкновений. 
Температуру гелия считать равной 273 К, давление 1 мбар. диаметр газокиН€­
тического эффективного сечения для гелия при 00 С составляет 2г s = 2,18· tO -10 м 
(табл. П.ХVl). 

Решение 

Как и в предыдущей задаче, будем сначала считать, что все частицы, 
кроме одной, неподвижны. Обозначим через w (х) вероятность того, что на 
отрезке х чаСТl:ща не испытает соударениЙ. Вероятность w (x + dx) того, что 
частица пройдет без столкновений отрезок х + dx, находим, ИСПОJJЬЗУЯ закон 
ум.ножения вероятностей [см. формулу (1.10) гл. 1]: 

w (х + dx) = w (хп dx) = w (х) w (dx), (4.2.1) 

а также разложение Тейлора : 

dw(x) 
w (x + dx)=w (x) + dxdX'"+'" (4.2.2) 
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Следующие члены разложения Тейлора можно не учитывать, поскольку 
величину dx можно выбрать достаточно малой. Сравнивая выражения (4.2.1) 
и (4.2.2), имеем 

dw(x) 
w (х) w(dx)=w(x)+dx {[Х. (4.2.3) 

для вычисления величины w (dx) рассмотрим цилиндр с 9.снованием 1 м2 И 
высотой dx. Высоту dx ~южно принять настолько малой, что внутри поме­
щается не более одного слоя частиц, так что проекции их I>eометрических 
сечений соударения не перекрываются. При таком предположении вероятность 
того, что падающая частица гелия столкнется с другой., определяется соотно­
шением 

1 -w (dx) = Сумма геометрических сечений = 4лг~Nо ([х . 
Полная площадь 1 

Здесь через No обозначено число частиц в 1 мЗ • 
Следовательно, 

w (dx) = 1-4пг~Nо dx. (4.2.4) 

Подставив выражение (4.2.4) в формулу (4.2.3), получим дифференциальное 
ураВl:;lение 

dw (х) 2 
{[Х=- 4nrsNow (х). (4.2.5) 

Интегрируя, находим 

w (х)=Сехр (-4nr~Nох). (4.2.6) 

Постоянную С определим из условия w(O)=I. Orсюда имеем С= ·I. Интеграл 
по всем пройденным отрезкам отличен от единицы: 

00 '" [ ( 2 )] 

5· 5 2 exp-4nгsN х 00 1 w (х) dx= ехр (-4nгsNох) dx= . ' . 2 О 0=-2-' (4.2.7) 
о о 4nrsNo 4nrsNo 

ПО$ТОМУ среднее значение отрезка, проходимого без соударенuй, нужно опре­
делять из соотношения 

00 

~ xw (х) dx 
х=-"о ___ _ 

'" 
~ w.(x) dx 
о 

Для Ifнтеграла в числителе имеем 

= 4 2' 
16n2rs N о 

Подставляя величины (4.2.9) и (4.2.7) в выражение (4.2.8), находим 

1 
Х=--2--' 

4nrs No 

(4.2.8) 

(4.2. '10) 
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Полученная величина отрезка, которую в среднем частица проходит без 
столкновений, соответствует средней длине свободного · пробега (4.2) для слу­
чая, когда движется только рассматриваемая частица, а все прочие молекулы, 

учас:гвующие в столкновения-х, неподвижны . Если учитывать движение осталь­
ных частиц, то для средней длины свободного пробега нужно использовать, 
согласно формуле (4 .7), значение 

л= ,,/ 2 (4.2.11) 
4л: 2N 0'8 

Тогда вместо формулы (4.2.6) получим искомую веро·ятность того, что частица 
пройдет отрезок х без столкновений: 

w (х) = ехр ( - 4л: V;No'~) =ехр ( - т) . (4.2.12) 

Согласно уравнению состояния, число частиц составляет N 0= 1,81. 1022 м - 3. 

Тогда из формулы (4.2.11) имеем . 

л= 3,14 .1,41.4.1,81. ~022. (1,09.10 10)2 м = 0,263 мм, 
а затем из формулы (4.2 .12) 

w (10-3 м) = ехр ( - О,2~~~IЗО-З) = е- З ,802 = 0,022. 

При данных условиях только 2,2% атомов гелия проходят путь х= 1 мм 
без столкновений. Эта величина зависит от температуры только за счет эффек­
тивного сечения. 

4.3. Число столкновений для смеси двух · раз·личных газов 

Смесь из 3 л водорода и 1 л азота находится при нормальных условиях. 
Найти число столкновений между молекулами в 1 с. Чему равны средние 
д.пины пробега между соударениями различных частиц? (Диаметр газокине­
тического эффективного сечения составляет: 2'81 = 2,н, = 2,75·10-10 М, 
2, 82 =2'N, =3,75.10-10 М, относительные мо.~екулярные массы: М1 = М Н, = 
=2,.02, M2 =M N ,=28,02.) 

Решение 

Согласно формуле (4.9), число столкновений частиц сорта 1 с частицами 
сорта 2 составляет: 

~12=4 уЛ:~Т (~1+~J('SI+'S2)2N2' (4.3.1) 

АJШJIОГИЧНО получим число столкновений частиц 2 с частицами 

~!1=4 У Л:~Т (~1 + ~2) ('8_1 + 'SQ)2 N1=~12 Z~· (4.3.2) 

Полное число соударений частиц 1 и 2 в объеме Уо =1 м3 , согласно фор­
муле (4.10), есть 

(4.3.3) 



210 Гл. 3. Реальные газы 

в данном случае полный объем газа V = 4л = 4·1О- 3 ,м3 . для парциа.льных 
давлений имеем P1 = 0.75.1,033 ат, P2 = 0,25. 1,033 ат, (1 для плотнос'!"и числа 
частиц 

N _ PtVo 
1 - kT ' 

Число столкновений между частицами двух сортов в объеме V = 4 л рав.но 

VZ12 =V -~/8ЛRТ (~1 + ~J ('SI + 'S2)2 :21;22; (4.3.4) 

при заданных числовых значениях имеем 

-./ . ( 1 1 \ 
VZ12 = 4.]0-3 JI 8·3,14·8,314·10~·273 2,02+ 28,02) Х 

(2,75 + 3,75)2.10-20 0,75·0,25'(1,033.9,81·104)2 _ 31.1032 -1 

Х 4 (I;38.1O-2~.273)2' с. 

Средняя длина свободного пробега частицы 1 между соударениями 
цами 2, согласно формуле (4.3.1) и формуле (I.58) f'л. 2, составляет 

и1 1 
1,12 =Г= -. /" М . ' 

12 Л JI 1+ м: ('SI + 'S2)2 N2. 

с части-

(4.3.5) 

Подставив численные значения, получим длину свободного пробега молекул 
водорода между столкновениЯми с молекулами азота: 

1,38·10-23·273·4 
1,12 = --,=:::::::::~~----'---------------

3 14 VГ"I + 2,02 (275.10-10 + 375.10-10)2 ]- 033.981.104.10-3 
, 28,02 ' , " 

= 1,]·10- 4 м= О,11 мм. 

Для средней длины свободного пробега молекул азота между столкновениями 
с молекулами водорода имеем 

-, /" + 2,02 О 5 JI 1 28,02·,2 
1,21=1,12 =8, 1·10-6 м . 

.. / I + 28,02 . О 75 
JI 2,02' 

4.4. Определение диаметра 
газокинетического эффективного сечения по вязкости 

Д.!Iя измерения вязкости азота определяется постоянная скорость падения 
u мелких шариков в газообразном азоте. Диаметр шариков 2, составляет 
0,2 мм, плотность p = 0,7·103 кг/м3 . Средняя величина измеренной скорости 
падения й = 0,87 м/с. Определить по формуле Стокса вязкость 1), а из по­
следней-диаметр эффективного сечения молекулы аЗО1'а. Температура при 
измерениях сос:гавляет 20Q С. 

Решение 

Найдем сначала вязкость 1) по скорости падения и . На шар радиусом" 
движущийся со скоростью u в среде с вязкостью '1'\. действует сила трения, 
определяемая формулой Стокса: 

FR=6л'l'\ГU. (4.4.1) 
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Навстречу этой силе нзпраВ,lена сила тяжести: 

F 4" 
s = mg = злг"рg, (4.4.2) 

где I g = 9,81 М/С21-ускорение свободного падения . Приравнивая эти выра­
жения и разрешая ·затем относительно вязкости, находим 

2 pgr2 

11=9 ----u- . 
Подставив численные значения, получим · 

2·0,7.103 ·9,81·10-8 
11= 9.0,87 1,75·10- ~ Н , с /м 2 . 

(4.4.3) 

(4.4.4) 

Вязкость определяется 6нуmренни.М mpeHueAt. Если в газе или жидкости 
имеются слои, движущиеся с разной скоростью и = и (г), то между- двумя 
такими слоями, соприкасающимися на некоторой площади дА, действует 
силэ трения 

~и 
F=-11L',A- . 

dz 
(4.4.5) 

Сила, с которрй один слой действует на другой, определяется изменением им­
пульса в еДИIjИЦУ времени , Из-за теплового движения молекулы непрерывно 
переходят из одного слоя в другой. Частица, переходящая из слоя г в слой го 
под углом 1't, переносит компоненту импульса 

Г = Рх (г). (4.4.6) 

При постоянной плотности числа частиц N (z) = N о импульс dpg, передавае­
мый через площадь дА за время dt, согласно уравнению пере носа (4.15), равен 

5 
л -dрх(Z) 

dpg=dG= px(z)dv=-зNоrJdz-L',Аdt. (4.4 .7) 

Средняя скорость и отдельной частицы газа может отличаться от скорости и 
движущихся шаров или от скорости различных слоев газа. Здесь л обозначает 
среднюю длину свободного пробега. Силу трения между двумя слоями, СI\ОЛЬ­
зящими друг относительно друга, ' найдем из выражения (4.4.7): 

d ~ Рх (г) dv 
F = dt (4.4.8) 

Считая в формуле (4.4.8) Рх---:;;;' /-tUх и приравнивая силу трения (4.4 .8) к силе 
трения, определяемой по формуле (4.4.5), получаем 

... _ лNо/-tu _ РАи _ лNоМrv (4.4.9) 
'I--3---3-~ 3NA 

Здесь р-плотность газа. Подставляя формулу (1. 5.8) гл. 2 и формулу (4.7) 
настоящей главы, имеем 

(4.4.1 О) 
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или 

Y~ 4MrkT 
2rs = 9n3 N A1l 2 ' 

Гл. 3. Реальные газы 

Испсльзуя приведениые в условии значения, получаем 

V 4·28· r 38·10-23·293 
2rs = 9.3,143.6,02 . 1026 (1,75.1O_~)2=З,06,10-10 м. 

(4.4.11) 

Отклонения от этого результата свя заны с температурной зависимостью диа­
метра газокинетического эффективного сечения (см. § 5 и задачу 5.1 настоящей 
r лавы), с взаимодействием МОJ/екул, а . также с неточностью приближения 
!\z=-лсоs{} [см, (4. 13а)). 

4.5. Коэффициент диффузии и· сечение столкновения. 
Первый закон Фика 

В цилиндрический сосуд (фиг. 39) высотой Н = 0;2 м и сечением А = 100 см2 

налит раствор сахара при 20О С. На дне сосуда концентрация составляет 
200 г/л. Она убывает с высотой по экспоненциальному закону" (см. задачу 1.6 

z 

0,1 I 

о 100 200 
КОНII,l'нmрацик 

_-1--
А = 100 CMZ 

при t=O, г/л Фиг. 39. Диффузия в цилиндрическом сосуде. 

гл. 2) и достигает у поверхности 0,1 г/л . Из-за изменения концентрации воз­
никает направленный ' от дна сосуда поток, равный 101 мг/ч. Вычислить по 
этим данным коэффициент диффузии молеку.' сахара. Чему равен диаметр 
их сечения столкновения? Относительную молекулярную массу М·г сахаРа 
C12H22011 принять равной 342. 

Решение 

Первый закон Фuка дает связь hfежду nlЮтностью потока частиц iN ' И из­
ме.нением ко нцентрации aN /az: 

. D aN 
lN=- а;:' 

Величина D называется коэффициеютюм диффузии. Для плотности потока 
массы имеем отсюда 

. . D aN 
1.м=IЧN=- f.tI:F' (4 :5.2) 
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Тогда поток массы есть 

. дN др 
IM=-Dftaz-A=-Тz А. (4.5.3) 

Здесь ft -масса частиц, р -. их плотность. С другой стороны, плотность по· 
тока массы можно получить из уравненuя переноса (4.15), считая r = ft, j = jM 

. ли дN (z) 
Jм =-з ftaz-· (4.5.4) 

Таким образом, находим связь между коэффициентом диффузии D и молеку­

лярными величинами л и и: 

ID~~ . (4.5.5) 

в данном случае плотность числа молекул сахара раепр€делена по закону 

N (z) = Noe- cz, (4.5.6) 
где 

No= 200'6з~;·1026 3,52.1026 м-З, (4 . 5.6а) 

1 No 1 -1 
С= Н 1п N (Н) =0;21n 2000 = 38,0 м . (4.5.66) 

Плотность числа молекул растворителя, равная 

1000 
NLm =--6,02.102б =3,33 ... 102е м- З , 

18 

намного больше плотности числа молекул растворенного вещества. Поэтому 
при ВЫЧИСЛeRИИ средней длины свободного пробега л можно пренебречь со­
ударениями между молекулами сахара. Тогда имеем \1 соответствии с фор­
мулой (4.3.5) 

1 
л=л,.2 = (4.5.7) 

л; у'2 N LM (rSl + rs2)2 

Здесь r SI- радиус газокинетического эффективного сечения молекул воды, 
ГS2 -то же для молекул сахара, Nuн-плотность числа молекул раствори· 
теля. Среднюю скорость молекул сахара, согласно формуле (1. 5.8) гл. 2, при­
мем равной: . 

-t'= y8RT . 5 М (4 .. 8) 
--- л: r 

Из формул (4.5.5), (4.5.7) и (4.5.8) находим 

V 4 RT 
rSl + rS2= ' 9-; ЗМN2 D2 ' 

л; , LM 
(4.5.9) 

Разрешив уравнение (4.5 .3) относитеЛ!iНО D и подставив численные значения, 
получим 

iM 
D=- . дN 

Aft­
дz. 

i M _ 101.10-6 · 6,02.1026 _ . -10 2 

AftNoc- 602.10 2.342.3,52.1026.38 -3,69 10 м j c. 
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Из формулы (4.5.9) имеем 

V 4 8 314· J 03 . 293 
'Sl +'S2 = 9" 3,143 .342.(3,33.1028.3,69 . 10-10)2 =9, 1·10-10 М. 

4.6. Второй закон Фика 

Н айти изменение концентрации сахарного раствора при 200 С вследствие 
диффузии. При t = O концентрация составляет 200 г/л для 2 = 0 и 0,1 t/л для 
z = Н = 0,2 м, зависимость концентрации от z экспоненциальная. Определить, 
чему- равно изменение концентрации через время tJ.t = 1 ч на половине высоты 
сосуда. Коэффициент диффузии D составляет 3,7·10-10 м2/с. 

Решение 

Рассмотрим объем с площадью основания 1 м2 , ограниченный снизу пло­
скостью г, а сверху плоскостью z + dz (фиг. 40). Согласно первому закону 

t j (z+riz) 

z~rizl---'-----~ 

tj(z)dV 
zl---'-----, 

Фиг. 40. К выводу второго закона Фика. 

Фика, плотность потока составляет 

. () D дN (z) 
JN 2 =- --az-' (4.6.1) 

Плотность потока есть число частиц, поступающих через плоскость 2 в {}ас­
сматриваемый объем за 1 с. Для числа частиц, выходящих из--рассматривае­
мого объема на высоте z + dz, получим с учетом члена первого порядка по dz: 

. ( + d ) D дN (2 + dz) 
JN 2 2 = - д2 ( 4.6.2) 

Разность между вхО;!\ящим внизу и выходящим вверху потоками частиц равна 

iN(Z)-iN(Z+dz)=Ddz д2~?) . (4.6.3) 

На эту величину увеличивается число частиц в Об~ме dV = 1·1 d2 мЗ _ В объ­
еме 1 м3 число частиц воэр~тает , согласно формуле (4.6.3), со скоростью 

(4.6.4) 



Уравнение 

дN =D д2 N 
дt дг 2 
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(4.6.4а) 

называется вторым законом Фика . Оно соответствует уравнению теплопровод­
ности для одной координаты. Уравнение (4.6.4), записанное в виде 

(4.6.4б) 

представля ет собой частный случай уравнения непрерывности; скорость изме­
нения числа частиц в некотором фиксироваННО~f объеме равна разности вхо­
дящих и выходящих потоков этих частиц, если только внутри данного объема 
не происходит образование или исчезновение частиц . 

Если изменения концентрации достаточно малы, то через время I1t кон­
центрация станет равной 

N(z, M) = N(z, О) +М дNь~' О) (4.6.5) 

в данном случае 

N (г', О) = Noe- cz, 

где в соответствии с задачей 4.5 с = 38,0 м - 1 , No=3,52 · 1026 м - 3 • Тогда из 
второго закона Фика (4.6.4а) имеем 

N(z, M) = Noe- сZ (I + МDс2). 

Подставляя численные значения и считая М = 1 ч = 60·60 с, находим отно­
сительное изменение концентрации 

N (г, M)-N (г, О) 
N (г, О) 

I1tDc2 = 602 ·3,7·10-10·38,02 = 0,0019. 

Таким образом, в течение часа концентрация изменится по сравнению с на­
чальным значением на 0,19%. 

Проведенный разностный расчет справедлив для внутренней части раст­
вора. Он основан на предположении, что пространственное распределение N (г) 
можно приблизительно считать не изменяющимся за время I1t, т. е . что за 
время I1t диффузия не изменяет сколько-нибудь существенно состояния внут­
ренней части раствора. В настоящей оценке не учтено, что при z = Н невоз­
можен приход или уход каких-либо частиц. 

4.7*. броуновское движение молекул 

Исследуется диффузия золота в свинец при температуре 160" С. Наблюде­
ния показывают, что за 25 дней атомы золота проникают в среднем на 4,5 мм. 
Вычислить коэффициент диффузии. 

Решенне 

Найдем связь между BpeMeHНI;rм и пространственным усреДl;iением (фиг. 41). 
Для этого рассмотрим движение частицы за короткий отрезок времени I1t v . 
За это время частица сместится на расстояние Дхv . Если же наблюдать дви-
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жение в течение времени 

n 

t=~ . Mv~nM, 
v=1 

то среднее смещение 

n 

х= ~ ~xV=O. 
v=1 

Гл. 3. Реальные газы 

Средний квадрат смещения частицы за время t есть 
n __ 

х2 = ~ ~x~=n ~x2. 
v=1 

Поделив формулу (4.7.3) на (4.7.1), получим с(')отношение 

х2 ~x2 

--Ы' 

(4.7.1) 

(4 .. 7.2) 

(4.7 .3) 

(4.7.4) 

Отсюда видно, что при броуlЮВСКОМ 
пропорционален времени наблюдения. 

движении средний квадрат смещения 

3олоmак фольга. 

~----~o~--~~x 

~ 
Фиг. 41. К рассмотрению связи между простран­
ственным и BpeMeHHbJМ усреднением при ' броунов­
ском движении молекул. 

Рассмотри~! броуновское движение в некоторой м-алой области 8V, заклю­
ченной между плоскостями х и x+dx. Пусть плотность числа частиц в этой 
области равна N (х, (). Пусть из-за броуновского движения за время М все 
частицы nокинут эту область ;- а вместо них придут частицы из сосеJ.\НИХ об­

·ластеЙ. Обозначим через W м (х', х) плотность вероятности того, что за время 

tst частица из точки х' попадет в рассматриваемую область ~V. Число ' час­
. тиц, попавших в эту область за время ~t, составляет 

N(x, t+M)=~N=~WM(X', x)N(x', t)dx'. 

Orсюда имеем для изменения плотности числа частиц в AV 

aN(x. t) 
at 

Нт N(x. t + ~t)-N(x. t)=-N(x, t)+8N. 
1:./ -> О М 8t М 

Разложим N (х', t) в ряд Тейлора по степеням 8х=х'-х: 

(4.7.5) 

(4.7.6) 

N (х', () = N (х, t) + (х' -х) aN ~;. () + (х' 2 х)2 a2N~~, () + ... " (4.7.ч 
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Подставив выражения (4.7 .5) и (4.7.7) в формулу (4.7.6), получим 

At дN N + NS d ,+дN 5 ,1 д2NS 
L.1 дГ=- w х дх; дxwdх +2 дх2 Дх2wdх', (4.7.8) 

где 

N =N (х, (), ш=шы (х', х). 

Если проинтегрировать по всему пространству, то для интегралов в выраже­
нии (4.7.8) имеем 

~ wdx'=l, . ~ дxwdх' = Дх=О, ~ Дх2wdх'=Дх2 • 
Учитывая (4.7.4), находим из формулы (4.7.8) 

дN Дх2 д2 N х2 д2N 

Тt= 2М дх2 =2Г дх2 • 

Сравнивая это выражение с вторым законом Фика 

дN д2N 
aг=D дх2' 

получаем для коэффициента диффузии: 

Подставим численные знаЧ.еН1lЯ: 

(4,5·10- 3)2 
D = 2.25.24.602 4,7·10-12 м2/с. 

4.8. ПОТОК тепла и удельная теплопроводность 

(4.7.9) 

(4.7.10) 

С ' помощью уравнения переноса определить удельную теплопроводность х 
азота при 20О С 11 сравнить расчетную величину х с экспериментальной , рав­
ной 6· 10- 6 ккал/(м, с· К). Какое количество тепла протечет за время М = 5 мин 
через трубу длиной l = 1 м и сечением А = 100 ем2 , если разнос:гь темпера­
тур дТ между концами трубы составляет 100 С, а падение температуры линейно 
по длине. Провести расчет: а) для трубы, запо:лненной азотом, б) для сплош­
ной стеклянной трубы [x=2,1.1O- 4 ккал/(м·с·К)], в) для трубы из серебра 
[х=О,1 кквл/(М·С'J<)]. 

Решение 

Рассмотрим газ, температура которого понижается в напр,авлеН1lИ оси Z 
(фиг. 42). Тогда в среднем внутренняя энергия е одной частицы зависит от 
коордиюшы Z: 

B=B(z). (4.8.1) 

Будем считать внутреннюю энергию частицы е переносимой величин.оЙ. Считая 
плотность числа частиц N постоянно.й, найдем из уравнения переноса (4.15) 
плотность пот(жа энерги.и, вызванного молекулярным движением: 

. лvN de 
1z=--з-' de' (4.8.2) 
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С другой стороны, исходя из аналогии с первым законом Фика (4.5.1), можно 
считать, что плотность потока теп,~а j пропорциональна градиенту температуры : 

. дТ 
!z=-х(fZ' (4.8.3) 

Сравнивая формулы (4.8.2) и (4.8.3), получаем 

лvN д8 дТ 
-з-(jZ=х(fZ' ( 4.8.4) 

Внутренняя энергия частицы 8 определяется формулой 

CvT cvT 
8= N

A 
=Р N

o 
' (4.8.5) 

Здесь р = Noll = NoM r/N А -плотность газа, Cv-ero молярная теплоемкость, 
cv - удельная теплоемкость 1 г газа. Найдем теперь теплопроводность газа 
по формуле (4.8.4): 

ЛVРСv N олиС v 
Х=-3-= 3N

A 
' (4.8 .6) 

Сравнение с формулой (4.4.9) позволяет установи:rь связь меж~у тешюпровод­
ностыо х и вязкостью '1']: 

х= MCV 
' '1'] = cv'l'] (4.8 .7) 

r 

Вязкость 'l']N IIзота, согласно формуле (4.4.4), равна 1,75·10-5 H.c /M2 • Считая 

CV = 5R 12, н~ходим для теплопроводности азота: 

5·1987·175·10-5 
х= '2.28 ккал/(м.с·К) = 3,1.10-6 ккал/(м·с · К). 

Согласно формуле (4.8.7), отношение x /1')cv должно равняться единице. 
В табл. П . XVI 1 1 (см. приложениеl приведены экспериментальные значения, 
в частности, дЛЯ N2 , Н2 И 02' Хотя использованная статистическая модель 
в рамках принятых приближений дает близкие по порядку величины, рас­
хождение с точными измеренными значениями сравнительно велико. 

т 

то ~----------------~~~~. z 
Фиг. 42. Градиент температуры в 
цилиндрическоЙ трубе. 

для вычисления потока тепла вернемся к ураlщению (4.8.3) и восполь­
зуемся принятым допущением о линейном распределении температуры: 

т (z) = To-Ci., (4.8.8) 

где 

C = IO К/м. 
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П усть в плоскости z = О находится более теплый, а в плоскости z = \ более 
холодный конец. Тогда тепловая энергия, протекающая за время t1t = 5 мин= 
= 300 с, ест·ь 

Qz=;zA М = -x~~ А М = х·\ОА М. (4.8.9) 

Следовательно, 

Qz=6.\0-6.\0.\0-2.3·\02 , ккал=О,\8 кал для азота, 

Qz=6 кал для стекла, 

Qz =3,O ккал для серебра. 

Упражнеl:lИЯ 

УА.1. Вычислить число столкновений в \ см3 воздуха при температуре ОС С 
и давлении \ ат . Воздух считать однокомпонентным газом, частицы 
которого имеют эффективное сечение диаметром 2'5 = 3,74.10-10 м. 
Найти среднее число столкновений для одной частицы и среднюю 
длину свободного пробега (М r = 29) . 

УА.2. В поверхности вещества имеются поры со средним диаметром 0,\ мм. 
До какой величины должно снизиться давление водорода при 00 С, 
чтобы средняя длина свободного пробега более чем в \0 раз превы­
шала диаметр пор? 

у .4.3. Какова вероятность того, что частица газа пройдет без столкнове­
ний путь: а) l = 101., и б) l = 0,1 л? 

УАА. 1 м3 гелия находится под давлением 1 мбар и при температуре 273 К. 
Найти число частиц, которые в течение 1 с пройдут без соудареНilЙ 
путь в 1 см. (М г = 4 , ОО, 2'5=2 , 18.\0-10 м.) 

УА.5. Определить чис:~о соударений в смеси газов С02 и Н 2 . Чему равны 
средние длины свободного пробега ддя столкновений между моле­
кулами разных сортов.? (Объем V = 2 л, те~lПература Т = 273 К; 
С02 : Р=I ат, M 1 =44, 2'51=4,6.\0-10 м; Н 2 : Р 2 = 2 ат, М 2 =2, 
2'52=2,7.10-10 м.) 

УА.6. Вычислить вязкость С02 при 00 С (2'5 = 4,6.10-10 м, М г =44). 
УА.7. Вязкость воздуха ТJ при 200 С составляет 1,8.\0-5 Н ,с/м 2 . Вычис­

лить, какой наибольший диаметр должны иметь взвешенные в воз­
духе шарики с плотностью р = 1 r jCM 3 , чтобы скорость их падения 
не превышала 0,1 м/с. 

УА.8. Концентрация поваренной соли в воде у дна сосуда высотой 50 см 
составляет 100 гjл. У поверхности концентрация равна 1 г/л. Вы­
числить потоюи частиц и массы, если концентрация меняется линейно 
с высотой, а сечение сосуда соста13ляет 100 см2 • (D = 10-9 M 2jc, 
Мг =58,4.) 

УА.9. Коэффициент диффузии D водорода в воздухе при ОО С И давлении 
\ атм сост.авляет 6,4·10-0 M2jc. Найти диаметр сечения столкновения 
'S1 -+- 'S2 В предположении, что концентрация Н 2 очень мала. 

УА.\О. В сосуде длиной 10 м находится воздух с небольшой примесью 
водорода. Парциальное давление водорода меняется по ЭКоСпоненциаль­
ному закону от 0,0\ ат на левом конце сосуда до 0,1 ат на правом 
конце. С помощью вroрого закона Фика найти парциальное давле­
ние Н 2 в середине сосуда в начальный момент времени и через 
f=\OO с. (D=7·Ю-: 6 M2jc.) 

у 04.1\ *. При диффузии золота в .жидкий СВl1нец при 500 К коэффициент 
диффузии D составляет 3,6.10 -9 M 2j c. Чему равен средний квадрат 
смещения через 20 ч, т. е. насколько продиффундиР.уют в свинец 
атомы золота · за 20 ч? 
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У.4 . 12*. 

У.4 . 1З. 

Наблюдается изменение окраски бромистого калия. из-за диффузии 
калия. Коэффициент диффузии D для этого процесс а при 3800 С 
составляет 5·10-8 M 2 jc. За какое время произойдет диффузия на 10 см? 
Вычислить поток тепла через латунную пластину площадью 2 м2 И 
толщиной 5 см, если при линейном градиенте температуры разность 
температур верхней и нижней стороны пластины составляет I00" С 
[х = 100 кка.1j (м· ч.К)J. 

§ 5. ПОПРАВКИ К МОЛЕКУЛЯРНЫМ ВЕЛИЧИНАМ, 
ОПРЕДЕЛЯЕМЫМ ИЗ ЯВЛЕНИЙ ПЕРЕНОСА 

Введение 

Учет сил притяжения, действующих между молекулами, 
которые рассматриваются как твердые упругие шары, приво­

дит к поправке Сазерленда. Эта поправка определяет дополни­
тельный член в знаменателе выражения для средней длины 
свободного пробега: 

(5.1) 

Величину 2г s также нужно заменить величиной 

(5.1 а) 

с помощью постоянной Сазерленда (температуры удвоения) 

2 
С =-Зk Епот (2го) (5.2) 

можно вычислить потенциальную энергию взаимодействия между 
молекулами (см. задачу 5. 1}. 

Персистенцueй (сохраняемостыо ) молекулярных скоростей 
называют тенденцию чаотиц в значительной степени сохранять 
первоначальную скорость '. Только при лобовом соударении 
направление движения мен~ется на проти~оположное. В общем 
случае происходят 'каС(jтельные соударения, при которых на­

правление и величина с"Корости меняются незначительно. 

В качестве меры персистенции используют отношение 
(фиг. 43) 

а Компонента скорости после соударения в первонач. напр .~ 

тuт= Величина СКОрQСТИ до соударения 
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Усреднение по всем направлениям движения и по всем скоро­
стям сталкивающихся молекул дает в случае модели жестких 

упругих сфер следующ~е значение: 

т~O.406 1· (5.3) 

Персистенция молекулярных скоростей приводит к необходи­
мости статистического рассмотрения величин, пере носимых при 

предыдущих соударениях. Однако даже при учете поправки 

'-_...1.-__ ;. U 

О а (переа coyOapeнueM) 
Фиг. 43. К. определению персистенции ~юлеку­
лярных скоростей. 

Сазер·леНда . и персистенции скоростей формулы для коэффи­
циентов диффузии и вязкости, получ~нные в модели жестких 
упругих молекул, приводят к значениям, примерно на 20% 
отличающимся от экспериментальных. Точное совпадение можно 
получить, если, следуя Чепмену, Мэзону и Райсу, учесть силы 
притяжения и отталкивания в рамках моделей Леннард-Джонса 
или Букингема. Для вязкости вместо формулы (4.4.9) имеем 
тогда выражение 

(5.4) 

т. е. множитель 1/3 нужно заменить на 5л /.32 = 0,491. 
КоэфФициент диффузии D и вязкость '11 . связаны соотно­

шением 

D = ,\,3. . (5.5) 
р 

В зависимости от используемой модели,\, может иметь значе­
ние, лежащее в пределах (см. задачу 5.3): 

1,25~,\,~ 1,54. (5.6) 

ВелюlИНУ '11 можно пмучить из формул (5.4), (5.1) и формулы 
(1.5.8) гл. 2. .. 

Различие в -величинах теплопроводности не удается объяс­
нить с помощью только персистенции скоростей и поправки 
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Сазерленда. Для их объяснения необходимо учесть максвел­
ловское распределен.ие скоростей и связанный с этим перенос 
поступательной энергии [tv2 j2,для переноса которой условия более 

благоприятны, чем для переноса вращательной энергии J fp 2j2. 
По этим причинам формулы (4.8.6) и (4.8.7) ДЛЯ ' теплопровод­
ности заменяются выражением 

(5.7) 

где 11 по-прежнему определяется фОРМУЛQЙ (5.4). Согласно 
Эйкену, б определяется следующим выражением: 

б = б (2.. ер -~) (5.8) 
1 4 Cv 4 

Величину б1 в первом приближении можно принять равной 
единице. Она несколько зависит от показателя n в выражении 
для отталкивательного потенциала. 

Теоретический расчет кинетических коэффициентов прово­
дится с помощью интегро-дифференциального урсюненuя DОЛЬЦ­
мана. Это уравнение позволяет установить связь между функ­
цией распределения, зависящей от координат и скоростей, и 
молекулярными свойствами частиц. 

Задачи 

5.1. Определение ди~метра молекулы, 'диаметра эффективного 
сечения и потенциальной. энергии из вязкости 

Имеется экспериментальная кривая 'YJ = 'YJ (Т) зависимости вязкости воз­
духа от температуры Т . Критерий согласия '1.2 показывает, что эту зависи­
мость можно представить в виде 

УТ 
'YJ(Т) = сопst I + C/T 

Экспериментально установлено, Ч'ГО ДJIЯ Т 1 = 300 К вяз,кость Ч1 (Т1 ) ·= 
= 1,86·10-5 н,с/м2 , а дЛЯ Т2 = 400К вязкость 'YJ2.(T2) = 2,30 . 10-5 H·cjM2 • 

Воздух рассматривае'tся как однокомпонентный газ с , 0тноси.теЛLНОЙ молеку­
лярной массой 29,0, Найти из экспериментальных данных диаметр эффектив­
ного сечения для 00 С и для Т = 00, а также потенциальную энергию Епот 
при равновесном расстоянии между М:Jлекулами. 
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Решение 

Воспользуемся формулой (5.4) и пад<:тавим в H€e выражение (5.1) для 
средней длины св060ДНОГО пр06ега 'А и фОР ~IУ J1 У (1.5.8) гл . 2 для средней 
скорости. Тогда имеем 

(5 .1.1) 

Полученные из опыта пары значеtlИЙ Т1 , '1']1 и Т 2' 112 находятся в отношении: 

(5.1 .2) 

Разрешая относительно С, получаем с учетом формулы (5 .2) 

С = _ ~ Епот (2г о) 
3 k 

(5.1.3) 

Подставля я численные значения, находим поправку Сазерленда для воздух а: 

С = 2,30· 10-5.3003/2 .400-1 ,86 .10- 5.300.4003/2 

1,86.10-5.4003/ 2-2,30.10-5.3003/2 

Отсюда имеем 

108 К. (5.1 .3a) 

Епот (2го)=- ~ kC = - ~ ·I,38·10-2З·I08 = -2,24·10- :НДж . (5 .1.36) 

В формуле (5.1.1) теперь известны все величины, кроме радиуса молекулы Го. 
Разрешая относительно радиуса, находим 

V 25M,kT 
2го = ( С ) 2 • 

256лNА'I']2 I+y 
(5.1.4) 

Используя одну из измеренных величин и учитывая (5 . 1.3a), получаем из 
формулы (5 .1.4) 

2 - V 25·29·1,38·10-23·300 =3 14·10-10 
'0 - ( 108)'>' М. 

' 256·3,14·6,02·1026 (1,86.10- 5)2 1+300 -

Величина ГО соответствует' эффективному радиусу при Т = 00. для эффектив­
Hl;>fO радиуса , s, зависящего от температуры, имеем при Т = 273 К 

'S='o Уl + ~ =1,57·10-10 VI +~~~=1,85 . IO-I0 м. 

5.2*. Поправка Сазерленда 

Построить модель для вывода поправки СазеР'JIенда . Найти среднюю 
длину свободного пробега 'А молеку.1Ы водорода при -200 С и Р = 0,5 ат. Из 
измерений вязкости (см. задачу 5.1) найдено, что 2г о = 2,40·10-10 ~I, С == 84 К . 
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Решенне 

Силы, дей ствующие между молекулами, заставляют их изменять направ­
ление движення. В отсутствие молекулярных сид частица 1 пролетела бы на 

Фиг. 44. -Отклонение траектории моле­
кулы под в.'lИяниеМ в заимного притяже­
ния молекул. 

Фиг. 45. К. расчету сек : 
торной скорости. 
31lесь I dr 1,* dr. 

расстоянии р от частицы 2 (фиг. 44). Траектория отклонившейся частицы 
определяется законом площадей (фиг. 4'5), согласно которому имеем 

а& 1 dr 
dТ="2t xYt=const; (5.2.1) 

здесь а& обозначает площадь , описываемую радиус-в.ектаром t за время dt. 
(Вектор а& направлен перпендикулярно плоскости траектории.) Обозначим 
через d<p угол, пройденный радиус-вектором за время dt. Тогда, учитывая, 
что 

d 
sin d<p 

, = , --:---:--..,.-'-;-:----,-
, sin [л-(r. dr)-<p] , sin (r, dr) , 

а<р , 

ПОЛУ'lим из формулы (5.2.1) для площади, описывае~,юй радиус -вектором 

dA = ~ I r x dr I =f, sin (r, dr) d,= ~ ,2 d<p. 

или же 

(5.2.2) 

(5.2,З) 

С другой стороны, для удаленной частицы, приближающейся к другой час­
тице с относительной скоростью и, имеем 

1 
dA="2p1dr 1. 

или 

dA 1 
dГ="2!!t" 

СледоватеЛБНО, 

,2~=pu. 

В соответствии с фиг. 45 для кинетической энергии имеем 

~ (~)2 =J..~ (;ч,2~2). 
2 а! 2 1-'-l+!!2 

(5.2.4) 

(5 ,2,5) 

(5.2.6) 
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где fl-приведенная ~Iacca обеих частиц. Учитывая, что Епот (00)=0, находим 
по закону сохранения энергии: 

(5.2.7) 

Выразив с помощью формулы (5.2.5) угловую скорость Ч? через начальную 
скорость ·t' и прицельный параметр р, получим 

fl I.t • fl 02 
tv2-тг2-Епот(г) =тv2 ~2' (5.2.8) 

Определим .reперь прицельный naраметр Р = Pk, при котором частицы кос­
нутся друг друга. Если имеются две молекулы разного сорта с диаметрами 
2Г1 и 2Г2' ТО В случае скользящего удара, т . е. при Г = Г1 + Г2, должно вы­

полняться условие;' =0. Тогда из формулы (5 .2.8) найдем для прицельного 
параметра Pk: 

Pk=(r1 + ( 2)2 [1 ~2 ЕпQY ~~2+ T 2)J. (5.2.9) 

Среднее значение КИIreТЯческой энергии, согласно формуле (1.5.8) гл. 2, состав­
ляет 

.~ и2 = ~ ( ! I~ + ZI~ ) = ~ ~ kT ( :1 + :2 ) = ~ kT. (5 .2.10) 

Из формулы ' (5.2.9) теперь имеем 

_( + ),il_2EnoT(rl + r2) ( + ),il+c 
Pk - Г1 Г 2 JI 3 kT '1'2 JI Т' (5.2.11) 

Постоянная Сазерленда положительна, поскольку потенциальная энергия Епот 
в формуле (5.2.11) щрицательна. 

Притяжение между молекулами приводит к увеличению диаметра газо­
кинетического эффективного сечения. Иначе говоря, соударение может быть 
зарегистрировано и в том случае, когда в отсутствие взаимодействия частицы 
пролетели бы друг мимо друга. 

Формулу (4.7) для средней длины свободного пр06ега между соударе­
ниями ОАинаковых час'Гиц следует заменит\> следующим выражением : 

(11.2.12) 

Подставляя численные значения, имеем 

1·253 -7 "11== 141.314.(240.10 10)'.141.1025 .337 =2,09·10 1\1, , " , 
(5.2. 12a) 

т. е. ПQЛУЧ'аем небольшое расхождение с резул'ыатом задачи 4.1. 

5.3. Коэффициент диффузии с учетом поправки Сазерленда 
и neрсистенции скоростей 

Вычислить i<оэффициент диффузии с ПОf,ющь'Ю модели жестких упругих 
молекул при учете поправки Сазерленда и персистенции. Чему равен коэф­
фициент диффузии D дЛЯ Н2 при давлении 0,5 ат и температуре -20 ~C? 

8 н. 3270 
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Решение 

Как видно из фиг. 46, рассматриваемая частица после соударения 
попадает jj точку Р на плоскости Z = Zo; следовательно, она вылетела из плос· 

р 

zoo::,~ i§ л Фиг . 46. Исходная плоскость при 
~ i!. rJ- вычислении пере носимой величины 
~ it it с учетом персистенции скоростей. 

кости ZI =Zо-Л cos {}. Учитывая персистенцию, можно сказать, что на послед­
нюю плоскость она попала из плоскости 

Z2 = Zо-Л cos {}-0,406 л cos {}=Zо-Л cos {} (1 + 0,406). 

Теперь с учетом предыдущих соударений находим исходную плоскость для 'n 
соударений 

Z" = Zо-Л cos {} (1 +0,406+0,4062+ ... +0,406"-1) 

И В пределе 

n~~ zll =Zо-Л cos {} I-d, 406 zо-I,683л cos {}. 

При расчете коэффициента диффузии персистенция приводит к кажущемуся 
увеличению длины свободного пробега в 1,683 раз. Поэтому формула (4.5.5) 
для коэффициента диффузии в модели жестких упругих молекул заменя'ется 
выражением 

D _1,683лti 
- 3 . 

Поправку Сазерленда учтем в формуле для средней длины свободного про­
бега . Коэффициент диффузии в модели жестких упругих молекул, согласно 
формулам (5.2.12) и (1.5.8) гл. 2, определяется выращением 

D_1,683л .. ;8RT _ 2.1,683 YRТ 
--3- VnM r - 3·nЗ/2 .4,~ ~ No (1 +CjT) 

Подставляя численные значения и учитывая формулу (5.2.12a), получаем 

D=I,683.2,07.10-7 .. ;8.8,314.IОЗ.253= 191.10-4 2/ 
3 V 3,14.2,02 ' м с. 

5.4. Теплопроводность как функция температуры 
Определить теплопроводность водорода при температуре 500 К . Исследо· 

вать возникающие при этом поправочные множители (2'0 = 2,40.10-10 М, 
С=84 К, Cv =5R/2, Cp =7R/2) . 

Решение 

Согласно Эйкену, для теплопроводности справедлива формула 

( 9Ср _~) 'l')Cv 
х=61 4Cv 4 М г ' (5 .4.1) 
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где в соответствии с (5.1.1) 

5 ,,; MrkT 1 
1]=16.4г~ V 'ltNA I + С/Т' (5.4.2) 

Для расчета С р и Cv при данных температурах можно пользоваться законом 
равнораспределения. 

Будем считать, что для одной температуры теплопроводность известна. 
Комбинируя равенства (5.4.1) и (5.4.2), получим тогда при неизменных тепло­
емкостях С р и Cv 

х (Т) ,,;1' I+C/To 
х(то) = V .то I+С/Т' (5.4.3) 

Используя значение x(20 0C)=0,160 ккал/(м.ч·К) (см. табл. П.ХVIII), 
находим 

/
500 1 + 84/293 

x(500K)=0,160 1 293 1+84/500 =0,214 ккал /(м-ч-К) . 

В случае сильно меняющихся величин С р и Cv следует учесть, что 61 
зависит только от показателя n в потенциале Леннард-Джонса, но не от темпера­
туры. Тогда, используя значение х для 20 ОС, приведенное в табл. П .XVIII, 
имеем 1 (9 7 5) 5 

0,160'602 ккаЛ /(м.с·К) = 61 "4' 5-4 16.(2,4.10-10)2 х 

-. / -2,02.1 ,38 .10 23·2932932 ,5·1 ,987 
' Х V 3,14.6,02.1026 377 2,02 KKaJl /(M'C · K), 

откуда получаем 

61 = 1,08. 

Таким образом, зависимость х (Т) можно определить во всем температур­
ном интервале, если в выражения (5.4,1) и (5.4.2) подставить вместо Cv (Т) и 
ер (Т) соответствующие зависимости от температуры. 

УпражнеJfИЯ 

у .5.1 . Вычислить вязкость С02 при О ос по формуле Чепмена и сравнить 
полученную величину с результатом упражнения 4.6. 

У.5.2. ~язкость С02 составл яет 1,50·]O- ~ H·c /M2 при 300 К и 
1 ,957 · 10- ~ Н ,с/м2 при 400 К. Вычислить постоянную Сазерленда, 

·диаметр молекулы и потенциальную энергию притяжения. 

У.5.3. Согласно опытам дэшмена, диаметр газокинетического эффективного 
сечения 2rs для водорода при О ос составляет 2,75· 10-10 м. Вычис­
лить 2rs J\ля -50 0С и + 50 0с. Постоянная СазерлеНiJ;а С для 
водорода равна 84 К. 

У. 5 . 4. Найти скорость падения мелких шариков диаметром 2г =0,1 мм и п.аот­
ностью р = 1 г/см3 в воздухе с температурой 250 и 300 К. Диа­
метр 2го молекул воздуха принять равным 3,14 ·10-10 м, а для 
постоянной Сазерленда использовать значение С = 108 К. 

У .5.5. ВЫЧИСЛИ,'rь скорость воздушного потока в ци линдрической трубе 
длиной 20 м и ради усом r = 1 мм при перепаде давлений 0,1 ат для 
темпера'!.уры 300 и 400 К . Использовать при этом закон Хагена­
Пуазейля 

dV 'Лг4 6,р 
Тt=в:rjl 

8* 
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где V -объем вещества, протекающего через сечение трубы. Плот­
ность воздуха р считать равной 1,29 г -'л . 

У.5.6. д.ля того чтобы в гладкой трубе не возникало турбулентности потока, 
число Рейнольдса Re = г· up/fj должно быть меньше 1160. Вычислить 
наибольшую допустимую скорость ламинарного потока воздуха, 

плотность которого р = 1,29 г /д; радиус трубы г = 1 мм, темпера­
тура 300 К. Чему равна наибольшая скорость при 600 К? 

У .5.7. Вычислить среднюю длину свободного пробега молекул водорода 
при О и 500 ос дЛЯ давления в 1 мбар. (Лнаметр молекулы 2го = 
= 2,41·\0-10 м, С=84 К.) 

У.5.В·· . С помощью модели жестких упругих сфер вывести ФОРМУJlУ ДJlЯ 
вязкости с учетом поправкн Сазерленда н персистенцни. Считать 
при этом, что при каждом соударении половина избыточной энергии 

передается частице, испытаllшей соударение. 
у .5.9·. С помощью модели жестких упругих сфер опредеJlИТЬ коэффициент 

диффузии водорода при О и 500 ос для давления в 1 мбар. 
Y.5. IO·. Найти теплопроводность водорода х при 400 К. 



Глава 4 
СТАТИСТИКА КВАНТОВЫХ ПРОЦЕССОВ 

§ 1. КВАНТ0i3АЯ СТАТ'ИСТИКА СИСТЕМ ОДИНАКОВЫХ МИКРОЧАСТИЦ 

8S;eдение 

Квантовая статистика исследует физические свойства систем 
одинаковых микрочастиц, например а-частиц, электронов, фото­

нов. Существенным признаком такого рода систем является 
взаимозависимость образующих их отдельных частиц . В силу 
этого необходимо рассматривать совокупность частиц одного 
сорта K~K единый коллектив и вводить для его описания спе­
циальную статистику, отвечающую его физическим свойствам. 

Характерной особенностью идеального газа является отсут­
ствие всякого взаимодействия между отдельными частицами. 
Он описывается статистикой Больцмана . Статистику Больцмана 
можно сохранить и для реального газа, введя соответствующие 

поправки ~ Однако в случае квантовых процессов статистика 
Больцмана приводит к количественно и качественно неверным 
результатам , (это связано с наличием взаимодействий, которые 
не могут быть описаны классическим образом). Поэтому нужно 
рассмотреть новый физич.ескиЙ подход, ПРИВОДЯЩИ,Й к кванто­
ВОЙ статистик'е . 

Согласно квантовой теории, поведение совокупности частиц 
одного сорта описывается волновой функцией 

Ч'=Ч'(ql, q2' ... , QN, t), (1.1) 

которая является решением у равнения Шредингера. Здесь Qi­
координаты i-й частицы . Величину '1' нельзя измерить физичес­
кими методами. Измеримой величиной является плотность ве­
роятности микрочастиц. Вероятность найти частицу в объеме dV 
равна 

dщ =с2 '1''1'. dV. (1.2) 

Здесь '1'. означает величину, комплексно сопряженную с '1', 
с-нормировочная постоянная, которая должна быть выбрана 
соответствующим образом . Одинаковые физические состояния, 
характеризующиеся одинаковой ШIOтностью вероятности, описы­
ваются волновыми функциями, отличающимися только постоян­

ным множителем : 

( 1.3) 
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OCHOBHpIM допущением квантовои теории является при;нщlП 
тождественности частиц: частицы одного и того же сорта, нвпри­
мер электроны, не могут иметь никаких различимых I1ли харак­

терных особенностей. Поэтому взаимная перестановка двух 
одинаковых частиц не изменяет физического состояния рас­
сматриваемой системы. Состояние, возникающее в ревультате 
перестановки двух одинаковых частиц, т. е. состояние '1" , = 
= Ч' (ql' ... , qk' ... , qj, ... , qN, t), не может отличаться от перво­
начального состояния '1' (ql' ... , qj' ... , qk' ... , qN' t). Таким обра­
зом, '1' и '1" описывают одно и то же состояние системы. П09ТОМУ 
в соответствии с (1.3) имеем 

'1'(ql" "" qj' . .. , qk' ... , qN, t)= 
= л'1' (ql' ... , q,,, ... , qj' ... , qN' t)~ (1.4) 

Если обмен частиц qj и qk произвести дважды, так чтобы после 
второй перестановки восстановилось исходное состояние, то вол­
новая функция '1' вообще не должна измениться. Тогда из 
выражения (1.4) имеем 

'1' = Л(Л '1') = л 2'1' , (1.5) 
т. е. 

л 2 = 1, (1.6) 

Соответственно этому квантовая статистика систем одинаковых 
мик рочастиц допускает два класса функций: симметричнь,е функ­
ции, сохраняющие свой знак п,ри перестановке двух частиц, 

'1'(ql' .. ;,qj' .. ·,qk' · .. ,QN,t)= 
= '1'(ql' ... , qk' . . . , qj"'" qN, t) (1.7) 

и антисимметричные функции, меняющие знак при переста­
новке, 

'1'(Ql' ... , qj' "', Qk' ... , QN, t) = 
=-'1'(ql!"" qk' ... , qj' ... , QN, t). (1.8) 

Эти два класса функций не могут переходить друг в друга. 
В квантовой теории с помощью уравнения Шредингера доказы­
вается, что волновая функция '1' всегда остается симметричной 
или антисимметричной, т. е. какой она была в начальном состоя­
нии. 

Как показывают результаты экспериментальных исследова­
ний, принадлежность частиц к тому или другому классу зависит 

от вели~ины их собственного момента, иначе спина. Частицы, 
спин которых равен полуцелому числу квантов действия 

Планка п: 

s = тп ( т = f, ~, ~, ... ) , (1.9) 
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описываются антисимметричными ч' -функциями. Эти частицы 
называются частицами Ферми, или фермионами, а описывающая 
их статистика называется статистикой Ферми-Дирака. Элек­
троны (е-), позитроны (е+), протоны (р) и нейтроны (п) и 
вообще атомы, ионы и атомные ядра, состоящие из нечетного 
числа элементарных частиц, имеют полуцелый спин. Все ОНИ 
описываются статистикой Ферми-Дирака. 

Пример 21 

Статистике Ферми подчиняются, например, 

}Н + (1 р) , ~He (2р , In, 2е -) , ~ He + (2р, 2п, е-), 

;и+ (3р, 4п, 2е-), ~Li++ (3р, 3п, е-). 

Частицы с целочисленным спином 

s = тп (т = О, 1, 2, ... ) ( 1.10) 

описываются симметричными Ч'-функциями. Они называются 
частицами Бозе, или бозонами. Применяемая к ним статистика 
носит название статистики Бозе-ЭЙнштеЙна. Ей подчиняются 
микрочастицы, состоящие из четного числа элементарных частиц. 

Пример 22 

Атомы водорода ~H (lр, lе-), атомы гелия :Не (2р, 2п , 2е-), ионы лития 

~и + + (3р, 4п, е-) и · ~Li + (3р, 3п, 2е-) и, кроме того, ядра дейтерия 

iH+ (Ip, Iп) имеют спин, равный целому числу постоянных Планка /i,. Час­
тицы света (фотоны) имеют спин, равный нулю 1) . Все эти частицы подчин·я­
ютсястатцстике Бозе-ЭЙнштеЙна. 

При расчете числа квантовых состояний статистическая тео­
рия должна учитыва1'Ь неразличимость микрочастиц одной сис­

темы. В статистике Больцмана метод наХОfКдения статистического 
веса u7 некоторого распределения основан как раз на различи­
мости отдельных частиц (см. гл . 2, § 1, введение). Поэтому 
в квантовой статистике используются иные, чем в статистике 
Больцмана, определения понятий микро- и макросостояниЙ. 

Как и в статистике Больцмана, в квантовой статистике при­
нимается, что множество значений величины, характеризующе~ 
состояние, например, энергии или импульса, подразделено на 

подмножества, заполняющие области в фазовом простран­
стве ~Фi' Если размерность фазового пространства равна s, то, 
согласно соотношению неопределенностей Гейзенберга [см. (3.1) 

1) В случае фотона невозможно разделить орбитальный момент и спин, 
поэтому можно говорить лишь о полном моменте фотона, который пробегает 
целочисленные значения.- ПРUl>l. ред. 
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-гл. 2], одна ячейка в фазовом nрострэ.н'стве з~нимаеr объем h·751.. 
Toгд~ число ячеек в фазовом объеМе ~Фj ~осtаlllIяе'Г 

АФ, 
г· - ~-

1 - h S/ 2 • 
(1.11) 

в квантовой статистике микросостояние характеризуется чис­
лами заполнения отдельных яче-ек чаСТJlцами. Все микросостоя­
ния равновероятны. 

Пример 23 

Схема микросостояния по статистике Возе-Эйнштейна 

NQ ячейки i 1 2 3 4 5 

Число частиц N j 2 3 О 

Согла~но статистике Бозе-ЭЙнштеЙна. статистич'еекйи в'ее этого микросостоя­
'''11'' равен единице. По кл'зссической стаtистАКе 60л,ьцм-ана ОН сос'гаВJ1"лG'l.I 

7\ 
W кл =2\ 3\ = 420. 

Итак, в квантовой статистике определение микросостояния 
основано на различимости отдельных ячеек. Их можнО ИРОНУ­
~pOBaTb 8 отличие от частиц, которые }н~р,аЗJlЙЧ'й:Мы й ПОТОМУ 

не могут быть пронумеро~нЬ'I. 
Для маt<росостояния различимость отдельных ячеек фазовой 

облапи АФj несущественна, .нужно знать tолько, чему р:авнь 
число Zo ячеек, не содержащих частиц, число Zl ячеек с о:ztнЬй 
частицей. Z2-C двумя частицами и вообще число ячеек Zj с j 
частицами (j = О, 1, 2, . . . ). 

Пример 24 

Числа заПОJlltения ,. приведенные в предыдущем примере. соответствуют 
()дной из возможньiх реализаций макросостояния 

Zo=l, ,Zl = 2,. Z2 = 1. Zs = l, lj=O и=4 • ... ). (1.12) 

это маКРОС0стояние может 'быть реЗJl ИЗОВil-llО и ,другим!! с'tlOсобами, iI част­
ности ук,азанными в следующем примере. 

Пр'IiМер 25 

Число частиц N j 3 2 О 
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Это СОСТОЯНlIе получается из состояния, приведенного в примере 23, с ЛОМQЦtI,.Ю 
перестановки ячеек 1 и 2. Ему соответствует тот же статистический вес, рав­
ный единице . 

Как и в классической статистике, в квантовой статистике ста­
ТИСТ!1ческий вес W (Zo, Zl' ... ) макросостояния определяется 
ЧJiСЛОМ микросостояний, с помощью KOTOPI:>IX может быть реали­
зовано это макросостояние. Микросостояния, относящиеся к оди­
наковым макросостояниям, различаются только тем, что числа 

заполнения Ni различных ячеек меняются местами (фиг. 47). 

Статистика 
8ольцмана 

1 1( 1Il 

~fй 
. ~ . -

· -
' 0" 

·0'" 
. 0 0 

.0 о 

00 • 
• о ,0 

•• о 

О 0 • 
~ .0 

0 .13 

• о е 

13 .С> 

О '13 

• 013 

G . 0 
О '0 

• 0 0 

о . '" 0 . 0 

• 0 0 

• о 13 

• 13 О 

О • 13 

О 0 • 
0 • о 

0 о • 

СтlЩ7uстика 
lio.Je-Jiiнutтlliша 

I 11 lIf 

ОоО 

000 

000 

00 о 

о о о 

О О О 

О О О 

О 00 

о 00 

О О О 

Статистика 
'РРрм« -Дирака 

I l/ Щ 

О О О Фиг . 47 . Заполнение микро- и макро­
состояний в статистике Больцмана, 
Бозе~Эйнштейна и Ферми~Дирака 
(см . пример 26). 

Тогда статистический вес размещения из Zo ячеек, не содержа­
щих частиц, Zt ячеек С одной частиц(!й, и вообще Zj ячеек с j 
частицами получим по формуле (1 .6) гл. 2: 

Z! 
W(ZO' Zr, Z~ , "') = Z-IZ i2 1 ос • 

. Q' l ' ~., •. 
( 1.13) 
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Величина 

'" 
Z= ~ Zj 

j=O 
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представляет собой полное число ячеек. 
Если говорить о числах заполнения Zi' то различие между 

статистикой Бозе--..эЙнштеЙна и статистикой Ферми-Ди­
рака состоит в том, что для ферми-частиц на числа заполнения 
налагается определенное ограничение. В то время как статистика 
Бозе--Эйнштейна допускает любые числа заполнения, в ста­
тистике Ферми--Дирака только Zo и Zl отличны от нуля. Каж­
дая ячейка либо пуста, либо занята одной частицей. Более 
высокие числа заполнения в статистике Ферми-Дирака невоз­
можны . Условие Z2 = О, Zз = О, ... для фермионов вытекает из 
nринциnа Паули, который в свою очередь следует из свойств 
антисимметричных волновых функций. Согласно принципу Паули, 
в данном квантовом состоянии может находиться только одна 

мик рочастица. 

Пример 26 

В таБJl. 27 приведен статистический вес для всех возможных распределе­
ний трех частиц по трем ячейкам: для классической статистики Больцмана 
(Wкл ), для статистик Бозе-Эйнштейна (WВЭ) и Ферми-Дирака-(W фд). 

Таблица 27 

Заполнение ячеек 
1 II III W 

кл 

Wфд 

3 О О 1 } 3! 
О 3 О ~ W (2, О, О, I)=2Т1Т=3 
О О 3 

невозможно 

2 1 О 3} 2 О 1 3 
1 2 О 3 · 3! 
1 О 2 ~ W (1,1, 1, О) = IПТ11= 6 
О 1 2 
О 2 1 

невозможно 

6 
31 

W (О, 3, О, 0)=31=1 

Таким образом, в статистике Ферми-дирака минимальное число ячеек 
Z равно числу частиц N. При- Z=N возможно только одно квантовое состо­
яние. 
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Как и в классической статистике, связь между энтропией и 

статистическим весом дается соотношением I S = k In W 1. Пове­
дение системы бозе- или ферми-частиц характеризуется также 
тем, что система стремится к такому состоянию, в котором ста" 

тистический вес W и соответственно энтропия S максимальны. 
Для квантовых систем также справедлив и второй закон тер­
модинамики: любой физический процесс протекает в направле­
нии возрастания статистического веса, вычисленного с помощью 

соответствующей статистики. 
Когда система находится в равновесном состоянии, статисти­

ческий вес принимает максимальное значение, совместимое с 
наложенными на систему дополнительными условиями (напри­
мер, законом сохранения энергии, сохранением числа частиц). 
Определенные таким образом распределения называются соот­
ветственно распределениями Базе-Эйнштейна и Ферми-Ди­
рака. Эти распределения выведены ниже в задачах 1.1 и 1.2. 

Задачи 

1.1. Распределение Бозе - Эйнштейна 

Найти число фотонов с частотой от v = 5, 15 · 1014 Гц до V + dv = 5,20·1014 Гц 
(види.мая область, желтый цвет) , содержащихся в полости объемом V = 1 м3 

при теМпературе Т = 6000 К. Чему равна энергия излучения, приходящаяся 
на эти фотоны? 

Решение 

Определим по статистике Бозе -Эйнштейна число заполнения состояний 
с импульсом в интервале от р до p + dp (фиг. 48). 

0~ 
dp Фиг . 48. Шаровой слой в пространстве импульсов. 

Энергия е и импульс р материальной частицы связаны с частотой v 
соответствующей дебройлевской волны соотношениями де Бройля: 

e=hv=pc, р= ~ =fik ll . (1.1.1) 

Значениям импульса в интервале от р до p+dp соответствует в импуль­
сном пространстве шаровой слой объемом 4лр2 dp. Мы пользуемся представ-

~ См . , например, [12], раздеjI 6.1. 
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лением о /А-пространстве, т. е. о фазовом пространстве, положение точки в 
котором определяется тремя пространственными 1-1 тремя импульсными КООР­
дината~fИ и размерность которого , С,7/едовательно, равна шести. Если ввести 
сферические координаты и разбить импульсное пространство на шаровые 

слои объемом 4Т1P~~Pi , то, согласно соотношению неопределенностей Гейзен­

берга, число ячеек внутри одного шарового слоя i оказывается равным [см. 
формулу (3.1) гл. 2] 

~Фi 4ЛР~~РiV Zj=7i3= h3 (1.1.2) 

Здесь V -объем, в котором находится рассматриваемый фотонный газ. Выве­
денная формула справедлива для линейно поляризованного света, равно как 
и для бозонов С нулевым спином . Есл и же свет обладает произвольиой эллип­
тической поляризацией или неполяризоваи, так что колебания электрического 
вектора могут быть разложеиы на две (g = 2) взаимно nерnендикулярные КОМ­
nQHeHmbl, или же если частицы (напр имер, а-частицы) обладают спином, про­
екция которого на направление внешнего поля может прииимать g различных 
значений, то число возможных квантовых состояний в фазовом объеме ,iФj 
увеличится в g раз_ Поэтому можно написать 

(1.1.3) 

При увеличении числа ячеек в g раз объем ОДНОй ячейки уменьшается и 

становится равным hs/2 ig . В данном случае s = 6, g == 2. Пусть в Z,. квантовых 
состояниях в фазовом объеме ~Фj находятся всего N i микрочастиц. Положим, 
что имеется Zio квантовых состояний , не занятых частицами, Zjl состояний 
с ОДНОй частицей и вообще Zjj ячеек , в которых размещено j частиц. Согласио 
формуле (1.13), статистический вес этого раСnРе.\!e.JJения равен 

Z .! 
Wj(ZiO' Zjl' " .)= п" . 

Zji 
(1 . 1.4) 

i 

Статистический вес данного распреде.тJення Д.тJЯ вщ!го f.\-простраИСТВ8 составляет 

W=ПWj=II Zi! • 
i i ПZji 

(1 ,1.5) 

i 

При этом справед.тJИВЫ следующие дополнитеЛЬНl?lе УС.тJовия: 

~Zij=Zj, (1 .1.6) 
j 

~iZjj=Nj, 
j 

(1.1.7) 

~ Nj = ~ jZjj =N, 
i i, j 

(1.1.8) 

~8iNj = ~ 8jjZjj = U, (1.1.9) 
i i, i 

Здесь и - ПОtlная энергия, 8; -энергия одной частицы в фазовой области 
~Фj. 
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Чтобы найти распределение, сооm'lemcтвllющее наибольшему сmаmисmиче­
скешу весу W, рассмотрим вариацию 

6 In W = 6 ~ СП Zi!-~ InZ'i) = 0. (1.1 . 10) 

Из выражения (1.1.10) с помощью формулы Стирлннга [см. (1.8в) ГЛ . 2] полу­
чаем, учитывая (1.1.6), 

In \f' = ~ [Zi (ln Zi-1)-~ Zij (In Z,/-1) ] = 

=~(ZiIПZi-~ZjjIПZjj\ (1.1 .11) 
i j ) • 

При варьировании нужно учитывать, что чисдо !,SaHToB .. IX состояний Zi 
постоянно. ТОГД!l из ФОРМУJlЫ (1 . 1.11) имеем 

6 In W = -б ~Zji In Zij=-~(ln Z,/ + 1) БZjj = О. (1.1.12) 
. i, j i, i 

К этому равенству сдедует прибавить проварьированные ДОПQJlнительные усло­
вия (1.1 .6), (1.1.8) и (1.1.9), умножив их на множитеJlИ Лагранжа Yi, -а, -~. 
Эти УСJlОВИЯ дают 

Уj~БZjj=О, 
(, f 

-а~6Ni=0, 
i 

(I .1.6a) 

(1.1.8a) 

-~ ~еiБNj=О. (1.1.9a) 
i 

Отсюда получаем 

- ~ (lп Zjj + 1 + aj + ~jej-Yj) БZjj =0. (1.1.13) 
i, j 

Вариации 6ljj выбираются произвольно, за исключением некоторого их числа. 
Число зависимых вариаций 6ljj равно числу дополнительных условий (1 .1.6), 
(1.1 .8), (1.1.9), т . е. равно числу множителей Лагранжа. Таким образом, вместе 
с произвольно выбираеМblМИ множителями Лагранжа число неззвисимых пере­
менных оказывается как ' раз равным числу вариаций 6lij . Поэтому все вари­
ации бlij можно рассматривать как неззвисимые друг от друга, а зависящими 
от ниХ величинами считать множите.1И Yi, -а, -~. Будем полагать после­
довательно одну из вариаций 6Zij -:j:. О, а IIce прочие-ра~НLIМИ нулю; тогда 
из Вblражения (1 . 1.13) найдем 

Z .. _ e'Vi - (1 +a.j +!lie j ) 
1]-

или соответственно 

~a.j~r.jii. "I' .'~ 1 
Zij=Cie 1, Cj",=e I , 

Рассмотрим тождество 
00 

__ 1_= ~ ejx• 
l-еХ ~ ' . 

j=O 

продиt\xjJеренцировав его по х, получим соотношение 

(1.1. ]4) 

(1.1.15) 

(1.1 .16) 
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Учитывая (1.1.16), находим из равенств (1.1.14~ и (1.1.7) . 
ф 00 

Nj== L jZjj=Cj L je- j (а+ f3Еj)=Сj exp[-(а+~еjН . (1.1.17) 
;=0 j=O {1-exp[-(a + ~ej)]}2 

Из формул (1.1.16) и (1.1.15) следует 

00 ф 1 
Z·= ~ Z··=C· ~ e- j (а + f3 еj)=С· . (1.1.18) 

, ~ '/ '..:.... 1 -(а + f3Е -) 
j=o j=O l-e 1 

Тогда для чисе.~ заполнения фазовой области ~Фj -микрочастицами имеем из 
(1.1.17) 

N.- zjexp[-(a+ ~ei)] __ z_i __ 
1 ,- '-ехр [-(a+ ~e;)] - ea + f3Ej • (1.1 .19) 

для определения параметра ~ вычислим энтропию. Аналогично формулам 
(1.1.10) и (1.1.11) имеем 

S=klпW=klп f (Z;lnZ j - f ZjjlnZij), 
i =0 j =0 

откуда с помощью выражения (1.1.14) и дополнительных условий (1.1.6)­
(1.1.9) получаем 

S=kln i~O [ZjIПZ;-j~О Zij(Yi-;:l-аj-~jl';)] = 
ф 

=kln ~ zj(lпz{-l'j+l) + kNа+ ~U. (1.1.20) 
i'.= О 

Варьируя полную энергию, приходим к выражению 

dS=k~dU. (1 .1.21) 

Сравнивая выражение (1.1.21) с термодинамическим соотношением (2.5) гл. 2 
при ПОСТОЯН'ном объеме 

dS- dU 
-Т' 

видим, что, как и в случае статистики Больцмана, 

1 
~=kT' 

(1.1.22) 

(1.1.23) 

Тогда в качестве общей формулы для чисел заполнения в статистике Бозе­
Эйнштейна получаем из (1.1.19) распределение Бозе-Эйнштейна: 

Zj 
Nj = , или Nj 

ехр (а + e;/kT)-1 
(1.1 .24) 

hЗ [ехр (a+ej/kT)-I]' 

Множитель Лагранжа а определяется нз выражения (1.1.24) с помощью допол­
нительного условия (1.1.8) или (l . l.8a). 

Чтобы найти распределение фотонов в полости объемом V, нужно учесть, 
что для квантов света закон сохранения числа частиц не. выполняется. Х арак­
тер излучения полностью определяется температурой. Поэтому дополнительное 
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условие (1.1.8а) для кванroв света неприменимо. Формально можно это учесть, 
положив в (1.1 . 8а) множитель Лагранжа сх равным нулю. Тогда имеем для 
фо1'Онов 

N
. _ 4лр1ДРiV 
l-g h3 'ехр (hv jkT) -1]' (1.1.25) 

Иопользуя для фотонов соотношение де Бройля p=hvjc и считая Ni=dN, 
находим число фотонов в интервале частот от v до v + dv 

dN= 4лVv2 dv 
g с3 (t/JV/kT -1) 

(1 .1.26) 

Это выражение содержит формулу излучения Планка, которая будет подроб· 
нее рассмотрена в § 2 настоящей главы. Подставляя численные значения, 
находим для неполяризованного света 

4л.1·(5,15·1014)2·0,05.IО14 

dN =2 в 3 [ (6,63.10 34 ' 5,15'1014) . ] 
(3.10) ехр 1,38.10 23.6000 -1 

2,04.1016. 

Энергия излучения, приходящаяся на эти фотоны, определяется выражением 

dU=hvdN. (1.1.27) 

При заданных численных значениях имеем 

dU =6,62·10-з4.5, 15.1014.2,04.1016 =6,9·10-3 Дж. 

1.2. Распределение Ферми - Дирака 

а) Исследовать распределение свободных электронов по энергиям. Вывести 
функцию распределения. б) Определить множитель Лагранжа сх. в) Чему равно 
число свободных электронов с энергией между 6,90 и 6,95 эВ в медном стержне 
длиной 1 = 1 м и сечением АА = 1 см2 при Т = 300 К? 

Решение 

а) В статистике Ферми-дирака каждое квантовое состояние либо не 
заполнено, дибо занято единственной микрочастицей. Поэтому в отличие от 
статистики Бозе-Эйнштейна, о которой шла речь в задаче 1.1, здесь имеется 
то ограничение, что из всех чисе.~ заполнения отличны от нудя тодько ZiO и Zi1. 

Сог дасно соотношению неооредеденностей Гейзенберга число квантовых 
состояний в шаровом сдое пространства импудьсов опреде.lяется соотноше­

нием [см. формуду (3.3) Гд. 2], . 

(1.2.1) 

Здесь g означает число возможных проекций спина на направдение внешнего 
подя. Есди представить спин в виде 

(1.2.2) 

то из квантовой теории вытекает сдедующее выражение для числа возможных 
проекций спина на заданное направление : 

g=2s+ 1. (1 .2.3) 
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Д.~я электронов s = 1/2 и, следовательно , g = 2. Если Эоlем~т фазового Q6ъe~la 
6. Ф i содержит Z i ячеек. по которым распределены N i ФеРМI\ОНОВ, то N i я чееlf 
запол нены, а Zi- Ni ячеек п усты. Согласно формуле (1.6) г.1. 2, стаТИСТИl)eСКИН 
вес этого распределения равен 

W.- 2i! 
/- Ni! (Z;- Nдl 

Для совокупности всех сос-то"иий иыеем 

II7=IfN;!(Z2i~Nj)!' (1.2.4) 

ПО формуле Стирлинга [см. (1.8а) гл. 2] находим 

1п 117 = ~ [Zj 1п Zi-Ni Iп N i-(Zi- N i) In (Zi-Nj)]. (1 .2.5) 
i 

Варьируя числа заполнения N i ддя опреде.lения состоянии е наибольшим 
статистичес ки м весом, получаем из выражения (1.2.5) 

б In W =-~ [ln Ni-1л (Zi- N;)] 6N i=O. (1 .2.6) 

При учете дополнительных условий 

-а.ОN=-а. ~ БNj=G, (1.2.7) 
i 

-~бU =-~ ~ e/JNj=O (1.2.8) 
i 

имеем из (1.2.6) 

~ [-In N i + Iп (z;-Nj)-a:-~e;] fJNi=O. (1 .2.9) 
i 

Выбирая соответствующим образом множители Лагра!!жа сх, ~ » в.се вар»а­
ции БNi, за исключением двух ЛРОИЗ80J1Ь.ных {см. формулу (1.1.14) наСТQцщей 
гдавы или формулы (1 .16)-(1.21) гл . 2J, получ~м из. l\ыражеин!! (1.2.9) fX1C'­
пределение Ферми-Дирака 

Параметр ~ наХОДIIМ IIЗ э!!тропии [см. (1.1 .21) и (1.1.22)}; 
1 /~ = kT. 

б) Параметр а. определяет,о\ из ДQполнитеJ\Ь НОГО условиа 

2" 
~N '-~ 4ЛРi6.р;V -N 
~ /-~g hЗ (e(J.+ei/kT + 1) - . 

(1.2.10) 

(1 .2.11) 

ПОСI'QЛЬКУ фазовые ячейки малы, можно считать распредеЛ!tlие }fenpepblBHbIM 
и заменить N i на dN. Далее можно написать 

(1.2.12) 

где через /-1. обознаq(>на масса электрона. Из формулы (1.2.11) I\Me4!1o\ 
ос! 

N = g4nV 5 р2 d 
H~ ехр (a. + p2 /2~tkT) + 1 р. (1 .2. 13) 

Q 



с по~IOQI.ЬЮ подстановки 

р2 

( = ~f.tkT 
из (1.2.13) получаем 
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N = g4лV У2 ( kт)З/2 5" У7 dt 
h3 f.t О eCHt + 1 

Обе/значим 

т(')гда имеем вместо (1.2 .15) 

( 
2Л/JkТ ) З !2 , 

N=gV ~ Р+ (а). 
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(1.2.14) 

(Ц.15) 

(1.2.16) 

(1.2.11) 

Интеграл (1.2.16) называется интегралоМ IJЫРО:Ж:~I>lUJll). F:rtJ М~ЖН() I'Ы'lиелить 
с помощью разложения в ряд. PaCCl\lOTpHM интегра'1 .. 

5 
t"-1 

J = ~t ":{)+ 1 dt; 
о 

для б > О его целесообразнее Есего записать в ВИАе 
() 00 '" 

J=Stn - 1 dt+St 1l - 1 dt,,-S- ' t"-
1 

dt = 6
11 +J . 

1 + е-(t-{) n t 
О () О 

Здесь J z включает второе и третье слагаемые. ДЛjf обеспеЧellИ!! СХОДIНЮСТН 
третье слагаемое разобьем нв два ИlIтеграJ!<! с пределами от О до 6 и от б 
до ' Q:!. Разложение в ряд дает 

00 

J :,=_ ~ tn - 1 ~ (_1)"+ 1 е-(Н 1) (1-6) dt-
6 ,,=0 

() 00 

_ ~ tn - 1 ~ (_1)" е("Н) (t-~) dt. 
о ,,~O 

Произведя в первом выражении замену x=(v + I)(t-б) , а во BT°I'°1>l-38. 
мену х =- (v + 1) (t-б), получю! после соответствующей группирщщи членов 

1) В литературе обычно nРННЯтQ Ha~ыaaT" веЛИЧI1ЦЫ Р ... (~) и F _ (t;t) со­
ответственно интегралами Ферми и Бозе индекса 1/:.- ПРU/ll . ред. 
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При оценке интеграла используем Г-функцию в соответствии с формулой 
(1.5.3) гл. 2; тогда для 6 > О находим 

со 

5 tn-l dt=~+26n-2 [(n-1)с +(n-1) 31с4 + 
е /-6 + 1 n 1 2 3 62 

О 

( n-1)5lcв J (е-б е- 2б е- зб ) 
+ 5 -V+''' . +(_I)n-lr(n) -1---4-+9 =f ... 

(1.2.18) 
где 

(1.2.19) 

в частности, 

Для вычисления параметра а, оставшегося неопреДeJ!енным в р.аспределении 
Ферми-Дирака (1.2.10), подставим выражение (1 .2.18) в интеграл Ферми 
(1.2.16) и положим 6=-а. > О, n=З/2 . Учитывая только главный член, 
получим в первом приближении 

со _ 

F () 2 5 у t dt =_4_(":"CX)8!2. 
+ сх = Уп еСН t + 1 3 Уn 

о 

(1.2.20) 

Из формулы (1.2.17) имеем тогда 

N = _4_ V (_ 2ЩlkТсх )8/2 
3Уп g h2 

(1.2.21) 

Число N свободных электронов можно приб.'Iиженно положить равным числу 
атомов металла. Если р-плотность металла, ftл-масса одного его атома, то 

эти величины связаны соотношением 

Nftл =pV. 

или же 

N =pV . (1.2.22) 
ftл 

Разрешая равенство (1.2.21) относительно сх и учитывая (1.2.22), находим 

_~ __ ( 3Упр ')2/8 _h2 
• .... (1.2.23) 

\ 4gftл 2nftkT 

Подставляя ЧИС.'Iенные значен'ия 

PCu =8,9·103 кг/м3 , 
63,6 

6,02.1026 кг, 
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получаем 

__ (3 УЩ.8,9. 103.6,02· 1026 )2/3 
а - 4.2.63,6 Х 

(662.10-34)2 
х' =271 2·3,14·9,11.10- 31.1,38·10-23·300 (1.2.23а) 

Таким обра.зом, -а = б ?> 1, откуда видно, что в данном случае в разложе­
нии (1 .2.18) действительно можно ограничиться главным членом . 

в) Чис.~а заполнения N i или dN можно получить нз выражения (1 2.1 !)), 
если подставить в него число квантовых состояний (1.2.1). Учитывая (1.2.12), 
имеем 

dN = g·4лVр2dр 
hЗ [ехр (a +BjkT) + 1] 

g.4лVfA. Y2fA.B dB 
. h3 [ехр (a + B/kT) + 1) 

Экспоненциальный член практически не дает вклада, есilИ 

ехр ( a+k
B

T ) ~ 1, 

или же 

в a+ kT <-5. 

(! .2 24) 

Для меди при данной температуре Т = 300 К и при найденном значении мно· 
жителя а = -271 это означает, что для в < 266 kT = 266· 1,38·10- 23·300 Дж= 
=6,88 эВ заполнение описывается распределением 

,/'- 3/2 
dN =g4r 2лVfA. '/'-d 

hЗ r в в. 

Если величина в выражена в элеКТРОНВОЛЬ'l'ах, . то . имеем 

g4 У'2 (1,6.10-1AI)3/2 ЛV/-t3/2 JI'ё' de 
dN= h3 • 

Н,апротив, для энергий в> 216·1,38·10-23·300 Дж=7,14 эВ при данной тем· 
пературе можно пренебречь единицей в знаМЩlателе формулы (1.2 .24). Тогда 
функция распределения определяется главным образом экспоненциаЛhНЫМ 
членом : 

dN = g4лVfA. y2,:tё [- ( +~)Jd hз ехр а kT в , 

как это следует из классической статистики Больцмана (см. задачу I.a) , 
В области энергий от 6,88 до 7,14 ~B в выражении (1 .2.24) нужно учиrЫ1l.:i:rь 
оба слагаемых. Подставляя заданные ЧИСЛe!lные значения, для' Эtr~РI'liй 
в=6,90 эВ, dB=0,05 эВ получа~ 

2·411. ·10-4·9,11· 10-31 У 2.9, 1· 10 31·6,9·1,6 · 10 lв . 0,05.1 ,6·10-19 
dN= . . [( 69.16.10 19)] ~= 

(6,62.10-34)3 ехр -271 + 1,38.10 23.300 + 1 

=8,8·1022. 

Полное число свободных элек'I'РОНОВ в 1 м3 меди, согласно формуле (1.2.22), 
составляет 

N 
V 

8,9·103·6,02.1026 
63,6 

8,4.102$ м- з. 
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Таким образом в объеме V = 10- 4 м3 рассматриваемого медного стержн!! 
содержится N = 8,4.1024 электронов. 

Из всех свободно ДВИЖУЩIiХСЯ элеКТРОНQ!$ ТQЛЪК() окОЛо 1 % gCiладает 
кинетической энергией в заданном интервале. 

1.3. Статистика частиц газа, ЬОНОВ и протонов 

Исследовать, к каким резульtаtам приводи'i' НСriОЛЪЗQВilНие КllаИТОiiQЙ 
статистики по ' сравнению ' со статистикаl1 ЬОЛJ.цмаНil д.1!" НtflТРЗЛioIlQi'g гааа 
или газа ионое при нормальны" условиях. 

Решенне 

Запишем распределение Бозе-Эйнштейна (см . задачу 1.1) и pacnpeAeJje­
ние Ферми -Дирака (см . задачу 1.2) в единой форме: 

N j= Zj kT dN = 3 g4nV~~~~T 1 (1.3.1) 
ехр(а+ в;/ Н:I h exp(a + p ! /-t ):r: 

Множитель Лагранжа а находим из условия 

Используя подстановку 

р2 

t =2flkT ' 

пс1Лучаем 

N = ~~ (2Л/-tkТ)З/2 F:r: (а), 

где интеграл вырождения 

00 
2 S vt F:r:(a)= У-n e'Ht 1= 1 dt. 

о 

(1.3.2) 

(1 .3.4) 

(I . З . 5) 

Есди множитель Лагранжа а > о, то удобнее вС::его ВЫЧИСЛ flТЬ интегралы вы­
РQждения с помощью следующего разложения в ряд: 

J =500 -c:1:-:n...,.-_l_' -: dt = ~ (± ')\> 5" ,n~! e~ (\>+1) (cx",r) dt. 
eMt 1= 1 ~ 

(I.З.б) 

о \>=0 О 

с помощью подстановки Х=(\'+ 1) t из формулы (1.3.6) получим 

tXJ tXJ 

5 е-(\>-fol)а 

J= xn-1e-xdx k(± ')\> (\'+I)n' (1.3.7) 

О \>=0 

Согласно формуле (1.5.3) гл . 2. этот интеграл можно lIыраэить I/ерез Г-функ­
цию. 
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Таким 'образом, для а > О имеем 

(I.З.8) 

Ряд, стоящий в скобках, в частном случае а = О при ПОЛОЖИТeJIЬНЫХ знаКi1Х 
перехсЩИТ в ~-функцию Римана 1 •. 

Согласно формуле (1.5.6) гл. 2, для n=% имеlЩ 

r (~)= Уn 22' (1.3.9) 

Тогда из формул (1.3.4), (1.3.8) и (1.3.9) имеем 

. gV СХ) е- (\1+1) а 
N = -hВ (2Л/-L kТ)З/2 ~ (± 1)" . / • 

~ (" + 1)3 2 
'11=0 

(1.3.10) 

Для оценки параметра а учтем сначала в (1.3.10) TOfibKO ЧЛен с ,,=0; тогда 
получим 

gV (2лj.tkТ) 3 /2 
a=ln h3N (1.3.11) 

11 Дзета-функция Рима на имеет вид 

'" 1 '" 1 
~ (n)= L (,, + I)n = L Vn· 

'11=0 '11=1 

ЕСI7IИ а=О, то при отрицательном знаке в правон части суммы (1.3.8) она 
преобраэуется к виду 

111 '" 1 
1- 2n +зп--тn ± ... = Е(-1)"+l "N =(1-21- nН(n). (1.3 . 8а) 

,,=1 

Значения дзета-функции Рима на для нескольких значеi!ий аргумента приве­
дены в табл. 28. 

Табл/ща 28 

Значения дзета-функцйи Римана 

n 1,0 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5,0 

~ (n) ос) 2,612 1,645 1,341 1,202 1,127 1,0823 1,0547 1,0369 
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в соответствии с ураВljением ' состонния ддя идеадьного газа подставим 
VjN =kTjP. Дадее, имеем 

М г Ан 1,01 
!l = N А :;:,: N А 6,02.1026 КГ, g> 1. 

(Ан-относитедьная атомная маССа водорода, Мг-относитедьная масса мо­
декуды.) Поэтому из форм уды (1 .3.11) сдедует, что 

3 2nAH 5 
а> 2'IП-N--3Iпh+'2lпkТ-JпР. 

. А 
(1.3.12) 

При заданных Чllс.lен ных значениях для Т = 273 К и Р = 1,033 ат находим 

1034 3 6,02·1026 5 102~ 

а > 31п 6,62 -_2 1п 2.3,14.1,01- '2 Jn 1,38.273 

- Jn 1,033·9,81·104= 10,56. 

Это означает, чт~ 

еа '). е1О.Б6 = 10&.59 ~ 1. 

При нормальных усдовиях для дю60ГО нейтрадьного или ионного газа можно 
CIjIf1'<iTb, что еа ~ 1, и пользоваться д.~Я Чllсед заподнеНIIЯ вместо формуды 
(J .Э.l) выражением , 

N .- г; 
1- ехр (а + eij kT) , 

ИЮ! с:оответственно 

dN = g 4n V р2 dp 
h~ ехр (а + ejkT) 

(1.3.13) 

В выражении (1.3.13) уже никак не проявдяется различие между статисти­
KaMи Базе-Эйнштейна и Ферми-Дирака. Если же подставить сюда а нз 
форм уды (1.3.11), то подучим 

4 р2 (р2 ) rJN=N-- ехр --- dp= 
ул (2!1kТ)З/2 . 2!1kT . 

= N :n (2kT~:)3/2 ехр (- ::; ) dv. 
(1.3.14) 

Эта формуда соответствует распредедению скоростей идеаJ1ЬНОГО газа по ста­
тистике Бодьцмана [см. формулу (1.3.4) гл. 2]. 

Таким образом, при еа ~ 1, или, согласно (1.3.11), при 

---J-'-- 3 V h 2 
г= -~ Ав , V N Vg}r~~ __ "v~_ . (1.3.15) 

<:Т<lТII.,,:тики Бозе -- Эйнштейна и Ферми - Дирака переходя'!' в статистику Бодьц­
м<iнэ. ЗдесЬ через Ав обозначена ддина соответствующей волны де Бройля 
(см. формулу (3.2.5)]. 

Росли средне(! расстояние между микрочастицами' велико по сравнению 
с их дебройлевской длиной волны, то можно вместо квантовой статистики 
пользоваться кдассической статистикой Больцмэна. 
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Как можно видеть из выражений (1.3.12) или (1.3.15), квантовые свойства 
газа материальных частиц ПРОЯВЛSiются только при очень большом давлении 
или же очень низких температурах. Эти свойства тем слабее, чем больше масса 

частицы газа. В общем случае у обычных газов среднее расстояние r велико 
по сравнению с дебройлевской длиной волны, так что применима статистика 
Больцмана. 

Упражнения 

Y.I.I. Чему равно число фотонов с частотой в интервале от ,,=5,15·lolt до 
,,+ d" = 5,20·1014 Гц при Т = 3000 К в полости объемом V = 1 м3? 

Y.I.2. Определить энергию излучения, приходящуюся на фотоны с частотами 
от 5,15·\014 до 5,20·\014 Гц при т = 3000 К в полости объемом 1 м3 • 

У .1.3. Вычислить множитель Лагранжа а для электронов в серебре при 
T=IOO К, PAg=IO,5 г /см3 , AAg=\07,9. 

Y.I.4. Исследовать для серебра, при какой кинетической энергии распреде­
ление электронов можно описывать с помощью классической стати­
стики Больuмана (a+e/kT ~ 5). Температуру Т положить равной 
100 К. 

у .1.5. Чему равно число электронов с кинетической энергией от 2,0 до 
2,1 эВ в 1 см3 серебра при 100 К? Определить полное число свобод­
ных электронов. 

у .1.6. Найти множитель Лагранжа а для протонов при Т = \06 К. Плот­
ность протонов N o= \020 м- З , g=2. 

У .1. 7, Найти при какой плотности ПРОТОНQВ с температурой Т = \06 К можно 
пользоваться статиСтикой Больцмана (а;;а. 5). 

у .1.8. При какой плотности электроны с температурой Т = \06 К подчи­
няются статистике Больцмана? Какие выводы можно отсюда сделать 
для физики плазмы? Весовой множитель g принять равным 2. 

У.I ;9. Определить внутреннюю энергию одноатомного газа по статистике 
Бозе-Эйнштейна и Ферми-Дирака. 

Y.l.lO. Найти значения интеграла 

'" 
J (а) = S e(x.+t~ 1 dt 

о 

для а=+l и a=-I. 

§ 2. ЗАКОНЫ излучвния 

Введение 

Законы излучения получаются из статистики Бозе-Эйн­
штейна для частного случая а = О. Согласно формуле (1.1.26), 
число _ фотонов с частотами между v и v + dv, содержащихс-я 
в объеме V = 1 мЗ , равно 

dN _ 4itg ,,2 d" 
. - с3 (ehV/ kT -1)· (2.1) 

Отсюда следует закон излучения Планка, определяющий энер­
гию, п риходящуюся на фотоны с частотами от v до v + dv, для 
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ИЗJJучения в объеме V = 1 м3 (фиг . 49) ~ 

Здесь рv--спектральная плотность энергии. 

Рlo. 

(2.2) 

~~X 
........ .,.JZ~-4.L. ---- =...!q--'Л' 10-6,., 

Фи·г. ~9. K" .. !!~ СП~КТР3J1ЬНОЙ ПЛС\ТН0Ст!! энергии, 
оnисы"аемой 31\К;ОНОМ излучения Планка и 'закС\~ 
ном смещения Вина. 

РаСПРli!делен:ие ИЗJlучения П9 JJ.JIин:ам ~юлн характерцзуется 

спектральной плотностью Р1" определяемой сеОТНОЩ~IЩЩ.f 

Р ... I dv 1 == Рл 1 dл 1, или Рл = Р ... {2 . (2.3) 

Из формулы излучения Планка (2.2) можно вы!естии все дру­
гие законы излучения. В предельном случае 

hv~ kT (2.4) 

получаем закон излуЧ€ния Вина 

I d - 4лghv3 dv -hv/kТ 
Р ... V - са е . 

••• -'0 ___ ___ ___ 0' _ . ..... 

в nрtЧ·ИВОl'1.0ЛОЖНОМ предельном случае 

hv~kT 

цмеем закон излучения Рэлея--Джинса: 

rl _ 4лgkТv2 dv 
Р" uV = -- - са 

(2.5) 

(!З.б) 

(2.7) 
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Зная спектральные ПЛОТl1IОСТИ Pv и Рл, можно найти значения 
частоты или длины волны, при которых плотность излучения 

максимальна при данной температуре, т. е. получит. закон сме­
щения Вина: 

2 ,822kT 
V MaKC = h 

л. hc 
макс = 4, 965kT (2.8) 

Интегрируя соотношение (2.2) uо всем частотам, н,аХОАИМ 
полную энергию излучения, содержаЩУЮСЯll объеМе V = 1 МЗ : 

. , - S~ ' - '4g л6k41'4 r 
и- о p"dv- 15 ~ /. (2.9) 

Мощность, излучаемая в единичный телесный угол в направле­
нии нормали к 1 м2 черной и~луqающей nОl3tрююс'i'И в ПЬJtо'Се 
частот от v до v + dv, называется сn:ек,шральноu плотностью 
потока энергии, 2/(". Сnектралыюft плотность энергии и спек­
тральная плотность потока энергии связаны С()ОТfl'Оwешtем 

(см. задачу 2.2): 

ер" 2/( =-
" 4лnо' 

(2.10) 

где nо-показатель преломления. Мощность ИЗ.1IУiIения, испус­
каемого 1 м2 излучающей поверхности в ПОЛУПРОСТРЙRС1'9~, дЛ~ 
сJiуча5l , по = 1 ЬfiредеJIяе~ся ЗакоНОМ излучения Сmефана-Ьолщ­
мана: 

(2.11 ) 

Задачи 

2.1 . Макси;мум ·cneKTpam.HorO распре.-еАеЮНI &нерN4И 

С помощью закона излучения Планка найти ,максимум спектральиого 
ра'сп,ределения энергии. Сравнить для Т = 1500.к .значения, соотве:гствую­
щие максимуму по шкале частот и по шкале АJt;Ии 'В'()л'Н. Как -смесtятся эти 
максимумы при повышении темп~ратуры до 3000 К? . 

Решение 

COf.7JaCHO формуле' Планка (2.2), спектральная плотность энергии составляет 

4лgllVЗ 

р" с3 (ehv/ kT - 1) • 
(2.1 .1) 
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для определения максимума этой функции распреде.l!ения ПО .I!ОЖИМ 

'hv 
X=W ' (2.1 .2) 

Тогда экстремальное значение функции (2.1.1) опреде.l!яется трансцендентным 
уравнением 

d х3 еХ (З-х)-3 9 

dx eX-1 ' (eX-1)2 х-=о. (2.1.3) 

Его корень находим численным расчетом 

( hVMaKc 28 Хмакс ,,)=~= , 22 . (2.1.4) 

Для частоты "м аке , соответствующей ~аи60Лhшей плотности излучения, 
H~'1eeM 

_2,822kT -588 101ОТ -1 
"маке - h - ,' с. 

Подставляя численные значения, получаем для Т = 1500 К 

(1500 К) = 2,822 · 1,38·10- 23 . 1500 -1 = 882 .10Ц Г 
"мак е . 6,63.10- 34 С _ ' ц. 

а для Т = 3000 К 

"MaK ~ (3000 К) = 1 ,765·1014 Гц. 

ВЫЧИС,rIенные частоты соО!ветствуют длинам волн 

и 1,7:10-6 м . 

3 · 108 
882.101з =3, 4.10-6 М , 

(2 .1.5) 

Таким образом , максимумы спектра.ТIЬНОГО распределения энергии лежат 
в инфракрасной об.ТIасти. При уве.ТIичеиии температуры они смещаютс'я по 
направлению к видимой об.ТI асти спектра . 

Во многих экспериментальных ИСС.ТIедованиях ИСПО.ТIьзуется равно,мер­
ная шкала длин волн. ПОСКО.ТIьку 

Р" I dv 1= р),1 dЛl. 
П.ТIотности распреде.ТIения по частотам Р" и по длинам волн рл связаны соот­

ношением 

рл = р" I:~I=р"ld~ ~ 1=~2P". (2.1 .6) 

Заменим в спектра.1JbИОЙ плотности распреде.ТIения (2.1.1) частоту V на длину 
BO.ТIHЫ, ИСПО.ТI ьзуя соотношение V =с(л; тогда ПО.ТIу чим из (2. 1.6) 

ер" 8nhc 
рл = 12 л5( еhс/kТЛ_I)' 

НО.ТIожим снова 

hv . hc 
Х= kТ=kТл' 

тогда Д.ТIя опреде.ТIения экстремума ПО.ТIучаем уравнение 

d x~ еХ (5-х)-5 
dxex-I (eX -1)2 х4 =0. 

(2.1.7) 

(2 .1.8) 
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Это трансцендентное уравнение имеет следующий корень: 

Хмакс (л) = 4,965. 

Итак, длина волны "макс, соответствующая наибольшей плотности излучения 
по шкале длин волн, равна 

hc 
"макс = 4,965 kT (2.1 .9) 

(закон смещения Вина). Подставляя численные значения, находим для 
Т= 1500 К 

6,63·10-34·3·108 
"макс (1500 К) = 4 965.138.10 23 .1500 1,93·10-6 м, 

а для Т=3000 К ' , 

"мак с (3000 К) = 0,966· 10-6 м. 

С увеличением температуры этот маю::имум СДВLlгается в сторону более коротких 
длин волн (фиг. 49). 

Максимумы спектрального распределения энергии оказываются различными 
в зависимости от того, какая шкала используется-частот или длин волн. 

2.2. Закон Стефана ...... больцмана для полного излучения 

Металлическая пластнна площадью А = 40 м2 С пог лощательной способ­
ностью 1) е = 0,70 имеет температуру Т = 900 К. На расстоянии , = 500 м от 
нее в направлении, соста!3.ляющем угол {}=600 к нормали к поверхности А, 
находится стеклянная пластина площадью А о =25 м2 с поглощательной 

Ай 

A~-;....L..-----
Фиг. 50. К рассмотрению излучения, испускае­
мого площадью А и попадающего на пло­
щадь А о . 

способностью ео = 0,90 (фиг . 50). П.~оскости А и А о параллельны друг другу. 
Чему равна энергия излучения, попадающего за 1 ч с металлической пла­
стиныI на стеклянную? 

Решение 

Рассмотрим объем, в котором распространяется излучение . Пусть в Э.~е­
мен.те объема dV в определенный момент времени содержится энергияdU. 
Предельное значение 

dU 
P=dV (2.2.1) 

1) Под поглощательной способностью понимается отношение поглощенного 
телом потока к падающему на него потоку света, равное отношению испуска­

тельных способностей данного тела и абсолютно черного тела.- При-М.. ред. 
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дает плотность энергии. Доля ее, приходящаяся на частотный интервал d'\l, 

dp = р" d'\l, (2 .2.1 а) 

определяет спектральную плотность энергии. 

Элемент поверхности d\Л испу скает в 1 с в телесный угол dQ = sin {I- d{l- d<p 
следующее количество энергии в интервале частот от '\1 до '\I + d'\l (излучение 
не поляризовано): 

(2.2.2) 

Здесь {I--угол между норма.1ЬЮ к излучающей п.~оскости и направлением 
луча (фиг. 50), }(" характеризует спектральную плотность потока для линейно 
поляризованного излучения. Ее нужно умножить на g = 2, так как любое 
неполяризованное электромагнитное колебание можно разложнть на две взаимно 
перпендикулярные линейно поляризованные составляющие . Полную энергию 
излучения в области ча стот от '\1 до '\1 + d'\l, испускаемого в полупространство 
из элемента d\Л, определяем с помощью интегрирования формулы (2 .2.2) 

2л л/2 

W = -3''11. d~ d'\l = ~ ~2}('11 d'\l dA cos {I- sin {I- d{l- d!p = 2л}(" dv dA. (2.2 .3) 
о о 

Чтобы найти связь между плотностью энергии и плотностью потока излучения, 
рассмотрим элемент объема dV. Опишем вокруг него сферу радиусом, (фиг. 51). 

Фиг . 51. К выводу соотношения между плотностью 
энергии и плотностью потока излучения. 

-+ -+ 
На 'поверхности сферы выделим элемент площади da. Из элемента da элемен­
тарный объем dV виден г.од телесным углом 

(2.2.4) 

где dt-площa;tl.ь· сечения элементарного объема dV, которое обращено к эле-
...... ...... 

менту площади da. Тогда для мощности излучения, идущего от dcr к dV, из 
формулы (2.2.2) при {I-=O находим 

-+ . df 
dЗ" . da d'\l = 2}(" d'\l da dQ = 2К" dv dcr -2-' , (2 .2.5) 

..... 
СледоватеJIЬНО, для излучения, направленного от da к dV, плотность потока 
энергии равна 

(2.2.6) 
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Для всех точек сферы плотность потока, направленного в элемент объема dV, 
имеет такую же величину, поэтому выражение (2.2.6) нужно умножить на 
4лг 2jdа. В итоге для полной плотности потока энергии в объеме dV ПОJJучаем 

I jv I d'V=8лКv d'V . (2.2.7) 

С другой стороны, она связана соотношением 

(2.2.8) 

со спектральной плотностью Pv энергии излучения и СО скоростью с/по ле­

реноса энергии . Из формул (2.2.7) и (2.2.8) вытекает связь между плотностью 
ЭНергиИ и плотностыо ПОТОl<а И3J1учеция : 

с 
р d'V-=8лКv d ... ,; v по 

используя закон излучения Планка (2.2), получаем 

(2.2.9) 

ВЫПJЛНИМ интегрирование по всему спектру, для чего lIоспользуемся форму­
лами (1.3.6)-(1.3 .8) при показателе степени n=4. В результате находим 

а:> 00 

S 
2h 5 '113 2k4T4 

2Kv dv=-z · hv/ kT d'll=-ГhзГ(4)~(4). 
nос е -1 nос 

о о 

Учитывая, что r (4)=3! =6, ~ (4) = л4j90 = 1,0823, имеем 

"" 
5 

2л4k4Т4 

2Kv dv = 15noe2h3 • 

о 

(2.2.10) 

МQЩНОСТЬ,' излучаемая в полупространство, соглl!сно формуле (2.2.3), в :n: pa~ 
превышает эту величину. Приняв ПО = 1, получим для потока энергии, испу­
скаемого в 1 с площадью 1 м2 , закон излучения Стефана - Больцмана: 

(2 .2.1 1) 

Заключенную в телесном угле dQ мощность излучения, испускаемого пло­
щадью dA с поглощательной способностью е и попадающего на площадь dAo 
с ПОГ,1Iощательной способностью ео, получим из формулы (2.2.2) 

а:> 00 

1,s. 1 = ~ I,s.v I dv=2dAe8o щs iJodQ ~ Kv dv. 
о о 

С учетом формулы (2.2.10) имеем 
. 2л4k4 а' 

1,s.1 = 15 2hзdАееосоs iJO dQT&~ -dАе80 cos" dQT', 
nос лnо 

(2.2.12) 



254 Гл , 4. ~maf!lUCmItKa KBaHmoвbl)C nроц(!ссов 

Из фиг. 50 видно, что 

dQ = dAo~os t}. 
г 

Подставляя заданные значения, находим 

(2.2.13) 

5,67· \0-:8 ·40·0;7·0,9·0,52 ·25. 9004·602 ·0,239· 10-3 
13 1= 3,14.5002 · =6,4ккал/ч. 

2.3. Определение h и k по спектру излучения 
Мощность, исп ускаемая при Т = 1000 К в полупространство абсолютно 

черным тмом с поверхностью А =1 м2 , составляет по I!зщфениям Луммера 
и Принг~гейма 56,53 кВт. Длина волны Лмакс , соответствующая наибольшей 
спектральной плотности распределения при данной температуре, равна 
290\0·10-10 м. 

Найти отсюда квант действия Планка h и постоянную Больцмана k. 

Р~шение 

Закон смещения Вина (2.1.9) устанавливает связь между h и k: 

h 4,965лмаксТ 
k= с (2.3.1) 

Здесь все величины спра,ва извеСТН.i?I или могут быть определены из измерений. 
Воспользуемся теперь законом Стефана - Больщiана (2.11) для полного изл у-
чения черного тела: " 

2n"k4T4 
М = 1"5c2h3 =а'Т4 = 5,67 .\0-8 Т4 BTj (M2 . К4). (2.3.2) 

Возведя закон смещения Вина (2 .3.1) в куб, умножив на выражение (2.3.2) 
и разрешив затем относительно постоянной Больцмана, получим 

k 
4,9653·15 Л~аксМ 3 

= 2лЬс -т-, (2 . . 3) 

Подставляя это значение" закон смещения Вина (2 .3.1), находим 

h-4,9654.15 Л' М 
- 2n"с2 макс· 

При заданных значениях имеем 

k 4,9658.\5(2,901·10-6)3·56,53·\03 1,380.10-23 Дж/К, 
2n~·3·\08 .103 

49654.15 
h=2n~ .(3.108)2' (2,901.10- il)4. 56,53 · \03 = 6,626·\0-3' Дж· с . 

2.4. Термодинамические величины поля излучения. 
Давление света 

(2.3.4) 

В полости объемом V = 1000 м3 температура Т составляет 1000 К . Вы­
числить свободную энергию Р, энтропию S и внутреннюю энергию U поля 
излучения. Чему равно давление излучения? Найти энергию Гиббса G и хи· 
мический потенциал J.LC' 
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Решение 

Из закона излучеиия Планка (2.2), запнсанного для объема V, после 
интегрнроваiшя ПОJIУЧИ'М [см. (2.2.10)] 

'1> 

U = J' d" = 4:rtg. Vh S v 3dv 
Bv 1. 3 IIvj kT 

с (!" -1 
о 

4:rt6 gVk4T4 
15c3h3 (2.4.1) 

Дифференцированне по температуре дает удельную теплоемкость 

_ (дИ) = 16л~ gVk4ТЗ 
CV - дТ v 15c3h3' (2.4.2) 

Согласно формуле (2.4.3) гл. 2, для теплоемкости имеет место соотношение 

. '(as) 
Cv=T дТ v' (2.4.3) 

С точностью до постоянной, завнеящей от объема, найдем для энтропии 

S-s CV dT= 16:rt6gVk4ТЗ - т 45c3h3 ' 

Отсюда определяем свободную энергню нзлучения 

F=U-TS=- 4:rt
6
gVk

4
p 

45c3h3 • 

Для давления света имеем 

Риэл =- (~~)T 4:rt6gk4T' 
45c3h3 . 

U 
3V' 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

{2.4.6) 

оно, таким образом, не удовлетворяет закону [см. форму.1У (5.1.7) гл. 2] 

2 
PV=T U, 

Энергню Гиббса получаем нз формул (2.4.5) н (2.4.6) 

G=F+РиэлV=О. (2.4.7) 

Следовательно, хи~!liческий потенциал ftc также равен нулю. Для заданных 
значений имеем 

8.3,14~.(1,38.10-23.103)4.103 
F = - 45. (3. 108)3.(6,63. 10 34)3 -0,252 Дж, 
S= 1,01.10-3 Дж/К, 

и=О,756 Дж. 

Давление излучения равно 

Р _0,756 Н 2-257 10-8 иэл- 3.103 1м - " ат, 

т. е. в высоком вакууме и при большой температуре оно может превышать дав­
ление газа. 
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2.5. Число излучаемых фотонов 

Чему равно число фoroнов, ЭМИ1'l'ируемых В \ с излучающей :поверхностью 
площадью а= 4 1.12 при 2000 К? Чему рввво ЧИС.'IO фотоно», ИClIускаtМW-Х 
в ВИДИМОЙ области спектра (1.=3900·\0-10-7800·10-10 М)? 

Решение 

Согласно закону излучения Планка, плотность ~нергии в частотном интер­
вале dv состаnЛRеt 

(2.5.1) 

Пре;цполаrается, что излучение неполяризовано. Между числом фотонов с ча­
стоТой от v до v + dv и плотностью энергии существует следующая связь: 

dN hv = Pv dv. (2.5.2) 

С ~рyrОЙ стороны, ПлотНОсть ПОтока ИзJIУчения '2J(v и плотность энергии свя­
заны соотношением (2.2.9): 

\ с 
2KV =-4 -Pv' 

л ПО 

Полный поток излучения, испускаемого абсо.'UOТ}(О ·чtрным телом в полупро­
'ttpanCТBo в \ С, составляет 2лКv . Приняв nо=l. I'IIКО'nИМ тогда ис'Кьмое число 
фотонов в области спектра от v до v + dv: 

с Pv 2л v2 

dNa=u-4 -h dv=u-2 tft /kT dv. v с V_1 
(2.5.3) 

Интегрируя, получаем полное число фотонов, испускаемыx Д;lННОЙ поверхностью: 

Используя результат (\.3.8) при r (3) = 2, ~ (3) = \ ,202, находиы 

,а· 4 8о8л kЗ1'3 
Na= ~2 fiЗ' 

Для заданных численных ЗJmqений им-еем 

Na 
4.4,808·3,14.(1,38·10-23)3.(2·\03)3 

(3·108)2.(6,63·10-34)3 

(2.5.4) 

'(2.5.5) 

Для вычисления доли фотонов, приходящейся на .видимую область, учтем 
в фОР~lуле (2.5.3), что hv/kT ~ \. Тогда из (2.5.4) -Имеем 

(2.5.6) 



§ 2. Законы излучения 257 

где 

hc 6,63·10-34.3·108 
хи'= kТлu =1,38'10 23.2.103.7,8.10-:1 9,23, 

7,20 .10-6 
хо= 3,9.10-' 18,46 . 

.вычисление интеграла дает 

х. 

~ х2е- Х dx= -[е- Х (х2 + 2х +2)J~~2~6 = 0,88.1O-2. 
Ха 

С помощью формулы (2.~.6) находим число фотонов в видимой области 

4.2·3,14· (1 ,38· ]0-23 ·2.103)3 
dN а= (3.108)2 .(6,63.10-34)3 ·0,88·10-2 = 1,8.1023 с- 1 ; 

это несколько меньше чем 0,5% от общего числа фотонов. 

у,пражнени,я 

У.2.1. 

У.2.2. 

W.2.'3. 
У.2.4. 

У.2.5. 

У.2.6. 

У.2.7. 

У.2.8*. 

У . 2.9. 

У . 2.1О. 

Точка плавления вольфрама лежит при 3300QC. 'Вычислить макси­
мум спектрального распределения энергии при этой температуре 
как по шкале длин волн, так и по шкале частот. 

Для какого интервала температур максимум спектр альпого распре­
деления энергии лежит в видимой части спектра (3900·10-10 м< Л< 
< 7800·10-10 м)? 
Чему равна температура повер'хности Сириуса (Лмакс = 2590·10-10 м)? 
Максимум солнечного спектра соответствует длине волны Лмакс = 
= 4700·10-10 М (л-шкала) . Вычислить отсюда температуру солнечной 
поверхности (Со.1Jнце считать абсолютно черным телом). 
Рассчитано, что управляемый ядерный синтез будет идти при Тем­
Пературе 10' К. ,Какой длине волны соответствует максимум плотно­
сти излучения? 
Чему PIIBHO число фотонов в 1 мм3 В поле излучения черной полости 
при 300 к? 
Чему равно давление cBefa для излучения абсолютно черного тела 
с температурой '106 К? 
Четная периодическая функция f (х) = 2~e -х1 определена в ин тер­

,вале (-1, +.1 ). Разложить ее в ряд Фурье и доказать таким спо­
собом соотношение: 

Чему равна энергия, излучаемая в 1 ч пластиной из оксидированной 
меди площадью А = 2 лr2 при 400 Х? Поглощательная .способность в 
ОКЩlДированной меди составляет Q,72. 
Какая часть потока энергии, излучаемой пластиной ПJ.ющадью 10 м2 

при температуре 1500 К (в=0,8), попадет на П.'lастину (в=0,6) 
площадью 20 м2 , которая наклонена под углом 450 к первой пла­
стине' и находится от нее на расстоянии 400 м в направлении, со­
ставляющем угол {t = З0О С нормадью к поверхности излучателя 
(фиг. 50)? 

9 Н. 3270 
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§ 3. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНbI 
ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ БОЗЕ - ЭЙНШТЕЙНА И ФЕРМИ-ДИРАКА 

Введение 

Термодинамические величины в квантовой статистике ВQIЧИ­
сляются с помощью чисел заполнения, определяемых одним .из 

соотношений 

N .= Z,. 
, ea+8 / kT =f 1 ' 

dN = 4л:gV р2 dp 
h3 ( еан (p) /kT) =f 1 

(3.1 ) 

(верхний знак соответствует распределению Бозе-Эйнштейна, 
нижний-распределению Ферми-Дирака), и статистического 
веса соответствующих распределений. Согласно формуле (1.1.11), 
в случае статистики Бозе-Эйнштейна имеем 

lп W БЭ = ~ (г,. lп Zj - ~Z"j lп Z"j) , .(3.2) 
, J 

тогда как в случае статистики Ферми-Дирака, согласно (1.2.5): 

lп W ФД = ~ [Zj lп zj-Nj lп Nj-(z,.-N,.) ln (z,.-N,.)]. (3.3) 
i 

С помощью соотношения (1.1.14) из формулы (3.2) получим 

lп WБЭ=~ [z,.lnz,. +~Z"j(аj+~jе,.-у,.+I)J, (3.4) 
, J . 

Учитывая выражение (1.1.18) и дополнительные условия 
(1.1.6)-(1.1.9), запишем 

lп WБЭ = - ~ г,. lп (l_e-a- 8/kТ) + aN + k~ • , (3.5) 

Число ячеек г,. или dz в фазовом объеме dФ,., или соответст­
венно dф составляет, согласно формуле (1.1.3): 

_ 4л:gVР~Ар" d = 4л:gVр2 dp = 4л: У2 gVfJ.3/
2 у8" de (3 6) 

г,. - hЗ ,или z hЗ h3 ' • 

Переходя от суммирования к интегрированию, находим энтро­
пию газа Бозе-Эйнштейна 

sБэ =k lп WБЭ = 

3/ 2 '" 
= - 4 J!2л:tзVkft ~ Ve ln (l_e-а - е/kТ ) de+kaN + ~ .(--3.7) 

о 

Для распределения . Ферми-Дирака из формулы (3.3) следует 

~( z·-N· Z'-N') lп W ФД = ~ - Zj lп-'-. -' +Nj lп --L-N . ' • 
i Z, , 

(3.8) 
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Подставим числа заполнения (3.1), тогда имеем 

lп W ФД = ~Zj lп (1 +e-а-е/kТ) +aN + k~' 
~ 
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(3.9) 

Подtтавив сюда выражение (3.6) и заменив сумму интегралом, 
получим энтропию газа Ферми-Дирака 

SФд = k ln W ФД= 
00 

=4 Y2:~Vk/t3/2 5VВlп(l + е-а-е/kТ)dе+аNk + ~. (3.10) 
о 

Свободная энергия F = и - т s для обоих распределений описы­
вается следующим общим выражением: 

- 3/ 2 00 _ 

F = ± 4 у 2 ~~Vk/t 5 V е ln (l + е- a-е/kТ) de-аNkТ. (3.11) 
о 

Определенный интеграл в формуле (3.11) с помощью интегри­
рования по частям преобразуем к виду 

00 5 Ve,ln (1 =+ е- a-е/kТ) de = [еЗn Iп (1 + е- cx-e/kТ)]~ + 
о 

- 2 500 83/ 2 ехр (-а-8 /kТ) d 
+ 3kT 1 t= ехр (-а,-8/kТ) е. 

о 

Произведя замену 

8 

t = kT' 

получим 

8 У2 ngV/t 3/ 2 (kT) 5/2 500 t 3/ 2 dt 
F -аNkТ = - 3h3 ea +t 1= 1 

о . 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Для вычисления интеграла в выражении (3.14) лучше всего 
воспользоваться формулой (1 .2.18) для а < О и формулой (1 .3.8) 
для а > О. ' 

Множитель Лагранжа сх. находится из условия сохранения ' 
числа частиц. С помощью подtтановки 

(3.15) 

9* 
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получим из формулы (3.1) следующее соотношение для его 
определения: 

(3.16) 

Внутреннюю энергию найдем из формул (3.1) и (3.6), интегри­
руя по, всем энергиям с использованием подстановки (3.15): 

(3.17) 

Давление в нерелятивистском случае проще всего получить из 
термодинамического соотношения, вытекающего из формул 
(5.3.11) или (5.1.7) гл. 2: 

2и 
р = Р]{ласс = ЗУ' (3.18а) 

В релятивистском случае при очень высоких температурах 
имеем 

1 U 
Р == Ррел =-="3 V (3. 18б) 

(см. задачи 3.1 и 3.5). Из формул (3.17) и (3.18а) для нере­
лятивистского случая находим 

_ 8 у2 11: юt 3/ 2 (kT) 5/ 2 500 t3/ 2 

Р- 3h3 a+t dt. 
о е =f 1 

(3.18) 

Пользуясь этим выражением, можно вычислить и остальные 
термодинамические функции Н, G и т. д. квантовых систем. 
В частности, из формулы (3.14) получим, подставив давление 
по формуле '(3.18) и разрешив относительно-аkТ: 

F+PV G 
-аkТ= N = N=f-tc' (3.19) 

Таким образом, множитель Лагранжа а и химический потен­
циал f-tq связаны соотношением 

~ I--=-=---:J . (3.20) 
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При выводе термодинамических . величин для квантовых 
систем часто пользуются статистической суммой большого ка­
нонического ансамбля: 

Z = П~ e(J.lc-еj)/kТ jZj 
i j 

(3.21 ) 

Здесь Zi - число ячеек, соответствующих энергии Ej, j - число 
заполнения одной ячейки. Суммируя по всем значениям 
j = О, 1, ... , 00 для статистики Бозе~Эйнштейна, j = О, 1 для 
статистики Ферми-Дирака, получим после логарифмирования 

InZ=~Ziln(1 =Fe(J.tc -8 i)/kn)'fl. (3.22) 
i 

Сравнивая с формулами (3.7) и (3.10) и учитывая (3.20), на­
ходим 

kT InZ = - и +TS+N!1c = - F+G=PV 1. (3.23) 

Для свободной энергии получим из (3.23) соотношение 

F=~kT InZ+N!1c' (3.24) 

откуда можно получить связь между всеми остальными 'iepMO­
динамическими величинами. 

Задачи 

3.1. Внутрення" энергия, давление и удельная теплоемкость 
электронного газа 

Вычислить внутреннюю энергию и давление электронного газа при абсо­
лютном нуле температуры и при 300 К. Рассмотреть электронный газ, на"о­
дящийся в медном бруске длиной l = 1 м и сечеНJjем А = 1 см2 • Какой вклад 
дают электроныI в удельную теплоемкость? 

Решение 

В соответствии с формулами (3.16) и (1.2.22) определим множитель Ла­
гранжа ct из соотношения 

. . ф 

N = pV = 4 у"2л:gV (f-tkт)3/2 r yTdt 
JlA h3 ~ e(X+t + 1 

(3.1.1) 

Здесь f-tА -масса атома, f.1-Macca электрона, р-плотность вещества. Для 
вычисления определенного интеграла воспользуемся равенством (1.2. 18). При ' 
достаточно большой величине 45 = -Ct входящим в это равенство рядом из 
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экспонент можно пренебречь. Тогда 

N = з~ngvСП~~Т)3/2 (_а) 3/2 (1+8~2+"')' (3.1.2) 

В первом приближении из формулы (3.1.2) имеем 

( 
3N ) 2/ 3 h2 

-ащ= 4ngV 2/AkT' (3.1.3) 

Подставляя в следующем приближении 

-а(2) = -ащ +6. (3.1.4) 

в формулу (3.1 .3) и учитывая, что при достаточно низких температурах 
- а ~ 1, находим 

_ _ _ _ ( 3N ) 2/3 ~ [ _ (n/AkT)2 (4ngv) 4/3] 
а - a(~) - 4ngV 2ftkT 1 3h4 N • (3. 1.5) 

Согласно (3.14), свободная энергия электро!{рв определяется выражением 

00 3/ 2 
8 'Г2 ngV1I3 / 2 ( .kТ)Б/2 5 t Р r г . dt-аNkТ. 

= - 3 h3 {1.+! + 1 
о 

Разложив определенный интеграл с помощью равенства (1.2.18) в ряд 
ставив в . выражение (3 .1.5) для а, получим во втором приближении 

р = 3h2 
( . злг. ) 2/ з !i [ _ 5л2 ( 4ng\:, ) 4/3 /A2k2P] 

1 О 4~gV /А 1 3 3N h4 

От.сюда · найдем давление 

(3.1.6) 

и под-

(3 . 1.7) 

__ (дР ) _!::.. (~)2/3!i[ +5n2 ( 4ngV)4 /3 /A2k2T2] 
р- aV т - 5 4ngV V/A.1 3 3N h4 ' (3.1 .8) 

Для внутренней энергин электронного газа в соответствии 
ражение 

4 У2пgV/АЗ/2 (kT)5 /2 500 t 3 / 2 

и = h3 dt. 
еМ! + 1 

о 

с (3.17) имеем вы-

(3.1.9) 

Вычисляя определенный интеrрал с помощью разложения в ряд и используя 
формулу (3 .1.5), находим 

= 3h
2 (~ ) 2/3 !i. [ 5п2 ( 4ngV ) 4/ 3 /A2k2T2] 

и 1 о 4ngV /А 1 + 3 3N h4 ' 
(3.1 . 10) 

в итоге для электронов в нерелятuвистском приближении получаем соотно­
шение (3.1Ва) . 

I p ~ ;~ 1· 
Из формулы ,<3.1.10) при Т=О находим нулевую энергию электронов 

и = 3h
2 (~)2/3 !i. (3.1.11) 

_ о 10 4ngV /А 
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Обычно для металлов удельную теплоемкость относят к 
вклада электронов имеем 

кг вещества. Для 

=_1_ (дИ) =л:2k2 f1.!!...- (4л: gV)2/3 т 
CV Vp дТ v h2 pV 3N . (3.1.12) 

в соответствии с тепловой теоремой Нернста теплоемкость CV равна нулю при 
Т=О (см. § 5 настоящей главы). Подставив численные значения и учтя зна-
чения , приведенные в § 2, найдем нулевую энергию электронов . 

_3.(6,63.10- 34)2 ( 3·8,4·1024 )2/3 8,4·1024 _ 6 
Ио - 10 4.3,14.2 . 10-4 9,11.10- 31- 5,64 .. 10 Дж. 

(3.1.11а) 

Зависящий от температуры член формулы (3.1.10) равен 

5n2 (4л:gv )4/3 f1 2 k2 T 2 = 5.(3,14)2 ( 4.з,14'2'10-4 ) 4/3 
3 3N h4 3 3.8,4.1024 Х 

[
911.10-31.1 38'10- 23'300] 2 

Х ' (6,63. io 34)2 =5,6 ·10-5 . 

При нагревании металлического бруска от абсолютного нуля до 300 I< внут­
ренняя энергия электронов изменяется на величину 

ДИ=И-Ио=5,6·10-~·5,64·106=316 Дж. 

Согласно формулам (3 .18) и (3.1.11), давление электронов при Т=О состав· 
ляет 

р 2 ио 
0="3 V 

2·5,64·106 
3,83. 1O~ ат. 

При нагрепании до 300 I< давление возрастает на величину 

P-Po= 3,83.16~.5,6.10-~==21,3 ат. 

Поскольку при Т = О как И о, так и Р о положительны, значение химического 
потенциала при абсолютном нуле 

Ио + РоV 
f1co = N (3.1.13) 

во всяком случае отлично от нуля. Вклад электронов в удельную теплоемкость 
Iф,И Т = 300 I< найдем по фор~уле (3.1.12) 

.. 3,142.(1,38.10-23)2.9,11.10'-31 8,4·1024 
CV = . (6;63.10-34)2 8,9.1()3.10- 4 Х 

(
4.3,14.2.10-4 )2/3 _-4 

Х 3.8,4.1024 300 Дж/(кг.К)-5,7.10 ккал/(кг.I<). 

Удельная теплоемкост~ меди ,составляет 0,093 ккал/(кг.I<). На долю электро , 
нов приходится только 

~=5,7.1O-4 0,61 %. 
CCu 93.10-3 

3.2. Максимальная скорость электронов при абсолютном нуле 
-

Вычислить максимальную скорость электронов в кристалле меди ' при 

абсолютном нуле .температуры. Чему раВ,на дебройлевская длина волны этих 
электронов? 
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Реше'нне 

При абсолютном нуле состояние электронною газа является полностью 
вырожdенным: во всех квантовш( состояниях 6т Р = о ·до Р = Рм акс находится 
по одному электрону. Ячейки с большими и~шульсами остаются пустыми. 
Это является следствием теоремы Нернста (см. § 5). Интегрирование ·по .всем 
квантовым состояниям в целиком заполненных .шаРООJ.IХСЛОЯХ .фазо.вого про­
странства дает полное число электронов: 

. Рмакс з 
N = V 4зt 5 . 2 d = 4зtgVРма !<оС 

g h3 Р Р 3h3 (3.2.1) 

О 

Отсюда находим максимальную скорость 

V' 3fГh 
имакс = 4~gV ft . (3.2.2) 

Для заданных чисел (используем значение N 'из 1!адачи 1.2 lIастО"ящей глаllЫ) 
получаем 

V 3·84.1024 6 63·10-~4 
Ьмакс = ' 4.3,14.2.1049:11.\0-31 м/с = 1570 км/с. 

Дебройлевская длина волны 'определяется из уравненltя де Бройля: 

-> 'h-> 
p=-k. 

2зt 
(3.2.3) 

Здесь k-волновой вектор. Его абсолютная величина k=2л!,л представляет 
собой волновое число . Тогда длина волны де Бройля равна 

h 
л=- . (3.2.4) 

/lV 

Пьдставивв форму"у (3.2.2) выражение (3.2:4), 'найдем дjJиыу волны де Врой­
ЛЯ самых бысТрых электронов 

'л -л - V4лgv (3 .2.5) 
мин - V MaKc - 3N' 

Видно, что длина волны де Бройля и среднее ·расстояние между электронами 
являются величинами одного порядка, из 'чего 'следует необходимость iIр"Име­
нения квантовой статистики. Подставляя численные 'значения, получаем 

V 4·3,14·2·10-4 
Лыии = 3.8;4 .102'4 =4,64· 10-10 М. 

Замечание. При этих расчетах мы не учитывали отличия эффектив­
HOfl массы от массы ПОКОЯ 9йектрон·а. 

3,3*. ТеРМО9лектронная эмиссия (эффект Ричардсона) 
Никелевый электрод нагрет до Т = 1600 К. Чему равен ток элеКТРОНОJi, 

испускаемых поверхностью дА = 10-' м2 = 1 см2 ? 

Решение 

Выб"е\Jем в качестве оси z н·апр·авление нормали к повер'ХНОСТИ металл'<l 
(фиг . 52). СоглаС'но статистической модели, использованной в гл. 2, § 5 для 
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оцешш. ДjlВJЩНIjЯ, IjЗ, ВС,ех. ЧilС1ИЦ, с К!ЭМПОJjjЩТОЙ , скор!)<:ти Vz С выделенной 
площадью l' м2 столкнутся за 1 с только те, которые окажутся, в объеме 
I Vz '.1 м3 (t'z- в м /с). ПРОИН'I'егрировав, по IjCeM направленцям импульса и 
умножив на элемента,рньiй заряд, получим Л,IlР'!;НОСТЬ T,oJ<;a ЭМ!jТТIjр'ованных 
элеК1}РОНОВ 

j =e S vzdN=; S pzdN, (3.3.1) 

где dN -дифференциал числа частиц B~ объеме V = l' м[!:. 

<I1И1:. 52 •. Cxet,la. IUlблюден,ия термоэлеК'l'ронной эмиссии 
(НЕ-батарея накала термокатода) . 

Для дальнейшего рассмотрения удобно ввести ЦИ;/jШjДрич~кие координаты 
и разбить пространство импульсов на элементы объема 

dpx dpy dpz = dp, Рг drp d'fJz. (3.3.2) 

€читая. V = 1 м3 , находим число ячеек в фазовом объеме L\Ф;: 

(3.3.3) 

qнеpI:ИЯ ЭJJе!<ТРОНОIj в, ЦИJ']}IjН;lJJ)ИЧ~С,КQЙ clj<:TiM~ lSоо;рди нат- эi:tписыващся в В,иде 

, p~+ p~+ p~ I?~ + n; Е (3.3.4) 
2f.L 2,.... 

Переходя к непрерывному распределению, с помощью этих СООТНОШ~i:I.И.iic в со­
ответс:гви,И' с формулой ('1'.2.10) имеем )!,J.Iя чисел заполнения 

(3.3.5) 

Предположим, что только те э.nектроны, у которых z-компонента импульса 

удовлеТВ0Р'Я€Т' условию 

pz;:P Ро, (3.3.6) 

могут выйти из ~Iеталла . Т:огда ДoJlЯ плотнqС:'I:1j "I:(ща IJР..~.УЧ.!~~, 

00 00 2:1'1 

. ее S S S P,Pz dP, dpz drp 
1 =;= fA'h'3 '(" '2' »с, 2:)" ' . о о ехр а. + р,г+ pz -ц, 

Р. .' 2/AkT f т. ' 

(3.3.7) 
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Внутренний интеграл по d<p равен 2n. Для интегрирования по dpz произведем 
подстановку: 

ехр (2~~!T )=у, ( p~) ехр а+ 21lkT . =с. 

Тогда имеем 

ф ф 

S pz dPr kT S dy 

( 
:1) 1'" у(су+l) 

Р. с ехр 2;:Т + 1 У. 

=l1kT In (c~o +1) =llkT In [ехр ( -а - p~~;;)+ 1 J. 
Интегрирование по частям дает для оставшerося интеграла 

ф 

. - nge S р; dp r 

1- h311 о ехр (а+ p~+p~ )+1 . 
21lkT 

(3.3.8) 

(3.3.9) 

(3.3.10) 

Назовем энергетический барьер, который должны преОдолеть электроны для 
выхода из металла 

2 

-Епот = :~ = ~ и~= Wa, 

внешней работой выхода. Химический потенциал 

flc = - akT = W i 

назовем внутренней работой выхода. 

(3.3. 11) 

(3.3.12) 

Во всех процессах, связанных с внешней эмиссией электронов, основное 
значение имеет эффективная работа выхода W а-W i. Она слабо зависит как 
от геометрии поверхности, так и от физических процессов, приводящих к 
испусканию · электронов (см. табл. П. XIX и табл. 29) 1). Для определения 
эффективной работы выхода W а-W i можно воспользоваТЬСR одним из эффек­
тов, перечисленных в табл. 29 (см . . задачу 3.4). Для измерения только внеш-

Таблица 29 

Эффективная работа выхода (эВ) для различных 
металлов с гладкой поверхностью, найденная 

с помощью разных методов 

Термоэлектронная эмиссия 
Фотоэмиссия 

' Автоэлектрониая эмиссия 

Ба 

2, I 
.2,5 
2,4 

Pt 

5,3 
6,4 . 
5,4 

Th 

3,35 
3,5 
3,35 

w 

4,5 
4,6 
4,4 

1) Однако она может сильно зависеть от кристаллографических индексов 
эмиттирующей поверхности. Например, для вольфрама раБОThl выхода для 
различных граней отличаются на 0,8 эВ.-Прим. ред. 
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ней работы выхода можно воспользоваться, например , методом Дэвиссона и 
Джермера, т. е. исследовать отклонение электронного луча при про хождении 
через кристаллическую решетку 1). 

Подставляя 

(3.3.13) 

и учитывая выражения (3 .3.11) и (3.3 .12), полуqаем из формулы (3.3 .10) 
00 

. _ 2лgе/-lk 2Т2 5 t dt 
1 - h3 (W - W .) • 

. о е)(р t + а kT ' + 1 

(3.3.14) 

Внешняя работа выхода W а больше внутренней. Обратимся поэтому к фор­
муле (1 .3.6). Предполагая, что 

e(W a- 'w i) /kT ~ 1, (3.3.15) 

мо.жно ограничиться первым членом разложения в ряд . Тогда формула (3.3 .14) 
приводит в первом приближении к следующему выражению для термоэлек­
тронной эмиссии, выведенному Ричардсоном: 

(3.3.16) 

В соответствии с формулами (3.1.3) и (3.1.11) внутренняя работа выхода 
связана с энергией основною состояния U о и давлением РО при Т = О сле­
дующим образом: 

Wi=-аkТ= ( 3N )2/3 !!!...=! ио=! poV. (3.3.17) 
4лgV 2/-1 3 N 2 N 

(V=1 м3, N-число частиц в 1 м3 , N!V=P //-IA)' 
Найдем численное значение W i: 

W,
. = (3.8,8.103_6,02.1026)2/3 (6,63·10-34)2 
_ 7,3 эВ. 

(4.3,14.2.58,7)2/3 .2.9,11.10-~1.1,60.10~19 

Более точные исследования дают Wi =II,7 эВ, W a=16,0 эВ2). Эффективная 
работа выхода для никеля при термоэлектронной эмиссии равна W а - W i= 
= 4,3 эВ. Тогда плотность тока, отнесенная к дА = 1 см2 = 10-4 м2 , согласно 
формуле (3.3 .16), есть 

._2.3,14.1,60.10-19.2 9 11 . 1O-~1.(I 38.10-23)2.16002 
1- (6,63.10 34)~' , Х 

10-4 [_ (16-11,7).1,6.1O- 19J =9.10'-6 А/ 2 
Х ехр 1',38.10-2з.1600 см • 

1.) См. [12], п. 6.1. 
2) Формулы (3.3.17) имеют смысл -голько для сильно упрощенной модели 

металла, в которой не учитываются кулоновс~ое взаимодействие между элек­
тронами и другие факторы . .цля реальных металлов следует rOBoPIiTb лишь 
О' неП9средственIЮ наблюдаемой величине-Эффективной работе выхоДа.­
Прuм. ред. 
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Для экспериментаVlЬНОЙ проверки этого аакона удобно ИСПОЛЬЗ0в·ать логариф· 
мический масштаб для плотности тока. ТОГД2 из формулы (3.З, 16) имеем 

j С2 1п т2 =С1 -у , 

т. е. зависимость 1п и/Т 2 ) от I/Т изображается прямой линиеЙ. 

3.4*. Измерение работы выхода по Фаулеру 
с помощью фотоэмиссии 

(3.3.18) 

Согласно Фаулеру, для опреде"elIИЯ работы выхода вольфрама, покры· 
тою тонким слоем окиси бария, измер'яеtоя ток электронов, вылетающих из 
металла под действием овет·а различной час:готы при разных температурах. 
При этом интенсивность падающего с'йетh все вр'емя tюд;церживается ПОСтоян· 
ной. Экспериментальные реЗУЛЬТ2ТЫ приведены в табл. 30. Значения тока 
01fHece·HbI к току эмиттированных эле~тронов, созда!!аемых светом с частотой 

,, = "о = 4,663·1014 Гц при температуре Т = То = 300 К. Найти из приведенных 
Д,а'ннъiх работу выхода. 

Решение 

Таблица 30 

ТОК фОТОЭМИССИИ из вольфрама, 'ПОКРЫТОГО 
окисью бария, пrи Т= 300 К для 

различных частот света 

", 1 О" 'Гц i/ i. ", 10Н ГЦ i/i. 

4,423 {),ОЭG 4,723 1,96 
4,477 0,070 4 ,183 3,42 
4,543 0,194 4,,888 7,35 
4,603 0,460 5,003 12 ,9 
4,663 1,000 5,128 22,1 

Обратимся к З-8дilче З . 3 й буJ(ем счи:гать электроны IВ М'е1fалле идеальным 
та30М Ферм'и. Геометр'ическ,ие усло'В'йJI COOTBeTc:r"BYI0:r 'фиг. 52 . Как uостулиj'JО­
вано Эйнштейном, под действием света металл могут l'10КИ'НУТh только те 
электроны, для которых справедливо соотношение 

2 

h,,+ :~ ~ Wa (3.4.1) 

Это соотношение следует использовать вместо форму:лы (3.3:6). Вел<ичину 
(3.З.Н) дЛЯ фотоэмисоии нужно з·амен·ить велич,и,ной, 'На,йденной 'но фор· 
муле (3 :4.1): 

(3.4.2~ 
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Плотность тока i э.~ектронов, вылетающих под действием света с частотой ", 
найдем по формуле (3 .3.14) 

ос> 

j=A 2ngef-lk 2Р S tdt 

h3 о ехр (t + \17 а -~~i-h,,) + 1 • 
(3.4.3) 

Здесь А - постоянная, зависящая от интенсивности падающего света и от 
вероятности освобождения электрона одним фотоном. Далее положим 

А - 2ngef-lk2 А 
0 - h3 ' 

~ _ h ("-"о) 
и - kT • (3.4.4) 

Здесь "о-граничная частота. В отличие от предыдущей задачи при вычис­
лении интеграла (3.4.3) не,льзя ограничиться только первым членом разложе-

У, Уа 

5 
4 
8 
г 

./ 
~ 

-f-Ys 

о 

-1 
20 -10 J 

10 ___ га 
30 40 50 60 70 80 

l ~ 
J ~ 
'/ 3-74 

-...... ...... 
-'- kT - ....... .ff 

-2 
-3 
-4 

/ I 
/ I'f 

-fJ 
-6 
-7 
-8 

Фиг . 53. К определению эффективной работы выхода 
Wa-Wi=hvО' 

,Р!! 

ния . Естественно использовать для ,,~"o и, следовательН('>, б о;;;; О формулу 
(1 :3.8), а дл·я v ~ "п 'Или б ~ О-формулу (1.2 .18) . Объединив результаты, 
имеем 

(3 .4.5) 

rде 

.(3.4.6) 

б ~ О. 

Для ' определения работы выхода и граничной частоты рассмотриы сначала 

(фиг. 53) график функции 
Ув = Ig Ф (6) . (3.4.7) 
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С помощью приведенных в табл . 30 экспериментальных значений отношения 

i i (hv /kT) 
io i (hvo /kTo) 

составим функцию 

y=lg . Ti 2 
10 

(3.4.8) 

(3:4.9) 

и на том же графике изобразим полученные значения как функцию независи­
м ой переменной 

hv 
x=kT (3.4 . 10) 

(фиг. 53). Согласно формхлам (3.4.5), (3.4.9) и (3.4.10), полученная кривая 
описывается уравнением 

А 
y=lg ~+Ig Ф (х). 

10 
(3.4.11) 

Огсюда видно, что экспериментальную кривую у = у (х) можно совместить 
с теоретической кривой (3.4 .7) с помощью параллельного переноса 

hVa 
х---+х-и=б, 1 Ао у-+у- g-.-=YB· 

10 

При заданных численных значениях имеем для величины смещения в отрица­

тельном направлении оси абсцисс 

hVa =74 
kT . 

Отсюда получаем искомую работу выхода 

hVa= W а-W j=74 kT=74.1,38.10- 23 ·300 дж= 
74·138·10-23·300 

i,6.1O 19 1,91 эВ 

и граничную частоту 

74kT 74·1,38·10-23·300 
va=~= 6,63.10","34 4,63.1014 Гц. 

3.5. Релятивистский предельный tлучай 
выро:Жденногоэлектронного газа 

В звезде большой плотности электронная плотность N/V = 1042 м- 3 , тем­
пература Т= 10111(. Найти вклад электронов в удельную теплоемкость. 

Чему равно давление электронов? 

Решение 

Предположим, что кинетическая энергия электронов велика по сравнению 
с их энергией покоя, и запишем для энергии электронов 

е=ср. (3.5.1) 
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Тогда имеем из формул (3.1) и (3.17) соответственно 

(3.5 .2) 

ф ф 

S 

4л:gV S 83 d8 
U= 8dN= c3h3 e(He/kT +1 . (3.5.3) 

о о 

Давление найдем из выражений (3.22) и (3.23): 

(3.5.4) 

Сравнение с формулой (3.5.3) показывает, что в ультра релятивистском случае 
р2 ~ I!~C2 справедливо соотношение 

U 
р = зv . (3 .5.5) 

С помощью подстановки 8 = kTt из формул (3.5.2) и (3.5.3) получим 

(3 .5.6) 

ф 

_ 4л:gVk~Т4S ,3 dt 
U - c3h3 eCHt +1 (3.5.7) 

о 

Используя соотношение (1.3.8), находим 

N- 4л:gVk3ТЗ [(_а)3+Л:2 (_)+ ] 
- c3h3 3 3 а ...• (3.5.8) 

U _ 4л:gVk4Т4 [(_а)4 +л:2 
(_ )2 + ] 

- c3h3 4 2 а ...• (3.5.9) 

Главный член ряда (3.5.8) дает в первом приближении 

ch V3iГ 
-а= kT 4л:gV' (3.5.10) 

и в численном виде 

_ 3 · 108·6,63·10-34 V 3·1042 
-а- 1,38.10-23.1011 4 . 3,14 .2 7,1. 

По формуле (3.5.9) определим внутреннюю энергию (в единице объема) : 

U=· 4.3,14.2'(l,38.1O- 23 . 1011
)4 (~+. л:2 7р+ )=10.1031 Д 

(3.108.6,63.10-~4p 4 2' ..., ж. 

Энергия Покоя равна 

U 0= NI!oc2 = 1042 ·9,1 ·10-31 (3.108)2 = 8,2 ·1028 Дж, 

т. е. ее можно в первом приближении считать малой по сравнению с внут_ 
ренней энергией. 
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Давление электронов, согласно формуле (3.5.5), составляет 

10·1031 
р = ' 3 Н/м2 =3,5· 102б ат. 

Для определения уде.%ноЙ теплоемкости нужно привлечь второй член фор­
мулы (3.5.9). Тогда имеем 

С = (дИ) = 4n
3
gk

2 
( 3N ) 2/ 8 _ 

'(J дТ v ch 4л:gV (3 :5.11) 

При заданных значениях получим в расчете на 1 ыа ; 

c'(J = 1,4·1,016 ккал/м3 , К. 

3.6*. Конденсация Бозе - Эйнштейна (л-точка гелия) 

Жидкий гелий обнаруживает вблизи абсолю'IНОГО нуля ряд замечате;лЬ'НЫJ\i' 
свойств. Удельная теплоемкость увеличивается от 0,14 кал/(г· к) при 1,32 К 
до. ма.ксимальиого зиачения, превышающего 3 кал/(г· К) при 2, 19' К, а затем 
снова падает в узком температурном интервале в 0,002 К почти до 0,5 ]{ал/(г· К) 
(л-кривая удельной теплоемкости, изображенная на фиг. 54.). Точно. так. же 

3,0 

:.:: 2,0 

t 
'" 

1,0 
с..' 

2,8 

Фиг. 54. Удельная теплоем­
кость гелия вблизи абсолют­
ного нуля . (По работе [9.].). 

о,М8 

О,1Н 

.. 0,11,0 
:I! 
~ fJ,IJ6 

Q.. о,щ 
0,128 

~ ,~ ~ , 
\ 
\ 

:t \ 0,124 
01Zl!45 

т,l( 

Ф·иг. 55 . ПЛОТНОGТЬ жид­
кого гелия вб.1МЗИ абсо­
лютного, н,уля. (По раБИ'е 
[9] .) 

при повышении температуры от О К плотность жидкости растет до л-точки 
и резко уменьшается после нее (фиг . 55), тогда как электро- и теплопровод­
ность изменяется после л-точки примерно. в l.O.6 раз. При Т < 2,19 К жидкость 
проявляет свойство сверхтекучести,. т. е. обладает исчезающе малой вяз­
костью; в частности из узкого ·капилля.ра ОН.а вытекает БЫG'I1рее, чем газ. При 
ламинарном течени и одновременно существуют потоки двух типов; во-первых, 

сверхтекучий поток, не зависящий от да вления и практически не имеющий 
вязкости , во-вторых, поток, обычным образом заВliСЯШiИЙJ от перепада давле­
ний и 0'1' геометрически'Х j)азмеров . 

Качественное обl\яснение этого фазового перехода вюрого рода впервые 
дали Лондон и Тисса, которые исходили из ~!Одели идешльного ' газй' lJозе­
Эйнштейна. 

Исследовать для идеального газа Бозе-Эйнштейна распределение по им­
пульсам р > (!) и р = 0, При какой' температуре ТБЭ наетуп'ает вырождение 
частиц по импульсам р = о (конденсация Бозе-Эйнштейна)? Найти' заВ'jfСII-
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мость до.Ш вырожденных частиц от температуры. Определить , чему равна ' 
плотность газа Бозе-ЭЙнштеЙна,. если идентифицировать температуру л-точки 
т =2.,)9 К с температурой конденсации Базе-Эйнштейна? Найти долю кон­
денсированных атомов при Т=2 К. 

Решение 

Существует две модификации гелия, отличающиеся значением полного 
спина орбитальных э.~ектронов . У парагелия электронные спины направлены 
навстречу друг другу, у орmогелия спины направлены в одну сторону 

(фиг. 56):. Соответственно спиновое квантовое число ns для па.рагелия равно 

-
e,~" 

...... 
:12-

парtщлuи. Ор1Т10еРЛUu. 
Фиг. 56. Спиновые сосro~ния пар.а- и орто­
гелия. 

нулю, а кратность вырожденияg= 2ns + 1 = 1·. Для ортогелия <ш~новое кван­
товое число равно единице, кратность вырождения g,=2ns+ 1 =2 ·1 + 1 =3 1). 

для упрощения отождествим жидкий гелий в парасостоянии с идеаль­
ным газом. Боз(!-ЭЙ·нштеЙна. Пусть . в объеме V содержится N. частиц. ЧИС.1!о 
частиц в состоянии с наименьшей энергией Во = О и импульсом РО'= О. поло.-· 
жим, иавным N.o· Чи:сло ПРQЧИХ частиц (Pi > О). обозначим через. N Щ. > О' 

Согласно формуле (1.1.24), полное число частиц с импульсом Р! >0· со­
ставляет 

N _ 4лgV ~ pl!1Pi 
Pi>O- h3 ~ a+E.jkT • (3.6.1) 

i е· 1 -1 

Переходя от суммирования к интегрированию, можно написать 

(3.6.2) 

в интегральной формуле (3.6.2) состояния с Р = О, или t = О, не учитываются, 
поскольку в числителе подынтегрального выражения стоит у-т. 

Функцию вырожд.ения. в. (3.6 .. 2) в соответС'гвии с формулой (1.3.6) пред­
ставим в виде 

(3.6.3) 

1) В отличие от параСОСТОЯI!ИЯ ортосостояние атома гели'я -возбужден­
HO~.- Прим. ред. 
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откуда после подстановки х = (т + 1) t имеем 
ф 

2 S ф e-(m+l) а 
P_(a)=.~ Yxe-xdx~ / 

r 11 ' k... (m + 1)3 2 
о m=О 

(3.6.4) 

Сумма (3.6.4) сходится только при 

- f!c -- О a-- kт -= . (3.6.5) 

Это означает, что химический потенциаЛf!с бозонов не может быть положи­
тельным. Функция (3.6.4.) имеет наибольшую величину при а=О и равна 
в этом случае частному значению ~,функции Римаца 

ф 

~ (~) = ~ 1 3 / 2 =2,612. 
m=О (m+ 1) 

(3.6.6) 

В результате получаем 

Npi > o";;;;;;2,612~~ (211!!kT)3 /2 = N MaKc (Т). (3.6.7) 

Таким образом, число бо::юнов с щ.mУЛЬСОJt больше н.улn огРalщчен.о. При 
понижении абсолютной температуры, согласно формуле (3.6.7), уменьшается 
и N макс (Т). Оставшаяся часть бозонов 

No(T)=N-Nмш(Т) (3.6,!) · 

накапливается на энергетическом уровне ео = О. Этот процесс называется 
конденсацией Бозе -Эйнштейна . 

Согласно qюрмуле (З.6.8), конденсация Бозе-Эйнштейна возможна лишь 
при условии 

N макс (Т) ,,;;;;;; N. (3.6.9) 

Следовательно, она происходит при уменьшении температуры до некоторой 
величииы Т БЭ' зависящей от коицентрации час:гиц N /У и определяемой ра-
венством 

2,612 fз (21t!!kT Бэ)3/2 = ~ , 

или соответственно 

h2 
( N ) 3 / 2 

Т БЭ = 0,0839 f!k gV 

При Т < Т БЭ из формул (3.6.7) и (3.6.10) 
сом р> О 

. N р > о = N ( Т:Э У/2 . 

(3.6.10а) 

(3.6.10) 

находим число частиц с импуль-

(3.6.11) 

Число конденси рованных частиц с ео = О равно 

(З.6.12) 
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Ниже температуры Бозе-Эйнштейна (называемой также критической) хими­
ческий потенциал f1c газа Бозе-Эйнштейна равен нулю. 

Концентрацию N!V при заданной температуре Т БЭ = Т л = 2,19 К найдем 
из формулы (3.6 . IOa) 

N 2,612·(2 .3,14 .4 . 1,38.10-23.2,19)8/2 
-- 1,28.1028 м-З • 
V - (6,02.1026)3 /2. (6,63 . 10-34)3 

Отсюда получим плотность 

По порядку величины она совпадает с экспериментальным значением (фиг. 55). 
Доля конденсированных частиц при Т = 2 К соотавляет 

N о (2 ) 3/ 2 N=I- 2,19 =1-0,873=0,127. 

При температуре, Лежащей . всего на 0,19 К ниже температуры Бозе-Эйн­
штейна т БЭ =2,19 К, более 1/8 всех частиц Бозе-Эйнштейна находятся на 

уровне 80 = О. Таким образом, ниже точки фазового перехода конденсация 
Бозе-Эйнштейна происходит сравнительно быстро. 

3.7*. Термодинамические величины газа Бозе - Эйнштейна 
вблизи критической температуры 

Определить внутреннюю энергию, давление и энтропию газа Бозе-Эйн­
штейна вблизи критической температуры Т Б9' Исследовать поведение удель-

ной теплоемкости Cv (Т). Чему равна удельная тешюемкость парагелия с 
плотностью N/V= 1,28·1028 м- 3 и объемом у= 1 см3 при температуре: 
а) Т=ТБэ =2,19К, б) Т=2К. в) Т=2,4К? 

Решение 

Исследуем сначала состояние при Т < Т БЭ' дЛЯ которого множитель 

Лагранжа а и химический потенциал равны нулю. Внутреннюю энергию 
найдем по формуле (3.1-7) 

4 У2 :n:gVf1 3/2 (kT) 5/2 
и= h3 

Вычисление интеграла дает 

СО 

S 
/3 /2 

--d/. 
et-l 

о 

(3.7.1) 

S

CO 3/2 SCO СО у-_/ -dt= L /3/ 2 e-(т+1>t dt=r(~) ~(~)=~ 1,341. 
et-l о 2 2 4 

о о m= 

Следовательно, 

u . 31,7gV/-tЗ/ 2 (kT)5 /2 
h3 

(3.7.2) 

(3.7.3) 



276 Гл. 4. Статистика К.1антовых пpo~ccoв 

Отсюда получим давление при температуре ниже Т БЭ : 

2 U 21,IШL3/ 2 (kT)5 /2 
Р=з v= h3 

(3.7.4) 

Оно зависит только от температуры Т, но не от плотности числа частиц N jV. 
Это- результат конденсации Бозе-ЭЙнштеЙна. Поскольку величины И, Р 
и I-Lc = О нзвестны, энтропия S опреде.1Jяется rю соотношению: 

s_U + PV-G 
- Т 

U + PV-Nf.lc 
Т 

Удельную теплоемкость находим из формулы (3 .7.3) 

с _(дИ\ 
V- дТ)v 

(3.7.5) 

(3.7.6) 

Чтобы вычислить внутреннюю (поступательную) энергию газа Бозе-Эйн­
штейна в области чуть выше температуры Т БЭ' рассмотрим число частиц N 
как функцию множителя Лагранжа а и температуры Т. В соответствии с 
<3.16) запишем 

ф 

N = N (а, Т) = N (О, Т) + 4 У~лgv (!J.kT)3/2 S ( ea~ 1 
о 

VТ) dt. 
et -1 

(3.7.7) 

Величина N (О, Т) идентична величине, определяемой выражением (3.6.7) : 

. _ _ gV 3/ 2 _ ( Т ) 3/ 2 
N (О, Т)-Nызкс (Т)-2,612 h3 {211l-LkТ ) -Nмакс (Т 'БЗ) . Т БЭ ' • 

(3.7 :8) 

Основной вкшщ в определенный интеграл дают малые значения t. Поэтому 
можно приближенно написать 

ф <D Ф 

J-S ( уТ - еа+/-1 
о 

Yt)dt=S( уТ __ 1 )dt=-S adt 
et -1 о a+t уТ о (a+t) yt 

Производя замену уТ = У, получаем 

<D 

J =-S :~d:2= -2 уа l[arCig ,;-] Ф = -11 Уа. 
о ,r a о 

(3.7.9) 

Подставляя этот результат в соотношение (3.7.7) .и разрешая относитель'но а, 
находим 

-/!6 [N-Nмакс (ТН2 
а= 32n4g2V2 'Cl-LkТ)3 ' 

- h6 [N-Nмакс (Т)]2 
~tc= 32n41-L3(g\lkТ)2 ' (3.7.10) 

Затем химический потенциал можно вычислить по точкам. Его ход показан 
на фиг. 57. 

Внутреннюю энергию приближенно определим с помощью выражения 

и{а,т)=и(о,Т) +а(ддИ) . (3.7.11) 
а а=О 
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Из формулы (3.17) находим 

дU 
да -

Интегрирование по частям дает при а = О 

S
'" tЗ /2еt 3 S'" t 1/2 

- -- dt=- --dt. 
(et-l)2 2 et- l 

о о 

Применим при интегри ровании формулу (1 .3.8); тогда имеем 

(~~)a=o = -; NMaKckT, 

а затем по формулам (3.7.11), (3.7.3) и (3.7.10) определяем 

31,7gV11 3
/

2 (kT)5 /2 О 0198 hЗ [NMaKc (T)- N ]2 
И = hЗ ' gVI1G/ 2 Y'kТ , 
р 2U 21 1 g113

/
2 (kT)o / 2 О 0132 h3 [NM aKc (T)-N]2 

= 3У =, hЗ ' gV211
3 / 2 ffl 
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(3.7.12) 

(3 .7.13) 

(3.7.14) 

(3.7.15) 

Для удельной теплоемкости одноатомного газа Бозе-Эйнштейна в объеме V 
получим по формуле (3.7.14) 

С 79,2gVkO /2 (I1Т)З/ 2 _ 9,90·IО-З h3(Nmakc-N)(4тdNмаКС_N +N) 
v h3 gVI1 3 / 2 У kT~ dT макс , 

(3.7.16) 
где, согласно формуле (3.7.8), 

dN. МЩ=61 7 gV (JJk)3 / 2T 1/ 2 

dT 'hЗ r -
(3.7. 16a) 

в точке Т = Т БЭ имеем N макс (Т БЭ) = N. Поэтому дополнительный член, по­

-Ре 

6kTj;3 

'5kТsэ 
I 

~ J a:=~ 
1a=1 , 

J 

, !а.=о,5 
«=0/ т Фиг. 57. Химический потенциал I1с идеаль­

ного газа Бозе-ЭЙнштеЙна. (По работе [15] .) 

являющийся при Т;;, Т БЭ' при температуре Бозе-Эйнштейна равен нулю, 

т. е. удельная теплоемкость при Т = Т БЭ непре:рывна. 
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Подставив в формулу (3.7.16) выражение (3.6.\0) для Т = Т БЭ' найдем уде ль-
ную теплоемкость 

Cv (ТБЭ)= УО,08393 79,2Nk= \,92Nk. (3.7.17) 

Она оказывается больше, чем для классического идеального газа из одноатом­
ных молекул. Из формул (3.7.6) и (?7. \6) видно, что при повышении темпера­
туры удельная теплоемкость возрастает вплоть до температуры Бозе-Эйнштейна 
Т БЭ' Чтобы исследовать поведение С'О при температуре выше критической, 

продифференцируем ее по Т. Производную слева в точке Т 5Э найдем по 

формуле (3.7.6) 

(
aCv ) 
дТ ТБЭ-О 

для производной справа имеем, учитывая, что NмаКС(ТБэ)=N. 

150,8gVf.t 3/ 2 k5/ 2 Tif~ 

h3 

(3.7.18) 

(3.7.\9) 

Таким образом, первая производная уделыюй теплоемкости при Т = Т БЭ 
испытывает скач<?к. При повышении температуры от нуля теплоемкость с.и 
возрастает, достигая при Т = Т 5Э наибольшего значения, не являющегося, 

C~ 

J~ --/ v 
V т Фиг. 58. Удельная теплоемкость идеального газа 

о о,5Тьэ ТЕЗ l,51i;э 2ТБЭ Бозе-ЭЙнштеЙна. (По работе [15].) 

однако, экстремумом. При даЛhнейшем повышении температуры удельная 
теплоемкость падает (фиг. 58). Для численного расчета вернемся к идеаль­
ному газу. Его удельная теплоемкость 

Сvид = ~ Nk= ~· .I,28 . 1028.10-6.1,38.10- 2~. о,2З9,10- ~= 

= 6,33·10-0 ккал/К. 

Удельная теплоемкость бозонов в точке перехода Т 5Э =2,\9 К, согласно фОр­
муле (3 .7. 17), есть 

Cv (ТБЭ)=С'О ид ~:;~=8,11'10-6 ккал/К, 
и в расчете на т= \ г 

8,\\·\0-5.\0з 

0;085 
0,954 кал/(г·К). 
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Из формул (3.7.8), (3.7.6) и (3.7.3) получим для Т=2 К 

Cv (2 К) =Cv (Т ВЭ) (Т :эУ/2 =8,11·10-~ (2,219)3/2 =7,08 ккалjК. 
Для вычисления удельной теплоемкости при Т = 2,4 К > т ВЭ используем 
формулу (3.7.19). Она дает 

( 
дСv ) = _ 32·10-8.4* . (l ,38 .10-23)5 / 2. (2,19)1/2 .0,239· 10-3 

дТ ТВЭ+о (6,02'1026)3 /2 (6,63.10-34)3 
= 1,49·10-5 ккалjК2. 

Отсюда находим 

Cv (2,4K)=Cv (2,19K) + O,21 (ддС; ) ТВЭ+о 
= (8,11-0,21.1.49)·10-5=7,80·10-5 ккалjК, 

и в расчете на 1 г 

Cv (2,4К). = 0,918 калj(г. К). 

Качественно это соответствует поведению удельной теплоемкости, показанному 
на фиг. 54. Однако количественное различие очень существенно; как видно 
из фиг. 54, У жидкого гелия рост Cv и последующий спад значительно круче. 
Количественные характеристики жидкого гелия модель идеального газа бозо· 
нов передает неудовлетворительно. 

Упражнения 

У.3.1. Определить давление электронов в серебре при Т =0 (PAg= 10,5 rjCM3, 
AAg= 107,9). 

У.3.2. Чему равен абсолютный и относительный прирост внутр~нней энер­
гии электронов в 1 см3 серебра при нагревании от аБСОЛlОТНОГО 
нуля до 1000 к? . 

У .3.3. Вычислить максимальную скорость электронов в серебре при абсо­
люТ/юм нуле. 

У.3.4. Чему равна дебройлевская длина волны наиболее быстрых электро­
нов в серебре при абсолютном нуле:? 

у .3.5. Чему равен абсолютный и относительный вк.(Iад электронов в удель­
ную теплоемкость серебра при ООС? CAg = 0,056 ккалj(кг, К) . 

у .3.6*. Ток термоэлектронной эмиссии с вольфрамового электрода с поверх­
ностью А=2 см2 при температуре Т = 3500 К составляет 1170 А. 
Вычислить ПО этим данным эффективную работу выхода W а- W i. 

У.3.7*. Ток электронов I при фотоэмиссии С вольфрамового электрода, по­
крытого окисью бария (Wa -Wi=I,9 эВ), составляет 0,1 А. Тем­
пература Т = 1000 К, частота света '\1 = 1015 Гц. Какова должна 
быть частота, чтобы электронный ток при неизменной температуре 
увеличился в 10 раз? 

у .3.8*. Вычислить давление Рои энергию и О при т = О для никеля 
(WjJ-Wi=4,3 эВ, Wa =16 эВ, р=8,3 rjCM3, ANi =58,7). 

У .3.9. Чему равно давление электронов в звезде с ПЛОТЦОСТЬЮ числа элек­
тронов N!V = 1040 м-а и температурой Т = 1010 К? 

У.3.1O. Вычислить для усло.виЙ, указанных в предыдущем упражнении, 
удельную Теплоемкость, отнесенную к 1 м3 . 

У.3.11 * . . Чему равно число столкновений с единицей поверхности стенки 
в релятивистском полностью вырожденном электронном газе с плот· 

ностью N!V=1040 м- 3 (и;::::с)? 
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у .3 .12*. Вычислить температуру Бозе-Эйнштейна Т БЭ для параводорода 

(g = 1) с плотностью N /V = 1029 м- З • 
У .3.1'3* , Чему равна доля микрочастиц с импульсом р > О в параводороде 

с плотностью N/V = 1029 М- З при тем пературе T = 12K? 
у .3.14*. Вычислить поступа:гельную часть BHYTpeHHel1 энергии, энтропии, а 

также давления в па раводороде при T=12 К, N;V = loa9 м- З , 
V = I смЗ • 

У .3.15. Как изменится давление параВОДОр'ода с температурой 12 К, если 
уменьшить плотност» N/V от 1029 до 0,75·1029 М- З? Насколько из­
менится давление при дальнейшем уменьшении плотности до 
0,50.1029 м- 3? 

У .3.16*. Вычис.~ить множитель Лагранжа а и химический потенциал f1c для 
параводорода при T=IOO К, Nj\1=1029 м- З • 

У .3.17* . Вычислить поступателJ,НУЮ часть внутренней· энергии и давления 
для 1 кмоль параводорода с температурой IQO К. Чему равны 
относительные отклонения от значений, предсказываемых класси­
ческой статистикой? (NjV = 1029 м- З). 

§. 4. КВАН10ВЫ..Е состоя.ния двух- И мн.оГОАТОМНЫХ МЩIЕКУЛ, 

Введение 

Для объяснения температурной заВИСИМQСТИ' моля'рной теIiIЛФ.­
емкости и увеличения числа степеней свободы системы следует 
учитывать квантование движения микрочастиц, из Ko;ro.pblX. 
построены молекулы. Особое значение для термодинамических 
пар·аметров имеiO~ Вtращательные и колебательные двиЖ'ения. 
При не слишком больших температурах электронные liIереходы 
Н'а, высшие энергети'ческие уровни и вращение микроч-ас'l'ИЦ 

вокруг собственной оси не играют существенной РОЛ'и .. 
При обра,з.овани.и МНQго.атомноЙ моле·КУЩ~I из ОТД~Лbl,[ЫХ 

мик рокомпонент ок ружающей среде передается. излишек эыер гии . 
ПОЭ'l'ому возникшая' слQ'жндя частица ha-ходи'l'СЯ как бы в по­
тен,циал.ЬJ:lQЙ яме: ее энергия аснавно.га сасm.аянufJ, Вg. О1:р.идател;ь.н,а. 
Наuнизшuе уро.вни ОС.обе-нН'о с;уществе,нн QI: л.,ля, фИ,~и,ческого 
и.сследов:щия. химическ,Их п,роцессоа, ЯIЦIени.й аб с;: орбЦИ1:I, р.ас;т­
варения и др' . 

В первом приБЛ'ижени,и различные квантовые С0СТОЯ.ния. 
можн(') счи.тат.ь не сеязаыI:Iмии друг с другом, т. е. энергию 

можно п,реДСТЗI;jИТЬ в вяде суммь; не зависящих др·уг (щ друга 

ведичи:н: 

Согласно КJ;3С\1пов.ой. теори.и, колебатеJIЬЯа.я ЭН,ерги.я Вмол дв.ух­
атомной молекулы Quредел.яе1;СЯ. следующим выра.женщем: ' 

(n = nкQл = О, 1' 2' •... ). (4.2) 
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Здесь ffiо-частота колебания, nкод- квантовое число, ~ffio/2~ 
энергия нулевых колебаний осциллятора. В энергию основно­

·го состояния Eg энергия нулевых колебаний не включается. 
Пр.и повышении температуры амплитуда колебаний возр:а-­

стает; при этом становится существенным ангармонuзм коле­

баний, что приводит к появлению дополнительного члена в 
формуле (4 . .2), вместо которой имеем теперь 

Екод = h<uo ( n + ; ) -Xf!ffio ( n + ;) 2 • (4.3) 

Здесь х-зависящий от вещества числовой множитель, связан­
ный с энергией диссоциации (см . гл. 5, задача 1.2). 

К}вантовомеханическое рассмотрение жесткого ротатора при­
водит к следующему выражению для вращательной энергии Евр 
двухатомной молекулы: 

'Введем момент инерции системы из двух материальных точек 

flлflв 
J =flT2 = flЛ + flВ (ГА + гв'}2; (4.5) 

т,ьгда иХ вращательное движение можно свести k движению 
ОЩIОЙ частицы с массой ·fl, определяемой соотношением: 

.!..= ~+~. (4.6) 
fl flл flB 

Здесь г = гл+гв-расстояние между вр ·ащающимися атомами. 
Величина Еа В ФОрмуле (4.1) представляет собой энеРГI1Ю 

возбужденных электронных состояний, Ек-энергия, cB-Я-З1iниая 
с ядерны.м спином. 

Лроведя суммирование по всем состояниям, получим ста­
тисти1tескую сум.му для одной частицы: 

~е-е/kТ = !e-екод/kТ e-еВР/kТе-еа/kТе-е/(/kТе-еg/kТ = 

(4.7) 

в этом выражении учтены все рассмотренные выше факторы. 
Для двухатомной молекулы колебательный вклад в стати­

стинескую сумму, согласно формулам (4.7) и (4.2), равец 

,ЦIJл = t ех (_ iiroo (n -е/2)) = ехр (-iiroо /2kТ) = 
n=О р kТ l-exp (-iiroo/kr) (4.8) 

_ ехр (- To/2T) 
-l-exp(-To/T) 
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где 

т - fi(f)o (4 .9) 
0- k 

При 'рассмотрении вращатеЛЫ-lЫХ движений нужно учесть, что, 
сог лэ,сно квантовой теории, каждому квантовому числу nвр = 1 
соответствуе;).' 21 + 1 возможных значений проекций момента 
на направление внешнего поля. Поэтому для вращатеJlЬНОЙ 
части статистичес_кой суммы имеем 

00 
(4.10) 

00 

Zш-1- ~ (2l+ 1) (_ 1(l + I)fi
2
)_ 

ВР - 't ~ ехр 2JkT-
1=0 

= ~ L (21+ l)exp (_l(l + I)TR ) 
1 =0 Т 

(4.11 ) 

Величина 1: для молекул из одинаковых атомов равна двум, а 
для молекул из разных атомов- единице (см. гл. 2, задачу 3.3). 

Для вычисления Ц~ при температурах Т> Тя. удобно ис ­
пользовать разложение Эйлера-Маклорена 

00 00 

L f (n) = S f (х) dx+ ; f (0)-/2 f' (О) + 7~O f'" (0)-
n=О О 

- 30~40 fV (О) ± . .. . (4.12) 

Тогда из формулы (4.10) получйм формулу Мулхолланда (см. 
задачу 4.3) 

ZЩ - .!. ~ ( 1 + 2. т R. 2. Tk + ~ Tk + ) ВР - 't Тя. 3 Т + 15 Т2 315 тз . .. . (4.13) 

Энергия ек, связанная с ядерным спином, настолько мала, 
что обычно можно считать 

e- EK/kr = 1. 

Поэтому часть статистической суммы 

Z - ~ -ек/k,т 
K - .(;.Je , (4.14а) 

-+ 
связанная со спином ядра s, равна статистическому фактору 
вырождения gK' определяемому числом различных спи новых 
состояний ядра. 
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Часто бывает целесообразно рассматривать одновременно спи­
новые состояния и други"е квантовые состояния, в особенности 
вращательные. Статистическую сумму нужно тогда просто умно­
жить на число gK различных значений ядерного спина, возмож­
ных при данном вращательном состоянии. 

Кратность вырождения gK определяется спи новым квантовым 
числом ядра n• (см. таБVI. П.ХХ). дЛЯ одноатомной молекулы 
имееtvt 

(4. 14б) 

в двухатомной молекуле I АА I ' состоящей из одинаковых атомов, 
ядерный спин и молекулярное вращение связаны. Четному (не-

->' ....... 
четному) " значению векторной суммы 81 + 82 двух спинов соответ­
ствует четное (нечетное) значение вращательного квантового числа 
1 для основного электронного состояния. Кратность вырождения 
ядерных уровней различна для четных инечетных 1. Если снова 
через n• обозначить спиновое квантовое число ядра, то для 
молекул с ферми-ядрами (n• = 1/2, 3/2, . . . ) кратность вырож­
дения при четном полном спине, или четном вращательном 

квантовом числе, составляет 

(4. 14в) 

тогда как при нечетном пол ном ' спине молекулы 

(4. 14г) 

Для молекул с бозе -ядрами (n• = О, 1, 2, . . . ) имеем, напротив 

(4. 14д) 

Таким образом, вращательная статистическая сумма для молеку ­
лы, у которой атомные ядра представляют собой фермионы, на­
пример, для молекулы водорода (n• = 1/2), имеет вид 

(4. 15а) 

тогда как для молекулы, у которой атомные ядра-бозоны, 
наПРl:lмер, молекулы дейтерия (n• = 1) 

(4.156) 
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причем 

1 
Z =-g 't' 
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L (2! + 1) ехр ( _! (l2tkl{fъ 2 ) , 

=0,2.4 ... 

Zu = -:r L (2! + l)ехр ( _! (~~~~t2 ) 
1=1,3,5 ... 

где 't = 2. 

(4.16) 

В случае высоких температур формулы (4.15а) и (4.156) 
принимают вид 

00 

Z~~ (Ю = + (2n s + 1)2 L (2l + 1) e-l<l+1)ТR/Т. 
1=0 

(4.15в) 

Здесь, как и в формулах (4.15а) и (4.15б), уже учтен вклад 
ядерного спина во вращательную статистическую сумму. Крат­
ность вырождения за счет ядерного спина составляет 

(4.15г) 

в .молекуле \АВ 1, состоящей из 'двух различных атомов, 
вращательное квантовое число и ядерный спин независимы друг 
от друга. Для всех вращательных состояний кратность выро­
ждения по ядерному спину одинакова: 

gK = (2n sA + 1) (2n sB + 1), ( 4.17) 

где nsA и n sB- ядерные спины атомов А и В. Электронные воз­
бужденные состояни,я. дают лишь малый вклад в статистическую 
сумму, поскольку расстояние между уровнем энергии 81 основ­

ного состояния и более высокими возбужденными уровнями 
весьма велико. Для учета возбужденных электронных состоя­
ний положим энергию 81 основного состояния равной нулю, 
чтобы энергия возбуждения 8 a i = 8i (i = 2, 3, ... ) определяла 
положение возбужденного уровня. Тогда для множителя Z~I) 
в одночастичной статистической сумме получим 

( 4.18) 

Суммирование распространяется на все возбужденные состояния 
и на основное состояние с 81 = О. 

Фактор вырождения gi в (4.18) учитывает расщепление элек­
тронных возбужденных уровней на gi близко расположенн_ых 
подуровней, связанное со спином и с орбитальным моментом 
электронов. Если обозначить через L результирующее орби-
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тальное квантовое число, а через ns - результирующее спино­

вое квантовое число, то имеем 1) 

(4.18а) 

Пример 27 

В общем случае ос новное состояние (главное квантовое число nе = 1) есть 
синглет, так что gl = 1. Однако у кислорода основное состояние расщепляется 
на три близко расположенных подуровня . Поэтому для кислорода в основном 
состоянии нужно положить gl = 3. Первый возбужденный уровень кислорода 
расщеплен в дублет, поэтому здесь g2 = 2. 

Молекулы из трех и более атомов имеют настолько большой 
момент инерции, что вращательные состояния полностью воз­

буждены уже при нескольких градусах выше абсолютного нуля. 
Поэтому для многоатомной молекулы вращательную часть ста­
тистической суммы можно вычислять по классической формуле 
(3.4.7) гл. 2. 

[(ля колебательной части статистической суммы многоатом­
ной молекулы имеем аналогично формуле (4.8): 

3 n-б ехр (-fi,(f) '/2kТ) 
ZЩ - П L· (4 19) 
кол- i=1 1-ехр(- i/kT) . 

В отличие от вращательных колебательные степени свободы, 
как правило, полностью возбуждаются только при очень вы­
соких температурах. 

Статистическая сумма Z для квантовых состояний N молекул 
получается из параметров, выведенных для одной молекулы, 
путем возведения в степень N. В итоге с учетом поступатель­
ного члена для статистической суммы газа из N частиц име­
ем выражение 

Z(1)N 1 Z - -- - - (ZШ zщ zщ zщ zщ zЩ)N - N! - N! пост вр кол а g К 

где, согласно формуле (3.1.8) гл. 2, 

zщ _ v (2Щ.LkТ)3/2 
пост - h3 

(4.20) 

(4.21 ) 

1) Строго говоря, орбитальный момент L для молекулы смысла не имеет 
из-:,\а отсутствия сферической симметрии. Однако имеет смысл величина А­
проекция моыента на ось молекулы, пробегающая значения О, 1, 2, .... Все 
электронные состояния с А i= О двукратно вырождены, а с А = О не вырож­
дены. У кислорода в основном состоянии А = О, S == 1, а в первом возбужден­
ном S = О, А i= О, чем и объясняется приведенная в 1Jримере 27 величина 
его статистического веса. - П рим. ред. 
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и член, соответствукхций основному состоянию, 

Z~) = e-еg/kТ. (4.22) 

При больших значениях N дЛЯ N! можно пользоваться прибли­
женной формулой N! ~ NN/eN . 

Задачи 

4.1. Термодинамические величины для двухатомного газа. 
8кладколебаний 

Путем иссле,цОlJания полосатого спектра молекулярного Bo~opoдa 1) уста­
новлено, что кр'уговая частота <00 норм·альных колебаний двух атомов состав­
ляет 8,28·1014 с- 1 . Вычислить отсюда колебате.льнуЮ часть молярной тепло­
емкости водорода и вывести формулы д,ля энтропии и для внутренней энергии. 
Как ведут себя найденные вели'IИНЫ при высоких и при низких температурах? 

Решен не 

Согласно формуле (4.8), имеем для колебательной части статистической 
суммы: 

Z~6л = i: ехр .[_(n+~)fипОJ= exp(-fi<оо/2kТ) . (4.1.1) 
n=о 2 kT l-ехр(-firoо/kТ) 

Отсюда для колебательного вклада в свободную энергию, отнесенного к 1 кмоль, 
находим 

Fкол =- N AkT In Z~~--: N A;roO + N AkT Iп (l_e-hwо/kТ). (4.1.2) 

для энтропии получаем 

sкол=- (дFкол ) =- R In (l_e-hWо/kТ) + NAfiroo , 
дТ v Т (el;w./kT_I) 

(4. 1.3) 

внутренняя энергия равна 

( 
firoo fi<oo \ 

Uкол=NА8кол= Fкол + ТSкол=NА -2 - 1; ). 
е w./kT -1, 

(4. 1.4) 

Из формулы (4.1.4) находим вклад колебаний в молярную теплоемкость идеаль­
ного газа при постоянном объеме : 

(дU) (lfiroo)2 el;w./kT 
СVКОЛ = д';Л v =R W (eI;W./kT -1/' 

Для обс'уждения выведенных формул положим 

То = fi<oo • 
k 

в данном случае 

т =1,05.10- 34.8,28.1014 =6300 К 
о 1,38.IO-~ . 

1) См. (12], п. 6.4. 

(4.М) 

(4.1 .6a) 
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При низких температурах Т ~ Т О можно считать ехр (То/Т)?> 1, 
мулы (4.1.5) следует 

то,да из фор-

С R (
ftffiO\2 -tНiJ / kT 

(VКОЛ)Т « То = И) е·. (4 . 1.7) 

в соответствии с законом Нернста IЮлебательная часть удельной теплоемкости 
стремится к нулю при приближении температуры к абсолютному нулю . Со­
гласно формуле (4.1.~), аналогичным обр.аэом ведет себя и энтропия, в то 
время как свободная и внутренняя энергии, как видно из формул (4.1.2) и 
(4.1.4), стремятся к энергии нулевых колебаний 

ft(J)o 
Uo=NAT' (4.1.8) 

в с.~учае очень высокщ те~lПер.атур Т ?> т.о экспоненциальную 
в выражения (4.1.5) можно заменить на 1 + 1'0 I Т; тогда 

. (1 Т5 ) (Cv КОЛ) Т» Т. = R 1 -12 т2 ± .... 

Для термодинамических функций F, и, s имеем 
N AftffiO Т 

(Fкол)т» То = --2- - RT In Т;' 

. N Aft(J)O 
(UKOJJ)T»T. =-2-+ RT. 

функцию 

(4.1.9) 

(4.1_10) 

Таким образом, при высоких температурах двухатомная молекула ведет себя 
так, будто она имеет две колебательные степени свободы, каждая из которых 
в соответствии с законом раВНОРllспределения обеспечивает вклад' во внутреннюю 
энергию, равный kT /2. 

1,0 

0,8 

~~6 
§ 
~ 0,4 

О,г 

о 

./ 1-"" 

V 
/ 

I 
./ 
~г 0,4 0,6 0,8 1,0 l,г 1,4 

Т/То 
Фиг. 59. Колебательная часть молярной 
теплоемкости. (По работе [17].) 

На фиг. 59 показана зависимость колебательной части молярной теплоем­
кости от температуры Т. ДЛЯ водорода полный вклад колебаний, соответст­
вующий закону равнораспределения, достигается только при температуре выше 
Т 0= 6300 К, когда уже происходит диссоциация молекул. 

4.2. Колебательная часть термодинамических величин. 
Учет ангармонизма 

При больших амплитудах колебания становятся ангармоническими. Тогда 
энергию состояний приближенно можно представить в виде 

Вn = ( n+ ~ ) ft(J) [1 -х ( n+ ~ ) ] (n=О, 1,2, ... ). (4.2.1) 
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Вычислить поправку к молярной теплоемкости Cv , возникающую из-за ангар­
монизма, для основного состояния водорода при температуре Т = 1220Q С. 
СI;IЯЗЬ коэффициента ангармонизма х с энергией диссоциации BD (см. гл. 5, § 1) 
и К-р"уговой частотой 000 определяется выражением 

11000 
Х=--

8Лf:D 
(4.2.2) 

Энергия диссоциации f:D для водорода р-авна 4,47 эВ, кругоаая частота коле­
баний 000=8,28.1014C- 1 • 

'Решение 

Будем 'Исходить из статист-ической суммы 

Z~6л = ~o е -еn/kТ = ~ ехр { _ (n + ]/2) fioo ~;;x (n + ]/2)]}. 

Для упрощения положим 

fioo 
U=kT 

и тогда ПОЛУЧИМ из формулы (4.2.3), преобразуя И разлагая в ряд 
ф 

Z~~л=е-(u/2 )(I- х/2 ) ~ e-nu[l-x(n+l)]= 

n=О 

'" =e-(u/2)(I-x/2) ~ e-nu[l+(n + 1)nxu + ... ]_ 
n=О 

Воспользовавшись соотношениями 

ф 

= Ln2e-ntl, 

n=О 

ф ф 

:и L е- nи =_ L ne- nU
, 

n=О n~O 

(4.2.3) 

(4.2.4) 

с учетом того, что e-tШJ/kТ ~ 1, можно переписать выражение (4.2.4) в вид!.' 
ф 

Z~lJл =е-(II/2) (l-xf2) [ __ I_+хи (~_~) ~ -е-nи+ . .. ] = 
1-е- и du 2 dи ~ 

n=О 

=e-(~1J>/2kТ) (l-x/2) [ 1 +2х :~ e-t..IJ>/kТ + ... J . (4.2.5) 

Внутреннюю энергию на 1 кмоль найдем по фqрмулам (3 .16) и (3.12) гл. 2: 

(
aF) (Щ д ф) . 2д IПZ~~л 

U=F-T дТ v=-R,T IПZКОЛ-дтТlпZкол = R,T дТ .(4.2.6) 

Следовательно, 

U = N А fioo (I_~) +2xR,T2 .!!. [fioo e-t.IJ>/k Т] • 
2 2 dT kT 

(4.2.7) 
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для водорода мы нашли [см. (4.1.6а)], что 

Т о = fik(J) = 6300 К. 
Поэтому для заданной температуры действительно можно считать, что 

e-tt(i)/kТ ~ 1. 

Т9гда из формулы (4.2.7) найдем зависящую от температуры часть попраВКII 
к энергии и ; 

ди =2xRT 2 ~ (fiw e - IiW/kТ) =2xRTo (ТО -1 )е -· То/Т. dT kT Т (4.2.8) 

Из (4.2.8) находим поправку к теплоемкости при Т ~ Т о 

дСv = (~~)y ==2xR ( ~o) ( ~ -2) е- То/т. (4.2.9) 

Подставляя численные значения, получаем по формуле (4.2.2) коэффициент 
ангармонизма х; 

663.10-34·828·1014 
x=8.3,14.4,47.1:60.10- 1U =O,030. 

Отсюда имеем поправку к энергии 

ДИ = 2·0,030·8,314.103·6300 ( - 1 + ~~: ) e -6300jЩ~= 1,5 · 10~ Дж 
и поправку к теплоемкости 

ДС =2.0030.8314.103.239.10-4 (6300\)2 ( 6300 ~2) e- 6300/1493= 
v " , 1493 1493 

= 7 ·10-3 ккал i(кмоль, К). 

Относительное отклонение от измеРt:нНоЙ величины Cv (1493) :::::: Cv' (1500)=2,89 R 
(см. табл. П. Х) составляет 

ДСV 7·10-3 
2,89R 2,89.1,987 0,009, 

т . . е. чуть меньше 1 %. 

4.3. Вращательная часть удельной теплоемкости 

Получить формулу для вращательной части термодинамических функций 
F !f S. Чему равен вращательный вклад в удельную теплоемкость хлористого 
водорода НСI при температуре _850 С (точка кипенi'!Я при нормальном дав­
лении)? Момент инерции J составляет 2,60·10- 41 кг·м2 . 

Решение 

Согласно формуле (4.10) , вращательная часть статистической суммы для двух­
атомной молекулы имеer вид 

z~ =+ i: (21 + 1) ехр [- 1(l2~ :~fi2J . 
1=0 

(4.3.1) 

В рассматриваf,МОМ случае 't = 1. Вырождение по ядер1l0МУ спину в данной 
задаче несущественно . 

10 Н2 3270 
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Для малых значений 

1i,2 
Т < TR= 2Jk 

можно ограничиться первыми двумя членами суммы и написать 

Z~lJ = -.!.. (1 + 3е- 2 т RI T). 
't' 

(4.3.2) 

(4.3.3) 

Для больших знвчений Т > T R используем формулу Эйлера-Маклорена (4.12). 
Обозначив 

(21 + I)exp [_1(1 +)TRJ=f(l), (4 .3.4) 

получим 

'~~~+ [J 1(1) dl+; 1(0)- i,l' (0)+7;0 /'" (0)- 30;40 IV(O)± ... J 
(4.3.5) 

Произведя в первом члене замену 

1 (1+ 1) T R 
Т ~, 

найдем 

'" '" 
5 f (1) d! =2- 5 е- Ь d~ =~. 

TR TR 
О О 

Далее, имеем 

f (0)= 1, " (0)=2- ~R, '''' (0)=-12 Т; +12 ~-~~ , 

поэтому из формулы (4.3.5) следует 

(}) Т ( 1 TR 1. rh + ) 
Zep='t'TR 1+3' Y+15 Т2 .... 

(4.3.6) 

(4.3.7) 

(4.3.8) 

(4.3.9) 

Из формул (4.3.3) и (4.3.5) находим вращательную часть свободной энергии, 
отнесенную к 1 кмоль 

Рвр =- RT lп Z~~ = 

={
-.RТIП(I+зе-2ТRIТ)+RТlП1' 2(Т < TR), 

(4.3.10) 

-RТ[IПТ:+IП(I+~ ~R+/5~~+ ... )-lП1'J (T>TR)· 

С помощью разложения в ряд получаем по формуле (3.15) гл. 2 

SBP'-~- (~~)v= 

{

6R ~Rе-2Тk.IТ (1+2~R + ... )-R 'П l' (Т < TR), 

( Т 1 Th ) 
R\'+IПТR-gОТi+ .. ·-Rlп't' (Т> Тn), 

(4.3.11) 
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а отсюда по формуле (2.7) гл. 2 

{ 12RTk e- 2ТIiТ (Т < TR), 

CVBP=T(~~)v=~ (Т2 1 т2 , t R 1 + 45 /z + .. -) (Т > Т R)' 

(4.3.12) 

ИЗ верхней формулы (4.3.12) видно, что вращательная часть удельной тепло­
емкости стремится к ну лю, когда температура приближаетс,Я к абсолютному 
нуJiю. При этом газ ведет себя, как одноатомный. При увеличении темпера­
туры С v вр растет до максимального значения 1,1 R, а затем асимптотически 
приближается к R. 

Для хлористого водорода имеем 

п2 (1,05.10-34)2 
TR=2Jk 2.2,60.10-47.1,38.10-23 15,4К. 

для точки кипения при нормальном давлении (Т = -85Q С = 188 К) по ниж­
ней формуле (4c3.12) находим 

(Cv ) Bp=R [1+ 4~ (\~84 У] =1,00015 R. 

Отклонение от классического значения составляет всего 0,015%. 

4.4. Относительное содержание орто- и парамолекул 
в водорсще и дейтерии 

Водород, как и его изотоп дейтерий, представляет соt&й смесь двух мо­
дификаций, отличающихся ядерными спинами (орто- и парасостояние). Моле­
кулы водорода с нечетным суммарным ядерным спином называются орточаcrи­
цами, молекулы с четным полным Ядернымспином-парачастицаМи. Наоборот, 
молекулы дейтерия с четНчlМ суммарным спином называются орточастицами, 

' с нечетным cYMMapl!bIM сПином-парачасти...цами. Поскольку при соударениях 
вероятность изменеНия ядерного спина очень мала, содержание Э'l'и~ компо­

нентов в смеси изменяется очень медленно. По указанной причине термоди­
намическое равновесие устанавливается 'за очень долгое врем'Я (см. задачу 
3.5 гл. 5). 

Найти относительное содержание орто- и парамолекул в равновесном 
состоянии при очень высоких и очень низких температурах. Моменты инерции 
молекул водорода и дейтерия равны соответственно 0,47; 10-47 и 0,93· 10-41 КГ'мВ 

(см. задачу 1.8 гл. 5). 

Решение 

у ~By,xaTO!dHbIX ~юлекул, состоящих из одинаковых aToMoBJ сум~ti,lрны~ 
ядерныи спин и вращательное квантовое число имеют одинаковую четность: 

Вращательный член статиС'Гической суммы водорода определ'яется форму­
,~ой (4.15a) 

Z~p = ns (2ns + 1) Zg + (ns + 1) (2ns + 1) Zu· (4.4.1) 

Для атома водорода спиновое квантовое число ns = 1/2. 
Для дейтерия, согласно формуле (4.15б), имеем 

Z~p = (ns + 1) (2rts + 1) Zg+ns (2ns + 1) Zu, 

где ns = 1. Формулы (4.4.1) и (4.4.2) 01,:НОСЯТСЯ к одной частиuе . 

Iq* 

( 4.4.2) 
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Согласно формуле (4 .16) , можно написать 

(4.4 .3) 

(4. 4.4) 

rде 

(4.4.5) 

С помощью формулы (4.4.1) находим содержание ОРТО- и параВОДОР<!lда: 

N (орто-Н2) 
N (пара-Н2 ) 

Z (орro-Н2) 

Z (пара-Н;) 

а с помощью формулы (4.4.2)-содержание орто- и парадейтерия: 

N (орто-О2) 
N (пара-D2) 

Z (opto-Dz) 
Z (пара-D2) 

(ns+I)Zg (I + I)Zg 

nsZu Zu 

(4.4.6) 

(4.4 .7) 

При очень низких температурах из формул (4.4.3) и (4.4.4) следует, что 

Zg-+ 1, Zu-+O. 

Тоща формула (4.4.6) дает 

[~ ~OPTO-~2»] -+0, (4.4.8) 
пара- 2 Т->-О 

т. е . при очень низких температурах водород постепенно переходит в пара­

состояние [=()., 2, 4, '" . Наоборот, из формуды (4.4.7) видно, что 

(4.4.9) 

у дейтерия равновесие при низких температурах сдвигаетоя в C"I;.0POHY орто­
состояния l = О, 2, 4, ... . 

для определения равновесного состояния при очень высоких температу­
рах Т ~ TR запишем вместо выражений (4.4.3) и (4.4.4): 

ф 

Zg= L 11 (l')= 1~0 (4[' + 1) ехр [- 2[' (2l ':; 1) TRJ' 

Введем в формулах (4.4.10) 

2l' (2/' + 1) TR ' 1: 

Т '<>1 ' 

(2[' + 1) (2l' +2) T R 
Т 

и (4.4.11) обозначения 

(4.4.10) 

(4.4. Н) 

t4.4.12) 

(4,4.13) 
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и применим формулу ЭЙлера-М.ак.10рена (4.12) . Ограничиваясь двумя пер­
выми ЧJ1ен.ами этого ряда, получаем 

00 

т S -~I 1 . Т ( ITR \ 
Zg = 2T

R 
е tiGl+2f1(0)+'-'=2ТR 1+з1'+"')' (4.4.14) 

О 

00 

т S -~ 1 Т ( 7 TR -2Т /Т ) Za =2TR е d~2+2f2 (OH"'=2TR l+зте R + .... (4.4.15) 
о 

Поэтому молеКУJ1Ы водорода в равновесии при очень I!ЫСОКИХ те~1Пературах 

fi2 (1,05.10-34)2 
T~TR=2kJ=2.I,38.1O 23.0,47.10 47=85 К, (4.4.5а) 

С()Гласно формуле (4.4.6), смешаны в пропорции 

т. е. на три орточасТlЩЫ приходится одна парачастица. 

АнаJ1ОГИЧНО дейтерий при температурах 
(1,05.10-34)2 

T~TR=2.138.10 23.093.10 47 43К , . , 
предстаВJ1яет собой смесь, в которой 

(4.4.16) 

(4.4.17) 

при ВI;>IСОКИХ температурах в равновесии приходится две орточастицы на 

одну па_рачастицу. 

4.5. Возбужденные сос..тояния электронов 

Вычислить для 1 кмоль водорода поправку к свободной энергии, к кото­
рой приводит учет первого возбужденного ЭJIектронного СОСТОIIНИЯ. Темпера­
тура Т составляет 5000 К. 

Решение 11 

Согласно квантовой теории, водор.од в основном состоянии nе = 1 оооа­
дает синглетным термом, т. е. g1=1. Первое возбужденное состояние nе =2 
расщепляется на три состояния 

2р 1/ 2 (le= 1, j=le+se= 1- ; =~ ) , 2РЗ/2 (le= 1, j= ~) , 

28 (! -о J'--.l) 1/.2 е- · , - 2 ' 
-----

1) Эту задачу следует рассматриваТL. как сугубо модельную. так как 
возбужденное состо:яние МОJ1екулы-не то же самое. что возбужденное состоя­
ние входящего в нее атома. Энергия возбуждения атома может превышать 
энергию диссоциации молекулы, как оно и оказывается в этой задаче-­
Прuм. ред. 
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т. е. g2 = 3. Два СО<;ТОЯНИЯ 2'Р 1/2 ' 251/2 в отсутствие внешнего поля совпа­
дают, а третье состояние 2р 3 / 2 толркр не значительно отличается от двух 

других. Поатому для энергии возбуждения по теории Бора можно написать 

е411 (1 1) 3.e4.!J. 
ДБ=Б2-Б1=-8Б~h~ ~2-12 =32Б~h2' 

Здесь Бо = 8,854·10-12 А· с/В· м - электрическая постоянная, 
рона, е-заряд ядра. 

Вращательная статисгическая сумма, согласно формулам 
(4.4.15), при ns = 112, 1=2 иМеет вид 

W Z т ZBP = ns (2ns +1)Zg + (ns +1)(2ns +1) U=-Т (1+ •.. ). 
. R 

(4.5.1) 

!J. - масса эле кт-

(4.4.1), (4.4.14); 

(4.5 .2) 

Для статистической суммы получаем отсюда и из формул (4.4.7), (4.4.8) 

zw - (Z(1>ZW Z(1») + (ZЩ Z(1) ZW) = - вр КОЛ а nе=1 вр КОЛ а nе=2 

т е-Т. (1)/2Т 

= TR(1) (1+ ... ) 1_е':'Т.(О/Т g1+ 

Т -Т.(2) /2Т + . (1 + ) е . -(f..-f.,) /kТ 
TR(2) ... l'-е-т .• (2) lтg2~ , 

(4.5.3) 

т. е. различие между пара- и ортосостояниями водорода при достаточно высо­

ких температурах становится незн~чительным [см. (4.15B)]. Согласно форму­
лам (4.9) и (4.11), имеем соответственно 

То (i) = fi.0~ (i) , (4.5.4) 

fi.2 h2 

Т R (i) = 2kJ (i) 8n 2kJ (i) (i = 1, 2). (4.5.5) 

Частота колебаций О0 и момент инеРЦI1И J молекулы в ВОэбужденномсостоянии 
несколько отличаются от их значений для основного состояния. В статисти­
ческой сумме (4.5.3) это п6казано обозначениями То (i), TR (i), а в формулах 
(4.5.4) и (4.5.5) обозначениями О0 (i), J (1). 

Поправку к свободной энергии, отнесенную к 1 кмоль, получаем из фор­
мулы (4.5.3) 

др = - RT 1п [1 + (ZврZ"олZа)nе ="2 J = 
(ZврZ"олZа)nе =l 

gT (I)е- Т.(2)/2Т 1_е- Т.(1)/Т 
__ RT 2 R e-(е.-е,)/kТ. (4.5 .6) 
- glTR(2)e- Т.(1)/2f l_е- Т.(2)/ Т 

Отсюда по формулам, приведенным в гл. 2, § 3, можно вычислить поправки 
и к другим термодин~мическим величинам. 

Решающее значение имеет энергия возбуждения 1>2-1>1' Проделав числен­
ный р.асчет 1), найдем из формулы (4.5.1) 

3 3 
llБ =Б2-81 =-г 13,6 эВ =4·13,6.1,60.10-19 = 1,63·10-18 дж, 

i) См. [12], п. 6.3. 



§ 4. Кдантовые состояния двух- и МlЮгоа,тОМНblх .молекул 2~5 

отсюда имеем для дан ноя температ.уры : 

l1e /,63·10-18 
W = 5. ЮЗ - I,38. Н}- 23 =23.6, е - 23 , 6 = 0,57 ·10-10. 

ЭнеРгt-tя во;збужденного состояния электрона сильно отличается от энергии 
основного состояния, поэтому влияние возбужденных состояний на термоди­
нами'ческие !3еличины, описываемое множителем ехр (-АеjkТ), очень мало. 
Оценим попр.авку для водорода только по порядку величины, пренебрегая 
изменением частоты колебаний и момента инерции. Тогда из формулы (4.5.6) 
имеем 

I1F ~-1,987 . 5·102·3·0,57·10-10 ~-2·10-6 ккал. 

4.6. Удельная теплоемкос-rь водорода 
при ниэких температурах 

Вычислить молярную теплоемкость Cv ВОД0рода в равновесном состоянии 
при Т = IOOK. 

Решен~ 

Определим сн;ачала раздельно теплоемкости орто- »параводорода. Ста­
тистические суммы для одной частицы, согласно формулам (4.4 .3) и (4.4.4) , 
имеют вид 

Zg=.!..(1 + 5e -вТRI Т+ 9е-20ТRIТ+ ... ), 46) 1: ( • .1 

z -1. (3 - 2 Т R/r +7 -1 2 Т RIТ + ) и - 1: е е . , . , (4.6.2) 

где, согласно (4.4.5), 
1;,2 

TR=2Jk =85 К. (4.6.3) 

Отсюда най~м теплоемкость Cv : 

СР ВР = (:~)v= -Т (:~)v=RT2 (a21~~g' (l \= 
.3... (д Iп Zg. и) 

= - R дТ д ЩТ) . (4.6.4) 

Последний способ записи особенно удобен, так как в формулах (4.6.1) 
и (4.6.2) Т стоит в знаменателе показателей экспонент . 

Поскольку эк"понеНЦ1fальная функция быстро убывает, можно ограни­
ЧИТЬQЯ пnи достаточно низких rемпературах ТQЛЬКО первыми двумя слагае­
мыми в ВЬЦJажениях (4.6. 1) и (4.6.2) . 'Fотда , используя (4.6.1) и (4.6.2), п{)лу­
чим по формулам (4.6.4) и (4.6:2) 

д [ д (-вт /Т )] Сvвр(пара-Н2)=-RдТ д(l /Т) 5е R + ... = 

= 180R (~R) 2 e-вТR/Т + ... , (4.6.5) 

Cvbp (opto-Н2) = -R д~ [д(~jТ) (lпз_2~R+~ e-10TRIT+ . .. )]= 
_R 700 ( TR)2 -lоТR/Т+ (466) - 3 Т е .... - .. 
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для Т = 100 l( имеем при заданных значениях: 

С", Вр (пара-Н 2) = 180 С8;о) i е- б' 85 / 100 R =0,79ЗR, 

С ( -Н )_700 (~)2 -lО'85/1O0R-QОЗ4R v ВР орто 2 - 3 100 е . --- , . 

(4.6.5а) 

(4.6.6а) 

для двух модификаций водорода обнаруживается отчетливое различие в удель­
ных теплоемкостях при низких темПературах. У параводорода вращатеЛБные 
степени своОоды начннают сказываться значительно раньше, чем у ортово­
дорода. 

для равновесной смеси, согласно формуле (4.4.6), имеем 

N (орто-Н2) ЗZU=З Зе- 2ТR/Т (1 + (1 /з)е- lОТR/Т + ... ) 
N (пара-Н2) Zg 1 + 5e-6T~T 

и в численном выражении 

N(OptO-Н2) 9е- 1,7(l + (1!з)е- 8,Б)_160 
N (пара-Н2) 1 +5г 5,1 --,. 

для вращательной теплоемкости получаем 

C
VBP 

1,6~0,ОЗ;t 1·0,793 R =0,З26R. 

Найденные значения несколько завышены, так как мы учитывали только 
первые члены. Согласно табл. П.Х, имеем С", (100 К)= 1,714R, т. е. враща­
тельный вклад CvBp = 0;214R. 

4.7. Термодинамические параметры линейной МОJJeК>УЛЫ (С02) 

Двуокись углерода СОС'iоит из линейных молекул (фиг. 60). Вообще, 
линейная молекула из n атомов обладает тремя поступательными, двумя вра­
щательными и 3n - 5 ' колебательными степеня~{и свQбоды. В данном случае 

-- . ~ . ~ 
--Е) ot о 
е- • j .t 

Ш/-ШZ Ш3 Ш4 Фиг. 60. Типы колебаний линейной молекулы. 

n=з. Исходные данные дЛЯ С02 : относительная молекулярная масса МГ == 
= 44,01, момент инерции J = 7,11·10- 46 кг,м2 ; "астоты� колебаний: ~=6)2= 
= 1,256 · 1014 с- 1 , 6)8=2,61.1014 c-~, 6)4=4,59.1014 c- 1• Вывести формулу для 
внутренней энер~ии U. Чему равна теплоемкость С", при Т = 800 К? 

Решение 

Запищем статистическую сумму 

l = ZnOCTZBpZKOJ1 (4.7.1) 
как произщщение статистических СУМм ДЩI ПРСl'упаТельного, ВР!lщаТелЬНОГО 
и колебательного движения. Другие ста1:истичеахие множители для данной 
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задачи несущественны. Согласно формуле (3.1.8) гл. 2, имеем 

Z [
ev 3/2] N 

ПОСТ = h3N (2ЛftkТ) • (4.7 .2) 

откуда по формуле (3.1.9) гл. 2 получаем свободную энергию 

[ 
V (2ЛftkТ)З /2 J 

Рпост=-kТ]пZпост=-NkТ 1+]п Nh3 • (4.7.3) 

Учитывая симметрию атомов кислорода по отношению к их перестановке, по 
формуле (4.10, найдем статистическую сумму для вращательных движений 

ZBP = [+ i: (2l + 1) е- I (1+1) h
J
/2JkT)N. (4.7.4) 

1=0 
где . = 2. 

Поскольку 

fi,2 TR = 0,562 = 702.10-4 
800 К 800' • 2JkT 2.7,11.10 46.1,38.10-23.800 

в соответствии с выражением (4.13) вм есто формулы (4.7.4) ыожно написать 

ZBP _~ [+ i
R 

( 1 ++ ~ R + ... ) ] N. (4.7.5) 

Тогда свободная энергия есть 

( Т 1 TR ) 
FBP=-NkТ ]п .TR +зУ+'" . (4.7.6) 

Для колебательной статистической суымы, согласно формуле (4.8), имеем 

( Зn-Б ~ )N 
Zкод= ( П ехр (-nwi/2kТ) 
. \ i=1 l-ехр(-fi,w,./kТ) 

Обозначив 

T._fi,Wi 
,- k ' 

получим отсюда вклад в свободную энергию 
зn- Б 

Fко.~=-kТ]пZкод=NkТ ~ bl-i+]n (l_e-Т ;lТ)] . 
1=1 

(4.7.7) 

(4.7.8) 

(4.7 .9) 

Соответствующие части внутренн~й энергии найдем по .формуле (3. 16) гл. 2 

И=Р-Т (~~)v' 
lIоспользовавшись соотношениями (4.7.3), (4.7.6) и (4.7.9), подстановкой N = N А . 
В результате находим 

3 
UП~ёТ =2 RT. (4.7 .10) 

UBP~RT(I-~ TTR _ ... ). (4 .7.11) 

Uкод=R ±(~ Ti + Tie-~~:T). (4.7.12) 
i=1 t-~ , 
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Это дает 

(дИ) 3 4 (Ti)2 е- Т/Т 
Cv = дТ =2"R+R (1- .. . )+R 1: т ( T.fТ)2· (4 .7.13) 

V . (= 1 1-е I 

Отброшенные члены в выражении для вращательной энергии по порядку 
величины меньше (Твр/Т)2, т. е. для рассматриваемых температур меньше 10-8. 

Подставляя численные значения, из формулы (4.7.8) имеем 

1,05· 10- 34·1,256·1014 
Тl • 2 = 1,38.10 2~ =9561<, тз = 1990 1<, Т,=3490l<. 

Формула (4.7.13) дает 

Cv=R (~ +1+2,0,89 + 0,61 + 0,25) ~5,14R. 
Согласно табл. П. Х, точное экспериментальное значение Cv составляет 5,186R. 
Расхождение оказывается меньше 1 %. Оно связано с ангармонизмом колеба­
ний, с возбуждением высших энергетических уровней, а также со свойствами 
реального газа. 

4.8. Термодинамические величины для многоатомных молекул 

I<ак показывают спектроскопические измерения, молекулы NНз имеют 
следующие моменты инерции: J~=4,4.10-47 кг,м2 , J,,=Jt =2,8.1O- 47 кг , м2 • 

I<руговые частоты колебаний составляют: (йl = 1,76·1014 с- l, (й2 = 6;28.1014 с- l, 
(йз =(й4 = 3,08·1014 с- l, (йъ = (й8 = 6,43·1014 c- 1• Вычислить молярную тепло­
емкость при Т = 400 1<. 

Решение 

Поступательное движение дает в молярную теплоемкость вклад, равный 
3R/2. Рассмотрим теперь вращательный вклад. Поскольку 

'" 1;,2 (1,05.10-34)2 
T~TR"=2.Гk=2.28.1O 4Ч 38.10 2з =14,31< > TR~' (4 .8.1) " , , 

можно заключить, что при 400 1< вращательные степени свободы возбуждены 
полностью . Поэтому вращате.пьныЙ вклад также составляет (3/2) R. Вклад 
колебаний определим по формуле (4.19). В полной аналогии с формулой 

(4.6.4) ~MeeM д [д 'п Z~1JлJ _ д [ д ~ 'П е.хр (-fi,IOi/2kТ) ] 

Сvкол--NАkдТ д (I /Т) --R ат д(ljТ)t:1 1-ехр(-1;,roi/kТ)' 
(4.8.2) 

У читывая, что 

-hоо ./kТ- (_1,05'10-34'1,76 ' 1014)- -з,Зб - 0035 ь 1 
е I -ехр I,38.1O-2~ .400 - е -, ~ f 

можно приближенно написать 

б б 

С =R~ ~ 1;,IOi (..!.+e- fiоо ./kТ) =R ~ (1;,ft>i) 2 e- hОО ./kТ 
v кол дТ"':::" k 2 I ...:::.. kT 1. 

1=1 1.=1 

(4.8.3) 
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в итоге . получаем 

3 3 
CV =2" R + 2" R + O,39R+O,OOIR + 2.0,098R+2·0 ,OOIR=3,59 R.-

Упражнения 

Y.4.1. 

У.4.2. 

У.4.3. 

У.4.4. 

У.4.5. 

У.4.6. 

У.4.7. 

У.4.8. 

У.4.9_ 

У.4.IO. 

Y.4.II. 

Y.4.12. 

Y.4.13. 

Y.4.14. 

Y.4.15. 

Y.4.16. 

У.4.17*. 

Частота 000 нормального колебания молекулы азота составляет 
4,45.1014с- 1 . Вычислить колебательную часть молярной теплоемкости 
дЛЯ Т=500 К. 
Определить, при какой температуре полностью возбудятся колеба­
тельные степени свободы кислорода. Частота колеба~ий 000 = 
= 2,98·1014c- 1• 

С помощью фиг. 59 определить вклад колебаний в молярную те­
плоемкость дЛЯ CI2 , Br2' J2 при Т =500 К. Частоты колебании со­
ставляют 1,06.1014,0,61·1014 и 0,40·1014 Гц. 
Определить вращательную и колебательную части молярной тепло­
емкости 02 при 300 К. Сравнить результат с экспериментальными 
данными, приведенными в таБJl. П.Х (юо=2,98.I014с- 1 , Jo, = 
= 1,91.10-46 кг. м2). 
Найти поправку, вызванную ангармонизмом, к колебательной части 
молярной теплоемкости водорода при Т =3000 К (000 = 8,28·I014c- 1, 
х=О,027). 
Исследовать, при какой температуре вращательная часть термоди­
намических величин для азота достигает классических значений 
(JN • = 1,38·10-46 кг,м2). 

Для 1 кмоль хлористого водорода при Т = 20 К вычислить в треть­
ем приближении вращательную часть внутренней энергии (J = 
= 2,60.10-41 кг,м2). ' 

Вычислить вращательную часть теплоемкости газообразного ки­
слорода при температуре 1 К. 
Чему равна в третьем приближении вращательная часть удельной 
теплоемкости хлористого водорода при Т = 20 К? 
Найти максимум вращательной части удельной теплоемкости. Ка­
кой температуре соответствует этот максимум у НСI и Н2? (J не! = 
= 2,60.10-41 кг,м2 , J Н. =0,47 ·10-4~ кг· м2). 

Вычислить вращательный вклад в теплоемкость для орто- и пара­
водорода при Т = 150 К. 
Чему равно равновесное содержание числа орта- и парамолекул 
в водороде при Т = 150 к? ' 
Н айти равновесное содержание орто- и парамолекул в дейтерии при 
Т=300 К. 
Чему равен вклад первого возбужденного электронного состояния 
кислорода в его теплоемкость при 3000 К? Кратность вырождения 
основного состояния равна трем, а первого возбужденного-двум. 
Энергия возбуждения составляет 1,0 эВ. Изменением частоты коле­
баний и момента инерции пренебречь. 
Определить теплоемкость водяного пара при 100QC. Частоты коле­
баний составляют: 001 = 3,OI.1014C-l, ~ = 6,78·1014C-l, ооз = 
= 7,03·1014с- 1 . Для вращательного вклада можно использовать 
классическое выражение. 

Найти статистическую сумму для метана СН4 при Т = 300 К. Ядер­
ный спин ns атамов водорода равен 1/2, атома УГJlерода-нулю. 
Определить «КОэффициент симметрии» 1:' и кратность вырождения g 
для СНа, СНзD, CH2D2, СНDз и CD4• 
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§ 5. ПОВЕДЕНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИ Х ФУНКЦИЙ 
ПРИ АБСОЛЮТНОМ НУЛЕ ТЕМПЕРАТУРbI. 

ТЕОРЕМА НЕРНСТА-ПЛАНКА 

Введение 

В классической термодинамике абсолютная величина энтро­
пии S остается неопределенноЙ. Поэтому свободная энергия 
F= U -TS и энергия Гиббса о=u -TS+PV определяются лишь 
с точностью до линейной функции температуры. Для расчетов, 
про водимых в рамках классической физики, это ограничение 
несущественно (см. задачу 3.1 гл. 2), нужно следить только, 
чтобы начало отсчета энтропии сохранялось при любом изме ­
нении состояния системы. Однако при изучении хи~ического 
равновесия вопрос о величине энтропии при абсолютном нуле 
приобретает решающее значение. Его удается решить, только 
учитывая дискретность состояний квантовой системы. 

Внутренняя энергия тела определиется выражением 

т 

И (Т) == ~ с (Т) dT + И о. (5.1) 
о 

Поскольку С ~ О, энергия не может убывать с ростом темпе­
ратуры, если только внешние условия не изменяются (напри­
мер, если давление или объем остаются постоянными). По­
этому предельному случаю наименьшей возможной темпера­
туры Т = О должно COOTBeTCT~OBaTЬ квантовое состояние 
с наименьшей энергией И = И о (основное состояние). Если 
допустить, что при абсолютном нуле вырождение отсутствует, 
то статистический вес системы при этом равен единице. Тогда 
для энтропии имеем 

limS = limklnW=O 1· 
Т ..... О т-о 

(5.2) 

При абсолютном нуле температуры энтропия однородного ве­
щества равна нулю (теорема Нернста-Планка). 

Энтропия смесей содержит дополнительное слагаемое, обу­
словленное смешиванием, поэтому для смесей теорема Нернста 
не выполняется. В соответствии с формулами (3.29) и (3 .30) 
гл. 2 можно представить энтропию как в виде функции темпе­
ратуры и объема S = S (Т, V), так и виде функции температуры 
и давления S = S (Т, Р). с другой стороны, теорема Нернста 
СПR~lВедлива независимо от конкретных значений даВ'ления 
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и объема. Поэтому формулу (5.2) нужно уточнить, а именно 
заменить ее двумя соотношениями: 

limS(T, V)=O, limS(T, Р)=О. 
T~O T~O 

(5.3) 

Поскольку при абсолютном нуле энтропия не зависит от дав­
ления и объема, имеем 

Нm (;~) =0. 
Т-+О Т 

(5.4) 

Удельная теплоемкость определяется соотношениями 

, (дS) (дS) 
Cv = т дТ v = д lп Т -v' 

Если Т ---+0, то lп Т ---+ -,-00 и S ---+0, как видно из формуль((5.2). 
Поэтому 

IimCv =O, IimCp = O 
т -+0 Т-+О 

(5.6) 

Когда температура стремится к абсолютному нулю, теплоем­
кости С р и Cv также стремятс.я к нулю. 

Из теоремы Нернста-Планка следует, что температура, 
точно равная абсолютному нулю, не может быть достигнута 
(см. задачу 5.2). Однако утверждение о недостижимости аб­
солютного нуля нельзя рассматривать как эквивалентную фор­
мулировку закона Нернста. Обращение в нуль энтропии при 
т = О удается однозначно связать снедостижимостью абсо-

. лютного нуля только В том случае, если теплоемкости стре­

мятся к нулю, в соответствии с опытом, по крайней мере как ТЗ . 
Согласно статистической И!lтерпретации, значение S = О со­

ответствует наибольшей упорядоченности. Однако о времени 
установления такого равновесного состояния сказать ничего 

нельзя. Из-за "вымерзания" степеней свободы при Т ---+ О для 
установления равновесия может потребоваться бесконечно боль­
шое время. Эти утверждения имею}' смысл предельных законов. 

Пример 28 

Как известно, стеклообразное состояние является неравновесным. Кри­
сталлическое состояние характеризуется большей упорядоченностью и поэтому 
меньшей энтропией. Несмотря на это, за измеримое время не liаблюдается 
перехода стекол в кристаллическое состояние. 
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3ада~и 

5.1. Термодинамические величины при абсолютном нуле 

При абсолютном нуле температуры внутренняя энергия U и свободная 
энергия Р при любых значениях давления Р и объема V связаны следующими 
предельными соо<гношениями; 

Iiт Р (Т) = Iiт U (Т), 
T~O T~O -

Iiт (дР) =liт ди (Т) . 
T~O дТ v T~O дТ 

(5.1.1) 

(5.1.2) 

Вычислить для Т = О энтропию S, изобарный коэффициент расширения сх" 
изохорный коэффициент давления ~ и разность Cp-Cv молярных теплоем­
костей при постоянном давлении и постоянном объеме. 

Решение 

Согласно формуле (3.16) гл. 2, для свободной энергии справедливо диф­
ференциальное уравнение 

( дР) =Р-U дТ v Т' 
(5.1.3) 

При абсолютном нуле в силу условия (5.1 .1) как числитель, так и знамена­
тель в правой части равны нулю. В соответствии справилом Лопиталя про­
дифференцируем числитель и знаменатель; это дает 

, . (дР) ,. ' (дР дИ) 1т - -1т ---
Т-,>-О дТ v - T~O дТ дТ v' 

(5.1.4) 

Согласно условию (5.1.2), это выражение обращается в нуль. Поэтому для 
абсолютного нуля из формулы (3.15) гл. 2 имеем 

(5.1.5) 

Это соотношение справедливо для любых значений давления и температуры. 
Поэтому 

( дS) -о 
дР Т=О- , ( дS) =0 

дV Т=О • 
(5.1.6) 

Согласно формулам (1.4.1) и (1.4.2) гл. 3, изобарный коэффициент расширения 
сх, и изохорный коэффициент давления Р определяются следующим образом; 

1 (дV) cx,=V дТ р' (5.1.7) 

1 (дР) Р=р дТ v' (5.1.8) 

в соответствии с формулами (3.24) гл. 2 имеем соотношения 

( дV) . (дS) 
дТ р=- дР т' (5.1.9) 
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При абсолютном нуле в силу соотношения (5.1.6) эти величины обращаются 
в нуль. Следовательно, получим 

liт ~ =0. (5.1.10) 
Т-+О 

Изобарный коэффициент расширения сх и изохорный коэффициент давления ~ 
при абсолютном нуле обращаются в нуль. 

Разность теплоемкостей Cp-Cv найдем по формуле (2.4.16) гл. 2 

(дР /дT)~ (дР) (av) 
Cp-Cv=-T (aP/aV)T Т дТ v дТ p=cx~PVT. (5.1.11) 

Поскольку сх -.. о, ~ -.. о, разность Ср -Cv стремится к нулю быстрее, чем Т. 

5.2. Охлаждение до сверхнизких температур 
с помощью размагничивания. 

Недостижимость абсолютного нуля 

Быстрое размагничивание парамагнитного вещества вызывает понижение 
его температуры. Если попеременно производить адиаб8.тическое размагничи­
вание, а затем -изотермическое намагничивание (фиг. 61), то можно достичь 

S 

Фиг. 61. К обсуждению недостижимости абсо­
лютного нуля. 

Диаграмма Т. S иллюстрирует процесс охлаждения. 
состоящий из адиабатического размаГНИЧlIвания 
(горизонтальные лннии) и изотермического намагни­
Чiiвания (вертикальные линии). Внеупорядоченном 
размагниченном состоянии система обладает большей 
энтропией. чем в упорядоченном намагниченном. 
Поэтому кривая SI' лежит выше кривой Sмаги. В 
соответствии с законом Нернста обе кривые nepeteKa-

К:::;".;..-. _____ ----;. т ются при абсолютном нуле. 

теМператур, лежащих всего на несколько милликельвинов выше абсолютного 
нуля. В,ычислить; насколько охладятся железо-аммониевые квасцы при адиа­
баТ!lческом ра;змагничивании, если начальная температура составляет 1,0 К. 
MariЦlTHoe поле меняется от 106 А/м до нуля. Установить, можно ли таким 
споcqбом достичьабсо.'IЮТНОГО нуля. для молярной теплоемкости при посто­
янноЙ нам агниченности использовать выражение 

~ Сs;я=Сз =р' (5.2.1) 

где ~=0,029 ккал·К/кмоль. Намагниченность З', отнесенная к 1 кмоль, при 
низких температурах ПО)),чиняется заксжу Кюри-Ланжевена 

З'= ~f:J • (5.2.2) 

где C=;o3,49·1O- 4 мЗ • Кjкмоль. Магнитные величины связаны следующими 
соотношениями; 

(5.2.3) 
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где 

(5.2.4) 

есть llшгнuтный .AtOllteHm 1 м3 ; х-магнитная воспрuu,ltчuвость . Для намагни­
ченности ~ имеем 

м X=_r x 
р 

(5.2.5) 

(Мr-относительная молекулярная масса, р-плотность). Величина В изме­
ряется в в,с/м2 , величина Н-в А/м. 

Решение 

Для изменения намагниченности 1 кмоль вещества к нему нужно под­
вести энергию 

d\\'l' W! = ~. d';j = BdJ. (5 .2.6) 

В дальнейшем предполагается, что направления векторов ~ и ~ совпадают. 
Есл и к системе, кроме магнитной, подводится еще и тепловая энергия БQ, 

то изменение внутренней энергии равно 

I dU = БQ + BdJ 1· 

Сравнивая это выражение с первым законом 

dU = БQ~РdV, 

(5.2.7) 

приходим к выводу, что формулы, выведенные в гл. 2, § 2 и 3, можно ис­
пользовать и для магнитных явлений, если произвести замену 

V-+J, Р-+-В l' (5.2.8) 

т. е. заменить объем на намагниченность, давление на отрицательное значе­
ние магнитной индукции. В соответствии с первым законом напишем 

dS = ~ (dU + Р dV)= ~ [(~~)v dT+ (~~ )rdV+PdvJ. (5.2.9) 

С помощью замены (5.2.8) получим отсюда 

ds=f [( ~~)J dT+ (~~)T dJ-ВdJJ. (5 .2.10) 

в соответствии с формулами (3.15) гл. 2 и (3.24) гл. 2 на основании 
соотношения U = F - Т S имеем 

(~) = ( дР) _T ( aS) =_р+т(дР) =T2[a(P IT)] . 
aV т aV т aV т дТ v • дТ v 

Снова с помощью (5.2.8) находим 
(5.2.11) 

( дИ) = _ Т2 [д (В/Т)] • 
дJ т дТ./ 

(5.2.12) 
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При адиабатическом процессе диффере,нциал энтропии dS в формуле (5.2 .10) 
равен нулю. Первое слагаемое в квадратных скобках в (5.2 . 1O) можно заме­
нить на Сз dТ, где Сз -теплоемкость при постоянной намагниченности. Тогда 
из формул (5.2.10) и (5.2.12) найдем 

C,~ dT'-Р [д ~/QJ JdJ -В dJ =0. (5 .2.13) 

Дифференциал намагниченности представим в виде 

dJ=(~) dT+(~) dB дТ в дВ т 
(5.2.14) 

и подставим в формулу (5.2 .13). Тогда для приращения температуры получаем 

dT (aBjaT) J (aJ jaB)TdB 

т= {:3 ~T(aB/aT)J (aJ jдТ)в (5 .2.15) 

Из формул (5.2.2)-(5.2.4) ИМеем . 

( дВ) /1J ( aJ ) С 
дТ з=С' дlJ Т=/1Т' 

Эти величины можно подставить в уравнение (5.2 .15) и проинтегрировать 

(5.2.1'6) 

Здесь Т А -температура при включенном поле, ТВ -температура без поля. 
Вычисляя интегралы в (5.2.16), получаем 

(5.2.17) 

Подставляя численные значения, находим 

ТВ -. / О,029·4,19·10З 
1,01( = r 0,029.4,19.10~ + 1,256 . 10-6.3,49.10 4.1012 =0,466 

COOTi!eTCTBeHHO ТВ ;:::: 0,471(. При адиабатическом охлаждении энтропия систе­
мы остается постоянной. Она определяется в"'ражением 

т 

S=S(J, T) = S(J, O) +S (~~)J dT (5.2.18) 

О 

при J =0. Согласно теореме Нернста, S (J, о) = 0. При повышении темпера­
тур'" энтропия растет. Из фор-м улы (5.2 .18) следует, что S (О, Т) > О. Правда, 
при изотермическом намагничивании энтропия уменьшается, однако она 
остается б9льше нуля. АдиабаТJiческое Рilзмагничивание вызывает понижение 
температуры, энтропия же остается постоянной. Таким образом, можно как 
угодно близко подойти к абсолютному нулю, однако достигнуть его нельзя. 
АIН\ilQГИ'jНО приводится доказат~льство и д.1Я других физич~сюiх методо!!, 
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5.3. Поведение квантового газа 
С учетом теоремы Нернста вывести формуцу для ЭНТРQПИИ одноатрмного 

газа при высоких температурах и исследовать поведение газа пр!! абсолют­
ном нуле. 

Решение 

Закон Нернста справедлив и для однокомпонентноro газа. Рассмотрим 
сначала поведение газа, состоящего из фермионов или бозонов, вблизи абсо-
лютного нуля. ' 

Для бозонов химический потеНЦl:lал /!с' а также множитель .lJагранжа а 
равны нулю (см. зада<!у 3.6). ПоЭТому из вы'ражений (3.17) и (3.14) полу­
чаем, что ДЛ'Я всех зшiчени'Й Т, при которых /!'с = О, или а ~ О, 

00 

8= U-f.= 20 У2'~gV~З/2 (kn5 /2 S t8/2 dt . 
Т 3h Т et-l 

о 

(5.3.1) 

I:fнтеграл, стоящий справа, имеет конечную величину . Поэтому 8 -.. О при 
т -..0. 

Для фермионов поступим так же, !(ак в задаче 3.1. Путем разложен~1Я 
в ряд получаем для свободной энергии F и для внутреНl!ей энер,гии U в соот­
ветствии с формулами (3.1.7) и (3.1.10) выражения ви}tа 

F=C1-C2T2, U =C1 +С2Т2. (5.3.2) 

Orcюда имеем 

и-Р 
8=-т=2С2Т, т. е. Нпi 8=0. 

т ..... о 
(5.3.3) 

Такимобра~ом, теорема -Нернста выдолняется как дJlЯ 603011,08, так и для 
ферМи~)Нов.. Напро1'l!В, для идеал.ьного газа '!Та Теорема несправедJJ'ива. При 
ВЫСОКИJС~мпёраТурах .- как покаЗilНО в задаче 1.3, СТilТJ{СТИКI:I Бозе-Эйнштейна 
и Ферми-Дцрака переходят в клаJ:сическуio С'l'атистику Больцмана. С другой 

' сщро»ы, любой . газ при достаточно низк'их температурc;lХ вырождается в газ 
OO~bH.OB или феj>МИОiIЬВ, поэтому В предельном случае Т = О энтропия 8 всех 
газов равна нулю. 

М1/0жцmeль Лагрр,нжа а для газа при высоких температурах получим по 
формуле (1.3.11) 

gV (2ЩА,kТ)3/2 
a ,=ln h3N . (5.3.4) 

Свободную энергию найдем по форму JIe (3.14) 
00 

8 .r-2' V 3/ 2 (kT)5 /2 S t8/ 2 
р=- r з:rg, J.t . . '. , dt-а'NkТ. 
. 3h3 О ea + t 1= 1 

(5.3.5) 

Счи,!,.а.я темП(~раТУfJУ дос;таТRЧt\О ВЫСОКО'Й" так что (fX ~ 1, МQЖ»О пренебреЧ1> 
в .3наме.нателе слаг-аемым =f 1. Тогда для интеграла в выражении (5.3 .5) имеем 

S 
t3/2 , 3:Vn ect+t dt'=-4-e~a. (5.3.6) 

Подставляя (5.3.4) и (5.3.6) в (5.3.5), получаем 

[ 
. kT 3/2 J F;:r'-NkТ In gY-@~;N ' ) +1 . (5.3.7) 
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Эта формула совпадает с выражением (3.1 .9) гл. 2, если положить g = 1, т. е. 
если в соответствии с классической физикой не учитывать ядерный спин. для 
энтропии одноатомного газа имеем 

S = - ( дР) - kN [1 ~ g (2щ.t.kТ)З /2 '+-~J 
7JТ v - n N h3 2' (5 .3.8) 

что совпадает с выражением (3.1.10) гл . 2. 
Таким образом, если отвлеЧЬСfl от поправки на Яl\ерный спин, теорема 

Нернста не приводит ни к каким видоизменениям формул, выведенных в гл. 2 
для идеального газа. 

5.4*. Число нормальных колебаний в среде по Рэлею и ДЖИНСУ 

Чему равно число возможных попеl).еЧ!lЫ.Х нормальных колебаний в ин­
теРВ1\ле от '11=5·1014 Гц до 'II + d'll = 5,1·1014 Гц В прозрачном теле объемом 
V = 1 см3 С показателем преломления n = 1,5? 

Решение 

Как можно доказ.ать в общем случае, число волн не зависит от формы 
тела. Поэтому для упрощения расчета рассмотрим распространение волн 
в кубическом теле со СТОРОНQЙ а. Направление ребер куба примем за оси 
х, у, z системы координат . Из-за наложения падающих и отраженных от 

Фиг . 62. Волны в ограниченной среде. 

поверхности волн в раСС":lатри~аемом теле образуются СТОЯ'lце ВОЛI;IЫ. В зави­
симОСти от ТИ)lа рассматриваемых колебаний на ограничивающую поверх­
ность приходятся либо узлы, либо пучности (например, узлы для электри­
ческого поля в идеальном проводнике или ДЛЯ колебаний троса, закреПJjенного 
на концах, ПУЧНОСТII-ДЛЯ продольной состаВЛЯЮЩеЙ поля Н в волноводе). 
Р.асстояние между двум}! соседнцми узлам» ил,и пу'щ<>стями равноЛ!2 (полу­
волна). Поэтому длЯ Волны, фронт которой распространяет-ся параЛЛeJ!ЬНО 
одной из граничных поверхностей, имеем услови-е 

~ 
а=m 2"' (5.4.1) 

Выберем волну с произвольной . пространственной 9р'иентацией волнового 
фронта; ДЛЯ нее направление нормали описЫвается уравнением 

n=i cos a+icos ~ + f cos,\,. (5.4.2) 

РассмоТрим еДIНIИЧI{ЫЙ отрезок в направлении ВО\11НОВОЙ нормали. Он содер­
жит 2/').. полуволн. Проеци,РУЯ этот отрезQК на ,ось Х, ПОЛУ'lим OTP~01< .длины 
I/Cbs а, на kOТOPOM укладывается 2/').. полуволн (фIlГ. 62). Следовательно, 
в единице длины Оси х содержится (2 cos а;)/').. rfолуволн рассматриваемог.? коле-
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бания. Те же соображеlfИЯ справедливы 
ных условий имеем 

и для двух других осей . Из гранич-

л л 
а cos а=nХ "2' а COS~=nY"2' 

(5.4.4) 

где u-фазовая скорость . 
Уравнение (5.4.4) описывает в простраlfстве nХ ' nу• nz сферу радиусом 

2av/u. Число возможных стоячих волн в интервале частот от v до v + dv. 
т. е . число возможных значениii nх • nу ' nz , равно числу узлов кристалли-

~ 
::. '+~~-

~i--tWlD]m~~ 

Фиг. 63. К подсчету числа колебаний в криста.'!­
ли ческой решетке. 

ческой решетки в октанте шарового слоя с радиусом 2av(u и толщиной 2а dv(u 
(фиг. 63). Для больших значений 2(л это число равно объему октанта шаро­
вого слоя 

4л (2a~)2 2adv =4лv v2dv . 5 5 
8 и и иЗ ( .4. ) 

Здесь V=аЗ-объем рассматриваемого тел.а. 
Результат (5.4.5) справедлив для колебаний с заданным направлением 

поляризации. например для продольных или поперечных колебаний с фикси­

рованной поляризацией. Поскольку поперечные волны можно Р:JЗЛОЖИТЬ на 
две волны с взаимно перпендикулярными направлениями поляризации, а ско­

рости распространения поперечных и продольных BOJJH различны, число воз­

~южных акустических волн в теле объемом V запишется в виде 1) 

f (v) dv = 4лVv2 (--i-+~) dv. (5.4.6) 
ит UL. 

Здесь ит= ит (v) и UL = UL (v)-фазовые скорости соответственно поперечных 
и продольных волн. 

В данном частном случае uT=uln=3.10B/ 1,5 м/с. Следовательно, число 
возможных поперечных волн в области частот от 5·1014 до 5,1·1014 Гц для 
тела объемом V = 10-6 мЗ равно 

f (v) dv = 4л·lО-д.(5.\О14)2 • (2. fOB)3 • 0,1. \014= 7,85·1012. 

-----
J ) В среде возможны только поперечные э'лектромагнитные волны, причем 

каждому волновому вектору соответствуют две поперечные волны со взаимно 

перпеНДIIКУЛЯРНЫМИ направлениями поляризации. Однако в случае акусти­
ч~ских колебаний К,аждому волновому вектору, кроме двух попереЧIIЫХ, 
соответствует еще одно продольное колебание.- Прuм. ред. 
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5.5*. Удельная теплоемкость твердых тел по теории Дебая 

Вычислить молярную теплоемкость свинuа при Т = 300 К и алюминия 
при Т = 50 ' К. Дебаевская, или характеристическая, температура T D состав· 
ляет для аJIЮМИНИЯ 400 К, дЛЯ свинца 90 К. 

Решенне 

Твердое кристаллическое тело, состоящее из. N · ~.PYKTYPHblX единиц, можно 
рассматривать ка,К систему связанных ОСЦИJ)ЛЯТОРОВ. Каждый атом кристал.1а 
ыожет участвовать в КОЛебаниях по трем взаимно перпендикулярным направ, 
леIiИЯМ. Поэтому полное возможное чисЛо ОСЦ\jЛЛЯТОРОВ в твердом теле равно 3N. 
В соответствии с . этим Дебай (1912) полное число волн на 1 кмоль твердого 
тела принял равным 3 N А. 

Дa~.e, Дебай преДПQЛОЖИЛ, что в твердом теле возбуждаются все волны, 
допускаемые краевыми условиями, вплот·ь донекоторой npl!ae/1bHOa частоты "/1' 
Если ИСП.ОЛЬ;Юfjать результат (5.4.б) для полного числа стоячих воnн, то из 
допущения Дебая следует 

"g 

4ЛViп (~++) 5 ,,2 d,,=3N А, 
UL ит 

(5.5.1) 

О 

где V т-МОЛЯРНЫЙ объем твердого тела. Найдем отсюда предельную частоту "g: 

У. 9NA V 9N 
"к = 4ЛVт (2 jt1llT + lIи!) 4лV (2 /и}+ l /u!) (5.5.2) 

Рассматривая , КРliсталли,!еск~е твердое тело как <;овокупность осцилляторов, 
най~i;r его статистиче<;кую сумму и его термодинам.ичеС'кие фущщии. ~дель, 
I:IУЮ теплоемкость проще всего определить, исходя из формулы (4.1.4) ддя 
внутренней энергии осцИллято.ра: 

hv hv 
80СЦ=2+ /tv/kT _1 . (5.5.3) 

Распреде,Jlение по qaCTOTaM ОПflсывается фОРМУ{lОЙ (5.4.6). Исходя отсюда, наЙ· 
дем внутреннюю энергию твердого тела в расчете на 1 кмоль·: 

", "к 

5 ~ 5 (VS 
"
3

) U = f (v) 80сц (v) dv = s 2+ hvj kT dv. 
Vg е-I 

о . о 

(5,5.4) 

Проинтегрировав первое слагае1юе и произведя во втором сл-агаемом замену 

hv 
Х=и' 

ПОЛУЧИМ из (5.5.4) 

хк 

9N Ahvg 9RT 5 хЗ dx 
и=-= 8 +7 ёХ=!' 

g о 

(5.5.5) 

(5.5.6) 
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()тсюда l\'IjДЩ), чтр !m~ргия Н!Jлевых колебаний связана с предельной частотой 
посредство~ соотношения 

(5.5.7) 

Величина 

(5.5.8) 

назывС!ется де~аевci<ой, ИJ!I! хаРf1кmерщmи~Йf11.e:мnераinурОйtвердого тела. 
Для вычиё,ления 'reП;IJQeNКо.сти пр.и высоких температурах . Т и с.оответ­

Ственно малых ]с р'аЗ'лож.им подынтеГр.ал!>ную функцию в (5.5.6) в ряд 

~ х
2 

2 (1 х + ~ ) 5 
e'f ' 1 1 +Х/2+~/б+хЗ/.Н + . . , ' Х . -'2 12 1= ... • ( .5.9) 

Отсюда имеем 

3 RTb U=3RT+ 20 T:k· .. 

и молярную теплоемкость 

дu ( 1 !ь ) с = дТ =3R 1-20t1l ± ... . 

(5.5.10) 

В предельном ,случае Т ~ T D получаем ЗаКОН ДЮЛОflга и Пmи [см. форму­
лу (2·2.2) г .11. 2]. . 

ДЛЯ ПРQТИВ0'I10;IОЖНОГО случая низких температур Т и соответственно 
больших х запишем 

Х{ '" '" хЗ ха хЗ ~1 dx=i~~1 dX-S' -:Т-1 dx. еХ- , ех- .,...-
о Х-, 

(5.5.12) 

Вычислим первое слагаемое, используя фор:-,улы (1 .3.8) и (I . 3 . Ва), 

(5.5 .13) 

второе слагаемое пре.дставим следующим образом: 

'" '" а+ r '" S е/В 1 dX=S ~+хХg ' ~=е-Хg S(S+Хg)зе-~(I+ ... )~= 
о е '-1 о Х, 

-х g ( 6 3 2 . 8) = е 6+ хк+ ч+х, + .... 
Для дgстаточ,НО больших значений х, = Т D/T можно ограничиться первым 
слагаемым. ёледовательно, 

9 3n4 RP 
U=-RTD+~. - .. - (5.5.14) 

8 5 ТЪ 
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и 

С = ди _ 12~4R (I--)3 
дТ- 5 T D 

Для свинца получпм по формуле (5.5.11) 

С,=зя [1-2~ (~ooy ± ... ] =0,991·3R, 

и в расчете на 1 кг 

с 3.·0,991R 3 ·0;.991·t,987 =0029 ккал/(кг.К) 
Аг 2{)7,2 ' 

[~к~tIеРИ,меНТ<lльное зн.ачение с=0,031 ккал/(кг·К)j. Расчет для алюминия tю 
формуле (5.5.1.5) дает 

С· 12',3,144R ( 50 )3 -о 456R 5 400 -, , 

и в расчете на 1 кг 

С 0,456 R О ""36 (К) С=-А = 2698 ,"N ккал/ кг· . 
г , 

5.6. ТеРМОДlIнамические параметры квантовой жидкости 
при абсоJJЮТНОМ .нуле темпераТуры 

Вывести формулу ДЛjj своОО.цноЙ ~нергии жидкого гелия в окреСТНQСТИ 
абсо'JJЮТНОГО ну лjj iI ВЫЧ!tCлить молярную теплоеМJ«JСТЬ при Т = 0,4 К. Ско­
РОСТЬ звука u принять равной 240 м/с, ПЛОТНОСТЬ р = о, 144 г/см3 _ 

Решение 

В жидкостях существует 'сильное межмолеКУJlЯрное взаимо.цеЙстаие, зави­
сящее от вида молекул. А~рл'!Гуда колебани/l возрастает настолько, чт<? уже 
нельзя поль:зqваться линеинои свя~ью между . ~мещением и упругой силой. 
Только непосредственно У абсолютного нуля МОЖно не 'учитывать взаимодей­
ствия и предположить линейную ' связь 

в=ир (5.6.1) 
-+ 

меЖДУ ~нергией в и импульсом р ~лементарны~ возбуждений (фиг. 64). Через 
U оБОзначена скорость звука в жидкости 1) 

1) Необходимо иметь в виду следующее. Спец.ифика жидкостей и I;азов 
состоит в том, что в них невозможны поперечные акус:гические колебан,ИЯ, 
продольные акустические колебания в них возможны, но лишь .если их длина 
волны достаточно велика. Д.'1Я этих длинноволновых К9лебани~ прц люрых 
температурах справедлива линейная связь между частотой и волновым век­
тором (i) = uk . С понижением температуры, с одной стороны, расширяеТся 
интервал ДЛ,ин волн, в котором таКО'е соотношение выполняется, а с другой 
стороны, увеличивается относительный вклад в термодинамические величины 
длинноволновых колебаний, так как их легче всего возбудить. Поэтому при 
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Существует только одн() вещество, гелий ! 1, которое при СООТl!етствующих 
значениях даВJ\енilя остается жидким , вплоть до абсолютного нуля. Именно 
на гелии проводятся все экспериментальные исследования. 

При температурах от абсолютного НУ.1!я примерно до 1 К можно рассмат­
ривать слабо возбужденные колебатеЛьные состояния как совокупность отдель­
ных элементарных возбуждений. Эти квазичастицы (фОНОНЫ) , движущиеся 
в жидкости, обладают определенными энер.гиями и импульсами. Для газа 
фононов выполняется закон сохраilения энергии, но не закон сохранения чиСЛа 

20 F===t===t===i 

Фиг. 64. Энергия и импульс Не II вблизи 
абсолютного нуля. 

частиц. Его полный спин может изменяться только на целое кратное числа fi. 
Для фононов справедливы уравнения, аналогичные дебройлевским: 

e=fiw=hv, (5 .6.2) 
-+ 

Здесь е и р-энергия и импульс элементарного возбуждения, k и W-ВОЛНО-
вое чис.10 и круговая частота КО.1J,ебания. Молярную теплоемкость можно вы-· 
вести двумя способами: 

1. Целочисленность спина означает, что фононы, как и фотоны; подчи­
няются статистике Бозе-ЭЙнштеЙна. Вследствие этого для чисел . заполнения 
справедливы формулы (1.1 ;24) и (1.1.25). Термодинамические величины можно 
взять из задачи 2,.4. При этом нужно учесть, ' что для жидкости скорость 
света с нужно заменить скоростью звука и. Весовой множитель g для жид­
кости равен единице, так как возможны только продольные колебания. Кроме 
того, нужно добавить нулевую энергию и о. Тогда по формуле (2.4.1) найдем 
внутреннюю энергию жидкости 

4л& k4T4 
U=UO+15h3u~ V. 

Дифференцируя, получаем отсюда удельную теплоемкость 

(5.6.3) 

(5.6.4) 

2. С помощью интерполяционного ыетода Дебая можно вычислить число 
стоячих волн в теле с объемом V (см. задачи 5.4 и 5.5) и отсюда опре.в.елить 

т -+ о можно ограничитъся учетом только вклада длинно.волновых колебаний. 
Для их описания вводятся кванты акустических колебании'-фононы, сходны.е 
по своим своиствам с квантами электромагнитных колебании-фотонами. 
Связь между энерги~й и импульсом фоНОНQВ да~тся соотношением (5.6.1).-
Прим. ред. . 
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термодинамические величины. Поскольку поперечные колебания отсутствуют, 
из формул (5 .5.1) и (5.5.2) следует 

V 9N 
'Vg = UL 4лV' 

в соответствии с формулой (5.5.14) имеем в расчете на N частиц: 

U = ~ NkTD + 3л4 
NkT4 , 

8 5 ТЪ 
ГАе, согласно формулам (5 .5.8) и (5.6.5), 

Т _ hULV9N 
D - k 4лV' 

Подставляя формулу (5.6.7) в (5.6.6), находим 

4л. k4T 4V 
и=ио +---, 

15 h3ut 

(5.6 .5) 

(5.6.6) 

(5.6.7) 

(5.6.8) 

что совпадает с формулой (5 .6.3). Отсюда получаем выражение (5.6.4) дли 
теП.~оемкости. Подставив в формулу (5.6.4) численные значения, имеем 

16· (3 , 14)Ь-(1 ,38 · 10-23)4 ·0,43 ·4,003 ·2,388 · 10-4 
С = 15.(6,63 . 10-34)3'2403.0,144 . 103 

= 1,25·10- 3 ккалj(кмоль , К). 

с увеличением температуры зависимость энергии от импульса для квазичас­
сtиц, дающих основной вклад в термодинамические величины, все больше 
отклоняется от линейной. Поэтому для более высоких Te~тepaTY P нужно 
раССЩlтривать , следуя Ландау, некоторые особые соотношения внутри кван­
товой жидкости (теория фононов и ротонов). 

Упражнения 

У.5.1. Железо-аммониевые квасцы охлаждаются с помощью адиабатического 
размагничивания в два этапа . Магнитное поле. JlРИ этом уменьшается 
от 5 · 10~ А/м до нуля . Вычислить конечную температуру, если 
исходная температура составляет 41( (С = 3,49· 10-" ~i3/1(, ~ = 
= 0,029 ккал· К/кмоль). 

У.5.2. ДЛЯ условий, указанных в предыдущем упражнении , найти число 
этапов , необходимое 'для получения температуры ниже 0,05 1(. 

У .5 .З*. Чему равно число возможных продольных волн в области частот от 
440 до 445 Гц в среде объемом 10000 м3? (с = 340 м/с). 

У .5.4*. Определить ширину полосы частот для одного возможного неполяри­
зованного колебания с частотой 3·1022 Гц (верхний предел допустимых 
частот) в кубической полости со стороной 3·10-1~ М (ит=с) . 

У.5 . 5*. Найти молярную теплоемкость алмаза при Т = 100 1(. Температура 
Дебая Т D равна 1843 К. 

У.5.6*. Чему равна нулевая энергия меди .(TD =315 К)? 
У.5.7. Найти предельную частоту колебаний для I(Br (Т D = 180 I(). 
У .5.8. Чему равна молярнаЯ- теплоемкость гелия при 0,1 I(? (UL = 240 М/с, 

р=0,145 г/см3). . 



Глава 5 
СИСТЕМbI, СОСТОЯЩИЕ 

ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МИКРОЧАСТИЦ 

§ 1. ХИМИЧЕСКОЕ РАВНОВЕСИЕ В СМЕСИ ИДЕАЛЬНЫХ ГАЗОВ 

Введение 

Любая химическая реакция всегда протекает в двух на ­
правлениях: 

"1А1 + .. . + "тАт += ,,~A~ + ,,;А; + .. . + "kAit. (1.1) 

Из веществ Ai , А2 , "', Ат образуются вещества A~, А; , "', Ak; 
последние также реагируют между собой, образуя опять исход­
ные вещества А1 , " ' , Ат • В результате прямой и обратной 
реакции в системе по истечении большего или меньшего проме­
жутка времени устанавливается состояние динамического рав ­

новесия, при котором количество каждого из участвующих 

в реакции веществ остается неизменным (химическое равновесие). 
Ниже мы будем рассматривать химически~ реакции между 
идеальнь,ми газами . Уравнение химической реакции (1.1) цеnе­
сообразнее всего записать в виде 

n 

~ vjAj=O, ( 1.2) 
i= 1 

где величины Vi, ••. , "т-положительные, а величины "т+! = 
= -,,~, "', " n = - "k-отрицательные целые числа . Кроме 
'Гого, Am +i .= A~, .. . , Аn = Ak. 

Пример 29 

Реакция 

2H~H2 

·,аписывается в виде 

2Н-Н2 = О. 

Для нее, следовательно, "1="н=2, "2="н, =-I. 

Предположим, что реакция идет при постоянной темпера­
туре Т и постоянном давлении Р; при таких условиях должна 
стремиться к минимуму энергия Гиббса системы : 

БG(Р, T)~O, БТ = О, БР=О. (1.3) 
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Из условия (1.3) следует, что в состоянии равновесия 
да дG 
дNlБN1+дN2БNз+ ... =о. (1.4) 

Вариации числа частиц БN j связаны друг с другом уравне­
нием реакции (1.2). Отсюда следует, что 

БN1 БN2 БNj 
-=-= ... =-, "1 "2 "; 

(1.5) 

т. е. изменение числа частиц N j пропорционально коэффициен­
там ",.. Учитывая, что, согласно формуле (3.4а) гл. 3, справед­
ливо соотношение [ер. формулу (1.1.11) настоящей главы] 

да д~Оj а,. Fj+PiV -kТlпZi+Р''V 
дNj=дF1j=Nj= Nj Nj =f.1cj, (1.6) 

получаем из (1.4) 

~f.1с,.БN,.=О. (1.7) 

Парциальные давления P j связаны с числами частиц N,. ра­
венствами 

Р,. = ~= -..!!J....= N,. 
Р ~p,. ~N,. N' 

(.1.8) 

Согласно соотношениям (1.5), число степеней свободы ва­
риаций 6N,. равно единице; иными словами, они опредео11ЯЮТСЯ 
заданием .одной из величин 6N,.. Поэтому можно выразить все 
величины 6N j , например, через вариацию 6N1 и, используя (1.7), 
представить условие химического равновесия в виде 

(1.9) 

Подставляя сюда (1.6) и записывая парциальное давление с 
помощью уравнения газового состояния в виде Р,. = N,.kТJV, 
находим 

L"·f.1 .=kTk"·(I-IПZj)=О. (1.10) 
i 1 Сl 1 N,. 

На основании формулы (4.20) гл. 4, используя формулу Стир­
линга [см. формулу (1.8а) гл. 2], МО)}{НО записать статистическую 
сумму в виде 

lnZ,.=N,.(ln~j+lnZ?»), (1.11) 

где Z}1)-статистическая сумма, отнесенная к одной частице . 
Выделяя из стаrистической суммы Z}I) = Z?ЬостZ}l~раЩZ?~ОJlz}~)z}~zт 
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множитель Z?hOCT' связаННI~IЙ с поступательным движением, со­
гласно формуле (4.21) гл. 4, с учетом уравнения состояния 
идеального газа находим 

1 !..+' ZЩ =1+1 V(2ЛllkТ)3/ 2 =1+1 (2Лf1kТ )З/ 2kТ (112) n N . n I ПОСТ n N 'h~ n Р Hi .. 
I I I 

Отсюда 

~Vi (1-1~~;) = 
I 

- ~ [1 Р 1 kT (2л~kТ)3/2 ZЩ Z!1> zщzщzш] - о 
- ~ V; n ; - n h 3 i вращ i кол 'а ig iK - . 

I 

(1 . 13) 

Вели все величины отнести к объему V = 1 м3 , то на основании 
формулы (4.21) гл. 4 можно положить 

( 2ЛllkТ)3/2 = ZЩ 
h2 I ПОСТ 

Тогда из (1.13) получим закон действующих масс 

~ V i 1п Р; = ~ Vj lп kTZ}l) = lп Кр (Т), 
i i 

или 

n Р{; = 11 (kTZ}1»)V j =Кр (Т). 
I I 

(1. 14а) 

(1.14) 

Определим относительную концентрацию следующим образом: 

(1. 15) 

где 

С учетом этого закон действующих мас,с приобре'Г8ет вид 

(1. 16) 

Считая удельные те:-:лоемкости постоянными, леr.ко определить 
конс'Ганту химического равновесия Кр, если ввести химические 
nосmoянные ~ и j. Поскольку химические процессы обычно 
происходят при внешнем .цавлении Р = 1 атм, будем далее выра-
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жать все давления в физических атмосферах и соответствующим 
оt5разом учитывать это при опреде.лении остальных величин. 

Если представить энтропию в виде 

S =- R ln Р+Ср In Т +So, (1.17) 

где Sо-часть энтропии, не зависящая от температуры и дав­
ления, то химической постоянной по определению называется 
величина 

Химическая постоянная однозна"lНО определяетея 
Нернста-Планка. Величина j по определению равна 

j = ~ 19 е = O,4343~. 
Следовательно, j и ~ связаны соотношением 

10i= et . 

(1.17а) 

теоремой 

(1.18) 

(1. 19) 

При расчете химических ,,!роцессов спин ядра обычно не учиты­
вается, поскольку появляющиеся за счет него множители в 

уравнении закона действующих масс взаимно уничтожаются. 
Поэтому при расчетах, основанных на законе действующих масс, 
полагают, как · правило, gK= 1. 

Пример 30 
Согласно формуле (З.l.l() гл. 2, отнесенная к 1 кмоль энтропия одноаmом. 

ного газа определяется формулой 

[ 
v (2ЛfJ.kТ)З/2 5] 5 

S=1< In
NA 

h3 +2 =-1<lпР+у1<lпТ+Sо, О·20)' 

где 

(1.21) 

Множитель 9,869·10-5 появляется при переходе от Н/м2 К атм. Выведенный 
в гл. 4, § 5 дополнительный множитель, обусловленный ядерным спином, как 
было сказано, здесь не учитывается. Поскольку ер = 51</2, имеем из (J .21) 

So~Cp (2:rc1l)3/ 2 k 5 / 29 869.10-5 
~Щ---_. =In" , 

- 1< h3 

(2n)3/ 2 k5/2 9,869 · IO-~ 3 
=In / +yln А" (1.22) 

N~2h3 

где А,-относительная атомная масса. Подставляя числовые величины, находим 

. . 3 3 
~(11=7,872-1I,526+'2ln AI'=- 3,654+'21П А,. (1.23) 
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далее, на осноr,i-ании (1.18) имеем 

i(1)=О,4343~(1)=-I,587+; IgA r 

в частности, для водорода без учета спина ядра 

iH= - 1,582. 

(1 .24) 

В случае, когда необходимо учитывать вырожденные или воз­
бужденные квантовые состояния, в частности когда надо учиты­
вать ядерный спин, химическая постоянная ~ в единицах СИ 
(давление в Н/м2) определяется равенством 

(1.22а) 

Пример 31 

Для электронов g = 2. Следоватеnьно, химическая постоянная электрона 
равна 

2 (2.3,14 . 9,1 · 10- 31)3 / 2 (1,38. 10 - 23 )& / 2 

~e = 1п . (6,63.10 34)3 - 0,405. 

При постоянной теплоемкости внутренняя энергия i-ro компонента реакции 
(отнесенная к 1 кмоль) определяется уравнением 

Ui = UOi + CviT , ' (1.25) 

где 

(1 . 25а) 

- полная энергия основного состояния 1 кмоль реагента. При этом Bg / пред­
ставляет определенную в гл. 4, § 4 энергию основного состояния i-ro вещества. 

Имея в виду, что Cp-Сv=R, получаем из (1.25) и (1 .20) химический 
потенциал 

f..tci 
Ui-ТSi+ РУ =Uoi+kT 1п р.- Cpi Т 1п T-kТ1- · 

NA N A 1 N A '<>1' 
(1.26) 

Умножая это выражение на l /kT и используя условие химического равно­
весия (1 .9), находим 

4.1п pri= 4. Vi (C;i 1п Т + ~i- ~~) =In Кр (Т), (1.27) 
, t 

или, переходя к десятичным логар.ифмам, 

4. lg N 'i= L. Vi(C;i Ig T + ii-O,4343 ~~) =lgKp (Т) (1 ,28) 
, t 
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Задачи 

1.1 *. Термодинамические величины для смеси идеальных газов 
Исследуется газовая смесь, состоящая из молекулярного и атомарного водо­

рода. Требуется установить, достигнуто ли состояние термодинамического рав­
новесия. ТемпеР,IТура равна 500 К, парциальные давления атомарного n мо­
лекулярного водорода составляют соответственно Рl=10 атм и Р2=15 атм. 
Вычислить энергию Гиббса О, а также химические потенциалы f1c 060f!X 
компонентов (v= 1 м3 , энергия диссоциации eD=4,46 эВ). 

Решение 

Энергии основного состояния 1 кмоль молекулярного водорода и 
атомарного водорода составляют соответственно Еон , = - N AeD = 
= - 6,02·1026 ·4,47 .1,60·10-19 =- 4,31·10~ кДж и ЕОJ-l = о. Взаимодействием 

молекул, по определению идеального газа, пренебрегаем. Поэтому термодина­
мичесКие величины газовой смеси аддитивны до тех пор, пока каждый из ее 
компонентов можно рассматривать как идеальный газ. 

Следовательно, свободная энергия смеси идеальных газов равна сумме 
свободных энергий каждой из составных частей смеси: 

F=Pl+F2• (1.1.1) 

Свqбодную энергию i-ro газа следует вычислять таким образом, как если бы 
все остальные газы отсутствовали, а рассматриваемый газ один занимал весь 
имеющийся объем. Тогда парциальнае давление идентично величине 

p._fo!ikT _Nj Р 
,- V - N (1.1.2) 

Поступательная часть свободной энергии, согласно формуле (3.1 .9) гл. 2, равна 

[ 
V (2Л:f1i~Т)3/ 2 ] 

(Р пост)i = - NjkT 1п N ih3 + 1 = 

[ 
(2Л:f1i)3/2 k· / 2 T 5

/
2 

] 
=-NikТ In h3Pj +1. (1.1.3) 

В рассматриваемом случае будем считать, что i = 1 обозначает атомарный 
водород; i=2-молекулярныЙ. Вращательные движения при Т =500 К пол­
ностью возбуждены. Тогда в соответствии с формулой (3.3.3) гл. 2 имеем 

4л:2JkТ 
(FвраЩ)l =0, (FвраЩ)2=- N2kT 'П -h-Z-. (1.1.4) 

В то же время колебания молекул еще не возбуждены. 
За счет ядерных спинов в случае атомарного и молекулярного водорода 

в статистических суммах появляются множители 2N , и 22N, соответственно. 
Кроме того, необходимо учесть энергии основного сОстояния атомов и моле­
кул водорода. При использовании формы записи (1.25а) соответствующие им 
множители в выражении для статистической суммы можно представить в виде 

или 
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где ен = О и ен, -соответственно энергии основного состояния атома и моле­
кулы водорода. Тогда для свободной энергии газовой смеси имеем 

Это выражение можlЮ представить в виде 

F = F1 (N 1 , V, Т) + F2 (N 2 , V, Т). 

(1.1.5) 

(1.1.6) 

При выводе формул для энергии Гиббса необходимо учесть, что последняя 
является функцией числа частиц, давления и температуры. Имея в виду, ч'Ю 
РУ = N jkT, получаем 

2 (2 )3 / 2 (kТ)Б/2 - N Е 
О = F + Р V = _ N kT 1 Л/.t] I 1 он 

1 1 1 1 n h3P1 т N А (1.1.7) 

О -F +Р V--" kTI 4(2л)7/ 2f.!23/2Jk7/2Т7/2 +N2EOH, 
2 - 2 2 - 1У2 n h~P2 N А - (1.1.8) 

Запишем теперь энергию Гиббса газовой смеси в виде функции величин N 1, 

N a, Р, Т, т. е . исключим зависимость от Р1 и Р2 : 

Согласно Гиббсу, химические потенциалы f-I-ci отдельных компонентав смеси 
определяются соотношениями 

( дЕ) ( дО ) ( aF ) ( дН ) .. 
f-I-ci= aNi V,Si,Nj= aN i P,T,Nj= aNi V,T,Nj= aNi P,S,N/I~/) 

(1.1.10) 

При выводе соответствующих формул примем во внимание, что многократно 
встречающееся полное число частиц 

тоже зависит от отдельных величин N i. Тогда получим 

. ( дО ) 01 f-I-C1= - =-, 
aN1 Р, Т, N. N1 

(1.1 . 11 ) 

Таким образом, ХИМИЧеСКИЙ потенциал f-I-ci газа в смеси соответствует хими­
ческому потенциалу чирого газа с парциаЛЬНl~lМ давлением Р i . 

При задаflНЫХ числовых значениях числа частиц составляют N 1 = 1,47 ·1026, 
N 2 = 2,20· 1026. Используя величины, приведенные в табл. П. Х Х 1 (см. при-
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ложен ия), находим 

01 = -1,47·1020·1,38·10-23 ·5ОО х 

[ 
2 . (2.314.101) 3/ 2 (138·10-23. 500)Ь /2 J 

Х In (6,02 . 1~2 6) ~;2(6,63.1~- 34)3.IO.I,013 . 10~ Дж=-10500 кДж, 

O~ =- 2,20·1026.1,38 · 10-23· 500 Х 

[
4 (2 .314)7/2 ·202 ·047 · 10-47 (1 38 . \0- 23 .5(0)7 /2 ] 

x ln ' '" -
(6,02.1026)3/ 2 .(6,63.10- 34)5.15.1 ;013.IO~ 

220·1020 
- 6:02.10264,31 . 108. Дж=-19300-157500=- 176 800 кДж. 

Следовательно, энергия Гиббса рассматриваемой смеси составляет - 187 300 кДж. 
Используя (1.1.7), (1 .1.8) и (1.1.11), находим потенциалы 

01 
!1<СI.=-лr; = ,-7,1.10-20 Дж, 

В соответствии с этим имеем 

2""С1 - ""С2 :j:. о. 

""С2= ~22 =-8,03·10-1.9 Дж. 

это означает, что при заданной температуре и парциальных давлениях 
,атомарный и молекулярный водород не находятся в ра,вновесии. 

t .2. Выq~е"lие константы химического равновесия Кр(Т) 
'с помощью сtати'стической суммы (реакция Н2 +=z 2Н) 

Найти ~OHCTaHTY , равновесия для диссоциации молекулярного водорода 
при Т = 5000 1(. Чему равно парциальное давление атомарного водорода, если 
суммарное давление ооставляет Р = 1 О атм? Энергия диссоциации молекулы 
водорода 8D=4,47 эВ; T R=85 К, T<f)=6300 К. 

Решение 

В соответствии с законом действующих масс (1.14) состояние равновесия 
для рассматриваемой реакции определяется соотношением 

(1.2.1) 

Здесь nн и nн, есть числа киломолей, отнесенные к объему V = 1 м3 • Стати­

стические суммы zA> и Z~! определяются выражениями (4.20) гл. 4. Непо­
среДСl1веН11О изст~тистической суммы целесообр'аэно исходить в тех случаях, 
когда теплоемкости нельзя рассматривать как постоянные величины. В соответ­
ствии с задачей 4.5 гл. 4 при заданной здесь температуре можно пренебречь 
как возбуждением высших электронных уровней, так и различием между 
орта- и парасостояниями. С помощью формул (4.8), (4.13) и (4 .22) гл. 4 нахо­
дим статистическую сумму для одной молекулы водорода при V = 1 M~: 

(1) _ ..i. 3/2 ~ ехр (- tUi1o/2kT) (8Н,) 
ZH :- hЗ (2л""н kT) 2Т 4, ехр - kT • (1 .2.2) 

I - J R 1 - ехр (-f/,(i1о/kТ) 

11 н.З270 
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Атом водорода не имеет ни вращательных, ни 
вательно, 

колебательных уровней. Следо-

zOl _ 2 Т 3 / 2 ( 8н ) Н -hЗ (2Л:/-tн k ) ехр -и . (1 .2.3) 

Множители 4 в формуле (1 .2.2) и 2 в формуле (1.2 .3) обусловлены ядерньU! 
спином в соответствии с соотношением (4.15г) гл. 4. Подставляя (1.2.2) и (1.2 .3) 
в (1.2.1) и имея в ВЩJ;У, что /-tн. =2/-tн' находим 

(1.2.4) 

Отсюда видно, что множители , связанные с ядерным спином, снова не вошли 
в выражение для К р (Т). 

В общем случае при , реакции распада АВ:;=: А + в в выражении для 
закона действующих масс за счет энергии основного состояния появляется 
множитель вида 

ехр ( - ~~)= 
_ ехр. (-"/i(j)А/2kТ) ехр (-"/i(j)вl2kТ) ехр (-8А/kТ) ехр (-8B/IгТ) 
- , (1 .2.58) 

ехр (-1i(j)Ав/kТ) ехр (- 8AB /kT) 

где 8i (i = А, В, АВ) характеризует энергию основного состояния молекулы 
i-ro компонента (без учета энергии нулевых колебаний "/i(j)i /2). Величина 

(1.2 .5) 

называется энергией диссоциации; ее значения приведены в та6л П. XXI. 
Далее, 

( 
"/i(j). ) 

Uoi=NA (80i+T (1.2.56) 

прелставляет полную энергию основного состояния 1 кмоль i-ro компонента 
[ер . формулу (1 . 25а) настоящей главы]. Логарифмируя, находим (А н - отно-, 

сительная атомная масса водорода) 

2 3 / 2 k 5/ 2 

In Кр (Т) = In 9,869.10-6+ In:3N~/2 + InAU2TR (l-e- То/Т) + 
3 8D ,4,47.1,60.10-19 

+'2 1n Т -и=- 11,53+7,52+4,11 + 12,78 1,38. 10-2~.5000 2,52. 

Отсю./!,а при Рн + Рн• = 10 атм имеем 

10-Рн 
е2,52 = 101,095 атм. 
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Решая квадратное уравнение 

Ph+ 12,4PH -124=0, 

находим рн =6,5 -атм, Рн, = 3,5 атм. 

323 

Если определить температуру диссоциации посредством соотношения 

kTD=eD, 
то при заданных числовых значениях получим 

447·16·10-19 
TD = '1,38.'10 2~ =51 800 К. 

Таким образом, газ почти на 2/з состоит из атомарного водорода, несмотря 
на то, что температура Т = 5000 К существенно ниже температуры диссоциа­
ции. 

1.3. Уравнение Вант-Гоффа. Теплота реакции 

Найти энергию, высвобождающуюся при химической реакции 2Н ~ Н2 
при температуре Т = 298 К. Как изменится энергия реакции при повышении 
температуры л,о 800 к? (eD=4,47 эВ, То =6300 К, J H, =0,47·10-4 7. кг,м2). 

Решение 

Будем иСХО.1\ить из уравнения реакции (1.2) 

"lАl+ "2А2+ '" = 0. (1.3.1) 

Предположим, что в системе произошло определенное число БN элементарных 
актов превращения вида (1 .3.1). Вызванное этим изменение энергии Гиббса 
при учете соотношения (1.6) можно записать в виде 

БО=L :~ . БNi=L!lсi(Т,Рiо)БNi' (1.3.2) 
i L i 

где Рiо-парциальное давление i-ro компонента в исходном состоянии. В ре­
зультате БN реакций между элементарными частицами концентрация i-ro ком­
понента изменяется на величину 

БNi=- "iБN. (1.3.3) 

Отсюда имеем 

БО=- БN~ "i!lci (Т, Р;о)· (1.3.4) 
l 

Начальные давления Р;о необходимо отличать от парциальных давлений Р j, 
KOTOPЫ~ опредеЛЯIQТСЯ законом действующих масс (1.15) и при которых вели­
чины БО, определяе~lЫе формулой (1.3.4), обращаются в нуль. Выражая хими­
ческий потенциал с помощью (1 .6) и используя (1.14), нахо.1\ИМ 

БО=- kТБN~Vi(lПРiо-lп ktzPj)=-kТБN~Vi1пР;0+kТБN In Кр(Т). 
i i 

(1.3.5) 

Отсюда, применяя формулу (3.21) гл. 2 и учитывая постоянство значений PiO, 
получаем 

_ р (~БО) =_ Т (дБО) + БО=(БН)р=- kРБN(д 1П -Кр (Т») . 
дТ Т р дТ р дТ р 

(1.3.6) 

11* 
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Таким образом, при постоя нных давлении и температуре изменение энталь­
пии 6Н дает теплоту реакции. При 6N = N А имеем из (1 .3.6) уравнение Вант­
Гоффа 

_ 2(д1ПКр (Т») 
дНр -- RT дТ р (1.3.7) 

Подставляя сюда константу равновесия (1.2.4), находим изменение энтальпии 
при образовании 1 кмоль молекуля рного водорода в реакции 2Н ---... Н2 

3 e- ТоlТ 

дНр=- Qp=- N A8D--2 RT+RTo -Т IT' 
1-е о 

(1.3.8) 

Теплота реакции при Т = 298 К определяется формулой 

3 е- To/298 
Qp=N A8D + -2 R·298-RТо -Т 1298' 

1-е о 
(1.3.9) 

или, после подстановки числовых значений, 

Qp = [6,02·1026. 4,47.3,83. 10- 23 + 1,986 (1,5 .298-6300.10 _9,18)] = 
= 104,0·103 ккалjкмоль = 104 ккалjмоль. 

В соответствии с этим при Т = 298 К возбуждением колебательных состояний 
можно пренебречь. 

При Т = 800 К теплота реакции возрастает по сравнению со значением (1 .3.9) 
на величину . . 

t1Qp= 1,5·1,987 ·502 ккал/кмоль = 1,5 цал/моль. 

Из этого следует, что теплота реакции лишь незначительно зависит от темпе­
ратуры и в первом приближении может считаться постоянной. Величина дН р 
есть анергия, которую получила химическая система; она положительна при 

эндотермических и отрицательна на экзотермических реакция х. При эндотер­
мических реакциях, которые сопровождаются ПОГJJощением :тепла, имеем 

(дН Р)ЭНJJ.отерм > О, или ( д IПКр(Т») < О 
дТ ЭНlIотерм . 

(I .3.7a) 

Следовательно, при эндотермических , процессах константа равновесия умень­
шается с повышением температуры. В результате химическое равновесие сдви­
гается слева направо, т. е. в сторону увеличения образования продуктов 
р'еакции . В рассматриваемой реакции диссоциации повышение температуры при­
водит к возрастанию доли диссоциированных частиц. В · противоположность 
этому при экзотер},щческих реакциях, сопровождаЮЩИХGЯ выделением тепла, 
имеем ' 

(дН Р)ЭКЗ0терм < О, или ( д IПКр(Т») > 0 
дТ экЗ0тер" . 

(1:3 .7б) 
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В этом случае повышение температуры приводит к сдвигу равновесия справа 
налево, т. е. в сторону возрастания концентрации исходных веществ, при 

одновременном уменьшении концентрации продуктов реакции. Равенство 

J Qp= - ЬЛр I (I.3.8a) 

является определением используемой в физической химии величины, называе· 
мой теплотой реакции. Она положительна при экзотермических и отрицательна 
при эндотермических процессах. 

1.4. Химические постоянные 

Вычислить химические постоянные ~ и i для хлористого водорода и водо· 
рода. 

Решение 

Согласно (1 . 17а), химическая постоянная ~ определяеТ~Jl формулой 

So-Cp 
~=-R-' 

где So - не зависящая от давления и температуры часть энтропии 

S=So-R In Р+Ср In Т. 

(1.4.1) 

(1.4.2) 
Ядерный спин, как мы уже говорили , не учитывается, поскольку соответствую­
щие члены выпадают из уравнения закона действующих масс. 

В случае двухатомных идеальных газов, согласно формуле (3.1.10) гл. 2, 
имеем для 1 кмоль 

_ [ (2ЛI1)3 / 2 k б /2 Т 5 /2 ~J 
Sпоет-R In h3P + 2 • (1.4.3) 

а согласно формулам (3.2.14) гл. 2 или (3.3.4) гл. 2, 

( 
8л2JkТ ) 

Sвращ = R 'П ---:t7i2 + 1 • (1.4.4) 

Величина 't равна единице в случае различных атомов и двум :в случае одина­
ковых. Пусть температуры столь низки, что колебательные состояния не воз­
буждены. Принимая во внимание, что в соответствии с законом равнораспре­
деления (2.2) гл. 2 и соотношением (2.4.19) гл. 2 изобарная теплоемкость 
двухатомного газа Cp =7R/2, можно записать S в виде 

S=Sпоет+Sвращ=- R 11]. Р+Ср In T+So, (1.4.5) 
где 

(1.4.6) 

Отсюда для химических постоянных имеем 

29/2 л 7/ 2 /tЗ/ 2 Jk 7/
2 =1'(1)+ 1 2Зл~Jk 

~=In 'th~ ~ n 'th2 ' 
(1.4.7) 

где 

~Щ=- 3,65 + ~ In Мг или j(1) =~(l) Ige=- 1,59+{ IgM r (1.4.8) 
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- химические постоянные одноатомного газа, применяемые при расчетах 

с использованием натуральных и десятичных логарифмов, соответственно (ер. 
пример 30). 

Подставляя -численные значения, находим из (1.4.7) и (1.4.8) 

~ИСl =-3,65-2,74 + 5,39=-1,00, или iИСl = 0,4343.(-1 ,00)=-0,43, 

~и· =-3,65-5,14+ 1,05 = -7,74, или iи =0,4343.(-7,74) = -3,36. . . , 
ПЛЯ температур, при которых колебания . полностью возбуждены, колебатеЛь­
ная часть энтропии, согласно формуле (3.5.5) гл. 2, определяется выражением 

( 
kT) k Sкол=R 1 + lп fi(i)o =RlnT+R+Rln fi(i)o • (1.4.9) 

Имея ввиду, что колебательный вклад в теплоемкость равен R, находим 
из (1.4.1) колебательную часть химической постоянной 

k 
~KoJi =ln~. 

f!,(i)o 

С учетом этого получаем для химических постоянных значения 

~ИСl =-1,00-8,36=-9,36, 

iИСl = -4,06, iи. =-7,16. 

~и =-7,74-8,75= 16;49, или .. 
В области температур, соответствующих неполному возбуждению колеба­

тельных степеней свободы, при расчете константы химического равновесия 
целесообразнее всего исходить из статистической суммы (4.20)tл . 4 и испол ь­
зовать общую формулу (1 .14) настоящей главы (ер . задачу 1.2 настоящей 
главы) . Если входящие в (1 .27) и (1 .15) веЛИЧИНЫriриближенно рассматривать 
как постоянные внутри соответствующего интервала температур и давлений, то 
при определении хи~ических постоянных следует исходить из этих формул . 
Учитывая, что 'теплоемкость определяется выражением (4.7 .13) гл . 4, получим 
для колебательной части химической постоянной: 

-1- . hUJ,/kT 
l' ~1' ~(f!,(j)i) .2 е · IпТ_~lп(l_е-hUJ/ kТ). 
"'KOJl = k-."' i "OJl = - ~ kT (hUJ ./kT)2 ~ 

, , е I -1 
(1.4.10) 

При Т <{. fi(i)j /k= Т j имеем ~jKOJl =0. В противоположном предельном случае 
т ~ т i находим 

k 
~i= Iп-:г-. (1.4.11) 

f!,(i)i 

1.5. Поведение энтропии при процессах 
с постоянной теплоемкостью 

в результате реакции между 2 кмоль aToMapHqro водорода, протекающей 
при внешнем давлении Р = 1 атм и температуре Т = 298 1<, образуется молеку­
лярный водород. Определить обусловленное этим процессом изменение энтро­
пии. Теплоемкости считать постоянными и равными соответственно (С р)и = 5R /2 
и (Ср)и, =7R/2. Значения i взять из табл . П.ХХIII. 
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Решение 

В соответствии с формулой (1.17) при постоянной теплоемкости энтропию 
можно представить в виде 

s=- R 1п Р+Ср In T + Cp+R~ . (1.5.1) 

Химические постоянные, согласно (1 .18), связаны друг с другом соотношением 

~=jlп 10=2,3026j. (1.5.2) 

Находим 

~и=-3,64, ~И2 =-8,47. 

Подставл&Я ~и и ~И2 В (1 .5.1) и учитывая, что Р= 1 атм, получаем 

sи (298 К, 1 атм) = R ( ~ lп 298 + ~ - З , 64) =26,0 ккал/кмоль. К, 

sи. (298 К, 1 aTM) = R ( ~ lп 298 + ~ -8,47) = 29,8 ккал/кмоль·К. 
В соответствии с этим энтропия в рассматриваемом процессе уменьшается на 
величину 

2Sи- Sи. = (52,0-29,8)=22,2 ккал/кмоль , К. 

1.6. Определеtiие константы равновесия с помощью энтальпии 

оБР*З0вания и Э8тjJOПИИ (диссоциация двуокиси углерода) 

Определить константу равновесия для реакции 2СО + 02:;:::= 2С02 при 
Т = 1500 К. Чему равны парциальные давления окиси углерода и кислорода, 
если парщtaльное давление углекислого газа составляет 100 атм? Значения 
энта~ьпйи образования Hg98 и энтропии Sg98 при комнатной температуре (25 ОС) 
взять' из табл.31 (ср. также табл. ПХХIV). 

Таблица 31 

Значения энтальпии образования и энтропии при 25 ос и 1 атм 

Вещество 

Решеl;lие 

Н898' 10· ккал/кмоль 

-26,4 
О 

-94,0 

S898 ' ккал/кмоль, К 

47,3 
49,0 
51,1 

Согласно формуле (1 .26), химический потенциал i-ro компонента опреде­
ляется соотношением 

иО • Cpi . 
f.tci= N~ +kТIПРi- NА Т IпТ-knj. (1.6.1) 

При этом давление необ,ходимо выражать в физических атмосферах. Предпо­
лагается, что теплоемкости С р; и химические постоянные ~ ; остаются неизмен ­
ными. 
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ОБОзначим через I1ciO хнмический потенциал при некотором определенном 
парциальном давлении, которое мы положим равным РО = 1 атм . TorAa хими" 
ческий потенц.иад можно записат·ь в ~иде 

р . 

I1сi=l1сiо + kТ1п р;. (1.6.2) 

Из уcJJовия равновесия (1.9) следует, что 

(1.6.3) 

с другой стороны, согласно (1.6.2), имеем 

L "iI1Cj=~ "; ( I1Сiо + kТ1П '~.~ )==0. (J .6.4) 

i i 

с учетом (1 .6.3) получим отсюда 

(1.6.5) 
или 

~ р. (~"H. ~" ' S ' ) Ig К,р = ~ "; Ig P~ =~0.434 ~ "kio 
- ~ 1/0 ,. 

• I I 

(1.6.6) 

в 'Р'а'ссматривЗ"емом 'Случае имееМ "1 == "со "'" .2, "2 '= "о, "" 1, "3 = "со, "" '-2. 
С помощью ТаБЛ. 31 'МаХ'ОДАМ 

~ "iHio =[2 (-26,4.1()S)-2(~94.,О.IОЗ)) == 1З5,2·1ОЗ ккалjкмоль, 
i 

~ "jSjO == (2.47.,3+ 1· 49,0-2· 51,1) = 41,4 кк,алjкмоль . К. 
i 

СлеД<;Jвательно, 

Р, ( 135,2.103 L. "; Igp;=lg Кр =-0,434 1,987-1500 
i 

Имея в ви;n'у, 'Что РО = 1 атм, полуЧ'им 

р 2 р . 

со ' 0'=10-10,65=2,2.10-11 атм. 
P~OI 

41,4 ) 
1,987 ' =-10,65. 

Поскольку до начала диссоциации кислород и окись углерода отсутствовали, 
паРЦИa,7Iьное давление окиси углерода в два раза Превышает давление iШС,l!О­

рода. Поэтому пишем 

i-. :~o =2,2·10-11 атм, или Рео = V4,4.IO-~lp~o •. 
со, 

При Рео, = lOOarM имеем 

РеО = 1,6·10-3 атм, Ро , =0,8·10-3 атМ. 
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Результат, rюлученный с· помощью Чюр-мулы (1·.6.6} с использованием значений 
из табл. П.ХХIV, следует рассматривать как Н'улевое· приближение, IЮСIЮЛЬКУ 
при этом не учитывал ась зависимость энтальпцц образования и энтропии от 
давлен;ия и температуры. 

1.7*. Константа равновесия при ПQс'(ояft"QЙ теПollоемкости. 
Коэффициент выхода 

Определить коэффициент выхода хлора в равновесной реакции 
2НСI ~ Н2 + CI 2 при температуре Т = 1800 К и давлении Р = 1 атм. При 
решении использовать данные, приведенные в табл. 32. 

Вещество 

Решение 

С р, llРИ I 

1800 К, ккалjкмоль (j)i' с-

8,29 
8,00 
8,92 

5,6з' 
8,28 
l,06 

-0,43 
-3,36 

1,30 

Таблица 32 

8п, эВ H~88' 10· ккалjкмоль 

4,34 
4,47 
2,41 

-2.1,9 
О 
'1) 

Согласно соотношению (1.28), пр 1:1 I1ОСТQ8НЦОЙ теплоемкости КЩН;ТаJlта 
раВНQвесияопределяется 6ыражением 

!g Кр (Т) = ~!g p~; = I.. "i (ii + C;i!g Т-О,4343 :~'), (1.7.1) 
t~ i ' 

где вместо· и ИСПОЛЬ3QI\.ано ооозна,l{ение Е. 
Определяющую роль здесь. играет аы.раженце, сОСтавлеНнQе I:IЗ эне.ргий. 

основного состояния: 

3 

~ ",.EOi=2Eo HCl-ЕОН. -EOCI , 
i=1 

(1.7 .2) 

Используя определение энергии диссоциации (!.2 .5), можно предста6ИТЬ это 
выражение в виде 

- L ":;i=28D(HC!)-8D(Н~-8D(С!2)' (1.7.3) 

i 

Подставляя сюда приведенные в табл. П. Х Х 1 значения энергий диссоциации 
8n (НС!), 8n (CJ 2) и 8n (Н2 ), получаем 

-L ";"EOi=(2.4,43_4,47 -2,47) = 1,92 эВ. (1.7.3a) 
( А 

дmr 1 кмол.ь имеем 
- ~ "iEoi= 6,02·1026 .1,92.3,83·10-23 = 44,2·103 ккаЛ/КМОJlЬ. 

i 

(1.7.315) 

Если энергии диссоциации неиз~естны, то энергии осцовного состояния можно 
вычислить с помощью приведенных в табл. ПХХIV значений энтальпии. 
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Согласно уравнению Вант-Гоффа (1.3.7), энтальпия реакции и константа 
равновесия связаны соотношением 

д Iп Кр (Т) 
,1,Нр =- RT2 дТ . (1 .7.4) 

Подставляя сюда выражение (1.7.1) для константы равновесия и переходя от 
десятичных логарифмов к натуральным, получаем 

,1, н р=- ~ (ViEOi+ViCpir). (1.7.5) 
i 

С помощью соотношения 

(1.7.6) 

можно выразить отнесенную к То = 298 К, РО = 1 атм энтальпию реакции t::.Hp 
через приведенные в табл . П.ХХIV значения Hg98 . ПОС,1едние определены 
таким образом, что изменение энтальпии соответствует разности энтальпий 
начального и конечного состояний. 

С помощью табл. П. Х Х IV или табл. 32 находим 

t::.Hp=- (-2·21,9.IОЗ) =43,8·103 ккал/кмоль. 

Из (1.7.5) имеем 

- ~ ViEoi=t::.Hp + ~ ViCpiTO' 
i i 

(1.7.7) 

Подставляя численные значения, получаем 

- ~ ViEOi=43,8 . IОЗ-О,34·298=43,7· 103 ккал /кмОль. (1.7.7a) 
i 

Расхождение между (1.7.3б) и (1.7.7a) объясняffi'СЯ погрешностью, внесенной 
при округлении. 

Подставим вычисленное значение (1.7 .3a) в выражение (1.7.1) . Тогда для 
основного члена стоящей справа суммы получим 

_0434з~'ViЕi 0,4343.1.92.1,60.10-19 , -9,67.103 (178) 
, ~ RT 1,38·10-231' Т .. 

t 

При Т= 1800 К имеем 

- 0,4343 ~ l~ok=5,37. 
i -

Как ВI:IдНО из табл. 32, при заданной температуре Т = 1800 К колебательные 
состояния полностью возбуждены только у хлора. Для последнего колеба­
тельная часть химической постоянной, согласно формулам (1.4.11) и (1.18), 
равна _ 

iкол= ~КОЛ Ig e=-lg fi~i =-2,91, i (CI 2)=-2,91 + 1,30=-1,61.(1.7.9) 

Что касается водорода и хлористого водорода, то у них колебания возбуж­
дены лишь частично. Поэтому для вычисления химической постоянной в этом 
случае следует воспользоваться формулой (1.4.10). При Т= 1800 К имеем 

j~~~O (Н2) = -1,27, 

i~~~o (HCl) = -2,06, 

р800 (H2)=-I,27 -3,36=-4,63, 

j1600 (HCl) = -2,06 - 0,43 = -2,49. 

(1.7.10) 

(1.7.11) 
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Отсюда находим 

~ 'Vjjj=-2·2,49 + 1,61 + 4,63 = 1,26. 
i . 

Наконец, второй член в сумме (1.7.1) равен 

~ . cpj 1 т=2.8,29-8,ОО-8,92 1 1800=-056 
~ 'v 1 R g 1,986 g , . , 
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(1 .7.12) 

(1.7.13) 

Суммируя (1,7.8~), (1.7.12) и (1 .7.13), получаем для константы равновесия 
при Т=1800К значение 

Ig Кр=6Щ. (1.7.14) 

Выходом химической реакции называют по определению отношение у коли­
чества превращенного вещества к количеству исходного вещества или его 

основного компонента. В рассматриваемом случае в состоянии равновесия моляр­
ные концентрации n2 = nн • и nз = nCI. равны друг другу. Их сумма равна 

молярной концентрации прореагировавшеro хлористого водорода. Мы предпо­
JIaraeM, что к началу реакции имелся лишь хлористый водород, т. е. что 
относительные концентрации отдельных веществ имели следующую величину: 

О О ' О О О О 
сl= СНС! = 1, С2=СН.=О, СЗ=ССI.=О. 

ДЛЯ реакции, происходящей без изменения числа молей , ~ 'Vj= О, следова­
i 

тельно, в состоянии равновесия имеем 

С2+сз=2сз=у, C1=CHCl=I-С2-сз=l-у, (1.7 .15) 

где у-выход реакции. Закон действующих масс в этом случае имеет вид 

ci 
-=Кс=Кр, 
С~З 

(1.7.16) 

т. е. равновесие не зависит от общего давления. Подстав.1JЯЯ сюда (1 .7.15) и 
константу равновесия (1.1.14), получаем 

4 (1 ~y)2 К р = \06,07. (1.7.17) 

OFcюда видно, что при Т = 1800 К относительное количество продуктов реак­
ции очень мало, т. е. можно считать у <{ 1. Тогда из (1.7.17) имеем 

I у 
Ig У =2 (0,60-6,07) = 0,26-3, т. е. cCI. =2=0,9.10-3. 

Таким образом, относительная концентрация хлора составляет менее 0,1 % 
концентрации исходного вещества. 

1.8*. Реакция обмена между водородом и дейтерием 

Обычный водород состоит из 99,986% атомов Н = tH с относительной 

атомной массой 1,0078 и 0,014 % атомов D = ~H с относительн?й атомной 

массой 2,0141. Определить относительную концентрацию молекул Н2 , D2 
И HD в состоянии равновесия. Каково соотношение при 20О С? lB основу 
расчета положить данные, приведенные в табл. 33. Момент инерции 
J H .=O,47. \0-47 кг,м2, колебательная частота (J)h.=8,32.1()l4c- 1, Тн.= 
= 'lи»H./k = 6300 К. 
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Водород и дейтерий 

Вещество 

Энергия диссоциации Е Ь, эВ 
Расстояиие между ядрами" 10-10 М 

Решение 

Н, 

4,4776 
0,7414 

О, 

4,5551 
0,7417 

Таблица 33 

но 

4,5133 
0,7413 

В соответствии с законом действующих ма<:с парциальные давления свя­
заны соотношением 

Pf-Ib . .гЮ; 
р:;-р-::=Кр (T)=== ~~c'1)- (1) • (1.8.1) 
н, о, ZH.Zo. 

Объединим поступательные и вращательные части и будем рассматривать вы­
сокие температуры, когда различие между ОРТО- и парасосtoяниями несущест­

венно. Тогда из формул (4.21) и (4.15) гл.4 получим, учитывая, что Т=Тн , ='(0. = 2 

[Z~1J (но»)2 [Z~1JcT(H D»)2 ='(2 T R (H 2)TR (D 2 ) !А[ш 
Z~lJ (Н 2) Z~lJcT (Н2) Z~~ (О2) ZAIJCT (2) [Т Вр (НО)]2 (!Ан.!Ао/ '2 ' 

(1.8.2) 

Характериtтичеtкая вращателыtэя температура Т R в соответствии с форму­
лой (4.11) гл . 4 обратно пропорциональна моменту инерции J. Считая рас­
Сfoяния между ядрами приблизительно одинаковыми, ЩIХОДИМ для моментов 
инерции С помощью фор м УЛl;.1 (4.5) гл. 4 соотношение 

(1.8.3) 

где !Ан и I-'o-Maccb! атомов водорода и дейтерия . С учетом этоtо получим 

НВ (1.8 :2) 

2 f.tн + f1о=з У2. 
Vf.tиf.tЬ 

(1 .8.4) 

Д.1l я колебательных состояний и состояний при аБСОЛЮТНQМ нуле температуры 
с помощью (4 .9) и (4.22) r.1. 4 находим 

[Z~~л (но»)2 [Z~l) (но»)2 

Z~~л (Н2) Z~lJ (Н 2) Z~lJл (D2)Z1-1) (О2) 
[1 ~exp (-Т и/Т)][I-ехр (- ТоР)) ехр (- Т HD/T) ехр (-2Ен [)/kТ) 

[1-ехр (-Т но/Т»)2 ехр 1- (Т н, + T b ) 12T) ехр [- (Ен • +to ,)lkT) 
(1.8.5) 

Стоящие за пределами скобок в правой части (1 .8.5) множители вида 

ехр ( _ ~~B ) = ехр ( _ ~~B ) 
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обусловлены нулевыми колебаниями. В соответствии с (1.2.5) их можно 
объединить с величинами ехр (- 8 АВ/ kT), которые представляют вклады, 

связанные с энергией основных состояний (бе з учета HY,leBblx колебаний), и 
выраЗllТЬ через энергии диссоциации. В результате в (1.8.5) появится экспо­
ненциальный множитель с показателем 

2Тно-Т н, -Т о, 
2Т 

t;, 2ено -ен. -130. 
= - 2kT (2whO-Wн,-WО)- kT 

2ео (l;IO)- 13о (Н 2) - 130 (02) 
- kT 

Используя численные значения , приведенные в табл. 33, получим 

2еп (НО)-еп (Н!)-ео (02) 

kT 
-0,0077·1,60·10-19 

1,38.10 23 Т 

(1.8 .6) 

(1.8 .7) 

Частота собственных колебаний гармонического осциллятора с приведенной 
массой !1ПРIIВ равна 

w ....: ' / D , (1.8.8) 
- V !1ПРIIВ 

где D-КОэффициент, характеризующий действующую на осциллятор упругую 
силу. 

Поскольку для всех рассматриваемых молекул расстояния между ядрами 
приблизительно одинаковы, можно допустить ; что одинаковы также и вели-

чины D. Тогда, учитывая, что ~to = 211н, пол у чаем следующее соотношение 

между собственными частотами, а следовательно, и между характеристическими 
колебательными температурами: 

- г-

WH,:WO,:WHO = Тн,: Т о,:Т но = У2: уТ: у ; = 1 :0,707 :0,866 

(1.8.9) 

Зная Т Н. и WH,' можно определить все остальные ве-личины. Подставляя 

(1.8.4) и (1.8.5) в (1.8.1) и учитывая (1.8.7) и (1.8.9), получаем 

рt.ш Т ( l_е-6ЗОО К/Т) (l-е- 445О К/Т) 
Кр(Т)=ЗУ2е-78 К/ 

(l_е-546О К/Т)2 

(1.8.10) 

В случае очень высоких температур, Т ~ Тн, = 6300 К, находим из {1.8.10) 

,rnTH То 
К (Т)=3 у 2_;_'=4. 
Р Тно 

( 1.8.11) 

в противоположном предельном случае низких температур Т <{ Т О, = 4450 к: 
констаНТа равновесия убывает по экспоненциальному закону 

Кр (Т)=3 V2e- 78 К/Т. (1.8.12) 
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Orносительную концентрацию c~. молекул Н2 можно положить равной еди­
нице. Тогда, воспользовавшись формулой (1.8.12), получим следующее соотно­
шение для определения относительных концентраций в состоянии равновесия 
при температуре 20 QC: 

cflo сiш 
Сн/о, = (1- сно /2) (c~, - сно /2) 

Кр (293 к) =3 У2 е-78/293=3,25. 

(1.8.13) 
Решение квадратного уравнения дает 

Сн ,: СНО :со, = 1 :2,8·10-4:2,4.\0-8. (1.8.14) 

Слеl!.овательно, подавляющая часть атомов дейтерия связана с атомами BO,gO­
рода. 

1.9*. Адсорбционное равновесие при химическом катализе 

Пуст!> на каждый квадратный метр поверхности некоторого катализатора 
ПРИХО)JИТСЯ 5·1018 центров адсорбции. Энергия основного состояния адсорбиро­
ванного атома водорода составляет 8н = - 1,60 эВ. Спектроскопическим ис-

следованием установлено, что связанная частица совершает колебания в пло-

Фиг 65. Адсорбция молекул газа в цилиндрической 
поре . 

скости, параллельной поверхности a,l!COPgeHTa, с частотой W!I = 1,64. 1014c-1 
И В направлещlИ нормали к ней с частотой W.L =9,15·1013c-l. Опре,l!елиrь 

ад..ёорбционное равновесие в цилиндрическ'ой поре диаметром 0,01 мм и глуби­
ной 0,4 мм (фиг., 65). Давление водорода Р = 1 атм, температура Т = 75 QC. 

Решение 

Пусть в поре имеется No центров адсорбции. Предположим, что N из них 
3ЩIЯТЫ каж,l!ЫЙ одной частицей, а остальnые No-N мест остаются пустыми. 
Распределение N адсорбированных одинаковых частиц по имеющимся N о центрам 
адсорбции может осуществиться No! /N! (No-N)! различными способами. Запи­
шем поэтому статистическую сумму процесса адсорбции в виде 

No! fl 
Z = N! (Nо_N)!gl(·Zиол·Zg, (1.9.1) 

где gK= 2 характеризует статистический вес, обусловленный ядерным спином. 
Колебательную статистическую сумму частицы находим по формуле (4.19) гл. 4. 
Колебания, происходящие в плоскости, параллельной поверхности ад..соРбента, 
име!От две степени свободы, в соответствии с чем их следует учитывать д.важды. 
Тогда имеем 

' щ _ ( е- fHUI I/ 2kT )2 е-Аоо .L/2kT 
ZИОJl-

l_e-#iооl /kТ l_e-#iоо.L/kТ 
(1.9.2) 

Множитель Zg в статистической сумме (1.9 .1), в соответствии со сказанным 
в гл. 4, § 4, представляет вклад основного состояния адсорбированной частицы, 
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т. е. состояния при абсолютном нуле температуры без учета нулевых колеба­
ний. Запишем его в виде выражения (4.22) гл. 4. Тогда для статистической 
суммы адсорбированной частицы получим 

z- No ! [2( e-t.ООIJ /2kТ )2 e-t.ОО1./2kТ 
-N!(Nо-N)! l_e-t.оо,, /kТ l_e-t.оо1./k Т 

e-еи/kт]N 

(1 .9.3) 

Используя (1 ;9.3), находим своОодную энергию адсорбированной частицы 

N o! 
F = -kТ In N! (No-N)! 

[ ( fипJI ) ( fi(i)1.) €и ] -NkТ In2-21n 2sh 2kT -In 2sh 2kT -kr . (1.9.4) 

Применив к первому слагаемому формулу Стирлинга [см. (1.8) гл. 2] и с по­
мощью формулы (3 . 2а) гл. 3 получим из (1 .9.4) химический потенциал адсор­
бированного Boдopo~a 

f!c (НаД) = (~~ )т. v= 
N ( fипJl h(i) 1. €и ) 

= kT In N
o
- N +kT 21п 2+21п sh 2kT +In.h 2kT + kT . 

(1.9.5) 

Для химического потенциала молекулярного водорода получаем [ер. (1.1.8) 
и (1.1.11)] 

4 (2л) 7/2 f! 3/2 J (kT) 7/ 2 Б . 
f!c (Н 2) = - kT In И. +~ 

h5Ри. NA ' 
(1.9.6) 

где паРЦИ1JЛЬНое давление ри. выражено в Н/м2 • Колебательные состояния 

для молекулярного водорода при Т = 348 К можно не учитывать, за исключе­
нием нулевых колебаний, энергия которых включается в энергию диссоциации. 
Из условия равновесия 

2f!с(Н ад)=f!с (Н 2) (1 .9.7) 

имеем 

N 
N

o
' N= 

h
D

/
2 РИ,2 (Бои -2N А€и ) 

-------------------~--------~---exp • . 
fiuэ RT 8(2л)7 /4f!З /4J1/2(kТ)7/4Sh2 h(i) JI sh_1._ 

н . 2kT2kT 

(1.9.8) 
При этом в рассматриваемом случае следует записать 

Бои, -2N A€H €H, + (h(i)о/2)- 2еи eD (Н 2) + 2ен 
RT kT kT (1.9.9) 

где eD (Н2)-энергия диссоциации молекулы водорода, а еи -отличная от нуля 
энергия основного состояния адсорбированного атома водорода. 
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Используя заданное значение плотности центров и вычисляя площадь поры, 
находим число центров адсор6ции в поре: N 0 = 6,32· lO10. Тогда из (1.9.8) по­
лучим 

N 
6,32·1010-N 

_ (6,63. Ю- З4)Ь./2 U,Оlз.J05}1/2 
----------~~~--~~--~------~--------------x 

- 8.(2.3 14)7/ 4 ( 2,02 )3/ 4 (О 47 .10-47)1/2 (138.10-28.348)7/ & 
, 6,02 ·10.26' , 

(-4,47 + 2·1,60) 1,60·10-19 
ехр 1,38.10-23.348 

х 26,63.10-34.1,64.1014 6,63. 10-34.9,15. Ю13 
sh 2.I,38.Ю 23.348 sh 2.1,38.10-23.348 

Отсюда 

N 
lГ=O,80, или N=5,1·1010. 

О 

4,0. 

Таким образом, помимо 6,6· Ю1>l молекул водорода, имеющихся в поре при 
заданном )J,авлении, в состоянии равновесия в ней находятся еще 5,1·1010 
адсорбированных атомов водорода. Проведенное исслеДОВ.ание не позволяет, 
однако, ничего сказать относительно времени, в теченне которого установится 

равновесие. 

1.10. Термическая ионизация газов. Уравнение Саха 

Если электрически заряженная или нейтральная частица (например., фQпж. 
электрон, ион или атом) сталкивается с молекулой газа, пOCJiедняя с опреде­
ленной вероятностью может ионизоваться. С другой стороны, достаточно мед­
ленный электрон может снова объединиться с ионом и образовать нейтральную 
молекулу. Вследствие этого между ионизацией и рекомбинацией устанавли­
вается статистическое равновесие. 

Пусть для создання плазменного шнура, применяемого для обрабОТI(И 
материалов, в качестве рабочего газа используется гелий при температуре 
т = 20 000 К. Найти степень ионизации газа и долю двукратно ионизованных 
атомов . Потенциал ионизации составляет при однократной ионизации U 1, =24,48 В, 
при двукратной ионизации U'2=56,16 В (ер. табл. П. ХХУ). 

Решение 

Ионизационное равновесие можно рассматривать как частный слуqай хими­
ческого равновесия. Будеы описывать состояние ионизационного равновесия 
с -поМощью реакций 

(1.10.1) 

Применяя к этим реакциям закон действующих масс (1.16), получим систему 
уравнений 

~ = K~)(T)P, 5.L=K~)(T)P, ... , (1.10.2) 
С1Се С2Се . 

где СО' С i и Се - относительные концентрации соответственно нейтральных час­
тиц, i.KpaTHo ионизованных частиц и электронов [ср. (1.15)J. Поск:ольку газ 
в целом остается нейтральным, помимо уравнений (1.10.2), должно выпол­
няться также соотношение 

(1.10.3) 
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I\роме того, согласно ооределению относительных концентраций, имеем 

Co+ CJ + C2 + . .. +Се = 1. (I.10.3a) 

Температуры, прк которых существенна \:Iониааuия , обычно весьма высоки; 
поэтому можно предположить, что закон равнораспределения выпол няется для 

всех ком.nонентов, включая электроны. Тогда дл я одноатомнЬ!Х! газов при рас­
чете следует использовать теплое~IКОСТЬ С р = 5R /2 и формулу (I.22а) для. по­
стоянных, согласно которой 

g (2Л/.L)З / 2 k 5 / 2 

~= 1п h~ (1.10.4) 

(да.вле.нде в H/~1 2 ). Статистический Бес g нормального СQCтояция 1.1 случае 
электроно!! равеll 2. Подстав.,\ЯЯ "1 = 1, '112:= - 1, "3 = - 1 И учитывая, что 
ДлЯ электроцз величина U о = Е е = О, получям с помо.щьщ (1.27) следующее 
выраже\lИе. для входящих в (1 .10.2) констант равновесия : 

lпК<nН)(Т\ - 5 1пт+"" ,. En-,En + i 
р Г--"2 ~n-~n+l-"'e- RT . 

Согласно уравнеl:lИЮ Ваllт-Гоффа (1 .3.7), энталыщя И.0н~эации. раан;а 

I:1н<Р+I) =_ Rf2 ( д lп 1тН) (Т) ) р = ~ RT- (En-En+1). 

ВеЛИЧИllа 

Hn+i=En+ l-En= U/n+1e 

(1.10.5) 

(1 .10.6) 

обозначает отнесенную в 1 кмоль энтальпию (n + 1)-кратной ионизации при 
абсолютном нуле. Величина Н n+I /N А есть энергия связи (n + 1)-го эЛектрона . 

Подставляя в (1 .10.5) химические постоянные в виде (1.22a) и учитывая, 
что f..Ln = f..Ln+t, ge= 2, получаем уравнение Саха 

(1.10.7) 

I\ак видно из табл . П. ХХУ (см. приложение), первый потенциал иониза­
ции значительно ~lеньше потенциалов многократной ионизации. Вследствие 
этого при не очень высоких температурах концентрации многократно ионизо­

ванных атомов малы по сравнению с концентрацией однозарядных ионов : 
Cl ~ С2 ~ Са • • •• Поэтому до температур порядка 104 1\ мощно считать, что 

Cl = Ce, co + cl + ce= l. (1.10 .8) 

Исходя из такого предположения, можно определить степень ионизации а как 
отношение числа однократно ионизованных атомов к полному числу атомов 

Cl Сl 

a=l-ce=l-cl ' (l.Ю.9) 

Из (1 . Ю.8) и (1.10.9) следует, что 

I-a а 
cO=I+a' cl=l + a' (1.10.10) 

Тогда первое из уравнений (1.10.2) дает 
,----------------~ 

a=VI + p:~) (T) (1.10.11) 
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Подставляя числовые величины, получим 

(6 63 10 -34)3 (24,48,1,60,10-19) 
" ехр 1 38.10 23.2.104 

K(l) (20000 К) = ' 
р 2 (2.3,14.9,1.10-31)3/2 (1,38·10-2Q·2·1()<I)5/ 2 

= 3,9.10-4 (Н/м2)-1, (1.10. 12) 
откуда 

а.= УI+4.9,81'1~4.З,9.10-4 =0,081, (1 .10.13) 

т. е . свыше 8% всех атомов гелия ионизованы . 
Как следует из (1 . 10.11), степень ионизации можно увеличить, если при 

постоянной температуре уменьшать давление. При этом возрастает высвобож­
дающаяся при рекомбинации энтальпия. Однако, с другой стороны, понижение 
давления приводит к уменьшению количества поступающего газа, в результате 

чего уменьшается и количество тепла, передающегося от плазменного луча 

обрабатываемому материалу. Оптимальное решение этой проблемы зависит от 
конструкции плазменной горелки и от свойств материала. 

Для константы равновесия nроцесса ионизации второго порядка Не+ ~ 
~ Не+ + + е- имеем 

К<2> -КЩ ехр (Н2 -Н1 ) 
р - Р RT' 

или, после подстановки заданных числовых значений, 

K~) (20000 К) =3,6·104 (Н!м2)-l ~ K~l) (20000 К). 

Отсюда при а.2 ~ 1 получим 

K~) СОС2 1-a.2 С2 
К(2)=-2 =---аг С2 =а.2 • 
Р С1 

т . е. 

К(1) 39 . 10-4 
С _~2 Р -(8 1· 10- 2)2 ' 7,1·10-11. 

2 - "" ------т2i - , 3 6 . 104 
Кр , 

1.11. Образование электронов и позитронов 
при темпера турах Т ~ ~oc2 / k 

(1.10.14) 

(1 .10.15) 

При чрезвычайно высоких температурах столкновения между микроча­
стицами могут приводить к образованию электронных пар; например, из 
у -кванта могут возникнуть электрон е- и позитрон е + . Позитрон не может 
долго существовать в присутствии вещества. Он снова объединяется с электро­
ном , при этом энергия покоя и кинетическая энергия обеих частиц полностью 
преобразуются в квант излучения. Частота t\спущенного излучения определя-
ется законом Планка . 

e=hv 

и уравнением Эйнштейна 

е = ftoC2, 

выражающим эквивалентность маССЫ и энергии. 

( 1.11 .1) 

(1.11.2) 
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Определить равновесную концентрацию образующихся из квантов излуче­
ния электронов и позитронов 1) при Т = 108 К, если к моменту начала процесса 
излучения имеется электронный газ плотностью N;;V = 109 М -~. 

Решение 

Рассмотрим газ, состоящий из N микрочастиц с массой, равной массе 
электрона. Предположим, что каждая из этих частиц обладает спином, число 
возможных проекций которого на выделенное направление равно g. В соответ­
ствии с формулой (3.1.8) гл. 2 статистическая сумма такого газа определяется 
выражением 

(1.11.3) 

Эта форму'ла для статистической суммы микрочастиц была получена на осно­
вании статистики Больцмана; согласно сказанному в задаче 1.3 гл . 4, она 
применима также и для электронов и позитронов, если только концентрации 

не слишком велики. При аннигиляции электрон но-позитрон ной пары энергия 
покоя также преобразуется в излучение . Поэтому ее необходимо учитывать 
при получении выражений для термодинамических величин. В соответствии 
с этим получаем при помощи (1.11 .3) сле,gующее выражение ,gля свободной 
энергии: 

F=Nf!oC2~NkTln [gV(2л:~:Т)З/2+1J. (1.11.4) 

Отсюда следует, что химический потенциал равен 

= р+ру _ -kТ 1 [gV(2Л/А-оkТ)З/ 2 (_/A-оС2 )] 
/А-с N - n Nh~ ехр kT • (1.11.5) 

Бу.!!ем далее относить все величины к объему V = 1 мз . Образованuе пар и 
обратный ему процесс их аннигиляции можно рассматривать как состояние 
равновесия для статистического процесса 

(1.11.6) 

где '( - квант электромагнитного излучения. Как указывалось в гл . 4, § 2, 
химичесКilЙ потенциал фОТОННQГО газа равен нулю. Вследствие этого при на­
личии фазового равновесия должен быть равен нулю также и суммарный 
хим.ический потенциал газа электронов и позитронов, т. е. 

(1.11.7) 

в дальнейшем индексом ,,+" мы будем отмечать величины, относящиеся к 
позитронному газу, а индексом ,,-" величины, относящиеся к электронному 

1) Равновесная концентрация электронов и позитронов может быть достиг­
нута, лишь если '(-излучение само равновесное. Задачу следует понимать в том 

смысле, что система, содержащая No электронов при Т -+ О, каким-то способом 
была нагрета до температуры Т, при которой '(-кванты находятся в равновесии 
с электронами и позитронами . .",..Прuм. ред. 
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газу. Если логарифм некоторой величииы равен нулю, то сама эта величина 
pallH2 единице. Поэтому из (1.11.7) с учетом (1.11.5) имеем 

N+ N - - (N- + 6N) 6N _g2 (2ЛftоkТ)З ехр ( _ 2 ft oC
2

) 
- о - h6 \ kT 

Величина 

/)"N=/)"N-=/)"N+ = N+ 

(1.11.8) 

-(1.11.9) 

представляет собой число возникших за счет излучения электронов или пози­
тронов. При заданных численных значениях получим 

(109 + /)"N)/)"N= 
(4· 2л· 9,1· 10-31. 1,38 · 10-23·108)3 (2 .9,1.10-31.9.1016)_ 

= (6,63.1034)6 ехр - 1,38.10-2З . IO~ -

= 1015,83 м-3. 

Отсюда имеем 

6N = 108 ,8З=6,7.108 М- З• 

Следовательно, плотность возникших электронов мала по сравнению с плот­
ностью уже имеющегося элеКТРОНI-!ОГО газа. Общее давление столь мало, что 
МОЖНО применить статистику Больдмана. В 'Го же время численный расчет 
показывает, что с повышением температуры число образующихся электронных 
пар быстро возрастает. Поэтому для рассмотрения образования электронных 
пар при температурах Т ~ fJ~t2lk, или Т -=;Р /loc 2j k необходима применя'l'Ь 
квантовую статистику. 

Упражнения 

У.1.1. Определить константу равновесия для реакции N 2 ~ 2N при Т = 3000 к: 
и Р=20 атм. Энергия диссоциации €D = 7,3 эВ. Основное оосroяние 
атома N четырехкратно вырождено, состояние молекулы N2 не вырож­
дено. Т R = 2,9 К:, То = 3390 К:. Относительная атомная масса' азота 
A r = 14,0. , 

У.l.2. В предыдущем упражнении определить, насколько необходимо повы­
СИТЬ температуру, чтобы число диссоциированных частиц удвоилось. 

у .1.3. Чему равно число диссоциированных молекул азота в объеме 1 1.13 при 
Т;= 1000 К:. Р = 1 атм? 

Y.I.4. НafIТИ энергию, которую необходимо затратить, чтобы 1 моль молеку­
лярного кислорода при нормальных условиях диссоциировал на атомы 
(еn = 5,1 эВ). 

У .1.5. Насколько увеличится теплота реакции 20 -+ 02' если при постоянном 
давлении температура возрастает от 273 до 2.500 К:? (wo=2,98.10H с-1). 

У.l.6. Определить химическую постоянную хлора при таких температурах, 
когда коле6аТёJIьные состояния еще не возбуждены (! СI = 
= 1,IЗ . IО-4~ кг,м2 , А С1 = 35,5). 2 

У.1.7. Найти химические постоянные атомарного хлора н атомарного ВО~OJюда. 
(АСI = 35,5, А н = 1,01, давление в физических атмосферах). 

у .1.8. 9пределить "константу равновесия для днссоциац,ии водорода прjf тем-. 
Пературе '25 С (давление в физических атмосферах, числовые З'начения 
вз~ть из табл. П.ХХI). . 
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У.1.9. Исследовать в нулевом приближении СОСТОЯIНiе равновесия для реакции 
N2 + 0 2 +7: 2NO. При _ какой температуре парциадьное давление NO 
равно 0,01 атм, есди исходные давдения составдяют Ро• = 0,2 атм и 
P N • = 0,8 атм? (Использовать значения энтадьпии образования и энтро­
пии, приведенные в табл. П . Х XIV). 

У.1 . 1О. Сколько водорода необходимо добавить к газу с парциальными дав­
лениями компонентов 0,75 атм Н2 , 0,15 атм СО, 0,10 атм С02 , чтобы 
посредством реакции СО + Н2О ~ С02 + Н2 уменьшить относительное 
содержание СО дО 1 %? Решение провести в нулевом приближении. 

У .1.11. Вычислить изменение энтропии при реакции 2Н 2 + 02 ~ 2Н 2О, если 
температура и давление равны соответственно 250 С и 1 зтм. Колеба­
тельные состояния не возбуждены (jH = - 3,68, io = 0,55, i н о = 

, 2 2 Z 

= - 1,94). 
У.1.12*.Опре)l.елить константу равновесия для реакции H 2+ J 2 ~ 2HJ. При 

ЭТQмIiредположиtь, что теплоемкости постоянны� и соответствуют зна­

чениям, приведенным в табл. 34. Чему равен выход иоди<:того водо-

рода, если исходные концентрации составляют n~. =0,090 кмоль/мЗ , 

n~. = 0,010 кмо.1Ь/м3? 

Таблица :ч 

Вещество ер i, измеренное значение ED, эВ 

Н2 3,5R -3,85 4,48 
J 2 4,5R 3,02 1,54 
Н] 3,5R 0,69 3,11 

Y.t.13. Найти относительную концентрацию диссоциированного водорода при 
т = 5000 К, Р = 10 атм. ' ' 

У .1.14*. Как изменится относительная концентрация диссоциироваНilОГО водо­
рода, если при Т = 5000 К давление увеличивается от 10 до 100 атм? 

Y.I.15* . Вычислить химическую постоянную молекулярного водорО)l.а при 
Т=3150К. -

У .1.16. Спектроскопические измерения дают для константы анtармонизма ки­
слорода значение х =0,00965, для частоты внутримолекулярных коле­
баний-значение O)g==2,98·1014 с- 1 • Найти отсюда энергию ДИССОlщ­
ации ED' 

У .1.17*. Вычислить энергию диссоциации ~jолекулярного водорода Н2 , исполь­
зуя значения энтальпии образования, приведенные в табл. П.ХХIV 
приложеilИЯ . 

У.1.18*. Определить кьнстанту равновесия для реакции HCI+DBr +!: DCl+HBr 
при высоких температурах (колебания полностью возбуждены). Рас­
стояния между ядрами в молекулах считать не зависящими от ВИ)l.а 

изотопа. . 
У.1.19. Чему равна степень ионизации аргона 'при r = 14000 К, если давление 

составляет 5 ат? Потенциал ионизации аргона равен- 15,68 В. 
У .1.20. Определить относительную концентр:щию двукратно ионизованны~ 

атомов аргона при температуре Т = 14000 К н давлении Р = 5 ат. 
Энергн,я связи второго электрона равна для аргона 27,64 В. 

У .1.21. Оценить степень тепловой ионизации паров ртути при температуре 
200 С и давлении 1 мм рт. ст. (Патенциал ионизации ртути 10,4 В.) 

У.1.22. При Т ~ 1-4JC2 /k получить численную формулу для плотности электро­
нов и позитронов, образующихся при взаимодействии излучения с га­
зом электронов. 
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У.1.23*. Вычислить отнесенную к V= 1 м3 энтропию позитронов при Т= 1011 К. 
У.1 .24*.Для Т = 10 7 К и Ni)=103 м-з найти плотность электронно,позитрон­

ных пар, образовавшихся из квантов излучения. Какая плотность 
получится при Т = 106 К? 

§ 2. ФИЗИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ В РАСТВОРАХ 

Введение 

Раствором называют однородную смесь н~скольких веществ. 
В теории растворов эти вещества принято называть компонеН­
тами системы. Их число обозначают буквой k. 

Компоненты могут находиться в различных агрегатных со­
стояниях, или, выражаясь точнее, в различных фазах. (Напри­
мер, в твердом агрегатном состоянии две фазы могут отличаться 
кристаллической структурой.) Число фаз системы обозначают 
буквой г . Каждая фаза содержит в общем случае все вещества. 
В соответствии с результатами, полученными в гл. 3, § 3, в 
состоянии равновесия должны быть равны температуры, давле­
ния и химические потенциалы каждого отдельного компонента 

во всех имеющихся фазах. Таким образом, должна выполняться 
система уравнений 

,...,21 = ,...,22 = ... = ,...,grt 

""'~1 = ,...,i-2 = ... = ""'~г, (2.1 ) 

k-I k-1 k-1 
""'С1 = ""'С2 = ... = ""'сг . 

Здесь верхний индекс обозначает вещество или компонент, а 
правый нижний индекс-фазу. 

Каждая строка в (2 .1) соответствует г-l уравнениям. Всего 
в системе (2.1), следовательно, содержится (r-l)k уравнений. 

Химический потенциал ""'С какого-либо компонента являет~я 
функцией k + 1 перемщlНЫХ: k-l отношений чцсел частиц N1 /No, 
N2/No, ••• , Nk - 1/No, а также давления Р и температуры Т. 
Следовательно, каждыIй химический потенциал можно записать 
в виде 

?( ?( (Ni. N 2 N k - 1- Р Т) (22) 
""'ср = ""'ср N o ' N o ' ._ •• --pr;;" . . . 

НеизвеСТНЬiМИ здесь следует считать k-l отношений концентра­
ций частиц в г . фазах, давление и температуру. Всего, таким 
образом, имеется r (k-l) + 2 неизвестных . Число независимых 
величин определяется правилом фаз Гиббса 

r(k-l) + 2-(r-l)k=1 k-r+2=f 1. (2.3) 
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Таким о.бразо.м, если система со.сто.ит из k веществ, ко.то.рые мо.гут 
нахо.диться в r различных со.сто.яниях, то. мо.жно. произво.льно. 

менять k - r + 2 термо.динамических величин (давление, темпе­
ратуру или о.тно.шения чисел частиц), не нарушая при это.м 
со.сто.яния равно.весия. 

Пример З2 

Система, состоящая из льда, воды и водяного пара, содержит k = 1 ком­
понентов в r =3 фазах. Согласно правилу фаз (2.3), число термодинамических 
степеней свободы системы равно 

f=I-3+2=0. 

Следовательно, требование одновременного сосуществования трех фаз вещества 
однозначно определяет температуру и давление (тройная точка; ср. гл. 3, § 3). 

Если неко.то.ро.е вещество. о.дно.временно. со.существует в двух 
фазах, то. в со.о.тветствии с (2.3) о.дну из переменных-давление 
или температуру-мо.жно. выбрать про.изво.льно; при это.м втОрая 
из этих величин будет определяться выбо.ро.м перво.Й. Например, 
давление насыщенных во.дяных паро.в является функцией темпе­
ратуры. 

Пример ЗЗ 

Если для системы, состоящей из двух компонентов, например поваренной 
соли и воды, в равновесии должны находиться одновременно три фазы, то на 
основании правила фаз Гиббса имеем 

f=2-3+2=1. 

Следовательно, при одновременном сосуществовании трех фаз только одна 
из переменных N lI /No1 , NlII/Nоп , NlIп/Nош , Р, Т может быть выбрана произ­
вольно. Например, если имеется одна жидкая и две какие-либо другие фазы, 
то задание концентрации раствора поваренной соли N1ж/Nож однозначно 
определяет температуру и давление. Следовательно, тройная точка, в которой 
все три фазы стабильны, зависит от концентрации поваренной соли . Если име­
ются только две фазы, например жидкая и газообразная, то из формулы (2.3) 
находим f = 2. В соответствии с этим при k = 2, r = 2 можно одновременно 
и независимо друг от друга менять концентрацию раствора и температуру. 

Давление насыщенного пара в этом случае будет зависеть не только от тем­
пературы, но и от концентрации раствора. 

Пример З4 

В двухкомпонентной системе, согласно правилу фаз Гиббса (2.3), может 
одновременно сосуществовать в равновесии не более r = 4 фаз. Система вода -
эфир имеет при '" = -3,8 РС четверную точку, в которой в равновесии нахо­
дятся чеТЫ.ре фазы : твердая фаза практически чистого льда, газообразная фаза 
и две жидкие фазы . Из последних одна является преимущественно водной 
с содержанием 12,8% эфира , а вторая состоит в основном из эфира и содержит 
0,93% воды. При незначительном изменении давления, температуры или кон­
центрации одного из растворов равновесие четырех фаз нарушается и одна 
из них исчеэает. 
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При записи правила фаз Гиббса компонентами следует счи ­
тать все вещества, которые могут независимо друг от друга 

существовать в различных фазах. 

Пример 35 

Система вода - эфир состоит из двух не зависящих друг от друга ко~IПО­
нентов. В то же время образующие эту систему атомы Н, а, С нельзя считать 
неза,виеимыми компонентами. поскольку в рассматриваемой системе ОIШ всегда 
выстушнот только в виде соеДИ'нений Hjla и С4НщО. 

При диссоциации на ионы необходимо учитывать, ЧТQ система 
в целом остается нейтральной. Вследствие э,того в системе (2,1) 
110ЯВИТСЯ дополнительное уравнение, ЧтО МQ'ЖНО формалыlO 
также рассматривать как умен ьшение числа k независимых ком­
понентов на единицу. Таким образом, если при диссоциации на 
ионы образуется, например, т сортов ионов, то независимыми 
следует считать только m-l из, них. 

Пример 36 

В растворе, состоящем из воды, поваренной соли и соляной кислоты, 
образуются ионы Na+, Cl-, Н + , которые сосуществуют с н 2а. Диссоциацию 
воды н2а ~ н + + ан - можно не учитывать из-за ее ничтожно малой сте­
пени. Тогда задание концентраций Na + и Н + однозначно определяет также 
и конц.ентрацию Cl-. Следовательно, независимыми компонентами можно 
считать только Н 2О, Na+ и Н+, т. е . имеем k = 3. Если теперь задать тем­
пературу и давление, то в соответствии с правилам фаз Гибоса максимальное 
число фаз r будет равно 3. Это означает, что в равновесии с. жидкай фазой 
могут находиться не более двух каких-либо других фаз. 

в разбавленнblX расmоорах число N о молекул растворителя 
велико по ср'авнению с числом растворенных частиц, т. е. 

k-l 

No?> ~ N i , (2.4) 
i=l 

где суммирование следует производить по всем веществам, со­

держащимся в растворителе. По аналогии с (1.15) будем назы­
вать концентрацией частиц отношение 

(i= 1, ... , k-1). (2.5) 

При нахождении термодинамических величин для раствора не­
обходимо различать слабые и сильные электролиты. В слабых 
электролитах, например в уксусной кислоте, число образующихс:я 
ионов столь незнаЧflтельнО, что возникающими при этом электри-
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ческимисилами можно пренебречь . Наоборо'Г" 'Сильные электро~ 
литы, например повареннз.я соль, д'аже ПРИОfНОСИТе.льно 'бол 'ь­
ших концентрациях '.почти полностью диесоциированы на ионы, 

так что обусловленные этим дополните.льные силы оказывают 
значительное влиS!ние на физические параметры состояния. 

Будем предполагать, lf1'o взаимодействием между молекулами 
растворенного вещества можно пренебречь по сравнению с их 
взаимодействием с молекулами растворителя . Сначала рассмотрим 
слабblе электролиты, концентрация которых столь мала, что 
выполняется условие (2.4). Растворение одной молекулы i-ro 
веЩе'ства приводит к появлению в статистической сумме допол ­
нительного МfIOжителя дZi • При растворении Ni молекул с уче­
том N,.! возм6жных перестановок получаем для статистической 
суммы раствора выражение 

N . 
Z = Z(o) (~z~') I 

N j! (2.6) 

где ,Z(О)-статистическа.ясумма чистого растворителя. Применяя 
приближенную формулу Стирлинга (1.8) гл. 2, находим из '(2.6) 
свободную энергию 

р =-kТ lnZ =-kТ lnZ(O )+ N,.kTln e~~,.' (2 .7) 

Поскальку свабадная энергия раствора является экстенсивнай 
величинай, 'Она далжна быть однароднай функцией перваго 
порядка относительна чисел частиц No, N1 , ••• , N"-l' Вследст­
вие предположения -об о:гсутствии взаимодействия между моле­
кул,ами рзспзоренноrо вещества величина д'г; должна быть пра­
ПО,рционалъной числу молекул растворителя N{); поэтому ее мажно 
представить в виде 

(2.8) 

ОТС'юда на основании (2.7) для п-олной свободной энергии раствора 
нахадим 

F = рщ +Ni kT (Inci-1) + N,.'i'i (Р, Т), (2.9) 

иЛИ , есЛи растварены k-l веществ, 

"_1 
р = ро) + ~ INj kТ(lпсj-l)+N,.'i',. (Р, Т)] 

i=~ 

(2.10) 

Здесь величина 

р(о) = _ No kT lnZ(O) (2.11 ) 
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представляет собой свободную энергию чистого растворителя. 
Из (2.10) с учетом определения c; = NJNo получим с помощью 
(1.1.10) химический потенциал растворителя в виде 

( дР) 1: - - - (0)_ . c.kT 
I1co- aNo t.V.Nj U*O)-l1с i 1 (2. 12) 

Величина 

(о) = (aF<O) ) 
I1c aN т V о • 

(2.13) 

есть химический потенциал чистого растворителя. Для химичес­
ких потенциалов растворенных веществ находим 

(2.14) 

В случае растворов сиЛЬ/iЫХ электролитов кулоновское взаимо­
действие между ионами приводит к появлению в свободной 
энергии дополнительного члена вида 

~ (Niz;)З /~ 
F = _ ~ _i __ -::-;:_ 

эл 12л (ВЗV kT)1 /2 
(2.15) 

[ср . (2.7)). Здесь Ziе-заряд иона i-ro сорта, 8=8г80 -диэлек­
трическая проницаемость растворителя, е= 1,60·10-19 Кл-заряд 
электрона. При этом пре),\полагается, что энергии электрических 
взаимодействий, хотя и~и уже более нельзя пренебрегать, все 
еще достаточно малы по сравнению с тепловыми энергиями . 

Получаемые отсюда формулы для термодинамических величин 
справедливы при тех же предположениях и в случае иО/iизова/i­

ных газов. 

Распад на ионы приводит к увеличению числа растворенных 
частиц, а тем самым и к увеличению осмотического давления. 

Однако одновременно с этим наличие электростатического взаи­
модействия приводит к уменьшению давления, т. е. оно прояв­
ляется через кажущуюся неполную диссоциацию молекул силь­

ного электролита. Используя закон Вант-Гоффа, находим из 
(2.15) осмотическое давление, возникающее при растворении 
сильного электролита 

[ 
~ n; _ (е2 ~ njZ; )3/2 ] 

Р RT ' VNA , = У--24Л -еV-:-:-:-kТ=- . (2 . 16) 
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Второе слагаемое в (2.16) обусловлено наличием электростати­
ческого взаимодействия. 

Вода, так же как и другие растворители, в какой-то степени 
диссоциирована . Диссоциация описывается уравнением 

(2.17) 

Согласно закону действующих масс, числа киломолей ионов 
nн+ и nон- связаны соотношением 

(2.18) 

Вследствие незначительного числа диссоциированных молекул 
величину nнр можно СЧИJ:ать постоянной: 

103 
nн,О = 18,02 кмоль/м3 • (2.19) 

Тогда при 25 ос имеем 

nн+nон- = К (25 ОС) nн,О = К(н,о) (25 ОС) = 
. 1,008·10-14 КМОЛь2 /м6 • (2.20) 

В соответствии с этим концентрация ионов водорода в чистой 
электрически нейтральной воде при 25 0С равна 

(2.21 ) 

В кислом растворе преобладают ионы Н+; в соответствии с соот­
ношением (2.20) это означает, что nн + > (nн+ )0. Напротив, 
в щелочном растворе преобладают ионы ОН-, т. е. nн+ < (nН+)о. 

Введем величину рН, которая определяется следующим 
образом: 

1 рН = - 19 nн+ 1· (2.22) 

В соответствии с (2.21) для нейтрального раствора имеем рН = 7, 
для кислого раствора рН < 7 и для щелочного раствора рН > 7. 

Если в одном и том же растворителе растворено несколько 
веществ, то концентрации С; = Ni /No связаны соотношением, 
вытекающим из закона действующих масс (1.16). Уравнение 
Вант-Гоффа (1.3.7) также применимо к растворам, при этом 
величину Q = - tlH следует понимать как теплоту растворения. 
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Задачи 

2.1. Законы Рауля для понижения температуры замерзания 

Для определения относительной ~олекулярной массы парафина с форму­
лой СnН2n + 2 растворяют т= 17,5 г парафина в 1 л бензола и определяют, 
насколько изменяется при этом температура замерзания. Пусть это изменение 
оказаЛось равным 6Т = -0,55 К. Предположим далее, что при тех же усло­
виях температура замерзания чистого растворителя Т в= 5,25 ос = 278,68 К, 
а выделяемое при замерзании количество теплоты равно 30,39 ккал/кг. Какова 
брутто-формула 1) растворенного парафина? (Плотность бензола Рс.н. = 
= 0,879 r jCM3, относительная молекулярная масса МС•Н• = 78,05.) 

Решение 

Необходимо исследовать равновесие системы, состоящей из k = 2 компонен­
тов и r = 2 фаз. Согласно правилу фаз Гиббса (2.3), система обладает 
f = k + 2 -1; = 2 термодинамическими степенями свободы. Следовательио, из 
четырех переменных Т, Р, СЖИПК' СТВ произвольные значения могут принимать 
лишь две (СЖИПК и СТВ обозначают концентрацию растворенного вещества соот­
ветственно в жидкой и твердой фазах). Таким образом, если з;!даны давление Р 
и одна из концентраций, например СЖИПК ' то этим будут также определеиы 
температура Т и концентрация СТВ • Согласно формулам (3.10) гл. 3 или (2 . 1), 
в состоянии равновесия должны быть равны химические потенциалы как раст­
ворителя, так и растворенного вещества в твердой и жидкой фазах. Запишем 
это условие для растворителя. Имеем 

f.tc ЖИДК (Р, т, СЖИДК) = f.t~О!.<ИДК (Р, Т)-СЖИДК kT = f.t~OiB (Р, Т)-СТВ kT = 

= f.tc тв (Р, Т, СТВ)· (2.1.1) 

Для чистою растворителя фазовое равновесие определяется соотношением 

!t~О1кидк (Р (Т), т) = !t~OiB (Р (Т), Т), (2.1 .2) 

где давление Р зависит от температуры Т (см. гл . 3, § ~). Температуре замер­
зания Т Е соответствует, таким образом, давление РЕ= Р (Т IJ на кривой равно­
весия фаз. 

Разложим химический потенциал в ряд Тейлора 

(2.1.3) 

тогда, используя (2.1.2), получим из (2.1.1) 

(2.1.4) 

1) Брутто-формулами в химии принято называть суммарные формулы вида 
AnBmCt ... , например С1зН28 , в отличие от структурных и т. п. формул.­
Л рим. перев. 
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Принимая во внимание, что отнесенная к 1 кмоль энергия Гиббса и хи­

мический потенциал связаны соотношением 0(0) = N A!-t~О), находим с помощью 
формулы (3.20) гл. · 2 

a!-t~О)(Р, Т) 
дТ 

1 (дО(О») __ S(O) 

NA дТ р- NA' 

Подставляя в (2.1.4), имеем 

1 (дО(О») V 
N А дР т=;: N А . 

(2.1.5) 

- s~:дк ~T+ V~::K ~Р-Сжидк kT= - ~~ ~T+ ~~ ~P-CTB kT. (2.1.6) 

Согласно формуле (3.12) гл. 3, величина 

Q Н(О) Н(О) Т (S(O) S(O) ) = тв - жиДк = ТВ - ЖИДК (2.1.7) 

есть не что иное, как теплота перехода. Тогда из (2.1.6) по,'учим 

Q 
т ~T +(Vжидк-VTB) ~P = (Сжидк-Ств) RT. (2.1.8) 

Определим изм~нение температуры замерзания при растворении каКОГО- ,1ибо 
вещества при неизменных прочих условиях . Иными словами, положим Р=РЕ, 
т. е . ~P = О. Если растворенное вещество нерастворимо в твердой фазе, т. е. 
если оно вымерзает в процессе затвердевания, то СТВ = О. Тогда из (2.1.8) 
имеем 

(2.1 .9) 

где С = Сжидк И Т = ТЕ' Вследствие более высокой степени порядка энтропия 
твердого тела меньше энтропии жидкости (см. гл. 3, § 3). Поэтому величина Q 
в соответствии с (2.1 .7) отрицательна. То же справедливо и для величины ~T 
(2.1.9). Таким образом, температура замерзания раствора ниже температуры 
замерзания чистого растворителя. Зависимость температуры замерзания от 
концентрации и теплоты плавления называют соответственно первым и вторым 

законами Рауля. Поскольку 

Ns 
pV=NLML, m=NsMs, С=СЖИДК=NL' 

(где N L' N s- число молекул растворителя и растворенного вещества, M L, 
Мs-относительные молекулярные массы), то, относя теплоту плавления 
к 1 кмоль, имеем 

~T = M LmRT'1i или 
MSPLQV 

mT'1i 
Ms=R pQ~T/ML 

Подстаеляя ЧИС.1!овые величины, находим 

М - 1,987·17,5·278,682 1838 
s-0,879.1Q3.30,39.0,55 ' . 

Относительной молекулярной массой 184 обладает соединение СlЗН~8' «ледо­
вательно, в рассматриваемом случае речь идет именно об этом парафине. 
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2.2. Понижение давления насыщенного пара 
В 1 л четыреххлористого углерода CCI 4 (ML = 153,8), имеющего темпера­

туру кипения 76,7 ос при давлении 1 атм , растворены ms = 20 г анилина 
C6H5 NH 2 (Ms = 93,06). Определить обусловленное этим изменение tJ.P упру­
гости насыщенного пара. На какую величину изменится температура кипения 
при постоянном давлении Р = 1 атм? (Р L = PCCl, = 1,60 r J CM3, теплота испаре­

ния 46 ккал/кг). 

Решенне 

Будем исходить из соотношения (2.1.8) и применим его к переходу из 
жидкого в газообразное состояние: 

(2.2.1) 

Температуру Т примем равной температуре кипения Ts чистого растворителя 
при внешнем давлении P=P(Ts), т. е. положим tJ.T=O. Тогда из (2.2.1) 
имеем 

IlP = (СГVЭ-СЖVJJ.И) RT. (2.2 .2) 
гаэ~ ЖИJJ.К 

На основании уравнения состояния идеального газа можно приближенно 
считать, что 

RT 
Vгаэ=р ~ VЖИJJ.К (2.2 .3) 

И положить Сгаэ = О. После таких упрощений получаем следующее выражение 
для понижения давления насыщенного пара: 

1 АР~-'-:;;~-'Р(Тs) 1· (2.2.4) 

Следовательно, упругость насыщенного пара раствора ниже, чем чистого рас­
творителя. 

Если давление остается постоянным, т. е. если tJ.P = О, то из (2.2.1) при 
Сгаэ = О, СЖИ}!.К = О находим 

(2.2.5) 

Поскольку величина Q = НЖИJJ.к-Нгаэ отрицательна, изменение температуры 
tJ.T положительно . Таким образом , наличие растворенного вещества приводит 
к повышению точки кипения. Подставляя в (2 .2.4) и (2.2.5) соотношение 

Ns tnsML 
С= N L = MSPLV' (2.2 .6) 

получвем 

IlP = _ м LmS Р (Т ) 
MSVPL S 

и (2.2.7) 
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При заданных численных значениях изменение давления насыщенного пар а 
равно 

153,8·20·10-3 
АР=-93,06.IО-З. 1,60. 103 1,0=-0,021 атм, 

а для изменения температуры кипения при постоянном давлении имеем 

20·10-3.1,986·349,92 
АТ=9З,06.10-~.I,60.103.46 1<=0,711<. 

2.3. Осмотическое давление, теплота растворения, растворимость 

В табd. 35 приведена растворимость водорода в воде при внешнем давле· 
нии Р = 1 ;lTM дЛЯ различных значений температуры. Определить осмотическое 
давление в насыщенном растворе. Найти теплоту растворения при pacTBqpe­
нии 1 кмрль водорода, если температура равна 25 ос, а давление составляет 
4 атм. I<ак изменится объем в результате процесса растворения? 

Таблица 35 

Растворимость Н2 в Н 2О при Р = 1 атм [максимальное число 
ng (Н2) киломолей водорода на 1 м3 воды] 

Температура, ос 

Решеиие 

о 

9,51 
2,14 

10 

8,61 
2,00 

20 

7,92 
1,90 

30 

7,28 
1,81 

40 

6,83 
1,75 

50 

6,39 
1,70 

Чтобы получить выражение для осмотического давления из химического 
потенциала, рассмотрим в соответствии с фиг. 15 (задача 1.9 r.1J. 2) два 
раствора, которые различаются только концентрацнями (Сl н С2) растворенноГо 
вещества. Полупроницаемая перегородка пропускает лишь молекулы раство­
рителя; вследствие этого равенство хнмических потенциалов по обе стороны 
перегородки выполняется только для растворителя. В то же время перего­
родка препятст,ВУет выравниванию концентраций растворенного вещества. 
По эТой причине химические потенциалы растворенного вещества и осмотические 
да'вления в обоих растворах различны. 

Равенство химических потенциалов растворителя означает, согласно фор­
муле (2.12), что выполняется соотношение 

!-Ico (Рl, T)-СlkТ = !-Ico (Р2' T)-С2kТ. (2.3.1) 

Разлагая в ряд, находим в первом приближении 

!-IсО(Р2, Т) = !-Ico(Р1 , T)+(д~pO)T(P2-Pl)' (2.3,2) 

в соответствии с формулой (3.20) гл. 2 имеем равенство 

(2.3.3) 
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.подставляя {2.3.2) и (2.3.3~ в (2.3.1), получаем 

NokT 
P~-Pl = (C~-Cl) -v-' (2.3.4) 

Что6JS найти осмотическое давление, положим 

N 
С2 =С= N

o
' Сl=О' (2 .3.5) 

Ины~1И словами, мы предполагаем, что пО одну сторону nерегородки находит­
ся чистый растворитель, а по другую-раствор с концентрацией С (см. фиг. 15). 
Тогда, согласно закону Вант-Гоффа для ОС"tOтuческого да6Ленuя, имеем 

I P~.~~=~! {2.3.6) 

8'1i1qЙСJl~iНlOе на основании этого за:копз 1}СМО'l'ическое давЛt!Nие nРllведеЭQ 
в табл. 35. Пр~ растворении 6N молекул энергия Гиб6с:а ПЭМ~НjfеТС}j на 
величину 

ЬG {Р, Т) = (!tc раств - !tc иераств) БN, (2.3.7) 

~Ae t1l'Hep~t'l1l 11 t1tPac!,,-:КИМ1fческие FlотеНЦ}ftlЛЫ нераст,воренноro и раство­
ренного вещесгв, ВеЛ!Ичина :!tc_epaC11l зависит 011' конкретного состояния не­
растворенного твердого, жидкого или газробразного вещества. 

В насыщенном растворе существует равновесие между нерастворенным 
и раi::творенншм веществом. Поэтому 

ы1 {Р, 1')= Q или ,""С p1I<:111 =ttc пер~tТII' (2,.1,8) 

Если в жидкос'!'и растворяется газ -с постоянной моля1рной reплоемхостые. то, 
cOf.JJacHo (1.2{j), химический потенци·ал нерЗС1\80ренного вещества можко пред­
стаВИТЬ в ви;це 

'И о ер 
I-Iсиераств= N А +kT '" р- N А Т In T-kn='Фиераств (T)+kT In Р. 

(2.3.9} 

Для х,имическогопотенциал,а раст.воренного вещества в соответствии с (2.14) 
иМ~м . 

~~ =!1с раств '= 'Фраств (Р, 'Т) + k'r IП~, '(2.'3.10~ 
где Nij7"ЧИСЛО молеку.JJ растворителя. При не очень больших да/lлениях 
своис'ГваЖиДКОСТИ в общем случае лишь flезначительно зависят от внешнего 
давлеНIIЯ Р, так что в первом приближении можно записать 

'Фраств (Р, Т) = 'Фраств (Т). (2.3. Щ 

Подставля}! (2.3.9) и (2.3.10) в (2.3.'8), получаем закон Генри для растворимо­
сти газа в жидкости 

N макс (!tc нераст,в - !1с раств) 
C .. aKc=~exp kT = 

= Р ехр ('Фпераств (T~;: 'Фрас<rв {Т)) = f (Т) Р. 
(2.3.12) 

в соответствии с этим законом растворимость газа в жидкости в первом 
приближении пропорциональна внешнему давлению. Для изменения энергии 
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Ги66са при растворении БN частиц, используя (2.3.7), получим в случае не· 
насыщенного раствора выражение 

БG= ('Фраств+kТlп NN -J.tснераств)бN=kТlП N N БN= 
о макс 

=kT In_
c_ БN. 

Смаке 
(2.3.13) 

Изменение энтальпии БН р в процессе растворения определим по формуле (1.3 .6) 

БН = -Т2 (~БG) =kT2~N ( alnCMaKc ) 
р дТ Т р U дТ р' (2.3.14) 

Orсюда наJCpДИМ теплоту растворения при растворении N частиц или n кило· 
~юль 

Для изменения объема получим на основании формулы (3.20) гл. 2 выражение 

~v_(дБG) __ kТБN 
U - дР т- Р' (2.3. \6) 

!(ак следует из табл. 35, при t) = 25 ос и Р = 4 атм растворимость равна 

NMaKc 4·7,60·\0-4.\8 
CMaKC=~= 1000 5,47·\0-0. 

о 

В рвссматриваемом интервале 5 К увеличение натурального логарифма раство­
римости составляет 

dlncMaKC dCMaKe 1000·4.(7,28-7,60).\0-4.\8 
dT Смаке --;п-= 4·7,60·\0-4·18·\000·5 

=-8,42.\0-3 К-l. 

С учетом этого находим из (2.3.15) теплоту растворения кмоль водорода 

Qp= 1,987 ·2982·8,42.\0-3 ккал = \486 ккал. 

2.4. Взаимное влияние растворенных веществ. 
Закон разведения Оствальда 

В раствор 0,1 моль/л уксусной кислоты (константа диссоциации 
K1 = \,86·\0-0) добавляются 0,05 моль/л бензойной кислоты (К2 = 6,5.\О-О). 
Определить состояние диссоциационного равновес ия до и после добавления 
второй кислоты . 

Решенне 

Диссоциация кислоты в растворе описывается формулой 

AB~A+ + B-. (2.4.1) 

Пусть a,!I) (i = \, 2) обозначает степень диссоциации кислоты, т. е. долю ~ис· 
социированных молекул по отношению к первоначально имевшимся, n!l)_ 

12 Н. 3270 
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концентрация в кмоль/м3 или моль/л. Согласно закону действующих масс, 
имеем 

nи) nи)_ 
A~")B =Юi) (i=l; 2). (2.4.2) 
n~B 

Учитывая, что 

nи) - n(i) - аnи) 
А+ - В- - , (2.4 .3) 

находим из (2.4.2) закон разведения Оствальда: 

(2.4.4) 

При стремлении концентрации nщ к нулю степень диссоциации должна стре­
миться к единице. Таким образом, при достаточно сильном разведении насту· 
пит полная диссоциация. 

В рассматриваемом случае имеем K(i) ~ nа) и, следовательно, а,а) ~ 1; 
поэтому можно приближенио представить степень диссоциаuии в виде 

( ка) 
а,а) = --. ' 

n(l) 
(2.4 .5) 

Подставляя заданные численные значения, получим для раствора уксусной 
кислоты 

(1)- , ;1,86.10- · 
а, - v 0,1 

и для беНЗ0ЙНОЙ кислоты 

(2)_ , ;- 6,5·10 ь 
а, - v 5 . 10-2 

J ,36 · 10-2 

3,6.10-2. 

Если обе кислоты присутствуют в растворе одновременно и степени их дис­
социации равны соответственно ~(1) и ~(2), то В обоих состояниях диссоциа­
ционного равновесия необходимо учитывать полную концентрацню водорода. 
Тогда получим уравнения 

(n(l)~Щ + n(2)~(2» n(l)~(l) (n (l)~(1) -+ n (2)~(2» n(2)~(2) К(2). 
кщ, 

n(1) (1_~(1» n(2) (1_ ~(2» 
(2.4.6) 

Предполагая снова, что ~(l) ~ 1, ~(2) « 1, находим из (2.4.6) 
(n(l)~(1) + n(2)В(2» ~(l) = Ю1), (n(l)~(l) + n(2)~(2» ~(2) = к<2), (2.4.7) 

откуда имеем 

(2.4:8) 

Разрешая систему уравнений 
~(l) и В(2), получаем 

(2.4.7), определяющую равновесие, относительно 

a.(l) 

В (!) - --;:===;:;:;:=::=:;:-
- ,; , n(2) К(2) 

V 1, n(l) к<1) 

кщ 

(2.4.9) 
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и 

к<2) 
~ (2) = -:;г=;:;;;::;т.:;:;=;===;:;;:::::::~ 

у n(l)K(l) + n(2)к<2) (2.4.10) 

Из промежуточных равенств следует, что ~(l"> < аа). Следовательно, при до­
бавлении второй кислоты степень диссоциации первой кислоты уменьшается. 
Подставляя численные значения, находим 

~Щ = 1,86·10-5 = 8,23.10-3, 
VO,I.I,86.1O-5 + O,05.6,5.IO 5 

~(2) 6,5·10-5 823 10-3 - 288 10- 2 
1,86·10-5 " - ,' . 

в соответствии с этим относительное число диссоциировавших молекул более 
слабой киСЛОf11.bl с меньшей степенью диссоциации уменьшается сильнее, чем 
более сильной кислоты с большей степенью диссоциации. Аналогичным обра­
зом ведут себя кислоты при в:'!аимодействии с солями. 

2.5. Гидролиз 

При физиологических исследованиях очень часто бывает необходимо до­
бавлять к некоторому раствору небольшую, однако точно определенную кон­
центрацию ИОflOВ Н или ОН. Слабые основания и кислоты весьма подвержены 
влиянию побочных условий, например содержания щелочей в используемых 
химикатах и на стенках сосуда или содержания СО2 в воздухе, поэтому обыч­
но применяются гидролизуюшие соли, т. е. продукты нейтрализации, образо­
ванные из сильного основания и слабой кислоты или наоборот (буферные 
растворы). Концентрацию таких растворов можно сделать очень большой, 
поэтому они 'менее чувствительны ко всякого рода паразитным влияниям . 

Вычислить концентрацию ионов ОН для раствора n = О, 1 мольjл фенолята 
калия. Константа диссоциации фенола (слабая кислота) имеет значение К = 
= KHR = 1,3· 10-10. 

Решение 

Растворенная соль диссоциирует в соответствии с уравнениями вида 

A++R-':;::: AR или 
nл+ n R-

--.......;..- = КлR · 
nлR 

(2.5.1) 

Будем предполагать, что имеет место практически полная диссоциация ней­
тральной соли. Наряду с диссоциацией, описываемой уравнениями (2.5.1), 
в системе устанавливается равновесие относительно диссоциации воды : 

Н+ + ОН- .:;::: Н2О илн nн + nон- = К(н,о) =nн,оКн,о' (2 .5.2) 

Ионы водорода реагируют с ионами кислотных остатков R -. Эта реакция 
описывается уравнениями 

nI-\ +nR -
---'-'--....:..:....- = К н R • 

nI-\R 
(2.5.3) 

В уравнениях (2 .5.2) и (2.5.3) концентрация ионов водорода должна иметь 
одно и то же значение. Учитывая это и деля (2.5.2) на (2.5.3), находим урав-

12 * 
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нение для концентрации ионов ОН-

которое определяет равновесие для реакции 

HR + OH- ~ H20 + R-. 
Число nон - должно быть равно концентрации n HR ионов водорода, 
ных с кислотными остатками. С учетом этого имеем из (2.5.4) 

yK~H 20) nR-
nон - = К ' 

HR 

а концентрация ионов Н +, согласно (2.5 .2), равна 

nн + = К(н ,о)= .. ;K(H,o)KHR . 
nон - V nR -

(2.5.4) 

связан-

(2.5.5) 

(2.5.6) 

Подставляя численные значения и принимая во внимание; что nR = 0,1 кмоль /м3 , 
находим из (2.5.5) 

.. ;10 14 ·01 
nон - = V 1,3.10 ~о=2,8.IО-~:;=О,О028 кмоль/м3 • (2.5.5а) 

Степень гидролиза у показывает, какая часть введенных в раствор ионов более 
слабого электролита переходит в недиссоциированную форму: 

nHR nон -

У=-n-=--n- . 

в рассматр-иваемом случае имеем 

_ 2,8·10-3 _ 0028 
У - 0,1 -, , 

(2.5.7) 

т. е. 2,8% всех ионов калия реагируют согласно уравнению (2.5.1). дЛЯ КБН­
центрации ионов водорода получим из (2.5.6) 

10-14 
nН +=2,8.10_ з =1O-11 ,45 кмоль/м3 или рН=II,45. 

с.~едовател ьно, реакция раствора будет щелочной, т. е. фенолфталеиновая бу­
мага (изменение окраски от белой до красной при значениях рН в интервале 
от 8,3 до 10) будет окрашиваться в красный цвет, а .~акмусовая бумага (из­
менение окраски от красной до синей в интервале рН от 6 до 8)-в синий 
цвет. 

2.6. Радиус Дебая 

Раствор поваренной соли содержит 5 г NaCI на 1 л воды. Определиты 
радиус дебан и исследовать влияние заряженной частицы на ее окружение. 

Решеиие 

Пр~дположим, что раствор . разбавлен столь сильно, что молекулы NaCI 
полностью распадаюТся- на положительные ионы Na+ и отрицательные ионы 
Cl-. Между ' ионами действуют электрические силы притяжения и отталкива~ 
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ния. Кроме внутренней энергии нейтральных газовых молекул, в случае ионов 
появляется дополнительная электрическая часть. 

Рассмотрим окрестность положительно заряженной частицы и для каждого 
элемента объема этой окрестности усредним по вре~lени число появляющихся 
в нем ионов. При этом чаще будет регистрироваться появление отрицательно 
заряженных частиц. от epeAfeHHblX средних перейдем к nространсrnвенным сред­
ним и заменим дискретное распределение элементарных зарядов непрерывным 

распределением. При этом будем рассуждать следующим образом. Рассматри­
ваемый ПО.~ожительно заряженный ион создает вокруг себя электрическое поле 
с потенциалом 'Ф 1). 4аСТИllа с зарядом Ze- обладает в этом поле потенциаль­
ной энергиеtZе- 'Ф. При этом, согласно закону распределения Гиббса, число 
частиц с зарi'ДОМ Ze- в объеме dV составляет 

. dN_=с_гzе -1)1/kТ dv (е-=-е+=-е). (2.6.1) 

Аналогично для числа частиц с зарядом Ze+ имеем 

dN + =C+e- ze+ 1)1/kT dV. (2.6.2) 

При 'Ф ..... о ионы распределены 13 пространстве равномерЖ'l. Отсюда следует, 
что 

С 1
· dN_ 

- = 1т d·V ' 
1)1 ... 0 

С 1· dN + 
+= 1т -dV О . 

ф--+О 
(2.6.3) 

Если имееrС1l только по ОДНО~IУ сорту положительных и t'JТl"ицательных ионов, 
то вследствие электронейтральности paCTВCJpa можно положить 

N_ N+ N 
С_=С+=-У=У=У' (2.6.4) 

где N -число электрически заряженных частиц одного сорта. Плотность 
nространственного заряда в некоторой точке с поте8циалом 'Ф определяется 
выражением 

dN+-dN_ Z 2NZe h Zеф 
Р= dV e=---ys и' (2.6.5) 

ПЛОТ!lОСТЬ заряда Р и потенциал 'Ф связаны диФФеренциальным уравнением 
Пуассона 

~'Ф = - ~ , (2.6.6) 

где Е =E,Eo-диэлектрическая IJроницаемость. для ; вакуума имеем Ео = 
= 8,854·10-12 А · с/В,м. Относительная диэлектрическая проницаемость состав­
.1яет для разбавленного раствора Е, = 88. Подставляя- (2.6.5) в (2.6.6), получаем 

~'I'= 2~EZe sh ~e: о (2.6.7) 

Будем предполагать, что 

Zе'Ф 
w~I, (2.6.8) 

1) В вакууме это был бы обычный кулоновский потенциал. Однако в среде 
к кулоновскому полю заряда добавляется поле поляризованной им среды, 
поэтому задача состоит в определении 'Ф .. Она рещается самосогласованным 
образом: при заданном -ф находится пространственное распределение ионов 
BOKpyr заряда [их плотности выражаются через 'Ф при помощи (2.6.1) и (2.6.2)], 
а ·по пространственному заряду этих ионов при помощи уравнения Пуассона 
находится потенциал '1'. -Прим. ред. 
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следовательно, приближенно можно записап, sh Zеф/kТ = ZефjkТ. Тогда в сфе­
рически-симметричном случае с учетом (2.6.6) и (2.6.7) получим 

Величина 

,, /EkT V 
D = V Z2e22N 

(2.6.9) 

(2.6.10) 

имеет размерность длины. Ее называI?Т радиусом Дебая-Хюккеля или радиу­
сом экранирования. Величина 2N представляет полное ЧИС.l0 ионов, имею­
щихся в объеме V. Общее решение дифференциального уравнения (2.6.9) 
имеет вид 

'Ф = А ехр (- r jD) +В ехр (тЮ). 
Т Т 

(2 .6.11) 

Коэффициент В должен равняться нулю, поскольку в противном случае с уве­

личением расстояния от центра потенциал будет неограниченно возрастать. 
Коэффициент А определим из условия, что при малых т должен получаться 
чисто кулоновский потенциал. Это дает 

A=~. 
4ЛЕ 

(2.6.12) 

В результате решение уравнения (2.6.9) принимает вид 

'IjJ=~е-ГID. 
4ли 

(2 .6.13) 

На расстояниях т ~ D потенциал спадает очень быстро. Следовательно, обра· 
зующееся вокруг рассматриваемого положительного иона облако отрицатель­
ных зарядов приводит к экранированию положительн~го заряда на расстоя, 

ниях , превышающих дебаевский ради ус. 
В рассматриваемом случае, исходя из массы растворенного вещества, при 

полной диссоциации получим для числа частиц величину 

. mNA 5·10-3.6,02·1026 
N=N + =N_= Мг = 58,5 5,15·1022 л- 1• 

Теперь найдем из (2 .6.1 О) дебаевский радиус 

_ -. /8,854 .10-12.88.1,3.8.10-23.300.10- 3 _ -9 

D- r (1,60.10 19)2.2.5,15.1022 - 1,11·10 ы. 

Полагая в (2.6.8) D = т и используя решение (2.6.13), получаем с учеroм Z = 1 

Zеф(D) e2 exp(-I) 
-w-= 4ЛЕDkТ 
_ (1,60.10-19)2.0,368 
- 4·3 , 14 ·88.8,854.10 12·1,38·10 23·300 0,21. 

Таким образом, в рассматриваемом случае условие (2.6 .8) ВЫПО.~няется для 
полей, отвечающих значениям т > D. 
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2.7. Давление раствора сильного электролита 

Определить давление дл я раствора, содержащего 5 г/л NaCI и 10 г/л 
NaZS0 4 • 

Решение 

При нахождении функций состояния сильного электролита неоnходимо 
учитывать электрические силы, действующие между диссоциированными части­
цами . Если в растворе , имеются заряженные частицы, то к термодинамиче­

ским величинам, найденным для электрически нейтральных частиц, следует 
добавить кулоновский член . Поэтому запишем свободную энергию для ионов 
в виде 

F =Fид+ FЭЛ • (2.7.1) 

Согласно формуле (3,16) г л. 2, функция F удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 

Р-Т (дР) =и. (2.7.2) 
дТ v 

Это уравнение справедливо для величины F Ид' поэтому функция F ЭЛ также 
должна удовлетворять ему. Решен ие уравнения (2 .7.2) без правой части имеет 

~( OZe+ oZe-

oZe~ Фиг . 66. Экранирование положительного заряда. 

внд F~л = аТ. для нахождения решения неоднородного уравнения (2.7.2) про­
изведем вариацию постоянной а = а (Т), тогда получим 

Т2 da (Т) _ U - 5 u ЭЛ - --;rг--- ЭЛ или а-- 'Т2 dТ . 

Отсюда для кулоновской части свободной энергии находим 

Fэл = - Т 5 и.;2Л dT. 

(2.7.3) 

(2.7.4) 

Чтобы ВЫЧИС,1ИТЬ кулоновскую часть внутренней энергии ионного газа, вос­
пользуемся формулой (2 .6. 13) , определяющей потенциаJ! в окрестности поло­
жительного заряда (фиг. 66). В результате получим 

Ze ( , Г , ) " Ze Ze [ ( ' )1 '1) = 4лег ехр -'[5 =4лег-4лег 1-ехр -75 ' J='Ф++ 'Ф -. (2.7.5) , 

Первое слагаемое в (2.7.5) представляет кулоновское поле, создаваемое рас­
положенным в центре положительным ионом с зарядом Ze, второе слагаемое 
есть потенциал, обусловленный облаком отрицател ьных зарядов, образовав-
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шимся вокруг рассматриваемого иона. В соответствии с (2.7.5) это облако 
создает в месте расположения выделенного положительного иона потенциал 

1\'_ (О) = -liт ~ [1-ехр (- ~)] =-~. (2 .7.6) 
Г-+ о 4ли D 4л"D 

Потенциал 1\'_ (О) определяет энергию, необ~одимую для перемещения единич­
ного заряда из .бесконечности в точку нахождения положительного иона при 

условии, что последний в этой точке отсутствует . Следовательно, положnтель­
ный ион с зарядом Ze+ оБJlадает энергией (е=е+ =- е-) 

Z2e2 

ЕЗJl = Ze +1\' (0)=- 4леD' (2.7.7) 

Такое же значение энергии получится и для отрицательного иона . Электри­
ческая энергия всех ионов в объеме V опи~ывается выражением 

. 1 e2~NiZI 
и --- (2.7.8) 

Э!I - 2 4л"D ' 

где суммирование необходимо распространить на все сорта ионов. При этом 
следует иметь в виду, что каждый ион учитывается дважды: один раз как 
выделенная центральная частиuа, и один раз как составная часть экрани­

рующего заряда. Чтобы не учитывать его взаимодействие с остальными ионами 1 
дважды, вводится множитель 1 / 2' 

Что касается дебаевского радиуса, то при его определении необходимо 
исходить из того, что уравнение Пуассона приводится к виду 

1 
А1\'- D2 1\'=0, (2.7.9) 

где величина 

D = YёVkТ" _~1== 
е V~NjZ~ 

(2.7.10) 

и есть дебаевский радиус системы. Тогда, используя (2.7.4), получаем для 
!lлектрическо~ части свободной энергии выражение 

( ~NjZг)З/ 2 i (~NjZ;)З/ 2 
F _ е i т dT _....:. ~ i . + с-

'JI - 8n YB3Vk Т5/ 2 - 12л YBsVkT -

е2 ~ NjZ; 
, (2.7.11) 

i + С 
12леD 

где С-постоянная интегрирования. С помощью (2 .7.11) можно определить 
кулоновские поправки ко всем тер~юдинамическим величинам для раствора 

электролита . В соответствии с формулой (3.15) гл. 2 поправка к давлению 
за счет кулоновского взаимодействия равна 

ез (~NiZi )3/2 
р =_ ( дFэл ) ___ ' --,-_i===:---

8.11 \ av т - 24n у Е3VЗkТ 
(2.7.12) 
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Согласно закону Вант-Гоффа [см . ( 1.9. (1) гл. 2] для осмотического давления 
~ N i электрически нейтральных частиц имеем 

i 
kT~Ni 

Р N = ---:-~,-- (2.7.13) 

Если концентрация ионо!! с зарядами Zie (зарядовые числа Zi могут быть 
положительными или отрица:гельными) равна N i/V. то с помощью (2.7.12) и 
(2.7.13) находим 

_ [~Ni 1 (е2 ~NiZj)З/ 2] 
Р" -kТ -V--24л BVkT = 

= [~ni_ VNA (e2 ~niZl)3 /2 ] 
RT V 24л B~'kT' (2.7.14) 

При полной диссоциации из 5 г NaCJ и 10 г NaZS04 образует&я .,24.1022 
ионов S04' 13.63·1022 ионов Na и 5,15 ·1022 ионов CI. 

Учитывая, что каждый ион 50, двукратно заряжен. имеем 

~ N ill =3,57 ·1023. 
i 

Тогда для осмотического давления ионов в растворе получим вмичину 

Р 1= 1,38·10-23·300·9,87 ·10-6 X 

.{~,30'1023 1 [ (I ,60 .10-19)Z.3,5? 1023 ]3/ 2} 
Х 10-3 24.3,14 _88.8,854.10-12,10-3.1 .38.10-23.300 = 
=4,09·10-26 (2,30.1026-0,63.1026) = 6,83 атм. 

Таким образом, диссоциация растворенного вещества на ионы приводит к повы­
шению осмотического давления по сравнению с раствором нейтральных частиц, 

/Р311 1/(P1+ Рэл) 

аю~--~-.----,,~, 

Фиг. 67. Поправка к осмотическому 
давлению раствора электролита ::!а 

счет эле ктрических сил. (По работе[?] . ) 
Для точечных ионов имеет место равенство 

( ~niZ~ )з/' 

V'/,~ n; 
i 

Прямая представпя~т поправку при Т=О·С. 
E=88€o. n.=n.=n, Z.=-Z.=~ I я при­
ближении, в котором ионы рассматрива­
ются К8К точечные заряды. Кривые, рас­
положенные ниже, отражают ;за8НСИМОСТЬ 

от зффективиого диаметра ионов 2г S. 

поскольку каждый ион следует рассматривать как С~lOстоятельную микро­
частицу. Однако, с другой стороны, кулоновские СИ .'IЫ. действующие между 
частицами, уменьшают опiОТИ'lеское давлен ие . В рассматриваемом случае эта 
поправка, несмотря на относительно неБОJ1 ЬШое количество PZ,cTBopeHHoro веще­
ства, составляет бо/lее 1/4 Ееличины. которая лолучилась бы в прене6реже­
нии кулоновскими силами. С увеличением концентрации роль эле~тричес~ого 
поправочного члена возрастает, поскольку он растет как (N jV)3/ 2, в то время 
как нормальное ОСМОТИ'Jеское давление в растворе ЛИН~ЙНQ з~ви<;_ит от КQНЦ~НТ­
рации (фI1Г. 67). 
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Замечание. При проведении расчетов для всех точек пространства мы при­
меняли дифференциальное уравнение (2.6.9), справедливое .~ишь при условии 
(2 .6.8). Если же исходить из более точного дифференциального уравнения 
(2.6.7), то для кулоновских поправок получаются значения, несколько меньшие 
найденных в рассмотренном примере. 

2.8. ' Осмотическое давление в крови 

Давление внутри красных кровяных шариков равно. 8 атм . Какое кодиче­
ство повареl:lНОЙ соли необходимо добавить в 1 л чисто и воды, предназначен­
ной для вливания в вены пациента? Температуру положить равной темпера­
туре человеческого тела (37 ОС). Относительная молекулярная масса поварен­
ной соли составляет М r = 58,45. 

Решение 

Чтобы воспрепятствовать разбуханию красных кровяных телец и разрыву 
их оболочки, осмотическое давление Роем ri растворе поваренной соли вместе 
с внешним давлением должно уравновешивать давление внутри красных · кро­

вяных шариков .. Следовательно, осмотическое давление должно составлять 7 а'l'М. 
Если исподьзуется раствор поваренной соли, то при решении необходимо 

исходить из теории сильных электролитов, поскольку применение закона Вант­
Гоффа (1.9. 11) гл. 2, справедливого для нейтральных веществ, приводит к за­
вышенному значению требуемого количества поваренной соли. Согласно соотно­
шению (2.7.14), для вещества, диссоциирующего на одновалентные ионы двух 
сортов, имеем 

(2.8.1) 

где n~число "юлей NaCI на 1 л (или киломолей на 1 м3). При заданных 
численных значениях находим 

7 =2n·8,314·103 ·31O -9,87 _10-6 (1-0,265 y~;~~ У2n) , 

или, после вычислений и подстановки т = М гn = 58,45n, 

0,125m (1-0,0405 у т) = 1. 

Здесь т-масса растворенной поваренной соли. 

(2 .8.2) 

Уравнение (2.8.2) имеет решение m=9,1. В соответствии с этим концент­
рация поваренной соли в физиологическом растворе, предназначенном для вве­
дения в вены пациента, должна составлять 9,1 г/л (более точное среднее зна­
чение 8,9 г/л). 

2.9. Понижение температуры за~рзания 
раствора сильного электролита 

В 1 л воды растворено m=15 r поваренной соли (М г =58,45). Опреде­
лить понижение температуры затвердевания. 

Реше'!ие 

Согдасно формуле (2.1.9), в случае недиссоциирующего растворенного 
вещества изменение температуры затвердевания опреiJ.еляется выражением 

дТ =cRTJ; (2.9.1) 
Q 
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f.[J.e 

Ns ns 
С=-=-

NL n! 
(2.9.2) 

- концентрация раствора, Q < О-теплота плавления . Осмотическое давление 
в соответствии с законом В ант-Гоффа равно 

p=nsRT 
V . (2.9.3) 

Осмотическое давление в растворе сильного электролита определяется форму­
лой (2.7.14) 

[ 
1 .. / NA( е2 ~ niZl )3/2. ]RT 

р! = ~ щ - 24л V V \ ekT У' (2.9.4) 
I 

в соответствии с этим в формулах (2 .9.1) и (2.9.2) вместо ns необходимо ис­
пользовать величину, стоящую в выражении (2.9.4) в квадратных скобках: 

(2.9.5) 

Таким образом, для изменения температуры замерзания раствора соли NaC I, 
распадающейся на одновалентные ионы двух сортов, получаем выражение 

RT2 lГ 2n __ 1_ -. /. N А (2e2ns )3/
2 ] 

Е S 24 л V V ekT !J.T = . . (2 .9.6) 
nLQ 

Ес.~и в качестве растворителя используетс·я вода, то находим 

!J.T = 2nsRT~ (1-0,265 Y2nS!V) . 
. nLQ 

(2 .9.7) 

Подставляя в (2.9.7) заданные численные значения и n = т/М r (ср. задачу 
2.1) , получим окончательно 

!J.T = _ 2· 15· 1,986·2732 (1-0,269 Y2.15 j58,45) 
58,45 · 103·80 

- О,77К. 

Если бы мы применили закон Рауля для недиссоциирующих веществ, то для 
понижения температуры замерзания получили бы значен ие, составляющее 
всего 0,47 К. Точно измерить ПDнижение точки замерзания гораздо легче, чем 
определить осмотическое давление. По этой причине явление понижения тем­
пературы замерзания имеет большое практическое значение. 

Упражнения 

У.2.1. 

У.2.2. 

У.2 . 3. 

Определить понижение температуры замерзания для ра створа т = 20 r 
анилина (Ms = 93,06) в 1 л мети.~ОВОГО спирта . 
Найти понижение даl!ления паРil при 100°С при растворении 100 г 
глюкозы C6H120 6 (Ms= 180) в 1 л воды. 
Затвердевание некоторого сплава из магния и серебра начинается 
при Т = 905 К и сопровождается выделением чистого магния. Тепло­
та плавления чистого магния составляет 46,5 ккал/кг, точка затвер­
девания Т = 922 К. Определить относительную массу серебра в сплаве 
(A Mg = 24,32, AAg= 107,9). 
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У.2.4. 

У.2.5. 

У.2.6. 

У.2.7. 

У.2 . 8. 

У . 2 . 9*. 

Y.2.10. 
Y.2.11. 

Y.2 .12. 

Y.2.13. 

Y.2.14. 

Y.2.15. 

Y.2.16. 

Y.2.17. 

У.2.)В. 

У.2.20* . 

Гл. 5. СисmеШ>l, СОСтоящие из раЗАиЧI/ЫХ .микрочастиц 

При 1 атм и ООС растворимость азота в воде составляет 28,8 мгjл, 
а при !ОСС она равна 22,6 мгjл. Найти теплоту растворе ния при раст­
ворении 1 кмоль азота при оос. 
ВЫЧ\iСЛИТЬ осмотическое давление в растворе соляноii кислоты 
с концентрацией 0,05 мольjл при 200С. Чему равна поправка За счет 
электрических сил, действующих между частицами? 
Какое количество воды необходимо взять, чтобы растворить в ней 
1 кмоль азота при ООС и давлении 0,1 атм? 
Вычислить максимальное осмотическое давление, возникаюЩее 
в результате растворения азота при ООС и давлении 1 атм. 
Какова максимальная концентрация азота, растворенного в воде 
при температуре ООС и давлении 1 атм? 
1 л воды� при IOO°C содержит 50 г растворенного сахара. Какую 
минимальную работу необходимо совершить, чтобы удвоить концен­
трацию раствора (М сах = 342)? 
Чему равно число ионов водорода иа 1 л при ООС? (Ig Кн,о) =-14,94)? 
Какова концентрация муравьиной кислоты (константа диссоциации 
K=I,8.10-4), концентрация ионов ' водорода в которой имеет такое 
же значение, как в О,05-молярной бензО'йной кислоте (К = 6,~. 10-1i)? 
Определить значение рН для О,05-молярного раствора уксуснокис.10ГО 
натрия . Чему равна степень гидролиза? Константа диссоциации 
уксусной кислоты равна 1,8.1O- Ii , K(h,o) = IO- 14 • 

Какова концентрация раствора цианистого калия, дающая красную 
окраску фенолфталеИН080Й бумаги (рН > IO)? (Константа диссоциа­
ЦИИСИНИЛhНОЙ кислоты K=I,3.10-9.) 
Составить таблицу степеней гидролиза для концентраций 1; 0,1; 0,01; 
0,001 и значений К = 10-0, 10-6, 10-7, 10-8, 10-9. 
Определить дебаевский радиус экранирования для нейтральной 
в целом плазмы с концентрацией электронов N;V = 1024 м- 3 при 
температуре 107 К. 
Определить температуру замерзания воды Средиземного м{)ри, содер­
жание соли в которой составляет 38 г/л (М r = 60). 
Чему равен дебаевский радиус для раствора, содержащего 8 г/л 
NaCl и 30 г/л CaCI 2 при температуре 20"С? 
КаКО'8а величина ОСМО'ТИЧеСКО'ГО' давления при 200С в воде Балтий­
ского моря (среднее содержание соли 12 г/л, М r = 60)? Давление 
выра~ить в атм. 

К какому неравенству приводит требование, чтобы энергия электри­
ческого взаимодействия между диссоциированными частицами была 
мала ' по сравнению с тепловой эиергией? 
Вывести формулу, определяющую количество теплоты, выделяюще­
гося ' или пО'глощающегося при растворении 6N молеКУ,1 некоторогО' 
вещества при ПОСТО'ЯННО'М О'бъеме. 

§ 3. КИНЕТИКА ПРОЦЕССОВ ПРЕВРАЩЕНИЯ ВЕЩЕСТВА 

Введение 

Чтобы рассчитать ход физического или химического процесса 
превращениявещества, необходимо знать все стадии реакции. 
Во многих случаях реакция не приводит непосредственно 
к образованию конечного продукта в соответствии с брутто­
формулой, а протекает в несколько стадий, при которых обра­
зуются промежуточные продукты. 



§ 3. J(UHetrlli.Ka процессов nревращениfl вещества 365 

Пример 37 

Образование Йол.истого водорода происходит за один элементарный акт, 
в точном соответствии с уравнением реакции Н 2 + J.2 -~ 2HJ. Напротив, 
образование хлористого водорода при в зрыве смеси га зообразных хлора и во· 
дорода происходит в основном в результате трех последовательных стадий 
(см. задачу 3.6) 

(1) Cl 2 + ЕИ3:I ----> 2CI, (11) СI + Н2 ----> НСI + н, (1 I 1) Н + CI 2 -+ НС! + CI. 

Здесь Е"ЗЛ обозначает необходимую ДЛff начала реа кции энергию излучения. 

Аналогично превращение радиоактивных веществ всегда 
происходит с испусканием а- и ~-лучей, состоящих из ~a- и -f~­
частиц. Так, превращение 2:~U в 2::U происходит в следующей 
последовательности : 2~tTh, 2~~Pa, 2::U. Однако никогда не про­
исходит испускание четырех нейтронов, п утем которого могло 
бы осуществиться непосредственное превращение 2:gU-+2;~U. 

Течение реакции можно контролировать, измеряя изменение 
концентрации одного из реагентов . Если эта величина известна, 
то изменение концентрации остальных компонентов можно опре­

деЛИТЬ на основании стехиометрических соотношений. 

Пример 38 

Предположим, что при контролируемом протеканни реакции образоваиия 
хлористого водорода, состоящей из трех стадий 1, 11, 111, в результате ре­
акции I коицентраЦljff l\'I<мекуляр ного хлор а в течен ие одного часа умен ьши­
лась на I кмоль; тогда одновременно в результате той же реакции концен­
траЦИff атомарного хлора ДО.~жна У!lеличиться на 2 кмоль. 

Вместо концентрации можно пользоваться также пропорци~ 
ональными ей величинами, например числом частиц того или 
иного компонента реакции или его парциальным давлением. 

Пусть n обозначает число киломолей какого-либо реагента. 
Скоростью реакции, по определению, называют величину 

dn 
VR = dt . (3.1) 

Скорость реакции, как правило, зависит от концентрации всех 
участвующих в реакци.И веществ и от температуры Т: 

vR=f(n p n2 , ••• , Т). (3.2) 

Если изменение количества некоторото компонента реакции 
можно описать уравнением 

dnj = kmj (3.3) 
dt n i ' 

то реакцию называют реакцией тj-го порядка по отношению 
к соответствующему реагенту. При этом k есть константа ско­
рости реакции, или кинетический коэффициент реакции. 
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Пример 39 

Распад однородного радиоактивного вещества, например радия, происходит 
по З'акону 

dn 
-Тt=kn=лn, 

т. е. представляет собой реакцию первого порядка (т = 1). Константу скорости 
реакции k = л в теории радиоактивного распада принято называть постоянной 
распада. Подобно радиоактивному распаду , разложение целого ряда органиче­
ских веществ, на пример спирта и эфира, в общем случае также происходит в 
соответствии с уравнением реакции первого порядка. , 

При сложных химических процессах отдельные промежуточ­
ные стадии могут описываться громоздкими кинетическими 
уравненИ~ми. При этом весьма ~ущественную роль может играть 
концентрация того вещества, которое в собственно рассматривае­
мой реакции участия не принимает. 

Пример 40 

Реакция образования хлористого водорода Н2 + C1 2 -->- 2НСl описывается 
уравнением 

dnHCl ntl 
--=kНСl-~' - . 

dt По, 

Таким образом, эта реакция является реакцией нулевого порядка относительно 
водорода Н 2 , реакцией второго порядка относительно хлора и минус первого 
порядка относительно не входящего в уравнение основной реакции кислорода . 

Общим, или суммарным, порядком реакции называют, по 
определению, величину 

(3.3а) 

в примере 40 общий порядок равен т = mCl,+mH,+mO, = 2+0-
-1 = 1. Полное число столкновений между молекулами двух 
газов, согласно гл. 3, § 4, пропорционально концентрациям 
обоих газов. Реакции вида 

(3.4) 

для протекания которых необходимо столкновение двух молекул, 
идут, следовательно, со 'скоростью 

dnAC 
~=knАВnСD, (3.4а) 

если только на их ход не влияют какие-либо дополнительные 
факторы. 
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Пример 41 

В случае образования йодистого водорода имеем 

dnНJ 
"{[t=kиJnн,. nJ, 

Общий порядок реакции равен двум. Поскольку 

у ра,внение реакции можно записать также в виде 

d;~J ;", k ИJ (пои . - ~ nНJ ) ( nOJ. - { n ИJ ) , 

где Пои , и nOJ • - началЬные концентрации водорода и Йода . 

Если в результате реакции какое-либо из участвующих в ней 
веществ прореагирует практически полностью, то реакцию на­

зывают не06ратимоЙ. Такие реакции характеризуются тем, что 
в состоянии равновесия остается лишь исчезающе малое коли­

чество какого-либо реагента . Если же в состоянии равновесия 
присутствуют коцечные количества всех реагирующих веществ, 
то реакция протекает неполностью, или обратимо. В этом слу­
чае в уравнении кинетики необходимо учитывать также и об­
ратную 'реакцию. 

Пусть ход реакции в одном направлении описывается урав­

нением 

(З.5а) 

а в противоположном-уравнением 

(3. ,5б) 

-+ +-
Здесь k и k-констаНТbI скорости прямой и обратной реакций, 

-+ -+ 
называемые иногда просто скоростями, dn; и dn;-количества 
вещества i, вновь образовавшегося и распавшегося за время dt 
в результате прямой и обратной реакций соответственно. Эти 
величины" следовательно, не являются векторами. 

Для результирующего изменения концентрации имеем 

-+ +-
dn· dn · 

(VR)прям-(VR)ОБР = cd----ai- = 

dn · -+-+ +-+-
=df= kt(n1 , • •• )-kf(n1 , ... ). (3.6) 



368 Гл. 5. Cucme,lIbl, состQящие из разлиЧf(,6/Х АlUкрочастиц-

в состоянии равновесия должны выполнятьоя pi;l.BeHcTBa 

( ) ) dn; _ О 
VR прим = (VR 06р или dt - . (3.ба) 

~сюда находим УСЛQвие равновесия: 

т k 
-=;-=~=Kc· 
f k 

Пример 42 

Образование йодистого водорода описывается уравнением 

d-;HJ -+ 
(VR) = --= knJ пи · 

прям dt 2 J 

Распад происходит в соответствии с законом 
.... 
dПИJ ~ 2 

(VR)o6p =(iГ= knHJ' 

Следовательно, суммарцая скорость 1) реакции равна 
--> .... 
dПИJ dПИJ -t ... 

(VR)прям - (VR)обр = --CiГ- -;rг = IlПJ,Пи. - knhJ' 

Отсюда находим константу химического равновесия: 

--> 9 

Kc =~- nj:jJ 
k - ПJ,пи , ' 

(3.7) 

Это уравнение для реакции Й·ода с во:п.ородом может быть получено также на 
основании закона действующих масс. 

Как указывалось в гл. З, § 4, общее число столкновений 
в смеси двух газов чреЗВI:>Iчайно велико, Если хотя бы каждое 
десятое или сотое столкновение приводило ' К реакции, то газо­

вая реакция должна была бы ДЛl1Тъся не более долей секунды. 
ОДl:iако это имеет место лишь для немногих реакций, например 
для реакции Ar + + Н2 ---+ ArH + + Н, которая I1сследовалась масс­
спектроскопическим методом. В то же время многие газовые 
реакции идут в тече ,ние часов .и даже дней, НаЛI1чие газокине­
тических столкновений является, таким образом, ЛИЩЬ необхо­
димым, но не достаточным условием для осуществления ХI1миче­

ского процесса. 

Чтобы между сталкивающимися молекулам» ПРОИЗQшла реак­
ция вида (З.4), при столкновении должна разрушиться химиче­
ская связь в ИСХОДНJ:>IХ веществах. Для этого требуется эатра-

1) Автор пользуется термином «брутто-скорость», вместо которого мы да­
лее будем употреблять названия «суммаРНая скорость» или ПРОСТО ' «скорость», 
имея в виду скорость образования . J(онечного проду кта. - При",. neрев, 
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тить энергию активации 100' Такие процессы с затратами энергии 
возможны, если ИСТОЧIЩКОМ энергии активации является или 

внутренняя энергия реагирующих компонентов, или подводимая 

к системе дополнительная энергия. 

Пример 43 

Реакция образования йодистого водорода протекает без подведения энер­
ГIЩ извне. Чтобы получить необходимую для реакци.и энергию активации, 
достаточно кннетической ЭНЦJгии с:гаJlкивающихся частиц. В противополож­
IJOCТb дТому реаКЦIjЯ H2 +C1 2 --+ 2НСl при комнатной температуре в полной 
темноте протекает крайне медленно и активируется лишь при подведении 
И'Звне энергии ИЗJlучеНШI. Таким образом, в этом случае кинетической энергии 
молекул Н2 и Cl 2 оказывается недостаточно д.~ Я их распада. 

Существованием энергии активации объясняется возрастание 
скорости химического превращения с повышением температуры, 

описываемое законом Аррениуса 

(3.8) 

Как неоднократно упоминалось выше, энергии сталкивающихся 
молекул распределены по экспоненциальному закону ехр (-80/ kr) 
(распределение Гиббса). Поэтому химическое превращение про­
текает в основном в соответствии с законом (3.8). Число столк­
новений возрастает пропорционально корню из температуры и 
rio сравнению с этим фаКТОРQМ оказывается малосущественнрlМ. 

Однако, даже если учесть энергию активации, необходимую 
для осуществления элементарной реакции при столкновении, и 
воспользоваться законом распределения Гиббса, число приводя­
щих К реакции столкновений, получающееся при теоретическом 
расчете, оказывается слишком большим по сравнению с: факти­
ческой величиной, о которой можно судить по действительному 
ходу реакции. Поэтому следует предположить, что не все столк­
новения приводят к реакции, даже если молекулы обладают 
кинетической энергией, достаточной для активации, и что частицы 
при столкновении должны быть определенным образом ориен­
тированы относительно друг друга . Например, в случае распада 
ЙО.llистого водорода эффективным при столкновении является 
расположение 

Н 

=~ 
I н I Н ! --+ 

J --+ I J I J I 
(перед столкновением) (после столкновения), 



370 Гл. 5. CucmeAlbl, состоящие из разЛUЧflbjХ А/Uкрочастиц 

в то время как расположение 

Гнl~ --~ 
I~I-+ --0 

не дает вклада в рассматриваемую реакцию. Зависимость от 
ориентации сталкивающихся частиц описывается с помощью 

коэффициента выхода столкновений, или стерuческого фактора т, 
который подобно энергии активации в широких пределах не 
зависит от температуры. 

С учетом энергии активации и стерического фактора получим 
из формулы (4.10) гл. 3 число столкновений, приводящих к ре­
акции: 

• -€ /kT - N N kAB. СО N N 
2АВ СО = те о <JVAB СО АВ СО = -N-- АВ СО , , А 

При этом, согласно гл. 3, § 4, величины 

<J = (г АВ + гсо)2л 
и 

- .. /8RT (1 1) 
VAB,CO= V Л МАВ + МСО 

(3.9) 

(3 . 9а) 

(3 . 9б) 

представляют газокинетическое сечение взаимодействия и сред­
нюю относительную скорость. 

Вследствие столкновений, число которых определяется фор­
мулой (3.9), концентрация вещества АС изменяется на величину 

dN АС 1 • 
dnAC=-N =-N 2АВ cDdt = 

А А ' 
€ / kT -= те - о aиA;~ coN ABNco dt. (3. 1 О) 

Путем сравнения с (3.9) при учете равенства nN А = N находим 
кинетический коэффициент 

-+ -
k AB; CD = k = N A<JVAB, сотг€о/k:Г. (3. 11) 

В предположении, что сечение взаимодействия постоянно, это 
приводит К температурной зависимости вида 

(3. 12) 
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Формула (3 . 11) получена в предположении, что сталкивающаяся 
молекула уже перед столкновением имеет необходимую для ак­
тивации энергию в виде внутренней энергии (3.2.6). Несколько 
отличная модель, основанная на кван,mовомеханuческом подходе, 
была предложена ЭЙрингом. В этой модели молекулы рассмат­
риваются как осцuлляторы, в которых атомы совершают отно­

сительно друг друга колебания с частотой v. Если расстояние 
между ними превысит некоторую предельную величину (см. 
фиг. 30), молекула может распасться. Вероятность распада про­
порциональна частоте 

kT 
V""'-'-h • (3. 13) 

Поскольку колебательная энергия также распределена по за­
кону Гиббса, для константы скорости реакции получается выра­
жение 

..... kT 
k = const' 71 e-ео/kТ. (3 . 14) 

Таким образом, помимо экспоненциальной зависимости, отвеча­
ющей закону Аррениуса, здесь имеется еще дополнительная 
линейная зависимость от температуры. 

Наконец, можно рассмотреть также тре-тью модель, согласно 
которой источником энергии активации служит кинетическая 

анергия сталкивающихся частиц. В этом случае при постоянном 
сечении взаимодействия зависимость константы скорости реакции 
от температуры имеет вид [см. ниже формулу (3.2.16)] 

-+ е- eo/kT 

k = const '"J7Т" . (3.15) 

Характер температурной зависимости во всех рассмотренных 
моделях определяется множителем ехр (- eo /kn. Он приводит 
к появлению в логарифме константы химического равновесия 
слагаемого -Eo/RT, что согласуется с экспериментом. Помимо 
этого, константа С'корости реакции содержит множитель та., оп­
ределяемый природой реагирующих молекул . Этот множитель 
дает в лога РИфf!1е константы равновесия слагаемое const .ln т. 
Оно зависи,Т от того, в какой форме поступает необходимая энер­
гия активации. Очевидно, этот член гораздо менее существен, чем 
глаВ!iЫЙ член, пропорциональный энергии активации. Иными 
словами, различие в характере столкновений и способе актива­
ции играет второстепенную роль по сравнению с вкладом энер", 

гии активации, поэтому при расчете коэффициента скорости 
в первом приближении им можно пренебречь. 
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Пример 44 

Энергия активаЦИи реакции СI + Н2 ........., НСI + Н при 285 1( составляет 
(6,1 ± 1)·103 ккал/кмоль. В диапазоне от 285 до 335 1( К9нстанта скорости 
реакции изменяется за счет входящей в не.о экспонеиты в 

( 
6 1·103 ) 

ехр -1,986.335 

( 
6,1.103) =5,0 

ехр - 1,986.285 

раз. Если же принять энергию активации равной 7,1· 103 ккал/кмоль, то соот­
ветствующий множитель оказывается равным 6,5. Следовательно, неточность 

при предварительном вычислении k составляет 300/0. С другой стороны, сомно­
житеЛь Т в константе скорости реакции изменяется при этом всего · лишь 
в 335/285= 1,18 раз. Это изменение, таким образом, лежит в пределах ошибки, 
оБУCJIовленной неточностью при определении энергии активации. 

Из § 1 следует, что константу равновесия в законе действую­
щих масс можно с помощью (1.6.5) выразить через обусловлен­
ное реакцией изменение энергии Гиббса: 

"i * (tJ.H* tJ.S*) lпКр=-LRТ(Нj-ТSj) или Кр=ехр -RT+R . 
(3.16) 

Величины, помеченны~ З.lj~здuчкои, относятся к активированному 
состоянйю. Поскольку в соответствии с (3.7) константа равно­
весия равна отношению скоростей прямой и обратной реакций, 

+- -+ 
то величины k и k также могут быть выражены t{ерез энеРГИIQ 
Гиббса. 

Фиг . 68. Схема энергии акти­
вации. 

Если положить в основу квантовомеханическую модель Эй­
ринга, то для кинетических констант скорости реакции получим 

выражения 

+- +- kT -tн*IRТ +-, k ="[ -е e6.S*IR , (3.17) 
h -

-- --+ где I1Н* и I1S* - изменения энтальпии и энтропии в ходе ак-
тивированной реакции, протекающей слева направо (фиг. 68), g 
+-- +--
I1Н* и I1S* -соответствующие В€личины для процесса, протека-
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ющего справа налево. Из сравнения выражений (3.16) и (3 .17) 
следует, что 

---.. +-- ~ <i--

!1Н* = !1Н*-!1Н*, !1S* = !1S*-!1S*. 

Коэффициенты -; и ~ могут быть найдены путем специального 
квантовомеханического расчета. В общем случае этот расчет 
чрезвычайно сложен, однако его можно избежать, если экспе­
риментально определена константа скорости реакции для какой­
либо одной определенной температуры (см. задачу 3.2). 

Задачи 

3.1. Радиоактивность 
При измерении ыощности дозы излучения некоторого радиоактивного пре· 

парата получены значения, приведенные в ' табл. 36. Вывести закон распада. 

Таблица з6 

Мощность экспозиционной дозы излучения радиоактивного 
препарата 

Время t, дн 

О 
10 
20 
30 
40 
50 

Решение 

Мощность экспозиционной 
дозы Р D' мР /с 

138,5 
133,9 
129,5 
125,3 
]21,3 
]17,5 

Врем" t, ДН 

60 
70 
80 
90 

100 

Мощность ЭI<СПОЗlщионноlI 
дозы Р D' мР /с 

113,9 
] 10,4 
]07,0 
]03,9 
]01,1 

Радиоактивное превращение происходит В соответствии со статистическим 
законом распада. Вероятность распада для всех радиоактивных атомов одного 
(юрта одинакова. Следовательно, число актов превращения в случае N ради 0-

активных атомов одного сорта можно записать в виде 

dN = - лN dt. (3.1.1) 

Знак минус здесь необходим потому, что в реЗУ.'lьтате радиоактивного распада 
количество рассматриваемого вещества уменьшается. Величина л называется 
постоянной распада . Таким образом, в случае радиоактивного распада кине· 
тический коэффициент k совпадает с постоянной распада Л. Решение дифферен­
циального уравнения (3.1.1) имеет вид 

N = Noe -Лt. (3.1.2) 

Отсюда получаем время, или период полураспада 11 /2: 

-')..11 /2 1 11 /"=~=~:E016931 
е ="2 или • k л л' (3.1.3) 
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в соответствии с (3.1.3) постоянную распада '); можно определить, если изве­
стен период полураспада t 1/ 2. 

Уменьшение количества радиоактивного вещества приводит к уменьшению 
мощности излучения. 

Экспозиционная доза испущенного излучения измеряется в рентгенах (Р). 
1 Р соответствует образованию 2,08 · 109 ионов в 1 см3 сухого воздуха. При­
нято считать , что предельно допустимая для человеческого орга!iизма мощ­

ность дозысоставляет 0,1 Р в неделю. При сорока часовой рабочей неделе это 
соответствует стационарной мощности экспозицио,нной дозы изучения, равной 
0,7 мкР/с. 

На основании закона распада (3.1.2) находим для мощности излучения 
соотношение 

L = Lое~лt или Ig L = Ig Lo - 0,4343');t. (3.1.4) 

Следовательно, в случае, когда излучающее вещество состоит из атомов одно­
го сорта, зависимость логарифма мощности излучения от времени должна 
изображаться прямой линией. Однако корреЛJ!ЦИОННЫЙ расчет в соответствии 
с гл. 1, § 4 не при,водит в рассматриваемом случае к прямой. Тем не менее 
цели можно достигнуть, если воспользоваться выражением вида 

(3,1.5) 

Иными словами, мы предполагаем, что препарат состоит из некоторого веще­
ства с очень большим периодом полураспада, равным по меньшей мере не­
скольким сотням лет, и из вещества, период полураспада которого исчисля­

ется днями. Уравнение 

Ig (L-L 1)= 19 Lo-0,4343/..t (3.1.6) 

представляет собой уравнение прямой. Используя численные значения, приве­
денные в табл . 36, находим посредством процедуры, описанной в гл. 1, § 4, что 
наилучшая аппроксимация достигается при значениях 

L1 = 43,4, Lo=95,1, /"=5,0·10-3 дн- 1 _ 

Отсюда с помощью (3.1.3) находим период полураспада быстро респадающегося 
вещества: 

, 0,6931 1386 
t 1/ 2 = 5,0.10- 3 = ,дн. 

Эта величина соответствует периоду полураспада полония. 

3.2. Реакция образования и распада двух молекул 

Путем измерения скорости реакции между йодом и. водородом 

dno .... 
Н2 + J 2 -+ 2HJ или dt = knln2 (3.2.1) 

получено следующее значение константы скорости реакции при То = 556 К: 
-+ . 
k (556 Ю= 4,45·10-S М3j(КМОЛЬ'С)' (3.2.2) 

Найдено, что измеренное значение константы химического равновесия при этой 
температуре составляет 

к (556 Ю = 7,9.10-3, Ig К (556 К) = -"2, 10. (3.2.3) 
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Установлено также, что энергия активации Е12 при протекании реакции в на­
правлении образования йодистою водорода равна 40·103 ккал /дмоль, а в на­
правлении распада последнего она равна Е 0= 44· юз ккалjкмоль. Определить 

-+ +-
кинетические коэффициенты k и kреакции образования и распада йодистого 
водорода при Т = 800 К. Чему равно при этой температуре оtносит~льное 
количество йодистого водорода, расщщающегося в течение первой минуты реак­
ции, если исходная концентрация состаl1ляет 0,0.1 КМОЛЬjМ3? Чему равна при 
указанной 1;емпературе константа химического равновесия, определенная с по­
мощью кинетичеСI<iИХ ноэффициентов прямой и обратной реакций? 

Решение 

Будем преДПО{lагать, что в начальном состоянии имеются только молекулы 
йодистого водорода. Распад происходит при столкновениях между этими моле­
кулами. Следовательно, реакцию можно представить в виде 

или 
dno <о- 2 

-([[=kno· (3.2.4) 

Будем исходить из того, что энергия возбуждения Ео = N АВО (ср. ход 
потенциала на фиг. 68) запасена в виде внутренней энергии молекул. Энергия 
распределена по отдельным молекулам в соответствии с законом распределения 

Гиббса [см. (1.28) гл. 2], который мы запишем в виде 

dNo e-e/kТ ds 

71;= ~ e-e/kТ de 
(3.2.5) 

Распад может происходить только при столкновении молекул, внутренняя 

энергия которых превышает некоторую определенную минимальную величину ео. 

Тогда из (3.2.5) следует, что чйсло молекул, энергия которых достаточно велика 
для того, чтобы при столкновении мог про изойти распад, равна 

"" 
~ e-e/kТ de 

N~ = N о .::ceO"--__ _ 

"" 
(3.2.6) 

~ e-e/kТ de 

о 

Нижний интеграл имеет значение kT, а верхний интеграл равен kT ехр (eo /kT). 
Таким образом, находим из (3.2.6) число возбужденных молекул 

(3.2.7) 

Из анализа результатов эксперимента следует, что при столкновении рас­

падается не каждая возбужденная молекула и что существенную роль играет 
также характер столкновений. чтоБыI учесть это обстоятельство, введем в наш 

+-
расчет стерический коэффициент т ~ ТО';;;;; 1. С учетом последнего получим для 
числа реакций распада в единицу времени и в единице объема величину 

(3.2.8) 

Предположим, что в первом приближении сечение столкновения 00 не зависит 
от температуры. Тогда из (3.2.8) следует, что убыль концентрации (в кило-
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молях) описывается уравнением 

dno г; - 2 -E.IRT <- 2 - ж= N А = N ,lтоаоиотнnое = МО' (3.2.9) 

Если учесть, что зависимость средней относительной скорости 
определяется, согласно формуле (1.5.8) гл. 2, выражением 

от температуры 

- у8ЯТ 
("ОТИ== --, 

Лftо 
(3.2.10) 

то для константы скорости реакции получим выражение 

(3.2.11) 

где 1l0-0тносительная масса сталкивающихся молекул, Со-константа, кото­
рая объединяет все входящие в это выражение постоянные величины. 

Чтобы получить для константы химичеСI{ОгО равновесия реакции йода 
с водородом температурную зависимость такого же вида, как в § 1 (ср. за­
дачу 1.12), при рассмотрении кинетики будем исходить из того, что аКТИВация 
молекул водорода и йода ПрОИСХОДИТ за счет nреобраЗOfJания кинетической 
энергии 80 время с:rолкновения. Следовательно, "успешнымн» мопт быть ТОЛЬ.КО 
такие столкновения, при которых кинетическая энергия относительного движе­

ния превышает некоторое граничное значение 812: 

(3.2.12) 

(f.!и-относител\>ная масса). 

Скорости молекул распределены по закону МаКI!UЛЩi-Еольцмана [см. 
(1.3.4) гл. 21. с учетом зтого получим для числа столкновений, rтриводящих 
к реакции, выражение 

(fJ 

Z~2='t12U12N1N2 ~ vf (и) dv= 

11 2e12/ l-t,. 

4'12а12 (~t12)3 / 2 N 1 N 2 

У л (2kТ)3 f2 

-+ 
где 'tt2='t-стерический коэффициент, а12-сеченне столкновения. 

Используя замену переменных 

f.!1.2,,2 -z 
2kT - • 

приводим (3.2.13) к виду 

(3.2.13) 

(3.2.14) 

(3.2.15) 
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Здесь можно положить 812/kT = Е 12/RT}> 1. Тогда имеем 

... /-8- Е 1,.. 
k= V -- 1" G e- E •• 1RT __ а_=с -- e-r:.,·IRТ. 

лft12 12 12 YkT 12 УТ 
(3.2.16) 

Orcюда видно, что с точностью до постоянных величин скорость реакции обра­
зования отличается от скорости распада множите.lем Т. Чтобы реакция рас­
пада (3.2.4) находилась в равновесии с реакцией образования (3.2.1), должно 
выполняться условие 

nln2 ii =К 
2 -+ ' (3.2.17) 

по k 

где К -константа химического равновесия. Из (3.2.11) и (3.2.16) находим для 
последней выражение 

К = ii = 'Тоао ,/1-112 RT ехр (_ Ео -Е(2 ) === 
k 'Т 1 2а12 r !lO RT 

СО (Ео-Е12 ) Т = Са ехр - RT • (3.2. 18) 

Логарифмируя, получаем отсюда 

Ео -Еа + СО 
Ig К =-0,434 RT Ig T+lg Са . (3.2.19) 

Таким образом, благодаря сделанному нами предположению о характере рас­
пад!! рассматриваемых молекул мы получили для температурной зависимости 
константы химического равновесия К такое же выражение, как в задаче 1.12. 
ПоДставим известные чнсленные знаttення; это дает 

СО 4000 
Ig C=-2,10+O,434 1986.556 Jg556=-3,28. (3.2.20) 

12 t 

с другой стороны, с поыощью (3.2.2), (3.2.11) и (3.2.13) находим 

k= I = ~ e-
E

•1RT П. 
Рljзрешая относительно СО и подставляя численные значения, полу'!аем 

С =4,45.10-5.7,9 . 10-3 (44'103 )=30.109 
О у556 ехр 1,986.556 ' . 

Наконец, с помощью (3.2.20) определяем 

C12 =5,6.IOI2. 

(3.2.21) 

(3.2.22) 

(2.2.23) 

Используя это значение, вычислим с помощью (3 .2.11) ск<;>рость реакции рас­
пада при Т = 800 К 

k(800к)=з,О . IОЗ ехр (- 1,~1~~~oo ) У800=О,08IМЗ/кмоль,с, (3'.2.24) 

В пересчете на ' 1 моль, на время в минутах и на применяемый обычно в химии 
молярный объем 22,4 л имеем 

.... 0081·60 
k (800 К) = '22,4 22,4=0,217· (22,4 л/моль· мин). (3.2.24а) 



378 Гл. 5. Сuсmе.мы, состоящие из различных микрочастиц 

Скорость реакции образования , согласно (3.2.16), равна 
-+ 
k(800 К) "", 2,2 м3/кмоль·с = 5,9·(22,4 Л/МОЛЬ, мин) : (3.2.25) 

Относительное количество вещества, распавшегося в течение первой минуты, 
определим с помощью (3.2.1), используя значение (3.2.24) и имея в виду, что 
по (0) = 0,01 КМОЛь iм3 : 

+-2 
- dno=knodt, или в числах, -dnо = О,081.10-4·60=4,86·10-4 кмоль/м3 • 

Т аким образом, вследствие невысокой начальной концентрации в течение 
первой минуты распадается всего лишь около 5% имеющегося йодистого во­
дорода. 

С помощью со и С12 ПPfi известном сечении взаимодействия можно вычис­
лить стерические коэффициенты . 

3.3. Зависимость от времени и время полураспада 
при химической реакции второго порядка 

Распад йодистого водорода при температуре Т = .556 К описывается урав­
нением 

где 

dn +­
-Тt=kn2 , 

k=3,52 . 10-7 м3 /кмоль,с, 

(3.3.1) 

Предполагается, что образующиеся водород и йод сразу же отводятся из реак­
ционной камеры, так что в ней остается только йодистый водород. Определить 
зависимость концентрации' йодистого водорода от времени, если начаЛl!ная . кон­
центрация составляет по = 0,5 кмоль/м3. По истечении . какого времени расп~­
дутся 1/ 2 и 3/ 4 вещества? 

Решение 

Рассматриваемая' реакция второго порядка, поскольку ее скорость про­
порциональна квадрату КОНLtентрации. Проинтегрируем дифференциадьное 
уравнение (3.3. 1), произведя в нем разделениепеременных. Это дает 

n t 

- 5 dn=k'S dt. n2 

ПО о 

Посде вычисления интегралов подучим 

1 1 .... 
nщ-n;=kt, 

ид,и, разрешая относительно концентрации n (t), 

n (/) = __ n-,о,-_ 
1 + nokt . 

Распад половины вещества произоЙдет за время 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

(3.3.5) 
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в отличие от реакций первого порядка в случае реакций второго порядка 
время полураспада зависит от начальной концентрации. 

Время t = t l / 4 , по истечении которого остается только 1/ 4 исходного количе­
ства вещества, согласно (3.3.4), равно 

3 
tl /4 =~ ' 

nok 

Следовательно, времена t 1/ 2 И t 1/ 4 связаны соотношением 

J '1 /2 : t l /4=1:3 ,. 

(3.3.6) 

(3.3.7) 

Это. соотношение и зависимость времени полураспада от концентрации харак­
терны для реакций второго порядка. 

В рассматриваемом случае с помощью (3.3.5) и (3.3.6) получим для харак­
терных времен значения 

1 
'1/ 2 = 0,5.3,52 . 10-1 с=65,8 дн 

3.4. Суммарная скорость химической реакции 

Определить изменение во времени концентрации йодистого водорода, обра­
зующегося из йода и водорода при температуре Т = 781 К. Начальные концен, 
трации составляют а = nОН , = 0,1 кмоль/м3 , Ь = nOJ, = 0,1 кмоль/м3, с = nOHJ = О. 

Скорость реакции распада HJ равна 0,0396 м3/кмоль ·с, скорость реакции обра-

зов~ния 1 составляет 1,34 м3/кмоль, с. За какое время половина имеющегося 
вещества превратится в йодистый водород? 

На основании кинетического рассмотрения определить равновесное состоя­
ние реакции. 

Решение 

Рассматриваемый химический процесс включает в себя реакцию образования 

d-;;HJ ..... 
H 2 + J 2 ----+2HJ, или -dГ=knJ,nн.' (3.4.1) 

и реакцию распада 

(3.4.2) 

Обозначим концентрацию 'Йодистого водорода tiHJ через 'у. Образование 1 кмоль 
HJ . приводит к исчезновению 1/2 кмоль J 2 И Ч2 кмоль Н2 . Поэтому можно 
написать 
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3.5*. Превращение пара водорода 

При исследовании химических реакций между молекулой и атомом 

(3.5.1) 

особый интерес представляют реакции, уравнения которых симметричны. При 
таких реакциях вещества А и В химически идентичны. Маркировку можно 
осуществлять, например, с помощью различных изотопов. Однако в случае 

водорода различия между Н = lH и D = ~H столь велики, что их термодина­
мические свойства, а следовательно, и скорости реакций сильно отличаются 
друг от друга. Если же рассматривать две сnиН08ые Аюдuфuкацuu водорода, 
ортоводород ОН2 И параводород рН2 , то они четко отличаются друг от друга 
рядом своих физических свойств, в то время как их химические свойства 
праКТИ'lески идентичны (ер . гл. 4, § 4). 

Методом адсорбции водорода иа угле при температурах ниже точки кипе­
ния водорода можно повысить концентрацию параводорода до 99,7%. Измере­
иия Фаркаша показали, что избыточная концентрация параводорода 

. ZgАи. 
nиэ6=nр -Zg + 3Zu 

(3.5.2) 

спадает по закону 

(3.5.3) 

где по-концентрация параводорода, а Zg/(3Zu + Zg)-его относительное коли­
чество в состоянии равновесия (ср. задачу 4.4 гл. 4) . Согласно (3.5.3), нату­
ральный логарифм избыточной концентрации убывает со временем по линей­
ному закону 

_ k = d In nиэб (t) 
dt (3,5.4) 

Величину k можно экспериментально определить по наклону прямой, пред­
ставляющей зависимость In nизб (1) от t. 

Как показывает анализ результатов исследований, величина k пропорцио-
иальна давлению газа Р, вследствие чего выражение k/V nн , также зависит от 
давления . При добавлении атомарного водорода превращение пара водорода 
в ортоводород сильно ускоряется. Отсюда можно сделать заключение, что про­
цесс убывания избыточного числа молекул пара водорода происходит в основ­
ном в соответствии с уравнением реакции вида 

или (3 .5.5) 

Измерения величины k/V nн , при различных температурах дают значения, 
приведенные в табл. 37. 

Вычислить с помощью этих данных зависимость относительного количе­
ства молекул в орто- и парасостоянии от времени t. Чему равна энергия акти­
вации и какова веJjИчина стерического коэффициента? Сечение взаимодействия 
при столкновении молекулы с атомом прииять равным 0=4,1·10-19 м2 • кон­
станту химического равновесия взять из табл. 37. 
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Решение 

Таблица 37 

Измеренные значения констант для реакции 
pHz+ H =oHz+ H 

т, К 

700 
800 

85· 10-; 
1;91.10-4 

-30,35 
-26,20 

Наряду с процессом (3.5.5), приводящим к уменьшению количества пара­
водорода , протекает ПРОТИВОПОЛОЖНblЙ процесс его образования: 

-+ 
dn p -+ -+ 

оН 2 + Н ~рНz+ Н, или dГ= knHnO=knH (nн, -Пр) ' (3.5.6) 

Концентрация параводорода определяется соотношением 

-+ +-
nр=nор+nр-nр, (3.5.7) 

где nор- начальная концентрация. Используя (3.5.5)-(3.5.7), находим 

dnp +- -+ 

-Тt=[knp-k (nн, -Пр)] nн . (3.5.8) 

с учетом начаЛЬНblХ условий запишем решение этого линейного дифференциаль­
ного уравнения в виде 

-+ ( -+ ) 
k k +--+ 

np-~nH , = nop-~nH exp[-(k + k)nнt]. 
k + k - k + k ' 

Из сравнения (3.5.9) с (3.5.2) и (3 .5.3) следует, что 

k = k (Т) = (k+ k) nн , 
а также 

(3.5.9) 

(3.5.10) 

(3.5.11) 

При ВblСОКИХ температурах на три орточаСТИЦbl приходится одна парачастица. 
Поэтому в соответствии с формулой (4.4.16) гл. 4 можно записать . 

--+ z ...... 
j . k \. . . g 1 )' --+k )' k 
1т ..... ' -+ = 1т Z + ЗZ =4' или 1т = 1т Т' 

k + k Т .... ", g и Т .... ф т .... 00 

(3:5.12) 

Концентрация атомарного водорода опре~е,151еТС51 законом дей.ствующих масс 

z 
nн 

'- = Кс ' 
nн , 

(3.5.13) 
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С учетом этого находим из соотношений (3.5.10)-(3.5.12) скорости реакций при 
высоких температурах: 

(3.5.14) 

в табл. 38 .lIриведены вычисленные значения скоростей реакций. 

Таблица 38 

Скорости и стерические коэффициенты, вычисленные с :помощью 
данных табл. 37 

+- --> <-- --> 
Т, К k, 10' м'/КМОЛЬ ' С k, 10' м'/КМОЛЬ'С , , 

VOTH ' 10' М/С 

700 0,96 0,32 0,084 0,028 4,7 
800 1,82 0,61 0,082 0,027 5,0 

Согласно теории рассеяния и столкновений, имеет место соотношение 

(3.5.15) 

или 

+- +- Е /R т -+ - -+ - Е /R т 
k = NA а-иотнте- о ; аналогично k N а V те О ' = А OТlI ' (3.5.16) 

Здесь z;-число при водящих к реакции столкновений между атомами водо­
рода и молекулами параводорода за единицу времени в единице объема, ;; и 
-+ 
т-стерические коэффициенты, Ео-энергия активации. 

Среднюю относительную скорость находим с помощью формулы (4.8) гл. 3 

, - -. /8RT (1 1) 
иотн = V ---;::t Ми, + Ми . (3.5.17) 

Будем предполагать, что изменением величин а, т, Е о при изменении темпера­

туры можно пренебречь. Тогда, используя величины 1 (Т), определенные с по­
мощью (3.5.14) для различных температур, получаем 

Подставляя сюда Т 1 = 800 К и т 2 = 700 К и используя численные значения, 
приведенные в табл. 38, находим 

' 800·700 У700.1,82.109 
Ео=I,986-100 In,;-o;v; =6,4·1ОЗ ккал/кмоль. 

r 800,0,96·109 

После определения энергии активации в двух уравнениях (3.5.16) Неизвестными 
*"' -+ 

остаются только стерические коэффициенты т и т. Разрешая относительно по-
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следних эти уравнения, имеем 

-+ 
-+ +-k 
т=т '-. 

k 
(3.5. \9) 

С повышением температуры энергия активации несколько увеличивается. Ei 
зиачени~, приведеиное к абсолютному нулю температуры, соста:lЛJiет 
7,4·\03 ккал/кмоль. 

3.6. Длина реакционной цепи (цепь Нернста) 
Реакция между водородом и хлором при интенсивном воздействии света 

протекает взрывообразно . дозируя световое облучение, можно управлять реак­
цией таким образом, чтобы она протекала с измеримой скоростью. Как пока­
зал , Боденштейн путем количественного анаЛИЗ2, скорость реаlЩИИ пропорцио­
нальна квадрату концентрации хлора, в то время как концентрация водо­

рода вообще не входит в уравнение для скорости. В то же время реакциц 
замеДJiяется прн добавлении кислорода. Таким образом, кинетический ход 
реакции описывается уравнением 

dnHCl nь 
-dt =k- (3.6.\) 

По, 

Для его интерпретации рассмотрим, следуя Нернсту, цепную реакцию, ход кото­
рой изображен I!a фиг. 69 (ер. пример 37). Реакция раЗВiтвления цепи 111 

Фиг. 69. Схема реакции хлорированиs,: 
водорода. 

приводит к регенерации, исходной активной частицы, т. е. атома хлора. В ре­
зультате этого звено, состоящее из реакции продолжения цепи 11 и реакции 
разветвления 1) цепи 111, может быть пройдено еще раз, и для этого не нужн'а 
реакция зарождения атомарного хлора 1. Цепь обрывается, если высвободив­
шийся в реакции 11 атом водорода реагирует с молекулой кислорода, вместо 
того чтобы принять участие в реакции 111. В результате сложного процесс а с 

1) Вообще говоря, реакцию хлорирования водорода в химии принято счи­
тать примером неразветвленной цепной реакции, а обе реакции - 11 и 111-
называть реакциями продолжения цепи. Поэтому используемый здесь автора,!! 
тер,мин «реакция разветвления цепи» применительио к указаниой реакции сле­
дует считать условным.- Прим. перев. 
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участием других веществ (реакция IV), описываемого формулой 
1 · 

Н+НСI + 02+Н2 ---+ 2НР+ "2 С1 2 , 

385 

образуются две молекулы воды (реакция обрыва цепи, или реакция гибели). 
Реакция гибели подчиняется кинетическому уравнению 

dnи dnИСI . 1 dnи.о 
-dГ=-dГ="2--;п-=k1vnнnо• (3.6.2) 

Предположим, '110, согласно данным количественного анализа , при парциаль­
ном ~авлении кислорода Р О, = 400 мбар и хлора Р CI, = 200 мбар массы обра­
зоцавшихся хлористого водорода и ВОДl,Iсоставляют соответственно Ilmисl=441 г 
и Ilmи•о = 23,3 г. Определ ить отсюда среднее число циклов до обрыва реакции. 

Чему равно число поглощенных квантов? Какое количество свеговой энергии 
пог лощается в ходе химического процесса, если длина волны излучения 

Л=4000·10- 10 м? Определить длину цепи ПРИРо,=о,ОI мбар и Рсl ,=200мбар. 

Относительные молекулярныIe Maccы равны МИС1 =36,47 и ми,о= 18;02. 
Реакциями со стенками сосуда и со следами других веществ пренебречь. 

Решение 

Будем исходить из схемы цепной реакции, представленной на фиг. 70. 
Активная частица А через промежуточное состояние В переходит в состояние С; 
при этом образуется р новых частиц А. Таким образом, частица А может 
либо р-кратно размножиться, либо вообще исчезнуть. Пусть для промежу­
точного состояния В вероятность продолжения цепи равна w, а веРОЯТНQСТЬ 

~ 
А----'" 

1-WY~ ~' 
РЮ1ЩU/f 1-Ш2/В '~2 
обрм," , ~ 

Реаrщuхс+А+'" +А 
odры6а . 

Фиг. 70. Схема цепной реакции с 
многократным размножением. 

обрыва цепи равна l-w. Обозначим через х среднее число звеньев (циклов), 
т. е. длину цепи, а через q-среднее число частиц А, регенерируемl.>IХ до об­
рыва цепи. После первого цикла среднее число регенерированных активных 
частиц равно pw. Каждая из них в свою очередь регенерирует в среднем l( 
частиц А. Таким образом, имеет место соотношение 

q=pw(l+q). (3.6.3) 

Отсюда · среднее число активных частиц, регенерируемых одной частицей А, 
равно 1) 

~pw 
q=-I-- . 

-:-pw 
(3.6.4) 

1) Результат (3.6.3), (3.6.4) легче понять из следующих соображений. Если 
на входе реакции был один атом А, то после первого цикла реакции на ее 

13 но 3270 
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Следовательно, чтобы цепная реакция протекала контролируемым образом, а не 
ВЗРЫВООбразно, должно выполняться условие 

w<.-!. 
р 

(3.6.5) 

в рассматриваемом случае имеем р = 1. Поэтому длина цепн х равна среднему 
числу q регенерированных активных частиц: 

w 
X=qp=l= l-w' (3.6.6) 

т. е. отношению вероятностей продолження и обрыва цепи. Как следует из 
фиг. 69, реакция 111 протекает со скоростью 

-dnи dnИСl 
d(=----ат-=kIJinС1,nИ ' (3.6.7) 

Кинетика реакции обрыва цепи подчин яется уравнению (3.6.2). Отсюда веро. 
ятность продолжения цепной реакции равна 

klIlnCl nи 
W= ' (3.6.8) 

kIvnиnо, + kI IInСI,nи 1 + kIVnO, /k[[ InCl, 

Следовательно, длину цепи можно определить, если известно отношение 
kIv!kш . Подставляя (3.6.8) в (3.6.6), находим 

kШnСI 
х=--' . (3.6.9) 

kIVnO, 

После прохождения каждого звена цепи образуются две молекулы HCI. С дру­
ГОй стороны, при каждом акте обрыва цепи возникают две ~lOлекулы Н 2О. 
Используя (3.6.7) и (3.6.2), получаем для длины цепи выражение 

(3.6.10) 

вход поступает pw атомов А, после второго цикла - (pW)2 атомов А и т. д. 
В результате во всех циклах реакции, инициированной одним атомом А, при­
мет участие в общей сложности 

00 I 
I +PW+(pW)2+ ... = L (pw)n=l_pw 

n=О 

атомов А. Таким образом, один атом А вызывает участие в реакции допол­
нительно 

I pw 
q=l-pw-I=I-pw 

новых атомов А. Во избежание недоразумений необходимо подчеркнуть, что 
даже при pw < I один атом вызывает бесконечное число циклов реакций, 
однако вых.од каждого последующего цикла в pw раз меньше предыдущего, 

т. е. процесс затухает со временем, и q остается конечным. Поэтому можно 
говорить о среднем числе циклов в реакции, определив его, например, как q!p 
(можно было бы его определить Ka~ .ч!р + 1, считая, что при w=o реакция 
состоит из одного звена).- Прим. ред. 
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Подставляя измеренные значения, находим 

18,02·441 
Х= 9,35. 

36,47 ·23,3 

387 

Таким образом, при заданных условиях цеП!lая реакция -состоит в среднем 
из 9,35 звеньев, подобных изображенному на фиг. 69. 

Пр" каждом акте поглощения кванта света из имеющегося молекулярного 
хлора возникают два атома хлора, каждый из которых кладет начало цепной 
реакции, состоящей из 9,35 звеньев, причем в каждом звене образуются по две 
молекулы HCll). Всего, таким образом, на поглощенный квант образуется по 
2·2·9,35 = 37,4 молекул HCl. Отсюда число поглощенных квантов равно 

ДтНСI · N А 
N кв = --;----;--:---

4ХМ НС1 
0,441.6,02.1026=19.1023 

37,4 ·36,47 ' , 

а для энергии пог лощенных ква нтов нмеем 

N"Bhc 1,9·1023·6,63·10-34·3·108 
E"B = NKBhv = -1.-= 4000.10 10 94 кдж. 

Скорости kJII и klv зависят только от температуры. Следовательно, если темпе· 
ратура остается постоянной, то из соотношения 

klll По, 
-=--Х 

kIv n C1 , 

с помощью (3.6.10) можно определить отношение скоростей. В рассматриваемом 
случае имеем По, = 2ncl ,' ПОЛЬЗУ5\СЬ найденным значением длины цепи, получаt'м 

kIlI -k =2·9,35= 18,7. 
IV 

Если парциадьные давления кислорода и хлора составляют соответственно 
Ро• = 0,01 мбар и P C1, = 200 мбар, то определенная с помощью (3.6 .10) ддина 

цепи при неизменной относительно исходных условий температуре оказывается 
равной 

200 
Х= 18,7'о.т=3,74.1О5 • 

Таким образом, если концентрация тормозящего реакцию кислорода в реакци· 
онной камере доведена до достаточно малой вt'дичины и отсутствуют другие 
вредные влияния, то возникают цепные реакции со средней длиной цепи по· 
рядка 1O~ - 106. 

3.7. Управление цепной реакцией 

Сог ласно схеме, изображенной на фиг. 69, образование хлористого водо· 
рода из водорода и хлора происходит посредством цепной реакции. Реакция 
инициируется облучением светом с длиной волны 1.= 4000 · 10-10 м. Скорости 
реакций 

(II)H 2 + CI-+HCI + H и (III)H + CI 2 ---+HCI + CI 

1) Атом CI, вступая в реакцию с Н2 , порождает I молекулу НС1 . Осво· 
бодившийся при этом атом Нпорождает w молекул НСI и 2 (l-w) молекуд 
Н2О, причем в последней реакции гибнет (l-w) молекул HCl. Итого за цикл 
каждый атом СI образует (1 + w)-(I-w) = 2w модекул HCI . Суммируя ' вновь 
геометрическую прогрессию, как в примечании на стр. 386, подучаем, что пол· 
ное число Образовавшихся молекул НСI равно 2q.- При;\/. . ред. 

13'" 
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подчиняются уравнениям 

1 125,4 К 
Ig kп = 9,55+'2 lg Т - -Т-' (3.7.1) 

1 558 К 
Ig kш =9,72+'2 lg Т----т-, (3.7.2) 

Предположи м, что обрыв цепной реакции связан исключительно с кислородом, 
КQТОРЫЙ, однако, присутствует в незначительном количестве. Кроме того, ско­
'POC'f.b; k1V реакции гибели связана со скоростью kJ(J сощношением 

. М8К 
Ig k1v=lg kш -2,80+-т, (3 .7.3) 

Пусть в исходном СОСТОЯНИИ водород и хлор присутствуют В равном количестве, 
реакция происходит при нормальном давлении, а парциальное давление кис­

лорода составляет Р О, ~o,1 мбар. Измерение температуры дает значение Т=400 К, 

Найти максимальную мощность излучения, которую можно подводить к еди­
нице объема реагирующих газов, если в течение первой секунды реакции должно 
~1?1Т1>. преобразовано не более 1 % имеющегося хлора. Как изменится эта 
мощность при нагревании газа до 500 К? Каков верхний преn;ел интенсивности 
подводимого светового излучения при объеме реакционной камеры V = 1 л, 
если облучение осуществляется через отверстие размером 100 см2? 

Решение 

Концентрация атомарного хлора уд.овлетворяет кинетическим уравнениям 

dnизл 
(1) ~=klnCl ' (3.7.4) 

dt • 

. dnbll 
(II) -Тt=kПnСI nн •• (3 .7.5) 

dnbP 
(111) ""dТ""= kШnНnСl.' 3.7.6) 

откуда следует соотношение 

Для атомарного водорода выполняются уравнения 

dnII 

(II) d~ =kПnСl nн., 

(111) 
dnl-P 

- -;:гг = kШnНnСI. • 

(IV) 

Отсюда нахоn;им 

kПnСI nн, = kШnНnСI. + klVnHnO• l' 

(3.7.7) 

(3.7.8) 

(3.7.9) 

(3.7.10) 

(3.7.11) 
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Правая часть уравнення (3.7 .7) равна левой части уравнения (3 .7.11). Поэтому 
имеем 

(3.7.12) 

для сравнения двух слагаемых в левой части (3 .7.7) воспользуемся соотноше­
нием (3.7.12) и, учитывая формулу (3.6.9) для длины реакционной цепи, полу­
чим соотношение 

kш nн nCI, 

k j nCI , 

km nн nC1 , 

kjVnH по, 
Х. (3.7.13) 

Прн достаточно хорошем отводе замедляющего реакцню кислорода выполняется 
условие х ~ 1 и, следовательно, 

kll1nH nCl, ~ k j nCl. . (3 .7.14) 

Таким образом, первым слагаемым в левой части соотношения (3.7.7) цри 
.!!остаточно большой длине цепи можно пренебречь. Тогда получим 

kш nн nCl , = kll nо nн,. (3.7.15) 

Хлористый водород образуется в результате реакций I! и III . С учетом (3.7 .15) 
получим для него кинетическое уравнение 

dnHCl 
-d-t-=kll nС\ nн, +kш nн nCl, = 2kIl\ nн nCl •• (3.7.16) 

Концентрацию атомарного водорода выразим с помощью (3.7.12). Тогда урав­
нение, описывающее возрастание концентрации хлористого водорода, будет 
иметь вид (все величины отнесены к 1 м З) 

(3.7.17) 

Предположим, что реакционный объем освещается равномерно. Обозначим 
через N~B число поглощаемых в 1 с квантов света . При поглощении каждого 

кванта образуются два атома хлора. Следовательно, справедливо равенство 

dNёIЛ=2N~в dt. (3.7.18) 

Концентрация атомов хлора в результате облучения возрастае.т на величину 

dNИЗЛ 

d изл Сl 
nСI =-N . . А 

По)!стаl!ляя(3 . 7.4) и (3.7.18) в (3.7.19), находим 

2N~B 
kInCI =-N . 

• А 

(3.7.19) 

(3.7.20) 

Принимая во внимание, что поглощенная энергия и число ПОГJIощенных кван­
тов связаны соотношением 

, , N~B hc 
Е кв = N кв hv = л. (3.7.21) 
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получим из (3.7.20) 

На каждый киломоль CI2 образуются 2 кмоль HCI. Отсюда c.~eдyeT 

dnHCl dnCl2 
dГ=-2 ----;п- . 

Подставляя (3.7.22) и (3.7.23) в (3.7.17), получаем 

dnCl2 
--d-/-

2kш E~B л.nСl, 
NA hcklv По, 

Отсю,!!а с учетом условия 

_ dnCl2 < 0,01 d/ 
'kl, 

имеем 

, O,OIN А hck1v ПО 

Екв < 2kш '"л • 

Учитывая, что для V = 1 м3 справедливо соотношение 

Ро • 
nо,= RT 

и используя вытекаюшее из (3.7.3) равенство 

klV=k
lll 

10-2,80 + 448 К/Т, 

получаем окончательно для плотности мощности излучения выражение 

(3.7.22) 

(3.7.23) 

(3.7.24) 

(3.7.25) 

(3.7.26) 

(3.7.27) 

(3.7.28) 

j 0,0INAhc.10-2,8О + 448 К/Т Ро, 
Екв < 2л. RT (3.7.29) 

Подставляя заданные числовые значения, находим при Т = 400 К 

, 0,01 .6,02 . 1026.6,63.10-34 .3. 108 .10-2,80+448/.;00.0,1 . 102 
Екв < 2·4000·10 -10 ·8,314 ·103·400 -
= 0,094 Вт/м. 

в пересчете на реакционный объем V = 1 л максимальная мошность излучения 
равна 9,4 · 10-~ Вт. Если облучение производится через отверстие размером 
100 см2 , причем предполагается,ЧТО все излучение полностью расходуется на 
расщепление молекул хлора, то для интенсивности облучения получим вели­
чину 

94·10-5 Вт 
Еоб .. < ' 100 c~2 =9,4·10-7 Вт/см 2 = 1,3 · 10-5 кал/мин,см2 • 

Для сравнения укажем, что интенсивность солнечного излучения в Центральной 
Европе при оптимальных условиях составляет 0,4 кал/см2 • мин. Это означает, 
что для управления протеканием рассматриваемой реакции необходимо обеспе­
чить безукоризненно хорошее затемнение. 
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Повышение температуры до 500 К при водит К появлению дополнительного 
множителя 

E~B (500 К) 

E~B (400 к) 

10448 /500400 
--------:---:- - = 0,48. 
'ОН 8 /НО 500 

Таким образом, если скорость реакции не должна превышать некоторого уста­
новленного предела, то плотность поглощенной энергии, расходуемой на раз­
рыв связи в молекулах хлора, должна быть не выше 4,5 · 10- 2 Вт/м8,что состав­
ляет около половины значения, найденного для 400 К. 

Упражнения 

У.З.I. 

У.З.2. 

У.З.З. 

У.З.4. 

У.З.5-. 

У.З.6. 

У.З.7-. 

У.З.8. 

У.З.9. 

Y.3.10. 

Y.3.1l. 

Y.3.12*. 

Период полураспада радона (эма нация радия) составляет 92 ч. Какая 
часть радона, содержащегося в родниковой воде, распадется по исте­
чении одного дня? За какое время распадется 90% вещества? 
Период полураспада тория :~7T h (радиоактивного Rd Ас) равен 18,9 дн. 
Энергия распада составляет 6,1 Мэв на частицу. Сколько атомов рас­
падается за 1 день, если исходное количество вещества равно 1 мг? 
Чему равна анергия (в калориях), испущенная при распаде этих 
атомов? 

-+ 
Определить скорость k образования йодистого водорода при Т = 780 К, 
положив в основу рассмотрения закон Аррениуса. При Т = 630 К 

скорость составляет k (630 к) = 6,8· 1 О - 3 (22,4 лj~юль, мин). Энергия 
активации Е 12 равна 40·103 ккалjкмоль. 
Концентрации Н2 и J 2 В реакционной камере поддерживаются рав­
ными 0,1 кмольjм3 • Температура составляет 780 К. Образовавшийся 
йодистый водород сразу же отводится из камеры. Определить коли­
чество йодистого водорода, образующеroся за 1 с . 
Вывести в общем виде дифференциальное уравнение для реакции рас­
пада j-ro порядка (j :j: 1) и найти его решение. 
Вычислить время t 1 / 4 для реакции H 2 + J 2 ~ 2HJ. (Начальные 

данные: nОН. = 0,1 кмоль/м3 , nOJ.=O,1 кмоль/м3 , nOHJ=O; Т= 
=781 К.) 
Определить время, в течение которого прореагирует половина исход­
ного количества вещества для химической реакции j-ro порядка. 
Составить уравнение хода реакции 2HJ ~ Н2 + J 2 , если начальные 
концентрации составляют nон • = О, nHJ =а. 
В интервале от 650 до 670 К скорость образования йодистого водо­
рода в реакции J +Н2 -+ HJ +Н возрастает в 2,2 раза. Вычислить 
отсюда энергию активации. 

Как изменится скорость образования хлористого водорода в реакции 
СI + Н2 -+ НСI + Н при повышении температуры от 500 до 600 К? 
Энергия активации равна 5,5·103 ккал/кмоль . 
Пусть некоторая цепная реакция с вероятностыо Wl =0,5 идет в на­
правлении промежуточного состояния В, а из последнего с вероят­
ностью W 2 - в направлении состояния С; при этом регенерируются 
р = 3 активных частицы. Каково наибольшее -значение W2' при котором 
реакция будет протекать не взрывообразно? 
Для определения длины цепи при хлорировании водорода измеряется 
поглощенная световая энергия. Установлено, что всего было погло­
щено 10 кдж. длина волны излучения 1..=3000·10-10 м . В резуль­
тате реакции образовалось 91,5 г HCI. Определить отсюда длину цепи. 
Чему будет равна длина цепи, если уменьшить относительное содер­
жание кислорода до 0,01? 
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У.З.IЗ*, 

У.З.14*. 

У.3.15. 

Гл. 5. СucmeАШ, сосmoящuе из различных .JIIuкрочастиц 

Производится опыт по получеиию НСI при воздействии света. Уста­
новлено, что мощность излучения, поглощаемая имеющимся хлором . 

равна 0,1 О Вт 1м3. длина волны излучения соста8.'lяет л = 4000· 1 О - 10 м. 
Опыт ПРОВО.!l.ится при комнатной температуре 20 СС, Р о. = 0,05 мбар, 
Р Cl. = 300 мбар. Определить начальную скорость реакции . 

Как изменится в предыдущей задаче скорость реакции, если парциаль­
HQe да8.'lение кислорода уменьшится до 0,01 м6ар? 
Определить длину цепи для реакции CI'2+H2 -+ 2HCI. (~тHCl = 
= 1,04З кг, ~тH20 = 22,8 г, Р о. = Р Cl. = 100 м6ар.) Чему 6удет равна 
длина цепи при Ро• =0,1 м6ар, PC1 , =400 м6ар? 



ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 

к главе 1 

У.1.1. а} Р=О,064, б) Р=О,049 

У. 1.2. а) Р k! (:~k)!, Р=О,ОО0О365, б) P=O,1234.1O-5 

Y.i.3. 

У.1.4. 

У.1.5. 

У.1.6. 
У.1.7. 
У.1.8. 

У.1.9. 
У.1.10. 
У.1 . 11. 
У.1 . 12. 
У.2.1. 

У .2 .2. 
У . 2.3. 
У . 2.4. 
У.2.5. 
У.2.6. 
У.2 . 7. 

У.2.8. 

У.2 . 9. 

Y.2.l0. 

У.2.11. 

У.2.12. 
У.2.13. 

У.3 . 1. 

У . 3.2. 

У.3.3. 

У.3.4. 
У.3.5. 

У.3.6. 

Р=О,ОООI82 на основании формулы p=ko(n-ko)(n-k)1 
n! 

р = (0,25·0,60·0,15)2 =0,000506; 
6' 

Р = (2!)3 (0,25 .0,6·0,15)2 = 0.045562 

а) р =( ~ ) ( ~ у =0,402, б) Р=I-( ~)8 =0,665 

0,027, 0,142, 0,303, 0,321, 0,171, 0,036 
Р (2, 1, 1)=0,06 _ 
n =4: а= 10-4, ~ = O,0776, П = О,9224; 
n = 2: а = 10- 2 , ~ = O,0396, П = О,9604 
n > 9,97, n < 8,02. Задача неразрешима 
n > 3,27; n=4, q < 0,026 
а = О,0506%, ~=7,38% 
а = О,338%, ~=3,70% 
1t=850 °C, а=72,6 0с. Здесь речь идет не о выборке 

х = 1,25 см , 8=0,0277 см 
Р (х < 1,5) = 0,0098 
а=О,209% 
P(lxl > 1t + 3a) = 0,0027 
1t=4,334 В, а=О,129 В, а) 0,48%, б) =0,23% 
f.1 = 5,798, a=4,751; -6,4 < х < 18,0 

х = 8,00 см, s = O,16 см; 90%: 7,7 см < It < 8,3 см, 0,105 см < а < 
< 0,493 см; 99%: 7,08 см < f.1 < 8,92 см, 0,075 см < а < 1,596 см 
;=0,43, s = O,0214; 99%: 0,404 < It < 0,456, 0,0132 < а < 0,0509; 
90% : 0,416 < f1 < 0,444, 0,0162 < а < 0,0336 
Среднее значение: 14,36-14,66, 14,33-14,69, 14,28-14,74 Средне­
квадратичное отклонение : 0,6 12-0,775, 0,591-0,802, 0,557-0,863 
Среднее значение: 4,00-5 ,06, 95,56%; среднеквадратичное отклонение: 
0,25-1,00, 95,65% 
а= 2,69%, 46 ,0% < !1 < 61,8% 
1t = 30 мОм , 28,97 мОм < It < 31,03 мОм, а=О,95 мОм, 0,64 мОм < 
< а < 2,08 мОм 
)(2 = 3,17 > 2,20 = )(~_10 (6). Распределение неравномерно 

)(2 = 1,125 < X~.Ol (8) = 1,65. Распределение неравномерно 
а) )(2=2,88 > X~.50(3) = 2,37; б) х 2 = О,I67 < X~,lo(2)=O , 211; в) k= 
= I,85х + 22,5, x2 = O,151 > О,103=Х(2); уровень значимости выше 5% 
')., = 0,38, а > 0,002 
').,=0,915 > 0,65 = ').,0,20_ Нормальность распределения не подтверж­
дается 

t (7) = 3,3 < la (7) = 3,50; F = 2,56 < 28,7 = FO•01 (4,3). ФлуктуаЦИII 
с уровнем значимости 1 % случаЙНbI 
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У.3.7. 1(36) = 2,72, что соответствует а = О,ОI0 
У.3.8. I-критерий не исключает случайность: 1=0,084 < 1099 = 2,73; напро­

тив, F-критерий указывает на изменение генеральной совокупности: 
Ро ,ОI (20,14) = 3,51 < Р = 6,18 

У.3.9. р = 18,51 > 7,01 =р (4,8); описанные способы измерения с уровнем 
значимости а < 0,01 принципиально различны 

У.3.10 . 1=o,47 < 2,58= 10,01 (00); 2,89 < 4,31 =р, В обоих способах проверки 
отклонения могут быть случайными 

~ (Xi-X) (Yi- у) 

У.4.1. Ьх . у = -'-· -=~=----==--, ax.y=X-Ьх.уУ 
~(Yi-y)2 

i 

У.4.2. Ьх . у =-32,46, ах . у =722, Ьх . у ·Ьу . х =О,988 =F I 

У.4.3. г2 = 0,998, 1= 49,95 > 6,86=to,OOI(5); Ьу . х = 7З,50, ау . х = 32,60, Ьх . у = 
= 0,01358, ах . у =З,158 

У.4.4. У=60,85 - 0,073х, г = О,9635 ; 1=6,24, 10,05(3)=3,18, 10,001 (3)=2,94; 
в случае а) гипотеза подтверждается, в случае б) отвергается 

У.4.5. r = 0, Ь =а= О 
У.4. 6. у = 18,15-0,0296х+ 0,000I07х2 

У.4.7. г = О,866, 1= 2 < 6,31 = to,]O (1) . 
У.4.8. г=0,9927, t = 16,5 > 8,61=to,oo] (4), ау . х = 2,176, Ьу . х =I,941, ах . у = 

= -1,061, Ьх . у = 0,50769 

У.4.9. у= 4,04, х=3,08, r =-0,212; Ьх . у =-0,156, ах . у = З,71 
У.4.10. у =46,88-1,06х+0,0О64х2 

У.4.11. СлучаЙНI>Iе величины приводятся к стандартному нормальному распре­
делению с помощью преобразования (2 . 9а). При этом коЭффициент 
корреляции остается неизменным . для дисперсии суммы или разности 
стандартных нормальных распределений получим : 

а;+у= 1 + 1 + 2г, а;_у = 1 + 1-2г 
Левые части этих двух равенств не могут быть отрицательными. По­
этому имеем 1 + Г;=' О, 1-г ;=. О, откуда следует, что -1";;;; r ~+ 1 

к главе 2 

Y.1.1. dN=9,7·I04 
У.1.2 . dN = 2,8·1017 
У.l.3. dN = 3,65·1026 
У.l.4. Vмзкс Н , (373,16) = 1755 м/с, имакс Не (373,16) = 1245 м/с, 

VМЗКС N, (373, 16) = 471 м/с _ 

У.1.5. иН (873) = 2850 м/с, VNe (873) = 901 м/с, ио, (873) = 715 м/с 

У.1 . 6. и~1741 м/с, vмзкс =1543 м/с, Vv2 =1890 м/с 
У.1.7 . а=735 м/с 
У.l.8. ,\,=0,486. Для нормального р.спределения, описываемого симметрич-

ной функцией, '\' = О 
У.1.9. е=-2,22. Эк-сцесс нормального распределения равен нулю 

У.l.lO. Р (1000) = 883 мбар при 250 К, Р (1000) = 904 мбар при 300 К 
У.l.11. На уровне моря: PN = o,975 кг, РО =o,299 кг, PN /Ро =3,26; при 

2 2: 2: 2 

Z = 5532 м: PN = 0,499 кг, РО = О, 139 кг, PN /РО = 3,59 
J. 2 2 2 а 
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У.1.12. При ООС: hN . = 5,729 км, hCO .=3,647 км; при 30Q C: hN ,=6,358 км, 
hCO• = 4,047 км 

Y.1.13. 1-1 = 5,44·10-21 кг, р = 1,0055 
Y. l .14. р(3) = 0,159р(0), h = I,13 м 
Y.1.15. Роем = 4,97 ат 
Y.1.'l6. т= 75,0 г 

У . 1.17. р (О)/р (0,12) = 5,4.1ОЗ, во внешней зоне 3,5·10-~, во внутренней зоне 
0,894 

Y.1.18. р (О) /р (0,12) = 5,4 . 103, во внешней зоне 0,999, во внутренней зоне 
3·10-7 

У.1.19 . dW e = у 2 e-е/kТУЁdo, dW = 0,014 
nk3T3 

У .2 . 1 . ИНе = 147 ДЖ, ИН. =245 ДЖ, ИСО• = 294 ДЖ 
У.2 .2 . И = 3,14 Дж ~ Ео = 9 . 1013 Дж 

- 3kT - 15 ---- 3 
У.2.3. 10=2' 102 = 4 k 2T 2, (10 -10)2= 2 k2P, 

Е = 6,21.1О- 21 Дж, е2 =6,43·10- 41 Дж2 , (Е -Ё)2 =2,57 . 10- 41 Дж2 

У .2.4 . См. табл. П . 1Х 
У . 2.5. См. табл. П . IХ 
У .2 . 6 . а) Cp = 4R, Cv = 3R, 'Х = 1,33 .. . 

б) Cp = 7R, Cv = 6R, 'Х = 1,166 .. . 
У.2.7. а) Cp =4R, Cv = 3R, х = 1,33 

6) Ср = 10R , Cv = 9R, х = 1,11 '" 
У.2.8. Ср=0,279 ккал/кг·К, cv = 0,2 17 ккал/кг·К 
У.2 . 9. Vад = 23,0 л, Т = 574 К, Vиз =40 л 
У .2 . 1О . P = t ,38 ат 
У.2 .11. n = 1 ,32 
У.2 . 12 . Pvn = PoV~, TVn-l = ТоV~-\ т nP1-11 =T~P5-n, Р=2,38 ат, Т = 

= 324,8 К 
У.2.13. c_so=299 м/с, сно = 360 м/с, Сн , = 1315 м/с 
У.3.1. F = -2,46 ДЖ, S=0,0017 Дж/К, Н = 0,25 ДЖ 
У.3 . 2. ~F=0,91 ДЖ , ~S=O 
Y.3.3.~F=-0,069 Дж, ~S= 4,6·1O-~ Дж/К 

У.3.4 . 'Fbp = Gbp = -1,4.107 ДЖ, SBP = 4,7·104 Дж/К, Нвр = Ивр = 5,0·106 кДж 
У.3.5. М=3,20 кДж/К, ~И = 2,08 кДж 
У.3.6. ~F=-681 кДж, ~S = I,1 кДж/К 
У.3 . 7. ~S = I,42 кДж/К, ~И = 426 кДж 
У .3.8. 00 = 2,97·1014 ГЦ, ~FKOJJ=~4,13.106 ДЖ, ~ИКОJJ = 4,16·106 ДЖ, 

~SKOJJ = 1,86·103 Дж/К 
У . 3 . 9. ~SKo.~ = 2.70 кДж/К 
У.3 . 1О. М = 8 , 3 кДж/К, Т = 333,3 К 
Y.3.11. ~S = 0,83 кДж/К при постоянном давлении, ~S=0,59 кДж/К 
У .3.12. Приращение энтропии независимо от температуры равно ~S = 3R Iп 2 = 

= 17,3 кДж/К 
У.3 . 13. V1 = I'980 см3 , Р = 65 кВт, '1] = 0,63 
У.3 . 14. Идеальная машина Карно отбирает из одного теплового резервуара 

количество тепла Q, из которого '1]1 Q превращается в работу, а (1-'1]1) Q 
передается второму резервуару. Последнее количество тепла можно 
снова передать первому резервуару с помощью другой машины Карно, 

включенной навстречу первой и совершающей работу 11-'1]1'1] Q 
-'1] 

(Т)-к. П.д. машины Карно, когда она работает как тепловая машина). 



396 Ответы и решения 

Всего при этом в механи~ескую работу должно превратиться количе· 
ство тепла 

(
., _1-'111.,) Q= '111-'1') Q > О 
',1 1-'1')" 1-'1') , 

которое отнимается у первого резервуара, но не передается второму . 

Это противоречит второму закону 

Т2 Т 36 Р 19 В У.3.15. 'I')=T
1
-T

2
' Т1 > 2; '1')=" = ,4 т 

У'.3 .. 1{). Согласно . первому закону, совершаемая работа равна разности между 
внутренними энергиями. Обозначив через N число частиц в одном из 
двух цилиндров, получим: -I.1U = fNk (ТО- Т) = 29,1 кДж. Из посТQ' 
янqва энтропии при 1=5 следует, . что Т=293 1< 

У.3.17. При постоянном объеме и постоянной температуре из условия БQ­
- TdS < О в соответствии с первым законом следует, что d (и -TS) = 
= dF < О. Свободная энергия монотонно уменьшается. Этот процесс 
продолжается до тех пор, пока свободн'IIЯ энергия не достигнет мини· 
мума . Поэтому при равновесии изотермо·изобарныЙ процесс характе· 
ризуется минимумом свободной энергии F 

У.3 . 18. При dP=O; dT=O из условия БQ-ТdS < О, в соответствии с пер· 
вым законом следует dG=d(U+PV-ТS) < О. в равновесии изотер· 
мо·изобарныЙ процесс характеризуется минимумом энергии Гиббса. . 

У.4.I. V I.1P = 110 1<, V I.1P2 =0,34·10-3 мбар, V /.182 =7,6·10-23 Дж/I< 

V
=- - Т2 SRT2 

У.4.2. I.1G2 =5·10-16 Дж; tJ.QZ=RS2 NC +xkPTV-2kс-
v v 

У.4.3. N=I,45·104 , VI.1N2=VN=1,20.102 

VI.1P2,/'X NkT 
У.4.4. --:у-= V N=O,OI, Р=-у-=7.1О- 1О мбар 

У.4.5. V I.1N~ = 104, (J = VN = 104; Ф (1) =O,~413, т. е. почти 16% 

УА.6. V ДР2 =3·IО- а мбар, { ~2 = V ~ =2,4·10-& 

У .4.7. 'AS, АР =0 

- (дS) nС УА.8. При I.1V I.1T=O, дТ v=-r из равенства 
I.1T /.18 = ( ~~ ) Т l.1V I.1T + ( ~~ ) v АТ2 
следует 

nCV , /I.1T'A , / CV 

'АТ, AS=1' V !J.S2 = V Ср 

У.4.9. 'AS, AV= У ~ . Средние температу~ы: 'Не =0,63, 'Н, =0;53, 'со,= 
= 0,50; высокие температуры: 'Не = <.>,63, 'Н. = 0,47, 'со, = 0,38 
(предельное значение) 

У.4.IО. V I.1U 2= 1,4·10-16 Дж; 
I.1U=TI.1S-PI.1V, I.1U2=knT2Cv 
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У.4.II. Для малых отклонений из выражения A=mglqN 2 :следует Vc:pt = 
I"W 

= V mgl' Подставляя численные значения, нмеем V с:р2 '= 3 ,2 .10- 8 . 

У.4.12. D=2kTjX2= 1,38· 10-14 Hjm= I,41 · 10- 17 Krcj CM 
У.4.13. Измеримые значения тока должны превышать утроенный Доверит.е-ль­

ный интервал тепловых флуктуаций: 

, ; kT 
/мин=3 JI 2.0,125 .5 . 104 1,8 · 10-12 А 

У.4.14 . W=exp (-М v';-+;j:v;), f и~ = y~ = 1,1·103 М/С 
У.5 . 1 . v = 1,1.1028 с- 1 

У.5.2. 330 соударений в 1 с 

NA ,; RT . 
У.5 . 3. dv=V JI 2лМ SlП б cos б dб 

к главе 3 

У.l.l. (p+~:) (V-nЬ) = nRТ, 
где n=0,00025, а = 0 ,0236 ат , м 6jК!\юль2 , Ь=0,019 м3lКмоль; R = 
=6,83·103 Лж{кмоль · К 

У.I.2. 02:R =6,54.103 Джjкмоль·К, N2 :R =6,50·103 Джjкмоль·К 
У.I.3. n=0,182, а=2,07 ат,м6 jкмоль2 , Ь=0,032 мЗjкмоль , 

R=6,20·101I Джjкмоль·К, Р=92,3 ат 
У .1.4. б = 87~C, дЛЯ иде ального r аза б = -650С 
У.I . 5. Pz=90 ат 
У.I.6. 2,s=2,9 . 1O- 1О м 
У.I.7. 0;=0,00320 К-l, ~=0,00334 К-l, х=0,0191 К-l 

У 18 _.!.. (дV) VR , ~=...!... (дР) _...!...~ 
.. ·o;-Vo дТ р Vo(RT+bP-~)' Ро дТ v- РоV-Ь' 

Vo=V(OQC, Р), Ро=Р (OQC, V); сх=0,0О352 К-l, ~ = O,00367 К..:.l 

У.l .9. 
Т, К 

Газ Pk Vk T k 
Р = 10 ат Р = 11 ат Р = 12 ат 

1 59,3 0,090 167 ,8 1177 1294 1412 
11 32,4 0,120 121,3 1167 1284 1400 

У.2.). Тв = 515 К 
У.2 . 2. в (300)=-0,23 м3jкмоль , в (700) = 0,08 мЗjкмоль 
У.2.3. Р = 8,96 кДж, S=-22,4 ДжjК, И=-107 Дж; Fид =6,48 кДж, 

SИII = -16,2 ДжjК, UИД = О 
У . 2.4 . Ср' = 4 ,988 ккалjкмоль · К, х= 1,674, Cv ид=Сv =2,980 ккалjкмоль·К 
У.2.5. ДР=38,6 ат 
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У.2 .6 . Энтропия S постоянна . Тогда в расчете на 1 кмоль имеем Ig V + 
0,00955 

+ --V-=-0,639. дЛЯ n=О,()4 это дает У=9,О.'l 

У .2.7 . ДР =- 29,7 ат 
У.2.8. Тинв =2аjRЬ , 208,841, 1032 К. Если считать Тиllв = 27Тk/4, то для 

этих трех газов температура инверсии равна 224" 850, 1041 К 
У .2:9. Vm-Vmиl1 = В. В критическом с()Стоянии B = -19Vk/24, дЛЯ НСI эта 

величина равна ~ 0,0475 м3/кмоль, относительное изменение - 0,791 
У.2.1O. а) N=2,37·1018 , б) N = 2,61·1018 

У .2.11. Идеальный газ: t:J.F = - 45,19 кДж, реальный газ : t:J.F = - 48,62 кДж 
У .2.12. Идеальный газ: ди = 8, 17 кДж, реальный газ: ди = 9,00 кДж 
У.2.13. Идеальный газ : дН = 11,75 кДж, реальный газ: дН = 13,70 кДж 
У.2.14. F = 2,6·1O- 10 Н . 
У .2.15. G = Gиl1 + n РВ 
У.2.16. Реальный газ : N =2,75·1024, идеальный газ: N =2,84·1024 

У.2.17. (~~)600 =2,5·1O-!! мЗjкмоль·К, (~~)IiОО = 5,5·10-~ м3 /кмоль ·К, от­
куда следует ди = 7,9 кДж 

У.2 . 18 . P = nRT/(V-nЬ), ДР = 43,2 ат 
У.2.19. dB/dT=2,5 ; 10-~ м3/кмоль·К, d2mdP = -10- 7 мЗ / кмоль·К2, СЕ = 

= 5,31 ккалjкмоль·К, Cv = 3,04 ккал/кмоль·К, t:J.Cv = - u,50 
ккал/кмоль, К, дС р = 0,83 ккал/кмоль, К 

У.2.20. Т (~i) р =у, для газа Ван -дер-Ваальса ТИНВ=9~Ь (2 ± V 1_ 3Ь:РУ, 
дЛЯ 02: 128 К < Т < 330 К 

2 ( n dB n2 dC ) 
У.2.21. U=Uид-nR,Т V dT+ 2У2 dT+ '" 

( 
1 dB 1 dC ) 2 ( 1 d2B 1 d2C ) 

У.2.22. Cv=CvIlA-2RТ V dT+ 2У2 dT+' " -RT V dP+ 2У2 dP+'" , 

( 
d2B' Р2 d2C' ) 

Ср = Срид-Т Р dT2 +2 dP + .. . 
95,5 К 

У.2.23. В=0,035--т- (мЗ/кмоль), В (300)=- 0,283 м3/кмоль 

У.3 . 1. 

У.3.2. 

У.3.3. 

У.3.4. 
У . 3.5. 

У .3 . 6. 

а= 81 ат,м6/кмоль2 , Ь=0,035 м3/ кмоль 
Измерение У1 и У2 при фазовом превраiцeнии дает два параметра, необ­
ходимые для определения коэффициента Ь из трансцендентного урав-
нени!! (3 .1.12). Подставив формулу (3.1.11) в (3.1.9), получим 

Р$V~И 
а= . 

У1У2-Ь (У1 + У2) 

R можно определить по формуле (3.1.11). 
ДТ=2,6 К 

dT=T(V2Q V1)dP, отсюда dT=-9·IO-Э К, температура плаВo'Iения 
равна - 0,009 QC 
Q = 570 ккал/кг, измеренное значение 569 ккал/кг 
Р=0,128 ат, измеренное значение 0,126 ат 

( aS) [(aS) (aS) dP] (дУ) dP Со=Т дТ о =Т дТ р + дР TdT =Ср-Т дТ pdT' 
Q 

Co=C,,-т 
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Для 100О С имеем Со = -18 ккал /кмоль 

У.3.7. (~) _(~) (aV) dP _~ ( _!l) дТ 0- дТ р + \ дР т dT - Р R Т 
изменение объема равно - 5,1 м3/кмоль 

У.3.8. 99,63 рс, 99,82 РС, 100,18 ос, 100,37 рс 
У .3.9. х=6,9% 
У.3. 1О. х=31,4%, по табл. П . ХУ х=33,8% 
У.3.11. х=28,4% (по табл. П . ХУ) 
Y.3.12. ~T = -45,7 К, х = 12,4% 
Y.4.I. z = 8,9.1028 с- 1, ~ = 6,8·109 с- 1 , ').,=6,7·10-8 М 
У.4.2. Р < 0, 12 мбар 
У.4.3. w (10').,) = е- 1° = 4,5·10- 5 , w (О,Щ = 0,905 .. , 
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У.4.4. w(0,01) = 3,1.10- 17 , N = 2,7·1022 , искомое число частиц равно 8,4·10~ 
У.4.5. VZ 12 = 1,97· 1033 с- 1 , ').,12=9,6.10-6 м, "'21=2,2.10-5 М 
У.4.6. '1'\ = 9,4.10-6 Н,с/м2 

У.4.7. 2, < 0,057 м 
У.4.8. iN=2,04.1016 с- 1 ,м- 2 , im = I,98·10-9 кг/с,м2 

У.4.9. 'S1 + 's2 = 2,7·10- 10 м 
Y.4.IO.P(z, ~t) = Рое-cz(l + МDс2), с=0,115 м- 1, P(10,100)=0,0316(1+ 

+9.10-5) ат 

Y.4.II. VX2 = 2,28 см 
У.4 . 12. t=105 с::::; 28 ч 
У .4.13. Q = 111 ккал/с, соответственно i = 55,5 ккал/м2 ·с 
У.5.1. '1'\= 13,5·10-6 Н,с/м2 

У.5.2. С=254 К, Ипот=5,26·10-21 Дж, 2'8=3,33.10-10 М 
У. 5 . 3. -50ОС: 2's = 2,82.1O- 1О м, + 50 ОС: 2'S=2,70.1O- 10 м 
У .5.4. и (300 к) = 1,17 м/с, и (250 к) = 0,87 м/с 

У.5.5. 300 К: u = 3,3 м/с, 400 К : u=2,7 м/с 
У.5.6. 300 К: и < 16,7 м/с, 600 К: и < 27,2 м/с 
У.5.7. ОРС: ')., = 1,12·10-4 М, 500 ОС: ')., = 3,75 · 10-4 м 
У.5.8. zn =zo-').,соsi}(I + 0,406 + 0,4062 + ... ). Поэтому через плоскость z= 

=zo в среднем переносится импульс, соответствующий плоскости 

z =zo-')., COS i} { 1 + ~ [0,406 + ~ (0,4062 + . . . )] } = zo-I,255')., cos i}. 

. 1,255')., N оМи 
Orсюда имеем '1'\ = N А 

D _ 1,683.-: о ос· D - O 106 2 50 О С· - 5 2 У.5.9. - 3 лV, . - , м /с, о . D -о, 99 м /с 

У.5.1О. х=0,199 ккал/м·с·К 

к главе 4 

Y.I.I. dN=3,3·1Q14 
Y.I.2. dИ = 1,1·10-4 Дж 
Y.I.3. (Х=- 638 
Y.I.4. e~5,5 эВ 
Y.I.5. dN = 9,6 · 1020, N=5,9·1022 

Y.I.6. 

Y.I.7. 

_ 2 (2Лf-Lр kT) 3/2 

(Х- In hЗNо 33,6 

N .;;;;;2,7.IОЗ2 м""З 
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у .1.8. N /У ~ g (2n~:Т)3/ 2 5·1030 M-~ 

00 

3 V -(m+l)a 
=_g_ (2л kT)5/2 ~ ( 1)m е _ 

4щ.t h3 f1 ~ 1= (т + 1 )5 /2 

00 

~ (1= 1)m Г (m+l) а I(m + 1)5 /2 
=2 kT N :.::m~=:.:O~ _________ _ 

2 ею 

~ (1= I)m е- (m+l) а/(m+ 1)3 /2 
m=О 

При достаточно высоких температурах еа ~ I и поэтому U = 1,5 kTN 
Y.1.10 . Согласно формуле (1 .3.8) , J (+ 1) = 0,338; согласно формуле (1.2.18), 

J(- 1) = 1,81 _ 
У.2.1. л-шкала : Лмакс=8110.10-10 М, v-шкала: vMaKc=2,10.1014 с- 1 

У.2 . 2. л-шкала: 7430 К > Т > 3720 К, v-шкала: 13080 К > Т > 6540 К 
У.2.3. 1' = 11200 К -
У.2.4. 1' =6170 К 
У .2.5. Лмакс = 3·10-10 м, рентгеновское излучение 

00 

У.2 . 6. N - 4лg V S -,-v""2",,d,--v_ = 2 404 _4_лg_V __ kЗ_Т_З. N = 5,5. 106 
- с 2 ehv/ kT -1 ' сЗ h3 ' 

О 

4 а ' 
Р=--Т4=2,6·10З ат 

3 с 
У.2.7. 

У.2.9. Q = 1790 ккал 
Y.2.IO. J =39 ккал/ч 
1".3.1. Po= 2,1.105 ат 
У.3.2. И-Ио = 31 Дж, (U-Uu)/U о =1,0.10- З 

У .3.3. имакс = IЗ90 км/с 
У.З.4. Л=5,23·10-I0 ы 

&; 
У.З.5. дсv =З,9.10-4 ккал/кг·К, -'0- = 0,0070 

CV 
У.З.6. W а-Wi = 4,45 эВ 
У.3.7. Wa-\\7i=I,9 эВ, va = (W a-W i )/h=4,59.1014 Гц. Отсюда имеем б= 

=82,4, v = 2,18·101~ Гц 
У.З.8. РО = 6,5·105 ат, Uo=9,6.1010 Дж/м3 

У.З.9. P = 5,9·1022 ат 
У.З.IО. сv = 6,4.IОIЗ ккал/мЗ·К 
У .З.11. v =cN/4V, "=O,75·10~B C-1' M- 2 

У.З.12. 1'5Э = 17,1 К 
У.З.IЗ. NMaKc = 5,88·102B 
У.З.14 . И=80,3 Дж, Р=546 ат, S=II,2 Дж/К 
У.З.15. В первом случае остается N > NMaK~' поэтому давление не изменится. 

Во втором случае даВJlение уменыllтсяя ЩI 1,2 ат 
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У.3.16. Ограничиваясь первыми двумя членами ряда (1 .3.10) (случай слабого 
вырождения), получаем а = 2,73, !lc = -3,77 · 10-21 Дж 

У . 3.17. И= 150R (1 + 3,3·10-2)=298,0 (1 +0,033) ккал=308 ккал, р = 1450 ат 
у 04 . 1. СVКОЛ = O,05R 
УА.2. Т:;;:, 1,5T o = 3400 К 
УА.3. T jT o=O,62, 1,08, 1,64; из фиг. 59 следует: Сvкол = О ,8R, O,95R, I,OR 
УАА. Cvep = R(I + 10- 6 ), Сvкод=3 .10- 2 R 
у 04.5 . Здесь уже нельзя считать', что Т ~ Т О, поэтому 

дС =2xR (~) 2 e
2T

•
1T [-2+~ (1 t3е - Т./Т +6е- 2 2 / Т)] = 

v т (eT./T -l)3 т 

=O,051R 
УА.6. Т ~ T R=29 К 

[ ( 
1 1 TR 8 T'k )] 

У.4.7. U=R T-TR з+4sТ+945 р +... , 

TR = 15,4 К, U = 14,5ЗR 
У.4.8. CvBp = O,8R 

У.4.9. Cvep= R [1 + ;5 ( TT
R У +91:5 ( TT

R 
)3J, CVBP = 1,021R 

п2 
УА.\О. CvepM3Kc= I , IR при Тмакс = О,8 1 2Jk' НСl:Тмзкс =\2 ,5 К 

УА.11. Cvnp (opto-Н2) = О,259R, Cvnp (пара -Н2)=I,93R 

у 04 .12. Z iOPTO-~2~ 3,6 
пара- 2 

УА . 13. Z~OPTO-~2~ 1,7 
пара- 2 

YA.14. tJ.f=-RТlп(3 + 2е-t>еjН), 

ДС = -Т д2р =~ R (~)2 -t>еlkТ =0 21R v дР 3 kT е , 

YA.15. Cv = 3,08 
Y.4.16. Т ~ TRc=7,5 К, 1'= 12, 

Z=[24 Y neV (2il!lkT)3 /2(~)3j2 9 e- Т;l2Т] 
12N h3 TR П -Т-/Т 

;=1 '-е I 

YA.17. 

У .5. \. Т = 2,9\ - К 
У.5.2. 5=6 
У.5.3. t(v)dv=3100 

l' g = п (2ns + l) 

4·3 = 12 
\·3 = 3 
\·2 = 2 
1·3 = 3 
4 ·3 = \2 

2"= \6 
23·3=24 
22 ·32 = 36 
2·33 = 54 
34=8\ ' 

У.5А. Вся область частот dv=(1022-!Q23) G-1 
У .5.5. С = O,038R 
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У .5.6. И 0= 354R = 704 ккалjкмоль 
У.5.7. "g=3,75.1012 Гц 
У.5. 8. C=2,O·10-~ ккаЛjкмоль·К 

к главе 5 

Y.I.I. Kp =2,8.IQ-б атм, РN=7,5.IQ-З атм 

У .1.2. Ограничиваясь членом -БD/kТ, получаем 

f'.[)t!T 
Iп2= kP ,откуда ДТ=74 К 

Y.I.3. РN=5 . IQ-lб атм, NN=4.1Q8 

Y.I.4. (дН)р = 118,4 ккал/моль 
Y.l.5. t!Q=3,7 ккалjмоль 

Y.I.6. ~('],=з,07 

Y.l.7. ~H=-3,63, ~cl=I,70 
Y.l.8. Ig Кр = -70,7 

Y.I.9. Ig Kp=94~OK -1,28= Ig (o,8-Уj2~;О,2- у/2) где PNO=y=O,OI, 

Т=211Q К 
У.1.10. В нулевом приближении Ig Кр =-О,975, Рн,о= 1,2 аТМ 

У .1.11. 3 (н2) = 29,8 ккаЛ/моль, К, S (02) = 49,1 ккалjКМОЛЬ' К, 3 (нр) = 

=44,4 ккал/кмоль·К; 23h , + So,-2)н,О = 19,9 ккал/g~ЮЛЬ'К 
-0,434·0,20·1,6·10-19 I К --180 

Y.1.12.lgKp (T)= 1,38:10- 23Т +lgT-2,21, 1=450 К: g р- " 

cHJ = 0,20, Сн, = 0,80, относительна·я концентрация парОВ йода умень· 
шается до значения CJ , =8·10-4 

C~ Кр 
У.1.13. --=-10 =1,24, Сн+Сн =1, 

Сн , ' 
СН 

Сн = 0,65, Сн = 0,35, У = 2 0,48 
, Сн, + Сн 

ci-r 
У.l.14. -=0,124, сн =О,296, у=О,174 

Сн, 

У . 1.15 . iкол= -2,45, iH, (3150) = -5,81 
У.l.16. Бn=5,08 эВ 
У . l.17. 8n = 4,49 эВ 
У 1 18 К = [11 (DCI) 11 (HBr)] 3 / 2 J (DCI) J (HBr) " (Hel)" (DBr) 
.. . р 11 (HCI) 11 (DBr) J (HCI) J (DBr) " (DCI) " (HBr) 

У.1.19. K p =2,8.1Q-4, а=8,5% 
У.1.20. C2=3,6·1Q-7 
У.1.21. а= 10-88; т. е . наличие носителей заряда при нормальнЫХ условиях 

нельзя связать с равновесной термической ионизацией 

N- -.;- (N )2 5 154·109 Т 
У.l.22. t!N-= -т+ V с(Т)++, с(Т)= 10~Ы7_~+3 Ig , 

(N-P (N-)2 (Т) 
C~ -~-:t!N- = ус (Т); с ~ -~-:t!N- = CN _ 

о 
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28л5k!ТS 
У .1 .23. Поскольку !ii = !ic = О, получаем S = 45c3h3 8,8. 101, Дж(К 

Y.I .24. 107 K:lI.N- =lI.N + = 10- J54 м - 3 , 
108 K:lI.N- =lI.N+= 107,9 м - 3 ' 

У.2.1 . I!T= -0,69 К 
У.2 . 2 . I!P = 0,010 атм 
У.2.3 . тдg/mСПJ1 = 0,05 
У.2.4. Q = 3180 ккал 

У.2.5 . р l Pjpl I 0,08, Р т + 1 Рз ., 1=2,40 атм, P j =2,21 атм ,+ 3.' 
У.2 .6 . 9,7·105 л 
У.2.7. Р = О,023 атм 
У.2 .8 . с=Nмэ" с/Nо= 1,85 · 10-5 
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У.2.9. Gз-G1=NLоkТсо lП~ , Nо-число раство ренных молекул , NL-число 
со 

молекул воды, индексом нуль обознач~но нача.ТIьное состояние, c=No/N L' 
со = No/N Lo ; 02-01 = 453 Дж 

Y.2.10.2.,1·1016 
У.2.11 . n = О,14 моль/л 
У.2 . 12. рН = 8,72, '\' = 1,05·10-!I 
Y .2.13. n > 1,3·10-3 

Y.2.14. 

n 
10- ~ 

1 
0,1 0 ,0001 
0,01 0,0003 
0,001 0,0010 

У.2 . 15. D= 1,5 · 10- 7 м 
Y.2.16. f}E=-1,65 °С 

10-6 

0,0001 
0,0003 
0,0010 
0 ,0032 

К 

10-7 10-8 

0,0003 0, 0010 
0,0010 0,0032 
0,0032 0,0100 
0,0100 0 ,0311 

1 
У.2.17. Согласно уравнению Пуассоиа, имеем A1jJ- D2Ф= О, где 

1 е2 ~ 2 

D2=eoVkT ~ZiNi 
i 

При Zl=l , Z2=-I, Zз=I, Z4=2 имеем D=3,3·lQ-I0 м 
У.2.1.8 . Р=8,1 атм 

N e2k3T3 -
У.2.19. y~ --zв' или D }> r 

У.2. 20. БQ=Т2 (д~ ;;)v 
У.З.1 . lI.N/ N = -0,17; l\.t = ЭО5 ч 
У.3 . 2. I!N;N = -0,036, AN = -9,55 · 1016, AQ =22,3 ккал 

-+ 
У .3 . 3. k =2,8 (22,4 л/~юль, мин) 

10-9 

0,0032 
0,0100 
0 ,0311 
0,095 
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У.З.4. ~nо=О,ОIO КМОЛЬ/МЗ 

У.З.5. - :;=kjпl, n(t)=[n~-i_(I:"""j)kjt]t /(!-j) 
У.З . б. Знаменатель первого слагаемого в формуле (З.4 . 7) отрицателен. Тре­

буемое состояние при данной температуре никогда не будет достигнуто 

У.З.7. t 1 / 2 = (I::"~j~ikj [1-(; )l-i] 
У.З.8. 

~ +- -* +-
nHJ=c+nHJ-nНJ' nHJ-nНJ = -у, 

У.3.9. Для k=const yf'e-UоIRТ имеем Uо =33,4 . IОЗ ккал/кмоль 
k (600 К} 

У .3.10. k (500 к) 2,5 

У.З.II. q= PW1W
2 pw W < 1 WN < 0,66 1 - PW

1W2' 12 . , • 

Y.3.12. х=25, х=2500 
dnC\ 

У.З.IЗ. ~=7,5.lo-r; кмоль/мЗ·с 

dnCI 
Y.3.14. ~= -3,8·10-4 кмоль/мЗ·с 

Y.3.15. х=22,5, х=9,0·104 

отсюда 



ПРИЛОЖЕНИЯ 

Таблица П.l 

Плотность распределения f (г) = _1_ e-zf
/ 2 

y2n 
нормального распределения 

zl о I .1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 

О, ,3989 ,~970 ,3910 ,3814 ,а683 ,3521 ,33:~2 ,3123 ,2897 ,2661 
1, ,2420 ,2179 ,1942 ,1714 ,1497 ,1295 ,1109 ,0940 ,0789 ,061>6 
2, ,0540 ,0440 ,0355 ,0283 ,0224 ,0175 ,0136 ,0104 ,0079 ,oono 
3, ,0044 ,0033 ,0024 ,0017 ,0012 ,0009 ,0006 ,0004 ,0003 ,0002 

Таблица П.!! 

'о 
1 ,.. 2/2 

Нормальное распределение Ф (го) = ,I"<C \ е- ' dz 
r 2л .J 

-а> 

zo I о I I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 

0,0 ,5000 ,5040 ,5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 ,5319 ,5359 
0,1 ,5398 ,5438 ,5478 ,5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 ,5714 ,5753 
0,2 ,5793 ,5832 ,5871 ,5!)10 ;5948 ,5987 ,6026 ,6064 ,6103 ,6141 
0,3 ,6179 ,6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 ,6517 
0,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 ,6808 ,6844 ,6879 
0,5 ,6915 ,6950 ,6985 ,70НI ,7054 ,7088 ,712:3 ,7157 ,7190 ,7224 
0,6 ,7257 ,7291 ,7324 ,7357 ,7389 ,7422 ,7454 ~ 7486 ,75i 7 ,7549 
0,7 ,7580 ,7611 ,7642 ,7673 ,7703 ,7734 ,7764 ,7794 ,7823 ,7852 
0,8 ,7881 ,7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 ,8133 
0,9 ,8159 ,8186 ,8212 ,8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 ,8389 
1,0 ,8413 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 ,8599 ,8621 
1,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830 
1,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,9Р15 

1,3 ,9032 ,9049 ,9066 . ,9082 ,9099 ,91i5 ,9131 ,9147 ,9162 ,9177 
-
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Таблица П. /J (nродолжение) 

%0 1 о 1 11 2 з141516 71819 

1,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9251 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,9319 
1,5 ,9з32 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9429 ,9441 
1,6 ,9452 ,946 3 ,9474 ,948 4 ,9495 ,950:3 ,9515 ,9525 ,9535 ,9545 
1,7 ,9554 ,9564 ,9573 ;9582 ,959 1 ,9599 ,960В ,9616 ,9625 ,9633 
1,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,96!} 3 ,9699 ,9706 
1,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,9767 
2,0 ,9772 ;9778 ,9783 ,9788 ,9793 ,9798 ,9803 ,980В ,,9812 ,9817 
2,1 ,9821 ,9826 ,9830 ,983 4 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 ,9854 ,9857 
2,2 ,9861 ,9864 ,9868 ,987 1 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 ,9887 ,9890 
2,:3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9901 ,9904 ,9906 ,9909 ,9911 ,9913 ,9916 
2,4 ,9918 ,9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 ,9931 ,9932 ,9934 ,9936 
2,5 ,9938 ,9940 ,9941 ,9943 ,9945 ,9946 ,9948 ,9949 ,9951 ,9952 
2,6 ,99:33 ,9955 ,9956 ,9957 ,9959 ,9960 ,9961 ,9962 ,9963 ,9964 
2,7 ,9965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 ,9971 ,9972 ,9973 ,9974 
2,8 ,9974 ,9975 ,9976 ,9977 ,9977 ,9978 ,9979 ,9979 ,9980 ,9981 
2,9 ,9981 .9982 ,9982 ,9983 ,9984 ,9984 ,9985 ,998 5 ,9986 ,9986 

:1:0 = 3,0 1 3,1 I 3,2 1 3,3 1 3,4 I з,51 3,6 1 3,7 1 3,8 I 3,9 

Ф(zо>=,9987 I ,99901 ,999з1 ,99951 ,99971 ,99981 ,99981 ,99991 ,999911,0000 

Асимптотическая формула для больших значений го 

1 
2 
3 
4 
5 
G 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

1 
Ф (го) = 1- ~ r­

r 2л 
(1 2! + 4! - ) --- --+ .... 

1! 2z~ 2! 22Z ~ 

Таблица П. 11/ 

t-распределение [значения t(1, для Р (1 t 1< t(1,)] 

0,9 I 0,95 I o,~; I 0,99 ' I 0,999 11 f 1 0,9 I 0,95 I 0,:8 I 0,99 I 0,999 

6,31 12,71 31,82 63,66 636,62 14 1,76 2,15 2,62 2,98 4,14 

2.92 4,30 6;97 9,93 31 ;60 15 1,75 2,13 2,60 2,95 4,07 

2,35 3, i8 4,54 5,84 12,94 16 1,75 2,12 2,58 2,92 4,02 

2,13 2,78 3,75 4,60 8,61 17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,97 

2,02 2,57 3,37 4,03 6,86 18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,92 

1,94 2,45 3,14 3,71 5;96 19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,88 

1,90 2,37 3,00 3,59 5,40 20 1,12 2,09 2,53 2,85 3,85 
1,86 2,31 2,90 3,36 5,04 25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,72 
1,83 2,26 2,82 3,25 4,78 30 1,70 2,04 ' 2,46 2,75 3,65 
1,81 2,23 2,76 3,17 4,59 40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,55 

1,80 2,20 2,72 3,11 4,44 60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,46 
1,78 2,18 I 2,68 3,06 4,32 120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,37 
1,77 2,16 2,65 3,01 4,22 00 1,65 1,96 2,33 2,58 3,29 
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Таблица П. IV 
Множители L 1 и L 2 , определяющие доверительный интервал 

для среднеквадратичного отклонения 

t 0,10 0,05 '" I 0,025 0,01 

1 0,61 7,96 0,51 15,9 0,45 31,9 0,39 79,8 
2 0,66 3,08 0,58 4,42 0,52 6,28 0,47 9,98 
3 0,69 2,27 0,62 2,92 0,57 3,73 0,51 5,11 
4 0,72 1,94 0,65 2,37 0,60 2,87 0,55 3,67 
5 0,74 1,76 0,67 2,09 0,62 2,45 0,58 3,00 
6 0,75 1,65 0,69 1,92 0,64 2,20 0,60 2,62 
7 0,76 1,57 0,71 1,80 0,66 2,04 > 0,62 2,38 
8 0,77 1,51 0,72 1,71 0,68 1,92 0,63 2,20 
9 0,78 1,47 0,73 1,65 0,69 1,83 0,64 2,08 

10 0,79 1,43 0,74 1,59 0,70 1,75 0,66 1,98 
12 0,80 1,38 0,76 1,52 0,72 1,65 0,68 1,83 
15 0,82 1,32 0,77 1,44 0,74 1,55 0,70 1,69 
20 0,84 1,27 0,80 1,36 0,77 1,44 0,73 1,56 
30 0,86 1,21 0,83 1,27 0,80 1,34 0,77 1,42 
40 0,88 1,17 0,85 1,23 0,82 1,28 0,79 1,34 
60 0,90 1,14 0,87 1,18 0,85 1,22 0,82 1,27 

120 0,93 1,09 0,90 1~12 0,89 1/14 0,87 1,17 

Таблuча П. V 

х.2-распределени~ (уровень значимости (1.,= l-Р) 

t I 0,01 0,05 0,10 ,"'0,50 I 0,90 I 0,99 I 0,999 

1 ,00016 ,0039 ,0158 ,455 2,71 6,62 10,8 
2 ,0201 ,103 ,211 1,39 4,61 9,21 13,8 
3 ,115 ,352 ,584 2,37 6,25 11,3 16,3 
4 ,297 ,711 1,06 3,36 7,78 13,3 18,5 
5 ,554 1,15 1,61 4,35 9,24 15,1 20,5 
6 ,872 1,64 2,20 5,35 10,6 16,8 22,5 
7 1,24 2,17 2,83 6,35 12,0 18,5 24,3 
8 1,65 2,73 3,49 7,34 13,4 20,1 26,1 
9 2,09 3,33 4,17 8,34 14,7 21,7 27,9 

10 2,56 3,94 4,87 9,34 16,0 23,2 29,6 
11 3,05 4,57 5,58 10,3 17,3 24,7 31,3 
12 3,57 5,23 6,30 11,3 18,5 26,2 32,9 
13 4,11 5,89 7,04 12,3 19,8 27,7 34,5 
14 4,66 - 6,57 7,79 13,3 21,1 29,1 36,1 
15 5,23 7,26 8,55 14,3 22,3 30,6 37,7 
16 5,81 7,96 9,31 15,3 23,5 32,0 39,3 
17 6,41 8,67 10,1 16,3 24,8 33,4 40,8 
18 7,01 9,39 10,9 17,3 26,0 34,8 42,3 
19 7,63 10,1 11,7 18,3 27,2 36,2 43,8 
20 8,26 10,9 12,4 19,3 28,4 37,6 45,3 
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Таблица П. V (продолжение) 

f 0,01 f 0,05 
с.; 

0,10 I 0,50 f 0,90 I 0,99 f 0,999 

25 11,5 14,6 16,5 24,3 34,4 44,3 52,6 
30 15,0 18,5 20,6 29,3 40,3 50,9 59,7 
40 22,2 26,5 29,1 39,3 51,8 63,7 73,4 
50 29,7 34,8 37,7 49,3 63,2 76,2 86,7 

100 70,1 77,9 82,4 99,3 118,5 135,8 149,4 

Таблица П. У/ 

Значения Ла. при проверке нормальности распределения 

р р р 

0,30 1,000 0,80 0,5441 1,60 0,0120 
0,35 0,9997 0,85 0,4653 1,70 0,0062 
0,40 0,9972 О,!)О 0,3927 1,80 0,0032 
0,45 0,9874 0,95 0,3275 1,90 0,0015 
0,50 0,9639 1,00 0,2700 '2,00 0,0007 
0,55 0,9228 1,10 0,1777 2,10 0,0003 
0,60 0,8643 1,20 0,1122 2,20 0,0001 
0,65 0,7920 1,30 0,0681 2,30 0,0000 
0,70 0,7112 1,40 0,0397 2,40 0,0000 
0,75 0,6272 1,5О 0,0222 2,50 0,0000 

ТJJ.блица П. V / / 

Значения Ра для а=О,Оl (верхняя строка) 
и а=О,ОО5 (нижняя строка) 

f I Степени свободы f 1 для большей дисперсии 
2 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 I 10 I 20 I 30 I 40 I 00 

2 99,0 99,2 99,3 99,3 99,3 99,3 99,4 
199 199 199 199 199 199 199 

3 30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,7 27,5 
49,8 47,5 46,2 45,4 44,8 44,4 44,1 

4 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 15,0 14,8 
26,3 24,3 23,2 22,5 22,0 21,6 21,4 

5 13,3 12,1 11 ,4 11 ,0 10,7 10,5 10,3 
18,3 16,5 15,6 14,9 14,5 14,2 14,0 

6 10,9 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 
14,5 12,9 12,0 11,5 11 ,1 10,8 10,6 

7 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 ' 6,84 
,~,4 10,9 10,1 9,52 9,16 8,89 8,68 
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99,4 99,4 99,5 
199 199 199 

27,3 27,2 26,7 
43,9 43,7 42,8 

14,7 14,5 14,0 
21,1 21 ,0 20,2 

10,2 10,1 9,55 
13,8 13,6 12,9 

7,98 7,87 7,39 
1(),4 .0,3 9,59 

6,71 6,62 6,15 
8,511 8,38 7,75 

99,5 
199 

26,5 
42,5 

13,8 
19,9 

9,38 
12,7 

7,23 
9,36 

5,98 
7,53 

99,5 
199 

26,4 
42,3 

13,7 
19,8 

9,29 
12,5 

7,14 
9,24 

5,90 
7,42 

99,~ 

200 

26,! 
41,8 

1Ц 

19,3 

9, 
12,t 

6,8 
8,8 

8 
8 

5, 66 
8 7,0 



Таблица п. v 1 1 (продолжение ) 

1·1 2 1 3 1 7 1 8 19 1 10 1 20 1 30 1 40 1 00 

8 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19 6,03 5,\11 5,82 5,36 5,20 5,11 4,86 
11,0 9,60 8,81 8,30 7,95 7,69 7,50 7,4:3 7,21 6,61 6,40 6,29 5,95 

9 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,62 5,47 5,35 5,26 4,80 4,64 4,56 4,31 
10,1 8,72 7,96 7,47 7,13 6,88 6,69 6,54 6,42 5,83 5,62 5,52 5,19 

10 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,21 5,06 4,95 4,85 4,41 4,25 4,17 3,91 
9,43 8,08 7,34 6,87 6,54 6,30 6,12 5,97 5,85 5,27 5,07 4,97 4,64 

12 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,65 4,50 4,39 4,30 3,86 3,70 3,61 3,36 
8,5i 7,23 6,52 6,07 5,76 5,52 5,35 5,20 5,09 4,53 4,33 4,23 3,90 

14 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,51 3,34 3,26 3,00 
7,92 6,68 6,00 5,56 5,26 5,03 4,86 4,72 4,6Ь 4,06 3,86 3,76 3,44 

16 6,23 5,29 4,7.7 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,25 3,10 3,01 2,75 
7,51 6,30 5,64 5,21 4,91 4,69 4,52 4,38 4,27 3,73 3,54 3,44 3,11 

20 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,71 3,56 3,45 3,37 2,94 2,77 2,69 2,42 
6,99 5,82 5,17 4,76 4,47 4,26 4,09 3,96 3,85 3,32 3,12 3,02 2,69 

30 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,06 2,98 2,55 2,38 2,29 2,01 
6,35 5,24 4,62 4,23 3,95 3,74 3,58 3,45 3,34 2,82 . 2,63 2,52 2,18 

40 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,88 2,80 2,37 2,20 2,11 1,81 
6,07 4,98 4,37 3,99 3,71 3,51 3,35 3,22 3,12 2,60 2,40 2,30 1,93 

'00 4,60 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41 2,32 1,87 1,69 1,59 1,00 
5,30 4,28 3,72 3,35 3,09 2,90 2,74 2,62 2,52 2,00 1,79 1,67 1,00 

Таблица п. VIII 

Соотношения между единицами физических величин 

Энергия 

I Вт· с; Дж кгс· м KKaJГ МэВ 

ВТ . С; Дж 1 0,10197 2,3885· 10- t 6,242. 1012 
кгс · М 9,80665 1 2,3423·10-3 6,121. 1013 
.нкал 4186,84 426,935 1 2,613·1016 
м,В 1,602 . 10-13 1,634 ·10-Н 3,826 . 10-l? 1 

Сила 

Н кгс 

Н 1 0,10197 
КоС 9,80665 1 
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Таблица П. V 11/ (nродо.лжение) 
Давление 

I кгс!см 2 =ат ·1 атм Н/м2 мбар тор 

кг.с/ см2 = ат 1 0,96784 9,8067·10· I 980,67 735,56 
атм 1,0332 1 1,01325.10Ъ 1013,25 760 
Н/м2 1,01972·10-5 9,8692·10-6 1 0,0100 0,0075 
мб.ар 1,01972·10-3 9,8692·10- ( 100 1 0,75006 
тор 1,3595 . 10- 3 1,31579·10-Э 133,32 1,3332 1 

(1 тор=1 мм рТ. СТ.) 

Таблица П. / Х 

Удельная теплоемкость твердых тел 

Химическая Относительная атом, - Удельная геПЛО.емкость (ккал !кГ. к) 

формула ная или молекулярная Эксперименталь- IЗначение по. Дюлонг у 

масса иое значение(200~) и Пти 

Аl 26,98 0,214 0,221 
Ве 9,01 0,418 0,661 
РЬ 207,2 0,031 0,029 
Са 40,08 0,155 0,149 
Fe 55,85 0,108 0,107 
Au 196,97 О,О:Н 0,030 
К 39,102 0,177 0,152 
Сп 63,546 0,092 0,094 
Со -58,9:3 0,105 0,101 
Li 6,94 0,818 0,859 
Mg 24,30 0,243 0,245 
Mn 54,938 0,116 0,109 
Na 22,99 0,288 0,259 
Ni 58,71 0,106 0,102 
Pt 195,09 0,032 0,0:31 
Ag 107,87 0,056 0,055 
U 238,03 0,028 0,025 
W 183,85 0,032 0,032 
Zn 65,37 0,092 0,091 
Sn 118,69 0,054 0,050 
NaCI 58,45 0,207 0,204 
КСI 74,56 0,163 0,160 
Eis 18,01.5 0,505 0,9926 
NаNОз 85,0() 0,259 Q,З51 

КNОз 101,11 0,225 0,295 
Nа2СОз 1 Ш\,ОО 0,249 0,334 
СаО 56,08 0,184 0,213 
Сн2О 143,09 0,105 0,125 
CuO 79,54 0,129 0,150 
Аl~Оз 101,96 0,189 (),29Z 
(Eis - лед.) 
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Таблица П. Х 

Молярная теплоемкость одно- и многоатомных газов при различ­
ных температурах, отнесенная к газовой постоянной 

R = 1,986 ккал / (кмоль, к) 

Т, К I Арго" 

I Cv I Ср I " 
" Водород I Кислород IУглекнслwй газ 

С. I Ср 1" С. I Ср 1" С, I Ср I " 
40 1,508 2,568 1,700 

100 1,714 2,721 1,587 2,506 3,511 1,401 
150 2,О:Ю 3,053 1,489 2,506 3,511 1,401 
200 1,503 2,1115 1 ,Ы4 2,280 3,281 1,439 2,506 3,511 1,401 
25() 1,501 2,508 1,671 2,406 3,407 1,416 2,Ы2 3,519 1,401 3,219 4,262 1,324 
:юо 1,500 2,504 1,670 2,469 3,469 1,405 2,641 3,545 1,391; 3,490 4,512 1,293 
:15() 1,IЮО 2 ,50:~ 1,669 2,572 3,573 1,390 3,742 4.756 1,271 
400 1,500 2;502 1,668 2,510 3,509 1,398 2,622 :3,624 1,382 3,973 4,983 1,254 
500 1,500 2,501 1,668 2,518 3,518 1,397 2,738 3,740 1,3(16 4,368 5,372 1,230 
600 1 ,.~00 2,501 1,667 2,53 3,53 1,39 2,859 3,860 1,350 4,690 5,694 1,214 
800 1,500 2,501 1,667 2,56 3,56 1,39 3,057 4,057 1,327 5,186 6,186 1,193 

1000 1,500 2,501 1,667 2,63 3,63 1,38 3,194 4,194 1,323 5,53() 6,531 1,181 
1500 1,500 2,501 1,667 2,89 3,89 

, 
1,35 3,:197 4,397 1,294 6,020 7,019 1,166 

2000 1,500 2,501 1,667 3, 12 4,12 1,32 :1 ,543 4,54:3 1,282 
2500 3,44 4,44 1,29 

Таблица П. Х/ 

Молярная теплоемкость газов (в ккаЛ j кмоль, К) при комнатной 
температуре 

Газ С. Ср ,,= Ср/С. 

Не 3,01 5,00 1,66 
Аг 3,03 5,00 J,65 
H z 4,81 6,86 J ,41 
()2 4,99 6,99 1,40 
N 2 4,96 6,96 1,40 
неl 4,96 6,96 1,40 
СО2 6,62 8,61 1,30 

NzO 7,37 9 , :З6 1,27 

NНз 6,38 8,36 1, :Н 

CzH2 8,04 10,13 1,26 

СИ, 6,27 8,28 1,32 

С:Н. 10,34 12,41 1,20 
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Таблuца П. XlI 

Критические данные и константы Ван-дер-Ваальса 
I(онстанты а и Ь ВJ,lбр а l\PI таким образом . чтобы получить оптимальное согласование 
уравиения Ван-дер-В аалы:а с измеренными изотермами для комнатной тем пературы ; 

R= N А k =8,3 14, 10' Дж/кмоль·1( 

С- _ / 
а I ь IR/NAk 

ат,м6/кмоnь.2 м 3/кмо.nь 

НС! 86 0,060 324,6 0,922 0,020 0,469 
Нз 13,2 0,065 33,2 0,194 0,022 0,813 
Не 2,34 0,058 5,2 0,035 0,024 0,821 
НзО 225 0,055 647,3 5,65 0,031 0,602 

°з 51,4 ОЩ5 154,3 1,40 0,032 0,768 
N a 34,8 0,090 126,0 1,39 0,039 0,782 
СО. 75 0,096 304,1 3,72 0,043 0,745 

ТаБЛllца П. ХII! 

Значения температуры Бойля тв(к) 

Не Кг Ne Аг Nz 02 600 -1 
дух 

19 106- 134 410 323 423 357 J ТВ 

Таблuца П. XlV 

Точка кипения и теплота испарения некоторых веществ при 
нормальном давлении 

Газ I точка кипе . /тепnо:та испареии·я, 
иия, К кк'ал;' Kf 

Н2 20,4 111 
Не 4,3 6 
Н2О 373,2 539 
02 90;'2 51 
НС! 188,2 106 
N2 77,4 47,6 
Cl2 238,2 62 
С02 194,7 137 

Воздух 79,2 41 
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Тем· 

пера-

тура, 

ос 

О 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
80 

100 
150 
200 
250 
300 
350 

Таблица П. XV 

Термодинамические величины для воды и насыщенного пара 

Давление, Удельныii Энта.~ЬПIlЯ Энтропия Теплота . 

зт объём IIспар.еНlЩ 

Вода, 

I 
Пар. Вода, I Пар, Вода I Пар ккал / кг 

.дМ3 / кг м3/ кг ккэ," / кг ккал/ кг ккал/кг : К \ккал / кг, к: 

0,006 1,0002 206 О 597 О 2,1\1 597 
0,012 1,0004 106 10 602 0,036 2,13 5\12 
0,024 1,0018 57,8 20 606 0,071 2,07 586 
0,043 1,004 32,9 :10 6JO 0,104 2,02 580 
0,075 1,008 19,6 40 615 0,137 1,97 575 
0,126 1,О12 12,0 50 619 0,168 1,93 569 
0,203 1,017 7,68 60 623 0,198 1,89 563 
0,483 1,029 3041 80 631 0,257 1,82 551 
1,033 1,04 1,67 100 639 0,312 1,76 539 
4,854 1,09 0,39 151 655 0,439 1.,63 504 

15,86 1,16 0,127 204 667 0,556 1,54 463 
40,56 1,25 0,050 259 669 0,667 1,45 410 . 
87,61 1,40 0,022 321 656 0,777 1,36 335 

168,63 1,75 8,8 ·10- 3 399 612 0.902 1,24 213 
374,2 225,5 3,14 3,14; 10- 3 502 502 1,06 1,06 О 

Таблица П. XV 1 

Диаметр газокинетического эффективного сечения 2rs 
при 00 С и константа Сазерленда С для различных газов 

Газ 12rs. 10-10 м с.. к 

Н2 2,75 84 
Воздух .3,75 112 
CO~ 4,65 254 
Не 2,18 80 
Ar -3,40 169 
Kr 4,30 142 
Хе 4,91 252 
Nc 2,60 .56 
O~ 3,62 125 
N~ 3,78 105 
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Таблица П. XV/l 

Значения коэффициента диффузии для некоторых веществ 

Вещество Т, К D , M2 jC 

Н2 В Нг 65, 1 1,006· JO-5 
2UG .1 ,647·10- · 

Н в Hz 3411 2,26· 10-. 
()п6 5,42. 10-( 

Но В Не 276 6,24· 10-5 
341) 9,02: 10- 5 

Н2 в воздухе. 300 7,0· 10- 6 
D2 В воздухе :\00 5,65· 10-· 
Н() В воздухе 276 6,24· 10-5 
Hg В воздухе 41:3 1,8·10-5 
02 в воздухе 273 1,8 ·10-5 
:Na.CI в воде 283 9,3 . 10-10 
Сахар в воде. 291 :3,7·10-1u 
Золото » свинце 44!) 4,6 . 10-1 ~ 

1<. В KpUCTai1JleJ, Br 920 5,2· 10-8 

Таблица П. XV/// 

Теплопроводность х, динамическая вязкость '1'] и удельная тепло­
емкость Си некоторых газов при 20 ос 

'Газ I I I I 
-

х. 11. С.,. х /11Си 
ккал/(м · ч·К) 10-5 н , с/м2 ' ккал/кг · К 

Н2 0,160 0,88 2,415 2,09 
N 2 0,022 1,75 0,177 1,97 
02 0,022 2,02 0,157 1,93 
СО2 0,014 1,47 0,150 1,77 
СН, 0,028 1,08 0,391 1,84 

Таблица П. Х/Х 

Эффективная работа выхода (эВ) 

Элемент Wa - Wi 
11 

Элемент. Wa - W i 

Ag 4,5 Ge 4,56 
АI 3,74 Rb 2,13 
Bi 4,28 Те 4;73 
Се! 3,92 Ti 4,16 
СО 4,:37 'lЪ 3,35 
Cs 1,87 U 3,72 

W 4,50 
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Значения спина некоторых ядер 
Таблица П. ХХ 

При четном заряде ядра Z и четном числе нейтронов N спин ядра п• равен нулю. 

ЯPJjО I z I N I n• "ядро I z. I N I n$ 

п 1 О 1/2 Mn 25 30 5/2 
D 1 1 1 Со 27 32 7/2 
Li 3 3 1 Cu 29 34 3/2 

3 4 3/2 29 36 3/2 
N 7 7 1 Zn 30 37 5/2 

7 8 1/2 Вг 35 44 3/2 
F 9 10 1(2 35 46 3/2 
Na Ц 12 3(2 Kr 36 47 9/2 
Аl 13 14 5/2 Ag 47 60 1/2 
Р 15 16 1/2 47 62 1/2 
Сl 17 18 5/2 J 53 74 5/2 

17 20 5/2 Cs 55 78 7/2 
К 19 20 3/2 Pt 78 117 1/2 

19 22 3/2 Au 79 118 3/2 

Таблица П. ХХ/ 

Момент инерции J, частота шо основных колебаний и энергия 
диссоциации ED некоторых двухатомных молекул 

Молекула I . J. (U о • CD' 
10-47 кг. м2 1014 ;':-1 эВ 

Н2 0,47 8,28 4,478 
02 19,1 2,98 5,11 
N2 13,8 4,45 7,3 
Cl2 113 1,06 2,47 
Brz 342 0,61 2,0 
J 2 741 0,40 1.54 
СО 15.0 4,09 8,4 
NO 16,3 2,86 6,5 
НС! 2,60 5,63 4,43 
HF 4,3 7,80 6,1 

Таблица П. XXI! 
Значения энергии связи В 

Молекула В, эВ I Молекула В. эВ 
11 

Молекула В. эВ 

HD 4,513 HF 6,1 ВГ2 2,0 
D2 4,556 J 2 1,542 HJ 3,11 
CD 3,52 NO 6,49 AgC! 3,1 
DBr 3,65 N 2 7,3 AgJ 2,2 
ZnD 0,87 02 5.11 AgH 2,3 
Н2 4,478 CJ 2 2,47 AgO 1,4 
НВг 3,78 ОН 4,40 СнО 4,5 
неl 4,431 ·\:1'2 2,2 GcS 5,0 
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Таблица П. XXI!/ 

Значения химической постоянной при комнатной температуре 

Молекула 1 j 11 Молекула 

Ne +0,40 Jz +3,08 
At· +0,79 неl -0,40 
к +1,11 Н.} +0,65 
Na +1 ,85 NO +0,52 
H z -3,69 СО -0,075 
N: -0,15 COz +0,90 
02 +0,5.5 HzO -1,94 
Cl2 +1,65 NНз -1,46 
ВГ2 +2,57 СН. -1,96 

Таблица П. XX/V 

Значения энтальпии образования И ЭНТРОПИИ ПрИ Т -:- 25 ос 
И р = 1 атм, отсчитываемые от их значения для ионов водорода 

вещество. , Н, I 5, 11 Вещество 
103 ккал/кмоль кка.~/ItIolОЛЬ · К 1 

н, I 5, 
103 ккал/кмоль КJ<ал/кмоль,!{ 

ю' (рас тв. ) О О С (графит) О 1,36 
Н(газ.) 51,7 27,4 Li О 6,70 
Н2 О 31,2 F2 О 48,6 
О. О 49,0 ИF -64,2 41,5 
ОН-{раств.) -55,0 -2,е К О 15,2 
Н2О (газ.) -57,8 45,1 N О 12,2 
N. ' 0 45,8 KJ -79 "24,1 
N (газ.) 112,5 36,6 Brz (газ.) 7,65 58,6 
NНз -11,0 46,0 Вг (газ . ) 26,9, 41,8 
NO 21,6 50,3 НВг -7,8 ' 47,5 
СI (газ.) 28,9 39,5 J (газ . ) 25,6 43,2 
Cl2 О 53,3 J2 (газ.) 14,5 62,3 
НС! -21,9 44,7 НJ(газ.) 6,1 49,4 
СО -26,4 ~7,3 J-(раст,в . ) -13,2 25,3 
СО2 -94,0 61,1 
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Таблица П. ХХУ 

Потенциалы ионизации атомов (в вольтах) 

Атом I А -+ AI+ I AI+-+A"+ I А"+ ...... А3+ I А3+->- АН АН-+А5+ IAH-+A.+IA<+ ...... AT 

Н 1а,54 

Не 24,48 54,16 
Li 5,37 75,3 121,9 
Ве 9,:10 18,12 153,1 216,6 
В 8,28 24,99 37,70 258,0 338,5 
С 11,24 24,28 47,55 04,1 :190,1 487,4 
N 14.51 29,41 47,36 77,0 93,:1 549 663 
О 1:1,57 34,75 54,8 77,б 113,а 137,3 735 
F 17,46 34,71 63,3 87,3 114,8 156,5 184,2 
N:e. 21,47 40,67 63,2 97,1 127,0 159,1 206,6 
Na. 5,07 46,65 71,3 99,0 139,1 173,9 210,5 
Ar 15,68 27,64 40,94 59,7 75,7 92,1 124,1 
Аl 5,94 18,85 28,35 119,6 154,9 192 ,7 245,1 
Р 10,43 19,75 30,08 51,1 64,6 222,8 268,3 
S 10,42 23,25 34,89 47,32 72,2 87,5 285,7 
СI 13,01 23,85 39,67 53,5 68,0 96,5 113,8 
К 4,32 31,45 46,00 .61,7 I 83,3 101,4 119,7 

Таблица П. ХХУ/ 

Значения энергии активации для некоторых реакций 

Реакция IТеМпе~аТУра, Энергия активаЦИИ,103 ккал /КМОЛЬ 

измеренная Iприведенная к Т= о К 

H+Hz -+Н2 +Н 328 .6,7 ± 0,3 7,4 
973 5,5 ± 0,8 7,4 

СI + На -+ НО! + Н 285 6,1 ± 1,0 6,7 
649 5,5 6,8 

Br + H2-+НВr+Н 550 18,8 20,4 
1035 17,3 20,4 

J+H2 -+HJ+H 672 33,4 ± 0,4 34,7 
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Таблuца П. XXVII 

Основные физические постоянные 

Электрическая постоя иная Во 8,8542.10-12A·c/B ·м 

1,257·10-8 В.с/А.м 

1,3807 ·10-23 Дж/К 

9,80665 м/с2 

Магиитная постоянная f.Lo 

Постоянная Больцмана k 

Ускорение свободного падения (при g 

ср=450 на уровне моря) 

Универсальная газовая постоянная R 8,3144. iоз Дж/кмоль, К 
2,99792· 108 м/с 

6,0220·1026 кмоль- 1 

6,6262·10-34 Дж·с 

Скорость света С 

ЧIIСЛО Авогадро N А 

Квант действия Плаика h 

n'=hj2n 1,054·10-34 Дж·с 

Масса поко!! электрона 

Масса покоя иейтроиа 

-Масса покоя протона 

Заряд электрона 

9,109·10-31 кг 

1,6749 ·10-27 К,г. 

1,6726·10-27 КГ 

1,602·10-19 А-с 

а, Ь 
а, ~ 
а 

А 
А, 
~ 
В 
~ 
С 

С; 

С 
С, Cv , 

)(.2 

О 
Е 
1\ 

~ 
F 
~ 
g 
G 
r 

Таблuца П. XXV 1// 
Основные обозначения 

-поправочные члены в уравнении Ван·дер·Ваальса 
-коэффициенты в потенциале Леннард,Джонса 
-ошибка первого рода; уровень значимости; множитель Лагранжа 
- произведенная работа; площадь 
-относительная атомная масса атома 

-ошибка второго рода; множитель Лагранжа 
- второй вириальный коэффициент 
- магнитная индукция или П.1JОТНОСТЬ магнитного потока 

-скорость света; скорость звука; удельная теплоемкость 

-относительная концентрация 

- постоянная · Сазерленда 
Ср-молярная теплоемкость, при постоянном объеме, при постоянном 

давлении 

-случайная величина в х.2-распределении 
- коэффициент диффузии; коэффициент жесткости 
- полная энергия; энергия реакции; модуль упругости 

-энергия микрочастицы 

- вязкость (динамическая) 
- число степеней свободы материальной частицы; функция распре-

деления; плотность распределения 

-свободная энергия 
-сила 

- кратность вырождения 

-энергия Гибоса; генеральная совокупность 
~фазовый объем; переносимая величина 
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~, н 
н 
i, J 
J 
J 

~ 
k;J' k n 
+- -+ 
k, -k 
х 

t.. 
1 
!1 
!1с 
т 

М, 
!.m 
n 

N 
v 

чr, '" 
р 

р 

ъ 
r 
2rs 
р 

s 

s 
(J 

t 
Т 
't 
U 
и 

V 
v 
w 
W 
(J) 

Х, у,2 

Х, У 

х, У 

~ 

2 
Z 
Z 

14* 

-напряженность магнитного поля 

-энтальпия 

-сила тока 

-магнитный момент (магнитная поляризация) 
-момент инерции 

-плотность тока; химическая постоянная 

- число компонентов раствора 

- частоты событий 

- коэффициенты скоростей химических реакций 
-теплопроводность; показатель адиабаты; сжимаемость: восприим-

чивость 

-длина BO.~HЫ; средняя длина своБО.l.lного пробега 
-длина пути; вращательное квантовое число 

-среднее значение по генеральной совокупности; масса МИКРО!lастицы 
- химический потенциал 
- масса не которого количества вещества 

-относительная молекулярная масса 

- намагниченность 

- главное квантовое число; число киломолей; полное число испы-
таний 

- число частиц; концентрация 

- частота; частота столкновений 
- волновая функция 
- прицельный параметр (параметр соударения); вероятность опре-

.I.Iеленного события А, импульс материальной частицы 

- давление; вероятность 

- координата микрочастицы; вероятность определенного события В 
- количество тепла 

- число фаз раствора; коэффициент корреляции 
-кинетический эффективный диаметр сечения столкновения 
- плотность; плотность распределения 

-спин; число степеней свободы ·системы; эмпирический стандарт, 
выборочное сре.l.lнеквадратичное отклонение 

-коэффициент ковариации распределения двух случайных перемен­
ных 

-энтропия 

-эффективное сечение; площа.l.lЬ; среднеквадратичное отклонение 
генеральной совокупности 

-время; случайная величина в t-распределении Стьюдента 
-температура 

-коэффициент симметрии 
- внутренняя энергия 

-скорость движущегося тела или вещества 

-объем 
-скорость материальной частицы 
- вероятность в физических процесс ах 
-ст'атистический вес; энергия 
-угловая скорость; частота 

~переменные или неизвестные в декартовой системе координат 
-случайные величины 

-выборочное среднее значение 
-число соударений одной матернальной частицы; химическая по-
. стоянная (нат. осн.) 

- полное число столкновений 
-статистическая сумма; зарядовое число ядра; числе ячеек 

-статистическая сумма большого канонического распределения 
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ПРЕДМЕТНblЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Абсолютный нуль, недостижимость 
303 

Авогадро число 77 
-- -- измерение 89 
Ангармонизм колебаний 281, 287 
Аррениуса закон 369 
Асимметрия распределения 95 

Барометрическая форм'ула 87 
Бозе-частицы 231 
Бозе -- Эйнштейна газ 272, 275 
-- -- конденсация 272, 274 
-- -- распределение 235, 238 
-- -- статистика 231, 234 
-- -- температура 273, 275 
Бозоны 231 
Бойля температура 173, 413 
Больцмана постоянная 77, 114, 152 

-- измерение 254 
-- распределение 77, 79, 153 
-- статистика 229, 234 
-- уравнение 222 
-- формула 114 
Де Бройля волна 235, 264 
-- уравнение 264 
Броуновское движение молекул 215 
Букингема потенциал 172 

, Ван-дер-Ваальса газ 156, 174 
-- постоянные 160, 413 
-- уравнение 157, 173, 193 
Вант-Гоффа закон 352 
-- уравнение 323, 324 
Величина переносимая 204 
-- экстенсивная 114 
Величины термодинамические в кван­

- товой статистике 258 
-- -- вклад колебаний 286, 287 
-- -- для воды и насыщенного пара 

414 
двухатомного газа 286 
излучения 254 
квантовой жидкости 311 

Величины термодинамические для мно-
гоатомных молекул 298 

-- -- -- смеси идеальных газов 319 
-- -- при абсолютном нуле 302 
Вероятность ошибки 52 
-- события 7 
-- условная 9 
Вес статистический 72, 233 
Вещество парамагнитное 303 
Взаимодействие электростатическое 

347 
Вина закон излучения 248 
-- -- смещения 248, 254 
Водород 291, 295, 331 
-- орто-, пара- 291, 381 
Волновая функция 229 
Восприимчивость магнитная 304 
Вращение молекул 125, 127, 282 
Второй закон термодинамики 118 
Выборка 22 
Вырождение 264, 270 
-- интеграл 241, 244 
Выход химической реакции 331 
Вязкость 210, 221, 222 

Газ квантовый 306 
-- электронный 261, 270 
Гальванометр, чувствительность 148 
Гамма-функция 84 
Гаусса нормальное распределение 21 
Гейзенберга соотношение неопреде-
ленностейl13, 120,231 . 

Гелий 272, 311 
-- орто-, пара- 273 
Генеральная совокупность 22 
Генри закон 352 
Гиббса правило фаз 342 
-- распределеljие 77, 99 
-- энергия 117, 125 
-- -- для излучения 254 
-- -- связь с химическим потенциа-

лом 190 
Гидролиз 355 
-- степень 356 
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Давление внутреннее ' (когезионное) 156 
идеального газа 150, 161 
излучения 254 
насыщенного пара 194, 350 
нерелятивистское 260, 262 
осмотическое 93, 351, 362 
равновесное .\ 93 
раствора 359 
реального газа 156, 157 
релятивистское 260 

-- электронного газа 261 
Дебая радиус 356 
-- температура 309, 310 
-- теория теплоемкости 309, 312 
Дейтерий 291, 331 
-- орто-, пара- 291 
Джоуля -- Томсона эффект 179 
диаметр эффективного сечения 202, 

210, 222, 414 
Дисперсия ,50 
-- скорости 84 
Диссоциация 344 
-- водорода 321 
Длина свободного про6ега 203, 206 
-- реакционной цепи 385, 386 
Добротность 15 
Дюлонга и Пти закон 102, 310 

~идкость квантовая 311 

Закон биномиальный 12, 14 
-- -- обобщенный 13 
-- действующих масс 316 
-- площадей' 224 
-- равнораспределения 96, 99 
-- умножения вероятностей 9 
Законы излученffif 247, 248,251 , 253 

Изотерма критическая 159 
Интеграл вырождения 241, 244 
- стандартный нормальный 27 
- статистический 121, 168 
Интервал доверительный 25, 30, 407 
Ионизация газов 336 
Испытание 7 

Карно цикл 133 
Катализ 334 
Клаузиуса - Клапейрона уравнение 

195, 196 
Колебания атомов 104 

внутримолекулярные 130 
- нормальные, число 307 

Конденсация 159, 197 
Константа скорости реакции 365, 375, 

376 
-- химического равновесия 321, 327, 

329 
Концентрация относительная 316 
Координаты сферические 80 
Корреляция 54, 56 
-- флуктуаций 145 
Коэффициент давления 163 
- диффузии 212, 225, 415 
-- корреляции 51 
-- полезного действия (К. п. д.) 135, 

136 
- расширения 163 
-- реакции кинетический 365 
- симметрии 299 
-- стерический 393 
Коэффициенты вириальные 167, 187 
-- - для смеси газов 187 
Критерий согласия "1.2 37, 407 
Крутизна распределения 95 
Кундта трубка 110, 11~ 
Кюри -- Ланжевена закон 303 

Лагранжа множители 75, 152, 259 
Леннард-Джонса модель 172, 183 
-- потенциал 171 
Линде метод сжижения газов 199 
Лиувилля теорема 72, 
Лошмидта число -- см. Авогадро 

число 

л-критерий Колмогорова 38, 41, 43, 
408 

л-точка 272 

Максвелла--Больцмана распределение 
67, 82 

Макросостояние 72, 231 
Масса приведенная 126 
- эффективная 90 
Метод наименьших квадратов 49, 50 
Методы измерения, статистическое 

сравнение точности 47 
Микросостояние 72, 231 
Микроячейка 71 ~ 
Модt>-ЛЬ идеального газа 153 
- жестких упругих сфер 171, 181 
Модуль упругости 111 
Молекула линейная 296 
- многоатомная 285, 298 
Момент корреляционный 50 
- магнитный 304 
Мощность статистического критерия -
см . Добротность 

Мулхолланда формула 282 
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Надежность 31, 32 
Намагниченность ЗО3, 304 
Намагничивание изотермическое 303 
Насос тепловой 136 
Нернста - Планка теорема 300 
Нернста цепь - см . Цепь реакционная 

Область двухфазная 159, 193 
Объем молекул собственный 156 
- столкновения 157 
Оси симметрии 129 
Оствальда закон 353 
Осциллятор 113, 171 
- гармонический 100 
Оценки статистические, 9кстраполя­

ция 33 
Ошибки (первого и второго рода)!О, 

11 , 14, 15, 56 

Параметр прицельный 225 
Параметры критические 161 , 413 
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