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Yorwort.

Die Herausgabe eines neuen Taschenbuches fiir Bau-
ingenieure bedarf keiner besonderen Begriindung: Seit lin-
gerer Zeit fehlte ein handliches Hilfsmittel, ein Band, der mit
Beitrigen aus allen Teilgebieten eine Gesamtiibersicht iiber
den Bereich des Bauingenieurwesens bietet.

Das Taschenbuch soll zur Einfithrung der studierenden
Jugend wie der Praxis des Bauingenieurwesens als Nach-
schlagewerk zur Unterrichtung iiber einzelne Fragen niitzlich
sein.

Da im letzten Jahrzehnt auf manchen Gebieten des Bau-
ingenieurwesens besonders groe Fortschritte zu verzeichnen
sind, war vor allem auf die Darstellung der Grundlagen
Gewicht zu legen. Es wurde angestrebt, iiberall die letzten
Kenntnisse und Erfahrungen mit zu beriicksichtigen, auch
wenn diese vielleicht noch nicht in jeder Hinsicht abgeschlos-
sen sind.

Es ist nicht die Aufgabe eines ,,Taschenbuches‘’, die Hand-
und Lehrbiicher ganz zu ersetzen. Man wird nicht erwarten,
alle Sonderfragen behandelt zu finden, die nur einen verhilt-
nismafBig kleinen Kreis von Fachleuten interessieren. Der
,»Spezialist® verfiigt iiber verschiedene zusitzliche Hilfsmittel,
Tabellenwerke usw., auf die jeweils im Text verwiesen ist.

Von geringfiigigen Ausnahmen abgesehen, sind daher keine
Tabellen usw. aufgenommen worden. Diese stehen in einer
Reihe von Biichern in so reichhaltigem Inhalt und vielseitiger
Verwendbarkeit zur Verfiigung, da3 man fiir die praktische
Arbeit unbedingt darauf zuriickgreifen wird. Auch der aus-
fiihrliche Abdruck der Vorschriften, behordlichen Bestim-
mungen, DIN-Normblitter usw. auf dem Gebiete des Bau-
ingenieurwesens konnte nicht in Frage kommen, es ware dafiir
eine sehr betrichtliche Vergrolerung des Gesamtumfanges er-
forderlich gewesen. Kurze Ausziige besitzen nur einen be-
schrinkten Wert, auch sind die einzelnen Bestimmungen
dauernd in der Fortentwicklung begriffen, so dafl der Text
teilweise zu schnell iiberholt wiirde.

Natiirlich muBten bei der Verwirklichung des Planes
verschiedene Beschrinkungen in Kauf genommen werden,



v Vorwort.

manches ist auch durch die Verhiltnisse bedingt. Es wiirde
zu weit fithren, darauf naher einzugehen.

Den Bearbeitern der einzelnen Beitrige gebiihrt der beste
Dank fiir die aufgewendete Miihe und Sorgfalt. Besonderer
Dank gebiihrt dem Springer-Verlag, der das Zustandekommen
des Gemeinschaftswerkes ermoglichte und vielerlei Schwierig-
keiten zu meistern hatte.

Moge das neue Taschenbuch helfen, die Arbeit der Bau-
ingenieure wihrend der Zeit des Kampfes um die Neuordnung
Europas zu erleichtern, moge es der jungen Generation niitz-
lich sein, wenn sie das Fachstudium wieder aufnimmt und
weiterfiihrt.

Berlin, im Herbst 1942. F. SCHLEICHER.
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Mathematik.

Von

Dr. phil. habil. W. ROSEMANN,
a.p. Professor an der Technischen Hochschule Hannover.

I. Fragestellungen der Ingenieurpraxis.

A. Allgemeines iiber Ingenieurmathematik.

Waihrend in der systematischen Mathematik vorzugsweise Verfahren angegeben
werden, nach denen eine gesuchte GroBe mit beliebiger Genauigkeit bestimmt
werden kann, ist bei technischen Rechnungen nur eine begrenzte Genauigkest
erforderlich und auch moglich. Denn die Konstanten, die in den Rechnungen
auftreten, sind in den meisten Fillen empirisch gemessene Werte mit einem
bestimmten Meffehler und bedingen dadurch eine Ungenauigkeit des Endergeb-
nisses, die nach den Verfahren der Ausgleichsrechnung (S. 6) ermittelt wird.

Bei jeder technischen Rechnung ist der Endzweck nicht das mehr oder weniger
elegante mathematische Verfahren, sondern das numerische Ergebnis, das durch
Einsetzen der gegebenen GroBen folgt. Dabei spielt die Wirtschaftlichkeit eine
wichtige Rolle; ein Ldsungsverfahren, das drei Dezimalen auf schnellem und
einfachem Wege ergibt, wird in der Technik fast immer einem Verfahren vor-
gezogen, das fiinf oder mehr Dezimalen auf kompliziertem Wege ergibt.

Eine technisch gegebene Abhingigkeit 148t sich auf zwei verschiedenen Wegen
ermitteln:

1. Empirische Ermittlung. Die Werte von y werden fur eine Reihe geniigend dicht liegender
2-Werte durch Messung ermittelt und in ein Koordinatensystem eingetragen. Gesucht ist eine
Funktion y = f (), welche die MeBergebnisse mathematisch wiedergibt. Da jede Messung mit
einem Fehler J- ¢ behaftet ist, sind alle Funktionen zulissig, die innerhalb des Bereiches der

Messungen in einem Streifen von der Breite 2 ¢ verlaufen (Funktionsstreifen). Man wahlt eine
Funktion méglichst einfacher Art; z.B. wird man keine ganze rationale Funktion benutzen,
wenn die MeBergebnisse durch y = C* PAEd dargestellt werden kénnen. Da der Ansatz einer ge-
eigneten Funktion, die der Aufgabenstellung und den MeBergebnissen entspricht, vom person-
lichen Geschick abhangt, muB der Ingenieur einen Uberblick iiber den anschaulichen Verlauf
der einzelnen Funktionsarten besitzen.

2. Theoretische Eymittlung. Nach Vernachldssigung der weniger wichtigen Einflusse und
(in fast allen Fillen) nach Vereinfachung des Problems durch Idealisierung ergibt sich eine mathe-
matische Beziehung zwischen x und y (z. B. eine Differentialgleichung mit Randbedingungen),
woraus die Funktion nach mathematischer Methode ermittelt wird. Infolge der zu Beginn vor-
genommenen Idealisierung stellt das so gefundene Gesetz ebenfalls nur eine Niherung fur das
wirkliche Verhalten dar. Auch bei diesem Verfahren wird der Beweis fur die Richtigkeit der
theoretischen Grundlagen nur durch Vergleich mit dem wirklichen Verhalten (und nicht durch
logische Spekulation) geliefert; die Messungen sind also auch hier die Grundlage des Natur-
erkennens.

Die VergroBerung der MeBgenauigkeit bzw. die Verbesserung der theoretischen
Grundlagen kann in beiden Fillen zu einer genaueren, aber mathematisch kom-
plizierteren zweiten Niherung fithren usw. fort. Hierdurch wird die erste Ndherung
nicht etwa falsch, sie stellt nur das wirkliche Verhalten einfacher, dafiir aber
auch mit geringerer Genauigkeit dar. In jedem Fall wird man die einfachste
Ndherung gebrauchen, deren G igkeit gerade noch filr den vorliegenden Zweck
ausreicht.

Beispiel. Die Erdoberfliche wird bei Anfertigung eines Stadtplanes als Ebene, bei An-
fertigung der Karte eines Erdteiles als Kugel, bei geodatischen Untersuchungen als Rota-
tionsellipsoid und bei Schweremessungen als Geoid angesehen; keine dieser vier aufeinander-
folgenden Niherungen ist falsch und keine absolut richtig; jede reicht aber gerade fiir den vor-
liegenden Zweck aus.

Schleicher, Taschenbuch. 1
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Eine besondere Gefahr liegt in der Verallgemeinerung eines gefundenen Ge-
setzes von dem Bereich, in welchem die Messungen vorgenommen sind, auf andere
Bereiche (Exirapolation); denn hierbei koénnen sich die stirksten Abweichungen
von dem wirklichen Verhalten ergeben. Man muB sich deshalb stets dariiber
im klaren sein, fiir welchen Bereich der Veradnderlichen ein Gesetz giiltig ist.

In einer gefundenen Beziehung sieht der Ingenieur einen anschaulichen Zu-
sammenhang zwischen den verschiedemen Grofen, mit denen er zu arbeiten hat.
Auch bei den einzelnen Schritten einer Rechnung mufBl dieser Zusammenhang
stets im Auge behalten werden, um ein Abgleiten in ein rein formales Operieren
zu verhiiten.

B. Die Rechenhilismittel des Ingenieurs.
1. Numerische Hilismittel.

a) Anlage lingerer numerischer Rechnungen. Vor Ausfithrung der Rechnung ist
die erforderliche Genauigkeit zu iiberschlagen und danach der Gang der Rechnung und die Wahl
der Rechenhilfsmittel einzurichten; z. B.: Geniigt die Genauigkeit des Rechenschiebers oder ist
die Benutzung einer Rechenmaschine notwendig? Ist von Naherungsrechnungen (S.60) Ge-
brauch zu hen? Die Rech selbst werden tabellenmiBig angeordnet (vgl. S.5), am
besten einseitig auf kariertem Papier. Nebenrechnungen werden nie auf einzelne Zettel geschrieben,
sondern fibersichtlich eingefiigt, damit jederzeit eine Nachpriifung moglich ist. Oft zu addierende
oder zu subtrahierende Zahlen schreibt man zweckmaBig auf einen Schiebezettel. Rechenkontrollen
sind auch fiir den geibten Rechner unentbebrlich und méglichst oft anzubringen. Jedes Ergebnis
ist durch eine Uberschlagsrechnung zu priifen; ein K fehler ist der schli te Fehler, der
einem Ingenieur unierlaufen kann; durch ihn konnen in der Technik Menschenleben gefahrdet
werden!

b) Der Rechenschieber ist das wichtigste Hilfsmittel des Ingenieurs. Der
iibliche 25-cm-Schieber trigt folgende Skalen:

Die logarithmischen Skalen: u=1-log x !=125 und 250 mm.
Die logarithmische Sinusskala: u=1-logsin x 1 =125 oder 250 mm.
Die logarithmische Tangensskala: u =1-logtgx ! =250 mm.
Die gleichmaBige Skala: u=1x 1 =250 mm.

Dabei bedeutet » die Entfernung von einem festen Nullpunkte aus, gemessen
in mm, und ¥ die Zahl, die an dem zugehérigen Skalenstrich angebracht ist. Die

x=4q7 7 70 700
”§ voee § 2ete N waes )
u=-{ 0 A 2l

Abb. 1. Logarithmische Skala.

logarithmischen Skalen befinden sich auf der Vorderseite des Schiebers; sie sind
periodisch, d. h. die Einteilung von 1 bis 10 ist die gleiche wie die von 10 bis 100
usw, (Abb. 1). Die drei letzten Skalen sind auf der Riickseite der Zunge angebracht.

Die Zunge 14Bt sich in vier Lagen einschieben: 1. und 2. Lage, Vorderseite nach vorn, Zahlen
aufrecht bzw. auf dem Kopf stehend; 3. und 4.Lage, Ruckseite nach vorn, Zahlen aufrecht
bzw. auf dem Kopf stehend.

Multiplikation und Division wird in der ersten Lage nach Abb.2 auf den oberen Skalen
des Stabes und der Zunge (oder entsprechend auf den beiden unteren Skalen) ausgefiihrt. Aus

Abb. 2 liest man durch Vergleich der Entfernungen

vl log z 2 l-logx -+ 1-logy = I- logz ab, woraus z = x+y folgt;
’ z  z=2y 17 =y entsprechend lauft die Uberlegung in allen anderen Fillen.
t } [ S Um mit moglichst wenig Zungeneinstellungen auszukom-
11 } men, dividiert man bei (3,24 - 6,31):4,58 zuerst 3,24

durch 4,58 und multipliziert das Ergebnis mit 6,31 (nicht

7 v ===
g M umgekehrt!). Die Kommastellung wird stets durch Uber-
Ug-~-Ligy U y §7 schlagsrechnung bestimmt; z. B. x = (0,0324  0,631):
llogz w2l logy- 458 & (3+10-2-6- 10 : (5+ 10" A~ 4 * 105, also % =
Abb. 2. Abb. 3. 44610

Proportionalverfahren. Zahlen, die bei beliebiger Stel-

lung der Zunge in erster Lage auf den beiden oberen

Skalen gegeniiberstehen (Abb.2), haben stets denselben Quotienten (entsprechend bei den
beiden unteren Skalen); d.h. die Spalte zwischen den beiden Skalen wirkt wie ein Bruch-
strich. Beispiele: 1 m/sec = 3,6 km/st; man stellt die 1 der 3,6 gegeniiber ein und liest unter-
einander ab: 42,3 km/st = 11,8 m/sec; 5,6 m/sec = 20,2 km/st. Ferner: Die Gewichte 52,3; 14,4;
26,5; 42,3 kg sind in Prozenten des Gesamtgewichtes anzugeben; man stellt 100 iiber der
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Gewichtssumme 135,5 ein und liest iber den angegebenen Gewichten 38,7, 10,6, 19,6, 31,2%
ab; SchluBkontrolle durch Addition gibt 100,1 & 100,0%. Vgl. ferner S. 10.

Quadrieren und Wurzelziehen. Auf der oberen (#) und der‘unteren () Skala des Stabes stehen
einander die Zahlen x = y2 bzw. y = }/; gegenuber (Abb. 3;1-logx = 217-logy). Beim Wurzel-
ziehen hat man den Radikanden auf dem richtigen Teil der oberen Skala einzustellen, also

V141 = V1,41 - 10 = 11,87 auf dem linken, }/0,573 = }/57,3 * 10~1 = 0,757 dagegen auf dem
rechten Teil.
Abschich

von el Funkti Die sechs Funktionen:
y=C-x,y=C-2% y=C-Vz; y=Clz, y=Cl2* y=ClVz,
wobei C eine gegebene Konstante bedeutet, konnen bei feststehender Zunge nach Abb. 4 ab-

geschoben werden. Bei V; ist dabei x auf dem richtigen Skalenteil einzustellen. Je nachdem
x im Zahler oder im Nenner steht, ist

die erste oder zweite Lage anzuwenden. =L
Bei den Skalen fiir ¥ = C : x stehen sich { ¢ 'Fh; : ¢ i
Zahlen gegeniiber, deren Produkt kon- - {
stant ist; entsprechend bei den iibrigen "/=0-Z'
Skalen. r

Kreis- und Zylinderinhalt. Die Ent- c ,
fernung zweier Striche auf dem Glaslaufer ; ¢ | ¥
betragt 250  log ]/4/:: = 250°log 1,128 = _C
250+ logcmm. Wenn der recite Glas- y=6'3‘2 f Y=z 7‘0” z
strich auf der unteren Stabskala auf den v 4
Durchmesser 4 eines Kreises eingestellt
wird, liest man an dem linken Glasstrich ' . 4
auf der oberen Stabskala den Inhalt des _C T TTTwTTF
Kreises F = (d/c)? — L znd? ab (Abb.5). ¥=CV& z| ¥%
Beispiel: @ = 12,5 cm; F = 123 cm?. Bei [ ] ! ’, i 4
der umgekehrten Rechnungist F (wiebeim 7 ¢ y=OF 7 ¢ ¥
Wurzelziehen) auf dem richtigen Skalen-
teil einzustellen. Das Volumen eines Abb. 4.

Kreiszylinders von dem Durchmesser
und der Linge ? wird nach V = (d ]/l /c)2 berechnet; man stellt ! auf den richtigen Teil der
oberen Stabskala ein, bildet auf den unteren Skalen 4+ Vl und liest V' vermittelst des Glas-
laufers links oben ab.

Umnchmmg von Grad- und Bogenmafl. Einem Winkel von o’ Minuten entspricht das Bogen-
maB & = (ma’)/(180 * 60) = a'/3438 = o'/’ (vgl S. 44); die Marke o’ ist auf den meisten
Rech hiebern ben. Beispiel: a = 33°40’ = 1980’ + 40’ = 2020"
ergibt & = 0,588. Die Marke o = 60 * 3438 = 2,06 + 10° bzw. @’ = 200 * 7
100 * 100/ == 6,37 * 10° dient entsprechend zur Umreclmung von Sekunden ¢
der Gradtellung bzw der Neugradteilung (vgl. S.44) in BogenmaB.

—

Die trig trischen Funkti Bei der dritten ILage der Zunge
stehen auf Skalen mit ubereinstimmenden Langeneinheiten ! die Zahlen a d
und ¥ = sina bzw. Bund y = tg B gegenuber, wenn die Skalenenden auf Abb,
Stab und Zunge fallen. Zusan horige Skalen findet man - 5.

durch sin 30° = 0,500 und tg 30° = 1 :V3 = 0,577. Der Rechenschieber

ersetzt somit einen Winkelmesser; man tragt auf dem einen Schenkel 10 cm ab und findet den
Winkel durch tgf = b:10 (Abb. 6), umgekehrt verfahrt man bei der Konstruktion eines ge-
gebenen Winkels. Wenn man « bzw. 8 bei der ersten Lage der Zunge auf die Striche einstellt,
die auf der Ruckseite des Stabes in den Aussparungen angebracht sind, kann man die Werte
von sin a und tg § vorn gegeniiber den Endpunkten der festen Stabskalen ablesen.

Wenn man die Zunge in der dritten Lage verschiebt, stehen auf den be-
trachteten Skalen einander Zahlen o und # bzw. § und ¥ gegeniiber, fur die
%p:8inoy = x,:sina, bew. ¥, : tg B, = y,: tg B, ist. Hiernach findet man fur ein
Dreieck mit @ = 7,35cm, b = 8,20 cm, o = 20° 10’ unter Benutzung des Sinus- B
satzes unmittelbar g == 22° 40" Tocm.

Fur kleines & und 8, die mcht auf den Skalen angegeben sind, kann man bei e

Rechenschiebergenauigkeit sina ~ & und tgf~ ﬂ setzen, wobei & und ﬂ das AbD. 6.
zugehorige Bogenmafl bedeuten. Da log tg (45 + ¢)° = — log tg (45 — ¢)° wird,

ist der Teil der Tangensskala, der rechts von 45° liegt, symmetrisch zu dem linken Teil; wir
konnen den Abschnitt fiir § > 45° realisieren, indem wir die Zunge in die vierte Lage bringen;
man liest bei zusammenfallenden Skalenenden bei 40° ab: tg (45 + 5)° = tg 50° = 1,192; bei 35°
entsprechend: tg (45 + 10)° = tg 55° = 1,428 usw.

Der Logarithmus. In der vierten Lage der Zunge stehen bei zusammenfallenden Skalenenden
auf der gleichmaBigen Skala (y) und der unteren Stabskala (x) einander die Zahlen %z und y =
log x gegeniiber. Man kann auch die linken Skalenenden der Zunge in der ersten Lage iiber dem
x-Wert der unteren Stabskala einstellen und y == log x auf der Riickseite in der Aussparung ablesen.

v. SANDEN: Praktische Analysis, Leipzig 1923, S.18—35. — v. Sanpen: Mathematisches
Praktikum, Leipzig 1927, S. 8—16. — NESTLER: Anleitung zum Gebrauch des Rechenschiebers,
Lahr (Baden), Rechenschieberfabrik. — FABER: Anleitung zum Gebrauch der Faser-Rechen-
stibe, Geroldsgriin (Oberfranken), Rechenschieberfabrik.

¢) Die Rechenmaschinen eignen sich in gleicher Weise zur Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division und auch zum Ausziehen der Quadratwurzel. Mit ihrer Handhabung
macht man sich am besten durch Vorfiihrung und selbstindiges Rechnen vertraut.

bem

1%
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v. SaAnpEN: Praktische Analysis, Leipzig 1923, S. 35—43. — GaLLE: Die mathematischen
Instrumente, Leipzig 1912, S.23—48. — Lenz: Die Rechen- und Buchungsmaschinen, Leipzig
1932.

d) Das logarithmische Rechnen. Vgl. S. 48.

e) Funktionentafeln. Die Werte der Funktionen, die hiufiger bei mathe-
matischen Berechnungen auftreten, sind in Tafelform zusammengestellt. Von den
zahlreichen Tafelwerken seien genannt:

Fur niedere Funktionen. TiMpENFELD: Tabellen der Quadrate von 1 bis 12000, Kuben von
1 bis 2500, Quadrat- und Kublkwurzeln von 1 bis 1200 Kreisumfange und -inhalte von 1 bis
1200, Dortmund 1926. Fur el tare dente F Havascur: Funfstellige Tafeln

der Kreis-und Hyperbelfunktionen, sowie der Funktionen ¢ und e~ * mit den natirlichen Zahlen
als Argument, Berlin 1921. Fiir hohere transzendente Funktionen. Jaunke-Empe: Funktionen-
tafeln mit Formeln und Kurven, Leipzig 1938. MiLNE-TnomsEN: Die elliptischen Funktionen
von JAcoBl, Berlin 1931. Eine all Literatu: tellung
uber das zerstreute Material findet man in v. Mises: Verzeichnis be-
rechneter Funktionentafeln. Zeitschr. f. angew. Math., Berlin 1928,
Erganzungsheft.

2. Graphische Hilfsmittel.

a) Graphische Darstellung von Funktionen. Zur Ver-
anschaulichung des Werteverlaufs stellt man die Funktion
Abb. 7. 9y = f(x) im allgemeinen als Kurve in rechtwinkligen Par-
allelkoordinaten unter Verwendung gleichmdfiger Skalen dar.

Den Abstand vom Nullpunkt bis zum Punkte 1 auf der x- bzw. y-Achse, ge-
messen in mm, bezeichnet man als die Ldngeneinheit Iy bzw. I, (Abb. 7). Dann
wird die Zahl x durch einen Punkt auf der x-Achse

1 dargestellt, der die Entfernung l;:-x mm vom
"7/7// 11 ‘ Nullpl}nktfe ha.t; fantsprechend a__uf der ‘y-Achse.
==77/, 7S s \Zﬂ Da die Einheitslingen so zu wéahlen sind, da8
Sy aAy 5 die Kurve fiir die betrachteten x-Werte auf
A 3 das Papier paBt, ist im allgemeinen Iy </,. Bei
1 =="5=0 z=0 7 den Logarithmenpapieren (S. 43 u. 48) wird von
7 [ x der Verwendung gleichmiBiger
3 ] Skalen abgegangen.
5 z=0'/,////:/;_5 ) Eine Funktion von zwei Ver-
7\ 17/ //, 5y % }% &4nderlichen z = F (x, y) stellt man
N i1/ 77 y r/; % entsprechend als Fliche in einem
PP rechtwinkligen dreiachsigen Ko-
Abb. 8. z=xy. Abb. 9. ordinatensystem %, ¥, z dar., Um

eine Veranschaulichung in der

Ebene zu gewinnen, schneidet man die Flache durch waagerechte Ebenen z = Const.,
projeziert die entstehenden Hékenlinien senkrecht auf die x-y-Ebene und beziffert
sie mit der zugehdrigen Hohe (Abb. 8), in

x z 2 . . AR .
o J"m z , gleicher Weise, wie die Erdoberfliche auf den
7 7 1 " MeBtischblittern dargestellt wird.
s L AN b) Beim graphischen Rechnen werden die
8 NG 5 gesuchten Zahlwerte oder Kurven durch Zeichnung
‘!\ # ermittelt. Vgl. S. 30 (graph. Integration), S. 36
5 7 5 3 3N 13 (graph. Integration von gew. Diff.-Gleich.), S.41
£ AN (graph. Konstruktion einer ganzen rationalen Funk-
L P L 2 e 2 tion).
3 1y 3 Ruxce: Graphische Methoden, Leipzig 1919. —
2 3 2 ; ; ’ ProOLss: Graphisches Rechnen, Berlin 1920.
c) Die Nomogramme ermoglichen ein
Abb.10. 2> =x*-+ 92 Abb.11, 22= :
o =1 Y o :1 v bequemes Ablesen der Werte von Funktionen
vy = ua? v, = u-logx  mehrerer Veranderlicher und kénnen auch von
Uy = % nz v, = p - logz mathematisch ungeschulten Kriften benutzt
Vg = pys vy = p-logy.  werden. Am wichtigsten sind die Fluchtpunkt-

linien-Nomogramme. Wenn drei senkrechte
Geraden die Abstinde » mm und « -  mm haben, besteht zwischen den in Abb. 9
angegebenen Lingen v;, v,, v; (gemessen in mm) die Beziehung v, (1 + &) = v, -+ v,.
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Man trigt von der Grundgeraden P, P, P; aus auf den senkrechten Geraden
Skalen ab, derart, daB die Zahlen x,, x,, #3 an den Stellen:

o

13
vlz‘;'fl(xl)mm: Uy = 1Tta

fa (%) mm, vy = p-f;(x;) mm

stehen. Dann folgt fiir drei Zahlen x,, x,, x;, deren Skalenpunkte auf einer Geraden
liegen, die Beziehung:

f2 (22) = fy (%) + o (%). TAEEE
Dabei sind « und # so zu wihlen, daB die gewinschte Genauig- L7
keit der Ablesung mit der GroBe der Zeichnung in Einklang 7

gebracht wird; die Lage der Grundgeraden P, P, P, ist eben-
falls frei. Die Ablesegerade wird am besten mit Hilfe eines
durchsichtigen Zelluloidlineales realisiert, auf dem eine schwarze
Gerade eingraviert ist.

Abb. 12.

Abb. 10 und 11 zeigen schematisch Nomogramme fiir die Funktionen z2 = x% 4 3® und
z* = x+y; im zweiten Falle erhalt man die Summendarstellung durch Logarithmieren. Fur
praktische Zwecke miiBten die Nomogramme in gréBerem MaBstab gezeichnet werden und eine
weitere Unterteilung der Skalen enthalten.

Das Verfahren 148t sich auf Funktionen von mehr als zwei Verdnderlichen ausdehnen. Bei
f1 (%)) = fa (%2) + f5(%s) + f4 (%)) bestimmt man z.B. zuerst f5 (x5) = f3 (%3) + /4 (%,) und dann
f, (%) = fa (%) + /s (7s) (ADD. 12).

v. SANDEN: Praktische Analysis, Leipzig 1923, S.8—13. — Luckey: Einfihrung in die
Nomographie, Leipzig 1925. — Luckey: Nomographie, Leipzig 1937. — ZUHLKE: Rechentechnik,
Rechentafeln und Sonderrechenstibe, Leipzig 1938.

C. Ausgleichsrechnung.

1. Ausgleichung direkter Messungen.

Wenn # verschiedene Messungen U, I, ..., I, einer festen GroBe vorliegen
(wobei die Abweichungen der einzelnen Messungen voneinander auf zufilligen
Fehlern beruhen mdégen), sieht man als Ergebnis der Messungen den Miltelwert:

H= A ) = ]

an; die eckige Klammer soll dabei die Summe der eingeklammerten Zahlwerte
bedeuten. Die scheinbaren Fehler v; = x — I; miissen die Summe [v] = O ergeben
(Rechenkontrolle; eine eventuelle Abweichung mufl durch den Abrundungsfehler
erklarbar sein). Als Kriterium fur die Giite der MeBeinrichtung und dement-
sprechend fiir die Genauigkeit einer einzelnen damit gemachten Ablesung berechnet
man den mittleren Fehler der Einzelmessung:

m =0 (n—1).

Die Genauigkeit des erhaltenen Mittelwertes x wird durch den mittleren Fehler

des Maittels:
Iy

angegeben. Das Endergebnis schreibt man in der Form x -+ my.

Beispiel. Funf Messungen, 1. vz 1. 2
die unter gleichen Bedingungen i Can 1 v (x = 124,48)
vorgenommen  wurden, haben
die nebenstehenden Ablesungen 124 0.18 0.0 127
ergeben. Man erhalt x = 125'; i0:72 O,Sg m = —'1—7 =0,56
124,54+ 0,3. In der ersten 123,8 40,68 0,46
Spalte sind nur die beiden letz- 1242 o g
ten Ziffern addiert. Bei Ver- 124’9 io’fg 8’% My = "'/V?= 0,25
groBerung der Anzahl der Mes- > > >
sungen unter gleichen Bedin- 22,4 + 1,14 1,27 x=124,5 £ 0,3
gungen (d. h.m = Const.) steigt —1,14

die Genauigkeitlangsam an. Um
My = m: V# = 0,2 zu erhalten, muBte man # = m?: 0,22 = 0,32: 0,04 = 8 Messungen anstellen.
m, = 0,1 wurde bereits 32 Messungen erfordern.
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2. Fehlerfortpilanzungsgesetz.

Es seien I; gemessene GréBen mit den mittleren Fehlern + m;. Dann wird:

fir z=ayl+a, L+ +ayly, m, = 'I/(“l my)? + (@ ma)? + - - -+ (ay my)?,

fir 2= f (U Iy - - Iy) m,=]/(§§-m1)’+(f,§ )+ +(’ n)";

fir z=a- BB, Pn ———1/17, Pz )+ +(Pn )

Bei der ersten Formel sind die a; gegebene Zahlen. Zur Ableitung der zweiten Formel ersetzt

man z in der Umgebung der betrachteten Stelle nach dem TayLoR-Satz durch eine lineare Funk-
tion; in die partiellen Differentialquotienten sind dabei die abgelesenen Werte 1,,1,, . . <11y €in-

zusetzen. Im letzten Fall verfihrt man entsprechend mit In z und gewinnt die angegebene Be-
ziehung zwischen den relativen Fehlern my:z und m; l a und die p; sollen dabei gegebene

Zahlen sein.

Beispiele. Aus x# = 4,28 4 0,04 und ¥ = 3,42 &+ 0,03 soll z = x — y bestimmt werden; es
folgt m, = 1/004 + 0,03% = 0,05 und somit z = 0,86 4. 0,05. Ferner: Aus z = 7,2 4+ 0,3 und
¥ =34+ 02s0llz==xy:(x + y) bestimmt werden; esfolgtz, = y%: (¥ + 9)* = (3,4:10,6)* =
0103 und z, = x*: (2 + y)* = (7,2:10,6)* = 0,461; also m, = V(0,103 < 0,3) + (0,461 + 0,2)% =
/0,0095 = 0,1 und somit z = 7,2*3,4:10,6 & 0,1 —23io1

3. Vermittelnde Ausgleichung.

a) Lineare Ausgleichung. Es seien n Messungen einer mit x verinderlichen
Grofe y ausgefilhrt: x; 9y, %3 92, ..., %y ¥y, Wenn die Messungen durch eine
lineare Funktion ¥ = a + b x ausgeglichen werden sollen, setzt man die Fehler-
gleichungen:

a+bx—yi=y
an und bestimmt a4 und b derartig, daB [v?] ein Minimum wird (Methode der
kleinsten Quadrate). Hierzu bildet man nach S. 23: i [v?] =0 und [v‘] =0

und erhilt die Normalgleichungen:

nat #]-b-[ly] =0o=[] . . PN €1 c) R C21 C2 0 I 7 B €219
(#]'a+ [#2]-b—[xy] =0 = [xv] ) n(#f]— [+ n (@] —[2]* °
Wenn die MeBfehler von x gegeniiber denen von y nicht in Betracht kommen,
wird die Genauigkeit der Messungen von y durch den mittleren Fehler der Einzel-
messung:

m = [#*/(n—2)

beurteilt; die mittleren Fehler von a und b sind:

ma=m () (n (2] — [21%),  my=m/n/(nls*] — [2]?)
Der mittlere Fehler von y = a + b x an der festen Stelle ¥ wird nach dem Fehler-
fortpflanzungsgesetz m,, = ]/m‘,fl + #? m} und hingt somit von x ab.
Wenn man durch x;=xi—% [#] neue x’-Koordinaten einfiihrt und y =
a’ + b’ x’ setzt, vereinfachen sich die Formeln, da jetzt [x’] = 0 wird:

,_ 1 , %'y, _ [v*] ,om P
a —';{[J’], V= PO m—-l/n—'Z > Mg V;: mp _V[jfﬁ’

LY . - ! = my
a=u——n—[x], b=V ma—l/mz,-FF[x’]mg,, my = my’ .

Die Gleichung fiir m, ergibt sich dabei nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz.
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Wenn bei geringeren Anspriichen an die Genauigkeit die Ausgleichung durch eine freihindig
gezeichnete Gerade genligt, bestimmt man erst den Punkt x = o [x], ¥y = L [v], durch den die
"

exakte Ausgleichgerade hindurchlaufen muB; durch Drehung um diesen Punkt kann man die
gesuchte ausgleichende Gerade wesentlich genauer bestimmen.
b) Nichtlineare Ausgleichung. Beider quadratischen Ausgleichung durchy = a + bx +

cx? setzt man entsprechend v; =a + bx; + cx,-.— ¥; an und bestimmt a, b, ¢ derart, daB8 [v?]
ein Minimum wird. Die entstehenden Normalgleichungen lauten:
neat+ [z]b+ [2*)c—[y] =0=[v],
[#]-a+ [#*]- b+ [2°]-c— [ 9] = 0 = [z 0],
[#%]-a + [2%] b+ [2%]-c— [2*y] = 0 = [2%0].
Bei dquidistanten z;-Werten lassen sich die Formeln wesentlich vereinfachen.

Bei der Awusgleichung durch eine beliebige gegebene Funktion y = f (x,a,b, ...), wobei a, b, . ..
die zu bestimmenden Konstanten sind, setzt man v;=f(x;,a,b,...)— ¥; an und macht [v*]

X @
zum Minimum. Die Normalgleichungen 28 [v?] = 0, 25 [v3] = 0, . .. sind im allgemeinen nicht

mehr linear; doch lassen sich meistens Naherungswerte fiir 4, b, . . . besorgen, so daB die Ver-
fahren von S. 14 angewandt werden kénnen.

Haiufig 148t sich die gegebene Funktion auf eine lineare Gestalt bringen. Bei der Ausgleichung
durch die Hyperbel y = x%l; setzt man n = zxy = a 4 by; die Zahlen 7; = *; ¥;» aufgetragen
als Funktion von ¥4, missen also um eine gerade Linie streuen. Bei y = C2% ergibt v =log y,
u = log x, ¢ = log C die Beziehung v = ¢ 4+ au usw.

c) Ausgleichung bei mehreren Variabelen. Wenn die Zahlen z; als Funktion von
% und ¥4 gemessen sind und durch die lineare Funktion z = a + bx + ¢y ausgeglichen werden
sollen, setzt man v;=a+ bxi +cy;— 2 an und bestimmt a, b, ¢ derartig, daB [v*] ein
Minimum wird. Die Normalgleichungen lauten:

nra+ [2] b+ [y] rc— [z] =0=1[1],
[#]-a+ [#*] b+ [xy]-c— [22] = 0 = [x1],
[y1*a+[x9]0+ [¥*] ¢ — [yz] = 0 = [yv],
aus denen a, b, ¢ zu berechnen sind. Entsprechend bei nichtlinearer Ausgleichung.

d) Glitten von MeBreihen. Eine von x abhingige GroBe y sei an den
(n 4+ 1) dquidistanten Stellen x,, x4, ..., ¥, gemessen. Wenn die MeBergebnisse
Yo Y1, - - -» ¥ Stark streuen, ergeben die neben-

stehenden Korrekturen bessere Werte. Dabei Statt: | ist aufzutragen:
bedeuten die 4¢ die vierten Differenzen (S. 15);
fiir ¥, bis 9,4 stehen die 4* in der Differenzen- Yo l Yo = 70 44
tabelle auf gleicher Hohe wie das zugehdrige yg; | y o+ o2 43
bei den beiden Anfangs- bzw. Endwerten ist die | 1 17735 70
. | {
erste bzw. letzte auftretende Differenz zu ver- | 4 y, — 3 Ad !
1 2 2 35 <0 ]
wenden. ’ 3 g i
Man erhilt das angegebene Resultat, wenn man durch ; Y3 Y3~ 85 41 ,
finf aufeinanderfolgende MeBpunkte eine ausgleichende P e !
ganze rationale Funktion dritten Grades legt und fiir den ‘ y y — A%y |
in der Mitte liegenden MeBpunkt als verbesserten Wert | “%—2 #n—2 35°n
die zugehérige Ordinate der ausgleichenden Funktion be- 5 g4
nutzt. Am Anfang und am Ende mufBl man die ausglei- Y1 Yn—1 + 3% n—4
chende Funktion durch die fiinf ersten bzw. fiinf letzten ! 1 gt
MeBpunkte legen, so daB das Verfahren hier etwas schlech- | I Yn™ 70 n—4 |

tere Werte ergeben wird. Vgl. v. SANDEN: Mathematisches
Praktikum, Leipzig 1927, S. 88—91. In dem nebenstehen-
den Beispiel sind die Werte von 1000: ¥ um = 5 abgeindert; man sieht, wie durch das Glatten
die Fehler wieder ruckgingig gemacht werden (am wenigsten bei den Randwerten).

1000 Korrek-| Verb.
x p Fehler :‘ y a* a2 43 ’ a4 tur We;t Y
1,0 1000 -5 295 | _q57 +1 996
1,2 833 +5 838 | Zj54 | +28 122 —4 834
1,4 74 . —5 709 | T | 450 | Tl -12 | 46 715
1,6 625 +5 630 | _ 755 0 +33 +83 -7 623
1,8 556 -5 551 — 16 +33 +5 556
2,0 500 | +5 505 -1 504

—490 | 4111 | 45 | 411 |

Schrifttum zur Ausgleichsrechnung. v.SANDEN: Mathematisches Praktikum, Leipzig 1927,
S.44—74. — HaPPACH: Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, Leipzig 1923.
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D. Die Streuung von MeBergebnissen.

Der Wert einer bestimmten GréBe ¥ sei an N verschiedenen Objekten gemessen, z. B. der
Feuchtigkeitsgrad von Bauholzern derselben Sorte und Herkunft. Die erhaltenen N Zahlen ¥i

. 1 .
werden um den Mittelwert Vo = N Zyi schwanken, derart, daB groBere Abweichungen seltener

als kleine auftreten. Man bezeichnet die Abweichungen vom Mittelwert mit = V= Y
den Bereich fiir ¥ teilt man in gleich groBe Intervalle von einer geeigneten Breite dx ein, wobei

il Loy
~009 —-405 4 +005 +409

1 i 1 i Iy.ml 1 1 1 Ay
058 Q60 962 46% 966 068 Q70 472 QM 47 ¥
Abb. 13.

x = 0 die Mitte eines Intervalles sein moge, und trigt in der Mitte eines jeden Intervalles als
Ordinate die Anzahl dz; der Messungen auf, die einen Wert in dem betrachteten Intervall (oder

auf seinem rechten Rande) ergeben haben (Abb.13). Dabei wird Z'dzi = N.
Nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung muB:

_%% Nk -2
”i_dx_]/;

sein, wenn die Anzahl N der Messungen geniigend groB ist und die Abweichungen von zufalligen
— hﬁ x’

Einfliissen herrithren. Der Gipfel der Kurven - wird um so spitzer, je groBer die
T

Strewungszahl b ist (Abb. 14); der Flicheninhalt zwischen
den Kurven und der x-Achse ist stets gleich groB, da
+o0 h  —h*a? . . . .
—e dx = 1 wird. Bei groBem h liegt somit

—o0 Vr
die Mehrzahl der Messungen eng um den Mittelwert,
wahrend sie bei kleinem % starker streuen; d. h. eine Liefe-
rung ist um so gleichmdfiger, je grofer die zugehorige Streu-
ungszahl h ist. Der Wert 1/h wird daher als Streuungsmaf

bezeichnet.
Um die Streuungszahl i bei einer gegebenen Verteilung
zu bestimmen, benutzt man am einfachsten den Wert dz*

fir y = Yy Oder x = 0. Da dz*[dx = N h|}= wird, folgt

= (V; ©dz*): (N - dx). Man pruft nach, ob sich die zuge-
horige Streuungskurve der gegebenen Verteilung geniigend
anpaBt und dndert gegebenen Falles den Wert von k ent-
sprechend ab.

Die Anzahl Z derjenigen Stiicke, die um hochstens + %
vom Mittelwert abweichen, kann man aus der nachstehen-
den Integraltabelle (vgl. dazu S.54) entnehmen; es wird Z = N+ @ (k%). Der sog. AusschuB
ist N{1 — @ (kx)}. Die Prozentzahl der brauchbaren Sticke betrigt 100+ @ (hx).

BECKER-PLAUT-RUNGE: Anwendung der mathematischen Statistik auf Probleme der Massen-
fabrikation, Berlin 1930.

—l p—
Tabelle 1. @(v) = —= ¢~ 75 @) = = [T T 40,
V= Va | —v
v | ew 2@ | v lew) [o@| v [ew[2@] v e |2
00 | 0564 | 0000 | 0,6 |0,394|0604} 1,2 | 0134 009t0] 1,8 | 0,022 | 0,98
01 | 0559 | o112 | 0,7 | 0,346 | 0,678 | 1,3 | 0,04 | 0,934 | 1,9 | 0,015 | 0,993
02 | 0542 | 0,223 | 08 {0,297 |0,742| 1,4 | 0079 {0,952] 20 | 0,010 | 0,995
0,3 0,516 0,329 0,9 0,251 | 0,797 1,5 0,059 | 0,966 2,1 0,007 | 0,997
04 | 0481 | 0,428 | 1,0 [ 0,208 |0,843| 1,6 [ 0,044 | 0976| 2,2 | 0,004 | 0,998
0,5 0,439 0,521 1,1 0,168 | 0,880 1,7 0,031 ! 0,984 2,3 | 0,003 | 0,999
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E. Zinseszins- und Rentenrechnung.
Wenn der jahrliche ZinsfuB p% betragt, wird der Zins- -1 P
faktor: 9= 100
Ein Kapital von K RM. ergibt nach # Jahren bei einem K —K.-¢"RM
jahrlichen ZinsfuB von $%: n = Rt d :
Werden auBerdem am Anfang jeden Jahres (vom 2. Jahr
ab) S RM. hinzugezahlt bzw. fortgenommen, so wird am K,=Kyq"+ S 7 7 RM
Ende des n-ten Jahres:
Wenn auch am Anfang des ersten Jahres S RM. eingezahlt . q"
werden (K, = S), so folgt: K,=S-q- =1 RM.
Eine Rente von S RM., die » Jahre lang zu zahlen ist, K, =S- 1. ¢ —1 RM
kann abgelost werden durch eine sofortige Zahlung von: o o 11 .
Lauft die Rente dauernd (n = o0), so wird: Ky=S8§+— e RM.
Wenn ein Kapital von K RM. in # Jahren abgeschrieben
werden soll (so daB nach der su-ten Zahlung die Tilgung s=K-.7 -1 RM
erfolgt ist), muB die jahrliche Abschreibungssumme be- " —1 .
tragen:
Tabelle 2. Werte von = (1 + ? )”
’ = 100 )
n=>5 10 15 20 FZS ‘ 30 ’ 40 \ 50 ’ 60 | 70 ‘ 75 | 80 90 100
$»=3,00 |1,159 1,344 11,558 {1,806 | 2,094 | 2,427 | 3,262 | 4,384 | 5,892 | 7,918 | 9,179 | 10,64 | 14,30 | 19,22
3,25 {1,173 [ 1,377 1,616 | 1,806 | 2,225 [ 2,610 | 3,594 | 4,949 | 6,814 | 9,382 | 11,01 | 12,92 | 17,79 | 24,49
3,50 |1,188 {1,411 11,675 1,990 | 2,363 | 2,807 | 3,959 | 5,585 | 7,878 | 11,11 | 13,20 | 15,68 | 22,11 | 31,19
3,75 |1,202 |1,445|1,737|2,088 | 2,510 | 3,017 | 4,360 | 6,301 | 9,105 | 13,16 | 15,82 | 19,01 | 27,47 | 39,70
4,00 |1,217 | 1,480 1,801 | 2,191 | 2,666 | 3,243 | 4,801 | 7,107 [ 10,52 | 15,57 [ 18,95 | 23,05 | 34,12 | 50,50
5,00 | 1,276 |1,629 2,079 |2,653 | 3,386 | 4,322 | 7,040 | 11,47 | 18,68 | 30,43 | 38,83 | 49,56 | 80,73 | 131,5
6,00 11,338 [1,791 2,397 3,207 4,292 5,743 | 10,29 | 18,42 32,99 | 59,08 | 79,06 | 105,8 | 189,5 | 339,3
7,00 §1,403 [1,967 | 2,759 3,870 | 5,427 | 7,612 | 14,97 | 29,46 | 57,95 | 114,0{159,9 | 224,2 | 441,1 | 867,7
Tabelle 3. P le Abschreibung bei einem ZinspuB von po%: 205 100 L1
K " —1
Der Wert erlischt in Jahren:
n=5| 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 75 | 80 | 90 | 100
»=3,00 | 18,848,723 (5,376 | 3,722 2,742 | 2,101 | 1,326 | 0,886 | 0,613 | 0,433 | 0,367 | 0,311 | 0,225 | 0,164
3,25 | 18,748,623 | 5,278 |3,627 (2,653 (2,018 1,252{0,823 | 0,558 { 0,387 | 0,324 | 0,272 | 0,193 | 0,138
3,50 |18,65]8,524 | 5,183 | 3,536 |2,567 1,937 | 1,183 0,763 | 0,508 | 0,346 | 0,286 | 0,238 | 0,166 | 0,115
3,75 | 18,568,426 | 5,087 | 3,446 | 2,483 {1,858 | 1,115 | 0,707 | 0,462 | 0,308 | 0,253 | 0,208 | 0,141 | 0,096
4,00 |18,46 8,329 4,994 | 3,358 |2,401 1,783 |1,052|0,655 | 0,420 | 0,274 | 0,222 | 0,181 | 0,120 | 0,081
5,00 | 18,107,950 | 4,634 | 3,024 | 2,095 | 1,505 | 0,827 | 0,477 | 0,282 | 0,169 | 0,132 | 0,102 | 0,062 | 0,038
6,00 | 17,74 | 7,586 | 4,296 | 2,718 | 1,822 | 1,264 | 0,646 | 0,344 | 0,187 | 0,103 | 0,076 | 0,057 | 0,031 | 0,017
7,00 }17,39]7,238] 3,979 /2,439 1,581 1,059 | 0,501 { 0,246 | 0,123 | 0,062 | 0,044 | 0,031 | 0,016 | 0,008

Il. Fragestellungen der hoheren Mathematik.
A. Gleichungslehre.

1. Systeme von linearen Gleichungen; Determinanten.
a) Numerische Auflésung. Es seien drei lineare Gleichungen mit drei Un-

bekannten x, y, z gegeben:

an %+ apy 4 az=2>b
A % + Ao ¥ + Aoy 2= by
A % + Q32 Y + A3 2 = by

($p 5= @y + @ra + A13— by)
(2 = @g1 + Ayy + Q33— by)
(5= am + Ay + as; — by).
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Bei Verwendung des Rechenschiebers multipliziert man die zweite und dritte
Gleichung mit ay;:a, bzw. a,y:ay, indem man die Zahlen a,; und a,; bzw. ay
und a,, auf den beiden oberen Skalen untereinander einstellt und die gesuchten
Werte nach dem Proportionalverfahren (S. 2) ermittelt. Bei Verwendung der
Rechenmaschine dividiert man alle drei Gleichungen durch a@,; bzw. a, und ay,.
Da dann in beiden Fillen x iberall mit denselben Koeffizienten behaftet ist,
gewinnt man durch Subtraktion zwei Gleichungen zwischen 9 und z, die ent-
sprechend weiter behandelt werden. In gleicher Weise verfihrt man bei #
linearen Gleichungen mit #» Unbekannten; es wird dabei vorausgesetzt, daB die
Systemdeterminante der Gleichungen nicht verschwindet (S. 11).

Zur Rechenkontrolle bildet man die Summen s,, s,, s; und nimmt mit ihnen die gleichen
Operationen wie mit den Koeffizienten vor. Bei den neu gebildeten Gleichungen miissen die
zugehorigen Summen (bis auf die Abrundungsfehler) jeweils mit den Zahlen iibereinstimmen,
die sich aus den Ausgangssummen durch dieselben Umformungen wie bei den Gleichungen
ergeben haben.

Wenn die Koeffizienten nur mit begrenzter Genauigkeit bekannt sind, konnen erhebliche
Schwankungen des Resultates entstehen. Bei dem folgenden Beispiel (erstes System) ist der
Wert x = — 16,17 triigerisch, da die beiden nichsten (bei der benen G igkeit gleich-
berechtigten) Systeme ganz andere Losungen ergeben! Der Wert der Systemdeterminante (S. 11)
liegt hier sehr nahe bei Null; geometrisch sind die zugehorigen Geraden fast parallel, so daB eine
kleine Lageninderung den Schnittpunkt stark verschiebt.

3,452 42,78y = 1,25 3,446 x + 2,784 y = 1,254 3,454 x + 2,776 y = 1,246
6,01 x 4 4,88 y = 2,94 6,014 x + 4,876 y = 2,936 6,006 x + 4,884 y = 2,944
%= — 16,17 z = — 34,48 x = — 10,61

Weiter ist es beim Rechnen mit begrenzter Genauigkeit nicht gleichgiiltig, in welcher Reihen-
folge die Unbekannten entfernt werden. Vgl. v. SANDEN: Praktische Analysis, Leipzig 1923,
S.135—139. — RUNGE u. K6NI1G: Numerisches Rechnen, Berlin 1924.

b) Graphische Aufldsung. Die Losung eines Systems von # linearen Gleichungen mit
# Unbekannten 148t sich auch durch Zeichnung ermitteln, Vgl. BiErMANN: Mathematische
Niherungsmethoden, Braunschweig 1905, S.74. — MeuMKE : Leitfaden zum graphischen Rechnen,
Leipzig 1917, S. 7—21.

c) Determinantenlehre. Die Determinanten sind fiir numerische Zwecke
wenig geeignet, aber ein unentbehrliches Hilfsmittel fiir analytische Umrechnungen.
Eine Determinante n-ten Grades ist ein quadratisches Schema von #? Zahlen =
Elementen. Es soll sein:

11 A1a
=y oy — Q13 A1
Q31 Q33 '
@113 g
Bos Goan e | == Qg2 Ras) _ o |32 82 + A1 Qa2
2132 Qo3| = Gy g gy 12| g g @3 gy s
Q31 A3z A3z

= Q11 g Ggg — gy Agg Bgg — G13 Ao1 gz + G1g Aog g1 + Qg Ay Agg — dng Aga Agy -

Die Unlerdeterminante A, ; des Elementes a,; entsteht, wenn man aus einer Deter-
minante n-ten Grades diejenige Zeile und Kolonne fortstreicht, in der das Glied
a,; steht, und die dadurch gewonnene Determinante (# — 1)-ten Grades mit

(— 1)"'”' multipliziert (diese Vorzeichen verteilen sich schachbrettartig iiber die
Ausgangsdeterminante). Eine Determinante n-ten Grades ist gleich dem Aus-
druck, der entsteht, wenn man jedes Element einer beliebig herausgegriffenen
Zeile oder auch Kolonne mit der zugehérigen Unterdeterminante (#—1)-ten Grades
multipliziert und diese Produkte addiert. Die obige Determinante dritten Grades
ist z. B. gleich ay Ay + @3 A1y + @15 A1z = Gy Aoy + Gy Aoy + Gz Ay = ..
Nach diesem Satz 148t sich jede gegebene Determinante schrittweise auf Deter‘
minanten niederen Grades zuriickfiihren und damit berechnen.

Eine Determinante bleibt ungeéindert, wenn man Zeilen und ' yy g Oyg Ay Ay Ay
Kolonnen ohne Anderung ihrer Reihenfolge vertauscht, d. h. [N By By Byy
wenn man sie um ihre Hauptdiagonale (von links oben nach Qg Ag Agy gy Aoz Gy

rechts unten) umstirzt. Die Determinantensitze gelten infolge-
dessen in gleicher Weise fiir Zeilen, wie fiir Kolonnen; im folgenden sind sie nur fiir Zeilen
formuliert.

Eine Determinante andert ihr Vorzeichen, wenn man zwei l @11 812 21’ __ 3y Bgp g |
ihrer Zeilen vertauscht. Ay Bgg Gy | = G31@gp Gy | .
| Ay Qg Asg an @y Gy
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Eine Determinante multipliziert sich mit p, wenn pan paa“ paxn - Gy g Ty
man alle Elemente einer Zeile mit $ multipliziert. 21 2 Gas | P | B2 Ga By
an gy A3y @3, A3z A3z
Eine Determinante verschwindet, wenn alle Elemente einer ay ayy a,,‘
Zeile proportional den entsprechenden Elementen einer anderen pay pPay Pal =0,
Zeile sind (Sonderfall p = 1). ag Qgg gy
. Die nebenstehende Deter- | a,; + by @13+ b3 @33+ bya Ay By Agg byy by bis
minante 148t sich in zwei Ay [ [ = | Gy Agp Agy | + | Agy Gpp Ay |«
Determinanten zerlegen: ag [N Ass @3y A3y Ay Agy A3z Ags

Eine Determinante dndert ihren Wert nicht, wenn man zu den Elementen einer Zeile die
mit einer beliebigen Zahl p multiplizierten Elemente einer anderen Zeile addiert. Durch mehr-
fache Anwendung dieses Satzes kann man erreichen, daB alle Elemente einer Kolonne bis auf
ein Element verschwinden; die Entwicklung nach dieser Kolonne ergibt eine Determinante,
deren Grad um eine Einheit niedriger

ist und die entsprechend weiter be- gy Gy Gy Ay + DAy gyt Py Gyt Py
bandelt wird. Diese Berechnungsweise Ay Agg Aoy | = gy [N Qg .
ist der zuerst angegebenen vorzuzichen. Qg A3 Ggy agy Age [
Das Produkt zweier Determinanten wird:
G131 @13 @ag| |1y b1s bys Aybyt byt ai3bss Bbat Ay by + A13bss Gaabsrt+ A1y Dye + 31305
@y @gy Byg |+ | bay g byy | = | @gy by Gy bya + Gag byg Q1 byy + Gag byy + Ggs byy Qg1 b3y + @gg by + @25 by
Qgy Ggy B35 | | by bay bag | gy byy + gz bay + ag3 b3s g3 Doy + Az bsy + g bas gy byt Az gy + Gy bys

Rechts stehen in der ersten Zeile nacheinander die Produkte der ersten a-Zeile mit den drei
b-Zeilen; in der zweiten Zeile die Produkte der zweiten a-Zeile mit den drei b-Zeilen usw. (Zeilen
mal Zeilen). Durch Umsturzen einer oder beider linken Determinanten kann man den Satz
entsprechend fiir Zeilen mal Kolonnen, Kolonnen mal Zeilen und Kolonnen mal Kolonnen aus-
sprechen.

Potenzdeterminante Determinante der Unterdeterminant
| 1a,a?ad
1414 A .. 4 ! . —1
14, a2 af | = (@ = @) (@ — a1) (a, — &) 1 in } l %1 %n "
!1 3 c(ag — ay) (@y — ag) + (@g—ay) |~ | = o .
ag a3 af | = Ditferenzenprodukt Ad..... 4| la a
\ 1a, “Z “2 | “n1 nn| 1 nl nn
Die partielle 4bleitung einer Determinante D nach einem ihrer Elemente a,, ist gleich der

oD . . .
zugehérigen Unterdeterminante: Fa A4,,. Wennalle a Funktionen einer Verdnderlichen
%A

x sind, wird:

H ’ ’ !

4 |"11%2%3 %% “13 R St C e et 13 V
G |f21%2 | T Ggp %03 | T | %9y %9y %y | T '21 %99 gs
%31 %32 %3 | %1%2%s3| | “%1%:2%s3 51 %e %3

FiscHER: Determinanten, Berlin 1917 (= Sammlung Gdschen Bd. 402).

d) Auflésung von linearen Gleichungssystemen durch Determinanten.
Bei einem System von drei linearen Gleichungen:

Aux + @y + gz =", ) | @11 @13 @ay
A% + Bo Y + Aog % = by, Systemdeterminante = D = |Gy Qg3 Qg 4= 0
Ay % + Agy ¥ + A3z = by, Qg1 B39 Asg
lassen sich die gesuchten Losungen in der Form schreiben:
|y 413 a5 ( @31 by 415 1 |G b
r=7p balaslas|, V= g I Ay by, 2= D |Gl byl
by Ay @33 | g1 by “aa‘ Q31 Aaa by

Die Zihlerdeterminanten entstehen aus der Systemdeterminante, indem man die
Kolonne der b, fiir diejenige Kolonne der a,; einsetzt, die zu der betreffenden
Unbekannten gehdrt. Wenn D = 0 ist, miissen sich die Gleichungen entweder
widersprechen (Beispiel: # + y =3, x + y = 5) oder es ist zumindest eine
Gleichung eine Folge der anderen Gleichungen (Beispiel: ¥ +y =3,2% + 2y =6).

Bei den homogenen linearen Gleichungen verschwinden alle rechten Seiten:
b, = 0. Fir D40 ist nur die triviale Losung * =y =2 =0 moglich. Fir
D = 0 kann man eine der Gleichungen fortlassen und die Verhéltnisse der Un-
bekannten in einer der drei Formen:

Cidy; z=+C, ot | =Ci s

a
”“+Cl‘a“ 'ﬂ—ClAu, y_—C |y Agg| gy gy
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oder: x =Cy Ay, y=CyAyy, 2=CyAy oder: x =Cy Ay, ¥y =C3Az,, 2=CyA,
angeben, wobei C,, C,, C; beliebige Proportionalititskonstanten bedeuten. Jede
der drei Formelgruppen ist nur dann brauchbar, wenn nicht alle zugehorigen
A, ; gleichzeitig verschwinden.

Fiir Systeme von # Gleichungen mit » Unbekannten gelten die entsprechenden
Satze.

FiscHER: Determinanten, Berlin 1917 (= Sammlung Goschen Bd. 402).

2. Algebraische Gleichungen.
a) Fundamentalsatz der Algebra. Eine algebraische Gleichung n-ten Grades:

f@)=2"+ay_ 18" L ta, 324" 2+ ... +ay% +a,=0

148t sich bei Zulassung komplexer Zahlen (S. 62) in ein Produkt von # Faktoren
zerlegen:

fFER=(x—5)(x— %) ....(x — x),

wobei die x, die gesuchten Wurzeln = Nullstellen sind. Wenn x = x, eine Wurzel
von f(x) = 0 ist, 148t sich f(x) durch (¥ — x,) ohne Rest teilen. Durch Aus-
multiplikation des Produktes bestidtigt man die nebenstehenden Beziehungen;
@, _g ist also die Summe aller
ap_1=— (% + 22 + -+ + x), mdglichen Produkte von je zwei
Ay o=+ (%, % + 2923+ -+ + x4, %,), Wurzeln, a,_3 die Summe aller
e e e e e e e moglichen Produkte von je drei
g = (— 1) 23 %3« . . %y Wurzeln, multipliziert mit -1
usw. Hiernach folgt aus x, + %, =
A, %, %, = B, daB die beiden x, die Wurzeln der Gleichung x; — 4 x, + B =0
sind; ferner ergibt sich aus x, + %, + 23 =4, 2, %, + X, X3 + X3 %3 = B, %, X, 23 = C
die Gleichung x3 — 4 x} + B x, — C= 0 usw.

Gleichungen mit reellen Koeffizienten kénnen auBer reellen Wurzeln nur kom-
plexe Wurzeln besitzen, die zu je zweien konjugiert komplex sind (vgl. S. 63).
Die Zusammenfassung solcher Nullstellen ergibt in der Produktzerlegung reelle
quadratische Ausdriicke: {x — (p +i¢q)} - {¥ —(p —9¢9)} = (¥ — P)* + ¢% Eine
Gleichung mit reellen Koeffizienten, deren Grad # eine ungerade Zahl ist, muB
mindestens eine reelle Nullstelle besitzen.

Da die » Wurzeln einer Gleichung #n-ten Grades nicht samtlich verschieden zu sein brauchen

(mehrfache Nullstellen) , ist es haufig zweckmaBig, die ubereinstimmenden Wurzeln in der Produkt-
darstellung zusammenzufassen:

o = (r—z)brie(r—a)fa. (= x)P0 it bt by =

wobei jetzt die Zahlen x,, x,,..., E7 samtlich voneinander verschieden sein sollen. Fiir eine
zweifache Wurzel x = x muB auller f (xv) = 0 auch die Ableitung f’ (x v) = 0 werden; fur eine
dreifache Wurzel wird entsprechend f (xv) =0,/ (xv) =0, " (xv) = Qusw. Beieiner zweifachen
Nullstelle beruhrt die Kurve ¥ = f (x) die x-Achse an dieser Stelle; bei einer dreifachen Null-
stelle hat sie dort einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente.

b) Berechnung der Nullstellen. Zur numerischen Berechnung der reellen
Whurzeln einer algebraischen Gleichung f (¥) = 0 entnimmt man einer Zeichnung
der Funktion y = f(x) Naherungswerte und verbessert diese nach S.13—14.

Spezielle fiir algebraische Gleichungen dienende Methoden sind das GRAEFFESChe bzw.
SEGNER-RUNGEsche Verfahren, die auf numerischem bzw. graphischem Wege die reellen und
komplexen Nullstellen ergeben. v. SANDEN: Praktische Analysis, Leipzig 1923, S.141—152 bzw.
55—61. Vgl. ferner MEEMKE: Leitfaden zum graphischen Rechnen, Leipzig 1917, S.72—81.

Wenn M der groBte der Absolutbetrige |ay—1!, [ay—2|, - - ., | @] ist, milssen
in der Gaussschen Zahlebene (S. 63) alle Wurzeln im Innern des Kreises liegen,
der mit dem Radius (M + 1) um den Nullpunkt geschlagen ist (die @, konnen
dabei auch komplexe Zahlen sein).

Bei den Gleichungen zweiten bis vierten Grades lassen sich die Nullstellen
durch Wurzelausdriicke berechnen (dagegen im allgemeinen nicht mehr bei den
Gleichungen fiinften und hoéheren Grades).
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Bei den Gleichungen zwetten Grades a, x* + ay & -+ aq = 0 wird:

t o o Yo = S agas).

Bei Gleichungen héheren Grades ist es zweckmaBig, x = & — 1, zu setzen; dann fehlt

n 11
in der entstehenden Gleichung fur & das zweite Glied: &” + b”_'2 2 by €4 by = 0.
Bei den Gleichungen dritten Grades x° + a, x* + ay x + ay = 0 folgt fur x = & — % a, die
Beziehung:
£+3PE+2Q=0 mit P=1(—a}+3a), Q= (248 —9a,a, + 274a,).

Die gesuchten Wurzeln sind:

Gi=uto G=—F@to)+4V3w—0, &=—-3@+o)—LV3@u-0;
3 3 -
w=Y =01 VT I P, v=V-0— VO i P
(Cardanische Formeln); im Falle dreier reeller Losungen (Q? + P? < 0) ergeben sie diese in

unbrauchbarer (anscheinend komplexer) Form (Casus irreducibilis). ZweckmiBiger fur die
Berechnung ist der folgende Weg; dabei bedeuten p und ¢ reelle positive Zahlen:

B +3pE+r2g9g=0 £ —3pEt2g=0
< P> | =2
Sin3zgp=q:Vp Cof3p=q: VP cos3p=gq:}yp? l
t=F2Vp Ging &L=TF2VpCojp &=F2Vpcose &L=F2Vp
&=+ Vp Ging+:Y3pColp | &=+ VPCojo +iV3p Ging | &= 1 2)pcos (60°~ ¢)| &=+ Vp
&=+ VP Sinp—iV3pColp| &= + VPColp — V3P Sing | &= +£2)/pcos(60"+¢) | &=+ VP

Bei graphischer Ermittlung der Nullstellen bringt man die Kurve y = £ mit der geraden Linie
y = — 3 P§—2Q zum Schnitt und verbessert die abgelesenen Naherungswerte. Wenn eine
reelle Wurzel &, bekannt ist (die stets vorhanden sein muB), sind die beiden anderen Wurzeln

durch:
=1 TR 1 P\
Gam i {-axY"3IETIR}
gegeben.
Bei den Gleichungen vierten Grades x* + az x3 +- a; ¥* 4 a; x + ay = 0 ergibt x = & — % a,
die Beziehung:

P=—6(5a) +a,
B+ PELQEFR=0 mit Q=18 (La) —~2a-fa+a,
R=—3(}a) +a, (La): — a1 ag+ a,

Man bildet die kubische Resolvente:
¥+2Py'+ (PP—4R)y—Q*=0.

Die gesuchten §,-Werte lassen sich durch die Losungen y,, ¥, ¥; dieser Gleichung in folgender
Weise darstellen:

& = lz {Vﬁ + ]V/J’z + ]”ya} s &g == %{“‘ ]/E + ]/3’2 - V}’s} y

R T e R TR
Den auftretenden Quadratwurzeln ist ein solches Vorzeichen zu geben, daB Jy,- Vy.*Vys =
— Q wird. Die kubische Resolvente muB fur reelle ay und Q == 0 mindestens eine reelle positive
Losung y, haben (die zugehérige Funktionist fur ¥ = 0 negativ, fur y — + oo dagegen positiv);
die Gleichung fur & laBt sich dann in die beiden quadratischen Gleichungen:

E+Yn -+ {P+yn—0Q:Yy}=0 und &—yy-+I{P+n+0:yn}=0
zerspalten; dieses Verfahren ist zweckmaBig, wenn die Gleichung komplexe Wurzeln besitzt.
Die symmetrische Gleichung a x* + b x* + ¢ 2 + b x + a = 0 gibt nach Division durch x? die
Beziehung a (2% + 1:2%) + b(x 4- 1:x) + ¢ = 0; wenn man x + 1:x =¥, 2® + 1:122 = y2 — 2
setzt, folgt somit a (y* —2) +- by + ¢ = 0.

Schrifttum zu algebraischen Gleichung NErT0: Elementare Algebra, Leipzig 1904.

3. Beliebige Gleichungen.

a) NEWTONsches Verfahren. Zur Bestimmung der reellen Wurzeln einer
Gleichung f (x) = 0 ermittelt man zunichst durch Aufzeichnung der Funktion
y = f (¥) Néaherungswerte fur die Wurzeln. Hiufig ist es zweckmiBig, f (x) zu
zerlegen: f(x) = u () — v (x), und die beiden Kurven y = u (1), y = v (v) zum
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Schnitt zu bringen. Ist x; ein Niherungswert, so ist %, = 2, + 4%, 4x =
— f (%) : ' (%;) ein zweiter (im allgemeinen besserer) Naherungswert. Mit ihm
wird das Verfahren wiederholt und solange fortgesetzt, bis die gewiinschte
Genauigkeit erreicht ist. Geometrisch kommt das Verfahren auf
- den Ersatz der Funktion y = f (x) durch dieTangente im Punkte

7Y@ 4 — x heraus (Abb. 15).

Beispiel: Bei der Gleichung 7 (x) == x4 + 5 x — 1 = 0 ergibt sich fiir ge-
niigend kleines | # | die Beziehung 5 x — 1 = 0. Fiir #, = 0,2 ergibtsich 4 x =
Abb. 15. —0,0016: 5,032 = — 0,00032 und somit %, = 0,19968. Da f (0,199676) - -

— 0,000030 und f (0,199684) = + 0,000010 wird, ist auch die letzte Ziffer
von #, richtig.

Bei zwei Gleichungen f, (¥, ) = 0 und f, (¥, ¥) = 0 mit den Niherungswerten
%1, y folgt, indem man f,(x, + 4%, ¥, + 4y) = 0 und f,(---) =0 nach TavrLor
(S. 58) enwickelt:

L 0fi(x,) . 0fi (%,%) _
4 x s + 4 ey =

Iy,
X7

— f1 (%1, 31),

0 fs (%, 1 (%1,
4 x"—*f (;; %) + A.’V“jf g:y n — fa (%1, 31),

woraus 4x und 4y zu berechnen sind; das Verfahren wird sodann mit den ver-
besserten Naherungswerten x, =%, + 4%, 9, =19, + 4y wiederholt usw. In
gleicher Weise wird bei # Gleichungen mit » Unbekannten verfahren.

b) Iterationsverfahren. Die Gleichung f (#) = 0 wird auf die Form x = ¢ ()
gebracht, was stets in mannigfacher Weise geschehen kann. Wenn in der Um-
gebung der gesuchten Wurzel ¥ der Differenzen-
quotient |[{¢(x)—¢(%)}:{x—2}|<1 ist und ein
bekannter Naherungswert x, in dieser Umgebung
liegt, erhélt man durch x; = @ (%); %5 = ¢ (x,);
- ... immer bessere Nihrungswerte.

Das Verfahren konvergiert um so rascher, je kleiner

Abb. 16. der Absolutbetrag des Differenzenquotienten ist; seine

GroBe wird am besten durch den zugehorigen Diffe-

rentialquotienten abgeschitzt. Geometrisch ist die ge-

suchte Wurzel Z durch den Schnittpunkt der beiden Kurven ¥ = x und ¥ = ¢ (#) bestimmt

(Abb. 16). Der Wert x, = @ (#,), der durch die Ordinate der Kurve ¥ = ¢ () im Punkte x = %,

dargestellt wird, 148t sich durch den gestrichelten Kurvenzug auf die z-Achse iibertragen, wo-

durch man sich schrittweise der gesuchten Wurzel # nihert. Die Annaherung findet von einer

Seite her oder abwechselnd von beiden Seiten her statt, je nachdem der Differentialquotient

> oder < O ist; im ersten Fall dndert man zweckmiBig %, oder z; so ab, daB man auf die
andere Seite von # kommt, weil man dann die Genauigkeit besser iibersehen kann.

Beispiel: Bei der oben behandelten Aufgabe #¢ + 5 x — 1 = 0, #; = 0,2 wird man z = ¢ (%)=
% (1 — #%) setzen, da dann ¢’ (0,2) = — 0,0064_ wird. Es folgt #; = } (1 ~ 0,2%) = 0,19968 und
weiter x; = 0,19968204, womit 7z = 0,19968 sichergestellt ist.

Zwei gegebene Gleichungen £, (x,%) = 0 und £, (%,9) = 0 werden auf die
Form x = ¢; (x,9), ¥ = ¢, (%, y) gebracht, wobei fiir alle Werte x, y, die hin-
reichend nahe bei der gesuchten Losung %, ¥ liegen,

oo ~e®9) | .4 ypng |BEN—0E9)
o DA

y Y
-7, =)

x

S

Z; Z, £

P P <1
sein soll. Wenn in diesem Bereich die Naherungswerte x,, y, liegen, findet man
durch %, = @1 (%1, 1), V2= @2 (%1, ¥1); %s = @1 (%, ¥2), Y5 = @2 (%5, 93); ... immer

bessere Naherungswerte fiir , y. Entsprechend verfihrt man bei # Gleichungen
mit # Unbekannten.

Schrifttum zu beliebigen Gleichungen. v. SANDEN: Praktische Analysis, Leipzig 1923, S. 152
bis 162. — v. SANDEN: Math. Praktikum, Leipzig 1927, S. 33~43. — RuNGE: Praxis der Glei-

chungen. Leipzig 1900. — Wurzeln von z = tg # S. JAHNkE-EMDE: Funktionentafeln mit Formeln
und Kurven, Leipzig 1928, S.2.

B. Differenzen und Summen.

Fakultiten und Binominalkoeffizienten. Unter ! (gesprochen: » Fakultit)
versteht man die Zahl #! =1-2-3-...-7. Als Binominalkoeffizient wird der
Ausdruck:

(") _ n(n—1) (n—2l. . :,(ff__.r_'_ 1) _ nn—1)n—2)...n~r+1)

. PO A A

102+3...7 r!




Differenzen und Summen. 15

bezeichnet (gesprochen: n iiber #); dabei muB 7 eine ganze positive Zahl sein;
der Zihler enthilt (genau wie der Nenner) gerade » Faktoren. Die Ausdriicke

0! und (g sind nicht definiert; es ist zweckmiBig, ihnen den Wert 1 beizulegen.
Die Binominalkoeffizienten fiir ganzzahliges positives nsind ganze positive Zahlen,
wenn #n 2= ¢ ist (vgl. die Tabelle); wenn » < 7 ist, wird (’:) = 0; fir n = 7 gilt:

O =y =) (C3)=0) 21 (1)-
GE)=C)+(7)+07)++()-

Vgl. ferner die Binominalfunktionen y = (f) S. 18.

Fakultiten #! Binominalkoeffizienten (’:) .
= 1 6l= 720 7=0 |t 23] 4]5]6
2l= 2 7= 5040
3l= 6 8! = 40320 =
4= 24 ol = 362880 n=1]11) 11050 0)0,0
51 =120 10! = 3628800 2911 2,1, 07070, 0
31 3] 31| ofofo
4 1 4 6 4 1] 0 0
In der Tabelle der Binominalkoeffi- s 1 5 11010 sI1 | o
zienten ergibt sich jede Zahl durch —]
Addition der uber ihr stehenden Zahl 611 6 15120115 6 | 1
zuderlinks von dieser stehenden Zahl. i
1. Differenzen. x y M A2 a0
a) Die Differenzenta-
belle. Die Werte einer ge- x y I
. 0 0
gebenen Funktion an den S —
dquidistanten Stellen x,, % 7 42
X=X+ A4X, X = % + 4% 43
2'Ax,..., x,,=x‘,+nA‘x 1, Yy ¥H R o
seien o, Y1, Y2 - - - ¥ Die 4y — 43
i
Zahlen 4} =Y., — ¥ Wer- %, vy |—— 42 :‘ R
den als die ersten Diffe- . .
renzen, die Zahlen 43} = T
4] 1= 4 als die szweiten . : y - o ;15
Differenzen usw. bezeichnet. i R U S 4
Der obere Index bei 4 be- | , y ":ii 42 s
deutet also keine Potenz, (Rt I : pt
sondern die Ordnung der . | v ntr
Differenz. Man schreibt die N i
Differenzen auf halbe Héhe, { Y= To ! a5, — 4} A2 - Ag
damit kenntlich ist, aus *- - - Ao

welchen Zahlen sie gebildet
sind. Rechenkontrolle: Die Summe aller Differenzen einer Spalte muB gleich der
Differenz zwischen der letzten und der ersten Zahl der vorhergehenden Spalte sein.

Es wird:

1
A=Yy 41— V> y1=9%9 + 4},

2

A=Y+ 3= 2V 41+ Vs yg=1vg+ 245+ 47,

3 5
A=Yy 433Vt a2 T3Vt 1= Vr--- yg=yo+34y+343+ 43, .
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Allgemein gilt:

i A A
=i~ imat Q)ruraa—+ + =0ty
vi=vo+ () Ay + () ag++ -+ 4t

Aus dem TayLorschen Satze folgt, daB bei Funktionen, die eine TayLor-Entwicklung (S. 57)

zulassen, bis auf Glieder héherer Ordnung 4™ = i;: (Ax)™ + - - ist
ax

Bei einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades sind die n-ten Differenzen
konstant; die hoheren Differenzen verschwinden simtlich. Wenn die Funktions-
werte durch MeBfehler 4 m, gefilscht sind, werden die n-ten Differenzen nur
anndhernd konstant, wihrend die folgenden Differenzen nicht verschwinden,
sondern ansteigen. Nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz (S. 6) ist bei den

Differenzen erster bis vierter Ordnung das ]/ 2-, ]/ 6-, ]/20-, ]/ 70-fache von m,,
als Fehler zu erwarten (70 = 12 + 42 + 6% + 42 4 12).

b) Die Bestimmung einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades
durch (n 4 1) Funktionswerte. Eine ganze rationale Funktion n-ten Grades,
die fiir %o, #;, ..., %, der Reihe nach die Werte 3, ¥y, ..., ¥, annehmen soll,
ist hierdurch eindeutig festgelegt; ihre Gleichung wird durch die LAGRANGESsche
Formel:

—n)(E—%) (F—x). . (2—x) yo + ¢ (£~ %) (x— %) (F— %) . . . (£ — %)
— %1) (%o — %2) (% — xa) - (%0 — %) Yo (% — %o) (%1~ %2) (%2~ x:) (21— %) N
e (x_xn)(x_xl)(x_xz) (x—xp1)

(% — %o) (Bn—%1) %y — %a) + - - (¥ — Zn—1)

y (%)=

*Yn

gegeben. In dem Zihler der einzelnen Koeffizienten fehlt bei dem Gliede mit
y; der Faktor (x — x;); der Nenner ergibt sich aus dem Zihler, wenn man x
durch x; ersetzt.

Bei dquidistanten x-Werten sind die folgenden Darstellungen durch Diffe-
renzen geeigneter; sie ergeben bei ganzen rationalen Funktionen n-ten Grades
simtlich das gleiche Ergebnis, wenn man die Formeln bis zu den Differenzen
n-ter Ordnung fortsetzt.

Anfangsformel = NEwroNsche Formel: r—
R R 1 T
Endformel: S
y(x)=y”+A;_1(?)+AZ_2(“;1) w=__n
_’_Az—s(u-;-z) +“_+Ag(u+:~1); Az

Mittelformel = StirLINGsche Formel:
v =g+ 34+ a) uta e i,
+%( n—-2+A:—l) -1—u(u——1)(u—|-1) T

A ) )
BesseLsche Formel:
y(@) =g,k A w3 (a4 ) L) -
A hu (o~ 1) (w - 0,5) e
+%( n_1+A;‘h2) Sul—1) (1) w—2) 4
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Bei den beiden ersten Formeln stehen die Differenzen in der zugehdrigen Differenzen-
tabelle jeweils an der obersten bzw. untersten Stelle. Die Lage der Differenzen
die in den beiden letzten Formeln auf-

treten, ist in den schematischen Abb. 17 y || A\’ \a* y |4\ 4%\
und 18 durch Kreise angedeutet; bei den Zd| * . . 2% I I I I I
durch einen Strich verbundenen Kreisen ;” ° I ° I ° ;‘x °le I o I
tritt der zugehorige Mittelwert auf. gl o
Beispiel: Bei der folgenden Funktion zweiten o Abb. 17. Abb. 18.
Grades ergeben die vier Formeln der Reihe nach StireiNGsche Formel.  Bessersche Formel.
(bei den beiden letzten Formeln fiir » = 2):
| 1 2

T 4 y (2) = 091 — 007 (}) + 0,02 (3); w=10x—1
Io 041 |00t |- —— y (%) = 0,75 — 0,01 (‘;‘) + 0,02 (“er '); “=10x—3
J —0,07 |— 1

> 1
|1 0,2 0,84 |— 008 +0,02 y (%) = 0,79 -+ - (—0,05 — 0,03) * %

’ 1
2[03 |09 e o2 o002ty w1053
3104 10,76 + 0,02 = — 2.
| oot ¥y (%) = 0,79 01,03 w \
1410,5 10,75 +7(O,02+0,02)'3u(n—1); u=10x—3
| ! —~0,16 I +0,06

Einsetzen von u ergibt stets y = 2* — -1 1.

Mit Hilfe der angegebenen Differenzenformeln kann man eine beliebige Funktion
¥ (x) bereichsweise durch je eine ganze rationale Funktion geeigneten Grades
ersetzen und die notwendigen Umrechnungen mit den einfacheren Ersatzfunktionen
ausfithren (vgl. Abschnitt c, sowie S.29).

c) Zur Interpolation in Funktionentafeln benutzt man die BEessersche
Formel (fiir 0 £ # < 1) oder die StirriNGsche Formel (fir —0,5 < » < + 0,5).
Bei der BEsseLschen Formel gibt die Beschrankung auf die beiden ersten Glieder
die gewohnliche lineare Interpolation. Sie ist nur zuldssig, wenn das dritte Glied
keinen EinfluB mehr auf die verlangte Genauigkeit hat; sonst muf3 man dieses Glied
mitnehmen und quadratisch interpolieren.

Beispiel: Aus der nebenstehenden Tabelle fur x Inx At 43 43
In x soll1In 10,3 bestimmt werden. Die BEsseELsche
Formel ergibt fiir u=(10,3-10,0) : 1 —0,3 den Wert:
In 10,3 = 2,3026 + 0,0953° 0,3
+ 1 (~0,0101 —0,0083) 1:03-—07 10 | 2,3026
+0,0018- %-:0,3- —~0,7- — 0.2
= 2,3026 + 0,02859 + 0,00097 + 0,00001 i
= 2,3322 12 | 2,4849
Die letzte Ziffer des Ergebnisses ist infolge ’
des Abrundungsfehlers unsicher.

9| 2,1972

11 12,3979

2. Endliche Summen.
a) Die geometrische Reihe: Es wird

Thgtgd -t =" 1) (g—1) fir g1
A ad" T b a4+ =@ 0" T ) (a—b) fura+b

Beweis durch Multiplikation mit (g — 1) bzw. (@ — b). Hieraus folgen die oft
gebrauchten Zerlegungen:

2 — b= (a—b)(a +D),

—b’ (a—0b)(a® +ab +b?),

at — bt = (u—b)(a“+a2b+ab2+b3)~(a2~bz)(a2+b2)
a“—bs—(a—b)(a‘+a3b+a*b3+ab3+b“),.

a® + b= (a + b) (a®—ab + b?),
a® +b°=(a )(a‘—a“b+a2b‘-'~ab3+b‘),...

Schleicher, Taschenbuch. 2
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Setzt man in der geometrischen Reihe ¢ = ¢t % und zerlegt in Real- und Imaginirteil (S.64),
so folgt nach leichter Umrechnung:

|
2

. . x 1 L%
sinx +sin2x + --- +smnx={oos?—cos(n +—2~)x} :{2sm?}

. 1 . X .
cosx + cos2x + --'+cosnx={sm(n+ 7)::-—-51117}: 2sin

b) Summierung der ganzen rationalen
1 =X -] = .
-Z"(’) y=) jy=(3) jy=(5) Funktionen. Die Binominalfunktionen y = ‘:)

~~Som e (Abb. .19) lassen sich nach S.15 unmittelbar
/ e ) summieren:
/
! 1 2 . n\ _ (n+1
Abb. 19. Binominalfunktionen. (r) + (,) + + (') ('+ 1)

(Die ersten Glieder verschwinden dabei fiir 7 > 1). Die Potenzen y = 2" kann
man durch Binominalfunktionen darstellen und umgekehrt:

(7)== == (1)
G)=36-» #=2(3)+(7)
G)=st-32+22 »=6(3)+6(3) +(;)
(j):%(x‘—exaﬂm—ex),... x4=24(;’)+36(’3‘)+14(§)+(f),
Hieraus findet man z. B.
pargens Sen S+ +01) -

#=t #=1 =ln(m+1)(2n+1).

Auf diesem Wege ergibt sich:

1 +2 +3 +---+n =Lnn+1)

12+22 432+ tnut=nn+1)2n+1)

12 +25 430+ o+ nP=Lat(n + 1)?
2+t =don(n 1) (20 4+ 1) 3n+30—1)

Il

I

I

1 +3 +5 +---+(2n—1) =n*

1B4+P 4524+ (2n—-1)2=Ln(4n2—1)
P3P+t 2r— 1) =nf 20— 1)
1435 2a 1)t = o (402~ 1) (1202 = 7)

Allgemein erweist sich fiir Summation und Differenzenbildung die Darstellung der ganzen
rationalen Funktionen durch Binominalfunktionen y = ”(f,) +by—yq ”f_l + -4 b f =+ by,

fir Integration und Differentiation die Darstellung durch Potenzfunktionen y = a,, "+
@y 4 Xy_y + -+ @5+ a, als geeigneter. Mit Hilfe der angegebenen Tabelle kann man
von einer Darstellung zur anderen iibergehen.

Schrifttum zu Differenzen und Swmmen. v. SANDEN: Prakt. Analysis, Leipzig 1923, S. 61—
87. — v.SANDEN: Math. Praktikum, Leipzig 1927, S. 75—109. — BLEICH-MELAN: Die ge-
wohnlichen und partiellen Differenzengleichungen der Baustatik, Berlin 1927. — NORLUND:
Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, Berlin 1924.

C. Differentialrechnung.

1. Grundlagen.

a) Definition der Tangente einer Kurve; Grenzwert. Die betrachtete Funktion
y = f (%) seiin dem Intervalla € x £ b iiberall endlich, stetig und eindeutig. Es sollen also keine
Unendlichkeitsstellen auftreten (wie bei y == 1:x fiir x = 0), ferner keine Sprungstellen (wie
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beiy = 1:{2 — ¢1? %} tir = 0, Abb. 20) und schlieBlich soll zu jedem Wert x nur ein einziger
Wert y gehéren; bei den mehrdeutigen Funktionen (wie z.B. y = ]/; oder y = arc tg x) ist
somit festzulegen, um welchen Zweig der Funktion es sich handelt.

Wenn die Funktion als Kurve in rechtwinkligen Koordinaten mit den Lingeneinheiten

g = ly=1cm(S.4) dargestellt wird, stimmt der Zahlwert von x und ¥ mit den zugehdrigen
Langen (gemessen in cm) uberein. Der Steigungswinkel B der Sekante y
durch die beiden Kurvenpunkte, die zu dem festen Wert x und dem 7T
Wert x 4+ 4 x gehodren (Abb. 21), ist dann durch: —~—

Py PR
Sekantensteigung: | tgf = L(fij%ﬂ -7 l\ e
gegeben, wobei 4 x 4= 0 vorausgesetzt werden muB. Abb. 20.

Bei den Funktionen, die in der Ingenieurwissenschaft auftreten,
nihert sich die Sekante einer ganz bestimmten Grenzlage, wenn man
A4 x von positiven Werten her beliebig gegen Null gehen 1aB8t; eine zweite Grenzlage ergibt sich,
wenn 4 x von negativen Werten her gegen Null rickt. Falls wir von Knickpunkten (Abb. 23)
absehen, fallen die beiden Grenzlagen der Sekante zusammen; die hierdurch bestimmte gerade
Linje wird als die Tangente
der Kurve an der betrachteten 1
Stelle x bezeichnet. Die Sekante
kommt also in beiden Fallen
der Tangente beliebig nahe, ohne
sie aber zu erreichen, da der f le+d3)
Wert A4 x =0 ausgeschlossen
werden muB. ¢ St

Zur analytischen Formulie-
rung benutzt man den Begriff des
Grenzwertes = limes. Man ver-
steht unter ¥->a oder limx = a,
daB sich die verdnderliche
GroBe »+ dem festen Wert a
beliebig nihern soll, ohne den Wert @ selbst anzunehmen. Unter lim/ (x) = b versteht man

x>a

/(%) ->b, wenn z-»a; d.h. wenn x beliebig gegen a geht, soll f (x) beliebig gegen b gehen.

T
——.cir—d.r
a x zwir b

Abb. 22,

X

Triviales Beispiel: lim 2 x = 2; nicht triviales Beispiel: lim S0 % _ 4. Mit Hilfe dieser Bezeich-
x>1 x>0
nung ergibt sich fiir den Tangens des Steigungswinkels o der Tangente:

fx+ 42 —f(x) —-/(x)
Tangentensteigung: tga = lim Otg B _Al o Az
Ax—> x>

Wenn man die GréBe von tgo an jeder Stelle x auftragt, erhalt man eine neue Funktion,
welche die Ableitung von y = f(x) genannt und mit y’ = f’ (%) bezeichnet wird.
Bei Verwendung beliebiger Langeneinheiten / ” und/, y (S.4) nehmen die angegebenen Formeln

die Gestalt an:

1 l
tgf = _liV, /(x+‘/‘11’2—/(x), tg o= lim tgﬁ~—»l~— 1 (%)
Ax->0

Abb. 23.

Es gibt uberraschenderweise stetige Funktionen, bei denen in keinem
Punkte eine Grenzlage der Sekante vorhanden ist. Diese nichtdifferenzier-
baren Funktionen haben jedoch fur die Ingenieurwissenschaft keine Bedeutung, da bei den
hier vorkommenden Funktionen (wie in der Differentialrechnung gezeigt wird) der betrachtete
Grenzwert (bis auf hochstens vereinzelte singulare Stellen) stets vorhanden ist.

b) Differentiale und Differentialquotient. Man bezeichnet den Zuwachs, den die
Funktion y = f (%) erfahrt, wenn man x um 4 x = d x vermehrt, mit 4 y und den entspreoheuden
Zuwachs der Tangente mit 4 ¥ (Abb. 22). Dabei wird:

dy _ftla+dxn—f(x)  dy _ flx+dx) —f(x

—_—— = lim —-%-—= = f (x).
Ax a4 x ’odx Az->0 4z

Da fur gemigend kleine Anderungen A x = d x der Zuwachs 4 y der Funktion nicht wesentlich
von dem Zuwachs d y der Tangente verschieden ist, gilt in Naherung die wichtige Formel:

4y , ~F .
FéNf(x) oder dy~f(x)-4x

2%
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Beispiel: Wenn der Radius 7 eines Kreises um 4 r vergroBert wird, vermehrt sich der Inhalt
F=nr*um AF ~2n7r+A4r. Beider betrachteten Naherung wird die Funktion in der Um-
gebung der Stelle x durch die zugehorige Tangente ersetzt; eine Verbesserung der Genauigkeit
wird durch den Tavrorschen Satz (S. 57) erzielt.

Die GroBen d x und d y bezeichnet man als Differentiale und ihren Quotienten als Differential-

quotienten. Fur % = y’ (%) gebraucht man auch die Schreibweise -;7 f (%), wobeli fiir y die zu-

gehorige Funktion eingesetzt ist.

2. Durchfithrung der Differentiation.
a) Tabelle der Differentialquotienten (2, b und » bedeuten Konstante).

y=a, ¥ =0 y=ax+b ¥y =a.
— , 11
y=]/x, ZE‘;“:*
y =B, Y =nin—1, *
y= -1 I I
Ve 2 Y
, 1
y=e¥ y =e* y=lnz y =—
y =a%* vy =a*-Ina. y == log %, y’=—:c—-loge
; , : , 1
y =sinx, y =cos4x. y =arcsiny, y = ———_%*
+ Y1 —22
. , 1
y =cosx, ¥y = —sinux. y = arccos x, Yy = — *%
— Y1
=t e —arctgx, 9§ =-—
y =1tgx, Y = ostx y = arc tg x, y_i-i—_xf
= ct, g —arcctgx, § = -
y=Cclgs ¥V = my y=arcctg s, ¥ =gy
y = Ging, y = Cojx y =WCinx, y = 1
+ V142
y =Colx, § =GCinx y = ArCofx, 9 = 1 xx
+Var—1
1 ' 1
= 4 = [ *kk
y=3gx, y Copix y=ArIgx, y g
—_ 1
= M — = S — T kkk
y=Cgx, y Cinix y =ArCtg x, y P

* Das Vorzeichen der Wurzel ist in y und y’ iibereinstimmend zu wihlen (man mache sich
die Verhaltnisse an den zugehorigen Kurven klar).
** Das angegebene Vorzeichen der Wurzel gilt fir die Hauptwerte der Funktion y (S.46

und

50).
*#* Die Ableitungen von Ar Ig » und Ar €tg » haben die gleiche Gestalt; Ar Tg »ist aber

nur im Gebiet — 1 < x < + 1 reell, Ar Ctg » dagegen im AuBern dieses Gebietes (vgl. die Abb. 60,

S. 50).

b) Allgemeine Differentiationsregeln.

(C bedeutet eine Konstante; die

iibrigen GroBen sollen differenzierbare Funktionen sein.)

Faktorensatz: y =C - u, y =C-u.
Summensatz: Yy =wy + vy + - Fuy, Y =up +up +- -0+ u.
Produktsatz: y =u-v, Yy =u'v+uv.
. . " , _ Wu—uv
Quotientensatz: y = o Y=
. — T D= .o — 4F  au
Kettenregel: y =F (u), wobei u = u(x); 3 = TR TR
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Beispiel zur Kettenregel: y = In {x + Vﬂj}, man 1ost in eine Kette auf: y = Inu,
w=zx+v, v= Vw,w: x%* + 1; dann folgt:

,*dy_du*1_ .dvl . wl
T A (T B { *+ 2Vw 3
-1 .{1 S 2% N\t I@etdx
g 2YF+1) s+ VEF1 Y Vart1

Weiter dient die Kettenregel zur Ableitung der Umkehrfunktionen; Beispiel: y = arcsin x 1st
gleichbedeutend mit x = sin y; wenn man diese Gleichung nach x ableitet, wobei y als Funktion

von x aufzufassen ist, folgt 1 = cosy* ¥y’ oder ¥ =1:cosy=1: ]/1 —sin?y =1: ]/1 — %

Entsprechend werden 'die 7 F"M”" abgeleitet (vgl. auch S.22):
Byr=1; 25+2yy =0; ¥ =—x1y=—x:}1—2%
Haufig ist es zweckmaﬁlg, vor Blldung der Ableltung die Ausgangsgleichung zu logarithmieren
(logarith h Dtj}v' 14 Belsple] =yttt Iny=1Inuy+Inu, + Inuy; ¥y =
o,

Ty Uy u,+u, Ug; y’= —
u u,u,+u,u u.+u1u,u, x Ax-y (x)

¢) Numerische Differen-
tiation. Um die Ableitung ¥’ (%)

einer tabellarisch (mit dem %o At~ 1 A% + g (- 43 +29 A3)
Intervall 4 x) gegebenen Funk- 1(41 at — L As A3

tion ¥ () zu berechnen, legt i 2 ( o T 1) 42 ( +3 ) |
man durch funf aufeinanderfol- 3 3

gende Punkte eine ausgleichende %2 % (A{ +4 é) - Tl-': (A o + 43

ganze rationale Funktion dritten %3 1(4l + 4}) — {1z (43 + 43

Grades und bestimmt die ge- .
suchte Ableitung an der Ersatz- 1 1 1 _ 1 3 3
funktion (vgl. S.7). Das Er- *n—2) ¥ (A”—Z + A"r—s) 12 (An—z + 4 —4)
gebnis istin der nebenstehenden | . A

‘Tabelle zusammengestellt. In | 5 1(al 4+ 4l ) — 2 (24 4543
dem nachfolgenden Beispiel ist ad B 1( n1 X 2” 2 ) 41?( ” 3 " 4)
y =Inz gewahlt, damit man Xy Ay 1 +34dp—2 + T;I("‘ 43 g+ 29 43_ 4
die Genauigkeit durchy’ =1/x
nachprufen kann. In Praxiswird

man diedritten Differenzen meist x |y=Inx A i A2 l A3 ¥ (%) 1/x
zur Abschatzung der Genauigkeit -
verwenden. .

Eine als Kurve gegebene |10 | 2,303 |—— 0,0993 0,1000
Funktion wird differenziert, in- 0,095 ——
dem man der Kurve die Funk- |11 | 2,398 |- .~ 0,008 0,0908 0,0909
tionswerte mit einem geeigneten 0,087  -—-——| 0,001
A x entnimmt; das obige Ver- |12 | 2,485 | — 0,007 0,0833 0,0833
fahren arbeitet rascher und ge- 0,080 |———| 0,001
nauer, als wenn ¥’ durch Kon- |13 | 2,565 |- * —0,006 |--———| 0,0768 0,0769
struktion der Tangenten ermit- 0,074 — 0,001
telt wird. 14 2,639 + — 0,005 0,0713 0,0714

v. SANDEN: Prakt. Analysis, 0,069
Leipzig 1923, S. 76—87. — 15 2,708 0,0668 0,0667 |
v.SANDEN: Mathem. Praktikum,
Leipzig 1927, S.87—92. | ] 0405 [—0.026] 0003

3 52
=2x=6x+4x
3. AnschlieBende Fragestellungen. 1Y

a) Ableitungen héherer Ordnung; Maxima, Minima
und Wendepunkte. Wenn die Ableitung y’ (%) einer Funk-
tion y (¥) nochmals differenziert wird, erhidlt man die zweite

2

y
dx®’ dny
Differentiation die n-te Ableitung y) (x) = T gebildet.

Ableitung v’ (x) = Entsprechend wird durch n-malige

Die Kurve, welche die Funktion y (x) in rechtwinkligen Koordinaten
darstellt, steigt mit wachsendem x an oder fallt, je nachdem y’ () > 0
oder < 0 ist. Die Kurve ist nach oben oder unten hohl, je nachdem
9" (x) > 0 oder < 0 ist (Abb. 24).

An den Stellen, wo ¥’ (x) = 0 ist, besitzt die Kurve eine horizontale
Tangente, und zwar handelt es sich um ein Maximumn oder ein Mini- Abb. 24.
mum, je nachdem an dieser Stelle "’ (x) < 0 oder > 0 1st; im Falle
9”” (x) = 0 kann sowohl ein Extremwert als auch ein Wendepunkt mit horizontaler Tangente
vorliegen. Fur die Praxis ist wichtig, ob es sich um einen flacken ( —"~<) oder einen starken
(f\) Extremwert handelt; bei einem flachen Ixtremwert genugt eine rohe Innehaltung des
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richtigen x, da hierbei der zugehoérige Wert ¥ () kaum von dem theoretisch giinstigsten Wert
abweicht. Extremwerte bei mehreren Veridnderlichen S. 23.

An den Stellen, an denen %’/ (x) = 0 ist und dort von positiven zu negativen Werten tiber-
geht [hinreichende Bedmgung ¥’ (x) == 0], liegt ein Wendepunkt der Kurve; d. h. die Kurve
ist auf der einen Seite des Punktes nach oben, auf der anderen nach unten hohl.

b) Bestimmung von Grenzwerten. Wenn in dem Ausdruck y = u (x):v (%) fiir
x = a Zihler und Nenner verschwinden, erscheint ¥ () in der unbestimmten Form 0 : 0. Man
findet den Grenzwert lim y (x) (vgl. S 19), indem man % und v an der Stelle ¥ = a4 in eine

z>a
Tavrorsche Reihe (S. 57) entwickelt:

(x—a) W@+ (x—a)Puw (@t
F—a) @+ r—a @t
durch (x — @) oder gegebenen Falles eine héhere Potenz von (x — a) kiirzt und dann zur Grenze

lim x - a ubergeht. Statt dessen kann man den Grenzwert auch durch 11m u' (%)

sin % cos x t>a V0 5 V(@)

bestimmen; Beispiel: lim ———— = lim ——— = 1. Wenn auch %’ (@) = v’ (a) = 0 wird,

x>0 * >0

ist das Verfahren zu wiederholen. Die GréB8e a darf dabei (ebenso wie in den folgenden Fillen)
auch den Wert oo annehmen.

Der unbestimmte Wert @9 : @ wird in gleicher Weise wie der Fall 0:0 behandelt. Die Formen

0+ 00 und oo — oo werden auf 0:0 zuriickgefithrt. (.09 Bei ¥ = % (x) - v (%) mit % (a) = 0,

v (a) = oo setzt man w (x) = 1:v(x) und erhalt ¥y =u(x): w(x) mit u(a) =w(a) =0. €0—6® Bei

=u(x)—v(x) mit u(a)=v(a)=o00 setzt man w(x)=1:4(x), 2(x)=1:v(x) und erhilt y=

{z2(¥)—w(x)}:{z(x) - w(x)}, wobei Zahler und Nenner fiir x = a verschwinden. Bei den un-

bestimmten Formen 0°, 1%, go° fiihrt Logarithmierung der gegebenen Funktion y auf die vorigen

Falle zuriick.

y (%) =

c) Partielle Ableitungen. Bei einer Funktion F von mehreren Verdnderlichen
bezeichnet man mit Py F,die Ableitung, diesich ergibt, wennman die Funktion
x

nach x allein differenziert und die iibrigen Verdnderlichen als Konstante betrachtet.
Durch nochmalige Differentiation
entstehen die zweiten Ableitungen:

2 F 0 (OF
F“=W=W(—)'
po_ @F _ 2 (0F)
”‘W‘W('BT)’
g _ ®F _ 2 <6F)
Y* T 9yox oy \ox)’

0*F 0 oF
Fyy=—a =%, (**)
¥ oy \ 0y

Wenn sich die Funktion und die betrachteten Ableitungen in der Umgebung
der untersuchten Stelle normal verhalten, ist die Reihenfolge der partiellen Ab-
lettungen gleichgiiltig, d. h. es wird Fyy, = Fy, ;. Beispiel: F = 1% y*; F, = 3 22 y*;
Fy=22%y;, Fypy=06xy% Fpy =Fy, =062y, Fy, =21°; usw.

Die Ableitungen einer unentwickelten Funktion F (x,9) = 0 (vgl S. 21) lassen
sich in der Form schreiben:

2 2
¥ = — Fy: Fy; 9" = —{FyyFy — 2F,y F,F, + Fy, F3}:Fy

d) Vollstindiges Differential. Wenn man bei der Fliche z = F (%, y), von
dem festen Punkte x, y ausgehend, ¥ um 4 x =dx und y um 4y =dy ver-
mehrt (Abb.25), erfihrt z einen Zuwachs 4 z; der entsprechende Zuwachs
der im Punkte x, y angelegten Tangentialebene wird das vollstindige (oder totale)
Differential d z der Funktion genannt; es wird
dz = a_F . oF

gz T Gy

“dy =Fydx +Fydy.

Fir geniigend kleine Werte von 4x =dx und 4y =dy gilt die Naherung
2 ~ d z (vgl. die entsprechenden Uberlegungen S. 19). Eine Verbesserung der
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Genauigkeit wird durch den TavLorschen Satz (S. 58) erzielt. Bei einer Funktion
von #n Veridnderlichen z = F (x4, %y, . . ., %,) wird entsprechend:

aFrd + +aFd d 4 d
97, %y Fr %y un z~dz.

1
Beispiel: Der Inhalt eines Dreiecks ist F = 5 absin y. Wenn a, b und y um kleine Werte
da, db und dy geandert werden (wobei dy im BogenmaB gemessen sei), folgt fur die Anderung
AF des Dreiecksinhaltes:
oF oF oF 1
AF ~ ———- -d S dy = - {bsiny- iny- .
7a da + 75 b+ 2y ay 2{ siny+da+ asiny+db 4+ abcosy-dy}.
An den Stellen, an denen die Funktion z = F (%, ,, . . ., %,) ein Maximum oder
Minimum besitzt, muB 4z = 0 fiir alle Werte der 4 x, werden; daraus folgt:

OF OF oF o
07, *ox, T 0xy
womit # Gleichungen zur Bestimmung der #» Unbekannten x;, x,, . . . x,, gewonnen

sind. Diese Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremwertes ist notwendig,
aber noch nicht hinreichend (vgl. S.21).

Wenn F = F (%, %5, . . ., %,) eine Funktion von x,, %, .. ., %, ist, die ihrer-
seits Funktionen von x sein sollen, wird:

dx=3xl dx 0%, dx "%, dx

aF 0F dzx OF dxg | OF dzy

Die folgenden Differentialausdriicke von zwei Verdnderlichen x, y bzw. drei
Verinderlichen x, y, z sind dann und nur dann ein vollstindiges Differential,
wenn die nachstehenden Bedingungen erfillt sind (vgl. S. 33 u. 36):

P(x,y)dx+Q(x,9)dy Py =0,
Pdx + Qdy + Rdz Q,=Ry,Rx=P,, Py=Q,,
Schrifttum zur Differentialrechnung S. 33.

D. Integralrechnung.

1. Grundlagen.

a) Definition des bestimmten Integrales. Die Funktion y = f(x), die in den be-
trachteten Bereichen iiberall als endlich, stet1g und eindeutig vorausgesetzt wird (S.18), sei in
rechtwinkligen Koordinaten mit den Lingeneinheiten ly=1,=1cm dargestellt. Wenn die

Funktion im Bereich 2 £ x# £ b keine Nullstellen besitzt, bedeutet f Z f(x)dx (gesprochen: Inte-

gral von a bis b iiber f von x mal dx) den Inhalt v
des Flichenstiickes, das von der Kurve, der x-Achse

und den beiden Ordinaten fiir ¥ =a und x =
begrenzt wird, gemessen in cm? (Abb.26). Der
Flacheninhalt erhilt ein positives oder negatives
Vorzeichen, je nachdem die Umlaufsrichtung, die

auf der x-Achse von der unteren Grenze a nach

der oberen Grenze b und von dort auf die Kurve Abb. 26.
fuhrt, entgegengesetzt oder gleich der Umdrehungs-

richtung des Uhrzeigers ist (Abb.26). Wenn die

Kurve zwischen ¥ =a und x = b Nullstellen besitzt, werden die hierdurch entstehenden
einzelnen Flacheninhalte unter Berucksichtigung ihres Vorzeichens addiert. Beispiel (Abb. 27):

. ) 1 3 j o
fg(x—i)dx= (1)(x—1)dx+ f? (x—1)tix=——2—+2= +?. Infolge dieser Definiti-

onen ergibt sich:
[liwaz=— [1man [ —imdz=— [ {@ds
[it@as+ [ 1mds=[ f(x)dx.
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Wenn die Kurve mit den Lingeneinheiten [ ” und ly mm dargestellt ist (S.4), erhilt man:

b Flicheninhalt in mm?
[Fmdr = ————
a 1, mm - ly mm

Zur Definition des Flicheninhaltes teilt man den Bereich von a bisbin # Teile 4 x = ;[ (b—a),

bestimmt die Inhaltssumme der zugehdrigen Rechtecke, deren linke obere Ecke jeweils auf der
Kurve liegt (Abb. 28), und bildet den Grenzwert dieser Summe fur # — oo oder 4 x — 0. Dieser
Grenzwert, der den gesuchten Flicheninhalt darstellt, ist unter den angegebenen Voraussetzungen
(im Gegensatz zur Differentialrechnung, S.19) stets vorhanden. Das Integralzeichen ist ein

stilisiertes Summenzeichen; f ‘I: f(x)dx soll bedeuten: Grenzwert der
X Summe itber das jeweilige f (x)-dx von a bis b.
<§ b) Unbestimmtes Integral und Integralfunktion. Unter

jj\ den angegebenen Voraussetzungen fiir den Integranden gilt
- der folgende Hauptsatz der Differential- und Integralvechnung:

.‘
R

Abb. 28. " (¥) dx =F (b) - F (a);

d. h., das Integral tiber eine Ablettung ist stets bekannt.

Um das Integral f Z f(x) d x zu berechnen, haben wir somit eine Funktion F{x) zu bestimmen,

deren Ableitung den Integranden ergibt: F’ (x) = f (x), und dann F (b) — F (@) zu bilden. Die
gesuchte Funktion F (x) wird als das unbestimmte Integral uber f (x) bezeichnet und unter Fort-

lassung der Grenzen in der Form F (x) = f f (x) dx geschrieben; diese Gleichung bedeutet also
dasselbe wie F’ (x) = f (x). Das unbestimmte Integral enthilt eine willkurliche additive Kon-
stante C, die sog. Integrationskonstante, da alle Funktionen F (x) + C dieselbe Ableitung haben.

Beispiel: ff 2%dzx; es wird F (x) = [2%dx :% x4 + C, da dann F’ (x) = #® ist; also folgt
2
Jiwdr=F(2)—F(1)= ;_xd + c] = (71— oty c) _ (fT 14 c) = 3,75; beim Subtra-
hieren hebt sich die willkurliche Konstante C (wie notwendig) fort.

. . . b i

Wihrend ein Integral mit festen Grenzen f f (%) dx als Resultalt eine Zahl

“

ergibt, erhidlt man, wenn man die obere Grenze veradnderlich 1aBt: f * f(x)dx

«

und an jeder Stelle ¥ den Wert dieses Integrales auftrigt
(Abb. 29), eine Funktion, die sog. Integralfunktion. Fir sie
gelten die beiden Sitze:

[iF(max=F(x) —F); - [(1(x)dx=1(a).

Die erste Gleichung ist der Hauptsatz; die zweite ergibt sich
durch Differentiation unter Berucksichtigung von F’(x) = f(x).
Differentiation und nachfolgende Integration (mit verdnderlicher
oberer Grenze) gibt somit die Ausgangsfunktion bis auf eine addi-
tive Konstante zuruck; Integration (mit verinderlicher oberer Grenze)
und nachfolgende Differentiation heben sich auf. Die beiden Kurven
der Abb. 29 lassen sich danach auf zwei verschiedene Weisen auffassen:
Die untere Kurve stellt die Integralfunktion der oberen Kurven dar
und umgekehrt ist die obere Kurve die Ableitung der unteren Kurve.

Das unbestimmte Integral F (x) = f f(x)dx und das Integral mit verdnderlicher oberer
Grenze f : f(x) dx stimmen bis auf eine additive Konstante uberein. Die richtige Berechnung

einer Integralfunktion oder eines unbestimmten Integrales wird dadurch gepruft, da8 sich durch
Differentiation wieder der Integrand ergeben muB.

2. Formale Integration.
a) Allgemeine Integrationsregeln.

Faktorensatz: [ C-f(x)dx=C- ff(x)dx; C = Const.

Summensatz: [{uy+uy + - +uyydr= fudx + [u,dx + - + fu,dx.
Teilweise Integration: [uv' dx=uv — [vu dx.

Integration durch Einfithrung einer neuen Verdinderlichen x= ¢ (t), dx = ¢’ (t)-d t:

Six)dx= [f{o@®)} ¢ () at
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Bei der teilweisen Integration kommt es darauf an, daf sich das neue Integral leichter als das
urspriingliche auswerten laBt. Beispiel: fx eXdx;u=2x1 =e*;u =1,v=1e%;also fx eFdx=
xe¥ — [e¥dx = (x — 1) ¢% + C. Der umgekehrte Ansatz 4 = ¢%, v’ = » wurde keine Ver-
einfachung ergeben; es ist also auf zweckmafige Zerlegung des Integranden in u - 9" zu achten.

Gegebenen Falles ist das Verfahren mehrfach anzuwenden, z. B. bei f x2e¥dx.
Bei der lntegmtian durch Einfithrung einer neuen Veranderlichen werden einfach die aus

@ (t), dx = @’ (¢) - dt folgenden Werte in den Integranden eingesetzt. Nach Berechnung
des entstandenen Integrales wird statt ¢ wieder die ursprungllche Verinderliche x emgeiuhrt
Beispiel: fe_ ¥ dy; —xx =1t dx= ——dt; also fe x¥ gy = fe e
£ x
1 1 . v . . . . .
——¢t+ C=— ¢~ %% 4 C. Beiden folgenden Beispielen tritt die Gleichung, die zur Ein-
*® *

fihrung der neuen Veranderlichen dient, in der Form ¢ = y (x), dt = v’ (x) - dx auf; in den drei
ersten Fallen wird die Integrationskonstante zweckmaBig in der Form C = ln ¢ angesetzt:

//((:)) dx=1Inf(x) +1Inc=1Incf(x) 1= f(x), dt =f (x)dx
/tgxdx:— Aﬂdxm—ln(rcosx) t = cos x, dt = —sinxdxa
cosx
(x +1)dx . o -~
Fior_i 3 lnc(x F2x—1) t=2a42x —1, dt =(2x+2)dx
//(x’) zxdx = 7// ) dt t = x%, dt =2xdx
f/(smx)~cosxdx:f/(t)dt t = sin x, dt = cosxdx

Bei Anwendung des Verfahrens auf bestimmte Integrale braucht man nicht auf die Verander-
liche » zuruckzugehen, mu3 dann aber fur ¢ neue Grenzen einsetzen:

[irar = ["t{oW)} o 0 dt;

dabei sind t und t, die Werte, die sich aus x = ¢ (f) fur x = a bzw. ¥ = b ergeben. Beispiel:
1 —x 1 1 —x

Fir t = — »xx ergibt sich f e_"xdx:f et-—-mdt:[_ *.ei] y:i(1_g—x).
0 0 * % Jo »

b) Integration der rationalen Funktionen. In der folgenden Tabelle be-
deuten C, C* und c¢ Integrationskonstanten.

[ [dx _ ,
./‘x”dx:n<1k1x”+l+c; =1 ljxi-lnx_rc l=:ln£x #>0
J =In(~2x) +C*| <0
f1'{xt=:arctgx+c
+
dx 1 14 %
/-1?;49&193:746 *7271n1hx+C I:i]n Haa lx] <1
=mt¢tgx+6*:;ln—;—t}»+c*[ 2 1= lxi>1
/(a—l—bx)"dx=b—(ngi1—)(a+bx)’l+1+(, nd—1, b+0
/ d}; =—:}~ln(a+bx)+() . a+bx>0l
atbx ; = Inc(a+bx) b40
=~b—1n—(a+bx)+C* a+bx<ol

dx b
P 0
_/a+bx- )/ub arctg(V >+( a>0, b>0
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/m?-f:ﬁ=};l) arctgb;;;x +C D=ac—b>0
=V—_l3 Ar Ig :tc[)x + C 4 ln{c,V——ﬁ—b—”} p<o b+cx<1/?5
—1 btcx = — —
=Vj5‘2[r(£tgvi_l_) 4+ C* 2y-D V=D +b+cx b+cx>]/—D

Es gilt der grundlegende Satz: Die Integrale tiber rationale Funktionen lassen
sich stets durch rationale und elementare transzendente Funktionen ausdriicken.

Das Verfahren lauft beiden gebrochenen rationalen Funktionen folgendermaBen. Die gegebene
Funktion wird nach eventueller Abspaltung einer ganzen rationalen Funktion in Teilbriiche
zerlegt (S.41). Dann treten nur noch die (reellen) Integrale:

dx (M + Nx)dx
—_— und —_—
(x—a)® (@a+2bx 4 ca?)?

auf; dabeiist » positiv ganzzahlig; ferner wird bei dem zweiten Integral ¢<4=0 und ac—5*>0
(da sich sonst der Nenner in reelle lineare Faktoren zerlegen lassen wiirde). Das erste Integral
1aBt sich unmittelbar auswerten:

ax_ _ =1 . ! + C fir n1;
(x—a)” n—1 (x—u)"_1
d
/x xa =In(x—a)+ C bzw. =In(a— x)+4 C*.
Bei dem zweiten Integral wird zunichst der Zahler vereinfacht; dabei ist y = a + 2b x + c2?
gesetzt:
(M + Nzxjds _ - N + Mc—Nb [ dx fir naet;
o 2c(n—1)yn—1 c o
v —
/iﬁw_ Ny Mo Nb [dz
2¢c c y
Das in dem ersten Ausdruck auftretende Integral wird durch schrittweise Anwendung der
Rekursionsformel:
dx _ 1 . b+cx (2n—3)c dx ( .
o 2(ac—b% (n—1) ym—1 2(ac—b% (n—1) yn—1 n+1)
ebenfalls auf #n = 1 zuriickgefithrt. Dieses Integral 148t sich aber nach der obigen Tabelle aus-
werten.
In vielen Fillen lassen sich wesentliche Vefeinfachungm erzielen; z. B. folgt fir ¢ = x%:
x4+ 23 1+t dt 1 2tdt . 1 1
" dx= = e — 24— In(1 4 .
f1+x‘ * /1+t' 2 f1+t= 112 2mtg”+4n( tH+C
Haufig ist das Verfahren der Reih twi
» = b e =L_L.i I SO T S
/o.oi+x‘ f {=sttat=rdde= 53 rte s  wmt
= 0,50000 — 0,00625 + 0,00022 + — « -+ = 0,4940.

c) Integration der algebraischen Funktionen. Bei den Integralen:
[ ——
JR @,y az; y=Va+os,
wobei R eine rationale Funktion von x und y bedeuten soll, setzt man & + bx =", y =14,

dx = % =14t (b2=0, n==0) und erhalt ein Integral iiber eine rationale Funktion von f.
Im besonderen wird (ﬁberall fiir b=0):

fVa+bxdx—-————V(a+bx)’+C _4ya+bx+C
Va+bx
(x+ Bx)dx
]/a+bx

= \,b* (3ab—2ap+ pbx)Va+ bx + C.
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Bei den Integralen:
JR@pdx; y=VaFibz+ox
setzt man fir ¢ > 0 etwa y = Ya + 2b % + Cat =t — V;-x an und erhadlt:

_ t-a y=]/;t’+2bt+al/c— o Yer+2bttaye
2(fet+0) 2(fer+85) 2(Yet+0)°

Fur ¢ < 0 miissen die beiden Nullstellen x; und #, der Gleichung ¥ = 0 reell und verschieden
sein, da sonst y fur alle Werte von » imaginar sein wurde oder aber die Wurzel ausgezogen werden
konnte; eswird alsoy = ]/— ¢-V(x — 1) (x, — x). Mansetzt y = (x — %) - t, Woraus —c (%, — 1) =
(% — #;) t* folgt und erhalt:

Cxp— 1 1 (¥, — 2,)t 20 (x,—xy)t

% == Ly = o dx =22

c—1t? c—1t? (c—)E at.

Damit ist in beiden Fallen der Integrand rational in ¢ geworden. Im besonderen wird:

d . . @ F x
—{—=arcsml+(/:—arccosf+ C* = 2arctg fi" Lk
]"aT— 2 a a -+

a—zx
7;7;{75 =% ‘5*“*;5 +C =1ln(x + Va4 %) + c* (a==0)
/V jxi-=?1r¢oi%+c=ln(x+]/;”'
2t — at

J P — a® . X
/]/a’—xzdx:?]/a‘—x2+v2~—arcsm»; +C

/Vaﬂ»‘rxzdx:i}/az+x2+£w6ini+6=11/a*+»5~»“im(x+]/a-'4—xﬂ)+c*(a 0
2 2 a 2 C 2 ' +0)

2 - 2 —
/'Vx*— a*dx = j;]/x2 —a* — %ﬂtr(\:oi % +C =—;£]/x2 —at— Z—ln (x4 Vet = a®) 4 C*

In den folgenden Formeln ist y = V’a + 2bx + ca® gesetzt (c<=0, ac— b ==0).

4 1 .. b
7":?;9&6;:1”*”'440] ac~1b>0
c 1
. R ) =—nC*b+cx+Ycy) c>0
= — ArGof -~ 4 ¢ ac—b <o
¢ yo?

ac—b*<0,c<0

/ydx:
g A B, @e—Bb  [dx
Jaron Lo Loy st [ 4

ax =1 n—1)a n—24x 2n—1)b 2 A
/x”-7=; ne - nc-)w./L’u?”% _(/ﬁ};c’)ii. R (e o)
3 ¥

(¢ + Bx)dx _ (afp— bcx)_:F (b8 —cwx c
/ y3 - W =acy "

Dasselbe Verfahren fuhrt immer zum Ziel, wenn man fiir ¥ und ¥ eine rationale Parameter-
darstellung x = 7, (¢), ¥ = 7, (f) angeben kann. Der einfachste Fall, bei dem dies nicht mehr
moglich ist, sind die elliptischen Integrale:

JR@ydx; y=Vataa+toa.o +a,o+axt.

Die Integration dieser Funktionen 148t sich auf die Integration der elliptischen Normalintegrale
zuriickfithren (Durchfithrung dieser Reduktion besonders tibersichtlich in Serret-Scheffers, Lehr-
buch der Differential- und Inte