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Vorwort zur zweiten Auflage 
Meiner liebm Mfdter in treuem Gedenken. 

Die erste Auflage dieses Werkes ist im Friihjahr 1927 erschienen und bald vergrif
fen gewesen. Leider muBte die neue Auflage trotz dieser freundlichen Aufnahmc 
wegen anderer dringender Arbeiten des Verfassers zuriickgestellt werden. Sic hat 
dafiir in den vergangenen Jahren eine vollsHindige Neubearbeitung erfahren, 11m 
das Werk zu einem Lehr- und Handbuch der Baustatik auszugestalten. Dabei ist 
nichts an den Zielen geandert worden, die Form und Inhalt der ersten Auflage bc
stimmt haben. Auch jetzt ist versucht worden, die gemeinsamen Grundlagen der zahl
reichen Methoden der Baustatik zusammenzufassen und die kritische Einstellung zur 
Lasung zu wecken, urn damit die Theorie zu vereinfachen und sic als wissenschaft
liche Erkenntnis zu vermitteln. Dabei sind die einfachen analytischen und zeichnc
rischen Hilfsmittel der Mechanik als bekannt angenommen. die Grundlagen del' 
Baustatik jedoch ausfiihrlich dargelegt worden, urn daraus die zahlreichen Rechen
vorschriften zur Erledigung der Aufgaben nach einheitlichen Gesichtspunkten ah
zuleiten. Aus diesem Grunde wird auch zur Berechnung hochgradig statisch un
bestimmter Tragwerke aus der Formanderung der Begriff des geometrisch bc
stimmten Hauptsystems gebildet, so daB einevollstandige Analogie zur Rechnung 
mit statisch uberzahligen GraBen entsteht. Die wechselseitigen Beziehungen sind ge
eignet, das Verstandnis fur die engen Zusammenhange innerhalb der Theorie zu 
unterstutzen. 

Der Umfang des Fachgebietes verIangt straffe Zusammenfassung des Textc~. 
Er ist daher weitgehend gegliedert worden, urn in Verbindung mit einheitlichm, 
sinngcmaBen Bezeichnungen Obersicht, Studium und Handgebrauch zu erleichtern. 
Die zahlreichen Literaturangaben dienen im wesentlichen zum Studium auf breitercr 
Grundlage. 

Urn die verstandnisvolle Anwendung der Theorie und damit den Handgebrauch 
des Werkes zu erleichtern, sind zahlreiche Beispiele aus dem Bauwesen eingeschaItet 
und zum Teil als Zahlenrechnung vollstandig ge16st worden. Auf diese Weise ent
stehen brauchbare Rechenvorschriften; we1che den Weg zwischen Ansatz und 
Ergebnis festlegen und abkUrzen. Sie werden durch eine groBe Zahl von Tabellen 
erganzt, deren Inhalt fUr die einfache und zuverlassige Zahlenrechnung eingerichtet 
ist und daher die Bearbeitung statischer Untersuchungen erleichtert. Durch dies(' 
Ausgestaltung des Werkes zum Handbuch sind zwanglaufig auch die B('ziehungen 
zwischen der abstrakten Methode und ihrer Anwendung auf die konkreten Aufgaben 
des Ingenieurs hervorgetreten. 

Mit diesel' Zielsetzung hat das Werk den Rahmen uberschritten, der ihm Yom 
Deutschen Beton-Verein als Teil einer Anleitung fur den Entwurf und die Be
rechnung von Eisenbetonbauten zugewiesen war. Die zweite Auflage erscheint als 
selbstandiges Werk, zumal die Ergebnisse fur jeden isotropen homogenen Baustoff 
gelten, dessen Dehnung im Belastungsbereich zur Spannung proportional ist. Es 
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eignet sich daher ebensogut zum Handgebrauch bei der statischen Untersuchung 
von Stahl- und Holzbauten, wenn auch im Sinne des Buchtitels vor aHem diejenigen 
Tragwerke behandelt werden, die im Eisenbetonbau Bedeutung besitzen. Aus diesem 
Grunde hat der Deutsche Beton-Verein, welcher die Anregung zur ersten Auflage 
dieser Arbeit gegeben hatte, die Patenschaft der zweiten Auflage durch einen Zu
satz zum Buchtitel iibernommen. DafUr sei auch an dieser Stelle der Dank des 
Verfassers ausgesprochen. 

Das Werk erscheint in zwei Banden, urn den Handgebrauch zu erleichtern. 
Es wird mit einer Darlegung der au13eren und inneren Kraftp eingeleitet, die fiir 
die Beurteilung der Sicherheit eines Tragwerks in Betracht kommen. Die Theorie 
des Stabwerks bildet den cTsten Hauptteil. Er behandelt die statisch bestimmten 
Tragwerke, die Berechnung der Formanderung gerader und gekriimmter Stabe 
und die statisch unbestimmten Tragwerke. Die Anwendung der Theorie auf die 
Untersuchung der hochgradig statisch unbestimmten eben en und raumlichen Eisen
betonbauten bleibt dem Hauptabschnitt des 2. Bandes vorbehalten, urn damit 
geeignete Naherungsrechnungen zu verbinden. Den Abschlu13 bildet eine kurze 
Darlegung iiber das -Wesen der Berechnung der Platten, Scheiben und Schalen, 
die fUr den Eisenbetonbau der Gegenwart besondere Bedeutung besitzen. Selbst
verstandlich kann bei dem Umfang des notwendigen mathematischen Riistzeugs 
nur ein beschrankter Ausschnitt gegeben werden, der das Wesen der statischen 
Untersuchung beschreibt. fiir einfache Rechnungen ausreicht und sich als Einfiihrung 
in die Spczialliteratur eignet. 

Das Werk ist aus den Vortragen hervorgegangen, die ich seit dem Jahre 1919 
an der Technischen Hochschule Dresden gehalten habe. Bei der Bearbeitung der 
neuen Auflage, insbesondere bei den umfangreichen Zahlenrechnungen, zeichneri
sehen Arbeiten und Korrekturen bin ieh tatkraftig von dreien meiner friiheren 
Horer unterstiitzt worden. Ich gedenke am Ende einer jahrelangen rastlosen Arbeit 
mit herzliehem Danke des Assistenten meines Lehrstuhls Dr.-Ing. H. Hohne und 
meiner beiden Hilfsassistenten Dipl.-Ing. R. Rabieh und Dipl.-Ing. E. Haeault, 
die sieh jederzeit als kluge, unermiidliehe Mitarbeiter bewahrt haben. Besonderer 
Dank gebiihrt aueh Herrn Dr.-Ing. e. h. Julius Springer, dessen Verlag trotz 
der wirtschaftlichen Sorgen der Gegenwart die umfangreiche, schwierige Druck
legung der Arbeit iibernommen und durch stets tatigc Mitarbeit zum gut en Ende 
gefiihrt hat. . 

Dresden. im August 19a3. 
K. Beyer. 

Vorwort zurn zweiten Neudruck. 
Mein Mann hatte den Wunsch, bei einer Neuauflage seines Werkes die Losungen 

von Aufgaben des Stahl- und Stahlbetonbaues zusammen zu behandeln und als 
Handbueh der Baustatik herauszugeben. Der Tod hat ihn leider daran gehindert. 
Dem vergriffenen berichtigten Neudruck des Jahres 1947 folgt daher mit dankens
werter Unterstutzung des Verlages ein zweiter Neudruck. Freunde des Werkes haben 
auf mannigfache Verbesserungen hingewiesen, die in diesem Neudruck Berucksichti
gung tinden. Ihnen mochte ich auch an dieser Stelle fUr ihre Bemuhungen meinen 
Dank aussprechen. 

Dresden, April 1955. 
Kiite Beyer. 
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I. Die Grundlagen der Baustatik. 
1. Aufgabe und Ziel. 

Brauehbarkeit und Giite eines Bauwerks werden naeh dem wirtsehaftliehen 
Erfolg, nach cler Sieherheit und der betriebliehen Eignung beurteilt. Sie hangen 
daher in vicler Beziehung von den physikalisehen Eigellsehaften des Bauwerks 
ab, welche durch den Baustoff, dessen Verarbeitung und durch die Gestaltung des 
Tragwerks bestimmt werden. Die teehnisehe und wissensehaftliche Erkenntnis 
ist in cler jiingsten Zeit auf allen Jiesen Gebieten wesentlich vorwartsgeschritten, 
so cla/3 die Forderungen cler Gegenwart an die Zuverlassigkeit des betrieblichen 
Erfolges eben falls erweitert worden sind. Er wirel nicht mehr allcin nach der Festig
keit des Bauwerks unter vorgeschriebenen au/3eren Kraften, sondern oft auch nach 
den kinetisehen, akustischen und thermodynamisehcn Eigenschaften des Tragwerks 
beurteilt. 

Zum Kachweis der Sieherheit des Tragwerks gegen Zerst6rung dient der Festig
keitsbegriff. Er wird eben so auf das Gefuge des Baustoffes wie auf die summarische 
Zusammenfassung aller durch Gestaltung und Ausfuhrung bestimmten Eigenschaften 
des Bauwerks angewendet. Der Bruch bedeutet physikalisch die Uberwindung der 
Kohasion und plastischen Verformbarkeit des Baustoffes durch innere Krafte LJK, 
welche dureh die Bclastung hervorgerufen worden sind. Sie werden auf ein FIaehen
teilchen L1F des stetig angenommenen Mittels bezogen. Der Quotient der beiden 
geriehteten Gra/3en L1 KjLJ F erhalt nach einem Grenzubergang fur LJF = 0 die 
Bezeiehnung Spannung. Ihre Komponenten winkelrecht und parallel zu LJF sind 
die Kormalspannung (] und die Schubspannung T. 

Die Spannungen sind an zwei ge!;enuberliegenden Punkten der beiden Vfer 
eines Querschnitts gleich gro/3 und entgegengesetzt gerichtet. Sie bilden einen Ten
sor, mit dessen Transformation auf die veranderliche Richtung des Flaehenteils LJF 
eines differentialen Tetraeders 3 Hauptspannungsriehtungen U!ld 3 Hauptsehub
spannungsriehtungen bestimmt werden. Diese dienen zur Beschreibung des Span
nungszustandes und damit aueh zur Beschreibung der Festigkeit von Baustoff 
und Tragwerk. 

Der Spannungszustand wird zum Teil dureh die Eigenspannungen aus cler Her
stellung und Verarbeitung des Baustoffes, im wesentlichen jedoch durch au/3ere 
Krafte erzeugt, welche dem Tragwerk als Lasten und Stutzkrafte eingepragt sind. 
Daher ist die ausfiihrliehe und physikalisch einwandfreie Disknssion der au/3eren 
Krafte fur die Sicherheit und fiir die wirtschaftliehe Gestaltung eines Bauwerks 
von grundlegender Bedeutung. Sie kann oft nur dureh Idealisierung von Be!astung 
und Stiitzung erreicht werden. Hierbei trennen sich unter Umstanden die Wege, 
welche die Technik im Gegensatze zur Wissensehaft einschlagt. 

Die Beurteilung der Sicherheit als Zie! jeder baustatischen Untersuchung beruht 
hiernaeh auf der Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungszustandes des 
Tragwerks fur einen physikalisch idealen Baustoff und vorgeschriebene au/3ere 
Ursaehen. 

Beyer, B311statik. 2. Aufl., 2. Neudruck 



2 Die Belastung des Tragwerks. 

2. Die Belastung des Tragwerks. 
Physikalische Kennzeichnun~ der Belastun~. Die Belastung des Tragwerks gilt 

in der Regel als unabhangig von der Zeit. Sie umfaBt standige oder zufallige Lasten 
und Verkehrslasten, die sich relativ zum Bauteil bewegen. Die Lasten sind also 
dauernd in Ruhe oder werden so langsam eingetragen, daB die Geschwindigkeit der 
eintretenden Formanderung des Tragwerks vernachHissigt werden kann. Diese 
Voraussetzung ist bei einer plotzlichen Belastung nicht mehr erfiillt. Die elastischen 
Krafte des ·Bauteils sind in diesem FaIle nicht mehr im Gleichgewicht mit der Be
lastung, so daB freie Schwingungen mit den fiir den Bauteil charakteristischen 
Eigenfrequenzen entstehen. Dasselbe gilt bei der Eintragung von kinetischer Energie 
durch fallen de K6rper, durch die plotzliche Anderung der Fahrzeuggeschwindigkeit 
bei Briicken und durch KurzschluB bei Turbinenfundamenten. 

Von besonderer Bedeutung sind die periodisch veranderlichen Krafte, wel~he 
durch Fahn:euge und durch die hin- und hergehende oder drehende Bewegung von· 
Maschinenteilen hervorgerufen werden. Sie vermogen unter Umstanden selbst bei 
geringer GroBe die Anfangsbewegung der Formanderung zu erzwungenen Schwin
gungen aufzuschaukeln und damit elastische Krafte hervorzurufen, weIche einem 
Vielfachen der ruhenden Last entsprechen und den Zusammenbruch des Bauwerks 
herbeifiihren. 

Die Lasten werden nach ihrer Ursache in eingepragte Krafte (Eigenschwere, 
Windkrafte, Wasserdruck, Erddruck) und Tragheitskrafte im Sinne des d'Alembert
schen Prinzips (Fliehkrafte gefiihrter Fahrzeuge, Massenkrafte bewegter Maschinen
teile) unterschieden. Hierzu treten Zwangskrafte aus dem physikalischen Verhalten 
der Baustoffe, welche durch Erharten, Schwinden, Quellen, durch Warmeiibergang 
und Warmeabfall bei gleichformiger oder ungleichformiger Temperaturanderung 
und durch die erzwungene Verschiebung eines Punktes hervorgerufen werden. 

Die eingepragten Krafte werden als Massenkrafte b ,1m auf die Masse dm, als 
Flachenkrafte ~ dO auf das Differential dO der Oberflache des K6rpers bezogen. 
Die Flachenkraft ist gleichformig verteilt oder als beliebige stetige und unstetige 
Funktion der Koordinaten der belasteten Flache gegeben. 1st diese klein, so wird 
meist die resultierende Kraft J ~ dO als Punkt- oder Einzellast verwendet. Diese 
Idealisierung vereinfacht die Untersuchung und geniigt nach dem St. Venantschen 
Prinzip zur Beschreibung der Festigkeit in dem der Belastung nicht unmittelbar 
benachbarten Bereich des Tragwerks. Der Spannungszustand nachst dem Last
angriff bedarf stets einer besonderen Untersuchung. Sie wird in der Regel durch 
eine summarische Abschatzung ersetzt, welche die einwandfreie konstruktive Aus
gestaltung ermoglicht. In vielen Fallen sind die bei der Vbertragung von Einzel
lasten zu beachtenden Annahmen durch behordliche Bestimmungen vorgeschrieben 
(Best. A § 19, Din 1075 § 6). Trotzdem kann unter Umstanden die eingehende 
Untersuchung iiber die Eintragung notwendig oder niitzlich sein. Das Ergebnis 
hangt von den elastischen oder plastischen Eigenschaften des Zwischenmittels und 
von den clastischen Eigenschaften des Tragwerks abo Flachen- und Einzellasten 
werden entweder unmittelbar oder mittelbar durch Zwischenkonstruktionen 
in das Bauwerk eingetragen. 

Die Definition der Belastun~ in den amtlichen Bestimmun~en. Die ruhende 
oder sttindige Belastung eines Tragwerks besteht im wesentlichen in der Eigen
schwere der Bauteile und der Ausriistung des Tragwerks. Ihre GroBe ist in jedem 
Lande durch ·amtliche Bestimmungen der Bau- oder Verwaltungsbehorden verein
bart. Schnee- und Windbelastung oder Wasserdruck, Erddruck nnd der Boden- oder 
Seitendruck eines Fiillgutes gel ten als zufallige Lasten, deren Lage zum Bauwerk 
als unveranderlich angenommen wird. GroBe und Richtung sind physikalisch be
kannt oder werden auf Grund von· Versuchen abgeschatzt. 1m Gegensatz hierzu 
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konnen die Nutzlasten jede Stellung zum Tragwerk in beliebiger oder vorgeschrie
bener Aufteilung einnehmen. 

Die Bestimmungen iiber die in PreuBen bei Hochbauten anzunehmenden Lasten 
sind durch den ErlaB des Ministeriums fUr Volkswohlfahrt vom 24. 12. 1919 fest
gesetzt und spater erweitert worden. In anderen Landern gelten ahnliche Vor
schriften. 

Die Belastung von StraBenbriicken ist mit Din 1071 und 1072 vereinbart, die 
Berechnungsgrundlagen fUr Eisenbahnbriicken durch die B. E. der Deutschen 
Reichsbahngesellschaft (II. Auflage 1930) vorgeschrieben worden. In diesen werden 
Hauptkrafte, Wind- und Zusatzkrafte unterschieden. Die Verkehrslasten richten 
sich nach der Briickenklasse. Die Seitenkrafte a,us der Bewegung der Fahrzeuge 
und dem Stromungswiderstand der Bauteile bei Wind, also GroBe und Verteilung 
des Winddruckes sind hier nach Erfahrung und Messung festgesetzt worden. Die 
besonderen Vorschriften zum Festigkeitsnachweis massiver Briicken werden in 
Din 1075 behandelt. 

Bestimmungen tiber die bei Hochbauten anzunehmenden Belastungen und tiber die zulas-
. sigen Beanspruchungen der Baustoffe. Elfte erganzte Auflage. Berlin 1932. - Bestimmungen 

des Deutschen Ausschusses fUr Eisenbeton (Din 1044-1048). Berlin 1932. - Berechnungsgrund
lagen fUr massive Brticken (Din 1075). Berlin 1930. - Belastungsannahmen fUr StraBenbrticken 
(Din 1072). Berlin 1926. - Richtlinien fUr die Dberwachung und Priifung massiver StraBen
briicken (Din 1077). Berlin 1932. - Berechnungsgrundlagen fUr eiserne Eisenbahnbriicken 
(BE). Ausgabe 1930. - Grundlagen fUr die Berechnung der Standfestigkeit hoher, freistehender 
Schornsteine (Din 1056) Ausgabe 1929. - Vorschriften fUr Starkstrom-Freileitungen 1928. 

3. Schnee- und Windbelastung. 
Die Angaben iiber Schneebelast.ung bediirfen keiner Erlauterung. Sie k6nnen 

mit einfachen Messungen nachgepriift und fUr auBergewohnliche meteorologische 
Verhaltnisse abgeandert werden. 

Die Vorschriften iiber den Winddruck auf Bauwerke beruhen auf der GroBe 
und Verteilung des Widerstandes W, den ein Korper in einer gleichmaBigen Stro
mung erzeugt. Er wird nach dem folgenden Ansatz berechnet: 

W = C ~ v2 rp. (1) 

In diesem bedeuten rp den Querschnitt des angestromten Korpers, e = yjg die 
Dichte des stromenden Mittels. Sie betragt fUr Luft im Durchschnitt 0,125 kgsek2jm4• 

'ist ein von der Form des angestromten Korpers abhangiger Beiwert, v die Geschwin
digkeit der ungestorten Luftstromung. In der Natur werden Boengeschwindigkeit 
und groBte mittlere Geschwindigkeit der Windstromung gemessen. Wahrend die 
Boengeschwindigkeit fUr die Festigkeit der Bauteile maBgebend ist, kommt fUr die 
Stabilitat der Bauwerke nur die mittlere Windgeschwindigkeit in Betnicht. Man 
rechnet im Binnenl<l;nde unter Einhaltung einer von den Verwaltungsbehorden fiir 
beide FaIle verschieden groB vorgeschriebenen Sicherheit mit v = 35 mjsek, wenn 
auch hier in Bodennahe Boengeschwindigkeiten von 50 mjsek, im Kiistengebiete 
sogar von 60 mjsek festgestellt worden .sind. Die Frequenz der WindstoBe ist mit 
n = 24 bis 40jMinute gem essen worden. 

Der Beiwert , wird durch Modellversuche im Windkanal bestimmt. Die GroBe 
von' hangt von dem Verlauf der Stromung im sogenannten Totwassergebiet des 
Korpers abo Sie ist urn so kleiner, je besser das Totwassergebiet durch die Form des 
Korpers oder auch durch die zunehmende Geschwindigkeit v der Stromung beliiftet 
wird. In der Regel wirdbei dem Nachweis von Stabilitat und Festigkeit der Bau
werke mit einem Mittelwert von' = 1,6gerechnet und damit ein Korperwiderstand von 

W = 0,1 v2 (J> = 125rp in kg, rp in m2 (2) 
erhalten. 

1* 
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Mit der Ermittlung des Korperwiderstandes ist nichts iiber die Verteilung der 
Kraft iiber den Umfang des angestromten Korpers bekannt. Sie besteht aus positiven 
und negativen Bereichen, die sich mit der Windgeschwindigkeit andern und unter 
Umstanden durch Ablosung der Stromung zu Spitzen entwickeln. In der Literatur 
sind nur Messungen an einzelnen kleinen Modellen veroffentlicht worden. Sie zeigen 
bereits die Schwierigkeiten, denen allgemeine Angaben iiber die Verteilung des 
Stromungswiderstandes am Korperumfang begegnen. Aus diesem Grunde begniigt 
man sich mit dem einfachsten Ansatz, setzt dabei allerdings stillschweigend voraus, 
daB der Winddruck als eingepragte Kraft im Festigkeitsnachweis gegeniiber den 
anderen Lasten zuriicktritt. SchlieBen die angestromte Flache Fund die Stromungs
richtung miteinander den \Yinkel rp ein, so verwenden"die amtlichen Bestimmungen 

W'1'=O,lv2Fsin2 rp=125Fsin2 rp in kg, Fin m2 • (3) 

Bei modcrnen GroBbautcn, wie Kiihl- und \\'assertiirmen, Kuppelbauten, Hoch
hausern und Schornstcincn, welche ihre Vmgebung hoch iiberragen, ist stets cine 
eingehende Untersuchung iiber dic GroLle und Verteilung des Korperwiderstandes 
am Platze, zumal die allgemeincn Angaben nur fiir gleichformige Stromung gelten. 
Die ungiinstigsten Stromungen werden untcr Umstanden auch senkrecht nach auf
warts oder abwarts gerichtete Komponenten des Winddrucks ergeben. 

Eiffel: Resistance de l'air et l'ariation. Paris 1910. - Sonntag: Windsaugwirkungen. 
ZbJ. Bauverw. 1916 und 1920. - Prand tl, L.: ~euere Einsichten in die Gesetze des Luftwider
standes. Berlin 1921. - Buchegger: Windgeschwindigkeit und Winddruck. Bauing. 1922, 
S. 491. - Ergebni~se der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen. II. Lfg. MUnchen 192:{. 
- Busch: Die Aufgabe des Bauingenieurs in der Winddruckfrage. Bauing. 1924. - Bilau, K' 
Die Windkraft in Theorie und Praxis, im Jahrbuch der Deutschen Gesellschaft fUr Bauingenieur
wesen 1927. Berlin 1927. - Voria.ufiger Auszug aus Gbttinger Messungen, im Jahrbuch der Deut· 
schen Gesellschaft fUr Bauingenieurwesen 1928 S. 87; 1929 S. 160. - Schmidt, W.: Die Struk· 
tur des Windes. Sitzungsberichte der Wiener Akademie 1929. - Flachsbart, 0.: Winddruck 
auf Bauwerke. Naturwiss. 1930 S. 475. - Derselbe: Winddruck auf Schornsteine. Naturwiss. 
1931 S.759. - Derselbe: Winddruck auf vollwandige Bauwerke und Gitterfachwerke. Ab
handlg. der Intemat. Vereinigung fUr BrUcken- und Hochbau Bd.l (1932). - Derselbe: 
Geschichte der experimentellen Hydro- und Aeromechanik Bd. 4 (1932). - Dersel be: Wind
druckmessungen an einem Gasbehalter. 3. Lief. d. Aerod~n. Versuchsanstalt Gbttingen. -
Derselbe: Modellversuche tiber den Winddruck auf geschlossene und offene Geba.ude. 4. Lief. 
d. Aerodyn. Versuchsanstalt Gbttingen. 1932. - DUrbeck: Die Windverteilung bei amerika
nischen Wolkenkratzem. Bautechn. 1932. 

4. Wasserdruck. 
Der Druck des Wassers ist in ruhendem Zustand winkelrecht zur Begrenzung 

des Bauwerks gerichtet und mit der Wassertiefe verhaltnisgleich. Er erzeugt durch 
das in den Baukorper eindringende Wasser Auftrieb und pflanzt sich im Grund
wasser als Sohlendruck fort. 

Die auf die Volumeneinheit bezogene Auftriebskraft Ya entsteht nur durch den 
Druckunterschied an den undurchlassigen Zuschlagstoffen des Baukorpers. 1st p. 
deren auf 1 m3 bezogener Anteil, (I - p.) der Anteil des Bindemittels und e die 
auf 1 m3 des Baukorpers bezogene Wasseraufnahme, so betragt 

(4) 

Die Mitwirkung des Wassers als Auftrieb Ya wird in der Regel durch die Ausfiihrung 
des Bauwerks ausgeschlossen. Die gleiche Auffassung wird von dem Talsperrenaus
schuB des Deutschen Wasserwirtschafts- und Wasserkraftverbandes vertreten. 

Der Sohlendruck des Wassers erzcugt eine fUr die Stabilitat zahlreicher Bau
werke wichtige auBere Kraft, deren GroBe und Lage von der Druckverteilung und 
daher von der geologischen Beschaffenheit des Gebirges und von der Abdichtung 
oder Verherdung des Baugrundes abhangt. Bei durchlassigem Kies- und Sandboden 
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oder spaltenr~ichem Gebirge wird der hydrostatische Druck auf der ganzen Grenz.,. 
Wiche iibertragen. Bei Felsuntergrund hangt der auf eine Flache F bezogene mittlere 
Sohlendruck, abgesehen von aIIgemeinen geologischen Verhaltnissen, von der Zer
kliiftung des Untergrundes und von derWirkung einer Sohlenentwasserung ab. Er wird 
als Produkt aus der Druckintensitat und dem belasteten Flachenteil a.F bestimmt. 

Der Druckabfall quer zur Achse wird bei Talsperren linear angenommen: Man 
setzt den Sohlendruck an der Wasserseite gleich dem hydrostatischen Druck und 
an cler Luftseite Null. Der Beiwert a. hangt ab von dem SpaItenreichtum des Ge
birges und von der Giite des Anschlusses zwischen Fclsen und aufgehendem Mauer
werk, also vom Druckabfall durch die Reibung des Wassers in den Poren. Er ist 
fUr die Abmessungen des Mauerquerschnittes von grofier Bedeutung und mufi 
durch Vorarbeiten sorgfaltig bestimmt werden. In den Vorschlagen des Talsperren
ausschusses des Deutschen Wasserwirtschafts- und \Vasserkraftverbandes und in 
behordlichen Bestimmungen ist bei guten, mittleren oder weniger guten, natiirlichen 
Verhaltnissen a. = 0,2 oder 0,3 oder 0,4 vorgesehen. 

Lickfeld: Zbl. Bauverw. 1898. - Fillunger:-Der Auftrieb in Talsperren. Ost. Wochen
schrift f. d. offcntl. Baudienst 1913. - Kam m ti lIer. K.: Dic Theorie der Staumauern. Berlin 
1929. - :\[itteilungen des Deutschen \Vasserwirtschaft- und Wasserkraftve"rbandes Nr. 28 (1930). 

5. Erddruck. 
DIe Theorie des Erddrucks behandelt das Gleichgewicht lockerer Erdmassen 

mit idealisierten physikalischen Eigenschaften im Grenzzustand zwischen Ruhe 
und Bewegung. Der Widerstand T* gegen die relative Bewegung der Bestandteile 
aus der Kohasion und der inneren Reibung der Schiittung wird Hi.ngs eines Gleit
linienfeldes erschopft. Gleichgewicht ist so lange yorhanden, als die Schubspannung 
langs einer Gleitflache 

T <: T* = Po a + To = a P = a tg rp • (5) 

r = T* heifit Fliefibedingung. To ist der Anteil des Schubwiderstandes aus der Koha
sion, Po der Beiwert der Coulombschen Reibung. Er hangt von der Oberflachen
beschaffenheit und von dem Strukturwiderstand der Bestandteile ab. Der Winkel rp 
wird als Winkel der inneren Reibung bezeichnet. 

Die Fliefibedingung bestimmt mit den statischen Gleichgewichtsbedingungen und 
den geometrischen Vertraglichkeitsbedingungen (Abschnitt 8) die Form der Gleit
fIachen und den Spannungszustand an der Fliefigrenze. Die Randwerte (a + r) dF 
langs des stiitzenden Korpers werden bei der Untersuchung der Stabilitat der 
Stiitzmauer als aufiere Krafte verwendet. Leider gelingt die Integration des Ansatzes 
nur in einfachen Fallen. Man ist daher im Bauwesen durch die mannigfache Art 
der Aufgaben und durch die physikalischen Eigenschaften des gewachsenen oder 
angeschiitteten Erdbodens zur Vereinfachung der Theorie gezwungen. Sie stiitzt 
sich auf unmittelbare Beobachtung und Annahmen iiber den Bewegungsyorgang. 
Diese sind hier ebenso zuIassig wie bei anderen technischen Aufgaben, deren Losung 
durch Versuche als qualitativ richtige und quantitativ brauchbare Naherung be
statigt wird. Dabei tritt das statische Problem zuriick. Die Gleitflachen. werden 
nicht wie in der strengen Theorie berechnet, sonclern als ebene oder gekfiimmte 
Flachen mit Kreis oder logarithmischer Spirale als Leitkurve angenommen. Neben
her sind auch Methoden zur Beschreibung des Spannungszustandes im unbegrenzten 
Erdkorper angegeben worden, von denen diejenigen von W. 1. M. Rankine und 
O. Mohr am meisten Beachtung gcfunden haben. Die Beziclmngen zwischen den 
physikalischeri Eigenschaften des Erdbodens und dessen inncrcm Widerstand sind 
namentlich in der jiingsten Zeit gekHirt worden. 

Physikalische Voraussetzungen. Die Standsicherheit einer Stiitzmauer oder 
eines Bauwerks mit gleicher Zweckbestimmung beruht auf dem Gleichgewicht der 
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auOeren Krafte, welche im Gtenzzustand zwischen Ruhe und Bewegung an einem 
durch Gleitflachen begrenzten Erdkorper angreifen. In diesem FaIle ist -r = -r* = atg fIJ. 
Die inneren Krafte werden in NormalkrafteadF und Schubkrafte-r*dF zerlegt und 
im Bereich der einzelnen Abschnitte der BegrenzunK zu Mittelkraften zusammen
gefaOt, urn dan'lit die statischen Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines freien, 
vom Erdkorper losgetrennten Erdprismas zu untersuchen. Auf diese Weise kann 
die Standsicherheit von Boschungen, Spundwanden, Pfahlrosten und die Stabilitat 
von Griindungen gepriift werden. Bei zahlreichen anderen Aufgaben wird der an
greifende Teil der Randkrafte (a -t--r*)dF von dem widerstehenden Teil getrennt 
und einzeln als aktiver und passiver Erddruck nach GroOe, Richtung und Lage 
bestimmt, ~m aus dem Vergleich der Krafte auf die Standsicherheit des Bauwerks 
zu schlieOen. 

Der Grenzzustand der Bewegung hangt vom Gewicht und von der Schubfestig
keit des abgestiitzten Mittels abo Diese wird in cler Regel auf den Winkel der inneren 
Reibung fIJ (S. 5) bezogen, den die Richtung der resultierenden Spannung a 4--r* 
im Grenzzustand zwischen Ruhe und Bewegung mit der Normalen zur Gleitflache 
einschlieOt. Die Schubfestigkeit von Kiesen und Sanden beruht fast allein auf dem 
Strukturwiderstand, bei bindigen Boden auOerdem noch auf der Kohasion des 
Mittels. Hierbei spielen neben der Lagerung, Verdichtung und dem Porengehalt 
des Mittels vor aHem die Molekularkrafte eine Rolle, die von dem Porenwasser 
hervorgerufen werden. Daher hangt die Schubfestigkeit auch von der Wasserdurch
lassigkeit, der Wasseraufnahme und Wassersattigung abo Sie ist eine Funktion der 
Normalspannung und sinkt mit zunehmendem a. In jedem FaIle sind die ungiinstig
sten Verhaltnisse maOgebend, urn einer Gleichgewichtsstorung mit Sicherheit durch 
ausreichende Standfestigkeit des Bauwerks zu begegnen. Die Bodenkonstanten 
werden daher bei unklaren Verhaltnissen stets durch Versuche gepriift. 

1m Grenzzustand zwischen Ruhe und Bewegung bilden die differentialen Krafte 
(a 4--r)dF langs der Stiitzwand mit der Normalen einen Winkel tJ', dessen Grenz
wert durch Versuche bestimmt werden kann, jedoch stets auch von den Bewegungen 
der Wand, von der Erschiitterung und Wassersattigung des Erdkorpers und von 
der Grundwasserbewegung abhangig ist. Er ist kleiner als der Winkel der inneren 
Reibung rp und kann ohne nahere Angaben bei giinstigen ortlichen Verhaltnissen 
mit 0,6 rp geschatzt werden. In anderen Fallen wird tJ' = 0,5 fIJ, tJ'. 0,3 rp oder 
auch tJ' = 0 angenommen. Er ist fiir den Betrag des Erddrucks ohne groOe Bedeu
tung, dagegen fiir die Beurteilung der Stabilitat der Stiitzmauer wichtig. 

Ansatz fur die aogeniherte Berechouog oach Coulomb uod Poocelet. Die 
Stiitzmauer gilt in der statischen Untersuchung als unendlich lang, so daO sich 
die Krafte in Schnitten senkrecht zur Langsachse nicht andern. Die ebene Gleit
flache der Anfangsbewegung schneidet die Bildebene in einer geraden Gleit
linie. Sie schlieOt mit der Wand und der Gelandeoberflache ein Erdprisma ein, 
dessen Elemente im Grenzzustand ein ·ruhendes Massensystem bilden. Die auOe
ren Krafte an dem Erdprisma sind daher eben so wie am starren Korper im 
Gleichgewicht. Zu ihnen zahlen das Eigengewicht des Erdprismas, die Auflasten 
und die Mittelkrafte von (a 4- or) dF an den Gleitflachen im Erdkorper und langs 
der Wand. 

Die resultierende Flachenkraft E bildet im Grenzzustand an jedem geraden 
Abschnitt der Wandlinie mit der Normalen den Winkel tJ' (Abb.l) der ruhenden 
Reibung zwischen Erde und Mauerwerk. Sie ist eine Funktion physikalischer Kon-
stanten. Die Richtung der Mittelkraft Q = J(a4--r)dF an der Gleitflache ist durch 
das Verhaltnis zwischen Schubspannung und Normalspannung -rIa = tg (± 6). 
im Grenzfall -r*ja = tg (± fIJ) bestimmt. Das Vorzeichen ergibt sich aus dem Rich
tungssinn der Schubspannungen, also aus der Richtung der im Grenzfall eintreten
~en Bewegung. Das positive Vorzeichen (+ rp) wird dem aktiven Erddruck Eo in 



Ansatz fiir die angenll.hcrte Berechnuug nach Coulomb und Poncelet. 7 

Richtung auf den stiitzenden Wandteil, das negative Vorzeichen (-- cp) dem passiven 
Erddruck E1) zugeordnet, welcher bei einer Bewegung der Stiitzmauer gegen den 
Erdkorper von diesem aufgenommen wird. 

Die Ebene AC mit dem beliebigen Winkel A begrenzt nach Abb. 1 ein Erd
prism a von der Tiefe 1 m und dem Gewicht G (A). Der Erddruck E ().) wird nach 
Grol3e und Richtung aus der Zerlcgung V0n G 
nach E und Q gefunden. 1m Grenzzustand zwi
schen Ruhe und Bewegung ist mit CJ = cp 

B 

a) 

b) 
sin (i. =F tp) E = G ------- ----- . p sin(i.+v-r=Ftp) 

(6) 

Der Betrag der Kraft E kann bei Annahme eines 
beliebigen Querschnittes ACk als GleitfHi.che 
durch Drehung der Abb.lb (CJ = cp) urn (90 - cp)O 
zeichnerisch im Lageplan angegeben werden 
(Abb.2). Das Gewicht G des Erdprismas ABCk 

und seiner Auflast erscheint dann auf dem freien 
Schenkel des von der Horizontalen aus aufge

~ 
Abb.1. 

tragenen Winkels cp, der Boschungslinie. Die Kraft Q bildet mit G den Winkel 
(). -91), liegt also auf ACk , wahrend die Kraft Emit der Boschungslinie den 
Winkel 1p einschlieBt. Diese Richtung wird als 
Stellungslinie bezeichnet. Sie wird als freier Schen
kel eines Winkels (cp + CJ') erhalten, den diese 
Richtung mit der Wandlinie BA einschlieBt 
(1p = {} - CJ'). Der Schnittpunkt der Kraftrich
tungen von E und Q beschreibt bei verander
lichem Winkel ). eine stetige oder unstetige Linie, 
die als Culmannsche Erddrucklinie bezeichnet 
wird. Die zur Boschungslinie parallele Beriihrende 
an die Erddrucklinie liefert den Grenzwert der 
Kraft E und die Gleitlinie ACo (). = Ao). Diese be
grenzt je nach Verwendung von + cp, + CJ' oder '-~-~~::t:t 
- cp ,- CJ' das Prisma des groBten aktiven Erd
drucks Ea oder das Prisma des kleinsten passiven 
Erddrucks E1)' welcher zum Gleichgewicht der 
Krafte notig ist. 

Abb.2. 

Das mathematische Kriterium ist bei einer stetigen Funktion G ().) 

Eeztrem : dE =0 
di. 

und 91 = const, 
dtp 

also di. = O. 

Ea wird hiernach als unterer, E1) als oberer Grenzwert der 
Funktion E ().). gefunden (Abb. 3). Die Kraft Ea oder E1) 
kann auch als konstanter, fiir die Stabilitat der Stiitz
mauer charakteristischer Wert angesehen werden, der mit 

E()./ 
\ I E (-If,;') 

Eo _V 
'l' 

(7) 

dem Gewicht G (A) und der Mittelkraft Q (1) an dem beliebi- -- ~(+fII,).} 
gen Erdprisma ABC im Gleichgewicht steht (Abb. 1). Die ). 
Mittelkraft Q (1) bildet dann mit der Normalen zu AC einen Abb.3. Die Funktion des Erd· 

drucks E (A) bei vorgescbriebe. 
mit 1 veranderlichen Winkel CJ, der fiir 1 = 10 und A C = A Co nem inneren Reibungswider. 

zum Grenzwert (Jeztrem = ± 91 wird (Abb. 2). Der Querschnitt stand ±'P' 

ACo ist daher GleitfHiche. Dies bedeutet in Obereinstimmung mit (7) mathema
tisch: 

!!! = 0 und E = const, also 
di. 

dE 
dI=O. (8) 
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N ach (6) und Abb. 2 ist fur den aktiven Erddruck: 

dE G' dGo • Co ). (1 ) 0 df = 0 Sill V' + "df Sill J. -- l' Sill /I. - cp + 'If' = ; 

Go = ! (I' + 2h
q) t n = ! y't n (Rebhannscher ~atz). (9) 

Go ist das Gewicht eines durch ACo abgetrennten Erdkeils mit allen darauf ruhen
den Lasten. Es wird in der Regel auf 1 m Tiefe bezogen. I' in tjm3 bezeichnet das 
spe~ifische Gewicht der Erdmassen, q in t/m2 die Auflast im Punkt Co der GeHi.ride
linie. Die Strecken t und n ergeben sich in Abb. 2 mit der Parallelen zur Stellungs
lillie in Co, die Strecke h mit der Tangente zur GeHindclinie in Co. Nach (6) ist dann 

E = ~.Itn sin (). - 9"') = ~ I e. (10) 
a 2 r sin (1- 9"' + 'I') 2 I't 

Die Brauchbarkeit der Coulombschen Annahme ebener Gleitflachen bei Erddruck 
auf Stiitzmauern ist durch Th. von K arm an nach der strengen Theorie (S. 5) 

Beispiel: «=100 , 

"=85°, 
'1' = 40°, 
d' ~ 150, 

·s 
'I = 8,0 tim", 
,. = 1,9 tlm", 
,.' =2,9 tIm', 
'11,.= l,58m, 

b) 

Abb.4. 

11=6,0 m, 
s = 6,21 m, 
• =8,17m, 
I =2,97m, 

AJ-a . AN-b ·AJ1.n.-AD· 
~l /S-3lellungslinie I 

Kraft berpgen auf 1 m Tid.: 
Ea - I r' ,. = 13,66 t, 
E,. = 1,./. = 8,95t, 
E, ='1/'111=4,71 t. 

gepriift worden. Das Gleitlinienfeld ist dabei zunachst fiir eine rauhe lotrechte Wand 
und waagerechtes oder abfallendes Gelande und fiir die Fliellbl"dingung (S. 5) bc
rechnet worden. Das Ergebnis rechtfertigt die Annahmen. der elellll'ntaren Theorie. 

Losung bel gerader Wand- und Erdlinie. Die Gleitlinie ACo kann bei gerader 
Gelandelinie und gleichf6rmig verteilter Nutzlast geometrisch bestimmt werden, 
da nach dem Rebhannschen Satze die Strecke AD = n = fib und DCo zur Stel
lungslinie parallel ist. Die Aufgabe wird dann zeichnerisch folgendermaBen gelost 
(Abb.4). 

Waagerechte Gerade durch den unteren Endpunkt A der Wandlinie AB, fiir 
welche der Erddruck angegeben werden solI. Auf dem freien Schenkel des Winkels cpo 
der Boschungslinie, wird die Strecke b = AN durch die Gelandelinie abgesclmitten. 
Die ParalIcle durch B zur Stellungslinie, die mit der Wandlinie den Winkel (cp + Ci /) 

einschlieBt. schneidet AN im Punkte J (AJ = a). Die Strecke AD = 1t wird als 
niittlere Proportionale zu den Strecken a und b konstruiert, so daB auch die Streckt-Il C 

und I bekannt sind und Eo nach (10) angegeben werden kann. Um den passiven 
Erddruck E1I zeichnerisch zu bestimmen, werden die Winkel f{', (cp + (j/), (j' mit 
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negativem Vorzeichen verwendet, also in Abb.4 nach cler anderen Seite von 
AA 1 , AB und der Normalen zu AB angetragen. 

Urn den Betrag der Kraft Ea analytisch zu berechnen, werden die Strecken t 
und e durch h und die Funktionen der bekannten Winkel {}, IX, q; und II ausgedriickt. 
Das Ergebnis wird entweder auf y' bezogen oder in die Anteile Ey und E q , dem 
Erddruck aus der Hinterfiillung (1') und der Auflast (q), zerlegt. 

Ea = ~ 1" h2 kl = Ey + Eq = ~ Y h2 kl + q h k1 ; 

2 q Ie 
y' = y + h. ; kl = h2 • 

Schrage Wandlinie ({}), geneigtes Gelande (± IX) Abb.4: 

sin2 (q; + (}) kl = -- ._"-_. "-.-~-. - .. , '-C .. .. .., - - ·2' 

sin2({) + ot}. sin ({) - 0') [1 + VS~(qJ.+o,).~in (q; - ex).] 
sm ({) - 0') . sm (& + oc) 

Lotrechte Wandlinie (tJ = 900) und geneigtes GeHi.nde (± IX): 
cos2 q; 

kl = '--,~~'~"=-C ,._- • 

2 11., [1 IIsin (q; + 0') sin (q; - oc) ]2 
COS oc· cos u + r ---cos 0' cos oc - . 

Lotrechte Wandlinie ({) = 90°), waagerechtes GeHi.nde (IX = 0) und b' =!= 0: 

cos2 q; 
kl =, <I[ V'SiU(q;+=·-0-')':-S"'iU=-q;-]2' 

cos u 1 + ,. ' .. _-, .. ,-
cos 0' 

Lotrechte Wandlinie ({) = 90°), waagerechtes Gelande (IX = 0) und b' = 0: 

kl = tg2 (450 - ~). 

(ll) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

Bei Auswertung des passiven Erddrucks E" werden q;, b' und die Wurzel mit dem 
negativen Vorzeichen verwendet. 

Wahrend das Gewicht des Erdbodens nach den Angaben auf S.12 durch kapillar 
gebundenes Porenwasser erhoht wird, ergibt sich in einem zusammenhangenden 
Grundwasserkorper durch den Druckunterschied an der OberfHi.che der undurch
lassigen Bestandteile eine Gewichtsverminderung 
(Auftrieb). Dafiir wird der Druck auf die stiitzende 
Wand urn den Wasserdruck verrnehrt, der sich in 
durchlassigen Bodenarten allseitig ausbreitet. Die 
auBeren Krafte set zen sich daher aus dem Erd
druck auf die Wand ohne die Mitwirkung des Grund
wassers, aus dem Wasserdruck und aus der Abmin
derung des Erddrucks durch Auftrieb zusammen. 
Dieser ist als Massenkraft Ya auf das Kornvolumen 
c = (1 - e) des Erdbodens beschrankt. e bezeichnet 
den leicht meJ3baren Porengehalt, der bei Sanden 
je nach der Lagerung mit 40% (locker), 30% (dicht), 
25% (sehr dicht) , bei locker gelagerten Kiesen mit 

Tabelle I (vgl. auch S.12). 

ki = tg2 (45° - q;ll) 

45° 
40° 
35° 
300 
27,5° 
25° 
22,5° 
20° 

k2 = tg2 (45° + q;M 

1,000 
0,839 
0,700 
0,577 
0,5 21 

0,466 
0,414 
0,364 

0,172 
0, 21 7 
0:27 1 

0,333 
0,368 
0,406 
0,446 
0,490 

5,828 
4,599 
3,690 

28% , bei dicht gelagerten Kiesen mit 20% eingeschatzt werden kann. Der Poren
gehalt cines sandigen Lehms betragt im Durchschnitt 30%. Nach Abb. 5 ist daher 
bei gerader Wandlinie (s, sw) 

E -t- W = E -t-E -t-" ~!!, ~ E 13, s~. (1 -i). 
q y 110 2 Y Y. s- (17) 

Losung bei gerader Wand- und gebrochener GeHindelinie. Da Ableitung und 
Ergebnis nach (9) auch giiltig bleiben, solange G ().) im Bereiche von Co stetig ist, 
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kann das Dreieck ABCo aus einer anderen mit ihr inhaltgleichen FHiche ABI B 2 •· ,Co 

entstanpen sein. Dabei mu/3 der Punkt Co zunachst auf einem Abschnitt BaB4 der 
g~brochenen Gelandelinie (Abb. 6) angenommen werden, dessen Verlangerung auf 
diese Weise zur Bezugsgeraden der Konstruktion S. 8 fUr gerade Gelandelinie 
wird. Die Untersuchung mu/3 unter Umstanden mit einem benachbarten Abschnitt 

~;J;;;;;;~,bi;-ft~IW"/. Be i s pie I: 
l:,; cx =10°, r.,=l,Ot/m', k, =0.462, 

'" = 25°, r. = 1,8 tim' , s = 8,0 m, 
J' = 00 , q = 2.0 t/m2 , 5tD = 5,5 rn , 
{} =900, £ =0,3, h =ssin({}+cx)=scoscx=7,87, 
Ey = i y h' k, = 26.6 t, Eq = q h kl = 7,4 t auf 1 m Tiele, 

s~. s~ (I-E) 
2 - Er $'- - y,. = 10,2 t, E:;: W = 44,2 t auf 1 m Tiele, 

E 2Ey 
b, = -;- = 0,93 tim , b. = -.- = 6,65 tim auf I m Tiele , 

bs = tw =5", = 5,50t/m, 
. 2Ey S~ (1-.) 
b. = -S;;. 52 r:- = 1,78 tim auf 1 m Tiele. 

Abb.5. 

wiederholt werden. Auflasten werden ebenso wie fehlende Anteile der Nutzlast q 
auf Teildreiecke des Erdprismas ABCo durch Division mit Y. oder y; umgerechnet, 

Abb.6. 
Beispiel: 'P=250 • I' =8,5m, 

d' = 100 , • B2 Bs =3,Om, 
y. = 1.9 tim', e = 5,36 m, 
q = 1,0 tim', I = 5,0 m. 

Auflast P eneUt durch das Gewicht des Erd
prismas A B i 8'1', 

P=~Vqy., 
- --I'y. 

P=B.B1 Q=B;B, - 2-; B;Bi'=0,37m, 

E = i ley. = 25,46 t auf 1 m Tiele. 

diesem zugefUgt oder von diesem abgezogen. 
Die Stellungslinie wird nach wie vor auf die 
vorgeschriebene Wandlinie bezogen. 

Losung bel ~ebrochener Wandlinie. Zur 
Bestimmung des Erddrucks El.f E2 auf die 
gebrochene Wandlinie A2AIB soli zunachst die 
ihr zugeordnete Gleitlinie gegeben sein (Abb 7). 
Die Resultierende der in A 2C2 vorhandenen 
Flachenkraft ist Q2' das Gewicht des abglei
tenden Erdprismas Go. Der Erddruck El auf 
die Wandlinie AlB ist bereits ermittelt wor
den. Dann ist E2 = K - K' und K aus der 
Zerlegung der Kraft Go - G' = Gil nach den 
lhrer Richtung nach bekannten Komponen
ten E2 und Q2 bestimmt. Das Gewicht G' ist aus 
El und der Richtung von E2 gegeben. Dem
nach wird· die Kraft K aus derselben analyti
schen oder graphischen Untersuchung gefun
den, die fUr den Erddruck auf eine gerade 
Wandlinie angegeben worden ist, nur ist die 
dem Gewicht Go entsprechende Flache A2A 1 BC2 
urn eine dem Gewicht G' aquivalente Flache 
(A2 B' B") zu vermindern. Dies geschieht, nach
dem die FiacheA 2A 1 BCz in das DreieckA 2 B'C2 

verwandelt und damit die Grundlage der Untersuchung fiir die gerade Wandlinie 
gefunden worden ist. 

La~e der Mittelkraft E des Erddrucks. Das Gewicht G eines Erdprismas steht 
mit den Kraften (a -t- -r) dF langs der Begrenzung im Gleichgewicht. Die statischen 
Bedingungen bestimmen mit der Flie/3bedingung (S. 5) in dem Grenzzustand zwischen 
Ruhe und Bewegung eindeutig die Form der Gleitflachen. Die Gleichgewichtsbedin
gungen der au/3eren Krafte sind daher bei Annahmen iiber die Fonn der Gleitflachen 
nicht mehr erfiillt. Wenn daher auch nach (6) die geometrische Summe von E, Q, G 
Null ist, so ist in der Regel noch ein Kraftepaar vorhanden. Die Wirkungslinien E, 
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Q, G werden sich daher bei Annahme von ebenen Gleitflachen nicht in einem Punkte 
des Lageplanes schneiden. Dies trifft nur dann zu, wenn der Erddruck auf eine 
senkrechte Wandlinie nach Rankine parallel zur Gelandelinie angenommen wird. 
Die Ergebnisse der folgenden Rechnung sind jedoch trotz dieses Vorbehaltes fur 
die Anwendung im Bauwesen brauchbar. 

.......... s. 
"3 

Abb.7. 

Beispiel: 

'P = 400 , q = 3,0 tim", 
d' = 150 , ya = 1,8 t/ma. 
,,= 3,00 m, f, = 4,05 m, 
el=4,20m, e2 =4,16m. 
Aus G,L,;S., G,L=tl,lOm, 
h =8,32m, c =2,15m, 

G' = 6 (G, D, L) r: = i" c r: = 8,12 I 
= 6 (A. B' B")r; = idh r;, 

c 
d =f,,, =O,77m, 

Krafl auf 1 m Tiefe: 
E, = il, f, r;= 15,88 I; K = i elf, r:- 21,23 t. 

K': E. = G, L: G,D,; K' = 11,72t, 
E. = K - K' = 9,51 I . 

Die Kraft E ist die Resultierende einer Flachenkraft dE (z)/dz, der Zunahme des 
Erddrucks E (z) bezogen auf die veranderliche Wandhohe z. Bezeichnet dEl die 
Zunahme der zur Wandlinie senkrechten Komponente im Bereich von dz und 
J dEl = El , so ergibt sich aus der Aquivalenz der Kraftwirkung fUr den End
punkt T der Wandlinie (Abb.4 S. 8) 

z~, Z=' 

El (5 - zo) = f (5 - z) dEl = f (5 - z) dd~l dz. (18) 
z=O . %=0 

Die Ordinate (5 - Zo) bestimmt die Lage 
der resultierenden Flachenkraft E l . Der 
Ansatz bedeutet geometrisch die Um
wandlung der von der Funktion dEI /dz 
gebildeten Flache in ein inhaltgleiches 
Rechteck. 

Der Erddruck E ist bei gerader 
Wand- und Erdlinie in E,. und Ell zer
legt worden (II). Die Funktion Ell ist li
near in h (-===z),dEIl/dh also konstant, 
so daB der Angriffspunkt von Ell die Or
dinate (5 - zo) = s/2 erhalt. Die Funk
tion Ey ist quadratisch in h, dE,./dh also 
linear. Der Angriffspunkt der Kraft E,.'an 
der Wandlinie erhalt daher die Ordinate 
2/3. h (Abb. 4). Bei gebrochener Wand
linie wird der Angriffspunkt der zugeord
neten Teilkrafte geschatzt. Man wahlt in 
der Regel die Mitte der Abschnitte. 

Erddruck im unbegrenzten Erd

Abb. 8. Unlersuchung der Standsicherheit einer 

IX = 100 ; 

'T' = 'I'mu = 300 ; 

G .. = 10,15 t; 

Sttitzmauer. 
y. = 2,0 tim'; , = 2,5 m ; 
rm = 2,4 tlm3 ; / = 4,8 m; 
G •• =.10,07 I; Gift = 6,74 I. 

E, zeicbnerisch durch Zerlegen von G .. nach E, und E. 
E, rechnerisch aus (14) mit J' = IX, k, =0,360. ' 
10=/· COSIX = 4,73 m; E, =! r.h'k, = 8,04t auf 1m Tiele. 
Resultiereode fiir die Bodenfuge R = 29,5 I auf 1 m Tief •. 

korper. In einzelnenFallen werden die iiuBeren Krafte an einem Stutzkorper aus 
der GroBe und Richtung des Erddrucks El im unbegrenzten Erdkorper angegeben. 
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Tabelle 2. l\Iittelwerte fiir die Raumgewichte y und die Schubfestigkeit~" = /l' (1 

der wich tigsten Erdarten. 

/t=tg,,; kl=tg~(450- ;); k~=tg~(450+·~). 

Bodenart y [1,'1113] P, tp0 81 k2 

I locker gelagerter Sand: 
trocken 1,4-1,7 
natiirlich feucht 1,6-1,9 0,60 31 0,320 3, 124 
gesiittigt naB. 1,9-2,1 

---
2 dicht gelagerter Sand: 

trocken 1,8-1,9 
natiirlich feucht 2,0 0,64 32 % 0,307 3,255 
gesiittigt naB. 2,1-2,2 

-- ---
3 sehr dicht gelagerter Sand: 

trocken 1,9-2,0 
natiirlich feucht 2,0-2,2 0,66 33Y:. 0,283 3,537 
gesattigt naB. 2,2-2,3 

-- ---
4 locker gelagerter Kies: 

trocken 1,8-1,9 
natiirlich feucht 1,9-2,0 0,58 30 0,333 3,000 
gesattigt naB. 2,2-2,3 

- ---

5 dicht gelagerter Kies: 
trocken :.! ? ,-
natiirlich feucht 2,3 0,66 33~~ 0;283 3,537 
gesiittigt naB. 2,4 

------
f. nasser Steinschotter 1,8 0,70 35 0,271 3,690 

- ------
7 sandigcrLchm, Schlick, Geschiebe, 

:Mergel. 2,1-2,3 0,45 22-26 0,422 2,37 1 

---
8 fetter Lehm uod sandiger Too 1,8-2,2 0,35 16h-22 0,509 1,965 

---
'J 

_I 

fetter Ton 1,5-2,0 0,25 I I Y.-16Y. 0,610 1,638 

--- ---
10 locker gelagt·rte Dammcrde: 

trocken 1,4 0,77 35-40 0,238 4, 204 
natiirlich feucht 1,6 1,00 45 0,172 5,828 
gcsattigt naB. 1,8 0.53 21) 0,361 2,770 

---
II gcstampfte Dammerde: 

trocken 1,7 0,92 40--45 0,198 5,045 
natiirlich feucht 1,9 0,77 35-40 0,238 4,204 
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Dieser ist nach der Ableitung von Rankine fUr einen senkrechten Schnitt AC 
von der Lange t eben so groB wie nach der Theorie Coulombs mit b' = IX (Abb. 8). 
Er wirkt im Abstand 2/3· t von der Gelandelinie parallel zu' dieser. Die GroBe und 
Richtung des Erddrucks auf eine beliebig unter einerri Winkel (CACl ) geneigte 
Ebene ACl , weJche ein Prisma mit dem Gewicht G' l bildet, kann durch Addition 
(£1 + G e1) oder auf Grund einer geometrischen Involution zwischen den Rich
tungen £1> AC und £2' ACI angegeben werden. Diese Beziehungen vereinfachen 
die ErmittLung des Erddrucks auf Winkelstiitzmauern und Gewolbe. 

Miiller-Breslau, H.: Erddruckauf Stiitzmauern. Stuttgart 1906. - Krey, H.: Erddruck. 
Erdwiderstand und Tragfahigkeit des Baugrundes in groBerer Tiefe, 3. Auf!. Berlin 1932. -
Derselbe: Betrachtungen iiber die GroBe und Richtung des Erddrucks. Bautechn. 1923 Heft 24 
u. 27. - Freund, A.: Neue Ergebnisse in der Erddrucktheorie. ZbJ. Bauverw. 1920 S. 625.
Derselbe: Neue Untersuchungen zur Erddrucktheorie. Z. Bauw. 1921 S.48. - Derselbe: 
Der Spannungszustand in loser Erde. Zbl. Bauverw. 1921 S. 589 u. 601; 1922 S. 599. - Der
sel be: Untersuchung der Erddrucktheorie von Coulomb. Bautechn. 1924 Heft 12. - Peter
sen, R.: Erddruck auf Stiitzmauern. Berlin 1924. - Terzaghi, K.: Erdbaumechanik auf boden
physikalischer Grundlage. Leipzig u. Wien 1925. - Franzius, 0.: Versuche mit passivem 
Erddruck. Bauing. 1924. - Morsch, E.: Die Berechnung von Winkelstiitzmauern, Wayss 
und Freytag-Festschrift Stuttgart 1925 und Beton und Eisen 1925. - Mohr, 0.: Abhandlungen. 
3. Aufl., 6. Abschn.: Die Lehre yom Erddruck. Berlin 1928. - N ad ai, A.: Plastizitat und Erd
druck, VI. Abschn. im Handbuch der Physik, Band VI: Mechanik der elast. Korper. Berlin 1928. 
- v. Karman, Th.: Verhandlung des 2. Intern. Kongr. fiir technische Mechanik. Ziirich 1927. 
-v. Terzaghi, K.: Festigkeitseigenschaften der Schiittungen, Sedimente und Gele. Leipzig 1931. 
- Derselbe: Old earth pressure theories and new test results. Engng. News Rec. 1930. -
Hiilsenkamp, F.: Klassische Theorie des Erddrucks. Handbuch der physikalischen und 
technischen Mechanik Band IV 2. Halfte. Leipzig 1931. - Fulton, R.: Earth pressures. 
Abhandlg. der Internat. Verei!J;l!ung fiir Briicken- nnd Hochbau Bd. 1 (1932) S.205. 

6. Boden- und Seitendruck in 
Silozellen. 

Der Seitendruck in GroBraum
bunkern wird in der Regel nach der 
Erddrucktheorie Coulombs berechnet. 
Unter Umstanden wird auch das Gleich
gewicht der Schiittung bei der An
nahme von Gleitflachen untersucht, 
weJche sich durch die Form der Bunker
taschen ausbilden k6nnen. Das spezifi
sche Gewicht und die innere Reibung q> 
sind stets nach Prufung der ungunstig
sten Verhaltnisse festzusetzen. 

Die Wirkung des Fiillguts in Silo
taschen und Behaltern mit verhaltnis
maBig klein em Querschnitt F wird unter 
der Annahme eines in jedem waagerech
ten Schnitt unveranderlichen Boden
und Seitendrucks Pb' P. bestimmt. Aus 
dem Gleichgewicht der senkrechten 
Krafte an einer durch zwei benach
barte Querschnitte (Abb. 10) gebildeten 
Scheibe entsteht folgende Differential
gleichung: Abb. 9. Briickenbildung in einem Braunkohlenbunker als 

Beispiel liir die Unsicherheit der Kraltwirkung in Silos. 

FdPb - yFdz + p'P,U dz = O. (19) 

Hierin bedeutet dPb die Zunahme des Bodendrucks beim Fortschreiten urn dz, p, den 
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Seitendruck an der Silowand, p,' = tg {)' den Reibungskoeffizienten zwischen 
~and und Fiillung. Fund U bezeichnen Flache und Umfang der Zelle. Mit ~ = P./PIt 
Wlrd 

y F ( -& U/J'kl) 1 Y F ( -z U/-"kl) 

•
~ N l P, = 1" U 1 - e F ,Pb = ~ pi V 1 - e F • (20) 

~ p, und Pb sind demnach Exponentialfunktionen, deren Grenz
werte fiir Z = 00 

z ~. b Y Fly F 
Abb. lO. Ps, max = pi if' Pb, max = k-; 1" if (21) 

Asymptoten bestimmen. Die Tangente an den Kurven in z = 0 
schneidet auf der Asymptote die Strecke Zo ab (Abb. 11): 

dz I 1 F 
Zo = Ps, max ' dp. = "Yk; Ps, max = pi hl if ' (22) 

P. = P.,max (1 - e -~), Pb = Pb,max (1 - e- t). (23) 

Bei Versuchen ist das Produkt k1f..t' nahezu al5 konstant mit 0,25 bis 0,30 fest
gestellt worden. Stiitzt man sich mangels besserer Erkenntnis auf die elemen
taren Beziehungen aus der Theorie des Erddrucks, so ist 

~=~=~(W-~) ~ 
Pb' 2 

Tabelle 3. Physikalische Konstante n des Fiillgutes. und k1f..t' nach Tabelle 3 

Fiillgut Y 
t/m3 

Gaskohle. 0,9 
Rohbraunkohlc . 1,0 
Koks 0,6 
Minette 1,8 
Zement 1,4 
Kleinschlag 1,7 

Roggen 0,7 
Wei zen 0,75 
Gerste 0 ,63 
Hafer . 0,45 
Mais. 0 ,72 

Bohnen 0,75 
Erbsen 0,81 
Leinsamen . 0,66 
Malz 0 ,53 
Salz 1,25 

c 00 05 

0, 0,000 0 ,049 
I, 0,632 0,650 

2, 0,865 0,87 1 

C 50 55 

0, 0,393 0,423 
I, 0,777 0,788 
2. 0.918 0.922 . 

f/J I hl = tg 2 (45L ~) 
45° 0 ,172 
35° 0 ,27 1 
45° 0,172 
45° 0 ,172 
40° 0,21 7 
45° 0,172 

37° 0,248 
25° 0,406 
26° 0,390 
28° 0,361 
27° 30' 0 ,368 

31° 40' 0,3 12 
25° 20' 0,401 
24° 30' 0,414 
22° 0,455 
40° 0, 21 7 

pi 

0,30 
0 ,30 
0,30 
0,30 
0,30 
0,30 

0,44 
0,30 
0,45 
0,47 
0,42 

0,44 
0,30 
0,41 
0;30 
0 ,30 . 

stets kleiner und damit 
ungiinstiger als der fUr 
den Ruhezustand gemes
sene Mittelwert 0,25 bis 
0,30. 

Bei gegebenem F, U, r, 
1" wird der Reihe nach der 
Verhaltniswert kl und die 
Strecke Zo berechnet. Dann 
kann mit Hilfe der Ta
belle 4 der Seitendruck P. 
fUr eine Unterteilung der 
Strecke z unmittelbar an
gegeben werden. Diese 
Rechenvorschrift ist in 
dem folgenden Beispiel 
angewendet worden. 

Taoelle 4. Funktionswerte I - e-~ . 

10 15 20 25 I 30 I 35 40 45 

0,095 0 ,139 0,181 0,221 0,259 0,295 0,330 O,36i 
0,667 0,683 0 ,699 0 ,713 0,727 0,74 1 0 ,753 0,765 
0 ,878 0 ,884 0,889 0,895 0,900 0,905 0,909 0,914 

60 65 70 75 80 85 90 95 

0,45 1 0,478 0 ,503 

I 
0,528 0,55 1 0,573 0,593 0,613 

0,798 0,808 0.81 7 0.826 0.835 0.843 0,850 0.858 
0.926 0.929 0.933 0.936 0.939 0.942 0.945 0.948 
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Beispiel zur Siloberechnung (Abb. 11). Querschnitt der Zelle: 3,20·3,20 m 2• 

a\Roggen: y=O,7t/ma; 1"=0,44; 

kl = 0,248; 

yF F 
P" max = 1" U = 1,27 tim'; ·0 = u~ilk~ = 7,33 m. 

b) Weizen: y = O,75tj"rn3; 1" = 0,30; 

kl = 0,406 ; 

yF F 
P" max = 1" U = 2,00 tjm2; ·0 = U 1" kl = 6,57 m. 

Die Ergebnisse sind in der Abb. 11 graphisch 
dargestellt. Der lotrecht wirkende Bodendruck 
ist nach (24) Po = P.jk1 • Der auf die schrage 
Wand wirkende Druck setzt sich aus Seiten
druck und lotrechtem Bodendruck zusammen 

p' = p, sin2 ex + Po cosz ex . 

Roggen 
Z 1---- - - --- - -------

Abb. 11 . Querschnitt des Silos. 
(Der Grundrill der Zellen ist quadratisch.) 

Weizen 
- c---. ----_.- -- - -- -- --

Em] C=":" I-e-!; 9. [tjm'] C=-~ I -e-I; P. [tjm2] 
Zo ·0 

1.0 0.136 0. 127 0,16 0,152 0.141 0.28 
Z,o 0,273 0.239 0.30 0.304 0.262 0.52 
3.0 0,409 0.336 0,42 0.457 0,367 0.73 
4.0 0.546 0.421 0.53 0,609 0.456 0.9 1 
5.0 0.682 0,494 0.62 0.761 0.533 1.06 

6.0 0.819 0,559 0,71 0.913 0.599 1,19 
7.0 0.955 0.61 5 0.78 1.066 0.656 1.31 
8.0 1.091 0.664 0.84 1.218 0.704 1.41 
9,0 1.228 0 .707 0.90 1,370 0.746 1.49 

10.0 1,364 0.744 0.94 1.522 0.782 1,56 

II,O 1.501 0,777 0.98 1,675 0.81 3 1.62 
12.0 1.637 0.805 1,02 1.827 0,839 1.68 
13,0 1.774 0,830 1.0.6 1,979 0,862 1.72 
14,0 1.910 0.852 1.08 2.132 0 ,881 1,76 
15,0 2.046 0.871 I.II 2. 284 0.898 1.80 

16.0 2,18 0.887 1.13 2.44 0,913 1.83 
17,0 2,32 0 .902 1,15 2.59 0 .925 1,85 
18,0 2,46 0,915 1,16 2.74 0.935 1.87 
19,0 2.59 0 .925 1.18 2,89 0 ,944 1.89 
20,0 2.73 0.935 1.19 3,04 0 ,952 1.90 

21,0 2.86 0.943 1,20 3.20 , 0.959 1.91 

1m vorliegenden Beispiel ist ex = 45°, daher sin' ex =; cos' ex = ; und 

p' = ~- (1 + k~) P. = 2,52 P. (Roggen) oder 1,73 P. (Weizen) . 

15 

Versuche tiber die Druckverhaltnisse in Silos: Janssen: Z. VDI 1895. - Prante: Z. VDI. 
1896. - Jam ieson, J. A.: Engng. News Rec_ Bd. 51 (1904) . - Pleissner : Z. VDI 1906. 
Engesser: Z. Arch. u. Ingenieurw. 1908. - Lufft: Druckverhliltnisse in Silozellen. Berlin 
'1920. - Dorr, H.: Silos. Handb. Eisenbetonbau Bd.14 3. Auf). 
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7. Die Stiitzung des Tragwerks. 

Ein Tragwerk wird auf den gewachscnen Erdbodcn oder vorbercitetc Baukorper 
gestellt. Sic beruhren sich dabci unmittelbar oder in besonderen Auflagern, die 
einc relative Bewegung der beiden Teile zulassen. 

Lager und Gelenke. Fur die Kcnnzcichnung der Lager und Gelenke sind die gco
metrischcn Eigcnschaften der Bcwegung bci der Anordnung cines Lagers maJ3-
gebcnd. Es bcschrankt den Freiheitsgrad des abzustutzendcn Korpers durch Fuh
rung oder Festlegung einzelner Punkte, Linien oder Flachen und durch die starre 
oder bcwegliche Einspannung. Hicrbci werden Reibungswiderstande vernachlassigt. 
Die Bczeichnung A uflagcr bleibt in der Regel denjenigen Stutzkorpcrn vorbehalten, 
deren Verschiebungen gegcn dicjenigen des Tragwerks klein sind und vcrnachlassigt 
werden. Sonst erhaltcn die vcrbindenden Bauteile meist die Bczeichnung Gel e n k 
odcr Fuhrung. Die kinematischen Eigenschaften der Auflagrr und Gelenke werden 
durch den Freiheitsgrad der Bcwrgung oder mit geometrischcn Stutzenbedingungen 
beschrieben und durch Stiitzen- und Verbindungsstabe (Anzahl t, v) erlautert. 
Dabei wird dann oft nieht der allgemeine Fall der raumlichen Bewegung, sondern 
die ebene Bewegung betrachtet. Hier wird die Stutzung mit 2, 1 oder 0 Freiheits
graden durch 1, 2 oder 3 Stutzenstabe in verschiedener Anordnung beschriebcn. 
Die raumliche Stutzung mit 0 bis zu 5 Frciheitsgraden verlangt 6 oder weniger bis 
zu einem Stutzenstab. Zur kinematisch bestimmten SWtzung und Verbindung von 
n Bauteilen sind 3n odcr 6n Stutzenbcdingungen notwendig, je nachdem die Be
wegung auf die Ebene beschrankt bleibt oder raumlich ist. 

Jede Stutzenbedingung (Stutzenstab) kann durch eine kinematisch aquivalente 
Stutzkraft (Kraftepaar) ersetzt werden. Richtung und Lage sind durch die kine
matischen Eigenschaften der einzelnen Stutzung bestimmt. Das Tragwerk erhalt 
mit EinfUhrung der Stutzkrafte die kincmatischen Eigenschaften des frei beweg
lichen Korpers. Er bleibt in Ruhe, wenn die Stutzkrafte mit der Belastung im Gleich
gewicht sind. Die Stutzung heiJ3t statisch bestimmt, wenn die Gleichgewichts
bedingungen der Krafte in der Ebene oder im Raum zur Berechnung ausreichen. 
Mit t + v > 3n oder t + v > 6n ist die Stutzung statisch unbestimmt. 

Die Bedeutung der Lager und Gelenke beruht in der Klarung der geometrischen 
Randbedingungen bci der Stutzung und Verbindung der Bauteile und damit in 
der zuverlassigen Beschreibung der inneren Krafte. 

FHichenstiitzung. Der Spannungszustand einer Flachenstutzung hangt von den 
elastischen Eigenschaften des Tragwerks und von den physikalischen Eigenschaften 
des stutzenden Mittels abo Die Problemstellung ist daher sehr allgemein und zwingt 
zur Vereinfachung durch Idealisierung der Aufgabe. 

Diese besteht in zahlreichen Fallen in der summarischen Beschreibung der 
Sicherheit der Stutzung durch Annahmen uber die Normalspannungen. Sie werd,en 
als lineare Funktion der Flachenkoordinaten eingefUhrt und konnen dann statisch 
bestimmt aus den auJ3eren Kraften berechnet werden. Der Ansatz genugt bei ge
ringer Verformung und Ausnutzung der Festigkeit der sich beruhrenden Mittel. 

Die Grenzflache zahlreicher Baukorper erfahrt durch die Belastung nur un
wesentliche Formanderungen, die vernachlassigt werden. Der Spannungszustand 
hangt dann allein von der GroJ3e und UmriJ3form der GrenzfHi.che und von den 
physikalischen Eigenschaften des stutzenden Mittels abo Sind die elastischen Ver
schiebungen des abgestutzten Bauteils von Bedeutung, S0 besteht auBerdem noch 
eine Beziehung zwischen diesen und den Spannungen an der Grenzschicht. 

Das stutzende Mittel besitzt bei der einen Gruppe von Bauaufgabcn Zug- und 
Scherfestigkcit und isotrope, elastische Elgenschaften. Dcr Spannungs- und Form
anderungszustand kann dann nach den Ansatzcn beschriebcn werden, wekhe in 
oer Elastizitatstheorie fiir den elastischen Halbraum abgclcitet sind. Die Rand-
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spannungen werden dabei unendlich 'groB (/), fUhren also zu einer plastischen Defor
mation und damit zu einer Angleichung des Spannungsverlaufes (II) an die be
kannten linearen Spannungsbilder (Abb. 12). 

Sie erfahren bei sandigen und bindigen Bodenarten eine grundsatzliche Anderung, 
da deren Tragfahigkeit im wesentlichen auf dem Widerstand gegen die senkrechte 
Verschiebung der einzelnen Bestandteile beruht. Die Schubfestigkeit aus Kohasion 
und Strukturwiderstand' besitzt nur untergeordnete Bedeutung. Daher ist die 
plastische Verformung des stiitzenden Mittels am Rande der belasteten Flache 
groB und die Lastaufnahme in diesem Bereiche gering. Hi~aus erklaren sich die 
Spannungsbilder Abb. 13, deren Verlauf bei demselben stiitzenden Mittel von der 
Form und GroJ3e der Grenzflache abhangt. Die Versuchsergebnisse berechtigen 
in diesem Faile zur Annahme einer parabolischen Verteilung der Spannungen. 
Die Randstorungen vermogen auJ3erdem die von F. Kogler bemerkte Erscheinung 
zu begriinden, daB der Baukorper sich in natiirlicher GroBe mehr verschiebt als 
im ModellmaBstab bei aquivalenter Belastung der Grenzflache. Der Unterschied 
wachst bei zunehmender Belastungsintensitat. 

Diese Untersuchungen bilden einen Teil der Bodenmechanik und werden hier 
nur wegen ihrer grundsatzlichen Bedeutung fUr die Stiitzung von Bauwerken er
wahnt, da die Spannungsverteilung in der Grenz
schicht fUr 'die Festigkeit steifer Baukorper, homo
gene Beschaffenheit des stiitzenden Mittels voraus
gesetzt, in der Regel unwesentlich ist. Sie kann 
dagegen bei der elastischen Verformung durch
gehend gestiitzter Trager und Platten unter Ein
zellasten nicht vernachlassigt werden. Die Span
nungen q in der Grenzschicht sind hier cine Funktion 

Abb. 12. 

\1./ 
'r' 

Abb. 13. 

der elastischen Verformung des Bauteils und des Verschiebungszustandes, also der 
physikalischen Eigenschaften des stiitzenden Mitte1s. Die Verkniipfung ist unbe
kannt. Daher wird der Anteil der Funktion aus den Abniessungen der Grenzflache 
und aus den physikalischen Eigenschaften des stiitzenden Mittels durch eine fUr den 
Einzelfall charakteristische konstante GroBe c ausgedriickt und die Spannung in 
erster Annaherung proportional zur Einsenkung w angenommen (a = cw). Dabei ist 
bekannt, daB diese auch von dem bcnachbarten Spannungsbereich abhangt. Der 
Ansatz ist hierfiir durch K. Wieghardt erweitert worden, ohne dabci allerdings 
den Verschiebungszustand der Unterlage zu beriicksichtigen. 

Man begniigt sich daher bei Bauaufgabcn eben so wie in anderen Teilgebieten 
der Mechanik mit der linearen Abhangigkeit zwischen a und w. Der Ansatz kann so 
lange als brauchbar angesehen werden, als die Ergebnisse der Rechnung, abgesehen 
von Randstorungen, mit den Beobachtungen nicht im Widcrspruch stehen und die 
Sicherheit des Bauwerks verbiirgen. 

Der Buchstabe c bedeutet nach der Erlauterung einen fUr jede Aufgabe charak
teristischen Leitwert, mit welchem der Ansatz w = ali; qualitativ richtige und 
quantitativ brauchbare Ergebnisse liefert. c kann nach der mittleren Sen kung w'" 
eines Fundaments auf elastisch isotropen Halbraum abgeschatzt werden. 

Die Elastizitatstheorie liefert hierfUr folgende Zahlen: 

(F 
Wm = PmxC ; 

m2 

C=-2-1 E ; m -

p 
Pm = F ;. also (25) 

C ist eine Materialkonstante, " eine von der Form der FJache abhangige Konstante, 
die fUr steife Fundamente in Kreis- und Quadratform mit" =, 1,06 bis 1,13, fUr 
Rechtecke mit dem Seitenverhaltnis a: b = v und v = 2 mit ,,= 1,09; v = 5, 
,,= 1,22; v = 10, " = 1,41; v = 100, ,,= 2,70 anzusetzen ist. Fiir Chat F. Schlei
cher die folgenden Zahlen aus der Literatur zusammengestellt (s. Tabelle 5 S. 18). 

Beyer. Bau.tatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 2 



18 Yerformung und innere Krafte. 

Die Verwendung dieser Zahlen in Gl. (25) bedeutet zwar nur eine Abschatzung der 
Gro13enordnung des Leitwertes c, sie wird aber in vielen Fallen geniigen, wenn die 

Tabelle 5. 

Bodenart 

Gewachsener San,lboden . . . . . . . 
Feiner. im \Vassl'r abgelagerter Sand. . 
Heidesand ............. . 
Eingeschlammter und gestampfter Sand 
Gewachsener Kiesboden. . . . . . . . 
Sandschiittung nach langjahriger Lagerung 
Gewachsener Lehmboden ....... . 

c 
kg/cm2 

55 
60 

100 

120 

180 
220 

380 

wahrscheinliche Losung durch 
Annahme eines oberen und 
unteren Betrages in Grenzen 
eingeschlossen wird. In ande
ren Fallen wird man die vor
aussichtlich zu erwartende 
Druckverteilung durch Boden
untersuchungen aufzuklaren 
versuchen und hierbei vor 
allem die Gleichartigkeit der 
Dichte, Preilbarkeit und Was

.serdurchlassigkeit des stiitzenden Mittels auch au13erhalb der Grenzflache feststellen. 
Die Unterschiede sind fUr die bauliche Gestaltung und die Sicherheit der Anlage 
oft von ungleich gro13erer Bedeutung als das Einzelergebnis. 

Zimmermann. H.: Die Berechnung des Eisenbahnoberbaues. Berlin 1888. - Engesser: 
Zur Theorie des Baugrundes. Zbl. Bauverw. 1893. - Bastian: Das elastische Verhalten der 
Gleisbettung. Diss. :\liinchen 1906. - Stotzner: Erzielung gleicher Fundamentsenkung. Diss. 
Braunschweig 1919. - Wieghardt. K: Vber den Balken auf nachgiebiger Unterlage. Z. 
angew. :'tlath. :\Iech. 1922 S.165. - Schultze. J.: Bodentragfahigkeit. Z. angew. Math. Mech. 
1923 S. 19. - Terzaghi: Erdbaumechanik. Leipzig 1925; Die Wissenschaft der Griindungen. 
1927. - Schleicher: Zur Theorie des Baugrundes. Bauing. 1926 S. 934; Beton u. Eisen 1927 
S. 183. - Hugi: Druckverteilung im ortlich belasteten Sand. Diss. Ziirich 1927. - Kogler
Scheidig: Druckverteilung im Baugrunde. Bautechn. 1927 Heft 31. - Vorschlage und Richt
linien flir Probebdastungen des Deuischen Baugrundausschusses. UnterausschuB f. 
Tragfahigkeit (:\lerkblatt). Bauing. 1929 S. 821; Bautechn. 1929 S.870. - Gerber: Druck
verteilung im brtlich belasteten Sand. Diss. ZUrich 1929. - Hertwig. A.: Die dynamische 
Bodenuntersuchung. Bauing. 1931 S. 457. - Scheidig. A.: Die Berechnungsgrundlagen durch
gehender Fundamente und die neuere Baugrundforschung. Bautechn. 1931 S. 275. - Derselbe: 
Baugrundforschung und Fundierungswesen. Bauing. 1932 S.316. 

8. Verformung und innere Krafte. 
Die unmittelbare, der Beobachtung zugangliche Folge der Belastung ist der 

Yer;-,chiebungszustand des Bauteils. Er wird durch die absoluten Verschiebungs
kOIllPonenten u, 1'. waller Punkte des Karpers beschrieben. Die Untersuchung 
setzt gleichartigen Werkstoff und den allmahlichen, stetigen VerI auf der Bewegung 
ohllt' Storung des Zusammenhanges voraus. Die Verschiebungskomponenten sind 
in diesem Faile stetige und differentiierbare Funktionen der Koordinaten 
(11 .. U (x, y. z)). Sie konnen daher auf die Verzerrung eines inf~?itesimalen Parallel
epipeds dV =- dx dy dz bezogen werden. Diese besteht in der Anderung der Lange 
der drei Kanten und der drei rechten Winkel zwischen je zwei Kanten. Die sechs 
Verzl'rrungskomponenten gelten als verschwindend klein, so da13 aIle von zweiter 
Onillung kleinen Anteile vernachlassigt werden. 

dx -+ dx + Ei/!dx usw., <c (dx, dy) -+ ; - Y"'II usw. 

Die bezogenen Lingenanderungen c"" clI' Cz werden als Dehnungen, die Winkel
anderungen Y"'II' YU' Y .. als Gleitungen bezeichnet. 

au au au 
Aus u + du = u + Tx dx + 7fYdY + Tzdz 

folgt fUr dy = 0, 
dz = 0 

(u+du)-u au 
c'" = -~-:(iX-- = ax usw.; 

av au 
Y"'II = iJx + oy usw. 

(26) 
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Die Verformung ruft die inneren Krafte adF, .dF hervor, die eben falls als stetige 
Funktionen der Koordinaten angenommen werden. Sic erzeugen in Verbindung mit 
dem Bewegungsvorgang einen Arbeitsvorrat, also Formanderungsenergie, die bei 
der Entlastung innerhalb cines ausgezeichneten Spannungsbereichs infolge cler 
besonderen physikalischen Eigenschaften des Werkstoffs wiedergewonnen werden 
kann. Der Werkstoff heiJ3t dann elastisch, die obere Begrenzung jenes Bereichs 
Elastizitatsgrenze. Die Verformung wird als plastisch bezeichnet, wenn sic ohne 
Belastungsanderung fortschreitet und bleibende Formanderungen entstehen. Werk-
stoffe, deren Elastizitatsgrenze gleichzeitig Bruchgrenze ~ 
ist, heiJ3en sprade. Die an dem infinitesimalen Parallel- ~' 
epiped angreifenden Spannungen werden in drei Normal- I 
spannungen a und in sechs Schubspannungen • zerlegt. I _ >\; .tl 
Sic stehen mit den am Prisma angreifenden Massen- :t ~ q;, 
kraften im Gleichgewicht. Hieraus ergeben sich nur .&. __ .r _ 7.:ru 
sechs Bedingungsgleichungen. Der Spannungszustand /- t_ ~' 
ist daher statisch unb:stim~t. . ... ~ -:--d.x~ -

ErfahrungsgemaJ3 smd die Spannungen mit den Ver- Abb.14. 

zerrungskomponenten durch ein Elastizitatsgesetz ver-
kniipft, dessen Form von der physikalischen und chemischen Konstitution des 
Werkstoffs bestimmt wird. Sind die elastischen Eigenschaften isotrop und homo
gen, so wird nach R. H 0 0 k e der folgende lineare Zusammenhang angenommen: 

1 ) T •• 
ex = E [0'", - flo (all + a z ] usw., Y"'II = G usw.; 

ax = 2 G (e", + y-.!!-.r;;. e) usw., ."'11 = G Y"'II usw.; 

E 
G = 2(f -till' 

1 
flo = m' 

(27) 

E und die reziproke Poissonsche Zahl 11m = flo sind die fUr einen isotropen, 
homogenen Werkstoff charakteristischen elastischen Konstanten. Der Ansatz gilt 
mit groJ3er Annaherung fUr jeden Werkstoff innerhalb eines mehr oder weniger 
begrenzten Spannungsbereichs. Er kann als das lineare Glied einer allgemeinen 
Funktion angesehen werden, das zur Beschreibung der Abhangigkeit zwischen Form
anderung und Spannung innerhalb der Proportionalitatsgrenze des Werkstoffs 
geniigt. 

Der Spannungs-, Verzerrungs- und Verschiebungszustand eiries Karpers wird 
in jedcm Punkte durch neun Spannungskomponenten a,., sechs Verzerrungskom
ponenten e, y des differentialen Prismas und durch die drei zugeordneten Ver
schiebungskomponenten H, v, w beschrieben. Die Spannungs- uncI Verzerrungskompo
nenten werden mit dem sechsgliedrigen Ansatz des ElastiziHitsgesetzes (27), den sechs 
Beziehungen zwischen Verzerrungs- und Verschiebungskomponenten (26) und mit 
den drei Gleichgewichtsbedingungen gegen Verdrehung des Prismas eliminiert. 
Daher bleiben die drei Projektionsgleichungen des Gleichgewichts der an einem 
infini tesimalen Parallelepiped angreifenden inneren Krafte und Massenkrafte als 
Funktionen der drei unbekannten Verschiebungen ft, V, w iibrig. Die Lasung ist 
also eindeutig. Einer gegebenen Gruppe eingepragter auJ3erer Krafte ist nur ein 
Spannungs- und Verschiebungszustand zugeordnet. Der Ansatz ist linear, das Er
gebnis daher von der Aufteilung der eingepragten Lasten und von der Superposition 
der Teilwirkungen unabhangig. 

Energiebetrachtungen. Spannungs- und Formanderungszustand werden durch 
den Begriff der Formanderungsarbeit verkniipft, die gegen die entstehenden inneren 
Krafte geleistet wird. Dabei wird allmahliche Steigerung der Belastung angenommen, 
so daB die erregten inneren Krafte mit den eingepragten auJ3eren Kraften im Gleich-

2* 
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gewicht sind. Die aufgewendete Arbeit wird in diesem Falle vollstandig als Form
anderungsenergie aufgespeichert. Betragen die Spannungen in einem Zwischen
zustand a', T', so ist die Zunahme der auf die Volumeneinheit bezogenen Form
anderungsenergie Ai 

dAi = a~de", + a~dell + a;d e• + T~lIdY"'1I + T~.dYtI% + T~",dy..,. 
In Verb in dung mit dem Hookeschen Gesetz ergibt sich nach AbschluB des Be
wegungsvorganges e, Y mit a und T als den Endwerten der Spannungen 

f dAi= Ai = !(a",e",+ all ell + a.ez + T"'IIY"'II + TIIZYliz + TuY..,). (28) 
Die bezogene Formanderungsenergie ist also halb so groB, als wenn die Endwe.rte 
der Spannungen yom Beginn der Belastung an vorhanden gewesen waren. Sie kann 
mit dem Hookeschen Gesetz zu einer homogenen quadratischen Funktion um
geformt werden, deren Veranderliche entweder die Verzerrungskomponenten oder 
die Spannungskomponenten sind. 

Ai = A;(e, y) ; Ai = Ai (a, T) • 

Demnach lassen sich partielle Ableitungen der Formanderungsenergie Ai nach den 
Formanderungskomponenten und nach den Spannungskomponenten bilden. Mit 
(27) ist 

vAdE,r) 
" =aa; usw., 
vEz 

usw. (29) 

Das vollstandige Differential der bezogenen Formanderungsarbeit ist dann 

oA, oA'd oA'd oA, d oA, oA, d dAi =;,- dea; +,,---- ell +,,---- e. + -a- Ya;1I +-,,- dYllz + -,,- y.., 
V€z vE. vE, rz. vY.. vr ... 

= aa;dea; + all dell + a. de. + Ta;lI dYa;1I + TIIZ dYII. + Tsa;dyza;. (30) 

Die Formande.rungsenergie kann daher als Potentialfunktion der inneren Krafte 
angesehen werden. Sie ist in Ubereinstimmung mit den gleichgearteten Beziehungen 
der rationalen Mechanik des Massenpunktsystems unabhangig von dem geo
metrischen Ablauf der Bewegung und wird nur von den Anfangs- und Endwerten 
bestimmt. 

Die Verzerrungskomponenten e, Y sind nach (26) Funktionen der Verschiebungs
komponenten und k6nnen in (28) eingesetzt werden. Die gesamte Formanderungs
energie Ai wird durch Integration iiber den ganzen elastischen Bereich erhalten und 
durch partielle Integration umgeformt. Das Ergebnis ist 

Ai = f Ai dV = i J(aa;ea; + all ell + az ez + Ta;Il Ya;1I + TIIZ YIIZ -I- Tza;Yza;) dV 

= i f(P:r U +PIJ v + P. w) dO + ! f(X u + Yv + Z w) dV. (31) 

Hierbei bedeuten Pa;, PIJ' P. die Komponenten der an dem infinitesimalen Ober
flachenteil ,,1" des K6rpers angreifenden Flachenkrafte und X, Y, Z die Kompo
nenten del an dem infinitesimalen Volumenteil ,,1" angrei(enden Massenkrafte. Die 
Arbeit der auBeren Krafte ist also halb so groB, als wenn die Endwerte wah rend der 
Dauer des ganzen VQrgangs wirken wiirden (Clapeyronsches Gesetz). 

Urn die Beziehungen der Formanderungsarbeit zum Formanderungs- und Span
nungszustand zu untersuchen, wird das Ergebnis (31) mit denjenigen verglichen, 
die sich entweder bei einem benachbarten Formanderungszustand (e + 0 e, Y + Oy) 
oder bei einem benachbarten Spannungszustand (a + Oa, T + OT) ergeben. Die 
Formanderungsarbeit A, = Ai (e + Oe, Y + oY) oder Ai = Ai (a + ()a, T + ()T) wird 
hierzu nach Taylor in eine Reihe entwickelt, deren erste Variation nach den Ver
zerrungskomponenten folgendermaBen lautet: 

OAt = f (aa; Oea; + all o ell + a. Oe. + Ta;1J OYa;1J + Til' OYIII + Tza; Oy..,) d V. (32) 
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Die Einfiihrung der Verschiebungskomponenten und die partielle Integration des 
Ausdrucks liefert im Falle des Gleichgewichts der inneren und auBeren Krafte 

15Ai = f (P~l5u + PII ~v + P.l5w) dO + f (X l5u + Y I5v + Z I5w) d V. (33) 

Durch die Gleichsetzung der beiden Ausdriicke 15Ai werden die Spannungen (1, 1', 
die mit der Belastung ~, ~ im Gleichgewicht stehen, mit einem virtuellen Ver
schiebungszustand l5u, I5v, I5w verkniipft, der mit dem Verzerrungszustand 156,151' 
vertraglich ist. Die Strecken l5u, I5v, I5w sind verschwindend klein, urn die Taylor
entwicklung fiir A ~ - A i pereits mit der erst en Variation abbrechen zu k6nnen. 

15Ai = f (P~l5u + plldv + P.()w) dO + f (X l5u + Y I5v + Z I5w) dV 

= f ((1.:156.: + (111 15611 + (1.156. + 1'''11 dY':11 + 1'11.151'11. + 1'u l5yu) d V • (34) 

Das Ergebnis wird als Prinzip der virtuellen Verriickungen bezeichnet. Die Arbeit 
der eingepragten auBeren Krafte ist bei einer virtuellen Verriickung des elastischen 
Systems gleich der virtuellen Arbeit der inneren Krafte, welche mit ihnen im Gleich
gewicht stehen. Der virtuelle Verschiebungszustand unterliegt naturgemaB den vor
geschriebenen Randbedingungen. Die Anderungen l5u, I5v, Ow sind daher iiberall 
an der Oberflache Null, wo die Verschiebungen vorgeschrieben werden. Die Ver
schiebungen werden also nur dort variiert, wo die Oberflachenkrafte bekannt sind. 
In dem Ansatz (33) ist daher f P:ll5udO = 15 (f p.:udO). Er kann daher folgender
maBen geschrieben werden: 

I5[Ai - f(P.:u + PII V + P.w) dO - f (X u + Yv + Zw)dV] = O. (35) 

Der Inhalt der Klammer ist ein Ausdruck fiir die gesamte potentielle Energie des 
elastischen Systems. Sie ist ein Minimum, wenn die auBeren und inneren Krafte im 
Gleichgewicht sind. 

Bei dem Vergleich der Fonnanderungsenergie Ai ((1,1') mit derjenigen eines be
nachbarten Spannungszustandes Ai ((1 + 15(1, l' + 151') stehen die inneren Krafte 
((1 + 15(1, l' + 151') mit einer benachbarten Gruppe der eingepragten Krafte'(~ + 15~, 
~ + 15~) im Gleichgewicht. Dasselbe gilt daher auch von der Anderung der Span
nungen (15(1, 151') und der virtuellen Belastung (15~, 15 ~). Die Reihenentwicklung von 
A~ = Ai ((1 + 15(1, l' + d1') liefert nach Taylor 

A: = A, (a, T) + f(t~15a~ + t.15a. + t, 15a, + Yu 15Tu + y .. ,h., + y, .15Tu} dV + 151 A (a, T). 

Durch Einfiihrung der Verschiebungskomponenten u, v, w fUr die Verzerrungs
komponenten und partielle Integration wird die erste Variation 

dAi = f (6.:15(1.: + 6 11 15(111 + 6.15(1. + YZI/ 151'~1I + YII.151'1/Z +" Yu 151' .. ) dV 

= f (u I5p~ + V I5PII + wOP£) dO + f (u I5X + v I5Y + woZ)dV. (36) 

Die virtuelle Formanderungsenergie der inneren Krafte ist also auch fiir einen 
virtuellen Spannungszustand gleich derjenigen der auBeren Krafte. Die Ausdriicke 
beider Seiten verkniipfen den wirklichen Verschiebungs- uud Verzerrungszustand 
mit einem von diesen unabhangigen Spannungs- und Kraftebild. 

Wird iiber die frei wahlbare Anderung des Kraftebildes (15~, 15~) derart verfiigt, 
daB 15~ = 0 und die Oberflachenkrafte nur dort abgeandert werden, wo die Ver
schiebungskomponenten u, v, w vorgeschrieben sind (AnschluB oder Stiitzung), so 
ist f u15P.:dO = 15 (f uP.:dO). Der Ansatz (36) kann daher folgendennaBen ange
schrieben werden: 

I5{Ai - f (uP~ + V PII t wp.) dO} = I5A: = 0 (37) 

Die Funktion At wird als Erganzungsarbeit bezeichnet. Sie wird zum Minimum. 
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wenn das Felll der inneren Krafte mit der gcgebencn Belastung des Korpers im 
Gleichgewicht ist. 

Satz von Betti. Der Begriff dcr virtuellen Arbeit einer Gruppe von auBeren 
Kraften $ bci einer virtuellen Verriickung ihrer Angriffspunkte ()it, ()v, ()w kann 
noch erganzt werden, wcnn diese als Folge einer anderen Belastung 0. angesehen 
und daher als uQ, vQ' 'WQ bezeichnet wird. Da die Bclastung $ ebenfalls cincn 
Verschiebungszustand hervorruft, der fUr die Belastung 0. virtueU ist, entstehen 
zwei virtuelle Arbeiten. 

f (P",ftQ + PlI vQ + pzWQ)dO und f (q",up + qllvp + qz wp ) dO. 

Sie konnen beide als Funktion der Komponenten des Spannungs- und Verschiebungs
zustandes des elastischen Korpers angegeben werden. Da nun Ai eine homogene 
quadratische Funktion dieser Komponenten ist, laJ3t sich leicht einsehen, dal3 fUr 
jeden elastischen Korper 

M;{(O"p, Tp) (eQ' rQ)} = ()A; {(O"Q' TQ) (ep, yp)} I 
und hiermit 

f (Pf1)UQ + p"vQ + P.wQ) dO = f (qf1)Up + q"vp + qzwp) dO. 1 
(38) 

Damit ist der Satz von der Gegenseitigkeit der Wirkung aUgemein bewiesen. 
Anwendung bel technischen Aufgaben. Die Voraussetzungen zur Elastizitats

theorie bedeuten eine weitgehende Idealisierung der physikalischen Eigenschaften 
der Werkstoffe. Die Ergebnisse sind daher auch nur unter dieser Voraussetzung im 
Vergleich mit dem wirklich vorliegenden Verschiebungs- und Spannungszustand 
streng. Das Bild bedarf in Wirklichkeit der Erganzung durch diejenigen Anteile, 
welche sich aus der inhomogenen und anisotropen Beschaffenheit der Werkstoffe 
und durch die Annahmen im Elastizitatsgesetz ergeben. Aus diesem Grunde besitzen 
auch angenaherte L6sungen technischer Festigkeitsaufgaben Bedeutung, welche 
die durch Messung oder Beobachtung festgestellten kinematischen Eigenschaften 
am verzerrten Bauteil verwerten. Sie werden in der Regel aus Symmetriebetrach
tungen und aus Annahmen iiber Randwerte des Spannungs- und Verschiebungs
zustandes abgeleitet. Hierzu tritt die Beachtung der geometrischen Eigenschaften 
des Bauteils, da sehr oft einzelne Abmessungen gegeniiber anderen als klein zuriick
treten. Man unterscheidet hiernach d~e Schalen, die Platten, die Scheiben, die SUi.be 
und entwickelt aus besonderen Annahmen iiber den Spannungs- oder Verschiebungs
zustand vereinfachte L6sungen. Auf diese Weise entsteht neben der strengen Elasti
zitatstheorie eine Theorie iiber die Festigkeit der Schalen, Platten, Scheiben und 
Stabe, so dal3 der Festigkeitsnachweis irgendeines Bauteils oder Tragwerks stets 
des sen Idealisierung nach einer dieser Bauformen voraussetzt. 

Auch diese Ansatze rechnen mit einem gleichartigen Baustoff und homogenen 
und isotropen Eigenschaften. Diese Voraussetzungen sind fUr Bauteile aus Eisen
beton nicht erfiillt, so daB die Ergebnisse der Festigkeitslehre urn so weniger be
friedigen, je grol3er die Formanderungen sind. Diese andern sich hier nicht aUein 
mit den Abmessungen und der Form des Querschnitts, sondern auch mit der GroBe 
und Art der Bewehrung, mit der Herstellung und dem Alter des Betons. Sie werden 
auBerdem durch Haarrisse beeinfluBt, welche unter Umstanden wahrend der Be
triebsbelastung entstehen. Hieiaus ergibt sich eine gewisse Unsicherheit in der Be
urteilung der elastischen Eigenschaften der Bauteile aus Eisenbeton. Daher sind die 
Ansatze fUr homogenen und isotropen Baustoff auf Veranlassung des Deutschen 
Ausschusses nachgepriift worden. Die Hefte 18 und 28 der Forschungsarbeiten 
enthalten einen Vergleich zwischen den gem essen en und gerechneten ·Formande
rungen. Hiernach stimmen die nach § 17 der Bestimmungen fUr homogenen und 
isotropen Baustoff ermittelten Formandcrungen bei sachgemaBer Bewehrung inner-
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halb der Betriebsbelastung in hinreiehendem MaBe mit den Versur.hscrgebnissen 
iiberein. Die einwandfrcie konstruktive Gestaltung eines Bautcils siehert dcmnaeh 
im Rahmen der Gebrauchsbelastung die Eigensehaften, weIche zur summarischen 
Beurteilung der Formiindcrung von Bauteilen aus Eisenbeton naeh der ElastiziUits
theorie niitig sind. 

Lorenz. H.: Technischc Elastizitlitslehre. xliinchen-Berlin 1907. - Trefftz. E.: :\lathe
matische EiastizitlHstheoric. Handb. der Physik Bd. 6: :\Iechanik der elastischen Karper. Berlin 
1928. - Fappl. A. u. L.: Vrang und Zwang 2. Auf!. 1928. 

9. Der Spannungszustand der Scheib en und Trager. 
Die Scheibe ist ein durch zwei parallele Ebenen begrenzter Baukorper, dessen 

Starke d gegen die Abmessungen a, b in der x, y-Richtung klein ist. Bei Belastung 
dcr Scheibe in der Symmetrieebene sind an den FHichen z = ± d/2 die Spannungen 
(1, c-= 0, Tn = 0, TZI/ = 0, so daB auch in der Symmetrieebene (z = 0) mit einem 
ebenen Spannungszustand gerechnet werden kann. Die Bedingung d ~ a, b ist bei 
zahlreichen Bauformen erfiiIlt. 

Die Untersuchung cines homogenen Baukorpers, dessen Querschnitt konstant 
und dessen Lange in der z-Achse gemessen unendlich groB ist, laBt sich bei gleich
formiger Belastung auf cine zur z-Achse winkelrechte Scheibe von der Tiefe d = 1 
beschranken. Die Komponente w der Verzerrung ist in diesem FaIle Null. Dasselbe 
gilt von der Schubspannung Tu:, TZI/' Ohne Riicksicht auf die Langsspannung (1., 

die in der Regel klein gegen (1", und all ist, kann die Sicherheit des Tragwerks nach 
einem eben en Spannungszustande (1",. all' T"," beurteilt werden. 

Das ebene Spannungsproblem ist fUr einige Aufgaben analytisch mit der Airy
schen Spannungsfunktion, fiir andere, vor allem technisch wichtige FaIle, versuchs
technisch durch Aufmessung des Verschiebungszustandes und optische Methoden 
untersucht worden. Die Rechnung fiihrt nur bei einzelnen idealisierten Problemen 
des elastischen Halbraums und der Balkenbiegung zur Losung. Aus diesem Grunde 
hat man sich bei der Beschreibung des Spannungszustandes besonders auch im 
Bereich von Ecken und an der Verzweigung von Scheiben mit ~liherungen. oft 
sogar nur mit einer qualitativ befriedigenden Lasung begniigt. urn hiernach bau
technisch einwandfrei gestalten zu kannen. 

In Verbindung mit der hieraus gewonnenen Erkenntnis werden im Bauwesen 
einfache Ansatze fiir die Spannungsverteilung verwendet, weIche bei dem Vergleiche 
mit der strengen Rechnung oder versuchstechnischen Beobachtung befriedigen. 
Aus diesem Grunde wird die Verteilung der inneren Krafte an Querschnitten winkel-' 
recht zur Mittellinie der Scheiben betrachtet. Sie bleiben wahrend ciner Gebrauchs
belastung erfahrungsgemaB eben und winkelrecht zur Mittellinie, zumal \Venn die 
Hohe gegen dic Lange der Scheiben zuriicktritt. Diese durch Bcobaehtung ge
wonnene Erkenntnis wird im Gegensatze zu den gcometrischen Beziehungen (26) 
der Elastizitatstheorie als Grundlage einer technischen Thcorie gewahlt. Das Ergeb
nis ist urn so brauchbarer, je besser die geomctrischen Vertraglichkcitsbedingungen 
durch die Annahmen der technischen Theorie erHillt werden. Sie ist mit gutem 
Erfolg durch Messungen nachgepriift worden und besitzt als quantitativ auS
reichende Annaherung fur die Beschreibung cler Festigkeit von Bauteilen grund
legcnde Bedeutung. 

Die Annahme einer ebenen Verschiebung der Querschnitte fiihrt mit dem Hooke
schen Gesetz zum Geradliniengesetz fUr die Spannung a und damit zur an gena her ten 
Beschreibung des Spannungszustandes von hohen Triigern und Scheiben. Der lineare 
Ansatz wird insbesondere bC'i dC'r Untersurhung von Sehwergewichtsstaumauern 
vC'rwendet. 

Der Spannungszustand einer Scheibe wird in jedem Punkte, gleichviel welcher 
Ansatz als Grundlage gewahlt worden ist, durch die Spannungen a~., all' Tn fUr 
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Schnitte in Richtung eines ausgezeichneten Achsensystems beschrieben (Abb. 15). 
Sie bilden einen Tensor, der durch die Gleichungen 

Abb. 15. 

Ga = 0'11' cos2 Ot + 0'11 sin2 Ot + 21':1:1/ cos Ot sin Ot , ) 

Gb = 0'11' sin2 Ot + 0'11 COS2 0t - 2 Tn COS Ot sin Ot , (39) 

Tab = (0'11' - Gil) COSOt sin Ot - 1'11'11 (cos2 Ot - sin2 Ot) 

auf ein beliebiges urn den Winkel Ot gedrehtes Koordinaten
system a, b transformiert werden kann. Dies geschieht geo
metrisch durch den Mohrschen Kreis. Hierbei ergeben sich 
fur Ot = Oto die Grenzwerte der Normalspannungen 0'1,0'2 mit 
Tab = 0, fUr Ot = iio die Grenzwerte der Hauptschubspannun
gen 1'1,2 mit Ga = 0, Gb ,= O. 

a .. + a. ± 1 11 }2 + 4 2 • 
0'1,2 == --2- 2 f (0'11' - 0'11 1':1:11' 2T I tg 2 Ot = __ z"_ . 

o az-a" J 

(40) 
a - a tg2ii = -'-' -" . 

o 2Tz " , 
iio - Oto = 45 0 • 

GroBe und Richtung der Hauptspannungen werden am einfachsten geometrisch 
durch den Mohrschen Kreis bestimmt. 

Die Ergebnisse dienen zu einer graphischen Beschreibung des Spannungsfeldes 
(Abb. 16). Die Richtungen der 0'1,2,1'1,2 aller Punkte bilden die Trajektorien. Sie 
werden am besten aus Spannungsisoklinen abgeleitet, welche die Punkte gleich
gerichteter 0'1,2 und 1'1,2 verbinden. Die Trajektorien zweier gleichartiger Haupt
spannungen 0'1' 0'2 und ± 'f1,2 kreuzen sich rechtwinklig, wahrend die Buschel der 
0'1,2 und 1'1,2 in jedem Punkte den Winkel 450 einschlie13en. Das Bild kann durch 
die K urven gleich gro13er Hauptspannungen und gleich gro13er Hauptschubspan
nungen erganzt werden. 

Abb. 16. Beschreibung des Spannungszustandes eines Talspenenquerschnittes (Saidenbachtalsperre. Chemnitz). 
Kurvenscharen 1 und II: Trajektorien der Hauptspannungen '" und "I. 
Kurvenscharen 1 und 11: Linien gleicher Hauptspannungen '" und ",. 
Kurvenschar 3: Trajektorien der Hauptschubspannungen r ... . 
Kurvenschar 11 J : Linien gleicher Hauptschubspan'!ungen r ... . 

Bei der Anwendung im Bauwesen werden die Normalspannungen besser durch 
die auf die Langeneinheit bezogenen La.pgskrafte Na , Nb und N1 , N2 in kg/m. die 
Schubspannungen durch die auf die Langeneinheit bezogenen Schubkrafte Nab 
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und N 1•2 ersetzt. Die Beziehungen (39) und (40) werden hierdurch nicht ge
andert. Sie sind fiir Scheiben aus Eisenbeton durch W. Flugge erweitert worden 
und bilden in dieser Form ein wertvolles Hilfsmittel fUr die einwandfreie Stahl
bewehrung. 

Jackson. A.: Spannungslinicn. Diss. Stuttgart 1916. - Foppl. A. u. L.: Drang und Zwang. 
Bd.1. 2. Aufl. Miinchen 1928 .. - WyB. Th.: Die Kraftfclder in fcstcn elastischen Korpern. 
Berlin 1926.· - Miura. Akira: Spannungskurven in rechtcckigen und keiiformigen Tragcrn. 
Berlin 1928. - Mohr. 0.: Technische Mcchanik. Abhandlung VIII. Der Spannungszustand 
einer Staumauer. 3. Auf!. Berlin 1928. - Foppl. L.: Mitteilungen aus dem :\lechanisch-Tech
nischen Laboratorium d. Techn. Hochschule Miinchcn. 3. Folge.Miinchen 1930. - Fliigge. W.: 
Dic Spannungsermittlung in Scheiben und Schalcn aus Eisenbeton. Ing. Arch. 1930 5.481. -
Coker u. Filon: Photo-Elasticity. Cambridge 1931. 

10. Der Spannungszustand des Stabes. 
Scheiben, deren Querschnittsabmessungen im Vergleich zur Lange klein sind, 

werden als StaDe bezeichnet. Die Schwerpunkte der Querschnitte bilden die Stab
achse. Sie ist gerade, gekrummt oder zu einem Stabzug gebrochen. Die Stabe werden, 
einzeln oder zu Gruppen vereinigt, je nach oer Verbindung als ebene und raumliche 
Stab- oder Fachwerke verwendet. Der Querschnitt ist nicht wie bei der Scheibe 
immer ein Rechteck, sondern erhalt zahlreiche fUr das 
Bauwesen charakteristische Formen. Man unterscheidet 
ein- und mehrfache Querschnitte und trennt Quer
schnitte mit ein- und mehrfacher Symmetrie von den
jenigen ohne Symmetrie. 

Jeder Querschnitt wird auf ein rechtwinkliges Ko
ordinatensystem bezogen, dessen Ursprung im Schwer
punkt 5 liegt ~nd dessen Achsen y, z Haupttragheits
achsen sind. so daB 

JydF=O, JzdF=O. JyzdF=O. (41) 
F F F 

Die geometrischen Eigenschaften werden durch die 
Abb.17. 

Flache F, die Haupttragheitsmomente J 1/' J. und den Kern beschrieben. 
Mit der Definition des Stabes ist im Gegensatz zur Scheibe die Moglichkeit einer 

raumlichen Belastung verbunden. Sie fiihrt im allgemeinen neben der relativen 
Verschiebung benachbarter Querschnitte in Richtung der x-Achse duo = Eodx und 
der relativen Neigung d1p1J -f dV's urn eine zur Stabachse senkrechte Drehachse auch 
zu einer Verschiebung dvo -f dwo und zur Verdrillung d-D der Stabachse (Abb. 17). 
Die letzten beiden Komponenten sollen jedoch so klein sein, daB die Verzerrung des 
Querschnitts als eben angesehen und durch 

E",dx = Eodx + zd1p1l -:- yd1pi (42) 

beschrieben werden kann. Die Spur der Belastungsebene (Kraftlinie) verlauft dann 
bei Querschnitten mit zwei- und mehrfacher Symmetrie durch den Schwerpunkt. 
Bei allen iibrigen Querschnitten ist ein ausgezeichneter Punkt T vorhanden, der 
die Kraftlinie enthalten muB, damit die Verzerrung nach (42) beschrieben werden 
kann. Er heiBt nach C. Weber Querpunkt. Jede Symmetrieachse des Querschnitts 
ist ein geometrischer Ort fiir T. Der Ansatz kann demnach verwendet werden, wenn 
die Kraftlinie bei einfacher Symmetrie des Querschnitts mit der Symmetrieachse 
zusammenHillt und bei doppelter Symmetrie durch den Schwerpunkt verlauft. Die 
Teile des Querschnitts mussen auBerdem in jedem FaIle stark genug sein, urn die 
Verzerrung des Querschnitts in seiner Ebene auszuschlieBen. Dies gilt insbesondere 
fiir aufgeloste Querschnitte, fiir Ring- und Kastenquerschnitte. 

Die Normalspannung ax ist mit der fiir die technische Theorie grundlegenden 
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Annahme eiller ebencll \'e[:,chiclJllllg de;; Quersclmitts bei einer linearen AbM.ngig
hit zwischen Dehnung UllU Spannullg Ilach R. Hooke bestimmt. Die ubrigen 
Spannungen ergeben sicIt aus den G1cichgewichtsbedingungen am differentialen 
Prisma. Die Nonnaispanllullgell a y' a z sind jedoch bei geraden und wenig gekrummten 
SUibm, abgesehen von drill Bereich um Einzellasten, klein gegen aJ: und werden daher 
in der Regel vernachHissigt. 

Definition und Gleichgewicht der Schnittkrafte. Die GleiGhgewichtsbedingun
gl'n gc1ten fur die Krafte an jedem frei beweglichen, endlichen StabteiI. Neben den 
~iulJeren Kraften, also den Lasten umi StutzenwidersHinden, wirken an allen An
schlul3stellen des Bauteils innere Krafte, die als bekannt angenommen werden sollen. 
\rird dann der Stab an einem ausgezeichneten Querschnitt durchschnitten, so treten 
hierzu an jeuem Absehnitt die unbekannten inneren Krafte adF, TdF, deren 
positiver Sinn nach der positiven Richtung der Bezugsaehsen x, y, z festgesetzt 
wird. Sie konnen zu einer resultierenden Kraft Rlil und zu einem resultierenden 
}loment M~l zusammengefa13t werden. Ais Bezugspunkt dienen in der Regel der 

Z 
Abb. 19. Abb.20. 

Schwerpunkt Soder ausgezeichnete Kernpunkte des Querschnitts. Unter Umstanden 
werden auch die Schwerpunkte der Stahlbewehrung Fe' F; des Betonquerschnitts 
(Abb. 19) oder' der Querpunkt T gewahlt. Die Vektoren R(i) und MW werden fiir 
die Gleiehgewichtsbedingungen nach drei ausgezeiehneten Aehsen zerlegt. Hierfiir 
eignen sich am besten die Tangente an die Stabachse (x) und die Haupttragheits
achsen (y, z) des Querschnitts. Die sechs.Komponenten werden als die Schnittkrafte 
des Querschnitts bezeichnet (Abb. 18). 

R(i) = N(il..f- Q~'l..f- Q~il, 

Uingskraft: N(il = Jail: dF; 

Querkrafte: ()(il - J T dF Q(il - J T dF' (43) 11 - .1'1J' Z - :r.z . 

Biegungsmomente: Af~il = J a",zdF, M~il = - J azydF; 

Drillungsmoment: M~i) = J (~' Txz - Z Txy) dF. 

Die positive Richtung der Sehnittkrafte ist mit der Definition der positiven Span
nungen a.e, Tzu, -r",z im positiven Quadranten und mit dem positiven Richtungs
und Umlaufsinn des Bezugssystems bestimmt. 

Die auI3eren Krafte des abgetrennten Stabteils werden in dersclben Weise und 
mit demselben Bezugspunkt wie die inneren Krafte zu einer resultierenden Kraft RIal 

und einem resulticrenden }loment M'il zusammengefal3t. lhr Riehtungssinn wird 
positiv derart clefiniert, daB das Gleichgewicht aller Krafte ~,C:!:, adF, TdF an 
dem abgetrennten Stabteil durch die folgcnden Glcichungen ausgesprochen wird: 

Rlil-f.Rlal = 0, MW..f-M~~) = O. (44) 

1\ aeh dieser Definition sind die positiven Schnittkrafte des Quer~chnitts gleich den 
positiven Komponenten cler zugeordneten aul3eren Krafte R(al, M'i', ihre Rich~ 
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tungen sind entgegengesetzt (Abb. 20). R(al und M}rl k6nnen fiir jcdcn Abschnitt 
angegeben werden, \Venn die Stiitzenwidcrstamlc oder die an den Anschlul3stellen 
wirkenden Schnittkrafte bekannt sind. 

1m allgemeinen besitzen nur drel Sonderfalle Bedeutung. Der erste behandelt 
den Stab mit ebener Kiiimmung und beliebiger Belastung, die nach Komponenten 
in seiner Ebene und senkrecht dazu zerlegt wird. R(al und M}rl werden dann mit 
sechs Komponenten angegeben. 1m zweiten 
FaIle sind die Krafte senkrecht zur Stabebene 
Null. R'al und M'll werden durch die drei Kom
ponenten N, Q~, MI/ 
bestimmt. Der dritte 
Sonderfall betrifft den 
geraden Stab, dessen 
aul3ere Krafte mit sei
ner Achse in einer 
Ebene liegen. 1st deren 
SpursgegendieHaupt
tragheitsachsen des 
Querschnitts geneigt, 
so werden die der Ge-

0; 

Abb.21. 

N -

Abb.22. 

raden s zugeordneten Kernmomente angegeben oder die Vektoren der resultieren
den Kraft und des resultierenden Moments auf die Haupttragheitsachsen projiziert, 
so daB die Spannungen aus 

N =J uztfF. M. =J uzzdF, M. = -J (]zydF, Q. =J TzodF, Q. =J T •• dF 

abgeleitet werden. Der Belastungsfall wird als schiefe Biegung bezeichnet. 
Bei zahlreichen Berechnungen fallt die Kraftlinie s in 

die Richtung der Haupttragheitsachse z des Querschnitts. 
In diesem FaIle sind M., QI/ Null und a,z = a,z(z). Die Span
nungen a"" 1'u k6nnen mit drei Schnittkraften angegeben 
werden (Abb.21). 

t-; = J a,zdF, MI/=Ja~zdF, Q: = J To:. dF. (46) Abb.23. 

(45) 

Aus oem Gleichgewicht der Schnittkrafte an einem differentialen Stabteil 
ds = dx werden bei beliebiger Belastung p = p., -t- pg -t- P. in tIm (Abb. 22) die 
folgenden Beziehungen abgeleitet: 

dIll. = Q 
dx .' 

d.U, =_Q 
dx 1/' 

dS 

dx = -p,z'j 
d22~.!! __ dQ. _ P 
dx! - dx - 1/' 

(47) 
d2,~I. = dQ, = _p 
dx! dx .' 

Schneidet die Ebene der auBeren Krafte den Querschnitt in emer Hauptachse 
(Abb. 23), so ist einfacher 

dlf!. = Q 
dx .' 

dQ, = d2 i"!. = _p 
dx dx2 .' 

dN 
dX' = -Po:· (48) 

Verzerrunl1s- und Spannunl1szustand am Querschnitt desl1eraden Stabes. 
Die relative Verschiebung d u = Ads = E,z (y , z) d s einander zugeordnctcr Punktc be
nachbarter Querschnitte ist bei ebener Verschiebung des Querschnitts linear. Das
selbe gilt bei gerader Stabachse, also unveranderlichem d s (y, z) auch fiir die Deh
nung Ads/ds = E,z. Die lineare Abhangigkeit zwischen Dehnung und Spannung fiihrt 
daher beim geradcn Stabe zum Geradliniengesetz der Normalspannung a." das 
auch bei wenig gekriimmten Staben als Naherung verwendet werden kann. 
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Die gegenseitige Verschiebung zweier benachbarter Querschnitte wird durch den 
Weg der Schwerpunkte auo = .d aso = Eoas und durch die gegenseitige Neigung 
a", = a",,, ~ a",. beschrieben. Die relativen. Verschiebungen und daher aucb die 
Spannungen a z sind in der Drebachse Null. Sie heiBt aus diesem Grunde Nullinie. 
1m iibrigen ist . 

au = .d as = Ezas = Eoas - ya",. + za",,, = (Eo + ~ - !...-) as = aE- as. 
~. ~. 

Die Bezugsachsen sind Haupttragheitsachsen, so daB mit (45) 

N 1\1. M. F" 0 0 . N ( 9) az = F + T. z - h y, ur y = ,z = 1st ae = ao = Ii . 4 

Die Grenzwerte ai und a,. entsteben in den Punkten i und a, in denen die zur Null
linie n parallelen Geraden die Umgrenzung des Querschnitts beriihren (Abb. 24) . 

. \ ------------~ 

.. .'- fl' -Za,' \ ', t·· ............ o-.:oj~,,;.;.,~ /- - - - ?II' - ------ ~ q 
~-.~-.~ " z, 
~~ -:~_-J ~ 
. --

z z 

Abb.24. Abb.25. Abb.26. 

Die Richtung von n ist der zur Kraftlinie s konjugierte Durchmesser der Trag
heitsellipse des Querschnitts « (n, s) = ,,) 

N M. "'It!. a",. = F + T. z",. - T. y',,.' 

Der Ansatz wird einfacher, wenn die Momente der inneren Krafte (azaF) auf 
die Kempunkte i' und a' der Kraftlinie s bezogen werden (Kemmomente). 1st 
A der Spurpunkt der Resultierenden der auBeren Krafte im Querschnitt, so gilt 
mit R~") = NI,.) (Abb. 25): 

M" = NI,.) (z;, + IWiD = f alll(r + IWiDaF, 

M,.,= NI,.) (z'o -lw,.I)= f alll(r -IW,.D aF. 

Die Strecken Wi I W,. werden von der Kemfigur des Querschnitts auf der Kraftlinie s 
abgeschnitten und als Kemweiten bezeichnet. Die Abstande der Punkte i und a 
von der zur Nullinie n parallelen Schwerachse n' sind ei = I z, I sin" I e,. = I z~ I sin". 
Das Tragheitsmoment in bezug auf diese Achse ist J~. Mit 

ist 

l' 
..,....,-7-.!7-" -=Flw.1 = W. 
JZ'jlsinll " II 

(50) 

Fallt die Spur s der Kraftebene mit der Haupttragheitsachse z zusarnrnell (Abb. 26), 
so ist M, = 0, a"'.:.... 0, au = Ezas = Eoas + za",,,. Die Nullinie n ist winkel
recht zur Kraftlinie s « (n, s) = " = 900). 

( d'P. \ a 
E. = Eo + liS Z) = E ' 

W J. W J. ;=iz.T' "=r:r.!' 

N M. a=p+T. z, 
M" 

a i = W, ' 
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Die Beziehungen zwischen der Uingskraft N (+ als Zugkraft), den Momenten der 
inneren Krafte (axdF) in bezug auf den Schwerpunkt S und den Kernmomenten 
M", Ma, sind 

N - M I , - ,~ • M = M I , I w.1 + M., i wil (52) 
- I Wi I + i w.1 ' I w. I + I WI I 

Das Spannungsbild des Stabes zeigt auJ3erdem auch Schubspannungen T,.., TxlI • 

Sie ergeben sich aus der Betrachtung des Gleichgewichts der Krafte am differer
tialen Prism a : 

(53) 

Fur den allgemeinen Fall der schiefen Biegung ohne Langskraft ist nach (47), (49) 

aa% = Q. z + Q. y, 
ax J. J. 

JaTu dydz + JaT.~ dydz = - f'-JzdF - Q. JydF. az ay J. J • 

Abb.27. 
• Z 

Abb.28. Abb.29. 

(54) 

Fur eine Flache F b oder eine Flache Fe' die nach Abb. 27 durch die Parallele b, C 

zu der Hauptachse y, z begrenzt ist, gilt unter der Voraussetzung 

aTu -0 
az - , 

mit dy = dUsin(dU,z) , dz = dUsin(dU,y), 

J[Tusin(dU,z) + Tvxsin(dU,y)]dU = - QJ' Sbll- QJ. Sb.· (55) 
Uti • ... 

Die Belastung des Stabes.ist senkrecht zur Oberflache gerichtet, so daB am Rande 
des Querschnitts 

Tusin (d U, z) + Tvxsin (d U ,y) = O. (56) 

Die Integration erstreckt sich also allein auf die Strecke b mit sin (dU, z) = - 1, 
sin (dU, y) = 0 oder C mit sin (dU, z) = 0, sin (dU, y) = - 1. Daher ist 

J Tu dy = QJ" SbII + QJ. Sb:' J Tvx dz = QJ-~ Sell + gJ! Se:· (57) 
b • , c·" 

Die mittleren Schubspannungen To im Schnitt b oder classen sich also folgender
maJ3en angeben: 

Tzx,O = bQj. Sb" + bQj~ Sb., I 
(58) 

Q. S + Q. S T"x,o= -J e" -J e: • c • c • 

Sind die Haupttragheitsachsen gleichzeitig Symmetrieachsen (Abb. 28 u. 29), so sind 

Sb. = 0 und Sell = O. Daher T ... , 0 = b~: Sb": T" .. ,o= c~. Se.· (59) 
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1m Regelfall ist Q" = 0, also TyX = 0; fUr den Rechteckquerschnitt ist auBerdem 

Sbll=~(·~~_Z2)b; Tzx=;J [1-(~~YJ; maxTu=~~, Abb.30. (60) 

Fur Querschnitte, die sich nach Abb. 31 aus Rechtecken zusammensetzen, ist 

(61) 

In diesen einfachen Fallen kann auch die Normalspannung a. nach Abb. 32 
aus dem Gleichgewicht der senkrechten Krafte angegeben werden: 

aT 
pdx + ax dx + ba.dx = 0, 

Rechteckquerschnitt: 

z 

T= f bTru dz , 
-h/2 (62) 

Die Schubspannungen und Normalspannungen T, ax, a. werden zu Hauptspan
nungen zusammengesetzt. GroBe und Richtung werden analytisch oder graphisch 
nach (40) bestimmt. " 

Verdrilluog uod Schubspannuog. Die 
Verdrillungdes Stabesdurch auBere Krafte~ 
paare M~a) fUhrt zur Verwolbung des 

o<:? trisch begrenzt ist. Daher 

['l " Quc",hnitt" :wenn dies", f J2b mcht rotatlOnssymme-

l ist der line are Ansatz fUr 
die Normalspannungcn ax 

Abb.30. auch beigleichzcitiger Bie·· 
gung nicht mehr gultig 

z 
Abb.31. Abb.32. 

und als Kaherung nur brauchbar, wenn die Verdrillung im Verhaltnis zur Biegung 
klein ist. 

Urn Formanderung und Festigkeit abzuschatzcn, wird der bezogene Ver
drehungswinkel dDjds dem Drehmoment Mx des Querschnitts proportional gesetzt. 
Ais Faktor dient das Produkt aus Gleitmodul G und einer dem Tragheitsmoment 
ahnlichen Querschnittskonstanten T 

df) ;\1z 
IlS = GT· (63) 

o. Bach setzt in Anlehnung an einen Ansatz von St. Venant bei Rechteckquer
schnitten von Staben aus homogenem Werkstoff auf Grund VOII Versuchen mit 
bjh = ;. < 1 

la 
T = (3,645 _ 0,061 l) (1 + l2) h4 (64) 

Die Zahlen stimmen mit den theoretischen Ergebnissen uberein, die A. F oppl und 
C. Weber durch Integration der Differentialgleichung erhalten haben. C. Weber 
setzt fur den Rechteckquerschnitt und homogenen Werkstoff mit h/b = n > 1 

df} ___M~. . G b df} T b4 (65) 
4' Tmax = 'PI . -d; = n "Pa • ds n 'I'a b G .< 

n 1,5 2 3 4 6 8 10 00 

0,6753 0,8476 0,9300 0,9854 0,9970 0,9990 ,..., I ,..., I 
0,1404 0,1957 0,2286 0,2633 0,2808 0,2982 0,3070 0,3123 0,3333 



Verzerrungs- und Spannungszustand am Querschnitt des gekriimmtcn Stabcs. 31 

Diese Zahlen konnen mit groBer Genauigkeit aus den folgenden Funktionen ent
wickelt werden: 

til ~l-~~-
rl 1 + n3 ' 

1 ( 0,052) "P3 = 3n n - 0,630 + ~ . (66) 

Nach den Versuchen des Deutschen Ausschusses fUr Eisenbeton iiber den Wider
stand von Beton und Eisenbeton gegen 
Verdrehen bestehen bei geringen Schub
spannungen und sorgfaltiger Bewehrung 
keine Bedenken, die Ansatze fUr homo
genen Baustoff auch fUr Bauteile aus 
Eisenbeton anzuwenden. Indessen solI 
die Verdrillung stets nur untergeordnete 
Bedeutung und die damit verbundene 
Schubspannung nur die Eigenschaft von 
Nebenspannungen besitzen. 

Werden nach (43) die Normal- und 
Schubspannungen eines infinitesimalen 

IJ) 

Abb.33. 

Stabteils ds mit groBer Kriimmung der Achse zu Schnittkr1iften zusammengefaBt, 
so konnen mit . 

cos (dot) = 1 , sin (d ot) = dot. 
dx2 

dy=dz= - ~ 0 
2 r ' 

ds ~ rdot ~ dx 

bei Belastung senkrecht zur Stabebene die folgenden Gleichgewichtsbedingungen 
abgeleitet werden (Abb. 33): 

a) Kriimmung des Stabes im AufriB (Nrr. = Q. = Mil = 0): 
dQ. 
Tx= -PII' 

oder 

b) Kriimmung des Stabes im GrundriB (Nfl) = QII = M. = 0): 
dM. .11. 
dx =-y-

oder 

Hierbei sind aIle kleinen GroBen zweiter Ordnung vernach
lassigt. 

Verzerrungs- und Spannungszustand am Querschnitt 
des gekriimmten Stabes. Die Kriimmung derjenigen g(
bogenen. ebenen Stabe. welche im Bauwesen verwendet 
werden. ist in der Regel so klein. daB die Spannungen 
nach den Ansatzen (49). (51) fUr den geraden Stab berech
net werden. Ausnahmen ergeben sich an den Winkelpunk
ten eines Stabzuges. Die Ausrundung kann hier unter Um
standen die Anwendung der Ergebnisse rechtfertigen. welche 
fUr die Spannungen a",. a. und T eines gebogenen Stabes Abb.34. 

aufgestellt worden sind. dessen Symmetrieebene mit der 

(67) 

(68) 

Kraftebene zusammenfallt. Als Grundlage dient auch hier die Annahme einer 
eben en Verschiebung qes Qucrschnitts. obwohl diese nicht allein durch die Schub
spannungen T.,.. sondern auch durch die Normalspannungen az gestort wird. 
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Aus Symmetriegriinden ist du = du(z) = duo + zd'P nur von z abhangig. Da

gegen sind nunmehr E", = Eo. + ~~ z und ebenso (JII: quadratische Funktionen von z, 

da sich ds mit z andert. Zunachst gelten die folgenden Beziehungen (Abb.34): 
A dso Adso dl4 Ads 

dso = - rda., ds = dso + zda., Eo. = Ii-;-' EO = -dso ' E",. Ts = Ts- . 

Durch Belastung wird dso - dso + Ll dso, da. _ da. + Ll da., ds _ ds + Ll ds , 

Llds = Lldso + Azda. + zLlda.; Llz ~ O. 

E", = Ad~s = ~-~:;-::~~~- = eo + (eo- Add(1.~)" ~z. (69) 

Elastizitatsgesetz und Definition der Schnittkrafte: 

(J", = EII)E; N = f (J",dF = E f ell)dF; M = f (J",zdF = E f e",zdF, 

f Z2 -"- dF = f _z_~ (1 + ..:.. + Z2 + ... ) dF = ~. e ~ I. 
,,2 ,,_ Z ,.2 ,. ,,2 ,,2 ' 

N =Feo+ ('eo _ fld(1.) ~. ."<1 = (eo _ ~~) e . 
E ~ d (1. ,,2' E d (1. ,. 

N M (111 N 111) E eo = p- - ,. F ; ELl d a. = Ed 'P = e - ,. F +- ,,2 F d So . (70) 

Normalspannung als Funktion der Schnittkrafte: 

N M Mz " 
(JII) = F - rF + e- ;~ z· (71) 

Fiir r::J>h ist: ,. ~ z ~ 1, e ~ lw' eo = ENFI Llda. = d'P I=lI:I E~. dso' 

N Mz 
(J",= F + J. . (72) 

Die Schubspannungen Tu erfahren ebenfalls geringe Anderungen gegeniiber den 
Angaben (58), (59) fiir den geraden Stab. Sie sind jedoch hier bereits als Naherung 
anzusehen, so daB sie auch zur Abschatzung der Schubspannungen des gekriimmten 
Stabes geniigen. 

Anwendungsbereich der technischen Biegelehre. Die Spannungsberechnung 
nach der technischen Biegelehre ist dort unbrauchbar, wo die Voraussetzungen der 
eben en Verzerrung des Querschnitts nicht erfiillt sind. Dies ist der Fall an Knick
punkten und Unstetigkeitsstellen von Stabziigen und unter Ein'Zellasten. Die 
Spannungsergebnisse des Geradliniengesetzes sind daher nach dem St. Venantschen 
Prinzip erst in einiger Entfernung von diesen ausgezeichneten Querschnitten zu
treffend. Fiir die genauere Untersuchung des singularen Bereichs miissen andere 
Hilfsmittel verwendet werden. 

1m Gegensatz zu den bisherigen Annahmen werden auch in zahlreichen Fallen 
Bauteile verwendet, deren Werkstoff fiir Zug und Druck verschie<lene elastisch~, 
Konstanten .besitzt oder zur V'bertragung von Zugspannungen ungeeignet ist. 
Andere Bauteile werden aus mehrerM Werkstoffen zusammengesetzt, welche je nach 
ihrem elastischen Vermogen an der V'bertragung der inneren Krafte beteiligt sind. 
Wird die ebene Verschiebung des Querschnitts in diesen Fallen auch als Grundlage 
einer technischen Theorie beibehalten, so erfahren die Ansatze zur Spannungsberech
nung keine Anderung. Si.e werden nach wie vor allein aus dem Gleichgewicht der 
inneren und auBercn Krafte abgeleitet. Sie bilden daher auch die Grundlage fiir 
den Festigkcitsnachweis und die Bemessung von Eisenbetonquerschnitten. 

We ber. C,: Die Lehre der Drehungsfestiglreit. Mitt. iib, Forschungsarbeiten d. VDI 1922 
S.249. - Derselbe: Biegung und Schub in geraden Balken. Z. angew, Math. Mech. 1924 
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S.334. - Foppl, A.: Vorlcsungcn tiber Technische Mechanik Bd. 3: Festigkeitslehre 10. Aufl. 
Leipzig 1927. - Timoshenko, S., u. J. M. Lessells: Festigkeitslehre. Berlin 1928. - Timo
shenko, S.: Festigkeitsprobleme im Maschinenbau. Handb. physik. u. techno :\lechan. Bd. 4. 
Leipzig 1929. - Girtler, R.: Einftihrung in die Mechanik fester elastischer Korper und das 
zugehorige Versuchswesen. Wien 1931. 

11. Die Eigenspannungen des Baustoffs. 

Bei jedem Festigkeitsnachweis wird mit der spannungsfreien Herstellung des 
Baustoffs gerechnet. Dies gilt von Gul3eisen und Stahl ebenso wie von Beton und 
Eisenbeton. Wissenschaft, Technik und Handwerkskunst sind gemeinsam bemiiht, 
dieses Ziel der Baustofferzeugung zu erreichen. Die allgemeine physikalische Er
kenntnis und die technischen Erfahrungen aus diesen Bestrebungen bilden die Grund
lage der zahlreichen behordlichen Bestimmungen, welche das jederzeit Erreichbare 
im Interesse der offentlichen Sicherheit vorschreiben. 

Leider konnen die Baustoffe nur in beschranktem Mal3e in homogener Beschaffen
heit, frei von Vorspannungen geliefert werden. Diese sind durch die physikalischen 
und chemischen Vorgange bci der Herstellung und Verarbeitung unvermeidlich. Sic 
entstehen aus Temperatur- und Schwindwirkungen und aus den Unterschieden in 
den physikalischen Konstanten der Bestandteile. Ihre Ursache kann mittelbar durch 
die Kerbwirkung von Hohlraumen und Fremdeinschliissen erkHirt werden. Dasselbe 
gilt von den zahlreichen mikroskopisch feinen Rissen, der mikroskopisch mangel
haften Raumausfiillung und der wechselnden Dichte des Mittels. Diese bestimmen 
die allgemeinen Festigkeitseigenschaften, insbesondere das Verhaltnis von Zug- und 
Schubfestigkeit zur Druckfestigkeit eines Baustoffes. 

Die Bedeutung der Eigenspannungen wachst mit dem raumlichen Zusammenhang 
der Tragwerke. Sie ist also bei Flachentragwerken grol3er als bei Stabwerken 
und nimmt mit den Schwind- und Temperaturwirkungen zu. Die Erstarrungs
kontraktion des Baustoffs ist neben der gleichmal3igen Raumverkiirzung stets noch 
von Einzelerscheinungen begleitet, welche von der Ungleichartigkeit des Vorganges 
herriihren. Diese sind die Ursache von grol3en Eigenspannungen und miissen daher 
vermieden werden, urn nicht die Brauchbarkeit, vielleicht sogar den Bestand eines 
Bauteils zu gefahrden. 

Bauteile aus Eisenbeton unterliegen aul3erdem stets Eigenspannungen durch 
die Raumveranderung des Betons relativ zur Stahlbewehrung. Daher werden sich 
unsymmetrisch bewehrte Bauteile beim Abbinden des Betons eben so kriimmen wie 
bei ungleichformiger Temperaturanderung. Diese Erscheinungen sind von L.Herzka 
in mehreren Arbeiten behandelt worden. Er vergleicht nach den Ergebnissen von 
osterreichischen Versuchen die Schwindwirkung nach vier Wochen und zwolf 
Monaten mit einer ungleichfOrmigen Erwarmung der oberen und unteren Flache im 
Betrage von 140 C bis 640 C. 

Die lineare Verkiirzung der Bauteile durch Schwinden wird in den Bestimmungen 
einem Temperaturriickgang von tZ gleichgesetzt, besser jedoch auf ein Schwindmal3 
bezogen, welches von dem Grad der Bewehrung abhangt: 

n = E.IEb; tp = F.IFb; 

Schwindmal3 des unbewehrten Betons: 80s = !JlIl = 0,00036, I 
SchwindmaB des Eisenbetons: 8s =!J III = 80./(1 + 1ttp) • 

Verbundschwindspannungen: im Eisen aed = 8sE., im Beton abo = tp8s E •. 

(73) 

Eine gleichmal3ige Temperaturanderung des Tragwerks erzeugt eine zur urspriing
lichen ahnliche Form. Daher werden in diesem Falle Eigenspannungen nur bei 
gt'ometrischer Uberbestimmtheit cler Stiitzung hervorgerufen. Ihre GroBe ist, ab
gesehen von der Wanncau,;(lehnungszahllXl. bestimmt durch die Querschnittsab-

BI:y,:r. Haustatik. 2. Au(l., 2. :-.Jt'UtilUt"k. 3 
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messungen, den Warrneschutz und die physikalischen Konstanten des Warrnedurch
gangs. Sie sind zum Teil behordlich festgesetzt und in § 16 der Bestimmungen ent
halten. Hierbei werden die gleichformige Temperaturanderung to und der Tempe
raturunterschied t~ - t~ = LitO zwischen den seitlichen Begrenzungen des Bauteils 
unterschieden. Die Angabe von to hangt von den Grenzwerten der Jahrestemperatur 
und der Lage des Bauteils abo Daher werden Briickentrager anders behandelt als 
die Konstruktionen innerhalb von Bauwerken. Die ungleichformige Erwarmung ist 
bei Briickentragern, vor aHem jedoch bei Industriebauten mit Of en anlagen, Schorn
steinen und Behaltern fiir heil3e Fiillungen von Bedeutung. Bei derartigen Aufgaben 
empfiehlt sich stets eine eingehende Berechnung des WarrneabfaHs, welcher im 
Bauteil verarbeitet werden mu13. Jedenfalls verdienen die Eigenspannungen aus 
der Temperaturwirkung in allen Fallen eingehende Beachtung, weil sie unter Um
standen allein iiber die Brauchbarkeit und den Bestand eines Tragwerks ent
scheiden. 

Das Temperaturgefalle in planparallelen, aus Schichten zusammengesetzten 
Wanden wird aus dem Warmedurchgang bestimmt. Die stiindlich durch 1 m2 Wand
flache wandernde Energie ist bei einem Warmeleitwiderstand rL und den Warme
iibergangszahlen OCI (innen) und OC2 (au Ben) 

k ( ) 11 - I. 
q = tl - t2 = + + . 

'"UI '"L '"u. (74) 

Hierbei ist bei n Schichten der Wand mit den Dicken b und den Warmeleitzahlen ). 

1 ru =_. 
1 (Xl' 

(75) 

Der Temperaturdurchgang in der Schicht h und die Temperaturiibergange mnen 
und au13en berechnen sich zu 

Lit" = qb,p,,,; Llt1=qrul ; Llt2 =qrUI ' (76) 
Der Ansatz gilt auch fur zylindrische Wande, wenn b/).. durch b/()..· q;) ersetzt wird. 
q; ist ein Formfaktor l . 

Temperaturverlauf in einem gemauerten Schornstein mit Luftspalt und durch
gehendem Futter: Temperatur der Heizgase 11 = 2500. Lufttemperatur 12 = 00. Futter 151 =0,31 m, 
Luftspalt t5z = 0,03 m, Mantel t5a = 1.04 m. 

OCI = 1/,"u = 40 kcal/m2 hO, OCI = l/ru = 23 kcal/m2hO . 

).1 = 0,51 kcal/m hO; ).. = 0,50 kcal/mhO; ).3 = 0,47 kcal/mhO; 

k = 0,339, q = 84,7 kcal/m2h. 

Hieraus werden riickwl!.rts die folgenden Temperaturunterschiede berechnet. Dbergang innen: 
2,1°; Durchgang im Futter: 51.7°; Durchgang in derLuftschicht: 5,10; Durchgang im Mantel: 
187,4°; Dbergang nach au Ben 3,7°. Wiirde man den Luftspalt durch eine ca. 10 cm starke Iso
lation mit einer Wl!.rmeleitzahl ).. = 0,04 ersetzen, so wiirde sich die folgende Zahlenreihe er-
geben: ' 

q = 46,4 kcal/m2 h; 2500 = 1,20 + 28,3 0 + 115,9° + 102,6° + 2,0 0. 

Temperaturverlauf in einem Eisenbetonbehalter mit Isolierung aus Hohlziegel
mauerwerk und Innenschale aus Magerbeton: Temperatur der Fliissigkeit: 11 = 900, Lufttempe
ratur 12 = 100, Innenschale 151 = 0,08 m, Isolierung 15. = 0,12 m, AuBenschale 153 = 0,20 m. 

OCI = 1/"111 = 500 kcal/m2 hO, OCI = I/Yn = 10,2 kcal/m2 hO, 

).1 AI 1,2 kcal/m hO, ).. = 0,30 kcal/m hO, ).3 = 1,5 kcal/m hO , 

k = 1,429, q = 114,32 kcal/m2 h . 

Hieraus ergeben sich die folgenden Temperaturunterschiede: Dbergang innen: 0,20 ; Durchgang 
Innenschale: 7,60; Durchgang Isolierung: 45,80; Durchgang AuBenschale: 15,20; Dbergang nach 
auBen: 11,20. 

1 Vgl. Hdtte 26. Auf!. I, S. 494. 
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Angaben zur Ermittlung von Schwind- und Temperaturspannungen, 
Bestimmungen des Deutschen Ausschusses (1932): 

Nach den klimatischen Verhaltnissen ist: 

tml n = - 5° bis - 10° . t max = + 25° bis + 30°. 
Festigkeitsnachweis in der Regel flir: t = ± 150 bis ± 200. 
Ausgangstemperatur: + 10°. Sind Bauteile gegen Warmewirkungen geschtitzt oder betragt 

ihre geringste Htihe ~ 0.7 m. so ist t = ± 10° bis ± 15°. Ungleichma13ige Erwllrmung kommt 
nur flir besondere Falle in Betracht. 

Sch wind en des Eisen betons: Temperaturanderung t, = -15°, Betonbogen und Ge
wtilbe mit einer Langsbewehrung von qJ % : 

t 
t, 

qJ < 0.1* 0,1* ~ qJ < 0,5 0,5 ~ qJ % 

t,= -250' -20° -IS0 

• F, oben und unten mindestens je 4 cml auf 1 m Gewtilbebreite. 

Osterreich 

± IS° 
- IS° 

Beton und 
Eisenbeton 

0,000010 

Auslandische Betonbestimmungen: 

Schweiz Tschechoslowakei I Dllnemark 

± IS° ±I20 I ± 100 bis± 200 

- 20° - 10° I - IS° 

Lineal er Ausdehnungskoeffizient ex,: 

Quader- und Bruch
steinmauerwerk 

0,000008 

Ziegelmauerwerk 

0.000005 

Wllrmeti bergangszahlen ex = 1/1'" kcal/m2 ho 

Stahl 

0,000012 

an der Oberflache eines festen Ktirpers bei einem Temperaturabfall L1 to. 
a) Ruhende Luft: 

L1 t = I 0 10 25 50 90 

ex <0:1 I 3.0 3.8 4.9 5.9 10.2 

Rul3land 

± 300 

- 10° 

b) Bewegte Luft: Die Werte ex aus a) sind urn 25-:-50% zu erhtihen; flir Schomsteine ist 
nach Deininger in der Regel exl = 30,3. ex. = 10,0, sehr hohe freistehende Schomsteine 

innen, bei 10 m/sek Gasgeschwindigkeit. exl bis 40, 
au13en, bei 5 m/sek Windgeschwindigkeit . IXI bis 23. 

c) Ruhende, hei13e. nicht siedende Fltissigkeit: ex rund 500. 
d) Kondensierender Wasserdampf: ex bis 10000. 

Bruchsteinmauerwerk 
Eisenbeton . . . . 
Klinkerverkleidung 
Zementmtirtelputz . 

Luftschicht: 

Wllrmeleitzahlen J. in kcal/m h O: 

1,3-:-2.1 Ziegelmauerwerk...... 
1,5-:-1.75 Hohlziegelmauerwerk 

0.80 Hochofenschlacke. Dia-Material . 
0,78 Glaswolle, Gichtasche, Korkplatte 

Durchgangstemp. tm , 

Dicke d in m. (l/d) All 5 10 20 55 115 

0.60 
0,30 
0,09 
0,06 

Versuche des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton. Heft 23: Untersuchungen 
tiber die Langenanderungen von Betonprismen beim Erharten und infolge von Temperatur
wechsel. Ausgefiihrt von M. R udeloff unter Mitwirkung von H. Sieglerschmid t. - Heft 34: 
Erfahrungen bei der Herstellun~ von Eisenbetonsaulen. Langenverllnderungen der Eiseneinlagen 
im erhartenden Beton. Bericht vo., M. Rudeloff. - Heft 35: Schwellung und Schwindung von 
Zement und Zementmtirteln in Wasser und Luft. Bericht von M. Gary. - Heft 42 : Schwindung 
von Zementmorteln an der Luft. Bericht von M. Gary. - Perkuhn: Ri13- und Rostbildung bei 

3* 
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ausgefiihrten EisenbetonbrUcken im Eisenbahndirektionsbezirke Kattowitz und Breslau. Z. Bauw 
1916 S. 99. - Haberkalt: Das Schwinden des Betons und sein Einflu13 auf Ri13bildung und Trag
fahigkeit von Bauwerken aus Beton und Eisenbeton. Ost. Wochenschr. offent!. Baudienst 1916 
Heft4, 5, 6. - Sch iirch, H.: Versuche beim Bau des Langwieser Taliiberganges. Berlin 1916. -
Hencky, K.: Warmeverluste durch ebeneWande. Miinchenl921.- Schiile, F.: Der Einflu13 
des Schwind ens auf einseitig bewehrte Eisenbetonbalken. Beton u. Eisen 1922 Heft 1. - Der
sel be: Versuche iiber das Schwinden von Beton. Mitteilungen iiber Versuche, ausgefiihrt vom 
Eisenbetonausschu13 des Osterr. Ing. und Arch.-Vereins Heft 9. - Lewe, V.: Die statische 
Wirkung hei13er Fiillungen von Fliissigkeitsbehaltern. Bauing. 1922 S. 516. Handb. Eisenbeton 
5. Bd. 3. Aufl. S.174. Fliissigkeitsbehalter. - Doring, K.: Wind und Warme bei derBerech
nung hoher Schornsteine. Berlin 1925. - Herzka, L.: Schwindspannungen in Tragern aus 
Eisenbeton. Leipzig 1925. - Derselbe: Grundlagen fiir die Berechnung von Rahmen bei 
ungleichma13iger Durchwarmung. Bauing. 1926 Heft 24/25. - Stadelmann, E.: Temperatur
beobachtungen an ausgefUhrten Betonbauwerken der Schweiz. Schweiz. Ing.-Bauten in Theorie 
und Praxis. Ziirich 1926. - Knoblauch, 0.: Dber den Temperaturverlauf im Schornstein
schacht. Bauing. 1927 Heft 23. - Busemann, A., u. O. Foppl: Physikalische Grundlagen 
der Elastomechanik, Handb. Physik Bd. 6: Mechanik der elastischen Korper. Berlin 1928. -
Herzka, L.: Das statische Verhalten der unter Schwindeinflu13 stehenden Rahmentragwerke 
aus Eisenbeton. Beton u. Eisen 1929 S. 220. - Derselbe: Dber Ri13-, insbesondere Schwindri13-
erscheinungen an Bauwerken aus Beton und Eisenbeton. Bericht iiber die zweite Internat. 
Tagung fUr Briickenbau und Hochbau 1928 S.702. Wien 1929. - Graf, 0.: Die wichtigsten 
Ergebnisse der Versuche mit Eisenbeton. Handb. Eisenbetonbau Bd. 1. Berlin 1930. - Du mas ,F. : 
Le beton arme et ses hypotheses. Genie civ. Bd.47 (1930) Nr.23 u. 24. - Deininger, K.: 
Die Entwicklung des Eisenbetonschornsteins in Theorie und Praxis. Stuttgart 1932. - Fa ber, O. : 
Elasticity, plasticity and shrinkage Abschn. VI 2 des Vorberichts zum ersten Kongre13 der 
Internat. Vereinigung fUr BrUcken- und Hochbau. Paris 1932. - Campus, F.: Ausbau der 
Statik des Eisenbetons mit RUcksicht auf die Baustoffeigenschaften. Bericht des 1. Internat. 
Kongr. fUr BrUcken- und Hochbau. Ziirich 1932. - Luftschitz, H.: Die Raumanderungen 
der Baustoffe. Berlin 1932. 

12. Die Sicherheit des Tragwerks. 
Die erfolgreiche L6sung einer Bauaufgabe erfUllt neben den allgemeinen Be

dingungen fUr die Brauchbarkeit der Anlage die Forderung nach deren Sicherheit. 
Sic wird auf die Gebrauchsbelastung und auf die Festigkeitseigenschaften der Bau
stoffe bezogen und in der Regel getrennt fUr die Bauteile, ihre Verbindungen und 
fUr- die Grenzschicht des Baugrundes nachgewiesen. Die auJ3eren Krafte sind ent
weder ruhende Lasten und bewegliche Lasten, die als ruhend angesehen werden, 
oder Energien, die von bewegten Lasten herruhren und unter Umstanden periodisch 
auftreten. 1m ersten FaIle wird die Sicherheit allein durch die Gr6J3e, Richtung und 
Eintragung der Lasten bestimmt. 1m zweiten FaIle hangt die Sicherheit auJ3erdem 
von der Amplitude und der Frequenz der Energieubertragung abo Die Sicherheit 
des Tragwerks kann daher bei ruhenden Lasten als Verhaltnis 'JI p von Bruchbelastung 
und Gebrauchsbelastung angegeben werden. Sie bedarf aber bei der Eintragung von 
Energie der Erganzung durch das Verhaltnis 'JIE der Betriebsfrequenz zu den Eigen
frequenzen der belasteten Bauteile. Unter UmsUinden sind dabei auch die Eigen
frequenzen des ganzen Bauwerks einschlieJ31ich Grundung maJ3gebend. 

Die Festigkeit cines Bauteils, cines mehrteiligen Tragwerks und seiner Verbin
dungen wird durch den Spannungs- und Verschiebungszustand der ungunstigsten 
Gebrauchsbelastung nachgewiesen. Dazu gehort unter Umstanden auch die Nach
prufung der Stabilitat des Gleichgewichts zwischen den auJ3eren und inneren Kraften. 
Fur den Nachweis der dynamischen Stabilitat werden die Eigenfrequenzen des Trag
werks aus dessen clastischen Eigenschaften abgcleitet. 

Die Beziehung zwischen der Festigkeit des Tragwerks und dem Spannungs- oder 
Verzerrungstensor wird durch Hypothesen hergestellt, die sich bei der versuchs
technischen Nachprufung bewahrt haben. Hieraus sind dann allgemein anerkannte 
zulassige Spannungsgrenzen entwickelt und behordlich bestatigt worden, deren 
Einhaltung die Festigkeit und damit auch die Sicherheit der Bauteile verburgt. 
Da jedoch die Versuche in der Regel Bur einen einachsigen Spannungszustand 
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hervorrufen, bedeutet die Dberschreitung der Grenzwerte in einzelnen Punkten 
urn so weniger die allgemeine Minderung der Sicherheit eines Tragwerks, je hoher 
der Grad der statischen Unbestimmtheit des Spannungszustandes ist und je weniger 
die physikalischen Eigenschaften des Baustoffs dabei Risse, also die Verwandlung 
von elastischer Energie in Oberflachenenergie im Sinne von A. A. Griffith, er
warten lassen. Diese Erkenntnis kommt daher am meisten den Baustoffen mit 
groJ3em Arbeitsvermogen zugute; Sie isf aber auch bereits friiher zur Beurteilung der 
Risse in Gewolben aus Beton und Mauerwerk herangezogen worden, die durch 
Eigenspannungen des Baustoffs entstanden sind. Sie gewinnt vor allem fUr raum
lich zusammenhangende Konstruktionen Bedeutung, da Platten und Schalen, in 
schmale Streifen aufgelost gedacht, als hochgradig statisch unbestimmte Verflech
tung linearer Bauteile angesehen werden konnen, fiir welche die Dberschreitung der 
Spannungsgrenze und die Zerstorung des Baustoffs an einzelnen Punkten nicht 
gleichzeitig den Zusammenbruch des Bauteils bedeuten. Der Versuch hat die groJ3ere 
Festigkeit kreuzweise bewehrter Platten gegeniiber einseitig bewehrten Platten
streifen eindeutig bestatigt. Das riihrt zum Teil von der Mitwirkung zweier Haupt
spannungen her, kann aber sonst nur durch den zweidimensionalen Charakter des 
Bauteils begriindet werden. Dasselbe gilt auch bei Scha
len, obwohl hier oft die Stabilitat des Spannungszustandes 
fUr die Festigkeit ausschlaggebend sein wird. 

Der Bruchvorgang ist auf die groJ3te Hauptspannung, 
auf die groJ3te Dehnung und die ihr zugeordneten Er
satzspannungen bei einachsiger Beanspruchung oder auf 
die groJ3te Schubspannung zuriickgefUhrt worden. Jede 
dieser Theorien steht mit anerkannten Regeln und mit 
der Beobachtung oder Versuchsergebnissen im Wider
spruch. Dagegen kann die erweiterte Bruchtheorie von 
O. Mohr den Versuchsergebnissen und damit den phy
sikalischen Eigenschaften der einzelnen Werkstoffe gut 

Abb.35. 

angepaJ3t werden. Sie gilt fUr Verschiebungsbriiche und beschreibt die Festig
keit eines Werkstoffs durch eine experimentell festzustellende Grenzkurve (g), 
welche die fUr die Grenzzustande a*, r* aufgezeichneten Mohrschen Kreise um
hiillt (Abb. 35). Die mittlere Hauptspannung scheidet daher bei dieser Beurteilung. 
des Bruchvorganges aus. Hierin liegt ein Widerspruch zu den Versuchsergebnissen. 

Der EinfIul3 von dynamischen Wirkungen und von Ermiidungserscheinungen auf 
die Festigkeit eines Werkstoffs eroffnet den energetischen Betrachtungen auch auf 
diesem Gebiete der Mechanik ein aussichtsvolles Feld. Die Festigkeit wird darnach 
als Grenzwert der auf die Volumeneinheit bezogenen Gestaltanderungsenergie be
schrieben. Die Definition versagt aber eben so wie die Mohrsche Bruchhypothese bei 
sproden Stoffen. Sie stiitzt sich in diesem Fall nach der jiingsten Erkenntnis besser 
auf den Einflul3 der Oberflachenbeschaffenheit als auf die Festigkeit des Stoffes. 
Der Bruchvorgang sproder Stoffe ist von A. A. Griffith hiernach als Erweiterung 
vorhandener Lockerstellen und inhomogener Einschliisse zu Rissen entwickelt und 
als Umwandlung der aufgespeicherten elastischen Energie in Oberflachenenergie 
berechnet und durch Versuche gepriift worden. Mit dieser Theorie werden die Be
ziehungen zwischen der Festigkeit eines Werkstoffes und seinen physikalischen 
Eigenschaften gekniipft, also zwischen statischen, energetischen und thermischen 
Einfliissen auf der einen Seite und Dichte und molekularem Aufbal) auf der anderen 
Seite. Die ausfiihrliche Diskussion des Festigkeitsbegriffes ist nicht Gegenstand die
ses Werkes. Sic kann an Hand der Literatur nachgelesen werden. Die kurzen Be
merkungen sind jedoch als Einfiihrung in die Baustatik wichtig. 

Duguet, Ch.: Limite d'elasticite et resistance a la rupture. IIme partie, Statique generale 
1885. - Mohr: Welche Umstande bedingen die Elastizitatsgrenze und den Bruch cines Materials? 
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Z. VDI 1900 S. 1524. - Derselbe: Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik 
S.187. Berlin 1906. - Karman, Th. v.: Festigkeitsversuche unter allseitigem Druck. Mitt, 
tiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens Heft 118 und Z. VDI 1911 
S. 1751. - Honegger, E., Ziirich: Das Verhalten mechanisch beanspruchter Metalle. Eisenbau 
1921 S. 47. - Sandel, G. D.: "Ober die Festigkeitsbedingungen. Leipzig 1925. - Schleicher: 
Der Spannungszustand an der FlieOgrenze. Z. angew. Math. Mech. 1926 S. 199. - De~selbe: 
"Ober die Sicherheit gegen "Oberschreiten der FlieOgrenze. Bauing. 1928 S. 253. - Nadai, A.: 
Plastizitl1t und Erddruck. Handb. Physik Bd. 6: Mechanik der elastischen Korper. Berlin 1928. 
- Gehler, W.: Sicherheitsgrad und Beanspruchung. Bericht tiber die 2. Internat. Tagung fiir 
Briicken- und Hochbau S. 176. Wien 1929. - Griffith, A. A.: The Phenomena of Rupture 
and Flow in Solids. Philos. Trans. Roy. Soc. A. vol. 221 (1921) S. 163; Proc. Int. Congr. Appl. 
l\lech. Delft 1924 S. 55. - Smekal, A.: Naturwiss. Bd. 10 (1922) S. 799; Handb. der Physika
lischen und Technischen ~lechanik Bd. 4. 2. Halfte. Leipzig 1931. Abschn. Kohasion der Fest
korper. 

II. Das statisch bestimmte Stabwerk. 
13. Allgemeine Bemerkungen tiber Schnittkrafte, Zustands- und 

EinfluBlinien. 

Die Beurteilung der Sicherheit eines Stabwerks ist mit der Feststellung des 
Spannungszustandes auf die Berechnung der Schnittkrafte zuriickgefUhrt. Diese 
werden fUr eine vorgegebene Belastung, fUr die ungiinstigste StelIung einer beweg
lichen Lastengruppe' oder auch fUr die einem jeden Querschnitt zugeordnete un
giinstigste Zusammenfassung alIer moglichen Belastungen angegeben. 

Die Schnittkrafte aus einer vorgegebenen Belastung bilden, als die Ordinaten 
von Schaulinien nach einer ausgezeichneten Richtung zur Stabachse aufgetragen, 
drei Zustandslinien, die je nach der Art der Schnittkraft als Langskraft-, Quer
kraft- und Momentenlinie bezeichnet werden. 

Die anderen beiden Aufgaben setzen die Giiltigkeit des Superpositionsgesetzes vor
aus, nach dem eine beliebige Kraftwirkung W", also Stiitzenwiderstand, Schnittkraft 
oder Formanderung, als lineare Funktion der einzelnen Lasten oder Lastengruppen 

m=n 

WA= .2 W"mPm (77) 
m=l 

angegeben werden kann. Diese Voraussetzung ist nach S. 19 fUr aIle kinematisch 
starren Tragwerke erfiillt, deren elastische Eigenschaften im Belastungsbereich 
durch das Hookesche Gesetz beschrieben werden. Das Superpositionsgesetz gilt daher 
nicht fiir Stabwerke mit veranderlicher Gliederung. 

Die Grenzwerte einer Schnittkraft aus einer beweglichen Gruppe gleichgerich
teter, gebunderier Einzellasten Pm oder einer stetigen, gleichgerichteten Strecken
belastung P(x) werden mit der Einflul3linie der Schnittkraft bestimmt. Ihre 
Ordinaten sind die graphische Darstellung der Schnittkraft W "m' welche durch die 
verschiebliche, jedoch in ihrer Richtung unveranderliche Last Pm = 1 t in allen mog
lichen Stellungen hervorgerufen wird. Die Ordinate W Am = 'YJm wird von einer Be
zugsgeraden im Schnittpunkt m' der Wirkungslinie von Pm in deren Richtung auf
getragen. Man unterscheidet daher Einflu13linien fUr senkrechte, waagerechte oder 
schrage Belastung des Stabzugs. Ihre Ordinaten sind im allgemeinen positiv oder 
negativ. 

Die Einfluf31inie dient zur Ermittlung der beiden ungiinstigsten Stellungen der 
beweglichen Belastung mit 

W" = .2W1am Pm + f p (x) WAm dx = ~t: w"" (78) 
als positivem oder negativem Grenzwert. Diese konnen darnach auch selbst bestimmt 
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werden, indem die W 11m = 'YJm mit den zugeordneten Lasten Pm multipliziert und die 
Produkte addiert werden. Bei p (x) = const ist 

WII=p!'YJdx=PF1]' (79) 

Der Begriff der Einflul3linie Hi.J3t sich auch auf eine in ihrer Richtung verander
liche Einzc1kraft sowie auf ein wanderndes Kraftepaar von I mt anwenden und zum 
EinfluBfeld erweitern, das die GroBe einer Schnittkraft fiir die in bezug auf An
griffspunkt und Richtung beliebige Einzellast angibt. . 

Werden die beiden Grenzwerte (max Will>' min Will» aus der beweglichen Be
lastung in Ve:-bindung mit den positiven oder negativen Wert en der Schnittkraft aus 
den anderen Belastungen wiederum als Ordinaten aufgetragen, so entstehen die Schau
linien der absoluten Grenzwerte max W II, min W II' Sie liefern die ungiinstigsten Span· 
nungen des Querschnitts und damit die Unterlagen fUr die Bemessung des Tragwerks. 

Die Beschreibung des Tragwerks. Die Berechn ung der Schni ttkrafte wird a uf die 
cbenen Stabziige und Stabverbindungen mit gerader, gekriimmter oder beliebig ge
brochener Stabachse unci mit gemeinsamer Symmetrieebene beschrankt, die in die 
Ebene der auBeren Krafte tallt. Der Spannungszustand wird dann in jedem Quer
schnitt durch die drci Schnittkrafte N, Mil' Qz oder M i " M a" Qz beschrieben. Diese 
sind Funktionen der Lasten, Stiitzkrafte und unter Umstanden auch von statisch 

V' I' ,T:l 
Abb.36. ,,=9; 1=3; v=2·12; 

I + v = 27 = 3". 
daher statisch bestimmt. 

Abb.87 ... -9; '~2·6; v=2·8; 
l+v=28=8 .. + 1. 

daher einfach statisch unbestimmt. 

unbestimmten GraBen. Geniigen die Glcichgewichtsbedingungen der Krafte zur 
Berechnung der Stiitzkrafte, .so spricht man von auBerer statischer Bestimmtheit 
des Stabwerks. Gilt das gleiche von den Schnittkraften, so ist auch innere statische 
Bestimmtheit vorhanden. Die Untersuchung bleibt zunachst auf diese Tragwerke 
beschrankt. 

Das einfachste Tragwerk ist der beliebig gestiitzte offene Stabzug. Zusammen
gesetzte Stabwerke entstehen durch die Verbindung einzelner biegungssteifer Stabe 
und Scheiben allein oder im Zusammenhang mit Stabziigen, deren Elemente nur 
Langskrafte erhalten. Beispiele der erst en Gruppe sind der Auslegetrager und Drei
gelenkbogen. Hange- und Sprengwerke geharen als versteifte Stabbogen der zweiten 
an. Die Scheib en werden kinematisch entweder starr oder beweglich durch reibungs
lose Gelenke, Fiihrungen und Stabe miteinandcr verbunden. Man spricht in diesem 
Zusammenhang von starrer und beweglicher Einspannung, von Gelenken und beweg
licher Lagerung und idealisiert sie durch eine kinematisch gleichwertige Anordnung 
von Stiitzen- und Verbindungsstaben. Auf diese Weise entstehen drei-, zwei- und ein
stabige Verbindungen mit null. ein und zwei Freiheitsgraden der Relativbewegung. 

Die Krafte, die an den Stiitzpunkten und in den Scheibenverbindungen durch 
die Belastung hervorgerufen werden, kannen statisch bestimmt, also mit Hilfe der 
Gleichgewichtsbedingungen der Krafte in der Ebene eindeutig angegeben werden, 
wenn die Anzahl der fUr jede Scheibe (Anzahl n) und jeden freien Knoten (Anzahl k) 
verfiigbaren Gleichgewichtsbedingungen gleich der Anzahl der Stiitzenbedingungen t, 
vermehrt urn die Anzahl der Verbindungsstabe v und die Anzahl der Systemstabe s 
ist. die nur Langskrafte iibertragen. Die notwendige Bedingung zur statisch be
stimmten Berechnung der Stiitz- und Verbindungskrafte ist daher 

3n+2k=f+v+s. (80) 

Sie ist auch hinreichend, wenn die Nennerdeterminante der Gleichgewichtsbedingun-
gen von Null verschieden ist. . 
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Unter dieser Voraussetzung kiinnen auch die Lasten, Stiitz- oder Verbindungs
krafte links oder rechts von einem ausgezeichneten Querschnitt aquivalent in /I." (a) , 

M(a), Q(a) zusammengefailt und fUr den Schwerpunkt des Querschnitts oder die Kern
punkte i', a' der Kraftlinie angegeben werden. 

Hilfsmittel der Mechanik zur statisch bestimmten Berechnung der Stiitz
und Schnittkrafte. Die statischen Bedingungen fUr die unbekannten auileren Krafte 
einl'r Scheibe i, die mit einer Gruppe von gegebenen Kraften im Gleichgewicht 
stehen, k6nnen stets nach einem cler folgenden beiden Ansatze angeschrieben 
werden (Abb. 38): 

1. ZXk =0, ,J;Yk =0, IMk,«=O. , 
(81) 

2. 5:Mka =O, ,J;Mk,b= 0, 17k!. e = O. . ' . , , i , 
Hierbei bedeuten a, b, c drei zur Auflosung der Gleichungen geeignete Bezugs
punkte fur die Momente der Krafte. 

Die Aufgabe kann auch zeichnerisch gelost werden, indem zuerst die Resul
tierende R aus der gegebenen Bclastung durch cine Mittelkraftlinie oder durch 

R 

c Kraft- und Seileck bestimmt und je nach der Aufgabe in 2 
oder 3 Komponenten derart zerlegt wird, da/3 die Gleich
gewichtsbedingungen graphisch erfullt sind. Die au/3eren 
Krafte einer unbclasteten, mit drei Stutzen- oder Verbin-
dungsstaben angeschlossenen Scheibe sind daher Null. Bei 
vier Komponenten ist die geometrische Summe von zweien in 
diesem Faile entgegengesetzt gleich der Sum me der beiden 
anderen. 

Abb.38. 
Die Bedingungen fUr das Gleichgewicht einer beweglichen 

Scheibe oder Scheibenverbindung werden in allgemeiner Form durch das Prinzip 
lier virtuellen Verruckungen ausgesprochen. Nach diesem ist die Summe der Ar
heiten aller au13eren Krafte bei Gleichgewicht der Scheibe oder Scheibenverbindung 
wahrend einer virtuellen, d. h. verschwindend kleinen, mit den kinematischen 
Eigenschaften des Systems vertraglichen Bewegung Null. 

bA : .2.'~: 155m = 17[Xm b~m + }~m bYm] = 0 } 

~m-Xm+Ym' b5m-bxm+bYm· 
(82) 

Dieser Ansatz enthalt ebenso viele statische Bedingungen als das System Freiheits
grade. Die virtuellen Verschiebungen bxm, bYm sind verschwindend kleine Ande
rungen der Koordinaten xm' Ym des Angriffspunktes der Kraft Pm' so da/3 nach S.21 

bA=bZ[Xmxm+ YmYm]=-bII=O (83) 

und daher die potentielle Energie II der aulleren Krafte bei Gleichgewicht drs 
Systems zum Minimum wird. 

Um die konkrete Schwierigkeit des unendlich kleinen Weges £5 5 zu vermeiden, 
kiinnen die Verschiebungen auf die hierzu erforderliche Zeit bezogen werden. Man 
geht mit der auf diese Weise entstehenden mittleren Geschwindigkeit zur Grenze 
tiber und erhalt aus (82) das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. 

oA ~ X' Y' 'Jt=~[ mXm+ mYm]=O. (84) 

An die Stelle der unendlich kleinen Verschiebungen sind die Geschwindigkeiten 
Xm, Ym der Momentanbewegung getreten, die zeichnerisch dargestellt werden k6nncn. 
Sie lassen sich hier als Wege in der Zeiteinheit ansehen, urn mit der Einfuhrung des 
Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten keine begrifflichen Anderungen gegen (82) 
herbeizufuhren. 
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Nach diesem Ansatz kann jede einzelne Stiitz- und Schnittkraft des Stabwerks 
unabhangig von den unbekannten au/3eren Kraften angegeben werden, wahrend 
diese bei einer Losung nach (81) stets bekannt sein miissen, bevor sich die Schnitt
krafte berechnen lassen. 

Allgemeine Ansatze zur analytischen Berechnung der Stutz- und Schnitt
krafte. Die Berechnung der Stiitzkrafte einer einzelnen statisch bestimmt ge
stutzten Scheibe nach (81) gilt als bekannt. Dieselben Ansatze liefern bei einer 
statisch bestimmten Stab- oder Scheibenverbindung aus n Scheiben 3n lineare 
Gleichungen, aus denen t + v unbekannte Stiitz- und Verbindungskrafte angegeben 
werden konnen. Diese sind unendlich gro/3, wenn die Nennerdeterminante Null ist. 
Das Stabwerk besitzt dann unendlich kleine Beweglichkeit. 

Die Losung ist in der Regel einfacher, wenn die Berechnung zunachst auf die 
Stutzenwiderstande beschrarikt wird. In diesem Falle stehen die drei statischen Be

dingungen fur die au/3eren Krafte an der freien, also von der 
Stutzung gelOsten Scheibenkette zur VerfUgung. Hierzu tre
ten 3 (n - 1) - v statische Bedingungen fur die au/3eren Krafte 
an einzelnen Scheiben oder Teilen der Scheibenverbindung, da 
auch relative Drehungen oder Verschiebungen der Scheiben 
bei Gleichgewicht ausgeschlossen sind. 
Daher werden 3n - 'U lineare Gleichungen 
zur Bestimmung der t Stutzenwiderstande 

IZ verwendet. Die Losung ist bei statisch 
.-\.bb.39. bestimmten Stabwerken, abgesehen vom Abb.40. 

Ausnahmefall der unendlich kleinen Be-
weglichkeit, eindeutig. Unter Umstanden kann es auch zweckma/3ig sein, zunachst 
die Verbindungskrafte an den Gelenken zu bestimmen und dann erst mit diesen 
und den Lasten die Stutzkrafte jeder einzelnen Scheibe anzugeben. 

Mit den Stutz- und Gelenkkraften konnen die Schnittkrafte M, N, Q oder 
Jli " M a', Q fUr den Stabquerschnitt abgeleitet werden. Der positive Richtungs
sinn ergibt sich aus der positiven Definition der Kourdinaten in Abb. 17. Die Uings
kraft ist positiv als Zugkraft. Der Zuwachs Ller Normalspannung dux beim Fort
schreiten in der z-Richtung bestimmt das positive Biegungsmoment M 11 und be
deutet eine hohle Krummung des Stabes gegen die negative z-Achse. Mit der posi
tiven Definition von fh: ufo x . d x und damit auch von d Q z nach Lage und Richtung 
der Bezugsachsen nimmt das positive Moment bei positiver Querkraft zu. Das 
positive Vorzeichen von N~a), M~a), Q~a) ist dann durch (44) bestimmt (Abb.39). 
Umgekehrt sind mit der Dehnung und der Kriimmung des Stabes durch ein positives 
Biegungsmoment auch die positiven Bezugsachsen x, z gegeben. Bei mehrteiligen 
Stabzugen werden oft die Stabkanten, an denen positive Momente Zugspannungen 
erzeugen, zeichnerisch nach Abb. 40 hervorgehoben. Sie bezeichnen den positiven 
Bereich von z. Die Darstellung ist iiberfliissig, wenn die positiven Biegungsmomente 
stets nach Vereinbarung an der gezogenen Stabfaser aufgetragen werden. 

Die Schnittkrafte Va' H a' M a des Querschnitts a (Abb. 41) sind Stiitz- oder 
Anschlu/3krafte und daher bekannt. Die Belastung des Stabes durch Einzellasten 
... Pm -1 ' Pm . .. , deren Wirkungslinien die Stabachse in den Punkten ... (m - 1), m . .. 
schneiden und dort nach P xm' p 11m zerlcgt werden, liefert im Querschnitt k mit 
V"' H a' M a die folgenden Schnittkrafte (Abb. 41 und 42): 

(85) 
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Ihr Verlauf kann durch die Differentialbeziehungen unter (48) nachgepriift werden. 
Das Biegungsmoment wird in denjenigen Querschnitten zum Grenzwert, in denen 

Abb.n. 

IS die Querkraft Null ist oder an einer Unstetigkeitsstelle 
~ das Vorzeichen wechselt. Die positive Querkraft bedeutet 

zunehmende Biegungsmomente Mil' die konstante Quer
kraft den linearen Verlauf des Biegungsmoments. 

Abb.42. 

Bei . ~inzelbelastung winkelrecht zu einem geraden Stabe ist fUr den Bereich 
(111 - 1) bis m nach Abb. 43 

~.~ =rQm=const, daher Mm-Mm-1=Qmcm' Mm= M,n-l+ QmCfll' (86) 

Lastpunkt 
Quer- '", 

schnitt 

0 -
I C1 
2 '2 
3 '3 

Pm + Qm+l - Qm = 0, Qm+1 = Qm -'- Pm· (87) 

Pm Q .. 

Vo -"-

PI Ql 
P. Q2 
P; Q3 

Q .. c", 

-
Ql'l 
Q2 C2 
Q3'3 

lV1 m 

lUO 

1111 
JI2 
M3 

Die Beziehungen bilden eine Vorschrift 
zur einfachen Berechnung aller Quer
krafte und. Biegungsmomente eines 
statisch bestimmten Stabzugs (s. neben
stehende Tabelle). 

Hierbei sind c, P gegeben, die Rand
werte Vo, Mo anderweit berechnet und 
bekannt. Demnach ist Q 1 = Vo - PI 
USW., Ml =MO+Q1C1 usw. 

Bei einem geraden, unter 4: ()(m geneigten Stabe mit beliebig gcrichteten Einzel
last en Pm= P"'1n -i-Pllm wird 

N m • H m cos ()(m - V m sin Otm , Q m = H m sin Otm + V m cos Otm • 

Aus den Gleich'gewichtsbedingungen fUr den Abschnitt Cm ergibt sich nach Abb. 44 

Vm+l-- Vm + Pllm = 0, Hm+l- Hm + P",m= 0, 

Vm+l= Vm-Pllm , Hm+l=Hm-P",m; 

Mm = Mm- 1 -I- QmSm = Mm-1 + V mCm + Hmem' 

II) 

Unter Umstanden kann es 
~~ auch zweckmaBig sein, die 

..... ,#.r-.., ... -&m Einzellasten in zwei Kom
ponenten , nach der Stab
achse und senkrecht zu ihr 
zu zerlegen. 

In allen Fallen ist zu
nachst die unmittelbare Ein-

Abb. 44. tragung der Lasten angenom-
men worden. Geschieht dies 

jedoch nur in Abstanden u r in Verbindung mit Querkonstruktionen, die stets als 
Balken auf zwei Stiitzen angesehen werden, so wird die vorgelegte Belastung an 
den Quertragern durch eine aquivalente Gruppe von EinzcIlasten ... F r - 1 , Fr . .. 
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ersetzt (Abb. 45). Die Querkraft ist zwischen zwei Quertragern konstant, das Moment 
an deren Anschlu13stellen ebenso groB wie bei unmittelbarer Belastung und im Be

I I I I 

reiche von U r linear. Demnach werden die Momente 
unter Einschaltung der Querschnitte (r - 1), r nach 
(86) berechnet und die Querkrafte Qr eines Feldes 
ruckwarts aus 

(89) I ~~ ~~1: ~ : .Il"" 
lJ): tt-:t"ri;i:tl 

bestimmt (Rechenvorschrift S. 44). 

,...., r r+1 

I ~r I ~r+1 I 
Abb.45. 

I • 
I Bei einer stetigen Belastung p (x) 

des Stabzuges werden die stati
schen Bedingungen fUr das Gleich
gewicht eines infinitesimalen Ab
schnitts angeschrieben. Man unter
scheidet dabei gekriimmte Stahe (ds) 

Abb.46. 

(Abb. 46) und gerade Stabe (d x) mit waagerechter Achse und 
kleine GraBen zweiter Ordnung. 

vernachlassigt 

dQ= -P(x)dx; :~ =~:: = -P(x). 

d 2 1'vI 
ds 2 

(90) 

Die zweimalige Integration der Belastungsfunktion p liefert daher die Schnittkrafte Q 
und M, sobald die Integrationskonstanten durch die statisch bestimmteStiitzung 
rles Stabzugs bekannt sind. 

Rechen vorschrift. 

a) Unmittelbare Belastung (Abb. 47a): 
Stiitzkraft C aus Momentengleichung fUr den Schlepptrager urn den Gelenkpunkt: 

C· 8,0 = P 9 • 0,5 + P lO ' 3,5 + Pu, 5,0, C = 22,5 t. 

Stiitzkraft B aus Momentengleichung fUr das ganze System urn Stiitzpunkt a, Stiitzkraft A aus 
Momentengleichung fiir das ganze System urn Stiitzpunkt b. 

'" Pm am a~" Pm a", P,. a:" Cm Qm [t] Qm c", M", [mt] 

a (- 41,875) 0,0 + 16,0 - (- 670) - - - 0,0 
I + 18,0 + 4,0 + 12,0 + 72 + 216 4,0 + 41,875 + 167,5<>0 + 167,500 
2 + 18,0 + 5,5 + 10,5 + 99 + 189 1,5 + 23,875 + 35,813 + 203,313 
3 + 18,0 + 7,0 + 9,0 + 126 + 162 1,5 + 5,875 + 8,812 + 212, 125 
4 + 18,0 + 8,5 + ].5 + 153 + 135 1,5 - 12,125 - 18,188 + 193,937 

5 + 18,0 + 10,0 + 6,0 + 180 + 108 1,5 - 30 ,125 - 45, 187 + 148,750 
6 + 20,0 + 13,5 + 2,5 + 270 + 50 3,5 - 48,125 - 168,438 - 19,688 
7 + 20,0 + 15,0 + 1,0 + 300 + 20 1,5 - 68, 125 - 102,187 - 121,875 
b (- 145,625) + 16,0 ± 0,0 (- 2330) - 1,0 - 88, 125 - 88, 125 - 210,000 
8 + 20,0 + 19,0 - 3,0 + 380 - 60 3,0 + 57,500 + 172,500 - 37,500 

d - + 20,0 - 4,0 - - 1,0 + 37,500 + 37,500 0,000 
9 + 20,0 + 20,5 - 4,5 + 410 - 90 0,5 + 37,500 + 18,750 + 18,750 

10 + 20,0 + 23,5 - ].5 + 470 - 150 3,0 -+: 17,500 + 52,500 + 71,250 
II + 20,0 + 25,0 - 9,0 + 500 - 180 1,5 - 2,500 - 3,750 + 67,500 
c - 22,5 + 28,0 - 12,0 - 630 + 270 3,0 - 22,500 - 67,500 + 0,000 

E=o E=o I E=o I I 
In der Regel rechnet man mit abgerundeten v,'erten fiir Stiitz- und Querkrafte und 

gleicht die Momente nachtraglich aus. 



44 Allgemeine Bemerkungen iibei Schnittkrafte, Ztlstands- tlnd Einflu13linien. 

b) Mittelbare Belastung (Abb.47b). 
Stiitzkrl!.fte wie bei unmittelbarer Belastung: 

r I m P'" Cm QtB Q",c", 

a - 4 1,875 - - I -
I + 18,000 4,0 + 4 1,875 + 167,50 

2 + 18,000 1,5 + 23,875 + 35,81 
3 + 18,000 1,5 + 5,875 + 8,81 

II - 1,0 - 12, 125 - 12,12 

4 + 18,000 0,5 - 12, 125 - 6,06 

5 + 18,000 1,5 - 30 , 125 - 45,19 
III - 2,0 - 48,125 - 96 ,25 

6 + 20,000 1,5 - 48 ,125 - 72,19 
7 + 20,000 1,5 - 68,1 25 - 102,19 

IV b - 145,625 1,0 - 88, 125 - 88,12 

8 + ~o,ooo 3,0 + 57,500 + 172,50 
V d - 1,0 + 37,500 + 37,50 

9 + 20,000 0,5 + 37,500 + 18,75 
10 + 20,000 3,0 + 17,500 + 52,50 

VI - 0,5 - 2,500 - 1,25 

II + 20,000 1,0 - 2,500 - 2,50 

VII c - 22,500 3,0 - 22,500 - 67,50 

.If. [mt] ,1:[ .-111'_1 u, Q. [t) 

0,00 

+ 167,50 + 167,50 4,0 + 4 1,87.1 

+ 203,31 
+ 212,12 

+ 200,00 + 32,50 4,0 + 8,13 

+ 193,91 
+ 148,75 

+ 52,50 - 147,50 4,0 - 36 ,87 

- 19,69 
- 121,88 

--
- 210,00 - 262,50 4,0 - 65,62 

- 37,50 
0,00 + 210,00 4,0 + 52,50 

+ 18,75 

+ 71,25 --
+ 70 ,00 + 70,00 4,0 + 17,50 --
+ 67,50 

--
0,00 - 70,00 4,0 - 17,50 

In der Regel wird fur die Rechnung eine Differenzenbeziehung an Stelle der 
Differentialbeziehung (90) verwendet, der Bereich der Belastungsfunktion dabei in 
eine Anzahl gleich groBer Intervalle unterteilt und diese selbst in jeder Stufe durch 

a. 

4 ~ ~ lit -1 A II, ~ 1 eine Gerade (1) oder einen Pa-
a) 18 18 18 18 18 ~ 2tJ 2tJ rabelabschnitt (2) ersetzt. Die 

b) 18 18 18 18 18 

t t 

stetige Belastung P (XI wird in 
eine aquivalente Gruppe von 
Einzellasten Pm zerlegt, deren 

f * * i I I 
r-I II" .HI 

'1''I,Om 
A 

Abb.47. 

Moment in den Teilpunkten m, (m + 1) mit denjenigen von P (x) ubereinstimmt 
(Abb.48). Die Querkrafte Qm und die Biegungsmomente Mm werden dann nach den 
Angaben unter (86), (87) berechnet. Die Schaulinie des Biegungsmomentes M ver
lauft durch die Endpunkte der Ordinaten Mm. Sie ist daher bei geeigneterTeilung 
geniigend genau bestimmt. 

1. Die Funktion P (x) wird durch einen Geradenzug ersetzt: 
c c c 

Po= 6 (2Po+AL ... , P m= 6 (Pm-l + 4Pm+ Pm+l). ... , Pn= 6(Pn-l+ 2 Pn)' (91) 

2. Die Funktion P (x) wird dutch Parabelabschnitte ersetzt: 

(92) 

Graphische Methoden zur Ermittlung der Stiitz- und Schnittkriifte. Um die 
Stiitzkrafte einer statisch bestimmten Stab- oder Scheibenverbindung zeichnerisch 
anzugeben, werden diese zunachst fUr die resultierende Kraft aus der Belastung 
jeder einzelnen Scheibe bestimmt und dann durch Superposition zusammengefaBt. 
Dieses Ergebnis wird unmittelbar erhalten, wenn die Resultierende der Lasten 
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jeder Scheibe durch zwei aquivalente Krafte ersetzt wird, welche durch die benach
barten Zwischengelenke verlaufen. 

Die bekannten Stiitz- und Gelenkkrafte einer Stabvcrbindung werden, unter 
Umstanden nach Erganzung durch zwei gleichgroUe, einander entgegengesetzt 
gerichtete Hilfskrafte H 0' H~, der Reihe nach mit 8) JITlIDir 1111 tttrI IJ) 
den am Stabzug angreifenden Lasten P, pdx zu- ___ $11111 ... __ 
sammengesetzt. Auf diese Weise entsteht die Mit- _ ~~ 
telkraftlinie aller auBeren Krafte. Sie liefert, abge- ~ 
sehen von einer Kraft H~, die Resultierende R,. aller k 
links oder rechts von einem ausgezeichneten Quer- l~ 
schnitt k vorhandenen auBeren Krafte nach Lage 
und Richtung und in Verbindung mit dem zugeord- I-H~ 
neten Krafteck auch deren GroBe. Damit sind die Abb.49. 

Schnittkrafte M,., N,., Qk oder die Kernmomente 
M",,.. M G",. fiir den nach Lage und Abmessungen vorgeschriebenen Querschnitt be
kannt (Beispiel Abb. 50). 

Die Kraftegruppe (Ho, H~) ist bei Balkentragern mit senkrechter Belastung 
notig. Ihre Richtung wird waagerecht angenommen. H~ ist dann gleichgroB und ent
gegengesetzt gerichtet zur Komponente H,. der Resultierenden R,. und wird in 
der Regel mit H bezeichnet. Die Biegungsmomente sind M,.=HYk' Bei stetiger 
Belastung entsteht auch hier eine Differentialbeziehung. Nach Abb. 49 ist 

t _dY_Vo-JPdx_iL. d2 y __ P(x) (93) 
g cP - dx - H - H J dx. - H' 

Der zweite Differentialquotient von Y kann durch die Kriimmung e ersetzt werden. 
H 

P(x) = (!cos3 rp; e=eoJ also H=Poeo· (94) 

It} 

Abb. 50. Beispiel einer Mittelkraftlinie zur Bestillllllllllg der SrhniUkrlifte 
des Tragwerks. 

Hestimmung der ResuItierenden nach Lage und G~13e. R == (Pl' p •• Pa). - ErmittIung der 
Stiitzenwiderstandc C., C. aus der Bcdingung C. +- C. = 0 an dem unbelasteten Stabe II, 
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so daB beidc Krafte in die Richtung b-c fallen. - Aufzeichnung cler Mittelkraftlinie aus 
(C •• Pl' P 2 • P 3 l == Ce • Die waagerechte Komponcnte von Rk im Berciche a bis 2: H", = H •• 
im Bcrciche von 2 tiber c bis b: Hk = H. + P 2 = - H b • 1m Bcrciche von a bis d ist das 
Moment JI n = A . an. im Berclchc von d bis 2 ist M", = H. bm• im Bcrciche von 2 tiber c bis b 
ist M k = Hbb k •· Das Vorzeichen fUr Ii ergibt sich aus .der Abb. 50. es ist so gewahlt. dal3 
positive Momcnte auf der Stabinnenseite Zug erzcugen. 

Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen. Die Anwendung des 
Prinzips der virtuellen Verriickungen oder Geschwindigkeiten setzt zur Berechnung 
statisch bestimmter Stiitz- und Schnittkrafte einfache oder mehrfache Beweglich
keit des Stabwerks voraus. Da dieses jedoch als starr vorgeschrieben ist, werden 
einzelne der innerell Schnittkrafte oder Stiitzkrafte 

N~i) = fa dF, M~i) = fa zdF, Q~i) = fr:dF, C. (95) 

als au13ere Doppelkrafte einer Stabkette verwendet, deren Elemente durch Gelenke 
oder Fiihrungen verbunden sind. Die mechanisch aquivalenten Verbindungen sind 
in Abb.51 wiedergegeben. Urn eine Stiitzkraft C. oder eine Schnittkraft Kr 
der Gruppe (95) unabhangig von allen iibrigen zu berechnen, wird diese allein 

zur au/3eren Doppelkraft einer Stabkette. Dabei wird die Stiitzenbedingung (e) 
oder die zugeordnete materielle Verbindung der benachbarten beiden Quer
schnitte (r) ausgeschaltet, so daB die Stabkette einen Freiheitsgrad erMIt und 
daher zwanglaufig ist. Die unbekannte au13ere Kraft Kr der Stabkette wird mit 
dem Prinzip der virtuellen Verriickungen so bestimmt, daB diese durch die 
Belastung ~ und Kr im Gleichgewicht ist. Die virtuelle Geschwindigkeit der An
griffspunkte der Doppelkraft oder die relative Winkelgeschwindigkeit der An
griffsgeraden des Doppelmomentes wird mit Lfr' die Projektion der Geschwindig
keit der Angriffspunkte der Einzellasten Pm und Stiitzenwiderstaride C. auf 
deren Richtung mit Clm und Cl. bezeichnet, so da13 nach dem Prinzip der virtuellen 
Geschwindigkeiten folgender Ansatz angeschrieben werden kann: 

K~') Lfr + .2) Pm 15m + .2) C. 15. = O. (96) 
Er besteht aus einer Summe von inneren Produkten, deren Vorzeichen durch den 
Winkel zwischen Kraft- und Geschwindigkeitsvektor bestimmt wird. 

Gro13e und Richtung der virtuellen Geschwindigkeiten Lf y , Clm , ". ergeben sich 
aus dem Geschwindigkeitsplan der zwanglaufigen Stabkette mit K~·) = 0, deren 
Momentanbewegung in der Regel durch die Geschwindigkeit Lfy = 1 als frei wahlbaren 
Parameter bestimmt ist. Dabei werden die Stiitzenbedingungen der Stabkette ein
gehalten, so da13 deren Stiitzenwiderstande keine Arbeit leisten (EC.".=O), wenn 
nicht bei der Momentanbewegung auch iiber die Geschwindigkeit anderer Punkte 
verfiigt wird. 

(97) 

Die Bewegung eines Stabes Sk der Kette gegen die ruhende Ebene ist eine Drehung 
urn ein Momentanzentrum Ok' den Hauptpol (k) der Bewegung des Stabes Sk' 

Die Winkelgeschwindigkeit Wk der Momentanbewegung wird im Sinne des Uhr
zeigers positiv gerechnet. Der Punkt m des Stabes Sk mit dem Abstana rm yom 
Momentanzentrum (Abb. 52) erhalt die senkrecht zum Fahrstrahl rm gerichtete Ge
schwindigkeit Wk rm , so daB die auf Me Zeiteinheit bezogene Arbeit der in m an-
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greifenden au/3eren Kraft Pm folgenden Betrag erhaIt: 

Pm 6m = Pm W k r m cos g>m = Pm Wk em = em Wk • (98) 

Hierbei istem=Pmem das Moment der Kraft Pm bezogen auf den Hauptpol (k), so 
da/3 die Arbeit der aul3eren Krafte als Produkt des Momentes em der Kraft Pm und 
der Winkelgeschwindigkeit Wk der zugeordneten Scheibe gebildet wird. Daher wird 
die Stiitz- oder Schnittkraft K~i) eines Stabwerks mit n Scheiben oder Staben nach 
(98) berechnet. 

k = 1, ... , n. (99) 

Die Bewegung einer Scheibe 11, relativ zu einer anderen Scheibe kist eben falls 
eine Drehung urn ein reelIes oder imaginares Gelenk, das Momentanzentrum der 
Relativbewegung, das hier als N eben pol (II" k) bezeichnet wird. 
Die Relativgeschwindigkeit der beiden Scheiben ist Wkh = Wk - Wh' 

Die Haupt- l}nd Nebenpole der zwanglaufigen Stabkette bil~en 
die Polfigur. Sie bestimrilt in Verbindung mit einem der Gro/3e 
nach frei wahlbaren Parameter, der Winkelgeschwindigkeit Wk 

einer Scheibe oder der Relativgeschwindigkeit Wkh' die Winkel
geschwindigkeit aller iihrigen Scheiben und damit die Geschwin
digkeit aller Punkte der Stabkette. Daher ist mit der Polfigur 
auch der Geschwindigkeitsplan der Stabkette gefunden. Zu ihrer 
Aufzeichnung werden die drei folgenden Satze aus def Kinematik 
der ebenen Bewegung verwendet. 

1. Der Pol der Relativbewegung (a, b) zweier Scheiben a und b 
Abb.52. 

gehort beiden Scheiben an. Seine Geschwindigkeit ist eindeutig, so da/3 die Hauptpolc 
(a) und (b) mit (a, b) auf einer Geraden liegen. Nach Abb. (53) ist r~bwa = r~bwb' 

2. Die Nebenpole (a, b). (b, c), (a, c) dreier Scheiben mit den Hauptpolen (a)=A, 
(b) = B, (c) = C liegen auf einer Geraden, da nach 8 
Abb. 53 • (b) ~ 

~6 

Al Wa = CI We also I = (a, c) . 

Die Polfigur ist die Grundlage fUr den Geschwin-
digkeitsplan der Scheibenkette, wenn die urn 900 Abb.53. 

im Sinne des Uhrzeigers· gedrehten Geschwindigkei-
ten aufgetragen werden. Aus der Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten zweier 
beliebiger Punkte m und n einer starren Scheibe 

Vm : v" = r m w: r" W = r m: r" (100) 

folgt ein dritter Satz: 
3. Die En.dpunkte der gedrehten Geschwindigkeiten einer starren Scheibe F 

bilden eine ahnliche und zum Momentanzentrum ahnlich liegende Figur F'. 
Der Geschwindigkeitsplan solI die Stiitzenbedingungen der Stabkette in der 

Regel erfiillen, urn die virtuelle Arbeit der Stiitzenkrafte in (Q6) auszuschlie/3en. 
1st jedoch in einem erst en Verschiebungsplan,2;'Ce 6e +O, so kann damit ein zweiter 
Verschiebungsplan derart verbunden werden, daB die geometrische Summe der 
Geschwindigkeiten der Stiitzpunkte aus den be\den Momentanbewegungen Null ist. 
Die zweite von ihnen ist in der Regel eine Drehung der Stabkette ohne Relativ
bewegung der einzelnen Scheiben (Wi k = 0). 

Der Geschwindigkeitsplan einer Stabkette kann auch ohne Polfigur entwickelt 
werden. Dabei wird stets die Geschwindigkeit des Punktes c eines Stabzweiecks 
(~, 12) aus den bekanriten Geschwindigkeiten der Endpunkte a und b bestimmt. 
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--In Abb. 54 sind die gedrehten Geschwindigkeiten aa', bb' gegeben und die gedrehte -Geschwindigkeit ee', die Hauptpole (I), (2) und die Winkelgeschwindigkeiten COt, 002 

gesucht. 
Punkt e' wird nach dem dritten Satze mit a'e'=liI111' b'e'=1~1112 bestimmt. 

Die Hauptpole (1) und (2) sind die Schnittpunkte der gedrehten Geschwindigkeiten 
der Scheiben 11 und .12' Da sich diese nicht immer aufzeichnen lassen, werden die 
Winkelgeschwindigkeiten 001, % aus dem Geschwindigkeitsplan abgeleitet. 

a a' v~ v~ v~ + v~ 11 - If 
001 = --;:- = Sf = s; = s~ + s~ = -/1- • 

--4 

Mit den gedrehten Geschwindigkeiten mm' der Angriffspunkte m der auBeren Krafte 
kann der Ansatz (82) in der folgenden Form verwendet werden (Abb. 55): 

<5A =.L P'" t'1I1 c~s (Pm' Vm) = Z Pmhm =.2 [~m ~'] . (101) 

Das Ergebnis (101) erscheint dann als 
Summe der Momente der auBeren Krafte der 
Stabkette in bezug auf die Endpunkte der ge
drehten Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte. 
Die Geschwindigkeiten Va' Vb • •• der Gelenk
punkte a, b . .. k6nnen auch von einem Ur-

Abb.54. 

~lF---'Ilm 

/ 

/ , 

I"· h';r.. 
m 

Abb.55. Abb.56. 

sprung 0 aufgetragen und der Reihe nach eben90 wie bei einem Verschiebungsplan 
nach Williot fiir .11=0 aufgezeichnet werden. 

Dreigelenkbogen mit Zugband unter ruhender Belastung. Bestimmung des 
Biegungsmomentes aus einem Polplan. (Abb.56). 

e. eo e. 
WB e. = Wa ed , Wa = Wz - = WI - • -- , 

ed eb ed 
PI !hWI + P a e.wz- (Pa ea+ P , e,) Wa- Mlil (Wl + WB) = O. 

PI el Wl + PI ea' ~~ Wl- (Pa ea + P, e,) eo . e. WI - MIll (1 + eo) Wl = o. 
~ ~ ~ ~ 

EinfluBlinien der Stiitz- und Schnittkriifte, Die Grenzwerte von Stiitz- oder 
Schnittkraften aus einer beweglichen Gruppe gleichgerichteter Einzellasten Pm oder 
einer stetigen gleichserichteten Flachenbelastung p werden mit EinfluBlinien be
rechnet (77). Diese dienen zur Ermittlung der ungiinstigsten Laststellung und unter 
Umstanden nach (78) auch zur Berechnung der Grenzwerte, die jedoch oft schneller 
und sicherer fiir eine in der ungiinstigsten Laststellung vorhandene ruhende Krafte
gruppe angegeben werden. 
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1st die EinfluBlinie oder einer ihrer Teile ein Dreieck, so ist die ungiinstigste 
Stellung eines Lastzuges in dem Bereich l = x +x' bei Linksfahrt erreicht, wenn die 
Ungleichungen r r-l 

~ < f Pm \l3. X f P'" \l3'-1 
[EPm=\l3n' [> EP", = $ .. (102) 

1 1 

erfiillt sind und die schwersten Lasten in der Nahe der Spitze des Dreiecks liegen. 
Dabei ist PI die erste, P n die letzte Last im Belastungsbereich t, wahrend P, iiber 
der Spitze steht. Die Nachpriifung der Ungleichungen setzt eine Annahme iiber die 
Stelluhg des Zuges voraus, mit der PI' P" P n und damit auch die Sum men 
~'-I' $" $n der Ungleichungen (102) gegeben sind. 

Die EinfluBlinien W ~ werden dadurch gewonnen, daO die EinfluOgr60e W Am als 
Funktion der Abszisse des Angriffspunktes m der wandernden Last P =1 t analytisch 
ermittelt und von einer Nullinie aus im 
Lastpunkt m als Ordinate W 11m aufge- (2) (J) 

zeichnet wird. Die Richtung ist durch 
das Vorzeichen der beiden Halbebenen 
bestimmt. , 

I ]ede statisch bestimmte Stiitz- oder (1) 

Schnittkraft kann mit dem Prinzip der I 
virtuellen Verriickungen nach (97) als I 
auOere Kraft einer zwangl~ufigen Stab- I 
verbindung berechnet werden. Um Ein- I 
flul3linien zu zeichnen, wird 

K<'> = - ~ .E P 15 = - ~",!5", (103) 
, .1. m m ,.1. 

mit Pm = 1 t, der beweglichen, am Last
gurt angreifenden Einzellast von gleich
bleibender senkrechter, waagerechter 
oder schrager Richtung. Daher sind die Abb.57. Einflulliinie des Kernmomentes in der Sohle eines 
Wege 15m die Projektionen der wirklichen Gew61bepfeilers. 

Verschiebungen (!5.,m-f.!5 l1m) auf die Kraft-
richtung. Sie sind in einem Verschiebungsplan des Lastgurtes enthalten, der aus der 
Momentanbewegung der Stabkette (K~i) = 0) abgeleitet wird. Fiir die auOeren Krafte 
in der Form von Momenten oder Kraftepaaren ist 15m die Verdrehung desjenigen 
Elementes der Stabkette, an welchem diese angreifen. Die Geschwindigkeit Li, kann 
als der frei verfiigbare Parameter der Bewegung angesehen werden, so daO die Ge
schwindigkeiten 15m der Punkte m des Lastgurtes Funktionen von Li, sind und in 
der Richtung mit derjenigen der wandernden Last iibereinstimmen. Sie werden also 
mit senkrechtem, waagerechtem oder schrag gerichtetem Vektor aufgetragen. Dar
nach ist der Geschwindigkeitsplan der Stabkette bei geeignetem MaOstab das Ein
fluOfeld der Schnittkraft, aus dem deren Einflul3linie fUr beliebig gerichtete Last
gruppen abgeleitet werden. 

Wahrend der Momentanbewegung der Stabkette beschreibt jedes Element Sic 

eine Drehung um den zugeordneten Hauptpol (k). so daO sich die Geschwindigkeiten 
der Punkte des Lastgurtes linear mit der Entfernung vom Hauptpol andern. Daher 
ist jedem Element der Stabkette eine Gerade der Einflul3linie zugeordnet. Die 
Parallele zur Kraftrichtung durch den Hauptpolliefert im Schnitt mit dem Lastgurt 
einen durch 15m = 0 ausgezeichneten Punkt. Er bildet die dem Element zugeordnete 
Lastscheide. Die Parallele zur Kraftrichtung durch den Nebenpol (h, k) trifft den
jenigen Punkt auf dem Lastgurt, dessen Verschiebung 15m als Punkt der Scheibe h 
eben so groO ist wie als Punkt der Scheibe k. ]eder Nebenpol bestimmt damit eine 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 4 
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Ecke der Einflul3linie. Die Polfigur der Stabkette liefert also fUr jede Kraftricbtung 
die Form der Einflul3linie. Der frei verfiigbare Parameter L1r wird so gewahlt. oaB 

a) 

b) 

(2) 

/' 
./ 

~--==- __ ---'------------------l 

\ 
\ 
\ 

I" y---" 1\ I "" (;21 - ___ ~_ 1 \ 

I" ,,-- c + 
" ---I" a,~ ----__ • 

I "" om.:. -I~---~---- ____ ~~-oi - 'm",\1I 
I " ~ I " . -- y,--

I "I I I "!;,Jl- -- -- -- -- I" I I --- ----~---
I c) "" (1_--1---+-- I __ --l------ I 
I - -I--+---I-_-------I---.J.J-f.~---YO\ 
I I 1 ,II' -----r _+---- I 

~ I --- I 
I 1- ---- - I I 
I _---- -;sin~ Oi m; I I 

~---==------ r Abb.58. ---4 
I 

K~i)L1T = - K~i) -Ir also: L1r I = lund daher bei starrer Stutzung (c5e = 0) 
I r • K~i) = .2 Pm c5m • (104) 

Damit ist auch der MaBstab der Einflul3linie bestimmt (Abb. 57). 
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Die Ordinaten 15m der Einflul3linie sind dureh die Ableitung aus dem Prinzip der 
virtueIIen Gesehwindigkeiten eben so wie L1" Gesehwindigkeiten. Daher ist aueh das 
Vorzeiehen der Einflul3linie dureh das Vorzriehen der virtueIIen Arbeiten Pm 15m, 
Mm Wk bestimmt. 

Einflul3linien der Sehnittkrafte eines Dreigelenkbogens (Abb. 58): 
a) EinfIul3linie fUr das Biegul1gsmoment im Querschnitt m bei senkreehter und 

waagereehter Belastung (Abb. 58a). 
Kinematische Kette flir M", = 0: Stabe I. II. III. Hauptpole: (1) == a. (3) == b. Nebenpole 

(1.2). (2.3). Hieraus ergeben sich (2) mit (1). (1.2) und (3). (2.3). ferner der Nebenpol (1.3) mit 
(1). (3) und (1. 2). (2. 3). Die Lastscheiden liegen auf Parallelen zur Belastungsrichtung durch 
die Hauptpole (1). (2). (3). die Eckpunkte der Einflul3linie auf Parallelen durch die Nebenpole 
(1.2). (2.3). (3.1). Prinzip der virtuellen verriickungen: 

o A = 0 = - M .. Wl - /,1 .. 002 + P, 0,; _U", • (Wl + 0(2) = ,\1 m LI = P, 0;; a a' = X m • 

LI = 1 bedeutet bei Gleichsetzung von Sehne und Bogen aa' = x ... Die Einheit kann auch aus 
der Relativbewegung des Stabes II gegen I bestim'1lt werden: 

-M 0021 + P,O, = 0; C02l = LI = I, 
Die Grenzlinien der waagerechten Ein
flu13linie sind zu den zugeordneten Ge
raden der senkrechten Einflu13linie 

--, aa = x"'. 

winkelrecht. Daher gilt eben falls -f?!4:J.:'!.~--~~:r-~ ..... p;.;~,~~r"-"""~~"'-;~n 
+M wn = W, 0:. 

b) Einflul3Iinie fur die Querkraft 
Qm bei senkreehter und waage
reehter Belastung (Abb. 58b). 

Kinematische Kette fiir Q = o. 
Ermittlung der Polfigur. Die Haupt
pole (1). (3) und der Nebenpol (2. 3) 

sind gegeben. Der Nebenpol (1. 2) ~-;;;;;;~aiiii~;::~~~~~~;J~llli~J liegt. da I I sich gegen I parallel ver- a' 
schiebt. auf der Tangente des Bogens 
im Unendlichen. Der Hauptpol (2) wird 
durch 1. (1.2) und 3. (2.3) gefunden. 
Damit sind auch die Lastscheiden und 
Eckpunkte dersenkrechten und waage
rechten Einflu13linie gegeben. Zur Be

Abb. 69. Ablei!uog der EiolluBlioie der Querkraf! Q .. eioer mehro 
giiedrigen Scheibenverbiodung. 

stimmung der Einheit der Einflu31inie wird die Relativbewegung der StAbe I und II betrach
tet. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen oA = 0 ergibt bei der senkrechten Einzellast 

, , 
_Q",~/ttI!J_p,(_O,)=O. ftir m~m;~=lcosq:>. wird Q.=P,o,. 

cos q:>", 
Urn daher den Verschiebungsplan der Kette als Einflul3linic zu verwenden. wird der Parameter 
mJ mh = 1 cos q:> .. gewl!.hlt. In diesem Faile ist die gegens<:itige Verschiebung LI der Querschnitte 
m/ und mil in Richtung von Q", gleich der Einheit. Fur eine waagerechte Einzellast W, ist 

" " _Q",.m/~u_W,(_O;)=O. fiir m~m;~=lsinq:>", wird Q ... =W,O,. 
SID tp .. 

e) Die Ansatze fUr die Einflul3linien der Langskraft lauten (Abb. 58e): 
, , 

»1/»111 , , 
-N", -.-- - P, (- 0,) = 0, fiir mJ 1IlJ/ = I sin tp ... wird N", = P,o, ; 

SID tp", 

" " 
tII/»IJ/ (')-0 " " , -N .... --·--W, -0, - • fiir »IJ»IJ/=lcostp,. wird N ... =IV,o,. 
cos tp", 

Die Abb. 59 zeigt die Einflu31inie der Querkraft Qm eines unterspannttJn Balkentragers. 
Sie ist aus dem Pol- und Verschiebungsplan der kinematischen Kette Q", = 0 mit der An
nahme VA = 0 entwickclt worden. Damit ergeben sich die Hauptpole (2)'. (3)'. (4)' und die 

.-~ 

senkrechte Komponente der Geschwindigkeit b' b" des StiitzPunktes b. Um hier die Stiitzen
bedingung nachtraglich zu erfiillen. wird nach S. 47 ein zweiter Verschiebungsplan gezeich_._., 
net, der durch den Weg - b' b" und WI k = 0 bestimmt ist. Damit wird a' b" zur Achse der 
Einflul3Iinie. m}/mlll = LI = 1 ist Einheit der Einflul3Iinie. 

4* 
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. Land, R.: Kinematische Theorie der statisch bestimmten Trager. Z. ost. Ing.- u. Arch.-Ver. 
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14. Der einfache Balkentdiger. 

Ein Stab mit gerader. gebrochener oder gekrtimmter Achse wini als Balken
trager bezeichnet, wenn eine senkrechte Belastung nur senkrechte Stiitzkrafte her
vorruft. Er wird an den Enden aufgelagert oder als Kragtrager verwendet. 

Ruhende Belastung. Eine allgemeine Belastung wird oft mit Vorteil aufgeteilt. 
Stiitz- und Schnittkrafte werden getrennt flir jeden Anteil angegeben und nach 
dem Superpositionsgesetz addiert. 

Allgemeiner Ansatz zur Berechnung der Stiitzkraite. 

yt 

I'" 
Abb.60. Abb.O\. 

a) Senkrechte Belastung und Stiitzenmomente (Abb. 60 und 61): 
I k=n x. 

A1 = Mb-; M. + +f g(x)x'dx + + 2 Pl: a1·+ + f P(x) x'dx. 
o k-l Xl 

I k=n ~ 

+ + f g(x) xdx + -} 2 Ptal:+ -} f P(x)xdx. 
o k=1 XI 

(105) 

b) Waagcrechte Belastung (Abb. 60 und 61): 
k=n I/o k=n I/o 

B2 =+ 2 W t Ct++ f w(y)ydy=-A.2' H=-(2 wl:+ f W(Y)d Y), 
1:-1 1/1 k=1 1/1 

Allgemeiner Ansatz fur die Berechnung der Schnittkrafte (Abb. 62). 
. A = Ai + AI ' B = B1 + B2 • yt /tim am Xm k-T x", 

~
'I 11,; lJm-iln- Vm =A-Jg(x)dx-.2PI:-Jp(x)dx; 

o k-l XI d k=H 1/70 

'a,1_._._1.,. H .. =-(H\~ Wt+J.w(Y)d Y); 

iE--xm Qm=Hmsinelm+ VmCOSel",; (I06) 
Abb. 62. N m = H 70 cos elm - V 70 sin elm ; 

Xm k=T _ 

M .. =Axm- J g(x)(x",-x)dx-.l) Pt(xm-at ) - J P(x)(x",-x)dx 
o k-l XI 

1:=8 1/ .. 

-Hy .. -.2 WI:(Ym-Ck)- J wb')(Ym-y)dy+M •. 
k=1 1/1 
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Der Ansatz besitzt in dieser Form nur grundsatzliche Bedeutung. Die Schnitt
krafte werden besser nach den Angaben auf S. 42 berechnet. Hierbei ergeben sich 
zunachst die Querkrafte Qm und bei geneigter oder gekriimmter Stabachse deren 
Komponenten V m und Hm. Damit konnen die Biegungsmomente Mm nach (86) 
oder (88) gebildet und unter Umstanden durch die Momente Mr fiir die AnschluB
querschnitte der Zwischenkonstruktion nach (89) erganzt werden. Sind die Strecken
lasten g (x). p (x). w (y) nicht einfach zu integrierende Funktionen. so wird die 
stetige Belastung nach S. 44 durch eine annahernd aquivalente Gruppe von Einzel
lasten ersetzt. Querkraft und Moment sind bei gerader Stabachse in den Abschnitten 
zwischen den Einzellasten nach (86) gerade Linien oder Parabelabschnitte. Der 
GroBtwert des Momentes entsteht nachS. 42 in demjenigen Querschnitt. in welchem 
die Querkraft Null ist oder ihr Vorzeichen wechselt. Die Tabellen 6 und 7 geben die 
Schnittkrafte fiir zahlreiche Be1astungsannahmen an. 

Die Stiitz- und Schnittkrlifte konnen auch zeichnerisch mit Kraft- und Seileck 
bestimmt werden. Bei der Einfachheit der Aufgabe liegt jedoch kein Grund vor, 
die Rechnung durch die Zeichnung zu ersetzen. 

EinfiuBHnien. Die Grenzwerte der Stiitz- und Schnittkrafte setzen sich aus 
den Anteilen zusammen. die aus der ruhenden Belastung. also im wesentlichen 
durch Eigengewicht. und aus der ungiinstigsten SteUung der beweglichen Be
lastung erhalten werden. Diese ist in der Regel durch EinfluBlinien bestimmt. 
die nach Abschn. 13 als Funktion der EinfluBgroBe oder kinematisch als Ver
schiebungsplan des Lastgurtes entwickelt werden. 

EinfluBlinien der Stiitzenwiderstande und Schnittkrafte des einfachen Balken
tragers. 

a) Unmittelbare Lasteintragung. b) Mittelbare Lasteintragung. 

for-z ~rE z~ taz f lJzi{A. 
Stiitzkrafte A u. B ~-- Il ¥I~_ P ~1 - _ ~1 ~tl f' I / + 

I A r--ll.. 11- I I 8-
I 1_---11" I I 1 Ll- I 
I-===:=:::J 11 I I ~ 1 .1 

Querkraft Q" +;: __ C:::::======I +11 I ~S;:::::=-I 
...iL--- I I 'L--r- I I 

IIII~ ii~:;:ij/ f 1 ~f 
BiegungsmomentM" +1]1 ~ ~"z' 1 ~'·z' I "'/' .......... Jl +1·z I """ ....... _, JI i 

V"",,/ ~/""" ..... 1.. 

ALL. 6;1. 

Die Grenzwerte der Querkraft. a) GleichgroBe, unmittelbare Strecken
belastung p. Durch Belastung des JlOsitiven oder negativen Bereichs der EinfluB-
linie wird (Abb. 64) .' 

, Q - + p x~~ - pI t:'2 1 '.udX mp- 2l -+ "2" . 
(107) 

. Q x;" pI t:2 
mm mp'= - P 2T = - "2 \0 • 

b) GleichgroBe mittelbare Streckenbelastung p (Abb.65, 66). 

x~.e;" • • Q P (x", - c"J em maxQmp=+P21-' mm, mp=- 21 (108) 

Der Grenzwt;rt der Querkraft ist nach der EinfluBlinie fiir alle Schnitte zwischen 
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zwei Quertragern konstant. Lastscheide und Grenzwerte werden graphisch be
stilllll1t. 

-- --1" 
E E' = mm'---.!!l = m'lxQ m 1Il I ~ mp (Abb.65). 

Bei gleichem Abstand der Quertrager nach Abb. 66 wird 

,x;,,1 Q P x;,~ --, . Q (xm - C)2 --II (109) 
c"'=l_c,max mp=+ 2(l_c)=mm. mm m p =-P 2(t_c)=mm. 

£o.~ l'iU-",a ... ~ Die jedem Felde zugeordneten Grenzwerte der 
:4: I'''''' l!"il!!!!;"'~!!"!I!!"!I!!I!'I!'I!I!:!I!~ Querkraft sind Ordina1ten einer Parabel mit dem aus-

;< u_.r".~ a;,; 7 gezeichneten Werte p ; C fUr x;,. = (l- c) (Abb.66). 

: c) Unmittelbare Belastung durch einen Zug 
: von Einzellasten. 
: Die groJ3te Querkraft Q m wird nach' der Ein-

~: -==f, l1U=:n=_:::'fl--==~~ flul3linie bei Grundstellung des Lastenzuges zum 
: L.~/lirmUl~fm - _!J Querschnitt m fUr Linksfahrt erhalten (erste Last 

a J:!'.::!:!!'!!!!:'!!! I': ~z iiber dem Querschnitt m. Abb. 67b). Der negative 
~ m l--~ . , Grenzwert ergibt sich eben so bei Rechtsfahrt: 

Abb.6". 
maxQtn = Am; min Qm = - Bm. 

Die Grenzwerte von max Qm sind Ordinaten einer Schaulinie. in welcher der Stiitz
druck A m fUr eine beliebige Stellung des Lastenzuges iiber dem Angriffspunkt der 
ersten Last PI aufgetragen wird (A m-Polygon). Der Betrag 

_ -, , 
(-/) , 

Abb. 65. Entfernung der Quertrager beliebig. 

(110) 

Abb. 66. Entfernung der Quertriiger konstant. 

wird graphisch als Ordinate cines Seilecks zu dem in umgekehrter Fahrtrichtung 
stehenden Lastenzug (PI in b) bestimmt (Abb.67c). Polweite H des Kraftecks ist 
dann eine Strecke gleich der Stiitzweite l des Tragers im Ma13stab des Lageplans. 

;=1: 
1st das statische Moment der Lasten PI" ..• Pk in bezug auf die Last k .E Pi bi k= 61: 

, . ;",1 

durch Tabellen bekannt, so werden die Ordiuaten 

(111) 

d) Mitt e 1 bare Belastung durch einen Zug von Einzellasten (Abb. 68). 
Die gro13te Querkraft Qm entsteht nach der Einflul3linie (Abb.65) entweder bei 

Grundstellung des Lastenzuges zum Quertrager m oder nach t)b~rschreitung der 
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Grundstellung bis zur zweiten, dritten oder rten Last iiber Quertrager m. In 
der ungiinstigsten Stellung ist nach (102) 

~r-l < c; ~,,< ;r; I 
~,,=.2) P j , ~r = .2)Pt , 

1 1 

(112) 

" r 

maxQm=+ };Pibj - c1 }; Pibtr • (113) 
1 .. 1 

Abb.67. Abb. 68. Stellung des Lastenzuges zur Bildung von malt Q ... 

Der bis zur Last P2 vorgezogene Lastenzug liefert also die groBte Querkraft im 
Felde, wenn 

.!...P1 <~" und _1- (PI + Pa) >~'" I em C. 

max Qm = ~ .t P, bi - ~~ PI bl2 • 

(114) 

Abb. 69a. Scbaulinie file malt 0 .. aus Eigengewicht 
und emem Lastenzug als Verkehrslast. 

Abb. 69b. Scbaulinie fllr max Q .. aua Eigengewlcht 
nnd gleichformig verteilter Nntzlast. 

max Q .. = Q"" + A~ - .1'r, 
fa;': 

max Q .. =Q .. ,+ 2(1-&). 

Die Grenzwerte der Biegungsmomente. Die EinfluBlinie (Abb. 63) hat nur einen 
positiven Bereich, das Moment also nur einen positiven Grenzwert. 

a} GleichgroBe Streckenbelastung p (Abb.70). 
Bei unmittelbarer Lasteintragung ist 

x x, P /2 ( X x2 ) P /2 
ma~Mmfl=P2=2 T-12 =2(OB' (115) 

Bei mittelbarer Lasteintragung sind die Grenzwerte der Momente an den An
schluBquerschnitten durch die gleiche Funktion bestimmt. Dazwischen ist die Schau
linie fiir max M m 'P geradlinig. 
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b) Lastenzug bei mittelbarer Eintragung (Abb. 71). 
Die EinfluBlinie des Moments an den AnschluBquerschnitten ist in der Regel ein Drei

eck. Die ungiinstigste Laststellung wird daher nach (102) durch die Ungleichungen 

Abb.70. 

nachgewiesen, wenn die schwersten Lasten nachst dem zu untersuchenden Quer
schnitt m stehen. Mit dieser Laststellung ist dann (Abb. 71) . 

A r 

maxMm = X;" L; Pibi - .2 Pi (Xm - ai)' (II7) 
k k 

Zwischen den AnschluBquerschnitten kann max M m p mit guter Annaherung ge-
/I If 1/.-, P,. /1.., ~ radlinig angenommen werden. 

Abb.72. 

Urn die Berechnung der Schnittkrafte fur 
bekannte Lastenzuge zu erleichtem, deren erste 
Last PI bei Linksfahrt den linken Stiitzpunkt 
des Tragers nicht iiberschreitet I werden zwei 
nur von Achslast und Achsstand abhangige 
Hilfswette gebildet (Abb. 72). 

i=ft i~ft 'A = 2 Pi' 6" = (PI bl " + P 2 blltl + ... Pibi" + ... PAbA,,) = 2 Pi b,,,. (118) 
i=1 . . i=l 

Mit diesen sind 
i=" i=A i=" 

A = -} 2: Pi (bi " + bA) = -}( 2} P,bitl + btl 2: Pi)' 
i-I 'i=1 i=l 

1 
A = T (6" + 'fIb,,) , 

(119) 
i=r i=r 

Mm=Axm- 2)P,(xm -a,) =Axm -:- 2) P,b'r' 
i=1 i= 1 

Mm = X;" (e" + ,,,btl) - 6 r • 

Die Funktionen eft und ,,, der Lastenzuge N. E und G der Reichsbahn sind in den 
Taschenbiichern enthalten. Sie lassen sich leicht auch fiir andere Lastenzuge zur 
Berechnung von StraBen- und Eisenbahnbriicken angeben. Nach den Reichsbahn
vorschriften geniigen aber bei einfachen Balkenbriicken bereits Naherungswerte fiir 
max M p nach besonderer Anweisung. 

c) Lastenzug bei unmittelbarer Eintragung (Abb.73a). 
Die groBten Biegungsmomente konnen fiir beliebig viele Querschnitte ebenso 

wie fiir die AnschluBquerschnitte des Tragers bel rnittelbarer Lasteintragung be
rechnet werden. Bleibt jedoch die Summe R aller auf dem Trager ruhenden Lasten 
bei Verschiebung des Zuges unverandert. so laBt sich das vollstandige Ergebnis 
einfacher angeben. 
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Zwei ausgezeichnete Querschnitte k und r links und rechts von der Resul
tierenden werden nach dem Index der ihnen zugeordneten Lasten P t und p .. be-
zeichnet. Die AbsUi.nde der Lasten Pl' .. Pm· .. P t - l r:Um~ ~7"' 
von der Last P t sind ell;m' ihre Abstande von ~~~ i ,erm.t;- ~ 
der Resultierenden U m . Die Abstande der Lasten ' 
p.. . . . Pm. .. P r+l von der Last P r werden e;"" 
die Abstande von der Resultierenden U:. genannt. 
AuBerdem ist abgekiirzt 

i k 

I J;P".= I.\3k' .1) P", U", = ~t, 
1 1 

(120) 
r r 

.1)P", =1.\3;. .1) Pm U':' = ~; . .. " 

~~Zk kl 
IE N l---.,.,.I 

Abb. 73 a und b. 

Die Momente M t und M r k6nnen dann folgendermaBen angeschrieben werden: 

M~ = Rt·(l- Ut - Xli;) - j;p",ell;"" Mr = Rt; (l- u;-x;) - j;Pm e;",.l 
1 t" (1~1) 

M - R Xt (1- x.) R x. ~ r 
oder lI; - I -,--Uk - ~ P",ell;",' 
Das Moment ist nach (116) ein Grenz
wert zwischen 

~t-ll d ~t l (122) xkl=R- un xU=}f" 

Fiir diese Querschnitte ist dann mit (122) 
i-I 

M =Rxu(l-x'l)_ \'p 
kl 1 ,4,.; '" U'" • 

1 

i 
Mu =R x'u(/- xu) _ '\'lp 

I ,4,.;' '" U'" • 
1 

I (123) 

Das Moment ist im rechten Bereiche 
nach (1l6) ein Grenzwert zwischen 

Abb. 74. Untersucbung einer Kranbriicke. 

"'='u=6,25m, ..... =~J.!.20 = 14,38m 
32 

(I. = 10'3,47 + 13'0,47 = 34,68 + 6,08 = 40,11 ml, 

X' =~; + ! lund ' ~; l (124) 6 9 
r1 R X,2 =}f' . r=3: "':'=82 20 - 3,75m, "':'~3220=5,62m. 

Fur diese Querschnitte sind die Momente (I: = 3,0 ·2,53 + 6,0'5,53 = 40,R mt. 

r+l r 
M' = R X~, (I = x;.,) _ ~ P' M' = R X~I (/- X;_I) _ '\'l P , (125) 

r1 I L.J III U'" • ,2 I ,4,.; m U",. 

" .. . 
Der erste Anteil ist die Ordinate einer Parabel mit ! R l als PfeilhOhe. Der zweite 
Anteil ist ein Geradenzug, dessen Eckpunkte die Abszissen Xu und X;2 und die 
Ordinaten ~t und ~k erhalten. 

Das Ergebnis kann auch auf eine begrenzte, gleich groBe Streckenlast ubertragen 
werden (Abb.73b), k 

R b P "'L=~~l=~~ '\'lp _pbc:tx"t 1 = p = 2 pc; = P d z • ..... R b',4,.; m 1'm - ,I ' 
1 (126) 

maxMk=PlbXtX~(I--T) =2pct(I--T)WR' j 
Das Diagramm der Grenzwerte ist eine Parabel fur die Belastung 4 p T (1 - T) . 
Domke, 0.: Theorie des Eiscnbetons. Handb. f. Eisenbetonbau Bd.1. 4. Auf!. S.391. 

Berlin 1930. - Beyer, K.: Baustatik. Taschenb. f. Bauing. Bd. 1 S.270. Berlin 1928. 
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Tabelle 6. Balken auf zwei Stii'tzen. 
I: Stiitzweite, ~ = :r/I, E' = :r'I'; A, B: Stiitzkrll.fte; Q .. : Querkraft; M .. : Biegungsmoment im 
Querschnitt m; :ro: Querschnitt mit dem groBten Biegungsmoment Mmu. 

Jede Abbildung zeigt der Reihe nach die Art der Belastung und die Zustandslinien fiir die 
Querkralt Q .. und das Biegungsmoment M til *. 

A =Pb 
I 

Pa 
B=-,-

Pb 
Ql=+ -,-

Ml = PbE M.= PaE' 

Pa b 
MlDu=-,-

B =e!.. 
2 

pi' 
M=2 OJR 

Pa 
Q2=--,-

I 
:rO=2 

pJl 
Mma" = 8 = 0,125 P II 

A = ~ (2n + c) B = ~ (2 m + c) 21 21 

Ql =A Qz =A -P(:r-7II) Qs = - B 

MJ=A m MJJ=Bn 

:r (:r - m)1 
Ma=MJ m -p --2-

C A 
:ro = m + - (2 n + c) = m + -

21 P 

pc . 
A = 2T(2n+C) 

Q1 =A -p:r 

A 
:ro= -p 

B =Pzc. + R 

, B 
:ro= -

PI 
M' =~ 

III&J: 21'1 

II * OJ~) und OJ<;} nach Tab. 22 fiir das Interval! 0 ~ c ~ I • 



~ ~ 4~~m~ 
E! : l ! ! 30, 
+' ,I: 

, I 
I . 

~~ -+m+-c----l-n1 
: I I I I I : I 

~' ~l' I A- + I I I I 

::!l ;~8 
I I I ': 

Stutz- und Schnittkrafte. 

Tabelle 6 (Fortsetzung) 

A=B=pc 

X pez 
M =MI_+_W fcl 

I C 2 R 

c~xo~c+m Mmax = 1\11 

Qz=A -P(X-II) 

n +c~xO~n+ C+ m Mmax = Mil 

B =PI 
3 

pi' 
M ="6WD 

P II 
M mu=-- =o,o6·P5pt2 

91"3 

A = 2 PI + PZ I 
6 

B = PI -1- 2 PZ t 
6 

Q = A _ PI + Pit ~ _ PI - PI I WR 
:2 2 

/2 /2 P 12 ( P ) 
M=-ZPtWR-(PI-P.)(;WD=+ WD+p:WD 

-V Pi + PI P2 + P~ 
v - 3Pi 

!l = PZ 
PI 

A ==f6C(3-2~) 
pc x" 

Ql= A - 2- c2 

P c2 
B=-

3 I 

P e2 
Q --z- 3 1 

"Z P x" 
111m ax = -" A Xo = " 

3 3 c 
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Tabelle 6 (Fortsetzung). 

pc b 
M 1 =- -m 

2 I 

tt' pc' 
M,=1111 - + -Wlf' c 6 

pc a 
Qa=-- -

2 I 

pc a 
M II= --n 

2 I 

Q= Pl(r_2~) _ LIM 
2 I I 

pia tt 
M=-wB-LlM--M 

2 I· 
pf2 

MO=8 



W ,'--m 1 -.--=- , 
1 • 
i >0 +1 

-- . 

ft~ A+' I~ 
I', I', -' 

fo---pt'n---' 1 I - --
I' I I. I 

e I 
~I 

Stlitz- und Schnittkrafte. 

Tabelle 6 (Fortsetzung)_ 

A =e..!.. 
12 

1'/2 
M=I2CJ)p CJ)p =; - E' 

I 3-
"'0 = "2 V 2 = 0,6300 I M I'l I 

max = 16 Xo = 0,03935 I' I 

A = B = p(a +...1 
2 

M 1 ='AX_ p: Z (:r 
I 

XO= "2 

A =B=t.!. 
4 

1'1 
QII=-

12 

Q2 = P..!... [i + 4 (I - 3 E)I] 
12 

pen 
M I =--

2 

1I11 =PCX 
2 

1'/2 
M Il =-

18 

Mil = 

7 
Mill = 1081' II 

pc (X -n)1 Q2=A- z -e-

pCI (3..!... _ 2) 
12 C 

l' c2 (X- n)3 Mz=Ax-T --c-

pi 
A=B=-

4 

pI 
QI=g 

Q2 = e!.. (I - 2 E)2 
2 

P 12 
M 1 = Z (I - 8 E2) ; 

I 
xo=2' 

61 
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Tabelle 6 (Fortsetzung). 

A=B=~ 
4 

pi 
QI=g 

pi 
QI = g [I + (I _. 4 ~)2] 

pi 
Q2 = -8- [I - (I - 4~)21 

R>o: 

R<o: 

P /2 
M 1 =-

24 

I 
%0='2 

pi 
A=B=-

4 

I 
%0=2 

A=B=P.!... 
2 

P /2 
Mil = I6 

Mmax = 11<111 

A = P1C I _ R 
2 

B = P2 C2 + R 
2 

_ PC (C - %)2 
QI--2- --C-

_ P C2 ( (C - % )3) M 1 - T 1- -C-

AI. 
A=-

I 
B lIf. 

=+-1- Q=_M. 
1 

%0=0 



Stlltz- und Schnittkrafte. 

Tabelle 6 (Fortsetzung). 

A=_M.-M, 
I 

B M.+M. 
=+ I 

,\f =M.~'- M.~ 

Xo=O 

xo=1 

Mmax=+M. 

·M:..,.x=-M. 

B M.-M, 
=+ I 

Q=_ M.-M, 
I 

63 

Ml=-(M.-Md)~; M2=+M.~'+Md~; M3= + (M.-Md)~' 

Tabelle 7. Freitrager. 

I: Lange, ~ = x/I; C: Stiitzkraft; M.: Einspannmoment; Q .. : Querkraft; M .. : Biegungs
moment im. Querschnitt m; xo: Querschnitt mit dem grb13ten Biegungsmoment MIDAS' 

m-l 
M",= -~ Pt(b~ -x~) =M"'_l + Q .. c", 

1 

xo=l 

xo=1 

Mmax= -M. 

px2 
M=--

2 

Q=-px 

P 12 
Mmax=-

. 2 

pc 
M.= -(l+n) 

2 
Qa=-Pc 

pe2 (2 X ) "If.=-- -- I 
... 2 C 

xo= I 
pc 

Mmax=-~(l+n) 
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Der einfache Balkentrlger. 

Tabelle 7 (Fortsetzung). 

. pi 
c=-

2 

xo=1 

xo=l 

pi 
Q=.- 2 E' 

pi' 
MIIIU=-T 

pl· 
M ..... =--

3 

I II 
C=(PI+PZ)"2 M.=(2PI+P2)"6 

I 
Q = - 2' [2 PI E + (P. - PI) E2] 

I' 
M =- "6 [3P1EI + (P. - Pl)E3] 

xo=l 

Ql = - P. Xl 
2C 

M.=P;(1+2n) 

PC 
Q'=-2 

xo=1 

PC' 
M 1 =-T 

pc 
M'=6 (21+n) 

. PC 
Q'=-2 

pc 
M ... &lt=-6(21+n) 



~-.-;tt 
l-~ I _ 
I , 

! I 
i I 
I . ~ 
I 
I 

Stfttz- und Schnittkrafte. 

Tabelle 7 (Fortsetzung). 

c =t'_ 
2 

pl2 
M'=4 

Q2 = - ~ (2 ~ + w~») 
4 

66 

P 12 
M2 =--(10~ - 4 - 00(0)') 

24 D 

2 
C=-pl 

3 

2 
C = -- pi 

3 

Xo =, P 12 
,11max= --

4 

M = pl2 
• 12 

Xo = / 

P 12 
M,=-

3 

Xo = I 

pi Q= __ (3~2 _ ~3) 

3 

P /2 
Mm&J:= --

4 

2 
Q = - - pi (3 ~2 - 2 ~3) 

3 

P 12 
Mmu=--

3 

lYI. = M, + M. Q=o 

M 1 =-M, 

Xo = (I - n) bis I 

M 2 = - (M, + M.) 

Mmaz= - (M, + M.) 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck 5 
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15. Der Auslegetrager. 

Der Stabzug 1st bei jcder Anordnung kincmatisch starr und darf keinc uncndlich 
kleine Beweglichkeit enthalten. Zur stati~ch bcstimmtcn Ermittlung der auBeren 
Krafte cines Auslegetragers mit n Stiitzenbedingungcn sind die vorhandenen drei 

!h .ft 9,J 9f Gleichgewichtsbcdingungen durch (n - 3) 
aJ ""'''''----::::zs::2:=;;:--~...."zs~' '----:rzs:~:..---:l"zs:~:..--, ~4 Bedingungsglcichungen zu erganzen, dic 

bed e /' sich durch die ein- und zweistabigen Gc-a 

zs& &a -r~ ~ lenke ergcben. Bci lotrechter Belastung 
b "iF de/' sind die Stiitzkrafte eben falls lotrecht. a 

C) =~--zs,...o;$'--..;;IF;"--""""zs.,cs.f9~..;;:f':.z;~"---"""b ~assel~e g~lt'l bc~ de~t ~lichen v~rbin-
~ T:' d "'b ~ d~~g G:fen~~r~ft:~. ~i:ut'n~~~eil~~; 
t'~~--~~, .,)jor---::Zs:~--zs:'r'iO'f&L-'ll&s::~-~h durch Stiitzen und Gelenke (Abb.75) ist 

a. "~ ' c -;r "(- ~ von wirtschaftlichen Gesichtspunkten 

1£) 6 4S LS c:cz b. 
J ____ ~~~ ___ ~~~~~~ ____ ~.a~~ und von der Formanderung des Trag-
~ 7"'" ' d T T werks insbesondere an den Gelenken 
• .9:1~ oS'.9.t fh abhangig. Negative Stiitzendriicke sollen 

dj d~--=~~-~.......-.t"""'~>;LS"---;::A!"""'o.::....-.,.,ZJ. mit Riicksicht auf die Kosten der Ver-
~ T"'d e 7 ankerung vermieden werden. 

Abb. 75. Anordnung von Gelenken im Gerbertrlger. 

Zeichnerische Untersuchung. Die 
Bestimmung der Schnittkrafte kann 
durch Seilecke fUr die jedem einzelnen 
Felde zugeordneten senkrechten Lasten 

vorbereitet werden. Die auBeren Seileckseiten soIl en sich dabei auf den Wirkungs
linien der Stiitzenkrafte schneiden (Abb. 76). Die einzelnen Kraftecke werden aus 

· t"" II II " II ' Ii' Y'" 'I "fi"/t" II 1e:;""Mi! "'y;" "' 'i Ii' ,t' 'Ii 'i 
I I I I I I I I 

/(rof'tec~ 
I If I 

~ , , 

Abb. 76. Graphiscbe Ermiltlung der Momente und Querkrafte eines Auslegetragers fUr ruhende Belastung p. 

einem zusammenhangendcn Kraftezug entwickelt. Sie erhalten gleiche Polweiten H. 
An Stelle der graphischen Darstellung konnen die Momente auch fUr die jedem Felde 
zugeordneten Lasten nach (86) gerechnet und aufgetragen werden. Mit der Lage 
der Gelenke sind die Nullpunkte gi, g~, g;, der Momente, die Stiitzenmomente und 
damit der Momentenverlauf bekannt, aus dem die Querkrafte abgeleitet werden. 



Analytische Untersuchung. - Einflul3linien und Grenzwerte. 67 

Der Heweis ergibt sich aus den Be2;iehungen zwischen Kraft- und Seileck. Mittel
bare Lastiibertragung wird ebenso wie beim einfachen Balkentrager beriicksichtigt. 

Analytische Untersuchung. Zur Berechnung der Schnittkrafte werden in der 
Regel zunachst die Querkrafte an den Gelenken bestimmt. Die waagerechten Kom
ponenten der Verbindungskrafte sind bei senkrechter Belastung Null. Damit sind 
die Stiitzkrafte bekannt, so daB die Schnittkrafte im Krag- und Schwebetrager 
eben so wie beim einfachen Balkentrager nach (86) und (87) erhalten werden. Zur 
Nachpriifung der Stiitzkrafte k6nnen, abgesehen von den Gleichgewichtsbedingungen 
der au13eren Krafte fUr den ganzen Stabzug, auch diejenigen fiir das Gleichgewicht 
der au13eren Krafte an Teilen des Tragwerks gebildet werden. Fiir den Stabzug 
nach Abb. 76 ist das Moment der an dem Stabteil ag1 angreifenden au13eren Krafte 
in bezug auf gl Null. Dasselbe gilt fUr die au13eren Krafte von agz in bezug auf g2 
und fUr die au13eren Krafte von ag3 in bezug auf g3' Damit sind 6 statische Bedin
gungen fUr die 6 Stiitzkrafte vorhanden. 

EinfluBlinien und Grenzwerte. Die ungiinstigsten Laststellungen zur Bildung der 
Grenzwerte der Stiitz- und Schnittkrafte ergeben sich aus den Einflul3linien. Diese 
werden am einfachsten in Anlehnung an diejenigen des einfachen Tragers als Funk
tion der Einflu13gr613e aufgetragen. Sie lassen sich nach S. 49 auch kinematisch 
angeben (Abb. 77). 

,rlf 

a) Einflu8linie des Momentes im QuerschniU 111 des 
Balkens a b. 

cJ EinfluBlinie der Querkraft im Querschnitt In des 
Balkens a b. 

I ' 

b) Einflu8linie des Momentes im Querschnitt flI des 
Kragarms. 

d) EinfluBlinie der Qutrkraft im Querschnitt In des 
Kragarms. 

Abb. 77. Kinematische DarsteHung der EinfluBlinien eines Auslegetrligers. 

Die Grenzwerte der Schnittkrafte k6nnen bei gleichma13ig verteilter Nutzlast mit den 
Einflu13flachen bestimmt werden. Die Rechnung vereinfacht sich dadurch, da13 oft 
dieselbe Laststellung die gr613ten Schnittkrafte in den Querschnitten eines Stabteils 
hervorruft. 1st der eine Grenzwert einer Schnittkraft bekannt, so kann der andere 
leicht aus der Schnittkraft fiir volle Belastung des Tragers bestimmt werden, da z. B. 

maxMmSl + minMm" = !fm". 
Die Schnittkrafte des Schwebetragers werden nach Abschn. 14 berechnet. 

Die Einflul3linien der Stiitz- und Schnittkrafte bestehen zum gro13en Teile aus 
einzelnen Dreiecken. Die ungiinstigste Stellung eines Lastenzuges stimmt daher fUr 
jeden Bereich mit derjenigen iiberein, welche das gr613te Biegungsmoment eines 
Balkentragers liefern wiirde. Die Grenzwerte der Schnittkrafte des Auslegetragers 

5* 
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k6nnen daher im wesentlichen als die groBten Biegungsmomente eines stellver
tretenden Balkentragers berechnet und darauf mit eincm von der Unterteilung des 
Stabzugs abhangigen Beiwert erweitert werden. Diese Rechenvorschrift ist in 
Tabelle 8 enthalten. 

Stiitzenstellong ond Gelenklage. Stiitzenabstand und Gelenklage werden oft so 
gewahlt, daB die Betrage der groBten Momente iiber den Stiitzen und in den Feldern 
gleich groB werden. Der Eisenbetontrager ist jedoch in der Regel im Bereicn des 
Feldes durch die mittragende Plattenbreite und im Bereich der Stiitzen durch 

Abb. 78a. Anordnung a (AuBenfeld): 
1,=0,8284/, 1.=0,1716/; 

ql' 
MI = M. = M = 0,0858 ql· = 0,6863 -8. 

Abb.79. 

Abb. 78b. Anordnung b (MitteHcld): 
II = 0,707/; I. = 0,1461; 

ql· 
MI =M.=M=O,0625gl· =0,5/1. 

Vouten verstarkt, SO daB sich das wirtschaftlich giinstigste Verhaltnis der gr6Bten 
Biegungsmomente andert. Es kann in jedem FaIle leicht durch Rechnung festgestellt 
werden. Oft sind bei der Aufteilung des Stabzugs auch ortliche und konstruktive 
Gesichtspunkte maBgebend. Ais Grundlage lassen sich die Ergebnisse fiir gleich
f6rmig verteilte Belastung nach Abb. 78, 79 verwenden. Danach ist die Lange 
des Schwebetragers II = 0,7071, die Lange des Kragarms 12 = 0,1461. Bei einer 
groBeren Anzahl von ausgefiihrten Briickentragern mit Vouten ist die mittlere Lange 11 
des Schwebetragers mit 0,4 1 bis 0,55 1, die Auskragung 12 also mit 0,3 1 bis 0,225 1 
ausgefiihrt worden. Sie betragt, bezogen auf den anschlieBenden Balkentrager 
mit L aIs Stiitzweite, 0,3 L bis 0,45 L. 

Lossier, H.: GroBere Balkenbriicken in Eisenbeton. Vorbericht zum Ersten Kongre13 
der intern. Ver. fiir Briicken- und Hochbau. S.367. Ziirich 1932. - Spangenberg, H.: 
GrOBere Eisenbetonbalkenbriicken in Deutschland. a. a. O. S. 385. - Gombos, M.: Balken
briicken in Ungarn. a. a. O. 5.417. 
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16. Stabwerke mit drei Gelenken. 

Stabwcrke mit drei Gelenken werden als Bogen- und Rahmentrager gebaut. 
Die wirtschaftlichen Vorteile der Bogenform zur Obertragung von Lasten ohne 
wesentliche Beanspruchung der Biegefestigkeit des Baustoffes sind bekannt. Sie 
gelten besonders fiir den Massivbau, da hier druckfestc Baustoffe mit geringer Zug
festigkeit verwendet werden. Zwei Gelenke liegen in der Regel an den Stiitzpunkten. 
Sie werden ais Kampfergelenke bezeichnet. Durch ihre V crschiebung gegen die 
Mitte des Stabzugs entsteht der Auslegebogentrager. Die Abb. 80 zeigen die 
allgemeine Anordnung eines Stabwerks mit drei Gelenken. Die Kampfergelenke 
liegen in der Regel in gleicher Hohe. Die Rahmenform wird stets dem Zweck des 
Bauwerks angepaBt. 

Urn bei senkrechter Belastung waagerechte Stiitzkrafte zu vermeiden, kann ein 
gerades oder gesprengtes ZugbaJid vorgesehen werden (Abb. 81). Das Stabwerk 

bleibt trotzdem statisch bestimmt, wenn ein 
_ ~ " Stiitzpunkt langsbeweglich ist. Die Hohen
t'" 'f ~ lage und die allgemeine Anordnung des Zug

ban des richten sich nach der Form des n n . Rahffi2:': dA,n. 
1-:r1'\. ~ 
Abb. 80 a-f. Bauformen des Bogentrilgrrs und 

Rahmen" mit 3 Gelrnken. 
-Abb. 8la-c. Bauformen statisch bestimmter 

Bogentrilger und Rahmen mit Zugband. 

AnalytischeBerecbnungderStiitz-undSchnittkrafte.DieStiitzkriifteK,undKr 

werden in je zwei Komponenten zerlegt, von denen A 'und B' senkrecht sind, wahrend 
H~ und H~ die Richtung der Verbindungsgeraden der Kampfergelenke a, b erhalten 
(Abb.82). Bei beliebiger Belastung sind A' + B' und H~ - H~ entgegengesetzt 

gleich der Projektion aller Lasten auf diese Richtungen. Senkrechte Belastung 
ergibt daher H~ = HI,. Bei beliebiger Belastung sind die Komponenten A I, B' und 
H~ - H~ ebenso graB wie die Stiitzwiderstande eines stellvertretenden Balkens 
von der Stiitzweite l. Sie erzeugen in diesem mit der Belastung die Schnittkrafte 
Vo, H~, Qo, Mo. Die Schnittkrafte des Bogen- oder Rahmentragers werden daher 
aus diesen durch Superposition mit dem Anteil aus der Stiitzkraft H~ oder HI, er
halten. Mit H~II = 0 und M 1m , Qlm fiir H~ = 1 ist 

und 
Qm = QOm + QlmHi, I 
Kr = B'.fH& = B.fHII· 

(127) 

Die Stiitzkrafte H~ = Halcos (Xo, HI, = Hl//cos!Xo werden aus dem Gleichgewicht 
tier auBeren Krafte an einem Bogenschenkel berechnet. Ihr Moment in bezug auf 
lias Mittengelenk c ist Null. Bei geradem Zugbande tritt an Stelle von H~ oder Hi, 
dessen Langskraft Z. 1st das Zugband gesprengt (Abb. 81, b-c), so wird die Langs
kraft des Stabes unter dem Mittengelenk berechnet. 

Die analytische Berechnung der Stiitz- und Schnittkrafte eignet sich am best en 
fUr senkrechte, unter Umstanden auch fUr waagerecbte Belastung. Dagegen ver
dient die zeichnerische Losung den Vorzug bei beliebig gerichteten Lasten. 
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a) Lotrcchtc Lasten (Abb. 82a). 
I 'II r, 

A' = T [J g (1- x) dx + 5: P"b" + f P (1_. x) dx]. 
o I rl 

I I 11 7, 

B' = Ilf gxdx + Z P"a" + f pxdxj; 
o 1 r, 

H H' ],,,10< = COSOto = -,-. 

I I, )/1 " 

H = T [A' 11 - f g (11 - x) dx - )' Pk·(ll - ad - f p (11 - x) dx]; 
U 1 %, 

A = A' + HtgOto; B = B' - HtgOto; 
Xm r rna. 

Vom = A' - f gd x - ~ P" - f Pdx . H",=-H. 
u 1 rl 

~ 'r ~ 

Mom = A' xm - f g(Xm - x) dx - L P,,(xm - a,.,) - f P(Xm - x)dx, 

(128) 

o 1 %, 

Mm = Mom - HYm. llIa'.m = i ... l om - HYa'.m. 

M".m = Mom - H Y".m' 

Q _ V H sin (rt .. - rt~) • 
m - 0 m COS Otm - • cos rto 

OCo=O: Qm=COSocm(J'om-Htg OCm)· 

'\r _ V . + H cos (rt .. - ao) • 
- . .IV ... - 0 ... sIn ocm • cas au 

OCo = 0: - Nm = sin ocm(Vom + H ctgoc';'). 

b) 

H 

B' 

pAW_ 
Bhl 

H Abb. 2. 

Nach dicscn Angaben ist fUr gleichformig verteilte Belastung p 
H = P 11/1 • M P II ( 11 I. Y) 

2 t • m = T .WB - ITT . 

N P I [ 2 X 11 I. I ( ] . 
- m = 2" 1 - I + T I I ctg OCm + tg OCo) Sin OCm • (129) 

Q = pi [1 - 2 ~ - ~!! ~ (tg OC - tg (6 -)] cos OC 
m 2 I I I I m -v til· 
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1m Bauwesen bildet der symmetrischeBogentrager mit gleichhoch liegenden 
Kampfergclenken die Regel. Hierfiir ist CXo = 0, lll'l = l2/l = 1/2. 

Bei einer zusammenhangenden Untersuchung werden ebenso wie fUr den Balken
trager zunachst die Stiitzkrafte A' und B', hteraus die Schnittkrafte Vom und nach 
(86) Mom bestimmt. Aus Moe - HI = 0 folgt die Bogenkraft H, so daB nach (128) 
die Biegungsmomente Mm oder die Kernmomente M",m, Ma',m angegeben werden 
k6nnen. Die Querkraft wird nach (128) oder aus Qmsm = M m - M m-l berechnet. 

b) Waagerechte Lasten am linken Bogenschenkel (Abb. 82b). 

1I~ n 

H b - H a = H tD = J w d y' + ~ W k : 

II; 1 

A' = - B' + Hw tg CXo , H=B'!J.. 
b I ' 

A=_B=_B,h-d=V 
II:" r (130) 

Hm = - (Ha + J wdy' + ~WJ)' I Om' 
II; 1 

Schaulinien der Schnittkrafte. Urn die Momente und Kernmomente in einfachcr 
Weise zeichnerisch darzustellen, wird der Ansatz (128) umgeformt. Bei senkrechter 
Belastung ist mit H:;:) nach Abb. 88 

- H::) = H a = Hb = H = const 

JIm = Mom - HYm =H(!..~'· - y".) = HCYm - Ym) = Hbm· (131) 

,; \ ~ p, P.l 
, \ 

,..... \ 
c( + \ 

\ \ 

Das Biegungsmoment ist nach Abb. 83 pro
portional ciner Streckc b"., die als D:fferenz 
zweier Strecken )1m und Ym gefunden wird. 
)'m ist entweder Ordi
nate des Schwerpunktcs 
oder cines der beiden 
Kernpunkte des Qucr
schnittsm')lm = Mom/H 

I r Jim ist proportional dem 
I Biegungsmoment des 

a _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ stellvertretenden Bal-
/( ~~'?--7:.-=-=-~0~:t==::l' Kr kens, das nach Ab

Abb.83. 
schnitt 13 berechnet 
und aufgezeichnet wer-

Abb. 84. 

den kann. Das Vorzeichen der Differenz bm = )1m - Ym ist in Abb.83 eingetragen. 

Uisung bei senkrechter Belastung auf dem rechten Abschnitt des Rahmens Abb.83: 

_. Mom 
",,=~, M ... = H(Y,. - Y .. ) = Hb ... 

Das Biegungsmoment mit ciner positiven Differenz bm erzeugt an der Innen
seite des Stabes Zugspannungen. 

Bei waagerechter Belastung ist die Komponente H m der Schnittkraft verander
lich, dagegen A = - B = Vo m konstant. Daher kann nunmehr die Stiitzkraft A 
in dem Ansatz des Biegungsmomentes als Multiplikator gewahlt werden. Fiir' einen 
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stellvertretenden Balken mit Hoa = 0 ist nach Abb.84 

( iW·o.. H.) (H. ; Wt(Y ... -Ct )) I 
Mm =Mo .. - H: y ... = -A" ~---.x- ~ .~Y •• ~ = -A + "AY"'- X.n + - - .:1- - • (132) 

M m = - A (+ x", - X.n - An.) - - A a.n - B II m' 

Das Biegungsmoment ist in diesem Falle proportional einer horizontalen Strecke am. 
die sich aus drei Anteilen zusammensetzt. Die Krafte A und Ha sind nach (130) 
negativ. Das negative Vorzeichen ist in der Definition von x;;' enthalten. Die 
Strecke x;" ist durch die Komponenten Ha und A bestimmt. Die Strecke x;;' wird 
bei Einzellasten fUr alle Punkte m berechnet und von der zugeordneten Strecke x~. 
abgezogen. Diese punktweise Bestimmung kann bei einer gleichfOrmigen Belastung 
durch einfache geometrische Konstruktionen ersetzt werden (Abb. 84). 

Zeichnerische Darstellung der Momente eines symmetrischen Dreigelenk
rahmens. 

a) Symmetrische Kranbelastung (Abb. 85a). 

C 
P,=P,=P; H=PT , 

.11 m = H (ji 1ft - Y ... ) = H b m , 

Abb.85a. 

_ Mom 
y",=~, 

M""=Hbm,, 

c) Waagerechte Windlast im Bereich des 
Pfostens (Abb. 85e). 

W h2 

A=2T=B; 

wh 
W-H=41(4 / -h). 

Momente im Riegel und Pfosten b: 

M m =H(Ym - Ym) = Hb ... ; 

Momente im Pfosten a: 

[ w -H Wy2] 
M .. =A -A-- Y"- 2A' =Aa •. 

b) Einseitige Kranbelastung (Abb. 85 b). 

Pc _. .\fo m 
H=-, Y ... =--. 21 . H 

.TtJ,,=H btl, .JJ,n,=Hbn", 1W m"=Hbm,, . 

Abb. 85 b. 

d) Waagerechte Windlast auf die La
terne, angenahert ersetzt durch die Kraite 
w. U, = U, (Abb.85d). 

W
M·=2b ... 

1m link en Bogenschcnkel ist zur besse
ren Obersicht das Vorzeichen des Biegungs
momentes M ... an Stelle des Vorzeichens der 
Streckendifferenz tim eingetragen. 

Zeichnerische Ermittlung der Stiitz- und Schnittkrifte. Die Schnittkrafte 
N m. Mm. Qm eines jeden der beiden Ufer des Querschnitts m k6nnen zu einer 
resultierenden Kraft R!!) zusammengefa13t werden. die entgegengesetzt gleich zur 
Resultierenden R~) der au13eren Krafte ist. die am Stabe links oder rechts vom 
Querschnitt 11£ angreifen. Sie ist in einer Mittelkraftlinie aus der Belastung und 
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den zugeordneten Stiitzkraften enthalten, deren Momente in bczug auf die Ge
lenke a, b, c Null sind. Die Mittelkraftlinie wird mit Kraft- und Seileck gezeichnet. 

~ 
I 

1~~ 

Abb.85c. 

~~----,--------~ 
B 

.\l>b. 86a. Waagerechte Belastung im Bereich des Riegela. 

Sie ist durch die drei Punkte a, b, c bestimmt. 
Die StUtzkrafte K" Kr set zen sich aus 

den Anteilen A', A" und B', B" der Be-

Abb.85d. 

1lIllllIilllllllrflllllllllllll4; 
I " [V.-j- I ./1 

". \ 
~ "~ \ I f 

' I 
" I ' \ I~ 

~--------t--------~ 

Abb. 86 b. Biegungsmomente emes DreigeJenkrahmeos mit 
hocbgerilckteo K1mpfergelenken fUr eioseitige ScbneeJast. 

lastung eines jeden Bogenschenkels zusammen. Daher werden die resultierenden 
Krafte R1, R~I zu den beiden Teilbelastungen gezeichnet und bei ungiinstigen 
Schnittpunkten durch 2 Komponenten ersetzt, die nach den benachbarten Ge-

_ .... - _ ... "' .. ,." 
--- ., ,I 

~;," ;' I 
, ,I 

" I I 
I 

Abb. 8i. Mittelkrafthnie eioes DreigeleDkbogeos fiir beliebig gerichtctc Einzrllasten. 

lenken a, c und c, b gerichtet sind. Die dem Mittengelenk zugeordneten Teilkrafte 
werden wieder in 2 Komponenten nach c -;- a und c -;- b zeilegt (Abb.87). Damit 
ist die Mittelkraftlinie bestimmt, aus der die Momentc oder Kernmomente nach 
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Abb. 88 berechnet werden. Langs- und Querkraft N m. Q m sind in dem Krafteck 
enthalten. Die zeichnerische Untersuchung fiihrt bei eiller beliebig gerichteten Be
lastung schneller zum Ziele als die Rechnung. 

Graphostatische Beziehungen zur Bildung der Stiitzkrafte in Abb. 87: 

(PI'.· .• P,,) = (R~. R'Jz); (R~,A'.B') =0. (R~l' A", B") =0; (B'.A") == (L'. L").1 
K ' "', K B"...." J (133) ,==A+L. r= +L. (P1, ... ,P". K 1• Kr)=O. 

In Abb. 89 sind L:' P = Rj und 2)" P = RIz die resul
tierenden Krafte der jedem Bogenschenkel zugeordne
ten Belastung. Die Bestimmung von RI • RIl ist der 
Lage nach durch das Krafteck (5 vorbereitet worden. 
]ede von ihnen wird graphisch mit I: und f}' durch 

Abb.88. zwei parallele Komponentcn AI' C] und Ch, BIl er-
M". ~ R!!' e,,, = H~~) .;:. - Y~~'':''. setzt. deren Wirkungslinien durch a und coder c und 

b gehen. Die Summe (CI + Ch) der beiden dem Mit
tengelenk zugeordneten Komponenten ist dann nach L' und L" zerlegt tlnd mit 
den in a ,und b anfallenden senkrechten Komponenten Al tlnd'BI1 zusammengesetzt 
~orden. Auf diese Weise werden K, und Kr gefunden. 

b -
H=t H .. 

Abb. 89. Mitte1kraftliDie eines DreigelenkbOllens filr senkrecbte LasteD. 

(13t) 

G' _ - -..= - - -:-;:0;" Die Ordinaten der Mittelkraftlinie bm konnen nach 
__ - - - L (128) fiir senkrechte 'Belastung leicht gerechnet 

-Lor werden, da fiir die Punkte der ·Mittelkraftlinie 
Mm = 0 ist, also 

O=Mo",-Hbm ; b- - ,y •• 
m- H' (135) 

Daher werden zunachst die Momente des stellver
tretenden Balkens nach (86) aus den Lasten P be
stimmt. H = Moe/I. Bei symmetrischerTr!igeranord
nung und symmetrischer Belastung ist auBer Me 
auch die Querkraft Qc im Gelenk c Null. 

Abb. 90. ZeichnerillChe BnnittlUDg der Stilt&- ulI4 V ... bin4unpkr1fte eines BoRello 
trIger8 mit Z1JCband. 

R';R"-R, (R,.o4,B) ",,0. 
rechter BogenscbenkeJ (B;R",Z",G")=O, G';G"-O •. 
linker Bogeoschenkel (A ; R' ,Z', G') "" O. z' +Z" - 0. 
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Zeichnerischc Ermittlung der Stlitz- und Schnittkrafte. 

Berechnung der Mlttelkraftlinie einer Dreigelenkbogenbriicke. 

I. Lasten: a) Eigengewicht: Gm = G:" + Pm.; Abb.91a. 

longssehnilt /lnsichl 

r 

NoDe in em Krofle in t 

'0 
em 
3tI 

I!Q 

10 

o 
10 

2Q 

3D 
-li 

-~~~~~~~'~~~~~~~~~~~_m Iii einer Btxienrifpe 
___ fUr ti"gellflewiehl und /lerlrehrs/031 fxzenlrizlYttYen Ii in em 
- - - -. • o//ein Ito, Itu,t:!!nkrechlgemessene Jf?mWf'ili!n 

Abb. 9la und b. 

G~. : Einzellasten aus dem Gewicht g tjm einer Bogenrippe nach (91) in t. 

75 

Pm.: Einzellasten aus dem Gewicht der Querriegel und der Schlepptrager in t (5. Tallellt·). 
Langen in m. 

G;" = c;(gm_l + 2gm) + c'"6+1 (2g .. +gm+1)= G;".l +G;II.~, m d m cos CX m v'" bm gm 

0-2 0.40 0.70 0.57 0.80 1,09 
3 0.41 0.70 0,58 0,45 0,63 
4 0,43 0,70 0,61 0,45 0,66 

l'm =vmbmy; " = 2,4 t!m3 • 

g"'-1 etll zg", C"'+1 
G~'.l G;".9 +2g .. '6 +g"+1 

-6-

x", e", g. G' Pm. G .. Gm X"I 

I 
m 

g"'-1 + Hili + g"'+1 
e .. -
6 

- 9,80 - 1,09 - - 3,282 0,028 - 0,093 0,093 - 0,093 -O,9Il 

- 9,63 0,17 1,09 6,564 I 0,028 0,186 0,348 0,534 -5.142 

- 9,46 0,17 1,09 3,282 0,028 ;Z,814 0,042 0,093 O,Il7 0,210 - 0,210 -1,987 
- 9,21 0,25 0,63 .2,346 0,042 1,9Il 0,083 0,098 0,159 0,257 - 0,257 -2,367 

b) Verkehrslasten Pm.: P 18,.= R.= 3,844 t; P!l3."= p.= I,Ot. 
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a 
0 

I 

2 

3 

Stabwerke mit drei Gelenken. 

2. Ordinaten y = .110 ., H unci Exzentrizitaten b = ji - y cier Mittelkraftlini('. 

V o .. , .110 ... : Querkraft unci Moment des stellvertretenden Balkens (a, b) nach (86). 

a) E i ge n g ew ic h t (V 0"" .11 .... ,). Aus Symmetriegriinden: VOe , = O. 

H.,= H.,= H,= .11o .. /i = 24,638t; 
1 c < 

Probe: H'=:'f (I J:G .. - 2 J:C .. x m ), t /J /J 

c 
1'0., =.-1. = 11. = 2;G m = 27,924 t, 

a 

c 
:EG., x'" = -108,579 mt. 
/J 

I 
Gm 

I 
Vo .. , 1'0 .. , c ~om, 

y y b 
m X c 

[m] [m] [m] 

II - 9,80 - (27,924) 
0 - <),Ro 0,00 0,093 27,<)24 0,000 0,000 0,00 0,00 0,00 

I - 9,63 0,17 0,534 27,83 1 4,73 1 4,73 1 0,19 0.18 0,01 
2 - 9,46 0,17 0,210 27,197 4,640 9,37~ 0,38 0,36 0,02 

b) Verkehrslasten (Ap, B p , l· ... p, -'l.mp) und Eigengewicht: 

Pm. Pm.X V. mp VompC 

1 .. 10 _ y 
X c 

Momp Mom. Mom/PH) [m] 

- 9,80 - (3,258) 
- 9,80 0,00 - - 3,258 0,0000 0,000 0,000 0,000 0,00 

- 9,63 0,17 - - 3,l58 0,5538 0,554 4,73 1 5. 285 0,20 
- 9,46 0,17 - - 3,258 0,5538 1, 107 9,372 10,479 0,39 
- 9,21 0,25 - - 3,258 0, 81 44 1.922 16,144 18,066 0,67 

Exzentrizitaten: b .. =Y .. -Ym' Abb.91b. 

m 

a 
0 

I 

2 

Y b 

[m] [m] 

0,00 0,00 

0,18 0,02 
0,36 0.03 
0.62 0,05 

I 

m 

a 
0 

I 

2 

3 

EinfluJ3linien der Schnittkrifte. Die Grenzwerte der Randspannungen (f und 
der Schubspannungen T werden aus den Einflul3linien der Kemmomente und der 
Querkraft bestimmt. Die Einfluminie der Bogenkraft ist nach H = Mocll die 
Einflul3linie des Moments eines stellvertretenden Balkens mit der Stiitzweite lund 
den ausgezeichneten Ordinaten li/i und 12// (Abb. 92b). Die Einfluminien der Schnitt
krafte konnen nach (128) als Unterschied der Einflul3linien fUr No. Mo. Qo' also 
fur die Schnittkriifte eines Balkentragers von der Stiitzweite lund der mit N 1 • MI' QI 
erweiterten Einflul3linie der Bogenkraft H gebildet werden. Auf diese Weise ent
stehen Einflul3linien mit den Lastscheiden E in den Abstanden e. e'. 

Die Einflul3linien der Schnittkrafte des Dreigelenkbogens lassen sich in ein
facher Weise aufzeichnen. da deren Ordinaten an den Stiitzpunkten denjenigcn 
eines Balkentragers von der Stiitzweite e entsprechen. Daher werden zunachst 
die Einflul3linien der Schnittkrafte des stellvertretenden Balkentragers mit der 
Stiitzweite e aufgezeichnet und daraus diejenigen des Bogentragers entwickelt. 
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Die Stellung der beweglichen Lasteinheit liber einer Lastscheide des linken Bogen
schenkels liefert zwei Bedingungen. Die erste bestimmt das Verhaltnis der Kompo
Jlrnten cler Stlitzkraft K b • ca H' l2 = HI. Die zweite besteht in·M". =Oo..--=A'xm-HYM 
oder Qm = 0 = A' cos """. - H' sin (()(m - ()(o)' 

A' --lr .1, l,t~ 
~--------------l ~ 

x", ----I!lL!! I 
II- l ·r 

b)t~mmmlnnlllilimmll~: 
1m, ~ 'I ____ ------ I H-Linie· 

t_ ---

,e e~ 
e .. I 

d) a -.Unte __ - - - - - - - - - 1 
,p7l --""ITTT11111- -;'nMlAin 

, --""'ITTT11111111111tttt11l1ll £, I 
, rnl!llllilll~ill[lw'!J!IIP'm,ij!j", " I 

~hnI'am _ _ _ I 

i...------
I J'tt!llY. .Ba.lk«z. 

';~0' t-- -
.-\bb. 92. Die EinfluBlinien des Dreigelenkbogens. 

tn-,.. 'll. 
In Abb. 92b ist l'/.Tdurch 1'1T 

m I. ' 
und IT durch IT'~ ",selzen. 

Die Lastscheide der Einfluminie des 
Biegungsmoments Jlf m wird mit 

A' y", 
-=-

H Xm 
(136) 

als Schnittpunkt zweier Geraden erhal
ten, von denen die eine durch die Ge
lenkmitten b und c, die andere durch a 
und den Bezugspunkt m des Biegungs
moments festliegt. 

Steht die Last P liber der Lastscheide 
der EinfluBlinie der Querkraft Qm, so ist 

B' t 
Jr=1;' 

A I _ sin (oc", - ocu) 
H/cos OCo - sin (90 - oc"') • 

(137) 

Hierdurch sind zwei gerade Linien be
stimmt. von denen die eine durch die 

Abb.93. 

Punkte b und c, die andere durch a par
allel zur Tangente an die Bogenachse in 
m verlanft. 

Die EinfluBlinien lassen sich nach S. 4!l 
ebenso einfach aus der Momentanbewegung 
einer zwanglaufigen Stabkette entwickeln. 
welche daraus entsteht. daB die gesuchte 
Schnittkraft M. MIJ" M,., Q oder N als 
auBere Kraft eingefiihrt wird. Jeder 
Stabkette ist eine Polfigur zugeordnet. 
nach welcher die Lastscheiden und Eck
punkte der Einflul3linie festgelegt wer

den. Mit L1 = 1, dem Wege cler gesuchten Schnittkraft. entsteht ein Verschie
bungs- oder Geschwindigkeitsplan der Stabkette. aus dem die Einflul3linien flir 
die senkrecht und waagerecht gerichtete Einzellast abgeleitet werden. Die zu
geordneten Elemente der beiden Linienzlige stehen aufeinander senkrecht. Die 
Schnittkraft wird nach (104) mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen be
stimmt (Abb.58). 
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Grenzwerte der Schnittkrifte. a) Grenzwerte der Momcnte oder Kernmomente. 
Abszisse e der Lastscheide E (Abb. 93): 

1-eel. 
M,,, = Mo", - Hy", = 0 =-,-- x", -It y"" 

e'= 1 x", f 1 - , ---+ I. I y", 

e + e' = t ; e" = e - x", ; e'" = 11 - e . 

Grenzwerte max M", p und min M", p bei StreckenbelastunK uber e und e': 

I'll x", 
maxM",p=Tl 

1 _ x .. _.!! y", 
I I f 

1 +.!.!..!... ~ 
I x .. f 

H = .!!.!. (~)I .!! . 
2 I /' 

Vo = ti [~(2 -~) _2X"'J. 
'" 2 I I I' 

(l38) 

(139) 

N und Q ergeben sich nach (128), die Langskrafte auBerdem auch aus den Kern-
momenten nach (52). . 

Die Grenzwerte der Schnittkrafte aus Lastenzugen werden nach (1l7) mit den 
Momenten M (e), M (e'l eines stellvertretenden Balkentragers von der Lange e und e' 
entwickelt. 

max M",p = M(e) , min M",p = - ~'" M(e'). (140) 

b) Grenzwerte der Querkraft. 
Abszisse e der Lastscheide E. oder Ea (Abb.92d-e): 

Q = Vo cos at - H sin (at", - atg) - = 0 = I - e - ~ .!! (tg at - tg ato) I 
'" '" til cos atg 1.1 / til , 

I e' I " e = ------ I; = - e, e = e - X"'. 
1 + (tg at .. - tg atg) ,I. 

(141) 

Die Lastscheide ist reell, solange e < It, also tg at", ~ + + tgato. Die Last-
1 

scheide ist imaginar, wenn e > It. Die Grenzwerte der Querkraft aus einer gleich-
fonnigen Nutzlast p mussen daher fUr zwei FaIle angegeben werden. 

1. Reelle Lastscheide E3 nach Abb.92e: 

1'1 (e")2 I • max Q"p = T I e-COS(l". (142a) 

2. Imaginare Lastscheide E2 nach Abb. 92 d: 

min Q",p = - ~I (~",y ~- cos at", • (142b) 

Q",p entsteht durch volle Belastung des Bogentragers t. Die Grenzwerte der 
Querkrafte aus Lastenzugen werden am einfachsten nach (78) mit den Ordinaten 
der EinfluBlinien angegeben. 
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Die iibrigen Ergebnisse aus a und b lassen sich nach den Ansatzen des fol· 
genden Beispiels in Form einer Tabelle mit den Leitwerten einer Gruppe aus
gezeichneter Querschnitte berec·hnen. 

Berechnung der Schnittkrafte der DreigeJenkbogenbriicke L Abb . 94. 

I 
-- + 

Abb. 9~ a. Fonn d s Trngwuks. 

, I 

: ~,! ' ?: I 

, 
Abb. 94 b. Einfluillinie fur <las Kernmoment Ku der Bodenfuge. 

1. Geometrisehe Grundlagen. Ym' Y.',,", Yi', on 

sind die Abstande des Schwerpunktes und der Kern
punkte in den angegebenen Sehnitten Ym' bezogen 
auf eine dureh die Mitte des Kampfergelenks verI au
fende Koordinatenaehse. w.', m' Wi', '" sind die senk
reeht gemessenen Kernweiten. 

1 = 42,00 m, 1 = 4,40 m, C = 2,10 m , 

+ = 9,55, 411 = 2,39, II = (~ + I) - (; + j} 
2. Belastung: 

a) Eigengewieht, bezogen auf 1,05 m Tiefe 
als Rippenabstand. Gewolbe: 
Sehnitt 0 bis 5: g. = 0,376 + 0,72 v. 
Sehnitt 6 bis 10: g. = 2,52 v. 

m 

° I 

2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Wi',"", W' • ,m 

Em] [m] 

- -
0,15 0,20 

0,16 0,21 
0,20 0,28 
0,21 0,28 
0,22 0,28 
0,17 0,17 
0,17 0,17 
0,16 0,16 
0,16 0,16 
- -

Aufschtittung: gQ = 1,89 h. Versteinung: gp = 0,409 tim. 
b) Gleichma£lig verteilte Last: p = 0,500'1,05 = 0,525 tim. 
e) Lastenzug E. 

3. Sehnittkrafte: 

Ym 
Em] 

4,40 
4,35 
4,25 
4,09 
3,87 
3057 
3,20 
2,67 
2,01 
1,13 
0,00 

Yi'.m 

Em] 

-
4,50 
4,4 1 
·h 29 
4,08 
3,79 
3,37 
2,84 
2,17 
1,29 
-

)' 11'. til 

[m] 

-
4,15 
4,04 
3,81 
3,59 
3,29 
3,03 
2,50 
1,85 
0,97 
-

a) Momente aus Eigengewieht g = gp + gQ + g. oder G,. = (gm-l + gm) ~ ; 

1./.',m = 1./ .. + HWa',m; lvIi', 1M = ~ m - H 1.t',:.", • 

J10 m bedeutet das Biegungsmoment eines steIIvertretenden Freitragers 0 -;- 10 . 

... 

m-2 
V .. _2 =IG., 

1 

(v + Gm) = (v + Gm_1 ) + Gm_1 + Gm = G1 = ~Gk-l +Gk 
"'-1 2 ... -2 2 2 I 2 ~ 2 • 

1 

also 

M O,10 532,5 
H = - -- = -40 = 121,Ot; 1 4, 

Mom 
Ordinaten der Mittelkraftlinie naeh (135): Y .. = 1-~. 

1 Die vollstl1ndige Losung ist in der I. Aufl. S. 56 angegeben. 
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Die Beziehungen bilden die folgende Rechenvorschrift: 

m h", Co I v'" C. C'" Cm-l+gm G", (V"'_l+ ~",) (V "'-I + ~ ... ) c 

0 - - o,<}O 1,024 1,433 - - 0,00 0,00 
I - - 0,94 1,054 1,463 2,896 3,04 1,52 3,19 
2 - - 0,96 1,067 1,476 2,939 3,08 4,58 9,62 
3 0,06 0,113 0,97 1,074 1,596 3,072 3,22 7073 16,23 

m Mo", /-y", H(f-y ... ) j\1 ... H Wi',,,, Hw." ... M j "", M o', .. 

0 0,00 I 0,00 oJoo 0,00 - - 0,00 0,00 
I 3,19 0,05 6,05 2,86 18,14 24,2 - 15,28 + 27,1 
2 12,81 0,15 18,15 5,34 19.35 25.4 - 14.01 + 30.7 
3 29.04 0.3 1 37.50 8046 24. 2 33.9 - 15.74 + 42.4 

b) Grenzwerte der Momente 
Last p: Mit Hilfe der Ausdriicke (138) 

und Querkrafte aus gleichmU3ig verteilter 

21 I c'= ---..,-
t x' 

e"=c-x; e'''= c'- ~ 
1+2-·

I Y 

x e" 
wird nach Abb. 92 c max M p = p. -2- ; 

-p·1 
minM = -- e'" , y 

p 4/ . 

m 

Obere Kernpunkte i' 

18,<}O 4,50 0.238 4.20 19.66 22,33 0,76 1,33 7,18 14.30 
2 16,80 4.41 0.263 3,81 18,62 23,35 1,82 2,35 15,28 24,75 
3 14,70 4,29 0.292 3,43 17,55 24,45 2.85 3,45 20,93 35,33 

Untere Kernpunkte a' 
I 118,<}O 4. 15 0.21 9 4.56 20,50 21,47 1.60 0,47 15,12 4.66 
2 16.80 4,04 0.240 4,16 19,55 22,45 2.75 1045 23.50 13.99 
3 14.70 3.81 0,259 3.86 18,77 23,23 4,07 2,23 29,90 20.30 

I 
Die Grenzwerte der Querkra.fte ergeben sich nach (142a), (142b) aus: 

tg IX", = ]"'-l-Y"'+I = Y"-I- Y",+l 
x"'_l - x"+l 4,20 

1 
e = ---1--- - ; 

1 + 2T tg IX 

2 

+ 3077 - 7.51 
+ 8,02 - 12,99 
+ 10,98 - 18.53 

+ 7,94 - 2.45 
+ 12,33 - 7.35 
+ 15,70 - 10,65 

1 
2t = 4,775 

p ( P) QD = 2 (I - 2 x) -- 4T tg IX • cos IX ; 1. = 0,26 tIm; 
2 

12 
4T = 100,2 m. 

Flir e > ! I (eine Lastscheide): 

p x~ 
minQp = -2 -e- cos IX; 

Flir e < } 1 (zwei Lastscheiden): 
e" = e - x; 

p e"2 
max Q. = ,-- - cos IX; 

2 f' 
oninQp=Qp- maxQp. 
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I /2 12 
m y tg at COS at -. tgat e x /-2X - tg at 1-2x--tgat Q, 

21 41 41 
0 4,40 0,0000 1,000 0,000 42,0 21,00 0,00 0,00 0,00 0,000 

0,0357 
, 

0,999 35,9 18,90 3,58 + 0,62 + 0, 163 I 4,35 0,170 4,20 
2 4,25 0,0619 0,998 0,295 32,4 16,80 8,40 6,21 + 2,19 + 0,574 

. 

m e x e" ~ cos at minQp Qp maxQ" 
2f 

0 42,0 21,00 - 0,00625 - 2,755 0,000 + 2,755 
1 35,9 18.90 - 0.00730 - 2.605 + 0. 163 + 2.768 
2 32.4 16,80 - 0,00808 - 2,280 + 0.571 + 2.854 

c) Rechenvorschrift fiir Lastenziige (140). at) Ungiinstigste Laststellung (Abb. 92c). 
GroBtmomente fUr Rechtsfahrt.· Belastungsbereich = e 
Kleinstmomente fiir Linksfahrt, Belastungsbereich = e'. 

\l!" : \l!, < e : e" < l/3" : \l!,-l 
Bedingung fUr die ungiinstigste Laststellung (102): { oder 

\l! .. : \l!, < e' : elll < \l!" : \l!'-l· 
F'Ur maxM" .... maxM.,.",. (Lastenzug E.) 

m e e" Ie: e" I n 

2 

3 

2 

3 

19.66 
18,62 
17,55 

20.50 
19.55 
18,77 

0.76 25.87 
1.82 10.23 
2.85 6.16 

1,60 12,02 
2.75 7.II 
4.07 4,61 

Fur min M", m, minM"'t"". 

Obere Kernpunkte i' 
9 0 165 20 
8 0 145 20 
8 2 145 40 

Untere Kernpunkte a' 
9 I 0 165 20 
9 2 I 165 40 
8 2 I~ ~ 

m p' I elll I e' : e'" I n 

2 

3 

2 

3 

22.33 
23,35 
24045 

1.33 16,78 
2.35 9.94 
3045 7.09 

Obere Kernpunkte i' 
II I 0 205 20 
12 2 225 40 
12 2 225 40 

II 

II 

12 

Untere Kernpunkte a' 

2 

o 
o 
I 

205 
205 
225 

20 
20 
40 

{3) Grenzwerte der Momente (119), (140) und Abb. 92c: 

o 
o 

20 

o 
20 
20 

o 
20 
20 

o 
o 

20 

8.25 
4. 12 
3.63 

10.25 
10.25 
5.63 

00 

8.25 
7. 2 5 

00 

IJ.25 
11,25 

00 

00 

II,25 

e" 
maxMp=+ - (6 .. + \l! .. b .. ) - 6,; 

e 
. y [e'" ] mmMp =-, 7(6 .. +\l!"b")-6,; 

Beyer. Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 6 
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m 

1 
2 
3 

2 
3 

m 

2 
3 

I 

2 
3 

Stabwerke mit drei Gelenken. 

max M, •••• max l'rI ...... 

19.66 0.76 9 0.9 
IS.62 I.S2 S 3.3 
17.55 2.S5 S 2 2.7 

20.50 1.60 9 I 0.9 
19.55 2.75 9 2 0.3 
IS.77 4.07 S 2 2.7 

minM",., minM.',,,.e 

e' fl" 11 t' b" $" 

22.33 1.33 II 0.0 205 
23.35 2.35 12 2 0.0 225 
24.45 3.45 12 2 0.0 225 

21,47 0.47 II 0.0 205 
22.45 1·45 II 0.0 205 
23.23 2.23 12 2 0,0 225 

Ooere Kernpunkte 

e" 
--;- (6" + $"b,,) 

Obere Kernpunkte i 

165 14S 1770 1915 74. 1 
145 479 IllS 1597 150•0 
145 392 IllS 1510 245 

Untere Kernpunkte a' 

165 14S 1770 1915 149.7 
165 49 1770 lS19 256 
145 392 IllS 1510 32S 

e'" f 
$"b" 6" 6"+$"b,, 7· 6 r y 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

(6 .. +$"b .. ) minMp 

Obere Kernpunkte i' 
2295 2295 

I 
136.7 0 136.7 

2602 2602 262 30 232 
2602 2602 

I 
367 30 337 

Untere Kernpunkte a' 
2295 2295 39.6 0 39.6 
2295 2295 14S.4 0 148.4 
2602 2602 250 30 220 

(1I,t 
-5OfJ 

Untere Kernpunkte 

-II(KJ 

-101 

-atlJ 

-f(}(} 

6 r I maxM~ 

0 
0 

30 

0 
30 
30 

y 

4.50 
4.4 1 
4.29 

4. 15 
4.04 
3,SI 

74. 1 
150•0 
21 5 

149.7 
226 
298 

minM~ 

139.7 
- 262.5 
- 328 

37.4 
136.3 
190.5 

mt 
-5OfJ 

~ 

m 

Abb.95. Kernmomente aus Lastenzug E. 

--- Kernmomente aus Lastenzug E der' Reichsbahn. 
---- Kcrnmomente aus der Ersatz!ast Pg = 8.89t/m der (BE) fUr Lastenzug E. 
-. -. - Positive Kernmomente aus Po = 10.35 (obere Kernpunkte) und Po = 9,97 (untere Kernpunkte). 
Po ist diejenige Ersatzlast, die sich mit (139) dem Erg.bnis aus Einzcllasten am besten anschmiegt. 



Stutz- und Schnittkrafte. 

Tabelle 9. Schnittkrll.fte am symmetrischen Dreigelenkbogen. 
, 

-~ -~' I - • 

Belastung* Auflagerdruck 

A =B= pi 
2 

pea' 
A=-I-

pea 
B=

I 

pea 
H =H=-

a • 2/ 

y' 
7 = TJ'· 

Biegungsmoment 

p/2 
M m = g(4W R -TJ) 

Flir Parabelbogen: 

111m=0 

pea 
M. = -(2~~ -- TJa) 

2 

auch gliltig flir bl = 0 oder b2 = 0 

I 
Sonderfall a = --; 

A=_WP 
21 

wj2 
B=-

21 

H a =_3 WI 
4 

11.=_1 wi 
4 

a' 
A=P t 

a 
lJ = ]', 

P 
A = B=----

2 

PI 
1Ia=H.= 41 

- J[ 
* Dic Momente sind dargestellt durch b = - . H. 

'1 wf(" 3 + -,) " .. = - ---:;: ~l - 2TJl TJi 

wI2 
M. =4{2';~-7J2) 

a ( a' ) M m = P - 2 -- ';1 - TJl 
2 a 

83 
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Belastung 

Sonderfall a = / 

P~=Po I (I -2~) I 

Stabwerke mit drei Gelenken. 

Tabelle 9 (Fortsetzung). 

Auflagerdruck 

a 
B=WT 

a'+1 H =-W--
a 2/ 

a 
H=W-

b 2/ 

M 
Ha=H.=-2/ 

Biegungsmoment 

a( a'+i) M,,=-W2" 2~l--a-'TIl 

a ( a'+ / Mm= -W- 2~2- --'TI2 
2 a 

Y2- a) +2-a 
a 

M k = W 2" (2 ~3 - 'TIa) 

/ 
M .. = - W 2" (2 El - 'TIl) 

M 
M .. = - 2"(2 ~l + 'TIl) 

I 
auch giiltig fUr a = 0 oder a = 2" 

A=B=o 

M 
Ha=H.=-j 

A = B = P:' (6~ex _ I) 
__ I_p I 
- 6,3452 0 

H =H.= Pol.(~ _~) 
a 4/ exl 2 

1 Poll 
= 52 ,1989 -/-

P, 12 [ 2 111m=~ --2WB 
4 exl 

P. = Po [I[O{ ex (2 E - I) - 1], ex = Vlt(tof 2 = 1,3169. 



Belastung 

Stiitz- und Scbnittkrllfte. 

Tabelle 9 (Fortsetzung). 

Auflagerdruck 

A=1.. P1 
24 

1 
B=-pl 

24 

W fl A= __ o_ 
61 

B = wofl 
61 

5 
H.=-i2 wof 

I 
H,=-rvO/ 

12 

Biegungsmoment 

pJl 
M .. = 48 [2E1 + 8 (cuD1 - cuD1 ) - '11) 

pJl , 
M~ =48" (2E1 - '12~ 

85 

Die angegebenen Formeln gelten fur jede symmetrische Bogenform y = I (x) • Sie sind 
daher auch auf beliebige symmetrische Dreigelenkrahmen anwendbar. Haben diese senkrechte 
Pfosten. so "bedeutet y sinngeml/3 die Ordinate des betrachteten Querschnitts. Ein Beispiel 
sei hierfilr angegeben: 

A=-'-W~ 
I 

a 
B=WT 

H =_W a'+/ 
• 2/ 

a 
Ha=W-

2/ 

M A=-
I 

a 
M,= - P-'1, 

2 

.a'+/ 
M.= W -2-'1 .. 

a ( a' + I Yl - a) l'tf .. =- W- 2;1--·- '11 +2--
2 a a 

a . 
M ~ = W"2 (2 E; - '1z) 

a 
M,= - W -'1, 

2 

M 
M·=-z'1 .. 

M 
M,=- (2 - '1,) 

2 

M ... = M (2 ~~ _. '11) 
2 

M ~ = ~ (2 ~t - '12) 
2 



86 

III 

XIJ 
YII 
e 

Ao 
Al 
AIJ 

Eo 
UI 
lill 

Ho 
HI 
HII 

,Wo 
,"vII 
.vIII 

Qo 

QI 

QIl 

No 

NI 
NIl 

Stahwerke mit drei Gclenkcn. 

Tabelle 10. Schniftkrafte am symmetrischen Dreigelenkbogcn. 

Gleichung ul'r Bogenmittellinie: 

1'., rabcIbogen: 4/ 
Y = [2 . (I x - x 2) = 4/ WR • 

Kreisbogen: .r = ~ - y. sin fII; )' = / - (1- cos fII) r. 

Belastungen: 
Po = vollc gIeichftlrmige Belastung. 
PI = halbscitigc glcichfOrmige Belastung. 
I'll = Streckenlast iiber dem Abschnitt e der EinfIu6linie des Biegungsmomentes in 

xII = 1/4 hcim ParabcllJogen und in filII = fIIo/2 beim Kreisbogen. 

a b 

__ --~----l--~~--~ 

liii!~!l!IIIIIII,!illli!lll!i!liij'!!I!!!ill!!!IIIII!!!Ihl!lI!i!Il!!ll! IBiI:1!I1 flo 
• I -~ 

Kreis 
.. -- - . 

'I. 'I. 1/. 'I. 

0,1465 0,1995 0, 2205 0,2365 

0,7071 0,7272 0,7360 0,7434 
0,2929 0,3543 0,3750 0,3890 

0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 

0,3750 0,3750 0,3750 0,3750 

0,2500 0,2915 0,3047 0.3 133 

0,5000 '),5000 0,5000 0,5000 

0, 1250 0, 1250 0, 1250 0, 1250 

0,04 29 0,0628 0,0703 0,0757 

0,2500 0,3750 0.5000 I 0,7500 

0, 1250 0,1775 0,2500 I 0,3750 

0,04 2<) 0,094 2 0,140/' 0.227 1 

- 0,0259 - 0,0110 - 0.0061 - 0.002 7 
0 + 0,0094 + 0,0124 .J- 0,014 2 

+ 0,0107 -I- 0,01 54 + 0,01 70 -I- 0.01H2 

+ 0,073 2 + 0,04 20 + 0,0264 + 0.012H 

+ 0,0732 + 0,04 20 + 0,02('4 + o,ol2H 

+ 0,04 29 + 0,02 43 + 0,0124 + 0,001 I 

- 0,4 268 - O,47R7 - 0.57 22 - O,7()48 

- 0,2500 - 0,2534 - O,2CJ27 - 0.3')()6 

- 0, 1036 - 0.12'14 - 0, 1634 - u,23'17 

I 
:!~I!II!I!II!!!!III!!I!III!!ljlll!II:III~I!I!IIIIII!11111IIIIIIIII!IIIIIIII~~ flo 

~~I~flr 
IlillllllllllllllllllllllllllilllT'-, 
-e~ ., 

... 
Parabel, .:. 0 +,"" -- -oS angenahert ftir Kreise 

::1..111 

'I. ...... - mit III = Ip ~ 1/10 o';-a. 
0,2423 I Il4 = 0,2500 I 
0,]466 / ~; = 0,7500 1 
0,3939 I ? I - 0,4000 I 

0,5000 pi P 1/2 = 0,5000 PI 
0,3750 pi ~ pI = 0,3750 pl 
0,3 163 pi ,'r, pi = 0,3200 pi 

0,5000 PI P 1'2 = 0,5000 pl 
0, 1250 pi .~ pi = 0,1250 pl 
0,0776 pl .;~ pi = 0,0800 pl 

1,000 pi 0, 1250 Plllp 
0,500 pi 0,0625 P I/Ip 
0,3 104 PI 0,0400 Pi/V' 

- 0,001 5 pl2 0 

+ 0,0'49 pl2 +.'.,P/2= +O,0156Pl2 

+ 0,0185 pl2 + Ih·p/2= + o,ol875Pli 

+ 0,0075 pl 0 

+ 0,0075 pl 0 

- 0,0035 pi - o,olooPl,YI + (2 Ip)2 

- 1,0326 pi - 0,2500 pl f I + i/(2 !p)-
- 0,5'73 pi - O,1250plyl + 1/(21p)t 

- 0,3 191 pi - 0,1600 Ippl [0,8750 + 
1/(2 Ip)2]/t'1 + (2 Ip)2 
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III. Die Formanderung des eben en Stabzugs. 
17. Die allgemeinen Ansatze. 

Scheibe und Trager gelten bei ihrer Verwendung im Bauwesen in der Regel als 
Stiibe, deren Querschnitte bei der Formanderung eben bleiben und nicht in ihrer 
Ebene verzerrt werden. Diese Voraussetzung ist nur bei geschlossenem, unverander
lichem Querschnitt mit kleinen Abmcssungen relativ zur Stablange erfiillt. Die Form
anderung des Stabes kann dann durch die Verschiebung des Schwerpunktes uo, vo, Wo 

und durch die Verdrehung "Px, "PY' "Pz des Querschnitts, also durch 6 Komponenten 
beschrieben werden. Die Verschiebung cines beliebigen Punktes des Querschnitcs 
ist bei "Px ~ ° und bei Vernachlassigung von kleinen GraBen zweiter Ordnung v = vo, 
w = wo, 1t 9= 110 , so daB nach (26) die folgenden Beziehungen zwischen den Ver
schiebungen und den Komponenten des Verzerrungs- und Spannungszustandes 
bestehen: 

av au 
Y"y = iJx + ay • 

Dl' 
"-II = iJ:v = 0, 

_ Dw av _ ° 
YIIZ - iJy + az -

Dw 
ez = dz = 0, 

au aw 
Yzx= iJz + nx' 

az=Eez , TXII=GYxII' Tzz=Gyzz· 

(143) 

Die allgemeinen Ergebnisse des Abschnitts 8 fUr die Formanderungsarbeit und fUr 
das Clapeyronsche Gesetz lassen sich daher mit den auBeren Kraften Om' Mm und 
Pz, PlI' pz je Langeneinheit folgendermaBen vereinfachen: 

Aj = tJ(pzu+ PII V + pzw)ds + !ZOm~m+ lZMmIPm 
= l J (azez + Tz.Yzz + To: II YzlI) dV, 

Ai (e,y) = G J[(1 + 11) e; + ! (1';. + 1';11)] dV, 

Ada, T) = {-J[~ + 1'f!t1'!> ] dV. 

Variation nach den ·Verschiebungen (Prinzip der virtuellen Verriickungen): 

(144) 

(145) 

(146) 

j(P. c5w + pz t5u + P. t5v) ds +.E O .. c5~", +.E Mm t5qJm=j(a. t5e.+ T .. t5Y .. +T •• t5y .. ) dV. (147) 

Variation nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip): 

j(t5P. w + t5p,. u + t5P. v) ds +.E 150m ~m +.E 15M", qJm=j(t5a. e. +151' .. y .. +t5T .. Y .. ) dV. (148) 

Bei einem Stab oder Stabzug mit einer Symmetrieebene, we1che die Wirkungs

linien aller auBeren Krafte enthalt, ist aus Symmetriegriinden 

PII = 0; Vo = "Po: = "P. = 0, J''''11 = 0, T"'II = ° (149) 

und daher 

Aj = ! f (a.e.+ T .. Yu) d v= G J[(l + Il) e~ + ~Y.;.J d v= ! J (1 + 1'J.) d v. (150) 

In den Variationsansa~zen (147) und (148) scheiden die Glieder YZII' TzII ' Yz., T..,z 
aus. Die Variation der stetigen Belastung lJpz, lJPII' lJpz ist fUr die Anwendung ohne 
Bedeutung. 

Die Variation des Verschiebungszustandes besteht aus den virtuellen Ver
schiebungen {)u, {)v, {)w und aus den hiermit geometrisch vertraglichen Verzerrungen 
6ex • {)y"", (jyXY der differentialen Elemente des Stabes. Die Variation des Spannungs
zustandcs besteht aus einer virtuellen Gruppe von auBeren Kraften 150m , {) Mm , 
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dieuntereinander und mit den Spannungen (ju .. , dT ... , dT" 1I im Gleichgewicht sind. 
In der Baustatik sind hierfiir besondere Bezeichnungen iiblich. Man setzt: 

du = U, dv = ii, dw = w, {Je .. = e .. , dr ... = r ... , dru = rn . 
Die Projektion von 159", auf die Kraftrichtung 0", ist die virtuelle Verschiebung i",. 
Die Komponenten des virtuellen Belastungs- und Spannungszustandes sind 

dO",=-Om' dMm=Mm, ~u.=ii .. , dT ... =T ... , dT .. I/=T .. I/' 

Die Gruppe der virtuellen auBeren Krafte 0", zerfallt in die virtuelle Belastung P '" 
und in die zugeordneten Stiitzkra£te C •. Die Projektionen der Verschiebungen 
(u", -t- Vm -t- wm) = 9", auf die Kraftrichtungen P", werden 15m, die Projektionen der 
bekannten Verschiebungen der Stiitzpunkte auf die Richtung der Stiitzkrafte .£1. ge
nannt. Die Variationsansatze (147) und (148) lauten dann nach (149) fiir Stabe mit 
einer Symmetrieebene, welche nachAbb. 21 die Belastung entbalt, folgendermaBen: 

Variation der Formanderungsarbeit nach den Verschiebungen (Prinzip det 
virtuellen Verriickungen): 

,2Pm~m + ,2MmqJm + ,2e.LI. =J (u .. e. + T ... r ... ) dV; (151) 
Variation der -Formanderungsarbeit nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip): 

,2Pm 15", + ,2Mm CPm + ,2C • .£1. =J (ii .. e .. + T ... 1' ... ) dV . (152) 
Die Dehnung e .. = e .. (z) ist durch die Symmetrie der vorgeschriebenen Belastung 
unabhangig von y und bei der angenommenen ebenen Verschiebung des Querschnitts 
durch die Kra£te (P, e.) und einem linearen Temperaturgefalle t linear in z. 

t (z) = t + (t~ - to) ~ = t + ~t:z. ) 
(153) 

( d'l'. At) s .. (z) = (Eo + (X,t) + ds + oc'T z. 

Durch Einfiibrung der Schnittkrafte nach (51) und (59) wird daher bei geraden 
und mit geniigender Annaherung auch bei gekriimmten Staben 

) N M. At "Q. (154) e.{z = EF+ EJ.z+OC,t+IX,,,Z, r ... ~r ... ,o= GF' 

- _ N 4- M. - _ -Q,Sh (155) u.- F 'y;Z, T ... - hb' 
Dabei ist fiir die Anderung der rechten Winkel 'Y ... (z) des differentialen Prismas durch 
die Schubspannungen T",. ein Mittelwert 1'",.,0 eingefiihrt worden. N, Mil' Q. sind die 
Schnittkra£te aus der vorgeschriebenen Belastung (P, e), N, M 1I , iI. die Schnitt
krafte aus der virtuellen Belastung (P, C). Sie werden nach den Angaben in den 
Abschnitten 13ff. berechnet, so daB die Variation der Formanderungsarbeit nach 
den Spannungen in der folgenden Form verwendet werden kann: 

,2 Pm 15m + ,2Mm cpm + ,2C • .£1. = 
I I I 

_ f (~ + oc,t) dsf ii.dF + f(ij.- + oc, ~t) ds fii"ZdF + J~~dsfT".dF. 
o , 0 'OF 

Dabei ist dV=Fds. Mit JZdF=O, jZ2 dF=JI/ und J dF=F is! , , 
,2P",d,. +,2 M",cp", + ,2C, .£1. = I 

I I I I I 

f N N f M • M • f Q.Q. f-- f- At (156) 
= EF ds + EJ. ds+ "GF ds + Noc,tds+ MI/(X'T ds . 

o 0 0 0 0 
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Die Erweiterung des Ansatzes fUr allgemeinere Belastungsannahmen nach (49) und 
(58) bedarf keiner besonderen ErHiuterung. 

Die Integration erstreckt sich uber diejenigen Teile des Stabzugs, deren Span
nungen und Dehnungen nach dem Geradliniengesetz angegeben werden k6nnen, so 
daB die Stabzugecken und Stabzugknoten streng genommen ausscheiden. Bei dem 
summarischen Charakter des Ansatzes wird jedoch in der Regel die theoretische 
StabHinge zugrunde gelegt und der Stababschnitt im Knoten nur in Ausnahmefallen 
mit ] = 00 als starr angenommen. 

Der Clapeyronsche Ansatz fUr den Stabzug. Der allgemeine Ansatz des Ab
schnitts 8 kann nach den mit der Definition des Spanr.ungszustandes eines Stabzugs 
verbundenen Annahmen folgendermaBen angeschrieben werden: 

LEPm"m+ LEMmtpm=Ai. (157) 
Bei vorgeschricbenen Stutzenverschiebungen tritt an die Stelle der Formanderungs
arbeit Ai nach (150) die Erganzungsarbeit Ai. Sie ist nach (37) 

At = Ai - ~C. LI •. (158) 

Andert sich wahrend der Formanderung auBerdem die Temperatur des Stabzugs, 
so ist mit M" = M, Qs = Q 

~~Pm"m+ ~~Mmtpm= Ai- ~C,LI.+ J Na.,tds+ J Ma.,:t ds = At*. (159) 

Auf Grund des Hookeschen Gesetzes kann jede Verschiebung "m und jede Winkel
anderung tpm als lineare Funktion der einzelnen Lasten und Kraftepaare entwickelt 
werden. 

"m = "ml PI + ... "mk Pk + ... + ":"1 MI + ... ":"k Mk + ... , } 
tpm = tp:"l PI + ... tp:"kPk+··· +tpmlMI + ... tpmkMk + .... 

(160) 

Wird der Ansatz (159) mit dieser Superposition nach P k oder Mk partiell differentiiert, 
so ist 8 

aPk n ~ Pm"m + ~ ~Mmtpm] = "k' I 
(161) 

a ~k [~ ~ Pm "m + ~ ~ Mm tpm] = tpk· 

Die Komponenten "k oder tpk des Verschiebungszustandes werden demnach als 
partielle Ableitungen einer der Funktionen Ai, Ai oder A:* nach der am Quer
schnitt k angreifenden Kraft P k oder dem hier wirkenden Kraftepaar Mk gefunden. 

Richtung und Sinn von "k und tpk stimmen mit P k und Mk iiberein . 

.It iJA, aA, 
Uk=aP k ' tpk=aM ... · (162) 

Nach (51), (59) und (154) ist die Formanderungsarbeit des Stabzugs 

1 f( N2 M2 Q2) 
Ai = -2 E F + E J +" G F d s , (163) 

und demnach bei gleichzeitiger Anderung der Temperatur und Verschiebung der 
Stiitzen I I I 

J aN ds f aM ds J aQ ds ac. \ "k= Nap..,EF+ MiJP..,EJ+ "Qap..,GF-~ap..,LI. 
o 0 0 (164) 
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Jede Stiitz- oder Schnittkraft kann nach dem Superpositionsgesetz als lineare 
Funktion der Belastung angeschrieben werden. 

" N =L;NmPm, 
I 

Daher ist 

uN aM _ M aQ lie 
aPk = N k , aPk - k, dPk = Qk, dP~ = Ck · (165) 

Die partielle Ableitung Gler Funktion Ai* nach P k fiihrt also zu dem bereits be
kannten Ergebnis (156) mit der virtuellen Belastung Pk = 1. --Urn die Verschiebung kk' als partielle Ableitung einer der Funktionen Ai zu 
berechnen, ist unter Umstanden die vorgeschriebene Belastung ~ durch eine in 

-~ ---~ 

Richtung kk' wirkende Kraft P k = 0 oder ein im Drehsinn kk' wirkendes Krafte

a) 

b) 

Abb.96. 

-~ 

paar Mk = 0 zu erganzen, urn im Ansatz iiber die fiir die 
Ableitung der Funktion notwendige Veranderliche Pk> Mk 
zu verfiigen. 

Das Prinzip der Wechselwirkung fUr den Stabzug. 
Das Prinzip der Wechselwirkung von E. Betti ist flir die 
virtue lIe Arbeit zweier Kraftegruppen an einem elastischen 
Karper bewiesen worden. Es bedarf nach (156) fiir den 
Stabzug keiner besonderen Begriindung, wenn die Anteile 
(M dsJE J)~ (M dsJEJ) des Integranden als die Verzerrungs
komponenten aus zwei Kraftegruppen (~, M) und (\l!, M) an
gesehen werden. Die rechte Seite des Ansatzes (156) bedeu
t~! dann entweder die virtuelle Arbeit der Kraftegruppe 
(~, M) wahrend der Formanderung (15, rp) aus (~, M) oder 
die virtue lIe Arbeit der Kraftegruppe (~, M) wahrend der 
Formanderung (<f.qi) aus (~, M) 

(166) 

1st nur die Kraft P r oder das Kraftepaar Mr vorhanden und 
daher 

Pr 15rm = L; Pm bmr , Mr rprm = L; Pm ~mr' (167) 

so wird der Ansatz in der Regel nach J. C1. Maxwell be
-~ 

nannt. Die virtuelle Arbeit der im Punkte r in Richtung r r' 

wirkenden Kraft P r wah rend der Verschiebung 15rm des Punk-

tes r in Richtung rr' durch (Pl' . . P m ••. ) ist gleich der virtuellen Arbeit, welche 
die Krafte (PI" .Pm ••. ) wahrend der Verschiebungen 15mr der Punkte m in-
folge Pr leisten. Der zweite Ansatz kan~ ahnlich ausgesprochen werden. Die Be
ziehung gilt auch fUr die virtuelle Arbeit P r' erm zweier gleic~groJ3er, entgegengesetzt 
gerichteter, an den beiden Punkten r wirkenden Krafte P r und fiir die virtuelle 
Arbeit .Mr·T rm zweier an den beiden Geraden r des Stabwerks angreifenden, im Gleich
gewicht stehenrlen Kraftepaare Mr. Dabei ist erm die gegenseitige Verschiebung des 
Punktepaares r und Trm die gegenseitige Verdrehung der beiden ausgezeichneten 
Geraden r infolge von (PI" .Pm . .. ). Dagegen sind 15mr je nach dem Ansatz die 
Verschiebungen der Punkte m des Stabzugs in Richtung von Pm' welche entweder 
von der Belastung fir des Punktes r, der Belastung Mr der Geraden r, der Be-
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Iastung Pr des Punktepaares r oder der Bclastung Mr des GerarlE-npaares r erzeugt 
werden (Abb. 96). 

Einflul3linie der Verschiebunl1 und WinkeUinderunl1. Wird fir = It und 
Mr = I mt gewtihlt und die beliehige Krtiftegruppe (1)1'" P '" .. t.) durch cine 
wandernde. d. h. an einem beliebigen Punkt m des Lastgurtes angrcifende Kraft 
p". = 1 t ersetzt. so bedeuten t5rm • fPrm. erm • 't'r ... die Ordinaten der EinfluUlinicn 
dieser Komponenten des Verschiebungszustandes. Sie werden aus (Hi7) nach dem 
folgenden Ansatz berechnet: 

Ir t5rm= Im6'mr; IrfPrm= Imbmr; lrerm= Imbmr; lr 't'r ... = I m6'mr· (168) 

Jedes Produkt ist cine virtuelle Arbeit mit der Dimension mt. Die DrehwinkeI 
fPrm' 't'r ... sind dimensionslos. die Einheit hat alsu je nach dem Ansatz die Dimension 
der Kraft oder des Kraftepaares. 

Die Einflul.lgriil.len t5rm • erlll , fPrm' 't'rm werden daher als Projcktionen der 
wirklichen Verschiebungen der Punkte m des Lastgurtes auf die Richtung der 
wandernden Einzellast p ... bestimmt. Sie sind damit Ordinaten der Biegelinie cIt's 
Lastgurtes, wclche je nach der Art der Einflu~inie fUr die Belastungseinheit P r -= 1 
am Punkte r oder fUr die Bclastungseinheit P r = I am Punktepaare r, fiir die Be
Iastungseinheit Mr ,= 1 an der Geraden r oder fUr die Belastungscinheit Mr ·- I 
am Geradenpaar r nach einer dur-ch die wandernde Last bestimmten Richtung auf
gezeichnet wird. Die EinfluUlinien cler Formanderungen werden dahcr nach den 
Abschnitten 20 und 21 iiber Biegelinien entwickclt. 

18. Die Berechnung einzelner Komponenten des 
Verschiebungszustandes. 

Die Form cines Stabzugs tindert sich durdl Bclastung, Temperaturwech,-cl und 
Stiitzenbewegung. Der Vorgang kann durch die l\Iessung der Verschiehung alls
gezeichneter Punkte oder durch die l\Iessung dt'r Verdrehung einzclner Stiibe und 
Querschnitte beubachtet werden. Der Vergleich mit den durch l{echnung gewonnenen 
Ergebnissen ermoglicht die Nachpriifung der Annahml'l1 der Theurie oder ein Crteil 
iiber die ZuverHissigkeit des Spannungsnachweises. Die gerechneten \'erschiebungen 
kiinnen aul.lerdem zur Abschiitzung cler Steifigkeit der Konstruktion und deren 
niedrigster Eigenschwingungszahl oder zur Untersuchung \"on statisch unbestimmten 
Tragwerken verwencIet werden. 

Aus diesem Grunde winl die senkrechte oder waagerechte Verschiebung einzelner 
Punkte, also der Stabmitten, Gclenke und Rahmenecken bestimmt. Ebehso kann 
die Verdrehung von St:iben und Stahknoten, die gegenseitige Verschiebung von 
.Punktepaaren oder die gegenseitige Verdrehung von Staben und Gelenkteilen be
rechnet werden. Die geometrischen unci elastischen Eigenschaften des Stabwerks 
werden in jedem Fall als hekannt vorausgesetzt. 

Ansatz der Rechnunl1. Die Aufgabe wird durch die Variation der Formanderungs
arbeit nach den Spannungen gelOst (156). Die virtuelle Belastung p, Mist frei wahl
bar und ka'lln daher auch so festgesetzt werden, da13 die gesuchte Verschiebung ()" 

~ 

cines Punktcs Il nach ciner ausgezeichneten Richtung kk' unmittelbar cIurch den 
Ausdruck der Arbeit der virtuellen eingeprtigten Krafte lk' 15k angegeben wird. 

Die virtue lie Belastung ist damit als einzelne Kraft P" = 1 t im Punkte k mit der -Richtung kk' dcfiniert. Dassclbe gilt bei der Berechnung der Verdrehung q'" cines 
Querschnitts oder einer ausgezeichneten Geraden k des Stabzugs. Die virtuelle 
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Arbeit 1;' MA;tpA; wird in diesem Falle mit einem einzelnen Kraft~ar MA; = IA; ge

bildet, das an k in dem fiir tpA; positiv angenommenen Drehsinn kk' wirkt. Mit der 
virtuellen Arbeit IA;·tpA; ist die gesuchte Verdrehung uninittelbar bestimmt. Fiir die 
Berechnung der gegenseitigen Verschiebung zweier Punkte wird die virtuelle Be-

lastungseinheit des Punkte

-C~----tl1B 

e) 
A - A - -

'---.--118 paares, fiir die gegenseitige 
Verdrehung zweier Geraden 
die virtuelle Belastungsein-

c) 

tj 

heit des Geradenpaares ver
wendet. 

Die F ormanderungen t5A;, tpA; 
werden im folgenden stets 
unter der Voraussetzung an
gegeben, daB die Verzer

Abb. 97. Analytisebe Ermittiung der Vel1IChiebungen und Verdrebungen aus· 

... rung des Stabteils ds durch 
die Komponenten eo, d "PII' 
Y,u,o und damit nach (154) 
durch die Stiitz- und Schnitt
krafte C, N, M, Q beschrie
ben werden kann, die mit 
der gegebenen Belastung 
im Gleichgewicht sind. Die 

gezeiehneter Punkte und Querschni tte. 
a) Stiitz. und Schnittkrafte der gegebenen Belastung I P sind C, N, M, Q. 
Die folgenden Abbildungen stellen die virtuelle Belastung zur Bereehnung der 

ausgezeichneten Formllnderung dar. 
b) Vertikale Versehiebung des Gelenkpunktes C. e) Horizontale Verschiebung 
des Gelenkpunktes C. d) Gegenseitige Versc1>iebung der Punkte A und C. 
e) Verdrebung des Stiitzenquerschnittes A. f) Gegenseitige Verdrehung der 

dem Sebeitelgelenk benaebbarten Querschnitte. 
Ebene der auBeren Krafte 

fant in diesem Faile mit der Symmetrieebene des Stabwerks zusammen. Der 
virtuellen Belastung 'lk sind Stiitzkrafte CA; und Schnittkrafte N k, M k> Q/t zu
geordnet. Beide Gruppen von Stiitz- und Schnittkraften sind unabhangig von
einander und werden je nach der Struktur des Systems statisch bestimmt oder un
bestimmt berechnet. ]ede Komponente des Verschiebungszustandes kann daher 
folgendermaBen angegeben werden: 

- fNkN fMkM f QkQ f- f- (X,Llt -
11:<5.1;= EF ds + EJ ds + "GF ds + NI: (X, t ds + M,t -h-ds -~C.IIL1 •• (169) 

Der Ansatz gilt grundsatzlich fiir aIle Stabwerke. Er wird hier zunachst auf statisch 
bestimmte Systeme beschrankt, urn bei statisch unbestimmten Aufgaben die Er
gebnisse des Abschnitts 24 zu verwenden. Die Erweiterung des Ansatzes bei schiefer 
Biegung oder schiefer.Biegung mit Verdrillung des Stabteils ds geschieht in An
lehnung an die Angaben (49). In zahlreichen Fallen wird der EJefache Betrag der 
Verschiebungen berechnet. Das Vergleichstragheitsmoment J e wird dabei so ge
wahlt, daB die Funktion, Jell oder Jell cos ex in moglichst groBen Integrations
abschnitten ,,1" ist. Tm iibrigen empfiehlt sich fiir Jo entweder das kleinste oder 
das groBte Tragheitsmoment des ganzen Integrationsbereiches. Feist ein Vergleichs
querschnitt. 

l/t(EJecSk)=~:fNkN;ds+ fMkM;ds+ ~::f"QkQ;ds 

(170) 

Die Anteile der Verschiebung aus Belastung, Temperaturanderung und bekannten 
oder geschatzten Stiitzenvers_cniebungen L1. sind unabhangig voneinander. Der Be
lastungsanteil der Verschiebung 15k besteht aus drei Summanden, die sich in ihrer 
GroBe wesentlich voneinander unterscheiden. Der Anteil aus den Querkraften ist 
stets sehr klein und besitzt nur in Ausnahmefallen Bedeuh,mg. Auch der von den 
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Uingskraften herriihrende Anteil darf fUr biegungssteife Bauteile meist vereinfacht 
oder vernachlassigt werden. Man verwendet daher fUr N und N k oft die den einzelnen 
Abschnitten des Stabwerks zugeordneten Mittclwerte. Dagegen sind die Langen-
anderungen in Zug- oder Druckstaben, also die Anteile mit den Langskraften S, 5 k 

wesentlich. . 
In vielen Fallen ist die Formanderung eines biegungssteifen Tragwerks aus einer 

Bclastung ~ bereits durch die Biegungsmomente mit genii gender Genauigkeit be
stimmt, so dafi je nach dem Stabnetz und dessen Unterteilung 

~k = f~T ds; EJC~k = I}: f MkM~ds = 17 j: f Mk M ] fo~ocdx. (171) 
h h 

Enthalt das Stabwerk auch unbela~tete, gelenkig angeschlossene Stabe mit den 

Langskraften S, Sk' so ist 

EJC~k = 17 j:f MkMJds + ~~ 17 Sk S ~. S. (172) 
h 

Die Ansatze (171) oder (172) dienen auch zur punktweisen Bestimmung derEinflufi
linien der Verschiebungen I5km • In diesem Fall sind N, M, S die Schnittkrafte des 
Stabwerks aus der Belastung mit Pm = 1 t in einem beliebigen Punkte m des Last
gurtes. 

Die Angaben fUr die Verschiebung I5kt infolge Temperaturanderung stiitzen sich 
auf die Annahme eines linear veranderlichen Temperaturgefalles L1 t und beruhen 
meist nur auf groben Schatzungen des Temperaturunterschiedes ± t. Daher geniigen 
in der Regel auch die Mittelwerte von Nk und (1X;L1 t): (h cos IX) eines grofieren In
tegrat ionsabschni ttes. 

I5ke = f NklXttds + f Mk oc,:t ds ~ 17 NklXe ts + 17 h~o~~f.~{kdX. (173) 

Die Verschiebung aus gemessenen oder geschatzten Stiitzenverschiebungen L1~ allein ist 

I5k.=-.2C~kL1e. (174) 

Der Integrand. Der Integrationsbereich erstreckt sich iiber aIle Teile des Stab
werks, deren Spannungen und Dehnungen nach dem Geradliniengesetz angegeben 
werden konnen. In den Brech-
punkten des Stabzuges und in 
den Rahmenecken sind diese 
Annahmen ungiiltig. Die Stei-

Baustoff 

figkeit ist hier grofier. Dasse1be Beton (nach amtl. Bestimmungen) 
gilt fiir die Knotenpunkte des Beton erdfeucht 1 : 2 Y. : 5 
Stabwerks, insbesondere bei Beton plastisch I : 2 : 3 
V b · d S . Granit..... 

er III ung von tiitzen mIt Buntsandstein.. 
hohen Tragern. Der Begriff Keupersandstein .... 
des Querschnitts verliert hier 

! Elastizit!lts
modul 

kg/cm2 

210000 

446000 

256000 

195 000 

75 000 

36000 

seine Bedeutung. Trotzdem wird, abgesehen von einzelnen Ausnahmen, iiber die 
theoretische Stablange integriert, urn einfache und kurze Ansatze zu erhalten, die 
dem Wesen der Untersuchung entsprechen und die Erscheinung mit geniigendpr 
Genauigkeit beschreiben. 

Die Formanderungen von Bauteilen aus Eisenbeton werden fUr den Spannungs
zustand vor Eintritt von Zugrissen angegeben. Der Elastizitatsmodul des Betons 
betragt dann im Mittel Eb = 210000kg!cm2, so dafi das Verhaltnis E~: Eb = n = 10 
ist. Die Rundeisenbewehrung ist daher fUr das Tragheitsmoment des Querschnitts 
ohne grofie Bedeutung und kann meist vernachHissigt werden. 
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Die Rechenvorschrift (171) gilt nach der Ableitung fiir emzelne SUibe und Trager, 
die nach den Angaben auf S. 27 be1astet sind. Sie wird jedoch auch auf zusammen
hiingcnde elastische Gcbilde mit parallel laufenden Tragern ausgedehnt, die durch 
Platten steif verbunden sind. Um deren Formandcrung quer zur Stabrichtung zu 

Abb.98. 

beriicksichtigen, wird bei der Rechnung nach der e1ementaren 
Theorie nur ein beschr~inktcr Abschnitt der Platfe als mittragend 
angesehen. Er kann aus einem Vergleiche der Ergebnisse mit dem 
Spannungs- uml Verzerrungszustand der zweidimensionalen Kon
struktion oder aus beobachteten Formanderungen gefunden wer
den. Die mittragcncie Plattenbreite ist nach den Bestimmungen des 
Deutschen Ausschusses vum Jahre HI32 , § A25, 3b 

a) beim beiderseitigen Plattenbalken nach Abb.98a: 

b = 6 d + 2 b. + bo• (175) 

aber nicht groJ3er als der Abstand der Feldmitten, 
b) beim einseitigen Plattenbalken nach Abb.98b: 

b = 2,25 d + b. + bl , (176) 

aber nicht groJ3er als die halbe lichte Rippenentfernung, vermehrt urn bl . 

Auf diese Weise entstehen die im Eisenbetonbau gebrauchlichen Querschnitte 
(Abb. 99). Das Tragheitsmoment III wird am best en nach einer Unterteilung in 
einzelne Rechtecke angegeben. 

e
iE-h~ 

, 1 
1 ~ 

r !I 
'L 

a) 'iZ 

F~F. +F., 

F.F 2 2 
lv=h +12 + 7""e. l • 

Abb.99. 

Das Tragheitsmoment III eines Stabes ist zwischen je zwei Knotenpunkten, also im 
Bereich eines Stabes lh' stetig oder unstetig veranderlich, in vielen Fallen auch 
konstant. Die Anderung wird meist auf ein Vergleichstragheitsmoment I h in Stab
mitte bezogen und durch den Quotienten 1,./1 = Ch beschrieben. Die Veranderlich
keit des Querschnitts hangt oft von konstruktiven oder listhetischen Gesichts
punkten ab, so daJ3 die.Funktion Ch punktweise bestimmt ist. 

Die Stiitz- und Schnittkrafte C, N, M, Q aus der gegebenell Belastung und 
C k' Nk , M k' Qk aus der virtuellen Belastung lk werden nach Abschnitt 13 zeichnerisch 
oder rechnerisch angegeben. Bei statisch unbestimmten Tragwerken treten hierzu 
die Angaben der Abschnitte 24ft. Die Biegungsmomente M und Mk werden als 
Schaulinien einzeln in Stabnetze derart eingetragen, daJ3 sie nur an der gezogenen (i) 
oder an der gedriickten (a) Stabseite erscheinen, urn bei der Bildung des Integran-
den M 1,1\1 Vorzeichenfehler zu vermeiden. Li.ngs- und Querkrafte werden eben so 
wie die Stiitzkrafte neben den Stababschnitten als Zahlenwerte eingetragen. Das 
Vorzeichen der Produkte N/;r:J..tt und C.,.Ll. ist durch ihre Bedeutung als virtuelle 
Arbeit bestimmt. 

Mechanische Auslegung des Ansatzes. Die Berechnung einer Verschiebung 
oder Verdrehung ist nach diesen Bcmerkungen iiber den Integranden im wesentlichen 
eine mathematische Aufgabe. Sie erhlilt jedoch auch mechanischell Inhalt, wenn die 
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Funktion Moder Mk im Integrationsbereich III linear ist. Mit e = i-. e' = ;: und 
I. 1. I. 

Mt = M. E'+ M.E ist f MtM~d~ = M.f E' (M~a) dx + M.f E (M~)dX. (177) 
000 

Die Integrale sind die analytischen Ausdrucke fur die Stutzkriifte A 10' BIU eines 
einfachen Balkentragers mit der Stutzweite III und einer ideellen Belastung im Be
trage von tu = M I lllI. Hieraus entsteht die folgende Rechenvorschrift: 

la 

f MkM~adX = MQA IU + M.BllJ· 
o 

(17S) 

Die Verschiebung 15k und die Verdrehung f/Jk des Querschnitts k eines geraden 
Balkentragers III mit freidrehbaren Enden werden b.ach (171) mit 

I. 

11(E l,f/Jlo') = f M~ M7 dx (179) 
o 

bestimmt. Die Zustandslinien Mk und M~ fUr I/: und It (Abb. 100) konnen mit den 
EinfluBlinien fur das Moment M k urtd die Querkraft Qk des Tragers III imQuer
schnitt k verglichen werden. Daher wird die Durchbiegung 
EI",<5k als Moment MilO. die Verdrehung EI",f/Jk als Quer
kraft QiIU im Querschnitt k des Balkentragers I" fur die 
ideelle Belastung tu = M I ",II gefunden. Aus den Auflager
kraften AIU und RIO wird die Verdrehung der Endquer
schnitte abgeleitet. Unter Umstanden kann diese Berech
nung nach S. 125 auch auf Stabzuge mit angenommenen 
Randbedingungen angewendet werden. f. 

Numerische Integration. Der mathematische Tell je- 1 !E----
der Formanderungsberechnung besteht. bei genauer Be- Abb.lOO. 

achtung der Veranderlichkeit des Querschnitts in einer 
numerischen Integration. Hierbei werden diejenigen Methoden gewahlt. die das 
Integral als Mittelwert von Funktionswerten des Intervalls bilden. Von diesen ist 
die Simpsonsche Regel am meisten gebrauchlich. Sie liefert den Mittelwert des 
bestimmten Integrals durch Unterteilung des Bereichs in 2 n oder 3 n Abschnitte 
von der konstanten Breite L1x. Die den Intervallgrenzen m zugeordneten Funktions
werte sind 

- ]. - - F. 
'YJm=MmkMm]", = MmkMmCm oder 'YJm=NmkNmF",' (ISO) 

In der Regel geniigt zu einem genauen Ergebnis die Unterteilung III = 2 n' L1 x und 
damit der Ansatz: 

b 

f'YJ dx =~; ('YJo + 4'YJl + 2112 + 4'YJa + ... 2 'YJ2 n-2 + 4'YJ2n-l + 'YJ2n)' (lSI) 
Q 

Die Genauigkeit ist bei Unter~eilung von III in 3 n·L1x etwas groBer. Sie fuhrt zu der 
folgenden Reihe: 

! 'YJ d x = ~ L1 x (-1]0 + 3 'YJl + 3 'YJ2 + 2 'YJ3 + il 'YJ~ + 3 'YJ5 + 2 'YJ6 + .. , I 
... + 2 'YJan-3 + 3 'YJan-2 + 31l3n-l + 'YJ3n) • 

(IS2) 
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Beide Ansatze sind auf S. 176 angewendet und in ihren Ergebnissen verglichen 
worden. 

Urn die mit der Reihenentwicklung nach Simpson verbundene Zahlenrechnung 
zu umgehen, kann das Integral auch durch Zerlegung des Integrationsbereichs in 
n Stufen em mit geometrisch veranderlicher, jedoch elastisch konstanter Breite 
e = emCm angeschrieben werden (Abb. 101). Mit 

MmkMm = Am. f: = Cm und MmkMm f: = AmCm = 'Y/m ist 

b b n n n n 

f 'Y/dx = .2 'Y/LJ x = L; 'Y/mem =.2 AmCmem =.2 Am e = c.2 Am' (lS3) 
CI a 1 I I I 

Der Betrag c r- em Cm entsteht aus einer beliebigen Unterteilung LJ X des 
Integrationsbereiches: b 1 b 12 f ,. c=-.2CLJx=- -LJx. 

n CI n f 
CI 

b 

Das Integral f 'Y/ dx wi~d danach als Summe iiber die mittleren Ordinaten Am. der 
CI Intervalle em erhalten (Rechenvorschrift Abschn. 56). 

Die Stufenbreite e a.ndert sich mit der Art des In
tegranden. Man unterscheidet 

c = e f,. I m J ttl cos CX'" J 

(IS4) 
F,. 

e=emF",coslX,. . 

Hierzu treten die Funktionswerte Am' 

Am = M m k M m oder Am = N m kN m • 

Die CAieder der Reihe (lS3) sind also im Vergleich zu 
(lSI) und (1S2) durch die besondere Art der Unter
teilung einfacher geworden. Diese wird aus den In
tegralkurven zu den Funktionen f "I! m' f "I! m cos ()(m 

oder F,,/F m,F,,/F m cos ()(m abgeleitet (Abb.lOl). 
Berechnun~ mit Annahmen iiber die steti~e 

Veriinderlichkeit des Querschnitts. Verwendun~ 
von Inte~rationstabellen. Urn die numerische In
tegration zu umgehen, begniigt man sich oft mit 

Abb. 101. e Hilfswert fiir die grapbische . d b h 'b d' 
Integration. einem angenaherten Ergebms un esc reI t le 

vorhandene Querschnittsanderung durch eine aus 
wenigen Gliedern bestehende Reihe. Hierbei werden 
dann die einfachsten Ansatze gewahlt, urn die In

tegration fiir die Funktion C" = f,,1! abzukiirzen. In zahlreichen Fallen ist das Trag
heitsmoment f" eines Stabes I" konstant oder durch einen Mittelwert f" geniigend 
beschrieben. Der Integrand besteht dann nur aus zwei Faktoren. Mit x = ~l" und 
I' I f • . t 
h = 11 f,. IS 

Efc 13k=fcf M jM dx=.2I" f:f MkMd~=.2l~f Mk.Md~. 
h h 

(185) 

Bei gekriimmten Staben mit -f~ = 1 ist cos IX 
Efc13k=fcf MjM ds = 2 f: f~JkM f::sIX dx= 21~f MkMd~. (186) 

11 11 
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Die Ergebnisse werden unter Umstanden wesentlich genauer, wenn die Stabform 
im Ansatz mit zwei ausgezeichneten Querschnitten erscheint und C" angenahert 
durch eine quadratische Parabel angegeben wird. Als Freiwerte dienen bei symmetri
schen Staben die Tragheitsmomente in Stabmitte J" und am Stabende ] "a = ] AlnA' 
bei unsymmetrischen Staben die Tragheitsmomente ] lIb = J", ] "a = ] II/nIl der 
Endquerschnitte (Abb. 102), so daB mit ~ = X/th: 

a) bei symmetrischen Staben 

CII = 1 - (l - nIl) (I - 2 e)2, I 
b) bei unsymmetrischcn Staben . J 

CII = I - (I - nll ) (I - e)2. 
(IS7) 

Die Parabel haherer Ordnung enthalt in dem willkurlich wahlbaren Exponenten 
einen weiteren Freiwert, mit dem die Angleichung an einen gegebenen Funktions
verlauf noch mehr verbessert werden kann. Mit C = e - 0,.'5 ist 

a) bei symmetrischen Staben: C" = 1 - (I - n) (2 e")2r , } 

b) bei unsymmetrischen Staben: ClI = I - (1 - n) (1 - ev. (ISS) 

Die Funktionen M k und M sind meist linear, zweiten oder dritten Grades. Unstetige 
Funktionen werden in stetige Abschnitte geteilt oder durch Superposition der 
Biegungsmomente vereinfacht, indem deren Ordinaten geometrisch oder durch Dber
lagerung der Belastung zerlegt werden. In einzelnen Fallen wird die Rechnung auch 
durch Aufspaltung der beiden Funktionen in einen symmetrischen und antimetrischen 
Anteil abgekiirzt. 

J M kM C de = J (M kl + M k2 + ... ) (Ml + M2 + ... ) C de, 

z. B. 
1 1 1 1 1 

JMkMCde =JMklMICd~ + J Mkl M2Cde + JMk2 M1 Cde + J Mk2 M2Cde. (IS9) 
o 0 0 0 0 

Der Integrand ist in zahlreichen Aufgaben bei e" = 1 eine algebraische Funktion 
zweiten bis fUnften Grades, so daB der Ansatz nach (lSI) oder (182) mit zwei oder 
drei Intervallen die strenge Lasung des Integrals liefert. Die 
Ergebnisse sind in der Integrationstabelle 12 zusammen
gefaBt worden. Sic geniigen bei gleichbleibendem Trag
heitsmoment ] h des Stabes zur unmittelbaren Berechnung 
zahlreicher Verschiebungskomponenten. Die Integrale kon
nen auch noch bei einer quadratischen, symmetrischen oder 

f::-....,... 17.> 1 .----1 
unsymmetrischen Funktion ell leicht fUr zahlreiche Schau- at .... nnn--LhK""h~_1L:..1_~_--',b 
linien M k und M angegeben werden. Die Ergebnisse sind in 
den Tabellen I3a, b enthalt"en. bJ~ 

'/ nCL'l"h 1 Zur Berechnung einzelner Komponenten des Verschie-~ 
bungszustandes eines Stabwerks werden daher zunachst die a n<l b 

geometrischen GraBen nil und e" der Stabe til festgestellt und ~ 
die Schaulinien der Biegungsmomente M, Mk aus der vor- ~ }1 

- a n>1 b 
geschriebenen BcJastung 1.13 und der virtu ellen Belastung Ik 
unter Beachtung der Vorzeichen aufgetragen. Darauf wird Abb.102. 

die Funktion (M Xi k CII) mit Hilfe def Tabellen integriert, falls nicht unter be
sonderen Umstanden die numerische Integration notwendig ist. Ein positives Rechen
ergebnis bedeutet die gleiche Richtung oder den gleichen Drehsinn wie fur die an-
genommene virtuelle Belastung j k' 

Beyer, Baustatik. 2. Aufl, 2. Neudruck. 7 
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Bei Staben mit gleichbleibender Kriimmung (1' = const :> d) werden die Schnitt
krafte als Funktionen des Tangentenwinkels ot angegeben, so daB die Verschiebung 
bei konstantem Tragheitsmoment (] = const) nach (170) folgendermaBen berechnet 
wW: ~. ~ 

lk (EJ 6k) = l' ~ J NkN dot + l' J MkM dot. (190) 
Cl1 Cltl 

Die Ergebnisse sind fiir die wichtigsten Ansatze des Integranden bestimmt und in 
Tabelle 16 angeschrieben worden. 

Berechnung der gegenseitigen Verdrehung EJ.fl, der Stabquerschnitte am 
Gelenk g eines Gerbertrll.gers (Abb. 103). 

Das Trll.gheitsmoment wird als konstant angenommen. Die Biegungsmomente M aus der 
vorgeschriebenen gleichformigen Belastung p sind in sechs Teile zerlegt worden (Abb. 103b). 
Die Biegungsmomente aus der virtuellen Belastungseinheit des Geradenpaares in g sind in 
Abb. lO3c wiedergegeben. Beide Schaulinien zeigen die Momente an der gezogenen Randfaser, 
so daB der Integrand M M, positiv ist, wenn beide Ordinaten an derselben Stabseite liegen. 

6 

11111111111111111111111111111111,,11:'1,1111111,1111111111111111111111,111111111111' EJ.fJ,= 2) ~ J MM,dx, 

Abb.l04. 

1 

1 I '(' ') 1. +a P"2'T n +, , 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
Mit at = 1 + 'II ist 

E J. fl,=~{I' 12 - ,', [21 (2 at+l)+3, (at-l)]+n' [4cl +cUI - 41, at2]) • 

liefert 

n = 15,0 m , c = 7,5 m , I = ~5,O m • 

n' = 8,250 m. c' = 4,125 m, l' = 15,000 m 

EJ.fl, = ~ (3375 - 4060 - 3713) = -183p. 

EinfluBlinien ffir die relative Verdrehung der 
Gelenkquerschnitte eines Bogentrll.gers. 

Die Mittellinie ist eine Parabel. -J J. = 1. 
cos at 

a) EinfluBlinie der Verdrehung des Scheitelgelenks , nach (168): 
Biegelinie infolge eines Momentenpaares M. = 1 in ,. Rechnung nach 
(186) mit Abb. 104 b. P = 1 fiber dem linken Bogenschenkel, 0 ~ e ~ t: 

1 _ /2 12 
EJ •. fl.", = If M.M",d, = 15 (4, - 50lj:) ="6 kl • 

Die EinfluBlinie Abb. 105a ist symmetrisch. 
b) EinfluBlinie der Verdrehung des ~lI.mpfergelenks a nach (168): Biegelinie infolge M. = 1 

in a. Rechnung nach (186) mit Abb. 104d. P = 1 fiber dem linken Bogenschenkel. 0 ~ , ~ t: 
1_ 12 12 II 

EJ.fl~k. = IJ M.M",d, = 30 [5 (w~ - w]:) -~] = 30 ,,5,'3 - 1) ="6 k~). 
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P = 1 tiber dem rechten Bogenschenkel, t;;:;;;;;:;; 1: 
p p p 

EJ.b);t" = 30 [5 (w.o - wp) - ;'] = 30 ~' (5w~ - 1) = -(f M!). 

Die Funktionswerte hl' h. gelten fUr j eden Dreigelenkbogen mit einer Parabel als Mittel
linie und J ./leos at = 1. 

Abb. 105a u. b. 

Unstetiger Verlauf von ;. Die Steifigkeit des Stabwerks wird oft durch die An
ordnung von Vouten und durch die biegungssteife Verbindung der Stiitzen mit hohen 
Tragern wesentlich verandert. Sie kann stets durch numerische Integration des An
satzes verfolgt werden. Die Abb. 106 vergleicht derartige Anordnungen mit den zu
geordneten Funktionen C. Man vereinfacht aber auch hier den Integranden, urn fiir 
die wichtigsten Aufgaben geschlossene Losungen zu erhalten und wahlt e" im 
Bereiche der Voute linear (Kurve 2 in Abb.100). 
Die wichtigsten Ergebnisse sind in den Tabellen. 
14a, b eingetragen. 

I'" 
-vv 

1. Linearer Verlauf der TragerhOhe d", I 
I 

2. VerlaufderTragerhOhefiir e" = ; = 1-(l-n) v, ~ I 
I 

3... "CA=jA=I-(I-n)v2 , I 

I 
~ 

4. CA=jA =1-(I-n)v3 • .....L.-~::::::::::~=::::::4-.: 

Beim AnschluB hoher -Trager an die Stiitzen 
kann deren Tragheitsmoment im Bereiche des 
Knotens tur Abschatzung der Steifigkeitsverhalt
nisse unendlich groB, also C" = 0 angenommen 

Abb.l06. 

werden. Die Annahme ist in einzelnen Fallen auch bei Tragern brauchbar, die in 
breite Stutzen eingebunden sind. Die Ansatze (171) sind daher auch mit diesen 
Funktionen C fiir die wichtigsten Aufgaben ausgerechnet und in die Tabellen 15a, b 
aufgenommen worden. Die Ergebnisse sind fiir die Untersuchung einzelner Klassen 
statisch unbestimmter Tragwerke von Bedeutung und daher noch in Abschn. 46 
erweitert worden. 

Endverdrehung eines Stabes mit linear veranderlichem Querschnitt 
(Abb. 107). Urn bei Stutzen mit linear veranderlichem Querschnitt (] = bd3/12) 
den herauszugreifen, der bei Stiitzen mit konstantem Querschnitt (] m = k fa) die 
gleiche Endverdrehung ergibt, laBt sich die Gl. (191) bilden nnd fur die iiblichen Ver
haltnisse n = 1(J/f II der Endquerschnitte einer recht
eckigen Stiitze auswerten. 

~ 
~~ *- ~~ IE--' Jb IE- ....... dlJ __ 

Abb.lOi. 

7* 
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(191) 

Tabelle II fiir k mit n = j: als Leitwert. 

n 0,10 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20 0,21 
k 5,82 5.40 5,05 4,74 4,48 4,25 4,04 3,85 3,69 3,54 3,40 3,27 

n 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27 0,28 0,29 0,30 0,35 0,40 0,45 
k 3,16 3,05 2,95 2,86 2,78 2,70 2,64 2,56 2,49 2,21 2,00 1,83 

n 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 
k 1,69 1,57 1,47 1,38 1,31 1,24 1,18 1,13 1,08 1,04 

Verdrebunaen der Endtanaenten des Balkentrilgers auf zwel Stiitzen. 

Stiitzweite: I, Querschnitt l Ie_ = C, x = EI, x' = E'I, dx = IdE 
cos IX 

E - 1 = 1 - E' = E" , E = 1 + E" , E' = t - E" . 
1. Belastung: Zwei an den Endquerschnitten angreifende Kraftepaare M., M.: 

M = M. E' + M. E . 
Verdrehung der. Endquerschnitte tp., tp.: fiir tp. ist Jl,f. = E'; ebenso fiir tp. M. = ~, 

1 1 

E Ie tp. = M .1' f ~'2 C d E + M. I' f E ~' C d ~ , 
o 0 

1 1 

E 1, tp. = M. i' .r H' C dE + M. I' f ~2 C d ~ . 
o 0 

Endverdrehung tp •• , tp •• aus M •. = 1 mt und tp •• , tp.. aus M. = 1 mt, 

tp. = M. tp •• + NI.rp •• , rp. = M. tp •• + M. tp ... 

1. C = 1. 
f , 

E Ie tp •• = E I, tp .. = 3"' E Ie tp •• = E Ie tp •• = If' 

2. Symmetrischer Verlauf von C: 

C = IJm = 1 - (1 _ 11) (2 ~")2r , n = J m = I to • 

1. 1. 
+1 +1 +1 +1 

E J. tp. = M.I'[if C de' + f ~"2 C d~"l + M.I' [if C dE" - f ~"2CdE"l, 
-1 -1 -1-1 
+1 +1 +1 +1 

E 1. tp. = M.I'[if c d~" - f ~"2 Cd ~"l + M.I' [iJc d~" + f E"2 C d~"l, 
-1 -1 -1-1 

I' 6 n (r + 1) + 2 r (4 r + 5) I' 
EIetp •• =EI,tp"=6 (2r+l)(2r+3) =If(h. 

I' 3 n + 4 r (,. + 2) I' 
E 1. rp .. = EI, tp •• = '6 (2 r + 1) (2 r + 3) = '6!?2' 



Verdrehungen der Endquerschnitte des Balkentrli.gers auf zwei Stutzen. 101 

Fur zwei llneare Funktionen M und M wird hiermit 
1 

IJ MMCd;= ~ [M.(M. (11 + M,e.) + M,(M. e. + M,el)]' 
o 

3. Unsymmetrischer Verlauf von C: 

, = J. = 1 _ (1 _ n) Er • n = J •. 
J J. 

. I' ( 12 (1 - n) ) I' 
E J. rp .. ="6 2 - (r + 1) (r + 2) (r + 3) ="6 e •• 

l' ( 6 (1 - n) ) l' 
E J. rp .. = E J. rp .. ="6 1 - (,. + 2) (,. + 3) ="6 e, . 

I' ( 6 (1 - n)) r 
EJ.rpu=r; 2- , +3 =6"e,. 

Fur zwei lineare Funktionen M und M wird 
1 

l'I M M CdE = ~ [M.(M.ea + M,e,) + M,(M.e, + M,e,)]. 
o 

II. Belastung: Gruppe von Einzellasten P" (h = 1 •...• n) in x = a". x' = II~. 

a .. II=CIt". a',.jI=CIt'; M=M1 P1 •• • +M"P" •. • +M.P •. 
Fur P" = 1 t und x < a" ist M" = a~ E. fur x> a" ist M" = a" ;'. 
Verdrehung rp •• rp, der Endquerschnitte mit C = 1: M. = E', M, = ; , 

1 ttl 

E J. rp." = I' a~I H' dE' - r aAI ;' (1 - ~) dE' = I: (CitA - Clti.') = I: 011. 
o 0 

1 CI. 

EJ. rpu = ,'a"I " Ed, -I'a" I ; (1 - !) dE = I: (ct" - Cltt) = I: OlD 

o 0 

Ir. II'. 
E J. rp. = 6" f P" 011; E J. rp, = "6 f P" OlD· 

OlD und OlD bilden in Verbindung mit dem Multiplikator den analytischen Ausdruck fUr dill 
EinfluBlinien von rp. und rp,. Er wird fur die Bestimmung der Verdrehung aus einer beliebigen 
Streckenlast p (x) verwendet. 

P A = PA dx = p" I dE. Ftlr p (;) = const im Bereich (<<a - Cltl) ist 

~l' ~ ~l' 
E J. rp. =""6 ~ p W~ (f - ;'3) de' = P 24 (CIt~1 - «:) [2 - (Clti' + Clti')] • 

Cli 

Ritter. M.: Theorie und Berechnung der vollwandigen BogentrAger ohne Scheitelgelenk. 
Berlin 1909. - Schadek u. Demel: Hilfsmittel zur Berechnung von Formli.nderungen. Berlin 
1915. - Domke. 0.: Dachbauten. Handb. f. Eisenbetonbau Bd.l0. 2. Aufl. Berlin 1923. -
StraBner. A.: Der durchlaufende Rahmen. Berlin 1925. - Pasternack. P.: Berechnung 
vielfach !jtatisch unbestimmter. biegefester Stab- und Flli.chentragwerke. Dreigliedrige Systeme. 

f - dx 
Zurich 1927. - Heidinger. S.: Die Berechnung von M M EJ fur StAbe mit verAnderlichem 

Trli.gheitsmoment. Bauing. 1928. - Buhler. A.: Ziel. Ergebnisse und Wert der Messungen 
an Bauwerken. Bericht uber die II. Int. Tagung fUr Brucken- und Hochbau S. 176. Wien 1929. 
- Kleinlogel. A.: Belastungsglieder. Berlin 1931. 



102 Uisungen der Funktion J M M U,/I) ds und Funktionswerte w. 

19. Losungen der Funktion J M M (Jc/J) ds und Funktionswerte w. 

Losung fUr gerade Stabe mit konstantem Jh/J. 
I _ ] 1_ 

Tabelle 12. JMM J' d:t:=I'JMMdE. 
o 0 

Abszissen des Punktes c: ~ lund E'I 5 = Parabelscheitel w = Wendepunkt 

~ 1 - ~ .-:. M M I' -M.M.I' 
3 6 • • 

N..~ 
1 -- .4tr--...... 1 --6" "l'[. (2 M. + M.) I' o:::::::::J~ 6"M.(2M.-M.)/' 

~ 1 - /;' I' 1 , , 6"M.M,(I+ ) =6"M.PlwD I 

~ 1 - 1 
6"M.M.E(3 -E)I' =6" M. PI/;I (3 - /;) I' 

~~ ":"'M M E'I/' =":"'M PIE'al' 
~ 

6 •• 6· 

~,qc 1 . - , 

R.j I ":"'M M I' - 6" M.M. Will' -r:;:::::=-- 2 • • 

.... -z~ 
":"'M M E'I' 4'~ ":"'M M /;'1' hI\l 2 ·4 C t--.2:'~<Q 6 • • 

?rtf ..:... M.M.I' =.~ M.ptl/' ~~ 
I - -

6 M .(M.+2M,)/' 

--l6--~ 
3 24 

1lrJJi!- ":"'M M I'='-:'M pili' 64-~ .-:. M. M. I' =..:... M.PII/' ~ s 4 •• 8' 12 24 

3~ J-M Xi 1'=.1.M pili' 
12 •• 24· ~I : M.M.l'= ~ M.P,I/' 

~ .-:. M M .-:. (2 - E'I) I' ~ 
1 - 1 
-M M _. (2 - /;ll/' 

12 • • E 12 • • /;' 

~ 1 - 1 
12 M •. 7I,f'-r (1 + 2 W R ) I' ~och/1 1 - -

6"M.(M.-2M.)I' 

KUD.~,qb -.:. 1\[. Xi. I' ~,.., ":"'M.iJ.l' 
.5;'" 20 ~ 5 

KuD. PurlltJe/ 

N..c;!Jl~J~ 
I - - - -

- M.(13 M. + 36M, + gMd+2M.)/' 
120 

.lit:-:--. c::::::::::}4l. .-:. M M I' ~~ I - -

3 • • 
6"M.(M. - M.)/' 

~ ":"'M M /;'1' ~ 1 -

""'z'"'-~ 3 • , --:iooIZIooE;-

6"M.M,(1 - 2/;)/' 

N..~ 
I - ~ I -

8 + (;M.M.I' - 6" M. M. I' 



.---14 

~ -,~ 

~ 

~ 
4s~ 

I-""JA 

~ 
~ • 

~~ 

~ 
~ 

~~ ..., ..... -

8 ..--1" 

~ 

~ 

LOsung fiir gerade Stilbe mit konstantem J,,/1. 103 

I 1 

Tabelle 12. (Fortsetzung) fMMJJ'dX=I'fMMd~, 
o 0 

~IIII11I11I1!!I!iI!l!!!!JJIJJNb 

Abszissen des Punktes c: E I und ~ I 

s = Parabelscheitel 

. w = Wendepunkt 

1 -

I" "6 (M. + 2 M.) M.l' Jl.c:::: 

-~ (M! + M. M. + MU I' 
3 

N.j I I 

1 - - --
"6 [M.(2 M.+M.) +M.(M.+2 M.)] I' 

I -
-(M.+M.)M.Z' 
2 

~ [M. (I + ~') + M. (I + E)] M.l' = ~l (M.wj,+ M.WD) I' 

1 - ~ I -
-M, (M. + M.H'l' "6 HM• (3 - E) + M.E] M.I' 
2 C 

I -
"6 M. (M. - M.) ~ I' ~ 

I - , 
6"M,[M.w.If -M.wJI] I' 

I -
Jl.L1tit .iN" I - - --

-M,(M.+M.)l' "6 [M. (M.+2 M,)+M. (2 M.+M.)] I' 
3 

I - ~ I I -
-M.(3 M .+ M .)l' -"I (I + 2 Ws) (M. + M.) M.l' 
12 12 

I -
~ 2. ; [M. (2 - ~I) + M. (2 - E')I] M. Z' -M.(SM.+3 M .)1' 

12 12 

I - 7i4 3 -
-(4 M. + M.) M.l' -(2M.+ 3 M.) M.l' 
20 20 . 

I - - - - - - - -
- [M.(I3M. + 36M, + 9 M, + 2 M.) + M. (2 M. + 9M, + 36M. + 13M.)] l' 
120 

2.M.M.l' 
S 

.!.M M I' 
IS • • 

2-M Ml' 
12 • 

E=~, 
I 

E' = xl 
I 

~t--....... 

~ 
~Z_ 

LdLJ\ 

7 --M,M.1' 
IS 

I - 1 
-M, M.(I + Ws)l' = - M. Plwpl' 
3 3 

~M,M.E'(I+ws)I' 
3 



104 LOsungen der Funktion J M M (J.Il) ds und Funktionswerte 0). 

~ I~' , " 
• I ' 

~ II 

~~ 

~t:-:>-. 
~:r ---

IlI'---.. c::::::::J.il. 

I 1 

Tabelle 12 (Fortsetzung). fM M 1. dx = I' f M M dE. 
010 

, 
E'-~ - 1 • 

C,=I-U 
I 

1 -
12 M. lIfdl + E (I + E)]l' 

~ 111 M [2 _ (E - C)'J /' 
6 •• E C' 

~M M I' 2 • • 

II 

~M JIll' ~4 5 • • II 

~ M.M.' 
10 ~ 

1 -
~~ - M. M. E[2 + (I + E')S] I' 

12 

1 - ~II ti M • M• l' 
~ 

1 -
-M.M.[5-E(I+El]I' 
12 

1 - [ W - C/)'J 
ti M • M • 2--n- l' 

~M M 3--4EI 1, 
12 • • E' 

1 -E'-E( C2) 
tiM.M.CY 1 -ff l' 

- ~ M.M.(I+E'-3~)I' 

~111 M I' 30 • • 

.!..M.M., 
15 

~M M E,al' 
12 a "., 

1 -
-M.M.HIO - E(5 - E)]l' 
30 

[ Mt+ (M • ...,-M.)I _2 M •IM• + M;gJl' 
c 12 3 5 



LOsung ftir gcradc Stllbe mit stetig verllnderlichem f A/l. 

Uisung fUr gerade Stiibe mit stetig veriinderlichem Jh/J. 
I 

Tabelle I3a. f M M f. dx fiir symmetrisches, stetig verllnderliches fA. 
off 

E'- x' 
- I 

105 

~ 
I -

~ ~ M. ,iii. (4 + n) l' -M.M.{3+ 2n)I' 
15 30 

.cI I 

~ 

I - I -
C;M.1I1.{2+n)I' ~ -M.M.{4+ n)l' 

15 

I -
- M. M. [(4 + n) (x + E/) + 2 (x - n) E'I (3 E - x)] l' 
30 

x -
-M.M.I'{2+n) 
3 

~1II111111~1II11111111111111111~ 

I -
C;(M.+ M.)M. (2 +n)l' 

8 -
-M.M. (n + 6)/' 
105 
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I 

Tabelle 13b. [M M ~. d x filr unsymmetrisches. stetig verlinderliches; . 

N.j I 

~~ 

~ 

~,-I __ --, 

1 -
-MoMo(I + n)l' 
4 

I -
60 MoM.(7+3 n)l' 

I,. = C = 1 - (1 - n) (I - E)I 
I 

xl 
E'=I 

~ 

~ 

I -
-MoMo(2+3 n)l' 
15 

1 -
- M.M. (3 + 2n)I' 
IS 

I -
60 M. M. (I + ;')[10- 3 (1 - n) (I + ;'1)] l' 

I~I 

~IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 

~ Mo M. (2 + n) l' 
3 

I -
i2 Mo [3 M.(I+n) 

+ M. (5 + n)]l' 

I -
-MoM. [6 - (I - n) (3 E' + E')] l' 
12 . 

I -
-M. [Mo(3 + 2n) + M.(4 + n)]l' 
15 

~M.M.{5(I + WB) - (I -n) [I +~' +WB W + 2~'t)]}I' 
15 

8 -
-M.M.(5+ 2n)I' 
105 



-

Uisung fUr gerade Stabe mit unstetig veranderlichem 1.II. 107 

Losung fUr gerade Stabe mit unstetig veriinderlichem J,,/J. 
I 

Tabelle 14a. ! M iii ~ d::r fUr veranderliches ~. an beiden Sta benden. 

~ 

N~ 1 

dJfk 
~ -..:r~ "l 

6;114 
~ ..... 

N../ ..... __ ----" 

N../ ..... __ ----" 

I -
"6 M. M. [2 - (I - n) V(2 +,11)]/' ~-4 

1 -
6" M.M.[I - (I - n) Vi (2 - V)] I' 

I -
;: M.M.[I - (I - n) v]I' ~ 

I -"3 M.M.[I - (I - n) VI (2 - v)] I' 

-M.M. 2(I+~')-(I-n)-(v+2,1~') I' I - r v' ] 
12 L roB 

112 M.M.{2 (I + E') - (I - n) ;, [2V(2 + ,II) + :1 (I + E') - 2E(2 + E')]}' 

II2M• M.{2(I+E')-(I-n); [2 VI (2_,,)+E:a -2 E'IJ}/' 

4'·I!IIII!111I111I11I111111111II11111I111 

"mlllllllllllllllllillii!m 

2. (M. + M.) M. [I - (I - n) V] I' 
2 

1 - [ 2 Vi] 
12 M.M. 6 - (I - n) roB l' 

I -
-(M.+M.)M. 
3 

• [I - (I - n) Vi (2 - v)J I 

8 -
- M. M.[I - (I - n) vi (s - 6" + 2,,1)]/' 
15 



108 Uisungen der Funktion f JIl M (fe/J) ds und Funktionswerte ro. 

I 

Tabelle I4b. 1M IIJ ~ dx fUr veranderliches 'j an einem Stabende. 

~ 
I 

JA V - X (~) - = C = I - (I - 11) -- = I - (I - n) 1-- • J v v 

~= ~. I 
I-v 

v' =-1-' 

I -{ I-n[ ~I ]} 12M.Me 2(I+E'>-----p-- V(2+(2-V)2)+v(I+E')-2~(~+~') I' 

I - [ va ] 15 M. M. 5 (I + roB) - (I - n) T (5 - 3 v) I' 



u>sung fUr gerade Stabe mit unstetig veranderlichem J./J. 109 

I 
Tabelle Isa. fM M~ dx fUr unendlich groBes Tragheitsmoment an beiden Stabenden. 
. 0 

~ 

.\L 14 
,. 
~ 
~ 

~ 

~---4h 

~'------' 

~ ~ 

N.j I 

11'=1-" 

~=~ 
I 

, 
~'=~ 

I 

1 - I 3"MoM.(I - 2,,) (1-",,') I' ~ I 1 -
(; M. M, (I - 2")(1 + 2 ",,') I' 

I - - - -
(;M.(I -2")[2Mo+M.-2(M.-M.),,II']1' 

I _{"I } IMM -MoM, 1 +~' --[3~'-2" (1-2 ~)] I' =(;_4_' :WD-,,1[3~' -2"(1-2~)l}l' 
6 WB WB 

-
MM 

~ 
1 - 1 

_0_' (I _ 2,,) (I + 2 I'll') I' 3" MoM, e' (I - 2,,)(1 - ",,') f 
3 

-~M M ~(1+2WB-6,,1)1' ~ 
1 - 1 

12 0 'e (;M.M, T (I - 2,,) (I + 2,,11')1' 
, I 

I - 1 V-til 
12MoMclr ~'~E[I-6~1+2"1I')/' 

N.llillililllllllllllllllllllllllllllill 

M.M.(I - 2,,) /' I~I 
-~ M M (I - ~) I' 
2 G c: roR 

1 - -- - -
(; (II' -,,) [M. (2 M. + AI.) + M. (2 M, + M.) - 2",,' (M. - M,) (M. - M,)]l' 

1 -
- M.(M.+ M,) (1 - 2,,)/' ~ 

1 -
-(M.+ lIf.)M,(I- 2V) (I + 2 vII') I' 2 3 

I 111.111. " 
- --[Wp- V3 (4 - 3V)) I' 
3 WR 



110 Uisungen der Funktion J M M (J.Il) rls uod Funktionswerte (D. 

, 
Tabelle ISb. ! M M~ rl" fOr unendlich groDes Trlgheitsmoment an einem Stabende. 

.i~ I 

~4 

~ 

I 14 

~ 
~ 

~ 
I 

2.M M 1"1/' 
2 0 0 ~ 2.M M viI' 3 0 0 

I -6" M oM bl"l (3 -21")1' ~ 1 -"3 Mo M.[4 VI - 31"']1' 

1 _ ,,'3 

~ ~- M. M. -;-[ ,,'I (3-Z ,,') - vvT -v'rl] 3 M • M .yl' 
I 

I - .-----14 I -"2 MbM.(I _1'2) I' -MbMb(1 +1'+1'2)1"/' 
3 

I - 1"1 
6" MbiU.y (I + 21')/' ~ I - ( 2r) 6"M.M. I+E- T I' 

1 -
- M.M.[I -"a (4 - 31')]1' 
3 

N.IIIIIIIIIIIII!II!!!IIIIIIIIIIIIIIIIIII 

2.M M (I _ 1'2)1' 
2 •• ~ 

~1111III111II1i11li1il1ll.,t6 

v - -
M.- [M. (I -,,) + M.{I + 1')]1' 

2 

I M- Vi ')1' -M -(4-3" 
3 • .~' 

1 }rl. M. [" '" _JI ( )] l' 
- -- (Dp - Ii y- 3 - 4 " 
3 (DB 



Losung fiir gekriimmtc Stabe mit r = const und ] = const . 111 

Losunll fUr Ilekriimmte Stiibe mit 'I' = const und J = const . 
b 

Tabelle 16. I M iii ~A ds . 

~ 

~ 

~~ 

LA> 
~ " *- --

-'lL--_....J1 

, 
e'=~ I 

P'= b~ 
b 

I - C e) I~ 
I 

-M, - -- b' II M., (+ - :) b' 2 • b , 

- - r - roB + - 2 - - -- (~P + e P) b 1 M. I { e r Y. b , , J}' 
2 roB b I L I r 

_ t' /2 4I;;p 1 - C e/ C) M.-b' --M, -+8--2- b' 
bl 4 • b bl , 

- (I e1' e e2), ~ 2M'-+-----b 
• 3b II 2' bl Krris6Dpn 

,2 ( e2 e I) - 1+2-- 3- b' 2 ,2 b, 

- (I e, e ez ) 2 M., - + - - - - - b' 
3b II 2, bl 

I -( ,22er) - M. M. 1 - 2 - + -- b' 4 P bl 

I -( 1'2 2e,) -M M 1-2.-+-- b' 
2 •• 12 bl 

.!.. M. M. [e p' + ~ p + 2 ,2 (; P' - e' P) - Y. ~ (2 + ; - $')J b' 
4 roB 12 I b 

2 M iii (~+ 2.. __ ~.-"3) b' 
• '3 b1 4 3b13 

2..M 1'(~-!....)b' 
2 • b , 

-M.M.- 2----- b ; i I -, (' , e)'1 Nal~ 
2 I bib ~- -_ 

-M M - 2-+--3- b I 1 -, (' r e) , 
2 ·"1 bib 

I -'(1 / l' el), -M.M.- --8-+2--- b 
4 I l' b I by 4I;;p 

---~~-I·-------------------------------------------------

~4 -M M - --2-+- b' 1 --'(1 , el) 
4 • • I l' I b, 



112 Losungen der Funktion J M M (fe!J) ds und Funktionswerte w. 

Verdrehungen der Endquerschnitte mit Angaben fiber die Biegelinien fUr 
Balkentriiger mit konstantem Jh/J. 

Die Winkel rp., rp. und die Ordinaten W, f der Biegelinie werden im Efe fachen Betrag angegeben. 
Tabelle 17. Trllger auf zwei Stiitzen. 

rp. / ~ = R 1k _ II k' rp. / ~ = Ru werden auf S. 258 als Kreuzlinienabschnitte verwendet. 

Abszissen der Belastung: e I, e'l; Abszissen der Stabquerschnitte: __ ~l ___ ~'l-
a' fir ' ~ ~6 i3F-iO I J-b C I, C' I; Schnitt II links der Last, Schnitt r rechts der Last. 

l·f.I]A = I' ------
I' 

rp·=6Plw~; 
I' 

rp. = -6 P I W D; 

I' I' I' 
~tl+ G%~ w. = 6 P Ii E' C [E (I + E') - CI]; W. = - P [I a' w (I + E) - C'I] 

6 A i>. 
W = f = ~ P/1 eI E'2; w im Lastpunkt (C = ;): 

3 

, 
l' 10 l' s 

I 
p I I' 3 ~f+-fl--, rp. = -'- - PI; rp.=- -PI ~f -1' f~ CPo = rp. = 6 t\ PI 

k. ~ 6 27 6 27 i!:. 

p P 

rp.= ~ 2Ple'(I--E'·--!-yl); I' ( 3) ~~::11~ rp. = 6 2 Pie I - E2 - -..- y. 

p 

~lt" . .rCJJ;I~ • 
I' I' " I' 

_~l :"-MCJI1GI~ rp·=-6Plw~; rp. = -(;PlwD tp. = rp. = 6JP IWR 

t:.-1}P 
I' n ( I ) 

, P 
I' 2 

~~~ ~ete+e; rp. = rp. = - PI - I - - rp.= rp.=- - PI 
6 4 n l 

{r""" I-Ie 6 3 

~" P P P 

-!~~~!:c~~ I' n( I) 1te!:.:g; I' 19 
rp. = rp. = - PI - I + -2 rp. = qJ. = - - PI 

6 4 2 n 6 24 

~P I' 2n+l[ I] 

-tfV'V+:; rp.=(;PI--S- I-(2n+I)'; 

_1'PI2n+1r 2 I] r(ZlI'1}j- f/!. - (; -S-L I - (2 n + 1)1 + (2 n + I)' 

! ;~-~ l' I' 

'f:-tl~'.3-
rp. = 6 P 12 2 yE' (I - 1'2 - e'2); rp. = (; P 12 2 I' E (I - 1'1 - el ) 

... ~l-~l- I' I' !=IIJ!OllllllJz rp.=_P/1 4y2(I _1')2; rp. = _ P 112 y. (I - 21'2) 
11 {f-y)l-::!r 6 6 

;Mf.;r~ I' I ~C~: I I' 13 rp. = rp. = 6" P II : (3 - 4)'2) .\;; 1,_le:::::::::t> rp.=rp.= __ P/2 
~/1-,4.l1 6 loll 

-

jllll!!IHi!IIIIIIIIl\!llIlIlillita I' p II I' 
win Stabmitte: w=f= 2....1'PfJ rp. = rp. = 6" 4; W = _p,3 W'f,; 

24 3S4 

--~ --"'~ .or. 

l' I P p. rp. = rp. = - P I - (3 - - - 3 (XI) 
6 4 .e! l' pi 

I jiiifJIDii I I' 7 rp. = rp. = - P 11- (3 - 2 P) rp. = rp. = -(; 54 P II 6 2 
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Tabelle 17 (Fortsetzung). 

~~ : '/II 
&~ 

l' 3 , [ , IS~' + 2" ] tp = - -pll,/~ ~(I +~) - ---,,' . a 6 2 10~" 

C l' 3 [ , IS' - 2" ] 
"=T tp. = - - I' II" ~ ~ (I + ~) _ ------ ,,' 

6 2 10~ 

~ 
l' pl2 l' pl' 

A tp. = 6 60 IXI (40 - 4S IX + 12 IXI) ; tpb = - - IXI (S - 3 IXI) 
6 IS . 

l~ 
_ l' I'll l' I' /1 

.;S tp. = 6 60 pI (10 - 3 (2) ; tp& = - - p2 (20 - IS P + 3 Pi) 
6 60 

A~ 
I" 71' II l' 21'11 PI' 

tp·=660; tp.=- -; w.= --C (7 - 10C' + 3C') 
6 IS 360 

I' 1 

~, 
tp. = 6"2 plI"E' [2 E (I + E') _,,2]; 

I' I 
tp& = 6 2" I' 1I"E[2 E'(I + E) _,,1] 

~ I' I'll I ~ I I' S tp.= tp. = 6 S" (3 - 2,/1) tp. = tpa = - - I' Ii 
~fl"':"-,.~ A-----~ 6 32 

~ ~:l!>. 
I' I'll tpa = 6 60(1 + IX') (7- 31X'1); 

l' pl' 
tp. = 6 60 (I + IX) (7 - 31X2) 

~JI~ I' I'll "ift& I I' 17 tp. = tpa = - _,,1 (4 - 3 ,..) tpa= tp& =6 12Sp/2 l!:-- --2.. 6 4 

I' I'll 

Iiil,:.!·:~~;aJl 
tpa = 6"2 ",'[2'(1 + E') - 3rJ 

'it-s .!-£2::.t I' 1'12 
tp& = - -", [2;'(1 +El - 3r] . 6 2 

~Tr'''' I' 3 I ~~ I I' 3 • 
£;.1$ tpa = tpa = 6 8 I' Ii '/ (I - 2 ,,2) tpa = tp& = -- - I' I-

6 32 

.e.:1.~ 
1'1'11 1'1'12 

tpa = 6 60 [IS - (I + 1X')(7 - 3 IX' I)] ; tp& = 6 60 [IS - (I + IX) (7 - 3~2)] 

~ ~ 
I' I'll I nrr....,.",mnn". trll I l' 15 r tpa= tpb =- _,,2 (2 -,,) tpa = tpa =-- -p -
6 4 -P1~/·z-Jr 6 uS 

fie ". I' II I' II 
111111111111111111111111111111111111 tpa = 6 60 (81'. + 7Pa); tp& = 6 60 (71'. + 81'.) 

1r!l1111ll11li1l1l1l11li11llh... I' 'P II I ~ I' I tpa= tp& =- - [I _,,1 (2 -,,)] tp.=tp&=- -1'12 ~rl"'(1-Iy)Z-Ijz-t.. 6 4 ~ 6 S 

~ I' I' h I' !oJ 
~£I-l-E2:::g tp. = 6 M ro~; tpb = -6 M roM ~J .1·1:3' - tpa = rp& = - ---

6 4\ 

-.,..N. r I' I' 
l5; Nth rpa = (; (2 M. + M.); tpb = 6 (M. + 2Mb) 

Beyer, BauUatik, 2. Autl., 2. Neudruck. 8 
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Tabelle 18. Freitrll.ger. 

Abszissen derBelastung: ~ I, ¢' I; Abszissen derStabquerschnitte: (; /, (;' I. 

fC1--:--C'l----:b Schnitt h links. Schnitt I' rechts der Last. I fe/fA = /'. 

, ----SQ[ tp& und die Ordinaten w. w& = I der Biegelinie sind E fe fache Betrll.ge. 

l' /' 
e~ 

tp& = -2- PI ;1; 1 = - P ll;2 (3 - ,); 
~ __ z-:( 6 

I' I' 
WA = (; P II (;2 (3 ; - (;); w. = - P II ;1 (3 (; - ;) 

6 

PJ I' I' I' 

~ tp& ="6 3 PI; 1 = ~PII. W = - P II (;2 (3 - (;) 3 • 6 

JJ:iiifhNl /' 
1= I'· 1'13;' (8 - 6;' + e'3) ~ tp& = 6" I' /1;' (3 - 3;' + ;'2); 

24 

fii'fmiitl' 
I' I' 

tp& = -1'/1;3,; 1= - 1'13;3 (4 - ;) 
~ 6 .:!4 

. l!- I' /' I' 
~"I~IIIIIIIIIIIIIII:I:I'III'IIIII!I tp&=-6 PI1 ; 1=81'13; W = - I' 13 (;1 (6 - 4 (; + (;1) 

24 

-~- I' I' 

~ 
~, tp&=_p/2;'(6_8~'+ 3;'2); I = - P 13 ;' (5 - 5 ;' + ;' 3) 

24 30 

"1111 
I' /' /' 

tp. = - I' 12; 1= -- I' 13; W = - I' 13 (4 - 5 (;' + (;'5) 
24 30 IlO 

~ 
/' /' 

~ tp. = - I'll;' (6 - 4~' + ~'2); 1= -;;01' /3;' (20 - IO;' + ;'3) 
24 

iilui I' II /' i' 

1 tp& = 8 P [2; 1=1201'13; w=-p/:I(II- 15(;'+5(;'4_(;'5) 
• 120 

rz7'f~ tp& = M I;; 
M /a I ~ ~ I 

M /2 
1=_(1_';'2) W=2-(;1 

2 ~ 

-
Tabelle 19. Auslegetrll.ger. 

---C,l-~t:;l--,,~c,..~ Abszissen der Stabquerschnitte: 1m Fcld: C1 /, C{I; im Kragarm: 

k----i----'i<J~'d Cac, C~ c. Schnitt him Feld, Schnitt kim Kragarm . .' feil. = I'. 

t/l-y~ tpd u. die Ordinaten w. Wd = I der Biegelinie sind Efefache Betrage. 

/' /' 
W. = - b P II" «(;1 - cn = - -(; P /2 i' COn: 

/' 
W t = C;- PI2,,2CI[2 + C2Y(3 - ( 2 )]; 

/' . /' 
w. = - -- I' 13,,· (Cl - W = - - I' 13,,2 COD; 

12 12 

I' 
wt = 241'13,,3(;.[4 + yCa (2 + (1 + W2»); 

/' 
tpd = (; P /" (2 + 3,,) 

I' 
1= - P /2 ,,1 (I + ,,) 

3 

I' 
tpd = (; I' /1)'2 (1 + ,,) 

I' 
I = - I' 13 r' (4 + 3") 

24 
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Verdrehun~en der Endquerschnitte und Bie~elinien fUr Balkentra~er 
mit vedinderlichem '/h/J aus einem Kraftepaar Ma = 1 mt am Endquer
schnitt a. 

Tabcllc 20. 
A. Traghcitsmoment stetig vcranderlich. 

1. Verdrehungen der Endquerschnitte: 
a) Symmetrischer Trager, M. = 1 mt 

_jA = C = 1-(1- n) (1- 2-ir == 1- (1 - n) (1 - 2E)2 

a 

11 

0,6 0,5 0,4 0,3 I 0,2 0,15 I 0,12 0,10 I 0,08 0,06 I V,05 I 0,04 

kl 1,680 1,600 1,520 1,4401 1,:'160 1,320 ! 1,296 1,280 1',264 1,2481 1,2-{0 11,232 
ki 0,920 0,900 0,880 08('0 0,840 0,830 I 0, 824 0,820 0,816 0,812 o,81G 0,808 

b) Unsymmetrischer Trager, 

JA ( X)2 -T = C = 1 - (1 - n) \ 1 - T = 1 - (1 - n) (1 - E)2; 

flir 111. = I mt: 
l' l' I'=I~' " •• = 6EJ. k1 ; "ba = 6EJ. hz, nr--- l' 

JA ' 
. I' I' 

II = Jh 

n 

0,60 
0,30 
0,20 

0,10 
0,05 

n 

0,60 
0,30 
0.20 
0,10 
0,05 

a b fiir Alb = 1 mt: ".b = 6EJ-: hI; 6u = 6EJ. ka ; Ja . 

kl 
k i 
k3 

11 

0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,15 0,12 0,10 0,08 

1,520 1,400 1,280 1,160 1,040 0,980 0,944 0,920 0,896 
0,880 0,850 0,820 0,790 0,760 0,745 0,736 0,730 0,724 
1,920 1,900 1,880 1,860 1,840 • 1,830 1,824 1,820 1,816 

II' 
2.0rdinatender Biegelinie flir M.='mt: 6m= 6EJ. k; 

a) Symmetrischer Trager. 

E 

0,06 0,05 I 0,04 

0,872 0,860 0,848 
0,7 18 0,7 15 0,7 12 
1,812 1,810 1,808 

I' = Ii.!.-. \Verte k: 
1A 

0,1 0,2 0,25 0,3 t 0,4 0,5 0,6 i 0,7 0,75 0,8 0,9 

0,1492 0,2584 0,2977 0,3268 0,3407 0,3560 0,3500 0,3 140 0,2765 0,2545 0,2180 0,1781 0,0913 
1328 2362 2748 3041 3 185 3351 3312 2976 261 7 2406 2057 1676 
1273 2288 2672 2966 31II 3281 3250 2921 2568 2360 2016 16.p 
1219 2214 2596 2890 3037 32II 3188 2866 25 19 23 13 1975 1607 
II91 21 77 2558 2853 3000 3176 3156 2838 2494 2290 1954 1589 

b) Unsymmetrischer Tra.ger, 

; 
0,1 0,2 0,25 0,3 t 0,4 0,5 0,6 i· 0,7 0,75 o,S 

0,1339 0,2313 0,2666 0,2932 0,3062 0,321 3 0,3188 0, 2892 0,2568 0,2373 0, 2045 0,1680 
1060 1888 2205 2453 2580 2743 2766 2542 2272 2105 1821 1501 
0967 1746 205 1 2293 2420 2587 2625 2425 21 73 2016 1]-t6 IHI 

0874 1605 1897 21 34 2259 2430 2484 2308 2074 1927 1671 1381 
0828 1534 1820 2054 21 79 235 2 2414 2249 2025 1882 1634 1351 

Flir Zwischenwerte von n konnen die Ordinaten geradlinig eingeschaItet werden. 

8· 

0856 
0836 
081']' 
08C'8 

0,9 

0,0870 
0780 
0750 
0720 
0705 
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Tabellc 22. Fun~tionswcrtc ~r und 00 nach S. 1%0 

~ ~I ~3 ~, 0011 I OOD " OOD 0011 00", OOp wi! ~' 

0,00 10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 - 0,00000 - 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,00 

01 0001 0000 0000 0099 0100 - 0,00970 - 0,9997 0001 0[00 0100 99 
02 0004 0000 0000 0196 0200 - 0,01882 - 0,9988 0004 0200 0200 98 
03 0009 0000 0000 0291 0300 - 0,02736 - 0,9973 0009 0300 0299 97 
04 0016 0001 0000 0384 0399 - 0,03532 - 0,995 2 0016 0400 0399 96 

05 0025 0001 0000 0475 0499 - 0,04275 - 0,9925 0025 0500 0498 95 

06 0036 0002 0000 0564 0598 - 0,04964 - 0,9892 0036 0600 0596 94 
07 0049 0003 0000 0651 0697 - 0,05598 - 0,9863 0049 0700 0693 9) 
08 0064 0005 0000 0736 0795 - o,ou182 - 0,9808 0064 0800 0790 92 

09 0081 0007 0001 0819 0893 - 0,06716 - 0,9757 0081 0899 0886 91 

0,10 0100 0010 0001 0900 0990 - 0,07200 - 0,9700 0100 0999 0981 0,90 

II 0121 0013 0001 0979 1087 - 0,07636 - 0,9637 0120 1099 1075 ~9 
12 01 44 001 7 0002 1056 1I83 - 0,08026 - 0,9568 01 43 II 98 IIu8 88 

13 0169 0022 0003 II)I 1278 - 0,08)70 - 0,9493 0168 1297 1259 87 

14 0196 1027 0004 1204 1373 - 0,08668 - 0,9412 01 94 1396 1349 86 

15 0225 0034 0005 1275 1466 - 0,08925 - 0,9325 0222 1495 1438 85 

16 0256 0041 0007 1344 1559 - 0,09140 - 0,9232 0253 1593 1525 84 

17 0289 0049 0008 14II 1651 - 0,09312 - 0,9133 0285 1692 1610 8) 

18 0324 0058 0010 1476 1742 - 0,09446 - 0,9028 0319 1790 1694 82 

19 0361 0069 001 3 1539 1831 - 0,09542 - 0,8917 0354 1887 1776 81 

0,20 0400 0080 0016 1600 1920 - 0,09600 - 0,8800 0)92 1984 1856 0,80 

21 04'P 0093 0019 1659 2007 - 0,09622 - 0,8676 0432 2081 1934 79 
22 0484 0106 0023 1716 2094 - 0,09610 - 0,8548 0472 21 77 2010 78 

23 05 29 0122 0028 1771 21 78 - 0,09564 - 0,84 1) 05 15 2272 2085 77 

24 0576 0138 0033 1824 2262 - 0,09484 - 0,8272 0559 2367 2157 76 

25 0625 0156 0039 1875 2344 - 0,09375 - 0,8125 0605 2461 2227 75 

26 0676 01 76 0046 1924 2424 - 0,09'236 - 0,7972 0653 2554 2294 74 

27 07 29 0197 0053 1971 2503 - 0,09066 - 0,781 3 0702 2647 2359 73 
28 0784 0220 0061 2016 2580 - 0,08870 - 0,7648 0753 2739 2422 72 

29 0841 0244 007 1 2059 2656 - 0,08648 - 0,7477 0806 2829 248) 71 

0,30 0900 0270 0081 2100 2730 - 0,08400 - 0,7300 0860 2919 2541 0,70 

31 0961 0298 0092 2139 2802 - 0,08128 - o,7 II7 0915 3008 2597 69 

32 1024 0328 0105 21 76 2872 - 0,07834 - 0,6928 0972 3095 2649 68 

0,33 1089 0359 OII9 2211 2941 - 0,07518 - 0,6733 1030 3181 2700 0,67 

1/3 IIIl 0370 0123 2222 .2963 - 0,07407 - 0,6667 1049 3210 2716 1/3 
0,34 1I56 0393 0134 2244 3007 - 0,07180 - 0,6532 1089 3266 2748 0,66 

35 1225 04 29 0150 2275 3071 - 0,06825 - 0,6325 II 50 3350 2793 65 

36 1296 0467 0168 2304 3133 - 0,06452 - 0,6112 1212 3432 2835 64 

37 1369 0507 0187 2331 3193 - 0,06060 - 0,5893 1275 3513 2874 63 

38 1444 0549 0209 2356 3251 - 0,05654 - 0,5668 1340 3591 29II 62 

39 1521 0593 0231 2379 3307 - 0,05234 - 0,5437 1405 3661) 2945 ul 

0,40 1600 0640 0256 ~oo 3360 - 0,04800 - 0,5 200 1472 3744 2976 0,60 

41 1681 0689 0883 24 19 341I - 0,04354 - 0,4957 1540 381 7 3004 59 

42 1764 0741 03 II 2436 3459 - 0,03898 - 0,4708 1608 3889 3029 58 

43 1849 0795 0342 2451 3505 - 0,03432 - 0,4453 1678 3958 3052 57 

44 1936 0852 0375 2464 3548 - 0,02956 - o"P92 1749 4025 3071 56 

45 2025 09 II 04 10 2475 3589 - 0,02475 - 0,3925 1820 40go 3088 55 

46 21I6 0973 0448 2484 3627 - 0,01988 - 0,3652 1892 4152 3101 54 

47 2209 10)8 0488 2491 3662 - 0,01494 - 0,3373 1965 4212 3Il2 53 

48 2304 1I06 0531 2496 3694 - 0,00998 - 0,3088 2039 4261) 3U 9 52 

49 2401 II 76 0576 2499 3724 - 0,00500 - 0,2797 2Il3 4324 3124 51 

0,50 P,2500 0,1250 0,0625 0,2500 0,3750 - 0,00000 - 0,2500 0,2188 0,4375 0,3125 0,50 

~ ~'I ~'3 ~" 0011 OOD I -oo~ oo~ 00" 
, 

OOp " OOp ~ 
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Tabelle 22. (Fortsctzung.) 

~ ~2 ~a ~4 WlI WD roD WJI w'" Wp " Wp ~' 

0,50 0,2500 0, 1250 0,0625 0,2500 0,3750 + 0,00000 - 0,2500 0,2188 0,4375 0,3125 0,50 

51 2601 1327 0677 2499 3773 + 0,00500 - 0,2197 2263 4423 3124 49 
52 2704 1406 0731 2496 3794 + 0,00998 - 0,1888 2338 4470 3119 48 
53 2809 1489 0789 2491 3811 + 0,01 494 - 0,1573 2414 4511 3112 47 
54 2916 1575 0850 2484 3825 + 0,01988 - 0, 1252 2491 4550 3101 46 

55 3025 1664 0915 2475 3836 + 0,02475 - 0,0925 2567 4585 3088 45 

56 3136 1756 0983 2464 3844 + 0,02956 - 0,0592 2644 4617 3071 44 
57 3249 1852 1056 2451 3848 + 0,03432 - 0,0253 2721 4644 3052 43 
58 3364 1951 1132 2436 3849 + 0,03898 + 0,0092 2798 4668 3029 42 
59 3481 2054 1212 2419 3846 + 0,04354 + 0,0443 2875 4688 3004 41 

0,60 3600 2160 1296 2400 3840 + 0,04800 + 0,0800 2952 4704 2976 0.40 

61 3721 2270 1385 2379 3830 + 0,05234 + 0,1163 3029 4715 2945 39 
62 3844 2383 1478 2356 3817 + 0,05654 + 0,1532 3105 4722 2911 38 
63 3969 2500 1575 2331 3800 + 0,06060 + 0,1907 3181 4725 2874 37 
64 4096 2621 1678 2304 3779 + 0,06452 + 0,2288 3257 4722 2835 36 

65 4225 2746 1785 2275 3754 + 0,06825 + 0, 2675 3332 4715 2793 35 
0,66 4356 2875 1897 2244 3725 + 0,07180 + 0,3068 3407 4703 2748 0,34 

I/a 4444 2963 1975 2222 3704 + 0,07407 + 0,3333 3457 4691 2716 l/a 
0,67 4489 3008 2015 2211 3692 + 0,07518 + 0,3467 3481 4685 2700 0,33 

68 4624 3144 2138 2176 3656 + 0,07834 + 0,3872 3555 4662 2649 32 
69 4761 3285 2267 2139 3615 + 0,08128 + 0,4283 3628 4633 2597 31 

0,70 4900 3430 2401 2100 3570 + 0,08400 -t- 0,4700 3700 4599 2541 0,30 

71 5041 3579 2541 2059 3521 + 0,08648 + 0,5123 3770 4559 2483 29 
72 5184 3732 2687 2016 3468 + 0,08870 + 0,5552 3840 4513 2422 28 
73 5329 3890 2840 1971 3410 + 0,09066 + 0,5987 3909 4460 2359 27 
74 5476 4052 2999 1924 3348 + 0,09236 + 0,6428 3977 4401 2294 26 

75 5625 4219 3104 1875 3281 + 0,09375 + 0,6875 4043 4336 2227 25 

76 5776 4390 3336 1824 3210 + 0,09484 + 0,7328 4108 4264 2157 24 
77 5929 4565 3515 1771 3135 + 0,09564 + 0,7787 4171 4185 2085 23 
78 6084 4746 3702 1716 3054 + 0,09610 + 0,8552 4233 4098 2010 22 
79 6241 4930 3895 1659 2970 + 0,09622 + 0,8723 4293 4005 1934 21 

0,80 6400 5120 4096 1600 2880 + 0,09600 + 0,9200 4352 3904 1/)56 0,20 

81 6561 5314 4305 1539 2786 + 0,09542 + 0,9683 4409 3795 1776 19 
82 6724 5514 4521 1476 2686 + 0,09446 + 1,01 72 4463 3679 1694 18 
83 6889 5718 4746 1411 2582 + 0,09312 + 1,0667 4516 3554 1610 17 
84 7056 5927 4979 1344 2473 + 0,09140 + 1,1168 4567 3421 1525 16 

85 7225 6141 5220 1275 2359 + 0,08925 + 1,1675 4615 3280 1438 15 
86 7396 6361 5470 1204 2239 + 0,08668 + 1,2188 4661 3130 1349 14 
87 7569 6585 5729 1131 2115 + 0,08370 + 1,2707 4705 2971 1259 13 
88 7744 6815 5997 1056 1985 + 0,08026 + 1,3232 4746 2803 1168 12 
89 7921 7050 6274 0979 1850 + 0,07636 + 1,3763 4784 2626 1075 II 

0,90 8100 7290 6561 0900 1710 + 0,07200 + 1,4300 4820 2439 0981 0,10 

91 8281 7536 6857 0819 1564 + 0,06716 + 1,4843 4852 2243 0886 09 
92 8464 7787 7164 0736 1413 + 0.,06182 + 1,5392 4882 2036 0790 08 
93 8649 8044 7481 0651 1256 + 0,05598 + 1,5947 4909 1819 0693 07 
94 8836 8306 7807 0564 1094 + 0,04964 + 1,6508 4932 1593 0596 06 

95 9025 8574 8145 0475 0926 + 0,04275 + 1,7075 4952 1355 0498 05 

96 9216 8847 8493 0384 0753 + 0,03532 + 1,7648 4969 1107 0399 04 
97 9409 9127 8844 0291 0573 -1-0,02736 + 1,8227 4983 0847 0299 03 
98 9604 9412 9224 0196 0388 + 0,01882 + 1,8812 4992 0576 OlOO 02 
99 P,9801 0,9703 0,9606 0099 0197 + 0,00970 + 1,9403 4998 0294 0100 01 

1,00 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 + 0,00000 + 2,0000 0,5000 0,0000 0,0000 0,00 

~' ~'I ~'3 E" wD " w. w" 
, 

(Or ¢ WlI -WD Wp 



us Losungcn der Funktion J M M (IdJ) d s und Funktionswcrtl' C'). 

Tabclle 2 r. 

B. TTllgheitsmoment unstetig verllnderlich. 

jA=C=I_ (I-II) (1- :) 
1. Verdrehungen dcr Endquerschnitte. 
a) Symmetrischcr Trllger, 111. = 1 mt . 

v 
0,60 0,50 0,40 

kl 0,35 
1,661 1,576 1,491 

k2 0,919 0,899 0,879 

kl t 1,674 1,593 1,5II 
k2 0,926 0,907 0,889 

kl 0,30 1.701 1,626 1.552 
k2 0.939 0,924 0,908 

kl 0,25 1.744 1,680 1,616 
k2 0,956 0.945 0.934 

kl 0,20 1,789 1,736 1,683 
k2 0.971 0.964 0.957 

b) Unsymmetrischer TrAger 

fur .11.= I mt: 

I' 
da • = 6 EI. kl ; 

flir .11&= I mt: 

v 
0.60 0,50 I 0,40 

kl 1.669 1.587 1.504 
k. 0,35 ° ~I)o 0.949 0.939 
k; I.~~I 1,989 1.987 

kl 1,681 1.602 1.522 
k2 t 0.963 0.954 0.944 
k3 1.993 1.991 1.989 

kl 1,707 1.633 1.560 
k2 0,30 0.969 0.961 0.954 
k3 1.995 1.993 1,992 

kl 1.747 1.683 1.620 
k2 0,25 0.978 0.973 0.967 
k3 1.997 1.996 1.995 

kl 1.790 I 1.738 1.686 
kl 0,20 0.986 0.982 0,978 
k, 1.998 1.998 1.99.7 

II 
0,30 0,20 0,15 

1,4°6 1,322 1,279 
0,858 0,838 0,828 

1,430 1,.348 1,307 
0.870 0,85 2 0,843 

1,477 1,402 1,365 
0,893 0,878 0,870 

1,552 1,488 1,455 
0,923 0,912 0,907 

1,630 1,578 1.551 
0.950 0.942 0.939 

n 

0.30 0,20 0.15 

1.421 1,339 1.298 
0.929 0.919 0.914 
1.985 1.983 1.982 

1,443 1.363 .1.323 
0.935 0.926 0.921 
1.987 1,985 1.984 

1.487 1,413 1,377 
0.946 0.939 0.935 
1.991 1.989 1,989 

1,557 1.494 1.462 
0.962 0.956 0.954 
1.995 1.994 1.993 

1.633 1.581 1.555 
0.975 0.971 0.969 
1.997 1.996 1.996 

0,12 0,10 

1,254 1,237 
0,822 0,818 

1,283 1,267 
0,837 0,833 

1,343 1,328 
0,865 0,862 

1,436 1,423 
0,904 0.902 

1.535 1,525 
0.937 0,935 

1'= I J:... 
I" 

0.12 0.10 

1.273 1.256 
0,911 0.909 
1.981 1.981 

1.299 1.283 
0,919 0.917 
1.984 1,983 

1.355 1.340 
0.933 0.931 
1.988 1.988 

1.443 1,430 
0.952 0.951 
1.993 1.993 

1.539 1.528 
0.968 0.968 
1.996 1.996 

0,08 

1,220 
0,81 4 

1,250 
0,830 

1,313 
0,859 

1,411 
0,899 

1.514 
0.934 

0.08 

1.240 
0.907 
1.980 

1.267 
0.915 
1.983 

1.325 
0.930 
1.988 

1.418 
0.950 
1.993 

1.518 
0.967 
1,996 

0,06 

1,203 
0,810 

1,234 
0,826 

1,298 
0.856 

1,398 
0,897 

1.504 
0.932 

0.06 

1.223 
0.905 
1.980 

1.251 
0,913 
1.983 

1.3II 
0.928 
1.987 

1.405 
0.949 
1.993 

1.507 
0.g66 
1.995 

0,05 

1,195 
0,808 

1,226 
0,824 

1,290 
0,855 

1.391 
0,896 

1.498 
0.932 

0.05 

1.21 5 
0.904 
1.980 

1.243 
0.912 
1.982 

1.303 
0.927 
1.987 

1.399 
0.948 
1.993 

1.502 
0.966 
1.995 

Fur Zwischenwcrte von n konnen die Wcrte k geradJinig cingcschaitet werden. 

0,04 

1,186 
0,806 

1,218 
0,822 

1,282 
0,853 

1.385 
0,895 

1.493 
0.931 

0.04 

1.207 
0.903 
1.979 

1.236 
0.911 
1.982 

1.296 
0.927 
1.987 

1.392 
0.947 
1.992 

1.497 
0.965 
1.995 



v 

0,35 

! 

0,30 

0,25 

0,20 

0,15 

v 

0,35 
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Tabelle 21. 

2. Ordinaten 15 m der Biegelinie fUr !II. = 1 plt. 

a) Symmetrischer Trager. 

n 
0,1 0,2 

0,60 0,1476 0,2567 
0,30 1300 2323 
0,20 1242 2255 
0,10 II84 21 77 
0,05 II54 21 38 

0,60 1489 2590 
0,30 1323 2372 
0,20 1268 2299 
0,10 1212 2227 
0,05 II85 2191 

0,60 1515 2634 
0,30 1368 2450 
0,20 1319 2389 
0,10 1270 2327 
0,05 1246 2297 

0,60 1555 2700 
0,30 1438 2566 
0,20 1399 2521 
0,10 1360 2476 
0,05 1341 2453 

0,60 1596 2762 
0,30 1510 2673 
0,20 1482 2643 
0,10 1453 261 4 
0,05 1439 2599 

0,60 1649 2812 
0,30 1604 2761 
0,20 1589 2744 
0,10 1573 2727 
0,05 1566 2719 

Il' 
6 = ---.- k' 

'" 6Efc ' 

0,25 0.3 t 

0,2965 0,3262 0,3406 
2727 3031 3182 
2648 2955 3108 
2569 2876 3033 
2529 2839 2996 

2990 3289 3432 
2771 3078 3228 
2698 3008 3160 
2626 2937 3093 
2589 2902 3059 

3039 3340 3482 
2858 3167 3315 
2798 3109 3260 
2737 3052 3204 
2707 3023 3176 

3109 3408 3547 
2980 3286 3430 
2937 3245 3391 
2895 3204 3352 
2873 3184 3333 

3169 3464 3602 
3085 3385 3526 
3057 3359 3501 
3029 3332 3476 
3015 3319 3463 

321 7 3510 3646 
3169 3464 3603 
3153 3449 3588 
3137 3434 3574 
3129 3427 3567 

1'= 1 Lc_: 
fA 

~ 
0.4 0,5 

0,3561 0,3503 
3352 3318 
3282 3256 
321 3 3194 
3178 3164 

3588 3528 
3399 3361 
3336 3306 
3273 3250 
3242 3222 

3635 3570 
3481 3435 
3430 3390 
3378 3345 
3353 3322 

3696 3625 
3588 3531 
3552 3500 
3517 3469 
3499 3453 

3747 3670 
3678 3610 
3654 3590 
3631 3570 
3620 3560 

3787 3705 
1748 3671 
3735 3660 
3722 3649 
3715 3643 

Werte k: 

0,6 i 0,7 0,75 0,8 

0,3145 0,2771 0,2549 0,2182 0,1781 
2984 2627 24 14 2060 1677 
2930 2579 2368 2020 1642 
2876 253 1 2323 1979 1608 
2849 2507 2300 1959 1590 

3167 2790 2567 2198 1794 
3023 2660 2445 2088 1700 
2975 261 7 2404 2050 1668 
2927 2574 2364 2015 1637 
2903 2552 2343 1997 1621 

3205 2825 2600 2227 1819 
3089 2721 2503 2140 1743 
3050 2687 2471 21II 1718 
301 2 2652 2438 2082 1693 
2992 2635 2422 2067 1680 

3254 2869 2643 2266 1852 
3174 2799 2577 2208 1800 
3148 2775 2555 2189 1783 
3121 2752 2533 21 70 1766 
3108 2740 2522 2160 1758 

3293 2904 2676 2296 1878 
3242 2860 2635 2260 1847 
3226 2846 ;Z621 2248 1837 
3209 2831 2608 2236 1826 
3200 2824 2601 2230 1821 

3323 2931 2700 2318 1898 
3295 2907 2678 2298 1881 
3285 2898 2671 2292 1876 
3276 2890 2663. 2286 1870 
3271 2886 2659 2282 1868 

Flir Zwischenwerte von n konncn die Werte k geradlinig eingeschaltet werden. 

b) Unsymmetrischer Trager. 

~111 , 
Qt-....,/,.... Ii L.c----l __ 

II' 
6,.= 6Efc k; Werte k: 

n ~ 
0,1 0,2 0,25 0,3 ! 0,4 0,5 0,6 i 0,7 0,75 0,8 

0,60 0,1485 0,2585 0,2986 0,3288 0,3434 0,3597 0,3548 0,3198 0,2828 0, 2609 0,2243 0, 1839 
0,30 1315 2363 2765 3076 3232 3416 3396 3077 2727 25 18 2167 1779 
0,20 1259 2289 2691 3006 3165 3355 3346 3037 2693 2487 21 42 1758 
0,10 1203 221 5 261 7 2935 3097 3294 3295 2996 2660 2457 2II6 1738 
0,05 Il75 21 78 2580 2900 3064 3264 3270 2976 2643 2442 2104 17 28 

Flir Zwischenwertc von n konnen die Werte k geradlinig eingeschaltet werden. 

0,9 

0,0913 
0855 
0835 
0816 
0806 

0920 
0867 
0849 
0831 
0823 

0932 
0889 
0874 
0860 
0853 

0949 
0919 
0909 
0899 
0894 

0964 
0945 
0938 
0932 
0929 

0976 
0966 
0962 
0959 
0957 

0,9 

0,0950 
0919 
0909 
0899 
0894 



V 

t 

0,30 

0,25 

0,20 

0,15 

120 Losungen dcr Funktion J M M (f./J) ds nnd Fnnktionswerte 00. 

11 

0,60 
0,30 
0,20 
0,10 
0,05 

0,60 
0,30 
0,20 
0,10 

0,05 

0,60 
0,30 
0,20 
1<>,10 
0,05 

0,60 
0,30 

Ordina ten ~m der Biegelinie fiir Ala = 1 mt. 

b) Unsymmetrischcr Trager (Fortsetznng). 

0,1 0,2 

1496 2605 
1336 2398 
1283 2329 
1229 2260 
1202 2226 

1520 2645 
1377 2469 
1330 2410 
1282 235 2 
1259 2322 

1558 2707 
1443 2576 
1405 2533 
1367 2490 
1348 2468 

1597 2765 
1513 2678 

II' 
.. ---k' 
Um- 6EI. ' 

0,25 0,3 t 
3008 33II 3457 
2804 3II7 3272 
2736 3052 3210 
2667 2987 3148 
2633 2955 311 7 

3053 3356 3500 
2882 3195 3347 
.2825 3142 3296 
2768 3088 3245 
2739 3061 321 9 

311 7 3417 3558 
2994 3302 3448 
2953 3264 3412 
2912 3225 3376 
2892 3206 3357 

3173 3469 3612 
3092 3394 3543 

I , -I.l.!....· 
- 111' 

~ 
0,4 0,5 

3618 3565 
3451 3426 
3396 3380 
3340 3333 
3312 3310 

3656 3597 
3519 3482 
3473 3444 
3427 3406 
3404 3387 

3709 3641 
3610 3559 
3576 3531 
3545 3504 
3528 3490 

3754 3678 
3689 3624 

0,20' 1485 2650 3065 3368 3520 3667 3606 
0,10 1457 2621 3038 3343 3497 3646 3588 
0,05 1443 2606 3025 333 1 3485 3635 3579 

0,60 1638 281 3 321 9 3512 3648 3790 3708 
0,30 1584 2763 3172 3438 3607 3753 3677 
0,20 1566 2747 3156 3453 3593 3740 3667 
0,10 1548 2730 3141 3439 3579 3728 3656 
0,05 1539 2722 3133 3432 3572 3721 3651 

Werte k; 

0,6 i 0,7 0,75 

3212 2840 2619 225 1 
3101 2747 2536 2182 
3064 2716 2508 2159 
3027 2685 2480 21 35 
3008 2670 2466 2124 

3238 2861 2638 2267 
3146 2784 2569 2210 
31I5 2759 2546 2191 
3085 2733 2523 21 72 
3069 2721 25 12 2162 

3272 2890 2664 2289 
3207 2835 261 5 2248 
3185 281 7 2599 2234 
3163 2799 2582 2221 
3152 2790 2574 2214 

3302 2915 2687 2308 
3259 2879 2654 2281 
3245 2867 2644 2272 
3230 2855 2633 2263 
3223 2849 2627 2258 

3327 2935 2705 2323 
3302 2914 2686 2307 
3293 2907 2680 2302 
3285 2901 2674 2297 
3281 2897 2671 2294 

0,8 

1846 
1790 
1772 
1753 
1744 

1859 
1813 
1798 
1782 
1775 

1876 
1843 
1832 
1822 
1816 

1891 
1870 
1862 
1855 
1852 

1903 
1891 
1887 
1883 
1880 

Fiir Zwischenwerte von n konnen die Werte k geradlinig eingeschaJtct werden. 

Funktionswerte. 

WB = ~ ~ = ~ - ~ = ~' - ~'2, 

WD = ~ - ~3 = ~ (1 - ~) = ~' (2 - 3 f + ~'2) = 3 wB - w~ = WB (1 + ~) = wB (2 - f), 
olD = r -. (3=~' (1- ~'2) = ~(2 -3 ~+ ~2) = 3wR - wn=wB(I + () = wB (2 - ~), 

w~ =wlJ- w~= - ~(I - 3~ + 2~2) = 2wD - 3wB= 3wB- 2w~, 

roJl = 3 ~2 - 1 = 2 - 6 ( + 3 ~'2 = w~ - 3 (2 t -- 1) = 1 - 6 roR - roM' 
ro:u=3;'2-I = 2 - 6; + 3;2= w.'d- 3(2; -1) = 1 - 6wR - WM' 

~ 

roT = ~2_ ~~4= HI - ~'2(2 - ;')2] = 2} roDd~, 
o 

E' 

w~ = ~'2 - H'4 = HI - ~2 (2 - ~)2J = 2 J w~ d~' , 
o 

wp = ~ - ~4 = 3 ( - 6 (2 + 4 ~'3 _ ~'4, 

ro~ = t - ~'4 = 3 ~ - 6 ;2 + 4 ~ _ ~4, 

W'; = ; - 2 ~3 + ~4 = roB (1 + WR)' 
Wr = wR ~ = ~2 f = ~2 _ ~3, 

ro; = roR(= ~~'2= ~'2_ ;'3= ~ _ 2~2+ ~3. 

0,9 

0953 
0925 
0916 
0907 
0902 

0959 
0936 
0929 
0921 
0917 

0968 
0952 
0946 
0941 
0938 

0976 
0965 
0961 
0958 
0956 

091>2 
0975 
0973 
0971 
0970 



Ableitung der Differentialgleichung aus den Schnittkraften. 121 

Die Funktionen Wit und wp sind symmetrisch zur Mitte. die Funktion wD ist anti
metrisch; WD und w~. WM und wM. 00." und w~. Wp und wp. Wr und w~ sind ein
ander spiegelbildlich gleich. Die Funktionswerte sind in den Tabellen 22. 23. S. 116. 
117 und 121 enthalten. 

Tabelle 23. Funktionswerte COr und CO~. 
COr 

E 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 p,OOOO 0,0001 0,0004 0,0009 0,0015 0,0024 0,0034 0,0046 0,0059 0,0074 0,0090 0,9 
I 0090 0108 0127 01 47 0169 0191 0215 0240 0266 0292 0320 8 
2 0320 0348 0378 0407 0438 0469 0500 0532 0564 0597 0630 7 
3 0630 0663 0696 0730 0763 0796 0829 0862 0895 0928 0960 6 
4 0960 0992 1023 1054 1084 1114 1143 1171 1198 1225 1250 5 
5 1250 1274 1298 1320 1341 1361 1380 1397 1413 1427 1440 4 
6 1440 1451 1461 1469 1475 1479 1481 1481 1480 1476 1470 3 
7 1470 1462 1451 1439 1424 1406 1386 1363 1338 1311 1280 2 
8 1280 1247 1210 II71 1129 1084 1035 0984 0929 0871 0810 I 

0,9 0,0810 0.0745 0,0677 0,0605 0,0530 0,045 1 0,0369 0,0282 0,0192 0,0098 0,0000 0,0 

9 8 7 6 5 4 3 2 I 0 ~ 

20. Die Biegelinie des geraden Stabes. 

Der Verschiebungszustand eines Stabes, dessen Querschnittsabmessungen gegen
iiber der StabHinge klein sind und dessen Oberflache durch parallele Erzeugende 
gebildet wird, ist durch die elastische Bewegung der Querschnitte, also nach (42) 
durch deren Komponenten 1£0' vo, Wo und "1'"" "1'1/' V'z bestimmt. Sie beschreiben die 
elastische Linie des Stabes durch die Ausbiegung, die Kriimmung und Windung der 
Achse. 

Beziehunl1 zwischen Kraftebene und Biel1unl1se.bene. Die Verdrillung "1'. der 
Stabachse wird meist durch die Form des Querschnitts und durch die Eintragung 
der auBeren Krafte vermieden. Die Spur 5 der Kraftebene verlauft dann durch den 
Querpunkt des Stabquerschnitts, der in .der Regel mit dem Schwerpunkt zusammen
falIt, und schlieBt im allgemeinen mit der Haupttragheitsachse z des Querschnitts 
einen Winkel (z';"s) ein. Zwei benachbarte Querschnitte neigen sich relativ zuein
ander urn eine die Stabachse winkelrecht kreuzende Achse. Sie ist die Nullinie n 
der Normalspannungen (1", und damit der zu 5 zugeordnete Durchmesser der Trag
heitsellipse, welcher mit der positiven Richtung der Haupttragheitsachse z den 
Winkel (z-:H) bildet. 

(192) 

]'1/ und Jz sind die Haupttragheitsmomente des Querschnitts. Die Biegungsebene 
mit der elastischen Linie steht senkrecht zur Nullinie. 

In der Regel falIt die Spur 5 der Kraftebene mit einer Haupttragheitsachse zu
sammen (('5 = 0 oder 180°). Dann ist die Kraftebene gleichzeitig Ebene der Biegung. 

Ableitunl1 der Dlfferential111eichunl1 aus den Schnittkraften. Die Annahme 
einer e ben e n Verschiebung der Querschnitte schlieBt die Mitwirkung der Schubspan
nungen bei der Formanderung des Stabes aus. Die technis<:he Theorie der Balken
biegung ist daher nur brauchbar, wenn die Schubspannungen gegeniiber den Normal
spannungen so klein sind, daB die Annahme einer mittleren Gleitung 'Y"'II.o und 'Yez.o 
fiir alle infinitesimalen Prismen des Stabteils d5 geniigt. 

Die heiden Querschnitte, welche einen infinitesimalen Stabteil d5 begrenzen, 
sind beim geraden Stabe parallel. beim gekriimmten Stabe im Winkel drx. geneigt. 
Decken sich die Spur 5 der Kraftebene und die Haupttragheitsachse z. also au.:;·. 
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Kraftebene und Ebene der Biegung, so ist die relative Verschiebung e (z) ds zweier 
Punkte der beiden Querschnitte nach S. 28 durch die gegenseitige Verschiebung der 
benachbarten Schwerpunkte eods und die gegenseitige Neigung d'IjJlI bestimmt. Sie 
wird durch die inneren Krafte (JdF und eine Temperaturanderung hervorgerufen, 
die linear angenommen und durch die Anderung t im Schwerpunkt und den Tem
peraturabfall LI t zwischen den Randpunkten i und a beschrieben wird. LI t = ti - ta' 

e(z) ds = (eo + d;~. z) ds + (ex,t + ~\<i~z) ds. (193) 

Die Ausdrucke d'IjJv/ds und extLi t/h sind die Anteile der Krummung der elastischen 
Linie infolge der Normalspannungen (J", und der Temperaturanderung LI t. Sie ist 
durch die Definition des positiv drehenden Biegungsmomentes M 1/ in bezug auf die 
Lage des Koordinatensystems Abb. 109 negativ. Wird mit q; der Winkel bezeichnet, 
welch en die Tangente an die Biegelinie mit der x-Achse einschlie/3t, so bedeutet 
ein positives Biegungsmoment eine Abnahme von q; beim Fortschreiten in der 

(e.-a/tjis 

rdal! 
JI-. -1J~r.v+ a;,4t dS)Z 

t.. f~, . , 
dL--", allit ds 

'y"-;r-
Abb.108. Abb.109. Abb.110. 

x-Richtung. Der Kontingenzwinkel d q; ist daher negativ und mit Verwendung von (51) 
d'P. _, 1 _ drp _ M. + at Llt 
ds~ - - e - - ds - E I. -h-· (194) 

Fur ds darf bei kleinen Ausbiegungen an Stelle des Bogenelements ds die Strecke dx 
gesetzt werden. Mit derselben Begriindung wird in dem Ausdruck der Krummung 
als Funktion von w die erste Ableitung vernachlassigt. 

1 d 2 w M. atLlt -- ~ -- = - + -- (195) 
Q dx2 E I. h' 

Obwohl die Voraussetzungen des Ansatzes nur bei Staben mit konstantem 
Querschnitt zutreffen, wird die Gleichung der Biegelinie nach (195) auch bei Staben 
mit veranderlichem Querschnitt angewendet, urn eine einfache und fur technische 
Bedurfni!:lse brauchbare L6sung zu erhalten. Nach Einfiihrung eines Vergleichs
tragheitsmomentes ] c ist 

-.E] d 2w = h M -t. E] ~'!: (196) 
c dx2 I. v C h • 

Da die Schubspannungen T",z bei einer ebenen Verschiebung des Querschnitts im Ver
gleichzu den Normalspannungen (J", nur klein sein k6nnen, genugt die Abschatzungihres 
Einflusses auf die Ausbiegung w durch eine mittlere Winkelanderung y",z, o. Die re
lative Verschiebung zweier benachbarter Querschnitte ist dann dw = y ",.,od x, so da/3 
nach Abb. no 

d 2 w _ dyxz.o _ d ("QI) 
d X2 - ----;JX- - y; G F . 

Beide Anteile k6nnen als line are Differentialbeziehungen addiert werden: 

_ drp __ d2 w = M. + at Llt _ ~ ("QI) = ItJ (197) 
dx - dx 2 E I, h dx GF . 

In der Regel wird auf den aus den Schubspannungen herruhrenden relativ kleinen 
Anteil der Ausbiegung w verzichtet. 



Integration der Differentiaigieichung. 123 

Integration der Differentialgleicbung. Die Differentialgleichung ist eine Be
ziehung zwischen Verschiebungszustand uud Schnittkraften. Sie wird durch zwei
malige Integration gelOst, wenn Biegungsmoment M und Querkraft Q als Funk
tionen von X bekannt sind. Die Integrationskonstanten C1 , Ca ergeben sich aus 
den Bedingungen fiir W und ffJ an den Stiitzpunkten oder Anschlul3querschnitten. 

(198) 

(199) 

Die Aufteilung einer beliebigen Belastung nach (Pl' .. Pm . .. ) fvhrt zur Super
position (MI'" Mm· .. ) und (QI'" Q m ••• ), so daB der Verdrehungswinkel ffJ 
und die Ausbiegung w aus einzelnen Anteilen durch Superposition nach 

ffJ=ffJIPI+ffJaPa+' .. + ffJm P,,, + ... , W=W1P1 +w2P a+··· +wmPm +··· . 

entwickeIt werden k6nnen. 
Bei konstanter Querschnittsflache treten die Steifigkeitsziffern EJ und GF vor 

das Integrationszeichen. Dann sind die Anteile des Verdrehungswinkels ffJo und der 
Ausbiegung Wo aus Querkraft und Temperaturveranderung in (198), (199) 

" Q cx, LI t " M cx, LI t x2 

ffJo = GF - -II"-x, Wo = GF - --h- 2· (200) 

Sie werden mit Riicksicht auf die Fehlerquellen des Ansatzes oft auch bei ver
anderlichem Querschnitt verwendet. Die Schubverteilungszahl " ist durch die 
Form des Querschnitts bestimmt, fiir die Flache F wir<~ ein mittlerer Betrag ver
wendet. 

Dip. Formlnderung des geraden Stabes mit gieichf6rmig verteilter Be
lastung. Statisch bestimmte Stiitzung. J = J. Ansatz: EJw" = - M(x) 

I:IIIIIIIIIIIIIIII!IIIII~I' ~~III:IIIIIIIIIIIIIII~ 

s-o s~112 s=l 
.-0 w'-O ",-0 

iDf. Symmetrie 
RandbediDgullgen der Pormlnderungen. 

pXI 

M=-T' 

-EJIII'=- pll EI, 
2 

PI' 
w = 24: E J (3.- H + E') , 

Abb. 111. 

M _px (I-x) 
- 2 ' 

" PIlE -EJw =2 (I-E). 

PI' 
w = 24: E J (E - 2 E3 + E') , 

w' = tp = - ::J (1 -- E3) , w' = tp = ;: J (1 - 6 E2 + Ha) . 

Rechnerische und zeichnerische Entwicklung der Biegelinie. Der Kon
tingenzwinkel derBiegelinie ist nach S.122 - dffJ = IUdx = + dV', so daB die Dif
ferentialgleichung (197) in der folgenden Weise gel6st werden kann: 

d1w d" dw f C 
dxl=-IU=-dx; /iX=ffJ=-V'+C1 ; w=-V'dx+C1x+ 2' (201a) 

An einer beliebigen Stelle x = X/C der Biegelinie ist 
2:t 

W = wI:' V' = flU dx = V'I:. ffJk = - V'k + c1 , (201 b) 
2:. 
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am Randpunkt x = xa (Abb. 112) ist W = wa' f/J = f/Ja' "P = "Pa = O. Daher wird 
Xk 

C1 = f/Ja' C2 = wa - xa f/Ja' wk = wa + f/Ja (xk - xa) - f"P dx. 
X. 

Die partielle Integration der L6sung liefert 
Xk Xt 

wk= wa + f/Ja(xk - xa) - xkf d"P + f xd"P 

Xk 

= wa + f/Ja(xk - xa) - f (Xk - x) d"P. 
z. 

Wird k - b und (Wb - wa) Null oder zunachst Null gesetzt, so ist mit 
d"P = It) dx und Xb -:- xa = 1 

~ Xk 

f/Ja = f/Ja,o =i- f (Xb - x) It) dx = A Itl , f/Jk = f/Jk,O = AItl - f It) dx = QItl,I: , 
x. z. 

Xk 

wk - wa = wk,o = AItl(xk - xa) - f (Xk - x) It) dx = MItl,k' 
z. 

(201 c) 

(202) 

Erhalt demnach der Ausdruck It) (x) die Bedeutung einer ideellen, von den elastischen 
Eigenschaften des Stabes abhangigen Streckenlast, so kann fiir Wb - Wa = 0 die 

Verdrehung f/Ja des Endquerschnitts a des Stabes als 
......,.,:ri----f=:!I.....---i=---P .. z Stiitzkraft A Itl eines Tragers 1 auf frei drehbaren Stiit

zen, die Verdrehung f/Jk eines Querschnitts k als dessen 
Querkraft QItl, k, die Ausbiegung Wk eines Punktes k 
der Achse als Biegungsmoment M IU, k des Stabes in-

i:! folge der ideellen Belastung It) (x) berechnet werden. 
Abb. 112. Hierfiir stehen die zeichnerischen oder rechnerischen 

Methoden des Abschn.13 zur Verfiigung. 
Diese Rechenvorschrift ergibt sich auch unmittelbar durch Vergleich der Diffe

rentialgleichung der Biegelinie mit derjenigen fUr das Biegungsmoment M eines 
Stabes als Funktion der Streckenlast p (x) (48). 

d 2 w diM 
dx2 =-It)(X), dx l =-P(x). (203) 

Aus (201) wird mit dem Ausdruck It) (x) nach (197) 
Xk Xk 

E Ief/Jk = E Ief/Ja - J M jo dx +" ~~: (Q" ;: - Qa::) - E Ie f rI\.1t dx, (204a) 
z. z. 

Zt Zt 

E Ie Wk = E Ie Wa + E Ief/Ja(xk - Xa) - f(Xk - x)M ~ dx + ~£: f "Q; dx 
z. z. 

Zt 

-EIef(Xk-X) r\.1t dx • (204 b) 
Z. 

Werden die Verdrehung und die Verschiebung der Querschnitte k bei Wb = wa = 0 
mit f/JI:,O, Wl:,O bezeichnet (Abb. 112), so ist mit 

1:' _ I - (xt - x.) 
.. - I ' 

(205) 
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Urn diese einfache Rechnung auch bei Staben mit anderen Randbedingungen bei
zubehalten, werden die Verschiebungen der Endquerschnitte zunachst Null gesetzt 
und die auf die Sehne der Biegelinie bezogenen relativen Verschiebungen und Ver
drehungen Wk. o. und fIJI.;. 0 bestimmt. Der wirkliche Verschiebungszustand mit den 
absoluten Verschiebungen und Winkelanderungen ergibt sich durch die nachtragliche 
ErfUIlung der Stiitzenbedingungen. 

Die Biegelinie kann demnach zeichnerisch ebenso wie die Linie der Biegungs
momente nach (93) aus der gedachten Belastung E J c' IV (x) oder der zu ihr aquiv~
lenten Gruppe von Einzelkraften EJ e' 'mm mit Kraft- und Seileck entwickelt werden. 
Die Polweite ist in beiden Ansatzen (93) und (203) gleich der Einheit mit der Di
mension m' tim und m' mt. Die Ordinate des SeiIecks wird in beiden Fallen im MaB
stab der Zeichnung gemessen und liefert mit R = 1 t oder mit RIO = 1 tm2 mul
tipliziert das Moment in mt oder die Durchbiegung EJew in tm3• Die Wahl einer 
Polweite R in t oder RIO in tm2 andert nur den MaBstab. Die Polweite RIO = EJo 

ergibt mit der Belastung EJeIV(x) als Ordinate der Seilkurve 'YJ = Elj~ = W im 

MaOstab der Zeichnung. Die Polweite EJeln liefert dann als Ordinate der SeiIkurve 
EJew: (EJeln). Dies ist bei dem ZeichnungsmaBstab B 

1 : n die wirkliche GroBe der Ausbiegung w. Urn dem- + 

nach eine Biegelinie als Seilkurve zu entwickeln. 
deren Abszissen im MaBstab 1: n aufgetragen sind 
und deren Ordinaten Wk natiirliche GroBe erhalten 
sollen. wird zu den ideellen Kl'aften (elastischen Ge
wichten) EJ e 'mm ein Richtungsbiischel mit einer Pol
weite EJeln gezeichnet. Die Bezugsachse fUr die ab
soluten Verschiebungen ist durch die Bewegung der 
Stiitzpunkte bestimmt. 

Abb. 113. 

Diese zeichnerische Darstellung kann auch unmittelbar eingesehen werden, 
wenn IV(x)dx nach (197) als der Kontingenzwinkel zweier urn dX'benachbarter 
Tangenten der Biegelinie verwendet wird. Sie ergeben ein Richtungsbiischel. das 
die erwahnten ideellen Gewichte IV (x)dx als Strecken auf einer Parallelen zur Aus
biegungsrichtung im Abstand 1 vom Pol abschneidet. 

Die E J e fachen Verdrehungen und Verschiebungen werden in der Regel nur 
fUr den AnteiI der Biegungsmomente angegeben. Daher wird zunachst die der vor
gelegten Belastung zugeordnete Funktion des reduzierten Moments E J e IV (x) =M J elI 
punktweise gebiIdet, und durch eine Gruppe von aquivalent~n Einzelkraften 
... EJc'mm-I' EJc'mm . .. ersetzt. die in den Intervallgrenzen ... (m - 1). 1n • •• 

einer Unterteilung des Integrationsbereiches a, b wirken. Die Angleichung der 
Funktion IV (x) durch einen Geradenzug liefert ebenso wie in (91) 

'mm = c; (IV".-l + 2 IVm) + '''';1 (2 IV". + IVm+1) = 'mm.l + 'mm.2' I 
'mo = ~ (2 IVo + IVI ); 'mn = '; (IVn- 1 + 2 IVn). 

Bei gleichgroBen Intervallen em = em+1 = e ist 
6 

- 'm". = IV".-l + 4 tu". + tu".+!. 

(206) 

tl4-W 
Die Angleichung der funktion als Parabelabschnitt durch 3 aufeinanderfolgende 
Punkte fiihrt nach (92) bei gleichgroBen Intervallen e zur Verwendung von 

12~.. + 10 I -c- = tum- l tu". + .tum+l , . 

12 ~D 1 12 ~. 1 (207) 
-c- = 2" (7 tuo + 6 tul - tull) , -c- = 2" (7 tun + 6 tun- l - tun-a) • 
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Damit ist die Grundlage gefunden, urn die Form der Biegelinie mit W(J = 0, Wb = 0 
durch Rechnung oder Zeichnung zu bestimmen. Die Strecke ab wird als einfacher 
Trager angesehen, an dem eine Gruppe von positiven oder negativen Kraften 
m!o ... , m!m ... , m!n angreift. Die Rechnung liefert nach (202) 

Atu = fP(J,o, Btu = fPb,O' Qtu,k = fPk,O' },f tu,k = wk,o' 

Der wirkliche Verschiebungszustand fPa' fPb, Wk entsteht durch Beriicksichtigung der 
Stiitzenbedingungen nach (205). 

Untersucbun~ der Formiinderung eines AU8Iegetrii~ers. 

Die Einflulllinien f) und g) sind im Bereich des Schlepptragers gerade Linien. 

Abb. 114. 

1. Zeichnerische Entwicklung der Biegelinie fiir eine vorgeschriebene Be· 
las tung (Abb. 114a): 

Querschnittsgestaltung: f,1l (Abb.114b), fe = f. = 0,806 m4. 
Angabe der Momente: graphisch oder rechnerisch nach Abschn. 13. 
Reduzierte Ordinaten des Seilecks: rj' = 1]·fe!l (Abb.1l4d). 
Reduzierte Momente: M' = M· f,1l = 1]'. H = ttl",. 
Berechnung der E f ,fachen elastischen Gewichte aus der ideellen Belastung M' nach (206): 

an e" 
w" = 6' (ttl"-l + 2 ttl.) • 

In 

Abbildung der elastischen Gewichte mit Hilfe der Werte I !IDA in einem Richtungsbiischel 
o 

mit der Polweite H tu • 
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I. Illm= :;n,l ml C",/61+
2:"':11 c ... +l /61 ~m,l 1_~"'8 m 

m ern Mrn 
1m Mmle/1 ... ~m .2!roA 

Illm- l + 4 Ill .. + 1ll"+1 1 e ... /6 0 

0 - 0,0 1,000 0,0 -I - I 33,9 1 0,333 I - 1 11,3 11,3 11,3 
-

I 2,00 35,9 0,945 33,9 198,5 0,333 66,2 77.5 
2 2,00 71,8 0,876 62,9 374,2 0,333 124,7 202,2 
3 2,00 107,6 0,824 88,7 526,9 0,333 175,6 377,8 
4 2,00 143,5 0,761 109,2 648,7 0,333 216,2 594,0 
5 2,00 179,4 0,687 123,2 733,8 0,333 244,6 .838,6 
6 2,00 21 5,3 0,612 131,8 783,2 0,333 261,0 1099,6 
7 2,00 25 1,1 0,529 132,8 774,6 0,333 258,2 1357,8 
8 2,00 287,0 0,389 111,6 669,3 0,333 223,1 1580,9 
9 2,00 322,9 0,279 90,1 541,2 0,333 180,4 1761 ,3 

10 2,00 358,8 0,193 69,2 419,0 0,333 139,7 1901,0 
II 2,00 394,7 0,132 52,1 314,2 0,333 104,7 2005,7 
--

125,31 0,3331 110,71 0,208 1 41,8 1 12 2,00 430,5 0,085 36,6 23,1 64,9 2070,6 
----r--

1 12a 1,25 364,5 0,103 37.5 224,5 0,208 46,8 211 7,4 
--
13 1,25 300,8 0,126 37,9 113,31 0,208 1 113,1 1 0,250 I 23,6 1 28,3 51,9 2169,3 
--
14 1,50 229,0 0,163 37.3 221,8 0,250 55,5 2224,8 
14a 1,50 166,9 0,208 34,7 205,4 0,250 51,4 2276,2 
15a 1,50 106,6 0,275 29,3 170,3 0,250 42,6 2318,8 
16a 1,50 52,5 0,35 1 18,4 102,9 0,250 25,7 2344,5 
--
17 1,50 0,0 0,463 0,0 18,4 I 0,250 I - I - I 4,6 I - 4,6 2349,1 

Mit HIIJ = EI./(n·m) ergeben nach S. 125 die Ordinaten 1}1IJ des Seileckes unmittelbar 
die mfach verzerrten Durchbiegungen w (Abb. 114e). 

E=2100000t/m2 ; EI.=1692600tm2 ; 

1/ = 100; m = 10; HIIJ = 1692,6 tm2 ; 

Durchbicgungen w = IJlu/1O in mm: 

m 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 12a 13a 14 14a 15a 16al 17 

w 10,0 -1,2 -2,2 -3,2 -3,9 -4,3 -4,5 -4,4 -3,9 -3,2 -2,3 -1,2 0,0 0,8 1,6 2,7 3,8 4,9 6,117.3 
2. EinfluBlinie der EI.fachen Durchbiegung 15 .. des Querschnittes d. Biege

linie des Tragers unter der Last I t in d nach (168). Ermittlung der !ro-Gewichte wie unter 1. 
Berechnung von A IIJ , D IIJ , drn,l unabhangig von der vorgeschriebenen Stiitzung des Tragers 
als Auflagerkrafte und Durchbiegungen eines Balkens auf den Stiitzen a und d. Nachtragliche 
Einfiihrung der Stiitzenbedingung "b = 0 durch Drehen der Achse urn a: 

"b = db, 1 + "b,a = Ob,l + {} ,/1 = 0; {} = - "b,l/Il ; dm ,2 = - {}. x = - db, 1 , ;; 

Om = Om,l + 6 ... ,.; E = x/Il ; C = X/(/l + I.); 
m Cm ; ... - .1\1 .. le/1 .. -Illm = 

-111 ... 1./1 .. 

0 0,0 0,0 0,00000 1,0000 0,00000 
I 1/17 1/12 0,83333 0,9449 0,78741 
2 2/17 2/12 1,66667 0,8761 1,4601 7 

m -QlIJm -QlIJmCm 
-Om,l= -Om,2= 
- .~fllJm,1 + 0b,1 . E 

0 0,00000 0,00000 0,0000 - 0,0000 
I 31,17220 62,34440 62,3444 - 17,1615 
2 29,63560 59,27120 121,6156 -34,3231 

.. 
- 0b,1 = 205,9384 tm3 , 

- !rom 

(0, 26247) 
1,53660 
2,8961 I 

-15m 

0,0000 
45, 1829 
87,2925 

C,. C:" - !ro .. C ... 

0,00000 1,00000 -
0,05882 0,94118 0,09038 
0,11765 0,88235 0,34073 

16 

DIU, 1 - ~17 = .1: !rom Cm 
o 

= - 23,73446 , 

17 
A IIJ ,I -!roO =.2 !rom C~ 

1 

= - 31,17220, 

Om: Abb. 114 f. 

-~"C;II 

-
1,44622 
2,55538 
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3. Einflu131inie der Elefachcn Ver.drehung T,. des Querschnittesd. Biegeliniedes 
Tragers unter dem Angriff des Momentes JI d = 1.0 mt. Ermittlung der Gewichte wie unter 1. Die 
Verdrehungen rp., rpb der Querschnitte a und b werden im Gegensatz zu 2. unter gleichzeitiger 
Beriicksichtigung der Stiitzenbedingungen berechnet. 

12 
All) - lIDo = L: 1lB", ~OII = - 2,25914 tm3 • 

1 

11 
QIU,12 = L: IIDm ~~I = - 2,37209 tm3; 

u 

~1I1 -M 01. 1./1". - tv ... - 1lB ... ~m ~' m -\lBm~m -IIDm~;' - QlU,m -(}tu,tnCm 

0 0,00000 1,0000 0,00000 (0,02625) 0,00000 1,00000 - - 0,00000 0,00000 
1/12 0,08333 0,9449 0,078 74 0,15366 0,08333 0,91667 0,01280 0,14086 2,25914 4,5 1829 
2/12 0, 16667 0,8761 0,14602 0, 28961 0, 16667 0,83333 0,0482 7 0,24 134 2, 10548 4,21097 

<5 (tm3 ) 
E 1. fache Verdrehung T", = 1:0 (mT : Abb. 114g. 

Ableitung der Biegelinie aus der Belastung, Die Biegelinie des geraden 
Stabes ist bisher aus den Schnittkraften M, Q entwickelt worden, die oft jedoch selbst 

'nicht bekannt sind, sondern nur als Differentialbeziehung verwendet werden konnen. 

dIll = Q d 2 M = dQ = _ p ( ) 
dx ' dx 2 dx X • 

Mit diesen lautet dann die Gleichung (197) der Biegelinie fur L1 t = 0 ohne Be
rucksichtigung der Querkraft: 

L d2 (EJ. w) = _ M ~ (L d2 (EJt W)) = _ Q ~ (L d2 (El. W)) = P(x) (208) 
Jed Xl • d x Ie d x 2 , d Xl 1. d x' ' 

d 2 w d3w d4 w . 
fUr ] = ] c = const EJ d x 2 = - M , EJ d x 3 = - Q, EJ d X4 = P (x), (209) 

Damit ist eine Differentialbeziehung zwischen Belastung!5funktion und Ausbiegung 
entstanden, deren Losung fur jeden stetigen Bereich getrennt mit vier Kon
stanten angeschrieben wird. Diese sind durch Bedingungen fiir die Formanderung 
und fiir die Schnittkrafte an den Stiitzen, den Stabenden und an den Unstetigkeits
stellen bestimmt. 

Die Formanderung des geraden Stabes mit statisch unbestimmter StUtzung. 
a) GleichfOnnige Belastung p, 1= J., Ansatz EJw(1Y) = p . 

.lf~:J 1111111111 I II I Il~ 
''''I3: .... ----l "'1 

w=o, w"=o 111=0,111'=0 w=O, ",'=0 lD=O, w'=o 
Abb. lJ5. 

P 14 
W= 48E7(~-3~3+2~·), 

P 13 

w' =rp = 48EJ (1 - 9~2 + 8~3), 
P 12 

-EJw" = M = T (-H2 + 3~), 

-EJw"'= Q =e~(-8~+3), 
8 

b) Unstetige Bclastung durch eine Einzella<~ P. Der Angriffspunkt C der Last P teilt den 
Integrationsbereich in die Abschnitte a und b mit WI und WI' Fiir beide ist EJu;l.lf) = O. Die 
8 Integrationskonstanten werden durch die Randbedingungen in A, B und C bestimmt. w und 
w' sind an den Stiitzpunkten Null, Auslenkung w und Biegungsmoment M an der Unstetigkeits-

- <5m 

0,0000 
4,5 183 
8,7293 



Losung der Differentialgleichung mit Differenzen. 129 

stelle C stetig und die Differenz der beiden Querkrafte Q. gleich der Last P (Abb.116). 

w~ = _. w~. W~' = wi', 
P 

w'" -- w'" - - -
1 2 - EJ· 

'3 = (1 - 2 (+) + ( ~ )} 

c, = (1 - 3 C ) 2 + 2 (~r) , 

P b2 { (X2) (X2)2} E J W 2 = -2- 2 c3 b -', b ' 

- E J wr = M 1 = P a {'2 (~ ) - c1 }, 

- E J w:; = M 2 = P b {" (X; ) - '3} , 

I I I 

a)I~~ 
I 1lI 

I 
I 

b); I ~: 
''4JlliI]lJlP rp-dlll/dx ' 
, I· 
~I I 

c) ~ I ---=ra:d 
, ~ N--EJllI" 
, I 

- E J wr' = Ql = P '2 , - E J w:j' = Q2 = P " • d) ~ 'p I 

A fIIllifIIIIl'lll 11111111++1111 11111 111111°8 
e~-EJlV'" 

Bereich a: cp = w~, Q = Ql ; 

Bereich b: cp = - w~, Q = - Qs . Abb. 116. 

Losung der Differentialgleichung mit Differenzen. Da ein geschlossenes Inte
gral der Differentialgleichung in der Regel nicht angegeben werden kann, wird in die
sem und ahnlichen Fallen eine Naherung verwendet, 
um die Funktionswerte Wm einer regelmaJ3igen Punkt
folge ... (m - I), m ... des Integrationsbereiches t 
zu berechnen. An die Stelle der stetigen Integral
kurve tritt damit ein der Kurve einbeschriebenes 
Vieleck. Die Differentialquotienten der stetigen 
Funktion werden durch Differenzenquotienten er
setzt. Die Differentialgleichung wird zur Differenzen
gleichung, deren Randbedingungen in bezug auf 
Richtung und Kriimmung der elastischen Linie eben
falls durch Differenzen ausgedriickt werden .. 

Der Integrationsbereich t der Funktion wird durch 
die regelmaJ3ige Punktfolge ... (m - 1), m ... in n 

m~., - -. - -. 

~~ 

m --
Abb. 117. 

Abb. 118. 

gleiche Strecken geteilt. Der Teilpunkt m erhalt die Abszisse m' LI x und die Or
dinate mm' = W m • Wird die Integralkurve im Bereich von (m - I), m, (m + 1) 
angenahert durch einen Parabelabschnitt durch die Punkte (m - 1)', m', (m + 1)' 
ersetzt, so ist im Punkte m 

dw dZw W"_ l - 2 w'" + w"'+l (210) iii dX2 = L1 X2 

Die Richtung der Kurve in m', bestimmt durch dw/dx, wird damit angenahert 
-------

durch die Richtung (m - 1)', (m + 1)' der Sehne beschrieben. Der zweite Diffe
rentialquotient kann bri f1achrn Kurven aus dem Kontingenzwinkel der Kurve in m' 

H. v\'r. n:llI'.:t:llik. 2: Awfl. '2 ~Clldrll<'k 9 
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abgeleitet und angenahert durch den Unterschied clef Richtungen der dem Punkte m 
benachbarten Schnen ausgedriickt werden. Die gleichen Beziehungen gelten auch 
bei einer Funktion d2wjb: 2 = r fiir d3u'jdx 3 = drjdx und d4wjdx~ = d2rjdx2, so 
daB zur Beschreibung der geometrischen Eigenschaften der Funktion W in der Um
gebung des Punktes 111 folgende Obergiinge vollzogen werden: 

dw W"'+1 - W",-l 

----~----dx 2.1 x I (211\ 

Damit treten mit der Bezeichnung Wm fiir den Ef.fachen Betrag der Durch
biegung (wm == Efewm) und mit Cm fiir den reziproken Wert der Funktion 
C (em = f m/fe) die folgenden Differenzenbeziehungen an die Stelle del' Differen
tialbeziehungen 

- Mm L1x2 = Cm(wm+l - 2 wm + W m- 1) , 

- 2Qm L1x3= em+l wm+2 - 2Cm+l wm+l + (Cm+1 - t-m_l) Wm + 2Cm-l W m_1 

- Cm-l W m- 2 , (212) 

Pm (x) L1x4 = em+l Wm+2 - 2Wm+l (Cm+l + Cm) + Wm (Cm+l + 4Cm + em-I) 

- 2 Wm_ 1 (em + Cm-I) + W m _2 Cm- 1 • 

Biegungsmoment AI ... und Querkraft Qm sind daher aus den 
Durchbiegungen Wm einer ausgezeichneten Punktfolge m be
stimmt. Pm ist die Ordinate der Belastungsfunktion im 
Punkt m. An die Stelle der stetigen Funktion P (x) tritt die 

-.:r unstetige Belastung nach einer Stufenlinie, die durch eine in 
den Intervallgrenzen angreifende Gruppe von Einzellasten 

Abb. 119. (pL1x3)L1x ersetzt wird (Abb. 119). 
Die Randbedingungen W = 0 und M = 0 bediirfen keiner 

Diskussion, qagcgen wird die Integralkurve zur Einfiihrung der Randbedingung 
d7£'/dx in der Umgebung des Punktes 0 durch cine kubische Parabel ersetzt: 

(213) 

Bei Einspannung des Tragers im Querschnitt m = 0 ist Wm = 0 und dw/dxm = 0, 
daher 

W = .1 x~ (d2W) L1x3 (dlW.) • 
I 2 d x 2 0 + 6 d .1'3 0 

Fiir die kubische Parabel gilt 

(214) 

so daB als Bedingung fiir die Einspannung des Tragers im Querschnitt m = 0 die 
folgende Beziehung entsteht: 

(215) 

Die Rechenvorschrift wird an dem beiderseits eingespannten, glelchformig be
lasteten Trllger mit C = 1 erlllutert. urn die Genauigkeit der Ergebnisse zu priifen. Dabei 
wird der Integrationsbereich I durch die Punktreihc 0, I, 2, 3, 4 in 4 Strecken .1 x geteilt. Infolge 
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Symmetrie ist Wi = Wa. SO daB die Differenzengleichungen nur fiir die Punkte 1 und 2 auf~stellt. 
werden (Abb. U8). 

p. 
E J ..1 X4 = w_l - 4 Wo + 6 Wi - 4 W. + w, . 

p 
E J ..1 x· = WII - 4 Wi + 6 W.- 4 Wa + W 4 • 

Hierzu treten die Randbedingungen Wo = O. w_l = 3Wl - ~. w •. Die Verschiebungen Wi und w. 
ergeben sich daher aus den folgenden beiden Gleichungen. 

mit 

10 wi - 4,5 W. = : J ..1 X4 • 

P 14 
Wi = 0,00171 E J' 

p 
- ~ wi + 6 WI = E J ..1 x4 

P /4 
WI = 0,00293 E J . 

Die Momente werden mit Wi und WI nach (212) berechnet. 

E J 15 P 12 pia 
Tragermitte: M 1= - ..1 x. (Wi - 2 WI + ws) = 16 24 ... 24 . (216) 

EJ 33 pia pi' 
Auflager: Mo= - ..1 xl (w_l - 2wo+ Wi) = - 3212 "" -12' (217) 

Die Naherungsrechnung fUhrt also trotz der geringen Anzahl der Intervalle 
auch fUr die Schnittkrafte zu relativ gut en Ergebnissen. da die Unterschiede zwischen 
den Differential- und Differenzenquotienten selbst dann noch klein sind. Die Unter
suchung muf3 nur im Bereiche von singularen Stellen der Funktion mit einer engeren 
Teilung wiederholt werden. 

Ritter. A.: Die elastische Linie und ihre Anwendung auf den kontinuierlichen Balken. 
Ziirich 1883. -Moh r, O. : Abhandlungen aus dem Gebiete derTechn. Mechanik 3. Auf!. Berlin 1928. 
- H encky, H.: Die numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der 
Technik. Z. angew. Math. Mech. 1922 S.58. - Marcus. H.: Armierter Beton 1919 S.107; 
auBerdem: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer 
Platten. Berlin 1924. - Runge, C., u. H. Konig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. 
Berlin 1924. - Nadai, A.: Die elastischen Platten. Berlin 1925. 

21. Die Biegelinie von gekriimmten SHiben und Stabziigen. 

Die ebene Verschiebung eines Querschnitts wird auch bei gekriimmten Staben 
als brauchbare Annahme verwendet, wenn eine Symmetrieebene vorhanden ist. 
die' mit der Kraftebene zusammenfallt. Sie wird dann ebenso wie beim geraden 
Stabe durch die bezogene Langenanderung Co der Stabachse und durch die gegen
seitige Verdrehung d'P zweier benachbarter Querschnitte beschrieben. Die Ver
anderlichkeit von ds mit z schlief3t hier zwar die lineare Abhangigkeit der Normal
spannungen G% (z) aus. Die Spannungen G. T und die Verzerrungskomponenten Eo, d'P 
sind aber nach (70). (71) trotzdem wieder Funktionen der Schnittkrafte N, M, Q 
und der Temperaturanderung t, L1 t = ti - ta' 

Ableitung der Dlfferentialgleichung. \Viihrend sich die Querschnitte gerader 
Stabe durch die Belastung mit grol3er Genauigkeit winkelrecht zur Stabachse be
wegen, sind zur Beschreibung der Vcrschiebung der Querschnitte gekriimmter Stabe 
zwei Komponenten u, w notwendig. Sie werden hier im Gegensatz zu der friiheren 
Definition waagerecht und senkrecht angenommen, '1m das fUr die geometrische 
Darstellung von Stabziigen iibliche Koordinatensystem (Abb. 120) beizubehalten. 
In diesem Fall ist 

d y = d s sin IX • d x = d s cos IX • (21Sa) 

Diese geometrischen Beziehungen andern sich durch die Belastung des Stabes. 

y_y+!5y, x_x+!5x. IX-IX + !5cx, ds_ds+!5(ds). 
9* 



132 Die Biegelinie von gekrummten Stliben und Stabztigen. 

Nach Abb. 120 ist 

<5x = ft, <5y = -W, <5ex = -qJ, <5(dex) = d(<5ex) = dV'. 

Durch Variation von (21Sa) entsteht 

also 

<5 (dy) = <5 (ds) sin ex + ds cos ex <5 ex = d(<5y) = -dw, 

<5 (dx) = <5 (ds) cos ex - dssin exl5ex = d(~x) = du, (21Sb) 
d d 

dx (<5y) = Eotgex + <5 ex , dy (<5 x) = foctgex -l5ex. 

Abb. 120. 

Damit sind die Differentialgleichungen fiir 
die senkrechte und waagerechte Ausbiegung 
gefunden: 

d 2 w d d 
- d:;i =dx (l5ex) + d x (Eo rg ex); I 

d2u d d (219) 
- -. = - (<5ex) -- (E ct o· ex) . d y2 dy .dy 0 b 

Die Verzerrungskomponenten d (<5 ex) = dV' 
und Eo sind in Abschnitt 10 fiir den ge
kriimmten Stab als Funktionen der Schnitt
krafte abgeleitet worden. Bei e ~ h ist je
doch mit gro13er Genauigkeit ebenso wie 
fiir den geraden Stab 

dV' = (~ + It.'hLJt) ds, d Eo = d (:F + extt ) 

d2 w _ (M It.tLJt) 1 .L d [(.v ) dY] 
- d x 2 - E I + -h- 'Cos It. I dx E F + ext 1 d x ' (220) 

d2 u (M It.tLJt) 1 d f(N t)dX] 
- d y 2 = E I + -h- sin It. - dy L EF + ext dy' (221) 

Del' Ansatz wird bei gleichbleibender Temperatur (I = 0, L1 1 = 0) und kleinem Eo 
meist in der folgenden Abkiirzung verwendet: . 

d 2 w M d 2 {EIe w ) -!vI Ie 
- dx· = EIcos~; - ~- - IcosOt' (222) 

d2 u M 
- d y2 = EjSi.fi-;' ; 

_ d 2 {EIe It) =M ~ 
d y2 IsinOt' (223) 

Die Ausbiegungen Uk> Wk werden daraus formal ebenso wie in (199) berechnet oder 
durch Integration von (220) und (221) nach (201) entwickelt. Die Integrations
konstanten sind wie in (201) durch die Verschiebungskomponenten Ua, W,,' qJa des 
linken Endquerschnitts a bestimmt. Auf diese Weise entsteht mit Ea = Na/EFa + I1. t t 

XI: XI: 

wk = wa + (xk - xa) qJa - Ea (Yk - Ya) - f (Xk - x)dV' - f (Yk - y) dEo '\ 
Xa Xa 

X. x. 1(224) 
Uk = Ua + (Yk - Ya) qJa + Ea (Xk - xa) - f (Yk -- y) dV' + f (Xk - x) d Eo . 

. Xo Xu 

Xt 

qJk ='qJa - f dV'. (225) 
"'a 



Ableitung der Differentialgleichung. 

Die Verdrehung des Endquerschnitts a ist fur WI> - 7£1 .. = 0 und mit XI> - Xu = I. 

C 1 fl'h I fXb 
rp,,=rpo..o=,E .. +-( (xl>-x)d1p+T (Yb-y)dEo· (226) 

X. -Sic erhalt wiederum die Bedeutung des Stiitzendruckes A III eines Stabzuges a b aus einer 
Gruppe von senkrecht gerichteten ideellen Drehungsgewichten d1p und einer Gruppe 
von waagerecht gerichteten ideellen Dehnungsgewichten f", d Eo' Demnach darf die 
Verdrehung rpk eines beliebigen Querschnitts k des Stabes als die Querkraft QIIl,k 
del' Drehungsgewichte d1p, die Ausbiegung Wk als das statische Moment MIu.k von 
A Ill' den senkrecht gerichteten Drehungsgewichten d1p und den waagerecht gerich
teten Dehnungsgewichten dEo, die Ausbiegung Uk als das statische Moment M;;',k 
derselben, jedoch urn 900 im Sinne von ~IX gedrehten Kraftegruppe d1p, dEo be
rechnet werden. 

Die Dehnungsgewichte Eo., dEo sind im Vergleich zu den Drehungsgewichten d1p 
meist ohne groLlen Einfluf3 auf die Verschiebungen Wk, Uk' Sie werden daher in del' 
Regel vernachlassigt. Die E Ie fachen Verschiebungen werden fUr L1 t = 0 folgender
maf3en bezeichnet: 

X~ 

7£1t = 7£1: + (Xk - Xo.)rp: -f(Xk - x)M j __ l __ dx, 
cos at 

(227) 
X. 

Y~ 

lit = u: + (Yk - Yo) rp! - f (Yk - y)M ] ~~ at dy, (228) 
Y. 

:l!b 

fiir 7£1 .. = Wb = 0 ist rp: = q'(~o = -~J (Xb - x) 1II T{.~s ot dx. (229) 
XG 

Fur die zeichnerische und rechneriscpe Auswertung del' Ansatze dienen die Angaben 
auf S. 125, so daf3 

'[ J. , 
.' j-- = Ill, cos :x Al~=IU" 

j SID at 

wiederurri ideelle Streckenlasten bedeuten, welche nach (206) und (207) durch zwei 
Gruppen aquivalcnter Einzellastcn ~:'" ~::. ersetzt werden. Mit diesen wird dann 

rp(~.11 = ..t~,; crt. 0 =,(J~" k; wt,o = M~. k; ut.o = M;~, k 

nach bekannten Regeln (Abschn. 13) numerisch bcrcchnct oder graphisch durch 
Kraft- und Scileck bestimmt. Um hicrbci 7el k und Uk in naturlicher GroJ3e anzugeben, 
wird nach S.125 die Polweitc Hro = Elrln gewahlt. Da unter den Vor,tus<;etzungen 
cler Rechnung t. L1 t = 0, Eo ~ 0, also nach (218b) 

d!l' til' 
---,.-' =1 
,d:r du 

(230) 

ist, stehen einander zugeordnete Tangenten del' beiden Biegelini~n, also auch ein
ander zugeordnete Seilstrahlen del' beiden Richtungsbuschel senkrecht aufeinander. 
so daB die waagerechte Biegelinie als NOI:malenzug zu den Tangenten del' senk
rechten Biegclinie oder zu den Seilstrahlen ihres Richtungsbiischels gezeichnet 
werden kann. 
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Lingenanderung einer Stabzugsehne. Zur Bestimmung der Langenanderung 
einer Stabzugsehnc wird die x-Achse mit dieser zusammengelegt. Dann ist in (224) 

Abb. 121. 

.. , 
/ " 

/ ~ " , , . 
-r --t-----j -: 

1/· , __ ,_" "II 
1 V' , I 

/; __ .--" I I I 

Ylt = Yb. Yb = Ya = O. Yb - Y = - Y. 
xa = O. Xk = Xb = I (Abb.121) 

I l 

"b -fla =Lll = lEa + f yd'P + f (l- X) deo. (231) 
o 0 

...-. , 
.:.,.- -- --,----- -l-t--- tic 

, , 'I 

Biegelinie des Dreigelenkbogens. Die Biegelinie 
kann eben falls nach der Anweisung auf S.133 gezeich
net werden. wenn die Verschiebungen "c. We des Ge
lenkpunktes coder die relative Drehung 'Pc der bei
den Bogenschenkel bekannt sind. Diese wird dann 
als Drehungsgewicht ~c ebenso verwendet· wie die 
iibrigen Drehungsgewichte ~;,.. ~;;. (Abb. 122). Aus 
diesem Grunde kann 'Pc = ~c auch aus der als 
Stiitzenbedingung vorgeschriebenen Langenanderung 
Lll der Sehne des Dreigelenkbogens berechnet werden. 
Bei unverschieblichen Widerlagern ist Lll = 0 und 

'~ , ..... '" ~~:, 

"~/ ............ ./ 

-': . ftt"~ 
........ 

Abb.122. 
Beseichnungen s. Abb. 121; 

Yc=/J.ih, ,,:=1. 

'Pc = - + (I Ea + j Y d'P + i (I - x) deo); I 
I I (232) 

f/Ja = -} ('Pc 12 + f (l - x) d'P - f y deo). 
U 0 

Ableitung aus einem Differenzenansatz. Die Verschiebung Wm und"m einer 
ausgezeichneten Punktfolge ... m. m + 1 ... des Stabes konnen auch als die Un

Abb. 123. 

~oliJr:hm4"'''' 
~8m":hm.,,Aln.,. 

t,;.".~., 

bekannten von Differenzengleichungen 
abgeleitet werden. Der Stab wird in 
diesem Falle durch eine Stabkette aus 
geraden Elementen ... Sm. sm+l • •• er
setzt. welche konstantes Tragheits
moment ... J m. J m+1 . . . besitzen und 
gelenkig verbunden sind (Abb. 123). An 
dem Spannungszustand andert sich 
nichts. wenn an der Gelenkkette neben 
der vorgegebenen Belastung, die Bie
gungsmomente des Stabes in den Punk
ten ... m. m + 1 . .. als auBere Krafte 
wirken. Die Belastung besteht dann aus 
zwei Teilen. 

Die Endpunkte der senkrechten und 
waagerechten Verschiebungen W m • "m 
der Gelenkpunkte trJ werden durch je 
einen Geradenzug miteinander verbun
den, dessen Elemente Sehnen der Biege

linien des Stabes sind. Ihre Richtungen schlieBen Winkel ~;,.. ~;;. ein. die aus den 
Verschiebungen Wm,"m berechnet werden konnen. 

(233) 

Werden beide Seiten des Ansatzes durch Multiplikation mit der Belastungseinheit 
des anliegenden Sehnenpaares (in mt) erweitert. so ist der Ausdruck fiir die virtuelle 
Arbeit auf der rechten Seite das Produkt der virt\lellen auBeren Krafte l/cm • l/cmH 
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und lIe.,., lIe.,.+! mit den senkrechten oder waagerechten Verschiebungen w.,.. Urn 

(Abb.123). Sie kann in beiden Fallen als Funktion der Stabdrehwinkel (}.,., O.,.+! 
und der Uingcnanderung der Stabe Lis .. , Lis.,.+! angegcben werden. 

anI {} {} LIs .. t + Lls .. +1 t ) =m = m - m+l - -- g CXm --- g CX.,.+l , 
SOl S"'H (234) 

an" {} {} + LI s'" t LI S"'+1 =m = m - m+l -- C g CXm - -- ctg cxm+! . 
s", S"'+1 

Die Differenz der StabdrehwinkeI, gIeichbedeutend mit der Anderung der Stabzug
winkel, wird fiir die beiden Belastungsanteile getrennt berechnet. Der Anteil 
{}m 1 - {}(m+1I1 = "Pm 1 wird von den Biegungsmomenten ... M.,., M.,.+! '.' ., nun
mehr aufleren'Krafte~ der Stabketten, hervorgerufen (Tabelle 12). Die Belastung ~ 
der einzelnen ElE'mente Sm' sm+1 erzeugt den AnteiI ({}m,2 - (}(m+ll,2) = "Pm,2' Jedes 
Element wirkt nach Abb. 123 als frei drehbar gestiitzter Stab. 

"Pm = "Pm,l + "Pm.2; Mr = Mm- 1 a~ + Mm a, + Mor; (235) 
s'" s,.. 

6Elc({}ml-{}(m+11 1) =JJe ~!"-(Mm_1+2Mm)+J]'--~~(2Mm+Mm+1); (236) 
, t '" cos CX'" m+l cos IXm+l 

6El ({} - () I \ = .b._!_- fM ~d~ + ~ --~"+I--fM rd~/. (2:n) 
c m,2 (m+1 ,21 J", cos ex", or J "'H cos ex"'H or 

M 18+1 

Der Ansatz kann nach S.96ff. auch fiir stetig veranderliches Tragheitsmoment der 
Elemente Sm angeschrieben werden. Besteht ~ aus einer Gruppe von Einzellasten, 
deren Angriffspunkte mit ... m, m + 1 ... zusammenfallen, so ist {)m,2- {}(m+!I,2 

= "Pm,2 = 0 und mit Beriicksichtigung der Langskrafte N und einer Temperatur
anderung t, LI t 

6Elc ttl:" = JI. ~"'- (Mm- 1 + 2M.) + IIe_- -- c'O+_I(2Mm + Mm+1) 
.. cos ex", "'H cos ex"'+1 

6 Ie (N F, N F, ) - F m F tg CXm - m+l p-- tg CXm+1 
c tJI, m+l 

6El [ ( ) ex,Llt (s.. S"'+I)J 
- c CXt t tg CXm - tg CXm+1 - -2- h", + ,,-;:+-; , (238) 

6El m!" = ~ ~ (M + 2M ) + ~ C"'+I_ (2M + M ) 
C til J", cos ex.. 18-1 m J ,"+1 cos ex"'+1 m m+1 

+ 6 FJc- (Nm ;'- ctgcxm - Nm+1 pF, ctgcxm+l) 
c '" _+1 

+ 6Elc [cx, t (ctg CXm - ctg CXtlH1) + ~t (:: + ~:::) J . (239) 

Die Integrale fiir {}m.2' {}(m+1I.2 sind in der Tabelle 12 enthalten und werden hier 
fiir lotrechte Einzellasten und lotrechte, gleichfOrmige Streckenlast wiederholt: 

Einzellasten: 

6El ({) {) ) Ie c~, T' P + 1. c:,'+1 T' P' 
c m 2 - (m+11 2 = -I -- "'m COD J------ "'m+l COD • 

, ' ' '' cos ex "'+ 1 COS ex"H 
(240) 

GleichfOrmige Streckenlast: 

6El ({) - {) ) = ~ c!,_ P + -~ _3,~ p (241) 
c 18,2 (m+1I,2 41 .. cosllat... 18 4J"+1 cos2ex"+1 ",+1° 

Sind die Abschnitte Sm des Stabzugs gekriimmt, so erzeugen die Langskrafte Bie
gungsmomente, welche bei der Berechnung der Stabdrehwinkel in einem Anteil {) III 3 

beriicksichtigt werden. AhnIiches gilt von der Entwicklung der Biegelinie fiir de~ 
Gurt eines mehrteiligen Stabwerks. Bei geraden Abschnitten s'" sind die Beitrage 
der Langskrafte N", zu den Stabdrehwinkeln in der Regel so unbedeutend, dafl sie 
vernachHissigt werden. In diesem FaIle ist m!:" = m!:~. 
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Die Gro13en ~:/I' ~:~ sind Kontingenzwinkel tier Sehnen der Biegelinien w, Ii . 
llm sie in einem Richtungsbiischcl zusammmzufassen, wcrelm ihre positiven Werte 

als gerichtete Strecken ~;,., ~~ im Sinne von ;, -;; auf einer Parallelen im Ab
stand 1 vom Pol des Richtungsbiischels und zwar in der Regel mit dem (j EJcfachen 
Betrage aufgetragcn. Wird daher bei einem Uingenmallstab 1: n die Polweite 
(} EJ ./n an Stelle cler Einheit verwendet, so licfert das Seileck wie auf S. 125 unter 
Beachtung der Stiitzenbedingungen die absoluten Verschiebungen in natiiriicher 
Gro13e. Ebenso gelten die iibrigm Bemerkungen der S. 125 zur rechncrischen Losung 

Al>b. 124. 

Abb. 125. 

dcr Aufgabe. Dic Uingcnanderung dcr Stabzugschne ist z. B. 

LJl =.L ~~ y", (Abb. 121). (242) 

Die Biegelinie eines gekriimmten Tragers mit 
r = const. Der Verschiebungszustand eines Bogentragers 
mit r = const la13t sich einfachcr durch die radiale Aus
biegung LJ r (r _ r + LJ r) beschreiben (Abb. 124). Die 
Biegelinic mit e als Kriimmungshalbmesser wird dann 
auf Polarkoordinaten (R, IX + LJIX, LJIX ~ 0) bezogen. 
N ach bekannten Regeln der Geometric ist 

1 R2 + 2 R' 2 - R R" e = --(R2 + R'-ijii;- . R = r + LJ r, I 
R' =!!!.. = LJ,' R" - d2 R - LJ " drt. ' - drt.2 - r. 

(243) 

Bei Vernachlassigung von kleinen GroBen zweiter Ordnung 
entstcht daher die folgende Differentialgleichung: 

~ _!. = dtp = _-::_~-,"--=-~r" = _l_M(IX). (244) 
(! r ds ,.1 E J 

Um ihre Losung mit den Ergebnissen (224) und (225) zu 
vergleichen, wird LJ r durch Integration nach bekannten 
Regeln berechnet (Abb. 125). 

~ ~ 

LJr= (C1 - fM ~~sinlXdlX)coslX+ (C2 + fM ;~coslXdlX)sinlX. (245) 
o 0 

rdlX=ds, rsinlX = rsinlXk - (Yk - Y), 
Ilk Xk 

LJrk = (C1 + f M )"kl:~l dS) COS IXk + (C 2 + f M x ;/kds) sin IXk' 
(246) 

o 0 

LJ rA- = L1 Xk cos IXk + LJ Yk sin IXk' 

Al>l>. 126. 

Spannungszustand in Rohren und Ringen. Um 
die Differentialgleichung (244) zur eindimensionalen Be
rechnung der Spannungcn in Rohren und Ringen zu 
verwenden, werden die statisch unbekannten Schnitt
krafte M., N., Qs im Scheitelquerschnitt (Abb. 126) 
zunachst bekannt angenommen und zu den Intcgrations
konstanten gezahlt. Bei einer zur senkrcchten Achse 
symmetrischen Belastung und Punktstiitzung in C nach 
Abb. 126 sind Q. = 0 und mit -:It < IX <:It die 

Biegungsmomente aus Eigengewicht rob = q: 

M = (M, + Nsr - qr2) - (Nsr - qr2) cos IX + qr2 IXsin IX; 
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Biegungsmomente aus Wasserdruck y(1z - r cos IX): 

M = (M. + N. r - y h r2) - (N. r - y h r2) cos IX + j y r3 IX sin IX ; 

Bicgungsmomente aus einer zur waagerechten Achse antimetrischen Wind
belastung p = Po cos IX : 

M = (M.+ N.r) - Ns rcos IX + ~por2IXsinlX. 

Mit der Abkiirzung fiir .""vI = Ao + Al COS r:J. + A2IX sin r:J. wird aus (245) 

~! .1r,,=.4o+! (2Al+A2)lXksinlX,,- ~2 IX:COSIXk+ (C1-Ao)cOSIX"+C2sinot,,. (247) 

~! .1 ri.: = ! (2 Al + .42) (sin otk + otk cos otk) - '!2 (2 otk cos ot" - ot~ sin otk) 

(248) 

Die vier KonstantenJI •• N._ C1• C2 der Losung sind zunachst durch drei Bedingungen: 

.1 r' = 0 fiir ot = 0 und .1 r = 0 • .1 r' = 0 fi.ir ot = :rt 

bestimmt. Wird auBerdem die Langenanderung der Mittelebenc des Rohres ver-
n 

nachlassigt. so gilt als vierte Bedingung J .1 r d ~ = O. Daher ist 
o 

Eigengewicht: 

q r2 q j' 

M = -qr2(1 - otsinot - ~COSot). maxM = + O.6408qr2• (249) 

M .• = - 2" . N. = + '2 • I 
q r4 ( (112' OC. oc2 ) .1 r = - - 1 - - - 1 ) cos ot - .- Sin ot + - cos ot . EJ 4, 2 4 • 

Wasscrdruck: 
yr' 

M'=-T' N.= + T(4h - r), " r I 
y r3 ( . 1 ) M =-T.I-otsInot-2"cOSot, maXM=+O,3204 y r3 •

1

(250) 

.1 r = X'~ (I - (112 - oc 2 
_ I) cos ot - .~ sin ot) ; 

2E J I. 4 , 2 

Windbelastung nach Abb.126: 

M.=-ipor2, ~vs=-±por, 1 
M =-~por2(1- otsinIX-4cosot). J 

(251) 

Das Biegungsmoment erhalt daher mit PI = 1 - oc sin IX - ~ cos ot (Abb. 127) die 
Form von M = - PIRr/2 n. Die Biegungsmomentc unterscheiden sich nur durch 
den Betrag der Resultierenden R aus der Belastung. Dieser ist bei Eigengewicht 
R=2:rtrq, Wasserinhalt R=:rtyr2• Wind R=:rtpor. 

Die Losung gelingt dank cler besonderen Stiitzung ohne Unterteilung des Inte
grationsbereiches :rt. Urn daraus den Spannungszustand M* fiir die normale Ab
stiitzung (Abb. 128) zu entwickeln, werden geeignete Gleichgewichtsgruppen von 
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Kraften mit den Biegungsmomenten M iiberlagert, fiir welche die Schnittkrafte 
nach S. 195 berechnet werden. Auf diese Weise entstehen die folgenden Ergebnisse: 

a) Senkrechte Be
lastung: P = Rj2 (Abb. 
128) . 

Eigengewich t: 

R = 2nrq; 

Wasserinha1t: 

R = nyr2. 

Abb.127. Abb.128. Aob.129. 

Funktion: /'1.' Fuoktion: (/'. -/,,) filr (p = ~). Fuoktion: I"~ liir P = ~. 

~'1 - 0,304 

0<a.<a.1 : MO=O, a.1 <a.<n: Mo=+Pr(sinp-sina.), 

Xl=-~Psin2p, X 2 =O, X 3 =-_lpr(psinp+cosp-l). 
n n 

M,=+ 21n Rr(l+sin2p-psinp-cosp), N,=X1 • 

M = M o+ M.+ N.r (1- cos a.) ; 

M* = M + M = (1-'2 - 1-'1) R· r / 2 n ; I 
PI = 1 - fJ sin fJ - cos fJ + sin! fJ cos IX ; 

PI = 1 - fJ sin fJ - cos fJ + sin! fJ cos IX + n (sin fJ - sin IX) • 

0< IX < IXI: 

IXI < IX < n: 

b) Antimetrische Belastung durch Wind: R = npor (Abb. 129). 
Die Stiitzung ist ebenfalls antimetrisch P = Rj2 sin p. 

(252) 

; <a.<a.1 : Mo=+Rrcosa.; a.l < a. <a.2: Mo=-Prsin{a.2-a.); 
n 1 

Xl = + '4 Po r, X 2 = + 2 Po r P ctg {3 , 

M, = - ! Po r2 (; - 1), Ns = + : Po r , 

M = M o + M, + Nsr (1- cos a.) + Qsr sin a. . 

X _I P 2 3-+2 or, 

1 
Q. = + "2 Po r P ctg P 

M* = M + M = 1-'3' R . r /2 n = 1-'3 p~r~ ; I 
-IXI < IX < +1X1: Pa = (fJ ctg fJ - !) sin IX + IX cos IX; (253) 

IXI < IX < IX!: Ps = (fJ ctg fJ - !) sin IX + IX cos IX - n (ctg fJ sin IX - cos IX) . 

In (253) bedeutet M das Biegungsmoment nach (251) fiir a. --. a. + 90° und 
- n < (a. + 90°) < n. 
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Die wirkliche Verschiebung der Punkte des Stabzugs. Die wirklichen Ver
schiebungen "m.f Wm der Punkte m des Stabzugs sind durch die Biegelinien fUr die 
senkrechte and waagerechte Richtung bestimmt. Sie konnen aber auch unmittelbar 
aufgezeichnet werden, nachdcm der Stab in cinen Stabzug mit n geraden Elcmenten 
SI ••• Sm ••• s,. unterteilt worden ist, deren Verschiebungskomponenten L1 Sm, {) m 

berechnet sind. Dabei ergeben sich die Stabdrehwinkel {}m aus {}1 und den .Ande-
rungen L1 qJm der Stabzugwinkel. Der Verschie- m' 

bungsvektor des Endpunktes m des Stabes Sm 

wird aus derVerschiebung des Endpunktes (m-1), 
der Uingenanderung L1 Sm und der Bogenlange 
sm{}m = em erhalten (Abb. 130). Diese ist bei Ver
nachlassigung von kleinen GroBen zweiter Ord
nung als Abschnitt der Tangente senkrecht zu 
s"'. Der Verschiebungsplan kann daher durch 
Wiederholung dieser Konstruktion unabhangig 
yom MaBstab des Lageplans in einem Polplan 
entwickelt werden. In diesem muB daher die Ver
schiebung eines Punktes und die Verdrehung 
eines anschlieBenden Stabes bekannt sein oder 

Ab\>. 130. 

angenommen werden. In der Regel ist das letz-
(m - J) (m - I)' Vcrschiebung von (til - 1), 

;;;-;; Verschiebung von M, 

e .. - (s .. + Jsm) Om "'" s .. Q .. tere notig, so daB zunachst drei geeignete Para
meter des Plans Null gesetzt werden. Ihre wirk
liche GroBe wird nachtraglich aus einer Drehung des Stabzugs derart bestimmt, 
daB die Stutzenbedingungen erfullt sind. Die Punkte beschreiben dabei Wege, 
die den zweiten Verschiebungsplan bilden (Abb. 131). 

a 

Abb. 131. 

",- .1.,.1 + .1"'1, 

O.-J'1'I. 
01 - 0, 

Abb.131. 

0_ - - J "'1, 
O. = - (J "'" + J 9"'&), 
D. = -(.1"," + J'1'& + J.,.I). 

Berechnet sind J s und J". als Anderuogen der Stabzug
winkel ",. 

Annahmen Door die ttlr die Entwicklung des ersten Planes 
notwendigen FormllDderungen: 

_1=0, "1=0, 61==0. 
b"6'llour RollenOOwegung in b, a"b" lab. 

--~ 

Hiernach liefert der erste Plan fur Punkt {) die Verschiebung 0 5', fUr den Punkt a 
-~ .-~ 

die Verschiebung Oa', fUr den Punkt b die Verschiebung Ob'. Urn die Stutzen
bedingung a zu erfullen, tritt zu allen Verschiebungen des ersten Plans der Ver-

.-~ --~ . -~ -~ 

schiebungsvektor a' 0, so daB fur b die Verschiebung a' 0 + 0 b' = a' b' erhalten wird. 
Da jedoch die wirkliche Verschiebung von b parallel zur Rollenbewegung gerichtet 

--~ -~ 

ist, treten zu den Verschiebungen a'5' usw. a'b' die Wege aus einer Drehung des 
--~ 

Stabzugs urn den Punkt a. Der Weg b" a" des Punktes b steht senkrecht zurn zu
-.-~ 

geordneten Fahrstrahl ab. Die Lange des Drehweges b" a" ist bestimmt durch die 
-.-~ -~ -~ 

bekannte Richtung der resultierenden Verschiebung bIt b'. Mit a' a" und bIt b' ist 
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der zwcite Verschiebungsplan als cine zur Grundfigur ahnliche. urn 90 0 gedrehte 
Figur (a" ... 3" ... b") bestimmt. Die wirkliche Verschiebung des Punktes kist 

-~ 

daher kIf k'. 

Boussincsq. J.: Compt. rend. Bd.96 (1883) S.843. - Forchheimer, Ph.: Dber die' 
Festigkeit weiter Rohre. Z. 6st. Ing.- u. Arch.-Ver. 1904 S.133. - Mtiller-Bresiau, H.: Die 
neueren Methoden:"der Festigkeitsiehre 4. Auf!. 1913. - Mayer, R.: Dber Eiastizitat und Sta
biiitat des geschlossenen und offenen Kreisbogens. Z. Math. Physik Bd. 61 (1913) S. 246. - Der
selbe: Versuche tiber die ebene Biegung gekriimmter Stabe. Z. angew. Math. Mech. 1926 S. 216. 

22. Der gerade Stab auf elastischer Unterlage. 

Elastizitatsgesetz. Der durchgehend elastisch gestiitzte Stab kann als Grenzfall 
cines Tragers auf uncndlich vielen elastisch senkbaren Stiitzen angesehen werden. 
Eine beliebige Teilbelastung. unter andercm die Einzcllast P iiber einer Stiitze. 
fiihrt auch zur senkrechten Verschiebung der bcnachbarten Stiitzpunkte. Ihre 
Abstande sind im Grenzfall verschwindend klein. so daB das Gleichgewicht 

Abb. 132. 

der Schnittkrafte fiir einen infinitesimalen Abschnitt d:r 
des Stabes nach (48) angegeben werden kann: 

d 2 M . 
- d x2 = [P (x) - P (x)) b . (254) 

b ist die Breite des Stabes. p (x) die Auflast und p (x) 
der auf die Flacheneinheit bezogene Widerstand der Unterlage. Dieser ist eine 
Funktion der Ausbiegung des Stabes und der physikalischen Eigenschaften des 
stiitzenden Mittels und wird nach der Begriindung'in Abschn.7 mit 

p(x) = c w(x) (255) 

eingefiihrt. c ist ein von den Eigenschaften der Unterlage und von der Form und 
GroBe der stiitzenden Flache abhangiger konstanter LeitwRrt. Der waagerechte 
Widerstand in der Grenzschicht gegen eine Richtungsanderung der Stabtangente 
wird nicht beriicksichtigt. 

Ansatz und Losung der Differentialgleichung. Die Kriimmung des Stabes 

ist nach (209) ~2.1U~ = - ~ , und damit die Gleichgewichtsbedingung (254) 

oder 

also 

d 2 
( d 2 'I!') b () d x2 E ] ~ixi + c b w = p x , 

~'M + ~ 11 = -b d'P(xj 
d x4 EJ· d Xl • 

(256) 

(257) 

Die Differcntialquotienten werden bei veranderlichem Tragheitsmoment oder hei 
wechselndem Leitwert c am einfachsten durch Differenzenquotienten ersetzt und 
nach (212) zu linearen algebraischen Gleichungen entwickelt. Die Anzahl der un
bekannten Einsenkungen Wk oder der Biegungsmomente M kist eben so groB wie 
die Anzahl der verfiigbaren Bedingungen. 

Bei konstantem Tragheitsmoment ist 

d'w 
EJ -dx' + c b W = b P (x) oder (258) 

Die Losung w, M besteht aus einem partikularen Integral '1£'0' Moder vollsUindigen 



Ansatz und Liisung der Differentialgleichung. 141 

Gleichung und der allgemeinen U:isung wt , M 1 der homogenen Gleichung. Diese 
wird aus 

oder mit 

aus 

L4= 4EJ 
be' 

4EJ d4 Ml 
---~-- + 4M = 0 bed X4 I' 

L = i;'4£7 
VTc ' ~=~ 

L 

d 4 w d 4 M 
d ,/ t- 4 WI = 0, d';4 1 + 4 M 1 = 0 

(259) 

erhalten. Aus dem Ansatz WI oder Ml = el' e folgt die charakteristische Gleichung 
p,4 + 4 = 0 mit den vier Wurzeln 1-'1 = (1 + i), 1-'2 = (1 - i), ,Ua = - (1 + i), 
1-'4 = - (1 - i). Die Li::isung lautet nach einer Umformung: 

w = Wo + Wl = Wo + [U l cos $(ioi'; + U2 cos';@jin'; + U 3 sin ';(ioi'; + U 4 sin'; @jin';], (260)1 

.11 = Mo + M 1 = Mo + [Cl cos ';(ioi'; + C2 cos'; @jin'; + C3 sin ';(iO\'; + C4 sin'; !Sin ';]. (261)1 

Die Ableitungen werden fUr die Funktion W angegeben: 

~~ = dd:o + 2 [U1 (cos ~ Elin ~ - sin ~ [of~) + U2 (cos ~ [of ~ - sin ~ Elin~) 
+ Ua(sin~Elin~+cos~G:of~) + U4(sin~[of~+cos~Elin~], 

-M = EJ :~ = EJ~;o - 2 :/ [Ulsin~ Elin ~ + U2sin~<roH 
- Ua cos ~ Elin ~- U4 cos ~ [of ~], (262) 

d3w d3wo 2 EJ. . 
- Q = EJ dx3 = EJ dx3 - ---v- [U1 (sm ~(£of ~ + cos ~ Elm~) 

+ U2(sin~Elin~ + cos~(£of~) - Ua(cos~[of~ - sin';Elin~) 

- U4 (cos ~ Elin ~ - sin ~ [of ~)] 

Aus dem zweiten Ansatz kann folgendes Ergebnis angeschrieben werden: 

dMo ' 1 dMl () 1 d2Mo 1 d2Ml I 
.Q = ~ -r 1. d[~ , c W = P x + b d x~ + b LZ -d"12 J . (263) 

dw dP(x) 1 d3j\,fO 1 daM l 

C -dx- = -;j"X + b dX3 + iJD dfl~ 

Die Integrationskonstanten U, C werden aus den Randbedingungen bestimmt, von 
den en zwei an jedem Stabende 'und vier an jeder Unstetigkeitsstelle vorgeschrieben 
sind. List die fUr einen elastisch gestiitzten Stab charakteristische Lange. 

Die Diskussion des homogenen Anteils der Li::isung wird durch eine andere Zu
,;ammcnfassung der Integrationskonstanten und damit durch den folgenden An
satz M 1 oder WI erleichtert: 

WI = C1 e~ cos (~ + at) + C2 e-o; cos (~ + ( 2) 

Verschiebung und Spannung klingen nach ciner gedampften harmonischen Schwin
g.ung ab, deren Nullstellen urn die gleichbleibende Strecke 

4V 4EJ Xo = n L = n ~7JC 

voneinander entfernt sind. Die logarithmische Abnahme der Amplituden WI und M 1 

ist n. Sie klingen urn so schneller ab, je kleiner xo' also je kleiner J und je gri::iJ3er 
der Leitwert c ist. 

1 Hayashi, K.: Fiinfstcllige Tafeln der Krcis- und Hyperbclfunktionen. Berlin 1921. 
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Losung fUr den unendlich langen Stab. Die Losung ist fUr den vom Nullpunkt 
aus nach einer oder beiden Seiten unendlich langen Stab bei Belastung durch die 
Einzellast Po oder das Kraftepaar Mo besonders einfach. Nach dem Ansatz W = w'=O 
fiir ~ = 00 wird U2 = - U I • U. = - U3 • U I und Ua ergeben sich dann aus zwei 
Randbedingungen fiir ; = O. Das Ergebnis enthalt zwei charakteristische Funktionen : 

CI = e-E cos ~. C2 = e-~ sin ~ • 

in denen die Veranderliche ~ stets mit ihrem absoluten Werte einzusetzen ist. urn 
den Ansatz auch fUr negative Werte ~ verwenden zu konnen. 

a) Der nach beiden Seiten unendlich lange Stab mit einer Einzellast Po in ~ = O. 

w == 2:~C (C1 + C2). ~: =- L~~C C2• .11 = P~L (CI-C2), Q =p-o~o C1 ; ) (264) 

Po du' 'I=PoL 
x=~=O: 1('=2Tb-i;' dx=O • . 1 4' Q=-2' Abb.133 

b) Der nach beiden Seiten unendlich lange Stab mit einem Kraftepaar Mo in ~ = O. 

JIo dU' J/o .110 1110 ,. ) 
w=L2bcC2' dx=L3bc(CI-C2)' .U=-2 C1 ' Q=-2L("I+C2); 

d w ,\/0 .1I 0 III 0 (265) 
x=~=O: w=O. dx =i3f}C' JI= 2' Q=-2T' Abb.134 

I 

~
.r 

~-, i~ / \ .. .., I 

/ ~~iif~ 
I '-

~~~~. " 

Abb. 133. Abb. 13~. Abb. 135. Abb. 136. 

c) Der einseitig unendlich ausgedehnte Stab mit einer Einzellast Po in ~ = o. 

~: = -1.:; (4.+:1)' !vI = - Po L C2 • Q =- PO(C1 - C2);) 

2 Po dw 2 Po (266) 
x=~=O: w= Lbc' dx=- Libc' M=O, Q=-Po' Abb.135 

d) Der einseitig unendlich ausgedehnte Stab mit einem Kraftepaar Mo in ~ = O. 

21\/0 dw 4Mo Q __ 21\/0,.. ) 
w=-VbC(C1 -C2), dx=VbcCI' .'H=.lIo(C1 +C2). - L ,,2' 

2!vIo dw 41\/0 (267) 
x=E=O: w=-L2bc' dx=Vbc' M=Mo. Q=O. Abb.136 

Abb. 137. 

Abb. 138. 

Losung fUr den starren Stab. Ein anderer Grenzfall 
ist der durchlaufend elastisch gestiitzte Stab von der Lange a 
und einem ] ~ 00. Die Durchbiegung wist dann eine lineare, 
durch die Randwerte WI und W 2 bestimmte Funktion. 

a) Lastangriff p u• Mo in Stabmitte (Abb. 137). 
Po 6Mo dw 121110 

CW~ ~ ab =f a2b ' Cfix = a3b-' (268) 

b) Lastangriff Po, Mo am Stabende (Abb. 138). 

2Po 6Mo 4Po 6Mo I 
C WI = - liIJ - a~ b • C w2 = ab + a2 b • 

~!! _ 6Po + 121\/~ 
C d x - a2 b a3 b . 

(269) 

Losung der homogenen Gleichung des kurzen Stabes fUr vorgeschriebene 
Randkrafte. Zur einfachen Verwendung der Theorie im Bauwesen wird die alIge-
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meine Losung (260) dcr homogcnen Glcichung fUr symmctrischc und antimctrischc 
Randkraftc angegeben. Bei Symmetric vcrschwindcn dic ungcradcn Funktionen der 
Lasung (260) mit U2 und U3 • bei Antimetrie dic geradcn Funktionen mit U1 und U,. 
Das Ergebnis lautet mit dcn Abkiirzungen * 

1 
cos ~ ~of ~ = TJl' sin ~ (Sin ~ = TJ4' cos ~ Sin ~ = TJ!. sin ~~of ~ = 1}3' ;. = T 
folgendcrmaBen: 

Symmetrischer Belastungsfall: 

~rni Po 

a) ':_+_$ 
.,. i 
~l----l 

Abb. 139. 

W = ~ ~: (Ul '11 + U, 1),}. (270) 

dw 4Po 
dx = Lib c [U1 (TJ2- TJa) + U,(1}2+l}a)]. 

M=2PoL(U1 TJ,- U4 1}1). 

Q = 2 PO[U1 (Yj2 + l}a) - U, (1/2- TJ3)]' 

A A cos-lrof _. 
2 2 

U1 = 15· A+ . , . .... t11 Sill" 

. A "". ). SIll-- .:::;tn _ ..• 

U = 2 2 
, Sin A + sin). 

Antimetrischer Belastungsfall: 

Po 

<I) 

Abb. 141. 

4P . 
UI = L b: (U2 TJ2 + U3 TJ3). (272) 

dw 4Pu 
dx = LI b ;;[U2 (TJl - TJ,) + U 3(TJl + 1},)]. 

M = 2 Po L (U 2 "13 - U a1}2). 

Q = 2 Po [U2 (TJl + 1},) - Ua (1}1-'1}4)]' 

). "". A 
C(lS21::11U 2 

U =-_._-
2 <Sin A - sin A' 

sin ~'lror .! 
2 2 

Us = - <Sin A -- sin A • 

* 22 2' 28 

7]1=1 - 41 ~'+ Si,8- 12 ! ,12:f : ..• 

23 2& 27 
7], = ~2 - AI ,8 + IOi~IO - m~I':+- ...• : 

b) 

Abb. J~O. 

b) 

Abb. 142. 

41110 U U)' 
UI = L2 b c ( 2 TJ2 + 3 TJa .' (273) 
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Unstetige Ansatze: a) fur Einzellasten, b) fur veranderliches Tragheits
moment. a) Bei einem nach beiden Seiten unendlich ausgedehnten Stabe darf der 
Angriffspunkt einer jeden Einzellast P k und eines jeden Kraftepaares Mk als Sym
metriepunkt angesehen werden, so daB der Verschiebungs- und Spannungszustand 
eines ausgezeichneten Querschnitts im Abstand X k , (~k) von dem Lastangriff P k' M k 

durch Superposition gefunden wird (Abb. 143). 
1 

W = 2Lbc .2Pk (CU + Cn )' 
(274) 

Bei stetiger Belastung werden die Krafte Pk durch p (x) Ld ~ und die Summenbildung 
durch Integration ersetzt. 

Die Schnittkrafte aus der beliebigen Belastung eines unendlich langen Stabes 
gelten auch fUr den Stab mit einer vorgeschriebenen Lange t, wenn neben der 

Abb. 143. Abb. 144. 

Belastung die den Enden a; b zugeordneten Schnittkrafte lUG' QQ' M b, Qb des 
unendlich langen Stabes als auBere Krafte wirken. Uberlagert man diese Schnitt
krafte nachtraglich mit einer ZusatzlOsung, welche fUr die negativen Krafte 
(Ma • •• Qb) als Randkrafte des Stabes t berechnet wird, so sind die Bedingungen 
fiir Gleichgewicht, Elastizitat und geometrische Vertraglichkeit unter den Einzel
last en erfiillt. Damit kann die Losung fiir den kurzen Stab ohne Zerlegung in stetige 
Integrationsbereiche angegeben werden. Die Randkrafte werden nach Abschn. 27 
in symmetrische und antimetrische Anteile zerlegt, urn das Ergebnis aus den be
kannten Tei110sungen (270) bis (273) unmittelbar zu entwickeln. 

b) Die Bestimmung der Integrationskonstanten laBt sich auch bei wechselndem 
Tragheitsmoment umgehen, wenn die Losung (260) fUr jeden Abschnitt (i "'=-1 ~i 
des Tragers mit der vorgeschriebenen Belastung und den Schnittkraften M i - l , 

Q i-l' M i' Q i als auBeren Kraften angeschrieben wird. Diese zunachst unbekannten 
Schnittkriifte sind aus der Kontinuitat der Formanderung des Stabes an den Inter
vallgrenzen bestimmt. An jed·em Querschnitt i ist die gegenseitige Verschiebung 
<5~i) und die gegenseitige Verdrehung <5~il der beiden i benachbarten Querschnitte 
Null. Bei zwei verschiedenen Tragheitsmomenten, also einfacher Unterteilung des 
Stabes ist daher nach dem Superpositionsgesetz 

~l = ~10 - Qj ~11 - Mi ~12 = 0, 
(275) 

~2 = ~20 - Q. ~2l - Mi ~22 = O. 

Hierbei bezeichnen ~l1' <512 nach S.159 die gegenseitigen Verschiebungen der Quer
schnitte infolge - Qj = 1 und - Mi = I, ~22' ~2l die gegt!Dseitigen Venlrehungen 
der beiden Querschnitte infolge von - Mi = 1 und - Qj = 1 (Abb. 144). 

Beispiel zu a). 
Die Schnittkrafte in dem Trager eines Briickenrahmens. (Abb. 145, 146.) Abmessun

gen des Tragers: 1= 11,5 m, b = 2,0 m, h = (' q m, J = 0,0853 m4, E = 210000 kg/cm2• Der 
Leitwert c des Ansatzes (255) liegt zwischen den Grenzen 10 < c < 200 kg/cm3• Die Untersuchung 
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wird daher fiir die beiden Grenzwerte durchgefiihrt. die Reehnung fiir c = lO kg/em8 angegeben 
und das Ergebnis fiir c = 200 kg/ems in ( ) hinzugefiigt. Naeh Gl. (259) ist 

L = l4!4. 2100000· 0,0853 = 2447 (1 157 
2,0 . 10000 ' m, m) . 

Die Stiitzen des Rahmens iibertragen die Belastung des Dberbaues aus Eigengewieht. Nutz
last und Wind. Hierbei ergeben sieh die folgenden Langskraite der Pfosten: 

P 1 =83t, P 2 =91t, P a =99t, P,=107t. 

1. Losung fiir den unendlieh langen Stab. Naeh (274) wird 

cw = 
1 k~4 k~4 

- ... _-- . .2: P k (Clk + C2k) = 0,1022 .2: P k (Clk + C2k), 
2·2,447·2,0 k=l k=l 

k=4 

Q = - t .2: P k Clk · 
k=l 

Die Lasten wirken in gleiehen Abstanden. die auf ein Vielfaehes einer Lange a = rxL bezogen 
werden. Daher werden die Funktionen 
CW (;). 111 (~), Q (.;) aueh nur fiir eine 
Last P = 1 t bereehnet (cwo' Mo' (0) und 
an jedem Querschnitt die mit den einzel
nen Lasten PI ... p. erweiterten Betrage 
vorzeichengemal3 addiert. 

L ~ ....l 

2'; 2'; 2,5 1 
~-

]!! 

o\bb. 145. Alb. 146. 

x = n . a. 11 = 0,1,2 ... 23, a = 0,5 m, .; = n rx = xiL. 

n x .; 

0 0 0 
I 0,5 0. 204 
2 1,0 0,409 

. I 

e-~ sin~ cos .; 

I 0 I 

0.81 5 0,202 0.979 
0.664 0,398 0.9 18 

k~4 

c W = .2: P k C Wo k , 
k~l 

C1 C2 (C1+C2) 

I 0 I 

0,798 0, 165 0,963 
0,610 0, 264 0,874 

k=4 

M = .2: P k MOk ' 
k=l 

(C.--C2 ) 
-

cwo 

I 0,1022 
0,633 0,0984 
0,346 0,0894 

k=4 

Q=L.PkOOk ' 
k=l 

Mo 

0.6II6 
0,3875 
0,2120 

Die Superposition mit PI = 83 t ....• P~ = 107 t ergibt: 

n o •• . ·4·· . ·9 10 II 12 13 14 .. ..19 .. 

cw 5.6 13,2 19,1 19.7 20,1 20,4 20,5 20.5 16,1 
-

o 
1J 
2IJ 
Xl 
I/O 
50 
fj(J 

70 
8Q 

90 
1(J(J 
mt 

-
Qo 

-0,500 
-0,399 
-0,305 

..23 

7.3 t/m2 

M -16.5 30•6 31,3 12,4 3,4 4.5 15,9 37,8 46.3 -17.3 mt 

Q + 7.07 
+44,7 +43,9 -27.7 - 7.8 +12.3 +32,8 +53,5 +48,8 t 
-38,3 -47,1 -45,6 -58•2 -10.9 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2 Neudruck. 10 
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2. Zusatzl6sung fiir den kurzen Stab. Die negativen Schnittkrafte des unendlich 
langen Stabes fiir 

n=O: -M=-16,5rnt, -Q=7,07t; n=23: -.If=-17,3rnt, -Q=-10,9t 

werden als Randkrafte des kurzen Stabes eingefiihrt und nach (270) bis (273) in syrnrnetrische (I) 
und antirnetrische (2) Anteile zerlegt: 

(lIPO = 9,0 t, (lI.1lJo = 16,9 rnt, (2 1P o = -1,93 t, (2 121'10 = - 0,4 rnt. 

Berechnung von 1)1' • '1)" bezogen auf die Abszisse u = ,,·L 

n u " sin" COS" Eiin " (£0\ " 1)1 1), 1)2 1)3 

12 0,25 0,102 0,101 0,995 0,102 1,005 I 0,010 0,101 0,102 

13 0,75 0,307 0,302 0,953 o,3 11 1,047 0,998 0,094 0,296 0,3 16 

I II,5 
A = L = 2,447 = 4,70, sin A = -0,999. 

. A 
sm 2 = O,711, 

A 
cos 2 = -0,703, 

~_ 4,70 -235 
2 - 2 - , , Eiin A = 54,969, 

x 
Eiin 2 = 5,195, 

A 
(loi 2 = 5,290. 

Syrnrnetrische Lasten (11 Po = 9,0 t. Gl. (270) 

- 0,703 . 5,290 
U 1 = 54,969 -:- 0,999 = - 0,0689, 

n U 1 1)1 U,1), (lIe Wp U 1 1), 

12 -0,069 0,001 -0,50 -0,001 
13 -0,069 0,006 -0,46 -0,006 

. ' 

0,7II . 5,195 
U, = 54,969 _ 0,999' = 0,0684. 

U,1)1 (lI.1l1 p U 1(1)2+1)3) U,(1)Z-1)3) (\)Qp 

0,068 -3,04 -0,01 4 ° -0,25 
0,068 -2,82 -0,042 -0,001 -0,74 

Syrnrnetrische Lasten (II Mo = 16,9 rnt. Gl. (271) 

u = O,7II . 5,290 + 0,703·5,195 = 01374 
1 54,969 - 0,999 " 

- O,711· 5,290 +0,703·5,195 
U, = , .. ------- --- ----- = - 0 0020 

54,969 - 0,999 ,. 

n U 1 1)1 U,1), I (llewM U 1 1), U,1)l (I 121-1 M U 1(1)Z+1)3) U ,(1)2-1)3) (lIQM 

12 0,137 ° 0,77 0,001 -0,002 0,10 _ 0,028 ° 0,39 
13 0,137 ° 0,77 0,01 3 -0,002 0,5 1 0,084 ° 1,16 

In der gleichen Weise wird die Berechnung fiir die antirnetrischen Anteile durchgefiihrt. Das Er
gebnis ist fiir die andere Stabhalfte syrnrnetrisch oder antiroetrisch. 

n 0 .. . ·4·· . ·9 10 II 12 13 14· . .. 19 .. . .23 

!lIe Wp 3,74 1,07 -0,37 -°.46 -0,50 -0,50 -0,46 -0,37 1,07 3,74 t/rn2 
(lIe WM -2,93 0,05 0,76 0,77 . 0,77 0;77 0,77 0,76 0,05 -2.93 " (Zle Wp -0,78 -0,25 -0,01 -0,00 -0,00 0,00 0,00. 0,01 0,25 0,78 " 
(ZIC WJf 0,07 -0,00 -0,01 -0,01 -0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 -0,°7 " (lIMp ° -6,96 -3,79 -2,82 -3,04 -3,04 -2,82 -3,79 -6,96 ° rot 
!lIMM 16,90 10,26 1,29 0,5 1 0,10 0,10 0,5 1 1,29 10,26 16,90 

" (21.111 p ° 1,55 0,63 0,39 0,13 -0,13 -0,39 -0,63 -1,55 ° " 
(2IM M -0,40 -0,26 -0,06 -0,03 -0,01 0,01 0,03 0,06 0,26 0,40 " 
(lIQp -9,00 0,23 1,15 0,74 0,25 -0,25 -0,74 - 1,15 -0,23 9,00 t 
(lIQM ° -4,69 -1,94 -1,16 -0,39 0,39 1,16 1,94 4,69 ° " 
(21Qp 1,93 -0,03 -0,50 -0,5 1 -0,5 1 -0,54 -0,51 -0,03 -0,49 1,93 " 
(ZIQM ° 0,10 0,05 0,05 0,04 0,04 0,05 0,05 0,10 ° " 
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3. Die Superposition der Ergebnisse aus 1. und 2. liefert Bodendruck und 
Schnittkridte: 

Fiir c = 10 kg/cm 3 

n 0 2 4 5 6 7 8 

C1U=P 5.7 10,3 14. 1 15.5 16,7 17,8 18,7 
,,! 0 7.9 3.';.2 17.3 7,2 6,1 11,7 

Q 0 Ih,3 
40,3 

-2~.l - I 1,8 5,7 23.5 -4 2.7 

n 12 13 14 15 16 17 IS 

cw=p 20,7 20,8 20,9 20,7 20,3 19.5 18,8 
111 1,4 13.2 33. 1 17.0 10.4 13. 1 26.0 

Q I 1.9 32,8 53.8 
-24.3 -4.2 16,0 35.4 -45.2 

Fiir c = 200 kg/cm3 

n ° 2 4 5 6 7 

-
c w=p -2.9 9,6 19.0 18.5 17,0 17,0 

."1-1 0 1.2 21.1 2.7 -6,6 -7,4 

Q 0 6.6 36.5 -27,5 -9,8 6,9 
-46,5 

n 12 13 14 15 16 17 

cw=p 17.6 20.2 22.4 21.3 20.0 20.8 
.11 -8.7 0.4 19,5 0,1 I -8.8 -7,4 

Q 8.7 27. 6 49. 1 -27,9 -7.3 
-49.9 

p und M sind in Abb. 146 dargesteUt. _ 
Bei Anwendung des Geradliniengesetzes fiir p 

als Naherungsliisung ergeben sich die in der Abb.146 
mit - - - gezeichneten Bodenpressungen und 
Biegllogsmomente. 

Beispiel zu b). 
Die Berechnun~ der Sohle eines Trocken

docks. (Abb. 147.) Spannllngen bei gefiillter Pock
kammer infolge Eigengcwicht. \\'asser und Enl
druck. Ein UntL-rdruck auf die Sohle 5011 nicht 
vorhanden sein. Der Leitwert c des Ansatzes (255) 
lit"gt zwischen den Grenzen IO < c < 200 kg/cm 3• 

Die Untersuchung winl daher fiir die beiden 
(;rt"nzwerte durchgefiihrt. die Rechnung fiir 
c = 10 kg/cm 3 angegeben und das Ergebnis fiir 
c = 200 kg/cm 3 in () hinzugefiigt. 

1=38,0 m. n=7,5m, b=l,Om, 

12,8 

1,= 9,22m', 1.=00, E=210000kgjcm2 , 

Gl. (259) L _ V4-:-2100000-:-!I;2i -
- 1,0.10000 - 9,38 m (4,44 m). 

G = 230 t,'m, 

Eh = 78 tjm, 

(('=0,605m), IV = 77 tim, 

E, = 26 tim, 

8 

19,0 
0.6 

24,9 

18 

23,4 
4,5 

34.9 

9 10 

19,5 20,0 

29.4 10,5 
42,6 -28,6 

-48,4 

19 21 

17,5 13,6 
48.3 11,0 

53.3 -22,8 
-53.7 

9 10 

20.5 19,0 
18,0 - 0,1 
44,8 -26,3 

-46 •2 

19 21 

24,5 12.5 
28,0 1,2 
59.2 -8,7 

-47.8 

Auu. IH. 

g = 10,8 tjm2, p~ = 12,4 tjmZ , p = g +P .. = 23,2 tjm~. 

II 

20,4 t/ml 
0,6 mt 

-8,4 t 

23 

8.8 t/m2 
0 mt 

0 t 

II 

17.2 t/m2 
-8.7 mt 

-8.3 t 

23 

-3.6 t/m2 

0 mt 

0 t 

Die auOeren Krafte an der Seitenwand werden im Schnittpllnkt der beiden Achsen I, II 
Abb. 144 zusammengefaOt. 

1'0 = 256 tim. Ho = 'I tim, "10 = 8;;,5 mt/m, 

10* 
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Bodendruck fiir Seitenwand und Sohle und FormanderungsgroBen 15 11 .1511 usw. fiir die rechte 
Halfte des Systems (andere Halfte symmctrisch) infolge: 

1. Po. 110 , Mo· 

-P =!:. 0 _ 6 M 0 = 256 _ 6 (- 8~~~) = 43 280 tl 2 
30 nb a2b 7,5.1.0 7,52 .1,0 ' m. PIO = P = 23,200 t/m2. 

cd lIla 0 = 12 JI/ 0 = 12 (-_8~'~1 = _ 2440 C ~_u:.I_O _ O. 
d X a3 b 7,53 • 1,0 "d X - , 

dIU = p~o - P, 0 = 43,280 - 23,200 = 20,080 t/m2 (20,080 t/m2) , 

1520 = ~~ Ill. ~ _ c d W, 0 = _ 2,440 _ 0 = _ 2,440 t/m3 (_ 2,440 t/m3) • 
dx dx 

2. - Ql = I tim, - QI = - I t!m. 

Seitenwand: 
- 4 Q2 4· I cd W. l 6 QI 6· I 
P31 = - ab = - 7,5.1,0 = - 0,534 t/m2, -~ = a2 b = 7,52 • f,o = 0,107 t/m3 • 

Sohle (symmetrischer Belastungsfall. Abb. 139. Po = I t) GI. (270): 

I 38 
). = T = 9,38 = 4,05, sin). = - 0,789, sin { = 0,898, 

eiil} = 3,723, 

). 
cos 2 = - 0,439, 

~ = 4,05 = 2,025, 
2 2 

ein).= 

I 
Fiir x = 2 wird nach GI. (270): 

28,690, 
). 

Iro\ - = 2 
3,853. 

iit = cos ~ 0:0\ ; = - 0,439·3,853 = - 1,693, IJI = cos ~ 6ill ~ = - 0,439·3,723 = - 1,638, 

ii, = sin ~ Gill {- = 0,898 . 3,723 = 3,345, 713 = sin ~ Q" 0\ ~ = 0,898 . 3,853 = 3,460, 

- 1,693 
U1 = -27,90f = - 0,061, 'T - 3,345 - 0120 

~ ,- 27,901 -, , 

- 4-1 P,. = 9~38-:-1,6- (0,061·1,693 + 0,120·3,345) = 0,215 t/m2 , 

c ~ :'. = 9,3!~! 1~0- (0,061 ·5,098 + 0,120 . 1,822) = 0,024 t/m3; 

1511 = P31 - P,. = - 0,534 - 0,215 = - 0,749 t/m2 (- 0,983 t/m2) , 

cdw cdwi 
1511 = d x ·L - -~ = 0,107 - 0,024 = 0,083 t/m3 (0,005 t/m3 ) • 

3. - MI = 1 mt/m, - MI = 1 mt/m. 

Seitenwand: 

- 8M, 6(-1) 0107 12 dw •• =+12Mo = 12(-!)_=_0029t/m3. 
P31=- a2b =- 7,51.1 =, t m, c dx a3b 7,53.1,0 ' 

Soble (symmetrischer Belastungsfall. Abb. 140. Mo = - 1 mt) GI. (271): 

U = 3,4~ +--.!~638 = 0 183 U = _ 3,460 - 1,638 = _ 0065 
I 27,901 ", 27,901 " 

- 4(-1) 
1,. = 9,3S...-:-r,O (- 0,183 . 1,693 - 0,065 . 3,345) = 0,024 t/ml, 

C~:', = 9~~:;. !~o (- 0,183·5,098 - 0,065·1,822) = 0,005 t/m3; 

1511 = Pal - P,. = 0,107 - 0,024 = 0,083 tIm! (0,005 t/m2) , 

15 .. = c d w~ _ cd w,. = _ 0,029 .:... 0,005 = _ 0,034 t/m3 (_ 0,074 t/m3) • 
dx dx 
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Bedingungen flir die Schnittkrafte aus der Kontinuitat (275): 

20,080 + 0,749 Qz - 0,083 Ma = ° , 
- 2,440 - 0,083 QI + 0,034 M 1 = 0 , 

woraus 
M z = Ml = 8,67 mt/m ( 31,40 mt/m) , 

- Qz = Ql = - 25,85 tim (- 20,25 tim) . 

4. Schnittkrafte in der Sohle aus p = 23,2t/m2. 

p (x) = P = 23,2 tim. M = O. Q=O. 

5. Schnittkrafte in der Sohle aus MI' Mz. Ql' -Qz. Berechnung von 'h·· .114-

x ~ sin~ cos ~ 6in ~ <ro\ ~ '11 714 "Iz 713 '11 + '13 "Iz- 713 

0 0 0 I 0 I I 0 0 0 0 0 
2.72 0,29 0,286 0.958 0,294 1,042 I 0,084 0.282 0,298 0,580 -0,016 
5,44 0,58 0.548 0.836 0,61 3 1.173 0,981 0.336 0,5 13 0.644 1,157 -0,13 1 

Symmetrische Belastung (IIPO = - Qz = - 25.85 tim. G!. (270). Nach 2. ist UI = - 0,061. 
U. = 0.120. 

X U1 '11 U,"I, (I)pp U1"14 U, '11 (lIMp U 1 (f)Z+'13) U,('1z-f)J) "'Qp 

0 -0.061 0 -0.67 0 0.120 -58,3 0 0 0 
2.72 -0.061 0,010 -0,56 -0,005 0,110 -60,7 -0,035 -0,002 - 1,7 1 

5,44 -0,060 0,040 -0,22 -0.021 0,118 -67.6 -0.070 -0.016 -2,7') 

Symmetrische Belastung (lIMo = Mz = 8,47 mt/m. G!. (271). Nach 3. ist U1 = 0.183, 
U. = - 0,065. 

X U1 '11 U,"I. (lIP AI U1 '14 U,"I1 i "'MAI 
I 

Ud"l2+"Ia) U, ('1Z-'13) "'QA! 

0 0, 183 0 0,07 0 -0.065 1,10 1 0 0 0 
2,72 0. 183 -0,005 0,07 0,002 -0,065 1.14 0.106 0,001 0,1') 
5,44 0,180 -0,022 0,06 0,061 -0.064 2,12 0,212 0,009 0,37 

6. Die Superposition der Ergebnisse aus 4. und 5. liefert Bodendruck und 
Schnittkrafte: 

Flir c = 10 kg/cm3 

x 0 2,72 5,44 8,08 10.8 13,5 16.16 19,0 26.5 m 

p (x) 22,6 22.7 23. 1 23.7 24,5 25,6 27,0 28,6 32,8 t/ml 
M (x) -57.2 -59,6 -65.5 -72,0 -75.5 -69.5 -45.0 

'I 
8.7 - mt/m 

Q (x) 0 - 1.5 - 2.4 - 2,1 0,6 5.2 13.4 25,9 - tIm 

Flir c = 200 kg/cm3 

x 0 2,72 5,44 8,08 10.8 13,5 16,16 19,0 26.5 m 

P (xl 23.0 23,0 23,0 23.0 2304 24,6 23,7 29. 1 33,7 tIm· 
M (x) 1'.2 0.5 -1.4 -5.2 -10.0 -13,1 -5.0 +31.4 - mt/m 
Q (xl 0 -004 -1,0 -1.7 - 1.8 - 0,2 6.6 20.3 - tIm 

p und M sind in Abb. 147 dargestellt. 
Bei Anwendung del' Nllherungsrechnung nach Foerster: Taschenb. f. Bauing. Bd. 2. 

5. Auf!. S.585 ergeben sich die in del' Abb. 147 mit - - - gezeichneten Bodenpressungen und 
Biegungsmomente. 
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Anwendung der Theorie auf die angenaherte Berechnung des Trager
rostes. \Vird eine Anzahl von Nebentragern (a) winkelrecht zu n Unterziigen (b) 

derart in gleichen Abstanden e angeordnet, daU e im Ver-
i----;,¥far- haltnis zur Linge l der Untcrziige klein ist, so kann die 

von einem Nebentrager H auf den Unterzug k iibertragene 
Kraft X H,/': durch gH,/':' e ausgedriickt werden. Nach einern 
Grenziibergang e = L1 x --+ dx erhiilt gH,k = gdx) die Be
deutung einer stetigen Belastung des Unterzuges k. Die 
Einsenkung des Schnittpunktes (H, Il) als Punkt des Neben-

,- - -- -- - - -- ---, , 
l r-~ 

b' tn-, , 
If) 

I , 
! •. , , 

I , 
i I 

, I , 
k'l.i 

I 

b: 
I 
It 

--lz a~1 >----a -a-

Abb. 148. 

tragers H ist . 

1=11 i=u 

WH,k = bH,kO - 2) XH,i bH,ki = bff,kO - 2: gH,i e ()H,k'i' 
;=1 ;=( 

(276) 

Hierbei bedeuten ()H,kO' ()ff, ki die Einsenkung des Punktes k 
des Nebentragers H infolge dessen Belastungp, P undo 
- Xi = 1. Da die Nebentrager gleichartig ausgebildet 

werden, sind die Vorzahlen bH,ki stets die gleichen, also ()H,ki = ()ki' Bei einer 
allgemeinen Belastung ist ()H,kO = ()kO (x) fUr veranderliches Heine Funktion von X. 

Fiir die Einsenkung des Punktes (H, i) als Punkt des Unterzuges i gilt 
EJiU'~~rI = qi,H = qH,i' Setzt man dieses in den Ansatz (276) ein, so entstehen 
mit einem Obergang von H allf die Variable x und mit ()t; = eEJi()ki insgesamt 
n simultane Differentialgleichungen vierter Ordnung von der Form 

i=n 
27 bti wllV) (x) + Wk (x) = ()kO (x) , 
i=1 

k = 1 .. . n. (277) 

1st die Belastung in x konstant, stetig oder unstetig, so gilt von ()kO (x) dasselbe. 
Fiir den Tragerrost mit einem Unterzug lautet der Ansatz (277) folgendermaUen: 

E J d4 w (x) + ~ (xl. _ <510 (x) 
d X4 e <5n - e On . (278) 
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IV. Stiitz- und Schnittkrafte statisch 
unbestimmter Stabwerke. 

23. Die Grundlagen der Losung. 
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Die Festigkeit cines belie big gestalteten, elastischen Tragwerks wird nach 
Abschn. 8 durch den Spannungs- und Formanderungszustand beschrieben. Die 
Losung des Ansatzes ist fUr cine gegebene Belastung bei stabilem Gleichgewicht 
der inneren Krafte eindeutig. Die Bedeutung des statisch unbestimmten Stabwerks 
im BauV\esen rechtfertigt einen besonderen Beweis dieser aus der Elastizitatstheorie 
gewonnenen allgemeinen Erkenntnis. 

Die Beziehungen zwischen Verzerrung und Spannung sind nach dem Hookeschen 
Gesetz linear. Die Spannungen konnen daher ebenso wie die Verschiebungen des 
Tragwerks durch Superposition entwickelt werden. Aus der Definition des elastischen 
Systems als Stabwerk folgt nach M. Navier die Annahme der eben en Ver
schiebung aller Querschnitte. Die Spannungen des Querschnitts sind also statisch 
bestimmt und Funktionen der Schnittkrafte (N, M, Q). Ein Stabwerk ist daher 
statisch unbestimmt, wenn die Stiitz- und Schnittkrafte nicht mehr allein aus den 
Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden konnen, sondern auch von geometri
schen Bedingungen iiber den Verschiebungszustand abhangen. Ein beliebiger, 
raumlich gekriimmter, aus dem Zusammenhang ge16ster Stabzug zeigt sechs 
statisch unbestimmte Schnittkrafte und sechs unbekannte Komponenten der Re
lativbewegung der Endquerschnitte. Diese konnen aus den vorgegebenen AnschluI3-
kraft en eben so berechnet werden wie die Schnittkrafte aus den vorgeschriebenen 
Komponenten der Relativbewegung. 

Die Querschnitte des ebenen Stabwerks liegen symmetrisch zur x, z-Ebene, in 
der auch aile au/3eren Krafte angreifen. Daher sind die AnschluI3krafte des Stabes h 
am Knoten J in dem AnschluI3querschnitt Ph) 
durch drei Komponenten N<j'l, M~h), Q<j'l be
stimmt. Die elastische Bewegung des Quer
schnittsphl wird durch die Verschiebungen u<j'l, v~'l 
des Schwerpunktes und durch den Drehwin
kel cp!r beschrieben. 

Das Stabwerk kann nach den Bemerkungen 
auf S. 39 in s einzelne offene, freie Stabzuge. 
mit je zwei AnschluI3querschnitten aufgeteilt 
werden, die unter der \Virkung der Lasten und 
der Schnittkrafte N, M, Q an den Stabenden im Abb. 149. 

Gleichgewicht sind. Sie sollen durch k freie 
Knoten zusammengefaI3t und auI3erdem mit t Stiitz- oder unbelasteten Ver
bindungssUi.ben untereinander oder mit dem Erdboden verbunden sein (Abb.149). 
Die Verbindung zwischen Stab und Knotenpunkt gilt entweder als Einspannung 
oder als reibungsloses Gelenk mit drei oder zwei entgegengesetzt gleichen 
Schnittkraften an den beiden Dfem des AnschluI3querschnittes. Daher werden 
durch jeden Schnitt zur Aufteilung des Stabwerks drei oder zwei unbekannte 
SchnittkrMte zu ~iu/3eren KrMten, die mit der Belastung ~J des freien Knotens J 
oder mit der Belastung ~i1 des freien Stabzugs (It) im Gleichgewicht sind. 
Auf diese Weise besteht die Amahl s der freien Stabziige (h) je nach der Anzahl 
der an den beiden AnschluBquerschnitten vorhandcnen 6, 5 oder 4 unbekannten 
Schnittkriifte aus der Anzahl S6' S6 und S4 (s = S6 + S5 + S4). Ebenso wird die 
Anzahl k der freien Stabknoten in die Gruppen k3 und k2 zerlegt, je nachdem hier 
zwei oder mehr Stabziige steif miteinander verbunden sind und daher an den 



152 Die Grundlagen der Losung. 

Anschlu13querschnitten l\:raftepaare als ;iuOere Krafte auftreten oder aIle Stabziige 
frei drehbar anschlie13en (k = /"'a + k2)' Der Index bezeichnet also die Zahl der 
statischen Bedingungen fiir das Gleichgewicht der auOeren Krafte am Knoten. 
Unter t wird die Anzahl der unbelasteten Zusatzstabe als Hilfsstiitzen, Zugbander, 
Verankerungen usw. verstanden, die zwischen den Knotenpunkten vurhanden sind. 

Der Verschiebungszustand der Stabe (h) ist durch die Belastung $11 und die Bc
wegung der Knotenpunkte J bestimmt. Die Verschiebung eines reibungslosen Ge
lenkes wird durch die waagerechte und senkrechte Komponente ttJ' vJ beschrieben. 
Die Scheibe eines steifen Knotens erfahrt auOerdem noch eine Drehung qJJ. Jeder 
Knoten gilt als starr, so datl die geometrischen Randbedingungen der an einem 
Knoten angeschlossenen Stabziige miteinander iibereinstimmen. , 

Die Zerlegung des Stabwerks in 5 Elemente ergibt (656 + [) 55 + 454) Schnittkrafte, 
t Zusatzkrafte. Der Verschiebungszustand des Stabwerks ist geometrisch durch 
(3 ka + 2 k2 ) ausgezeichnete Komponenten bestimmt und daher die Anzahl der Un
bekannten (656 + 555 + 4 5~ + 3 ka + 2 k2 + t). Zur Berechnung der Unbekannten 
stehen an jedem selbstandigen Stabc oder Stabzug drei Bedingungen fiir das Gleieh
gewieht der auOeren Krafte zur Verfiigung. An jedem Knotenpunkt sind drei oder 
zwei Gleichgewichtsbedingungen fiir die au/3eren Krafte vorhanden, je nachdem 
steife Stabverbindungen ge16st worden sind oder nieht. Die gegenseitigen Verschie
bungen cler AnschluOquerschnitte J und K cines Stabzugs (Ug - ttJ)' (Vg - i'J) 
und (qJg - qJJ) sind nach Abschnitt 21 durch die Belastung und die Anschlu13krafte 
am Querschnitt J und K des Stabzugs Ji( = 111 bestimmt. Der Ansatz (224ff.) ist 
daher eine Bedingung iiir die geometrische Vertraglichkeit der Verschiebung der 
Knotenpunkte und der Verformung der Sta.be, die je nach dem AnschluO des Stabes(h) 
als steife oder gelenkige Verbindung in J und K aus drei, zwei oder einer Gleichung 
besteht. Mit t Zusatzstaben sind stets auch t Komponenten des Verschiebungs
zustandes vorgeschrieben. Die unbekannten Anschlu13kra.fte und Knotenverschie
bungen sind daher durch folgende Bedingungen verkniipft: 

Gleichgewichtsbedingungen der Krafte an den Sta bziigen 356 + 355 + 354 I 
Gleichgewichtsbedingungen an den Stabknoten 3 k~ + 2 kl 

Vertrllglichkeitsbedingungen 356 + 255 + S4 (279) 
Zusatzbedingungen tJ 
Verfiigbare Bcdingungsgleichungen 6s8 + 555 + 454 + 3k3 + 2k2 + t 

Die Gleichungen sind linear. Ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl der Unbekannten 
iiberein. Damit ist, abgesehen vom AusnahmefaIl mit D = 0, die hinreichende und 
notwendige Bedingung dafiir erfiiIlt, da/3 die AnschluOkra.fte und die Komponenten 
(ftJ' VJ , qJJ) des Verschiebungszllstandes bei gegebener Belastung, Temperatur
anderung und Stiitzenbewegung eindeutig angegeben werden k6nnen. Umgekehrt 
hedeutet auch jede Annahme iiber den Verschiebungs- und Spannungszustand eines 
Stabwerks, welche die Gleichungen (279) befriedigt, das richtige Ergebnis. 

Urn die Gleichungen aufzu16sen, werden zunachst drei Schnittkrafte eines jeden 
Stabes mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen der autleren Krafte als Funktion 
der Belastung $11 und der iihrigen Anschlutlkrafte angegeben, so da13 nunmehr 
(3 56 + 2 55 + 54) unbekannte Schnittkrafte mit (3 ka + 2 k2) unbekannten Kom
ponenten des Verschiebungszustandes eben so viclen Bedingungsgleichungen gegen
iiberstehen. Die t unbekannten Zusatzkrafte sind durch eben so viele vorgeschriebene 
Komponenten der Stiitzung und Verbindung bestimmt. Die (3 ka + 2 k2) Kompo
nenten (~tJ' VJ , qJJ) des Verschiebungszustandes k6nnen darauf mit ebensoviel Be
dingungen fiir das Gleichgewicht cler Krafte am Knoten ausgeschlossen und als 
Funktion der unbekannten AnschluLlkrafte in die (356 + 25fi + 54) Vertraglichkeits
bedingungen eingesetzt werden. Auf diese Weise entsteht ein geometrischer Ansatz 



Die Grundlagen der Losung. 153 

zur Berechnung derjenigen (3 S6 + 2 S5 + S4) Stiitz- und Schnittkrafte, die nieht 
durch Gleichgewichtsbedingungen angegeben werden konnen und daher statisch 
unbestimmt heWen. Die statisch bestimmten AnschluOkrafte und die Verschie
bungen werden durch Rekursion berechnet. 

Formale Abzahlung der iiberzahligen statischen GroBen eines ebenen Stab-
werks: 

n = 3 S6 + 2 S5 + S4 + t - 3 ka - 2 k2 (Abb. 150) . (280) 

Die Auflosung des Ansatzes (279) kann auch mit der Elimination der (3 S6 + 
2 S5 + S4 + t) unbekannten Stiitz- und AnschluBkrafte aus den (3 S6 + 2 S5 + S4 + t) 
verfiigbaren geometrischen Vertraglich
keitsbedingungen eingeleitet werden. Sie 
erscheinen dadurch als Funktionen der 
(3 ka + 2 k2 ) unbekannten Komponenten 
der Knotenbewegung (uJ' vJ' 'PJ)' die da
mit aus den (3 k3 + 2 k2) Gleichgewiehts
bedingungen filr die auOeren Krafte am 
Stabknoten (J) eindeutig berechnet wer
den konnen. Die Schnittkrafte ergeben ~ 
sich daraus durch Rekursion. 

Die Reihenfolge der Elimination· be
stimmt demnach zwei grundsatzlich ver
schiedene Losungen, deren Eignung von 
der Art des Stabwerks abhangt und am 
best en in zwei Grenzfallen zum Ausdruck 
kommt. 1st die Anzahl der unbekannten 
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Schnitt- und Zusatzkrafte gleieh der Anzahl der verfiigbaren Gleichgewiehts
bedingungen, also 

6 S6 + 5 S5 + 4s t + t = 3 (S(I + S5 + S4) + 3 k3 + 2 ~2' 

3 S6 + 2 s:; + s, + t = 3 ka + 2 k2 J 

so sind aIle Schnittkrafte statisch bestimmt, der Spannungszustand ist von den 
Knotenverschiebungen, also auch von Temperaturwechsel und Stiitzenbewegung 
unabhangig. Das Stabwerk ist ohne Belastung spannungslos. Die Verschiebungen 
konnen aus den Schnittkraften nach S. 133 bestimmt werden. 

In dem, anderen Grenzfall sind die Komponenten des Verschiebungszustandes 
Null, so daB jeder Stab beiders.eits starr eingespannt ist. Die sechs AnschluBkrafte 
sind von den benachbarten Staben unabhangig. Sic werden aus den 3 Gleichgewiehts
bedingungen der auBeren Krafte und den drei Vertraglichkeitsbedingungen be
stimmt, da mit ftJ' t'J' 'PJ auch die relativen Verschiebungen der Endquerschnitte 
Null sind. 

Es liegt nahe, die statische Untersuchung cines Stabwerks von allgemeiner An
ordnung auf den einen oder anderen Grenzfall zuriickzufiihren, je nachdem die 
Anzahl der statisch unbestimmten Schnittkrafte kleiner ist als die Anzahl der un
bekannten Komponenten des Verschiebungszustandes oder umgekehrt. Unter Um
standen ist auch die Fehlerfortpflanzung in der Elimination entscheidend. Man 
bezeichnet das System, welches mit dem vorge1egten Stabwerk der Form nach 
iibereinstimmt, dessen statisch unbestimmte Stiitz- oder Schnittkrafte oder dessen 
Knotenverschiebungen jedoch Null gesetzt worden sind, als Hauptsystem und be
trachtet Verschiebungen im statisch bestimmten Hauptsystem und Schnittkrafte 
im geometrisch bestimmten Hauptsystem. 

Sind die statisch unbestimmten Schnittkriifte die iiberzahligen GroBen des 
Hauptsystems, so kann nach dem Superpositionsgesetz jede Komponente einer 
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Verschiebung oder einer relativen Verschiebung aus den Anteilen der Belastung 
und der statisch unbestimmten Schnittkrafte gebildet werden. 

{)k = {)kO + .2 X 1& ()k1I • (281) 

Sind die geometrischen Komponenten des Verschiebungszustandes iiberzahlige 
Gra/3en eines Hauptsystems, so kann jede Schnittkraft nach dem Superpositions
gesetz aus den Anteilen der Belastung und den Beitragen dieser unbekannten Gra/3en 
angegeben werden. 

Kin = Kmo + .2(f{JJ K InJ + ftJ K~J + t'JK~J)' (282) 

Das raumliche Stabwerk mit k Knotenpunkten, dessen s Stabelemente wieder
urn nur in zwei Querschnitten starr in Knoten miteinander verbunden sind, zahlt 

12 s Anschlullkrafte. Hierzu kannen noch t Zusatz
krafte treten, welche einzelnen Zwischenstiitzen oder 
Zugbandern zugeordnet sein sollen. Der Verschiebungs
zustand wird an jedem Knoten durch sechs Komponen
ten beschrieben. Dies sind drei Verschiebungen u, v, U' 

n = 6 . 5 + 3 . 1 + 1 - 6 . 2 = 22 und drei Drehwinkel f{Jz, f{Jy. f{Jz. Zur Berechnung der 
unbekannten Gra/3en (Anzahl 12 s + 6 k + t) stehen 6 s 
Gleichgewichtsbedingungen der an jedem Stab an
greifenden au/3eren Krafte, 6 k Gleichgewichtsbe
dingungen der an jedem Knotenpunkt angreifenden 
au/3eren Krafte und 6 s Vertraglkhkeitsbedingungen 
zwischen relativer Verschiebung der Endquerschnitte 
und Verformung des Stabes zur Verfiigung. Durch t 
Zusatzstabe sind t Verschiebungen gegeben. Die Anzahl 
der Bedingungsgleichungen stimmt also auch hier mit 

n = 6·4 + 3·4 - 6·4 = 12 derjenigen der Unbekannten iiberein. Das Ergebnis 
Aub.151. ist demnach, abgesehen von dem Ausnahmefall D = 0, 

wiederum eindeutig. 
Formale Abzahlung der iiberzahligen Grallen des raumlichen Stabwerks mit 

steif oder gelenkig angeschlossenen Staben: 

(283) 

(Abb.151). Daher kann das raumliche Stabwerk, dessen Elemente in allen Knoten steif 
angeschlossen sind, statisch bestimmt berechnet werden, wenn 12 s + t = 6 s + 6 k 
oder 6 s + t = 6 k. In diesem Faile ist das Stabwerk ohne Belastung spannungslos 
und der ~pannungszustand unabhangig von Terriperaturanderung und Stiitzen
bewegung. Die Berechnung eines beliebigen raumlichen Stabwerks kann eben falls 
entweder auf einen Ansatz geometrischer Bedingungen mit den statisch unbestimmten 
Stiitz- und Schnittkraften als Unbekannten oder auf die Gleichgewichtsbedingungen 
der Schnittkrafte am Knoten zuriickgefiihrt werden, in den en die sechs geometrischen 
Komponenten der Knotenverschiebung als Unbekannte auftreten. 

A. Die Berechnung durch Elimination· der 
Komponenten des Verschiebungszustandes. 

24. Die geometrischen Bedingungsgleichungen. 

Der Spannungszustand' eines nfach statisch unbestimmten Stabwerkes kann 
fUr jede Belastung nach S. 153 eindeutig beschrieben werden, wenn n von-
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(·in:tnder unahhiingige, statisch nicht hestimmbarc StiitzenwitlersUinde C od('r 
Sdlllittkriifte l·;, M, Q ausgezeichneter Querschnitte hekannt sind. Sic werden 
in Zukunft unahhiingig von ihrer Eigenschaft ab Kraft oder Kriiftepaar mit 
Xdk ,--~ 1 ... n) bezeichnet. Die Ansiitze (2Hl) stiitzen sich allcin auf clas Gleich
g!'wicht cler inneren unci iiuUeren Krafte und werden daher durch jede Annahme 
ii! )l'r die GriiUe und den Richtungssinn cler statisch unbestimmten Kriifte X Ie erhillt. 

Statisch iiberzahlige GroBen X k und Hauptsystem. Winl cine Anzahl cler 
n statisch nicht bestimmbaren Stiitz- und Schnittkrafte X A• Xull gesetzt, so entstcht 
ein Hauptsystl'm des vorgelegten Stabwerks. Es ist statisch bestimmt oder statisch 
unbestimmt, je nachdem aIle statisch nicht bestimmbaren Schnittkriifte oc\er nur 
cine Anzahl h von ihnen als "iiberziihlig" ausgeschie-
den werden. Das Hauptsystem heiGt in diesem Faile 
(n - h) fach statisch unbestimmt. Als statisch iiber
zlihlige Griil.len lassen sich einzelne Komponenten 
einer Stiitzkraft oder einzelne Komponenten der 
einem ausgezeichneten Querschnitt k zugeordneten ,. 
inneren Kraft J (a -t--T)dF verwenden. Sclbstver-

k 

stiindlich ki>nnen auch zwei oder aile drei Kompo
nenten (N, M, Q) eines Querschnitts gleichzeitig 
Null gesetzt werden. 

Dieser Eingriff in den Spannungszustand des 
vorgelegten Tragwerks kann durch reibungslose Ge
lenke, Fiihrungen .oder durch die vollkommene Tren
nung des Stahl's vl'rwirklicht werden. ohne damit 
das Krtiftebild des Hauptsystems zu tindern. 

a) XI=Mk=Jazdt. 
k 

Mit X I = 0 bestehen die innen!n Krafte im Quer
schnitt k nur aus einer Langs- nnd Querkraft, die 
von l'inem Gelenk Abb. 152a iibertragen werden 
konnen. 

b) X2=Nk=Jadt. 
k 

Mit X 2 = 0 bestehen die inneren Krtifte illl 
Querschnitt k nur aus l'inem Biegungsmoment un!! 
ciner Querkraft, die von einer Fiihrung Abb. 152h 
iibl'rtragen werden konnen. 

c) X3=Qk=JTdt. 
k 

a) 

bJ 

c) 

Abu. 1;;2. 

Mit Xa = 0 bestehen die inneren Krtifte im Querschnitt k nur aus einem Bie
gungsmoment und einer Uingskraft, die von einer Fiihrung Abb. 152c iibcrtragen 
werden k6nnen. 

d) XI=M k , X 2 =Nk , Xa=Qk' 

Mit Xl = 0, X 2 = 0, Xa = 0 sind aile inneren Kriifte im Querschnitt k Null, 
so daG das Tragwerk hier un t erhrochen werden ka11l1. Das Hauptsystem Abb. 152d 
ist statisch hestimmt und hesteht aus zwei Kragtragern. 

Gleichgewicht einer beliebigen Gruppe von tiul.leren Kraften ist nur an einem 
Hauptsystem mit kincmatisch starrem Aufbau mi>glich. Dcr Ausnahmebll der un
endlich kleincn Beweglichkeit des Hauptsystems ist ebenfalls ausgcschlossen. 1m 
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iibrigen konnen die iiberziihligen Grij/3en X k nach Art, Lage uncl Richtungssinn 
grundsiitzlich bcliebig ,tusgewahlt werdcn. 1st clas Hauptsystem jedoch aus beson
deren Grunden beweglich, so sind zum Gleichgewicht ausgezeichnete Eigenschaften 
der Belastung ~ und der statisch unbestimmtcn iiu/3eren Krafte X k notwendig. 

Geometrische Vertraglichkeit und Superpositiopsgesetz im kinematisch 
starren Hauptsystem. Die Gleichgewichtsbedingungen werden bei jeder Annahme 
iiber die GraUe der statisch unbestimmten Kriifte X k erfullt. Dagegen ist nach (279) 
nur eine durch GroJ3e und Richtungssinn ausgezeichnete Gruppe vorhanden, die in 
Verbindung mit der Belastung ~ die mit dem vorgelegten Stabwerk vertragliche 
Formanderung des Hauptsystems erzeugt. Diese ist durch die Stiitzung und durch die 
Dehnung und Biegung der Stabe, also durch die Schnittkrafte bestimmt. Spannung 
und Formanderung sind im Bereiche des zulassigen Tragvermijgens durch das 
Hookesche Gesetz linear miteinander verknupft. Daher entstehen zwischen der 
Belastung ~ (Pl' . P n), den Schnittkraften und der Verschiebung oder Verdrehung 
ausgezeichneter Querschnitte k lineare algebraische G lcichungen ocler lineare 
Differentialgleichungen, welche durch Superposition der .Absolutglieder, also durch 
Superposition der au/3eren Krafte ~ und cler anderen iiu13eren L'rsachen ge16st 
werden k6nnen. Das Hookesche Gesetz ist also die Voraussetzung fiir die Gultig
keit des Superpositionsgesetzes, nach dem irgend eine mechanische oder geometrische 
Wirkung W,. (Kraft oder Verschiebung) eines statisch unbestimmten Tragwerks als 

angegeben werden kann. 

k=n 
W/I =;.L W/Ik P k 

.1;=1 
(284) 

Die statisch iiberzahligen Stutz- und Schnittkrafte Xdk =; 1 ... n) des Stab
werks sind als innere Krafte stets Doppelkrafte und neben der Belastung ~ auJ3ere 
Krafte des Hauptsystems. Ihr Richtungssinn und ihre GraBe werden derart bestimmt, 
da/3 die Formanderung des Hauptsystems aus seiner Belastung ~, X dk =; 1 ... n). 
aus seiner Temperaturanderung t, L1 t und seinen Stutzenverschiebungen LI. mit 
der Formanderung des vorgelegten Tragwerks iibereinstimmt. Dies gilt insbesondere 
auch an denjenigen Querschnitten k, an welchen Schnittkrafte zur Bildung des 
Hauptsystems als statisch iibetzahlig angesehen und durch auJ3ere Krafte X k' er
setzt worden sind. Die relativen elastischen Verschiebungen oder Verdrehungen 
br' =; bkoi~, .!'x) der Ufer dieser Querschnitte k des Hauptsystems sind daher Null. 
Damit treten zu den Gleichgewichtsbedingungen fUr die auBeren Krafte 
~,Xdk =; 1 . , . n) noch geometrische Vertraglichkeitsbedingungen fur den Ver
schiebungszustand des Hauptsystems. In diesem werden die Komponenten (jk' die 
stets als gerichtete Gra/3en anzusehen sind, in der Regel nach Vereinbarung ent
gegen dem Richtungssinn von X k positiv gerechnet. Die Vertraglichkeitsbedingungen 
werden nach (281) in der folgenden Form angeschrieben: 

(k =; I, ... ,n) I 
(k=I, ... ,h), 

=0, 
oder (285) 

1(,,-h) Sou,-h" _ l(n-h) So - 0 
k Uk('Il,~X) - k Uk - , 

Die Anzahl der Vertraglichkeitsbedingungen stimmt mit der Anzahl n oder h der 
uberzahligen GraBen X k uberein, so daB die notwendige und hinreichende Grund
lage zu ihrer Berechnung vorhanden ist. 

Entwicklung der Elastizitatsgleichung aus den geometrischen Vertrag
lichkeitsbedingungen. Die relative Verschiebung (jk der Ufer k cines eben en , statisch 
bestimmten oder (n -- h) fach statisch unbestimmten Hauptsystems durch au/3ere 
Krafte ~,X k' durch Temperaturanderung und Stutzenbewegung im Sinne von 
-Xk winl nach (3.5) aus dem Vergleich mit einem dem vorhandenen Kriiftebild 
benachbarten Spannungszustande abgeleitet. Hierbci entstehen die Ansiitze (285) 
mit cler Arbeit aus einer virtuellen Belastung - X k = I~O) oder -Xk = l~·-II) 
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mid den Komponenten des vorgeschriebenen statisch unbcstimmtcn Verschiebungs· 
zustandes (bJ.' eo, btp). 

fN (O) Nds 
k EF 

+ f Nl.°) IX, t ds 

+ f M IO) 111 d s + f Q(O) Q d s 
k EJ " " GF 

+ f M(O) IX, At d s - ~ C(O).1 = 0 
k h ""-' .". • 

b) 1,,'~-hl 15k = f Nln-hl N d s + f Mln-hl M d s + f Qln-hl" Q d s 
k EF k EJ k' GF 

+ fNln-h)1X tds + fM,n-h)f!,At ds - ~Cln-hl.1 - 0 
k' k h "::";.k. - • 

(286) 

(287) 

Diese werden nach (281) durch Superposition in die Anteile aus den iiberzahligen 
Gr6f3en X k und in die Anteile aus der Belastung ~ (Index 0), aus der Temperatur
anderung t, .1 t (Index t), aus den Stiitzenverschiebungen .1. (Index s) zerlegt. Die 
Stiitz- und Schnittkrafte des Hauptsystems aus allen auf3eren Ursa chen ($, t, .1 t, .1.) 
zusammen (k = 1 ... n) oder (k = 1 ... h) erhalten die Bezeichnung CI8l' N I8l , M I8l , 
Q:iJ. Die Definition der positiven Richtung. des Vektors 15k des Hauptsystems nach 
S.156 bestimmt mit den Schnittkraften qUI, N~O), M~O), Ql.0) oder qn-h), N'k .. - h ), 

M'kn- h ), Q'kn- h ) aus -Xk = 1 die Form der Superposition. 
a} Superposition im statisch bestimmten Hauptsystem: 

CI!l) - C(O) . NIO) - N(O) . M'O) - MIO) . Q(O) _ Q(O) . 
Q9- 0' 18l- 0' 18l- 0' 18l- ° . 
C = qO) -1; xkqO); N = N~O) -.2 XkN~O); 

(k = 1, ... , n) 

b) Superposition im (n - h) fach statisch unbestimmten Hauptsystem: 

C I,,-h) = C In-h) -+- C In-h) + C In-h) . 
'?<) '0 " 8' 

Nln-h) _ Nln-h) + Nln-h) _I- Nln-h). 
@ - ° , .' 

Ml~~-h) = MJ,,-hJ + Mr- h) + M~n-h); 
Q,~:-h) = QJ"-h) + Qin-h) + Q :n-h) ; 

C = CJS-h) - Z X k qn-h); 

N ="Nln-h) - "...,X N(n-h). 
@ ..::.,; k k , 

M = Min-h) - y: X M(n-h). 
\8) ",,-,kk' 

Q = Q~-h) _ Z X" Q~n-h); 

(k=I, ... ,h). 

(288) 

(289) 

Die Vertraglichkeitsbedingungen (286) und (287) lassen sich darnach folgender
ma13en entwickeln: 

Elastizitatsgleichung (k) fiir das statisch bestimmte Hauptsystcm: 

Form a: 

(0)15 - -fN Nods fM Mods f Q Qoris f' d f IX,AI I" k-O.- k-EJ.~+ k-Ej+" "'-(;1;:+ N",IX,t s+ Mk-,,-ds 

-.2C.k.1.-X1[fNk i~s + fMk~l~S+ f"QkQ~~S]- .. . 

_ Xk[fNldS +fMidS +i"Qf dS ] - .. . 
EF EJ GF 

(290) 

X [fN N n ds fM Mn ds f Q QndS] 
- n • k E F + "Er + it kGF . 
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Elastizitatsgleichung (k) fur das (n - It) fach statisch unbestimmte Haupt
system: 

Form a: 

Das erste Glied des Ansatzes (290) 

f Nods fM A/ods f Q Qods fN d' fM IX,Llt NkEF + k£T + x k-CF- + k(X,t s + k-h- ds 

-.2Cek L1.= Ik(<5 ko + <5k,+ <5ks ) = Ik<5k® 

ist der Ausdruck fUr die Arbeit einer virtuellen Belastung - X k = I bei einer Form
anderung des Hauptsystems durch eine Belastung ~, die Temperaturanderung 
(t, ,1 t) und durch Stutzenverschiebungen ,1 •. Das positive Ergebnis bedeutet daher 
die gegenseitige'Verschiebung oder Verdrehung des Punkte- oder Geradenpaares k 
des Hauptsystems aus diesen au13eren Ursachen im Sinne von - X k' Der Ansatz 

fNkNl :~. + fMkMl:~ + f Y.QkQl;~ = Ik<5kl (292) 

wird als Arbei t der virtuellen Belastung - X k = 1 bei einer F ormanderung des 
Hauptsystems durch - Xl = 1 erkannt, Das positive Ergebnis ist die gegenseitige 
Verschiebung oder Verdrehung des Punkte- oder Geradenpaares k des Hauptsystems 
infolge - Xl = 1. Die entsprechenden Teilwerte von (291) sind Arbeiten einer vir
tuellen Belastung - X k = 1 Ln-hl bei einer Formanderung des statisch unbestimmten 
Hauptsystems, Das positive Ergebnis bedeutet daher auch die gegenseitige Ver
schiebung oder Verdrehung b1'~~/}, <5Ln1-h) im Sinne von - X k' Die Ansatze (290) 
und (291) k6nnen damit folgenderma13en verwendet werden:-

Elastizitatsgleichung (k) fur das statisch bestimmte Hauptsystem: 

Form b: 

<5 k = 0 = <5kg - Xl <5kl - X 2 <5k2 - ••• - X k<5 kk - ••• - Xn <5"n' (:W3) 

Elastizitatsgleichung (k) fUr clas (n - h) fach statisch unbestimmte Haupt
system: 

Form b: 
-" _ 0 - -"(n-Ii) ~ X .t(n-h) - ••• - X· -"(n-h) - ••• _ X -"(n-h) 
Uk - -Uk{;) I Ukl k Ukk h Ukh • (294) 

Die Form b bestatigt das Superpositionsgesetz (284) fUr die Verschiebungen eines 
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Systems und kann daher auch un
mittelbar angeschrieben und nach (290) entwickelt werden. Sie bildet durch ihre 
iibersichtliche geometrische Bedeutung die einfachste Grundlage fUr die unmittel
bare Berechnung der statisch uberzahligen Schnittkrafte IXI • •• Yn). 

Die von der Belastung unabhangigen Verschiebungen /)ki' /)~i-h) des Haupt· 
systems werden im Rahmen cler algebraischen Losung als Vorzahlen der uberzahligen 
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GraBen bezeichnet. Die Verschiebungen ()kX, ()r~/' des Hauptsystems aus Belastung, 
Temperaturanderung und Stutzensenkungen sind die Absolutglieder des Ansatzes 
und heifJen Belastungszahleri. Sie werden bei einer in dem beliebigen Punkte m des 
Lastgurtes wirkenden Einzellast Pm = 1 t mit ()km, ()Ln,;h) bezeichnet und bedeuten 
dann die Ordinaten der Einflul3linien cler gegenseitigen Verschiebung oder Ver
drehung der Ufer des Querschnitts k im Sinne von - X". 

In den Satzen von Betti und Maxwell (38) wird die virtuelle Arbeit einer 
Kriiftegruppe Pm bei der Verschiebung c5~L eines nfach statisch unbestimmten 
Stabwerks infolge der Belastung durch eine Kraftegruppe PIc mit derjenigen der 
Kraftegruppe PIc bei der Verschiebung ()L~~ dllfCh die Belastung Pm verglichen. 

(295) 

Daher ist in einem statisch bestimmten Hauptsystem . 
Ik c5u '(p,x) = 2) Pm c5mk - Xl c5lk - ••• - X k c5kk - ••• - Xn I5f1k = O. (296) 

so daB noch eine dritte Form c der Elastizitatsgleichung entsteht. 
Elastizitatsgleichung (k) fur das statisch bestirnmte Haupbystem: 

Form c: 

X l c5lk + X 2 c52k +··· + X k c5kJ,;+'" + X n c5n"=l:P,,,Omk+ c5kt + 15k >, (297) 

Elastizitatsgleichung (k) fur .das (n - It) fach statisch unbestimmte Haupt
system: 

Form c: 

Xl ()ink- h) + X 2 ()gl.:-h) + ... + XI: ()~k-h) + ... + XII c5k'k- h)} 
(298) 

= 2) Pm ()~kh) + ()11- h) + ()l'~-h) . 
Die Vorzahlen c5 i I: jeder Gleichung (k) sind jetzt Verschiebungen oder Verdrehungen 
ausgezeichneter Querschnitte ides Hauptsystems im Sinne von - Xi durch die Be
lastung - X k = I. Die Belastungszahlen ()", k und ()~kh) sind Verschiebungen der 
Punkte m des Lastgurtes im Sinne der Last P n• infolge - X k = I. Besteht die 
Gruppe I Pm aus gleichgerichteten Lasten, so sind 15 m k' O~~kh) Ordinaten der Biege
linie des Lastgnrtes des Hauptsystems fur - X k = I. Sic werden bei einer gra
phischen Untersuchung nach den Abschnitten 20, 21 zusammen mit den Vorzahlen 
aus einem Verschiebungsplan des Hauptsystems fur - X" = 1 erhalten. 

Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen. Die Ansatte a bis c unter
scheiden sich nur durch die Form der Rechenvorschrift. Die Vorzahlen und Be
lastungszahlen des Ansatzes a werden als Ausdrucke fur die Arbeit einer virtuellen 
Belastung angeschrieben und durch Integration mathematisch gewonnen. Die Vor
zahlen ()ki' 15k/< und die Belastungszahlen ()k '6) der Ansatze b und c sind relative 
Verschiebungen oder Verdrehungen ausgezeichneter Querschnitte k des Haupt
systems im Sinne von - XI:' Sie werden nach den Tabellen des Abschn.19 einge
setzt, nach Abschn. 18 berechnet oder zeichnerisch gefunden. 

Die vollstandigen Vorzahlen und Belastungszahlen bestehen im allgemeinen 
aus drei Summanden, welche den Einflul3 der Lings-, und Querkrafte und den
jenigen der Biegungsmomente getrennt zum Ausdruck bringen. Der Anteil der 
Querkrafte ist stets unbecleutencl und kann gegenuber clem Fehler aus anderen 
ungenauen Annahmen cler Rechnung vernachlassigt werclen. Dasselbe gilt bei bie
gungssteifen Staben zumeist auch von clem Anteil der Lingskrafte. Daher werden 
in cler Regel die Vorzahlen und Belastungszahlen, abgesehen von Temperaturwirkung 
und Stutzensenkung, auf den Anteil der Biegungsmomente beschrankt. Dies gilt 
besonders bei neu zu entwerfenden Bauwerken, deren Querschnitte zunachst auf 
Grund von Schatzungen oder uberschbgigen Berechnungen angenommen werden 
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miissen. Da die Abschatzung von Verhaltniszahlen einfacher ist, wird ein EI efacher 
Betrag der V orzahlen und Belastungszahlen berechnet. Ie ist ein Vergleichswert, 
durch welch en das Verhaltnis Iell in moglichst einfachen Zahlen angegeben werden 
kann. Dasselbe gilt von der EinfUhrung eines Vergleichsquerschnitts Fe' so daB 
der E Ie fache, vollstandige Betrag einer Vorzahl folgendermaBen lautet: 

(299) 

Da der Elefache Betrag der Formanderungen aus diesem Grunde bei der Be
rechnung statisch unbestimmter Tragwerke die Regel ist, werden in Zukunft zur 
Abkiirzung des Ansatzes die Ele-fachen Betrage der Verschiebungen oder Ver
drehungen mit bib bkk , bk ® bezeichnet. Der absolute Betrag VOl) Ie ist nur zur 
Berechnung von bkt und bk8 notwendig. 

Die analytische Berechnung 'der Vorzahlen und Belastungszahlen zwingt in der 
Regel zur Aufteilung des Integrationsbereiches in einzelne Strecken lh' deren ela
stische Eigenschaften durch ein mittleres Tragheitsmoment I h und eine die Quer
schnittsgestaltung bestimmende Funktion Ihll = 'h beschrieben werden. 

!5kk = 27j:fMi; ds; !5u = 27J!f M; MJj ds; -Ok. = 2}:f NIt Mo5~dS ') 
h h 

. ( f f ex, LI t ) ()k,=El(~ • Nkex,tds+ Mk-h-ds; 

h (300) 

{)t.= -EleEC.tLl •. 

h h 

Die Integrale werden nur dann formal integriert, wenn I hll und F hlF konstant 
sind oder durch eine leicht zu integrierende algebraische Funktion ersetzt werden 
konnen. 

In vielen Fallen ist '11 = I hi I = 1 oder I hi I cos IX = 1. Die Rechnung ist dann 
besonders einfach. Sie wird mit Hilfe der Tabellen 12 und 16 ausgefiihrt. Andere An
nahmen iiber oie Funktionen I All und I hll cos IX sind in Abschn. 18 und in den 
Tabellen 13 bis 15 ausfUhrlich erartert worden. Dasselbe gilt von der numerischen 
oder graphischen Lasung des Integrals. 

Die Einflul3linien der iiberzahligen Gro13en setzen sich aus den erweiterten Biege
linien bm k (k = 1 ... n) zusammen, welche fUr den Lastgurt des Hauptsystems be
rechnet werden. Dies geschieht nach den Angaben in den Abschnitten 20 und 21. 
Sie werden je l'lach der Richtung der wandernden Last Pm = 1 t in senkrechter, 
waagerechter oder beliebig schrager Richtung aufgctragen. 

Berechnun~ der virtue lien Arbeit in statisch unbestimmten Systemen mit 
elner Zerle~un~ der virtuellen Belastun~. Die Vorzahlen bk1- h ), bk"k-h ) und die 
Belastungszahlen br~h) der Elastizitatsgleichungen fUr das (n - h) = rfach statisch 
unbestimmte Hauptsystem werden nach S. 158 als Ausdruck fUr die Arbeit einer vir
tuellen Belastung lk bestimmt. Sie bedeuten geometrisch den Elcfachen Betrag 
der gegenseitigen Verschiebung und Verdrehung der Ufer eines ausgezeichneten 
Querschnitts k des Hauptsystems im Sinne von - X k •. Der Einflu13 der Uings
und Querkrafte wird auch hier nach Abschn. 18 vernachHissigt, so daB nach (289), 
(291) und S. 160 die Ansatze eines (n - h) = rfach statisch unbestimmten Haupt
systems folgenderma13en lauten: 

1 CTl !5Cr) = "\lIe fMC,,) Mer) J ~ d s· 
k h '::;';lA k • J ' 

h 
(301 a) 
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(301b) 

Die Rechenvorschrift (301) laBt sich wesentlich vereinfachen, wenn die virtuelIe 
Belastung W) des rfach statisch unbestimmten Hauptsystems durch die ihr aqui
valent en auUeren Krafte 1~0), yw~ (H = 1 ... r) eines darin enthaItenen, beliebigen, 
statisch bestimmten Hauptsystems mit den "Oberzahligen Y H ersetzt wird. 

l C,) = (1(0) "(0») 
k - k' ~ Hk , (H = 1. .. r). (302) 

In derselben Weise konnen auch die Komponenten !51:1. bk® . .. des Verschie
bungszustandes des statisch unbestimmten Hauptsystems als Funktion der vor
geschriebenen Belastung ~ und alIer iibrigen auBereh Ursachen aus der Formande
rung eines statisch bestimmten Hauptsystems abgeleitet werden. Die Formanderung 
wird, abgesehen von der Temperaturanderung und Stiitzenbewegung, von einer 
Gruppe von auBeren Kraften hervorgerufen, die aus der Belastung ~ und den ihr 
zugeordneten statisch unbestimmten Schnittkraften YW~ besteht. Diese enthaIten 
unter Umstanden auch Anteile aus Temperatur- und Stiitzenanderung. 

r 
15(') - 15(0) - Y 15(0) yeO) . 
ki<J- k:j:: H~i kH Hg' 

15(0) - 15(0) + 15(0) + 15(0). 
k .>9 - kO kl k. , 

In Verbindung mit (302) ist 

1.(,) - 1.(0) .;, .1.(0) '"(0)'1 Uki - Uki - __ UI.:H ~ Hi' 
H=l 

yeo) _ y(O) + y(O) + yeo) 
H~ - Ho Ht Hs' 

l (r) 1.(,) - 1(0) j.(r) - ~y(Q) 15(') - 1(0) 15(') 
k uki!' - k uk;i9 ..::.; Hk H:j9 - k k$!' (H = 1. .. r), 1 
11.") ISI:J = 1~0) ISl:l - Z y.w~ 1S~)i = lLO) 1S!!1, (H = 1 ••• r), I 

(303) 

(304) 

da die relativen Verschiebungen b¥i)i29 , b~~ der Querschnitte H des statisch un
bestimmten Hauptsystems nach Vorschrift Null sind. Die Ansatze (301) zur Berech
nung der Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks werden daher nach 
der folgenden Rechenvorschrift abgekiirzt: 

111') "II') ~ 1(0) ,OCr) - "1· f 111 (0) 'III') L~ ds' 
I.: Uu I.: Uu - L.J I A 1.:' I.: I ' 

h 

l Id "Ir) = 1(0) .tlr) _ "\lI. IilIIO) 111") IA ds 
k Ukt I.: UI.:. - L.J I A • 4 '. I ' 

h 

1'1') d" ') - 1 (0) d. r ) = "\l I. I !IJIO) !IIII') ~ d s· 1'1'1 d'r) = 1 (0) dId = I!. ,\:"1F. INIO) l\'Ir) ~ d s 
k kO - k kO L.J I A • I.: • 0 I ,. I.: kt k I.:t F. LJ FA I.: t F 

h h 

+ ..EJ: f MkO) MId ~ dS+EI.~.[ f NkO) ex, tds + f MkO) ext:t dSJ; 
h h h 

Jlrj d'r) = 1'01 dk") = I. ''\IF. fNJ:l NCr) ~~ d< + ');I. fMkOI MCr) b ds - E I E CIO) LI 
I.: h k • F. L.J FA .• F' ..... IA • I • ek ,. 

h h 

Die virtuelle Belastung - X~. = 1 wirkt hier an einem beliebigen, in dem rfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem enthaltenen statisch bestimmten Stabwerk 
und erzeugt in diesem die Schnittkrafte NLO), M~O). Si~ treten in den Integralen 
an die Stelle von Nf;), MJ:) des rfach statisch unbestimmten Hauptsystems. Der 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 11 

(305) 
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Integrationsbereich wird auf diese Weise kleiner, daher sind auch die Ansatze fUr 
!5k~, !5k"l einfacher und im Ergebnis genauer. 

Der Ansatz (b) zur Berechnung von h iiberzahligen GroJ3en X k (k = 1 ... h) 
aus einem rfach statisch unbestimmten Hauptsystem kann hiernach folgender
maJ3en entwickelt werden: 

Xl !5t~ + ... X k !5tl + ... X" oy~ = !5r~) , 

Xl (ILO) otil + ... XdILO)!5l:l) + ... Xh(ILO)!5f~) = I~OI!5n), 

X [~fNIO) N(n-h)!' ds + fMIO) M(n-h) b dS] + ... 
1 F, kiF k 1 I 

+ XI.; [t:J Nj.°) N1n- h ) ~ ds + JMl,Ol Min-h) ~ dS] + .. 
+ X [I, fNIO) N(n-h) Fe ds + f MIO) M(n-h) I, dS] 

h F, I.; h F "k" I 

= ~: f NkO)(N&n-h)+Nln-h)+N~n-") ~c ds + f MkO)(M&n-h)+Mln-h)+M~n-h) jc ds 

+ E Ie [f N1°) IX, t ds + fltl,°) r1.'hLJ1 ds - Z C~'r LIe] . 
Werden die Verschiebungen !5k®,ol!l des rfach statisch unbestimmten Stab

werks aus (~, t, Li t, Lie) oder aus - Xi = 1 nach (305) in einem statisch bestimmten 
Hauptsystem abgeleitet, so ist . 

Der erste Anteil kann als die Arbeit einer virtuellen Belastung nach Abschnitt 18 
berechnet werden. Der zweite Anteil ist, nach Maxwell umgeformt, 
1(0) £(0) ~ ylO) £(0). 1 (0) £(0) ~ ylO) £(0) 

j, uJ.;'~YH?9 = -.4.; Hg;UHb J.; UJ.;, ~Ynl = -.4.; Hi UHb , (H = 1 .. . r) (308) 

die Arbeit der statisch unbestimmten Schnittkrafte des rfach statisch unbestimmten 
Hauptsystems aus den vorgeschriebenen auOeren Ursachen mit den Komponenten 
oWk des Verschiebungszustandes des statisch bestimmten Hauptsystems aus 
- XI.; = 1. 

Die Vorzahlen HO).!5[l und die Belastungszahlen I~O). !5r® werden daher nach (306) 
als Funktion von inneren, nach (308) als Funktion von auOeren Kraften berechnet, 
so daJ3 mit dem Vergleich eine Nachpriifung der Ergebnisse erreicht wird. 

Berechnun~ der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen 
mit einer Zerle~un~ der Verschiebun~en. Die gegenseitige Verschiebung oder 
Verdrehung or:l9, or; der Querschnitte (k) eines rfach statisch unbestimmten Stab
werks kann ebenso wie die virtuelle Belastung It) in (302) auf ein statisch be
stimmtes Hauptsystem bezogen werden. Sie besteht dann aus einem Anteil !5~o®, 
welcher von der Belastung ~, der Temperaturanderung und der Stiitzenverschiebung 
herriihrt, und einem zweiten Anteil aus den diesen Ursachen zugeordneten r statisch 
unbestimmten Schnittkraften y~)0 des Hauptsystems. 

l IT) £IT,) _ Ilr) £(Ol + l(T) £(0) .' 
k Uk'!!) - J.; uj,?') J.; uJ.;'~YB&!' (309) 

Da nun auch die Belastung It) auf ein statisch bestimmtes Hauptsystem bezogen 
und durch eine aquivalente Belastung 11,°), yw~ (H = 1 ... r) ersetzt werden kann, 
so ist nach Maxwell 

(306) 
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Da femer die Verschiebungen 151;~ des statisch unbestimmten Hauptsystems nach 
Vorschrift Null sind. so ist auch die Arbcit der Krafte y,w®. Y~), Null und damit 

1 C,) .Il(r) - 1 C,) .Il{Oh· 
k U.t®- I: VI:IO" (310) 

Die Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks konnen daher im Ver
gleich zu (305) auch folgendermaDen berechnet werden: 

l C"I5C,) -IC,) I5CO) - "!!jMc" ,M'coII, ds' 
Ie U-Ie u-£.J] I: I: I ' ., l C'){jCP) _IC".IlCO) - "I'jMc"MCO)b ds' 

Ie I:t - I: Ul:i - £.J I, I: 'I ' 
A. 

l C')I5C'I-IC"{jCO) - "I'SMC')MCO)I'ds' l c"{jc,)- -EJ ~CC')L1' 
I: leO- Ie u-£.JI, I: ° I ' I: Ie,- C'" ek .' , 
1~~I5~1 = 1~'15~0/ = EJc 27[SN~) ~tds + SM1:') r\.1t dS]. 

A A 

Die vollstandige Elastizitat'sgleichung (k) eines in der Form b nach 
schriebenen Ansatzes Hi.Dt sich ebenso umformen: 

(294) ange-

Xl {j~l + ... XI:I5~l + ... XIII5~~ = I5k®, 
Xdl~ltJ~oD + ... Xdl~'tJ~on + ... Xh(I~)tJio,1) = 1~'tJl°-k. 

Xl[~:SN~"-II) N~O)~~ds + SlI/J.,"-h)M~OI ~'dsJ + .. . 

+ Xk[~:j N~"-II) N~O)~ ds + jM1:"-"1 JlJ.,01 ~. dsJ + .. . 

+ XII[kSN~"-1I) N~O)ids + SM~'-h) .\f~Ol ~ dsJ (312) 

= ~: S N1,"-1I1 N~O) ~ ds + SM1:"-h) M~ol -~- ds 

+ EJ [S NC,,-h) rx. t ds + S.MCn - lI) ~, L1~ ds - ~CCn-h) ..1 ] c 1:, k" ",.Ie. . 

Da die virtuelle Belastung lr) nach (302) durch 11,°). YW~ (H = 1 ... r) aquivalent 
ersetzt werden kann, ist 

1(,) .Ilro) _ 1101 .Iro) ~yCO) .Il(O) • 
I: U.t® - A: U.tQ<l- '" BI:UB®. 1 I') {jIO) _ 110) .IlIO) ~ ylO) .IlIO) 

A: ki - I: Uu -", BI:UBC' (313) 

Der erste Anteil der Ansatze besteht aus Verschiebungen eines statisch bestimmten 
Hauptsystems durch(~. t • ..1 t • ..1,) oder -Xi = 1. die nach Abschnitt 18 berechnet 
oder aus Tabellen 12ff. entnommen werden konncn. Der zweitc Antcil ist die Arbeit 
der statisch unbestiinmten Schnittkrafte Y Bk (H = 1 ... r) aus der virtuellen Be
lastung - X k = 1 mit den Komponenten ~~)®. 15~)i des Verschiebungszustandes 
des statisch bestimmten Hauptsystems. Die Vorzahlen werden auf diese Weise als 
virtuelle Arbeit von auOeren Kraften angegeben. Der Vergleich mit (311) bildet 
wiederum eine Priifung fUr die Richtigkeit der Rechnung. 

Die Elastizitits~lelchun~ als Mlnlmalbedin~un~ der Forminderun~s
ener~le. Die F ormanderungsenergie A I, die Erganzungsenergie A: eines Stabwerks 
oder die erweiterte Funktion A:· ist nach (37) bei Gleichgewicht der inneren und 
auGeren Krafte ein Mini!Dum. Da nun die statischen Bedingungen durch beliebige 
Annahmen iiber die Selbstspannungszustande Xl' (k = 1 ... 1/) erfiillt werden. er
halten diese in den Funktionen Ai' A:. At· die Eigenschaft von unabhlingigen 
veranderlichen GroDen. nach denen die Funktionen partiell abgeleitet werden kon
ncn. Nach dem Minimalprinzip E. Castiglianos entstehen daher bei 1t statisch 
iiberzahligen GroOen' mitn partiellen Ableitungen nach X k die folgenden 1t Be-

ll· 

(311) 
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dingungsgleichungen: 

oA I ="0' DAr - O· oAf'* - 0 (k ) (314) aXt ' iJXk -, iJX t -, = 1 . .• n . 

Diese geniigen, abgesehen vom Ausnahmefall, zur eindeutigen Berechnung der 
1t iiberzahligen GroBen XI.:> die hier nicht mehr auf den Begriff der einzelnen Schnitt
krafte beschrankt werden miissen, sondern beliebig aus ihnen zusammengesetzt sein 
k6nnen, wenn die Gruppen unabhangig voneinander bleiben. 

Die Erganzungsenergie eines Stabwerks, dessen Symmetrieebene mit· der Kraft
ebene zusammenfallt und dessen Spannungen nach den Regeln der technischen Biege
lehre berechnet werden, ist nach (158) und (163) mit den vorgeschriebenen Stiitzen
verschiebungen 

(315) 

SolI auBerdem eine Temperaturanderung des Baustoffes beriicksichtigt werden, 
so tritt hierfiir die Funktion 

At* = ~ f(;; + :Jv + ~o;) + f( N (L,t + M ~tt) as - ~CcAe' (316) 

Die Stiitz- und Schnittkrafte sind nach dem Superpositionsgesetz Funktionen 
der unbekannten X k •• Als Ansatz wird (288) gewahlt. 

C =Co -X1 C1 -X2 C2 -" ,-XkCk - .. . -X"Cn , 

N = No - Xl /1,'1 - X 2 N2 - ... - X k N k - ••• - Xn N n , 

M = M 0 - Xl M 1 - X 2 M 2 -- ••• -- X k M k - ••• - X n M n , 

Q =Qo -X1Q1 -X2Q2 -",-XkQk -.··-XnQn· 

Die partielle Ableitung der Funktion A:* nach X k und damit die Minimalbedin
gung kist 

(317) 

Mit 
oJ! ':'--M 
DX" - k' 

(318) 

wird dieselbe Elastizitatsbedingung erhalten wie unter (286), welche mit dem An
satz (288) we iter entwickelt worden ist. 

Die Ableitung der Elastizitatsgleichungen mit dem Prinzip E. Castiglianos 
nimmt im Gegensatz zu der anschaulichen geometrischen Methode nach (293) die 
Zwanglaufigkeit der mathematischen Behandlung als Vorteil fiir sich in Anspruch 
undo bietet die Moglichkeit, aus statisch unbestimmten Schnittkraften Y H neue 
iiberzahlige GroBen X k zu bilden, mit denen Ansatz und Losung vercinfacht werden 
konnen. Dies wirkt sich jedoch meist nur in einzelnen Ausnahmefiillen aus, so daB 
die Losung nach E. Castigliano in der Regel einen Umweg bedeutet, da der Ansatz 
(293) und seine Erganzung durch den Abschnitt 19 die Elastizitatsgleichungen be
reits in integrierter Form bieten. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wird jede Elastizitatsgleichung jn Zu
kunff nach dem Ansatz (293) oder (294) entwickelt. 

Worch, G.: llcispie\e zur Anwendung des Reduktionssatzes. Beton u. Eisen 1924 S,39. 
- Pasternack: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab- und Flachen
tragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Ziirich 1927. 
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25. Die Grundlagen fUr die Bildung der Matrix. 

Ansatz. Die n Elastizitatsgleichungen zur Berechnung von n iiberzahligen 
GraJ3en X k aus einem statisch bestimmten Hauptsystem erhalten nach der Be
griindung in Abschnitt 24 folgende Form: 

Xl bkl + X 2 bk2 + .... X k bu + ... X"_l bk("_ll + X" bkn = bkO ' 

Bei einem (n - h) fach statisch unbestimmten Hauptsystem erscheinen nach (294) 
die Verschiebungen b1:"k- lIl , b1:1-III, b1:"0-1II. Die n Gleichungen werden zur besseren 
Obersicht in einer Zahlentafel (319) zusammengdaJ3t: 

Fiir den allgemeinen Belastungsfall tritt an die Stelle von 15"0 

bkQ9 = bkO + bu + bks • 

Die gegenseitigen Verschiebungen oder Verdrehungen 15k!' . " bkll ••• der Vfer 
des Querschnitts (k) infolge von - Xli = 1 (h = 1 ... n)' werden als virtuelle Ar
beiten l k ·bkl ••• l k ·bkll ••• der Kraftegruppe - X k = 1 berechnet. Sie erhalten den 
gleichen Richtungssinn wie die Krafte - X k • Die Summe der Vorzahlen einer 
Zeile (k) 

(320) 

kann als die virtuelle Arbeit der Kraft - X k = 1 bei einer Formanderung des 
Hauptsystems aus dessen Belastung durch - Xl = 1· .. - X" = 1, also durch 
die N achrechnung von 1 k' bu· gepriift werden. Hieraus entsteht mit k = 1 ... n 
k=n 
,21k bu = bbxx = (b11 + ... bin) + (1521 + ... b2 ,,) + ... (b"l + ... bnn) (321) 

k=l 

und damit eine allgemeine Rechenprobe fiir die Richtigkeit des Ansatzes. 
Die Matrix der Elastizitatsgleichungen ist mit bik = bki zur Hauptdiagonale 

symmetrisch. Die Tafel (319)kann daher abgekiirzt angeschrieben werden. 1m Grenz
falle sind entweder die n iiberzahligen GroJ3en in allen n Gleichungen enthalten oder 
sie sind unabhangig voneinander. Die Matrix ist dabei voll besetzt oder auf die 
Hauptdiagonale beschrankt. Die Nebenglieder sind dann Null. Beide Grenzfalle sind 
Ausnahmen. Der Aufbau der zahlreichen, fiir das Bauwesen charakteristischen, 
statisch unbestimmten Stabziige fiihrt vielmehr zu ausgezeichneten Klassen von 
mehrgliedrigen Bedingungsgleichungen. Sie unterscheiden sich nach der Anzahl der 
Unbekannten, die in jeder von ihnen auftreten und den aufeinanderfolgenden Glei
ch~ngen gemeinsam sind. Die Zuordnung der iiberzahligen GroJ3en begriindet in der 
Regel die Zusammenfassung einer unger aden Anzahl von ihnen, also drei-, fiinf-, 
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sieben- und neungliedrige Gleichungen. Aus dem gleichen Grunde enthalten die 
ersten und letzten Gleichungen des Ansatzes im Vergleich zu de~ mittleren eine ge
ringere Anzahl von Unbekannten. 

Auflosunll und konjullierte Matrix. Die Aufiosung einer Gruppe von n linearen 
Gleichungen begegnet in formaler Beziehung keinen Schwierigkeiten. Jede Un
bekannte kann mit den aus der Determinantentheorie bekannten Symbolen unmittel
bar angegeben werden. 

(322) 

In diesem Ausdruck ist Dik die Adjunkte zu der Vorzahl6u der Matrix. Sie entsteht 
aus der Nennerdeterminante durch Streichung der iten Zeile und der kten Spalte. 
Ihr Vorzeichen wird durch (- 1)l+k bestimmt. Dem Bruch Dik/D = Pu liegt ein 
ausgezeichnetes Hauptsystem zugrunde. Er ist von der Belastung unabhangig und 
allein durch die geometrischen und elastischen Eigenschaften des Stabwerks be
stimmt. 

X k = Pu 6lo + ... Pik 6io + ... P",-k 6ko + ... Pnk6 .. o. (323) 

Mit 6t k = 15k i wird nach einer Vertauschung der Zeilen und Spalten der Determinante 
eben falls Du = Dkt , damit auch Pik =Pki und 

X k = Pu 6lo + ... Pki 6iO + ... Pkk6kQ + ... Ph 6 .. 0 , (324) 

Hiernach erhalt Pkt die Bedeutung der iiberzahligen GroBeXk , wenn die Belastungs
zahl 6io allein gleich 1 und aile iibrigen 6Ao Null gesetzt werden. Der Index i durch
lauft dabei die Zahlenreihe 1,2 iiber k bis n. Bei n iiberzlihligen GroBen X k ent
stehen auf diese Weise der Zahl nach n l Vorzahlen Pu, von denen "jedoch nur 
1/2'n(n + 1) untereinander verschieden sind. Sie werden auch hier unabhangig von 
der Belastung allein aris den elastischen Eigenschaften des Hauptsystems bestimmt 
und bilden, als Spalten einer Tabelle angeschrieben, die konjugierte, zur Haupt
diagonale symmetrische Matrix zu(319) 

XI 

P11 Pu Pllli-11 Pu PII"+11 
-I ... 

PIIs-1I PIS 
...... 

I 
PI1 P. PlIlI-1I Pu PIIIi+1I I PI Is-II P .. I I 

...... I 

: 

: : : 

Pili Pili r .... ·j Plil.;] Pu I Plilli+1I [ ..... I .flli 1 .. -11 I Ph 
....... -- ---

(325) XII 

...... 

IlIS-1I1 Pes-III ... ·.·.·.1 PeS-II eli-II Pes-lit Pes-ll eli +11 {JeS-lIIS-1I {Jes-lls 
....... 

x" )1s1 {JSI {JSU:-l1 {J." {J"llI+ll {J" ("-11 {J"s 

Die Aufl6sung der geometrischen Bedingungsgleichungen mit Determinanten ist 
nur bei einer Verkniipfung von wenigen Unbekannten m6glich. Bei groBeren An
siitzen wird stets nach den Vorschriften des Abschnitts 29 gerechnet. Dies geschieht 
bei vorgeschriebener Belastung unter Einbeziehung der Belastungszahlen. Bei 
mehreren Belastungsfallen wird in der Regel die konjugierte Matrix der Vorzahlen PkI 
(325) v.erwendet 

(k = 1. .. n). (326) 
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Werden an Stelle der Vorzahlen t5ik der geometrischen Bedingungsgleichungen (319) 
zur Vereinfachung der Zahlenrechnung Vielfache dieser Werte, also Cbik verwendet, 
so ist 

(k = 1. .. n). (327) 

Die Glieder der konjugierten Matrix P.~i = {Jkdc (k = 1 ... n) werden dann fUr 
(cc510) = 1 berechnet. 

Steht eine wandernde Last Pm = 1 in einem beliebigen Punkte m des Lastgurtes, 
so ist I5kO = t5km die Ordinate der Einflul3linie der gegenseitigen Verschiebung (k) 
des Hauptsystems. Sie wird nach Maxwell als Biegelinie des Lastgurtes fiir - X k = 1 
berechnet. Demnach entsteht die Einflul3linie 

i=n 

X k = L: {Jki t5mi 
i=l 

(k = 1 ... n) (328) 

durch Ubedagerung der mit den Vorzahlen {Jki erweiterten Ordinaten der Biege
linien 15m ; (i = 1 ... n) oder als einzelne Biegelinie des Lastgurtes unter der gemein
samen Wirkung der iiberzahligen Gro13en 

-Xl = {Ja, •.• - Xi = {Jib ... - Xn = {Jnk 

am Hauptsystem. 
Die Auflosung der Matrix wird durch Einsetzen der einer vorgeschriebenen 

Belastung zugeordneten Wurzeln X k in die geometrischen Bedingungen (3l9) nach
gepriift. Dasselbe gilt von den Vorzahlen {Jki' Sie miissen den Ansatz (319) mit 
dem Leitwert i, also mit den Belastungsgliedern blO = 0, ... t5 iO = I, .. . bno = 0 
identisch erfiillen. 

Fehlerempfindlichkeit der Losung. Die Fehlerempfindlichkeit der Losung 
kann entweder nach dem Einflu13 von Fehlern in den Vorzahlen bi I.; aus ungenauen 
Annahmen oder nach dem Einflu13 von Abrundungsfehlern in der Zwischenrechnung 
beurteilt werden. Sie unterliegen gleichen mathematischen Kennzeichen, da die Ab· 
rundungsfehler als ungenaue Vorzahlen des Ansatzes gelten konnen. 

Die Wurzeln der Losung werden nach S. 166 mit X k =Dk/D angegeben, so da13 
mit der Nennerdeterminante D auch deren Fehler allen iiberzahligen Gro13en X k 

gemeinsam sind. Daher untersucht A. Hertwig den Einflu13 der urn ± Pikbik von 
dem wahren Betrag t5ik abweichenden Vorzahlen (t5ik ± Pikbik) auf die Nenner
determinante D. Wird Pik = P konstant an genom men und darunter ein groJ3ter oder 
mittlerer Fehler verstanden, urn den sich aIle Vorzahlen von den wirklichen Wert en 
unterscheiden, so ist mit D' = D + L1 D fiir (t5(k ± P t5ik) an Stelle von bik 

X' = Dk = __ J»_ = D. _ .D •. L1 D = X (1 _ L1 D) = X (1 _ m) (329) 
k D' D + L1D D D D' k D' k T • 

Der Fehler P der Vorzahlen ist cine kleine Zahl, so da13 die Entwicklung der Nenner
determinante D' als Reihe von Pot en zen in P mit dem linearen Gliede abgebrochen 
werden kann. In diesem Fane ist 

(330) 

Der Unterschied rpXk wird im Vergleich zum wahren Wert der Wurzeln X k am 
gro13ten, wenn die Summe nur aus positiven Gliedern besteht. Die Fehlerempfind
lichkeit der Losung wird daher unter der Annahme eines Betrages ± P, also eines 
Fehlers 

(331) 



168 Die Grundlagen fUr die Bildung der Matrix. 

beurteilt. Der Zahler ist die Summe der n 2 Produkte der n 2 Unterdeterminanten Di" 
von (n - 1) ter Ordnung mit den ihnen zugeordneten Vorzahlen l5u . 

Da nun die Nennerdeterminante D' als die Summe der positiven und negativen 
Produkte 15i1:Dik jeder Spalte angeschrieben wird, ist qJ urn so groBer, je mehr sich 
die Summe bei gegebenen p von dem nfachen Betrage der Nennerdeterminante D' 
unterscheidet, je kleiner also D' wird. 1st D' = 0, P =F 0, so ist qJ unendlich groB. 
Die Voraussetzung ist erfiillt, wenn zwei Zeilen oder Spalten einander glcich sind 
oder mit konstaIttem Faktor ineinander iibergehen. Der optimale Grenzwert lie~t 
bei qJ = (± p)n. . 

Die Empfindlichkeit der Wurzeln gegen Abrundungsfehler kann unter Um
standen durch Tra.nsformation der Unbekannten X" abgeandert werden. Der Ansatz 
erhalt auf diese Weise elne groBere Nennerdeterminante. Die Empfindlichkeit des 
Ansatzes gegen Fehler in den Vorzahlen bleibt dabei bestehen. Heide Ursachen der 
Fehlerempfindlichkeit konnen gleichzeitig nur durch Anderung des Hauptsystems 
gemildert oder beseitigt werden. 

Die Stiitzwiderstande C und die Schnittkrafte N, M, Q des Stabwerks entstehen 
nach (288) durch numerische oder graphische Superposition der Anteile aus der 
Belastung ~ und den iiberzahligen GroBen X" des Hauptsystems. Das Ergebnis ist 
als ·Summe von positiven und negativen Beitragen wiederum durch Fehlerempfind
lichkeit gefahrdet. Diese wird durch das Hauptsystem bestimmt und kann daher nur 
durch dessen Abanderung beseitigt werden. Sie verliert urn so mehr an Bedeutung, 
je kleiner die iiberzahligen GroBen durch geeignete Anordnung und Belastung des 
Hauptsystems sind. Am best en werden sie iiberhaupt nur als Unterschiede gegen
iiber plausiblen Annahmen der iiberzahligen GroBen berechnet. 

Die Schnittkrafte des statisch unbestimmten Stabwerks. Die statisch 
iiberzahligen Schnittkrafte X k aus den vorgeschriebenen Ursachen (~, t, LI.) sind 
neben der Belastung ~ auBere Krafte des Hauptsystems. Die Schnittkrafte und 
Verschiebungen lassen sich daher nach den Abschnitten 13ff. und 17ff. wie bei 
jedem statisch bestimmten Stabwerk fiir eine Belastung aus ~ und X" (k = 1 ... n) 
berechnen. Sie konnen aber auch nach (288) und (289) durch die gruppenweise 
Dberlagerungeinzelnerstatisch bestimmterBeitrage Co, Mo usw. mit Ck • X k' M,,· X", 
usw. oder einzelner Verschiebungen Wo usw. mit w,,· X", usw. angeschrieben werden. 
Die statisch bestimmten Schnittkrafte M 0' M" usw. sind einzeln und daher auch nach 
der Gruppenbildung im Sinne von (284) im Gleichgewicht. 

Die EinfluBlinien der Schnittkrafte werden nach denselben Regeln aufgezeichnet. 
Sie entstehen entweder durch die unmittelbare 'Oberlagerung der Anteile Mo mit 
M",·X" nach (288) oder durch die Verwendung der Ansatze (324ff.) fUr X". In diesem 
FaIle ist 

M=Mo-2}M"X" 
k 

= Mo - 2}[Mk 2}{J"i 15mi]: 
k i 

Q = Qo - 2}Q/cX" 
k 

= Qo - 2}[Q" 2}{Jki 15mi]; 
k i 

(332) 

Die EinfluBlinien se~zen sich damach aus dem statisch bestimmten Anteil Mo, Qo 
und einer resuItierenden Biegelinie zusammen, die entweder durch 'Oberlagerung von 
n Biegelinien oder eben so wie auf S. 167 als einzeIne Biegelinie des Lastgurtes des 
Hauptsystems fUr Krafte - Xi = 2} M,,{J"i (i = 1 ... n) gefunden wird. 

k 
Nachprufung der Kontinuitat des Stabzugs als Rechenprobe fur die 

Schnittkrafte. Da die statischen Bedingungen durch die Art der Untersuchung an 
jedem Abschnitt des Stabwerks von vomherein erfiillt sind, konnen die Stiitz- und 
Schnittkrafte des statisch unbestimmten Stabwerks (C, N, M, Q) nur durch die 
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Untersuchung des zugeordneten Verschiebungszustandes als richtig festgestellt wer
den. Dies geschieht durch N achpriifung der Randbedingungen des freien Stabwerks, 
welche durch die Abstiitzung vorgeschrieben sind und durch Nachrechnung der 
relativen Bewegung b~") der Ufer von n Querschnitten. Das Ergebnis (j~") = 0 
(i. = 1 ... n) bestatigt die Richtigkeit der Rechnung. In der Regel begniigt man 
sich mit einzelnen fUr die Nachpriifung geeigneten Ansatzen. Dabei sollen die Bie
gungsmomente M; (171) in einem maglichst groBen Bereich des Stabwerks vorhanden 
sein und sich von den Biegungsmomenten M; wesentlich unterscheiden. 

Ergeben sich die b~") =+- 0, so muB die Rechnung wiederholt werden. Eine 
Abschatzung des Fehlers 151") = LJ in seiner Bedeutung fiir den Spannungszustand 
geniigt nur bei klein en Unterschieden. Sind die Vorzahlen bik der Elastizitatsglei
chungen richtig, so kannen die b~") = LJ zugeordneten Unterschiede LJ X k der iiber
zahligen GraBen mit den Vorzahlen der konjugierten Matrix ausgerechnet werden. 
Urn sich jedoch von allen Voraussetzungen der vorhandenen LastIng frei zu machen, 
wird die dem Fehler b~n) = LJ zugeordnete Anderung der Stiitz- oder Schnittkraft Z; 
in einem (n-l)fach statisch unbestimmten Hauptsystem festgestellt. BezeichnetZ; 
die genaue Stiitz- oder Schnittkraft, Z; ihren fehlerhaften Wert in der vorhandenen 
Lasung, so bestehen die folgenden Beziehungen: 

b1~-I) - z, birll = 0, 

bl~-ll - Zt' bi~-I) = LJ. 

Die Subtraktion dieser Gleichungen liefert den Fehl~r 

LJZi = Z, - Z: = LJ/b1r 1). 

Er laBt sich zur Vereinfachung der Rechnung mit 

LJ Z; = LJ/b1~) < LJ Z, 
abschatzen. 

(333) 

(334) 

Das System wird daher von den Stiitzen ge16st oder an einer geeigneten Stelle 
durchschnitten, urn die ihrer GroBe nach bekannten gegenseitigen Verschiebungen oder 
Verdrehungen als Funktion der nachgewiesenen Schnittkrafte nach Abschnitt 13ff. 
zu berechnen. Die virtuelle Arbeit 11")·151") ist dabei Null oder vorgeschrieben. Sie 
kann nach (293) als Funktion auBerer Krafte angegeben werden: 

n 

11") bl~) = 11°) bl'b) = liO) bl~) - .2 X!c°J bi~) . (335) 
.1:=1 

In der Regel wird jedoch die virtuelle Arbeit der inneren Krafte nachgepriift, so daB 
mit der iiblichen Abkiirzung folgende Gleichung identisch erfiillt sein muB: 

11")15(")= 1(0)15(") = I'fN(o)N(n) F. ds + fM(O)M(") I. ds - 0 ,.0 ...0 F. • ° F • 0 I -. (336) 

Fiir die Schnittkrafte aus Temperatur- und Stiitzenbewegung ist 

1(0)15(") = I. fN'O) Nln) F. ds + [MIO) M(") I •. ds 
'il F. i 'F, ' I I 

+ Efc [f Nlo'rt.,t ds + [Mi°' IX,:t dsJ = 0, (337) 

1(0)151") = 1!.fN'o, NI,,) F. ds + fM!O) MI,,) 1:. ds - Ef ~ C(O) LJ - 0 
• U F. • • F ,. Ie'::;" ~, c - • 

Die Schnittkrafte Ml°' eines geschlossenen oder beiderseits eingespannten Stabzugs 
sind in Abb. 153 eingetragen, so daB durch die Kontinuitat des Stabwerks am Quer
schnitt i die folgenden drei Bedingungen nachgewiesen werden miissen: 

.2f 1MbS)I,·dS=O; .2IVMba)~·ds=O; .2f%MbS)-~·ds=O. (338) 
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In diesem FaIle ist die Summe der positiven und negativen mit I,:!I reduzierten 
MomentenfHichen aus der vorgeschriebenen Belastung Null. Dasselbe gilt von ih~en 
Momenten bezogen auf die Achsen " und v. 

Abb. 163. 

Wahl des Hauptsystems. Das Hauptsystem solI nach diesen allgemeinen Ge
sichtspunkten, abg~sehen von besonderen Ausnahmen, kinematisch starr sein und 
keine unendlich kleine Beweglichkeit enthalten. Dabei sind die statisch unbestimmten 
Schnittkrafte derart auszuwahlen, daB die Schnittkrafte des Hauptsystems der 
GroBenordnung nach mit denjenigen des vorgelegten Stabwerks iibereinstimmen 
und der dem Ansatz (285) zugrunde liegende Stabzug nach Moglichkeit symmetrisch 
ist. Zumeist ergeben sich Vorteile fUr die Losung, wenn aIle iiberzahligen GroBen 
die gleiche Dimension besitzen, also entweder Momente oder Krafte darstellen. Die 
Brauchbarkeit des Hauptsystems zeigt sich im Ansatz durch kleine Verschiebungen 
{)t k relativ zu {)k k' also durch geringe gegenseitige Abhangigkeit der iiberzahligen 
GroBen. Die Auflosung des Ansatzes wird urn so giinstiger, je enger der Bereich ist, 
in dem sich die Schnittkrafte M i, M k aus den einzelnen Belastungszustanden 

. - X t = 1, - X k = 1 iiberlagern. Je kleiner die Schnittkrafte M i , Mk des Haupt
systems aus den iiberzahligen GroBen im Verhaltnis zu denjenigen sind, welche allein 
durch die Belastung hervorgerufen werden, urn so zweckmaBiger ist das Haupt
system zur Abminderung der mit jeder Superposition verbundenen Fehlerquellen. 
Fiibrt_ die Untersuchung zu EinfluBlinien und daher zur Aufzeichnung von Biege
linien des Lastgurtes, so verdient der einfache oder zusammengesetzte Balkentragcr 
durch die einfachen Stiitzenbedingungen als Hauptsystem den Vorzug. 

Pirlet, J.: Fehleruntersuchungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter 
Gebilde. Diss. Aachen 1909. - Hertwig, A.: Die Fehlerwirkungen beim AuflOsen linearer 
Gleichungen und die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. Eisenbau 1917 S.110. -
Worch, G.: tl'ber Rechenproben bei der Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme. 
Bauing. 1925 S.554. 

26. Stabwerke mit wenigen ilberziihligen GroBen. 

Urn die Methode im einzelnen anzuwenden und die Auflosung der n Elastizitats
gleichungen eines hochgradig statisch unbestimmten Systems vorzubereiten, werden 
zunachst Stabwerke mit 1 bis 3 iiberzahligen GroBen behandelt. 

Einfach statisch unbestimmtes System. Die Schnittkdifte des Hauptsystems 
aus Belastung ~ und iiberzahliger GroBe Xl sind nach (288) 

C = Co- Xl CII N = No- Xl NIl M = Mo- XIMI, Q = Qo- Xl Ql' (339) 

Die statisch unbestimmte Schnittkraft Xl wird aus der geometrischen Vertraglich
keit der Formanderung des Hauptsystems und des vorgelegten Systems bestimmt 
und nach (290) mit k = 1 berechnet. 

.ll f N No d S f M M od S f N d f M oc, LI t d 11'UI=O= l-jrj.'-+ I EJ + llX,t S+ l'/i- S 

- ~C.IL1e- Xl [fNi :; + f Mf ;]-l (340) 
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Die Superposition der Formanderung des Hauptsystems aus den vorhandenen 
auBeren Ursachen nach (293) liefert folgende Bedingung: 

(341) 

Nach dem erweiterten Ansatz vom Minimum der Formanderungsarbeit ist die par
tielle Ableitung der Funktion A:* nach Xl Null. 

aAt* =o=J aN NdS+J aM MdS+JDN td 
ax! ax! EFax! EJ ax! cx, s 

+J aM a.,LJt d _ "ac. A 

oXl h s ~ ax! LJ •• 

In dieser ist oC./oXI = - CI • oN/oXI = - N I • oM/aXI = - MI' so daB der 
Ansatz mit (340) iibereinstimmt. 

Die statisch unbestimmte Schnittkraft Xl besteht aus drei Anteilen. Die Belastung ~ 
erzeugt im statisch bestimmten Hauptsystem die Schnittkrafte No. Mo. die Tem
peraturanderung ist mit (t. J t). die Stiitzenverschiebung durch gemessene oder ge
schiitzte Betrage J. vorgeschrieben. Die Gleichung der EinfluBlinie von Xl wird 
nach 

(343) 
berechnet oder aufgezeichnet. 

Zweifach statisch unbestimmtes System. Die Stiitz- und Schnittkrafte ent
stehen durch Superposition der Anteile aus der Belastung ~ und den iiberzahligen 
GroBen Xl und Xli' 

C=CO-XICI-X2ClI' N=No-XINI-XlINlI.} 
M = Mo- XIMI - X 2 M 2 • 

(344) 

Die statisch unbestimmten Schnittkrafte Xl' Xli machen nach S.I64 die erweiterte 
Funktion der Formanderungsarbeit A~* zum Minimum. so daB deren partielle Ab
leitungen nach Xl und XI Null sind. 

aAf* = 0 =J aN.. _Nds +J aM. Mds +J aN cx,tds 
ax, aXl E Fax! EJ ax, 

+ 5 alii ~'L!_~ ds _ ~ ac. J 
dXl " ~ dX! ., 

aAt* = 0 =J aN Nds +5 aM Mds +J_(J1V cx,tds 
ax. ax. E Fax! EJ cJx! 

+ J aM ~:!.: d _ " ac. J 
dX2 II S ~ ax! e' 

DC 
aXl = -CI • 

ac 
dX! = -C2 • 

Der Ansatz ist hier wegen seiner grundsatzlichen Bedeutung fUr die Elastizittits
theorie wiederholt worden. obwohl das Ergebnis nach (293) in integrierter Form an-
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geschrieben werden kann. Die Abkiirzuog verdieot durch die anschauliche geo
metrische Ausleguog den Vorzug. 

61 = 0 = 61 g. - Xl 611 - X 2 612 ; 61 ® = 610 + 6u + 6h ; , 
6. = 0 = 6.~ - X 1 621 - X. 622 ; 6z® = 6.0 + 6u + 62• ; 

X _ ~~~I- ~~§<l~12 _ 1 (.I ,0,_.1 1511 ). 
1 - J: J: J:.. - J: (/1\01 (/218) ... I 

u11 un - ui2 15 ~ un un 
11 - II 1522 

X2~ ~~dl~=-~l:~~11 = ___ 1 .,' f62®- 61® ~II)'I 
~11 "22 - 1512 J: .. 1512 \ ~ll 

u22- ull-
~ll 

(345) 

Dasselbe Ergebnis entsteht nach (324) durch Superposition der Belastungsglieder. 
Die Lasung des Ansatzes fiir 610 = 1 und 1520 = 0 wird mit Xl = {Jll uod X. = {Jill 
die L6sung fiir 1510 = 0 und 1520 = 1 mit Xl = {J12 uod X2 = {J22 bezeichnet. Dabei 
ist {J21 = {l12' 

15J.®= 1 } 
6218)=0 

(346) 

(347) 

Das Ergebnis laBt sich unmittelbar mit (345) vergleichen und bildet die Anweisung 
fiir die Berechnung der EinfluBlinien der statisch unbestimmten Schnittkrafte. Die 
EinfluBlinie XI wird als Biegelinie des Lastgurtes bei der Belastung des Hauptsystems 
mit - X I = {Jill - X 2 = {J12' die EinfluOlinie X 2 bei der Belastung mit - Xl = {J21 • 
- XI = (J22 erhalten. 

Der Quotient ~21/622 der Lasung kann als die iiberzahlige Schnittkraft X 2 fiir 
- Xl = 1 angesehen und daher durch X21 bezeichnet werden. Ebenso laBt sich 
1512/1511 = X12 als der Betrag von Xl infolge von - X2 = 1 und 1510/1511 = XIOI 

1520/~21 = X 20 als die iiberzahligen GraBen eines einfach statisch unbestimmten 
Systems aus der Belastung , deuten. Daher ist (345) auch 

X - .1510 - 1511 x20, • X _ ~20 - 1521 X 10 

1- 1511 - d12 X 21 I 2 - ~22 - ~21X12-' (348) 

Zahler und Nenner sind daher nach dem Superpositionsgesetz die Verschiebungen 
6ill I 15~1I in zwei einfach statisch unbestimmten Hauptsystemen aus der Belastung , 
und - Xl = 1 oder - XI = 1. Die iiberzahligen GraBen konnen daher auch folgen
dermaBen angeschrieben und berechnet werden: 

dUl X 10 • 
1 = Tcli'l 

U11 

"'ll X _UfO 

2 - 15'11 • 
II 

l349) 

Dreifach statisch unbestimmtes System. Die Stiitz- und Schnittkrafte des 
Hauptsystems werden nach (288) durch Superposition der Belastung und der iiber
zahligen GraBen folgendermaBen zerlegt: 

C =C® -XICI -X2 C. -Xa C3' I 
N = N® - X I N 1 - X.N2 - XaN31 

(350) 
M = M® - XIMI - X 2 M2 - XaMal 

Q =QI8) -XIQl -X2Q2 -XaQa· 
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Die statisch unbestimmten Schnittkrafte Xl' X 2• Xs sind nach (285) durch die geo
metrische Vertraglichkeit der Formanderung des Hauptsystems bestimmt. 

(I) 

(2) 

"11 
(l21 

(la1 

(l12 (l13 (l10 

022 (l2a 

(l32 15a3 

Der Ansatz wird nach S. 166 mit Determinanten aufgelOst. 

X I = .. 1510 (<522 <533 - 15a2 1523)-=-.<520 (151~15.s3- .15a2 151a) + <5ao (1.512 15t3 - (l22 (513) 
<511 ((l22 (lsa - <5a2 023) - <521 (012 Oa3 - <532 1l13) + 031 (0 12 <523 - (522 013 ) , 

X - - 1510 (<521 <533 - 1131 (523) + 1520 (1.511 <533 - 1531 (513) - <5ao (<511 1528 - 1521 (513) 
2 - =151; (J21 15a3-=-~3~ d13) + 0~;(0;~33 - lla1 o~T - 1532 (6~62S - 0;1-01S)' 

X - 1510 (1521 1532 - 1531 (522) - 1520 (1511 1532 - 1531 od + 1530 (011 1522 - 021 1l12) 
a ---15~;T021-6;2 --=-63;(l22) - 1523 (<51~(j32 - 15;-0~)+ 15a3 (<5;;622 "':'-621 (l12) • 

(351) 

(352) 

Das Ergebnis laBt sich nach (324) auch durch Superposition der Belastungszahlen bllo 
entwickeln. Dabei ist fur 

b10 = 1. b20 = O. bao = 0: Xl=fJU' X 2 = fJ21' X3 =.fJ31' 
blO = O. b20 = 1. bao = 0: Xl = fJI2' X 2 = fJ22' Xa = fJa'll 
blO = O. b20 = O. bao =l: Xl = fJ13' X 2 = fJ2a. Xa = fJaa' • 

Die Vorzahlen sind unabhangig von der Belastung und konnen hier aus (352) mit D 
als Bezeichnung fur die Nennerdeterminante angeschrieben werden. 

1 
fJu = j) (b22 baa - ba2 bd; fl21 = - t (b21 baa - bal b23); 1 

I 
(353) 

usw. 

Die Zahlerdeterminanten Dhk und Dkh sind einander gleich. Damit ist auch die Be
ziehung fJhk = fJkll nachgepruft worden. 

Die statisch unbestimmten Schnittkrafte aus einer beliebigen Belastung mit 
blQ9 • b2Q9 • 153 :>9 sind nunmehr 

Xl = fln bI :2) + flu b20 + P13 bais.~ I I 
X 2 = fl2l bl ® + fl22 b2Z! + fl23 b3 i:" 

X a = flal bl ® + fl32 b2 &, + fJ3a ba0 · 

(354) 

Die Matrix der Losung ist zu (351) konjugiert und mit flu = fJH aullerdem zur 
Hauptdiagonale symmetrisch. 

1.51~ 1520 (la-5<' 

Xl flu fl12 I flu 
- - ----- -------

X2 fl21 fl22 fl23 (355) 
----I 

X a fl31 fla2 
I 

flaa 

Das Ergebnis mull die Bedingungen (351) idcntisch crfullen. Die Nachprufung fur 
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fll1' fl2l' fl3l und 1510 = 1 besteht daher in 

flu bu + flu 1512 + fl31 1513 = 1, I 
flu 1521 + flu 1522 + flal 1523 = 0, (356) 

flu 1531 + fl21 ba2 + fl3l ba3 = 0 . 
Ahnliche Bedingungen gelten fUr P12' fl22' flS2 und 020 = 1 oder ~13' fl2a, ~aa und Oao = 1. 

Die EinfluiHinien der uberziihligen Gri.i/3en nach (328) werden wieder durch 
Oberlagerung der mit den fJ-Vorzahlen erwciterten Ordinaten cler Biegclinien bmt 

des Lastgurtes des Hauptsystems oder auch als Biegelinien fur ausgezcichnete 
Gruppen von au/3eren Kraften erhalten. Diese bestehen fUr die Einflul3linie X I aus 
- Xl = fl1l' - X 2 = fJ12' - Xs = ~13' 

Schnittkrafte. Die Einflul3linien der Schnittkriifte werden nach (288) dutch 
Superposition bestimmt. Die Vorzahlen C", N", M~., Q" des Ansatzes sind aus den 

S-B-B'-t& sin f' 

A 

Abb.154. Abb. 155. 

M =X.[~: -M.l M=B[M; -iM.j. 
=X.b=X,(y-y). =Ba=B(x-:r). 

Schaulinien der Schnittkrafte fur - X k = 1 bekannt, mit denen die Verschiebungen 
blk usw. berechnet worden sind. Der Ansatz (288) gilt auch fUr die Schnittkrafte au,s 
einer vorgeschriebenen Belastung. Die statisch unbestimmten Gro/3en Xl usw. sind 
in diesem FaIle ebenso wie ~ au/3ere Krafte, aus den en die Schnittkrafte numerisch 
oder zeichnerisch nach den Abschnitten (13ff.) angegeben werden. 

Die graphische Darstellung der Schnittkrafte wird in der Regel auf die Biegungs
momente beschrankt. Sie werden meist als Ordinaten an der Zugseite des Stabzugs 
winkelrecht zur Achse aufgetragen, urn ein ubersichtliches Bild zu gewinnen . 

. Die Li.isung ist bei zahlreichen Aufgaben durch die Entwicklung der Biegungs
moment'e nach M = S s einfacher. In dieser bedeutet S cine Komponente der Mittel
kraft der auf3eren Krafte des statisch unbestimmten Tragwerks links von einem be
liebigen Querschnitt, die fUr den ganzen Stabzug oder wenigstens fUr gro/3e Ab-
schnitte konstant ist. Die Strecke s ist die Differenz b = (y - y) oder a = (x - x) 
cler Koordinaten x, y der Schwerpunkte oder Kernpunkte der Querschnitte und der 
Koordinaten x, y der Mittelkraftlinie des nfach statisch unbestimmten Systems. 

a) Einfach statisch unbestimmtes Stabwerk mit ~ und der iiberzahligen Gro/3e Xl 
cines statisch bestimmten Hauptsystems (Abb. 1M u. 155): 

M S ( Un Xl ) M = Mo - Xl I = 5 - 5 MI . (357) 

b) Zwei- und dreifach statisch unbestimmtes Stabwerk mit ~ und der iiber
zahligen Gri.i/3e Xl des ein- oder zweifach statisch unbestimmten Hauptsystems: 

M = Mil) - X M(1) = S (M[t - !!2. Mil») I 011 5 S l' 

(358) 
M = M~2) - Xl Mi2) = S c~t '- ~l Mi2»). 
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Diese Formulierung der Schnittkrafte kann mit Vorteil auf die beiderseits ein
gespannten und die ringsum geschlossenen Stabziige angewendet und auch auf mehr
teilige Tragwerke iibertragen werden. Der Abschnitt 60 enthalt Beispiele. 

Untersuchun~ eines Briickentra~ers auf 3 Stiitzen. 
1. Geometrisehe Grundlagen: Theoretisehe Sttitzweite: 11 = 12 = I = 18.0 m. Abmes

sungen nach Abb. 156a, hieraus C = I,/1 (Abb. 156 b) 1. 

I, = Ia = I. = 0,2 It = O,1l50 m'. 
x und ~ = x/I werden im Felde 11 von a naeh c, im Felde 12 von b naeh c gemessen. 

1,0 

Ie/J 

Abb. 156. Abb. ) 5i. 

Materialkonstanten: E. = 210 t/em2; (1., = 0,00001. 
2. Belastu ng: Aus der Anzahl der moglichen Belastungsfalle werden die folgenden heraus

gegriffen: a) ruhende Last p = 1,0 t (Abb. 157 a); b) bewegliehe Last P = 1,0 t (Abb. 157 b); 
c) geschatzte Sttitzensenkung: 

L1c = 1 em; L1. = L1. = 0: 
d) ungleichmal3ige Erwarmung: 

L1 t = t" - to = - 10°. 

1 Zum Vergleieh werden auch die Funktionen Je/1 auf S.97 verwendet: 

Tragerbild: Verlauf der Tragheitsmomente: 

i 1 2 
,t ;, (1 I • 

m 
• ! • 

h #-1 1-1 
I, 1,---'"' 

~r Of • l<f J, r--- 11 :::=---c: *, :-----'1 ~ 

'j Sf .;.; -4 

f 1l ~ 
II I ',X s • Il :jj I I If :~ ' if 

I 
r-- - ... i-v., /1,-"" 
Abb. 1.-,,"" a-d. Abb. 159.--d. 

a) C = Il/1 = 1 f konstantes Tragheitsmoment jedes Stabes 
l (j,=Il flir x=0,5/). 

b) C = I /1 = 1 - (1 - I/1 ) (1-2 t)2 J Die Quersc~nittszunahmcist stetig und symmetrisch 
1 .." l zur Feldmltte. 

c) ; = I./1 = 1 - (1 - I /J ) (1 _ ~)2 J Die . Querschnittszu.nahme ist stetig und unsym-
• k l metnseh zur Feldmltte. 

d) C = ftlI = 1- (1- NIl.) (l-f/v)) {Die Querschnittszunahme beschrankt sich auf die 
. . Vonte (VI = VI/I)). 

DIe Formeln gel ten ftir den Bereich II' 

It 
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3. Hauptsystem: Das Tragwerk ist einfaeh statiseh unbestimmt. 
Ausbildung des Hauptsystems. 

a) Trl!.ger auf zwei Stiitzen. Xl: Stiitzkraft der Mittelstiitze (Abb. 160a). 
b) Auslegertrllger. Xl: Stiitzkraft einer Seitenstiitze (Abb. 160b). 
e) Zwei Trl!.ger auf zwei Stiitzen. Xl: Moment der Normalspannungen in dem der Mittelstiitze 
unmittelbar ·benaehbarten Quersehnitt (Abu. 160e). 

.! A a) 
~ ~~ .. ~ 

b) 1:,. :1:. 
, 

~ 4 
c) 1:>. 1. 
~ -l7 ~ 

Abb. 160. 

Nach den Bemerkungen auf S. 170 verdient das Hauptsystem e) 
Bereehnung von Xl naeh (342): 

• I I 

f Ie d I f IXI..1t .. li MoMl -I-· s+E e Ml--ds-EI.ZColLl. 
Xl=_l(ji:J = 0 o ___ h _______ _ 

liu I 

f M2 I. ds 
o 1 I 

(Abh. 160) den Vorzug. 

Die Mitwirkung der Querkraft wird naeh S. 159 vernaehll!.ssigt. der EinfluB der Ll!.ngskrnfte 
ist Null. 

Stiitz- und Sehnittkrl!.fte im Hauptsystem (Krafte in t. Momente in mt) (Abb. 161): 

4. 

Abb. 161. 

a) Belastung - Xl = 1: 

Al = + 1: 0 t 
; I 

Cl = - 18.0 I 
1 

Bl =+ 18.0-/ 

b) Belastung (2a): 

Ao=+9.0 }Qo=~18.0 (~ - e); 
Co=+9.0} 

Qo=O; 
Bo=±O.O 

e) llelastung (2b): 

Ao=e;,,} a-:m: Qo= E~.; 
Co=E.. til -;- c: Qo= - E .. ; 
Bo=O.O; c -= b: Qo=O ; 

b 1 

,511 = f Mi ~. d s = 2 If ;2 ~. d;; E2 .j-- = "I .. 

a 0 

Mo= i62H'; 

Mo=O. 

Mo=E;" e ·18.0; 

Mo=; .. E' ·18.0; 

Mo=O. 

Numerische Integration flir die punktweise vorgcsehriebcne Funktion Iell mit Hilfe der 
Simpsonschen Reihe nach (181) oder (182): 

1 f ..1 x ..1 x 
IX) li~l = 21 'I} dE = 2:1 ("10+ 4 7]1 +27]2 + ... +2"1211-2+ 4 "128-1 +TJh) =2 32\ 

o 
Llx = 1.5 m; 1:1 = 7.1,)838; 
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1 

P) 1511 = 21 f '1d E = 2 ~ LI x ('10 + 3 711 + 3 712 + 2 71. + ••• + 3 71ft-2+ 3 71ft-l + 71ft) = 2 ~ LI X E I , 
o 

Llx = 1.5 m; 1:. = 6,32425; 1511 = 7,11477. 

~ ';1 1. ';2 1. hi hi ~Il~ h. hl';l 1. m T I I I 

0 0,00000 0,00000 1,00000 0,00000 1 0,00000 1 0,00000 

1 0,08333 0,006 94 1,00000 0,00694 4 0,02776 3 0,02082 

2 0, 16667 0,02778 1,00000 0,02778 2 0,05556 3 0,08334 

3 0,25000 0,0625 0 1,00000 0,062 5 0 4 0,25000 2 0,12500 

. 
12 1,00000 1,00000 0,2026 0,20260 1 0,20260 1 0,20260 

-
E, 7, 1083 8 E2 6,32 42 5 

Wird die Funktion C = I til zwischen den Querschnitten d und c angenahert linear angenommen, 
so kann 1511 formal integriert werden 1 • Nach Tabelle 14b Seite lOS ist mit M. = M. = 1.0 mt, 
H = 0,2; v = vII = 0,5 und l' = 1= 18,0 m: 

b c 

1511 = J M~ j' ds = 2 J.\l~ j' ds = 2121.0 {4 - (1 - 0,2) 0,5 [2 + (2 - O,5)1]) 18,0 = 6,9; 

II II 

5. 
1 1 

P11 = ~ = 7J1"477 = 0,14055; 

~, I' S h . k ft v 1510 p" 6. und 7. u berzah Ige c nltt ra "1 = -:.-- = 11 uiO' 
u11 

a) Belastung (2a): 
I I 

d10 = J !II 0 !II 1 j< d s = p :3 J ';1 .;' ~' d';; ( ';1 j' ) E' = 71';' = 71'; 

o 0 

Numerische Integration nach Simpson[(ISI) und (182)] mitp= 1,0 tIm, 1= IS,O m; Llx = 1,5m: 
E3 = 2,41055; E, = 2,1444. 

IX) 

I Tabellen 12ff.: S. 175 mit II = I. = IS.0; HI = H. = 0,2; VI = V. = 0.25 und Annahmen a+d 
fnr C nach 

a) ~: II = I~ = 18.0; .!~ I. = I; = 18,0; 
I. 

1 
1511 = '3 (l~ + l') = 12,0 ; 

b) 

c) 

d) 

II _ H . 

1. - I' 

1. _ n . 
It - I' 

II . 1'1 I' ISO' 1'1 I' ISO' J~ = n l , 11 I = 1 = " 12. = 9 = .. 
3 + 2 n1 3 + 2 n l , 

dll = --r5--/~ + --15--/1 = S,16; 

I~ n' Itl I' ISO' - =.' -I 1 = 1 = " It. ~: 12 = I. = IS,O; 

2 + 3 n 1 , 2 + 3 nl , _ . 
d11 = -- 15 -- II + --15-- 12 - 6,24. 

II = nl ; .!.! = ".; 1..! 11 = I~ = IS.0; 
It It II 

-~~ It = I~ = IS,O; 

r r 
1511 = 1~ {4 - (I - "1) VI [2 + (2 - Vl)l]) + ~ {4 - (I - nl) Va [2 + (2 - Va)2]} = S,95. 

Beyer. Baustatik, 2. Aufl., 2_ Neudruek. 12 
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{1) 

Stabwerke mit wenigen liberzahligen GroOen. 

1 

PfJS pl23 1510 = 2 r/ d~ = 2 -S- Llx E4 = 195,41210; 

u 

X~ = :~o = 27,46S22 m t; 
11 

1510 
Xl = -:0- = 27,46569 m t. 

Un 

Die lineare Angleichungl der Funktion , = J,/1 zwischen den Querschnitten d und c liefert 
mit Mo = 162·!,! = 40,5 und Ml = 1,0; n = 0,2: 

1510 = T~ 1.0,40,5 {5 - (1 - 0,2)1 (10 - 10 t + 3 t)} IS = IS7,ll; Xl = 27,1l739 rnt , 

b) Belastung (2 b) , 

GI 'h dB' Ii'" dl !5"1 M J• ~J. elC ung er lege Oleu"l: dT = - T = -, "J" = -11>._ Berechnung und Vergleich 

der Ergebnisse aus (206) und (207): 

/X) 

is:, = c/6 ' (2 11>0 + 11>1) , 

is:,.= c/6· (11)'''-1 + 411>",+ 11.1"'+1)' 

iS~ =;: cl6 ' (11)''-1 + 2 Ill .. ) , 

{1) 

~o = (;124 (7 IUo + 6 11>1 - 11>.) , 

is,,,=c/12 (11)''-1 + 1011> .. + 11> .. +1), 

!m" 9' c/24 (711) .. + 611>"_1 - 11> .. _2)' 

rn 

0 

1 

11>", 211>0 16/c-.:.~~J=~"" 16/C.~~ 
411>.. "r 11>"'-1 + 411>", + 11>"+1 

0,00000 0,0000010,083331 - 1 -
0,08 333 0,33:332 I 0,4:999 

711>0 J 611>1 I 24/C!mo 
m 11>", 11> .. -1 + 10 11> .. + 11>"+1 

--··-'-l 711>" 611>,,_1 24/C is .. 

0 0,00000 0,000001. 0,49998 _~33331 
--------- ------- --~- ----

0,08 333 1,00000 

Die Untersuchung wird mit den genaueren Werten !mill fortgesetzt: 

n n 

is' 
'" 

0,02 083 

0,12500 

~ .. 
0,02083 

0,12500 

CIU=.L:!m",E",; Probe: AIU+CIU=.L:iS".; M IU =!5ml; XI = M IU/!511 , 
o U 

m ~ ... .;:,. ';m !m ... E:" iSm'; QlUm QlUm C MIU Xl [mt] 

a (2,63180) - - - - - - - -
0 0,02083 1,00000 0,00000 0,02083 0,00000 - 0,00000 0,00000 0,00000 
1 0, 12500 0,91667 0,08333 O,II458 0,01042 2,61097 3,91646 3,91646 0,55045 
2 0,25000 0,83333 0,16667 0,20833 0,04167 2,48597 3,72896 7,64542 1,07455 . . . . . . . . . . . . . , . 

1 Mit den Annahmen liber C = J,/J irn Sinne der Anmerkung auf S. 175, 1511 nach S.177, 
11 = 12 = IS,O, n1 = nl = 0,2; rp' = I~II~ = 1.0; und PI = 1,0 tIm ist: 

PI It 1 • PI I~ 4 + nl . 
a) Xl = 8 1 + rp' = 20.25 mt;- b) Xl = 8 (3 + 2n I ) + (3 + 2nl ) rp' = 25,0 mt, 

Pll~ 3 + 2nI 
c) Xl = 8 (2 + 3 nl) + (2 + 3 ii;)qi' = 26,5 mt; 

PI ~ 3,61 + 0,38 nl . 
d) Xl = 8 t2,734 + 1,266~) +"(2)34 + 1,266;;) rp' = 25,0 mt, 
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Lineare AnnAherung l der Funktion C = J.1l zwischen den Querschnitten tl und c (Abb.156): 
XI = d .. Jd11 = d ... J6,9 ; 

P = 1 innerhalb der Voute: dwil = 10,8 E' {5,75 - E' [(2 + E) + 4: (1 - Elm; 
P = 1 auBerhalb der Voute: d" l = 27,OE [2 (1 - EI) - 0,3]. 

Zahlenwerte der EinfluBordinaten: 

E = 0.2 I 0,4 0.6 0.8 

ct) Funktion C = J./1 nach Abb.156b (Fall e. Abb.162) 127/217 2.35 1.55 
p) lineare Annllherung zwischen tl und c. . . . . 1:27 2:17 2.30 1.53 

c) Be1astung' (2c) und (2d)l. 
. 2 

ct) dll = 7.114:77 • ..1. = 1,0 cm. ..1. =..1. = 0 • CI = - 18,0' ~. = - E J. (CIA.). 

Die virtuelle Arbeit (CIA.) ist fUr C1 = -I. positiv. daher 
~. = - 2100000·0,115 (1 •. 0,01) = - 268,3333; 

XI' = d1./d11 = - 37,714:97 mt; 
P) At = tu - t. = - 100; ct, = 10-1; Annahme ct,' ..1t/" = const. ,,= 1.3 m. 

ctl..1t (II + II) 10-1 ·10 du = E J. -,,- --2- = - 2100000·0,115 . -1,3- . 18,0 = - 334:,384:6; 

XII = dlt/d11 = - 4:6,99865 mt • 

I Annahmen fiber C = J.1l nach Anmerkung auf S.175, IS = JJJ; "1 = flJ/l : 

a) d.1 = P II:~ (E - E3); b) d"l = P I~~~ E E' [!!.1 ~ 4: (1 + E) + (1- "I) EI (3 E' - 1)]; 

I I' 
c) d" l = P ~1 E E' (1 + E) [10 - 3 (1- "1) (I + EI)]; 

d) P innerhalb der Voute: 

dMl = P '~~~ E' {4: - (1 - "1) [VI (2 + (2 - "1)1)] - E'[2 "1 (2 + E) + 1:1"1 (1- EI)]}; 

P auBerhalb der Voute: 

'I/~ dMI = P 12E[2 (1- EI) - (1- "t)t1 (2 -VI)]; 

Gleichung der EinfluBlinie £fir Xl: 
(P = I; '1 = l~ = 18.0 "t = 0.2; 

~ t. "1 = 0,25; dll Seite 177). 
a) Xl = 4:.5 roD; 
b) Xl = 5,56 roD + 2.12 E' (2 - 5E 

+ HI); 
c) Xl = 8.65 roD (0,76 - 0.24: EI); 
d) P innerhalb der Voute: 

Xl = 3.02 E' {2,98 - E' [0.4: (2 + E) 
+ 3.2 (I - EI)J); 
P auBerhalb der Voute: 

Xl = 3.02 E [2 (1 - EI) - 0.088]. 

Zahlenwerte der EinfluB
ordinaten (Abb.162): 

E= 0,2 i 0.4 I 0.6 0.8 

a 
b 
c 
tl 

0.864 II 1.5121 1.728 1.296 
1.077 1.933 2.172! 1.512 
1.250 i 2.100 I 2.240 i 1.510 
I,no ! 1.920 2.160 I 1.530 

~Z-1~O! y:-
_£·l--l--c·l_ 

c-o '2 ~ 

Pall,,: -
Pan b uud 4: 
Pan c: -. -. 

Abb.182. 

Pan ,: ~ (z) aach Abb. 156 b. - •• - •• -
- EiDfIullliDie fllr Xl. 

I Mit ct,..1t/" = const ist dll ebenso wie dl • unabhAngig von C = J.Il. Daher ist fUr alle 
Querschnittsa.nderungen: . 

[ ..1. ..1. A (1 1)] 1 
Xu = EJ. -';-. + J;' - • -,;- + T. du ; 
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Lineare Annllherung der Funktion C = J./1 nach Seite 177: 

26S,3333 334,3S46 
Xl. = - -6;9- = - 3S,SSS9 mt. XII = - ~- = - 48,46153 mt. 

S. Stiitz- und SchnittkrUte des statisch unbestimmten Systems. Die Stiitz
oder Schnittkraft K des einfach statisch unbestimmten Systems ist nach (339): K = Ko - X1·K1. 
Die Krafte Ko und,K1 sind in Abb. 161 angegeben. 

a) Belastung (2a) (Abb. 163). 

1 
A = 9,0 - 27,47 IS,O = 7,47 t, 

2 
C = 9,0 + 27,47 IS,O = 12,06 t. 

1 
B = 0,0 - 27,47 IS,O = - 1,53 t, 

Feld A C: 

Feld BC: 

{ 
Q = IS,O (0,415 - E) • 

M = 1,62.~ (O,S~ - ~) • 

{ Q = 1,53, 

M =- 27,47 E. 

Grenzwerte von M: Q = 0 fiir ~ = 0,415: M max = 27,9 mt; 

Q = 0 fiir ~ = 1,0; Mmln =- 27,47mt; 

b) Belastung (2b) (Abb. 1(4). 

1 
A = E~. - Xl IS,O ; 

1 
B=-XI -· IS,O 

M und Q fUr den Schnitt ~ = E I. 

Feld A C: I 0 < ~ < E .. : 

Em< E < 1,0: 

Feld BC: 

1 
Q = ~:.. - Xl IS,O ; 

Q = E:" - Xll~O - 1; 

1 
Q=,\XI1S,O; 

( E'~ ) M=E 1S,O -y-XI ; 

Grenzwerte von M: Q=O fUr E=E .. ; Mmu=E .. (IS,OE~.-XI); 

Q=O fiir E=I,O; Mmu =-X1 ; 

K(aai -a1.'17 N(alJJ 

Abb. 163. Abb. 1114. 

EinfluBlinien i: A. C und B sind zugleich die Gleichu~en der EinfluBlinien der StUtz. 

1 Fiir Annahme a) auf Seite 175 mit Xl = 4.5 Cl)D werden die folgenden EinfluBlinien erhalten 
(Abb.l65 und 166): 

- m ~' 
Abb.165. Abb. 166. 

EinfluOlinie fiIr C. EinfluOlinie fiir Q", unci A. 
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krafte. EinfluBlinien fiir Q", und M .. im Schnitt m: 

Feld AC: 
1 o < ~ < E ... : Q .. = - E - Xl 18.0 ; M ... = E ... (18.0 EtE -Xl) ; 

1 
~ .. < , < 1 : Q .. = -1-, - Xl 18.0 ; M ... =E ... CI8,0(I-E)-Xl) ; 

Feld CB: Q .. = 

c) Belastungsfall (2c) und (2d): 

A C B Feld A C Feld BC -_. 
t t t Q [t] 

K-• + 2.,10 - 4,20 + 2,10 + 2,1 
K, + 2,23 - 4,46 + 2,23 + 2,23 

9. Die SchnittkrlHte des Stabwerkes ergeben 
Verschiebungen, die mit den Stiitzenbedingungen 
vertrllglich sein miissen. Dies wird nach (335) ge
prlift durch: 

T =J M(l)M(O) I. ds = o. 
I 

Die Funktionen MIO) aller hierfiir geeigneten An
sa.tze zur Naehpriifung der gegenseitigen Verdre
hung T der Ufer eines beliebigen Querschnitts /I 
(Abb. 168a), der Ufer des Stiitzenquerschnittes c 
(Abb. 168 b) oder der Durehbiegungen LI., LI" LI. 
(Abb. 168e) unterscheiden sich nur durch einen 
konstanten Faktor 1" 

MCOl=I", T =0 =fMCllE ~. ds. 

Belastung (2 a) : 
MIl) wird als Funktion von , angeschrieben. 

Numerische Integration naeh Simpson mit I.II 
nach 1. S. 175 

Es soil die EinfluBlinie fiir dasjenige Feldmoment 
berechnet werden, das bei gleiehfOrmiger Belastung 
am grOBten wird. An dieser Stelle ist (Fall a): 

M .. = {':"l,-~"Xl links von m (Abb. 167), 
~ .. le'-,,,Xl reehts von m, 

pI 7 
Q .. = 0 = 16 (7 - 16'01) : ~ .. = 16 . 

-.---- ._-- .-------

M[mt] Q [t] M.[mt] 

+ 37.7t E - 2,1 + 37,71 E 
+ 40,05 E - 2,23 + 40,05 E 

Abb. 168. 

links von til: 

rechts von III. 

Abb.167. 
EiDfluBIiDle filr M ... 
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Belastung (2c) und (2d): 
Die Verschiebungen aus Temperatur und Stiltzensenkung im Hauptsystem und aus den zu

geordneten iiberza.hligen Schnittkr:Hten sind nach Abb. 168: 

T=T,+Tn,=O; T=T.+Tn.=O; 
1 1 

cx,..dt II f II J' I J. T=2EJ'h 'u EdE+2X1u E TdE=O, 
o 0 

1 

O = ~EJ cx,..dt + X J 1:1 J. dl: = 928846 - 928846 
2'11 l'"J'"' " 

o 

T. = T. + T. = E J. {+ ..d. + (: - -}) ..d.} ; 

1 

0= EJ • ..d.+ XIII f El j' dE = 2415,0 - 2414,9999; 

u 

Drelfach statisch unbestimmtes System. 

f 

z; 

c)n -.11-1 '" No 
fiiiiiiiiiiiiii."'iiiiiiiiiiiiil ' . I 

~""iiiii" -"1-1 iiiiiiiiiiiiiiilii~~ 'I 1 
111111111111111111111111111111111111111111111111111111111IlIlft 

eJ 

I 
Abb. 189. 

1. Geometrische Grundlagen: Abmessungen (Abb. 169a): 11 = 15,0 m; II = 12,0 m; 
II, = 5, = 5. = 4,5 m; III = 2"1 = 9,0 m. 

J. Tra.gheitsmoment des Riegcls de, 
Reduzierte Stablltngen: I; = 15,0 m; I~ = 18,0 m; II~ = 27,0 m; II~ = 18,0 m; si = 9.0; 

s; = 9,0 m. 
Materialkonstanten: E. = 210 t/cml; cx, = 0,00001. 
2. Belastung: Gleichformig verteilte Belastung der beiden Riegel mit p tIm, 
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3. Hauptsystem: Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. Als iiberzllhlige Grl>/3en 
wird neben den beiden Eckmomenten Xl und XI' Xa = Ya/2hl verwendet, urn die Zahlen
rechnungen zu vereinfachen (Abb.169b). 

Ansatz zur Berechnung der iiberzahligen Krllfte: 

Xl' 1511 + XI' 1511 + Xa· d13= 1510 + 1511 + 1511 = dlQ9 • 
Xl' 1511 + XI' dn + Xa' <523 = <510 + <5lt + <51• = 61~' 
Xl' 631 + XI' <531 + Xa' 633 = 630 + 63t + <531 = <5aQ9 • 

4. Die Vorzahlen werden nach (300) berechnet. Der Anteil der Quer- und Lilngskrllfte 
wird nach Seite 92 und 159 vemachlllssigt.' 

h~ s~ 27 9 
<511 = "3 + "3 + 11 = "3 + "3 + 15 = 27,00; 

I' I' 15 18 
<511 = ; + ; + sl = "3 + "3 + 9 = 20,00; 

<533 = ~_ {5_ + s~ + s~ (~)2 + h~ (hl)2 + .5 [(!!)2 + ~ hi + (hl)2}} 
4 3 3 3 hi 3 hi 3 hi hi hi hi 

=+{~+: +: (:::r+!:-(4~5r+l:[(:::r+::: '4~5 +(4~5n} 
= 19,25; 

I' 15 
<511 = ; ="2=7,50; 

<513 = ~ {Ii _ s~ ~ _ I~ . (2 ~ + !!.I)} = ~ {~ _ ~ 4,5 _ 18 (2. 4,5 + ~)} 
23 2h1 6 hi hi 2324,564,54,5 

=- 5,75. 

Matrix der Elastizitlltsgleichungen und Abschlltzung der Fehlerempfindlichkeit des Ansatzea 
nach (331): 

(I) 

(2) 

XI 

27,00 7,50 I 
'---------, 

7,50 20,00 
--

5,25 - 5.75 

5,25 

- 5,75 

19,25 

Matrix der Unterdeterrninanten Du aus 5. 

(I) 

(2) 

351,9375 J - 174,5625 

I 

492,1875 - ,,,.,6'5 I 
--

- 148,125 194.625 

- 148.125 

194,625 

483.75 

Matrix der Produkte <5,,, Du 

(I) 

(2) 

(3) 

9502,313 \ - 1309,2191 - 7770656 

- 1309, 219 I 9843.750 I - III9,094 

, I 
- 777,656 I - III9,094 i 9312.188 

I I c5u Du i = 11589.188. 
k 

I I c5u Du I = 12272.063 • 
k 

I I c5u Du I = 11208,938. 
k 

Mit D' = 7415,438 aus 5. und I I I c5u D", I = 35070.189 wird 
; k 

rp = (±P) ~J~~,Du: I = (±p) ~~~~~~8: = (±P) 4.73. 

Fiir einen mittleren Fehler ± p = 0.01 der Vorzahlen 15", ist der ml>gIrche Fehler von X" 
aus der Nennerdeterminante ca. O,05·X". 

5. Konjugierte Matrix PU' Die Vorzahlen Pu: werden nach Seite 166 a1s Quotient 
zweier Determinanten berechnet. Dabei wird die Nennerdeterminante nach (352) mit 3 ver
schiedenen Anslltzen angeschrieben: 
D = 27(20·19,25 - 5,752) - 7.5 (7,5.19,25 + 5.25.5,75) + 5,25 (-7,5 ·5,75 - 20.5,25) 

= -7.5(7,5 ·19,25 + 5;25.5,75) + 20(27 ·19,25 - 5,252) + 5.75 (-27 ·5,75 -7,5 ·5.25) 
5.25(-7,5·5,75 - 5.25.20) + 5.75(-27·5,75 - 5,25·7,5) + 19,25 (27·20 - 7.52) 

7415,4375. 
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(X) PU: 1510 = 1; 1520 = 0; 15ao = 0: 

1· (20· 19.25 - 5.752) 
Pn = --74T5~4375--- = 0,0474601. 

P21 = =-1{~~~:1~,25+5,25~,75) =-002:J5404 
7415,4375 " 

P 1 =! (-7,~._5,75_-5,25 ._20) =-00199752 
8 7415,4375 " 

P) Pu: <510 =0; 15.0 =1; 1530 =0: 

P =!.-~ (27 . 19,25 - 5,252) = 0 0663734 
22 7415,4375 ' • 

P = '(27,O. 5,75 + 7,5.5,25) = 0 0262459 
a2. 7415.4376 ' , 

Y) Pta: <510 =0; 15.0 =0; <530 = 1: 

+ 1 (27 . 20 - 7,52) 
fiaa = --"74r5,4375- - = 0,0652355. 

Kontrolle (356): Die Werte Pit erfiillen den Ansatz (351) identisch, z. B. ist 

PIl1511 + P21<5l1 + P31<513 =0,0474601·27 - 0,0235404·7,5 -0,0199752·5,25 =0,9999999"",1. 
PIl1511 +PI1 15n + fi31 152a =0,0474601· 7,5 -0,0235404.20 +0,0199752·5,75 =0,0000001"",0, 
Pll 1581 + PIl <532 + fi3l 153a = 0,0474601 . iJ,25 + 0,0235404 . 5,75- 0,0199752. 19,25 = 0,0000002"",0. 

6. Belastungszahlen nach (300) (Abb.169): 

p.q.~ IP . 
1510 = --j2- = p. 12 15 = 281,25 P. 

P . N .. l~ P . l~ . l~. [ 281,25 122 . 18 ] 
15.0 = --- 24-- + --24 _. = P -2- + -- 24- = 248,625 p; 

1580 = t~.!J: l~ ~ t .. I~ d; -.!.- (~1 + ~2) = P [281,25 _ 108 (4,5 + ..!..)] = _ 91,6875 P . 
2 . 24 24 2 hI hI 2 . 2 2 4,5 4,5 

7. (X) Ansatz der iiberzahligen GraBen als Funktionen der Belastungszahlen: 
Xl = + 0,0474601 1510 - 0,02354041510 - 0,0199752 1530 , 

XI = - 0,02354041510 + 0,066373415.0 + 0,02624691530 • 

Xa = - 0,0199752 1510 + 0,02624591510 + 0,0652355 1530 , 

p> Uisung fiir die Belastungszahlen 1510 , <5.0 , 1580 aus 6.: 

X I =+9,3269P; X a=+7,4746p; X: = - 5,0739p. 

8. Superposition der Belastung p und der iiberzahligen Schnittkrll.fte zur Bildung der S t ii tz-

Abb.170. 

nnd Schnittkrllfte nach (350). Schnittkrll.fte im Hauptsystem nach Abb. 169. Momente M 
in den Schnitten e1 • ea. ea (Abb. 170): 

M=Mo-XI M 1 -X.M.- XaMa. 
M.,1 = - 9,327P .1,0 - 7,475P ·1,0 + 5,074p· j = - 14,265P [mt]. 
1I[.,I=-9,327p·l,O +5,074P·}=- 6,790p[mt]. 
M.,8= -7,475p·l,0 =- 7,475p[mt]. 

1 
Abb.l71a. Abb.l71 b. 

9. Der Spannungszustand mit Xl , ... , Xa nach (350) erfiillt die Stiitzenbedingungen. Daher 
sind die gegenseitigen Verschiebungen Tl und T. der Stiitzpunkte a. b und b. c fiir die Ergebnisse 
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in (8) und Abb.l71 Null. Nachweis durch 

1 T' =f~1(3) M(3) l~ ds =fM(3) MIO) l __ ds 
1 1 ] 1 ] • 

1 T~ = - ~. 9,3269·27 - ~ 6,7899·9 + .~. 15.28,125 - 15 ·11,7957 = - 0,002. 

1 T~ = + ~ ·l· 6,7899.9 - i [~(2. 7,4746 + 10,OIl6) + 1 (7,4746 + 20,0232)] . 9 = 0,004. 

TI = Ti· hI = - 0,002·4,5 = - 0,009 ~ 0,0; TZ = T~ hi = 0,004 . 9,0 = 0,036 ~ 0,0. 
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Der Fehler in der Berechnung der Schnittkriifte kann wie in Abschnitt 25. S. 169 bestimmt 
werden. 

27. Vereinfachung der Losung bei Symmetrie des Tragwerks 
und Symmetrie oder Antimetrie der Belastung. 

Je mehr statisch iiberzahlige Schnittkrafte zur Berechnung eines statisch un
bestimmten Tragwerks notwendig sind, urn so ungiinstiger ist die gegenseitige Ab
hangigkeit fiir die Fehlerempfindlichkeit und damit auch fiir die Brauchbarkeit der 
Losung. Man versllcht daher die gegenseitige Verkniipfung unabhangig von der 
GroBe der einzelnen statisch unbestimmten Schnittkrafte durch Symmetriebetrach
tungen iiber den vorhandenen Spannungs
und Verschiebungszustand des Tragwerks zu 
kIaren und damit die Losung zu verein
fachen. 

Die Symmetrie des Tragwerks ist durch 
die Anzahl der Symmetrieachsen bestimmt. 
Man unterscheidet die Symmetrie zu einer 
Achse, zu mehreren Achsen und zyklische 
Symmetrie. Die auBeren Krafte des Trag
werks konnen symmetrisch oder antimetrisch 
zu einer Achse zugeordnet oder in allge
meiner Form vorgeschrieben sein. Symmetrie 
oder Antimetrie der auBeren Krafte bedeuten 

Abb. 17~. 

auch Symmetrie oder Antimetrie des Spannung!'- und Verschiebungszustandes, so 
daB die Komponenten von Schnittkraft und Verschiebung in symmetrisch zu
geordneten Querschnitten gleich groB oder entgegengesetzt gleich sind und einzelne 
Komponenten in den Querschnitten der Achsen ausgezeichnete Werte annehmen. 

Bei Symmetrie der Belastung sind die Uingskrafte N, die Biegungsmomente M 
und die Verschiebungen w parallel zur Achse iIi symmetrisch zugeordneten Quer
schnitten m, m' gleich groB, die Querkrafte Q, die Verschiebungen ft senkrecht zur 
Achse und die Verdrehungen cp entgegengesetzt gleich (Abb. 172). Fiir die Quer
schnitte n in der Symmetrieachse sind die Querkrafte Q, die Verschiebungen u senk
recht zur Achse und die Drehwinkel cp Null oder entgegengesetzt gleich, die Glieder 
der ersten Gruppe (N, M, w) erhalten ausgezeichnete Werte. 

Bei Antimetrie der Belastung sind die Querkriifte Q, die Verschiebungen 1t senk
recht zur Achse und die Verdrehungen cp in symmetrisch zugeordneten Querschnitten 
m, m' gleich groB, die Langskrafte N, die Biegungsmomente M und die Verschie
bungen w parallel zur Achse entgegengesetzt gleich. Fiir die Querschnitte n in der 
Symmetrieachse sind die Uing~kriifte N, die Biegungsmomente M und die Ver
schiebungen w parallel zur Achse Null oder entgegengesetzt gleich, die Glieder der 
zweiten Gruppc (Q, u, cp) erhalten ausgezeichnete Werte .. 

Damit sind bei Symmetrie oder Antimetrie der Belastung eines durch Achsen 
ausgezeichnetcn Tragwerks einzelne Komponenten des Spannungs- und Verschie
bungszustandes bekannt. Die Anzahl der statisch iiberzahligen Schnittkrafte wird 
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dadurch kleiner, das Stabwerk zerfallt in Abschnitte, deren statische und geo
metrische Randbedingungen zum Teil bekannt sind. Die Nullstellen der Biegungs
momente erhalten die Bedeutung von Gelenken, die Nullstellen der Quer- und Langs
krafte diejenige von Fiihrungen. Die statische Untersuchung eines mehrteiligen 
Stabwerks wird daher bei symmetrischer oder antimetrischer Belastung zu einer 
oder mehreren Achsen des Tragwerks auf einen Abschnitt mit wenigen statisch 

.IP "i.I unbestimmten Schnittkraften beschrankt (Abschnitt 26). 
~. Die Belastungsumordnung. Urn die Rechnung bei 

11) ____ Ie einer allgemeinen Belastung $ des Tragwerks in derselben 
r- . ~ Weise zu vereinfachen, wird diese nach dem Superposi

.4. i Jm tionsg~setz (284) in einzelne Anteile zerlegt, die zu jeder 
Achse symmetrisch oder antimetrisch sind. Sie zerfallt bei 

~_IW einer Symmetrieachse in zwei «(1)$, (2)$), bei zwei Sym-

~ metrieachsen in vier Gruppen «l)~, ... (4)$), die zu jeder 
IJ) ___ = _g:::==a.. Achse entweder symmetrisch oder antimetrisch sind, also ,r , ,k einen symmetrischen oder antimetrischen Spannungs- und 

, i ' Verschiebungszustand mit den Eigenschaften auf S. 185 her-

W'·1 vorrufen. Auch bei Systemen mit mehr als zwei Symmetrie-
,,/ _ _ achsen ist keine andere als die Umordnung nach diesen vier 
"j _____ ~ c,·~ q Gruppen moglich. 
~-~ ~-o 1" Die statische Untersuchung mehrteiliger Tragwerke mit 

. liZ-o ,. ausgezeichneten Achsen beginnt daher stets mit der Um-
Abb.17S. Abb. 173b: Symmetri- ordnung der vorgeschriebenen allgemeinen Belastung und 
ache Belaatung 1I)!jJ, Abb. 173c: d B h·b d . h E· d 

Antimetriscbe lJeJastung (I)!jJ. er esc reI ung er ausgezeic neten Igenschaften es 
Spannungs- und Verschiebungszustandes jederTeilbelastung. 

$ = «l)~, ... (4)$.) Sie schlie13t mit der Superposition der Teilergebnisse fiir die 
Schnittkrafte und Verschiebungen aus 

M = «(l)M, •• , (4 IM). w = «(l)w •••. (4)W). 

Anwendungen. 
a) Der Bogentrager mit Zugband Abb. 173 ist nach einer Achse symmetrisch 

und fiir die vorgeschriebene Belastung $ vierfach statisch unbestimmt. Die Be-

a) 

I 
i 

c) ';t iii iiiiiiiiiiilliiil : 

~~_--;;-Jm 
~ Z-o 

Abb. 174. 

lastung zerfallt daher in die Anteile (1)$, (2)$. Die Belastung (1)$ ist zur Achse I 
symmetrisch und daher Qc = 0 und fPc = O. Das Tragwerk ist fiir die symmetrischc 
Belastung dreifach statisch unbestimmt. Die Berechnung wird auf den linken Trager
abschnitt Abb. 174a mit dem Hauptsystem Abb. 174b beschrankt. 
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Die Belastung (2'~ ist zur Achse I antimetrisch und daher Me = 0, Ne = 0, 
We = 0, Z = O. Das Tragwerk ist fUr die antimetrische Belastung einfach statisch 
unbestimmt. Es zcrfallt fUr die Bcrcchnung nach S. 185 in zwci Abschnitte Abb. 174c 
mit dem Hauptsystem Abb. 174d. 

b) Dcr Rahmcntrager Abb. 175a ist nach zwei Achsen I, II symmetrisch 
und fUr die vorgcschriebene Belastung ~ neunfach statisch unbestimmt. Sie wird 
in 4 Antcile umgeordnet, die zu den Achsen I, II symmetrisch oder antimetrisch 
sind und bei der Oberlagerung ~ liefern (1)~, (2'~, (3'~, (4'~ == ~). Dasselbe 
gilt daher nach dem Superpositionsgesetz auch fUr die Schnittkrafte ((l'M, .. '. (4'M 
== M) und fUr die Verschicbungen ((1'w, ... (4,W == w). 

1. Belastung (1'~ symmetrisch zu beiden 
Achsen (Abb.175b). Die QuerkrafteQ und die !.I 

Verdrehungen rp der sechs Querschnitte a ... t ~ 
sind N\}lI. Der Spannungs- und Verschiebungs
zustand ist daher durch Abb. 176a bestimmt. 

1£ 

Der Abschnitt des Stabwerks ist dreifach sta- _ A'l~_ ;I 
tisch unbestimmt. Die iiberzahligen GroBen ~r---l------'f 
werden nach Abb. 176b berechnet. 44 

2. Belastung (2'~ symmetrisch zur Achse I, 6) ..... ..L-....... ___ !=-_...-......... -.. 
antimetrisch zur Achse I I mit Q = 0, rp = 0 in g-o 
den Querschnitten c, d und M = 0, N = 0, 
u =0 in den Querschnitten a, b, e,f (Abb.175c). 
Das Tragwerk ist jetzt zweifach statisch un
bestimmt. Die Schnittkrafte und Verschiebun
gen werden aus Abb. 177a mit Abb.177b als 
Hauptsystem abgeleitet. 

3. Belastung (3)~ antimetrisch zur Achse I 
symmetrisch zur Achse 11 mit M = 0, N = 0, 
W = 0 in den Querschnitten c, d und Q = 0, 
rp = 0 in den Querschnitten a, b, e,f (Abb.175d). 
Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. 
Die Schnittkrafte und Verschiebungen werden 
aus Abb. 178a mit Abb. 178b als Hauptsystem 
abgeleitet. 

4. Belastung (')~ antimetrisch zu den Achsen 
I, II mit M = 0, N = 0, W = 0 in den Quer
schnitten c, d und M = 0, N = 0, U = 0 in den 
Querschnittena, b,e,f (Abb.175e}.DasTragwerk 
ist einfach statisch unbestimmt. Die Schnitt
krafteundVerschiebungenwerdenausAbb.179a 
mit Abb. 179b als Hauptsystem abgeleitet. 

Abb. 176. Die Abb. 176 b, c. d. e zeigen die 
Belaslungsmleile IIllI!. IIllI!. IlllI!. IO'lI!. 

Der Abschnitt 51 iiber die Berechnung der Stockwerkrahmen enthalt ein aus
fUhrliches Zahlenbeispiel. 

c} Der Kreisring Abb. 180a besitzt konstanten QuerschnittF, J. Er ist durch n 
gelenkig angeschlossene Zugglieder F. in n gleichgroBe Sektoren unterteilt und 
rotationssymmetrisch durch p belastet. 

Spannungs- und Verschiebungszustand sind in bezug auf n Achsen symmetrisch. 
In den Symmetriequerschnitten sind die Drehwinkel Null, die Querkrafte Null oder 
entgegengesetzt gleich. Die Untersuchung kann daher auf einen Kreissektor be
schrankt werden, dessen AnschluBquerschnitte keine Verdrehung, dessen Spitzen 
keine Verschiebung erIeiden. Damit sind zwei Bedingungen gegeben, aus denen das 
Biegungsmoment Xl und die Langskraft Xz berechnet werden konnen. 

1. Hauptsystem mit den iiberzahligen Schnittkraften Xl' X2 nach Abb. 180b. 
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2. Ansatz: Xl 1511 + X 21512 = 1510, Xl 1521 + X 2 1522 = 1520• 

Bclastungszustand: - Xl = I, Ml = I; - X 2 = I, M2 = yi2sin ('!lin) (Abb.180c). 

p 

I 
-0-----0-- . -.-1 

I 

1L 

P 
Ii 

II 
i 

Abb. 176a uod b. 

If F b ffJ-_-J--J ' 
Abb. 177a uod h. 

Abb. 178a und b. 

Abb. 1711a aod b. 

3. Vorzahlen (Tab. 16): 

+Tt/1I +Tt/1I 

1511 = f M~ d s = 12 , 2:,. = 2 r : ; 
-Tt/1I 

1512 = f 1 Y ds = ---"- (~_.!...) b; 
• 2 sin n/n 2 sin n/n b ,. 

-Tt/1I 

+></11 +:r/1I 

t522=2'~~::~.'+ If N:ds+ f M:ds, 
-Tt/1I -Tt/1I 

+:r/1I 

15 2 (1)2 J J f cos1rp 
22= '. ·O,5F. r+ F 4osinln/n 

r d -+- 1 . ,1 (1 + 2 t l _ !!.!) b 
qJ . 4 sinl n/n 2 ,1 b I' 

-"/n 

J '.1 ( n/n n ) n,a (- 1 n n· n ) = r - + -. - -. -- + ctg - + -. - --. -- + 2 ctg~ - - 3 - ctg - . 
F. 4 F sml n/n n n 4 sml n/n n n n 
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4. Belastungsglieder: Mo = 0; No = pro 
+nln +nln 

.I< 0 .I< ---", INN d J f P cos rp r dcp = P r2 FJ • U10 =, U20 ~ F· - 0 2 r m = F- . r - ..- 1--
T 2 sm n n 

-nln -nln 

Abb. 181. 

Abb. ISO a bis C. Abb. 182. 

J 
F X - P r ---:;------,;:-,-,--,------,----=------

2 - J r' [( nln :If) ( J ) nl' - + - I + ctg - 1 + - - 2 _ I 
F. 4 sinlnln n Frz n.J 

L (!:_ ctg !!-) 
X __ pr2 F n n 

1 - 2 _L + r2 [( . nln + ctg~) (1 + -L) - 2 ~J 
F. 4 sm1nln n Frs n 

Zahlenbeispiel (Abb. 181). 

p = 10,00 tIm, J = 0,00105 m', r= 4,00 m, F = F. = 0,26 m2 , n=3. 

J, Fund F. sind ideelle Querschnittsgro13en. 

Xl = -0,468 mt, XI = +0,620 t. 

Der Verlauf der Momente ist in Abb. 182 dargestellt. 

Die La.ngskraft N im Ring ohne Zugbli.nder betragt 40 t. also f1 = : = 153.8 tIm'. Die 

Zugbander vermindern die Ll!.ngskraft hochstens urn 1 %. dagegen ergibt das Biegungs
moment von 0.468 mt bei der Wandsta.rke von 0,20 m eine Zusatzspannung von 

M h 0.468 
a' = T -2" = -O~OOl05 0,10 = 44.5 t/m2 • 

das sind 29% der reinen Ringspannung. 

Verhiiltnis der Bie~un~smomente eines Stabwerks bei verschiedener Be
lastun~ eines Stabes. Die Umordnung der Belastung ist unter Umstanden auch von 
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Tabelle 24, Verh1i.ltniszahlen fur die Umformung der Momente cines Stabwerks 

bei verschiedenen symmetrischen oder antimetrischen Belastungsformen 

eines Stabes. 

~ ~ ~ ~ M=M".-.- M.=M"._.-
N • /A" R" v" R" r'I-______ -.---'---___ .----___ I _______ ---, _____ ---;;-__ 

I v" I R" Belastung 

I 1l!'I!il!!!!llllllfIlIl!Illll!!!I!!!!!11II11 

2 

3 

-;a!:iVZ 
4 ,~mnrmm 

~fll-:-" 

6 

7 

8 ~r---,-i _I 
...l-Jl~ . 

9 , . r ! 
10 ,r! i i 
~/l~ 

13 ( i 

1,00 

601: (1-01:) 

-lp2 

1,250 

1,500 

1,333 

1,250 

1,200 

1,125 

Belastung 

pi II 1111 IIU'II 1111 I I 
lilli!!!!!!!!I!!!!I!1 

p 

(~ -I) P ~lt--*t-:::T--Ir-
p ~.Dl-k ~pz+ f 

P 

2P 

.!....P 
(J 

2P 

2P 

M 
T 

..J/I '- t f 

t 

1,000 

8P(I-P)1 

16 [01: (1-01:) _! P2] 

• (1-201:) 

0,3 II 

(1+ P) (1- pt) 

1,500 

1,152 

4P+(I-P) 
• [1-P(2+P)) 

pI 

2P 

2P 

.!....P 
P 

2P 

M 
T 
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Nutzen, urn die Schnittkrafte fiir verschiedene Belastungen eines einzelnen Stabes 
(h - I), h auf eine bekannte Belastung zu beziehen. Eine iiberzahlige GroBe X k des 
Hauptsystems kann oft aus zwei Belastungszahlen nach (323) als 

X k = {3k(1l-l) «5(11-1)0 + {3k/1 <5110 

berechnet werden, so daB bei symmetrischer Stabform und symmetrischer oder 
antimetrischer Belastung 

<5(11-00 = ±<5110 und X k = 15110 ({3k(II-0 ± {3k/1)' 

Demnach ist fiir zwei verschiedene entweder symmetrische oder antimetrische 
Belastungsformen $1 und $2 

X k •1 : X k •2 = <5110,1 : <510,2' 

Die Schaubilder der Biegungsmomente eines Belastungsfalles (2) konnen damit 
auf die bekannten Biegungsmomente eines Belastungsfalles (1) bezogen werden. 
Hierfiir wird der einfachste Fall, die gleichfOrmige Belastung, gewahlt. 

Die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit des Ansatzes sind erfiillt, wenn von dem 
EinfluB der Ui.ngs- und Querkrafte auf die Verschiebungen abgesehen wird und die 
Belastung des in A und B gelenkig angeschlossenen Stabes 111 in den benachbarten 
Stabteilen des statisch bestimmten Hauptsystems keine Biegungsmomente hervor
ruft. Die Komponenten <5(A-1)O' <5hO bedeuten daher die relativen Verdrehungen der 
Endquerschnitte (h - I), h des ausgezeichneten Stabes. 

Die Verhaltniszahlen sind fiir symmetrische Belastung mit <5AO,2: <510,1 

= I-lrRr: I-lkRk' fiir antimetrische Belastung mit <5Ao,2: <5110,1 = vrRr : VkRk nach 
Tabelle 17 fiir Stabe mit konstantem Tragheitsmoment berechnet worden und in 
Tabelle 24 enthalten. 

Gegeben ist die Schaulinie M mp flir eine gleichfOrmige Belastung des Stabes A B (Abb. 183a). 
Hieraus folgen die Momente M.p (Abb. 183 b) flir die Belastung des Stabes A B durch Einzel
lasten: 

( 2,0 2· 1,0 ) 
iS7 = 1,5; iSl3 = 6·0,16 = 0,96; M",p = 1,5· 0,6.5,0 + 0,96· 0.6.5,0 M •• = l,MM ••. 

Abb. 183a und b. 

28. Vereinfachung der Losurig bei Symmetrie des Hauptsystems. 

Die Symmetrie des Hauptsystems setzt Symmetrie des Tragwerks voraus, deren 
Eigenschaften im allgemeinen bereits auf S. 185 dargelegt worden sind. 

Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie. Von n statisch unbestimmten 
Schnittkraften Y J wird in der Regel eine gerade Anzahl r symmetrisch zugeordnet 
sein. Der Rest (n - r) = t gehort Querschnitten der Symmetrieachse an oder be-
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steht aus Stiitz- und Schnittkriiften, deren Einheit im Hauptsystem ebenfalls sym
metrische oder antimetrische Kriiftebilder erzeugt. Statisch unbestimmte Biegungs
momente und Liingskriifte in der Symmetrieachse des Hauptsystems liefern sym
metrische, statisch unbestimmte Querkriifte antimetrische Spannungszustiinde. 
Die r symmetrisch zueinandcr liegcnden, statisch unbestimmten Schnittkriifte 
werden mit Y ...... Y A+J • •• Y It-J •.• Y It, die iibrigen (n - r) = t mit Zb be
zeichnet. Von diesen soU die Anzahl t' symmetrisch (Uh), die Anzahl til antimetrisch 
(V k) sein (t = t' + til). Die symmetrischen Eigenschaften des Hauptsystems sind 
die Ursache folgender Beziehungen: 

15...... = 6ItR I ••• 6(A+JII..4+J) = dIR-J)(R-J)I ••• d,c (..4+J) = dR(R-J) I 

d(.d+J) h = d(R-J) h , d(A.+JI k = - dlll-J) k· 

Die Matrix ist daher auch zur Nebendiagonale symmetrisch oder antimetrisch. Das
selbe gilt von der konjugierten Matrix. 

Zerlegung der Matrix und Bildung von Gruppenlasten. Werden je zwei der 
r Bedingungsgleichungen mit den Ordnungsnummern (A + j), (R - j) symmetrisch 
zueinander liegender Schnittkriifte addiert und subtrahiert, so entstehen zwei von
einander unabhiingige Ansatze. Die Gleichungen IX enthalten neben den statisch un
bestimmten Schnittkriiften Uh die GroBen (Y ... + Y R) = X~, (Y HJ + Y It-J) = X~H. 
Die Schnittkrafte V k fallen aus. Die Gleichungen (3 enthalten neben den statisch 
unbestimmten Schnittkraften Vkdie GroBen(Y A - Y It) =X;, (Y A+J - Y R-J) = X;_,. 
Die Schnittkriifte U h fallen aus. Hierzu treten noch t' geometrische Bedingungen 
dh = 0 mit den unbekannten GroBen Uh , (YA+J + Y R-J) = X~H und til geo
metrische Bedingungen 6 k = 0, welche nur V k und (Y A+J - Y R-J) = X;_, ent
halten. Die beiden Ansiitze IX und {3 zahlen daher (r/2 + t') und (r/2 + til) Glci
chungen mit ebensoviel Unbekannten. 

Urn die Aufspaitung der Matrix nach Abschnitt 34 vorzubereiten, werden die 
Glieder mit den Summen und Differenzen statisch unbestimmter Schnittkriifte mit 
der Zahl 2 erweitert, so daB daraus neue Unbekannte 

~(Y..4+J- Y R - J ) =Xr _, (359) 

mit den doppelten Vorzahlen entstehen. Diese Rechnung wird an vier ausgezeich
net en Gleichungen (A + h, (R - ]),1' und k gezeigt. 

AIIgcmeincr Ansatz . 

A +J 
h 

... + Y .01+.161.01+.1)(.1+.1) ••• + Y R- J iJ1A + J )(R-.I)··· + U.iJIA + J ).··· + Vt 6I.o1+.Iu··· 

... + Y A+.I6. IA +J) ••• + Y R-.IiJ. 1R - J ) ••. + U.iJ .. 

61.01+.1)0 

du 

d.to 

d1B- 1I0 

k 

R-J 

h 

,- i 

k 

••• +Y.oI+J6tl.ol+J) ••• +YR-J6tIR-J) ···+l't 6u 

... + Y.oI+,6'R-.I) 1.1+.1)··· + Y R-Jd,R-J)(R-J)··· + U.t5IR - J ).··· + V t 6,R-J)i··· 

Y A+J + Y R - J ... + ---- -- 26,.01+.1).··· 
2 

Ansatz at. 

Ansatz p. 
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Die Verwendung dcr halbcn Summe und der halben Differenz zweier zueinander 
symmetrisch liegemkr. ~tatisch unbestimmter Schnittkrafte nach (359) bedeutet 
mechanisch die Erweitcrung der statisch unbestimmten Schnittkraft zur statisch 
unbestimmten Gruppenlast und damit zu einer statisch iiberzahligen GroBe all
gemeiner Art. Diese sind eben falls unabhangig voneinander, so daO bei der Ableitung 
beliebiger SchniUkrafte und Verschiebungen auf die Superposition tiber die Beziehung 

Y A+J = X aH + X,_i, 

verzichtet und dafiir folgender Ansatz verwendet werden kann: 

MH = MHo - 2; (.11 H(a+oXaH + M H(,-()X,-i + AJa " U" + Marc V rc), } 

lJa=lJHo -2; (lJa(aH) XaH+lJa(,-i) X,_i+lJH" U,,+lJHkVrc)· 
(360) 

Ma(aH)' ()a(aH) bedeuten im Hauptsystem die auf den Querschnitt H bezogene 
Schnittkraft und die relative Verschiebung der Querschnitte H infolge von 
- Xa+i = 1. Alle anderen iiberzahligen GroOen sind dabei Null. Der Belastungs-
zustand . 

- Xa+i = - ~ (Y.A+J + Y R-J) = I, - X,_i = - ~ (Y.A+J - Y R-J) = 0 usw.) 
besteht aus den Schnittkraften (361 a) 

- Y A +J = I, - Y R-J = 1 , 
der Belastungszustand 

- X,_i = - ~ (Y.A+J - Y R-J) = I, - Xa+i = - ~ (Y d+J + Y R-J) = 0 usw.) 

aus den SchniUkraften 
- Y A+J = I, -I- Y R-J = I. 

(361 b) 

Die .Vorzahlen der Gleichungen IX und p werden aus der Arbeit einer virtuellen 
Belastung entwickelt: . 

2(lJ(A +J) (A+J) +lJ1,d +J) (R-J)) = lA+AlJ1A+J) (A+JI+lJIA+J) IR-JI)+ IR-AlJIR-J.I IR-J)+lJ(R-JI I.HJI) 

= 1 A +J lJIA +J)(aH) + 1 R-J lJ(R-JHaH) = laH lJlaHHGH)I 

2(lJIA +J)(A+JI-lJ(,d +J) (R-J)) =IA+J(lJ(A+JI IA +J)-lJIA+J) (R-JI) -IR-AlJIR-J) (A+JI-lJIR-JI IR-JI) 

l5"I"(+J) 

lJkIA+JI 

+lJ"(R-J) 

-ClkIR - J ) 

=IA+JlJ(A+J)(,-(1 -·IR-JlJIR-JlI,-il =1,-i lJ(,-iH,-il' 

=lJ"la+il =laHCllaHI" =2ClIA+Jlh. 

= Clrc(T-il = 1,_1 lJI,-ilrc =2lJI,.(+J)k· 

Damit erhalten die beiden voneinander unabhangigen Ansatze IX und P folgende 
Form: 

Ansatz Ct. 

x 0 «510+110' •• + Xo+i «51a+t1'n+t1' •• + U A «5'O+il A' •• «5'o+illl' 

X.tJAO •• ,+Xa+itJAla+1I •• '+('AtJU «5AO ' 
(362 a) 

Ansatz p. 

X, «5,,_il, ••• + .\,_, D'r_ill._t1 ••• + vk «51.-. ,k ••• 
(362 b) 

Diese Gleichungen konnen nach dem Prinzip von Cas t ig liano (S.163) auch unmittel
bar angeschrieben werden. Die virtul'lle Belastung besteht dabei aus den Teilkraften 
eines der Belastungszustande - Xa = 1,··· - Xa+i = 1,·" - X,= 1"" - X,_i = 1. 

Beyer. Baustatik. 2. Aufl .• 2. Neudruck. 13 
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Da die relativen Verschiebungen b.HJ und bR - J des Hauptsystems aus den auBeren 
Ursachen und den iiberza.hligen GroBen X k Null sind, ist in Verbindung mit (361) 

I 

Ia+i ba+i = l A + J b A + J + I R - J b R - J = o. 
IX) b(A+J)O + b'R-J)IOI- .L (b('d+J)a + b(R -J)a) Xa - .L, (b'A+J)" + b(R-J)h) V,,':"- 0, 

b'a+oo - .2'b'a+oa X a - .2'b(a+o"V,,=O; a= 1... . h= I .. j. 

I"_i br- i = 1,4+J b ,HJ - IB-J bR - J = o. 

r = I.· ... k=I ... t". 

Die Belastungsglieder bei Symmetrie der Matrix. Die Belastungsglieder 
der beiden Ansatze IX und {J (S. 192) entstehen durch Addition und Subtraktion der 
Bedingungsgleichungen mit den symmetrischen Ordnungsnummern (A + J), (R - J) 

Bei symmetrischer Belastung ist b(A+J)IOl = b(R-J)~' b,r-il 0 = b kO = 0; die Glei
chungen {J sind daher homogen, so daB 

(363) 

Bei Antimetrie der Belastung wird b(A+J)OI = - b(B-J)O' also b(a+i)O = b"o = 0, 
so daB die Gleichungen IX homogen sind. Daher wird jetzt 

Xa+i = 0, V,,=O und X,.-i=YA+J=-YB - J ' (364) 

Diese Losung trifft bei Verwendung von uf!symmetrisch liegenden Stiitz- oder 
Schnittkraften Wa mit symmetrischem oder antimetrischem Kraftebild nicht immer 
zu, so daB diese oft in ein statisch unbestimmtes Hauptsystem einbezogen werden. 
1st Wi die zur statisch unbestimmten Stiitz- oder Schnittkraft symmetrisch liegende 
GroBe, so werden zweckmaBiger von vornherein Gruppenlasten 

, " 
W' _ W o + Wo 

,,- 2 (365) 

gebildet, von denen dann stets die eine oder andere bei Symmetrie oder Antimetrie 
der Belastung Null ist. 

Urn diese iibersichtliche Losung auch bci eincr beliebigen Belastung $ anschrei
ben zu konnen, wird diese nach S. 186 durch Belastungsumordnung in einen sym
metrischen Anteil (1)$ und in einen antimetrischen Anteil (2)$ so zerlegt, daB 

$ == (1)$ + (2)$). 

In der statischen Untersuchung des Tragwerks fUr (1)$ erscheinen dann allein die 
iibcrzahligen GroBen Xa, Xa+i und die symmetrischen Krafte V", in der statischen 
Unt.crsuchung des Tragwerks fUr (2)$ nur die iiberzahligen GroBen X,., X r - i und 
die antimctrischen Krafte V k' J edem Lastanteil wird zur Vereinfachung der Rech
nung ein der Eigenart der Belastung (1)$ oder (2)$ entsprechcndes Hauptsystem 
zugeordnct. 

Dcr symmetrische Anteil (1)$ liefert 

(l)X r _ i = 0, 

der antimetrische Antcil 

(2)Xa+i = 0, 

<UXa+i = (l)YA +J = (1)YR _ J , I 
(2)$ 

(2)X - (2)Y __ (2)Y 
,.-i - A+J - B-J' 

(366) 



Anwendungen. 

di~ Superposition von (11$ und 12'$ daher 

y A+J = Illy A+J + 121y A+J. Y R-J = Illy R-J + 121Y R-J • 

Schnittkraft M = 111M + 121M usw. 
Anwendunl1en. a) Durchgehender Trager auf 

4 Stiitzeninsymmetrischer Anordnung(Abb.l84a). 
Das Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt. 

Hauptsystem a (Abb. 184 b): Trager auf zwei Stiitzen. 
Oberzahlige GroBen sind die Stiitzkrafte X/J == Y A. 

X" = Y B, so daB b/J/J = bbb' 
Hauptsystem b (Abb. 184e): Drei einzelne Trager. 
Oberzahlige GroBen sind die Stiitzenmomente X /J == Y A, 

X b == Y B. so daB eben falls b/J/J = bb,,' 

Umformung des Ansatzes nach (359): 

X/J b/J/J + Xb b/J" = bao • 

Xa bb/J + X" bu = "bO; 

x. ~ Xb 2 ("/J/J + b/Jb ) = b/JO + "bO' 

X -Xb .1.1.1 
~ 2 ("/J/J - uab) = U/JO - u" 0; 

Abb. 184. 

195 

Belastungszustand - Xl = I : - X a = I • 
Schnittkriifte M 1 ; 

Belastungszustand - X II = I: - X /J = I , Schnittkrafte M 2 • 

Symmetrische Belastung: Xl = ClIXa = ClIX", X 2 = O. 

Antimetrische Belastung: Xl = 0, XI = 121 X/J = _IIIIXb • 

Schnittkraft aus der Superposition: M = Mo - X 1 M 1 - X 2 M 2 • 

b) Beiderseits elastisch eingespannter Bogentrager in symmetri
scher Anordnung (Abb. 185). Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. 

Hauptsystem a. Trager auf zwei Stiitzen (Abb. I86a). Die Einspannungsmomente 
X/J' X" und die Langskraft Xc im Bogenscheitel sind statisch unbestimmte Schnitt
krafte. 

Dberzahlige GroBen: 

X _x.-x •. 
11- 2 ' 

X _ x.+X •. 
3 - 2 ' 

- X 2 = I: - X/J = I , 

- X3 = I: - X/J = I, 

+X" = I. M=M2 • 

M=Ms· 

Die Schnittkrafte aus - Xl = lund - X3 = I sind symmetrisch, die Schnitt
krafte aus - XII = I antimetrisch. Daher "12 = 1513 = O. 

~1 XI X. 

1511 1511 

t52! 

1531 1533 

13* 
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Symmetrische Belastung: 
11'Mo; 11lXl + 0, 11lXz = 0, 11lXa = II'Xa = 11lXb + O. 

Antimetrische Belastung: 

l2l.Mo; IZIXI = 0 I 12'X3 = 0, 

12'X2 = 12'X/J = - 12lXb + 0, 

Alo = 11lMo + 12lMo I 

M = Mo - X I M1 - X zM 2 - XaMa 

= Mo - Xl Y' + X 2 ;' - X s ' 
1 

N = No - Xl cos ex: - X 2 sin ex: • 

Die statisch unbestimmte Langskraft Xc = Xl 
des symmetrischen Anteils des Ansatzes laOt 
sich auOerdem noch durch einen Anteil der 
Gruppenlast Xa in Gestalt zweier Momente X lYo 
in a und b derart zu einer Gruppenlast Xc er
ganzen, daO diese im Gegensatz zu Xl unab
hangig von Xa berechnet werden kann. Die 
Bedingung ist hierfiir Isc5sc = O. Gruppenlast 
- X~ = 1: - Xl = 1, + Xs = lyo . 

+ ,IL.. ___ ""_"1 ___ ~I'f 
la 1534 = 1531 - Yo 1533 = 0 
(starre Einspannung), 

c) 

13 634 = 1531 - 2£31 - Yo 633 - 2)'0£33 = 0 
(elastische Einspannung). 

E33' E3l sind die E ] cfachen Drehwinkel des 
Widerlagers infolge eines Momentes von der 
GroBe 1 oder einer waagerechten Kraft 1 in 
a oder b. 

Hauptsystem b (Abb. 186b). Die Langs
kraft Nc = Xc im Scheitel wird durch die 
statisch unbestimmte Schnittkraft H b am 
Kampfer ersetzt. Als iiberzahlige GraBen wer
den auOer Xz und Xa nach Losung (a) die 
Gruppenlasten Xl = 1/2 (H/J + H b) und Xi = 1/2 
(Ii a - H b) verwendet. Von diesen ist Xi statisch 
bestimmt und bei symmetrischer Belastung Null. 

- I Bei antimetrischer Belastung ist H/J = - H b' 

1 Die beiden symmetrischen iiberzahligen Gro
Oen Xl' Xs werden auch hier durch Erweiterung 
von Xl zu einer symmetrischen Gruppenlast Xc 
unabhangig voneinander. Diese besteht aus Xl 

Abb. 186. und einem Anteil von Xs in Gestalt zweier 
Kraftepaare XlYo in a und b. Die Strecke Yo wird derart bestimmt, daO 15'3 = o. 
Ansatz und Ergebnis wie in Lasung (a). 
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Hauptsystem c (A bb.186c). An Stelle der Uingskraft.\' cd ient das Biegungsmoment 
Me = Xl im Bogenscheitel als statisch unbestimmte c 

gelenktrager mit Xl und den Gruppenlasten X 2 , X3 i---- ; --~ I 

Schnittkraft. Das Hauptsystem ist cIann ein Drei- 0--- ---D 
nach (a) als iiberzahligen Gri:Hlen. Der Ansatz erhalt a ' _' b 
wiederum die in (a) angegebene Form. Auch hier Abb. 187. 

kann der symmetrische Teil durch die Erganzung 

oj von Xl zu einer Gruppenlast Xc in zwei voneinander 
unabhangige Gleichungen zerlegt werden, die aus X I 

und zwei Momenten ~o Xl besteht. Die Strecke Yo 

wird aus der Bedingung «534 = 0 berechnet. 
~T=q 

c) Geschlossener Dachrahmen mit Hange
stangen in symmetrischer Anordnung 
(Abb. 187). I . Statisch bestimmtes Hauptsystem 
nach Abb. 188a: 

Zwei iibereinander liegende Balkentrager. Als 
statiscr.. unbestimmte Schnittkrafte werden die 
Langskrafte in c, h und k und die Biegungsmomente 
in a und b verwendet. 

Symmetrische iiberzahlige Gr63en: 

XI=~(Xa+Xb)' X2=~(XA+Xk)' X3=Xc' 
Antimetrische iiberzahlige Gr63en: 

Xc = ~ (Xa - X b), X" = ~ (Xl - X k )· 

Belastungszustande: - X 3 = I, M = .u 3' 

-XJ=I: -Xa=l, -Xb=l, .~=Ml' 

-X2 = I: -Xl = I, -Xk = I, ill = M 2, 
-Xc = I: -Xa = I, +Xb = 1, A! = .U~, 

-X6=1: --XA=I, +Xk=l, M=M". 

Ansatz fUr symmetrische Belastung: 
X, 

011 Ou : 01a 010 

()H 022 I Ot3 

031 031 ' 
i 

On 

Ansatz fUr antimetrische Belastung: 
x, Xs 

0" Ou 0'0 

Symmetrische Bebstung: X, = Xr, = O. 
X - (11X - (lIX X' - (11X ~ (11X X-X 1- a- b' :.1- 1- k' 3- c· 

Antimetrische Helastung: Xl = X 2 = X3 = O. 
X~ = (1I 1X a = - (~IXb' X5 = (21Xl = - (Z)Xk • 

Beliebiger Lastangriff: 
M = (lIMo + (21Mo -.l: XrMr; 

C:~t ~ 

+ 

c) 

r£CF~4 
Abb. 188. 

r= 1 ... 5. 
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Di~ Langskraft Xc = X 3 kann ebenso wie Xl auf S. 196 zu einer Gruppenlast X: 
erganzt werden, so daB ~13 oder ~23 Null ist. Die Erweiterung des Ansatzes zur un
abhangigen Berechnung aller iiberzahligen GroBen wird in Abschnitt 36 behandelt. 

Die Verwendung des Biegungsmomentes im Scheitelquerschnitt c (Abb.188b) 
odeI' der Schnittkraft H b im Querschnitt b an Stelle der statisch unbestimmten 
Langskraft Xa = Xc fUhrt zu keinen wesentlichen Anderungen der Losung. Sie wird 
dann ebenso wie auf S. 196 behandelt. 

2. Die Rcchnung laBt sich durch statisch unbestimmte Hauptsysteme abkiirzen, 
deren Schnittkrafte fiir die Belastung ~ und - X" = 1 aus Tabellen bekannt sind. 
Sie kann daher hier unter Umstanden mit Vorteil auf den geschlossenen Stabzug 
oder den Zweigelenkrahmen mit biegimgssteifem Zugstab bezogen werden. Der 
Ansatz lautet fUr Abb. 188c: 

Symmetrische Belastung Antimetrische Belastung 

Xl X 2 

15,1) 
11 

15(1) 
111 

1511> 
111 

15(1) 
II 

~(1) 
U20 

X, X, 

c5~~ c5i'6' 
f-···-I-

c5~~ c5~'6' 

"(11 
U40 

Zahlenbeiapiel in Verbindung .mit einem atatisch bestimmten Hauptaystem. 
Berechnung einer zweischiffigen, zur Mltte symmetrischcn Halle (Abb. 189). 

Abb. 189. 

1. Geometrische Grundlagen: Tragheitsmomente 
und reduzierte Stabillngen. Riegel: f. = 0,00312 m' = f., 
Pfosten: oberes Ende f. = 0.00540 mI. unteres Ende 
f. = 0.000675 m', f.: f. = n = 0,125. MaLlgebendes mitt
leres Trllgheitsmoment fiir den Pfosten nach Tabelle II 

flo = I,. f. = 4,90 f. = 0,00331 m'. 

, 0,00312 2 
h = 3,45 0,00331 = 3, 5 m, s~ = 3,09m, s~ = 2,50 m. 

2. Hauptsystem und iiberzahlige GroLlen: Die Belastung wird bei Symmetrie des 
Stabzugs durch Umordnung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt. Die sym
metrische Belastung (11$ erzeugt ein symmetrisches Krllftebild, so 'daB die symmetrisch zuein
ander liegenden Biegungsmomente der Querschnitte b, c. d, e nach (359) zu iiberzllhligen Grup
penlasten vereinigt und aus 

Xl = ! (CIIM. + (11M,); X 2 =! ((11M, + (1 1M,,) 

berechnet werden (Abb. 190a) .. Die Differenz der Biegungsmomente aus (\1$ ist Null, daher 

Xl = (11M. = (11M" X 2 = (11M, = (JIM II • 

Der antimetrische Anteil (21$ erzeugt ein antimetrisches Kraftebild. so daB ein Hauptsystem 
mit den Biegungsmomenten (11M •• (21M, als iiberzllhligen lluBeren Kraften statisch bestimmt 
berechnet werden kann (Abb. 190b). Diese werden zu zwei iiberzahligen Gruppenlasten zu
sammengefaBt: 

I2IXI =j. ((tIM. + (21M,); (21X3 = ~. ((21M. _ (21M,): 

(2IX I = 0 daher C2lX3 = (21M. = - (21M,. 

Abb. UK) .. Hauptsystem fllr s}'llllDetriscbe Belastung. Abb. 190 b. Hauptsystem fllr antimelriscbe Belaslung. 

Das Hauptsystem fiir den symmetrischen Anteil der Belastung nach Abb. 190a ist bewegJich, 
aber durch die Art der Belastung im Gleichgewicht. Das Hauptsystem fUr den antimetrischen 
Anteil (Abb. 190 b) ist statisch unbestimmt. die statisch unbestimmte Schnittkraft jedoch durch 
die Art des Lastangriffs Null. 
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Ansatz: 

Symrnetrischer Anteil Antimetrischer Anteil 

Xl XI 

611 I 612 610 

f---I-

621 I 6u 6zu 

3. Vorzahlen der Elastizitatsgleichu ngen: BerechDung nach (300) mit den Abb.191a-c 

611 = f M~~ ds = 13,506, 

6u = f MI MI; ds = 4,964, 

622 = f 1\.1:~ ds 

Abb. lin. Biegungsmomente im Hauplsyslem 
infolge - X I = 1. 

AuflOsung des Ansatzes nach (347): 

a) 

XI = + 0,10780610 - 0,09185620 , 

X 2 = - 0,09185610 + 0,24 990 620 , 

X. = + 0,02978630 , 

Abb. 192. 

5,826, 

= 33,580. 

....... .. .. ,... ".-

4. Die iiberzll.hligen Gro13en und Schnitt.krll.fte aus einzelnen BeJastungs
fll.llen. a) Eigengewicht (Abb. 192a). Die Belastung ist symmetrisch. Hauptsystem: Abb.l90a, 
XI = O. Schnittkrafte: Abb.192b. 

"10 =f MoMI j- ds = - 138,57, 

610 =f MoMI j' ds = - 86,017, 

Xl = - 7,037 mt = M& = M., 

XI = - 8,769 mt = M. = M •. 
Abb. 193. BlegunpmolDl!nle aus Eigelllewicbt. 

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 193): 

M = Mo + 7,037 1\.11 + 8~769 MI' 
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Probe : Die gegenseitige Verschiebung o~ der i!.u6eren Fu6gelenke mu6 aIs NuII nachgewiesen 
werden. Die virtueIIe Belastung I~ nach Abb. 194a Iiefert 

1~8)013J =f 1I1kM~a) 1."_ ds = 0,02 =..1 > 0, 
T 

All!.. 191 a Ulld U. 

so da6 die waagerechte Komponente H der i!.u6eren Stiitzkrll.fte nach (333) den Fehler 
A H = ..1/01':"-1) enthi!.It: 

11"-1) on-I) = If) all! = f M19 ) M19 ) ~~ d s = 110,403 . (Abb. 194 b) , 

AH = 0,02/110,403 = 0,181 kg , 
gegeniiber H = 2,040 t. 

b) Einseitige Schneebelastung (Abb.195a) . Die Belastung wird in den symmetrischen und 

Schneebelastung. 

Symmetrischer Antei!. 

Antimetrischer Anteil. 
Abh. 195. 

in den antimetrischen Belastungsanteil zeriegt. Symmetrischer 
Belastungsanteil (1)1,l!: Hauptsystem nach Abb. 190 a, Schnitt. 
krll.fte (I)Mo' nach Abb. 195 b 

(1)010 = f P)Mo 1111 j' d s = - 12,643 , 

P)020 = f (I)Mo ]'.,/2 j' ds = - 7,826. 

Antimetrischer Belastungsanteil (2)1,l!: Hauptsystem nach 
Abb. 190b. Schnittkrll.fte (2)Mo nach Abb.195c. 

(2)Oao=J(2)M0 1l13 j< ds=O, Xa=O . 

Daher ist nach 3.: 

XI = - 0,644 mt = J/~ = .11'., 

X 2 = - 0,794 mt = 11,[. = ;'11 •. 

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 196) : 

M = (I)Mo + (2) j\-10 + 0,6441111 + O,794Mz . 

Probe wie bei a) : 

ol"J = 0,02 = A. 

c) Windbelastung (Abb. 197a). Die Belastung wird in 
den symmetrischen und in den antimetrischen Belastungs
anteil zerlegt (Abb. 197 b und d) . Symmetrischer Belastungs-

Abb. 196. Biegungsmomente aus Schneebelastung. 

anteil: Hauptsystem nach Abb. 190a. Schnittkrll.fte (lIMo nach Abb. 197 c 

(11010 =f (lIMo MI je. ds = - '1,373, 111010 =f IIIMo M. je. ds = - 4,015. 
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Antimetrischer Belastungsanteil: Hauptsystem nach Abb.190b. SchnittkrlHte (21Mo nach 
Abb. HJ7e 

Daher ist nach 3.: 

Xl = - 0,426 mt , X I = - 0,326 mt , X3 = + 2,921 mt. 

Windbeiastung. 

Symmetri5cher Antei!. 

d) 

Antimetri5cher AnteiJ. 
Abb. 197. 

Abb. 19S. Biegungsmomente aus WiDdbeiastung. 

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 198): 

jv! = (1).110 + (2)Mo + 0.42611I1 + 0,326 ,l1t - 2,921 M l • 

Probe wie bei a): 
c5PJ = 0,025 = L1 • 

Mit (1 11511 = J/h = 0,025/3,45 = 0,00725, 11)152 < = (21153< = 0 ergibt sich nach S. 169 ein Fehler 
A Xl = 0.10780·0,00725 = 0,000782 mt und damit ein Fehler der au13eren horizontalen Stiitz
krlHte 

AH = 0.000782/3,45 = 0,23 kg gegeniiber 723 kg. 

Zahlenbeispiel in Verbindunl1 mit einem statisch unbestlmmten Hauptsystem. 
(Abb. 199a.) 

1. Geometrische Grundlagen. Tragheitsmomente: 

11=O,0416mc =lc' 12=O,0213mc, ll=O,0114 mc. 

Reduzierte StabUl.ngen: 
_ 0,0416 

h~ = a,OO· 0,0114 = 18,245 m, 
, 0 0,0416 

SI = 8, 6· 0,0213 = 15,746 m, 

,,~= 6,00 m, h' = 2,00 m, .<~ = 5,657 m , I; = 8,00 m. 
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2. Hauptsystem (Abb. 199 b) : Zwei einfach statisch unbestimmte Seitenrahmen stiltzen 
den Riegel des Mitte1schiffs als Balkentra.ger. Statisch unbestimmte Schnittkrafte sind MI. 
Mr. Hr. Um die Symmetrie des Stabzugs fUr die Rechnung auszuniitzen. wird auBerdem auchHI 
als a.uBere Kraft verwendet. so daB die Gruppenlasten 

Xl = t (M I + M r), XI = t (MI- M r), X, = t (HI +Hr). X,= t (H I - Hr) 

gebildet werden kannen. Xl' XI' Xa sind iiberzllhlige GraBen. Die Gruppenlast X, ist Null 
oder statisch bestimmt. Wird die Belastung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil 

l----<o-t----l--"'I ... 
a) AIJm6ssunflen b) H!lupisysfem 

Abb. 199. 

zerlegt. so ist 111X. = 111X, = (IIX1 = 1.'X3 = 0 und IIIX, statisch bestimmt .. Der Ansatz 
zerfa.llt in zwei unabhAngige Teile. . 

Xl X3 

Symmetrische Belastung: Antimetrische Belastung: X I t5~\' = t5~\' • 

3. Die Schnittkra.fte des statisch unbestimmten Hauptsystems. Unterlagen 
zur Berechnung der Schnittkrllfte in den statisch unbestimmten Seitenrahmen nach Abschn. 61 

18,25 9 6,00 3 "1 = 15,75 = 1,15; "2 = 15,75 = 0, 81; 

).1 = ::~ = 0,833; ;.. = ::~ = 1,200. 

I' = 0,833 . 2,159 + I + 1,200· 1,381 = 4,456 . 

Belastungszustand - Xl = 1: - M I = 1. - M r = 1. M~" nach Abb.200a 

1 I 
A1 = D1 = - - = - 0,125 t, BI = C1 = + - = + 0,125 t 

8,0 8,0 
2 + 0.833 - 1.000 

4'> = 2.4.456 = 0.3179. Hal = Hn = H' l = Hdl = 5.00 0,3179 = - 0,0636 t. 

Belastungszustand - X. = I: - MI = 1. + Mr = 1. M~91 nach Abb.200b 
AI = - 0,125 t, B. = + 0,250 t, D. = + 0,125 t, C. = - 0,250 t, 

HOI = Hu = - 0,0636 t; H •• = H •• = + 0,0636 t. 
Belastungszustand - Xa = I: - HI = I. - Hr = I. M~\I1 nach Abb. 200 c 

~O 0 C 6~ 0 
Aa = Da = - 8,0 = - 0,75 t, Ba = a = + 8,0 = + 0,75 t, 

..... _ I + 2·1.200 (I + 0.381) _ 09682' H __ (- 1.000) (_ 0 9682) - - 0484 t 
'" - 4.456 -.. 03 - 2 • - , , 

H" = H. 3 = - 0.484. Hu = Hoa = - 0,484 + 1,000 = + 0,516 t. 
4. Berechnung der Vorzahlen des Ansatzes als gegenseitige Verschiebungen im statisch 

. unbestimmten Hauptsystem nach (305) 

t5~~ = f'M~OI M~II ~. ds = + 28,14; 

t5&W = f M~ol M~111 ~. ds = + 682,5; 

t5~~~ J MIol M~\I1 ~. ds = - 77,47; 

t5~\IJ = J M~O) M~\I1 ~ ds = + 16,05. 
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5. Auflosung des Ansatzes in 2. nach (345): 

"~'J 
XI = 16,05370 • 

"~'J + 2,75309 ,,~W X 3 = --"'~,,-=o--:.-c:-::-,--=-
469,1004 

a) 

b) 

,C) 

1 

~t 
Abb.2OO. Biesuagsmomente iDfolge - X, = 1 im ltatilch IIDbestimmten unci statisch bestimmten Hauptsystem. 

6. Die SchnittkrAfte des statisch unbestimmten Stabwerks konnen aus den StiitzkrAften 
oder durch Superposition gewonnen werden: 

H. = H~IJ+ 0,0636 (Xl + X.) +0,484Xa • 

H. = H12J + 0,0636 (Xl + X.) - 0,516 Xa. 

H. = H~IJ + 0,0636 (Xl - X.) - 0,516 Xa • 

H d = H:JJ + 0,0636 (Xl - XI) + 0,484 Xii . 

N/6) 
onlil11l'lrlstJII 

Abb. 201. Schncebelastung. 

7. Belastu ngsfall I: Einseitige Belastung des Mitte1schiffs durch Schnee mit p = 0.45 tIm 
nach Abb. 201. Sie wird in den symmetrischen und antimetrischen Lastanteil mit p = 0.225 tIm 
zerlegt. so daB Xl = 111M, = 111M •• X. = 11IH, = 11IH •• XI = 111M, = - 121M.. Die Be· 
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lastungsglieder r'l!l"> Ansatzes werden als gegenseitige Verschiebungen im statiS<.u I;nbestinunt"n 
Hauptsystem nach (305) berechnet. 

(l)c5~\, = S (I'M~OI M~21 ; ... ds = - 86,7; (l)c5~\, = 0; 

(l)c5~2J = S (l).l[~O) M~·) ;" ds = +472,9; 

(2)d~t6 = S 11).lI~O) .lf~~) ~r ds = - 12,33; 

Xl = - 86,7 + O,ll~ 47;~_ = -1710 mt 
19,34 ,. 

v . 12,33 076 
"1 = - 16,05 = - , 8 mt • 

X. = 472,9 - 2,75. 8~,~ = +0 499 
469,2 ' t. 

Die StiitzkrAfte sind dann nach 6.: 

H G = +0,0840 t • 

H& = -0,4150 t. 

H. = -0,3173 t. 

Hd= +0,1817 t. 

Abb. 202. BiegllllgsmomeDte infolge Schnee last. 

Sie konnen in Verbindung mit 
den iibrigen auBeren Kraften zur 
Bestimmung der Schnittkrafte 
verwendet werden. Die Super
position nach (289) Iiefert 

M = .l"~.) + 1,710 M~2' + 0,768 .ll~21 - 0,499 M~2) • 

Um die Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 202) nachzuweisen. wird festgestellt. daB die Summe 
der gegenseitigen Verdrehungen der Querschnitte lund y Null ist. 

c5~l1 = S M~~) M~O) ;. d s = 16,81809 - 16,79790 = 0,02 "" 0 . 

I-~l' 
Abb. 203. Windbelastuug. 

8. Belastungsfall II: Waagerechte Belastung des Pfostens des Seitenschiffs durch Wind 
mit w = 0.625 tIm. 

Die Umordnung der Belastung ist bei dem einfachen Schaubild der Schnittkrafte M~O) 
nach Abb. 203 unnOtig. 

Belastungsglieder des Ansatzes: 

c51~ = f M~O) M~2) j. d.~ = + 19,236. 

c5~2J = f M~O) M~I) j. ds = + 19,236. 

15(41 ) = r MIO) MIll .l.!. d s = + 179 552 . so , O. I ] ,. 

Xl = 2,048 mt. XI = 1,198 mt. X3 = 0,496 t. X, = O. 
Nach Abschn.61 wird 

t/J = 2 + 0,833 (4 + 5·1,159) = 0 5701 • 
4.4,456 ' t. 

H~IJ = - 0,625; 5,00 (_ 0.5701) = 0.891 t; H~tA = 0,891 - 0,625.5,00 = _ 2,234 t • 
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Die iibrigen waagerechten Stiitzkrll.fte werden wiederum nach 6. berechnet. 

Ha = -1,788 t, H. = +0.841 t. H. = -0,202 t, H, = 0,294 t. 

Sie dienen zur Ermittlung der Schnittkrll.fte. Die Superposition nach (289) liefert 

M = M~9) - 2.048 M~I) - 1.198 M~I) - 0.496 M~2). 

Zum Nachweis der Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 204) wird festgestellt. daB die gegenseitige 
Verschiebung der Stiitzpunkte der inneren Pfosten Null ist: 

6~" = f M~fi) M~O) ~. d s = 51,618 - ~1,617 = 0,001 "'" 0 . 

Das Hauptsystem mit Symmetrie nach zwei Achsen. Die Symmetrie des Trag
werks zu einer Achse fiihrt mit der Bildung eines symmetrischen Hauptsystems zur 

~2,517 

Abb. 200&. Biegull8Smomente infolge Windlast. 

Symmetrie der Matrix in ·be
zug auf die Nebendiagonale 
und zur Zerlegung des An
satzes in zwei unabhiingige 
Gruppen von Gleichungen. 
Durch die Addition und Sub-

I 

Xu I X. 
II 

X D X A 

Abb.205. 

traktion von Gleichungen mit symmetrischen Ordnungsnummem sind neue Un
bekannte entstanden, die in statischer Beziehung als Gruppen von iiberziihligen, 
zueinander symmetrisch liegenden Schnittkriiften erkannt wurden. 

Besitzt das Hauptsystem zwei Symmetrieachsen. so ist die Matrix durch vier 
Achsen ausgezeichnet. Der Ansatz kann dann durch wiederholte Addition und Sub
traktion in vier voneinander unabhiingige Teile A, p.. v, T zerlegt werden. Die Un
bekannten dieser Gleichungen bestehen aus Gruppen vc;m je vier statisch unbestimm
ten, einander nach Abb. 205 symmetrisch zugeordneten Schnittkriiften. Sie konnen 
iihnlich wie bei einfacher Symmetrie des Hauptsystems symmetrisch oder anti
metrisch zu einer der beiden Achsen entwickelt und zur Bildung der vier unab
hiingigen Abschnitte des Ansatzes unmittelbar angeschrieben werden. Die Unbe
kannten Uk der Gleichungen A sind zu beiden Achsen symmetrisch. die Unbekannten 
V k des Ansatzes p. zu beiden Achsen antimetrisch. Die Unbekannten Y k der Glei
chungen v sind symmetrisch zur Achse lund antimetrisch zur Achse II, die Un
bekannten Z k des Ansatzes T antimetrisch zur Achse lund symmetrisch zur Achse I.l. 
Bilden daher XA.. X B • Xc. XD eine Gruppe statisch unbestimmter, einander sym
metrisch zugeordneter Schnittkriifte. so ist 

Uk = 1 (X.A + X B + Xc + X D), 

Z k = 1 (X.A + X B - Xc - X D), 

Y k = 1 (X.A - X B - Xc + X D) , } (367) 
V k = l(XA - X B + X c - X D)· 

Der Faktor 1/4 ist durch die nachtragliche Erweiterung der Summanden der Ansatze A 
bis T entstanden, urn die Schnittkriifte fiir - Uk = 1 aus der Belastung - X A = 1, 
- X B = I, - Xc;= I, - X D = 1 usw. zu entwickeln. Die Vorzahlen und die Be
lastungszahlen der Ansatze ;. bis T folgen aus derselben algebraischen Entwicklung 
wie die Gruppenlasten, also durch Addition und Subtraktion der Vorzahlen ~ik und 
der Belastungszahlen ~kO des allgemeinen Ansatzes. Sie erscheinen nach der erwahn
ten Erweiterung der linken Seiten der Gleichungen im vierfachen Betrage. Die Vor
zahlen ~u und !JlIi aus - XII = 1 werden jedoch dabei halbiert, wenn XII eine tiber
zahlige GroBe in der Symmetrieachse ist. Die Entwicklung kann nach dem An-
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satz (362) auf S. 193 verfolgt werden. Die Vorzahlen der Ansatze A bis T werden je 
nach der Art der Gruppenbildung mit Au. Pu. V"k. Tu bezeichnet und unabhangig 
von der algebraischen Grundlage ebenso wie auf S.I93 unmittelbar als die Arbeiten 
Ik·Au. IIt·Pkh. Ik·vk".Ik·Tkh einer virtuellen Belastung - Uk = 1, - Vk = 1, 
- Y k = 1. - Zk = 1 bei einer Formanderung aus - U" = 1 usw. entwickelt. 
Dasselbe gilt von den Belastungszahlen i.ko ' PkO' VkO' TkO' 

Die Gruppenlasten U 
bis Z konnen in dieser S,ymmelrische Be/oslun!l 
Form nur dann entwickelt 

j ,. -, 

Abb.206. Abb. 207 a, b. 

~ 
II 
l' 

¢ 
~ 

L~ 
r-

@ 

, 
r 

werden, wenn die Anzahl der iiberz1i.hligen Schnittkrafte ein Vielfaches von vier ist. 
Sie werden deshalb unter Umst~den durch symmetrisch liegende, statisch bestimmte 
Schnittkrafte erganzt. Daher tritt in der Regel zur Bildung von Gruppenlasten die 
Umardnung der Belastung nach den ausgezeichneten Systemachsen (Abschnitt 27). 

Anlimelrisme Be/lIs1un!l Ansatz und Losung der
artiger Aufgaben wer
den an der folgenden 
Rechnung gezeigt. 

1 
'F 

Abb. 207 c, d. 

Der kreisfOrmige, 
, durch eine Querwand 

~~l##Ioi+++++++++!!:;!:.~ unterteilte Behalterring 
(Abb. 206) ist sechsfach 
statisch unbestimmt. Er 
ist zu zwei Achsen sym
metrisch. Urn diese Ei
genschaft fiir die Be
rechnung zu benutzen, 

werden neben Ha und He auch H" und Hd als auBere Krafte verwendet, so daB 
durch deren Umordnung nach den vier Achsen acht iiberzahlige Gruppenlasten ent
stehen. Da das Kraftebild auch bei der Fiillung einer Kammer zur senkrechten 
Achse symmetrisch ist, s~nd die fiir diese Achse antimetrischen Gruppen Null. 
Daher werden nur die folgenden iiberzahligen GroBen angeschrieben: 

U1 =X1 =! (Ma+M.+M.,+Md), U.=X3= ~ (Ha+H,.+Ho+Hd}') 
(368) 

ZI=X,,=! (Ma+M.-M.,-Md), Z.=X,= ~ (Ha+H,,-H.,-Hd)· 

Die Elastizitatsgleichungen entstehen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit (I56) 

1510 -.L: c5u Xk = 0 usw., 15.0 -.L: c54k X k = 0; k = 1, ••• ,4. 

Die Vorzahlen haben die folgende Bedeutung: 

1511 = k SN~~ ds + S Mf ~. ds; 1510 = ::SNoNl ~·ds + S MoMl ~. ds. 
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NI und MI sind die Schnittkrafte aus - Xl = 1, X 2 = Xa = X 4 = O. Dieser Be
lastungszustandistgleichbedeutendmit - Ma= 1, - Mb= 1, - Mc= 1, - Md=l 
(Abb.207a). 

1. Urn die viergliedrige Matrix zur Bestimmung der iiberzahligen GraBen 
Xl' .. X, zu zerlegen, wird die Belastung in einen symmetrischen und in einen 
antimetrischen Anteil aufgespalten. 

Xa 

Symmetrische Gruppe: Antimetrische Gruppe: 

2. Die Vorzahlen (Abb. 207): 
+n/2 

<511 = 2 f 1 d s = 2 r n ; 
-n/2 

+n/2 +n/2 

+n/2 

<513 = - 2 J -~ y r d lfJ = - 4 r , 
-:</2 

XI x, 

~I~ dIG 

d'2 I d" ~'O 

~ "f y2 d +"f l 2 Ie d +(2)22 I. +I.:n; J.8 Ua3 = - 2 r lfJ - 2 cos lfJ -F-- r lfJ - r -F = nr -F -- + -F -, r r cr. cY.r 
-:</2 -n/2 

+n/2 +,./2 

<5 22 = 2 fir d lfJ + 22 , 2 r -t = 2 r (n + 4 ~:) ; <524 = -2 f +yrdlfJ,= - 4r, 
-,./2 -n/2 

+n/2 +,./2 

<5 = 2fY':' rdm + 2f.!- cos2 m /!- rdm = nr + b~, 
44 1'2 T 1'2 T Fe T F. r 

-n/2 -,./2 

3. Die Belastungszahlen fUr einen zur waagerechten .Achse symmetrischen oder 
antimetrischen Wasserdruck p: . 

+n/2 

(1)<510 = 0, (1)<530 = 2 f-~ cos lfJP r ~: rdlfJ = 4Pr~~, 
-n/2 

+,,/2 

(2)<520 =2, ~ P (2;)2. 2 r -};, (2)1540 = 2 f cos lfJ ~ pr ~: rd lfJ = 4pr ~: . 
-,,/2 

4. Die iiberzahligen GraBen sind nach den Ansatzen 1.: 

8p1' J. 
F. 

( • I.:n;1 J. :n;' 
r :n;- - 8) + - - +- 8 -

F. r F. ,. 

4p:n;yI. 
F. 
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5. Die Schnihkrafte aus der Fiillung eines Abteils entstehen durch Dberlagerung 
des symmetrischen und antimetrischen Anteils aus P/2. Daher ist bei Fiillung beider 
WHften des Behalters 

111 a = 111 b = Me = M d = Xl' 
x 

H = H. = H = Ha = ~ 
(J vCr' 

bei Fiillung eines Abteils 
111 -M - ~d-Xt. 

a- b- 2 ' 

H -H _ X3 +X,. 
a- b- 2r ' 

Die Abmessungen nach Abb. 208a liefern fiir p = 6,0 tim folgendes Ergebnis: 

Abb. 208a. 

J. = 0,153 .1,0 = 0,000281 m', 
12 

J. = 0,303 .1,0 = 0,00225 m' • 
12 

F. = 0,15.1,0 = 0,15 mt . 

F. = 0,30 . 1,0 = 0,30 m2 , 

J. : J.=0,125, 

J. : F. = 0,001873 m2 , 

J.: F. = 0,000936 mt, 
0,001873 

Xl=8·6,0.5,0· 2 8 =0,0478mt, 
:If :If 

5,0 (n2 - 8) + 0,001873· 5,0 + 0,000936· 5,0 

X - 60 50 1,333 n· 0,125 (5,02 + 0,001873) + 8 · 0,001873 - 228 
I - , • , • - , 5 mt , 

n (4·0,125 + n) (5,0 + 0,~~73) - 8 . 5,0 

Xs = 4.6,0.5,0. 0,001873· n = 0,0751 mt . 
n 2 8 n 

5,0 (n2 - 8) + 0,001873· 5,0 + 0,000936· 5,0 

X, = 4.6,0.5,0. 0,001873 (4·0,125 + n) + 1,333.5,02 . 0,125 = 29,15 mt . 

n (4.0,125 + n) (5,0 + 0,0~~:73) - 8.5,0 

FtiUung beider Kammern, 
1 mt ==66% mm. 

Abb. 208 b. Biegungsmomente. 

FUlIung einer Kammer, 
1 mt ::O,4 mm. 

Statische Untersuchun~ eines Kiihlturmunterbaues. Urn auch die Bedeu
tung der mehrfachen Symmetrie eines Trag'. erks fUr die Vereinfachung der statischen 
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Untersuchung zu zeigen, wird ein waagerecht liegendes Stabeck berechnet, dessen 
Knotenpunkte durch senkrechte, ani. unteren Ende eingespannte Pfosten frei drehbar 
gestiitzt sind. Das Tragwerk hat 24 statisch un
bestimmte Schnittkrafte Xb deren Abhiingigkeit 
bei unregelmailiger Gliederung des Stabwerks neun
gliedrige Elastizitatsgleichungen liefert (Abb.209). 

Da die Aufgabe hier fur ein Tragwerk mit 
zyklischer Symmetrie gelost werden 5011, konnen 
aile Vorzahlen des Ansatzes aus den Biegungs
moment en M u, M 1 de~ Hauptsystems Abb. 210 
fUr - X 24 = 1, - Xl = 1 abgeleitet werden. Die 
Tragheitsmomente des Pfost ens fUr die radial 
und tangential gerichteten Hauptachsen des Quer
schnitts sind I r' It, die Tragheitsmomente des 
Ringstabes I I' 

Urn auch ahnlichc Tragwerke mit anderen 
Abmessungen zu vergleichen, werden statt der Abb. 209. 

Elcfachen Verschiebungen t5~k Vorzahlen t5 ik = !3b~kverwendet. Sie entstehen aus 

folgendem Ansatz: 
15' = ... 15' = 1.9322 l31!. + 2 0.9662 h3 /~ + 2 0.2592 h3 fe + 2 ~~ f e 

24,24 22,22 3 'ft 3 ft 3 f, 3 J~' 

0' - ... 0' - '> .Q:¥592 h3 fe + 2 0.9662 h3 fe. ~ 0' - 15 
23,23- 21,21-- 3 ft 3 fr' 113 lk-:- ik' 

Geometrische Abmessungen des Tragwerks: 

l,=l,=lc und lr=llc; h=12m, ~=6,73m. 
Vorzahlcn der geomctrischcn Bedingungen 1524 = ° und 01 = 0: 

1524 ,24 = 152,2 = ... = 1,9322 + 2.0,9662 + 8.0,2592 + 2 ( ~r = + 6,489 , 

1523,24 = 151,24 = 0,259·1,932- 0,259·0,966 + 0,966·0,259·4 = + 1,25097, 
. 1 (5 )3 1522,24 = 152,21 = - 0,966 ·1,932 - 1,932·0,966 + 2' h = - 3,64434, 

1521 ,24 = 153,21 = - 0,259· 0,!.I66 - 4·0,966·0,259 = - 1,25097 , 
t520,2~ = t5~,24 = + 0,9662 - 4.0,2592 = + 0,66484, 
1523,23 = 151,1 = ... = 2.0,2592 + 8.0,9662 = 7,6, 
01,2~ = 01,2 = 1,932·0,259 - 0,966·0,259 + 4·0,259·0,966 = + 1,25097, 
01,23 = 0),3 = 0,2592 - 4.0,9662 = - 3,66562, 
0),22 = 01,4 = - 0,259·0,966 - 0,259·0,966·4 

a) oj 

-X .. =l, M .. , '-XI=l, MI . 
Abb. 210. Momeotenflacheo im statisch bestimmteo Haupt,ystem. 

Beyer, Baustatiy, 2 . Auf" , 2 . Neudruck. 

= - 1,25097. 

14 
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3 

4 

5 
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Matrixuer Vorzahlen ()",. 

--
+ 0,664841- 1,25097 - 3,64435 

- J,25097 

+ 0,66484 

I 
I 

-
+ 1,25097 

- 3,66562 

- J,25097 

-
+ 6,48900 + 1,250971- 3,64435 - 1,25097 

+ 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 - 3,66562 

- 3,64435 + J,25097 + 6.48900 I + J,250 97 

- 1,25097 - 3,66562 + J,25097 + 7,60000 
I ' 

+ 0,66484 - "'50971- 3.6m51 + '.'50 97 

- J,25097 1- 3,66562 

I + 0.66484 - 1.25097 

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung wiederholen i>ich infolge cler zyklischen Sym
metrie bei allen Verschiebungen, dereri Indizes glcichzeitig urn ein Vielfaches von 

a) 
12 

Abb.211. 

a) IJ) 

Abb.212. 

c) 
12 

c) 
12 

zwei erhoht sind. 
Die Lasten sind 

waagerecht und werden 
nur in den Knoten des 
Stabccks cingetragen. 
Sie lassen sich daher 
nach der \\"inkelhalbic
renden und einer dazu 
senkrechten Geraden, 
also in Richtung der 
Tangente an den um
schriebenen Kreis zer
legen. Jede Belastung 
kann infolge der vorge
schriebenen zyklischen 
Symmetrie des Trag
werks auf die Wirkung 
der Kraft W = 1 t in 
Richtung der Winkel
halbierenden (Abb.211 a) 
und auf die Wirkung 
der Kraft T = 1 t in 
Richtung der Tangente 
(Abb.212a) zuriickge

fiiort werden. Beide werden einzeln untersucht, urn daraus durch Superposition 
die Losung fiir eine allgemeine Belastung zu gewinnen. 

Belastungszahlen fiir W = 1 im Knotenpunkt 24. 
<5~4,O = - th3 1,932, <5~',o = <5;3,0 = - 1t3. 0,259, <5;,0 = 
<524,0 = - 1,932, <51,0 = <523,0 = - 0,777, <52,0 = 

Belastungszahlen fiir T = 1 t im Knotenpunkt 24. 

<5~2,O = It~ . 0,966 , 

<522,0 = its. 2,898 . 

<5~4,O = 0 , <5~,o = - <5~3,O = - 4 h3 • 0,966, <5;,0 = - <5~2,O = - 4 h3 • 0,259 , 

<52t,o = 0, <51,0 = - <523,0 = -11,592, <52,0 = - <522,0 = - 3,108. 

Die Belastung [ mit W = 1 t im Knotenpunkt 24 ist symmetrisch zur Achse A. 
Sie wird, urn bei der Losung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B 
symmetrische Belastung (1)[ mit Wa = ! t und in die zur Achse B antimetrische 
Belastung (2)[ mit Wb = ! t in den Knoten 12 und 24 aufgespalten (Abb. 211). 



+ 0.66484 

- 1.25097 

- 3.64435 

+ 1.25097 

+ 6.48900 

+ 1.25097 

- 3.64435 
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x, x, x, 

I 

- 1.25097 + 0.66484 

I - 3.66562 - 1.25097 

+ 1.25097 - 3.64435 - 1.25097 + 0.66484 

+ 7.60000 + 1.25097 - 3.66562 - 1.25097 

I + 1.25097 + 6.48900 + 1.25097 - 3.64435 - 1.25097 + 0.66484 

211 

2 

3 

4 

5 

6 

Die Belastung II mit T = 1 t am Knotenpunkt 24 ist antimetrisch zur Achse A. 
Sie wird, urn bei der Losung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B 
symmetrische Belastung (1'11 mit T. = 1 t und in die zur Achse B antimetrische 
Belastung ("II mit T" = i t in den Knotenpunkten 12 und 24 aufgespaIten 
(Abb.212). 

Damach ist jede Teilbelastung zu zwei ausgezeichneten Achsen A, B des Trag
werks symmetrisch oder antimetrisch, so daB das Kraftebild nach (367) mit einer 
vierfa<;hen Umordnung der zu den Achsen A, B zugeordneten Schnittkrafte, also 
mit den Gruppenlasten U, V, Y, Z beschrieben werden kann. Diese werden nach 
S. 205 mit der folgenden Tabelle als Funktionen der statisch unbestimmten Schnitt
kriifte X k des allgElmeinen Ansatzes entwickeIt. Der Vordersatz enthalt das Bildungs
gesetz der Gruppenlasten, Vorzahlen und Belastungszahlen. der Nachsatz die 
Schnittkrafte X k jeder Gruppenlast . 

.t f.' " T 
I--- --I--- 24 1 4 5 6 

U V Y Z 

+ + + I + Xu. Xl XI I X. I X, XI x. 

~-=--=-I + XII xn I-Xlo I~i~-:-x,-~ 
t------- ----------1-
+ I + ! - - XII XII I Xl' I Xu I Xli Xu XlI 

1---1-1 ------1-

+ I - I + - Xu. XII I XII I Xu I XIO I Xl. XlI 

1. Belastung (1'1 mit zwei zu beiden Achsen A, B symmetrisch liegenden Kraften W. 
in den Knotenpunkten 24.12 (Abb. 211 b). Die Belastungszahlenl'l:o, VI-0' TkO sind Null. 
Dasselbe gilt daher auch von den Gruppenlasten V, Y, Z. Dagegen sind die Gruppen
lasten Ul = 1 (Xl + Xu + X13 + X13) usw.tmit Al,O usw. von Null verschieden. 
Hieraus·folgt 

Ul = Xl = Xu = X13 = 423' 
Belastungszustand - Ul = 1 mit - Xl = - Xu = - Xl3 = - X 23 = 1, 

- Uu = 1 mit - XII' = - Xu = 1. 

Die Vorzahlen Au der Matrix (Ill werden nach S.206 als Arbeit der virtuellcn 
Kraftegruppe - Uk = 1 bei einer Formanderung des Hauptsystems aus - U A = 1 
angeschrieben. 

11 A1,1 = 11511+11+13+13, 11+11+13+23) = 4 (151,1 + 151•11 + d1•13 + d1,23) 

= 4 (7,60000 + 0 + 0 - 3,66562) = 4·3,93438 
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11 ),1.24 = 1611+11+13+23) (21+12) = 2 (624•1 + 624•U + tJ .4.13 + tJ.~.23) 
= 2 (1,25097 + 0 + 0 + 1,25097) = 4 ·1,25097, 

124 ),24.. 24 = 1 6(24.+12) (24+12) = 2624• 24 = 2·6,48900 = 4·3,24450, 

11 (1)),1.0 = 1 (11611+11+13+23)0 = 4 (11610 = 4 (- 0,3885). 

Die Ergebnisse der Zahlenreclmung bilden. durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Be
lastung ·(1)[. 

u. 

+ 3.24450 + 1.25097 -3.64435 - 1.25097 +0.66484 - - - 1.449 

+ 1.25097 + 3.93438 - - 3.66562 - 1.25097 - -
2 -3.64435 - + ].15384 + 1.25097 - 3.64435 - 1.25097 +0.66484 + 1.449 

3 - 1.25097 -3.~.562 + 1.25097 +7.60000 + 1.25097 - 3.66562 - 1.25097 

4 +0.66484 - 1.25097 - 3.64435 + 1.250g) + 7.15384 - - 3.64435 

5 - - - 1.25097 - 3.66562 - + 3.93438 + 1.25097 

6 - - +0.66484 - 1.25097 - 3.64435 + 1.25097 + 3.24450 

Die Matrix ist zur Nebendiagonale symmetrisch und wird ebenso wie nach S.192 
durch Addition und Subtraktion zugeordneter· Gleichungen berechnet. Dabei ent
stehen mit 

und 
U 26. - u. = TI , U I - U r. = T 2. u" - U 4 = T 3 

folgende Ansatze 

1 

3 

4 

+ 3.24450 + 1.25097 I - 2.97950 - 1.25097 - 1.4490 

+ 1.25097 + 3.93438 - 1.25097 - 3.66562 - 0.3885 

- 2.97950 - 1.25097 + 3.50950 + 1.25097 + 1.4490 

- 1.25097 - 3.66562 + 1.25097 + 3.80000 

I + 3.24450 + 1.25097 - 4.309J8 - 1.4490 

2 + 1.25097 + 3.93438 + 1.25097 - 0.3885 

3 - 4.30918 + 1.25097 + 10.79818 + 1.4490 

2. Belastung· (1)[ mit zwei zur Achse A symmetrischen und zur Achse B anti-: 
metrischen Kraften W" = l t in den Knotenpunkten 24. 12 (Abb.211c). Die Be
lastungszahlen ),100' f'kO' TkO sind Null. Dasselbe gilt daher auch von den Gnappen
lasten U. V, Z. Die Gruppenla.sten YI = t (Xl - Xu - XIS + Xu) usw. stnd mit 
"10 usw. von Null verschieden. Hieraus folgt 

Y1 = +XI = -Au = -XIS = +X •. 
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Belastungszustand - Y1 = 1 mit -Xl = I, +X11 = I, +X13 = I, -X23 = I, 

-YIt =1 mit -X24 = 1, +X12=I. 

Die Vorzahlen "u der Matrix (2)1 werden nach S.206 als Arbeit der vittueHen 
KrMtegruppe - Y A: = 1 bei ein"er Formanderung des Hauptsystems ans - Y" = 1 
angeschrieben. Die Rechnung Hefert 

11 "1,1 = 1 «5(1-11-18+23) 11-11-13+23) = 4 (151,1 - «51,11 - 151,13 + 151,23) 

= 4 (7,60000 - 0 - 0 - 3,66562) = 4 . 3,93438 , 

11 "1,24 = 1 c5l1-11-13H3) (24-12) = 2 (<<51,1t - 1511,24 - «513,24 + «523,24) 

= 2 (1,25097 - 0 - 0 + 1,25097) = 4 ·1,25097, 

I It"It,24 = 1 15(24-12) (24-12) = 2 «524,24 = 2·6,48900 = 4·3,24450, 

11 (2)"1,0 = 1 (2)«511_11_13+23) 0 = 4 (2)«510 = 4 ( - 0,3885) , 

lit (2)"24,0 = 1 (2)«5(2 .... 12) 0 = 2 (2)1521,0 = 4 ( - 1,449) . 

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die folgende Matrix der 
Gruppenlasten Y A:' 

+ 3,24450 + 1,25097 -'3,64435 - 1,25097 + 0,66484 -

1 + 1,25097 + 3,93438 - - 3,66562 - 1,25097 - - 0,3885 

2 - 3,64435 - + 7,15384 + 1,25097 - 3,64435 - 1,25097 

3 - 1,25097 - 3,66562 + 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 - 3,66562 

4 + 0,66484 - 1,25097 - 3,64435 + 1,25097 + 5,82416 + 2,50194 

5 - - - 1,25097 - 3,66562 + 2,50194 + 11,26562 

3. Belastung (a)II mit zwei zur Achse A antimetrischen zur Achse B symme
trischen Lasten To = 1 t in den Knotenpunkten 24,12 (Abb.212b) 

U = O. V = 0, Y = 0, Zl = ~ (Xl + X 11 - X18 - X 23) 9= 0, 

ZI =X1 =X11 = -X18= - X13 • 

Belastungszustand -Zl = 1 mit -Xl = I, - X 11 = I, +X18 = 1, + Xu = I, 

Belastungszustand - Z. = 1 mit - X 8 = I, + X 18 = 1 . 

Die Vorzahlen TU der Matrix (a)II werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen 
KrMtegruppe - ZA: = 1 bei einer Formanderung des Hauptsystems aus - Z" = 1 
angeschrieben. Die Rechnung liefert 

11 T1,1 = 11511+11-13-11) \1+11-13-23) = 4 (<<51,1 + 151,11 - «51,13 - «51,23) 

= 4 (7,60000 + 0 - 0 + 3,65562) = 4 ·11,26562, 

11 (SIT1 ,o = 1 «5(1+11-13-23) 0 = 4 (1)1510 = 4 (- 5,796). " 
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Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fUr die Grup
penlasten Zk der Belastung (31II 
• 
J 

2 

3 

4 

5 

6 

+ 11,26562 + 2,501 94 

+ 2,50194 + 5,82416 

- 3,66562 + 1,25097 

- 1,25097 - 3,64435 

- - 1,25097 

- + 0,66484 

- 3,66562 - 1,25097 - -

+ 1,25097 - 3,64435 - 1,25097 + 0,66484 - 1,554 

+ 7,60000 + 1,25097 - 3,66562 - 1,25097 

+ 1,25097 + 7,15384 - - 3,64435 

- 3,66562 - + 3,93438 + 1,25097 . 
- 1,25097 I - 3,64435 + 1,25097 + 3,24450 

4. Belastung c'III mit zwei zu beiden Achsen A, B antimetrischen Kraften 
T& = 1 t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 212c) 

'(1=0, Y=O, Z=O, VI=l(XI-Xn+X13-Xz3)+0. 

VI = + Xl = - Xn = + Xl3 = - X 23 , 

Belastungszustand - VI = 1 mit - Xl = 1, + Xli = 1, - Xu = 1, + XIS = 1. 
Die Vorzahlen,uu der Matrix ('III werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen Krafte 
- V 1< = 1 bei einer Formanderung des Hauptsystems aus -V. = 1 angeschrieben. 
Die Rechnung liefert 

11 1'1,1 = 115(1-11+18-23111-11+18-231 = 4 (61,1 - 61,11 + 61,13 - 61,13) 

= 4 (7,60000 - ° + ° + 3,66562) = 4·11,26562, 

11"11'1,0 = I 611-11+18-8310 = 4 C4oI610 = 4 ( - 5,796) • 

Die Ergebnisse del Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Grup
penlasten V1< derBelastung "III. 

1 + tI,26562 + 2,50194 - 3,66562 - 1,25097 -
2 + 2,50194 + 5,82416 + 1,25097 - 3,64435 - 1,25097 - 1,554 

3 - 3,66562 + 1,25097 + 7,60000 I + 1,25097 - 3,66562 

4 - 1,25097 - 3,64435 + 1,25097 + 5,82416 + 2,50194 

5 - - 1,25097 - 3,66562 + 2,50194 + II,22562 

Die Ansatze CIII, cIIII zur Berechnung der Gruppenlasten Y, Z lassen sich im vor
liegenden Faile ineinander iiberfiihren, da die Achsen A und B miteinander ver
tauscht werden konnen. 

Die Auflosung der Bedingungsgleichungen der vier Gruppen bereitet bei Be
achtung der Rechenvorschriften Abschnitt 29 keine Schwierigkeiten. Die Super
position der Teilergebnisse zur Bildung der statisch unbestimmten Schnittkrafte 
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aus einer vorgeschriebenen Belastung der Rahmenstellung nach Abb. 213 (Wind
richtung winkelrecht zu Stab 23) geschieht mit zyklischer Vertauschung der Er
gebnisse und liefert folgende Losung. Sie dient zur Berechnung der iibrigen Bie
gungsmomente (Abb.214). 

L1!.ngskrafte Xu Xl = X 21 !X3 =XU X6=X17!X7=X16 x.=x1S I Xu 
- .-

+ 21,40 I - 12,92 I - 12,20 t + 32,94 - 0,72 - 8,48 - 7,10 

Mornente X n=X2,! X 20 =X2 I X 18 =X, X1.=X. Xu=X. X I2 =X1O -
i I 

- 27,463 + 6,247 I + 27,867 rnt + 40,222 I - 6,247 - 40,626 -

Die Untersuchung kann als Grundlage fUr die vollstandige Beurteilung des raum
lichen Zusammenhangs der Konstruktion bei Einspannung der Pfosten im Stabeck 

Abb.213. Abb. 214. Biegungsmomente aus Belastung nacb Abb. 213. 

mit oder ohne Beriicksichtigung des Verdrehungswiderstandes der Pfosten und 
Riegel verwendet werden. 

Andree, L.: Das B.U.-Verfahren. Miinchen 1922. - Hertwig, A.: Zur Berechnung syrn
metrischer statisch unbestirnrnter Gebilde. Bauing. 1928 Heft 10 und II. - Vinzenz, J.: 
Beitrag zur Berechnung des kontinuierlichen Tragers. Bauing. 1921. S. 6!)5. 

29. Algebraische Auflosung der Bedingungsgleichungen. 
Die statisch unbestimmten Schnittkrafte eines Stabwerks werden je nach der Art 

der Aufgabe fUr eine ausgezeichnete Belastung oder nach zahlreichen auJ3eren Ursa chen 
getrennt angegeben, urn daraus die fiir die Verwendung ungiinstigsten Grenzwerte 
zu entwickeln. Wahrend die Belastungszahlen bko ' bk':'-") oder bk 0, bt@h) in dem 
einen FaIle in die Auflosung einbezogen werden, ist im anderen die Berechnung der 
statisch unbestimmten Schnittkrafte mit Hilfe der zu den Vorzahlen bu. konjugierten 
Matrix meist einfacher und iibersichtlicher. Sie werden dann je nach der Art des 
Hauptsystems in der folgenden Form angeschrieben: 

i=n i=h 
Xk=2;Pki~iO' (k=1 .... 1t); Xk=ZPki~\~-II), (k=l .... h). (369) 

i = 1 i = IJ 

Jede Aufgabe besteht in der Aufli:isung von n oder (n - h) linearen Gleichungen mit 
ebensoviel iiberzahligen GroBen. Sie ist in formaler Beziehung elementar. Schwierig-
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keiten entstehen unter UmsUinden nur durch die Fehlerfortpflanzung der Zahlen
rechnung. Diese darf erst dann als beseitigt angesehen werden, wenn die Nenner
determinante nicht wesentlich kleiner ist als das Produkt der Glieder der Haupt
diagonale. 

Die Berechnung mit Determinanten nach S. 166 ist nur bei einer kleinen Anzahl 
von Wurzeln am Platze, die leicht mit Unterdeterminanten angescnrieben werden 
konnen. In allen anderen Fallen wird zunachst eine Wurzel durch Elimination oder 
Substitution der iibrigen gewonnen. Diese selbst folgen dann durch Rekursion.· Da
bei verdient diejenige Rechenvorschrift den Vorzug, deren Zwischenergebnisse iiber
sichtlich und nachpriifbar angeschrieben und deren Endergebnisse mit der kleinsten 
Stellenzahl einwandfrei erhalteil werden. Die Losungsfehler treten urn so mehr zuriick, 
je groBer die Nennerdeterminanten aller Zwischen stu fen bleiben. Daher ist die 
Elimination nach GauB stets dann am Platze, wenn die Vorzahlen Ou in der Haupt
diagonale der Matrix groB gegeniiber den Nebengliedern sind und diese selbst nach 
dem Rand zu der GroBe nach abnehmen. 

Auflosung des Ansatzes durch Elimination. a) Die vollstandige Rechen
vorschrift nach C. F. Gauo. Die Elimination beruht in der Riickbildung des 
Systems mit n Unbekannten auf ein System mit (n - 1) Unbekannten. Man ver
wendet Vorwarts- oder Riickwartselimination, urn zunachst die nte oder die erste 
Unbekannte iu bestimmen und findet aIle iibrigen durch Rekursion der Losung. 
Auf diese Weise entsteht eine Rechenvorschrift von groBer Obersichtlichkeit. 

Bei Substitution der Unbekannten wird eine Unbekannte als Funktion der 
iibrigen in eine andere Gleichung eingesetzt und auf diese Weise in beliebiger, zu
meist durch den Ansatz vorgeschriebener Reihenfolge zuerst eine Unbekannte X I: 
gefunden. Die iibrigen ergeben sich wiederum durch Rekutsion. Die Substitution 
eignet sich also bei unregelmaBiger Matrix. Sie fiihrt unter Umstanden auch dann 
noch zu brauchbaren Ergebnissen, wenn die Elimination nach gebundener Rechen
vorschrift versagt. 

Die Elimination ist als gebundene Rechenvorschrift von C. F. GauB angegeben 
worden und als GauBscher Algorithmus in der Geodasie seit lang em zur Losung 
der Normalgleichungen bekannt. Hierbei wird bei n Unbekannten in n Eliminations
stufen stets die linksstehende Unbekannte ausgeschlossen, indem die in geeigneter 
Form erweiterte erste oder letzte Gleichung von den iibrigen Gleichungen der 
Eliminationsstufe abgezogen wird. Zur Nachpriifung der Zahlenrechnung jeder 
Elimination werden die algebraischen Summen der Vorzahlen Otl: jeder Zeile gebildet 
und als Zeilen- oder Quersummen (OII . .. OnI) mitgefiihrt. 

X l l511 + X 2 1512 + . . . + XI: l5u + . . . + X 71 151 n = 1510 , 

Xl 1521 + X 2 1522 + . . . + X k 152k + . . . + X 71 152 n = 1520 , 

Xl 1581 + X 2 1532 + . . . + X k c5ak + . . . + X n 15371 = 1530 , 

Xl c5nl + X 2 c5n2 + ... + Xk0tlk + ... + Xn 15nn = c5n o. 

c51.!' = 1511 + 1512 + ... 151 n oder c5w = 1511 + 1512 + ... 151 n + 1510 • (370) 

Bei Vorwartselimination wird die erste Gleichung der R~ihe nach mit 

(371) 

erweitert und zu den folgenden addiert. 
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• .. «531 = Uao - UI0T ; 
un 

«5n «5. ,. - «51 ,.-- - «5n ' 

«5. ,. - «51 .,. «5.11 
. - .:. «5n ' 

oder 

oder 

211 

Auf .diese Weise ist Xl ausgeschlossen und die erste Eliminationsstufe mit 
(n - 1) Gleichungen gebildet worden. Sie ist nach dem Ergebnis der Rechnung 
unter Beachtung des Maxwellschen Gesetzes ebenfalls zur Hauptdiagonale sym
metrisch. Ihre Vorzahlen erhalten im Sinne von C. F. GauB folgende Bezeichnung: 

X2d~~ + X3c5~~ + ... + Xkl5~IJ + ... + Xnl5~l~ = 15~; 

X2d~~ + X3c5~~ + ... + xkd~ll + ... + Xnl5~l~ = dW ; 

.1(1) 
U2~ , 

.1(1) 
U3X • 

15(1) 1 
. ~'~:: r (373) 

• 
Die Richtigkeit der Zahlenrechnung wird durch die folgende Identitat festgestellt: 

.1(1) .1(1) .1(1) .1(1).1 .I «511 
U2X = U22 + U23 + ... U2n = U2X - UIX ~. 

Un 
(374) 

.1(1) .1(1) + .1(1) 
U21.·' = U2X U20 • (375) 

Hierauf wird XI ausgesehlossen. indem die erste Gleichung der ersten Stufe der 
Reihe naeh mit - ". = - I5~VW~; - "1M = - 15~V1I5W erweitert und zu den fol
genden addiert wird. Auf diese Weise w.ird die zweite Eliminationsstufe mit (n - 2) 
Unbekannten Xa ... X" gebildet. Ihre Vorzahlen fiihren die Bezeichnung 15~~' ... 15~~ 
usw. Die Richtigkeit der Rechnung folgt aus 

Die Elimination ergibt schlieBlich 
0(0-11 

X nO ,,= «5( .. -1)' .... (376) 

In dem Ansatz (372) ist 1 ".Jl5u die iiberzahlige GroBe Xli' welche von - XI ~ 1 
erzeugt wird. Demnaeh sind 

.I .I 621 .1(1) 
Uaa - UI2 T = U22 • 

un 
.I .I 621 .I .I 621 .lUI 
U2k - UlI,T = Uk2 - Ukl T = UU, 

"11 Un 
(377) 

die Verschiebungen der Punkte 2 ... k. welche aus -Xa= 1 und gleichzeitig durch 
die - XI = 1 zugeordnete iiberzahlige GroBe XII entstehen. I5~V ••. 15~ll sind also 
Versehiebungen in einem einfach statisch unbestimmten Hauptsystem, in dem Xl 
nicht mehr als iiberzahlige GroBe auftritt. Ebenso konnen 15~~ •.. 15~2l als die Ver
schiebungen der Punkte 3 ... k eines zweifach statisch unbestimmten Haupt
systems angesehen werden, in dem Xl und X2 nieht mehr als iiberzahlige GraBen 
enthalten sind. 

(372) 
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Algebraische Auflasung der Bedingungsgleichungen. 

Vollstll.ndige Vorwllrtselimination fiir fiinf uberzllhlige GraBen (378). 

I 6n I 611 613 I 61, 
1-1----1-----,---

I HII H13 I HI' 

2 621 I 6t1 
6u I 6u 

~I 
3 631 611 6" 

4 6n 6'1 ~1~1 '-------
5 611 6 •• 6'3 15., I 

2(11 d(U 
19 

6U1 II I 
d(U 
" 

--I ! 
HlllHUI 

3(1) 6(1) 6111 I 6111 1 
II sa 84 1 

i 
4(1) 15(11 c5 lU 6111 I " " " 
5(11 15(11 6. 6111 61 c5 lU 64 

611 610 
I---

"11 -
611 610 

63. 630 

6u 6'0 

dill 650 

6(11 
16 6111 10 

HII -

61U 
a6 c5lll 80 

c5lll 46 
15(1) 40 

15(1) 66 c5lll 60 

6~\l = " .. - "U 1511 • 

c5W = ".J - "11 1513 • 

d~~ = flu - "111514' 
d~'ri = 1526 - "11 1511 • 

1511 
"11 = -:0-; Un 

"~1l = d~1J -- "21 c5~~' 

= 153• - "13 1513 - "u d~1J • 
d~~) = c5a, - "la c5u - ".u c5~~ • 

6~s,: = c5a• - "13 1511 - "23 c5~}l • 

1513 
"13 = -:0-; 

un 

6~1J . 
"13 = dW • 

61~ = 61~ - "a, I5~1J 

= c51~ - Hu c5~~ - H" I5~1J 
3(1) 6111 33 

I 
I5It) 34 

I H3' 

1 
1 

6(t) 
86 

I "8. 

15(11 ao 

-
= 15" - "u 151& - HU c5~\, - H., c5~~ • 

di\, = 15" - HU 1511 - "14 c5~i' - "14 c5~~ • 

III 
4/1) 15111 c5(t) I 15111 

41 
" 46 

1- -:-
SIll 15111 15(11 I 15(11 

6J 64 66 

4111 1- 15131 I 15(81 44 46 
1-------

IV I 

"u 

5") 15181 64 15131 66 

V 5('1 15") 66 

15(2) 
~o 

15(11 ) 6U 

15/81 
40 

1-

-
15111 60 

15141 60 

"14 Hu =-:0-; 
Un 

d~~ • 
Hu= d~V • 

_ d~lJ_ 
Ha, - 6~~' • 

6~t> = c5~\'-"udll}! 

= c5~:~-"ald~",-""di\, 

= c5~S-"21 "~i'-"al d~i' - "u di\, 

I I c5tl ~I~ c5u I 1511 610 

= dll-"1I611-"lId~\'-"alc5&~-"'lc51\, ' 

1511 
"11 = -:0-; 

II 2(1) c5U1 I 6U1 II II 

III 3(11 

~~ IV 4(11 

V 5'&1 I 

--,-15(1) c5lll 14 16 

c5lt) 
U c5ltl 86 

15111 
" 

15(1) 
46 

I 15141 6fi 

dill 20 

15121 
80 

I---
c5t31 40 

15(41 60 

un 

c5W. 
"II = dW • 

6(2) 36 . 
"31 = -"til' 

uII 

61\, • 
"u =-.£(1) • Uu 

c5~~ = 15 .. - HlI 611 ; c5~W = d~~ - "13 6~~ = da3 - H13 1513 - "13 c5~~ • 

d~ll = 6 .. - H1I c5u ' c5~ll = c5~ll- "18 d~lL = 1531, - "13 c5u - "13 c5~1! 'j 
d~kkU = c5u - "u c5u - "u d~ll- Hat c5~'l- , • • "U'-lIl1o d!t:~! k ' 

d~I:;11 = 15110 • - "1110 61• - "u 6~1~ - "u d~B~ - ••• "'110-11110 dlttl" • 

d~koll = 6tO - "U610 - "u d~V - HudL~ - ••• "11:-llk c511:flo· 

(379) 
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Die vollstandige Elimination bietet eine mehdache MogliChkeit zur Substitution 
der Ergebnisse der einen Gleichung in einer anderf'n derselben Stufe und damit zur 
unmittelbaren Nachpriifung der Losung. 

b) Die abgekiirzte Rechenvorschnft nach C. F. GauB. Der Algorithmus 
von Ga uB kann im Gegensatz zu (378) auf die erste Gleichung einer jeden Ehmina
tionsstufe beschrankt werden, so daB ein reduzierter Ansatz von n Elastizitats
gleichungen entsteht, die n Hauptsystemen mit ansteigender statischer Unbestimrnt
heit zugeordnet sind. 

Xl ()U + X 2 ()12 + X S ()13 + 
X2()~~ + X36~~ + 

X3()~i) + 

+ X"61 ,, 

+ X,,()r~ 
+ X,,()~2~ 

= ()lO' 

= ()~~, 

--= ()~, 

X"~l ();~:~l (~-l: +' ;" ();::~l,,'= '()!;:~~O" ) 
+ X" ()~",,-l) = 6~"O-1) • 

(380) 

Die abgekiirzte Vorwartselimination liefert X" ebenso wie der vollstandige Ansatz 
und geniigt zurBerechnung alIer anderen iiberzahligen GraBen X k (k = n - 1 ... 1) 
durch schrittweises Einsetzen der Ergebnisse in die iibrigen Gleichungen des redu
zierten Ansatzes (380). Er bedeutet mathematisch die Beseitigung aIler Glieder der 
Matrix (319) unterhalb der Hauptdiagonale. Bei Riickwartselimination verschwinden 
aIle Glieder oberhalb der Hauptdiagonale. Die Rekursion kann auch als wiederholte 
Anwendung des GauBschen Algorithmus in der entgegengesetzten Richtung an
gesehen werden. 1st die Matrix der Elastizitatsgleichungen symmetrisch zur Neben
diagonale, so ist die Vorwartselimination mit der Riickwartselimination identisch. 

Die Rcchenvorschrift wird an einem fiinffach statisch unbestimmten System 
gezeigt (S. 220). 

-"(4) 

X "60 
6=~ 

"66 

Die anderen iiberzahligen GroBen werden durch Rekursion aus den Glei
chungen 4(8), 3(1), 2(1) und 1 gefunden t378): 

k 5 4 3 2 I 

- X'''u ____ I -X1"u 
1--- .. -.-

- X3 "1:3 I - x. "II - Xa "18 

- x 4 "u - x,",, - x, "., - x, "1& 

- XI".ta - XI"" - XI "86 - XI "II - XI "u 
(382) 

--~ .. -

~'lol)/~l\-l) ~~6/~~~ ~rlJ!~(lJ ~~~/~~'J I ~~'d/(j~lJ ~1C::/~~~ 

E.tO =X.t XI I x, I X3 x. Xl 

k 5 4 3 2 I 

Zur Nachpriifung der Ergebnisse konnen die Elastizitatsgleichungen 
(1) ... (5) verwendet werden. (Fortsetzung des Textes 8 223.) 
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Abgekurzte Rechenvorschrift fur die Vorwa.rtselimination von funf iiberza.aligen 

Gr6Ben (381) --. 

Kon- Belastungsglieder "'0 
trollen 

Xl X. X. X, Xa ["'X = zur Bestimmung von Be-
1:-5 X" = la~nga-

=E"u] 
flu I flu I flu I flu I flu fall ( ) 

1:-1 

i k I 2 3 4 5 E 0 0 0 0 0 0 

I dt" dtl I "11 c5u du dta dtx 0 0 0 0 I "10 
"110 · dt,/dtt "13/"11 dtJ"n "u/dtt II· ..... · · - dtoldtl I 

2 "II: ("11) "n I "u "M "II "IX 0 0 0 I 0 "10 
---~ 

"""11 "u · """I. dt. I """11 "ia """11"1' """lIdta """I. dtx · · """II di~ 
Eu=d~~ d(1I ~ 

II 
15(11 

18 15111 

" 
15(11 

1& d~lj. 0 0 0 I · d(lI 10 
-

"u · d~Wd~V "~Wd~V dLWdLV I· · - · c5~1JIdLVI 
3 d." (<<JaJ) (d •• ) dal 

I 
15M c5aa dlx 0 0 I 0 0 d. 

"""lI du · """13 c5Ji -"13 dl' """11 1511 """11 dlx · · · · · """13 151"0 

"""II d~l~ · · """II dL~ -"ud~~ """II dL\, """18 c5i~ · · """18 dLV 

E.,,=d~'k · · 15(11 I' 15.11 
8& 

15(11 
16 

d(t l .x 0 0 I · 15(11 .0 

"311 · · d~" Id~'f I c5~'J Id~'f I· · - · .. ,,111/15(11 J 10 •• 

4 du (15'1) (d •• ) I (15,,) 15" 1511 d.x 0 I 0 0 0 "" 
"""1& dt I: · · · """u dt, """1& 1513 """11 dtx · · · · · """H~O 

"""M dLll · · """Md~~' """MdLY """M d~~ · · """Md~V 

"""8& d~l~ · · """u d~'f """u c5~'J -Xu d~~ · · · """udW 

Eu=d~'l · · · d1~) 15(11 
46 di~ '0 I · · · 15(11 

&0 

"u · · · · d~1J 1151" II· - · · · d~'<I Id~" I 
5 du (1511) (da.) (1511) (15 .. ) d6a dax I 0 0 0 0 15'0 

"""11 dtt · · · · """11 1511 """11 dlx · · .!xli dto 

"""16 d~ll · · · · """16 d~~ """II "i~ · · · I """16 dLV 

"""16 d~'l """II dA'r! """ .. d~~ 
, 

""" .. d~~ · · · · · · · 
"""II d~'~ · · · · """II c51'r! """II di~ · · · """II 151'<1 

Eu=d~'l · d(Il 
66 

15(11 
6X I · · 15"1 60 

. · · · . II- · d~ll/c5Lf I 
- Die Quotienten I/dl"fll werden unmittelbar in die Rekursionstabelle (385) eingetragen. 

- - Die eingeklammerten Vorzahlen sind nur zur Erleichterung der Summenbildung d. X beigefUgt. 
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Berechnung der Vorzahlen Pu eines Ansatzes mit ftinf iiberzahligen 

GroBen (384). 

a) 

611 6t2 _1 613 
6u 615 

0....- -- --

"11 I "13 "u "16 

6(1) 
II 

6(1) 
IS 

6(1) I 6(11 
I. 9~ 

--I-

~ "u "26 

6(2) 88 6(» 
34 

6(2) 
8& 

1-

"3' "a6 

I I 6(8) 6(8) 

I 
,. ,~ 

--

"u 

I 
6(·) 

66 

I 
Aus a) folgt P66 = Jlt.) • 

,,~~ 

o 

o 

o 

o 

I 

Durch Rekursion sind folgende Vorzahlen 
bestimmt: 

Pu = -"23 Pu - "2& Pu - "26 PM ; 
P16 = - "12 Pu - "13 Pu - "14 P41 - "15 PII ; 
(J'6 = Pu usw. 

Aus a): (Ju = P4S . 
b) Pu PM Pa, Pu PI' 

611 611 613 61, 616 o 
---I~ 

"u "13 "1& "15 

6(1) 6(1) 6(1) I 6(1) II 18 •• U 
---

"23 "2' I "21 

o 

6(1) 6(S) I 6(1) .8 S. s~ 

I ".. "31 

o 

6(S) 
" 

6(8) 
,~ 

t---

"'I 
I 

Pu = ""iii) - "u P6'; 
"" Pal = - "a, Pu - "a5 flu; 

PM = - "23 PI' - "24 p" - "25 PI'; 
flu = - "12 (J2' - "13 P31 - "1' p" - "16 PI'; 
Pa, =PI3 USW. 

Aus a) u. b): PIS = P35' P41 = Ps, . 

c) Pu Pu Paa Po P63 
611 611 I 

I 
613 6u 616 o 

--- -

"12 I "la "1& "16 

6(1) 
29 

6(1) I 6(1 ) 
liS I' 

6(1) 
I~ o 

1-

"23 "2' "25 
6'1) 88 6(2) 

36 
6(9) 

36 I 

"3' "36 

I 
PSI = 6(21 - "84 PIS - "36 PS3 ' a3 
P23 = - "23 Paa - "14 "~3 - "26 PIS' 
Pia = - "12 P23 -, "18 P33 - "14 PC3 - "16 PI3 ' 
P23 = P32 USW. 

Aus a), b) u. c): 

PI2 = P26' PC2 = P24' P32 = P23 . 

611 611 613 614 616 o 
--I-

"12 "13 "14 "15 

6(1) 12 6(1) 18 6") 2. 
6(1) 26 I 

--I-

"23 "2' "25 
I 

P22 = ;5i1I - "23 P32 - "2& Pu - "21 Pu ' 
22 

Pu = - "12 P22 - "13 fl32 - "14 P 42 - "15 fll2 • 
Pu = Pu usw. 

Aus a), b), c) u. <1): 

Pu = Pu, Pu = flu, Pal = P13' PH = Pu . 

e) P11 Pu Pal Pu Pll 

611 I 611 .• 618 I 614 1 611 I 

1 "11 "n I "14 I "15 
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Rechen vorschrift inVer bind u ng mi t (381) fur die Reku rsion eines Ansa tzes 
mit funf uberzl!.hligen GroOen zur Bestimmung der Vorzahlen Pia (385). 

1560 15'0 I 1530 J I5zo I 1510 

I 
I 

i Ii 5 4 3 2 I i 

- P62)tU I - P61"n 

-'- fl6S"tS - flas"'a I - flaa"l1 
------ --'- --.-~---- ---- -._--

- fl6&)t~, - flU)tM I - Pu)tu - flU)t14 
X6 I--- - -- --, 

5 I 5 
- fl66)tt6 ~~:.u _I - P66"36 - P66"26 - fl66)tU 

------~~---- -

c51ko- 1)/c5JA-l) I Ic5~'l 
\ 

0 0 0 

X t =/l6t fl66 flM fl61 flu flu 

- Pu)tu - P""l1 
- --

- fl43"~3 - fl,,)tza - fl,a)tll 
t------- ------

- fl,,)tu - fl,,)tM - fl,,)tu - fl,,)tl' 
X, 4 -------- ---- -- --- -- 4 

- flC6)tt6 - fl&6)t&6 - fl&6)t36 - flU)tZ6 - fl&6"16 

c5),ko-1) jfJ),kk- 11 I/fJ~~) 0 0 I 0 

X t = flu P&6 fl" fl" flu flu 

- flsz"tz - flsz)tll 

- flsa)tu - flas)t21 - flas)tu 

- flM)tt, ..... PM"M - flMltu - flM"l' 
X, 3 --------- 3 

- fl8f.)tt5 - fl8f."36 - P36"25 -fl36)t16 
~----- -----

c5'lo-l) /fJiA-l) I . Ijc5~'f I 0 0 

X~=flu Pas flM flas flSl flu 

- flzz)tu - flll)tll 
---

- fl23"U - flzs"21 - flu)tla 
----

- fl2,)tU - flz,"u - flU)tl' 
Xz 2 ----------- ----- 2 

- flu)tu - flU)t26 - Pzs)tu 
---------

fJ(lOl)/fJ}.\-l) I/c5W 0 
i 

X~=Pu Pu flu Pu fl21 flu 

- fl12)tU , - fl12)t12 
----- ----

- flu)tu I . - PU)t13 
---

- flu"u - fllc"l' 
Xl I -_._--

I 
- fllS)tt6 - P16)t16 

--
fJlko l) / fJlk[ 1) I/fJu 

I Xt=flu flu flu flu fll2 flu 
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k I 121314 I 5 

__ ~~~ ___ ---':161~ __ 1 __ ~~~1_~ X 1 631 X16u I X 1 651 

X.6u X.612 I XI 62• I X.68~--Fxl-6'2- -I X 2 652 ---- ---1- -- --- ,--------,------ -,-----
X 361:a X 3613 I Xa623 , Xa633 ! Xa6'3 I X3 658 (383) 

c) Die Berechnung der konjugierten Matrix. Urn die iiberzahligen GroDen 
fUr mehrere Belastungsfalle ohne Wiederholung der Elimination anzugeben, wird 
die konjugierte Matrix zu (319) berechnet. Mit dieser ist nach (326) 

h=n 

X k = .2 {3tA 15110 und {3l1k = {3kl1 • 
h=l 

Die Vorzahlen {3u sind nach S.166 die iiberzahligen GroDen XII (h = I .. . 1'1) fiir 
t5ko = i. Urn die 1/2'n (n + I) unabhii.ngigen Glieder der konjugiertell Matrix 
iibersichtlich zu berechnen, wird entweder mit der Bestimmung der {3kn aus t5no = 1 
durch Vorwartselimination oder mit der Bestimmung der {3kl aus <510 = 1 in Ver
bindung mit einer Riickwartselimination begonnen. Die iibrigen Vor~ahlen ergeben 
sich auf Grund der Symmetrie der konjugierten Matrix zur Hauptdiagonale durch 
Rekursion. Zunachst sind mit {3nn die Vorzahlen {3h ... {lIn bestimmt. Aile iibrigen 
f/"" (h = k ... 1) werden stets aus den ersten k Gleichungen bestimmt, da die 
iibrigen Vorzahlen {3(k+llk = {3k(k+lI ••• bekannt sind. Die Berechnung schlieDt mit 
dem Werte von {3lI' Er wird bei allen unsymmetrischen Systemen, die keine zur 
Nebendiagonale symmetrische Matrix besitzen, durch Riickwartselimination mit 
1510 = I gepriift. . 

Die Untersuchung wird auf S. 221 an einem System mit fUnf iiberzahligen GroDen 
bei Vorwartselimination nach (381) gezeigt [Rechenvorschrift in Verbindung mit 
(381): S.222]. 

Die Elastizitatsgleichungen (319) miissen nach S. 167 durch die Vorzahlen der 
konjugierten Matrix erfUllt werden. Sie gelten als Rechenprobe; z. B. ist 

Kontrollen: 

k I -\ 2 ! 3 I 4 5 

fllk6k1 fl116~-.!~21 I fl13 631 \ fll,6u \ fl15 651 

flU i5k2 ~'-!..~12_: __ ~2~622 i.!23632 I flzc6u fl25 652 

flu 6u flu 6)3 i fl3s 6.a I fla3 6a3 I flac 6" fl35 653 (386) 
;~~' __ -

flu 6u flu 61, ! fl.! 62• ,~~3~~'~" flu 65, 

flu 15k 5 P51 iJ15 I flS2 625 i flu 635 I fls,6u PsslJS5 

It = 1 I I I i I I I I 

Die Bedingungen .2 {3l1i t5kl1 = 0 fUr t5io = I werden in der Regel nur dann gepriift, 
h 

wenn nur ein Teil der Nebenglieder der Matrix vorhanden ist. 
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Anwendua8 des GauSschen A180rlthnius zur Untersuchuall des Si8edach
rahmens, Abb. 210. 1. Geometrische Grundlagcn. 

Abb. 215. 

Abmessungen. Verhaltniszahlen J.Il. reduzierte Stablangen 5'. h' Abb.215. 

J. = J. ; c.= 1. Eo = 210 tjcmB • IX, = 0,00001 . 

2. GleichfOrmig verteilte Belastung der Riegel a. b. emit p = 1 tjm. 
3. Hauptsystem: Das Tragwerk ist fiinffach statisch unbestimmt. Hauptsystem und 

statisch unbestimmte Schnittkrafte sind in Abb. 216 angegeben. Ais iiberzahlige GroDen XI und 
X. werden die Ijhfachen Betrage der waagerechten Komponenten Y2' Y. der Schnittkrafte 
verwendet. Biegungsmomente des Hauptsystems in Abb.216. 

4. Die V 0 r z a hie n 6, t werden ohne die MiHvirkung der Quer- und Ungskrafte angeschrie
ben und zur Abkiirzung der Rechnung dabei in die Anteile zerlegt. die auf die Riegel (a. b. c) 
und auf die Pfosten d entfallen. 

611 = 633 = ~11 •• + 611• b 

1512 = 6", = 612 •• + 611 • b 

613 = 623 = 613• b 

= 3,306 + 1,793 = 5,1 

= -2,668 + 1.793 = -0.875 

= +1,086 

6lt • = 614 • b = - 2,635 

d22 = 6 .. = du .• + 1511• b + 2 d22. 4 = 4,556 + 1,793 + 4,0 = 10,349 

62( = 614• b - d22• 4 = - 2.635 - 2,0 = - 4,635 

= 6as •• 

= 635 •• + 622• 4 

= 6ss •• + 2622• 4 

=+3,72 

= +3,72 + 2,0 = +5.72 

= + 13,19 + 4,0 = + 17,19 

611 •• = 3,94. }. 0,752 + 3,33.} . (0,752 + 0,75·1,0 + 1,02) = 3,306 

611 • b = 3,94. !-. (1,02 + 1,0·0,25 + 0,252) + 3,33· ! .0,252 = 1.793 

1 1 
1512 •• = - 3,94.6'.0,75 (2·0,917 + 1) - 3,33'6'.0,917 (2·0,75 + 1) = - 2,668 

1 1 
1513 •• = 3,94. '6.0,75 (2·0,25 + 1) + 3,33· 'tf' 0,25 (2·0,75 + 1) = 1,086 

1 3~ 
c5u .• = - 3,94. 6 , [1,0 (2 . 1,0 + 0,917) + 0,25 (2 . 0,917 + 1,0)] - -3- ·0,25·0,917 = - 2,635 

1 . 1 
1522 •• = 3.94'"3' (1.02 + 1.0·0.917 + 0.9172) + 3.33'"3.0.9172 = 4.556. 

1 1 
(Su. d = 6.0. 3" . 1.02 = 2,00; c5u •• = (3.94 + 3.33) • "3' [1.02 + 1.0· 1.667 + 1.6671J = 13.19, 

15311 •• = 3:4 . [1.0(2 • 1.0+ 1. 66'U +0.25 (2 .1.667 + 1.0)) + 3:3 .0.25. (2.1.667 + 1.0) = 3.72. 

(Fortsetzung des Textes auf S. 228.) 



Anwendung des GauOschen Algorithmus zur Untersuchung des Sagedachrahmens. 225 

Abb. 216. 
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228 Algebraische Auflosung der Bcdingungsgleichungen. 

Belastungszahlen (Abb. 217): 
610 1530 = 1510,. + 1510,. = - 44.18730 - 33.97797 = - 78.16527; 
6~o 0'0 = 1520 •• + 152M 65.50132 - 33.97797 = + 31.52335; 
155(1 = - 109.68863; 
(iro .• = - { 3.94 . t [0.75· (13.5 + 2· 16.875)] + 3.33· i [0.75 (13.5 + 2 . 7.875) + 1.0·2·7.875]} 

= -44.18730; 
610 •• = -{3.94. i [0.25.47.25+1.0·2·16.875]+ 3.33 ·l· 0.25· 29.25} 
1520 •• = 3.94. i [0.917 . 47.25 + 1.0·33.75] + 3.33 ·l· 0,917·29.25 

1520 •• = °10.'; 

= - 33.97797; 
= + 66.50132; 

1510 = - {3.94. i [1.667·47.25 + 1.0· 33.750J + 3.33· i [1.667·29.25 + 1.0· 15.75]} 
= - 109.68863 . 

Abb. 217. 

5. Matrix der geometrischen Bedingungen mit den Belastungszahlen fUr die in 2. vor
geschriebene Belastung. 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Xl XI X, X, XI (ou) 

5.100 - 0,875- + 1.086 - 2.635 0 
-- ---

- 0.875 + 10,349 + 1.086 - 4.635 0 + 31,52335 
-------------

+ 1,086 + 1,086 + 5.100 - 0,875 + 3.720 
---- ---- ---

- 2,635 - 4.635 - 0,875 + 10.349 + .5,720 + 31,52335 
-- -- .~--- -- ----------~ ---~-----

0 0 + 3.720 + 5.720 + 17.190 - 109.68863 

6. Auflosung des Ansatzes. Die statisch Uberzll.hligen GrOBen werden entweder mit 
den Vorzahlen Pit der konjugierten Matrix nach (324) berechnet oder mit Einbeziehung der Be
lastungszahlen I5IG in den GauBschen Algorithmus unmittelbar gewonnen. Beide LOsungen sind 
dUTch die Vorwartselimination S. 226 vorbereitet. Rekursion zur Bestimmling der Vorzahlen Pc t 
auf S. 227. 

Kontrolle (386): 

k 1 : 2 3 4 5 

PI t' 151t + 1.439006 I - 0.073168 - 0,032948 - 0,332890 0 

Pu'ou - 0,073168 I + 1,582610 - 0,007047 - 0,;'102397 0 
---- .----

I P"'Du - 0,032948 - 0,007047 + 1,370941 - 0,047446 - 0,283505 
--"-----

p,,.·/Ju - 0,332890 I - 0,502397 - 0,047446 + 2,389294 - 0,506557 
---

Pa,., 156 " 0 I 0 - 0,283505 - 0,506557 + 1,790063 

1 1,000000 I 0,999998 I 0,999995 1,000004 1,000001 

Mit P = 0,oI und cp = ± P I I I Pn c5n I = ± P 12,1 wird nach (331) der mOgliche Fehler 
, i 

von X,. aus der Nennerdeterminante der Bedingungsgleichungen ca. ± 0,12 X,.. 



Anwendung des GauBschen Algorithrnus zur Untersuchung des Sagedachrahrnens. 229 

]{onJ ugicrte Ma t r ix d er Vor ;tahlen PH: 
~ ~ ~ ~ ~ 

+ 0,282158 + 0,083621 - 0,030339 + o,I2633~ I - 0,035474 

+ 0,083621 + 0,15292 4 - 0,006489 + 0,108392 - 0,034665 

- 0,030339 - 0,006489 + 0,268812 + 0,054224 - o,0762II 
-~- -~~~-----

+ 0, 126334 + 0,108392 + 0,054224 + 0,230872 - 0,088559 

- 0,035474 - 0,034665 - O,0762II - 0,088559 + 0, 104134 

Anwendung der Matrix zur Bereehnung der iiberzahligen GraBen X t . 

Xl = + 0,282158 «510 + 0,083621 «520 - 0,030339 «530 + 0,126334 «5,0 - 0,035474 «560 ' 

X 2 = + 0,083621 «5Jo + 0,152924 «520 - 0,006489 «5ao + 0,108392 «540 - 0,034665 «560 ' 

X. = - 0,030339 «510 - 0,006489 «520 + 0,268812 «530 + 0,054224 «5'0 - 0,076211 «5~ , 

X, = + 0,126334 «510 + 0,108392 «520 + 0,054224 «530 + 0,230872 «540 - 0,088559 «560 ' 
X, = - 0,0364074 «510 - 0,034665 «580 - 0,076211 «580 - 0,08855915'0 + 0,104134 «560 , 

. Mit den Belastungszahlen nach 4. aus der Belastung 2. ergeben sich folgende statisch iiber
zahlige GrOBen: 

Xl = - 9,174075 mt; XI = + 6,010664 t; X. = - 8,775876 mt ; 

X, = + 6,295086 t ; XI = - 6,576513 mt . 

Die Vorwllrtselimination nach GauB. S. 226.liefert unter Einbeziehung der Belastungszahlen 
X, = - 6.576513 mt. Die anderen iiberzllhligen GroBen werden dureh Rekursion gewonnen. 

Rekursion mit Rechenpro be (382). 

" 5 4 3 2 1 

- X."u 
I + 1.031241 
I 

- X."u + 1.094802 ' + 1.868746 

- X'''u - 0,428652 + 3,139917 + 3.252461 

- X'''u + 5.592678 + 5,194165 I 0 0 

(J:I _ «51.1:011 

X.I: - 61\-11 - 6.576513 + 0.702408 - 13,541389 + 1.775945 - 15.326523 

Eao =Xa= - 6.576513 + 6.295086 - 8.775876 + 6.010664 - 9.174075 

Xa'«5ao + 721.368701 + 198.442199 + 685.968717 + 189.476265 + 717.094049 

Xf l ·«51V11 + 415.336463 + 3.171610 + 863.673067 + 32•167058 +II98.001808 

" 5 4 3 2 I 1 

Kontrolle: 1: Xa' «5u = 1: Xl.1:l. «51.1:0 11 [vgl. (486) 5.295 mit Xa statt Y g) 

2512,3499 IIId 2512.3500. 



230 Algebraische AufiOsung der Bedingungsgleichungen. 

Kontrolle durch Einsetzen in die Bedingungsgleichungen (383): 

II 1 2 3 4 5 

X1,,,u - 46.787781 + 8.027315 - 9.963045 + 24. 173687 ° 

+ XI,,,u - 5.259331 + 62.2°4361 + 6.527581 - 27.859428 ° 

+ X,'''u - 9.53°602 - 9.53°602 - 44.756972 + 7.678892 - 32.646262 

+X,'''u - 16.587553 - 29.177726 - 5.5°8201 + 65.1 47851 + 36•007895 

+ Xa"aa ° ° - 24.464629 - 37.61 7655 - II3.050260 

"to - 78.165267 + 31.523348 - 78.165266 + 31.523347 - 109.688627 

7. Stiitz- und Schnittkrafte des Stabwerks fiir die BeIastung 2. Berechnung der Bie
gungsmomente in den Querschnitten 5. 6 und 9 durch Superposition des statisch bestimmten 
und statisch unbestimmten Anteils nach (288) (Abb. 218). 

M = Mo - X1M1 XIM. - X,M.- -XaMa 
Mil) = 0 0 - 6.0107· 1,0 0 o = - 6,0107 mt 
Mil) = 13,5 - 9,1741· 0,75 - 6,0107·0,917 0 o = + 1,1076 mt 

f Mil II.) = 0 - 9,1741 . 1,0 0 0 
MI'"I) = 0 0 + 6,0107 . 1,0 0 - 6,2951 • 1,0 l MI'1(10) = 0 .- 9,1741 . 1,0 + 6,0107·1,0 0 - 6,29151 ·1,0 

o = - 9,1741 mt 
o = - 0,2844 mt 
o = - 9,4585 mt. 

Auflosung dreil1liedriger Ansatze. Ansatze in der allgemeinen Form (319) 
sind selten. Die Bedingungen fur die Vertraglichkeit der Formanderungen der Haupt
systeme hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke liefem meist regelmaBige 
Ansatze von Gleichungen mit drei, fUnf oder sieben Unbekannten, deren Anzahl am 
Anfang und Ende des Ansatzes abnimmt. Am einfachsten ist der dreigliedrige An
satz. Er bildet mit der Matrix auf S. 231 die Grundlage fUr die Berechnung der 
wichtigsten hochgradig statisch unbestimmten Tragwerke. 

Die Vorzahlen lJik. lJiO bezeichnen einzelne Verschiebungen eines statisch be
stimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems. Wahrend die Hauptgliedcr lJu 
dcr Matrixstets positiv sind. konnen beideNebenglieder"kU:_ll. "k(k+ll einer Gleichung 
(k) positiv oder negativ sein oder auch das Vorzeichen wechseln. Die Tragwerke mit. 
dreigliedrigen Elastizitatsgleichungen k6nnen hiemach in drei Gruppen mit be
sonderen, von der Vorzeichenfolge abhangigen Eigenschaften des Kraftebildes zu
sammengefaBt wcrden. 

Die L6sung wird in jedem FaIle nach dem abgekurzten GauBschen Algorithmus 
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(381) entwcder fUr cine ausgczcichnete Belastung angegeben oder nach (385) zur 
konjllgierten Matrix cntwickclt. 

a) Rcchc'nvorschrift bei Vorwartselimination des Ansatzes. Redu
zi~rte Matrix (S. 231). 

Die Hallptglicdcr der reduzierten Matrix ergeben sich mit k = 2 ... n aus 

()(l!-I) - () . _ 6rH.!.!..- und 15,,(",,-1) = ()"" - _1J..:..:c~"=--""Il~H-l kk - kk 6Ik-ll) , • • • '<1,,-1) , 
• Ik-I) Ik-ll VIII-I) 111-1) 

die Belastungsglieder aus 
~(k-ll _ () _ ()Ik- 2) IJlk_ll k 

kO - A'O (k-1)(I IJltrllk-l) 

(389) 

Damit wird 
(390) 

Dieiiberzahligen GraBen X .. _I ... X k ••• Xl werden aus den Gleichungen der 
reduzierten Matrix durch Rekursion gefunden. 

Die konjugierte Matrix. 
Die Vorzahl X .. = P .... der konjugierten Matrix entsteht bei ()IO = 0, ... ()( .. -1I 0 = 0, 

()" 0 = 1. Sie ist nach (390) 

P .... = .. }-l) = 15 a 1,. (391) 
Un." " ,,- II ftl-I' H(n-I) ,. 

Die Eliminationskoeffizienten "IS ... "(k-I) II: ••• "("-11 f\ sind allein durch die elasti
schen Eigenschaften des Hauptsystems bestimmt und nach der reduzierlen Matrix 
Kf!11nbeziehungen zwischen zwei aufeinanderfolgenden iiberzahligen GraBen ab
steigender Richtung X Ie , X Ie_ 1 des homogenen Ansatzes mit 6"0 = 1. 

X a _ l dl ,,-1I. aiR-i) " 
- --=) .II.. = "(,,-u .. · 

X" dl:=I) (n-1) "1,,-1110,-11 - Vla-lIl,,-I) "la-Ill ,,-11 

Die Vorzahl P .. " des dreigliedrig~n Gleichungssatzes wird demnach durch die all
mahliche Entwicklung der Kennbeziehungen in der Form eines Kettenbruches un
mittelbar aus der Matrix der Elastizltatsgleichungen angeschrieben. Hierbei ent
stehen gleichzeitig auch die Formanderungen ()i,\-1) und die Kennbeziehungen 
"IS ... "(k-Ule ••• "( .. -U" • 

] 1 
fJ .. tI = r- .II = -:;--.11 de .. _ l1 .. (393) 

v .... - Vtl e .. -lI "In-II" v .... - v" (,,-1115(,,_11 1 .. -1) -d1tl-lll,,_11 "e,,-II e .. -1I 

(394) 

Die Vorzahlen p( .. -u,,· .. p(le-u,,· •• Pin werden daraus durch wiederholte Multi
plikation mit den negativen Kennziffem berechnet. 
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Die Spalte Pk(n-1I der konjugierten Matrix besteht aus den Unbekannten X k 

fiir die Belastungszahlen I5ko = 0 (k = I, ... , (n - 2), n); b(n-1I0 = 1. Daher ist 
auch das Belastungsglied der reduzierten Matrix bl~=no = ~(n-1I0 = I, so daB die 
Gleichung mit der Ordnungsnummer (n - 1) folgende Form annimmt: 

P(n-l) (n-l) bl~=i: (n-1) + Pn (n-1I b(n_l) n = 1 . (395) 
Nach Seite 166 ist Pnln-1I = PIn-lin und dam it bereits bekannt. 

P I - /l(ft-I) ft 15(ft-1I ft 1 P 
(n-I) In-I) = -~("-II) ---- -- =J,,~.-I1)- - - In-II n "(n-l) n' 

(,,-1)(,,-1) U(,._I) (11-1) 
(396) 

Hieraus werden wiederum die Vorzahlen Pk(n-JI (k = (n - 2) .•• 1) durch Multi
plikation mit den negativen Kennbeziehungen "(k-ll k ge~unden. Ebenso wird mit 
l5(n-2)0 = 1 

P 1 - /l(ft-Z) <0.-11 15(ft_l) <0.-11 1 P (397) 
In-2) In-2) = -,,(,,-3) - = -"("-3) ~ - In-2) In-I) ''In-2) In-I) • 

, U("_i)) tn-I) U("_I) (11-9) 

Damit sind dann die Vorzahlen Pkln-2) (k = (n - 3) ... 1) durch Rekursion be
stimmt. SchlieBlich wird 

Pu = 1 - !12 15!~ = -i-- - P12 "12 • (398) 
Un Un 

Die Entwicklung der konjugierten Matrix durch Rekursion verlangt Zwischenwerte 
mit einer groBeren Anzahl von Stellen, urn Fehler in der Zahlenrechnung auszu
schlieBen. Das einwandfreie Ergebnis der Losung kann durch die Berechnung der 
Vorzahl Pn mit Riickwartselimination gepriift werden, wenn die Matrix nicht zur 
Nebendiagonale symmetrisclt ist. Dies wird bei Symmetrie des Hauptsystems durch 
die Verwendung von Gruppen symmetrisch liegender Schnittkrafte nach (359) als 
iiberzahlige GroBen vermieden. 

b) Rechenvorschrift bei Riickwartselimination des Ansatzes. Redu
zierte Matrix (S. 234). 

Die Hauptglieder der reduzierten Matrix ergeben sich mit k = (n - 1) ... 1 aus 

l5(n-1:1 = 15 _ ~(k+~ und l5(n-1I = 15 _ 15~g 
kk 1:1: -,,(n-k-l) ,. • • 11 11 -"g,'!-2) , 

U(k+ 1l<k+11 U • 

die Belastungsglieder aus (400) 

Damit wird 

b(n-I:) = 15 _ l5(n-k-1I 15(i+lI i 
1:0 k 0 (1:+ 1) 0 d!~;f)(i\ I) 

15(1·-1) X __ 10_ 

1 - <5~~ 1) • 
(401) 

Alle anderen iiberzahligen GroBen werden durch Rekursion aus der reduzierten 
Matrix bestimmt. 

Die konjugierte Matrix. 
Die Belastungszahlen werden der Reihe nach b~~-I) = 1510 = 1, t5~~-2) = 1520 = 1 

uSV{., wahrend aIle iibrigen Null sind. Die Eliminationskoeffizienten 

"11 ... "32 ••• "I:(k-l) .•. "n (n-lI 

sind nach der reduzierten Matrix wiederum Kennbeziehungen zwischen zwei auf
einanderfolgenden iiberzahligen GroBen aufsteigender Richtung X k-l' X k des ho
mogenen Ansatzes mit 1510 = l. 

X. 15.,,,-11 - --x- = -(j-- =".'.-11; 
.-1 "" 

X._I _ 15'.-11'''-2) _ 15'.-11'''-1) 
- X ,,-2 - d!!)_I)(ft_l\ - ~'''-1I ,,,-I) - 15,,,-11 •. "ft ,,,-I) 
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Daher kann auch (Ju aus der Matrix der Elastizitatsgleichungen als Kettenbruch an
geschrieben werden. Er enthalt die Formanderungen 15~"t-t) und die Kennziffern 
"t It-ll 1 1 1 

flu = - = - dll = - !5n 

-+ 
.. (,,-I) 
UII 

!5u - 1511 "11 1511 - dJld("_li du - 1511 d 
II 12 - 6u "31 • 

d(.-ll (.-1) 

[".-U'.-U - .',.-u. 

d:~)_ll("_11 

(403) 

(404) 

Die Vorzahlen {JI!'" {Ju •. '. {J"l werden durch Rekursion mit den Kennziffern 
"tit-II bestimmt. Die Vorzahl {J.s entsteht aus dIG = 1 mit {Jl. = {Ju und der 
Gl. (402) 

{Ju dl1 + (JH 6~-·) = 1 ; 
1 

(J •• = 6("-1) - {Ju "11 • .. (405) 

Die Vorzahlen {Jal ... {Ju ... {J"I ~ind dann wieder durch Rekursion bestimmt. Zu-
letzt wird (J"" erhalten. . 

c) Gleichzeitige Verwendung der Kennbeziehungen aus Vorwarts
und Riickwartselimination. Die Zwischenwerte der Riickwartselimination zur 
Bildung der Vorzahl {Ju, mit der zunachst nur die aus der Vorwartselimination (394) 
gewonnene konjugierte Matri" nachgepriift wird, dienen zu einer einfachen Berech
nung der Hauptglieder der konjugierten Matrix. Sind {J"", {JI"-llra usw. durch 
Vorwartselimination bekannt, so wird aus Gleichung n der reduzierten Matrix der 
Riickwartselimation und mit 151,,-110 = 1 

{JI"-1I 1,,-11 6"1"-11 + {J" 1,,-11 d"" = 0 . 1 
{JI"-1I ItI-1I = - Jl d.. {J"I,,-II = - ;:-1_ (JI,,-IItI· J 

u. «.-1) "'a '.-1) 
(406) 

In ahnlicher Weise wird {Ju fUr I5kO = 1 aus der Gleichung (k + 1) der reduzierten 
Matrix gefunden. 

{JU dlk+1I k + (Jlt+1lk6!:+~)(:~1l = o. 1 
d:;+~)-(i.~ II 1 (407) 

{Ju = - {Jlk+1I k d = - --...--- (Jklk+l)' 
(t+ll t ~(t+ll t 

Diese Beziehungen k6nnen an Stelle von (397 )oder zu deren Nachpriifung als Zwischen
kontrollen verwendet werden. 

Die konjugierte Matrix eines dreigliedrigen Ansatzes wird hiernach am einfach
sten mit der Entwicklung von {J"" und {Ju in Gestalt zweier Kettenbriiche bcgonnen. 
Damit sind die Kennzahlen ''It-1I t, "tlk-lI bestimmt, mit denen die iibrigcn Vor
zahlen nach (392u.402) durch einfache Rekursion gefunden werden. Die Ansatzc (397) 
dienen als Zwischenprtifung. 

Die Rechenvorschrift wird in einerTabelle S. 234 zusammengefaf3t. Die Pfeile zeigen 
die Richtung an, in der die Vorzahlen der konjugierten Matrix durch Multiplikation 
einer Zeile oder Spalte mit einer daz\\' i~chenstehenden negatiyen Kcnnzahl "lit-II It, 
"ltlk-lI entstehen. Daher kann das Hauptglied (Ju, verglichen mit der RckursioJ1 nach 
S. 233, durch Multiplikation von fhllt+l) mit - 1/"110:+11 It berechnet wcrden. 
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Eine mittlerc Vorzahl {hI.; der Hauptdiagonale kann auch aus der Gleichung (k) 
des Ansatzes (399) mit "to = 1 in Verbindung mit den beiden Kennbezieh·mgen 

Xt _ 1 

- X.t = "14"-11 t und (409) 

unmittelbar berechnet werden: 
1 

Pu-= 6 6 6' - "Ct-1I t t Ct-lI + t' - "Ct+1It t Ct+lI 
(410) 

Anwendung auf die L6sung eines Ansatzes mit sechs ti;leichungen. 
1. Elastizitatsgleichungen: 

5'" 

I 

2 

3 

5 

6 

Xl XI XI X, XI X. 

"11 "11 
I 

"11 "u du 
-

"u "- "" -
"- "" "-r--

"" "II " .. -

"" "II 
2. Vorwartselirnination nach dem abgekiirzteri GauBschen Algorithmus (381): 

, 

Xl XI xa X, XI X. 

"11 61• 
("11) "II 

- "lI"U 
,,111 
I. 

("31) 

"u 

" .. 
"u "" -"u".a 
dCI' aa "N 
(",,) "" -x"",, 

6ca, 
X - eo. 
,- .IC6' • 

u .. 

"CII 
" 

(",,) 

"u 

"'. 

"N 

"" 
"&I "&I 
"u " .. 

- "&1"&1 
"C4' aa " .. "N 

(" .. ) " .. 
-" .. " .. 

"CA' ee 

X.=P .. · 

"IX "10 

"u: "Ie 
-"ll"a - "11"1. 

"U, IZ "m 10 

c5az "Ie 
-"u"~~ -"u"~~ 

"CI' aX "C2' 10 

"a "_ 
- "",,:~ -"""~,,, 

"ca, 
4X "1", 

"IX "10 
- "&I"~~ - "&l61\, 

,,14' 
aX ,,(4' ao 

"a "to 
-" .. 6~~ -" .. "~ 

616' eX "CA' eo 

Die anderen iiberzlihligen GrOBen Xtoder Pt. entstehen durrh Rekursion. 



Auflbsung dreigJiedriger AnsAtze. 237 

3. Vorwarts- und Riickwartselimination als Kettenbruch. a) K.ettenbruch zur 
V orwartselimina tion. 

Die Zahlenrechnung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen 

... _ 1511 • x •• = 1511 • 15" 15" 1511 
"11 - 15' .Q 15(1) , xlIt = 15(11); Xu = c5cal; X68 = 15'" 

11 d " " " 
und die Hauptglieder «5W .•. «5W der reduzierten Matrix zur Vorwartselimination. 
Die Belastungszahlen werden fiir jeden Belastungsfall nach (389) berechnet. 

c51~-1l = c5kO - c5ll:flo X(k-ll k • 

Reduzierte Matrix zur Vorwartselimination. 
Xl X, XI x 4 XI X. 

I 1511 1511 "11 1510 
I--

15(1) .. "II "IS 
15(1) 

10 
1-------

c5W ~L "34 

~I- c51~ I 15 .. "u· 
--I" 

~6u ---1- "" -
i c5~\, I 

c5W 
(411) 

15"' to 

15'·) 
~o 

c5W 

Darnach wird fiir jeden Belastungsfall zuerst X. bestimmt. Die anderen iiber
zahligen GraBen X,. ... Xl ergeben sich durch Rekursion. 

b) Kettenbruch zur Riickwartselimination. 

1 1 
flu = .. (~, = -=--

Ul ~ 
1 ~l - 1511 

~ .. '" uII 

~ 
.aIS) u.s 

c5a4 

[

1544 - 15641 ~ 
"'I - " .. 

~ ~ 

c5~~ c5~\! 
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Die Zahlenrech.nung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen 
668 _ 641 • d,c 633 • dll 

~=~; ~-~U' ~=~; ~=_, ~=~ 
U.. U 66 Ucc Un u.., 

und die Hauptglieder bW ... b~~ der reduzierten Matrix zur abgekiirzten Riickwarts
elimination. Die Belastungszahlen sind nach (400) 

b~,,-I:) = 151:0 - "(1:+111: 151:;fiOll. 
Reduzierte Matrix zur Riickwartselimination. 

dW I 
1---:. 

611 I dW 
I---

3,1. d .. -"" II 

dCI 
I---

6 

I 
I 

d'" CC 

-'u I -,m 
66 

I -'u 

"II 

"n 

"C1 

"u 

d .. "u 

6'6' 10 

..I 'c. UtO 

"'(11 
U,O 

..1(11 
UCO 

Der Ansatz liefert fiir jede Belastung zuerst Xl' Damit sind die anderen statisch 
iiberzahligen GroBen X •. •. X, durch Rekursion bestimmt. 

4. Konjugierte Matrix. Die konjugierte Matrix kann aus einem der beiden 
Kettenbriiche entwickelt werden. Bei Vorwartselimination entsteht P,. und " ..... "11' 

Die Gleichung 6(1) der reduzierten Matrix (411) liefert mit PSI = P .. 
R I-Plt d .. I R 
1''' = --... ,-c.- = ..I 'c, - I'M " ... 

u66 U66 

Die Vorzahlen P ... .• Pu ergeben sich wieder durch Multiplikation mit - "II usw., 
die iibrigen Vorzahlen in ihnlicher Weise. 

R 1- Pea-'ea I p 
1'" = -'1~ = -'1~ - " "" , P .. ' PII , P~, , 
P I-Pu-'u I P 

11 = 6t1 = 6u - 11"1.' 

Konjugierte Matrix aus 
Vorwlrtselimination und Rekursion. Rllckwllrtselimination und Rekursion. 

-- - "u - "n - "ea - "It - 1tea ---+ t -'10 -'.. d. -'co -'10 -'co 

i i fJu Pl. PI. I fJlc fJlI fJlI fJu 

Pn Pu Pu P .. P. 
-"u - "al 
I I 

--I-
PII fJH 

i-
fJ. fJu P .. P. 

-"as -"II 
I I PII P. fJu 

Xc 
--I---

Pea fJea fJea 
- "u - "c. 
I I PC! fJCI fJCl fJea 

-'- ".. . - " .. 
l 1 ~_ -~II _ Uti _ ~ •• _ ~ •• _ u .. -'ID -'10 -'10 dco d. dco ~"""_ "_ .. -41 

--
P .. fJ .. ----I---

fJ .. 

XI 
- "ea - "u 
I I fJll fJ .. fJu fJu fJlS 

fJu fJ'l fJea fJu fJ .. fJ .. 

Die Berechnung der konjugierten Matrix ist bei Verwendung der Zwischenwerte 
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"U'-1I1o und "10110-11 beider Kettenbriiche kiirzer. Die Rekursion mit P8S der Vorwarts
elimination verwendet die Beziehungen 

1 1 P66 = - ::;- PM' . . ., Pll = - :;- P12. 
hSl h21 

die Rekursion mit Pll der Riickwartselimination die Beziehungen 
1 1 P22 = - - P21' • . ., P66 = - ::;- (61) • 

"12 hae 

Die Pfeilrichtungen sind wiederum die Anweisung (S.235) fiir die Berechnung der 
Vorzahlen P~1t mit den Kennbeziehungen "ITr-1I It , "ltllt-1I. 

Zur Berechnung der iiberzahligen GraBen X It fiir einen beliebigen Belastungsfall 
b1® . .. ba® durch Superposition nach (369) geniigt eben so wie fiir die EinfluBlinie X It 
einer der beiden Ansatze, da nach S. 166 PIIt = P/d. 

i-a 
X It = L-PIo~birg;, 

i=1 
(k=l. .. 6). (412) 

d) Ausgezeichnete Belastung mit ein oder zwei Belastungszahlen. 
Der Sonderfall bkO =+= 0, b~o = 0 (i = 1 ... k - 1, k + 1 ... n) gestattet folgende 
Umforrnung der Gleichung (k) der Matrix: 

X Io ( - "1~lIltbl~lIlt + b u - "lk+lI k 6Itllt+l) = blto , 

(413) 

X~l= '-"II'-1IItXIt, ..• Xl='-"12X2'} (414) 
XIt+1 = -"IIt+l)ItXIt , ... Xn = - "nln-I)Xn- l • 

Sind bei der Belastung des Hauptsystems nur zwei Belastungszahlen b llt- 1I0, b/tO 

von Null verschieden, so kannen die zugeordneten Vertraglichkeitsbedingungen des 
Ansatzes 

(k -1): 

(k) : 
X ~2 b 11o- 1I 11--2) + X ~1 611t- 1I 1~1) + X k bllt~1I1t = bl~l) O,} (415) 

+ X~l blol~lI + Xltbu + Xlt+l b tlt+1) = b/tO, 

mit 
X~t. = -XIt-l"lt-2)(~1I; XIo+l = -Xt "lt+lIt 

in zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten angeschrieben werden. 

X~l (b'~ll 1~1l - bl~l)(~II) "1~2)(~1l) + Xtbl~lI k = b ,1--1I0, 

X~lbltl~lI + Xk(bu - 6klt+1I "11o+1Ik) = b/tO. 

Hieraus wird nach Division mit bIt-lit in Verbindung mit (392) und (402) 

X t _ 1 + X - d,t-1I0 - R l 
X't-lIt t - d,t-lIt - l~llt' 

X Xt diD 
~l + -- = -.. -- = Rtt • 

"t't-lI UII't_lI 

(416) 

Die Glieder der rechten Seite sind Quotienten bekannter Verschiebungen des 
Hauptsystems. Sie besitzen durch das Gleichheitszeichen dieselbe mechanische Be
deutung wie die iiberzahligen GraBen X 1:. 

1 
R,II_Ut -- - Ru 

X "1I,t-lI 
~1 = --1=----=-"':1:-=-'---

-----1 

1 
Ru-~ - R,t_lll11 

X 10 = _--:-"-".::,..-....::1,;.;;111"-=-__ _ 
_1 ___ 1 __ 1 

(417) 

H'II_lI11 Ht't-lI :'<O-llt Ht'lil-U 

Die Schnittkrafte X1:_I ••• Xl werden mit den Kennzahlen "11:-2)11:-1) ••• "11' die 
Schnittkrafte X1:+1 ••• Xn mit den Kennzahlen "11:+1It ... "nln-l) bestimmt. 
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Die Losung des Ansatzcs kann auch bei einer beliebigen Anzahl von Belastungs
gliedern nach deren Aufteilung in Gruppen zu zweien verwendet werden. Das end
giiltige Ergebnis entsteht durch Superposition der Teilergebnisse. 

Durch~ehender Trll~er zur Abattltzun~ elnea Auazleh~leI8ea: 

1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen, VerhAltniszahlen Je/J, reduzierte 
Ungen I;' (Abb. 219a). 

2. Belastung. Lastenzug nach Abb. 219~. 
3. Hauptsystem. Die Reihe der Balkentrllger nach Abb. 219b, Momente M" aus 

- Xli: = 1 (Abb. 219c); Momente Mo aus der Be1astung (Abb. 219d). 
4. Matrix der Bedingungsgleichungen. 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

2,0 

- 1,0 

-

-
I---

-

-

-

-

XI X. 

- 1,0 -
12,0 +5,0 

+ 5,0 II,S 

- - 1,5 

- -

- -

- -

- -

X. 

-

-=1 
-

- -

- 1,5 - I -

3,5 + I,O'-=--
+ 1,0 3,5 1 - 1,5 

- - 1,5 II,S 

- - +5,0 

- - -

X, 

- - 0,00 

- - 354,37 

- -

- - 31 ,50 

- -

+ 5,0 - 905,06 

12,0 + 1,0 

+ 1,0 12,0 0,00 



... 
el(" 11 

Durchgehender TrAger zur Abstiitzung eines Ausziehgleises. 

5a) AuflOsung des Ansatzes unter Verwendung von Kettenbriichen. 

ex) VorwArtselimination mit Kettenbruch: 

~78 ~87 2' •• 

112,0 _ 1,0 I~ ~ r 
12,0 - 5,0 ::,5 + 1,5/ - 1,5 

1 
~n=-2 

5,0 
~n= --~172,~0~-~0~,5~-

3,5 - 1,0 

=-0,5, 

0,434783. 

- 1;5 
~34 = II,5 _ 2,173915 =-0,160839, 

1,0 
0,306867, ~45 =, 3,5 - 0,241259 

-1,5 ".8 = 3,5 _ 0,306867 =-O,4i39758, 

~87 = 11,5 _ 50~704 637 = 0,463162, 

~78 = 12,0 _12~315810 = 0,103261, 

, 1,0 
Pas = 12,0 - 0,103261 0,084057, 

fJ) RilckwlUtselimination mit Kettenbruch: 

"11 ~al ~&a ~M 

1,0 
-1,5 

11,5 - 5,0 

..... 
.1(1' 
"13 

6J:' = 9,326085, 

c51~) = 3,258741, 

c5Jt) = 3,193133, 

c5J3' = 10,795363, 

c5J~' = 9,684190, 

6J~' = 11,896739. 

"86 ~,. 

1 ..... -1,0 

..... ..... ..... ..... ~ 

1 

2,0 + 1,0 5,0 
12,0 -5,0 -1,5 

11,5 + 1,5 +1,0 
3,5 -1,0 -1,5 

3,5+ 1,5 +5,0 

241 

~8? 

~ 

,-11,5 -5,0 
12,0 -1,0 

+1,0 

... ... ... ..... I ..... ..... 

'-12,0 

... 
6(8' 

III, 
6(6' 
II 

6(4) 

" 
6(1' 

6& 
6(2) 

68 
15(1) •• 15(0) 

88 

Beyer. Baustatik. 2, AufL. ;,l, Neudruck 16 
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1,0 
)('7 = --i2,O 

. 5,0 
"78 = 12,0 - 0,083333 = 

0,083333, 

0,419580, 

-1,5 
"86 = 11,5 =- 2,09'7000 =-0,159539, 

"It = 3,5 _ ~:~39309 = 0,306683, 

-1,5 
"n = 3,5 _ 0,306683 =-0,469731, 

"31 = 11,5 _ 50~704597 = 0,463160, 

-1,0 
"21 = 12,0 _ 2,315800 =-0,103261, 

Pu = 2,0 _ ~:~03 261 = 0,527221, 

6~~' = 12,00 , 

6g' = 11,916667, 

6jl' = 9,402100, 

6~g' = 3,260691, 

6J:' = 3,193317, 

6~:' = 10,795403, 

• 6J~' = 9,684200, 

6g' = 1,896739. 

y) Berechnung der Vorzahlen Pu der konjugierten Matrix (5. 243). Entwicklung von p" '''+11 
aus P'''+IIl''+l1 durch Rekursion mit den Kennbeziehungen - ""'1<+11; Entwicklung von Pu 
aus P'1o+1I1< durch Rekursion mit - 1/"'''+1'''' Nachprilfung von P .. I< wegen der Fehlerempfindlich. 
keit mit dem Ansatz (396) 

PH = 1/61\-1, - P",,,+1'"'' '''+11 (5. 243). 

Xl = + 2,48520; 
XI = + 29,51865 

i= 8 

XI< = IP",61O • 
i -1 

XI = + 4,97039; 
X, = + 65,23799; 

X a = + 59,44205; 
X 7 = + 39,82042; 

x, = + 26,04114; 
X. = - 3,31856. 

E) Die Anzahl der Multiplikationen ist durch die Einbeziehung der Belastung in die Elimi· 
nation kleiner. In diesem Faile wird X. nach (390) mit der reduzierten Matrix der Vorwarts
elimination bestimmt. deren Hauptglieder in dem Kettenbruch (5a. IX) enthilten sind. Die uber
zAhligen GrODen X, bis Xl ergeben sich dann durch Rekursion desselben Ansatzes. Das Ergebnis 
fur Xl kann mit der reduzierten Matrix der RilckwartSelimination nachgeprtlft werden. deren 
Hauptglieder in dem Kettenbruch (5a. p> enthalten sind. Die Belastungsglieder werden in die 
reduzierte Matrix nach (389) oder (400) eingetragen. 

Reduzierte Matrix aus der Vorwartselimination: 

X. XI X, x, X. 

2.0 /- 1.0 - - - I - -
-;. - In.5 + 5,0 - - - - -
f---

0,00 

354.37 

- - 9.326085 - 1.5 - - - -
r--
- - - 3.258741 + 1.0 - - -

r---

- - - - 3,193133 - 1.5 - -
- - - - - 10.795363 +5.0 -

-
- - - - - - 9.684190 + 1.0 

-
- - - - - - - 11.896739 

Die Rekursion begiont mit X. = 1~8:'::9 = - 3.31856 und wird nach der Recheuvor

achrift unter 5 b. P entwickelt. 
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AuflOsung fiinf- und siebengliedriger Ansltze. 

5b) AuflOsung des Ansatzes unter Verwendung 
des abgekiirzten Algorithmus nach C. F. GauO. 

Die Berechnung der Kenllbeziehungen und iler 
Hauptglieder der reduzierten Matrix ist ilbersichtlicher. 

el) Vorwllrtselimination nach S.244. 
Die Vorzahlen fJu werden nach 5a. i' bestimmt. 

fJ) Rekursion mit Rechenprobe auf gleicher Seite: 

Rechenprobe: 1: XI: 61°J = I X'fl • 611:,,11, 
(vgl. S.295) 134229.5 ~ 134229.7. 

6. Die SchnittkrUte des Tragwerks. 

Die Schnittkrafte werden nach (288) berechnet. Bie
gungsmomente M im vergelegten Tragwerk filr die Be
lastung 2 (Abb.220). 

l'-J,6t/m 
[ i 

II inmt 

Abb.220. 

Auflosune flinf- und siebengHedrieer 
Ansatze. Die einfache und iibersichtliche Lo
sung eines dreigliedrigen Gleichungssatzes ist 
durch die unabhangige Kennbeziehung zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden iiberzabligen GroBen 
begriindet und darf daher bei fiinfgliedrigen 
Gleichungen nicht rnehr erwartet werden. Die 
Untersuchung wird 'an einern Beispiel mit 7 
iiberzabligen GroBen Xl ... X 7 gezeigt. Der 
regelmiiBige Ansatz lautet: 

611 611 1711 1710 

c7a1 6n "'. 17M 

1711 1711 1511 61& 1785 

c7C2 15.8 15" 154$ 17 .. 
(418) 

1511 17M 1515 1768 1\, 

668 1585 1568 17.., 
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VorwlI.rtselimination nach dem GauBschen Algorithmus (419) *. 

1 "11 611 "l3 "11 "l3' "II 

("11) "21 "13 "u "u; 
- -----

-"11 "11 -~ll 613 - -"11 "II 

I ,,(1) 
II 

,,(1) 
lIS "" "- "u ,,~~ 

("31) ("31) I "33 "34 "31 "aI 
------

--lel3 "13 - - --leU 6lI 

--le13 ".~ -"I3"U - .' """13 ,,~~ 
I 61111 I. 6111 

" 
6sa "u "sa c5~~ 

(c5a) ("&3) 6" "a 6" "aX 
--leu 6u - - --leuI5~~ 

--Ie,. ,,~~ -",.6 •• - -",,6~ 

I 6(al 
" 

6(8) 
u 15" "a ".- 6~ 

(6&3) (6,,) "II 6" 617 61I 

--lesa ",. - - -"a."~~ 

--Ie .. d~~ -"Ud" - --le1l6i~ 

I 6") 66 ,,"I 60 d'7 " .. ".7 d~ 

(d.,) (d •• ) 6 •• 61? d.I 

-"u "" - --Ie" di~ 

--Ie.1 d~~ --Ie .. 6.7 -" .. ,,~~ 
) 6~~ d(6) 07 "17 d~ 

("7.) (d7.> d77 "7X 
I--

--Ie.7 d., -"17 d~~ 
--leI? ,,~~ -"17"~~ 

) d(8) 77 
,,(6) 

7X 

Die Zeilen 1,2(1), 3(2) ••• '1(6) bilden zusammen die reduzierte Matrix. 
,,(8) 1 X - 70 

7 - ."el' 1J77 

X 6 15::/ = 15~5J - X ,15~~), X 6 15~t> = 15~ - X ,1567 - X 8 15~~ usw. J 

"10 

"II) 
--lell "10 

,,(1) 110 

"30 

--lela "10 

--le13 ,,~~ 

6(1) .0 

6.0 

--leu6~~ 

--Ie" 6~'" 

6~'J 

d_ 

--lesa6~'" 

--Ie" "~,,, 

d") 60 

15M 

--Ie" 6~'" 

--Ie .. d~V 

d(6) . tID 

d70 

--Ie.7 d~V 

--Ie.,6W 
d(61 70 

(420) 

Der Sonderfall151o = ... = b60 = 0, b,o = lliefert X, = fJ.77 = jl~8)' Fur die Rekursion 
" .. 

• Die Klammerwerte sind nul' zur Erleichterung der Summenbildung "kI beigefllgt. 
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i~t ('inc Kennbeziehung mit je zwei Kennziffern "k(k+ll' "k(k+21 zwischen drei auf
einanderfolgenden iiberzahligen GroBen k, (k + 1), (k + 2) charakteristisch. 

P87 = - "87 P77 , 
1 Pee = ~(6) - "87 P87 , 
II~ 

Das Ergebnis kann durch Riickwartselimination nachgepriift werden. Damit ist 
. Qie konjugierte Matrix durch folgende Rechenvorschrift bestimmt. 

1510 "- 1530 dto dso dto 1570 

P11 PIt P11 PI' Pl.· PlII P17 

Pal PIB Pu Pu Pu PI'/ 

Xa Pss Pu PII Pae PI7 

p" Pu P .. P'7 

Pu Pie PlY 

x, P .. P'7 

p" 

of' 
I 

-"11; -"IS 
I 

- "aa; - "2' 
I 

- "u; - "II 
I 

-",,; -"" 
I 

-"Ie; -K57 

I 

(422) 

Die Losung eines siebengliedrigen Ansatzes erfahrt keine grundsatzliche Anderung. 
Die folgenden Bemerkungen geniigen zur Anwendung. 

Matrix und reduzierte Matrix bei Vorwil.rtselimination (423). 

Xl XI Xs X, X, X, X 7 

1511 1511 1518 151, 1511 1511 1513 151, dID "12 "II "1' -
1511 1522 1513 du dIS 15(1) 

II 
15(1) 

13 
15(1) 

" 1526 15(1) 
10 "2S "u "IS 

1581 dSI 1538 du 1511 d. deB) 
8S 

15(2) 
I' 

deB) 
3& da. deB) 

30 "u "II "as 
I-

15&1 15,. d,s 15" 15'5 15 .. 15&7 15(3) 15(3) 15(8) 
15'7 

15(3) 
"" " .. I "&7 II 16 U &0 

15&1 I 1563 156& 1556 die 1567 
-i·_·I-

15 .. 1511 15 .. 15'7 15'3 

15(1) 15(1) 15(1) 15(1) "Ie "17 66 611 69 60 

15(6) 15(6) 15(6) "e7 1111 "' liD 
I 

I 157, ~5 1571 

"" I dIll) 
n 

15(8) 
.0 

I-

Die Berechnung von X7 und die Rekursion sind daher fUr eine ausgezeichnete Be
lastung ebenso wie bei dem fiinfgliedrigen Ansatz (419ff.) zu behandeln. Dasselbe 
gilt fiir die konjugierte Matrix. Riickwartselimination fiihrt zu einem a.hnlichen 
Ergebnis. 

Helmert, R.: Die Ausgleichsrechnung, 2. Aufl. Leipzig 1907. - Hertwig, A.: Die Auf
losung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung auf die Berechnung 
hochgradig statisch unbestimmter Systeme. Miiller-Breslau-Festschrift 1912 S.37. - Osten
feld. A.: Rechnerische Auflosung von fiinfgliedrigen Elastizitatsgleichungen. Eisenbau 1913 
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S. 120. - Frandsen, P.: Rechnerische AuflOsung von Clapeyronschen Gleichungen. Eisenbau 
1913 S.440. - Lewe, V.: Die Berechnung dllrchlaufender TrAger und mehrstieliger Rahmen 
nach dem Verfahren des Zahlenrechtecks. Bonia 1915. - Pirlet, J.: Zur Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme. Eisenbau 1916 S. 139. - Lewe, V.: Die mathematisch-rechnerische 
AuflOsung der allgemeinen sowie der drei- und fiinfgliedrigen Elastizitlltsgleichungen. Eisenbau 
1916 S. 175. - Hertwig, A.: Einige besondere Klassen linearer Gleichungen und ihre AuflOsung 
in der Statik der durchlaufendeu TrAger und der Rahmengebilde. Eisenbau 1917 S. 69. -Miil
ler-Breslau, H.: Zui AuflOsung mehrgliedriger Elastizitlltsgleichungen. Eisenb!\.u 1916 S. 111 
u. 299. - Derselbe: Anwendung auf mehrfach gestiitzte Rahmen. Eisenbau 1917 S.193. -
Derselbe: 'Statik derBaukonstr. Bd. 2,1. Abt. 5. Aufl. Stuttgart 1922; II. Abt. 2. Aufl. Leipzig 
1925. - Jordan, W.: Handbuch der Vermessungskunde Bd. I, 7. Aufl. Stuttgart 1920 .. -
Domke, 0.: Dachbauten, Handbuch fiir Eisenbetonbau Bd. 10,2. Aufl. Berlin 1923. - Borne
mann: Rechenvorschrift zur Auflosung symmetrischer Elastizitlltsgleichungen. Bautechn. 1926 
S.455. - Pasternak, P.: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab- und 
FIAchentragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Zurich 1927. - Mehmke, R.: tiber die zweck
mAlligste Art, lineare Gleichungen aufzulosen. Z. ~gew. Math. Mech. 1930 S. 508. - Worch, G.: 
tiber die zweckmAlligste Art lineare Gleichungen aufzulosen. Z. 'angew. Math. Mech. 1932 S. 175. 

30. Auflosung der Gleichungen durch Iteration. 

Die Brauchbarkeit der Wurzeln X", Pu einer groBei.'en Anzahl von linearen 
Gleichungen scheitert nicht selten an der Fehlerempfindlichkeit der Zahlenrech
nung. Der Ansatz wird durch die Wurzeln nicht mehr identisch erfiillt. Um nun die 
Auflosung nicht mit einer groBeren Anzahl von Stellen von Anfang an zu wieder
holen, kann das Ergebnis als Niiherung angesehen' und durch Iteration verbessert 
werden. Dieselbe Rechnung ist unter Umstanden auch bei nachtraglichen Ande
rungen der Vorzahlen bi 10 nutzlich. Diese konnen von Anderungen der Form 
und der Querschnittsverhaltnisse des Stabzugs herriihren. Sie konnen sich auch 
durch die nachtragliche Berucksichtigung veranderlicher Tragheitsmomente und 
aus der Verschiebung einzelner Stabknoten ergeben haben, wenn zur Vereinfachung 
der Rechnung zunachst geometrische Bindungen angenommen worden sind 
(S.301). Das Ergebnis der Elimination mit den angenaherten Vorzahlen wird dann als 
erste Naherung fUr den verbesserten Ansatz bu , bi~ verwendet. Auf diese Weise 
lassen sich unter Umstanden auch Systeme mit verschiedenen Abmessungen trotz 
hochgradiger statischer Unbestimmtheit leicht in bezug auf ihre wirtschaftlichen 
Eigenschaften vergleichen. 

Die Niiherungsfolgen konnen naturgemaB auch aus beliebigen Annahmen Xk,o 
fur die uberzahligen Schnittkrafte entwickelt werden, wenn die Konvergenz einer 
Iteration feststeht. Hierbei spielt die Fehlerempfindlichkeit fur die endgultige Losung 
keine Rolle, da selbst Rechenfehler ausgeglichen werden. Die vorgeschriebene Ge
nauigkeit der Losung HiBt sich jedoch in diesem Falle nur durch unnotig viele Nahe
rungsfolgen erkaufen. 

Die RechenvorschrHt. In der Regel wird die schrittweise Aufl6sung eines line
aren Ansatzes (293) von der Form 

k I h = 1. • . n ; bu = t5u (424) 

durch eine Niiherungsfolge eingeleitet, bei der die unbekannte Schnittkraft X k in 
der Hauptdiagonale der Matrix als Funktion der iibrigen Glieder angegeben wird, 
Diese werden zunachst mit XII,o geschatzt. 

X· = __ 1 (,2715 X -15)' h=1. .. (k-l),(k.+l) ... n} (425) 
k.l 6at h 101& 1&,0 kO, k = 1. . . n. 

Die .L enth1i.lt dabei nur diejenigen Glieder der Zeile k, deren Indizes h von k ver
II 

schieden sind (h + k). Der Ansatz konvergiert, wenn die Diagonalglieder in der 
Matrix der Vorzahlen groB gegeniiber den Nebengliedern sind oder genauer, wenn 
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jede der n Sum men aus den Betragen der (n - 1) Nebenglieder bki einer Zelle der 
Matrix dividiert durch die Vorzahl bkk in der Diagonale < 1 ist. In der zweiten 
Naherungsfolge treten die Werte X".1 an die Stelle von X".O. Die Iteration wird 
so lange fortgesetzt. bis X",.. ~ X".(v+I) = X k • 

Urn jedoch in jedem Falle eine Konvergenz der Iteration zu erreichen und auBer
dem die Anzahl der notwendigen Naherungsfolgen zu vermindern. wird die Iteration 
in Einzelschritten durchgefUhrt. Hierbei werden die Ergebnisse Xl ........ X m•v 

einer Naherungsfolge " bereits im Ansatz fiir X(m+I).;. derselben Naherungsfolge 
verwendet. Die unbekannten Schnittkrafte X2•0 : •• X"'o der ersten Naherungs
folge werden angenommen. Dabei wird dann 

"-1 n 

bUXk• I = bkO - (.2 bk"X",1 + .E bk/lX",o). 
11=1 II="+J 

,,-1 

b""X".1 = b"o - .E b""X",I' 
11=1 

(426) 

" Die zweite Naherungsfolge beginnt mit bnXI 2 = blO - 2)blllX" I usw. Die 
'. 2 ' 

Rechnung wird fortgesetzt, bis X",v ~ X",(J>+I) erhalten wird. 
Konvergenzbeweis. Jede Gleichung (424) ist nach (314) eine partielle Ab

leitung der Formanderungsarbeit Ai oder einer der ihr verwandten Funktionen At 
oder At*, die allgemein mit Ai bezeichnet werden. Die Formanderungsarbeit 
setzt sich aus dem statisch bestimmten Anteil A;.o und dem Anteil aus den iiber
zahligen Kraften X k zusammen: 

- - 1, 
Ai = Ai 0 + -2- .2: .E bk/l X" X k -.E bkOXk• (427) 

, k h 

Sie wird zum Minimum, wenn die Spannungen mit den auBeren Kraften im Gleich
gewicht sind. Diese Minimalbedingung begriindet die Konvergenz der Iteration, da 
z. B. Xk,l so bestimmt wird, daB die Minimalbedingung 

aXj 1:-1 n 
- ax = bko - .Ebk"X",I- Ebu X lI,o- bUXk,1 = 0 (428) 

k 1 1:+1 

mit dem verbesserten Werte X k 1 erfiillt ist. X k 1 ist daher ein besserer Wert im 
Vergleich zu Xk,o, so daB die Naherungsfolge in jedem Falle konvergiert. Die Rech
nung wird urn so schneller abgeschlossen, je gr6Ber die Vorzahlen in der Diagonale 
der Matrix gegeniiber den Nebengliedern sind, d. h. je schneller jede Zeile k nach 
beiden Seiten abklingt. 

Die Annahmen fUr die Xk,o der ersten Naherungsfolge stiitzen sich am besten 
auf Ergebnisse aus der Untersuchung geeigneter Teilsysteme. Dabei liegt es 
am nachsten, die Nebenglieder jeder Gleichung in del ersten Naherungsfolge Null 
zu set zen und damit die X k.1 aus einfach statisch unbestimmten Systemen ver
anderlicher Gliederung zu berechnen. In anderen Fallen sind oft Gruppen von 
zwei und drei statisch unbestimmten Schnittkraften vorhanden, deren gegenseitige 
Abbangigkeit im Vergleich zu anderen statisch unbestimmten Schnittkraften gr6Ber 
ist. Das vorgelegte Stabwerk wird dann zunachst in Teilsysteme zerlegt, deren 
iiberzahlige Schnittkrafte leicht berechnet werden und fUr die erste Naherungs
folge als Grundlage dienen. Oft kann auch bei der Iteration von den Ergebnissen 
mit drei- und fUnfgliedrigen Elastizitatsgleichungen ausgegangen werden. Diese 
Annahmen sind fUr die Genauigkeit des Ergebnisses unwesentlich, dagegen fiir den 
Umfang der Rechnung, also durch die Anzahl der notwendigen Naherungsfolgen 
von Bedeutung. 
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Umformung des Ansatzes. 1st die konjugierte Matrix einer Naherungsrech
nung mit den Zahlen Plk ... Pnk (k = 1 .. ; n) bekannt, so kann jede Gleichung eines 
in bezug auf Systemgestaltung oder Rechengenauigkeit endgiiItigen Ansatzes mit 
diesen Vorzahlen erweitert werden, so daB durch Addition 11. Gleichungen von der 
folgenden Form entstehen: 

", 11 n n 
k: Xl .L (lJ h1 P"k) + X", 2: (~1I2Phk) + ... X k .2 (~hkPhk) + ... X". 2, (~,.,.Pu) 

"=1 "=1 11=1 "=1 

II 

2-' (IJ" 0 Pu) ; 
"=1 

k = 1 ... 1t. (429) 

Abgekiirzte Schreibweise: . 

A1,k X 1 + A2,k X 2 + ... + Ak,kXk + ... + An,kXn = Ak,o' 

Da die Vorzahlen Pu die Gleichungen des endgiiltigen Ansatzes nahezu erfiillen, 
so ist nach S. 223 

n .. n 

Al k = ..2 IJAl Pu ~ 0; 
, "=1 . 

Ak,k = ..2 IJAk PAk ~ 1; 
"=1 

A".,k = .J) ~An Phk ~ 0 (430) 
11=1 

und damit diejenige Form eines linearen Ansatzes vorhanden, die bei der Iteration 

rY2 ., 

1 1 
II 

Abb.221. 
1.1 ",G = 3,44, leI",~ = 0,6762, '.1" = I, vgl. TabeUe 11, 

Iell. = 0,6762, C. = 1, 

/.". = 0,8784, 1;. = 1. 

bereits mit zwei oder drei Naherungsfolgen ein genaues 
Ergebnis verbiirgt. Die Matrix der Vorzahlen AI kist 
jedoch, wie leicht einzusehen i!jt, nicht mehr zur Haupt
diagonale symmetrisch (Ai k 1= .lk ,). Dies ist nur der 
Fall, wenn die Matrix d~r Vorz~hlen ~ik zur Neben
diagonale symmetrisch ist. 

Die Iteration in Einzelschritten wird zur Untersuchung 
des Sligedachbinders Abb. 215 verwendet, dessen Schnittkrlifte fiir 
Eigengewicht auf S. 224 f. ermittelt, dessen Stabquerschnitte jedoch 
nach einer wiederhoiten Querschnittsbemessung nach Abb. 221 

festgestellt worden sind. Auf diese Weise entsteht die folgende neue Matrix der Elastizitlits
gleichungen fiir Eigengewicht: 

+ 7,6396 + 1,7063 I 
I 

- 1,0321 - 4,3599 I 0 
I 

- 122,8500 

- 1,0321 + 14,3589 + 1,7063 - 6,3599 I 0 
I 

i 
+ 1,7063 + 1,7063 + 7,6396 - 1,0321 I + 6,0662 

i - 122,8500 
I 

- 4,3599 
I 

- 6,3599 - 1,0321 + 14,3589 I + 8,0662 + 49,2637 

0 0 + 6,0662 + 8,0662 
I + 24,0627 I - 172,1137 

Die Ausgangswerte Xt,o der Iteration sind die Ergebnisse auf S. 229. Nach der ersten Gleichung 
ergibt sich mit XI,o, Xa,o, X.,o und Xa,o der Wert Xl,l = - 9,716. Ebenso wird XI,I = + 6,564 
aus der zweiten Gleichung mit XI,I' Xa,o, X"o und Xa,o' Xa,I = - 9,304 aus der dritten Glei
chung mit XI,I' X.,I' X"o und Xa,o gefunden. 

Die Produktsummen werden bei Verwendung der Rechenmaschine ohne Zwischenablesung 
gebildet und durch <5 t t dividiert, so daB nur die Teilergebnisse der Nliherungsfolgen aufgeschrie
ben werden. Um die wiederholte Division zu vermeiden, empfiehlt es sieh, die Gleichungen (424) 
vor Beginn der Rechnung auf du = 1 umzuformen. 

Die Konvergenz der Iteration ist nach den Ergebnissen der 7. und 8. Zeile schlecht. Sie zeigt 
jedoch gewisse GesetzmliBigkeiten, mit denen sich zugeordnete Glieder der Nliherungsfolgen 
dem Endwert nahern. Diese dienen dazu, um einzelne Zeilen zu iiberspringen und damit die 
Iteration abzukiirzen. 

Da die konjugierte Matrix der Vorzahlen PI t des Beispiels fiir das urspriingliche Gleichungs-
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Xl X 2 Xa X, Xfi 

Ausgangswerte - 9. 174 + 6,011 - 8,776 + 6,295 - 6,577 

I. Iteration - 9,716 + 6,564 - 9,304 + 6.414 - 6,957 

2. .. - 9,455 + 6,698 - 9,074 + 6,783 - 7,139 

3· .. - 9,278 + 6,847 - 8,953 + 7,01 3 - 7,247 --:-
____ L 

7· .. - 8,988 + 7,070 - 8,806 + 7.346 - ].395 

8. .. - 8.966 + 7.087 - 8.797 + ].369 - 7,405 

12. .. - 8.932 + 1,113 - 8,786 + 7,402 - 7.419 

13· .. - 8.933 + 7. 111 - 8.783 + 7.404 - 7,420 .. 
14· .. - 8.933 + 7.112 - 8.782 + 7.406 - 7,421 

system bekannt ist. empfiehltsich die Umformung der Gleichungen nach (429). Man erhalt aus der 
endgiiltigen !S'lo-Matrix von S. 250 und der genaherten {J'Io-Matrix von S. 229 die 5eiwerte 

A=n 
AIo" = 1: !SU {JA" und damit das Gleichungssystem. 

11-1 

XI 

+ 1.46665 + 0.05433 + 0,046 77 

- 0,00265 + 1,409 08 + 0.031 89 

- 0,00282 + 0.051 95 + 1,472 50 

- 0,060 79 + 0,05020 + 0,03926 

+ 0,02084 - 0.02795 + 0,02120 

- 0,20281 ~ 0.01861 

- 0,05369 + 0,00081 

+ 0,05997 + O,23~21 

+ 1,304 60 + 0,06022 

+ 0,0221 4 + 1,329 10 - 10,27286 

Die Iteration wird fUr diesen Ansatz mit den gleichen Nllherungswerten Xlo,o (S. 229) begonnen 
und in Einzelschritten durchgefiihrt. Sie konvergiert schnell: 

Xl XI Xa I X, ! Xfi 

Ausgangswerte. - 9.174 + 6,011 
I 

- 8.]76 + 6.295 - 6,577 
--

I. Iteration. - 9,033 + 7,070 - 8,868 + 7,170 - 7,417 

2. .. - 8,960 
I 

+ 7, 107 - 8,771 + 7,407 - 7,423 

3· .. - 8,931 
I 
+ 7,114 - 8,780 + 7.409 I 

- 7,423 

4· .. - 8,931 
I + 7,114 I - 8.780 + 7,409 - 7.423 

Runge, C.: Praxis der Gleichungen. Leipzig 1921. - Mises. R. v., u. H. Pollaczek
Geiringer: Praktische Verfahren der GleichungsauflOsung. Z. angew. Math. Mech. 1929 S. 58, 
152. - Domke, 0.: Dachbauten. Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 10. 2. Aufl. Berlin 1923. 
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31. Allgemeine Rechenvorschrift zur Untersuchung statisch 
unbestimmter Stabwerke. 

1. Beschreibun~ der ~eometrischen und elastischen Ei~enschaften des 
Stabwerks. Das Tragwerk wird in einzelne gerade oder gekriimmte Stabe und Stab
ztige zerlegt, deren Achsen durch Lage, Lange und Form, deren Querschnitte durch 
UmriB, Flache und durch die Haupttragheitsmomente beschrieben werden. Unter 
Umstanden sind auch Angaben tiber die Abstande wo , w~ der Kernpunkte a', i' not
wendig. Der Spurpunkt der Stabachse ist der Schwerpunkt des Querschnitts. Die 
Bezugsachsen y und z fallen mit den Haupttragheitsachsen, die Spur s der Kraft
ebene in der Regel auch mit einer Symmetrieachse zusammen (S.25ff.). Die Tragheits
momente werden zur Berechnung der Formanderung von Bauteilen aus Eisenbeton 
auf den vollen Querschnitt mit oder ohne Beachtung des zehnfachen Stahlquer
sch litts bezogen. Ftir die mittragende Plattenbreite einer Tragerrippe gelten die 
Bl-.nerkungen auf S. 94. 

Die Materialkonstanten werden in der Regel nach den Bestimmungen des Deut
schen Ausschusses fUr Eisenbeton festgesetzt. In diesen ist fUr die Berech
nung von Formanderungen E. = 2100 tjcm2, Eb = 210 tjcm2 J.llld OCt = 0,00001 
vorgesehen. 

2. Belastun~ und Stiitzun~ des Tra~werks. Der Festigkeitsnachweis verlangt 
genaue Angaben tiber das Eigengewicht des Tragwerks mit seiner Ausriistung und 
tiber die Nutzlast aus stetig verteilter Belastung und Einzellasten. Hierzu treten 
Vorschriften tiber die Zerlegung der Lastenztige zur Bildung der Grenzwerte in 
Verbindung mit EinfluBlinien und Angaben tiber die Belastung durch Schnee, Wind 
und Nebenkrafte, tiber deren Eintragung und die Verteilung der Einzellasten. Die 
elastischen Eigenschaften der Stiitzung und die moglichen Sttitzenverschiebungen 
werden in jedem Falle geschatzt und die Temperaturanderung und das Schwinden 
des Baustoffes durch Annahmen abgegrenzt. 

3. Das Hauptsystem. Die ausgezeichneten Sttitzenwiderstiinde und Schnitt
krafte X,. werden nach den Bemerkungen auf S.170 ausgewahlt. Damit sind Haupt
system und Vertraglichkeitsbedingungen 1,.'<5,. = 0 bekannt. Diese werden nach 
Abschn. 24 oder fUr Gruppenlasten nach Abschn. 36 entwickelt. Die Sttitz- und 
Schnittkrafte C,., N,., M k, Qk aus - X k = 1 und Co, No, Mo, Qo aus der vor
geschriebenen Belastung werden in einem statisch bestimmten Hauptsystem nach . 
Abschn. 13ff., in einem statisch unbestimmten Hauptsystem in der Regel mit Hilfe 
von Tabellen berechnet und voneinander getrennt in einzelne Stabnetze derart 
eingetragen, daB die Ordinaten der Schaulinien bei jeder Aufgabe einheitlich, 
z. B. stets an der Zugseite des Stabes erscheinen. 

4. Die Vorzahlen Oflc' Die Vorzahlen <5i ,. sind unabhiingig von derBelastung des 
Tragwerks. Sie konnen als Verschiebungen unmittelbar aus den Tabellen 17 bis 19 
entnommen oder durch Integration nach (300) mit Hilfe der Tabellen 12 bis 16 be
rechnet werden. Die Funktionen C = J "Il oder J "Il cos oc zur Beschreibung der 
elastischen Eigenschaften des Stabes I" sind in der Regel konstant oder werden zur 
Berechnung eines angenahert richtigen, geschlossenen Ausdrucks durch geeignete 
Funktionen nach (188) ersetzt. 

Die Freiwerte n und r der Ansatze (188) dienen zur Angleichung der Funktion 
an die bauliche Ausgestaltung der Stabe. 1st die Berechnung in dieser Form un
gentigend, so werden die Vorzahlen graphisch oder numerisch mit Hilfe der Simp
sonschen Reihe nach (181) integriert. Hierbei kann der Integrationsbereich auch in 
Stufen konstanter elastischer Wirkung eingeteilt werden. Die Zahlenrechnung laBt 
sich nach S .. 165 durch die Arbeitsausdrticke 11;<5u'" .und 12'<52'2' nachpriifen. 

5. Die konjugierte Matrix. Die Vorzahlen PII,. werden bei der Untersuchung 
einer groBeren Anzahl von Belastungsfiillen nach den allgemeinen Angaben in 
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Abschn. 25, fiir Stabwerke mit wenig iiberzlihligen GroBen nach Absc4n. 26 be
rechnet. Die Ergebnisse miissen die geometrischen Bedingungen !5k = 0 identisch 
erfiillen. 

6. Die Belastungszahlen OlcQ9' Die Belastungszahlen sind Formanderungen des 
Hauptsystems aus den in 2. angegebenen auBeren Ursachen. Sie werden abgekiirzt 
nach (300) berechnet. Hierzu dienen die Tabellen 12 bis 16. Unter Umstanden konnen 
die Formanderungen !5kQ9 auch unmittelbar aus den Tabellen 17 bis 19 entnommen 
werden. In besonderen Fallen ist die numerische Integration nach Simpson oder 
die Berechnung mit Stufen konstanter elastischer Wirkung nach (183) notwendig. 
Die Betrage aus Temperaturanderung werden fiir jedes Element des Stabzugs 
konstant angenommen (173), die Verschiebungen !5h aus der Stiitzenbewegung nach 
(174) berechnet. Die Biegelinien !5m k (k = 1 ... n) des Laststabzugs des Haupt
systems zur Bildung der EinfluBlinien lassen sich fUr die Belastungszustande 
-Xk = 1 nach Abschn. 20 und 21, in einfachen Fallen nach den Tabellen 12 bis 16 
aufzeichnen. 

7. Die uberzihligen Stutz- und Schnittkrifte. Die iiberzahligen GroBenXk 

werden bei ainzelnen Belastungsfallen unmittelbar aus den Belastungsgliedern, bei 
zahlreichen Belastungsfallen nach (326) berechnet. Dasselbe gilt fUr die Ableitung der 
EinfluBlinien aus den Biegelinien des Laststabzugs des Hauptsystems nach (328). 

8. Stutz- und Schnittkrifte C, N, M, Q des Tragwerks. Die Stiitz- und 
Schnittkrafte des Stabwerks werden aus der vorgeschriebenen Belastung und den 
ihr zugeordneten iiberzahligen Stiitz- und Schnittkraften X k mit HiIfe der Gleich
gewichtsbedingungen graphisch oder numerisch nach Abschn. 13 und 14 berechnet. 
Die Aufgabe ist nunmehr statisch bestimmt und die Superposition nach (288) der all
gemeine Ausdruck fiir die Losung. Die Schnittkrafte Co, No, Mo, Qo und Ck , N k , 

¥k, Qt des Ansatzes sind aus dem Absatz 3. bekannt. 
Die EinfluBlinien der Stiitz- und Schnittkrafte werden nach derselben Ree;hen

vorschrift durch Uberlagerung der Ordinaten der EinfluBlinien Co' No, Mo, Qo des 
Hauptsystems mit den durch Ck , Nt, M/c, Q/c erweiterten Ordinaten der EinfluB
linien X t gefunden. Sie muB unter Umstanden mit groBer Stellenzahl durchgefiihrt 
werden, urn Losungsfehler aus Differenzen zu vermeiden (vgl. auch S. 168). 

9. Die Nachpriifung des Ergebnisaes. Die Randbedingungen der Formande
rung des Stabzuges sind durch die Stiitzung offener Stabziige oder durch den Zu
sammenhang geschlossener Stabziige vorgeschrieben. Sie miissen fiir das berechnete 
Spannungsbild erfiillt werden. Dies wird nach S.168 durch Nachrechnung der' 
gegenseitigen Verschiebung geeigneter Querschnitte gepriift. 

32. Zeichnerische Auflosung der Bedingungsgleichungen . 
. 
Die umfangreichen Zahlenrechnungen zur Bestimmung der Wurzeln linearer 

Gleichungen lassen sich zum Teil, in einzelnen Fallen auch vollstandig durch gra
p1Usche Methoden ersetzen. Sie sind stets niitzlich, wenn die Losung mit dem 
Kraftebild des Tragwerks verbunden werden kann. Dies ist bei den durchgehenden 
Tragem mit starren und frei oder elastisch drehbaren Stiitzen, bei durchgehenden 
Tragem mit elastisch senkbaren Stiitzen und bei Rahmentragern der Fall. 

Die graphische Auflosung stiitzt sich entweder auf die geometrischen Be
ziehungen der Gleichungen oder auf deren mechanische Auslegung. Die Vorzahlen 
6t1 ... 6u ... !5h jeder Zeile k werden dabei als die n Komponenten einer im 
Ursprung angreifenden Kraft ~/c angesehen, die nach n Achsen zerlegt worden ist. 
Sie bilden, nach dem Ansatz (319) mit den unbekannten Zahlen Xl' .. X/c' .. X" 
multipliziert, die Komponenten !51o ••• !5kO ••• !5" 0 der Resultierenden .2 ~t X t nach 
denselben n Achsen. 
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Die Vorzahlen 15k1 ... l5u ... I5kts einer jeden Zeile k sind unveranderlich und 
besitzen damit die wesentliche Eigenschaft der Masse. so daB den n Gleichungen des 
Ansatzcs auch massengeometrische. Bedeutung beigelegt werden kann. Darnach 
werden nach P. Pasternak die Vorzahlen jeder Zeile k als die fiktiven Gewichte 
einer raumlichen Gruppe von n Punkten Ai: behandelt. deren Abstand von einer 
GrundriBebene durch die zunachst unbekannten Strecken X" vorgeschrieben ist. 
Die Gleichung k 

n n T _ 151:0 
;EduX" = I5kO = T";EI5",, = T"Sln ,,--

A=1 A-I ~ 
(431) 

bestimmt daher den Abstand T" des Schwerpunktes Ei: der fiktiven Gewichte du ' 
von der GrundriBebene. Die Koordinaten der GrundriBprojektion E" werden nach 
bekannten Regeln berechnet. indem die Massen du ... 15"" ... I5kts der Projektion A" 
der Punkte beigelegt werden. Damit ist jeder Bedingungsgleichung k ein aus
gezeichneter PunktEi: zugeordnet. dessen Lage durch die Vorzahlen 15'u ... 15"" 
und die Belastungszahl 15"0 bekannt ist. Dieses massengeometrische Bild des An
satzes enthalt. zum Teil erganzt durch die analytische Aufl6sung der Gleichungen 
nach C. F. GauB. geometrische Beziehungen zwischen den Endpunkten der Ordi
naten X". die in zwei Ebenen, in einfachen Fallen aber auch in einer Ebene verfolgt 
werden. . 

Anwenduna auf dreialiedriae Elastizitit8g1eichungen~ 

Xl 1511 + X,618 = 610 I 
• ~l ~21.+. x~ d~ ~ ~~ ~I.a • • • • . • ~IO. • 

X~16(k-1I(~~' + X"_l d(~lI(~lI + X"d(~lI" = d(~lIo 

. .X.1.~~ d~(':l1 .+.X ~ d~" .+ .X~+1 d"("+l1 •. ~I:~ I 
Xn-II d(n-lI (n-21 + X n- l d(n-l)(n-lI + Xn ~(n-lln = d(n-1I0 

X n_ l ~n("-lI + X" Un" .= 6,,0' 

per GauBsche Algorithmus liefert nach (388 und 399) bei 

(432) 

Vorwlirtselimination (433) Riickwlirtselimination (434) 

Xl 1511 + XI 1518 

XllJ~1J +- X. c5 .. 

X.-l/5I::~I'._l) + X./5,._u" = /51::~!o. 
X. /5~':.-1) = /5~~-t) • 

XllJ~1-1) 

Xl /521 + XI /5~~-I) 

= /5~~-1) •. 
= /5~~-I). 

Die zeichnerische Darstellung wird hier auf eine Ebene beschrankt. Sie -enthalt 
die raumliche Punktgruppe A~ bis A~. deten GrundriB AI' .. An auf einer Achse 
abgebildet ist (Abb.222). Die Abstande Li" zwischen zwei aufeinanderfolge __ den 
Punkten A"_I' A" sindbeliebig. Sie k6nnen gleichgroB gewahlt werden oder zum 
Teil auch Null sein. 

Die Belastungsspalte der Ansatze (433), (434) ist entwedervoll oderteilweise besetzt. 
Die allgemeine Aufgabe kann mit dem Superpositionsgesetz stets auf die L6sung 
fUr wenige Belastungszahlen zuriickgefiihrt werden. Der Ansatz zerfallt in diesem 
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Falle in drei Abschnitte, von denen der erste und dritte homogen sind. Diese werden 
daher fUr ~,.o= I (Losung a) und fUr ~1O = I (Losung b) berechnet. 

Losung fur den homogenen Ansatz. Punktfolge AI:, AI:+1 mit AI: + 0, 
AI:+1 + o. . 

Die Losung a bedient sich der Kennbeziehungen der VOFWartselimination, 
indem das Verhaltnis - "11:-11 I: = Xk-l/XI: zweier nach links aufeinanderfolgender 
Ordinaten als Verhaltnis der Strecken au._11 1:, bll:-lI I: dargestellt wird. Der Abstarid 
AI: = AI:_lAI: wird dabei durch den Punkt F I I:_11 I: geteilt. Er faUt nach (433) in 
die Schwerlinie der den Endpunkten A~~l' Ai: zugeordneten Massen d!~:~I'I:-ll und 
~11-lIk' 

Dasselbe gilt fik die Losung b, bei welcher die Kennbeziehungen de'r Riickwarts
elimination verwendet werden. Das Verhaltnis - "1:11:-11 = XI:/XI:_i zweier nach 
rechts aufeinanderfolgender Ordinaten wird geometrisch durch die Strecken al: ,1-1), 

bl: l1-1I und den Punkt Fl:lk-1I ausgedriickt. Dieser liegt nach (434) auf der Schwer-

'flit I----Ifk-~--- : 
-4, .. I.. 4t .. IE 4*1-

Abb.222. Abb.22S. 

linie der Massen dkll:-lI und d~"I:-k), welche den Endpunkten A~_l und At zu
geordnet sind (Abb. 222). 

)tt It-II ... b 1... ( ) 
aklk-1I = 1 + LJkI kll:-1I = 1 + LJk' 436 

)tt (1,-11 "t It-lI 

Die Punkte F II:-lIk , F kl l:-lI sind unabhangig von den Belastungsgliedem und aUein 
durch die elastische Struktur des Systems bestimmt. Sie werdendaher als Fest
punkte bezeichnet. 

Sind die Verhaltniszahlen XI:_l/X" und X,,/X"_l positiv, die Kennbeziehnngen 
"1k-1I" und "kl"-lI also negativ, so liegen die Festpunkte F lk- l ) 1:, F kl l:-11 auBerhalb 
des Intervalls LI~ (Abb. 223). Die Strecken alk-lI 1:, bCk- 1I k werden daher im Sinne -----. -----. . 
A"_l' AI: und AI:, A"_l positiv gerechnet. Negative Verhaltniszahlen Xk-l/Xk, 
Xk/X"_l' also positive Kennbeziehungen "CI:-1I 1:, "1:(k-1I ergeben Festpunkte 
zwischen A"_l und AI: (Abb. 222). Da der Nenner. der KennbeHehungen 

~It-ll t ~t It-lI 
"C1-1I1: = "11:-11 • "kC1-1I - .'It-I:) (437) 

"11-11 (J:-l) ClU 

in jedem Falle positiv ist, wird die Lage der. beiden Festpunkte zu den Grenzen 
des Intervalls durch das Vorzeichen der Nebenglieder ~lk-lI" der Matrix entschieden. 

Die Festpunkte F CI:-lI b F kCk-1I der Achse werden entweder mit den Strecken 
aCk-lI 1:, al:(l:_lI eingetragen oder durch geometrische Teilung der Abschnitte A k im 
VerMltnis 

"C1-1Ik - 6Ck-II,,/61l:~I(k-lI' "I:Ck-1I = 61;c1-1I/ 61"k-k) (438) 

erhalten, wenn die Kennbeziehungen mit den Kettenbriichen (394) und (404) be
stimmt worden sind. 
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Der Festpunkt F1.:U:-1I kann jedoch auch mit Hilfe des Festpunktes F I1.:-1I 1.: und 
der Gleichung k des Ansatzes geometrisch gefunden werden. wenn die bei jeder 
zeichnerischen Losung unvermeidliche Fehlerfortpflanzung in Kauf genommen wird. 

Nach Abb.224a ist die Gerade ~t im homogenen l3ereich a durch den Fest
punkt F I1.:_1I 1.: bestimmt. Sie schneidet sich mit ~i+l im Punkte At der Geraden k. 
Nach der Gleichung k 

XJ:-l 151.:(,,-1) + X"tJ"k + X"H tJ"lk+ll = 0 (439) 

ist der Schwerpunkt E k der fiktlven Massen tJ1.: 1"-11. tJ"". tJ1.: 1"+11 ein Punkt der Achse 

~~~~~~~~L-__ ~~~ 

(Tle = 0) _ Er liegt auf der Geraden \'Ule im 
Abstand ele yom Punkte A k' 

(440) 

Die Gleichung k kann auch folgendermaBen 
geschrieben werden; 

YIJ:-ll1c (c5lelJ:-ll + c5k1c) + X1.:+1 c5lelk+1) = O. (441) 

Hierbei ist Y1le- 1I k (tJk1k- 1I + c5u ) = X k- l tJk1k- 1l 

+ XktJU nnd daher Ylk-lIk=DkDt diejenige 
Ordinate der Geraden ~t. welche den Ab
schnittLlk im Verha.1tnis tJu : tJkU,-l) teilt. Die 
Gerade Di Ai+l schneidet nach (441) die Achse 

J ... , im Punkte E k' Eine beliebige Annahme ~1c.l 
-+;&;I.--lI'I-.~I(IlI!:o..j;A..p...~:20o::;.....;.::.;~ Hefert das Dreiseit mit den Eckpunkten 

,.,1, Di.l' At•l • A'1c+ll.l auf drei zueinander paral
lelen Geraden k. (k + 1). \'Ui. Da zwei Seiten 
durch die festen Punkte F lk- ll k nnd Ek be
stimmt sind. ist auch Fklk+ll ein Festpunkt. 

Die geometrische Auslegung der Gleichung k 
Abb.224. wird durch deren Umformung nach 

ZIJ:-llk (c51c1'1c-1l + c5k1c,1) + Zlelk+1l(c5u •2 + c51clle+1)) = 0 (442) 

wesentlich giinstiger. Dabei ist die Aufteilung der Vorzahl tJu = bU • l + bU • 1I 

beliebig und richtet sich nach den besonderen Eigenschaften des Ansatzes. Die 
Ordinate Zlle-lIle = BleBt liegt auf der Schwerlinie tntl der fiktiven Gewichte 
b1cIA,-II' bU •l • die Ordinate Zlel1.:+1) = CleCi auf der Schwerlinie \'Uti von bU •1 und 
c5klle+u . Die Punkte Bt.l • E le • Ct•l bilden nach (442) wieder eine gerade Linie. so daB 
ein Dreiseit,Bt•l • At.l • Ct•l mit den vorgeschriebenen FestpunktenFI1.:_lI1.: und Ele 

entsteht. In derselben Weise kann auch die geometrische Konstruktion des Fest
punktes F1.:lk-lI aus F lk+1Ik nach Abb. 224b begriindet werden. Die Schwerlinien 
ttJ~.l' \'Ut.1l sind durch die Strecken Cu. CI1.:+-t)le bestimmt (Abb.224). 

d101lt- 1I LI 15"111+11 LI 
C1.:k = i5;;~-11 + dU ,1 le. CI1.:H) le = dU •1 + 15" 1110+11 1.:+1' (443) 

Punktfolge A1.:, A1.:+1 mit Llk + 0, Llle+1 = O. 
In einzelnen Fallen werden die Punkte A k. A 1:+1 zusammengelegt (LI Te+1 = 0) , 

urn das Bild der geometrischen Losung in einfacher Weise mit dem Kraftebild des 
Tragwerks zu verbinden. Die Kennbeziehungen "kl1.:+1)' "ITe+1) 1.: sind in diesem FaIle 
stets negativ. Dem Punkte (ATe. A k+1) der Achse sind daher zwei Punkte At. At+! 

des Linienzuges ~i, ~i+2 zugeordnet. 
Die beiden Geraden ~. ~t+ll schneiden sich im Abstand UTe 11.:+11 von der Ordinate k. 

Dieser ist im homogenen Bereich der Losnng a durch die Kennbeziehnng 
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X k/Xk+ 1 = -"k(k+1) vorgeschrieben und geometrisch durchXk+1 = 1, X k = -"k(A:+U 

und die als bekannt anzusehenden Festpunkte F llc+1) (A:+2), F(!r-ll k bestimmt. Der 
Abstand U k (k+11 ist im homogenen Bereich a fur alle X k+1 konstant, der geometrische 
9rt der Punkte U k(k+1) daher eine zu k parallele Gerade, die Ubergangslinie Uk(k+1I' 

Ahnliche geometrische Beziehungen gelten fUr die Losung b mit X k+1 = - "(k+ll kX k' 

Der Linienzug ~;-1' ~;+1 schneidet sich jetzt auf der 
Obergangslinie U(k+1) k imAbstand U(k+1) k von k (Abb. 225). 4'i.t/ I 

Die Ubergangslinien Uk(k+1) und die Festpunkte I 

F(k+1) (k+2) lassen sich aus dem Festpunkt F(k-ll k auch : 
geometrisch ableiten, ohne die Kennbeziehungen "k(k+lI I 
usw. zu verwenden. Urn dies einzusehen, werden die I 

beiden Gleichungen k und (k + 1) umgeformt und addiert. , : 

Ai .41 •• 

1-'tIl ' uri ("'1/ 

·1 I . lIk.J * . 
f VN,t*, ~--J 

$-,/J " ~tK:~ I 
f - If,-I I ~ : \'42 -;((!r.t)'" 

-"'" :.4 I o #,. 0 

Abb .. 225. Abb.226. 

=0, 

-Xk b(k+1)k + X k+1 <5(k+1)(k+1) + X k+ 2 b(k+1)(k+2) = 0, 

bu - <5k (k+1) = bU ,l' <5(k+1)(k+1) - b k (k+1) = <5(k+1)(k+1),l , 

Y k (k-0(<5k (k-1) + b kk,l) - (Xk+1 - X k ) <5k (k+O = 0, 

(Xu:+1) - X k )<5k (k+1) + Y(k+1)(k+2) (<5(k+1)(k+O,l + <5(k+1)(k+2») = 0, 

Y k (k-lI (<5k (k-lI + <5U ,l) + Y(k+1) Ik+2) (<5 lk+1) Ik+1l,l + <5 lk+O Ik+2») = 0 . 

(444) 

Hiernach sind Y k1k- 1I = BkB~ und Y 1k+1) 1k+2) = CkC~ Ordinaten der Geraden ~~ 
und ~~+2 der homogenen Losung (a), die mit den Schwerlinien 10~, 1tl~+1 der fiktiven 
Gewichte <5k1k- 1I , <5 U ,l und <5 lk+1) Ik+2)' <5(k+1) Ik+1),l zusammenfallen. Nach (444) 
schneiden sich die beiden Geraden ~~, A~ der Abb. 226 auf der Schwerlinie 10k der 
fiktiven Gewichte (b/.: 1k- 1l + <5U ,l) und <5 k (k+1)- Der Punkt Ek ist nach (439) mit 
T k = 0 ein Punkt der Achse und der Schwerlinie Itlklk+1) der fiktiven Gewichte 
(<5k1k - 1l + <5 U ,l) und (<5 lk+1) (kr1),l + b1k+11 Ik+2»)' Mit einer Annahme ~~, 1 werden 
die geometrisch voneinander abhangigen Punkte B~, l' J~, l' A~, l' A;k+l), l' C~,l' 
Uk (k+1),l gefunden. Sie bestimmen ein Vierseit, dessen Ecken auf vier vorgeschriebe
nen Geraden Itl", Itlk' k, Itlk+1 liegen, von dem a.uBerdem drei S~iten durch je einen 
Festpunkt F(k-1) k' Bko Ek gehen. Daher ist auch F(k+1) (H2) ein Festpunkt und der 
geometrische Ort des Schnittpunktes U k(k+ll eine zu k parallele Gerade, die Uber
gangslinie Uklk+ll' 

Der Ansatz (444) enthalt auBerdem die Beziehung 

(Xk+1 - X k ) <5k (k+1) + Y(k+1)(k+2) (<5(k+1)(k+2),1 + <5(k+1)(k+2») = 0, (445) 

nach der sich die Geraden ~k+2 und .1.1:+1 auf der Schwerlillie Itlk+1 der fiktiven Ge
wichte <5k(k+1) und (<5(k+1) (k+1l 1 + <5(k+1) (k+2») schneiden. Dies dient zur Nach
prufung der geometrischen Konstruktion. Die Festpunkte F k(k-ll und die Ubergangs-

Beyer, Baustahk, 2. Aufl., 2. Ncudruc'(. 17 
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linien UII:+111: werden aus den Festpunkten F 11:+2) 11:+1) ebenso bestimmt. Die Schwer
linien lUi:, lUI:, 1Ui:+1' 1U1:+1 und 1U1:11:+1l werden mit den Strecken cu, cU, CII:+lI) 11:+11, 

'11:+2) II:+U uod ekll:+ll eingerechnet (Abb.226). 

15" 11:-11 A - 15" 1"-11 A dl.t + ll 1"+11 A I 
Ckl: = 15 15 t.il:, CI:I: = 15 IS t.ik' Clk+llHk+l) = 15 15 t.i1:+2' 

1:11:-11+ 1:1:,1 1:11:-11+ U 11:+1111:-11,1+ It+1111:+11 (446) 
C - 1511:+1111:+11 LI e _ dlt+1I 11:+11 ..11:+1 - 151: I.t-1I ..11: • 

. 1l:+2l1A1+1l - 15,1:+1111:+11 + "1511:+11 11:+11 1:+1' I: 11:+1l - 151: It-1I+ du , 1 + 1511:+1111:+11,1 + 1511:+1111:+11 

Die iiberzihligen GraBen bel einzelnen Belastungsgliedern. Die analy
tische LOsung dreigliedriger Elastizitatsgleichungen fur zwei aufeinanderfolgende 
Belastungsglieder dll:-llO ' d kO nach S.239 kann durch den Ansatz 

X bll:_lI l: + X ""c-1) 0 R I 
k-l al~_lll: k = ()It~;'~ = Ik-lI k , 

X +X bl: IHI - -~ - R 
k-l k a tlt- 1I - 151: It-I) - kk 

(447) 

--->----,4:l-.. 1)--;3 .... ,--~Z)~ 

Abb.227. 

ersetzt werden. Er gilt allgemein fUr zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten und 
beweist die geometrische Lasung nach Abb.227. Die Belastungsglieder erhalten die 
Dimension der uberzabligen GraBen XI:-l' XI: und sind von diesen unabhangig. Sie 

-rt I I 

Abb. 228. 

werden nach der Art ihrer geometrischen Verwendung als Kreuzlinienabschnitte 
bezeichnet, jedoch hierfur besser durch die Ordinaten V1k-UI:, Vu in den Fest
punkten ersetzt. 
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(448) 

Die iiberzahligen GroBen Xl' .. X~t sind bei gleichen Vorzeichen der Neben
glieder einer Gleichung durch die Festpunkte F(1I-l)Il der Losung a, die iiberzahligen 
GroBen X k +1 ••• X Il durch die Festpunkte Ff'(r-U der Losung b bestimmt (Abb. 227). 
Bei ungleichen Vorzeichen der Nebenglieder gilt das gleiche fur die Fe~tpullkte und 
Ubergangslinien F IIl- UIl ' UIIl-l)Il und Fr(f'-U' Uf'(f'-U (Abb.228). 

Allgemeiner Beiastungsfall. Die geometrischen Hilfsmittel des letzten Ab
schnitts lassen sich auch bei der zeichnerischen Losung des vollstandigen Ansatzes 
verwenden. Die iiberzahligen GroBen X t sind wiederum Ordinaten einer Punkt
reihe At in beliebigen Abstanden At. Jedem Intervall At sind zwei Festpunkte 
FIt_II k> F klk-U zugeordnet. Jede Gleichung k 

(449) 

bestimmt nach der Auslegung auf S. 256 . einen Punkt Ei, als Schwerpunkt von 
fiktiven Massen bk(k-II' bu , bklk+u • welche den PunktenAi,_I' Ai" Ai,+l zugeordnet 
sind. Die Koordinaten dieses Schwerpunkts sind nach bekannten Regeln 

A E - _ rjk It+1I Ahl - rjll It-U At 

t t - et - rjll III-II + rju + rjll It+lI • 

Ebenso darf in (449) 

Xt-l btl~l) + Xtbu = Ytlt- lI (btlt-ll + 6kk) 

Abb.229. Zur Ableitung filr positive "tlhll. 

(450) 

(451) 

gesetzt und YtU:-U als Ordinate des Schwerpunkts der Massen bklk- 1) und bu in 
At.,.I' At angesehen werden. Sie unterteilt den Abschnitt Akin Dk nach dem Ver
Mltnis bklt- lI : bu. Aus (449) wird dann 

YtIH) (dtlt-lI + du ) + Xt+1 ~tlt+l) = dkO = Tt(dtl~lI + ~u + 610110+1)). (452) 

Demnach ist Tk auch Ordinate des Schwerpunkts der fiktiven Massen (6klk- 1 ) + 6u ) 
und 6klk+1I' so daB die Punkte Dt, Ei, und Ai,+! eine gerade Linie bilden (Abb. 229). 

Auf diese Weise entsteht das Dreiseit At-I' Di" Ai" Ax,+!, dessen Eckpunkte 
auf einer Schar paralleler Geraden liegen. Ihre Ordinaten sind unbekannt. Allen 
moglichen Dreiseiten ist jedoch cler Punkt Ei, der Seite Di,At+t gemeinsam. 1st 
auBerdem noch ein Punkt Lt der Seite Et = Ai,-tAi, gegeben, so besitzen auch die 
Seiten A i,A i,+ t dieser Dreiseite einen gemeinsamen Punkt L k + I' da die Punktreihe Di, 

17* 
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ahnlich zur Punktreihe A~ (Ahnlichkeitspunkt L k ) und die Punktreihe D~ ahnlich 
zur Punktreihe A~l ist (Ahnlichkeitspunkt E~). Daher ist auch die Punktreihe A~ 
ahnlich zur Punktreihe A~+l' Der Ahnlichkeitspunkt Lk+l ist allen maglichen Ge
raden ~k+l gemeinsam und liegt nach Konstruktion mit Lk und E~ auf einer Ge
raden. Bewegt sich der Punkt Lk auf einer Geraden. so ist die zugeordnete Punkt
reihe LIe+l zu Ei: perspektiv und daher ahnlich zu Lie' 1st die Punktreihe Lk senk
recht zur Achse. so gilt das gleiche von der Punktreihe LIe+l' 

Dieses geometrische Bild kann fUr j ede Ordinate T k' also auch fUr T k = 0 
angegeben werden. so daB die Punkte Ei: mit E Ie in die Achse fallen. Der Geradenzug 
~Ie= ~i: oder ~k= ~k des homogenen Ansatzes ist dann fUr jede Lage des PunktesAi, 
durch die Festpunkte Flk-1Ik. Fklle+ll oder Flk+l lk ' Fklk-11 bestimmt. je nachdem 
<5"0 = I oder <510 = 1 gesetzt wird. Daher ist bei der Entwicklung der geometrischen 
Lasung nach rechts eine Gruppe der zugeordneten Punkte L". L"+l durch die Ordi
naten in den Festpunkten F lk- lIle bestimmt. Der zweite geometrische Ort fiir die 

--~->-

Punkte Lie+! = Fi:IHll besteht aus dem Geradenzug Co .. = F;k_1lkE~ (Koordinaten 
fiir Ei: sind ele. Tie). dessen Ursprung daher mit den Randbedingungen fiir F~2 be
stimmt ist. Dasselbe gilt fiir die Entwicklung der Lasung von rechts nach links. 

Atl I .-r__ ~' 1,1 . .......-t.DI' 

1E-----. ..::IK-------""'iIE-----.<iK·'--------,'3~_t1 
--~ --~ 

Abb.230. Ftt_1)j:Ef,==t... F:i+lliEf,==~.o. 

Die Elemente der graphischen Darstellung sind hier die Ordinaten in Flelk-ll. die 
---->-

Koordinatenek • Tkder Punkte Ei: und derUrsprung des Geradenzugs C,,0=F;k+1IleEi, 
in F~I .. _ll (Abb. 230). • 

Nach der ersten und letzten Gleichung' des Ansatzes 

X 16u + X z61z = 61o ; X,,_16,,1,,_11 + X"<5,, .. = <5"0 
ergeben sich die Koordinaten der Punkte E~ und E~ zu 

EE'T «510 
11= I=Jl+Jl; un un t 

E E' = T = 15 .. 0 • 
"" "d .... + «5"1"-11 • 

A-E - d" 1 .. -11 A J " ,,= eft = Jl + Jl LJ" • , u"" U"ha-l) 

(453) 

Nach (435) und {437} ist e1 = an; 'nach (436) und (437) eft = - a .. 1,,-1)' Der Ur
sprung F~2 des Geradenzugs Co .. ist daher E~. der Ursprung F~I"-l) des Geraden
zugs e"o der Punkt E~. 

Diese Rechenvorschrift kann durch Verwendung der Gleichungen erganzt 
werden, welche bei Vorwartselimination oder Riickwartselimination nach GauB 
erhalten werden. Sie bestimmen nach (433). (434) die Ordinaten von F(Ie-llk und 
Fi,(k-ll des Geradenzugs ~Ie als die Ordinaten der Schwerpunkte der fiktiven Massen 
<5lt=fl (k-1) , <51k-1l Ie und <5~"kIe), <5 Ie (k-11 . Ihre Verwendung ist naturgemaB fiir die 
zeichnerische Lasung ohne Bedeutung. Da aber die Gleichung k im GauBschen 
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Algorithmus von der reduzierten Gleichung (k _1)lk-2) abgezogen wird, urn die re
duzierte Gleichung (k)lk:-l) zu erhalten, kann der ihr zugeordnete Punkt F~Ik+l) 
als Schwerpunkt der Massen (<51::~I'k-1l + <5lk- lIk) in F;k-llk und <5 kO in E~ angesehen 
werden. Die drei Punkte liegen daher, wie bereits geometrisch bewiesen, auf einer 
Geraden. 

Urn diese geometrischen Beziehungen bei der Losung einer Aufgabe zu verwenden, 
werden n Punkte AI' .. An auf einer Achse in beliebigen, also auch gleichgroBen 
Abstanden Ll2 •.. LIn aufgetragen. Dabei ist die 5truktur des Hauptsystems maB
gebend. Die Festpunkte F lk- lIk , F lelk- ll werden mit Hilfe der Vorzahlen der Be
dingungsgleichungen nach 5.256 geometrisch bestimmt oder nach (435), (436) mit den 
Kennbeziehungen "11e-1I k' "lelk-1I eingerechnet. Dasselbe geschieht mit den Koordi
naten ek' Tie der Punkte Ei:, so daB sich die Geradenziige Con' Cno und damit die 
Geraden ~Ie eintragen lassen. Sie schneiden sich in den Punkten A~ der Orrlinaten A k • 

Damit ist die Richtigkeit der Losung nachgepriift. AkAi: =XIe • 

Die Kennbeziehungen eines Ansatzes nach (387) mit negativen Nebengliedern, 
also mit Gleichungen von der Form 

- XTc-l !5klTc-l) + Xle~/ck - X k+1 ~klk+1I = ~kO 
sind negativ. Dasselbe gilt nach S. 255 auch fiir die Abszissen aile_I) Ie, ak l le_1I 

der Festpunkte. Diese liegen daber auBerhalb des Abschnitts Ll k • Die Koordinaten 
vop Ei: sind: 

(454) 

Abb.281. 

Zur Ableitung f1lr negative "I (1+1)' 

Die geomctrischen Beziehungen bleiben unverandert. Dasselbe gilt daher auch von 
der zeichnerischen Losung (Abb.231). 

Wechseln die Vorzeichen der Nebenglieder des dreigliedrigen Ansatzes, ist also 
z. B. in der Gleichung k die Vorzahl <5k1k- 1I positiv und daher alk_1I k positiv, die 
Vorzahl ~klk+1) negativ und daher aklk+1) negativ, so liegen die Festpunkte F lk- ll k, 

Fklk-l1 zum Bereich Llk zwischen den Intervallgrenzen A k- 1 , A k , dagegen die Fest
punkte F k lle+1) , F lk+1) k zum Bereich LI k+1 auBerhalb. Werden dessen Intervallgrenzen 
mit Llk+1 = 0 in einem Punkte zusammengefaBt, so ist auch a~lk+lI = alk+l)k = 0, 
d. h. die dem Bereich Ll k+1 zugeordneten Festpunkte F klk+1) ,-Fllc+1) k fallen eben
falls nach At. A k+1 • 
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Den Endpunkten At-I' At des Ab"chnittes il t sind die Gleichungen (k - 1), k 
zugeordnet, die Gleichung (k - 1) 

- X .t-2 15(.t-1I (.t-II + X t-l 15(A:-l1 (t-II + X t l5(k-1I k = l5(k-1I 0 

geometrisch beschrieben durch den Punkt E~_I (Abb. 232) mit den Koordinaten 

eA:-I =.. .. -- - .. + .. LJk = Ck U:-1I , 
- Ult-1I1t-!)'+ Ult-illt-ll + 6 1t- ll t Ult-1Ilt-1I,1 Ult-ll t 

6it-1I t LIt 6 1t- 1I t A I 
k-·-E-'- - T _ d,t-uo . 

k-I A:-I - 1~ - 61t-1Ilt-1I.1 + 6 1t- 1I t ' 

die Gleichung Il 

X u--lI l5k (1-ll + X t l5u - X HI c5k(t+11 = c5u 
geometrisch beschrieben durch den Punkt E~ mit den Koordinaten 

6 t1t- ll A ek = -.. --+ .. - LJk = Ckk , 
Utlk-ll uk k.l 

Abb.282. 

T - _ _6-=t.::..o -=--_ 
1- -- 6t1k- 1 ) + 6U ,l • 

(455) 

(456) 

Fur die zeichnerische Aufl6sung der Gleichungen mit Hilfe von Ei, \lIld Fi1:-u1:, 
Fi,(A:+u usw. sind Begriindung und Ableitung auf S. 2.60 maBgebend. Dabei wird der 
Geradenzug Co .. aus einem bekannten Punkte F,1:-U 1: der Geraden ~k. dem Punkte Ei, 
und der Ordinaten im Festpunkte F t (t+1I' also im Doppelpunkte At. At+1 ent
wickelt. Damit ist Fi,(I:+lI bestimmt, aus dem in Verbindung mit E~+l der Punkt 
F(A:+I)(1:+21 auf der Vertikalen durch F(t+1)(A:+21 gefunden wird. Der Geradenzug ~ .. o 
entsteht aus einem PunkteFC1:+2) (1:+11 und E~+i' Er liefert auf der Ordinate in F(A:+lIt. 
d. i. im Punkte A t+1' den Schnittpunkt F CA:+1Il:' aus dem in Verbindung mit Ei, der 
Punkt Fi(1:-11 erhalten wird. Damit sind die Geraden ~t jedes Abschnitts il t , also 
die gesuchten Strecken X1:_I' X t bestimmt. Der Utsprung Fi. des Geradenzuges Con 
£alit wiederum mit Ei, der Ursprung F~("+,,, des gegenlaufigen Geradenzuges eno 
mit E~ zusammen. 

Die L6sung kann durch ahnliche geometrische Beziehungen nachgepriift werden. 
Durch Addition der Gleichungen k und (k + 1) entsteht nach (444) 

X.t-I c51:(.t-lI + X t c5u ,l + XA:+I c5(1:+11 (1:+11,1 + X1:+1 c5(1:+l1 (1:+21 = c5u + c5(1:+1lo (457) 

und damit eine geometrischeBeziehung zwischen vierfiktivenMassen inA~_l" .A~+l' 
oder deren Zusammenfassung in zwei Punkten Bi. Ci mit den Ordinaten Y(k-lI1:, 
Y(I:+1I,(1:+I1 mit dem Schwerpunkt Ei(1:+l1 (Abb. 233). 

(458) 
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A E _ _ dlt+l ' Ih21 Llhl - d lt- 1I t Llt - 1 I 
·"1k(k+ll k(k+ll - ek(k+l) - ~.. ., 

U~ It-II + UU.l + blhll 1>+11.1 + dlt+l)(k+I' (459) 
T _ d to + d lt+1I0 

Ie (1e+1l - d t It-II + dU,l + dlt+ll It+ll,l + d lk+1)(hll • 

Die Punkte B~, E~(Hl)' C~ liegen daher auf einer Geraden, fUr die E~ Festpunkt ist. 
In ahnlicher Weise werden die Gleichungen k und (k + 1) geometrisch ausgelegt. 

X1c-1 15k (Ie-ll + X k c5kk• I - (Xk+l - X k ) c5k (k+1) 

= Y(k-l)k (c5k (k-ll + c5u ,l) - (Xk+l - X,,) c5""l:+ll =c5ko , 

(XIe+1 - X k ) c5(k+l) k + X k+1 c5(k+1l (k+1), I + X1<+2 c5(k+1) (H2) 

= (X"+1 - X k ) 15(1.,+1) k + Y(Ie+1l (H2) (c5("+ll1k+l),l + c5(k+1I (H2)) = 15(1<+1) 0' 

d. h. die Geraden B~A~ und BkA~+l 
schneiden auf der Schwerlinie lUll: eine 
Strecke von der vorgeschriebenen Lange 

____ . dkO = 51 
d t (.1:-11 + d U ,l - d t Ihll . 

(460) 

abo Ahnliches gilt fUr die zweite Glei
chung. 

Wird daher eine Gerade gl mit dem 
vorgegebenen Punkt F(k-l)lI: angenom
men, so ist g2 mit B~ und Et(H!)' also 
auch C~ bestimmt. Dasselbe gilt fiir die 
Gerade ga mit B Ie und der Strecke 5 k 

auf lUk' Daher besitzt auch die Gerade 
At+l , Ct einen festen, dem Punkte 
F(k-l)k zugeordneten Punkt von ~lI:+t. 
Dieser liegt auf der Ordinaten von 
F (k+ll (k+I)' Die Losung wird fUr eine ~ 
Gerade F,lI:-l)kBt am einfaohsten, die 
gleichzeitig durch Ek(k+ll verlauft. 
Damit ist eine zweite zeichnerische 
Auflosung des Ansatzes mit den 
Festpunkten Et(HI) und den Strek
ken 5 k ,5l1:+1 gefunden worden. 

Urn die Genauigkeit der zeichne
rischen Losung festzustellen, wird die 
Identitat der Gleichungen des An
satzes mit den Ergebnissen fUr die 
iiberzahligen Gr6J3en unt~rsucht. 

Abb.233. 

Abb.234. 

Sie kann durch Iteration verbessert oder auch durch die Berechnung der AXk aus 
AT -T Xlt-II,ldtlk-II+Xt,ldu+Xlt+1I,ldt<t+l1 (46I) 

k - k - d t It-II + d,u + d t (k+ll 

nach X k,2 = Xk,l + A X k berichtigt werden. 
Die LOsung wird an der Berechnung eines symmetrischen Briickentrll.gers 

gezeigt (Abb. 234), dessen mittlerer Tell als steif eingespannter Rahmen ausgebildet ist. Hier
zu dient ein dreifach statisch unbestimmtes Hauptsystem, an dem auBer der Belastung die 
Stiitzenmomente Xl .... X. als iiberzll.hlige GrOBen angreifen. Die Formll.nderungen des 
statisch bestimmten Abschnitts des Hauptsystems sind bei Annahme eines filr alle Stll.be 
gleich groBen Trll.gheitsmomentes 

1 
dn = d .. = 3" (9,0 + 10,0) = 6,333 ; 

10 
dll = dee =""6 = 1,667; 

1 
du = d" = 3" (10,0 + 12,0) = 7,333; 
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Die Formanderungen des statisch unbestimmten Abschnitts aus - X3 = 1 werden mit Hilfe 
der Tabellen Abschn.6l bestimmt. Fiir diesen Belastungsfall ist: 

1 (1 6 ) M A, k = - 2. 1,25 3,25 ± 8,5 = - 0,192 =t= 0,442 mt; 

H = _ ~ _1__ 1 = _ 0,0308 t = Nh3) , 
. 2 15,0 3,25 

Biegungsmomente am 
Riegel h k: MA = - 0,634 mt; Mk = + 0,250 mt. 
Stiitze h3: M, = + 0,366 mt; M. = 0,366 - 0,0308'15,0 = - 0,096 mt, 
Stiitze ht : Md = + 0,250 mt; Mb = 0,250 - 0,0308'15,0 = - 0,212 mt. 

t5~3j = t5W = i 12 + ; 12 (0,634 - _0,;5~) = 6,036 ; 

Matrix der Elastizit1itsgleichungen 

Xl X 2 X3 

+6,333 + 1,667 

2 +1,667 +7,333 +2,000 

3 +2,000 +6,036 

4 +0,268 

5 

6 

Hierbei ist s~ = c5~I~_I) + c5u + c5k1k+ U ' 

+0,268 

+6,036 +2,000 

+2,000 +7,333 

+ 1,667 

= 0,268. 

X 8 

+1,667 

+6,333 

8,000 

II ,000 

II ,000 

8,000 

Der Kettenbruch Pu = Pee wird in bekannter Weise nach (404) und (394) gebildet und 
liefert 

"86 = "11 = 0,2632 ; 
"31 = "u = 0,3321 ; 

"M = "., = 0,2901 ; 
"11 = "56 = 0,2500 ; 

"41 = "34 = 0,04912 ; 
Pu = Pes = 0,1690 . 

Die Abschnitte LIt werden in Obereinstimmung mit den Feldweiten festgesetzt, urn das Er
gebnis der graphischen Auflosung unmittelbar zur Bestimmung der Schnittkr1ifte des Stabwerks 
zu verwenden. 

Riegelstab I_ 2 I 3 I 4 5 6 

a i t-ll t 
2.084

1 

2.698 I 0.562 2.992 2,000 
------ -- f-----

at1t_ 1I 2,000 2,992 I 0.562 2.698 2.084 I 

Bedingung k 1 2 I 3 4 5 6 

et +~.084 +0.666 I -2.503 +2,503 -0.666 -2.084 

Vorgeschrie bene Bela stungsannahmen. 
Die iiberzllhligen GroDen sollen fur Eigengewicht g = 1 tIm. Belastung des Fe1des 18 mit 

Nutzlast p = 1 tim. feruer fiir gleichfOrmige Temperaturerniedrigung des Riegels um 15° und 
ftir eine gemessene Verdrehung des linken Rahmenstutzpunktes um 19' angegeben werden. 
1::} c = 60000 tm2, 
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Soweit sich die Formanderungen auf den statisch bestimmten Teil des Hauptsystems be
ziehen. ist eine nahere Erklarung unnotig. 

Die statisch unb('stimlTlten Formanderungen b~~. b~~) werden aus 

bi~) = S M~o) MJ,3) .f ~ d s 
J 

berechnet. Die Momente Mh3) .. M~3) sind mit Hilfe der Tabelle Abschn. 61 in Abb. 234 aufgetragen 
worden. Hieraus folgt die 15(3) 

Dbersicht der Tk = ~ in mt. 
Sk 

k I 
i 

3 4 5 6 I 2 , 

! 
+ 155.7 Eigengewicht I tIm 

90.4 i 172.5 + 18.75 + 15.68 + 11.30 +~-I +-~ 8.000_ ~II.OOO_ 8.304 
----- --~---- -_._---

I Il2.5 I Il2.5 Nutzlast p= I tIm auf 13 , +-- +-
II.OOO 8.304 

i 
--- -- -----------------

Riegel t = - 150 I + 3.45° + 0.415 r------I-- 8",304 
--. ------- ---- _. 

----~-. ------- ----

Li VJ3 = 19' 
31•6 62.1 

I -
8.304 - 8,304 

b~~) = EJer:x..tl,N~3) =- 60000.0.00015.12. (- 0,0308) =+ 3,45, 
oh~ =- EJel:q3) Lie =- 60000.0,°96.19. 0,000291 =~ 31,6. 

T 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

1 2 .1 'I 5 6 -I 
I 
I 

---figenlJewiclTt 1 tim I 
-. _. -Nu/zlosl reld.1 1 tim I 

I I I, 
I 
I 
I 
I 

- .. -··-Jrtiferlogeryertfr 19' 

_ ... _ ... -Temperufl1ryermimi. 6·(~for:I!J 

Abb. 235. 
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Urn die Gleichungen zeichnerisch aufzulOsen, werden nach S. 261 zuerst die Festpunkte 
F li . .. F.,. F 16 • •• Fil und die Punkte E I • •• E, mit den Ergebnissen Ilt •... au. a, • ... all' 
el ••. e, der Rechnung auf der Achse AI' .• A, eingetragen und die Ordinaten TI ... T, fiir 
jeden einzelnen Belastungsfall in E 1 • •• E, abgesteckt. Die positiven Werte erscheinen in der 
oberen Halbebene. Daher gilt das gleiche von den iiberz1!.hligen Schnittkr1!.ften X t. Mit den 
Ordinaten T I • T, in den Festpunkten F li• FI6 und den Endpunkten E1- der Strecken T t sind die 
beiden Geradenzuge Co ... C .. o und damit in jedemAbschnitt Llj: zwei Punkte F;k_lIk. Fj,(k_1I des 
Geradenzuges ~t bestimmt. welcher auf den Ordinaten AI' A. usw. die gesuchten Strecken Xl' 
X. usw. abschneidet. 

Die statisch unbc:.stimmten Stiitzenmomente nach Abb.235 
in mt fiir jeden Belastungsfall: 

Belastung Xl X2 Xa X, X6 X, 

Eigengewicht. 10.2 15.8 19.7 19.7 15.8 10.2 
Nutzlast. -3.4 12.1 14.5 - 0.7 0.3 0 
Temperatur 0.05 -0.18 0.63 0.63 -0.18 0.05 
Lagerverdrehung . -0.50 1.50 -5.40 -11.20 3.30 -0.80 

Die Schnittkrafte des statisch unbestimmten Bereichs des Hauptsystems sind 

M = M~a) - Xs M~3) - X, M~8). 

mt .. .. .. 

Die Momente M~3) aus den einzelnen Belastungen werden nach den Tabellen Abschn. 61 
berechnet. 

Biegungsmomente in mt. 

Belastung M. M, Ma--Xa M" M" M,--X, M4 M& 

Eigengewicht. - 0.29 +0.58 -~9.7 -19.1 -19.1 -19.7 + 0.58 - 0.29 
Nutzlast. - 1.24 + 5.13 -14.5 - 9.38 + 4.06 + 0.7 + 3.36 - 3.01 
Temperatur - 1.03 +0.85 - 0.63 + 0,22 + 0.22 + 0.63 + 0.85 - 1.03 
Lagerverdrehung . +32.70 -3.94 + 5.40 + 1.41 - 5.78 +II.2 -16.98 +19.47 

Mohr, 0.: Abhandlungen aus dem Gebiete der techno Mechanik. 3. Auf!. S. 83. Berlin 1928. 
- Culmann: Anwendungen der graphischen Statik Bd. 3. Zurich 1900. - Fidler. Claxton: 
Trans. Inst. C. E. Bd. 74. Okt. 1883. - Massa u, J.: Annales de l'association des ingenieurs 
de Gand 1889. - Vianello: Der durchgehende Trager auf elastisch senkbaren Stiitzen. Ham
burg 1904. - Ostenfeld. A.: Graphische Behandlung der kont, Trager. Z. Arch.- Ing.-Wesen 
1905 S.47; 1908 Heft 1. - Vlachos: Zeichnerische Behandlung der durchgehenden Trager. 
Ost. Wochenschr. Offentl. Baudienst 1908. - Marc us, H.: Die Berechnung von Silozellen. 
Z. Arch.- u. Ing.-Wesen 1911. - Mehmke, R.: Leitfaden z. graphischen Rechnen. Leipzig 1917. 
- P~sternak. P.: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab· und FlAchen
tragwerke. 1. Dreigil~edrige Systeme. Ziirich 1927. 

33. Integration der ~lastizitatsgleichungen als 
lineare Differenzengleichungen. 

Die Wurzeln des Ansatzes sind bisher durch die algebraische Rekursion der 
linearen Gleichungen bestimmt und zeichnerisch einer Punktfolge 1 ... k ... n zu
geordnet worden. Das Ergebnis erscheint dabei geometrisch in einem funktionalen 
Zusammenhang. dessen Unbekannte nur fiir ganzzahlige Werte k der Verander.
lichen (k' ..1) Losungen besitzen. Damit entsteht die Frage nach derjenigen 
stetigen Funktion, die fUr ganzzahlige unabhangige Veranderliche Losungen des 
linearen Ansatzes ergibt. Dieser erhalt damit die Eigenschaft einer Differenzen
gleichung. 

k+m 
Die Elastizitatsgleichung .J: lJrll XIl = lJro, (k = T - ;) ist eine lineare Funk

h=k 
tion von der Form 

(462 a) 
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mit (m + 1) aufeinander folgenden abhangigen Veranderlichen XI:' Sie kann als 
Funktion von Differenzen L1I1Xk (h = 1 ... m) entwickelt und damit als lineare 
Differenzengleichung 

F 2(X k , L1XI:' L12X ko ••• , L1mXI:) = N r (462b) 

mit der ganzzahligen Veranderlichen k angeschrieben werden. Der Grenzubergang 
mit (k - If/i = L1 x -+ dx ~ 0 wurde eine Differentialgleichung ergeben, so daB 
die Verwandtschaft der allgemeinen mathematischen Beziehungen und Losungs
methoden von Differenzen- und Differentialgleichungen verstandlich ist. 

Die Gleichung (462a) mit X k und den folgenden Unbekannten bis Xk+m heiBt 
nach der Umformung in (462b) Differenzengleichung mter Ordnung, so daB die 
dreigliedrigen, fiinfgliedrigen und siebengliedrigen Ansatze als Differenzengleichungen 
zweiter, vierter und sechster Ordnung behandelt werden konnen. Sie heiBen homogen, 
wenn die Belastungszahlen Null sind. Sind die Storungsglieder N r vorhanden, so 
spricht man wie in der Infinitesimalrechnung von vollstandigen Gleichungen und 
nennt Funktionen, welche die Differenzengleichungen erfiillen, Partikularlosungen. 

Die Differenzenrechnung ist ein selbstandiger Teil der Mathematik, dessen Me
thoden in zahlreichen Sonderwerken studiert werden konnen. Ihre Beziehungen 
zur Baustatik sind von F. Bleich und E. Melan eingehend dargestellt worden. 
Die nachstehenden Bemerkungen sind daher nur als kurzer Hinweis zu verstehen, 
welcher zu einem Vergleich mit der algebraischen Auflosung einer Gruppe von 
linearen Gleichungen ausreicht. 

Der Ansatz einer Differenzengleichung m ter Ordnung mit n linearen Gleichungen 
1,2 ... n und (n + m) Unbekannten XI: wird fur beliebige Werte der m erst en 
oder letzten Wurzeln erfullt. Die allgemeine Losung Xi einer vollstandigen Diffe
renzengleichung m ter Ordnung enthalt daher stets m willkurlich wahlbare kon
s~ante GroBen. Sie kann aus de~~llgemeinen Losung X k der homogenen Gleichung 
und einer. partikularen Losung XI: der yollstandigen Gleichung zusammengesetzt 
werden. Die vollstandige Losung X k der homogenen Gleichung besteht aus der 
Summe der m voneinander unabhangigen, mit den Konstanten C~ ('I' = I, ... m) 
erweiterten partikularen Losungen. 

X:=XI:+X/,:, 

Die m in der Funktion X: enthaltenen Integrationskonstanten C~ werden aus den 
Randbedingungen des statischen Problems bestimmt. 

Die linearen Differenzengleichungen der baustatischen Probleme sind infolge 
des Maxwellschen Gesetzes stets symmetrisch und von gerader Ordnung. Sie ergeben 
nur bei konstanten Koeffizienten einfache Losungsfunktionen. Die homogene Diffe
renzengleichung mter Ordnung wird dann durch ein partikulares Integral X I: = e~ 
befriedigt, in dem die e .. ('I' = 1 ... m) als Wurzeln einer charakteristischen Gleichung 
mten Grades berechnet werden. Damit entsteht die folgende allgemeine Losung: 

XI:=Cle~+C2e~+···Cme~. (463) 

Dies ist nach einiger Umformung auch moglich, wenn einzelne Wurzeln gleich oder 
komplex sind. 

Beispiel: Lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung mit den konstanten 
Koeffizienten a, b, c: 

aXk_1 + bXt + eXk+l = O. 

Losungsansatz: X k = fl, charakteristische Gleichung: a + be + eel = 0 

n1A = _~ ± _1_ ,fbl_ 4ac 
<::C,_ 2c 2c r , 

(464) 
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allgemeine L6sung: 
X k = Cd?~ + C2(?~' 

1st die Gleichung das Ergebnis einer baustatischen Untersuchung, so ist a = c, 
daher 

1 
(?1'(?2=1; (?l=(?; (?2=-e-; X,,=C l (?"+C2(?-k. 

Die Gleichung (464) laBt sich fUr a = c auch folgendermaBen anschreiben: 

X"-l + 2fJX" + Xk+l = O. 
L6sungsansatz ea-J:, charakteristische Gleichung: (iof (X + fJ = 0 mit den Wurzeln 
(Xl = m, (X2 = - m und der L6sung 

X,,= Alem"+ A2 e-m" = Cl(iofmk + CzEinmk. 

Sie laBt sich auch leicht fiir die homogenen und symmetrischen Differenzengleichun
gen vierter und h6herer Ordnung entwickeln, wenn die Koeffizienten konstant sind. 

Das partikulare Integral der vollstandigen Differenzengleichung kann stets 
nach den allgemeinen Methoden von Lagrange und Cauchy angegeben werden. 
Diese sind in der Literatur uber Differenzenrechnung zu finden. In der Regel sind 
jedoch die St6rungsglieder der baustatischen Ansatze einfache algebraische Funk
tionen der Veranderlichen, fUr die das partikulare Integral als ganze rationale 
Funktion mit unbestimmten Beiwerten angeschrieben werden kann. Diese werden 
dann derart bestimint, daB der Ansatz erfullt ist. 

Ansatz. aX"_l + bXIe + CXk+l = N = const: X,,= CN, 

C{a+b+c)N=N; 

Ansatz. aXIe_ l + bX,,+ CXk+l = N + rk: X" = (X + fJk. 

a «(X + fJ{k -1)) + b{(X + fJk) + c«(X + fJ{k + 1)) -N + rk, 

(X (a + b + c) - fJ(a - c) + fJ(a + b + c) k = N + r k, 

fJ = r . (X = N (4 + b + c) + r (a - c) 
a + b + e ' (4 + b + e}2 ' 

X. - N (a + b + e) + r (4 - e) + r k + C "+ C Ie 
Ie - (4 + b + e}1 4 + b + e 1 (?l 2 (?2 • 

Jedem stetigen Bereiche einer Differenzengleichung zweiter Ordnung ist eine 
L6sung mit zwei Integrationskonstanten zugeordnet. Diese werden aus den vor
geschriebenen Randbedingungen und aus der Stetigkeit der L6sung an den Grenzen 
benachbarter Abschnitte bestimmt. Sie §.ndem sich mit jedem Belastungsfall. 

Bei der Berechnung der Vorzahlen fJlIk sind die Belastungsglieder auBer N" = 1 
Null. Der Ansatz ist daher in k unstetig und zerfallt in zwei homogene Teile. 
I: (0 bis k - 1), II: (k + 1 bis n). Die vier Integrationskonstanten werden aus den 
vorgeschriebenen Randwerten X o, X" und aus der Stetigkeit der L6sung in (k) 
berechnet. Diese vedangt, daB fJ"".1 = fJU.II und daB Gleichung (k) mit N" = 1 
erfiillt ist. 

Die L6sung wird fur n = 00 kiirzer. 1st diese Annahme unzulassig, so kann 
diejenige Belastung ~. des unendlich ausgedehnten Bereichs durch Spiegelung der 
vorgeschriebenen Belastung ~" des endlichen Bereichs entwickelt werden, welche 
dieselbe Formanderung des Stabwerks Hefert. Der Ansatz wird dann fur den unend
lich ausgedehnten Bereich (n = 00) mit ~. berechnet. Die L6sung kann aber auch 
fUr n = 00 mit ~" angegeben und dann durch eine homogene L6sung erganzt 
werden, welche die vorgeschriebenen Randbedingungen des kurzen Bereichs her
stellt (vgl. Abschn. 22). 
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Berechnung der Stiitzenmomente des durchgehenden Tragers mit frei-
beweglichen, starren Stiitzen O ... k . •• n; l' = const = I, Xo = 0, Xn = 0 . 

Ansatz nach (293) X k- 1 + 4X" + Xk+l = ~ ~kO (Abb.236). 

a) GleichmaJ3ige Belastung aller Felder: ~ bkO = N = const. 

Losung: X, KK % .. _1 

N .B: fa'!J' fa' tA~ :8. 
X k = 6 + Cle" + C2 e-k ; '0 a) *-l· ;: ;;;1 ;; 

~1I"'II"II'@lI\I'II"""~""""'II"m"""I\l""@"""'1I1111l!f e = - 2 + va = - 0,2679. "". "" "" "" 

Integrationskonstanten Cl • C2 aus Xo=O; 
X" =0. 

f1-Ir ITIllL 
g IJ) 1¥"""iIlilli~i!Il1l1l1l1l1mmlllllllllllllllllllW( 

m '1 'm m 

N 
6+ Cl + C2 =0; 
N 
6+ Cle" + C2 e-" =0. 

rI Hi g A 4- ~ A 

'" ." 

h m m+1 T' 

Abb. 236. 

_ 15"'0 ( en-.t + (l) . x k - T 1 - 1 + en -, bei groBer Felderzahl ist e" ~ 0 . 

Gleichformige Belastung P (Abb. 236a); 
dko P 12 
T=12~X'" 

Xl = O,10566p12; X 2 = 0,07735pI2; Xs = O,08494p12. 

b) Stetige hydraulische Belastung der Felder 11 bis I". Po =0; p" = P (Abb.236b). 

P _pk_2Pk' 
k - n-- n 2 1 ' 

n = 10: Xl = 0,001667 PI, X5 = 0,008357 PI, Xg = 0,019465 Pl. 

c) Belastung eines einzelnen Feldes lm+l' h < m. r > m + 1 (Abb. 236 c) 

X'I-! + 4XA + X1&+l = O. X r- 1 + 4Xr + Xr+l = O. 

~=~~+~~, ~=~~+~r. 
Cl ..• C, aus Xo = X" = 0 und den Gleichungen m, (m + 1) . 

X X X 615"'0 ( 1) X X X 615("'+110 m: m-l+ 4 m+ +ml=-I-' m+ : m+ 4 m+l+ m+2= 1 ' 

C - - C - 6 (1 .. --[<5 (11m _ 112,,-) + <5 (IIm+l _ 112,,-(m+1l)] 
1- 2-/(e2-1)((12n-l) mO <:: <:: (m+lIO <:: <:: ' 

C - _.s..- ___ 6 ~--[<5 (11m _ II-m ) + <5 (11m+! _ 1I-(m+!I)] 
3- (12n-/((12-1)((12n-l) mO <:: <:: (m+lIO <:: <:: • 

Spannungszustand eines Bogentragers mit steifem Zugband. Die Langs
kraft X" wird als die iiberzahlige Schnittkraft des (n - 1) fach statisch un
bestimmten Hauptsystems Abb. 237a berechnet, dessen statisch unbestimmte 
Schnittkrafte MI' .. M k • •• M"_l in Abb. 237b eingetragen sind. 

M" = Mk~-ll - ML"n-ll X". 
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Wird die Uingenanderung der Hangestangen vernachlassigt, so k6nnen die Biegungs
momente Mlcflo-1), Mlcfl,,-l) aus dreigliedrigen Bedingungsgleichungen berechnet werden 
(Abb. 237b). 

M~~=g bk!k-l) + Mi,,-1) bkl; + M~~ll) bklk+ 1) = b w 

Stuttweite: 1= (,,-2) c, Anstissen des Punkt.s k: (k-l) c, (n-l-k) c. 

Abb. 237. 

Die Vorzahlen der Gleichun-
gen bleiben unverandert, wenn 
die Abstande c der Hange
stangen und das Tragheits
moment des Untergurtes kon
stant und die Abschnitte des 
Bogengurts derart ausgebildet 
sind, daB I b : I cos qJ = 1 und 
das Tragheitsmoment 1. des 
Strccktragers konstant ist 
(] b/J. = It). Die Biegungs
momente Mi"o-ll, M~""-ll wer
den dann aus den folgenden 
Differenzengleichungen be
rechnet: 

Beliebige Belastung der Fahrbahn, die durch Quertrager an den Hangestangen 
auf das statisch unbestimmte Hauptsystem iibertragen wird. 

(1 + II) [MIll-I) + 41MlfI-l) + MIll-I) 1 - MIO) + 4 MIO) + MIO) 
r- Ik-OO kO Ik+OO.l - Ik-llO,b .l:O,b Ik+UO,b' 

Belastung des statisch unbestimmten Hauptsystems durch - X n = 1 

(1 + I')[Ml~=IlII + 4M~'!.-I) + M:~:;Hn] = Yk-l + 4Yk + Yk+1' 
Die Bedingungsgleichungen sind in beiden Fallen reziproke Differenzengleichun

gen mit konstanten Koeffizienten, deren homogener Ansatz durch 
M~"o-ll = Ctf]'" + C2 e-k 

befriedigt wird. Hierzu treten als partikulare L6sungen 
MIll-I) _ 1 MIO). M("-I) __ 1_ _ -1-41 (k - 1) (n - 1 - k) 

kO -1+p kO,b' loti -1+pYk-l+p (n-2)1 

Mit Yl = YII_I = 0 ist das vollstandige Integral 
1 

Mi'!.-I) = (;1 e + Cae-I; M~'!.-l1 = 1 + P Y2 + CI el + Cte-I, 

Ml::~lll = l~pYII-2+ Cl elll- 2) + C.e- III- 2); Ml:=HII = Cle lll- ll + Cae- In- ll • 

Die Randbedingungen 151,,-1) = 0, b~"_-t') = 0 erg eben damit 
61"-1l = 0 = (1 + 1') (2 M1':.-u + M~':.-ll) - Y2; Cl el (2 + el) + C2 ell (2+eI I ) = 0, 

c5~~1l = 0 = (1 + 1') (2 Ml:=H" + Ml:=~ln) - Yn-2; 
Cl e!"-2) (2el + 1) + C2 el(II-2) (2 ell + 1) =0; Cl = O. C2 = O. 

Die Integrationskonstanten werden ffir die Funktion M~"o-u in derselben Weise 
bestimmt. Sie sind eben falls Null, so daB folgende Biegungsmomente entstehen: 

Strecktr!lD'er' MI,,-ll-~. MI,,-ll _ Ml°J.b. 
"t) • h •• -l+p' 1:0 •• -I+p' 

B . MI,,-ll - Yt - P . M(,,-I) = MIO) _ Ml-°J.b=_"'_M(O) 
ogen. k,.,b - Yk - 1 + '" -1 + '" Yk, kO. b kO.b 1 + p 1 + p kO.b· 

'" fM'O) d 6",-1) 1 + .. ,,, O.b Yt x 
X - '" II - __ -'---',..-...:... __ ---:~___:;--

n - 6::';1) - _"'_ f Yi dx + (J. + J.) I' 
1 + '" F. F. 



Ansll.tze mit unabhangigen iiberzahligen GroBen. 271 

(F b der Querschnitt des Bogens im Scheitel, F z der Querschnitt des Zugbandes.) 
Ohne Beriicksichtigung der Uingskrafte bei der Formanderung des Bogens ist die 
Langskraft Xn ebenso groB wie bei einem Zugband. Nach der im Ansatz gewahlten 
Superposition sind die Momente im 

B . M - M(n-I) M(n-I) X - p. (M(O) X ) ogen. k.b - kO.b - kn n - 1 + P. kO.b - n Ylc , 

Strecktrager: M k ,. = I! P. (M!.°J,b - Xn Yk)' 

Das Ergebnis ist eine Bestatigung fiir die bekannte Aufteilung der Biegungs
momente des Bogentragers im Verhaltnis der Tragheitsmomente von Bogen- und 
Strecktrager. Sie kann sich allerdings wesentlich andern, wenn die einschrankenden 
Voraussetzungen fiir die Integration des Ansatzes nicht erfiillt sind. Er wird dann 
nach der allgemeinen Rechenvorschrift Abschn. 29 gelOst. 

Die Integration der Elastizitatsgleichungen wird, wie dies bereits aus diesen 
kurzen Bemerkungen einzusehen ist, nur bei einer groBeren Anzahl von Unbekann
ten und bei konstanten Vorzahlen des Ansatzes verwendet. Die Bedeutung dieser 
Losung liegt in der Beschreibung des Kraftebildes regelmaBig ausgebildeter Trag
werke, dessen GesetzmaBigkeiten am besten durch einen funktionalen Zusammen
hang dargestellt werden konnen. Daher sind vor allem mehrfache Tragwerke mit 
Erfolg durch Differenzengleichungen untersucht worden. 

Seliwanoff, D.: Lehrbuch der Differenzenrechnung. Leipzig 1904. - Wallenberg, G.: 
Theorie der linearen Differenzengleichungen. Leipzig u. Berlin 1911. - Fun k, P.: Die linearen 
Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der Theorie der Baukonstruktionen. Berlin 1920. 
- Grflning, M.: Die Statik des ebenen Tragwerks. Berlin 1925. - Derselbe: Anwendung von 
Differenzengleichungen in der Statik hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke. Eisenbau 
1918 S. 122. - Mann, L.: Statische Berechnung steifer Vierecknetze. Dissertation Berlin 1909 
und Z. Bauwes. 1909. - Wanke, J.: "Ober die Berechnung von Bogentrll.gem mit einem Streck
tr!!.ger. Eisenbau 1921 S.264; auBerdem in der Melanfestschrift. Leipzig u. Wien 1923. -
Fritsche, J.: Die Berechnung des symmetrischen Stockwerkrahmens mit geneigten und lot
rechten St!!.ndem mit Hilfe von DifferenzengJeichungen. Berlin 1923. - Melan, E.: Ein Beitrag 
zur AuflOsung linearer Differenzengleichungen mit beliebiger Storungsfunktion. Eisenbau 1920 
S. 88. - Bleich u. Melan: Die gewohnlichen und partiellen Differenzerigleichungen der Bau
statik. Berlin 1927. 

34. Ansatze mit unabhangigen iiberzahligen GraBen. 

Die ElastiziUitsgleichungen sind durch die Ausniitzung der Symmetrie des Trag
werks bei der Bih:lung des Hauptsystems wesentlich einfacher geworden und ent
halten im Vergleich zum allgemeinen Ansatz nur einen Bruchteil der iiberzahligen 
GroBen. Die algebraische Auflosung linearer Gleichungen wird jedoch ganz iiber
fliissig, wenn aIle Vorzahlen l5ik (i + k) durch die Struktur des Hauptsystems oder 
durch Zusammenfassung der statisch unbestimmten Schnittkrafte zu ausgezeich
neten Gruppen ausfallen. Die iiberzahligen GroBen sind dann unabhangig vonein
ander. 

(465) 

Ein derartiger Ansatz kann grundsatzlich bei jedem statisch unbestimmten Trag
werk angegeben werden. Er verdient aber nur Beachtung, wenn die Fehlerfort
pflanzung bei der Auswertung der i'n (n + 1) Bedingungen l5ilc =0 (i + k) keine 
Schwierigkeiten bereitet und damit zuverlassige Ergebnisse fiir Zahler und Nenner 
erhalten werden. In allen anderen Fallen ist die Formulierung der iiberzahligen 
GraBen und die Auflosung der Bedingungsgleichungen nach Abschn. 29 einfacher. 
Die Brauchbarkeit des Ansatzes hangt auBerdem von der fehlerfreien Superposition 
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der iiberzahligen GraBen X k bei der Bildung der Schnittkrafte abo Diese ist auch 
bei der Auswahl unter den verschiedenen Hauptsystemen entscheidend, welche sich 
fiir die unabhiingige Berechnung der iiberzahligen GraBen eignen. 1m allgemeinen 
werden diejenigen Hauptsysteme bevorzugt, deren iiberzahlige GraBen klein sind. 

MiilIer-Breslau; Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd.2. 1. Abt. 5. Auf!. 
Stuttgart 1922. - Griini ng. M.: Theorie der Baukonstruktionen. Enzyklopadie der mathe
matischen Wissenschaften IV 29a. Leipzig 1907-1914. 

85. Methoden bei wenigen iiberzahligen GraBen. 

Die Vorzahlen CJjk bedeuten allgemein eine virtuelle Arbeit 1;' CJi k der Krafte
gruppe - Xi = 1 bei den Verschiebungen ihrer Angriffspunkte i durch die Krafte
gruppe - X k = 1. Sie erhalten in einzelnen Fallen geometrische Bedeutung und 
bezeichnen die Projektion des Vektors einer Verdrehung oder Verschiebung. Die 
Bedingung 1;· CJ i k = 0 kann dann kinematisch erklart werden. 

Sind Xi und X k zwei statisch unbestimmte Stiitzkriifte, so bedeutet Ii'CJik =0 

die winkelrechte Lage des Vektors ii' der von - X k = 1 hervorgerufenen Ver
schiebung des Punktes i zur Richtung des Kraftvektors Xi' Die Bedingung Ii' CJi k = 0 
kann daher mit einem Verschiebungsplan des Hauptsystems erfUllt werden, der 

-+ 
fUr - X k = 1 gezeichnet wird und ii' liefert (S. 139). Xi ist dann senkrecht dazu, 

Abb.238. "M=O; J •• ~O; Jb.=O. 
Die Nebenbedingungen bedeuten kine-

-+-
matisch, daB Xbl.bb' infolge -X.=l 
ist und die Wirkungslinien von X. und 
Xb durch den Pol der elastischen Be· 
weguog der Endtangenten in I infolge 

von - Xc .... 1 verlaufen. 

1st X k ein Einspannungsmoment, sowird Ij'CJik = 0, 
wenn die Wirkungslinie von X j wahrend der Be
wegung infolge von - X k = 1 durch den Drehpunkt 
der Stabtangente verlauft. 1st X k ein Biegungs
moment, so ist die Lage von k bei Ii' CJi k = 0 dadurch 
bestimmt, daB die gegenseitige Verschiebung oder 
Verdrehung der Querschnitte i ir"folge - X k = 1 
Null ist (Abb. 238). ' ~ 

Diese zeichnerischen Hilfsmittel sind meist nicht 
genau genug, urn die Nebenbedingungen Ij'CJ;k = 0 
vollstandig zu erfUllen, so daB sie besser durch ana
lytische Lasung ersetzt werden. In einfachen Fallen 
treten an die Stelle der statisch unbestimmten 
Schnittkrafte eines ausgezeichneten Querschnitts 

aquivalente Krafte mit geometrischen Freiwerten. Die iiberzahligen GraBen er
scheinen daher als Funktionen der Koordinaten xo, Yo ihres Schnittpunktes und 
des Winkels cp zwischen ihren Richtungen. Damit werden auch die Schnittkrafte 
N i , N k' M i, M k des Hauptsystems infolge von - Xi = 1, - X k = 1 Funktionen 
dieser Koordinaten. Sie kannen mit den Nebenbedingungen 

CJik = ~:f N;N/; ds + I M;M/j ds = 0 (466) 

so bestimmt werden, daB je drei einander zugeordnete iiberzahlige GraBen von
einander unabhiingig sind, 

Anwendung auf zweifach statisch unbestimmte Stabwerke, Als iiber
zahlige GraBen werden die Komponenten einer GelenkkraftXI -t- X 2 mit dem 
Winkel cp = 90 - "p (Abb.239b) oder die Biegungsmomente Xl' X 2 zweier Quer
schnitte im Abstand e (Abb. 239 f) verwendet. Dann sind cp und e geometrische 
Freiwerte, die so bestimmt werden, daB 1" CJl2 = O. Dies wird mit der Berechnung 
des Rahmens Abb.239a ausfUhrlich gezeigt. 

a) Die iiberzahligen GraBen sind die Komponenten Xl' X 2 der Stiitzkraft im 
Punkte a, Die Richtung von X 2 schlieBt mit der Waagerechten den Winkel "p ein. 
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Dieser dient als geometrischer Frciwert. Die Kraft - Xl = llicfert M l , die waage
rechte Kraft 1 t in a die Momente MI<' Aus der Bcdingnng 

folgt 
1 MIMI ~ ds = f Ml (Ml sinlp + M"coslp) ~iS = 0 

SMIM~~dS 
tg 11' = - ------. 

SM2 l ' d S 
1 I 

Besitzen die beiden Rahmenstabe konstantes Tragheitsmoment, so ist 
311' h 3h 

tglp = + -21'1' = + 21' 

(467) 

b) Die iiberzahligen GroBen sind das Biegnngsmoment Xl nnd die waagerechte 
Komponente X 2 des Stiitzendrucks A. Parameter ist die Abszisse e des Qner-

s) 

~ 
c r-

Ui l 

Abb.289. 

schnitts E (Abb. 239d, e). Bei konstantem Tragheitsmoment der Stabe ist e = 2/3,1. 
Der Ansatz erfahrt keine Andernng, wenn die beiden Biegnngsmomente Xl nnd XI 
in E nnd C als iiberzahlige GroBen gewahlt werden (Abb. 239 f, g) und der Parameter e 
so bestimmt wird, daB die Nebenbedingnng 11' 1512 = 0 erfiillt ist. 

In ahnlicher Weise wird der Rahmen Abb.240 berechnet. 
a) t)berzahlige GroBen: Die Komponenten Xl' X2 des Stiitzendrncks A 

(Abb. 240b, c). Parameter ist der Winkel 11" 

_ fMIMJjds 
tglp = - ----. 

fM~ I. ds 
1 I 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 18 
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Bei konstantem Tragheitsmoment der Stabe ist 

t _ IId3 Ii + 2/~) + lis I~ 
gV' - 2/d1i + l~) . 

b) Oberzahlige GroBen: Stiitzkraft C = Xl und das Biegungsmoment ME = X 2 • 

Parameter ist die Strecke e (Abb. 240d, e). 

b} 

a) 

1~: ___ :t11zjj1 -~---- ~ 
~--- ~ -1l, 

cJ __ .--

I 
1hz 

·~~------~--~~+7 
/ 

Abb.240. 

I 
I 

I 

c) Oberzahlige GroBen: Biegungsmomente Xl und X 2 in Fund E. Als Para
meter dient der Abstand e (Abb. 240£, g). Er wird bei konstantem Tragheitsmoment 
der Stabe folgendermaBen berechnet: 

c5 = fM M Ie ds = l' ~ !J.. ("l - 2 "l ~) + l' ~ !! (i 0 - 2 hl ~) = O' 
12 1 2 I 1 6 e h. h2 C 2 6 e' h. e ' 

" Ii • A 112 • e = 2 + 2 A\ 1 
III = l~ , A = hl ' 3 + 2 AI +Afi~ l' 

Diese Ansatze werden nach der Fehlerempfindlichkeit der Superposition der An
teile aus Belastung und iiberzahligen GroDen bewertet. Aus diesem Grunde verdient 
der dritte Ansatz in beiden Beispielen den Vorzug. 

Anwendung auf dreifach statisch unbestimmte Stabwerke. Die iiber
zahligen GroBen Xa, X b , Xc eines Hauptsystems konnen entweder aus den drei 
Schnittkraften eines Querschnitts b (Abb. 241) oder aus drei Biegungsmomenten 
(Abb.243) abgeleitet werden. Au3erdem besteht die Moglichkeit, dafiir die Biegungs
momente der Querschnitte k1' k2 und die waagerechte Komponente der Kraft 
J (1" -t- 0') dF eines der beiden Querschnitte (k2) zu wahlen (Abb.242). 

Die geom"etrischen Freiwerte (x~, y~, '1'), die auf diese Weise eingehen, werden 
aus den Nebenbedingungen 

(468) 

so bestimmt, daB die iiberzahligen GroBen Xa, X b • Xc nicht mehr voneinander 
abhangen. Diese bestehen in dem Ansatz zu Abb. 241 aus den Schnittkraften des 
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Querschnitts b, also aus zwei Gruppen von Kraften, die wieuerum miteinander 
im Gleichgewicht sind. Die iiberzahligen GroBen des Ansatzes zu Abb. 242 bilden 
zweimal zwei Gruppen von Kraften, von denen ebenfalls je zwei im Gleichgewicht 

c 

Abb.241. Abb.242. Abb. 243. 

sind. J eder Ansatz enthalt eine Kraft Xo. -t- X b und ein Kraftepaar Xc. Die 
Wirkungslinien der Krafte schneiden sich in einem Punkt 0 (x:" y~) und schlie13en 
den Winkel rp = 90 - 'I' ein. Urn die Wirkung einer jeden Kraftegruppe auf die 
zugeordneten Querschnitte kl' ka zum Ausdruck zu bringen, werden diese mit 0 
durch starre Stabe verbunden angenommen, die keine Formanderung erleiden. Nach 
den Bedingungen (468) kann 0 kinematisch als Pol der Drehbewegung der Quer
schnitte k oder kl' k. infolge - X. = 1 angesehen werden, wahrend Xo. winkel
recht zur wirklichen Verschiebung 6o.b gerichtet ist (vgl. auch Abb. 238). 

Werden drei Biegungsmomente als iiberzahlige GroBen Xo.' X b, X. verwendet 
(Abb. 243), so hangt die Lage der zugeordneten Querschnitte a, b. c von den Be
dingungen (468) abo Sie bedeuten dann kinematisch, daB die gegenseitige Ver
drehung der Querschnitte b und c infoIge von - Xo. = 1 und die gegenseitige Ver
drehung des Querschnitts c infolge von - Xa = 1 Null sind (vgl. S.272). 

Die zeichnerische Ermittlung der Koordinaten x~, y~. 'I' durch kinematische 
Auslegung der Bedingungen nach S.272 ist ungenau. Sie werden daher analytisch 
mit Mo., Ma . .. oder M:', MI:) . .. aIs Funktionen dieser geometrischen Freiwerte 
entwickeIt, je nachdem ein statisch bestimmtes oder r fach statisch unbestimmtes 
Hauptsystem vorliegt. Jede der drei Bedingungen erhalt dann nach (299) eine der 
foIgenden beiden Formen: 

= 0.\ 
IIOI6Ir)_ J'fN'~IN'" F. tls+fM,oIM'r)b.tls=o 

• a.b - F. • a F." ] . 
(469) 

Ihre Anzahl kann auch beschrankt werden, urn die Matrix der iiberzahligen GroBen 
auf diese Weise aufzuspalten. Dies geschieht oft mit Riicksicht auf die Fehler
empfindlichkeit der Losung. Bei unsymmetrischen Bogen- und Rahmentragem 
(Abb. 244) wird daher auch 10. 6. a + 0 verwendet 
und mit der folgenden Matrix gerechnet. 

x. x. x. 

(470) 

Abb.2'''. 

Der Ansatz ist durch die Untersuchung geschlossener oder eingespannter ein
und mehrteiliger Stabziige mit statisch bestimmtem oder unbestimmtem Haupt

IS· 
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system bekannt geworden. Unter verschiedenen Losungen verdient stets diejenige 
Anordnung den Vorzug, deren iiberzahlige Schnittkrafte klein sind, das Kraftebild 
des Hauptsystems also wenig andern und einf.ache Ausdriicke fUr No, Mo ... oder 
N~), M~) . . . liefern. 

Der grundsatzliche Charakter der Losung zeigt sich bei Untersuchung des ein
teiligen, geschlossenen, beliebig geformten Stabzuges, der unter der Wirkung einer 
Gruppe von auBeren Kraften im Gleichgewicht ist. Der beiderseits starr oder 
elastisch eingespannte Stabzug ist ein Sonderfall. Die Koordinaten x~, y~, qJ oder 
1p = 900 - qJ werden in einem geometrisch geeigneten Koordinatensystem x', y' 

aus (468) bestimmt. MitJ ds = ds', ~'- ds = ds" und Abb.241 ist 

10 {Jac = f 1 [y' - y~ - (x' - x~) tg 1p] ds' = 0 , Ib {Jb e = f 1 (x' - x~) d s' = 0, 

1 .t - J'ScOS('I'-CX)SinCX d "+S(J ')[' , (' ')t ]d' 0-bUo" - -F- s N -XO Y -Yo - x -XO g1p S = , • COS'll 

, f y'ds' , f x'ds' 
Yo = f ds' ' Xo = -"] ds' ' (471) 

f ( ' ') (' ") d '+ J. S . d " x - Xo )' - >0 s F. SID or. cos or. 5 f(r- Xu) )"ds' 
tg1p=- -------------- -- ~-- -_ .. _--

f (x' - XO)2 d s' + 1. S sinl cx ds" f (x' - xo)lds' 

Besteht das Stabwerk aus geraden Elementen sl< von konstantem Tragheitsmoment 
] 1<, deren Projektionen auf die Richtungen x', y' mit s""', skv und deren Schwer
punktsabstande mit x~o, y~o bezeichnet werden, so ist mit sj, = Sl<' Jell 1<: 

, I xtoSt , I)'kosk I 
Xo = --Is{ -; Yo = I Sk- ; 

.2' )'ko xkosi: + -/1" I St.-Soh sk - Xo I )'kO sA: 
tg1p = -Ix(fs{ --+-l2-..tSr~st--":':-io-.tXkOSk-· 

(472) 

In bezug auf das neue Koordinatensystem II, v (Abb. 241 u. 242) ist dann 

f ds 
uV_EJ =0. (473) 

Der Ursprung 0 wird daherals Schwerpunkt elastischer Gewichte ds/EJ bezeichnet, 
deren Deviationsmoment bezogen auf die Richtungen der Krafte X/) und Xo/cos 1p 

Null ist. Diese Analogie zur Geometrie der 
Massen hat zur Aufzeichnung einer Elastizitats
ellipse und eines Elastizitatskreises gefiihrt, 
deren zugeordnete Achsen die Bedingungen 
(473) erfiillen. Schwerpunkt und Achsensystem 
sind von der Lage der .ausgezeichneten Quer
schnitte k oder kl' k. (Abb. 242) unabhangig. 
Sie konnen bcliebig liegen, werden jedoch 
stets so gewahlt, daB die SchniUkrafte aus 

Abb. 246. Bogen mit den Belastungszustanden des Hauptsystems 
gerader und schiefer einfach anzugeben sind. Der elastische Schwer-Symmetrie_ 

Abb. 2015. Rahmen mit 
(erader und scbiefer 

Symmetric. 
punkt liegt bei gerader und schiefer Symmetrie 

auf deren Achse (Abb. 245 u. 246). Diese bestimmt gemeinsam mit der Symmetrie
rich tung das Bezugssystem. Die Lage des elastischen Schwerpunktes folgt aus 
{Joe = O. Die Bedingung wird unter Umstanden in Verbindung mit den Kom
ponenten E21' E21 des Verschiebungszustandes der anschlieBenden Bauteile ange-
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schrieben (Abb. 247). Sie bedeuten die EJ e fachen Drehwinkel des Anschlul3quer
schnitts a des symmetrischen Stabzugs infolge eines Kraftepaares von 1 mt und 
einer zur y-Achse winkelrechten Einzellast von 1 t. 

lu Dae = -2 (V~E22 ~ E21) + J (y' - y~) ds' = 0, ) 

, .I y' d s' - 2 En 
)'0 =.~-~ --

jds'+2E22 

(474) 

Bei zwei Symmetrieachsen ist der geometrische Mittel
punkt gleichzeitig auch elastischer Schwerpunkt (Abb.245). 

Die drei Vorzahlen Daa. Dbb • bee sind ebenso wie die 
Koordinaten des elastischen Schwerpunkts x~, y~. 'If un
abhangig von der Wahl des Hauptsystems und werden aus 

~s~ ; ~x~os~ ; L;y"" ; I 
27x~~s~ ; 27y~~s~; ~x~oyi:os~; (Abb.248) (475) 

2: s~z s~ ; ~ 27s~lIsi: ; 27 Skz sky si: ; 

folgendermal3en berechnet: 

Abt.. 247. 

y' 

yfl-----"":;'O 

!!ill 
!!/'-tf--~~~ 

SWz-":iW' cos a -zi-a:1r-t 
.say -sw·sina-gJ-yJ_t 

Abb. 248. 

, E x.to 5.t 15., e • 

xo= EsC=~' 
y' _ EYknsj, _ 15.·, • 

o - E 5i - --;r;: , 
=Zxi:~s~ +1-227s~zs~ 

Ii 
tg'lf = /~; 

Ub'b 

- x~ L xi: 0 s~ = Dn , - x~ Db' e' 

- y~ 27y~o s~ = Da'a: - y~ Da, e' (476) 

Hierbei hat Dn die Bedeutung einer gegenseitigen Verschiebung oder Verdreh\.mg 
im Sinne einer Kraft - X; tt - X,. * die im Ursprung des Koordinatensystems x', y' 
angreift, hervorgerufen durch - X k = 1 im Punkte O. Ebenso bedeutet Dn , die 
Verschiebung infolge - X~ = 1 (Xi: tt Xb im Punkte x' = 0, y' = 0). Danach ist 

D,. k = J M; M k 5' d s. F iir ein r = (n - 3) fach statisch unbestimmtes Hauptsystem 

werden die Verschiebungen mit bn. Dlr~, bezeichnet und in derselben Weise be
rechnet. Die Vorzahlen in (465) sind: 

Dee = 2: s~; Dbb = Dn; Daa = Da'a.l - Da'a.2' (477) 
Die Untersuchung erfahrt bei einem statisch unbestimmten Hauptsystem keine 
grundsatzliche Anderung. Die geometrischen Freiwerte sind durch (468) bestimmt. 

~=,---'s",P~'~f2,O'--_ 

Abb. 249. 

Berechnung von Dachrahrnen . 

. -\. Geometrische Grundlagen. 

Ie = 0,0054 mC; 

F" (Eisen) = 0.0016 102 ; 

Eb = 210 tfcm2 ; 

/I = E.'Eb = 10. 

Bezeichnungen vgl. Abb. 248. 

• tt bedeutet parallel und gleichgerichtet (vgl. Hiitte). 

/"'2----- J-.------"" 
,,@ 
I 

Abb.250. 
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k x' Ie rr XkO rko S~e s~. s~ J.1l 
0 0,00 0,00 
I 0,00 1,50 0,00 0,750 0,00 1,50 1,50 1,0000 
2 2,50 4,25 1,250 2,875 2,50 2,75 3,72 1,2980 
3 6,00 4,35 l 6,750 4,375 8,50 0,25 { 3,50 1,0000 
4 II ,00 4,50 J 5,00 1,0000 
5 12.00 0,00 1l,5OO .2,250 1,00 -4,50 4,61 1,0000 
6 6,00 0,00 l 6,000 0,00 { 

6,00 0,6294 
7 0,00 0,00 J 

0,000 - 12,00 
6,00 0,6294-

B. Dachrahmen ohne Hilngesilule. 

1. Schwerpunktskoordinaten und Vorzahlen nach (475) u. (476). 

k s~ /x£o,s.t r.to· s£ xask rn'~1: I x1:0"~Os1: sl .. s~ I stlA 
I 1,1250 I I 

0,84381 0,0000 I 0,0000' 3,3750 I 1 1,500 , 0,0000 0,0000 ' 
2 4,829 6,0375 13,8863 7,5469 39,«)231 17,3578 30,18131 36,5193' 

3+4 8,500 57,3750 37,1875 387,2813 162,69531251'0156 614,1250 0,53 13 
5 4,610 53,0150 10,3725 609,6725 23,3381 II9,2838 4,6100 93,3525 

6+7 7,552 45,3000 0,0000 271,8000 0,0000 0,0000 1087,4880 0,0000 

E 26,991 161,7275 62,5713 11276,30071 226,80031 387,6572 1736,4043 133,7781 

Sk 

1,500 
4,829 
3,500 
5,000 
4,610 
3,776 
3,776 

s"",SleyS£ 

0,000 
33,1994 
18,0625 

-20,7450 
0,0000 

30,5 169 

fl.,. = 1: xkOs~= 161.7275; fl.,. = 1:".tosk= 62,5713; fl •• = 1: s£= 26,991; 
fl.,., = 1: xa s£ + Tly Est. sk = 1276,3007 + if 1736,4043 = 1421.0011; 
fl.,.· = E "ask + if E sl" s£ = 226.8003 + if 133.7781 = 237,9485; 
fl •••• = 1: x.tO"A-Osk + -h E Sk . ..,SleySk = 387,6572 + l'f 30,5169 = 390,2003; 

, = fl.·. = ~1. 7275 = 5 9921' I = fl ••• = ~2.~713 = 2 3183' 
Xo d., 26.991 • , "0 fl" 26.991 ' • 

fl.·. = fl., •• - xc, fl.·, = 1421.0011 - 5.9921 • 161. 7275 = 451,914; 
fl ••• , I = fl.·.· - "0 fl.,. = 237,9485 - 2,3183· 62.5713 = 92,8895; 
fl.·. = fl.· b• - xc, fl.·. = 390.2003 - 5.9921· 62.5713 = 15,2668: 

fl., 6 15.2668 
tg '" = fl ••• = -45T:914 = 0,03378: J.·.,2 = tg",. fl ••• = 0,5157; 

fl .. = 26,991; flu = fl ••• = 451.914; 
{j •• = ~.'. = fl.· •• l - fl.·.,2 = 92,8895 - 0,5157 = 92.3738; 

Probe fi1r die Koordinaten xo; "0; '" nach (472): 

E (".to - "0) sA- = 0,0; 1: (xko - xo) sl- = 0.0; 
1: (xkO - xo) ("ko - xkO tg "') sA- + iT E Sh (soh - s .. tg "') s.t = 0,0. 

2. Belastung und Wahl des Hauptsystems nach (Abb. 242). 

Abb. 258. 

Belastung: Gleichmll13ig verteilte Last aus Eigengewicht und Nutzlast nach Abb.251. 
Hauptsystem: Zwei Balken auf zwei Stiitzen nach Abb. 252. Die iiberzahligen Schnitt

krIlfte werden durch eine aquivalente Kr1iftegruppe X., Xi' X. im elastischen Schwerpunkt 
ersetzt. 
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Momente Mo im Hauptsystem: Abb. 253; Momente im Hauptsystem aus: 

-X.=I, M.=-I,O; 
-X.=l. M.=-x=-(x'-xo); 
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--.Y. = 1. M. = -[y - x tg 'Pl = -[(y'- Yo) - (x'- x;') tg 'P]' 

3. Belastungszahlen: Tabellarische Berechnung von: 

d.,o = - J x' Mo ds' = +354,455; 15.'0 = - I y' Mo ds' = -687,355; 

15'0 = - II Mo ds' = +57,224; 15.0 = - I (y - x tg 'P) Mo ds' = 15.'0 - y;' d,o - tg 'P 15. 0; 
d. o = -687,355 - 2,3183·57,224 - 0,03378·11,563 = -820,408; 

doo = - I x Mod s' = c5.,o - Xo 15. 0 = 354,455 - 5,9921 ·57,224 = 11,563. 

4. Oberzl!.hlige Grol3en: 
\" =~ = -820,408 
.• d.. 92,3738 = -8,8814 t, 

\" = dbO = -.J:I.563 = +002559 t 
• b du 451.914 ' • 

15'0 57.224 21201 
X. = d •• = --26.991 = +. mt. 

5. Momente im dreifach statisch unbestimmten System (Abb. 254): 

II 

I 
2' 
2 
3' 
3 
4' 

M=Mo- X.M.- X.M.- X,M, 

= Mo + X.[(y- Yo) - (x'- xo) tg!pJ + X.(x'- xo) + X. 
= Mo + X.y' + (X. - X. tg 'P) x' + [X. - X. Xo - X.(yo - tg'P x;')J 

= M 0 - 8.8815 y' + 0.32559 x' + 20,7593. 

M[mt] II 

+ 7.4370 4 
+ 2.3507 5 
- 4.298I 6' 
+ 0.42I 3 6 
+ 2.0783 7' 
- 0,8988 7 

M[mtJ 

- IO.I260 
+ 24.6664 
- Io.0604 
- 22. 2872 
- I2.0I39 
+ 20,7593 

1 

'/4 75.9 
~wq~~~~mm~~~. 

-ZZ,t?17 
Abb.254. 

C. Dachrahmen mit Hl!.ngestange. 
Das System ist vierfach statisch unbestimmt. Die Schnittkfl1fte Xl' XI' Xa an den Quer

schnitten 5 und 7 (Abb.250) werden durch eine l!.quivalente KrlUtegruppe X •. X. X. ersetzt. 
ftir die 

d~~ = 0; d~IJ = 0; d,W, = 0 

ist. Dies sind die Nebenbedingungen ftir die Koordinaten X;,(I I , YO(l'. 'P(ll. In den Ansatzen unter 
B dieser Aufgabe treten daher an Stelle der Forml!.nderungen d,t die Formanderungen d:~' 
des einfach statisch unbestimmten Hauptsystems. 

1. Belastung: Gleichmal3ig verteilte Last aus Eigengewicht und Nutzlast nach Abb. 251. 
2. Hauptsystem. einfach statisch unbestimmt: Zwei tibereinanderliegende einfache Trl!.ger 

mit Hangestange. Statisch unbestimmtc Schnittkraft: Y"" (Langskraft der Hl!.ngestangc). Die 
Formanderungen des statisch unbestimmten Hauptsystems werden aus den folgenden zugeord
neten Forml!.nderungen des statisch be~immtcn Hauptsystems berechnet (Abb. 255): 

d""", = J M~ds' + A S}S6 = 61.6325; 
IIFz 

15"". =-fIM""ds' = 31.6838; 

d""., = - J x'M"" ds' = 188,6054; 

d .... =-jy'M"ds'= 84,1148. 

d.". 15 •• ,. c5 .. usw. aus B. 1. 

If, 
-f25. 

-lOO 

-4tN1 
Abb.265. 
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3. Schwerpunktskoordinaten und Vorzahlen bl\!: 
15 

Y ... = ".4. = 0.51407; 
V.d .. 

15..16' 
Y.d6· = --:.- = 3,06016; 15..1.' 

Y".' = ~- = 1.36478; 
U.d.d V.d.d 

bb~~ = bb'c - Y Ae bA b' = 161,7275 - 0,51407·188,6054 = 64,7711, 

15:.',\. = ba' e - Y Ac bAa' = 62.5713 - 0.51407· 84,1148 = 19.3304, 

6:.': = bee - Y.Ac b Ac = 26.991 - 0.51407· 31,6838 = 10.7033, 

O~\16' = bn , - Y16' 15..16' = 1421,0011 -·3,06016·188,6054 = 843,8384, 

b~~lo' = 0.· •. - Y..la' 0 .... ' = 237,9485 - 1,36478· 84,1148 = 123,1503, 

b~~)6' = 0.' 6' - Y.d o' 15 ... 6' = 390,2003 - 1,36478· 188.6054 = 132,7954 , 

,,(I) 193304 
'(II v.'. _' 1 8060 Yo =(i)------=, , 

b.. 10,7033 

0~~16 = bl~)6' - x~(I) ol~~ = 843,8384 - 6,0515·64,7711 = 451,8761, 

b~~~,1 = b~~' •• - ,.~l) o~~'. = 123,1503 - 1,8060·19,3304 = 88,2396,' 

b~~)6 = b~I.'6· - x~l) 0';.'. = 132.7954 - 6.0515·19.3304 = 15,81'75, 

0(1) 15817 
tg (I, = ~ = --'--~ = 0,0350; 

'P O!!~ 451,8761 
b~~~'2 = tg 'P(I, . b~~~ = 0,5536, 

ol~ = 01!~ = 451,8761 ; 

o!~ = b~I.~ = b!!~.1 - b~!~.2 = 88,2396 - 0,5536 = 87,6860; 

Probe ftir die Koordinaten x~ (I); Y~ (1); 'P(I): Errnittlung von M~l), Mil) , M!I): 

Y .... = 0,51407; 

Y ... 6 = Y.d6' - x~(l) Y ... = - 0,05077; 

f M. M~ll ds' = 0,0; f M. M~" ds' = 0,0; 

f M •• UL" ds' = 0,0. (Abb.256 bis 258). 
Abb. 256. 

Abb.257. 

4. Belastungszahlen: 

bl-'J = J M~M1"ds'; 
die tabellarische Errnittlung ftihrt zu: 

6~'6 = - 851,8949; 

5. Oberd.hlige GraBen: 

bl'J = 15,2279; 

6(1 ) 

X (1) - ~ - - 9 7222 t· (l, - dU ) - , , 
aa 

It) _ 6~'J _ . 
Xb - 6(1) - + 0,0337 t, 

b /. 

Abb. 258. 

b~'J = - 14,2402. 
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6. :\Iomente im vierfach statisch unbestimmten System (Abb. 259): 

.\1 = .11;,10 .- X~,1O .11:.1 ) -- X:,I) MLl) - X~I) .11~lJ 

k .11 [mt] . /, .11 [mt] 

I - 0,5575 -I - 16,5 Z6S 
2' - 2,2586 5 -+- 18,5125 
2 - 5,5222 6' - 5,6046 
3' + 5,5°87 () - 7,2228 
3 + 13,4847 -' - 7,8485 I 

-4558 

+ ''I,026!1!!~~1'TTT"rT1'nI~rT'!'TT~A~!''14';'iO 

4' + 1,6040 7 -+- 14,025/l 
.-\obit. 259. 

36. Die Entwicklung statisch unbestimmter Gruppenlasten. 

Die einfachen Methodcn zur unabhtingigen Berechnung statisch unbestimmter 
Schnittkrafte versagen bei mehr als drei Unbekannten. Aus diesem Grunde wird 
der Begriff der iiberztihligen Gro/3e durch die Bildung von Gruppen dieser aus
gezeichneten Schnittkrafte erweitert. Sic sind bei einem n fach statisch unbestimmten 
Tragwerk in n facher Mannigfaltigkeit vorhanden, jedoch nur mit n Gruppen un
abhangig vont'inander. Die statisch unbestimmten Schnittkrafte werden mit 
Y J (] = A ... .Y) bezeichnet, also durch gro/3e Buchstaben unterschieden. Daher 
beschreiben die Wege {)JK den Verschiebungszustand des Hauptsystems infolge der 
Belastung durch einzelne' statisch unbestimmte Schnittkrafte '- Y K = 1. Sie 
werden im Sinne von - Y J positiv gerechnet. Die Gruppcn statisch unbestimmter 
Schnittkr:ifte erhalten als iiberzahlige GroBen des Ansatzes wie bisher die Bezeich
nung X k , sind also durch kleinc Buchstaben (k = a ... n) unterschieden. Die Wege 
{)Jk bedetitcn daher Komponenten des Verschiebungszustandcs des Hauptsystems 
infolge von - X k = 1 in Richtung von - Y J. 

Dic Gruppcnlasten X k sind au/3ere Krafte des Hauptsystems, mit denen die 
Schnittkrafte des statisch unbestimmten Stabwerks wie in (288) nach dem Super
positionsgesetz entwickelt werden. 

M=Mo-2XkMkl (k=a ... n). (466) 

In diesem Ansatz bedeuten J'lo, M k wicder die Schnittkrafte des Hauptsystems 
infolge der Belastung $ und der Gruppenlast - X k = 1 (k = a ... n). 

Die Bildung der Gruppenlasten. Die statisch unbestimmten Schnittkrafte Y J 

werden durch Superposition der Anteile aus den iiberzahligen Gro/3en X k gefunden. 
k=1I 

Y J =2Xk Y Jk , (J = A ... N). (467) 
k=/I 

x. 

::: +',+',~--2-~ ,:~:! ::: 
I------i---;............ . ........... ;-

}'a ~~ ........... Yah ~ Y Ht ............ I~ 
}'J Y J • Y n YJ,\}"Ji Yn ~ 

y.. y .. 11 " .. 1 y .. i y .. i:r;-: 

(468) 
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Daher bedeutet der Index k von YJk im Gegensatz zu (466) die Ursache +Xk = 1. 
Dcr Ansatz besteht aus n Gleichungen zwischen den statisch unbestimmten Schnitt
kraften YJ und den iiberzahligen Gruppenlasten X k mit der umstehenden Matrix: 

Der Bela~tungszustand - X k = 1 ist gleichbedeutend mit 

X a =-c ••. = X k-l = 0, - X k = 1 , X k+l = ... = X n = 0 , 

und setzt sich nach der Transformation aus den Schnittkraften 

Y A = - YAk"" Y J = - Y Jk ···, Y N = - Y Nk 

zusammen. Die bcliebigen Schnittkrafte J/k des Hauptsystems infolge der Gruppen
last -Xk = 1 konnen daher folgendermal.len entwickelt werden: 

J=N 
M,,=.J.;YJkMJ • (k=a ... n). (469) 

J=A 

Hierbei ist M J die Schnittkraft infolge von - Y J = 1. 
Die Ableitun~ der Elastizitats~leichun~ fUr statisch unbestimmte 

Gruppenlasten. Das Hauptsystem entsteht nach Abschn. 24 durch die Ver
wen dung von statisch unbestimmten Stutz- und Schnittkraften Y J des Stabwerks 
als auBere Krafte. Sie werden durch die Variation der Formanderungsarbeit nach 
den Spannungen aus vorgeschriebenen geometrischen Bedingungen fiir den Verschie
bungszustand des Hauptsystems berechnet. Dabei entstehen Gleichungen iiber die 
Arbeit von virtiIellen Kraften ~ und vorgeschriebenen Verschiebungen bJ • Sie sind 
in Abschn. 24 Il1it ~ = - Y J = 1 und bJ = 0 angeschrieben worden. 

H=N 
IJ'bJ = IJ' (bJO - 2) Y HbJH) = 0, (J = A ... N). (470) 

H=A 

Unter ungiinstigen Umstanden sind alle bJH von Null verschiedcn und damit 
n Gleichungen mit n Unbekannten zu lOsen. 

Urn diese unabhangig voneinander anzugeben, werden Arbeitsgleichungen mit 
der virtuellen Bclastung - Xi = 1 (i = a ... n), also mit den auBeren Kraften 
- Y HC (H = A ... N) entwickelt. 

H~N J f - F r - ] 
,J;YmbH =]: NiN jds+ MiMJ'ds 

R =A lo C , 

+ Efe (f NiIX,;ds + filii (1.,:1 ds - .2CEi LIE)' (i = I ... n). (471) 

Die linke Seite der Gleichungen ist durch die mit dem Tragwerk vorgeschriebene Ver
traglichkeit des Formanderungszustandes des Hauptsystems (bH=O, H =A ... N) 
wiederum Null, so daB mit der Entwicklung von N, M nach (288) in Anlehnung 
an (293) folgender Ansatz entsteht: 

k=1I 

libi = Ii (b iO - 2J Xkb ik ) = 0, (i = I ... n). (472) 
k=l 

Die Vorzahlen Ii' bi k und Ii' bi~ dieser n Elastizitatsgleichungen besitzen nicht 
mehr wie friiher kinematische Bedeutung, sondern sind Ausdrucke fUr die virtuelle 
Arbeit der Gruppenbelastung -Xi = 1, also der Schnittkrafte - Y H == Y Hi' bei einer 
Verschiebung bHk der Punkte H desHauptsystems infolge der Gruppenlast - X k = 1 
oder infolge der vorgegebenen Belas1ung, der Temperaturanderung und Stiitzen
hewegung (bH 5<) 

H=N 
I;bik = 2JYHi bHk , 

H=A 
H~N 

I; b;.y) = 2J Y Hi bsisi, 
- H=A 

(i, ~ = a ... n) , 1 
(~ = a .•• n) . 

(473) 
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Die Verschiebung bBk im 'Sinne von - Y B = I wird von der Gruppenbelastung 
- X k = I, also von den Schnittkraften - Y Bk hervorgerufen und nach Maxwell 
in Verbindung mit (469) folgenderma13en berechnet: 

J=}' 

IBbBk = IklbkB = ~ YJkbJH , 
J=.{ 

(H =A ... N), 

J=N . I J=N I 
lit bH~' = .2 YJI.J MBMrI-"-ds = J MB (2 Yn : MJ ) I C ds, 

J=A J=A 

IHbHk = J ,WHMk ~ ds. (474) 

Urn jede iiberzahlige Gro13e unabhangig Von den iibrigen angeben zu konnen, werden 
die Gruppenlasten X k derart aus den statisch unbestimmten Schnittkraften zu
sammengesetzt, daB aile Vorzahlen bik (i + k) des Ansatzes (472) Null sind. Auf 
diese Weise eQtstehen !'n (n - I) Nebenbedingungen, welche mit den n Gleichungen 
(467) zwischen den stati~clt unbestimmten Schnittkraften Y J uud den iiberzahligen 
Gro13en X k erfiillt werden konnen. Sie bilden die lineare Transformation, urn die 
n Elastizitatsgleichungen mit vollbesetzter Matrix derart umzuformen, daB jede 
von ihnen nur eine iiberzahlige GroBe X k enthalt (465). 

pie Auswahl der Gruppenlasten fUr die Nebenbedin~ung d'ik == O. Die 
Transformation (468) der statisch unbestimmten Schnittkrafte Y J als Funktion der 
iiberzahligen GroBen X k enthalt n 2 Koeffizienten Y Jk' Von diesen werden!'n (n -1) 
als Parameter gebraucht, urn dieselbe Anzahl von Nebenbedingungen Ii·bik = 0 
zu erfiillen. Die virtuelle Arbeit Ii·bik wird hierzu nach (473) als Funktion dieser 
Parameter entwickelt. Dber die anderen n2 - in (n - I) = ! n (n + I) Koeffi
zienten kann frei verfiigt werden. Sie werden derart angenommen, daB die!·n (n --1) 
abhangigen Parameter iibersichtlich, schnell und fehlerfrei bestimmt werden. Sollen 
nur einzelne t5ik des Ansatzes Null werden, urn die Matrix der Elastizitatsgleichungen 
in geeigneter Weise aufzuspalten und damit die Losung zu vereinfachen, so ist die 
Anzahl der frei wahlbaren Parameter YJk groBer. 

Die La sung eines allgemeinen Ansatzes wird am einfachsten, wenn die Koeffi
zienten Y J( der Hauptdiagonalen gleich 1 und die Koeffizienten unterhalb der 
Hauptdiagonalen Null gesetzt werden. Damit entsteht die folgende Transformation 
der n statisch unbestimmten Schnittkrafte Y J: 

X. Xc 

y... Y.,u Y"c Y"A Y.u Y . .tk Y.h 
'-------- ........... ------ ............ --

Y B 0 }'Be l"BA Y B( Y Bk 1'B .. 
~---- ............ ------ ........... --

o o 
!----+-----:---! ........... --

i----+---.;.---; ............ --

Y a '0 0 0 Ya ( Yak }'h (475) 
----_ ............ _----_ ............ _-

Y J 0 0 0 0 YJk }'J .. 

----_ ............ _----_ ............ --
o o o 0 o Y 1[ .. 

'----'----'---' ............ c---

Y N 1--0 -;---0--'------;0 , .......... ·i---I 0 ---;--. o~o I uri 
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Die iiberzahligen GroJ3en Xi werden demnach aus einer stetig zunehmenden 
Anzahl von statisch unbestimmten Schnittkraften Y J gebildet, so daD die ab
htingigen Koeffizienten schrittweise aus den Nebenbedingungen Clit = 0 durch 
Gleichungen mit je einer Unbekannten erhalten werden. Der Parameter Y Ab der 
Kolunne Xb ergibt sich aus der Bedingung ClIIa = O. Die Parameter Y Ae , Y Be der 
Kolonne Xc werden mit den Nebenbedingllngen Cle4 = 0, Cleb = 0 bestimmt. Zur 
Berechnung der (k - 1) llnbekannten Parameter YJi: der Spalte k stehen ebenso 
viele Bedingungsgleichungen Clk4 = 0 ... ClUk- lI = 0 zur Verfiigung. 

Der Belastungszustand .. X4 = list nach (475) gleichbedeutend mit - Y A = I. 
Er liefert die Verschiebungen ClJ4 (] = A ... N). 

J=N 

Ia Cla" = .2 Y J4 ClJb = IA4 ClAb = 0, d. h. 
• 1='! 

J=N 

Ib Clb4 = 2: Y Jb ClJ4 = Y AbClA/J + IBbClB4 = 0; 
J=A 

ClAb = o . 

- Y A = Y,db = - {)B4/tJA4 und - Y B = Y Bb = I bilden den Belastungszustand 
- X b = I. Damit sind dann auch die Formanderungen ClJb (] = A ... N) bekannt. 
Die Koeffizienten Y Ae und Y Be werden mit den folgenden Bedingungen bestimmt: 

J=N 

I/JCl4e =.2 Y J4 ClJe = IA4 ClAe = 0; 
J=A 

J=;.V 

I"Clbe =.2 Y JbClJe = Y AbClAe + In Cl Re = 0; ClBe = 0; 
J=.t 

J=N 

leCle" = 2: Y Je ClJb = Y AeCl.1Ib + Y BcClBb + loeClcb = 0; 
J",'( 

J=N 

leClea =.2 Y Je ClJ4 = Y AeClA4 + Y BeClB4 -I- ICeClc4 = 0; 
J=.t 

Damit ist der Belastungszustand -Xc = 1 bestimmt. Er besteht aus den Schnitt
kraften - Y A = YAe' - Y B = Y Be , - Y c = 1 und liefert die Formanderungen 
{)Je (] = A ... N). Werden die Indizes der statisch unbestimmten Schnittkrafte 
mit Riicksicht auf die spat ere Anwendung durch Ziffern ersetzt. so entsteht die 
Rechenvorschrift auf S. 285. 

Die Komponenten Y H = - Y Hi des Belastungszustandes - Xi = I werden als 
Summe von positiven uncl negativen Anteilen entwickelt, in clenen sich Abrunclungs
fehler unter Umstanden in unzuHissigem MaGe fort pflanzen und die Brauchbar
keit des Ergebnisses Y Hi gefahrden. Die Fehlerempfindlichkeit der Auflosung von 
n Gleichungen mit n Unbekannten ist daher durch die Verwendung von iiberzahligen 
Gruppenlasten nicht bescitigt, sie gefahrdet viclmehr die einwandfreie Bildung der 
Gruppen, also die Transformation der statisch unbestimmten Einzelkrafte. Die 
unabhangige Berechnung der iiL(·rzahligen Gruppenlasten nach (465) 

X" = Cl"o/Clu (476) 

ist daher stets an den ~achweis gekniipft, daG die Nebenbedingungen 

I;Cl;I'=O, (i+k) 

durch die SchniUkrafte Y Hi und Y HIc (H = A ... 1\') erfUllt werden. 
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1151 " = 0 

Y .. 151 • + I 620 = 0 

2. 15,. = 0 162 • = 0 

I d ... = 0 

Y •• 6u + I 6u = 0 

6 •• = 0 

115 1,,= 0 

Yu 63< + I d •• = 0 

Die Zahler und Nenner von (476) sind wiederum Ausdriicke fUr die virtuelle Arbeit 
der Krafte - Y J = Y J Ie der Gruppenlast - X Ie = 1. 

J=N 
lk"kk =.2: YJk"Jk (k = a ... n), 

J=A 

I" " .. II = 1 .... "..t .. , 
l,,"u = YAb"..t,,+ IB,,"B,,= IBb"BII' (477) 

lc"ce = Y..tc"..tc + Y Bc"Be + Icc"Ce = lcc"cc, 

lk"u = IXIe"xk' 
Die Nenner sind daher bereits aus der Transformation bekannt. Die Zahler erhalten 
fiir vorgegebene auBere Ursachen folgende Form: 

J=N 
It''kQSi = 2 Yn"J.t<.., "J® = 6JO + ";1 + "J" (k = a ... n), 

J=.A 

l .. " .. gl = 1 ..... "AQ<l, (478) 

lb "b'~ = Y ,.u"..tQ:ll + IBb "B~>9' 
Ie "c(29 = Y AC"A~ + Y Bc"B~ + ICe"CQIl. 

Die EillfluGlinien Xkbkk ergeben sich nach dem Satze von E. Betti aus 

lk"km= lm"mk' 
J=N J=N 

X~ """ = 1m "mk = L; Y J.II ()J k = .. r Y J k"mJ' 
J=A J=A 

X .. " .... = 1..t .. "mA' 

X"()bb = Y..tb"m..t + IBb"mB' 

Xc ()ee = Y..te"mA + Y Be"mB + lce()mc· 

(479) 
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Die statisch unbcstimmten Schnittkrafte sind dann nach (467) 

Y K = 1Kt X" + Y K(k+U X lI:+1 + ... Y KnlX". 
Fur die Bildung des Hauptsystems gelten die gleichen Gesichtspunkte wie auf 

Seite 170. 
Das Wesen der Rechenvorschrift wird am besten an einfachen Beispielen gezeigt. 
a) Zweifach statisch unbestimmtes Tragwerk. 

Transformation: Nebenbedingung: Statisch unbestimmte SchnittkrlHte: 

Y I = 1 X. _ ~z. X •• 
Ul e 

Yz = IX •. 

Durchgehender Trll.ger uber vier Stutzen (Abb.260). Die statisch nicht bestimmbaren 
Schnittkrafte sind die Stutzenmomente Y 1 • YI. 

Belastungszustand - X. = 1: - Y I = YlO = 1; - YI = YI. = 0 

Belastungszustand - X. = 1 : 

~ _ l{ + l~ • 
I. - 3 ' 

I' 
~I. = 6~· 

I' _ Y _ Y _______ 2~ ____ • 

I - I. - 2 (I: + I:) , 

Abb.260. 

I 
I 
I 
I 

-l---;;ol 

Abb. 261. 

Unsymmetrischer Eingelenkrahmen (Abb. 261). Die statisch nicht bestimmbaren Schnitt
krll.fte sind die Komponenten Y lund Y I der Gelenkkraft. 

-X.=I: -YI =Ylo =I; 

-X.=I: _YI=YH=_~z.; °1 • 

(Abb. 262 a) ; 

(Abb. 262 b) . 

15 I [h{ (2/ + hi) - h~ (2/ + hI)] 
YlO = - 4 {3Yi-~I~+~5-=--:-h~'--:[=3~/ (hi + I) + hi] + 5 h~ [3-;/=;-;(h~I--;+~/-;;-)~+:-;-;him]} • 

Bei symmetrischer Trll.gerausbildung mit hi = hi und h~ = h; ist Y I. = O. 
b) Dreifach statisch unbestimmtes Tragwerk. Transformation fUr die Neben

bedingungen ~ •• = ~ •• = ~ •• = 0 nach S. 285 

x. X. x. x. x. 

I Yu YI< I 
~I. _ ~l.+~" ~u 

- ~I. ~I. 151 • ~I& 
- --~ --~ -

1 YI. I 
~u 

-~I& 

- --~ --- -
I I 
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Abb.262. 

Abb. 263a. Hauptsystem. Abb.263b. - Y,-1. 

Abb.26Sc. - Y.-1. Abb. 263d. - Y. = 1. 

Abb. 263e. - Xb = 1. Abb. 2631. - X. - 1. 
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Drelfach statisch unbestimmter HaUenrabmen. Ais statisch nieht bestimmbare Ein
zelkrafte werden die Eekmomente Y 1 • Yz• Ya verwendet (Abb.263a-d). 

Belastungszustand - X. = 1. gleiehbedeutend mit - Y1 = 1 (Abb. 263 b). fiihrt zu 

h~ (hz)1 h, s{ [ h2 (h' )2J 
du = 3" + "1 -3 +"3 1 + "1 + II; ;= + 25,18 = d •• , 

Jt s{ ( h,) " .. ="6 1 + 2 h1 = + 7,333; 

Belastungszustand - X. = 1 (Abb.263e). gleiehbedeutend mit 

_ Y1 = Y1' = - 15 .. = _ 7,333 = - 0,291; - Y, = I, 
151 • 25,18 

liefert M. und die Formanderungen du und du ; 151' = O. 

.. s; f s{ [ 152 • ( h.)J 8 " .. = 3~ + +"6 2 - 1510 1 + 2 h1 = 11, 7 = du , 

d .. = s, _!.... L + h; h2 ~,_ d •• _ ~ s; i + ha [2 _ diG (1 + 2 h')J = -0,99. 
6 2 h. 3 h. lit 151 • 6 ha 151 • h1 

Belastungszustand - X, = 1 (Abb.263f). gleichbedeutend mit 

_ Y1 = Y1 = - d •• + 15'0 du = + 10,87 _ 7,333·0,99 = 0411. 
, 151 • 151 • 15.. 25,18 25,18·11,87 ' , 

du - Y, = Y .. = - ""~- = 0,0835; du 
- Ya = 1, 

liefert M. und damit die Formanderungen 151 • = O. d .. = O. 

dac = + 12,0· i· It (2 • 0,536 - 0,411) + 8· 1·0,12. i + 6· t . } (2 • 0,4Hi - 0,0835) 
+ 12· t . 1 • (2 • 1 + 0,0835) + 12· A • 1 = 10,30 = d ••• 

Ergebnis der Transformation: 
X. X. X. 

I - 0.291 0.4 11 

I 0.0835 

I 

Die iiberzAhligen Gruppenlasten sind fiir eine beliebige Belastung 

X = 15. 0 = ~ . X - dbo _ ~ • X _ 15'0 - ~~ 
• d.. 25,18' • - db. - 11,87 ' • - 15,. - 10,30 • 

GleichfOrmig verteilte Belastung der beiden Riegel (Abb.263g). 

117 
15. 0 = 117 p, X. = 25,18 P = + 4,64P, 

.. 60 66,0 
"to = 6, p, X. = fl,87 P = + 5,57 p, 

~ 0 48,0 ".0 = 48, p, X. = 10,30 P = + 4,66 p. 

Y1 = 1·4,64p - 0,291·5.57 P + 0,411 .4,66p = + 4,94p, 

Y, = 0 + 1 . 5.57 P + 0,0835 • 4,66 P = + 5,96 p, 

Y I = 0 0 + 1 • 4,66 P = + 4,66 p, 
Probe: Y1"du + Y11S1 • + Y.dae = 15. 0 , 

4,94 • 25,18 + 5,96 . 7,33 - 4,66. 10,87 = 117 ow lS.ofp • 



Dreifach statisch unbestimmter Hallenrahmen. 

Gleichformig verteilte Windlast auf den linken Pfosten. 

<5. 0 =-243w, 
243 

X.=- 25,I8-~~-9,6t:1W, 

6bO = - 25,2 w, 
25,2 

X. = - fC87 W = - 2,12 1£', 

6co = + 46,9 w, 
46,9 

Xc = + 10,30 I£' = + 4,55 w. 

Y1 = -1·9,06 w + 0,291 . 2,12 W + 0,411 ·4,55 W = -7,04 W, 

Y.= ° -1.2,12w+O,0835·4,55w=-1,74w, 

Ya= ° ° 1 ·4,55w=+4,55w, 

Probe: -7,04·25,18 - 1,74·7,33 - 4,55·10,87 = - 240 IO:i 6. o!w. 

il-iiiii,iii!iii'i,llliiliii Ii ·.i 

Abb. 263 g. Lotrechte Belastung der Riegel, 
Momente in mt fUr p = 1 tim. 

Abb. 263 h. Windbelastung. 
Momente in mt fUr w = 1 tIm. 

Gleichformig verteilte Windlast auf den linken Riegel. 

170 
<5. o=-170w, X.=--25,18 w=-6,77w, 

6bo = -12,8 w , 
12,8 

Xb= -lI87 W = -1,08 w, , 
, 26,1 

6co = + 20,1 w, Xc = + -fO,30- w = +2,53 w, 

1\ = - 1 . 0,77 w + 0,291 . 1,08 w + 0,411 .2,53 w = - 5,42 w , 

Y 2 = ° - 1 ·1,08 w + 0,0835·2,53 W = - 0,87 w, 

Y 3 = 0 ° + 1 . 2,53 w = + 2,53 w , 
Probe: - 5,42 . 25,18 - 0,87· 7,33 - 2,53. 10,87 = - 170 IO:i 6. o!w . 

GleichfOrmig verteilte Wind last auf den mittleren Pfosten. 
655 

<5. 0 = - 655 w , X. = - 25,18 w = - 26,0 w. 

6bo =-109,4 w, 
109,4 

Xb = - 11,87 w = - 9,23 w • 

6co = + 113,2 w • 
113,2 

X.=+ 10,30 w=+ll,OOw, 

Y 1 = - 1 . 26,0 w + 0,291 . 9,23 w + 0,411 . 11,00 w = - 18,8 w, 

Y 2 = ° - 1 ·9,23 w + 0,0835 ·11,00 W = - 8,31 w, 

Y 3 = ° ° + 1 . 11,00 w = + 11,00 w, 

Probe: - 18,8 . 25,18 - 8,31 . 7,33 - 11,00· 10,87 = - 654 ,.. fI.olw . 

289 

Die Biegungsmomente aus den drei Windlasten sind superponiert unci in Abb. 263h auf
getragcn worden. 

D~,yt'r, Baustatik. 2. Aufl., 2. ~t.'udruck. 19 
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Die Gruppenbildung bel Symmetrie des Tragwerks. Bei Auflosung der 
ElastiziHitsgleichungen mit symmetrisch liegenden statisch unbestimmten Schnitt
kraft en sind durch die Addition und Subtraktion einander zugeordneter Gleichungen 
neue Unbekannte entstanden. die bereits in Abschn. 28 als Gruppenlasten X a+i , X r_ i 

erkannt und unabhangig voneinander berechnet wurden. Die Gruppenlast - X a+i = 1 
bestand aus - Y A +J = I, - Y R-J = I, die Gruppenlast - X r- i = 1 aus 
- Y A+J = I, + Y R-J = 1. Die Matrix zerfiel damit in zwei voneinander un
abhangige Teile. 1m Sinne dieses Abschnitts wurde also iiber alle iibrigen Kom
ponenten Y H(a+i)' Y H( .. -i) frei verfUgt. Sie waren Null. SoIlen jedoch nunmehr aIle 
iiberzahligen Gruppenlasten unabhiingig voneinander sein,so werden die Ansatze 
von S. 281 fUr die Transformation der statisch unbestimmten Schnittkrafte mit 
den Ergebnissen aus Abschn. 28 bei Auswahl der frei verfiigbaren Komponenten 
unterhalb der Hauptdiagonale des Ansatzes verbunden. 

a) Trager auf vier Stiitzen nach Abb. 264 (eine Symmetrieachse): 

-A:r-1 """-:::::1-1 -11~ 

Transformation Nebenbedingung <5ba = 0 

Yu <51 a - 12b <52a = 0, 

Y1b = 1. 

Statisch unbestimmte Schnitt
kriifte 

b) Bunkerrahmennach Abb. 265 (eine Symmetrieachse). 

J Yp Y1c Y1d Y1 • Ylf 
r---------- -

J I Y 2d Y!!e Y 21 5 6 
---------- -

I - J Y 3d Y a• Y al 
----------I-

I Yeo Yet 
----------I-

I I 
Abb. 265. Abb. 266. 

- --------I- Damit ist: Y2C = Y 5 ! = 1, 
I - I 

Y1C = YlI = Y 4/ =O, 

Y 2 (= -Y3/ • 

a) 

lJ) 

HI1(/pls.r$k~ sluli.sr:l16eslilTllTlI 

Abb. 267. 
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c) Behalterrahmen nach Abb. 266 (zwei Symmetrieachsen). 

X f X. Xm 

1 ·1 1 1 Y1 • Y 2f Ys• Yu Yli Y2k Y31 Y,m --------------------------
I 1 -1 - 1 Y1 • Y 2f -Ya. -Yu Yli Y u -Y31 -Y, ..... 

I------------------------
I -1 -1 1 Y1• - Y 2f -Y3 • Yu Y1i -Yu -Y31 Yetll 

I------------------------
I -1 1 -1 Y1• -Y21 Ys• -Yu Y1i -Yu YS1 -Yem 

------------------------
I 1 1 1 Y5i Yu Y,I YStII 

- ----------------------------
I 1 - 1 - 1 Y&i Yek -Y,I -YStII 

I------------------------
I - 1 -1 1 Y5i -YU -Y7I Ysm 

t-----------------------
I -1 1 -1 Y6i -Yu Y7I -Ysm 

,.--------------------------
Y 8 1 1 1 1 

I------------------------
0 1 1 -I -1 

t-----------------------
I 1 -I -1 1 

t------------------------
2 1 -I 1 -1 

Die Abkiirzung des Ansatzes bei Symmetrie des Tragwerks und Verwendung sta
tisch unbestimmter 
Hauptsysteme wird 
mit der einheitlichen 
Untersuchung der 
Binder der dreischif
figen Hallen Abb. 267 
und 268 gezeigt, de
ren Riegelzug unter 
Wahrung symmetri
scher Anordnung be
liebig geformt sein 
kann. Die Hauptsy
sterne zahlen fiinf 
statisch unbestimmte 

rtf'! ~~'1 h)~'.1 ~~'J ~~ ~~ 

V, a If a 
~:.; , " :-: ~ " s 

Htluplsyslem, slQ/iscl1lJeslimmi 

Abb.268. 

Schnittkrafte Y1 ... Y1 , deren Lage und Sinn aus den Abbildungen hervorgeht. 

Beziehung zwischen den statisch un- Y 2 

bestimmten Schnittkraften und den 
iiberzahligen Gruppenlasten. Ya 

Y, 

_1_1 Ylb_ 

1 -1 
----

_1_-
I 

x, 
Yle 

Y 2 , 

--

1 

--

x, 
Yu Y1• 

Yu Y2I 

--e---

Yu Y 3 • 

-- -1 Ye• 

I 

19* 
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Belastungszustand - X 0 = 1: - Y 1 = 1; - Y 2 = 1; Y 3 = Y, = Y. = 0 . 

Formlinderung ~10 = ~20; ~30; ~u = 0; c5aa • 

Belastungszustand - X" = 1: - Y1 = Yu ; - Y2 = -1; Y. = Y, = Y. = O. 

Nebenbedingung ~u = Yu ~IO + Yu "20 = 0; Yu = 1. 

Formlinderung ~u = - "211; ~a" = 0; c5u ; "611 = O. 

Belastungszustand -Xe=l: -Y1 =Y1e ; -Y2 =Y2c ; -Y.=I; Y,=Y.=O. 

Nebenbedingungen ~e" = Yle~u + Y 2 • "u + 1 15311 = 0, 

Formll.nderung 

~eo = Y 1e ~10 + Y 2e ~20 + 1 ~30 = 0, 

(Yte - Y2w) ~u = 0, 

(Y1e + Y2e ) ~10 + 1 ~.o ='0. 

Y Y c5,. 
1 e = II. = - 2 151 •• 

~le = "2e; ~lIC; ~u = 0; ~Ii" 

Belastungszustand - Xd = 1: - Y1 = Yld.; - Y2 = Yu ; - Y. = Yu ; 
- Y4 = 1 ; Y5 = O. 

Nebenbedingungen ~d' = Yld. "Ie + YU "2e + Y3d ~ae + 1 ~u = 0, 

~dll = Yld ~1II + Y2d "211 + Y ... ~.~.+ 1 "u = 0, 

"dO = Yld. ~1o + Yu ~20 + Yu "10 + 1 "&0 = 0, 

(Y ld. + Y u) ~1' + Y3d "sc = 0 , 
(Yld. - Y2d) "u + 1 c5n = O. 

(Yld. + Yu ) "10 + Yu 1530 = 0, 

Y . + Y - O· Y - O· Y - Y _ c5u 
1/1 Id -, Bd -, 1/1 - - 2/1 - - 2c5u • 

F ormlinderung ~ld. = - "2d.; "3d = 0; " .. ; "u = O. 

Belastungszustand - X, = 1: - Y1 = Yh ; - Y. = Y 2 ,; - Y. = Ya.; 
-Y,=Y,,; -Y5=1. 

Nebenbedingungen ",d = Y 1 , ~ld. + Y 2 • "u + Y •• 83d + Y" " .. + 18u = 0, 

~u = YH "Ie + Y2I "2e + Y .. 83e + Y .. 8,. + 186 • = O. 

".11 = Y1,"111 + Ya."211 + Yu 8n + Y,,8n + 18611 = 0, 

"eo = Y1 , ~lo + Y 2 , ~20 + Yae ~ao + Y,. c5u + 115. 0 = 0, 
(Yh - Y •• )c5ld.+ Y .. c5 .. = 0, 

(Yl, + Yll .) 151 • + Y Ie 15 •• + 115 •• = 0, 

(Y1• - Y 2 .) ~111 + Y .. c5n = 0, 

(Y1c + Y 2 ,) 1510 + Y.,c5.o + 115.0 = 0, 
Yh - Y .. = 0; Y .. = 0; Y1, = + Yll •• 

2 Y 1 • c5lC + Y .. 15 •• = - c5u , 

2Y1 ."10 + Y .. c5ao = - 15. 0 , 



"Oberzllhlige Gruppenlasten und statisch unbestimmte Hauptsysteme. 293 

Das Ergebnis wird in der folgenden Matrix zusammengefaBt. 

x. x. x" x. 

1 1 
c5a. c5u 

Y 1 • - ~-:- - 2c5u 

I -I 
da • +~ Y 1 • - 2c51 _ 2c5u 

1 0 Y 3 • 

I 0 

1 

Sie liefert die iiberzahligen Schnittkrafte nach (467) 

Y1==Xo+X.- 2c5:- Xc - 2c5!, Xd+Y1.X., 
"1. "I' 

Y2=Xo-X,- 2c5:· Xc+ ;!' Xd+Y1.X .. "1. "I' 

Ya= Xc +Yae X., 

X d , 

. X,. 

Die Berechnung der Hallenbinder Abb. 267 und 268 unterscheidet sich dem
nach nur durch die Vorzahlen. 

Die Beziehungen der iiberzahligen Gruppenlasten zu den statisch unbe
stimmten Schnittkriiften statisch unbestimmter Hauptsysteme. Der Be
lastungszustand - X, = 1 besteht nach (475) aus den unbekannten Schnittkraften 
Y..ti.··· YIJ - lli und den frei wahlbaren Komponenten - Y J = Y Ji = 1. Y,J+1lC =0, 
... Y N' = O. Die unbekannten Komponenten Y..ti •... Y'J-lli sind durch die Be
dingungen dOl: = 0 vorgeschrieben und in der Regel von Null verschieden. Daher 
sind mit 

(480) 

alle Verschiebungen dB, (H = A • ... J - 1) Null. Der Verschiebungszustand des 
Hauptsystems infolge von - Xi = 1 erfiillt also die geometrischen Vertraglichkeits
bedingungen eines (i - 1) fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Der Be
lastungszustand -X, = 1 im statisch bestimmten Hauptsystem ist also identisch 
mit dem Belastungszustqd - Y, = 1 des (i -1) fach statisch unbestimmten Haupt-
systems. Daher ist • 

B=J . 
c5I'-l) E Y.,c5.o 

yl" _ JO _ B-A = I,c5,o = X,. 
J - c51.-1) - ll-J I, "u 

u E Y.,c5., 
(481) 

B=.4. 

Die iiberzahligen Gruppenlasten Xo ... X k ••• X 11 erhalten damit die Bedeutung 
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von statisch unbestimmten Einzelkraften Y~' ... Y~' ... Y~'. welche die Be
lastung ~ in Hauptsystemen von Eins aus ansteigenden Grades hervorruft. Die 
Gruppenlast X, kann daher fiir eine ruhende Belastung auch folgendermaBen an
gegeben werden: 

I N(O) N(i-l)~+IM(O) M(l-l)~+INll-l'a. tds+IMII_I)a.I Llt ds- ~C(I:-l) LI 
o I EF 0 I EJ • I • h ..... 

Xi = Yl" = ---------'-------=-~-----'----:--------I NIO) N(I-ll ~ +IM(O) MIl-I) ~ 
• I EF I. EJ 

Ihre mit c)H = lJy;ll ~i = a ... n, ] = A ... N) erweiterten EinfluBlinien sind die 
Biegelinien lJ::~ ... lJl!'Jll ... lJ!:Nll der Lastgurte von Hauptsystemen von Eins 
aus ansteigender statischer Unbestimmtheit fiir - Y~' = 1 ... - yy' = 1 ... 
- Yi" = 1. Nach Maxwell ist 

(482) 

Die statisch unbestimmten Schnittkrafte Y J ergeben sich durch Superposition 

(483) 

Derselbe Ansatz gilt fiir die EinfluBlinien. Fiir ein sechsfach statisch unbestimmtes 
Stabwerk ist daher mit ] = 1 ... 6 

15(0) 15(1) 15(1) di~ d~V d~~' 
Y1 = +1 ~~:) + Yu ~~:) + Y10 ~~:) + Yu .1(81 + Y1 • ~(" + Y ll .I(b) 

Ull Uu Un U« UM UM 

d~V d~~ d1~ . d~V d~~ 
~(U + Ylc 15(1) + YU ~(a) + Y •• ~(4) + YIfTci» 
Uu " U« UM UM 

Y.= + 1 

dW dW dW dW 
+ 1 ~(I) + YuTca; + Ya. ~(4) + Y Sf ~(6) 

Un u« UM aM 

dW dW dW 
+ 1 di'2 + Y" d~\i + Y" dW 

Ya= 

Y,= 
(484) 

Y1 = + 
Y.= 

Die Parameter Y J t sind nach S. 285: 

15(0) d(U Y 11 • Y 28 • 
- 1/1 = ~(O)' - 10 = "iTil • 

U11 Uill 

so daB 

d(lI) Y 34. 
- 3<1= d(lI)' 

38 

15(8) Y 46. - ,. = .1(8)' 
U44 

d(4) 
Y fie. 

- 6/ = "''')' U66 
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Die statisch unbestimmten Schnittkrafte lassen sich daher folgendermaBen um
formen: 

(485) 

Die LOsung ist damit auf die reduzierte Matrix eines sechsfach statisch unbe
stimmten Systems zuriickgefUhrt und auf diese Weise der AnschluB an die all
gemeine Auflasung gefunden. 

Die Formanderungsenergie des vorgegebenen Tragwerks kann nach dem Clapey
ronschen Gesetz durch die auJ3eren Krafte ausgedriickt werden. Sie zerfallt, bezogen 
auf das Hauptsystem, in zwei Teile, die von der Belastung ~ und den statisch 
iiberzahligen GraBen Y K oder X k herrUhren: 

A~ =!.2 P",b~) - !.2 Y KbKO = !.2 Pmb~) -!.2 Xkbi:O 

(K = A ... N, k = a '" n). 
Daher ist 

.2 Y K t5KO = .2; X k bkO 

und mit den bereits bekannten Beziehungen (481) 

J: Y b = \"""1 (!5~ol))2 = .2; ylk) b1k- 1) = 2.2 Y Y b (K = A ... N) (486) 
~ K KO ~ !5~il) K KO K H K H KH (H = A ... N) . 

De~ Ansatz eignet sich nach S.229 zur N achpriifung der nach irgendeiner Elimination 
berechneten Wurzeln Y K' 

Muller, S.: Zur Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Tragwerke. Zbl. Bauverw. 
1907 S.23. - Miiller-Breslau, H.: Die Statik der Baukonstruktionen Bd. 2. 1. Abt. Stutt
gart 1922. - Hertwig, A.: Uber die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und 
verwandter Aufgabenin der Statik der Baukonstruktionen. Z. Bauwes. 1910 S. 487. - Pirlet, J.: 
Die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. Eisenbau 1910 S.331. - Derselbe: Ver
wendung vereinfachter Elastizitll.tsgleichungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimm
ter Systeme. Eisenbau 1915 S. 167. - Derselbe: Kompendium der Statik der Baukonstruktio
nen Bd. 2.1. Tei!. Berlin 1921. - Kaufmann, W.: Statik. Handbibl. f. Bauing. Berlin 1923.
Grtining. M.: Die Statik des ebenen Tragwerkes. Berlin 1923. - Dersel be: Elastizitll.ts
gleichungen gegenseitiger Unabh!l.ngigkeit. Eisenbau 1921 S.305. 

37. Die Verwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme. 

Von den n statisch unbe"timmten Schnittkraften eines Stabwerks gelten h als 
iiberzahlig. Sie werden durch auBere Krafte Xi (i = 1 ... h) ersetzt und aus ebenso 
vielen geometrischen Bedingungen fUr den Verschiebungszustand des (n-h) =rfach 
statisch unbestimmten Hauptsystems berechnet, da die relativen Verschiebungen 
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(i = 1 .•. It) im vorgegebenen Tragwerk Null sind. Nach dem Superpositionsgesetz 
ist dann 

M - MIn-h) "'X Min-h) 
- :.;9 -£.I k k 

h 
.Il JlIIl-h) ""X .Illll-h) 0 
Vi = ViQ9 - £.I kVik = 

k=1 

(k = 1 ..• h), 

(i = 1 .,' h). 

(487) 

(488) 

Die Belastung ~, die Temperaturanderung t und die Stiitzenbewegung Lt. er
zeugen Schnittkrafte M@-h) und Verschiebungen ~r@h), die aufieren Krafte 
- XI< = 1 Schnittkrafte M1n-h) und Verschiebungen t5r.~-h). Sie konnen bei· zahl
reichen Aufgaben nach Tabellen eingesetzt, bei anderen nach (311) berechnet werden. 
Darnach ist 

1 In-h) ~In-A) f MIn-h) M(D) J. d + f N ln-h) t d ~ c<n-hl Lt I i iQ9 = i Q9 J S i IXt S - £oJ.i II 

(489) 
l !n-h) .Illn-h) _ f MID) M,n-h. J. d - f MIn-h) MID) J. d 

, V,k - , k ] S - , k ] s. 

Die Genauigkeit dieser Vorzahlen ist oft wegen der Fehlerempfindlichkeit des An
satzes fUr die Brauchbarkeit des Ergebnisses von groBer Bedeutung, so daB die zu
verlassige Berechnung der Spannungszustande MIZ.-A) , Mr-h) des Hauptsystems aus 
den aufieren Ursachen und den Kraften - Xi = 1 durch den Nachweis der geo
metrischen Vertraglichkeit der Formanderung zu priifen ist. 

Die Schnittkrafte M~, Mt) ,M'k°) werden durch die Belastung ~ und die 
auBeren Krafte - Xi = 1, - XI< = 1 in einem beliebig gegliederten statisch be
stimmten Hauptsystem hervorgerufen, das in dem (n - h) fach statisch un
bestimmten Hauptsystem enthalten ist. Es liegt nahe, dabei diejenige Fonn zu 
wahlen, welche einfache, wenig fehlerempfindliche Rechnungen und daher auch 
genaue Ergebnisse ~~®h) , ~rth) verbiirgt. Die EinfluBlinien der iiberzahligen Schnitt
krafte Xi werden mit ~l~-hl = ~1':..-1l) = ~!:,hl aus den Biegelinien des Laststabzuges 
des Hauptsystems und daher ebenfalls aus den Schnittkraften Ml,.-hl entwickelt. 

Die iiberzahligen GroBen Xi ergeben sich nach diesen Vorarbeiten durch die 
Auflosung der h linearen Gleichungen (488). In derRegel wird die zu den Vorzahlen 
<51lJ;-hl konjugierte Matrix Pil< bestimmt und 

(i = 1 ",' h) (490) 

berechnet. Dabei gelten aIle Bemerkungen des Abschnitts 25 fUr die Auflosung der 
Ansatze aus statisch bestimmten Hauptsystemen. Ebenso ist selbstverstandlich. 
daB' Gruppenlasten Xi an Stelle von statisch unbestimmten Schnittkraften ver
wendet und nach Abschn. 36 unabhangig voneinander angegeben werden konnen. 
Der Ansatz (488) laBt sich daher auf das statisch bestimmte Hauptsystem zuriick
fiihren. in welch em auch die iibrigim (n - h) = r iiberzahligen Schnittkrafte Xo des 
Tragwerks als auBere Krafte wirken. Diese werden zur leichteren Unterscheidung 
mit Yo bezeichnet. Darnach ist 

h T h T 

M M In-h) ~Mln-h)x M IO) ""MID) ylT) "'.X {M IO) ""MIO) Ylr)} = 0 - £oJ i i = Q9 - £.I 0 00 - £.I i i -'£.I 0 Oi, 
i=1 0-1 i=1 0=1 

, h h n 
- M'.O) ""MID' (ylT) "" ylT) X) "'MID) X MID) "'M'D)X - 69 - £.I 0 O:)l) - £.I Oi i - £.I , i = 0 - £.I 0 0 , 

0=1 i=1 i=1 0=1 

h r h r 
O - .Ilm-h) _ "'X, .\llll,-h) _ .IlIO). _ "" .Il,O. Ylr). _ "'X. {.Il(0) _ '" 11(0) yIn.} 

- Vk'j9 £oJ, vk< - vei9 £.I Vic 0 05<:; £.I ,vh £.I vlcO 0, 
i-I 0=1 i=1 0=1 

(491) 

, h h n 
.t,O) "" .Il'o) (yin "" y,r) X ) "" 11(0) X .IlIO) "" JlIO)X = vFx' - £.I Vic 0 00 - £.I Oi i - £.I vlci i = vkQ9 - £.I vkc o· 

0=1 i=1 i=1 c=1 
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Die geometrischen Bedingungen (488) fiir den Verschiebungszustand des statisch 
unbestimmten Hauptsystems stimmen nach dieser Ableitung mit denjcnigen des 
statisch bestimmten Hauptsystems iiberein. 

Diese algebraischen. Beziehungen werden bei der Berechnung eines Ansatzes 
mit n Unbekannten in zwei Stufen verwendet. Die Zerlegung richtet sich nach der 
Struktur der Matrix. Werden die iiberzahligen GroBen Xl = Yl , ... X fI_ A = Y R in 
der ersten Stufe zusammengefaBt, so gehOren die iibrigen Schnittkrafte X, (1 ... h) 
der Gleichungen 1 bis , zunachst zu den Belastungsgliedem. Damit ist 

h 

Xc = Yo= Y:7®- L;Ydl.Xk (492) 
k=1 

und die Normalgleichung i der zweiten Stufe 
r h h 

.2 (Y:7® - .2Y :7kXk) t5~~ + 2Xkt5~'i! = t5~~, 
0=1 k-1 k=1 

h r T 
't"! (.110) 't"!.I(0) ytr) ) X .1(0) 't"!.I(0) yer) 
~ uu, - ~uiO Ok k = ui@ - ~uiO O@, 

k-1 0=1' 0=1 
(493) 

II 
't"!.1II1-A) X .lIn-A) 
~Uik k= Ui@ . 

k=1 

Die Auflosung des Ansatzes in zwei Stufen ist daher gleichbedeutend mit der Ver
wendung eines statisch unbestimmten Hauptsystems. Sie bringt stets Vorteile fiir 
die Rechnung, wenn die statisch unbestimmten Schnittkrafte der ersten Stufe 
durch.Tabellen bekannt sind oder aus drei- und fiinfgliedrigen Gleichungen berechnet 
werden konnen. Entscheidend sind Abkiirzung und geringe Fehlerempfindlichkeit 
der Losung. Am meisten werden Rahmen, eingespannte Trager und durchgehende 
Trager mit starren, oder elastisch drehbaren Stiitzen als statisch unbestimmte 
Hauptsysteme verwendet. 

Berechnunil eines Hallenrahmens. 

1. Geometrische Grundlagen: (n = E./E, = 10) Abb.269. 

II = 0,0213 m'; I. = 0,0417 m' = I.; F. = 0.008 mS. 
I.1l1 = .T21lt = 1,95775; I. In F. = lain F. = 0,52125, 

I = 18.00 m. It = 5.00 m. I = 3.00 m, 
h = 12,00 m = h'. hi = 3,00 m, hi = 9.00 m = h~ • 
5 = 9,487 m, 51 = 2.635 m , 52 = 6.852 m • 
5' = 18.573 m , 5~ = 5.159 m • 5~ = 13.414 m. 

I---~ 

Abb. 269. 

2. Hauptsystem. Das Hauptsystem Abb.270a ist der dreifach statisch unbestimmte 
Rahmen. Die LAngskraft des Zugbandes als iiberz!lhlige GroBe betr!lgt nach (488) und (311): 

S 1I1tO) 1I1(3) J. d 5 «5W • 0 1 J 
XI = Ji3) = ----... _- -.- ... -- .. _-' 

11 SMIO) M(3) I. ds + ~ 1081 • 
1 1 •. I nF •• 

Hilfswerte zur Berechnung von M~3) aus der Belastung und von M~3) aus - XI = 1 (Abb. 271) 
mit den Tabellen des Abschn. 61: 

A = 1.50000. " = 0.64610 • p. = 5.92016 . '1'1 = 8,31154 . 
Vi = 0.25000 , !? = 0.83848. v =·5.87660. 'I'. = 6.13058. 
(3) _ - 1 [2.0.25.0,83848 ] 

HU - - 2 "'2. 3.5.87660 (2.0.25·8.31154 + 3) = + 0.16892 t. 

M IS) 2 - 1 . 12 2 . 0.25 
Jl = -2--' 3.C;'920I6 (2·0,25·0.83848 + 3) = -1,15512 mt, 

M:n = -1,15512 + 0.16892·12,0, = + 0.87192 mt, 
hi 

M~3i = -1,15512 - (0.16892 - 1.0) 3.0 = + 1.33812 mt. 
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Zugeordnetes statisch bestimmtes Hauptsystem: Balken auf 2 Stiitzen. M\O) aus - Xl = 1 
(Abb.270b). 

a 

__ 91U 

+({870 

Abb. 270. Abb. 271. 

3. {)W = 2· 12.00 '112.00 (2·0.87192 - 1.15512) + 0.52125· 1.02 .18.0 = 37.641 . 

4. Schnittkrl!.fte im vorgelegten Tragwerk 

a) Belastung aus Eigengewicht der Laterne: PI = 2.0 tim (Abb.272a). 

p = 2.0·5.0/2 = 5.0 t; 

2.0·5.0' 
W = 8.3.833 = 1.631 t; 

~ = 0.36111; ~' = 0.63889; 

C = 0.7222; C' = 0.27787; 

M(3) = (133812 _ 1.33812 + 1.15512. 500) = 064555' 
1:' 18.00'" 

()~~ = 2 [18.:73 .45.00 (2.1.33812 - 1.15512) 

p p 

Abb. 272. 

- 5.~5911.1417 (2 .1.33812 + 0.64555)J = 360.131 ; 

360.131 
Xl = 37.6411 = 9.5675 t. 

Hillel/mIlI/inie und 
BiegungsmomenlB 

Abb. 273. 
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Nach Abschn. 61 wird: 

aus P: 
\ 1.5.0.83848 

H~g = 2 . 5.0· 3. 0.66667 0.36111 [0.25 . 8.31154 (3 - 4 . 0.361112) + 6 . 0.63889]; 

aus W: H~t = - 2· - ~631 • 2· ~~!.~~.~~~8 0.277782 [0.25.8.31154 (3 - 0.27778) + 3]: 

HfJ = H~(g) + H~~8) - Xl Hlfl = 2.29717 + 0.02571 - 9.5675·0.16892 = 0.70674 t; 
o 60 60 61 

1 
aus P: Mii) = - 2.5.0.18.0.0.361113.5.92016 [0.25.0.83848(3-4.0.361111)+6.0.63889]; 

aus W: Mrt = 2 - 1.63; . 12.0 . 2 . °3~55:~2~~!782 [0.25 • 0.83848 (3 - 0.27778) + 3]; 

Me = M~~8) + M~OCl) - Xl MW = - 15.93064 - 0.15181 + 9.5675·1.15512 = - 5.03084 mt; 
ct cto cto ct 1 

M" = Me + Hah = + 3.45004 mt (Abb.273). 
6 ct 6 

b) Einseitige Belastung des Daches: PI = 3.0 tIm (Abb.274a). 

Q = 3.0·6.5 = 19.5 t; E = 0.36111; E' = 0.63889. 

Aufspaltung der Belastung in einen symmetrischen und einen antimetrischen Lastanteil. 
Symmetrischer Anteil: (Abb.274b). 

(1)<5~~ = 2 [~.~59 31.687 (1.33812 + 0.64555) + 13.414 11231.687 (5.0.64555 - 3.1.15512)] 

= 307.4443. 
Antimetrischer Anteil: (9)<5~~ = 0; 

307.4443 
Xl = 37.6411 = 8.16779 t; 

H = 3.0 ·18.0 0.83848 ·1.5 0 3611P [0 25.831154 (3 _ 2.0361112) 
~ 6 5.92016' •• • 

+ 2 (3 - 2·0.36111)] - 8.1677·0,16892 = 1.17529 t; 

M~ = - 3.0.:8.010.361111 [5.9;016 {0.25. 0.83848 (3 - 2·0.36111') + 2 (3 - 2,0.36111)} 

± 5.8;660.0.638891 ] + 8.16779.1.15512; 

M. = - 13.27163 mt; 

M& = + 9.63582 mt;. 

- ~5-1 t,An 
a)~~, 

I 
I 

1J !llllilf11IIII~5(Rn1lJDllllllll1 
0/ I I 

I I 

I-\-: 
I 

Abb. 274. 

M. = - 4.46766 mt; 

M. = - 5.21143 mt; 

Mo = + 0.83185 mt; 

Me = + 10.15379 mt. 

/oIiHelkNlllinie lind 
BieglJngsmomenle 

Abb.275. 

(Abb.275.) 
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c) Gleichformige Belastung durch Wind am Pfosten: w = 0.75 tim (Abb.276a). 

c5i~ = - ~;:~ 54.00 (3.0.87192 - 1.15512) = - 78.8746; 

__ 78.8746 __ "09544 . 
Xl - 37.6411 - -. t. 

H = _ 0.75 ·12.0 [± 1 + 1 _ 0.6461· 0.8;.l1348 (3.831154 _ 4)J + 209544.016892' t 2 6· 5.92016' •.• 

ill 0.75.12.01 6 (3.0.83848-4 6) 2. 9 2' 
1 ~ = - 12.0 0.64 lO 5.92016 =F .5.8766 - .0 544·1.1551 • 

H. = - 7.90548 t; 

AId = - 6.89935 mt; 

NG 
-5'I,(}(J 

Abb.278. 

Hb = 1.09452 t; 

M. = - 35.89108 mt; 

M. = 4.97468 mt; 

Mb = 6.23489 mt. 

/ 
I 

/ 
/ 

W-ro.h I 

~----=.-

-XII....£. _ ----I ~,,/ / ... 
/ 

/ 

NillellmTlflinie und 
Bie!lun!lsmotnenle 

Abb. 277. 
+6,23 

(Abb.277.) 

d) Belastung bei ungilnstiger Stellung der Katze des Laufkrans (Abb.278a). 

M, = 13.50 mt; M. = 2.25 mt; TJ = 0.75GO; TJ' = 0.2500'; 

c5i~) = - 9.00· ! (13.50 + 2.25) (0.87192 - 0.64836) = - 15.84482; 

15.84482 
Xl = - 37.64106 = - 0.42095 t; 

= 13.50 + 2.25 • 0.6461·0.83848 075 [831154 (2 _ 0 75) _ 2] + 042095.016892 
H,t 12.00 5.92016" . . . . 

a)~ __ ~ 

:) l; 
1.1,50 2,25 

mt 

b)~ 

U Nfl_[ 
-13,50 -2,25 

AI>b. 278. 

Nil/elkrqlllinie uno 
Bie!lun.!lsmomenle 

-405-------~ 15,83 

Abb. 270. 

= 0.82679 t; 

-1,81 
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[ 0.83848 (2 - 0.75) - 2 
Me = - O.ti4tilO· 0.75 (13.50 + 2.25)-- - 592016---- ----

d • 

=f (13.50 - 2.25) 5~8:660J - 0,42095· Ll5512; 

M. = + 3.52393 mt; 

Me = - 0,05459 mt; 

Md =- 2,04209 mt; 

Mb = + 5,62939 mt. 
(Abb.279.) 

5. Nachpriifung der Ergebnisse. Die gegenseitige Verschiebung oder Verdrehung 
eines Querschnitts k mit N to M k oder Q k als l!.uBere Kraft ist fiir den berechneten Spannungs
zustand gleich Null: 

Beispiel: Belastung (4b) (Abb.274a). 
IX) Gegenseitige Verdrehung des Querschnitts e (Abb. 280a): 

+1 

J - ] 1 
T = M MM j ds = 212,0 (-13,2716 + 0.8319) 

a) 

+1 

+ 13,414 [~ (- 13,2716 + 10,1538) + ! 15,8438] 
+ + 

+ ~ 5,159 (10.1538 - 5,2117) + {- 18.573 (- 5.2117 - 4.4677) 

1 
+1 +1 

~(l" 
+ 2"" 12.0 (- 4,4677 + 9.6358) = 133,522 - 133,517 <:::J 0.0. 

(J) Gegenseitigevertikale Verschiebung des Querschnittse (Abb. 280 b) : 

J - ] 1 
T = M My j ds = 12.0·9.0. 2- (- 13.2716 + 0,8319) 

+~O -~O 
Abb. 280. 

+ 13.414 { ~ [9.0 (- 2 . 13.2716 + 10,1538) 

+ 2,5 (-13,2716 + 2 .1O.1538)J + ! 15.8438 (9,0 + 2.5)} 

+ 5,159· ! .2.5 (2 ·10,1538 - 5,2117) + 18.573· ! ·9.0 (2·4,4677 + 5,2117) 

I 
- 12.0. 2"" 9.0 (9.6358 - 4,4677) = 1241.274 - 1241.267 "'" 0,0. 

Ansatze mit statisch unbestimmten Schnittkraften und unbekannten 
Verschiebungen. Die Auflosung der n linearen Gleichungen in Stufcn liegt ins
besondere bei Stabwerken nahe, deren Schnittkrafte abgesehen von der Belastung $ 
als Funktion von r = (n - f) statisch unbestimmten Schnittkraften und den 
Elcfachen Betragen I ausgezeichneter Komponenten "Pc (c = 1 ... f) des Ver
schiebungszustandes berechnet werden. Dies sind nach Abschn. 38 Knotenpunkt
verschiebungen oder Stabdrehwinkel. Nach dem Superpositionsgesetz ist dann 

r I r 
M = MbO) - Z M~O) XII + 2}"PH (M<J) - 2X"'H Mil) = Mb,,-f) + 2}M';-f)"PH' (494) 

1.=1 H=1 11=1 

MbOl , MiO) sind die Schnittkrafte eines statisch und durch "PH = 0 auch geometrisch 
bestimmten Hauptsystems fur die vorgeschriebene Belastung ~ und - XII = 1. 
Die Schnittkraft MW) infolge "PH = 1 ist Null und daher die Schnittkraft .11';-1) 
infoIge von "PH = 1 durch die statisch unbestimmten Schnittkrafte X"H (h = 1 ... r) 
eines dach statisch unbestimmten Hauptsystems bestimmt. Zur Berechnung der 
n Unbekannten stehen die (n - f) = r geometrischen Bedingungen uber den Verschie
bungszustand des Hauptsystems (bi = 0) und die I statischen Bedingungen tiber 
das Gleichgewicht der Schnittkrafte (bAH = 0) nach Abschn. 38 zur Verfiigung. 
Nach der Zerlegung des Ansatzes werden die statisch unbestimmten Schnittkr~ifte X" 
in der Regel in der ersten, die ausgezeichneten Kompollenten "Pc in der zweiten 
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Stufe berechnet. Darnach ist 
I 

X" = X"O + 2;X"BV'H. (495) 
H=l 

Zur statischen Untersuchung des durchgehenden Briickentrl1gers Abb. 281a wird 
neben den statisch unbestimmten Schnittkriiften der EI.fache Betrag des Drehwinkels ViA. 
der linken Endstiitze als Unbekannte verwendet und in einer zweiten Stufe der Uisung bestimmt. 
Die Schnittkrl1fte der ersten Stufe beziehen sich dann mit ViA = 0 auf ein neunfach statisch 
unbestimmtes System (Abb. 281 b). In diesem werden die Stiitzenkopfmomente X kO (k = 1 ... 6) 

I 
I 

~ : 
I I 
, I 
I I 
I I 
I I 
I I 
~2~O_~O..l..-J~o'--~-f4q.-.j 

11 == I; -24,0, 

12 == 8,0, l~ == 12, 

'3 -I; -18,0, 

.. -l~ -18,0, 

Ab/>.281. 
}o5~5,O, 

lie -10,0, 

"? ~ 10,0, II~ - 30, 

Elc -1050000tml , 

LAngen in m. 

als iiberzl1hlig angesehen und aus der Forml1nderung eines dreifach statisch unbestimmten 
Hauptsystems (Abb. 282) berechnet, dessen Schnittkrll.fte fUr ~, - XI = I, - Xa = 1 nach 
Abschn.61 angegeben werden. Die geometrischen Bedingungen ergeben dann folgende Matrix: 

Xl XI Xa X, Xs Xe 

+ 13,000 1+ 
I 

4,0001 
1 

4,0001+ 22,II4 
I 

+ - 14,II4 i + 5,519 - 5,519 

1- 14,II4 + 18,II4 1- 3,519 + 5,519 1 
1+ 5,519 - 3,519 + 18,II4 - 14,II4 
I 

1- 5,519 + 5,519 - 14,II4 +. 20,II4 + 3,000 

I + 3,000 1 + 12,000 
I 

Die konjugierte Matrix der Vorzahlen Pu wird nach Abschn. 29 berechnet. Das Ergebnis 
lautet folgendermaBen: 

1510 1520 1530 15.0 <560 !5eo 

+ 0,087048 - 0,032907 - 0,025190 + 0,007913 + 0,003568 - 0,000892 

- 0,032907 + 0,106948 + 0,081868 - 0,025715 - o,OII595 + 0,002899 

- 0,025190 + 0,081868 + 0,123245 - 0,023583 - 0,028982 + 0,007246 

+ 0,00"/913 - 0,025715 - 0,023583 + 0,134203 + 0,097210 - 0,024303 

+ 0,003586 - O,oII595 - 0,028982 + 0,097210 + 0, 127452 - 0,031863 

- 0,000892 + 0,002899 + 0,007246 - 0,024303 - 0,03 1863 + 0,091299 

1m iibrigen soIl die Untersuchung auf die Entwicklung der EinfluBlinie XI und auf den Nach
weis der Temperaturwirkung beschr!!.nkt bleiben. Nach (495) und (328) ist 
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Der Laststabzug besteht aus einer Reihe einfacher Trager, deren Biegelinien 15 m • ftir - X. = 1. 
nach S. 112 durch 

beschrieben werden. Die Gleichung der EinfiuOlinie X zo ist daher 
mit den Vorzahlen flu in jedem Felde durch 2 Beitrage bestimmt. 

-(j.JSJJ 
"'--~""".(jJ.9G1 

.. 4 X,o = 0002899 Ie I. wD' . , 6 
lJ) 

Diese Funktionen werden mit Tabelle 22 berechnet und in 40500 
Abb. 283b aufgetragen. '-4fJt-:~ 

Die statisch unbestimmten Schnittkrll.fte XA,j aus "P~ = 1 
sind den Belastungsgliedern 15 •• = - 1:C. A • (EI. il.) mit 
E I. il. = "P A' 5,0 = 5,0 m zugeordnet. Diese sind 

1 
1511 = - -5 ·5,0 = -1,00; 

• ,0 

15 •• = (+ 0,0927 - 0,0353) 5,0 = + 0,287, 

63 • = - 0,287, 

1561 = - 0,287 , 

und daher XA,j = 1: flu 6h ; 

6u = + 0,287 , 

6 •• = 0 
Abb. 282. 

3 4 5 6 h I 1 2 
XA,j - 0,088016 + 0,036052 +0,014864 +0,002091 -0,007256 +0,OOI814mt' 

Das Ergebnis ist in Abb.283a eingetragen und durch die Biegungsmomente der Stabe des 
Zwischenpfeilers erganzt worden. Sie ergeben sich durch Superposition nach Abb. 282. 

Wird die Summe der Endmomente eines Stabes r, deren Drehsinn hier in Dbereinstimmung 
mit S. 307 im Uhrzeigersinn als positiy gilt, mit K. bezeichnet, so ist nach S. 317 die Bedingung 
ftir das Gleichgewicht der lI.u/3eren Krafte an einer aus dem Stabwerk abgeleiteten zwanglll.ufigen 
Kette mit den yirtuellen Geschwindigkeiten tP~ = I, VrA = 1j!~ {}r~ 

(496) 

Die Pfosten der Kette sind yon links nach rechts h" h., h" he' ihre Drehwinkcl fUr "P~ = {J, = 1 
daher {}u = I, {J8A = hi/he = 0,5, {}7A = h,/h7 = 0,5. Nach dem Prinzip der virtuellen Ver
rilckungen ist ftir die wandernde Einzellast p .. = 1 .. 

1: A' ro {J.A = 1 .. TJ .. ~. 

Dabei ist K.o die Summe der Endmomente des Stabes l' infolge der Einzellast P", = 1 in m 
und TJ .. A die Verschiebung des Punktes m des Laststabzuges infolge yon "P~ = 1 . Sie wird aus den 
statisch unbestimmten Schnittkraften XA,j entwickelt. Damit ist die EinfluOlinie "P~", gefunden. 

1m TJ .. A 

"PA", = - J: A'rA f)rA ' 

1: J(.A {J.A = -0,088016·1- (0,021188 - 0,004853).0,5 

- (0,009347 - 0,008165).0,5 = - 0,096274. 

Die Biegelinie fl",,c des Laststabzuges wird mit den Momenten Abb.283a nach Abschn. 19 
berechnet. Sie ist, mit - 1/0,096274 multipliziert, die EinfluOlinie 'I'A .. , die nach (495) mit 
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Xu = + 0,036052 erweitert zur Bildung der Einflulliinie von XI verwendet wird. Die Gleichung 
flir' den Anteil Xu ·1J!.dm (XZIIJ! in Abb. 283 b) lautet folgendermaBen: 

Feld 1: 
I I' + 0,37 447 ~ 0,088016 [3 WB - 1,40960 WD], 

.. 3 12 I!. ] 2: - 0, 7447 (\,0,014864 [3 WB - 0,85840 WD • 

-QfKJ9.1117 r-
b) 

Die Schnittkrll.fte infolge einer Temperaturerhohung des Riegels urn t = 10 0 werden nach 
dem Ansatz X k• = Xkt,o + 1J!.d'X".d berechnet. Der erste Anteil ist durch die Vorzahlen flu 
und die Verschiebungen 15~~) des Hauptsysterns bestimmt. Nach (311) ist 

151"/ = E leE N1'~ ot t II . 

NW ist di~Lll.ngskraft im Stabe h infolge von -Xk = l.1J!.d = o. Ie = 0,5 m', Eleottll = 2520, 
Eleott1. = 840. Nach Abb. 282a wird 

so daB 

k 

X"t,o 

k I I 

N~3J I °0 
N~31 

2 

+ 0,0573 
- 0,0353 

3 

- 0,°573 
+ 0,0353 

4 

+ 0,°573 
+ 0,0927 

15~3/ = -15~31 = 222,340, 

X" t,o = E flu 15~"1 

2 3 4 

5 6 

- 0,0573 ° t 
- 0,0927 ° t 

5 6 

+ 0,0800 - 0,2597 - 3.5505 + 7,9802 - 4,7276 + 1.1818 mt 

Die Temperaturnnderung des Riegels erzeugt Schnittkrlifte im statisch unbestimmten Haupt
system Abb. 282a, die mit den Anteilen aus X"/,o iiberlagert werden. Auf diese Weise werden 
die in Abb. 284 eingetragenen Ergebnisse erhaH."n. Sie stellen die Momente aus Temperatur 
fUr IJ!A = 0 dar. 



Die Knotenpunktfigur. 

Der unbekannte Stabdrehwinkel 'PAl wird nach (496) 

0,0800· 1 + 2,3630·0,5 - 10,9677 ·0,5 
_ 0,096274 = - 43,h.iS , 

Abb. 284. 

Xkt = Xkl,O - 43,858 X H , 

XII = + 0,0800 - 43,858·0,088016 = - 3,78 mt . 

Kammer, Statisch unbestimmte Hauptsysteme. Arm. Bet. 1914 S. 161. - Hertwig. A.: 
Die Berechnung der Rahmengebilde. Eisenbau 1921 S.122. ~ Nakonz, W.: Die Berechnung 
mehrstieliger Rahmen unter Anwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme. Berlin 1924. -
Spiegel, G.: Mehrteilige Rahmen. Berlin 1920, 

B. Die Berechnung durch Elimination der 
SchnittkrMfte. 

38. Die statischen Bedingungsgleichungen. 

Die Theorie des statisch unbestimmten Stabwerks ist in Abschn. 23 mit einer 
Zerlegung in Teile (h) und (f) eingeleitet worden, urn Gleichungen teils statischen, 
teils geometrischen Inhalts zur Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungs
zustandes des Stabwerks zu bilden. Dieser allgemeine Ansatz ist bisher stets auf 
die geometrischen Bedingungen zuriickgefiihrt worden, urn die statisch unbestimmten 
Schnittkrafte anzugeben. Unter Umstanden ist es aber zweckmaBig, diese zu eli
minieren und zuerst die Komponenten des Verschiebungszustandes aus den Gleich
gewichtsbedingungen zu berechnen. 

Die Knotenpunktfigur. Durch die Aufteilung eines Stabwerks allgemeiner 
Form entstehen Knotenscheibcn (f), Gelenke (G) und Abschnitte (h) des Stabwerks. 
Diese sind gerade oder gekriimmt und k6nnen auch aus geschlossenen Gruppen von 
einzelnen Staben zusammengesetzt sein. Ober die Zerlegung des Stauwerks bestehen 
keine anderen Vorschriften, als daB jeder Abschnitt (h) nur zwei freie Querschnitte 
erhalt, in denen er vorher steif oder frei drehbar angeschlossen war. 

Die Konfiguration der Knotenscheiben und Gelenke in der Bildebene heiflt 
Knotenpunktfigur (Abb. 289b), Sie ist durch die Gelenkpunkte G und durch die 
Schnittpunkte J, K von geradf'n Linien bestimmt, welche die Abschnitte (h) des 
Stabwerks vertreten. Die Schnittpunkte J, K ersetzen nach der Theorie des Stab
werks, abgesehen von seltenen Ausnahmen, die Knotenscheiben und erhalten aus 
diesem Grunde die Eigenschaft von materiellen Punkten, mit denen die AnschluB
querschnitte (h) des Stabwerks zusammenfallen. 

Die Bewegung eines Gelenkes (G) ist durch zwei Komponenten ua, va, die Be
wegung eines Stabknotens (f) durch drei Komponenten uJ' vJ , fPJ beschrieben. 
fPJ wird als Knotendrehwinkel bezeichnet und im Uhrzeigersinn positiv gerechnet. 

Beyer. Bau.latik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 20 
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Bei einem Stabwerk mit y Stabknoten und Y1 Gelenken sind daher (3 y + 2 r 1) 

Komponenten des Verschiebungszustandes der Knotenpunktfigur unbekannt. 
Die geometrischen Randwerte fUr den Verschiebungszustand eines Ab

schnitts (h). Die Endquerschnitte j, K des Abschnitts (h) bewegen sich in der 
Richtung x, y urn die Strecken 1t~t> ,v~r und 1tYr) , vY/.). Dabei drehen sich die End
tangenten urn die Winkel «p<jl, «PYr). Sie werden ebenso wie die Knotendrehwinkel 
im Uhrzeigersinn positiv gerechnet. Die relative Verschiebung (uYr) - U<jl) , 
(vYr) - v<j») hangt von der Fbrmanderung des Abschnitts (h) abo Nach Abb. 285 ist 

(XK - xJ) = I" cos CX", (YK - YJ) = I" sin cx". (497) 

Durch die Belastung des Stabwerks wird aus 

I" ~ I" + Lll" = I" (1 + e,,), cx" ~ cx" + LI cx" = cx" + {}" , 
so daB durch Variation von (497) folgende Vertraglichkeitsbedingungen entstehen: 

uYr) - f/<j) = ell (XK - xJ) - {}" (YK - Y J)' } 

vYr) - v<j) = ell (YK - YJ) + {}" (XK - xJ). 
(498) 

Die bezogene Langenanderung eh der Stabzugsehne Ih wird als Verlangerung, der Stab-
oX drehwinkel {}h im Uhrzeigersinn positiv 

~ K • 
1'-'-'-\-'-'-'-'-l-'~'-'/"'-x gerechnet. Da dIe Anzahl (s) der Ab-
1 ! 2""-«~v/ schnitte (It) stets groBer oder gleich 
'I!IJ ~ // der Summe (r + Y1) der Knoten ist, 

, oK:... konnen die 2 (r + Y1) Komponenten 
1 lTx-J'............ 1tJ' VJ des Verschiebungszustande~ 
I lJtA' K ~ '~~ K' der Knotenpunktfigur stets durch 
I die. 2 s Randwerte eh' {}h des Ver-
I schiebungszustandes der Stabe aus-
, gedriickt werden. Daraus ergibt sich 
I dann auch die Moglichkeit, die Ver-
I drehungcn «plj'), «py/') der Endtangen-
I ten der Stabe (h~ durch die Winkel 

T<j) ,.Yr) auf die Gerade J' K' zu be-
y t ziehen und unabhangig vom Stab

drehwinkel {}h zu bcschreiben. Sie 
werden 'eben falls im Uhrzeigersinn 
positiv gemessen. Die Randwerte 
sind nach Abb. 285 untereinander 

Abb. 285. durch die folgenden geometrischen 
Beziehungen verkniipft:, 

«p<j) = T<j) + f}", «p<;') = T<;') + f}", (u<;') - u!J'»)coscx" + (v<;')- v!J'») sincx" = e"I". (499) 

Der Ansatz dient zur algebraischen Transformation der Verschiebungen u<j) , v!J') , «p<j) 
in die Komponenten eh, {}h 0 T<j) des Verschiebungszustandes. 

Die Randwerte des Spannungszustandes der Abschnitte (h) und der 
Knotenpunktfigur des Stabwerks. Durch die Zerlegung des Stabwerks in die 
Abschnitte (h) und in die Knotenpunktfigur werden die in jedem freien Quer
schnitt vorhandenen Schnittkrafte N, M, Q des Stabwerks paarweise zu auBeren 
Kraften am Abschnitt (h) und am Knotenpunkt (f). Sic werden als AnschluB
krafte bezeichnet. Bei dem Querschnitt durch ein Gelenk ist das AnschluBmoment 
Null. Der positive Sinn dieser auBeren Krafte wird in einer fiir die Ableitung geeig
neten Form vereinbart. Die Lang~krafte N~~), NYr) der Abschnitte (h) sind als Zug-



Gerade St:1be. 307 

krafte positiv. Die Biegungsmomente M!J", M~' werden an den freien Querschnitten 
des Stabes als positiv bezeichnet, wenn ihr Drehsinn mit der Richtung des Uhrzeigers 
iibereinstimmt. Die positiven Richtungen der Querkrafte Q!J", Q~' sind in Abb. 285 
festgesetzt. 

Jedem Gelenk G der Knotenpunktfigur ist eine resultierende Kraft ~G' jedem 
Stabknoten I aul3er ~J noch ein resultierendes Kraftepaar. MJ zugeordnet, die 
mit den Anschlul3kraften an den freien Querschnitten im Gleichgewicht stehen. 
Dasselbe gilt von der Belastung ~h des Abschnitts (h) und den sechs Anschlul3-
kraft en der beiden freien Querschnitte I, K. Von diesen sind drei statisch un
bestimmt. Am best en eignen sich M~P', M~', N~' als iiberzahlige Grol3en. 1st der 
Abschnitt (h) im Stabwerk an dem einen Ende steif, an dem anderen frei drehbar 
angeschlossen, so sind zwei Anschlul3krafte statisch unbestimmt. Bei zwei GelenkeJl 
ist nur eine statisch iiberzahlige Grol3e N~' vorhanden. 

Der Spannungszustand eines jeden Abschnitts (h) wird, abgesehen von der Be
lastung ~h und einer Temperaturanderung t, L1 t, durch die geometrischen Rand
werte Eh' {fh der relativen Verschiebung der Stabenden und durch die Drehwinkel der 
Stabendtangenten bestimmt. Diese sind mit cp!J" , cp~' oder relativ zu ]' K; (Abb.285) 
mit r!J'l, r~l vorgeschrieben, so dal3 die statisch unbestimmten Anschlul3krafte 
des Stabes nach dem Superpositionsgesetz folgendermal3en zerlegt werden: 

M!J'l = M!J'J + M~N cp!J'l + M(}4 cp~l + M!J'~ {fh + M!J'l Ch' I 
M~l = M~h + M~ll cp~r + M~~ cp<:,l + M~~ {fh + M~~ Eh , 

Ntpl = Ntph + N~i cp!J'! + Ntph cp~l + Ntp~ {fA + N~~ EA' 

(500) 

Sind die geometrischen Randwerte cp!J'l, cp~l, Eh, {fh Null, so entstehen mit 
M!J'l = M!J'J usw. die statisch unbestimmten Anschlul3krafte des beiderseits starr 
eingespannten Stabes oder Stabzugs aus Belastung ~ und Temperaturanderung L1 t. 
Die AnschluJ3krafte M!J'i, M!J'4, M~AJ, M~ll sind die Anschlul3krafte des beide~seits 
starr eingespannten, unbelasteten Stabes mit vorgeschriebenen Randbedingungen 
cp!J'l = 1, cp~l = 1, {fh = 1, Ch = 1. Die Stabe mit biegungssteifem Anschlul3 in I 
und einem Gelenk G am anderen Ende werden durch die Bezeichnung l~ unter
schieden. Bei ihnen ist Mlf' = 0 und 

M~r = M!fh + M!fi cp!fl + Mn {f 9 + M!f~ 109 , l 
Nlf' = N~b + Nm <p<.fl + N~~ {fg + N~l Bg • J 

(501) 

Die Vorzahlen sind die Anschlul3krafte des einseitig starr eingespannten, in G ge
lenkig angeschlossenen Stabes aus den Randbedingungen cp!fl = 1, {fg = 1, BII = 1. 
Das Ergebnis kann unmittelbar angeschrieben oder aus der Losung fUr den beider
seits eingespannten Stab mit der Bedingung M~l == M~l = 0 abgeleitet werden. 
Diese liefert <p~l und damit die Anschlul3krafte M!fl, N~l . 

Gerade Stabe. a) Der Stab (It) ist an beiden Enden I und K biegungssteif an
geschlossen. Die SchnittkrafteM!Pl, N~L N~h, N~l3 sind in (500) Null, N~~ = EFlt 
und daher 

(502) 

Die beiden anderen statisch unbestimmten Anschlul3krafte kI~r, Mtpl werden 
unter Beachtung der Vorzeichen am einfachsten nach Abschn.26 berechnet. Urn 
dabei die bekannten Bezeichnungen beizubehalten, tritt hier zunachst fiir den Buch
staben I die Ziffer 1, fUr den Buchstaben K die Ziffer 2. Die Vorzahlen und Be
lastungszahlen <5 sind hier jedoch eben so wie cp und {f wirkliche Winkel, sie bezeichnen 
also nicht wie in Abschn.26 den EJcfachen Bctrag. Die Endquerschnitte 1,2 
des statisch bestimmten Stabes drehen sich infolgc Belastung ~h und Temperatur. 

20· 
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anderutlg At urn <510 Ulid <520 , infolge der Stiitzenverschiebungen urn <51 = rp(")'- {} • 
<521 = rp<J.) - (J", SO daB bei veranderlichem Tragheitsmoment • J, " 

M!,") = jl0=6~~l'i622~ + _61.-=d~.~6!~dll I 
611 - 611 612/622 611 - d12 611/622 

= MY'J + Pu rp~) + P12 rp<J.l - (Pl1 + (12) (}1I' . 

M<J.) = M}f'J + PI2 rp~) + P22 rp<J.l - (P22 + (12) {}" . 

Beiderseits elastisch eingespannter Stab. 
Randbedingungen: q;~Al, q;ll). fJA• tA' 

Starr und elastisch eingespannter Stab. 
Randbedingungen: q;~A). q;<:,l = 0 • f}A' tA • 

(503) 

GeIenkig gelagerter und elastisch eingespannter Stab. 
Randbedingungen: Me = 0 • q;~A). f}A' tA • 

Schrag gefiihrter und elastisch eingespannter Stab. 

Randbedingungen: fJA = f(tA). Mx = O. q;~A). Qx = tg IX. 
N x 

Senkrecht gefiihrter und elastisch eingespannter Stab. 
Randbedingungen.: Qx = O. M x = O. q;~A). tA' 

Elastisch eingespannter Stab mit freiem Ende. 
Randbedingungen: M x = o. Qx = O. N g = O. q;~A). 

Abb.286. 

Bei symmetrischen Staben ist (In = (122. also auch f3u = f322' Die Vorzahlen k6nnen 
bei einer stetigen Veranderung des Querschnitts angenahert nach Tabelle 13a, b 
berechnet werden. 

1st],. im Bereich von lh konstant, so ist 

<511 =<522 = :t~AJA' <512 =- 6;J-;:' Pn=P22= 4~/A, P12= 2~/A. (504) 

Die statisch unbestimmten Anschlu13krafte k6nnen daher bei vorgeschriebenen 
Randbedingungen rp~r • rp<J.l, {}k' eh unmittelbar angegeben werden. Damit sind aBe 
Anschluf3krafte des Stabes (h) bekannt. 

1. Die Stabenden J und K sind elastisch drehbar (Abb. 286a) : 

Mjh) = MjhJ + 2 ElA (2 rpjh) + rp<J.) - 3 (},,) , 

My/I = M~h + 2 Et (rp~l + 2 rp<J.1 - 3 (J,,) , 

N<J.) N<J.h + E F" l:.11 , N~) = N1'J + E F 11 Ell , (505) 

QJ(h) _ Q(h) _ 6 EJA (m(h) + m(h) - 2{J ) 
JO IX TJ TK A , 

QK(h) _ Q(h) _ 6 EJA (m(h) + m(h) _ ') (J ) 
KO 'A TJ TK - A • 
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2. Das Stabcnde ] ist clastisch drehbar, das Ende Kist starr cingespannt 
(Abb. 286b), cp~) = 0: 

M~h) = M~hJ + 2 E,f~ (2 cp'"h) - 3 {)II) , K - "Y~KO --r;:- TJ - 11' 

N(.r = N'"hJ + ell E FII , 

M (h) - '''(h) + 2 E fA (m(h) 3 {)) I 
N~) = N~h+ eIlEFII , (506) 

Q~) = Q':h - 6~!A (cp'"h) - 2{)Jj). 
h 

Q(h) _ Q(h) _ 6 E fA (m(h) _ 2{} ) 
J - JO ~ TJ 11 , 

Die AnschluBkrafte M'jJ, M~h des beiderseits starr eingespannten Stabes aus ~h 
und L1 t = t,. - to konnen bei unveranderlichem Stabquerschnitt folgend.erma13en 
berechnet werden (Abb. 287): 

M(h) - ~- (25(11) + 5(h)) 
JO - I~ K J, 

M (II) -
KO-

5 (11)
J -

.! (2 5(h) + 5(h)) 
l~ J K, 

IA 

f M(O) d + E fA!J ex/LIt. 
mOx X 2 h' 

o 
fA 

5K(II) = - fM(O) x' dx' _ E fA lj, IX, LI-.! 
mO 2 h' 

o 

(507) 

Abb. 287. 

_VI~~ sind die Biegungsmomente aus der Belastung und .'\tIn == M~h = O. 
b) Der Stab (g) ist in] steif. in G gelenkig angeschlossen (Abb. 286c). Die Schnitt

krafte M~L NlfL Nlf~ sind in (501) Null. Nlfl = EF a und daher 
N'Jl = N'Jb + E F" 13". (508) 

Das Anschlu13moment M~l wird unter Beachtung der Vorzeichen nach Abschn. 26,' 
jedoch unter Verwendung der wirklichen Vorzahlen und Belastungszahlen!5, be
rechnet. Mit der Bezeichnung ] == Zifter 1 ist die Verdrehung dieses Endquer
schni(ts durch die Belastung ~o und eine ungleichformige Temperaturanderung L1 t 
des Stabes 1510 und 1511 = <p(.t> - {) g' 

M(a) ~ ~ + ~!.!. = MIa) + _1_ (m(a) _ {) ) 
J 6n 611 JO 611 TJ a • (509) 

Bei konstantem Querschnitt Fa' J" im Bereich von la ist 
M(a) _ M(a) + 3 E J. (m(a) _ {) ) 

J - JO I. TJ a' 

NlJ) = N'rJ~ + E F" 13", N(l = Nn + E Fa eO' (510) 

Q(a) = Q(g) _ 3 E .[. (m(a) _ {) ) QlJ) = QIg) __ !!.~ J! (m(a) _ {} ) 
J JO I~ TJ " , GO I~ TJ " • 

Das Anschlu13moment ;lin aus ~a. L1 t kann mit dt'll BC'zeicilnllngcn der Abb. 2R7 
folgenderma13en berechnet werden: 

I. 

AJla) = - .!. (f M(O) x'd x' + !J. l~ ~...!.) (!>I I) 
JO l~ rnO' ~ h . 

o 
c) Die Anschliisse nach Abb. 286d, e sind selten. Die schr~ige Fiihrung des Stabes 

in K nach Abb. 286d ist im Ansatz glcichbcdcutC'nd mit gC'lenkigem Anschlu13. 
d) Der Stab ist in] steif angeschlossen. am andcren Endc frei (Abb. 286f). Die 

Belastung des Stabes wird als Belastung des Stabknotcns ] behandelt. 
Gekriimmte Stabe und Stabzii~e. Die AnschluBkrafte dC's Stabes (h) konnen 

fur dreierlei Randbedingungen angegeben werden. Der Stab ist cntweder an beiden 



:;10 Die statischen Bedingungsglcichungen. 

Enden j. K eingespannt oder an einem Ende j eingespannt, am andercn gclenkig 
angeschlossen oder an beiden Enden durch Gelenke mit den Stabknoten j, K ver· 
bunden. Die Rechnun~ fUr symmetrische oder unsymmetrische Stabformen wird 
unter Beachtung der positiven Definition von Drehwinkel und AnschluBmoment 
fUr die Belastung 1.l3". die Temperatnranderung t. ,1 t uurl fiir vorgeschriebene Rand
werte rp'J'. rpY1.' • E". {)" nach Abschn. 26 behandclt. Die L6sung kann auf ein statisch 
bestimmtes oder unbestimmtes Hauptsystem bezogen und durch Superposition der 
einzelnen Ursachen nach (500) angeschrieben werden. Sie wird hier auf den beiderseits 
eingespannten symmetrischen Stab beschr;inkt. Die anderen Aufgaben sind zum 
Teil umstandlich. bieten aber keine Schwierigkciten. Neben den beiden AnschluB

momcnten MY" , MY1.' spieIt hier 
auch die Lingskraft N h im 
Symmetriepunkt des Stabes 
eine Rolle. 

~L------~_2~'----~~1 

Die statisch unbestimmten 
Schnittkrafte des Bogenstabes 
werden nach S. 196, jedoch 

I unter Verwendung der. wirk-
• lichen Vorzahlen und Be

lastungszahlen <5, mit dem sta· 
tisch bestimmten Hauptsystem 

Abb. 288 berechnet. Die Belastung ~h und die ungleichf6rmige Temperaturande
rung ,1 t erzeugen die gegenseitigen Verschiebungen <510 , <520 , <5ao . Die gleichformigc 
Temperaturanderung fuhrt zu einer Verschiebung <511 = !Xttl". 1521 = 0, bat = 0. 
Die vorgeschriebenen Ran<iwcrte rp~l'. rpY1.' ,{}h und ,11" = E" I" ergeben nach (300) 

I • Auu.288. 

It <518 = Yo (rpj'" - rp~') - ,1111 , 12 /528 = - + (rp'J' + rp<j(») - I {}1I' I 

Yo = 
f y' E~ ds 

V <510 I- I [ (h' (h') A I ] <\.1 =', " -.--- Yo rpJ - rpK - LJ 11 ' t5u Un Un 

X = ,j~ - -'- rLI (mild + m(/!») - {} ] X = ~ + _1_ (m(h' _, m(h)) 
2 Dl2 <522 2 T J T K 11 , 3 <5,,, ' <5,,, T J T K • 

J 

1 

I 

(;)12) 

(513) 

Die AnschluBkrafte des Hauptsystems (Kragtrager j und K, Abb.288) aus der 
Bclastung ~" werden mit MjoJ .. U~~ usw. nach dem vereinbarten positiven Dreh
sinn hezeichnet, so daB hier fur den beiderseits eingespannten Stabbogen folgende 
Ergebnisse angeschrieben werden ki.innen: 

a) Schnittkrafte aus der Belastung 1.l3" 
llfSJ = MjoJ + XlOyo - X2011 + X ao , 

MY1.~ = M~h- XlOyo - X2011 - X ao ' -N"o = X lO • 

b) Scllllittkr;ifte aus der Bclastung ~". cler Temperatur;inderung t 
geschrichcncn Randbeclingungen rp'J', rpY1.' . {}", I1lh = Eh l" 

Mjhl = MY'J + rp'J' ( l'~ + _!L + ~) + rp<j(' (_ I'S + Ii - _1_) 1 
b11 4 ')22 baa Dn 4 ')22 baa 

- {) 11 ~/1- - _)z.,- (.1/11 - OCt t [11) , I 
-V22 '11 

MKud - M(h, + II.) ( y~, l'i 1) t (Ii) (Y~ , . ''i + I) l. 
- • KO rp J " --~ T 4 D22 - b.~~ .. P K ,j~ T 4 a22 ,~"" 

{) '~ Yu (A I I I - ,,~+ -.- II" - 7.. t II)' 
... fJ22 011 

(514) 

uncI vo[-

(515) 

(5Wl 
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1 
- N" = Xi") = xi':] + -:0--- [Yo(tp~r - tp~) - AI" + IXc t z,.]. (517) 

un 

Die AnschluBkrafte Mt), M~) , Nil k6imen in derselben Weise auch fiir geschlossene 
Stabziige oder ganze Abschnitte ] K des Stabwerks als Funktion der Belastung 
und der vorgeschriebenen Randbedingungen tp~"', tp~) , .011, E" angegeben werden. 
Derartige Ansatze haben jedoch nur in Ausnahmefallen Bedeutung. 

Die Bedin~un~en fur die ~eometrische Vertri~lichkeit der Knotenpunkt
fi~ur. Die geometrische Vertraglichkeit in dem vorgelegten Stabwerk oder in dem 
statisch und kinematisch aquivalenten Bilde der Knotenpunktfigur bedeutet an 
jedem Stabknoten ] die gleiche Verschiebung aller angeschlossenen Stabenden 

"!J" = "J' v!J') = V J • (518) 

Bei steif angeschlossenen Stahen ist aus demselben Grunde 

tpt) = tpJ. (519) 

Daher sind auch die Drehwinkel tp~'" der Endtangenten aller am Knoten ] steif 
angeschlossenen Stabe einander gleich. Die Kontinuitat von n steif am Knoten ] 
angeschlossenen Stabe kann daher auch durch (n - 1) unabhangige Bedingungen 

T!J') + .0" = T!J'+l1 + .0"+1 (520) 

ausgesprochen werden (vgl. Abschn. 41). 
Das ~eometrisch bestimmte Hauptsystem. Der Spannungs- und Vp.rschie

schiebungszustand der einzelnen Abschnitte (h) des Stabwerks ist wegen der geo
metrischen Vertraglichkeit der Formanderung am Stabknoten (518), (519) durch die 
r Drehwinkel tpJ und durch 2 (r + r1) Punktverschiebungen uJ' vJ der Knotenpunkt
figur bestimmt. Diese sind nach (282) die unabhangigen Unbekannten eines linearen 
Ansatzes, so daB die Knotenpunktfigur in Verbindung mit den Vertrliglichkeits
bedingungen am Stabknoten bei beliebig vorgeschriebenen Verschiebungen 
uJ' vJ , tpJ (uJ = 0, vJ = 0, tpJ = 0) die Eigenschaften eines geometrisch bestimmten 
Hauptsystems erhalt, fiir welches ausgezeichnete Werte uJ' vJ' tpJ bestimmt werden 
sollen. Die Knotenpunktfigur mit 3 r + 2 r1 Freiheitsgraden wird also erst durch die 
Ausschaltung der kinematischen Beweglichkeit mit dem Zwang zur Kontinuitat 
zum Hauptsystem: Hauptsystem A. 

Die Komponenten uJ' vJ , tpJ des Verschiebungszustandes der Knotenpunkt
figur sind mit den Komponenten Ell' -811 des Verschiebungszustandes der Abschnitte (h) 
durch 2 s Transformationen (499) verkniipft, so daB auch diese an Stelle von "J' vJ 

als unbekannte Gr6Ben verwendet werden k6nnen, soweit sie unabhangig vonein
ander sind. Der Verschiebungszustand des Stabwerks wird dann durch r Knoten
drehwinkel tpJ' durch s - m = s* (vgl. S.312) bezogene Langenanderungen Ell und 
durch (3 r + 2 r1) - (r + s*) = 2 (r + r1) - s* = 11 ausgezeichnete, voneinander unab
hangige Bestimmungsstiicke "Pc beschrieben, fiir die sich je nach der Art des Stab
werks Verschiebungen uJ' VJ' Stabdrehwinkel .0" oder die gegenseitige Verschiebung 
zweier Punkte und die gegenseitige Verdrehung zweier Geraden eignen (Abb.296). 

Die Verwendung dieser Komponenten des Verschiebungszustandes zu unabhan
gigen Unbekannten fiihrt neben der Knotenpunktfigur noch zu einem anderen, dem 
Stabwerk statisch und geometrisch aquivalenten Bilde. Die Knotendrehwinkel tpJ' 
die bezogenen Langenanderungen Ell und die ausg~eichneten Kompone,nten "Pc 
bestimmen den Verschiebungszustand einer beweglichen, dem vorgeschriebenen 
Stabwerk statisch aquivalenten Scheibenkette, an welcher neben der Belastung ~ 
die Anschlu13momente M!J') zwischen Stab und Knotenscheibe und die Langskrafte 
Nil ausgezeichneter Querschnitte TIll) der Stabe (h) als auBere Krafte wirken. Sie 
besteht daher aus den Knotenscheiben U) und den frei drehbar angeschlossenen 
Staben (h), die in den Querschnitten Tell} unterbrochen und nur durch eine Fiihrung 
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biegungssteif zusammengehalten sind (Abb.289c). Die Scheibenkette ist mit, den 
vorgeschriebenen Verschiebungen fPJ' EIII 1J'c(Z. B. fPJ = 0, Ell = 0, 1J'c = 0) geo
metrisch bestimmt und wird durch Wahrung der dem Stabwerk eigentiimlichen 
Kontinuitat am Stabknoten ] und am Querschnitt T(II, (fP~1 = fPJ' u!lll = uJ , 
v~1Il = vJ) ebenfalls zum geometrisch bestimmten Hauptsystem mit der Bezeich
nung B. Es entsteht daher aus der Scheibenkette, deren kinematische Beweglich
keit durch die in den Stabknoten ] und an den Querschnitten Tau vorgeschriebene 
Kontinuitat aufgehoben wird. 

In der Regel sind die Abmessungen der Knotenscheiben gegeniiber den Stab
langen verschwindend klein. Die Knotenscheibe wird angenahert zum materiellen 
Punkt, in dem sich aIle AnschluBquerschnitte (h) schneiden. Auf diese Weise ent
steht eine Idealisierung del' kinemafisch beweglichen Scheibenkette, die als Knoten
kette bezeichnet wird. Sie zahlt ebenso wie die Knotenpunktfigur l' + 2 (1' + 1'1) 
Freiheitsgrade und ist fUr vorgeschriebene Verschiebungen fPJ' Ell, 1J'o geometrisch 
bestimmt. Die Knotenkette verliert ebenso wie die Scheibenkette durch die am 
StabknotenJ und am Querschnitt TIA, vorgeschriebene Kontinuitat die kinematische 
Beweglichkeit und wird dadurch zum geometrisch bestimmten Hauptsystem C. 

Der Begriff der Knotenpunktfigur, der Scheibenkette oder Knotenkette und 
der Begriff des geometrisch bestimmten Hauptsystems A, B oder C haben daher 
die beliebige Annahme der Verschiebungen uJ' vJ' fPJ oder fPJ' Ell, 1J'c gemeinsam. 
Wahrend jedoch Knotenpunktfigur, Scheibenkette und Knotenkette kinematisch 
bewegliche Gebilde darstellen, sind die kinematischen Eigenschaften der drei mit 
A, B, C bezeichneten geometrisch bestimmten Hauptsysteme durch die Vert rag
lichkeitsbedingungen gebunden. Diese sind bei beliebiger Annahme der Kompo
nenten uJ' vJ' fPJ oder fPJ' Ell, 1J'o ebenso erfiillt wie die Gleichgewichtsbedingungen 
eines statisch bestimmten Hauptsystems bei beliebiger Annahme der statisch iiber
zahligen GraBen X J:. 

Jedes geometrisch bestimmte Hauptsystem enthalt neben den unabhangigen 
Komponenten des Verschiebungszustandes, die hier zunachst beliebig festgesetzt 
werden konnen, auch abhangige Komponenten, im Hauptsystem C z. B. die Ver
schiebungen UB' VB' .oil' Sie ergeben sich durch Superposition 

(JA = (JAO +.2(JAJfPJ +.2DAc 'Pc +.2(JA'''Ei, I 
Un = Uno + .2 USJ fPJ + .2 UHc 1J'e + .2un.EiE" 

J=A ... N, c=I ... /, i=I ... s. 

(521) 

Die Vorzahlen (JAJ> "BJ"sind im geometrisch bestimmten Hauptsystem C Null. Die 
Anteile Db 0' UBO werden aus einem Verschiebungsplan der Knotenkette des Haupt
systems C entnommen, der mit L1tllo = EIIOtll fiir 1J'c = 0 (c = 1 ... f) gezeichnet 
wird. Die Stabdrehwinkel .olio sind in einem Verschiebungsplan der Knotenkette 
fUr 1J'e = 1 enthalten. Sie werden am einfachsten aus dem Polplan der Bewegung 
berechnet. Dieselben Betrachtungen lassen sich fUr die anderen beiden Haupt
systeme A und B wiederholen. 

Mit dem Verschiebungszustand fPJ. Ell' 'Pc des Hauptsystems B oder C sind 
nach (500) die AnschluBkrafteder Abschnitte (h) und damit aueh der Spannungs
zustand bestimmt. Die Ansatze (505) und (506) sind mit fP'Jl = fPJ ebenfalls Aus
druek des Superpositionsgesetzes. 

Die geometrischen Bedingungender Knotenkette. Die dem HauptsystemC 
zugeordnete Knotenkette wird dureh Ell = 0 und Herausnahme der Knotenseheiben 
zur Stabkette (Abb. 28ge). Diese ist im Sinne des Abschnitts 13 statisch bestimmt 
oder statisch unbestimmt. Bei m iiberzahligen Staben (m > 0) sind daher eben so 
viele Langenanderungen Ell der Stabe oder Stabsehnen von den iibrigen abhangig. 
Der Verschiebungszustand des Hauptsystems C ist daher durch l' Knotendrehwinkel 
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fPJ ' (s - m) bezogene Dehnungen e" und 11 = 2 (r + rl ) - (s - m) ausgezeichnete 
Komponenten tpc der Knotenkette. bestimmt. 11 bedeutet den Freiheitsgrad der 
Stabkette. 

Die Langen der Stabe und Stabzugsehnen andern sich mit der Temperatur 
und den inneren Kraften aus Belastung und Stiitzensenkung. Diese bestehen aus 
einem statisch bestimmten Anteil und einem statisch unbestimmten Anteil, der von 
dem biegungssteifen AnschluB und den geometrisch iiberzahligen Staben der Knoten
kette herriihrt. Die Langenanderung e" kann daher nach e" = e"o + ehl + e", zer
legt werden. Die Dehnung e"o aus der Belastung des Stabes, den zugeordneten 
statisch bestimmten AnschluBkraften undo einer Temperaturanderung t, L1 t ist be
kannt und fiihrt mit den Stiitzenverschiebungen zu den Stabdrehwinkeln ff"o' 
Die Dehnung ehl entsteht aus den statisch unbestimmten Anschlu13kraften der 

0) ~----

Abb. 289 a . Stabwerk. 

'=7, ".=2, 
sl=13, $,=2. 5=15, 
", = 0, ,.=18-15=3, 
'+5. +11=12 Unbekannte. 

T T d) ____ ---=.,-ca. ..... 

h) 

"1-----<V---"i'.s:r 
I I 

~---.. ----~ 
, I I Itj> ___ : __ ~ 

, I \ 
I I \ 

~ ~. ~ 
Abb. 289 b. Knotenpunkt

ligur. 

e} 

~ % ; 

Abb. 289c. Scbeibenkette mit 
tA=O lilr aUe geraden Stab •. 

Abb. 289 d. Knotenkette mit 
... =0 lilr aile geraden StAb •. 

Abb. 289 • . Stabkett~ . 

Stabe. Sie ist in biegungssteifen, geraden Staben nahezu Null und darf unbedenk
lich vernachlassigt werden. Aus demselben Grunde werden die Dehnungen ell2 

infolge geometrisch iiberzahliger Stabe in einem System berechnet, dessen Stab
knoten durch Gelenke ersetzt sind. 

Daher werden in einem Stabwerk die geraden und gekriimmten Stabe unter
schieden, deren Anzahl durch Sl und S2 bezeichnet wird (s = SI + S2)' Die unabhan
gigen Komponenten e" der SI geraden Stabe sind dann im Ansatz Null oder der 
GroBe nach vorgeschrieben, also bekannt. Diese Annahme trifft bei biegungssteifen 
Staben nahezu vollstandig zu. Sie gilt dagegen bei unbelasteten Zugstaben nur als 
Naherung. Die Dehnung wird fUr diese zur Vereinfachung der Rechnung geschiitzt, 
im Ergebnis gepriift und unter Umstanden durch Iteration verbessert. Daher ist 
bei der Ausbildung des Hauptsystems die auf S.311 erwahnte Teilung der Ab
schnitte (hJ und die Fiihrung der Enden bei geraden Staben unnotig. 

Der Verschiebungszustand wird nunmehr durch r + I = (r + s: + 11) un
bekannte Komponenten bestimmt. Sie bilden die iiberzahligen geometrischen GroBen 
des Hauptsystems C. s: ist die Anzahl der gekriimmten Stabe mit geometrisch 
unabhiingigen Langen. (Bei m = 0 ist s: = S2') 

Diese Bemerkungen werden durch die folgende, fiir die theoretische Behandlung 
wichtige Einteilung der Stabwerke erlautert. 
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A. Stabwerke ohne geometrisch uberzahlige Stabe: m = O. 
a) Stabwerke mit 52 Stabzugen und 51 geraden Staben, deren Dehnungen Ell 

vernachlassigt oder geschatzt werden. Anzahl der Unbekannten: r Knotendreh
winkel, 52 be~ogene Langenanderungen von Stabzugsehnen, 11 = 2 (r + r l ) - 5 un
abhangige Komponenten "Pc der Stabkette, 1= 11 + 52 (Abb.289a). 

b) Stabwerke mit 5 = 51 < 2 (r + r l ) = 5 + I geraden Staben, deren Dehnungen 
Ell vernachlassigt oder geschatzt werden. Anzahl der Unbekannten: r Knotendreh
winkel, 1= 11 = 2 (r + r l ) - 5 unabhangige Komponenten "Pc der Stabkette 
(Abb.290a). 

c) Stabwerke mit 5 = 51 = 2 (r + r l ) geraden Staben, welche die Knotenkette 
mit Ell = 0 oder Ell = EIIO geometrisch bestimmen. Anzahl der Unbekannten: 
r Knotendrehwinkel (Abb.290b). 

a) 

lr--: ~r -"-r ---r'"r --"1 --'1 
Abb.290a. 

'=12, s~s,=19, m=O. 
,,=24-19=5='. 
'+1=17 Uobekannte. 

Abb.290c. 
f'.lQ10, s-sl=22; $2=0, m=2, 
,,=0, '+<1+,,=10 Uobekaonte. 

b) lr---r -A---1 -""1 
Abb.290b. 

'=5, s=s,=10, <.=0, m=O. 11=0. 
'+<1+11=5 Uobekaonte. 

Abb. 290d. 
"=10, 5=51=22, 5t=0, m=::.;3, 

,,=1, '+sl+/,=l1 Unbekaoote. 

B. Stabwerke mit m geometrisch uberzahligen Staben. 
Die Stablangenanderungen Ell und EIIO sind geometrisch voneinander abhangig 

und werden geschatzt oder unter Umstanden nach S. 313 berechnet. Fur ein Stab
werk mit 51 geraden und 52 gekrummten Staben ist 11 = 2 (r + r l ) - (5 - m), so 
daB r Knotendrehwinkel und 1= 5: + 11 Komponenten "Pc der Knotenkette mit 
lpJ =.0 berechnet werden mussen (Abb. 290c, d). 

Die Aufgabe. Das geometrisch bestimmte Hauptsystem (S.311) ist mit dem 
vorgeschriebenen Stabwerk geometrisch und statisch aquivalent, wenn beide im 
Verschiebungszustand und im Spannungszustand ubereinstimmen. Die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen ergeben sich aus der Vertraglichkeit des Ver
schiebungszustandes (u~l = uJ' v!/,l = v J , lpjlll = lpJ) und aus dem Gleichgewicht 
der auBeren Krafte des Hauptsystems (Lasten und AnschluBkrafte M~l, Nh). Die 
Vertraglichkeitsbedingungen sind durch die Definition des Hauptsystems nach 
S.311 fur jede Annahme der Komponenten UJ ' vJ , lpJ oder lpJ' Ell, "Pc erfullt. Das
selbe gilt fur die Gleichgewichtsbedingungen der auBeren Krafte der Stabe .. Daher 
ist zur Aquivalcnz von Hauptsystem und Stabwerk nur noch das Gleichgewicht 
der auBeren Krafte des Hauptsystems notwendig. Die notwendige und hinreichende 
Anzahl der Bedingungen wird mit dem Prinzip der virtuellen Verruckungen fur das 
Gleichgewicht cler auBeren Krafte an den in der Knotenkette enthaltenen (3 r + 2 r1) 
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unabhangigen zwanglaufigen Gebilden angeschrieben. Sie dienen zur eindeutigen 
Berechnung der unabhangigen Komponenten UJ' vJ , fPJ oder tpJ' eh, "Po des Ver
schiebungszustandes, aus dene"n die AnschluBkrafte M~r, N" des Hauptsystems 
nach (521) und (500) hervorgehen. 

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen ist nach Abschn. 8 ein Mlnimalprinzip 
der Elastizitatstheorie. Die gesamte potentielle Energie II des Stabwerks wird fUr 
den wirklich vorhandenen Verschiebungszustand u J , VJ' fPJ zum Minimum. Die 
partiellen Ableitungen der Funktion II nach den (3 r + 2 r l ) unabhangigen Ver
schiebungskomponenten sind daher Null. Die Minimalbedingungen sind Gleich
gewichtsbedingungen, so daB eine vollstandige Analogie zu den theoretischen Grund
lagen des Abschn.24 (S. 163) vorhanden ist. Sie werden jedoch hier ebenso wie 
dort in integrierter Form als Berlingungsgleichungen fUr das Gleichgewicht der 
auBeren Krafte eines beweglichen Gebildes angeschrieben. 

Die statischen Bedingungen zur Losung. Die statischen Bedingungen gelten 
fUr das Gleichgewicht der Schnittkrafte des Stabwerks an einem geometrisch be
stimmten Hauptsystem A mit uJ = 0, vJ = 0, tpJ = 0 (] = A ... N) oder B, C 
mit fPJ = 0, eh = 0, "Pc = 0 (] = A ... N, C = 1 ... I, h = 1 ... s). Sie enthalten 
die (3 r + 2 r l ) = (r + s + 11 - m) unabhangigen Komponenten des Verschiebungs
zustandes als unbekannte GraBen des Ansatzes. Die (3 r + 2 rl ) Gleichgewichts
bedingungen werden nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen oder Geschwin
digkeiten (83) fUr die iiuBeren Krafte an eben so vielen voneinander unabhangigen, 
beweglichen Gebildcn mit einem Freiheitsgrad angeschrieben. Diese entstehen aus 
der Knotenpunktfigur, wenn der Reihe nach jede 
der (3 r + 2 rl ) Bindungen einzeln ge16st und durch 
eine ausgezeichnete virtuelle Verschiebung uJ 9= 0 
oder vJ 9= 0 oder fPJ 9= 0 ersetzt wird. Die Ein
fUhrung virtueller Geschwindigkeiten uJ 9= 0 oder 
vJ 9= 0 oder (PJ 9= 0 an Stelle der virtuellen Ver
riickungen besitzt nach S. 40 nur formale Be
deutung. Die Bedingungsgleichungen erhalten fol
gende Form (Abb. 291): 

.J) NJ> cos IX,. + .2 Q<j> sin IX,. + X J = 0, 1 
J J 

'\' NIh> sin IX -.2 Qlh> cos IX + Y = 0 

J J M: _ f ~jh> = Oh. J , I (522) 

Abb. 291. 

Der Ansatz ist fUr diejenigen Stabwerke ungeeignet, deren bezogene Langenande
rungen eh fUr gerade Stabe N nIl oder bekannt sind. Die (3 r + 2 Tl ) = (r + s + 11 - m) 
notwendigen, voneinander unabhangigen, zwanglaufigen Gebilde werden daher 
besser aus dem geometrisch bestimmten Hauptsystem C abgeleitet. Dabei wird jede 
unabhangige Komponente fPJ' "Pc' eh desVerschiebungszustandes des Hauptsystems 
der Reihe nach mit fPJ 9= 0 oder "Pc 9= 0 oder eh 9= 0 einzeln zum Freiwert der 
virtuellen Verriickung. Ohne die SI bezogenen Langenanderungen eh der geraden 
Stabe (eh = 0 nach S. 313) lassen sich r unabhangige Bewegungen an eben so vielen 
zwanglaufigeIl Gebilden TJ mit tpJ 9= 0 und I = 11 + S2 unabhangige Bewegungen 
"Pc 9= 0 U.n ebenso vielen zwanglaufigen Gebilden Tc unterscheiden. Sie werden nach 
S.47 wiederum durch den Geschwindigkeitszustand (PJ = 1 oder !Pc = 1 be
schrieben, so daB die r + I = r + 11 + S2 Gleichgewichtsbedingungen fUr die an 
jeder der r + I zwanglaufigen Ketten angreifenden auBeren Krafte (Belastung ~, 
AnschluBkrafte M<j), N h) aus dem Prinzip der virtuellen Vern!Ckllngen nach (83) 
hervorgehen. Sie werden nach dem Superpositionsgesetz als FUllktionen der un-
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bekannten Komponenten des Verschiebungszustandes des geometrisch bestimmten 
Hauptsystems entwickelt. 

bAJ = aJJfPJ + .1: aJKfPK + .2 aJc'Pc + aJO = 0, l 
bAc = ace 'Pc + ,2.' acb 'Pb + .2 acJfPJ + aco = O. J 

(523) 

Die Vorzahlen aJ~' aJ K' aJc sind virtuelle Arbeiten der Anschlu13krafte des 
gcometrisch bestimmten Hauptsystems infolge von fPJ = 1, fPK = 1, 'Pc = 1 
(Abb. 292 c bis f) bei einer Bewegung der kinematischen Kette rJ mit (PJ = i J • 

a) 

b) 

System und Hauptsystem mit 

'I' J = 0, VIc = 0, , = 5, '" = 0, 

t = 2. '1'1 ~ {fl. '1'. = {f •• 

c) 

Knotenkette und Haupt. 
system mit 'PB = 1. 

Abb.292. 

Knotenkette und Haupt. 
S ),stem mi t V'l = 1. 

Ebenso ist das Absolutglied aJO die virtuelle Arbeit der Belastung ~ und der 
Anschlu13krafte des geometrisch bestimmten Hauptsystems mit fPJ = 0, 'Pc = 0 
infolge der Belastung ~ (Abb. 292 b) bei einer Bewegung der Kette r J • Diese besteht 
in einer Drehung des Knotens ] 
(Abb. 293), so da13 nur die Anschlu13-
momente am Knoten J und das 
Kraftepaar MJ in die virtuellen Ar
beiten aJJ • aJK • aJc und aJO ein· 

h 

Abb. ~93. Abb.29!. 

gehen. Der erste Index bezeichnet also Kette und Geschwindigkeitszustand. der 
zweite die Ursache der in dem Arbeitsausdruck enthaltenen Krafte. 

Die Vorzahlen ace' acb. acJ sind die virtuellen Arbeiten der Anschlu13krafte des 
Hauptsystems aus 'Pc = 1, 'Pb = I, fPJ = 1 (Abb. 292 c bis f) bei der Bewegung 
der Kette rc mit fpc = i e • Das Absolutglied aco ist die virtuelle Arbeit der Be
lastung ~ und der Anschlu13krafte des Hauptsystems mit fPJ = 0, 'Pc = 0 infolge 
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der Belastung $ (Abb.292b) bei einer Bewegung der Kette rc' Diese erfaBt 
meist nur einzelne Stabe oder Stabgruppen. Jeder Stab (h) beschreibt dabei in 
der Regel eine Drehung {}I&C um einen der Momentanbewegung ipc =' ic zugeord
neten Pol 01&c' der nach Abschn. 13 aufgezeichnet wird (Abb. 294). Mit diesem sind 
auch die Winkelgeschwindigkeiten. '11l&c der Stabe (h) bestimmt. Die unabhangigen 
Komponenten IjiJc' ipllc der Bewegung sind dabei nach Vorschrift Null. 

Die virtuelle Arbeit entsteht bei der Drehung eines Stabes h = JK mit el& = 0 
aus den AnschluBmomenten M~), Mjl und aus dem Moment MII,c der Belastung $1& 

in bezug auf den PolOI&C der Momentanbewegung ipc = i c • Mit M~' + Mj' = MIll) 
ist daher 

"Ac = 2 (MII•c + MIIIl) '11110 = o. (524) 
c 

1st der.Stab (h) nach S.3ll im Querschnitt TIIII durch eine Fiihrung unterbrochen 
(el& + 0), so besitzen die beiden Teile zwar die gleiche Winkelgeschwindigkeit '11l&c' 

drehen sich jedoch um verschiedene Pole Oll'c' Oll"c' Die Momente MII"c' MII",c der 
Belastung $h und M:', C' M:'"c der Langskrafte N 1& in TIIII werden daher filr die beiden 
Pole Oll'c' 01&"c angeschrieben und folgendermaBen verwendet: 

"Ac = 2 [(MII,.c + MII".c) + (M:'. o + M:',.c) + MIll'] 'lllIc = O. (525) 
c 

Die statischen Bedingungen zur Losung lassen sich ebenso fiir das Haupt
system B anschreiben. Dies wird an einem Beispiel im Abschn. 41 gezeigt. 1m iibrigen 
wird jedoch nur das Hauptsystem C und die zugeordnete Knotenkette als Berech
nungsgrundlage verwendet, so daB die Bezeichnung C in Zukunft wegfallt. 

Anwendung der Losung. Die (r + f) unabhiingigen Komponenten des Ver
schiebungszustandes, die Knotendrehwinkel C{JJ und die Komponenten 'Pc 'sind die 
Wurzeln eines linearen Ansatzes. Sie werden durch Elimination oder durch Iteration 
der Losung bestimmt. Mit ihnen konnen dann alle iibrigen Komponenten 
UJ' VJ' (},I' el& des Verschiebungszustandes nach (521) durch Superposition an
gegeben werden. Dasselbe gilt von den statisch unbestimmten Anschlu.B· 
kraften M~), die mit M'J'J, C{JJ' C{JIf.' {}II und den Kontinuit1itsbedingungen (518) 
oder (519) eben falls durch Superposition bestimmt sind. 

Die statischen Bedingungen "AJ = 0, (J = A ... N) hangen in der Regel nur 
von wenigen Unbekannten C{JJ' 'Pc ab, wahrend die Gleichungen "Ao = 0 oft al1e 
unabhangigen Komponenten C{JJ,.'Pc enthalten. Der Ansatz B eignet sich daher nur 
fiir Stabwerke mit wenigen gekriimmten Staben und einem kleinen Freiheitsgrad 11 
der Stabkette el& = O. Er gewinnt damit aber gerade fUr diejenigen Stabwerke Be
deutung, deren statische Untersuchung mit den geometrischen Bedingungsglei
chungen des Abschnitts 24 Schwierigkeiten bereitet. Die Losung wird hier ebenso 
wie in den Abschnitten 27, 28 oft noch durch Symmetrie nach einer oder zwei 
Achsen in Verbindung mit Belastungsumordnung vereinfacht. 

Der geometrische Charakter der Unbekannten erleichtert Schatzungen und 
NaherungslOsungen. Die Vemachlassigung der Langenanderungen der geraden 
biegungssteifen Stabe, welche von den statisch unbestimmten AnschluBkraften Njl 
usw. herriihren, ist hierfiir ein Beispiel. Dasselbe gilt fiir die Stabdrehwinkel {}1& 
statisch bestimmter oder unbestimmter Fachwerke mit s ~ 2 (r + r1). Sie k6nnen 
zur Berechnung der Nebenspannungen durch steife Anschliisse der Fachwerkstabe 
aus einem Verschiebungsplan abgeleitet werden, der fUr die Stabkrafte Nl&o und die 
Langenanderungen .1 tl&O bei gelenkigen Stabknoten aufgezeichnet wird ({}1& = 01&0)' 

Mohr. 0.: Ziviling. Bd. 38 (1892) und Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen 
Mechanik. Berlin 1906. - Miiller-Breslau, H.: Graphische Statik der Baukonstruktionen 
Bd.2 2. Abt. Leipzig 1908. - Bendixsen, A.: Die Methode der Alphagleichungen. Berlin 
1914. - Marcus. H.: Die EinfluBlinien mehrfach gestiitzter Rahmentrager. Berlin 1915. -
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Osten fe ld, A.: Die Dl'formationsmethode. Berlin 1926. Aullerdem Aufs:l.tze tiber das gleiche 
Tlwma: Eisenbau 1921 S. 275: Hauing. 1923 S.34. - Mann, L.: Theorie der Rahmenwerke 
auf neucr Gru.ndlage. Berlin H)27. - Pasternak, P.: Berechnungvielfach statisch unhestimmtcr 
biegefester Stab- und Flachentragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Ziirich 1!l2i. 

39. Das Stabwerk mit geraden Staben. 

Die Untersuchung cines Stabwerks mit geraden oder mit geraden unci gekriimmten 
SUi ben zeigt keine grundsatzlichen Unterschiede. Sie ist nur fUr gerade Stabe ein
facher und wird daher vorweggenommen. Das Stabwerk besteht in diesem Falle 
aus s = 51 geraden Stliben, r Stabknoten mit steifen oder gelenkigen Anschliissen 
und aus Yl Gelenken. Die mit dem Knoten I steif verbundenen Stabe sind entweder 
mit dem benachbarten Stabknoten K eben falls starr verbunden (Bezeichnung h) 
oder am benachbarten Stabknoten G durch ein Gelenk angeschlossen (Bezeich
nung g). Andere Yerbindungen sind selten. Stabe mit freiem Ende werden als 
Teile des Stabknotens behandelt. 

Hauptsystem und ~eometrische Superposition. Der Spannungszustand des 
Stabwerks ist aquivalent demjenigen einer Knotenkette, wenn die Anschlu13-
momente des Stab\verks zu den Lasten ais au13ere Krafte hinzutreten. Der Ver
schiebungszustand ist durch r Knotendrehwinkel qJJ und I = 11 voneinander un
abhangige Komponenten "Pc bestimmt. Sie werden in einem geometrisch bestimmten, 
der Knotenkette zugeordneten Hauptsystem mit qJJ = 0 (J = A ... N), "Pc = 0 
(c = 1 ... j) berechnet. I bezeichnet den Freiheitsgrad der Knotenkette mit 
qJJ = O. c,. = O. In Ubereinstimmung mit anderen Ansatzen der Baustatik werden 
stets die EIcfachen Komponenten des Verschiebungszustandes verwendet und diese 
in Zukunft durch rpJ' fl)" c,., uJ bezeichnet. Das Vergleichstragheitsmoment Ic wird 
nach S. 92 ausgewahlt. 

Die abM.ngigen Komponenten des Verschiebungszustandes sind nach (521) lineare 
Funktionen der unbekannten Gra/3en "Pc (c = 1 ... I) 

(526) 

Die Stabdrehwinkel {},.O und die' Punktverschiebungen ttJO des geometrisch be
stimmten Hauptsystems entstehen aus den Stiitzenverschiebungen EIciJ., den 
Langenanderungen EIciJlhO infolge der Liingskrafte N hO und der Temperaturande
rung t bei "Pc _= o. 

(527) 

Die Stabdrehwinkel {}/IO werden hieraus nach Abschn. 13 fUr jeden Stab numerisch 
berechnet oder durch einen Williotschen Verschiebungsplan fiir 

ar-_~ __ ... H die Knotenkette zeichnerisch bestimmt. Die Vorzahlen {}hC sind 

4 

8 

~-i----4B 

Abb. i9:i. 

die Stabdrehwinkel des Hauptsystems fiir "Pc = 1. Auch diese 
werden aus einem Verschiebungsplan oder durch Rechnung aus 
dem Pol plan der "Pc =+= 0 zugeordneten zwanglaufigen Kette re des 
Hauptsystems erhalten. 

Der Rahmenbinder Abb. 295 enthalt eine Stabkette mit fiinf 
FreiheitsgraMn. Die folgenden Komponenten des Verschiebungs
zustandes sind unabhangig voneinander. 

"PI absoluter Drehwinkel des Stabes I, 
"P2 Anderung des Stabzugwinkels -}: BA C, 
"Pa Anderung des Stabzugwinkels -}: DeE, 
"P4 parallele Verschiebung des Stabes 6 relativ zum Stab l., u, 
"P6 Ancierung des StabzugwinkeIs 1::: CD F . 
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Urn die flir das Superpositionsgesctz (526) notwendigen Stabdrehwinkel Uh • 

angeben zu k6nnen, sind die Verschiebungsplane der zwanglaufigen Ketten r l ... r~ 
flir "PI = 1 ... "I'~ = 1 gezeichnet worden (Abb. 296). Sic stimmen mit den Ge-

9-,-r-----::{f:---9"./' 

4 i 7 / 

d) Kinematische KeUe r" h) Kinematische Kelte r.. c) Kinematische Kelte r,. d) Kinematische KeUe To. 
Abb. 296. 

schwindigkeitspHinen fiir 1f1 = 1 .. '1f4 = 1 iibercin. Der Verschiebungszustand der 
zwangHi.ufigen Kette rs ist zu demjenigen der Kette ra symmetrisch. 

Die AnschluBkrafte am Stabknoten. Die (r + /) unbekannten unabhangigen 
Komponenten qJJ' "P. werden aus ebensc vielen statischcn Bedingungen 

t5A J = 0, (J = A ... N), t5Ac = 0, (c =.1 ... /) (528) 

berechnet, die fiir die au13eren Krafte an (r + /) zwanglaufigen. voneinander un
'lbhangigen Gebilden angeschrieben werden. Hierbei wirken neben der Belastung 
(~J. ~h) der Stabknoten und Stabe die AnschluOmomente des Stabwerks als au13ere 
Krafte der Knotenkette mit. Diese sind Funktionen der Belastung. der Temperatur
anderung t. LIt und der geometrischen Randwerte qJJ. qJK' Uh l1ach 1505). (510). Die 
Superposition der Anteile liefert bei geraden Staben mit konstantem Tragheits
moment I h. I u und den auf ein Vergleichstragheitsmoment Ie bezogenen redu
zierten Langen 1" = 1hlr/lh' 1~ = 1alc/la folgende Ansatze: 

Mjh) = M!fJ + qJJ M!fj + qJK M!fJe + 811 J1:;~ .} 
Jl~) = M~b + qJJ M~~ + qJK M~k + -611 M'l/{} . 

(529) 

a) Steife Verbindung des Stabes (h) mit den Knoten I und ~ nach (505): 

111jh) = M!fJ + qJJ~' + qJK -l~- - -611 .~-, I 
h h h 

" . .-(hI _ M(h) 2 4 _0. 6 
1V,L K - KO + qJJ Y + qJK /' - VII 7' . 

h h h 

(530) 

b) Steife Verbindung des Stabes (h) mit dem elastisch drehbaren Knoten lund 
der starren Einspannung K nach (506): 

M (II) - "I(h) 4 _0. 6 
J - l' JO + qJJ f - VII '1' ' 

h h 

M (II) M(II) 2 _0. - 6 
K = KO + qJJI' - 'vII r . 

A A 
(531) 

Die Anteile MjIlJ, M~h sind als Anschlu13momente des Hauptsystems (qJJ =0, "Pc =0) 
Einspannungsmomente des beiderseits eingespannten Stabes (h) infolge von ~II' Ll t. 
Ihr Drehsinn ist nach S.307 im Uhrzeigersinn positiv. 

Die TabeIle 25 S. 323 enthalt die Angaben fiir aIle wichtigen Belastungen. 
c) Steife Verbindung des Stabes (g) mit dem Knoten lund gelenkige Verbindung 

mit dem Knoten G nach (510): 
M (a) _ "J(a) + M(a) + A. MIAI _ u'(a) + 3 A. 3 

J -lY.JO qJJ JJ VII J{}-JUJO qJJ-l' -'val" 
1/ 1/ 

(532) 
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Dcr Anteil M<.f6 bedeutet hier als AnschluBmoment des Hauptsystems (qJJ ~ 0, "P. = 0) 
das Einspannungsmoment des einseitig eingespannten Stabes (g) infolge von ~h' L1 t. 
Der Drehsinn ist ebenfalls im Uhrzeigersinn positiv. Die Ergebnisse Mn fur zahl
reiche Belastungen des Stabes (g) sind in Tabelle 26 auf S.324 eingetragen. 

Die statischenBedingungen cf AJ = 0 (J = A ••• N). ZwangHiufiges Gebildc rJ 
mit qJJ =j= 0 (Abb.292c). Drehung des Stabknotens J urn den Schnittpunkt del" 
anschlieBenden Stabe (Abb. 293) mit der Winkelgeschwindigkeit (PJ = i J • Dabei 
leisten auBer MJ nur noch die AnschluBmomente M1'), M<.f) Arbeit. Nach dem 
Superpositionsgesetz ist 

t5A J = qJJ aJJ + .J; qJE aJ E + .J; "P. aJ. + aJ 0 = O. 

Anteil aJJ der virtue lIen Arbeit der AnschluBmomente aus CfJJ = 1 nach (530): 
MY'J = 4/lh , M<.fJ = 3/1; , 

aJJ = -iJ 2) (MY'J + M!fJ) = -iJ 2)(: +}). (533) 
J J h , 

Anteil aJ E der virtuellen Arbeit der AnschluBmomente aus qJE = 1: 
. . 2 

MY'l: = 2/t'h' aJE = -IJ M1'k = -IJ Ii. . (534) 

Anteil aJ • der virtuellen Arbeit der AnschluBmomente aus den Stabdrehwinkeln 
{)"., {} II. infolge von "P. = 1: 

M (h) - {} • 6/1' M(g) - - {} • 3/1' J.-- h. h' J.- II. II' 
a = -i ~(M(h) + M{J7») = +i ~(6DA ........ 3Do<) 

J. J.£J J. J. J.£J I'·' I' . 
J J h II 

(535) 

Anteil aJO der virtuellen Arbeit aus der Belastung MJ , ~h' Temperaturanderung 
t, L1t und Stutzenverschiebung: Die AnschluBmomente MY'6, Mn aus der Be
lastung ~h der Stabe und aus ungleichfOrmiger Temperaturanderung L1t sind in 
den Tabellen 25 und 26 enthalten. Die AnschluBmomente aus gleichformiger Tem
peraturanderung und Stuhenverschiebung werden nach (530) aus den Stabdreh
winkeln {}"o = {}"I' (}lal des Hauptsystems berechnet. 

a = -i [~(M(h) + M(II») - ~(6DA~ + 3D. o) - M ] 
JO J LJ JO JO LJ /' /' J • 

J J h II 

(536) 

Die statischen Bedingungen cf ~4c = 0 (c = 1 ••• f). Das zwanglaufige Ge
bilde r. mit "P. =+= 0 (Abb. 292e) ist eine Knotenkette. Sie besteht aus den Knoten
scheiben und einzelnen Staben oder Stabgruppen, da die Bewegung in der Regel auf 
einen Abschnitt der Knotenkette beschrankt bleibt. Dabei konnen sich die abhangigen 
Komponcnten des Verschiebungszustandes des Hauptsystems (S.311) andern, 
dagegen sind aIle unabhangigen Komponenten qJJ' "Pb auBer "P. Null. Der Geschwin
digkeitszustand der Kette ist durch ?Pc = i. bestimmt. Dabei verschieben sich die 
Knotenscheiben parallel, wahrend sich die Kettenstabe (h) urn die Pole 0h. mit den 
Winkelgeschwindigkeiten Ph. drehen (Abb.294). Diese werden nach Abschn. 13 aus 
dem Polplan cler Kette berechnet. Bei dieser Bewegung entsteht virtuelle Arbeit 
durch die Belastung ~Ia und durch die AnschluBmomente an den Staben oder 
Stabgruppen (h) . 

. t5Ac = "P. a •• +.J; "Pb a. b +.J; 'PJ a.J + aco = O. 

Anteil ac. der virtuellen Arbeit der AnschluBmomente aus "Pc = 1 mit den Dreh
winkeln (}". nach S.312 und (530): 

M(h) - M(h) - - 6{) /1' MIg) - - 3{) /1' Jc - Ec - he h' Jc - 9C 1/' 

_. ~[ (M(h) M(h») M(g)] = _. ~ (12DAt ..1_ ~D.. ) ("37) 
ac. - lc.£J PAc Jc + Ee + "ue Jc 1 • .£J I' PAc I /' Pile' U 

r. c h g 
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Anteil ao b der virtuellen Arbeit der AnschluBmomente aus V'b = 1 mit den Dreh
winkeln {J" b: 

. ~"(126.. 36,.) acb = -1 0 ":::::,, -p- - VAo + -1'-- VII 0 • 

II II II 
(538) 

Anteil aoJ der virtuellen Arbeit der AnschluBmomente aus qJJ = 1: 

acJ = i o.2 [(M~J + M~j) v"o + M!flvgc] = io 2 (; VAc + ~ VII c) . (539) 
C II II g 

Anteil aoo der virtucllen Arbeit der Belastung ~lh, der AnschluBmomente aus 
Belastung ~", Temperaturanderung t, L1 t und Stiitzenverschiebungen: Knoten
lasten $J werden einem der anschlieBenden Stabe zugewiesen. Die Biegungs
momente M~J, M!lJ aus der Belastung $" und den Stabdrehwinkeln {J"o =; {J"e, {J", 
des Hauptsystems sind auf S. 307 erortert worden. MA c ist das Moment der Be-
lastung $" des Stabes h = ] K in bezug auf den Pol 0"0; Mb"l = M~"J + M~h 

aoo = i 02[(Mb"l- 121:~o + MA'O)V/&c + (Mn- 3~.o + MII.c)vuJ. (540) 
o fI 

Die Form der Matrix. Die Winkelgeschwindigkeiten V"o stimmen bis auf die 
Dimension mit den Stabdrehwinkeln iiberein, so daB 

Das Ergebnis kann auch allgemein aus dem Gesetz iiber die Gegenseitigkeit der 
Wirkung von A. J. Maxwell bewiesen werden. In Anlehnung an (166) ist fiir 
zwei von:einander unabhangige, geometrisch vertragliche Verschiebungszustande 
eines Stabwerks 

(541) 

Die Matrix der (1" + I) linearen Gleichungen ClA J = 0, ClA b = 0 ist daher zur Haupt
diagonale symmetrisch. 

Polplll.ne zweier Stabketten mit einer unabhll.ngigen Komponente. 
Zwanglll.ufige Kette 11 mit '1'1 = 1. 

J 

Abb. 297. (Riegelstibe 1 bis 6. ptosten 7 bis 11) 
lh = 1pl = 1: 1'01 ••• "11 = 0, "71 =1,'17 , "81 =1,/18 • 

Abb. 298. O. = '1'1 = 1: ~u = I, "II - -1.lb, "11- +lalb·lJ/h. 
"71 = - laic, "" = + l,!c·d/I •. 

Beyer, Baultatik, 2. Aun .• 2. Nel1drl1ck. 21 
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. Die Vorzahlen aJ.' abc sind in der Regel von Null verschieden, dagegen sind 
aIle Vorzahlen aJB Null, wenn der Knoten H nicht mit dem Stabknoten J durch 
einen Stab verbunden ist. Die unabhangigen Komponenten f/lJ des Verschiebungs
zustandes der Knotenkette sind dahcr nur zum Teil in den statischen Bedingungen 
i>A J = 0 enthalten. Die Matrix besteht dann aus zwei Teilen, von denen der eine voll, 
dt'r andere je nach der Struktur des Hauptsystcms nur teilweise besetzt ist (s. u.). 

Die formale Entwicklung der Matrix wird an einem Silorahmen Abb.299 gezeigt. 
Ver Verschiebungszustand der Knotenkette ist durch r + I = 6 + 3 unabhangige 
Komponenle~ bestimmt. Sie werden aus neun statischen Bedingungen berechnet: 

bAJ = 0, J = B .•• H; bAc = 0, C = 1 ... 3. 

Als Komponenten 1jJc der Knotenkette dienen 
DI + D. 

1jJ1 = {}5 ' 1jJ2 = -- 2 ' 

Demnach sind die statischen Bedingungen fur die zwanglaufigen Gebilde r1 ••• ra 
notwendig. Die Stabdrehwinkel (}II. und die Winkelgeschwindigkeiten "h. werden 

Abb.299&. 
Kette Ii: ';'1 ="11 == 1, "81::E '~/ll' ..... -'611.. •• 0::::: II, = ' •• 

C ()' D 0' E E' ..... ....,..--...... - .............. _._, 
8 

I 
19 5 

i 
i.M!.HII) 

.... 1f~ 'JP 

~1II(Z) 
i JI'.IF 

/Z' 
; NaCO 

Abh. 299b. 
Kette F.: ';'1 = "11 -= 1 -= "11, 

t's = "" = ... .,. = ' •. 

durch Rechnung aus den Polplanen Abb. 299 abgcleitet. Diese enthalten auch die
jenigcn Stabendmomente mit positivem Drehsinn, die als auBere Krafte in die 

).-'r--)... Gleichgewichtsbedingungen bA. = 0 usw. eingehen. 
u!') ". ,..' ...... "":,,' . ". 

Abb. 99c. 
KcUe Fa: .,. = "II == - I'" = 1, 

I, 
-t'l' =+ "IS =""i;' 

I, 
- "II = + "" = - "I. = + "71 .,. I. _ I, ' 

I, 
VI = I. -I. I,: 

B 

c 

D 

H 

F 

2 

3 

aBB aBO 

- --
aOB aOO 

- --
aDO 

- --
aBB 

- --

~ --
~ --
alB alO 

~ --
au a20 

r----
alB aBC 

aBB 

------
aOD 

------
aDD aDB aDB 

------
aBD aBB 

aBD aBE 

------
a'B a'B 

------
aID alB. alB 

------
aw alB au 

------
aiD alB alB 

'PI 'P2 'Pa 

aBI aB2 aBI aBO 

--------I-
aCI a C2 aOI aOO 

--------:-
aDI aDS aDI aDO 

---- ------
aB' aBI aB2 aBI aBO 

----------
a., aBI aB! aBI aBO 

---------
a" a,1 a'2 a'i a,o 

-------- -
aI, au au au a lO 
---- -----
au au a 28 a 23 a 20 
----------

aaF all a32 a 33 aao 
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Tabelle 25. Randmomente des beiderseits eingespannten Stabes mit konstantem 
Trll.gheitsmoment. 

~), ... :.:-----.. -c~()N/1 m =Il; 
·",0 \ -----,lh,--~. I. r 

Belastung 

"1& )'llIIlllllIlllliIlllrJ!!!I!III1IIIII1I11'( 

) 
P.h 

i!!! i!!! IIII!III! II! i1"IDn( 

'!!f,. "1& ~. )E!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!·( 
~1I __ 

p 
-:r: j'" ) 

M ,A) 
JO 

5 - -1'.11 96 

"" 19 
- ~ v'3 (I + 31') 

12 

p r~ _ :/1/[1/' + 61' (I - 1')] 

. - PI.ro; 

n' 
~=v'; 

M'A. KO 

+ M ~'(2 - 3~~) + M~(2 - 3~) 

UngleichfOrmige Tem
peraturlnderung um 

t~ - t. =Lft 

Die Anwendung der Theorie zur Berechnung der Verschiebungen und Schnitt
krafte wird fiir aIle auBeren Ursachen an zwei einfachen Beispielen gezeigt. 

a 6 

I-~---:~g'--~~~~ 

Abb. 300a WId b. 
Beispiel 1. 
1. Bezeichnungen und Abmessungen (Abb.300). (-Allen Zahlen liegen die Einheiten 

t und m zugrunde). 
Jl=0,006, 
J.= 0,004, 
l~ = 4,00, 

Trll.gerhOhe: h, = 0,6 , 

J, = 0,020, Ja = 0,004 , J 4 = 0,005 m4 , 

E J. = 2100000 • 0,004 = 8400 tm' ; 
I, = 2,00 , l~ = 4,00 , I, = 4,00 m , 
A,=O,85m. 

21* 
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Die Verschiebungen v. u werden positiv bezeichnet. wenn sie nach unten oder nach rechta 
gerichtet sind. 

Abszissen ~ sind nach rechts und abwa.rts. 
Abszissen e' nach links und aufwllrts positiv. 

2. 'Oberzll"blige GroBe und statische Bedingungsgleichung. 
'Oberzllhlige. GrOBe: tpJ; Statische Bedingung: aJJ tpJ + aJO = O . 

• (3 3 3 4) au=-1 1'+1'+ 1'+ l' =-4,000. 
1 • 8 , 

3. Belastung der Stilbe 1. 2. 5 durch p = 1.5 t/m (Abb.30la). 

M(l) - + P If - + 6 750 . 111.1(20) = _ P Ii + -.!. P Ii = _ 15 375 mt • 
.10 - 8 - , . 8 2 2 ' 

tJJO = - i (lIl~lJ + M~IJ) = + 8,625 , tpJ = + 2,156. 
(1) (1) 3 36 (I) (2) 3 

MJ = MJO + I'tpJ = + 8, 7, 111.1 = MJO + l' tpJ = -12,141 mt 
1 ~ 

~ 3 ~ 4 ~ 2 . 
M J = l' tpJ = + 1,617 • M J =.F" tpJ = + 2,156. MD = -I' tpJ = + 1,078 mt. 

I , , 

fIJI 
• ) Biegl1D8llDOlllelte intoige p. b) Bieguncsmomente infoJp P, • 

Abb.301. 
c) Biegunpmomente intolge p. - p •• 

Tabelle 26. Randmoment des einseitig eingespannten Stabes mit konstantem 
Trllgheitsmomen t. 

4(),o; .... !::.:.:.-:...-_-~-_-_-_--i-"'~~ ~ = p; " T=1I; , 
m' 
T=P'; , x/I, =~; x'/I,=e' 

jllIlIlIIlIllIIlIlIlIlIll~lIlllIllIlllllQ( P,/J ~t--t---f~ 5 
--8- )~t( - 64 p,lJ 

......... "" _.:L l! 
% _ p,lJ 

) 111111111111111 II I 1IIfDIm( no P' fI )lIUD11111111111111111I11111 c( 15 
, . 
~n~!y I I _ p,lJ [2 (Vi - p") _ (v' _ p")] ~IIIIIIIIIIIIIIIEm~< 8 
~IZ~ 

, "~ -P'8l'8 11"(2-11'1) I )11111111111 111 11111111111 101,"" I j( I _ P, IJ 111(1 +p')1 ~m"'IIIIUIIIIIIIIUIIIIIIIIIIIK 
• I • 

_11 -'" m~ 8 r---1I..-.., 

j A BilllIIUIIIMmlliliU .m. i( 'I' "' - ....!....!!.. V [v' + 6p (I - p)] 
!--n--! 8 

~ _P,lJ "[5vl +6p(l-p)] >mllZinlmj( 8 
IIIIIiii ill E II IE "Ii ,. 

, ( ;~< PI, , I I--z $ ~ I 
M , 

) ( -"2(.1).., )/r _:_ --2- (.I)D 
/f\. 

l:ngleichfOrmige Tem- _..! EJ cr:,..1t peraturllnderung urn 
t. - I. =..11 2 ' h, 
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4. Beiastung des Stabes 2 durch PI = 3 t (Abb. 301 b). 

MJ'J = - P;12 w~ = _ 3,0 ~10,0 . 0,384 = - 5,760 rnt. 

QJO= - i. M~'J = + 5,760; tpJ = + 1,440. 
Cl) 3 CI) MCI) 3 

.lfJ = l' ryJ = + 1,080, M J = JO + l' tpJ = - 3,600 rnt. 
1 2 

CI) 3 (4) 4 (4) 2 
M J = l' tpJ = + 1,080, M J = l'tpJ = + 1,440, MD = F tpJ =+0,720 mt. 

a 4 4 

i. Belastung der St!!.be 3 und 4 durch PI = Pa = 2 t (Abb.301c). 

M~I~ = - Pt (3 ~2 - 1) = - 2,0 ~ 1,0 (3.0,252 - 1) = +0,812 rnt. 

M~4J = p 3 C ~' (2 - 3 ~') = 2,0 . 1,0·0,6 (2 - 3·0,6) = + 0,240, 

M14~ = Pac E (2 - 3 El = +0,640. 

QJO= - i (MJIJ + M5~) = -1,052; tpJ = - 0,263. 

325 

Cl) . 3 CI) 3 CI) CI' 3 _ 
M J = ,,- tpJ = - 0,197 , M J = Y tpJ = - 0,395 rnt, M J = MJO + Y tpJ = + 0,610, 

1 :! 3 

M C4' MC4' 4 0 023 C4, C4, 2 J =1 Jo+ytpJ=-, mt, MD = JlfDo + ytpJ= +0,508. . , 
6. TernperaturerhOhung aller St!!.be um 1= 150 (Abb.302a). 

/X1/=0,00015, /XIIEJ.=1,26, 

/XIII, {J /XIII, 
{Jll = - EJ. -1- = -1,050, 21 = +E J.-I- = +0,630, 

1 I 

/X, I 11 () /X, I 11 -
{Ja t = - EJ. -z.- = -1,890, ,,=+ EJ'l;- = +1,512, 

.( 3 3 3 6) 
QJ =-1 -Y{)II-y,-{).t--V{)31-y.-{)" =+1,008. 

1 t a 4 

tpJ = + 0,252 , 
ru 3 ~ 3 

M J = -I' (tpJ - ()It) = + 0,977 , M J = -I' (tpJ - {Ja,l = - 0,567 mt, 
1 2 . 

w 3 00 2 
.HJ = JI (tpJ - {Jal) = + 1,606, MJ = Y (2 tpJ - 3 {J.,) = - 2,016, 

a •. 

1,016 

~t 

a) Biegungsmomente infolge I. 

C4, 2 
MD = y.- (tpJ - 3 -8-,,) = - 2,142. 

« 

b) Biegungsmomen te i nfolge LI I. c) Biegungsmomente infoJge LI ,,~. LI Y4. 
Abb.302. 

7. Ungleichformige Temperatur-Xnderung der Stll.be 1 und 2 urn LI 1= - 100. 

(1) 3 /Xl LI I (2) 3 'XI LI 1 13 
M JLlt =2"EJI T=-3,150, MJLlt=-2"EJ2h-;-=+7,4 mt, 

• (1) (~) 

QJ LI t = - 1 (MJ LI t + MJ LI tl = - 4,263 ; tpJ = - 1,066. 

M (1) Mill 3 3 949 J = J Lit + y tpJ = -, , 
1 

M:r = M:;~ t + l~ tpJ = + 5,814 mt , 

ill 3 ~ 4 
M J = I' tpJ = - 0,799, .lfJ = JI tpJ = - 1,066, 

I , 

14) 2 302b MD = l' tpJ = - 0,533 (Abb. ). , 
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S. Verschiebung des Stiitzpunktes D 

DII == + E Ie ,1 ;d = + 2,800, 
I 

urn Lb. = -0.001 m und Lly. = +0.002m. 

LI Yd 
021 = - EI'T = -1,680, 

.d Xd 
f} •• = - E I. -{ - = + 1,680 . 

• 
. ( 3 3 6) 

aJ _ = - I - I~ D1; - I~ Dz• - if D,. = + 2,100; rpJ = + 0,525 . 

(1) 3 u(9) 3 ( .0. M J = -I' (rpJ - 01,) = -1,706, lr.J =,,- rpJ - V2.) = + 3,308 mt. 
1 'S 

(3) 3 394 M J = V rpJ = + 0, , 
a 

M(,t= :, (2 rpJ - 3 D,.) = - 1,995, , 
M(// = .~. (rpJ - 3 D,,,) = - 2.258 (Abb. 302c). 

'. 
Beispiel 2. 
1. Bezeichnungen und Abmessungen: Das System 

(Abb. 303) unterscheidet sich von dem vorhergehenden nur 
durch ein bewegliches Lager A. Die Abmessungen und Be· 
lastungen sind unverlndert. 

Abb.303. 

2. tJberzll.hlige GroLl en: rpJ, VII = D,. 

Statische Bedingungen: aJJ rpJ + an VII + aJO = 0, 

alJ rpJ + all VII + a10 = O. 
Zustand rpJ = I: 

M(1) 3 
JJ = I~ , M~~=.! . 

I' • 
Zustand VII = I: 

Dll = 0, 

M~'~ = M1'~ = -~ .. 
I' , 

Vorzahlen der Bedingungsgleichungen: 

. (3 3 3 4) 
au = - I F + T' + F + F = - 4,000, 

1 23' 

an = - i (+ 3, !!. - ~) = + 0,562, 
13 Is I, 

a-,11= (- i!!.) (+ ~ !!) + i (_I;) = -3(~·~. + /~) = -4,172. 
~ ~ ~ ~ ~ ~ . 

p. Vorzahlen : 

- VII = aJO Pu + a10 PU' 
3. Belastung der SUbe I. 2. 5 durch p = 1.5 tim (Abb.304a). 

Mn = + 6,750, M~~~ = -15,375 mt. 

aJO = - i (MYJ + M~2~) = + 8,625, a lO = 0. 

-rpJ = aJOPU = -2,199, -VII = aJOPlJ = -0,297. 

I, 
D1=D.=0, D3 =-TVll",=-0,371, D,=+O,297. 

3 
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M}l) = M}~ + ~ fIJI = + 8,399, M~9) = M}gJ + ! fIJI = - 12,076, 
1 I 

M}31 = ; (fIJI - Da) = + 1,928, M}I) = ; (2 fIJI - 3 D,) = + 1,754, 
3 I 

M11 ) = ; (fIJI - 3 D,) = + 0,654 mt. 
I 

4. Belastung des Stabes 2 durch Pl = 3 t (Abb.304b). 

M}9J = -5,760, aiD = - i M1J = +5,76, alD = 0, 

fIJI = + 1,469, Vl1 = +O,i98. D1 = DI = 0, Da = -0,247, D, = +0,198. 

M}l) = ~ (flJl- ( 1) = + 1,102, M}9) = M~9J + ~ fIJI = - 3,557 mt, 
1 ~ 

M}3) = + 1,287, M)') = + 1,172, Mlt) = +0,438. 

1J.65 
a) Biegungsmomente infolge p. b) Biegungsmomente infolge P,. c) Biegungsmomente infolge P, = Po. 

Abb.304. 

5. Belastung der SUbe 3 und 4 durch PI = Pa = 2 t (Abb. 304c). 

M~3J = +0,812, M~IJ = +0,240, Ml:~ = +0,640 mt, 

aiD = - i (M~aJ + M~ID) = -1,052, 

. I, (3) • ,I) (Il 
a1D = -1 T (MID + Ma•1) + 1 (MID + M DO + M'.l) 

a 
·4,00 = -1 5,00 (0,812 + 2,0·1,0) + 1 (0,240 + 0,640 + 2,0·1,0) = -0,636. 

- fIJI = aiD p" + a1D PIl = + 0,290, - Vl1 = aiD PlI + a1D Pll = + 0,191, 
, I, 

D1=D.=O, Da= - TVl1=+o,239, D,= -0,191, 
8 

M U) 3 2 (2) 3 
I = V fIJI = -0,18, MI =FflJl= -0,435, 

1 9 

M)3) = M~f + I~ (fIJI - Da) = + 0,416. M~I) = M~IJ + I: (2 fIJI - 3 D,) = + 0,237, 
3 , 

Mlt) = Ml:~ + I~- (fIJI - 3 D,) = + 0,782 mt. , 
6. Temperaturerhohung aller SUbe um t = 150 (Abb.305a). 

~ ~t~ ~ ~t~ 
VlI = -EJ.--1- = -1,050, V21 = +EJ.-I - = +0,630, 

D1 = - 1,050, 

1 2 

. (3 3) al. = -1 - l~ Dlt - I~ DZI = +0,158, 

fIJI = 0,040, Vl1 = 0,005. 

f, 
Da = - - Vl1 = - 0,007, 

la 
D, = +0,005. 

(l) 3 ( ~ (2) 3 ( ~ 
MI = l~ flJl- V1) = +0,818, MI = I~ fIJI - VI) = -0,885 mt, 

MIl) = ; (fIJI - ( 3) = + 0,035, M~') = ; (2 fIJI - 3 D,)= +0,032, 
3 , 

It) 2 
MD = If lfIJl - 3 D,) = + 0,012 mt. 
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7. Ungleichformige Temperaturanderung der Stlibe 1 und 2 um .£11= -10°. 

MYJI = - 3,150, MYJI = + 7,413 rnt. 

'" At = -1 (1I1:1}1I + M:lJ,) = - 4,263, a] Jt = 0; 

If; = -1,086, Ii'l = -0,146. 

ifl = if, = 0, if3 = +0,103, if, = -0,146, 

1\1~1I = - 3,965, ... I~11 = +5,784, 1I1~91 = _ 0,952, 

M~" = -0,867, .11}t' = - 0,324 rnt (Abb. 305b). 

4()t2 432 
a) Biegungsmomeote infolge I. b) Biegungsmomente infoJge .d I. c) Biegungsmomente infoJge .d .~ • .d y •• 

Abb.305. 

8. Verscbiebung des Stiltzpunktes d urn .£I x. = - 0.001 rn und .£1)1. = + 0.002 m 
(Abb.305c). 

ifl = if •• = -1,680, f3 = f31 'P1 = + 1,450, 

f, = f,. + ft1 'P1 = +0,520, 

M~ll = -1,828, M~2' = + 3,063, M'J' = '-0,816 mt, 

M~" = -0,418, M~' = -0,599. 

Durchaehender Trllaer mit elastisch drehbaren Stiltzen • ..po = O. 
1. Geometriscbe GrODen (alle Zablen mit den Einheiten m und t). Abb.306: 

TrAgheitsmoment der Riegel: I r = 0.120 m'; Tra.gbeitsrnoment der Plosten: I. = 0.240 m'; 
I. = Ir = 0,120; I; = 14,0; I~ = I~ = I; = 12.5; l~ = 8,325; Ii = l~ = Ie = l~ = 5,5. 

Abb.806. 

2. Uberzlblige GrODen und statiscbe ~edingungsgleichungen. Uberzllhlige: 
f/J~. f/J~. f/Jo. f/JD' 

.If 

B 

c 

D 

Matrix der statischen Bedingungen: 

f/J~ f/J. f/Jo f/JD 

a~~ I a~ • 
I 

a~o 

-1--------
a.~ I a.~ a.o a •• 
-1--

• I a.o au aOD . an 

-.-1-.- aOD 
-_.1_ 

aDD I aD. 
1 1 

. (3 3 4) a~~ = - 1 l' + ". +". = - 1,079712, 
1 I 3 

. 2 
a~~ = a~o = aOD = - 1". = - 0.160000, 

s 

. (4 3 4) au = aoo = - 1 ". + ". + F = - 1.185454, 
s , ~ 

.. 4 3 3) .', 
aDD=-l (-+-+ - =....: 1,225814. 

I; I~ '. 
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fPo 

A - 1,079712 - 0,160000 

J"'I - 0,160000 - 1, 185454 - 0,160000 

c - 0,160000 - 1, 185454 - 0,160000 

D - 0,160000 - 1,225 814 

3. AuflOsung durch Entwicklung von p", und Pl1 nach einem Kettenbruch: 

aDO 
"CD = (if = + 0,137526; 

aOO 

1 
PDD =(1'- = - 0,830696, 

aDD 

aOD 
"DO = -- = + 0,130526; 

aDD 

all 0 
"OIl = (if = + 0,137390; 

aOO 

aAII 
"IIA = (if = + 0,137519; 

all II 

1 
PAA = (if = - 0,945440. 

aAA 

Vorzahlen Pnl 

>-- - 0,137519 - 0,137390 - 0,130 526 _ 

- 0,945440 + 0,130016 - 0,01 7 863 + 0,002 332 

+ 0,130016 - 0,877371 + 0, 120 542 - 0,01 5734 

- 0,01 7 863 + 0, 120 542 - 0,875 243 + 0,114 242 

+ 0,002332 - 0,01 5734 + 0,114 242 - 0,830696 

rp.l = -}; P.It alO 

4. Belastung durch Eigengewicht g = 2,0 tim (Abb.307a). 

- 0,137526 

A 

(I, g Ii 
MAO = + -8 = + 49,0000. .,,(" g l~ 26 0 1 

'''AO=- 12 =- ,4 7mt, 

• (M(l) (I') aAo=-1 Ao+MAO =-22,9583; 

aOO= 0; aDO = - 26,0417. 

fPA = - 21.645 , fPII = + 2,575, fPo = + 2,565, f/'D = - 21.579 
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M(l) (I) 3 362 . .. = IH .. o + I'rp.. = + 44. ; 
1 

M (a) • (3) 2 2 32 6 . .. = .t1 .. 0 +j' ( rpA + !ps) = - .55. 
3 

(I) (8) 2 
Ms =.lf so + Y (2!ps + IJ'A) = + 23.403; 

3 

(6) (6) 2 
Ms =.VI so + 1'- (2!ps + !Po) = - 24.808 ; ., 

(I) (I) 2 
1'.10 = :Heo + l' (2!pe + !ps) = + 27.275; 

6 

.,{(7) (7) 2 
,. a = Meo + y (2 !po + !PD) = - 28.674. 

7 

{ (7) , (7) 2 
.'Ii D = .lIDO + Y (2 CPD + !po) = + 19.547 mt. 

7 

~~ ,.... ...t-. 
lOmt _, ~~- ~-l!f Ie> 

"F~ 
a) Biegungsmomente infolge g = 2 tim, 

Abb.307. 

(2) 3 
M .. = yrp .. = -11.806 . 

9 

(4)' 3 
M}I = I'!p}l = + 1.405 . 

4 

(8) 3 
Me = f !Po = + 1.399 . 

6 

(8) 3 
MD = y!PD = - 11.770. 

s 
(8) 3 

MD = F!PD = - 7.776. 
9 

b) Biegungsmomente infoige W ~ 1 t. 

5. Belastung durch eine waagerechte Kraft W in 1.6 m Hohe tiber dem 
Knoten D (Abb,307b). 

MD = 1.6W 

!PA = - 0.003731 W 

!ps = + 0.025174 U' 

M~) = - 0.000 799 U' 

M~) = - 0.002035 W 

M<]) = + 0.002833 W 

M':) = + 0.007459 W 

M~) = + 0.013731 W 

M~) = - 0.021190 w 

aDO = 1.6 W 

'Fe = - 0;182787 W 

!PD = + 1.329114 W 

M~) = - 0.054464 W 

M~) = - 0.099702 W 

MlJl = + 0.154166 W 

M~) = + 0.396071 W 

M~) = + 0.724971 W 

M~) = + 0,478960 W ~t. 

40. Die Auflosung des Ansatzes. 

Geometrisch bestimmtes Hauptsystem. Die (r + I) linearen Gleichungen 
des Ansatzes ~AJ = O. ~Ac = 0 werden mit dem GauJ3schen Algorithmus (Ab
schnitt 29) aufgelost. Die Rechnung ist formal einfach. aber bei einer groJ3eren An
zahl von Unbekannten zeitraubend und durch ungiinstige Fehlerfortpflanzung 
unter Umstanden schwierig. Die Wurzeln des Ansatzes werden daher bei einzelnen 
Belastungsfallen oft schneller und zuverlassiger durch Iteration bestimmt (Ab
schnitt 30). 

Urn die Unbekannten auch bei zahlrcicl:en BelastungsHillen in einfacher Weise 
anzugeben oder Einflul3linien der unbekannten Verschiebungen und AnschluJ3krafte 
aufzuzeichnen. werden die Vorzahlell {JJ H' flc b der zu aJ H' ac b konjugierten Matrix 
berechnet (Abschn. 25). Damit ist, 

- CPJ = .l: f3JH aHO + Z f3Jb abO' 

- 'Pc = Zf3r.H aHO + Zf3cb abO' 

(H = 1 ... N. 

(H= 1 ... N. 

b=I ... f). t 
b = 1 .. ·/)· I 

(542) 
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Die BelastungsgIieder aHO. abO bedeuten nach S. 320 die virtuellen Arbeiten der Be
lastung ~ und der AnschluBkrafte M'~ des geometrisch bestimmten Hauptsystems. 
Die Vorzahlen PJB' PH usw. sind durch die elastischen und kinematischen Eigen
schaften des Systems bestimmt und unabhangig von der Belastung. 

Berechnung und Nachpriifung der Schnittkrifte. Die Komponenten 
"J' ()/& des Verschiebungszustandes des Stabwerks werden nach (521) aus den (r + I) 
unabhangigen Unbekannten f/JJ' 1jJc des Ansatzes durch Superposition berechnet. 
f/JJ und ()/& bilden nach (500) die Grundlage zur Berechnung der statisch unbestimmten 
Anschlul3krafte M~). M~). N~) der Stabe (h). Mit diesen sind die ubrigen Schnitt
krafte des Stabwerks statisch bestimmt. 

Die statisch unbestimmten AnschluBkrafte sind nach S. 311 fUr einen geo
metrisch vertraglichen Verschiebungszustand berechnet worden. Die Ergebnisse 
lassen sieh daher nur durch statische Bedingungen nachprufen. Jede beliebige 
Gruppe von inneren Kraften, welche durch die Abtrennung irgend eines Teiles des 
Stabwerks die EigeRschaft von auBeren Kraften erhalten, ist mit den Lasten und 
Schnittkraften des Abschnitts im Gleiehgewicht und damit den Bedingungen (81) 
unterworfen. Ebenso ist die virtuelle Arbeit der Belastung und einer beliebigen 
Gruppe von Schnittkraften des Stabwerks, die als auBere Krafte an der zugeord
neten zwanglaufigen Kette angreifen, gleich Null. Diese kann zur Nachprufung 
des Spannungszustandes aus dem Stabwerk (S.315) in beliebiger Weise abgeleitet 
werden. Die statischen Bedingungen dAo = 0 enthalten dann neben der Belastung 
als auBere Krafte nur Biegungsmomente des Stabwerks und konnen leieht ange
schrieben werden. In der Regel begnugt man sieh, das Gleiehgewicht der AnschluB
momente an jedem Stabknoten nachzuweisen und damit dit: Losung des Ansatzes 
numerisch zu prufen. 

EinfluBlinien. Die Ordinaten der EinfluBlinien der Komponenten f/JJ, 1jJo 
konnen fiir ausgezeichnete Stellungen einer Einzellast p ... = 1 ebenso wie fur 
eine ruhende Belastung angeschrieben werden. Jede Stellung liefert eine Gruppe 
von Belastungsgliedem aJ ... ' ac ... und mit den Vorzahlen PJB' PcB der kon
jugierten Matrix die zugeordneten Komponenten f/JJ ... ' 1jJc .... Die Entwicklung der 
Belastungsglieder aJ ... , ac ... als stetige Funktion der Abszissen der Laststellung p ... 
ist ebenfalls denkbar, so daB die EinfluBlinien f/JJ ... ,1jJo... nach (542) "durch 
Superposition einzelner mit Beiwerten erweiterter Funktionen angegeben werden 
konnen. 

Die Losung der Aufgabe wird durch das Maxwellsche Geset:z uber die Gegen
seitigkeit der Formanderung wesentlich vereinfacht. Nach diesem ist die virtuelle 
Arbeit eines Kraftepaares MJ "I mt aJll Stabknoten J bei der Winkeldrehung f/JJ 
infolge der wandemden Einzellast Pm = 1 t gleich der virtuellen Arbeit dieser 
Einzellast bei der Verschiebung wmJ des Punktes m des Lastgurtes infolge des 
Kraftepaares 1 mt if!. J: 

1J f/JJm = 1m WftlJ • (543) 
Die EinfluBlinie f/JJ m wird daher als Biegelinie w ... J des Lastgurtes des Stabwerks fur 
MJ = 1 mt aufgezeichnet. Die Belastung MJ = 1 mt liefert auBer aJO = 1 keine 
Belastungsglieder. so daB die zugeordneten Komponenten des Verschiebungs
zustandes f/JBJ,1jJcJ mit den negativen Vorzahlen der konjugierten Matrix uber
einstimmen (f/JBJ = - PBJ, 1jJcJ = - PCJ). 

Dasselbe gilt fur die EinfluBlinie 1jJc m' da die virtuelle Arbeit der Belastungs
einheit des Punktes, der Geraden, des Punkte- oder Geradenpaares 10 in t oder mt 
bei der Verschiebung der Knotenkette 1jJem durch die wandemde Last Pm = 1 t 
gleich der virtuellen Arbeit dieser Last bei den Verschiebungen wmc der Punkte m 
des Lastgurtes durch die Be1astungseinheit Ie ist: 

(514) 
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Die EinfluBlinie 'Pam wird demnach als Biegelinie Wmc des Lastgurtes fur den Be
lastungszustand lc. der Einheit des Punktes. der Geraden usw. mit dem Belastungs
gIied aeo = I gefunden. Die Komponenten CPJe. 'PDc sind demnach die negativen 
Vorzahlen PJe. PDe usw. der konjugierten Matrix. 

In derselben Weise wird auch die EinfIuBiinie eines Stabdrehwinkels {}II. erhalten, 
denn 

(545) 

Die EinfluBIinie{}Am wird demnach als Biegelinie wmA des Lastgurtes gefunden. die fUr 
die Belastungseinheit l A• also fur das Kraftepaar 1/1A an den Stabenden (h) be
rechnet wird. In diesem FaIle sind aIle Belastungsglieder aeo von Null verschieden. 

welche aus Stabketten mit {}Ae =1= 0 hervor
gegangen sind. 

Die Biegelinie des Lastgurtes in Rich
tung der wandernden Einzellast ist bei 
einem Belastungszustand I J • Ie durch die 
geometrischen Randbedingungen CP;J' {}:J 

und CP;e. {}:e eines jeden Stabes RS == I, 
bestimmt. Die StabdrehwinkeI {}:J' {}:e 
liefern den Geradenzug R'S' (Abb. 308) mit 
den Verschiebungen u;J. v;J und u;o. v;c 
und damit den Verschiebungsplan der 
Knotenkette. aus dem die Verschiebungen 
RR". SS". mm" durch Projektion auf die 

Abb.308. Kraftrichtung entstehen. Sie ergeben den 
Geradenzug R" S", von welchem die Kom

ponenten W sin" der Stabverbiegung aufgetragen werden. Die Ordinaten w. senk
recht zu RS gemessen, erhaIten foIgende GroBe: 

a) Der Stab (5) ist mit den Knoten R und S steil verbunden: 

W - 1.1: (Mia) OJ' - M(') OJ ) - 6 BJ D SJ D 

oder mit 

M (,) 2 (2 * I- * 3 A* ) u(,) 2 ( * + ') * 3 A* ) BJ = P CPBJ - CPSJ - V,J. lY~ SJ = F CPRJ .. CPSJ - V,J. . . 
W = ~ [(2cpZJ + CP;J - 3 {}:J) OJD - (CPRJ + 2 CP;J - 3 {}:J) OJD] 1 

j 1 ( * , * + A* ") = , CPRJ OJ, - CPSJ OJ, V,J OJD • • 

(546) 

Der erste Ansatz wird fUr Stabe (5) mit {}:J =1= O. der zweite fUr Stabe (5) mit 
n:J = 0 verwendet. Beide geIten ebenso fUr die Ursache c wie fur J. 

b) Der Stab (5) ist mit dem Knoten R steif. mit dem Knoten S frei drehbar 
verbunden: 

_ 1./~ M(') , 
w- 6 RJOJD oder mit 

I. (* _0.*)' 
W = 2" CPRJ - V.J OJD • 

--+ 

""(') 3 (* {}* ) .tY~ RJ = -jI CPRJ - • , • 
• 

(547) 

Die gesuchte Verschiebung mm'" des Punktes m in Richtung der wandernden -- --Kraft P entsteht durch Addition der gerichteten Strecken mm" und w sin". Die 
Losung ist bei senkrechter Belastung eines waagerechten Stabes einfacher und 
durch Abb. 309 beschrieben. 
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EinfluLHinien der AnschluOmomente Mt'. 
a) Der Stab til = J Kist mit den Stabknoten J und K steif verbunden (Abb.31Oa). 

AnschluOmomente nach (530) 

Mt' := M~IIJ + ~ (2 f/JJ + f/JK - 3 (}A) = MtJ * M~! • I. (548) 

M'i' = M'ih + ~ (tpJ + 2tpg - 3 fiA) = M'ih + M'i~. 
" 

Abb.309. Abb. 310a und b. 

Die EinfluOlinien bestehen daher im Bereich des Stabes (h) aus den Ordinaten 
M~IIJ, M~h des beiderseits starr eingespannten Stabes (h) und aus den EinfluOgr60en 
M~~, M~~, die sich aus den EinfluOlinien tpJ' tpK' fill zusammensetzen. Dieser An
teil ist auOerhalb des Abschnitts (h) des Lastgurtes allein vorhanden. 

MtJ = - 1 sin y·tA roB E' = - tA sin 1'00:. M'ih = + tA sin I' row • (549) 

Die EinfluOlinien M~~, M~~ werden nach S. 331 als Biegelinien des Lastgurtes fiir 
die auOeren Krafte 

und fiir 

MJ = 4/11.. MK = 2/t1. • Mil = - 6/l1. 
MJ = 2/1',.. Mg = 4/lA. MA = - 6/1',. 

gewonnen. Die erste liefert die Belastungsglieder aJO = 4/t',., agO = 2/1',. und die Be
lastungsglieder a. o = - {}A.· 6/1',. nach den Angaben auf S. 321. Ahnliches gilt fiir 
die Biegelinie M'i~. 

Die Knoten- und Stabdrehwinkel 11';. JII. 11':. JII. {}:. JA des Anteils M~~ und 
11':' K1I' f/J:, n. {}:. K1I des Anteils M~~ eines Stabes (s) werden aus der konjngierten 
Matrix der statischen Bedingungen dA J = 0, dA. = 0 berechnet. Die Stabdreh
winkel {}:. JA' {}:. KII bestimmen den Geradenzug R' 5' und die Ordinaten mm". 
we1che durch die Ordinaten w sin I' nach S.332 zu mm'" erganzt werden (Abb. 308). 

b) Der Stab (g) ist am Stabknoten J steif, am Stabknoten G frei drehbar an-
geschlossen (Abb. 31Ob). AnschluOmoment nach (532): 

M'J' = M~J + ~ (tpJ - (}II) = M'JJ + M'J~ • 1 
M (gl = - ~,..' JO 2 VJD· 

(550) 

Die EinfluOlinien M'J~ werden nach S. 331 als die Biegelinien des Lastabzuges fiir 
die auOeren Krafte MJ = 3/1~, Mil = - 3/t~ angegeben. Dabei entstehen das Be
lastungsglied aJo=311~ und die Belastungsglieder a.o=-{}ge·3Il~, die in Ver
bin dung mit der konjugierten Matrix der Bedingungsgleichungen dA J = 0, dAe = 0 
wiederum Komponenten 11';, JQ' 11';, JQ' {}:, JQ liefem. Damit ist der Verschiebungs-
plan R'5' bestimmt. aus dem sich wieder die Ordinaten mm'" der Funktion M'Jl 
nach S. 332 ergeben (Abb. 308). 
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Die Einflu131inien an den Stabwerken Abb. 300 und 303 ftir senkrechte Lasten im Bereich 
<ler StAbe (1), (2), (5) und ftir waagerechte Lasten im Bereich der Stll.be (3), (4). 

1. System a (Abb.3OO8.). 
a) Einflu13linie tp". Die Einflu13linie tp" '" wird als Biegelinie w .. " der Stll.be (1) bis (5) 

infolge der Relastung M" = 1 mt aufgezeichnet (Abb. 311 a). 

a"o =+i"M,,=+I; 

It'l=- ~ IFJ'"WD=-0,750wD, 

tpJ'" = - a"o/an = +0,250, 
I -

W 2 = + --; IFJ'"w~ = + 1,250 w~, 
I _ 

w3 =+ ~ tpJJWD= +O,oOOwD , w,=-l, tp:"w~=-1,250w~, 

* 
W6 = + tp;Jz ,- ~~.1 z = - 0,125 z, (z = Abstand von Auflager B.) 

b) Einflu13linie M~\). 

a) Einflulllloie '" J' b) Einflulllinie MJ' . 
Abb.3ll. 

1m Bereich des Stabes (1) ist M']~ = IJ2'wD' im Bereich der tibrigen StAbe jedoch nicht vor
handen. Der zweite Anteil MJ~' die mit 3/1~ erweiterte Einflu13linie tp", wird als Biegelinie 
infolge M" = 3/1~ dargestellt (Abb. 311 b). 

Stab 1: 

Stab 3: 

Stab 5: 

Stab 2: 

Stab 4: 

(1) 3 , 
M" = Ti IF" = + 0,9375 wD ' 

t 

(1) 3 , 
M" = I' tp" = -0,9375 W r ' 

1 

(1) 3 
M" = I' IF" = - 0,094 z • 

1 

2. System b (Abb. 303). 
a) Die Einflu13linie tp" wird als Biegelinie infolge M" = 1 mt aufgezeichnet (Abb. 312a). 

a"o = + i". 1 = I. 

tpJ'" = - Pu =0,2550, 

alO=O. 

'Pr" = - Pl.I = 0,0344 , 

IJr" = IJ:J = 0 , IJf" = {}-11 'Pr" = - 0,0430 , IJ:" = IJn 'Pr" = + 0,0344 . 

Randbedingungen der Biegelinien: die lotrechten Verschiebungen der Knoten A, J, B und 
die waagerechten yerschiebungen u!J, u;" sind Null; u'JJ = I, IJ:" = + 0,1720. 

WI = - ~ tp'fJ WD = -0,7644 WD, Wz = +i- tp'f"wD = +1,2743 wD, 

w. = + 0,1720 E + i (IF'!J - IJ~) (t)D = 0,1720 E + 0,5957 WD, 

W, = +0.1720 e - I, (tp'J" w~ + IJf" wD) = 0,1720 e - 1.2750 w~ - 0,1720 wD, 
* w~ = + IF;" z = - rp~" z = -0,1275 z. 

b) Die Einflu131inie 'PI wird als Biegelinie der Stabe (1) bis (5) infolge eines Krll.ftepaares 
M, = 1 mt am Stab (4) aufgezeichnet (Abb.312b). 

a"o = 0 , al0 = 1. 
IF'l = -Pn = +0,0344, 'Pt! = -Pn = +0,2445, 

IJ:, = {)a, V!t, = -0,3056, 8t, = +0,2445 . 
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Waagerechte Verschiebung des Knotens j: uj\ = I, *t = 1.2225 

WI = - ~ 1P1\ COD = - 0,1032 COD, W 2 = + ~ IPJI COD = +0,1720 COD, 

Is 
Wa = + 1,2225 ~ + -f (IPJI - *(1) COD = 1,2225 ~ + 0,6800 COD, 

W, = + 1,2225 e' - I, (lPj\ co~ + *fl coil) = 1.2225 e' - 0,1720 co; - 1.2225 COD, 

_ * _ 1P'f1 _ 
W 6 -IPBI Z ---il· z -- O,OI72z. 

c) EinfluLUinie M~a). M(3) = M(3) + .! (IPJ - * ) = M(3) + M(3) 
J J 0 I; 3 J 0 J* • 

1m Bereich des Stabes (3) ist Mj~ = - la/2·COD, im Bereich der iibrigen Sta.be Null. Der zweite 
Antell M:,3~, die mit 3i!; erweitertc Differenz der Einfluillinien tpJ und *8' wird als Biegelinie 
infolge des Momentes 3/13 am Knoten ] und des KrlHtepaares - 3/1~ am Stabe (3) aufgezeichnet 
(Abb.312c). Fiir diese Belastung ist 

aJO = ~ = +0,7500, a lO = (-1 t) ( -{) = +0,9375, 

- tpJ,J3 = aJO Pn + a lO PJI = -0,2235, 

- 'P~ J8 = aJO Pu + alO Pll = -0,2550, 

*~JI = *:'J8 = 0, *t,J3 = *31 'P~ JI = -0,3188, {jUs = +0,2550. 

a) Einflulllinie '" J • b) Einflulllinie '1' •• 

c) Einflulllinie M~). 

Abb.312. 

Waagerechte Verschiebung des Knotens j: uJ, JI = I, *:, JS = +1.2750, 

Stab 1: 
II 

Mj3) = - 2- tp1, J. COD = -0,6708 COD • 

Stab 2: MJS) = + i 1P1, JI COD = +1,1175 COD, 

Stab 3: Mj3) = - ~ COD + u1,JI e + ; (IP'. JI- Dt, JI) COD = 1.2750 ~ - 2,0630 COD. 

Teilun~ der Matrix und ~eometrisch unbestimmtes Hauptsystem. Die 
unabhangigen Komponenten 'Pc des Ansatzes sind bei ausgezeichneten Belastungen 
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oft klein, so daB die r Knotendrehwinkel lPJ zur Beschreibung des Verschiebungs
und Spannungszustandes ausreiehen. Der Ansatz besteht dann nur aus den r sta
tischen Bedingungen <SA J = 0 mit "Pc = 0, deren Wurzeln an Stelle von lPJ mit 
lPJO bezeiehnet werden. Diese lassen sieh, falls die nachtragliche Auflosung der 
(r + /) Gleiehungen des vollstandigen Ansatzes notwendig oder erwiinscht erscheint, 
mit "Pc = 0 nach Abschn. 30 als Anfangswerte einer Iteration der Losung des all
gemeinen Ansatzes !5A J = 0, <SAc = 0 verwenden. Das Ergebnis lPJ' "Pc ist dann in 
zwei Stufen gewonnen. 

Die Losung in zwei Stufen kann auch zur vollstandigen algebraischen Rechen
vorschrift ausgebildet werden. Dabei treten die / Summanden mit den unbekannten 
Komponenten "Pc der vollstandigen Gleiehungen dA J = 0 zunachst zu den Be
lastungsgliedem des Ansatzes, 

I 
lPJ aJJ + 2) lPx aJX = - aJO - .2 "Pc aJc' (551) 

J 1 

so daB die Wurzem lPJ nach dem Superpositionsgesetz als linearer Ansatz an
geschrieben werden konnen. 

I 
lPJ = lPJO + 2) lPJe "Pc • (552) 

1 

Dabei ist lPJO der Knotendrehwinkel aus den auBeren Ursachen (Belastung, Tempe
raturbewegung, Stiitzenbewegung .mit "Pc = 0 und ()" = ()"o). f{JJc der Knotendreh
winkel fiir den Verschiebungszustand "Pc = 1 mit den Stabdrehwinkeln {)"c' 

f 

()" = {)AO + .2 {)"c "Pc' 
1 

(553) 

Di',! Knotendrehwinkel (ho, lPJc werden aus den Vorzahlen PJJ' PJX der kon
jugit:rten Matrix der statischen Bedingungen <SA J = 0 (J = A •.. N) berechnet. 
die oft in regelmaBiger Gliederung drei und fiinf Unbekannte enthalten und nach 
Abschn.29 gelost werden. Die auBeren Ursachen liefem Belastungsglieder aJO' der 
geometrisch bestimmte Verschiebungszustand "Pc = 1 der Knotenkette die Be
lastungsglieder aJc' 

N 

- lPJO = .2 {JJB aBO' 
A 

N 

-lPJc =.2 {JJB aBc; 
.d. • 

c = 1. .. / . (554) 

Die unbekannten Komponenten "Pc (c = 1 ... /) konnen unabhangig von den 
Knotendrehwinkeln aus den / Gleiehungen <SAc = 0 der zweiten Stufe berechnet 
werden. Die statische Bedingung fiir die zwangHiufige Kette r b erhalt dabei nach 
Einfiihrung von (552) folgende Form: 

N f 
.2lPJabJ -j- .2 "Po abo + abO = 0; b = 1 ... /. 

J=.d. c=l 
f N N 

.2 "Pc (ab c + 2) lPJc abJ) + (au + .2 abJ lPJo) = 0, 
(555) 

1.d. .d. 

~ 111 aIr) + aIr) = <SAlr) = 0 
~ TO be bO . b ' 

r = AnzahI der Knoten A ... N. 

Die algebraische Auflosung des Ansatzes <SA J = 0, <SAc = 0 in zwei Stufen 
bedeutet mechanisch die Berechnung der Komponenten "Pc in einem geometrisch 
rfach unbestimmten Hauptsystem, dessen Komponenten f{JJO' lPJc mit den zu
geordneten AnschluBkraften M:tb,l, M:t~') bekannt sind. Die Belastungszahlen arc, 
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sind der Ausdruck fiir die virtuelle Arbeit der Belastung ~ und der AnschluBkrafte 
M3'b') des geometrisch unbestimmten Hauptsystems aus allen auBeren Ursachen 
(~, t, LI t) an ciner mit ,p" = 1 angetriebenen Kette r". Die Vorzahlen al,'"! sind der 
Ausdruck fiir die virtuelle Arbeit der AnschluBkrafte M3'~ ,) des geometrisch un
bestimmten Hauptsystems aus,pc = 1 an einer mit ip" = 1 angctriebenen Kettc r". 
Die Knoten- und Stabdrehwinkel fPJ' {},. crgebcn sich aus 'Pc durch Superposition 
nach (552), (553). 

Rahmenstellung mit waagerechtem Riegel und senkrechten Pfosten. 
Die Pfosten des Riegels zweigen je nach der Verwendung des Tragwerks nach 
einer oder auch nach beiden Seiten abo Die Enden sind frei drehbar gelagert oder 
starr eingespannt. Die Rahmenstellung mit horizon taler Abstiitzung des Riegels 
wird als durchgehender Trager mit elastisch drehbaren Pfosten bezeichnet. 

, E 

Abb.31 . .! 

Der Verschiebungszustand der Rahmenstellung ist durch l' Knotendrehwinkel 
fPJ (] = A ... N) und durch eine unabhangige Komponente 'Pc =-= 1pl der Stab
kette bestimmt (Abb. 313). Hierfiir kann 
einer der Pfostendrehwinkel oder die hori
zontale Verschiebung des Riegels gewahlt 
werden. Bei Symmetrie des Tragwerks ist 1pl 
der Drehwinkel des mittleren Pfostens vder 
die waagerechte Verschiebung des Sym
metriepunktes. In der folgenden Unter

Abb.3U. 

"-,, 

suchung wird der Stabdrehwinke1 des linken Endpfostens h" al~ 1pl angenommell 
(Abb.314). Demnach ist d. r Drehwinkel einer Zwischenstiitze (i) 

t% = t%o + 1pl t; . 
Die Stabdrehwinkr.l Uu der Riegelstabe sind bei senkrechten Pfost en Null. 

Zur Berechntmg der (1' + 1) unbekannten Komponenten 'J.1pl werden l' sta
tische Bedingungen c5A J = 0 (] = A ..• N) und eine statische Bedingung c5A 1 = 0 
nach S. 320 verwendet. Jede mittlere Bedingungsgleichung c5AJ = 0 verkniipft drei 
Knotendrehwinkel fPJ-l"" fPJ+l mit 1pl' Sie ist der Ausdruck fiir die virtuelle 
Arbeit der auBeren Krafte eines mit rpJ = 1 angetriebenen zwanglaufigen Ge
bildes r J • 

'J-l aJ(J-ll + 'J aJJ + 'Hl aJ (J+ 11 + aJ11pl + aJ ® = O. } 
aJ® = aJO + a.1t + aJAr + aJ •• 

(556) 

Das absolute Glied aJ® des Ansatzes ist die virtuelle Arbeit der AnschluBkrafte des 
geometrisch bestimmten Systems aus dessen Belastung ~. der gleichformigen und 
ungleichformigen Temperaturanderung t, LI t der Stabe und aus den Stiitzenver
schicbungen LlJ . Die Vorzahlen und Belastungszahlen werden nach (533) ff. ent
wickelt und fiir konstanten Querschnitt im Bereiche jedes Stabes angegeben. 

lIeyer, 1I.u.'.lIk, 2. Aufl., 2. Neudruck. 22 
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a) Starre Einspannung der Pfostenenden (Abb. 313). 
. 2 

aJ(J-l) = -IJ"I" 
• 

. (4 4 4 ) 
aJJ = - I J Y + h~ + f ' 

, I 1+1 

aJ8 = - iJ (- ~ fJi • - -:- fJ(Hl)') 
i 1+1 

• 2 
aJ(J+l) = -IJ P , 

1+1 

= 6EIo[- L1~-;/ + LlJ(/l/~ _·_1 l/~ ) + 1.11;1 J. 
I • I • '+1 .. 1 1+1 ; +1 

dt = .Hohe des Riegelstabes (i). 

b) Gelenkige Lagerung der Pfostenenden . 

. (4 3 4 ) . ( 3 ) 3 h 
= -IJ y+ h( + p:-, aJl = -IJ - h.~ fJrl = h'l h",' 

I , '+1 

. ( 3) Ib + I.. • • + I, L, = - IJ - h, "", = 3 E I 0 (1., t h, h, = 3 E I c (1., t h, hr 
Die iibrigen Angaben bleiben unverandert. 

(557 a) 

I (657b) 

Die AnschluBkrafte M~~, Mq~, M~tl) des beiderseits eingespannten Stabes 
werden aus der Tabelle 25, die Schnittkraft Mfh des Pfostens (~ bei frei drehbarer 
Lagerung des FuBes ans Tabelle 26 entnommen. Die Bedingungsgleichungen I5A A = 0 , 
I5AN = 0 fUr die zwanglaufigen Gebilde r A , rN enthalten nur zwei Knotendreh
winkel. 

Die Gleichung bAl = 0 ist nach S.320 die statische Bedingung fUr das Gleich
gewicht der auBeren KraftE' der zwanglaufigen. Kette r l mit q,J = 0, tPl + o. Die 
Winkelgeschwindigkeiten der Pfosten sind tPl = I, 1-71 = i h,,/h;, diejenigen der 
Riegelstabe Null. Diese bewegen sich parallel mit der waagerechten Geschwindig-
keit rh". Die Bedingungsgleichung 15Al = 0 enthalt aIle unabhangigen Komponenten 
des Verschiebungszustandes. 

N 

15Al =.2 fl'J au + '1'1 an + a 1 Q9 = O. (558) 
A 

Die virtuellen Arbeiten alJ' a 11 , a l Q9 entstehen bei der Bewegung der zwanglaufigen 
Kette tPl = 1 durch die AnschluBkrafte des Stabwerks infolge von fl'J = I, '1'1 = 1 
oder der auBeren Ursachen (Belastung, Temperaturanderung, Stiitzenverschie
bungen). 

ali&: ~ a10 + au + a1ilt + also (559) 

Die Summe der AnschluBmomente eines Pfostens i aus V'c = 1 ist bei starrer Ein
spannung M~' = - 12 h"/h,h,, bei frei drehbarer Lagerung M~' = - 3 h"/h,h,, so 
daB bei konstantem Querschnitt des einzelnen Stabes folgende Angaben verwendet 
werden: 

a) Starre Einspannung der Pfostenenden: 

12 ,\""1 h~ 
an = - .L.J h~ h~ , " .. n I 

27 ( M - ~, (j,) h" "'EI 12 a., t L, h. a IV - W,y. + Ii) + ,vIilt -~ - ./ -- ---
16.' - '0 h,.;;...J C h; h,· h,· 

(560 a) 
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b) Frei drehbare Auflagerung der Pfostenenden: 

(560 b) 

Die (r + 1) Gleichungen (556) und (558) mit drei. vier und allen (r + 1) un
bekannten Komponenten werden nach dem GauBschen Algorithmus aufgelost. 
Dabei wird zunachst die konjugierte Matrix PJ JC geblldet und jede Unbekannte 
qJJ. 'PI nach (542) durch Superposition der Belastungszahlen aJ®. a1® erhalten. Die 
Vorwartselimination des Ansatzes liefert unter Einbeziehung der Bclastungszahlen 
'PI aus ai® und die Knotendrehwinkel qJJ durch Rekursion. Fur einzelne Be. 
lastungsfalle konnen die Komponenten qJJ. 'PI oft auch,.mit Vorteil durch Iteration 
der LOsung angegeben werden (Abschn.30). 

Die Knotendrehwinkel qJJ allein bilden einen dreigliedrigen Ansatz. so daB die 
Auflosung in zwei Stufen nach (552) Vol'teile verspricht. Die erste Stufe entha.1t 
r Gleichungen ~AJ = 0 U = A ... N). deren unbekannte Komponente 'PI nach 
S. 336 unter den Belastungsgliedem erscheint. Die Knotendrehwinkel werden daher 
in der folgenden Superposition angeschrieben: 

(561) 

qJJ® ist der Antell aus den auBeren Ursachen bei 'PI = O. qJJ1 der Antell aus dem 
vorgeschriebenen Betrag 'PI = 1. 

qJIJ-l)®aJIJ-ll + qJJ®aU + qJIJ+ll®aJIJ+I) + aJ~ = 0. I 
qJ(J-1l1 aJIJ- 1) + qJ.T1 au + qJIJ+lll aJIJ+l) + aJl = 0. 

/=A ... N. . 

Die zweite Stufe der Losung besteht aus der Gleichung 

oder mit (561) 
~Al = i qJJalJ + 'PI all + a1® = 0 1 

N N 
'PI (all +.2 qJJl alJ) + (a1® + .2 qJJ® alJ) = 0, I 

A A 

'PI a'll + an~ = O. 

(562) 

(563) 

Die Vorzahlen bedeuten die virtuellen Arbeiten der Belastung des Stabwerks und der 
AnschluBmomente 

eines r fach geometrisch unbestimmten Hauptsystems beim Antrieb der zwangHiu
figen Kette r1 mit ,pI = 1 . 

a) Starre Einspannung der Pfostenenden. 

" 
Ir) 6 ~ h. (2 h. ) 

an = - ~ h, hi r, - qJ.T1 • 
/I 

..IL EJ. L Vic = II;' ex, t ,. 

(564) 
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b) Frei drehbare Lagerung der Pfostenenden, 

" (r' _ 3 ~ h. (ho ) 
all - - £.J h,h: h, - ({JJI , 

.IL El. L 
'Vi", = T, ct, t i, 

II 

a l ,., 
10 

'PI = - a I,., , 
11 

PJ = ({JJIg + 'PI ({JJI , (}A = .oTt® + 'PI .oTtI . 
AnschluBmomente des Riegelstabes ($): 

MIC' - M'" + 2 (2 +) MI'l - M(t' + 2 ( + 2 ) (J-I' - (J-1)O P. tpJ-l ({JJ' J - JO F ({JJ-I ({JJ • 
• j 

AnschluBmomente des Pfostens (~ bei starrer Einspannung in l: 
M(i, = M(i) + ~ (2m - 3t?-) M!!' = M!!' + ~ (m - 3{}.) J JO h: TJ t , J JO h: TJ , • 

AnschluOmoment des Pfostens bei frei drehbarer Lagerung von J: 
Miii - Mf;) + 3 (m .o ) MfiJo = 0 • J - JO h, TJ - j' .. 

(565) 

(566) 

(567) 

(568) 

(569) 

(570) 

EinfluOHnien. Die EinfluBlinie von ({JJ ist nach S. 331 die Biegelinie w!,J des 
Riegels aus einem Kraftepaar MJ = I J mt am Knoten J. Sie hat fur die statische 
Untersuchung des Tragwerks keine wesentliche Bedeutung. 

Die EinfluBlinie 1J11 ist nach S. 331 die Biegelinie w:. a des Riegels aus dem Krafte
paar MOl = 1 .. mt am Pfosten " ... Sie wird mit 'Pt, .. und den Knotendrehwinkeln ({JS .. 
aufgezeichnet. Dies sind die Wurzeln des Ansatzes (556), (558) mit aJO = '0 
(] = A ... N), a10 = 1. Sie werden in zwei Stufen berechnet. Die erste enthalt 
allein die r Gleichungen "A J = 0 mit den Wurzeln ({JSo, .. oder ({JJI' Mit aJO, .. = 0 
sind aIle Wurzeln ({JSo, .. eben falls Null. Die Wurzeln ({JJI werden ebenso wie auf 
S. 339 fur 'PI = 1 berechnet. Die zweite Stufe besteht allein aus der Gleichung "A 1 = 0 mit 

'Pt .. al~+ a~~.a = 0, a~~, .. = a10, .. = 1.. und 'P~ .. = -1/a~~, (571) 

({JJ, .. = 'P~ .. ({JJ1' .o:, .. = {Ju + 'P~ .. .oA1' 
Die Stabdrehwinkel der Riegel sind Null. Die Gleichung der Biegelinie des Ab
schnitts I" == (If - I), H kann daher fur die Belastung M .. = 1 .. am Pfosten h .. 
folgendermaOen nach (546) angeschrieben werden: 

* 1(* , * ) W.,II = A ({J(B-I', .. W~ - ({JB,II W .. = 'Pl.' 

Die EinfluOlinien der AnschluBmomente MY' der Trager I, werden aus 
entwickelt. 

M(t, - M(t, + ~ (2 rp + 'P ) = M(t' + M(t' 
J - JO l~ J J-1 JO J*' 

(572) 

(568) 

(573) 

Der Anteil MY~ des beiderseits starr eingespannten Stabes ist nur im Bereich des 
Abschnitts (] - 1), ] == Ii des Riegels vorhanden und durch Tabelle 25 bestimmt. 
Der Anteil M~! wird al& Biegelinie des Riegels fur die Belastung (] i) mit MJ = 4/1~, 
MJ - I = 2/1, aufgezeichnet. Er ist in jedem Abschnitt (H - 1), H == L" des Riegels 
vorhanden und durch die .Knotendrehwinkel ({JiB-lI,Ji' tp;,Jf des Stabwerks be
stimmt. Sie werden bei einstufiger Losung des Ansatzes (556), (558) mit den 
Gliedem der konjugierten Matrix angeschrieben und bei zweistufiger Losung nach 
S.336 berechnet. 
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Die EinfluBlinien der AnschluBmomente M~) lassen sich auf Grund einer Zer-
legung des Anteils M~~ nach (552) oft noch einfacher angeben. 

M I" M(C) 2 ( ) 2 (2 ) J = JO + 7' 29'JO + 9'IJ-1l0 + 7' 9'Jl + 9'IJ-1l1 'Pl' 
i i 

(574) 

Fur 'PI = 0 ist 

M~~.* =My~+ :. (29'Jo+ 9'IJ-llO) (575) 
i 

das AnschluBmoment des durchgehenden Tragers "mit elastisch drehbaren Stutzen, 
dess~n EinfluBlinien auch in anderer Weise bestimmt werden konnen (S.240). Die 
Ordinaten der EinfluBlinie des zweiten Anteils von M~) sind ein Vielfaches der 
Ordinaten der EinfluBlinie von 'PI' die Vorzahl von 'PI ist dasAnschluBmomentM'Jt 
fiir 'PI = 1. Es ist nach (568) mit 9'Jl' 9'CJ-ll1' oft aber auch durch andere Rech
nungen bekannt. 

Die EinfluBlinie M~~. * kann selbstverstandlich aber ebi:mso wie die EinfluBlinie 
von M~) auf S. 333 als Biegelinie einer ausgezeichneten Belastung (J _) mit 
MJ = 4/l'c, MJ - 1 = 2/l'c aufgetragen werden. Sie betrifft hier jedoch die Riegel 
(H - 1), H == 111. des geometrisch unbestimmten Hauptsystems ('PI = o). Die Be
lastUng (Ji) erzeugt die Knotendrehwinkel 9't:-ll, J" 9';,* J" die unmittelbar 
mit den Vorzahlen der konjugierten Matrix der ersten Stufe des Ansatzes cMJ = 0, 
'PI = 0 angeschrieben werden konnen. 

- 9'c1r~ll.J' = ~ ({JIS-l) IJ-ll + 2 (JCs-UJ) 'I 
(576) 

- 9':,*", =:' ({JSIJ-ll + 2{JSJI ). 
i 

Die Gleichung der EinfluBlinie M~~ * lautet 
darnach im Bereich ZlI. folgendermaBen: F ___ ~=f38=-""IA,.....,~='/J8::....~=~.-=::r..~~ 

MY&, * = l,. (9'I;'~ll.J' w~ - 9':.~,~) . (577) 

Durchgehender Rahmen mit verschie
dener Lagerung der Pfosten. 

1. Geometrische Grundlagen. lc-2~1I 
StablAngen und Tragheitsmomente sieheAbb. 315. 

Aile GrOBen beziehen sich auf die Einheiten t und m. Abb. 815. Die unterstdchenen Zahlen ,eben die 
Reduzierte Stablangen (]. = 0.138 m'): TrAgheitsmomente an. 

':' = 24,0 • I~ = 24,0 • I~ = 24,0. 
h:' = 48,14 • hI. = 48,14 • h: = 150,54 • 

2. Oberzl.hlige GrOBen und statische Bedingungen. 

Id = 49,68. 
hd = 150,54. 

aA..II=-(~+ ~+~) =-0,374758 a~JI=- 12, I:, h:' II, • b 

6 

Z: = 33,12. 

= -0,083333 • 

= +0,124636 • ( 4 4 4) aJIJI =- - + - + - = -0,416424 
l~ h" l~" • 

= -0,083333. 

( 4 3 4) aoo = - -" + 1i' + T = -0,267110 • 
• c d 

3 h. 
h~ he 
3 h. 
h~ hd 

= +0,049821 • 

= +0,049821 • 

6 h. 
"Jll= --

hI. h. 
= +0,124636 • 

2 
aOD=-1' = -0,040258. 

d 

( 4 3 3) aDD =- T + h' + 7 = -0,191023. 
d d • 

( 1 h') (hi h' ) 
all =-12 Ii' + -h' h' - 3 hi A' + hi i, = -0,747649. 

II bb cc dd 
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Matrix der statischen Bedingungen. 

~B ~o ~» '1'1 

A -0,374758 - 0,083333 + 0,124 636 

B - 0,083333 - 0,416424 - 0,083333 + 0, 124 636 

c - 0,083333 - o,267 IIO - 0,040258 + 0,049 821 

D - 0,040258 - 0,191023 + 0,049821 

1 + 0,124 636 + 0,124636 + 0,049821 + 0,049821 - 0,747 649 

A. Berechnunt mit dem GauSschen Altorlthmus (Abschn. 29). 
3. Vorzahlen PI ~ 

- 2,920 756 + 0,503428 - 0,226 407 - 0,062 405 - 0,422223 

+ 0,503428 - 2,772280 + 0,841600 - 0,266009 - 0,339870 

~o - 0,226 407 + 0,841600 - 4,155719 + 0,845 025 - O, II8059 

- 0,062 405 - 0,266009 + 0,845 025 - 5,508 394 - 0,365497 

- 0,422223 - 0,339870 - O,II8059 - 0,365497 - 1,496 793 

4. Belastung der Felder (a) und (b) durch P = 4 tim. (Abb.316a). 

M~~ = + P I! = 4· 241 = 288 , 
8 8 

Pl' 4· 242 M,t)= __ b =---=-192 
AO 12 12 ' 

MIt) _+PZ: -+192mt 
BO- 12 - . 

a,n =-(288 -192) = -96, aBO = -(+ 192) = -192, 

flOO = a»o = a10 = 0. 
Berechnung der iiberzlhligen GrOBen nach (542): 

~A = -183,734, ~o = + 139,852, 'PI = -105,788, 

f'B = -483,949, f'» = -57,065, 

fa = iJo = '1'1 = - 105,788, iJo = f;; = !: 'PI = - 264,470. 

M LliJ_ 
A -

2 7i' (f'A - 3 foa) = + 5,552 mt, 
a 

M lal MIll, + 3 
A = AO IIf'A 

II 

= + 265,033 mt, 

2 Ii' (2 f' A - 3 f;;) = -
a 

2,082mt, 

2 
M~' = M~~ + II (2 f'A + f'B) = - 262,951 mt , 

b 
: 2 

M~J = M~~ + II (2 f'B+ f'A) = + 96,031 mt, 
b 

M IG) _ 

B -
2 
II (2 f'B + flo) 

c 
69,OO4mt, 

- 2 
M5J' = 7i' (f'B - 3 fr) = - 6,921 mt. 

b 

M:J = ;, (2 f'O+f'B) =-17,020 mt, 
c 

IC, 3 .A) 8057 Mo =7i'(f'o-vc =+, mt, 
c 

2 
MC;' = l~ (2 flo + f'D) = + 8,963 mt , 

2 
M'1' = Tt (2 f'D + flo) = + 1,036 mt, 

II 

IdJ 3 (.A 4133 MD = 7i' f'D-vii) = + , mt, 
II 

3 
MI" = - f'D 5,169 mt. 

D I; 
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5. Temperaturerhohung des Riegels um t = 150 (Abb. 316 b). 

EJ. cx, t = 2100000.0,138.10-6 ·15 = 43,4700, 

L. 24,0 
{J,T/ = 0, {Jbl = E l. cx, tho = 43,47 30,0 = 34,776, 

{J L. 48,0 1 3 8 A- L. 66,0 <I = El. cx, t h." = 43,47 12,0 = 7 , 80, Vii.I = El. cx, t h. = 43,47 12,0 = 239,085, 

a ... ,=O; 
L. 

aa ,= 6 El. cx, til h' = +4,33436, 
• b 

Le 3 3 L. ao,=3El.cx,th h,=+3,4651. aD,= EJecx,th h,=+4,76455, 
e c fI d 

( 12 L. h. 3 L. h. 3 L. ho) 2 
au=-El.cx,t h' "i+h'"-jji+J;i ~ =-29,24 9. 

b bee d d 

NOlT1lnfw inlb/,le ". Nomenlr InllJl.;e t 

Abb. 316 a und b. 

Berechnung der iiberz:!.hligen GrOBen nach (542): 

tp ... = -13,4472, tpo = + 3,2738, '1'1 = - 40,1469, 

tpa=+0,4284, tpD = +13,7817. 

{Jab /hI + '1'1 = - 40,147 , {J. = {Jet + '1'1 ~. = + 73,513, 
• 

{Jil = (Jilt + '1'1 ~: = + 138,718. 

M~") = -1,681, 

M~) = + 3,886, 

M1') = -2,206, 

M'i) = - 1,049, 

M'f = +0,705,. 

Mji) = + 0,344, 

M1P = + 0,581 , 

Mit> = -1,400, 

Mil) = + 0,818, 

I M~\ = + 1,241 mt, 

M}f) = - 2,490 mt, 

I M1r> = + 1,248 mt, 

M1.') = + 4,445 mt, M~) = +0,687 mt. 

Abb.317. EinfluOlinie M~). 

6. EinfluBlinie M~) (Abb.317). 

M ,h) Mlb) + 2 (2 + ) 'lIb) + 1I11h) a = ao T' tpa tp ... =" ao a*, 
b 

M~~ = I. Cl)r im Bereich (b), sonst ist M'i~ = O. 

M~~ wird als Biegelinie zu der Belastung Ma = 4116, M ... = 2/16 aufgezeichnet. 
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Belastungsglieder : 
2 

a.1O = 7' = + 0,083333, 
b 

4 
aBO = -I' = + 0,166667. 

b \ 

Berechnung der iiberzll~.ligen GrOBen nach (542): 

tp;.B6 = + 0,159-491, tplB6 = + 0,420095, tp8,B6 = -0,121400, 

tp;.B6= +0,049535, 1I'tB6= +0,091830. 

1,9139ooD, 

W& = 1& (tp;,B6 00: - tp;,B6 ooT ) = + 3,8278 oo~ - 1O,0823ooT , 

We = I. (tp;,B6 oo~ - tp~, B6 ooT ) = + 10,0823 oof + 2,9136ooT , 

Wd = Id (tp~,B6 oof - tp;,B6 ooT) = - 2,1852 oof - 0,8916ooT , 

= + 0,2972001· 

Die Ordinaten W o , We' Wd, w. stellen bereits die EinfluBordinaten M!§' dar, die Ordinaten W6 sind 
noch um das Glied M':~ zu vermehren: 

1& ooT + Idtp;,B6 oof - tplB6 ooT ) = 1& [tp;,B6 oo~ + (1 - tplB.) ooT] 

= 3,8278 oof + 13,9177 ooT • 

B. Berechnun~ in zwel Stufen. 

Die Matrix der statischen Bedingungen f1l.r tpA'" tpD ist in dem allgemeinen Ansatz auf 
S. 342 enthalten. 

3. Vorzahlen PJE des dreigliedrigen Ansatzes fiir 11'1 = ° nach S. 230ff. 

- 2,801651 + 0.599 297 - 0,193 102 + 0,040696 

+ 0,599 297 - 2,695 109 + 0,868 404 - 0,183016 

tpO - 0,193 102 + 0,868 404 - 4,146 405 + 0,873 853 

tpD + 0,040696 - 0,183016 + 0,873 853 - 5,419 136 

4. Knotendrehwinkel tpn. 

Belastungsglieder: aA 1 = + 0,124636, 

aBl = + 0,124636, 

tpAl = + 0,2820856, tpBl = + 0,2270668, 
D 

aOI = + 0,049821 , 

aDI = + 0,049821, 

tpOI = + 0,0788750, tpDI = + 0,2441887 , 

a~' = ~l +.2 tpJl alJ = - 0,747649 + 0,079554 = - 0,668095. 
A 

5. Belastung der Felder (a) und (b) durch p = 4 tim. 

aAo=-96, aBo=-192, aOO=aDO=O, 

tpAO = - 153,893, tpBO = - 459,928, tpoo = + 148,196, tpDO = - 31,232, 
D 

ai'(l = alO +.2 tpJO alJ = ° - 70,6769, 
A 

a(r) 
10 

11'1 = - a'r) = 
11 

-70,6769 
_ 0,668095 = -105,789, 

tpA = tpAO + 11'1 tpAl = -183,735, 

tpB = tpBO + 11'1 tpBl = - 483,947 , 

tpo = tpOO + 11'1 tpOl = + 139,851, 

tpD = tpDO + 11'1 tpDl = - 57,064. 

Die Superposition verH1uft wie bei A und unterbleibt daher. 
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6. Temperaturerhohung des Riegels urn 15°. 

a.A'= 0, 

tp.A' = - 2,122345, 

all. = + 4,33436, 

tp 11. = + 9,544428, 
D 

aO. = +3,46513, 

11'0. = + 6,440343, 

aD'=+ 4,7M55, 

11' D. = + 2.'l,584985 . 

at.' = a1• + Z tpJ, alJ = - 29,2429 + 2,420951 = - 26,8219, 
.A 

ai'/ - 26,8219 
'PI = - at' = - _ 0,668095 = - 40,1468, 

tp.A = tp.A' + 'PI tp.A 1 = - 13,4472, 

11'11 = 11'11. + 'PI 11'111 = + 0,4284, 

7. Einflu6linie 'PI (Abb. 318). 

11'0 = 11'0. + 'PI 11'01 = + 3,2737, 

tpD = tpD' + 'PltpDl = + 13,7816. 

Die Belastung Mo = 1 rnt am P{osten "0 (Abb. 314) (iihrt zu 

'P~. = - a~) = - _ 0,6k095 = + 1,496793. 

11'; •• = + 0,422224, 

tpl.. = + 0,339872, 

11'3.. = + 0,118060, 

tp~ •• = + 0,365500, 

Feld a: 

{IF,. = 'Pt.. {lu , 

{I;'. = + 1,496793, 

{Ii.. = + 1,496793, 

{Ii.. = + 3,741983, 

i1,. = + 3,741983. 

I. .. 
'PI = - 2" tp.A •• WD 

."bb.318. 

5,0667 WD, 

Feld b: 'PI = I. (11';'. w~ - 11'; •• w.) = + 10,1334 w~ - 8,1569 w. ' 

Feld c: 'PI = Ie (11'; •• w~ - tpt •• w.) = + 8,1569 w~ - 2,8334 w., 

Feld d: 'PI = I. (11'3.. w~ - 11': •• w.) = + 2,1251 Ct)~ - 6,5790 w. ' 

Feld e: = + 2,1930 wD . 

8. Einflu6linie M'J). 

M Cb) .... Ch) + 2 (2 + ) MCbl + uCb) 1 11 = mBO i' tpB tp.A = BO '''11 .. , 
b 

M'j) .. = Biegelinie infolge MA = 2/11,. MB = 4/11,. 

Belastungsglieder: 

tp.AO = + 0.133587, 

a.AO = 2/1{, = 0.083333. qllQ, = A It, = 0.166667. 

tpBO = + 0.399245, 'I (f)"'= - U.128643, tpDO = + 0.027111, 

afo' = ~O + Z 11'/0 all = 0.061352, 

tp;.Bt = tp.AO + 'PI tp.Al = +0,159490, 

11';. lit = 11'110 + 'PI tpB1 = +0,420097, 

+0,061352 
'PI = - _ 0,668095 = + 0,091831 , 

tpt.llt = 11'00 + 'PltpOI = -0,121400, 

tplllt= tpDO+ 'PI tpDl= +0,049535. 

Allgemeiner Ansatz zur Untersuchung des Stockwerkrahmens. Der 
Verschiebungszustand eines Stockwerkrahmens mit n Pfosten und v durchgehenden 
Riegelstaben (Abb.319) wird durch v'n Knotendrehwinkel CjJJ und I = v unab
hangige Komponenten V'c beschrieben. Hierfiir eignen sich die waagerechten Ver
schiebungen u 1 • •• u1> der Riegel und die Drehwinkel .01 ••• .01> der Abschnitte eines 
aufgehenden Pfostens. Die Pfostendrehwinkel eines Stockwerks sind bei waage
rechten Riegelziigen mit EAO = 0 und senkrechten Pfosten gleich groB, die Dreh
winkel der Riegel Null. 
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Urn Unbekannte gleicher Dimension und GroBenordnung zu erhalten, werden 
neben den Knotendrehwinkeln CPJ die Drehwinkel {)a (s .= 1 ... v) der Abschnitte s 
Wv eines ausgezeichneten Pfostens als Unbekannte 1pc bestimmt. - n--O--O/J Fiir die iibrigen ist bei Riegelstaben mit Eh + 0 nach dem 
~H-- -- !J-1 Superpositionsgeset~ 

I I : : i : 
, I I I I • 

- ~--+-+--+--I 
I • t I I I 7E: : -E: : --6: 12 Die Komponenten CPJ' 1pc sind die Wurzeln von n'v sta-

,., tischen Bedingungen t5A J = 0 und von v statischen Be-
_ -- -- , dingungen dAc = O. Die Gleichungen (lA J = 0 enthalten 

als Unbekannte auBer dem Drehwinkel CPJ des Knotens ] 
,- ,,-- / die Drehwinkel der zwei, drei oder vier angeschlossenen 

1 2 n-' n Knoten K und die Stabdrehwinkel 1p der beiden an-
Abb.319. schlieBenden Geschosse, die Gleichungen t5Ac = 0 den 

Stabdrehwinkel1po und die Drehwinkel aller oberhalb und unterhalb vom GeschoB c 
liegenden Knoten. 

Gleichung t5AJ = 0 (Abb.320): 

aJ(J-fll CPJ-fI + aJ (J-ll CPJ-l + aJJ CPJ + aJ U+I1 CPJ+I + aJ (J+fI) CPJ+ft 

+ aJe 1pc + aJ(c+ll 1pc+l + aJ® = 0, 

Abb.320. 

. 2 
aJ(J-1) = - IJ 7" 

i 

· (4 4 4 4 ) 
aJJ = - IJ h! + f + P + hi . 

• • .+1 .+n 

· 2 . 2 
aJ(J+u = - I J P' aJU+fI) = -IJ V-' 

1+1 '+n 

'( 6) 6 
aJe = - IJ - hi = hi' 

6 
aJ(c+l1 = r' 

,+'Ii 

I' '\"1M(i) 
aJO = - J ~ JO, 

J 

1· ~M(h) 
aJ J t = - J £.i J J t • 

Gleichung (l Ae = 0 (Abb. 321) : 

acc 1pc + LJcpJacJ + ae'i! = 0, 

J 

Die folgenden LJ erstrecken sich iiber aIle Pfosten im GeschoB c. 

Wv 

: ""'-"-"I! I! I~: I i r:; 
I I I I I I I I I 

If'c41'; I: I I I: I I 
~ •• J 

, I ' 
I I 

J-, :J I ./ 
, , 

n·;' :hi: I 

!J-n 

Ailil. !I:!1. 

c 

. 6 
acJ = Ie h~ usw., 

• 
ac'.x. = acO + act + acJ t , 

B=C 

(578) 

(579) 

Die \Yurzeln 1pc' CPJ des Ansatzes werden am einfachsten nach einer Umformung 
d!'r Gleichungen durch Iteration bestimmt. 
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(580) 

f/JJ aJJ + 2: f/JKaJK + ,2'Pc aJe + aJO = 0, 

f/JJ aJJ + .2 f/JK aJK + 1: 'Pc, 0 aJc + .2 'P~ aJc + aJO = 0, 

_ a:'o+E'P •• oa.l. EtpKa.lK E'P~a.l·l 
f/JJ - - au - au - ---a;;-

= f/JJ.o + f/Ji + f/J:;' 

(581) 

Die Stabdrehwinkel 'Pc setzen sich aus zwei, die Knotendrehwinkel f/JJ aus drei An
tcilen zusammen. Die Anteile 'Pc. 0 sind unabhll.ngig voneinander und durch bekannte 
GroBen bestimmt. Dasselbe gilt von den Anteilen f/JJ,o' Sie bilden einen Teil der 
ersten Naherung 'Pc' f/JJ, welche aus 'Pc,o, f/JJ,O und geschll.tzten oder angenomme
nen Wert en f/JJ entsteht und zu neuen Werten 'Pc, f/JJ fiihrt. Die Reihenfolge der 
einzelnen Schritte ist nach der Bestimmung der Konstanten 'Pe,o = - aeo/aec , 
f/JJ,O == - (aJO + .2 'PC,OaJc)/aJJ durch die folgenden vier Bedingungen vorge
schrieben: 

, E tp.la • .1 
'Pc = - ----a.:;- , , . EtpKa.lK 

f/JJ= - au ' 

f/JJ = f/JJ.o + f/Ji + f/J:;. 

" __ E 'P~ a.l. 1 
f/JJ - au' 

J 
(582) 

Bei der Iteration ist der Abschnitt 30 zu beachten. Die Ergebnisse fiir die unab
hll.ngigen Komponenten 'Pc, f/JJ aus der letzten NlI.herungsfolge miissen die statischen 
Bedingungen (578), (579) oder gleichwertige Ansll.tze fUr das Gleichgewicht von 
Schnittkrll.ften erfiillen. 

Bei symmetrischer ·Belastung sind die Stabdrehwinkel 'Pc und daher auch die 
Anteile f/J:; der Knotendrehwinkel Null. Sie sind aber auch bei unsymmetrischer 
senkrechter Belastung so klein, daB sie vemachlassigt werden konnen. 

Die Belastung durch Wind darf bei der Unsicherheit der Druckverteilung stets 
durch Einzellasten ersetzt werden, die an den Stabknoten des luvseitigen Pfostens 
oder der luv- und leeseitigen Pfosten angreifen. Die Momente M~~ sind in diesem 
Falle Null. Bei symmetrischer Temperaturll.nderung eines symmetrischen Trag
werks ist die waagerechte Verschiebung der Querschnitte der Symmetrieachse Null. 
Die Berechnung bleibt daher auf die Knotendrehwinkel beschrankt. Ahnliche Ver
einfachungen verkiirzen auch die umfangreiche Berechnung der waagerecht liegen
den, mehrreihigen Silorahmen, da die Stabdrehwinkel hier durch die Belastung 
entweder Null sind oder mit groBer Annll.herung zu Null angenommen werden 
konnen (Abschn. 53). 

Mann. L.: Theorie der Rahmenwerke auf neuer Grundlage. Berlin 1927.-Takabeya, F.: 
Rahmentafeln. Berlin 1930. - Engesser, F.: Der Stockwerkrahmen. Eisenbau 1920. S.81. 

41. Stabwerke mit geraden und gekrUmmten Stabachsen. 

Der Ansatz wird auf symmetrische, beiderseits eingespannte Stabbogen be
schrankt, urn das Wesentliche der Rechnung hervorheben zu konnen. Die Er
weiterung auf andere Stabformen bietet keine grundsatzlichen Schwierigkeiten. 

Die bezogenen Langenanderungen SA: der geraden Stabe lk sind wie in Abschn. 39 
Null oder geometrisch bestimmt (SkO), dagegen andem die Stabzugsehnen III durch 
Belastung und andere Ursachet:l i!lre Lange urn den Betrag slIlll = L1Z:. Er besteht 
aus einem geometrisch bestimmten Tell L1IAo und einem geometrisch unbestimmten, 
von den AnschluBkraften abhll.ngigen Teile L1111 (L1Z: = L1ZlIo + L1lll). Der Verschie
bungszustand des Stabwerks enthii.lt daher (3, + 2'1 - Sl) voneinander unab-
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hangige unbekannte Komponenten. Dasselbe gilt von der kinematisch aquivalenten 
Knotenpunktfigur. Diese zahlt (3, + 2'1 - Sl) Freiheitsgrade und wird zur Unter
suchung wiederum durch eine kinematisch aquivalente Knotenkette ersetzt, deren 
Stablangen IA (1 + eA) ebenso wie deren Knoten- und Stabdrehwinkel flJJ' D" be
liebige GroBen annehmen konnen. Urn der Knotenkette diese kinematischen Eigen
schaften beizulegen, werden nieht nur die AnschluBmomente M,', sondern auch die 
Langskrafte NAder Sz gekriimmten Stabe im Symmetriepunkt T" als auBere Krafte 
betrachtet, so daB nieht nur der StabanschluB am Knoten unabhangig yom Gleieh
gewicht der auBeren Krafte frei drehbar sein, sondern auch der stetige Zusammen
hang des Stabes im Scheitel nach Abb.322 durch eine Fiihrung ersetzt werden 
kann. Die Knotenkette besitzt dann , + 11 + s: = , + I Freiheitsgrade. Der Ver
schiebungszustand ist durch , Knotendrehwin~el flJJ und I voneinander unab
hangige Komponenten 'Pc bestimmt. Hierfiir lassen sieh einzelne Stabdrehwinkel D" 
die Langenanderungen ..11" einzelner Stabzugsehnen (h) und Punktverschiebungen 
UJ verwenden. Sie werden aus (, + I) statischen Bedingungen fiir das Gleieh
gewicht der auBeren Krafte MJ , \,13", M~', N" der Knotenkette berechnet. 

Die Knotenkette vermag (, + I) voneinander unabhangige Bewegungen r J , re 
auszufiihren. Sie wird dabei mit den Geschwindigkeiten ~J = 1 oder tPc = 1 usw. 
angetrieben. Nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten gelten dann , Glei
chungen von der Form 

I5AJ=O = IaJIflJI+ IaJe'Pc+ aJO' (j=A ... N) (583) 

und I Gleichungen von der Form 

(c.= 1 ... f) . (584) 

Die Vorzahlen aJI' aJc ' acll der unbekannten Komponenten flJJ' 'Pc und die 
Belastungszahlen aJO' aco bedeuten virtuelle Arbeiten. Der erste Index bezeichnet 
die Art des zwanglaufigen Gebildes und dessen Geschwindigkeitszustand fpJ = 1, 
tPc = 1, der zweite die Ursache der AnschluBkrafte, welche in jedem Summanden 
virtuelle Arbeit leisten. Demnach sind aJO ' aco die virtuellen Arbeiten bei der Be
wegung ipJ = 1 oder "0 = 1 der Knotenkette aus der Belastung \,13 und den An
schluBkraften M'~, N "0 des geometrisch bestimmten Hauptsystems (flJJ = 0, 'Pc = 0) 
aus den auBeren Ursachen. Diese bestehen aus der Belastung \,13" der Stabe, den 
Stabdrehwinkeln D"o und den Langenanderungen ..11110 der Stabzugsehnen durch 
Temperaturwechsel (ex,tl,,) und vorgeschriebene Stiitzenverschiebungen ..1 ... Die viri 
tuellen Arbeiten aJI' aJc entstehen bei der Bewegllng ipJ = 1 aus den AnschluB
kraften des Hauptsystems M~'I' N 11K durch fIJI = 1 oder M~' C' N "c durch 'Pc = I . 
Ebenso werden acJ' acll aus dem Bewegungszustand tPc = 1 und den AnschluB
kraft en des Hauptsystems M'j'J' N1&J aus flJJ = 1 oder M~'c' Nile aus 'Pc = I ge
gebildet. Die AnschluBkrafte aus den verschiedenen Ursachen \,13", flJJ' 'Pc sind auf 
S. 310 entwickelt und fiir lA in der folgenden Superposition zusammengefaBt worden: 

M~A) = M~"J + flJJ MY') + fIJI MY'A: + (J. MY'~ + ..11. MY'~ , 

MIA) MIA) ..11 "0 D '= + ("X + II + 1) J = JO - ADdu - AD 2dH flJJ du 4da daa (585) 

+ fIJI (- XX_ + -.!L - J...) - I'Pc ({Jh ~ + L1IA c "0 ) du 4 dH daa 2 dH du 

M~) = M~~ + flJJM~~ + flJIM~k + (J.M'l!" + L11.M'Jc~ , 
MIA) 1\I1A) + ..11 "0 {J II + ( ,,3 + II 1 ) 

I = J IO .odu - 10 2dH flJJ - du 4da - d,s 

+ fIJI (~: + 4:a + 6~) -17'1'0 ({J.c 2:" - ..11. 0 ~:) , 

I (586) 
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(587) 

Unsymmetrische Bogenstellung. Die Stabendmomente M';?l und die Uings
krafte Nil im Scheitel der gekriimmten Stabe (Abb. 322) werden als auBere Krafte 
angesehen, so daB eine Knotenkette mit 11 Stabelementen entsteht. Dieser wird 
das geometrisch bestimmte Hauptsystem zugeordnet. 

4, 

J 
Abb.322. 

Anzahl der Knoten und Stabe r = 3, r1 = 0, s = 7, S1 = 3, S2 = 4. Geometrisch 
iiberzahlige Stabe m = 1, daher 11 = 2·3 - (7 - 1) = 0, s: = 4 - 1 = 3 (vgl. S; 314). 

Anzahl der Unbekannten r = 3, 1= s: + 11 = 3. 
Als unabhangige Komponenten des Verschiebungszustandes werden neben den 

Knotendrehwinkeln rp A' rpB' rpo die Stabdrehwinkel der drei Pfosten 1p1 = {}1' 
1p2 = {}s, 1pa = {}a ausgewahlt. Die sechs statischen Bedingungen, welche diese er
fUllen miissen, ergeben sich mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen al1s fJ A J = 0, 
M. = 0 fUr ip A = 1, ipB = I, fpo = 1, ,p1 = I, ,pI! = 1, ,pa = 1. Die Kette r1 be
steht aus den Staben 1, a, b, c, d, deren Hauptpole (b), (c) im Unendlichen liegen 
und deren Hauptpole (a), (1), (d) mit den Punkten D, H und B zusammenfallen. 
Dabei verschieben sich die Stabelemente b, c waagerecht mit der Geschwindigkeit i h1 • 

Die Stabe a und d bleiben in RuM. Der Bewegungszustand der Ketten rll mit ,p2 = 1 
und ra mit ,ps= 1 ist ahnlich. Die Gleichgewichtsbedingungen bilden die folgende 
Matrix: 

a AA a AB a Al a .. u aAO 

r---
a BA a BB aBO aBl a B , a Ba aBO 

'-------------I-
aCB a oo a09 aC3 a CO 

-
tPl aid alB au all a lO 

- ----------I-
aUA a UB avo all au al3 a lo 

c--- --I-
au a. o aSI a 33 a 30 

Bollenstellunll mit drel 01!nunllen- nach Abb.323. 

1. Oberzlililige GraBen. Der den Pfeilerkopfen benachbarte Bereich der Gewalbe wird 
wegen seiner groBen Steifigkeit als starr angenommen, so daB die Scheibenkette (Abb. 324) 
mi~ den Parametern CPA, CPB. 'Pl = {f., 'PI = {fA und das ihr zugeordnete Hauptsystem B 
nach S.311 der Berechnung zugrunde gelegt wird. 
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2. Anschluilkra.fte der Bogen. Mit den Abkiirzungen 

c1 = I ~ + -- + - . ( 
y2 12 1 ) 

1511 4 15.. 1533 

C _/2~ 
3 - 611 ' 

12 
c,= I 215 .. ' 

gehen die Beziehungen (585) bis (587) iiber in 

MIA) = MIA! + m • 2 + m .2 _ {} c, + Lli 2· • .0 T" I T. I "I " 12 • 

Abb.323. 

Abb.324. 

o 

Die Entwicklung von {}" und LlI" lautet hier im Gegensatz zu S. 318 wegen der endlichen Aus
dehnung der Knotenscheiben 

{}" = {}"o + {}"" . rp" + {}u • rp. + E "'.' (}" •. 
Ll/,,=Lllho + Ll/"". rp" + Ll/u' rp.+ };",. ·Ll/" •. 

Die Anschluilkra.fte ergeben sich daher aus den folgenden Gleichungen 

) (a) 
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(b) 

'A ('s 'I) ('a (6 ) .of 'I () N" = Nu +.d/",p+9'.1 -jS+Aluji" +9'. I~ +Ll/up +.I'Po·.uI".". c 

Berechnung der Koeffizienten , mit Hilfe der Tabelle 16 
II I 

1 = 17,8 m, f = 5,25 m, ,,= 8[ + 2" = 10,168810 m, e = " - f = 4,918810 m, 

sin 9'0 = 2/" = 0,875225, 9'0 = 61Q 04' 17,8", b = 2 9'0. , = 21,6777 m = b' , 

b b 

"0= J" jOdS:J jO_dS="(~ -;-)=3,43101m, 
o 0 

, ( Ie) b' "s ( 2 cl 3 e I) d11 = "B b - 2 "0 ' b - ,. +"2 1 + ;z - ,. 11 

= b' [ ;1 (1 + 2 ;.' - 3: ~) - "3] = 54,584, 

~tI= ! (~ r (1 + 2 ;.' - 2 ~;) b' - ! (~ r (1 - 2 ;1 + 2 ~;) b' 

= ~' (; - ;) b' = 675,62 , 

diS = b' = 21,678, 

'1 = + 6,7471, '. = - 2,5733, c. = + 19,916, 't = +4,1738, 

3. AnschluOkrlfte der Pfeiler (Abb. 325.) Nach S. 308 ist 

M~'" = -'/~J + P11 rpJ + Pu9'. - (P11 + Pul flo, 

M'l' = M'l~ + Pit tpJ + P,,9'. - (P .. + Pul flo. 

Die Vorzablen PI~ werden durch numerische Integration nach Simp. 
son berechnet. 

dll 
P11=J5' 

d12 
PlI=-J)' 

a) Linker Pfeiler 
1- 1 1 

d11 =I, f E,a1- d;, 
o 

du = - I, f H' '.i dE. dll = I, J EI '.i dE, 
o 0 

'I = 103,32. 

Abb.325. 

10 = 0,144 mt. 

1= 11 [1 + (VUII - 1) E]3 = 0,2287 (1 + 1,104 Ell. 

E I 1.11 h ~E' 1.11 hEr 1.11 ellolI h·e'I.1I e" 1.11 h. E"I.II 

0,0 0,2287 0,6296 I 0 0 0 0 0,6296 0,6296 
I 0,3131 0,4599 4 0,04139 0,1656 0,00460 0,0184 0,3725 1,4900 
2 0,4 161 0,3461 2 0,05538 o, II07 0,01 384 0,0277 0,2215 0,4430 
3 0,5395 0,2691 4 0,0565 1 0,2260 0,02422 0,0969 0,1319 0,5276 
4 0,6852 0,2101 2 0,05042 0,1008 0,03362 0,0672 0,0756 0,1512 
5 0,8550 0, 1684 4 0,04210 0, 1684 0,04210 0, 1684 0,0421 0,1684 
6 1,0507 0,1371 .2 0,03290 0,0658 0,04936 0,0987 0,0219 0,0438 
7 1,2742 O,!I30 4 0,02373 0,0949 0,05537 0,221 5 0,0102 0,0408 
8 1,5274 0,0943 2 0,01 509 0,0302 0,06035 0, 1207 0,0038 0,0076 

0,9 1,8121 0,0795 4 0,00716 0,0286 0,06440 0,2576 0,0008 0,0032 
1,0 2,1301 0,0676 I 0 0 0,06760 0,0676 0 0 

0,9910 1,1447 3,5052 
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Damit wird 
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1./10 
<511 = + -3- 3,5052 = + 1,986 , 

1./10 on = + -3-1,1447 = + 0,649, 

1./10 
011 = - -3- 0,9910 = - 0,561 , 

P11 = + 0,666 , PII = + 0,576 , P21 = + 2,039 , 

Pu + Pn = + 1,242 , PSI + P12 = + 2,615. 

M~' = M~~ + 0,666 qi ..1+ 0,576 qig - 1,242 -IJ" 

M'JI = M1~ + 2,039 qig + 0,576 qi ..1- 2,615 (f, • 

h) l<.echter Pfeiler. Auf gleiche Weise ergibt sich fur den rechten Pfeiler 

M<;) = M~~ + 0,567 qiB + 0,555 qil' - 1,122 (fA' 

M'j) = Mj!'~ + 2,253 qil' + 0,555 qiB - 2,808 {fA. 

4. AnschluBkrlIJte infolge der O"berza.hligen. In der folgenden Tabelle sind die Werte -IJ und 
.1//1, femer die Anschlu13kra.fte infolge qiA = I, qiB = I, '1'1 = 1. '1'1 = 1 zusammengestellt. Sie 
ergeben sich unmittelbar aus den Formeln (a) bis (c). Z. B. ist· 

d 
{)u = -1..1 T = - 0,061798, 

.1lu h 
-1- = -IA T = - 0,182584, 

.1/31 h. 
-1- = 11 T = +0,955056. 

I M lb) Jl .1/u d" 3 AA = c1 - VIAC, + -1-C3 = C1 + T C' + TCa = + 10,641 , 

I NIB = ! (_C3+.1~IBC6) =+(-Ca - ~ c5 ) =- 2,1787, 

I M1r = -1,2421 

qiA= 1 

-IJ. 0 
{)A 0 

()s - 0,061 798 
(), - 0,061 798 
~6 0 

.1/3/1 + 0182584 

.11,11 - 0,182584 

.11611 0 

1Mg') 5,9517 
INa + 2,1787 
IM1' + 10,6413 

IMfj) + II,8548 
IM'l) + 10,2528 

1M':) + 10,6413 
tN, - 2,1787 
1M';) - 5,95 17 

1M':) 0 

I M'j) 0 

1 M';l 0 
IN5 0 

IM~) 0 

h, 
=+,c3 

rpB= I '1'1 = I 

0 I 

0 0 

0 0 
- 0,061 798 0 
- 0.061 798 0 

0 + 0,955056 

+ o, r82584 - 0,955056 
- 0,182584 0 

0 - 19,0209 
0 + 5,5436 
0 + 19,0209 

0 - 22,1076 
0 - 46,5470 

- 5,9517 + 19,0209 
+ 2,1787 - 5,5436 
+ 10,6413 - 19,0209 

+ 10,0926 0 

+ 9,8790 0 

+ 10,6413 0 
- 2,1787 0 
- 5,95 17 0 

= + 19,0209, 

= -22,1076. 

'#z = I 

0 
I 

0 
0 
0 

0 

+ I ~92135 
- 1,2921 35 

0 
0 
0 

0 
0 

- 25,7342 
+ 7,5002 
+ 25,7342 

- 19,9716 
- 49,9824 

+ 25,7342 
- 7,5000 
- 25.7342 
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5. Vorzahlen der Bedingungsgleichungen und p-Vorzahlen 

I a,I.A = - i", (I M~~ + 1 Mf~ + 1 M~~) - 0,061798(1 M&"1 + 1 M~~ + 1 M~~ + 1 M'J~) 

+ 0,182584 ·17,8 (-I Nu + I N u ) 

= -33,137 - 0,580 - 14.161 = -47,88 , 

I aAB = +12,74, I aAl = -51,97 , 

laBB=-iB(IM'J~ + IM~~ + IM~1) - O,061798(IMl~ + IM'J1 + IM~" + I M~") 

+ 0,182584 ·17,8 (-I Nu + I N u ) 

= -31,375 - 0,580 - 14.161 = -46,12 , 

1 aBt = -80,25, 

I all = il(l Mfl + 1M:!) + 0,955056·17,8 (-I NIl + I Nu ) 

= -68,655 - 188,482 = -257,14, 

I a12 = +127,50, I a Z2 = -414.97 . 

I fache Vorzahlen der Bedingungsgleichungen 

A 

B 

I 

2 

.A 

'PI 

- 47,88 + 12,74 - 51,97 

+ 12,74 - 46,12 + 37,04 

- 51,97 + 37,04 - 257.14 

+ 50,11 - 80,25 + 127.50 

1000 
Vorzahlen P' = -l- P 

B I 

+ 50,11 

- 80.25 

+ 127,50 

- 414.97 

2 

- 28,04226 - 0.91125 + 4,65360 - 1,78022 

- 0.91125 - 33,47763 - 1.74904 + 5.82672 

+ 4,65360 - 1.74904 - 5.46810 - 0,77989 

- 1.78022 + 5,82672 - 0,77989 - 3,99122 
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Eine beliebige Belastung fiihrt mit den Absolutgliedem an zu den tl'berzllhligen /PA. rpB, 'PI' "'2 
z.B. 

rpA = - 1:00 (PAA • a ..10 + PAB • aBO + PAl' alO + P',,", • aID)' 

Die Stabendmomente und die Ungskrllfte in den Bogenscheiteln werden mit den Angaben der 
Tabelle auf S. 352 aus 

M~) = M~~ + rpA M~~ + rpB M~J, + 'PI Mn + 'Pa M~~ , 
erhalten. 

6. EinfluBlinie des Momentes M~) 

M~) = M~)o + rpA • M~ + rp •• M~)B + 'PI • M~)l + 'P2 . M~~ = M~)o + Jf~)* . 

Abgesehen von dem ersten Glied. der EinfluBlinie im geometrisch bestimmten Hauptsystem, 
stellen die einzelnen Glieder die mit konstanten Zahlenwerten erweiterten EinfluBlinien der 
Uberzllhligen dar. Die EinfluBlinie rpA ist die Biegelinie infolge MA = 1. die EinfluBlinie 'Pl ist 
die Biegelinie infolge zweier Krllfte 1/1, an den Knoten A und E. Der Anteil M~! ergibt sich also 

Beyer. Baultatik, 2. Aufl" 2. Neudruck, 23 



354. Stabwerke mit geraden und gekriimmten Stabachsen. 

als die 13iegelinie des Lastgurtes infolge der Lasteu M .. = M~~, MB = M~'~, M, = M~~, 
M. = M~~. Belastungsglieder hierfiir: 

Oberzll.hlige: 

I a .. o = 1M .. = + 10,6413, 

I a10 = 1M. = + 19,0209, 

laBO = 1MB = - 5,9517, 

I a20 = 1M. = - 25,7342, 

.. 1 
!pl,.", ~~ - iooo (- 28,04226 • .JO,6413, + 0,91125·5,9517 + 4,65360 . 19,0209 

+ 1,78022,25,7342) = +0,158654, 

tpl. ... = -0,.)l)6338, 

M(·) 
o,~. - 0,0787031 

N a, ... + 0,0268961 

M(6) ..... " + 0,1 205022 

"r. ... = +0,024008, 

AnschluBkrlfte 

M(') 1+ ","'1 0,1721424 
t 

N., ... 1- 0,0421047 

M~~ ... ,I- 0,1320131 

,,:. ... = - 0,034253 

M(') 
B,A. - 0,0533119 

N., ... + 0,0152086 

M(/) 
D,A • + 0,0516402 

Die Biegelinie M~). setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: Verschiebung der Bogensehnen und 
Yerschiebungen relativ zu den Bogensehnen, Diese werden durch Verwendung der Biegelinien 
'11, '1;' '12 infolge der in Abb. 326 angegebenen Belastungen erhalten. Die Diegclinien sind mit 
den Formeln der Tabelle 16 berechnet und in der folgcnden Tabelle zusammengestellt. 

X 1]1 '1~ '12 

0 0 0 0 
1,78 + 64.34U + 10.7037 - 5.69 18 
3,56 + II7.744 + 17.3690 - II.0942 
5.34 + 157.89!l + 20.9931 - 15,6826 
7. 12 + 182.540 + 22.2356 - 19.2557 
8.90 + 190•834 + 21.5398 - 21.5398 

10.68 + 182.540 + 19.2557 - 22.2356 

Abb.326. 
12.46 + 157.898 + 15.6826 - 20.9931 
14.24 + II7.7H + II.0942 - 17.3690 
16.02 + 64.340 + 5.6918 - 10.7037 
17,Il0 0 0 0 

Bereich 3: 

j\J~)* = - dtp; ..... .; + M<;,l .... '1~ + M~: ... '1]. + N a .... , '11 
= - 0,174519 ~ - 0,078703 '1~ + 0,1205021]2 + 0,026896 '11 . 

Bereich 4: 

.vl~)* = +dtp; .... . ~' - dtp;.A • . .: + .1I~~A' '1]~ + ,'1':: ... ' '12 + "'4 .... , '11 

= +0,174519';' + 0,006972 $ + O,172142'1~ - 0,130013'12 - 0,042105'11' 

Bereich 5: 

_VI~)* = + dtp; .... • .;' + .'\1~~ ... ' 1]; + .11~~ ... ''1~ + N •. .t •• '11 

= - 0,006972';' - 0,053312'1; + 0,051640 f1;.l + 0,015209'11 . 

Die EinfluBlinie M% ist die EinfluBlinie fur das starr eingespannte Gew61be, erstreckt sich 
abo nur iiber den Bereich 4. Fiir das Hauptsystem Abb.288 (f ==.4) ist 

M% = Xl' Yo - X.,lj2+ X3 

= 61 ", Yo _ 62 ", ..£ + 6,,,, 
611 622 2 633 ' 

Die Verwendung der Funktionen '11' '1a' '1~ fiihrt zu 
t 

61", = '11 - Yo ('1; - '12)' 62", = -2- ('1i+'12). 63 '" = - ('1i - '1z) • 



Symmetrie des Tragwerks. 

und mit einer einfachen Umrechnung zu 

'''0) c3 c1 I c2 
mAo = /2- 1/1 - T 1/2 - T'12 

= 0,062858 711 - 0 379051 '12 + 0,144.567 1/2' 
Die Ordinaten der EinfluBlinie M~) sind in Abb. 327 aufgetragen. 

42. Symmetrie des Tragwerks. 

355 

Die geometrischen und elastischen Eigenschaften zahlreicher Tragwerke k6nnen 
auf Symmetrieachsen bezogen werden, so daB symmetrische Kraftwirkungen auch 
symmetrische Verschiebungszustande, antimetrische Kraftwirkungen antimetrische 
Verschiebungszustande erzeugen. Die Anzahl der unbekannten unabhangigen Kom
ponenten ist dann wesentlich kleiner, so daB die Rechnung vereinfacht und ab
gekiirzt wird (Abschn. 27). 

Die symmetrisch zugeordneten Knoten- und Stabdrehwinkel sind bei Antimetrie 
der Belastung gleich groB, bei Symmetrie entgegengesetzt gleich. Die Symmetrie
punkte des Tragwerks erfahren bei Antimetrie der Belastung keine Verschiebung in 
Richtung der Symmetrieachse, wahrend bei Symmetrie der Belastung nicht nur die 
Knotendrehwinkel und die waagerechten Verschiebungen der Querschnitte der 
Symmetrieachse Null sind, sondern auch die Drehwinkel derjenigen Stabe, welche 
die Symmetrieachse unter 90° schneiden oder mit ihr zusammenfallen. Smd die 
Langenanderungen cler Stabe Null, so gilt. das gleiche oft auch von allen anderen 
Stabdrehwinkeln. Das geometrische Bild ist dahec bei Symmetrie der Belastung 
durch eine klein ere Anzahl von unbekannten Komponenten bestimmt als bei Anti
metrie. Fiir den Spannungszustand gilt das Gegenteil, so daB die Untersuchung je 
nach der Bclastungsform mit der Berechnung der unabhangigen Verschiebungen 
qJJ' 1fJc oder der statisch unbestimmten Schnittkrafte eingeleitet werden kann. 

Eine beliebige Belastung darf nach dem Superpositionsgesetz in zwei oder vier 
Anteilc zerlegt werden, wenn eine oder mehrere Symmetrieachsen vorhanden sind. 
]eder Anteil ist zu den Achsen symmetrisch oder antimetrisch, so daB die Ver
schiebungszustande aus der Spiegelung eines Teilbildes entwickelt werden k6nnen. 
In diesem Falle geniigt die Berechnung der unabhangigen Komponent~n dieses 
Abschnittes. Damit ist ein Weg zur vereinfachten Anwendung der Ansatze 
<5A J = 0, <5Ac = 0 gezeigt worden. 

Die Symmetrie des Tragwerks zu einer oder mehreren Achsen kann bei Um
ordnung der vorgeschriebenen Belastung zur Bildung von Gruppen unabhangiger, 
geometrisch zugeordneter Komponenten des Verschiebungszustandes ebenso ver
wendet werden, wie dies in Abschnitt 28 fiir statisch unbestimmte Schnittkrafte 
angegeben worden ist. Der Ansatz entsteht auch hier durch Addition und Subtraktiln 
symmetrisch zugeordneter Bedingungsgleichungen unter Einfiihrung neuer Un
bekannter. 

23* 



356 Symmetrie des Tragwerks. 

Sind in einem Tragwerk mit einer Symmetrieachse die Knotendrehwinkel fPJ' XJ 
symmetrisch zugeordnet. so lassen sich diese zu Gruppenbewegungen 

PJ = tpl; %1, eJ= 9'lt ~ (588) 

zusammcnfassen, die bei der Entwicklung des Spannungs- und Verschiebungs
zustandes als neue unabhangige Komponenten verwendet werden. Die Kompo
nenten 'l'e lassen sich von vomherein so auswa.hlen, daB die in ihren unabh§.ngigen 
Elementen zugeordneten Bewegungen (1' rc , 12' re symmetrisch oder antimetrlsch sind. 
Sie werden durch die Komponenten Pc und eo beschrieben. Die Oberza.hligen p, e 
ergeben sich bei der Umordnung der Belastung in den symmetrischen und den 
antimetrischen Anteil unabhangig voneinander, wenn die Bedingungen fiir das Gleich
gewicht der auBeren Krafte mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten fiir sym
metrische Geschwindigkeitszustande PJ = 1 (~J = I, - XJ = I), Po = 1 oder fiir 
antimetrische GeschwindigkeitszusUinde flJ = 1 (cpJ = I, XJ = 1), eo = 1 ent
wickclt werden. Die Bedingungsgleichungen erhalten nach S. 194 bei symmetri
scher Belastung die Bezeichnung (llbAJ = 0, IlIbAe = 0, bei antimetrischer Be
lastung die Bezeicbnung (2IbAJ = 0, (2lbAe = O. Die erste Gruppe Hefert die 
Oberza.hligen PJ' Pc infolge symmetrischer Belastung, die zweite Gruppe die 
Oberza.hligen eJ' ee infolge antimetrischer Belastung. Die Losung zerfallt daher 
in zwei voneinandcr unabhangige Teile. Bei Symmetrie der Bclastung ist 

(589) 
bei Antimetrie der Belastung 

eJ = 12lfPJ = 12'XJ' (590) 

SchlieBlich wird ebenso wie auf S. 195 

rpJ = Il'rpJ + 12'rpJ = PJ + eJ, 'lJ = (1)XJ + 12'XJ = - PJ + eJ' (591) 

Die Rechenvorschrift stimmt nach Ansatz und Losung mit Abschnitt 28 iiberein 
und kann bei Symmetrie des Tragwerks nach zwei Achsen eben so wie dort erweitert 
werden. Selbstverstandlich besteht auch die Moglichkeit, durch eine algebraische 
Transformation der unabhangigen Komponenten des Verschiebungszustandes all
gemeine Gruppenbewegungen nach Abschnitt 36 zu bilden, die unabhangig von
einan~er berechnet werden. Die Transformation wird dabei derart festgesetzt, daLl 
die virtuellen Arbe!ten aJK' aJc' abc Null sind. 

Symmetrischer Stockwerkrahmen mit zwei Pfosten. Symmetrisch zu
geordnete Knotendrehwinkel fPJ' XJ; symmetrisch zugeordnete 

h~;:""'---IIJ"'" Stabdrehwinkel {)i' 'Pi (Abb.328). 

~L....---iJ.-1 

Belastung von Pfosten undRiegel; Umordnung der Belastung 
in den symmetrischen und den antimetrischen Anteil: 

P _ tpl- XI 1,-., 0 

I J---2--' Pi = -2- = , 
(5H2) 

eJ= tplt XI, I, +., 
ei = -2- = 'l'i' 

Abb.32R. Symmetrischer Anteil: 

eJ = 0; PJ = (l'rpJ = - (l'XJ + 0 , 'l'i = (l'!?i = (l'''i = 0 . 

Sthtische Bedingung: Kette (lIrJ , Bewegungszustand /JJ = 1: fpJ = 1, - XJ = 1. 

Illc5A,J = PJ-l (1)aJIJ_ ll -I- PJ (1)aJJ + PHI ClIaJIJ+I' + 11'aJO = 0, (593) 

11laJIJ_ll_- - 2 (~) , Il'au = - 2 (~ + :: + 1J:+1 ) , (1)aJ1J+ll = -2 (1J:' 1 ) , 

(1)aJO = -2 (MYL + My~ + M~' . 



Symmetrischer Stockwerkrahmen mit vier Pfosten. 357 

Antimetrischer Anteil: 

fl-J = 0, 

Statische Bedingungen: Kette IIIFJ , Bewegungszustand (!J = 1: tPJ = 1, jJ = 1. 

121<5A J = (!J-I IZlaJIJ_ll + (!J 121aJJ + (!J+I 121aJIJ+II } 

+ tp, 121aJ , + tpHI 121aJIHll + 121aJO = O. 

Kette (ZITi' Bewegungszustand: ,pi = 1, -Oi = 1, Vi = 1. 

IZl<5A i =(!J_l (21aiCJ_ ll + eJ 121au + tp, (21a" + (21a,0 = 0 , 

121aJIJ_ll = -2 G:), (21aJJ = -2 (~ + :j + -4:J, 

N 
121a - -2(M(i) + Mli' -l- M(;+ll) JO- JO JO' JO , (21a -2(Mhl+h ~W ) .0 - 0 ,.4.1 K' 

J 

, 

(594) 

(595) 

(Die Indizes (~), (i + 1) bezeichnen die Pfosten, der Index N den obersten Riegel.) 
Die Gl. (593) zur Berechnung der Gruppenverschiebungen fl-J sind dreigliedrig. 

Die Gl. (594) mit den Unbekannten (!J erhalten nach Substitution der unbekannten 
Komponenten tpi aus den Ansatzen (595) fUr 
Ilh<5A,=O dieselbe Form. Sie werden nach Ab
schnitt 29 aufgelost. Die Ergebnisse dienen zu
nachst zur Berechnung von tpi' so daB sich die 
AnschluBmomente fiir den symmetrischen und 
fur den antimetrischen Belastungsanteil und 
daraus diejenigen fUr die vorgeschriebene Be- ~7H~-~+-II-"""';+':-----U!"r 

lastung angeben lassen. 

Symmetrischer Stockwerkrahmen mit 
vier Pfosten. Symmetrisch zugeordnete Knoten
drehwinkel fPJ. XJ und rpK. XK' symmetrisch zu
geordnete Stabdrehwinkel {}i = {}k und "i = "k 

(Abb.329). 
Abb.329. 

Belastung der auBeren Pfosten und der Riegel; 
Umordnung der Belastung in den symmetrischen und den antimetrischen Anteil. 

({JJ - 'lJ fl- - ({JI! - 'll! IJ, - tI, 

I ,uJ= 2 K- 2 
, I-'i= -2- =0. 

({JJ + 'lJ e _({JI!+'lIr IJ, + tI, 
(596) 

(!J = 2 K- 2 
, ei = 2 = tp,. 

Symmetrischer Anteil: (!J = O. I-'J = (11tpJ = - (1IXJ +0; 

(!K = O. fl-K = (llrpK = - (lllK +- 0; tpi = (ll{); = (1),,; = O. 

Statische Bedingungen: Ket~e IlIFJ . Bewegungszustand,UJ = 1: tPJ = 1. - XJ = 1. 

(l1<5AJ = fl-,i-l (l)aJ(J_ll + fl-J (l)aJJ + fl-J+1 (l)aJ (J+ll 

+ I-'K (l)aJ K + (l)aJO = O. 

Kette (lIFK, Bewegungszustand 'uK = 1: (PK = 1. - XK = 1. 

(1)<5AK = fl-J (l)aKJ + fl-K-l (l)aK (K_lI + P-K (l)aKK } 

+ fl-K+l (l)aK1K + 1l + (llaKO = 0, 

} (597) 

(598) 
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a(l) = - ') (MU) + M(I0) + M(T) + M(HI» 
KO - KO KO KO KO' 

Die iibrigen Vorzahlen erhalten denselben Betrag wie beim Stockwerknihmen mit 
zwei Pfosten. 

Antimetrischer Anteil: PJ=O, eJ= (lIl'PJ= (lIIXJ+O; 

Px = 0, ex = (21 'PX = (21Xx + 0; "P~ = (21{)~ = (lily. + O. 

Statische Bedingungen: Kette (21r J , Bewegungszustand eJ = 1: (PJ = I, XJ = 1. 

(21"AJ = eJ-l (2Ia J (J_l1 + eJ (21a JJ + eJ+l (1IaJ(J+u + eX (2IaJX } 

+ "Pi (2IaJ~ + "PHI (21aJ (HU + (2Ia JO = 0, 
(599) 

Kette (2Ir x , Bewegungszustand ex = 1, rpx = 1, ix = 1, 

(21"Ax = eJ (1IIaXJ + eX-l (2IaX(X_1I + eX (2lax x + eX+l (2IaX (x+u } (600) 
+ "P~ (1laXi + "PHI (1IaX(HU + (2laxo = 0, 

Kette (2Ir i , Bewegungszustand 1fi = 1: ()~ = 1, y~ = 1. 

(II"A. = eJ-l (lllaHJ_ U + eJ (2Ia~ J + (!X-l (2Ia i (X_U + ex (1I1a4X } 

+ "P~ (11aH + (2lato = 0, 

(1IaJ(J_II = -2( ;:-), 

(11aJ (J+lI = - 2 (-+-) , 
hi+! 

(2IaJJ = -2(~ + :' + h~ ), 
i i i+l 

(21aJ x = (ilax J = - 2 ( ~ ) , 

(21a - - 2 (M'" + M(" + M(HI') JO - JO JO JO, 

(21 = - 2 (.! ~ ~ ~) aXlC /( + h' + h' + I' , 
• k k+l k 

(21a - - 2 (M'" + M(kl ) xo - xo xo , 

(21aJ (HlI = . 2 ( h~+J ' 

(1IIaX (lC_lI= -2 ( :~ ), 

(2IaX (X+II= -2 (+--), 
hk+l 

2(;-), 
HI 

( 12 12) = -2 hj + hA, , 

(601) 

(Die Indizes (i) (i + 1) bezeichnen die Pfosten, der Index N den obersten Riegel.) 
Die Gleichungen (601) werden zur Substitution der unabhangigen Komponen

ten "Pi' "PHI in den Gleichungen (599) und (600) verwendet. Diese enthalten dann 
dieselben sechs Gruppenverschiebungen eJ-l" .eX+I' Der antimetrische Teil des An
satzes besteht also aus sechsgliedrigen Bedingungsgleichungen. Die Gleichungen 
(597), (598) des symmetrischen Teils verkniipfen vier unbekannte Gruppenverschie
bung en ft. 



Symmetrischer Stockwerkrahmen mit drei Pfosten. 359 

Symmetrischer Stockwerkrahmen mit drei Pfosten. Symmetrisch zuge
ordnete Knotendrehwinkel qJJ' XJ' symmetrisch zugeordnete Stabdrehwinkel {}" Vi 

(Abb.330). 
Belastung der auBeren Pfosten und der Riegel. Umord

nung der Belastung in den symmetrischen und den anti
metrischen Anteil. 

IL _ qi~- x~ 
.J- --2-' 

eJ = qi~~ X~ , 

{}, -", 0 
f't= -2- = , 

f'g = 0, 

2 qiK 
eg= 2' 

{}, + ", e. = -2- = 1fi· 

(602) 

3ymmetrischer Anteil: eJ=O, f'J=(l)qJJ=_(l)XJ+O; 

eg = (l)qJg = 0 , 1fi = (I){}i = (1)'1', = O. 

J-f 

Abb.330. 

Die statischen Bedingungen fiir die auBeren Krafte an der Kette (IlrJ und den Be
wegungszustand /J,J = 1 mit fjJJ = 1, - XJ = 1 werden nach (597) auf S. 357 an
geschrieben. 

(1) _ 2 (2) 
aJ(J-ll - - hi' CllaJJ = - 2 (; + h4~ + h~ ), (l)aJ(J+ll = - 2 (+), 

• • i+l "'+1 
CllaJO = - 2 (M~~ + M~~ + M~tI»). 

Antimetrischer Anteil: f'J=O, eJ= (2)qJJ = (2)XJ +0; 
eg = (2)qJg -+= 0 , 1f, = (2){}t = (2)Vi + 0 . 

Die statischen Bedingungen (2)<'JA J = 0, (2) <'JA g = 0, (21<'JA i = 0 fiir die auBeren Krafte 
an den Stabketten (2Ir J , (Zlrg , (Zlri erhalten dieselbe Form wie die Gleichungen 
(599) bis (601) beim Stockwerkrahmen mit vier Pfosten. Dasselbe gilt bis auf die 
folgenden Angaben auch von deren Vorzahlen: 

(2) __ 2 (~ ~ ...!..) (2) • = (2) • = 9. (~) 2 ( 3 ) agg - l~ + h' + h" ag l a(g-Ill .. h" ag(Hl) = Ii'" , 
• k h1 k k+1 

(2)aii = - 2 (~~ + ~) I (2)ag O = - 2 M}Po , (2)aiO =·2 (M&i) + hi fow g) • 

Der Ansatz fUr den symmetrischen Anteil ist !M. N E!J!. 
G .-wiederum dreigliedrig, der Ansatz fUr den anti

metrischen Anteil wird pach S. 357 aufge16st. 

Statische Untersuchung eines symmetri
schen Stockwerkrahmens mit vier Pfosten 
(Abb. 331); Binderabstand: 5,20 m. 

1. Geometrische Grundlagen. Die Stabllingen und die 
Tragheitsmomente der Querschnitte sind in Abb. 331 ein· 
getragen. J. = 38,2 dm'. Die auf drei Stellen abgerundeten 
reziproken Werte der reduzierten Stabllingen geJten als 
fehlerfreie geometrische Grundlage der Untersuchung. 

I/red. Unge 

11'"dex 
I/red. Unge 

Index 
Riegel Pfosten Riegel Pfosten 

a 0, 167 0,562 h 0,3 14 0,787 
b 0, 167 0,340 i 0,314 0,455 
c 0, 167 0,254 k 0,314 0,341 
d 0, 167 0,254 I 0,3 14 0,34 1 
e 0, 167 0,198 m 0,3 14 0,254 
f 0, 167 0.085 1% 0,3 14 0,106 
g 0, 105 0,059 r 0,211 0,059 

~ ~ li! 
}!M W~ f 

~ ~ ~ 
~~ '7 .§M -t c 

~ lM~ ~ ~ 0 

~ ~ ~ 
K~ 7 §. 

-l " 
~ ~ ~ 

B !M. 1TlM. r 
~ ~ ~i ~ 

w~ r A 
~ ~ ~ co 

~~.r ~"'A /i~~ "'~ l-6;6t!m "§Nl.. 41KJm-
Abb. 331. Die unterstt'ichenen Zahlen 
bedeuten die Tragheitsmomente in dm'. 
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A. Symmetrie der Belastung. 

LOsung nach S.357 mit rp,/ = - X,/o rp~ = - X~' (J, = 0, '" = 0 (Abb.329). 

2. Geometrisch iiberzlLhlige GraBen des Ansatzes. 

so daB 
/1,/= f (rp,/ - X,/), /I~= t (rp~- X~), 

3. Matrix der statischen Bedingungen (597) u. (598). Ent
wicklung der Vorzahlen der Gleichungen: 

( 4 4 4) a.l...l.=-2 JjI+ Y+JjI =-8,552; 
a a b 

aAlJ = - 2 (~-) = -1,360; 

a~o= -2 (~) =-0,668; 

a . .tll=-2(~) =-0,668; 

aJu=-2 (~) =-1,364; 

au=-2 (:;) =-1,364; 

( 2 4 4 4) a~~=-2 y+u-+ L, +? =-8,048. 
r. "r. "1 • 

Ergebnis der vollstindigen Rechnung auf S. 361. 
4. Nachpriifung der Vorzahlen der Matrix. Die Summe der Vor

zahlen einer Gleichung dA,/ = 0 
~-B 

aJ:E = 1: a,/~ 
~- .. 

kann als virtuelle Arbeit der AnschluBmomente aus /I .. = /lB 
= .•• = /lB = 1 (Zustand 1:1 , vgl. Abb. 332) an der mit iJ,/ = 1 
angetriebenen kinematischen Kette r,/ nachgepriift werden, z. B. 

aL:E =-2 (MQi+ MCf)+ M2)+ MlT) = -10,400. 

Die Summe a:E:E aller Vorzahlen der Matrix kann ebenfalls 
als virtuelle Arbeit der Stabendmomente des Zustandes Xl an 
der mit /£ .. = iJlI = ... = /£11 = 1 angetriebenen kinematischen 
Kette gepriift werden. Sie ist demnach gleich der negativen 
Summe der Stabendmomente an den Knoten. 

5. Belastungsglieder a,/o fiir senkrechte Belastung der Seiten
felder mit q = 2,08 tim. Der geometrisch bestimmte Anteil M~A~ 
der AnschluBmomente ist bei allen belasteten RiegelstAben gleich. 

M(al _ M(a) _ q. ,I _ 2,08· 6,0· _ 6 24 t - "0- BO---n-- 12 -, m, 

11 .. 0 = aBO = aoo = aD'O = aBO = a,o = +2·6,24 = + 12,48, 

aBO = a,/o = a~o= a};O = a.o= a,o= -2·6,24 = -12,48, 

aao = aBO = o. 
6. Auflasung der Gleichungen durch Iteration nach Abschn. 30. Die Iteration stiitzt sich 

auf Annahmen fiir /Ill, /10" ./IB in dA .. = 0, z. B. /Ill = 0, /10 = O ..• /lB = O. 
Ergebnis der Iteration: 

/I .. /Ill /10 /lD /I. /I, PrJ 

+ 1,2775 + 1,5850 + 1,8206 + 1,8652 + 2,8981 + 5,8147 - 1,2650 

/lB " /I~ /I}; /I. /I, /lB . ,/ 

- 0,8997 - 1,1;'31 - 1,2823 - 1,3424 - 2,0746 - 3,9995 +0,6842 
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ec en f1.r 

A -8,552 - 1,360 - 0,668 

B - 1,360 -6,088 - 1,016 - 0,668 

c - 1,016 - 5,400 - 1,016 - 0,668 
----- -- ----- -- --- -----

D - 1,016 - 4,952 -0,792 
-_ ... _- --~--.-- -- - ------ ------ -

E - 0,792 - 3,600 -0,340 
--. _. -, --. ------- ._---_._. ------ ------

F -0,340 -2,488 -- 0,236 
------- -_ .. - -------------

G -0,236 - 1,312 
--- ------------_._- ------

H -0,668 -15,040 - 1,820 
-- ---- --- ------'._-1--- ---

] -0,668 - 1,820 -II,472 - 1,364 
----------------_._---

K -0,668 - 1,364 -10,560 
---_. 

L -0,668 - 1,364 

M -0,668 

N -0,668 

R -0,420 

a + 6,744 + 9,444 

b + 4,080 +4,080 + 5,460 + 5,460 

c + 3,°48 + 3,°48 + 4,°92 + 4,°92 

d + 3,°48 + 3,°48 + 4,092 

e + 2,376 + 2,376 

t + 1,020, + 1,020 

g +0,7°8 +0,7°8 

7. Superposition der Anteile der Stabendmomente aus Belastung und Formanderung nach 
(530) 

M «' -o - l/k~ . (4 'Pc + 2 'P1I) = 0,254. 10,4524 = + 2,655 mt , 

Mit' = Mli~ + lll~ . (4 'Pc + 2 'Pg) = - 6,24 + 0,167· 4,7178 = - 5,452 mt, 

M~' = l/kd • (4 'Pc + 2 'Pn) = 0,254 ·11,0128 = +2,797 mt, 

. M<;' = l/k~ • (4 'PH + 2 'PM) = 0,106 (- 20,1472) = - 2,136 mt, 

Mjp = Ml:~ + lit; . (4 'PH + 2 'Pp) = + 6,24 + 0,167 (- 4,3686) = + 5,510 mt, 

M)1'= 

Mji = 
lit;, .2'P}" 

Ijk; . . (4 'PH + 2 'PR) 

0,314 (- 7,9990) = - 2,512 mt, 

0,059 (-14,6296) = - 0.863 mt. 

Die Rechnung wird fUr aIle Stabknoten durchgefiihrt und das Ergebnis in der linken HaUte der 
Abb. 333 eingetragen. Der Betrag fUr P12/8 = 9,36 mt und pt2/12 = 6,24 mt dient als Vergleich. 

-
-o,6( 
--

---

--

---

--

---

-I,3( 

-9,8( 
f----

- 1,01 

+4,OS 

+ 3,o~ 
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'P. 'P. 'P, 

I + 6.744 + 4.080 I + 0.244 
I Ij= ~]= 

----" . 
+ 4.080 + 3.°48 - 2.004 

3.°48 I -1- + 3.°48 + - 2.004 
-------------

+ 3.°48 + 2.376 

681-
1 

- 2.004 

+ 2.376 +1.020 - 2.°°4 

-1-0•668 +1.020 +0.7°8 - 2.004 

-1- ---
-°.420 +0.7°8 - 1.260 

-

-

116 

,84 

124 

-

--

-

-
148 
-
t72 
-

------------

+ 9.444 + 5.460 - 2.624 
---

I-
---

+ 5.460 + 4.°92 - 5.772 
--- ---

+ 4.092 + 4.092 i 
5.772 -

------

+ 4.°92 + 3.°48 - 5.772 

1+ 

--- --
-0.424 3.°48 +1.272 - 5.772 

-6.424 -0.236 I +1.272 +°.7°8 - 5.772 
----1---0.236 -3.844 +0.7°8 - 3.792 

-32.376 I +68.7° -16.188 
-- ----

I 1 

--1+70.56 
-"--

-19.080 ° I 

-14.280 
1 

+57.60 ° 
--- ----

-14•280 1 - +44.64 0 
----- - ---

-10.848 

-4.584\ 

+31•68 ° 

+1.272 + 18.72 ° 
---

I 1-2•832 +0.7°8 +0.7°8 + 5.78 ° 

Die Anschlu13momente. bei belasteten StAben unter BerUcksichtigung der l1u13eren KrIlfte. 
filbren durch die Momentengleichungen der StAbe zu den Querkrl1ften. Diese liefem die Ulngs
krllfte aus den Gleichgewichtsbedingungen an den Knoten. In Abb. 333 sind auf der rechten Seite 
die Ll1ngs- und Querkrllfte angegeben. 

8. NachprUfung der Rechnung nach S. 331. Die Summe der Stabendmomente ist an jedem 
Knotenpunkt Null. z. B. am Knotenpunkt N 

E M If = - 2,136 + 5,510 - 2,512 - 0,863 = - 0,001 fW O. 

B. Antimetrie der Belastung. 

LOsung nach S. 358 mit tp" = X'" tp. = X •• {}, = V, (Abb. 329). 
2. Geometrisch iiberzl1hlige GraBen. 

(I" = l (tp,,+'1.,,). (1.= t(tp. + X.) • '1'1 =! (0,+1',), 
so daB 

fli" = X" = (h. "0, = V, = 'I', . 
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3. Matrix der statischen Bedingungen (599) bis (601). Entwicklung der Vorzahlen der Glei
chungen CJA.4 = 0. CJAll = 0. 

( 4 4 4) 
a.l..I. = -2 f + Ii' + Ii' =-8,552. 

.. " b 

a.l.B = -2 (:i,) = -1,360; 

a.h = 2 (:J = +6,744. 

a.I.H= -2 (-~) = -0,668. 

a.1.6 = 2 (:J = 4,080. 

( 4 4 4 6) 
llEK=-2 -+-+-+- =-10560 

~ ~ ~ ~ ,. 

a llC = - 2 ( ~ ) = - 0,668 • 

an = - 2 ( :J = - 1,364 • 

all. = 2 (:J = +4,092. 

Ergebnis der vollstandigen Rechnung auf S. 362/3. 

Abb.334. Blegungsmomente. Die ZabJen in Ricbtung der Stlbe 
bedeuten die Uingskrlfte. die quer
gestellten Zahlen die Querkrlifte. 

Abb.333. 

AnscbluBmomente des Zustandcs .1:, 

CQ.l.=eB=···-flB 
= 'I' .. ~ 'I'.~ ... ~ 'l'g= 1). 

4. Nachpriifung der Vorzahlen der Matrix. Die Summe der Vorzahlen einer Gleichung 
6AJ = ° oder (JA. = 0 

K=N 
oder a'I = E a'K 

K=A 
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kann als virtuelle Arbeit der AnschluBmomente aus e..t = ell = ... eR = 'I' .. = '1'. = ... '1'. = 1 
\Zustand 1:1, vgl. Abb.334) an der mit iN = 1 oder .;,. = 1 angetriebenen kinematischen Kette 
rJ oder r. nachgepriift werden. z. B. 

aLX= -2 (MQ) + M!f)+ M2) + M~iii») = -5,772, 

a.x = + 2 (Mlj) + Mij) + Mi' + M'f) = - 16,188 . 

Die Zeilensummen a.z· .. a.xsind Null. da der Zustand 1:1 Pfostenendmomente nur an den Pfo
sten i.i nnd h erzeugt. Die Summe a~:x aller Vorzahlen der Matrix besteht daher auch nur aus der 
negativen Summe der RiegelanschluBmomente und det positiven Summe der 
Pfostenendmomente bei ii und h. 

"XX = 62.500 = - 2 (- 25.854) - 2 (- 5.396) = 62.500 . 

5. Belastungsglieder bei Eintragung einer waagerechten Belastung aus 
Wind w = 1 tIm in den Randknoten. 

Knotenlasten in t: 

W..t w. w, 

3.6 3.6 3.6 3.6 I,j 

aAO = aBO = ... = aRO = O. 

. G • G 

lit 
..,. 
It 
lib 
lit-
It8 ~~ ~ 
ItA J .4 . .4 .I. 

Abb.335. 
Kinematiscbe Kette r •. 

a. o = l.h.E W. = 3,0·22,9 = 68,70; 
A 

ato = 1.· '" E J'VE = 3,6·19,6 = 70,56. 
B 

a. O = 57,60; ('dO = 44,64; a. O = 31,68; a,u = 18,72. 

a. O = i •. h. Wo = 3,4·1,7 = 5,78 (Abb. 335). 

6. Auflosung der Gleichungen. Nach der Anweisung auf S. 357 konnen zunachst die Ull

bekannten Stabdrehwinkd 'I' aus den Gleichungen dAI = 0 eliminiert werden. so daB 14 Glei
chungen mit 14 Unbekannten entstehen. Diese werden durch Iteration gelost. Die Anfangswerte 
~rgeben sich durch Auflosung der voneinander unabhllngigen dreigliedrigen Anslltze. die bei Ver
nachlllssigung der lluBeren Glieder erhalten werde",. 

Die Iteration kann sich aber auch auf eine erste Naherungslosung des vollstllndigen Ansatzes 
mit 21 Gleichungen stiitzen. urn die langwierige Elimination zu umgehen. Dabei wird mit Vorteil 
<las Ergebnis der angenaherten Berechnung der '1'1 nach .'\bschn. iii verwendet. 

Ergebnis der Iteration: 

eA eB eo eD e. e, eo 

7.810 9.482 8.01 5 6.191 4.669 2.706 1.238 

e. eJ e. eL e. eN e. 

6.408 7.21 5 6.011 4.544 Z.1!78 1.253 0.423 

'1'. '1'. '1'. '1'. '1'. '1'1 '1', 

5.618 II.294 11.558 9. 183 70385 6.871 3.446 

7. Superposition der Anteile der Stabendmomente aus Belastung und Formlnderung nach 
(530): 

!I11f' = I/h~ . (49'0 + 29'. - 6 '1'.) = -4.154 mt • 

M:;'I = lll~ . (49'0 + 29'. ) = +7,362 mt, 

Mi)= Ijhd' (49'0 + 29'D - 6 '1',) = -2,707 rot. 

M'l,"ij= I/h: •• (49'.+ 29'. - 6 '1'/) = -3,229 rot. 

M~)= 1//" . (49'.+ 29" ) = +1,741 mt. 

M!~I= Ijl~ • (49'.+ 29'. ) = +2,361 mt. 

M:t) = l/h~. (49'. + 29'. - 6 '1',) = -0,874 mt . 
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Bei einer Windbelastung von 0,125 tfm3 und einem Binderabstand von 5,2 mist w = 5,2'0,125 
= 0,65 tfm. Dabei entstehen die Stabendmomente der Abb. 336. Diese bestimmen die fUr 

-1,.1f3 
-1!,361 

-1,75/1 
-3,026 

Abb.8811. 

jeden Pfosten oder Riegel konstanten Quer
krli.fte, aus denen dann die Lli.ngskrli.fte in Ver
bindung mit den Lasten W J! durch die Be
dingungen ftir das Gleichgewicht am Stabknoten 
(522l berechnet werden. Die Lli.ngskrli.fte der Rie
gel im Mittelfeld sind infolge Antimetrie der 
Belastung Null. 

8. Nachpriifung der Rechnung. Die Richtig
keit der Ergebnisse ist bewiesen. wenn die Be
dingungenbAJ = 0 und bAG = 0 durch die Stab
endmomente erftillt sind. 

bAN = -2,098 + 1,132 + 1,535 - 0,568 

= -0,001 ;>:10, 

bAb= i •. 2 (M1) + Mej + MW + M'h 
G + I. hb 1: WI:, (Abb. 337) 
B 

= 2( -3,881 - 3,142 - 8,193 - 7,716) 
+ 3,6·0,65 . 19,6 

= -45,864 + 45,864 = 0 . 

-+ 

-+ 

-+ 

-+ 

-+ 13-~ 
+-

'8 
.~ ,J. ". 

1 1 1 
Abb.337. 

43. Die Berechnung der AnschluBkrafte aus den 
Drehwinkeln 'l' der Endtangenten. 

Der Verschiebungszustand eines Stabwerks mit r freien Knoten und t abgestiitzten 
Stabenden kann nach S. 306 auch durch die Verdrehung l'!F) der Endtangenten der 
Stabe (h) am Knoten J relativ zu dem verformten Stabnetz J' K' beschrieben werden 
(Abb. 285). Die unbekannten Winkell'!F) treten im Ansatz an die Stelle der Knoten
drehwinkel flJJ, so daB darin I = /1 + S2 (vgl. S. 313) unabhangige Komponenten "Pc 
und 2 S Drehwinkel l'!F), zusammen also 2 S + I unbekannte Komponenten auf
treten. Sie sind an den r Stabknoten durch (2 S - r - t) Kontinuitatsbedingungen 

l'jl&) + -01& = l'j1&+l) -I- -01&+1 I (603) 

an den abgestiitzten Stabenden durch t geometrische oder statische Randbedingungen 
fIJ..4. = 0 oder M..4. = 0 verkniipft und miissen r + I Gleichgewkhtsbedingungen I5A J = 0, 
15Ac = 0 erfiillen, welche fUr die Komponenten flJJ. "Pc gelten. Zur Berechnung der 
2 S + I unbekannten Komponenten stehen ebenso viele Gleichungen zurVerfiigung_ 
Die L6sung ist eindeutig (Abb. 338). Dasselbe gilt auch fUr Stabwerke, deren Elemente 
(g) durch reibungslose Gelenke mit den Stabknoten G verbunden sind. An die Stelle 
der Kontinuitatsbedingungen (603) treten hier statische Bedingungen M~) = O. Die 
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Vcr wen dung der Drehwinkcl 7:!J') kann daher auch als algebraische Transformation 
des Ansatzes CfJJ' "Pc auf S. 320 angesehen werden. 

Die auUeren Krafte der Abschnitte (h) sind auf S. 307 in die Belastimg \l3 und 
in die statisch unbestimmten Anschlu13krafte M!J'), M~), N~) zerlegt worden. Jede 
Gruppe steht mit den. ihr zugeordneten statisch bestimmten Anschlu13kraften im 
Gleichgewicht und andcrt die Form des Stabes. Die Gruppe \l3 erzeugt die Anteile 
7:~hJ, 7:~h, die Gruppc der statisch unbestimmten Krafte die Anteile 7:!J'1, 7:~k. 

-r!J') = -r!J'6 + -r!J'1, -r~) = -r~)o + -rYt)M' (604) 

Die Drehwinkel 7:~hJ sind fUr jede Belastung \l3h des Stabes bekannt (Tabelle 17). Die 
Drehwinkel T!J'!u, T~~u konnen nach Abschn. 18 als Funktionen der Anschlu13krafte 
Jl!J'), M~), N~) angegeben werden. Ihr Elcfacher Be
trag ist bei geraden Stiiben (h) mit konstantem Trag
heitsmoment I h 

-rlhl = II. (2 Mlh) _ Mlh») 
JM 6 J K, 

... Ihl _ I;' (2 u'lh) ~":Ihl) 
·KM - If "'ClK - lHJ ' I (605) 

so da13 
2 

Mlh) = _(2-rlh) + -rlh) ) 
- J I;' JM KM ' 

2 

Abb.338. 
$=9, ,.=6, t=2, /=/1=2, 
2s+I=20 Unbekannte. 

m=O, 

Mlhl = - (2 -rlhl + -rIA) ) 
K I;' KM JM' (606) 2s-r-t-m= 10 Kontinuitalsbcdingun-

l"Ph) = M!J') + MYt 
6 = -if (7:!J':u + 7:~).l1) . 
h 

gen, 
t = 2 Randbedingungen, 
.=6 Gleicbungen oAJ =0, 
1="=2 Gleichungen oAc=O. 

Der Drehsinn der .\nschluUmomente und Drehwinkel ist dabei nach 
Uhrzeigerbewegung positiv gerechnet worden. 

S.306 in der 

Bei Staben mit zwei Gclenken in I unci Kist 

-rYk = Til~lf = 0 und -rY) = -rn ' -ril) = 7:'1)0 , 

bei einem steifen Anschluf3 lund einem gelenkigen AnschluB Gist mit I g = const 

... (0) _ I;' ~flo) 
·JM - 3' J , (607) 

Daher sind (2 s + f) unabhangige Komponenten Tj'1. "Pc aus (2 s - r - t) Kontinui
tatsbedingungcn (60:3). t Randbedingungen und (r + f) Gleichgewichtsbedingungen 
bA J = 0, bAc =.cc 0, also aus ebenso vielen Gleichungen auszurechnen. 

Die Stabclrehwinkel fh zcrfallen nach.(526) in einen Anteil {)'IO und in cine lineare 
Funktion der unabh~ingigen Komponenten "Pc' Der Beitrag {)hO bezeichnet eben so 
wie auf S. 318 den Stabclrehwinkel des geometrisch bestimmten Hauptsystems in
folge cler Anderung ChOl" der Stablangen clurch Langskrafte ~\r,.o unci Temperatur
wechscl t. 

(608) 

Ansatz. Zur Berechnung der 2 s + t unbekannten unabhangigen Komponenten 
-r~h1, "Pc werden die r + t statischen Bedingungen bA J = 0, bAc = ° durch (2 s - r) 
Bedingungen fUr die winkeltreue Verformung erganzt. 

-r!J'1 + 7:!J'~ + {}AO + 2)"Pc{}hC = -r!J'1iI ) + -r~htl) + {}(h+1) 0 + .2)'Pc{}(l&+l)C' (609) 

Mit diesen werden die 2 s unabhangigen Komponenten 7:~h1f zuerst auf r ausgezeichn-ete 
Drehwinkel7:~k bezogen. von den en jeder einem der r Knoten I zugeordnet ist.·Die 
statischen Bedingungen M J = 0, bAc = ° geiten fUr die Belastung \l3h und die 
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Stabendmomente M~). M~). Diese sind nach (606) zunachst Funktionen dt:l un
bekannten Komponenten 7:n{. 7:~k. "Pc des Verschiebungszustandes und werden mit 
den Kontinuitatsbedingungen (603) als Funktionen der ausgezeichneten Kom
ponenten T~k, "Pr des Verschiebungszustandes und der bekannten, durch ~'I> t, ..1, 
bestimmten Drehwinkel 7:Y'/', {}"o entwickelt. Die unbekannten Drehwinkel T~k 
treten in diesem Ansatz an die Stelle der Knotendrehwinkel f/JJ. Die Gleichungen 
sind symmetrisch und werden ebenso wie auf S. 330 aufgelost. Die iibrigen Dreh
winkel T~ll1nd {}II ergeben sich durch Rekursion' aus den KontinuWitsbedingungen. 
Damit sind auch die Winkel 7:~) = T~}"/, + 7:~1, f/JJ = 7:jlll + {}" des Verschiebungs
zustandes bekannt. Die AnschluJ3momente werden aus dem Drehwinkel 7:~1 nach 
(606) berechnet. Das Ergebnis laBt sich ebenso wie auf S. 331 durch geeignete 
~tatische Bedingungen nachpriifen. 

Die beiden Ansatze (f/JJ' "Pr) und (T~l, "Pc) iiihren zu dem gleichen Ziel. Die ein
fachere Beschreibung des Verschiebungszustandes der Knotenkette durch die Kom

ponenten f/JJ und "Pc wird durch die langere Ent
wicklung der Schnittkrafte als Funktion von MY'/, , 
f/JJ' f/JK' {},. ausgeglichen. 

Berechnung eines Silorahmens mit der in 
Abb.339 angegebenen Belastung. 

Abb.339. 

JM=31. AJ=2h. l/h=A. Das Tragheitsmo. 
ment ] der Stabe ist konstant. System und Belastung 
sind zur senkrechten Mittellinie symmetrisch, die Stab
drehwinkel durch die Art der Stiitzung Null. 

1. Bedingungen fUr die winkeltreue Verformung der Stabe am Knoten: 

r1k ~ ri3k 
1'~k = 1'~n + 1'~j'k 

1'}l1 = 1'~n + 1'i1 

1'j}1 = 1'it~ + 1'<t1 
1'j1k = Ti~ + 1'jJk T].:'6 + 1'1:1 = 1'~b + T~'lr 

1''./6 + 1'j'1 = 1':,oJ + 1':,01 1'}tJ + 1'J:k = 1'~oJ + 1'i!'1 

1'~"J + 1'~'k = 1'~8J + 1'~R1t 

1'~~ + 1'';)" = 1'~~ + 1''i~ 
(a) 

2. Bedingungen fiir das Gleichgewicht der Anschlu13momente an den 6 Knotenpunkten der 
linken HaUte des Stabwerks: 

(2 1'~11 + 1'';1) + (21'11 + 1'jl1)A 

(2T~1 + 1'~1)A + (2 1'~1 + 1'~':k) + (21'~1 + 1'j'1,) A 

(21'11, + 1'~1)A + (2T7.lr + 1'!:~) 

(21'';1 + 1'11) + (21'it~ + 1'~".lr)A + 1'~1 

=0 

=0 

=0 

=0 

(2 1'~41, + 1'<':1) A + (2 1'}Bj, + 1'!:~)A + (2 1'~'1, + 1'~"1) + 1'~Bj, = 0 

(2T!:~ + 1'j~) + 1'1~ + (2 1'!:~ + 1'V.lr) A = 0 
Aus (il'r Symmetrie der Belastung der einzelnen Zellen folgt 

Ph3 
+~(7) _ 1'(7) - ~(S) - + r(S) - +1'(4) - 1'(4) - - fJ 

'/0 - - &0 - - 'go - '0 - .'0 - - BO - 24EJ - , 

pJ3 -Tn = +1'!:b = +1'~'~ = - 1'}~~ = -1'V~ = +1'~J = 24EJ = 0:. 

(b) 

3. Die Gleichgewichtsbedingungen (b) enthalten in Verbindung mit (a) 6 ausgezeichnete 
Drehwinkel, von denen jeder einem der 6 Stabknoten zugeordnet ist. 

1'11 (2 + 2).) + T}l1 + T~'1A + AO: = 0, 

T~11 A + r~1 (4 A + 2) + T~"1 + T7.lr A + ::I A 0: + A fJ = 0 , 

T7.lr(2 + 2 A) +T~1i. + T!i~ - 0: (A + 1) - AfJ = 0, 

1'11 + r~~ (3 + 2).) + 1'~'1, A - 0: (A + 1) + A P = 0, 

1'}'1, (4A + 3) + T}l1A + 1'11 + T!i~ l - 4 A 0: - 3 l fJ = 0, 

T~~(2i. + 3) + TjDj,+ 1';:J,.l 0:(2 + A) + lfJ = O. 
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Ergebnis der Elimination mit Ilk = A. = 2, at = 8 P nach Umordnung der Gleichungen in 
eine symmetrische Matrix: 

Ti!"~ = + 1,6 P , Tlff1 = + 1,453589 P , Tj;~ = + 6,201838 P , 
r~k = - 6,754972 P , T11 = + 6,318324 P , T~'1 = - 0,657274 P • 

Durch Rekursion ist: 

T1k = +0,657274 P , 
T~k = + 1,245028 P , 

T~k = - 6,754972 P + 8 P + 1 = + 2,245028 P , 
Tj'ir = + 6,318324 P - 8 P - P = - 2,681676 P , 
T~k = - 0,546411 P . 

Die Beziehung (606) M'l) = ~ (2 T1k + T~k) liefert folgende Schnittkrafte: 

Multiplikator: p k2j12 

h 
Mj?) = -(2·2,681675 - 2,245028) = -3,1183, Miff) =, (2'1,453589 - 0,657274) =+1,1250, 

M1) = -(2·0,657274 - 1,245028) = -0,0695, M~) =-~(2'6,546411- 6,546411) = -3,2732, 

M1) =!!.. (2·6,318324 - 7,4) 
I 

=+3,1183, M (4)
B - (2.2,453589 - 2,759162) =+2,1480, 

M1) = + 0,0695 , 

M<;) = + 1,8084, 

M<j) = - 3,6346, 

M~O) = +0,8000. 

MIJ) = + 1,8328, 

Ml') = - 3,0647 , 

MV) = + 2,8634 , 

M<i) = - 3,2408 , 

M<J) = + 2,4408 , 

r§. 
5,IJ ;t 

Berechnun~ eines zur Mittellinie symmetrischen 
Stockwerkrahmens (Abb. 340). 

Belastung durch Nutzlast und waagerechten Wind
druck. Die Anzahl der unbekannten Drehwinkel Tjhk ist 
2 s = 30, die Anzahl der unbekannten Komponenten 
V'e ist f = 3. 

t--o 
5,0 

t--
5,0 
-.l 

Ansatz der (2 s - r - t) = 18 Bedingungen (603) fiir die 
winkeltreue Verformung der Stabe am Knoten und dei' 
t = 3 Bedingungen 'PK = 'PL = 'PM = 0: 

~~~+Ti'~+ V'I =0 

:~'J + T1k + V'I = T~'J + T~'k 

:~'~ + Tl'k = T~6~ + T~6k + V'I 

~16~ + T1f1 + V'I = T.l:~ + T.l:1 

r.l:J + Tlr1 = Tl}~) + T1:li + V'a 

:~1J) + T~~) + V'a = T~':) + T~'::) 

Tk2J + Ti21 + V'I = 0 

Tjn + T11 + V'I = T~~ + T~1 

T~~ + T~1 = TW + T~1+ V'I 

T~b + T1'1 = T~~ + T~1 

Ti?J + Ti?1 + V'I = Tl!'J + Tl!'..lc 

Tl!'~ + Tl!'..lc = T~g) + Tl": 

(j 

1 

M<j) = + 3,1204, 

M<j) = - 2,9183 , 

B H 

!) 

Abb.340. 

15 

T~~ +T~k + V'I =0 

T~3J + Tit), + V'I = T~~J + Th~ 

TjlJ + T~8J, + V'z = T~'g) + T~'i}' 

T~'g) +T~: = Ti'8' +T~'.i}'+ V'3 

Tj':) + TY':) + V'a =TjW +T~,'~' 

Tl!'J +T1..lc 

T~~' +T~l/ 

T~~) +Tjil/ 

= T1'8' +T~':') +hll/h12 • V'a 

=T}jg) +T11i+hll/hu'V'a 

=T1~) +T1:/ 

Das Stabwerk ist symmetrisch. Daher wird jede Belastung in den symmetrischen und in den 
antimetrischen Anteil zedegt. 

a) Verschiebungszustand bei Symmetrie der Belastung. Die Stabdrehwinkel 
V'l> V'z' V'a und die in der Symmetrieachse liegenden Drehwinkel sind Null, symmetrisch liegende 
Drehwinkel Tjhk sind entgegengesetzt gleich. 

Beyer. Baustatik. 2. Aufl., 2. Neudrud. 24 
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1. Bedingungen fiir die winkeltreue Verformung der Stabe am Knoten. 

T1~+ y11= 0 

y~l~ + y~l~ = y~4J + y~41 

yjJl~ + yjJl1 = Tir~ + y.\r1 

T./:J + y~1 = Y:6J) + y11jj 

T~4~ + y~~ = y~6J + y~61 y~ll) + y~lii = y~'04) + y~':' 

Tr:~ + Y1'1 = o. Y1~ + y11 = o. y1:~) + y1:: = o. 
2. Bedingungen fiir das Gleiehgewieht der SehnittkrlHte an den lfuoten A. D. G ; 

\ 2 T(1) + y(l) 2T~'k + yr:1 2 y'6) + T(6) ) 
EM -0- <) ,.. ~. + + 

,.. D. 
,. - - - h1 I' h' , 6 

(2y(8) + y(8) 2T.\rk + Y1~ 2 ylll) + y(ll) ) 
E MD = 0 = 2 D. h' ,.. + + 

D. Il. 
I' h~l 8 9 

(2y(11) + y(l1) 21:(14) + y'U») 
E Mil = 0 = 2 9. D. + 

9. a. 
h~, l~, . 

(a) 

(b) 

Die den Pfosten zugeordneten Werte y~)o sind bei Belastung der Riegelziige des Rahmens Null 
und damit die Bedingungen (a) 

y10 = y~l~ = T~8~ = T:~ = T1t) = T}N) = 0 

y11- = 0 T~~ + T~1 = y1ill 
T~t1-= y'.t~ + y~'1 

y~'~ + T~'1- = y~k 
(c) 

T1'~ + Tr:1 = 0 

Um die Art der Berechnung hervortreten zu lassen. werden aueh die Riegel 14. 15 waagerecht 
und I' und h' konstant angenommen. Unter Verwendung der Gin. (e) werden in dem Ansatz (b) 
aile Werte T~A1- durch y~k. T~k. y~t: ausgedriickt: 

I' I' 2 (y(4) + y(') ) - + 2 T(4) - T('\ + [2 (yl" + T('\ ) + (T(9) + y(9) )] - - 0 ,.0 ,.. h' ,.. BO "0". DO D. h' - • 

I' 
[2 (Y.\r~ + T~k) + (y~'~ + y~'k)] h' + 2Y~k - T:~ + [2 (y~~ + T~k) + (y~104) + T~'f))] = 0 • 

Mit l'/h' = l lautet der Ansatz (b) nunmehr folgenderma13en: 

T~.l, (2l+2+2l) + y~.l,l 

y'1.P + T~: (2l + 2 + 2),) +T ~':) ). 

= -T~l, (2)'+2l) + T~n - T~~ l. 

= -y~I,).-T1fJ (2l+2l) + y11, - T~W l. 

Die symmetrische Belastung der einzelnen Riegel und l = 2 fuhren zu 

T~'1, = -y~b. 

10 T~'.l, + 2 T.\r.l, = - 9 T'.t1, - 2 T~l, • 

- 2 T.\rl, - 5 T~l~) . 

Auflosung des Ansatzes und Rekursion naeh (e) liefert bei der Belastung der RiegelstAbe 
(4,5) mit Pl' der Riegelsta.be (9. 10) mit PI und der RiegelstAbe (I4. 15) mit PI unter Verwendung 

P 1'/' 
von 134.24 = c als Multiplikator 
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.(14) 
°BII 

Riegel 4, 5 '1 0 +14 -120 +14 - 3 - 3 - 3 + 1 + 1 + 134 0 0 

I----------------------------;-
0 - 3 - 3 - 3 +15 - II9 +15 - 5 - 5 0 + 134 0 

I--- -------------------------'-
0 + 1 + 1 + 1 -5 - 5 - 5 +24 -110 0 0 + 134 

Die Stabendmomente werden nach M'1) = ; (2 -r'11, + T~1,) bestimmt. Bei I = 2 A nnd 

Belastung des unteren Riegels ist 

M(4) =~. PI II I' (-240 + 134) = _ 106 . 1'1 J2 
A I' 134, 24 134 12 ' 

21'1,1" 06 1'111 
11!(1) = -- ---- (+ 28) = + - -- " 

A /' 134 " 24 134 12 • 
M((II-+-~ 1'111 

A - 134 12 " 

Die Bedingung ~ M A = 0 ist erffiUt. 
b) Verschiebungszustand bei Antimeti"ie der Belastung. Die Windkrl1fte werden 

in den Stabknoten eingetragen, so daB die Drehwinkel T~~ NuU sind. Symmetrisch liegende Dreh
winkel sind gleich. 

1. Bedingungen ffir die winkeltreue Verformung am Stabknoten: 

T~~+'I'l = 0, 

T'}1, + '1'1 = T'11, , 

T~'j, + '1'1 = 0 , 

T'J1, + '1'1 = T~1, , -1 

T'11, = T11, + '1'. , 

T}t1, + '1'. = -r}t1, , 

T~1, = T~1, + '1'. ' 

T~1, + '1'. = T~1, , 

= -rV1/ + All/All" 'Pa , 

= Tj}1/+ IIll/Au "'I'a' 

(d) 

Abb. SU. 
2. Bedingungen fiir das Gleichgewicht der Schnittkrafte am Knoten: 

I' 
(hl1) + T(1) ) -.!.. + 2 -r<l1, + -r~1, 

All ~II A~ 

I' 
(h}tj, + -r11,) A~ + 21:2'1, + -r~1, 

(2 TIU) + T(11) -~~ + 2 T~1fl + -rl/:J 
(III DII 11;1 =0, 

+ (2 Tl/1/ + -r~,:) I~, = 0 , A. 
I' I' + (2 -rill) + T(II') -'- + (2 T(') + 1'(7) ) -' = 0 .11 BII "~I .11.11 II~ , 

2 (2 T~1, + T'11,) 
P \ P 

+ (2 -r(7) + -r17l ) -' + (2 Til) + T(I) ) -' = 0 .11 .11 II; .JI £JI II; . 

b)_--r"""" __ _ 

s 

I 

I i H----1I--6---ofI.·1> 

/ ... ". /~"", /~"", 
~---<lH--"""'-1 

i 
I 

(e) 

~~----~~----~,t 
i 
!~." i~-'" 

~'I'''U 

Abb.342. 

24* 



372 Die Bereehnung der AnsehJuBkrll.fte aus den Drehwinkflln -r der Endtangenten. 

3. Bedingungen fiir das Gleiehgewieht der AnsehluBkrafte an drei Stabketten ~a = 1. v,. = 1. 
~Il = 1 (Abb.342). Naeh dem Prinzip der virtuellen Verriiekungen ist 

hll h12 h12 illS 
~ (-r}:~ + -rh1l:). 1 + ~ (T~j; + T~}j:J hll + ~- (Tj.~) + T~~)' 1 + W· 11 = 0 'I 
6 ( (8) + -(8) 1 + 6 ( (7) + (7) 1 + 6 ( (8) + (8) 1 + 2 W J. 0 (f) 

- T"'II TDII' . - TBII t:BII' - ._- Tall T'II' • II = "I h8 h; h, 
6 ( (1) (1) 1 6 ( (.,) + (2) 1 + 6 ( (3) (3» 1 3 W J. 0 

-,- Tll"II+ T"'II' + -, TL.-II TBII)' -'-,- Til II + TOil • + ',.=. 
~ ~ ~ 

Um die Entwieklung der Reehnung hervortreten zu lassen. wird hu = hll = h13 und da!'l 
Verhll.ltnis 1': h' = 1 = 2 angenommen. Der Ansatz (f) erhllt dann folgende Form: 

2 :' (Th~) + T}:l/) + :, (T}t~ + T~j;) + WII = 0, 

2 .! (T(6) + T(6) ) + .! (-r(7) + T(71 ) + 2 WII = 0 h' DII "'II h' BII BII , 

2 :' (t:1k + T~k) + -~ (-r1k + t:2'k) + 3 WII = o. 

1\" 

1 
-- Whh'· 

Mit den Beziehungen (d) iiber die winkeltreue Verformung und W = --6- ist 

2 (Th1:/- '1'8 + T~1 - '1'8) + (T}t~ - 'l'a + T1k - 'l'a) + W = 0, 

2(t:~k- '1'.+ t:~k - '1'.) + (-r~k - '1'.+ T~k - '1'1) + 2 if = 0, 

6 '1'3 = 2 Tb~ + 2 T~k + TY1J + T1k + JY '\ 

6'1'.= 2T~k+2T~41 +t:~k+T~k +2 W, . 

6 '1'1 = 2T~'k + T~k + 3 W. 

(g) 

(h\ 

Die Gleiehgewichfsbedingungen (e) werden mit Hilfe von (d) derart zusammengezogen. daB 
in ihnen auBer den drei Komponenten 'I' nur seehs ausgezeiehnete Winkel T~'.v enthalten sind. 
von denen jeder einem der seehs Stabwerksknoten zugeordnet ist. Das Ergebnis lautet: 

T~'k (2 1 + 2 + 21) + t:~k + T~k 1 - 3 'I'll - '1'1 (2 1 + 1) = 0 , 

T~k (2 i. + 2 + 2 l) + T~k 1 + T1k + T~l1J 1 - 3 '1'.1 - 3 '1'31 = 0, 

Th1:/ :2 i. + 2) + T~k i. + T}t~ - 3 '1'31 = 0 ; 

TY~(4 + 21) + 2Thl~ + T~k i. - (2 + 1) 'l'al = 0, 
(i) 

T~k(4+4 + 2l) +2T}},k +2T}t~+ T~kl - (4 +2) 'l'a - 3 '1'.1= 0, 

T~k(4 + 2i. + 2 }.} + 2T~'k + T~kl - 3 'l'lA - 3 'l'IA =0. 

Die Elimination der Komponenten 'I' mit (h) liefert den Ansatz fiir die seehs ausgezeieh
neten Winkel T~'.v mit der folgenden LOsung: 

T~k = 0,788452 w, T1k = 0,646808 W, Thl~ = 0,411702 W, 

-r':k = 0,808175 W, 

Aus (h) folgt damit: 
'l'a = 0,720474 W, 

TY~ = 0,275728 W, 

'1'. = 1,197258 W, 

T~'.v = 1,075830 W 

'1'1 ~ 0,993306 W. 

Naeh den Bedingungen Cd) fur die winkeltreue Verformung des Stabwerkes ist 

T.llk=-'I'l =-0,993306 W T}:l:=T}},k-'I'a=+0,067978 W T~k=Tl:k-'I'2=-O,389083 W 

T~lk=T~'.v-'I'1=+0,082524 W t:hll:=Thl~-'I'a=-0,308772 W Ti?k=t:1k-'I'.=-O,550450·W 

=-0,993306 W T~1l:=t:1k-'I'a=-0,079666 W 



Kennbeziehungen bei unverschieblichem Knotennetz. 

Die Stabendmomente kOnnen nunmehr nach (606) angegeben werden. Danach ist 

M~" = ~ (2 T!t'JI + Tltk) und mit W 11 = c 
~ 3 

M~1C' = + ~ (2·0,411702 + 0,275728) W = + 0,5496 0, 

M:'u, = - !, (2-0,308772 - 0,067978) W = - 0,5496 0, 

Mgl' = + !, (2.0,067978 - 0,308772) W = - 0,1728 0, 
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M:,e'= +1,1119 0, M~' =-0,82830, M:' =M.I1°'=+I,0410c, Mlt'=M~'=+I,34610, 

Mlr'=-O,93900, M~' =-I,9041c, M.I1s'=-O,5921c, M1'=-I,36360, 

M~'=-O,6517c, M\:"=M\:5'=+O,9632c, M7' =-1,4900c, M~'=-2,17170. 

MC;' =-1,32860, 

Hartmann. F.: Die statisch unbestimmten Systeme des Eisen- und Eisenbetonbaues 
2. Aun. Berlin 1922. - Bleich. F.: Die Berechnung sta~isch unbestimmter Tragwerke nach 
der Methode des Viermomentensatzes 2. Aufl. Berlin 1925. 

44. Kennbeziehungen bei un verschieblichem Knotennetz. 

Die Auflosung der Gleichgewichtsbedingungen t5A J = 0 (S. 320) zur Berechnung· 
der unbekannten Knotendrehwinkel f/JJO und TJ M fUr "Pc = 0 mit Hilfe der konju
gierten Matrix liefert nach S. 247 Kennbeziehungen 
zwischen den unbekannten Drehwinkeln und daher auch 
Kennbeziehungen zwischen den hiervon abhangigen An
schluBmomenten. Sie konnen unter Umstanden mit 
Vodeil zur unmittelbaren Berechnung des Spannungs
zustandes verwendet werden. Der analytische Zusam
menhang wird an einem Ausschnitt des Stabwerks ge-
klart (Abb.343). . 

Die EIcfachen Verdrehungen der Endtangenten eines 
geraden, in den Knotenpunkten I, K mit Gelenken an
geschlossenen Stabes (k) durch das AnschluBmoment 
M!/') = 1 sind ex!/,~, ex~~ (Abb. 343 a). Die EIcfachen Dreh
winkel aus dem AnschluBmoment M~) = 1 werden mit 
ex!/'Jr, ex~'K, die EIcfachen Drehwinkel aus der Belastung 
~h des Stabes mit ex~IeJ. ex~~ bezeichnet. Die Bewegung 
im Urzeigersinn ist positiv. Bei gerader Stabachse und 
konstantem Querschnitt ist mit lleIc/J Ie = I" und (625) 

I' 
ex!/'J = -;. = ex~i:, 

ex(le) - II, R(Ie) 
JO -"6 K' 

ex!/'i: = ex~~ = - ; , I' I 
(610) 

ex(le) - Ik R(t) 
Ko- 6 J-

Die E Ie fache Verdrehung der Endtangente eines im 
Kllotell I gelenkig allgeschlossellen,' im benachbartell 
Knoten H elastisch eingespannten Stabes (h) durch ein 
AnschluBmoment M!]') = 1 ist i!]') (Abb.343b). Der 
reziproke Wert IIi!]') = e!]') wird als AnschluBzahl des 
St?bes (k) am Knoten I bezeichnet. Sie gibt den Betrag 

J 

Abb.343. 

des ~omentes M'J) an, welches zu einer Verdrehung der Endtangente i'J' = 1 
notwendig ist. Das AnschhtBmoment M'})= 1 erzeugt am Stabende 11 das 
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AnschluBmomentM~~, dessen GroBe von der EI.fachen elastischen Verdrehllng fPll 
des Knotens H durch ein Kraftepaar 1 abhangt und aus der Kontinuitatsbedingung 
am AnschluB H berechnet wird. 

Mi:} (ot~k - (flll) + ot~} = 0, MIll) _ a.H" I 
IIJ - - a.~1r - 'PH' 

CA' n 
i!j') = otlll) + MIll) otl~ = otlll) _ a."H- __ 1_ 

JJ IIJ J JJ a.~1r - 'PH - (ill . 
(611) 

Bei gelenkigem AnschluB des Stabes (h) am Knoten H ist Mi:~ = 0, also gill = 00 

und i!j') = ot$IIJ, bei starrer Einspannung ist ~H = O. Fiir Stabe mit konstantem 
Querschnitt ist 

bei ~H = 00: iY') = 1;./3, bei ~H = 0: i!/,) = l;'/4. (612) 

Die AnschluBzahl e~) des Stabes (h) am Knoten H kann ebenso festgestellt werden: 
a.(AlI 1 

i~) ='ot~k - H" = -w. (613) 
a.<JJ - 'P" (]H 

Die AnschluBmomente am Knoten J durch auBere Krafte am Stabe J K. 
a) Die Belastung des Stabes besteht aus dem AnschluBmoment M!r = 1 des Stab
werks als auBerer Kraft (Abb.343c). Sie erzeugt an den iibrigen in I angeschlos
senen Staben (h) die AnschluBmomente M!" = PH' Diese stehen mit M!f) = 1 
im Gleichgewicht. 

.2 Pilk + l~k) = O. 
J 

Ihre GroBe ergibt sich aus der winkeltreuen Verformung der im Knoten 
geschlossenen Stabe (h). 

P1 k iY) = Pu i~2) = . . . = P1I1< i~II' = = fPJ, 1 
J 

~~ ~~ ~~ 
e~l) = - e~" =. . . = - iCfl 

Aus dieser laufenden Proportion entsteht 
~ = (]~AI _ 1 It) (]}AI _ e}AI 
E Pl~ E e}AI' Pilk - - J E e}AI - - tP~kl ' 

tP!f) = .2 e~lI) • 

- Pat 1 I fP J = e}AI = - tP}kl , 

(614)" 

I an-

(615) 

(616) 

Dabei ist giJ der EI.fache Betrag des Drehwinkels des Stabknotens I aus einem 
AnschluBmoment M~t) = 1. Die AnschluBmomente MY') = puM'}) sind bis auf 
eine Konstante allein durch die elastischen Eigenschaften des Stabwerks bestimmt, 
die Pili: sind also Kennbeziehungen zwischen den AnschluBmomenten am Stab
knoten. Sie werden in der Literatur 'Ubergangszahlen genannt. Da M'}) in diesem 
Zusammenhang als auBere Kraft, der AnschluB des Stabes (k) in I daher als Gelenk 
anzusehen ist, bezeichnet ~~1t) die Summe der AnschluBzahlen aller in I steif an
geschlossenen Stabe lll' 

b) Die Belastung des Stabes (k) besteht aus dem AnschluBmoment M~) = 1 als 
auBerer Kraft. ~k = 0 (Abb.343d). Daher ist nach (611) 

a.(kl M'JI a J~ I M~k) = - k"~ M~) und M<.kl = 'XJIC = b •• ' 
a.~J- 'P" • •• 

(617) 
a "8 ""~ a.<Jlc 

"JIC = T = 1 +""8 = - a.~kJ- 'P,,- a.}~ 
Mit M!f) als auBerer Kraft und ~k = 0 ist 

MIJI a8J I M(kl = 'XICJ = -b-' 
" ~J 

--;..--_a.=!:~~ _-= 
a.1J~ - 'P 8 - a.~~ • 

und 
(618) 
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Bei geraden Staben mit konstantem 
1 

"J K = ---::--
2+ 6 

I' ..,It. 
k "-.1 

Stabquerschnitt wird 
1 aJJC 

"JK= 6 =7;; 
3 + I' rpli" . 

k .I 

1 1 aJCJ 
"KJ= 6; "KJ= 6 =-1-' 

2 + Ii rp'J.' 3 + Ii rp'l' 
t 

(619) 

Diese Verhaltniszahlen sind durch die elastischen Eigenschaften des Stabwerks voU
standig bestimmt und daher Kennbeziehungen fiir die AnschluBmomente des un-

--+ 
belasteten Stabes (k). Beim Vorwartsschreiten in Richtung IK werden aus ge-
gebenen AnschluBzahlen e!l') die Kennbeziehungen "JK, "JK und die Festpunkt
abstande aJ K fiir die zeichnerische Untersuchung berechnet. Damit ist dann auch die 
AnschluBzahl e~) des Stabes (k) bestimmt. 

;;;(10) __ 1 __ «(10) + ou «(10) 
OK - e'j' - KK "'JK KJ' (620) 

Umgekehrt wird die AnschluBzahl e'J) aus "KJ gefunden. 

Tlk) - _1 __ «(101 +" «(10) 
J - e~k' - J J K J J K' (621) 

Bei konstantem Tragheitsmoment konnen nach (619) folgende Ergebnisse an
geschrieben werden: 

(10) _.!. 1 - Va. (101 _.!. 1 - Vu ) 
eK - Ii 2/3 - "JJC ' eJ - If, 2/3 _ VJCJ • (622 

c) Der E Icfache Betrag der relativen Verschiebung der AnschluBquerschnitte 
I, K eines Stabes 110 winkelrecht zur Stabachse ist WK - WJ = lkOk • unter 1?k den 
EIcfachen Betrag des Stabdrehwinkels versHmden (Abb. 344). Die Anschlul3-
momente fiir {)ok = 1 und ~ 10 = 0 werden 
mit M:;~. ", M~",,, bezeichnet. Sie ergeben 
sich aus einem Ansatz fur die Kontinuitat 
der Verbindung zwischen Stab und Stab
knoten. 

Abb.344. 

~~----~D----~ 

Abb.345. 

M:;~ k =.!.!!.. "a (1 + "JCJ) = Ih aJJC 1 
• t1.~k~ 1 - ".I JC "II .I t1.~k~ Ik - aJ JC - aJC .I ' 

M'i'-b " = .!!!:... "JC .I (1 + ".I II) = !.!. aJC .I 
, t1.~k~ 1 -- ".I JC "JC .I t1.~k~ It - aJ JC - aJC'" 

Bei konstantem Tragheitsmoment im Bereiche des Stabes (k) ist fiir {)ok = 1 

M(t, 6 aJII M(t. 6 aJCJ 
Jt'J" = - - K-b" - --• I;' It-aJJC-aJCJ' • - Ii: It-aJJC-aJCJ' 

(623) 

(624) 

d) Die Anschlul3momente M~J. M~h des bciderseits elastisch eingespannten 
Stabes 1,. = CD aus der Belastung ~h werden ebenfaUs aus den Kontinuitats
bedingungen an den Stabknoten bcstimmt (Abb.345). 
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MbllJ (ot~h - 7f;c) + MZ'~ ot~1 + ot~J = 0, 

M~~ ot~h + M~b (ot~b - rpD) + otZ'b = O. 

Mit den Kennbeziehungen ~CD und ~DC ist dann nach (617), (618) 
1 ex(A) 

--MI1&)+ Mill) - -~- + Rill) I 
"CD CO DO - ex:n - C , 

. w ~~ 
Mill) __ 1_ M(lI) = _ exDO = + R(lI) 

• CO "DC DO ex~h D • 

R'J', R~) werden in ihrer Bedeutung als Momente ebenfalls im Uhrzeiger positiv 
gerechnet. Sie sind aus der Belastung des Stabes bekannt und dienen bei der zeich
nerischen Bestimmung der AnschluBmomente M~~, M~% nach Abb. 345 als Kreuz
linienabschnitte. Die Festpunkte F CD' F DC sind bereits vorher mit aCD und aDC 

eingerechnet worden. Die Konstruktion ist nach Abb. 345 ohne besondere Er
kHi.rung verstandlich. Sie wird durch die Verwendung der Momente 

ViII) - aCD R'll) _ " Rill) V(lI) - aDO RI1&) - ,,(11) R(lI) 
CO - -r;: CO - CD CO, DO - -r;: DO - DC DO (626) 

noch ubersichtlicher. Die algebraische Auflosung der beiden Gl. (625) liefert 
R'A) R(Al R(Al RIAl 

M ill) __ __ 0 _ _ D M(lI) __ __ D___ _ 0 (627) 
co - 1 1 1 ' DO - 1 1 1 . 

--"DO ---1 --"CD ---1 
"CD "CD "DO "DC "OD "DC 

Die Belastungsglieder R'J), RZ') konnen unter Beachtung der Vorzeichenregel <lieses 
Abschnitts aus den Tabellen 12 ff. angegeben werden. Sie sind fur die wichtigsten 
Belastungsannahmen '11 und Stabe (h) mit gleichbleibendem Querschnitt, also 
mit ot~1 = -li/6 in Tabelle 27 zur unmittelbaren Verwendung vorbereitet. 

Die Verwendun~ der Ansitze. Die Ansatze unter a bis d gelten fur einen Ver
schiebungszustand mit 1pc = 0 oder 1pe = 1, dessen Stabdrehwinkel damit Null 
oder vorgeschrieben sind (DlI = D1IO , DlIf , DlI., DlIe). Das Kraftebild wird ffir die Be-

9 10 A 9 B JO C' II D lastung eines einzelnen 
Stabes entwickelt, des-

5 

Abb.846a. 
Die Knotendrehwinkel der geome
trisch bestimmten Stabkette werden 
aus einem dreigliedrigen Ansatz 
berechoet. Die AnschluBmomente 
konnen daher mit Kennbeziehungen 

berechnet werden. 

5 7 

Abb.846b. 
Die Elimination der Knotendreh-

. winkel filhrt zu dreigliedrigen Kenn
beziehungen. so da8 in den Knoten 
.4, B. C. D 5tatische oder geome
trische Randbedingungen fiir den 
AnschluB der pfosten 5 bis 8 vor-

geschrieben werden mil5sen. 

8 sen AnschluBmomente 
bei bekannter elasti
scher Einspannung an
geschrieben werden kon
nen. Die AnschluB
mOlnente der benach
barten Stabe ergeben 
sich aus den Kennbe
ziehungen P,1Ik> ~JK des 
Ansatzes. Die eindeutige 
Existenz dieser elasti
schen Konstanten des 

Tragwerks wirddabei vorausgesetzt. Sie ist jedoch nur vorhanden, wenn die Knoten
drehwinkel in einen dreigliedrigen Ansatz eingehen, so daB Kennbeziehungen "iiJ x' "iix J 

zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knotendrehwinkeln fPJ, fPx entstehen, welche von 
der Lage des belasteten Stabes unabhangig sind. In den anderen Fallen sind die An
satze fUr die Klarung des theoretischen Zusammenhanges ohne Bedeutung. Sie 
konnen daher zur Berechnung von durchgehenden Tragern mit beliebiger Abstutzung 
nach S.378 verwendet werden, sie sind dagegen zur theoretisch einwar.dfreien 
Untersuchung von steifen Vierecksnetzen (Abb. 346b) unbrauchbar. In diesem Fane 
entstehen zwar bei der Belastung eines Stabes ebenfalls nur zwei Belastungsglieder, 
in jeder Gleichung sind aber vier oder funf Knotendrehwinkel miteinander ver
kniipft, so daB bei der Auflosung nach (423) dreigliedrige Kennbeziehungen entstehen. 
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Tabelle 27. Kreuzlinienabschnitte. 

xII = ; 

mll=p 

R~) = - ex~~/exOD 

-PlOOD 

1'12 

4 

2 
--1'0 12 

15 

x'II =;' 
m'II= p' 

12 
- 60 (7 PI + 8 P2) 

pia __ ,,8 (2 _ }')2 
4 

9 
--1'12 

64 

1'12 
- _}'2(20 - IS" + 3,,2) 

60 

1'/2 - _,,2 (5 - 3") 
IS 

I'll _ -[2 (,,2_ pi) _ (,,'_ pI)] 
4 

1'12 
--(I+P)(7-3p 2) 60 

12 
- 960 (37 PI + 531'2) 

1'12 
-2,,2(3- 2 ,,) 

1'12 

5 

- (I - 3 ;2) M = + M OO.v 

. exL1t 
-3 E j,,-

ell =" 
nll=" n'll = " 

R~) = - ex~AJ/exC D 

+ P loo~ 

1'12 
+-

4 

7 
+ 601'0 12 

12 
+ 60 (8 PI + 7Pa) 

1'12 
+_}'1(2 _}'I) 

4 

+LPI2 
64 

1'12 
+ _}'2(10 - 3,,2) 

60 

1'/2 
+ -},1(40 - 45}, + 12}'2) 

60 

I'll 
+ - [2 (,12 _ p'l) _ (v" - p")] 

4 

p/2 
+ 60 (I + v) (7 - 3 v2) 

12 
+ 900 (53 PI + 371'2) 

I'll 
+-,,2(3 -2}') 2 

1'12 
+-

5 

- (I - 3 ';/2) M = + M 00:11 

+ Eja.L1t 
3 I, 
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Urn die Rechenvorschrift daher fUr Stockwerkrahmen zu verwenden, wird der 
AnschluB der Pfost en des belasteten Tragers an den benachbarten Riegelstaben 
durch statische oder kinematische Bedingungen vorgeschrieben. Damit ist. der 
elastische Zusammenhang ge16st und die Untersuchung auf die Berechnung eines 
durchgehenden Tragers zuriickgefUhrt. Die Einrechnung der Kennbeziehungen 
!lu, "J x fUr groBere Abschnitte des Tragwerks mit Annahmen iiber die Lage einzel
ner Festpunkte und anschlieBender Auflosung der Ansatze (S. 375) durch Iteration 
fUhrt nur zur Verbesserung der Randbedingungen des durchgehenden Tragers an den 
Pfostenenden. Diese Abschatzung des Spannungszustandes der Stockwerkrahmen 
wird infolge ibrer Dbersichtlichkelt bei praktischen Aufgaben des Bauwesens vie~ 
verwendet. Sie fUhrt bei der iiblichen Belastung der Trager zu brauchbaren Ergeb
nissen, die zwar weder die Gleichgewichtsbedingungen der Schnittkrafte am Knoten 
noch die geometrischen Vertraglichkeitsbedingungen erfiillen, aber zur Querschnitts
bemessung ausreichen. 

Die Anwendung der Rechenvorschrift gewinnt mit der geometrischen Dar
stellung der Kennbeziehungen "JX' !l"k durch Festpunkte und Dbergangslinien an 
Dbersichtlichkeit. Diese werden nach (616), (619) berechnet und in das Stabnetz 
eingetragen. 

Die Eigenart der. Losung besteht in der weitgehenden Zerlegung der auBeren 
Ursachen in die jedem Stabe zufallenden Anteile ~", -0" t, -0"" -0" •. Die AnschluB
krafte M~6,,,, M~h,/l aus der Belastung ~/l des Stabes (h) werden nach (627) be
stimmt, die iibrigen AnschluBkrafte ergeben sich daraus durch Rechnung oder 
Zeichnung mit Kennbeziehungen. Das endgiiltige Ergebnis wird durch die Super
position zugeordneter Anteile gefunden 

M (k) - ~M(k) 
JO -..:;.; JO,/l (h = 1 ... s) . (628) 

Damit sind dann auch die anderen Schnittkrafte bekannt. 
Die AnschluBmomente M8~,/l, M<j/fJo,h des Stabes h aus -0" = 1 werden nach (624) 

angegeben. Ihnen sind durch die Kennbeziehungen AnschluBmomente M:J~,h an 
allen iibrigen Knoten zugeordnet. Diese Rechnuag ist nur als algebraische Grund
lage der Superposition zu verstehen, sie wird fUr jeden Stab wiederholt. Da nun einer 
vorgeschriebenen Stiitzen- oder Temperaturbewegung Stabdrehwinkel -0"" /)", und 
dem Belastungsfall "Pc = 1 Stabdrehwinkel /)"e zugeordnet sind, kann nach dem 
Superpositionsgesetz 

M (k) - ~M(k).O M(k) - ~M·-(k) .0 (629) 
JI -..:., JfJo.,,·V"t, Je -..:;.; JfJo,/l·VlIc 

angeschrieben werden. Die Schnittkrafte des vorgegebenen Tragwerks erhalten 
sc.hlieBlich folgende Form: 

M(k) - M(k) + M(k) + ~ M(k) 1/1 
J - JO JI":;'; JeTe' 

Kennbeziebunl1en eines durcbgebenden Triil1ers nacb (616) und (619). 
lI=m 
~ (If) = CP~) • 

II =1 

1 
1. Rand bedingungen : v lC If = "Q If = "3 . V.dO = VBO = 0 usw. 

e~l)= e~lUl = 3/1, e'J) = 4:"~ = 13,92/1. e<;) = 4/"0 = 8,7/l usw. 

(630) 

() S b CD -/4) _ 3,0 + 8,7 + 13,92 _ 25,62 = l' (3 + _6_) = 0 309 = 
_. ta . 'Po - I - 1 VOD' 25,62 ' VOF' 

w _ .!. I - 0,309 _ 3,86 _ /'3) 

'.!D - I 0,667 _ 0,309 - - (!, 
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"'D(7) = 3,86 + 8,7 + 13,92 __ 26,48 
~S~bDE.~ I I I'DE = 1: (3 + 26~48) = 0,310 = V".:. 

(7) _ 2 0,690 _ 3,86 _ UO) 

ez - -, 0,357 - -,- - ez 

I-I; II(, - 0,+602 t, h'u -0. 2871! l 
Abb. 3~'. 

Fiir die iibrigen Stl!.be des Riegels bleiben die Kennbeziehungen J' = 0.310 und e = 3,86: I 
erhalten. 

4 S b C N "'(~) _ 3,0 + 13,92 + 3,86 
. ta . 'Vo - I 

5. Stab D P. (jJ~) = 3,86 -1- 13;92 + 3,86 

6. Stab C H. 1/)~3) = 3,0 + 8,; + 3,86 

20,78 
I 

21,64 
-1-

15,56 
=--

7. Stab D J. 1/)':) 
3,86 + 8,7 + 3,86 16,42 =-,-

1'01; = 1: (3 + 0,46.620,78) = 0,267 = Vas, 

VDP= 1:(3 + 0,46~21,64) =0,278=vn. 

VOB = 1:(3 + 0,287 ~ 15,56)=0,230 =VOM' 

VD.! = 1: (3 + 0,287 ~ 16,42)= 0,234 = I'n· 

Diese Zahlen gelten auch fiir die iibrigen Pfosten. Die Dbergangszahlen werden nach (616) be
stimmt. 

k 

2 

0,328 

Knoten 

C 
D 
E 

links 

0,310 
0.310 
0.310 

Dbersicht fiir den Punkt C. 

2 I 

0,559 o,II7 

Dbersicht der Ergebnisse. 

II e l 

rechtsl oben unten links rechts oben unten 

0.3091 0,276 0,230 3,00 3.86 8.70 13.92 
0.310 0,278 0.234 3.86 3.86 8,70 13.92 
0.310 0.278 0.234 3.86 3.86 8.70 13.92 

4 

3 
o,5H 

Tabelle 28a. Angenitherte Kennbeziehungen in quadratischen Vierecksnetzen 
mit Stitben von gleich gro1lem Tritgheitsmoment. 

Eckfeld und Mittelfeld (Abb. 348). 

II e1 
Knoten 

links rechts .oben links rechts oben 

A - 0.211 0.215 - 3.47 3.47 
B 0.261 0.260 0.260 3.64 3.64 3.64 

o 
A B C J K 

C 0,260 0.260 0.260 3.64 3.64 3.64 Abb.34S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . 
] 0.261 O,2UI 0,261 3.64 3,64 36~ 
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Tab. 28a (Forts.). Eck-, A uBen- und Mi ttelfeld (Abb.349). 

I': v et ~ .... ._---0 I rechts 
I': 

links oben unten links rechts oben lunten ;,::: 

Al - 0,215 0, 21 5 - - 3.65 3.65 -
BI 0.262 0,260" 0.260 - 3.47 3.65 3.735 -
A. - 0.260 0.261 0.262 - 3.735 3.65 3.47 
B: 0.282 0. 283 0.283 0.282 3.64 3.65 3.6 4 3.74 
H~ 0.2625 0.2625 0.262 - 3.65 3.65 3.74 -
KI 0.2625 0. 2625 0.262 - 3.65 3.65 3.74 -
H2 0.283 0. 283 0.283 0. 283 3.74 3.74 3.74 3.65 
K2 0.283 0.283 0.283 0.283 3.74 3.74 3.74 3.65 

Abb. 3~9. H. 0.283 0.283 0.283 0.283 3.74 3.74 3.74 3.74 

Fiir \"ierecksnetze von doppelter Mannigfaltigkeit mit ungleichen Seiten (Seitenverhaltnis 
II = " : /) und gleich groLlern Tragheitsrnornent sind die Kennbeziehungen v und e von 
A. Ri tter angegeben worden. 

Tabelle 28 b. 

Kennbeziehungen an einern mittleren Knoten nach A. Ritter. 

/, : I a: I = v a:l=v I el eh 
links und rechts oben und unten links und rechts oben unu unten 

I 0.2829 0. 2829 3.737 3.737 
0.909 0.2855 0.2802 3.749 3.725 
0.80 0.2890 0.2765 3.765 3.709 
0.70 0.2925 0.2727 3.782 3.692 
0.60 0.2964 0.2682 3.800 3.673 
0.50 0.3007 0.2630 3.822 3.651 
0,10 0.3246 0.2277 3.950 3.521 
0.00 0.3333 0.2113 4.000 3.464 

Die Zahlen erleichtern die Abschll.tzung der Schnittkrll.fte steifer Vierecksnetze nach S.378. 

Die Komponenten If'c des Verschiebungszustandes, Die unabhangigen Kom
ponenten "Pc (c = 1 ... /) der Knotenkette werden nach Abschnitt 38 ausgewahlt 
und mit dem Prinzip der virtucllen Verriickungen aus dem Gleichgewicht der An
schluJ3momente M~l berechnet. Hierzu dienen / voneinander unabhangige zwang
laufige Gebilde r". Wird das Moment der Belastung ~h in bezug auf das Momentan
zentrum Ou des Stabes (h) der Kette r" nach S. 317 mit Mh,,, und (M~l + M~l) 
mit MIlll bezeichnet. so entstehen die folgenden statischen Bedingungen 

dA" -, 0 = ~(M",II + Mlhl)v,," = Z(M",II + M~hl + .2"PcM~h»)V"" 'I 
(631) 

.L"Pc .2M~hlv"" + .2(M",1I + M~lll)vAb = O. (b = 1 ... /). 
1 

Die unbekannten Komponenten "Pc werden daher aus / Gleichungen eindeutig be
stimmt. Jeder der Summanden ist der Ausdruck fur eine virtuelle Arbeit, so daG 
folgender Ansatz angeschrieben werden kann: 

f 
dAb = 0 = .2"Pca"c + a"o (b = 1 ... /). (632) 

1 

a"c ist die Arbeit der Momente M~h) bei der virtuellen Bewegung r" und X1.~h) das 
Moment eines "fach geometrisch unbestimmten Systems infoJge von "P, = 1. Die 
Arbeit a"o wird bei der virtuellen Bewegung r" von den Momenten Mh,,, und von den 
AnschluJ3momenten M&"l geleistet, welche in dem rfach geometrisch ullbestimmten 
System aus der Belastung ~h und Temperaturanderung t, LI t enhtehcn. 
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Die Wurzeln "Pc (c = 1 ... f) werden durch den Gau13schen Algorithmus o(ler 
durch Iteration bestimmt. Bei mehreren BelastungsHi.llen wird die reziproke 
Matrix Pbc zu den Vorzahlen abc angegeben und y'c narh (633) bercchnet 

- "Pc = Z PCb abO' (633) 

Rahmentrlil1er einer Brucke als Beispiel eines offenen Stabzul1s. 
Die Berechnung der SchnittkrMte ist fiir drei Belastungsfalle nach Abb. 350 und fUr eine 

gleichformige Erwarmung der Riegelstabe und Schragsttitzen durchgefiihrt worden. 

b)~lJttty 
Belastung •. Belastung ~. 

Belastung c. 
Abb.350. 

1. Kennbeziehungen und Festpunkte. Anwendung der Beziehungen (619) und (622). Rand
bedingungen: a l = a~ = 0, aa = a~ = 12,6/3 = 4.2 m. 

Festpunkte und AnschluOzahlen: 
4 e(3) - e(h) - - - 1 27 o - D - 13 -, , 

3 
e'l) = e'J' = F = 0,5, 

1 

(2) 2 1 - VEC eo = - -. -- = 0,5714. I; !-VEO 
1'10 = 1 : (3 + F;') = 0,2. 

2 el 
alO = az = 2,4 • 

l'OD = 1 : (3 + I. (e&2) ~ e:'")) ) = 0,272. 52 (4) 2 1 - VOD 68 aOD = a, = 6, 4. eD = -I' .2--- =0,7 4. 
, :r - VCD 

l'D' = 1 : (3 + 16 (e~) ~ e~')) = 0,286. 

VD B = 1 : (3 + 10 (e~) ~ eb6 )) ) = 0,226. 

l'FS = 1 : (3 + I' 6(6)) = 0,2175, 

aDF = a. = 3,438, e':' = e:'2l = 0,5714. 

(6' _ W _ ~ I-vD, -0 6256 e, - (!E - Id i - VDF -, • 

7 e, a,s = a, = 1,305 . 

Kennbeziehungen und Obergangszahlen: 

"01 = "D' = --~- = 0,4015, 
Ie - as 

"'D = "10 = 
a2 

12 - a2 
=0,25, 

e:''' = -0.3770. 1"2 = 1'" e&3) + e:''' 
(/// 

1'5' = 1'3' = - = - 0,6897 , 
e];" + e':' 

e:'2) 
1'23 = I'S6 = - eii) + e~" = - 0,4265 , 

"DO = "OD= = 0,3733, 

= 0,5. 

e:'3' 
t.Il t4, = - 0,6230 , 

ec + eo 
e':) 

=-~~ =-0,3103. 
eD + eD 

_ _ e:''' _ r.: • r.: 
1'43 -/'46 - - 12' 14) - -0,0730 eo + eo 
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2. Stabendmomente fUr 111 = CD bei einer Drehung i)" = 1 nach (624). 

Stab I" I' 
" a" a' " 

1,,- a,,- aA 
-(h) 
M 06•h 

-(h) 
M D6•h 

I 6.0 6,0 0 1.305 4.695 0 -0.2780 

2 12.0 6.0 2,4 3.438 6,162 
6 2.4 - -----= - 0,3895 -0,5579 6,0 6,162 

3 12,6 3,15 4,2 2,850 
6 4,2 

5,550 - 3. 15 5,550 = - 1,4414 - 0,9781 

4 24.0 4.8 6,524 6.524 
6 6,524 

10,952 -4,810,952 = -0,7446 -0,7446 

Die Momente M~~.h' d. h. die Stabendmomente fiir l~ infolge {},. = 1, werden mit den Kenn
beziehungen und tl'bergangszahlen aus obigen Werten bestimmt. 

Stab " I 2 3 4 

-(1) 
M 06•h 0 0 0 0 

I 
-(1) 
M g6•h -0,2780 + 0,3895 - 0.1043 - 0,0578 

-(2) 
M g6,h + 0,2780 - C.,3895 + 0, 1043 +0,0578 

2 
-(2) < 

MC6 h + 0,IIl6 -0,5579 + 0,4172 + 0,2310 

-(3) 
M A6.h -0,0348 +0,1738 - 1,4414 +0,2568 

3 
M(a) 

C6./( -0.0695 +0.3476 - 0.9781 + 0,5 136 

-(4) 
MC"..h -0,0421 + 0,2103 +0,5609 - 0,7446 

4 
-(4) 
MD".,h -0,0157 +0,0785 +0,2094 - 0.7446 

-(5) 
MD".,h +0,0108 -0,0541 -0,1444 + 0,5136 

5 
-(6) 
M B6•h +0,0054 -0.0270 -0,0722 +0.2568 

-(6) 
MD"..h + 0.0049 -0,0214 -0.0650 + 0,2310 

6 
-(6) 
M p6•h +0,0012 -0.0061 -0.0162 +0,0578 

-(7) 
M p6,A -0,0012 +0,0061 + 0,0162 -0,0578 

7 
,m7) 

H6.A 0 0 0 0 

In diesen Tabellen sind die Endmomente aller Sta.be aus der Verdrehung {}. = 1 des einzel
nen Stabes " enthalten (vgl. S. 378). Sie bilden die Grundlage zur Bestimmung von 
M<A) und M(A) nach (629) Jt ./1 • 
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3. Stabendmomente des belasteten Stabes lA = CD nach (627). I/x = A. 

XCD = XDC = 
ACD ADC ADC 

Stab I. a. a A AcD a-' a' ADC ).CD-XDC h -1 
l. - a~ 1.- a-, - XCD 

I 6,00 0 0 00 1,305 0,2780 3,597 00 00 3,597 
2 12,00 2,40 0,25 4 3.438 0,401 5 2,491 8,964 3,598 2,241 
3 12.60 4.20 0,50 2 2,850 0,2923 3,421 5,842 1.708 2,921 
4 24,00 6,524 0,3733 2,679 6,524 0,3733 2,679 6,177 2,306 2,306 

Die vorgeschriebenen BelastungsfliIle werden in die den einzelnen Stliben zufaIlenden Teil
belastungen ex bis e zerlegt. 

RIM RU) 
R(M R(M 

M:t~ 
RIAl RhA) 

Teilbelastung C D D 
D C 

AcD-XDC AcD).DC-l ADC-XCD AcD).DO-I 

ft/m. 

M~~ 

1IIIIIIIIIIIIItllllllllllllllili - 36 36 10,00 - 4,016 - 5,98 -16,06 + 4,016 +12,05 

£ a C 

1 tim 
~IIIIIIIIIIC~IIIIIIIIIIIII~ -144 144 62,45 -23,31 - 39,14 -62,45 +23,31 +39.14 

...... ...... ...... 
~~ ~~ ~~ 

eii tiq ii 0 - 60,86 60,86 26,39 - 9,853 -16,5. -26,39 + 9,853 +16,54 
I~ 

olV c::s-c::s- c::s-

43mt 
C'1"i ~ """""'0 - 0,1125 -0,II25 -0,049 - 0,018 + 0,067 - 0,049 - 0,018 + 0,067 

q 

~I/i]"'II'~""II,1ij - 12,900 - - 0 0 - 3,586 - + 3,586 

Die iibrigen Stabendmomente einer Teilbelastung werden mit den Kennbeziehungen oder 
graphisch mit den Festpunkten berechnet. Die Belastung des Stabes I, liefert im FaIle {J und y 
symmetrische, im FaIle IS antimetrische Ergebnisse. 

Die Momente aus der Belastung a (Abb. 350 b) werden durch Superposition der Ergeb
nisse ex. p, y erhalten. Der Belastungsfall b (Abb.350c) ist mit der Teilbelastung d identisch. 
Der Belastungsfall c (Abb.350d) ist symmetrisch. Die Schnittkrllfte entstehen durch Super
position der Ergebnisse emit denjenigen aus der spiegelbildlich gleichartigen Belastung des 
Stabes PH. 

Belastung 
~(I) M(I) M(I) M") M(f) M(D) M(I) M(I) M.o 00 00 00 DO DO DO '0 

ex -5.98 +12;°5 -7,51 -4,54 -1,70 +1,17 +0,53 +0,13 
p +3,04 +12,15 +26,99 -39.14 +39,14 -26,99 -12.15 -3,04 
Y +1,28 +5,13 +II,41 -16,54 +16,54 -11,41 -5,13 -1,28 
d -0,005 -0,021 -0,046 +0,067 +0,067 -0,046 -0,021 -0,005 
e -3,59 -1,44 +0,90 +0,54 +0,20 -0,14 -0,06 -0,02 

a -1,66 +29,33 +30,89 -60,22 +53'981-37'23 -16,75 -4,19 
b -0,005 -0,021 -0,046 +0,067 +0,067 -0,046 -0,021 -0,005 
c -3,57 -1,38 +1,04 +0,34 -0,34 -1,04 -1,38 -3,57 

Die Stabendmomente aus den Belastungen a, b, c gelten fOr das unverschiebliche K'noten
netz und sind daher nur fnr den symmetrischen Belastungsfall c endgllltig (Abb. 351). 
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4. Temperaturmomente. Die Temperaturanderung des Tragwerks ist symmetrisch, der 
Symmetriepunkt des Riegels I, erleidet daher keine waagerechte Verschiebung. Dnter der An-

Abb. 351. Biegungsmomente aus Belastung c. 

nahme, daB die Riegelstabe ihre Temperatur um + 20°, die Schragstiitzen 13 und 16 um + 100 
und die Endstiitzen urn 0° andem, sind die Lllngenanderungen IX, tl der Stabe 1" fiir 

h = 1 u. 7 2 u. 6 3 u. 5 4 
Lli = 0 + 0,0024 + 0,00126 + 0,0048 m • 

Die Stabdrehwinkel {}", werden mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen nach Ab
schn. 18 berechnet. Hiemach ist 1 {}", = E J.E NIX, tl, Die gedachten Krafte sind mit den 
ihnen zugeordneten Langskraiten in Abb. 352 eingetragen. 

ttJ< + i lI,# 
I -1 

(J7 • 
I 
i 

Abb.352. 

c.~-:) I -- +. +. 
i n ~ 
I I 

I i 

Dann ist mit E J. = 16670 tm2 : {}" = O. 

{} EJ. 
{}6' = - 3' = -I - (+ 1,47 ·0,0024 + 1,07 .0,00126) = + 6,45, 

3 

{}" = - {}zt = E/. (+ 1,0,.0,0024 + 1,47·0,00126) = + 6,13, 
2 

{)7t = - {}If = E /. (+ 1,00·0,0024 + 1,00·0,0024), = + 13,33 , 
1 

Nach (629) ergeben sich die AnschluBmomente aus 

M<Ji = E M~~" {)" . (Abb. 353.) 

Stab h= I 2 3 4 5 6 7 

-(1) 
MQif,h{}ht 0 ° ° 0 ° 0 ° 

I 
-(1) 
M Eif,h {}ht + 3,71 -2,39 +0,67 ° +0,10 +0,04 -0,02 

-(2) 
M Eif,h {)ht -3,71 +2,39 -0,67 0 -0,10 -0,04 +0,02 

2 
-(2) 
MOif,h{)ht -1,49 +3,42 -2,69 0 -0042 -0,15 +0,06 

--
-(8) 
M .A6,h {}ht +°,46 - 1,06 +9,30 ° -0046 -0,17 +0,°7 

3 
-(3) 
M 06,h{}ht +0,93 - 2,13 +6,31 0 -0,93 -0,33 +0,14 

-(4) 
M 06,h{}ht +0,56 - 1,29 -3,62 0 + 1,35 +0,48 -0,21 

4 
-(4) +0,21 -0,48 - 1,35 0 +3,62 + 1,29 -0,56 M Dif,h {}ht 

I 

-(k) 
M J , 

0 

+2,II 

-2,11 

- 1,27 

+8,14 

+3,99 

-2,73 

+2,73 
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(Fortsetzung) 

Stab h= I 2 3 4 5 6 7 M<k) 
JI 

-(5) 
M D{),k 0ht -0,14 +0,33 +0,93 ° - 6,31 + 2,13 -0,93 - 3,99 

5 
-(5) 
MB{),kOkt -0,07 +0,17 +0,46 ° -9,30 + 1,06 -0,46 - 8,14 

-(6) 
M D{),h 0ht -0,06 +0,15 +0,42 ° +2,69 - 3,42 + 1,49 + 1,27 

6 
-(6) 
MF{),kOht -0,02 +0,°4 +0,10 ° +0,67 -2,39 + 3,71 + 2,II 

-(7) 
M F{),k 0kt +0,02 -0,04 -0,10 ° -0,67 +2,39 - 3,7 1 - 2,11 

7 
-(7) • 
MH{),hOht ° ° ° ° ° ° ° ° 

5. Momente M}kl des einfach geometrisch unbestimmten Systems fiir '1'1 = I. Va di" St;Jb
drehwinkel fiir die Belastungsfalle a und b (Abb. 350 b, c) von Null verschieden sind, wini die 
zweite Stufe der Berechnung notwendig. Die Knotenpunktfigur besitzt cinen Freiheitsgrad .. \b 
Parameter '1'1 der Formanderung wird der Drehwinkel DI gewahlt. 

Statische Bedingung: '1'1 au + aIO = ° 
(/u = 1: Mik ) Vk1 ; a IO = 1: (Mu + 51hk)) Vkl • 

Die Werte Vkl werden aus dem Polplan der 
kinematischen Kette Abb. 354 entnommen: 

Vu = v7l = '1'1 = 1 , 

V21 = vn = 6: 11,21 = 0,5352 , 

16,42 . 0,535 
Val = VM = 12 6 = 0,6975 , , 

0,535. 16,42 
16,42 = - 0,5352 . 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Nt·t1druck. 

Abb.354. 

25 
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Die Momente M~"l werden nach (629) aus den Werten M~~ = E M,,{}, A .oA1 bestimmt{Abb.355). 

Stab h= I 2 3 4 5 6 7 
-ttl 
MJl 

-(1) 
MG{},h.ohl ° ° ° ° ° ° ° ° 

1 
-(1) 
l'rlE f},h .ohl -0,2780 +0,2085 -0,°727 +0,0309 +0,oII3 +0,0033 -0,0012 -0,0979 

M2) 
Ef},h .ohl +0,2780 -0,2085 +°,°727 -0,0309 -0,0113 -0,0033 +0,0012 +0,0979 

2 
-(2) 
MO{),h.ohl +0,III6 -0,2986 +0,2910 -0,1236 -0,0453 -0,0131 +0,0049 -0,0731 

-(3) 
M A{},h.ohl -0,°348 +°,°93° -1,0054 -0,1374 -0,0504 -0,0144 +0,0°54 -1,1440 

3 
-(3) 
MOf},h.ohl -0,0695 +0,1860 -0,6822 -0,2749 -0,1007 -0,0290 +0,0108 -0,9595 

-(4) 
MOf},h.ohl -0,0421 +0,II26 +°,3912 +0,3985 +0,1461 +0,0420 -0,0157 +1,°326 

4 
-(4) 
MDf},h.ohl -0,0157 +0,0420 +0,1461 +0,3985 +0,3912 +0,II26 -0,0421 +1,°326 

-(5) 
M D{},h.ohl +0,0108 -0,0290 -0,1007 -0,2749 -0,6822 +0,1860 -0,0695 -0,9595 

5 
-(5) 
MB{},h.ohl +0,0054 -0,0144 -0,0504 -0,1374 -1,0054 +0,°93° -0,°348 -1,1440 

M6) 
D{},h .ohl +0,0049 -0,0131 -0,0453 -0,1236 +0,2910 -0,2986 +0,lu6 -0,0731 

6 
-(6) 
Mp{},h.ohl +0,0012 -0,0033 -0,0113 -0,0309 +0,°727 -0,2085 +0,2780 +0,0979 

-(7) 
Mpf},h.ohl -0,0012 +0,0033 +0,oII3 +0,03°9 -0,0727 +0,2085 -0,2780 -0,0979 

7 
-(7) 
M H{},h .ohl ° ° ° ° ° ° ° ° 

6. Ermittlung von '1'1 fiir die Belastungen a und b. 

Belastung a=(~, p, 1') b=~ '1'1= I 

k "u MH Mlk) 
0 (Mkl +M~k)Vk1 Mkl Mlk) 

0 (Mkl+M~kl)"h M~kl M~k)Vh 

-
I +1 ° + 1,66 + 1,66 ° +0,0°5 +0,005 -0,0979 -0,0979 
2 +°,5352 I' 12.Ji-=72 +27,67 +53,34 ° -0,026 -0,01 4 +0,0248 +0,0133 

3 +0,6975 ° +46,34 +32,32 ° -0,06g -0,°48 -2,1035 -1.1672 

4 -0,5352 ° - 6,24 + 3,34 
-6'°,3'10,21 +0,134 +9,764 +2,0652 - 1,1053 

- 18,378 
5 +0,6975 ° -55,85 -38,96 ° -0,06g -0,°48 -2,1035 -1,4672 
6 +0,5352 ° -20,94 -11,21 ° -0,026 -0,014 +°,0248 +0,0133 
7 +1 ° + 4,19 + 4,19 ° +0,005 +0,005 -0,0979 -0,097~ 

-
~o=+44,63 a1o=+9,650 au =- 4,209 

Bclastung a: 
+44,68 

'1'1 =- -'--4,209 =+10,62. Belastung b: 
+9,650 

'1'1=- -4,209 =+2,293. 

Die endgiiltigen Stabmomente werden aus der folgenden Superposition gefunden: 

M<J) = M<J~ + '1'1 M~l'1. 
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M(I) • M(S) 
(1 

M(I) 
(1 

M(') 
(1 

M(I) 
A 

M(') 
D 

M(G) 
D 

M(8) 
D 

M(G) 
11 

M(S) , 
M(A) 

.10 -1,66 +29,53 +3",89 -60,22 +15,44 +53,98 -37,23 -16,75 -18,62 -4,19 

M(·) 
• .11 +°,098 -0,073 -0,960 +1,°33 -1,144 +1,033 -0,960 -0,073 -1,144 +°,098 

'1'1 M~·I +1,04 -0,78 -10,20 +10,97 -12,15 +10,97 -10,20 -0,78 -12,15 +1,04 

:\1(.) 
• .10 -0,62 +28,55 +20,69 -49,25 +3,29 +64,95 -47,43 -17,53 -30,77 -3,15 

jl<J~ -0,005 -0,021 -0,046 +0,067 -0,02 3 +0,067 -0,°46 -0,021 -0,02 3 -0,005 

-(A) 
'1'1 M.Il +0,225 -0, 167 -2,201 +2,369 -2,62 3 +2,369 -2,201 -0, 167 -2,623 +0,225 

M(·) 
' .10 +0,220 -0,188 -2,247 +2,436 -2,646 +2,436 -2,247 -0,188 -2,646 +0,220 

Die Ergebnisse sind in Abb. 356 und 357 enthalten. Die Richtigkeit wird mit den Gleichgewichts
bedingungen der SchnittkrlUte an einem. Knoten oder Stabteil nachgepriift. 

Abb. Slill. Biegungsmcmenle aus BeJaatung •• 

Abb. 857. Bieg1lDgsmomente 8US BelulUDg b. 

Featpunkte und 'Obergangazablen einea geacbloaaenen Rahmena. 

Die Festpunkte werden durch· allmlhliche Annl!.herung gewonnen. 
1. Randbedingungen fiir die Festpunktermittlung 

a'D = 3,0, 

0(1) - (1(1) - 3 = 1290' 
_0 - • - Ii ' , 

4 
(lD(4' = - = 1,778. 

I' 4 

2. Festpunkte der linken Zelle beim Fortschreiten im Uhrzeigersinn: Die Werte "6.1 = 0.25 
• uno V.D = 0,25 werden zunllchst geschlitzt und fiihren zu den Anschlu13zahlen (I~10' = 0,798 

und (I~' = 2,39. Ausgangswert: V.lD = 0,25. 
25* 
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!?~) =.!! - "JD = 1.20 
I~ i- "JD 

(S) 2 1 -"DO 2 44 eo =,-.--=, , 
I! -:r - "DO 

(8)_.!.I-"OB_239 
!?o - I' .• -.. • -:r - "OB 

!?~I) = ,~ ! - "BJ = 0.828. 
I -:r- "0.1 

"DO = 1: (3 + I' ( (C) + 6(fi) + (8») = 0.267 • 
. I !?D !?D !?D 

"00 = 1: (3 + li(!?~l'~ !?bS»)) 

'IIRJ = 1: (3 + Ii::») 
'11.1 D = 1 : (3 + Ii, (!?~8) ~ !?(~O»)) 

=0.246, 

=0.281. 

=0.236. 

Die Rechnung wird mit "JD = 0.236 wiederholt und der geschll.tzte Wert.VJI'J wegen der Sym
metrie des Systems durch den verbesserten'Vert v JI' .I = VB .I = 0.281 ersetzt. Der Wert ". D = 0.250 
wird beibehalten. "JI'J und V;u liefem die AnschluBzahlen !?')O) = 0.828. !?~) = 2.39 und diese 
nach dem ersten Ansatz die \Verte !?~) = 1.18. VDO = 0.267. Da "DO sich gegeniiber der ersten 
Rechnung nicht gell.ndert hat. gilt das gleiche fUr !?11). "00. !?:), "0 J, !?'J) und VJ D . 

3. Festpunkte der linken Zelle beim Fortschreiten entgegen dem Uhrzeigersinn. Die Werte 
"JI'J = 0.281 und "BD = 0.~50 mit den AnschluBzablen !?~lO) = 0.828 und !?~) = 2.39 werden 
wieder verwendet. Als Ausgangswert dient VDJ = 0.25. 

(6) _ 2 1 - "DJ _ 1 90 
!?J - -" .--- - .- • h -:r- 'IIDJ 

(8) _.! 1 - VJB _ 0 820 !?o - 1I - •• Ii -:r - VJB 

(8) = .! 1 - "BC = 2 15 
flo I'. . . 

~ :r - "BC 

(~)_.! 1- "o!!. _ 237 
eD - I' 'l - •• 

2 3' - VCD 

"n = 1 : (3 + Ie (!?~6) ~ !?~lO»)) 
"OC= 1: (3 + Ii::)) 
tIc D = 1 : (3 + I~ (!?~l) ~ !?:JI»)) 

=0.273. 

=0.127. 

= 0.240, 

"DJ = 1: (3 + V( (9) + 6(4) + (8») = 0.302. 
6!?D !?D !?D 

Abb.868. 

,~ l1l::I 2,325 m. ,~-= 2,25 m. " .. 1,5 m. ,'-=- 1,5 m. I. - .,5 m. 

Der neue Ausgangswert 'liD .I = 0.302 und die verbesserten "JI'J = 0.281. II.D = 0.240 
fiihren in Verbindung mit e~lO) = 0,828 und !?~) = 2.37 der Reihe nach zu 

e~fi) = 1.274. ".10 = 0.275. !?}1) = 0.822. "00 = 0.127. 

Da "00 sich im Vergleich zur ersten Rechnung nicht gell.ndert hat. gelten fUr !?~ll.' "OD und 
e'l) die bekannten Ergebnisse. 

4. Die Rechnung ist im Uhrzeigersinn mit ".D = 0.250 und e~) = 2.39 entwickelt worden. 
Die verbesserten Werte V.D = 0.240 und e~) = 2.37 fiihren innerhalb der Genauigkeit des 
Rechertschiebers zu keiner Anderung der Ergebnisse 

= 0.281. 

"D' = 1 : (3 + I' ( (11) + 6(6)"+" (8))) = 0.290. 
,eD eD eD 

(~) = !. 1 - "0.11. = 1 60 
!?.II. I~ f - "0.11. •• 

(4) _!.! - 'liD' _ 1 67 
!?, - I~ t - "D' "T' . 
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5. "Obersicht der Ergebnisse: 

Kno- v e 
ten links reehts oben I unten links reehts oben unten 

A - - ° - - - 1,60 -
B - - ° - - '- 1,60 -
C - 0,240 0,246 0,281 - 2,44 2,15 1,29 
D 0,267 0,267 0,302 0,290 2,37 2,37 1,18 1,78 
E 0,240 - 0,246 0,281 2,44 - 2,15 1,29 

F - - 0,333 - - - 1,67 -
H - 0,28r - 0, 127 - 0,82 - 2,39 
J 0,275 0,275 - 0,236 0,83 0,83 - 1,27 
K 0,281 - - 0, 12 7 0,82 - - 2,39 

6. "Obergangszahlen - Plk naeh (616). 

c 
--. ._--- ------

I 2 3 
--- ------- - .-

2 3 I 3 I 2 

2,44 =0,53 2,15 1,29 2,15 = o,/)3 1,29 2,44 
--=0,47 --=0,37 --=0,35 --=0,65 

4,59 4,59 3,44 3,44 3.73 3.73 

J 
---------------- ---

5 6 10 

6 10 5 10 5 6 

0,83 0,83 1,27 =0,60 0,83 1,27 =0,60 0,83 
1,66 =0,50 --=0,50 -- =0,40 --=0,40 

1,66 2,10 2,10 2,IO 2,10 

D 

2 4 

4 5 8 2 5 8 

1,78 1,18 2,37 =0,45 2,37 1,18 2.37 =0,40 --=0.33 -- =0,22 --=0.40 -- =0,20 
5,33 5,33 5.33 5,92 5,92 5.92 

D 

5 8 

2 4 8 2 4 5 

2:37 ~=0.28 2,37 6 2.37 1.78 1.18 
(;- =0,36 --=0.3 -- =0.45 --=0,33 --=0,22 

,52 6.52 6,52 5.33 5.33 5.33 

Ritter. W.: Anwendung der gxaphischen Statik. III. Tell: Der kontinuierliehe Balken. 
Zurich '1900. - Seha.ehterle. W.: Elastisehe Bogen. Bogenstellungen und mehrstielige Rah
men. Berlin 1912. - Ritter. A.: Berechnung rechteckiger Silozellen. Stuttgart 1916. - Stra a
ner, A.: Statikder Rahmentragwerkeund derelastisehen Bogentra.ger. Berlin 1916. -Hoost. K: 
Beitrag zur Berechnung rechteckiger Rahmen und Rahmentra.ger. Dissertation Danzig 1917. 
- Piehl, E.: Der durehgehende gelenklose Bogen auf elastischen Stiitzen. Stuttgart 1919. -
Suter. E.: Die Methode de1: Festpunkte. Berlin 1923. 



v. Anwendung der Theorie auf die im 
Bauwesen viel verwendeten Stabwerke. 

45. Das Tragwerk als Gegenstand der baustatischen 
Untersuchung. 

Die allgemeine Anordnung eines Bauwerks richtet sich nach dem Zweck der 
Anlage und nach der GroBe und Lage der Lasten. Das Tragwerk iibernimmt die 
auBeren Krafte und vermittelt zwischen ihnen und den Stiitzkraften Gleichgewicht. 
Dabei verandert sich die Form des Tragwerks infolge der elastischen und plastischen 
Eigenschaften des Baustoffs. 

Das System des Tragwerks und die Abmessungen der Teile werden, abgesehen 
von seltenen Ausnahmen, stets derart gewahlt, daB der Formanderungszustand 
bei der vorgeschriebenen Belastung stabil ist und nur verschwindend kleine Ver
schiebungen entstehen. Ihre GroBe ist neben den Baukosten und den betrieblichen 
Eigenschaften der MaBstab fUr die Giite des Tragwerks. 

Die Formanderung wird als die Folge von inneren Kraften angesehen, die mit 
den auBeren Kraften im Gleichgewicht stehen. Spannung und Verzerrung sind 
erfahrungsgemaB miteinander verkniipft und im elastischen Bereich wechselweise 
eindeutig bestimmt. Die Zusammenhange gelten hinreichend genau als linear, die 
Verschiebungen als verschwindend klein, so daB zunachst die kleinen GroBen 
zweiter Ordnung und darauf die Verschiebungen selbst im Vergleich zu den Ab
messungen der Bauteile vernachlassigt werden. Auf diese Weise entstehen Approxi
mationsstufen der rationellen Losung, welche durch das Experiment fUr technische 
Bediirfnisse als brauchbar bestatigt werden. Sie bilden die Baumechanik, die stets 
Wissenschaft bleibt, solange der Grad der Annaherung abgeschatzt und an ein
fachen Beispieien zahlenmaBig festgestellt werden kann. 

Das Tragwerk besteht im allgemeinen aus einer Verbindung von Platten, Schalen, 
Scheiben und biegungssteifen oder biegungs- und drillungssteifen Staben, die als 
Trager bezeichnet werden. Dazu treten meist auch Stabe, die aHein Langskrafte erhal
ten und daher nur die zur Stabilitat des Formanderungszustandes notwendige Steifig
keit besitzen. AuBerdem werden oft noch Bauteile verwendet, die nur Zugkrafte auf
nehmen, dagegen unter Druckkraften ausschalten, so daB Tragwerke mit verander
Hcher Gliederung entstehen. Die Kennzeichnung der Bauteile ist durch ausgezeichnete 
Annahmen iiber den Formandenmgs- und Spannungszustand bestimmt (Abschn. 8). 
Dasselbe gilt von der Verbindung der Bauteile, die biegungs- und drillungssteif, in 
Fiihrungen beweglich oder urn Achsen und Punkte frei drehbar angenommen wird. 

Die analytischen Beziehungen des Verschiebungs- und Spannungszustandes 
werden am undeformierten Tragwerk und in der Regel getrennt fUr jeden einzelnen 
Bauteil abgeleitet. Hierzu miissen die Verschiebungen und die inneren Krafte an 
den Randern der Schalen, Scheiben und Platten oder an den Enden der Trager 
bekannt sein. Dieser Teil der Losung gelingt jedoch nur selten streng. Man begniigt 
sich zumeist mit wahrscheinlichen Annahmen iiber die Formanderung an den 
Unstetigkeitsstellen und rechnet streng nur bei Stabwerken, deren Bauglieder 
starr oder in reibungslosen Gelenken frei drehbar verbunden sind. Die Flache der 
Knotenscheiben ist im Vergleich zu den Abmessungen der Trager in der Regel 
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klein, so dal3 die Stablangen bei der Untersuchung des Tragwerks auf die geometri
schen Schnittpunkte der Stabachsen bezogen und nur die Tragheitsmomente im 
Bereich der Knoten unendlich grol3 eingesetzt werden, urn den Form~inderungs
zustand des Tragwerks richtig zu beurteilen. Die Untersuchung HiI3t sich dann 
nachtr~iglich durch Sonderbetrachtungen an Scheiben mit vorgeschriebenen Rand
wert en erganzen, falls nicht experimentell gewonnene Ergebnisse oder einfache 
statische Ansatze zwischen den aul3eren und inneren Kraften zur Beurteilung der 
Sicherheit und GestaItung dieser Bauteile ausreichen. Die Approximationsstufen 
der Theorie werden daher fur baustatische Betrachtungen stets mit den Nahe
rungsfolgen einer Idealisierung des Tragwerks verbunden. Diese behandelt die 
geometrische Form der Achsen und Querschnitte der Stabe nach S. 25 und die 
Art ihrer ·Verbindung. Sie enthalt auJ3erdem Angaben zur angenaherten Beurtei
lung der Biegungs- und Drillungssteifigkeit durch Funktionen C, e nach S. 97, 
ohne dabei auf besondere konstruktive Eigenschaften von 6rtlicher Bedeutung 
Rucksicht zu nehmen. Gecignete Annahmen uber die Biegungs- und Drillungssteifig
keit ausgezeichneter Bauteile durch unendlich groLle Tragheitsmomente oder durch 
Vernachlassigung des Biegungs- und Drillungswiderstandes und damit Substitution 
starrer Stabanschlusse durch Gelenke fUhren oft zu brauchbaren, zur Abschatzung 
geeigneten N aherungsrechnungen. 

Jedes Stabwerk gilt bei der Untersuchung der Stabilitat der Formanderung 
als raumliches Gebilde. Sie lal3t sich am einfachsten nachweisen, wenn jeder Stab
knot en kinematisch festliegt. Die Berechnung der Schnittkrafte und Verschie
bungen raumlicher Tragwerke ist jedoch nur bei Idealisierung der Stabknoten 
durch reibungslose Gelenke einfach, die zwar bei eben en Stabwerken in vielen 
Fallen zulassig, aber keinesfalls mit der Ausbildung raumlicher Stabknoten vert rag
lich ist. Die statische Untersuchung der raumlichen Stabwerke mit biegungs- und 
drillungssteifen Knoten gelingt meist nur bei mehrfacher Symmetrie und aus
gezeichneten Belastungsannahmen, welche durch Umordnung aus der vorgeschrie
ben en Belastung entstanden sind. Zahlreiche Aufgaben k6nnen auf diese Weise 
teils streng, teils angenahert auf die Berechnung ebener Stabwerke zuruckgefUhrt 
werden. In anderen Fallen k6nnen auch Messungen an ausgefUhrten Bauwerken 
oder Modellen die raumliche Tragwirkung erschliel3en und damit die baustatische 
Untersuchung vorbereiten. Dabei werden stets Verschiebungen beobachtet und 
miteinander verglichen. Sie fuhren daher hier eben so zur Spannungsberechnung 
wie in den klassischen Ansatzen der Elastizitatstheorie. Diese liefern beim eben en 
oder raumlichen Stabwerk mit biegungssteifen oder biegungs- und drillungssteifen 
Gliedern die Komponenten fUr die Bewegung der Knoten und damit die geome
trischen H.andbedingungen fUr die Stabe. Wird diese Rechnung durch wahrschein
liche Annahmen ersetzt, so entstehen oft brauchbare Naherungs16sungen, die zur 
Abschatzung der Festigkeit und der Abmessungen der Bauteile oder zur Aufteilung 
eines mehrfach zusammenhangenden ebenen oder raumlichen elastischen Gebildes 
ausreichen. Unter Umstanden wird die wahrscheinliche Formanderung auch in 
Grenzen eingeschlossen, fur weIche sich Ansatz und Zahlenrechnung vereinfachen. 
Der Kachweis der Sicherheit fur Grenzbetrachtungen enthalt auch die wirkliche 
Uisung, die unter Unl.::tanden vielleicht nur auf schwierigem Wege erhalten wird. 

Die Anschlul3krafte del Stabe lassen sich oft auch unmittelbar als Funktion 
der Belastung und der statisc;: uberzahligen Gr613en des Tragwerks anschreiben, 

wenn ihre Anzahl und ihre wechseb~itige Abhangigkeit gering sind. Die Abschatzung 
der statisch unbestimmten Gr613en Uh~ damit die Vorbereitung von angenaherten 
L6sungen ist allerdings auf diesem Wege schwieriger. 

Wahrend zur Berechnung der unabhangigen Komponenten des Verschiebungszu
standes des Stabwerks nach Abschn. 38 statische Bedingungsgleichungen verwendet 
werden (Lasung B), erhalten diese zur Berechnung der statisch unbestimmten Gral3en 
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nach Abschn. 24 geometrischen Inhalt (LasungA). J e kleiner die Anzahl der unabhan
gigen Komponenten des Verschiebungszustandes ist, urn so eher wird man zur Lasung B 
greifen, dagegen werden die Schnittkrafte ausdenstatisch iiberzahligen Gra13en berech
net, Wenn die Lasung A iibersichtlich ist und nicht durch ungiinstige Fehlerfort
pflanzung leidet. Die zahlreichen Untersuchungen der folgenden Abschnitte bieten 
ausreichende Gelegenheit, die Brauchbarkeit der beiden Ansatze kritisch zu beurteilen. 

Das Ergebnis beschreibt die Formanderung der Stabe und ihre Schnittkrafte, 
aus denen die Spannungen des Querschnitts je nach der AusfUhrung des Tragwerks 
in Stahl oder Eisenbeton abgeleitet werden. Die Verteilung der Schnittkrafte auf 
die Bestandtcile des Querschnitts ist dabci ebenso wie die Berechnung der Span
nungen nur soweit behandelt worden, als dies fUr die Baustatik notwendig ist. 
Die vollstandige Lasung der Aufgabe und die Untersuchung der Stabilitat der Form
anderung bleiben in derRegel der Festigkeitslehre vorbehalten. Damit ist das Ziel 
der Statik des Stabwerks umrissen, nachdem als Voraussetzung fUr die Brauch
barkeit ihrer Methoden die klare, durch physikalische und statische Erkenntnis 
bestimmte Konstruktion hervorgehoben worden ist. 

Rieckhof: Experimentelle Statik fur statisch unbcstimmte Systeme. Selbstverlag Beton 
u. Eisen 1925 Heft 11 S. 260; 1926 S. 73; Beton u. Eisen 1926 Heft 8. - Hofacker, K.: Mechano
statische Untersuchungen hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke. Schweiz. Bauztg. 1926 
S. 153. - Gottschalk: Losung statischer Aufgaben mittels Modellgerat. Z. VDI 1926 S. 261. 
- Derselbe: Losung statischer Aufgaben mittels Kontinuitat. Beton u. Eisen 1927 Heft 15; 
1929 S. 113. - Tillmann, R.: Der Modellversuch in der Baustatik. Z. ost. lng.- u. Arch.-Ver. 
1929 Heft 27-30. - Ri tter, :\1.: Expcrimentelle Methoden der Baustatik. Schweiz . Bauztg. 
Bd. 96 (1930) Heft 18. - Kann, I;.: Fortschritte in der experimentellen Statik vielfach statisch 
unbestimmter Rahmensysteme. Abh. Int. KongreJ3 Liittich 1930. - Derselbe: Drehwinkel
vcrfahren in cler experimentellen Statik des Rahmensystems. Z. d. B. 1931 Heft 30. - Bea uf oy : 
Grundsatzliche Schwierigkeiten bci mech. Bemessungsverfahrcn. Engineering Heft 3491. Lon
don 1932. - Schach tcrle: ;\Iodellverfahren zur Ermittlung der inneren Krafte von beliebig 
belasteten statisch unbestimmten Tragwerken mit Hilfc der Drehwinkel-Verformungslehte. 
Org. Fortschr. Eisenbahnwes. 1933 Heft 2. 

46. Balkentrager mit statisch unbestimmter Stiitzung. 
Die Tragerendena und 11 sind frei drehbar, elastisch drehbar oder starr ein

gespannt. Die elastische Vcrdrehung der Endstiitzen wird durch den Elcfachen 
Betrag €1' €n des Winkels bestimmt, urn den sich diese durch ein Kraftepaar von 
1 mt drehen (Abb. 359). Bei starrer Einspannung ist € = O. ar In 
Zur Berechnung der Schnittkrafte werden die negativen Ein- a: .A, 

I ' \ span mings- und Stiitzenmomente - Jf k als iiberzahlige Gra- t:, Abb. 359. till--' 

13en X k verwendet (Abb.360). DasHauptsystem besteht dann 
aus einer Reihe einfacher Trager, die in den gestiitzten Gelenken k zusammenhangen. 
Die statisch unbestimmten Schnittkrafte werden nach den Abschnitten 23ff. aus 
geometrischen Bedingungsgleichungen berechnet. Die Vorzahlen Okb 0; k und die 
Belastungszahlen OkQ9 bedeuten dann die gegenseitige Verdrehung der Stiitzenquer
schnitte k des Hauptsystems infolge von - X k = 1 oder vorgeschriebenen au13eren 
Ursachen. Sie werden bei beliebig veranderlichem Querschnitt nach Abschn. 18, bei 
Approximation der Veranderlichkeit der Tragerquerschnitte nach S. 97ff. aus den 
Angaben cler Tabellen 13 bis 15 entwickelt. Die auf den Stab lk entfallenden An
teile der Formanderungen 0(k-1) (k-1), Okk sind bei symmetrischer Ausbildung 

O(k-1) (k-1), 2 = Ok k, 1 = 21l k lU6 , 

1 

11k = 3J ;2Ck dg, 
I) 

1 

Ak =6J;;'Ck dg, 
o 

Ck = lk/J; 

(634) 



I 

C~ 

2 

C~ 

3 

Ct 

4 

Ct 

--

5 

l;t 

394 46. Balkentrager mit statisch unbestimmter Stutzung. 

bei unsymmetrischer Ausbildung in den Endfeldern 

<511 1 = 2/il lU6 • . iiI = 3/e2Clde. I 
fin=3/e/2 C"+lde. J 

(635) 

Die Beiwerte P.Te. ATe. ji werden fiir die Approximation der Querschnittsfunktion eTe 
nach (634) berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 29 eingetragen. 

TabeUe 29· Beiwerte p~. At und Ii ftir verschiedene Funktionen Ck = J~IJ; 

reduzierte Biegelinien WD = 1611d~ .. , wI, = ~d(t-tl"" 
t I: It II: 

~=x/l. ~'=x'/l=r-~. ~"=t-~'; ,,=v/l. "'=1-,,. 
a) Symmetrische Funktionen Ct (Ct = const : P = A = I). WD nach Tab. 22 S. 116. 

I I 

",!~I( Pt = (I - 2,,) (I -""') 
WD = WD - ,,2 {3 ~ - 2" (2 ~ - I)} IL~H * ,11-' -.111 =,,/3_,,3 

IE I \ I ~I ).t = (I - 2 v) (I + 2 ",,') wI, = wI, - v2{3~' - 2" (2~' -- I)} 

I I 

"~Ir (angenllhert) 
WD=WD- (I -n)vl[~ ;-V(2~- I)] * 

P~= I-(I-n>[2""'+ ~] w wj,= wj, - (I -n)vl [ ~ ~' - V (2~'- I)] t~1 At = 1- 3(1 _n),,2 

kulJ.PrtlYllM1 

)~ll( I-n 
I-n WD = wD - -- v2 (v + 2", ~) * P~ = I - --,,(2 +,,/2) 2 rll"';: ~;:;: 2 

I-n 

t~ 1 ~ At = I - (I - n),,1 (z - ,,) wI, = wj, - . __ ,,2 (" + 2 ,,' ~') 
2 

l~f 

I I Ct = I - 4 (I - n) E,,2 
)1~1( 1- n 

211 + 3 WD = WD - --{WD- 2WB~2(3~'- I)} 

{it;} Pt=--s- s 
1-- n 

At = II + 4 wj, = wj, - --{wI,-2wB~/2(3~ - Il} 1f s 

~ s 

WD = wD _l.- (I -11) 4'> 
I Ck = I - (I - 11)(2 ~")lr 

2 

I I {I + (zr+ I) ~}{I - (2 ~ - 1)2 (HI,} 

)~( 3 11 (r+I)+r(4 r +5) 4'>= (zr + I) (2 r + 2) (zr + 3) Pt= (zr+ r) (2 r+ 3) 

~r:I:'i~ 311 +4,(r+2) wj, = wI, _l.- (I - n)'!' 
)'k= (2r+I)(2r+3) 

2 
1-4---t1 '!' == {I + (2r+ I)~/}{I - (2;'- I)ZCr+l'} 

(2r+ t){2r+ 2){2r+ 3) 

• roD und (OD fur den Bereich zwischen den Vouten. 
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Tabelle 29 (Fortsetzung). b) Unsymmetrische Funktionen C" .' 
I 

(angenahert) 

"jj=I-(I-n>[2 V"'+ -i ] 
=p" 

Feld 1 

roD = WD - EvS (I + 2 v') 

Feld n + 1 

WD = WD - E'vl (I + 2V') 

Feld 1 

roD=WD-EvZ(I-n)(~ -v) 
Feld n + 1 

roD = WD - E'vS (1 - n) (~ - v) 

Feld 1 

I-n roD = WD - -- VZ (2 - v) E 
I-n 2 

"jj = 1 - --v [(2-V)I+2] 
4 • Feld n + 1 

CII = 1 - (I - n) E'I 
_ 3n + 2 
p=-s-

-, 1 - n II 1:1 WD = WD - -2--' V ,2 - v) .. 

Feld I 

roD = WD _l.. (I - n) (E - E5) 
10 

Feld n + 1 

roD = WD - l.. (I - n) W - E'&) 
10 

Feld I 

395 

• 

• 

• 

ell = 1 - (I - n) E,r 
_ 3n+,. 

_ 6 (1 -n) 
WD = WD - (T + 2) (,. + 3) (E - E'+3) 

p=~ Feld n + 1 

ro' = 00' - _6 (1 - n.L __ w _ E,,.+3) 
1) D (r + 2) (,. + 3) 

Die Beiwerte A sind bei der Verstarkung des Tragers nachst den Stiitzen durch 
Vouten mit v ~ 0,2 angenahert gleich 1. 

Die Belastungszahlen 15(k-ll 0' 151:0 werden trotz der Beriicksichtigung der elasti
schen EigenschafteI} der Trager in den Vorzahlen des Ansatzes nach einer der 
Funktionen Ck in der Regel nur mit konstantem Tragheitsmoment angegeben. Die 
Fehler sind bei der Unsicherheit in der Bemessung und Eintragung der Lasten 
meist ohne Bedeutung. Sie werden aber trotzdem in den Einflul3linien ()kon' d. h. also 
in den Biegelinien 15mk des Hauptsystems besser vermieden, urn fiir die EinfluB
linien stetige Linien zu erhalten. 

Die genauen Belastungszahlen entstehen durch numerische Integration von (300) 
und bei der Einfiihrung einer der ausgezeichneten Funktionen Ck durch Anwendung 
der Tabellen 12 bis 21. In diesen sind auch die Ordinaten der Biegelinien 15", k fiir Trager 
mit Vouten angeschrieben. In der Regel geniigt jedoch die Berechnung der Biege
litlien fiir den Bereich des Triigers zwischen den Vouten mit ] = ] k und die gerad
linige Verlangerung bis zum Stiitzpunkt, da hier die Kriimmung infolge des gro
Beren Tragheitsmomentes der Vouten klein ist. Die Ordinaten des mittleren Ab
schnitts werden nach 

15 lklf, -
mk= 6 roD (636) 

• WD und roD fur den Bereich zwischen den Vouten. 
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mit den Angaben der Tabelle 29 fUr die Funktion £OD berechnet. Bei annahernd kon
stantem Tragheitsmoment der einzelnen Trager k des Hauptsystems gelten die Vor
zahlen und die Belastungszahlen der Tabelle 12. roD wird dann gleich WD' 1st auOerdem 
noch das mittlere Tragheitsmoment des Tragers k zur Stiitzweite Ik verhaltnisgleich 
und damit Iklclh = l~ = I', so erhalten die iiberzahligen GroOen der Bedingungs
gleichungen (297) konstante Koeffizienten, die Ansatz und Losung vereinfachen. 

Die Schnittkrafte des Tragers aus einer Belastung ~ und den ihr zugeordneten 
iiberzahligen GroOen X k_ 1 ' Xb X k+1 sind aus dem Gleichgewicht der auBeren 
Krafte oder durch die formale Superposition nach (332) bestimmt (Abb. 360). 

Stiitzenmomente: - M k- 1 = X A·-1 , - Mk = X k , 

Momente im Felde Ik : 111 = Mo - Xk-l~' - Xk~' 

" Ik+1: .11 = Mo - Xk~' - XN1~' 
1 

Querkrafte im Felde I,,: Q = Qo - t; (X,: - X"_I) , (637) 

I 
" " 1"+1: Q = Qo - -I - (Xk+1 - Xx,), 

1:+1 
1 1 

Stiitzkraft: AI.: = Ao + T (X" - XX'_I) '- -, - (X k+1 - X k). 
k k+l 

Die Ansiitze gelten auch fiir die Bildung der EinfluBlinien. Die Buchstaben Ao, Mo, Qo 
bezeichnen daher entweder die Stiitz- und Schnittkriifte des einfachen Tragers 
oder deren EinfluBlinien. Die Grenzwerte der Stiitzenmomente und der Biegungs
momente in Querschnitten zwischen dem Festpunkte Flk-llk' F"Ik-l1 (S.255) aus 
gleichformiger Belastung p treten stets bei feldweiser Belastung ein. In dem be
nachbarten Bereiche geniigt in der Regel eine lineare Funktion, welche durch die 

f'eld:K f'eld:K+f Grenzwerte der Biegungsmomente in den 

I + I 
i 

Abb.360. 

Stiitz- und Festpunkten bestimmt ist. 
(Abb. 374i.) Aus diesem Grunde sind auch die 
FestpunkteFla und F nb fiir die Randfelder 
11' tn+! mit frei drehbaren Endstiitzen not
wendig. Sie werden auOerdem noch verwendet, 
urn die Schnittkrafte des durchgehenden 
Tragers aus einem statisch bestimmten Bie
gungsmoment Mrs oder Mb iiber einer End
stiitze, z. B. durch Belastung eines Kragarmes, 
graphisch zu verfolgen. Die Abstandc der Fest
punkte sind nach (435) durch "la = bla/b~~-l) 
= blaPll und "nb = bnb/b~nn-ll = bnbPnn 
bestimmt. 

"1. / 1 "",.1"+1 at = ... - an b = ... 00-

a I + "1. ' 1 + "" b • 
(638) 

Mit M; und Q; als Biegungsmoment und 
Querkraft fur gleichfOrmig verteilte volle Be
lastung des ganzen Triigers ist 

max M" + min M" = M; , } 

maxQp + minQ" = Q; . (639) 

Daher kann oft zur Vereinfachung der Rech
nung dcr cine Grenzwert aus M;, Q; und dem anderen bcrechnet werden. 

Die Biegungsmomente desTragers Iksind bci gleichformiger Belastungp" (Abb. 360) 

(640) 
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DicAbszissen~olk' ~~lk des Grenzwertesl\[max werden nach S.42 aus derBedingung 
dM/d~ = 0 bestimmt. Mit 

AX . I: 1 LlX. 
X,,-Xk_t=LJ /, 1St "'0=2"- P.12' (641) 

und 
"1 - P.IZ 1:2 X - P.ll 1:'2 X 
1> max - ~ "'0 - k-l - ~"'o - ~ .. (642) 

1. Trager tiber einemFeld. a) Einfach statisch unbestimmte Anord
nung. Der Trager ist links eingespannt, rechts frei drehbar gelagert. Als statisch 
uberzahlige GroJ3e Xl dient das Einspannungsmoment -Ma (Abb.361). 

Xl = ~ 0+10 (starre Einspannung: el = 0) . 
Uu tol 

Zahlenrechnung bei belie big veranderlichem Tragheitsmoment nach 
a. X, bei Approximation der 
. (~} = = _ ~ _ elastischen Eigenschaften 
a =b nach (635). Darnach ist 

bAtE l ·f B fUr el = 0 (starre Ein-

~*-~' a,1i~F.b ttf: I spannung) 1511 = Ii 2l'/6, "t, bei gleichbleibendem 
Querschnitt c5n = l' /3 und 

1510 nach Tabelle 12 ein
zusetzen. Der Festpunkt. 

Abb.361. 

FIb wird mit c5Ib = ).l' /6 nach (437) durch 
Xl A Al 
Mb = "lb = '2p' alb = A + 2p (644) 

bestimmt; fUr I = const . ist ). = Ii = 1, "n = 1 /2, 
alb = l/3. 

(643) 

Bei Belastung des Kragtragers ist das Stiitzen
moment Mb statisch bestimmt und daher Xl = "Ib' Mb 
(Abb.361). Stutz- und Schnittkrafte fur Trager mit .-l-M'-Ir+-<il~~@-*~!--L 
konstantem Tragheitsmoment und el = 0 sind in 
Tabelle 30 eingetragen. 

b) Zweifach statisch unbestimmte Anord
Abb.362. 

n ung. Der Trager ist auf der einen Seite starr, auf der anderen beweglich ein
gespannt (Abb.362). Als statisch uberzahlige GroJ3en werden die Einspannungs
momente -Ma = Xl' -Mb = X2 verwendet und nach (345) fur elastische Ver
drehung der Stutzen berechnet. Der E I.fache Betrag der gegenseitigen Verdrehung 
der Stutzenquerschnitte durch -Xl = 1 oder -X2 = 1 ist dann 

(645) 

so daJ3 die folgenden geometrischen Bedingungsgleichungen entstehen: 

Xl c5tl + X2 1512 = 1510 , Xl 1521 + X2 c5~ = 1520 , 

Die Vorzahlen und Belastungszahlen ergeben sich bei beliebig veranderlichem 
Tragheitsmoment nach Abschn.18, bei Approximation der Funktion C nach Ta
belle 29. Darnach ist c5n ....:. 1522 = 2pl' /6, 1512 = At' /6. Die algebraische Auflosung 
der Gleichungen steht auf S. 172, die Verwendung der Ergebnisse auf S. 396. 

Zur graphischen Auflosung des Ansatzes dient folgende Umformung: 
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Tabelle 30. Links eingespann ter. rechts frei gelagerter Trager. J = const. 

Abszissen der Belastung: ~ l. ~' 1 

c Abszissen der Stabquerschnitte: C I. C'I 
~~~~--~--~ 

- M. = Xl; Schnittkrafte zwischen a und b: 

~A'l--f 
~III!I!I!II!I!P :a 

VAIIB I---Z----r . 

A=-H" 

B=!(3~-I) 

1 
M.=+:;~ 

M. = -I~' 

Sonderfall: a. = 1 

A = X pi; B = -/or pi; M. = - /6 P II 

M=¥o-X1C'; Q = Qo +XJI; 

A=Ao+X1/l; B=Bo-XIfI. 

~!IIII!!I!III!!!!!I!)g 
A=t-PI 

B=tpl 

plz 
M.=--

8 

C = 85 : maxM= 9PP 
uS 

A=-!pl)! 

B = P I A (4 + 3 J.) 
4 

M.=PIZA1 

4 

t--A'Z--j 
I 111 11 11 11 111" B = ~~a.'(8 - 6 a.' + a.'3) 

I---Z-.. 
M pia '1 '1 

• = - 8 at (2 - a. ) 

A = pi a.'2(10 _ a.'2) 
40 

B = pi a.' (20 _ 1Oa.'+ a.'3) 
40 

111 =_ piS a.'2(10-3a.'1) 
• 120 

Sonderfall: a.' = 1 

A=i'lr-;J; B=HPI; M.=-ThpI2 

I )M A = _2- M E (2 - ~) = -B ; 
I A 21 

~el~c:~ -
111. = + ~ M (1 - 3 E'2) = + ~ M roj, 

2· 2 

t---z--=::l Sondedall: ~ = 1 ; 
3 A=-2i M=-B; 

Unglei~hfOrmige Temperaturandcrung t. - ttl =..1t: 111. = ~E J. a., ..1t/h 

Stiitzenverschicbungcn ..1., ..1. und '1'.: M. = E J. ~ ('I'. + ~. _ ~h) 
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Tabelle3I. I3cidcrscits cingespannter Trager, ] = const·. 

\" ~ \" 
O=f)_'2 '1. 
- ~o t' 

A =.;'2 (I + 2~) 
11 = ;2 (I + :! e) 

M '" = 2 [ ';2 .;' 2 

A = -- (j M .; (I - ~) I I 

J] = + (, M ~ (I -~) II 

.u. = _. M (I -- 4 ~ + 3 ';2) 

Mb = - M ~ (2 - 3 ~J 

1 = 2 P / J' W2(3 - 2 ';') _;,2 (2~' - I)] 

n = 2 P t;, [~2 (3 - 2~) -- y2 (2'; - I)] 

,>1.= -*P [2), r3 ~'2; - - ;,2 (3~' - I)] 

iVlb =- +p/2j'[3~2~'_;,2(3~-I)] 

Sonderfall: j' = ; ::S 0,5 

A = 2 P 1 ~ [I - 4 ';2 .;']. B = 8 P 1 ';:1 .;' 
.11. =-;r p /2';2 [I - 4';' + (j ;'2] 

AI!. --f P 12 1;3 (2-3 1;) 

Sondcrfall ~ = 0,5: A = lJ = P Ii' 
P /2 

:11.= .llb= -12/[3 - 41'2] 

Abszisscn <ler Belastung: .; l, ~' 1 

Abszissen der Stabqucrschnittc: ~ l, ~' 1 

- 1\1. = Xl; .- 1\1. = .12' 

A __ / _ X 2 -:--X1 
-. 0 1 

lJ = lJ ..L X 2 -X1 
o , l 

pl 
A =B =----

" I I f"""IJW"""""O 

~=0,:!l13 und ~==0,7887: .11=0 

~ = 0,5: 
P [2 

lllaXil1 = +-
24 

-, A = P'l ex'" (15 - 1; ex') 
20 

pi n = - ex' [10 - ex' 2 (15 - 8 ex')] 
20 

P /2 
,11. = - -- ex'" (5 - 4 ex') 

20 

P /2 
.lIb = -- ex' 2 (10 - 15 ex' + () ex' 2) 

30 

,__ pi, , 
__ .-1 = - G(" (5 - z ex ) 

<~"_-"I''''''''''''''''~-- 20 

~ pi '" n = - ex' [10 - ex' 2 (5 - 2 ex')] 
20· " 

P 12 
.lln = - -IX'" (5 -- 3 ex') 

()O 

P /2 
.11" C~ -- -~ IX' 2 [10 (I - ex') + 3 ex'2] 

Sondcrfall: rx.' = I 

..1=/"PI, li=/"pt 
M.= -- "'.P/2, i1!b= _+"P[2 
~ = 0,237 und C = o,SoS : _ .11 = ° 

• P /" 
~ = 0,548: max ,11 = ---. 

4 lJ ,b 

t"nglcichformige Tempcraturanderung 10 - I u = LlI: Ma ~ Mh ~- --- L'Ie IXI Lli/ll 

6 (, 
Stutzenverschiebungcn Ll., Llb: M. = - Ti: (Llb - Ll .. ) E I; Mb = - I" (Lla - Ifb) E J 

Stiitzcnverdrehungen !p., q;b: M. = + + (2 'Fa - 11'1,) E I; M. = ~ (2 tpl, - tpaJ E I 

* Wcitere llelastungsHlIlc siehe Tabelle 17 Seite 112. 



400 46. Balkentrager mit statisch unbestimmter Stiitzung. 

In diescr sind die reziproken Vorzahlen nach S. 255 Kennbeziehungen zwischen den 
Einspannungsmomenten. Sie bestimmen die Festpunkte F l2 , F21 der Untersuchung 
(Abb.362). 

()10 = 0: - Xl = a 12 = "12 = ~- = i. 'I 
);2 b12 U11 + E1 21' + 6Edl 

X 2 a 21 15 12 l 
()20 = 0: - Xl = b;; = "21 = ~ = 21' + 6 E2/ I . 

(646) 

<5 12 1 i, I I a12 = <5 11 + <5 12 + E1 = 21' + i, + 6 E111 ' 

_ <512 1- i,l 
a21 - <5 22 + <5 12 + E2 - 2" + ). + 6 E2/1' 

(647) 

Je mehr sich die Endquerschnitte bei der Belastung des Tragers drehen, je gro13er 
also. f1 und f2 vorgeschrieben werden, urn so kleiner sind die Strecken a l2 , a21 . 

X b12 + X - <5 10 - R X + X b21 - <5 20 - R 
1 a12 2 - <512 - 1 , 1 2 an - <5 12 - 2 • 

Die Quotienten R1 , R2 besitzen die Dimension der unbekannten Einspannungs
momente. Sie sind unabhiingig von den statisch unbestimmten Gro13en und erhalten 
durch die Art der graphischen Auflosung die Bezeichnung Kreuzlinienabschnitte. In der 
Regel werden die den FestpunktenF12 , F21 zugeordneten Ordinaten VI' V 2 verwendet. 

V a 12 R t. R 
1=, 1=21'+l+ 6Et/l l' 

Bei konstantem Tragheitsmomen~ und 
"12 = ;(21 = 1/2, 

R -~~ 
1 - I' , 

R _ 6 <520 • 
2 - I' , 

V an R t. R 
2 = T 2 = 21' + i. + 6 E2/1 2' (648) 

fl = 0, f2 = 0 ist a l2 = au = 1/3, 

V _ 2 <5 10 
• 1 - I' , (649) 

Die Belastungszahlen ()1O' ()20 sind in Abschn. 18 als Verdrehung der Endtangenten 
eines einfachen Balkentragers angegeben, so dal3 sich besondere Tabellen fUr die 
Kreuzlinienabschnitte R 1, R2 eriibrigen. Die Abb. 362 zeigt neben der graphischen 
Ermittlung von Xl' X 2 aus R 1, R2 oder VI' V2 au13erdem noch die der Biegungs
momente des ganzen Tragers nach (637). 

Bei konstantem Tragheitsmoment und fl = 0, f2 = 0 entstehen Stiitz- und 
Schnittkrafte nach Tabelle 31 (S.399). 

Die Anwendung der TabeIIen 30 u. 31 1il.13t sich an der Berechnung einer Kranbahn
stiitze zeigen, deren Enden nach Abb. 363 frei, frei drehbar oder starr eingespannt sind. 

a) b) c) -9,20, d) 

~ 10.0 

l 
/ 

a 
Abb. 363. 

Abb.363a: Kragtrager und Abb. 363b: Balkentrager, Schnittkrafte nach TabeIIe 6 u. 7. 
Abb.363c: Einseitig eingespannter und gelenkig gestiitzter Stab. 

TabeIIe 30 Iiefert fiir M = - 10,0 mt, I = 10,0 m, ~ = 0,8 
3 

A = - II = + 2. 10.0 10,0·0.8 (2 - 0,8) = 1.44 t, 

Ma = -} 10.0 [1 - 3.0,22] = - 4.4 mt. 



Trager tiber zwei Feldern. 

Abb. 363d: Beiderseits eingespannte Stiitze. 
Nach Tabelle 31 wird fiir M = - 10,0 mt, I = 10,0 m, ~ = 0,8 

A = - B = + 6·10,0.0,8 (1 - 0,8) 10~0 = 0,96 t. 

M. = + 10,0 [1 - 4·0,8 + 3.0,82] = - 2,8 mt, 

Mb =+ 10.0 ·0,8 (2 - 3·0,8) = -3,2 mt. 

401 

2. Trager fiber zwei Feldern. Allgemeine Anordnung nach Abb. 364. Haupt
system: Zwei einfache Trager (1), (II). Statisch iiberzahlige GraBen: Einspannungs
momente -Ma = Xl' -Me = X 3 • Stiitzenmoment -Mb = X 2 • Berechnung bei 
allgemeiner Anordnung nach Abschn.26. bei x1 AI ..II 
feldweise konstantem Tragheitsmoment mit Ta- (~~ I t-i):±!t ) 
belle 32, Teil A. Teil B enthalt Angaben bei ver- ~ l2 .,.... l c. 
anderlichem Tragheitsmoment. '8 Abb.364. 

Tabelle 32. Trager iiber zwei Felodern. 

A. Das Tragheitsmoment ist feldweise konstant. 

Abkiirzungen: 1) at = 12 '13 , 2) at' = l2/13• 
. 4+ 3 at' 

4) 'I' = ------, 
2 

3) tp = 2 (1 + at') , 

5) TJ = 3+/at'. 

KIammerwerte [w~ - "ili-ll WD] und [WD - "Ii-IIi W~] sind fiir 0,200 <" < 0,380 in Tabelle 34 
Seite 410 angegeben. 

Formeln zur Ermittlung der Festpunktabstande aus den Kennbezeichnungen: 

"1.1:-11.1: lot 
ali-Uk = "----, 

1 + "1.1:-11 k 

Berechnung der Stiitzkrafte: vgl. Seite 396 und 424. 

a) Anordnung Abb.365. 

- Mb =X2 

Kennbeziehungen: 

".2 = 0 , 
1 

"2e = - J 
qJ 

".2 = 0 , 
at' "I. = -. 
tp 

}3ereich 

EinfluBlinien: 

II 

Schnittkrafte fiir feldweise Belastung: 

Belastung JPIllIiIIIlIlIlyt' A 

maxM 

I 
2 3 
b II c a h 

.IE l,l--l 

Abb.365. 

JlllllilllIll'Y'I\lII'JlI!' 

II------II---------------I---------------·I~--------------

~o 

maxM 

I I I + at' exl 

-;- - 4 atl ---tp--

p I: ~'! p q ~'9 
-2- 0 2 1>0 

II I------~----------------I--------~--------I------------------
I I I + at' atl ---
2 4 tp 

Beyer, Baustatik, 2. Aun., 2. Neudruck. 26 



402 46. Balkentrager mit statisch unbestimmter Stfitzung. 

Belastung 

'Oberzahlige Schnittkraft X 2 fUr besondere Belastungen: 

pI" I 
---1 ~ [2 (fJ2 - (X2) - (fJ' - (X')] 

4 rp 
- ..:.. [W.II M (XI - WM M J rp I II 

UngleichfOrmige Erwarmung tu - t. = LIt: x = ~ EJ (X, LI t 12 + 13 
2 2 • d l~ + l~ . 

Stutzensenkungen LI.. LIb. LI.: 

I 

b) Anordnung Abb. 366. 

Kennbeziehungen: 

1 
"12 = '2' ".2 = O. 

(X' 

"21= p' 

Bereich 

1 2 a 
~a I hIre 

2S: b 

-lzr---... .. +-IEO--lJ~ 
Abb.366. 

Konjugierte Matrix der fJu: 

Einflul3linien: 

I II 

-~w' 
2 D 

010 020 

ED 
EG 

Schnittkrafte ftir feldweise Belastung: 

Belastung 

maxM 

~IIIIIIIIIIIIIIW' b. 

pl~ 2 + rp -----
16 1p 

P I~ (x' 

BV! 

p I: ( ~, 2 (XI) --- 4s- --8 0 rp 

pi; I 

4 V' 

~IIIIIIIII IIIIIJ!lfIl II I I,!" 

p Ii (X2 (2 + rp) - 2 
16 ---ip 

3 rp II I 3 - 2 (X2 

__ , __ ~_0_~ ____ 8_1p ______ ' ___________ lr ___ 2_+_-_8-_1p-_(X_2_-____ 

rrtax M p Ii ~' 2 P l~ ;' 2 -"2 0 2 0 

111-----+---------------·1------------------1------------------
1 1 2 + (X' (X2 
-------

:2 8 1p 



Trager iiber zwei Feldern. 

1 
c) Anordnung Abb. 367. 

~ ... 2;--:.-: :t -M. =XI • - M~ =X •• -M.=Xa• 

Kennbeziehungen: 

1 
"18= 2' 

1 
)tZ3 = --, 

'I' 

Bereich: 

3 -tp.XI 
4 

3 - tp.Xa 
4 

3 
- 11' .Xa 
4 

Abb.867. 

Konjugierte Matrix der P, t: 
1 

"al=2' 
«' 

1510 dao 
1 

21/1«' 2/; 11'. XI -2 

"11 = 1/. ~/; 11' .X. -2 4 2 

-~/;tp.Xa -2 
2 

Einflu13linien: 

I II 

12 [' ] "21/ wD - "21 WD 
la [ , ] - - wD - "aawD 
2 

11 «' [WD - "IIW~] 18 [W~ - "aIWD] 

4 '[ '] - - IX WD - "18WD 
2 

la [ , ] - 'I' WD - "lawD 
2 

Schnittkrll.fte fiir feldweise Belastung: 

d30 

-2 

2'1' 

Belastung ~IIIIIIIIIIIII'A" f. : fl'IOltllll!Iy!!IIII'II~~ 

pl:tp+l 

12 11' 
_Pi: .!... 

12 tp I 
pi: «2(11' +1)...,...1 

12 11' 

403 

----------~------------------~-------------------',---------------------

II maxM 

~o 

maxM 

p/~ «' 
6V; 

_ pi: «' 
12 11' 

pi: 'I' - 1 
6-11'-

p I: IX' (3 - «2) -+- 2 

12 11' 

I p I: (3 ~Ol _ ~ 1 + a.' a.1) 
6 a.' 11' 

I I 1 1 - a.1 

"2+ a.1~ 
i P II ( 1 ) p II ( J + a.' a.1) -t 3 ~~ - V; i -6- 3 ~3 - -....:~tp--

II /-----1--------1--1 
~6 ~ 

211' 

I I - IXI 
--ot'-----
2 411' 

B. Das Tragheitsmoment ist veranderlich. 

Anordnung nach Abb. 368 ~ I i J£ ~ 
-M~ = X. & (A) A (Pa) Z>. 

Unsymmetrischer Verlauf* der Funktionen Ck. Abb.36S-. 

Approximation von C. = Jt/J und Beiwert fi.: Tabelle 29b, S.395. 
Die Belastungszahlen kOnnen nach S. 395 mit hinreichender Genauigkeit fiir feldweise 

konstantes Tragheitsmoment berechnet werden. 

* Fiir symmetrischen Verlauf von C. tritt an die Stelle von Ii d~r entsprechende Wert I-' 
der Tabelle 29. (In Abb. 368 ist 1-'3=lia.) 

26· 

. 



404 46. Balkentrl!.ger mit statisch unbestimmter Stiitzung. 

Abkurzungen: ex = lalla; ex' = 19!/~; rp' = 2 (Pa + /i. ex') • 

Einflul3linien: 
I 

XI = ---", 6 1510 
CP "3 

Bereich: 

rp'. X 2 

Reduzierte Biegelinien COD' COD nach Tabelle 29. S. 395. 

Schnittkrl!.fte fur feldweise Belastung: 

Belastung gil!!!!!!!!*, 

II 

P I: I + ex' ex2 

4 rp' 

3. Trilger fiber drei Feldern. Allgemeine Anordnung nach Abb. 369. Haupt
system: Drei einfache Trager. Statisch iiberzahlige GroBen: Einspannungsmomente 

-Ma=X1 ,- Md=X~, Stiitzenmomente -Mb=X2' 
- Me = X 3' Berechnung bei allgemeiner Anordnung 

Abb.369. 

nach Abschn. 26, bei feldweise konstantem Tragheits
moment mit den Werten derTabelle33, Teil A. TeilB 
enthaltAngaben bei veranderlichemTragheitsmoment. 

Tabelle 33. Trl!.ger iiber drei Feldern. 
A. Das Trl!.gheitsmoment ist feldweise konstant. 

Abkiir:1.Ungen: 1) ex~ = li/I's. 3) rpl = 2 (1 + ex~). 5) '1'1 = 2 (1 + ! 'CX~). 

7) '11 = rpl rp2 - 1. 9) 1Ja = '1'1 '1'2 - 1. 
8) 1JI = '1'1 rp2 - 1. 10) 1J, = rpl '1'2 - 1. 

Klammerwerte [WD - Xt Ik-l1 WD] und [WD - ''It-ll t WD] sind fiir 0,200 < x < 0,380 
in der Tabelle 34 Seite 410 angegeben. 

Formeln zur Ermittlung der Festpunktabstl!.nde aus den Kennbeziehungen: 

''It-ll'' It Xt It-ll I •. 
alk-llt = -1 + -; a t1t_1l = -1---; 

"Ik-ll k + "t It-ll 
Berechnung der Stiitzkrl!.fte und der maximalen Momente: vgl. S. 396. 

a) Anordnung Abb.370. 1 I g II 8 III " a. c Ii 
.d ZI: zs: A 

Abkiirzungen: 1 bis 4 und 7. !--lz • 1. l, ·1 • l.,-I 

Kennbeziehungen: 

"_2 = 0 . 
1 

X23=~' 
rpl 

IX~ .rpl "a.= --. 
1Jl 

".a = 0 
1 

"a2 =
rp2 

IX~ rp2 
"20= --

1Jl 

Abb.370. 

Konjugierte Matrix der' Pit 
1520 l5ao 

I, m (i/s '11 • XI rp2 -= I 

~ 131Jl • Xa - I rpl 

Einfiul3linien: 

Bereich: I II III . 
1Jl • X 2 I. ex~ rp. WD 18 rp. [WD - "8. WD) -I, exi WD 

1Jl • X3 -II ext WD la rpl [WD - "18 WD) I, ex~ rpl WD 



Trllger ilber drei Feldern. 405 

'Oberzllhlige GrOBen fUr feldweise Belastung: 

Belastung j!II!!!!!Jt zo;:: :z. .s P.!tlllllllllllll~ ZI. LS :zs: PglIIlI!£. 

p 19 Pl2 P 12 
1')1 • X 2 2 !X' tp ~3_ (!P2 - I) - - ~ (X~ 

4 '2 4 4 -

p Ii , p/2 p 12 
1')1' X" - 4·!Xl _:I (!PI - I) 4 !X' !P 

4 4 2 1 

'Oberzahlige GraBen fur besondere Belastungen: 

X z = I P I; ~Z( ~2 
~l' 

.. -!Xi!Pz 2 - ) 

:i'd :zs: h. 1')1 4 
~lz P /2 

X3 = - I ---2. !Xi ~z (2 _ ';Z) 
1')1 4 

1 p Ig ~ _ 
X z = -- - z [2 (2 !pz - I) - 4 ; !pz + ¢z (pz + I)] 

Pili iiIIl IIII ZI. 1/1 4 .s l-ez6~ 2S I P 12 
X3 = - _3 ~Z[4!X;' + 4 E - ~Z(pl + I)] 

1/1 4 

I P l2 

Pf£l x. = -- _4 !X2EZ(4 - 4 ~ + ~Z) 
..s :zs: - 1/1 4 

h. 

X3= 
I P /2 

- _4 !X2 PI EZ (4 - 4 E + ';2) 
1/1 4 

~M :zs: 2S h. 
X z = ~ M !Xi !pz; 

. '1/1 
Xa = - ~ M!X;' 

1')1 

~M I 
X3 =~ 2 M!X~ :zs: h. X z = - - 2 M !Xi cpz; ..s 

1/1 1/1 

..s 2S ~M h. Xz=-~2M!X~; 
fll -

X3 = ~ 2 M !Xa!Pl 
1]1 

\riM I 
X~ = - ~I M !X~ !PI ..s :zs: zo;:: Xz =- M !X~; 

1/1 -

Ungleichftirmige Erwarmung t. - tu = Li t : 

!x, Li t 3 
X 2 = E 1.·· .- -, - [CPz(l. + 13) - (13 + I.)] 

d 13 1/1 

!Xt Li t 3 
X3 = E 1. -- . -,-- [CPl (13 + le) - (lz + la)] . 

d 13 '1/1 

Stutzenverschiebungen LI •• Lib. LI. und Lid: 



406 46, Balkentrllger mit statisch unbestimmter Stiitzung. 

b} Anordnung Abb.371. 
, 

1 
Z 

II 
3 

III 
'I 

b c d ia -M.=X1 , -Mb=X., -M.=Xa 2S: Z5: b. 

t--l, .. Ie .. I .. ~--l Abkiirzungen 1 bis 5, 7 und 8. ZI 
Abb. 371. 

Kennbeziehungen: Konjugierte Matrix der {l,t: 

1 
1510 15.0 15ao 

"11 = 2' "~3 = 0, 
~ I~ 1/1' Xl 1/I/r:r.{ -CPa 
3 

1 1 
"13 'F '1'1 ' ~32=-' ~ I; 1/1' XI -CPa 2 !P2 -2 !PI 3 

r:r.~ '1'1 a~ !PI ~ I; 1/1' Xa -2 2 "'1 "3d= --, "11=--' 
1/a "II 3 

Einflu13linien : 

Bereich: I II III 

1/1' Xl II [' 2- "II roD - "21 roD] 
Is , 

-2 !PI [roD-"S.roD] 
14 , , 

-2- !X2 W D 

"II' XI 1. a~ !PI [roD - "13 ro~] la !PI [ro~ - "a2 roD] -/( r:r.; ro~ 

1/t' Xa -It r:r.~ [roD - "It ro~] 13 "'1 [roD - "13 ro~] I, a~ '1'1 ro~ 

'Oberzahlige Gro13en fUr feldweise Belastung: 

Belastung ~1I1I11I1I'lif ZS b. 

p 19 . 

"I.' Xl __ 2 [!P2 (2 + !PI) - 2] 
16 

"II' X. 
P 12 2 , 
-8- a1 !PI 

"II' Xa 
p Ii . 

--8- a1 

c) Anordnung Abb.372 

-M.=XI • -Mb=X., 
-M.=Xa, -Md=X, 

Abkiirzungen 1 bis 6, 8 bis 10. 

Kennbeziehungen: 

1 
"11 = 2' 

1 
"23 = -, 

'1'1 

1 
"'3 = 2' 

1 
"32 = -, 

"'I 

r:r.~ "'. "21 =---. 
1/, 

~ P:&IIIIIIIIIIIII~ :r:.. ~ 
P 19 

__ 3 (!p._ I) 
8 

P 12 
__ 3 (!PI-I) 

4 

p 12 
__ 3 ('1'1- I) 

4 

, 
~a 1 

2 
b II 

"'I" II 
Abb. 372. 

Konjugierte Matrix der {lIt: 

2 
- 131/3' Xl 
3 

2. X 
- 13 "13' • 
3 

2. X 
- 13 1/3' 3 
3 

2. X 
- 131/3' , 
3 

1510 1510 

2 "I(!a~ -2",. 

-2 '1'. .1"'2 

2 -4 

-I 2 

ZS P!I"II"M,. 

pi: , 
-8- !XI 

pi;' • 
--4- !XI 

pi: • 
-4-!X2 '1'1 

zs 
·1. lll--{ 

2 -I 

-4 2 

4 '1'1 -2"'1 

-2 '1'1 2 1/2/~ 



Trager iiber drei Feldern. 407 

Einflu13linien: 

Bereich: I II III 

12 
'13' Xl ., 1J4 [wI, - l<21 W D] 1'1 l' ] I 

- ~i·V'a {lJlJ-"':l2 W p ; IX~ [(tJ~ - ~-l'l (I)D] 

1/3 ' X 2 121X~ V'2[WD - "12 (Un] la V'2 [wI, -- "32 (!/ D] -/4 ~~ [(p)~, - "'4:IC')D] 

II-I,X3 -lalX;[wD -"12W n] 13 '1'1 [WD '-l<~:i (Un] /., IX~ V'l [wI, - "43 ("D] 

1]3' X 4 
12 , , 13 , 14 [ , ] -~ IX, [WD - l<12 W D] - -iV'l[WD -l<21 W D] .. 1J2 WD - "34 WD 

2 

Dberzahlige Gro13en fiir fcldweise Belastung: 

Belastung ~IIIIIIIIII!" zs: ~ l P~IIIIIIIIIIIII~ t. ~ zs: PJIII III I! If. 

p [~ ] P [2 P 12 
']a' Xl It [V'2 (2 + IP1) - 2 --t(~,~- I) -- --~ tX~t 

It> -
P I~ , P 12 P l"i , 

1/3 ' X ~ -SIX] '1'2 _3('1'2- 1) -S1X2 
4 

P [~ , pp P Ij , 
lla' X3 -80:1 --1('1'1- I) s-~:! 'fI'1 

4 

P [2 

I 
pi; P /2 

1]3' X 4 --= rx' --8 (V'l- 1) _ ... [V'l (~ -;-. IPa) - 2] 
If, ' I() 

B. Das Tragheitsmoment ist veranderlich. 

1 

Anordnuug .\bb. :r;;! 
(l. 

- .11. = X 2 , - ·1Ie = X 3 • 

I g II 

.\lob. 37:1. 

3 1/ 
c III d 

Unsvmmetrischcr Yerlanf * von' l;~ im Feld I uml III, symmctrisdwr "erianf von C,. im 
Felde II. ,\pproximation \"on C,· = l" 'J und 13eiwerte I~' ,Ii lind i.. Tahelle 29 S. 3!l4 
[i'2 '"" i'4 "'" 1. mit>r nllmerisch nach (634)J. 

llil' lklastllngszahlen konncll nach Seite 395 mit hinreichemkr l;enalligkeit fUr fl'ldweise 
konstantes Traghl'itsmoment bl'rcchnet werden. 

Abkiirzungcn: 

Kennbeziehungen: 

l<d3 = 0 , 

I 
l<32 = , (r' 
. ~~ 'f~ 
"'2., = , i·2 • 

'12 

Konjugierte :\[<Jtrix cler fJi!': 

I / '" I () ;, lit • ,\ 2 (P~ - I 

-,---
r /' '\" _ I I "', h ,,11\" 3 T 

'---------' 

* Fiir symmetrischen Yt'riauf von CA' im Felde I lind III sind tlie 'Verte ii2, ji4 .Iurch die 
entsprec\j(·ntlen ,rerte 112' 11-. ller Tabl'l\t· 29 zu ersetzt'n. 



408 46. Balkentr1\ger mit statisch unbestimmter Stiitzung. 

EinfluBlinien: 

Bereich I II III 

1)~ • XI 121X~ 9'; roD 13 9'; [w~ - "!2 roD] -/tlX; ro~ 

1); • X3 -/21X~ roD 13 9'~ [WD - ".1 ro~] If IX; 9'~ ro~ 
Reduzierte Biegelinien roD' ro~ nach Tabelle 29 S. 394. 

Oberzll.hlige GrOl3en fiir feldweise Belastung: 

Belastung 2{'!!!!lIliqt :zs: ~ LS. ~IIIIIIIIII~ ~ LS. zs: PA!IIII~ 

pis Pig pit 
71; • X. t IX' 9" _3 (9'2 - I) - -' IX' 4 ' 2 4 4 9 

Pig pit P I: a.' 9" 1)~ • Xs __ 2 cx~ -t (9'~ - I) 
4 -"4 21 

Durchgehender TrAger tiber vier Stiltzen (Abb.374 auf Seite 412). 

Berechnung mit den Werten der Tabelle 33, Teil A a). 

I. = 12,0 m, 1.1l. = 2.5, 12 = 30,0 m 

Is = IS,O m, 

1, = 9,0 m, 

1./13 = 1.0, 

1./1, = 4,0, 

I. = IS,O m 

I~ = 36,0 m 

J. = \!3 .0,5 = 0,11433 mf; E = 2100000 t/m2; . IX, = 0,00001. 

Abkiirzungen: 

Kennbeziehungen: 

"a! = 0, 
3 

"23 = 16' 

2 ·16 32 
"14 = aT;a = 93 ' 

, 30 5 
a., = IS = '3' 9'1 = 2 (1 + ~) = ~~, 

IX; = ~: = 2, 9'2 = 2 (1 + 2) = 6, 

16 
1)1 = 3" . 6 - 1 = 31. 

"'3 = 0 , 
1 

"32 = 6' 

Konjugierte Matrix der P. t: 
-M~ =X.; 

1 1 6 I; 1)1 = 6 IS,O· 31 = 93 ; 

1520 dao 

93'X2~ 
93'Xs~ 

Festpunktabstll.nde: (Abb.374i) a. 2 = a,s = 0 

3 • IS,O 1 • IS,O 
au = 3 = 2,S4 m; an = --.- = 2.57 m; 

16 (1 + 16) 6 ( 1 + !) 



Durchgehender Trager iiber vier Stiitzen. 409 

Einflul3linien: Werte [w;' - "32 wD] und [WD - "23 w;'] vgl. Tabelle 34 S.41O. 

Bereich: I II III 

31oX2 5 18,0.6 0 [w;' - "l2 WD] 
- 9,0 020 W;, = - 18 w;, 

(Abb·374 b) 
12,0 0 - 0 6wD = 120WD = 108 [w;, - "32 WD] 3 

16 
310Xa 

- 12,0 0 ~ 0 wD =-20WD I 16 18,0 0 - [COD - "23 CO;'] 
(Abb. 374C) 

3 9,0 0 2 0 - 0 w;, = 96 w;, 
3 = 96 [COD - "23 CO~] 

EinfluDlinicn der Stiitz- und Schnittkrafte. 

a) Stiitzendruck A' (Abb. 374d) 
X 2 X 2 

A = Ao - t; = .'10 - -12,0; 

d) Moment M", im Felde 1 (Abb. 374g) 

X 2 
M", =M",u - ~",X2= M",o-T; 

b) Querkraft Q im Felde 2 (Abb. 374e) 

Q _Q X.-X3_Q +X2 -X3 . 

- U + /3 - 0 IS,O' 

c) Stiitzendruck B: (Abb.374f) 

B = Bo+ (~+~) X 2 -.~X3 
/2 /3 13 

= Bo + (12~0 + IS~O) X 2 - IS~O X 3 ; 

Schnittkrafte fiir gleichformige Streckenlast p = 1,0 tIm. 

a) feldweise Belastung: 

Belastung ..!rill!!!!!!! :IS ~ ...s !III 111111 1111 II !! ~ .s 

1802 

zs: .J[1III1Il!. 

12,01 5 9,02 
3 IoXI --0- 06=360 -' - (6 - I) = 405 - -- 0 2 = - 4°,5 

4 3 4 4 

310 X3 
12,02 5 

---0-=-60 18,02 C6 ) -4- 3 - I = 35 1 
9.02 16 
--020-=216 

4 3 

b) Streckenlasten: 

a h. 

A a 

4 3 

I 12,02 5 360 X 2 = - ___ 6~2 (2 _ ~2) = _~2(2 _ ~2) 
31 4 3 31 

I 12,02 5 60 
Xa = - - -- - ~2 (2 _ ~2) = __ ~2 (2 _ ~2) 

31 4 3 31 

I 18,02 
- __ ~2 [2 (2060 - I) - 4 ~ 6 ° + ~2 (6 ° + I)] 
31 4 . " 

I 18,02 [5 (16)] - -- ~2 40- + 4 ~ - ~2 - + I 
31 4 3 3 

27 
= - ~2 [20 + 12 ~ - 19 E2] 

31 



410 46. Balkentrager mit statisch unbestimmter Stiitzung. 

Tabelle 34· wD - ~k (k-ll wD • 

~=x:l= 
~ 0,1 1 0,2 I Y... 1 0,30 I Yo i 0,4 1 0,5 1 0,6 % i 0,7 I % 0,8 0,9 

0,200 0,1 512°;°,24960 0,28125:0,3024°\°,31111 0,3168°:°,30000'0,25920 0,22222,0,2016°;°,16875 0,13440 0,06480 

02 100i 922 0781 185 052 613!O,29925' 843 1481 0891 809 382 446 
04 080[ 883 031[ 1310,30993 5461 850 7661 0741 0171 744 325 412 
06 0611 8450,27984' 076 933 478 [ 775 6901 00°:,°,199461 678 267 371 

08 0411 806 ~!~~~'~i~:O,21926~~ 210 343 

0,210 0,1502110,247680,27891,°,29967 0,30815 0,31344io,29625IO,25536Io,2185210 )803]°,16547 0,13152 0,06309 

12 0121 730 ~I--;; -----;6 ----;;:~'~Ii__;s ~:-----:;s; 094 275 
I I I I 

14 0,14981 I 691 797 858 696 210, 475 382 7041 66°1 416 037 241 
16 962 653 750 803 637 1421 4°°'1' 3061 63°1 589, 3500,129791 206 

18 9421 614 ~~~~:~~~~I~ 9~21 172 

0,220 0,14922:°,245760,27656 0,29694 0,30519:0,31008;0,2925°(251521°,21482 0,194460,162190,128640,06138 

22 9021 538 609 639 459'°,309411' 175'1 0751 407 375 153 806 104 
24 882[ 499 563 585 4°°1 8741 1000,24998 333 303 088 749 070 
26 863: 467 516 530 341 806, 025, 922 259 2321 022 691 035 

28 843 422 ~1~~I~:o'289501~1~~o'15956 634 001 

0,230 0,1482 3 0,24384 0,27422 0,29421 0,3022210,306721°,28875 0,247681°,211 II 10, 190891°, 15891 0,12576 0,05967 

32 ---s:; ------;.;6 --;;--;6 ~ ----;;l~ ~ -----;;;; ~i~ 518 933 
34 783 307 328 312 104 538[ 725 6140,209630,18946 759 461 899 
36 764 269 281 257 045 4701 650 53~ 889 875 694 403 864 
38 744 230 234 2030,29985 403' 575 461 815 803 628 346 830 

~ ~;O'24192 0,27188[°,291480,299260,303361:0,2850°1°,24384 0,20741 0,187321°,15563 0,12288 0,05796 

42 7041 154 1411 093 867 2691 4251 3071 667 661 1 497 230 762 
44 684 1I5 094 039 807 202 350 230, 593 589 431 173 728 
46 6641 0711 0470, 28984 748 1341 275 154 1

1 
519 518\ 366 II51 693 

48 6451 0381 0001 930 689 067i 200' 077, 444 4461 300 058 659 

0,250 0,14625:o,24000io,26953Io,28875 0,29630 0,3000010,2812~:0,2400010,20370 0,183751°,15234 0,12000 0,05625 

52 6051I'O'2396211------;;;1~--;;; 0,299331~io,23923 ~I--;;:;-~ O,II942 591 
54 585 923 8591 766 5 II 8661°,279751 846 222 232 103 885 557 
56 566: 885 8131 711, 452 7981 9°°1 no 1481 161 038 827 522 
58 5461 8461 7661 657, 393 7311 825j 693 074 0890,14972 no 488 

0,260 0,145261°,238081°, 26719jO;28602 0,29333,0,296641°,2775010,2361610,2000010,18018 10, 149061°, II71 2 0,05454 

62 5061 no 6721 547' 274 5971 675, 5391°,19926,0,17947'1 841 654 420 
64 4861 731 625: 493 215 5301 600:, 462 1 852! 875, 715 597 386 
66 4671 693 578 1 438 156 462 525: 386 777i 8041 709 539 351 
68 447 654 53 11 384 096 395, 450: 309 703: 732, 644 482 317 

0,270 0,1442710,236161°,2648410,28329:0,290371°,29328 io,2 7375;0,2 3232 0, 19629!0,17661 io, 14578 0,114240,05283 

72 407 1-----;S, 438i---;;o'289781~i~I'~~I~I~ 366 249 
74 387 ' 5391 391! 220919 19( 225, 078, 4811 51B 447 309 215 
76 368 ! 501 f 344: 1651 859' 126, 150'1' 002' 4°7 1 447 381 251 180 

, 1 1 'I 78 348 , 462 297, II I I 800: 059; 0750,22925: 333 375 316 194 146 
------1--- "---,------

0,280 0,14328 :°,23424'0, 2625°:°, 280561°, 28741 !O,28992 10,2 700°;°,22848, 0,192591°,173041°,14250 0, I I 1 36 0,05 I 12 

308 '1' 386 ' 203! 001 ' 682 925:0,26925' 711' 1851 2331' 184 078 078 82 
84 
86 
88 

288 3471 1561°,27947 622 858 850 694i I III 161, 119 021 044 
2691 309, 109' 892 563 790: 775 618; 037 0901 0531°,10963 009 
249, 270i 063] 838 504i 7231 700, 54110,18963, 018!o,13988 9060,04975 

I 0,9 1 0,8 1 % I 0,7 73 1 0,6 ~ = ~'~ Ii 0,4 1 Yo i 0,3 1 Yo 1 0,2 I 0,1 

O,20( 

o~ 

04 
ot 
of 

0,21{ 

1: 

14 
It 
If 

0,22< 

0,23< 

0,24< 

0,2S< 

6: 
6, 
61 
61 

0,27< 

8: 
8, 
8! 
81 



Durchgehender Trl!.ger iiber vier Stiitzen, 411 

;=x:l= 

" 0,1 1 0,2 1 % 0,3 1 Yo 1 0,4 : 0,5 1 0,6 1 't, 0,7 1 % i 0,8 0,9 

0,290 0,14229°,232320,260160,27783 0,284441°,286561°,26625 0,22464'0,1888')10,16947:0,139221°,10848 0,04941 0,290 

92 209 194 0,25969 ----;s --;8;r-~I--;-; ---;S;~!--S;-S;I 790 , 907 92 
94 189 155 9 22 1 674 3261 522' 475 310 740 [ 804, 79 1 i 733' 873 94 
96 170 II7 8751 619 267, 454 400 234 666, 7331 725' 675, 838 96 

98 I50~~I~I~I~'~~I~~i~:~:~~ 
0,300 0,14130 o,2304°1°,25781 !0,275 1010,28 148',°,283200,2625°110,22080,0, 1,85 180,1659°1°, 13594;,°' 1056°,°,04770 0,300 

02 IIol 002 734: 455'1 089 253 175 003i 444 5191 528: 502 736 02 
04 09°1°,229631 688i 401 030 ' 186 lOoio, 21 926 , 370 4471 463 445 702 04 
06 o71 i 925~ 64 1[ 3461°,27970 lI8 0251 850 296 376'1' 397' 387, 667 06 
08 051, 886: 594~ 2921 911 051.0,25f)50, 773 222 304, 331 330 633 08 

--+---,---,--I--'--,----I----'--,------~-
0,310 0,14031 ;0, 228481°,25547,°,2723710,27852 0,27984 0,258751°,216<)6,°,181480,16233:°,132660,10272 0,04599 0,310 

---------,------------'--- ---1------
12 olIi 810: 5001 182i 793 917 8001 61 9: 074 162' 200 214 565 12 
14 0,139911 nIl 453 128 1 733 850 725 542, 000 0901 134 157 531 14 
16 972 733i 406, 073' 674 782 650 466!0,I7925 019, 069 0')') 496 16 
18 952i 694 3591 01 9 615 715 5751 389; 8510,159471 003 042 462 18 

~ 0,13932:0,226561°,25313'°,269640,27556 0,2i648 0,25500!O,21312:0,17777 0,158761°,12938 0,09984~ 0,3 20 

22 9121 618 266~ 909 496 581 4251 235 703 8dsi 872 926' 394 22 
24 892: 579 ' 219' 855 437, 514 3501 158 629 733, 8,°6 , 869: 360 24 
26 873' 541' 172 800 378: 446 275 082 555 662' 741, 811: 32526 
28 853! 502, 125 746 319 379 200 005 481' 590, 675: 754 291 28 

--+----'------1---------,------------'---'---'-
0,330 0,13833'0,22464'0,25078]°,266910,272590,27312 0,25125 0,20928 0,17407 0,15519,°,12609'0,°96960,04257 0,330 
----,---1----,------·--------------- -------,'-

32 813! 426' 031: 636 200' 245 050 851 333 4-18 544 638 223 32 
: I' I ~ , • 

34 7931 387 0,24984 582 141: 1780,24975 774 259, 376 478 581 189 34 
36 774[ 349! 938 527 082' 1I0' 900 698 185 305 4 13 523 154 36 
38 754i 3101 89 1 ' 473 022! 043[ 825 62l. III, 233 347 466 120 38 

--+----:---;---'--- ---:----[-------'---'---,---'--- ----I--
(',340 O,13734io,22272:0,24844,O,26418 0,26963:°,269761°,24750 0,20544,0.17037 0,15162:0,12281,0,09408 0,04086 0,34° 

7 141 2341-;;;:~~I~I~~o'I6962:--;;-;i~i-;;~ 42 
6941 195, 7501 309 847] 842 600 390 888 019, ISO! 2'13 018 44 
675 157: 703, 254 785 7741 525, 314 814°,14948, 084 2350,03983 46 

655; lI8
r 

656 1 200 726[ 70 7: 450! 237, 740 876; 019, 178 949 48 

0,350 0,13635 :0,220801°,24609'0,26145 0,266670,2664°1°,24375 '0,20160 0,16666:0,14805 '0, I 1<)53 '0,09120 0,039 I 5 0,350 
: :---,----------,---,------'---i---------

52 615[' 042, 5631 090 607" 573! 300i oR3 592, 734 888, 062 881 52 
54 595 003: 5161 036 548] 506 ! 225 006 5IS, 662: 822 005 847 54 
56 5760,219651' 4690,25981 489' 438 1 150'0,19930 444 591, 7560,08'147 812 56 
58 556, 926 4221 927 430! 3711 075: 853' 370, 519 691 890 778 58 -_+-__ -:', __ - "" 

0,360 0, 13536110,2188810,24375,0,25872 0,26370'0,263041°,240000,19776 0,16296'0,14448,0,11625, o,08832~ 0,360 

62 516 850 328: 817 311, 237,0,23925 699 222] 377! 559: 77-l 710 62 
64 496, 8Il; 281

1 

763 252 I70~ 850 622 148 305 494 717 676 64 
66 477! 773: 234 708 193 102' 775 546, 073' 234' 4 28 659 641 66 

457: 734: 188! 654 133 035: 700 469'0,15999, 162 36 3 602 607 68 
---t----------,----------------------------- ----1----
0,370 ~iO'21696,O'24141 :°,25599 O,26074!O,25968,o,23625 0, If)392 !o, 1'5925 0, 140910, I 1297 o,o85-l4 '0,03573 0,370 

72 417i 658. 093i 544 015' 901 ! 550 315; 852, 020, 232 486 539 72 
74 397: 619' 046! 4900,25955 834i 475, 238 778,o,13948i 166 429 505 74 
76 378! 581,0,239991 435! 896' 766 400 162 704' 077 101 37 1 470 76 
78 3581 542, 952: 381 837 699, 3251 085 630 805, 035, 3I4 436 78 

0,380 o,I33381~~I~~~~;~~~~~~I~ 

68 

0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 
1; =x:l = 

0,3 0,2 0. I 

" 



412 46. Balkentrager mit statisch unbestimmter Stutzung. 

I AI .IF AI '\ .or 
£/1 1m =tAi !I tn=====~~J; ~d 
.Il---zz-~41X1, __ B ... ~fl+'---Zr1ll,1XI ~t, ll/-~Q1--f° 

I 1 ' !! : : 
I L I I ! I a 

i~-?f 1 I ~.4-~o I JCA-"Io : 
I . I .. I I 
I 1 I I I . I....-r::r:=-r=-I" 

:"Zl~~iniefurKz--~ : 
I ! I I I : I 
1 I I " , I 
1-= I =-! I . I EinlUBlinie f'iJrK,--N,; I 

'Ii~c 
I I' I ! I I : 
I I I i I I 

EinlfuBlinle fiir A 

+ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

- i f7n1'uBlinie tllri .. : 
i im Felde II I 

I 
I 
I 
I 
I I 

d 

e 

I I I IEinlfllBlinie fiJr B I 

l~,' ! 1 I i ~I + + I I ~ I i~1 I i r 
I ~II 
'I I I I 

I ! 1.--. 1 EinlU8/inie fiJr ~I 

~I- . 1 ~I --Ig 
I I~; . + : I + I 
i ~ 1 I 
I ..: I I 
1 I ! I 
I I EinlUBlinie fiJr ~ 1 
: I 1 

l.inlenZU/I' : 

i 
I 
1 

~ 
~.J 
~I 

.RJIq" ~ A 

Belasfun/lsfall fiJr 

linilJnzu/I 2: 

.v==A A 

• linienzug 9: l.inienzug II: 
A :;;: ";k A .. .r:w~ 

Abb.374. 

It 

i 



Durchgehender Tra.ger iiber vier Stiitzen. 413 

Grenzwerte der Momente bei gleichfOrmiger Streckenlast p = 1,0 tim 
(Abb. 374i). 

a) Feldmomente: ttberza.hlige GroBen fur ungunstigste Laststellung. 

M_ in I und III 
MmlD in II 

• I 4P'}7"l.J1[+ . 
MmlD in I und III 
Mmu in II 

I 
XI = - (360 - 40,S) = 10,30 mt, 

31 

I 
Xa = - (216 - 60,0) = S,03 mt . 

31 

40 5 X I = -= I3,06mt, 
31 

3S I 
X a=- = 11,32 mt. 

31 

b) Stutzenmomente: - ·'W'b = XI' 

+'''''''~''''"''''~, + 

... ~"""""~""w. 
M.mID 

~ ,. 
c 

M. maz 

I 
XI ma:< = - (360 + 40S) = 24,68 mt, 

31 
I 

X a=- (3S1 - 60) = 9,4omt. 
31 

XI miD = - 40 ,S = - 1,31 mt, 
31 

1 
XI = - (40S - 40,S) = II,7S mt, 

31 
I 

X 3mu =..,.,..: (3SI + 216) = 18,29 mt. 
31 

216 
,Ya = - = 6,96 mt. 

31 

I 
XI=-360= II,6mt, 

31 

60 
X 3mlD = - - = - 1,94 mt. 

31 

Grenzwerte der QuerkrUte bei glcichformiger Streckenlast p = 1,0 tJm 
(Abb. 375). ' 

a) QmID: 

I, 12,0 
QomlD = - - ;1 = ___ ;1 == _ 6,0;2, 

2 2 

XI = 360 ;2 (2 _ ;2) + 40 S , 
31 31 

QmlD im Feld I XI XI 
QmlD = QomlD - - = Qomin - --. 

I. 12,0 

la 18,0 
QomlD = -"2 ;2= - -2- ;1.= - 9,0;2, 

81 40,S 
X I = - ;2[22 - 24; + 7;2] -.--, 

31 31 

QmlD im Feld II 
27 216 

Xa = _;1 [20 + 12; - 19;2] + -, 
31 31 

X I -X3 XI-Xa 
QmlD = Qo miD + .- .---- = Qo miD +- ---- . 

13 18,0 

QmlD im Feld III 



414 47. Der durchlaufende Balkentrllger auf beliebig vielen frei drehbaren Zwischenstiitzen. 

b) Qmax: Nach (639) ist 
Qmax = Q* - Qmln. 

Vollbelastung: 
1 

X: = 31 (360 + 405 ~ 40.5) = 23.35 mt 

~1I1~"~IIII~III~~I~ 1 Xr = 31 (-60 + 351 + 216) = 16.39 mt 

Bereich: I II III 

Q! 
C - ~)l, C -~)11=(0.5-~)12.0 (: - ~) Is = (0.5 - ~) 18.0 

= (0.5 - ~) 9.0 

Q:- X~/12 Q: + (X:-XJ)j1a Qt + X:/l, 

Q* 23.35 _ ( ~) 8 + 23.35-16.36 16.36 
=(0.5-~)12.0--- - 0.5- 1.0 - = (0.5-~)9.0 +--

12.0 18.0 9.0 

= 12.0 (0.338 - ~) = 18.0 (0.522 - ~) =9.0 (0.702 -~) 

-oberzll.hlige GraBen aus ungleichfarmiger Erwll.rmung: 

tu-to=Llt=150; d=l,Om; EJ.=240100tmZ ; 

0.00001 • 15 3 
XI = 240100 1.0 . 18.0.31 [6 (12.0 + 18.0) - (18.0 + 9.0)] = 29.60 mt • 

0.00001 . 15 3 [16 ] 
Xa = 240100 --r.o- . 18.0.31 -3- (18.0 + 9.0) - (12.0 + 18.0) = 22.08 mt . 

Obcrzll.hlige GraBen aus Stiitzenverschiebungen: 

LI.=O; Llb=O.OlOm; LI.=0.015m; Lld=O; EJ.=240100tm2 ; 

6 [I 1 1 ] X 2 = 240 100 i8~6-:ai 12.0 (- 0.01) 6 - 18.0 (0.01 - 0.015) (6 + I) + 9.0 0•015 • 

Xa = 240100 18.6~ 31 [9~0 (- 0.015) 1: - 1~.0 (0.015 - 0.01) C: + 1) + 1:.0 0•01] • 

X 2 = -3.58mt; Xa = - 25.4 mt . 

47. Der durchlaufende Balkentrager auf beliebig vie1en {rei 
drehbaren Z wischenstUtzen. 

Die Endstiitzen des Tragwerks sind frei drehbar aufgclagert oder starr ein
gespannt. Elastische Einspannung der Endstiitzen kann nach S. 397 beriicksichtigt 
werden. Die Verwendung der Einspannungs- und Stiitzenmomente - M k (k = 1 .. . n) 



Vorzahlen. - Belastungszahlen. 415 

zu statisch iiberzahligen GroJ3en X" (k = I ... n) liefert als Hauptsystem eine zu
sammenhangende Reihe einfacher Trager. Die geometrischen Bedingungen iiber die 
Kontinuitat ihrer Formanderung an den Stiitzpunkten k zur Berechnung der 
statisch iiberzahligen GroJ3en bilden dreigliedrige Gleichungen nach Abschn. 29. 

Xt l511 + X 2 1512 = 151@. 

(650) 
................... 

X,,_I15"("_I) + X" 15"" = 15,,@. 
Vorzahlen. Die Vorzahlen l5i ". <5kk und die Belastungszahlen I5k @ werden bei 

beliebig vorgeschriebener Steifigkeit des Stabzugs nach Abschn. 18 abgeleitet. Bei 

Abb.376. 

Approximation der Veranderlichkeit des Querschnitts nach einer der auf S.394 
angegebenen Regeln wird mit den 6Efcfachen Betragen der Formanderungen ge
rechnet. 

= 2 (Ilk l~ + Ill'+11~+I) • } 

6 <5 k (k-l) = A;c Ii. 6 15k (k+1) = Ak +1 1i+1; 

freie Auflagerung der Enden (Abb. 376a) : 

6 1511 = 2 Ciil l~ + 1l21~) • } 

615"" = 2 (Il" l~ + Ji"+1I~+1); 
starre Einspannung der Enden (Abb.376b): 

61511 = 2 1l21;. 6 <5" .. = 2 Il .. l~. (653) 

Die Beiwerte Ilk. Ak' Ii sind fUr verschie. 
dene Funktionen 'k in Tabelle 29 S.394 
enthalten. Die Vorzahlen 1512 und 15,,(,,-11 
werden fiir beide Randbedingungen eben. 
so wie die Vorzahlen I5k (k+1) und l5(k-1Ik 

gebildet. 
Abb. 377. 

(651) 

(652) 

Bei konstantem Tragheitsmoment 
Stiitzpunkten ist 

f k des Stabzuges zwischen je zwei 

6 15k (/c-l) = Ii, 6\<5kk = 2 (I;' + li+1) , 6 15k (k+1) = Zk+1 ' 1 
freie Auflagerung der Endstiitzen: 6<511 = 2(l~ + I;). 6<5" .. = 2(Z~ + Z~+l). (654) 

starre Einspannung der Endstiitzen: 6 <511 = 21; , 6 <5" n = 2 Z~ . 

Belastungszahlen. Die Belastungszahlen 6 <5ko werden nach S. 395 nur fUr 
konstantes Tragheitsmoment f k im Bereiche eines jeden Feldes lk (Tabelle 35) 
angegeben. Sie bestehen in der Regel aus zwei Beitragen, die von der Belastung 
der beiden der Stiitze k benachbarten Trager lk, lk+! herriihren. 
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Tabelle 35 1• Belastungszahlen. 

60kO = Ik IA· 1: P WD + Ik+1 IA'+ 1 1: P W~ 
k k.l 

Ergebnisse fur vorgeschriebene Lastengruppen vgl. S. 112. 

Streckenbelastung: 

PI< Pk., 

~. ~llllllmnlllllllllllll~lllillllil'~!'IIIIIIII!llilil~ 
1 2 

Ck = C~'+l = --- Ck = Ck+1 =--
·1 f ~ 15 

Pk PI<. , 
ck = ct+l = ~ Pk ~ ck = Ck+1 =:L ~~ 

f t-t 32 
tn---, ., 

60 

PI< ~PI<" I , I '-,q <) 

-J el" 

(A- = -, (I ;- C2)2 J Ck+1 = -- (I - 4. -j-=-="l/(.,L -l of 

_PI< e."., Hillilim ,1_ ~2(2 _ C2). ,1_ C'2 (2 _ C'2) 
JCl,,~ T ~ L Ck = Ck+l = 

- ".., of -l 

PkIlIllllIlll\ fl1lIiiiTI!ilPk., 
Ck = _1-lC~ (2 - C~) - Ci (2 - W] . -~',li-:-- i 5,lkH 

-E--
of -

,""C:alk "':' ~C;lk''-'' 
CA-+ 1 = I _ [C~~ (2 - c;n - C~2 (2 - C~2)j . -l" lk'f-~ -l 

Diese Angaben konnen nach Tabelle 12 fiir zahlreiche andere Belastungsfalle erganzt 
und nach Tabellen 13 bis 15 auch fiir ver;inderliches Tragheitsmoment im Bereiche 
eines Tragerabschnitts angeschrieben werden. 

Ung1eichfOrmige Temperaturanderung J tk im Bereiche von lk mit der mittleren 
TragerhOhe dk liefert 

.I: EJ (Lllk'A- .JI',·+11.-.+ 1\ EJ '2,.Jt I I ) 6 UJ;t = 3 c rt.t·-d + .. d --- ).~ 3 c -d- ,( k + 1.+1 • 
k 1.-+1 

(655) 

\,"erden senkrechte Stiitzenverschiebungen J k - l • Ll k • J k+1 und Verdrehungen Ifl' rp" 
der Endquerschnitte bei starr angenommener Einspannung der Tragerenden im 
Sinne von Xl' Xn gemessen oder geschatzt (Abb.376), so entsteht 

.I: EJ [LlA-_I 1 (1 , 1) Llk+l] 6Uks=6 J c -1-- LJ1• -, ',- +-1--' . 
k k 1.:+1 1.;+1 

..I: EJ (L11 - LI., ) (l Ul s = - C --'2-- + (1'1 ; 

Auflosung des Ansatzes. Die dreigliedrige :\Iatrix ((l50) der Vorzahlen (651) 
wird unter Einbeziehung der Belastungsglieder nach der l~echen\'()rschrift S.230ff. 
aufgelOst. Die konjugierte ~Iatrix mit den Vorzahlen P:I. = Pi/"in cntsteht ent
weder aus zwei Kettenbriichen nach (304), (404) oder durch VOr\\';lrts- und Riick
wartselimination nach G a u Lt Da die 6' '.chel1 Yorzahlen () i k' \'erwt'l1det werden, 

1 Funktionswerte W auf S. 116ff. 



ist (vgl. Abschnitt 24) 

Kennbeziehungen und Teillosungen. 

i=n 
X k = .2 f3~i6c5i@' k = 1, ... , n. 

i = 1 

417 

Damit sind nach (637) auch die Stiitz- und Schnittkrafte desganzen Tragers bestimmt. 
Kennbeziehungen und Teillosungen. Bei der algebraischen Aufl6sung des 

Ansatzes mit 615"0 = 1 U. 61510 = 1 durch Kettenbriiche oder durch Elimination nach 
G a u 0 entstehen neben den Vorzahlen f3~n und f3~1 auch die fUr den dreigliedrigen 
Ansatz charakteristischen Kennbeziehungen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 
Stiitzenmomenten. 

){A-l )(, 
- x A = x(h-llh, - .)(<_~ = x r (r-l) • 

Sie werden zu deren Berechnung bei der Belastung eines einzelnen Feldes lk ver
wendet (Abb.378c). Die lk benachbarten Stiitzenmomente X k- 1 , Xk ergeben sich 
nach (415) aus 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten. 

x - "klk-ll 6ko -:-lj:I>-Ilk 61'~vo 
k - 6' lk- ll 1 - "Ik-ll k "k Ik-ll • 

Fiir 6 15 (k-ll k = A.kl~ und gleichfOrmige Belastung des Feldes lk mit Pk ist 
6c5ko = 615(,,_1)0= ihl~l~, 

(657) 

x - .P.lf. "k Ik":l1 - "Ik-I)' "k Ik-lI • (658) 
k - 4 ).. 1 - "Ik-l) k "k Ik-ll 

a 

b 

Momenfe M[°}infolge -)'.1'-1 

Momenfe M/n -1} 

Momente M,(n-z) ----
'(K-1) 

Momenfe M/n-z) ---

(-1)X(k+1)k , 

Abb.378. Biegungsmomente eines durcb!aufenden Tragers infolge -Xk = 1 in einem statisch bestimmten, einem n-l nnd 
1>-2Iach statisch unbestimmten Hauptsystem. 

Die Stiitzenmomente X h [h < (k - 1)] sind dann durch die KenI1beziehungen 
X(h-ll h' die Stiitzenmomente X, (r > k) durch die Kennbeziehungen X< «-I) be
stimmt (Abb. 378 c). Da eine beliebige Belastung des Stabzugs nach den einzelnen 
Feldern zerlegt werden kann, so 1aI3t sich die L6sung durch Superposition der Teil
ergebnisse auch auf den allgemeinen Fall anwenden. 

Die Hauptglieder f3~k der konjugierten Matrix werden fur 6 bkO = 1 erhalten und 
in Verbindungmit den Kennbeziehungen X k _ 1/X,, = -X(k_l)k, X(k+ll/X " = - %(k+1) " 

aus (410) folgenderma13en angeschrieben: 

f3'kk= --6'''' +~6 66' (659) 
- "Ik-l) k Uk Ik-lI kk - "lk+1) k k Ik+1) 

Sie lassen sich au13erdem mit dem Ansatz (657) ableiten. 
Beyer. Baustatik, 2. Aufl.. 2. Neudruck. 27 
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R' _ "k Ik-ll _ "k Ik+lI 

,.,kk - 6 dk Ik-U (1 - "Ik-ll k "k It-II) -- 6 dk Ik+lI (1 - "k-Ik+11 "lk+11 k) • 

R' "lk-ll k • R' "lk+lI k 
,.,(k-l)(k-l) = 6-" (1 )' ,.,(k+ 1)(1:+ I) = 6 -" (1 ) 

Uk Ik-ll - "lk-lIk"k Ik-ll Uk Ik+l) - "k 1<+11 "lk+1) k 

Daher kann die Hauptdiagonale der konjugierten Matrix dreigliedriger Bedingungs
gleiehungen auch nach 

(661) 

entwickelt werden, wenn beide Kettenbriiche oder beide Eliminationen ausge
rechnet worden sind. Die Nebenglieder Phk der konjugierten Matrix ergeben sich 
aus den Hauptgliedern Pick fur h < k: 

i=h+l 
P;k-l)k = - )elk-I) k Pick> Phk = (- 1)lk-M Pic Ie II )eli-lli. (662) 

Die Nebenglieder P;1e fUr r> k sind 
i=1: 

i=r-l 
P~k = (- l)lr-le) Plcle II )eCi+lli' 

i=k 
(663) 

EinfluBlinien der Stiitzenmomente X,.. a) Die wandernde Last P = 1 t 
oewegt sieh in den beiden. dem Stutzpunkte k benachbarten Feldern lie und lk+1' 
Bei konstantem Tragheitsmoment lie. lle+1 der Trager ist fUr 

P im Felde lie: 6~Ck llm=lkl;'w,», 6~lem=llel;'wD' 

X k = lie lie (PlcCk-II w,» + Pick WD) = lie lie Pic Ie (WD - )eCk-I1 k wD)' (664) 

P im Felde lk+1: 6 ~km = lk+1 l;'+1 W,», 6 ~11e+11 m = lk+1 1;'+1 WD 

X Ie = lle+1 1;'+1 (Plcle W,» + Plclk+11 WD) = 11e+1 1;'+1 Pkk (w,» - )elk+11 k WD) • (665) 

Die Funktionen (WD - )eCk-llle w,») und (w,» - )eCIe+1U: WD) sind mit )elle-Ille, )elelle-ll 
als Leitwert in Tabelle 34 S. 410 enthalten. 

Bei veranderlichem Trll.gheitsmoment werden die Biegelinien 6~lk-llm' 6~lem 
des Tragers lie nach Abschnitt 20 berechnet, fa.!ls sie nieht durch geeignete Appro
ximation von Ck = I lell mit den Funktionen roD' roD der Tabelle 29 S. 394 un
mittel bar angeschrieben werden konnen. Dies genugt in der Regel, so daB 

6~IIe_llm=lkl;.roD, 6~lem=lle1;.roD (666) 

ist und in (664) und (665) daher auch wD, w,» durch roD' ro,» e~setzt werden. 
b) Die Last P = 1 t bewegt sieh in einem Felde 1" links vom Querschnitt k - 1. 

X k = (-l)k-")eIA+1IA ••• )e1e(k-lIXA' (667) 

Die Ordinaten der EinfluBlinie Xle im Felde 1" sind proportional den Ordinaten 
der EinfluBlinie X" des Feldes l". 

I+-Zh~ IE---Zk ~ I E lAY'----j /'-.... ~1'-1 
h.-1~ 'it lr-11~llr~' ~7' 
x.~ fHt) Hr~ ~ I 
iii '-'"Kr(-1) .r". ff N "'"-f):!J rot) t-I tE--z,.~ i-lt., ", .1)-(-1. X,..., ff Ni/t.,j 

t-N 
Abb.879. 

c) Die Last P = 1 t bewegt sieh in einem Felde l, rechts vom Querschnitt k + 1. 

X k = (-I),-k-l)eIt'_2)(,_11 ••• )eklle+lIX,_l' (668) 

Die Ordinaten der EinfluBlinie im Felde 1. sind proportional den Ordihaten der 
EinfluBlinie X,_l im Felde 1,. Daher wird jede EinfluBlinie Xle in allen Feldern 
lAo 1, aus den EinfluBlinien der ihnen benachbarten Stutzenmomente XA' X,_l 

gebildet (Abb. 379). 
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Zeichnerische Untersuchung. Urn das Ergebnis der zeichnerischen Auf
lOsung dreigliedriger Gleichungen nach Abschnitt 32 bei der Untersuchung des 
durchgehenden Tragers auf starren und frei drehbaren Stiitzen mit der zeichne
rischen Darstellung der Biegungsmomente ubersichtlich zu verbinden, werden die 
Punkte Ak der Achse den Stutzenpunkten zugeordnet und daher die Abschnitte 
A-~~~-A~ = L1k in einem geeigneten LangenmaBstab nach den Feldweiten lk bemessen. 

Die zeichnerische Auf!osung stutzt sich auf die Festpunkte Flk-llk, Fklk-l1 im 
Felde lk der Achse, die durch die Abschnitte alk - l lk> akl k -II bestimmt sind, auf 
die Ordinaten Vlk-llk, V kk' die aus den Kreuzlinienabschnitten Rlk-llk, Rkk berech
net werden oder auf die Koordinaten ek , T k der einem vorgeschriebenen Belastungs
fall zugeordneten Punkte E~. 

Die Nebenglieder<5ik der Matrix des Ansatzes (650) sind positiv, so daB die Fest
punkte F lk- ll k> Fklk-l1 nach S. 255 innerhalb des zugeordneten Intervalles lk liegen. 
Die Abschnitte alk-llk, a k l k - l 1 werden aus den Kennbeziehungen "lk-lIk' "klk-lI 

berechnet oder nach S. 256 mit Hilfe der Wirkungslinien elastischer Gewichte IU~ I' 
1Ui,.2' IUk zeichnerisch bestimmt. Nach Abschnitt 32 ist . 

"It-II k I 
1 + "Ik-I) k k' 

(669) 

Die Kennbeziehungen mussen also bekannt, die Kettenbruche (394), (404) daher aus
gewertet sein, urn die Festpunkte einrechnen zu konnen. 

Die Wirkungslinien IU~.I' 1U~.2' IUk sind durch die Strecken c u , CIHllk und ek 

bestimmt. Mit 

<5kk = l~ f ~2 Jt d~ + 1~+1 f e2 lj+l_ de = <5kk,l + <5U ,2 

k k+l 
ist 

dt It-I) 
Ckk = 15 + 15 lk' 

tlt-ll tt.l 
(670) 

Bei frei drehbarer Auflagerung oder starrer Einspannung der Endstutzen ist 

e = - --~"-I·-!!.--l = -a I I (671) 
n b"" + b"I,,_1I n n n-I • 

Bei Belastung eines einzelnen Feldes werden nach S.258 und Abb. 227 die Ordinaten 

ak It::ll ___ fjk_-Xl_ 
(672) 

Ik 6k Ik-I) 

verwendet. 
Die Ordinaten Tk der Punkte Ei, (Abb.230) zur Untersuchung eines beliebigen 

Belastungsfalles sind 

T = d,,6<l () 
n 6"1"-11 + i)"" • 673 

Diese nach einem vorgeschriebenen Langen- oder Momentenmal3stab aufzutragenden 
Strecken sind durch die Vorzahlen des Ansatzes bekannt. Sie lassen sich unmittel
bar anschreiben, wenn die Veranderlichkeit des Querschnitts im Bereiche eines jeden 
Feldes nach Tabelle 29 approximiert oder vernachlassigt, also mit feldweise kon-

27* 
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stantcm Tragheitsmoment ]1.: gerechnet wird. In diesen Fallen werden nach S.303 
die folgcnden Strcckcn vcrwendct; 

Ckl.:=·, +A"2 lkl 
Ak Ilk (674) 

4>""lj ~ 

)1 b 12 I 
~ ~ ~i 

)---l, I l" -I-
I I 

Ahb. 380. 

1. Einrcchnung der Schwerlinicn 1l1~,l' lt1~,2' wkmit den Abstanden c,tl:, 'k(k+l), t". 
2. KQIlstruktion der F('~tpunktc F(k_l)k, Fklk_Il. 

3. Auftragrll '.le[ Or<iinateu Tk = h'k£.; ftir jedc Gruppc aul3c[cr Ursachcn ~, d It .11:. 

4. LinieIlziigl' ':-on, ':-no. --
O. LilJiellzug:';~; I{'JI;tr()IJt.: l)i(' G2fa<iclI ':,t. ~k I_I SChill'i<i(,1I s-ich auf lIer SClikrechtcn durch Ak im Punktc A.~ ; AI: A ~ =X.t 

(j ')(k-IIX ._---
It 

v _ ak «-11 (j 15 k " 

I." - I,. I;. 

(675) 
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Die Schwerlinien "'~ I' "'k,1I in den Abstanden Cu. CIHllk sind daher Drittels
linien. 1st das Tragheitsmoment im Bereich des ganzen Tragers konstant, so wird 
ek = (lk + I -lk)/3 und d~her die Schwerlinie IUk im Abstande ek die verschrankte 
Drittelslinie. 

Allgemeiner Belastungsfall: 

fiir p. = A = 1 ist 

6 c5t ® I T k = --c(;-;:At-+-;--;2:;""p-t7) "'li:-+-:---C(';;-At""'+'--l --,+--c2:;-P-k-+-:l)--;'::--~+-1 • 

Tk = 6c5k ® 
3 (It + 1~+1) . 

(676) 

Fiir eine Temperaturanderung L1 t des Tragers mit der mittleren Hohe d und fiir 
Stiitzensenkungen L1 k - 1 • L1 k • L1 k +1 ist 

6EJ. [OCIAt (It + lk+l) + At- 1 _ Lit (.! + _1_) + At+1] 
T _ 2d It lk lk+l It+l 

k - (At + 2 Pt) 't + (At+1 + 2 Pt+1) 1~+1 • 
(677) 

Bei frei drehbaren Endstiitzen ist 

e1 = 2Pl'~ + (AI + 2p.ll' = all. - e" = (An + 2p.) l~ + 2 p"+11~+1 = a" (,,-11, (678) 
;"lll~ Anl.l~ I 

T = 6c51® T = 6c5n ® 
1 2 pl1~ + (AI + 2 p.l'~ • "(A,. + 2 p,.) l~ + 2 p"+l'~+l • 

bei starrer Einspannung der Endquerschnitte (1) und (n) 

AI'll~ An Inl~ I 
el = (AI + 2 PI) I, = alII' - en = (An + 2p,.) l~ ,= an 1,,-11 • 

(679) 
_ 6~® _ 6~® 

TI - (AI+2pl)1~' T,,- (A,.+2p,.)1~· 
Bei Belastung eines einzelnen Feldes lk werden die benachbarten Stiitzenmomente 

Xk _ l , X k nach Abb.227 mit den den Festpunkten zugeordneten Ordinaten Vlk-Ilk, 

c 

I~~ , 

~ma~-I~----~~----~------~----~~--' 

4&J;.: 
~~~~~~~~~~~~~~--~ 

Abb. 381. 

Belastung des linkeD Kragarmes. M G - - I P, be. Festpunkte zeichaerisch aach Abscha. 32. Die Schwerliniea iD den 

. ).1 ~ A..+1I~+1 
Randfeldem werden nach (670) mIt (dtlt-lI)t_1 = dIG = -6-' (dtlk+lI)k_ .. = d .. b = 6 eingerechnet. 

V u aufgezeichnet. Die iibrigen Stiitzenmomente sind links yom Stiitzpunkt (k - 1) 
durch die Festpunkte FIII-lllll rechts yom Stiitzpunkt k durch die Festpunkte 
Frlr- Il bestimmt. Urn darauf auch die Biegungsmomente im belasteten Felde lie an-
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zugeben. werden nach dem Ansatz (637) die Biegungsmomente Mo des einfachen 
Balkentragers lie von Ak-l A~ == ~k al~ Bezugsgeraden aus abgetragen. 

Die allgemeine zeichnerische Untersuchung einer beliebigen Belastung mit Hilfe 
der Festpunkte und der Punkte E~ ist ausfiihrlich auf S.260 beschrieben. so daB 
darauf in Verbindung mit den beiden Abb. 380 und 381 verwiesen werden kann. 

Die Entwicklung der EinfluBIinien der Stiitzenmomente aus den Fest
punkten. Das Stiitzenmoment XIc ist als iiberzahlige GroBe eines (n -1) fach 
statisch unbestimmten Hauptsystems 

XIc = b~no-l) / b~nle-l). 

Die EinfluBlinie wird daher aus der Biegelinie b!:; 1) des Hauptsystems fiir - X k = 1 
abgeleitet und daher aus den Momenten MLn-l) berechnet. die fiir den Lastangriff 
- Xle = 1 mit Hilfe der Festpunkte aufgezeichnet werden (Abb.378b). 

b~nk-l) = - "Ik-l)leblcllc-l) + b':k - "Ik+l)kbkllc+l) 

_ b (bklk_ll _ alk_llk) + b (~_I~l_" _ alk+l lk ) 
- k (k-l) ak Ik-II b 'k_ lI k Ic Ik+ll a k Ik+lI b 'k+lI k • 

Bei Approximation der Querschnittsveranderlichkeit nach Tabelle 29 ist 

6b(n-l)-I'(Q -;. a lk_ lIk ) +1' (21l -;. alk+llk) 
kk - k Milk' {, b ,k- Ilk k+l rk+l Ie+l blk+llk • (680) 

Gleichung der Biegelinie 6 b!:k'lJ fiir hll = const. 

Feld llc: 6 b!:;lJ = tkl~ (WD - ~lk-1) k wD) • 

1l681J 
lleTl: 

111: 
links von k 

6 b!:;l) = lle+ll~+1 (wD - "(k+l) lewD) • 

6 b!:;l) = (- I) (k-II) "(k-1) k· •• "II (h+lJ lA t~ (WD - "lA-I) A WD) • 

"lr: 6 b!:;I) = (_I)lr-l-k) "IH1) k· •• "lr-l)(r-2) lrl; (wD - "rlr-UWD). 
roohts von k 

Fiir 'Ie = hll nach S. 394 treten an die Stelle von WD' WD die Werte OJD. OJD nach 
Tabelle 29. 

EinfluBIinien der Schnitt- und Stiitzkrafte. Die EinfluJ31inien der Schnitt
krafte werden in der Regel auf eine Gruppe von Querschnitten m hezogen, 
welche das Feld tk in eine Anzahl (ek) gleichgroBer Abschnitte c zerlegen (lk = ekC). 

Die Abszissenxm , x'm eines Querschnittsm 
sind daher ebenfalls ein Vielfaches der 
Strecken C (xm = e~c. x;" = e~ c, Xm + x;" 
= lk, e~ + e~ = ek)' Solange sich die 
Last P im Felde tk des Tragers bewegt, 
dem der Querschnitt m angehOrt, ist 

Abb. 382. das Biegungsmoment 

Mm = Mmo - Xk-l~;" - X k ~m = Mmo - X k - 1 - (Xle - X Ie_ 1) ~m' (682) 

Greift P auBerhalb von tie an, so ist M mo = 0 und 

Mm= -XIe- 1 ~;"-XIc ~m = -Xk- 1 - (X,,-X,H) ~m= -XIc- (Xk_l-Xd~;"· (683) 

Die Ordinaten der EinfluJ31inien von X Ie - 1 und XIc besitzen hier stets entgegen
gesetztes Vorzeichen, so da13 nach (683) die EinfluJ31inien der Feldmomente JIm 
die Summe der einem jeden Lastpunkt zugeordneten Ordinaten i X"_ll + I X k I 
ebenfallS in ele gleichgro13e Abschnitte t teilen (Abb.382). 

Die Einflul3linien Mm werden innerhalb des Feldes llc am einfachsten aus den 
Zustandslinien gefunden, die fiir die Stellung der Last P in jedem Teilpunkt m 
der Strecke lie mit Hilfe der vorhandenen EinfluJ31inien X k - 1 und Xl.; aufgezeichnet 
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werden. Sie bestehen in jedem Falle aus zwei geraden Linien (I, II), so dal3 die 
Feldmomente der Querschnitte m' im Bereich von x'" links vom Lastpunkt m durch 
Vnterteilung der Strecke Z", in e~ gleichgrol3e Ab
schnitte f' erhalten werden. Die Intervallgrenzen 
sind Punkte der Einflul3linien fur die Feldmomente 
in den Querschnitten nt' bei SteHung der Last 
im Punkte m. Dasselbe gilt von den Feldmo
men ten der Querschnitte m" im Bereiche x;" rechts 
vom Lastpunkt nt. Sie werden durch die Auftei
lung der Ordinate Z;" in e~ gleichgrof3e Strecken f" 
gefunden. Die Intervallgrenzen sind Punkte der 
Einflul3linien fiir die Feldmomente in den Quer
schnitten m" rechts von m bei Stellung der 
Last P tiber m (Abb. 383). 

Die Feldmomentc ivI! bei Stellung der Last 
tiber dem Querschnitt m bilden die Spitzenkurve 
des Feldes lk' Ihre Ordinaten werden nach Abb. 383 
aufgetragen oder nach (657) u. (682) aus 

r- ~~y / .----' x: . ~ Nt ~--""-!: 

~ 
~ 
~ 

'~~ 

Abb. 383. 

M* =1 ~ f [1 _ f (1 + ~~.) "I'-I)' - (1 + ~m) "lk-lIk "klk-1) 

'1< "m m m 1 - "Ik-U. "k Ik-U 

,4nza/llOerTeileq'" _.; (1 + ~m) "I<-Uk - (1+ ~:"tl!o:::-u~_"klk ... ulJ (684) 
9 5 / m I - "1;;-1) k "k Ik-U 

a 

k-1 

b I 

! 

6 berechnet, so daB die Ordinaten Z", = M: + X O:- Um 

und Z;" = M: + X"m fur jede SteHung der Einzel
last P bekannt sind und nach Vorschrift in Q~ oder 
e~ Strecken aufgeteilt werden konnen. Auf diese Weise 
entstehen nach Abb. 384a die rechten, nach Abb. 384 b 
die linkeD Zweige der Einflul3linien der Feldmomente, 
die sich in einem Punkte der Spitzenkurve schneiden. 

Die Ordinaten der Einflul3linie des Feldmomentes 
fUr den Querschnitt im linken Festpunkt F(k-Ill. 

sind re c h t s vom Abschnitt I" Null, denn 

111 - -X b"_lIk X Olk-Ilk 
m - I.-1 1k - k-l~-

= _ (X~_1 + Olk-Uk) X.b lk_ U ' = O. 
X k blk_ lI k I. 

(685) 

~---1,,----I Die Einfluf31inie beriihrt 
k die Achse im Punkte k. 

~:r--Jl'--f~i7f--f-+-f'-H"'- A us dem gleichen 

Abb. 384. 

Grunde sind auch die 
Ordinaten der EinfluB
linie des Feldmomentes 
1m Querschnitt 'Cies 
rechten Festpunktes 
F Uk - U links vom Ab
schnitt I" ~ ull. Die Ein
fluf3linien der Biegungs

;;----

~I--Spilzenk/lrve 
--' 

Abb. 385. 

momente fur Querschnitte zwischen den Festpunkten (x.", > a(~·_u", X~I > GW '- ll ) 

sind daher nach (685) in den benachbarten _\bschnitten /"-1' 'HI negati\". im _\b
schnitt t" also durch die in k oder (k - 1) vorgeschriebene Stetigkeit der Linie 
positiv. Dagegen wcchseln die Einflul3linien der Biegungsl110mente das Ybrzeichen 
im Felde I" fUr Querschnitte im Bereiche von a(k-llk oder a,,(k_ll (Abb.385). 
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Die groBten positiven und negativen Feldmomente entstehen daher bei gleieh
formiger Nutzlast p fUr alle Querschnitte m zwischen den Festpunkten durch 
feldweise Belastung. Dasselbe gilt fiir die Stiitzenmomente. Die Grenzwerte der 
Biegungsmomente fUr Querschnitte im Bereiche von ak(k-ll oder a(k-llk werden 
zur Vereinfachung der Rechnung in der Regel zwischen den Grenzwerten des 
Stiitzen- und Festpunktmomentes linear interpoliert (Abb. 374i). Dabei werden die 
Festpunkte in den Randfeldern nach S. 396 eingerechnet. Das Ergebnis ist im 
Vergleich zu den wirklichen Grenzwerten etwas zu ungiinstig, also zur Beurteilung 
der Sicherheit des Tragers zulassig. Auf diese Weise eriibrigt sich die Darstellung 
von EinfluBlinien fiir alle Tragwerke, die nur gleichformig verteilte Nutzlasten 

a 

b 

aufzunehmen haben. 
Die EinfluBlinie der Quarkraft Qm im 

Querschnitt m des Feldes lk wird aus 

abgeleitet, je nachdem die Last P inner
halb oder auBerhalb des Feldes lk steht. 
Der Ausdruck (Xk - X k - l ) wird nach 
Abb. 386 im Bereiche von lk als Differenz, 
auBerhalb von lk als Summe zweicr Ordi
naten gebildet. Er ist von der Lage des 
Querschnitts m im Felde lk unabhangig 
(Abb. 386a, 386b). 

Die Grenzwerte max Q m und min Q m 

der Querkraft werden bei Teilbelastung 
des Feldes lk und abwechselnder Belastung 
der anschlieBenden Felder erhalten. Sie 
unterscheiden sieh, abgesehen von den 
Grenzwerten im erst en und letzten Felde, 

Abb. 386. nur unwesentlich von denjenigen des ein
fachen Balkentragers (Abb. 386b). 

Fiir die Querschnitte m des ersten und letz~en Feldes (il und In) eines durch
laufenden Tragers mit frei drehbaren Enden ist 

fiirll: Qm=Qmo-X[l; fiirln+l: Qm=Qmo+~". (687) 
1 "+1 

Die EinfluBlinie einer Stiit~kraft Ck kann durch Superposition der Ordinaten 
der EinfluBlinien der Querkrafte Q~, Q~ in dem Querschnitt k', k" links und rechts 
vom Stiitzpunkt k nach C k = - Q~ + Q~ aufgezeichnet oder unmittelbar nach 

(688) 

entwickelt werden (Abb. 386c). Bei frei drehbaren Endstiitzen ist 

A = Ao - XliiI; B = Bo - Xnlln+l' (689) 

Vereinfachung der Annahmen fiber die elastischen Eigenschaften. Wahrend 
bisher mit der Moglichkeit pines Wechsels der fUr die elastischen Eigenschaften 
des Tragers charakteristischen Langen gerechnet wurde, entstehen fUr ,den Fall, 
daB 
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Bedingungsgleichungen mit konstanten Vorzahlen 

A X k_ I + 4 ft X,. + ). XI,+l = 6 dko/l'. (690) 

bei feldweiser Belastung ist 

(691) 

Einzellasten: 

Kennbeziehungen (392): 
1 

U(I,_I)" = 4 --, • 
7. - "lk-2) Ik-1I 

(692) 

1 
"Idl,-I) = -4'---.-- . 

1. - "lk+1) k 
(603) 

Durchlaufender Trager mit unendlich vielen Feldern. 

l~ = I' • UCI.:-I) I.: = %k Ck-I) = % = 2 1. - 141.2 - 1 . 

Sind die Stutzweiten auBerdem gleichgrofl (II.: = I) und daher das Tragheitsmoment 
des Tragers konstant (] k =- n. so ist fur 1. = 1 

a(l<-l) " = a" CI.:-I) = 0.2111. (694) 

Durchlaufender Trager mit einer begrenzten Anzahl von Feldern. Sind 
die Trager aller Zwischenoffnungen durch l~ = l' ausgezeichnet. dagegen die 
clastischen Eigenschaften der Trager uber den Endfcldern bei freidrehbarer Auf
lagerung der Enden derart bestimmt. daB 

"12 = "n Cn-I) = "U'-I) I.: = U,dk-I) = " = 21. - l' 4 :%2 - 1 • 

.li. / i, /' , 1 (i. ) , 
UI2 du = U = -2( /' + I') und daher il = -- - .).- - ft l. 

It 1 P. 1'1 -" 
so ist (695) 

Die Bedingung kann entweder durch geeigi1ete Ablangung der Trager oder durch die 
Wahl cler Querschnitte erfullt werden. Sie gilt ebenso fur b"cn -I)/dnn = Y. und liefert 

l~ = ~- (:- - ft) l'. (696) 
It" -" 

Bedingungsgleichungen lund n nach (634) u. (690) 

3._ X + A X _ 6 1510 
" 1· 2 - /' , 

AX +!:..X = 615"0 
n-l "n /' 

Sonderfall A = ft = Ii = I: " = 0,268, l~ = 0.866l' . 

Belastung eines einzclnen Fcldes II.: 

a) symmetrisch b) antimetrisch 
• (1)l5ko " 

X k - 1 = 6 - I' i(1 +,,) = XI.:' (697 a) 
(2) t5kO " 

XI.:_I = 6 /' i:(i.----xl = -Xl.:' (697b) 

Bclastung cines Endfeldes: 

K _ 61510 " 
• 1 - I' i. (I _ ,,2) , 

Einflul3linie dcs Stutzcnmomentcs 

Feld II.: : XI.: = l.k X(I ~ ;,:2) (COn - y.W~), 

Feld lNI: 

mit WD' W~ nach Tabelle 29. 
v I ;,: (' -) .1." = 1.-+1' (1-' ~) Wn - UWn ; I." _. 

(698) 

(699) 
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Bei gleichen Feldweiten, gleicher Belastung und gleicher Approximation von 
(" = fA'/! in allen Feldern cntsteht nach (690) eine Differenzengleichung zweiter 
Ordnung mit konstanten Belastungszahlen. Fur gleichmal3ig verteilte Belastung ist 

. P 12 ) . .x H + 4 f.l X k + ). X 1.+1 = 2"" . 

Uisung der homogenen Gleichung (vgl. Abschn. 33) X" = r/; 
charakteristische Gleichung 

A + 4 f.l e + A (/ = 0 , e1,2 = - 2 X ± l' 4 1.2 - I , 

P 12 ( en - k + ek ) 

X" = '4 i. (1 + 2 X) I - 1 + en . 
L6sung fur hydraulische Belastung vgl. S. 269. 

Durchlaufender Trager mit gleichen elastischen Eigenschaften in allen Feldern. 

~ 
~ 

L~' 
2 ..f 3 " ~ 

~ i 

if 1? ifr ~ ' 
l, G,Om - -6;0 6,0 ls 

Abb. 387. 

1. Geometrische Grundlagen: 

1= 6,0 m , v = 1,0 m , v = 1/6, I' = 6,0 m. 

2. Approximation des Tragheitsmomentes (Abb. 388): 

I k I c O,5~ 2 T b I 29 F 112 
11 = I a = I a = 0,83 = 0, 44; a e Ie a: 

I 

~ 
! I 

1 
I 

f.lk=/t=fi=I-(1-0,244)[2! '~-+/6J=0,75: 

i' k = i. = 1 - 3 (I - 0,244) ~ = 0,94. 

3. Bem ess u ng der End fclder nach (695): 

0,75 
X = 0,94 "" 0,8; " = 2 . 0,8 - f 4 . 0,82 - 1 = 0,35 , 

, _ , _ 1 (0,94 0) ,-° 7 I' 1, -1"-0,75 2.0,35- .75 1- ,85 . 

a) Die Tragheitsmomentc der Rand· und Zwischentrager sind gleich, II = Is = I.: 

11 = Is = 0,7851 = 4,7 m. 

b) Die Stiitzweiten rJer Rand- und Zwischenfelder sind gleich, 11 = Is = I: 

II = Is = 0,;~5 = 1,2751.· 

4. Belastung p = 1 tim in Feld 11: 6 ~:o = 11 • 0,785 = 0,196 Ii ' 

daher nach (698) XI = 0, 1961i 0,94 (~,~5 0,352) = 0,083 1i; 

Anordnung a) Xl = 1,85 mt. Anordnung b) Xl = 3,0 mt. 

Berechnung eines durchlal,lfenden Briickentriigers. 

1. Geomctrische' Grundlagen. 

11 = 14 = 22,0 , 
I~ = 14 = 33,0 , 

/2 = 13 = 28,0 m. 
/~ = /~ = 28,0 m. 

la =Uc· 
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2. Approximation des Tragheitsmomentes (Abb.389c). Parabel mit n = O. Tab. 29. 
Fall 4 u. 0. 

III = 113 = 0.6 . 

3. Vorzahlen nach (651): 

15 Matrix 

61511 = 61533 = 2 (0,4·33.0 + 0.6 • 28) = 60.0 . 

61522 = lJ (0.6·28 + 0.6·28) = 67.2. 

61511 = 61523 = 0.8 • 28 = 22.4 . 

konjugierte Matrix 103 Ph 
.- -0.380 71I -0.373333--

X X 2 Xa 61510 61520 6 1530 i 
60.0 22.4 I03 X 1 19.4280 -7.3964 2.7613 I 

-0.373333 
22.4 67. 2 22.4 103 X 2 -7.3964 19.81I9 -7.3964 

22.4 60.0 IOaX3 2,761 3 -7.3964 19.4280 

8) 22,Om _I It 28,0 "I'" 28,0 "I" 22,0--:1 
. . of . J4 . 

~~.~.,::;.~~~~ 
b)Htl~/lsysl8m '. i i 

.fIi. ~ ~ " ~" ,.3 .: <i """ur des T"'9""~m'm'n... , 
,J . I I dyBiegllngsmomenle -8f7,GJ 

beiBeltls!vn.qder./ ~5'I,1f kmt I 
miN/oren re7der' I I" ,,~I 

\ "I I 
wt 

I .\ I 
~~~~~~~~rtrncti~~~ l 

Abb. 389. 

4. Belastung: p = 6 tIm auf I: und 13 , 

a) Belastungszahlen fur konst. Tragheitsmoment. Tab. 35 

6 1510 = 6 1530 = t . 6 • 283 = 32928 . 6 1520 = t . 6· (283 + 283) = 65856 . 

Abb. 389d. Losung a. 
243.55 mt 

b) Belastungszahlen fUr die Approximation unter 2. nach Tab. 13a. 

1 6.282 
61510 = 61530 = 6 15' 1· -8-.4.28 = 26342.4. 61520 = 52684.8; 

Abb.389d. Losung b. 

5. Einflul31inien XI' X 2 • 

Biegelinicn WD = tibmk/lk II. n. Tab. 29. Fall 4 und 9. 
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~ 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

Feld 1 Feld 4 Feld 2 u. 3 

- -wI, wD wD 

0,1321 0,146 3 0,157 2 

0, 21 9 1 0,2273 0,281 I 

0,2273 0,2191 0,3 14 1 

0,146 3 0, I 32 I 0, 21 4 0 . 

10 fin/!IJ8/inie X, 
?II ~ ~ 

Abb. 390. 

m 

Feld"2 u. 3 

-, 
W D 

0, 21 4 0 

0,3 1 4 1 

0,281 I 

0,1572 

Feld 1: Xl = 22,0 • 33,0 • 0,019428 roD 

= 14,104728'WD (Gl. 664). 

Feld 2: Xl = 15,232 336 (w~ 

- 0,380711 wD ) • 

Feld 2: X 2 = 15,532530 (WD 

-O,373333w.o) . 

Feld 3: X 2 Spiegelbild zu Feld 2. 

EinfluBlinie Xa: Spiegelbild zu Xl' 
In den iibrigen Feldern wird nach (667) u. (668) 

Feld 3: Xl = (- 1)1.0,373333 XI' 
Feld 4: Xl = (- I)!. 0.380711 .0.373333 Xa. 
Feld 1: XI = (- 1)1 .0.380711 . Xl' 
Feld 2: X I Spiegelbild zu Feld 1. 

6. EinfluBlinien der Feldmomente im 
Feld 2. Konstruktion n. S. 423 ek=lO. c= 2.8m. 
Die Ordinaten X 2 - Xl werden nach Abb.391 
in 10 gleiche Teile geteilt. Die Spitzenkurve wird 
nach Abb. 383 aufgetragen. 

9 

1 WR 2.52 mt 

Die Ordinaten zwischen der Spitzenkurve und den EinfluBlinien von X 2 und Xl werden mit 
dem Rechenschieber in 9. 8. 7 ... gleiche Abschnitte gcteilt. Dies ist in Abb. 391 nur flir die Ein
fluBlinie M, angegeben worden. EinfluBlinien flir Zwischenpunkte eines Abschnitts c entstehen 
durch Unterteilung der zugeordneten Ordinatenabschnitte /'. I". 

7. EinfluBlinien der Querkrafte in Feld 2. Die Ordinaten (Xz - Xl)/l! werden mit 
dem Rechenschieber gebildet und von der Stabachse. im Feld 2 von der Geraden Qmo aus ab
getragen (Abb. 392). 

8. EinfluBlinie der Stiitzkraft Cl . Die Ordinaten Xl/II der Querkraftlinie im Feld 1 
und die Querkraftlinie Abb.392 werden superponiert. Cl =- Q .. z - Qml (Abb. 393). 

2 

a 
£ l7n/!IJ8/inie t1 

45t 

Abb. 392. Abb. 393. 

Zeichnerjsche Untersuchunll eines Deckenunterzulls. 
1. Gcometrische Grundlagen: 

11 = 4,0 • 12 = la = 10.0 • 
I~ = 12.0 • l~ = 1; = 10.0 • 

1, = 4.0. 
l~ = 4.0 ~ 

Is = Ie = 8,0 m • 

l~ = 10 = 16.0 m . 

a 
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2. Approximation des Tragheitsmomentes fiir gerade Vouten, Tab. 29 Fall 2 u. 7. 

Fcld 12 , 13 Feld 14 Fcld 15' 16 

11 = 0,4, " = 0,16, 11 = 0,4 , 11 = 0,25 , 11 = 0,22, 11 = 0,188, 
p, = 1 - 0,6 X p, = 1 - 0,6 X p, = 1 - 0,78 X 

( 0,16) 
X 2·0,16·0,84 + 3 . X (2,0,2;),0,75 + ~,:5) ( 0,188) 

X 2·0,188·0,812 + -3-

p, = 0,81, p, = 0,73, p, = 0,71 , 
). = 1 - ;l . 0,6 . 0,252 = 0,89 

Abb. 394. 

3. Wirkungslinien Wk'" Wk"' Wk nach (674) Ck=Zk/Nk' -
II )'k Ik )'k + 2 P,k Ck k C1k+l) k )'k Ik If Zk (J. k+2 f.tk)lic N k ek [m] 

2 10,0 2,62 3,81 3,81 [00 0 2(),2 52,4 0 

3 10,0 2,62 3,81 1,52 100 - 85,7() 26,2 35,6 - 2,4 1 

i I 
3,56 . 2,35 1,52 3,3 1 14,24 I [3,7() 9.4 48 ,12 2,3 6 

8,0 2,42 3,3 1 - 128 - 128 38 ,7 2 ()[ ,44 - 2, 085 
(0) (1,42) - - (0) Gl. (670 ) 22,7 1 - -

AIl fi.ir - Xl = 1 (Abb. 394) nach Tab. 30. 1(72\ " 61511 = 6· 12 . -.. . .. -. ) + 2· v,81 . 10 = 21 82 
2 16 16 ' . 

At 

61511 +61512 =21,82+10=31,82, GI.(670): 

....... ---'l2--~---l9--~-

I 
/ 

/ 

1· 10· 10 
c1 = a12 = = 3,14 m. 

31,82 

051tJ15!025mt 
I II II I 
012J'I5m 

Allh.39;;. Oer Verlauf der Biegungsmomcllte in den bela,tcten Feldern 13 , 15 ist mit gestrichelten Linien dargestellt. 



430 48. Der durchlaufende Trager mit elastisch drehbaren Stutzen. 

4. Festpunkte. Zeichnerisch nach Abb.395. 
5. Belastung. p = 6 tIm auf Feld 13 u. 15 • 

Belastungszahlen fur] = const. Tab. 35. 

61510 = 0, 61520 =!. 6·1000 = 1500 = 61530 , 6040 = t· 6·64·16 = 1536 = 61550 . 

G!. (676) T k =6bko/Nk , Tl=O, T 2=1500/52,4=28,6, T 3=42,I, T 4 =31,9, Ts=25,0 mt. 

Die Abschnitte Tk werden von den Punkten Ek im Momentenma13stab aufgetragen (positiv 
nach ·oben, negativ nach unten). Die Geradenzuge COft und CftO bestimmen die Punkte des 
Geradenzugs ~k auf den Festpunktsenkrechten und damit die Stutzenmomente. 

Hertwig, A.: Die Berechnung des Tragers auf mehreren Stutzen mit gleichem und ver
anderlichem Querschnitt, mit frei drehbaren oder eingespannten Stutzen. Arm. Beton 1913 
S. 219. - Derselbe: Die Berechnung der Rahmengebilde. Eisenbau 1921 S. 122. - Muller
Bresla u, H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd. 2 5. Auf!. Stuttgart 1922. -
Morsch, E.: Der durchlaufende Trager. Stuttgart 1928. - Kleinlogel, A., u. G; Sigmann: 
Der durchlaufende Trager. Berlin 1929. - Domke, 0.: Die Theorie des Eisenbetons. Handb. 
Eisenbetonbau Bd. 1 4. Auf!. Berlin 1930. 

48. Der durchlaufende Trager mit elastisch drehbaren Stiitzen. 
Die einfache und zuverlassige Ausfiihrung starrer Stabknoten im Eisenbetonbau 

erklart die Bedeutung des durchlaufenden Tragers mit elastisch drehbaren Stiitzen 
im Bauwesen. Er unterscheidet sich von dem durchgehenden Rahmen (Abb. 396b) 
durch die unverschiebliche Lage der Stahknoten. Der Riegel des durchgehenden 

a 

~,1. ____ I __ ._.I_--/l~/~ 
L I 1 ... 1·/4. ,.... ----- _ ..... 

Abb.396. 

Tragers ist daher stets 
e horizontal gestiitzt. Er 

wird je ·nach der Be
stimmung des Trag
werks gerade und waage
recht, gerade und schrag 
oder als gebrochener 
Stabzug ausgefiihrt, 
dessen Knoten gestiitzt 
sind (Abb. 396e). Die 
Pfost en stehen in der 
Regel senkrecht. Die 
FuBpunkte werden frei 
drehbar oder starr ein
gespannt angenommen. 

Der Stockwerkrah-
men kann als mehr

facher durchgehender Rahmen angesehen werden. Die beiden einem mittleren 
Riegel zugeordneten Stiitzenreihen sind in den benachbarten Riegeln elastisch ein
gespannt. Urn die Untersuchung in einer fiir die Beurteilung der Festigkeit zu
lassigen Form zu vereinfachen, werden die statischen oder geometrischen Rand
bedingungen am AnschluB der Pfosten mit den benachbarten Riegeln vorgeschrieben, 
indem die Knotendrehwinkel oder die AnschluBmomente Null gesetzt werden. Die 
Pfosten geIten dann als starr eingespannt oder frei drehbar gestiitzt. AuBerdem 
kann eine elastische Einspannung beliebiger GroBe geschatzt werden. Die waage
rechte Verschiebung der Riegel ist bei senkrechter Belastung klein und wird da
her vernachlassigt. 

Ansatz. Zur Berechnung der Stiitz- und Schnittkrafte des Tragwerks werden 
die AnschluBmomente der Riegel als statisch iiberzahlige GroBen verwendet und 
aus den geometrischen Bedingungen fUr die Kontinuitat der Formanderung eines 
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems bestimmt. Die 
Gleichungen enthalten je drei statisch iiberzahlige GroBen X k • Auf diese Weise 
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entsteht ein Ansatz nach (701). Die Nebenglieder einer Zeile der Matrix haben 
stets verschiedenes Vorzeichen. 

Die Anschlufimomente der Riegel links und rechts der Stiitze k werden durch 
die Fufizeichen k und (k + I), die benachbarten Felder durch lk und lk+2 unter
schieden. Xl und Xn sind je nach der Abstiitzung der Tragerenden Riegelmomente 
rechts oder links von den Endstiitzen (Abb. 397b, c). 

(701) 

X n-l !5n (n-l) + Xn !5n n 

Die Hauptglieder der Matrix werden nach 

zerlegt. Die Anteile !5kk,1 und !5(k+1) (~+1l, 1 bezeichnen die Verdrehung der End
querschnitte k, (k + I) der Riegelstabe lk' lH2' die Beitrage !5kk.2' !5(k+l)(k+l) , 2 die 

Ii 

c 

~~r> ,-¥ 
., ~-.rl - . 

Abb. 397. 

Drehwinkel der Pfostentangente am Anschlufi der Riegellk' 

lk + 2 infolge von -X k = 1 und . -lX HI = 1. Daher ist auch 

1/,:!5kk ,2 = I k+1!5(k+l)(k+1l,2 = -l k !5k (k+1) = -1 k+1!5(k+1)k· 

Die zweiten Anteile der Hauptglieder gelten je nach Ausbildung und Lagerung 
des Pfost ens fUr die statisch bestimmte oder statisch unbestimmte Anordnung 
(Abb.397a, b). 

Die Vorzahlen. Die Beitrage !5kk , l' !5(k+l)(k+ll, l' !5k(k-l) ' !5(k+1Hk+2) werden 
durch die elastischen Eigenschaften der Riegelstabe bestimmt. Die Veranderlichkeit 
des Tragheitsmomentes kann nach einer der Annahmen auf S. 394 approximiert, 
in zahlreichen Fallen aber auch vernachlassigt werden. Nach S. 393 ist (Abb. 398) 

6!5kk,1 = 2 flk l~, 

6 15k "H) = Ak l~ , 
6 !5(k+1) (k+1),1 = 2 flk+2,1~+2' } 

6 !5(k+1) (k+2) = Ak+2 1"+2 • 
(702) 

Bei unveranderlichem Tragheitsmoment J k' J HI im Bereich.e von 1", Ik + 2 ist 
flk = Ak = 1 und flk+2= Ak+2= 1. Die Vorzahlen !5kk,2= !5(k+l)(k+l), 2= - !5k (k+l) 

werden durch die Anordnung der Pfost en und durch die Art ihrer Stiitzung bestimmt. 
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1. Einteilige Stiitzen mit frei drehbarer Auflagerung (Abb.398a). 
Ausbildung a) Die Stiitzen besitzen im Bereiche lzk konstantes Traghcitsmoment. 
1m Bereich des Abschnittes hk -- h" = h wird das Tragheitsmoment unendlich 
groB angenommen (Abb. :~9n). 

i,Z , 
615:. 1,,2 = 6b(k+1)(l.+1),2 = -615,,0,+1) = 2-j,{ h". (703) 

Ausbildung b) Das Tragheitsmoment ist im Be
reich der theoretischen Stiitzenlange hIe konstant. 

615"",2 = 6b(HIHI,+1),2 = -6b'dH1) = 2h~. (704) 

-- ~ infolge-4-1 
---- ,l(k., infolge-4.,-1 

Abb. 398. 

~~~~=S~~,"(~ 
i --=---~. 

L 
i 

.~. ..('-+--1-<1'0.{ 
I 
i 

" iii 

Abb. 399. 

Aut>. 4UO. 

Abu. 401. 

Abu. 402. 

Bei linear veranderlicher Starke der Stiitze wird der einer Stiitzc mit gleich
bleibender Starke (] = const) aquivalente mittlere Qucrschnitt r:: nach S. B9 
bestimmt (Abb. 3(9). 

2. Einteilige Stiitzen mit starrer Einspannung der Endell (Abb. 398b). 

Ausbildung a) Ilk hk + 2/k 
ak k =""3 hk + Ik ' 

50 6.s. 6.s. 3 hZ " 6 Uld .. , 2 = U(~'+1) ("+1),2 = - UI,("+1) = rl" 2hk~hi+hkt.+m .. 
(70:';) 

Ausbildung b) ai-k = hl../3. 
60"k,2= 6 b("+I)(l:+1),2 = - 6 Ok (k+1) = ~h~. (706) 

3. Zweiteilige Anordnung der Stiitzen Sic + hk' Die Tragheitsmomente Il.s' 
I" h werden im Bereich der theoretischen Langen Sk, hIe konstant angenommen. 

a) Die Enden der beiden Stiitzen sind frei drehbar gclagert .(Abb. 400). 

6 .s. 6 .s. 6 .s. 2 sA h;' 
UI .• I" 2 = U(k+1) (k'+1), 2 = - Uk (k+1) = sf +--hI . (707) 
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b) Die Enden der beiden Stiitzen sind starr eingespannt (Abb. 401). 
3 s' h' 

6 {)k k, 2 = 6 {)(k+l) (HI), 2 = - 6 {)k (k+l) = 2 (sA, ~ ~k) . (708) 

c) Die Enden der beiden Stiitzen sind elastisch eingespannt. Der Abstand aft 
der Momentcnnullpunkte von den Enden der Stiitzen wird mit hj4 geschatzt. 

• 5 sA, hI, 
6 {)kk, 2 = 6 {)(k+IHk+l), 2 = - 6 {)/dk+ll = 3 (sA: + hk) • (709) 

d) Die obere Stiitze Sk ist frei drehbar angeschlossen, die untere Stiitze hk starr 
eingespannt (Abb. 402). 

6 sA: hI: 
6 ()k k, 2 = 6 <'l(k+Il<l;+l) , 2 = - 6 ()k(k+ll = 4 sk + 3 hA, • (710) 

Belastungszahlen. Die Belastungszahlen <'lk(g), {)(k+l) Q9 werden als virtuelle 
Arbeiten aus der Verdrehung der Querschnitte k, k + 1 des Hauptsystems gebildet, 
welche bei der Belastung der Stabe lk' t k + 2, hk oder durch Temperaturanderung 
und Stiitzenverschiebung entsteht. Die Riegel des Hauptsystems lk' lk+2 sind 
einfache Balkentrager, deren Endverdrehung bei konstantem Tragheitsmoment fUr 
alle in Betracht kommenden Belastungen in Tabelle 17 angegeben sind oder sich 
nach Tabelle 12 entwickeln lassen. Sie werden eben so wie die Vorzahlen der statisch 
iiberzahligen Schnittkrafte im 6fachen Betrage eingesetzt und fUr die haufigen 
Belastungsfalle nochmals angeschrieben. 

Tabelle 36 1. Belastungsglieder flir l.=const und Lastangriff am Riege11k. lk+I' 

Streckenbelastung: 6<5"0 = CkPk1ztt., 

1 
ck' 0 = -- (1 -C'2)2 

+. 4 

Ck = -~ [C~ (2 - C~) - C12 (2 - cm . 4· . 

, _ ~ [h2 (., _ 1"12) _ 1"2 ('. _ 1"2)J 
Ck +2 - 4 1:.2 - "2 1:.1 - ":,1. 

Bei Lastangriff am Pfosten hi, ist dessen Abstiitzung zu beachten. 

1 Funktionswerte w auf S. 116ff. 
Beyer. Baustatik. 2. Aufl.. 2. Neudruck. 28 



434 48. Der durchlaufende Trager mit elastisch drehbaren Stutzen. 

Tabelle 37 1• Belastungsglieder 615. 0 = - 615(.+110 fur J = const und Lastangriff 
am Pfosten h •. 

-
'OJ LJI Lrf ~1 'f ~ ~P1 :3 

Ul }~ n~ 
p r~ btl = 11 il ~j ::s 

-0: 1 .. 
Ul 
01 

~ ~ ~ Qj 
~ ----- .- --- - - .-.--~-.---- ----- "'-----.- --------.--

615'0 (frei drehbare Lagerung) 6dko (starre Einspannung) 

- ~Pl:hlh" 
I 

I - !fP.h~ hIe 
4 

- L p.hl hi: I 
2 - 20 P• hE hi, 

60 

I 
- ~ P.h: hIJP (5 - 3/3) 3 - 60 P. hi hIe /32 (10 - 3/32) 

40 

4 - Ph.h;'wD - ~Ph.h;'w 
2 ~ 

5 - Pch;' wM -~PchH(2-3¢) 
2 

6 - Ph. hk [WD (¢1) - W D (¢!)] - ]- P h. hI, [w~ (¢l) - w. (¢z)] 
2 

Bei Belastung eines am FuOe k eingespannten Pfost ens mit Ik 9= 0 nach Abb. 399 ist 

6 <5(1) - 6SM(!) M(O) J. ds kO - k k ] ' Mkll nach Abb. 3!l8b mit (711) 

Die folgenden Belastungszahlen beschranken sich auf die Temperaturanderung t, 
LI t des Riegels und die ihr aquivalente Wirkung des Schwindens, auf die senk-
rechten Verschiebungen L1k der StiitzenfiiOek und die waagerechte Verschiebung LlR 
des Riegels. 

a) Frei drehbare Lagerung der Pfostenenden (beliebige Stiitzenform). 
Temperaturanderung: 

6<5kt = +6E]Chl• r:J.et(ll + .. . lk) + 3E]c fl'd~t lk' ) 

1 fl, At (712) 
6 <5(k+1)f = -6E]cTr:J.e t (11 + .. ·lk) +3E]c-d- lk+1' 

• .+1 

senkrechte Stiitzenverschiebung: 

6 <5 = + 6 E] ..1._2 - A. I k. C Ik ' 
(713) 

6 .ll 6 E] A. - ..1.+2 
U(k+ll s = - c I ; 

. .+2 

waagerechte Verschiebung des Riegels urn eine vorgeschriebene Strecke LI R: 

6 <5kr = 6 E ] c ~: = - 6 <5(k+1lo . (714) 

1 Funktionswerte W auf S. 116ff. 
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b) Starrc Einspannllng dcr Pfostencndcn. 
Tcmpcraturandcrung (niihcrungswcisc fiir Iwlicbigc Stutzenform): 

6 bid 9 EJ, ~k 'Xt i (11 + ... Ik ) + :~ EJc :-';t l,., l 
(715) 

6<'lo.:+1)t= -9EJc! IZtl(/J + .. ·lk) + :31~Jc ~/,.Jt 1,.+2,J 
I~k ( 1.:+1 

senkrechte Stutzenverschiebung (fUr helil'bigc Stutzenfonn): 

60 fi FJ .J'·-2 - £1.. f 0 6 FJ .01,. - ,JI.-_2 (7Hi) 
'.'5 = + ): c ik ' • ) (/.'+1) s = - : c ik+2 

waagerechte Verschiehllng des Riegels, fur J =, const: 

GO"s= 9EJcL~R = -Ub(k+IIs' (717) 
Ilk 

fur J = co im Bereich h = hI. - II" der Stutze: 

G b"s = 9 EJc Au I' ~lkl+/k, r = - 6 b(1.+11 8 • 
'I.: -1- 'k k T k 

(7IS) 

Losung. J)ic statisch iiberziihligcn Grot'l'1l XI. sind nach (701) die Wurzeln 
dreigliedriger linearer Gleichungen, die unter Einheziehung der Belastul1gszahlen 
mit dem GauBschen Algorithmus nach cler l~echenvorschrift S. 2B2 aufgeWst 
werden. Die konjugierte Matrix entsteht auf diesclhe Weise uder nach S. 232 aus 
2 Kettenbriichen, die neben den Vorzahlen fJ~", fJ~l die Kennbeziehungen %(1.-)),., 

Xktk-Il und damit aIle ubrigen Glieder fJ~'k' fJ;~. lidem. 
Da die Verschiebungen "hu"-I) positi\', dagegen die \'('rschiebung(,Il O',II,+!) 

negativ sind, werden die Kennb('zichungen %U,' -11/.. %,. (k _ II zwischen den End
momenfen cines Triig('rs It.. ebenso wie heim durchgehenden Tr;iger auf frei dreh
baren Stutzen stets positiv, dagegen die KennhezicJlUngen %/'(/'+1)' %11."'1) k dn 
beiden Riegelmomentc zu heiden Seiten der Sti.itze Ii, .. negati\,. Trotzdem gelt('n 
hier nach Abschn.2H diesdben Vorschriften i.ibn die "('rwendung d('r K(,I1I1-
beziehungen zur Bildung der konjugierten Matrix und zur Rerechnung cler Stiitzen
momente wie beim durchgehenden Trager auf frei clrehbaren Stiitz('n. 

Die konjugierte Matrix fJik ist den ElastiziUitsglcic!lUngen (701) mit den 
6fachen Bctr:igen d('r Vorzahlen OH' zugeordnet, so daB 

X"=~'fJ~/.(6b,,x), X"'+l=17P;k+l)"(ni5,,,,) (719) 

und damit auch alle ubrigen Stutz- unl! Schnittkrafte des Tragwerh bestimmt sind. 
a) Qucrschnitt m im Riegel I" (Abb. 398). 

(720) 

b) Querschnitt Jl im Pfosten h" im Abstand )',. vom StiitzenfuB k an gerechnet 
(Abb. 3~8). 

Frei drehbare Lagerung des Pfostens. Starre Einspannung des Pfostens. 

M Xk+l-X, I 1\.1 .. = .. 0 - II. Y .. , 
k. (721a) 

Q = Q _ Xk+l - X .. 
" .. 0 hk ' 

111 - )1(1) .\""+1 - x k (3 I ) 
" -, nO - 2 hk Y .. - I" , 

(7:?lb) 

Uingskraft und senkrechte Stutzkraft cles Pfostens Ilk mit den Querkraften Q~,. (>;.: 
des Riegels links und rechts vom AnschluDpunkt /.: 

(7:?2) 

2H* 
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Waagereehte Stiitzkraft des Ffostens 1z 4 : 

frei drehbare Lagcrung in k starrc Einspannung in k 
H = H - .\'k+l - X. (") H _ H(1) 3 X'+l - X. (~'_"4) " "0 lik i_3 ,,- 1:0-2 h. 

Die Stiitz- und Sehnittkriiftc des Hauphystems sind bei einteiligen Pfosten und 
frei drehbarer Lagerung des FuBes statiseh bestimmt. bei starrer Einspannung 
und bei Vcrwendung von zweiteiligen Stiitzcn statiseh unbestimmt. Sie werden 
dann naeh S. 39i bereehnet oder aus vorhandenen Tabellen :IO u. 32 entnommen. 
In der H.egel sind die Pfost en unbelastet. also H kO ' JlI1I0 • Q1I0 Null. 

Der Ansatz (itfl) lidert naeh (:128) auel! die Einflul3linien der statiscl! iiber
zahligen GrO[len. Dabei sind ri hO =" rim h bei senkrechter Belastung unci waagerechtem 
Riegel die Ordinaten der senkrechten Biegelinicn der Riegelstabe lh des Haupt
systems fiir - Xii = 1. Die EinflulJIinien set zen sich daher ebenso wie beim durch
gehenden Trager auf frei drehbarcll Stiitzen aus zwei Biegelinien zusammen. Die 
analytischen Ausdriicke fiir die Clcichllngcn der EinfluUlinieIl auf S. 418 gelten anch 
fiir den durchgehenden Tr;iger mit elastisch drehbaren Stiitzen. Darnach wird 
nach (66i) die EinflulJlinie einer statisch iiberzahligen GroBe X,. im Felde lh aus 
der Einfluf3linie X h dieses Feldes. illl };rIde I, aus der Einfluf31inie X r - l dieses Feldes 
entwickelt. Aus demselben Grunde stimmen auch die Regeln fiir clie ungiinstigsten 
Belastungen mit denjenigen iiberein. die auf S.424 f\ir den durchgehenden Trager 
auf frei drehbaren Stiitzen abgelcitet worden sind. . 

Zeichnerische Untersuchung. Die Funkte A!. .. AHI der Achse I'll. Ander 
Lasung fallen in Dbcrcinstimmung mit der relativen Lage dcr Stiitzenmomcnte XI:. 
XI:+1 zusammen. Dic Abschnitte J". /.1,.+2 werden proportional zu dcn Wegcl
Jangen 14" 1"+2 aufgctragen. Die Kcnnbczichungcn "(k-llk. "U':-I) der analytischen 
Losung des Ansatzes (iOIl bcstimmen c!ann nach S.2:')5 die Strccken I1U,-I) /:. 

11"(k-l) und damit die Festpunkte' FU.- ll , .. F',U,_Il' dic Kennbezielmngen "1.(k+1)' 

%(/:+1)" nach Abb. 2~.) die tbergangslinicn ltkll.:+l)' It(k+l)/'' 

Die Anschlu13momentc X k -1' X I.: des Riegclstabes II: sind bei Belastung dicses 
Abschnitts aUein aus zwei C\eichungcn mit zwei Unbekannten (447). zcichnerisch 
durch Abb.228 bckannt. Die Kreuzlinienabschnitte R(/:_l) k. Ru , und die Ordi
nat en V U'-I) , ... F,,,, werden ebenso wie beim durchgehendcn Trager auf frei dreh
baren Stiitzcn berechnl't (lii2). Die ubrigen Stiitzenmomente ergcbcn sich nach 
S. 258 und Abb. 22R aus den Festpunkten und Cbcrgangslinicn. 

Die zeichncrische Bcstimmung der Festpullkte und Ubergangslinicn olinc die 
Verwendung algebraisch. bcrcchnder KennlX'ziC"ilUngen ist in Abschn.32. S.257 
abgeleitet worden. Sie stiitzt sich auf die \\'irkungslinien elastischcr Gcwichte. 
deren Lage fiir beliebigc clastischc Eigcnschaften c1er Stabe mit der Aufzeichnung 
der Biegelinien cler Stabe lk fiir .-- X" CO" I be,;tiIlll1lt oder clurch die folgenden 
Strecken eingerechnct wircl. 

e'.H+1l = 5 + .\ + \ + X (,.:tk-ll UI:1..-, 1 iJ(k+l)lk+ll,l U(k+-tJ'k+21 

~ach S. 431 kann mit clcr Approximation der elastischen Eigensehaften der Riegcl
stabe nach Tabctle 2!l und cler Pfost en nach (iO:Hf.) gcrechnet unci 

G <\ (/.-1) = }.,)~ • 

GbH,l = 2,Hi,I~. 

G b(l:tl) (/:+2) = Ak+21i:+2 , } 

6b(k+l) (ktll,1 = 2/tk+21~+2 
(i25) 
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gesetzt werden. Der Beiwert A ist nach S. 395 in zahlreichen Fallen 1. Dasselbe 
gilt auch. VOIl dem Beiwert fl. wenn das Tragheitsmoment ] k im Bereiche eines 
jeden Wegelabsclmittes konstant angenommen wird. Urn die Rechenvorschrift 
formal zu vereinfachen. wird -- 66k (k-l-ll stets durch + 2 1j!kh~ ausgedriickt und 
1j!" entsprechend der Art der Pfostenstiitzung nach (703 ff.) eingesetzt. 

).,. 1 
C~'k = .I.e + 2/l. k· 

.. j'k 1 
C',k =, + 2 + 2 h'/I' k' "k Ilk '1'. k k 

i'k+2 1 
C(k+2) 'k+1) = I' + 2 II. 1.:+2 , 

-k+2 rk+2 

_ .l.k+2 Ik+2Ik+2 - ).,.-11, Ik 

Ck (HI) - II, ()'k + 2/l.) + 1"+2 (i'k+2 + 2/lkd ' 

(726) 
.l.k+2 1 

C(k+2) (1.:+1) =, + 2 + 2 h'/I' k+2' 
"k+2 /lk+2 'I'k k k+2 

fiir h = const und ] k + 2 = const ist 

I
k
+

2 1 C(k+2) (1.:+]) = :3 ' 

. 1'+2 lL21k+2 -Ii· It 
C(la2) (k+U =.: .) + 2>11 '1'/1" ek (laU = ., (I' -.... I' ) . 

t> Tk "k k ... 2 c} II' I t+'! 

(727) 

Zur zeichnerischen Un tersuchung eines allgemeinen Belastungsfalles werden au[3er
dem noch die Punkte Ei, durch die Koordinaten Ck = CkIr und 

T ___ 6 15k 0 __ • 

k - (J'k + 2/lk) II. ' fl" .= A" = 1 : T _ ') !5kO 
,,- ~ II. (728) 

eingerechnet (Abb.232). CngleichWrmige Temperaturiinderung und senkrechte 
Stiitzellversch:ebungen ergeben 

6EJ. [(X;~t Ik +.;- (Ll k -Ll k_ 2)] 

T - k. (7:W) 
I.: - (j'k + 2/l.) Ii. 

Die Ergebnisse fiir cl • TI und c". Tn lassen sich jeweils eben so wie auf S.421 ab
leiten. Fiir die Lasung nach Abb. 233 werden nach S. 263 die Punktel:·I.:(I.:+l) mit 
den Koordinaten cl.:(l.:+ll' 1'k (k+1I und die Streckell 5" bestimmt. 

Die Verwendung der Ordinaten VI.:(k-l)' VH zur zeichnerischen Bestirnmung 
der Riegelmomente X"_I' X" uno cler iibrigen Stiitzenmomente ist in Ab~clm. 32 
begriindet und in Abb. 228 gezeigt worden. Der allgemeine Bclastungsfall wird nach 
den Bemerkungen auf S. 262 und nach Abb. 232 untersucht. 

Die' Biegungsmomente und Querkrafte cler Wegelstabe werden nach (720) 
ebenso wie beim durchlaufenden Triiger mit frei drehbaren Stiitzen aufgetragen, 
die Schnittkrafte der Pfost en nach (721) mit den Ergebnissen ftir Kopf und Fu[3 
entwickclt. Dabei sind bei statisch unbestimmter Anordnung zun~khst clie ~lomente 
lind Qllerkriifte im Hauptsystem zu berechnen. 

Die Einflul3linien cler Stiitzenmomente und cler Schnittkrafte in Riegel unci 
l'fosten lassen sich nach denselben Regeln entwickcln. <lie auf S. 422 flir den durch
lautenden Trager auf frei drehbaren Stiitzell abgcleitet worden sind. 

Vereinfachung der Annahmen tiber die elastischen Eigenschaften. 
Die statisch llnbestimmten Schnittkriifte sind nach (702) durch die elastisch 
wirbamen Langen l~. I'/.:Ii,. AJ~. <ler Riegel und durch die Art und Abstiitzung 
der Pfosten bestimmt. die in den Ansatz nach (703ff.) mit 2 1j!,)li, eingehen. Werden 
diese mit dem Felde lk und dem Pfosten lzk veriindcrlichen Streckell konstant an
genoll1ll1en, so entstehen einfachc :\iiherungs\i)sungenmit den folgenden Bedingung~
glcichungen: 

, X + 2 (1 + 'Pkhi.) v '-) 'I'kh;. v -'X v bX _ (j(~kO 
II" /.:-1 fl/.: --1-' A, •. - - -,,- A "+1 - II /,:-1 -t- a Ll." - 1.:+1 - -[-, - • 

Ilk k '. (. 

Sonderfall A = fl = I: X k- I + (2 + b) X k - b X/;+1 = 6 {)~·oll' . 
Bci unendlich vielen Stiitzen sind die Kenn beziehungen ~(t, -I) '.' X" (I, -1) zwischen 
dell AnschluBmomenten eines Hiegels und die Kcnnbcziellllngfn ~k(k-t-l)' X(I.:+l)'. 
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zwischen den Anschlul3momenten der Riegel zu beiden Seiten einer Stutze konstant, 
und zwar 

"U'-ll k = ",; ("-11 =" und XI.: (k+ll = ",,;+1) k = - e . 
Mit 

(a + b)(a - b) + ;.2 _ . t 
2ai. -gls 

Sonderfall ;. = i' = 1 : 

~2 1 'Yk 1 "=e-le - =---y=-, 

5 -+- 4b 
(! = 2 (2 + b) 

""k 
(730) 

Da die Hallptglieder flu.· der konjugierten :\-fatrix flir X und f konstant sind. ge
Illigt es. die Nebenglieder e inc r Zeile der Matrix anzuschreiben. 

x t: 

fl(1.-+11 I; = ~('1 _ ;<~) , 

Bci ciner bcgrenztt'l1 .... mald von StutZl'1I hahcll die Endfelder die glcichen clasti
schen Eigl'n~chaften \\"ic die Zwi,;chcnfelder, wcnn 

fur EJl(lfdcler n<lch ,\bb. :Wi a. b fiir Endfelder nach Abh. :19i c 

.) ) 
l' = - II ---: !'~ " . I ., - I 

- PI 
(i:Ha) 

I; = i' und 

2 '1'0 h~ = 2'1' h' (I - e). 
(731 b) 

Rei symllletrischer 13eIastullg (I) und antimetrischer Belastung (2) des H.iegels [,. ist 
(I, .• .~. (2, .• X 

I) X -X -' U(k-1I0 r. 2) X" - X" _. U(k-IIO • 
k-l-·'k- u I' i.(l-i-;<) , 11.-0-- ,.-u I' i.(l-x)' 

fiir Bcla~tl!ng cines Endfdcles nach Ahh. :l!Ji a, b 

v {j "10 f' 
,'11 = -1'- -1-"' , - E 

X = tionn _E_ 

" I' 1- E~ • 

(732) 

(733) 

Die ubrigen An~chlul.\m()lllellte ~ind <lnalytisch durch die Kenllbeziehungen. zeich
Ilerisch <lurch die Fe~tpllnkte lind Ubergangslillien he,.;timmt. Die Schnittkr~ifte 
alls eincr allgell1eilll'1l Bela,.;tung des Tr;igers werden durch Superr()~ition der 
TeilcrgehJli~~(' alls feldwci,.;er Belastung ('rhalten. Die C;leichungen der EillfIuU
linien von X k - J lind X, .. im Felde II; ~ind 

(7:J4) 

Sic \\'I·r;\en n,Ic\1 S. -l:~1i zur Aufzeichnung der Einfluminien der iibrigen Stiitzen
lIWllll'lltl' \'l'rwl'lIdet lind bildcll damit nach S. 435 auch die Grundlage fur die 
EillfJlIUlillil'lI d('r iihrigcll Scllllittkraftc. 

(;ntersuchun~ der Pilzdecke (Abb. 406) mit vereinfachten Annahmen fUr die elastischen 
Eigenschaften. 

J. GeomC'trische GrulIdlagl'lI lIach S. 441 u. 442. 

I' = ;),4 m. I' = 0,7, i. = 0.93, 2'1'}/ = 2,58. 

.) _ ( 2.58 \ 
a = _ . n" I +.) . _ "4 I ~ 1,88 , 

_.0, I· .), I 

2,58 
IJ ,= -_ - = 0,48 , 

;),4 
(! = 1,192, 

)( =c 1,1!12 - fLjil2":i-:-l = 0,;')44, f - 0.48 = 0,348 
- 1,8l!! - 0,544· 0,9:J 

2 '1'0 h:, = 2,:;8 (1 '- 0,348) = 1,68. 
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2. Bemessung der Endstiitzen nach (73lb). 

h=s=4,2m, 10=21,33, 1"=76,26,' le=36dm4 ; 

nach (709) ist 
, 5 hoso 5 4,21, 

21pQ ho =a ~+ ' =-3 I +1 = 1,68, 
o So o. 0 A 

also 

10. + lOA = 4,16 Ie ode, z. B. 10. = 1,54 1., lOA = 1,541A' 

Fiir diese Abmessungen wird bei Belastung des Fcldes 12 mit p = I tIm 

~0..!ll = l~ = 5,42 = 7 29 V" v 7 19 0,544 
I' 4 4 " ""1="'2=' 0,93(1 +0,544) =2,75mt. 

3. Belastung p = I tIm auf allen Feldern. Superposition: 

Xl = 2,75 (I - E" + E2 ,,2 - E3 ,,3) = 2,31 mt, 

X3 = 2,75 (1 + E - E" + E2,,2) = 3,29mt, X 4 = 2,75 (1 + E - E" - 22 %) = 3,09 mt . 

Untersuchun~ durchlaufender Tra~er mit Hilfe der Knotendrehwinkel. 
Die Stabdrehwinkel {J ides Tragwerks sind bei allen aul3eren L'rsachen Xull 
oder vorgeschrieben (gleichfOrmige Temperaturanderung des Riegels {JiO = 19i1 , 

Stiitzenverschiebungen {JiO = {J;s)' Die 1t Knotendrehwinkel CfJ (] = .i ... .\") 
eines durchgehenden Tragers mit n Zwischenstiitzen werden claher nach Abschn. 3!J 
bei beliebiger Abstiitzung der Pfosten aus 11 statischen Bedingungsgleichungen 
t5A J = 0 berechnet. 

t5 AJ = f{JJ-l tlJIJ-ll + f{JJ aJ J + f{JJ+l aJIJ+ll + aJO = O. (735) 

Das Tragheitsmoment aller Trager Ii und Pfosten hi' Si gilt im Bereich der geo
metrischen Stablange als konstant. 

J-1 J J+1 N 
---z A 4-
T·--li-~:tE--li+1~ 

b) 0 A J-1 J+1 N 

f-=----la lu + 1 

I~~---------~----------~ 
c) 

Abb. 403. 

Yorzahlen der Knotendrehwinkel. 1. Durchlaufender Trager mit frei 
drehbaren Stiitzen (.\bb.403a) 

" . 
aJIJ-ll = - T' ' , 

4, 4 
aJJ=-T'-~' 

, '.-1 

freie Auflagerung der Endstiitzen 

3 4, 

2 
IlJIJ+ll = - -1'- • ,,' 

4 3 
a.LI = - V - 1-' - • 

,i. ,t~l 
a'yY= -" -1-'-' 

11 1Z +1 

(736) 

(737a) 
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starre Einspannung der Endstiitzen 

4 4 
aA ..4= - [,-~, 

a a+l 

4 4 
aNN=-I'-p' 

" 1£+1 

2. Durchlaufender Trager mit elastisch drehbaren Stiitzen (Abb.403b) 

(737 b) 

2 4 4 ).~ A, 2 ( 
aJ(J-}) = - Ii' a JJ = - T' -7' - h( - ~, a J (J+l) = -P' 738) 

, ,.+1, I .+1 

Die Beiwerte Ah , As erhalten bei starrer Einspannung derPfosten hi, s i den Betrag 4, 
bei frei drehbarer Auflagerung der Pfosten den Betrag 3, bei elastischer Einspannung 
mit dem MomentennuHpunkt in dem Viertelpunkt den Betrag 3,6. Bei frei dreh
barer Auflagerung der Randtrager la' 111+1 ist 

3 4 )'A A, 
aAA = - F - P - hi - 51' 

a a+l a a 
(739) 

AbschluB des Tragwerks nach Abb. 403c: 111~ = 111~+1 = O. Anordnung des Trag
werks nach Abb. 397: lis' = O. 

Belastungszahlen des Ansatzes. Die Belastungszahlen aJO werden fiir die 
an den Tragern 1/ und an den Pfost en hi, Si angreifenden auBeren Krafte nach (536) 
gebildet.Man bedient sich bei Staben mit zwei eingespannten Enden der Tabelle 25, 
bei Staben mit einem eingespannten Ende der Tabelle 26. Gemessene oder geschatzte 
senkrechte Verschiebungen der Stiitzpunkte ergeben 

(740) 

Bei gleichfOrmiger Temperaturanderung des Tragers pm to und waagerechter Ab
stiitzung des linken Stiitzpunktes 0 (Abstand OJ = L J ist mit starrer Einspannung 
der Pfostenenden 

(741) 

Fiir frei drehbare Pfostenenden wird die Ziffer 6 durch die Ziffer 3 ersetzt. 
Der Ansatz zur Berechnung der Knotendrehwinkel rpJ (735)besteht aus Glei

chungen mit je drei Unbekannten, die nach der Rechenvorschrift S. 230ff. auf
geli:ist werden. Damit sind nach (529) auch die StabanschluBmomente der Trager 
und Pfosten bekannt. 

a) Elastische Einspannung beider Stab- b) Elastische Einspannung und frei 
enden (530) drehbare Auflagerung (532) 

M (i) _ M<il 2 ( {} ) 
J - JO + F 2rpJ + rpJ-l - 3 iO • 

• 
M (i) _ U(i) 3 ( {}) 

J - JV1JO + -~ rpJ - iO' 
• 

Die Aufzeichnung der EinfluBlinien der Knotendrehwinkel rpJ und der Staban
schluBmomente M~) ist in Abschn. 40 abgeleitet und fiir den durchlaufenden 
Trager auf elastisch drehbaren Stiitzen dargelegt worden. 

Die Verwendung der Knotendrehwinkel liefert die Schnittkrafte im Gegensatz 
zur Lasung auf S. 435 in zwei Stufen. Sie ist iibersichtlich und vor aHem bei mehr
teiliger Ausbildung der Zwischenstiitzen (Abb. 396d) von Bedeutung. Die Rechnung 
ist an einem Beispiel auf S. 328 ff. gezeigt worden. 

Auch diese Untersuchung kann durch geometrische Auslegung der Kenn
beziehungen zwischen je zwei StabimschluBmomenten am Stabknoten und an einem 
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Systemstabe graphisch behandelt werden. Das ist in Abschn. 44 geschehen und 
dort auch durch Beispiele belegt worden, so daB sich besondere Angahen eriibrigen, 
zumal die L6sung im Vergleich zu den ausfiihrlichen Rechenvorschriften dieses 
Abschnitts weder sachliche noch formale Vorteile bietet. 

Berechnun~ einer Pilzdecke. 

Die Decke des zweiten Geschosses wird untcr der Annahme bercchnet. daB eine waage
rechte Verschiebung der Riegel ausgeschlossen ist. 

Ik=5.4m. 

11.= 5.4. 5' = 7.09. h'=1,983m. 

Abb.404. 

1. Vorzahlen nach Gl. (738) 

SlJulenobmessungen. 
lY 2Scm o,J'; I,26dm" 

A. Bercchnung flir feld
weise k 0 nstan tes Traghei ts
moment mit Hilfe der Kno
tendrehwinkel (S. 439). Elasti
sche Einspannung der Pfosten
enden (au = hk/4). 

Ahb. -l0~. 

4 3.6 3,6 
a.Lt = au = - 5.4 - 1.983 - 7.09 = - 3.0639. 

4 4 3.6 3.6 
(lJJ = - 5.4 - 5.4 - 1.983 - 7.09 = - 3.8047. 

2 
(/J(J+l) = -- = -0.3704. 

5.4 

Die Stabdrehwinkel sind Null. 

tpo 

-3.0639 -0.3704 

-0.3704- - 3.8047 -0.3704 

-0.3704 - 3.8047 

-0.3704 

-0.3704 

- 3.8047 

-0.3704 

2. Belastung p = I tim auf allen Feldern. Tab. 25. 

- 0.3704 

-3.0639 

aAO 

aBO 

aeo 

aDO 

agO 

M(~) - M(~) - 1 ·5.42 - 243 
JO- - ~O- -~---. , a.d.O= - agO = + 2.43. 

Infolge Symmetrie ist ((e = O. Daher folgt aus den ersten beiden Gleichungen 

tpA = 0.80254. tp B = - 0.07812. 
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Nach Gl. (530) wird 

M~) = - 2.43 + 0.3704 ( 2·0.80254 - 0.07812) = - 1.864 mt. 

M~) = 2.43 + 0.3704 (- 2 • 0.07812 + 0.80254) = + 2.669 mt. 

M~) = - 2.43 + 0.3704 (- 2·0.07812 + 0) 

M~) = 2.43 + 0.3704 (0 - 0.07812) 

= -2.488mt. 

= +2.401 mt. 

Die AnschluBmomente der Pfosten verhalten sich wie deren Trilgheitsmomente. 
B. Berechnung unter BerUcksichtigung starrer Stiitzenkopfe beim Riegel. 

Elastische Einspannung der Pfostenenden (akk = hk/4). 

r 

f 

1. Approximation des Trilgheitsmomentes der Riegel. Tab. 29 (fiir aile Felder gleich). 

v = 0.6 m. 

Abb. 406. 

10.14 5.02 

5.02 10.14 

-2.58 

1 
v=O' }. = 0.93. 

FUr die Pfosten wird ] = const angenommen. 
2. Vorzahlen nach (702). 

6 <5U • 1 = 2·0.7·5.4 = 7.56. 6 <5(k+1) (k+2) = 0.93·5.4 = 5.02. 

57.09·1.983 
6 <5u . 2 = '3- 9~073· - = 2.58. 

-2.58 

10.1.4 5.02 

5.02 10.14 

-2.58 

6 <5u = 7.56 + 2.58 = 10.14. 

-2.58 

10.14 5.02 

5.02 10.14 -2.58 

-2.58 10.14 

5.02 

X S 

5.02 

10.14 

<510 

543 
3. Belastung p = 1 tIm auf allen Feldern. Tab. 36. 6<5kO = T = 39.366. Infolge Sym-

metrie ergibt sich aus den ersten 4 Gleichungen 

X 1 = 2.038. X z= 3.726. X3= 3.355. x, = 2.980 mt. 

C. Zeichnerische Losung mit Beriicksichtigung der starren Stiitzenkopfe 
beim Riegel. Elastische Einspannung der Pfostenenden (ark = hk/4). 

Gl. (726) cH = c(k+9)(k+1l = 0.93 ~9:_. 0.7 ·5.4 = 2.156 = ek = ek+1' 

c21 = c8S =e1 =fs = 1.79. 

39.366 
T 1 = Ts= 15.16 = 2.59mt. 

Festpunkte zeichnerisch nach Abb.226. 'Oberzilhlige nach Abb.407. 
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Aoo. 4tl • . 

1. Gt'()lIlctrischc Entwkklung lkr Fc:;tpllnkte und Cuergangslinien au~ Ul'll Sdlwrrlinien nach S. 257'. 
2. EiJltragllllg dt' r PlIllktc E~ mit ,'k tlnd Tk . 

3. Dcr Gl·rad('nzll .~ ~on bc~ti :nmt dlf' link€" GruppC' dcr den Ft'stpuuktl'n FU:-1)1.: zugeoronf'ten PUlikte dl~r Gl'r:Hic'n ~kl 
der Gcradl'n;w~ ';no die' ff'l'htC' GrupP<' d<>r den F{'stpunktt.' 11 I-'k(l.:-lI zugeordnctcn Punkte von ';/,; . Dksc schll('iden 
auf den Or<iiuatcll Zll .IJ.:_:,! • • -It die Stut7-clIlnOOIrnte '\.1.:_1, Xk abo 

Schachterl!', \V.: Beitragc zur Bcrcchnung clastischcr Bogen und Hahlllcn. Berlin H1l4. 
L('\"(" \ ' .: l)ic Bercchnung dllrchlaufcnuer Trager unu Illehrstieliger Hahl1lcn nach uer 

:'Ildhodc des Zahlcnrechtecks . llorna 1916. - Strailner, A.: ~euere :'Ikthodcn zur Statik 
der [{:lhlllentragwcrkc. Bd. 1: lkr dllrchlaufende Hahlllen. Berlin 1922. - ])erscliJl': Tabellen 
hir die Einflllillinicn und die l\\olllente des uurchlaufcnuell Hahl1lens. lkrlin Hl22. - I\: a n n . F.: 
})urchlaufenue Eisenhctonkonstruktionen in e1asti~chcr VeriJindung mit Z\\'i~chenstiitzcn. 
Berlin l!J26. - - Cramer , H.: ncr cIastisch drl'hbarl', gl'~tiitzte Vurchlaufbalkcll . Berlin l!l27. 
- l\li.irsch, E.: ller durchlauielJlle Trager. Stuttgart l!I28. 

49. Die Rahmenstellung mit beliebig vielen Feldern, 
geraden Riegelstaben und senkrechten. Pfosten. 

Die Rahmenstellung entsteht durch Beseitigung c1cr ,,'aagcrechtcn Stiitzung a 
des Hicgcls cines durchlaufenclcn Tragcrs mit clastisch drehbaren l'fo::;tcn (Abb. :J!)7), 
so daB die waagerechtcn Komponcnten der l.asten am l-{iegcl und cler l'ntcrschied 
der Qucrkraftc an dcn Pfostenklipkn den Stutzpunkten durch die Biegungs
steifigkeit der Pfostcn zugcleitet werden, Hiermit ist cine Ver::;chiebung der Stab
knoten verbunden. Da jedoch stets die von den statisch uberz~ihligen (;rlitlen ab
hiingigen Lingen~inderungen c1er Stabe vernachliissigt werden, sind die waage
rechten Verschiebungen durch e inc n Parameter V'l bestimmt. Er ist beim durch
gehenclen Triiger :\ ull . :\Ian nrwendet fur V'} den 1:'] c fachen Betrag des Stab
drehwinkels {)* cines cler beiden Endpfostell, bri Symmetric der l~ahmenstellung 
uen ]:' ] c faclH'n Het rag des Drehwinkcls der Mittelstiitze oder cler waagerechten 
Versciliebung des SYllImetriepunktes des Riegels. Kach dem Superpositionsgesetz 
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kann daher jeder Knotendrehwinkel fPJ und jede statisch iiberzahlige Schnitt
kraft X h durch die folgende lineare Beziehung angegeben. werden: 

fPJ = fPJQ<J + fPJl "PI' X h = X"'f,") + lPl Xu· (742) 

Die Knotendrehwinkel fPJtj!o und die Schnittkrafte Xhr.xl bezeichnen mit "PI = 0 die 
Wirkung der au/3eren Ursachen (~. t •. 1 t. ilk) am durchgehenden Trager. Die Knoten
dre11winkel ffJ I lind die Schnittktafte X hI entstehen alls dem Drrhwinkel "PI = 1 
eines allsgezeichneten Pfost ens h* lind der ihm zugeordneten waagerechten Ver
schiebung .J = 1 . It* des Stiitzpunktes a des durchgehenden Triigers. Die Schnitt
krafte lind Knotendrehwinkel sind alls dem Abschn. 48 bekannt. 

Die Verwendllng der Knotendrehwinkel fP J ~x. cP J 1 zur Berechnung des unab
hangigen Parameters "PI des Ansatzes ist in AbsCim. 39 gezeigt und durch Beispiele 
belegt worden. Die Losung wird daher hier mit den statisch unbestimmten Schnitt
kraften X h x. X hI angegeben. Diese sind durch die Glieder Pld. Phlk+l) der kon
jugierten Matrix des Ansatzes (710) und a IS den Belastungszahlen (jkrx, t5(k+l):;X; 

(Tabelle 36) fUr die verschiedenen au(3eren Ursachen bestimmt. Fiir "PI = 1 und 
J ~ "PIh* = 1 . h* wird bei frei drehbarer Abstiitzung dcr Enden einteiliger Pfosten 
in k (Abb.408) 

6 ~(k+I). = - 6 h*jhk' (743) 

bei starrer Einspannung am Ende k des Pfostens Ilk mit J = 00 im Bereich I/o' des 
Stiitzenkopfes 

~ _ ( 1 * h" + Ik . - _ 6 ~ 
6 Uks - 9/~ h~ + J • + I~ - U(k+lJs' 

k Ik h k 
(744) 

bei starrer Einspanllung am Ende k 
moment im Bereich Izk> Uk = 0) 

des Pfost ens hk mit konstantem Tragheits-

6~".= 9h*jhk' (745) 

Daher ist mit k =~ O. 2. 4 ... bei geIenkiger Auflagerung in k: 

'" h* , Xu = 6.L,; I (Phk - ff,.1k+1)) , 
J.: Ik 

(746) 

bei starrer Einspannung in I? h 0\' 0: 

X itl = 9 ..E~: (P;,k - P;,tk+lJ)' 
J.: 

(747) 

Dcr Efcfache Betrag "PI des Stabdrehwinkels ist durch das Gleichgewicht 
der Schnittkr;ifte der l~ahmenstellung bestimmt. Sie wird fiir diesen 1\achweis in 
eine statisch aquivalente. zwanglaufige Stabkette r l verwdndelt. an deren Ele
menten i == f]( nebcn der Belastung ~i die Stabendmomente iUyl, .1111 als au/3ere 
Krafte angreifen. Der Drehsinn im t:hrzeiger ist an beidm Stabenden positiv. 
Dasselbe gilt c1aher aueh von der ~fomentensumme J[(ii = JI~j) + JI!~) (Abb. 408) 
und ihren ,\nteilen .1Ihil .• 1Jiil in 

JIli) = .11&0 + "PI J1\il . (748) 

Die au(3eren Krafte der Rette (~i. J[(il) sind nach clem Prinzip der virtueJlen 
Verriiekungen (524) im Gleiehgewicht, wenn ihrc virtueJle Arbeit fUr den Bc
wegungszu"tand "P; = 1 Null ist. Dabei drehen sieh die Stabe i urn cinen Haupt
pol (£) mit dcr Geschwindigkeit lli!' 

t5 Al = 2: (M~I + M~j) + "PI ]1~il) l'il = 0, 

(74!J ) 
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In diesem Ansatz ist MW das Moment aller Lasten am Stabe i in bezug auf 
dessen Hauptpol (i). Die Momentensummen M~i). Mii) sind Funktionen der 
statisch iiberzahligen Schnittkrafte X hO, 

X hI des durchlaufenden Tragers auf 
elastisch drehbaren Stiitzen infolge der 
auBeren Ursachen oder "PI = 1. Bei senk
rechten Pfosten sind die Winkelgeschwin-
digkeiten der Riegelstabe Null. Sie ver- (j l 
schieben sich parallel. Daher sind hier 
nur die waagerechten Komponenten W ,4:' 
der Krafte an der virtuellen Arbeit be· 
teiligt. Sie betragt ZW h* = 11* ZW. 
Die virtuelle Arbeit der Krafte am 
Pfosten hk wird aus den folgenden Er
gebnissen gebildet (Abb.408) . 

Winkelgeschwindigkeit: ')II.: i = h* jhk . 
Stabendmomente bei Belastung des Riegels: 

Abb. 408. 

M'ko= ()(dXU'+110 - X kO) , M~h,kl = (1 + (1.k) (X(k+lIO - X kO)' 

Gleichm. Temperaturand. : M&h,kl = (1 + ()(I.:) (X(k+1lt 0- X kl 0) - 3hL hk,a.{3,t E ] c' 
I , Ie Ie Ie 

"PI = 1: 3 h* I Mki = ()(dX(k+lll - X k1 ) - h h'{3- ·· ' 
k k k 

Mtll,k') = (1 + CXk) (X(I.:+111 - Xkl) - -/h~*{3 . 
k k k 

(750) 

(751) 

(752) 

Bei frei drehbaren Pfostenenden ist CXk = 0, (31.: = 00, bei eingespannten Pfostenenden 

Mit "PI ist dann 

also infolge 

Belastung: 

ht (h k + 2 It) 12 
CXk= 2(h~+hkh+m' f3k=l- hf' (753) 

(754) 

X X 3Lka.,t EJ M Temperaturand.: Mk = CXk ( (1.:+1) t 0 - 1.:10) - h h' {3- c + "Pu f,' 
, , k k k 

Die Einflul3linien einer beliebigen Schnittkraft Kr bestehen nach (742) aus 
den Ordinaten der Einflul3linie K ro des durchgehenden Tragers ("PI = 0) und den 
Ordinaten "Plm der Einflul3linie von "PI nach deren Erweiterung mit der Schnitt
kraft Krl infolge von 'If'l = 1. Nach dem Satze von Maxwell ist 

Pmv"'M=M"Plm' 
d. h. die Arbeit der wandernden Last Pm hei einer durch ein Kra.ftepaar M hervor
gerufenen Efcfachen Einhiegung VmM des Riegels des durchlaufenden Rahmens 
ist gleich der virtuellen Arbeit des Kraftepaares M am Pfosten h* wahrend deren 
im E ] c fachen Betrage angegebenen Verdrehung "PI m infolge von Pm. Die auBeren 
Ursachen Pm und M konnen nach S. 90 beliebig festgesetzt werden. Daher soIl 
Pm = I, dagegen M so groB gewahlt werden, daB dabei der Drehwinkel "PI = 1 wird. 

M = M*, V".M = vm'l" 1".vm'l' = M* "Pim' 

Der Betrag M* wird aus dem Gleichgewicht der Schnittkrafte an einer zwang
laufigen, mit "PI = I angetriebenen Stabkette (Abb. 408) berechnet. Die Winkel
geschwindigkeiten der Riegel sind Null, diejenigen der Pfosten ')Ik = h* jhk • 
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Xach (524) ist dann 

I (755) 

Die Ordinaten "PI m der Einfluminie des E 10 fachen Betragcs des ausgczeichncten 
Drehwinkels sind verhaltnisgleich mit den r·:lofachen Ordinaten t'm ./' der Biege
linic des Tragers infolge von "PI = 1. Sie wird aus den Endmomenten der Riegel
stabe, also aus den statisch unbestimmten Schnittkraften Xrh-1)l' X h1 aufgezeich
net, die nach (746) bekannt sind. Urn die Ordinaten "Plm unmitteIbar zu erhaltcn, 
werden die Schnittkrafte X /. zunachst durc11 den Nenner des Ausdrucks (755) 
geteilt. 

k 

I 

3 
5 
7 
9 

Berechnun~ eines durchlaufenden Rahmens. 

1. Gcomctrischc Grundlagen. 

I. f. It. hk fA,. Ilr 
24.0 0,138 24,0 29,3 0,08G 47,1 
24,0 0,138 24,0 29,3 0,08(, 47,1 
24,0 0,131> 24,0 II ,I 0,01 I 13<),1 
18,0 0,050 4<)/)8 11,[ 0,01 I 13C),[ 
J 2,0 0,°50 33,12 - - I -

Slobkelle r, 
I/uuplsysfem der 1. Siu/e 

a 

Abb. 409. 

It. Ik 

27,9 1,4 
27,9 104 
9,7 1,4 
9,7 1,4 
- -

2. Approximation des Tragheitsmomcntes fur gcradc Voutcn. Tab. 29, Fall 3. 

VI = "3 = V5 = 0,2 , V1 = 0,217 " V9 = 0,323 , 

IN l~ 
111 = 113 = 115 = 2,8:1 = 0,125 , 111 = 118 = 2,8:1 = 0,045, 

,i'ir = fla = fl6 = 1- (1 - 0,125) [2·0,2·0,8 + 0,2/3] = 0,66, 

i'3 = i'6 = 1 - 3 (1 - 0,125) .0,22 = 0,90 , 

27,9 (29,3 + 2·1,4) = ° 4967 
(Xl = GIt~ = 2 (29,32+ 29,3.1,4 + 1,42) , , 

fl1 = 0,61, 

i'1 = 0,1:)6, 

. 1,4'1 
fh = f13 = 1 - 29,3:1 "'" I . 
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3. Vorzahlen der ersten Stufe (durchlaufender Trager) nach (70~) u. (7051. 

Riegel: 6 <511 ,1 = 6 <522,1 = 6 "33,1 = 6 "U,1 = 6<555,1 = 2·0,66·24 = 31,70. 

6 " .. ,1= 6<511• 1 = 60,60. 6<588,1 = 31,80. 

6 "23 = 0,9·24 = 21,60, 6 <5u = 21,60. 6 <581 = 42,70, 

3.27,93 .47.1 
Pfosten: 6 <511,2 = 2.29,3 (29,32 + 29,3.1,4 + 1,42) = 58,10, 

6 "n.2 = 6 <5 .. ,2 = - 6 <534 = 58,10. 6 (la3, 2 = 6 <5U ,1 = - 6 "34 = 58,10. 

9,73 

6<5652 = 2 il~13' 139,1 = 186,0, 6<588 • 2 = - 6 658 = 6d11,2 = 6d88,2 = - 6 678 = 186,0, 

<5u = <5u ,1 + <5U • I • 

Matrix der geometrischen Bedingungen "k = 0 . 

X 20 Xao X,o X60 X 80 X 70 

89.8 -58,1 

- 58•1 89,8 21,6 

21,6 89,8 -58,1 

-58,1 89,8 21,6 

I 21,6 217,7 -186,0 

- 186,0 246,6 42,7 

42,7 246,6 -186,0 

-186,0 217,8 

Konjugiertc Matrix 103 Pik ' 
.. + 0.723876 - 0.441 569 + 0,703674 - 0.334880 + 0,823 652 - 0,486 571 + 0.853994 ----+ 

+20,9456 +15,1621 - 6,6950 - 4,711 2 + 1,5777 + 1.2995 - 0,63 2 3 - 0,5400 

+ 15,1621 +23,4347 -10.3480 - 7.2816 + 2,4385 + 2,0085 - 0,9773 - 0,8346 

- 6,6950 -10,3480 +25,0124 +17,6006 - 5.8940 - 4,8547 + 2,3621 + 2.01 73 

- 4,71 I2 - 7,2816 +17.6006 +24,4965 - 8, 2034 - 6,7568 + 3,2876 + 2,8076 

+ 1,5777 + 2,4385 - 5.8940 - 8.203.f +18,2509 +15,03 24 - 7,3143 - 6,2464 

+ 1.2995 + 2.0085 - 4,8547 - 6,7568 +15,03 24 +16,8097 - 8.1791 - 6,9849 
-0,531981 

- 0,6323 - 0.9773 + 2.3621 + 3,2876 - 7.3 143 - 8.1791 +15,3748 +13,1300 
+0,830 786 

- 0.5400 - 0,8346 + 2,01 73 + 2,8076 - 6,2464 - 6,98.f'l + 13,1300 +15,8043 • 4. Zustand V'I = 1. Belastungszahlen nach (744) u. (743). ,,* = hI; Xu = 1:{3i.:;66;" 

6 5 " t5 29,3 (29,3 + 1,4) 
6 1,= -6( 2,= 6 3. = -6 4. = 9 29-,:f:q:: 29,3.1,4 + 1,42 = 8,9804, 

6 6~. = - 6 "6. = 6 dOl = - 668• = 6 ~~:~ = 15,8378. 
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Xll I X 21 X3l Xu X61 Xu X 71 X81 

+0,037071 -0,09728 +0,08837 -0,05415 +0,04707 -0.03635 +0,04404 -0,03511 mt 

MCA, t) = I 4967 (- 009728 - 0 03707) __ ~~9-,3_ = - 026478 
1 , , , 29.3.47.1.1 ' , MiA, 3) = - 0,27700 mt • 

Mih ,6) = - 0,03635 - 0,04707 = - 0,08342 • M~h, 7) = _ 0,07915 mt . 

. . 29,3 
V 61 = V7t = ill = 2,6396 ; 

~ Mii) Vi 1 = - 0,97089 . 

Mi 1 = 0,4967 (- 0,09728 - 0,03707) - 47.~ '-1 = - 0,13043. Ma 1 = - 0,13448 mt. 

5. Belastung der Felder 11 und 13 mit p = 4 tIm. Belastungszahlen nach Tab.36. 

6 <510 = 6 (520 = 61530 = t· 4.242 .24 = 13824, 

1540 = <5 50 = (560 = 15,0 = c5ao = 0 . 

X 10 I X 20 X 30 X 40 X 50 Xso X,o Xao 

+406,59 I +390,5 1 +IIO,16 +7705 1 -25,96 - 21,38 + 10,4 2 +8,89 mt 

M&h,1) = 1,4967 (390,51 -- 406,59) = -- 24,067 , 

Mhh,6) = - 21,38 + 25,96 = + 4,58 , 

M~h, 3) ~ - 48.867 mt • 

M~h. 7) == - 1,53 mt • 

2' M~) vn = - 64,884 • 

- 64,884 
'1'1 = - '::-0,97089 = - 66,829. 

Xl = 406,59 - 66,829·0,03707 = + 404,1l mt usw. 

Mi = 0,4967 (390,51 - 406,59) + 66,829·0,13043 = + 0,73, 

1+ 11,24 mt 

M:i = - 7,23 mt . 

Die Biegungsmomente werden durch das Diagramm a der Abb. 410 dargestellt. Die Bertick
sichtigung der Vouten in den Belastungszahlen 15'0 durch numerische Integration nach Abschn. 18 
ergibt 61510=61520=61530= 12150 und X 10 = 357,36, X 20 =343,22; X 30 =96.82; X 40 =68.12 mt 
usw. Damit entsteht in Abb. 410 das Diagramm b der Biegungsmomente. 

6. Temperaturerhohung des Riegels urn 15° Belastungszahlen nach (715) u. (712). 

6 Ef. IX, t = 6·2100000· 0,138.10-5 ·15 = 43,47; 9 Ef, IX, t = 65,21. 

24 
6151/ = - 61521 = 65,21 29,3 = 53,41 , 61531 = - 615'1 = 106,82, 

72 
61561 = ~ 61561 = 43,47· ill = 281,97, 615, I = - 6 c5al = 352,50 • 

+0.14 286 

43,47·24 
MCh.l) = 14967 (- 069843 - 0 14286) - ~ ------ = - I 63715 o , , , 2.29,3.47,1. 1 ' , 

M&h,3) = - 3,23058 , 

Z M~) ViI = - 13,437 , 

M&h,6) = - 1,48857, 

'1'1' = - 13,840. 

M~h,,) = - 1,75785 mt. 
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, 
- 0,370 + 0,345 - 0,317 mt 

43,47·24 
Mi = 0,4967 (- O,6984:J - 0,14286) - 2.29,3.47,1.1 + 13,840·0,13043 = + 1,009 mt, 

M:I = + 0,284 mt . 

Die Momente sind in Abb. 411 aufgezeichnet. 
7. EinfluOlinie VJlm' Entwicklung aus der Biegelinie v mop 

des Riegels fiir 'PI = 1 nach S. 445 und c1amit aus den Biege
Iinien der Trager des Hauptsystcms flir - X k = I, (k = 1 ... 8). 

Abb. 410. 

Diese werdcn nach S. 124 als :'Ilomcntenlinien der elastischen Gewichte der Abschnitte 13 und 15 
berechnet und mit 

angeschrieben. Hierbei crgcbcn sich fiir (OD und ron folgende \Verte: 

III 0 I 0,1 0,2 004 I 0,6 0,8 0,9 I 1,0 

W D ° ! 0,0'<:i77 0,173 1 O,3063! 0,3435 0,2367 O'1244! ° 
w~ 0 0, 12 44 0,2367 0,3435 0,3003 0,1731 0,08 77 0 

Das Ergebnis gilt mit groLler ,\nnalwrung auch fiir das Randfeld II' da Ii ""' fl. Es kann fiir den 
Tragerabschnitt zwischen den Vouten nach der Tabclle 29 unmittelbar angeschrieben werden 
und unterscheidct sich inncrhalb der Vouten nur unwcsentlich von der auf S. 395 als Naherung 
bczeichncten geraden Linil'. Die Biegl'linien der Felder /" /9 entstehen in gleicher \Veise. 

Die Biegelinie v mop wird mit den Biegungsmomenten Xu aus VJI = 1 (S.448) gebildet, im 
Felde 13 z. B. aus X 21 und X 31 • Die EinfluLliinie VJITit folgt dann aus (755) (Abb. 412). 

-Xn 242 (j 
Feldl l : VJ =- .-.--(~ 1 ,,",-36654wD , 

1m _ 0,97089 6 Il/~ on , 

Feld 13: V'I m = - _ 0~9~089 . 2~" (X.11 WD + X 2l W~) = - 98,8783 (0,08837 wD - 0,09728 w~) 

Feld Is: V'lm = - _ 0~~08\J 2~" (.\51 WD + Xu w~) = - 98,8783 (0,04707 iOD - 0,05415 w~) 
us\\'. 

Al,b. 41~. 

8. EinfluLliinie ..\'3' Einflu[llinie X 30 nach Gl. (665). 
6 _ 

Feld 11: Xao = - 0,006695·24"· ~ tIm 1 I':j - 3,856320 W D , 
1 I 

Abb. 413. 

Feld 13: X 30 = 0,025012. 2·P (,uD - ;':2:) W~) = 14,407142 (WD - 0,413716 w~), 

Feld Is: X 30 = 0,017601·21" \ i;;~, - %51 UJ D ) = lO,137946 (Wn - 0,331880,uD ) 

usw. 
Beyer, Baustatik, 2. Auf!., 2. Ncudrul"k. 29 

'!!!1 
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Die Einflulliinie Xa ergibt sich durch Superposition von Xao und der urn X a1 = 0.08837 
erweiterten Einflulliinie 1{'1'" (Abb. 413). 

Dieses Beispiel wurde in Abschn. 40 flir konstantes Tragheitsmoment gerechnet. Del'Ver
gleich zeigt den EinfluB der Vouten auf die GroBe der Schnittkrafte. 

Spiegel, G.: Mehrstielige Rahmen. Berlin 1920. - Nakonz, \V.: Die Berechnung mehr
stieliger Rahmen unter Anwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme. Berlin 1924. -
Kleinlogel, A.: Mehrstielige Rahmen 2. Aufl. Berlin 1927. 

50. Die Erweiterung der Aufgabe. 
1m Bauwesen sind zahlreiche Tragwerke im Gebrauch, die als bauliche Aus

gestaltung eines durchlaufenden Tragers oder Rahmens angesehen und daher auch 
in ahnlicher Weise statisch untersucht werden. Die Anordnung schrager Stutzen 
ist in Abb. 298 gezeigt und auf S. 328 nachgepruft worden. An die Stelle einzelner 
End- oder Zwischenpfosten konnen zur Dbertragung waagerechter Krafte auch 
Stutzbocke dienen. Die Schnittkrafte des Tragwerks werden in diesem FaIle nach 
S. 319 aus den Knotendrehwinkeln abgeleitet. Die elastischen Verschiebungen der 

Anschllll3punkte der 
a) Tr:igerabm.ssun~en. Riegel in senkrechter 

Richtung besitzen nur in 
Ausnahmefallen Bedeu-

~~------~~------~~------~~------~~~ tung. 
: Tragwerke nach Abb. 

---t---fQ,O--l---140---l--1o,O~ 414 konnen als durchlau-

0) I!,upls}'stem, 1. Stllfe. 

4 " 
C a 

~ a IC 

k-1~lk If 

b) Haupls)'5lem, 2. Stufe. 

<I) Sl:Iblangen. 

fende Trager oder durch-
laufende Rahmen mit auf
gelOstem Riegel angesehen 
werden, wenn die Ande
rung der Stutzenentfer
nung durch die Belastung 
kleingenugbleibt, urn vcr
nachlassigt zu werden. 
Die Berechnung der 
Schnittkrafte aus den 
Komponenten des Ver
schiebungszustandes der 
Knotenpunktfigur ist auf 
S.31O erwahnt worden. 
Sie kann auch auf die An
satze des Abschn. 24 zu-

Abb. 414. ruckgefUhrt werden, wenn 
die Formanderungen I3 ko , 

6kk,1 usw. des innerlich statisch unbestimmten, als Balken gestutzten Rahmen
riegels bekannt sind. Das wird an der Untersuchung eines Shedbinders gezeigt, 
dessen Zuggurte zur Abstutzung von Transmissionen biegungssteif ausgebildet 
worden sind, so dal3 mit der senkrechten Belastung Pa' Pb' Pc aller drei Stabe ge
rechnet werder muf3. 

Die Losung zerfallt in zwei Stufen. Die erste behandelt die statisch unbestimmten 
Schnittkrafte Y A, Y B' Y c des Rahmenriegels i" fUr dessen Belastung mit Pa, Pb 
oder Pc und durch die auf3eren Krafte - X k - l = I, - X k = I und die Berechnung 
der Verdrehung der Endquerschnitte (k - I), h infolge dieser auf3eren Utsachen. 
In der zweiten Stufe werden die nunmehr bekannten Verdrehungen I3ko , I3kk, l' 

bk (k-1) ' 15",-1) (k-1),1 zur Berechnung der Stutzenmomente Xb X k+1 rechts und 
links von einer Stutze k nach Abb. 414 verwendet. Mit diesen und den Schnitt-
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kraft en des statisch unbestimmten Hauptsyst'?ms aus~, - X,._I = I, - X k = 1 
ist dann eine bcliebige Schnittkratt des Hahmenriegeb 

M = J/~3) - X"_I !.:l~~l) - X,: JIt3) . 

1. Stufe (Abb. 414c). Berechnung der Eckmomente Y A , Y B , Y e . 

Matrix der Elastizitatsgleichungen Eonjugierte l\latrix der Yorzahlen fJA B' 

Yo 

+ 1,490 7 + 0,2484 + 0,4969 Y,d + 0,69802\'-- 0,0114S - 0,07535 

+ 0,~4~4 + 3,8302 + I,()VV7 - 0,0114S 1+ o,3138S '- 0 ,11946 
i 

+ °,49(;9 + l,v6('7 + 4,3!7 1 - 0,07535 1- 0,1194u + 0, 28577 

Die Formnnderungen D.40' bBO ' bco werden fiir - X~'_1 = I. - Xl' = 1 und fiir 
die Belastung cler Stahe mit Pa' h, Pc berechnct. Damit sind die statisch iiber
zahligen Eckmomente nach (354) be
kannt, so dal3 die Biegungsmomente 
fUr jeden Bciastungsfali angegcbcn 
werden k6nncn (--X k - 1 = I: Abb. -l-15a, 
-Xl.: = 1: Abb. 415b, Pa: Abb.415c, 
Pb: Abb. 413d, Pc: Abb.415e). Mit 
diesen sind die Verdrehungcn der End_ 
querschnitte (Ii -- 1), k des HahmcIL 
ricgels nach (303) (] c=2, Pfostcn: ] =4) 

b~3L = f ).f~;1) M~O)jc ds = 0,6135, 

6iZ:"1) (/:-11.1 = 0 ,37!l~ , 

b1%-11 = - 0,005;; , 

IJ 
~~(>'il' .~ ~ 

~ ~a.lIuu 

~ ::.. 
- bk (k+l) = bkk,2= 6(k+l) (1.:+11.2 = + 1 . ~ 

c) 

l>amit kann naclt (488) auch die 19 
zweitc Stufc der statischcn Untcr- !<i 

SUcllllJ1g zur Bcrecltnung der Stiitzen- ~~;-;' ~ 
momcntc X':_I' XI.;> XX-+1 llSW. an- 'l't ':" !lifo 
geschriebcn werden. Sic besteht aus .6. 
dreiglicdrigcn Cleichungcn und zcichnet ~ ~ C') 
sich dadurch allS, dan dic Vorzahlen ~~-

Ah\>. 41;,. 

b23 c= b~:; so klein sil1d. daB (ler Ansatz in drei unabhiingigc Tei\e zerlegt lIIH\ der 
c1astische Zusamlllenhang damit auf zwci Hahmenriegcl mit dem Zwisc\wnpfosten 
beschrankt werden kallll. 

Xl .\z .\" .\4 .\5 .\6 

I + I,VI.U - 1,0000 

2 - 1,0000 -j- I,J7')2 - 0,0055 

3 _. 0,0055 .:- J ,UJ 35 - I,no()o 

1----1-----1---------_. ---.-

4 - 1,0000 + 1,,\71)1 - (I.()(),) ') 

,) 

6 - 1.11111111 + 1,3;~r~ 
:!!J* 
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Der vollstandige Ansatz wird nach der Rech(,nvorschrift S. 232 aufgeWst. Die Kenn
beziehungen "lk-I1k' "klk-l) und die Vorzahlen (Jik der konjugierten Matrix be
statigen die erwahnte Aufteilung der elastischen Wirkung des Tragwerks. Das 
Verhaltnis zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stiitzenmomenten des homogenen 
Ansatzes mit "10 = 1 oder "50 = 1 ist stets positiv. Die statischen Eigenschaften 
des durchgehenden Tragers sind durch die Auflosung des Riegels verlorengegangen. 

k(k - I) 65 I 54 43 32 21 

- "klk-I) - 0,7250581 - 0,006191 - 0,725 0 76 - 0,006191 - 0,7 25 0 76 

(k - I)k 12 1 23 34 ! 45 56 

- "Ik-lik - 0,619771 1 - 0,007 24 2 - 0, 61 9786 1 - o,o07 2·P - 0 , 61 9786 

Vorzahlen flu . 
_ 0,725076 0,006191 0,725076 0,006191 0,725058,- --+ 

1,125589 0,816136 0,005 052 0,003 663 0,000023 0,000016 i 
I 0,619771 

2 0,8 161 36 1,3168 33 0,008152 0,00591110,000037 0.000027 

3 0,005 0 52 0,008152 1,125 632 0,816168 0,005 0 53 0,003 663 
0,619786 

4 0,003 663 O,0059II 0,816168 1,316853 0,0081 52 o ,o059II 

0,00002310,000037 0,005 053 0,008152 1,12562310,816139 
: 

5 
0,61 9786 

6 0,000016 0,000027 0.003 663 0,005911 0,816139 1,3 16805 I 
2 3 4 5 6 

Die Belastungsglieder 

.teSI - SMIOI MI31 L·, ds - SMISI M(O) 1· ds 
UkO - 0 k J - 0 k J 

werden nach (305) mit Hilfe der Abb. 415 berechnet. Damit sind dann 

X k = .J: (Jkli "~3J • Y A = Y~h - X k-l Y:11k-ll - X k Y::lk 

bestimmt. Die Ergebnisse 
sind in Abb. 416 fUr zwei Be
lastungsfalle aufgezeichnet 
worden. 

b'{;,~~+~~~---lL---I----:Ii. 

Die Verwendung des 
durchgehenden Tragers 
ais Hauptsystem. Die 
Untersuchung hochgradig 
statisch unhestimmter Trag
werke hietct in zahlreichen 
Fallcn Gclcgenheit, dcn 
durchgehenclcn Trager auch 
als statisch unbestimmtcs 
Hauptsystem, also im Gcgcn
satz zur Untcrsuchung dc~ 
Shcdtr~igcrs (Ahb. 414) ab 
Hauptsystem dcrersten Stufc 
des An~atzcs zu verwcnden. 
Dic Uingskraft X,. ClJ1CS 

Abu. 4111. a) Bclastung des Untergurtcs, u) Ueb'tllll~ d., Staio"s c 
im crsten Felde. 
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Rahmens (Abb. 417 a) ist die statisch iiberziihlige GroBe cines dllTchIaufendcn Trii
gers. Sie wird nach S. 29fi in einer zweiten Stufe herechnet. X n = O:~o-l) //);~n-l). Da 
die Li.ngenanderungen der biegungssteifen Stiibe 
jedoch vernachlassigt werden, ist X" bei jeder 
Belastung Null und nur fUr cine Telllperatur
anderung des Riegels zu berechnm. 

Der Ansatz finrlet auch hei Tragwerken nach 
Abb. 418 Anwendung. In dieselll FaIle sind je
doch Langskrafte Xa infolge einer Bclastung des 
Stabzugs vorhanden. Xa ~ 0 hedeutet daher nUT 
cine NaherungsWsung, deren Giiltigkeit nicht 
ohne weiteres iibersehen werden kann und daher 

-.l;.-1 

Ail!.. 417. 

;' -X.c- - 1 
"" '~ -'h"_, 

1 ;q " !~~-t---lt' 

~: ~.r;.~ 
- "" -
- --

Abb. 418. 

nachzupriifen ist. Die Art der Untersuchung kann aucll 
auf den Behalterrahmen (Abb. 417b) iibertragen werden. 

Die Anderung der Lange a b ist aber in der Reg~1 so klein, dan bei sYlllmetrischer :\ us
hildung des Rahmens mit unverschieblichen Punkten a, b gerec!lIlet werden kann . 

-1 -X.c--1 

,~i) ("I~ I\ 
# +1 -K,.-1 ~ , 

"-------- - - -- - -----. - --- 1- - --, 

r---T----! ----rn-r u 1 
__ _ L ___ ___ ~ __ ~ ______ _ 

Er wird dann als dllTchgehender, in dell PlIllkten a, 
.1 , ... , It, b frei drehbar gestiitzter Trager :tngesehen, 

<lessen Langskraft X n+l statisch bestimlllt ist. 
Das Hallptsystem zur Berechnllngder Ui.ngskraft Xa eines Bogentragers mit 

biegungssteifem Zugband (Abb.419) oder biegllngssteifel11 Strcckhalken kann bei Ver
nachlassigung der Lingenanderung der SUli1c zwischen Balken unt! Bogen ab durclt-
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laufcndC'r BalkC'ntr:igcr mit sC'nkrecht verschieblichcn Zwischcn:;tiitzen angcsehcn 
wcn\C'n. nil' statiscltl'n Eigcnschaften lassf'n sich am einfachsten hir Jr/lcos(J. = const 
Iwschrl'ihen. da in diesem FaIle die Brlastung den heiden biegungssteifen Gurten 
im Yer\J:iltnis ihrer Tr;igheitslllomente zuHillt. Dassrlbe gilt dann nach S. 270 auch 
fiir den geschlossl'nl'n Tr;iger. nur daJ3 in diesem FaIle nicht die Balkenmomente. 
sondl'rn die :'IIomente eines Hogentr;igers aufgeteilt werden. die hir den Trager mit 
schlaffel11 Zugband l'rhalten werden wiirden. 

Berechnun~ eines symmetrischen Beh1iIterrahmens Abb. 420. 
H,'; ~\,Illlll\'lri,,(her Ikla"tllllg "ind ,lie l)lIerkraft und <Ii,: V,'rdrehllng (ler Stablangenle im 

l!lIer,;dlllit I del' S\'Illllll'trit';lChse );ull. Daher andert die .\nnahlllc einer beweglidll'n Einspannung 
illl ~lIl'r"citnitt S lIicitl" ;1111 Spannllngs- und Ver,;chiebu1lgszlIstand des Tragwcrks. Die Schnitt
kr;iftt' '\'1'1'<1<-" daiter fiir (it-n eil1<'11 (It-r heiden symmetrischen. im Querschnitt 8 beweglich. im 
\JlIl'r,;dlllitt·1 "lalT l'ingt'''pa1lnll'n, dllrchlaufl'nden Trager iil)('r vier Feldern hcrcchnet. 

"-- - 12,Om 

/ofome'l .'e OtiS 
WOSSl'rt/rtlcK / 

rOmi / 
~ / 

/ 
/ 

/ 

.\bb. ~20. 

bltl = . . - ~ . 1'l . 62 • 1" = 151 ') 6 60 - '" .- . 

1. (;,'oml'lrische (;rllndLigen. 

II = I~ = 6,0 m • 13 = 14 = 3,0 III • 

I~ = no . I~ = 18 . I~ = I~ = 3 m . 

2 .. \nsatz und Vorzahlen nach (651) fiir be
wl'glichc Einspannung in 8 und starre Einspan
nung in 4. 

_, l~ _ 9 ..!.. 18_ 
'~11 -/1 +3 - 0 . 3 -- 96. 

18 :1 = 7 
.522 = 3 + 3 . 

.< - I ('1 + 3) - .) U3a - -3- • - - . 
1 

'~44 =3' ·3 = 1 . 

3. Belastung: 1)er \\'asscrdruck wird von 

der B{)(\enplatte <lrl'ieckformig auf dip Qucr- und 
Langstrager '·ertcilt. Hahmenabstand 2.0 m. 
p ~ 2,0 .li,O ~= 12 tim. 

-l. Iklastllngszahlcll nach Tab. 35. 

Nt info/ge -Y,-f 

+ 

.\bb. 421. 

620 =! ·Is· 12.62 • 18 + ~ . :2 . 12.32 .3 = 181.5. 

1 5 
(~;:o = 2 (~~O = 2· -6-' 32 .12..32 .3 = 16,9·. 

5. Losung. 

XI X 2 Xa .\4 

96 I 3 I 
J1 1 = - XI = - 0,78 mt Feld I~: 

3 7 i 0.5 ISI.5 

0.5 I 2 0,5 16.9 ,1[3 = - X~ = + 0,08 mt 

I 0.5 I 
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Bei antimetrischer Belastung des Tragwerks durch \Vinddruck sind das Biegungsmoment und 
die senkrechte Verschiebung der Querschnitte 4 und 8 der Symmetrieachse Null. Die Schnitt
krafte werden daher mit dem Hauptsystem Abb.421 berechnet. 

Yl=-M2 =Ms , 

I' I' 
15 11 = -i + I~ + ; , b . _ Is + I~ 

12 - --3-' 

51. Der Stockwerkrahmen. 
Der Stockwerkrahmen ist in der Gegenwart ein wichtiges Traggeriist des Briicken

und Hochbaues. Wahrend die Verb in dung von Zwischenstiitze und Riegel bei Aus
fUhrungen in Stahl fUr den Festigkeitsnachweis in der Regel frei drehbar ange
nom men wird, gilt sie bei der einfachen Ausbildung der Rahmenknoten im Eisen
betonbau als steiL Die Unterteilung in Tragwerke mit zwei und mehr als zwei 
Pfosten ist durch die Verwendung des Stockwerkrahmens im Bauwesen entstanden; 
sie laOt sich noch besser durch die statische Untersuchung begriinden. 

Der Stockwerkrahmen mit zwei Pfosten. Die Rahmenknoten liegen be
liebig zueinander oder symmetrisch zu einer Mittellinie. Unter diesen Stockwerk
rahmen ist die Anordnung mit senkrechten Pfost en ausgezeichnet. 

Die Schnittkrafte des Tragwerks lassen sich stets aus den iiberzahligen GroJ3en X k 

eines statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems ableiten. Der 
statisch bestimmte Aufbau von Dreigelenkrahmen fUhrt zu geometrischen Be
dingungsgleichungen mit acht oder fUnf iiberzahligen GroJ3en. Die geometrischen 
Bedingungen fiir die Formanderung eines statisch unbestimmten Hauptsystems 
aus Zweigelenkrahmen enthalten je sechs oder drei statisch iiberzahlige GroJ3en. 
Die Auflosung des Ansatzes leidet in beiden Fallen durch ungiinstige Fehlerfort
pflanzung. Daher werden bei einem Stabnetz mit beliebiger Knotenpunktfigur 
nach Abschn. 38 ft. zunachst die Knoten- und Stabdrehwinkel f{JJ, -&,. aus den 
Gleichgewichtsbedingungen (523) der Schnittkrafte berechnet und diese dann 
selbst als Funktionen der Komponenten f{JJ, -&,. des Verschiebungszustandes an
gegeben. Die Gleichgewichtsbedingung bA J = 0 enthalt vier unbekannte Knoten
drehwinkel f{JJ und zwei unabhangige Parameter "Pc des Verschiebungszustandes, 
die Gleichgewichtsbedingung bAc = 0 je vier Knotendrehwinkel f{JJ und einen 
Parameter "Pc' Da diese nach S. 311 voneinander unabhangig sein sollen, werden 
dafUr die relativen Drehwinkel eines der beiden Pfost en hk zum Riegelstab lk der 
Stabkette (k) verwendet. Die Gleichungen lassen sich fUr jeden Belastungsfall am 
best en durch. Iteration auflosen. 

Berechnun~ der waagerechten Verschiebun~ Up und der Verdrehun~ &, des Stabes i 
des Geriistes Abb. 422 infolge einer exzentrisch zur Stabachse an~reifenden 

1c." 2,°LI::.Bt~ waa~erechten Kraft IV. 
~ 1. Geometrische Grundlagen. 

~--+":'::""-4E+ .. 
I!--+....L.f-~: f 

Abb.422. 

'" d""-#1 

k Ik Em] 

(l 7,2II 102 

b 7,21t102 

C 7,211102 

d 6,000000 

e 6,000000 

f 6,000000 

g 12,000000 

II 8,000000 

i 4,000000 

JclJk I' k 

1 7,211 102 

I 7,2II 102 

I 7,211102 

I 6,000000 

1 6,000000 

1 6,000000 

% 4,000000 

% 2,666667 

1 4,000000 

III" 

0,138 7 

0,1387 

0,1387 

0, 1667 

0, 1667 

0, 1667 

0,2500 

0,3750 

0,2500 

2. Die geometrisch tiberzahligen Gro13en des Verschiebungszustandes und 
die statischen Bedingungsgleichungen. Als unabhangige geometrisch iiberzahlige Gro13en 
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im Sinne "on S, :H 1 wenlen nellen den 6 Knotl'lldrehwinke1n q'A ' , , 'PF und dem Stabdrehwinkel 
Od =~ 11'1 dit' gC'genst'itigl'n \'enlrl'llUllgcll 0, - H. = V'2 Ulld HI - {)h = V'3 vl'rwendet, Sie bil
clt'n die \Yurzeln der !) statischeu lkdinguugt'n, 

,5A J =2: IlJKq'K+2'IlJeV'.+IlJo=O J=A ",F, 
(iAh=2,'llhK'PK+2:aAcV'e+ahO=O 11=1,2,3. 

Dit' \'orzahkn bt'deutt'n nach Abschn, 38 die virtuelle ,\rbeit der au13eren KraftC' an Ill'UIl ver
schiedeuen zwauglaufigeu (;ebilden rJ, I'h illl GC'schwindigkeitszustand rpJ = I, !Ph = 1. Dicse 
iluJ3cren I~rafte in aJ K, aJ, sind Anschlu13monwute des Hauptsystems infolge von q'x = 1 oder 
aus den Stabdrchwinkeln {ihc infolge "on ~}c = 1. Dic aui3erC'n I'i:raftC' in aJO, (lhO bC'stehen aus 
del' Belastung \l3 ulld den ihr zug<'ordnctC'n ,\nschlul.lmomenten dC's Hauptsystems. Diese werdcn 
nach (507) odcr del' Tabell~':?5 gC'bildet (S. 457). 

a) B{'\\'C'gungszustande V'I = I, 11'2 = 1. V'a = 1 (Abb. 423). 
:x) Kinematische 1\ettc 1'1 (Abb.423a): 1f'1=Ot/=l, V'2=O.-{).=0; V}3=l},-I~h=0. 

if/ = 1, On = - 0/ 6,0 - - -!- Om = - f)1l··3~ = -i- 1 , 
18,0 - 3' 1 

lIF 1 = -if1J . 6,00 = + 2,00. 

(J) Kincmatischc Kette 1'2 (Abb.423b): '1'1 = {)d = 0, V'2= {), -if. = 1, 1f'3=if,- {)h=O, 
~O 1 2 

if/ = 1, {)ll= - {)/12,0 = - -:f' ifm = -if1J T = + 1 , 

!lP2 = - ifJ1 . 6,00 = + 3,00. 

(') ]'i:inematische Kette Fa (Abb. 423c): V'l = f)" = 0, 11'2 = {), - O. =0, lJ'3 = if, -if A = 1. 

{)/ = 1, ifll = - th ~:~ = - 1, ifll = + 1, 1IF3= - ifll , 6,00 = + 6,00. 

(u) 
8 b lJ'1 = I lJ'1 = I lJ'a = I 

if. +1 0 0 

if. -Yo +1 0 
l~c - ~'3 .-% +1 
f)rI- +1 0 0 
if, -Yo +1 0 
if, -Yo - ~~ +1 
if. -Yo 0 0 
ifh -% - ~; 0 
{); - ~3 - !; -I 

Abb. !Z3. 

b) Tabelle der Anschlu13momentc uach (530). 

qJ.J = I qJB= I 'Po = I rpD = I 'PE = I rpF= I V'l = I V'2 = I V'a = I 

Jf~l) + 0,5548 0 0 0 0 0 - 0,8322 0 0 
.11~') + 0,5548 + 0,2774 0 0 0 0 + 0,2774 -0)83 22 0 
.11 ']) + 1.0000 0 0 + 0,5000 0 0 + 0,5000 0 0 

.1fYJ) -i- 0,2774 + 0,5548 0 0 0 0 + 0,2774 - 0,83 22 0 
11'C) 
• B 

0 + 0,5548 + 0,2774 0 0 0 + 0,2774 -;- 0,4 161 -- 0,83 2 2 
.11':) 0 -+- 1.5000 0 0 + 0,7500 0 -;- 0,7500 + 1, 12 5 0 0 

.lI~C) 0 + 0,2774 + 0,5548 0 0 0 + 0,2774 +°,4 161 - o,H3 2 2 
W!1l · () 

0 0 + I,OQOO 0 0 + 0,5000 + 0,5000 -i- 0,7500 + 1,5000 
-

M1d ) 0 0 0 + 0,()66R 0 0 - r ,0002 0 0 
.l1~) 0 0 0 + 0,6668 + 0,3334 0 + 0,3334 - 1,0002 0 
.lI'j,/) + 0,5000 , 0 0 -I- 1,0000 0 0 + 0,5000 0 0 

.If'l) 0 0 0 -1- 0,3334 _L. 0,6668 0 + 0,3334 - 1,0002 0 

.11'/> 0 0 0 0 -i- 0,6668 -!- 0,3334 + 0,3334 + 0,500 1 -- 1,0002 

.11'1) 0 + 0,7500 0 0 -i- I.jOOO 0 + 0,7500 + 1, 12 5 0 0 

MY) 0 0 0 0 ;- O,.B.H + o,f,()()K + 0,3334 -;- 0,500 1 - 1,0002 

.lfjP ° 0 ~- 0,.)000 0 () + 1,0000 -+- 0,5000 + 0,7500 + 1,50 00 

.Hi;/) +0 774 0 

I 
() 0 0 0 - o,R322 0 0 

M'd) 0 0 (J -i- 0,3334 0 0 - 1,0002 0 0 • H 
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B 

c 
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c) Die Vorzahlen der statischen Bedingungen. 

a.u=- i.t (M~"~+ M~~+ Mf~). aBJ[= - iB(M~k+ M~'g+ M~k)· 

Mit 1Ha<K = M~·1r + M~·t der summe der stabendmomente im positiven Drehsinn aus 
K == A ... F. 1. 2. 3. ist 

au= ilMaK + ilMdK - t· i l (M. K+ M. K+ MoK + M'K + M,K + MAK + Mu). 

a2 K= i 2 M. K + i 2 M. K -!. i2 (McK+ M ,K + Mu+ Mu)· 

d) Die Belastungszahlen (Abb. 424). 

(fJ~.·'(J (tj Mi:iJ UFO (Tabelle 25). 

-I r 
Abb.424. apO=- i .... M~b= - 0,25 W. 

a lO = i l (- t) (2 • 0,25 W - 5,0 W). ~ = is (- t) (2.0,25 W - 5,0 W) • 

a30 = i3 (- 1) (2·0,25 W - 5,0 W) . 

e) Matrix der statischen Bedingungen. (W = 1). 

({IB ({Ie ({In 1jJa 

-2,1096 -0,2774 -0,5000 +°,°548 +°,8322 

-0,2774 -2,6090 -0,2774 -0,7500 - 1,3°48 - 0,7°89 +0,8322 

-0,2774 - 1,5548 -0,5000 - 0,7774 -1,1661 -0,6678 -0,25 
---

-5,000 -2,3336 - 0,3334 +0,1668 +1,0002 

- 0,7500 -0,3334 - 2,!l336 - 0,3334 - 1,4168 -0,6249 +1,0002 

-0,5000 - 0,3334 - 1,6668 -0,8334 -1,2501 -0,4998 -0,25 

+O,Q548 -1,3°48 - 0,7774 +0,1668 - 1,4168 - 0,8334 - 5,6459 - 0,6392 +0,2216 +1,5° 

+0,8322 - 0,7°89 -1,1661 +1,0002 -0,6249 - 1,2501 - 0,639 2 - 6,4560 +0,3324 +2,25 

+ 0,8322 - 0,6678 +1,0002 -0,4998 +0,2216 +°,3324 - 6,6648 +4,5° 

3. Auf16sung durch Iteration (Abschn.,30). 

(fA ({IB Ipc ({In ({IE I Ip, '1'1 '1'2 '1'3 

+0,2788 -o,1I 78 -I,1I60 +°.3444 -0,0378 1 -0,9834 +°,5546 +0,8379 +0,9006 

4. EJcfache waagerechte Verschiebung des Knotens F (Stab i). 

U, = '1'1 UPl + '1'2 1/P2 + 'l'3 11p3 = '1'1.2,00 + '1'2.3,00 + '1':1 . 6,00 = 9,0265 . 

EJ t fache Verdrehung des Stabes i. 

{)i = '1'1 {)il + '1'2 {)i2 + 'l'3{)i3 = 'i'l (-~) +''1'2 (-~) + 'l'a (-1) - - - 1.5045. 

Der symmetrische Stockwerkrahmen mit zwei geneigten Pfosten. Die 
auBeren Ursachen des Spannungs- und Verschiebungszustandes des Tragwerks 
(Belastung ~, Temperaturanderung t und die Stiitzenverschiebungen) werden nach 
S. 186 in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt. Die Schnittkrafte 
sind nach Abschn. 28 Funktionen von statisch iiberzahligen Gruppenlasten eines 
statisch bestimmten Hauptsystems, die aus den Schnittkraften am unteren Ende 
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der Pfo~t(,l1 " .. einc~ jedell Storkwerks (r) gebildet werdm. Dies sind links die 
Kriifte .1 (r). H~r) . • u~r), rerht~ die Krafte B(r) , HI:), .lI1~r) (Abb.425). 

11'''' + :!'ffn .... \J. =--==' If :! ... '0 , 

'''''''---l,---~ 

rach 1 

}E------lo-----..., 
Alth. -l:!5. 

'Ifl") _ 1f(l") 

1"="" 'h: 
T 2 ' 

H(I") + H,I") 

X I =" h.h 
T 2 T' 

(756) 

Die Krafte A (T), B(r). e(r) = (H);) -- HI:»)/2 
sind statisrh bestimmt. Die Stutzkrafte Alf), 
H~), qr) stehen mit den Lasten L P, ,2J-F 
im Gleichgewicht. Bei symmetrischer Be" 
lastung ist 

elf) ~ 0 , Alf) = B:;' , 

bei antimetrischer Belastung 

A~) = -EiJ) , 
n 

elj) = H~) = - HI:) = ~.2,' W. 

Die statisrh unbestimmten Grollen X" X;, 
1",. ergeben ~irh narh Absrhn. 28 aus den 
geometrisrhen Bedingungen fur die Form
anderung des Hauptsystems. Diese werden 
aus den Schaubildern fUr die Schnittkrafte 
infolge von -Xr = 1, -- X~ = 1, - Y r = 1 
(Abb. 4:W) ahgeleitet und bilden zwei 
(;ruppen yoncinander unabhangiger Glei
chungen mit den Cnbekannten X,., X; und 

mit 1",.. Bei symmetrisrher Belastung sind die Krafte 1",.. bei antimetrisrher Be
lastung die Krafte X,., X; Xull. 

Symmetrischer :\nteil: 

'\";'-1 T(,._I)' (r-I)' + ,Y,.-I T(,._I) , (,.-I) + X,. T"'_I)' r = T(,._I)\.><), I 
.\"(,.-I) Tr(T-I) + x,. Tn' + X(,..rI) T,.(,.~u + X~_I Tr(r-I)' + X~ T,.,.- = Tr ?<" 

X;. Tr',.- + XrT,.-r + Xr+IT,.'(r+I) = Tr'Q<)' 

1 + c 

-..1',.-1 

(757) 

"E----,lT'-lr-------;;O'; 

.o----lr-,----'> 
(:1:') 

Mmr 

"z;. Abb.420. 

Die Regelgleichung entsteht durch Elimination von X;_I und X;. 
X [ TI'-ll'(,-ll ] + X [ T;,,. T;'(r .. tl· ] 

r-I Td,._I) - Tr(r-U' r Trr - -- - -~~-
T(r-l)r (r-H' Tr'r' Tfr-U' (r-H' I (,,>8 a) 

Sie kann aurh unmittelbar als geometrische Bedingung (285) fUr die Form
anderung eines statisch unbestimmten Hauptsystems angeschrieben werden. das 
aus Zweigelenkrahmen besteht. Diese lautet in der iiblichen Schreibweise (294) 

X,_I T~~~_I) + X, T~I; + X r+1 T~~~+I) = T~0' (75Sb) 
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Die Vorzahlen und Bclastungszahlen dieser Gleichungen sind bereits in (758a) alsFunk
tionen der Verschiehungen cines statisch bestimmten Stabzugs entwickelt worden. 

Antimetrischer Anteil: 

Y 1r-]) i5r1T_]) + Y T i5TT + Y(T+1115r(T+li = <5T @ • 

Ableitung der Vorzahlen nach Abb. 426. 

h I. h' T-I = r' rA 

lr , 
-I-="r' 
r-l 

T,.' r' = I~ + ~ h~ sec CXr = br • 'TT" = l~ + h~ sec at, = aT' 

1"T(T+11 = i'r'lr+11 = -I;. 

<5 __ }'r- 1 I: .. , 
rlT-]) -- 3' 

<5TT = :~ [A; I; + /;-1 + 2 h; sec CXT (1 + Ar + A;)] . 
Sonderfall senkrechter Pfosten: 

:x,. = O. sec CXT = 1 • tg CXT = O. AT = 1 • ~f/lllr_' 

bT = I; + ~ It; . aT = I; + II; . lA,.Iga,f9lr·llr-, Y~---""""r---
Ableitung der Belastungszahlen. 

a) Symmetrische Belastung, 1. Eigengewicht. 
Das Eigcngewicht g" cines jeden Rahmens k 
wird gleichWrmig iiber die Strecke 1/,:+2 h,. tgcx" 
= [/,_1 verteilt und das Biegungsmoment im 
Bereich der Pfosten naherungsweise linear an
genom men (Abb.427), 

n 

TTO = aT itT tg CX T ' ~ 2) gl.J"-l - 1;_1 hT- 1 tg CXT-l 
r 

n 

'----l,._,--.; 

(759) 

(760) 

,~.L g" 1"_1 + li (gr I~ I; - gr-l/~-I/;-I); 
,-1 Cigengewidll gleichlOrmig U6er Riegel fUI, 

ProjeHion tier Sltintier /lerkiN 

Ablo. ~:!;. 

2. GleichfOrmig tiber jeden Riegel II; verteilte Nutzlast p" (Abb.428). 
n n 

. T,o = a, II, tg CXT ' ~ L: p" I" - 1;_1 hr - 1 tg CX T-l • ~ L: p" I,. 
T ,-1 

+ \12 (PT t: I; - PT-l1;-11;-l); 
n 

T T' 0 = bT hr tg CX T • ~ .L PIc I" + l~ Pr r; I; . 
r 

3. Symmetrische Anordnung von Einzellasten .L P iiber jedem Riegel. 
n n 

TTO = ar It, tg iXT ' ~ L: 2) P - l~_l hT- 1 tg CXr-l • ~ 2)2) P 
, k ,-1 k 

+ t (lr I; 2: P OJR - 1,_\/;_1 2) P W R); 
, ,-1 

n 
1 ,-, '\~ Zrl' ~ 

Tr,o = br IIr tg otr • -2- 4J L,; P + T L,; P (Jl l :; 

T k r 

Die 2)P und 2:PwR enthalten aIle Lasten des Riegcls lk' 
k k 



460 51. Der Stockwerkrahmcn. 

4. Symmetrische, glrichfOrmig verteilte horizon tale Bclastung 1£',./2 der Pfosten 
(Abb.429). 

Tr~ = - f2 w, h; (2 a, + I;) + ~ wr-l h;_1 1;_1 = - t wr h~ br + ~ Wr-l 11;_1 1;_1; 

T,'O = - ~ w, h; (a, + I;) • 

Abb.428. Abb.429. Abb.430. 

5. Symmetrische, hydrostatische horizontale Belastung u:" der Pfosten. 

iTO = - 2~ W T h; (3aT + I;) + ~ W r _ 1 hr-l l:-1 ; 

i,'O = - !jI0 w,h; (lla,+91;). 

6. Zwei entgegengesetzt drehende Momente M~. am Riegel lk (Abb.430). 

Abu. 4~1. 

iTO = - M, 1; + M T- 1 1:_ 1 ; iT,o = - MT 1;. 
7. GleichfOrmige Erwarmung des Rahmens urn 

to. Bei statisch bestimmtcr Stiitzung nach Abb. 434c 
trcten keine Schnittkraftc auf, bei statisch unbe

ltJstimmter Stiitzung nach Abb. 434a oder b wird 
ilt=O; 1'1'/=EJorx1lo· 

n 

Die iibrigen Formanderungen irt sind Null. 
b) Antimetrischc Belastung. 
1. Antimetrische, scnkrerht gcrichtetc gleichfOrmige 

Bclastung Pkf2 der Riegel (Abb.431). 

~ = ~ ,n~ [A. (2 -1') + ( , -I') I _ '))/'('-11 /;'_1 
u r 0 3 ~'JI 1> T r a r r a,. r J 3 

P • I~ I' P /2 I' + ,I., r I' ~92-1"-1 1'-1 , 

,. 
Sll) = II, tg el, '\, P [2 .. 1,,, 81 _/,,.. /;, 

911 - 11'_1 tg el'_1 Jl P r 
• P (T-I) - 8/"_2 ~"k . 

r-1 '-1 

'> Antimetrische, zum Riegel senkrechte Gruppe von Einzellasten Pf2. 

(j ,- 2 'n' (J. ('> - 1') -l- ( - I')] - -.!. ')11 /'. rO - a •. tpr ,. _al' '" aT , 3 .. P(I'-I) ',-1 

1/ 

'H' -.. Iptl'-I) -
ltr_t tg Zr-l 

1'-2 

n 

\' \~ .::..; .::..; P c 
(-1 k 

(Tabelle 22) 

(Abb.432) 
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3. Antimetrische Belastung des Riegels durch horizon tale Einzellasten W k/2. 

<5'0 = ~\ ~)(Wr [io,. (2a r - I;) + (a r -l~)] - ~-9Jlw(r--I) 1:'-1' 
.. II 

qn _ l.~!. Y1 W _ II. tg ct, ", W (_ ) 
.~lWr - 2 ~ /: 1 ~ 1: ek er _ 1 

1'-1 
r r 

Abb. 43~. Abb.433. 

(Abb. 433), 

4. Antimetrische, waagerechte und gleichformige Belastung Wk/2 der Pfosten 
(Abb. 433). 

<5ro = } mIL" [A, (2 ar -I;) + (aT -I;)] - ~. 9J(wCr-ll 1:'-1 + W;:i (a, - I;) A'+l , 

11 II 

mw, = -} .J: WI: h" -h'i~-;~ .J: Wk hk (e k - e,_l _ ~k) _ W~h;' , 
r r 

bei konstantem Wk = W, 

an = ~!~... "\' II _ 7JJ_h• tg ct, ~ h _ W h~ II (" )2 
~J~wr 2.L.J k 21. .L.J k 4· 

r 1-1 r 

5. Antimetrisch wirkende Momente M,,/2 an den Rahmenknoten. 

<5'0 = }9J1Mr [A,(2a,.-I;) + (ar-I;)J - }9J1M(,-11 1:'-1 + ~ (Arl;M,-l;_lMr-1)~ 
n 

q.R = - ~t.¥~ "\' M 
• M, 1'_1.L.J k· 

r 

Sind die Riegel am Anschlu13 mit den Pfost en durch Vouten verstarkt, deren 
Einflu13 nicht vernachlassigt werden solI, so lassen sich die Vorzahlen mit einer 
Approximation der clastisclwn Eigenschaften nach den TabelIen 13 bis 15 be
richtigen. Dasselbe gilt auch bei anderen Riegelformen, die vor alIem zum oberen 
Abschlu13 des Tragwerks dienen. In diesem FaIle wird mit Vorteil die Tabelle 12 
zu l{ate gezogcn. 

Ansatz unci Li.isung. Die statisch unbestimmten Gruppenlasten X .. Y. 
werden aus zwei voneinander unabhangigen Ansatzen berechnet, von denen jeder 
bci 11 Fcldern des Tragwerks und starrer Einspannung oder Auflagerung nach 
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Abb. 434c n Gleichungen enthalt. Bei frei drehbarem Anschluf3 der Pfost en hI nach 
Abb. 434a sind (n -1). Gleichungen a.ufzulOsen. Die Nebenglieder der Matrix des 
symmehischen Anteils sind positiv, diejenigen des antimetrischen Anteils negativ. 
Durch die Belastung eines Riegels lk oder eines Pfostens h, .. sind die Belastungs

D
'~3fl5 -- ------- LJ

f~JII5 

--------

zahlen ~IO bis ~kO von Null ver
schieden, dagegen 

~(k+lIO=O, ... ~ .. O = O. 

Die statisch unbestimmten 
Gro13en X r' Y, werden nach der 
Vorschrift S. 236 berechnet. Bei 
zahlreichen Belastungsfallen wird 
die Losung mit den Vorzahlen fJ~e~ 
und fJ~"rJ der den beiden Ansatzell 
zugeordneten konj ugierten Ma trix 
an geschrieben . 

y _ ~R(<tl ... _ 
.< , - ~t"k 'kQSi' 

Abb. 434. Y )"' R(ul .ll , = _ t'rk ue)<; • 

Die Vorzahlen ergeben sich nach S. 237 aus je 2 Kettenbriichen. Die statisch unbe
stimmten Einzelkrafte der Ableitung auf S. 458 sind 

M):' = X, + Y" 

Aus (757) und (760) wird 

Die Schnittkrafte werden mit den Gleichgewichtsbedingungcll aus den Lasten und 
den in Abb. 435 eingetragenen Anschlu13kraften rcchncrisch odcr zeichncrisch 
bestimmt. 

Die Recl\l"nvorschrift winl flir einzdne ausgczeich
netc Belastungsmlle an dern Binder einer Aufbl'
rcitungsanlali:" (Abb. 436) crHiutcrt. Sic behandeln 
die gleichformig,' Belastung PI = 1 tim einer BiihlW, 
Einzellasten Po = 1 taus Maschinengewichten, \\"ind
bclastllng It" = I t und cinscitige Sonncnbestrahlllng 
t = 10" (Abb. 437 bis 440). 

Die Vorzahkn tier Bl·dingungsglcichungen fiir 
das oberc Stockwl'rk mit gekriimmtl'm AbschlllOril·gl'l 
werden mit Hilf" d"r Tabl'll(' 12 abgeleitct. Darnach 
ist ohne bcsanden- Rcgriinrlung 

Abh.43". 

.~ 
~~ r .. 

-t 
I 

._._._,..,..=_;::::::. ~~3.!c~ r 
~ ~5.f· ~ 
.. i"'.-----18,Om----~ .. 1 

ALh.43H. 

_ /' , 2 l' + 8 ( I )2 {' + 4 I {' b + 8 ( I )2/, + 4 I {' 
Ta'3' - aT:r la 15 ha a "3 ha a = a 15 ha 3 :r "3 3' 

{' + "+ 2 I {' + 2 I /' T3'a=a 113 -;;-,a=aa -3,a' 
., 113 113 
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Die iibrigen Vorzahlen ergeben sich aus den Anslitzen (758) und (760). Die Zahlenrechnung 
wird folgenderma13en entwickelt: 

r 0 1 2 3 

I, 18,00 9,00 6,00 6.00 
h, - 8,50 7,00 3,00 

I~ = -T,C,+U = -Tr '(r+l1 4,00 3,00 3,00 6,00 

h' - 2,833 3,500 3,000 r 
tg ex, - 0,529412 0,214286 0,0000 

sec ex, - 1,131493 1,022701 1,0000 

h~ sec IX, - 3,20590 3,57945 3,0000 

a, = I~ + h; sec cc. - 6,20590 6,57945 9,0000 

b, = I~ + 2/3' h; sec ccr - 5,13727 5,38630 8,0000 

T,.,.. - 6,20590 6,57945 11,0000 

T r .,. - 5,13727 5,38630 12,8000 

T" = a, + h; sec :lr + 1;_1 - 13,4II80 13,15891 15,0000 

Tr'er+1) - 3,62405 3,66455 5,15625 - --·-Trr , 
Tr ·,·, 

(3) _ Tr'(r+U -T,.(r+l1 - 1'''(1"+1) - - ----- . Trr• 
Tr'r' 

0,62405 0,66455 -

y;'r,/T"'r' - 7,49682 8,03690 9,45313 

T~ (r_l),/TCr_l1' ,r-l)' - - 1,75190 1,67091 
9 2 

T(3) = T _ Tr ' r _ T,.(r_~_ - 5,91498 3,3701 I 3,87597 ,0,. rr 
Tr,r, T Cr- 1)'Cr-l)' 

A, - 0,500 0,66667 1,0000 

3 "rC,.+11 = - Ar l~ - -1,500 -2,000 -
1+ Ar + A~ - 1,7500 2,IIIII 3,0000 

2 h~ sec IX,. (I + Ar + A~) - II ,22065 15,II323 18.0000 

A~ l~ - 0,7500 1,33333 6,0000 

3 "r r = }.~ I:. + 1~-1 + 2 h~ sec IX,. (I + Ar + A~) - 15,97065 19,44656 27,0000 

Die heiden voneinander unabhangigen Gruppen der Bedingungsgleichungen (758 b) 
und (759) sind daher fiir 

2 

3 

Antimetrische Belastung 

+ 15,971 - 1,500 

- 1,500 + 19,447 

- - 2,00 

-

y 
3 

-
2,00 

+27,00 

Symmetrische Belastung 

I + 5,9150 +0,6240 -
2 +0,6240 +3,3701 +0,6645 

3 - +0,6645 +3.8760 

Kettenbriiche zur Ermittlung der Kennbeziehungen und der Vorzahlen (J'C,) = pe'I/3: 

1 
P~l = 15,971 - (-1,50) (-1.50) 

'::-=-~:..!.....-:---=-=-:-
19,447 - (-2.0) (- 2,0) 

'27~OO- • 
1 

P's = 27,0 - (- 2,00) (- 2,00) 
'-,--,-:..~--~~-

19,447 - (-1,50) (-1,50) 
15.969 ' 



464 51. Der Stockwcrkrahmen. 

-2,0 
".,~ = 27,00' =--0,0740741, 

- 1,50 "0 0777"48 
"~I = Hl.447 - 0,148 - -, -, 

P;l = 15,!J71~ 0,1l7 = -1- 0,0630739, 

-X';!l = 
+ 0,0777 248 

=- 0,0939202, 

-2,00 103~9 I 
"21 = J!),447 __ 0,141 =-0, <> 4 , 

P' 1 
33 = 27 - 0,207 

-"32 = 
+ 0,°74°74 1 

=+0,0373234, 

+O,0()30 739 +0,0049 02 4 +°,00°3 63 1 

l\Iatrix der Vorzahlcn P' ''I) 2 +°,°°4<)02 4 +°,°5 21 97(; +0,00386()5 

3 +0,0003 h 31 +°,0°38665 +°,0373 2 34 

2 3 

KettenbrUche zur Ermittlung der Kcnnbeziehungen und der Vorzahlen /J("): 

1 
/3u = 5,9150 - 0,6240.0,6240 

0,6645 
"32 = 3,8760 

3,3701 - 0,6645·0,6645 
'3-:-8760' ' 

=+ 0,171454, 

. _ 0,6240 -...l...019165" 
"21 - 3,3701- 0,1l39 -" -, 

P· - 1 -+0172551 
11 - 5,9150 - 0,1196 -, , 

1 
P33 = 3,8760 - 0,6645.0,6645 

0,6240 
"l~ = 5,9150 

:f3iul -='0-:-624-0.--6]246 
5,9150 .. 

= +0,105503, 

0,6645 
"23 = :l,3701-= 0,0658 = + 0,201119 , 

f333 = 3,8760 ~ 0,1336 = + 0,267214 . 

- "21 = 
- 0,191652 -0,17 1454 

+ 0,17~551 - 0,0330 70 + 0,005670 

- 0, 105503 = - "12 
Matrix der Vorzahlcn /3(''1 2 -0,0330 70 +0,3 13447 -0,053742 

- 0,201119 = - "23 

3 + 0,005670 -0,053742 + 0, 26721 4 

3 

Die vorgcschriebcnen Belastungcn werden in den sY!1lInetrischen und antimetrischen Anteil 
aufgespalten (Abh. 437 his 440). Ansatz und Grol3e der Bclastungsglieder fUr PI' Po' W 
sind auf S. 46;), fUr die Tempcraturandcrung t auf S.466 angegeben. 

~AAA AAA 
- - - - /Jo-1t - Po Po - Po Ij, 

2' '2 '2 T 
Ahb.43'. Abb.438. 

Auswertung der Uberzahligen GroBen 
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466 ;; I. Dcr Stock,n:rkrahmCll. 

Bclastung h (Abb. 437) . 
. \ntimctrischer .-\ntt'i!. 

1'1 = -T lI.lHl3U73fl· :?l.!l:?->ii - 0,01l4!l:?H· II .:{!l06:? 0.' -:- 1.3:?iOli, 
y~ = -:- 0,004!l1l:?4· :?I.!l:?ili _. U.O.i:?1 !lili· 11.3!Hlli:? = -- 0,487118, 
Y" = + O,IIOo:W:ll. :?1.!l:?iI7 . - U.1I03:HHi.i. 11.3!10(j;? coc " -0.113008. 

Symmetrisc he-r An tei!. 
Xl = - 0.17:?)51· :?,IlHil61 -.:.. 0,U;{;{1I70· 4,:?I:?;l:?2 -= - 1I.:?241:?, 
.Y2 = -.:.. l •. (.3;~07(1· 2.106161 -- 0.:n:H47· 4.:?I23:?2 c=_ 1,:?5069, 
X3 = - U,(I(1.)670· 2,ltl6161 -T U,O.);{742· 4,:?12322 = -- 0,21444 . 

ti..!1. lft!--~ Wd--~ __ 2 __ .-,2 Z __ __2 

~ ~ ~ ~ ~ 

- - -
Abb.439. Ahb.440. 

-!- X~ = 8-" I 1"3" --3- (62,13981 + 0,22412.6,20;39 - 1,25069.3,00) = + 1,36899, 
"1 ,0' v, j 

1~2 .Y~ = 7,U. ;,3863 + 1,2::i0(39· 6,.)795 + O,214H· 3,00) = + 0,23531 , 

1 Y' 1 
lt3 • "= 3,0 . 12,800 

- 0,21444. 11,0000 ) = - 0,06143 . 

Biegungslllolllente des Stab"-erks in .\bb. 441. 
Beiastllng Po (Abb. 438) . 

. \ntimetrischcr Anteil. 

1'1 = - 0,0630739 . 6,48 = - 0,40!:!7 , 
1'2 = - 0,0049024·6,48 = - 0,0318, 
1'3 = - 0,003631 ·6,48 = - 0,0024 . (Fortsetzung auf S.467.) 

Bdastllngsgiicdcr fiir symmetrische lInd antimctrischc"Tcmpcraturandcrung t = 10°. 

Be
lastung 

T~,t 

EX,=2It(m2 

t = 100 C 

E 1 c 7.. t . tg Xl 

El .. (x, t· tg 01:2 

=+ 

=+ 

=+ 

= -

1,42 584 

0,577!2 

5,3865° 

1,722 4-1 

~-~ 
or. 

cC ... 

;~ 
... v 

E (/';-
:l'tI ~ ,... 
~ "-:;l C ... ...... -
r.t.l~~ 
'-1 - ::... 

-----1--------------------------------1 U E ~ 
3.00 8 .? := ~ 

~(") 
'3t 

- 1,221 516,0,57712 + ------. 1,425 -I = + 0, 12 768 .;:; ~ 
5,137 2 7 '" t:: 

3,00 
-0,859375' 5,3865° + -" -,--.0,57712 = - 4,3 1872 

5,38u30 

hI 
6El, (x, t· T 

o 

= + 8,07975 

E£; 
... '" t:: ~ 
~~ 
UlH 



Der symmetrischc Stockwcrkrahmcn mit zwei gcncigtcn Pfosten. 467 

Symmetrischer Anteil. 
Xl = -0,172551·13,32 = - 2,2984, 
X 2 = +0,033070 ·13,32 = +0,4405, 
X3 = -0,005670·13,32 = - 0,0755, , 

X~ 1 2 II; 8,5 • 5,1373 (+ 2,2984 . 6, 059 + 0,4405 • 3,00) = + 0,3569 , 

~: = 7,0. ;,3863 (- 0,4405·6,5795 - 0,0755·3,00) = - 0,0829, 

X~ 1 
h; 3,0.12,8000 (+ 0,0755. 11,0000 ) = +0,0216. 

Biegungsmomcnte des Stabwcrks in Abb. 442. 

~~ 

Abb.441. 

Bclastung W (Abb. 439). 
Antimctrischcr Anteil. Abu. H2. 

YI =+0,0630739·16,8126 + 0,0049024· 36,7585 + 0,0003631·10,00 =+ 1,2443, 

Y 2 = + 0,0049024·16,8126 + 0,0521976·36,7585 + 0,0038665.10,00:0: + 2,0398, 

Ya = + 0,0003631· 16,8126 + 0,0038665·36,7585 + 0,0373234. 10,00 = + 0,5215. 

Symmctrischcr Anteil. 

Xl = +0,005670·0,609375 = +0,0035, 

X 2 = - 0,053742·0,609375 = - 0,0327, 

X3 = + 0,267214·0,609375 = + 0,1628. 

Xi I 
hl 8,5 ~-5,13'73-- ( - 0,0035 . 6,2059 - 0,0327 . 3,00) = - 0,0027 , 

X' I 
~- = --- - -- ( + 0,0327·6,5795 + 0,1628·3,00) = +0,0187 
h2 7,0·5,3863 

Xa 1 -h;- 3;6.12,8000 (-4,20 - 0,1628·11,0000) = -0,1560. 

Bicgungsmomcntc des Stabwcrks in Abb. 443. ' 

Tcmperaturanderung (Abb.440). 
Antinictrischcr Antc iI. 

Y l = + 0,063073!J· 7,63087 + 0,0049024·12,56849 + 0,0003631 ·8,07975 = + 0,54586, 

Y2 = + 0,0049024·7,63087 + 0,0521976·12,56849 + 0,0038665·8,07975 = + 0,72470, 

Ya +0,=0003631· 7,63087 + 0,0038665 ·12,56849 + 0,0373234·8,07975 = +0,35293. 
30· 



HiS 51. Der StockwcrkrahnwI1 . 

Symmetrischer Anteil. 

Xl = -- 0,172551·1,72244 - 0,0:13070·0,12768 -- 0,00[;670· 4,:U872 = - O,325fl2, 
X~ = +0,033070·1,72244 + O,:11:144i· 0,12768 + O.05:J742· 4,:11872 = +O,:12fl08, 
X3 = - 0,005670·1,72244 - 0,0,;:1742· O,12i68 ", O,:W7214. 4,:U872 = -1,17065. 

X~ = _~;---;_ (1,42584 + O,325tl2. 6,205\1 + 0.:12!l08. 3,00) = + 0,10158, 
Itl 8,1) . 1), 137:J 

~1(~ = ~~_1 __ (0,57712 _ 0,32908.6,5795 - 1,17065.3,00) = -0,13526, 
h" 7,0 . 5,3863 

X:. = ~ __ J _____ . (538650 + 1,17065.11,0000) = +0,47562. 
h3 3,0· 12,8000 ' . 

Biegung~momeI1te des Stabwt'rks in Abb. 444. 

.IO.~t-'0' 

'b 

Abb.443. Abb.444. 

Symmetrischer Stockwerkrahmen mit gelenkig angeschlossenen Zwi
scbenriegeln. Bei zahlreichen Bauaufgaben, iu deren Losung Stockwerk
rahmen herangezogen werden, dienen die Zwischenriegel nur zur Aussteifung und 
zur Knicksicherung der Pfosten. Ihre biegungssteife Verbindung ist dann unnotig. 
Der Stockwerkrahmen mit r Zwischenriegeln ist in diesem FaIle bei symmetrischer 

0. i 

Abb. U:;. 

Belastung (r + 1) oder (r + 2) fach statisch unbestimmt, je nachdem die Pfost en
enden frei drehbar gestiitzt oder eingespannt sind. Die Sclmittkrafte werden dabei 
aus statisch unbestimmten Gruppenlasten bereclmet, die aus der halben Summe 
symmetrisch liegender Pfostenmumente bestehen. Die ElastiziWtsgleichungen er
halten c1ieselbe Form wie bei c1er Berechnung des durchlaufenden Tragers. Bei 
Antimetrie der Belastung sind das Biegungsmoment im Querschnitt c (Abb. 445a) 



Der symmetrische Stockwerkrahmen mit zwei scnkrechten Pfostcn. 469 

und die Langskrafte in den Riegeln Null, die Sehnittkrafte daher bei frei drehbaren 
Pfostenenden statiseh bestimmt, bei starrer Einspannung der Pfosteneriden einfaeh 
statiseh unbestimmt. Die statisch un
bestimmte Querkraft im Seheitel oder 
das statiseh unbestimmte Einspann
moment konnen naeh Absehn. 26 be
reehnet werden. In zahlreichen Fallen ~~ 
geniigen die Angaben der Tabelle 47. 

Beispiel. Die Windbelastung des Rah
mens (Abb.445a) wird in den symmetrischen 
und den antimetrischen Anteil umgeordnet 
(Abb. '445b. c). Der symmetrische Anteil er
zeugt bei Vernachlassigung uel L~ngena.nde
rung der St~be in den Riegeln nur Druck
krMte. Bei antimetrischer Belastung sind die 

a. 

Abb.446. 

Riegel spannungslos. Querkraft im Scheitel: Q. = 2 W ~~~ = 2.04778 W. ~Iomente siehe 

Abb. 446a. Bei eingespannten'Pfosten wird das Einspannmoment Xl = 610/611 Ilnter Verwcn
dung der Momente M 1 nach Abb. 446 b berechnet. /E--l. ~ 
610 = 32.83283 W, 611 = 7.39710, Xl = 4,43851 W. a ...J.XhJ 2 , 
Statisch unbestimmte Momente: Abb. 446c. hJ J,,~z 

Der symmetrische Stockwerkrahmen 
mit zwei senkrechten Pfosten. Das Trag
werk kann als Sonderfall der Abb. 425 mit 
OCr = 0 naeh der allgemeinen Reehenvorsehrift 
auf S. 457ff. statiseh untersueht werden. Die 
Losung ist aber mit anderen iiberzahligen 
Grofien, die auf Grund der besonderen Eigen
schaften des symmetrisehen oder antimetri
schen Versehiebungs- und Spannungszustan
des ausgewahlt werden, einfacher. 

a) Symmetrische Belastung: Span-
nungs- und Verschiebungszustand sind sym- b 
metrisch. Daher sind in der Symmetrieachse 
die Tangenten an die Biegelinien der Riegel 
waagerecht und die Querkrafte Null. Die 
statische Untersuchung kann daher auf die 
linke HaUte des Rahmens beschrankt und der 
Riegel in der Symmetrieachse mit Q-= 0, Jk,h 
d W / d x = 0 beweglich eingcspannt ange
nommen werden. Die dem RiegelanschluB k 
benachbarten BiegungsmomenteXk • Xk+l des 
Pfostens sind statisch unbestimmt. Auf diese 
Weise entsteht das Hauptsystem Abb.447a 
mit den folgcnden geometrischen Bedingun-
gen fUr die Formanderung: 

7!77i, 
I 

Abb.447. 

X k- 1 dkll<-1) + Xkdkk + Xk+l d1dk+l) = d"o, } (761) 
X k 15lk+l)k + Xk+l 1511'+l)Ik+l) + X k+2 151k+1IIk+2) = 15"'+1)0' 

Sechsfacher Betrag der Vorzahlen unter Bcriicksichtigung einer Riegelverstarkung 
nach Tabelle 29: 

6 15k lie-II = h~, 6 du = 2 h~ + (2 Pk + A,.,) l~ • 
6 15k Ik+1I = - (2 Pk + Ak) l~ = 6 151k+1I k , (762) 

6 d lk+1) Ik+1I = 2 h~+2 + (2 Pk + Ak ) l~, 6 dlk+l) 1k+2) = h~+2 • 
,Konstantes Tragheitsmoment des Riegels It: Pk = 1, Ak = 1. 



470 51. Der stockwerkrahmen. 

Die Belastung eines einzelnen Riegels II: liefert nur die Belastungszahlen 
- 661:0 = 66(1:+110' die Belastung eines einzelnen Pfostens hI: n.ur 66(1:-110 und 
6 61:0. Das KrAftebild kann daher ebenso wie beim durchlaufenden Trager mit 
Festpunkten, Obergangslinien und Kreuzlinienabschnitten aufgezeichnet werden. 

II 

b 

Belastungsglieder fur symmetrische Belastung (Abb ..... Sa) • 

p" 

P" 

WI: 

M" - 6 dllO = 6 dll,+110 = 3 Ii M" 

~~-"- Der dreigliedrige Ansatz wird rechnerisch nach 
S. 232, also ebenso wie fUr .den durchlaufenden 
Trager mit elastisch drehbaren Stiitzen gelost. 
Dasselbe gilt fiir die zeichnerische Behandlung 
eines allgemeinen Belastungsfalles nach Abschn. 32. 
Die Zahlenrechnung ist in dem folgenden Bei
spiel ausfUhrlich erlautert worden. 

b) Antimetrische Belastung. Spannungs
und Verschiebungszustand sind antimetrisch. Da
her sind nach S. 185 in der Symmetrieachse die 
Biegungsmomente und die senkrechten Verschie-

j bungen der Querschnitte Null. Die Untersuchung 
. kann daher auf die linke Halite des Tragwerks 

~1I7Ifhoi~ beschrankt und der Riegel mit M = 0, N = 0, 
i W = 0 in der Symmetrieachse durchschnitten und 

in senkrechtem Sinne gestiitzt angenommen wer
den. Die Biegungsmomente XI:_1 , XI:+l' XI:+8 am 
unteren Ende der Pfosten sind statisch unbe
stimmt. Auf diese Weise entsteht das statisch be
stimmte Hauptsystem Abb. 447b. Die geometri
schen Bedingungen lauten 

X 1:-1 6(1:+11 (1:-11 + X 1:+1 6(1:+11 (1:+11 

Abb.448. 
+ X 1:+8 6(1:+11 (1:+8) = 6(1:+1) 0 • (763) 

Sechsfacher Betrag der Vorzahlen unter Beriick
sichtigung der Riegelverstarkung nach Tabelle 29: 

66(1:+11 (1:-11 = -1~(2 PI: - AI:) , 66(1:+11 (1:+8) = -1~1:+1) (2 PI:+I - Al:+a) .} (764) 
66(1:+1)(1:+11 = ~(2pl: - AI:) + 6h~+2 + 1~+I(2pk+l- AI:+1)· 

Konstantes Tragheitsmoment des Riegels II:: PI: = AI: = l. 
Bei Belastung eines einzelnen Riegels II: sind nur die Belastungszahlen 

66(1:+110 = - 6 <5(k-l) 0 von Null verschieden. Dagegen liefert die Belastung eines 
Pfostens hI< Belastungsglieder <510 -+ 0 bis <5(1<+110 toI= o. 



Statische Untersuchung eines Stockwerkrahmens mit 7 Geschossen. 471 

PI< 

{';' 

1t,,-, 
1 4-, 

~2Xk-l 

Belastungsglieder fiir antimetrische Belastung (Abb. 448 b). 

Pt 121k 
- 6 6(1<-110 = 615(1<+110 = ------ -

32 

6 .. WI< h~ (I' h' ht _ 1 I' ) 
U(k-1I0 = ----;-- k + 4 k - 2 T k-I 

615(1<_310 = - WI< ht hk _ 1 (/;'_1 + 3 h,i,_2 - ~:=: !1.-4) 

6 t5(t_&1 0 = - Wt hI< hl<_4 (Ik_, + 3 hk_c - ~:=: lic_&) usw. 

6 .. WI< hI< hl<_1 (I' + h' hl<-4 I' ) U(t-310 = - ------ k-I 3 k-I - -h- k-4 
2 k-2 

6 .. Wk hk hk _, (I' + h' hk _& I' ) 
UU,_&IO = - --,,-- k-4 3 k-4 - -h- k-8 usw. 

- k-4 

S,ymmelrischer An!eil 

- 6 r5(k_lI 0 = 615(1<+110 = Ik Mt 

Der dreigliedrige 
Ansatz (763) kann 
in ahnlicher \Veise 
wie beim durchlau
fenden Trager nach 
der bekannten Re
chenvorschrift rech
nerisch oder zeich
nerisch gel6st wer
den. 

Antimelrischer An!eil 

Die Schnittkrafte 
ergeben sich aus dem 
statisch bestimmten 
Anteil und den An
schlul3kraften in 
Abb.449. Abb.449. 
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Statisehe Untersuehun~ eines Stoekwerkrahmens mit 7 Ge
sehossen fur standi~e Last und Windlast. Grenzwerte der 
Bie~un~smomente bei voller Nutzlast in einzelnen Gesehossen. 

1. Geometrische Grundlagen. Abb. 450. Die Tragheits
momente sind im Bereich eines jeden Stabes konstant. 1. = 72 dm'. 

A. Symmetrische Belastung. Be
rechnung nach S. 469. Die statisch iiberzah
ligen GroBen sind die Anschlu13momente Xli 
X 1<+1 der Pfosten. 

k 

2 
4 
6 
8 

10 
12 

11< 

9,6 
9,6 
9.6 
9,6 
9.6 
9,6 

I" I' k 

171 4.03 
171 4.0 3 
108 6.40 

90 7. 68 
90 7,68 
72 9. 60 

! 
I 

, 

2. Die geometrischen Bedingungs
gleichungen (761). MomenteMI< und M HI 

nach Abb. 447 a. Momente M13 und M1, 
nach Abb.451. Vorzahlen der Matrix nach 
(762): 14 9.6 72 <).90 1 

... 1 Irf" 
I 1 
..:' 

"-~~ 

k ht 

i 
I 
6 ~ 

Abb.450. 

11< 

2 5,4 307 
4 3.6 256 
6 3.6 256 
8 3.6 143 

10 3,6 143 
12 3.6 72 
14 3,0 60 

1 

'J.!~ 

hI, 

1,27 
1.01 
1.01 
1.81 
1.8T 
3.60 
3,60 
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Statische U-ntersuchung eines Stockwerkrahmens mit 7 Geschossen. 473 

6 <5(H1I (lall = 2 h~+l + 31~, 6 <5(k+1I (k+2l = h~+2' 

6 t5l3l3 = 2 h~4 + 31i2 + 1~4 (·h~·12 , 
14/ 

61514 U = 2 h~. + 1~4 [3 + 3 hi - + (h-'-')2; , 
14 14'; 

6 j\ - /,' - ~~ I J_ (3 -L ') '-) U13H -"14 2 l ,~ h . 
114 14 

Ergebnis der Rechnung auf S.472. 
3. Die Auflosung des Ansatzes. Anwendung der Rcchenvorschrift 

auf S. 238 mit den Kennbcziehungen -X./X k+l=" k(k+lI' -Xk/X k-l ="k(k-lI 
und den Vorzahlcn Ph = PH/6 der konjugiertcn :\Iatrix. Da bei symmetri
scher Belastung Pk cines Riegels Ik nach S.470 nur die Belastungsglieder 
- 66kO = 66(k+1I0 und bei symmctrischer gleichformiger Belastung Wk 

eir.es Pfostenpaares nur die Belastungsglieder 6(5(k-1I0 = 6(5kO entstehen, so 
geniigen die Vorzahlen PH/6 der Hauptc1iagonalen der konjugiertcn :\Iatrix 

Abb.451. 

und die beiderseits benachbarten Xebcnglicder fh(k-U/6, fJ.(k~1I/6. Die konjugierte :\Iatrix 
wird daher nur flir diesen Bereich bcrechnct. Das Ergebnis der .\uflosung nach S. 238 bcstcht 
in der Tabelle S.474. 

a) Symmetrische Bclastung cines Hiegcls 

( flu fl. (k+11) 6" X. = - (\ + --6- U(k+1I0' 

b) symmetrische Belastung cines Pfostcnpaar('s 

X'_l = (Plk-l~(k_ll + fl(k(t~) 66k~' X k = (fl"I~~ll + fl~k) 66ko ' 

Die iibrigen statisch unbestimmten Grol3en sind ftir jede Belastung Pk' Wk durch die 
I{ennbeziehungen "k (k-tl' "k "'+II bestimmt. 

4. Die statisch unbestimmten Schnittkrafte bei gleichformiger Belastung Pk 
der einzelnen Riegel I k • Die Belastungsglit'der sind nach S.470 ftir Pk = 1 t'm 
(k = 2,4, ... ,12) 

.• 6 ~ Pk 12 If, 
- 6UkO = U(k+lIO = ----.- . 

40 
Die Belastung P14 erzeugt nach Abb. 451 

6613,0 = ;2 P14121~, h~, = 57,024, 6614,0 = -;2 Pu12/~4 (8 + 5 h~J =-285,120. 

Berechnung cler It benachbarten Pfostenenclmomente Sk' Sk+1 (k = 2. 40, ... ,12) nach 3a: 

k 2 4 6 S 10 J.! 

1.00 1.00 1.00 l,DO 1.00 1,00 

4. 0 3 4. 0 3 u.40 ,.0S ;.6S 9,60 

9~,85 9 2 .85 I.fi,4 lJ ] 7(),'l.i l'h.Oj 22I.IS 

----------1-----1-----1---- -------------
+ 3.7377 .!. ,l,jlhO -:- 2.j(J.B + 3.45ji -1- 2,3331 + 2.S10j 

Die Belastung P14 = I tim erzeugt 

'" - {J13,13 6' ,P13,U 6·< -'.) 6031 
-, 13 - -6-' "13.U T -ij-' -. uu.o -, -. , Xu =-5.4588, 
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Statische Untersuchung eines Stockwerkrahmens mit 7 Geschossen. 475 

Die anderen iiberz1ihligen Schnittkrafte sind fiir jeden Belastungsfali P. 
(h < k, r> k + I) , 

die AnschluBmomente der Riegel: (X'+1 - .Yd. Damit kann folgende Tabelle angeschrieben 
werden: 

PI = I 
i p, = I P. = I Pa = I PI0 = I 1 P12 = I Pu = I , 

Xl + 1,7°28 
1 

+ 0,1383 + 0,011 4 
1 

+ 0,001 7 - 0,4332 - 0,0354 - 0,003 1 
i ---- ----- _._---- ------

X. - 3,4056 + 0,8663 - 0,2766 + 0,070 7 - 0,0228 + 0,00621 - 0,0034 
------- - -- - - ----- -----. --

X3 + 3,7377 + 1,0028 - 0,3202 + 0,0818 I - 0,0264 + 0,0072 I - 0,0039 
--- ----- -- ----------1----- ----

X, - 1,0519 - 3,6395 + 1,1623 - 0,2970 + 0,0957 - 0,0262 i + 0,0140 
1 --- - ~-------- ----------f------- ----- -- --------

X& - 0,9154 + 3,5160 + 1,3298 - 0,3398 + 0,1095 - o,o~oo 1 + 0,0160 
---- - - -- ------ --- -----

X8 + 0,1968 - 0,7558 - 4,6642 + 1,1918 - 0,3841 + 0,1052 
, 

- 0,0562 
1 ----- - --- ----------- ----- -- -----1--------- ---1-- ----

X 7 + 0,1693 - 0,6504 + 2,5953 + 1,2993 - 0,4 187 + 0,1147 i - 0,061 3 
------- -----1-------- , .-------.--- _ .. _. 

Xa 1 + 0,1823 - 0,7274 + 1,2049 I + 0,1765 ~~~4751 - 3,7391 - 0,3302 
-' .. -- f------ 1 ----I --

Xg - 0,04161 + 0,1598 I - 0,6378 + 3,4557 + 1,361 3 - 0,373 1 I + 0,1994 
----- --------

X10 _-::..~,0088 1_-=--0'~339 : + ~1]52 - 0,7323 - 4,7136 + 1,2918 - 0,6906 
- -

+ 0,00691 - 0,0267 i Xu + 0, 1063 - 0,5759 + 2,333 1 + 1,4654 - 0.7834 

X 12 - 0'00'81 + o,~JO -':0~0'78 + 0,1508 - 0,6108 - 4,0421 + 2,1608 
1----- -- - -

Xu - 0,0014 + 0,0054 - 0,0215 + 0, 1165 - 0,47 19 + 2, 8105 + 2, 6031 
- .--_ .. --- ---- -I·· ----- ---. ----

Xl' - 0,0001 + 0,0004 - 0,001 7 + 0,0091 - 0,0368 ! + 0;2190 - 5,4588 
I 

Xz - X3 - 0,1365 
I + 0,°436 + 0,0036 + 0,0005 - 7,1433 
i 

- 0,0111 - 0,0010 
------ - r------ _ ... ----

X, - X& - 0,1365 - 7,1555 I - 0, 1675 + 0,0428 - 0, 01 38 + 0,0°38 - 0,0020 i ._- -- --.- -_.----- ------- -I 
X. - X 7 + 0,02 75 - 0, 1054 I - 7,2595 - 0, 1075 + 0,0346 - o,oo'!5 + 0,005 1 

Xa - Xg - ~~~0591 + 0~2251_ - 0,0896 - 7, I 948 - 0,1564 + 0,04 2 9 - 0.022 9 
-",. - -- -

X lO - Xu +~,OOI9i - 0-;'072 I + 0,0;89 - 0,15 64 - 7,°467 - 0,1736 + 0,0928 , 
. - ._-_ . ------i--

Xu - Xu _- 0~~~04 I + 0,0016 - 0,0063 + 0,0343 - 0,1389 - 6,8526 - 0,4423 
----- -----

+Xu - 0,0001 I + 0,0004 - 0,001 7 I -+- 0,00<)1 - 0,0368 + 0,21')0 - 5,4588 

5. Die statisch unbestimmten Schnittkrafte bei gleichfor. 
miger. symmetrischcr Windbclastllng W k = 0.525 tim. Nach S.470 
entsteht bei symmetrischcr Iklastllng des l'fostenpaares Ilk durch wk 

(k = 2, 4, ...• 12) 
• ,Uk hZ hi· 

615lk_1Io=b15.0=- 4 -

Nach Abb. 452 ist all13erdcm 

615 11• 0 = -9,11736, 61514 • 0 = + 18,:l8781. 

Berechnung clef statisch unbcstimmten SchnittkraHc .\"'-1' 'yk nach 3b: Abb.452. 



476 51. Der Stockwerkrahmen. 

k 2 4 6 8 10 12 

Wk 0,525 

Ilk 5,4 3,6 3,6 3,6 3,6 3,6 

hk 1,27 1,01 1,01 1,81 1,81 3,60 

6 !5lk-lJO = 6!5kO - 4,86061 - I,iioUI - 1,71801 - 3,07881 - 3,07881 - 6, 12360 

_Plt-:-I) Ik:-l)_ + lll'-~!!'. 
6 6 

+ 0,320662 + O,212!W6 + 0,236081 + 0,153086 + 0,133941 + 0,082132 

Xk_ I - 1,5586 - 0,365 1 - 0,4056 - 0,4713 - 004124 - 0,5029 

flk ,,--)~ + Pu 

6 6 
+ 0,146077 + 0,21 8831 + 0,162087 + O,III945 +0,088698 + 0,051223 

Xk - 0,7100 - 0,3760 - 0,2785 - 0,3447 - 0,2731 - 0,3137 

Xu = -0,5747, 

Die anschlieDenden Pfostenmomente ergebcn sich wiederum aus X A-I = - "I. -1) A X., 
Xr = - "rlr-1) X r _ I . Das Ergebnis ist in der folgenden Zahlentafel enthalten. 

Xa 

X, 

Xs 

- 1,5586 

-0,7100 

-0,6209 

+0,1747 

+0,1521 

+0,1577 

-0,3154 

- 0,3651 

- 0,3760 

- 0,3272 

-0,0422 

+0,0844 

+0,0977 
----

-0,3545 

- 0,40.,6 

WIO wlI Wu 1: 

+0,0128 -0,0034 +O,OOII -0,0004 - 1,4330 
------ --- ----

-0,0256 +0,0069 - 0,0021 +0,0007 -0,9612 

-0,0297 +0,0080 - 0,0025 +0,0009 -O,9II6 
------

+0,1077 -0,0290 +0,0090 -0,0031 -0,4711 

------1-----1 --------- -- - ---
Xe 

X7 

Xs 

-0,0281 +0,0605 -0,2396 -0,4713 +0,1268 -0,0394 -fio,0135 
-- --- -- -------- ---- - - ~---- -- -

+0,0079 -0,0170 +0,0672 -0,3447 -0,3650 +o,II33 -0,0390 

-0,5805 

-0,5776 

X, +0,0069 - 0,0149 +0,0589 - 0,3022 - 0,4124 +0,1280 - 0,0440 - 0,5796 
---------------- ------f--- -- --------

X IO -0,0015 +0,0032 -0,0125 +0,0640 -0,2731 -0,4432 +0,1525 -0,5107 
--------- --- ------ - ----f-----t-----; 

Xu -0,0012 +0,0025 -0,0098 +0,0504 -0,2148 -0,5029 +0,1730 -0,5029 

+0,0003 -9,0006 +0,0026 -0,0132 +0,0562 -0,3137 -0,4771 -0,7455 
------1---- - t--- -- -- ---

+0,0002 -0,0005 +0,0020 -0,0102 +0,0434 -0,2423 -0,5747 -0,7821 
------ ---------I----I--------r--- -- ---------- -- - --------

+0,0002 - 0,0008 +0,00341 - 0,01119 +°,32°4 +0,3042 + 0,0000 - 0,0000 

B. Antimetrische Belastung. Berechnung Ilach S.470. Die statisch tiberzahligen GroDen 
sind die AnschluDmomente am unteren Pfostenende. 

~
t=1 

~ , 
~ NJr-, I 
1 1 . 

1 - ;l1f" 
i 

Abb.453. 

6. Die geometrischen Bedingungsgleichungen (763). Die Vorzahlen sind nach (764) 

Der Ansatz gilt unverandert fUr das DachgeschoD mit schragem Riegel (Abb.453). 



Statische Unlersuc!lung cines Slockwerkrahmens mit 7 Geschossen. 477 

:'ialrix (ler Vorzahlen (i On: 

Xl X3 

+ 11,65 - 4,03 
---

3 - 4,03 + 14,1'2 .-. 4.0 ] 

5 - 4,03 f· IG,4') - h:4O 

'1 - 6,40 + 24,')4 - 7,6R 

9 - 7,6R + 2IJ,22 - 7,1,); 

n - 7/,il + 3R,ilil - 9/'0 

13 I - 9,60 + 41,10 

7. Aufliisung des Ansatzes. 
a) Antimetrische Belastung cines Riegels [k' Es treten nur zwei Belastungs

glieder - 66",_11 0 = 6i5 lk+11 0 auf, so daO die gleiche Rechenvorschrift wie unter 3a 
verwendet wird. 

b) Antimetrische \Vindlast. Antimetrische Windlast eines Pfostenpaares hk 
gibt Belaslungszahlcn 610 , (~30' ... , 61k+ il o. Da jedoch in der Regel nur \Vind
belastung auf die ganze PfostenHi.nge in Betracht kommt, werden die Be
lastungszahlen i5 kO am besten nach (171) unmittelbar aus den Biegungs
momentcn .\fo des Hauptsystems angegeben. Die statisch unbestimmten 
Schnittkrafte kiinnen nach S. 236 mit dem GauOschen Algorithmus berech
net werden. Das Ergebnis mOt sich auch nach einer Superposition anschreiben, 
in dem jede iiberzahlige GriiOc X, zunachst hir 60'0 al\cin bestimmt wird 
(Xi -)0 Xu). Hierzu gl'niigcn die Kennbezichungcll und die Hauptgliedcr {Ju/6 
dcr koniugiertcn Matrix. 

oder 

,- 6 ., flu 
-" •• = V'O' 6' 

Xli_II h = - "ii-Iii X lA fiir i ~ h 

X(i+ll'=-"li+1IiXih fiir i'2:."; 
h=n 

Xi=;EX/ h • 
h=1 

liiegungsmomente 
in uer Mitte der 
Pfosten: 

5,175 
12,42 
18,90 
25,38 
31,86 
38,34 
70,875 

Aub.454. 

h:ennbeziehungell und Yorzahll'n {Jlk+11 Ik+11/6 zur )iatrix am Kopf der Seite. 

"31 "51 "75 "97 "119 

-
"1111 

-0,3°9 687 -0,274 653 -0, 283 898 -0,3 12067 - 0,209 620 -0,233577 

"1113 "911 ",9 "'57 "35 "13 

-0,263900 -0,3 2 5 854 -0,345 204 -o,.p0671 -0,3 16676 - 0,3459 23 

fl11 Paa fJ55 Pii {J99 {JU11 {J1ll3 

+0,0,)61357 +0,0860653 +0,074 6444 +0,050 375 2 -i- 0,045 5395 +0,02,)2954 +O,025<J2()Z 

8. Die statisch unbcstimmten Schnittkrilftc fiir volle antimctrischc \\'ind
last. Die :'iomentc des Hauptsystcms sind in ,\bb. 4;i4 ohne Einhaltllng cines :'Ial3stabl·s auf
gctragen. In Yerbin(\ung mit .\bb.453 ist z. B. 

6,5,0 = G f ,'vI7 -'\,fo 'j'- d 5 

= W [l~. 60,48 - h~ (47,52 + 4· 25,38) -l~ .47,52] = - I:lO.0l3 w, 

Belastungszahlcn und Superposition der Teilergebnisse: 



II 

6"10 

/lA1W6 

Xl 

X. 

X. 

X, 

X. 

X" 

Xu 

478 51. Der Stockwerkrahmen. 

I 3 5 7 9 II 13 I 

- 563,159 + 8.843 - 147.477 - 130 ,013 - 5',425 - 104.'37 + II,397 -
+ 0,0961357 + 0,0860653 + 0,074 6444 + 0,050 3752 + 0,0455395 + 0,029'954 + 0,0259292 -
- 54. 1397 + 0,.633 - 1.2059 - 0.3018 - 0,0380 - 0,0158 + 0,0004 - 55,4375 

- 16,7663 + O,76II - 3,4861 - 0,8725 - 0,1098 - 0,0458 + 0,0012 - 20,5182 

- 4.6049 + 0,2090 - II,0083 - 2,7551 - 0,3467 - 0,1445 + 0,0037 - 18,6468 

- 1,3073 + 0,0593 - 3,1252 - 6,5~94 - 0,8241 - 0.3435 + 0,0088 - 12.0814 
_ ... _---

- 0,4080 +0,0185 - 0,9753 - '.0439 - 2.3874 - 0,9951 1+ 0,0254 - 6,7658 
----------

- 0,0855 +0,0039 - 0,2044 - 0,4284 - 0,5004 - 3,0537 + 0,0780 -
- O,020C? +0.0009 - 0,0477 1- 0,1001 - 0,1169 

I 
- 0,7133 + 0,2955 -

C. Biegungsmomente aus Eigengewicht. g. bis gIl = 1,8 tim, gu= 1,25 tim (Dach
riegel). 

Die Teilergebnisse der Tabelle S.475 aus PI bis Pu werden addiert und mit 1.8 multiplizicrt. 
Hierzu treten die mit gu erweiterten Ergebnisse fUr PI' = 1. 

Schnitt PI7 PII = I Ps 7 PII = 1,8 Pu ==; 1.25 .E [mt] 

I + 1.3808 + 2,4854 + 0,0021 + 2,488 
2 - 2.7618 - 4,9712 - 0,0042 - 4,975 
3 + 4,4829 + 8,0692 - 0,0049 + 8,064 
4 - 3,7566 - 6,761 9 + 0,01 75 - 6,744 
5 + 3,6701 + 6,6062 + 0,0200 + 6,626 
6 - 4,3103 - 7,7585 - 0,0702 - 7, 829 
7 + 3,1095 + 5,5971 - 0,0766 + 5,520 
8 - 3,4570 - 6,2226 + 0,2206 - 6,001 
9 + 3,9243 + 7,0637 + 0,2492 I 

7.3 13 T 
10 - 4,0440 - 7,2792 - 0, 8632 - 8,144 
II + 3,3091 + 5,9564 - 0,9792 + 4,977 
12 - 4,5247 - 8,1445 + 2,7010 - 5,4H 
13 + 2,4376 -L 4,3877 + 3,2539 + 7,l'4 2 I 

14 + 0,1899 + 0,3418 - 6, 8235 - 6,48.! 

15 - 7,2447 - 13,0405 + 0.0006 - 13,040 
16 - 7,4267 - 13,3681 - 0,0025 -- 13,371 
17 - 7,4 198 - 13,3556 + 0,0064 - J3,349 
18 - 7,381 3 - 13,2863 - 0,0286 - 13,315 
19 - 7,353 1 - 13,2356 + 0,1160 - 13,120 
20 - 6,9623 - 12,5321 - 0,55 29 - 13,oS5 
14 +0,1899 + 0,3418 - 6, 8235 - 6,482 

Abb.455. 21 - - - + 2,268 

Die l\Iomente sind in Abb_ 455 dargestellt. 

D. Grenzwerte der Biegungsmomente infolge Nutzlast von 2,5 tim auf 
Gescho13 brei teo 

Die Belastungsvorschrift crgibt sich aus den Vorzeichen der Teilergebnisse der Tabelle S.475. 
Diese liefert auch die Schnittkrirfte fUr P = 1 tim. 

ill mas: ,UmID 
-

I 
Schnitt Grenzwert Grenzwert 

Belastung -- Belastung - ._-- -------------
P = 1 P = 2,5 P = I P = 2,5 

5 P4' P6, PIO + 4,9553 + 12,388 PI' PS' PIS - 1,2852 - 3, 21 3 
6 PI'P8 ,PU + I.493S + 3,734 1'" P6' 1'10 - 5,S041 - 14,510 

17 P2' />10 + 0,0621 + 0,155 p" 1'6' 1'8' P12 - 7.481 9 - 18.705 
17" P2 , PG, 1'10 + 4,3226 + 10,806 P"P8,PI2 - 0.2224 - 0.556 

Balkenmoment fUr Pk = 1 tIm: 
Pt • 9,62 1 . 9,62 _ -- ---8--- = --8 -- = 11,;)2 tm. 

4,1905 

0,7016 
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480 51. Der Stockwerkrahmen. 

E. Biegungsmomente aus \Yindbelastung. Das Ergl"bnis wird durch Superposition 
des symmetrischen tlnd des antimetrischcll _\nteils in tier Tabelle S.479 ("rh"It'·Il. I lie 

-029 

-0,011 
-3,95 

-Z8,il3 10mt +Z7,OO 
0----< 

Abb.456. 

:\[omentc sind in Abb.456 aufgl'zeichnet. 

Der symmetrische Stockwerkrahmen mit 
mehr als zwei Pfosten und frei drehbar ange
schlossenen Zwischenstielen. Die Cntersllchl1ng 
des Stockwerkrahmens mit zwei Pfosten fiir svmmetri
sche Belastllng nach S. 4li9. fUr antil11etri~cbe 13e
lastung nach S. 470 kann unmittelbar auf das er
weiterte symmetrische System mit gelenkig an
geschlossenen Zwischen pfost en iibertragell werden. 
Die Riegel des Hauptsystems werden jedoch nicht 
mehr allein in der Symmetrieachse. sondern nach 
Abb. 457 auch durch Zwischenpfosten gestiitzt. Sie 
bilden daher bei beiden Li:isungen durchlaufende 

~ 

l 
: 
! 

'l'!~ "".., n ... I,,~ 'J":'; ~b 
Abb.4.-)i. 

Trager mit frei drehbaren Zwischenstiitzen, das Hauptsystem ist also statisch 
unbestimmt. Trotzdem werden die iiberzahligen Gra/3en eben so wie nach (7li1) 
und (763) aus dreigliedrigen geometrischen Bedingungsgleichungen berechnet. 
nur da/3 die Vorzahlen I5J:L b~!k-1) und die Belastungszahlen- bl"J aus der Form
andrrung eines durchlaufenden nach .\bb. 458a oder Abb. -1;38 b gestiitzten 
Tragers k infolge - X" = 1. - X k +1 = 1 und der Belastung '-13 hervorgehen (:31 1). 
Hierzu werden die Biegungsmomente JIjJ). ~Il"~ l' .11))) fiir jeden Riegelabsclmitt 

(l I b Abh.438a oder Abb. 458b nach 
<>----por--\r-,~ Abschn.47 bestimmt. 

!I" Das Ergebnis hat fUr Aus-
I fUhrungen in Eisen beton keine 

=~""""~mmmo""""F"7!;'/~ Bedeutung. so daB die Lasung 

Aut>. 4j.~. 

I abgebrochen wird. Sie bietet 
hei Anwendung der Angaben des 

'f Abschn. 37. der sich mit sta
tisch unbestimmten Hauptsyste
men beschaftigt. keine Schwierig
keiten. 

Stockwerkrahmen mit mehr als zwei Pfosten und biegungssteifer 
Verbindung von Pfosten und Riegel. Die Sclll1ittkriifte werden aus den 
Knoten- und Stabdrehwinkeln des Tragwerks entwickelt (Abschn. 38f£'). Die C'nter
suchung ist auf S. 345ft. gezeigt und in Abschn. 12 auf di~ Berechnung von s)'mme
trischen Stockwerkrahmen mit zwei. drei und vier Stiitzen angewenrlet worden. 
Der Ansatz bietet keine Schwierigkeiten. Die ZahlcnreclmuJ)g ist zuverIassig. leider 
jedoch zeitraubend. Man begniigt sich aus diesem Grunde in der l<egcl mit J:\ahe
rungslOsungen auf Grund einer Abschatzung des Verschiebungszustancles_ 

Die Pfostenclrehwinkel 1pc sind bei ~('nkrechter Bclastung cler H.iegel stets 
klein. so da/3 sic bei der angenaherten Beschreibung des Spannungs- und Form~lnde
rungszustandes vernachlassigt werden kijnnen. Man beschrankt die C ntersuchung in 



Stockwerkrahmen mit mehr als zwei Pfosten und biegungssteifer Verbindung. 481 

diesem Falle oft nur auf einen durchlaufenden Riegel, dessen Pfosten an den be
nachbarten beiden Riegeln mit vorgeschriebenen statischen oder geometrischen 
Eigenschaften enden. Dabei werden die AnschluBmomente der Pfosten oder die 
Knotendrehwinkel der benachbarten Riegel Null gesetzt (frei drehbare Verbindung 
oder starre Einspannung der Pfosten). Die wahre Losung fUr "Pc = 0 wird durch 
das Ergebnis aus beiden Annahmen eingeschlossen. Sie entspricht einer elastischen 
Einspannung der Pfostenenden, die oft auch als Grundlage des Spannungsnach· 
weises geschatzt wird. Dabei werden die Wendepunkte der elastischen Linien, also 
die Nullpunkte der Momentenlinien der dem Riegel benachbarten Pfosten, im 
Abstand 3j4·h yom Riegel angenommen. 

Der durchlaufende Riegel ist in Abschn. 48 mit statisch unbestimmten Schnitt
kraften und mit Knotendrehwinkeln berechnet worden. Die Untersuchung bedarf 
nach geeigneten Annahmen tiber die elastische Einspannung der Pfosten keiner 
Erganzung. Sie kann rechnerisch (S. 230) oder zeichnerisch (S. 262) durchgefUhrt 
werden. Die Momentenlinien schneiden dabei meist die Achsen der Pfosten im Ab
stand 0,25 h von dem benachbarten Riegel. 

Zur Abschatzung der Schnittkrafte gentigen die Ergebnisse auf S.438 fUr den 
durchlaufenden Trager mit unendlich vielen Feldern Ii = I' oder Annahmen tiber 

Abb •. 459. 

die Lage der Festpunkte in den Tragern lk-2' lk+2 neben dem belasteten Felde llc 
(Abb.459). Man wahlt ebenso wie bei den Pfosten 

a(k-3) (k-2) = 0,25 lk-2' 

Waagerechte Belastung. Man unterscheidet Lastangriff am Knoten und 
Pfosten, rechnet jedoch in der Regel den allgemeinen Fall nur fUr unvcrschiebliche 
Abstiitzung der Pfosten durch die Riegel, um dann die Stiitzkrafte gemeinsam mit 
den vorgeschriebenen Knotenlasten als auBere Krafte des Stockwerkrahmens zu 
verwenden. Die Annahme "Pc = 0 ist dann auch in einer NaherungslOsung un
brauchbar. 

Das Schaubild der Biegungsmomente besteht bei Knotenbelastung aus geraden 
Linien, welche die Stabachsen schneiden, so daB die Schnittpunkte oft zur Ab
schatzung der Losung in die Halbierungspunkte der Stabe gelegt und die Quer
krafte eines jeden Stockwerks proportional zu den Tragheitsmomenten der Pfosten 
auf diese verteilt werden. Damit sind dann die Stabendmomente bestimmt. Leider 
ist das Ergebnis selbst ais Naherungsiosung ohne groBe Bedeutung, da der Spannungs
zustand des Stockwerkrahmens durch die Annahme der Momentennullpunkte in 
den Pfostenmitten zu giinstig beurteilt wird. 

Bleibt die NaherungslOsung auf Stockwerkrahmen mit rechteckigem UmriB und 
rechteckigen Feidern beschrankt, so wird man auch bei ungleicher Verteilung der 
Nutzlast damit rechnen ki:innen, daB die Tragheitsmomente der Saulen der Geschosse 
in einem konstanten Verhaltnis stehen, die Tragheitsmomente der Saulen des erst en 
Geschosses also mitJaCl' JaC2'" JaCk' diejenigen eines anderen mit JbCl,fbC2'" 

fbCk beschrieben werden, wobei die Saulen Jac2' JbC2 demselben Strang (2) angehOren. 
Beyer, Baustatik. 2. Aufl.. 2. l\:,·udruck. 31 
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482 51. Der Stoclnvcrkrahmcn. 

Da nun die horizontalen Verschiebungen der Knotenpunkte cines Riegels gleich 
gro/3 sind und die Schaubilder der Biegungslllolllente aller Pfosten der Form nach 
iibereinstimmen, konnen nach dem wirklich vorhandenen Verschiebungszustand die 
waagerechtcn Biegelinien der Pfostcn in erster Annaherung als kongruent und daher 
die Knotendrehwinkel cines Ricgels gleich groB angenommen werden (rpJ,r = rpJ' 
r = 1 ... s). 

Die Addition der Gleichungcn bA J = 0 fur aIle Knoten ] eines Geschosses 
liefert unter Beriicksichtigung der Kongruenz der Biegelinien (Abb. 460) 

1 l"""l 1 Y' 1 
r=8 ( r=, r=, 1=8 

2rpH !liz;'" + rpJ 4:§ hi." + 12 ~ ':,1' + 4 ~ Ilk".) 
1=8 T=' r=8 

• " 1 ,"" 1 Y' 1 +2rpKL.; -l,--6"P;L.; T'-6'1I'A'~' -V--=o. 
(=1 '!'tI' ,=1 I,,/, 1=-0;] 'k.1' 

(a) 

Die Gleichungen bAc = 0 lauten fur die beiden dem Riegel i henachbarten Stock
werke 

(b) ,=s 

6 L -f- {rpJ + (PK - 2 v',J + W ~llk = 0, 
,.=1 'k,r . 

/I I W,;=.L;Hm • 
k 

K,2 ' K,9 __ -tK,s Mit 
, '" ... ... - < ~ ~ 

Iu liE .12 .Ia 

f·-:- Sf 

C =2;c, 
,·.......:1 .. '" .., 

'N- 'N .... wird 
fo<:! 

~ ~ 
H.2 H.9 r=8 7=8 

Alou.400. ~ -J- = ,J-2 c, = l ~ • 
r= 1 Ii. J' 'i. 1 r= 1 'i. 1 

r=R 

~l,l ~_ 5,,-, 1 L.; - licfert einen l\Iittelwert t;,In' Die Substitution der Pfostendreh-
,':":~ I, r ,. II' 

winkel "Pi, "Pk nach (b) 

(765) 

in (a) liefert die folgenden dreigliedrigen Beziehungen zwischen den Knotendreh
winkeln drcier benach barter Riegel: 

1 ( 1 12 (5 - 1) 1)' 1 WI hi W k Ilk 
- V'H IT + rpJ IT + c ,~ + 7i' - rpK 7i' - 2C - ')(; = 0, 

1.1 '.1 1,,,. ,(:,1 k,l ... 
(766 a) 

allgemein: 
(766 b) 

Sic werden am einfachstm durch Iteration ge16st, da die Hauptglieder wesentlich 
grlil3er als die Nebenglieder sind. 

Die Ergebnisse dicser Ntiherungsrechnung lassen sich durch Iteration' der 
statischen Hedingungen (599) bis (601) verbessern. 
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Die Brauchbarkeit der Losung wird an dem Stockwerkrahmen Abb.331 nachgepriift. 
dessen Stab- und Knotendrehwinkel nach Abschn.42 bekannt sind. Er besitzt s = 4 Pfosten, 
also 12 (s - I) = 36, und ist zur Mittellinie symmetrisch, daher ci = C, = l,OO, c l =c3 =1.28. 
C = 2 (ci + cz) = 4,56. Fiir den Abschlu13rie~ell. ~st 1/1;', ... = 1/3. (2·0,105 + 0.211) == 0,140, 
fUr aile iibrigen Riegel lilt ... = 0,216. Die rezlproken Werte Ilhg• I werden nach S.359 
angeschrieben, so da13 aile Vorzahlen und Belastungszahlen des Ansatzes (766) bekannt 
sind. 

i Ijh:, 1 = Ijh:i+l),l= I 36 
all W, 

I 
W, h, W,h, aJ, 

a(/_I) I a/(/+I) Ii, fU Cl~,m 2C 

g - 0,059 - 0,140 1,105 1, 164 1.105 3,757 0,41 - 0,41 
t - 0,085 - 0,059 0,216 1,705 1,849 3,380 12,168 1,34 - 1,75 
c -0,198 - 0,085 0,216 1,705 1,988 5,720 20,592 2,26 - 3,60 
d - 0,254 - 0,198 0,216 1.705 2,157 8,060 29,016 3. 20 - 5.46 
c - 0,254 - 0,254 0,216 1,705 2, 21 3 10,400 37,440 4,10 - 7,30 
b - 0,340 - 0,254 0,216 1,705 2,299 12,740 45, 864 5,02 - 9,12 
a - - 0,340 C,216 1.705 2, 607 14,885 44,655 4,90 - 9.92 

Ansatz der Bedingungsgleichungen (766). 

fjJB fjJc 

A 2,60 7 - 0,340 -9.92 

B - 0,340 2.299 - 0,254 - 9.12 

c - 0,254 2. 21 3 - 0,254 -7.30 

D - 0,254 2,157 - 0,198 - 5,46 

E - 0,198 1,988 - 0,085 -3,60 

F - 0,085 1,849 - 0,059 - 1,75 
----

G - 0,059 1.164 - 0,4 1 

Iteration der Losung. 
fjJ .. fjJB fjJc fjJD fjJ& fjJ, rpG 

3,80 4,52 3,82 2.98 2,1l 1.04 0.40 
4,39 5.04 4,22 3,22 2,17 '1,05 0,40 
4,46 5.09 4,25 3. 24 2,17 1,05 0.40 
4,47 5. 10 4,25 3,24 2,17 1,05 0,40 
4,47 5,10 

Fehler gegeniiber dem genauen Ergebnis auf S.365. 

Winkel fjJ .. fjJB fjJc fjJD fjJ& fjJ, fjJG 
---------------

Fehler in % - 12 - 17 - 18 - 19 - 28 - 40 - 50 

Winkel fjJH fjJl fjJg fjJL fjJM fjJH fjJB 
---------------

Fehler in % +7 +9 +9 + 10 + 16 + 30 + 48 

Berechnung der Stabdrehwinkel nach (765). 

31· 



484 52. Der Rahmentrllger. 

i W,h, 6 !,Vlh~/~ I Fehler 1{J( --
hb 

mJ_l 'JiJ 1{J( 
2C 2C hb I % 

a 4,90 3.372 1.45 0 4.47 3,69 + I. I 
b 5,02 2.040 2.46 4.47 5. 10 7. 24 - 1.3 
c 4. 10 1.524 2.69 .'i, 10 4. 25 7.37 - 1.9 
d 3.20 1.524' 2,10 4. 25 3.24 5.84 - 2,2 
e 2.26 1.188 1.90 ],24 2.17 4,70 - 2,1 

f 1.34 0.510 2.63 2.17 1.05 4. 24 - 5.1 
g 0.4 1 0.354 1.16 1.05 0.40 1.88 - 16.1 

""erden diese "Verte als Grundlage der Iteration der statischen Bedingungsgleichungen von 
S. 362/363 verwendet. so liefem die zweiten verbesserten Werte 

'Ji"A 

I 
'JiB 'Jio 'JiD I{iE 'Ji, po 

+ 5.08 + 6.11 + 5.14 + 3.96 + 3.08 + 1.73 + 0.75 

'JiH 'JiJ 'PIC 'JiL 'JiM 'JiN 'JiB 

+ 4. 17 + 4. 65 + 3,86 + 2.94 + 1.86 + 0.80 + 0.26 

1{J. 1{Jb 1{J. 1{J, 1{J. 1{J1 1{J, 

+ 3.65 + 7.32 +7.46 + 5.92 + 4.79 + 4.46 + 2.21 

bereits eine gute Annaherung fiir die Biegungsmomente. 

MeA, ! Betrag Fehler 
MY" Betrag Fehler 

MY" Betrag Fehler 
MY" Btl Fehler 

." J ! % % .% e rag % 

M~c) - 3.04 0.3 Me;) , - 1.16 0.0 jv.!j' , - 4. 11 0.5 M~;' - 2.10 0.0 
-_. "'r--- - ._- .. _--- --_ ... _. -_ .. - ---- .. _-.-.. .- .1-... 

M);' + 4,72 1.3 M~' + 1.42 I 2,1 M~' + 4.48 0.0 M~' + 1.11 1.8 

.M~d '-1 ~ I~!~. -_. 1-. __ . _. ___ 1_ .. -----. 
1.7 M~g, -=-_~26 , .7;1_ lH~' + 7.86 0.1 ""-1 + '.S' 

1.9 
-_. __ .. --- ----- --- --------

-'7I,1!j" .~ o.~~' 
---

MIj' - 8.16 0.3 8.8 

Die Naherungslosung fiir die Stabdrehwinkel 1{J. auf S. 482 ist also auch zur strengen sta
tischen Untersuchung des Tragwerks niitzlich, da sie gute Anfangswerte zur Iteration der all
gcmeinen Losung liefert. Ihre Konvergenz ist daher giinstig. so daB die algebraische Auflosung 
der Bedingunge):l nach Abschn. 29 unnotig wird. 

Spiegel. G.: Mehrstielige Rahmen. Berlin 1920. - Traub: Beitrag zur Berechnung von 
Stockwerkrahmen. Bauing.1922 S.18. -: Fritsche: Die Berechnung des symmetrischen 
Stockwerkrahmens mit geneigten und lotrechten Stllndem mit Hilfe von Differenzenglei
chungen. Berlin 1923. - Grfining. M.: Die Statik des ebenen Tragwerks. Berlin 1925. -
Bleich-:Melan: Die gewohnlichen und partiellen Diffcrenzengleichungen der Baustatik. 
Berlin 1927. - Pasternack. P.: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester 
Stab- lind Flachentragwerke. ZUrich 1927. - Worch. G.: Studie iiber die Wahl der Unbe
kal)nten bci der Berechnung hochgradig statisch unbestimmter Systeme. Beton u. Eisen 1928 
S.363. - Takabeya. F.: Rahmentafeln. Berlin 1930. - Bleich. F.: Stahlhochbauten 
Bd. 1. Berlin 1932. - Michnik. P.: Naherungsverfahren zur Berechnung von Stockwerk
rahmen fiir vertikale und horizontale Belastungen. Bauing. 1932 S. 74. 

52. Der Rahmentrager. 
Der Rahmentrager ist eben so wie der Stockwerkrahmen ein durch StabfUhrung 

und Stiitzung ausgezeichnetes Netz steifer Vierecke. Die Stabe sind gerade, die· 
Pfost en parallel zueinander. Die Trager unterscheiden sich durch die Gurtfiihrung 
und durch die Art ihrer Abstiitzung. Abb. 461. 
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Die statische Eigenart des Rahmentragers beruht 8. 

im Gegensatz zu anderen Tragwerken des Eisenbaton- 1r---I- .... I-.,I....-"""IIr---Ir--.,1 
baues in der Verwendung von Bauteilen. in denen neben 
Biegungsmomenten gleichzeitig auch grol3e Langs- und \ _ 
Querkrafte auftreten. Die bauliche Ausgestaltung der b 
Rahmenstabe und die Dberleitung der Krafte am r-T'" I I I-r-, 
Stabknoten verlangt daher besondere Sorgfalt. Diese J.L ~ 
Schwierigkeiten zwingen oft dazu. Teile des Rahmen- c 
tragers vollwandig oder als Fachwerk auszufUhren. so
weit dies durch die Art der Bauaufgabe moglich ist. 1 I I I l I 1 

Der Spannungs- und Formanderungszustand ist bei I'J)1}J1.! ;.Ai_ 
n geschlossenen steifen Vierecken durch 3 n statisch d 
unbestimmte Schnittkrafte oder durch 2 (n + I) Kno
tendrehwinkel und n Stabdrehwinkel bestimmt. Die voll- f U 1 U 1 
standige Losung wird jedoch in der Regel nur fUr Trager ~ ~ 
mit besonderen elastischen Eigenschaften angegeben. e 
we~che die A.ufgab~ v~reinfach:n. In anderen Fallen be- c:r- I I I ~ 
gnugt man slch mIt emer Annaherung. ~ - - -..L-! 

Rahmentrager mit beJiebiger Gurtform und l' I'lm 

Belastung durch Einzelkrafte in den Stabknoten. ~ rlli 
Die Tragheitsmomente der Stabe werden im Bereich 
ihrer theoretischen Lange als konstant. die Tragheits- ~ 
momente der Gurtstabe im Felde k aul3erdem noch propor- Abb.461. 
tional zu ihren Langen angenommen; JGk COSCXk= JkbCOSRk Die Abb.46le,fkonnen alsGrenz· 

P Hille des Rabmentragers angesehen 
(Abb.462). Die elastische Mitwirkung der Zwischenkon- werden, bei denen entweder die 

k · (D k F h b h ) 1 T'l' G k Pfosten oder der Obergurt nur stru hon ec e. a ran a s el emer urtung ann Ungskr,Ute erbalten. 
daher bei dieser Untersuchung ebensowenig Beriick-
sichtigung finden wie Risse im Beton der Zuggurte. 1m Grenzfall wird nur ein 
Gurt als hiegungssteif an genom men (Abb.46lf). 

Werden die Uingenanderungen der Pfosten vernachlassigt. so sind die senk
rechten Verschiebungen zweier Stabknoten kG. kb und die Drehwinkel der Gurt
stabe des Feldes (k) eines Tragers mit n cos CXk = J~ cos Pk gleichgrol3. Die Differenz 
der Gleichgewichtsbedingungen (523)· I5A% = o. I5At = 0 (k = I •...• n) enthalt 
daher nur die unbekannten Differenzen (11': - 11':) senkrecht zugeordneter Knoten
drehwinkel. Der Ansatz ist bei Eintragung der Lasten in den Knotenpunkten 
homogen und daher: IP~ = IP~. Nach der Definition des Drehsinns in Abb. 462 sind 
dann die Biegungsmomente M:(k-Il. M~(k-ll der Gurte einander gleich und die 
Biegungsmomente M%. M~ an den Pfostenenden entgegengesetzt gleich. Das Bie
gungsmoment in Pfostenmitte ist also Null (X~ = 0) und 

Y k = M~(k_Il~Mt(k_l) , k=I, ...• n (767) 

die einzige statisch unbestimmte Grol3e des Spannungszustandes. Die Rechnung 
enthalt daher durch diese Annahmen nur n statisch uberzahlige Grol3en. Sie werden 
aus eben so vielen geometrischen Bedingungsgleichungen bestimmt. 

1 .. (15% + I5t) = o. k = I, ... ,n. 

Aul3er der ersten unrlletzten enthalt nach Abb. 462 jede von ihnen drei Unbekannte. 

Y /<-1 151; (1'-1) + Y k l5u + Y k+l 15k (k+1) = 15,: &; • 

Die Vorzahlen und Belastungszahlen werden fur einen Trager mit geradem 
Untergurt und gebrochenem Obergurt unter Beriicksichtigung der Langenanderungen 
der Gurtstabe und der Querkrafte in den Pfost en angeschrieben. Das Hauptsystem 
ist in Abb. 462a aufgezeichnet. 
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Vorzahlen nach Abb.462b. Mit den Abkiirzungen: 

• .1\ 1 (hk - 1 h' 1 ) 
1St ukU.~lI = -"3 -J..-;- k-l + 12 "k-l hk • 

t5k1k+l) = - 31 (/t h~ + 12"t -J-) . 
k+l k+l 

(768) 

~ [2 ' (ht-l + hk_ 1 + 1) + _h't-l h' + h' 
3 ck hl hk . hi k-l k 

12 (h h) 12 Ct (Ie sf ~'2 Ie)] + hl ""-1 k-l +"k k + hf F~ c,:"k + FZ . 

Belastungszahlen nach Abb. 462c. Der Trager wird in den Stabknoten durch 
Einzelkrafte belastet. Die Stiitzkrafte sind statisch bestimmt und damit auch 

die Komponenten VkO ' 

I H kO aller au13eren Krafte 
'L--'~~-+-j;-~"""i-_..gt_ links von einem Schnitt 

durch das Feld k und 
deren Momente M~o' 
Mto in bezug auf die 
Punkte k fJ , kb bekannt. 

IISclmiHlrr/hfe aus-)i-1 

~'i:-' _:.lIllW~~-c;--

cjSchniHlrrlhfe inl'olge t/t!I' 8e/astung 

~QoC .. • 

/ n-f 

Q; __ ~ - Ilk.=.!. 
1 ilks;' 

<nk-lll-- ~, 

~1-- ~c~. 

QB Yko ck ." 
ko- -2- ,; 'k' 

Q" Y ck." 
(k-ll 0 -- ko "k-l 'k • 

fJ M~o • 
NkO -- T,kO. 

Abb.462. 

Qb ~_"k-"k-l 
h IIk Ck' 

O:l--~' Ilk 

b 2 
Nh-+~' 

Mit diesen werden zur Berechnung der Belash'ugszahlen!5k 0 die F unktionen C k O. c; , C~ 
gebildet. 
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Die Vorzahlen und Belastungszahlen des Ansatzes sind wesentlich einfacher, 
wenn die Biegung der Pfosten durch ,Querkrafte (,ok = 0) allein oder gemeinsam 
mit der Langenanderung der Gurtstabe (J .1Ft. ::;: 0, I.IFt = 0, k = 1, ... , n) ver
nachlassigt wird. Die Regelgleichungen bleiben dabei dreigliedrig. Sie gestatten 
auch ohne Zahlen leicht, die GroBenordnung der Vorzahlen 
abzuschatzen. Die Nebenglieder der Matrix sind bei Tragern illis 
mit starken Pfosten wesentlich klciner als die Glieder der Haupt- !f 

diagonale. Die Annahme dklk-ll = dk1k+1) = 0 fuhrt daher zu einer h* "'" 
NaherungslOsung, mit der das Kraftebild im Felde Ck abgeschatzt ""-1 ' k 

werden kann. Die Vorzahlen dk1k - 1I , dk1k+1) werden mit h~-l' h~ 
N un. Dies gilt fUr einen Rahmentrager mit sehr steifen Pfosten .H I at: IK 
(J~ = 00). Die statisch uberzahligen GraBen Y k sind dann von- m 
einander unabhangig. Fur senkrechte Knotenlasten ist mit ~-I,kI ,~~ ~o 
M~o = Mto = MJoo 

Y 1 2 hk _ 1 + hk (M h M h ) 
k ~ '4 ht="l+ h k _ 1 hk +lii kO k-l - 11<-1) 0 'k !S 

1 ( h ) Abb. 463. 
="2 M kO - M:Ohf . (770) 

Hierin bedeutet h: den Tragerabstand in der vertikalen Schwerlinie 5 - 5 des 
Trapezes aus den Staben s~, st, hk - 1 , hk und M:o das Moment der auBeren Krafte 
links vom Feld Ck in bezug auf einen Punkt dieser Schwerlinie. (Abb.463.) Das 
Ergebnis MBt sich leicht auch fUr ein beliebiges Verhaltnis der Tragheitsmomente 
der Gurtstabe eines Feldes anschreiben, urn damit auf die Bedeutung der Annahme 
1% COS CXk = It cos {3k einer Spm und Abme88Ungen 
allgemeinen Lasung zu Ft. r4 

schlieBen. k,"k Ii!".r:, 
Rahmentra~er mit 

parallelen Gurten 
(J: = J:) und Bela
stun~ zwischen den 
Stabknoten. Die Unter
suchung wird auf einen 

Rahmentrager be
schrankt, dessen elastische 
Eigenschaften in bezug 
auf die waagerechte Mit
tellinie des Stabnetzes 
symmetrisch sind. Die 
Langskrafte der Pfosten 
sind klein, so daB deren 
Langenanderungen ver
nachlassigt werden kan
nen. Die 3 n statisch un

Hauplsyslsm 

K/,-1 

bestimmten Schnittkrafte eines Tragers mit n Feldern werden zur Symmetrieachse 
symmetrisch angeordnet. Fur die Auswahl des Hauptsystems sind dieselben Gesichts
punkte maBgebend wie bei der Untersuchung des Stockwerkrahmens mit zwei 
Pfosten, mit der diejenige des Rahmentragers, abgesehen von der Stutzung, uber
einstimmt. 1m Gegensatz zu S. 458 wird eine Kette von Dreigelenkrahmen als 
Hauptsystem gewahlt (Abb.464), so daB die statisch unbestimmten Schnitt
krafte des Rahmentragers M~lk-l)' Mtlk-l)' X;. zu den folgenden uberzahligen 
GraBen zusammengefaBt werden kannen: 

Y k = ~ (M~Ik-1) + Mtk-l); X k = ~ (M~(lC-l) - Mtlk-l); X~ = MI:. (771) 
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Die statisch unbestimmten Gruppenlasten Y k sind nach Abb.464 antimetrisch, 
die Gruppenlasten X k , X~ symmetrisch zur Achse. Sie sind daher unabhangig 
voneinander. Die n Gruppenlasten Y k werden aus n Gleichungen mit je drei Un
bekannten berechnet. 

Y'c- 1 Ilk (k-Il + Y k Ilk k + Y k+l Ilk' (I.+Il = CJk ~~ . (772) 
Die n Gruppenlasten X k sind in 21t Gleichungen gemeinsam mit den n statisch 
unbestimmten Schnittkraften Xi: enthalten.· Diese werden eliminiert, so daJ3 auch 
die Gruppenlasten X k aus n dre'igliedrigen Gleichungen berechnet werden. Die 
Schnittkrafte Xi: ergeben sich daraus durch Rekursion. 

X(k-ll 'l'k(k-Il + Xk'l'kk + X(I(+Il 'l'k(k+ll + X;k-Il 'l'k(k-ll' + X~ t'H' = 'l'Ao@' 

X;k-ll 'l'(k-Il'(k-Il' + X(k-ll 'l'(k-ll'(k-Il + X,: 'l'(lc-ll'k = t'(k-Il'I!<)' 

X~ t'k'k' + X k 'l'k'k + X(k+ll 'l'k'(k+Il = 'l'k'Q9' 

X ( Tlk-ll'fk-ll) X ( Tlk_ll'. Tkk') 
(k-Il t'k(k-Il-'l'k(k-Il' . + k t'kk-'l'k(k-Il' -t'kl:'--

t'Ct-l)' (t-1)' Yet_v' (ot-H' Tk1k t 

+ X ( Tk'lk+ll) Tk Ik-tl· Tk k' 
(k+Il 'l'k(k+Il - 'l'kk'--- = 'l'k@ - 'l'(k-Il'Q<) - 'l'k'0--' 

Tt, k' - T(t-1)' 1.\'-1)' Ttl kt 
(773) 

Diese Bedingungsgleichungen gelten fur ein statisch unbestimmtes Hauptsystem, 
das aus einer Kette von Zweigelenkrahmen besteht. Sie k6nnen daher auch folgender
maBen angeschrieben werden: 

X k - 1 t'Wk-ll + X k t'L~ + X k + 1 t'ic\k+ll = 'l'i'@ . 

Die Vorzahlen sind in (773) als Funktion der Verschiebungen des statisch be
stimmten Tragwerks (Abb. 464) enthalten. Sie k6nnen auch unmittelbar nach 
(489) aus Tabelle 43 angegeben werden. 

Vorzahlen. Die Vorzahlen der Matrix werden bei der Eigenart der Kraft
wirkung aus dem allgemeinen Ansatz (299) berechnet. in dem nicht allein die 

SchniHKrli"e flUS -/fr-1 

SchnillNr5l'e flUS -4'-1 

] [ [] [ 

O'k=oZ=o, 

" b 2 
- Nk = Nk = Ii' 

NL=N:=O. 

ab1 " Ob 1 -Ot=Ok=C;;' Ot+,=- k+'=-ct.,· 

oL =0: = oZ+' = O. 

Nt =~+, =~ =Nt, = o. 
Nt, _ ,Ik • N~ =_ (..!.. + _1_) • NZ+, __ 1_. 

• ck ch, ck+, 

Abb.465. 

" b 1 -Ot., = ObI =~' 

0: ~ ot, = 0, 

N'k=Nt,=o,. 
A A 1 

Nt = - N h , = ChI' 

Biegungsmomente, sondern auch Quer- und Langskrafte beriicksichtigt sind. Ihr 
Anteil enthalt im Bereich der Gurtstabe Ik den elastischen Beiwert ''Ik = "E Ie: GF~. / 
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illl Bereich der Pfosten hI.; den Beiwert 1'1; = % E J c : G F2 Die Sc1mittkrafte des 
Hauptsystems aus - Y I.; = 1, - X" = 1, - X~ = 1 sind in den Abb.46;j einge
tragen. 
~ - 1 (" '> Vk_1) ... .- 1 (I' + 12 Vk) I ul.;(l.;-l) - - '3 111.;-1 + 1_ h' Uk(I.;+1) .- - '3 1" -h-' 

(774) 
Okk = ! [h~_l + h~ + 6c~ + ~~ (1',:-1 + v,,) + 24;{ ;~ J; 

(775) 

/.) r' J.. 6 ~:':1)2 
1-"1.;" ' 
\ Ck+1 

3(2CL , + 3hl.-+6I'k+1)' . 
ck+l 

Belastungszahlen. Senkrechte Einzellasten in den Knotenpnnkten des Oher
und Untergurtes. ~ + P? = Ph' 

I' kO' M~o' 211Z o bezeichnen die Querkrafte und die Momente der tiu13ercn 
Krafte A, 1.J3 links von einem Schnitt durch das Fcld kin bezug auf die Pllnkte ka , Jib. 

i-I 1.--1 

Vko = A - .2 Ph' Jl~o = JJZo = Jl,,·o = .-1 X" - ~' Pit (X" - all) , (77.fi) 
h=O h=O 

s _ V ~~cJ. _!. V 'I' .4..1,)1'<--1\ 
U"O - /,;0 2 + 6 kO C,: 1 1,,_1' - II) 

1 V (I ' 1') I'k \ II C k ] C -6 (1)+1)OCI.:+ 1 11.;+ -h)+4. k01z2F~' 

Tj}J = 0 und daher X" = 0 , X;, = O. 
Waagerechte Einzellasten am Obergurt (BremJj(rafte), 

Abb.466. 
t . 

V kO = I H, M~o = - f ~~ H, I 
Mto = It 27 Hi - n~ H . 

i=k 

(778) 

1 
f 

Ahb. 4Cifi. 

UkO - 2 I c"c" + 3 11.:_1 + Lit) 3 \ Ik '1 1_ It 'J .Il _ ...!.. H.i [ , Ck (I' "l'k_1'" - Ck+1 (,' '- .) ~ \ II 
- <) l!.. !..:.. ( • ., f /:, H - I ~!, H ' J 

- FA' h" - "k /. ;-=-/,; i;" 

(7;;) 

(779) 

Greifen die waagerecht~n Krafte, wie dies bei Bremskraften die Regel sein wirel, 
exzentrisch zu den Knotenpunkten an, so werden die Schnittkrafte aus der Knoten
last und einem Kraftepaar am 1\:noten berechnet, (bs in einen antimetrischen 
nnd einen symmetrischen Anteil zerlegt worden ist. 

Temperatnranderung. Obergurt t~, Untergurt f~. 
A.ntimetrischer AnteiI: 1- (tu .- tb) 

s _.) EJ Ck ( ) 
Ulet - - • c h'7.t tb - fa . 

Symmetrischer Anteil: .~ ((, + tb)' Die Schnittkrafte sind ~uII. 

(780) 
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Senkrechte Belastung der Gurtstibe zwischen den Stabknoten. Die 
Krafte ~ werden in einen antimetrischen und einen symmetrischen Anteil zerlegt 

(~)"a Pl., Z 
~ Z ~ ~.'h 

"'f--~--- ..L--~---"?"---"9 
I I k" I I I I 

o < ¢ ~ ~ .,~ ~ ~ I 
I j I .. ''''' I I I ... ~--~--- • ~-""'--~--::A... 
~ (2"1 I ~"h' ?JlII!I! 

fA-o i-'Cw-l . t 8-0 
TrtlgwerK Z Ordntlng mi/tZ~"" 

(z.r,a 

1 IJ j~ll I 1 
fA Trtlgwerk 1. Ordntlng f8 

Abb.467. 

~ = (2)~ + 11l~ (Abb. 468a, b). Jeder wirkt 
in einem Dreigelenkrahmen, welcher die Be
lastung zunachst als Tragwerk zweiter Ord
nung auf die Knoten kG, kb der Rahmenkette 
iibertragt. Das Hauptsystem erhalt daher 
in den Knotenpunkten Einzelkrafte T~, T:. 
Diese sind bei antimetrischer Belastung des 
Tragwerks gleich gro/3 und gleichgerichtet 
(12)T k), bei symmetrischer Belastung entgegen
gesetzt gleich ell T k)' Die Belastungsglieder 
I5 kO ' Tl,lJ lassen sich daher aus je zwei Tei
len zusammensetzen (15 k 0 = 15k 0, 1 + 15 kD, 2 , 

Tl,lJ = Tl,lJ, 1 + Tl.IJ, 2)' Die Anteile I5 kO, 2' Tl,lh 
gelten fUr die Rahmen als Tragglieder zweiter 
Ordnung (Abb.467). Der Anteil I5ko,l wird 
nach (777) berecJ-.net, der Anteil Tl.IJ, 1 ist Null, 

da das Hauptsystem, abgesehen von der Langskraft der Pfosten, spannungslos ist. 

15 = ~~ ci (2 c' -\- h' ) - Pk+l cl+ 1h, +.!L "'p Z2 + hk_1 '\'p Z - ~~ '\'p Z 
kO.2 12 k k-l 12 k 2 C L.J 6 L.J 6 L.J 

k k k k+l 

+ ~~Z~~ (P~c: + 2) p z) - 2;k (Pk+~CE+1 + ~ P z). 
k k+l 

(781) 

T~lJ = ± [ - (Pk;! Ck + e~1~t1 Ct 1) - ('~;~ 2) P W D + c~+~c~+~ 2) p w~) 
k k+l 

l'k 
Ck - 6 ---

Ck (Pk c: c;' + Ck 4 "'p ,) + ----~-- --- - L.J WD 
2 C' + 3 h' + 6 /'k 24 6 k k k-1 C~ (782) 

2 ' + 6/'~+1 Ck+1 - po, , + Ck+1 ( k+l c.k.~:.!.:'k..!} + ~k+l ~k.~.! 2) p w~)l. 
2 c{ + 3 h' + 6 /'~+1 24 6 k+ 1 

h1 k C~+1 

Das positive Vorzeichen gilt bei Belastung des Obergurtes, das negative bei 
Belastung des Untergurtes. 

Die statisch iiberzahligen Gruppenlasten X k fUr den symmetrischen Anteil (1)~, Y k 

fUr den antimetrischen Anteil (2)~ sind in zwei dreigliedrigen Gruppen von Glei
chungen enthalten, die nach der Rechenvorschrift S. 232 oder durch Iteration auf
gelOst werden. Die Gruppenlasten X k sind bei Lastangriff in den Stabknoten Null. Die 
fUr den Festigkeitsnachweis wichtigen Schnittkrafte ergeben sich aus dem Superposi
tionsgesetz (288) oder aus dem Gleichgewicht der au/3eren Krafte am Hauptsystem. 

a) Gurte: M~lk-l) = Y k + X k ; Milk-I) = Y k - X k , 

Mrk-llk = Mrk-llkO + Y k + X k - 1 - Xi,-l' 
M~k-l)k = M~k-llkO + Y k - X k - 1 + X~_l 

NG _ Nb _ M kO - 2 Y k 
- k - k - -h-- , (783) 

~ = Q~o --..!- (Xk - 1 - X k - Xr.-l) , 
Ck 

Q: = Q~o + -~ (Xk - 1 - X k - Xr.-l)·· 
C~ 
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b) Pfosten: 

c 

a 

M~ = - M%(k+110 - (Yk+l - Y k - X~) = M:U;-ll - P:(k+ll' 

Mt = Mt(k+110 + (Yk+l - Y k + X~) = Mt(k+l) - Mt(k-ll' 

~ = - V(k+110 Ck;l_ + -} (Yk+l - Y k). 

Bclastungsumordnung: 

b 

Schnittkrafte im System 2. Ordnung: 

d 

_1L6.~:I+~ 

A 1 (Pol cJ ) 
Q(k-110 = A 2"" + Pk'k , 

II b 1 (PkCI ) -Nk~Nk=A -2-+Pk',t • 

(784) 

Schnittkrafte im System 1. Ordnung: 

e 

(OITk = (21-z7 + (oITt =P4-+1 ck+l + E P, 
(Ull 

A, Vko,Alko wie im Hauplsyslem. V,to=V(k_llO-T!·_l. 
Die Langskraite der beiden Systeme werden addi.rt und in 
dk 0.1 eingerecbnet. Hiordurch entskht wieder Gl. (iii) .. 

Abb.468. 

Die EinfluBlinien. Die Einflul3linien der Schnittkrafte werden in der Regel 
nur fiir mittelbare Belastung des Ober- oder Untergurts gezeichnet. Sie sind dann 
zwischen den Pfost en gerade Linien. Die Gruppenlasten X k • X~ sind Null und die 
Einflul3linien der Schnittkrafte dahcr nur von den statisch unbestimmten 
Gruppenlasten Y k abhangig. 

Die Einflu13linien Y k werden nach (328) aus den Vorzahlen PlJ'~ der konju
gierten Matrix zu (772) berechnet. 

Y k = .2 Plc''iAI&1I . 
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Da die Hauptglieder {J}.'IIl der Matrix in der Regel wesentlich gr6Ber sind als deren 
Nebenglieder, so geniigt bereits Y k = {J~'IIktJmk als Naherung und 

Y k = (f,!lk-1)tJmCk- 1) + (J~'IIktJmk + fJ'k'<k+1) tJm(k+ 1) (785) 

als L6sung. 
Die Belastungszahlen tJmk bezeichnen die Bie

gelinien des Lastgurtes des Hauptsystems 
(Abb.464) fUr - Y 10 = 1, (k = 1 ... n). Bei 
mittelbarer Belastung des Lastgurtes werden nur 
die Ordinaten tJmk in den Knotenpunkten ver
wendet, die nach S. 125 durch die elastischen 
Gewichte m!ik bestimmt sind. Jeder Belastungs
zustand - Y 10 = 1 liefert nach (786) drei Krafte 
m!Ck-Uk' m!kk' m!Ck+1'k, sodaB.dieEinflul3linienYk 

im Bereich von 0 -:- (k - 2), (k + 2) -:- n mit 
groBer Genauigkeit als geradlinig angesehen 
werden k6nnen. 

J- 1. J- Ie ~ik= NNkyds+ MMkyds 
·a -b 1 ". b 

-Ni a:::=zNi=Ji' Ni+l=Ni+l=O. J - EI. 
+'Y.QQkGF ds . 

Abb.469. 
(786) 

Belastung "It des Geradenpaares Ci , cm (Abb. 469): Schnittkrafte N, M, Q; 
Belastung des Hauptsystems mit - Y 10 = I (Abb. 465): Schnittkrafte N k' M k. Q/o;. 

m!U:-1'k = - ! (3 c~ + h~_1 + 12 '\;1) , 
~ = +"!'(3C'+h' +h'+12vk-I+"k+24ceI.) (787) 

10k 6 10 10-1 10 II 112 Fe ' 

m!(H1'k = - ~ (h~ + 12 :k) . 
Die Momente aus den ~-Kraften sind gleich den Ordinaten der Biegelinie tJm k = M k IV. 

Werden die mit den (J-ZaWen erweiterten m!-Krafte verwendet, s·o liefert das 
Moment Mill un mittel bar die EinfluBordinate Y k. 

Urn die Einflul3linie Y k auch bei Lastangriff zwischen den Pfosten nach (787) 
aufzuzeichnen, wird jede Biegelinie tJmk im Felde Ck durch eine quadratische 
Parabel mit den Ordinaten L1tJmk = _1/2 CkC~WR berichtigt. Die Ordinaten der 
Einflul3linien X k sind in den Stabknoten Null und innerhalb cines Feldes CII 

X k = fJ1:~-1)T:.!\1I_1) + fJ1:e,!T:.!~. 
Daher ist im 

Feld ck X k = fJ1:/Jel (r..!~ - "Ck-1)k ':.!\k-1») , } (788) 

Feld CH1: X k = fJ'k/Jel(T~~ - "(H1)k t~\H1») . 

Ebenso werden die Ordinaten der Einflul3linien X~ berechnet. Die Biegelinien T:.!k 
ergeben sich aus (782) fUr p = 0 und P k = 1, P Hl = O. In den iibrigen Feldern 
ist X k ~ 0, da die Nebenglieder der konjugierten Matrix in der Regel so klein sind, 
daB ihre Beitrage vernachlassigt werden k6nnen. 

MtCk-1) = Y k - X k • 

Die Ordinaten der Einflul3linien Y 10 in den Knotenpunkten k6nnen auch als 
EinfluBgr6Ben Y 10m berechnet und aufgetragen werden. Die Last P = 1 wird dabei 
der Reihe nach jedem Knoten m des Lastgurtes zugewiesen. Auch in diesem FaIle 
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geniigen in der Regel zur .Berechnung von Y km aus der konjugierten Matrix neben 
dem Hauptglied f3k"~ die beiden benachbarten Nebenglieder der Zeile. 

Y km = f3lrlk-ll b(k-1)m + {fll ~km + {filk+u <5(k+l)m· 

15m k sind die Belastungszahlen fUr P = 1 im Lastpunkt m. Die EinfluBlinie ist nach 
(785) wiederumdurch Y kn., (m = (k - 2) ... (k + 2)) ausreichend bestimmt, da 
der Bereich 0 -:- (k - 2), (k + 2) -;- n geradlinig angenommen werden kann. 

Belastungszahlen <5km (k = 1 ... m - 1, m, m + 1 .. . n) fUr den Rahmen
trager mit parallelen Gurten, gleichgroBen Feldern (Ck = c, l = nc) und gleichen 
Abmessungen der Pfosten (h~ = h', 'Ilk = 'II). Lastpunkt m: xm = mc, x;';=m'c 
= (n - m)c (Abb.470). Elastisch wirksame Lange der Gurtstabe k: 

Stiitzkrafte fUr Pm = 1: m' m 
Am=n' Bm=n· 

~ 1 '8 -') 
Ul m = 2 Amc (c1 + c1 ,··· 

b(m-lI m = i- Am C (C;"'-1 + 8 (m - 1) C;'_1) , 

<5mm = ! Amc (c;';+ 8mc;';' + ; (h' + 12 ~), 

b(m+lI m = - ! Bm C (c;';+1 + 8 (m' - 1) C;';+l) , ... 

b"m= - ! Bmc(3c~+h'+ 12 ~). 

J1 
~}~O~~ __ ~ __ ~ __ ~~~l~b~:m __ #' __ n_-_'~n 

I I .,.. 
/oEIE~---m,c----;.~IE-E c-[n-(m#1)}c~ 
"""~-------,l-n·c .. , 

Abb.470. 

Die vollwandige Ausfiihrung einzelner 
Tragerabschnitte, die namentlich an den 
Enden· einfacher Rahmentrager zur Uber-:
tragung der Querkraft notwendig ist, hat 
keinen EinfluB auf den Ansatz. Die voll
wandigen Tragerabschnitte bedeuten fUr 
die Berechnung Pfosten mit unendlich 
groBem Tragheitsmoment. . 

Der versteifte Balkentrager Abb. 471a ist 
auf S. 485 als Grenzfall eines Rahmen
tragers bezeichnet worden, dessen elastische 
Eigenschaften durch It> n ausgezeichnet 
sind. Der Obergurt erhalt in diesem Falle 
nur Langskrafte, die Querkrafte werden 
allein vom Lastgurt aufgenommen. Das 
Kraftebild kann mit einem Hauptsystem 
Abb.471 b berechnet werden. Ein un mittel
barer Vergleich mit der statischen Unter-

a 

b Mk. 
-N~o=NkO=li-· 

Abb.471. 

(789) 
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suchung des Rahmentragers ist durch die Wahl eines Hauptsystems Abb. 471c mog
lich. In beiden Losungen ergeben sich dreigliedrige Bedingungsgleichungen. 

Xk-ll5klk-ll + X k l5u + X k+ll5klk+l) = I5rco· 

Nach Abb. 471c ist 

3l5klk+l)= -(h1,+3"~), 

315kk = [3c1, + hi:-l + hi: + {("':-1 + "k) + 3 ~f (~~ + ~:)J, 

3dkO = ~ [3 VkOCk + PkC~ + ! 1: PkZ~J (790) 

Mu(Ie Ie) +V ( h' +3 Ct ) + 37i2 Fo + F: Ck kO Ck k-l II "k-l 

V ( h' + 3 Ct+1 ) 
- Ik+llO\Ck+l k T"k· 

Niiherungsberechnung eines Rahmentragers. Die statische Unter
suchung eines Rahm.entragers mit parallelen Gurten und elastischer Symmetrie 
in bezug auf eine waagerechte Achse lehrt, daB die Biegungsmomente bei senkrechten 

Einzellasten in den Knotenpunkten 
nieht nur in der Mitte der Pfosten, 
sondem auch in der Nahe der Gurt
stabmitten Null sind. Es liegt daher 
nahe, diese zur angenaherten Beschrei
bung des Kraftebildesdort ebenfalls 
Null zu setzen, also den Rahmen
trager durch ein statisch bestimmtes 
System mit Gelenken nach Abb. 472 zu 
ersetzen. Werden die auf die Mitten k 
der Gurtstabe Ck bezogenen Querkrafte 

Lf:f:f:f:fi 
~lIJP 

Abb.4i2. 

und Momente aller auBeren Krafte links von dem Felde mit VkO ' M kO bezeichnet, 
so lassen sieh die folgenden Schnittkrafte anschreiben: 
Gurtstabe: 

-N~ = Nt = ~tO, 
(791) 

MG - MG _1-V C 
tile-I) - - Ik-llk - i kO k' 

Pfosten: 

N~ = l (pt - ~) , I 
1 (- - ) QLl = - N~_1 + N~ = - II Mrco -~1J:-110 , 

M% = - Mt = - ~~h = l(Mrco - Mlk- 1I0). 

(792) 

Die Abb.472 zeigt die graphische Verwendung der Ergebnisse. Darnach sind zu
nachst die Momente fur die Einzellasten P /2 aufgetragen und daraus die M omente M TrO 

gebildet worden. Dieses elementare Ergebnis zeigt die ungunstigen statischen 
Eigenschaften des Rahmentragers, die sieh namentlich aus den groBen Querkraften 
in Pfosten und Gurten nachst den Auflagern ergeben. Sie lassen sieh hier durch 
vollwandige Ausfiihrung des Tragers und engere Stellung der Pfosten mildern. 
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Niiherungsrechnung fUr den Rahmentriiger (Abb. 474). 

Bclastung l' = 2.5 t in den Knotcll 1. 2. :1. 4. ii. 6. 

" 0 1 I 2 2 3- = 3' 3 4 = 4' 

l' (-7.5) 0 2.5 0 2.5 0 2.5 o t 
1"0 0 7.5 7.5 5 5 2.5 2.5 o t 
C/2 - 1.25 1.25 1.25 1.25 2.5 2.5 2.5 m 

l'kOefl - 9.38 9.38 6.25 (o.l5 6.~5 6.25 o mt 
M kO/2 - 4.69 9.38 12.50 15.63 18.75 21.88 21.88 mt 

JI k C1+11 .- -t.CH) I I - 3. 12 I I -3.12 0 I mt 
,U. Ck _ 1I 4.('9 3.1~ 3. 12 mt 

Die Momcnte sind in Abu. 47:1 dargcste\lt. Pic gcnaucn Wcrte sind nach S.497 bercchnet 
lind das Ergebnis in J~lalllmcrn und gcstrichcltcn Linicn cingctragcn. . 

F=/f: 
1 
I J-2.1c J-r,5.1c J-1,5.1c JVC 
- F-1,3rc F-1,2rc F-1,2rc r-If: 

0 1 2 3' 3 1/' 1/ ~' IP G 7 
~~ 

, , 
:hf F-If:, , ,,;h , , , , , , 

i.E~~<:50*--5,a>-"';"'-5,OO ": " 5,a>--*2~~~ 
fo.=- 25,oom.----------... " ... ' 

.-\l>b.474. 

Zahlenbeispiel fUr die Berechnung elnes Rahmentriigers (Abb. 474). 

j)as Tragwl'rk ist symnH'trisch zu einer waagcrechtcn und zu cincr scnkrcchtcn 
l\Iitte\linic. 

Gcometrischc Grundlagcn. 

ho = 1,8, h~ = h2 = 2,4, 113 = 3,6m, 

,.~ = c~ = 2,5, c~ = c~ = 5,0 m; 

;e = 1,2, E/G = 2, Ie = O,Oii33 m4 , Fe = 1,0 m2 , IeIF'k = 0,0533 m2 : 

Vo = 1,2· 2 . 0,O,i33/I,3 = 0,0!iS5 , VI = V2 = 0,1067 , V3 = 0,128, i'k = 0,128 . 

Antil11ctrischn .\nsatz. Vorzahlcn naeh (774): 

I ( . fI,l flG7 ) 
')21 = - 3 2,4 T 12· 3.1; =.- O,!.II!J, I ( 0,1067) 023 = -"3 2,4 + 12· ---a;a- = - 0,919. 

1 ( 12 25) 
')22 = ':f 2,4 + 2,4 + 6·2,5 + 3,6. 2 ,0,1067 + 24 ·1),0533· 3:62 = 6,921 . 

Symmctrisehcr Ansatz. Vorzahlcn naell (775): 

2,4 (2.5 - 6 0,128) 
Till _ 2,5 = 0,421 , 

"1 - '}. oJ r: + 3.24 + 6 0,I2!! - _,a , 2,5 

24 (5 ° _ 6 0,128) . 
(1) " \5,0 

T 23 = = 0,670. 
2.50 + 3.24 + 6 0,128 , , 5,0 

(25 _ 6 0,128)2 
(11 _ (~, ') - +'J 0.128) ...!... (~. T() + '} 0,128) ___ .' 2,5 

T"~ - 3 _,a -'J ~ , :1)' -.- 0 ° 128 
_,a. a, 3 ( 2 . 2,5 + 3 . 2,4 + 6 ;,5 ) 

( 2.5,0 + 6 0~128)2 
\ a,1) = 3,046 . 

3 (2.5,0 + 3.2,4 + 6 0~:~8) 
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Matrix des antimetrischen Ansatzes: 

+ 6,712 - 0,919 

- 0,91 9 + 6,921 - 0,919 

- 0,919 + 12,42 5 - 1,342 

- 1,342 + 12,846 - 1,3·P 

- 1,342 + 12,42 5 - 0,919 

- 0,919 + 6,921 - 0,919 

- 0,919 + 6,712 

Matrix des symmetrischen Ansatzes: 

2,638 0,421 

0,421 3,046 0,670 

0,670 4,677 0,833 

0,833 4,756 0,833 

0,833 4,03 1 0,421 

0,421 2,660 0,421 

0,421 1,64 1 

Bemerkenswert ist die geringe Ahhangigkeit q.cr iiberzahligen GroLlen, so daLl die Form
anderungen !5kj und -rW mit k =f i zur Bildung eines ersten Naherungsergebnisses Null gesetzt 
werden konnen. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Konjugierte Matrix f11~) des antimetrischen Ansatzes: 

-"21 
0,134.1 

0,15 18 0,0204 

0,0204 0,1486 

0,001 5 0,01 I I 

0,00132 O,CO~2 

0,0000 0,0001 

0,0000 0,0000 

0,0000 0,0000 

-"43 

0,1057 

-"54 
0,1091 

-"65 

0,1352 

0,001 5 0,0002 0,0000 0,0000 

0,011 I 0,0012 0,0001 0,0000 

0,0822 0,0087 0,0009 0,0001 

0,0087 0,0796 0,0087 0,0012 

0,0009 0,0087 0,0822 O,OlIl 

-
0,0001 0,0012 O,OIII 0,1486 

0,0000 0,0002 0,001 5 0, 0204 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0002 

0, 001 5 

0,0204 

0,1518 

t 
i 

0,1370 = - "11 

0,1091 = - "34 

0, 1057 = - "45 

0,134 1 = - "67 

I 
il 
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Koniugierte Matrix fJi~) des symmetrischen Ansatzes. 

-~ -~ -~ -~ -~ -~ 
IiJo -0,1429 -0,1481 -0,1817 -0,2103 -0,1650 -0,2564 - ___ 

+ 0,3880 - 0,0554 +0,0082 -0,001 5 +0,0003 -0,0001 +0,0000 

2 - 0,0554 + 0,3477 - 0,05 15 +0,0094 -0,0020 +0,0003 - 0,0001 

3 + o,o08i - 0,05 15 +0,2290 - 0,04 16 +0,008 7 - 0,001 4 +0,0004 

4 - 0,001 5 +0,0094 -0,04 16 + 0,2260 -0,0475 +0,0078 -0,0020 

5 +0,0003 -0,0020 +0,008 7 -0,0475 +0,2622 - 0,0433 +0,0111 

6 - 0,0001 +0,0003 -0,001.1 +0,0078 - 0,0433 +0,3990 -0, 1024 

7 +0,0000 - 0,0001 +0,0004 -0,0020 +O,OIIl - 0, 1024 +0,6360 

t 

- 0,15<)5 = - Xu 

-o,1810=-X4S 

-0, 1085= -xS6 

-0,1610 = - X67 

I 
a 

Rechenvorschrift der iiberzahligen GroDen. 

Y k = ~ fJf',> bko , X. = ~ fJl~' TPJ, 
Senkrechte Einzellasten in den Punkten 1. 2, 3' 3, 4', ... 

.< V [2,5.2,5 
U20,1 = 20 2·· + 12 5 (2 4 + 12. O,106~)J - .! I' 50 (2 4 + 12 O,106~) 

6" 3,6 6 30', 3,6 / 

2,5 33 
+ 4 !lI20 3,62 ·0,05 . 

15 10,1 = 4,011 V 10 - 1.1481/20 + 0,0412 AI10 , 

1520 ,1 = 4,2731/20 - 2,296 Vao + 0,041211-120 , 
bao, 1 = 14,7961'30-- 3,3561'.0 + O,0824!II30 , 

15 40 ,1 = 15,856 V 40 - 3,356 V 50 + 0,0824 M 40 ' 
15 50 ,1 = 15,856 Vso - 1.148 V60 + 0,0824 Moo, 
1560 ,1 = 4,273 V60 - 1,148 V70 + 0,0412.1160 , 

t5 70,1 = 4,273 V 70 . 

• c; p" 1 p' (h' 12 Vk-1) 1 P (" 12Vk) 
U kO,2=2ck .zk+6 kZk\k_l+ -};- -6 k+l Z,,+I/!k+ -h-' 

GleichfOrmige Belastung g = 1.0 tim liefert P = 2,5 I in I, 2, 3', 3, 4', ... 
-

k= 1 2 I 3 I 4 I 5 6 7 

F. o = II,25 8,75 
I 

3,75 
I 

-1,25 
I 

-6,25 -8,75 -II,25 t 
,'1'0= 28, 12 5 50,0 75,0 75,0 50,0 28, 125 0 mt 

1530 ,1 = 14,796·3,75 + 3,356·1,25 + 0,0824·75 = 65,860, 

5,0 2 2 1 2 2 (24 1" 0,1067) 1 25 2 (36 2 0 ,128) _ -. 15,0,2 = 2-.-5~O 2,5· ,5 + 6 ,5· ,5 ,+ - - 3,6-- - -if ' . ,5 ,+ 1 3,6 - 6,488:>, 

15 10 I 1520 I bao 15 40 bso 1580 1570 

36,2375 I 27,9668 I 72 ,3485 15,1475 -72 ,9283 -23,3150 -48,0713 

[ 
50_60,12~ 

TIll _ _ _ 5,0· 5~~ .25. ~ __ 5,0_.~,O. 25. ~ + 5,0.5,0 25 .3 _ ' 5,0 __ _ 
30 - 6' 8 6 '8 6 ' 8 2. 5 0 + 3 • 2 4 6 O,12~ , . ,+ 5,0 

0,128 1 5,0. 5,0 3 2.5.0 + 6 5,0 
+ . 6 2,5 8 .. - -- ·6-128 = 4,8286. 

2.50+3.36+6-'---, , 5,0 

Beyer, Baustatl~, 2. Aufl., 2. Neudruck. 32 
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1'(1) 
10 1'W Til) 

80 
Til) 

40 
TUl 

60 T~~ 1'(1) 
'0 

0 1,6208 4.8286 5,0160 3.0028 0 0 

Ergebnis der Superposition. 1 I I I I I I 1 Y l = 6.1829 mt. Xl =-0.0568 mt. .... Y. = 5.7236 mt, X. =' 0.3560 mt • 

Y. = 6,3756 mt, X. = 0,8397 mt. 

Y, = 1,2039 mt, X, = 0,8053 mt, 

Y& = - 6,1259 mt, XI = 0,5901 mt, 

\J i "J v VV Y. = -5,2294 mt. X. = -0,1000 mt, 
~ ~ 

iii 'f' 'f ~ .. Y7 = -7,8792 mt, X 7 = 0.0225 mt, 

C;-" ~,I:)! ~ Unlrrgurl 

t>. b. "I'.. ~ /I /1 /1 
M:1 = 5,7236 + 0,3560 = 6,08 mt, 

Mtl = 5,7236 - 0,3560 = 5,37 mt, 

\JT~ vll 
it; ... "'- ~ "i' ,",' lei' ~ 10$' ... ...... ... 

Abb. 475. Momente in mt fUr ,~ 1,0 tim. 

M:. = Mf:, = - 6.1259 + 0,5907 = -5,54 mt, 

Ma. = Mt, =-6,1259 -0,5907= -6.72 mt. 
EinfluBlinie . Y. fur P = 1 t in I, 2, 3, 4, 5, 6 

!lBu = - ! (3. 5 + 2,4 + 12 O,~~67) = - 2,9593, 

!lBaa = ! (3. 5 + 2,4 + 3.6 + 24 3~61 0,0533) = + 3,7127 , 

tlS4I = - ! (3.6 + 12 °3~!8 ) 
PW iB.a = - 0,2433 , 

P~YJ iB.3 = +0,3052. 

P~':l is'3 = - 0,0552 • 

P~'J iBli = - 0,0190 • 

P~'J iBn = + 0.0245 , 

P~'J iSa• = -0,0051. 
Die Superposition der Anteile an jedem Knoten ergibt 

!lB1 is. I iSa !lB, 

- 0,0190 -0,2188 I + 0,2725 - 0,02 II 

A III = - 0,0382 • Bill = + 0.0460 , 

k = I 2 3 4 

QIll = -0,0382 - 0.0192 + 0,1996 -0,0729 

QIll C = -0,0955 -0,0480 + 0.3980 - 0,3645 

Ya = - 0,096 -0,140 + 0,854 +0,490 

Erganzung der EinfluBlinie Y a fur P = 1 t in 3',4',5'. 

=-0,6711. 

m"i iB., = -0,0276, 

P~"i iB" = + 0,0341 • 

P~" iBM = - 0.0058 . 

!lB, 

-0,0058 

5 6 

- 0,0518 - 0,0460 

-0,2590 - o,II5O 

+ 0,231 + o,lI6 

!lB. 

0 

7 

- 0,0460 . 

-o,lI5O 

o mt 

Ck ci 5·5 1 
Llbt't =- -2- CJJB = --2- 4" = -3,125. k = 3.4,5. Ll Y u ' = Pu ~t't' 
Ll Y 33' = - 0,0822 • 3.125 = - 0.257 , Ll Y 34' = - 0,027 , Ll Ya5, = - 0.003. . 

Y 33 + Yal Y 33, = 2 + Ll Y 33, = 0,098 mt, Ya,' = 0,645 mt, Y35' = 0,357 mt. 

EinfluBlinie Xa fur P = 1 t in 3'. 4', 5'. 

Feld ca : 

Feld c,: 

T~~~ = 0,6483, T~~~ = 1.1255, Tl~)3 = 0,8053. T~~~ = 1.2011 . 

Xaa , = 0,2290 (I.I255 - 0,2249.0,6483) = 0,224 mt , 

X 34, = 0,2290 (0,8053 - 0,1817·1,2011) = 0,134 mt. 
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k= I 2 3' 3 I 
M~2= -0,°96 - 0,144 0,322 0,854 I M~2= - 0,096 - 0,144 - 0,126 0,854-

Die beiderseits anschlieGenden Teile sind geradlinig. 

OJ 
o 2 J' 3 1/ 

- -- Obergurl 
- - - - lJnlergvrl 

\[l:I~ .. ~ 

~~ 1+ --r:",~l;-~~ 
'i~/ ,,,-

'\1 + F~J:Y"' 
, '.\ ~.:".,/ . 

.--::r:::Cf1~i~~i~·~l\ 

Abb.476. 

EinfluGlinie N~ = (M03 - 2 Y3)/h. 

k= I 2 3' 3 

M03= 1,500 3,000 4,500 6,000 
Ng= 0,470 0,913 1,200 1,192 

Alle iibrigen EinfluBlinien ergeben sich in derselben 
Weise. 

1st das Tragheitsmoment des Untergurtes groG 
gegeniiber dem des Obergurtes, so kann naherungs
weise mit einem System nach Abb. 477 gerech
net werden. Die EinfluBlinien fUr die Untergurt
momente haben dann die in Abb.477 dargestellte 
Form. 

1~ = 10 = 0,1 m4, FZ = 1,0, Fk = 0,2 m2 , 

10 = II = 12 = 0,025, 13 = 0,0125 m4 , 

Fo= F1 = F:= 0,30, F3 = 0,25m2, 

110 = V1 = V2 = 0,8 , lIa = 0,96. 

4' 4 -' S :> 

0,779 0,490 0,334 0,231 mt 
0,5 II 0,490 0,338 0,321 mt 

4' 4 5' 5 

5,000 4,000 3,000 2,000 
1,031 0,839 0,635 0,491 t 

I 
1/' 1/ 

Abb.477. 
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Berechnuna eines Dachbinders mit vollwandil1en Endfeldern (Abb.478). 
1. Geometrische Grundlagen. 

c=2.7m. ho =1.8. hI=2.7. h.=3.6m. 

cls~ = cos ex = 0.9487 . I. = I b = Ia cos ex • 

I. = 0.0031 m' • Fa = 0.155 . Fb = 0.150. FA = 0.105 m2. 

I./Fa = 0.0201. I.IFb = 0.0208. I./FA = 0.0297 m2• 

Abb.478. 

I~ =I! = 00. 

" = 1.2. 

F~ = F! = 00 • I A = I./3; 
EIG = 2. Vo = v, = 0 . 

VI = Va = Va = 0.0712. c' = c. 

ho = h~ = O. h~ = hs = 8.1. h~ = 10.8 m. 

cos ex ( 1) C~ = -2- 1 + --2 - = 1.00 = const. cos ex 

2. Vorzahlen nach (768). Matrix s. u. 

t5 1 [2 2 7 ( 1.82 1.8 ) 
11 = 3 '. '2.72 + 2.7 + I, + 8.1 

12 + 2.72.0.0712.2.7 

+ 12 :'~72 (0.0201. 0.9!87 + 0.0208) J = 6.465. 

3. Belastung: Eigengewicht aus Binder. Dach 
und Oberlicht. 

Po = P~ = 4,0 t. 

PI = P a = 5,8 t, 

Po = P, = 4,5t. 

P, = 2,8t. 
4. Belastungszahlen nach (769). 

k= A 0' 0 I I 2 3 4 4' B 

VkO = 0 15.7 I 1.7 I 7.2 1,4 - 1.4 -7.2 - II.7 - 15.7 t 
M kO = 0 42.40 74.00 93.44 97;22 93044 74.00 ,P.40 0 mt 

k 
M kO MkG hk - hk- l 

Ck' Ct." CkG -- --
VkO VkO hk ck 

I 12.99 1.60 -0.60 2.60 1.04 
2 69.40 6.42 - 5.42 7.42 1.01 
3 - 66.70 8.24 -7.24 9.24 1,01 

4 - 10.27 1.9<> -0,90 2,90 1.03 

- 0.60 - 5.42 ( 0.854) 1510 = 7.2-6-'1.0 [2.7·6.3 + 0] -1.4-6- ·2.7 8.1 + 2Y 

5.4 (0.0201.1.04 + 0 0208).9344 = 1944. + 2.72 0.9487 . • . 

5. 15 Matrix und Losung. 

YI Y. Ys Y, 

6.465 - 2.1l0 M lO = M3& = Yl = 0.64 mt. 

Mu = Mu = Y. =-7.24 mt. 
-2,110 9.445 - 4.9 10 - 93. 19 

Mil =MlI =Ys = 4.78mt. 

- 4.910 16.800 - 4.210 M.. = MOl = Y, = 6.27 mt. 

- 4. 210 14.89<> 
M'k(k-l) = M~(k_l)' MkA = - M~A . 
M~A =-M: A = 4,78 - 0,64 = 4.14 mt. 73.29 
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Mit den l\Iomenten sind auch die Quer- und Langskrafte bekannt, Die Schnittkrafte aus Wind
und Schncclast werden in gleicher Weise bprechnet, 

Man n, L.: Statische Berechnung steifer Vierecknetze. Berlin 1909 und Z. Bauw. 1909. -
Derse I be: Das strebenlose Standerfachwerk. :\IUller-Breslau-Festschrift. Leipzig 1912. -
Engesser, F.: Die Berechnung der Rahmentragcr. Z. Bauw. 1913. - GrUning, M.: Die Span
nungen im Knotenpunkt eines Vierendeeltragcrs. Eisenbau 1914, - LUhrs, J.: Die statische 
Berechnung des Rahmentragers. Eiscnbau l!H5 S, 83, - Moh r, 0.: Die Berechnung der Pfosten
trager. Eisenbau 1915. - Derselbe: Beitrag zur Berechnung der Rahmentrager. Berlin 1915.
Engesser, F.: Die Berechnung der Rahmentrager. Berlin 1919. - Hartmann, F.: Die 
statisch unbcstimmten Systeme des Eisen- und Eisenbetonbaues. Berlin 1922. - Kriso, K.: 
Statik der Vierendeeltrager. Berlin 1922. - Spiegel, G.: Der Rahmentrager. Berlin 1922.
Vieser, F.: Statische Berechnung der Vierendeeltrager. Bautechn, 1927 S. 263. - Dom ke, 0.: 
Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 10 3. Aufl. Berlin 1931. 

53. Die Berechnung von Silozellen. 
Der Zellensilo wird in der Regel durch senkrechte \Vande gebildet, die in den 

Kanten biegungssteif verbunden sind, so dal3 rechteckige Behalter zur Lagerung 
des Fiillgutes entstehen. Der Innendruck wachst nach S. 14 mit zunehmender 
Schutthohe z, ist jedoch fUr z = const in jeder Zelle konstant. Die Wand wirkt 
daher unter dem Innendruck aus dem Fullgut als elastisch eingespannte Platte, 
fur das Eigengewicht der \,"and und fur die Reibungskrafte langs der Wand als 
Scheibe. In der Regel wird auf die Klarung des raumlichen Spannungszustandes 
verzichtet und die Sicherheit des Bauwerks fur Krafte winkelrecht zur Wand
ebene in Abschnitten des Tragwerks zwischen je zwei waagerechten Schnitten 
festgestellt. Diese werden dann als waagerecht liegende Stabwerke berechnet, 
'leren Knoten infolge der Langssteifigkeit der Wande unverschieblich sind. 

abc 
1 (IT) 

Vorgeschriebeoe 
Belastung p tim 

BeJastungsanteil A 
durcb P/2 mit Symmetrie 

zu beiden Acbsen 

1~2 ,- '+ '-
... ~+ ,1>""'-, + 
of/' ,~?, + . '.'~~ 
~ :'T ,~"'"'" '·V 

BeJastungsanteil B 
<lurch PI2 mit Antimetrie 

zu uciden Achsen 

Das Tragwerk Abb. 479a besteht darnach aus elastisch eingespanntt;n, gleich
formig belasteten SUiben J K = l~ .. lhr Spannungszustand ist durch nie Belastung p 
und die benachbarten Knotendrehwinkel f/JJ' f/JK bestimmt. \\"ird der Querschnitt 
im Bereich der theoretischen Stablange lk als konstant angenommen, so lassen 
sich 11 Knotendrehwinkel des Stabnetzes nach S. 320 aus 11 Bedingungsgleichun
gen bA J = 0 berechnen, in denen die Stabdrehwinkcl ~ull sind. Der allgemeine 
Ansatz wird bei Symmetrie des Tragwerks nach einer oder zwei Achsen durch 
Umordnung der Belastung in Anteile mit Symmetrie oder Antimetrie zu einer der 
heiden .\chsen vereinfacht und in jedem FaIle am besten durch Iteration lJach 
.\bschn.30 geiost. Damit sinn auch die Schnittkrafte des Stabnetzes bekannt. 
Sie entstehen nach W:JO) durch die tberlagerung der bekannten Schnittkrafte 
des gleichformig belasteten, hciderseits eingespannten Stabes J K mit denjenigen, 
welche durch die Verdrehung cler Endquerschnitte J, K urn f/JJ' rK hervorgerufen 
werden. Das Ergebnis bUt sich mit der Bedingung nachpriifen, dal3 die Summe der 
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Biegungsmomente an jedem Stabknoten Kull ist. Die Querkrafte an den Stab
enden werden als auBere Krafte in die Langs- und Querwande eingetragen. 

Fiir die Ausfiihrung kommen neb en allgemeinen Anordnungen im wesentlichen 
nur regelmaBige Bauwerke init wenigen Zellenreihen in Betracht, deren Berechnung 
die ungiinstigsten Ergebnisse in der Regel bei schachbrettartiger Fiillung des Silos 
Hefert. 

Belastungsanteil A: Die Formanderung des elastischen Gebildes ist zu 
beiden Achsen symmetrisch. Die Drehwinke1 der Stabknoten in den Symmetrie
achsen sind daher Null. 1m iibrigen ist tp A.I = - tp A.II = tp A.1I1= - tp A.IY' Der 
Ansatz besteht aus 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten. Sie werden nach (533), 
(534) angeschriebcn. Darnach ist z. B. 

() Ag = (lItpBag B + IlltpDaBD + I1ltpg agE + agO = 0, 

· 2 8 8 
ag B=4(-Ig).,,=-7" aED=-V' 

· (4 ·4 4 4) (I I) 
agg = 4(-IE) b' +" + 11 + 7' = - 32 11 + 7' • 

• (P b2 P ';2) P 
a Ao =4(-IA) 212-212 =-6'(b2 -C2). aBO=aDO=agO=O. 

so daB mit b = 4,80 m, C = 3,20m, lb = 3 Ie. P = t tIm' der folgende Ansatz 
angeschrieben werden kann: 

(1'91.B 

A -15.0 - 5.0 - 2.5 - 2.13333 

B - 5.0 -25.0 - 2.5 

D - 2,5 -20,0 - 5.0 

E - 2,5 - 5,0 -30•0 . 

Die Iteration einer angenaherten Losung liefert folgendes Erge bnis: 

-0,0061 7 

Belastungsanteil B: Die Formanderung des elastischen Gebildes ist zu 
beiden Achsen antimetrisch und damit tpB,I = tpB,II = tpB.1I1 = tpB.IY' Der An
satz (523) besteht jetzt aus neun Gleichungen. mit neun Unbekannten. z. B. 

dAB = tpBazn + tpDaED + tpEaBE + tpFaEF + tpBagB + aEO~ O. 

. • 2 8 
aEB=4(-IE)· -, =--,. c c 

• 2 8 
aED = 4 (- IE) . fji = - b' , 

; (" 4 4 4) (I I) 
aBE = 4 (-IE) 11 + 7' + 11 + 7' = - 32 b' + c' • 

• 2 8 
aEll'= 4 (-IE) . -, = - -; • c c 
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A - 15,00 - 5,00 - 2,50 -2,13333 

B - 5,00 -25,00 - 5,00 - 2,50 + 4,26667 

c - 5,00 - 12,50 - 1,25 -2,13333 

D - 2,50 - 20,00 - 5,00 - 2,50 + 4, 26667 

E - 2,50 - 5.00 -30,00 - 5,00 - 2,50 - 8,53333 

F - 1,25 - 5,00 - 15,00 - 1,25 + 4,2666 7 

G - 2,50 - 10,00 - 2,50 -2,13333 

H - 2,50 - 2,50 - 15,00 -2,50 + 4,26667 

] - 1,25 - 2,50 -7,50 -2,13333 

Die Iteration einer Naherungsl6sung liefert folgendes Ergebnis: 
12 }q:J 

- 0,33769 + 0,36453 - 0,37006 + 0,44375 - 0,5 2313 + 0,53582 1- 0,45940 + 0,54052 - 0,55392 

Die Knotendrehwinkel infolge der gegebenen Belastung werden durch Super
position des symmetrischen und des antimetrischen Anteils erhalten, z. B. 

2mt 
>----< 

Abb.480a. 

rpA.l= (l)rpA + (2)rp A = -0,49406=rp A.III' 
rpA,ll= - (l)rpA+(2IrpA= -O,18132=rpA,lY' 

" ~ ~" " " '" '" r~ ~.-r-~ ~.---r-~.-a---r-~-~-, -1,;a" , "1,1'8 , ,-o,r ' "4j , "'Oi.ll 
-1,126" li!-I,Z67t: !I!'r.292~ l;:-f,Z9<'!l! '<1'0...,5 
f---1.-::.-+-:3.-~-+-".-::!,-+- ::.-~-l 

+0,4$1 I ",-1,177 ~ '+1,177 I ... -1,102 '" 1"'~Og5 
1 j , , , 

-o,~._~:1, (8 &_&+§:-%+~._!.~5J 
-116J .. '''1.ZlJ6' ... -"~f ... • #1.198, ... '-0.28/1 'I " 'oj' " 'I 

Abb.480b. 

- 0,37006 + 0,53582 - 0,459401+ 0,54052 - 0,55392 

Die Staoendmomente M'jl, MC: I eines Stabes J K = l" sind nach (530) bcrcchnct 
und auf rler Zugseite aufgetragen worden (Abb. 480). Darnach ist z. B. 
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M~l = + P b2/12 + 2/b'. (2 fPA + fPB) = + 1,92000 - 0,73962 = + 1,i804 mt. 

M!Jl = - P b2/12 + 2/b' . (2 fPB + fP.4) = - 1,92000 + 0,37348 = - 1,5465 mt. 

M!Jl = + 2/b' . (2 fPB + fPe) = + 0,5285 mt. 

Mhdl = + 2/b' . (2 fPc + fPB) = - 0,4296 mt. 

Die Rechenvorschrift wird im Zusammcnhang an dem folgcnden Beispiel wiederholt: 

e = 2,70 m, b = 4,80 m, Jb = 3 J., lIe' = 0,370370, lIb' = 0,625 (Abb.481) 

a r--~~I b 
~ 8 C· 1 

c 

Vorgeschriehene Belastullg. Symmetriscbe Belastung. Antimetrische Belastung. 
Abb.481. 

Symmetrische Bclastung P/2 (Abb. 481 b) (1lq>D = (1lq>E = (1'q>p = o. 

. (b 2 e2 ) P P a.d 0 = 4 (- 1.1.) i"2 - 12 2 = - "6 (b Z - e2) = - 2,625 , aBO= avo = 0 

Matrix der Bedingungsgleichungen I (1'q>gaJK + aJO = o. 

A -15,9259 - 5,0000 -2,6250 

B - 5,0000 -25,9259 - 5,0000 

c - 5,0000 - 20,9259 

Losung durch Iteration: 

Antimetrische Belastung P/2 (Abb. 481 c). 
Matrix der Bedingungsgleichungen I(2'q>g aJ g + aJO = O. 

A -15,9259 - 5,0000 

B - 5,0000 -25,9259 

c -

D - 2,9630 

E -

F 

Losung durch Iteration: 

(2'91.1. 

5,0000 

2.9630 

- 2,9630 

- 5,0000 - 2,9630 

- 20,9259 

- 10.9259 - 2.5000 

- 2,5000 - 15,9259 

- 2.9630 - 2,5000 

- 2,9630 

- 2.5000 

- 13.4259 

(2'ttp 

- 2.6250 

+ 5,2500 
--

- 5,2500 

+ 2,62 50 

- 5,2500 

+ 5. 2500 
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Ergebnis der Uberlageru ng: 

(I'A,I = li''PA + (2''PA = - O,5H39G . 'P",II' = - (lI'PA -;- (21'1'.4 = - 0,21198 . 

+ 0,595 1 [ 

Biegungsmomente s. Abb. 482. 

Abb.482a. Abb.482b. 

Die einreihi~e Anordnun~ der Zellen. Belastung, Formanderung und 
Schnittkrafte sind zur Achse a symmetrisch (Abb. 483). also CPA. I = - CPA, II' Die 
Knotendrehwinkcl werden daher aus einem dreigliedrigen Ansatz von Bedingungs
gleichungcn berechnet. 

Beispiel zur Berechnun~ eines einreihl~en Zellensilos mit unre~elmaBl~er Teilun~ 

c = 3,20 m, 

(Abb. 483). I 

b2 = b3 = 2,40 m , 

b4 = b6 = 4,00 m , 

J. = J3 = J,/2, 
J4 = J5 = :Ue, 

I -, = 0,3125, 
c 

11· 
b' = b' = 0,2083, 

2 3 b' 4 

.II 
.? 4 

ae B = 2 ( - 1 c) • -=- = - - = - 0,8333 , 
b~ l~ 

Ahb.483. 

· (4 2 4) (2 ,1 2) ace = 2 ( -1 c), - + -- + - = - 4 - T - + - = - 8 9167 
b~ c' bd b~ c' bd " 

·24 
lICD = 2 (-Ie)' b' = - b' = - 3,0000, 

d d 

· ( P c2 P b2 ) P aco=2(-l c}' -12+--d =-6(b1- C2 }=-O,9600, 

· ( P (2 P bi ) 
aDo=2(-h)' + 12 --12 =+0,9600. 

'Pa 

A - 2,91 67 - 0,8333 

B - 0,8333 - 4,.,)833 - 0,8333 

c - 0,S333 - 8,9 167 - 3,0000 - 0,9600 

D - 3,0000 - 13,2500 - 3,0000 + 0,9600 

E - 3,0000 - 7,2500 
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Losung: 
fPs fPc 'fA 

- 0,00821 + 0,02874 -0,14984 

fPD fPE 

+ 0,11738 - 0,04857 

Biegungsmomente s. Abb.484. 

Dieses Ergebnis kann 
bei Il Zellcn auch un
mittel bar aus der Form-
andcrung eines n fach 
statisch unbestimmten 
Hauptsystcms aus Zwei
gclenkrahmen angeschrie
ben werden. Nach Abb. 
485 ist 

- - -- - - - X k_ 1 d11Lll + X k d1"~ 
i\hb. 484. + X k+l 'dlc%+I) = 151nJ . 

Die Vorzahlen werden nach (305) mit den Angaben der Tabelle 43 angeschrieben. 
In diescr' ist das VerhaItnis bk/ck--l = Y.k' Das SeitenverhaItnis clbk wird mit Ak 
bezeichnet. Darnach ist 

.R(n) 
Ukk 

__ f ~I(O) ~1' (n; ~ d . __ u(. (2 + ;cd + 2 "k+.I ... _ ' 
,tt k •• k J ~ 3 + " 3 + 2 ck , . - "k X.t+l 

.R(n) _ "k c:'_1 • 
uk(k-ll - 3 + 2 "i • 

Zellensilo 

AlJb.4S.;. 

Hicrvon weicht ab: 

bei ci = lik = 1 ist 

(793 a) 

(793b) 

Die Belastllngszahlen sind bci beliebiger Fiillung der Zellen. also bei verschieden 
grof3en Wanddriickcn Pk-l' P,.·: 

dIn) __ Pft-I (2, ". _ P .. b;' I b:, (3 + ". -- J.;;) 
nO - 12 C,,_1 3 + 2 ". 12 L :! + :2 ". 

I ;~ 'J -r 'I." en J 
J 

(794) 
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bei c~ = b~ = 1 ist 

b~nJ = - (~U [Pk-I c2 + Pk b~ (4 + ).~) + PHI b~+l (3 - 2 A~+l)] , 

b~nJ = - (jl() [Pn-I c2 + Pn b! 4 (l + ).!)] . 
Tabelle 38. Die Eckmomente einfacher Bauformen bei gieichformigem 

Innendruck. 

n'_ a f. 
•• - fa' 

a' = /J 
f. 
J. ' 

b' - b J. 
- f.' 

b' - b f. 
- J.' 

? 
Q 

~ a .. , a' 
I'=b' I. =V. 

P ~2 1 + ;.2).' X -_C..L 
1- 12 f-t-)." 

a 
I'=b' 

a' 
I.' = V' I' = 1 + 2 ;", 

FUllung der linken Kammer: 

Xl = _ pb2 [! + 2~2).' ± 3 I + },2},~J. 
X~ 24 I' v 

Pb 2 I+3).'-}.2).' 
X 2 =------

24 I' 

Ftillung beider Kammern: 

b2 '2 • 
Xl = X~ = _!'.- ~2 I. I. 

12 I' 

pb2 1+ 3 ;.' _ ).2).' 
'Y2 = - - ----'-...::.----

12 I' 

v=Z+31.'. 

+- -f-~11 
I--h-l--h--l 

b' = bh , a" = /J l.:.... /J) a' _)" f. J;'" b = ., V-' a' = a Je: , 
f. 

" ~ -)" 
b' - . 

I' = I + 2 ).', V = I' + 2 ;." (2 + 3 ).') . 

Ftillung der link en Kammer: 

Xl = _ P b2 [I + 2 }.2 )" ± 1 + 6 ).11 + 2 ).2 ()" + 3).' )''' - ). ~lJ ' 
X~ 24 I' v . 

X: = _pb2 [I + 3 I.' _).2 )" ± 1+ 3 ).'- ).2(~ - 6).' )." - 4).."2J. 
X~ 24 I' v 

Ftillung beider Kammern: 

Die Oberzahligen sind ebenso groB \Vie bei gelenkig angeschlossener Zwischenwand. 
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a'=al'l-; 
J. 

[J I I 

I 1:::::::1 I 

b' - b b... 
1- 1 Jb • 

54. Die Bogentrllger. 

.ttJjj. 
/1 = b •• 

b • 
1 

" = (2 + 3 i.) (2 + /1) - I • 

a' "-,. - 17' 
1 

Xl = _Pbi [I + 3/1+ ).2).'(2 + 3/1) ± 1 + /1 + ).2).'(2 + /1)] 
X~ 8 P v' 

X2 =_Pbi (I + 3). _ ),2).') (!.. ±~). 
X~ 8 P " 

Xl = _Pbi [I + 3/1 - 2 (]'I + ).2).'(2 + 3/1) ± 1 + (J +- i.2 ).'(2 + /1)] . 
X~ 8 I' " 
XI = _ pbi [1 + 3 i. + 2/13(2 + 3 ).) - ).2 ),' .J.. I + 3). - ).2i!] . 
X; 8 P -" 

P b2 /13 
Xl=Xi=+_I ...• 

4 I' 
, P b~ /13 . 

X.= X. =-- -(2 + 3/.). 
• • 4 I' 

Eckmomente fur konstanten Innenuruck 

0 1 [0 ~O ~ S 
I 

~ ~_ s 

Quadrat Sechseck Achteck 
0.08333 pal 0,02778 P a2 o,oI.j.~o p a2 

Marcus, H.: Dil' Berechnung VOII Silozcllcn. Z. Arch. Ing.'''·l's. 1911. - Ritter. A.: 
Zur Berechnung von Silozcllen. Arm. Bl'ton 1913 S.21. - Dl'rsclbc: Beitrag zur Bl'rech· 
nung rcchteckiger Silozellen. Stuttgart 1!)16. - Sc h war z, H.: Zur Bl'rcchllulIg dcr Zwickcl· 
zcllen von Silos mit kreiszylindrischcn Behfiltcrn. Bauing. 1930 S. 87. 

54. Die Bogentdiger. 
Der Briicken- und Hochbau verwendet den Bogentrliger als einzelncs Element 

oder in Verbindung mit Pfosten als Teil einer Bogenstcllung. Die :\1ittdlinie wird 
entweder geometrisch als Parabel, Kreis und Kettenlinie oder nach statischen 
Gesichtspunkten als Mittelkraftlinie einer gegehenen Bclastung beschrieben. Sie 
ist in der Regel zu einer senkrcchten .-\chse rcchtwinklig oder schiefwinklig sym-
metrisch. . 

Die Bogenwirkung entsteht durch die waagerechte Abstiitzung der Trager 
gegen starre oder elastische Widerlager. die damit einen wichtigen Bestandteil 
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des Tragwerks bilden. Ihr Verschiebungszustand ist daher bei der statischen Untcr
suchung ebenso zu bewerten wie die Belastung. Er wird durch die Verschiebung 
und Verdrehung der Kampferquerschnitte beschrieben. Diese sind durch die ela
stischen Eigenschaften der Pfeiler, der \Viderlager und der Zugglieder bestimmt, 
welche die Bogenenden verbinden. Die einfachen und mehrteiligen Bogentrager 
werden nach der Art ihrer Abstiitzung unterteilt. Ihre Verbindung mit biegungs
steifen geraden Staben bedeutet die Erweiterung der Aufgabe. Man unterscheidet 
Bogentrager mit biegungssteifem Zugband, Bogentrager mit durchgehendem Streck
gurt und Rahmentrager. 

Der einfache Bogentrager mit starren Widerlagern. Der einfache Bogentrager 
ist ein gekriimmter, elastischer Stab, dessen Starke dim Vergleich zum Kriimmungs
radius e klein ist (d < 0,1 e), so da13 die Verzerrung Eo, d1p eines elementaren Ab
schnitts ds mit gro13er Genauigkeit nach denselben Funktionen der Schnittkrafte 
(N, M, Q) wie beim geraden Stabe angegeben werden kann (51). Dasselbe gilt 
auch fUr den durch zwei Langsschnitte im Abstand 1 begrenzteh, der Quere nach 
gleichformig belasteten Abschnitt des Gewolbes. 

Die Belastung besteht aus K'raften und Kraitepaaren, die in der Tragerebene 
oder senkrecht dazu wirken. Au13erdem sind Eigenspannungen aus Temperatur 
und Schwinden moglich. Die Schnittkrafte sind bei Abstiitzung des Tragers nach 
S. 196 dreifach statisch unbestimmt. Die Anzahl der statisch iiberzahligen Gro13en 
wird durch die Anordnung von Gelenken vermindert. Man verwendet den Ein-, 
Zwei- und Dreigelenkbogen. Die statisch bestimmte Anordnung ist in Abschn. 16 
behandelt worden. 

In allen drei Fallen wird- oft nach derjenigen Bogenform gesucht, deren Rand
spannungen in jedem Querschnitt bei der ungiinstigsten Belastung einander gleich 
und kleiner sind als ein vorgeschriebener Grenzwert, urn die Festigkeitseigenschaften 
des homogenen Baustoffs vollstandig auszunutzen. Bei einer einzelnen vorgeschriebe
nen Belastung wird daher deren Mittelkraftlinie mit der Bogenachse zusammen
fallen oder diese in zahlreichen Punk ten schneiden, sob aId Eigenspannungen aus 
Temperaturanderung, Schwinden und Stiitzenbewegung wegfallen. Die Biegungs
spannungen des Tragers sind dann Null oder nahezu Null. Urn unter derselben 
Voraussetzung auch bei veranderlicher, gleichma13ig verteilter Nutzlast p gleich 
gro13e Grenzwerte zu erhalten, wird die Mittelkraftlinie aus standiger Last und halber 
Nutzlast P/2 als Bogenachse verwendet. Da sich diese jedoch infolge der Langs
krafte und der Eigenspannungen elastisch verkiirzt, wird das Ziel auf diesc Weise 
bei statisch unbestimmter Stiitzung nicht erreicht und daher oft die Mittelkraft
linie der standigen Last als Bogenachse gewahlt. Durch die nachtragliche Beriick
sichtigung der Verkiirzung bei der Formgebung la13t sich cine Verkleinerung der 
absoluten Grenzwerte der Randspannungen erreichen. 1m iibrigen ist die Bogen
form durch die Abmessungen am Scheitel (] = Io; (). = 0) und Kampfer (] = I k; 
oc = OCk) bestimmt, die in eine fUr jedes Gewolbe ausgezeichnete Kennziffer 
n = I 0/ I k cos OCk eingehen. Die Abmessungen der Querschnitte im Scheitel und 
Kampfer werden auf Grund von Erfahrungen und Oberschlagsrechnungen gewahlt 
und stetig ineinander iibergefUhrt. 

Urn die Vorzahlen und Belastungszahlen zur Berechnung der statisch unbestimm
ten Grof3en formal integrieren zu konnen, wird die Mittellinie y (x) in einfacher 
Weise als Parabel. Kreisbogen oder Kettenlinie mathematisch beschrieben (S. 514ff.). 
Dasselbe geschieht dann auch fiir das Tragheitsmoment I des Querschnitts. Die 
Approximation des Tragheitsmomentes I richtet sich nach dem mathematischen 
Ausdruck y (x) der Mittellinie. Bei einem Kreisbogen (e = const) wird I kon
stant, bei einer Parabel wird loU cos IX nach einer Parabel zweiter oder hOherer 
(2.r-ter) Ordnung angenommen. Der Parameter r kann, falls man sich nicht von 
vornherein fUr r = 1 entschlieBt, aus Abb. 486 abgeleitet werden. In dieser 
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wird die Funktion -} !-J~ des vorgeschriebenen Gewolbes mit den Funktionen 
- n cos ct 

C* (n, r) = I ~ n - ~r und angenommenem r verglichen. Bei einerKettenliniewird 

n-o.5 

Bogenformen fiJr 

~-1-(1-n)er 

r-1 ;n-1 
r-1 ;n-o,'f 

Yz-/tz 

n- 3 

n- 2 

n-o 

C* {n; r)-r!n -e" 
q 1,0 48 46 411 42 ! 0 

.~.-.-.J-.-.-.~.-.-.~.-.-. ..,...J, 
~ ~ ~ 42 eo 

Abb.486. 

J elf COS IX durch eine hyperbolischeFunktion approximiert, 
urn einlache Integrationen zu erhalten. 

Die Bogenachse als MittelkraftIinie einer vor
geschriebenen Belastung. Die Mittelkraftlinie einer 
Gruppe von Kraften kann nach Abschn. 13 berechnet und 
aufgezeichn-et werden, sobald diese, im vorliegenden FaIle 
also die Krafte aus Eigengewicht von Trager (v ·YB)' Uber
bau (h. YIl) und Fahrbahntafel (gF) bekannt sind (Abb. 487). 
Da aber die Bogenform zunachst bestimmt werden soIl, 
kann die Aufgabe nur durch allmahliche Annaherung ge-

--~ .... I lOst werden. Diese ist urn so kurzer, je besser die erste 
Abb.487. Annahme mit dem endgiilt.igen Ergebnis ubereinstimmt. 

Die Stutzweite (I = II + 12) und die Ordinate y = I des 
Bogens im Scheitel sind gegeben. Dasselbe kann auch fur die Belastung im 
Scheitel (q.) und im Kampfer (qk) auf Grund eines Vorentwurfs angenommen 
werden. Fur das Bruckengew6lbe (Abb. 487) ist unter Berucksichtigung der halben 
Verkehrslast 

q. = ~p +'gF+ h.YiJ + V.YB; qk = ~p + gF + hkYiJ + VkYB· (795) 
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Darnach darf die stetige Belastung eines symmetrischen Gewo1.bes angenahert 
durch die foigende Funktion beschrieben werden: 

q = qa -r 7 (qk - qal 

I Yz ( h = 2 P + gF + h.Ytl + V.YB + T [ hk - .) Ytl + (Vk - va) YB]' (796) 

Der Ansatz gilt auch fUr einen Bogen mit aufgelostem Uberbau und den auf die 
Langeneinheit bezogenen gemittelten Gewichten q" qk, nur darf nicht dieselbe 
Obereinstimmung zwischen der angenommenen 
und der berechneten Bogenform, wie bei stetiger 
Belastung des Bogentragers, erwartet werden. 

Die Differentiaigieichung der Mitteikraftlinie 
ist nach (93) 

H d 2 yz Y2 ( ) dX2 =. q = q. + j q,: - q •. (797) 

r-'-~-~' . ~~ . / 
~ . 

Sie beschreibt eine Kettenlinie. Die Losung . ll-1-~;;0.4 
liefert bei symmetrischer Belastung und symme- ~ 
trischer Bogenform foigendes Ergebnis: Abb.488. 

X/ll = e; qk/q. = Yo = (tof e; <Sine = {,,2=1; } 

Y: = I/(r. -- 1); e = 2{r(tof" = In (" + r"'" - 1); 
(798) 

* * [(.; e)2 (.; e)' (.; e)6 ] 
Y2 = Y. ((tof e e - 1) = Y. L2'! + 41 + Tl' + .. , ;. 

tg = d yz = .!.. y* <Sin e e = .!.. y* [e e + (.; e)3 + (.; e)5 + ... ] . 
ot d:r 11' 11 a 3! 5 ! ' 

(799) 

c * (,'!. tg otk = Y; y. -om e; 
YI ~ol'; e - I 
j= ,,-I ; 

I, 

A = B = f q d x = q. ~ <Sin e ; (11)2 I 
H = q. 'la = q, c Y:' (800) 

o 

v = VB + (yaf/) (Vk - V.) (Abb.487). (801) 

Darnach wird nach der Abschatzung von q., qk zunachst der fUr den Bogentrager 
charakteristische Leitwert e aus der Tabelle 39 entnommen oder nach den bekannten 
FunktionstafeIn l festgestellt. Mit diesem sind die Stiitzkrafte A = B, H und die 

Tabelle 39. e = \lIt ~Ol ". ,,= qk/q.. • 

" c " c " c " e " c " c 

- - 2.0 1,317 3,0 1,763 4,0 2,063 6,0 2,478 8,0 2,769 
I, I 0,444 2,1 1,373 3,1 1,797 4,2 2,114 6,2 2,5II 8,5 2,830 
1,2 0,622 2,2 1,425 3,2 1,831 4,4 2,162 6,4 2,543 9,0 2,887 
1,3 0,756 2,3 1,475 3,3 1, 863 4,6 2, 207 6,6 2,574 9,5 2,942 
1,4 0, 867 2,4 1,522 3,4 1,895 4,8 2,25 1 6,8 2, 605 10,0 2,993 
1,5 0,962 2,5 1,567 3,5 1,925 5,0 2,292 7,0 2,634 11,0 3,089 
1,6 1,047 2,O 1,609 3,6 1,954 5,2 2,33 2 7,2 2,662 12,0 3,176 
1,7 1, 12 3 2,7 1,°50 3,7 1,<)83 5,4 2,37 1 7,4 2,690 13.0 3,257 
1,8 1,193 2,8 1,68<) 3,8 2,010 5,6 2,408 7,6 2,717' 14,0 3,331 
1,9 1,257 2,9 1,72 7 3,9 2,037 5,8 2,443 7,8 2,743 15,0 3,400 

1 Taschenouch £: Bauing. Bd. I 5. Auf!. S. 35 ft. 
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Ordinaten Y2 der Mittellinie bestimmt. Diese konnen oft auch fiir abgerundete 
Leitwerte c nach Tabelle 40 angeschrieben werden. Die Bogenlaibungen 

Y~O) = Y2 (1 _ Vk;' v!) _ ~ ; Y~U) = Y2 (1 + Vk;' v.) + ~ (802) 

sind ebenfalls Kettenlinien (Abb. 488). Damit ist eine geeignete Grundlage fur 
die Form von Trager und Oberbau vorhanden, nach der die Mittelkraftlinie 
aus Eigengewicht oder aus Eigengewicht + P/2 berechnet werden kann (S. 75). 
Der Vergleich mit der angenommenen Kettenlinie ist in der Regel so gunstig, 
daB die Wiederholung der Untersuchung zu keinem we sent lichen Unterschiede 
zwischen Annahme und Ergebnis fiihrt. 

x 
[oJ - C - I 

11 mit c=2(r[oJ" und ,,=qk als Leitwert. 
" - I q, 

Tabelle 40. ~2 

; = x/II = 
" 

- - ------------------ ------------
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

1,5 0,0094 0,0372 0,0840 0,1500 0,2358 0,3426 0,47°8 0,6220 0,7976 
2,0 0,0087 0,0349 0,0791 0,1420 0,2248 0,3288 0,4559 0, 6083 0,7887 
2,5 0,0081 0,0330 0,0750 0,1353 0, 21 53 0,3 17° 0,4429 0,596 1 0,78°4 
3,0 0,0078 0,03 14 0,0716 0,1296 0, 2071 0,3°68 0,4316 0,585 2 0,772 7 
3,5 0,0074 0,0300 0,0686 0, 1246 0,2000 0,2978 0,4 2 I 5 0,5756 0,7661 
4,0 0,0071 0,0288 0,0659 0,1202 0,1937 0,2898 0,4125 0,56 71 0,7602 
4,5 0,0069 0, 0277 0,0636 0,II62 0, I 881 0, 282 7 0,4°45 0,5594 0,7548 
5,0 0,0066 0,0268 0,061 5 O,II28 0, 1830 0,2762 0,3972 0,55 23 0,7498 
6,0 0,0062 0, 02 52 0,0579 0,1066 0,1742 0, 2649 0,3843 0,5397 0,74°8 
7,0 0,0058 0, 02 37 0,0548 0, 101 4 0, 1667 0,255 2 0,373 2 0,5288 0,7330 
8,0 u,0055 o,o~25 0,05 22 0,0969 0,1602 0,2468 0,3635 0,5193 0,7261 
9,0 0,005 2 0,021 4 0,0499 0,0930 0,1545 0,2394 0,3550 0,5107 0,7199 

10,0 0,0050 0,0205 0,0479 0,0896 0,1495 0,2328 0,347 2 0,50 31 0,7143 

B ii low, F. v., u. J. Wig g e rs: Zahlentafel zur giinstigen Formgebung gew6lbter 
Briicken und DurchHl.sse bei beliebigem Pieilverhaltnis und beliebiger Dberschiittungsh6he. 
Beton u. Eisen 1930 S. 409. 

" 

Abb.489. 

55. Der Zweigelenkbogen. 

~i 

Die Gelenke des Tragers liegen in der 
Regel am Kampfer. Eines von beiden ist 
langsbeweglich, wenn die Bogenkraft durch 
ein gerades oder gesprengtes Zugglied auf
genommen wird, das meist die Bogenkampfer, 
in besonderen Fallen aber auch zwei belie
bige Querschnitte verbindet. 

Die Schnittkrafte sind einfach statisch 
unbestimmt, da der Verschiebungszustand 
des Bogentragers in der Regel als unabhangig 
von dem zur Eintragung der Lasten not
wendigen Oberbau angesehen werden dart. 
Ais uberzahlige GroBe Xl dient die Kompo
nente Heiner Stutzkraft oder die waage
rechte Komponente der Langskraft im Zug
glied. Bei Symmetrie des Bogentragers kann 
nach S. 196 auch Xl = 1/2· (Ha + H b ) ge
wahlt werden, so daB bei Antimetrie der 

Belastung Xl = 0, also Ha = - Hb, bei Symmetrie der Belastung Xl = Ha = Hb 
erhalten wird. Dasselbe gilt auch bei Verwendung der Langskraft N c im Bogen-
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scheitel C als statisch unbestimmte Schnittkraft. Sie wird in jedem FaIle aus 
der Formanderung eines statisch bestimmten Balkentragers berechnet. Bei 
ruhender Belastung ist auch das Biegungsmoment Me im Bogenscheitel als 
statisch iiberzahlige GraGe geeignet. 

(803) 

Vorzahl ()n: a) Bogentriigcr mit zwei Kampferge~enken (Abb. 489a) 

... - f ,2 Ie d + Ie f 2 Fe d _ 1.' + ... 11 
Xl = Hb: Un - ) T S Fe cos CX F S - Un Un' (804) 

b) Bogentrager mit geradem Zugglied (Abb.489b) 

... - f 2 Ie d + Ie f 2 Fe d --l- E. Ie _ ... , +!l.II + ... ", (805) 
Ull- Y 7 s Fe cos CXT S . E. F. z-un Un un' 

c) Bogentrager mit gesprengtem Zugglied (Abb.489c). (Ohne Beriicksichtigung 
der Langenanderungen der Hangestangen.) 

() =fy2Ieds+I·fcOS2(rI.-fJ)~<ds+I< ~z sec2(3.~ 
n I Fe COS 2 r1..F F. L.J 11 11 Fh 

= ()~l + ()~l + ()~; . (806) 

Belastungsglieder: 

1510 = f Mo Y ~e ds + {: f No cos cx ~e ds = !5~o + !5~o. (807) 

!5lt=EIeCXttt; ()ls=-EIeJl. (GleichhoheKampfer.) (808) 

Darnach ist ()If bei gleichformiger Temperaturanderung des Bogentragers unab
hangig von der Bogenform, die Verschiebung ()IS bei Anordnung der Lager in 
gleicher Hohe unabhangig von senkrechten Verschiebungen. Die Ansatze fUr 
()n, ()1O werden bei beliebiger Bogenform und standiger Belastung nach S. 95 
oder 96 numerisch integriert oder zeichnerisch durch einen Verschiebungsplan 
des Hauptsystems nach S. 139 oder durch eine waagerechte Biegelinie bestimmt. 
Der Anteil I efF e • J cos2 cx F elF· ds ist gegeniiber dem Anteil aus den Biegungs
momenten klein und kann angenahert gleich t· Ie/Fe gesetzt werden. 

Die Einflul3linie X I !511 = ()lm wird als Biegelinie ()ml des Balkentragers fiir 
- X I = 1 mit jvl1 = 1· Y in der Regel nach S. 131 berechnet und aufgezeichnet. 

6 ~kl = Ck I Ie (Yk-l + 2 Yk) + CHI I I. (2 Yk + Yk+1) . (809) 
k cos rl.k k+l cos rl.k +l 

Die Mitwirkung der Langskrafte N I = l·cos cx kann durch die elastischen Gewichte 
von der Form (238) untersucht werden. Sie ist jedoch ohne groBe Bedeutung. 

Wird die Biegelinie !5ml = HWYlo nach S.136 als Seileck zu einem Rich
tungsbiischel der elastischen Gewichte 6 ~kl mit der Polweite H lo = 61511 in 
'll-Einheiten aufgezeichnet, so sind die Ordinaten Yw des Seilecks nach S. 125 
auch Ordinaten der EinfluJ31inie von X I' d. h. der Betrag der Langen Yw ist im 
MaBstab der Zeichnung gem essen gleichbedeutend mit dem Betrage von Xl 

in t oder mt. 
Die Grenzwerte der Spannungen des Querschnitts werden nach S.28 aus 

den Kernmomenten und aus der Querkraft berechnet. Bei Bogentragern mit 
gleich hoch liegenden Kampfern ist 

N = No - Xl cos cx , M = Mo - Xl Y , Q = Qo - Xl sin cx , (810) 

so daB sich der Spannungszustand zu einer vorgeschriebenen Belastung ebenso 
wie auf S.174 durch M = XdMo/XI - y) angeben lafit. Die EinfluBlinien 

Beyer, Baustatik. 2. Auf!.. 2. Neudruck. 33 
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werden nach Abb. 490 folgendermaBen aufgezeichnet: 

N =coS(X(~-XI)' No=-Vosin(X, N= -cos(X(VOtg(X+XI)') cos a. 

M = Y (MyO _ Xl)' Q = sin (X (~ - Xl) = sin (X (Vo ctg (X _ Xl) . (811) 
. • sm a. 

M o, Vo sind Ordinaten der EinfluBlinien fur die Schnittkrafte des geraden Balken
tragers. Die Ergebnisse lassen sich nach S. 170 leicht auch fUr Bogentrager mit 
Stutzpunkten in verschiedener Rohe ableiten. 

Urn den EinfluB der Langskrafte N I , No auf den Betrag der statisch uber
zahligen Schnittkraft Xl abzuschiitzen, wird fUr den Nenner Gl. (803): 

I I t5~'t I «511 = (1 + v) y2 I" ds = (1 + v) 6~1 mit v = bt't ' 
(812) 

bei Bogentragern mit Zugglied mit v = (<<5~1 + «5~:) / «5~1 

"- am {. f I I, 
I mllj, _- 1_ 

L _+-~ ~~ ___ .!_____ ~ 

i!t ZI7i"; 1 ,-1 

.~ ~{ .~N '1" 1 : _ 
I I I 1 

I I I I I 1 
1 I, I 1 

I 'I I I I Nu/#pliktlfor cos ~ I 
- I I + N 

+- -1"+1-.---------- ~ 

~ I I I I I I 

.. "l.{ I + I I iii __ :-''1- Nu/#pliktrfor!lm I 1 

~ -r ~~ __________ '\e 
E:I I 
~, I 

~I ,I. I _ - -
It -t- Abb.490. 

angeschrieben. Der Anteil v 15;'1 der Langskrafte ist, 
verglichen mit demjenigen aus den Biegungs
momenten, stets klein und nur bei flachen Bogen
tragern von Bedeutung. Er kann daher stets ohne 
Bedenken als Naherung fUr einen Kreisbogen mit 
gleichbleibendem Querschnitt und dem Zentriwin
kel 2 (Xo angegeben werden. In diesem FaIle ist 
(FeIF ~ 1) 

1/' = Ie Icos2(X F· ds 
11 Fe F 

= Ie ~ (~+ cos (X ).~ Ie t. 
F 2 sm a.o 0 F 

(813) 

Der EinfluB der Langskrafte auf den Betrag 1510 ist 
selbst verglichen mit deren Anteil auf 1511 klein und 
daher ohne Bedeutung. 

Die Rechnung ist fiir einen Bogen, dessen Mittellinie mit der Mittelkraft
linie aus einer vorgeschriebenen Belastung q und zwei gleichgroBen, entgegen
gesetzt gerichteten Kraften Hq = Moe/! zusammenfallt, besonders einfach. 
Da Mo = 0, No = - Hq/cos IX, ist 

H (IefFe ds +..§.. Ie z) 
X _ q Fe F E. F. . 
}--

(1 + II) f y2 ~e ds 
M=-X1·y, (814) 

COS2 1X ~ 1 [gleichbedeutend mit «5~~ = 0 in (807)] liefert: 

U:fids+ !: ~: z) : f y2 ~ ds ~ v; (815) 

und dal.lit , , 
Abb.491. X I =-I+"Hu; M=I+"H".y. 

IE---Z =l----;;oj 
(816) 

Fur Bogentrager ohne Zugband ist EbJcz/E.F. = 0; Z = Hb (Abb.491). 
Bei einem Bogentrager mit einem oberhalb der Kampfer angeschlossenen 

Zugglied ist. die in (814) verwendete Ordinate y der Abstand zwischen Bogen
mittellinie und Zugglied (Abb. 489b). AuI3erhalb dieses Bereichs sind M I , Nl Null, 
die Biegclinie bm 1 ist dahcr geradlinig. . .. 

Tabelle 41. Zweigelenkbogentrager mit analytisch bestimmter Mittellinie. 
Hauptsystcm (Abb. 4(1): Balken auf zwci Stutzen, festes Lager in a. Dber

zahligc GroBe XI: Komponentc H b der Stutzkraft oder Langskraft Z im Zugband. 
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1. Die Mittellinie ist eine Parabelmit y = 4/~~'; ~ = x/l. Die Stutz
weite des Bogentragers ist t, der Querschnitt im Scheitel bestimmt durch Ie' Fe' 
am Kampfer bestmunt durch CXk, I k' F k> n. Die elastischen Eigenschaften eines 
Zuggliedes ergeben sich aus dessen Lange z,· dem Querschnitt F z' dem Elastizi
tiitsmodul des Baustoffes E z . Die Ansatze (804) u. (807) fur bu. 1510 lassen sich 
dann formal integrieren. 

a) Bogenform: Ie/I cos 0( = 1; n = 1; 1= Z. 

~=~. 
I 

1511 = 185/21 (1 + v) • 

15 1 Ie 
v=---

8 12 Fe 
oder 

Abb.492. 

_ 1 [ 5 - fJ' ,t]. 
H:-- 2 ±1+ 4(I+v) fJ • 

r/ [ 5 - r/ ,] 
Me=-/T 1- 4(1 + v) ~IJ . 

H _ pl2 

: - 81 (1 + v) , 
pIlOltllllli/ Ii !!!!!" 

~ 
pl 

A = B = -2' 

5 M 
H =---(1-6~2+4~3) 6 8/1 + V ~ ~. 

, M 
A =-B=-T' 

Ha =-0.4008 PI • 
Hb =+ 0.0992 PI. 
A = - B = - P fl61 • 

M. =-0.01587 P /2. 

Temperaturanderung t und Stiitzenverschiebung t11: 
H _15EI.(O(,tl-t11) 

: - 8/11 (1 + V) • A = B = 0, 

P 12 V 
.We = - _.-. 

8 1 +v 

H __ -e~~ __ 
.: - 16 f (1 + v) • 

3 
A=3B=gPl. 

P 12 V 

MC=}""6 l+v' 

P [2 

H ~ = 0.023811(""(+ V) 

pl 
A =B=S' 

H. =-0.7143 P I. 
Hb =+0.2857 P I. 
A = - B = - P 12/2l • 

M. =-0.0357 P p. 

M.=-HI. 

33* 
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. " = 41 ~ ~'; 11 = i,ll. COS::I.; 

8 6 + /I 
Dn = 15 -7- 12/(1 + V); 

odl'r 
Abu. ~\l3. 

V = 15 _7_ ~ (I.:. + §. i,) 
8 6 + " j2 F, E, F,; . 

XI =- _1_ ~_ [5(1 . .;- w n) + (1/ -1){\ + w R - 8wkl] = 1 %. 
j (1 + I') ~qti: II) 1 (1 + I') 

Dil' Funktion % ist sYIllIlll"lri,;ch. Silo "inl illr <len Lcitwert II und ausgczcichnl'te .\hszisscn ~ 1 
dcr Lastpunkte i1ngl"gl·hl"n. 

1/ 

0,1 
0,2 

",J ",., 
(',5 

(J, f I 

0., 
O.S 
0,1) 

1,0 

1,2 

Fun k t ion " fur 0 ,I ~ II ~ 1,2. 

Werlc " fiir die l.astpunkte e --

0,1 0,2 0,2.1 0,3 1/ .3 0,4 0,5 
I 

o,oY';5 O,II.l-l 0,1 J7i 0,1590 0,17 10 0, I K95 0,1<)'.14 
O,Oj'~S O,II.\S n,I.\7') 0,151)0 o,I70S 0,18'.10 0,1<)90 
O,O.;tJl 0,114 1 n, I .l,~2 0,15')0 0,170 7 o,IKK6 0,1986 
a,oj')j 0,1 '4., o.I.\Sj 0,15')0 0,1700 o,r8S2 O,19K.! 
0,05<)<" 0, 1'47 o,I3s 7 O,lj4}O 0,170 5 o, IK 78 O,I97 il 
O,o()u.! 0,1150 0, I 3'~S O,ISt)O 0,170 3 0, I1lH 0,1'173 
o,otIC)j 0,115.\ O,13 S') o.lj<JO 0,1,01 0, 1870 O,I96 il 
O,oj)()S O. (15t, 0,13')0 0,15')0 0, J()(}') 0, 1867 0,1963 
0,(1)10 O,llj.'i 0,1.\'10 0,1:;<)0 0,1 1)(17 o,ISI'3 0,1 ')5'.1 
0,UIII.\ O,llbo 0,13')1 O,ljf)O o,Jhqh 0,1860 0,1')54 
O,OIJl() 0,1 II)f) 0, I 3()2 0, 'jl}O 0,1/;93 0,1 855 0, 1<)4::l 

Slr,"Ckl"ni:lst ". (!-"ilr /1 = ~ lind /1 ~- \ wird Xl \"on 1/ unabhangig. Es gcltcn 
<lallll die l'orllll·ln allf S. -515): 

p I~ -
.\"1 = WI (1 + I') ifi.-li fP 

'l4 + 1/ - 5 II IF -- (8 - IU 11) fJ: + 8 (1 - 11) fJ4 (1 - ~ fJ) ] . 

. P /2 5 + 11 

.\ 1 = 36 7 (l + I') 6 + 11 • 

r) II"g"lIf()1'1II Ztll' \"l'I"l'infacht,,'n .\hll'itung der Einflul31inien. Ohnc Riicksicht 
<ltli <Ii" "ol'han<ll"n(' II"g"lIf"rlll kann zur nlihl'rungsweisen Bl'rl'chnung dl'r Einflul3linien auch 

A1.b. 4Q4. 

f .1!OY ~- dx I CC)S "'J. 
.\" 1 .~ ----:c--- .. '- ---- -----;-1-",..--

f y2 _1_,_ d.r + Je feo> ~ ~ d .r 
i cos ':J. }', }, 

uno 

~ • y = const = f 
] cos ::I 

F , 
cos ~ F = canst = 

gl'sl'tzt ,,·cnlen. N"ach (803) ist dann mit 

y = 4f~ e', 7J = ytf 

fMOdX 

2 3" 1 1 (l + v) 
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Gleichun~ dl'r Einflu!3linic: 
3 I WR 3 I Y 

Xl = "4 T 1 + v = 16 / (1 + v) T' (Parabcl.) 

Die Stlitzkraftc K., Kb au!> P on = 1 (Abb. 494) schneiden sich auf der Kampferdrucklinie, in 
diesem Falle einer Parallelen zu a -;- b im Abstande 

141 
/*=H wR="3/(I+v), H=X1 =7*'WR' 

t-P'l-+j 
Pll!!!!!!!!!!'!!'!!!!., X = P 12 _1_ fJ'2 (3 - 2fJ') 

1 8 / I + v ' 
fJ' = 1,0: 

Das Ergebnis ist trotz der Vereinfachung der Integranden brauchbar. Der 
Fehler laBt sich filr die EinfluBlinie Xl und ] <!l cos a. = 1 anschreibcn: 

~ 
Mit 

X _ S Moydx 
1- Sy2 dx(l+v) 

j'yy'clx 
"=Uydx' 

fModx [1+ "I_-"X] l' I une y = - y, 
%. fl (1 + v) 

f Moy'dx 
X= /j'Modx' 

winl 

Der griiBte Fehler betragt daher: (,; = ¢' = {.), rp = 1/24 ... 4%. Er wird flir Bogenform b 
S. 516 mit wachsendem II = ] r/J k cos a. (sichelfiirmige Trager) immer gcringer und flir n = 10/3 
nahczu Null. 

mit 

EinfluBlinie des Biegungsmomcntes im Querschnitt 7: 
3 I )'. 11 

'" = 16 / (1 + 11) , "I. = T ' 

(1'0[0.) _ 
.W. = V' "I. -- - y = 'Ii 1/ •• Y , 

'Ii "I. 

Mo... 4 
-- = - / (I + v) = /* 
'" "I. 3 

als ausgezeichnete Ordinate in 7 (Abb.495). Die 
EinfluBlinien der Biegungsmomente in den Quer
schnitten 7 -->- h mit ';h oder ,;;. <: (1 + v)/3 er
halten daher ei ne Lastscheide E. (6., 6;') (Abb.496). 
Die Lastscheiden der librigen Querschnitte 7 -->- k 
werden mit Ct(C., CO; E.(6., 6.0 bezeichnet. 

Bestimmung der Lastschciden: 

E.=(1+1I)/3~;'. E;'=I-E". 

6. = (1 + v)/3;k • 6'1, = 1 - 6 •• 

Abb.495, 

"I C. = 1 - Ck ' C" = (1 + v)/3; •. ---""""---rJ.l-
Grenzwerte der Biegungsmomente flir gleich- Abb. 496. 

fiirmig verteilte Nutzlast. -
Flir v = 0 sind der positive und negative Anteil der Einflu!3f1ache einander gleich. Daher 

ist flir gleichfiirmig verteilte Nutzlast p: 
, -->- h: eine Lastscheide 

P II 
H" = 8t EA' (3 - 2E;'). 

--'~~l ._.~~~.~: 
i :+ 
r . - t 

a ''':"['""1"'_'_'_'' , hiip1 , .• i 
!--l'hl---l 

, -+ k: z wei Lastscheiden 

6" = 1 - 1/3 ~k • Ck = 1 - 1/3 ~t • 

• H t = ~~2 [Ek2 (3 - 26k) + Cf (3 - 2C.)]. 

max IM.I = p;! [(Et9 - eil;t + Cl] - H. Y •. 



518 55. Der Zweigelenkbogen. 

£~; C.; H. und max! Mr I fiir p = const in den Schnitten ~r = 0,1 ... 0,5. 

~r 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

E:. 17/27 7/12 II/2I 4/9 1/3 
Cr - - - 1/6 1/3 
Hr 0,6«)0 P 12/8 f 0,624 P 12/8 f 0,536 P 12/8 f 0,491 P 12/8 f 0,519 P 12/8 f 

max IMrl 0,01123 P 12 0,01 587 P 12 0,01508 P 12 O,OII09p/2 0,00925 P 12 

2, Die Mittellinie ist ein Kreisbogen mit gleichbleibendem Quer
schI1itt (P. j). von dem 1 = 211 und t gegeben sind. 

I.. l-----! 
rlf .! .. e=r-!, 

sin IXo = 11/1' , cos IXo = ell' , 

x = 11 - l' sin IX, ~ = x/l, 

" = r cos « - e , 11 = ,,/1. 
Damit wird nach (805) 

Abb.497. 

~11 = ,.a (<<0 - 3 sin IXo cos IXo + 2 «0 cos2 «0) + l' f (<<0 + sin «0 cos «0) + I _;b t- ; 
• • 

P IlIIIIIIIII 

~ 

Einzellast 1 t im Punkt m (<<) ohne Beriicksichtigung von No: 

d", 1 = I' ~2 (J)B + e 1'2 [(cos« + « sin «) - (cos «0 + «0 sin IXo)] . 

Halbseitige Belastung durch p: 

d10 = P ;' [!lin «0 ( {- sin2 «0 - cos2 IXO) + «0 cos «0 (1 - 2 sin2 «0) J _ ~ I; {;. 
Bei vollstl!.ndiger Belastung des Bogenfrllgers durch p ist d10 doppelt so groB. Das Ergebnis 
gestattet, den Anteil der Lllngskrllfte auch in aUgemeinen Anslltzen fiir ()IO' dll abzuschatzen. 

Winddruck. (Der Anteil der Lllngskrllfte in dlo wird vernachlassigt.) 
a) Einseitiger Winddruck w im Bereich a bis c. Das feste Auflager von Bogentragern mit 

Zugband Iiegt bei a. Abb. 498. 
Hauptsystem: Balken"rager mit festem Auflager in a. 

W 1" 
Fiir w = Wo sin2 « winkelrecht zur Mittellinie ist: d10 = + q" 

q, = - sin «0 (: + 3 cos «0 - -~. cos2 «o) + «0 (1 + {- cos «0+ 2COS2IXO- cos3 «o). 

Abb.498. 

B = -} (Ww l1 - W~e); 

W r 
W~ = + [2 - cos «0 (3 - cos2 «o)] , Wo' . 3 W. = 3' sm «0, 

= ! I sin3 «0 _ e = ! I W. _ e "w 4 1 2 - cos «0 (3 - cos. «0) 4 1 W ~ , 

11 
x W ='4' 

W ,2 
a bis c: Mo= Bl~' - + (1- cos «)2; c bis b: Mo=Bl~'. 

W " Fiir die waagerechte Bclastung w = Wo = const auf die Hohe list d10 = + q, . 

ilZ~ W1 = woo f; a bis c: Mo= W~2 (211- ~ -112); c bis b: Mb = W;!2 ~'. 
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b) Einseitiger 'Winddruck w im Bereich c bis b cines Bogentragers mit Zugband. Das feste 
Allflager Iicgt bei n. Der Beiastungsfall ~ntsteht durch 'Oberlagerung des Kraftebildes aus Be
lastungsfall a mit dem Kraftebild aus W h in b. Hauptsystem wie unter a. ~ro = O. 

~ 1110= W A )'; ~10= - lV_,3 (exo- 3sinexocosexo+ 2exoCOS2exo). 

~lI=El.·.li1. 

Statische Untersuchun~ eines Briickentriigers mit Zu~band (Abb. 499). 

Beispiel zur Anwendung der Tabelle 41 S. 514ff. unter Beriicksichtigung folgender Ausfiih-
rungsmoglichkeiten: 

1. Genietetes Zugband. F. = F ••. Anschlu6 am I{ampfer vor Ausriistung des Bogens. 
2. Zugband aus Eisenbeton. Anschlu6 am Kampfer vor Ausriistung des Bogens. 
3. Genietetes Zugbdnd F. = F •• , vor dem Anschlu6 am Bogenkampfer urn die Unge .Ii z 

gereckt und nach Ausriistung des Bogens einbetoniert. 

1= 68,00 m, 1 = 11,33 m , F. = 1,39 m2 • I. = 0,47 m' , 1.1I C6S ex = 1 . 

Zugband: F .. = 0,045 m2 , 

Eb = 2100000 tm2 , 
EdE. = 1/10. ex, = 0,00001 • 

A. Belastungdurch gleich
formig verteiltes Eigen
gewicht (Gleichgewichtsgruppeq, 
H.) unter Beriicksichtigung des 

Schwindens. q = 10,7 tIm. 
H. = q12/8/=545,861 t; Schwind
wirkung nach S.35 mit t= -15°. 

Nach (816) ist: 

~---------------z-~o--------------~ 
Abb.499. 

" 15 El. ex, tl 
X 1=- IT" He, X11=8 11'(1+,,)' 

Z=He +X1 +X1" M=-y(X1 +X11), " nach S.515. 

_ 15 _1_ (0,47 J.. 0,47) _ _ '> 
Losung 1. ,,- 8 11,332 1,39 + 10 0,045 - 0,00494 + 0,01526 - O,O~020 • 

X 1 =-l0,808t, 

M = + 12,928· y , 

XII = - 2,120 t, Z = 532,933 t, 

.Ii z = Z 'IE. F •• = 0,0383 m. 

Einsenkung der Scheitelquerschnitte. ~t = ~e.l + 6.,1 + 6.,3' Nach (186) ist 

J - 5 
6 •• 1 = M "fdx = - 48 112 (Xl + XII) = - 5457,28 (Xl + XII) = 70552. 

Die Anteile 6.,1 und 6 •• a werden fUr einen Kreisbogen als Achse mit t' = 56.65, cos exo = 0,8 
und F = Fe = const angegeben. 

I. f - F. I. [ Xl + Xli '2] I. 
<5 ••• = F. N N F ds = - F. Het' In cos exo - H. 81'2 Ad - F. Herln,cos exo = 2331, 

6'.3 = El.J N ex, t ds = - El. ex, t y (1 -cos exo) = 1677, 

d.IEl. = 0,0715 + 0,0024 + 0,0017 = 0,0756 m. 

Uisung 2. Die Lltngskraft Z des Verbundquerschnittes entfallt zum Teil auf die Rund
eisenbewehrung (Z.). zum Teil auf den Betonquerschnitt (Zb)' Da hierbei nach Versuchen von 
E. Morsch die mittlere Beanspruchung CTh des Betons 80 t/m2 nicht iiberschreitet. ist die 
mittlere Zugkraft in der Stahlbewehrung Z. = Z - 80 F b • Der Ansatz fiir " Scite 515 enthalt die 
Dehnung des Zugbandes mit F. E r fUr den Verbundquerschnitt. Sie wird durch die Einfiihrung 
eines ideellen Elastizitatsmoduls E* auf die Dehnung der Stahlbewehrung bezogen (F. E. = F. E*). 

I 

1 f Z z. TEd s = F E* = F E und daher 
• • • o 



55. Der Zwcigclt:nkbogen. 

,_ 15 _1_ (0,47 , .!. ~47 \ _ ( ...:.. _ 
I - 8 11,332 1,39" 10 0,0566) - ),00494 , 0,01l92 - 0,01686, 

Xl = - 9,050 t; Xl' = - 2,127 t; 7. = 534,684 t, 

.II = + 11,177· y; LIz = 0,0:J8;3 m; ,I,IEI, = 0,0659 m. 

Losung 3. Das Biegungslllolllcnt .'W", illl Schcitel ist in ('rstcr .\nnaherung Xull, wenn die 
Reckung LIz des Zugbandes durch Pressen so grof.l gewahlt wird, daO Z = H. = i)·M,8Iil t. Der 
Beton cles Zugbandes ist bci unbelastctl'r BrUckI' spannungslos. 

Schwinc\cn: E J ,Llz1 = _. EI ,(/., tl = -.. ')l/; Bdastung q, H.: 

.f [I, f F, Eh F, l [ T, E" I, I 
EI,LJ::2=H. F, Tds+E.F.Z~I>::JH. [.',1+ 1"" F.IJ=HQ('~~'l+'5~'D. 

,5~; = 22,9928; ,;;'{ = 71,0222; ,511 = + 10067,4, 

Lj;; = [H. (o;~ + I)m - ')lIJ/E.I. = 0,0622 m; .11, I>::J 0; (j,IE I, = 0,0041 m. 

B. Ycranclerlichc Belastung. Glcichung der EinflufJIinic nach S. 515: 

v 5 68,0 1 "3~-11 1 " 
"1 = 8' 11,33 1 + v wp = ,Ia 1 + v wp . 

Losung 1. v = 0,02020; 'Xl = 3,6768 w/:; ; = 0,5: Xl = 1,1490 t. 

Losung 2. v = 0,01686; Xl = 3,6889 wp; Xl = 1,1528 t , 

Losung 3. Die Langskraft H. aus dem Eigengewicht wird yon dem Stahlband allcin auf
gl'nommen. Fiir die Langskraft Z - H. ~ <'-'I aus der Verkl'hrsbelastung gilt das Zugband als 
homogcner Querschnitt (F,E: =~ Fi,E.), solangl' der Beton rissefrd bleibt. Daher ist 

Abb.500. 

'= 15 _1_ (0.47 0,47) _ ° ° 9 ..L ° 003-1 _ 00086~ . 
I 8 1l,332 1,3!) + 1},85 - , 04 4, , I - a, 

Xl = 3,7189 w}:; ~ = 0,5: Xl = 1,1622 t . 

C. Anwendung der verl'infachten :\nnahmen S.516. 
Die EinflllOJinie Xl ist eine Parabl'\. FUr L6sllng 3 winl 

v = : :2 U: + ~: ~:) = 0,00395 + 0,00302 = 0,00697 . 

3 I Wn _ 
Xl = 4' t '1 + v = 4,410 Wn: ; = 0,5: Xl = 1,1175 t . 

EinfluOlinie lHr : 

If' = 136 + 1 ! v = 1,1175 , 1* = : 1 (1 + v) = 15,2120 m. 

M. = 1,117511,' Y; II, = Yrll (Abb.500a). 

(~renzwertt' .~f,: FUr v ~c ° und p = 2.25 tim w('rden HT und 
max I lIfr I aus de'r Tabdle S. 518 erhalten (.\bb. 500 b u. c). 

Statische Untersuchun~ eines Hallenbinders mit Zugband (Abb. 501). 

Kriimmung und Querschnitt sind konstant. Bindcrabstand 5,0 m. Beispiel zlIr ~\nwcn
dung dl'r Tabellc 41 S.518: 

1=30,Om,II=15,Om, =5,6m, 1=0,017111'. F=O,320m2, F.=0,00687m2 . 

r = ¥ [1 + (¥'t)2] = 22,89 m, e = 22,89 - 5,60 = 17,29 m, 

. 15,0 065-3 17,29 0~--4 
Sill (/.0 = 22,89 = , a, . cos !Xo = 22,89 = ,taa , 

(/.0"" 400 56' 25", arc!Xo = 0,7145 , s = 2·22,89·0,7145 = 32,71 , 

all = 22,893 (0,7145 - 3,0,6553·0,7554 + 2·0,7145· 0,751W) 

'>28 0,017 (0 -1 - ° 6-~3 ° ~'--4) 30 ° 1 0,017 + ~ , 9 0,32 ,I 4a + ,aa ' ,Iaa + , 10 0,00687 

= 538,497 + 1,471 + 7,424 = 547,392. 
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Das Ergebnis Jll zerfallt in den Anteil J~, aus den Biegungsmomenten. den Anteil (5;', aus der 
Lingskraft im Bogen und in den Anteil .5;'{ aus der Lingskraft im Zugband. Nach S. 514 ist 

v = ();', + J~'; = 1,4il + 7,424 = 0 01659 
J~, 538,497 ' _ . 

a) Halbseitige gleichformige Bclastung durch Schne,,: 

,510 = .5~0 + J;'o = P 22~94 {0,6553 (: .0,6553 2 - 0,75542) + 0.7145·0,7554 (I - 2 . 0 ,65532)} 

- p 3~~2~~9 0~~31; = P [5316,12 - 2,61] = 5313,51 P , Xl = ()10/()11 • 

p = 5,0 . 0,075 = 0,375 tim, Xl = 3,640 t, 

Abb.501. 

b) Gleichformige volle Belastung des Tragers durch Eigengewicht p = 3,6 tim. Die 
Rechnung dient gleichzeitig zum Studium des Einflusses der Langenanderung von Bogentrager 
und Zugband auf die Schnittkrafte . 

.5;0 = 2·5316,12 P. 6~0 = - 2 . 2,61 p, 610 = 2 . 5313,51 P • 
610 

Xl = -r- = 69,890 t. 
Un 

3,6.30,02 
M. = 8 - 69,890 ·5,6 = 13,62 mt . 

Der Anteil <5;0 der Langskratte im Zahler ist sehr klein. Ohne diesen wird 

6~0 
Xl = -:.- = 69,924 t , 

Un 

3,6.30,02 
M. = 8 - 69,924·5,6 = 13,43 mt. 

Der Anteil 6!O wird daher stets vernachlassigt. Dagegen spielt bei der endgiiltigen Festsetzung 
der Schnittkraft Me das Schwinden des Baustoffes cine wichtige Rolle. Mit t = - 150 ist 
nach S.519 

<511 = E J. a.t II = - 170,10 , Xl = .510 : 611 = 69,579 t , 
11 

M. = 15,36 mt. 

Werden die LaDgenanderungen von Trager und Zugband bei der Bauausfiihrung ausgeglichen, 
so ist 

Xf = ~:o = 71,079 t • 
11 

M: = 3,6.:°,02 
_ 71,079·5,6 = 6,96 mt. 

Urn den mit dem Betrage M: verbundenen wirtschaftJichen Vorteil auszunutzer" kann das 
Zugglied durch Sprengung an den Hangestangen urn EJ.L1z = 611 verkiirzt werden, 
so daD 

X _ 6;0 + 6ro + 611 + 611 _ <510 - X* 
1-. 1511 + <5;', + 6r{ - 6;, - 1 und M.= M: 

erhalten wird. 61 , = Xt (<51~ + <5~'n - 6;0 - <51 t. Bei Eigengewicht p = 3,6 tIm ist 

<511 = 71,079 (1,471 + 7,424) + 18,792 + 170,100 = 821,140, L1z = 61 ./EJ. = 0,0230 m. 
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Die Verkiirzung wird bei Anordnung des Zu!bandes nach Abb. 502a durch eine Sprengung 

I. = fZ1Llz = flO,O. 0,023 = 0,480 m; 

bei Anordnung des Zugbandes nach Abb. 502b durch Sprengung nach einem Kreisbogen mit 
einem Pfeil von . 

I. = r }z Ll Z = Yl. 30,0 ·0,023 = 0.509 m , '. = 221,28 m 
erreicht. 

Die Biegungsmomente aus Eigengewicht und Schwinden sind in Abb.503 bei 
geradem und bei nachtrllglich gesprengtem Zugband miteinander verglichen worden. 

~ I _ ~. __ ! 

~ 
mt 

Momenle im Bogen: 15,0 
- liir !lervrtfes ZlI!/lHTnti 
- - -liir ntn:hlrlJ!llicll 10,0 

I . I !J'sprl!n!llrs ZugfMm/ 0::. s,o 
b a. K- c + 

r--'--~---r--~~~~~~~~--~--~~0,0 

s!' 

\ Abb.502. Abb.503. 

Die Erhohung der positiven Momente bei geradem Zugband aus der Verlagerung der Bogen
achse bleibt unberiicksichtigt. Fiir nachtrllglich gesprengtes Zugband ist sie verschwindend 
klein.> 

Miiller-Breslau, H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd. 2.2. Abt. S.513. 
Leipzig 1908. - Hartmann, F.: Statisch unbestimmte Systerne. Berlin 1913. - Kuball. H.: 
Zweigelenkrahmen aus Eisenbeton mit Beriicksichtigung des verllnderlichen Tragheitsmomentes. 
Berlin 1920. - Troche. A.: Der EinfluB der Ternperatur auf den Horizontalschub parabo
lischer Zweigelenkbogen. Bauing. 1925. - Derselbe: Der Horizontalschub kreisformiger Zwei
gelenkbogen. Beton u. Eisen 1925. - Vgl. auch die Literatur auf 5.557. 

56. Der beiderseits eingespannte Bogentrager. 
Die Bogenform ist gegeben, der Verschiebungszustand des Tragers unabhangig 

von denjenigen Bauteilen, welche zur Eintragung der Lasten dienen. Die Bogen
kampfer sind auf starre Widerlager abgestiitzt oder elastisch in den Enden eines 
Balkentragers eingespannt. Wird dieser auBerdem durch Zugglieder mit dem Bogen

trager verbunden, so iiberschreitet die Berechnung den Umfang 
einer einfachen statischen Aufgabe (Abschn. 58). 

Der beiderseits eingespannte Bogentrager ist dreifach statisch 
unbestimmt. Die Schnittkrafte werden aus einem statisch be
stimmten oder einem zweifach statisch unbestimmten Haupt
system berechnet. Die statisch iiberzahligen GroBen sind bei 
der Wahl "eines Dreigelenkbogens als Hauptsystem am kleinsten, 
so daB nach S. 170 die best en Ergebnisse bei der 'Oberlagerung 
der statisch bestimmten Anteile aus Belastung und iiberzahligen 
GroBen erzieIt werden. Dafiir ist die Berechnung und Aufzeich
nung der EinfluBlinien als Biegelinie des Hauptsystems durch die 
Art der Randbedingungen nicht so einfach wie beim Balken-

.\bh. ;'04. trager auf zwei Stiitzen und wie beim Freitragerpaar. Diese 
werden daher als Hauptsystem in der Regel vorgezogen. Urn da

bei trotzdem relativ kleine iiberzahlige GroBen aus einer vorgeschriebenen Be
lastung q zu erhalten, wird diese durch geeignete Zusatzkrafte Hil erganzt. die be
kannt sind, untereinander im Gleichgewicht stehen und einen Anteil der inneren 
Krafte des Tragers bedeuten (Abb. 504). 
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Ableitung der Schnittkrafte aus einem statisch bestimmten Hauptsystem. 
Die uberzahligen GraUen XI' X 2 , X3 sindentweder nach (4-i5) durch cine m'cchanische 
Transformation statisch unbestimmter Schnittkrafte oder nach S. 274- als Gruppen
lasten derart bestimmt, daB die Kebenglieder 1512 , 023 ,013 der Matrix der Elasti
zitatsgleichungen Kull sind. In diesem FaIle ist dann 

(817) 

Dieses einfache Ergebnis darf jedoch nur verwendet werden, wenn die Nebcn
bedingungen 

~12 = 0, ~31 = 0 (818) 

nachgepriift und vollsUindig erfiillt sind. 
Losung bei Symmetrie des Tragwerks. 
a) Das Hauptsystem ist ein Balkentrager auf zwei Stiitzen (Abb.505). 
Die iiberzahlige GraUe Xl besteht nach S.274 aus den beiden. urn die Strecke )'1,0 

parallel verschobenen, statisch unbe~timmten Komponenten H der Stiitzkrafte, 
als Gruppenlast nach S. 283 aus den Kraften H und zwei gleich groBen Biegungs
momenten Yal = Ybl = -H 'YI,O' Die beiden anderen, von Xl unabhangigen uber
zahligen GraBen X 2 und X3 beziehen sich mit Xl = 0 auf den beiderseits ein
gespannten Balkentrager, dessen Einspannungsmomente in a und b durch Y", Y b 

bezeichnet werden. 

X 2 = ~ (Ya - Y b), XJ = ~ (Yo + Y b)· 

Die Verschiebung 013 ist nach S. 196 Null fUr 
a a 

f led ·fled 
Yl,O = Y17 s. T s. 

c c 

(819) 
Abb.505. 

b) Das Hauptsystem ist ein Freitragerpaar (Abb. 506). 
Die uberzahlige GroBe Xl besteht nach S.274 aus den beiden urn die Strecke )'2,0 

parallel verschobenen Langskraften - Ne im Bogenscheitel coder nach S. 283 aus 
einer Gruppenlast, die sich aus der Langskraft - Nc und dem Biegungsmoment 
Yel = -NeY2.0 im Bogenscheitel zusammensetzt. Die uberzahlige, von Xl unab
hangige GroBe X3 ist das Biegungsmoment Y e im Scheitel des beiderseits einge
spannten Balkentragers. 

Ais uberzahlige GroBe X 2 wird eine Funktion der Quer
kraft Qc im Bogenscheitel verwendet. X 2 = + Qcll' Die Ver
schiebung 013 ist nach (471) Null, wenn 

a a 

f Ie d ·fle d Y2.0 = Y27 s. 7 s. (820) 
c e 

Abb.506. 

c) Das Hauptsystem ist ein Dreigelcnkbogentrager (Abb.507). 
Die statisch unbestimmten Biegungsmomente Ma. Mb , lIle sind nach (468) 

Funktionen dreier statisch iiberzahliger Gruppenlasten, VOll denen Xl und Xs 
symmetrisch, X 2 antimetrisch ist. Sie werden daher nach folgender Transformation 
angeschrieben (Abschn. 36): 

-Ma=Ya=X3+X2+YalXl: 1 
(821) 

-,l-Ib = Y b=X3-X2+ Ybl Xl: -Me= Y C=X3+Xl ·/ 

Infolge der Symmetrie ist 

Yal = Yu , ~J2 = 0, ~1I3 = 0 Abb.507. 
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und nach S. 284 auch 1513 = O. wenn: 

f)'1 h ds 
_~.T __ = _ )'1.0 

fY2'id.~ 
(822) 

\' . 2,0 

Daher sind· die Biegungsmomente infolge von - Xl ~ I 

. I .1'1 :1'2 .1'1,0 I ( ) 1 ( ) I J 1 = - - - - = - .. '\'1 - YI 0 = - y. 0 - 'V2 = - 'V I I Y2,0 )'2,0" , ~':!,o -, .. )'2,0" 
(823) 

bis auf einen konstanten Beiwert eben so groB wie in den beiden Fallen a) und b). 
Die Schnittkrafte werden nach der Begriindung auf S. 522 nur fiir das erste und 

zweite Hauptsystem angegeben. Die L6sungen stimmen in formaler Beziehung 
iiberein, wenn die EinfluBlinien No. Mo. Qo des Balkentragers oder Freitragerpaares 
unter Beachtung der Vorzeichen aufgetragen und die Schnittkrafte No. 1110 , Qo 
aus einer vorgeschriebenen Belastung q und den erwahnten Zusatzkraften Hq be
rechnet werden. Hq = M or //. In diesem Ausdruck bedeutet Moe das Moment der 
auBeren Krafte aus der Belastung q cines Balkentragers. bezogen auf den Schwer
punkt des Scheitelquerschnitts c. 

Die Hauptglieder bu. b22 • b33 der Matrix der Elastizitatsgleichungen werden nach 
(299) gebildet. 

Belastungszustand - Xl = I: All = Y, N 1 = cos a. • 

Belastungszustand -X2= I: M2 =-x/ll , N 2 = Ifll,sina., 

Belastungszustand -X3 = I: M3 = I, N3 = 0, 

sin a.. 

Q2 = -1/11 'cosa.. 

Q3= O. 

b -l!..f 2 Fed +f 2~d . b - .b.finlet Fed fX 2 ~d '\ u - F cos a. F s Y.T x, 22 - F 'I ex F S + [2 ] X , 
c COSet ] c 'I 1 COSet (824) 

b33 = f ] c;s et dx , ' 

fSinlet Fe 
-zr-~Fds ~ 0, f cos2 a. i ds ~ l, 

Die Belastungszahlen ergeben sich nach (299) mit Mo. No fiir die auBeren Krafte 

blO= ~:fNocosa.ids + fMoY Jf;sl1- dx ; fNocosa.;ds ~ 0'1 
] e f sin et d f x ] e f sin et Fe b20 =-- N o- s- Mo.----dx; No----.dS~O'1 Fell 11 ] cos et 11 F 

Abb.508. 

b30 = fMo J' Je dx. 
cos 11-

Belastungszahlen aus Temperaturanderung t, Lit 
Stiitzenbewegung: 

bu=EJc(a.,tl+ fyet't ds ); I 
bu=O; b3l=EJef~titds, 

b1s = EJe[Yl,O(lf'a - If'b) - Lit], 

. b2s = -EJe [(If'a + If'b) + ; (Lla - Lib)]' 

b3S = -EJc(lf'a - If'b)' 

(825) 

und 

(826) 

(827) 

Die Vorzahlen und Belastungszahlen werden bei einer beliebig vorgeschriebenen 
Bogenform durch numerische Integra~i('ln nach S. 95, am best en mit den Rechen
vorschriften des Zahlenbeispiels S. !l45 bestimmt 
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Dnter UmsHinden empfiehIt sich auch die Verwendung von n Stufen konstanter 
elastischer Wirkung nach S. 96 (Abb. 509) 

I I 

e = e Ie =...!.. ~ ~ LI X oder c = e Fe - ~ \ ~ Fe ~ (828) m I cos CX 11 ,L.; I cos CX 'm F - - ,L.; L" LI X • 
m 1M 0 nI UoI' 

Dabei bedeuten die Summanden die mittleren Ordinaten einer beliebigen lJnter
teilung L1 X des Integrationsbereiches l (also 
auch 1 = r . Ll x) der beiden Funktionen 
lell cos a. (Abb.509a) und Fe IF (Abb. 509b). 
Die Vorzahlen werden dann durch einfache 
Summenbildung tiber die mittleren Ordi
naten (m') der Intervalle em oder em er
halten (Rechenvorschrift S.550). 

n n 
~ .Te - \-1 \ ~ 2 
Un = ·r e ~ cos a. + e,L.; Y , 
ell 

n tJ 

c5.2 = F c ')1 ~~2 CX_ + e \"""1 (.X_)2 
- F k..I cos CX ,L.; I ' 
ell 1 

c53a = ne. 

n n 

c5lO = {,e C L No + e 2: 1110 Y , 
ell 

n n 

(829) 

c520 = {: C L No t~ CX - e 2: AIo ;_, (830) 
e 1 1 1 ·1 

n ~ ~ 
c530 = C 2) Mo· "-JCfM « 

1 Abb.509. 

Symmetrie der Belastung: c520 = 0, X 2 = 0, Xl 9= 0, Xa 9= 0, Qe = O. 
Antimetrie der Belastung: c5lo = 0, c5ao = 0, Xl = 0, Xa = 0, X 2 =1= O. 

Die Einfluminien der iiberzahligen GruBen stimmen bis auf einen Multiplikator 
mit den Biegelinien iiberein, welche fur die Belastung - Xl = 1, - X 2 = I oder 
- Xa = 1 eines Balkentragers auf zwei Stiitzen oder eines Freitragerpaares fest
gestellt werden. Dies geschieht rechnerisch oder zeichnerisch nach Abschn.21. 
Dabei werden die elastischen Gewichte ~.nI' ~m2' ~ ... a verwendet, die nach (206) 
aus den stetigcn clastischen Kraften Itli = Y • Ie Il cos a., 1tl2 = - ~ . Ie !l cos a., 
IUa = 1·lell cos a. entwickelt werden. Ohne Riicksicht auf die Lii.ngskrafte aus 
- Xl = 1 usw. ist bei geometrisch verschieden gro/3en Intervallen c:n =" em 

~ _ c:" ( Ie , 2 Ie) 
mI- -6 Ym-II coscx T ym I coscx m-l m-l m m 

+ C:,,+1 (2 I < --1 Ie) 
-6- Y m I m cos CX'" ,- Y m+l I "'+1 COS CXm+1 ' 

_ ~ 2 = C{" (Xm_1 Ie + 2 x", Ie ) 
m 6 11 I ",-1 COS CXm-l 11 I m cos CX'" 

+ C:,,<-1 (2 x", Ie + Xm+l Ie ) 
.6 11 I m cos CX'" 11 I"'+1 cos CXm+1 ' 

(83]) 

~ 3 = 5,! ( I. + 2 I. -) 
m 6 I m-l cos CXm_l I m cos CX'" 

+ C{,/+1 (2 I. + I. ) 
6 I .. cos cx'" I "+1 COS CX"+1 • 



526 56. Der beiderseits eingespannte Bogentrager. 

Sonderfall geometrisch gleich groBer Intervalle c:" = c' . 

e' ml Ym-l I cos ~ Ym I cos ~ Ym+1 I cos ~ , m-l ""'m-l m lAm "'+1 '-"",+1 
~ ~ = Ie + 4 Ie + __ 1.e__ I 

_ ~ m3 - Xm - l I. + 4 x'" I. + Xm+l Ie (832) 
e' m2- 11 Im_lCOSCXm_l 11 I",coscx.. 11 Im+lCOSCX .. +l' j 
~ ~ = Ie + 4 _~_ + . I~ . 
e' m 3 I ... -1 COS CX .. _1 I ... cos IX", I m+l cos IXm+1 

Wird die Funktion tu im Bereiche (m - 1) ... (m + 1) durch einen Parabelabschnitt 
mit den Ordinaten tum-I, tum' tum+1 ersetzt, SO treten an die Stelle von (832) die 
~-Gewichte nachden Angaben (207). 

Sonderfall elastisch gleich groBer Intervalle c = emIe/! m cos OCm mit den 
Funktionswerten Ym" Xm,jll und 1 in den Mittelpunkten m' der Intervalle em. 

1 
C m3ml = Ym', 

1 ~ _ x"" -c m2-T' 
. 1 
- m3ma = 1. 
e 

(833) 

Die Verwendung der elastischen Gewichte zur Berechnung der Ordinaten def. 
Biegelinien t5m1 , 15m2 , 15m3 wird auf S.550 gezeigt. Da 1512 = J y. Ie /! cos OC ·dx = 0 
und 1513 =J xY'Ic/! cosoc·dx = 0, ist AIIl,1 = 0; BIIl,I = 0 und QIU,1 in Bogenmitte 
Null. Die Tangenten an die Biegelinie der beiden Hauptsysteme infolge von 
- Xl = 1 sind daher am Bogenkampfer und am Bogenscheitel waagerecht. Die 
Verschiebung 1511 kann durch eine horizontale Biegelinie geometrisch nachgepriift 
werden. 

Dagegen sind, wie sich leicht einsehen laBt, 1522 und 1533 in den Biegelinien 
15m2 = IDl1ll2 , 15m3 = IDl1u3 bereits geometrisch enthalten. Die Ordinaten der Ein
fluBlinien Xl usw. werden daraus nach (817), also durch Division von t5ml mit 1511 

usw. berechnet und aufgetragen. Sie kannen nach S. 125 auch unmittelbar auf
gezeichnet werden, wenn das Richtungsbiischel der Biegelinien t5ml usw. nicht die 
Polweite lEI c I ~cEinheiten, sondern I 1511 I ~l-Einheiten erMIt. Dasselbe gilt 
fUr die EinfluBlinien X 2 und X 3 • Die Polweiten der beiden anderen Richtungs
biischel sind Hill 2 = I 1522 1 ~2-Einheiten, HITJ3 = I 1533 1 ~3-Einheiten. Der Betragder 
elastischen Gewichte kann auch nach den Ansatzen S. 135 entwickeIt werden. 

Die Schnittkratte des Balkentragers oder Freitragerpaares aus einer vorgeschrie
benen Belastung q, den Zusatzkraften H", und den zugeordneten statisch iiber
zahligen GraBen sind. 

. sin IX cos IX I N =No- XlCOS~ -'\- XtT , Q ~ Qo - Xisinoc + XtT , 

M = MO-X1y +X2T - Xa' 
1 

Symmetrie der Belastung: I 
X! ·0, Qe=O, Ne=Nco-X:I' Mc=Mco-XIYz,O-X3' 

Ma =Mb --.:. ~X3 + X1YI,O' M = IlIMo- Xly - X 3 • 

Antimetrie der Belastung: . I 
X1=0, X 3 =0, Mc=O, Nc=O, Qc=Qco+ X 2/11' 

Ma=-Mb=-X2' M=(2IMo+X!x/11. 

(834) 

(835) 

(836) 

Die Buchstaben x, Y bezeichnen die Koordinaten des Bezugspunktes des Biegungs
momentes. Die Vorzeichen richten sich nach dem Achsensystem der Abb. 505. Sie 
beziehen sich bei der Bildung der Kemmomente auf einen der beiden Kempunkte 
des Querschnitts (vgl. S. 28). 
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Die Biegungsmomente fUr vorgeschriebene Belastungen lassen sich nach den 
Regeln auf S. 71 aufzeichnen. Darnach ist mit ~ = x/II 

!\A"=X (}\,to+X2 ';-Xa _ )' =X ('Hl/l _ ) 
.:1. 1 X Y I \" y. 

1 • 1 
(837) 

Fallt die Mittelkraftlinie aus der Belastung q und den Zusatzkraften HQ mit der 
Mittellinie des Bogens zU~..J.mmen, so ist mit Xl = _1H 
(Abb.510) 

M 0 = 0 , No = - H Q / cos IX , 

H =HQ + Xl' Xl = -HQ :: f ~e ds/lJ ll , I (838) 

M = -X1y, Abb. 510. 

lJn = :: f cos2 IX ~e ds + f y2 je ds = (1+ v) f y2 ~e ds. (839) 

Mit 

ist 

Ie f Fe d . f 2 Ie d - Ie f ( . 2 + 2) Fe d ·Is" Fe F S. Y T S - Fe SIn IX cos OC -y S Un ~ v 

v 
XI=-l+v HQ ' 

N= _~ 1+vsin2 1X 

cos IX 1 + v 

v 
M=y+v HQY ' 

1 H. 
~------cos IX 1 + v . 

(840) 

(841) 

(842) 

Ableitung der SchniUkrafte aus einem statisch unbestimmten Haupt
system. Die Schnittkrafte lassen sich auch aus einem statisch unbestimmten Haupt
system mit der Langskraft -.Ye als iiberzahliger Gral3e Xl in dem beiderseits ein
gespannten Trager entwickeln. Die Belastung erzeugt die Schnittkrafte N~2), M~2i, Q~2) 
und die Einspannungsmomente .M~2J, ilf~2J, die Kraftegruppe - Xl = 1 die Schnitt
krafte Ni2 ), M~2), Q~2) und die Einspannungsmomente M~2i, M~2l. Sie werden bei 
beliebiger Tragerform nach (345), bei Symmetrie nach (359) mit den iiberzahligen 
Gral3en Y a , Y b eines statisch bestimmten Hauptsystems berechnet. \\'ird diese 
fUr die folgenden Angaben eben so vorausgesetzt wie auf S. 523, so ist 

Yao = ~ (M~2J + ML~) , YbO = t (M,:Z~ - Mb~) , 

Y al = ~ (M~21 + ML2i) , Yu = ~ (M. 1 - Mb2i) = 0, (843) 

Y M(21 M(2) 1 J Ie d .J I. d al= al= bl=- 'Yl,O=- YlIcoSIX X. IcoslX X, 

X - S,(21/ S,121 
1- UIO Un' 

Zahler und Nenner werden nach (305) berechnet. 

lJ(21 = I. INIO) cos IX Fe ds + fMIO)y _I_e_ dx I 
10 Fe 0 F 0 I cos IX ' 

S,(2) I. I 2 Fe d + f ( ) I. d 
Un = F. cos IX F S Yl Yl - YI,O I cos IX x, 

(844) 

(845) 

lJi1) = E I e OCt t l, lJi2i = E I e [Yl,O (/fa - /fb) - Lll] (Abh.508). (846) 

Die Biegelinie lJ~i des heiderseits eingespannten Tragers wird ehenso wie auf S. 525 
aus der stetigen Belastung 1tJ~2) = Y Iell cos IX entwickelt. 

N = N~2) - Xl cos x, jl/ = M~21 - Xl y, Q = Q~2) ~ Xl sin IX. (847) 
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Bei veranderlicher Belastung sind N&2), .M~2l, Q&2l Einflul3linien des beiderseits ein
gespannten Tragers. Bei vorgesehriebener Belastung werden die Biegungsmomente 
wieder naeh S. 71 aufgezeiehnet. 

( 
M(2) ) 

M = Xl --X: - Y . (848) 

Damit ist gleiehzeitig aueh die Mittelkraftlinie der Belastung unter Beaehtung der 
vorgesehriebenen statisehen Randbedingungen gefunden worden. 

Elastische Einspannung des symmetrischen Bogentriigers. Die elastisehe 
Bewegung der Widerlager fUhrt zur Erweiterung des elastisehen Systems. Dasselbe 
gilt daher aueh fUr die virtuellen Arbeiten 11 (ill' 12(i22 , 13(i33' J eder Ansehluf3-
quersehnitt a, b des Bogentragers versehiebt sieh infolge einer hier angreifenden 
Kraft 1 in waagereehter Riehtung urn die Streeke fll/E Ie' infolge eines hier an
greifenden Kraftepaares urn die Streeke f 121EIe. Dabei verdreht sieh der Quer
sehnitt urn den Winkel f 22/EIc. Die Buehstaben fll' f12 , f22 bezeiehnen daher 
den EIefaehen Betrag der Verschiebungen. Ihr Einfluf3 auf den Parameter Yl,O 

ist auf S. 277 abgeleitet. 
a a 

yt,o = (f Yl~r- ds - f2l) : (J j~ ds + f22) (Abb.511). 
c c 

Die Vorzahlen des Ansatzes (824) werden in (i;l' bt2' b:3 ab
geandert. Sic sind naeh Abb. 511 

b;l = bll + 2 [(fll + fl2 yt, 0) + (f21 + f2d't 0) yt, 0] , 

b;l = bll + 2 {fll + 2 f 12 Yt,0 + f22 yt,~J, . 

bt2 = b22 + 2 f22 , b:3 = b33 + 2 f22' 
(849) 

Bogentrager mit ungleich hohen Kampfern. Die unabhangige Bereehnung 
der drei statiseh iiberzahligen GroDen ist auf S. 274 gezeigt worden. Dasselbe Er
gebnis kann aueh dureh die Bildung von statiseh iiberzahligen Gruppenlasten naeh 
Absehn. 36 erzielt werden. Der Ansatz ist auf S. 286 angesehrieben. Daneben 
laf3t sieh aueh mit Vorteil der beiderseits eingespannte Balkentrager als Haupt
system verwenden. Die Cntersuehung bedarf naeh den Bemerkungen auf S. 275 
keiner Erlauterung. 

I Der Eingelenkbogen. Der beiderseits eingespannte Bogen-

~
B C trager mit Seheitelgelenk hat nur Bedeutung fur Bauwerke mit ,11.._._> ._. ". kleinem Pfeilverhaltnis, deren Spannungen aus dem Sehwinden 
r-l,+-l, des Bau.~toffs ulld ~us Tempera~uranderung im Vergleieh zum 
h W' Bogentrager ohne Gelenke vermmdert werden sollen und deren 
!-~ -~! Bogenstarken naehst dem Bogenseheitel nur klein sein k6nnen . .,..,£:. Urn die waagereehte Stiitzkraft des Eingelenkbogens herabzu-
c i i setzen, kann dieser bei kleinen Stutzweiten als Kragtrager aus-

. . nur aus Temperaturanderung und Nutzlast. ~
. gerustet werden. In diesem FaIle entstehen waagereehte Krafte 

. rMa I -Mb Die statisehe Untersuehung bedarf naeh den ausfiihrlichen 
Abb.512. . Bemerkungen dieses Absehnitts keiner Erlauterung. Die beiden 

statiseh uberzahligen Gr6i3(;n k6nnen naeh Absehn. 35 und 36 
stets unabhangig voneinander angegeben werden. Bei Symmetrie des Tragwerks 
sind entweder Xl = - N e' X 2 = Q c auf3ere Krafte eines Freitragerpaares oder 
Xl = ~ (Ma + M b), X 2 = ~ (Ma - M b ) die statiseh unbestimmten Gruppenlasten 
eines Dreigelenkbogentragers (Abb.512). 
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Besondere Bogenformen des beiderseits eingespannten Bogentrigers. 
Urn die Vorz~hlen und die Belastungszahlen des Ansatzes formal integrieren zu 
konnen, wird die Funktion Y der Mittellinie nach S. 508 als Parabel, Kreisbogen 
oder Kettenlinie mathematisch beschrieben und die fiir den Querschnitt maBgebende 
Funktion Jell cos IX = C(x) nach 

C (x) = 1 - (1 - n) ~r (Abb. 486) oder C (x) = ,." (1 - qJ ~of ~ c) 

angenommen. Die Beiwerte n und r sind auf S.509, die Beiwerte ,.", qJ und c auf 
S. 534 erlautert worden. Die Rechnung wird fiir n = 1 oder fiir ,." = 1 am ein
fachsten. Die Ergebnisse sind in Tabelle 42 enthalten. 

Nach dem Ergebnis der Zahlenrechnung auf S. 538ff. stimmen die EinfluBlinien 
der iiberzahligen GroBen und ihr Betrag fiir ausgezeichnete Belastungen fiir die 
beiden Annahmen der Bogenkriimmung nach einer Parabel oder nach einer Ketten
linie nahezu iiberein. Sie sind also nur unwesentlich von der Bogenachse abhangig, 
konnen daher angenahert auch dann nach den einfachen Ansatzen beim Parabel
bogen berechnet werden, wenn die Bogenachse nach einer Kettenlinie gekriimmt 
ist. Dies gilt jedoch nicht fUr die Wirkungslinie von Xl' also fiir den Abstand 
Yl,O (819) und fUr die Biegungsmomente. Diese sind von der Bogenform wesentlich 
abhangig und, wie zu erwarten, bei einem iiberschiitteten Bogen mit der Ketten
linie als Achse giinstiger alsbei der Parabel. Dies liegt an dem EinfluB des 
Eigengewichts. 

Tabelle 42. Beiderseits eingespannter Bogentriger mit analytisch 
bestimmter Mittellinie. 

1. Die Mittellinie des BOllentriillers ist eine Parabel 1• 

~ = X/II , ~' = 1 - ~ , 

rJl,O = Yi.o//, rJs,o = 1 - rJl,O' 
Y = f ( 1 - ~2) - TJI,O . 

Hauptsystem: Balkentrager auf zwei 
Stiitzen (I = 211), Y. 

Xl=H, 
X.= ~(Ya - YbL 
Xa = ~(Ya + Vb) , 

X. B B XI 
A = AO+I;-' = 0-1;-' 

~--l1----l!3>-foIE_-

~-----l---------~ 
Abb.513. 

Ma= XlYIO+ X 2 - XS' 
b ' 

Die Integration der Ansatze (824ff.) liefert in Verbindung mit (819) folgende 
Ergebnisse: 

a) Bogenform mit Jell cos IX = 1 - (1 - n) ~2r , 

r= 1,2,3 ... 00, n = Jc/JacosOCa (Abb.486) . 

2 4 r (2 + r) + 3 n 
rJl,O = 3" (3 + 2 r) (n + 2,) , 

1 (1 + 2 r) (3 n + 2 r) 
rJ.,o = 1 - rJl,O = 3" (3 + 2 r) (n + 2 r) , 

J. 2/1 J. 1 v = - - = - --=--;o---------:~:-----:----~----:--__;_-___:_:; 

F. 6~1 F. 2 [8 8 (1 - n) L 1 - n )]' 
I 15-(1+2,)(3+2r)(5+2r) fJfo,I- 1 + 2r 

[ 8 8 (1 - n) 2 ( 1 - n)] 
dll =21l fB(l+v) 15-(1+2r)(3+2r)(5+2,)-rJI,o 1- 1 + 2r • 

1 Anwendung: Beispiel S.535 und S.538. 
Beyer. Baustatik, 2. Aun., 2. Neudruck. 34 
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Gleichungen der Biegelinien: 

d::~l =_y.[I_ (1- n)Etr], d:~1 = + ;. [I _ (1- ~)~tr], 

dl 6 • 
dX~ =-[I-(I-n)Etr]. 

Die Integration ergiht 

I~ { [ '11,0 1 - ;1 (1+" 1 1 _ ;IIIHI] } 
6"'1=12 1 6'71l.0(1-~)-(I-E')-6(I-n) 1+2r 1+1' -3+21' 2+1' ' 

't [ 3 (1 - n) 1- ;1(1+"] 
6"'1l=-ff E (I-~) - 3+27 1 +1' ' 

l~ [ 1 - n 1 - ~I (1+"] 
6"'3="2 (I-E2)-1+21' 1+1' . 

Belastungszahlen fiir hesondere Belastungsfalle: 

P IIIllIIIIIJ P If 1 
, I 610 = -41 --611 , 
~ 1+11 

pllll!lllllllllllllill 

~ 
_ Pit· 1 

610 - ·27 1+-; 611 , 

P Ii [ 6 (1 - n) ] 
620 = - 24 1 - (3 + 21')(2 + 1') • 

Plf[ 3(I-n)] 
630 = 3"" 1 - (1 + 2 1') (3 + 21') , 

6. = 0, 

630 = ; p ~ [I - (1 +32(:) ; ~ 21')] , 

6 2 f~[21'lI'O-5 ( )( '1a,o 1)] 
10 ="3 1 105 - 1 - n (1 + 2 1') (5 + 21') - (3 + 2 1') (5 + 21') . 

2 [ 5 (1 - n) ] 
630 = 15P~ 1- (1+21') (5+21') • 

1 ( (XI (2+,) )l} 
- (3+21')(2+r) 1- 5+21' ; 

6u = 63,= O. 
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b) Bogenform mit le/Jcosa.=I-(I-n)~; n=le/locosa.o (Abb.486). 
24+n 175 J_ 2+n 

''h,o = 5 2 + ~; v = T F •• fA n(8 + n) + 8/3; 

6 =~lf(l+v)n(8+n)+8/3. 
11 175 2;- n ' 

1 1 
6U =I5 1(2+3n); 633 ="3 1(2+n). 

Gleichungen der EinfluBlinien: 

X = ~~ ~ ClI C'2 3 n (4 + n) + 8 (1 - n) (2 + n) C C' . 
I 4 I [3 n (8 + n) + 8](1 + II) , 

XI = - ~ C C' (1 - 21:) (1 + 6 C' C ~~) . 
2 2+311 ' 

1",( I-n) 
X3 = 2"' It 1 + 2 C I: 2 + n • 

Besondere Belastungsfalle: 
pi: 1 

XI = 16/1 + II; 
pll 1 

XI=8j 1+11; 
P IIJlIIIIIII PI- 3 + 2.n 

X1 = -642+an; 
pll!)lIl!I!I!!I!I!!jji 

X.=O; ~ 
pia 4 + n 

X3= To 2+,,' 

:~: ..i(' . .." 
pit 4 + n 

X3=20 2+ n' 

_Pit 1 8(I+4n)+5nl. 
XI - 72/1 + II -3 n (8 + n) + 8 ' 

Vo, Mo (S.530). XIl=O; 

X = pia 3 7 11 (4 + 11) [1 + 3 ~~(l + 2 ex')L+ '~J~=-'!.! (2_ +~~~I +_ 2 ex' I2+ 5 ex'(1+ 2 ex')]} 
I 8fa. [3n(8+n)+8](I+II) 

Temperaturanderung und Stiitzensenkung wie unter I, a) S.530. 

c) Bogenform mit lei J cos a. = 1 (Abb. 486). 

7JI,O = -i- ; V = ~ /.-,1; 611 = 4~ I f(1 + v); 

Gleichungen der EinfluBlinien: (Abb.514, S.532). 

I 
622 ="3 ; 

XI=I5!...- __ ~_ClIC'2' X I =--21 CI:(I-2C'); 
4 I 1+ II ' Xa= ~CC'. 
A = 1:2 (1 + 2 C) ; B = C2(1 + 2 C') ; H = Xl' 

M a = I C C'2 [2 (1 ~ II) C - 1] ; M b = I C· C' [2'(1 ~ II) C' - 1] ; 
OSC~!: Mo= ~ ClI[I-2(I~II)C'IJ. 

34* 
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Besondere Belastungsfltlle: 

pi 
A=B=6' 

pi I 1 
H= 56 T 1 +,,' 

PIs ",+ 2 
Mo = Mb = - 420 1 +" , 

PIs 3-7" 
Mc= -16801+;'-' 

p II ,,= 0: maxMm= + 509; Cm= 0,233. 

H = P ,I (1.3 ~-t ~~~(l ±~_1%2 
81 1 +" ,. 

pl. 61%'3+,,(1+21%'+31%'1) 
Mo= -12(1.' 1+" , 

p'll 61%' 2 - ,,(1 + 31%') 
Mil = 12 (1.3 -----1+-"---· 

pillillllllllllllllill 

~ 
A=B=Pl 

2 ' 

pi I 1 
H=-.--· 

_ 8 1 1 +,,' 

13 
A= 32Pl, 

3 
B=--·pl 

32 ' 

pi I 1 
H= 16 7 1 +,,' 

M = _pll 3+!.!.! 
o 192 1 +" . 

pI1 3-S" 
Mil = 1921+';-' 

P 12 " 
Me =48 l+v' 

Temperaturanderung und Stiitzensenkung wie unter 1, a), S.530. 

Abb.514. EinfiuBiinien fill Bogen mit Ic/lcosrJ. = 1 (5. 531). 
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2. Die Mittellinie des Bogentriigers 1st ein symmetrischer Kreisbogen mit I = 2 '1' 

lund 2 ao (Abb. 515)1. Y 

~ = x/I} , ~' = 1 - ~ , 

ds = rdrx. 

r= ~ [1+ (-]!J] , e=r-I, 

sin rxo = l}/r, cos rxo = e/r. 
x = r·sinrx, 

Y} = l' (cosrx - cos rxo). 
Hauptsystem: Balkentrager auf zwel 
Stiitzen (I = 2 11) 

y. 

X 2 B B X 2 A=Ao+ y , = o-y, 
1 1 

Abb.515. 

X 3 =!(Ya +Yb), 

Die Bogenstarke wird konstant angenommen: Jell = 1. 

( sin (xo ) Yl 0 = l' --- - cos rxo , • (Xo 
[ sin (X ] Y = r cos rx - ---a:;- . 

y. 
---1 

J<Xo [Sin CXo (Sin CXo )2J ] ( sin (xo ) 1511 =2 y2ds=r37.0 1+~cosrxo-2 ~ + F rrx.) l+~-cos.7.o , 
o 

Jt f<Xo( x )2d I' (xo ( sin (Xo ) Jt fCX
Od v22 = 2. -, s = -'-2- 1 - -- cos rxo; V33 = 2 s = 2 ro:o' 

1 sm (Xo CXo 
o 0 

Die EinfluBlinien ergeben sich aus den Biegelinien 15m1 • 15m2 • 15m3 , deren Gleichungen 
nach (195) angeschrieben werden. 

( sin CXo \ 
/ cos (X - --;:;:-) d2 t5 m1 .... , d2 t5,.z I' sin(X d2t5 .. ~ 1 

dx2-- cos ex ~=T;cosi.' ~=-cos(X 

Durch Integration ist mit Beriicksichtigung der Randbedingungen: 

15m 1 = 1'3 sin (Xo [{cos rx + 7. sin rx} - (cos rxo + rxo sin .7.0) + -2 (Xo (sinS rxo - sinS rx}l ' 
CXo ~CXo 

15m 2 = - -2 1'2 [(sin 0: cos rx + rx) - ~in ex (sin 0:0 cos rxo + rxo)] • 
sm CXo sm CXo 

15m3 = 1'2 [(cosrxo + rxosinrxo) - (cosrx + rx sin rx)] . 

3. Die Mittellinie des Bogentriigers 1st eine symmetrische Kettenlinie 2: 

yz = y: (~of ~ c - 1), ~ = X/II' 

Sie ist bestimmt durch 1 = 211 , I 
und die BelastungshOhen im Scheitel q •• 
im Kampfer qk' Verhaltnis qk/q. = " 
Abb.487. 

* I I y. =" - I ' 

c = mt~of", 
~of c = " , Ein c = y1i2 - i . 

Y. 

~--------l-------~ 
Abb.516. 

1 Wegen der Fchierempfindlichkeit der Formeln empfiehlt sich die Verwendung einer Rechen
maschine. 

! Anwendung: Beispiel S. 540. 
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Hauptsystem: Balkentrager auf zwei Stiitzen (I = 2 11) 

Xl = H, XI = ~ (Ya - YII), Xa = ~ (Ya + Y II). 

B XI 
= BO -7;' Mg = Xl Yl,O =F XI - X,. 

a) Bogenform mit ~ = I-' (1 -. m ~of E e) J COSet T ' 

n- J. 
- J. COSet. ' 

~ofe-n 

I-' = ([of e - 1 ' 
",-1 

rp=-. 

'" 
(Sin e ) rp (Sin e ) * (1 + rp) -e - - 1 -"2 --e- ([of e - 1 

YI,O = Y. Sine ' 
YI,O 

'1'=1+-.-. 
1- rp-e- Y. 

Zur Abschatzung des Einflusses der Langskrafte geniigen die Werte" fUr parabolisch 
gekriimmte Mittellinie und gleich groBes n der Tabelle 42, 1, b) S.531. 

. 2 { [Sine 2 (Sine )J} 611 = 3" I-' 11 1 - 3 rp -e - + e. -e - - ~of e , ( Sill e) 683 = 21-'/1 1 - rp -e- . 

Gleichungen der Biegelinien: 

6ml = .~ Y: (~ r {[ ell (V' + ~) - 2 (1 + rp '1') ~of e + : ~of 2e J 
- [ ( V' + t) (E e)2 - 2 (1 + rp '1') ~of E e + : ~of 2 E e J}, 

'" ('1)1 {r ( Sill e)J [ ( Sin ~ e)'} 6ml =-Sc C ~e L C2 - 6rp ~ofe-2-e- - (Ee)2-6rp ~ofEe-2EC J, 
6ma = ~ (~ Y{[el - 2 rpliof e] - [(E e)l- 2 rp~of E en. 

• ( 11)1 [el ( rp) (Sin e) rp ( Sin 2 C)] 610 = I-' 'Y. P 11 C 3" V' +"2 - (I + rp '1') ~of e - -C- + 8" ~of 2 C - ~ • 

Fiir gleichmaBig verteilte Belastung p des ganzen Tragers ist 6.0 = 0, 610 und 6ao 
doppelt so groB wie fUr halbseitige Belastung. 

H = J!.. (~)I . (S. 511) 
II Y~ e ' 

v 
M = 1+,.H,oY; 

N - _ H. 1 + " sin' et FItI __ 1_ .-!!.L . (S 527) 
- COSet 1+, COSet 1+,' .. 
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b) B f 't 1. 1 ogen orm ml 1-- = . cos at 

1'J = 1 _ "\1.0 
'/0 t ' 

* (lSill C ) Y2.0= y, -c- -1 ; 

* ) -l <Sill err (6ill C\1I1 !5U =lly,II(I+v .1+-c-~ofe-2 -c-}J; 

Gleichungen der EinfluBlinien: 

* (8ill C ) Y = y. -c - - (Iof ~ e . 

Xl = "f (~lr L [(ell <Si:~ -2(tof e) - (~e)Z 6i: c -2(tof ;e)J 

XII = - i ~ (I - ~) = - ~ WD; Xa = {!. (I - ~2). 

Besondere BeIastungsfaIle: 

PIlIi!IIII!I!!II!l111I 

H =~(!!)2. 
(l ,,: c ' 

~ Xz=O; X3=p~r; " M=--H .",' 
I +v (l J' 

Xl = ,,:pll (~lr ()~1 [(I +~) <Si: C -(tofe]. N FtJ - _1 _ _ H,,- (s. unter a). 
cos at I + v 

pammm 
I I 

~ 
XI=Y:PZI(!:} L[(I+ ~)§.i;_C -(tofe]; 

P 12 Pi" 
Xz = - I~; X3=-t 

X * (11)2 I 
1= Y. pll C 1511 X 

i( C2)6illC 8in~c-~c(£oic c2 <Sine] X I 1+ .. ---(tofe - ----... - -_. +-~(~-3)--- . 
_ 3 C C 6 c' 

X" = - ~i (1 - ~)2 ; Xa = PI~i ~'2 (3 - ~') . 

Temperaturanderung und Stiitzensenkung wie unter I, a) S. 530. 

Statische Untersuchunl1 eines beiderseits einl1espannten Gew61bes (Abb. 517) mit 
parabolisch l1ekrfimmter Yittellinie und verschiedenen Annahmen fiber die 

BOl1enform als Beispiel fUr die Anwendunl1 der Tabelle 42 S. 529 ff. 

~'1 = f (1 - ;-2) . 

Der Querschnitt ist nach S. 510 bestimmt durch 

lrl1 cos ~ = 1 - (1 - 1/) ;-2,. 
Die Untersuchung wird durchgefuhrt fiir 

n=l.lltcos~t = 0 

und veranderliches r (r = 1.2,3 und 00). ,. = 00 1~om----
liefert mit I til cos ~ = 1 dieselbe Bogenform Abb. 51 i. 
wie n = 1. Die geometrische Bedeutung der 
Annahmcn fur die Bogenform zeigt Abb. 486 S. 510. Die Zahlenrechnung nach S. 529 wird fur 
r = 2 angegeben, im iibrigen auf die Mitteilung der Ergebnisse beschrankt. 
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1. Geometrische Grundlagen. 1 = 211 = 100,0 m; 1= 42,0 m. 

F. = F. = 2,1 m2; J. =J. = 0,772 m'; J.1l cos ex = 1 - ;2,. 

2. Hauptsystem nach S. 529: Balken auf 2 Stiitzen (Abb.513) 

2 4+21' 
7}I,O=3" 3+21'; 

1 1 + 2 I' 
1'/2,0= 3" 3-+ 21'; 

r= 

7}1,o = 
7}2,O = 

3. Vorzahlen fiir r = 2 nach S, 529 

1 2 

0,800 0,762 
0,200 0,238 

3 00 

0,741 0,666 
0,259 0,333 

k = [185 - (1+2 r) (3:2 1')(5+21') -"Ito (1 - 1: 2 y)J.= 185 - 5. ~. 9 - 0.7622 (1 - -~) 
0,772 

= 0,04342 ; v = 2J""" .. ,02k = 0,004800 ; 

1511 = 100.0.42,02 (1 + l') k = 7695,98; 

[ Ill f~22 = 100,0· 3" -'[ J = 19,0476 ; 1533 = 100,0 [1 - -~ ] = 80,00. 

r= I ..! 3 00 

k= 0,030 47 0,04342 0,05115 0,08889 
V= 0,006840 0,004 800 0,004 074 0,002 345 

1511 = 5411 ,60 7695,98 9059,55 15716,89 
f~22 = 13,3333 19,0476 22,2222 33,3333 
"33 = 66,6667 80,0000 85,7143 100,000 

4. EinfluOlinien der iiberzahligen GroOen fur I' = 2. 

a) Xl nach S.530 mit 7}s,o = 0,238; 67}~.0 = 1,428. 

67}2,0 
(1 + 21') (1 + 1') = 0,0952, 

6 
(3 + 2 r) (2 + r) = 0,21429, ';2, ~4 vgl. Tab. 22 S. 116. 

~ ;2 ;' ';' ';8 1_';2 1_';4 1_';1 I _ ~8 

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 1,0 1,0 1,0 1,0 
0,2 0,04 0,0016 0,00006 0,00000 0,96 0,9984 0,99994 1,000000 . . 

~ 1,428 (I _';2) _(1_~4) - 0,0952 (I -';') +0,21 429(1 -.;;) {.E} = Kl Xl~I,137'[(1 

0,0 1,428 - 1,0000 - 0,095 20 0,21 429 0,54709 0,62201 
0,2 1,37088 - 0,9984 - 0,095 19 0,21 4 29 0,49157 0,558 90 . · · · 

b) XI nach S. 530 c) X3 nach S. 530 

3 1 1 
3+21' 1 + r = -if = 0,14286, 

1 1 1 
1 + 2 r 1 + y T 15 = 0,06667, 

12 
X.= - 6t5'a ';' [(,= - 21.875 0/( •• .;. X3= +2~~3 '[(3= 15,625.K3 • 
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~ I _ ~2 -0,14 285(1 _~8) [L'] = K2 ](2' !; I X 2=-2I,875' K· ~ 

0,0 1,00 - 0,14286 0,857 14 0,00000 

I 
- 0,0000 

0,2 0,96 - 0,14285 0, 81 7 15 0, 16343 - 3,5750 

~ I _ ~2 - 0,06667 (I _ ~6) [E] = Ks Xs = 15,625.' K3 

0,0 1,00 - 0,06667 0,93333 14,583 
0,2 0,96 - 0,06666 0,89334 13,958 

Ergebnisse ftir die Abb. 518 

~ Xl [t] X 2 [mt] Xs [mt] 

r = I r=2 r = 00 l' = I r=2 r = 00 r = I 1'=2 r = 00 

0,0 0,647 0,622 0,557 - 0,00 - 0,00 - 0,00 15,63 14,58 12,50 
0,2 0,572 0,559 0,5 13 - 4,13 - 3,58 - 2,40 14,88 13,96 12,00 

0,4 0,383 0,392 0,393 - 6,85 - 6,11 - 4,20 12,71 12,09 10,50 
0,6 0,170 0,186 0,228 - 7,10 - h,(JI - 4,80 9,28 9,01 8,00 
0,8 0,030 0,036 0,07'1- - 4,57 - 4,46 -: 3,60 4,91 4,86 4,50 
1,0 0,000 0,000 0,000 - 0,00 - 0,00 - 0,00 0,00 0,00 0,00 

ALb. 518. 
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5. EinfluLllinien der Stlitzkraft A und der Biegungsmomente im Kampfer 
und Scheitel (Abb.519). 

A =.1 0 + X2/l1=.1o+X:/50.0. 
M. = Xl' )'1.0 - X 2 - X,,; ,H. = :lI. o - Xl Y2.0- X 3 · 

l' =2 
7'=1 

Abb.519. 

A Schnittkrafte und Randspan
nungen eines symmetrischen 
Bogentragers als Funktion der 

Bogenform. 
Um den Spannungszustand 

cines Bogentragers als Funktion 
einer mathematisch beschriebenen 
Mittellinie und Querschnittsande
rung zu studieren. werden sechs 
Trager untersucht. von denen 
drei nach der quadratischen Fa
rabel. drei andere nach der Ket
tenlinie gckriimmt sind. die mit 
groLler Annaherung als Stiitzlinie 
flir Eigengewicht angesehen werden 
kann. Das Verhaltnis 

11 = I .Il k cos ext 

(5. 509) wird mit 0.4, 1.0 und 
1.29 gewahlt. Das Verhaltnis 
n = 0.4 ist bei zahlreichen Bau
werken eingehalten. das Verhalt
nis n == 1.0 vereinfacht die Zahlen
rechnung. wah rend II = 1.29 flir 
fll,.. 'I. Bogcntrager mit gleich
bleibendem Querschnitt liefert. 
Die Untersuchung des Bogentra
gers mit einer Parabel oder Ketten
linie als Achse und n = 0.4 wird 
als Beispiel flir die Anwendung 
der Tabelle 42 S. 529 ff. ausflihrlich 
angeschrieben. flir die anderen 
Vcrhaltniszahlcn n jcdoch auf die 
Mitteilung der Ergebnisse be
schrankt. Der Vergleich stlitzt sich 
auf eine Belastung aus Eigenge
wicht. Schwinden und halbseitiger 
Nutzlast. Diese ist relativ un
glinstig und daher zur summari
schen Bewertung geeignet. 

Gcmeinsame Grllndlagen fur Formgehllng lind Belas(lIlIg. 

t = 4.12111, 11 = 13.72 m, 1= 2/1 = 27,44111. 

d. = 0,;;2 Ill. J. = 0.01 IS 111,1. 

Belastungsordinatcn (Abb.520) 

Scheitel: q,' 2.55t/1I12; hilmpfl'r: qk ~ II.02 t/m2. 

1_ 6 A 
~i{Tt I. Die Bogenachse ist eine Parabel. 

. c !f!!ff1Ji!!!f __ ' __ I. Geomctrischc Grllndlagcn . n nach S. 529 . 

. _.__ .-k:~~=~:-. b'" ' 
--.- ~qDlfll414¥1l,54647fJ,8fJ,8 + .. 
~q72-4 

Abb. [,20. 

cos ex. = 0.8562. 

tg ex = -2 (t) ~ = -O,60058~; 

Mit d. = 0.77 m winl fa = flo = 0,038 m4 lind 

- _1_, _ _ ~~ -036 04 
11 - 1. cos ex. - 0.038 • 0.8562 -, ,..,. 

(Abb. 513) 
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Approximation des Querschnittes (Abb. 486) nach Tab. 42, I, b: J.II cos at = 1 - 0.6 ~I. 

Hieraus Gewolbestllrken d (Abb.52O), Querschnitte Fund Widerstandsmomente W. 

2. Hauptsystem nach S.529 Balken auf 2 Stiitzen (Abb.513). 

2 4+0,4 n= 0,4 1,0 1,29 
fJ •. o= If 2 + 0,4' 

,,= YI- ",,0' fJ"o = 0,73333 0,66667 0,643 16 
",.0 = 3,02132 2,74 668 2,64982 

3. Vorzahlen nach S. 531. Bogentrllger n = 0,4; F. = 0,52 ml; /1 = 16,9744: 

175 0,0118 2 + 0,4 
,. = "4 0,52·16,9744 0,4 (8 + 0,4) + 8/3 = 0,02329; 

d = -.!... 2744. 169744. 1 02329 0,4 (8 + 0,4) + 8/3 
11 175' •• 2 + 0,4 • 

1 -----r----~------~-----
d .. = 1527.44 (2 + 3.0,4); 11= 1.0 

1 
d33 = 3- 27.44 (2 + 0.4). ,. = 0.02329 0.01 504 

1511 = 27.35682 42.02512 
4. EinfluBlinien der iiber:l;llhligen Gro- () .. = 5.85387 9.14667 

/len nach S. 531. Bogentrllger n = 0.4: d33 = 21.95200 27.44000 

X = 3527,44 I (C) 3·0,4 (4 + 0.4) + 8 (1 - 0.4) (2 + 0,4) WII (C) 
I 4 4.12 W II [3.0.4 (8 + 0.4) + 8] • 1.02329 

= 16,63150 wy, (C) + 36.28690 W" (C) (Abb. 524a); 

XI = - 27244 WII (C) (I - 2 C') [1 + 6 WII (C) 2 ~ -3 ~~4J 
= - 1.715 WII (C)(1 - 2 C')[8 + 9 WII (Cll (Abb. 524 b); 

27.44 ,. [ (,.) 1 - 0.4J 
X3= -2- WII ( .. ) 1 + 2wII .. 2 + 0,4 

= 6.86 [2 WII (C) + w~ (m (Abb.524c). 

1.29 

0,01313 
48,03193 
10.73819 
30,09253 

Die EinfluBlinien Xl' XI und XI fiir n = 1.29 unterscheiden sich nur wenig von den Ergebnissen 
fiir n = 1.0. 

5. Schnittkrafte und Randspannungen aus Eigengewicht. 
Bogentrllger n = 0.4; qt - q, = 8,47 nach S. 531: 

a) p = const = q, = 2.55: 

, _ 2,55.27,443 _1 __ . 
X 1 - 8.4,12 1,02329' X~ = 0; 

X' _ 2,55 • 27,441 4 + 0,4 
• - -- 202 + 0,4 • 

b) p~ = p~' = (qll - q,) ~I = 8,47 ~I ; 

" 8,47·27,44' 1 8(1 + 4·0,4 + 5·0,16). 
Xl = 72.4,12 1,02329 3.0,4 (8 + 0,4) + 8 ' 

X:.'= 0; 
X" _ 8,47 . 27,441 16 + 5.0,4. 

a - 420 2 + 0,4 ' 

c) Hieraus folgt: 

X I = X~ + X,:; 

XI=O; 

X3=X~+X., 

d) Ungskrllfte: 

Vo = '1 [q,~ + q. -; q, ~3J 
= 13,72 [2,55 ~ + 2,8233 ~I] ; 

n= 

Xi= 
Xi' = 

Xl = 
-
Xi= 
X.= 
--

0,4 

56,9277 
25,1003 

82,0280 

176,0025 
113,8842 

N = - [Vo sin «+ Xl cos «} (Abb.523). X3= 289,8867 

1,0 1,29 

57,3903 5704984 
27,2322 27,8100 

84,6225 85,3084 

160,0028 154,3612 
106,2919 103,6150 

266,2947 257,9762 



540 

e) Momente: 

56. Der beiderseits eingespannte Bogentrll.ger. 

II 
M o = I~ [qk + 5 q. - 6 q. ~I - (qk - q.) ~'] 

= 372,8688 - 240,0039 ~I - 132,8649 ~, ; 

M = M o- X1Y - Xa (Abb.525). 

f) Urn die Bauwurdigkeit der drei Gewtilbe miteinander zu vergleichen, werden die Rand-
N M . 

spannungen a = F ± W (Abb.527) fur den homogenen Querschnitt angegeben, wenn auch 

abo> 5 kg/cml. 

6. Schni ttkrll.fte aus einsei tiger Verkehrslast p = 1,0 tIm I. :Qogentrll.ger n = 0,4: 

27,441 1 
a) "Oberzll.hlige GrtiLlen: Xl = 1,0 16.4,12 1,02329; 

~ 
~I I 

i , ! '--+_. 
i I 

X = _ 1 0 27,441 3 + 2 • 0,4 . 
I , 64 2 + 3 . 0,4 ' 

n= 0,4 1,0 

Abb.521. 
X l = 11,1623 11,2530 
X 1 = - 13,9708 :...- 11,7649 

b) lAngskrll.fte: 

P1l AO=T = 3,43; 

X.= 34,5103 31,3731 

VO/ = Ao; 

10 27,442 4 +0,4. 
, 40 2+0,4' 

1,29 

11,2742 
- 11,1837 

30,2666g 

N = - [VO sin « + Xl COS « + X./1l sin «] (Abb. 523). 

c) Momente: 
MOl = A 11 (1 + ~) ; 

M = Mo - X1Y + X.~ - XI (Abb.526). 

7. Schnittkrafte aus Schwinden (t = -15°). 

Bogentrll.ger n = 0,4: «, = 0,00001 • E = 2100000 tIm' . 
a) 1511 = -2100000·0,011815·0,00001 ·27,44 = -101,99448; 

n= 

Xu - 3,72830 

b) Ungskrll.fte: 

c) Momente: 

1,0 1,29 

-2,42699 - 2, 12347 

N, = -XII cos« (Abb.523); 

M, = -XII' Y (Abb.525). 

Xu=X.,= O. 

8. Schnittkrll.fte und Randspann ungen a us Eigengewicht. halbsei tiger Ver
kehrslast und Schwinden. 

Momente: Abb.528; Randspannungen: Abb.529. 

II. Die Bollenachse 1st elne KetteD1lnle. 

1. Geometrische Grundlagen (Abb. 516 S. 533) 

~of c =" = qt = 4,32, c = 'It <tor" = 2,14273, 
q. 

I y: = --1 = 1,241. ,,-
Yz = 1,241 (~oI2,14273 ~ - 1). 

6in c = f "a - 1 = 4,20267, . tg « = - ~ Y: 6in ~ c = - 0,19382 6in ~ c • 

cosrx. = 0,77534. Mit d. = 0,77 m wird J. = J. = 0,038 m' und 

J. 0,0118 
n = ---- = ----.--- = 0,'. J.' cos «. 0,038·0,77534 
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Approximation des Querschnitts nach S. 534 mit: 

p = 4~~:2---=-°i4 = 1,18072, rp = 1'~~~:~7-; 1 = 0,15306, 

-I Ie = 1,18072 (1 - 0,15306 (toI2,14273 $). 
cos ex 

Hieraus Gewolbestarken d (Abb. 522), Querschnitte F 
lind Widerstandsmomente W. 

Zahlen ftir die Ansatze nach Tabelle 42, 3 S.533: 

Ulngslrrllli'e N: 
, a Cigengewichl 

y: 9= 1,540, 

(toi e = 4,32, 

I b ha/Os /lerkehrs/(JSI p-~Otlm~3~ 
c ScIIwinden n-l,Z9 

• (I I 2 ' n-l,O e- = 4,59129, 1 e) = 40,999, I n-1,291 n-o,lI::;-- / 

(toIle = 18,6624, (tol2c = 36,32531" ~:~~~~. __ ..,;. ~ , 

aIr -- - - -~F- I Sin c=4,2q267, Sin ~ = 1,96136, ein 2e =8,47320. 
c 2e 

I ' 
, I , ' 

" n-~29 I 
, n-T,O '"",I i 

b/ L n-o,lI :::,.~ 

e:.!o ), 

-1M 

-11fJ 

-11JtJ 

-lit! 

-MJ 

-fO 

-MJ 
-!if) 

-«1 

-JO 

-20 

-1fJ 
+E -c I 1/ 

~ n-qll 
I +10 

.~ n-1,O} 
~ n-1,t9 

-- Die Bogt!nachse isf eine Ke~n/inie --Die Bogenachse isf einl! Klllkn/in/e 
- - - - - Die Bogenach~ 1st einl! quadr. PofYIfMl - - - - - Dill Bogmachse isl eine quadr. PofYI6l!i 

Abb. 522. Gewolbestilrken d. Abb.523. 

2. Hauptsystem nach S.533 Balken auf 2 SWtzen (Abb.516) 

(1 + 0,15306) (1,96136 - 1) - ~,1~306 (1,96136·4,32 - 1) 

Y2,O = 1,241 ------~1----::-0-::,1-:::5;;.-30;:-;6:--.-:1-:,9=-:6::-:1;;.-36;:--------

Y2,O = 0,95158, Yl,O = 4,12 - 0,951581 = 3,168419, 

11' = 1 + 0,951581 = 1,766786, {rp 'P = 0,270424, 
1,241 !pI = 3,121533, 

0,4 1,0 1,29 

:Y =. "2,0 - "2' 

3. Vorzahlen. Die Ergebnisse v aus I, 3 konnen mit hinreichl'nder Genauigkeit fUr die 
Achsc nach einer I"ettenlinie verwendet werden. 11 ~~ 0.4 ergab )' ~~ O,0232!), somit: 

<\1 = 2·1,18072·13,72·1,54·1,02329 [3,12153 - 2·1,76679 (1 + 0,2~042) 1,19136 

+ ! (1 + 2·0,27042) (1,96136.4,32 + 1) - 0, 1~306 1,96136 (2 + 18,6624)] = 24,73071, 

022 = ; 1,18072· 13,72 {I - 3·0,15306 [1,96136 + 4,5:12!) (1,96136 - 4,22)] J = 6,16833, 

0;J3 = 2· 1,18072· 13,72 (1 - 0,15306·1,96136) = 22,67247. 

11= 0,4 1,0 1 1,29 

Ou = 24,730 71 38,15818 

I 
43,777 20 

Ott = 6, 168 33 9, I 4667 10,586 75 .• 
1531 = 22,67247 27,-\4°00 29,745 24 
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4. EinfluLHinien der iiberzlI.hligen GroDen. Biegelinie des Bogentrll.gers n = 0,4: 

15"1 = 1,1~072 1,241. 40,999 {[ 4,59129 (1,76679 + 0'1~306) 

- 2 (1 + 0,270424) 4,32 + 0,1~06 36,32531] - [( 1, 76679 

+ 0'1~306) (~ e)1 - 2 (1 + 0,27042) I!of(~ e) + 0,1~06 l!of(2 ~ e)]} 

= 30,03738 {[2,540848l!of (~e) - 0,038265 <rof (2~ e) - 1,84332 (~e)l} - 1,12325] , 

Abb.524. EinfiuBlinien X .. X,. x,. 
-- Die Bogenachse ist eioe Kettenlinie. 
- - - Die Bogeoachse ist eioe quadratisrhe ParabeJ. 

8,47 8 
a) H. = 4,12 40,999 = 4,247 t, 

1,18072 
15 ... = - 6.2,14273 40,999 ~ eX 

X {[4,59129 - 6·0,15306 (4,32 - 2 ·1,96136)] 

- [(~ e)1 - 6. 0,15306 ( I!of ~ e - 2 lSi;: e) J} 
= - 3, 7653165 ~ e [4,22644 - (~ e)l 

+ 0,91836 (!'of (~ e)] + 6,91583 ISin ~ e , 

1,18072 
15 .. a = - -"2-- 40,999 {[4,59129 

- 2·0.15306·4,32] - [(~e)1 - 2· 0,153061!of ~ en 
= 24,20417 [3,26885 - (~e)1 + 0,306121!of ~ e] , 

(Abb. 524a), 

(Abb. 524 b), 

(Abb. 524e). 

Die EinfluBlinien Xl' XI und Xa fur 1t = 1.29 
unterseheiden sich nur sehr wenig von den ent
spreehenden Werten fur n = 1.0. 

5. Sehnittkrafte und Randspannungen 
aus Eigengewicht. Bogentrager n = 0.4, qk - q. 
= 8.47. daher nach S. 534: 

1 + v = 1,02329. 

H 1 1 
b) U.ngskrll.fte: N IItrI - -1 +' -- = -82,330 -- (Abb. 523). v cos at cos at 

v 
e) Momente: M = -1 - H •• y = 1,91746· y (Abb. 525). +v 

N M 
d) Randspannungen: a = F ± W (Abb. 527). 

6. Sehnittkrll.fte aus halbseitiger Verkehrslast p = 1.0 t/mB. 

a) Belastungszahlen und uberzll.hlige GroBen X t = c5ko /Ju : 

[ 4.59129 ( 0.15306) 
1510 = 1.18072·1.241· 40.999 ·1.0·13,72 3 1.766786 + 2 

- (1 + 0.270424) (4,32 - 1.96136) + 0.1:306 (36.32531 - 8.47320) ] = 294,652. 
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M0meote aus Schwioden (/ ~ - 15 0) 

n -.7,'1 

/ n = 1,0 } .. {"iir beitle tJewb1be 
n-l,Z9 

mt 
10 
8 
G 
'I 

Momente aus Eigeogewicht 

I II I II 
I II 

n- 1290 1 . 

n = 0.11 ----- "I II 
I II 

n-;'o' JI:I I 
--- Die 80genachse is! eine Ke/kn/;n;e I II . 

- - - - - Die 80genachse lSI eine quatlr. Parabe/ I II I 
I II 
I II 

'" '" ~' \] 
18 I, 

1fj ~ 
Momente aus halbseitigcr Vprkehrslast p = 1 Urn. 1'1 I 

I 
I , 
0/ 

# 

1Z 
10 
8 
6 
'I 

~ a 
2 

mt 
III 

12 
10 

8 
6 
II 

~ 
o 
2 
II 

6 
8 

10 
12 
1/1 
Ifj 

~8 

2D 
22 
ZII 

26 
28 
JO 
32 
311 
36 
J8 
110 
112 

//1 
"'/ 

I ,/ ~ 

~I' 
II 

6 
8 

10 
12 
1'1 
f6 
18 

2D 

---- Die Bogenacns8 lSI eine '1uatlr. Parabel 
'I---Oie Bogenacnse lSI eine KeHen/inie 

Abb.526. 

RandspaDDung "0 
"" JIJ 

Randspannung 0 .. 

kg/cm.1 

~~ ! I ~: 
$ I I /.(~~~';~.. -+-----4 ~ 
foe~ /// '';-\ +~ 10 

20 !,------~/~A~V~?~------------~,~~_J ~ l /,ij 

....~' n=~11 
-: ~ ___ ;~=4'1 n=1,o 30 

~I n = 1,0 n = 1,29 so"" 
50 =1,29 

---Die Bogenac/1se lSI eine K~n/inie 60 
----- Die BOfIenaclt~ isf eine quatlr. ParaOe/ 70 

Abb.527. 

RaDdspanDuo~en aus Eigengewicht. 

80 
.90 

100 
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610 = _1.I:p~_ 40.999. 1.0. 13.72 

x [4.59129 - 12· 0.1530~ ( 4.32 - 4· 1.96136 + 6 {!~ii91) ] 
1.18072 

630 = ----3 -- 40.999·1.0·13.72 [4.59129-3·0.15306 (4.32 -1.96136)] 

11= 0.4 1.0 1.29 

610 = 294.652 448.922 513.079 

610 = - 85.723 - 107.610 - 118.193 

630 = 776•681 860.876 901 .592 

X 1 = 11.9144 11.7648 11.7202 

Xa= - 13.8972 - 11.7649 - 11. 1643 

X3= 34.2566 31 .3730 30.3105 

b) La.ngskraftc T'o wic untcr 1.6. b) (S. 540) 

= 448.922. 

= 513.079 

(Abb.523). 

c) Momentc 1110 wie untcr I. 6. c) (S.540) 

M = 1110 - X 1Y + X 2 ; - X3 

7. Schnittkrafte aus Schwinden (t = -15°). 

a) Mit 611 = - 101.99448 wie unter I. 7. a) wird: 

n= 1.0 

- 2.672 94 

b) Lllngskrafte: Nt = - Xli cos or. (Abb.523). 
c) Momente: M t = -X1I 'Y (Abb.525). 

Biegungsmomente M 

(Abb.526). 

1.29 

Abb. G28. Biegungsmomente aus Eigengewicht. halbseitiger Verkehrslast und Schwinden. 

I1It 
//IJ 

~ 
0 

10 
2IJ 

8tJ 
tKJ 

~ 9J , 
6IJ 

\\ '10 
\ \ . 80 

\ ~ IJ(J 
\ . fIJfJ 

\1 110 

1 
1//IJ 

1311 
'fIKJ 

8. Schnittkrllftc und Randspannungen aus Eigengewicht. halbseitiger Ver
kehrslast und Schwinden. Momente: Abb.028. Randspannungen: Abb.529. 
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Randspannung ". 

Randspannung "" 

! 

--.. - .,,;""'''''''''14 ~1 
- ---,- Die BOf!enochse isl eine ~uotlr. Poro6el j 1 

I ;.1 . 
o ~ 

1/ 
/ II 

/ II 
- __ .;!IO,;.-::'" ___ /' 7 n=0,,,, 

'''''-- .... LI'' 11.-1,0 
------n=1,Z9 

~~::''''>'W''n=l,29 

-----~ 

~~~ __ ---""''''' ___ __ t/'7 
~::::.---::;...-4"-::; n .... 1,29 

- - I' n =1,0/ \ 
:il: 11. -0,,,,' II 
~. \ 
~l--Die 8ogenocltse is! eine KeAionHnk. \ 

'- - --Die 8o~enocl1ae is! eine tpHTtir. PuriTlfel 

ltg/cm3 
10 

80 
70 
eo 
50 
IKJ 
30 

ZO 

1~ 
o 
;0 
dJ 

30 
IKJ 
50 
60 

kg!",", 
ZO 

15 

10 

~ 
o 
"5 
10 
15 

ZfJ 
Z5 

I II 
I \I' 35 

\ 'iJ l: Abb.529. Randspannungen aus Eigengewicbt, balbseitiger Verkebrslast und Schwinden. 

Rechenvorschrift zur statischen Untersuchuni1 eines Gew61bes. 
1. Geometrisehe Grundlagen (Abb.530). 

2. Annahmen fur Eigengewieht. 

Abmessungen: 

GewOlbe einsehl. Isolierung y. = 2,4 t/m3 senkreeht gemessen 
Ausgleiehbeton Yb = 2,0 t/m3 
"Obersehiittung yo = 1,8 t/m3 
Fahrbahn g, = 2,0 t/mt 

Eigengewieht q. = 4,40 tIm; 
q" = 17,16 tIm; ,,= 17,16/4,4 = 3,90. 

J.=J.=0,08333m', J.lleos(/.: Seite547, 
F. = F. = 1.0 m B • 

Seheitel 

1,00 m 
0,00 m 
0,00 m 

I II 51/ I 55 
I 
I' eo 

i : 
Kampfer 

2,00 m 
2,30 m 
3,20 m 

3. Bogenform: a) Die Bogenaehse Yt 
wird naeh S. 510 in erster Annaherung als 
Kettenlinie fur Eigengewieht angenommen: 
" = 3,90; @iinc = 3,769651. 

t-~""P'7'---'--'-::f 

I {. Xl 
~.L.....J.,-l-L-~' t _ _ _ __ _ _. 

k---el ... 1 Y: = 6,0/(3,9 - 1) = 2,06897; 
c = !lIt ~of 3,90 = 2,0373; 

-...&.F----z,-t¥------1 
~------ "'I 

Yt =2,06897[~of(2,0373 e) - 1]; Abb.530. 

angenaherte Berechnung dieser Funktion mit Y2 = 6,0 (Ytlt) durch Interpolation der Tabelle 
S. 512. llle = 7,36269 . . 

Beyer, Baustatik. 2. Awl.. 2. Nelldruck. 35 
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tg ex = ~:~::~ Sin (2.0373 E) = 0.28101 Sin (2,0373 E); 

tg ex,t = 0.28101 . 3.76962 = 1.05929; 
A = B = 4.40·7,36269·3.769615 = 122.120 t; 
H = 4.40 . 7.362691/2,06897 = 115.285 t . 

v = 1.00 + (y,jl) (2,00 - 1.00) = 1.00 + (y,jf); 

Gleichungen der Bogenlaibungen nach (802): 

<u) _ (1 _ 2.0 - 1.0) _ 1.00 _ 11 _ 0 5' 
Vg - Y. 2. 6.0 2 - 12 Y. " 

<U) _13 + 05' 
Yg - 12 Y. " 

Die geometrischen Koordinaten Y., v. ex der Bogenform bei Unterteilung der Strecke 11 in 10 
gleichgroBe Abschnitte c' = 1.5 m: 

E yt/I Y. v cE Sin cE tg ex 1+ tglex fl+tg1ex cos ex 

0,0 0,0000 0,0000 1.0000 0,00000 0.00000 0.00000 1.00000 1,00000 1,0000 

0,1 0.0072 0,0432 1,0072 0,20373 0,205 14 0.057 65 1,00332 1,00166 0,9983 
0,2 0,0290 0,1740 1,0290 0,40746 0,41883 0,11770 1,01 385 1,006 90 0,993 1 

1,0 1,0000 6,0000 2,0000 2,03730 3,76975 1,05934 2,12220 1,456 78 0,6864 

b) Berechnung der Gewalbeachse als Stiitzlinie fiir Eigengewicht. 
ex) Eigengewicht: q", = v .. ,,~ + b,,"b + iiYfI + g,; 

m E b U v i'~ b i'b ii i'fI g, q 

0 0,1 - 0,000 2.400 - 0,000 2,00 4.400 
I 0,2 - 0,035 2.4 17 - 0,063 2,00 4,480 

5 0,5 .0,000 1,070 2,868 0,000 1,926 2,00 6.794 
6 0,6 0,115 1,490 3,099 0,230 2,682 2,00 8,OII 

, 

10 1,0 2,300 3,200 4,800 4,600 I 5.760 2,00 17,160 

P) Die Ordinaten Y. der Stiitzlinie fiir die zu q .. aquivalente Gruppe von Einzellasten G .. 
in den Intervallgrenzen nach S. 75: 

m 

0 

I 

9 

10 

c' c' 
G1 = "6 (2 q1 + q.); G", = 6 (q",-l + 4 q .. + q .. +1); 

c' 
G" = If (q,,-l + 2q,,): 

E 

0,0 

0,1 

0,9 

1,0 

m-l 
Vo",=I G .. , 

o 

_ m_ 
Mo .. =I(Vo .. ·c') , 

o 
H = Mo,lo/!, YI = Mom/H. 

q. + 2 q101 2 q1 + q. -
VO .. • C' 

-
q .. G .. VOm Mom ,'. 

4,400 

4,480 

14.042 

17,160 

q .. -1 + 4 q .. + q .. +1 

- I 13.280 3.320 0,000 0,000 0,000 0,00000 

27,obg 6.767 3.320 4.980 4.980 0.04335 

84,893 21,223 88.316 132 .474 524.510 4.56880 

48,362 I - 12,091 109.539 164.309 688.819 6.00000 

A = B = 121,630 t; H = 688.819/6.0 = 114.803 t. 
4. Hauptsystem zur Berechnung der statisch 

ii berzllhligen GraBen. Balkentrager auf 2 Stiitzen 
I = 2 11 = 30,0 m. 
tl'berzahlige GraBen nach S. 523: 

Xl = H , XI = t (Y. - Y b ) , 

M 1 =+y, MI=-~' 

Abb.531. N 1 =cosex, 

Xa=t(Y.+ Ybl, 
ll'1a=l. 
Na=O. N I = 1/11 , sin ex , 



Rechenvorschrift zur statischen Untersuchung eines Gewolbes. 547 

Der Trager ist symmetrisch, daher <511 = 0, <523 = O. Nach S. 523 ist au13erdem <513 = 0, wenn 
a 

J Ya J :;s ex d x ~ (A. . Ya ~) 
-'-c ______ = J cos ex = 1:a = 32,06796 = 1,42638. 

Ya,o = a ~ (A. .~) 1:1 22,48201 

J~ dx Jcosex 
J cos IX 

c 
Zahler und Nenner sind durch numerische Integration nach, Simpson (181) entstanden. 

; 

0,0 
0,1 
0,2 

1,0 

(J. = J. = 0,08333, J = d3/12, d = v cos IX.) 

d J J. 
T 

1,0000 0,08333 1,00000 
1,0055 0,08471 0,98375 
1,021 9 0,088 93 0,937 07 

1,3728 0,21 5 64 0,386 45 

Nachpriifung von Yao durch: 
a 

J. A. A..~ Ya J cos IX J cos IX 

1,00000 I 1,00000 0,00000 
0,98542 4 3,94168 0,04335 
0,94357 2 1,887 14 0,175 16 

0,563 II I 0,563 I I 6,00000 

1:1 = 22,48201 I 

Y~ 
aJCOSIX 

0,00000 
0,042 72 
0, 165 28 

3,37866 

1:. = 

o = J Y ~ d x = ~ (A. . Y J J~) = - 0,00003 f'tI 0,0. J cos IX cos ex 
c 

A. J. 
• Ya J cos IX 

0,00000 
0,17088 
0,330 56 

3,37866 

32,06796 

Die iiberzl1hligen Gro13en sind daher unabhangig voneinander. 
5. Die Vorzahlen <5u ergeben sich ebenfalls durch numerische Integration nachSimps.on 

(181). Hierbei ist 

c' = 11/10 = 1,5 m, Y = YIO - Ya, J./F. = 0,08333, cos IX F./F= v./v, 

<511 = 2 tJa y.~ dx + J. Ja cos IX F. dxj J cos IX F. F 
c 

C,~(, J.) c' J.Z(' Fe) = 2 - , .• y2 --- + 2 - - 1'.' cos IX -
3 J cos IX 3 F. F 

= <5~1 + <5rl = 1,01:, + 0,083331:,= 58,01617 + 2,01833 = 60,03450, 
a 

<5aa =2f;2 J J• dx=2 c'3 "'(A..;a_J Jc )=1,01:3=6,13492, 
cos IX ..:::;.; cos IX 

c 
a 

<53• = 2fJ J. dx = 2 c3' ~ (A.. J~) = 1,01:1 = 22,48201. 
cos IX ..:::;.; cos IX 

c 

~a~ A. A..;2~ ya~ A..y2~ F A.. cos ex F. .; 
J cos IX J cos IX 

Y y2 
J cos IX J cos IX 

cos IX ; F 

0,0 0,00000 I 0,00000 1,426 38 2,03456 2,03450 2,03456 1,00000 1,00000 
0,1 0,009 85 4 0,03940 1,38303 1,912 77 1,884 88 7,53952 0,99285 3,97140 
0,2 0,03774 2 0,07548 1,25122 1,56555 1,477 21 2,95442 0,97182 1,943 64 

1,0 0,563 II I 0,563 I I - 4,573 62 20,91800 II ,779 13 Il,779 13 0,50000 0,50000 

1:. = 6,13492 1:, = 58,01017 1:, = 24,21992 

6. Die Einflu13linien der iiberzahligen Gro13en Xl werden nach S. 525 als Biegelinien 
d ... t des Balkentragers berechnet. Hierzu dienen die elastischen Gewichte tv"'I' tv",., tv "'3 ' 

die in eine aQuivalente Gruppe von Einzelkraften !lBm.l' !lB .... , !lB m•3 verwandelt werden. 
35· 
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~ ~ 
~o = 24 (11.11 + 10 tuo + tu_l) , ~IO = 24 (7 tulO + 6 tug - tus) 

c' 
~'" = 12 (tum-l + 10 tu'" + tu",+l) , 

m-l 10 
QU),m= QIl),O+ 2,' ~h= Ato - I~h, M tu , (m-l) = Mtu,m+ Qlu,m' c'. 

o m 
Der Anteil der Langskrafte an den elastischen Gewichten wird vernachlassigt. 

el",l M to J. 
a) X1 = elll =60,03450' tu",l=Y", J",cosa.m (Abb.532). 

a a 

Mit el18= 2 f Y j. ds = 0 und elu = 2 f ~y ;.dS ist fur E = 0: Qto= 0 und fur ~ = ± 1 
c c 

neben Mto auch Qto = O. Die EinfluBlinie besitzt daher fUr ~ = 0 und ~ = ± 1 waagerechte 
d 

Tangenten. Dies kann fur - (el"'l) auch unmittelbar bewiesen werden. 
dz 

i (I) 

I 
m i ~ tuml 

i 
o 0,0 

I 0,1 

9 0,9 - 1,72804 
10 1,0 - 2,57545 

(2) 

~~~o+;-tu;I-7=;;'I(l±~ lug = ~s 
tu",-l + 10 tum + tum+l 

1-' 6'28954'6~;~569~--::---

1- ==-2-~'r~227:2i542 

1,06185 
2,02946 

- 2,62210 

- 1,70471 

Verbesserung 

LI ~~, 

+ 0,00033 
+ 0,00064 

+ 0,00082 
+ 0,00053 

(5) 

1,06218 
2,03010 

- 2,62128 

- 1,70 4 18 
• a 

I ~~, = J y ; ds to. Daher Verbesserung urn LI~;" = - k I ~;"I 

mit 

b) 

c 
10 
I~~, 

k = ~O.-------. 

fl~~'1 
-0,00457 

= 14,62223 

= -0,00031254. 

-
-_.-

m 

0 
1 

9 
10 

(6) (7) 
------ ----

Qto,m Qto,m . c' 

0,00000 0,00000 

1,06218 1,593 27 

4,32546 6,4881 9 
1,704 18 2,55627 

tumz= - ~m J J. 
m cos (Xm 

(8) (9) 
------ ------

Mro,m Xl [t] 

72,88861 1,21 4 II 
71,29534 1, 18757 

2,55627 0,042 58 
0,00000 0,00000 

(Abb.532). 

Die Funktion tu '" 2 ist antimetrisch. Daher ist M to nicht nur fur ~ = ± 1, sondern auch fur 
~ = 0 Null. Die gegenseitige Verdrehung der Endtangenten der Biegelinie 15"'2 ist elu ' 

- - (I) (2) (3) (4) 
---_. 

I 10 tuo 7 tulO + 6 tug - tus 
m ~ tums ---~---. ml", ~.~", 

tum-l + 10 tum + tum+l 

0 0,0 0,00000 0,00000 1 - O,OOO()O 0,00000 
---.---~~------

I - 0,1 0,09854 1,174 II 0,146 76 0,01 4 68 

9 - 0,9 0,49493 5,96339 0,74542 0.67088 
-------- -

10 - 1,0 0,563 II - I 6,460 37 0,40371 0,40377 
----- ._-----_ ... - --

Am = 3,06767 
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- (5) (6) (7) (8) 

m QW,lIO Qm, '" . c' M"o,'m X2[mt] 

0 - 1,82992 - 0,00000 0,00000 
I - 1,82992 - 2,744 88 2,744 88 0,44742 

c' 
~o = 24 10 tuo ' 

. 10 
9 1,918 48 2,87772 3,995 85 0,651 33 

10 2,66390 3,995 85 0,00000 0,00000 
A III = .2 (~ ~"') , 

o 

(a) (3,06767) 

) X Q",s Mw 1 J. (Abb 532) 
c 3 = 1533 = 22,48201 tu", S = J!II cos IX", • •• 

Die Funktion tua ", ist symmetrisch, daher fUr ~ = 0: Qw = 0, fUr ~ = ± 1: Qw = ± } 1533 , 

Die Biegelinie erhalt in ~ = 0 eine waagerechte Tangente. 

· 10 tuo j 71010+ 6 tuD 
· +2tu1 -tus 
--- - --- ---- - ---~------

· tu",_l + 10 tu'" + tum+l 

o 0,0 1,00000 i II ,97084! -
I 0,1 0,98542 II,79777 

9 0,9 0,54992 6,62604 

10 1,0 0,563 II :--=-1-- ._--

1 'f 46 4/1 
I 

, I , 

! 

Abb. 532. Einflulllinien X" X" X I' 

Qn,l,m 

0,00000 0,00000 94,78360 

1,12227 93,661 33 

Xa [mt] 

0,82826 9,99538 14,993 07 16,23546 0,72215' 

10,82364 16,23546 0,00000 0,00000 

0/ , ~ ¥-~+¥! f' r~ 

~I . I I . 
I 

'~I 

13f;:1 
1~1ff" ! 
i ~~I I 

I~I 
i~ 
I ~I~I~ 
i~ . I 
I . i 
o 1 
I 1 I 

Abb. 533. Einflulllinien fiir die Kernmomente. Die 
oberen Unien gellen fiir die oberen Kernpunkte. 

7. EinfluBlinie der Schnittkrafte. a) Kernmomente (Abb.533) im Querschnitt m: 
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im Scheitel c: 
M. = M. o - Xl Y,O -XI' 

am Kampfer (a und b): 
Ma= + XIYIO - X, -Xa. 

M&= + XIYIO + XI -X3' 
b) Querkrafte: X 

0 ... = 0",0 - Xl sin ct .. + Y cos ctm. 
1 

8. a) Biegungsmomente aus Eigengewicht (5.527). 

c5fl 2.01833 0'" 9' A H v 
v = c5il = 58.01617 = .0 ..... 7 . Xl = ~ = - 1 + v H. = - 0.03362 H •. 

Nach Seite 546 ist H. = 114.803 t. Dabei ist die geringe Abweiehung durch Xnderung der Bogen
form nieht beriicksichtigt. 

H = H. + Xl = 114.803 - 3,859 = 110.944 t. M = - Xl Y = + 3,859· Y mt. 

±E= 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

M[mt] 5,505 5,338 4,829 3,959 2,692 0,976 -1,257 -4,102 -7,675 - 12,128 -17,652 

Der EinfluLl der Langskrafte auf 1510 ist nach S. 524 klein von zweiter Ordnung. fallt daher 
in der Rechnung weg. 

b) Biegungsmomente aus Schwinden (5.524). 

ct,=O.OOOOl; t=-150; 1511 =EJ.'%,tl =-787.5; 

15" = d., = 0; Xl' = 1511/1511 = -13.117 t; M = - XII' y. 

±E= 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0.9 1,0 

M[mt] 18,710 18,141 16,412 13,455 9,148 3,318 -4,273 -13,94 1 -26,083 -41,218 -59,992 

c) Horizontales Ausweiehen der Widerlager um Lli = 0.001 m. 

c51,=-EJ.LlI=-175,O; 15 .. =15.,=0; X h =-2,915t; M=-X1,y. 

±E= 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1.0 

M[mt] 4,158 4,032 3,647 2,990 2,032 0,736 -0,949 -3,097 -5,796 -9,159. -13,33 1 

9. Graphische Naehpriifung der EinfluLllinien unter Verwendung von Stufen 
konstanter elastischer Wirkung naeh (828). . 

a) Einteilung des Integrationsbereichcs 11 in 10 Teile e von gleichbleibender elastischer Wir
kung (Abb.534). Mit der Unterteilung LlxI = Llx. = ... = Llx", = Llx = 11/10 wird die 
Integralkurve 

:1) :1) 

Ll1x f J.1l cos ct· dx =2) J.1l cos ct 
o 0 

gebildet und ihre Ordinate fiir x = 11 in 10 gleiche Teile (c/Llx) geteilt. Hierdurch ist die 
Einteilung el • e., ..• elo von II gefunden. Mittelpunkte der Intervalle e", sind 1'. 2' ... m' ... 10'. 
Ihnen sind die folgenden Koordinaten der Bogenachse zugeordnet: . 

Punkt Y. Y = YI.O- Y. Y' 

I' 0.01 1.41 1.99 
2' 0.05 1.37 1.88 
3' 0,16 1.26 1.59 

10' 5.00 - 3.58 12.82 

E 14.24 I - 0.Q4 25.06 

E E2 

0.032 0.010 
0.110 0.012 
0.188 0.035 

0.933 0.870 

- 2.736 

Llx = '1/10 = 1,5 m. 
b 

c = Ll x Uo ~ J foes ct] 
• 

= 1,5·0,7496 = 1,124 m (Abb.534). 

2 ·14,24 
Y2.0 = T.W = 1,424 m. 

drl = 2,02 (5.525)· • 

• Der Anteil di'l kann auch nach den Angaben der S. 514 berechnet werden. 
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. I 
Mit sm IX Ad 0 wird 

cos IX 

622 = 2 .1.124.2.736 = 6.153. 

b) Einflul3linie Xl: 

633 = 2·10 .1.124 = 22.49. 

551 

Verwendung der (l/c)fachen jill-Gewichte; Elast;sche Gewichte jill"'l/C = jill"'1 sind die 
Ordinaten y in den Punkten I'. 2' ... m'. Mit Hto = 611 /c Einheiten des jill"'1 ist 1 m im Ma13stab 
der Zeichnung der Ma13stab fiir 1 t der .. 
Einflul3linie. Urn die Einflul3linie auf Ein/luBltnle Y, 
den 5fachen Betrag zu vergro13ern. wird l' 2' 3' ,,'. 5' 8' 7' 

daher Hllll = 58.37/(5'1.124) = 10.39 T', 
aufgetragen. 

~i 
~i"" 

l' 
" 

~--------------------~m' 
~~~------~~--------~~I 

Ie, ea eJ e. e5 e6 e1 e8 eg e,q I 
I I IE 20,0 I 'IE L, Oil 

Abb.534. Abb.535. 

c) Einflul3linie XI: 

Elastische Gewichte jill"'l sind die Abszissen .; der Punkte I'. 2' ... m'. Mit H\V2 = 622 /c 
Einheiten des jill"'2 ist 1 m im Ma13stab der Zeichnung der Ma13stab fiir 1 mit der Einflul3linie. 

n 

Hill 2 = 6.153/1.124 = 5.474; Am = .l} ,2 = 2.736. 
1 

Einflul3linie X3: 

Elastische Gewichte iffi"'3 sind die \Verte 1 in den Punkten I'. 2' ... m'. Mit H\V3 = 633 /c 
Einheiten des jill"'3 ist 1 rn im Ma13stab der Zeichnung der Ma13stab fiir 1 mt der Einflul3linie. 
Hro 3 = 22.49/1.124 = 20.0. 

Mii ller- Bresla u. H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen. Bd.2. 2. Abt. Leipzig 
1908. - Ri tter. M.: Beitrage zur Theorie und Berechnung vollwandiger Bogentrager. Berlin 
1909. - SchonhOfer. R.: Statische Untersuchung von Bogen und Wolbtragwt:rken. Berlin 
1911. - Gaber. E.: Bau und Berechnung gew6lbter Briicken und ihre Lehrgeriiste. Berlin 
1914. - Schach terle. K.: Beitrage zur Berechnung der irn Eisenbetonban iiblichen elastischen 
Bogen und Rahmen. Berlin 1914. - Farber: Statische Berechnung von Gew6lben. Dtsch. 
Bauztg.1915 S.156. - Derselbe: Rasche Errnittlung der Formen und Normalkrafte von 
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Gewolben. Dtsch. Bauztg. 1915 S. 6. - Schiirch, H.: WarmeeinfluB und Warmebeobachtungen 
bei Betongewolben. Arm. Beton 1916. - Hawranek, A.: Berechnung von Bogenbriicken bei 
raumlichem Kraftangriff. Beton u. Eisen 1918. - Ders«:lbe: Nebenspannungen von Eisenbeton
bogenbrii-:ken. Berlin 1919. - StraBner, A.: Neuere Methoden zur Statik der Rahmentrag
werke und tier elastischen Bogentrager Bd. 2. Berlin 1921. - Neumann, G.: Bogenform und 
Momentenbild. Beton u. Eisen 1922. - Pirlet, J.: Kompendium der Statik der Baukonstruk
tionen Bd.2. !:erlin 1923. - Proksch, E.: Beitrag zur Querschnittsbemessung der Beton
gewolbe. Beton u. Eisen 1923. - Do::rselbe: Der EinfluB elastischer Widerlager auf den ein
gespannten Bogen. Beton u. Eisen 1923. - Craemer, H.: Der EinfluB einseitig verschieden
schwerer Hinterfiillung auf elastische Gewolbe. Beton u. Eisen 1924. - Kasarnowsky, S.: 
Zur Statik eingespannter Gewolbe. Bauing. 1924. - Hartmann, F.: Die genauere Berechnung 
gelenkloser Gewolbe und der EinfluB des Verlaufs der Achse und der Gewolbestarke. Leipzig 
u. Wien 1925. - Kogler, F.: Gewolbetabellen, 2. Auf I. Berlin 1928. - Gesteschi, Th., u. 
J. Melan: Bogenbriicken. Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 11 4. Auf I. Berlin 1932. - Bergdorier, 
E.: Der Eingelenkbogen. Berlin 1929. 

57. Die Beziehung zwischen Bogenform und Formanderung. 
Die Mittellinie eines Bogentragers wird in der Regel nach der Mittelkraftlinie 

fUr Eigengewicht oder nach der Mittelkraftlinie fUr Eigengewicht und der halben 
gleichformigen Nutzlast p bestimmt. Diese Form andert sich jedoch mehI' oder 
weniger infolge der Verkiirzung der Mittellinie, hervorgerufen durch die e1astischen 
Eigenschaften des Baustoffs, durch die physikalischen Vorgange beirn Erharten, 
durch Temperaturwechsel und durch die Bewegung der Widerlager. Daher entstehen 
neben den Langskraften auch Biegungsmomente, die irn Scheitel des Zweigelenk
bogens und irn Scheite1 und Kampfer des eingespannten Bogens am groBten sind. 
Sie lassen sich beim Ausriisten durch bauliche MaBnahmen vermeiden, welche die 
~ Verkiirzung der Mittellinie ausgleichen und damit die senk-

o ~ rechte Verschiebung des Bogenscheitels verhindem. Die 
I ~z:.. ~ I Mittellinie des Bogens ist dann auch nach AbschluB der 

{.-:-.- ;r1~--+ - Verformung Mittelkraftlinie der ausgezeichneten Belastung. 
_ -:--::______ Die relative Verschiebung der Ufer des Scheitelquer-

schnitts -c eines eingespannten Bogentragers mit und 
l-l+<fZ-----l ohne Scheitelgelenk ist 

Lll*=Hllf :~ -a.etl -I- Lll-/(qJa-qJb). (Abb.536a) (850) 

Danach sind die Ufer des Scheitelquerschnitts c eines 
b 

-eingespannten Bogentragers mit und ohne Scheitelgelenk 
beim Ausriisten urn den Betrag Lll* gegenseitig zu ent
fernen. Der Anteil aus der Verdrehung der Widerlager falIt 
beirn Zweigelenkbogen weg. Die relative Verschiebung der 
Ufer des AnschluBquerschnitts des Zuggliedes eines Zwei

gelenkbogens ist mit (l + Lll*) > I 

LI . f ds H.l - 1*=H --lXtl+----
II EF e E,F, ' (Abb.536b) (851) 

urn die Biegungsmomente aus der Langenanderung von Bogen und Zugglied zu 
vermeiden. 

Der Ausgleich wird beirn Ausriisten des beiderseits eingespannten Bogentragers 
durch Druckpressen erreicht, welche im Bogenscheitel eingebaut werden. Sie liegen 
beim Ausriisten des Zweigelenkbogens mit Zugband hinter dem Bogenkampfer, 
urn hier zunachst die Langskraft des relativ zum Bogentrager beweglichen Zug
gliedes aufzunehmen und diesem zuzufiihren. Dabei wird die Reckung des Zug

,gliedes und die Verkiirzung des Bogentragers ausgeglichen, so daB in der Fahrbahn 
keine Nebenspannungen aus der Formanderung der Haupttrager durch Eigen
gewicht entstehen (Beispiel S.519). 
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Der EinfluB der Fonnanderung auf den ~pannungszustand der drei statisch 
unbestimmten Bogentrager kann auch durch UberhOhung der Mittellinie urn ..1/* 
und durch vorlaufige Anordnung dreier Gelenke ausgeglichen werden. Der Betrag 

..1 r = L1Z* ,ZI/2 f (852) 

hangt naturgemaB von bestimmten Annahmen iiber die physikalischen Eigen
schaften von Baustoff und Baugrund ab und kann nachtraglich nicht mehr geandert 
werden. Die Bewegung der Gelenke und der hierfiir notwendige Spielraum lassen 
sich leicht nach Abschn. 18 berechnen. 

Verlagerung der Bogenachse. Urn die besonderen baulichen MaBnahmen beim 
Ausriisten der Bogentrager zu umgehen. ist mehrfach versucht worden. die Mittel
kraftlinie mit den Ordinaten Y als Mittellinie des Bogentragers durch eine Linie 
mit den Ordinaten Y = Y + ..1 y zu ersetzen. deren Biegungsmomente aus der 
Fonnanderung durch Eigengewicht und Schwinden des Baustoffs kleiner sind als 
bei der MitteHinie y (Abb. 537). 

Zahler und Nenner des Ausdrucks (817) fiir Xl konnen ebenso wie auf S. 513 in 
die Anteile 6;0' 6;1 aus den Biegungsmomenten und in die Anteile 61 t. 6~0. 6~1 aus 

laBt sich neben der Bogenkraft Xl (N. M. t) auBer- ~ 
Schwinden und Langskraft zerlegt werden. Darnach j+dY 
dem noch die Bogenkraft Xl (M) = 6;0/6;1 an- .£ I + I '\ ~:r: 
schreiben. Sie ist gleich der Kraft HQ' wenn die Mit- C ~b" 
tellinie des Tragers mit der Mittelkraftlinie fUr die I ~ (. ~ "'-1./; I 
ausgezeichnete Belastungq. HQ zusammenfallt. Danun !P!/.' I : 

Xl (N. M. t) < Xl (M) ist und daher nach S. 524 im Be- Je - - -~- - -t -'1 I 
reich des Scheitels positive. im Bereich des Kampfers ! ;:.,,'" ~ : t I 
negative Biegungsmomente entstehen. so kann an t-.-1. ." 1-. .-I~ 
Stelle der Mittelkraftlinie y mit Xl (M) = HQ eine ~ i ~: 
Mittell~ie y = ~ +:. ..1 y mit einer groBeren Bogen- [. _ ' I 
kraft Xl (M) = 6;0/6;1 derart bestimmt werden. daB ! ~ ~ :\ I 
XdN. M. t) I':ti Ho. also J~l < 6il ist. Die Mittel- L._._._._._. b 
linie y erhalt daher unter Beibehaltung der Ordi- I ~ L,----..j 

naten Ya' Ye' Yb (Abb.537) im Scheitel und Kampfer !i-y~dy fl!/1u-o 
eine groBere und in der Mitte des Bogenschenkels cAbb.537. 

eine kleinere Kriimmung. Sie unterscheidet sich von 
der MittelkraftIinie zu q. HQ' so daB. abgesehen von den Biegungsmomenten M (q. HQ) 
des Tragers auch Biegungsmomente Mo(q. HQ) im Hauptsystem entstehen. Wahrend 
also bei der Ausriistung des Tragers mit Vorspannung durch Pressen die Biegungs
spannungen aus einem ausgezeichneten Belastungs- und Verschiebungszustand nach 
S. 552 vermieden werden konnen. laBt sich keine Funktion L1 Y (x) mit dem gleichen 
Ergebnis anschreiben. Dies liegt an dem AnteiI der Langskrafte in der Bedingung 

* 1 SN1dS 1 SMZdS . 
Ai = '2- . E F + '2 E J + J Next t ds = mm (853) 

fiir die statisch unbestimmten Schnittkrafte Xl' XS. Xa' At wird nicht bei 
M = o. INI = HQ/cosex. sondern bei INI < HQ/cosex. M =+=0 zum Minimum. Die 
Verlagerung ..1 Y der Mittellinie des Bogentragers gegen die Mittelkraftlinie Y kann 
daher stets nur eine Venninderung der groBten Biegungsmomente herbeifiihren. 

Die Funktion ..1 Y (x) ist im Scheitel mit x = 0 durch die Randbedingungen 
..1 y. d(L1 y)/dx = O. im Kampfer mit x = 11 durch ..1 Y = 0 bestimmt (Abb.537). 
Urn die Losung auf die x-Achse der vorgegebenen Mittellinie Y zu beziehen. muB 
jY(]e/J)ds = O. also auch jL1 Y(]e/J)ds = 0 sein. Urn die Biegungsmomente im 
Scheitel und Kampff'r zu begrenzen. ist ..1 Xl nach (841) Null oder der GroBe nach 
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vorgeschrieben. Fiir LI Y (x) bestehen daher fUnf Bedingungen. die durch eine Kurve 
vierten Grades. z. B. die Parabel vierten Grades. befriedigt werden konnen. Diese 
Losung ist von F. Campus vorgeschlagen worden. 

Dasselbe Ziel HiBt sich nach M. Ritter auch durch statische tJ'berlegungen 
erreichen. Die den EinfluBlinien 'Y/c. 'Y/a der Biegungsmomente des Bogentragers im 
Scheitel (e) und Kampfer (a) zugeordneten SummeneinfluBlinien C. " fUr zwei 
symmetrisch angreifende Lasten iiberschneiden sich auf einer Strecke EF mit 
negativen Ordinaten C und positiven Ordinaten " (Abb.538). Daher erzeugen in 
diesem Bereiche Zusatzlasten V. v (x) negative Biegungsmomente im Scheitel und 
positive Biegungsmomente im Kampfer. vermindern also die aus der Verkiirzung 
der Bogenmittellinie herriihrenden positiven Biegungsmomente im Scheitel und die 
negativen Biegungsmomente im Kampfer. Dieselbe Wirkung entsteht auch unter 

IfI I~ der vorhandenen Belastung q. Hq eines Bogentragers. dessen -r' Mittellinie als Mittelkraftlinie von q in Verbindung mit 
~VF einer virtuellen Belastung - v(x) und (Hq + H.,) aufge-

: zeichnet worden ist. Die Funktion v (x) ist zunachst be

11 f;-z1Jc(z) 

~ I X-1Ja,(+Z)+'h,(-:r) 

~iE-----~;------~ 
Abb.538. 

liebig. Sie wird derart gewahlt. daB sich die Biegungs
momente Mo aus (q. HQ) nicht wesentlich andern. Die 
GroBe der virtuellen Belastung v im Bereiche E F hangt 
von dem zu tilgenden Anteil der Biegungsmomente M cQ • 
M a 'I. ab. die im Scheitel und Kampfer aus der Langenande
rung der Mittellinie Y bei der Belastung q oder aus der 
Langenanderung bei Belastung. Schwinden und Stiitzen
verschiebung LIt entstehen. Nach (841) ist allgemein 

M (H v t5U +t51')(f ) M (H V 1511 +1510 ) (54) 
CQ = '1.1 + v - 1511 - Yl,O ; - aq = 'I. 1 + v - 1511 Yl.O· 8 

Die ausgezeichneten Ordinaten VEl vp einer linearen Funktion v(x) sind darnach 
eindeutig bestimmt. Die Mittellinie aus q. (- v). (HQ + H ,J wird im Sinne der 
Bemerkung auf S. 553. verglichen mit derjenigen fUr q. HQ' im Bogenschenkel ge
streckt. so daB die Kriimmung am Scheitel und Kampfer zunimmt. 

Die Untersuchung besteht aus folgenden Teilen: 
1. Mittelkraftlinie fUr die vorgeschriebene Belastung q. HQ mit den Ordinaten 

Yl q = MOQ/Hq . (855) 

2. Berechnung von M cQ • MaQ nach (854). Annahme iiber denzu tilgendenAnteil 
und Berechnung von VEl vp aus der Bedingung 

B F 

LI MCQ +.r C v dx = 0, 
F 

LlMaQ +i"vdX=O. (856) 

3. Mittelkraftlinie fiir die virtuelle Belastung 

Yh = Mo"/H,, . (857) 

4. Ordinaten )it der gesuchten Mittellinie oder Verlagerung LI Y = Yt - Ylfl 

- Mo. + MOv 
Yt = H.+H. ' (858) 

M O" und H" sind negativeinzusetzen. da die virtuelle Belastung v (x) zur vorge
schriebenen Belastung q(x) entgegengesetzt gerichtet ist (Rechenvorschrift S.555). 

Die wirtschaftlich giinstigste Bogenform ist bei der ungiinstigsten Zu
sammenfassung aller auBeren Ursachen einschlieBlich Nutzlast und Temperatur
wechsel durch gleich groBe Randspannungen ausgezeichnet. welche den fiir den 
Baustoff zulassigen Grenzwert erreichen. Sie wird aus vorgegebenen Abmessungen 
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derart bestimmt, daB in r Querschnitten die Bedingungen 
maxMku 

-(10= ---w. 
erfiillt sind. Dies ist fiir 

*_ \,ax ~ax. 
X -X+L.;ay"fJY"+L.;aJ"fJ]", 

(859) 

(860) 

(861) 

der Fall, so daB bei Vernachlassigung der hoheren Potenzen 2 r lineare Gleichungen 
mit 2 r unbekannten geometrischen Bestimmungsstiicken fJ y", fJ]" entstehen. Die 
Losung ist durch allmahliche Annaherung einfacher. Die Bedingungen (860) werden 
dann zunachst fiir die einzelnen Querschnitte (h) erfiillt, so daB bei Bogentragern 
mit W 0 = W u folgende Gleichung entsteht. 

- HllfJ y .. + max M ku = + HllfJ y" + I min M ko \ ' 

_ fJ _ iminMk.l-maxMh 
y,,- 2H. . (862) 

Darin enthalt min M kO den Anteil aus Eigengewicht, N utzlast, Schwinden, Tem
peraturabfall (t), Ausweichen der Widerlager (fJl), max M ku den Anteil aus Eigen
gewicht, Nutzlast und Temperaturzunahme (t). y + fJ y" ist die Ordinate der ver
besserten Bogenform. 

Bestimmung der Mittellinie eines beiderseits eingespannten Bogentragers mit 
Me .... 0, M1c .... o. 

Als Beispiel dient der Bogentrager mit einer Kettenlinie als Achse und n = 0,4 nach S. 538. 
(Abb.520). Die Einflul3linien der uberzahligen Grtil3en und die Stiitz- und Schnittkrafte aus 
Eigengewicht sind bekannt und werden ubernommen. 

1. Einflul3linien der Momente im Kampfer und Scheitel. 

M.= 11].=X1 Yl,O-X2 -Xa , 
M, = 11]. = M o, - X 1 Y2,O - Xa (Abb. 540), 

2. Summeneinflul31inien der Kampfermomente und 
Scheitelmomente fur zwei symmetrisch angreifende Ein
zellasten (Abb. 539). 

M a 2: = 1 • " = 1]. (~) + 1]. (- ;) , } 

Me 2: = 1 . C = 1]. (;) + 1]. (- ;) 
(Abb. 541). Abb.539. 

11« I -----t-, ~ 
U5 _ 

. Iii 
'l'" 

Abb. 540. Die Einflulliinien der Biegungsmomente 
des Bogentrligers im Kampfer ('1.) und Scheitel ('1,). 

*~ ~t 
L--t""<,.-"..~ I I 

FI 

Abb. 541. Die Summeneinflulliinien der Kampfer· 
momente (,,) und Scheitelmomente (;) fiir zwei 

symmetrisch angreifende Lasten. 

2 
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m 

0 

3 
4 
5 

9 
10 

¢ 1J. ¢ 1J. ¢ 1J. "'" 
±o.o 1.49159 ± 0.0 1.49159 ± 0.0 + 1.44934 + 2.983 18 

- 0.3 - 0.279 15 + 0.3 + 2.04547 ± 0.3 + 0.05682 + 1,766 32 
- 0.4 - 0.932 56 +0.4 + 1.89128 ± 0.4 - 0.136 79 + 0.958 72 
- 0.5 - 1.499 27 + 0.5 + 1,59751 ± 0.5 - 0.22220 + 0.09824 

- 0.9 - 1.134 20 +0.9 + 0. 10490 ± 09 - 0.027 10 - 1.02930 
- 1,0 =t= 0.00000 + 1.0 + 0.00000 ± 1.0 =t= 0.00000 =t= 0.00000 

3. Klimpfer- und Scheitelmoment aus Eigengewicht. 
Nach II. 5. c) S.542 ist: M •• = - 6,07532. M •• = + 1,82462. 

e .. 
+ 2.89868 

+ 0.II3 64 
- 0.27358 
- 0.44440 

- 0.054 20 
=t= 0.00000 

4. Berechnung von II (x). V aus (856) und aus d'er Bedingung M. ~ O. M. ~ O. 
LlM •• =M ••• LlM •• =M ••. Mit Simpson (S. 95) ist: 

'+ 6,07532 = 0,45733 [0,09824 va + 2.0,958:2 va + 2·0,95872 va + 1,76632 vaJ.· 

- 1,82462 = 0,45733 [- 0,44440 va - 2·0,27358 va - 2·0,27358 V3 + 0,11364 vs] . 

V5 = 3,21649. ~3 = 1,84616. nach linearer Einschaltung: v, = 2,53133 ; 

c c 
Va = 6" (2 va + v,) = 2,04984. Va = 6" (v, + 2 v3) = 1,42314. 

6 
A. =I V ... = 6,94597. 

3 

5. Mittelkraftlinie nach (135) fiir die virtuelle Belastung 1.'(- V",). 

/ 
- 56,31940 MO,I(-V) 

H.=Mo •• I(-V) 1= 4,12 =-13,66976, Ylv= H. 

6. Mittelkraftlinie aus Eigengewicht (qt. q.) nach (538). 

H. = 84,247 t (S. 542) . YIo = Yl = 1 - Y2' Yz (S. 540) . 

7. Verlagerung Lly und Ordinaten ,\ der gesuchten Mittellinie. 

H. - 13,670 
H. + H. 84,247 _ 13,670 = - 0,193689, 

LI y = - 0,193689 (Y1o - }'la). Yl = Y10 + LI}' (Abb. 542) . 

e x c P Vo Vo,c 

0 13.720 - (6.94597) - -
- 1,0 

. 
13.720 0 6.94597 - 0.00000 

- 0.9 12.348 1.372 - 6.94597 9.529 87 
- 0.8 10.976 1.372 - 6.94597 9.529 87 

- 0.5 6.860 1.372 2.049 84 6.94597 9.529 87 
- 0.4 5.488 1.372 3.472 99 4.8961 3 6.71749 
- 0.3 4. II6 1.372 1.423 14 1.423 14 1.952 55 

0.0 0.000 1.372 - 0.00000 0.00000 

(Abb. 542). 

Mo. 

-
0.00000 
9.529 87 

19.05974 

47.64935 
54.36684 
56.31939 

56.31939 
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-:- 1,0 - 0,9 - 0,8 I - 0,7 - 0,6 - 0,5 - 0,4 - 0,3 - 0,2 - 0,1 

0,000 1,002 1,8041 2,442 2,945 3,337 3,636 3,855 4,004 4,091 
0,000 1,062 1,884 2,510 2,975 3,308 3,569 3,803 3,982 4,086 
0,000 + 0,060 + 0,080 + 0,068 + 0,030 - 0,029 - 0,067 - 0,052 - 0,022 - 0,005 

8. Nachprtifung der Ergebnisse. Eine Nachrechnung ergibt, daO die Bedingungen 
M. f'>I 0; Mo = Mb f'>I 0 nahezu erftillt sind (Abb.542). Der Grad der Annl!.herung hl!.ngt von 
der Rechengenauigkeit ab. 

a 

I . r /~ - -~,.;o;;-"""'("'''''''';""",''';;1 
v_ f Abb. 642. 

Fl!.rber: Der Gewolbebau. Neue Hilfsmittel ftir Berechnung und Bauausftihrung. Berlin 
1916. - Ostenfeld, A.: Die gtinstigste Bogenform fiir statisch unbestimmte BOgen. Beton 
u. Eisen 1923. - Proksch, E.: Verfahren zum Aufsuchen der Bogenlinie gleicher Anstren
gungen. Beton u. Eisen 1924 S. 33. - Ritter: Die Formgebung von Briickengewolben. Beitrag 
zum lnteroat. Briickenbaukongr. in Ztirich 1926. - Krebitz, J.: Die gtinstigste Form sta
tisch unbestimmter Bogentrager. Verhandlg. des 2. Internat. Kongr. f. Techn. Mech. Ztirich 
1927 u. Beton u. Eisen 1927 S. 199. - Kogler, F.: Die Formgebung der aingespannten Brticken
gewolbe. Bauing. 1928 S.98. - Miozzi, E.: Die rationelle Bestimmung der Sttitzlinie in Ge
wolben. Bericht tiber die 2. Internat. Tagung f. Brtickenbau und Hochbau. Wien 1929. -
Campus, F.: La fibre moyenne des grandes voutes hyperstatiques. Beitrag zum Internat. 
Briickenbaukongr. in Liittich 1930. - Krebitz, J.: Die neue Wandau-Enns-Briicke. Beton 
u. Eisen 1930 S.75. - Buschmann, W.: 'Ober die Formgebung eingespannter Gewolbe. 
Bauing.1931 S. HI8. - Dischinger, F.: Beseitigung der zusatzlichen Biegungsmomente 
im Zweigelenkbogen mit Zugband. Abhandlung der Internat. Vereinigung f. Briickenbau und 
Hochbau Bd.l S.69. Ziirich 1932 u. Beton u. Eisen 1932 S. 309. - Miozzi, E.: Methode zur 
Verbesserung des Gleichgewichtszustandes der GewOlbe. Abhandlung der Internat. Vereini
gung f. Briickenbau u. Hochbau TId. 1 S.337. Ziirich 1932. - Mehmel: Bericht iiber Mes
sungen bei Anwendung des Gewolbeexpansionsverfahrens beim Bau der Briicke iiber den 
RoguefluD. Bauing. 1933 S.247. 

58. Erweiterung der Aufgabe. 
Die Nutzlast der Briicken wird in der Regel durch Zwischenmittel aus Erd

schiittung und Betonmauerwerk oder durch besondere Tragwerke in die Bogen
trager eingetragen. Die Fahrbahntafel wird auf die Bogentrager abgestiitzt oder 
daran aufgehangt und bei der statischen Untersuchung in der Regel derart ideali
siert, daB die Schnittkrafte der Bogentrager unabhangig vom Dberbau berechnet, 
also Auflast und Nutzlast dem Bogentrager statisch bestimmt zugefiihrt werden. 
Die Schiittung gilt daher als kohasionslos, der Aufbau quer zur Fahrbahn in Streifen 
zerlegt, der Dberbau als Folge von einzelnen Tragern, die untereinander und mit den 
Pfosten frei drehbar verbunden sind. 

=f 0,0 

4,120 
4,120 
0,000 
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Diese Voraussetzung ist ganz oder auch teilweise nur in einzelnen Fallen ver
wirklicht worden. Die Fahrbahn stutzt sich vielmehr auf durchlaufende Trager, 
deren Zwischenstutzen mit diesem frei oder elastisch drehbar verbunden sind, 
so daB Bogentrager und Oberbau elastisch voneinander abhangen. Urn die Berech
nung zu vereinfachen, werden die Formanderungen der Bogentrager bei der Unter
suchung des Oberbaues vernachlassigt und die Auflastm der Bogentrager durch 
den Oberbau statisch bestimmt angenommen. Der elastische Zusammenhang von 
Bogentrager und Fahrbahn entlastet in der Regel den Bogentrager und erh6ht die 
Spannungen des Oberbaues. Urn diese Nebenspannungen zu erfassen, liegt es nahe, 
die biegungssteifen Randtrager der Fahrbahntafel dem Haupttragwerk einzu
gliedern, dafUr aber auch den Baustoff der Bogentrager wirtschaftlich auszu
niitzen. 

Diese Entwicklung des Tragwerks wird darnach einerseits durch den biegungs
steifen Bogentrager mit schlaffem Streckgurt (Abb. 543a und b) andererseits durch 
die Verbindung eines biegungssteifen Strecktragers mit einer Stabkette begrenzt 
(Abb. 543c und d), deren Elemente aIle in Langskrafte erhalten und daher nur die 

fUr die Stabilitat notwendige Biegungs-
b steifigkeit besitzen. Dazwischen liegen 

Abb.643. 

Tragwerke mit biegungssteifem Bogen 
und biegungssteifem Strecktrager, die 
dann auch beide an der Obertragung 
des Momentes aus den auBeren Kraften 
am Tragwerk beteiligt sind (Abb. 543e 
und f). Die Belastung aus Fahrbahn und 
Nutzlast wird beiden Gurten durch 
senkrechte, frei drehbar angeschlossene 
Pfosten zugefuhrt. Der biegungssteife 
AnschluB (Abb. 543g und h) erzeugt 
in den Pfosten neben Langskraften auch 
Querkrafte und dadurch eine Entlastung 
der Gurte von Biegungsmomenten. Diese 
ist bei schragen Verbindungen (A bb. 543 k 
und I) oder schragen und senkrechten 
Verbindungen beider Gurte noch groBer. 
Das Tragwerk wird zum Fachwerktrager 
mit biegungssteifen Gurten, in denen 
die Biegungsspannungen nur Neben

spannungen bedeuten. Urn nicht die schOnheitliche Wirkung der Bogentrager 
mit angehangter Fahrbahn durch die Oberschneidung starker Wandglieder bei 
schrager Blickrichtung zu beeintrachtigen, sind schlaffe Stabe aus Stahl ver
wendet worden, die nicht in der Lage sind, Druckkrafte zu ubertragen, sondern 
dabei elastisch ausschalten. Die Gliederung des Tragwerks ist urn so weniger 
veranderlich, je gr6Ber das Eigengewicht der Fahrbahn im Verhaltnis zur Nutz
last ist. 

Die Fonn der Trager wird in der Regel derart gewahlt, daB die Pfosten und 
Bogenstabe bei Eigengewicht im wesentlichen nur Langskrafte erhalten. Die Mittel
linie des Stabbogens ist dann die Mittelkraftlinie aus Eigengewicht. Zur Berech
nung dienen die Methoden der Abschnitte 24ft. Wenn dabei auch keine sachlichen 
Schwierigkeiten entstehen, so ist die Zahlenrechnung bei steif angeschlossenen 
Pfosten sehr umfangreich und fehlerempfindlich. Sie wird nach S. 485 bei gelenkig 
angeschlossenen Pfosten bereits wesentlich einfacher und bietet in den Beispielen 
Abb. 543d und i auch in fonnaler Beziehung keine Schwierigkeiten mehr. Der Ein
fluB gelenkig angeschlossener Hangestangen auf die Schnittkrafte eines Bogen-



59. Durchlaufende Bogentrager. 55!:! 

tragers mit biegungssteifem Zugband' oder Strecktrager ist auf S. 270 abgeschatzt 
worden. 

Bleic h. F.: Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke mit der Methode des Vier
momentensatzes, 2. Auf!. Berlin 1925. - Girkmann, K.: Berechnung von Rahmen-Bogen
tragern mit beliebigen Gurtquerschnitten. Stahlbau 1929 S.253. - Maillart: Le!chte Eisen
betonbrUcken in der Schweiz. Bauing. 1931 S. 165. - Nielsen, O. F.: Bogentrager mit schrag
gestellten Hangestangen. Abhandlung d. Internat. Vereinigung f. BrUckenball u. Hochbau 
Bd. 1 S. 355. ZUrich 1932. 

59. Durchlaufende Bogentrager. 
Die Mittellinie der durchlaufenden Bogentrager des Briicken- und Hochbaues 

ist stetig gekriimmt oder geradlinig gebrochen. Die Trager sind iiber den Stiitzen 
starr oder frei drehbar verbunden und stiitzen sich auf Pfeiler oder senkrechte 
Pfosten. Die Stiitzenquerschnitte sind starr oder frei drehbar, beweglich oder 
unverschieblich, elastisch drehbar oder elastisch verschiehlich angeschlossen, so 
daB der wesentliche Anteil des Widerstandes entweder den Pfost en oder den Riegel
staben des Tragwerks zufallt. 

1st die Formanderung der Pfeiler ohne Ein
fluB auf den Spannungszustand der Trager, so 
werden die Schnittkrafte am einfachsten aus 
den geometrischen Bedingungen fiir die Form
anderung cines statisch bestimmten oder un
l:>estimmtcn Hauptsystems abgeleitet. Diese 
Rechnuug verdient auch in allen anderen 
Fallen den Vorzug, wenn das Losungsergebnis 
nicht durch ungiinstige Fehlerfortpflanzung 
beeintrachtigt wird. Als statisch unbestimmte 
Hauptsysteme dienen die Rahmen und Bogen
trager, deren Schnittkrafte aus den Tabellcn 
in Abschn. 55, 56 und 61 bekannt sind oder 
iii erster Stufe mit dreigliedrigen Bedingungs
gleichungen angegeben werden konnen. 

1. Der durchlaufende Bogen mit frei 

Abb.544. 

Abb.545. 

dreh barer Verbindung der Trager iiber den beweglich gelagerten Zwischenstiitzen 
ist einfach statisch unbestimmt. Die Bogenwirkung ist gering, da die Verschiebung 1510 

aus der Belastung eines Feldes ebenso groJ3 ist wie beim Zweigelenkbogen, dagegen 
die Verschiebung 1511 mit der Anzahl der Felder wachst (Ahb. 544). 

2. Der durchlaufende Bogen mit starrer Verbindung der Trager und beweg
licher Lagerung der Zwischenstiitzen kann aus der Formanderung eines statisch 
bestimmten oder statisch unbestimm- .. : 
ten Hauptsystems berechnet werden. . . 
Das eine besteht aus der Reihe ein- ~ . ~ . , . . " ,..". .' 

facher Trager, das andere ist ein durch - Abb. 546. Durchgehender Bogentrager auf frei drehbaren 
laufender Balkentrager mit der Bogen- Stiitzpunkten mit oder ohne Scheitelgelenk. 

kraft Xn als iiberzahliger GroBe (Abb. 
545). Die statisch unbestimmten Schnittkrafte des Hauptsystems konnen daher 
nach Abschn. 4 i mit einer Gruppe dreigliedriger Bedingungsgleichungen abgeleitet 
werden. Damit sind die Biegungsmomente M&n-11, M~n-l) also nach (305) auch die 
Verschiebungen b~no-l), b~nn-l) bestimmt, so daB 

Xn = 15~no-l)/c5~nn-l) und M = M&n-l) - Xn M~n-l). 

3. Der durchlaufende Bogentrager mit frei dreh bar en , aber un verschie b
lichen Zwischenstiitzen kann aus den geometrischen Bedingungen fUr die Form-
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anderung eines Hauptsystems untersucht werden, an dem die Stiitzenmomente als 
iiberzahlige GraBen wirken. Der Ansatz ist dreigliedrig. Es besteht daher keine 
Veranlassung, die Schnittkrafte nach Abschn. 41 aus den Knotendrehwinkeln 

M. liir -X.=l 
Abb.547. Das statisch bestimmte Hauptsystem bei An
ordnung von ScheitelgeJenken. Die Ubef2ahligen Gronen 
sind die Stiitzenmomente. Die Bedingungsgleichungen 
lauten bei Parabelform des Bogens und bei einer Quer~ 
schnittsveranderung oach ] c : J cos ex = 1 

-Xl/~ + 4 X2(/~ + /~) - Xa /~ = 30J~'li. 

M.liir-X.=l 
Abb. 548. Das statisch unbestimmte Hauptsystern be· 
stebt bei einem Trager ohne Scheitelgelenke aus einer 
Reihe von Zweigelenkbogen. Die iiberzlihligen GroBen 
sind die Stiitzenrnomente. Die Bedingungsgleichungen 
lauten bei ParabeHorm des Bogens und bei einer Quer. 
schnittsverlnderung nach J, : J cos ex = 1 

-Xli; + 3X2(l; + /3) - Xa l ; = 24J~'1l. 

abzuleiten, denn die statischen Bedingungsgleichungen (583) mit "Pc = 0 sind 
ebenfalls dreigliedrig. Dagegen laJ3t sich leicht dabei erkennen, daB der Span~ 

I 
I 

~ 
: .':1.0' "'i'f" 

Abb.549. 

nungszustand eines Abschnittes von dem 
der anschlie13enden Felder weniger ab~ 
hangt als beim durchlaufenden Balken
trager und daB die starre Einspannung 
derTragerenden die Zerlegung des Tragers 
in statisch voneinander unabhangige Ab
schnitte bedeutet (Abb. 546 bis 548). 

4. Der durchlaufende Bogentrager 
mit Pfosten auf frei drehbaren 
Enden laBt sich aus den geometrischen 
Vertraglichkeitsbedingungen des statisch 
bestimmten Hauptsystems Abb. 549 
berechnen. Der Ansatz erl4alt foIgende 
Form: 

Abb.550. 

Je nachdem die Rahmenstellung nar'} Abb. 550a oder b abschlieBt, gilt in 
Abb. 550c die vollstandige Matrix oder ihr umrandeter Kern. Der Ansatz wird 



59. Durchlaufende Bogentrager. 561 

nach S. 219ft. aufgelost. Der Abschlul3 der Rechnung nach S. 252 bedarf keiner 
ErHiuterung. Dasselbe gilt bei Verwendung eines statisch unbestimmten Haupt
systems nach Abb.551, dessen Spannungszustand fUr jeden Belastungsfall nach 
den Tabellen Abschn. 61 angeschrieben werden kann. Bei Symmetrie des Stab
netzes entsteht dann die folgende Rechenvorschrift: 

Das Hauptsystem ist einfach statisch unbestimmt und die Bogenkraft H des 
mittleren Abschnitts iiberzahlige Grol3e der ersten Eliminationsstufe. H = Y a . Sie 
ist bei antimetrischer Belastung des 0) Abmessungen 
Hauptsystems Null oder statisch be
stimmt. Aus den symmetrisch liegen
den statisch unbestimmten Schnitt
kratten der zweiten Eliminationsstufe 
(Abb. 551 b) werden nach Abschn. 28 
folgende Gruppenlasten gebildet: 

X1 = X.+Xd X2 = Xc. -Xd 
2 2 

X3= Xb+X, X4 = Xb - X, 
2 2 

Nach Tabelle 45 ist fiir den mittleren 
Rahmen (h = J ,/3). x = 0.1333. q; = 0.45. 
I' = 26.9430 \lnd mit den Werten cfi fiir 
- Xl = 1: H = - W cfi = + 0,25 . 0,227 

= 0,0567 t, 

M 1 
-cfi=-0,724 
h 4,0 

-Xa=l: H 

= 0,1810 t, 

1 
- XI = 1: H. = - H b = --,; = 0,25 t, 

-X,=I: H=O. 

Bei gleichformiger Belastung der Endfeldel 
ist H = O. bei gleichformiger Belastung 
p = 3 t/m des mittleren Abschnitts (Abb. 
552) nach S. 583 

H = ~ A cfi = 3 . 10,0 .. ~ . 0 505 = 4 731 t 
8 8 4' ,. 

Der symmetrische (1) und antimetrische (2) 
Anteil w/2 einer waagerechten Belastung 
w = 0.75 tim des linken Endpfostens (Abb. 
553) liefert nach S. 584 

U' 4 
(lIH = - W cfi = - -- .- cp 

2 2 
= - 0,75·0,227 = - 0,170 t, 

W 0,75 
(21Hb = - (2IH. = '2 = -2- = 0,375 t. 

B 
b)Houplsyslem 

c) Beloslungszusland -"1-1 

e) 8eloslungsz(Jsland -.iJ-1 

Abb. ~:;1 . 

Damit sind die Schnittkrafte des Hauptsystems aus der vorgeschriebenen Belastung (Abb. 554) 
und aus -Xl = 1 usw. bekannt. so daB die Verschiebungen 0111. 011/. 0116 des Hauptsystems 
nach S. 161 angegeben werden konnen. 

Symmetrischer Anteil Antimetrischer Anteil 

Xl Xs X g X, 

19.937 3.000 

7.263 3.000 10.000 

Beyer, Baustatik, 2. Autl.. 2. Ncudruck. 36 
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5. Die durchlaufenden Bogentrager auf elastisch drehbaren Stutzen mit 
frei drehbaren oder eingespannten Enden lassen sich nach einheitlichen 
Regeln untersuchen, wenn die Langskrafte im Bogenscheitel als tiberzahlige GraBen 

8. 

IIlIIiI!IlIIlIlI!i'ilitlll:hlil!i iii 't-p-J tim. 

b 

I IIIII!'!!I" illllI!I!!11l1iji@liljl-p-Jt!m 

Abb. 552. 

einer zweiten Eliminationsstufe bestimmt werden, so daB die statisch unbestimmten 
Sttitzenmomente des Tragers zunachst in einem durchlaufenden Balkentrager er
scheinen und nach Abschn. 47 fur die vorgeschriebene Belastung und die auBeren 
Be/{fstvn.1, des /inken re/des mil p-.1,O tim Krafte - Xa = 1 usw. aus drei-

(:::: gliedrigen Bedingungsgleichun-
\:::- gen hervorgehen. In jedem Falle , /-

iTTTIi,AW~/~~F=-~~ __ --I,;:-...,~·-o,9J entsteht dann die folgende 
Rechen vorschrift: 

Be/{fstung des Mi/klTe/des mit p -.1,0 tim 

Die geometrischen und 
elastischen Eigenschaften des 
Stabnetzes (Abb. 555) werden 
maglichst einfach gewahlt, urn 

~ - .r, 
.... 

-o,.wIF""""-;t~~~~amrfrmrw"~~~i;-4-49'1 1-

11 

Abb.654. 

bj H(1(/pl:tymm 

Abb.555. 

.r. 

iibersichtlich zu rechnen. Die Mittellinie des Tragers wird daher als Parabel ange
nommen, fur die Querschnitte gilt I,ll cos 0: = 1. Die Querschnitte des Zwischen
pfeilers mit 11111 sollen mit n = 10": 1 ... 11 die Funktion IOIIIlIIII = 1 - (1-n)y2jh2 
erfilllen. Die waagerechte Verschiebung Ell und die Verdrehung e2l des Stiitzen
kopfes durch eine waagerechte Kraft 1 ist daher im statisch bestimmten Haupt-



3 

4 

6 

7 

9 

59. Durchlaufende Bogentr:!.ger. 563 

system nach Abschn. 18 

f 2 I. d h2 h' (2 + 3 ) f I. h h' 
Ell = Y T Y = 15- 1t , EIlI = Y T ds = "4 (1 + n). 

Ein Kraftepaar 1 am Stiitzenkopf fUhrt zur Verdrehung 

E22 = f 1- dy = ~ (2 -+- n), h' = h f.·A . 
Das Tragwerk zahlt neun statisch unbestimmte Schnittkrafte, von denen die 

Langskrafte X 2 , X 6 , Xs im Scheitel der Bogentrager in einer zweiten Stufe be
rechnet werden, so daB die erste nur die Einspannungsmomente eines sechsfach 
statisch unbestimmten Balkentragers als iiberzahlige Gr6Ben enthalt. Sie werden 
durch Xi6 ) = Y l' •• X~Il) = Y 6 bezeichnet und fUr die vorgeschriebenen Belastungen 
P, - X 2 = 1 aus dem folgenden Ansatz berechnet: 

Die 6 EI./l'fachen Betr:!.ge der Ver- Y1 Y 2 Ya Y, Y 6 Ye 
schiebungen sind 

0'11 = 2, 

.<1 6 
U23= -I En· 

Mit I = /' = 24,0 rn, h = 21,0 rn , 
I. = 0,018 rn', loA = 0,0833 rn', 

JuA = 0,667 rn', 
n = 0,0833/0,667 = 0,125, h' = 4,54 rn 
nach Abb. 555 ist 

En = 317,0, Ell = 26,8, Ell = 3,21, 
b~2 = 2,8025 • 15;3 = - 0,8025 . 

Bedingungsgleichungen der ersten Stufe: 
Y1 Y. Y 3 

2 1 

3 1 2,8025 - 0,8025 

4 - 0,8025 2,8025 

6 I 

7 

9 

Konjugierte Matnx nach Abschmtt 29: 

2 

4 

6 

7 

9 

t5n 012 
I--------

15 21 bu 023 

I-------
OS2 1533 

------
15'3 

I-------

------

I 

2,8025 - 0,8025 

- 0,8025 2,8025 

1 

-~ -~ -~ -~ -~ 

--

--
034 
--

Ou 
--

054 
--

I 

2 

.. - 0,394501 +°,333525 - 0,396 385 +°,348534 - 0,500000 --+ 

+ 0,622859 -0,245718 -0,081 953 +°,°32 485 +O,OII 322 - 0,005 661 

--.-

--I-

--I-
046 
----

1555 06e 
----

086 • 088 

t 
I 

- 0,500000 = - "11 
-0,245718 +°,491437 + 0, 1639°7 - 0,064970 -0,022644 + 0,01 1322 

- 0,081 953 + 0, 163907 +°,47° 274 - 0,186410 - 0,064970 +°,°32 485 

+°,°32 485 - 0,064970 - 0',186410 + 0,4702 74 +°, 1639°7 - 0,081 953 

+O,OII 322 - 0,022644 -0,064970 +°, 1639°7 +°,491437 -0,245718 

- 0,005 661 +°,011322 +°,°32 485 - 0,081 953 -0,245718 + 0,622859 

3 4 6 7 9 
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Die Belastungszahlen !5.to = 6 !5koll sind fiir 

!5~0=21= 16,0, 
6 

!5~o = 2 1 - T El2 = 9,30 , 1530 = ~ El2=6,70. 

-Xa=l: !5~O= ~ E12=6,70, 
6 

1530 = 2 1 - T E12 = 9,30 = !5~o , 6 
!5~o = T E12= 6,70, 

-Xs=l: 
6 

1560 = 21 - T E12 = 9,30, !5eo = 21 = 16,0. 

Infolge der Symmetrie wird daher nach (412) 

Yll = Yea = 7,13148, 

Yn = Yas = -1,33282, 

Yll = Yu = - 2,03050, 

Y21 = Y68 = 1,73705, 

Yn = Y 28 = -0,04356, 

Y2a = Y 1$ = 4,36445, 

Y 31 = Y,~ = 3,36421, 

Yll = Y 18 .= 0,23237, 

Y" = Y" = 3,30281. 

Abb.556a zeigt die MomenteM~8) infolge von -XI = I, 
das Spiegelbild die Momente M~8) infolge von - X 8 = I, 

~ Abb. 556 b die Momente M~8) aus - XI = 1. Darnach 
';'1!....----:;;;~!lIl!l:iI:I_....;~--_~!1 k6nnen bei den einfachen elastischen Beziehungen 

(J, IJ cos a.) des Riegels die Biegelinien !5~~)., !5~~~, !5:!~ 
unrnittelbar nach Tab. 12 angeschrieben werden. Das
selbe wiirde auch bei einer vorgeschriebenen Be
lastung \l! mit !5~8J, !5lV, t5~V der Fall sein. 

b 

~ f9,J7J + 1,288 
Nom8n1e N)GJ 

?A 
~• 

L-d~~~::Ji:izz-....~~ . 
-fg,9JO -19,949 

Nomenl8 Nfl} 

Abb.556. 

Die zweite Stufe des Ansatzes dient zur Berech
nung der Lllngskrllfte X 2 , XI' Xs' Sie besteht aus drei 
geometrischen Bedingungen fiir die Formllnderung eines 
sechsfach statisch unbestimmten Hauptsystems. Die 
Vorzahlen des Ansatzes werden nach S. 161 berechnet. 
Darnach ist: . 

"(8)-fMCOIMC8) J. ds 
U llll- • 11 J 

= 24,0 [185.8,0.8,0 - ! 8,0 (7,131 + 1,737)J 

- 26,8·1,627 + 317 = + 525,036 = !5~~, 

!5~~ = 24,0 . ...!.. ·8,0 (2,031 - 4,364) + 26,8·1,061 - 317 = - 467,877 = d~~, 
. 3 

1 
!5~~) = 24,0· "3.8,0 (0,044 - 0.232) + 26,8· 1,289 = + 22,513, 

15~~ = 24,0· 185 . 8,0·8,0 - 24,0· ! ·8,0·3,303 - 2·26,8· 1,061 + 2·317 = + 973,546. 

Bedingungsgleichungen der zweiten Stufe: 

2 

5 

8 

Konjugierte Matrix: 

2 

5 

8 

XI XI 

+ 525,036 

- 467,877 

+ 22,5 1 3 

"(ft) 
U20 

+ 0,006106 

+ 0,004912 

+ 0,004 116 

- 467,877 

+ 973,546 

- 467,877 

+ 0,004912 

+ 0,005749 

+ 0,004912 

X. 

+ 22,513 

- 467,877 

+ 525,036 

+ 0,004 116 

+ 0,004912 

+ 0,006106 
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Die Fehlerempfindlichkeit des Ansatzes wird nach S. 167 gepriift. 

= ± P I I!5H DH I FW ± P 1024· 108 = ± 21 4 P 
tp D' 48 . 108 ,. 

Sie ist nach S. 168 fiir das Ergebnis ungiinstig. Berechnung der iiberzahligen Schnittkrafte: 

X 2 = P22!5~~ + PZ6!5~~ + P28!5~~· 
Einflu61inien (Xa Spiegelbild zu XI) (Abb. 557). 

XI 
X. 

Abschnitt I. 

9,3788 wp - 3,1397 wD - 3,°587 WD 
7,5448 wp - 2,3511 WD - 3,2068 wD 

Abschnitt I. 

7,5448 wp - 3,002 7 wD - 2,1054 wD 
8,830 5 wp - 2,7807 (WD + WD) 

Abschnitt 18 

X 2 6,3222 Wp - 2,7184 wD - 1,9960 wD 
XI 7,5448 wp - 2,3511 wD - 3,2068 wD 

565 

Die Losung ist bei Ausniitzung der Symmetrie kiirzer. jedoch hier mit Riicksicht auf andere 
Aufgaben aIlgemein durchgefiihrt worden. 

me 
~4~ M ~ 

t=~Al~ I Eil11fu8lin/II fUr "I <::x:> I 
me 

[~'1~ ~~"""""""':'--L-'-'--'~~~ 
Abb.657. 

Eine angenaherte Untersuchung, bei welcher die Verdrehung f/JB der Stiitzen
kopfe H als klein gegen deren waagerechte Verschiebung uB vernachlassigt wird. 
ist wesentlich einfacher. Nach S. 563 ist: 

mit 

"B = (Xk - XII) e~~l + (XII+1 - X k- 1) e~~l, 

f/JH = (Xk - XII) e~~l + (XII+1 - X k- 1) e~~l, 

Werden die einzelnen Bogentrager 111' lk wie bisher als symmetrisch angenommen, 
so lassen sich aus den statisch unbestimmten Schnittkraften X k - 1 , X k , X k+1 eines 
Abschnitts 110 (Abb. 558) nach S. 523 folgende voneinander unabhangige Gruppen
lasten bilden: 

Z - !h~l-Xti:.! 
10-1 - 2 ' 

Zk: X k in Verbindung mit Z(k+llk= -Xkybkl . 

Da auBerdem die Verdrehung der Stiitzenkopfe nach Vorschrift ausgeschlossen 
wird, sind aIle Gruppenlasten ... Z 11-1' Z 10-1' , ,Z 11+1' Z 10+1' " voneinander unab-
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hangig. Nach S.523 ist daher 

ZTc_l = b(1c-llo/b (Tc-l)(k-ll' Zk+l = b U:+ll o/b(Tc+lI (Tc+1I' 

Die iiberzahligen GraBen ZTc sind Wurzeln des folgenden dreigliedrigen Ansatzes: 

Z"bkll + Zkbkk + Z .. bk .. = bu. 

Er enthalt bei Belastung eines Abschnittes lk auBer bkO keine Belastungszahlen, 
so daB mit den Kennbeziehungen 

Z - 15k 0 

/, - - f5u "u + f5u - f5h "r t ' 

Zk= dkO +~ f5U "u+ f5tr"rt -Z +Z 
f5u f5u - f5u "u + f5u - f5 h "rt - k,O k,l' 

Abb.658. 

Matrix der Bedingungsgleichungen 

XI 

2 229,8 

5 - 93,3 

8 

Konjugierte Matrix der Vorzahlen Pu' 
d~8J 

2 + 0,005 018 

5 

8 

-

-

93.3 

323,0 

93,3 

"(8) 
u60 

+ 0,001642 

+ 0,004 0 44 

-

Der Antell Zk,l beschreibt 
demnach den EinfluB der 
elastischen Eigenschaften aller 
iibrigen Trager und Pfosten 
auf die Bogenkraft Z k' 

Urn die Brauchbarkeit der Nahe
rungsrechnung zu priifen, wird die 
B6genstellung Abb. 555 untersucht. 
ftir die bereits ein genaues Ergebnis 
vorliegt. 
Bogenform: Parabel mit 1=24,0 m, 

/ = 8,0 m, 1. = 0,018 m', 
1.11 cos a. = 1, y!Jk) = } f '. 

Pfeiler: h = 21,0 m, 

1. II 
1. = 1 - (1- n) Ji2' 

= 1. = 0,0833 = 0125 
n 1M 0,677 ' , 

£11=317,0, £12=26,8, £22=3,21, 
daher 

4 
15ft , 1 = 45 /21 = 136,53 , 

93,3 

229,8 

+ 0,000667 

+ 0,001642 

+ 0,005018 
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G1\lichung der EinfluBlinien filr die Bogenkril.fte. 

Bogen II Bogen 15 Bogen I, 

PH d",. P25 d ... & Pu d",s 

XI 
fl9 /1; " fli " fJ _9 (OO"-oo) Pu- (oop- ooR) PI' - (oop - ooR) H 3 p B 3 3 

7,7081 (oo~ - ooB) 2,5221 (oo~ - ooB) 1,0241 (oo~- ooB) 

X5 2,5221 (oo~ - ooB) 6,2II6 {(O~ - ooB) .2.5221 (oo;- ooB) 

X, 1,0241 (oo~- oo B) 2,5221 (oo;- ooB) 7.708 1 {oo; - ooRl 

Abb.559. 

lum Vergleich ist die Einflul3linie des beiderseits starr eingespannten Bogentril.gers nach S. 531 
berechnet und in Abb. 559 punktiert eingetragen worden. 

X =!5 J_ ._}_ C~C'2=!~ .L _J __ w1 • 

4 .f I+v 4 ! l+v R 

nas genaue Ergebnis steht auf S. 565 und kann nach S. 349 ebenfalls aus den Knoten- und Stab
drehwinkeln des Verschiebungszustandes abgeleitet werden. Auch hier bedeutet die Nil.herungs
rechnung mit tpn = 0 cine wesentliche Vereinfachung. die leicht im Ansatz der Lasung verfolgt 
werden kann. 

Ritter, 1\1.: I3eitrage zur Theorie und Berechnung der vollwandigen Bogentrager ohne 
Scheitelgelenk. Berlin 1909. - Marcus. H.: Studien tiber mehrfach gesttitzte Rahmen und 
Hogentrager. Berlin 1911. - Mtiller-Breslau. H.: Zur Auflasung der mehrgliedrigen Elasti
zitatsgleichungen. Anwendung auf mehrfach gesttitzte Rahmen. Eisenbau 1917 S.193. -
StraBner, A.: Der durchlaufende Bogen. Berlin 1919. - Hertwig, A.: Die Berechnung 
der Rahmengebilde. Eisenbau 1921 S. 122. - Schl1chterle, K.: Die Talbrticken der Verbin
dungsbahn Tuttlingen-Hattingen. Beton u. Eisen 1933 S.7. 

60. Der Rahmen. 
Geschlossene und offene Stabziige mit geraden oder gekriimmten, steif mitein

ander verbundenen Elementen, werden als Rahmen bezeichnet, wenn die ihnen 
'nach S. 312 zuzuordnende Stabkette beweglich ist. Die geschlossenen Rahmen sind 
statisch bestimmt oder statisch unbestimmt gestiitzt, die Enden der offenen Stab
ziige in der Regel frei drehbar angeschlossen oder eingespannt. Die Verbindung 
mehrerer biegungssteifer Stabziige liefert mehrteilige Rahmen. 

Die Schnittkrafte werden entweder nach (288) als Funktion statisch iiberzahliger 
GraBen X/c oder nach (500) als Funktion der geometrischen Randwerte f(iJ' ()/& der 
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Fonnanderung angegeben. Diese sind nach Abschn. 24ff. durch die geometrischen 
Bedingungen fUr den Verschiebungszustand eines statisch bestimmten oder statisch 
unbestimmten Hauptsystems, jene nach Abschn. 38ff. durch die statischen Bedin
gungen fiir das Gleichgewicht der AnschluBkrafte an den Stabenden eines geometrisch 
bestimmten Hauptsystems bekannt. Beide Losungen haben sich als ausreichendes 
und zuverlassiges Hilfsmittel zur Rahmenberechnung erwiesen. Trotzdem werden 
hierfiir in der Literatur noch zahlreiche andere Ansatze vorgescWagen, deren Eigen
art durch die Auswertung der geometrischen Eigenschaften geschlossener Stabziige 
und in der winkeltreuen Verformung der Stabknoten begriindet, deren Kern jedoch 
stets in den allgemeinen Methoden enthalten ist. 

Am Rahmenknoten K der Abb. 560a sind h Stabe biegungssteif angeschlossen, 
von denen k und (k + 1) dem geschlossenen Stabzuge r zugeordnet sind. Sie bilden 
den Winkel 8'l:) = 1800 - 1Xj{) +- exj{+I' Er andert sich infolge der Fonnanderung 
des Stabwerks. 

8'l:) -+ 8~) + L18~); L18~) = - L11Xj{) + L1exnl = {}/: - {}k+l. 

Die elastische Bewegung des Knotens Kist nach S. 305 durch "K' vK , fPK bestimmt. 
Die winkeltreue Verfonnung des Stabwerks am Knoten Hefert nach S.306 (h -1) 
Bedingungsgleichungen: . 

fPK = T~) + (}k = T~+I) +(}k+l oder T~+ll - T~) + {}k+l - (}k = O. (864) 

Losung a) Die Winkel beschreiben die Formanderung einer Gelenkkette I K, an 
der neben der Belastung $k noch die Stabendmomente M~), M~) als auBere Krafte 
angreifen. Die Lasten $k erzeugen allein die EIc fache Verdrehung Tn, T~~ der 
Endtangenten I, K eines beiderseits frei drehbar gestiitzten Stabes lk (Tabelle 17), 
die unbekannten Stabendmomente M~), M~) die EIc fache Verdrehung T~k, T~~. 
Die Stabendmomente werden in Dbereinstimmung mit dem Drehsinn der Winkel 
nach S. 305 im Uhrzeiger positiv bezeichnet. Die Gleichung 

(k = I, ... h - 1), (865) 

enthaIt daher 4 Stabendmomente als Unbekannte (Viennomentengleichung). Sic 
lautet bei geraden Staben mit konstantem Tragheitsmoment I k fUr 

l' 1 J. T(k) - Ik (2 M(Ie) _ M(Ie)) T(Ie) - II, (2 M(Ie) M(k)) (866) 
le=kIk' JM-(f J K' KM-6 K- J, 

I'M(Ie) 21' M(Ie)+21' M(k+l)-l' Mfk+1l+6{} 6{} +6T(k+l) 6T(k) -0 (867) k' J - k K k+l K . k+l L k+1 - . k KO - KO-

und kann ebenso fUr Stabe mit Zwischenstiitzung oder fUr gekriimmte Stabe an
geschrieben werden. Die E I c fachen Stabdrenwinkel {fk' (}k+l sind nach (526) Funk
tionen der unabhangigen Komponenten "Pc des Verschiebungszustandes. Sie' werden 
gemeinsam mit den Stabendmomenten aus den geometrischen Bedingungen (867) 
und aus den Gleichgewichtsbedingungen fUr die Schnittkrafte «5A J = 0, «5Ac = 0 
(523) berechnet. 

Losung b) Die Substitution der Stabendmomente in (867) durch Funktionen 
geeigneter statisch iiberzahliger GroBen nach Abschn. 24 und der Stabdreh
winkel {}Ie durch Funktionen der Parameter "Pc liefert die von Fr. Bleich angegebene 
Losung, bei welcher nach Elimination der "Pc (c = 1 ... f) ebenso viele Gleichungen 
als statisch iiberzahlige GroBen vorhanden sind. 

Losung c) Die Substitution der Stabdrehwinkel (}k durch die unabhangigen 
Komponenten "Pc in den geometrischen Bedingungen (864) und deren Elimination 
Hefem fUr den Rahmen mit n geschlossenen, biegungssteifen Stabziigen 3 n geo
metrische Bedingungen fUr die Drehwinkel T~). Sie konnen auf Grund der Eigenart 
der Fonnanderung geschlossener Stabziige auch unmittelbar angeschrieben werden. 
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Die Forrnanderungsenergie des Rahmens ist ebenso wie bei allen anderen Trag
werken ein Minimum, so daB fur einen biegungssteifen geschlossenen Stabzug (r) 
mit den drei statisch unbestimmten GroBen X r+1' Xr+l' X H3 nach (314) die fol
genden Bedingungen gelten: 

(868) 

Diese bedeuten mit X r+1 als Biegungsmoment des Querschnitts (r + I) und mit 
X r+2 , X r+3 als den Langskraften zweier anderer Querschnitte (r + 2), (r + 3) nach 
(162) geometrisch, daB die gegenseitige Verdrehung der Querschnitte (r + I) und die 
gegenseitige Verschiebung der Ufer der Querschnitte (r + 2), (r + 3) in Richtung 
der Stabtangente eines (3 n - 3) fach statisch unbestimmten Hauptsystems Null 
sind. 

.lCS .. ) -JM MCb) J. ds = 0 I ~+l- HI J ' 

.lCS .. ) =JM MCSfI) L~ ds + SN (NCSfI) J. + EI (X t) ds = 0 
V r+2 r+2 J r+2 Fe' ' J 

lJCSft)=JM MCSfI)J'ds+JN (NCSfI)J'+ EI (X t)ds=O r+S r+8 J H8 Fe' . 

Mit den Abkurzungen 

MCSft) ~. = IU, MCSft) ~. ds = IU ds = d~ 

und den Beziehungen der Abb. 560 fUr 

Mr+l = I, Mr+2 = a, Nr+2 = cos (X , 

.Mr+s = c, N r+3 = cosy 

lauten die geometrischen Bedingungen (869) fur t = 0 
ohne den relativ kleinen Anteil der Langskrafte: 

fad[S=O, f cd[S = o. (870) 
r 

d[S ist der E Ie fache Betrag eines Winkels, der in der 
Mechanik aIs Vektor senkrecht zur Ebene der Bewegung c 
aufgetragen wird. Daher darf IU als stetige, senkrecht zur 
Rahmenebene wirkende Linienbelastung, die relative 
Yerdrehung [SU einzelner Stabglieder in AnschluB- oder 
Zwischengelenken (g) als Einzellast angesehen werden. 
Die Gleichungen (870) bedeuten auf diese Weise das !!--. ',_ 
Gleichgewicht der parallelen fiktiven Krafte (IUCr), [S~) Abb.68O. 

an einem geschlossenen Stabzug (r) des Rahmens, da 

(869) 

die algebraische Summe und das statische Moment der Krafte fUr zwei Achsen b, d 
der Rahmenebene nach (870) Null sind. 

Dies gilt ebenso fUr die stabweise (k) Zusammenfassung der Krafte (lU cr), flB~)) 
zu den resultierenden Kraften ~(r, k) mit den Abstanden ak, Ck von den Achsen b, d 
(Abb. 560b, c) und deren Zerlegung nach den benachbarten Knotenpunkten I, K 
des Stabes k in [S~. k), [S~, k) mit 

f d[SCr) +.2 [S~) = [SCr.k) = -([S1· k ) + [S~,k) 
k k 

und 
Q1}Cr.kl'+ Q1}Cr,k+l) _ Q1}Cr) 
'WK 'WK - 'WK' 
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Die Gleichgewichtsbedingungen (870) konnen daher auch folgendermaBen geschrieben 
werden: 

(871) 

Sie bilden mit 

. ~~.k) = Q<.r.'I~) = f M j' l~ d s = T~P , 
1,k 

_~(r,k) = Q(r.k) = -fM J. ~ ds = T(k) 
K K,ID . J I" K ' 

~ h;) = _ Q(" k, + Q(" k+ 1) 
K K.1lI K,ID (872) 

in Verbindung mit (864) u. (865) Bedingungen fUr die Komponenten des Verschiebungs
zustandes oder fUr die Anderungen L1 ejfl = {) k - {) k+1 der Stabzugwinkel ejf': 

2) (T~+1) - T~») = 0, .2 CK (T~+1) - T~») = O. 
1 r 

.2 cK L1ejf) = O. (873) 
r 

Diese sind mit den geomctrischen Bedingungen (869) aquivalent. Das Ergebnis (873) 
kann nach Abschn. 21 auch unmittelbar angeschrieben werden. Dabei lassen sich 
leicht auch die Stablangenanderungen Lltk =F 0 nach (234) berucksichtigen. Die Lo
sung eignet sich im wesentlichen nur fUr Rahmenstabe mit gleichbleibendem Trag
heitsmoment. 

Urn Rahmen nach (865) oder (867) zu berechnen, werden die WinkeW.nderungen 
L1ejf' = .~jfl in den von der Belastung allcin abhangigen Anteil ~jflo = T~tl) - T~h 
und in einen von den unbekannten Stabendmomenten M!r, M~) und M~+1), M<J;+ll 
abhangigen Anteil ~jfl,'II = T~Jl) - T K'kJ zerlegt. Ihr Betrag ist fUr konstantes Trag
heitsmoment der Stabe k auf S. 112 angegeben. Als Unbekannte dienen entweder 
die Winkel oder die Stabendmomente M~l. MJI. Ihre Anzahl ist groBer als die An
zahl 3 n der verfligbaren Redingungsgleichungen, so daD diese ebenso wie bei Lo
sung a) durch die .Bedingungen iiber das Gleichgewicht der Stabendmomente er
ganzt werden miissen. Hierzu eignen sich wiedcrum am besten die Ansatze (523) 
!5A J = 0, !5Ac = 0 aus dem Prinzip der virtuellen Verruckungen. Diese Gleich
gewichtsbedingungen sind jedoch unnotig, wenn die Stabendmomente in den 
:1 n Bcdingungsgleichungen als Funktion von 3 It geeigneten statisch iiberzahligen 
GroBen X k cingesetzt werden. Hierfiir lassen sich Schnittkrafte oder Gruppenlasten 
verwenden. die nachtraglich fur cinen vorhandenen Ansatz geometrischer Bedingun
gen ausgewahlt werden. Dies ist hier ebenso bemerkenswert wie fUr die Losung b), 
obwohl ihr mechanischer Sinn mit den allgemeinen geometrischen Bedingungen 
(869) zur Bcrechnung statisch unbestimmter Tragwerke iibereinstimmt. 

Die Sonderbetrachtungen der Literatur zur Berechnung von Rahmen bieten 
nach diesen Bemerkungen im Vergleich zu den allgemeinen Methoden A oder B 
keine neue Erkenntnis. Sie beniitzen fUr den Ansatz nur eine mit dem vorgeschriebe
nen Tragwerk in geometrischer und statischer Beziehung aquivalente Stabkette, 
an der neben der Belastung I.l3 .die Stabendmomente als auBere Krafte angreifen. 
Diese werden unmittelbar oder als Funktion von statisch iiberzahligen GroBen be
rechnet. Die Losung bietet keinesfalls Vorteile. wenn die zur Superposition geeigneten 
statisch unbestimmten GroBen X k und die fur den Ansatz notwendigen Schnitt
krafte Mo. M" des statisch bestimmten oder unbestimmten Hauptsystems leicht 
angegeben werden konnen. Der Ansatz zeigt im Gegensatz zu den besonderen Rechen
'vorschriften fiir Rahmen stets eine symmetrische Matrix und zahlt weniger Be-
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dingungsgleichungen als diese. Daher werden die einfachen Ralunen des Hochbaues 
am best en aus den Gleichungen (285) fUr die Formanderung eines Hauptsystems be
rechnet. Das gilt vor allem bei veranderlicher Belastung, fiir welche die EinfluB
linien der Schnittkrafte gezeichnet werden. 

Diese Losung ist fur die symmetrischen Bauformen des offenen und geschlossenen 
Stabzugs mit konstantem Tragheitsmoment der Pfosten und Riegel sehr einfach 
und fUr die ausgezeichneten Schnittkrafte in den Tabellen Abschn. 61 fUr aile Be
lastungsfalle angeschrieben worden, die zum Nachweis der Sicherheit oder zur Ver
wen dung des Tragwerks als statisch unbestimmtes Hauptsystem notig sind. Die 
ubrigen Schnittkrafte des Tragwerks werden analytisch oder zeichnerisch aus den 
auBeren Kraften des Hauptsystems, d. h. aus der vorgeschriebenen Belastung und 
den ihr zugeordneten, nunmehr bekannten statisch unbestimmten GroBen be
rechnet. Dies ist auf S. 572ff. an mehreren Beispielen gezeigt worden. 

Allgemeine Bauform eines Stabzugs mit frei drehbaren Enden: I . Losung 
nach A bschn. 26: 

M=Mo-XIMl' N=No-XlNl' 

Q = Qo- X1QI' 

Nach Abb.561 ist 

X 1 = Ha=()lo/()U' Hb=HbO-XI' M1=ly, 

NI = 1 cos IX, QI = 1 sin IX. Abb.661. 

Positive Momente erzeugen an der inneren Stabseite Zugspannungen. Bei stabweiser 
Integration wird ohne den EinfluB der Langskrafte auf die Formanderung 

1:=n 

()n = .2 -~- s~ (Yk-l + YK YK-I + Yk) , 
1:=1 

1:=n 

()IO =.2 {~- s~ [Mik- 1IO (2y.K-I +YK) + MkO(YK-I +2YK)] + C~~l + C~l}. 
1:=1 . 

(874) 

Der Anteil C~~1 + C~) entsteht durch Belastung zwischen den Enden (K) , (K -I) 
des Stabes Sk' Das Ergebnis kann bei Summierung uber die den einzelnen Stab
knoten zufallenden Beitrage einfacher, und zwar ebenso wie in 875 angeschrieben 
werden. 

2. Losung nach S. 135 mit Berucksichtigung cler Langskrafte: 

= 2) YK Li8K + EI.2) LisA: cos IXA: = 0, 

6 LieK = (M K-I + 2 M K ) s~ + (2Mg + M g +1) S~+l - 6'f~~ + 6'f~tl) , 

6Elo LIsA: = Nk Sk:: + EI.IX,t Sk' 

Mg = Mgo - XIYK' 

.2 $gYg = ..2~goYK - Xl .2~KI YK = 0, 

mit ~g ~ LieK (Vernachlassigung der Langskrafte) und Summierung iiber die 
Stabknoten ist 
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Abb.662. 

I 

I 
I 

I I 

t N!IfrI"';"'lnt" \ 
Abb.668. 

60. Der Rahmen. 

(875) 

Berechnunll eines Zweilleienkrahmens. 

1. Geometrische Grundlagen (Abb. 562) (Tab. 44 S. 581). 

1=5.6. h = 2.6. 1=1.0. s = 2.973 m; 

). = ~:: = 2.154. tp = !:~ = 0.385. 

J 8 n. J 13 3 d ' 2,6 13,35 1 306 
A = .~. • = . 5 m. ,,= 2,973 8,94 =. . 

/A = 3 + 1.306 + 0.385·3.385 = 5.609. 

2. Halbseitige Belastung p = 1 tIm (Abb.563). 

a) Schnittkra.fte (Tab. 44 S. 582). 

11> = 8 + 5 • 0.385 = 0 442 
4·5.609 •• 

A = t ·1· 5.6 = 2.1 t. B = 1· 1· 5.6 = 0.7t, 

1· 5.6 
H.,b = 16"".2.154.0.442 = 0.333 t, 

1· 5.61 M.,.= -16.0.442 = -0.866mt, 

M.= 1· 5.61 
16 [1 - 1,385· 0.442J = 0.760 mt. 

b) Mittelkraftlinie nach S. 174. 

M=5.b. S=H.,b=0.333t, 

B I 0.7 5,6 89 
b. = S "2 = 0,333' 2 = 5. m. 

3. Waagerechte Belastung w = 1 tIm (Abb. 564). 
a) Schnittkrafte (Tab. 44 S.582). 

1 . 
11> = 4.5,609 [6· 2.385 + 5· 1.306J = 0,929. 

1· 2.61 

A = - B = - 2. 5.«f = - 0.604 t. 

H = - 1.2.6[1 ± 1- 04645J = {-1.996t. 
a,b 2 . + 0.604 t. 

1 .2.61 [1 ± 1 _ 0.929] = r + 1.810 mt. 
4 1- 1.570 mt. 

M.= 1· 261 
-4-'- [1 - 1.385· 0.929J = - 0.484 mt. 

b) Mittelkraftlinie nach S. 174. 

M=S.ii. 5= B = + O.tI04t. 

Hb I 0.604 
a. = 5 (h + f) - 2 = 0.604 (3.6 - 2.8) = 0.8 m. 
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Berecbnung eines Zweigelenkrahmens mit Zugband. 

1. Geometrische Grundlagen (Abb. 565) (Tab. 46 
S. 585). 

1=27.0. h = 18.0. /=4.0. s = 10.77 m. 

11 = 7.0. h1 = 14.0. a = 10.0 m; 

;. 10.0 7 14.0 0778 
= 27.0 = 0.3 O. 1J! = 18.0 =. • 

4.0 . 
rp = 14.0 = 0.286. 

,,7.0 60 
" = 27.0 = 0.2 • 

,4.0 22 
1J! = 18.0 = 0.2 • 

27.0 
v = 18.0 = 1,500. 

I~=0.0333. I,=I.=0.0576m'. F, =0.00846 m 2• I.=I,. 

573 

7.0 6 0 14.0 576 6 2 3 
1<1=10.77=0.5. 1<2=10.77333=2.24; 1-'=0.778.3.246+1,778+ 20.650=4.717 

. a(U 
2. Hauptsystem: Zwelgelenkrahmen (Tab. 46 S. 585). "Oberzahlige Xl = a~~l' 

11 

a =fMUl' Ieds+ Eb Ie N21=fM<l) M(O) I'ds+ 0,0576 .1.270 =f,'"f{(lIMIOJ, ds+18 383 
11 1 I E, F, 1 1 1 I 10.0.00846 . 1 1 I .. 

3. Belastung des Hauptsystems mit - Xl = 1 t (Abb. 566) (Tab. 46 S.586). 

0.286 
(/J = If. 4.718 (3· 1.6qO - 0.222) = 0.143. 

A ~'1 = Bill = 0 • 

H~~)bl = 2· t 1J! (/J = 0.778·0.143 = 0.111 t, 

/ h 
Mg~ 1 = - 2 ; 1J! (/J = -14.0·0.777·0.143 = -1.559 mt. 

M~~:'l = h1 (rp - (/J) = 14.0(0.286 - 0.143) = 1.995 mt. 

f Mil) MiO) j'dS = 2.002 ·4.0·7.0 + 2· ~ 
X 4.0(2·2.002 - 1,558) 10.77 = 90.765, 

i5W = 90.765 + 18.383'= 109.148. 

4. Halbseitige Belastung p = 1 tim (Abb. 567 u. 568). 

a) Schnittkrafte im Hauptsystem (Tab. 46 S.586) . 
. 1 , 

(/J = 4.4.717 (5 t 3·0.778 + 6·0.650) = 0.595, 

A ~l) = 1 '210 (2 - 0.370) = 8.148 t; B~u = 1.852 t. 

H~~)bO = ~: {~:~. 0.778·0.595 = 0.827 t. 

1.102 • 
M~~~o = - -4 -·0.778·0.595 = -11.578 mt. 

M (l) _ 1 . 102 (1 ± 0260 _ 0 "96) = {16.598 mt, 
. ',f0 - 4 . ... 3.633 mt. 

b) Berechnung von Xl' 

Abb.566. 

Abb.567. 

ai~ = t (16.598 + 3.633) ·7.0 + [t(2· 3.633 - 11.573) + t (2·16.598 - 11,573) + i· 12.5] 

X 10.77 = 586.982 . 

X = 586.982 = 5 378 t 
1 109.148 . . 
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Niffrtllrrtllffinie 

Abb.6118. 

Abb.669. 

Abb.670. 

60. Der Rahmen. 

c) Schnittkrl1fte. 

A = Ab1 ' = 8,148 t, B = B~l' = 1,852 t , 

H a ,. = 0,827 - 5,378·0,111 = 0,228 t. 

M.,4 = -11,578 + 5,378·1,559 = - 3,191 mt, 

M = 16,598 } _ 5 378 . 1 995 = { 5,869 mt , 
o.f 3.633 ' , - 7,096 mt . 

d) Mittelkraftlinie. 

14,0·0,228 = 1724 
at = 1,852 ' m, 

= 18,0· 0,228 + 4,0 . 5,378 = 13 832 
a2 1,852 ' m, 

_ 14,0·0,228 _ 0392 
Q a - 8,148 -, m . 

5. Waagerechte Belastung w = 1 tIm (Abb. 569 
u.570). 

3.) Schnittkrl1fte im Hauptsystem (Tab. 46 S. 585). 
1 

<1J = 4.4.717 [4·0.286 (3·1.650 - 0,222) + 6 (1,650 + 0,778) 

+ 3·2,246·0,778] = 1,326, 

A U) _ B'I'- 1.14,02 - 3630' 
o -- 0 -- 2.27,0 --, t, 

H(l) =_1.14,0 (± 1+ 0,778 . 1326)={-10,609t , 
a,60 2 2' + 3,392t, 

M'll =_1 . 14,O'(I:r: 1-0 778.1326) ={+ 50,524mt, 
',40 4 T , , _ 47,476mt, 

Mill =_1.14 .. 02(1+2.0 286:r:0 260-1326)={+ 0,662mt, 
0,/0 4 ' T, , -24,750mt. 

b) Berechnung von Xl' 

b~'o' = 4;0 (0,662 - 24,750).7,0 

+ [460 (2·0,662 + 50,524) - 4t (2·24,750 + 47,476)J 

X 10,77 = -661,292, 

-661,292 
X 1 = 109,148 = - 6,059 t . 

c) Schnittkrl1fte. 

A = - B = - 3,630 t , 

- 10,609 } 6 9 {- 9,934 t , 
H.,b = + 3,392 + ,05 ·0,111 = + 4,066 t, 

M = 50,524} _ 6059 .1559= r +41,077 mt, 
.,d -47,476 ' , \ -56,923mt, 

M O,662} + 6059 1995 { 12,749 mt , 
o,f = -24,750 ' " = -12,663 mt. 

d) Mittelkraftlinie. 

_ 4,066 . 14,0 _ 15 683 
a1 - 3,630 - , m , 

_ 4,066 . 18,0 - 6,059 _ 13 488 
a2 - 3,630 -, m . 
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Berechnung eines geschlossenen, symmetrischen Rahmens. 
1. Geometrische Grundlagen (Abb. 571) (Tab. 59 S.605). 

I. = 6,0 , lu = 9,0 , k=3,0, m=I,5, s=3,3541m, 

J. 1,5 
'1 = 9,0 = 0,1667 , 

, 1,5 
"2 = 6,0 = 0,2500, 

A' = 6,0 = 0,667, 
9,0 

A" = 9,0 = 1,5000, 
6,0 

6,0 453 63 9,0 453 3 Abb.671. 
"0 = 3,3541 40. = 2,54, ". = 3,3541 603 = 1,1 20, 

~ = (2 + 3·2,5463) (2 + 3· 1,1320) - I = 51,01l5, 
v = 2.5463.0,66672 + 1,1320 + 2 (I + 0,6667 + 0,66672) = 6,4862. 

2. Belastung des oberen Riegels mit p = I tim. 
(Abb.572). 

11111111111111 fllllifll1t/m 

a) SchnittkrlHte (Tab. 59 S.606). 

1 . 6,02 [2 2,5463 ] 
H.,b = 2.3,0 3 51,01l5 (1 + 1.1320) + 0,2500 = 2,458 t 

M.,'= .~ 6,02 2,5463 = 0 449 mt 
• 4 51,01l5 ' , 

ffi
~~' --~ -- I 

l» M 
~ 
~ 

1 . 6,02 2,5463 
M e,4= - -4- 51,off5 (2 + 3 ·1,1320) = - 2,424 mt. 

b) Mittelkraftlinie M = S . b, S = H., b = 2,458 t . 

2,424 0,449 3 
b1 = 2,458 = 0,986 m , b2 = 2,458 = 0,18 m. 

1 
3. Waagerechte Belastung w = I t/m (Abb.573). (/J = 6,4862 (2 + 1,1320 - 0,1667) 

= 0,4572. 

a) Schnittkrafte (Tab. 59 S.607). 

1·3,0 [ " ] H.,b = -4- 2. 51,OIl5 (1,1320 - 2,5463) - 1 =f 2 

{- 0,781 t, 
= + 2,219 t, 

M = _ I . 3,02 [I + 3·2,5463 (I _ 04572)J 
• • 4 2· 51,01l5 ± , 

{- 1,412 mt, 
= + 1,031 mt, 

Abb.573. 

M = _ 1.3,02 [1 + 3·1,1320 :r: 0 6667 • 0 4572J = {+ 0,589 mt, 
e,4 4 2. 51,01l5 T , , - 0,783 mt. 

h) Mittelkraftlinie. Pfosten und oberer Riegel (I): M1 = S1' ii. 

1 [ W k 2] W h 2 
S1=z,: M.-M·+ T =2T;;(/J, 

1 .3,02 1,031 0,589 
S1 = 2.9,0 ·0,4572 = 0,2286 t, a1 = 0,2286 = 4,510, a2 = 0,2286 = 2,577 m 

1,412 
a3 = 0,2286 = 6,177 m, 

Unterer Riegel (II): 

MII=SIIb, 

1,412 
b1 = 0,781 = 1,808 m. 

NiHllllfrlrlllin/e 

Abb.574. 
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Berechnung eines geschlossenen, unsymmetrischen Rahmens. 

A. Ansatz nach S. 154ff. mit den Cberzahligen XI' Xz. Xa (Abb. 576). 
1,S 8,0 2,5 

c 

~-----~Om----~ Abb.576 . 

Abb.575. 

I 
~
9.:I:i' 

Nt 
1 " ' 

1. Geometrische Grundlagen (Abb.575). 

11.2.a=1. = 0,0072. 1,=0,017Im'. 

II = I; = 3,354. 12 = I~ = 8,246 m. 

13 = I~ = 5,590. I, = 12,0, I~ = 5,063 m 

2. Uclastu ng. p = I tim auf Ie. 

1~ , 
,110 -

1~OOO 

a) Vorzahlcn und Belastungszahlen (Abb. 57j' 

1510 = - t· 5,063· 18 = - 30,375. 

Abb.577. 620 = 1510 , 1530 = ° . 
rlu = 5,063· t + 3,354· t (I + 0,8750 + 0,87;>02) + 8,246 

. t (0,87502 + 0,8750·0,2083 + 0,20832) + 5,590 t· 0,20832 = 7,4455, usw. 

b) Ansatz und Losung. 
Xl X 2 X 3 

7.4455 3.2790 23.502 5 - 30 .375 X I =-M..,=-7,047mt. 

3.2790 8.2502 28.4889 - 30 .375 X 2 = - M D = - 7,967 mt. 

23.5025 28.4889 191 .335 1 o Xa = + 2,052 t. 

M a = 0,875·7,047 + 0,125·7,967 - 3,0·2,052 = 1,006 mt. 

Me = 0,2083·7,047 + 0,7917·7,967 - 5,0·2,052 = - 2,485 mt. 

B. Losung c auf S. 568. Belastung p = 1 tim auf Ie. 

GI. (871): )li,4 +)lia + )liC+)liD = 0, 

)li,4 s,4 - )liese = 0. 

Die Gleichgewichtsbedingungen 6A J = ° hefern 

Mer = - M~" = M,4, Mljl = - Mfjl = Ma, 

Abb.678. Mill = - M~21 = Me , M~l = - MJjlI = MD' , 

19 I' 
Mit 6 T~e~ = P T = - 6 T1'b, T~lb = Tfjb = Tifb = T~2J = T~3J = T~b = ° ist nach (866), (872) 

p12 /' 

6 )li,4 = I~ M D + 2 (l~ + I~) M,4 + I~ M a - T . 
6 )li a = I~ M,4 + 2 (/~ + I~) M a + I; M 0 , 

6 llBe = I; M a + 2 (l; + I~) Me + I~ M D , 

P 12 1' 
6 )liD = l~ M 0 + 2 (l~ + I~; M D + I~ M..t - - ~ • • 
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Gleichgewichtsbedingungen "Ae = O. 

(M~' + M~P) V1 -:- (MjII' + Ml1') v, + (M~8' + MJ:') Va + (MJt' + M~') V, = 0, 

(MA - M.) V1 + (M. - Mo) v. + (Mo - M») lIa + (M» - M A) v, = O. 

V, =0. 

Gleichungssystem fiir die Schnittkrll.fte M A, M •• M o, MD' 

MA M. Me p 

I~ + I~ I~ + Ig ':' + I. I; + l~ I: I~ 
--6-

I~ ". 2 (I~ + I.) ". + Ii "0 2 (I~ + I.) "0 + I:, ". I. "0 -

577 

o 

o 

2 (I~ + 'DSA I~ SA - II So - 2 (IB + I.) So I~ SA - 18 I. So ':~ ---SA o 
4 

11 11 '1 I, 'l', I -1-- -+-- -1;t; -I, I, I, la 
o 

I, = 10,062, I, = 7,826. SA 3.297. So= 4.121 m. 

Mo p=lt/m 

8,4166 II ,6003 13.8364 10.6527 - 121.5 o 

10,0623 IIo,83:z 8 163.1026 27.9510 0 o 
--

55,4940 - 22,9234 - II4,0341 - 6.3466 - 600,8236 o 

1 - 1.333 0,8 - 0.4667 0 o 

MA = 7,047 mt, M. = 1.006 mt, Mo =- 2.845 mt. M» = 7,967 mt (Abb.579). 

F 5 (J 

" 2 (b) 6 

(a.) 4 .. ~ tj 

A 8 C' 
Abb.570. Abb.580. 

Berechnun~ des zweiteiligen Rahmens Abb. 580 nach Losung a) auf S. 568. 

Abmessungcn nach S. 182. 11 =-- I. = I, = 4,5 m. 

I, = 15,0, . 15 = 12,0, 10 = 9,0 • 1~=27,O. 18 = I, = 9.0. 19 = 15.0 m, 

Ie, = 18,0, 16 = 18,0 m. 

Es sind 9 Stabendmomente und 6 Stabdrehwinkel unbekannt. 

a) Bedingungen fiir die Formanderung des Stabzuges (Vlermomentengleichungen). 

T~k - T}ik + {}2 - {}1 + T}io - T}ih = 0 , 

T~!1f - Ti1~11 + {}, - {}a + T~~ - T~~ = 0, 
T~61- Tif'.\, -I- f}s - {}6 + T~6~ - T~~J = 0 , 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 

T~k - Tlk + {}a - {}. + T~b - T~b = 0 • 
T}~1 - TV1 + {}, - {}, + TVt - T~t = 0 . 
T~k nach Gl. (866). 

37 
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b) Bedingungen fiir das Gieichgewicht der Schnittkrilfte, dAJ = O. 

M111+ M'J) = o. M12)+ M'/) + M1') = 0, MjC) + M~~l = O. 

c) Bedingungen fiir die Formilnderung der Stabkette. 

DI = D, = O. D. = 'PI • 

d) Bedingungen fiir das Gieichgewicht der Schnittkrll.fte. dA. = O. 

'1'; = 1 , M~) ·1 + M'/) • 1 - (M1" + M~41) ~~ = O. 

'P~ = 1. 

Durch Substitution wird dieser allgemeine Ansatz auf 6 Gieichungen mit den unbekannten 
Eckmomenten M B • M D , 1'010 und Stabendmomenten M'i' • M'i). M:) zuriickgefiihrt. Dabei ist 
es zweckm1l.8ig, die ~-I';:rll.fte nach (872) in den Viermomentengleichungen einzufiihren. Aus 
c) foIgt: 

I. I. 
D, - D. = IJI .. ~ - 'PI ~ • 

De - D, = 'PI. 
I. 11 

D, - D, =- '1'1-- + '1'1-. 
I, I, 

Damit gehen die Viermomentengleichungen iiblir in 

6 ~~) - 6 '1'1 = 0 • 6 1lB~' + 6 '1'1 = 0 • 6 ~~) + 6 'PI!!. - 6 'l'1!!' = 0 • 
I, I, 

oder nach Substitution von '1'1 und V'. aus der ersten und letzten: 

6 ~~) + 6 ~~) = 0 • 

- 6 mJ1a) !!. + 6 mJ~) - 6 ~::) !!. = O. 
I, I, 

6 ~1") !! + 6 mJj!'1 + 6 mJ~bl !!. = 0 . 
I, I, 

Die Bedingungen dAJ = 0 liefem: 

MfP =-MJ:) = MD' M~~) =-M~" = M,. 

und Mfj) + M'}) + 1Il~' = 0 . 

Aus dA. = 0 foIgt damit 

'P~ = 1. -MD + M,/) - (M~) - M,) !!. = O. 
I, 

'I'~ = 1. Mo + (M;) - M,) !!. = O. 
I, 

~-Krafte nach Gl. (866), (872) fiir das vorliegcnde System: 

6 !ID1" = 2 (/~ + '2) MD -/~M12) + 6 T~n + 6 T}J~, 

6 ~~" = I;MD - 2/;Mfj' + 2/aMtgll + 6 T11~ - 6 T12~, 

6 mJ~) = - 213M'll + 214M~1 + I~M, + 6 T1'~ - 6 T11~, 

6 ~j.(') = 14M~) + 2 (I, + l!s) M, + I!sMo + 6 Tj'~ - 6T~~J, 

6 ~g" = Ii M F + 2 (Ii + l~) M 0 + 6 T~6J - 6 T~'J. 

(1. Gl.) 

(2. Gl.) 

(3. GI.) 

(4. Gl.) 

(5. Gl.) 

(6. G\.) 



Berechnung eines zweiteiligen Rahmens. 579 

Belastung: pt/m auf !len Riegeln 2 und 5. 

6 T(~l - 6 "((51 _ P I~/~ 
'0- - 00- 4 . 

Das Gleichungssystem wird in Form einer Matrix angeschrieben. 

2/~ + 3/; 

- 2 (/~ + 12) ~. , 
2 (/~ + I,) ~1 

I 

0 

-I 

0 

99 

M(II 
If 

-3 /, 

I' I. I-I, 
---
-I; !.l. 

I, 

I 

0 

---

M (21 
1 B 

0 

- 45 

Mill 
If 

2 I~ 

---
- 2/~ 

---
0 

---
I 

I 

---
0 

18 

M, 

0 0 

2 I~ I~ - I,!!. 
I, 

I' I 2 (/~ + I&l+ I,!!. I, 

I 0 

11 I. 
-I; t; 

I. I. 
-i,- -I; 

M, 

0 0 0 

r-----------------

p 

0 
Ig 

2 

- 2 (/~ + 16) ~. , _ !!. ('~ I; + I:/~) 
I, 4 

I' + 2 (l' + I')!!. 6 . 5 6 I, 1~/2!.l.+ I~/, (I +!!.) 
4 I, 4 I, 

0 0 

0 0 

I 0 

p 

1687.5 

2 - 168 30 - 18 18 ~ 27 - 144 - 2983.5 

o MD =- 9,3269 P mt, 

M!jl = + 14,2645 P mt , 
o 

AI'll = - 6,7899 P mt , 

M~l =- 7,4746p mt, 

M, =-1O,01l6p mt, 

Mo =- 5,0739pmt. 

------
3 84 - IS 0 9 

------
4 0 1 1 I 

-------
5 - I 0 I - I 

------
6 0 0 0 2 

-------
90 162 

---
0 0 

---
I 0 

---
- :! I 

2787.75 

0 

0 

0 

o 

o 

o 

o 

Darstellung des Mo
mentenbildes s. Abb.169 
S.182. 

Die Stabendmomente sind die Wurzeln von 6 Gleichungen. die keine symme
trische Matrix besitzen und fUr jede Belastung besonders aufgelOst werden. Sie 
lassen sich jedoch durch Superposition der Stabendmomente aus den Anteilen der 
Belastung und der drei statisch unbestimmten GroDen nachtraglich auf 3 Normal
gleichungcn zuriickfUhren. Diese konnten bei Untersuchung desselben Rahmens 
nach Abschn. 25 auf S. 182 ff. unmiUelbar angeschrieben werden. Diese Losung 
ist daher einfacher. 

Mohr. 0.: Abhandlungen aus dem Gebiete der Techn. Mechanik. 3. Aufl. S.512. Berlin 
1928. - Kleinlogel. A.: Rahmenformeln. 6. Aufl. Berlin 1929. - Staack, J.: Rahnll'n 
und Dalken. Berlin 1931. 

37* 

o 

o 

o 

o 

o 

o 
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Tabelle 43. 

~---- :[ 
I 

~I o(! 

I 
I 
r 

61. Rahmentabellen. 

61. Rahmentabellen. 
Elnfach statisch unbestlmmte Rahmen. 

Symmetrischer Rahmen mit geradem Riegel. 

x " h J. I 
~=T' '1=". ,,= T J.' ..1.=._, 

h 
, ,,' ~' x '1'=", P=3+ 2 ", WJ/ = ~ - el . =T' 

M •• t = M •••• wenn nicht besonders angegeben. 
IE--- : __ ~"'"I8 

1'1 
A=B=-, 

2 

..1. 
H •• =-1'1, 

• 4P 

I'll 
M • • =--. 

• 4P 

H ••• = l' a tIJ, 

M ••• =-pahtJ>, 

3..1. 
H • • =- PWJ/, 

• 2p 

3 
M .=-- PlwR. '. 2p 

1 
tIJ = - (6 + 5 ,,), 

2p 

W hi 
A=-B=-2T' 

w h ( I) H.'.=-2"" 1±1- 2 tJ>, 

W hi 
M • • = - (I ± 1 - tIJ) . 4 

'1 A=-B=-wa T , 

wa 
H ••• = - 2"" (I ± 1 - '1 tJ». 

wah'1 
M ••• = -2-~ (I ± 1 - tIJ), 

b1=o: tIJ=2Ip[6(1+")-"~:J, 

b2 = 0: tJ> = 2Ip [6 + 5" - " (I - : YJ . 

,,= h: 

1 
" A=-B=-W T , 

W 
H.'~=-2(1 ± 1 - '1t1J), 

Wh 
M •• 4 = -2- '1 (I ± 1 - tIJ), 

W 
H ••• =T 2 , 

Wh 
M • • =±-. • 2 



:11=0: 

Einfach statisch unbestiinmte Rahmen. 

fII - J..!!.. 
- lOIS' 

wh l 

A =-B=-6T' 
wh 

H •• = - - (2 ± 3 - fII), , 12 

whl 
M •• =-(± 1 - fII). 

• 12 

fII = . ..!. (e'1- el). 
21S 

M 
A=-B=-T' 

M 
H···=T fII • 

M ••• = -M fII. 

fII = ...!.. 
21S 

M" = M (I - ...!.) . 
, 21S 

" = 0: 

,,'>0: 

3 El, 
H.'t=/i AI 11,', 3 El, 

M • = - - -- 11,' . 
I, IS l 

Zwei ~ymmetrische oder antimetrische Einzelwirkungen. 

581 

1+-+r 1 P P 1 
Der allgemeine Ausdruck fUr die horizontalen GelenkkrAfte infolge einer Einzel· 

wirkung hat die Form 

H.,. = K (a ± b + c fII). 

Damit ergibt sich fUr zwei symmetrische Einzelwirkungen 

H ••• = 2 K (a + c fII). 

fiir zwei antimetrische Einzelwirkungen 

H •.• =±2Kb. 

Dasselbe gilt fUr die Eckmomente. Diese Beziehungen gelten auch fiir die folgen· 
den symmetrischen Rahmenformen. 

Tabelle 44 . Symmetrischer Rahmen mit gebrochenem Riegel. 

x 
e=T' 

~'= x' , 
I 

1/ = ~ , 

y' 
1/'= T' C'-~ - t' 

M A. k = M •.•• wenn nicht besonders angegeben. 
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.., :z: :r:' 

'PI 

til 
7IJ 

,,= h: 

61. Rahmentabellen. 

4>=S+5tp. 
41' 

pi 
A =B=-. 

2 

pi 
H ••• = 8). 4>. 

P II 
M ••• = -84> 

P II 
M'=8[1 - (I + '1')4>]. 

4>=8+5'1'. 
41' 

3 1 
A=gPI. B=gPI. 

pi 
H. '=16)'4>. 

P II 
M •• = - -64>. 

• 1 

P II 
M.= -[I - (I + '1') 4>]. 

16 

ill 

-LIl :::'HII rl 

1 
4> = - [6 (2 + 11') + 5 ,,]. 

41' 
W hi 

A=-B=--21 • 

H. b= _ wh (I ± 1 _ 4». 
• 2 2 

W hi 
M •.• =-(I ± 1 - 4>). 

4 

whl 
M.= -[I - (I + '1') 4>]. 

4 

4> = stpl' (4 + 3 '1'). 

A=_B=_wI 2h + l • 
21 

H •• b = - wi (± 1 + 4». 
2 

wlh -.... ~ , 
M ••• = -2- (± 1 + 4». 

1 
4> = - [6(2+'1'+") _"7jI) • 

41' 
w ". A=-B=-2T' 

H •. b =-W2h7j(I±I- ~4». 
wht 

M ••• = -4- '1/1 (I ± I - 4>~. 

whl . 

M.= _7j1 [1 - (I + tp) 4>] 
4 

4>= s~ {C'(4 + 3 '1' C) + 2C'[2 (3 + 2 '1') + tpC(1 + tpC))}. 

2h+z wi A = -B = -wz--I -. H. b= --C(± 1 + 4». 
2 • 2 

wfh 
M"'=-2- C(± 1+<1». 

<I> = _1_[91 (3+2 91) -" +1..,,7jIJ. 
2 I' . 10 

w"t 
.A= -B = -61' 

wh 
H • • = -- '1[3±3-'1(1-4>)). 

• 12 
w hi 

M • • =-7j'[± I + <1>]. 
• 12 

w hi 
M.= --'11 [91-(1+91)4>]. 

12 

'1=I.4>=_I_['P(3+2'P)-1.."J. 
21' 10 

M.=_W:hC['P(I_ ;)-(1+ 91 )4>]. 

1 
4> = - [3 (2 + 91 + ,,) - "'11] 

21' 

" A =-B=-W y . 
W 

H •• = --(I ± 1 -11<1». • 2 ., 

Wh 
M"'=7'1(1 ± 1-<1>). 

Wh 
M.=-'1 [1 - (I + 91) 4>]. 

2 

1 
4> = -[3 (2 + 91) + 2 ,,] . 

21' 



y =0: 

y = h: 

Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 583 

. ,1 = 1)~'. 1: = p.;. 
P 

Ii.,b = '2 i. IP, 

M 
A=-B=-T' 

M 
H.,b="'2h IP , 

M 
MA,k=-:;: (I ± 1 - IP), 

M 
M.= -:;: [I - (I + 91) IP], 

IP = 2... (2 + 91 + )C). 
21' 

IP = 2... (2 + 111), 
21' 

M.= __ 3_ M (2 + 91). 
41' 

h+z 
A=-B=-W-/- • 

W 
H G, b = -; (± I + IP). 

Wh 
M • • =- (± 1 + IP). , 2 

Wh 
M. = -- [q>C' - (1+91)IP], 

2 

z=t: IP=o, M.=o. 

M 
A = -B = -'f' 

HCI,b = 0, Mo,.= 0, 

M links } 
M.= =f- h von e . 

2 rec ts 

A = B =0, 

3 I E f. 
H.,b=- - -hi cx,t, 

I 21' s 

3 I Ef. 
M .=----cx,I, 

" 21' 5 h 

M.= M.,. (1 + 91)' 

Tabellc 45. Symmetrischer Rahmen mit parabolisch gekriimmtem Riegel. 

PC::' ==:::::l 

n 

~=! , y z I f. 
YJ =};' C=,' ).=_00 , =1, 

/ h i r cos cx 

~' = .::. ' y' C'-~ t h i. 
'1 = ,," 91=};, )C = -

fA 
, 

/ ' - I ' I 

Wr.=~-~2, I' = 5 (3 + 2)C) + 4 91 (5 + 2 91) . 

,l[ A,k = .11.", \Venn nicht bcsonders angegeben. 

? 

IP = ..:... (5 + 4 91) , 
I' 

.-l =B=.!..!.., 
2 

pi 
Ha,b=g )'IP, 

p 12 
.He •• = - -8- IP • 

P /2 
JlI. = -8- [I - (I + 91) IP) . 

4 91 IP = - - (7 + 691) • 
7 1'. 

A =-B =_wl(2h+Jl 
21 ' 

wI 
H.,b = - -2- (± 1+ IP), 

M •• = wlh (±I + IP), 
• 2 

M.=- W~h[:, -(I+91)IP]. 
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1 
x:5:-: 

- 2 

px 
A = -2- (2 - ;) , 

P 12 
Me d=--- til, , 4 

61. Rahmentabellen. 

I 
x:5:-: 

- 2 

til = _5_ {2 [3 (I + x) + 2 11'] - x 172} , 
21-' 

pi 
Ha b=- A til, , 4 

P [2 
M. = -- [;2 - (1+ 11') til] . 

4 

W y2 W h ( 17) A=-B=---, H. b =---17 1±1--tII 
21 '2 2' 

whl 
Me d= -- .,2 (I ± 1 - til) , , 4"' 

2 
til = - (5 + 4 11') , 

I-' 
3 1 

,A=gPI. B=gPI, 

pi 
H.,b=16 AtII , 

P lS 
Me,d=-~ til. 

P 12 
M'=16 [1-(1+11') til]. 

til = ~ WR [3+2 II' (I+WR)] ' 
I-' 

A=Pt. B=P;, 

P 
H. b = - A til. , 2 

PI 
M.,d=~--Z- til. 

PI 
M,= -2- [; - (I +11') til]. 

til = 2 [3 (r+,,)+2 ~_'(172) • 
I-' 

A =-B=-W1'... 
I 

W 
H a ' b =-"2 (I ± 1 -17 til) , 

Wh 
M e • d = -2- 17 (I ± 1 -~), 

Wh 
M. = -2- 17 [1 - (I +11') til], 

W h2 
M.= --172 [1 - (1 + 11') til]. 

4 

til = 2-~ C,f [5(1 + 11') -rpC']. 
I-' 

h-j-z 
A =-B=-lt'-I-' 

W 
Ra,b =-2 (± 1 + til), 

Wh 
M,.d=-2- (±l + til). 

Wh 
M.=-- [rpC'-(I+rp) till· 

2 

til = 2 .!E (5 + 4 11') • 
I-' h 

A=-B=-W T , 
W 

H. b=-- (± 1 + C/». , 2 

Wh 
M"d= -. -2- (± 1 + til). 

Wh 
/rl. = - -2- [II' - (1+ 11') til]. 



Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 585 

M 
M~ t=""2 (I ± 1 - (J)). 

M 
M. = ""2 [I - (I + 11') (J)] , 

7J = 0, y' = 0 : 7J = I , 

15 E f. 
H. & = - -- (x, t • , P hi 

15 E f. 
M".= - ---;;- -,,- (x, t, M. = M.,. (I + 11') • 

Tabelle 46. Symmetrischer Rahmen mit mehrfach gebrochenem Riegel. 

P' '!iii ii'iI!!'ii" 

J! 

p= 

Pi" 
M".=-Z-'P(J), 

W;'2 
A=-B=--;j-, 

x y C=~, a 
~=T' 7J = "1 ' I ),,=T' 

e' _ x' y' C'- ~ ),,'=~ r/- --- I ' - hI' - t ' I ' 

hI t 11 f. 
'P=7I' 11' = hI ' "1 =--, 

s f. 
, t I "1 f. 

'P =71' V=7I' "1=--' 
s fA 

3 
P = 'P2 (I + "I) + 1 + 'P + -; "1 . 

MA,t = M. •. wenn n!cht besonders angegeben. 

P 12 
H. & =-h 'P(J), 

, 2 1 

Pi" 
M.,! = -2- [.J. (1 - ).) - (J)]. 

W hI ( 'P) H. & = - -- ± 1 + - IP , 
, 2 2 

W h2 
l'.f.,. = - __ 1 (I =f 1 - 'P IP), 

4 
M W h~ " '" • f = - - (I + 2 m =f ,. - 'V) . • 4 T 
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p= 

n 
61. Rahmentabellen. 

rJ> = ~ (5 + 3 1/' + 6 "1) , 
41' 
pa pa 

A = -:;!- (2 - J.) , B = . 2 A, 

pa2 
Ha,b=-h-'P fP , 

4 1 

P (12 
.11 c • = - - 'f' 1) , , 4 

P (12 ., rp 
,U" I = - (I ~= I. - ~ ). 

4 

rJ> = -~ [3 (I + al) + 'I'l, 
41' 

~n A= - B= -wi ("-":-:- f) , 

W/(, '1") HQ,b'-=---;;- :::1+ -,:;-fP , . - -
.11" d = tv ~_~1. (± I + Yf ([)) , 

1(0;/2 [ ( 2) 1 :We ,=- - 1 =7= ).' 1+- - ([) . 
'4 rp J 

I [ $ ( , ~)] fP = 2 I' 3 (I + 1/' + YoI) - -r 3 1/' + 'I' T ' 

PI 
H •• =-h $1/'rJ>, 

, 2 1 
A = P~', B = P~, 

PI "' M",=-z$(1 ±I. - rJ». 

tf> = ~ {II' [3 (I + "1) - 1/"] + 31'/ (I + "1 + '1') + Yoa 1/' 1)'2 (3 - 1)')}, 
21' 

y W 
A = - B = - W T' H.,b = - -;: (± 1 + 1/' rJ», 

Wh i 
M • • = - -2- (I - 1) =F 1) - ",rJ>), 'I W hI "' b- '.1 = - '-2- (I + rp - 1) =F I. 1) - <P). 

rJ> = !L [3 (I + Yol) - 1/"l, 
21' 

hI 
A=-B=-W T , 

W 
Ha,b = - 2" (± 1 + 1/' rJ», 

Whl 
M. d = - (± 1 + 1/' rJ», , 2 

M',I = - W2hl (II' =F ).' - rJ». 

h 
A=-B=-W -r , 

W 
H •• b==F-;-. 

Wh l 
1'.1 ••• = ± -2-' 

M Wh" 
'.1 = ± -2- I •. 

~ '''' nlt' 

rJ> = ~t (3 "1 + 3 C' - '1" C'"). 
-I' 

A = _ li = _ \I' hI +.z. 
I ' 

H .IV, , 
a,b = - -;. b:: 1 + '" <P), 

Wlz 1 
M ••• = ---;-- (± I + 'r'ff» , 

Mel=-I~/[C'T).'(~, -C')-fPJ. 

A = B =0, 
3 I EJ, 

Ha,l, = _.. . 12 'Y., t, 
"2 I' S II 

111, .• = -H •• b hI, 

11/,,1 =-H •• bh. " 



),=0: 

Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 

3 
(/) = -- [I + "1 + tp + "I tp (I - 7]2l]. 2.1' 

M 
A=-B=-T' 

M 
M A• t = 2 (I ± I - ",(/). 

3 (/) = -- [I + Xl + '" (I + xll]. 
21' . 

M 
H··&=2h(/)· 

M •. r = ~ (I ±A'- (/)1. 

y=h: (/)=~(I+X1+"'). 
21' 

587 

M 
M.=- 2 ",(/). 

Tabelle 47. Symmetrischer Zweigelenkrahmen mit schrllgen Pfosten: 

# 

~=T' 
xl 

~=T' 
I 11=". 

, 
~'-~ ., - II • 

a 
A=T' 

A' = !!. I • 

~I~~-----l------~'~I 
M A• t = M •••• wenn nicht besonders angegeben. 

#=a: 

p mmmm 

1 
(/) = -- [2 A(2 + xl - AI(3 + 2xl + xj. 

41' 
pI 

A=B=-. 
2 

H. & = pI el" (/). • 4 

pI . 
H •• & = 2" (/). 

pll 
M • • =_~I(I ±A' - (/)1. 

• 4 

~ = A. (/) = ~ (5 + 6 xl . 
41' 

I 
(/) = -- {4A + x [6A + A' e(3 - 2e)]}. 

41' 

pIa 
M ••• = -2- [A(I - Al - (/)j. 

I 
(/) = -- [6(1 + xl - 11'1. 

41' 
W)'I 

A =-B=-2T' 

y=h: 11=1. (/) = 2- (5 + 6 xl . 
41' 

A = P Z (I + A' e'l . B = P Z (I - A' e'l. 
2 2 

H •• & ;", P :1 e" (/). M .... = P~ll e [A (I ± A' e') - (/)j . 

B=P~. 

P 
H •• =-,,(/). 

• 2 
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y =0: 

61. Ra~mentabellen. 

1 [ EI] (I) = - 3 (I + ,,) - - • 
2 ~ AI 

A = PE'. 

(I) = !L [3 (" + '1') - '1' I] • 
2~ 

A =-B=-W L . 
I 

w 
H •• =--(±I+(I). • 2 

M.,. = - ~h ['1':r= '1 A' - (I)]. 

y = h: '1 = I, '1' = 0, (1)=0. 

1 
(I) = - (10 - 3'11), 

2~ 

wyl 
A=-B=-~. 

wh 
H • • = --91 (30 ± 30 - 10'1 - '1 (I), 

• 120" 

y=h: '1=1. 

(I) =.l... (I +" - '11). 
2~ 

M 
A=-B=-T' 

M 
H·'·=2h(l), 

M,.,t= ~(I±A'- (I), 

(I) = .l... (I + ,,) . 
2~ 

W hi 
]I.!. ,=-9II (±IOA'- (I), , 120 ., 

M." = - M (± A + (I), 

Z = 0: 

3 I El. 
H •• =---Clt,'. • 2 ~ S hi 

3 I El. 
M • • =----Clt". 

• 2~ S h 

Tabelle .. S. Symmetrischer Rahmen mit geradem Riegel. GeleBke an den 
Traufpunkten. 

~--'~d 

t-----l,------;~ 

1iI 
W hi 

M •. b = - 4 '11 [I ± 1 - (I)]. 

y = h: '1 = I. (I) = ~ . .. y=h: 

w hZ 
M •• b = - - 1]2 [1 ± 1 - (I)]. 

12 

(I)=~. 
5 



Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 589 

Wh 
M. b = - - 1J [I ± 1 - C/l], , 2 

y=h: 1J = I , 
y = h: 

Tabelle 49. Symmetrischer Rahmen mit parabolisch gekriimmtem Riegel, 
Gelenke an den Traufpunkten. 

x 
~=T' 

y 
1J =71' 

z 
C=7' 

I 
),,=h' 

x, 
I y' I I C'_~ ';'=T' 1J =T' - I ' CP=h' 

t _I_,_= I, IIA 
I" = 5 + 4" op2 ~ p=J:...... 

a. I« cos 0( ,,= hI,' 
"CP I. 

p lllllllllllllll llllllllill C/l=~, C/l = 24 !L, 

n " 7 v 

PI in wI 
H.,d = 8 ),C/l, H. d = - - (± 2 + C/l), , 4 

pl2 wlh 
M.,b=gC/l, M. b = - - (± 2 + ([I) , , 4 

pl2 W 12 
M.=-(I-cP([l)· M = - - (I - ([I) , 

8 • 4 

l1 
';2 5 

([I = - [5 - ';2 (5 - 2.;)] , ([I = - 1J (4 -1J) , 
v 1fn 41" 

PI wh 
H. d = -)" ([I, H. d = - 1J2 ([I, , 4 ' 4 

pia w h2 
M. b=- ([I, M b = - - 1J2 [1 ± I - ([I] , 

,. 4 ., 4 

1 P 12 M.=- CPMb' 
x~-: M. = _ (';2 - cp ([I). 

([I = !..i . 
2 4 

Y = h: 1J = I, 
1 ([I=~. 41" x=-: 
2 v 

n 
([I - 1-. wIt ([I = J!... C,t (5 - e/) , - v p' 

" P n W H.,d = -2 ),,([1, H. d = - (=F 1- 4'1) , , 2 

PI Wh M.b=-([I, M. b = - - (± I + 4'1) , , 2 , 2 

I PI M = _ WI (e' _ ([I) , x:5:-: M. = - (.; - cp ([I) , 
- 2 2 

• 2 
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y = J.: 

</l = .2. TJ (3 - T}) • 
21' 

IV 
H e• d = -;- TJ</l. 

61. Rahmentaoellcn . 

IVh 
M. &= - -- 1] [I ± 1- </l]. 

• 2 

M.=-rpM&. 

y = h: 

IS EJ. 
He •• = 21' "hi ex, t. 

IS E J. 
M. b = -I-h' ex, t . • 21' 

M.=-rpM •• b • 

Tabellc 50. Symmctrischcr Rahmen mit gebrochenem Riegel. Gelenke in den 
Traufpunkten. 

11 
~ - :rl 

Yl 
I 

x~
-2 

I 
X=-: 

2 

.. , x' 
, = I ' 

</l=~. 
4" 
pi 

He •• =~).C/J 

p /2 
M •• & = -~- </l • 

P /2 
101, = T (I - fj! <1» • 

PI 
H···=4"<1>· 

P /1 
M.&=-<1>. 

• 4 

P /2 
M. = - (;2 - fj! </l). 

4 

<1> = _5_. 
16 " 

t' 
TJ = ':-. 

" 
C = ." 

f 

C' = ;' . 

<1> = l£. 
4" 

wI 
H, • = - - (± 2 + <1» • . 4 

If). t· h 
M •• & =--- [± 2 + <1>]. 

4 

W 12 
IIf. = - -- (1 - <1» • 

4 

<1> = -.!L (4 - 1]) • 
41' 

He •• = W h .,2 <1> -4-" • 

w h2 

M •. & =--4- 1]1 [I ± 1 - <1>] 

M. =- 11'111& • 

y=h: 1]=1. </l = _3_. 
41' 



I 
x~

- 2 

y =h: 

Einfach statisch unbestimmte Rahmen. 

P 
H. d = -A cI>. 

• 2 

PI 
M •• ~ = 2cI>. 

PI 
M.=-(;-rpcI». 

2 

Wh 
M. ~ =---"[1 ±1-cI». • 2" 

M.=-rpM&. 

7j = I. 

cI>= 

cI>=~ . 
~ 

M M &=--(1 -I- I -cI» 0. 2....... , 

y =h: 

591 

cI> = L C" (3 - C/) . 
2V 

W 
H •.• = - 2' (± 1 + cI» . 

Wh 
M •• & =--2- (± 1 + cI». 

M. =_ W f (C' _ cI» . 
2 

cI> = _3_7] (5 - 7]). 
20 ~ 

7] = I. 

H •• d = 

cI>=_3_. 
5~ 

3 ,E l. 
-"-h' at, t. 
2~ 

3 El. -l--at,t. 
2~ h' 

M.=-rpM •• a• 

y = h: 

lvI. =- fIi M~. 

cI>=_3_. 
2~ 

Tabelle 51. Unsymmetrischer Rahmen mit geradem Riegel. 

pI 
A=B=-, 

2 

pI 
H. ~ = -g ("1 + "2) , . ~ 

plZ 
M.=--g (I +).1)' 

. ~ 

PIS 
M. = - - (I + As) • 

8~ 

hz l. 
"I = h2 ' "I = s I. ' 

~ = Ad l + "1) + 1 + As (I + "2)' 

f 
flil= II' 

1 

I 
fli2 = h, • 

MA• t = M • •• , wenn nicht besonders angegeben. 

A =PI. 
3 

pi 
H. a = -- (7 VI + 8 "z) • 

• 120~ 

pIa 
M.=---(7+ 8AI) • 

120~ 

pll 
M.=---(7Az+ 8). 

120~ 



592 

px ~, 
A=-{I+~). 

2 

H.,& = pI (I), 
(I) 

M.=-pll '1' 

(I) 
M.=-Pll-. 

'1 

61. Rahmentabellen. 

wz 2 + 'PIC 
A=-B=-----. 

wz 
H. b = - - {I ± 1 - (I)). 

• 2 
2 '1 

z= I: C = 1, 

wyl 
A =-B=--, 21 

wy 
H •• t = - """2 (I ± 1 - 1J (I)) , 

wyl 
Jl,f. = - {I - (I)), 

2 

Wyl 
M'=--2- Az (l), 

(I) = _1_ (10 + Al [20 + 3 "1 (IO _1J2)]} , 
30 P 

wyZ wy 
A=-B=6T' H~.t=-4{1±1-1J(I)), 

wy2 
M.=- (2 - 3 (I)). 

12 

y=h: 1J=I. 

(I) = ~. (VI W D + V2W~), 
2p 

A=pe', B=P~, 

H •• t = P (I), 

(I) 
M.= -Pl-, 

VI 

(I) 
M.=-Pl-. 

Vz 

Wy 
A=-B=--l-' 

W 
H.,b= - 2" (I ± 1 - 1J (I)), 

Wy 
N1. = -(2 -!P), 

2 
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1 
cJ) = - [1 + 2ld1 + "1) + (1 - ).1') Q)~ + (As - 1) Q)D]' 

P 
h1+Z W 

A =-B=-W-,-. H.'.=-Z-(1 ± 1 -4), 

llJ.=-H.h1 , M.=-H./Ja, 
i 

Z = 0: 4) = - [1 + 2Ad1 + "1)] . 
P 

1 
4) = - [2 + At + 3 "1 (I - 'II)] , 

2p 
M M 

.if =-B =- y' H.,.= /Ja 4), 

M.=MII=M(I -Al4) , M.=-M4), 

Y = 0: 4) = 2- (2 + As + 3 "1)' 2p 
1 

y = h: 4) = - ('l + At). M. = - M AI4) . 
2p 

3 I El, 
H .=---cc,' •• P s hI • 
M.=-H./Ja. 

Tabelle 52. Halbrahmen mit senkrechtem Pfosten. 

It 
~=y, 

~' _ It' 
- I ' 

h 
"=-r' 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 

Y 
'I=/i" 

Y 
C = hI' 

f 
tp=/i" 

f 
e=y' 

, y' C'- y' , hI , hI 
'I =/i" - f ' tp ='h' e =y' 

f 
'I' = hI ' 

hI I. 
,,= 5 III' P=I+". 

M. = M., wenn nicht besonders angegeben. 

~I -l~' = Q)", vgl. Tab. 22, S. II6. 

ru 

If 
" + '1'1 4)=--, 

4P 

4) = 2- (C'I- !. C") , 2p 2 

A,B=±~f e(c'l+ ;), 

H.,. = ~f n: C' + C' + 'II 4), 

wI' M.=--4), 
2 

38 
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A, B = ± w:1 e (C2 + *) , 

M __ whi .... 
CI - '.V, 

2 

tfJ = ~ W - ~'3), 
I' 

A, B =: [I=t= (I -2e- :,)J, 
P I 

H.,b="2h1
tfJ , 

PI 
M·=-2 tfJ . 

;.: 
tfJ = - (C - C3) , 

21' 

A,B=±lVe(C+ :). 

W 
H •• b ="2 [-I =t= I + 2(C+tfJ)]. 

M. = - W hi tfJ. 

M. = - MIP. 

x = I: tfJ = - ~. 
21' 

W hi 
H. b = - C ( =t= 30 - 30 + 20 C + tfJ), 

• 120 

y = h: C = I. tfJ = 7 !:.. . 

1~ 
11 

y = 0: 

I' 

tfJ = 211' (e' - C'3), 

A. B = ± IV e ( C' + :,). 
W 

H •• b = 2 (=t= 1 + I + 2 '" tfJ) , 

M.=-WftfJ. 

A=B=±We, 

H., =0, 
M.=o. 

Es tretcn kcine Momente auf. 

tfJ = ~ WJI (C) , 
21' 

A,B=±~'P(I-:)' 
M 

fJ ., b = hi (I - tfJ) • 

M.=MtfJ, 

M 
M. =--. 

I' 

EJ.I+V2 
tfJ = 3 -1- --,,- ex, t. 

5 (! I' 

A,B=±vtfJ. 
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Tabelle 53. Halbrahmen mit waagerechtem Riegel. 

dbif/, Mit den Werten A. B. H. b. M der Tabelle 52 fUr den mit seiner 
Belastung urn 900 gedrehteiI Halbrahmen ergibt sich: 

pi II 111111111111 

n 
-l 3: 1--.2'1 

CIIIIJp 

n 
f-.H-t1 IIDDDP 

n 

A'= H b • 

B'=-H., 

H~=-B. 

H~=A. 

M ••• =M •••. 

DreJfach statisch unbestimmte Rahmen, 

Tabelle 54. Symmetrischer Rahmen mit geradern Riegel. 

w Tabelle 22 S. II6, 

1'=1+6". 

M •• t = M •• ,. wenn nicht besonders angegeben. 

1 pI' 1 PII 
H b--- IlDp H •• b = 8p T' ., - 4P II' 

11 P II M _P11(~ ~) M • • =--. .,'- I20 I-' ± ,., , • 12p 

pll 
M •• = _pll CO =j= ~). M. '=-6' , p , 120 P V 

1 1 
~ = -- (3 ;1 - 2 ;1) • 

13:~; r-
~ = - (3 C - \3). 

P 21-' 
1 p II n 1 P 11 

H. b=-T~' H. '=-T~' , -4 
• 4 

P II ( 3 ) pIa 
M.,b=- ~=j=-(1)1t ' M. b=-~, 12 ,. • 12 

P II ( 3) c P II 
M. ,=-- 2~±-W~ . C=,. M"'=-6~' • 12 V 

1 P II 
wll ( I ) H •. b = 8p T' H •• =--1±2+-, 

111 '4 2p 

PIle 3) In M .= _ w 111[3+" ±(I~)J. M • • =- -=j=- , 
, 24 P 8,. " 4 6p ,. 

M.,=_ P11(-=-±2...). Will (1 2 ) M. ,=--" _=j=_ • 
• 24 P 8,. • 4 6p ,. 

~=~-w:.. 
2 

M • • = - fIJ III {_I_ [(3 + 2 ,,) ~ - " w."J ± 'l'}2 (1 - 2 '1 ~)J . 
, -4 3 P " 

W h' r 1 'l'}1] M ,= - -" .- (2 (1) -~) =j= 2 - • •• 4 31-'''' v 
3S* 
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W II {'12 } H.,. = - ~ "I 10 ± 10 - Ii [5 (I + xl - "I (I + 2 xl] , 

W 112 ['1 5 10 (10 5 x )] M • = + -"12 - (I + xl (5 - 3"1) + --"I - - =+= -- ---"I ., 40 3 I' 3 3 3 JI ' 

W 11.2 [ 1 5 ] M ,=_-X..,3 -(5-31Jl=+=- . 
c, 40 " 3 I' " 

" = II: W II [ 2] H •• = -- 7 ± 10 + - , 
'40 I' 

1 

M • = _ W hi [8 + 3 ~ ± 5 (-=- _ ~)], 
• , 40 3 I' 3" 

(/J = ~ (I - 2~), 
" 

H _~PI(J)B 
·'·-2 II 1" 

M • • = - (J)B - =+= (/J , PI (I ) 
• 2 I' 

PI (2 ) Me .= --(J)B - ± (/J • 
, 2 I' 

W h2 [2 5] Me ,=--x - =+=- . 
, 40 31' JI 

M •• = =+=-- IV h - - -- , 3 (I X) 
• 2 3 JI 

X+I 
M •• =--flJ, • X 

M ••• = - flJ .. 

Tabl'lIe 55. Symmetrischer Rahmen mit gebrochenem Riegel. 

~=;, 11=~' C=;. ;.=~. tp=~, 
~'_ x' ,}" C'- r! h J. 3 x-tp 

- l' 11 = h ' - I' x = s J A' (] = 2" X + 11'1 • 

(I + x) 
I' = 4 (1 + X) - 2 (] (x - 11') , '1'1 = 2 --, x-tp 

3 2 +X+tp 
JI = 2 + 6 x, '1'1 = 2" X + 11'1 = ('1'1 - I) (]. 

MA• t = M.,., wenn niclit besonders angegeben. 
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11 H. & = pie A (S rp '1'1 + 8) • 
, 24 P 

plAe 
H.,. = 48 P (s rp '11 + 8) • 

((1 

~() 
1/1 

Y = A: '1 = 1 

pll 
M • • = - [S rp 'PI + 8 (e - I)]. 

24P 
M • • = - - [Srp'll+ 8(e - I)]=F-PII{ 2 3} 

, 96 P " 
pl2 

M, .=-- (srpe+8). • 24P 
P11[2 3] M, .= --6 -(srpe+ 8)± - . 

• 9 P " 

wA {xe } H.,b=-2'1 ±I+I- 6p '1I ['Pl(4-'1)-4] , 

w AI { " ( " )} M • • = - '11 - '1 ['PI (4 - 7]) - 4 (e - I)] - 3 =F 3 - 6'1- • 
, 12 P " 

M • • =- -,,~ -[e(4-7])-4]=F- . w~ {I 6} , 12 P " 

WAr "e ] H"&=-2 ±I+I- 6p (3'P1-4) , 

w AI {" ( " )} M .=- -[3'P1-4(e-I)]-3=F 3- 6 - , 
'. 12 P " 

Will [I 6 ] 
M • = - -" - (311- 4) T - . 

c, 12 P " 

<1>1= 1 + C'+ C'I, <1>1= (I + C') (I -C/I). 

H.,& = - ~/ C{± I + :; [(3 rp'll + 4) <1>1- rp'PIC'3]} , 

M.,.=- :~I {; [3rp'Pl+ 4(e- I)] <1>1+ rpe(I_2;1) C/3± [~_! (12; -<I>I)J} 

w/[ rpe ] H"&=-2 ±I+ 6p (3rptpi+4) , 

w fI f 2 [12 3 ( " )J} M.tF--,-[3rp'P:+4(e-I)]± --- 12--1 , 
• 24 P rp " rp 

Wfl[2 3 ( " )] M, .. =- -(3'Pe+4)±- 12--1 . 
, 24 P II rp 

wll {"e } H. 1=- - '1 ± 1 + I - - 7]1 ['Ids -7}) - s) , 
'4 lSP 

W AI {2 ". (" )} M.t=-'1I_7}['PI(S-7})-5(e-I)]-lo=F 10- 15-'1 
• IW P " 

wAI {2 IS} M •• =--,,~ -["(5-'1)-5]=F-, 
, 120 P " 
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H • • = p ~ ~ [IP '1'1 (3 - o4~1) + 6 ~']. • 31' 

M o,&= Pl~ {3If.' [1P'I'z(3 - o4~1) + 6 (e - IH'] =f ; ~'W -~)}, 

M. ,= - P I ~ {~ [IP e (3 - 4 ~a) + 6 ~'] ± 2...~' W - ~)}. 
'31' " 

H o .=-- ±I+I--'YJ1 ['I'd3-+»-3], W{ 2"e } 
'2 31' 'j 

Wh {2" (3 )} Ma&=-'YJ -'YJ['I's{3-'YJ)-3(e- I)]-I± -"7]-1 , 
, 2 3 I' v 

M .. = __ ".,2 -[e(3-'YJ)-3]=:F- . Wh {2 9} 
• , 6'j I' " 

W[ 2IPe J H. b = - - ± 1 + -- (2 IP '1'1 + 3) , 
, 2 3 I' 

M a &=-- -[21P'I'a+3(e-I)]=f --I , Wh{21P (3" )} 
, 2 3 I' " 

W h [21P 3 "J M. ,=- - (2IPe+ 3) ±- . 
• 2 31' " 

M "e H.,& = II -;; 'YJ ['1'1 (2 - 'YJ) - 2]. 

Ma,b= ~ {2;'YJ ['1'2(2 -'1) - 2(e-I)] - 1 =f (I -6'YJ :)}, 

M A• t =-M"7]{; [e(2-'YJ)-2]=f !}. 

M"e' H • • = - - ('"1 - 2) , , h I' T 

Ma •• = .~ {~" ['1'1- 2 (e - I)] - I =f [I - 6,,"J} , 

MA,t =- M" [; (e - 2) =f ! l 
H • = e (2 .!. + _1_)!.-. E J. rt, t , 

•• 1''' - IP S hi 

M • = n [~ (n _ I) + _I_J!.-. E J. rt, t. 
0, "I''' " - IP s h 

2 e I E J. 
M •• =-- - --rt,t. , I' s h 
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Tabelle 56. Symmetriseher Rahmen mit paraboiiseh gekriimmtem Riegel. 

Yl 

y 
1/=h"' c=~, 

I 
--~- - 1 Ie eoscx - • 

I 

~'-~ - I ' 
y' 

1/' =h"' 
I 

C'_~ - I ' 

fA = 3 (I + 2 ,,) - e (3" - 2 tp). 

h I. 
"=7 lA' 

1 + 2" '1'1 = 3 -~-----, 
3"-2tp 

'1'1 = ('I'I - I) e. 

5 3,,-2tp 
e = 2" 5" + 4 tp2 • 

ilfA,~ = M e• d • wenn nieht besonders angegeben. 

P /2 e 
H •• & = 20 h Ii (4 tp '1'1 + 5) , 

P /2 
M. &=+--[4m'''!+5(O-I)]. , 20 fA T T -

P /2 
M. d=---(4me+5). 

• 20 fA T 

tPl = (5 - 5 ~2 + 2 ~3) • tPa = (3 - 2 ~) , 

H •• & = 

wh {"e } H.,& =--2-1/ 1 ± 1 - 4ii 1/2 ['1'1 (4 - 11) - 4] , 

.11 •• =+---- -[3'1'z-4(e-I)]-I=i= 1-- • wh2 
{ " ( 2")} 

• 4 2fA V 

H • • = - w I {± C + ..i.. ~ [( tp '1'1 + I) tPl - ~ tp '1'1 tPl]} • 
• 2 5 fA 7 

M. & = - W 12 {_2_ [(tp '1'2 + e - I) tPl - -tp 'I'~~ tPa] ± C [_1_ - -~ (12 ~ - 1 + C/!)]} 
• 5 fA 7 2 tp 8v tp , 

Me d= W 12{-=- [(tp e + I) tPl - ~ tPz] ± _1_ C[12 ~ - 1 + C/!]}. 
• 5fA 7 _ ~v tp 
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H. & = - W f [± I + .±. ~ (~tp 'PI + I)] . 
• 2 5 P 7 

M. &=-w fI{_2_ [~tp 'PI + (e - I)] ± [_1_ - _I (12 ~ - 1)]\. 
• 5P 7 2'1' Sp rp J 

M ••• =W fl [52p (~ tpe+ I) ± Sip (12; - I)). 

M.&=+-1J ~['P1(5-?J)-5(e-I)]--=f --51J- • wh2 2{"1J 10 (10 ")} 
• 40 P 3 3 " 

W h2 { I 5 } M '=--"1J3 -[e(5-1])-5]=f-·· . 
'. 40 P p 

H Ple( "+) • & = ~h - 2'1' 'PI wp 3 WB • 
• 2 P 

M •• &=+~l{: [2rp'PIW~+3(e-I)WB]=f; W-~)WB}' 

M • • =- PI[~(2 '1' eW'P+ 3WB) ± ~ W - ~)WB]' 
• 2 P p 

w { 2 '1' e ,3 '} H. & = - - ± I + - -. - e 'I [m 'Pd5 - C) + 5] • 
• 2 5 P T 

~ 

M & =- W/{e"I [rp 'PI (5 - e') + 5 (e- Il] ± [~- ~(I2~ - I - 2e'+ 3CI2)]}. 
~ 5P 2'1' 8p '1' 

3 

M ••• = W f {;: ['1' e (5 - e') + 5] ± Sip [12 ; - 1- 2 C' + 3 e/2]}. 

3 M "e H & = - - - 1] ['PI (2 - 1]) - 2] • 
•• 2 h P 

M {3" 1] . ( " )} M.' t =+2" --';-['PI(2-1])-2(e-I)]-I=f 1-61]-; • 

3 o{I 2} M ••• = - 2" M "1] Ii [e (2 - 1]) - 2] =f -; . 



:c:c' 
fOOFt

Pfl11ll 

r\ 

Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 

3 MHt! 
H.,b = - -h - ('1'1 - 2), 

2 I' 

M (3H (H)l M.,b=+""21'" ['I'1-2(t!-1)]-1=f 1-6-; J' 

MA k = - - M H - (/? - 2) ~ - . 3 [ 1 2 ] 

, 2 I' " 

H _3/?'I'1 E l· 1X t 
.,b - I' hi " 

3 '1'1 El. 
M. b=+ - -h ot,t, , I' 

3/? El. 
kle '=---h ot,t. , I' 

Tabelle 57. Symmetrischer Rahmen mit schrllgen Pfost en. 

• y A1 = m1 , }' = ~ H = ~ 1. 
,TJ=,,' • • I.' s 10' 

y' 
TJ'- -- h' 

. m 
1>'=1;' 

." i. I. =1;' 

601 

,,= H A,2 + 2 (I + A' + ).'2), OJ Tabelle 22, S. 116. 

JI A, k = Me, d , wenn nicht besonders angegeben. 

H • __ pl~(~ ) •. +2)'1' , 4h I' 

I'll H .Ha b =_0_, 
, 12 I' 

l' l~ H 
"Ie .=- --. , 6 I' 

~ jon \ 

Me • = _ p i8 (2 H tp ± t/J) , 
, 4 31' 

plg[U I' ''' ..... >1 M. b = - - 'I' =f.\2 III OJB -+- /I, .,., • 
, 4 31' ..J 

1 
t/J = 8V [A/2~-8Al(2+)!)]. 

H.,b= ~~ (; +2At), 

M.,b = 1';3 [3: =f(At+Allt/J>]. 

M • = _ P l~ (2 H ± cp) . 
e, 8 31' 

I I 

'I'=2"-w", 

pml ( I } 
H.,. = 47J I Ii [OJ" - (I + H) 'P] +;' , 

M • • = - pm' {~ [(2 + 3H> 'P - OJ,,] ± (;' - t/J>}, 
, 4 31" 

pml[I ] M. d = - -- - (201" - 'P) =f A't/J . , 4 31' 
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17\ 
111 

61. Rahmentabellen. 

2 - Al IJ)=--, 
" 
Wh( ") H • • = - - I ± 2 + - , , .. 2p 

iT\ 
111 

[ 
IJ) = - (S - 2 Ad , 

" 
wh (I ) H • • = - - - 8 =f 10 , , ,,0 P 

W hi [I + 3" ] M.'.=-4 ~±(I - IJ) , W h· [2" (10 )] M • • = - - - + I ± - - IJ) 
, 40 3P 3 

x' 
~'=-m 

M. ,=-- -=fA'1J) _ Whl(I ) 
, .. 6p 

"." _.!... - I •• ' 
~",- 2 ~"" 

H.,. = W .. h {; [w", - (I + ,,) W~'] - 2 1/ =f 2 1/ + 1/2} , 

M.,. =- W:. {3~[(2 + 3")W~ - W",] ± (1/1- IJ)}, 

M ,=_Wh'{~[2W -W"]=fA'IJ)}. 
" .. 3p '" '" 

H.,. = :: 1/ {~ [S (I + ,,) - 1/ (2 + ,,)] - 10 =f IO}, 

W hi ( 2 ) M. ,=-- -=fA'1J) • , 40 3p 

M.,. = :~I 1/1 [3: (I + ,,) (S - 31/) + ; 1/ - 130 =f C30 
- IJ))] . 

M • • = - W h' 1/1 [!L (S - 31/) =f A' IJ)] . , ,,0 3p 

H ••• = ~: {; [WD-(I+")W~]+~}' 

M.,.=- P2m {-; [(I+")WD-WR]±(~-IJ)}. 

M. d=- Pm [~(WD-WR) =fA'IJ)]. 
, 2 p 



DreifacR statisch unbestimmte Rahmen. 

2 + A' 
0=--. 

" 
Pm 

H •. o= -2/1' 

Pm 
M •• o==f-2 - (I - 0). 

Pm"", 
M.' 4 =±-2--11. ..... 

2 + A' 
0=---, 

" w 
H •• b ==f 2 , 

6\}3 

0= 6"T} (I - Al T}) , H.,b = - 2~ {"'~ [(I + x) W:ll + Wolf] - I}. 

M •• b =- ~ LII' [(2+ 3 X)W:v.+ WMJ±(I-0)}. 

M. t= ~ [_1_ (2 Wlf + W'll) ± A' 0]. 
, 2 31' . . 

3 M x 
H.,b=Z T -p-' 

M., b = ~ [; =f (I - 0) J. 
MA.=~(~±AI0). 

, 2 I-' 

Tabelle 58. Geschlossener. symmetrischer Rechteckrahmen. 

~=~. I 

~' _ x, ..,/= i" ' - I' ., 

" J. x.= T y;:' " J" XU=TJ;' 

3 + 2 Xo " I-' = (2 + Xo) + ------, " = I + 6xo + 2 , 
Xu "" 

Mil •• = M., 4. wenn nicht besonders angegeben. £0 Tabelle 22 S. rr6. 

1oE----l,--~'""i 
Gleichml!.J3ige Temperaturl!.nderung erzeugt keine SchnittkrlUte. 

P!!!!!!!!!!!!!!!!!!! o 
H -l!..!...~ I+X" 

G. b - 4 " I-' Xu • 

P l2 
M. o=--, 

• 121-' 

P II 
M •• 4 =-I"Z 

3 + 2 Xv 
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61: Rahmentabellen. 

1 
(I)~=- • 

16 

J 
(I) = - (3 C - ~) , 

z 

H. • = t.!...!... 1 + x. (I), 
, 4 11 I' Xu 

P II 1 
!tIe .= --- (I), 

, 12 I' 

P II 3 + 2 X. 
.1-1.,.= - -12 (I). 

I' X. 

H _ .!.1...!... 1 + X. 
.,. - 8 11 I' X. ' 

PI2(S I) lIe .=-- -+- , 
, 120 I' - " 

H • • = W 11[_ I+..!... X. - X":t=z], 
, 4 21' X. 

WA'[3+X. ] IIf •• = -- --±(I-(I) 
, 4 61' ' 

I 
Ie = -: 

? 

t I w.= 10' 

1 
tP = '2 (3 C - C') , 

H • • = 1!.!...!... 1 + x. (I), 
, 4 A I' Xu 

11 _ pll 3 + 2X. (I) 
.. 8.'- 12 Px. ' 

P II 1 X. 
.11. ,= --- _. - tP . 

, 12 I' X. 

W AI [8+ 3X. ] ,11 • • =-- -- ±(IO-(I) • 
, 120 I' 

.'11 • = _ W 111 [X. 7+ 2X. =t=(I)] 
., 120 X. I' ' 

.7lJ. ,= _ WAI [X. 3 + X.:t= (I)]. 
, 4 x. 61' 

W A [I ( X. ) ] H • • = - - 7- -x.-8 -20=t=30 • 
, 120 I' X. 

..... I x. 1 + 2 '1 X. 
""='1- , 

X. " 

1 , 
'1='2- w., 

WA{ 1 [X. J} H.,. =.- Ii X. (I + x.)w.- (I + X.) 'I' + '11 - 2'1 (I ± 1) , 

WIII{ 1 } M.,. = - - - [(3 + 2 X.) 'I - X. w"l ± ('ZI - (I) , 
4 31' 

W 111 {I [ X. ] } .7lJ. ,= - - - - (3 + 2 X.) 01. - X. 'I =t= (I) • 
, 4 31' x. 
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Dreifach statisch unbt>stimmtc Rahmen. 605 

4) =!L H. (I + 3'1 H.), 
" H. 

M •• =--O)/l -=f.", . PI ~H. ....] 
• 2 x. 

-h' .... _H.I+3H• y- ..... -----, 
H.. " 

W{I[ H. _] } H." =""2 Ii (I+HM) HM O)~- (I+H.)O)D +'1- I =f 1 , 

M a,. = - U:" {; [(I + H.) O)D - H. ~Rl ± ('I - ~)}, 

M.,,, = - U:" kH;. [(I + H.) O)D - leu O)lI] =f (I)}. Wh 
M.,.= ± -2- (I). 

y =h: 

H =..!~~+Ho .,' 2" PH. ' 
MHo[1 I] M ,,=-- - -=f- , 

" 2 H. II " 
M [2 + H. ( H. )] M •• =-- --± 1 -- , 

, 2 P "HM 

M. am Riegel. 

• 
Tabelle 59. Geschlossener, symmetrischer Trapezrahmen. 

I 

f/'=! , 
h. 

m 
A1 =-, 

I. 
A' I. == l;' 

A" = I •• 
I. 

0) Tabelle 22 S. 116. 

I. I, 1M I. 
H. = s· I.' H. = S I.' 

---~----
" = H. }.'I + H. + 2 (I + A' + A''>, 

M_.I: = M •••• wenn nicht besonders angegeben. 

~------~------~ 
Gleichml!./3ige Temperaturl!.nderung erzeugt keine Schnittkrl!.fte. 
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IIIIIIDp 

~ 

~ 

~ 
c 

C.=-. 
I. 

E = lit, ~'= ~. 
• I. 

:r: :x' n 
~ =.!..-, 

m 

, 
f =:.-.. m 

61. Rahmentabellen. 

P/~ [3 ". A ] 3 p~ "u ( H."=27i 2"/i".(I+"u)+ I. H. b = - ,..- - I + ".) , 

~ 
, 4 I' 

M _ pl~ ". M pl~ "u ( •• = - - 2 + 3 ".) • . ,.- 4 Ii' , 4 I' 

PI~ ". M __ PI~ "u 
M.,.= -4/i (2 + 3 "u). .,.- 4 1" 

!1> = t(3 C. - C~). !1> = t (3 Cu - C!), 
. Pl~[3"o ] 3 Pl~ "tI !1> H • • = h - (I +"u)!1>+AzC. , 

~ 
H •• =-,..--(1 +".) • , 2 2 P, , 4 I' 

M • = p/~ ".!1> M PI~ "tI ( )!1> •• =-- 2+3" •• • , 4 I' ' • 4 I' 

P I~ ". !1> M • • =---(2+3".) . 
' 4 P, 

C,,=~. 
lu 

M __ PI~ ".!1> 
• •• - 4 I' . 

I 
!1> = - (2 + ". - Al) • 

" 
3 pl~ "v A. H •• =--h -(1+".) ..... 

• 4 I' 

M = _ pm· [1+ 3". 1= A'!1>]. 
••• 4 21' 

PiP. [15 I] M • • = - "u - (2 + 3 ".J 1= - , 
, 120 I' " 

PiP. [15 A'J M • • = - - "u - ± - . • 120 1'." 

I , 

'P ="2 - W"" 

H.,. = P4~1 {! [(1 + ".) W", - (1 + ".) 'P] + ~I}. 

P ml {I } M ••• = - -4- Ii [(2 + 3 ".) 'P - W",] ± (,I -!1» , 

p ml {I } M.,. = - -4- Ii [(2 + 3 "tI) W'p - 'P] 1=).'!1> • 



Dreifach statisch unbestimmtc Rahmen, 607 

~ TV _ 
1(,11 [ 3 J H. b =--· --(xu -X.)-1=j=2 , 

• 4 ~Jl -
W h l- 3 H.,b=- -- (7""-8,,.-1) 
(20 Jl 

W 112 [I + 3 x. J J!. b=- -- --- ±(l - cI» , 
• 4 2 Jl _ 

- 20 =t= 30 J ' 

M.:b = - !::~ [3 +118 ". -= ('30 
- cI» J, 

.11, • = _ ~II2 [2 + 7 You =tA' (I)l. 
, 40 I' .: 

1(1 II f 3 2} H. /, = -1-'- [(I + Xu)W'I" - (I + Xo)VI] + 1] - 2 I} ::·21] , 
, 4 Jl 

J11. b = - W h2 {~ [(2 + 3 Xo) VI - W'I"] ± (1]2 - cI»}, 
• 4 Jl 

M • • = - w h~ p __ [(2 + 3 xu) Wer - 'P] =t ).' f/J}. 
, 4 l Jl 

M. b = - - 1]2 - [10 (I + 2 ".) - 5 1] (2 + 3 "'0) + 3 T}2 (I + ".l] ± (10 - cI» , W h2 {3 } 
120 I-' 

M •• = __ T}2 -[IO"u+5T}-3T}2(1 +"ul]=t=i.'cI> -W h2 {3 } 
• 120 I-' 

I 
cI> = - (2 + "u·+ ).'), 

v 

Pili 
M. b = =F - [I - cI>] , 

• 2 

Pm 
H. b = -h (2 cI> - I), • 2 

Pm" 
M • • =± - r. cI>. • 2 
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¢ = IX, ¢' =~ .. 
• I. 

~' = xl . 
m 

,,> o. 

61. Rahmentabellen. 

, 
~'=~. 

I. 

IP = !L rx" + 1) (3 - 2 AI?])] , 
v 

H •. ~ = ~ {~ [(I +X.) WD-(l + X.) WD] +'1- 1 =f I}, 

M.,~ = - ~ h {! [(I +X.)WD- wB1 ±(IJ-IP)}, 

M Wh{3 o,"'} • ,. = - -2- Ii [(I + Xu) W D - WB] =f I. "" • 

I 
1P=-[X.+6fj(I -Alfj)] , 

II 

H."=2~{I -! [(I+"u)WJr+(I+".iw~]},. 
M.,~=- ~{~ [(2+3".)W~+WJr]±(I-IP)}, 

MA,t = ~ e [{2 + 3 xu) (0Jr + W~] ± A' IP}. 

I 
IP = - [X. + 6 (I - AI)] , 

II 

H •• ~ = 2~ [I -~I+2".-X.) J. 
M.,. = ~ [3;. =f (I -IP)J, 

MA,t = ~ [! (I+a.)±A' IP l 

A 

1- 2 ~ IP=--, 
V 

I 
Y = h: IP = --,. (2 + X. + i.'), 

II 

W 
H.,b=T"2' 

Wh 
M. b==f-(I -IP), , 2 

M. ,,= ± W h A' IP • 
, 2 

M. am Riegel, 

M • = - M [3 ". =f ).., X.] . 
" 2 J.' " 



Drcifach statisch unbestimmte Rahmen. 609 

Tabelle 60. Gcschlossener, symmctrischcr Dreiecksrahmen. 

y , y' I J. 
l]=T' 'YJ=T' x="5Ju' 

!-l = 3 (I + 2 xl, II = 2 + x. 

GlcichmaBige Temperaturanderung erzeugt keine Schnittkrafte. 

PIlIl!!!!!!!!!!!!iI! 3 p/2 I 
H •• =-...- -- (2 + 5X). 

, 16,. f' 
P 12 

lv1 •• =--, 
, 16 f' 

M __ P/2 1 +3X 
• ,d- 16 J1 • 

$_:"'~ c;'_H' 
- I ' - I • 

H.,. = ;6/: {$2 + ! [(I + xl w" - CP)]} , 

M • • = - p/2 [~(2 cP - w,,) ± ~ cpJ, 
, 16 f' II 

P 12 1 
;VI. d = - - - [(2 + 3 x) Wm - CPl. 

, 16 f' T 

W II [3X ] H. b = - -- - 1 =f 2 , 
, 4 2 f' 

Beyer, Bau.tatik, 2. Auf\" 2. Neudruck. 

x x' 
$=1' $'=T' 

H _3P12 x 
.,b -"4 h /i' 

pl2 X 
M •• =--, 

, 2 f' 

P 12 X 
M. d=--- . 

• 4 I-' 

3 P Ii X 

H.,. =Sh/i' 
p/2 (30 I) 

1\[ G • = - X - =f - , 
, 120 I-' II 

P 12 X 
M.,4=- 8 /i' 

cP = 3 C;2 - 2 C;3 , 

H = 1- p/2 ~ cP 
G,b 4 II I-' ' 

M • • = pl2 X [--=- cP ± ~ W2R] 
, 4 I-' II 

P II X 
M. 4 =---CP. , 4 f' 

M • = - W 112 [~ (2 cP - W ) ± ~ cp] , 
G, 4 f' "II 

W 112 1 
11'[. d= - - - [(2 + 3X) wm - CPl. 

, 4 f.' T 

39 
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H •• = wI! fJ {~-.!'l [10 (~- I) + 151/ - J fJ2 v] + 10fJ - 30 =F 30}. 
• IlO J.' 

J/. b=--fJ2 - [1O(I-l/)+31/C]±--[lO-151/+31/2]. W 112 { 3 , 1 } 

• 120 J.' " 
W hI fJ2 

.1Ie • = - - - - [10 ~ + 51} - 3 (I + ~) 712]. 
• 40 J.' 

wh [3 ] H • • = - - (7~ - I) - 20 =F 30 • 
, -120 J.' 

M • = _ W hI (.! ± ~) , .0 40 J.' 3 v 

W hI 2 + 7)( 
11-1 • = - - -- --

e, 40 J.' 

H.,. = ~{-} [(I + )()WD - WD) + 71 - I =F I}, 

AI • • = - w h [.! (WD' _. W ) ± WDJ ' 
, 2 J' B V 

9 PI )( 
H.,. = -;- II Ii WB, 

PI (6 I-2~) lIf •• =-)(WB -±-- , 
'2 J.' V 

P13)( 
lIf • • = -- - - WB' 

, 2 J.' 

H.'.=2~{I-! [(I+)()WJ/+WM)}' 

Ma,.=-¥[~ (2WM+WJ/)± :Wj,J. 
Ha,b = O. 

M 
M •• =±-. , 2 V 

~ M. ~ ~ ; [['+3.)oo.+oo~j. 
M Me,.==F-;-. 

y>o 

3 )( 
M .=-- M--c, 2 I' • 

M. am Riegel. 

Tabelle 61. Symmetrischer, dreistieliger Rahmen mit gcradem Riegel. 

, 
;'- ~-- I ' 

y' 
71' = -;;. " = 3 + ~1 + 2 )(2 • 

M A • k = M d ,., wenn nicht besonders angegeben. 
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m 

1m 

um 

Dreifach statisch IInbestimmtc Rahmen. 

Mr=o. 

M. , = - - 14--! WAI[ H 
, 120 P 

=F (10 - (I))J ' 
WAI [HI J M, " = - 7 - =F 4) , 

, 120 P 
fIIAI 

M r=- (I), 
60 

mIIIIIIIlP 

m 
.-IIIII]p 

m 

m 

611 

P11[1 I] JJ •• ,=- "8 p±-;- . 
M , ___ P 12 [I + 2 HI ± ~] 
-'.'- s p v' 

pl2 
_'l!fr = -. 

4V 

Jl. = _ pl2 [-=- ±..i..]. 
" 40 P 2 v 

lvI, e' = pl2 [9+ ~~~! ±~J, 
, 120 P 2" 

pl2 
,Yr=-S . 

I' 

I 
(I) = - (at - H2)' 

2V 

WA2 
M.,.=±- [I - 4)J. 

4 
wAI 

M ... ==f- 4), , .. 
. Will 
lvlr=- 4), 

2 

I 
4) = 2ti [at - "I (2 - 111)J • 

w,,
M.,,=±.[I - 4)]. 

wyl 
M, .. ==F - 4), . .. 

W"I 
M r =-2-4)· 

I 
(I) = - (7 Hz - 5 at). 

" WAI 
JIt/. ,=±- [10 + 4)J. 

• 120 

wA
M", ==F- (I). 

, 120 

wAS 
Mr=6O" 4). 

39* 



612 61. Rahmentabellen. 

wyZ 
M ••• = ±"i20 (10 - <1'). W yl [ "1 ] M.,=-- 2-(10-3'12)=F(10-<I') • 120 p • 

wy2 
M • • ' = W yl ["1 (10- 3.,1) =F<I'J • 120 P " • 

wyl 
M, = 6;)"" <I' . 

L tAm 
" 

M ••• = 1= - <1'. • 120 

wy~ 
M,=+ - <1'. 

60 

M ••• = - ~ y [ 2 ~ (1 - '11) =F (1 - <1') J. 
M • .. = W Y ["1 (1 - '11) 'T <l'J. 

• 2 P 
M f = Wy<l'. 

~M I 1 

y=h: y=h: 

3 <I' = - (1 + "1) , W JI = - 1 • Y = 0: 
211 

y=O: 

I 1 

y'>o: 

Wh( ot) M d .=±- 1-- • 
• 2 2" 

Wh ot 
M •• '==F- --. 

• 4" 
Wh ot 

M,=--. 
2 " 

1 
<I' = 2; [2 "z (1 - '11) - ot]. 

Wy 
Md •• = ± -2- [1 + <1']. 

Wy 
M •••• =±- <1'. 

2 

Mf=-Wy<l' .. 

1 
<I' = + - (ot + 2 "aW.). 

2" 
M 

M d"=±"2(I-<I'). 

M 
M •••• ==F"2 <1'. 

M f = M <1'. 
1 

<I' = - (2" - 3). 
2" 

M f = - M (I - <1'). 

1 
<I' = - (ot - 2 "2) . 

2" 

M __ I2EJ.ot,t 
•• , - ph' 

M 6EJ.ot,t 
-.• '= ph • Mf=o. 

Tabelle 62. Symmetrischer. dreistieiiger Rahmen mit gebrochenem Riegel. 

x' 
';'='1' 

z 
C=,' 

C'- !... - f' 

ot = 2 (1 + "1) + tp". 

" I, 
tp = hI' 

hI J. h J. 
"l=-s-j;' "I=S}~' P=3+4"I' 

" = 1 + 2 "I + tp' + tp' a (1 + "1), 

M A• k = ~14." wenn nicht besonders angegeben. 
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tim 
'" 
" ,= hI' 

I ,,' 11 =-, 
hI 

Dreifach statisch unbestimmte Rahmen. 613 

pl' 
J.lfd .= ~-. 

. 4!' 
Mil § = _ e.!:. [ q/{I + q/)] 

•• . 8 Z v ' 

P 12 
M • • '= --[I + 2Hl]. 

, 4 I' 
M ,=_p11 [I +2~ ± ~+f{"] 

e.. 8 I' Z 1/ 

iHt=o. M,= pi' I+'P' , 
8 1/ 

pr l 
M •• = ---~'[4 - 3~'], 

, 41' -sIXIIlllP 
P X'2 

M '=---[2 .. -8(I+Hl)~' 
',' 41''-

+ (3 + 2 HIH'I]. 
m "11. ,= _pl· [~ ± Ip' ~]. 

, 120 I' 2 

M ,=_1'11[9+ 16Hl ±~~]. 
M,=o. 

~ = ~ (u + HI) • 
211 

M. = - W~I"'Hl=t=(I_Ip' ~)J. 
,I oJ ~p 2 

M ,= Wh~[Hl ::r:~J 
',' 8 I' -. , 

M,=wh~~. 
4 

(/) = ~ [HI (2 - 1/1) + 2 at]. 
211 

w,,· r "1 M. =-- 2-(2-.,2) 
,I 8 ~ I' ., 

" ,,' 11=},', 11'=", 

'.' 120 I' 2 

. PI' 
M,=-~. 

120 

1 
~ =- (lp'la; -HI), . 2" 

wAI 
M.,= ±--'[I - ~], , 4 'I' 

wAI 
M, ,.==t=-~, , 4 

wAI 
.V,=-~, 

2 

1 
(/) = - [Ip'. at - HI (2 -11,)J ' 

2" 
wyl 

M.,= ±_m'[1 - ~], , 4 T 

W"I .11, ,'= =t= -~, , 4 

w,,· 
MI=-~' 

2 

~ , _1_ (w", + Ip' 'P + 2 'P'. a; C) , 
4" Ip 

1 , 
'1'="2 - w"" 

M. ,=- w fI [_1_ (2 'P - w",) =t= ~ (C -Ip ~)J, 
, 2 21' Ip 

M, ,'= _ w fI [_1_ [ZWtp{1 +Hl)-'P] ± ~] , Mf = wjl ~. 
• 2 21' 
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H;?I'"i 
.NJ 1 1 

~rTl 
111 

61. Rahmentabellen. 

1 
tP = -; [5 (tp'llX - ~ NI) 

+3 NI7]I] , 

wyl 
M •• =±-m' [10 - tP], , 120 T 

y y' Wyl 
'I = -h ' 7]' = - M •• , = =f - tP , 

tp' 
I) = - [10 (IX + Nl) - 3 Nl 7]1] , 2" 

A ' 120 

Wyl 
M, =+60 tP, 

W"I [2 "1 ] M,.=--- --(10-37]1)=f(10-tp'tP) , 
, 120 I' 

W yl [Nl ] !II, .' = --. - (10 - 37]1) =f tP , , 120 P 

wAf [ Nl M. =-- 14-,. 120 /J 

=F (10 - tp' tP)], 

M, .' =-- 7 - =f tP , w Al [Nl ] 
, 120 /J 

W yl 
M,=~tP. 

I 
r/) = - (7NI - 5 tp'llX) , 

" 
WAI 

M, • =±--m' (10 + tP), , 120 T 

W A2 
M ,-±--tP 

',' - 120 ' 

WAI 
MI=- --tP. 

60 

PI { I I. \ 
M,,' = - --- WR -[~"I + (3 + ~NtH]±-h -tp(I+~)]f' , ~ /J ~" 

PIWR • 
M,= --h-tp(I+~)]. 

~ ,. 

W}' [ Nl M~ =-- 2-(1 _7]1) 
-... 2 /J .rffi 

A'" [Nl I ] M. " = -' - (I - 7]1) =f - tP , 
, 2 /J 2 

Wy 
M ... =±-tP, , 2 

Wy 
Mt=-tP. 

2 



y 
= hi' 

y=o: 

62. Die rlumliche Belastung des ebenen Tragwerks. 615 

q/ 
fI) = - (ac - ~1 aiM). 

2" 

M [ "1 , "')] M At=-- 2-alM±(I-'P'" • 
• 2 '" 

]If .= - M [~_ aiM ± fI) 1. 
'.' 2 '" J 

111, = M fI) . 

fI) = !L (2 + 'P"). aiM = 2 • 
2" 

.11" =_I2EJ,lac,t 
" '" s hi . 

z=o: 

M • • = ± W hi (I _ ".. at). 
• 2 2" 

Wilt 'P' 
M".==F---ac, 

. 4" 

Wh 'P' M,= __ l_ ac • 

2 " 

I 
<11 = - (2 "I aiM + 'P'l ac). 

2" 

M ••• =± ~ ~'(I - <11). 

M 
J'tf, ,.==F-<1I. 

• 2 

y'>o: M,=MfI). 

y=h: fI)=~(4~1+'P'lac). M,=-M(I-fI). 2" 
y=o: 

6 EJ,t%,H 
At". = M,=o. 

62. Die raumliche Belastung des ebenen Tragwerks. 
Wahnmd das ebene Tragwerk bei Belastung in der Symmetrieebene als Scheibe 

oder Scheibenverbindung angesehen und berechnet wird. ist bei allgemeinem Kraft
angriff die ra.umliche Betrachtung von Trager, Stiitzung und Formanderung not
wendig. Der Abschnitt eines Stabes besitzt in diesem FaIle sechs Freiheitsgrade, 
so daB fur die auBeren Krafte sechs Gleichgewichtsbedingungen ~.F' 
angeschrieben werden konnen. Die Verschiebung eines Quer- / 
schnitts ist durch sechs geometrische Parameter, der Span-~ 
nungszustand (O"IP 1"""" 1"",.) eines Querschnitts bei Annahme &,1,111 ~ 
eine~ linearen Ansatzes fUr 0'", durch sechs Schnittkrafte (43) 4 -\~14 ~ 
bestlmmt. :: 

Die auGeren Krafte werden in Komponenten zedegt, die Abb.581. 

in der Tragerebene und senkrecht dazu angreifen. Der Bei-
trag jeder Gruppe zum Spannungs- uRd Verschiebungszustand darf nach dem 
Superpositionsgesetz getrennt angegeben werden. Die raumliche Belastung besteht 
daher nur aus Kraften winkelrecht zur Ebene des Tragwerks, fiir welche das 
Biegungsmoment M. und die Querkraft QII Null sind, wahrend die Verschiebungen 
U, v und die Verdrehung (jJ. als klein gegen die Komponenten w, (jJ"" (jJ1I vemach
lassigt werden (Abb. 581). 

Losung A. Die ebenen Tragwerke des Bauwesens mit raumlichem Charakter sind, 
abgesehen von wenigen Ausnahmen, statisch unbestimmt. Der Spannungszustand 
kann daher ebenso wie in Abschn. 24 aus den Schnittkraften eines Hauptsystems 
entwickelt werden, an dem die statisch unbe!;tirnmten Schnittkrafte neben der 



616 62. Die rll.umliche Belastung des ebenen Tragwerks. 

Belastung als au/3ere Krafte angreifen. Sie werden nach denselben Gesichtspunkten 
wie bei Tragwerken unter ebener Belastung ausgewahlt und berechnet (Abschn. 24fL). 
Daher lassen sich nach Abschn. 28 und 36 auch statisch uberzahlige Gruppenlasten 
bilden. 

Die Schnittkrafte des Spannungszustandes werden durch Superposition ge
mnden. 

M" = M",o - 2)XII M II ,II' }.f., = M."o - 2)XhM."h' 1 
Q.=Q.,o-2)XII Q.,h: (h=I ... 11). 

(876) 

Dasselbe gilt fUr die Komponenten des Verschiebungszustandes des Hauptsystems. 
Die relativen Verschiebungen {)k sind infolge der Kontinuitat des vorgeschriebenen 
Tragwerks Null, so da/3 hier in Verbindung mit den Bemerkungen auf S.89 
ahnliche geometrische Bedingungen wie in Abschn. 24 angeschrieben werden 
konnen. 

(k=I ... lI). 

I(O){) =fM(fl)M(O) l'ds+ EfM(fl)M(O) l!ds+EJ fM(D) ex,Llt ds=O 
k k . " !I, k 1. G ., ",," T e", k dz . 

Die statische Untersuchung unterliegt denselben Rechenvorschriften wie bei ebener 
Belastung des Tragwerks (Abschn. 24ft.) und besteht daher aus folgenden Teilen: 

1. Entwicklung der Funktionen My,o, My. k' M."o, M."k' 
2. Analytische oder numerische Integration der Vorzahlen und Belastungszahlen 

{)k/I' {)kO' 
3. Auflosung des Ansatzes und Nachweis der Schnittkrafte im Hauptsystem 

aus Bclastung und uberzahligen Gro/3en X k • 

L08ung B. Die statische Untersuchung des Tragwerks kann eben so wie bei 
cbener Belastung auf die geometrischen Randbedingungen der Stabe zuruckgefUhrt 
werden (Abschn.38). Diese sind hier durch die Verdrehung und durch die Ver
schiebung des Stabknotens, also durch sechs Komponenten bestimmt, von denen 
allerdings uJ , vJ' rp.,J durch die Art der vorgeschriebenen Belastung Null sind. Die 
Verschiebungen WJ' Wg werden im Sinne der z-Achse, die Drehwinkel rp""J' rpll,J im 
Sinne des Uhrzeigers als positiv angenommen und stets mit dem E J e fachen Betrage 
verwendet. Sie ergeben sich ebenso wie in Abschn. 38 aus den Bedingungen fur das 
Gleichgewicht der au/3eren Krafte an den kinematischen Gebilden r""J' ry,J' re' 
~ach dem Prinzip der virtuellen Verruckungen (S. 315) ist 

{)A""J=O, {)AII,J=O, {)Ae=O (J=A ... N, c=I ... f). 

Der Ansatz enthalt au/3er der Belastung \l3k' \l3J der Stabe k und Knoten J nach 
S. 319 die Anschlu/3krafte M~~)J' M~~)J an den Elementen der kinematischen Ketten 
als Funktion der Verschiebungen der Knotenpunkte: 

M~~)J = M~)JO + rpy,JM~~lJJ + rpll,KM~~)JK + {}YkM~~)Jl"} 
M (kl _ M(t) + M(k) , M(t) (877) 

",J - ",JO rp."J "',JJ -r- rp."K ",JK' 
Der Drehsinn der Anschlu/3momente am Stab wird in Dbereinstimmung mit dem
jenigen der Drehwinkel im Uhrzeigersinn positiv gerechnet. Fur gerade Stabe I" 
mit gleichbleibendem Querschnitt, also auch mit 

J",t = const, T t d 1. 1 I' E 1. I I" ·l' k = cons un 1- k = t, - - t = t = flk t 
.,k G T~ 

(878) 

ist nach S. 308 

M (t) _ M(k) + 4 + 2 .<1 6 
y,J - ",JO rp,l,J F rpll,K P - 'v,I,k P' 

k k k 

Met) _ Mek) 1 + 1 . 
",J - z,JO - rpz,J I" rpz,K I" , 

k k 

(879) 
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oder mit 

(880) 

Das ebene Tragwerk dient in lotrechter Stellung mit waagerechter Belastung 
aIs Bogen- und Rahmentrager zur Dbertragung von Wind-, Brems- und Flieh
kraften und in waagerechter Lage mit senkrechter Belastung aIs Ringtrager, Krag
trager und Tragerrost. Ihre Berechnung wird auf einfache oder mehrfache Sym
metrie des Tragwerks beschrankt, urn auf diese Weise die wesentlichen Eigen
schaften der Lasung hervortreten zu lassen und einfache Ergebnisse zu erhalten. 

Seipp, H.: Theorie und Bcrechnung doppeltgekrtimmter Frcitrager. \\"ien 1910. - Ha
be I, A.: Rahml"nberechnung bei rliumlichem Kraftangriff. Beton u. Eisen 1926 S.214. -
Derselbe: Berechnung symmetrischer mehrsticliger Rahmen. Bautechn.1926 S.159. -
Derselbe: Die EinfluOlinicn des senkrecht zur Tragwandebene belasteten zweistieligen Rah
mens und ihrc Anwendung bci der Berechnung raumlich beanspruchter mehrstieliger Rahmen
tragcr. Beton u. Eisen 1928 S. 46. - 'Worch, G.: Beitrag zur Ermittlung der Formanderungen 
cbener Stabztige mit raumlicher Stutzung nebst Anwendung auf die Berechnung statisch un
bestimmter Systeml'. Beton u. Eisen 1930 S.167. 

63. Der eingespannte Bogentrager mit Belastung winkelrecht 
zur Tdigerebene. 

Der Trager ist symmetrisch zur Achse, so dal3 jede Bclastung nach S. 186 in 
den symmetrischcn und antimetrischen Anteil zerlegt werden kann. Bei Symmetrie 
der Belastung sind die Querkraft Qc und das Drillungs- a moment Ma in der Symmetrieachse Null (Abb. 582a). Der 
Spannungszustand des Tragers enthalt daher mit dem 
Biegungsmoment Mb in der Symmetrieachse nur eine 
statisch unbestimmte Schnittkraft. Dieses ist bei Anti
metrie der Belastung Null, die Rechnung also mit Ma und 
Qc zweifach statisch unbestimmt. Die iiberzahligen Gral3en 
k6nnen ebenso wie auf S. 274 durch Einfiihrung von 
Gruppenlasten unabhangig voneinander berechnet werden 
(Abb.582b). 

Das Hauptsystem der Untersuchung besteht nach IJ 
Abb. 582a aus zwei winkelrecht zur Symmetrieebene be
lasteten Kragtragern, deren Schnittkrafte M:z; , Mil in der 
folgenden Transformation verwendet werden (Abb. 582c) 

MI/= -MISinOC-MIICO.SIX,} 
M:z; = - M 1 cos IX + 11111 SID IX. 

(881) 

In dieser bedeuten M I , MIl die Momente der Krafte 
zwischen Scheitel und Querschnitt (k) in bezug auf die 
ausgezeichneten Achsen I und I I mit dem Schwerpunkt 
des Querschnitts als Ursprung. 

!-.!.ds = ds' 
J. ' 

EJ __ ds=nds' 
G TO:' 

Oberzahlige GraBen Abb. 582b. 

EJ. 
(1= G T·· 

11 

Abb.58:!. 
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a) Symmetrischer Antell: Xl = ~lol~ll' 
-XI=l: MV.I=cOSOt, M.,l= -sinOt, 

I, It 

~lO = 2 I (Mv•o cos Ot - M •. o e sin Ot) ds' , 
o 

~11 = 2 I (cos2 Ot + e sin2 Ot) ds'. (882) 

° 
Mv= M II•o- Xl cos Ot, M.= M ... o+ XlsinOt. (883) 

b) Antimetrischer Anteil: Xl = 0, X 2 =+- 0, Xd= o. 
- XI = 1: . Mil = a cos Ot + (b - bo) sin Ot, M .. = - a sin Ot + (b - bo) cos Ot . 

-X3= 1: Mil = sinOt, M.= COSOt. 

Fur ~23 = 0 ist 
I, 

f[sin at (a cos at + b sin at) - l! cos at (a sin at - b cos at)] ds' 
bo=O------------.---------------__________ __ 

" 
(884) 

f (sinl at + l! cos· at) d 5' 
o 

und 

I, 

~20 = 2 I {Mil 0 [a cos Ot + (b-bo) sin Ot] - e M.o [a sin Ot - (b- bo) cos Ot]} ds'. o • 

" 
(885} 

~22 = 2 f{[a cos Ot + (b - bo) sin Ot]2 + e [a sin Ot - (b - bo) cos Ot]2} ds' , 
o 

" I, 
~30 = 2 I (Mil. 0 sin Ot + e M •. 0 cos Ot) ds', ~33 = 2 I (sin2 Ot + ecOS2 0t) ds', 

° 0 
Mil = M II• o- X2 [a cos Ot + (b - bo)sinOt] - X3 sinOt, 

M.= M ... o+ Xa [a sin (1. - (b - bo)cosOt] - X3 cos c>:. 

Die Integrale werden nach Unterteilung des Bereichs II in Intervalle mit geometrisch 
oder elastisch konstanter Breite nach S. 95 numerisch berechnet. 

Die Biegungsmomente Mil. 0 und die Drillungsmomente M •. 0 des Hauptsystems 
entstehen bei symmetrischen oder antimetrischen Kraften '$ .. Pda und Krafte
paareri M. flda. 

a) Belastung durch EinzelIast P und Kraftepaar Mila im Punkt (a, b) 

a < at> b < bk ; M 1 • O = P(bk - b) + M, MIl. 0 = P(ak - a). (886) 

b) Stetige Belastung mit den Komponenten p, fliia 
lit at 

M 1• O = I[p (bk - b) + fl] da, MIl. 0 =I p (a k - a) da. (887) 

° ° 
Die Berechnung der Schnittkr1ifte bietet bei numerischer Integratiori der Vor

zahlen keine Schwierigkeiten. Dasselbe gilt fur die EinfluOlinien. 

Berechnung der Bogenbrilcke S. 538 fiir WindbeJastung. 

1. Geometrische Grundlagen. Bogenform und Oberbau nach S.538. Gewolbebreite 
d.= 10m. 

I - dId: 
• - 12 • 

EI. 
l! = "'="'=-",..:.,.,=

G T I.Il. 

I - 0.52· loa 
• - 12 = 43.33 mC • 

86.66 
T I.Il •. 
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Nach 5.30 ist '"~ "., 0,320 nahezu konstant und 

T = a. 4t '"~ = 3,20 4f [m4] . 

2. Belastung. Winddruck w = 0.250 tim'. Die belastete FlAche der rechten Bogen
hlUfte wird in 10 Trapezstreifen mit All = 1.372 m eingeteilt und die'stetige Belastung 
durch eine Aquivalente Gruppe von Einzellasten $. in der Mitte der Intervallgrenzen ersetzt 
(Abb.583). . 

lU. = lU".1 + !P" •• , 

Jeder Anteil ist Aquivalent mit der Kraft in der Mittelebene des Bogens und dem Ver
setzungsmoment 

3. "OberzAhlige GraBen. Infolge der Symmetrie 
der Belastung ist nach S. 617 nur eine statisch iiber. 
zAhlige GraBe Xl = "10/"11 vor.handen (Abb.582b). 

4. SchnittkrAfte im Hauptsystem und 
numerische Berechnung von "11 und "10: 

A b" = bt - bot_I' 
~: 1JJ 8illlllnlJ8-

I momenk~ 
I 
I 
I 

M/,J:O = M/,lt-1I0 + QleAb" + 1'11e-l',. + !lIe,I, 

Mil, leO = Mil. It-ll 0 + Q" All. 

Hieraus M •• o• M.,o nach Gl. (881). 

Die Integrale (882) fiir "10' "11 werd~n nach 
Simpson numerisch berechnet. 

I 

I~=;;~~~ ~"(j~ 

II 
41 z;: 

0 0,520 
0.1 0.520 
0,2 0.525 

· 
I 0,770 

a/II lUI 

0 0 
0.1 0,741 
0.2 0,789 

· · · · · · 
[ 30466 

Abb.583. 

'. 
1 All '" '2"10= "3 £.J n).I' ).1 = (M. OCOSOt - M. 0 e sin a.) -J J. . 

• , eOSel 
o 

" 1 All '" '2 "11 = "3 .£.J n).I' )., = (cos' a. + e sinla.) -J J. . 
cos a. o 

b Ab. h sin Ot 
J. J. e cos a. 7 J cos a. 

0 - 1.060 0,270 0 I 1.000 1.000 
0.029 0,029 I,Ogo 0.285 0.0418 0.9984 1,000 1,000 
0,116 ~.087 1,180 0,327 0.0853 0.9963 0.990 0,994 . . . 
4,120 1,002 5,4\7 2.212 0.6315 0.7753 0,675 0.871 

Berechnung ffir W = I tIm a 

!P. !P 1" 1'. Q QAb QAa 

0,734 0.734 0 0.198 - - -
0.768 1.509 0.211 0.219 0.734 0.021 1.007 
0.845 1.634 0,258 0,276 2.243 0,195 3,077 

· . . . . · . . · . . 

T 

0.451 
0,451 
0,464 

1,462 

M/,o 

0 
0,430 
1.102 . 

0 3,466 7.667 0 28,.256 28.3[3 38.767 108,982 

e 

192.151 
192.151 
188,654 

87.81 5 

MII,o 

0 
1.007 
4,084 . . 

l54.376 
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Berechnung fiir w = I tim! W = 0,250 t/m 2 

aliI 1\-1.,0 M%,O }·t n n Al A2 n AI M.,o [mt] M%,O [mt] 

I 

0 0 0 0 I 0 I I 0 0 
0,1 - 1,023 - 0,387 + 2,087 4 + 8,348 1,332 5,328 - 0,256 -0,0978 
0,2 - 4, 163 - 0,750 + 7,873 2 + 15,746 2,35 1 4,70 :!. - 1,041 - 0,188 

1 - 188,510 + 12,995 - 754,976 I - 754,976 31,026 31,026 - 47,128 +3,249 

!:= - 3388,492 .r = 410,052 

Mit w = 0,250 t/m 2 wird 

1 1,372 
2 1510 = -3--. 3388,492.0,250 = - 387,417, 

.} bn = + 1,~~2_ . 420,052 = + 192.104 , 

387,417 
Xl =-192.104 =-2,017 mt. 

5. Schnittkrlifte und Spannungen. Nach Gl. (883) wird 

M, = M.,o + 2,017 cos IX, Mill = M",o - 2,017 sin IX. 

a/It 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

:vI" -1- 2,017 +0.969 - 1·454 -9.278 - 21,812 - 45.564 mt 
.v/" 0 - 0,360 -0.673 - 0,780 -0. 21 7 + 1,975 mt 

Die Momente sind in Abb. 583 dargestellt. Die groBten Spannungen treten am Kampfer auf. 

6 M. 6·45.564 355 /. 036 k / ., 
t:1z = dJdi = 0.77.100 =. tm-=, gcm-. 

Nach S.3O ist nach C. Weber 'PI "" 1 und 

Mil: 1,975 
fmax = T 'P1 dt = 1,462. 1 . 0,77 = 1,04 t/m2 = 0.104 kg/em2. 

Berechnuna eines einaespannten, symmetrischen Trapezrahmens mit riiumlicher 
Belastuna· 

I , I J. 
1Y= 1-J ' 

•• 1 

.• J. _'y=s-.• 
I.,. 

IL, 
x,. = ,-, 

s1l 

"'I~ 

I~' EI'. I el=-= .-. 
l~,. G TI ' 

sIt E I •.• 
121= - =.- _. 

5y G T •. 

II . 
HI = '2' cos IX - bo sm a:, 

1 tI = ~ sin IX + bo eos IX • 

I---l~ Das Hauptsystem besteht aus 
2 Kragtragern. Die Dberzahligen 

Abb. 584. sind bei symmetrischer Belastung 
Xl = t510lt5n , bei antimetrischer 

Belastung Xa = 1530/1533 nnd XI = t5./t5u am Hebelarm boo so daB 1513 = 0 (Abb.584). 

Vorzahlen. Mit den Abkiirzungen 

V'l = 2 (cos2 IX + e. sin! IX) , 

'PI = 2 + 6 ~- (7 + 1) + x. (;lJ' + 6 e. ( ; r t 3 x. III (~y . 
'Pa = 2 (sin' IX + Il. cosl IX) 

wird "n = s' (x. + 'PI)' 



Bert'chnung eines Trapezrahmens mit raumlicher Belastung. 

-" b [s + 11 (1 - e.) cos at] sin at 
Aus U23 = 0 folgt 0 = + . 

'1'3 x. el 

Belastung. a) Einzellast P senkrecht zur Rahmen
cbene und zwei Momente Ma , M. in der Rahmen- ' 
cbene am Eckpunkt c (Abb. 585). Das Ergebnis wird 
filr den symmetrischen und den antimetrischen Anteil 
getrennt angegeben. 

Symmetrischer 
Anteil 

Pa I 

2 '1'1 + X. 

Antimetrischer 
Anteil 

621 

XI [mt] 

_M.~ 
2 '1'1 + X. 

M. I-e. 2 ah 
-,,- '1'3 + x. /21 ~ 

( m) N , 
11>1 = I + 2 3' cos at + 2 (10 5 sm oc, ( »I) /1 

11>2 = I + 2 s sin oc - 2 e. 5 cos oc . 

b) GleichmaJ3ig verteilte, waagerechte Belastung auf dem Riegel 11 (Abb.586). 
Die Belastu~g ist symmetrisch, daher XI = X3 = o. 

,Ii[". s ] <5 10 = - P s""8 "3 + 4 t; co~ at + '1'1 , 

1 S 
19 "3 X. + 4 T cos at + '1'1 

X P 1 ____ :-1 ___ _ 

1 = -""8 x. + '1'1 
Abb.586. 

Hawranek, A.: Allgemeine Theorie der Wirkung von Querriegeln bei zweireihigen Bogen
brilcken. Verhandlungen des 2. Internat. Kongr. f Techn. Mech., Zurich 1927. - Schwarz, R.: 
Durchlaufende Bogen unter raumlicher Belastung. Bautechn.1927 S.449. - Derselbe: Be
rechnung des Rahmenwindverhandes von Zweigelenkbogenbruckcn mit Krcisform und unver
andcrlichcm Tragheitsmoment bei Berilcksichtigllng elastischer Einspannung durch die End
quertrager. Beton u. Eisen 1928 S.31. 

64. Der Kreisringtrager. 
Die allgemeine Theorie des querbelasteten Kreisringtragers ist in zahlreichen 

Arbeiten ausfiihrlich behandelt worden. Sie stiitzen sich in der Regel auf die Glei
chung der elastischen Linie. Da hier jedoch nur einzelne fiir den Konstrukteur 
wichtige Ergebnisse angegeben werden sollen, um die Eigenart des Ansatzes auf
zuzeigen und die Losung wichtiger Aufgaben zu erleichtern, wird auf die allgemeine 
Untersuchung der Formanderung des Tragers verzichtet. 

Aus dem Gleichgewicht der auBeren Krafte an einem Abschnitt ds folgt nach (68) 
und Abb.587 

dQ 
dat=-pr, dM% =-M 

datI/ , (888) 

Den N ullstellen des Biegungsmomentes M 1/ sind daher GroBtwerte des Drillungs
momentes MIX' den GroBtwerten des Biegungsmomentes MI/ Wendepunkte der 
Funktion des Drillungsmomentes M ~ zugeordnet. 
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Losung fiir statisch bestimmte Aufgaben: 

dZM. + M _ P 2 (j(iz- 11- - r, Mil = A sin IX + B cos IX - P y2. (88H) 

Die Integrationskonstanten A und 
fiir Mil und dM"jdlX. 

B ergeben sich aus den Randbedingungen 

Q = ~ (dM. -11.1 ). M~= -JM"dlX, r da. ~ 
(890) 

sind jedoch in der Regel statisch unbestimmt, sie lassen sich 
aber trotzdem fUr besondere Belastungsfalle allein aus 
den Gleichgewichtsbedingungen angeben, da die statisch 
unbestimmten GroBen Null oder bekannt sind. Die Be
lastung wird aus diesem Grunde durch Umordnung auf
gespalten, so daB die auBeren Krafte eines jeden An
tells zu den Symmetrieachsen des Tragwerks symmetrisch 
oder antimetrisch sind. Bei Symmetrie der auBeren Krafte 
in bezug auf eine Achse I (Abb. 587) ist in den beiden 

ihr angehOrenden Querschnitten des Tragers: 

WI + 0, 'P".I = 0, 

Q •. I = 0, MII,I =+= 0, 

'P~.I =+= 0; 

M~.I= O. 

Bei Antimetrie der Belastung ist dort 

WI=O, 

Q •. I 4- 0, 

'P".I + 0, 

Mil. I = 0, 

'P~.I = 0; 

M~.I=+=O' 

1. Kreisringtrager mit gerader oder ungerader Stii tzenzahl n und 
gleichmiiBiger Belastung durch p tim. 21X0 = 2njn, 1X0 = njn. Stiitzkraft K 

= ¥ rp. Querkrafte links und rechts der Stiitze Q.,k =:::P : rp (Abb.587). 

Infolge Symmetrie der Belastung sind die Drillun~momente der Querschnitte 
an den Stiitzen und Feldmitten Null. Die Schnittkrafte konnen daher entweder 
aus einer Integration der Gleichung (888) oder durch unmittelbare Gleichgewichts-
betrachtungen abgeleitet werden. . 

(
:Tf sina. ) M = - rip - -. - - IX 

CD n SlOexo ' 

M = r2p f!!.. ~os a. - 1) I 
1/ \ n sm exo ' 

Q.=-rplX. 
(891) 

2. Kreisringtrager mit einer geraden Stiitzenzahl n und wechsel
weiser Belastung der Felder durch ± p tim. Die Stiitzkrafte und die Quer
kra.fte in Feldmitte sind Null, die Querkrafte links und rechts einer Stiitze gleich 

groB und ±!!.. rp. Die Drillungsmomente in den Tragermitten UIid die Biegungs-
n 

Z. • momimte iiber den Stiitzen sind Null. Die Drillungsmomente an 

Abb.688. 

den Endquerschnitten eines Abschnittes sind entgegengesetzt gleich. 
Die Verdrehung 'P~ der Endquerschnitte ist Null. 

M = rap (COS a. -1) 
1/ cos exo ' 

( sin tt) M = rap IX - --- • 
CD· cos a.o ' 

(892) 

3. Die statisch bestimmte Losung kann auch fUr Kreisringtrager angeschrieben 
werden, 'Yelche nach Abb. 588 durch die Art der Abstiitzunl!' in n 'Fp.1rler mit zwei 
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verschicdenen GroDen 11' 12 zerlegt werden. In diesem Falle sind die Drillungs
momcnte iiber den Stiitzen von Null verschieden, jedoch bei voller Belastung 
cntgegengcsctzt gleich. Biegungs- und Drillungsmoment konnen daher eben falls 
aus den Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet werden. ~ 

4. Die Schnittkrafte eines auskragenden Kreisbogen- I 

tragers Abb. 589 sind bei symmetrischer Belastung statisch I fr 
bcstimmt, da im Symmetriepunkt c lA' -1n~ 

1'1 
I ~ 1'1 

II I· : I 
I I " 

Einzellast P in c. 

Pb (d l) I... ,'v 
M'II,c = T 1- bl' (893) LL._L.~l c. 

II ~~ 
, 'II 

I '8 
: I 

Zwei Einzellasten P in f., e'. 

A = - P -j- , B = P ( 1 + ;), ) 

M'II,c = P.b (1- T - ~~). 
(894) 

Abb.589 . 

...----... 
Gleichmailig verteilte Belastung p tim iiber B, B'. 

A=-prl1.o:, B=prl1.o(I++), M'II,c=Pbr[l1.o(I-;:)- ~J. (895) 

s = (sin 11.0 - 11.0 cos 11.0) r/l1.o = Abstand des Bogenschwerpunktes von B B'. 
5. Der eingespannte Kreisbogentrager Abb. 590 ist bei symmetrischer 

Belastung senkrecht zur Tragerebene einfach statisch unbestimmt, da Q.,c und 
M z, c im Symmetriepunkt c Null sind. 

M'II c = - Xl = _ ~10 • 
, U11 

IX. 

1510 = 2 r J (M'II, 0 cos 11. - M:t, 0 e sin 11.) d IX , 
o 
IX. 

I5n = 2 r J (cos2 11. + e sin2 11.) d 11. 
o 

= ; [2 (e + I) 11.0 - (e - I) sin 2 11.0] • 

11: .s: rn ( 
11.0 = 2 : Un = 2" e + I). 

Einzellast P in c. 

2 ~ (cos IXu - I) + sin1oto 
Xl=Pr~-- - -- ------

2 1?+1 . 2 
I?_IIXo-sm oto 

(896) 

M'II = - f r sin 11. - Xl cos 11. , 

Zwei Einzellasten P in e, e'. 

Mv: = -:- r(l - cos IX) + Xl sin 11.. 

21? I?+ 1 .. 
--I (cos oto - cos IX.) + --I (oto - IX.) sm IX, + sm oto sm (oto - IX,) 

Xl = 2 P r -I? -- --------I?--::-----

Abb.690. 

(897) 

21? + I . e -=-1 0t0 - sin 20t0 (898) 

11., < 11. < 11.0: Mil = - Prsin (IX -11.e) - Xl cos 11., 

Mv:= Pr(l - cos (11. -IX,») + Xl sin 11. • 
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GleichmaBig verteilte Last p tim. 

/?+1(4' 2) 4/? +. 1 --1' sm «0 - 0Cg - --1 «0 cos «0 sm 2 «0 
/? - /?-

X I =-pr2 +1 . 
2 ~1 0Cg - sin 2 «0 (899) 

/?-

M,,= - pr2(I-coslX) - Xl cos IX , M~= pr2(IX - sin IX) + Xl sin IX • 

Fiir den Halbkreisbogentrager IXo = ; ist bei Belastung durch eine Einzel· 
last P in c 

M _P,. 
v,c - 1E ' 

Pr 
M",a=-T' M =- --1 PT(7t ) 

~,a 7t 2 ' (900) 

bei zwei Einzellasten P in e, e' 

2PT[ (7t). ] M",e = -;;- cos IX, - 2 -IX, SIn IX, , M",a = - Prsin (; -IX.), I 
(901) 2P,.(7t . ) Mm,a = -;;- 2 - cos IX, - IX, SIn IX. , 

bei gleichmaBig verteilter Last p tim 

M",e=P;z(4-1t), M".a=-pr2 , M~,a=pr2(; - !). (902) 

Die GroBtwerte del' Momente treten an del' Einspannstelle auf. Bei beliebiger 
Belastung werden die iiberzahligen GroBen nach Abschn.63 durch numerische 
Integration berechnet. 

Dusterbehn, F.: Ringformige Trager. Eisenbau 1920 S.73. - Derselbe: Einflulllinien 
ringfOrmiger Trager. Eisenbau 1921 S.78. - Derselbe: Biegungslinien ringformiger Trager. 
Eisenbau 1921 S. 249. - Unold, G.: Der Kreistrager. Berlin 1922. - HellIer, St.: Der nach 
einem Kreisbogen gekrummte. beiderseits eingespannte Eisenbetontrager mit rechteckigem 
Querschnitt. Beton u. Eisen 1927 S.429. - Derselbe. Der kontinuierliche, halbkreisformig 
gebogene und gleichmallig belastete Eisenbetontrager mit rechteckigem Querschnitt auf 3 
und 4 gleich weit entfernten Sttitzen. Beton u. Eisen 1930 S. 149. 

65. Der Tragerrost. 
Del' Tragerrost besteht aus zwei odeI' mehr Scharen von Tragern, deren Schwer

linien parallel zu einel' Ebene liegen und den Rand des Feldes unter rechtem odeI' 

Abb.591. 

laufenden Rosten durch 
Gebildes bestimmt. 

spitzem Winkel schneiden. Die Verbindung del' Trager 
ist in del' Regel drehsteif. Sie wird jedoch zur Ver
einfachung del' Rechnung in einzelnen Fallen nul' zug
und druckfest angenommen. Die Enden sind unver
schieblich odeI' elastisch verschieblich und konnen 
sich dabei entweder urn einen Punkt odeI' auch urn 
eine vorgeschriebene Achse drehen (Abb. 591). Diese 
Bewegung del' Enden wird durch die starre Ein-
spannung der Trager aufgehoben. Sie ist bei durch

die Formanderung des zusammenhangenden elastischen 

Ebenso wie del' Plattenbalken als Ausgestaltung des Plattenstreifens angesehen 
wird, gilt del' Tragerrost in konstruktiver Beziehung als Entwicklung del' polygonal 
begrenzten Platte. Tragerrost und Platte unterscheiden sich jedoch von Platten
balken und Plattenstreifen durch den raurnlichen Charakter der Tragwirkung. 
Dies zeigt bereits die angenaherte statische Untersuchung ohne Beriicksichtigung 
del' Drillungssteifigkeit del' Platte oder del' drehsteifen Ve'rbindung del' Trager des 
Rostes. Sie fiihrt in beiden Fallen zur Aufteilung del' Belastung auf zwei statisch 
gleichwertige biegungssteife Gebilde. 
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Die Tragwirkung eines Rostes ist bei gleicher Durchbiegung urn so groBer, je 
guns tiger sich die drehfeste Ausbildung von Trager und Knoten auswirkt. Sie wird' 
durch die seitenschiefe Anordnung der Tragetscharen nach den Patent en von 
H. Marcus und St. Szeg<)l auBerdem noch erh6ht, da die Trager im Bereiche der 
Ecken auf diese Weise negative Biegungsmomentezugewiesen erhalten, welche 
die Feldmomente verringern. Diese Vergr6J3erung der Tragfahigkeit gelingt aber 
nur bei sorgfaltiger Obertragung der Schubspannungen aus der Verdrillung der 
Trager und bei einwandfreier Eintragung der negativen Stutzkraite im Bereiche 
der Ecken. Die gleichen Oberlegungen gelten fur den Festigkeitsnachweis der 
Platten, deren Spannungszustand daher auch als Vorbild fUr die allgemeine Anord· 
nung des Tragerrostes 2 angesehen werden kann. a 

Urn die allgemeinen statischen und geometri
schen Beziehungen fUr den belasteten Tragerrost zu 
klaren, werden zwei untereinem beliebigen Winkel 
kreuzende Scharen I, II von parallelen Tragern 
betrachtet. Bei m Elementen A ... H ... M 

- _.- -
der Gruppe lund r Elementen A ... ] ... R 
der Gruppe I I einer seitenparallelen Anord
nung sind m . r = n Stabknoten vorhanden. 

Abb.592. 

Diese werden in der Rechnung fur senkrechte Belastung entweder als zug- und 
druckfeste, einstabige Verbindung (a mit Abb. 592a) oder als drehsteife, dreistabige 
Verbindung der beiden Trager angesehen (b mit Abb. 592b). Der seitenparallele 

Abb.593. 

1 Die diagonalen Kreuztragerroste nach den VOT. 
schlagen von St. Szego sind nicht neu, sondern bereits 
im Jahre 1892 bis 95 flir die Fahrbahntafel der Elbbriicke 
Niederwartha und im Jahre 1893 fiir die Fahrbahntafel der 
Elbbriicke zwischen Loschwitz und Blasewitz in Dresden 
(A bb. 593) von K 0 P k e ausgefiihrt worden, ohne da13 damals 
ein Patentschutz in Anspruch genomment worden ist. 

2 Da die wirtschaftlichen Vorziige der Kreuzrostdecken 
in der Literatur mehrfach erortert werden, sind die genauen 
Kosten von drei verschiedenen Trageranordnungen tiber 
einem quadratischen Grundri13 von 12 m Seitenlange fest
gestellt worden (Abb.594, statische Untersuchung S. 628 ff.). 
Baustoffaufwand mit Lohnen und Schalungskosten in RM 
nach einer Kalkulation der Loserbauunternehmung Dresden. 

E~~ 
abc 

Abb .. 594. 

1. Ohne Riicksicht auf die drehsteife Verbindung der Trager. 
II. Mit Riicksicht auf die drehsteife Verbindung der Trager. 

Anordnung a I Anordnung b 

I 2900.-

I 31 50 .-

11 31 55.- 3420.-

Anordnung c 

3020.-

32 40 .-

Der Vergleich des Baustoffauf
wandes zeigt zwar bei Anordnung b 
kleinere Querschnitte, dagegen einen 
Mehraufwand von ca. 30 !fd. m Trager. 
Hierdurch geht der Vorteil aus den 
kleineren Biegungsmomenten bei An

ordnung b gegeniiber Anordnung a wieder verloren. Der Tragerquerschnitt kann zwar hier 
noch in einfacher Weise abgestuft werden, urn Beton zu sparen, dafiir wird dann der Eisen
aufwand gro13er. Die Beriicksichtigung der drehsteifen Verbindung ergibt klein ere Trager
hohen und weniger Rundeisen fiir die Balkenbiegung, datiir bedeutet jedoch die Schub
sicherung zur Vbertragung der Drillungsmomente eine wesentliche Kostenvermehrung und 
Arbeitsverteuerung. Das Ergebnis kann bei sorgfaltiger Bewehrung des Betons gegen Torsion 
nicht iiberraschen. 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 40 
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Tragerrost a zahlt daher bei frei drehbarer Abstiitzung der Tragerenden (Abb. 591 a) 
m'r = n statisch iiberzahlige Schnittkrafte, wahrend beim Tragerrost b 3n statisch 
iiberzahlige Krafte berechnet werden miissen. Der Verschiebungszustand ist in 
beiden Fallen durch die n senkrechten Verschiebungen und durch 2n Drehwinkel 
f{Jk> "Pk der Tangenten an die Biegelinien der Trager I, II in den Stabknoten k, 
im ganzcn also durch 3n unabhangige Komponenten bestimmt. Es liegt daher nahe, 
die Schnittkrafte des Tragerrostes a als Funktion der Belastung und der statisch 
iiberzahligen Grol3en nach Abschn. 24ff. zu berechnen, dagegen die Schnittkrafte 
des Tragerrostes b nach Abschn. 38 aus den 3n Komponenten Wk> f{Jk, "Pk des Ver
schiebungszustandes abzuleiten. 

Die statische Untersuchung ohne Beriicksichtigung der drehsteifen Ver
bindung der Trager. 1. Die Langskrafte in den gedachten Verbindungsstaben 
Abb. 593 a zwischen den Tragern der Gruppe I und den Tragern der Gruppe II sind die 

E! , ~ statisch iiberzahligen Gro-
T 2 J II 5 6 7 II /I l3en Y k des Ansatzes. Ein 

1 - positiv definiertes Y k er-
~ zeugt in den Verbindungs-

.,,£ stab en Druckspannungen 
tp 6 und daherin den Tragern I 

1 2 J 

II 5 6 

7 8 9 
positive, in den Tragern II 
negative Biegungsmomen-

Abb. 595. teo Das Hauptsystem be-
steht mit Y k = 0, je nach 

der Abstiitzung des Rostes am Rande des Feldes, aus Tragern mit frei dreh
baren Enden, aus Rahmen oder aus Tragern mit starr eingespannten Enden. 
Die erste Anordnung ist statisch bestimmt, die beiden anderen sind statisch unbe
stimmt. Die Kreuzungswinkel der Gruppen I, II und der Abstand der Trager sind 
ohne Bedeutung fUr die Losung. Die iiberzahligen Schnittkrafte werden nach 
Abschn. 24 aus n geometrischen Bedingungsgleichungen berechnet. 

2}Y"IJkh = IJkO ' k = 1. . . n. (903) 
In jeder von ihnen (k) sind aIle Verbindungskrafte Y am Trager H der Gruppe I und 
aIle Verbindungskrafte Y am Trager J der Gruppe II enthalten. 

Ansatz fUr den Tragerrost mit m = 3, r = 3, n = 9, Abb.595. 
Der Ansatz ist bei Symmetrie des Rostes zu einer, zwci oder vier Achsen wesent

lich einfacher, da die Belastung in Teile aufgespalten werden kann, die zu den 
Achsen I und II oder III und IV symmetrisch oder antimetrisch sind. Das end
giiltige Ergebnis entsteht durch Superposition. 

Iff Ansatz bei gleichmal3iger Belastung des symme-
'- trischen Rostes (Abb. 596). 

Y2 =0, Y6=0, Yn=O, Ys=O, Y7 =O; 

(Y1 = -Yu= Y13 = -Y3)=X1 . 

(Y 4 = - Yg = YIO = - Ys) == X 2 • 

Die iiberzahligen Verbindungskrafte werden also narn 
Abb. 596. Tragerrost mit schiefer Abschn. 28 zu zwei symmetrischen Gruppenlasten Xl' 

Symmetrie. 
X 2 zusammengefal3t. 

2. Das Ergebnis der Untersuchung kann durch die Fehlerempfindlichkeit der 
Zahlenrechnung bei Auflosung des Ansatzes und bei der Superposition der Anteile 
der Biegungsmomente aus der Belastung und den iiberzahligen Grol3en Y k wesentlich 
beeintrachtigt werden. Diese Schwierigkeiten lassen sich zum Teil durch eine andere 
Rechenvorschrift umgehen, in die neben den statisch unbestimmten Schnittkraften 
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aueh Komponenten !!k des Versehiebungszustandes als Unbekannte eingehen. Sie 
werden naeh Absehn.38 derart ausgewahlt, daB sich die statiseh unbestimmten 
Schnittkrafte eines Stabwerks mit (h = 0 dureh' einfache Ansatze ableiten lassen. 
Die ausgezeichneten Parameter £!k sind hier die n senkrechten Versehiebungen w-.! 

der Stabknoten, da die Sehnittkrafte aller Trager H der Gruppe lund aller Trager f 
der Gruppe II mit Wk = 0, (k = 1, ... , n) unabhangig voneinander erhalten 
werden. Jeder von ihnen wirkt statiseh als durehlaufender Trager auf starren, frei 
drehbaren Lagern. Die Stiitzenmomente werden mit Abb.597 nach Absehn.47 
bei vorgesehriebenen Versehiebungen Wk aus den geometrischen Bedingungen (650) 
bereehnet. Diese erseheinen stets im Efc fachen Betrage Wk == wk/Efc 

II 

k~a,. 

lK~ It.,. 
It-a Ik-111k Ik" 

&I' It-,. 
It-ar 

Abb.597. 

Itl-a 

(904) 

(905) 

Da jedoeh die senkreehten Verschiebungen Wk der Knoten 
unbekannt sind, fehlen zur Be- e 
reehnung der 3n Wurzeln des k~'\ 
Ansatzes zunachst noeh n Glei- ~l 

I ehungen. Diese lassen sieh mit 
dem Prinzip der virtuellen Ver
ruekungen aus dem Gleichgewieht 
der Sehnittkrafte des Rostes am Abb. ;;98. Kincmatischc Kett. n. 
Knoten ableiten. Die statischen 

Bedingungen werden daher naeh (523) fur die auBeren Krafte an n voneinander 
unabhangigen kinematisehen Ketten r k (Abb.598) angeschrieben, die mit wk = 1 
angetrieben sind. 

11[I,k'- ·').[I,k-l _ .1/1,&+1- '').[1,& + },Ill,k- .1111,&_. _ JIll.j,±r..=..:l1l1.&. 

" -T,:= 0, 
k k+l Sk • SkH 

1 (1 1) 1 
--I M1•k - 1 + -, +,- MI.k-,-JvII.k+l 

k k 1..'+1 1.:+1 

(906) 

(907) 

Der Ansatz wird nach Abschn. 29 in zwei Stufen aufge16st. Dabei gelten die Ver
schiebungen WI.; in den Gleichungen (904), (905) zunachst als Teile der Belastungs
glieder, so daB der Reihe nach die Schnittkrafte MI,ko M1,kh und MII,ko' MII,kh cines 
durchlaufenden Tragers mit der beliebigen Belastung ~I,k' ~II,k oder fur W h = 1 
bereehnet werden. 

Das Ergebnis liefert in Verbindung mit den Gleichu'ngen (906) der zweiten Stufe 
die Verschiebungen 'I£'k und durch Rekursion die Biegungsmomente MI.k> II,III,k' 

Die statische Untcrsuchung des Tragerrostes wird daher am besten mit der Ent
wieklung der konjugierten Matrix fiir die dreigliedrigen Gleichungen (904), (905) 
begonnen, in denen die senkrechten Verschiebungen WI.; der Knoten i'iull sind. 
Sic zerfallt in Gruppen, die den einzelnen Tragern des Rostes zugeordnet sind und 
sich voneinander unterscheiden, wenn Knotenzahl und Abmessungen der Trager 
versehieden sind. Daher genugen bei seitenparalleler Anordnung in der Regel zwei 
voneinander unabhangige Ansatze. Die Reehnung ist bei Symmetric des Rostes 
naeh Umordnung der Belastung (Absehn. 27) wesentlieh kurz,<!f. 

40· 
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Anaatz fUr den Trlierroat Abb.595. 

M,." Wi GI. (904) 
2 3 4 5 6 7 8 9 2 3 4 5 6 7 8 9 

I 

Mil." W" GI. (905) 

7 4 8 5 2 9 6 3 7 4 8 5 2 9 6 3 

f-- --
I 

1- r---- f---- r---- --I 

c- -

--- - --- - 1--

I-f-- r- - I---

I1I, •t • Mil. I: GI. (906) 
2 3 4 5 6 7 8 9 

'--- ---

f-- I-f---1-
! 

r---- c-- ---

r--- r----- f-- --
= 

-I 
=1= r---

Berechnuni einea aeitenparallelen, quadratiacben Triierroatea a fUr gleichmiiBig 
verteilte Belastung q tim!. 

Die Verbindungskrafte Y1 bis Y, sind statisch unbestimmt. Infolge Symmetrie des Trag
werks ist bei gleichma/3ig verteilter Belastung: 

Y 1 = Ya= Y.= Y,= Y.=o. Y.=-Y.= Ys-=-Y •. 
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Die Krl!.fte Y1 • - Ye• Y •• - Y, werden zu einer symmetrischen Gruppenlast Xl zusammen
gefant. Der Zustand - Xl = 1 besteht nach Abschn. 28 aus 

- Y1 =+ Y. =- Ys =+ Y, = 1. 
Das Tra.gheitsmoment ist fiir aIle Trl!.ger gleich gron. daher (Abb. 599b. c) 

~11 = 4 4;' II + 2 ( 2 I' ~ + 2 I'll) = 3; l'll. 

.. 5 I' I 2 II ( 5 I' It I' I 3 P II 5·, P II) 23 , UlO=- 4·-4 . P + 2 -4 ·2/. 2p - 2 .-- --- --. 21 ./.- =--1 zap 
12 12 2 2 12 2 6 • 

a 

r Io:rrm;mmmrtiT1TTT1'Tfi'rrT'lT'D'l 

"" f::!-
I 
~ 
I 

1,----,----,,--,----, 
Biegungsmomente 

in mt aus q = 1 tim' 

- 23 I' za P • 3 23 
Xl = 6.32/'/1 =- 64 P I, 

b 

M, 
infolge - X, = 1 

Abb.599. 

C 
1[' / P-T 

11111111110111111111 

• 
M. 

q./ 
infolge p = ·2-

fiir aile Trliger gleicb. 

. 23 105 
M I ,. = 2 P 12 - 64 P II = 64 P 12. 

23 • 151 
MI a = 2pll + -- pl- = _pI2. 

, 64 64 
Die Biegungsmomente fiir 1= 3,0 m und q = 1 t/ml sind in Abb. 599a aufgetragen. 

Berechnung elnes seitenscblefen, quadratlscben Triigerrostes a fUr glelcbmABig 
verteilte Belastung q tIm!. 

Infolge der Symmctric des Tragwerkes ist 

(Yl =- Ys = Yn =- YlI ) == XI' (Y. =- Y6 = Y,o = - Y.J = X" 

Biegun!smomenlt! in mt 
irtJSI{-7tIn' /Vr J,~-.J; 

Die iibrigen Verbindungskrl!.fte sind Null. 

I = L ')'2 /' - I 1. l' / 1. 
6' I - 11' • = Jt' 

AI, 
inlolRe - X, - 1 

M. 
inlol«e - X. I 

/ ' _ I i. 
S - is' 

c 

M. 
q'/ 

iDfolge: p - 2-

Abb.601: ~11 = 4· 2/~ • ~ .•. ~ + 2 (2/;', ~- • It + 4/; • II) = : 12 (/~ + 14/;) , 

~II = ~6 • It (/~ + 51;) , 1511 = ~6 12/; • 

1510 = : p t3 (41 I;' - 1~) , 1510 = : p t3 (441;' - 10 I;) . 
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Bei konstantcm Tragheitsmoment (l~ = l~ = l~ = I') entsteht nach KUrzung der Gleichungen 
" I' 12 

mit T folgcnde Matrix: 

MI,l = 2.688 P 12 , 

lIII,ll =-1.l96p/2. 

Xl =+ 4.3768 P I. 

X 2 =- 0.6805 P I . 

.111• 6 = 1.I60 P 12 , 

M1,9 = 0.984 P 12 , 

NIl •• = 1.320 P 12. 

NII ,7 = 1.484 P 12. 

Die Biegungsmomente fur ] = const, l. ~~ 12,0 m, I = 2,828 m und q 0= 1 t/m2 sind in 
Abb. 600 dargestellt. 

Die statische Untersuchung mit Beriicksichtigung der drehsteifen Ver
bindung der Trager. Die Anschlu/3krafte der Abschnitte lk' Sk des Tragerrostes sind 
Funktionen der Belastung ~I,kr ~II,k und ihrer geometrischen Randbedingungen 
und daher durch die Verschiebungen W k , ({Jk, V'k der Knotenpunkte bestimmt (529). 
Diese werden nach Abschn. 39 als die geometrisch iiberzahligen Gro/3en eines geo
metrisch bestimmten Hauptsystems berechnet. Sie gehen dabei in 3n statische 
Bedingungen ein, die nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen fUr das Gleich
gewicht der au/3eren Krafte von 3n voneinander unabhangigen zwanglaufigen 
GebildeIi r'1'k' r'l'k, r Wk angeschrieben werden. Dabei gelten alle Bezeichnungen. 
Rechenvorschriftcn und Bemerkungen der Abschn.38ff., so daB je nach der Art 
der Kette drei verschiedene Gruppen von Gleichungen entstehen: 

l5A"'k _ a"'k,O + ~W" aw~,h + 1: ({J" ~"'k,h + ~ V'"a: k.,.: 0, 1 
l5Aq>k - a",k,O +..:..; W,.U'1'k,h + L: ({J" a",k,/. + ,2V'" a",I·.II - 0, I 
l5Aopl.: = aopk,O +.2 wh aop/,,/. +;2 filII aopX·,h + LV'" a;'k,,. = o. 

(908) 

a) Anschlu13momente infolge: 

-1 'FIr- f ~-f 
pt/m 

ouf ollen Tril.fern 

Sj,'r}(or s'y' --ij 
~., 

---;r 
I 

6 sf';; ~-~~~~~ Sj,.,,'S,,~~ I ~--{I I I .. ~~ - ~ ~ "-~k . ~ . . ... ... 
I I -ii$f .. 

I !!j.. I 
I t -~;;: 

-SJ,'k 
• 

I ps.z 

'II 'II 'II 'II 

b) Anschlu13momente fUr Abstiitzung der Tragerenden nach Abb. 591 a infolge: 

pt/m 

-
wfl--
~f.h. ! 

~ 
k 

Abb. 602. Die Torsionsmomente an den Stabenden sind gleicb und desbalb in Stabmitte eingetragen. 

Die Vorzahlen a",k,O, a",k.", ii",l:.h, a;k,h bedeuten nach S. 316 virtuelle Arbeiten 
an der mit (Pk = I angetriebenen zwanglaufigen Stabkette r",l: infolge von 
au/3eren Kraften im geometrisch bestimmten Hauptsystem, die entweder von der 
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Belastung des Tragerrostes (~. LIt). der Verschiebung Wji = 1 oder von der Ver
drehung flJA = 1 oder 'PA = 1 herriihren. Diese lassen sich aus den Ansatzen (533ff.) 
entnehmen. so daB die Vorzahlen und Belastungszahlen mit der Abb.602 
unmittelbar angeschrieben werden konnen. Dabei zeigt sich. daB 

aljl".A=a;,t.A=O und a."k.A=al/lk,A' aljlk,A=a:,t,A. 
Die 27 unabhiingigen statischen Bedingungen zur Berechnung eines unregelmaBigen 
Tragerrostes nath Abb. 595 bilden die Matrix auf S. 631. 

Die Wurzeln W", fIJ". 'P" konnen durch die Iteration einer Naherungslosung ange
schrieben werden. wenn auch dabei langwierige. miihevolle Zahlenrechnungen 
nicht ausbleiben. Sie sind bei symmetrischen Rosten durch die Umordnung der 
Belastung (5. 186) wesentlich einfacher. In einzelnen Fallen ist auBerdem die Ver
drehung der Knoten urn ausgezeichnete Achsen infolge der konstruktiven Aus
gestaltung des Rostes Null. Die Vorteile der Losung treten jedoch vor allem bei 
Tragerrosten mit mehr als zwei Tragerscharen in Erscheinung (Abb. 607). da dann 
zwar der Grad der statischen Unbestimmtheit zunimmt. dagegen die Anzahl der 
geometrisch unbekannten Komponenten W", fIJ". 'PI< unverandert 3n bleibt. 

nnn 8i'gungsmDm,nk 

m TiJrsilPlSmDm,n" 
in mt au. "-1//,,,.1 

Abb.603. 

tiberzt1/1Ii§' 
YerIJindungslrrlill! 

Berechnung eines seitenparalielen, quadratischen Triiger
rostes b filr gleichmiBig verteilte Belastung q tIm!. 

Der Trl1gerrost Abb. 603 ist bei Lagerung der Tragerenden 
nach Abb. 591 b und drehsteifen Knoten 33fach statisch un
bestimmt und 27fach geometrisch unbestimmt. Infolge der Sym
metrie von Tragwerk und Belastung geniigt ein Ansatz mit 
3 statischen oder 5 geometrischen GroLlen, urn den vollstl1ndigen 
Spannungszustand anzugeben. Daher wird der statische Ansatz 
gewl1hlt. 

Als Oberzl1hlige dienen die Verbindungskrl1fte Y und die 
Verbindungsmomente ZI, ZII, deren Drehsinn nach Abb.604a 
positiv ist. Infolge der Symmetrie des Tragwerks ist bei gleich
ml1Llig verteilter Belastung 

Y, = Y. =Y.=Y7 =Y, = 0, (Y.=- Y. = Y. =-Yt)=:=X1, 

(ZI,l-t-ZII,l =ZI,3~ZII,a =- ZI,,~ZII,O=- ZI,7~ZII,7) ,=,=X., 
ZII,I = Zl,e = ZII,. - Zr,t = ZI,I = ZU,I = 0 , 
(ZI •• =- ZlI,e =-21,8 = ZII,t) "'" Xa . 

b C 

'" inlil/g' -.lZ-1 

Abb.604. IIIllIIIJ 8iel!untpmflll1enM 

~ inlillp -~ -1 

D fD,.,iDl1'mtJ""nItt 

Das Trl1gheitsmoment ist hier fUr aile Trager gleich, 

und daher nach S. 629 

Mit Abb. 604 b, c wird: 
15 .. = 81' (1 + (!) , 

I' = I J. I" = nl', n = E J. 
J' " " GT 

.. _32 1'11 
Ull- 3 ' 

t533 = 41' (1 + (!), 
1510= ': PIll' , 

(ill =- 611', (i13 = 411', 

.• 22 12 1' U30=3"P, 

1511 = 4 (ll'. 



Berechnung eines seitenschiefen, quadratischen Trl!.gerrostes. 633 

Fiir Trl!.ger, deren Rohe etwa gleich der doppelten Breite ist, ergibt sich nach S. 30 (! .... 3 

und nach Kiirzung der Gleichungen mit ~ die folgende Matrix. 

Xa 

3212 -181 121 - Il,5PP, 

- 181 96 36 

12 I 36 48 

q .1 
Mit 1= 3,0 m und q = 1 tjml; P ="""2 = 1,5 tim wird 

X 2 = 3,591 mt, Xl = 4,636 mt . 

Die Schnittkrafte ergeben sich durch Superposition; z. B.: 

M~·),. = t P 12 - XI' I = 24,8 mt, 

M~·}I,. = M~2},2 = - Xs' t = - 2,3 mt. 

Die Biegungs- und Torsionsmomente sind in Abb. 603 eingetragen. 

Berechnung eines seitenschiefen, quadratischen Triigerrostes b fUr gleichmaBig 
verteilte Belastung q t/ml. 

Der Tragerrost Abb. 605 ist bei Lagerung der Tragerenden nach Abb. 591 b und drehsteifen 
Knoten 49fach statisch unbestimmt und 39fach geometrisch unbestimmt. Infolge der Symmetrie 
des Tragwerks geniigen jedoch 5 statische oder 7 geometrische GroBen zur eindeutigen Angabe 
des Spannungszustandes. Urn auch die Anwendung des Ansatzes (908) zu zeigen, werden die 
geometrisch unbestimmten Gro13en WI' WI' W" W1, tpl,tp2' tps berechnet und zu symmetrischen 
Gruppenbewegungen zusammengefa13t. 

(WI = wa = w lS = ~ll) == WI' (tpl = Ws = - tp13 = - Wll) == I[J A' 

(w, = Ws = W10 = Wg) = W 2 , (tp, = Ws = '- tpl0 = - We) = I[JB' 

(W2 = Wa = W12 = W.) = W s ' (tp2 + W2 = - tpa+ 'Pa = - tp12~ 'P12 = + tpe~ 'Pe) == I[Jc' 

(W1) == W" WI = W, = 'P1 = WI0 = 'P13 = Ips = tps = tp1 = tpe = tpn = O. 

Die Vorzahlen der statischen Bedingungsgleichungen lassen sich nach Abb. 602 unmittelbar 
anschreiben. Mit 

I' -I 1. 
3 - 13' 

ist z. B. 

[ 12 12 ] 96 ( I~) 
au = 4 - 2 12/~ - 2 121~ = - III; 1 + I; . 

2 8 
a,IB=-47'=-7" 

3 8 
aAC = 0, ( . 4 2) 8 ( I~ ) aBB = 4 - 2 - - -, = - - 4 +--

I; l~ l~ (!I l~ , 

24 
a,I2=-fjl' aA8 =O, aA,=O, 

3 
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65. Der Tragerrost. 

- - -00 '" N 

~F-:~ 
00 I::.." a .... f!. 

I 

01-" 
"'I~' N -... f!. a o\:!,. 

I 

..-----.. 
::,,:""I!~) 

+ ... "'I~' 00 I::.. .. 
'----" O\t!. "'f!. 
'" I::.. .. O"I~ 

I 

00 I~'" "'f!. a a 

00 1-" ... :::: "'I-e, '" :::: 
a 

I 

a a "'1-" N :::: 

I 

...1::.. .. N _ a a 

I 

Fur gleichma13ig verteilte Bela
q I 

stung p = 2 crgeben sich die Au-

solutglicder. z. B.: 

P [2 1 pi 19 
nlo=4. 3- . -+4·4· - = -·pl 8 I 2 2 . 

Der vollstandige Ansatz bildet die 
nebenstehende Matrix. 

Mit L = 12,0 m, I = 2,828 m. 

r = const, l~ = I~ = I; = I', 
el = e2 = e3 = (! = 3 

crgibt die Auflosung 

([J A = - 22,857 p, 

([JB = - 26,211 p, 

([Jc = - 24,608 p, 

IV 1 = 53,765 P , 

11'2 = 134,644P, 

IV3 = 98,768 p, 
11'4 = 174,667 p. 

rnn Bie/lun/lsmomenle 
~ Torsionsmomenfe 

in mt aus tf-ft/m2 

Abb.605 . 

Die Anschlu13krMte ergeben sich 
nach (505) oder durch Superposi
tion; z. B. ist mit q = 1 t/m2, 

q-l 
p = 2 = 1,414 tIm: 



Berechnung cines Tragerrostes mit drei Tragcrscharen liber einem gleichseitigen Dreieck. 635 

'1("1 "., 1 ,. 1 3 . Z-12='VC-~II-")JJ-'I'=0, mt. 
. f! '! 

Die Bicgungs- und Torsionsmomente sind in Abb. 605 aufgctragen. 

Seitenschiefer, quadrati scher Trii~errost nach Abb. 606 mit ~leichmiiBig verteilter 
Belastun~ q = 1 tfmi . 

Die Rechnung bietet nichts Neues. Die Biegungsmomentc ohne Beri.icksichtigung de:, 
Drillungswiderstandcs der Trager sind in Abb.606a. mit Beri.icksichtigung ocsselb('n in 
Ahb. 606 b dargestellt (vgl. Ful.lnote S. (25). 

a b 

Abb. 606. 

Berechnung eines Trii~errostes mit drei Triigerscharen 
tiber einem ~leichseitigen Dreieck. 

1IIlID8ieflunflsmomenk 
mlOrsionsmomenle 

infolf!e p=1 tim 
Abb.607. 

Der Tragerrost Abb. 607 mit Abstiitzung del' Tragerenden nach Abb. 591 b und drchsteifel' 
Verbindung del' Tragerscharen I. II. III ist 2lfach statisch unbestimmt und 9fach gcometrisch 
unbestimmt. Wegen der Symmetrieeigenschaften geniigt bei gleichmaBig verteilter Last 'i t/m2 
die Berechnung von 3 Verbindungskraften (Losung a) oder 2 Komponenten des V<'fschicbungs
zustandcs (Losung b). urn den vollstandigen Spannungszustand angeben zu konnen. 

Losnng a) Die lotrechten Verbindungskrafte U I • U2 • U3 wirkcn an den Tragcrn Abb. 608a 
nach unten. an den Tragern Abb. 608 b nach oben. Sie werden in del' symmetrischen Gruppen-

a lJ c d e 
1\ " I , I , 

I , I , 
,I'\·,i' " ~ I \ I \ A 'Z: \, \ 

3 I !4zfZ~~ /s/\1\, 
, 

/ I \" 
' I \ ' I I \ \ , 2 L __ '- _ _ :t_L_~ L ______ ~_~ 

Kriiffeflruppe %3 Kriiffeuruppe Xa 
Abb.608. 

last Xl zusammengefal.lt. Die zyklisch liegenden Verbindungsmomente YI • Y 2 • Y3 zwischen 
den Tragern del' Abb.608a \lnd Abb.608b bilden die Gruppenlast X 2 • die Verbindungs
momentc Zl' Z2' Zs zwischen den Tragcrn der Abb. 608c. d und e die Gruppenlast X 3 • 

Vas Tragheitsmoment ist fiir aile Trager gleich. 

I' = 1 ~ I" = Il 1'. 
J.' " 

Abb.609: 
[" 1 12 1 12 /21 7 

Dn = 3 I 2 I' . - . - + 2 I' . - - + 3 I' . -- = - 12 l' L 3 4 3 4 4J 4 . 

622 =/1(1+%11). 633 =! 1' (1+6f!)' D12=-~lll. 



636 65. Der Tragerrost. 

1513 = - ! ll'. (123 = ~l'; 
~ 17, _< 13 t -3-' ~." __ 183 P l' l2. 
UlO = - 8 P I j3. U20 = 12' P I 12. U~ 

Mit e = 3. I = 3.464 m entsteht die foIgende Matrix. 

Xl XI X3 p13 

72.7461 -10.3926 -9.0000 - 7.3612 Xl = - 3.8676 pt. 
r--

- 10.3926 

- 9.0 000 

M, 
infolge - X, = 1 

19.0526 

3.0000 

3.0000 

49.3634 1.6250 

M. M. 
infolge - X. = 1 infolge - X. = 1 

Abb.609. 

Die SchnittkrlHte ergeben sich durch Superposition; z. B.: 

X,= 1.8980p mt. 

X3= 0.5479 P mt. 

Mo 

infolge p=q~ 
21'3 

(3) 2 I (I) I 1 1 
M. I •3 = pi + X I -2- = 5.3 P mt. M. I •3 = P 12 + Xl2 - X z f3 -X3"2 = 3.9 P mt. 

(3) (3 
MzJ ,3 = +X3 -!f = 0.5 P mt. M~IJI.3 = O. 

Die Biegungs- und Torsionsmomente sind in Abb. 607 dargesteJlt. 
Lasung b) Als geometrisch iiberzahlige GraBen dienen die zyklischen Gruppenbewegungen 

(Abb.61O) 

Abb.61O. 

(WI = WI= W3) == WI. (fill.} = 'PIl.I= 'PIlI.3) == tPA • 

AnschluBkrlilB 
infolge W,-r 

Biegungsmomenk 

-+-f -t--f 

Torsionsmomenle 
Irefen nichl fluf 

AnsmluBkrih'le 
infolge ~rl 

Biegungsmomenk 
-+- m -+_.w.r 

zr.tf U" J:f 
--If- c -+- - y 

Torsionsmomenle 

Die AnschluBkrafte infoIge WI = 1. tP A = 1 sind in Abb.610 
eingetragen. Ein Stabendmoment wird positiv gerechnet. wenn es 

---iF ---k 
~ fr ~ -f 

bei Betrachtung von der zur Stabschar gehorenden Ecke des Rostes im Uhrzeigersinn dreht. 

aA ~ = _ ~ __ ~. ~ __ 2 ~ (3 _3 __ 2 Yl_ ~ = __ !> (3 + ~) 
3 I" 21"2 21' 2 f3 I' 2 fa 21' e' 

an 3 l 12 a A} = _ 2 ~ . _3_ = _ 3 f3 
3 = - 4 'fj1 r = - 'J2F' 3 II' 2 fa Il' ' 

a.40 = 2 P II • _3 __ 2 P II • _3_ = _1_ P /2. alO = 4 P /2 • ~ + 4 pl. ~ + pi = ~ P l. 
3 8 2 fa 12 2 f3 8 fa 3 8 1 2 2 



Berechnung einer Balkenbriicke mit 3 Haupttra.gern. 

Mit (! = 3 und I' = I = 3,464 entsteht folgende Matrix: 

-2,40 56 -0,4330 

- 0,4330 - 0, 288 7 

p 

0,8660 

12,1244 

fP.,f = -9,8628p, 

WI = 56,7890p. 

Die Schnittkra.fte ergeben sich nach (505) oder durch Superpositi(')n; z. B. 

(2) pl2 f3 
M 13 = - + - fP. = - 3 9 P mt • . 12 I 4 , • 

Die Momente sind in Abb. 607 dargestellt. 
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Tragerrost mit freien Randern. Werden die Quertrager von Briicken mit 
mehreren Haupttragern nicht nur als Teile der Fahrbahntafel betrachtet, sondern in 
statischer Beziehung in derselben Weise bewertet wie die Haupttrager, so entsteht 
ebenfalls ein Tragerrost mit seitenparalleler Anordnung. Da jedoch nur die Haupt
trager gestiitzt, dagegen die Enden der Quertrager frei sind, besteht .deren Aufgabe 

Abb.611. 

hier nur in der Verteilung der Belastung eines Haupt
tragers auf mehrere von ihnen, jedoch nicht mehr in 
der Entlastung der Haupttrager. Diese sind entweder 
Balkentrager auf zwei und mehreren Stiitzen oder 
Rahmen. Die Knoten zwischen Haupt- und Quertrager 
sind biegungs-und drehsteif, gelten aber zur Verein
fachung der Rechnung in der Regel bur als zug- und 
druckfest. Der Briickengr'undri13 ist stets zu einer, meist aber auch zu zwei Achsen 
symmetrisch, so daB nach Abschn. 27 und 28 mit zwei- oder vierfacher Umordnung 
der Belastung und mit statisch unbestimmten Gruppenlasten gerechnet werden 
kami.. 

Die statische Untersuchung des Tragerrostes ist bei Annahme von sehr steifen 
Quertragern (E III = 00) statisch bestimmt, wenn nur die Knotenpunkte und die 
Quertrager belastet sind. Die Achsen der Quertrager bleiben dann bei der Form
anderung des Rostes gerade Linien. Auf einen Trager I der n Haupttrager entfallt 
bei Belastung emes Quertragers durch die resultierende Einzellast i.l3 (Abb.611) 
der Anteil 

~ me· 
PJ=-1i-+-,,--aJ . 

J!.'a2 
(909) 

k=l 

Diese Annahme ist aber um so weniger berechtigt, je weniger Haupttrager verwendet 
werden, um die wirtschaftlichen Vorteile einer kreuzweisen Bewehrung der Fahr
bahnplatte auszuniitzen und Schalungskosten zu sparen. Daher geniigt die Unter
suchung der Tragerroste mit drei und vier Haupttragern auf je zwei Stiitzen, die 
mit den Quertragern zug- und druckfest verbunden angenommen sind. Die An
schlu13momente der mittleren Haupttrager sind, die statisch unbestimmten Schnitt
krafte der Rechnung. 

Berechnung einer Balkenbriicke mit 3 Haupttragern, Abb. 612. 
Geometrische Grundlagen. 

s 
I = 3,5 , s = 3,6 m , " = -( = 1,0286, 

"1 = j~ = 7,1111; "2 = 1; = 1.3846, 

Ie =11' 
Ais sta tisch ii berzahlige Schni ttkrafte X k dienen 

die Biegungsmomente des mittleren Tragers in den 
Knoten k = 1 ... 5. Das Biegungsmoment X3 ist 
in Abb. 612 als Vektqr eingetragen. 

r 
~. 
I 

l 

~ 
I:! AJ .;; fIKl/9ll 

li! 1 2 X J /I f5 J 
>:t 

3' ..Ii " W/6S 

... 1 .. o-----Gl-2I,Om:-------I 

Abb.612. 

r 



638 65. Der Tragerrost. 

It 
"'''' I 

Vorzahlen (Abb.613). 

b 

k-1 

1511 = ~ (2 + V2 + -~- Y.~VI) = 

1 
15k k = "3 (2 + v2 + 3 ,,' VI) 

I 
22,7304 -3' 

1 
26,5995 -3 ' 

. \1, infolge - X, = 1 
1 

Jk 1>-21 = J. 1t+11 = -if ,,3 Vi 
1 

3,8692 3 . 

15 Matrix nach Ktirzung mit 1/3. 

Xl X 2 X~ 

'I'" 
1 

.\l1e infolge - X/c = 1 

ALL. 613. 

22,730 4 

- 14,630 4 

3,8692 

- 14,6304 

26,5995 

- 14,630 4 

3,869 2 

I 
Konjugiertc ;\Iatrix Ph! = -3 {lH' 

0,072 972 0,049733 0,01 7 81 5 

0,049733 0,090 787 0,05 1121 

0,01 7 8 [5 0,05 1121 0,088648 

0,001 388 0, 01 5 6 76 0,05 1121 

- 0,002 039 0,001388 0,01 7 81 5 
. 

3,8692 

- 14,6304 

26,5995 

- 14,6304 

3,8692 

J,o 

0,001388 

0,01 5 6 76 

0,05 1121 

0,090 787 

0,049733 

x _ \, :~{li.k £ 

A - L.; -1- Uto· 

Belastungszahlen fur P = I tin Knoten 3 (Abb.614). 

3,8696 

- 14,6304 3,8692 

26,5995 - 14,630 4 

- 14,630 4 22,7304 

- 0,0::1 20 39 

0,001388 

0,01 7 8 [5 

0,049733 

0,072 972 

I 3 
J IO = J60 = - "3 PI. -4- v2 

I 
3.6346 3 , 

1 PI I 
J20 = 15'0 = - "32" (3 V2 - ,,3 "1) = + 6,2729"3' 

J30 = - -~- PI (21'2 + ,,3 V1 ) = - 36,7763 ~ , 

1$ XI = X:; = - 0,5923., X 2 = X 4 = - 1,3980 , .., 
Abb.614. X3 = - 2,7483 mt. 

In der Mitte des Quertragers 3 wird das Biegungsmoment 

Ps x X 

~ ~ .. 3~b ~ 

MlI• 3 ="2 + Xl" - X22" - X. -2 = 0.41 II mt. 

Damit ergeben sich die Lastanteile P3,I (i = a, b, c) fur die Haupttragcr 
(Abb.615) 

Abb.615. p s,' = 0.772 t 



Berechnung einer Balkenbrilcke mit 4 Haupttragern. 

und das Biegungsmoment im mittleren Haupttrager 

.U/,s = - X. = 2,748 mt , 

Filr Quertrager mit 1. = II' also )11 = list 

P3 ,. = P3 ,. = 0,243t, P3,. = 0,514 t, 

Bei der Annahme 11/ = 00 wird nach (909) 

.1[1,3 = 2,586 mt. 

~ 
l'a,. = 1'3,. = p.,. = 3 = 0,333 t, 

1 61 
.1[1,3 = 3 "4 = 1,750 mt. 
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Nach diesem Ergebnis kann auch bei sehr starken Quertragern nicht mit einer gleichma13igen 
Lastverteilung auf die 3 Haupttrager gerechnet werden. 

~ _i 
======= 

I( 5 

~- -, 
Einflullflache X 3 

! /"f 

~~ r--
1 2 3 " 5 

\ \& 

Einflullflache Xl 

Einflu13flachen. Wird der Reihe nach 
jeder Knoten mit l' = 1 t belastet und die GroBe 
einer Schnittkraft i m Lastpunkt als Ordinate 
senkrecht zur Rostebene aufgetragen, so bilden 
die Endpunkte aller Ordinaten die EinfluBflache 
dieser Schnittkraft. Die Bdastung der Rand
trager wird dabei in die zur Achse I symme
trisehen und antimetrisehen Anteile zerlegt. Fur 
den antimetrischen Anteil sind die ilberzahligen 

--
-

(' r--K1 r- t-::-
1 2 3 " 5 

K~ I- 'i' - - t--

Einflullflache X. 

- Iii 

" ~ 
~~ I f 21~ ~ ~ 

r-- 1 i v+_ ~ VL 
l1li 

"" 
Einflullflache AI ll, 3 (4 fach verzerrt) 

,EinflullfHiche M I ,." 

Abb.616. 
(;roBen Null, die Schnittkrafte daher statisch 
bestimmt. Die Rechnung bietet keinerl"i Schwierigkeiten. 
M I . 3" und M ll ,3 sind in Abb. 616 dargestellt. 

Die EinfluBflachen von Xl' X 2' X 3' 

Berechnun~ einer Balkenbriicke mit 4 Haupttriigern, Abb. 617. 

Geometrische Grundlagen. "13m 
100/65 

1= 35 m, s = 3,6 m, 
s 

X = T = 1,0286, 

1'1 = II = I, 
Is 

II . 
)12 = 12 = 1,3846, 

.1 c == .11 . 
Aus den iiberzahligen Biegungsmomenten Zj., Z;: 

der mittleren Haupttrager werden die symmetri
sehen und antimetrischen Gruppenlasten X k' l' k ge
bildet. ;\lit diesen ist 

r 
$il' 
I 

'" .., 

1 

LJ ~ !! IOO/!1II 4' J, 
il 1 2 ~ .1' I/ N 15" 
~ ~ 
~ 1()(J/!1II ZJ' J, 

l' 2' 4,3' 1/' W ~ 
§! o/~ ~ 

.of 1()(J.'G5 3 

foEl<~~--6l-i!1,Om--~ 
Abb. 61 i. 

11=1 ... 5. 

I 



640 65. Der Tra.gerrost. 

Vorzahlen 
(Abb.618). 

(11.llf1 infolge -XI'= 1 

1" t ( I .1:1.1:-11 ="3 [(1 + v.) - 20 xlVI]' 

11115".1:_21 = -~ 5 ,,3 VI • 

.. ,... 
~ 

(11.llf1 infolge - Y.I: = 1 

Ir 

a) Symmetrischer Anteil Xi:. (lid Matrix nach Kiirzung mit l/3. 

Xl XI X3 X, X, 

36,7434 - 16,9948 

-16;9948 42,1844 

5,4410 - 16,9948 

5,4410 

I 
Konjugierte Matrix (1IP~k = 3- (lIpu 

"10 1520 

0,033 62 3 0,01 4 069 

0,01 4 069 0,034300 

0,000676 0,012125 

-0,001 944 -0,000323 

-0,001000 -0,001 944 

5,4410 

-16,9948 5,4410 

42 , 1844 - 16,9948 5,4410 

- 16,9948 42, 1844 -16,9948 

5,44 10 - 16,9948 36,7434 

0,000676 -0,001 944 -0,001000 

0,0121 25 - 0,000323 -0,001 944 

0,033300 0,012125 0,000676 

0,012 125 0,034300 0,01 4 069 

0,000676 0,01 4 069 0,033 623 

b) Antimetrischer Anteil Y.I:. (2115 Matrix nach Kiirzung mit 1/3. 

~ ~ ~ ~ ~ 

6,4291 -0,2971 0,3627 

-0,7.97 1 6,7918 -0,2971 0,362 7 

0,3727 -0,2971 6,7918 -0,2971 0,3627 

0,3627 -0,2971 6,7918 -0,2971 

0,3b27 -0,2971 6,4291 



I3erechnung- ,~iner Balkcnbrlickc mit 4 Haupttragern. G41 

1 
Konjugiertc .'I1atrix (2 1#;, ( .~ "3 '"'IJ,. k • 

(5.;0 

}'I 1 __ °_,_'_5°_3_'_' _ -=':'.)2 1_--=-:()(,8~ -0,()oo6» I -..-0,00041 

o. q:-l ILl I 0,00584 -0,oo7Go) I -",OOOf)t) y 
2 

} . 
3 

). 
4 

0. 00652 

--a,ouSI'! 

-0,0006<) 

1-"- . 

+0,00043 

___ .. _1 ____ 1 , 

0,00584 1

1 

__ °_,_1 4_Cl_"_)_1 ____ °_.°_°_5_'''._4_ 

-0,00769 O,OOj 84 0,148](1 I 

-O,OOSI2 

t).()065~ 

-0,000u9 I -0,00812 0,00G5! I--:;;-~ 

Hclastung P = 1 t in 3". Fiir den symmetrischen Antcil1':2..auf 3' unt! 3" winl (.\btl.6IBa) 

11'15 10 = (11050 = - :~ l' I ~ v" = -7,2692 ~, (l1(j20=(l1040='- ':~ l' 1 ~ (61'2-5%" 1'1) = -5,0 166~ . 
1 ~ I 

(1 11530 = - 3' ]' I (41'2 + 5 %3
"

1) = -38,42193' . 

Xl = X5 = -0.3239. .\3= -1.4112. 

Fiir den antimetrischen Antcil + Pj2 auf 3", - 1'/2 auf 3' wird (.\bb. 618 b) 

II ~, I I .. 1 
(21,5 10 = (2)0"50 ~ -:rPI6"2 =-0,80,7:i , 1"11520 =( 2115(0= - 3'1'16 (2V2-%"VI) = -0.9806 j 

1 I I 
(2'~ = -- ... FI-- (4 v., -+- 3"3 ,, ) = -3 4'>3·i-· U30 3 II -," I ' _.. :l' 

YI=}',,=-0.1045, Y2=Y(=-0,I62;i, Y3=-·O,507l; 
Za" = - 1.4112 - 0,5071 = - 1.9183 mt. 

Die I3iegungsmomentc in Qucrtragcr 3 werden 

S ( " " ) 5 2 (" iH Il ' 3"=-i+ 2 " ''\.:1-''2 + f:i-+ '3' % '3- }'2) = 0,7510 mt, 

S '\ .) 

Mil 3' = -. + 2" (X3 - .\2) - -6' - ':-'3'" (Y3 - Y2) = 0.0236 Illt. , 2 

+!!. 
2 A: 

I" if" 3 'l q' ,5" 

! -; 
l' t' If' q' ,5' 

-, 
~ 

">''> 

a) Bicgungsmomcntt:: (lUIo u) Bicgllllg"'l1lO111cntc (:!).Hu 

Aut>.6IU, 

Dalllit ergeucn sich die Lastanteile ]'3, i (i .= 11 -;- d) flir ,lie Hallpttriiger (,\bu. (jl\)a). 

1'3 a = O,20!) t. 1'3.', = 0,589 t, ]>3, c = 0, HI5 t. 1'3, d = 0.0065 t; 

,U I ,3" =-Z3,,=I,IJISmt, 
/II/,3'" ,= 1,57!1 Illt. 

Bci dcr Annahmc III = 00 wird nach (\)0\1) .-\hh. lil 0,\ 

1'3,0 = 0,40 t, P3,b = O,al! t, 1'3. c = n,;?O t, 1'3. d = n, 10 t. 
0,3. (jt 

Jf/ 3" = ._-- = 1.58 mt, , 4 
O,.! . Ii 1 

.HI .,,,,= '.-- = :!.IO mt. .• 4 

41 
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Belastung P = 1 t in 3"'. Das Ergebnis ist: 

p.,a = 0,844 t, P.,b= 9,250 t, Pa,. = -0,031 t, Pa,d = -O,063t. 

Das Biegungsmoment im Randtrager wird 

M I ,.'" = 3,916 mt. 

Bei der Annahme Jll = 00 wird nach (909) 

j)a, a = 0,70 t, Pa,b = 0,40 t. Pa,. = 0,10 t, Pa,d = - 0,26 t, 

]0,[1,3'" = 3,68 mt. 

Einflu13flachen. Entwicklung nach S.639 (Abb.620). -- J- J iii + J-- .j--" 

1" a" I .t 'I I 5" 

- Il ;!:+- ~ ~ 

l' 2' .f 7 'I 5' 

~V 
O:i 

Einflullfliicbc M 1,3" Einflullfliicbe MI,a'" 

Abb.620. 

Zschetzsche: Theorie lastverteilender Qucrvcrbindungen. Z. fist. Ing.- u. Arch.-Ver. 
1893. ~ Bleich: Thcoric und Berechnung ciserner Briicken. Berlin 1924. - Petermann: 
Cberlastverteilende Wirkung durchgehcnder Querverbindungen. Bautechn.1925. - Schil
ling, \V.: Statik der Bodenkonstruktionen der Schiffe. Berlin 1925. - Faltus, F.: Lastvertei
lendc Querwrbindungcn. Bauing. 1927 S.81>3. - Genthner, R.: Dcr Eiscnbetontragerrost. 
Beton u. Eisen 1928 S. 411. - Marcus, 'H.: Die weitgespannten Decken des Sportgebaudes 
im Stadion Breslau-Lc(·rbcutel. Beton u. Eisen 1929 S. 73. - Szego, St.: Kreuzweise gespannte 
Balkenkonstruktionen. Zement 1930 S.34. - Derselbe: Cber die Berechnung quadratischer 
I":rellzcckroste. Zement 1930 Heft 38 bis 42. - :.\larcus, H.: Die Theorie der Rautendecke. 
Bauing. 1!J32 S.303. - Szcgo, St.: Vie Krcuzeckrostbauweise. Beton u. Eisen 1932 S. 122. 
- Ver se I be: Anwendung der Kreuzeckrostbauweise auf Hofkellerdecken. Zement 1932 S. 676. 

VI. Die FHichentragwerke. 
66. Die Beziehungen zur Elastizitatstheorie. 

Die einfache Beherrschung des Spannungs- und Verschiebungszustandes der 
bicgllngssteifen Stabe und Trager hat wesentlich dazu beigetragen, die Oberbauten 
der Briicken und die Geriiste der Hochbauten als Stab- oder Fachwerke auszubilden. 
Wah rend jedoch im Stahlbau die Formanderung des Haupttragwerks von den 
sekundiiren. zur unmittelbaren Lastaufnahme bestimmten Bauteilen nahezu unab
hangig i:-;t, sind diese im Eisenbetonbau in der Regel mit dem Haupttragwerk 
homogcn verbundcn, so dal3 zusammenhangende elastische Gebilde entstehen, deren 
Vcrschicbungszustand sich wesentlich von demjenigen des freien Haupttragwerks 
unt('rscheidet. Auf diese Weise sind in der jiingsten Vergangenheit, begiinstigt 
durch den Fortschritt der theoretischen und physikalischen F-kenntnis, auch 
FHichentragwerke entwickelt worden. Die Tragerroste wurden ?:U Platten und 
Pilzdecken. die ebenen Stab- und Fachwerke zu Scheiben. die Rippenkuppeln 
nnd Flechtwerke zu Schalen. 

Der Fcstigkcitsnachweis diescr elastischen Gebilde ist seit Jahrzehnten durch 
WiS<;~llschaftliche Arbeiten iiber Elastizitatstheorie vorbereitet worden, so daB sich 
die Baustatik auf zahlreiche bekannte Ergebnisse zu stiitzen vermag. Trotzdem 
bereitet der Festigkeitsnachweis fUr die Flachentragwerke des Bauwesens oft noch 
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erhebliche Schwierigkeiten, ua in der Regel nicht die idealisierten elastischen Ge
bilde der Theorie, sondern zweckbestimmte Bauformen untersucht werden miissen, 
deren Randbedingungen nicht immer eindeutig vorgeschrieben sind. Sie lassen sich 
in der Regel auch nicht vereinfachen, ohne das Spannungsbild wesentlich abzu
a.ndern. Die Losung ist daher nur selten allein durch die Oberwindung der mathe
matischen Schwierigkeiten abgeschlossen, sondern erfiillt ihren Zweck erst in Ver
bindung mit umfangreichen Zahlenrechnungen, die allein ein Urteil iiber die Festig
keit und Stabilitat gestatten. Auch dann ist das Bild infolge von Eigenspannungen 
aus der Herstellung der Baukorper und infolge der unregelmaf3igen und wandel
baren physikalischen Eigenschaften des Baustoffs nicht immer so klar, daB die 
Dberschreitung eines durch ausreichende Sicherheit begrenzten Belastungsbereichs 
gerechtfertigt ist. 

Die Elastizitatstheorie rechnet mit der vollkommenen Elastizita.t und mit der 
homogenen und isotropen Beschaffenheit des Baustoffs. Die Verschiebungen werden 
stets nur verschwindend klein und ihre Beziehungen zu den elastischen Kraften 
des Baustoffs als linear angenommen. 

Die Komponenten des Spannungstensors und des Verschiebungsvektors sind bei 
homogener Beschaffenheit des Baukorpers stetige Funktionen der Koordinaten x, y, z. 
Daher kann das Gleichgewicht der inneren Krafte auf einen differentialen Abschnitt 
des Korpers bezogen werden. Sind X, Y, Z die Komponenten der auf die Volumen
einheit bezogenen Massenkraft, so gelten die folgenden 6 Bedingungen: 

~~XO + aa. + }!l"'-O + Y = 0 
ax ay u= ' 

aYn ..J... i)Yo. + _rJa,- + Z = 0 
a x ' U)' (i:: ' 

(910) 

Durch die Annahme stetiger Veranderlichkeit der Verschiebungen sind die bezo
genen La.ngenanderungen e", usw. und die Winkelanderungen YXII usw., die sich 
bei der Verzerrung des Prismas mit dx ~ dx (1 + ex), 1::: (dx, dy) = 7(/2 ~7(/2 + Y",y 
einstellen, in der folgenden Weise mit dem Verschiebungszustand verkniipft: 

all 
ex = Ox' 

i)1l av 
Y"'II=dy+a;-' 

atl 
clI=a-y' 

av ilw 
Yuo = uz- + -;;y-, 

Die geometrischen Komponenten des Verzerrungstensors sind nach Annahme 
linear von den mechanischen GroBen, den Komponenten des Spannungstensors 
abha.ngig und bei isotropem Baustoff nur durch zwei Konstante E und p, mit diesen 
verkniipft. 

G- E 
- -;2:-:-("-1 +-'--,,-:-) , 

1 
P = --- . (912) 

111 

Die Spannungssumme s = a x + a y +- a z und die kubische Dehnung c=e,.+e~+e z 

sind invariante Gro13en des Ansatzes, mit den en sich die Beziehungen zwischen den 
Spannungs- und Verzerrungskomponenten auch folgenderma13en anschreiben lassen: 

E e:.: = ax (I + fl) - fl s, aot (l + II) = E [ex + fl C / (I - 2p,)), I 
E ell = all (I + p,) - fl S , a y (l + p,) = E ley + p, C / (I - 2ft)], I 
E e. = a. (I'+ft) - p,s, az (1 +p) = E [f.+PC ;(1 -2p)]. 

(913) 

Love, A. E. H.: LehrlJUch dcr Elastizitat. Leipzig 1!)07. - Foppl, A. u. 1..: Drang lind 
Zwang. :'Iliinclll'n II. Berlin l!)20. - Trt' fft z, E.: Mathelllatische Elastizitatsthcoric, Kap. 2. 
Handl>. d. Physik Btl. VI: Mechanik dl'r .. lastischl'n Ki\rper. Bt·rlin 1928. 

41* 



644 67. Annahmen und Grundlagen fUr die Berechnung. 

A. Die Platten. 
67. Annahmen und Grundlagen fUr die Berechnung. 

Die Platten sind ebene Bauk6rper, die durch zwei zu einer Mittelebene paralIele 
Ebenen und eine dazu senkrechte Zylinderflache von beliebiger Leitkurve begrenzt 
sind. Die Belastung wirkt stets im Sinne der Flachennonnalen z. Der Plattenrand 
ist frei drehbar ge~agert, eingespannt oder auch in einzelnen Punkten gestiitzt. 
Die untere Laibungsebene ist kraftefrei oder durch Trager und Pfosten in einzelnen 
geraden Linien, Punkten oder Flachen gestiitzt. Auf diese Weise entstehen die durch
laufenden Platten, die Rippen- und Pilzdecken. Die Untersuchung kann fiir die 
Bediirfnisse des Bauwesens auf Platten beschrankt werden, deren Baustoff durch 
die Art der HerstelIung und konstruktiven Ausbildung als homogen, isotrop und 
innerhalb der Gebrauchsbelastung als vollkommen elastisch gilt und deren Dicke 
gegeniiber den anderen Abmessungen zuriicktritt. Die Anderung der Plattendicke 
ist von hOherer Ordnung klein im Vergleich zu der senkrechten Verschiebung w (x, y, z) 
cines beliebigen Punktes, so daB 

z 

w(x,y,z) = w(x,y) + f iJW(;./,Z) dz-w(x,y) = W 

o 
(914) 

und damit der senkrechte Formanderungszustand der Platte durch die senkrechten 
Verschiebungen w der Mittelflache beschrieben ist. Da sich die Platte unter der 

r 
I 
I 
t 
z 

Abb.621. 

Belastung P im Vergleich zur Dicke k nur urn kleine Wege 
M ausbiegen solI, sind die waagerechten Verschiebungen der Punkte 

der Mittelflache Null und die waagerechten Verschiebungen der 
Punkte im Abstand z von der Mittelebene, abgesehen von 
kleinen Betragen h6herer Ordnung, lineare Funktionen von z, 
so daB die Punkte einer Flachennonnalen auch nach der 
Fonnanderung auf einer Nonnalen zur elastisch verbogenen 
Mittelflache liegen. Daher ist bei Verwendung von karte
sischen Koordinaten x, y nach Abb.621 

iJw iJw 
u = - z d x ' v = - z ay . (IH5) 

Die Spannung a. ist an der unteren kraftefreien Plattenlaibung Null, an der 
oberen gleich der Belastungsintensitat p, also abgesehen von Punktlasten, deren 
Untersuchung hier ausgeschlossen sein solI, stets sehr klein im Vergleich zu a"" av ' 

Sie kann. daher in den allgemeinen Gleichgewichts- und Vertraglichkeitsbedin
gungen mit az = 0 vernachlassigt werden. Diese Annahmen begriinden die fol
genden Beziehungen der Plattenstatik. 

1. Vertraglichkeitsbedingungen nach (26) 
E _iJu __ Z iJ2 w =iJv=_ziJ2 w =au iJv=_2z iJ2 w (916) 
z-iJx- iJx2' Ev iJ}' 0,.2' i'zv iJ,'+iJx iJxiJy· 

2. Elastizitatsgesetz nach (27) fiir 

(1+1l)~=O=E~+I!2ILe, E%=--I~ (Ez+el/)' I!2 e=I~ (ez+ev); I 
r p P P (917) 

E E E iJ2 w 
az = I-pI (Ez+ Il EI/)' a,,= I_pi(1l Ez+el/), Tz,,=G ""'1/= -I-p' z iJ x iJ y (1-1l)· 

und in Verbindung mit den Vertraglichkeitsbedingungen (916) 

az = -I=;i(.~ZX~ +fl~Zy~)' al/= -I:;z(fl:lx~ + :2y~)' I 
E z iJZw (918) 

Tzv = - I-pi ax iJy (~-fl) 
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Diese rriit z linear veranderlichen Spannungen in der Flachennormalen lassen sich 
zu Schnittkraften in Querschnitten von der Breite 1 zusammenfassen. Sie betragen 

''ch/2 

N.,=fa.,dF=O. 
-/t/2 

M., = Ja.,zdF, 

-'-h/2 

NII=falldF=O. 
-h.''l, 

--1.:2 

Q",y = f T.t:ydF = 0, 
-h/2 

(DIll) 

.lIz, Mil sind Biegungsmomente, M"I/,MI/x Drillungsmomente. EIz3/12(I- p 2) "eN 
ist eine fUr Plattenquerschnitt und Plattenwerkstoff charakteristische Groile lind 
hei13t Plattenkonstante. 

3. Transformation der Schnittkrafte eines differentialen Prismas d x·d \' allf 
einen Schragschnitt ds im Winkel X1l = "P mit ds = d x/sin "P = d y/cos "P (Abb: (22). 
Die Gleichgewichtsbedingungen liefern 

Qn ds = Qudy -i- Qx. dx , 

Mnds - (M.,dy + Mvxdx) cos "P - (Mvdx + Al.,ydy) sin "I' = 0, 

Mnsds - (M.,dy + MV.,dx) sin "P + (Mlldx + J/"ydy) cos "P = 0; 

]tIn =M.,cos2"P+MlIsin2"P+M"lIsin2"P, 1 M. -In. 

M. = Mo:sin2 "P + MvCOS2"P - M",vsin 2"P, (020).11: ~~. 111. M. ''d:r'- '.~' ~ sin 2 'I' , ", 
M n s = - (M 1/ - M.,) -2 - M:tII cos 2 "P . 

Daher bilden die Schragschnitte I, II mit Al],Il = MIl,] = 0 L. Mzi~.r --; 
und den Hauptbiegungsmomenten M I , MIl den \rinkel 
'P = "Po· Abu. r.22. 

2 2,Un 
tg "Po = ~[ "':-'-1 ' 

.J z ... II' 
(921) 

In derselben Weise.1assen sich in jedem Punkte der Platte auch die Richtungen 1', [[' 
mit "P~ = "1'0 ± 450 der beiden Hauptdrillungsmomente MI', II' angeben, in denen 
die Biegungsmomente Kull sind. 

MI', II' = ± l'0ff.,"':'" M 1/)2 + 4 Mi!l' (922) 

l{ichtung und GraUe der Hauptbiegungs- und Hauptdrillungsmomente konnen fiir 
jeden 1)unkt der Mittelebene auch nach den bekannten graphischen Methoden 
M 0 hrs festgestellt werden. Die l{ichtungen I, II bestimmen die Lage der Stahl
bewehrung. Bei orthogonaler Bewehrung t." tv sind die vergra13erten Betr~ige 
(M.t ± Mil") und (!If 11 ± Mxu) ma13gebend. 

Die Summe der Biegungsmomente (AI n -I- M,) ist von der Richtung '1/' unab
hiingig. Sie ist wie bei jeder Tensortransformation invariant. 

M.,+ Mil = Mn+ M,= M1 + MIl' 

Dasselbe gilt daher auch fur 

~,r = __ ', . --.! = _ N - -- + - - = - N' L1 w !If + M ((PW (PU') 
;Yl 1 + ~ rJ X2 D 1'2 • • 

(92:1) 
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!vI wird als Momentensumme bezeichnet und ist eine skalare Funktion in x und y. 
Die Bezeichnung LI ist eine in der Mathematik gebrauchliche Abkurzung der Diffe-
rentialoperation . 

(924) 

4. Die Gleichgewichtsbedingungen. a) Gleichgewicht der au13eren Krafte des 
differentialen Prism as (Abb. 623) bei einer Drehung urn die beiden Kanten Ii x, d)': 

iJM. + aj\,~! _ Q = O. ~Mz ..!- ~_A-!!! _ Q = 0 (925) 
oy ox lIZ ' iJx' iJy :u , 

und mit (919) daher 
iJ iJ 

QI/Z = - Nay Ll.w, Qu = - N iJx L1w. (926) 

Da au13erdem nach (910) T:rll = 'l'u ist, wird nach (919) auch M:rll = Mu. 
J b) Gleichgewicht der au13eren Krafte des diffe

rentialen Prismas bei einer Verschiebung in der 
z-Richtung. 

iJQn + DQ .. + p = O. (927) 
iJx ay 

Die Bedingung liefel't in Verbindung mit (925) 
die folgende Differentialbeziehung zwischen der 
Belastung und den Spannungsmomenten 

iJIM~ + ~ iJ2M7 • + iJI]I1. + p = 0 
iJx2 ax ay Dy2 (928) 

Abb.623. und bei Verwendung von (926) und (924) die 
Differentialbeziehung zwischen der Belastung' p 

und der Verschiebung w, der Ordinate der elastischen Flache der Platte 
a'w iJ'w a·w p 
a xC + 2 ifii(jy2 + ay' = Iv . (929) 

Sie lai3t sich in Verbindung mit (924) auch folgenderma13en anschreiben: 

(;;2 + a~2) (iJa;, + iJa;,)w = LlLlw =~. 1930) 

Diese Differentialgleichung 4. Ordnung kann nach H. Marcus mit (923) auch in 
zwei Differentialgleichungen 2.0rdnung zerlegt werden, die sich in der Reihenfolge 

(JIM + al ]l1 = _ p (931) iJ2 w + D2w = _ JI.1. = -IV (932) 
iJx2 oyl ' iJxl iJy2 N 

lO'sen lassen, wenn die Bedingungen fUr die Momentensumme M am Rande der 
Platte bekannt sind. Beide Gleichungen bilden den analytischen Ausdruck fUr 
eine mit del' Kraft 1 gespannte Membran, deren Ordinaten bei der Belastung p 
durch M und bei der Belastung IV mit w bezeichnet werden. Die Zedegung der Diffe
rentialgleichung fUhrt daher, wie H. Marcus zuerst bemerkt hat, zu einer Er
weiterung der bekannten Ansatze fur die Momentenlinie (90) und die Biege
linie (195) des biegungsstcifen Stabes. Da nun spater nachgewiesen wird, da13 w 
und M am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte mit polygonaler Begren
zung Null sind, besitzen hier die beiden Flachen als Membran uber der Rand
kurve mit der vorgeschriebenen Spannung 1 und dem Druck p oder IV konkrete 
Bedeutung. 

DieselbenBetrachtungen gelten auch fUr Polarkoordina ten. Das Ergebnis 
kann entweder durch Koordinatentransformation gewonnen oder unmittelbar an 
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einem differentialen Abschnitt (Abb.624) abgeleitet werden. Das BiegungsnJoment 
in einem Schnitt r = const ist 111., das Biegungsmoment in einem Schnitt 'Y. ==- const 
heil3t 111 oz.' Die Drillungsmomente fUhren die Bezeichnung .11 Ta.' JI'Z.T' 

• [iJ2W (1 iJli.' 1 ,,2 "')l 
J/. = -.\ a; 2 + II -,.- dr + ,.2 iT7.2 ~' 

,r iJ2 ii' 1 iJ,,' 1 iJ2 "l 
ilfeJ. = -1\ L.u Tr2 + -;; 7); + ,.2 ih2~' 

( 1 a2 IV 1 iJ ii') iJ lID h') JI =M =--N(l-/t} -----~,_ =-JV(I-lt) -1- . 
• a. a.. r r a r iJ '7. r- V'X ' a r \ ,. a 'X 

Die Summe der Biegungsmomente (JI r + MOl) ist wiederum yon der Lage der 
Bezugsachse unabhangig. Dasselbe gilt daher auch \'on der :\Iomentcnsummc M. 

1 1 +1' . ,VIZ r ar ,.2 ih2 •. w, (934-) 
H= M,+.lJa. =_N(~2i"+! ~+~V2i")= -N J 1 

a v 
Q •• = -N(j-;L1w, Qoz..= -Nrci--;Llw. 

Die Differentialbeziehung zwischen Bclastung p und :\usbiegung «' lautet jetzt 

(935) 

Sie Y1.nn auch hier wieder mit (934-) in zwei Gleichungen 2. Ordnung zerlegt werden. 

a2 .l1 1 iJ M i12M 
LlM = 7fr?- + ,.- -a;.- + i:2-a;'2 = -p, (936) 

a2 ii' 1 a it' 1 a2 i,' J[ 
Llw = -a,:i" + r '()-; +,.i -aa.i = - N-' (937) 

Die Berechnung des Spannungs- und Formande
rungszustandes einer Platte fUr eine vorgeschriebene 
Belastung p (x,),) oder p (r, 2) hesteht also darin, 
diejenige Funktion 'W in x, )I.oder r. 2 zu finden, welchc 
die Diffcrentialgleichung (930) odcr (93:;), au/3erdem 
aber noch am Rande die von der Stiitzung der Ah\>. 6~4. 
Platte vorgeschriehencn statischen und geometrischen 
Bedingungen erfiillt. Diesc Lasung ist nach Abschn. 8 eindeutig. Dagegen ~ind un
cndlich viele Losungen ,.;' vorhanden, welche die Differentialgleichung (!l:lO) oder 
(935) allein befriedigen. Der Plattenrand gilt entweder al~ frl.'i drehhar auf
gelagert, starr .eingl',;p<l'lJ1t oder als krnftcfrri. 

Die statischen und geometrischen Bedingungen der Stiitzung. a) Fl"l'i 
drehbare, starrc .\uflagerung der PIattI.' in cinl.'r C-eraden .r ""= con,;t. 
Ceometrische Bcdingungl'n: 

1 .. =0, 

statische Bedingungen: 

dahcr auch 

a2 1.' 

a"C---:,- = 0, x-
,1[11=0, 

(9:J8) 

Da also am Rande der frci drchbar aufgclagertcll Platte to '--' II und M """"' (I ';CIII 

muD, kann die Lasung ,1[ aus (931) unabhangig yon ii' angegdwn lind darauf zur 
Berechnung von tt' in (9:l2) verwcndd wenkn. Die StiitZllllg wird dahl'r in toerein-
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stimmung mit der Untersuchung fUr den biegungssteifen Stab als statisch bestimmt 
bezeichnet, obwohl die Schnittkrafte selbst erst durch die Funktion w bekannt sind. 

Die an dem freien Rande vorhandenen Drillungsmomente ",fxl/ werden nach 
dem Vorschlag von Thompson und Tait im Sinne der Abb. 625 durch eine stetige 
Verteilung von Kraftepaaren ersetzt. Der Spannungszustand wird auf diese Weise 
nach dem St. Venantschen Prinzip nur in einem eng begrenzten Bereich geandert. 
Die Kraftepaare erganzen die Querkrafte am Rande und stehen gemeinsam mit 
diesen und dem Stutzendruck Ax oder Ay im Gleichgewicht. Die Bedingung laJ3t 
sich am einfachsten ableiten, wenn die Platte an einem Randtrager abgestutzt 
angenommen wird (Abb. 626). 

y+dy 

() dy+ f [(M +~~r"dl')l ____ .11'!ldy+A d,,=O (.939) 
eX. CLy ay - dy dy -' X./' 

/ 
/ 

Y 

Ax = ---- (Qxz + ~:-;~) = N (~~~ + (2 _. /1) ar;y2) ' ) 
( aM) (iP w a:l w ) 

Ay = ---- QI/.+ -a-;" = N ay2 + (2 - ,ll) iJx2 iJ); • 

Die Substitution dcr Rand
~ drillungsmomente liefert an den 

Ecken einer frei aufliegenden recht
eckigen Platte aufwartsgerichtete 
Einzelkrafte, deren Betrag gleich 
dem doppelten Drillungsmoment 
an der Ecke ist. 

- C = 2 "'f X" = 2 M 1/ X' (941) 

Abb.625. Daher ist die Verankerung der 
Ecken frei aufliegender Platten 

not wen dig. Die Querkrafte Qxz und QIIZ sind an den Ecken Kull. 

(940) 

Abb.626. 

b) Starre Einspannung tier Platte in einer Geraden x = canst. Geo
metrische Bedingungen: 

w=O, ow/Ox=O. 
A u13erdem sind 

Ow 
- .. = ° oy , 

o (OW) 02W 
und 8y 'ax = Dx8y = 0, 

(942) 

so da13 am Rande starr eingcspannter Platten keine Drillungsmomente auftreten. 
c) Kraftcfrcie Begrenzung der Platte in einer Geraden x = const. 

Statische Bedingungen: 
,.J r iJ:l W ,)3 w 

---- 'N = ax" + (2 - tt) iJX()y2 = O. (943) 

d) Kraftefreie Ecke der Plattc: Auller den statischen Bedingungen fur 
den I~and x = const mit Mx = 0 und Ax = 0 und fUr den }{and y = const mit 
My = 0 und A" = 0 mu13 dic Kraft C = 0, also 

sem. 

iJ2 w 
--=0 
axay 

(944) 

Die Besehreibung des Verschiebungszustandes einer Platte flir eine vorgeschrie
bene Belastung und vorgeschriebene Randbedingungen ist nach Ableitung der 
Differentialbeziehungen zwischen der Ausbiegung w und der Belastung p nur noeh 
eine mathematische Aufgabe, deren unmittelbare Losung allerdings nur in einzelnen 
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Fallen gelingt. Mit der Funktion w (x, y) sind auch ihre Ableitungen und damit 
die Schnittkrafte in jedem Punkte der Platte bekannt. 

Levy, M.: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 129 (1899) S.535. - Estanave, E.: Contribution 
it I'Ctude de l'cquilibre elastique d'une plaque etc. Paris 1900. - N adai, A.: Die elastischen 
Platten. Berlin 1925. - Geckeler, J. W.: Elastostatik. Handb. d. Physik Bd. VI: l\Iechanik 
.Ier elastischen Korper, Kap. 3. Berlin 1928. - BergstraOer, M.: Forsch.-Arbciten Ing.-\Yes. 
Heft 302. Berlin 1928. 

68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter 
zentralsymmetrischer Belastung. 

Platten mit gleichbleibender Dicke. Die Punkte der Mittelebene werden mit 
Riicksicht auf die Begrenzung der Platte auf Polarkoordinaten r, ~ mit dem Mittel
punkt 0 als Ursprung bezogen. Die Schnittkrafte der Platte und die Ausbiegung w 
ihrer Mittelflache sind daher nach (935) aus der Belastung p bestimmt. Die 
Beziehungen sind jedoch bei Zentralsymmetrie der Plattenform, der Stiitzung 
und Belastung unabhangig vom Winkel oc, so daB die Ableitungen der Funk
tion w(r,oc) - w(r) nach oc Null sind und die partielle Differentialgleichung in eine 
totale Differentialgleichung iibergeht. Die Drillungsmomente A/ra. = l\(Ia.r sind daher 
nach (933) ebenfalls Null. 1m iibrigen wird nach S.647 

Mr = -X (~2r~ + It! ~~), J/a. = --N (It ~::' +! !~), It (945) 

Momentensumme Jl =~'!' + _"ya. = _ .V (!!-~~ + _~ _d W) = _ .Y .1 w . 
I + I' . dr 2 r dr 

Die Gleichgewichtsbedingungen fUr die ~iuBeren Krafte an dem Plattenabschnitt 
:\bb.627 liefem die Beziehungen 

Q. = dM. + .U,- Ma. = _~7 ~ (.1'1£'). 
r Z dr I' dr' 

d(~~rr) = _ p y (946) 

lind mit (945) die Differentialgleichung 

(~+ 1.~) (_~2_ + _~ ~) w = J L1w = ~. 
dr2 r dr dr2 I' dr .\ 

Das Ergebnis kann daher in der Form 
d'w 1 tJ8w 1 d 2 w 1 dlil P 

-dr' - + 2 -I' - dr3 - - 'ii- dr2- + -ra- dr "'--, -,,7 
angeschrieben und nach (946) aus dem Ansatz 

(947) 

(948) 

L r r..!!. (_d2w -t-1. dW)] = !!.!... (9-H.I) \1010 6"-
d I' L d I' \ d 1'2 I' dr. .V -- . - /. 

abgeleitet werden. Es laBt sich dahermit ep = dwjdr auch folgendcrmaf3en ausdriicken: 

d 2 rp d rp 1 Ii [1 d ] I J' r dr2 + dr - r ep = r -;(;- -rT';- (rep) = \. ( prdy + C) (950) 
u 

Die vollstandige L6sung der Differentialgleichung 4. Ordnullg besteht au:- eincm 
partikularen Integral Wo der inhomogenen Gleichung (947) und aus vier mit den 
Integrationskonstanten C1 bis C, erweiterten L6sungen WI bis U'1 der homogenell 
Gleichung. Das partikuHlre Integral Wo kann in diesem FaIle aus (9:J6), (937) durch 
cine zweimalige Wiederholung einer doppeJten Quadratur bestimmt werdell, denn 

d2 M dM d ( dM) f d,' f r dr2 + -iF,,-- = dr" r--IfT- = - p r , M = - --;- p r dr, 1 
r d2wo_ + ~Ii~~ = ~ (r dWo __ )' = _"M". f dr fM I 

d,2 . dr dr dr N' wo=- -1'- .v rdr . 
(9;H) 
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.... l~ Liistlngen der bomogenen Gleichung eignen sich, wie sich leicht durch Ein
set zen in (fI-t-i) priifen him, die folgenden Ansatze: 

( r)2 
d,:! - a ' 

,,.2 r 
W = - -- In -

3 a2 a' (932) 

a ist c1er H.adius des Plattenrandes (Abb.628c). Daher lautet die vollstandige 
Losung yon (947) mit rja = (! 

d,,' 1 rdl,'o IJ 
- = --- 1-- + 2 C2 e + C (! (1 + 2ln e) + C -
<lr ilLde a 4e' 

J!T = -:i {_~d2~~'!. + E _tt..~l'o. +(1 + Il) [2 C + C (~+.u + :nne-) 
" " e de 2 a I + I' 

(9.33) 

Der Stutzendruck A bei einer zentralsymmeirischen Belastung ~ wird 

A = ~/2'Jl a . (90'14) 

Da jedoch die ])urchbiegung u' und die ~iegungsmomente M T' Ma im Mittel
punkt 0 der Kreisplatte (q = (), In (} = (0) fur Ca =l= 0, C4 =l= 0 unendlich grol3 

Abh. 6:!~. 

werden, sind diese Integrationskonstanten des logarith
mischen Anteils der Lasung fur die Kreisplatte X ull. Die 
Integrationskonstanten CI ' C2 werden aus den Bedingungen 
fUr die Stutzung am Plattenrande r = a, (! = 1 bestimmt. 
Bei freier Auflagerung des Plattenrandes ist fur (! = 1: 
w = 0 und !1fT = 0, bei starrer Einspannung des Platten
randes fur q = 1: w = 0, dwjdr = 0. Bei elastischer Ein
spannung der Kreisplatte in einem Zylinder besteht die 
Formanderung aus der Ausbiegung w* der frei aufgclagerte'l 
Platte mit der vorgeschriebenen Bclastung p unci aus der 
Ausbiegung M w** derselben Platte mit einem am Rancle 
angreifenden Einspannungsmoment M (Abh. ()2Sa, b). 

w = w* + Mw** (955) 

Bei starrer Einspannung mit M =-" Mo ist fur r = a mit (! = I 

d10 du'· dill·· 
---=-+M ~O 
dr dr 0 dr 

(956) 

und damit das Einspannungsmoment noch auf andere \\'eise Iwstimmt 
Die Kreisringplatten werden entwedrr an beiden Kindem gestiitzt (:\hb. fJ29a) 

oder als Kragplatten verwendet. Der freie Hand winl dallll" mit r ,. h, lila = {J, 
der gestiitzte Rand mit r = a, (! = 1 bezeichnet (.\bb. fJ2!I b, c). ))ie Pia t te kann 
hier wieder frei aufgclagert oder eingespannt sein. nil:' Fnrlllan<lerung dcr Kreis-
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ringplatte wird durch die vollstandige Differentialgleichung mit vier Integrations
konstanten beschrieben. Zu ihrerBerechnung stehen an jedem Rande zwei Be
dingungen zur VerfUgung. Am freien Rand e = {J ist Mr = 0, Qr = 0. 

Die Kreisplatte vom Durchmesser 2b kann auJ3erdem in einem konzentrischen 
Kreis mit dem Durchmesser 2a gesttitzt sein und daher mit einer Ringplatte von 
der Breite b-a auskragen. Die auJ3eren an der Platte angreifenden Krafte sind 
dann in r = a unstetig. Die Berechnung zerfallt in die Lasung I fUr die Form
anderung W der Kreisplatte mit den beiden Integrationskonstanten C1 , C2 und in 
die Lasung II nach (953) fUr die Formanderung der Ringplatte von der Breite (b-a) 
mit vier Integrationskonstanten. Die sechs Integrationskonstanten werden aus den 
Randbedingungep an der auJ3eren Begrenzung (r = b) mit Alb,II = 0, Qb.,II~= ° 
und aus den Bedingungen an dem abgesttitzten Kreis r = a berechnet. An dieser 
Stelle ist Wa,I = 0, Wa,II = 0, dWa,Ildr = dWa,u!dr und 
Ma,l = Ala,II' Als Kontrolle gilt Qa,I - Qa,II + ~/2na =0 
(Abb. 630) mit ~ als Plattenbelastung. Dasselbe gilt von 
der BerechlllUlg einer Ringplatte von der Breite (b-c) , 
nur dal3 in diesem F~lle in die Rechnung acht Integrations
konstanten eingehen, die sich aus acht linearen Gleichungen 
ergeben (Abb. 631). Die Lasung laJ3t sich bei zentraler 
Symmetrie naturgemal3 leicht auch fUr die statisch un
bestimmte Sttitzung der Kreis- und Kreisringplatte erweitern. 

Die Belastung P = Po oder p = p (r) erstreckt sich tiber 
die ganze Breite, tiber einen Ringstreifen oder als Linien-' 
belastung P tiber einen ausgezeichneten Breitenkreis der 

Abb.629. 

Platte. Die Einzellast Po im Ursprung 0 ist ein Sunderfall. Formanderung und 
Schnittkrafte der. Platte lassen sich in 'diesem FaIle nach den Ansatzen auf 
S.650 in dem Bereich urn den Plattenmittelpunkt nicht angeben. Unstetigkeiten 
im VerIauf der zentralsymmetrischen Belastung p fUhren zu einer Unterteilung 
des Integrationsbereiches. Dasselbe gilt bei einem Wechsel der Plattenstarke. Die 
~---~h Untersuchung beginnt in jedem Falle 1--2C~-C~ 

mit der Berechnung der. Integ~ations- &~ I ~ 
konstanten aus eben so vlelen hnearen L "1!--; ~ I 
Gleichungen. Damit ist die Ausbie- _ 2~~ 
gung W eindeutig bestimmt. Dasselbe Abb.631. 

gilt dann auch von den Schnittkraften, 
die sich nach (953) aus Ableitungen der Funktion W zusammensetzen. Die Losung ist 
richtig, wenn sie die Differentialgleichung und die vorgeschriebenen Randbedin
gungen befriedigt. 

Da Kreis- und Kreisringplatten fUr die konstruktive Ausgestaltung zahlreicher 
Bauaufgaben verwendet werden, ist das Ergebnis der notwendigen Untersuchungen 
in den Tabellen 63 u. 64 zusammengefaJ3t worden.·lhre Anwendung wird wesentlich 
vereinfacht, wenn die reziproke Poissonsche Zahl fl, die bei Stahl. mit 0,25, bei 
Eisenbeton zwischen 0,16 und O,lO· gemessen ist, vernachlassigt wird. Dies ist in 
der Regei zuHi.ssig. 

Die Differentialgleichung vierter Ordnung H,i.J3t sich mit (945) ebenso wie in 
AbS{;hn. 67 in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung zerIegen 

dZw I dw M 
-;rrz + -;- dr = - N = - IV. (957) 

Da nach (945) und (946) 
r r 

dM 1 f dr = Qr~,p = - -;- prdr. also auch dw 1 fM -=Q = -- -rdr dr r',IV ,. N 
o o 
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ist, entstehen nach H. Marcus die beiden simultanen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnun~ 

r r 

diM ,[ 1 f ] --- = ~ p - -- p r d r 
d~ ~ , 

dZw = _ [M _ -~-I~ r drJ 
drs N r2 N ' (958) 

o • 0 

die wiederum eine Analogie zu den Differentialgleichungen der Seilkurve und der 
Biegelinie des biegungssteifen Stabes bilden und sich zur Berechnung des Span
nungs- und Formanderungszustandes der Kreisplatte ebenfalls eignen. 

Tabclle 63. Formanderungen und Schnittkrafte symmetrisch belastetcr Kreis
und Krcisringplatten. 

r b E 113 , dw 
~=Ii' {J=Ii' .V=:i2(-i- __ :Uz)' W =Tr· 

"" ~..... Z """I..... ..... __ 1 
"'0 = 1 - ~ , "'I = 1 - ~ , "'2 = e- n e ' "'3 = In e ' "" - - r . -e2 

,..,r.r~ 

l!!l!!!!!'!I!!!!I~"IIII!lt"I""r 
, I • 

-2&~ 

Die Funktioncn (/)0 bis (/), sind in Tabelle 64 enthalten. 

pat 
W = 64 N (r + p) [2 (3 + p) (/)1 - (r + p) (/)0] • 

paZ 
1l4., = - (3 + p) (/)1 ; 

16 
pa 

Q'=-"2 e, 

'1=1: 

f! ;:;::; fJ: 

pa~ 5 + p 
w=----- . 

64N r + p , 

pa3 
w' = - --.. _._-- ; 

8N(I-i--p) 
pa 

Q,=- 2-· 

"1 = [(5 + p) - (7 + 3P){J2](r - {Ji) - 4 (1 + p){J'In{J, 

"2= [(3 + p) - (1 - p){JS](r - {JI) + 4 (r + p){J2In{J. 

Q,=o. 

pat 
I] ~ fJ: w = 64 N (1 + :u) {2 [(3 + p) (r - 2 {JI) + (r - p) {J'] (/)1 

- (1 + p) (/)0- 4(r + P){J'(/)3 - 8(1 + p){JZ(/)z}. 

M, = pI~2 [(3 + P)(/)I- (1 - p){J'(/)( + 4(r + p){J2(/)3]' Q,= _ p]a (e _ !Z). 
pa2 

.111, = 16- [(I + 3 p) (/)1 + (1 - It) {J' (/), + 4 (r + p) {JI (/)3 + 2 (1 - p)(I - {J2)2]. 

'1 = 0: 

n e f ;:;,a t 
'o.,,;--/fa.--->< 

pat 

"1 = 4 - (I - p) {JZ. "2 = ["1 - 4 (I + p) In {JJ {JS, 

"3 = 4 (3 +'p) - (7 + 3 p) {Jz + 4 iI + p) {JZln {J . 

po 
Q, =--:;- e· 
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,i' = ~;. 2 pI [l (J + Il) - (I - IA) p1 CPr + 4 CPI + 2 {J2 CPa] 
64'\ I + I' 

M,= paz [(I -1l){J~CP4 _ 4(1 + I') {J2 CP3] , 0 __ pb!!... 
16 ,.,.' - ;! !!' 

p a2 b2 
'ii' =.. )o!3. 

64'\ (I + I') 
P lI 2 

M, = .U, = --;(2' 
III 
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(! = fJ: 
p a2 

M, = "16- [;(1 - (J + IA) {J1] , 
po 

(!, =--:;-' 

P a b2 
.. "=- ----- (2 - (12), 

8N (I +1') 

", = (J + Il) (I - (11) + .! (I + Il) f111n {i . 

"2 = (1 - II) (1 - (J2) - 2 (I + Il) In {J : 

Pb 
iU, = .1I, = -"~. 

4 

pb 
Q, =---;-{L 

(J, = (). 

(! G fJ: 
P a2 b 

W ="8 N (1 +PfU3 + I') - (1 - ll)fJ2] CPl +.! (I + I') {J1 $3+ 2 (I + 1/) 1f>2}. 

l' b 
Jl,f, = - [(I - II) {Ji CPt - 2 (1 + I') (,/J3] , 

4 
O,=-I'i!. . 
- g 

I'b 
lol, = -- [- (I - IA) fJ2 CPt - 2 (1 + II) CP3 + .! (1 - II) (I - fJ1)], 

·l 
l' a1 b e 0: It' = 8 .'-:-(1--+ -,.i) "1 . 

" l' a b R" 
W = - --..,.'--"-'- (1 - ,,-) , 

2/1. (1 + Il) 
Pb , 

,11, = 7 (1 - Il) (I - fJ~) . 

tE---a--- -a-A" 
----. -Ztr._ 

( l' a2 [3 + I' ] Ii' = -- -- CPI + 2 CPt ' 
16:tN 1+1l 

, jJlI 
w=-----, 

.F!: N (1 + I') 

l' 
,U, =- [(I -I') - (I + I') CP3]' 

4:t 

P a2 3 + I' 
H' = 16:t i\' 1 + Il . 

p. 
iU, = - (I -I'), 

4:t 

l' 
0,=--
t'W .!, ;r a 

<}, = - l' {J . 

l' (), =---, 
2:rtlC! 

Maz 
IV = . - _. - -. - -- CP1 , 

2 N (I + IA) 
Q, = o. 

e=l: 

---a;f;a->< , I 

tmiiii!iiiiilii ii1i1li111liit 
__ 2a~ 

, Ma 
It:' =- . 

N (I + I') 

P 
!H, =-.~ [(3 + Il) CPr + 4 (1 + It) CPa]. 

p . 
!H, =- ". - [(I + 311) CP1 + " (I + II) CP3 - 2 (I - I,)J. 

16 :t 
l' (1 ) Qr =--- -- (! 

.!1tc1 !! 
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11 =0: 

Il=O: 

68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung. 

, Pa 
W =- , 

S:r N (1 + Il) 
,p 

2a_ 

PaZ 7 + 3 I' 
a'= -----. 

64 7t N 1 + I' 
l' 

lU, = - (1 - 1') . 
8n 

paZ 
.11, = '16 [( I + 31') rJ>1 - 2 1') , 

p a~ 
10=--, 

b.1 S 

paZ 
.11, = .H, = 16 (1 + 1') , 

p a 2 

JlI, = Il :11, = - -~-- I' , 

pa 
Qr=-2 1l ' 

FlkJ=1 , I 

Xl = I - 4 fl2 + fl~ (3 - of In fl) . 

X2 = 1 - fl2 (fl2 - 4 In fl) . 

Il ~ fl: 

Il ~ fl: 

2a--~ 

p a' 
w = -- [2 (I - 2 fl2 - fl~) rJ>1 - rJ>o - 4 fl' rJ>3 - 8/12 rJ>2] , 

b4 N 

paZ 
JIl, = --r0 [- 2 (I - fl2)2 + (3 + 1') rJ>1 - (1- 1') fl' rJ>, + 4 (I + 1') /12 rJ>3]' 

P a2 . 
JIl, = "iii [- 2 I' (I - fl2)2 + (I + 31l) rJ>1 + (I - 1') fl' rJ>, + 4 (I + 1" fl2 1[>3]' 

Qr = - pza (Il - !} 
pal 

w = 64 N XI' 

P a2 

JlI, = I' Mr = - -8- I' (I - /12)2. 

~p fi 
1~1-=--=2a~ 

Xl = /12 [4 - /12 (3·- 41n /1)], 
X2 = fl2 (fl2 - 4 In {J) . 

Il ~ fl: 
pal 

w = 64 N [(XI - 2 "2 + I) + Z "2 4)1 - rJ>o] , 

paZ 
Mr = I6 ([(I + "')"2 - (3 + "')] + (3 + "') rJ>tl, 

paz 
M, = I6{[(1 + "')"2 - (I + 3"')] + (I + 31') rJ>1}' 

1l~/1: 

P b fl Q,=--- -, 
z Il 



e=fJ: 

e= I: 

e = 0: 

e = I: 

e = f3: 

Platten mit gleichbleibender Dicke, 

pb 
Q, = - -z' j3, 

Xl = 1 - fJ2 (I - 2 In fJ) • 

"2 = fJ2 - I - 2 In fJ , 

G55 

Pb 
.7I,{r= ;1[, = -(I + P,)>l:2' Qr=O. 

4 ' 

Pb 
.U, = --[2 (1- (J2) - (1- p,)fJ2 IP. + 2 (I + It) IP3]. 

4 

Pb 
,H, = - - [21t (I - (J2) + (I - p,) f32 IP. + :2 (I -I- p,) IP3]. 

4 

Q, =-}J f3. 

P 
Qr = - 2" (I e . 

Pa 2 

W=--. 
16:1: N 

P 
Q,=--. 

:!:ta 

f32 ' 
Xl= (3 + p,) + 4 (I + It)-;:-= f32 Inf3. 

fJ2 
X2= (3 + p,) - 4(1 -I- p,) 1 _ p2Inf3. 

Q. = - P (I (e _ r.) . 
:2 e 
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!.l = I: 

!! =fJ: 

IE 

w' - - p aa [I - fJ2 (? - ~)l 
- 8N(I+Jl) - I-JlJ' 

P a2 
lIf, = -S- {(I - Jl) - fJ2 [2 (I - /1) - Xl]}' 

L2a~ .t 
,. 2lJ-2/la 2a-- ~I 

fJ~ 
r. =~InfJ. 

1 - 1'-

t it 

l'b [ (I-P,\l 111, = - -,- (I + p,) X cI>t + $a + 2 % - ---I . 
- 1 + Jl,-, 

W= l' a 2 b [3 + P, 2 1 + P -J -- -- (I - fJ) + 4--- xln/1 , 
SN 1 + p, 1 - /, 

, P a2 (, 1 + P,) 
w = - 2 N (I + II) /12 - 2 X 1 - Jl ' 

Aft = - ~b (I + Jl) (2~' ~ : ~ :); Qr = - P. 

, Pa b ( 1 + Jl) 
W=-2N(I+p,) 1-2 X 1 _ Jl ; Qr=-P/1, 

M t = - Pb (I + p,) (2 r. _ 1 - "'). 

2 1 +" 

M~ IE: 

(; it 

2lJ-2/la 
2a

is: w = __ ~ _1_ (cI> _? I + Ii cI> ) 
2 X (I + Jl) 1 - fJ2 I - I _ II 3 ' 

f! = fJ: 

(J = fJ: 

f! = I: 

{P 
M, = - M i-= (J2 (l/14 + 2), Qr = o. 

h' = - ~ N ~Ib: Jl) (I - 2 : ~ ~~ 11:~2) 

w' = N (~ ! Jl) i--=-'-P2 (/12 + ~--!~); 1 + {J2 
JI, = - M r.-=ji2' 

W'= 2 Mb ~._. 
N (I - /12) I - /12 • 

/12 
M t =--2 M --.,,;. 

I -/'-

M (I -~~ cI>4)' 
I - /12 ' 

(
I + fJ2 fJ2 ) 

M, = M ---.,- + --. cI>4 . 
J - 1,2 1 - fJ-

M a2 ( 1 + " (J2,) w = 1 - 2 -- -- In /, , 
'2 N (I + Jl) 1 - /1 J - fJ2 

Mb 2 
u"=- ~-; 

N (I - Jl2) 1 - fJ" 
1 

M t = M 1 _ Ji2 ' 

w' Ma (+1+1l(J2). 
= - N (I + ,,) (I - fJ2) I J - Jl, 

J + fJ2 
JU, = M J _ fJ2' 

Qr=O 



(! = fJ: 

(!=p: 

!? = fJ : 

(1=1: 

Platten mit gleichbleibender Dickt', 

XI = (I + p) + (I _ p) p2, 

X2 = (I - p) + (I + p) {J2, 

% = (I _ II) + (I + II) p2; 

11' = [I + (I + II) In {J] p2, 
X 

'I'I = 4(1 + p)pZlnp, 

Pa 2 b 
Ii' = . 8:\' [(I + 2 '1') cJ>1 + 4 'P cJ>a + 2 cJ>t]· 

Pb P '\[, = - - [( I - 2 '1') - (I - II) tp cJ> 4 + (I + II) cJ>s] • Q. = - P - , 
! (! 

)' b 
JI, = - --::;- [11(1 - 2 tp) + (I - II) tp cJ>, + (I + II) cJ>a]' 

I' a 2 b 
'" = -inr [(I + 2 '1') (I - pz) + 2 (P2+ 2 tp) InpJ. 

657 

it,I = I' b~ 
- - . - (\ - fJ2 + 2 In p) , 
2Nx 

Pb 1_112 
M t = - 2X' - (I - f32 + zln P) . 

Pb 
!oI, =/,.1I, = ---;-/1(1 - 2 V·), 

% = (\ _ II) + (I + II) p2, 
M b2 

W = -", - [ePl + 2 cJ>:I]; 
2 l~ % 

M b2 
U:' = --;-- (\ - {12 + 2 In f3); 

2/1.% 

2 M fJ2 
.1I,=II,I1,= · " --- II. 

x 

Q,=o, 

Bt,yt·c. Dall ", cltlk. ~ . Aufl , ~I IIdrudl. 42 



658 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte untcr zentralsyrnrnetrischer Belastung; 

!I:J]:~mI!llllECO~: Ip 
I "1 = 2 (1 - p.) + (1 + 3 p.) fJ2 - 4 (1 + p.) {J21n {J, 

"2 = 2 (I - p.) - (3 + p.) {J2 - 4 (I + p.) {J2Jn{J. 
I 

I • 

e ~ I: 

e = 0: 

e = fJ: 

e ~ I: 

e = 0: 

11= I: 

11 = fJ: 

I 

p a' ( 2 "1 ) 
W = 64 N 1+-" CP1 - CPo , 

p a2 

111, = 16 ["1 - (3 + p.) + (3 + Il) CPl] , 

P a2 pa 
MI = 16 ["1- (I + 3 p.) + (I + 31l ) CP1], Qr = -2 Q. 

w = ~~ ( 2 "2_ CP1 - CPo - 8 (J2 CPa - 8 fP f/Ja) , 
64N 1 + p. 
paZ 

M,= 16 ["1- (3 + p.) + (3 + Il) CP1- 2 (1 - p.) {PCP, + 4 (I + p.) fJ2CPa] , 

paZ 
MI = 16["1- (I + 3P.) + (I + 3 Il) CP1 + 2 (I - p.) fJZ CP, 7 4 (I + p.) [J2CPa]· 

w= 

w' = - :6 ~ (I~ p. - I) , pa [J' Qr. = - ( • - I) , 
2 

P a 2 p a2 

M, = ~ ["1 - (3 + II)] , M, = I6 ["1 - (I + 3 p.)] • 

p a' 
w =-64 N (1 -tp) {((3 - 5P.) - (7 + 3P.) [J2] ([J2- I) + 16 (I + ll)fJ21n [J}, 

w'=- _p_~_b __ (2 _ [J2) 
8 N (I + p.) , 

pa2 
lVI, = -8- (I - p.) (2 - [J2). 

1 
"1 = tiz [(I - I'~ + 4 Il {P - (I + 3 Il) {3' + 4 (I + p.) [J4 In [J] , 

I 
"2 = ii [(I - p.) (I - 2 [J2) + (3 + p.) [J' + 4 (I + /I) [J'In [JJ. 

p a' p ,,2 
w=- ~1.j0+pi"111>1' 11'1,=.111 =-16"1' Q,=o. 

p a' 
w=- N )[2"211>1+ (I +/1) 11>0+ 4(1 +11)(2{32-1)l1>a+ 8 (I+II){3211>.], 

64 (I + p. -
p a 2 

M,= -16["1- (3 + II) 11>1 + (I -II) (2 [JZ- I) CP, - 4 (I + /I) [JZl1>a] , 

M, = - p a2 ["1- (I + 311) f/J1 - (I -II) (2 [J2 - I) CP, - 4 (I + /I) fJ2CPJ]. 
16 

pa(fJ2 ) Qr = 2 -Q - 11 • 

P a4 p a2 

w = - 3 2 N (I + /I) "1' ,1f, = ,lfl = - -J(; %1' 

pa3 pq2 pa 
10'= "1' Jlr=JlI,=---- %I' Qrl=P' Qra=-~_-({J2-I). 

III N (1 + /I) II> • 

W= 
- pat 

04 N (I + /1) 

. {[2 (I - /I) - (3 - 5/1)[J2+ (7 + 3/1) [J4]f3 2;;! - 4 (I + II) (4[JZ- I) In p), 
\<'= pal ([J2-I)2 pa2 ({32 _I)2 

V(l +#) --p- },II = - -8- (I -II)~ . 



j $1!1!!I!!IHI!!!!III1I!!!I!!II!!II1I!!:II!IIltHf I 

: '--za-----.J : 
~1«b----2b-2Pa----~.1 

Platten mit gleichbleibender Dicke. 659 

1-", 
K = ~ + 2 (1 + ",). 

p a2 

,Yf. = 10 [Ie - (3 + "') + (3 + "') «1>1], 

(1=0: 

!! = 1: 

pa 
Q. = -; (1. 

Q.=o. 

P (12 

M.=M t =J6 ". 

e = p: p a2 1 - I' 
JYf t =8 -p2' 

v "> a 
~2a~ ( I' 

",~E;----.2b-2Pa---_~1 ,,= (1 - "') {J - 7f) + 2 (1 + "') pin p. 

Pa3 " P (I 

w = - 8 N 1 + '" «1>1' .1'\1. = .U, = - 4'" Q.=o. 

(1 ~ 1: w = p a3 
{ _ I-~ + 2 p] «1>1 - 2 P «1>3 - 2 P «1>2} 

8N LI + '" ' 

(1=0: 

Pa 
M. = - - [K + (I - I') P «1>, - 2 (1 + "') P «1>3]' 

4 

Pa 
M, = - - [" - (I -"') P «1>, - 2 (1 + I') {J «1>3]' 

4 

p a3 
w = - _.- _. . ". 
. 8N{1 + "') 

P a2 

w' = ------ " ; 
4 N (I+I') 

Pa 
JI. = .11, = - -" . 

4 

W = - ... _._., [(I - I') + (3 + I') {J-] {J - - 2 % 
l' (1'1 f. ., ( I ) } 

8 N (I + "') l {J • , 

w' = __ P...'!~ __ -(P2 _ I) ; 
2 N(I + "') 

J> (/ 
.11, = -- (I -It) (I - P~). 

2{J 

i * » I 

; t.E---2a------.i : 
~-2b-ZPa--_~1 

w = p a2 [(! - '" + 1\ «1>1 ..L «1>.J 
8nN K ) ' -' 

P 
M, = - 8 n pI [(I - "') ({J2 - I) + " «1>3J • 

P 
M'=-8npi[-(I -p)({J!+ 1)+,,«1>3]; 

l' 
Q.=_.- '. 

2lr(l(l 

iJ 
Q.=+P 

Q 

42* 



660 68. Bie Krcisplattc und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung. 

(2~ I: 

(2'=0: 

(2= I: 

M,= S:{J2(1-1')({J2+ 1). 

Q,= o. 

p 
M'=-87t{J2(1-1')({JI_I); 

e={J: W = - ~~ [I -I' ({J2 - I) + In p]; 
8:ti\ " . 

!I[, = 

M~: ~ ~~4~--------~'~~~ 
1--211--' I 

""'1·~--21J-2f1a:---.. 1 

(2=0: 
M a2 

W=-----; 
2 N (I + 1') 

(2= I: 

e={J: 
Ma2 

W=- --- . ({J2-1); 
2N(I+I') 

e~ I: 

M,= M,= M; 

, M a 
W =----. 

N(I + 1') 

, Mb 
w=-N(I+I') 

Q,= o. 

Q,= 0, 

Q,=o. 

M, = ~ (I -1') [(;1 + I) + «>,J . 

(! =0: 

(2 = I: 

e = fl: 

M a2 " w=----. 
4N 1+1' 

w' = - ~ ; (I + iJ-) , 

,'\1'1= 
M -" ; 2 

M 
Mr. = - 2- (2 - ,,), 

.lIla = 

w = - !V1 a~ [_V' . (fH - I) + 2 In {JJ . 
4 N I+ Il 

w'=_~a. M M '" N (I + 1') fl' , = Y' • 



Beispiel fUr die Anwendung der Tabelle 63. 

Tabelle 64· Funktionen (1)0 bis (l)t. 

e (1)0 (1)1 (l)a (I). 

0,0 + 1.0000 + 1.00 ° -00 

I + 0.9999 +0.99 - 0.0230 - 2,3°26 
2 + 0.9984 I +°,96 - 0.0644 - 1.6094 
3 + 0.9919 +0.91 - 0. 1084 - 1.2°4° 
4 + 0,9744 +0.84 - 0.1556 - 0.9163 

---
5 + 0,9375 +°.75 - 0.1733 - 0.6931 

---
6 + 0,8704 +0,64 - 0. 1839 - 0,5108 
7 + 0.7599 +°.51 - 0.IH8 - 0.3567 
8 + 0.59°4 +°.36 - 0.1428 - 0.2231 
9 + °.3439 +0.19 - 0.0853 - 0, 1053 

1,0 ° ° ° 0 
---

I - 0.4641 - 0.21 + 0.1153 +0.0953 
2 - 1.°736 -0.44 +°.2625 +°. 1823 
3 - 1.8561 - 0.69 + 0.4434 + 0,2624 
4 - 2,8416 -0.96 +0.6595 +°.3365 

5 - 4,0625 - 1,25 + 0.9123 +°.4°55 --
6 - 5,5536 - 1,56 + 1.2°32 + 0.4700 
7 - 7.3521 - 1.89 + 1.5335 +0.53°6 
8 - 9.4976 - 2.24 + 1.9044 +°.5878 
9 - 12.0321 - 2.61 + 2.3171 + 0.6419 

2.0 - 15.0000 - 3.00 + 2.7726 + 0.6931 

I - 18,4481 - 3.41 + 3.2719 +0.7419 
2 - 22.4256 - 3.84 + 3.8161 + 0.7885 
3 - 26.9841 - 4,29 + 4,4°61 + 0,8329 
4 - 32•1776 - 4,76 + 5,0427 + 0,8755 

5 - 38•0625 ..,.. 5,25 + 5,7268 + 0,9163 

Beispiel fUr die Anwenduni der TabeUe 63. 

Der Veriauf der Biegungsmomente wird fiir eine Kreisringplatte mit 
verschiedener StUtzung aus der Tabellc 63 entwickelt (II = 11.). 

1. Innen eingespannte Kreisringplatte (Abb.632a). 
Mit fJ = b/a = 5.5/2.5 = 2.20 ist, nach S. 657 

"1 = 5.20. "I = 6.48. 'PI = 17.808. 'P = 17.185. 

Damit wird 

J/r = -6.6445 + 1.2370 (1)1 - 5.5942 (I), + 8.8230 (1)3' 

. U, = -1.1074 + 0.5859 (1)1 + 5.5942 (I), + 8.8230 (I). (Abb.633a) 

661 

(I), 

+00 

+ 99,0000 
+ 24,0000 
+ 10.1111 
+ 5,2500 

+ 3.0000 

+ 1,7778 
+ 1.°4°8 
+ 0,5625 
+ 0.2346 

° 

- 0.1736 
- 0.3°56 
- 0.4°83 
- 0,4898 

- 0.5556 

- 0.6094 
- 0.6540 
- 0.6914 
- 0.7230 

- 0,7500 

- °.7732 
- 0.7934 
- 0.8110 
- 0.8264 

- 0.8400 

~~ 
I [:24-400..:1 I 
k....-.:2b-f~00=---! 

Abb.632a. 

p-1t/tn 

~ rmmmn 
I t..Z4-5,tlJS I 
\.--=2b-~00~ 

Abb.632b . 

2. Innen frei gelagerte Kreisringplatte (Abb. 632b). 
Mit {J = 2.20 ist nach S. 655 ~. 

I k.Zb-4t'1-1 (' 
"1 = -1.4710. "I = 7.8043. und damit 

.1Ir = 1.2370 (1)1 + 2.7811 (I), + 8.8230 (I) •• 

k--za-fr,oo_ 
Abb.632c. 

.11, = 0.5859 (1)1 - 2.7811 (I), + 8.8230 (1)3 - 11.2132 (Abb. 633 b). p'-1f/m 

E~-~ 3. AuGen eingespannte Kreisringplatte (Abb. 632c). 

Mit {J = _b_ = ~ = 0,4545 ist nach S. 657 
a 5,5 

za-f1,IkJ 
Abb.632d. 



662 68. Die Kreisplatte lind die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung. 

XI = 1.33884 . "2 = 1.07438 . '1'1 = - 0,760222. 'P = 0.111273 . 

M. = - 2,639.3 + 5,9870 tl>1 - 0,17.i3 tI>~ + 1.8229 1P3 • 

M, = -0,4399 + 2,83591/)1 +0.1753 tI>, + 1.82291P3 (Abb. 633c) . 

q= 

-M 
. bb.033a. 

4. Aul.len frei gelagerte Kreisringplatte (Abb. 632d). 
~Iit fJ = 0,4545 ist nach S. 655 

XI = 2.2085. X! = 4.1249; 

111. = 5.9870 tl>1 - 0.8627 tI>, + 1.8229 tl>3 • 

2,2 . ~ 

Abb.6331> . 

M, = 2.8359 tl>1 + 0,8627 tI>, + 1.8229 tl>3 + 3.5743 (Abu. 633d) . 

Abb. 633c. Abb.633d. 

I~ 
J
. ~ 
~ 

... '" 
~. 

I 

I 

I 

Statische Untersuchung fUr die Decke eines kreisrunden Behiilters mit 
Zwlschenstiitzen. 

Der Abstand der Stutzen auf dem Parallelkreis r = a ist so klein. dal.l die Punkt- oder 
FIa.chenkrafte durch eine rotationssymmetrische Linienstutzung ersetzt werden k6nnen. 

1. Geometrische Grundlagen. Die Abmessungen des Tragwerks sind in Abb.634a ent
halten. Die QlIerdehnung wird mit II = II. eingesetzt. 

2. Hauptsystem und Dberzahlige. ZurBerechnung dient das Hauptsystem Abb. 634b. 
Uberzahlige Grul.len sind die Linienstutzkraft XI iiber den ganzen aul.leren Rand und die Stiitz
kraft X 2 der Mittelstiitze. 

3. Formanderung und Schnittkrafte des Hauptsystems. Die Verschiebungen 
werden im N fachen Betrag angegeben und von den Schnittkraften nur die Biegungsmomente 
.1[. berechnct. 

Zustand Xl = - 1 (Abb. 634c. Tabelle 63 S 659). 
fJ = 2.0. In fJ = 0,693147 . " = 4.48469, 

a2 Q2 
on = 0.30216 - • 021 = - 0.12013 ~ . 

::rc ::rc 



Statischc Untcrsuchung fur die Dcckc cines kreisrundcn Bchalters mit Zwischenstutzen. 663 

1 
M'I = -- 0.28029. 

:T 

u'a = 
a2 
-- (-0.24513 CP1 - 0,125 CPa - 0.125 CPa) , 

7C 

1 
M, a = - - - (0.28029 + 0.10417 CP, - 0.29167 CP3) • 

:t 

Zustand Xa =- 1 (.-\bb. 634d. Tabellc 63 S.659). 

a2 
1': = 9.33333. ')22 = 0.13616 - . 

:t 

a2 
1512 = - 0.12013 - , 

n 

Wi= 

Mr i = - J.... (0,07812 + 0,29167 CP3) , 
7C 

1 " 
.U .. = - - (0.07812 + 0,10417 CP,) . 

7C 

Belastung durch p t/m (Abo. 634e, Tabcllc 63 S. 658). 

X1= -5.27208. 1':2= -23.9387, 

<l10 = 0,42516 pat. 1520 = - 0.15686 P a~, 

Wi = - p a4 (0,14123 CP1 + 0.01562 CPo). 

Wa = - p a' (0.64122 CP1 + 0,01562 CPo + 0.5 CPa + 0,5 CPa), 

M r , = P a 2 (- 0.52742 + 0.19792 CP1), 

Mr a = pa2 (- 0.52742 + 0,19792 CP1 - 0,41667 CP, 
+ 1,16667 CP3) • 

4. Elastizitatsgleichungt l nach Erwciterung 

mit !!-
a 2 

+ 0,30216 -0,12013 

--
2 -0,12013 + 0,13616 

b 

C 

d 

I 

I 
I 
I 

dO "'" .<:> a 06. 

~a+a+a+a~ 
I 

f~ A f"l 2S LA Haupkyslr!m 
«0" .. i.ii 

1 1 tq.., .. ....... } .11--1 

A A 

I 

i' Al--l zs: 
I 

ZS 

Lasung: Xl = 1,4618 pa 2 ;r. X 2 = 0,1377 pa2n. 
5. Superposition. e 1!!!!!!!!!*,IIII!!!I!1!1!I!!!!l9l!11I11II1II Be/oslunD 

I 
W = 11'0 - Xl !i'1 - "-\"21i'2' . Abb.634. 

= pat (- 0,01562 CPo + 0,01561 CPl - 0.01721 CPz), 

Wa = P a' (- 0.01562 CPo - 0,28444 CP1- 0,31728 CPa - 0,30006 CP3)' 

Mr; = P a2 (- 0,10693 + 0,19792 CP1 + 0,04016 CP3)' 

M ra = P a2 (- 0,10693 + 0,19792 CP1 + 0,74031 CP3 - 0,25005 CP,). 

Die Biegelinie und die Biegungsmomcntc M r , ferner Me und Q; sind in Abb. 635 dargestellt. 

Platten mit veranderlicher Dicke. Werden die Ausdriicke (945) der Biegungs
momente Mr. Ma. in die allgemeingiiItigen Gleichgewichtsbedingungen (947) ein
gesetzt, so entsteht die Differentialgleichung 

N L1 Ll w + d N (2 d3 ~ + ~+ P. d2 W _ .!.. d W) + d2 N (d2 W + ..!!... d W) = P . (959) 
d r d y3 r d y2 r2 d r d y2 d rZ r d r 



664 68. Die Kreisplatte und die KrcisringplaHc unter zentralsymmctrischer Belastung. 

Sie laBt sich durch Differentiation aus 

_d_ [r N _d_ (d2~ + }_ dW) + r d N (d 2
W + -"- ~-~)J = p r (960) 

d T d r d y~ r d r d r d r2 r d 1; 

gewinnen und daher mit dwJdr = tg cp ~ cp und fj; = cpEh~JI2(1 - 1'2) = cpNo 
auch als Differentialgleichung 2 ter Ordnung anschreiben: 

r 

~ ~~ + V~O + -:o~,) ~~ - (~~ -:2 - I,~ '\~o~r) fj; =t- [f pr dr + C]. (961) 
rj 

Abb.635. 

ri ist der innere Radius der Ringplatte (Abb. 636). Die Funktionen NJNo=h3Jh~=Vl' 
dNJNodr = V2 sind gegeben; die rechte Seite ist das In1:egral zur Gleichgewichts
bedingung (946). 

r r 

rQrz=-fprdr+C unddaher C=rQrz+Iprdr. (962) 

r-1In::::1 

~3~r4~n 
k--r,.-

Abb.636. 

Ti rj 

Freier AuBenrand (r. = ri , Abb. 636), Qrz a = 0, C = ~. 
Freier Innenrand (r. = ra, Abb. 636), Qr;,. = 0, C = o. 
Freier Innen- undAuBenrand (r. <r.<ra), Qrz,i =0, C=O. 
In diesem FaIle ist die Querkraft in r = r. unstetig, die 
L6sung der Gl. (961) daher fUr zwei Bereiche anzuschreiben. 
Nach Division mit VI Iautet die Gl. (961) 

r 

d2 ¢ (1 "1) dip (1 ""1)- I [f -] -+ -+--- ----- ----- - - m=- prdr+C. 
d,2 , "1 d r ,2 r"l T r J'I 

(963) 

Sie laBt sich leicht angenahert berechnen, wenn die Differentialquotienten durch 
Differenzenquotienten ersetzt werden. Hierbei ist die Unstetigkeit der Querkraft 
bei einer Stiitzung nach Abb. 636 ohne Bedeutung fUr die L6sung. Die bekannten 
Vorzahlen der Gleichung werden durch einzelne Buchstaben abgekiirzt. Es ist 

1 r 
;r(Jprdr+C)=K. 

1 n 
(964) 

Der- Integrationsbereich (ra - ri ) zerfallt in n Stufen von konstanter Breite s mit 
den Intervallgrenzen 0, ... , m, ... , n, Die Bedingung fUr die F ormanderung der 



Berechnung der Griindungsplatte fur einen Schornstein. 665 

Platte am Punkte m kann also in Verbindung mit den Bemerkungen auf S.129 
folgenderma13en angeschrieben werden: 

+ L12cp", + sam L1 {jim - s2bm~m = Km S2, 

- ~m-l (1 - S ;m) + cp", (2 + S2 b,J - ~m+1 (1 + S ;m) = - Kill S2, (965) 

m=O ... 11. 

Per Ansatz enthalt (n + 3) unbekannte Wurzeln rpm in (n + 1) linearen Gleichungen, 
die daher noch durch die Randbedingungen fUr r = r; und r = ra erganzt werden 
miissen. Bei freien oder frei aufliegenden Randern ist M; = 0, Ala = 0, bei ein
gespannten Randern rp; = 0, rpa = 0, bei der Kreisplatte au13erdem rp; = o. Der 
Kern der Matrix enthalt in jeder Zeile 3 unbekannte Wurzeln, die daher nach 
Abschn.29 oder durch Iteration nach Abschn. 30 berechnet werden. 

zu 

Die Schnittkraftesind 

AI = - ~ (~"ift. + ~ cp) 
r Np d r r 

( S S V2, '") ] + 1 - - + -'--- - rpm-l' 2r.. 2 VI, .. 

Die Verformung der Platte folgt aus dwldr=~/No 

_ . + 1p .. 
wm+O•5 - wm- O•5 fl- s. 

o 
(967) 

Berechnung der Grundungsplatte fur einen 
Schornsteln. 

1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der 
Platte nach Abb. 637. 

ho = h~. = 2,2 m • hlO= 1,5 m. 

Intervallbreite S =, r ./10 = 0.9 m. 1m schragen Teil der 
Platte ist 

111 - 6 
h .. = he - (hs - h10}n _ 6 = 2,2 - 0,175 (111 - 6) . 

n = 10, 111=6-7-10, 

N = 2100000.2,23 = 1918000 tm2jm . 
o 12. (1- 0,028) 

2. Belast u ng. Ringfiirmige Belastung PnachAbb. 637a. 
Der Bodendruck p = Pjr~ n winl gleichma!3ig vcrteilt 
angenommcn. 

3. Vorzahlcn der Differcnzengleichungen 
(965) nach (964) 

V2=!.~(h3) =~-.!.~(h) (Abb.637b) h3 dr hS s dm • 

I 
o,ov !Jr,,' 
4114 T 
402 
D,Df 

Biegelinie 7/1 

f ' 2 

0,12 ,"l-f 
0,10 
4at 
o,fJG L-,.,:::;t-r 

0,1111 

0,02 

() 1 2 

Abb.637. 

(966) 
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666 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplattc unter zentralsymmetrischcr Belastung. 

0;5 m;5 6: l'l. m = 1 . V2, Tn = 0, 

6;5m;5lO: h~. 0 

V1, '" = IO,6f;' 1'2, m = - 0,0548 h,~ •. 

~=_1_+0,45 ~_, 
2 2m V1 

s2bm =.~ _ 0,15 V2 
11/ 2 111 V1 

Fiir freien Innenrand (rj = 0) ist nach S. 664 C = ° und daher nach (964) 
r 

]( 52 = ..:::.-f p r dr. 
1'1 y 

o 

0;5111;55: K 5 2 =_P,,3_'_II_ 5;5111;510: KmS2=_PY3 __ I_(m_ n2). 
m u 2 VI n J ' a :! VI n 3 111 

An dcn Vnstetigkcitsstellcn 111 = 5 und 6 werden die Funktionswcrte VI' v 2 ' 1\ m nach Abb. 637 c 
festgcsetzt. 

I V2 5 am I 0, I 5 V2 
s2bm 

111 n 
h VI, til "2,fB - 0,45- -- - -- .-~- Km sZ 

2m VI 2 1112 111 VI 2 VI n 2 vim 

2,200 I 0 0,500 0 0,500 I 0 I 0,050 - - o,050,p'~/n2 
2,200 I 0 0,250 0 0,250 0,250 0 0,250 0,100 - - 0,100 .. 
1,675 0,44 1 -0,154 0,056 -0,157 -0,21 3 0,012 -0,006 0,018 1,022 1,261 - 0,239 .. 
1,500 0,3 1 7 -0, 124 0,050 -0,175 -0,225 0,010 -0,006 0,016 1,579 1,579 0 

4. Randbedingungen In Plattenmitte ist fPo = 0, daher wird die erste Differenzen
gleichung fiir den Punkt 1 aufgestellt. Bei m = 10 ist M 10 = 0, so daB nach (966) 

- + 2sll_ - - +00333- - 0 fPll -- 'P10 - 'P9 = fPll , lP10 - fP9 = 
'10 

ist und 11 Gleichungen fiir die II Unbekannten ~m' m = I ... II zur Verfiigung stehen. 

5. Matrix der Differenzengleichungen (965) nach Elimination von lPu' 

~8 lP10 

3,000 -1,500 0,050 

---------------------------
-0,750 2,250 -1,250 0,100 

------------------------
-0,833 2,IIl -1,167 0,150 

---------------------
-0,875 2,063 -1, 125 0,200 

------------------
-0,900 2,040 - 1,100 

--- ---------------
-1,134 2,03 1 -0,866 -0,561 

------------------
-1,201 2,02 7 -0,799 

--------- - --------
-1, 204 2,022 -0,796 

---------------
- 1, 21 3 2,018 -0,78 7 -0,239 

I I 
------

-2,000 2,042 o 



Kreisplatte mit gleichbleibender Dicke auf elastischer Uettung. 

Die Auflbsung nach Abschn. 2!l lidert 

cp,] I <Pt 

6. Die Verformung der Platte. 
~ach (!l67) ist fur die Zwischenpunkte 
u' ... +0.5 = w m _0.5 + (ji." sINo· Die V('rfor
mung wird mit wO.6 = 0 auf cl('n Platten· 
mittelpunkt bezogen. so daD mit 

w - PI~ ~-. 
",~.5 - 11:1 No.L.J rp Abb,637d. 

667 

1('0.6 11'1.5 a' 2.5 w3 •S w ... a u'5.5 u:J 8.5 W 7 ,6 W S •5 ~' 9.5 W IO •6 

0 -0,j494 -1,6816 -3,4698 -6,02 50 -9.4975 -13.695 1 -18.3445 -23. 2 470 -2~,!o68 

j, Die Schnittkrafte. Mit y",ls = m und Yals = /I wird aus (966) 

M Vi .... ( -* 1 -.* -* ) - e 
r .... =-~\f("'.1+3t11q"'-rp.u-l P'". 

VI .... (_* 12 * -* )-e M~.m=-~ CP"'+l+-;urp",-rpm-l P',,· 

In Plattenmitte ist ifo = 0" 

Z. B, ist 

( flJ m ) - - -- "'" fIJI' fIJ-I = - fIJI • 
m m-O 

-33,0645 

1 ( 1 ) - --
}.friO = - 20 - 0,54941 - 30,54941 - 0,54941 P r~ = 0,0641 P r~ mt. 

1 ( 1 )-M r • 1 = - 20 - r,13216 - 3 0,54941 + 0 P r~ = 0,0658 P r~ mt . 

1( 1 )--M r • 2 = - 20 - 1,78824 - '6 1,13216 + 0,54941 P r~ = O,O7l4 P r~ mt. 

Die J\Iomente sind in Abb. 637 e dargestellt. Positive 
l\Iomente erzeugen auf der Plattenunterseite Zugspannun
gen, 1m Lastbereich wird die Momentcnlinie parabelformig 
erganzt, 

mt 
0. 12 

4'° 408 
408 
40¥ 

pr~ 
1000 No 

Urn ein Urteil tiber die Genauigkeit der Differenzen
methode zu bekommcn, sind die Momente Mr der Grun
dungsplatte mit glcichbleibender Dicke h = 2.2m 
ftir eine Intervallteilung n = 6 und n = 10 berechnet und 
in Abb.638 mit den \Verten der exakten Berechnung 
(1/ = (0) nach Tabelle 63 verglichen worden. 

4113 E'-~~~-::-+--:--,,::-~-.,.~6' 
Abb.638. 

Kreisplatte mit 111eichbleibender Dicke auf elastischer Bettunl1. Die 
au13eren Krafte bestehen aus der Auflast p (r) und dem Bodendruck p (r). der 
nach den Angaben auf S. 17 proportional zur Einsenkung U' 

der Platte gesetzt werden 5011 (p = cw). Daher besteht 
zwischen dem Verschiebungszusta'nd w und deri au13eren n 

Kraften nach (948) folgende Differentialbeziehung: 

(968) 
Abb.639. 

Sie besitzt auch Bedeutung fUr p = O. um den Verschiebungszustand w fUr vor· 
geschriebene Randkrafte Mr~r . QT~r anzugeben. 

~ n 



668 68. Dic Kreisplattc und die Kreisringplattc unter zentralsymmetrischer Belastung . 

. Urn den geometrischen Zusammenhang in einfacher Weise zu klaren, werden 
die Differentialquotienten hier ebenfalls durch Differenzenquotienten ersetzt. 
Dabei zerfallt der 1ntegrationsbereich wiederum in n Stufen mit der konstanten 
Breite s. Fur den Punkt k mit r = rk> slrk = Ak und P = Pk entsteht folgende 
Gleichung k (k=.O, ... , n), 

(I .- A,,) W"_2 - [2 (2 - Ak) + ;: (2 + A,,) ] Wk_I "+ [ 6 + 2 Ai + C~4] W" 

- [2 (2 + Ak ) + };~ (2 - Ak') ] wl.+l + (1 + Ak ) Wk +2 = P;:' . (969) 

Die Wurzeln w" des Ansatzes werden entweder mit dem Gau13schen Algorithmus 
nach S. 216ft. odcr durch Iteration einer Anfangs16sung mich Abschn. 30 berechnet. 
Die fehlenden Gleichungen liefern die Randbedingungen. Die Schnittkrafte sind 
dann aus den Vcrschiebungen W k folgendermal3en bestimint: 

Mr,k = - j~( L12 WI .. + It :;L1w,,) = - ~ [Wk+l (1 + :,:) - 2 WI, + Wk- I ( 1 - :r:)] , 
MIX" = - ~f(L12W,,+_S_L1wl.) = - N!, LI wk+l (1 +-2 s -) -2Wk+ Wk _ I (1 - 2'~-)J, 

, s lJ.rk 5 P'k P't (970) 

Q",I. = - ~1 ( L13W" + r~ L12 w" -:i L1 Wi<) 

= - d~" [Wk+2 - W"+l (2 - 2 A" + Ai) - 4 AI; w" + W, .. _I (2 + 2 Ak + Ai) - wk_a] . 

Berechnunlt der Griindunltsplatte fUr einen Schornstein unter Beriicksichtiltun~ 
der elastischen Bettunlt. 

-4l1 

40~~~~~~-r~-r~~ 

4' 
'¥ 
12 

-F ...... ::::-+-t~ 
1,6 

z,tJ P f./itr';;;; 
....... /'1\ b 

...., ....... : ~ 
.,- -; : ,-c-() 
I .' , I 
I ; C-TlIkg/cm 
I \ c-2fJ(J ku/cm:' 

4'0 
40f 
406 
o,iJII 
4tJZ 
4~+-~~~~--L-~~~~-1lI 

-412 
-41J11 

0,10 c 
0,08 

406 
qiJII 
q12 
0,~+-~~~~~1=t=~ 

-412 
-qO¥ ~ 

Abb.640. 

1. Gcometrischc Grundlagen. Abmessungen der 
Plattc nach Abb. 640. Mit It = 1/., E = 2100000 t/m2 ist 
nach S.645 

,v = 2100000.2,23 = 1916684 tm 2Jm 
12 (1 - 0,0278) 

2. Belastung. Dic scnkrechtc Bclastung P durch den 
Schornstcin ycrteilt sich auf einen Ring Yon dcr Brcite s 
und dcm mittlcrcn Radius •• = 4,5 m. Der Bodendruck wird 
nach S. 17 mit p = c w angenommcn. Dcr Leitwert c liegt 
zwischen 10 und 200 kg/cm 3 , so dal3 dic Rechnung fur beide 
Grenzwcrtc durchgcfuhrt wird. 

3. Dic Handbedingungcn. Am Rand .= rIo ist 
Jfr,IO = 0, Q ... IO = 0; daher nach (970) mit s = 0,9, 
YIO oc 9,0, }'IO = 0,1 

1.0083 1£'11 - 2 WIO + 0,9917 WB = O • 

W12 - 1,81 Wn - 0,401£'10 + 2,21 "'9 - We = 0 . 

In Plattenmittc ist aus Symmetriegrunden w_ I = WI' 

U'_2 = U'2' Die Glieder dcr Differentialgleichung (968) werden 
'fiir den Plattcnmittelpunkt mit r = 0 unbestimmt, so 
daB sich die erste Diffcrenzenglcichung (969) fur Ii = 0 
erst nach eincm Grem:iibcrgang anschreiben lal3t. Kach 
der' Taylorcntwicklung ist in cler l'mgcbung dcs Mittel
punktcs 

w" (0) wH' (0) 
W = W (0) --I- ___ y2 + ___ .4 + . 

, 2!4! 

1iJIY (0) 
w' = w" (0) y + 3-! - .3 +. . . , 

"" wlY (0) 2 w = 10 (0) + ---- • + .. '. 
2! 

1£'''' = wHO (0) r + ... , 

WIV = wlV (0) + .. '. 
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670 69. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer Belastung. 

Daher lautet die Differentialgleichung (968) fiir den Plattenmittelpunkt , == ° 
w1Y (0) wlY (0) C 

w1Y (0) + 2 w1Y (0) - -21- -+ -----at-- + N w (0) = 0 , 

8 c 
3" wlY (0) + N w (0) = 0, 

oder in Differenzen ausgedriickt 

( C S4) 64 16 
16 + N Wo - -3 WI + -3- W 2 = 0 . 

4. Die Vorzahlen der Differenzengleichungen (969). 

k At I - J. t 1+ J. t 2 - J. t 2 + At A~ [ ].-1 [ h+1 6 + 2 Al 
I I 0 .! I 3 I 3,5 6,5 8 
2 0,5°0 0,500 1,500 1,500 2,500 0,250 3,3 12500 5,18705°0 6,5 
3 0,333 0,f>66 I,:U3 1,666 2·333 0, I II 3,462964 4,759260 6,22~ 

I 
c s~ 10000· O,!)~ 200000.0,94 = 0068462 
-y = -1916684 = 0,003432 oder 1916684 ' . 

P 10 l' Ps s~ P ,~ 
P = -- - - - -- wml fur k = 5 das Absolutglied -N- = 1000 ~ N' die iibrigen 

2 '5 • :'l • S :l ,.~ ,. 
Mit 

sind Null. 

5. l\Iatrix· der Di'ffefl'llzengleichungen (969) fiir c =.10 kg/cma. (Die l\Iatrix fiir 
c = 200 kg/cma ergibt sich durch Addition von 0,065039 zu den Hauptgliedern.) Die Wurzeln wll 
und W12 sind bereits durch die Randbedingungen eliminiert. Matrix und Auflosung s. S. 669. 

7. Die Schnittkrafte. FUr ,. = 0 ist 

d2 w 2 . P ( P) Mr 0 = !vIa. 0 = - N (I -;--- ,t} -2 = - N(1 + ,,) -I (w1-Wo) =+0,0384 -, -0,0234 --:;;- . 
" drs ]'£ oiL 

Mit "S 5 3. 
2 r. = ill ' £" I'k = T 1St nach (970) z. B. 

Mr. 1= - ~ [( 1 - l~) ·0 - 2 WI + (1 + 112) w2J = 0,043 :' 

M r ,2 = - ~- [( 1 - ;4) 1('1 - 21('2 + (1 + 2~) waJ = 0,051 :. 

Die eingeklammerten ,,',>rte gelten fiir c = 200 kg/cma. 

Die Schnittkrafte sind in Abb. 640b, c dargestellt. 

( - 0,019 Pi, 
1fJ 

( 
P' 

- 0,011 -;:) . 

Melan, E.: Die Durchbiegung einer exzentrisch durch eine Einzellast belasteten Kreisplatte. 
Eisenbau Bd. 11 (1920) S. 190. - ~ adai, A.: Die elastischen Platten. Berlin 1925. - Schlei
cher, F.: Kreisplatten auf elastischer Grundlage. Berlin 1926. - Cramer, H.: Die Beanspru
chung von Kreisplatten mit veranderlicher Starke. Beton u. Eisen 1928 S. 382. - 1'1 iigge, W.: 
Die strenge Berechnung von Kreisplatten unter Einzellasten. Berlin 1928. - Pichler, 0.: 
Die Biegung kreissymmetrischer Platten von veranderlich,er Dicke. Berlin 1928. - Haynal
Konyi: Die Berechnung von kreisformig begrenzten Pilzdecken bei zentralsymmetrischer 
Belastung. Berlin 1929. - Schmidt, H.: Ein Beitrag zur Theorie der Biegung homogener 
Kreisplatten. Ing.-Arch. 1930 S. 147. 

69. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer 
Belastung. 

Die antimetrische Belastung ist graphisch rlurch Abb.641, analytisch durch 

P' = Po r c:s IX und mit ~ = e durch P = Po e cos ex (971) 

beschrieben. Sie kann als der antimetrische Teil der hydraulischen Belastung einer 
senkrecht oder schrag eingebauten Kreisplatte oder als der antimetrische Teil des 



mI. Die I\:rl'ispiattc und die I\:rcisringpiattc llntE'r antimctrischcr I3ciastllng. 671 

Bodendruckes p eines Kreisplattenfundamentes angesehen werden, dessen Steifig
keit die Annahme des Gradliniengesetzcs fUr p rechtfertigt. Die Ordinaten der 
Biegeflache sind in diesem FaIle von dem Winkel r;.. abhangig, so daB sich die 
Beziehungen zwischen Belastung, Formanderung und Beanspruchung der Platte 
nur durch den allgemcincn Ansatz auf S. 647 beschreiben lassen. 

Die Lasung der DifferentialgleicImng (935) besteht aus 
einem partikuHiren Integral der inhomogenen Gleichung und 
aus vier mit den Integrationskonstanten CI , ... , C4 erwei
terten Losungcn der homogenen Gleichung. Sic laf3t sich daher 
in der folgendcI} Form anschreiben: 

w = C (g" + C1 e3 + C2 9 + C3 e In (! + C~ ~-l) cos r;.., (972) 
denn 

A A" 11:)2 Po (! cos oc Po a I 
LJLJ~=7Cecos('/.= N ,wenn C=192N' (973) 

Die Integrationskonstanten sind durch die Randbedingungen 
der Aufgabe bcstimmt. Die Lasung vereintacht sich fUr Kreis
platten, da C3 und C4 Null sein mussen, damit die Ausbie-
gung w fur e = 0 endlich bleibt. Sie lautet in diesem FaIle 
nach S. 650 folgendermaBen: 

Abb.641. 

poa4 ('+C 3+C ). ow _ poa3 (,.. 4+3C 2+C) w = 192.v e ) e 2e co:>r;.., or - 192N ;) e Ie 2 cosr;.., 

p a2 

.11r = - 1°92 [4 (5 + p) e3 + 2 (3 + p) CI e] cos r;.., 

p a" 
At", = - 1°92" [4 (1 + 5 p) e3 + 2 (1 + 3 p) C1 e] cos 0., 

Jl r " = 

pa pa. 
Qr = - 96 (36 e2 + 4 CI ) cos r;.., Q", =96 (12 e1 + 4 ClI?) S111 r;.., 

Ar = i9~ [4 (17 + v) e2 + 2 (3 + v) CI ] cos r;... 

Freie Auflagerung am Ramie e = 1: w = 0, Atr = O. 

1 + C1 + C2 = 0, 4 (5 + tt) + 2 (3 + If) C1 = 0, 

5+1l 7+~ 
Ci = -2 3-+, C9 = 3-+ . 

It - ft 

Einspannung am Rande e =; L w = 0, ow/or = O. 
1 + C1 + C2 = 0, 5 + 3 C1 + C2 = o. 1 

C1 = - 2, C2 = 1. J 
(976) 

Bei einer Kreisringplatte sind die Integrationskon

(974) 

(975) 

stanten C 3 und C 4 der allgemeinen Lasung von 1\ ull ver- L...I....1. .......... '--""'"'+-::rT1-rr.,-lPo 

schieden und durch die Randbedingungen .II r OC" 0, A r = 0 
am freien Rande bestimmt. Bei einer Grundungsplatte, die Au!>. 042. 

sich aus einer Kreisringpla t te und einem starren Kcrn zusammcn-
setzt (Abb.642), genugen 3 Randbedingungen. Fur e= 1 sind M r und A ,. Null, wahrend 
die Verdrehung der Elemen te an der inneren Begrenzung der Ringplatte (r = b, 
9 = b/a = (J) durch die Verdrehung des starren Kerns vorgeschrieben ist. 

dw 

dr 

w 

b 
oder 

dw 

de (977) 
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Aus diesen drei Bedingungsgleichungen wird mit den Abkiirzungen 

(3 + ,u) + (1 - ,u) [J' = Xl' 4 (2 + ,u) +(1- ,u) (3 + [J') {J2 = Yo!, 1 
4 (2 + ,u) [J' - (3 + ,u) (3 -r [J') {J2 = X a , (978) 

Cl = - 2 ."~ , C3 = 12, C, = - 2 ."~ . 
"1 "1 

Liefem die au.l3eren Krafte an dem Tragwerk ein Moment M in bezug auf den Mittel-
punkt der Griindungsplatte, so ist Po = 4 M/na3 (Abb. 642). Das Ergebnis der 
Rechnung lautet dann folgenderma.l3en: 

p a2 

4; "1 {(5+,u) YoI!?3- (3 +,u) "2!? + 3 (1+,u) Xd?-l- (1-,u) xae-3} cos <X , 

p a2 4; "1 {(I +5,u) "lea - (1 +3,u) "2e+3 (1 +,u) "d?-l+ (1-,u) "ae-3}COSIX, 

Mr:z = - :;:: (1 - ,uH"l e3 - xa e + 3 "1 e-1 + "a e-3} sin IX, 

Qr = P;4a (9 e2 - 2 :: - 3 e-2) cos IX, 

979) 

Qa. = - P;4a (3 e3 - 2 :: e + 3 e-1) sin IX . 

415 

410 

Abb.643. 

Berechnung der Grundungsplatte eines Schorn
steins fur antimetrische Belastung. 

1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der 
Platte nach Abb.643. Der mittIere Teil. auf dem der 
Schornstein aufsitzt. wird als starr angenommen. 

2. Belastung. Die Belastung besteht aus dem 
Moment M infolge 'Vinddruck auf den Schornstein. 
Der Bodendruck wird geradlinig und antimctrisch an
gesetzt 

Po= 4 M/na3 • 

3. Die Schnittkrafte. Nach (978) ist mit 

f/. = 'I.: "1= 3.2188 • "2 = 9.3048. "3 = - 1.8827. 

Damit wird nach (979) 
- 2 

Mr = 15~~5~24 (16.6306 e3 - 29.4655 e + 11.2661 e-1 

+ 1.5689 e-3 ) cos (X • 

-- 2 

fJ~5~2.f ( 5.9010 e3 - 13.9572 12 + 11.2661 12-1 - 1.5689 12-3 ) cos (X • 

- 2 

Mr. a. = -17:~2~5f ( 3.2188 128 + 1.8827 12 + 9.6564 e-L - 1.8827 12-3 ) sin (X • 

Die Momente Mr und Ma. sind in Abb. 643 dargestellt. Das vollstandige Kraftebild infolge 
zentrischer Last und 'Yinddruck ergibt sich nach Abb. 642 durch Superposition der Ergebnisse 
von S. 665 oder 668. 

Fliigge. W.: Kreisplatten mit linear veranderlichen Belastungen. Bauing. 1929 S.221. 

70. Die rechteckige Platte. 
Die Platte mit rechteckiger Begrenzur.o wird im Bauwesen selten einzeln, son

dem in der Regel als Teil zusammenhangender Konstruktionen verwendet. Die 
Rander der einfachen Platte sind entweder kraftefrei, eingespannt oder frei drehbar 
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aufgelagert, so daB Zug- und Druckkrafte auf den Unterbau iibertragen werden 
(Abb.644). Die Oberflache erhalt in der Regel gleichfOrmige Belastung, bei Ver
wendung der Platten im Behalterbau auch hydrostatische Belastung. 

Die Biegungssteifigkeit der Platte ist bei homogenem und isotropem Baustoff 
in jeder Richtung die gleiche. Die Beziehungen auf S. 646 zwischen der vorgeschrie-

a c d 

~H ,. J ?is?E22ZZZ ;Z22~ ~222ZZZ??ZZT~ ~£1 ~ - ~ -Fr ")§i~'-': ".~!I?IZZ???I?2~ 
Abb.644. 

benen Belastung P(xy) und den Ordinaten w(xy) der ausgebogenen Mittelebene 
lassen sich jedoch auch auf Platten mit verschiedener Biegungssteifigkeit in der 
Langs- und Querrichtung erweitern. Der Nachweis der Formanderung von Eisen
betonplatten oberhalb der RiBlast im Sinne des Stadiums II der Festigkeit ist 
ausgeschlossen. 

Die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes !/ 
besteht bei homogenem und isotropem Baustoff und den An- I----r--, 

nahmen auf S. 644 in der Integration der partiellen Differential
gleichung (929) flir vorgeschriebene Randbedingungen an den 
Kanten x = 0, x = a, y = 0, y = b (Abb.645). Das Ergebnis 
kann in der Regel nur als Reihenentwicklung angegeben werden, 
deren Brauchbarkeit flir die Zahlenrechnung nicht allein von der 
Konvergenz der Reihe w (x, y) selbst, sondeI'll auch von der Konver
genz ihrer Ableitungen abhangt. Damit scheiden Naherungsli:isungen 

Abb.645. 

aus, welche nur die Durchbiegung, aber nicht die Kriimmung der elastischen 
Flache ausreichend beschreiben. Brauchbare L6sungen sind von L. N a vier, 
A. N adai, H. Hencky und einigen franzi:isischen Mathematikern angegeben 
worden. Sie bestehen entweder aus Gliedern w" (x, y), It = 1, ... , 00, welche 
die Differentialgleichung (929) und die Randbedingungen flir den Anteil p" (x, y) 
der vorgeschriebenen Belastung P = .2 p", h = 1, ... , 00 erfiillen oder aus einer 
partikularen Li:isung w* der inhomogenen Gleichung, welche die Randbedingungen 
nur teilweise befriedigt und in einer L6sung w** der homogenen Gleichung LlLlw**=O, 
die mit w* iiberlagert, das gesuchte Ergebnis darstellt. 

Der Plattenstreifen unter einer Belastun~ p (;.c). Der Plattenstreifen ist in 
den Kanten x = 0 und x = a gestiitzt (Abb. 646). Die Ableitungen der Durchbiegung w 
nach y sind Null, so daB aus (929) folgende Beziehung entsteht. 

d4 wjdx4 = P(x) IN. (980) 

Die Li:isung kann nach Abschn. 20 flir die frei drehbare Auflagerung "'~ des Streifens unmittelbar angeschrieben werden. 
a) GleichfOrmige Belastung 

w--- --2- -pa4 (X X3 X') 
-24N a a~+a" 

b) Hydrostatische BelastuIig (Abb.646) 

po a4 (X X3 X:i) 
W = 360 N 7 -;;: - 10 Q1 + 3 as . 

(981) J9 
r----+~ 

(982) 
Aub.646. 

Die rechtecki~e Platte mit frei drehbarer Aufla~erun~ der Kanten. Die 
Platte ist in den Punkten y + 0, x = 0 oder x = a und x + 0, y = 0 oder y = b gestiitzt. 
Die Durchbiegung w und ihre Ableitung L1w sind hier nach S.647 Null. Die Bie
gungsmomente verschwinden an den Randern, die Kriimmung ist hier nach zwei 
winkelrechten Richtungen Null. Die Tangentialebene fallt also in den Ecken mit 

Beyer, Baustatik, 2. Autl., 2. Neudruck. . 43 
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der urspriinglichen Mittelebene zusammen. Die elastische Flache zeigt daher von 
den Ecken ausgehende Grate, in denen die Kriimmung und daher auch die Bie-· 
gungsmomente groB sind. Die groliten Auflagerkrafte Au, All: in Kantenmitte 
sind bci gleichmal3iger Belastung yom Seitenverhaltnis alb der Platte nahezu 
unabhangig (O,42pa bis O,5pa, a die kleinere Rechteckseite). Die Randbedin
gungen U' = 0, L1w = 0 werden nach L. Navier gemcinsam mit der Differcntial
gleichung (929) durch die Funktion 

Wm,n = cm,n sin mn :- sin nn ~ (983) 

fiir die Bclastung 

_ 4 (mB n2)2. .¥. Y 
P(XY)m,n - N Cm,nn 7 + [j2 smmn a sm nn b (984) 

erfiillt, wie sich an Hand der Gleichung (929) nachweisen lalit. Da nun jede Be
lastung p (xy) iiber die Kanten der Platte hinaus nach beiden Seiten periodisch 

p 

~ 1IIIIm111111 fill1 1IIIIIIIIIIIIIIIItllili 

fortgesetzt werden kann (Abb.647), ohne die Rand
bedingungen w = 0, .J w = 0 zu verletzen, so kann 
sie nach Fourier in eine trigonometrische Doppel
reihe entwickelt werden. :---4----": -p 

Ji 1. 

Abb.647. 

( ) '\'" \' . x. y p xY = L...L.J am,n smmn -a- sm nn b' (985) 

Die Koeffizienten sind nach bekannten mathema
tisch en Regeln 

b a 

a""n= ~f f P(xy) sinm~-;sinnn ~ dxdy. (986) 
o 0 

Daher ist bei gleichformiger Belastung p der ganzen Platte 

16po 
a =---

m,ft mn:n,2 (m,n= 1,3,5, ... ). (987) 

Die gliedwcise Gegeniiberstellung von (984) mit (985) liefert cm,n und damit 

. x. y 
16 Sin m ;n; - Sin n;n; -b 

w=~)' ~_ a 
N;n;8.:....J~ (m2. nz)! 

m n mn -;i2+[j2 
(988) 

In dieser Reihe wird zuerst m = 1 und n = 1,3,5 usw., darauf m = 3 und 
n = 1,3,5 usw. eingesetzt, so daB die Buchstaben m und n der Reihe nach alle 
ungeraden Zahlen durchlaufen. Leider konvergiert die Reihe .2wm,n mit ihren 
Ableitungcn nur bei gleichformiger Belastung p der Oberflache schnell genug, urn 
darnach numerisch zu rechnen. Sie ist neuerdings von V. Lewe zur Untersuchung 
von Pilzdecken verwendet worden, indem die auBeren an der Platte angreifenden 
Krafte aus der Auflast und der iibf'r die Flache des Pilzkopfes gleichmaBig ver
teilten Stiitzkraft ahnlich wie nach (988) in eine trigonometrische Doppelreihe ent
wickelt werden. 

Urn Losungen zu erhalten, welche die Differentialgleichung (929) fiir eine vor
geschriebene Belastung p (x) streng erfiillen und nur aus einfachen und besser 
konvergierenden Reihen bestehen, addiert A. N adai zur Durchbiegung w* des 
Plattenstreifens mit den Randbedingungen der Platte fiir x = 0 und x = a die 
Durchbiegung w** einer Platte mit Randkraften, welche die homogene Glei
chung .1/1 w** = 0 erfiillt und gemeinsam mit w* die fiir w vorgeschriebenen Rand
bedingungen an allen vier Kanten befriedigt. 



Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. 675 

Bei gleichfOrmiger Belastung p und frei drehbarer Stiitzung in x = O. x = a 
ist nach (981) 

w.= pat (.t.-2~+.~)= 4,pa' ~_I_·sinn7l:x (n=I.3.5 •... ). (989) 
24 N a a3 a' N n:' 4.J ni a 

Der Ansatz 

w·· = 2 Y" sin !!: x mit Y" = t" (y) (990) 

erfiillt die Randbedingungen w** = O. L1 w** = 0 in x = 0 und x = a und die 
Differentialgleichung L1 L1 w** = 0 fiir 

n.1l:y n.1l:y. n.1l:Y • n.1l:)' 
Y = a <ro~ - . + b -- em -- + e em ---

'1l1llll1lll1l1lllf 

" " 'a "a a " a b~Po 
I ' + d n.1l: y <ro~ n.1l: y 

"a 'a' 
(991) 

da jedes einzelne Glied eine Losung der biharmonischen Gleichung 
ist. Die Freiwerte a". btl. e". d" (n = I •...• (0) werden so be
stimmt. daB die Funktion w = w* + w** die vier Randbedingungen 
fiir y = ± b/2 befriedigt (Abb. 648). Bei Symmetrie der Stiitzung 
geniigen die in y geraden Funktionen der allgemeinen Losung w**. 
Das Ergebnis lautet nach A. N adai mit 

I: _ n.1l:x 
~n - a ' 

n.1l:y 
T/fI= '-a-' 

(n = 1,3.5 •... ) . 

n.1l:b 
ot"=2a--' 

Bei hydrostatischer Belastung (Abb. 648b) P = pox/a ist 

k-a;

Abb.648. 

_ 2 Po a' ~ (_I)n+1 [1 _ (2 + at" ~g atn) (!:of'1n - '1 .. elin '1n ] .' ~ 
W - N.1I:6 4.J n6 2 (!:of at" sm '" 

:r: 

(992) 

(994) 

Die Reihen konvergieren schnell. so daB bereits das erste Glied als Naherung geriiigt. 
Mit w(x.y) sind nach S. 645 auch die Schnittkrafte M",. M lI • MZI/' Qu. QIIZ, und die 
Stiitzkrafte Au. Au der Platte bestimmt. so daB Richtung und GroBe der Haupt
biegungs- und Hauptdrillungsmomente berechnet und darauf die Trajektorien und 
die Linien gleichen Hauptmomentes aufgetragen werden konnen. Urn daran das 
Wesen der Plattenbiegung zu studieren. ist die Zahlenrechnung fUr zwei Platten 
unter gleichformiger Belastung mit dem Seitenverhaltnis 1 : 1 und 3: 4 ausgefiihrt 
worden (s. S.677). In Abb.649 sind die Biegungsmomente Mil)' Mil in den Sym
metrieachsen der rechteckigen Platten mit dem Seitenverhaltnis b/a = I; 1.5; 2 
fiir p = 1/4 dargesteIIt. Die Abhangigkeit der Momente und der Durchbiegung 
von dem Seitenverhaltnis zeigt nach A. ~ adai fiir It = 3/10 Abb.650. 

Der gleichmaJ3ig belastete Halbstreifen ist ein Sonderfall der rechteckig be
grenzten Platte mit b > a und von A. N adai in der gleichen Weise untersucht 
worden. Das Ergebnis ist hier wiedergcgeben. urn damit spater andere Aufgaben 
zu 16scn. 

a) Die drei Sci ten des Halbstreifens liegen frei auf (Abb. 651 a) 

w = 4, p a' ~ [I _ (1 + !l!!..) e- 'InJ ~ sin ~ 
N:t0 4.J 2 II' tI • 

(1t = 1.3,5, ... ). (995) 

43* 
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b) Die Uingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite ist frei 
(Abb. 651 b) 

.. _ 4 P a~ ~ [I + p. ( 1 + p. ) -'1] 1 . ~ " - ,\" :r" ..:::;.; :1 + p. 1 _ p. - T/n e n ns SIn 5' n , (n = 1,3,5, ... ). (996) 

pa 8 
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Abb.649. 

Biegungsmomente M" und M. 
filr rechteckige Platten mit 

bl" = 1 = 1,0, 1,5, 2,0. 
l' = 114. 

Frei aufJiegende Platten ---
Eingesl>annte Platten - - - -

;'-1,5 
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c) Die Uingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite ist ein
gcspannt (Abb. 651 c) 

W = ~f ~4 2) [I - (I + T/n) e-'In] ~ sin ~n' (n = 1,3,5, . .. J. (997) 
,,:it n 
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Berechnung einer rechteckigen Platte nach A. Nadai. 

Untersucht wird eine rechteckige Platte mit b/a = 4/3 unter gleichm1i.Llig verteiIter Be
lastung p. Mit der Abkiirzung 

f/J" = 2 [oj oc" [oj 1]" + oc" 6in oc" [oj 1]" - 1]" 6in 71" (£0\ oc" 

wird nach (993) die Durchbiegung 

IV = 0,01307 ~~4 .2 1~~ [ I - I + :0; 2 ocJ sin;., 1l=I,9,5, ... 

0, 1'1 

0,12 

~ 0,10 

~o,m 
!! 
~ 0,06 

:oJ! 
0,0'1 

/ 
v: 

/ 

p-3fio 

~m(';......-t---

V TVmtlx 

V +-
/' Nymax /-1-

1f 
0,018 

0,016 

0,01'1 

0,012 !! 
Ii: 

0,010 f! 

0,008 

0,006 
A. V 

0,02 

0,00 
~O ¥ 

0,00'1-
'10 

Abb. 650. Biegungsmomente AI z m:u., ]1,/. max und 
Durchbiegung wmax der frei anfliegenden, rechtcC'kigen 
Platte mit gleichm~llig verteilter Last pals Funk. 

tionen des Seitenverhaltnisses bja = i .. 

Ahb.651. 

!'--+-J.....l-+_x 

II 
Die lO-spa4/Nfachen Ordinaten w in den Punkten eines Gitters (.\bb. 652) mit 12 

~ 0 alI2 a/6 a/4 a/3 5 a/ 12 al2 

al2 663 65 1 618 563 487 389 273 
7 a/ I2 641 63 1 599 545 471 377 264 
2al3 578 569 540 4<)2 426 3·P 239 

3 a/4 476 468 445 406 35 1 281 198 
5 al6 339 334 3'7 289 250 .201 142 

IlalI2 176 174 1('5 151 131 105 74 

Die Schnittkrafte werden nach (919) mit 

111.:, = P x (a - X)/2, 111;, = p. p x (a - X).'2; 

I 

I 

h 
sind 

16 

7 a/I 2 

I.p 
13S 
]25 

103 
n 
38 

111. = 111", + (I - Il) pa2 n 2 .E n2 sin;. [a" [oj 1]" + b" (1]. 6il11]. - I ~/t (£oj 1].)J ' 

1',1. = M~ - (I - p.) P a2 n2 .E 112 sin En [a .. [oj 1]. + b" (1] .. Sil11]. + _2 __ (£0\ 11.)l. . I-P. J 

2 (2 + OCR :tg OC n ) b 2 I 6 
n n = - 115 n~ (£0\ oc..' • = n5 n S [oj oc" ' p. =' . 

a1 = - 0.0063928; a3 = - 8,3204 . 10-7 ; bl = 0,0015856; b3 = 1.004[; . 10-7 • 

Mr/pa2, My/pa 2 • 

~ al6 al3 a/~ 
I 

(1/6 I al3 "12 0 0 

a/2 0,0672 0,0/)30 0,0501 0,0288 

I 
0,042 I O,041.~ 

I 
Q,0376 o.o..!()() 

la/3 0,061 I 0,0573 0,0458 0,0264 0,037° 0,031>.) 0,033 2 o,023Q 

5 al 6 0,0405 0,0382 0,03' 3 0,0189 I 0,022] 0,0'21<) O,O!O3 O,OIS..! 
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~ a/t> "/.1 I al.!. I 2al3 

2 al3 0.000:< O.Ol.p 

I 
o,oIR7 

I 
o,o:.no 

.'i IIll' O,(H.!O 0,02 50 o.o.H.l 0,0.1,)0 

" 0,01-1" o,o.!(J.l O,O-lOj 0,0-179 

Damit ('rgehen sich l1ach (921) die Richtuag IIn<l GrollI' lier Hauptbiegllngsmomente MI u. 11111 
lind die Hallptcirillllngsm011lente lVl1,lI . 

~ 0 alo I al3 

a I.!. Oj1 hJO 

i 
501 

2 a!.~ iJl I 

I 
5')] 544 

5"/" -In5 -I4j 503 
t/ 0 1.10 27'.1 

~ 0 a/o a!3 

a I}. 0 0 0 
}. al3 0 16.5 32,5 
5 alo () 2X 

I .18.5 
a (J -15 45 

A ill>. (jij3. Linien glcichcr MI' 

I 
I 
I 
I 
\ I 

\.. .... 11Jl6/ 
\ ~' 

--:~-~.~-~ 
AhL. 65!'J. Linicn glddH'r .~[ I. 11' 

al.!. 

~88 

439 
514 
407 

a/2 

0 
43 
-13 
-15 

ur!3 0 a!6 a!.l al2 2a/3 

() 421 413 376 266 0 
210 370 343 l47 64 -210 

390 2.!.l 155 13 -173 -390 
479 0 -140 -279 -407 -479 

211 3 0 alb a!3 a/2 2a/3 

0 126 10l) 63 II 0 
45 121 125 148 188 210 

45 ')1 145 .!.45 343 390 
45 0 140 279 407 479 

Abb. 6ij4. Linion glcichcr M lI' 

Ahb. 651;. Tcajrktoricn tier Hanptdrillullgsmomcntc-, 

Die Linil'n gleiclwf Hauptmollll'nte ~ind in Abb.653 his 655 dargl'stdlt, ihre Beziffcrung 
hl'<i('utet clen Hruchteil des gro(\ten Momentes. Abb. 656 zeigt die Trajektorien der Hallpt
<IrillllllgsmOm('nLt', Abh. 657 <lie Trajektorien dl'r'Haupthiegungsmomente, die in Ahb.658 mit 
d('njenig('ll <Ier 'Iuolrirat ischcn Platte vergliclwll wl'rdl'n. f)t'r Mittclpunkt lIer qllaciratischell 
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Platte ist'mit .~lz = AI. ein singularer Punkt, in dem sich 4 Trajcktorien schneiden. Die 
rechteckige Platte hat zwei singulare Punkte auf der langen Symmetrieachse, in den"n sich 
je 3 Trajektorien schneiden. 

Abb. 657. Trajektorien der Hauptblegnngs
momente. 

Abb. 658. Trajektorien der Hauptbiegnngsmomente 
fiir die quadratische Platte. 

Die einaespannte Platte bel aleich
maBiaer Belastuna. NachdemdieTangen
tialebene an die Biegeflache der frei auf
liegenden Platte in den Eckpunkten bereits 

mit der urspriinglichen Mittelebene zusammenfallt, sind hier die Biegungsmomente 
der eingespannten Platte Null und die Tangenten an die Kurven der Randmomente 
waagerecht. Langs des Randes sind auch die Drillungsmomente nach S.648 Null 
und daher A.,. = Q.,.. 

Urn die Differentialgleichung (929) bei starrer Einspannung oder anderen Rand
bedingungen zu integrieren, wird die Losung N a viers WI fUr die frei aufliegende 
Platte (988) nach M. Levy durch eine allgemeine Losung w2 der homogenen Glei
chung LL1 w2 = 0 erganzt. Sie enthalt so viele Freiwerte, besteht also aus so vielen 
Partikularlosungen, daB die vorgeschriebenen Randbedingungen durch die Reihen
entwicklung fiir W = WI + W 2 gliedweise erfiillt werden konnen. Die Flache Wg 

entsteht darnach durch Randkrafte an der frei aufliegenden Platte. Der mechanische 
Sinn dieser mathematischen Operation laBt sich mit der Berechnung der statisch 
unbestimmten Schnittkrafte in Abschn. 24 vergleichen. 

Die Aufgabe kann auch nach H. Hencky und A. N adai durch Oberlagerung 
einer Grundlosung w· fUr die vorgcschriebene Belastung mit einem allgemeinen 
Integralw·· der homogenen Gleichung L1L1w·· = 0 untersucht werden. Dieses 
laBt sich in einfach unendlichen Reihen anschreiben und enthalt ebenso viele 
Freiwerte, also ebenso viele PartikularlOsungen wt *, als andere Randbedingungen 
im Vergleich zur frei aufliegenden Platte vorhanden sind. Die Freiwerte werden 
auch hier gliedweise so bestimmt, daB die Funktion w = w· + w·· die Differential
gleichung und die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillt. Der mathematische 
Teil der Losung bereitet hier jedoch wesentlich groBere Schwierigkeiten als bei 
der frei aufliegenden Platte, so daB man sich bei diesen Aufgaben in der Regel 
mit NaherungslOsungen begniigt. 

Hencky. H.: 'Ober den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten. Miinchen 
1913. - Lei tz. H.: Berechnung der frei aufliegenden Platte. Berlin 1914. - N adai. A.: Die 
Formanderungen und die Spannungen von rechteckigen Platten. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Berlin 
1915. - Leitz. H.: Berechnung der eingespannten rechteckigen Platte. Z. Math. Physik 1917 
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S. 262. - Huber, M. T.: 'Ober die Biegung einer rechteckigen'Platte von ungleicher Biegungs
festigkeit in der Langs- und Querrichtung bei einspannungsfreier Stiitzung des Randes usw. 
Bauing. 1924 S.259. - Dersel be: 'Ober die genaue BiegungsgleiChung einer orthotropen Platte 
und ihre Anwendung auf kreuzweise bewehrte Betonplatten. Bauing. 1925 S. 878 - Si Luan 
Wei: 'Ober die eingespannte rechteckige Platte mit gleichmaCig verteilter Belastung. Diss. 
Gottingen 1925. - Hu ber, M. T.: Vereinfachte strenge Losung der Biegungsaufgabe einer recht
eckigen Eisenbetonplatte bei geradliniger freier Stiitzung aller Rander. Bauing. 1926 S. 121. -
Derselbe: Anwendungen der Biegetheorie orthotroper Platten! Z. angew. Math. Mech. 1926 
S.228. - Marcus, H.: Die Grundlagen der Querschnittsbemessung kreuzweise bewehrter 
Platten. Bauing. 1926 S. 577. - Cramer, H.: Die Biegungsgleichung von Platten stetig verander
licher Starke. Beton u. Eisen 1929 S. 12. - Marcus, H.: Die Drillungsmomente rechteckiger 
Platten. Bauing.1929 S.497. - Ritter, M.: Die Anwendung der Theorie elastischer Platten 
auf den Eisenbeton. Bericht iiber die II. Int. Tagung f. Briicken- u. Hochbau, S. 694. Wien 
1929. - I nada, T.: Die Berechnung auf 4 Seiten gestiitzter rechteckiger Platten. Berlin 1930.
Mii ller, E.: Die Berechnung rechteckiger, gleichftirmig belasteter Platten, die an zwei gegeniiber
liegenden Randern durch Trager unterstiitzt sind. Ing.-Arch. 1931 S. 606. - Cramer, H.: Die 
bauliche Aufnahme der Randdrillungsmomente vierseitig gelagerter Platten. Beton u. Eisen 
1932 S.95. 

71. Die Losung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung. 
Differenzengleichung eines Gitters. Die Anwendung der Theorie der Platten

biegung bei beliebiger Belastung und Stiitzung ist eben so wie die strenge Unter
suchung ebener SpanilUngsprobleme im Bauwesen im wesentlichen durch die mathe

y 

m 
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i-f I 

It 
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_1 

~-1 
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1N-2 
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matischen Schwierigkeiten der Lasung verhindert worden. 
Man begnugt sich daher fur diese Aufgaben in der Regel 
mit qualitativ brauchbaren Naherungs16sungen, zumal 
auch die Annahmen uber die physikalischen Eigenschaften 
des Baustoffs und die Beschaffenheit der Stutzung keines
wegs streng erfullt sind. Es liegt daher nahe, den stetigen 
Charakter des Ansatzes wie bei anderen Problemen der 
Mechanik aufzugeben und die Abhangigkeit zwischen 
Spannungs-, Verschiebungs- und Belastungszustand an 
endlichen Abschnitten der Platte zu beschreiben. Die 
stetiggekriimmte Biegeflache erscheint dabei als Vielkant, 
dessen Kanten sich im Grundri13 je nach der Art der Ko-
ordinaten in Abstanden .1 x, .1 y rechtwinklig schneiden 

Abb.659. oder als Strahlenbundel mit einer Schar konzentrischer 
Polygone erscheinen. Die Eckpunkte k des Vielkantes 

sind Punkte der Biegeflache, die Kanten beschreiJ;>en ein elastisches Gitter. Die 
geometrische Abwandlung der Flache zum Vielkant bedeutet mathematisch den 
t)bergang yom Langendifferential zur Differenz zweier Strecken und yom Differen
tialquotienten zum Differenzenquotienten. Er ist zur numerischen Lasung von 
Aufgaben der Plattenbiegung zuerst von H. Marcus vollzogen worden. 

Die Mittelebene der rechteckigen Platte wird zur Vorbereitung der Unter
suchung durch zwei Systeme aquidistanter, sich winkelrecht kreuzender Geraden 
geteilt. Die Abstande .1 x, .1 y sind in der Regel gleichgro13 (.1 x = .1 y = s). 

Die Differentialquotienten werden nach ihrer g~ometrischen Bedeutung durch 
Funktionen der Ordinaten Wk der Gitterknoten ersetzt (Abschn. 20). Danach ist in 
Verbindung mit Abb.659 

(aW) -+ Wk~-=-Wt_l 
aXk 2Llx' 

(aW) -+ Wz- WI, 

ay k 2 Lly , 



Schnittkrafte. 

(~~~t --7 ,121£',+; ~~_2Wk:::l = ~'+2 =_~1£"+; ~_::/~:_1= W~_~, 

( iPW) --7 Wm - 2WI±-2wi-2 
a y" ,,. 2 ,1 y3 ' 

(a2W) _ (aIW) (aIW) 
(a:21~~ll = [:;. (~;~) ,.1, --7~X2_'--_=-;f:~-"~ a X2 ~ 

--7 4 w. - 2 (Wk+l + w~=~+ WI + Wi) + (Wi_l + WI+l + 1£'1+1 + W,_I) 
Llx2,1y2 ' 

(a2W) (all£') (a2W) 
(a4 W) --7 a x2- k+l - 2 aX2 _k +_~~_ k-l 

a X4 k ,1 X2 

Wk+2 - 4 W"+1 + 6 1('. - 41£'k_l + 1£'k_2 
--7 ------ -------:JX-4 -------, 

(a4 Wj --7 w",-:-4_w, +_6 Wk - 4 W ;±_!lJ~ 
ay4 Jk L1 y l • 

681 

(998) 

Die Differentialglcichungen der. Platten biegung (929) und (931), (932) werden 
Differenzengleichungen, so daB der Zusammenhang zwischen der Belastungsinten
sitat p,,, den Ordinaten Wk der BiegefJache und den Momentensummen J[ z; in 
folgender Weise beschrieben wirel: 

I. 

II. 

Daraus entsteht an jedem freien Maschenknoten mit den Differerzenquotienten (998) 
und mit J y2jJ x 2 = r:t. die Gleichung 

1. w,,[6(oc + !)+ 8J -4[(1 + r:t.) (W,.+l"+ w,.-_t) + (1 +~) (wd- Wi)] 

+ 2 (W i - 1 + w e- 1 + we+l + Wi+l) + IX (W"+2 + W',-_2) 
I at.,1 X4 + -- (Wm + wh) = Pk ---:,,-, 
at. " 

II. 2 (l + r:t.) MI._ - r:t. (M~'+l + M"_l) - (Me -+ M i) = p" IX J X2, 

2) ) ( .) - .VI. A 2 (1+r:t. Wk-r:t.(W,,+l-+W"_l -. We+Wi -NIX.'JX. 

Bei gleich groBen AbsUinden Ll x = LJ Y = s des Gitters ist 

1. 20 w" - 8 (Wk- 1 + WI + wk+l + Wi) + 2 (wi--! + W , _ 1 + we+1 + Wi+l) 
S4 

+ (Wk- 2 + wm + W',+2 + wh) = Pk:V . 

II. 4M,,- M k_1 - M 1 - M H1 - M;= + PkS2, 

(999) 

(1000) 

(1001) 

(1002) 

Schnittkrafte. Die Schnittkrafte der Platte sind nach (919) Funktionen von 
Differentialquotienten der Plattenbiegung und daher jetzt Funktionen von Diffe
renzenquotienten, so daB die Schnittkrafte am Maschenknoten /, in folgender Weise 
von den Verschiebungen des Gitters abhangen: 
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QUok = LlLI~k = 21s (Mk+! - M k- 1) 

N = 2 S3 [Wk_ Z + (W ,_1 + Wi-!) - (w,+! + WH1 ) - Wk+Z + 4 (W"+l - W k_ 1)] , 

Q = ~Mk _ ~ (M - M.) 
lIZ,'" Lly - 2s I • 

N 
= 2 Sl [WTa + (WHI + Wi-I) - (Wl+l + W,-I) - Wm + 4 (w, - Wi)]' 

1 
Au,k = - '2S[Mk +l - M k- 1 + M",,,,! - M",",i] 

N . 
= - 2 S3 [Wk_ 1l + (6 - 2 fl) (Wk+l - W k_1) 

+ (2 - fl) (Wi-! + W ,_1 - Wl+1 - wi+1) - wk+z] , 
1 . 

AU • k = - 2 s [M, - M; + M"'''.k+l - M",,,,,,_I] 

N 
= - 2 S3 [WTa + (6 - 2 fl) (WI - Wi) 

+ (2 - fl) (Wi+l + Wi-! - W/-l - Wl+1) - wm] • 

(1003) 

(1004) 

(1005) 

Die Teilung Lt x, LJ y des Gitters ist in beiden Richtungen konstant. J e kleiner 
die Abschnitte gewahlt werden, urn so besser ist die Angleichung des Verschiebungs
zustandes des Gitters an die elastische Flache der Platte, urn so gr6Ber aber auch 

. yt die Anzahl der linearen Gleichungen (1000) und der 
Ii/-W-tvliij.w Umfang der Zahlenrechnung. Die Zerlegung des Integra-

r--L-t,-.b-b.+- tionsbereiches in q uadra tische Maschen (LJ x=Lt y = s) 

b. ! u! r v",inlacht die Diffmnz,ngl,ichung,n d" Wuncln M" r 1-_ " _...),_lM Wk und die Ansatze fur die Schnittkrafte. Die Poisson-
£.)'1-' i"_ r Esche Zahl betragt bei Eisenbetonplatten fl = 1/6, sie 
~ ~ ¥ ~.r. f' kann aber auch zur einfachen Berechnung der Schnitt-['1 1 tll'1' krafte, vor aHem bei Lt x +- Lt y im Sinne dieser Nahe-
15 I" I JIll is 1-' 61 rungs16sung Null gesetzt werden. 
~ ~--t.,- hr; -\i,-i. 17 

~..l._L{,-1 Die Bedingungen am Rande des Gitters und an 
H II ~ III den singularen Stellen der Belastungsfunktion. Urn 

Abb. 660. den Zusammenhang zwischen der Biegeflache W (x, y) der 
Platte und der vorgeschriebenen Belastung auch am 

Plattenrande in endlichen Abschnitten Lt x. Lt y zu beschreiben. und die Schnitt
und Stiitzkrafte nach (1003)ff. abzuleiten, wird die elastische Flachc unabhiingig 
von der Stiitzung erweitert, indem das Gitter und die Belastung P (x, y) stetig 
iiber den Plattenrand hinaus fortgesetzt werden. Damit ist die Bedingung 
LtAw = PIN auch auBerhalb des Randes erfiillt (Abb. 660). Unter dieser Voraus-
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srtzung gelten die Ans;itze (1004) fur die SchnittkrMte <),:. Qy:. J[.r y und die An
~atze (1005) fUr die Auflagerkrafte A xz • A yz . In die~en lassen sich dann die Ver
schiebungen "" der :\ehenknoten aul3erhalb des l~andes rliminieren, so dal3 sich dk 
Auflagerkrafte folgendermal3en berechnen lassen: 

a) Frei aufliegende Platte. Fur den H.andknoten I, folgt mch (1003) aus JI k = 0 
und Wi = Le'" ~., 'ii', = 0 

Die Differenzengleichung (IOOI) liefert mit Mi = M, .. = M z =f.' 0 

111"+1 = - Nlk- 1 - PkS2 

und die Differenzengleichung (1002) fur den Nebenknoten (k + I) ergiht 

4 • - ]1[<+1 2 _ .11"_1 2 Pk 54 
WI.'+1 - ""1'cI - WI.'+2 - t£ii+l - ~ s - - -:;;- s --X 

oder mit (1006) 

Nach (1002) ist fur den Punkt (1, - 1) 

M k _ 1 2 - 4 
~ S - "", .. -I - "" .. _2 - "",-1 - ""'_I ' 

also 

Damit geht Gl. (1005) uber in 

Pk 5' 
W/:+2 = - W k- 2 + -;;;-. 

(1006) 

(1007) 

A",z,k = :'s3 [4 (3 - It) ""k-I - 2 ""1.'_2 - 2 (2 - /1) ("";-1 + WI_I) + p~;4J . (1008) 

Ebenso wird erhalten 

Ayz. I.' = ;'3 [4'(3 - p) Wi - 2 ""h - 2 (2 - /1) (W;_1 + WH1) + p~n. (1009) 

b) Starr eingespannte Platte. Fur den Randknoten k folgt nach (998) aus 
dwJdx = 0 

Die Differenzengleichung (1000) liefert mit Wi = W k = WI = 0 und (1010) 

P. s4 
W H2 = -w- + 16 W k- 1 - 4 (W,_1 + WI_I) - ""1.'-2 ' 

so dal3 nach (1005) 

A _X [16 '> 4 ( ) Pk 54] 
xZ,k - 2s" W"_1 - ~Wk-2 - ""i-l + ""1-1 +"T 

und ebenso 

(1010) 

(lOll) 

(1012) 

(1013) 

Die Erweiterung der Flache M A· und der elastischen Flache Wk uber den Rand 
hinaus zeigt Abb. 661 fur einen Schnitt y = const. a) Frei aufliegende Platte, 
b) starr eingespannte Platte, c) freier Rand. Die Belastungsfunktion p ist dabei 
konstant angenommen worden. 

Man kann aber auch zur Formulierung der Randbedingungen auf die Erweiterung 
der clastischen Flache verzichten und die Differenzengleichungen und Schnittkrafte 
allein mit den Verschiebungen der Hauptknoten des Gitters anschreiben, wenn an 
Stellc des einzelncn Plattenelpmentes eine nach allen Seiten durchlaufellde Platte 
mit den gleichen Stutzenbedi'ngungen untersucht wird. Die durchlaufende Platte 
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wird auf Schneiden gestutzt und antimetrisch oder symmetrisch bclastet. Die Form
anderllng der benachbartcn Felder ist dann antimetrisch oder symmetrisch zur 
Formlnderung des Hanptfl"ldes, so daD die Verschiebungen der Nebenknoten anti
metrisch oder symmetrisch Illit den Yerschiebungen der Hauptknoten ubereinstim
men. Die Differenzengleichllll~en der I{andknoten enthalten jedoch dann neben der 
Belastungsintensitat p die singularen Stiitzkrafte. Sie ki:inn.;n also nur angeschrieben 
werden, \,·enn diese bekannt sind. Ihs gilt auch von den singularen Stutzkraften 
bei Pilzdecken. Daher ist die Lu"ung mit Differenzen nur dann miiglich, wenn an 
diesen Punkten die Randwerte der Unbekannten Null oder vorgeschrieben sind. Beim 
frei aufliegenden Rand ist .Uk 0-. 0 und Ulk = 0, die Losung also nach (1001), (1002) in 
zwei Stufen durchfUhrbar. HI im eingespannten Rand ist il-f k =f= 0, Wk' = 0, so da/J 
nur der allgemeine Ansatz (1000) verwendet werden kann. Bei Pilzdecken ist iiber 
den Stutzen Wk = 0, a 1"0 eben falls nur der allgemeine Ansatz anwenJbar, doch ist 
es zweckma/Jig, den Stutzendruck als statisch iiberzahlige GroDe zu berechnen. 

p 

/ 

Momentcnsumme M Durchbiegung w 
Abb. 661. a frei auflicgender, b starr eingespannter, c freicr Rand. 

Werden .die Rand· 
bedingungen durch Be
dingungen liber die Anti
metrie oder Symmetric 
der Formanderung er-. 
setzt, so lassen sich 
die Stutzkrafte Ax z' A 11 Z 

nicht mehr nach (1005) 
'2 ermittcln. Sind aber die 

Verschiebungen Wk be
kannt, so ki:innen die 
Differenzengleichungen 
fUr die singularen Punkte 
nunmehr zur Bestim
mung der singularen 
Stlitzkrafte dienen. Z. B. 
ist fUr die starr einge
spannte Platte am Rand-
knoten k nach (1000) mit 

Wi = W k = WI = 0, 7D1k +1 = W k - l , Wk+2 = W"_2 , 

_ 5' 
2 W k _ 2 + 4 (Wi - l + WI_I) - 16 W"_I = h 111 ' 

wobei Pk die BelastungsintensiHit unter Berucksichtigung der Stiitzkraft bedeutet. 
Nach Abb. 662 ist 

Pk 52 = - 2 Au. k 5 + Pk 52, 

womit wiederum wie in QOI2) 

Au. k = ~" [16 W k - l - 2 W',_2 - 4 (W i - I + WI_I) + p;J'J. 
Den Verlauf von M k und Wk fUr eine!l Schnitt y = const am Rande bei Ersatz 

der Randbedingungen durch Bedingungen liber die Antimetrie oder Symmetrie der 
Formanderung zeigt Abb. 662. Die Belastungsfunktion P ist dabei konstant an
genom men worden. Sie hat im H.andknoten beim eingespannten Rand eine Singula
l'itat, beim frei aufliegenden Rand einen Sprung. 

1. Frcie Auflagerung der Rander. Die Verschiebungen WIO bis 1£'25 und 
rlie Momentensummen M IO bis M 25 in den Randpunkten sind nach S. 647 Null 
(Abb. 660). Daher werden zunachst die Momeniensummen MI bis M9 der Haupt
knoten nach (1001) und daraus die Verschiebungen WI bis W9 des Gitters nach 



Die Bcdingungcn am Hanclc cles Gitters unci an den singuW.rcn Stcllcn tier Bclastungsfunktion. 685 

(1002) berechnet. Damit sind nach (loo3) auch die Biegungsmomente M ".1 bis M ",.9' 

!II 1 bis 1\1 9 bekannt. Urn die Drillungsmomente fur aJle :'I1aschenknoten nach 
11, 11, 

(1003) zu berechnen. sind auch die Verschiebungen det dem l{ande benachbarten 
Nebenknoten notwendig. Diese ergeben sich aus der Bedingung (9:l8) fur die 
Momentensummen am l{ande. 
W 27 = - WI usw., waa = - W3 usw., an der Ecke wn = wa usw. (1014) 

Die Berechnung der Querkrafte QIO bis Q25 und der Stutzkrafte .110 bis A 25 nach 
(1004). (1005) setzt au13erdem noch die Kenntnis uber die GroBe der :vIomenten
summen M 26 bis M4S in densc1ben l\ebenknoten voraus. Sie ergeben sich aus den 
Differenzengleichungen (1001) fur die Randpunkte. 

Eine andere Lasung mit Hilfe der Verschiebungen ist bereits auf S. 683 angegeben 
worden. , 

2. Starre Einspannung der Rander. Die Verschiebungen U' IO bis U'25 sind 
Null, dagegen die Mo
mentensummen M 10 bis 
M 25 von Null verschie
den (Abb. 660). Daher 
werden die Verschiebun
gen WI bis Wg der Haupt
knoten mit dem allge
meinen Ansatz (lOoo) in 
einer Stufe berechnet. 
Hierbei gehen die Ver-

Symmetrie von M Ie. w,t am Rande 
schiebungen der am der eingespannten Platte (Belastungs. 
Rande benachbarten lunktion mit Singularitat). 

Nebenknoten in die 

p 

Antimetrie von .'11:. U'k am Rande 
der frei aufliegenden Platte (Be· 

lastungsfunktion mit Sprung). 
Abb.662. 

Gleichungen ein. Diese sind durch die Randbedingungen (942) bestimmt, da mit 

aw/ay = 0: W 27 = WI usw., ow/ax = 0: W33 = W3 usw. (1015) 

Mit den Wurzelwerten Wk sind nach (1003) alle Biegungs- und Drillungsmomente in
den Knoten 1 bis 25 bestimmt. Die Drillungsmomente in den H.andpunkten ergeben . 
sich nach Vorschrift zu Null. Die Berechnung der Auflagerkraft ist bereits auf 
S. 683 abgeleitet worden. 

3. Zwei anschlie13ende Rander (10 bis 17) der Platte sind kraftefrei, 
die beiden anderen (18 bis 25) frei aufgelagert (Abb. 660). Die Ver
schiebungen und Momentensummen in den Randknoten 17 bis 25 sind ~ull, so 
da13 damit auch die Verschiebungen der Nebenknoten 38 bis 48 als antimetrisch 
zu den Verschiebungen der symmetrisch liegenden Hauptknoten bekannt sind. 
Damit konnen die Differenzengleichungen fUr die Punkte 1 bis 16 angeschrieben 
werden. Ais Wurzeln erscheinen nur noch die unbekannten Verschiebungen der 
Nebenknoten 26 bis 36 und 51 bis 58. Diese miissen durch die Bedingungen 
1111/,25 bis M lI ,13 = 0, M",,13 bis 11[",,17 = 0, AI/,10 bis A!I.13 = 0, .1"'.13 bis A".16 = 0 
und C13 = 0 eliminiert werden. 

Die bcliebige Belastung von achsensymmetrischen Platten (freie Auflagerung 
oder starre Einspannung aller vier Rander) wird durch die Umordnung der Be
lastung nach den beiden Achsen im Sinne von Abschn. 27 in vier unabhangige 
Teile zerlegt, so daB in (1001), (1002) nur die Momentensummen (11M ..... (4IM; 

und die Verschiebungen (11,£'1.- .•• (4 Iw", cines Quadranten als \Vurzeln aufrreten. 

M", = (lIM" + ... + (4IM" , wI.: = (1)w" + ... + (4I W". (1016) 

Die Momentensummen und Verschiebungen in Punkten der Symmetrieachsen I, II 
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sind bei Antimetrie der Belastung nach I und II Null. Die Rechnung wird dadurch 
vereinfacht. Sind mehrere BelastUrigsfalle, also auch die EinfluBflachen von Ver
schiebungen oder Schnittkraften zu untersuchen, so wird nach Abschn.29 die 
konjugierte Matrix zu den Differenzengleichungen (lOOO) oder (1001), (lOO2) gebildet. 

Flachenlasten, die nicht mit der Teilung des Gitters in Beziehung stehen, werden 
maschenweise zu Einzellasten zusammengefaBt und nach dem Hebelgesetz auf die 
~Jaschenknoten verteilt. 

Der Umfang der Zahlenrechnung nimmt wesentlich zu, wenn die Symmetrie
eigenschaften der Stiitzung ganz oder teilweise wegfallen. Die Art der Untersuchung 
ITach S. 684 wird jedoch nicht geandert. Der Spannungszustand an kraftefreien 
Ecken k liefert stets 5 Bedingungen. Neben denjenigen des kraftefreien Randes mit 

MIt).k=O, MII.k=O, AZ'.k=O, AI/Z,k=O 

ist nach den Bemerkungen auf S. 648 auch Mit) II. k = M IIIZ, k = 0, also 

(a2w/ax ayh = 0. 

Berechnung der rechteckigen Platte b/a = 4/3 mit frei aufliegenden Randern fUr 
gleichmiiBige Belastung p. 

1. Gitterteilung (Abb. 663) 
a b 

5=6"=8· 
2. Randwerte nach (938) und (1014). 

W 13 bis WIO = 0 . 

W 21 = - W 10 usw., W 30 = - Wa usw. 

Wu = Wze = 0 , w26 ="W12 • 

3. Differenzengleichungen (1001). (1002) fur die 12 Gitterpunkte. 

Abb.663. 
10' pal MkS2 Mk 10 pa' 

Pk S2 =- 36· 10' ' ~ = 10-' pas· 36 . lOS N . 

pal pat 

3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 10' lOiN 

4 -2 -2 277.8 256.3 
--------------- ------------1-

-I 4 -I -2 277.8 229.7 

-I 4 -2 277. 8 147.2 
----------------------1-
-I 4 -2 -I 277.8 244. 1 

t--- -------------------------
-I -I 4 -I -I 277.8 219.1 

------------------------1-
-I -I 4 -I 277.8 140.8 

-1 4 -2 -I 277.8 204.7 
- -----------------------

-I -I 4 -I -I 2n.8 184.4 

-I -I 4 -I 2n.8 120.0 
r--- ----- --------------------

-I 4 -'> 2n.8 128.8 
--------------,---------t---I 

-I -I 4 -I 2n.8 I I 7.2 
------------------I--f---t---I 

-I -1 4 277.8 78.3 
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4. Die Iteration einer Naherungslosung liefert 

k 3 5 6 7 8 <) 10 I I 12 

AI" 92~ 82 7 530 87<) 78<) 50 7 737 6()4 43 2 464 422 282 
-----------------------------

Wk 6(n 577 339 61 7 539 317 486 42 5 25 1 273 239 142 

5. Schnittkraftc nach (1003) ff. und (1008), z. B. 

36 N 10-5 P a4 [ ~, ~~~ I J' 2 M 1 = -----. ----~- -·;)77 T 2· 661 - ;)11 --L -(-617 + 2·661- 617) = 0 066p a 
x, (l2 J.V I 6 ' , 

36 N 10-5 P a4 [ 1 ] M •. l=~· ~- "6 (-577 + 2· 661- 577) - 617+2· 661- 617 = 0,042Pa 2 , 

}J 16 = 36,~ (1 _ J_') IO-Sy a4 [-14'> -142 -142 -142] = - 0043 P a2 
zv. 4 a 2 6 N - " 

216 N 10-5 P a4 [( 1 ) (1 \ ~ l p a A 20=---·---- 4· 3-- 339-2·577-2 2--)(311+317) +--=0475pa '. 2 a3 1\' 6 6 ~ 12' . 

Die Schnittkrafte sind in Abb. 664 dar
gestellt. Sie stirn men gut mit den genauen 
Werten S. 677 iiberein. Der Auflagerdruck cr· 
gibt sich nach der gcstrichelten Linie und i" 
an den Ecken nicht Null wie bci der strengcn 
Losung. Der Fehler nimmt mit der Gittcr
teilung abo Der Auflagerdruck ist daher nach 
den Ecken zu kleiner als die Zahlenrechnung 
angibt und verlauft etwa nach del" aus
gezogenen Linie. 

Urn die Abhangigkeit des Ergebnisses 
der Differenzenmethode von der Gittertpilung 
zu zeigen. ist eine quadratische. frei auf· 
liegende, gleichma13ig belastete Platte fiir 
s = a/4 und a/8 berechnet worden. Die Er
gebnisse weichen nur wenig voneinander ab 
(Abb.665). 

In Abb. 666 sind die Ergebnisse fUr eine 
Einzellast in Plattenmitte mit s = a/4. a/8. 
a/12 dargesteIIt. Sie weichen nur in geringer 
Umgebung der Last voneinander abo Daher 
genUgt es. die Berechnung fiir ein grobes 
Gitter clurchzufiihren und nur im Lastbereich 
{'in fcinercs (;itter einzuschalten. Fiir das 
grobe Gitter s = (//4 {-\bo.665a) lauten die 
Diffl'rCllzcngleichungl'Il (1001) 

Ml M2 M3 P 

4 -4 1·[JllJ ----- -
-I 4 -- , 0 

r-- --- ---
-2 4 0 k--a-~ 

llli t delll Ergebnis 

.. -Ml = 0,3741', 
J, , 

Ji.f2 = 0,125 1', 
a) Gitterteilung. 

M3 = 0,0624 P. 

!I 

:r 

~-----a----~ 

Abb. 6ti4. Schllittkrafte der frei aufliegenden rechteckigell 
Platte mit gleichmaBiger Belastung p. 

pa2 

0,08 
4Q732-

40703 

0,06 

0,0'1 

0,02 

1 
1 2 

b) Momentensumme M. c) Durchbiegung "'. 

Ahb.665. 
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FUr das cingcschaltete feincre Gitter mit s = alS (Abb. 667) lauten die Gleichungen (1001) 

fIa' 
N r. 46 Is-~ 

4S ( 
4 

f---- i ' 
-4 

-----

42 

-I 4 
f----- --

-2 

-2 

I-

4 

~ 
Abb. 667. Gitterteilung 

mit eingeschaltetem 
teinerem Gi tter. 

Mit Ma = 0,125 P und Me = Ma - !(Ma-Ma) = 0,112 P aus einer 
quadratischen Interpolation ergibt sich M, = 0,243 P, 1\111 = 0,493 P. 

Abb. 666. Momenten
summe M. 

Die Werte stimmen nach Abb. 666 mit dem Er
gebnis fiir das 8teilige Gitter gut iiberein. 

Berechnunl1 der rechteckil1en Platte 1)/a=4/3 
mit einl1espannten' Randern und 

I1leichmiiBil1er Belastunl1 p. 

1. Gitterteilung (Abb. 668). 
a b 

s=6-=8' 
2. Randwerte nach (942) und (1015). 

W13 bis Wao = 0 , W21 = WIO usw. 
Wao = wa usw. , W 25 = W12' 

3. Differenzengleichungen (1000) fUr die 12 Gitterpunkte. 

Pk .s' 105 P a' 
~=6"IOSN' 

Abb.668. 

P a' 
WI Wa Wa W, W5 We W 7 Ws Wg WIO Wll W12 105 N 

~~ __ 2_~ __ 8 ______ 2 ___ ·_1 ____________ 77,17 

-8 21 -8 4 --16 4 2 77,17 

----------------------
.I 4 21 - 16 2 -8 4 2 77,17 

1---+-------------------------------
-8 4 21 -16 2 -8 4 77,17 

[------------------------
2 - 8 2 - 8 22 -8 2 - 8 2 77,17 

[------------------------
2 - 8 - 8 22 :z -8 77,17 

1--------------------------------1-
- 8 4 20 . - 16 2 -8 4 77,17 

t---I--- ---------------------------1-
2 - 8 2 -8 21 -8 2 - 8 2 77,17 

1---1----1--- ------------------------!-
2 -8 - 8 21 2 -8 77,17 

I---f---I------------ ---------------1-
1 I -8 4 21 - 16 2 77,17 

1-·_----------------------1-
2 - 8 2 -8 22 -8 77,17 

--------_. ------------------------'-
2 - 8 - 8 22 77,17 

4. Die Iteration einer Naherungslosung liefert 

12 

27 10-5 P a'jN 
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5. Schnittkrafte nach (1003ff.) und (1012), z. B. 

M, 1 = 36 N • 10-5 ~ a4 
[_ 187 + 2. 227 - 187 + 61 (- 207 + 2·227 - 207)J = 0 032 f> a2 , 

, a2 ;\ • 

36.v 10-5 P a4 ~ ,1 J ., 
?v'I, .,,,= _. --.-l-86+2.0-86'-6·0 =-0062pa-, 

,- a2 .\ 

A = 216.V. !0-5Pllt ~16.86 
z.20 2 a :l J.V ~ 

pa 
-2 ·187 -4(79+79)J + 12 =(UHpa. 

Die Schnittkrafte sind in Abb.669 dar
gestellt. Da der .\uflager<lrllek nach 
der strengen Losung an <ler Eeke ~ull 
ist, wird das Ergebnis dl'T ReehnulIg 
beriehtigt (ausgezogene Linie). Dcr 
Fehler nimlllt mit <ler l;itterteilung abo 

Berechnung der rechteckigen Platte 
bIn = 4/3 mit frei aufliegenden 

Randern und einer Einzellast. 

1. (;itterteilung (Abb.670). 

a b 
s="6=8" 

2. Randwerte naeh (938) lind (1014). 
Am ganzen Rand ist 

1\1 = 0 und w = O. 1('21 = - li'10 usw. 

!I 

---------a------~ 

3. Belastungslllllonlnung. lllr Be
reehnung cler Durchbiegllng nach (1002) 
sind 31i Differenzenglcichun!-(,Il auf-

U~_ T22- Tz"-"!2.<- '1.25 

Abb.669. Schnittkrafte der eingespannten rechtecl,igen Platte mit 
gleichmlilliger Belastung p. 

11 

17 

18 

19' 

L izo' 
19 

18' 

17 

18 

15' 

12' 

~' 

~ 

f' 

f" 

1tZ" 

15 

. I r r- r 

fI/ 
1%1 

Iq 

11 110 11 

I P 
~' r 
t-

f\" 

if' f ~-

W fS· 

8 Ir 
11 I~ 11 

1q r; 1q 

15 IIJ' 

12 P" 
18 

'9 

-Izs 
I 

~ 
~ 
~ 

-1o'X ~~ 
19 

19' 18 

12" 11 

15'" 16' 

Abb.6.0. Gitterteilung. 

t:! ,.,.., 
I 

~I" ---a-~~I 

l':---------t---o 
Abb. 071. Linien gleicher Durchbiegung. 

U'max= 0,0107 Pa2/N. 

zul6sen. Es ist daher zweckma13iger, die Belastnng naeh Abseilf'. 27 in die symmetrisehen 
und antimetrisehen Anteile zu den Aehsen I, II umzuorclnen (Abb.672). 

In den Antimetrieaehsen ist w = 0 und daher bekannt. 

11 b c 

~I .{ .~ ..1!. 
+ .~+ ~.q 

~r. 0 0 
o I • + + - . + 

Ahb.6'2. 

Sf'veT, Bau")Lltik. 2 Ann .. 2_ NPlIdruck. 44 



690 71. Die Losung von Plattenaufgaben mit Diffcrenzenrechnung. 

4. Diffcrenzengleichungen (1001), (1002) fiir die 12 Gitterpunktt· im I. Quadrantcn. 
1m Punkt 8 ist P 

Pk S2 = 4' 
Mk 2 4Mk 100 Pa2 

N S = -P-' 144 'lO·N . 

In allen anderen Punkten sind die Belastungsglicder Xull. 

a) 4 symmetrischc Einzellasten P/4 (Abb.672a), 

1 • 2 3 4 5 Ii 7 8 9 10 II 

4 -2 -2 

12 

------------------------
-I 4 -I -2 

-I 4 -2 

r------------------------
-I 4 -2 -I 

I--- ----------------------
-I -) 4 -I -I 

r-- -----.-- ------ --- --- ---------1-

-) -I 4 -I 

r------------------- --------
-I 4 -2 -I 

I--------------- --------- ------1-
-I -I 4":1 -I 

r------------------------
-I -I 4 -I 

I--- ------------------------
-I 4 -~ 

1------------------------
-I -I 4-1 

r-------------------- -------
-1 -I 4 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

k = 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 

Pa 2 

10·''\' 

228 

113 

150 

73 

WI = I 72 9 I 637 I 365 I 70 9 I 624 I 355 I 61 3 I 557 I 30 7 I 343 I 30 5 I 172 Pa 2/IOO N 
b) 4 Einzellastcn P/4. symmetrisch zur y-Achse. antimetrisch zur x- .. \chse (Abb. 672b). 

4 5 6 7 s 9 10 II 12 P/4 

4 -2 -I 0 114 

1------------------
-1 4 -I -I 0 121 

I---------------1--+----1 

-I 4 -I 0 57 
I------------- ---I---f--~ 

-- I 4 '-- 2 - I 0 ~ 14 
r-- -------- -------------

-I -I 4 -I -I 315 

1------------------
-) -) -I o 107 

I--- ----------------
-I 4 -, 0 114 

I-:- ---' - ----------1-
- 1 - 1 4 -I 0 121 

I--- --------------1-
-I - 1 4 0 57 
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c) 4 EinzellastC'I1 P14. symmetrisch zur x-Achse. antimetrisch zur y-Achse (Abb.672c). 

3 5 6 8 9 II 12 P/4 

4 -I -2 o 

-I 4 -2 o 37.6 

-I 4 -1 -I o 82.8 

-I -I 4 -I o 49. 8 

-I 4 -I -I 230 •8 

-I -I 4 -I o 

-I 4 -I o 66.8 

-I -I 4 o 

k= 12 

d) 4 antimetrische Einzellasten (Abb.672d). 
P Pa 2 

5 8 9 II 12 4 

4 -I -I 0 64.6 
r---- --------I-
-I 4 .- I 0 34.4 

r---- --------,-
-I 4 -I -I 1 224. 2 

t-- --------I-
-I -I 4 -I 0 73. 2 

r---- --------I-
.- I 4 -I 0 64. 6 

r---- --------I-
-I -I 4 0 34.4 

k= I 2 3 4 5 6 7 8 'J 10 II 12 

wI y = 0 0 0 0 49 36 0 96 60 0 49 36 

Die Superposition der Einzelergebnisse liefert die Ausbiegung infolge P = 1 im Punkt 8 
mit wk = w[ + w£I + WI/I + w£Y nach der Zusammenstellung auf S. 692. 

Das Ergebnis ist in Abb. 671 dargestellt. 

5. Schnittkrafte nach (1003) ff. und (1008), z. B. 

36N Pa2 r 1 '1 
M'. 8 = (i2 . 105 N L - 890 + 2·1029 - 580 + '6 (- 919 + 2 . 1029 - 573) ~ = 0,246 p. 

36N Pa2 [I l 
M •. 8 = ~ . J05N 6" (-890 + 2 ·1029 - 580) - 919 + 2 ·1029 - 573_ = 0,239 P 

3GN ( 1) Pa2 
M ••. 1S = 4at 1-6" 105N·[-339-339-339-339J=-0,102P. 

A x ,18 =2~~~ 1~;~ [4(3-~)580-2.1029-2(2- !)(548+339)]=1,36Pla . 

.1 •• 13 = 216N. Pa2 [4 (3 _1.) 523 - 2·890 - 2 (2 - .!.) (573 + 365)J - 138 Pia 2 a" 10; N 6 6 -,. 

44-* 
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Die Schnittkrllfte sind in Abb. 673 dargestellt. Der Auflagerdruck ergibt sich etwas zu groB. da 
da<; Integral langs des ganzen Randes etwa 1,4 P wird. Der Fchler nimmt mit der Gitterteilung abo 
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Abb.073. 

a) Biegungsmomente der frei aufliegenden b) Randkrlllte der Irei aufliegenden recht. 
rechteckigen Platte mit einer Einzellast P. eckigen Platte mit einer Einzellast P. 

Die Aufgabe kann auch mit einem Ansatz gelOst werden. wenn ein 
groberes Gitter gewahlt wird. Fiir das Gitter nach Abb. 674 lauten 
Z. B. die Differenzengleichungen mit s = a/3 

P Pa2 

8" 8'" 2' 2 8' 8 .. 
.. -I -I 0 218 II 

- --------- f P 
-I .. -I 0 31 3 I' 

- -------- - 1$ 

t h .. "" 1-'- ~.-
-I .. -I -I 0 552 I 

r----------I- i ri -I -I .. -I 0 1035 
r----------I- I-~-J 

-I .. -I 0 958 Abb.674. 
r-----------

-I -I .. .. 32 75 

k= 8" 8'" 2' I 2 I 8' 8 

w..,= 285 345 575 I 186 I 680 1186 Pal/loiN 

Diese Werte sind als Nllherung durchaus noch brauchbar. wie der Ver
gleich mit der Zahlentafel am Rande der Seite zeigt . .Filr die Schnitt
krllfte sind dagegen gr6Bere Abweichungen zu erwarten . 

So ist z. B. Me •• = 0.176 P gegenilber 0.246P. Genauere Werte 
ergeben sich, wenn die Biegeflilche mit den Nllherungswerten auf
gezeichnet wird und die Ordinaten zur Bestimmung der MQmente fiir 
eine engere Teilung der Zeichnung entnommen werden. Auf diese Weise 
wird z. B. Mz •• = 0.255 P. 

Berechoung eioer Behilterwand mit hydrostatischer Belastunll. 

Die rechteckige Seitenwand eines Behillters mit quadratischem GrundriB ist am oberen 
Rande frei. am unteren elastisch eingespannt und an den Seiten starr eingespannt. Sie kann 
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daher in erster Annl!.herung als Platte berechnet werden, die an drei Seiten starr eingespannt 
und an einer Seite krl!.ftefrei ist. 

Urn die Rechnung abzukiirzen, ist I' = 0 angenommen worden. 

1. Gitterteilung (Abb. 675). 
a b 

s = -- =-. 
3 4 

2. Randwerte nach (938) und (943). An den eingespannten Rl!.ndern ist 

W18= W. usw., 

Am freien Rand ist M. = 0, A. = O. Mit (1003) folgt daraus 

W,=O. 

Diese Beziehungen liefern mit (1005) 

W10= Wl- 12 w.+ 8w,+ 1~w6''''' 8w •• 

Wll= w.+ 4wa- 12w,- 4W6+ 12w •. 

3. Die Belastungszahlen. Die hydrostatische Belastung wird nach S. 682 iiber den Platten· 
rand hinaus stetig fortgesetzt und nach dem Hebelgesetz auf die Gitterpunkte verteilt (Abb.675). 

P6=P,=0. P,=P,=~Po. Pl=PI= ~Po. 1'17=1'11=1'0' 

\ I 
\ I 

\~\ 
~---\ 

i. b ra 
Abh.67G. 

4. Differenzengleichungen (1000) fiir die Gitterpunkte Ibis 6. Beim Aufstellen der Differenzen· 
gleichungen werden die Randbcclingungen unter 2 bcriicksichtigt. 

Pn al 
WI U', loooN 

21 -16 - 8 4 I 8,23 

-8 23 2 - 8 1 8,23 

-8 4 19 -16 -6 4 

2 - 8 - 8 21 2 - 6 

2 -12 8 16 -16 o 

2 4 -12 -8 18 o 

5. Die Iteration einer Naherungslosung liefert 

k= I 2 3 4 5 I 6 

U'k= 2,003 1,362 Z,26S 1,72!! :l,321; I 1,44:4 Po a 4/lOoo N 

Die Bicgcflache ist in Abb.676 dargestellt. 



694 72. Die Abschll.tzung des Spannungszustandes in rechteckigen Platten nach H. Marcus. 

6. Schnittkrafte nach (1003) ff. und (1012). z. B. 

9N Po a' . 
M •. 17 = Q2 1000N [- 2,003 - 2,003] = 0,036 poa~, 

9N poa' 
M",lI = Q2 1000N r - 1,442 -1,442] = 0,026 poa2 • 

27 N Po a' poa 
A •• 17 = 2 a3- 1000N r16. 2,003 - 2.2,658 - 4.2,724] + II = 0,38 poa. 

Die Schnittkrafte sind in Abb. 677 eingetragen. 

Abb.677. 

Marcus. H.: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung 
biegsamer Platten. Berlin 1924. u. Arm. Beton 1919 S. 107, - Nielsen. N. S.: Bestemmelse 
af Spoendinger in Plader ved anvendelse at Differensligninger. Kopenhagen 1920. - Kirsten. 0.: 
Beitrag zur Berechnung der rechteckigen Platte mit beliebigen Randbedingungen. Diss. Dresden 
1924. 

72. Die Abschatzung des Spannungszustandes in rechteckigen 
Platten nach H, Marcus. 

Die Anwendung der Plattenstatik im Bauwesen ist durch die Beschreibung der 
statischen und geometrischen Zusammenhange mit Differenzen und Differenzen
gleichungen aus den Ordinaten Wk der elastischen Flache wesentlich gefordert wor
den. da die Aufgaben mit einfachen mathematischen Hilfsmitteln fiir die Bediirf
nisse der Technik hinreichend genau gelOst werden. Da es jedoch in vielen Fallen 
geniigt. das Spannungsbild zur Beurteilung der Sicherheit des Tragwerks in elemen
tarer Weise summarisch zu erfassen. wird die Plattenbiegung in erster Annaherung 
mit der Formanderung zweier sich rechtwinklig kreuzender Tragerschaaren 11):' 11/ 
verglichen. die sich unabhangig voneinander durchbiegen und die an den Enden 
unter denselben Bedingungen gelagert sind. wie der Plattenrand. Die Formanderung 
der Trager 11): eutsteht durch eine Belastung p (x). diejenige der Trager 11/ aus einer 
Belastung p (y). Ihre Summe ist an jedem Kreuzungspunkt (x. y) gleich der vor
geschriebenen ~elastung p = P(x) + PCv) (Abb: 6781. Bilden die Tragerschaaren 
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einen Rost (Abschn.65), dessen Elemente sich an den Kreuzungspunkten nicht 
mehr relativ zueinander verschieben, so entstehen fUr P (x) und p (y) Bedingungs
gleichungen, die sich jedoch nur dann einfach anschreiben lassen, wenn allein zwei 
ausgezeichnete Trager III)' 11/ betrachtet werden. Hierfiir werden die Trager mit dcr 
grai3ten Durchbiegung ausgewahlt. 

Bei freier Auflagerung der Platte (Abb.678) sind die grai3ten Durchbiegungen 
der Trager in Tragermitte 

15 5 pzl! 15 = ~ P.I: 
z=384EJz' 1/ 384EJ.' 

wenn p (x) , P (y) in erster Annaherung konstant angenommen werden. Da p = pll) + Pv 
und ()II) = 1511' so ist fUr J II) = J 1/ 

/4 14 
pll) = 14 -:. [4 p, P1/ = /4 +" 14 p. 

x y x y 
(1017) 

Die Anteile PII)' P1/ von P andern sich mit der Art der Stiitzung des Plattenrandes. 
Ihre Grai3e ist fUr jeden Fall in der Dbersicht S. 698 enthalten. 

Die Formanderung der Platte unterscheidet sich von derjenigen eines Tragers 
111),11/ durch die Verdrillung der Plattenstreifen infolge 
von Schubspannungen an den Streifenrandern. Sie 
bilden an Streifen mit x = const Drillungsmomente 
Mil) II' an Streifen mit y = const Drillungsmomente 
M IIIIJ , welche die Durchbiegung der Platte im Vergleich 
zu derjenigen des Tragers verkleinern und daher bei 
gleicher Ausbiegung die Tragfahigkeit der Platte im 
Vergleich zum Trager vergrai3ern (Abb.678). Dieses 
Bild wird von H. Marcus zur Beschreibung der 
Plattenbiegung verwendet. 

Die Drillungsmomente stehcn nach S. 645 mit der 

" 

II 
I 

'j 
r' '~ 

aa w ;zo 

Plattenbiegung in folgendem Zusammenhang: ~. 

Mil) II = MIII1J= -N(I-p,)-axay' , " Abb.678. 

Sie andern sich beim Fortschreiten in der x- od~r ~la--l' 
y-Richtung urn oMII)II/ox oder oMIIII)/oy, so dai3 an 
einem Plattenstreifen III) oder III von der Breite b ein Unterschied Mil)' Mil der 
Drillungsmomente entsteht, 

MII)=ba:;o= -N(I-p,)ba~3;Y2' MII=ba::V=-N(I-P,)ba~2~y' (1018) 

der sich als Belastung der Streifen III)' III durch ein stetig verteiltes Kraftepaar 
Mil)' Mil deuten lai3t. Dieses erzeugt die Biegungsmomente M~, M~, die mit den 
Biegungsmomenten Mil)' M 1/ aus der Belastung PII)' PII iiberlagert werden. Das Er
gebnis M;, M; zeigt folgende Form: 

111.: = Mil) + M~= Mil) (I + :~) = Mil) (I - 'PII))' I 
M;= M1/+ M~= Mil (I + ::) = MII(I- 'PII)' 

(lOI9) 

M~ = - b Ja:;!:dx + C1 = - N (1- p,)b :2)~ + C1 = - N (I - p,) b e~ + C1 , 

M' = _bJaJl.~'Vdy + C2 = -N(I-p,)b~-UI + C2 = -N (I-p,) b~ + C2• II ax ax2 et 

Die Integrationskonstanten Cl , C2 sind bei achsensymmetrischer Belastung und frei 
drehbarer Auflagerung der Streifenenden Null. Die Biegungsmomente M~, M~ 
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werden also von der Verkantung der Streifen I"" III bestimmt. Sie erzeugen allein 
die Ausbiegung w~. w~. die mit cler Ausbiegung w"" w lI aus der Belastung p",. PII 
iiberlagert. die Formanderung w; ,w: der Streifen der Plattenbiegung angleicht. 

w; = w"'+ w~, w:= w lI + w~. 

Wird der Verlauf der Biegungsmomente M~, M~ in erster Annaherung als ahnlich 
zu demjenigen von M"" Mil angenommen, so ist ebenfalls in erster Annaherung 

w~/w",= W~/WII= C und w~= CW"" w~= cW y 

und mit 'l£!; = w; ebenso wie auf S. 695 

l~ I! 
w'" = w lI ' also p", = I! -+- I:P, Pu = -n + liP. 

Die Biegungsmomente M~, M~ der Streifen I"" III aus den Drillungsmomenten sind 
von H. Marcus durch den Vergleich mit den Ergebnissen der strengen Theorie in 
Plattenmitte abgeleitet worden. . 

Die Grenzwerte der Biegungsmomente M~ = - fP",M:IC' M~ = - fPl/ M 1/ zweier 
ausgezeichneter Plattenstreifen I"" III mit dem Unterschied M"" Mil der Drillungs

momente an den Intervallgrenzen als Belastung 
konnen nach H. Marcus durch 

( Iv)2 
fPlI = C'" T; (1020) 

angegeben werden. Die Beiwerte c"" c" beschreiben 
dabei im wesentlichen die Randbedingungen der 
Platte. Sie werden von H. Marcus aus einem Ver
gleich mit denselben Biegungsmomenten der Platten
theorie abgesch1i.tzt. 

5 21-I,max 
CfI =-6 -M • 

- Oz 
(1021) 

In diesem Ansatz sind AI ",max' M II max die graBten 
Abb.679. Biegungsmomente aus der Belastung PII:' P1I der 

Plattenstreifen Ix. I" mit den vorgeschriebenen Rand
bedingungen. Mox. Mo" die groBten Biegungsmomente zweier frei aufliegender 
Plattenstreifen lx, ill fUr die volle Belastung P = p", + PlIo Die graBten Biegungs
momente der drillungssteifen Platte M;max, M:max entstehen daher nach H. Marc u s 
in erster Annaherung aus einer einheitlichen Lasung 

M;max = M",max (l- fPx) = Mxmax "x, M:max = Mllmax (1 - fPlI) = M"mn "11' (1022) 
deren Ergebnisse sich mit denjenigen der Plattentheorie vergleichen lassen. 

An den eingespannten Plattenrandern sind nach (942) keine DrillungsmQmente 
vorhanden. Die Schaulinien der Biegungsmomente am Rande beriihren die Bezugs
achsen an den Ecken (S. 679). Als Mittelwerte M x.' M yr geniigen die Einspannungs
momente der ausgezeichneten Plattenstreifen lx, 11/ aus der Belastung p"" p" 
(Abb.679). 

M Pxli 
x.= -12' 

M _ _ pyl~ _PI; 
11' - 12 < 24 (1023) 

Der (~renzwert kann nach H. Marcus mit 

M P~l;, 
xmln = - 1211" • (l024) 

angenommen werden. 
Das Bild der Biegungsmomente in den mittleren Querschnitten ist durch die 

strengen Losungcn der Aufgabe in Abb.649 gegeben. Das Ergebnis ist in der 
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[abo 65 enthalten und wird in den bekannten Bestimmungen des Deutschen Aus
schusses (§ 23) verwendet. Die Platten Abb. 685 und 686 sind danach gerechnet worden. 

Die Rechenvorschriften fUr die rechteckige Platte lassen sich auch zur Ab
schatzung der Biegungsmomente in durchgehenden Platten anwenden, da die Rand
bedingungen der einzelnen Felder bei gleichfOrmiger Belastung angenahert mit 
denjenigen der einzelnen Platte mit frei aufliegenden oder eingespannten Randern 
iibereinstimmen. Schachbrettartige Belastung wird umgeordnet und besteht dann 
aus der gleichfOrmigen Belastung (l,P = pj2 und aus abwechselnder Belastung der 
Felder mit (2)P = ± pj2, so daB P = (l)P+ (2,p. Die Randbedingungen der Felder 
sind fiir (2'p, unendliche Ausdehnung der Platte angenommen, mit freier Auflagerung 
identisch. 

DrillunJ1smomente. Die Tragfahigkeit einer Platte beruht, verglichen mit dem 
Tragerrost, auf der Mitwirkung der Drillungsmomente. Die gr6I3ten Biegungs
momente von Platte und Rost stehen nach (1022) im Verhaltnis v"" VII' 1m iibrigen 
wird die Festigkeit der Platte durch die Hauptbiegungsmomente M I , MIl be
stimmt, die sich nach (921) aus M;, M: und den Drillungsmomenten zusammen
setzen. Diese treten nach (919) in folgende Bezie
hung zum Verschiebungszustand W (x, y) der Platte: 

ii2w a (aw) M = M = - N (1 - II) - = - N (1 - II) - -
TV 11'" r axay r ax ,ay 

a (iJW) =-N(I-Il)-- - . ay ax (1025) 

Das Drillungsmoment ist daher bei achsensymme
trischer Belastung an allen Punkten der Biegeflache 
Null, in den en die Tangentialebene an die Biege
flache parallel zur x- oder y-Achse ist, und wechselt 
auf diesen ausgezeichneten Parallelen das Vorzeichen. 
Es ist im erst en und uritten Quadranten negativ, 
im zweiten und vierten Quadranten positiv. Die 
Funktion lvf", 1/ erhalt einen Extremalwert, wenn Abb.680. 

aM •• __ 0 __ _ 0. (iJ2W) d aMzv iJ (a2w) ) 
ax a y ,iJx2 un -)iy = 0 = ax ay2 • (1026 

Die Bedingungen sind in einem Punkte 5 erfiillt, in welchem die Schnitte x = const 
und y = const der elastischen Flache einen gemeinsamen Wendepunkt besitzen. 
Die Ordinaten M", 1/ beschreiben daher vier K6rper, deren GrundriI3 mit M", 11 = 0 
durch die ausgezeichneten Geraden x = SA' Y == t.of bestimmt ist, die sich in dem 
Punkte 0 mit W = Wmax schneiden. Der Inhalt V eines K6rpers ist durch Integra
tion nach Abb. 680 

SAtA SAtA 

V = J f M"'lI dxd y = - N (1- Il) f f !x2;y dxdy = - N (1- ,n) 'U'max, (1027) 
o 0 0 () 

also proportional zur gr6I3ten Ausbiegung der Platte. Da nun die Drillungsmomente 
in erster Annaherung als lineare Funktionen angenominen werden k6nnen und bei 
starrer Einspannung langs des Randes Null sind, approximiert H. Marcus den 
K6rper als Pyramide und setzt 

V = - N (1 - Il) Wmax = ~ sAt A M~A~,max = - ~ SB tB MC:J,max 

= !sctcM~c~.max= - ~SDtDM~D~,max' (1028) 

Die gr6I3te Durchbiegung Wmax ist durch die Biegungsmomente M:max oder M:max 
und durch <lie Einspannungsmomente M"'T' MilT der beiden ausgezeichneten 
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Tabellc 65. _\bschiitzllng lIer gr60ten Bicgungsmomente in rechteckigcn Platten 
mit glcichmiiLlig \'erteilter Last nach H_l\Iarclls. 

frei aufliegender, IIII! II eingespanntcr Rand. 

", I-
p, = P I + i_' ' 

i,' 
p, = P 1+ ;," 

5 i,' 
Pz=P--+ H' 

2 5 F, 

2 

P. = P l + 5 i.' ' 

M _ PJ,z,; 
1 rr---g-' 

pz = P I + 5 )_' ' 

P. = P I + 5 i_' ' 

·1Iv1;rr =. 

I 

P. = P I + 2 i.' ' 

11 __ Pc t;, 
. .rr- 8' 

VI = VII = v, 

5 i,2 
V = I - 6" 1+ i_" 

Vx = Vv = V, 

5 i,2 
V = I - Ig I + )." 

pi;' 
M. r=--, (/.<1.), 

24 

1,,=1_71 ).2 
32 2 + 5 i,' ' 
5 ).2 

V.= 1- 3 2 + 5}," 

M Prl.~ 
~ xm&x = -g- V 

P.I~ 
}11. max = 8 v 

'" P.r.I~ 
l"f U'max = --. V 

72 

P.r. I;' M 7D1ax = -- v 
24 

P P 
M max = --.!!....!!.. v 

~ 24 

P I' v Nw _.r..r. 
max - 192 I + p2 

M zmax = ~8 p,.I;v r 12 ... 

N P .• J! g) Wmax = -- (1,064 + 2, 15 V. 
720 

25 
V. = I - I' g . -1-+-'---5-=).'"' ' 

M P .• I.; 
xmax = --v. 

24 

i_2 
'J.'.,= I 

5 Pyl~ 
l".1. max = -g- V. 

6 I + 5 i,' ' 

" PJ~, 
J.'1 wmax = -~--;-- - VIt' 

3ho 

V.l'= I 
5 i,2 

') I +2-;." 
15 i.2 

"'11 = I - 3 2 I + 2 ).t ' AI. max = ~g p,ll~v" • 1Z ... 

'11 _ Pyl~ , 'r- --g-
. P.t I.! V, 

Nlt'max = -- ---
192 I + V, 

v,. = Vv = V, 

15 i,2 
V = 1 - 32 '1 + )., ' 

" P ,./~ 6 8) 
1\ W max = -'...-'-- (I,o 4'+ 2, 15)' 

720 

!If -- _ pql~ 
l/'r- 8' 
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Plattenstreifen Lx, Lv nach Abschn. 20 bestimmt. Sie ist in der Tabelle S. 698 an
gegeben, so daB damit nach GL (1028) die Drillungsmomente errechnet werden 
konnen. Aullerdem werden von H. Marcus mit Abb. fi81 und !t = 0 noch die 
Quadraturen (1029) verwendet. Der C'rsprung des Koordinatensystems ist dabei 
1m Punkte 0 mit W = U'max angenommen. 

'" x 

J AI", f a2w 
dx = -N -

dx 2 

(J o 

fy fl!a2W 
MlI dy= -N ay2 

u u 

Abu. OS!. 

d x = - l\ -- = - N _. = F /
• T aw]x 8w 

L dx 0 ax:t' 

[ aw]'! aw dy = - N a;: ~ = - Nay = F lI , 

(1029) 

Daher gelten fur die Flachen aus den Bie
gungs- und Drillungsmomenten uber zugeord
net en Abschnitten der Strecken .t = const, 
y = const folgende Beziehungen: 

Die Auflagerkrafte der 
Platte. Die Querkrafte und 4 
Drillungsmomentean den Ran
dem der Platte werden ent
weder von einem Unterbau 
oder von Randtragem aufge
nommen. Der Anteil aus den 
Querkraften lallt sich bei den 
gleichen Randbedingungen an 

, 
(1030) 

A 

, y~. / 'y/ 
I 
~ 
I 

A 
"-
" 

Abu.O:<:!. 

l 

allen vier Randem angenahcrt aus der Unterteilung der Grundflache durch die 
Winkelhalbierenden in den Ecken angcben. 1\ach Abb.682 ist mit lu/lx = A > 1 

+ 1,/2 + 17'"2, 

J qxciy = Qx = !pl; (:21. -I) , J qll dx =Qy=}PI;. ( 1031) 
- './2 -I.(.~ 

Bei verschiedener Lagerung der Randcr kann nach H. Marcus 

geset~t werden, wobei jedoch fur die kurzen Winder dasjcnige Px oder Pv zu wahlen 
ist, das der quadratischen Platte entspricht. 

Die Drillungsmomente an eingespannten Randern sind NulL Dcr Verlauf der 
I )rillungsmumente am Rande des ersten Quadranten einer freiaufliegenden Platte 
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ist in Abb.683 dargestellt. Sie konnen durch einen Randtrager aufgenommen 
werden, der auf diese Weise eine Momentenbelastung mit entgegengesetztem Dreh
sinn erhlilt und damit nach Abb.678 am Rande III Biegungsmomente im Betrage 

~2 ~2 

von - J Mzvdy, am Rande lz Biegungsmomente im Betrage von - J Mudx 
1/ z 

erhaIt. Wird der VerIauf der Drillungsmomente 
in erster Annaherung linear mit M u .o am Eck

"fry,oj punkt angenommen, so sind die Biegungsmomente 
i'-"'T"-t--,..., in der Mitte der Randtrager 

If l./2 -fM d __ M"".ol. 
Zll Y - 4' 

o 
1.,/2 

Abb.683. f ]1-[11111.01" 
- Mudx = - --4- . 

o 
Abb.684. 

Da jedoch die Randtrager aufliegen, tritt zu den Stiitzkraften Qz, QII aus der 
Querkraft am Rande noch der Anteil 

Q' = rv = _ 2 M 0 = P II" 12 _}. _ 
z '<:1/ Zll. 3 II 1 + A' . (1032) 

Wurde die Platte ohne Versteifungstrager am Rande frei aufgelagert sein, so muB 
die ihnen zugewiesene Kraftwirkung durch 4 Einzelkrafte C = 2 M z II. 0 an den 
Ecken ersetzt werden, die mit der stetig uber dem Rand verteilten Kraft im Gleich
gewicht stehen. 

Die auBeren Krafte am Rande im Bereich der Ecken sind auch fur die Ab
schlitzung der Biegungsmomente wichtig. H. Marcus betrachtet die Ecke zur Ab
schlitzung der Biegungsspannungen als Stab mit veranderIicher Querschnittsbreite b 
und der Winkelhalbierenden als Achse. Er tragt neben der Belastung P die Rand
krafte. Die Biegungsmomente Ml des Stabes erreichen in der Plattenecke den 
GroBtwert im Betrage von -Mu .o mt/m und sind nach Abb.654 etwa in der 
Linie ] L Null (Abb. 684). Diese kennzeichnet daher einen Spannungswechsel fUr MI' 

Abschiitzung der Schnittkriifte In rechteckigen Platten mit 1./1" = 4/3 fur 
gleichmiBIge Belastung p. 

1. Frei aufliegende Platte. 

Abb.686. 

}. = 4/3 = 1.333. AI = 1.778. A' = 3.160. 
Nach Tabelle 65 ist 

3.160 9 
p" = P 4.160 = 0.75 p. 

1 
PIt = P 4.160 = 0.241 P • 

5 1.778 
II = 1 -"6 4.160 = 0.644 • 

M". max = 0.~59 ·0.644 P Ii = 0.061 P 1.:. 
Mil. ma" = 0.!41 .0.644 P I; = 0.0194 P l~ = 0.035 P l.~ , 

N Wma" = 0,;:9 ·0.644 PI! = 0.00678 PI! . 

Nach (1028) ist 

1 M 1" I" 000678 l' '3 "",.0"2"2=-' P z· M"".o = - 0.061 Pl.:. 
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2. Eingespannte Platte. 

A. = 4/3 = 1.333. 

p,. = 0.759p. P. =0.241 p. 

5 1.778 
1/ = 1 - Is' 4.160 = 0.881 • 

M,.. max = 0.~:9 . 0.881 p I! = 0.028 p z.~ . 
M •. max = 0.::1 . 0.881 P l~ = 0.00885 P l~ = 0.016 P l.~ • 

M,..r=- 0.::9 PI.~=-0.063Pl!. 

M. r = - ~ I; = - 0.042 P I: . 
• 24 -

0.759 0.881 l~ 000196 14 
N Wmax = ~ . 1 + 0.8812 P .. =. P .x:' 

Nach (1028) ist 
1 I,. I. _ 0 ·4 
'3 M,...o22 - -0.0 196pl". 
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Abb.686. 

MH • o = - 0.018 P l.~. 

Klagas: Auswertungder Marcusschen Formeln fiir vierseitig gelagerte Platten. Bauing. 1927 
S. 251. - Marcus. H.: Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten. 2. Auf!. Berlin 1929. 

73. Die Pilzdecke. 
Die Platten mit Zwischenstiitzung in Punkten oder Flachen sind von A. N ad ai, 

V. Lewe, H. Marcus und N. J. Nielsen untersucht worden. Dabei wurden zu
nachst gleichfOrmige Belastung und unbegrenzte Ausdehnung nach beiden Seiten 
angenommen, urn die Aufgabe durch Symmetriebetrachtungen zu vereinfachen. Die 
auBeren Krafte und die Randbedingungen fiir den Spannungs- und Verschiebungs
zustand eines Feldes sind in diesem Falle bekannt. Die Losung 
kann daher ebenso wie fiir eine rechteckige Platte nach S. 674 
angegeben werden. 

A. N adai betrachtet den Abschnitt Abb. 687 der gleichformig 
belasteten Pilzdecke mit den Randbedingungen 8w/8x = 0. 
Q.,. = ° und P = 4abP in den Schnitten x = ± a und den 
Randbedingungen 8w/dy = 0, Qu = ° und P = 4abp in den 
Schnitten y = ± b. Die Randkrafte P/4, Qu, P/4 am Rande 
x = ± a und die Randkrafte P/4, Qu, P/4 am Rande y = ± b 
konnen durch eine Fouriersche Reihe als stetige Funktion an
gegeben werden. Die Verschiebungen bestehen wiederum aus einer 
Teillosung w* fiir den Plattenstreifen mit 8w/8 y = 0 in y = ± b 

Abb.687. 

und aus einer zweiten Teillosung w**, welche zusammen mit w* die vorgeschriebenen 
Randbedingungen des Abschnitts erfiillt. A. N adai bemerkt auf Grund des Er
gebnisses, daB urn jeder Stiitze eine geschlossene Linie vorhanden ist, auf der das 
Biegungsmoment Mr urn die Tangente verschwindet. Sie schneidet die Diagonale 
des quadratischen Feldes mit der Seitenlange 2a in einer Entfernung von 0,46a, 
die Verbindungslinie der Stiitzen in einer Entfernung 0,42a yom Stiitzpunkt und 
laBt sich durch einen Kreis mit dem Halbmesser O,44a ersetzen. Der Spannungs-' 
und Verschiebungszustand kann daher in dem Bereiche der Pilzdecke urn den 
Stiitzpunkt mit guter Annaherung fiir eine frei drehbar angeschlossene Kreisplatte 
angeschrieben werden, die neben der gleichformigen Belastung p in 0 eine Einzellast 
P = - 4 a2p tragt, deren Querkraft an der Begrenzung r = O,44a bekannt und 
deren Verschiebung Wo Null ist. 
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Eine ahnliche.Naherungs16sung ist von V. Lewe fonnuliert worden. Sie wird auf 
eine ringsum beweglich eingespannte Kreisplatte vom Radius R bezogen, deren Quer
kraft Qr. fiir r = R Null ist (Abb.688). Daher ist R aus der Bedingung nR2 = 4a2 
mit R = 1,1286 a vorgeschrieben. Die Platte liegt auf einem kreisfOnnigen Pilz mit 
RI = rla und ] = 00, so daB die Pilzdecke im Bereich der Stiitze mit einer Kreis
ringplatte verglichen werden kann, deren Fonnanderung in r = RI durch die Rand
bedingungen dw/dr = 0, Qr. = - P(R2_Rf)/2 R1 , in r = R durch die Rand
bedingungen dw/dr = 0, Qr. = 0 bestimmt ist. Beide Losungen konnen mit den 
Tabellen 63 u. 64 angeschrieben und auch fiir zwischengeschaltete kreisrunde Platten 
nach Abb. 689 erweitert werden. 

Die von V. Lewe angegebene strenge Losung fiir die beiderseits unbegrenzte 

. gleichfOnnig be1astete und f' 
1IIIIIIIIIIIIIr 11111111 rege1mlUlig unt'C"t;;t't~ l'ibc 11111111111111 kl mll1l1lllll 

decke beruht, Wle berelts auf I ) 

I ' I S. 674 bemerkt, in der Ent- . 
-la, H--;o.j . wicklung einer bekannten, aus 

tpf'Sr der Belastung_p und dem fp.9'.1t 
Abb. 688 Flachendruck p bestehenden Abb. 689 

. periodischen Funktion in eine . 
doppelte trigonometrische Reihe. Damit kann die Losung fiir das Feld Abb. 687 
ebenso wie bei der rechteckigen Platte (983) nach N a vier angeschrieben werden. 
Leider konvergieren die Reihen vor aHem fiir die Schnittkrafte schlecht, so daB 
die Zahlenrechnung miihsam und umfangreich ist. Sie wird durch eine Anzahl von 
Tabellen erleichtert, die Lewe seinem mehrfach erwahnten Buche beigegeben hat. 
Diese enthalten auch Angaben fiir zweiseitig und aHseitig begrenzte Pilzdecken mit 
Streifen- und Schachbrettbelastung. Die Anwendung der Differenzenrechnung auf 
die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes von Pilzdecken ist 
v,on H. Marcus und N. ]. Nielsen gezeigt worden. 

Die Berechnung einer nach zwei Seiten unendlich langen l'ilzdecke mit einer 
Stiitzenreihe und frei aufiiegenden Riindern. 

Ansatz. Die Aufgabe kann mit Differenzen in einer Stufe nach (1000) oder in zwei Stu fen nach 
(1001). (1002) gelost werden. Da die Iteration einer Anfangslosung in beiden Fallen infolge der 
schlechten Konvergenz versagt, bleibt nur die algebraische Auflosung der Gleichungen nach 

C. F. Ga u B Ubrig, urn die Ausbiegung 
If ~ W so genau angeben zu konnen, daB I k E::i die Schnittkrl!.fte trotz der Fehler- -...--i---,.....".-..---+-.....,.."""T" 

empfindlichkeit der Rechnung naeh 
.If , (1003) ff. brauehbar sind. Die algebra-

>"~>>>>,-;;;,, ; ische Auflosung in zwei Stufen ist 
naturgeml!.B einfacher, obwohl dann fUr i t j j ~t 1 die StUtzpunkte wegen ihrer singularen 

. , Ia. . . . ,Eigenschaften keine Differenzenglei-
..Ff-.t-'j.t-. ttt·t chungen angeschrieben werden konnen, 
L ' , 1 . jj , solange die StUtzkrl!.fte unbekannt sind. 
F t t ;= -t 'T -.I Deshalb werden diese als ·statisch un-

O .HI 0 .HI 0 bestimmte GroBen eines Hauptsystems, 
Abb.690. des frei aufliegenden Plattenstreifens, Abb.69L 

berechnet. 
Bezeichnet WI die senkrechte Versehiebung eines Punktes des Streifens infolge - Xl = I • 

• wo diejenige infolge der Belastung, so ist 

W = Wo - Xl WI' 

an der Stiitze k: Wk=O=WkO-XIWkl' 

(1033) 

Xl = WkO/WU' (1034) 
Belastung. Die Schnittkrlifte werden fUr gleiehml!.Big verteilte Last, Sehaehbrettlast 

und Streifenlast angegeben. Bei gleichml!.Big verteilter Last ist der Spannungs- und Form-
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anderungszustand durch die Symmetrieachsen I, II, III Abb.690 ausgezeichnet, so daB es 
geniigt, einen von diesen Achsen begrenzten Abschnitt zu untersuchen (Abb. 691). Durch 
Belastungsumordnung ergeben sich daraus auch die Schnittkrafte ftir Schachbrettlast und 
Streifenlast. 

I. Berechnung fUr gleichmiiBig verteilte Last p tim!. 

A. Belastung des Hauptsystems durch -Xl = 1 in allen Angriffspunkten 
der Zwischenstiitzen. 

1. Gitterteilung. s = a/8. 
2. Randwerte. M und w sind zu den Achsen I, II, III clymmetrisch; am Rande Null. 
3. Differenzengleichungen (1001). (1002) fiir 16 Gitterpunkte (Abb.691). 
Die Belastungszahlen PkS2 der ersten Stufe sind bis auf diejenige fiir den Angriffspunkt (4) 

der Zwischenstiitze Null, dagegen ist p,sz = 1. Die Belastungszahlen der zweiten Stufe sind 

MkS2 Mk a2 
-N-=64"-""N 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 II· 12 13 14 15 16 a2/N 

4 i-2 1-2 ! a M I /64 
-j--~-. 

-1 4 -I -2 I a M z/64 
r---- -. . - -- ------ .-._-

I 
-1 4 -I -2 ! I a M3/ 64 i 

-2 4 -2 [ 
M,/64 

-I 4 -2 -I 0 M5/ 64 

-1 -I 4 -1 -1 a Ms/64 

-I -I 4 -I -I 0 M7/ 64 
-- t-- -- --- --

-I -2 4 -1 0 Ms/64 

-1 4-2 -1 a Me/ 64 
---~ 

I -1 -I 4 -1 -I o I MIO/64 

-I -I 4 -1 -I a I ]\'111 /64 

-1 -2 4 -I a M12/ 64 

-I 4 -2 a .'1113 /64 

-I -I 4 -I a Mu/ 64 

-1 -1 4 -1 a M 16 /64 
.-

-1 -2 4 a J1f16 /64 

4. AufiOsung.Um den Ansatz fiir die Anwendung des GauBschen Algorithmus zu ver
einfachen, wird das System partieller Differenzengleichungen zweiter Ordnung in simultane 
Gruppen totaler Differenzengleichungen verwandelt. Das Verfahren ist von H.l\[arc us allgemein 
gezeigt worden. Die partielle Differenzengleichung jeder der beiden Stu fen enthalt neben drei 
Wurzeln Moder w mit den FuBziffern (k - 1), k, (k + 1) einer Zeile k noeh zwei Yorzahlen 
mit den FuBziffern i, I der benachbarten Zeilen. Daher besteht der Sinn der Transformation 
darin, die \Vurze1n einer Zeile k derart durch ebenso viele unabhangige neue Unbekannte zu 
ersetzen, daB in den transformierten Gleichungen nur die FuBziffern dreier aufpinanderfolgender 
Zeilen erscheinen. Auf diese Weise entstehen hier vier voneinander unabhangige (;ruppen 
von totalen Differenzengleichungen, von denen jede soviel dreigliedrige Gleichungen und Un
bekannte enthalt, als Gitterpunkte auf einer Zeile liegen. 

Das Gitter Abb. 691 zur Berechnung der Pilzdecke besteht aus vier Zeilen und vier Normalen, 
die sich in 16 Gitterpunkten schneiden. Daher lassen sich in der Matrix unter 3 vier Gruppen von 
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je 4- Differenzengleichungen unterscheiden. Von diesen wird eine mittlere mit den Gitterpunkten 
5 == k bis 8 == k + 3 herausgegriffen. urn an einem Beispiel die Transformation zu zeigen. Die 
dieser Gruppe zugeordneten Gitterzeilen werden mit i == 1. k == 5. I == 9 unterschieden. 

M. 11/Hl . ,'If HI M'+ 3 Mk Mk+l Mk+1 M k+3 M, M'+l M'+I M '+3 

-I 4 -2 -I Ck 
--- ---------

-I -I 4 -I -I Ck+l 
------------------ -

1- -I 4 -I -I Ck+1 
- ------------------.-• 

-I -2 4 -I Ck+3 

Die Gleichungen werden mit ctl • ctl • ct3 • ct, multipliziert und darauf addiert. Das Ergebnis lautet: 

- ct, ilf, - ct2 M'+1 - «X3111;+1 - «X~ llfl+3 + (4 «Xl - «XI) 11fk + (- 2 «Xl + 4- ct! - «X3) 1Ilk+l 

+ (- ct2 + 4 cta - 2 «x,) ,Uk+1 + (- ct3 + 4- ct,) M k+3 - ctl :1f, - «X2 111'+1 - ct3111'+2 - ct, M'+3 

(l035) 

es wiederholt sich nach Eintauschung der zugeordneten Ful3ziffern bei jeder der vier Gruppen. 
Urn unabhangige Wurzeln totaler Differenzengleichungen zu erhalten. werden die Vorzahlen 
derart bestimmt. dal3 

4- «x, - «XI = ,- 2 «Xl + 4- ct2 - ct3 = - ct2 + 4 «X3 - 2 ct, = - «X3 + 4- Ot, = C 

«Xl cta «X3 ct, 

ist. Damit geht Gl. (1035) iiber in 

- (ctl M, + cta M'+l + cta M'+I + ct,1lfj +a) + c (Otll'''lk + «Xt M'k+l + «Xa M k+1 + ct, Mk+3) 

- (Otl M, + ctl 21-1'+1 + ct3111'+2 + «x, 111'+3) = ctl C. + «X2 Ck+l + «X3 Ck+2 + «x, Cl'+3 • 

und mit der Substitution 

ctl,\1, + ct2 ,U'+l + ct3 M/+2 + ct, ~lj+3 = T. 
wird daraus 

-'T, + c T. - T, = ctl Ck + ctl Ck+l + ct3 Ck+2 + ct"Ck+3' 

Die Gl. (1036) liil3t sich folgendermal3en umformen 

ct2 «Xl ct3 ct2 ct, ct3 
--=-2-- - =-- - 2 -=-- =c -4=1" 

ctl ct2 «X2 cta ct3 ct, 

Daraus pntsteht das Gleichungssystem 

ctll' + ct2 = 0 • ) 
2 ctl + ctll' + ct3 = 0 . 

«X2 + ct31' + 2 ct, = 0 . 

ct3+ct,1' =0, 

~Iit Otl = 1 liefem die ersten drei Gleichungen 

ct2=-I'. Ot, = ~ (3 - p~) 
2 

und aus der lctztcn folgt die algebraische Glcichung 4ten Grades hir It: 

I" - 51,2 + 4 = 0 

(1036) 

(1037) 

(1038) 

(1039) 

(1040) 

(1041) 

(1042) 

mit den vier \Vurzeln /'1.2 = ± 1. /'a., = ± 2. so dal3 mit (1040) vier Systeme von Ot Vor
zahlen bestimmt sind, 

I' +1 -I +2 -2 

ctl 1 1 1 1 

«X2 -I 1 -2 .! 
(1043) 

«X3 -I -, 1 2 ., 

«x, 1 -I -I 1 
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Sic werdcn nac" (1038) zu der folgendeo Substitution verwendet. 

# = 1: 

It =- 1: 

# = 2: 

#=-2: 

1I1k - .1[k+1 - :1['+2 + lI[k+3 = T k , 

?vI. + .1Ik~1 - .11'+2 - 111;'+3 = C\, 

·~Jk - 2 Jlk +1 + 211[k+2 - M k+3 = F k , 

lIIk + 2111k+1 + 2 Mk+2 + M k+3 = IVk , 

c = 5, 

c = 3, 

c = 6, 

c = 2. 
Die Gl. (1035) geht damit in vier neue, voncinander unabhangige Glcichungen tiber. 

.- T j + 5 Tk -. 1', = g, - gk+1 - gk+2 + gk+3 =}.T , 

-- U; + 3 t·" - [', = gk + gk+1- gk+2 - gk+3 = i. u , 

-. Vi + 6 I'k -- I', = g. - 2 gk+1 + 2 gk+2 - gk+3 = }.l· , 

- lV i + 2 Ilk _. W, = f:k + 2 f:k+1 + 2 gk+2 + gk+3 = i.", . 

(1044) 

(104f~) 

Sind die neuen Unbekannten 1', L', I', IV dieser Gleichungen berechnet, so folgt aus (1044) 

;\Ik =,', (2 Tk + 2 Uk + Vk + Wk') '1 
M"+l=,':(-Tk + Uk-Vk+Wk), 

.11,.+2=,':(-1',- Uk+Vk+Wd,f 

1I1k +3 ~.~ ,I: (21'", - 2 Uk - I'k + II'kl. 

(1046) 

Die Anwendung der Substitution (1044) allf dic l\Iatrix S.703 licfert die vier folgenden, von
einander unabhangigen Gieichungssystellle. 

Zur bequemeren Superposition werdell gieich die \Verte T/6, U/6, 1'/6, Wi6 ausgercchnct 
und jeweils die erste der Gleichu'ngen durch 2 dividiert, um syml11ctrische :\Iatrizcn zu erhalten. 

Ttl!> T5(6 1'9/6 T 1a/(; (l2;N U1/'6 U 6,'6 U 9 '6 C' 11ft> a2jN 

2,5 -I 1/1 ! i. T , IiI! 1,5 -I -I 12 i.U,I!IZ 

------ ------
-I 5 -I 0 i. T ,2/G - 1 3 -I 0 i'U,2/1; 

------ -----
-I 5 -I 0 i·o/f> 

1-_~I -I 5 0 i. T ,4/!> 

-I 3 -I 0 i.u,a/6 
------

-I 3 0 i' U,4/6 

VII!> Vs/6 Vg/6 V 1a/6 a2!N W J6 Ws/6 W 9/6 WIa/6 a2jN 

3 -I - 1/12 Av,1/ 1 ! -I 1/1Zii.w,I/12 
f---------:------ --- ---

-I 6 -I ° ). v, 2/6 -1 2 -1 « ).w:j(;J 
>--- ----- - >------ ---I-

-I !> -1 ° i. v, a!!> -1 2 -1 0 i. w,a(6 
- ------ - f--- ------I-

-1 !> () i. v,4/t, -1 2 0 )'W,4/6 

Die }.-Zahlen beziehen sich auf die zweite Stufe des Ansatzes. 
Die Aufliisung dieser Gleichungen fUr die erste Stufe liefert 

TJ6 0,036 369 UJ6 - 0,°74468 V1!6 - 0,029463 W 1/6 0,333332 
T sl6 0,007590 U 5!6 - 0,028 369 Vs/6 - 0,005 0 55 W s!6 0,249999 
T9/6 0,001581 U 9/6 - 0,010638 Vo/6 - 0,008666 W e/6 0,166666 
TIa/6 0,0003 16 U 10/6 - 0,003546 V 1a/6 - 0,0001 44 W13/6 0,083333 

Die Superposition nach (1046) ergibt die Momcntensummen 

M1 0,227 6 72 Ms 0, 203388 M9 0,147 686 M13 0,076 7 29 
A12 0,251957 M6 0,21<)096 M 10 0,1553 14 Mu 0,079 61 5 
Ma 0,341968 M7 0, 265724 Mu '.),174 857 M15 0,086 4 19 
1H4 0,58'1470 Ms 0,3 26 973 M12 0,191972 M18 0,091202 

die, durch 64 dividiert, nach So. 703 die Absolutglieder der zweiten Stufe sind. Aus diesen werden 
nach (lO45) die Absolutglieder der transformierten Gleichungen gebildet. 

Beyer, Ba~statik. 2. Aun., 2. Neudruck. 45 
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)'T 1/12 0,000284136 Au, 1/12 -0,000581 7 82 Av,lI'12 -0,000230178 Aw,l/12 0,002604156 
i. T:./6 0,000118596 )'U02/6 -0,000443 262 Av,./6 - 0,000078 98~ lw,./6 0,00390625 0 
AT,3/6 0,000024708 Au, 3/6 -0,000166223 Av,3/6 -0,000013540 )'M',3!6 0,002604167 
AT,,/6 0,000004942 )'u, ,/6 -0,000055408 Av, ,/6 -0,000002257 i' w,,/6 0,001302083 

Die Auflosung fur die zweite Stufe liefert 

TI/6 0,0001 35 UJ6 - 0;000694 VJ6 - 0,000086 WJ6 0,028645 
T&/6 0,000054 UJ6 -0,000460 V&/6 -0,000029 IVrJ6 0,026042 
To/6 0,000017 Ue/6 - 0,000242 V e/6 -0,000007 We/6 0,01 953 1 
T13/6 0,000004 U13/6 -0,000099 V 13/6 -0,000002 W 13/ 6 0,010 4 1 7 

Die Superposition nach (1046) ergibt die Durchbiegung WI' 

Abb. 692. Durchbieguog. 

WI,o = 0,013021 P a'/N, 
we,o = 0,009277 P at/N, 

WI,1 

W 2,1 

w3t • 

W',l 

a2/N 
0,02 7441 

0,02 790 3 

0,029 119 
0,030 392 

a2/N 

W 6,1 

w.,l 
w1,l 

wa,l 

0,025202 

0,025557 

0,026 4 1 9 

0,02 7 0 9 8 

42/N 
We,l 0,01 9 0 74 W l3 ,l 0,010226 
WIO,l 0, 01 9 2 80 W14,1 0,010 315 
wll,l 0,019749 W15,1 0,010510 

Wl2 ,l 0,020055 wI.,1 0,010625 

B. GleichmaBig verteilte Bela
stung des Hauptsystems mi t p t/m2. 

Die Losung (98]) fur den gleichmaBig 
belasteten Halbstreifen liefert 

wI,o = 0,012055 P a'/N, 
W13,O = 0,005056 P a'IN. 

Die Durchbiegungen der Punkte einer waagerechten Zeile des Gitters sind gleich. 

C. Der Stutzendruck der gleichmaLHg belasteten Pilzdecke. 
Nach (1034) ist 

x =p= w"o = 0,013021 paiN = '),428436pa2 • 

I we,l 0,030392 N a2 

D. Die Formanderung der PiJz
decke. 

Die Superposition nach (1033) ergibt 

p a'IN pa'IN 
WI 0,0012639 wI 0,0012572 

w2 0,0010664 W. 0,0011051 

wa 0,0005453 w7 0,0007358 

w, 0 wa 0,0004447 

pa'IN palIN 
we 0,0011054 W13 0,0006748 

w IO 0,0010170 w14 0,000636 5 
Abb. 693. Biegungsmoment •• wll 0,0008162 w15 0,0005530 

w12 0,000 685 0 w1ft 0,00050 37 

Die Durchbiegung ist in Abb. 692 dargestellt. 

E. Die Schnittkrafte. 
Die Schnittkrafte ergeben sich aus der Durchbiegung nach (1003) ff. Die Biegungsmomente 

M z und ,'.tI. sind in Abb. 693 fur die drei Symmetrieachsen eingetragen. 

II. Berechnun~ fUr Schachbrettlast (Abb.694). 

Die Bclastung winl umgeordnet in cine gleichmaBig verteilte Last + P/2 und eine abwech
sclnde Belastung ± P/2. Formanderung und Schnittkrafte der Pilzdecke fur die verteilte Last 
sind aus I bekannt. Die abwechsclnde Belastung bewirkt, daB sich jedes gleichartig belastete 
Fcld wie cine ringsum frei aufliegende Platte verhait, die nach Abschn.70 oder 71 berechnet 
wird. Formanderungcn und Schnittkraftc. sind in Abb. 695 dargcstellt, 
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III. Berechnun~ fiir die halbseiti~e Streifenlast (Abb.696) . 

Die Belastung wird umgeordnet in eine gleichmlHlig verteilte Last + p/2 und zwei abwech
selnde Streifenlasten ± P/2 nach Abb. 696. Diese bewirkt, daB sich jeder gleichartig belastete 
Streifen wie ein beiderseits frei aufliegender Plattenstreifen verhalt, der nach (981) berechnet 
wird. Formanderungen und SchnittkTafte sind in Abb. 697 dargestellt. 

Abb.694. 
a) Durcbbiegung. 

~-
I 

Abb.696. Durchbiegung. 

pa' 
o,OIJIJ.1IJ-,,-

Abb. 695. 

~Dl). U\H. 

b) Biegungsmomente. 

\ I 

\~ 
H ... 1 

Biegungsmomente. 

Die Berechnun~ einer nach einer Seite unendlich lan~en Pllzdecke mit einer 
8tfitzenreihe und frei aufiie~enden Randern. 

Die Berechnung wiTd auf das Endstiick mit der Lange b = % a beschrankt (Abb. 698). Da die 
Randwerte M und w auf der Geraden I I unbekannt sind, werden hier in erster Annaherung die 
Formanderungen und Schnittkrafte der nach zwei Seiten unendlich 
langen Pilidecken zugrunde gelegt. Der Fehler ist urn so kleiner, je 
groBer b gewll.hlt wird. Die Rechnung \Vird in zwei Stu fen durchgefiihrt 
und der Stiihendruck als iiberzahlige GroBe berechnet. Das Haupt
system ist ein Plattenhalbstreifen. Die Belastung sei gleichmaBig verteilt. 

A. Belastung des Hauptsystems mit -Xl = 1. 
1. Gitterteilung (Abb. 699). s = a/8. 
2. Randwerte. M und w sind an den aufliegenden Randern Kull, 

zur Achse I symmetrisch und auf der Geradcn I I vorgeschrieben . 

Mll,l 0,091 202 w2l ,l 0,010625 a2/N 
M 22• 1 0,191 972 W22 ,t 0,020055 
M n • 1 0 ,326 973 W23 ,1 0,02 7 09 8 
MU,l 0.584470 W 24 ,1 0,030 392 

til 
Abb.698. 

45· 



I 

708 73. Die Pilzdecke. 

3. Differenzengleichungen (1001). (1002) fiir die 20 Gitterpunkte (Abb. 699). 

10 11 12 1:1 U 15 18 17 18 19 20 a2/N 

4 -1 -, ! 
- - +- f---

0 ,1/ l/h4 

--I 4 --I -~ 0 .1[2/64 

I--~. 
-) 4 -)1 

t 
-z 

i -) ~ -) --.L -- 2 

0 lIla/h4 

0 ,1/c/64 

-) 4 i -2 ! 1Il24 •1 "15/64 -+- 11'24.1 

-) 4 _Ii -) 
1 

~ l- f--- f--

0 Me/64 

-) 
1 

---I 4 -) -- ) 0 M7/64 
-

-) -) 4 -) -) 0 Ms/64 

-) 1-- ) 

I 
-) 

I 

-11 
t~ I--f- .- -

I 
-_.) 

I 

I I 
I I ! , 

, , 
, , 

! 

1 , ! ! , 

1-01.,0----fa---~ 

7 

11 f2 f3" 15 22 011'0 

~ , I 
_ I .i..J. 

'f 12 14 ,+, ~ 
I r I I r ' 

-7-'7-6-7-~-iu 
Abu. 699. 

--- .. f---
4 _.[ -- I: 0 Me/64 

-) 4 I I-I 
i 

M 23 •1 M 1O/64+ W 23,. 

4-) ! -) 0 M 1J64 

-) 4 -) -[ 0 Mu/64 
I--

-[ 4 -) -) 0 Mu/64 

-) -1 4 -1 -1 0 Mu/6 .. 

-[ -1 4 -1 M 2I,l Mu/64+ fII7.I,1 

-1 4 -[ 0 M18/64 

-1 -I .. -I 0 M 17/64 

-1 -I .. -I 0 M 18/64 

-I -[ .. -I 0 Mu/64 

-1 -I 4 M 21,1 M 20/64 + w21 ,1 

4. Auflosung. Die Auflosung wird wieder nach S.704ff. 
durchgefiihrt. Mit c - 4 = I' lauten die Glcichungen fiir die 
tt Vorzahlen 

Ihre Losung ist 

(1.11' + (1.2;= O. 

(1.1+ (1.2P+ CX3=0, 

(1.2 + (1.aP + (1.c = 0 • 

(1.a + (1.,P + (1.5 = 0, 

(1.4 + (1.51' = O. 

otl = I, ot2 = - f.1-, (1.3 = - (1 - p 2). (1.c = P (2 - 1'2), (1.5 = 1- 3 p2 + ",c , 

p5 - 4 1'3 + 3 P = 0 , 

PI,S = ± 1 , Pa = 0, PM = ± y3 . 
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Die 5 Systernc x-V orzahlcn sind (Iah 

" -I (J 1'3 "':"13 

XI 

IX" -I t) -13 b 
IX~ -I 2 ., 

1X4 -I " - t 3 (3' 

1X5 -I -I 

SiL' fiihren zu dcr Substitution 

It =.1: 

I' = -1: 

II = 0: 

II = 1'3: 

I' = l'3: 

jV. - Mk+l 

Mk + :11k+l 

lIfk 

+ ,l1k +3 

- Jlk +3 

- JI.1'o+-l = :)k • 

-JI"t4=Tk • 

..l.. jl/"+4 = Uk, 

,11k - (3 Mk+l + 2Mk +2 -131111'+3 + .111'+4 = F". 

,V. + nl lIfk+l + 21\[k+2 + 13 ,lIk+3 + Jlk +1 = IV". 

c = 3. 

c = 4. 

c = 4 + y:t . 
c=4-l'3, 

a u~ dcr sich riickwarts ergibt 
\ 

Mk =id 3S.+3Tk +4Uk + Vk + 11"1')' 

Mk+l = I. (- 3 Sk + 3 Tk - 13 17k + y3lVk ) , 

Mk+2=-fi( -4Uk + 2Vk +2Wk ). 

'If k+3 = t'" ( :I 51' - 3 T k - f3 V k + l'3 Tr k) • 

M k +4 =1!,,{-3S.-3T.+4Uk + .Vk + IVd, 

DiL' Substitution (1047) fiihrt zu den fiinf uuabhangigen (;lcichungsgruppcn: 

TIll ~ T6'Il Tu/n Te/I2 

(1047) 

(1048) 

2 . .) - 1 1.5 J -I ' 1-;\l21,1/2 .j 

'--i-~---~ 
- 1 5 - I -I I 3 - I -- .1/23 ,1,'12 

---------

_~1'·-5~ 
-I 5 

~='- 'J J I - , - ){",,, 
I - I I 3 .- ,11 21 .1 11 

1'1!I2 1'6/12 1'11'12 1'16'12 

:---. ~II_~_I_I-II-·-
. I -I!'- I 

. I - _··_------·1---
- I -I - 1 

--~--.----

.. I -I 

2 + f~/ ~ I - I I I 
------I---:-! --I-~ 

- I : -I: 1.\ i-I 
-- _I __ . __ ! ____ 1 __ _ 

I----I~ I J~3IJ~ 
.11 22 ,1/ 11 

2 -- V3/,2' - I _1--------

- I .j-fJ - I 

-- -
- I 4-t3 - I 

1--'-1----
-I .j-1'3 
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I 

Das Ergebnis der Auflosung lautet: 

wI,1 0,0043143 wS,1 0,0039742 WU,I 0,0030156 wIS,1 0,0015832 
w2,1 o,o08833:! W7,1 0,0081 319 w12,1 0,0061787 W17,1 0,0033220 

u'3,1 0,01 3721 5 wS,1 0, 0126033 W13,1 0,0095488 WlS,1 0,0051605 
1£",1 0,01 90674 wV,1 0,01 74 222 .U'14,1 0,0130990 wU,1 0,0069910 
U'5,1 0,024799 1 WI0,1 0,022 4350 ,W15,1 0,016702<) w20,1 0,0088288 

B. Belastung des Hauptsystems mit gleichma13ig vertcilter Last p tIm. 
Die Durchbiegung des Halbstreifens wird nach (995)' berechnet. 

U'l,O 0,002 49 Ws,O 0,002 31 wn,o 0,00180 w18,O 0,00099 
wz,o 0,00473 W7,O 0,00439 w12,O 0,00340 w17,O 0,00187 
w3,O 0,00663 ws.o o,o061.'i W13,O 0,00475 WlS,O 0,00266 
wc,o 0,0081 7 wv,o 0,00757 w 14 ,o 0,005 85 WIV,O 0,003 20 
w&,O 0,00938 wI0,O 0,00869 W15,O o,o067 J W20,O 0,003 66 

wze,iI= 0,01032. 

C. Der Stiitzendruck. 

Abb.700. 

WIC,O 0,01032 
X 1 = -- = ---- = 0.339563Pa 2 • 

wU,1 0,30392 

D. Formll.nderung lind Schnittkrafte. - Die Durchbiegung betraglnach (1033) 

Wk= Wk,O - XI Wk,l' 

WI I WI U's w, Wi 

0,001025 I 0,001 73 1 0,001 97 1 0,001695 0,000959 P aCtN 

Schnittkrafte nach (1003) ff. Abb. 700 zeigt Durchbiegung und Schnittkrafte in der Sym
metrieachse I. 

-o,OZZT paZ 

Abb.702. 
a) Durcbbiegung 10. Ill. bJ Biegungsmomente. 

Die nach zwei Seiten unendlich lange Pilzdecke mit zwei Stiitzenreihen und frei 
aufliegenden Rlindern (Abb. 701) ist fur die Teilung 3: 2 bcrcits von H. Marcus berechnet 
wordcn l . Das Ergebnis ist zum Verglcich mit den Verschiebungen und mit den Schnittkraften 
auf S. 706 in ocr Abb. 702 eingetragcn. 

I Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe 2. Aufl. S.274. Berlin 1932. 
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H. Marcus hat in seiner bcreits mehrfach erwahnten Arbeit auch das quadratiscbe 
Mittelfeld einer nacb allen Seiten unendlicb ausiedebnten Pilzdecke untersucht. Die 
Ergebnisse sind in der Abb. 703 enthalten. urn sie mit den Schnittkraften zu vergleichen. die 
im Bereiche der Stiitzen nach den Be
merkungen auf S. 701 weiter unten als 
Naherung berechnet worden sind. 

Bieiunismomente im Bereicb der 
Stiitze fUr die nach allen Seiten 
unendlicb ausiedebnte Pilzdecke 

mit quadratiscben Feldem. 

1. Losung nach A. Nadai (S. 701). 
Stiitzenabstand 2 I. Radius der 

stellvertretendcn Kreisplatte a = 0.44 I. 
P = 4p12. Q = (P- pa21l)/2a1l. Die 
Losung wird durch Superposition der 

~·1 j-+-'1 
i I ·1 -h-, nnj:rn-n ~ r~~-' ~J i~,-~! +._.t---+- .~-.j. 

Abb.703. 
a) Ourchbiegung 10' .... b) Biegungsmomente. 

Schnittkrafte der frei aufliegenden Kreisplatte bei gleichma13ig verteilter Last p und 
einer Einzellast P gefunden. Nach Tabelle 63 ist mit p. = 1/6 (Abb.704 u. 706a) 

p a2 P • 
M, = 16 (3 + p.) 1/>1 + 41l (1 + p.) 1/>3 = (0,03821/>1 + 0,3761 1/>3) P II, 

pal P 
M t = 16 [2 (1 - p.) + (1 + 3 p.) 1/>1] - 41l [(1 - p.) - (1 + p.) 1/>3] 

= (-0,2452 + 0,0182 1/>1 + 0,37161/>8) pza. 
2. Losung nach V. Lewe (S.702). 
Stiitzenabstand 2 I. Radius der stellvertretenden Kreisplatte 

a = R = 1.12861. Rl = O. P = 4P/I. M aus dwldr = 0 am Rand. 
Die Uisung ergibt sich durch Superposition der Schnittkrafte der 
eingespannten Kreisplatte bei gleichma13ig verteilter Last p und 
bei einer Einzellast P.· Nach Tabelle 63 ist (:\bb. 705 u. 706b) 

Abb.704. 

Abb.705. 

bei 

pa2 P 
M, = 16 [(3 + p.) 1/>1 - 2] + 471: [1 + (1 + p.) I/>a] = (0,1593 + 0,2521 1/>1 + 0,3716 I/>a) P IS, 

pal P 
M, = 16 [(l + 3 p.) 1/>1 - 2 p.] + 471: [p. + (1 + p.) I/>a] = (0,0266 + 0,1194 1/>1 + 0,3716 1/>8) pit. 
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Abb.706a. Abb.706b. 

N adai. A.: Die elastischen Platten 1925. - Frey. K.: Die gleichformig belastete. in gleichen 
Abstanden unterstiitzte Gerade der allseitig unendlichen Platte und deren Anwendung in der 
strengen Theorie der tragerlosen Decken. Bauing .1926 S. 21. - Marc u s. H. : Die Theorie elastischer 
Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer Platten. Berlin 1928. - Lewe. V.: 
Pilzdecken und andere tragerlose Eisenbetonplatten. Berlin 1929. 
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B. Die Scheiben. 

74. Die Scheiben. 
Um dic allgemeine .ProLlemstellllng der ElastiziUltstheorie zu vereinfaciJell, 

wird entweder der in y-l{ichtung ullendlich lange Karper mit unveranderlichem 
Querschnit t lind gleichWrmiger Bclastllng ~ (x , z) ocler die dunne, durch zwei 
parallele ElJcllen begrenzte Scheibe ~ I 'Y'F(x, z) betrachtd.(Ahb. 707) , deren Mittel-

z 

Ail},. 'i07. 

cbene am l<ande clurch auUere Krafte· beiastet ist. Auf 
cliesc \\"eise entstehen Grcnzfallc cler allgel11einen Lusung 
ll1it ebenem Verzerrungszustand (v 0..' const, YlI Z = 0, 
)'YX , ,_. 0) oder mit eben em Spannungszustand (O"y = 0, 
L yZ ~= 0, LyX =, 0). 

Die Spannungen 0" x' 0" z' Lx z der Scheibe sind parallel 
zur Mittelebene und bedeuten bei endlicher Dicke LI y = 1; 

)Iittelwerte, an dercn Stelle auch die auf die Scheiben
dicke b bezogenen Lings- und Schubkrafte S", lY ~ N xz 

treten kiinnen. Die Beanspruchung und die Verzerrung 
der Scheibe infolge der Querdehnung des Baustoffs 
senkrccht zur ~fittdebenc werden vernachbssigt. Die 

begr.cnzenden Ebenen 
und parallel. 

der Scheihe sind abC) <l\lch nach dcr Formilllc!erung eben 

Die inneren Krafte der Scheibe bilden in jedehl Punkte einen Tensor mit tier 
aus (920) bekannten Komponcntentransformation. Danach ist die Summe s .cler 
beiden Lingsspannungen ebenso wie die l\fomentensumme .II der Plattenbiegung 
unabhangig yom Koordinatensystem und cine skalare Funktion in .r und z. l\fit 
'P -+ "1'0 oder "I' -+ tp~ nach (921) entstehen die Hauptlangsspannungen 0"\,0"2 und die 
Hauptschubspannungen L12 =-~ L21' die sich zu Isoklinen, Trajektoril'l1 lind Linien 
mit gleichgro13er Hauptlangsspannung lind gleichgroUer I-Iauptschubspannung zu~ 
sammenfassen lassen . Von diesen besitzt (las Fdd c1er Haupthingsspannungen fUr 

M 

Cl r 
Abb.70S. 

die baulichc Ausgestaltung der Scheiben besondere 
M Bedeutung. Es besteht ans den Zug- und Druckkraft

~ i linien und entMlt meist a\1ch noch singulare Punkte, 
fh a; deren Existenz, deren Lage und deren Eigenschaf

ten fur das Bild des KraftfeJdes und damit fUr die 
Obertragtl'llg dcr Kraftc Bedeutung besitzen. 

Man unterscheidet singulare NulIpunkte, singuIare Punkte mit endlicher Kraft
wirkung und singuIare Unendlichkeitspunkte als Folgc der Scheibenbegrenzung 
oder als Folge von Einzellasten. 

Um die Spannungen alIein aus den Gleichgewichtsbedingungen (IHO) uncl damit 
statisch bestimmt zu berechnen, wird die Xormalspannung o"x nach N a yier linear 
in z angenommen. Die Lasung gilt streng fur cinen ebenen Streifen, an desscn Enden 
Kraftepaare wirken (Abb. 708), und geniigt mit der bei technischcn Aufgaben not
wendigen Genauigkeit auch bei anderen Belastungen yon Scheiben, deren Hohe 
gegenuber der Lange zwischen den Stiitzpunkten klein ist, welln der Bereich neben 
Eirizellasten oder neben Unstetigkeitel1 der Begrenzung ausscheidet. Die statiscl 
bestimmte Beschreibung des Spannungszustandes ist daher bei hohen Triigern mit 
kleiner Stiitzweite und im Bereich von Ecken , Knickstellen und Verzweigungen 
des Streifens unzureichtmd. 

D~r statisch unbestimmte Spannungszustand. 1. Anllahmen und .-\b
kurzungen nach S.643. Der Spannungszustand ist eben und durch (ix, O"z, Lxz be
stimmt. 0"11 = L lIZ = Lux = O. Die Komponenten Eu , YlI%' YlIX der Verzerrung sihd 
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klein im Vergleich zu den iibrigen Komponenten E"" Ez , I'zz 

vernachlassigt (Ell = I'lIz = I'lIz = 0). 
und werden daher 

G - E _~ - + + + - 2 (1 + p) , fl - Ill' C = E", Ell - Ez , S = (1", (1. ' 
[ iJ2 iJ2 ] 

LI = iJx2 + iJz2 • 

S ist gegeniiber einer Drehung des Koordinatensystems invariant. 
Z bedeutet die auf die Einheit bezogene konstante Massenkraft (Eigengewicht). 

2. GleichgewichtsbedingulIgcn nach S. 643. 

(1049) 

3. Elastizitatsgesetz nach S. 643. 

e", = 2lG ((1", - m: 1)' 
1 ( S) E--(1---

• - 2G z III + 1 ' 

(1", = 2 G (E", + III ~ 2) , (1 = 2G(Eo + ___ 6_) 
z - 111-2' 

4. Vertraglichkeitsbedingungen nach S. 18. 
iJw all aw 

1'",. = iJz + iJx' (1051) 

Die Verwendung der Beziehungen 3. und 4. in 2. liefert folgende Gleichgewichts
bedingungcn: 

( iliac) G Llu+--2 -iJ =0, 
m - x 

( m iJC) I G Llw+ m _ 2az ,Z=o. (1052) 

Aus tIer Addition der beiden nach x und z differentiierten Gleichungen entsteht 
mit aZla z = 0 die Bedingung 

LI e = o· oder LI s = 0 , (1053) 

SolI diese allgemeine Differentialbcziehung des Spannungszustandes durch eine 
Veranderliche F beschrieben werden, so muB diese die Gleichgewichtsbedingungen 
(1049) erfiillen. Dies geschieht nach G. B. Airy mit 

iJ2F 
(1"'=az 2 ' 

iJ2F 
(1, = ax2 • 

bei fehlenden Massenkraften auch mit 
(j2F 

(1: = (Ix! • 

iJ2F -
Tu = - iJxiJz - Zx 

i)2F 
Tzz = - iJxiJz' 

(1054 a) 

(1054b) 

so daB der ebene Spannungszustand nach (1053) und (1054) durch folgende Be
dingung bestimmt ist: 

( iJ2 cJ 2 ) (iJ2F iJ 2F) i)'F iJ'F iJ'F 
LI S = iJx2 +"JZi iJx2 + ii::2 = LI LlF = ax' + 2 iJx2az2 + iJz' = O. (1055) 

Die Gleichung kann ebenso wie auf S. 646 in zwei partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zerlegt und nach (935) in Polarkoordinaten angeschrieben werden. 

tJ2 S a2 S --+--0 <lx2 dz2 - , 
(1056) 

( (J2 I a 1 ( 2)2 
LlLIF = "-J" + ---J + -2 -i) • F = 0 ( y- /' (r r IX-

(1057) 

mit 
I iJF 1 iJ2F 

(1, = y- Tr + -;'2- a~2' (1058) 
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Die Funktion Fist unter dem Namen Airysche Spannungsfunktion bekannt. 
Sie geniigt nach (929) der Differentialgleichung einer an der Oberflache kraftefreien 
Platte, so daB die Ordinaten F mit den Verschiebungen weiner elastischen, durch 
Randkrafte erzeugten Biegeflache mit den durch (1061) vorgeschriebenen Rand
bedingungen verglichen werden konnen. Die Flache wird Airyschc Flache ocler 
SpannungsfHiche genannt, da ihre Kriimmungen nach (1054b) die Uingsspannungen 
der Scheibe beschreiben. Diese Erkenntnis ist von K. W ieg hard t vcrwcndet 
worden, urn die Spannungen der Scheibe an der Formanderung eines diinnen 

Abb.709. 

Bleches auszumessen. 
Die Randbedingungen. Die analytische Unter

suchung des Spannungszustandes besteht in der Er
mittlung einer Funktion F (x, z), weIche die partidle 
Differentialgleichung (1055) und die von Randkraften 
X (x, z), z (x, z) vorgeschriebenen Bedingungen fUr an 
und in, erfiillt. Urn diese auch bei einer allgemeinen 
Begrenzung der Scheibe in einfacher Form auszu
sprechen, wird das Gleichgewicht der Krafte an 
einem Randabschnitt der Scheibe betrachtet. Nach 
Abb.709 ist 

a., cos (n, X) + iuCOS (n, z) = X, } 
i.,. cos (n, x) + a. cos (n, z) = Z 

(1059) 

und mit (1054b) und 
dz 

cos (n, x) = dl ' 

a2!: d z + a2 F d x _ X 
az2 dl ax az dl - , 

dx 
cos(n, z) = -(if' 

_ a2F dz _ alF dx = Z 
axaz dl axl dl ' 

k k 

::=fXdl=R." ::=-fZdl=-R •. 
o 0 

(1060) 

Danach lassen sich die Randbedingungen der Spannungsfunktion bei beliebiger 
Begrenzung und Belastung der Scheibe in folgender Weise anschreiben: 

S(:: dz + ;: dX) =F= S(R.,dz -R.dx), 
J.; 

Fk = .f[X (Zk - z) - Z (Xk - x)] dl. (1061 a) 
o 

aF aF dx aF dz 
-a =-a -d +-a -d =-R.cos(l,z)+R.,cos(l,x)=-R1 • (1061 b) n x n z n 

Die Spannungsfunktion Fund ihre Normalableitung of/an sind daher in einem 
beliebigen Punkte K des Randes bis auf die in (1061 a) und (1061 b) nicht enthaltenen 
Integrationskonstanten durch das Moment und die Tangentialkomponente R, der 
Resultierenden der Randbelastung im Punkte k des Scheibenrandes bestimmt. Der 
Anfangspunkt der Integration ist beliebig. Durch seine Wahl wiirden nur die 
Integrationskonstanten in (1061 a) und (1061 b) festgelegt werden, weIche auf die 
Spannungen und Verschiebungen ohne EinfluB sind, da diese nur von zweiten und 
hOheren Differentialquotienten abhangen. Die Ableitung der Spannungsfunktion 
nach der Tangente des Scheibenrandes ist an einspringenden Ecken und an den 
Angriffspunkten von Einzellasten unstetig. Die Kriimmung der SpannungsfHiche 
wird daher hier unencllich. Dasselbe gilt von der Langsspannung. 

Die formale Losung der Aufgabe ist nur in einzelnen Fallen moglich. Zwar 
lassen sich ebenso wie bei der Integration der Plattengleichung (929} leicht Funk
tionen anschreiben, weIche die Differentialgleichting (1055) erfiillen, dagegen gelingt 
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die Befriedigung der Randbedingungen dhrch eine rechnerisch brauchbare Reihen
entwicklung nur bei denjenigen Scheiben, die nach drei und vier Seiten unbegrenzt 
sind oder parallele Rander besitzen. Das sind die Ebene und geradlinig, keilforrnig 
oder kreisfOrrnig begrenzte Abschnitte der Ebene. Aus diesem Grunde ist auch die 
Umordnung der Belastung bei symmetrisch ausgebildeten Scheib en nutzlich. Die 
Randbedingungen werden auf diese Weise symmetrisch oder antimetrisch. Die 
Anzahl der in einem Ansatz zubefriedigenden Randbedingungen ist dann kleiner 
und der Ansatz selbst kurzer. Er muG die Differentialgleichung und nach (1060) 
oder (1061) differentiiert die vorgeschriebenen Randbedingungen erfullen. 

Spannungszustand in einer Halbscheibe. Randbedingungen fur z = 0: 
a. = 0, 1'"" = 0 oder vorgeschrie ben. . 

a) Belastung dUTCh die Einzellast PI winkelrecht zur Begrenzung (Abb. 7l0)~ 

F= Plrocsinoc, 
:It 

2 PI COSet 
ar = -;t -y-' at = 0, 1'" = 0, (1062a) 

a. = arcos2 oc, • 2 a", = arsm oc, 1'",. = -a,sinoccosoc . (1062b) 

In rechtwinkligen Koordi
naten lauten die Gleichungen 
(1062b) mit ~ = x/a, C = z/a 

Abb.710. 

2 PI ~2 C 
a z = na (~I + e2)I , 

for 
, 

Abb. 711 a. Spannungen <1, in den Schnitten • = -/I (Kurve 1), 
.--2/1 (Kurve2), z=-3/1 (Kurve3). 

Die Abb. 711a entMlt die Spannung a. fUr mehrere Schnitte z = const, die 
Abb. 711 b, c die Spannungen a"" 1'"" fUr mehrere Schnitte x = const. Die Span-

z z 

P, P, 
-17,-2 4 

-8a 
1 J'I 

Abb. 711 b, c. Spannungen <1% und T%. in den Schnitten ,,= /1/2 Abb. 712. Linien gleicher Hauptspannung "). 
(Kurve I), ,,= II (Kurve 2), ,,= 3a/2 (Kurve 3), ,,= 2a (Kurve 4). 
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() 

nung ax wechselt in diesen Schnitten nicht ihr Vorzeichen, so daB J a., dz einen von 
-00 

.'\: unabhiingigen endlichen Wert besitzen mull, der zu - Pl/n gefunden wird. 
Die Linien gleicher Hauptspannung at sind Kreise <lurch den Koordinaten-

anfangspunkt mit der Gieichung . 

';2 + (~ _ ~):! = (~o )!! 
I, II II' 

Die Spannung a2 ist iiberall gleich Null (Abb.712). 
Die Uingsspannungstrajektorien sind Kreise urn den Koordinatenanfangspunkt 

oder die von dort au;;gehenden I~adif,'n (Abb. 713). 
z 

Abb. 71 :3. LangsspanIlung-strajektorirn. Abb. 714. 

b) Bda"tllllg durch die Einzelia:-;t P2 parallel zur Begrenzung (Abb.714). 
]'.. :! 1'., sin ex 

F= ;;relcos(1., ar=---;:-y-' at=O, Trt=O. (1063) 

c) Belastllng. <lurch rnehrere Einzellastell PI< (:\bb. 715). Superposition der 
Losungen a). 

) n 0 0' 2 1) 0 ? :. \rI-.kCosxksln-x,: _ \" kSlnOCkcos-CJ.k 
0,,= -;:..::::.. 1'" ' 't"z--;.LJ Yk • (1064) 

AhlJ.715. ALb. 716. Abb. 71 i. 

d) Stetige Streckenlast d P = pel x (Abb.716) . 

. ) f"" 
a! =~ P cos2 7. del, 

<) f"" 
T.,,: = -;- psin:xcoS7.del. (1065) 

'" "1 "1 
Sonderfall P = Po = const (Abb.717): 

a z = :~ [2 (7.2 - 7.d + sin 2 C(2 - sin 2 ell], T X! = + :~ [cos 211.2 - cos 2 ell], 1 
ax = + ~ [2 (7.2 - 011) - (sin 211.2 - sin 2 (1.,)] • r 

(IOuua) 

HallPtspannungen: 

a l = ~o [(el2 - ell) + sin (el2 - :Xl)]' a2 = ~o [((1.2 - ell) - sin (el2 - (Xl)]' (1066 b) 

Die Hauptspannung at falit in die Richtung der Halbierungslinie des \rinkels 
A C B (Abb.717). 
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Spannungen<1z in Schnitten z=const: Abb. 71Sa 
az " x=const: 71Sb 
T zz " x=const: 71Sc 

o 
Auch hier ist f az dz von Null verschieden und 

-co 

gleich - 2 poa/n. Die Linien gleicher Hauptspan
nungen a l oder a2 (Abb. 719a) sind Kreise durch 
die Endpunkte der Belastung, da beide Haupt
spannungen nur von der Differenz der Winkel OCl 

und OC2 abhangen. Die Uingsspan
nungstrajektorien sind in Abb. 71gb 
dargestellt. 

Keilfijrmi~ be~renzte Schei
ben mit einer Einzellast an der 
Spitze (Abb.720). Die Normal-
spannungen at und die Schubspan- ~:;;;;,t.=::r:--.JL-.L._..L---.JL-L_L--.l_.:I:::=I;;;;;:::L ___ .r 

nungen -rTt der Halbscheibe in Abb. 718a. Spannungen az in den Schnitten z = - O,5a (Kurve 1), 
Z = - a (Kurve 2), Z = -I,5a (Kurve 3), Z = - 2a (Kurve 4). 

-2 -2 

Abb. 718b,c. Spannungen az und TXt. in den SchniUen %=0 (Kurve 1), x=O,5a (Kurvc2), %=a (Kurve3), 
% = I,Ga (Kurve 4), ,,= 2a (Kurve 5). 

Ahb. 71 0 b. Langsspannungstrajektorien. 

Querschnitten durch den Angriffspunkt der Lasten 
Abb. 719a. Linien gJeicher Hauptspannung PI' P 2 sind Null. Der Spannungszustand bleibt da-

"t oder "2· her in einem danach abgetrennten Keil unverandert. 

2Pl cosoc 2P2 sinoc 
ar = • (2'jJ + sin 2{J) + .(2 {3 ""':;'in 2 {J)' a,=O, T rt = O. (1067) 
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Halbscheibe mit periodischer Belastung des Randes (Abb. 721). Die Diffe
rentialgleichung der Spannungsfunktion wird gliedweise durch eine trigonometrische 
Reihe 

F' = iF~ =F~ + iz~ cos~n 
co co 

oder F" = .2 F:: = .2 Z:: sin ~n (1068 a) 
o 1 o 1 

ALb. 720. 

x 
mit ~n = nlC T 

erfUllt, deren Beiwerte Zn Funktionen von z sind und da
her nach (1055) die Differentialgleichung 

d'Z.. 2 d2Z,. + 1 Z 0 mit a;r- - Ji'dZ2 T4 n = 
~ n u 

I 
1 = - (1068 b) n n:n; 

befriedigen mussen. Die Spannungsfunktion Fist auBerdem noch durch vier Rand
bedingungen bestimmt. Fur z = OistO'. = a2F/ax2 = -P,Tu = -a2F/axaz = O. 
1st die Resultierende der Belastung einer Periode 21 von Null verschieden, so ent-

+! 

steht durch Dberlagerung einer konstanten Zugbelastung Po = 2\ f p dx eine Be
-I 

lastung P* = P - Po mit der Resultierenden Null. Fur P* ist also im negativ Un-
z endlichenO'. = 0, TlI:. = O. Die 

Druckbelastung Po erzeugt 

1E----.2l.-----+--- :--Ioor--
Abb. 721. 

+1 

a2F I f 0'.= ax2 = -Po= -21 pdx, 
-I 

eine gleichformige Beanspru
chung der Scheibe mit 
O'.=-Po, Tz.=O, O'z=O, 

:r: so daB fUr P = P* + Po im 
• negativ Unendlichen folgende 

Bedingungen bestehen: 

a2F 
Tzz=-axaz=O. 

Sic werden nach A. N adai dnrch die Funktionen (1068a) erfullt, wenn mit C .. = n 1C ; 

und Z:: = (C:: + D:: Cn) e;" 
(1068 c) 

gesetzt wird. Die Vorzahlen C, D hangen von den Bedingungen am Rande (z = 0) 

abo Urn hier 0'. = ::~ = - P vorzuschreiben, wird auch die periodische Belastung P 
in eine trigonometrische Reihe mit geraden (cos) oder ungeraden (sin) Funktionen 
zerlegt, je nachdem sie symmetrisch oder antimetrisch ist. 

p' = Ao + iAn cos ~n ' p" = i B .. sin~.. . (1069) 
1 1 

Die Vorzahlen An und Bn ergeben sich nach bekaI1nten Regeln (TabeUe 66). 
Die Integrationskonstanten C n' D .. lassen sich nunmehr gliedweise aus den Rand

bedingungen berechnen. 
co 

F' = - P~X2 + 2) An 1; (1 - Cn) ~. cos En (1070 a) 
1 

oder F" = i Bn 1; (1 - C,.) ~" sin~,. (1070b) 
1 

mit 1 = _1_ und ,. = n n z 
n nn 10,. I' 



a 

b 
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Tabelle 66. Fourierkoeffizienten ftir einfache Belastungen. 

+1 
c c 

Yn = nn T = In' Po= -it f Pdx. 

III~II)II~III} : 
-I 

A sin Yn 
.. =2PO--

7'ft 

Belastung mit der Resultierenden Null 

P 
Ao = Po = -;:t , 

[Pi C = pz (I - e)] . 

Ao =·Po = o. 

p 
A"=T 

siny" 
A,,=2PZ--

y" 

a 
Ao = Po = 2 P T' 

C cos y". a 
A .. = 2 Po - -- sin n n -

a 1'" 1 

I ~ . dP I 
e I I I 

le--+e I 
P 

Ao=Po=Z' 
P 

A .. = 2 T cosy" 

g 

h 

tE-Z -r Z--j 

I Lz--l I . c . I 

I k-C--1 
\--Z--1 

_ e siny". a 
-B = 2 P - --- Sill n n -

" a y" 1 

B P. - .. = 2 T Sill y .. 

B =-~ 
" nn 

n = 1,3.5 .... 
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Bei Belastung der Halbcbcnc nach Tabelle 66, a cntstellt daher foIgender 
Spannungszustand: 

a = 
'" 

'" 8 ZF 2: sin t' 
--.- = - 2po --" (1 + C ) e~" cos~ 8 -- "' n n' '"'" 1 l 'J1 

co 

8ZF ,\1 sin"' 
T;u=-iJxa;;~-=-2PoL.,; . y:n C,,~"sin~n' 

1 

o2F 2p ~ sin 1' .. (1 }-) C • I: a. = 7iX2 = -Po - 0 L.J -,-,- - "n e" cos "n' 
1 In 

(1071) 

Die Randbedingungen fur z = 0 und z = 00 lassen sich leicht oachprufen. 
Belastung der Halbebene nach Abb.722 erhalt Po das negative Vorzeichen. 

Bei 

IE zl "'1 Fur die Spannungen am Rande (z = 0) folgt 

ii rfffflfffff 
1 z I mit Cn = 0 

aus 

tJ",= - .2(1 +C,,) eCnA" cos ~n= - i(l +C,,),l"Pn 
1 1 

I 1 1 
a", = - Z Pn = - (P - Po) . (1072) 

Abb.722. 1 

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand .auf mehreren Sttitzen. 

1. Abmessungen und auGere Krafte. Feldweite 2 I = 8,00 m, StUtzenbreite 2 e = 2,00 m 
(Abb. 723a). 'Die x-Achse fallt mit dem unteren Rand, die.-Aehse mit der Fcldmitte zu
sammen. Die gleiehfarmig verteilte Zugbelastung - 1" in'tjm liefert -auf die Wandstarke b 
bezogen die Belastung - l' = - p'jb in tjm2. Die Untersuehung wird fUr l' = -1 tlm2 dureh
gefUhrt. Stlitzkraft: q = p'lle = 41'. Dureh Superposition von Belastting und Stlitzkraften 
entsteht das Belastungsbild Abb. 723b. Die Entwieklung naeh Fourier (S. 719) liefert 

I l-e 1- c _-+-----r-----+--'"t Ao=O und mitP2=p-c- An = 2Plsi~nn-l-

also 

zC~2,fKJ ZC-~(J(J ZC~(J(J 
~Zl-4QQ-~~loE-E-;ZI-4'(J(J--I 

Abb.723a. 

11 I 2 3 4 

A" - 1, 800633 +1,273 240 -0,600211 0 

1- c 
n:'t-l -

sin nnt 8. 3 
An = 61'--- =--stn-nn. 

n n f nn 4 

1 I I. 
I p,-p 1 I 

ll1!~; II trill ! " .. ~ 
Abb.723b. 

. 
5 6 7 8 

+°,360 127 -0,4 z44 1 3 +°,257 233 0 

Die ersten flinf Fourierglieder ergeben als Annaherung der Belastungsfunkt~on 1 die Kurve 2 
der Abb. 724, die ersten aeht Glieder die Kurve 3. Wird die Bereehnung der Spannungen auf 
die ersten fiinf Glieder beschrankt, so entsteht die strenge Lasung fUr die Belastung nach 
Kurve 2. 

2. Ermittlung von U.,.U" 1' ... Naeh (1054b) und (1070) ist 

u. = - 1: (1 + Cn)/It • Ancos~n = - 1: 'P,,(C)' En (~). 
1 1 

5 t ~ 
u, = - E (1 - Cn)e·· • Ancos~n = - E fP"(C) .E,,(;), 

1 1 

S 

1' .. =-E 
1 
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Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand auf mehreren Stiitzen. 721 

Die Spannungen werden fiir einzelne Schnitte z 'r' const berechnet. Dabei ergeben sich z. B. 
fUr z = - 0,25 I die folgenden Werte der Funktionen 1p I fP, X: 

n I 2 3 5 

COl - 0,785398 - 1,570 796 - 2,3561 94 -, 3,926 991 
1J! .. (Cl + 0,097 88 - 0,u866 - 0, 128 54 -' 0,057 6 7 
f{! .. (Cl + 0, 81 436 + 0,53441 + 0,3 1810 + 0,097 08 
X .. (Cl - 0,35824 - 0,32654 - 0,22332 - 0,077 37 

Damit lassen sich die Spannungen fUr diesen Schnitt folgendermaBen anschreiben: 

U. = - 0,09788 El (~l + 0,11866 E, (~l + 0,12854 E3 (~) + 0,05767 E6 (~l, 

u. = -0,81436E1 (~) - 0,53441E2 (~l '- 0,3181OE3 (~) - 0,09708E6 (~l, 

T .. = + 0,35824 F 1 (~l + 0,32654 F 2 (~l + 0,22332 F 3 (~l + 0,07737 F 6 (~) . 

Die Funktionen E, F sind fUr Achteltcilung der Strecke I in folgender Tabelle enthalten: 

I II I 

Abb. 724. Linienzug 1: Gegebene Belastung, Kurve 2: 
Annaherung durch liin! Fourierglieder. Kurve 3: Annahe

rung durch acht Fourierglieder. 

° 0, 125 0,250 0,375 0.500 

1*.'00 , , 
L4fHJ 
J 
~-l¥K' 
-.1-too 

, I 

~ 
Ii t I 

Abb.725. 

0, 62 5 0,75° 0,875 I 

-1,80063 -1,663 60 -1,273 24 -0,68906 ° +0,689 06 +1,273 24 +1,663 60 +1, 80063 
-0,68906 -1.663 60 -1,80063 - 1,663 60 ° -1,273 2 4 -1,273 24 -0.68906 ° 

+1,273 24 +0,900 32 ° -0,90°32 -1,273 24 -0,900 32 ° +0,900 32 +1.273 24 
° +0,900 32 +1,273 24 +0,<)003 2 ° -0,900 32 -1,273 24 -0,900 32 0 

-0,60021 -0,22968 +0,42442 +0,55454 ° -0,55454 -0,4244 2 +0,229 68 +0,60021 
° -0,55454 -0.42442 +0,22968 +0,60021 +0,22968 -0,42442 -0,55454 ° 

+0,3601 3 -0,137 82 -0,254 66 +0,332 72 ° -0,332 72 +0,254 66 +0.137 82 -0,3601 3 
° +0,332 72 -0,254 66 -0,137 82 +°,3601 3 -0,137 82 -0,254 66 +°,332 72 ° 

Die Auswertung der allgemeinen Ansatze liefert demnach fUr z = - 0,25 I folgende Span
nungen in t/m2 : 

~ ° J 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 I 

u. +o,2731 +0,234 +0,166 +0,052 -0,151 -0,266 -0,166 -0,021 +0,029 
U. + 0,922 + 0,959 +0,925 +0,834 +0,680 +0, 129 - 0,925 - 1,9::1 - 2,3°3 
T •• ° - 0,05 1 -0,154 -0,261 -0,483 -0,849 -0,986 -0,639 ° 

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 46 



i22 74. Die Scheiben. 

I II 

Abb. 726. Linien gleichel Hauptspannung "1. 

J\bb. 727. Li~j{'n glcichcr Hanptspannung 112. 

Ahb. 728. Ulngsspannungstrajcktoricn. 

3. Hauptspannungen. 
Die Hauptspannungen und 
ihre Richtungcn werden 
nach (40) l'rmitteit. :\lit den 
Spannungen an den in 
Abb. 725 cingetragenen 
I'u nkten sind die Linien 
gleicher Spannung 01 (Ab
bilt!. 726), die Linien gleichcr 
Spannung 02 (Abb. 727) und 
die HauptHingsspannungs
trajektorien (Abb. 728) ge
zeichnet worden. 

Fiippl, A. u. L.: Drang 
I\nd Zwang. Berlin u. l\ltin
chen 1920. - Xadai, A.: 
Die elastischen Platten. Ber
lin 1925. -\\·vO. Th.: Die 
r';:raftfddcr in {csten elasti
schen Eorpern. Berlin Hl2ti. 
- :\[iura .. \.: Spannungs
kur\'cn in rechtcckigen uncI 
keilformigen Tragcfll. Bcr
lin Hl28. - Trefftz, E.: 
?lIathcmatischc Elastizitiits
themic. Eap.2 im Handb. 
d. Physik Bd. II: l\I('chanik 
der elastischen I\:orpcf. Bcr
lin 1928. - Fliigge, \\'.: 
Spannungsermittlung in 
Scheibcn und Schalen aus 
Eiscnbcton. J. A. 1930 
S. 481. - Hager, K: Vcr 
ebene Spannungszustand. 
Z. A. l\1. 1932 S. 137. 



Die Belastung. 723 

75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rander. 
Der Spannungszustand in hohen Wanden (H = 2h) lailt sich am einfachsten 

an durchlaufenden Tragwerken nachweisen, die auf unendlich vielen, gleichweit 
cntfernten Stiitzen ruhen (L = 2 /) und als Streifen mit periodischer Belastung der 
Rander idealisiert werden (Abb.729,. Das Eigengewicht des Streifens ist mit g t/m3 
gleichfOrmig iiber die Flache verteilt. Die Belastung aus Einzelkraften P und 
gleichfi:irmig verteilten '" I. "'" L ~IE L---l 
Streckenlasten p an 1 'Z I I 

den Randern wird auf' I--l z--.,J I 
die Einheit der Schei-, 1 < z. ___ . __ ~ _ 
bendicke bezogen. ·-I--·-------r------?--t---t----t"- -;-

Die Belastung. 1...-_,=1 r------,;=;I=;_---t---'---'r===*:::;------;=I=;---
Zur allgemeinen Beur
teilung des Spannungs
zustandes geniigen die· 
Belastungsannahmen 

Au".7:!\!. 

nach Abb.730a bis c am oberen oder unteren Rande. Bei einem Wechsel von 
belasteten mit unbelasteten Feldern (Abb. 731 a) werden die Spannungen aus 
einer gleichfi:irmigen Bela,stung P/2 iiber aIle Felder (Abb. 731 b) mit den Span
nungen aus feldweise wechselnder Belastung ± P/2 (Abb. 731 c) iiberlagert. 1st 
der Spannungszustand bei gestiitzter Belastung (Abb.732b) bekannt, so laBt 
sich der Spannungszustand fiir die angeh1i.ngte Last P (Abb.732a) daraus durch 
Dberlagerung miteiner gleichfi:irmigen Querbeanspruchung G. = + P (Abb.732c) 

a 

, 
I I , 

f{ I 
i 

I 
I 
I 

, 

b 

i 

Abb.730. 

c 

entwickeln. Die Spannungen GZg ' G. g , T",zu aus dem Eigengewicht g t/m3 (Abb. 733 a) 
der Scheibe lassen sich aus den Spannungen Gz , G., Tu einer gleichf6rmig verteilten 
Randb~lastung P = 2 gh (Abb. 733 b) bestimmen, da die vorgcschriebene Belastung g 
durch Uberlagerung der Randbelastung mit Kraften der Abb. 733c hervorgeht. Die
sen sind die Spannungen oJ = g (h + z), az = 0, i z % = 0 zugeordnet. 

Die Belastung an einer Periode 2/ des Streifens steht im Gleichgewicht. 
+1 +1 

p=f P(x)dx=J q(x)dx=Q. 
-/ -I 

46* 



724 75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rander. 

1st sie auBerdem ill jedem Felde 21 zur senkrechten Mittellinie symmetrisch, so 
enthalt die Reihenentwicklungder Belastung p und der Stiitzenkrafte q nach 
Fourier allein eine Folge von geraden trigonometrischen Funktionen. 

8 

a 

b 

b 

c 
c 

( 

Abb. 731. Wecbsel von belastcten und unbelasteten Feldern. Aub. 732. Angehiingte Belastung. 

Die x-Achse ist Symmetrieachse des Streifens. Die auBeren Krafte lassen sich 
daher stets in einen symmetrischen Anteil (I)p und in einen antimetrischen An
teil (2)P zerlegen, um iibersichtliche Losungen zuer
halt en (Abb. 734). Das Kraftfeld ist dann mit allen 

p=2gh 

Aub.733. EiK('ngl'wicht. 

Randbedingungen eben
falls symmetrisch oder 
antimetrisch. In der a 

a x-Achsc (z = 0) sind bei 
Symmetric der Bela
stung die Schubspan
nungen Txz , bei Anti
metrie der Belastung 
die Langsspannungen b 

b a", ay Xul!. In dem einen 
Falle sind die Haupt
spannungen fUr z = 0 
parallel zur x- und 
z-Richtung, in dem an
deren FaIle wird die 
x-Achse von ihnen unter C 

c 4;)0 geschnitten. 
Der Ansatz. Span

:r: 

nungsfunktionen F des Ahu.734. Umordnung der BrI.stung (a) 
in den symmetrisehen Anleil (lIP (b) 

Streifens sind von und den antimetrischen Anteil ('Ip (c). 

L.~.G.Filon,A.Tim pe. 
F. Bleich, Th. v. Karman und F. Seewald mit verschiedenen mathe
matischen Hilfsmitteln bestimmt und in jiingster Zeit durch H. Cramer, F. Di
schinger und H. Bay zur Berechnung von Tragwanden aus Eisenbeton verwendet 
worden. 



Der Ansatz. 725 

Die Losung erscheint in jedem Falle als Reihenentwicklung. Sie ist urn so 
brauchbarer. je besser die Reihen konvergieren und je einfacher sich dabei das 
allgemeine Spannungsbild abspalten und in den singuHiren Abschnitten des Strei
fens zum vollsUindigen Ergebnis erganzen laBt. 

Die Belastung des Streifens besteht bei L. N. G. Filon aus zwei gleichgroBen. 
entgegengesetzt gerichteten Einze1lasten. Das Ergebnis der Untersuchung dient auch 
zur Beurteilung der Spannungszustande aus anderen Belastungen. Th. v. Karman 
und F. Seewald behandeln die Biegung des Balkentragers auf zwei Stiitzen mit 
den EinfluBfunktionen der Spannungen und verwenden dabei eben so wie Filon 
ein Fouriersches Integral als Spannungsfunktion. F. Bleich untersucht den Streifen 
fur periodische Belastungen der Rander und entwickelt die allgemeine Losung fur 
(1055) aus Partikularlosungen der homogenen biharmonischen Differentialgleichung. 
Dabei ent .. teht ein ahnlicher Ansatz wie auf S. 718 bei der Untersuchung der Halb
ebene. dem Grenzfall des unendlich hohen Streifens. Bei Symmetrie der Belastung 
zur z-Achse enthalt der Ansatz eben so wie (I070a) neben hyperbolischen Funktionen 
von z nur gerade trigonometrische Funktionen von x. 

11=00 co 

F = 1: Fn = Fo + 1: Zncos~n mit 
n=O 1 

I 
-=[ 
n:n; n 

d .\" .r I: ( un 1/ :t T = I = ~... 1073 a) 
ft 

Zn ist dabei wiederum eine Funktion. die allein die Veranderliche z enthalt und 
die Differentialgleichung. also die Bedingung 

(I073b) 

erfiillt. nur daB die Losungen Zn in diesem FaIle die'Randbedingullgell fur z = + h 
mit uz=-Po. Tzz=O. fur z=-h mit uz=-Pu. Tzz=O erfiillen mussen. Sie 
sind daher bei symmetrischer und antimetrischer Belastung eben falls symmetrisch 
oder antimetrisch zur x-Achse. so daB die allgemeine Losung (UZn • (21Zn der Diffe
rentialgleichung aus je zwei partikularen Integralen mit geraden oder ungeraden 
Funktionen von z besteht. Urn die Integrationskonstanten derart festzusetzen. daB 
Z n die Randbedingungen erfullt. werden die zur x-Achse symmetrischen oder anti
metrischen auBeren Krafte lllp .. (2IP (Abb. 734 b. c) eben falls in Reihen mit geraden 
trigonometrischen Funktionen von x und der Periode 2 1 entwickelt. 

Die Beiwerte AD. 4n. A~ konnen fur jeden Belast~ngsfall nach bekannten Regeln 
berechnet werden. Die Ergebnisse stehen in Tat>elle 66. 

Losung bei symmetrischer Belastung lllp nach Abb. 734 b mit en = T .. 
00 00 

(UF = (UFo + 2) l1lZncos~n = - AD ~2 - 2) An ~ (Cn ~of Cn + D .. Cn Ein C .. ) COS~ .. , 

11IU. = 

1 1 
00 00 

~~ =..2 IlIU.,n = - AD + I An (Cn <rof Cn + D .. Cn 5in Cn) cos ~n' 
o 1 

a2F 2)'" ---= l1'U = iJ z2 It ... 

o 
co 

co 

- 2) An[(C .. +2Dn)<rofCn+D .. Cn6inC .. ]cos~ .. , 
1 

co 

alF 2) I1IT = ___ = 1111' = 
lIZ axaz IU,n - Z A .. [(C .. +Dn)SinCn+D,;Cn<rofCn]sinEn· 

o 1 

(1075 a) 



726 75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rander. 

Die Bedingungen - (1'0'., .. = (1)P .. = A .. cos~ .. und (1)T.,. = 0 an den Randerri 
z = ±h oder 1; .. = ±h/l .. = ±A .. liefern: 

C = - ~Sir. Ato±~<rO! An) D = ~~i~ I 
.. 2 An + Sm !:: An' .. 2 An + 6ill 2 An ' 

(1075b) e .. + D .. = - 2 ,2" A+" ~01.fn)'2" 'n. , C + 2 D = 2 (Sill An - AR (fo! An) 
1\ "" r, .. .. 2 An + Sin 2 An . 

Flir z = ± h ist 0'" -C- };(Op .. H:-~~~ :1~, I (1076) 

f' = 0 . t (] = _ Ulp ~ ~ (l)p 2 (Sin A" + A" (fo! An) 
ur Z IS. 0 £.J .. 2 An + Sin 2 )'n . 

L6sung bei antimetrischer Belastung (2,P nach Abb. 734c. 
co co 

'(2'F = 2,;"1(2'Z .. cos~ .. = -}; A~ l~ (C~ Sin'1;n + D~ 1; .. ~of1; .. )cos~ .. , 
1 1 

co 

aZF _ ~(2'O' 
ax! - £.J ',n }; A~ (C~ Sin 1; .. + D~ 1; .. ~of 1; .. ) cos~ .. , 

1 1 
(I 077 a: co co 

~Z~ = 1)(2)0'", .. = _ 2: A~[(C~ + 2 D~) Sin 1; .. + D~ 1; .. ~of1; .. ] cos~ .. , 
1 

co co 

(21 _ _ az F _ ~ (2' _ _ \, A' [(C' + D') (r' f" + D'" c· ,.] . I: 
TO'. - ax az - £.J T" .... - £.J.. ..' .. ~o",.. ""''' vtn", .. SID " ... 

1 1 

Die Bedingungen - (2'0'., .. = ±(2'P .. = ± A~ cos~ .. und (2'T.,. = 0 an den Randern 
Z = ±h oder 1; .. = ±h/l .. = ±A .. liefern: 

C' = 2 ((£o! A" + )," .ein An) D' = __ - 2 [of )'n . _ 
.. 2 )," - Sill 2 ),,,' .. 2 )." - Sin 2 An' 

C' + D' = 2 A" Gin A.. C' + 2 D' = _ 2 ([o! J." - J,,,.ein ~'n) 
" " 2 A" - Gin 2 A" • ," .. 2 J.n - 6in 2 J. n 

I (1077h) 

flir z = 0 ist 

00 

(2' = ± '\, (2'P 2 An + Sin 2 J.n 
0'" £.J " 2 A - Sin 2 A ' 

1 n " 
co 

".., A' 2An Sin An . I: 
i x • = L.,; "2), _ ""'2)- SID " ... 

1 'R -.::;1m ," 

(1078) 

Flir z = ± h ist 

Das Kraftfeld ist darnach durch die Belastung und deren Reihenentwicklung 
.nach Fourier (Tab. 66) und durch die Abmessungen L=2l, H=2h, 2c und die 
davon abhangigen Verhaltniszahlen ~n. 1;". A" bestimmt. Es wird durch die Iso
klinen und die Trajektorien der Hauptlangsspannungen und durch die Linien glei
cher Hauptlangs- und gleicher Hauptschubspannung beschrieben. Sie zeigen den 
Ausgleich der auBeren Krafte zwischen den Randern des Streifens. In der Regel 
begniigt man sich jedoch mit den Komponenten 0'".0'.', Txz in dnzelnen aus
gezeichneten Schnitten x = const oder z = const, insbesondere x = 0 (Feldmitte), 
x = ± 1 (Stiitzenquerschnitt), z = 0 (waagerechte Symmetrieachse) und z = ± h 
(Rander), urn auf die Grenzwerte der Spannungen zu schlieBen. Daneben k6nnen 
auch einzelne ausgezeichnete Spannungen als Funktionen von h oder c bestimmt 
werden. Leider ist die Konvergenz der Reihen fUr die Untersuchung in der Nahe 
der Rander ungiinstig. Bei hohen Streifen (h ~ l) geniigen auch die Spannungen 
der Halbebene nach (1072),' so daB angenahert' 



GlcichfOrmig vertcilte Bclastung am oberen Rande. 727 

a~l = _ (pCol - Pi>ol) , 
I 

pi>ol = + f pcoldx, 

a~Ul = _ (~CUl _ PbU)j I 
Pi>i! = + f pCuldx I (1079) 

o 
gesetzt werden kann. 

Die Langsspannungen ax sind in der Xahe des 
belasteten Randes groBer, in der Nahe des un be
lasteten Randes kleiner als beim Geradliniengesetz. 
Im Grenzfall H» L wird der Streifen zur Halb
ebene mit - a", = -1- P am belasteten Rande. Da
her ist a", am Rande des Streifens stets groBer als p, 
konvergiert jedoch gegen die Mitte schnell gegen. 
N"ull. Fiir L ~ 2 H kann nach dem Geradlinien
gesetz gerechnet werden. 

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung miissen die 
Randbedingungen und die Gleichgewichtsbedingun
gen zwischen den inneren und auBeren Kraften er
fiillen. In jedem Querschnitt ist daher 

+h +h +h 

faxdz=O, fa",zdz=M, fT:r..dz=-R •. 
-h -h -h 

Die Schnittkrafte M und R z der periodischen Be-
lastung sind bekannt. . 

Der Verschiebungszustand wird ebenso wie beim 
biegungssteifen Stab durch die Kriimmung lie" 
von ausgezeichneten Linien z = const, also z = 0, 

z = ± h beim Streifen, z = 0, z = h, z = 2 h ... 
bei der Halbebene beschrieben. Bei kleinen Verschie
bungen ist l/e:r. = a2wlax2. Da auBerdem nach (1050) 
und (lO51) 

_ Tn _ ()u + aw 
Yu - G - iJz cJx ' 

(1080a) 

Die Summanden beschreiben einzeln den Anteil der 
Komponenten des Spannungszustandes an der 
Kriimmung. Sic kann mit (1054b) nach 

I I [J3 F cJ3 F ] e.: = - E (Jz3 - (2 + ft) iJx2 iJz (1080b) 

aus (1075a) oder (I077a) berechnet werden. 

I ! I 
-T---+----t-

I 

I ' I 
-+---+.---t-

I ' 

Abb •• i35. 

GleichfOrmig verteilte Belastung am oberen Rande. Das Kraftebild 
Abb. 735a laBt sich in drei Teile zerlegen. Der Anteil I besteht aus einer periodischen, 
symmetrischen Streckenlast (liP (Abb. 735b) mit Spannungen nach (I075a). 

04 0 =0, A 2P2· 
n = - slnYn, 

y" 

1- c 
Yn = nn -1-· (1081) 

Die Schubspannungen sind in den Schnitten x = 0, x = t, z = 0, z = ±h Null 
und daher die Langsspannungen a"" a. dort gleichzeitig Hauptspannungen. Da die 

.b 

c 

d 



728 75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rl!.nder. 

Schnittkrafte M. N. Q bei symmetrischem Lastangriff Null werden. ist in jedem 
Querschnitt 

+h +h +h 

f (1zdF = o. f (1~Z dF = o. f T~!Z dF = O. 
-h -h -h 

Der AnteilII der Belastung (Abb. 735c) ist antimetrisch und erzeugt Spannungen 
nach (1077a). Dabei ist 

A, A 2PI' 
.. = - .. = SIn /' ... r .. 

z 

i:~~~~~E:~ 

P 1- c P2=+---2 c ' 
1- c 

/'n= nn-1 · 
z 

Abb.736. Verlauf der Funktion " .. C.) bei Balken mit veriinderlichem Verhll.ltnis ·H/L. 
Kurvenl: HIL=1/2. Kurven2: H/L=2/3. Kurven3: H/L=I. 

(1081) 

Die Querschnitte x = o. x = l sind frei von Schubspannungen Tu. der Langs
schnitt Z = 0 frei von Langsspannungen (1~. (1 •• Die Hauptspannungen schneiden 
daher die x-Achse unter 45°. 

Der Anteil III (Abb. 735d) Hefert einen einachsigen Spannungszustand -(1 •. - p. 
Das Kraftfeld zur vorgeschriebenen Belastung entsteht entweder durch Addi

tion der drei analytischen Spannungsanteile oder durch die Addition ihrer Zahlen
werte. Bei gleichfOrmiger Belastung p am unteren Rande nach Abb. 732a tritt 
dazu noch die einachsige Querbeanspruchung +(1. = p. Sie hebt sich gegen den 
Anteil III auf. so daB sich das Ergebnis in diesem Fane allein aus den Spannungs
anteilen I und II zusammensetzt. 

Die Langsspannung (1~ am unteren (gestiitzten) Rande eines hohen Streifens 
(H ~ L) ist nach (1079) angenahert gleich der Randbelastung p oder q. also auch 
angenahert gleich der groBten Langsspannung (1. eines Querschnittes. Sic ist wesent
lich groBer als der Betrag (10; = MjW = 6 Mjh 2 nach dem Geradliniengesetz. Nach 
den von F. Dischinger angegebenen Schaulinien (Abb. 736) nahert sich die Funk-

I I I tion (1o;(z) eines Querschnittes bei abneh-
I I I mendem Verhaltnis hjt der Navierschen 

1111~,IIIIIIIIIII~II,IIIIIIII~I!I~1 ;~:;~~;;t~~=;:;~ 
-t I t- -~o (Abb. 737). 

2CtJf!.-Zl=6,O 2';T:;0 Zl=8,O~-"" 
Stiitzung und Belastung stimmen mit den 

Abb.737. Angaben in Abb. 723 iiberein. so da13 ein Ver
gleich mit den Ergcbnissen auf S. 722 moglich ist. 

Die Belastung wird nach S.727 in den symmetrischen (Abb. 735b) und den antimctrischen 
Anteil (Abb.735c) aufgespalten. 

Zusammenstellung der Formeln nach S. 725f. 

A. Symmetrischer An teil. 

(lIP = Po+ i A .. cos~ .. , 
1 

Po=o, A .. nach Tabelle 66. 



Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand (H/L = 3/4) auf mehreren Stiitzen. '729 

C = _ 2 (<Sin A .. + A .. ~o\ An) = _ %g A .. + A .. 
n 2 A" + (Sin 2 A.. An "",.,' 

(£0\ An + ~11l An 

%g A .. D 2 <Sin A. 
n = 2 An + <Sin 2 An An ~. J.. ' 

(£01 An + ~11l 'n 

h 
J.n=nJt"T' 

rpn (C\ = Cn (£01 Cn + Dn Cn ~in Cn , 
1pn (C) = (Cn + 2 Dn) (£0\ Cn + D" Cn Sin Cn , 
Xn (C) = (Cn + Dn) <Sin Cn + D .. en ~ol C .. · 

B. Antimetrischer Anteil. 
co 

(21p = I A~ cos ~n' 
1 

A~=-An' 

C' = 2 (~ol A. + ~,,<Sin A .. ) = 
n 2 An - <Sm 2 A" 

1 + A,,:1:9 A .. 
A.. 1:'::..,' 

(£01 A .. - em An 

D' _ _ 2~0IA .. 
n - 2 A" - <Sin 2 A .. 

1 

A" 1:'::.' A ' 
~oP .. :- ~m .. 

rp~ (e) = C~ <Sin C .. + D~ C .. (£0\ C .. , 
1p:. (C) = (C~ + 2 D~) <Sin e .. + D~ C .. ~o\ C .. , 
X~ (C) = (C~ + D~) ~o\ CIt + D~ C .. <Sin CIt • 

C. Superposition der Anteile A und B. 

E,,(~)=A .. cos~ .. , I 'F,,(~)=Ansin~ .. , 
E:, (~) = A:' cos ~n = - E" (~), F~ (~) = A:' sin~" = -Po. (tl 

co co 
a. = (l)a. + (Zla. = I rp .. (C) • E .. (~) + I rp:, (C) • E:, (~) 

1 1 

I [rp .. (C) - rp:' (mE" (~) = 1~,,(c)· E .. m· 
1 1 
co co 

a", = (lla", + (ila ", = - I 1pn (C) • E" (~) - I 1p:' (C) • E:, (~) 
] 1 

= - i [1p" (C) -1p:' (C)]E" (;) = -1 Vi .. (C) .En m· 
1 1 

Tzs = (lIT .. + (2IT ... = - i X" (C)· F" (~) - 1 x:' (C), F:, (~) 
1 1 

= - £ [X" (C) - X:. (C)] F n (~) = - i X" (C) • F" (~) , 
1 1 

Auswertung der Formeln. 
Wie bei dem Beispiel in Abschn,74 wird die Rechnung auf die ersten ftinf Fourierglieder 

beschrnnkt. ' 
1. Fourierkonstanten A .. = - A:', Die Konstanten A .. sind halb so groB wie die cntsprechen

den Werte auf S.72O, 

n 5 

A. 
2. Integrationskonstanten C ... D". C: •• D~, 

n I 2 3 5 

C" - 0.588 71 - 102.4816 , 10-3 - 13,73953' 10-3 - 195.5161' 10-' 

D" + 0.173 21 + 17.9378 , 10-3 + 1.70284' 10-3 + 15.2974' 10-' 
C.+D .. - 0.41550 - 84.5438 , 10-3 - 12.03669' 10-3 - 180.2187'10-' 
C,,+ 2D" - 0.24'129 - 66.6060 ' 10-3 - 10.333 85' 10-3 - 164.921 3'10-' 

·C~ - 0.692 59 - 102.7831 ' 10-3 - 13.74007'10-3 - 195.5162' 10-' 
D' n + 0.208 97 + 17.9954' 10-3 + 1,702 91 ' 10-3 + 15,2974' 10-' 

C~+D:, - 0,483 61 - 84,7877' 10-3 - 12,03716 ' 10-3 - 180,2188'10-' 
C:'+ 2D:' - 0,274 64 - 66,7923' 10-3 - 10,334 24'10-3 - 164.921 3'10-8 
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3. Funktionen tp, 'P, X fUr z = -0,5/ (.:: = -O,;j), 

tl I 
., 

3 5 

tpft - 0,85 105 - 0,537 15 - O,3 18 I<) - 0,097 0 7 
q:>~ + O,77~20 .i- 0,53168 o,3 1SO I -i. 0,0')7 0 7 

fPw - 1,62I~5 - 1,06883 -. O,()3(' 20 - o,1')4 J 4 

'Pft +0,01818 - 0,]2128 - 0, I 2~()I - o,057 U7 
'P~ - 0,1'1 162 +0, 11603 -;- o, uR 46 .~- o,o5i h 7 
Vi .. + 0,20980 - 0,2373 1 - 0,257 0 7 

I 

- O,115.H 

Xft + 0,27350 .;- 0,3 2 3 13 0, 21 3 22 -. 0,07737 

~~ - 0,45806 - 0,3 2')')5 - 0,2234 2 - 0,077 37 
;eft +0,73 1 56 .:- 0,653 06 .~ o,H!>!'4 I ';-0,15474 

4, Spannungen im SChnitt ~ ~. - 0,5 '-
a, = - 0,20980 EI (E) + 0,23731 E~ (~) + n.:?;i707 1:'3 (E) + 0.115341'5 m. 
a, = - 1,62125 E 1 (E) - 1,06883 E~ (E) - O,6:l6:?0 E3 (E) - '0, W414 (:'5 (E) , 

T., = - 0,73156 Fl m - 0,65306 F~ (E) - 0,44664 F, (E) - 0,15474 1-'5 (~) . 

Die Funktionen En (;), F ft (;) k6nnen \"on S.721 ilberIlOlllnH'n werdl'n, sind jedoch wcgcn dcr 
Aufteiiung der Beiastung in den symmt'trisch{'n lind den alllillll'lrischl'n .-'l.ntl'il dllrch 2 ZII 

dividieren. Damit erhalt man die folgemlen Spannungen in 11m2 : 

; 

a" 
a, 
Tz. 

I 0 0, 125 0,250 I 0,375 I 0,500 

I +O, 2R 3 +0,244 .J 0,170 1·;-o,05() 1-0'151 
+°,935 +0,954 -~O,()12 I-O,~3I ~-o,6So 

° 1+°,°56 +0,11>4 +0,2/4 +0,4')7 

II 

-0.375 -.., 

--------~~------- ~ ~ 

0, 62 5 0.75 0 0,875 I 

- 0,270 - 0,1 jl' - 0,°3° O,Olq 

1 0,13 1 - 0,t,.!2 - J,qlt> 2.2t)lJ 

+ O,SI>2 +O,I)I)f) +o,"H ° 
5. IIallPtspannungen. nil' 

SpanIllIllgen werden flir di" 
Kllotell des 'l"adratischen l\dzl's 
.\l>u.737 herechnet. Sie iieferrl dil' 
i.inil'n gh-ichl'r Hall ptspann II ngIT I 
(\I>b, 738), gh-ich<:r Hallplsl'''ll' 
nllnga2 (.\1>1>.739) lind di" l.ilng,. 
spannll ngstrajl'ktori<:n (.\1>1>.740 I. 

''\ I 

Feldweise wechselnde 
Beiastl1ng ± p am oberen 
Rande (Abb. 741 a u. 7:{ I c), 
Die Bcla,;tung dient nur 
dazu, die Spannungen bei 
abwechselnd bclasteten lind 
unbelasteten Fcldern (Abb. 
731 a) aus der Liisung fiir 
gleichfOrmigc Belastung aller 
Felder (Abb. 731 b) herzu
leiten. Ihre Periodenlange L' 
ist gleich der doppeltell 

Abb. 73~, Linien gleicher Hauptspannung <1,. 

"-.J 
I 

Stiitzenentfernung L, Bei der Superposition nach Abb. 731 ist die Phasenverschiebung 
der Perioden zu beachten. 

Die Stiitzkriifte sind Null, da die Belastung Abb. 741 a innerhalb einer Periode L' 
im Gleichgewicht ist. Sie wird nach Abb. 741 b, c in den symmetrischcll und den 
antimetrischen Anteil zerlegt. Die Konstanten der nach F 0 u ri e r entwickcl ten Rand
belastung jedes Anteils stimmen miteinander iiberein und werdell nach Tab, 66 lpit 

. 1l 7l 
SlO-

An = A'n = P __ 2_ 
n:n: 

2 

(1082) 



Syrnmctrischc Gruppcn von Strcckenlasten P = 2cp. 731 

angeschrieben. DieSpannungen lassen sich dam it nach (I075a) und (1077 a) 
linter BeadHung del doppelten Peri ode L' berechnen. 

1st der Spannungszustand aus einer Belastung ±p am oberen Rande bekannt. 
so lassen sich die Spannun- I I! 

gen bei Eintragung am un
teren I{ande am einfachsten 
durch O'berlagerung der Span
nungen einer symmetrischen 
Bclastung anschreiben. 

Symmetrische Grup
pen von Streckenlasten 
P = 2 cp (Abb.742). Die 
Belastung ist symmetrisch 
und wird nach ·Tab. 66 in 
cine Fouriersche Rcihe mit 
den Koeffizienten 

" p 
A 0 = Po = P -, = 21 ' 

A = "P sin l'ft 
II ... 0 y" 

c 
Y .. = nil T 

(1083) 

entwickelt. Die Schnittkrafte 
M. N. Q sind in jedem Quer
schnitt Null. die Langs
spannungen (J z im Langs
schnitt Z = 0 von Streifen 
mit Randabstanden h ~ 2 I 
angenahert konstant -pc/I. 
Dies wird durch Zahlenrech
nung fur die Langsschnitte 
Zl = 0 und Z2 = h -.2 I. 
eines Streifens mit HIL = 3 
und Ife = 4 (Abb.743) nach
gewiesen. 

~ = ,"11 

u,lp 
ZI = 0 

T • • If> 

u.lp 
Zz =,,- !l 

Tulp 

0 

- 0.!5 1 

0 

- O,l56 

0 

Ahl.>. 739. Linien gleicher Hanptspannung 02. 

Abb. 740. Llngsspannungstrajektorien. 

O,!5 0.50 0,75 I 

- O,lSI - U·.!5° - 0,24') - O ... LI9 

0 0 0 0 

----
- 0.l54 - O,l50 - 0.24h - 0,214 

+ 0,004 , O.O(/.'i + 0,004 0 

Da der Langsschnitt Zl = 0 frei von Schubspannungen ist. kann hier der Streifen 
ohne StOrung des Spannungszustandes in zwei Teil£' zerlegt werden. wenn dabei 
die Uingsspannungen (J z ~ - pefl an den Schnittrandern als au13ere Krafte mit
wirkcn. Nach den Ergebnissen der Zahlenrechnung sind die Schubspannung£'n auch 
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noch in Langsschnitten Z2 S h - 2'1 nahezu Null, so daB die Zerlegung des Streifens 
in drei parallele Abschnitte mit den Langsspannungen G. ~ -pelt als auBeren 
Kraften keine wesentliche Anderung des Spannungszustandes bedeutet. 

I I, 
"1=l-t-l-:t-l7 

Abb.742. 

1 
I : __ L_ ' __ L ~rh-Zl 

. I z,-o 
J: 

Abb.7U. Abb. 743. HIL = S, lIe - 4. 

Daher lassen sich hohe Wande (H ~ L) mit gleichfOrmiger Belastung des oberen 
Randes angenahert auf Grund einer Zerlegung in die Abschnitte hl = H - L, 
hJ=L berechnen (Abb.744). Der Abschnitt H -L unterliegt im wesentlichen nur 

Abb.744. 

Abb.745. 

dem einachsigen Spannungszustand -G. = p. Der 
Spannungszustand des Abschnitts h2 wird genau genug 
als Spannungszustand eines Streifens mit dem Rand
abstand 2 hg und einer symmetrischen Gruppe von 
Streckenlasten 2 qe berechnet. 
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Dasselbe Ergebnis laBt sich auch aus einer Spannungsfunktion ableiten, die von 
N. L. G. Filon fUr die Belastung der Rander eines Streifens mit zwei gleichgroBen 
entgegengesetzt gerichteten Einzellasten P nach Abb. 745 als Fouriersches Integral 
angegeben worden ist. Die Zustandslinien a: ' a; , T:. fUr z = const sind gleichzeitig 
EinfluBlinien fiir eine wandernde Lastengruppe. Die Summe der positiven und 
negativen Anteile der Flachen a; , T;. sind in den Langsschnitten z = const Null, 
da bei gleichformiger Belas'tung der Rander nur Spannungen a z entstehen. 

Nach Abb. 746 erzeugt die einzelne Kraftegruppe P (Abb. 745) auf der Breite 
2,7 h der Symmetrieachse Druckspannungen a •. Dariiber hinaus entstehen unbedeu
tende Zugspannungen, die schnell gegen Null konvergieren. Einzellasten werden 
daher durch ein elastisches Mittel auf 2,7 h Breite verteilt. Die Spannung a z erreicht 
mit 0,92 Plh in der \Virkungslinie der Einzelkraft das Maximum. Sie ist nahezu 
gleich der auf den halben Scheibenquerschnitt bezogenen Spannung. Zwischen 
Einzellasten mit einem gro!3eren Abstand als 2,7 h bestehen' keine wesentlichen 
Beziehungen. 

Filon, L. N. G.: On an approximate solution of the bending of a beam of rectangular cross 
section. Philos. Trans. Royal Soc. London 1903 (A.) Bd. 201 S. 63. - Ti m pe, A.: Problem der 
Spannungsverteilung in eben en Systemen. Diss. Gottingen 1905. - Bleich, F.: Der gerade 
Stab mit Rechteckquerschnitt als ebenes Problem. B. I. 1923 S. 255. - Th. v. Karman: Ober die 
Grundlagen der Balkentheorie. Abhap.dlg. aus dcm Aerodynamischen Institut d. Techn. Hoch
schule Aachen. Berlin 1927. - Seewald, F.: Die Spannungen und Formanderungen von 
Balken mit rechteckigem Querschnitt. Abhandlg. aus dem Aerodynamischen Institut d. Techn. 
Hochschule Aachen. Berlin 1927. - Cramer, H.: Spannungen in hohen wandartigen Tragern. 
Bericht tiber die II. Int. Tagung fUr Brucken- und Hochbau. Wien 1929. - Derselbe: Spannun
gen in wandartigen Balken bei feldweise wcchselnder Belastung. Z. A. M. 1930 S. 205. -
Bay, H.: Der wandartige Trager auf unendlich vielen Sttitzen. J. A. 1931 S. 435. - Cooker, 
E. G., u. L. N. G. Filon: A Treatise on Photo Elasticity. Cambridge 1931.-Dischinger, F.: 
Beitrag zur Theorie der Halbscheibe und des wandartigen Balkens. Abharullungen der Int. 
Vereinigung fUr Brucken· und Hochbau. Zurich 1932 und Beton u. Eisen 1933 S.237. -
Cramer, H.: Spannungen in durchlaufenden Scheiben bei Vollbelastung samtlicher Felder. 
Beton u. Eisen 1933 S. 233. 

76. Die Berechnung der Spannungsfunktion mit Differenzen. 
Die Erweiterung der Randbedingungen durch die rechteckige oder polygon ale 

Begrenzung der Scheiben bereitet beim Ansatz und bei der numerischen Losung der 
Spannungsfunktion F wesentlich gro13ere Schwierigkeiten. Aus diesem Grunde 
begniigt man sich bei derartigen Aufgaben ebenso wie 
bei ahnlichen Problemen der Plattenbiegung mit einer 
Naherungs16sung durch die Entwicklung der Ansatze 
(1054) in Differenzen. Da die Differentialgleichung des 
ebenen Spannungszustandes und die Differentialglei
chung der Plattenbiegung unter Randkraften mitein
ander iibereinstimmen, kann die Differenzengleichung 
des ebenen Spannungszustandes in rechtwinkligen Ko
ordinaten nach (999) oder in Polarkoordinaten un-

ft- 2 

L 

1 -I 

14'" 

i -f 

m 

1 

" 
i 

~ 
I-I ~~ 

I 

~ 
-I ·-2.lo! 

.!. 
"l 

i ~ 1 ! .... 

~~ 
mittelbar angeschrieben werden. Die Spannungsflache ;r 

L.1.r .1;r i Ar-A.r-

erscheint dann ebenso wie die elastische Flache der Platte Abb.747. 

als Gitter, dessen Aufri13 aus zwei Gruppen von aquidi-
stanten, sich rechtwinklig kreuzenden geraden Linien besteht (,1 x 9= ,1 z). Die End· 
punkte der Ordinaten F k der Gitterknoten k liegen .in der Spannungsflache. Ihre 
gegenseitigen Beziehungen lassen sich an jedem Gitterknoten durch eine lineare Glei
chung ausdriicken. Sie lautet fiir ,1 x = L1 z nach (1000) folgenderma!3en (Abb. 747): 

20Fk - 8 (Fk-l + F! + Fk+l + F i ) + 2 (FH + FH + Fl+l + Fi+1) 

(1084) 
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Fur Ll x + Ll z wird die Differentialbeziehung Ll Ll F = 0 nach (999) angeschriebell. 
Die Gleichungen fur die inneren Knoten sind homogen. AuBerdem gelten H.and
bedingungen, die entweder nach (1054) durch die Randkrafte oder nach (1061) durch 
Funktionen der Randkrafte vorgeschrieben sind. Der Ansatz liefert bei jedem 
Belastungsfall ein eindeutiges Ergebnis fur die Ordinaten F k • Mit diesen lassen sich 
dann die Komponenten des ebencn Spannungszustandes nacli (998) berechnen. 

i!G 27 

'IS 10 ff 

I/Q 25 1 

'IS 2¥ 1/ 

1/2 i!G 7 

¥1 I.?z ~ 

'10 .1!J 

12 13 

~ ..1 

5 G 

I 9 

20 19 

.18 rl 

Abb.748. 

111 

13 

16 

17 

18 

~ 

Die Schubspannungen werden daher am einfach
sten fur die Mittelpunkte der Maschen berechnet. 

Der quadratischen Scheibe Abb. 748 wird ein 
durch 2 Scharen von aquidistanten Geraden be
stimmtes Gitter mit 9 Innenknoten und 16 Rand

_"" knoten zugeordnet, so daB zunachst ohne Beach

.11 

W> 

~ 

.11/ 

35 

:.c tung der Symmetrie 25 Ordinaten F k der Span
nungsflache in die Rechnung eingehen und9 Glei-
chungen angeschrieben werden kannen. Diese ent
halten 110ch die unbekannten Ordinaten F k von 
20 Nebenknoten def uber den Scheibenrand hinaus 
erweiterten Spannungsflache. Die 45 Wurzeln des 
Ansatzes sind daher nur dann eindeutig bestimmt, 

wenn zu den 9 linearen Gleichungen fur die Gitterknoten 1 bis 9 noch 36 Rand
bedingungen . treten. Diese stehen bei freien Randern z = ± h nach (1085) als un
mittelbare Beziehung zwischen Randbelastung und Randspannung zur Verfu-

3p 

z gung. An 10 Randknoten z = ± It ist 

AlJb.749. 

Ll F =-3pLl.-32 2 

az = - Pz, an 10 Randknotc~ x = ± list 
ax = -P:r:, an 12 mittleren H.andknotcn 
z = ±h, x = ±t und an 4 Eckknoten ist 
T:r:z = O. 

Ansatz und Lasung werden an einer 
Scheibe mit hit = 3/4 gezeigt, welche nach 
Abb. 749 belastet ist. Wegen der Symmetric 
der Bclastung zur z-Achse genugt die Bc
rechnung der Spannungsflache F fur cine 
Halfte der Scheibe. Nach Abb. 750 sind 
claher die Ordinaten F k' von 20 Inncnknotcn 
zu berechncn (Ll x = LI z = LI). 

Bestimmung cler Ranclorclinaten nach 
(1061 a): Als Anfangspunkt wircl wegen cler 
Symmetric cler Punkt 21 gewahlt. 

F21 = F 22 = ... = F31 = ° , 
'1 LI 

Fa3 = - 3 P LI· iLl + P LI '2 = - 4,0 P A2, 

5 
F3t = - 3pLl· 2 LI + P2L1· LI = - 5,5pLl2, 

7 3 
F 35 = -; 3 P LI . 2 LI + P 3 LI . 2 LI = - 6,0 P Ll2. 
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Elimination der Ordinaten an den Nebenknoten nach (1061 b): Fur die Rand
knot en 21 bis 35 wird of/an = -R I • so daB z. B. fur die Knoten 22.28 und 33 
die folgenden Beziehungen· entstehen: I 

I{(] J9 .18 37 ~ 
Fu - Fg ------ = 0 

2 A ' 
!.602- A

F18 = O. 

Daher ist F37 = F3• F44 = F9 • F50 = F IS ' Das vollstandige 
Ergebnis fur aIle Rand- und AuBenknoten ist in Abb. 751 
eingetragen. 

AufsteIlung der Differenzengleichungen nach (1084): Glei
ehung fur den Punkt 3: 

20F3 - 8(F2 + 0 + F, + F7,+ 2 (Fs + 0 + 0 + Fs) 
+ (FI + F3 + F3 + Fu) = O. 

Gleichung fur den Punkt 18: 
20F1S - 8 (F17 + F14 + Fa - 4.0 P .12) + 2 (- 1,5 p.12 

+ Fl3 + Fl5 - 5,5 P .12) + (0 + FlO + F20 + FIR) = O. 
z 

.. J - 1 {} {} fJ 10 
T- o Ii ~ If ~ ~ 

F- {} Fs r. f7 r, ls 
r, {} ~ r., If, kr ~ 
[,If, {} . ,If, Ii. 1,5 ~ ~ 

~ {} ~ .r. ~ ~ ~ 

ll5a ~- -1(54 - fDa-~a ~4 Iva 
0 ~ r. ~ ~ ~ 

"' 25 3q zi ~ ~ 

iii! IS , 2 .1 i4I 

fI1 27 ~ G 7 ~ 

W 28 ig 10 " '2 

lIf 28 11 flI 15 111 

IIG JIJ " " " w 
~ If J2 .13 9'1 ~ 

'II qg 50 f 152 

Abb.750. 

z 

a-pL1 2 

Abb.751. 
Abb. 752a. b. Spannungen n~ und l~z in den Schnitten im Abstalld A, 2 J, 3 J, 4L1 

yom Aullenrand (Kurven 1 bis 4). 

Das voIlstandige Gleichungssystem 
ist nach Zusammenfassung der ein
zelnen Unbekannten F kin der Matrix 
auf S. 736 enthalten. Die Lasung steht 
auf S.737. 

Die Spannungen (Ix. (lz, Txz werden 
hieraus nach (1085) ermittelt. Sie sind 
in den Abb. 752a bis c aufgetragen. 
Die Abb. 753a bis c enthalten die 
Linien gleicher Hauptlangsspannun
gen (II' (12 und die Lii.ngsspannungs
trajektorien, deren Verlauf bei der 
groben Maschenteilung der Lasung 
aIlerdings im mittleren Bereich des 
unteren l{andes nicht angegeben wer
den kann. Trotzdem eignen sich die 

-1,0 

-2,0 

Abu. 752c. Spannungen a. in den Schnitten im Ab· 
stand 0, J, 2 L1 ... 5,j yom unteren Rand (Kurvcn 1 uis 6). 

x 

Abb.753 zu einem kritischen Ver'gleich mit der Lasung fur die Halbscheibe auf 
S. 722 und fur den Streifen auf S. 730f. Dabei verdient vor aHem der Einflu13 der 
Winder auf den Spannungszustand Beachtung. 
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77. Angenaherte Untersuchung des Spannungszustandes in Rahmenecken. 737 

Losung der Matrix auf S. 736: (a_= 1) 

I 2 I 3 4 5 6 7 8 9 I 10 

-0.0406 -0. 17641-0.300~ -0.3473 -0. 2053 -0.6282 -1.0040 -i.1485 -0.46311- 1.3222 

II 1 12 I 13 I q 15 16 17 18 19 20 

-2.03951-2.30921-0.81721-2.2306 -3.333 2 -3.7338 - I,224 2 - ).2490 -4.6 72 5 -5. 1662 

Abb. 753a. Linien gleicher Hauptspannung "I' Abh. 753 b. Linien gleichcr Hauptspannung <1 •• 

Der Spannungszustand der Schei
ben mit H ~ L, der aus den Schnitt
kraften nach Abschn. 10 statisch be
stimmt angegeben werden kann, 
unterscheidet sich von dem Span
nungszustand gedrungener Scheiben 
vor aIlem durch das Verhaltnis von 
a z zu ax. In dem einen FaIle ist 
a z ~ ax. in dem anderen FaIle sind 
beide Spannungen von der gleichen 
Gro13enordnung. Das Vorzeichen der 
Langsspannung ax wechselt beim 
Trager in der Achse, dagegen bei ge
drungenen Scheiben mit H ~ L in 
den \"Tendepunkten der Querschnitte Abu. 753c. Langsspannungstrajcktnrien. 

X = const der Spannungsflache F, also 
in der ~5.he des abgestlitzten Scheibenrandes. Die Spannungen in Li.ngs- oder Quer
schnitten lassen sich aber auch hier stets zu Schnittkraften zusammenfassen, welche 
mit den aul3eren Kraften am Rande die Gleichgewichtsbedingungen erflillen. 

Bay. H.: Uber den Spannungszustand in hohen Tragl'rn und die Bewehrung von Eisen
betonwanden. Stuttgart 1931. 

77. Angenaherte Untersuchung des Spannungszustandes 
in Rahmenecken. 

Wah rend die statisch bestimmte Berechnung der Spannungen aus den Schnitt
kraften zur Beurteilung der Festigkeit der Rahmenstabe ausreicht, 15.13t sich das 
Kraftfeld inl Bereich der \\'inkelpunkte der Stabachsen nur mit einem ebenen 
Spannungszustand vergleichen. Dieser ist durch polarisationsoptische Untersuchun-

Beyer. Haustatik, 2. AUII .• 2. Neudruck. 47 
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gen an rechtwinkligen, auf Biegung beanspruchten Stabecken gemessen worden. 
Darnach ist der ausspringende Bereich der Ecke fast spannungsfrei. Aus diesem 
Grunde liegt es nahe, das vorgeschriebene polygonale Kraftfeld durch einen Kreis
ringsektor mit konzentrischen Randern zu lo.:grenzen und die Spannungsaufgabe 
mit Polarkoordinaten zu lOsen, wenn dabei sich voraussichtlich auch der Ver
schiebungszustand andern wird. 

Urn die Randbedingungen und damit auch die Zahlenrechnung zu vereinfachen, 
wird iiber die Eintragung der Schnittkrafte an den Querschnitten der Scheibe nicht~ 
ausgesagt. Hier gelten vielmehr nur die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den 
bekannten Schnittkraften N, :A!, Q des Rahmenstabes und den errechneten Span

Abb.754. 

nungen (1t, T'T' die eben so wie die Spannungsfunktion mit 
Riicksicht auf die Randbedingungen in Polarkoordinaten an
geschrieben werden. 

Vbertral1unl1 zweier Biel1unl1smomente M (Abb.754). 
Die Spannungen sind unabhangig yom Winkel ex, so daB die 
Eartielle Differentialgleichung (1057) ebenso wie die Platten
gleichung (947) in bezug auf die Veranderliche r total wird. 

1 dP d2P 
(1, = 'r dr ' (1t = dr2 , T,t=O. 

Ihre allgemeine Losung steht bereits auf S. 650 und lautet mit r2/r = e und rJrl = el 
1 1 

F = Co + cI In e + cll %" + c3 %"In e . e e 

,,--,"til ~ '1{() +3IJ +20 +10 

Abb.755a. Abb.755b. 

Die Integrationskonstanten lassen sich aus den Bedingungen 
1 

(1, = - r~ (cleS - 2cs + c3 - 2cs1n e) = 0 
2 

r. 

(1086) 

an den Randern r = rl und r = r2 und M = J (1, rdr bestimmen. Man erhalt mit 

C1 = - -~l r~. 41n el , 

und daraus 

" 

(1, = 4T~ (-In; -eilne+e21~el)' (1, = 4 ~ (ei-1-ln ~l_ ei In e-e21nel). (1087b) 

(1, und (1, sind Hauptspannungen, die Querschnitte bleiben eben. 
Fiir einen Sektor mit r1 = 0,24 m, rs = 0,64 m (Abb. 755 a) wird el = 2,6667 und 

Tl = 0,57492. Die Auswertung der Ergebnisse (1087b) liefert mit M = 1 mt/m die fiir 



Ausgleich einer Querkraft. 739 

alle Radialschnitte gleiche Spannungsverteilung tier Abb. 755 b. Die Geradc A B 
zeigt den linearen Verlauf von at nach N a vier. 

Ausgleich einer Querkraft. Die Querkraft Q" (Abb. 756) stcht mit den 
Schnittkr~iften Sb' M b, Qb im Gleichgewicht [(Q", IV b' M b, Qb) == 0]. Die Spannungs
funktion 

F = (/J (r) . sin IX 

mit den Spannungskomponentcn 

a r = ,--;- - r2 SlI1lX, at = 'l' • SlI1lX , ( <P' <P). mil' 1 
( 1089) 

T = - (<P' _ ~) cos IX = -~. 
r t y /'- tg IX 

Iicfert am Rande IX= 0 nur Schubspannungen T,. t. 

Aus 

LI LI F = ( d2
• _ .1_ + .!.. ~.) (d2 W _ ~ +.!.. d <P) . sin r:t. 

d 1'2 1'2 Y d r d 1'2 1'~ r dr' 

folgt fUr (/J (r) die totalc Differentialgleichung 

( 
d~ 1. 1 d :! 

Ii I~ - y2 + .y. d;) (/J = O. (1090a) 

Ihre Lusung ist 

1 In e 1 
(/J = c1 ei + c2 e + c3 e + c4 e , 

wobei,wieder '2/r = e gesetzt wurde. 

Die Integrationskonstanten c1 • c2 • c4 lassen sich aus den Bedingungen 

1'" 1 \ sin IX 
a r = I-£'1 -. - C2 e - 2 (4 03 ). -., .. = - T t tg IX = 0 

\ (! ~ 1':; r 

(1088) 

(1090b) 

an den Rindern r = r1 uncI, = '2 und aus der BccIingung j~Tt elr = Qa am Rande 
r I 

r r-q.'1m 

I 
t. __ 

-30 -PC -10 

AI>I>.757. Abu. 758. 

'Y. = 0 ermitteln. Die Integration"konstante c3 ist ohne EinfluI3 auf die Spannungen 
uncI daher beliebig. ~Iit cler Abkiirzung 

T2 = ri 1 [(~T + J) lng, - (~i - I)] 
ergibt sich 

c-ti~ 
,- :! T.,' - ( 2 + 1) Q" 

(2- 91 'T2 ' 

(1091 a) 

47* 
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und damit 

0', = %~ [~ - (ei + 1) e + e3] sin et , T, t = - t;rcx ' 

O't = ~: [3 ~ - (ei + 1) e - e3] sin et • 

(1091 b) 

Die Spannungsresultierenden im Schnitt b (et = eto) stehen mit Qa im Gleichgewicht: 

Abb. 7593. Linicn glcichcr H3uplspannung IT, • 

Abb. 759c. Langsspannung!>traiektorien. 

wird 

Abb. 759 b. Linien gleicher Hauptspannung n •. 

12 

f O't dr = Nb = -Qa sin oto , 

" '. f Tr,dr = Qb = Qa cos eto , 
" 

12 

J O't (r - ro) dr = Mb = Qarosin eto · 
1, 

Fur den Sektor mit den Abmessungen 
nach Abb.755a, belastet nach Abb.757, ist 
el = 2,6667, Ts = 1,1805. Mit 

~J~ - (ei + 1) e + e3] = K 1 , 

~: [3 -%~ - (ei + 1) e - e3 ] = K2 

Die Funktionen Kl und K2 sind in Abb. 758 dargestellt. Die Abb. 759a, b ent
halten die Linien gleicher Hauptspannungen 0'1' 0'2' die Abb. 759c die Langs
spannungstrajektorien Hir die Belastung nach Abb. 757. 

a d 

Auu.760. 



78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten. 741 

Eine Belastung des Ringsektors nach Abb .. 760a laBt sich durch Aufspaltung in 
die drei Anteile Abb. 760b, c, d auf die beide _ Grundfalle zuriickfilhren. 

Preu 13, E.: Versuche tiber die Spannungsverminuerung durch die _-\usrunuung scharfer 
Ecken. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 120. Berlin 1912. - Griining. :'II.: Die Spannungen im 
Knotenpunkt eines Vierendeeltragers. Eisenbau 1914 S. !H2. - \\' Y /3. T h.: Die I(raftfelder in 
festen clastischen Korpern. Berlin 1926. - Cardinal Y. \\'illdern, H.: Polarisationsoptische 
Spannungsmcssungen an Stabecken. Mitteilungen aus liPID :'Ilechan.-Tcchn. Laboratorium der 
T. H. Miinchen. 3. Folge Heft 34. Mtinchcn 1930. - Kurzhalz. H.: Polarisatiol1soptische Unter
suchungen an rechtwinkligen. auf Biegung beanspruchten Stabccken. :'IIitteilungen aus dem 
:'I[cchan.-Techn. Laboratorium der T. H. Mlinc\ll'n. 3. Folgc Hdt 3;"). :\\iinchcn 1931. 

78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten. 
Die Losung der Aufgabe ist angpnahert fUr eine durch die Querschnitte a, b, C 

begrenzte rechteckige Knotenscheibe (Abb. 761) mit Hilfe einer Spannungsfunktion 
versucht worden, die zwar die Differentialgleichung (1055) und die Gleichgewichts
bedingungen in a, Ii, C befriedigr, dagegen nicht den l~andbedingungen gerecht wird. 
Fiir das Kraftebild Abb. 761 ohne Querkraft in C list nach M. Griining 

3 Q [ ( I) I ') ] F= HI :Jj3 xy /L;-'3 y2 (x21+2e3-3e21)+-5xyl(j2-y2)2- ;f31x3 ,(1092a) 

fUr das Krafte~ild Abb. 762 mit einer Querkraft in C (Stockwerkrahmen) 
l' 

F = 16e:lj [X3 (y + I)~ - (y + 1)4 X + (812 - 3 e2) x (y + 1)2 + 2 c3 y2] . 

Die Spannungen lassen sich daraus mit (1054b) leicht 
ablciten. Die Losung gibt jedoch ohne die aus
reichende Beriicksichtigung der Randbedingungen 
kein zutreffendes Bild des Kraftfeldes, da nicht der 

(1092b) 

!!Ii 
{l-er 

Spannungszustand in den ein
springenden Ecken erfaBt und 
sein Einflu13 auf den Kern des 
Kraftfeldes bewertet wird. 

r----
"N-IJ' 

Das Problem ist neuer- Y 
dingsdurchSpannungsmessun-

11 gen und vor allem durch op-
tische Beobachtungen geklart N-P 
und von Th. \Vy B an Kraft-
feldern studiert worden, die 
sich an Hand des Versuchs-

AtJb.761. materials mit Hilfe der analy- Abb. i6~. 
tischen Beziehungen iiber Tra-

jektorien aufzeichnen lassen. Dabei wird der Rahmenknoten in denjenigen Quer
schnitten abgegrenzt, in denen die einfachen Gesetze der :\avierschen Balken
biegung als zutreffend angenommen werden, so daB die l~andbedingungen des 
Kraftfeldes durch Schnittkrafte bekannt sind. 

Das Kraftcbild zerfiillt bei symmetrischen Knutenscheiben. die hier voraus
gesetzt werden sullen, in den symmetrischen und in den alltimetrischen Anteil mit 
grundsatzlich verschiedenen, ausgezeichneten Kraftfeldern. 

a) Symmetrie der Belastung. Die Biegungsmomente, Quer- und Langs
krafte der Querschnitte a, b sind einander gleich, am Querschnitt c ist nur die 
Langskraft Nc = 2 Qa von Null verschieden (Abb. 763a). Die Schubspannungen sind 
in der Symmetrielinie Null, die Hauptspannungen 0"1' 0'2 parallel zur x- und y-Achse. 
Das Kraftfeld stimmt mit demjenigen eines im Bereich c verstarkten Balken
abschnitts iiberein, der hier einegleichfOrmigverteilte Belastung aufnimmt (Abb. 763 b). 
Die Kraftlinien IX beschreiben im wesentlichen den Kraftfluf3 und die Beziehungen 
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zwischen den beiden Riegeln, die Kraftlinien fJ denjenigen zwischen Riegel und 
Pfost en , \Vahrend die Kraftlinien y und () die Tragerwirkung der Knotenscheibe 
wiedergeben. Die Biegungsmomcnte an den }{iegclquerschnitten ' .... erden also im 
wesentlichen unmittelbar iibertragen. 

b) Antimetrie der Belastung. Die Biegungsmomente, Quer- und Langs
krafte der beiden Querschnitte a, b sind entgegcngesetzt gleich (Abb. 764a); am 

Abb.763 •. 

1IIIIIilllilip 
k-d-+-d-..j 

Ahh.763b. 

Querschnitt c ist Xf = 0, Qc = Na + ,Vb' JIe = 2 Ma· Dic Langsspannungen ax, a1l 

sind in der Symmetricachse ~ull und daher die Hauptschubspannungen hier nach 
x und y gerichtet. Die Symmetrieachse ist also Trajektorie der Hauptschub
spannungen. Sic wird von den Hauptlangsspannungcn unter 45° geschnitten. Der 
singulare Punkt N des Kraftfeldcs Abb. 764 b ist daher ein Spannungsnullpunkt, 
so dal3 sich keine Uingsspannungen zwischen den beiden Wegeln ausgleichen. Der 
singulare Punkt K wird von 2 Scharen von Kraftlinien umfal3t, welche durch zwei 
ausgezeichnete Linien XL und N R begrenzt sind und den mittclbaren Kraftflul3 
zwischen Riegel und Pfost en beschreiben. Aul3erhalb der beiden Grenzlinien ist eine 
unmittelbare Wechselwirkung zwischen Riegel und Pfosten vorhanden. Die Form 

~ 

.~~~~~~~~~ 

c 
Abb.7643. Abb. 764 b. 

des Kraftfeldes bietet unter Umstanden die Moglichkeit, die Spannungen durch 
Oberlagerung der Ergebnisse der Untersuchung zweier Hahmenecken abzuschatzen. 

Die beiden Scharen der Kraftlinien IX. fJ schneiden sich rechtwinklig. An un
bclasteten Randel'll ist zur Befriedigung der }{andbedingungcn die eine Kraft
lil1ie (IX) parallel, die andere (fJ) winkelrecht zum }{ande. Die ihr zugcordnete Haupt
sparmung all ist hier Null. Parallele Kraftlinien sind ein Zeichen fur konstante 
Hauptspannungen. Die HauptspannungeJl C1. wachscn um so mehr, je grol3er die 
Krummung der rechtwinklig zugcordneten Kraftlinien fJ ist. Je mehr daher ihr 
Abstand abnimmt, um so groUer wird die Hauptspannung und damit die Be
ansprucllUng des Baustoffs. 

Wy n, Th.: Die Kraftfcldcr in fcsl<-n ('lastisch(,11 I\:orp('rn. Berlin HJ2U. Jlil'f<luS simI dit' 
Abb. 763b und 764b entnommpn. 
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C. Die Schalen. 
79. Die Grundlagen der Berechnung. 

Die Schalen sind einfach oder doppelt gekriimmte Flachentragwerke, deren 
Dicke h ebenso wie bei den Platten im Vergleich zu den anderen Abmessungen 
klein ist. Die Halbierungspunkte der Schalenwand bilden die l\Iittelflache, die in 
dcr Regel durch eine Symmetrieachse ausgezeichnet ist. Winkelrecht dazu liegende 
Ebenen erzeugen meist geometrisch ahnliche Schnittlinien mit dem Kriimmungs
hal bmesser r a. ({3) . 

Die Breitenschnitte der rotationssymmetrischen Flachen sind Kreise mit 
r a ({3) = r a' Ihre Lage und GroBe ist durch den Winkel oc zwischen der Symmetrie
achse und der FIachennormalen und durch den Abschnitt Ra. der Flachennormalen 
zwischen der Mittelflache und der Symmetrieachse bestimmt. Ra ist der Kriimmungs
halbmesser eines der beiden Hauptschnitte der RotationsfIa.che (r a = Ra sin oc) 
(Abb.766). 

Die Ebenen mit der Symmetrieachse erzeugen die i\Ieridianschnitte. Sic werden 
auf einen Nullmeridian bezogen (Winkel (3) und sind bei rotationssymmetrischen 
Flachen einander kongruent. Ihr Kriimmungshalbmesser Rfl ~-= RfI(oc) bestimmt die 
zweite Hauptkriimmung der Flache. Mit Rp = const entsteht die Kreisringschale, 
mit Rp = Ra. = const = a die 1'1 
Kugelschale (Abb.765a). Der a b ~ / \ c 
Meridianschnitt des Kegel- . ~\ 

Rp = 00, oc = const und .... . ~. . 
stumpfes ist eine Gerade mit ~ « m 
Ra.=yctga.(Abb.765b).Durch ~ ~'~. JlF = = 
oc = 90 0 wird die Kegelschale . ' . 

Al>!l.765. 
zur Zylinderschale mit senk-
rechter Achse und Ra = r a = const = a (Abb. 765c). Besondere Bedeutung besitzen 
die Tonnenschalen des Briicken- und Hochbaues. Die Breitenschnitte sind Teile 
ausgezeichneter Kurven, also nicht rotationssymmetrisch (Abschn. 82). , 

Die SchaIen dienen als Dacher zum AbschluB von Raumen oder als Behalt'er zur 
Stapelung von Fiillgut, so dal3 die elastischen Krafte des Tragwerks aus dem Eigen
gewicht und seiner Ausriistung, aus der Belastung durch Schnee, aus dem Stromungs
widerstand der Schalc bei Wind und aus den Seitenkraften der Fiillung entstehen 
konnen. Die Belastung erscheint stets als stetigeFunktion der Winkel a. und {3. 
Dasselbe gilt von den Stiitzkraften, so daB der Formiinderungs- und Spannungs
zustand ebenso wie bei der Platte und Scheibe zunachst an einem differentialen 
Abschnitt betrachtet werden kann. Dabei wird die vorgeschriebene Belastung p 
nach drei ausgezeichncten Richtungen, der Schalennormale z, der Meridian
tangente y, der Tangente an den Breitenkreis x zerlegt (dy = Rflda., dx = ra.d{3, 
p = P.,+P,,+P.)· 

Die allgemeinen Beziehungen der Elastizitatstheorie lassen sich auch hier zur 
Berechnung des Spannungs- und Verschiebungszustandes vereinfachen. Die Wand
dicke h = h(a.) ist im Vergleich zum Kriimmungshalbmesser Ra.' Rp der Haupt
schnitte stets klein, so dal3 die Normalspannungen a. verglichen mit den Normal
spannungen all.' ap stets kleine Grol3en zweiter Ordnung sind und daher ebenso 
wie in der Plattenstatik (S. 644) vernachlassigt werden. Aus demselben Grunde 
werden die Punkte einer Normalen zur Mittelflache auch nach der Formanderung 
auf einer Normalen zur verzerrten Mittelflache liegen, so daB die Dehnungen 
Ea. (z) , Ep (z) . t'a. p (z) eines durch Hauptschni tte begrenzten Schalenteils annahernd 
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lineare Funktionen.von z sind. in welche die Dehnung foo:. fOil und die Kri.immungs
anderung dtpo:/d y. d tpp/d x der Mittclflache als Konstante eingehen. 

(J% = 0, fo: = foo: + z d tpo:/d y , Ep = fOp + z d tpp/d x . 

Daher lassen sich aueh die Spannungen (Ja. (JII ebenso wie beim Stabe an einem 
Schnitte rx = const von der Breite "I" zur Lingskraft Na in tim und zum Biegungs
moment Ma in mt/m. an einem Schnitte fJ = const von der Breite "I" zur Ltings
kraft Nil in tim und zum Biegungsmoment 11111 in mt/m zusammenfassen. Die Schub
spannungen Laz • LPz bilden die Qucrkrafte (Ja:. (Jpz. die Schubspannungen Lall' Lila 
im allgemeinen Schubkraftc Nail' Nllu und Drillungsmomente Map. Mpa. Schnitt
krafte uncl Belastung des differentialen Flachenteils sind durch die Gleichgewichts
bedingungen. die Komponenten des Verzerrungszustandes. Dehnung. Kriimmung 
und Verwindung sind mit den Komponenten 11. V. w des Verschiebungszustancles 
der Schale durch geometrische Bedingungen verknupft, wtihrefld das Hookesche 
Gesetz Beziehungen zwischen den Schnittkraften und clen Komponellten de~ Ver
zerrungszustandes herstellt. Dabei entstehen eben so viele Gleichungen aJs un-
bekannte Cro/3en eingehen. . 

Im Bauwesen begnugt man sich allerdings in der Regel mit NaherungslOsungen. 
urn ohne allzu gro/3en Aufwancl an Rechnung zu Zahlenergebnissen zu gelangen. 
welche den Spannungs- und Verschiebungszustand quajitativ riehtig wiedergeben. 
Man benutzt daher den Umstand. daD die Krummungsanderung der Mittelflache 
(d'Pa/dy. dtpp/dx, d1pap/dy. dtppu/dx) ulld c1amit Biegungs-undDrillungsmomente 
nur in denjenigen Abschnitten der Mittelflache Bedeutung besitzen. in welchen 
O'uerschnitt und Form der Schale oder die au/3eren Kriifte in rx und fJ unstetig 
sind. Fur den iibrigen Bereich geniigt die Beschreibung des Spannungszustandes 
durch die Langskrafte N a , Nfl und N o:fI. die aus den drei Gleichgewichtsbedingungen 
der Krafte an einem differentialen Schalenabschnitt 1 berechnet werden k6nnen. 
Die Untersuchung gilt streng fur die unendlich dunne Schale ohne Biegungswider
stand. so daf3 die Berechnung der Schnittkrafte Na . Nil. NaP allein aus den Gleich
gewichtsbedingungen auch alSo Membrantheorie <ler Schale bezeichnet wird. Die 
Ergebnisse sind in allen den Fii.llen brauchbar. bei welch en die vorgeschriebenen 
Randbedingungen an der Schalenbegrenzung durch die Lingskrafte erfiillt werden. 
Die Biegungsspannungen sind in diesem Faile NebenspallJ1Ungen. 

Urn diesen Spannungszustand in einfacher Weise durch zwei sich rechtwinklig 
schneidende Komponenten zu beschreiben. werden an Stelle der geometrisch aus
gezeichneten Schnitte rx = const. fJ = const nach (40) in jedem Punkte die Rich
tungen 1. 2 der Hauptlangskrafte lV I • N2 bestimmt. fUr welche N)2 = 0 ist. Sie 
bilden die Trajektorien des Spannungszustandes. 

Aile Festigkeitsuntersuchungen geiten unter' cler Voraussetzung der Stabilitat 
des Verschiebungszustandes. Diese Bemerkung hat geracle fUr die Schalentheorie 
mit Rucksicht auf die auBergewohnlich kleine Wandst;irke besondere Bedeutung. 

MeiJ.lner. E.: Das Elastizitatsproblem flJr dlJnne Schalt'll yon Hingflachen, hugcl- oder 
Kegelform. Physik. Z. ]9]3 S. 343. - Derse I be: Uber ElastiziUlt lind Festigkeit dunner Schalen. 
Vjschr. Naturforsch. Ges. ZUrich 19]1). - Geck~ ler, J. \Y.: Elastostatik. lIandbuch der Physik. 
Bu. VI: l\[echanik der elastischen K6rper S. 231. Berlin ]!,2s. - Fopp-l. A. u. L.: Drang ulHI 
Zwang. TId. II. 2. Aufl. - Flugge. W.: Die Stabilitat dcr Krciszylinderschale. Ing.-Arch. 
1932 S. 463. 

80. Membrantheorie fUr Rotationsschalen mit stetiger 
Belastung p (a, (J). 

Der differentiale Abschnitt Abb. 766 ist geometrisch durch die Winkel rx, fJ und 
clurch die Kriimmung I/R'Z,. l/Rp cler Hauptschnitte der Mittelflache bestimmt. 

dF= dsa·dsfI= radfJ·Rpdrx, ra=Rasinrx. (1093) 
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Die Belastungp (a., p) = pz ~ PIl ~ P = steht mit den Schnittkraften 

( 1\' 1\1) (N iJ.vad ;. 1).\""8d) "'P, Hpa ' 11.+ -u IX, l'",,/I+ -1- IX , ,ex t % 

( ,u tJS/ldR" aX/ladR')' 
~V(l+7f1f I~' "iI.x+ up p 

im Gleicilgewicilt. Aus der virtuellcn Drehung des Abschnitb um die z-Achsc folgt, 
abgesehcn von kleinen GroUen zweitcr Ord
Bung, N:x.p = Spa. Die virtuelle Vcrschiebung 
des Abschnitts nach einer der drei ausgezeich
Ileten Richtungen x, y, z liefert die Gleich
gewichtsbedingungl'1l : 

dN8 , 
;.) 7I(fdp.R/ldoc +Na/l·A/ldlX·dtJ ·casa 

II + ih (Nafl"YadP)dlX+Pz' Yadp. Rfld7. =11 , 

b) :70 (N".radP) d7.-NfI' RpdlX·dfl·cosrx 

tJS a8d {1}' d . d R D i + --;)jJ \/1 IX + p.¥' Ya I" 1\11 C 7. ,= 0, 

c)Na.' ra.dp. dlX +.V p' RpdlX' dp. sin IX 

+ P.·l'adP·RlicllX ".= O. 

Sic lassen sich folgendermaUen vereinfachen: 
Abb. 766. 

a) aN 8 R NT I' ,I ('" ) . R 7i71 /1+ ,,/1 \/lCOS7.+aa. lVa/lYa +PJ'Ya \fI=O,! 

b) 

c) 

tJ (N N . tJ.\"a8 } }' a; ara) -, (I R/lC()~7. + ifiJ ~fI + pyY" \(1 =·,0, f 
Na '\8 
Np + it; + Pz = o. 

(1094) 

Rotationssymmetrische Belastung. Die Belastung pz. Py, p= und die Funk
tionen der unbekannten Stiitz- und Schnittkrafte Sa' SIi' -""II sind. yom Brciten
winkel p unabhang.ig, ihre Ableitungcn nach p also Null, so dal.l die Gleichgewichb-
bedingungen (1094) totale Differentialgleichungen werden. "",d=:::o-.. 

,;::; -..;-...:,: 

d~(Na/lra)+NapR{JcOSIX-f-P:z,raN.fI~O. "" "'" ~Ph 
d ~ ~. «~~ 

da.(Nara) -NpRpcOSIX +PTlraNfI~O, (1093) ~~2.~~a~ l.---
sa N/I 
U + i~ . + P. = 0 . p a 

Fiir p., = 0 ist die Schubkraft Na/l Null und die Schnitt-
kraft N a nach Elimination der Schnittkraft N p mit der 
vorgeschriebenen Belastung in ahnlichcr Weisc wic dic 

Abu .• 6,. 

Schnittkrafte des Stabes (S. 27) durch cine Diffcrentialglcichung vcrkniipft. 
Ihre Losung laOt sich abcr auch eben so wie dort aus dem Gleichgewicht der Kriiftl' 
an einem Abschnitt des Flachentragwerks ableiten. Hierzu dient entweder clcT 
Schalenteil iiber einem Brcitcnkreis IX (Belastung Q:x) ader dcr Ring zwischen zwci 
hp.nachbarten Breitenschnitten (Abb.767). 

N Q", <Ja I Qa+2nr",N",sinlX=O, 1 11.=-------.-=-) '." 
2.71 rIll sm a. :".7! Nil sm- 'X (1096) 

N pRpdlX - d(raN",coslX) + PAT", RpdlX = 0, N /I = Rpdda. (ra.N:xcos IX) -p"r". 
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Der zweite Summand der rechten Seite ist bei senkrechter Belastung (Eigengewicht. 
Schneebelastung) NulL so daB mit ra Na cos ex. = - Qa ctg ex.j2n 

N -- _.2. ~ (Qa ctg IX) (1097) 
P -- 2;z RpdIX • 

Die Meridianspannnngen sind also negativ, *ahrend die Ringspannungen mit 
d(Qactgex.)jRpdex. = 0 das Vorzeichen wechseln. Die Spannungen aus Eigengewicht 
sind bei konstanter Schalendicke von dieser unabhangig. 

Periodische Belastung in {J. Die Belastung kann durch Wind hervorgerufen 
oder durch Randbedingungen vorgeschrieben werden. Sic HU3t sich stets als tri
gonometrische. nach ganzen VielfaGhen von (3 fortschreitende H.eihe entwickeln. 
deren Koeffizienten X n. Y n. Zn allein Funktionen von ex. sind. 

A = .1)Xn sin It (3. PII = ZYn cos n(3, pz = 2) Zn cos n(3, n= 0,1 ... 00. (1098) 

Die partiellen DifferentiaIgleichungen (1094) fiir das Gleichgewicht der Krafte wer-
den dann durch einen Ansatz . 

N p = 2) N Pn cos It (3 , 

befriedigt, wenn die von ex. aliein abhangigen F unktionen Nan' N p". N a 8 n glied
weise die folgenden Differentialgleichungen erfiillen: 

ddQ( (raNaPn)-nRpNpn +RpNaPncosex.+XnraRp=O, 

d 
d;(r",Nan ) +nRpNap~.-RpN{jn cosex.+YnrexRp=O, (lIOO) 

N a .. Nfl.. Z-n;; + Rex + n - 0 . 

Wird N pn eliminiert, so entstehen zwei simultane totale Differentialgleichungen fUr 
Nan und Nnen . 

ddQ( (rex N a{Jn) + RpNexpn cos ex. + nRa Nan = - Xn'ex Rp - nZn Ra Rp , I 
d _ . (lIOl) 

"d--; ('a Nan) + Rex Nan cos ex. + nRpNexPn = - Y .. 'ex R8 - Zn Rex Rpcos ex.. 

n = 0 und n = 1 liefern die Grundschwingungen einer zum Meridian (3 = 0 sym
metrischen oder antimetrischen Belastung. 

+ 
p cosfl p_a/l p cos 5/1 

Abb. 768. Periodische -Belastung p cos n p. 

Sonderfall p", = 0. PII = 0, Pz = 2) Zn (ex.) cos n(3 (Windbelastung). Die Krafte 
besitzen die Periode 2n/n und bilden bei einer geraden Zahl n eine symmetrische, 
bei einem ungeraden n eine antimetrische Kraftegruppe. Ihr Moment in bezug 
auf die Drehachse ist Null. Die Gleichgewichtsbedingungen (lloo) werden durch die 
Schnittkrafte N.z. =.2 Nexn cos n(3, Np =.1) N pn cos nfJ erfiillt, die in den Meridian
schnitten fJ = 0 u:ld ganzzahligen Vielfachen von n/n, also fJ = An/n Grenzwerte 
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Nrxn • N pn annehmen. dagegen in Meridianschnitten {3 = n/2n +).n/n Null sind. 
Hier werden die Schubkrafte N rxp = 2: N rxpn sin n{3 zu Grenzwerten N rxpn . Die 
Grenzwerte N rxn • N pn • N rxpn sind durch die Gleichgewichtsbedingungen der aul3eren 
Krafte bestimmt. die an dem durch einen Breitenschnitt und zwei Nullmeridianen 
begrenzten Schalensektor angreifen . 

. Der Verschiebungszustand. Die Formanderung der Membranschalen ist durch 
die Verschiebung der Punkte der Mittelflache bestimmt. Diese wird nach drei aus
gezeichneten Achsen x, y. z in die Komponenten u. v, w zerlegt. Sie lassen sich aus 
den bezogenen Langen- und \Vinkelanderungen Ex = Ep. Ell = Erx. YXll = YrxP eines 
differentialen Flachenabschnitts berechnen. Die Dehnung E. ist auf Grund der 
Annahmen Null (Abh. 769). 

Erx = Rp1dex [(Rp - w) drx. + ll~~~ Rp drx. - Rp drx. ] = R:~ex -;~ = v' ;/- , I 
. 1 r. iJ u . ] v ctg ex - 11' 1 iJ u (1102) 

Ep = rrxdPl (rrx-wsmo:+vcosa)d{3+ u{3 d{3-rrx d {3 = . Rrx+ R~ sin ex d{3· 

Bei rotationssymmetrischcr Belastung ist quia f3 = 0 und 
nach Elimination von w 

1 a v cos ex a ( 1') 1 
sin IX l{ex - v sin2 oc = ,') ex Sin~ = sin IX (Rp Erx - Rrx Ep) • 

V = sin a [.f Rp E:i: :~rx t:P d Ii + C1] , (1103) 

w = v ctg a - Rrx Ep . 

Die Winkelanderung des Flachenabschnitts ist nach (911) 

au. av " 
Y rx p = R------:l + -';-{3 - - cos IX • puex rrxu "IX 

so daJ3 mit v und Yrxp auch die Verschiebung u berechnet 
werden kann. Die Komponenten Erx. Ep. YrxP der Flachen
verzerrung sind mit den Schnittkraften nach (913) durch 
das Hookesche Gesetz verkniipft. 

1 1 
E:x = Eh (Nrx - ftNp) • Ep = Eh (Ns - ftNrx) • 

Abb.769. 

hE 
N p = -1--2 (Ep + ftErx) • -f' 

Yrx~ = 2(~~-I!J-N«p'1 
liE . (1104) 

N«p=2(1+f')YrxP. 

Die Kriimmungsanderung, in den Hauptschnitten wird mit 
1 dex 1 sin ex 

Rp = dsp ' Rrx -;;;-. 

x = d (.:..!...) = d~_+}(dex) -_dex. = !5 (dex~ = ~(!5exl = ..'!!.-l 
ex Rp dsp dsp dsp Rpdex' 

xp = d (_1_) = sin (IX + !5 ex) - sin IX = ~ex. ctg ex = "! ctg ex. 
\~ ~ ~ ~ 

(1105) 

In der Regel begniigt man sich mit der Beschreibung des rotationssymmetrischen 
Verschiebungszustandes durch die VergroJ3erung LI r rx des Breitenkreises und durch 
die Verdrehung {} der Tangente an die elastische Linie des Meridians. 

Llrrx = r .. ep = ;~ (Np - ftNrx} , I 
(1106) 

{} = ~ + _ ow =.J... [(RpE _ REp) ctga _ 0 (Rrxep)]. 
Rp Rpf)ex Rp rJ rx oex 
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Die Randbedin~un~en. Die Berechnung der Schalen nacn der Membrantheorie 
verlangt l1eben der stetigen Eintragung der Belastung die stetige Anderung der 
\\"andstarke und die stetige Kriimmung der MittelfHiche. Urn die Verbiegung dieser 
Schalen auszuschlieOen und den Spannungszustand abgesehen von Nebenspannungen 
allein durch die Langskrafte Na.' Np und durch die Schubkrafte Na.p, also statisch 
hestimmt beschreiben zu konnen, miissen zunachst die statischen Randbedi{lgungen 
durch die Eintragung der auUeren Krafte am Schalenrande erfiillt werden. Hierzu 
dienen Ringtrager, urn Einzelkrafte am Schalenrande gleichfOrmig zu verteilen und 
die stetige Randbelastung der Mittelflache in Richtung der Meridi:tntangente zu
zufiihren. Daher bcsitzen in der Regel die geschlossenen Schalen einen FuOring. 
die offenen Schalen Kopf- und FuOring, die je nach ihrer Lage zum Flachentrag
werk auf Zug oder Druck beansprucht werden (Abb. 770). Dabei bleibt der Membran
spannungszustand der Schale nur erhalten, wenn die Dehnung der Ringtrager mit 
der Delmung der Schalenrander iibereinstimmt. Die Begrenzung der Schale durch 
Ringtrager ist bei stetiger Abstiitzung nur dann unniitig, wenn die Hauptschnitte 
der Winder mit der Drehachse rechte Winkel einschlieOen (0(1 = 90°, 0(2 = 90°). 
also die Encltangenten der Meridianschnitte senkrecht sind. Um die Dehnung der 
Schalenrilnder in allen anderen Fallen mit der Liingenanderung der Ringtrager in 
Einklang Z\l bringen und Biegungsspannungen in der Nahe des Schalenrandes zu 
vermei<len. kann nach einem von F. Dischinger ausgesprochenen und der Dycker

hoff & \\"idmann A.-G. patentierten Gedanken die Kriimmung 
<ler Meridiankurve durch einen Obergangsbogen zum Ringtrager 
<lerart verandert werden, daU die Randbedingungen zwischen 
Schalenrand und H.ingtrager ganz oder teilweise erfiillt sind (Ab
"e1I1l. SOd). 

:\bh. iiI t. 

~eben den statischen Randbedingungen miissen auch die 
geometrischen Randbedingungen des statisch bestimmten Span
nungszustandes befriedigt werden. Das' Flachentragwerk muO 

daher so gc1agert, der Obeibau derart auf dem Kopfring der Schale abgestiitzt 
sein, daO sich die Verschiebungen Llrl' Llr2 der Endpunkte und die Verdrehungen 
{)1' {}2 der Endtang-enten cler Meridiankurve zwanglos einstellen konnen. Nur auf 
diese Weise lassen sich Biegungsspannungen in der Nachbarschaft der Schalenrander 
vermeiden. Die auilercn Kriifte konnen auch aus diesem Grunde an den Schalen
randem nur in Richtung der Tangenten an die Hauptschnitte der Mittc1flache 
eingetragen werden. 

Die Belastun~ der Rotationsschalen. Bisher sind unter den allgemeinen 
Bc1astungsfallen nur die rotationssymmetrische Belastung und die von f3 periodisch 
abhangige Belastung hervorgehoben worden, fiir welche sich die Gleichgewichts
bedingungen (1094) integrieren lassen. In physikalischer Beziehung wird das Eigen
gewicht der Schale Px = 0, P1I ~ g sin 0(, pz = g cos (1., die Schneelast Px = 0, 
Py = Ps sin 0( cos 0(, pz = Ps cos2 (J( und der Seitendruck von Fliissigkeiten Px = 0, 
Pu = 0, pz = y/ unterschieden. AuOerdem kann noch der Seitendruck und die 
Reibungskraft des FiiIlgutes nach den Ansatzen in Abschn.6 zur Wirkung kom
men. Durch die Verwendung der Schalcn zur Obcrdachung von Raumen gewinnt 
auch der Stromungswiderstand )ID des Windes an gekriimmten Oberflachen als 
auOere Ursache innerer Krafte Bedeutung (I). Er wird in Obereinstimmung mit 
den baupolizeilichen Bestimmungen ftir die statische Untersuchung von ebenen 
Dachflachen in der Regel nach cler Newtonschen Widerstanclstheorie festgesetzt, 
ohne auf die Form cler Schale, auf die Rauhigkeit ihrer Oberflache oder auf die 
Turbulenz der Stromung Riicksicht zu nehmen und entweder nach 

Px=O, Py.E: 0, p~ = Pw sin2 IX C052 f3 (1l07) 
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oder in Anlehnung an Versuche von M. v. LaJ3l nach 
p", = 0 , p" = 0 , pz = Pw sin 'Y.. cos f3 ' (lI08) 

~llein auf den angestrom- ...l!!!!...- _--+1 _____ . __ . 
ten Teil der OberfHiche ., 
verteilt. "Venn auch nach 
der gegenwartigen physi
kalischen Erkenntnis an 
der Oberflache der Schale 

, 

ein vollstandig anders
geartetes Kraftfeld ent· 
ste:ht, so begniigt man sich 
rloch mit diesen einfachen 
Ansatzen, solange die 
Spannungen aus Windnur 
einen geringen Bruchteil 

Abb. 7'71. Druckvcrteilung an einem Gasometermodell bei v = 35 m/sec Wind~ 
geschwindigkeit, bezogen auf den Staudruck P .. = 1 t/m2. 

der zulassigen Beanspruchung 
des Baustoffes ausmachen. 
Dies gilt zun~ichst erfahrungs
gemaJ3 aUein fiir die ebenen 
und raumlichen Stabwerke 
des Briicken- und Hochbaues, 
wahrend die Spannungen in 
Schalen wesentlich von der 
Druckintensitat p". und von 
der Verteilung p; ('Y.., f3) des 
Stromungswiderstandes ab
Idngw. Diese muJ3, falls ein
fache Ans~itze vorgeschrieben 
werden sollen, nach S. 748 im 
Bereiche der SchalenoberfIache 
stetig sein, auf Grund von 
Beobachtungen antimetri
schen Charakter erhalten und 
mit dem Staudruck p", der An
satze (llOi) oder (llOS) an
genommcn werden. Die Inte
gration liekrt ehenfalls einen 
Striimnng,;widerstand des Bau
kiirpers. der a her nicht mit 
den \' ersnchsergehnissen an 
alll1lichen Kiirpern im \Vind
kanal oder mit dem St rumungs
widerstand nach (llOi) oder 
(lIOS) verglichen werden kann. 

Dic Bcclingungcn fiirp z ('Y..,f3) 
wcrdcn am einfachstcn durch 
die Gleichungcn (lI08) mit 
o ::;: f3 ~ :~fiOU crfiillt. em cine 
in f3 quadratische Druckver
trilnng illl Sinne der bau
polizcilichen Vorschriften als 

l' 
Tr" 

-1,1 
l-Hol/e tier i{y/intlerschtr!. 

I 

,7T 

Abb. 772. Windgcsctz uml ~lcri"ianschnittkraft hir cine Zylindcrschale (I, ,). 
--- Windg('~dl «(111) n:lch dC-Il Gutting{'r V('rslIch{,lI. 
__ . _. Quaclratig{'h{'~ \Vindgcsdz (IIOH). 
--- Antimdriscil('s "'illd~('s('tz (110S). 

:--totige antimetrische Funktion zu "erwenden, winl der :\nsatz (H07) fiir 0 ~ fJ ~ 90 u 

mit + cos 2f3, fur 90 0 < f3 ::;: 180 0 mit - cos 2f3 als Fouriersche Reihc entwickelt. 
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P. = Pw sin2 ~ cos2 {3 = Pw sin2 ~ (0,8493~()s {3 + O,I6U9 cos 3 {3 - 0,0243 cos 5 {3 
+ O,OORt cos 7 {3 - 0,00:17 cos 9 (3 ± ... ) . (lIOU) 

Ein ':jhnliches Ergebnis wird von F. Dischinger auf andere Weise erzielt. Es be
steht aus zwei Gliedern und lautet 

P. = Pw sin2 ~ (0,85 cos (3 + 0,15 cos 3 p) . (UIO) 

Der Ansatz ist in der Reihe (lI09) enthalten, die also die Spannungell aus einem in 
{3 quadratischen \Vindgesetz namentlich mit Rucksicht auf die schlechte Konvergenz 
der zur Spannungsberechnung notwendigen abgcleiteten Funktionen besser wieder
geben wurde, wenn der Ansatz physikalische Bedeutung hatie. 

Die Voraussetzungen zur Berechnung der Spannungen in kreisrunden Zylindern 
sind im Gegensatz zu diescn unzuverlassigen Annahmen durch die Versuche der 
Aerodynamischen Versuchsanstalt G6ttingen beim Anstromen von Gasometer
modellen wesentlich verbessert worden. Die Abb. 771 zeigt das Ergebnis der Druck
messung im Bereiche cines mittleren Breitcnschnittes. Die Schaulinie ist periodisch 
und Hi.l3t sich daher durch harmonische Analyse in eine trigonometrische Reihe 
entwickeln, die mit Riicksicht auf die schlechte Konvergenz der Spannungsberech
nung mit 6 Gliedern angeschrieben wird. 

P. = Pw (- 0,655 + 0,280 cos (3 + 1,1I5 cos 2 P I 
und mit Pw = 0,150 t/m2 , 

+ 0,400cos3{3 - 0,1I3cos4P - 0,027 cos 5(3) I" (1111) 

P. = - 0,098 + 0,042cosp + 0,167cos2{3 
+ 0,060 cos 3p - 0,017 cos4P - 0,004 cos 5p. 

Die Zahlenrechnung laBt sich durch die gemessene Druckverteilung (Abb. 771) 
nachprufen. Ein Vergleich der cinzelnen Windgesetze fur den Kreiszylinder (Abb. 772) 
zeigt nicht allein in der Druckverteilung, sondern auch im Spannungszustand 
grundsatzliche Unterschied~, die auf die Brauchbarkeit der Ansatze (1107) und 
(1108) fUr doppelt gekrummte Schalen schlieJ3en lassen. 

Dischinger, F.: Schalcn- und Rippenkuppeln. Handbuch fUr Eisenbetonbau. Bd. VI, 
2. Kapitel. Berlin 1930. 

a) Die Kugelschale. Die KugeIschale wird als geschlossenes oder als offenes 

Abb.773. 

Tragwerk verwendet und dabei durch einen oder zwei 
Breitenschnitte ~1' (;(2 begnmzt (Abb. 773). An den Randern 
sind in der Regel Ringtrager vorhanden, da hier nach S.748 
nur tangential gerichtete Kriifte ohne StOrung des Membran
zustandes in die .Schale eingetragen werden. 

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1094) lauten 
fur die Kugclschale mit Ra. = Rp =-~ a, ra. = a sin 'Yo folgender
maBen: 

aN,I N + a (NT .) . a{J + a.pcos~ a; a.OS111~ +.p",asm~ = 0, 

() (N . ) N [LVa,1 . 
i); a. SIJ1 ~ - p cos ~ + ---;rp- + P1I a S111 0: = ° , (1112) 

Na.+No+ap:=O. 
Sie lassen sich mathematisch vereinfachen. 

I IiNd?N ' aNa,1 _ --Clp- + - a.pctg~ T -.,- + aPx - 0, 
SIllCl u uCl' 

"Na. (N N )' I aNa,1 -a + a. - p ctg~ + -. --iJP + ap1I = 0, 
Cl Sill Cl 

( l1I3) 

Na. + No + ap. = 0. 
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Bei rotationssymmetrischer Belastung sind die Ableitungen nach f3 Null. Das 
Gleichgewicht der inneren und auJ3eren Krafte wird dann durch drei simultane 
totalc Differentialgleichungen bcschricbcn. Aus diesen folgt, daJ3 

N« = - +f(PII + P.ctgex) sin2 cxdex + C2 • sm 01: 

(1114) 

Bedingung fUr C2 bei geschlossener Kugelschale: 
ex = 0: Na = N p , (1115) 

Bedingung fUr C2 bei offener Kugelschale: 
ex = ex] : N a = 0 (1116) 

oder einem vorgeschriebenen Betragc. 
1st Po: = 0, so wird Nap = O. . 
Die Gleichung (b) in (1094) kann bei rotationssymmetrischer Belastung durch 

die Bedingung fUr das Gleichgewicht aller senkrcchtcn Krafte oberhalb eines Breiten
kreises ex ersetzt werden (S. 745) Sie liefcrt Na . Damit ist auch Np bestimmt. 

Zur Beschreibung des Verschiebungszustandes genugt bei rotationssymmetrischer 
Belastung nach S. 747 die VergroJ3erung LI'a des Breitenkreises ra und die Ver
drehung {) der Meridiantangente. 

Llra=-;~,(pZa+Na(1+,u»), \ 

{) = El h [(N a - N p) (1 + ,u) ctg ex + aaOl: (,u N a - N p)] = Eah [P~ - (1 + ,u) Pill 
(1117) 

Die offene Kugelschale mit rotationssymmetrisc.her Belastung. 
Fur ex = exl ist Na Null oder ein vorgeschriebener Betrag Na,l' 

Schnittkrafte fUr Eigengewicht g der Schale (Abb.774). . 

N a = - a g c~~~:i~~~~ , N p = a g (CO~t~~<?:·1X - cos ex) 'I 
a2 g. [COS 01:1 - COS 01: . ] . 

LI r = - sm (1. -- -.-'-- (1 + ,u) - cos ex [ a E h sm2 01: ' 

{) = - ;! (2 + ,u) sin (1. • 

(1118) 

~~« 
"""::>\o;--,a " + '\ -::-::: Z. 7 

f!(1',UiCOS«, 

Abb. 714. Schaulinien fiir Eigengewicht. Abb. 775. Scbaulinien fiir Scbneelast. 

Schnittkrafte fUr Schneebelastung PSI Na,l = 0 (Abb.775). 

N =_a p'(l_ Sin2 01:1) N =ap'(1_Sin201:1_,> 2) 
a 2 sin201: I p 2 sin201:" cos ex , 

LI = a2 P, ~in 01: [(1- sin2 01:1) (1 + ) - '> 2 J raE h 2 sin~ 01: ,u - cos ex , (1119) 

{} a p, ( ). = - IT 3 +,u sm 0( cos ex . 
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Schnit'tkrafte aus der Belastung G L = 2 ~ a P sin al durch die Laterne und den 
Laternenring. Nrz..l = - P/sin al (Abb.776). 

N = -N = _psinexl L1r = Pa (1 + ) ~inexl 
a p -sin1ex' Eh P sinex' {} = O. (H20) 

AuBere Kraft H zur tangentialen Eintragung der Laternenlast P: H = P ctg al' 
Langskraft irn Laternenring N L = -- P a cos al. 

Die geschlos.sene Kugelschale mit rotatiohssymrnetrischer Be
lastung. Fur a = 0 ist Nrz. = N p. 

Al.u. 176. Schaulinien liir Laternenlast. 

Schnittkrafte fUr Eigengewicht p., = 0, I'll = g sin ex, p z = g cos oc (Abb. 777). 

N = -~- Np= -~- (1- cos a - cos2 a) 
a 1+ cos ex , 1+ cos ex • (1121") 

Abh. iiR 

Die Langskraft Nrz. in Richtung des Meridians erzeugt fUr alle 
Winkel ex zwischen 0 0 und 90° Druckspannungen. Das Vor
zeichen der Langskraft N~ wechselt bei a = a·. N p erzeugt 
fUr aIle Winkel a > a* Zugspannungen. Der Breitenkreis ct* 

mit dern Spannungswechsel N p = 0 ist durch die Bedingung 
(1 - cos a· - cos2 a·) = 0 bestimmt, so daB ct* = 510 50'. -

ag 
a=O: Na=NP=-T. 

Urn den senkrechten Auflagerdruck der Schale tangential zu
zufuhren, ist eine waagerechte Kraft H = Nrz.2 cos ct2 notwendig. 
Sie erzeugt den Ringzug (Abb.778) 

Mit H cos CXz I = a,f!, 1+ cOSCXz 
(1122) 

ist 

Verschiebungszustand fUr Eigengewicht nach Abschn. 80: 
a g 1 + P (1 - cos ex - cos! ex) a g 1 - cos ex - cost ex + p 

Ea = - E II -- - 1 + cos ex--- , Ep = E h 1 + cos ex • (1123) 
2 - cos ex - cost ex a2 g (1 + IL) 

RpEa - RaEP = -A 1+ cos ex --., A = __ ~_r:._. 

f (RdErz.-Rrz.E'/)d I 1 1 sin ex - a = -4 _In (1 + cos a)- f+coscx +C1 

und daher nach (1103) 

v = sina [A (In (1+ cos a) -l+!~s-~) + C1] , 

w=Acosa[ln(l+cosa)+ 1 ~/t] -A+C1cosIX. 
(1124) 

Die senkrechten und waa~erechten Komponenten t, ,.1 rex del" Verschiebun~ sind mit 
Abb. 779 nach S. 753 

t = W cos a + v sin IX , .J ra. = - U' sin a + v cos IX • (1125) 
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Fur oc = OC2 wird fI = 0, so daU C1 berechnet werden kann. 

C1 = -A [In {I + COSex2} - l+!osexa]' 

so daJ3 
A · [1 1+ COS IX 1 1] 

Sill ex n I + cos oc2 -+ 1 + cos exa - 1::--7"+-c-o-s-IX ' 

A [1 1+cosIX 1 l]_A 
cOS(X n 1+ +-1+ + 1+ ' cos exa I' cos exa 

a2 g. (I + I' ) 
E h Sill OC 1 + cos IX - COS OC • 

V= 

fQ = 
(1126) 

{} = - ~! (2 + f-l) sin oc . 

Die s~nkrechte Verschiebung Wo des Scheiteis (ex = 0) ist 

fQ - A [in 2 + 1 -1'-] (I 2 ) o - 1 + cos «s (1 + cos exa) 1 + I' . 1 7 a 

Sonderfall OC2= 90° 
~g ~g u'o = wt = E h (1,69315 + 0,693151'), .1 r:., =A= E,\ (1+ I'~ (1l27b) 

Eine gieichf6rmige Erwarmung der Kugeischale urn 1°' erzeugt 

L1 r~ = OCt t a sin oc , {} = O. (1128) 
Abb,779. 

Schnittkrafte bei Schneebelastung. p~=O. PlI = P. sin OCCOSOC. P.=Pscos2 oc 
(Abb.780). 

lI.T =_ap, 
Ha 2 ' 

Bei ex > 45° entstehen daher Zugspannungen C1fJ' 

Die waagerechte Verschiebung hetragt 

L1 r = a2 p, sin oc (~.e - cos2 oc) 
a E It 2 

und die Verdrehung der Meridiantangente 

{} = - ~P; {3 + f-l} sin oc cos ex. {1131} 

(1129) 

(1130) 
7 

Abo. 780. Schaulinien fUr Schneelast. Abo, 781. Schnulinien fiir Wasserautlast beim 
Stiitzboden, 

Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Stutzboden eines Behalters 
(Abb.781). 

P~ = 0 , P1I = 0 • P. = Pw = )' a (~ - COS oc) , 

Na, = - !'~2 [f(.1 - cosoc) sin oc cos ex doc + Cl] sm- IX a 

= - 6"a: [3 1 sin2 0c + 2cos3 o; + 6Cl ] • sm oc a 

Da Na, fUr ex = 0 endlich ist, wird die Klammer Null und daher 6 C1 = - 2. 
Beyer, Baustatik, 2. Autl., 2. Neudruck 48 
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"- ya2 ( f 21-COS3rz.) N - ya2 (3 f 6 +21-COs3rz.) I "' --- 3-- p- - - -- COSoc :x 6 a sin2 rz.' 6 a sin2 rz. ' 
(1132) 

ya3 • f 1 - cos3 (Xl 
LI ro; = - 6E h sm 17. [3 (1 -- #) a - 6 cos IX + 2 (1 + #) sin2 (X J' 

a2 • 

{} = Y E h sm IX • 

Wird die Kugelschale nach Abb.782 als Hangeboden eines Wasserbehalters ver
wendet, so erhaIt die bezogene Kraft gunter Beibehaltung des Koordinatensystems 
in den Ergebnissen (1121) bis (1127) das negative Vorzeichen. 

Schnittkrafte durch Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Hange
boden eines Behalters (Abb. 782). 

p~ = 0, P1I = 0, pz = - ya C + cos IX), 

:x 6 a sm2 (X , P 6 a sm2 (X , N = ya2 (3-'-+ 21-,cos3 rz.) N = ya2(3J+6cosoc_21-COS3(X) I 
ya3 • [" t I - cos3 rz.] 

LIra = 6Eh sm 17. L 3 (1 - #) a + 6 cos IX - 2 (1 + #) sin2 (X-'j (1133) 

ya2 • • 

{} = TI smoc . 

Abb, 782, Schaulinien fiir Wasserauflast 
beim Hangeboden. 

Aus der Ableitung an einem Spiegelbild der 
Abb. 782 folgt, daB {} im Gegensatz zu (1132) 
bei Rechtsdrehung der Meridiantangente 
positiv ist. 

Die Kugelschale mit einer yom Meri
dianwinkel {3 periodisch abhangigen Be
I as tun g. Die allgemeinen Differentialgleichungen 
(1101) fUr das Gleichgewicht der Krafte an 
einer Rotationsschale lassen sich fUr Ra = RfJ = a 
folgend~rmaBen vereinfachen: 

dNa/ill N 11 N (X 11 Z) -d-- + 2 afJn ctg IX + -,- an = - a n + --;---- n , (X ~n(X ~n~ 

(1134) 
ddNa ,,_ + 2Nan ctgIX + -!!...-NafJn = - a (Yn + Zn ctgoc). (X sm (X 

Sie enthalten die Unbekannten in symmetrischer Form, so daB daraus neue Un
bekannte U1 = Nan + NafJn' U2 = Nan - NafJn gebildet werden, die sich nach 
H. Reit3ner auf Grund bekannter Regeln unabhangig berechnen lassen. 

d U 1 + U (2 ct IX + ~) = _ a (X + Y + 11 + cos (X Z) ) d (X 1 g sm (X n n sm (X n' 

dU2 ( 11) ( 1I-cos(X) (1135) 
-d- + U2 2ctgoc - -,- = + a Xn - Yn + ~-, --Zn ' (X sm rz. sm rz. 

Bei Windbelastung ist p~ = 0, P'II = 0, pz = L'Zn(IX) cos n{3. Der auf jeden Schalen
sektor von der Winkelbreite njn entfallende Anteil bildet eine Resultierende. Je 
zwei sind einander symmetrisch oder antimetrisch zugeordnet, je nachdem n eine 
gerade oder eine ungerade Zahl ist. Sie geben geometrisch addiert eine senkrechte 
(W,,) oder eine waagerechte Kraft (W II), deren Wirkungslinie die Drehachse im 
Schalenmittelpunkt schneidet (Abb. 783). 

Sonderfall Zn(IX) = P sin 17., n = 1. Die, Spannungsverteilung ist durch einen 
N ullmeridian ausgezeichnet. 
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a} L6sung der Differentialgleichungen (1135). Die Gleichungen haben die Form 

dU 
IJi" + Vrp = "P. 

Die Substitution rp = (ji'Jip fUhrt auf 

rp V' + Vrp' = "PCP , 
Durch Integration folgt 

f rp dey; = f ;' dey; = In cP , 

und damit die L6sung 

Die Integrationskonstanten ergeben sich au.> der Bedingung, daB fUr rx = 0 die 
Schnittkrafte und damit auch VI und V 2 endlich sind. Die Integration bietet keine 

It' Schwierigkeiten; die Uisung lautet (Abb. 785) 
It' 

Abb.783. Abb. i84. Windlast pz = p sin ex cos {J . Abb. 785. Schaulinien fUr Windbelastunl' 
pz = p sin ex cos {J. 

N P a cos ex: (2 3) f3 I 1 ex = - -3 -'-3- - 3 cos rx + COS rx COS , 
SIn oc 

N ex II = - P3a ~;~:lci (2 - 3 cos rx + cos3 rx) sin f3 ' I 
Sp = + P3a + (2 cos rx - 3 sin2 rx - 2 cos4 rx) cos f3. 

SIn' ex: 

(1136) 

b} Unmittelbare Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen (Abb. 783 u. 784). 
" :</2 

Wh = 4pa2f sin3 rx drx f cos2 f3 df3 = P ::r;2 (2 - 3 cos ey; + cos3 rx) . 
U 0 

Gleichgewicht aller auBeren Krafte gegen Drehen urn eine Achse f3* = n/2 in der 
Ebene des Breitenkreises: 

:n/2 

W lIa cos rx + 4Na.l a2 sin3 ey; f cos2 f3 df3 = 0; 
o 

Gleichgewichtsbedingung (1113): 

Np = Npl cos f3 = - (pa sin lX + N1stl cosf3; 

daraus Not nach (1136) . 

daraus N p nach (1136). 
48* 
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Gleiehgewieht gegen Verschieben dureh W Ia und dureh die Komponenten der 
Sehnittkrafte SCJ.' NCJ.{J in Riehtung W,,: 

a! ~~ 

lVh - 41\'"« I a Sill/X cos IX J eos2 fJ dfJ+ 4N«Pl a sin ex J sin2 fJ dfJ = 0, 
u 0 

daraus NCJ.p nach (1136). 

Rei ilner. H.: Spallllllllgt"1I in Kugdschalell. Miiller-Breslau-Festschrift S. 1!l2. Leipzig 1912. 
- Pastl"rnak. P.: Dil" praktischl" Berechnung biegcfester Kugelschalen usw. Z. angew. !\lath. 
:.\lcch. 1920 S. 1. 

b) Die Ke~elschale. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen fUr die 
auUeren Krafte am unteren differentialen Absehnitt der Flache erhalten mit R{I = 00, 

I . R{ld':1.=dy, r«-+rt=ycoslX, N«--+Ny, ;\;CJ.{I--+Ny{l 

Abb.786. 

folgende Form (Abb. 786): 

,JNg ,/ + 2N + _l_oN,1 + P = 0 
Y rJ)' y P cos a a (J Y~· , 

ihY.+{~r N)+ 1 DN yiI + p. 0 (1137) YT;- 1y- P Z;S;d'{J Y y= , 

N p + Y Pt etg ':!. = 0 . 

Rotationssymmetrisehc Belastung: Die Ablei
tungen nach fJ sind Null, so daO die Sehnittkrafte un
abhangig voneinander bereehnet werden konnen. 

d(X"li )'2) _ _ 2p 
dy - Y:/:, d(;\~r) = _ yPu - YPtctgex, Nfl = - ~IP.ctg':1.. (1I38) 

px = 0: N,,{I = O. 

Ablcitung \'on N'II aus delll Gleichgewicht der iiuOeren Kriifte an einem dureh den 
Breitenkreis r = bcgrenzten Schalenabschnitt. Das obere Vorzejchen der Schnitt
krafte gilt fUr die gcstutzte Kegelschale, das unterc Vorzcichcn fur die hangende 
Kegclschale. Der Tragring der gestutzten Kegelschale wird gezogen, derjenige der 

hangendcn Kegclschalc gedruckt. 

N= Q = (J 
11 =f 2 :tr.sina =f :'lJ'sin2x' (1139) 

Vcrsehiebungszustand bci rotationssymmetri
scher Bclastung 

r-r+ .Jr., 
LI - 1'. (N 'tV ) rt - Eh p-lI.l v (1140) 

ycosa • 
= -Eh {N{I- lti'I;,J, 

At.b. 787. Schaulinien fUr Eigengc\\'icht. 

{} = C~i!./~ [(l+ /I) (.YlJ-Np) -,Y aDy {N{I- /I Ny}J 

ctg X ~ il (2 ) N 1 
= ET l ctg oc () y Y P: ~ p Y py + 1/ J- (1141) 

Eigcngcwicht einer gcschlosscncn Kegclschalc mit glcichbleibender Wanddickc II 
{Abb.787}. 

p. = geos':!., 

N =:r::~ 
'U I 2sin2~ J 

py = g'sin ex , 

Nfl = T gzctg2 (1., 

_ {J z~ clg x {) _ -,- g z ctg a [1 + _ (9 +) 2] 
Llr: = =f 2£" si~2a (2 cos2 ':1. - p), - TiE hsin2 a:! It w II. COS oc . 

1(1142} 

J 
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Zur Berechnung der Schnittkrafte aus Schneelast wird g = P. cos ex eingesetzt. 
Waagerecht abgeglichene Auflast (Abb. 788 u. 789): 

2 (I 2 N y Z ctg a' cos a 
G=y~r. ±sz). 1/==t=6--:-(3/±2z), Np==t=yz(f±z) -. -•• . ~a ~a 

_ yz2 cos2 a [ f-l ] 
L1r.-=t=Eh sin-a (J±z)-S(3f±2z) , (1143) 

l'Z Cos2 IX (3 8) {} = ± E 11 sin3-tl 2f ± 3 z • 

Eigengewicht (g) einer offenen Kegelschale (Abb. 790) 

1/ 25m2 IX Z2' p , 
N = _ _ ~_z (1- Z~) ND=-gZCtg2 ex I 

L1 r = - -g Z_2 ctg3 0: [1- _14_ (1- Zi)] 
• E h 2 cos2 IX Z2' 

g Z ctg IX (1144) 
{}=----X 

Abb. 788. Schaulinien fiir Auflast bei der auf
gestUl%ten Kegelscbale. 

E h sin2 1X • 

X [~ + ~ - (2 + ~) cos2 (X - ! ;!]. 
• '\II'~ ~ 
:;;'r-~+-~-=r 

Abb. 789. Scbaulinien fiir Auflast bei der lIulgeblngten 
Kegelschale. 

Offene Kegelschale mit Kopfring und Ringlast Go (Abb.791) 

N = ___ G_o_ 
" 2nzcosa' Np= 0, I 

{}=_.§. 1 
E h 2n Z sin IX • 

(1145) 

,,-0 
~ . . -~ 

""--L-. __ . -1--. --.~-~ 
Abb. 700. SchauJinien fiir Eigengewicht. Abb. 791. Schaulinien f1lr Rlnglast. 

Periodische Belastung. Entwicklung als trigonometrische. nach ganzen Viel
fachen von fJ forlschreitende Reihe. Die Koeffizienten sind Funktionen von z. 

P%=.J)XnsinnfJ, P!I =,2 Yn cos nfJ, P.=.J)ZncosnfJ, n=O,I ... 00. 

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1I13) werden durch den Ansatz 

N" = ,2N"n cos n fJ. N p = ,2N8n cos n fJ, N"p = ,2NI/Ptasin nfJ 
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erfiillt, wenn die allein von z abhangigen Funktionen N"'fI' Npfl • N",pfl den folgenden 
heiden simultanen totalen Differentialgleichungen genugen. 

dN,(l"+.!N +X +~Z =0 l dy. Y ."Pfl fI sinct fI , 
d n (1146) 

d- ("N."fI) + -N."pfI + "Yfl + "ZfI ctgat = O. y COSct 

AuBerdem ist 
N/Ifl = - "Z"ctgat. 

Darnach kann N."p" unabhangig von tien beiden anderen Schnittkraften aus (1146) 
herechnet werden. Die allgemeine Losung dieser lineareI) Differentialgleichung ist 
hekannt (Hutte 26. Aufl. Ed. 1 S. 101). so daB N."" mit N",pfl durch eine einfache 
Quadratur gefunden wird. Die beiden Integrationskonstanten sind durch die Rand
hedingungen bestimmt. Die Losung liefert die Schnittkrafte aus der Windbelastung 
eines Kegeldaches mit pz = 0, p." = 0, P. =2 z" cos nfJ. 

Losung fiir Z" = Z" (y) = const. 

d(,·N ... ) + _"_ (C1 _ ".Z. 2:...) + Z ct at = 0 
d'Y cos ct y' SIn ct 3 "fI g , 

N = Z nl - 3 COSI at + ~ + C1 • 

"'fI "" 6 sin at cos at ylCOSct y 

Damit fiir " = 0 die Schnittkrafte endlich bleiben, ist C1 = 0, C2 = o. 
Z.znl-3cos1ct I 

N." = ~ 6 sin' ct cos ct cos n fJ ' 

N = -Z z c~g~cosnfJ J P " SlQat ' 

N nZ"z. fJ 
."Il = - 3sin1 at SIn n . 

(1147) 

Der Ansatz (1147) fUr die Schnittkrafte zeigt, daB die Langskrafte lV.". N in n aus
gezeichneten Meridianebenen Null und die Schubkrafte gleichzeitig Crenzwerte 

sind. Der Spannungszustand ist durch drei Funk
tionen N."", Npfl • N."pn bestimmt. die 'auch aus 
den drei Bedingungen fUr das Gleichgewicht der 
auBeren Krafte berechnet werden konnen. die an 
«!inem Schalensektor n/n angreifen. der durch 

_ einen Breitenschnitt z begrenzt ist. Die aus der 
/<.!~ Belastung herriihrenden Krafte schneiden sich 

(A." ',. ~ ~~ .,. , auf der Drehachse. Sie sind bei einer geraden 
'" '/ / iIrP. ~ __ ~ ,Zahl n symmetrisch, ihre Resultierende senkrecht. '4-.-+- ---1...~ dagegen bei einer ungeraden Zahl n antimetrisch. 

so daB eine waagerecht gerichtete resultierende 
Abb. 793. Scbau/ioien fi1r Wiodbelastuog K f h' h . b'd 

fJ sio ItCOS p. ra t entste t. DIe Untersuc ung kann 10 el en 
Fallen auf den halben Sektor beschrankt werden. 

Losung fur pz = O. p." = 0, P. = P sin at cos fJ (Abb. 793). 
Waagerechte Resultierende der auBeren Krafte (Abb.792). 
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n n 
2 II 2 Y 

W = 4 f f p. sin a. cos {J dy r, d{J"- t;.p sin'l.a. cos a. f f ycos2 {Jdyd{J 
o 0 0 0 

n 

NT. (I-I) = 4f2f"p.sina.cos{J ~ r, dyd{J = ~p '3.3 sin a. cos a., (%-e)= 3 2.Y • 
SID at SID at 

o 0 

Gleichgewicht aller auBeren Krafte gegen Drehen urn eine Achse {J. =~ in der 

Ebene des Breitenkreises. 

~ 
2 

'Or. 4fN {J . {J d{J J\T pz 1- 3cos1ot (J "e :- ,,1 cos sin a. ·r.cos . rll , HI/ = 6" sinot cos ot cos . 
o 

• 
Gleichgewichtsbedingung (1137) 

Np= -pzctga.cos{J .. 

Gleichgewicht gegen Verschieben in der Richtnng W 
n n 
2 2 

4f N"cos a. COS {J . r. d{J + 4 f N"P1 sin2 {J. r. d{J - W = 0, 
o 0 

N pz. (J 
"p = - 3 sin at sm . 

c) Die Zyllnderschale. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1137) der 
Kegelschale vereinfachen sich mit r = a = const und a. = 90°. Sie lauten 

a Nil aN," aNI/II aN .. 
ar+aay+ap",=o, ap+a ay +ap,,=O, Np+ap.=O, (1148) 

so daB die Schnittkrli.fte N p, N"p, N" in Verbindung mit zwei Integrationskon
stanten der Reihe nach berechnet werden konnen. Diese sind durch die Rand
bedingungen bestimmt. 

Np= -p.a, N"p= J(~~ -P",)dy + C1({J) , I 
N" = - J[p,,+ ! J(a;;: - ~~.) dy + de;:)] dy + C'I.({J). 

(1149) 

Die Formanderung der Zylinderschale ist den Vertraglichkeitsbedingungell zwischen 
den Komponenten u, v, w des Verschiebungszustandes und den Komponenten 
e", ep' 'Y"p der Verzerrung eines differentialen Abschnitts unterworfen. 

av au w av au 
8'=ay' 8P=ao{J-a' 'YIIP=/io{J+ay' 

so daB (1150) 

v = J 811 dy + C3 ({J) , 

Die Dehnungen e,l' Ep und die Winkelli.nderung 'YIIP sind durch das Elastiz~tatsgesetz 
bestimmt (1104). Darnach ist 

1 
8" = E h (NII - p,Np), 
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"Rotationssymmetrische Belastung. Die Ableitung der Funktionen der 5chnitt
krafte nach p sind Null, so daB nach (lI48) folgender Ansatz verwendet werden kann. 

d:;8+Pr:=O, ~~·+PfI=O, Np+ap.=O, f 

- w = Lla = Eflh (Np - pNfI), {} =.tlw/tly. 
(lI52) 

5chnittkdifte aus dem Eigengewicht g einer Zylinderschale mit Aufbau (Ge
wicht Go' Abb.794) 

NfI=-.gy-2~on' Np=O, EhUl=-#(ayg+~~), Eh{}=-pag. (lI53) 

Bei den folgenden Belastungsarten ist die Meridianschnittkraft Nfl N uU. 
1. WasserfiiUung mit p= = -rY: 

Np = rya, E hw = -ryall, E h{} = -ras. (lIM) 

2. Silodruck nach S. t4 mit P. = P •. max (1 - e-fl1flo), P. = ~P8: 
a l 

Np=ap" Ehw=-allp., Eh{}=-P •. ma-s. y/-flIIIO. (lI55) 

3. Erddruck nach 5.9 mit e=r.tgZ(45-<pj2). p.=e(y+qjy.): 

~-'-11---::~~ Np = - a e(y + q/y.), E It. w = all e(y + q/y.), E h{} = all e. (lI56) 

4. Temperatur und Schwinden: 

w = -a.,ta, (lI57) 

Periodische Belastung. Entwicklung als trigonometrische, nach ganzen Viel
fachen von p fortschreitende Reihe. Die Koeffizienten X ... Y .. , Z .. sind Funktionen 
von y. 

Pill = .J; X .. sin n p , P,I = .J;Y .. cosn p, P. = X Z .. cos n p . (lI58) 

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (lI48) werden durch den Ansatz 

Nfl = .J;NfIfI cosn p, Np = .J;NfJ .. cosn p, NVfJ =.J;NvfJn. sin n P (lI59) 

erfiillt, wenn die allein von y abhangigen Funktionen N v .. ' Npfl , N vp .. den folgenden 
beiden simultanen totalen Differentialgleichungen geniigen. 

dN"/h X Z 0 dN.. n N + Y 0 I """"7Y+ .. +n .. =, tlY+" vp.. ..=, 
N p,. +.aZ,..= O. 

Berechnung einer ZyUnderschale (Abb.795). 
(Kiihlturm im Kraftwerk Golpa-Zschorne",;tz.) 

Geometrische Abmessungen. 

a = 16.7m. 1= 32.0m •. 

(ll60) 

Belastung. Windgesetz (1111) dcr Gottinger Versuchsanstalt mit PIlI = 0.200 t/m2 • 

P. = 0, P. = O. P. = ,EZ"cosnp =-0.131 + 0.056 cos P + 0.223 cos2P + 0.OSOcos3p. 

L?sung der Differentialgleichungen (1160). 

X.=O, Y.=O. Z,,=const. 

N.-p" = -nZ,,(y + GIl. 

N .. = n2aZ" (Y21 + G1 y + Gm). 

Np"=-aZ,,. 



Der Schalenrand. 

Fiir y = 0 ist ,V.n = 0, N. pn = 0, daher C1 = 0, C2 = O. 

y2 
X. = - ~n2Zn cos II f3, 

2a 

.\' p = =- a ~ Zn cos 11 f3 ' 
S.p = - y ~1I Zn sin 11 f3. 
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Schnittkrafte und Traj('ktori('n der Hauptspannungen sind in Abb. 705 u. 70b llargestellt . 

.... bb. 796. Trajektorien im abgewickcltcn Zylindermantel. 

d) Der Schalenrand. Ein Uingsspannungszustand 
kann sich auch bei stetiger Kriimmung der Mittelflache, 
bei stetiger Anderung der Wanddicke und bei stetiger 
Belastung der Schale nur dann ausbilden, wenn die 
au/3eren Krafte am I~ande in I~ichtung der ~Ieridian
tan"ente eingetragen werden. ohne daB die Form
anderung des Langsspannungszustandes infolge Be
lastung und Temperaturanderung durch die Stiitzung 
oder den biegungssteifen Anschlu/3 anderer Bauteile 
gest6rt wird. Diese Bedingungen lassen sich nur bei 
Schalen mit senkrechter Endtangente erfUllen. Der 
;\Ieridian wird dabei zum Halbkreis, zur Ellipse, Zy
kloide, Parabel oder zu einem Korbbogen mit annahernd 
stetiger Anrlerung der Kriimmung (Abb. 799). 

em Schalen ohne senkrechte Endtangente abzu
stiitzen oder senkrechte Lasten in den oberen Rand 
offener Schalen einzuhihren und Schalen in einem 
Breitenkreis mit unstetiger Kriimmung zu verbinden, 
sind Ringtrager notwendig. deren Langskraft an den 
linstetigkeitsstellen das Gleichgewicht· der inneren 

Abb.795. Krafte herstellt. Sie lassen sich auch zur Eintragung 
von Einzellasten verwenden. die als stetige Funktionen 

des Winkels fJ vorgegeben sind. Uingskrafte in Ringtragern bei rotationssymme
trischer Belastung (Abb. 770). 

Druckring: Zugring: 
Ql Q2 

D=---ctgr:J.!, Z=+,,-ctg:X2' (1161) 2n _n 

Zwischenring k zwischen zwei Meridianabschnitten mit den Tangenten
winkeln r:J.~), r:J.LU) (Abb. 797). 

5 . Qk (ctg (u) cta (0») (1162) .-\bb.797. 
k = - 2 n r:J.k - :> r:J.k • 

St6rungen des Langsspannungszustandes werden jedoch hier nur vermieden, wenn 
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die Ringdehnung ell der Schale mit der Dehnung Bp des Ringtragers iibereinstimmt, 
also fiir IX - ex2 (Abb.798). . 

1 (N N) E- ("Z Not 2 cos 0(2 I!Xot2 Sina(2) E ep2 = -;-; P2 - P, otlI = ep2 = - Fa- + .•. -- b2 -·- • 

},'/I" h h . ( ) - y"- + p, = yr2COSIX2 + P,-i]smiX2' 1163 
a4l 2 I ~ 

~~--'--ra- Ein Zugnngtrager kann daher nur unterhalb der Bruchfuge der Schale 
angeordnet werden (N 112 > 0), so daB flache Kugel" oder Kegelschalen 

a nach F. Dischinger einen Obergangsbogen zum Ringtrager erhalten 
miissen, in welchem ein Tei! des Bogenschubes durch Ringkrafte 

Abb. i98. aufgenommen wird. Diese sind nach (1097) urn so gro13er, je kleiner 
der Kriimmungshalbmesser Rp der Kurve und damit auch die Lange 

des Obergangsbogens wird. In der Regd nimmt die Kriimmung mit dem Winkel ex 
stetig zu, urn auch die Wanddicke h der Randzone gegen den Randtrager allmahlich 
vergroBern zu konnen. Die Bedingung (1l63) kann dann durch Veranderung von 
h, F2 oder IX2 erfiillt werden (s. S. 765). 

Der Obergangsbogen lei stet auch bei offenen Schalen gute Dienste, wenn an dem 
oberen Rande dasEigengewichteiner Laterne aufgenommen werden solI. Die Dehnungep 
der Schale ist nahezu Null, wahrend die Dehnung Bp des Ringtragers sehr groB wird. 

e) Rotationssymmetrische Schalen mit beUebiger Meridiankurve. Neben 
der Kugel-, Kegel- und Zylinderschale werden zur Losung von Bauaufgaben noch 

~"li , ~ '_1 
--a 

''<"I , . 
Abb. 799 a. Ellipse. 

Abb. 799b. Zykloide. 

Abb. 799d. Kettenlinie. 

Z • a _ .. - . a Sin at 
"ot = - Vb2 - Z2 = ---------- - 1 • 

b (aZ sinZ at + b2 COSZ at) /, 

a2 b2 
Rp = - .. ------ .. _- --, ' 

(a 2 sin2 at + b2 cos2 at) I. 

dr x 
ctg 0( = J~ .. 

a Z 

b - rbL:~·-z2 . 

x = ~ (11' - sin IF) , z = ~ (l -- cos p) . 0 ~ IF ~ 1800 • 

b-~L rot = 21 (2at+sin20(). Rp=2/cosrx, - 2 • 

2pc - Z2 

X = ---2P-' 

. p 
Sin 0( = -.::.....:...::.:..:=, 

lP2 + ZZ 

x 
Rot =-;-

Sin at 

Rot = rot eHg (-:) , 

1 
cos 11' = , 

croj (-~-l 
a / 

Rp = a croj2 ( :) . 
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rotationssymmetrische Schalen mit einer Ellipse, Zykloide, Parabel oder Ketten
linie als Meridiankurve verwendet (Abb.799). Die analytische Berechnung ihrel 
Ui.ngskrafte bereitet nach S.745 keine Schwierigkeiten. Dagegen sind zur Unter
suchung von Schalen mit beliebiger Meridiankurve noch einige Bemerkungen not
wendig, die sich auch zur angenaherten Berechnung von Schale!l mit mathematisch 
definierter Meridianlinie und veranderlicher Wanddicke eignen. 

a) Rotationssymmetrische Belastting. Die Schnittkrafte werden aus dem 
Gleichgewicht der auBeren Krafte an einem geeigneten Abschnitt des Flachentrag
werks berechnet. An dem Schalenteil iiber einem Breitenschnitt mit dem Halb
messer '" wirken neben der stetigen Belastung P = pz 4- P. die Langskrafte Nrz. 
Die Schubkrafte N"p sind Null, da N"p = N p" und diese bei rotationssymme
trischer Belastung wegfallen. Mit Q« als senkrechter Komponente der resultieren
den Relastung und P. sin a. - P'II cos a. = Ph als waagerechter Komponente der 
stetigen Belastung P lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Krafte an den 
Abschnitten Abb. 767 nach S. 745 h 

r N = __ 1_ Q« 
rz '" sin at 2:n ' 

Np= -N R"'-. -p R 
'" Rp ." 

d 
= ds (r"N", cos a.) - Ph r" . 

Bei senkrechter Belastung ist also 

N _ _ ~ d (Q", ctg at) 

p - 2:n ds 

\ (11641 

(1l65) Abb.8OO. 

o 

Die Schnittkrafte lassen sich daher rechnerisch oder zeichnerisch bei jeder .Form 
des Meridianschnittes angeben. wenn dieser mit der Punktfolge 0 ... k ... n in 
n gleichgroBe Intervalle s geteilt und der Differentialquotient (1165) durch den 
Differenzenquotienten (1166) ersetlt wird. 

Die Buchstaben a.k bezeichnen die Winkel der Tangenten in den Intervall
grenzen, die Buchstaben rk den Halbmesser der Breitenschnitte k. Ihnen sind die 
Krafte Qk und der Bogenschub Ht = Q,:!2:rc ·ctga.k zugeordnet. 

r N = _l_.Q".t I 
ot,k ",k sin at 2:n' 

t - (1166) 
N _ Hf - Hf_l _ PA. k + PA, '0-1) rk + "k-l 
~k- ~ 2 2 

Die numerische Anwendung der Rechenvorschrift ist in 
dem Zahlenbeispiel auf S. 764 enthalten. Die zeichne
rische Lasung besteht aus einem Krafteplan mit 
Qo/2:rc . .. Qk/2:rc . .. Qn/2:rc, aus dem zunachst (r",kN".k)' 
also auch N",k und (1",k N",k cos ~k) = H: erhalten werden 
(Abb. 8(0). Die Ringkrafte Np, k wechseln bei senkrechter 
Belastung (PII = 0) mit L1 H: = H: - H:- 1 = 0 das Vor-
zeicben. Abb. SOl. 

b) Windbelastung. Die Belastung Pill = P. ~ann nach . 
S. 746 s'tets als trigonometrische, nach ganzen Vlelfachen n von P fortschreltende 
Reihe entwickelt und damit in Teile zerlegt werden, die zu einer ausgezeichneten 
Meridianebene (P = 900) symmetrisch oder antimetrisch sind, je nachde~ ~ eine 
gerade oder ungerade Zahl ist (P.., =.2 P..,fI)' Die Spannungen werden fur Jeden 
Anteil Pwn einzeln berechnet und darauf iiberlagert. Die Spannungen au~ dem 
Anteil Pwn eines Breitenschnittes sind nach S.746 durch 3 Parameter bestImmt. 
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sie ergeben sich aus den drei Gleichgewichtsbedingungen der aufieren Krafte des 
doppelten Schalensektors yom Offnungswinkel n/n (Abb. 801). Er wird durch Ring
zonen unterteilt, in den en der Meridian sich angenahert durch gerade Streck en 
ersetzen lafit und besteht dann aus einzelnen abgestumpften Kreiskegeln. 

und 

Abb.802. 

Sonderfall n = 1, P. = Pro sin IX cos {3. 
Der N ormaldruck auf das Flachenteilchen dF betragt 

P.dF, seine Komponente in der Windrichtung mit 
dF = Ya. dfJdz/sin IX 

dw = ProYa. sin IX cos2 {3 dfJ dz . (1167) 

Fur einen vollen Ring mit der Rohe dz ist daher 
{:=:r!2 

dW = 4 f dw = nproYa. sin IX dz , 
/1=0 

und fUr einen endlichen Abschnitt L.I z 

L.I W k = n Pro Yk sin IXk L.I Zk • (1168) 

Die Kraft wirkt irrl Abstand ak yom Breitenkreis Y 

(Abb. 802), so daB sich folgende Gleichgewichts
bedingungen fUr die aufieren Krafte oberhalb des 
Breitenschnittes Y aufstellep lassen. 

:1/2 

.l'ak L.I TV k + 4Na.l y2 sin IX f cos2 fJ dfJ = 0 • 
o 

Gleichgewichtsbedingung (1094) c 

(1169) 

N ( . Na.l) R 
81 = - P,oSllllX+ Rp a., (1170) 

:,/2 :r/2 

.L;L.I Wk - 4Na.l Y cos IX f cos2 fJ dfJ + 4Na.Pl Y f sin2 fJ dfJ = O. 
o 0 

Abb.803. 

Berechnung einer Kugelschale mit lJber
gangsbogen fur Eigengewicht. 

I<:ugelschale: a = 23.75 m. g =0.12 tjm 2• 

Schnittkrafte nach (1121). Bei a. = 300 ist 

N a.. 0 = - 1.526 tim. N p•o= -0.94 tim . 

Qa..o 
2"]t = - Na..o· a sin2 a. = + 9.06 t. 

Der Ubcrgangsbogcn beginnt bei a. = 300 und ist 
geometrisch durch Abb.803 gegeben. Er wird in 
Intervalle mit Lla. = 50 oder 10° cingeteilt. Die 
Radien der Breitenkreise fa..k ftir die Intervall
grenze. fa.. k' ftir die Intervallmitte werden der 
Zeichnung entnommen. Schnittkrafte nach (1l66). 

Qa.. k = Qa.. 0 + ~ Ll Qa.. k • 
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Schalen mit Massenausgleich. 765 

1 ' I Qa..kI2n I sin rx. I r a..k sin rxk 
Na..k q".kC!.grx __ : LI(Qa..~ctgrx.) N p •• o Sk. I'a. .' ILlQa. kl2n Yet.k 

ctg iXk rx • I . k ' j m I m t t III tim 2n I 2n tim I 

30 I : , i - 9.06 I II.88 0.5 I 5.94 - 1.53 1.73 2 - 15.70 1 !(- 0,94) 
0.574 I 

I 
1.428 - 16.81 , 0,62 351.78' 12.72 - 2.72 - II.78 13.48 7.73 - 1,52 - 1.11 -

40 !1.38 14,03 -2.3 2 - 14. 10 14.55 0.643 : 9,36 - 1,5 1 1,192 - 16,82 I _ 0.01 - 0,01 
45 13 ,86 14,88 - 1.54 - 15,64, 15.19 0.70 7 10.72' - 1,46 1,000 -- 15,64 _ 1.18 + 1,38 
55"),67. 15,39 - 1.24 0.819 I 12.76 - 1,32 0,700 -11,81 I - 3.83 + 5,72 
65 :3.35 15. 69 -0,66 

1- 16.88: 15. 61 
- 17.54 ! 15.81 0.906 14,32 - 1.23 0,466 - 8.19 I - 3.62 + 10.34 

Die giinstigste Lage und der Querschnitt des Zugringes folgt aus (1163) mit h = 0.05 m und 
!lIb <: 1. . 

\ '( N{l.k \.3 
Fk = (0,05 r",. k cos rxkl: =N- + p. I = "9[ . 

a.k j 

k .3 
N{1,k 

ill 
Fk 

cos rxk 
-Na,k cm2 

2 0,766 0,557 -0,005 0,16 34 800 
3 0,707 0.537 0.95 1,12 4 800 
4 0,574 0.448 4,34 4,5 1 995 
5 0,423 0.335 8.40 8,57 391 

Der Zugring wird bei rx = 450 angeordnet und erhalt 
den Querschnitt 100/50 cm. Abb. 803 zeigt die neue Lage 
dcr Bruchfuge im Gegensatz zur Kugelschale. 

f) Schalen mit Massenaus~leich. Sind die 
Schalen mit konstanter Wanddicke h zur Losung 
einer ~auaufgabe ungeeignet, so liegt es bei der bau
lichen Ausbildung eines Querschnitts mit verander
licher Wanddicke nahe, auf diejenigen elastischen Ge- Abb.804. 

bilde (Koordinaten Ra , Rp' ex oder Y, s, e) zuruck
zugreifen, die mit einer ausgezeichneten Schale von konstanter Wanddicke (Ko
ordinaten Ra.' Rp ' ('f.. oder Y, s, t) geometrisch verwandt sind, und deren Spannungen 
wiederum im wesentlichen durch Langskrafte hervorgerufen werden. 

Die Losung ist bei rotationssymmetrischen Schalen mit einer Ellipse als Meridian-
schnitt am einfachsten (y, t, s, h). Sie wird auf eine Halbkugelschale (Y, s, t, h = const) 
bezogen, die mit ihr in folgender Weise geometrisch verwandt ist (Abb. 804) : 

--

Y = Y, s = s, t = %t. 

d X = dx, dy = dy lICOS2~ + x2sin2('f.., iF= dx· dy =dF lcos2~-t=-~2-sin2~. (1172) 

Wird dann fUr die Belastung g, g der beiden geometrisch verwandten Schalen nach
gewiesen, daB gdF = if dF, so ist auch Npdy = Npdy und Xa.d x sin oc = Na.dx sin ex, 
also 

- dtdy Icos2~+,,2sin2rx 
N =N ---- =N ------

a adYdt a " 
(1173) 

und fUr die Spannungen gilt 

_ h fcos2-rx + )(2 s1n2 rx 
(Ja = (Ja -.= -----, 

h )( 

h 1 
(J = (J -=- ------ - • 

P P h fcos2 rx + )(2 sirtC rx 
(1174) 

Die Losung gilt filr Eigengewicht bei veranderlicher Wanddicke h cler geotnetrisch 
verwandten Schale, wenn 

yhdF = yhdF, also 
II h = ----,:-----,_=_=_ 

l cos2 rx + ,,2 sin2 oc 
(1175) 
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Die Wanddicke h stimmt also im Scheitel (ex = 0) mit der Wanddicke h iiberein 
und erreicht am Kampfer IX = 90 0 ihren Grenzwert h* = hlx. Die Wanddicke 
nimmt also bei abgeplatteten Rotationsschalen (x' < 1) gegen den Kampfer zu und 
bei iiberhOhten Rotationsschalen (x > 1) abo In beiden Fallen wird das Eigen
gewicht allei!1 durch Langsspannungen abgetragen. 

Dasselbe gil~auch bei Schneebelastung, da die Bedingung Ps cos IXdF = Ps cos ii dF 
mit dYldy = dFldF erfiiIlt ist. 

Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch fiir abgeplattete oder iiberhi:ihte Schalen 
mit ellipsenfi:irmigem Grundril3 wiederholen. Ihre geometrische Verwandtschaft zur 
Halbkugelschale kann Z. B. mit rlr = A, sis = 1, ~t = " beschrieben werden. 

81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen. 
Die Spannungen (Ja, (z), (Jp (z) uSW. sind nach den Bemerkungen auf S. 744lineare 

Funktionen der Dehnungen Eoa, - Ea" Eop - Ep der Mittelflache und der Kriimmungs
anderung d (ljR~) = "a" d (ljRa.) = "p ihrer Hauptschnitte. Sie lassen sich daher 
zu Schnittkraften zusammenfassen, von denen jedoch die Querkrafte Qpz, die 
Schnittkrafte Na.p und die Drillungsmomente M lZp bei rotationssymmetrischer Be
lastung Null sind. Der Spannungszustand ist daherin diesem FaIle durch die folgen
den Schnittkrafte bestimmt: 

Schnitt rx = const: Na" Ma" Qa.z = Qa.' 
Schnitt {l=const: Np,Mp,Qpz=O. 

Sie werden fiir (J z = 0 und It ~ Rp nach dem Hookeschen Gesetz ebenso wie auf 
S.747 und S.645 aus der Verzerrung der Mittelflache berechnet. 

Na,=D(Ea, + ,Il Ef/) , .Vr.=D (Er. + fl E,,) , D=~ I 
_ I -E~: ' (1l76) 

Ma, = - B (y." + fl xr.)' JIr. = ~ B (%r. + p ;ca,), B - 12 (I _ p,2) . 

Die Verzerrung (ca" Fr.' "a" xr.) des differen
tialen Abschnitts der Mittelflache steht mit 
den Komponenten c', w des Verschiebungs
zustandes (Abb. 769) nach S. 747 in folgenden 
Beziehungen: 

v'- w 
Ea.=-R- , 

p 

v ctg a. .- w 
BfI = Ra, 

V+ 1[" 

D=-R-' 
r. 

{}' 
xlZ=R' p 

fj ctg a. 
xf/=~' 

()'= dda.)· 

(ll77) 

Auf diese\v'eise sind 12 unbekannte Komponenten des Spannungs- und F ormaIHkrungs
zustandes durch 9 Bedingungen miteinander verkniipft. Ihre eindeutige Berechnung 
gelingt in Verbindung mit den Gleichgewichtsbedingungen fur die aul3eren Krafte 
an einem differentialen Schalenteil, die nach Abb. 805 folgendermal3en lauten: 

(Na, Ra,sin IX)' - Np Rp cos IX - Qa, Ra, sin IX + PII R" Rpsin IX = 0, I 
(QIZRa,sinlX), + Na.Ra, sin IX + Np Rpsin IX-t- pz Ra, Rpsin IX = 0, (1l78) 

(Ma, Ra, sin IX)' - Mp Rp cos ex. - Qa, Ra, Rpsin IX = o. 
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Urn diese 12 linearen Gleichungen in mathematischer Beziehung iibersich.tlich zu 
lOsen, wird die Querkratt Q« bei der Untersuchung von Schalen mit konstanter 
Wanddicke h und veranderlichem Halbmesser R« (IX.) durch die Unbekannte V« 
= R« Q« und bei Schalen mit stetig veranderlicher Wanddicke h (IX.) durch die Un
bekannte U« = Q« R«/h 2 ersetzt. Die Wurzeln des Ansatzes lassen sich dann durch 
geeignete Verkniipfung der Gleichungen allmahlich ausschlie/3en, so da/3 -zwei simul
tane Differentialgleichungen zwischen den Unbekannten V oder U und der Ver
drehung Do der Meridiantangente entstehen, die sich durch gleichartigen Aufbau 
auszeichnen. Sie lauten in Symbol en 

Die Buchstaben 2 ( ) bezeichnen Differentialoperationel'l, die Buchstaben Fl (IX.) , 
F. (IX.) bekannte, mit der Schalenform vorgeschriebene Funktionen. Die Buchstaben 
AI' All sind konstante GroBen, die von den elastischen Eigerischaften des Baustoffs 
abhangen, wahrend die Funktion cP (IX.) mit der Belastung PII' P. der Oberflache 
verschwindet. 

Die vollstiindige Lasung I enthalt neben der' allgemeinen, Losung J der homo
genen Gleichungen (1179) mit cP (IX.) =0 ein partikulares Integral 10 des inhomogenen 
Ansatzes (CP (IX.) + 0). Dieses stimmt mit groBer Genauigkeit mit der Losung fUr 
den Langsspannungszustand der statisch bestimmt abgestiitzten Schale (Abschn. 80) 
iiberein. Daher wird die vollstandige Losung fUr die biegungssteife Schale durch die 
'Oberlagerung der Schnittkrafte N«.o. Np.o • .!Ii:«.o _~ ]~o ~ Q«!!! = 0 aus dem 
Langsspannungszustand mit den Schnittkraften N« • .v p. }[«. M p. Q« aus der Rand
storung erhalten. 

Die allgemeine Losung des homogenen Ansatzes entbalt vier Integrationskon
stanten. so da/3 neben den statischen oder geometrischen Bedingungen des Langs
spannungszustandes noch zwei Bedingungen an jedem Schalenrande vorgeschrieben 
werden konnen. 

a) Freier Rand U = O. AI« = O. 
b) Frei drehbare Lagerung des Schalenrandes jy« = 0, M« = O. 
c) Eingespannter Schalenrand LI r« = O. Do = O. 
d) Bei einer Verbindung des Schalenrandes mit anderen Bauteilen sind die 

gegenseitige Verschiebung t5l und die gegenseitige Verdrehung 152 der AnschluB
flachen Null. 

Geckeler, J. 'Y.: t\bcr die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen. Forsch.-Arb. lng.-'Ves. 
Heft 276. Berlin 1926. 

a) Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstirke. Die Ktiimmung der 
Mittelflache ist konstant (R« = Rft = a). Dasselbe gilt von der. Schalendicke h und 
daher auch von der Dehnungssteiflgkeit Dund der Biegungssteifigkeit B (h = const, 
D = const, B = const). Unter diesen Umstanden lassen sich durch Verkniipfung 
von· (1l77) die allgemeinen Beziehungen zwischen den Komponenten des Ver
schiebungszustandes der Mittelflache und der Verzerrung des Schalendifferentials 
folgendermaBen erganzen: 

D- = (E« - Ep) ctg a. - E~' d( )/da. = ( )'. (1180) 

Die Schnittkrafte unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten 
fiir R« = Rp = a 

(Nil sin a.)' - Np cos a. - QII Sin IX + PII a sin a. = 0, I 
(QII sin a.)' + N«~inlX + Npsina. + pzasinlX = 0, . 

M«- (Mp - MII)ctga. - Q«a = O. 

(1181) 
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Die letzte Bedingung liefert mit (U76), also mit 

Ma. = - : (D' + I'Dctga.). MfJ = -! (D ctg a. + I'D'), 

at 
L(D) -I'D = D" + D' ctga. - Dctg2a. -I'D = - B Q~. 

Aus den anderen beiden Gleichgewichtsbedingungen folgt 

mit 

aF 
Na. = -Q« ctg a. - -'-2-' sin ex 

aF 
N=--nl-pa fJ sin2 IX 'ta. I 

dF/da. = p:sina.cosa. + p"sin2a. 

und daher in Verbindung mit (U76) und (USO) 

(US2) 

L(Qa.) + I'Qa. = Q''; + Q~ctga. - Qa.ctg2a.+ p.Qa.= EhD-a[p~ - (1 + p.)P,,]. (US3) . 
Auf diese Weise ist ein System von zwei simultanen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung entstanden, aus dem jede der beiden Unbekannten durch Wiederholung 
der Differentialoperation L ( ) mit einer Differentialgleichung vierter Ordnung 
berechnet werden kann. Die Partikularlosung Do, Qa.o der vollstandigen Gleichung 
laBt sich nach E. MeiBner fUr die wesentIichen Belastungsfalle angeben. Z. B. wird 
bei Eigengewicht mit PJI = g sin a., P. = g cos a. in (U83) 

-a[p~- (1 + I')P,,] = ag(2 + I')sina.. 

Die simultanen Differentialgleichungen (IIS2) und (1I83) fiir Do, Qa.o werden durch 
den Ansatz {)o = Al sin a., Qa.o = A2 sin a. erfiillt, wenn 

(2 +1') a3 g a2 A2 

Al = - (I _ 1'2)[1 + 12 (a/h)2]B i= (1 + ,u)B' 

Damit sind Do, Qa.o und in Verbindung mit (1I76) auch Ma.o' MfJo bestimmt. 
B 

Ma.o = Mpo = - a Adl + 1') cos a. . 

Diese Schnittkrafte sind im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstorungen nach 
S. 770 klein von hOherer Ordnung und werden daher vernachlassigt. Mit 

Qa.o = 0, 111«0 = 0, Mpo = 0 

stimmt der Spannungszustand der biegungssteifen Schale bei statisch bestimmter 
Stiitzung mit dem Langsspannungszustand auf S. 751 iiberein. Dasselbe gilt damit 
auch fUr den Verschiebungszustand. Das Ergebnis wiederholt sich bei den Partikular
lOsungen fUr rlie andercn rotationssymmetrischen Belastungsfalle. 

Die Schnittkrafte und Verschiebungen der biegungssteifen Kugelschale lassen 
sich daher, wie bereits auf S. 767 bemerkt, mit groBer Genauigkeit aus zwei. von
einander unabhangigen Antcilen zusammensetzen. Der eine besteht aus den Schnitt
kraften und Verschiebungen des Langsspannungszustandes durch die vorgeschriebene 
stetige Belastung, der andere aus den Schnittkraften und Verschiebungen der bie
gungssteifen Schale infolge der Randkrafte M u , Qf1.2 usw., die zur Befriedigung der 
vorgeschriebenen Stiitzung notwendig sind. 

Die Schnittkrafte und Verschiebungen des Langsspannungszustandes sind fiir die 
regelmal3igen Belastungsfalle auf S. 751 ff. angeschrieben. Die Schnittkrafte und Ver
schiebungen der biegungssteifen Kugelschale aus vorgeschriebenen Randkraften wer
den aus den homogenen Diffetentialgleichungen (l1S2), (1183) fUr i und Qa. berechnet. 

Das Integral der homogenen Gl. (1I82' (1183) kann als Reihenentwicklung ange-
schrieben werden. Die Losungen fiir {}, Qa. und fUr aIle daraus abgeleiteten Schnitt
krafte und Verschiebungen kIingen yom Rande aus schnell abo Da jede Ableitung im 
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Vergleich zu der nachst hbheren Ableitung dann klein yon zweiter Ordnung ist. 
kbnnen nach einem Vorschlage von J. W. Geckeler die Funktionen li und if gc· 
geniiber ii" in (1182) und die Funktionen Qa. und Q~ gegenuber Q;; in (1183) ver· 
nachlassigt werden, urn schnell zu einer iibersichtlichen, fiir technische Aufg" ben 
brauchbaren NaherullgslOsung zu kommen. 

-- -
Die Na.herungslOsung fur {} (~) und Q (Ot) entsteht also aus den Gleichungen 

0" = _ 1l 2 Q-B a.' (1184) 

Die Elimination von QrJ. liefert mit 

4k4 = ~ Elt = 12(1 ~/,,2)1l2 k = V~ 1'3(1- p,2) , (1185) 

1?~v + 4 k" 0- = O. (1186) 

Durch Elimination von 1? entsteht 

Q~v + 4k4 QrJ. = O. (1187) Abb.806. 

Die Gleichungen werden mit dem aus Abschn.22 bekannten Exponentialansatz 
gelost. Da hiernach be ide Funktionen {}, QrJ. eben so wie alle daraus abgeleiteten 
Schnittkrafte und Verschiebungen schnell yom Rande aus abklingen, werden sie 
je nach der Betrachtung der oberen oder unteren Randzone auf den Winkel WI 

= (Ot - Otl), dW I = dOt oder W2 = (Ot2 - Ot), dW2 = - dOt als unabhangiger Ver· 
anderlioher bezogen (Abb. 806). Daher ist in beide~ Fallen 

1? = e- kW (.41 cos k w + .12 sin k w) + ekW(A3cos k w + A" sin k w), } 
_ (1188a) 
Qa. = e-kW(Al cos k w + A2 sin k w) + ek"'(A3cos k w + A" sin k w), 

oder nach S. 141 auch 

(1188 b) 

Die Integrationskonstanten Aa, A~ und A 3 , A4 oder C2 , Vi2 einer Losung fUr die ge· 
schlossene Kugelschale mit W 2 = Ot2 - Ot als unabhangiger Veranderlicher sind NUll, 
da die Bedingungen f) = 0, QrJ. = 0 im Scheitel nur auf diese Weise erfUllt werden 
konnen. Die Funktion f) (w) und Qa. (w) verlaufen daher ebenso wie alle abgeleiteten 
Funktionen der iibrigen Schnittkrafte und Verschiebungen nach gedampften Schwin
gungen mit dem Winkel 2 n/k als Schwingungslange und n als logarithmischem 
Dekrement. Sie klingen mit wachsendem w urn so schneller ab, je groBer kist. Del' 
EinfluB der von den RandstOrungen des Langsspannungszustandes herriihrenden 
Randkrafte Ma.2' Qa.2 ist daher auf eine schmale Randzone beschrankt. Das Er
gebnis laBt sich auch leicht auf Grund des St. Venantschen Prinz ips einsehen, da 
die Randkrafte im Gleichgewicht stehen. Es bestatigt die Richtigkeit der Annahmen 
fUr die NaherungslOsung, da die zweiten Ableitungen D","Q;; den Betrag k 2 als 
Faktor enthalten, und daher als Glieder des linearen Ansatzes (1182) oder (1183) 
wesentlich groBere Bedeutung besitzen als 7J', 7J oder Q~, Qa.. 

Die Losung i" und Qa. offener Schalen nach (1187) enthalt streng genom men vier 
I ntegrationskonstante, die aus vier Bedingungen fUr die Verschiebungen oder fUr 
die Schnittkrafte an den beiden Schalenrandern berechnet werden konnen. 1st die 
Schalenzone (Ot2 - O(1) jedoch breit, so klingen die von jeder Randbelastung her
riihrenden Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes so weit ab, 
dati je zwei Integrationskonstante AI' A2 und .-1 3' A" oder C1, ViI und C2, Vi2 unab
hangig voncinander aus 

Qa. = e-kW(Al coskw + A2 sinkw) 
Ht'n'r, n;lu"tatik, 2. Aurl .. ~ \,,'udruck. 

und QrJ. = e-k<" (A3' cos kw + A~ sin k w) (1189) 
49 
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angegeben werden konnen, je nachdem der Breitenunterschied W! = :XII - cx oder 
WI = cx - CXI vom unteren oder oberen Rande gerechnet wird. 

Rechenvorschrift. 1m Bereiche des oberen Randes der offenen Kugelschale ist 

QCI= Ce-h'lcos(kwi + 11') (1190) 

im Bereiche des unteren Randes 

(1191) 

Die Gleichungen bilden die Grundlage fiir die Berechnung alier Komponenten des 
Spannungs- und Formanderungszustandes aus den Gleichgewichtsbedingungen (1181) 
und den Vertraglichkeitsbedingungen (1177). Das obere Vorzeichen gilt in der obe
ren, das untere in der unteren Randzone der Schale. 

Na. = - QCI ctg cx = - C e- kOJ cos (k W + 11') ctg:x, 

Np = - Q~ = ± C k 12 e- kOJ sin (k W + 11' + :), 
- QII 2kZ 
() = hE = + CIT e-kOJsin (kw + 11'), 

Mel = - ! (0-'+ lLictg cx) ~ ...:... ! 6' = 1= C a: E 2 k3 12 e-kw cos (k w + 11' + ~), 

Die NaherungslOsungen fiir Mel und ep lassen sich ebenso begriinden wie die Ver
nachlassigung von QeI neben Q~ in (U83). 

Die Integrationskonstanten C,lp sind bei starrem Unterbau durch die Stiitzung 
der Schale, am oberen Rande durch vorgeschriebene auBere Krafte bestimmt. 

I. Der untere Rand ist unverschieblich, aber frei drehbar gestiitzt 

w=O, CX=CXII: BplI. O + EP2 = BPII = 0, } 

Ma.I.o + Mu = Mu = 0 = M elll , 
(1193) 

wenn die Dehnungen des Langsspannungszustandes wieder 
werden. Die Biegungsmomente M eI• o sind Null. 

mit Bp.o bezeichnet 

M 211 = C a~E 2k3 12 cos (11' + ~) = 0, d.h. 

k'/2 . ( n) Bp~ = Bp2.0 - ~ hE SIn 11' +'4 = 0, d.h. 

n 
11'= 4' 

C = /lP2.0 hE .1 
k'/2 

2. Der untere Rand ist starr eingespannt. w = 0, cx = CXII' 

2kZ 
• I {)1\={)2.0+ C hE SlO lp=O, 

kt2 . ( n) 
BPI = Bpll.o - C hE SIn 11' + 4/l = o. J 

fUr {)1I.0 ~ 0 ist 11' = 0 und C = P:.o hE . 

(U94) 

(1195) 

3. Der obere Rand ist durch einen starren Druckring abgeschlossen. w = 0, 
ex = (Xl' 

(1192) 
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C k f2 . ( :r) 0 1 EPI = Ep1•O + hE S10 'P + 4- = . 

2 k2 • 

{)1={)1.0 +C"E SIn'P=O, 1 
{)l.O ~ 0 ist 'P = 0 und C = - t~}LO hE, fur 

(1196) 

Damit sind in Vcr bin dung mit (1192) auch alle Komponcnten des Spannungs- und 
Vcrschicbungszustandes aus einer RandstOrung der statisch bestimmt ges~iitzten 
Schale bekannt (S.766). Sic werden mit den zugeordneten Komponenten des Langs-
spannullgszustandes iiberlagert. ' 

Biegungsspannungen am Rand einer Kugelschale bei Belastung durch Eigengewicbt. 
(Vgl. Abb. 777. cx. = liOo.) 

1. Dcr Hnlere Hand ist unverschieblich. aber frei drehbar gestiitzt. Xach (1123) ist fiir den 
Langsspannungszusland 

• = _.1_ .\' _ ~, __ ~! 1 + p - cos cx - cos2 ~ d' 1 
~.I.o Eh( .1.11 pa o • o) Ell I+cos~ un mit P=6' cx->-cxz 

a g l,16~7 _-=-Q,5 - O,2~ = 0 278 ~ 
t.I~.o=EII 1+0,5 • Eh' 

Fiir a/h' too ist nach (1185) 

Ii = Y 200 f 3 ,0,9722 = 18,49, 

so daU naell (119.t) 
. 0,278 

(. = a g. cc-' = 0,01064 a g , 
k }2 

Die Schnittkrafte nach (1I92) infolge dt'r Randstorung wt'r
den nun 

."a. = '- 0,01064 a g c- koJ cos (k 00 + :) ctg cx, 

.Y,: = - 0,278 a g "_k,,, cos (k 00) , 

JIa. = - 0,081;"; a g" e- kw sin (k 00), 

/I ctl.( ~ .. ( :'I: ) --a- (J = 0,00311 a {;" ctg cx e- kQJ sin k 00 + ~4- , 
.- --- Bctgcx -
JI P = I' .H ex - ._- tJ, 

a 

-415 au a 

Abb. ';Oi. 

Dic Liingskraftc ,";a. sind gegeniiber .\'a..o aus dem Langsspannllngszustand zu n'rnach
hissigl·n. Dic Lingskrafte N 8 = N {J 0 +:\. I nd in Abb. 807a fiir die Randzone 500 --- :x < 600 

dargcslellt. .\bh. 807b zeigt die Biegungsn';olllcnte der Randzonc. -
2. \)er nnll-n' Hand ist starr cingespannt. 
Fii. dl'lI Lingsspallnungszustand ist nach (1123) und (1126) 

ag {} ag . _ ag 
E.I~.O = 0,278 E h' 1.0 = - E h (2 + pI Sin IX:! = - 1,8,8 El,' 

Die Ralldbl'dingungell (1195) lauten dann mit C = C)ag 

- 1,878 + C 1.683 sin'll = O. 

0,278 - C1 26,]2 sin ('II + ~I-) = O. 

oder 
- 49 sin ( 'II + ~) + 190,1 sin¥,= 0 . 

tg 1,1' = 49 = 0.223 'II = 120 30' 0-...= 0.2182. 
190.1}"2-49 • 

1.878 
C1 = 683 .' = 0.0]27 . 

Sin'll 
C = 0.0127 a g, 

(Fiir (}I.O ow 0 ist 'I' = O. C "" 0.0151 a g.) 

49' 
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Die Schnittkrlfte nach (1192) infolge der Randstorung werden nun 

-415 al II Na. = -0,0127 a g rkmcos (k C.tI + '1') ctg IX , 

-qrtl N /I = - 0,332 a g e- km sin (k C.tI + 'I' + :) , 

Mra = 0,0973 ag h e-kmcos (k C.tI + 'I' + :), 
B ctg IX - • 

o IIJ-

4asl 
I 

b 

--- Ii = 0,00372 a g h ctg IX e- km sm (k C.tI + V') , 
a 

- - BctglX-
M/I=,..Ma.---- Ii . 

G 

Die Schnittkrlfte sind fiir die Randzone 500 < !X < 600 in Abb. 808 
dargestellt. 

Scbnittkrlfte in eiDem Sttltzboden bel Wasserauflast f = 1 a. 
(Vgl. Abb. 781. exl = 4()O.) 

Der Rand der Schale ist starr eingespannt. 
Nach (1132) ist mit 1= 2a. ,.. = '/., IXI = 40° 

1 yal [ f 1 - COSSIXI] 
e/ll,o =-E h 6 3 II (1- p) - 6 COSIXI + 2 (1 + 1') sin2~ 

. ya l 

= -0,585 Eh' 

yal )'a2 

Iil,o = E h sin exl = 0,643 E h 

Aus (1185) folgt mit alh = 25 

k = ¥25 f3. 0,9722 = 6.53. 

Die Randbedingungen (1195) lauten nunmehr mit C = C1ya l 

0,643 + C1 85,3 sin Ip = 0 • "* -0,585 - C1 9.22 sin ( 'I' + :) = O. 

oder 

- 5.93 sin ('I' + :) + 49,9 sin 'I' = 0, 

.-116 I- '-2a. tg'P = 5.93 ___ = 0.0917 • 
h. oJ' 49.9 Y2 - 5,93 

Abb. 809. SchnittkrlUle im eingespannlen Slut.boden. 'I' = 50 14' == 0.0915 , 

C1 =-00826, C =-0.0826ya2 • 

(Fur {Ja,o "'" 0 ist 'P = 0, C "'" - 0.0896 l' a2 .) 

Die Schnittkrafte infolge der Randstorung sind nach (1192) 

Na. = 0,0826), a l e-kmcos (k C.tI + '1') ctg IX, 

N /I = 0,762), aZ e- hI sin (k C.tI + 'I' + :), 

Mra =-0.223 l' a2 h e-kmcos (k C.tI + 'P + ~-) , 
B ctg ex - • 
---- {J =-0,0242),.a2 h ctg IX c-kmsln (k C.tI + 'P), 

a 
--- -- B ctg IX -
Ms = I' ,1Ia. - --- {J. 

a 
Die Schnittkrafte sind in .\bb. 809 dargestellt. 

Vcrbindung einer Kugelschale mit verwandten Tragwerken. Der 
Spannungszustand eines elastischen Gebildes aus einer Kugelschale mit verwandten 
Tragwerken erfahrt keinc Anderung, wenn die Verbindung am AnschluI3 der Kugel-
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schale durch einen Breitenschnitt gelOst wird und die inneren Krafte an beiden 
Ufem als auBere Krafte zur Belastung hinzutreten. Diese sind rotationssymmetrisch, 
die Langskraft Na nach S.745 aus den Gleichgewichtsbedingungen bekannt, die 
Qucrkraft Qa oder ihre waagerechte Komponente H = Xl mid das AnschluBmoment 
Ma = X 2 statisch unbestimmt. Sie lassen sich aus der Bedingung berechnen, daB 
die gegenseitige Verschiebung b) (positiv im Sinne von Xl) und die gegenseitige Ver
drehung 152 (positiv im Sinne von X 2) der beiden Vfer des Breitenschnittes Null sein 
miissen, wenn die Formanderung des vorgegebenen Flachentragwerks mit der Form·· 
anderung des Hauptsystems durch die Belastung und die iiberzahligen Schnitt-
krafte Xl' X 2 iibereinstimmt. Diese wird eben so wie b 
in Abschn. 24 als virtuelle Arbeit berechnet. Nach va J 
Abb. 810 ist ~ 

1 1 151 = 11 (1510 + Xl c5u + X 2 c512) = 0, .r, • 
12 15. = II (1520 + Xl 15m + XI 15.1) = 0 . Xl X, 

Jede Komponente 1510> l5u usw. des Versc.hiebung!i
zustandes besteht aus zwei Teilen (1510 = 1510,1 + 1510,2' 

~ ~~ 

Abb.810. 

bu = c5u ,l + c5u ,2 usw.), von denen 1510,1' l5u ,l us\\'. durch die Formanderung der 
Kugelschale, 1510,2' c5u ,1 usw. durch die Formanderung des angeschlossenen Trag
werks, also durch die Formanderung torsionssteif~r Ringe, Platten, Kegel- oder 
Zylinderschalen hervorgerufen werden, 

Die Vorzahlen c5u ,l' c5u ,l werden aus (1192) fUr die Randbedingungen der 
Abb. 810 berechnet. 

1. Belastungszustand Xl = 1 (Abb.810). 
Randbedingungen: 

M a2,1 = 0, c = - 12 sin (XI • 

.I: 2k a . 1 
UU,l = E h SIn 1%2' 

2kl . 
1511 ,1 = - E h smoci' 

Srhnittkrafte nach (1192). 

N a,l = f2 sinoc.e-kw cos (k (J) + :) ctg oc , 

N I ,1 = 2ksinocle-kwcos(kw), 

D,.,l=- 2~kl e-kwsinoclsin(kw+ :), 

M k h -koo· . (k ) a 1 = e S111 0(2 SIn w, , fa (1 - pll 

Qa,l = - Y2e-kwsinot2COs (kw + :), 

A 2ka. ...., (I.. . 
.cJ r a,l = E h sm CX2 r COS I/O (J) ) Sln CX • 

2. Belastungszustand XI = 1 (Abb. 810). 
Randbedingungen: 

M"'2,2=-I, Qal,.=O; 
a I, E 

C = 2k 3 B' 

(1197) 

(1198) 

(1199) 



774 81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen. 

Schnittkrafte nach (1l92). 

N ailE Tr . (k ) II,. = 2 k3 B e- "'sln 00 ctgat I 

Nil B=--_--e-ko'cos kw+-ailE ( n) 
P' )2k1B 4 ' 

(1200) ,- ( n) MII,z=-l2e-Trw sin kw+ 4 , 

Q _ a II E -Trw· (k ) 
I%'.--2k3Be SIn 00, 

Arll B =- ~e-.Trcc>sinatcos (kw + n4 ). 
, l2 kS B 

Die Belastungszahlen dlO, I , d20, I gelten fur die nach Abb. 810 b abgestiitzte Kugel
schale. Ihr Spannungszustand ist statisch unbestimmt, da die Stiitzkrafte nicht 
tangential zur Mittelflache eingetragen werden. Hierzu ist noch eine Schubkraft 
H=-Na.~os at _ notwendig (vg1. S. 752). Die Belastungszahlen werden daher in die 
Anteile ~IO,I' ~20,1 fUr die statisch bestimmt gestiitzte Kugelschale und die Anteile 
d~O,I' ~;O, 1 f~r die _ Kugelschale mit den Randkraften Xl = H, X. = 0 zerlegt. 
Die Anteile ~IO,I' d 20, I sind nahezu die gleiehen wie beim Membranzustand und da
her nach S. 751ff. bekannt. Die Anteile d~O,I' d~,l sind mit (1l97) 

a;O,1 = H ~l1,I' d~,l = H aZ1,1" (1201) 
Damit lauten die vollstiindigen Belastungszahlen 

Bolle, E.: Festigkeitsber~chnung von Kugelschalen. Zurich 1916. - Lichtenstern, E.: 
Die biegungsfeste I\:ugelschale mit linear veranderlicher \Vandstarke. Z. angew. Math. Mech. 
1932 S. 347. 

b) Die biegungssteife Kegelschale mit gleichbleibender 
Wandstarke. Der Krummungshalbmesser R ist unendlieh, der 
Winkel at konstant und daher nieht mehr afs ortsbestimmende 
Koordinate geeignet. Er wird durch den Abschnitt y der Mantel
linit! ersetzt, so daB ds = Rpdat = dy, RII = yctgat. Damit 
lassen sich die allgemeinen Beziehungen (1176), (1177) zwischen 
den Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes 
mit ( )' fUr d( )/dy folgendermaBen anschreiben: 

v-wtga. 
Ep = Y I 

(1202) 
{} 

Abb.811. '!p = Y I {} = W, 

N 11 = D (VI + p v - ~ tg a.) I Nil = D (V - ~ tg a. + p VI) , D = 1 ~ E,.,I I I 
. {} I {} E h3 (1203) 
M 11 = - B ( {}' + p y) , Mil = - B (/' {} + -i) , B = 12 (1 _ ,.,1) • 

Belastung und Schnittkrafte eines differentialen Schalenabschnitts unterliegen den 
Gleiehgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten fiir die Langskrafte 

(N"y), - Np + p"y = 0 und (QtlY)' + Nptgot' + P. y = 0 (1204) 

oder in einer Gleiehung zusammengefaBt und integriert 

(Ntl tgat -fl QtI) y + J (Ptl tgat + P.) ydy + c = O. (1205) 
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Dazu tritt 

(JIlI y)'-Mp -QlI'Y=O oder )'Jf~+MlI-MfI-QlIY=O. 

Aus dieser wird mit (1203) 

Y {)" + {}' - !!... = -- Qy ~ . 
y B 

Durch die Verkniipfung der Beziehungen (1202) entsteht 

(yepr = ell - {) tg oc. 

(I:W6) 

(1207) 

(1208) 

Die Dehnungen efJ und ell werden aus (1104) berechnet. Hierin ist nach (1204) 

Np = - (QlIY)' ctgoc - pz Y ctgo:, 

NlI = - QlI ctgo: - : ctgoc mit F(y) = J (P lI tgoc + P.) ydy + c. 

Damit Nil fUr Y = 0 endlich bleibt, ist die Integrationskonstante c fUr die geschlos
sene Kegelschale Null. Auf diese Weise kann aus. (1208) die folgende zu (1207) simul
tane Differentialgleichung entwickelt werden: 

y(QIIy)"+(QlIY)'- (Q;)') =hEtg2 oc.{)+tP(y) I 
F( ) (1209) 

mit tP(y) = + + p Y PlI tgo: - (P. y2)'. 

Die Losung {), Qv besteht aus dem allgemeinen Integral der beiden homogenen 
Gleichungen (1207) und (1209) und arts einem partikularen Integral der inhomogenen 
Gleichungen, das sich fur Eigengewicht PII = g sin oc, p z = g cos:J. folgenderma13en 
entwickeln la13t: 

g )'2 

F (y) = 2 cos IX ' 
tP(y) = (1 + 2 ft sin2 0: - 4 cos2 oc) -2 g Y = gl y. (1210) 

cos IX 

\Vird QIIO = 0 und {)o = A1y angenommen, so ergeben 

(1211) 

eine partikulare Losung von (1207), (1:Z09). Aus diescr folgt mit (1203) 

gl ctg2 IX h2 

Mllo=Mpo= I-p. ·12=const. (1212) 

Die Biegungsspannungen einer statisch bestimmt gestutzten Kegelschale (Abb. 786) 
sind also im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstorungen nach S. 776 klein von 
hoherer Ordnung. Der Spannungs- und Verschiebungszustand kann daher durch 
die Angaben auf S. 756ff. fiir den Langsspannungszustand beschrieben werden. Das 
gleiche gilt von allen rotationssymmetrischen Belastungsfallen. 

Die Integration der homogenen simultanen Difft>rentialgleichungen 

Y B' II !I. Y (1213) 
Y -o"+O'- a. =_ Q,,)' y(Q- y)"+(Q- y)'_ ;Qv)') =hEtg2oco:o1 

oder y2 Q~ + 3 Y Q~ = hE tg2 oc· jj 

kann nach den Bemerkungen auf S. 769 vereinfacht werden, da die Funktionen 
li,li' und QlI' Q~ im Vergleich zu den Ableitungen {f" Q~ klein von zweiter Ordnung 
sind. Dcr clastische Zusammenhang la13t sich dahcr mit gro13er Genauigkeit durch 
(lie Gleichungen 

fJ" = -Q.)B, ( 1214) 
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beschreiben, so daB entwcder 0 oder Qy climiniert und aus einer der folgenden 
Gleichungen herechnet werden bum: 

{jIY + h ~ ~~z alJ = 0 , (y2 Q;l" + II E ~g2 ~ Q 11 = 0 J1 

(v IJl')" + hE (1'2,% V = 0 mit yQy = V. 
~ By 

(1215) 
oder 

Die er~te (;lcichung stil11l11t his auf den Beiwert hE tg2 ocjBy2 = 4 k4 = 4jL4 mit 
11186) iiberein. ])ieser ist im Vergleich zu (1185) nicht mehr konstant, sondern cine 
mit y veranderliche, v()rge~chriebene Funktion. Da die Integration aus diesem Grunde 
in der Regel Schwierigkeiten bereitet, zerlegt man den Bereich 1 - a nach 
J. \\'. Geckcler durch Breitenschnitte in Zonen mit annahernd konstantem L 
lind begnugt sich mit clic:::er ~aherungslasung. Dabei kann die Vorzahl 4jL4 in den 
ht'idm Randzonen mit y = a. oder y = 1 gebildet werden. Die ortsbestimmende 

Koordinate des Winkels () wird auf den oberen Rand 
(SI = Y - a, d SI =, d y) oder auf den unteren Rand 
(1'2 = 1- y, dS 2 = - d y) bezogen, je nachdem die Unter
suchung den Spannungen am oberen oder unteren Rande 
gilt (Abb.812). Die Gleichungen (1215) lauten also 

und 
d'D . hEtg 2 1l( 

d s~ -j- B /2 {} = 0 

oder mit 

I .1 (l - IlZ) • 
L~ = --;;-n;~--- tg-:t. und 1.~ :l (I - liZ) t 2 (1')_1~) 

{Z },z g oc v 

Abb.812. 
allgemein 

d'-O 4-
ds' + r'{} = 0 und mit 

s 
auch (1217) T = 17 

Die allgemeine Lasung dieser Gleichung ist auf S. 769 erartert worden. Sie enthalt 
vier Integrationskonstante, von de~en bei geschlossener !<egelschale C2, "P2 wieder
urn Null sind, da die Verdrehung {} und die Querkraft Q'1/ aus Symmetriegrunden 
an der Spitze Null sein mussen. Die Lasung der Differentialgleichung lautet dann 

{}=e-'1(Alcos'l+A2sinll) oder {}= e-'1C1coS(17 + "PI)' 11 = S2/L 2' (1218) 

Die Integrationskonstanten AI: A 2 oder Cl , "1'2 sind durch die Randbedingungen 
bestimmt. 

a) Frei drehbare, unverschiebliche StUtzung des Randes: 

ep=fpO+EII=O, {}'=()~+:&'=O. 

b) Starre Einspannung des Randes: 

ell = epo + Ep = 0, {} = {}o + {) = O. 

(l2HI) 

(1220) 

Mit {} sind auch die Schnittkriifte aus der statisch unbestimmten Stutzung der 
Kegelschale bekannt (1203). 

MIJ= -B~, Mp= --B(/lli' +1i/,y). <211= -B{}", N y= -Q;,ctgoc, N p= (NyY)', (1221) 

Sie klingen urn so schneller yom Rande a\ls ah. je graJ3er I) ist, und bilden zu 
sammen mit den Schnittkraften des Lingsspannungszustandes aus der Belastung 
(S. 756 ff.) das endgultige Ergebnis. 

(1222) 
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Die Gleichung (1218) dient auch zur Berechnung des Spannungs- und Verschie
bungszustandes der Kegelschale fUr eine vorgeschriebene Belastung durch Rand
kriifte Xl = 1, X 2 = I (Abb. 813 u. 814). Das Ergebnis wird bei der Berec1mung 
von zusammengesetztcn elastischen Tragwerken (Abb. 825 u. 828) verwendet. 

/~ , I 

/ / /, 

~lJ~ / I ,. 

/' I 

/ ,t........ I 

~~"'« ! 
x. ' ' 

1 Xz ; 

a) Unterer Rand (Abb. 813). 
Bclastung Xl = 1. 

L~ . 
(l.1 = - .-=- SJl1 :x 

- '!. B ' 
- L~ . . . {} = - .J B e- 'I' S111 0( (S111 112 + cos 1i2), 

- 2 v2 cos2 at 
J r z = -'4,-Eh e- 'I' cos 172 • 

.1111 = L2 r'l! sin 0( sin 172' 

(1223) 

Abb.813. (\ = c-'1' sin 0((sinYJ2 - cos YJ2)' Abb.8U. 

Belastung X2 = 1. 
.I: L~ . .I: L2 1 
U12 = - 2 B sin 0( , U22 = B ' 

- L2 - 2 y2 cos2 at • 
{} = -B c-'1' COS 1]2' LI r z = L' '2 E h --;- {,-'I' (S111 '7·) - cos J72) 'I 2 sIn x -

- .J 

.11 y = - {'-'I' (sin '72 + cos 1]2) , () 11 = - ;,- {,-'12 sin 172 • 
2 

(1224) 

b) Oberer Rand (Ahb. 8B). 
Belastung XI = 1. .J 2 L2 

.I: __ II 2 .I: _ 1 • \ 

- I 2 .J v2 cos2 at (1225) 
Un - L-;Eh COS IX, U21 - '!. B S111:;c, ) 

tJ = 2'~ 1'-'11 sin :x (sin III + cos 1]1), j r z = - 'L
1 
Ell e-'I ' COS 1]1 , ' 

.1111 = Ll e-'I' sin 0( sin Jh, QII = - {,-'II sinO( (sin fJl - cos YJl) • 

Belastung X 2 = 1. 
, Li· .I: Ll I ()12 = '2 B sin IX , U22 = B ' 

- L _ 2 y2 cos2 at . 
{} = 'R'~ {'-'II cos Ih, Ll r z = - L2E l ' c-r,· (S111 III - cos '71), 

1 I sm :x 

.if 11 = C-r,l (sin '71 + cos 1]1) , iJ 11 = - Z- e-'11 sin Ill· 
1 

(1226) 

Werden die Randkrafte XI' X 2 , mit einem anderen Richtungssinn als in Abb, R13 
und 814 festgelegt, verwendet, so sind die Vorzeichen in (1223) bis (1226) .:nt
sprechend abzuandern. Fur die Belastungszahlen geltrn die 
Bemerkungl'n auf S.774. (Vgl. auch die Beispiele auf S. 786ff.) 

Urn die ~aherungslOsung (1218) mit konstantem L nach 
S.776 zu verbessern, wird die Gleichung (1217) schrittweisc fiir 
schmale, etwa 0,5 m bnoite Zonen k - 1, k und :\Iittelwerte IlL" .I 
usw. aus den Abmessungen der Zonenangeschriebcn. Zur Be- /~ 
rechnung der Integrationskonstanten der Gleichung fiir die 'I------l 

Randzone 1 dienen die Stutzenbedingungen. Die Gleichung (1218) 'o~ ~-;-----I 
liefert die Randbedingungen fUr die Lasung der zweiten Zone. / 
Die einzelnen Schritte der Rechenvorschrift sind also von- ~, '0 ' 
einander unabhangig, so daB keine mathematischen Schwierig- c.::... ____ -; 

keiten entstehen. 
Die allgemeine Lasung (1188b) der Differentialgleichung fur 

Abb.815. 

die offene Kegelschale mit den Breitenkreisen rI ,1'2 cnthalt vier Integrations
konstante CI • "PI und C2, 'lf2' die aus den vier Bedingungsgleichungen fUr den Ver-
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schiebungs- und Spannungszustand an den beiden Randern bestimmt werden 
mussen. Da jedoch die \Virkung aus den Randstorungen schnell abklingt, geniigt bei 
offenen Kegelschalen mit or l < Y2 eine Naherungs16sung, bei welcher die Integra
tionskonstanten Cl , "PI zunachst eben so wie bei der geschlossenen Kegelschale fUr 
C2 = 0, "P2 = 0 bestimmt werden, urn sie bei der Berechnung der Integrations
konstanten C 2' "P2 aus der vollstandigen Lasung mit den Bedingungen am H.ande 
y = a zu verwenden. 

Urn die elastischen Eigenschaften der Kegelschale mit denjenigen der Zylinder
schale zu vergleichen, kaI'nen die allgemeinen Differentialgleichungen fur die Span
nungen und Verschiehungen auf S.774 nach F. Kann auch dadurch vereinfacht 
werden, daB die Biegungssteifigkeit der Schale im Breitenschnitt, die Querzusammen
ziehung des Bau~t()ffs und die Verschiebung v des Breitenschnittes in I~ichtung' der 
y-Achse \"Crnachb~sigt werden (.lip = 0, f1 = 0, l' = 0). In diesem Falle folgt aus 
den Gleichgewichtshl'dingungen auf S. 774 

(J[y:v)"=(Qyv),=-Nfltgrx-pzy undmit NfI=-Du:tgrx I 
:1 (1227) 

I J) tg 2 0( 

H (v w ')" + w -:1-' - - Po)' = 0 , 

Diese DifferentiaIgleichung der Biegelinie des Meridians zerfaIIt nach H. I~eif3ner 
in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die mit Zylinderfunktionen 
integriert werden konnen. 

Urn die mathematischen Schwierigkeiten bei der Integration der Differential
gleichungen (1207) und (1209) zu umgehen, ki)nnen die Ableitungen der Funktionen 
D, 11, y2Q;; in den Differentialgleichungen (1213) und in den Differentialbezie
hungen (12~1) der Sclmittkrafte nach S. 130 durch Differenzenquotienten ersetzt 
werden, so daf3 fUnfgliedrige Differenzengleichungen entstehen. Diese werden hir 
die Intervallgrenzen einer Aufteilung des Integrationsbereichs l - a in Strecken ,I), 
angeschrieben und bilden zusammen mit den I~andbedingungen in den Breitl'll
schnitten y = a und )' = I einen voIIstandigen Ansatz zur eindeutigen Berechllll11g 
der Unbekannten. Die Rechenvorschrift dient auf S. 789 zur Untersuchung des 
Spannungszustandes einer Zylinderschale mit veranderlicher \Yanddicke. 

Dubois, F.: Cber c.lie Festigkeit del' h.egelschale. Diss. Ziirich UHi. - Honegger, E.: 
Festigkcitsbcrcchnung \'on Kcgclschall'n mit lincar \'crandcrlichcr \\·andstarkc. Luzern UtlD. -
Kann, F.: Kcgclfbrmigc Behaltl'rbbdl'l1, Daclwr und Silotrichter. Forscherarb. EisenbL"lol1 
Heft 29. Berlin 1021. 

C) Die Zylinderschale. Grundlagen der Lusung. Die allgemeinen Be

Au!>. Sill. 

ziehungen (1177) zwischen Verzerrung und Verschiebung der 
:\IittelfHiche werden durch die geometrischen Eigensch::.ften 
der Zylinderschale Rfl ,= ce, Rfldx = ely, oc = 90°, ctgoc = 0, 
R(1. = a = const vereinfacht. :\lit der A.bkiirzung ( )' ftir 
el( )/dy i~t nach (1l77) 

, 
FIX == Cy == (' 1 

{} _ .,' _ (S,I-II1\',\' 
-,~'--a ----I Eli j' 

(1228) 

so daf3 die SchnittkriHte nach dem Hookeschen Gesetz (1l76) 
folgendermaf3En angeschrieben werdC'n konnen: 

! , ,,' , 
Ny = D \ l' - {t - i , 

\ (1 / 
Sri = D ( -- W + fI /) , My = - B {}', J[fI = -,II B {}', I 

a (1229) 
Ell E lil 

D = -1--'" H = 1'(1 .'). -11- :. - W 
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Sie unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178) 

N~ + py = 0 , Q~ + ~ + p. = 0 , M~ - Qy = 0 . (1230) 

Losung fur unveranderliche Wandstarke h. Die Steifigkeit D der Schale 
gegen Dehnung und ihre Steifigkeit B gegen Biegung sind konstant. In diesem 
FaIle Hefert die dritte Gleichgewichtsbedingung (1230) und die Zusammenfassung 
der erst en beiden Gleichgewichtsbedingungen in Verbindung mit (1228) und (1229) 
zwei simultane totale Differentialgleichungen. 

{)" = _ Q. Q" = D (1 - 142
) {) _ p' + E... P (1231) 

B' y a2 • a y. 

Durch die Elimination der einen Unbekannten entsteht die Differentialgleichung 
fUr die andere. 

{)IV + :.' {) = ! (p; - : py), Q!V + :.' Qu = - (p; - : py)".l 
1 3 (1 _ 142) (1232) 
L' = h2 • a2 • 

Die Verknupfung von M; = (J~ mit den ubrigen Gleichgewichts- und Vertraglich
keitsbedingungen liefert die Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians 

--.TV 4 _ 1 ( N v) 
ur + L4 w - B P. + It -;- • (1233) 

Die vollstandige L6sung der Differentialgleichungen fur Qy oder w besteht aus einem 
von der Belastung py. p. abhangigen partikularen Integral Quo, Wo der inhomogenen 
Gleichung und aus der allgemeinen L6sung Qu. w der homogenen Gleichung mit 
vier Integrationskonstanten. 

Qu = Quo + Q u w = Wo + w. (1234) 
FlussigkeitsfUIlung: 

L' a2 

Pu = O. Ny = 0, P. = -y y, QIIO = 0, Wo = - 4 BY Y = - E h yy. (1235) 

Fullgut im Sinne von S. 14: 

p" = 0 , Ny = 0, P. = - PS, max (1 - e- lIII1O ) • 
P •• max Yo I I Q"o = ---(Y~" e- y uo, 

1+ 4 i) 
w, ~ - P •. -. [:: - ! 1+ :b' ,-.,h]. I (1236) 

Die homogenen Differentialgleichungen 
~~ - ~~-

d(y/L)' + 4Qu = 0 oder d(y/L)' + 4w = 0 (1237) 

sind auf S. 769 ge16st worden. Das Ergebnis (JI/' w unterscheidet sich allein durch 
die Bedeutung der Integrationskonstanten. Sind diese aus den Randbedingungen 
bestimmt worden, so lassen sich aIle Komponenten des Spannungs- und Ver
schiebungszustandes anschreiben. Aus Qy(y) wird 

Ny = - j py d y + C , E h w = a2 (Q~ + P.) + It a ~y • 
N p = - a (Q~ + P.l. E h {) = a2 (Q~ + P;) - It a p" . } (1238) 

Aus w(y) folgt 

NII=-jPydy+C, N{J=-Eh:+ltN". {)=w"} 
MII=-Bw", Mp=-ItBw", Qy=-Bw"'. 

(1239) 
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Die Untersuchung wird daher auf die Ableitung des Spannungszustandes aus den 
Verschiebungen 'Ill beschrankt. Nach Abb.816 ist mit (1237) 
L' d'"W _ d'Ui _ I y 
l' d(},/l)' +4'111=0 oder d(A'1)' +4'111=0, A=r, 'YJ=T· (1240) 

Der Buchstabe L bezeichnet eine fiir jede Zylinderschale charakteristische Lange, 
welche von den Abmessungen des Breitenschnittes und von den elastischen Eigen
schaften des Baustoffs abhangt. Sie betr§.gt bei Verwendung von Eisenbeton mit 
It = 1/6 

L = a: V: -V3 (1- ",2) = a: 1,31(f. (1241) 

IlL = A ist eine Schalenkonstante, y/l ='7 die unbenannte, ortsbestimmende Ko
ordinate. Nach S. 769 ist 

w = CI e-1'l cos A 'YJ + Ca e-l~ sin A 'YJ + Ca el ,} cos A 'YJ + C, el~ sin A 'YJ (1242) 

und mit 

auch 

CI = Al cos 1'1 J Ca = - Al sin 1'1 usw. 

w = Al e-l'j cos (A'YJ + 1'1) + AI e+l~ cos (A 'YJ + 1'2) • 

Der abklingende Anteilder Funktion allein ist eine periodisch gedampfte Schwin
gung. Die halbe Wellenlange ist 10 = nl/A = nL, das logarithmische Dekrement n. 

a b so daB die Amplituden der Funktion w und aller ihrer Ab
leitungen mit jeder halben Welle auf 1/23,14 des vorher
gehenden Ausschlags zurUckgehen. Sie klingen also urn 
so schneller ab, je groBer A oder je kleiner List. Aus 
diesem Grunde gelten Schalen mit I > 7 L als unendlich 
lang nach einer Richtung. Bei diesen sind die Integra
tionskonstanten Ca, C, oder AI' 1'2 Null, damit die Wirkung 
der Randkr§.fte in 'YJ = 0 fiir 'YJ = 00 verschwindet. 

Abb.817. 

Die allgemeine Rechenvorschrift zerfllit daher bei 
hohen Zylinderschalen mit 1 > 7 L in zwei Teillosungen 
fUr den unendlich langen Zylinder, bei welchen 'YJ sowohl 

fUr '1110 wie fUr 'Ill entweder yom oberen oder unteren Rande gerechnet wird 
(Abb.817). In beiden Frulen ist nach (1242) 

'Ill = e-l~ (C] C~SA'YJ+C2s~nA'YJ) undmi.t dw/d(A 'YJ) = w~ USW.j 
w· = _'e-l~ [C.(SlflA'YJ+ COS A 'YJ) + Ca (SlflA'YJ - cos A 'YJ)]' 

(1243) w·· = 2e-1 ,} (CIsinA'YJ-CaCOSA'YJ), 

w···= -2e-l~ [C I (sinA'YJ-cosA'l) - C2 (sinA'YJ+cosA'YJ)], 

NfJ = - Eah ('1110 + w) + ",NIl' 

M w = - B uI' = - B (w~ + ~~.), 
'Ill' = w~ + ~ J I 

( 
_... (1244) 

.Qw=-Bw"'=-B W~'+WL3). 

Das Ergebnis (1244) gilt selbstverst§.ndlich auch fUr die vollstandige Losung iii 
(1242) der homogenen Differentialgleichung. Es bedeutet mechanisch die "Oberlagerung 
der Verschiebungen '1110 und der Schnittkr§.fte N wo , NfJo der statisch bestimmt ge
stiitzten Schale aus der vorgeschriebenen Belastung Pw' P. mit den Anteilen 
w, Mw,.MfJ aus den Biegungsmomenten und Querkraften (Xl bis X,), welche durch 
RandstOrungen. also dcrch statisch unbestimmten AnschluB der Schale, un
verschiebliche Lagerung und Einspannung des Schalenrandes hervorgerufen wer
den. Sind die Randkrafte bekannt, so l§.Bt sich der Verschiebungs- und Spannungs-
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zustand der Schale nach der folgenden Rechenvorschrift anschreiben: 

W = Wo +.2 XjWj , Np = Npo +.2 XiNpj , (i = 1, ... ,4). (1245) 

Die Komponenten W o, N po aus der Belastung der statisch bestimmt gestiitzten 
biegungssteifen Schale stimmen eben so wie bei der Kugel- und Kegelschale nahezu 
mit den Schnittkraften und Verschiebungen des 1..angsspannungszustandes iiberein 
und sind in einzelnen Belastungsfallen mit diesen identisch. Daher k6nnen die Kom
ponenten wo, Npo nach den Angaben in Abschn. SO eingesetzt werden. Die Schnitt
krafte Nfl;' Mil; und die Verschiebungen Wi der biegungssteifen Schale werden fUr 
Xi = 1 aus den homogenen Gleichungen (1237) berechnet. Dabei sind die iibrigen 
Randkrafte Null. Die Integrationskonstanten werden dabei allerdings in der Regel 
fUr die Randbedingungen eines nach einer Richtung unendlich langen Zylinders 
angegeben, zumal diese L6sung bereits aus Abschn. 22 bekannt ist. 

L6sung fUr Xl = 1 (Abb. 81Sa): 

{}l = -1; ;2h e~}.'1 (sin A1] + cos A 1]) , ) 

Mill = - L e-}." sm A fJ ' 

QIII = e-}.~ (sin A Yj - cos A 1]) . 

( 1246) 

2a2 -}.'I 1 
I:Eh e cos II Yj , 

L6sung fUr X2 = 1 (Abb. SIS b): 
2 a2 • 

w2 = - 'bE h e-}.'I (cos A1] - sm A"I}) , .0. -1 a2 _}.,- 1 
V2 = L3Eh e 'COS 11"1}, 

N p2 = ~~ e-}.'I(cosAYj-sinA1]), 

QII2 = -+ e-}.'I SinA1]. 

Die AnschluBkrafte Xj(i = 1 ... 4) sind durch die geometrischen oder statischen 
Bedirigungen aus der vorgeschriebenen Abstiitzung a " I 
b;(i = 1 ... 4) der beiden Schalenrander a, b oder ~\ I ~ . 
durch ihre Verbin'dung mit benachbarten Bauteilen ,. / I 
(Platte, Kegelschale, Kugelschale) bestimmt. Die \ I I 
Buchstaben (Jj bedeuten dann die gegenseitige Ver- TV/' -. . 

schiebung der Rander oder die gegenseitige Ver- ~ :t~~ !.---::., I 
drehung der Endtangenten der benachbarten rota- x/ z )l~ z 
tionssymmetrischen Flachen ((Ji = (Ji.l + (Ji.2' vgl. Abb.818. 

S. 773). Auch hierbei wird in der Regel mit dem 
einseitig unendlich langen Zylinder gerechnet, urn die Aufgabe zu vereinfachen. 
Nach (1246) und (1247) ist 

(124S) 

1. Starre Einspannung des Randes a ("I} = 0) eines unendlich langen Zylinders. 

(JI = Xl (In + X9 (J12+ dlo = 0, 

(J;l = Xl b21 + X 2 b22 + (j20 = o. 
Mit (124S) und biO = waO ' (Joo = w~o wird 

L2E h I X2=Ma= -~(wao+Lw~o), 

Xl = - Qa = - L2~2"- (2 WaO + Lw~o)' 
(1249) 
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2. Gelenkige Lagerung des Randes a (1] = 0) eines unendlich langen Zylinders. 

Ma= X 2 = 0 

und 

also mit (1248) 

01 = XI Ou + 010 = 0, 
LEh 

XI = -Qa = -2(i2 wao. (1250) 

Damit sind nach (1244) auch die Formanderungen und Schnittkrafte bekannt. 
Zylinderschale mit h = const als Behalter (Abb.819). Der untere Rand 

des )fantels ist im Behalterboden starr eingespannt, der obere Rand kann frei, 
gelenkig gelagert oder eben falls eingespannt sein. Urn die strenge Lasung der Auf
gabe zu· begriinden, sollen die Abmessungen des Behalters eine relativ groBe cha
rakteristische Lange L bestimmen und daher die Integralionskopstanten der 
Lasung (1242) von den Bedingungen an beiden Randern abhangen. Nach S. 760 ist 

L a2 

Pz= -yy = -yLA1], wo= -YTIA1]. (1251) 

Die vollstandige Lasung W = Wo + w der inhomogenen Differentialgleichung lautet 
daher nach (260) transformiert 

W = - Y ~ ~2 A 1] + V I cos). 1] ~op 1} + V 2 cos). 1] 8in A 1] + V 3 sin A 1] ~op 1] 

+ V, sin A 1] @lin A 1]. (1252) 

\Verden die Ableitungen der Funktion W nach der Veranderlichen (A.1]) mit w', w" 
usw. bezeichnet, so sind nach (1244) 

I B B B 
{} =L- W', Mil = - L2 W", J.lfp= - I-' L2 W", QII = - La W···. (1253) 

Die Funktionen w' usw. sind auf S. 141 angeschrieben. Die Vorzahlen sind 

_~ = ~ V3 a2 (1-= 1-'2) B E h2 I 
L a h2 'L2 -h f:l"ti=~) , (1254) 

so daB die Integrationskonstanten VI' .. V, leicht aus den Randbedingungen fUr 
A 1} = 0 oder A. 1} = A. berechnet werden kannen. 

1. Oberer Rand frei, A 1] = 0 mit w" = 0 und w'" = 0, unterer Rand ein
gespannt AI} = )., mit W = 0, w· = o. 

V - _ I b 2 cod Sin). + sin). <rof ). - 2). cod G:oP 1 
1- YEll ).(cos2).+<rof2).) ,V,=O, 

V
q
= - ~ cos). 8il1).--sin).G:oj).-I/).·cos).G:oP = V 1 

- YEll cos2 ). + (£oF ). 3 . 

(1255) 

2. Oberer Rand gelenkig gelagert A. 1] = 0 mit til = 0 und w·· = 0, unterer Rand 
cingespannt A.1] =.1. mit W = 0, w· = O. 

V = - I a2 Ii J . • si~[oj i. - sin). Ein ). - cos i. [oj i. . I 
V I = 0, 2 YEll (£oP Sin). - cos i. sin J. ' 

(1256) 
V = + Y I a2 I/~_co.sJEillLt sin i:SinJ: - cos} <roiA 

V, = 0, 3 Ell (£of). Sin). - cos). sin i. . 

3. Oberer Rand eingespannt .1.1/ = 0 mit W = 0 und w· = 0, unterer Rand ein 
gespannt .1.1] = A mit W = 0 und w" = O. 

V = _ ~ (@Sin). + sin J.) sin J. - i. (sin i. <rof i. + cos). @Sin ).) 
2 Y E h . A (@Sin2 A - sin2 J.) , 

V = _ I a2 -U~Il_~<!of). + cos). ein J.) - Sin). (sin). + @Sin ).) 
3 Y E h J. (@Sin2). -- sin2 J.) , (1257) 

V = _ ~ ((fof J. - cos).) (Sin J. + sill A) - 2 i. dn). Si~ 
, YEll J. (8in2 ). - SIII 2 ).) 
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Damit sind auch aile Komponenten (1253) des Spannungs- und Verschiebungs
zustandes bekannt. Ihre Berechnung.wird durch die bekannten Tabellen der hyper
bolischen Funktionen von K. Hayashi erleichtert. Sind diese nicht zur Hand, so 
kann in der Regel (h ~ a) 

8in A = [of A = ~ eA 
2 

gesetzt und ci. als num In ei. = numA nach Taschenbiichern bestimmt werden. Das 
Einspannungsmoment ist dann fUr 1} = 1 und fl = 0 in allen 3 Fallen 

(1258) 

Berechnung eines Wasserbehiilters. 

a) Vollstandige Losung nach (1252) fiir starre Einspannung des unteren Schalenrandes. 

a = 9.0 m; I = 9.0 m; h = 0.30 m; ajh = 30. 

Nach (1241) ist L 9.0 = 1.258, 
1.31 f30 

A=7.17. 'Y = 1 t/m3 • E = 2100000 t/m2, 

~------«~m.------~ 
1. Oberer Rand frei. Nach (1255) ist U, = 0 und Abb.IO. 

U = -1 156.10-3409.64 + 504.60 -- 14.34·409.64 _ .-7 
l' 7,17.423275 - 18.89 10 • 

1 
409.64 - 504.60 - 7- ·409.64 

U 2 = Ua = -U56. 10-3 .17 = 4.15.10-7 , 
. 423'275 

! ~ l< 1 Oberer Rand Irei 

! II ~ ~.J'.2 2 .. .. getonkig gel.gert 

f":: l'-i4 
3 .. .. ringcspannt 

3 I .. .. frei. h" oq Ot s.S. 7 00. 
..... 
~ 

'I, I' 
k1 ~ ~ 

bP ~ - 'I 

Iff - V V .....-
I ~ ~ ...... ~ ~ 

1 v.2 t-' V:: + 
-2 -1 o 7 2 J 'I s 6 1 

8/~gung$momenf 1- in mt/m 
o -1/2 -4" -1/6 -48 -1,0 

AuslJiegung 7!1 in mm 

Abb.820. 

damit nach (1252) unct (1253) mit (1251) 

w = -0,161 • 10-3 ; rJ + 10-7 [18.89 cos A 'I (£o! A 17 + 4.15 (cos). 17 rEin ). 17 + ~in). 'I [01'). 'I)] , 

M. = 0,614. 10-3 [11 39 sin). 17 rEin ). 'I + 4.15 (sin A TJ [o! ). 17 - cos A 'I Ein ). TJ)] • 

Am untercn Rand is .lI. = 6.08 mt/m. 
2. Oberer Rand elcnkig gclagcrt. Nach (1256) ist 

U1 =U,=O, U2 =23.05.1O-7 , Ua = 4.15.10-7• 
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3. Oberer Rand starr eingespannt. Nach (1257) ist 

(11=0, U2 =23,06·1O-7 , U3 =1.598.10-', (I, = - L585. 10-1 . 

Die Ausbiegung IV und die Biegungsmomente M. sind in Abb. 820 dargestellt. Die Ringkraft Np 
ist nach (1244) proportional der Ausbiegung w. 

b) Naherungs\\'eise ist flir aile 3 Randbedingungen nach (1258) 

9,02 . 0,302 ~ 
M. "" 1,0 6.9,0 ·7,17.6,11 = 5,97 mtfm. 

c) Die Teillosung \1243) fUr den unendlich langen Zylinder ergibt nach (1249) 

L3 y 
M. = - (i. - 1) = 6.12 mt{m. 

2 

DerVeriauf der Funktionen w und M. stimmt mit den Kurven 1 und 2 Abb. 820 so gut tiber
cin, daB der Unterschied in der Zeichnung nicht hervortritt. 

Untersuchung elnes Wasserbehiilters nach (1234) bel verschiedenen Randbedlngungen. 

a) Starre Einspannung des unteren Schalenrandes. 

a=3.0m, 1=9,Om, h=O,3m, a/II = 10. 

Nach (1241) ist L = 3,0 = 0,723, 
1,31l'lo 

i. = 12,45, Y = 1.0 tfm3 • E II = 0,63 • 106 • 

FUr den Langsspannungszustand ist nach (1154) 

a l al 

U'o=-yEh(I-;')' wo=y Eh · 

At,b.821. Damit wird nach (1249) das Einspannungsmoment 

LIEh( all aD) Py 
1"[.=X2 =- 2a t -YEh +LYEi =2(i .. -l) =2,165mt/m 

L2 
X 1 ='2 y (2i. -1) =6,25t/m, 

und 

so daB nach (1243) und (1244) Formanderung und Schnittkrafte bestimmt sind (Abb. 824a). 

x,- d"" ~'!II'~) . x. W ~ -y ~~ [1-. - ,-" (00'" + (1 - ~ ),'n'.)] 
:.II ~ ~ M.=-L212YrAQ(sinAfJ-(I-Ll)cosA1/). 

Abb.822. 

b) Elastische Einspannung in eine Kreisplatte (Abb. 824b). 
1. FormanderungsgroBen nach S. 773 ftir die Kreisplatte mit Tabelle 63. 

EhU 
h* =0,40m, N= 12(1-1'2) = 11520mt. 

Xl=l: !511,l=!5U,l=O, wt=o, 111'.,1=0. 

30 a2 

X 2 =1: 1522 ,1= N(I+I')=223,2.IO-S , w:=-2N(I+I')1li1 =-335.1O-S .1li1; M: •. z=-l. 

I a3 

p = )'/: 1510,1 = 0, 1520 ,1 = -y 8N(1 + I') = -2265 .1O-s . 

w;: = Y 64 Nit r2 (3 + I') Ilil - (1 + 1') Ilio] = 5365· 10-6 (Ilil - 0,184 Ilio)' 
1 + I') . 

la 2 

M •• o = Y 16 (3 + 1" CPl = 16,07 1li1 · 

2. Formlinderungsgrol3en flir die Zylinderschale nach (1248) 

(5 11 ,2 = 39,5, 10-6 • (;12.~ = -54,7 .1O-s • 1522 ,2 = 151,2.10-6 , 

(;10.2 = wo« = -128.6· 10-6 , (520,2 = w~a = 14,3.10-6 . 
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3. Berechnung der AnschluBkrafte nach S. 773 mit Ou = OU.l + Ou,!, 

Xl XI 

Xl = 14.518 tIm. 

XI = 8.133 mt/m . 

4. Formanderung und Schnittkrafte der Schale Abb. 824b. Nach (1243) und (1244) ist 

a2 l 
w = -y Ell (1 - 1/) + 14.518 w1 + 8.133 W2 

= -128.6· 10-6 [(1 - 1]) - rJ.11 (cos). 7] + 3.44 sin}. 1/}]. 

M. = 14.518 Ml + 8.133 M2 

= -2.358 e- 111 (sin). 1/ - 3.44 cos }.1]} . 

5. Formanderung und Schnittkrafte der Platte. Abb. 824 b. 

w* = 5365· 10-6 (CPl - 0.184 CPo) - 8.133.335.10-6 CPl 

= 10-6 (2640 CPl r- 987 CPo). 

111, = 16.07 CPl - 8.133. 

c} Elastische Einspannung in eine Kugelschale. Abb. 824c. 
1. FormanderungsgriiBen fur die Kugelschale nach (1197) 

und (1199) mit 
a* = 4.67m. 11* = 0.20 Ill. a*lh* = 23.35. 

Nach (1185) ist 

k = r 23.35 r 3 ~O.9722 = 6.32. 
1 
B = 695 . 10-6 • 

und mit (1(2 = 400 • sin (1(2 = 0.6428. E h* = 0.42' 108 • 

%t,H 

Abb.823. 

0n.l = 58.1 . 10-6 • 012• 1 = -122.5· 10-8 • 022• 1 = 513· 10-8 • 

Mit j = 9 + 4.67' cos 0(2 = 12.58 m und j/a* = 2.69 wird nach (1132) 

JlO• l = Ll r0l. 2 = - 136.10-6 und b20 • 1 = DOl. 2 = 33,3· 10-8 • 

Die Horizontalkraft H betragt nach S. 752 mit (1132) 

a * 2 (t 1 - cos3 (1(2) 
H = -N0I.2COS (1(2 = + y -6 3 -* - 2 --'-2 - cos (1(2 = + 15,1 tim 

a sm (1(2 

und damit nach (1201) 

0;'0.1= 15,1·58,1· 10-6 = 878.10-6 , 

so daB 

020•1 = - 15,1 . 122,5· 10-6 = - 1850 • 10-6 , 

%t,H 

010 • 1 = (-136 + 878) . 10-6 = 742· 10-6 , 020• 1 = (33,3 - 1850) 10-6 = -1816,7 . 10-6 

2. FormanderungsgriiBen der Zylinderschale wie unter b). 
3. Berechnung der AnschluLlkrafte nach S. 773 mit OJ k = OJ k.l + 0, k. 2 • 

Xl X 2 

Xl = - 2,634 tim, 

4. Formanderungen und Schnittkrafte der Zylindcrschale nach (1243) und (1244) 

w = - 10-6 • ]28,6 [(1 - 1/) + 1,67 e-J.II (cos J. 7] - 0,513 sin I. 1/)], 

M. = 3,917 c-i.11 (sin A I} + 0,513 cos}. 1/). 

5. Schnittkraftc in der Kugelschale nach (1192) 

MOl. = (Xl + H) Ml + X 2 M 2 = e- kw [5,94 sin (k w) - 2,84 sin (k w + :)]. 
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., Neudruck 50 
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d) Berechnung fiir Temperatur und Schwinden bci eingespanntcm untcrem 
Rand. 

Die Formanderungsgrol3en aus X; = I, X'l = I werden \Vic auf S. 784 

011 = 39,5· 10-8 , 012 = - 54,7 .10-8 , (~2~ = 151,2· 10-6 , 

Ii b c d 
-o.IJJOmt/m, 

Abb.824. 

Fiir Temperaturwirkung ist nach (ll57) mit IX, = 10· 10-8 

010 = WOo = - tX,' t· a = - 30· /.10-8 , 

Damit lauten die Glcichungen auf S. 773 

Xl XI 

TV 

020 = O. 

3<).5 - 54.7 30 .( X I = 1,522·/ tIm, 

-54,7 151,2 o X 2 = 0,551 . / mt/m. 

Formanderung und Schnittkrafte betragen nach (1243), (1244) Abb.824d 

W = - 30 • /. 10-8 [I - e-1 ,/ (cos). 7] + sin ). 7]}] , 

M = -0,551 e- 1 ,/ (sin). 7] - cos). 7]}. t = 1. 

Berechnung eines Silos. 

1. Geometrische Grundlagen. 
Zylindcrschale: a = 3,0 m, 1 = 9.0m, ,,= 0,20m, 

t' 

E" = 0,42· lOs, a/" = 15, L = 0,591 m, 

Abb.825. 

). = 15,25, 7] = r/1 . 

Kcgelschale: IX = 450 , ,. = 4.24 m. ". = 0.25 m. 

E ". = 0,525· lOs, Lf = 0,788 m, B. = lOS/355, 

7]2 = s2/L : . 

2. Belastung. Fiillgut: Roggen. Nach S. 14 ist (Abb. 825) 

Y = 0,7 t/m3 , hi = 0,248, Jl' = 0,44 , F/U = 3/2, 

0,7 3 2,39 6 
P., max = 0,44 "2 = 2,39 , p&. max = 0,248 = 9, 2, 

Zo = --~ = 13,75 , 
0,44·0,24S 

l-y 9-y 
P. = 2,39 (1 - e-"), p& = 9,62 (1 - e- X

), )C = ~ = Ta.7S· · 
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P. = - 2,39 (1 - e- X ) • 

( I + Ii) 
p:=-p.sin2/X-Pbcos2/X=-6,01 l-e to, 

ZylinderschaJe: 

Kegelschale: 

P: = - 6,01 (1 - c-"O), ,,* = 16,~:,~ y* . 

3. Form~nderung der Zylinderschale. 
ill Membranzustand. Nach (1155) ist 

Wo = -- 3,02 .10-8 .2,39 (1 - r") = - 51,3.10-8 (1 - e-") , 
0,42 

{} _ 51,3.10-8 -I< _ 373 10-8 -" 
0- 13,75 e -,' e, 

so dall mit y = 0: 
610• 1 = - 24,6 • 10-8 , 620•2 = 1,94· 10-8 • 

b) Fur die Belastung aus Xl = 1. XI = 1 (Abb. 826) ist nach (1248) 

611• 2 = 72,5 • 10-8 , 611• I = - 122,6 • 10-8 , 622• 2 = 415,0 • 10-8 • 

4. Formanderung der l(egelschale. 
a) Membranzustand. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (1138) folgt 

I 
I 

Np 0 = -Y*P. = 6.01 y* (1 - r"O) 

woraus 
(N.oY*)'= 6,01 y*(I- e-"O), 

]Ii. ° = 6,01 [~* - 19,43 e- XO + 19;!31 (e- XO - r 0.812) J. 
~~ und 

Abb.826. 

Damit wird nach (1140) 

LI r •• 0= 8,1 • 10-8 y* {y* (1 - e-"O) - p [Y; - 19,43 r"O (1 - ~9;!3) - 19;!32 e-O•812]}. 

und nach (1141) 

{}: = - 11.46· 10-8 [: y* - e-"O C9;!32 
- 19.43 + 2 y* + J~~4~) + 19;!32 

• e-O•872 J. 
Die Formanderungcn am Rande im Sinne der Definition nach Abb. 826 betragen daher 

ltO.l = (Llr •• o)vo-I. = 63.3.10-8 • 

610• 1 = - ({}~),I0_10 = 29.3· 10-8 • 

b) Fur die Belastung aus Xl = 1. Xl = 1 ist nach (1223) und (1224) unter Beachtung des 
Wirkun~ssinnes von XI nach Abb. 826 

bu. 1 = 43.4.10-8 • 611•1 = 77.9.10-8 • 1512• 1=279.5.10-8 . 

c) Belastung H. Nach Abb. 767 ist 

und nach (1201) 
H = - (N .0).0-1 •• cos /X = - 4.67 t 

6~0.1 = - 4.67·43.4· 10-8 = - 202.5 • 10-8• 

610•1 =-4.67.77.9.10-8 =- 363.5.10-8 • 

5. Berechnung der Oberzahligen. 

611 = (72.5 + 43,4) • 10-8 = 115.9· 10-6 • 

612 = (-122.6 + 77.9).10-8 =-44.7.10-8 , 

622 = (415.0 + 279.5) 10-6 = 694.5· 10-6 • 

1510 = (- 24.6 + 63.3 - 202.5) 10-8 = - 163.8 • 10-6 , 

1520 = (1.94 + 29.3 - 363.5) 10-8 = - 332.26 . 10-8 • 

Xl XI 

115.9 - 44.7 163.8 Xl = 1.639 tfm. 

-44·7 XI = 0.584 mt/m . 

50" 
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6. Formllnderung und Schnittkrafte der Zylinderschal.e nach (1243) und (1244) 

W = Wo + 1.639 WI + 0.584 W, 

= - 51.3 • 10-8 [(1 - e-x ) - 0.923 e-l'l (cos A 1} + 1.516 sin A 1})] . 

M. = 1.639 Ml + 0.584 Ma = 0.384 e-l'l [1.516 cos A 1} - sin A 1}] . 

7. Formanderung und Schnittkrllfte der Kegelschale 
nach (1202) und (1221) 

A,.. =.£1".,0 + (1,639 - 4.67) .£1".,1 + 0.584.£1".,1 
=Ar.,o - 3.031.£1".,1 + 0.584.£1" •. 1' 

Ar •• o auf S. 787. Nach (1223) und (1224) ist 

.£1".,1 = 2.41 • 10-8 yU r'l. COS1}1 , 

A,..,. = 4.33 . 10-8 yU r'l. (COS1}1 - sin 1}.) • 

M: = - 3.031 M 1 + 0.584 M I = 0.584r'l. [cos 1}1 - 1,89 sin 1}a] . 

Abb.827. Formanderung und Schnittkrafte sind in Abb. 827 dargestellt. 

BerechnunJl eines KUhlturmes. 

1. Geometrische Grundlagen (Abb.828). 

Zylinderschale: CI = 5.5m. 1 = 15.0 m. h = 0.07 m 

E h = 0,147.108 • a/II = 78.6. L = 0,474 m, A = 31.7. 

Kegelschale: ex = 65°. 1* = 17.0 m, a* = 13.0 m. h* = 0,10 m 

1} = y/I • 

E h* = 0.210· 108 , L~ = 0.596 m, B* = 108/5560, 1}1 = sJL~. 

2. Belastung. Eigengewicht. 

Zylmderschale g = 0.168 tjm2; Kegelschale g* = 0.24 tim!. 

3. Formllnderung der Zylinderschale. 
a) Membranzustand. Nach (1153) ist 

Wo=- Lagl (1-1}) = -10-8 .15,73 (1-1}). 
Eh 

()o = 10-8 • 15~73 = 10-8 • 1.05 . 

so daB mit 1} = 0 <'l10.2 = - 15,73 • 10-8 , I 
I b) Fiir die Belastung aus Xl = 1. XI = 1 

(Abb.829) ist nach (1248) 

<'In. 2 = 868.10-8 • <'l1l.2 = - 1836 • 10-8 • x. At I 
X,/H i 

<'lll,. = 7750· 10-8 • 

4. Formanderung der Kegelschale. . 
a) Membranzustand. Nach (II42) und (II45) 

Abb.828. 
ist mit z = y* sin ex und 

Abb.829. 
Go = g. I. 2 a 11: = 87 t 

A,.. 0 = - --- cos2 ex ctg ex 1 - --- 1 _ _ + 0 g*yU {p [(a*)2J} pG 
, E h * 2 cos2 ex y* 2 11: E h* sin at 

1O-8 .{ 12.12 - 0.0444 y* 2 [1.145 + (:~ rJ} . . 
{)o = - -- -. - - + p - (2 + p) cos2 at _ _ _ _ o. g* y* ctg at [1 1 (a*)2] G 

Eh* SIDIX 2 2 y* Eh·211:y*sm2 1X 

= - 10-8 { 0.294 y* [0,56 - ( ~! rJ + 8;;3}. 

Mit y* = a* wird -;510.1 = - 3.96 • 10-8 , 620 ,1 = - 4,49 • 10-8 • 
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b) Die Belastung Xl = 1. X 2 = 1 liefert nach (1225) und (1226) 

<511 ,1 = 482. 10-8 , <512,1 = 896 . 10-8 , <522 ,1 = 3320 ' 10-8 • 

c) BeJastung H. Nach (1145) ist 
G 

-H == -2 0_ ctg ex = + 1,175 tIm 
l'la 

und daher nach (1201) <5;0,1= - 1.175.482.10-6 = - 566· 10-8• 

<5~0, 1 = - 1.175·896. 10-8 = -1053· 10-6. 

789 

~. Berechnung der Dberzahligen. (<5u = <5/k,1 + <5'k,2' <5;0 = ;)'0.1 + <5: 0,1 + <5'0.2) 

Xl X 2 

1350 I -940 581 Xl = 0,532 tIm 
..... _---

-.940 I 11070 1056 X 2 = 0,141 mtJm. 

6. Formanderung und SchnittkrUte der Zylinderschale nach (1243) und (1244) 

W = Wo + 0.532 WI + 0.141 W 2 

= -15,73.10-6 [(1-1/) - 12,85 e-1 '1 (cos 1.1/ + 1.281 sin ).1/)J ' 

M. = 0,532 Ml + 0,141 M2 = - 0,110 e-1'1 (sin 1.1) - 1.281 COsA1/) . 

7. Formanderung und Schnittkrafte cler Kegclschale nach (1202) und (1221) 

TV 

Abb.830. 

.:1 r. = .:1r., 0 + (0,532 -1.175) .:1r., I + 0,141.:1r.,2 
= LI '.,0 - 0.643.:1 r., 1 + 0,141.:1 r.,2· 

.:1r •• o. auf S. 788. Nach (1225) und (1226) ist 

.:1 '., 1 = 2,855· 10-8 y* 2 e- '1. cos 1/1 ' 

.:1r,,2 = -5,28.10-8 yUe-'h (sin1/l- COS 1/1) . 

Formanderung und Schnittkrafte sind in 
Abb. 830 dargestellt. 

Die Zylinderschale mit ver
anderlicher Wanddicke. Naherungs-
16sungen der allgemeinen Aufgabe ent
stehen nach S. 778 durch die Unterteilung 
des Integrationsbereichs l in n gleich
groJ3e Abschnitte L1 y = s mit der Punkt

(I 

Abb.831. 

folge 0, 1 ... k ... n und durch die Umwandlung der Differentialquotienten der 
Differentialgleichung des Problems in Differenzenquotienten. 

Die Differentialgleichung der Biegelinie w des Meridianschnittes mit beliebig 
veranderlicher Wanddicke It lautet nach (1229) fUr 

Nil = 0, M~ + N: + P. = 0, M~ = - (B tel')" : 

(~; WilY' + 4 w :: 3 (~~f~ = 12 0 ;h;~) P.. (1259) 

Aus dieser werden nach (211) mit h/,fho = Ck die folgenden Differel1zengleichungen 
abgeleitet: 

.1'3 A2 2.1'3 A2 .1'3 A2 41's' 12 (1-1'2) s' 
"'k-l LJ W k- 1 - "'k LJ W k + "'k+l LJ Wk+l + "'k q W k = E hg PZ,k' 

Sie lassen sich nach S. 130 umformen 

C:-1 W k- 2 - 2 W k- 1 (C:-I + W + WI, (C~-1 + 4 [C: + Ck ~~J + C:+1 ) (1260) 

.1'3 3 3 12 (l - 1'2) S4 
- 2 W k+1 ("'k + CHI) + CHI Wk+2 = --£hiI- P., k, k = 1 ... (n -1). 

o 
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Die Rechenvorschrift besteht neben diesen (n -1) linearen Gleichungen aus vier 
Randbedingungen fUr w, w', Moder Q am Rande y = 0 und y = t. Sie enthalt 
eben so viele Wurzeln wk(k = -1 ... n + 1), die daher eindeutig bestimmt sind. 
Die Randbedingungen sind Vorschriften uber den Verschiebungs- oder Spannungs
zustand. Dieser laBt sich nach (1229) ebenfalls durch Differenzen ausdrucken. 

Sind ):<:eine Randbedingungen vorgeschrieben, sondern nur durch die Verbindung 
des Breitenschnittes mit anderen elastischen Bauteilen bestimmt, so mussen hier 
ebenso wie auf S. 781 zunachst die Anschlu13krafte berechnct werden. Die Kompo
nenten 1510' 1520 des Verschiebungszustandes ergeben sich in der Regel aus der 
partikularen Losung von (1259), die Vorzahlen 1511 , 1512 , 1522 des Ansatzes lassen sich 
genugend genau aus den Differenzengleichungen eines unendlich langen Zylinders 
mit vorgeschriebenen Randkraften nach S.789 fiir Xl = Q!J = 1, My = 0 oder 
X 2 = My = 1, QI/ = 0 berechnen. Da die Funktionen W (y) in diesem FaIle schnell 
abklingen, werden die Verschiebungen W'"l' W k,2 au13erhalb einer geschatzten Rand
zone Null gesetzt, ohne die Bedingungen am entgegengesetzten Rande zu beriick
sichtig-en 

Berechnung des Wasserbehiilters Abb.819 fur linear veriinderliche Wandstiirke 

4 
Abb.832. 

(h" = 0). 

1. Geometrische A bmessungen (Abb.832). 1 = 9.0 m, a = 9,0 m. 

ho= 0.40 m, hlo = 0.20m. 

1 ho 
C = -.----- = 18.0. 

ho- hlo 

Der lntegrationsbereich 1 wird in 10 gleiche Teile geteilt. s = 0.9 m. 

2. Belastung. Wasserdruck. P •• k = - 1,0 (l- Yk)' 

3. Randbedingungen. Der untere Rand Y = 0 ist starr eingespannt. W = O. w' = O. 
also w_1 = WI' Der obere Rand ist krllftefrei. Q10 = O. Muo = O. daher mit (1261) 

Wn = 2 WIO - Wg. 
C~ 

W12= -,.:- (wa - 2 Wg+ WIO) + 3 W.n - 2 Wg. 
"'11 

4. Vorzahlen der Differenzengleichungen (1260) 

12 (1 - 1'2) 84 84 0.057 
E A3 pz.It = B- pz.It = - -iooo- (9.0 - Yk). 

o 0 

s' [ ] 
k Yk Ck Cl CHCZ+l Ct L' Gl.(1260) 0 

- I - 0,9 1,05 1,158 2,158 0,1550 1,3130 
0 0 I 1 1.857 0,1475 1.1475 
I 0,9 0.95 0.857 1.586 0.1401 0.9971 
2 1.8 0.9 0.729 1.343 0,1328 0.8618 

s' 
L' = 0,1475. 

o 

Ct.l 
+4 [ ) 9.0 -Yk 
+Cf+l 

- -
6.595 9 
5.719 8,1 
4.921 7.2 

84 
I03B / z,It 

- 0.513 
- 0.461 
- 0.411 
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5. Die Bedingungsgleichungen unter Berucksichtigung der Randbedingungen. 

Wg 

6,719 - 3,172 0,729 

- 3,172 4,921 - 2,686 0, 61 4 

0,72 9 -2~686 4,199 - 2,25 2 0,512 -0,359 

0, 61 4 - 2,252 3,536 - 1.868 0,4 22 -0,308 

0,5 12 - 1,868 2.988 - 1,530 0,343 

0,4 22 - 1,530 2,485 - 1,236 0,275 -0,205 

0,343 - 1,236 2,044 -0,982 0,216 - 0,154 

0,275 - 0,982 1,661 -0,764 0,166 - 0, 103 
r----

0,216 -0,764 1,204 -0,332 
r---

0,166 -0,332 0,3 13 o 

6. Auflosung. Die Iteration einer Naherungslosung liefert 

k= I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

103Wk = -0,2396 -0,5144 -0,6616 -0,6777 -0,61 31 -0,5146 -0,40 47 -0,2860 -0,1547 -o,oI24mm 

7. Schnittkrafte nach (1261). Die Ausbiegung w~ und das Biegungsmoment Mv~ sind in 
Abb.820 S.783 durch die Linie 4 dargestellt. 

Poschl, T., u. K. v. Terzaghi: Berechnung von Behaltern nach neueren analytischen und 
graphischen Methoden. Berlin 19.13 und 1926. - MeiBner, E.: Beanspr·uchung und Form
anderung zylindrischer GefaBe mit linear veranderlicher Wandstarke. Vjschr. Naturforsch. Ges. 
Zurich 1917 S. 153. - Pasternak, P.: FormelnzurraschenBerechnungder Biegebeanspruchurg 
in kreisrunden Behaltern. Schweiz. Bauztg. Bd.86 (1925) S. 129. - Derselbe: Vereinfachte 
Berechnung der Biegebeanspruchung in diinnwandigen kreisrunden BehiUtern. Verh. 2. Int. 
Kongr. f. techno Mechanik. Zurich 1927. - Derselbe: Die praktische Berechnung der Biege
beanspruchung in kreisrunden Behaltern mit gewolbten Boden und Decken und linear verander
lichen Wandstlirken. Schweiz. Bauztg. Bd.90 (1927). - Susok, K.: Formeln zur praktischen 
Berechnung der Biegungsbeanspruchung in kreisrunden Behaltern mit linear veranderlichen 
Wandstarken. Beton u. Eisen 1927 S. 450. - Steuermann, E.: Beitrag zur Berechnung des 
zylindrischen Behalters mit veranderlicher Wandstarke. Beton u. Eisen 1928 S. 286. - Miesel, 
K.: 'Ober die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Belastung. 
lng.-Arch. 1930 S. 22. - FI iigge, W.: Die Stabilitl!.t der Kreiszylinderschale. lng.-Arch. 1931 
S. 463. - Stange, K.: Der Spannungszustand einer Kreisringschale. lng.-Arch. 1931 S. 47.
A bdank, R.: Berechnung ganz oder teilweise gefiillter, freitragender, diinnwandiger Rohr
leitungen mit beliebig geneigter Achse. Bautechn. 1931 S. 419. - V. Sanden, K.. u. F. Tolke: 
'Ober Stabilitltsprobleme diinner kreiszylindrischer Schalen. lng.-Arch. 1931 S.24. 

82. Membrantheorie von Rohr und Tonne. 
Tonne und Rohr werden bei zahlreichen Anwendungen im Bauwesen langs der 

Rander oder langs ausgezeichneter Mantellinien IX = const stetig unterstiitzt und 
bei der statischen Untersuchung unendlich lang angenommen (Abb. 833). Eine von 
x unabhangige Belastung p = p (IX) erzeugt dann mit I-' = 0 einen ebenen Spannungs
zustand. dessen Komponenten ebenso wie beim biegungssteifen gekriimmten Stabe 
berechnet werden (S. 131 und 136). Durch die Abstiitzung einzelner Querschnitte 
des Flachentragwerks mit biegungssteifen Rahmen, Bindern oder Querwanden 
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entstehen freitragende Rohre und Tonnen, deren differentiale Streifen sich nicht 
mehr gleichartig verhalten, so daB die Spannungen nach der Schalentheorie be
rechnet werden mussen. Gelten dabei mit It -< r diesel ben Annahmen wie auf 

~ 
S.743, so lassen sich die inneren Krafte auch 

~ ........ ", ... '. hier durch Schnittkrafte, also durch Langs- und 
\ .) , Querkrafte, Biegungs- und Drillungsmomente 

. . ausdrucken. Die raumliche Tragwirkung der 
. Tonne ist zuerst von A. F oppl an Fachwerken 

. Abb.833. (1894), von D. Thoma und E. Schwerin an 
Rohren (1920) und von F. Bauersfeld und 

U. Finsterwalder an freitragenden Gewolben (1928) untersucht worden. 
Urn die Rechnung zu vereinfachen, konnen die Biegungsspannungen gegenuber 

den Dehnungsspannungen eines Abschnitts zunachst ebenso wie bei den rotations
symmetrischen Schalen vernachlassigt werden, wenn die Randbedingungen voll
standig erfullt sind oder wenn die Randstorungen keinen wesentlichen EinfluB auf 
den Spannungs- und Formanderungszustand besitzen. Das Kraftfeld <ler Schaie 
wird dann allein durch Langskrafte und Schubkrafte beschrieben, wahrend die 
Biegung nur geringe Nebenspannungen .erzeugt. 

Zur Berechnung der Langskrafte Nrz, Na. und der Schubkrafte Nrza. genligt:n die 
drei Gleichgewichtsbedingungen. Die Aufgabe ist also eben so wie bei den rotations
symmetrischen Schalen statisch bestimmt. Die Gleichgewichtsbedingungen werden 
fur die auBeren Krafte eines differentialen Schalenteils dx·rd!1. angeschrieben und 
dabei auf das Achsensystem der Abb.838 bezogen. Der Ursprung der x-Achse 
fallt in den mittleren Breitenschnitt zwischen zwei Querstutzen (Abstand 21). Diese 
bedeuten Rander des stetigen ZuSammenhangs und damit Randbedingungen fUr die 
mathematische Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungszustandes. Das

1'-_.1. 

Abb.83!. 

selbe gilt von der Begrenzung der Tonnen
schalen langs der Erzeugenden. Randstorungen 
des Membranzustandes sind also nur dann 
ausgeschlossen, wenn die an den Randern 
der Schale vorhandenen Krafte den stutzenden 
Randgliedern ohne Zwang zugefuhrt werden 
konnen. 

Die Wanddicke It ist konstant, die Be
las tung peine stetige Funktion von" und ex. 
Ihre Komponenten werden mit prz, PII' pz 
bezeichnet. Die Verschiebungen der Punkte 
der MitteItlache im Sinne der drei in Abb. 834 
eingetragenen Achsen sind u, v, w. 

Bedingungen fur das Gleichgewicht der Krafte an dem differentialen Abschnitt 
Abb.834 

aN" d d aNu d d if'X xr ot+~ oc x+Adxrdoc=O, 

DiJ~a. docdx + a~;a dxrdoc + Plldxrdoc = 0, 

Na.dxdoc + pzdxrdx = 0, 

DNu + .!... DNa. P = 0 . 
ax t' iJa. + II ' Na. + pz r = O. (1262) 

Die Schnittkrafte konnen daher unabhangig voneinander berechnet werden. 

t' (r:t.. (1263) 
Na.=~rpz' Nrza.=-f~ a)Na.dx_ fPlldx+Cdoc)'1 

Nrz = - f! D~;a. dx -f przdx + C2 (7.)· 
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Die Integrationskonstanten C1 , C2 sind unabhangig von x, aber Funktionen von a., 
und daher nur durch Randbedingungen fur x = const bestimmt. Bei freier Auf
Iagerung der Schale auf zwei Querstutzen sind die Langskrafte N", an den freien 
Randern in x = ±l Null; bei freier Auskragung der Schale sind Langskraft Nr;e 
und Schubkraft Nru am freien Rand Null. Randstorungen des Membranzustandes 
sind dabei aber nur dann ausgeschlossen, wenn die Dehnung von Schalenrand und 
Querstutze stetig ineinander ubergehen. In allen anderen Fallen entstehen ebenso 
wie bei der Verbindung von Rotationsschale und Ringtrager Biegungsspannungen, 
die sich aIIerdings ebenso wie dort nur auf eine schmale Randzone beschranken 
und daher keine groBe Bedeutung besitzen. 

Der Verschiebungszustand der Mittelflache (u, II, w) laBt sich mit den als be
kannt anzusehenden Schnittkraften aus den folgenden Beziehungen berechnen: 

au 1 OV W 1 1 
Br;e = o'x = Eh (Nr;e - "Nfl,), 8QC = "Oa. - r = Eh (NQC - "Nr;e) , (1264) 

- ~ + ~ - 2 (1 + p) N J 
Y.J:QC-"oa. ox - Eh U' 

Spannun~szustand einer freitra~enden Druckrohrleitun~. 

1. Losung fiir Eigengewicht pz = 0, p. = g sin a., p~ = g cos a.. 
Xach (1263) ist NQC =-agcosa., 

NQCz =-~Sa g.sin a.dx - gfSin a.dx + Cl =- 2g x sin a. + Cl' a .,# 
sz 

Abb. 835. Schnittkrlfte infolge Eigeagewicht. Abb.836. 

Aus Symmetriegriinden ist N«z = ° fiir x = 0, also Cl = 0. 

N" = + - 2 g x cos a. d x + C. = - cos a. (X2 + C2) • IS g 
a - a 

Fiir x = list N z = 0, also C. = - 12. Die Schnittkrafte lautcn nunmchr 

1 
L 

NQC=-gacosa., N QC z = - 2 g x sin a. , 12 ( X2) N r = - g a a2 1 - -12 cos at • 

Sic sind in Abb. 835 dargcsteUt. 

tofMserf1}/Iul1!J alme tHJerdlYldt 
f-a 

~--------------.2l-4~m--------------~~
Abb.837. ScbnitikraIte uml Spannungstrajektoricn ill cinem Robrabschnitt. 
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2. Losung flir Wasscriibcrdruck pz = 0, p. = 0, p. = - :' (f - a cos ee) (Abb. 836). Die 
Integration nach (1263) !iefert 

N", = a2 r (~ - cos ot) • N", z = - r a x sin ot , 

Die Schnittkraftc und Spannungstrajcktoricn sind bci \VasscrfiiIlung ohne 'Oberdruck, also 
fiir t = a = 1,10 m auf der linken Seitc, bei WasserfiiIIung mit t = 40,0 m auf der rechten 
Seite der Abb. 837 cingetragen. Die Hauptspannungen werden also bei wachscndem 'Oberdruck 
immer mehr zu Ringspannungen. Dabci wird die Durchbiegung des Rohre~; klciner. 

Die Tonnenschale mit Querstiitzung. Die Mittelflache der Tonnenschale 
ist ein zum Meridianschnitt rx = 0 symmetrischer Abschnitt einer Zylinderflache 
mit parallelen Randern oc = rx* = const. Die Krummung des Breitenschn~ttes l/r 
ist eine Funktion von rJ., die \Vanddicke It in der H.egel konstant. Das Flachen-1=8 ~ tragwerk ruht entweder auf allen vier 

, Randern oder tragt sich zwischen den 
y. « Ouerwanden frei. Daneben sind auch noch 

~ , , ;ndere Stutzungsmoglichkeiten vorhanden. r-t Die Belastung p wirkt stetig, wird aber 
Abb.838. im Hinblick auf die Anwendung im Bau-

wesen derart angenommen, daB p., = 0 und 
P1l' P. allein stetige Funktionen von oc, also unabhangig von x sind. Die all
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1263) lauten dann folgendermaBen: 

N",=-p,.r, Nx",=-(P~+! aJ:"') x + C1(0() , I 
.. (1265) 

N = ~ ~ (p + ~ cI,N",)..::. _.!... iJC1 (ot) + C (oc) . 
., r dot 11 r aot 2 r aot 2 

Tragwerk und Belastung sind zum Querschnitt x = 0 symmetrisch, so daB zur 
Berechnung der Integrationskonstanten C1 (O(), C2 (0() bei freier Auflagerung der 
Rander x = ± I folgende Bedingungen gelten: 

x = 0: N"",,= 0 also C1 (0() = 0, 1 
x=±l: N.,=O also C2(0()=-~(;ot(p1I+! aa:"')~'l (1266) 

Die Schnittkrafte sind daher 

N",=-p.r, N(x,,=-(p1I+~acl:"')'~' N"=-~cJclee(p1I+! aa:"')C~Xl (1267) 

1st x = 0 der freie Rand einer einseitig eingespannten Tonne mit N., = 0, N ",., = 0, 
so ist C1 (oc) = 0 und C2 (0() = O. 

An den Langsrandern 0(* = const werden in der Regel Langskrafte N: und 
Schubkrafte N:., an Randglieder abgegeben. Der Langsspannungszustand der Schale 
bleibt dabei aber nur erhalten, wenn Dehnung und Spannung in uer Grenzschicht 
zwischen den benachbarten Bauteilen stetig ineinander ubergehen, ohne daB 
Biegungsspannungen entstehen. 

Sind die Endtangenten des Breitenschnittes senkrecht (oc* = 90°), so sind bei 
lotrechter Belastung die LangskrafteN: Null und daher am Rande nur noch Schub
krafte N:., vorhanden, die einem Randglied zugefiihrt werden mussen. Sie sind 
nach (1267) zum Breitenschnitt x = 0 symmetrisch lmd erzeugen im Querschnitt x 
des Randgliedes eine Langskraft 

x 

S = - (P1I + ~ aa:"') f xdx = (P1I+ ! aa:"') (~ X2). (1268) 
I . 
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Die Lingskrafte 5 der beiden Randglieder bilden mit den Langskraften N", eines 
Querschnitts der Tonne eine Gleichgewichtsgruppe 

"'. 
5 + f N",rda. = 0 

o 
und erhaIten damit die Bedeutung der Biegungslangskraft eines Balkentragers. 

Die Form des Breitenschnittes steht mit dem Spannungszustand in einer Be
ziehung, die sich bei der Belastung der Tonne durch Eigengewicht g = const leicht 
verfolgen lafit, wenn der Parameter n in der Gleichung des Breitenschnittes 
IJr = IJa 'cosn a. durch verschiedene ganze Zahlen ersetzt wird. n = 3 liefert eine 
Parabel, n = 2 eine Kettenlinie, n =-c 0 einen Kreis und 11 = -1 eine Zykloide. 
Mit p", = 0, PII = g sin (J., P z = g cos C/. ist dann . 

N", = - g ajcosn- 1 ct , die Bogenkraft H = - N", cos C/. = g a/cosn-2 ct '1 
(2 - n) [2 ( X2) J N = - g x (2 - n) sin ct N = - g -- cosn+l ct - 1 - -

"'''' ' ''' a' 2 [2' 

(1269) 

a) Der Breitenschnitt is\:. eine Kettenlinie: n = 2. 

H = g a = const , N "'''' = 0 , N '" = 0 , 5 = 0 . (1270) 
Die Tonne iibertragt das Eigengewicht abgesehen von Randstorungen biegungsfrei 
nach den Bauteilen am Rande ct* = const. 

b) Der Breitenschnitt ist der Kettenlinie einbeschrieben:n > 2. 
Der Bogenschub nimmt mit wachsendem ct zu, die Schubkrafte N"", = N"", und 

die Langskrafte N", sind positiv und daher 5 negativ. 
c) Der Breitenschnitt ist gegen die Kettenlinie iiberhOht: n < 2. 
Der Bogenschub nimmt mit wachsendem ct ab, die Schubkrafte N"", = N"", und 

die Langskrafte N,., sind negativ, die Langskraft 5 der Randglieder positiv. Bei 
Tonnen mit senkrechter Endtangente (N; = 0) wird das Eigengewicht vollstandig 
nach den Querstiitzen abgetragen. Die Tonne wird zum Trager. Fiir freitragende 
Schalendacher mit Querstiitzung durch Wande oder Binder sind nur die iiberhOhten 
Breitenschnitte geeignet. 

Nach diesen Untersuchungen kann das Gleichgewicht zwischen der stetigen 
Belastung einer Tonnenschale und den inneren Kraften eines Langsspannungs
zustandes nur in Verbindung mit einem Randglied hergestellt werden, dessen Langs
kraft 5 die Schubkrafte N"", am Rande der Schale a.* aufnimmt und ausgleicht. 
Da jedoch der Sinn der Langskraft 5 des Randgliedes dem Sinne der Langskraft N '" 
des Schalenrandes stets entgegengesetzt ist, so kann sich in der Randzone kein 
Langsspannungszustand ausbilden. Die Unstetigkeit der Formanderung zwischen 
Schalenrand und Randglied bedeutet vielmehr stets Kriimmung!:'anderungen durch 
Biegung. Sie sind urn so gro/3er, je mehr die mit der Angliederung besonderer Bau
teile verbundehe unstetige Gewichtsvermehrung die Annahmen iiber die au/3eren 
Krafte in den Gleichgewichtsbedingungen fUr den Langsspannungszustand ver
andert. Dabei ist zunachst noch immer ein Breitenschnitt mit senkrechter End
tangente angenommen worden. Die Verbindungvon flachen Kreiszylinderschalen 
mit hohen Randtragern zwingt jedoch von vornherein eben so wie die unstetige 
Belastung oder die unstetige Kriimmung der Tonnenschalen dazu, die Biegungs
spannungen des Flachentragwerks in den Vordergrund zu stellen. Dabei werden die 
Anschlu13krafte zwischen Trager und Schale in ahnlicher Weise wie bei den rotations
symmetrischen Schalen als die iiberzahligen Gro13en eines Hauptsystems betrachtet, 
das durch die Trennung der Randtrager von der Schale entsteht. Die iiberzahligen 
Gro13en, also die Biegungsmomente, Langs- und Schubkrafte sind jetzt allerdings 
nicht mehr konstant, sondern Funktionen von x, die als periodische Funktionen 
in trigonometrischen Reihen entwickelt angenommen werden. Das Ergebnis entsteht 
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aber ebe~o wie bei den biegungsstejfen rotationssymmetrischen Schalen durch 
die Uberlagerung des Langsspannungszustandes aus der vorgeschriebenen Belastung 
mit den Biegungsspannungen aus den uberzahligen GroBen, fur deren Berechnung 
die geometrischen Bedingungen uber die gegenseitige Verschiebung und Verdrehung 
der Vfer der AnschluBquerschnitte von Schalen und Randtrager verwendet werden. 
Die Losung des Problems ist von V. Finsterwalder gezeigt worden. Mit Ruck
sieht auf Platzmangel muB auf die angegebene Literatur verwiesen werden. 

1. Der Breitenscbnitt ist eine Ellipse. 
alb! 

r= • 
{al sinz a + bl cos' a)I'1 

Schnittkrafte aus Eigengewicht p. = g sin a; p. = g cos a. 

~ 
N -_ aSb2 cos a 

II - g {a2 sin2 a + b2 cos2 a)"" ' 

~ 2 a l + (a2 - bl ) cos· a . 
N = - gx sIn a .. -. a rll a 2 sin2 a+b2 cos2 a ' 

'J 
g P( xl) Salbl-Sal (al-bl) sinla- (alsinla+bl cosla)1 

N" = -- 1-- cos a -----=:;'7~""'7__:_-:--=---'--=-=-:-:......;..---'-
2 P albl (al sinla + bl cosla) % 

Abb.839. 

Schnittkrafte aus Schnee1ast. P. = p, sin (X cos (X, P. = p, cos2 a. 

cosl a 
Na = - ps albl ..,....,,-.,--=--....,,.,,----::--=-=,..,.. 

(alsinl a + blcosla) 8/. 

N S I sin a cos a 
a,. = - ps a :tr al sin' a + bl cos' a 

S P( xl) alsinla-blcosla 
N,. = 'iPs bl 1-11 (alsin1a+blcosla)%' 

~~-+--+--4-4--4~~ 
~~~~~4-~--'-~ 

I 

... !.-------l!l-i4om-----~ 
Abb.840. 

Gleichuog'der 
Ketteolinie 

,. 
,,- 8,28 - 4,78 (tol 4,78 

4=4,78 

Zykloide 

"=~('P-SiO'P) 

:y =1. (I-cos '1') 
2 
O~'P~t 
4=21 

2. Der Breitenschnitt ist eJne Zykloide. 

r=acosa. 

Schnittkrafte aus Eigengewicht 

P. = g sin (x, p. = g cos a . 

Nil = - g a coss a, N rll = - 3 g a !..-. sin a , 
a 

Nr=-: ga ~22(1_ ;:). 

Die Schnittkrafte und Trajektorien sind in 
Abb. 840 mit denjenigen fur eine Kettenlinie als 
Breitenschnitt verglicllen word.en. 

Schnittkrafte aus Schneelast 

p. = p. sin a cos a, p. = p. cos· a. 

Nil = - p. a cos3 a, Nrll = - 4 P.x sin a cos a , 

T II ( XI) 1 - 2 cosl a 
l\; r = 2 P. a a l 1 - 72 cos a • 

Schwerin, E.: 'Ober die Spannungen in 
symmetrisch und unsymmetrisch be1astctcn 
Kugelschalen. Berlin 1918 und Arm. Beton 1010 
S. 25. - Thoma, D.: Die Beanspruchung frei
tragender mit 'Vasser gefiillter Rohre. Z. ges. 
Turbinenwes. 1920 S.17. - Schwerin, E.: 
'Ober die SpanQ.ungen in freitragenden gefiillten 
Rohren. Z. angew. Math. Mech. 1922 S. 340. -
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l\1iesel, K.: Uber die Festigkeit von Krciszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Be
lastung. Ing.-Arch. 1929 S. 22. - Geckeler, J.: Zur Theorie der Elastizitllt flacher rotations
symmetrischer Schalen. Ing.-Arch. 1930 S. 255. - R ii sch. H.: Theorie der querversteiften 
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walder. U.: Die querversteiften zylindrischen Schalengllwolbe mit kreissegmentformigem 
Querschnitt. Ing.-Arch. Bd. 4 (1933) S. 43. 

83. Vielecklmppeln. 
Die Breitenschnitte der zyklisch symmetrischen Tragwerke sind in der Regel 

Vielecke mit gerader Seitenzahl (2 n). Sie bilden n Tonnenschalen, die untereinander 
kongruent sind und sich gegeneinander in n Gratlinien abstiitzen. Die Kriimmung 
des Querschnitts l/Rp kann sich beliebig andern. Sie ist jedoch in der Regel mathe-
matisch bestimmt, der Querschnitt also z. B. ein Kreis- . 
bogen, eine Ellipse oder eine Zykloide. 

Der Schalensektor ist durch einen Rand ex = ex2 
und durch zwei Gratlinien begrenzt, welche den Winkel 
2rp = n/n einschlieBen (Abb.841). Sind die Randbedin
gungen fUr ex = ex2 nach S. 794 erfiillt und Randstorungen 
ohne Bedeutung, so erzeugt jede stetige Belastung allein 
Schnittkrafte N«, N«." N.,. Die allgemeinen Angaben 
dariiber auf S.794 enthalten zwei Funktionen 11 (ex) , 12 (ex) 
als Integrationskonstante, iiber die im Sinne des Langs
spannungszustandes in den Graten so verfUgt werden 
kaun, daB die Hauptschnittkrafte mit der Tangente an 
die Gratlinien zusammenfallen und daher die Kompo
nenten in Richtung der Haupt- und Binormalen Null 
sind. Die Anzahl 2n der unbekannten Funktionen I(ex) 
stimmt mit der Anzahl 2n der verftigbaren Bedingungs-
gleichungen der Schale fiir den Langsspannungszustand Abb.841. 

des Tragwerks in den Graten iiberein. Die Grate erhalten 
daher bei jeder stetigen Belastung der Tonnen im wesentlichen nur Langskrafte. 

Die Integration der Gleichgewichtsbedingungen (1262) fUr eine Belastung aus 
p.,=O, PII=PII(ex), pz=pz(ex) liefert mit Rp=r 

N«= -pzRp, Nu = -(:~« + PII)" + Idex) = -P;" + 11 (ex) 'I on 0 /1 ((X) p (X (1271) 
N.,= 2Rpo(X,,2- Rpo(X"+/z(ex). 

Die Belastung ist entweder symmetrisch (Eigengewicht, Schneelast) oder anti
metrisch (Windbelastung). 

Die Unstetigkeit der Mittelflache in den Gratlinien zwingt zur Zerlegung des 
Spannungsbildes. Der eine Anteil beschreibt die Tragwirkung der Tonne zur Dber
tragung der Belastung nach den Gratlinien, der andere die Tragwirkung der Kuppel 
zur Dbertragung der Randkrafte in den Gratlinien nach .... 
den Stiitzpunkten und Randgliedern. ~ ~ 

Losung bei zyklisch symmetrischer Belastung. l~aIS'a" 
Antcil I. Die Schubkrafte N «'Jl sind in allen Symmetrie- id4 

~~--'-
ebenen, also auch in den Querschnitten x = 0 (Abb. 841) 
Null, so daB nach (1271) 11 (ex) = O. Durch die Ausniitzung 
der Symmetrie ist in den Gratschnitten nur noch die Be- Abb.842. 

dingung verfiigbar, daB die Komponente B« der Haupt-
schnittkraft in x = 1« in Richtung der Binormalen Null ist. Darnach gilt fUr den 
GrundriB eines differentialen Schalenteils (Abb. 842) 

B« = (N".l - 2 Nu , I cos ex tg rp + Na..l cos2 ex tg2 rp) Rpda. cos rp = 0, 
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und mit (1271) 

also 
I() 12iJP: 2*1 R 2 9 

2 oc = -2" Rpdrx. - Pu cosoctgtp + pz pcos octg~tp. (1272) 

Die Tragerwirkung des Schalensektors besteht daher aus den Schnittkraften 

a - z p' u 1/' '" 2 R iJrx. 3 , (I~73) 
N - -p R N = -p* X N(T) = - l2_ -:-_X2 _~_fJt - I (oc) 1 

la(oc) = +2P;lcosoctgtp + Nacos2oc tg2~. 

Abb.843. 

Sie sind jedoch nur durch die Uingskraft Z~T) eines 
Zuggliedes am Rande oc = OC2 im Gleichgewicht 

l2 2 "'-
Z~T) = + - -;x_ p; + f 13 (oc) Rp doc. (1274) 

Anteil II. Der Spannungszustand durch die Kuppel
wirkung des Tragwerks besteht aus Langskraften N~K), 
die von der nach den Graten abgetragenen Belastung 
hervorgerufen werden. Sie lassen sich nach (1096) am 
einfachsten als Zuwachs der Resultierenden Z~K) aller 
Langskrafte oberhalb eines Breitenschnittes oc berechnen. 

Durch diesen werden neben der Resultierenden Qa 
der Belastung die Schnittkrafte N-x, Z~T) und die Langs
kraft Sa in Richtung der Grattangenten zu auBeren 
Kraften, die miteinander im Gleichgewicht sind. Die 
Summe aller senkrechten Komponenten Hefert Sa 
(Abb.843). 

Q",+4nlN",sinoc+2tJSa siny=0, also mit siny= I/}'I +ctg2ocJcOS2-~'1 

(
Q ) ,/__ ___ _____ (1275) 

Sa = - 2;; - 2 p" Rp Ya sin oc tg tp f I + ctg2 ocJcos2 tp. 

Zum Gleichgewicht der waagerechten Komponenten der Schnittkrafte Sa' Na mit 
der Schubkraft Z~T) an den Eckpunkten eines freien Breitenschnittes oc ist die 
Langskraft Z~K) eines Zugringes notwendig (Abb.843). 

Sa cosy In 
Z~K) + -2-.- + Ya. Na. cos OC + 13(OC) Rp doc = 0 

smrp 0 

und (1276) 

N (K) aZ~ll) _ iJ (Sa. cosy N ) I 
II: = - R-----:l -""fi'l -2----· --- + Ya. a cos OC + 3 (oc) . 

purx. purx. sm rp 

Durch die Dberlagerung der Anteile I und II des Spannungszustandes entsteht die 
gesuchte Schnittkraft 

N = N(T) + N(K) = _12 - ~2 _iJ1!l_ ...L _Q- (Sa. cosy + r N cos ) 1 
III III III 2 Rprx. I RpiJrx. 2sintp a at oc 

mit (1277) 
Sat cos Y Q", ctg rx. cos rx. 1 
-2--;-- + raNacosoc = - 2 . 2 + pzRpra -.-, cp = 1t/2n. sm rp n sm rp cos rp 

Eigengewicht: p", = 0, PI! = g sin oc, pz = g cos oc. 
a. 

Qa = 4n tg Cf J gRpYa doc = 4tJtg 21r.n Qag· 
o 

(1278) 
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Schneelast: pz = O. PII = p'sin rx cos rx. pz = p COS 2 rx. 

4 n Po e n Q Qa = n tg q;:-) • -2 r a. = 4 n tg -2 '" 2 • 
- 1/ 11 

(1279) 

a) Der Meridian ist ein Kreisbogen (Abb. 844): 

Qn = ga[a(l- cosrx) - crx). Q"'2 = P; (a sin rx - C)2. (1280) 

b) Der Meridian ist eine Zykloide (Abb. 845) : 

Q u = 2 g f ( rx sin ex + cos rx 

-_!-cos3 N - ~) 
3 '" 3' (1281) 

Q"'2 = : 12 (2a + sin 2a)2 
Abb.844. Abb.8!5. 

1st die Meridiankurve anderweit festgelegt. 
so werden die Integrationen in Verhindung mit Rpdrx = ds -+ .d s aIs Sum me 
und die Differentialquotienten eben so wie auf S. 763 angenahert aIs Differenzen
quotienten berechnet. 

Berechnung einer Vieleckkuppel. 

Die Kuppel hat einen achteckigen Grundri13 nach Abb. 841 mit 2 n = 8. rp = n/8 und einen 
Kreisquerschnitt mit dC'm Radius a = 20.5 m. Die BC'lastung besteht aus Eigengewicht 
g = 0.20 11m2. ~ach (1273) ist 

oder fiir 

N a. = - g a cvs a = - 4.1 cos a. 

Sa.z= -2gxsina = -0.4xsina. 

x = 1 = a sin a tg rp; 

Sa.z (x = I) = -3.39 sin2 a. 

Fiir den Kreisqucrschnitt ist nach (1278) und (1280) 
Q", = 16ga 2 (I - cos !X) tg rp und die Uingskraft in den 
Graten nach (1275) 

JI ctg2 a 
Sa. = 2 g a2tg rp[(1 + sin2 a) cos a-I] 1 + --2- . 

cos rp 

Die Hingkraft ist nach (1277) fUr x = 0 

Nx(xaO)= 'I ga 
I [1-cOSa[1+sintll(3-sintrp)l] 

Sin a cos rp 

Die Schnittkrafte sind in Abb. 846 dargestellt. 

Abb.846. 

Dischi nger. F.: Die Theorie der Vieleckkuppeln. Diss. Dresden und Beton u. Eisen 1929 
S.IOO. 
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311, 318, 443, 455. 

Pfosten s. Stiitzen. 
Pilzdecke 438, 441. 701,702, 

710, 711. 
Platten 644. 
-, eingespannte 679, 688. 
-, durchlaufende 697. 
-, Differentialgleichung 646. 
-, Differenzengleichung 681. 
-, Naherungslosung nach Mar-

cus 694. 
-, Randdrillungsmomente648. 
- , Rechteckige 672. 
-, Rotationssymmetrische 

649. 
-, Stiitzkrafte 648, 699, 
-, Hauptbiegungsmomente 

679. 
Plattenbalken 94. 
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Plattenhalbstreifen 675. 
Plattenkonstante 645. 
Platten rand 644, 684. 
Plattenstreifen 673. 
Poissonsche Zahl 19. 
Polfigur 47. 
Polweite 125. 
Porengehalt von Erdbaustoffen 

9. 
Potentielle Energie 21. 
Prinzip der virtuellen Ge

schwindigkeiten 40. 
- - - Verriickungen21,40, 

46, 87, 315, 444. 

Querkraft 26. 
Querpunkt 25. 
Querschnittsveranderlichkeit 

von Tragerp 94, 96. 
-, Approximation 96, 105,393, 

415, 431, 436, 461, 509. 
-, lineare 99. 
Quertrager, Berechnung von 

lastverteilendel1 637. 

Rahmen 567. 
-, einfacher 580. 
-, eingespannter 595. 
-, geschlossener 603. 
-, dreistieliger 610. 
-, Halb- 593. 
-, l3erechnungstabellen 580. 
-, Stockwerk- 455. 
-, Silo- 501. 
Rahmenecken, Spannungszu-

stand in 737. 
Rahmenknoten 741. 
Rahmenstellung 337, 443. 
Rahmentrager 484. 

mit beliebiger Gurtform 
485. 

- mit parallelen Gurten 487. 
- mit steifen Pfosten 487. 
- mit steifcn Endfeldern 500. 
-, Naherungslosung 494. 
Randbedingungen fur Schalen 

748. 
-, Plattenbiegung 647, 682. 
-, Stabbiegung 123, 128. 
Randdrillungsmomcnt 648. 
Rebhannscher Satz 8. 
Rechenprobe 165, 167, 168,223, 

331, 360. 
Rechteckrahmen 603. 
Reibungswinkel, inncrer 5. 
Rekursion 219. 
Ring, Berechnung von 136. 
Ringtrager mit raumlicher Be-

lastung 621. 
- bei Schalen 748, 761. 
Rohr, Berechnung von 136, 

791. 
Riickwartselimination 216,233. 

Schale 743. 
Plattenbreite, mittragende 94. -, Membmnthcorie 744. 
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Schalen, biegungssteife 766. 
-, Belastung 745, 748. 
-, Verschiebungszustand 747. 
-, Kugel- 750, 767. 
-, Kegel- 756, 774. 
-, Zylinder- 759, 778. 
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762. 
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-, zusammengesetzte 773. 
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738. 
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Schubspannung 29. 
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Stabzug, Schnittkrllfte 42. 
-, Biegelinie 134. 
-, allgemeine Bauform 571. 
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Stabzugsehne,LAngenAnderung 

134. 
Standsicherheit 5. 
Statische Bedingung 315, 320. 
- Bestimmtheit 39. 
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455. 
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457. 
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469. 
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480. 
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selnder Belastung 730. 
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lastung 727. 
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723. 
Streifenlast 707. 
Stromungswiderstand 4. 
Stufe mit elastisch konstanter 

Breite 96, 525, 550. 
Stiitzboden 753. 772. 
Stiitze, einteilige 432, 434. 
-, zweiteilige 432. 
Stiitzenbock 328, 450. 
Stiitzenform 432. 
Stiitzenkopf. Pilzdecke 702. 
-, starrer 442. 
Stiitzensenkung 89. 
Stiitzenstab 16, 39. 
Stii tzenverdrehung, elastische 

393. 
Stiitzkraft 16, 624. 648. 
Stiitzlinie und Bogenform 510. 
Stiitzung 16. 
-, elastiseh drehbare 193. 397, 

430. 
St. Venantsches Prinzip 32. 
Superpositionsgesetz 38, 156. 
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725. 
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- der Schnittkrllfte 185. 
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- des Tragwerks 185, 205, 
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zIlhli~~n 290. 

-, Vereinfachung der Berech-
nung durch 191, 290. 

-, zyklische 209. 

Temperaturilnderung 34. 
Trllger, durchlaufender 414. 
-, eingespannter 398. 
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- tiber 2 Feldern 401. 
- tiber 3 Feldem 404. 
Trllgerrost 150, 624. • 
-, diagonaler 625, 633. 
- mit drei Trllgerscharen 635. 
- mit freien RIlndern 637. 
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trllgem 637. 
-, Verbindungskrllfte 626,632. 
-, EinfluLUinien der Schnitt-

krllfte 639. 
Trllgheitsmoment 28. 
-, Verllnderlichkeit 97, 105. 
Tragwerk, baustatische Unter-

suchung 391. 
- mit verllnderlicher Gliede

rung 391. 
Trajektorien 24. 
-,---- der Hauptspannungen in 

Scheiben 24, 712, 716, 731. 
-. - - in Schalen 761, 793, 

796. 
- der Hauptmomente in Plat

ten 679. 
Trapezrahmen 605. 
- mit rllumlicher Belastung 

620. 
Tonnenschale 791, 794. 

Obergangsbogen bei Schalen 
748, 762. 

'Obergangslinie 257. 378. 
'Obergangszr.hl 374. 
'Oberzllhlige GrOBt. 155. 
- -, Trennung der 271. 
Unbestimmtheit, statische 151. 

Verschiebungsplan 139. 
Verschiebungszustand 18, 312, 

747. 
-, Komponenten des 92. 
Vertrllglichkeitsbedingungen 

156,,644. 
Verzerrungskomponenten 18. 
Vieleckkuppel 797. 
Viermomentengleichung 568. 
Vorwllrtselimination 216. 232. 
Vorzahlen a.rx 316. 
- flu 165. 
- du 159, 282. 
Vorzeichenregel fUr AnschluB

momente 307. 
- filr Biegungsmomente 41. 
Vouten 99, 105, 395, 446. 461. 

Wanddruck in Silos 13. 
Wilrmeausdehnungszahl 33. 
Wllrmeleitzahl 34. 
Wllrmetibergangszahl 34. 
Wasserbehiliter 783, 784. 790. 
Wasserdruck 4. 
!lB-Gewichte 125, 135. 
Widerlagerbewegung 528. 
Windbelastung 746, 749. 
Windstromung 3. 
-, Modellversuche 749. 
Wirkungslinien der fiktiven 

Gewichte 256, 419,429,436. 

Zeichnerische Uisung, Erd
druck 8. 

- Ermittlung von Schnitt
krllften 44, 66, 72, 375. 

- .Entwicklung der Biegelinie 
123. 

- Uisung der Elastizitlltsglei
chungen 2fi3, 397, 419, 429, 
436, 442. 

- - - -, Genauigkeit 263. 
Zugband 69, 519. 
Zusatzkrllfte, Bogentrllger 527. 
Zusatzstab 152. 
Zustandslinie 38, 422. 
Zweigelenkbogen 512. 
-, Scheitelsenkung 519. 

Verbindungsstab 16, 39. 
Verdrillung 25, 30. 
Verformung, elastische 19. . - mit Zugband 513. 
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160. 
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122. 
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Zweigelenkrahmen 572, 580. 
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