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Vorwort zur zweiten Auflage
Meiner licben Mutter in treuem Gedenken.

Dic erste Auflage dieses Werkes ist im Friihjahr 1927 erschienen und bald vergrif-
fen gewesen. Leider muBté die neue Auflage trotz dieser freundlichen Aufnahme
wegen anderer dringender Arbeiten des Verfassers zuriickgestellt werden. Sie hat
dafiir in den vergangenen Jahren eine vollstindige Neubearbeitung erfahren, um
das Werk zu einem Lehr- und Handbuch der Baustatik auszugcstalten. Dabei ist
nichts an den Zielen geindert worden, die Form und Inhalt der ersten Auflage be-
stimmt haben. Auch jetzt ist versucht worden, die gemeinsamen Grundlagen der zahl-
reichen Methoden der Baustatik zusammenzufassen und die kritische Einstellung zur
Loésung zu wecken, um damit die Theorie zu vereinfachen und sie als wissenschaft-
liche Erkenntnis zu vermitteln. Dabei sind die einfachen analytischen und zeichne-
rischen Hilfsmittel der Mechanik als bekannt angenommen. die Grundlagen der
Baustatik jedoch ausfiihrlich dargelegt worden, um daraus die zahlreichen Rechen-
vorschriften zur Erledigung der Aufgaben nach einheitlichen Gesichtspunkten ab-
zuleiten. Aus diesem Grunde wird auch zur Berechnung hochgradig statisch un-
bestimmter Tragwerke aus der Forminderung der Begriff des geometrisch be-
stimmten Hauptsystems gebildet, so daB eine.vollstindige Analogie zur Rechnung
mit statisch {iberzidhligen GroBen entsteht. Die wechselseitigen Beziehungen sind ge-
eignet, das Verstindnis fiir die engen Zusammenhinge innerhalb der Theorie zu
unterstiitzen.

Der Umfang des Fachgebietes verlangt straffe Zusammenfassung des Textes.
Er ist daher weitgehend gegliedert worden, um in Verbindung mit einheitlichen,
sinngemé4Ben Bezeichnungen Ubersicht, Studium und Handgebrauch zu erleichtern.
Die zahlreichen Literaturangaben dienen im wesentlichen zum Studium auf breiterer
Grundlage.

Um die verstindnisvolle Anwendung der Theorie und damit den Handgebrauch
des Werkes zu erleichtern, sind zahlreiche Beispiele aus dem Bauwesen eingeschaltet
und zum Teil als Zahlenrechnung vollstindig gelést worden. Auf diese Weise ent-
stehen brauchbare Rechenvorschriften, welche den Weg zwischen Ansatz und
Ergebnis festlegen und abkiirzen. Sie werden durch eine groBe Zahl von Tabellen
erginzt, deren Inhalt fiir die einfache und zuverlissige Zahlenrechnung eingerichtet
ist und daher die Bearbeitung statischer Untersuchungen erleichtert. Durch diese
Ausgestaltung des Werkes zum Handbuch sind zwangliufig auch die Beziehungen
zwischen der abstrakten Methode und ihrer Anwendung auf die konkreten Aufgaben
des Ingenieurs hervorgetreten.

Mit dieser Zielsetzung hat das Werk den Rahmen iiberschritten, der ihm vom
Deutschen Beton-Verein als Teil einer Anleitung fiir den Entwurf und die Be-
rechnung von Eisenbetonbauten zugewiesen war. Die zweite Auflage erscheint als
selbstindiges Werk, zumal die Ergebnisse fiir jeden isotropen homogenen Baustoff
gelten, dessen Dehnung im Belastungsbereich zur Spannung proportional ist. Es
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eignet sich daher ebensogut zum Handgebrauch bei der statischen Untersuchung
von Stahl- und Holzbauten, wenn auch im Sinne des Buchtitels vor allem diejenigen
Tragwerke behandelt werden, die im Eisenbetonbau Bedeutung besitzen. Aus diesem
Grunde hat der Deutsche Beton-Verein, welcher die Anregung zur ersten Auflage
dieser Arbeit gegeben hatte, die Patenschaft der zweiten Auflage durch einen Zu-
satz zum Buchtitel iibernommen. Dafiir sei auch an dieser Stelle der Dank des
Verfassers ausgesprochen.

Das Werk erscheint in zwei Binden, um den Handgebrauch zu erleichtern.
Es wird mit einer Darlegung der duBleren und inneren Krifte eingeleitet, die fiir
die Beurteilung der Sicherheit eines Tragwerks in Betracht kommen. Die Theorie
des Stabwerks bildet den ersten Hauptteil. Er behandelt die statisch bestimmten
Tragwerke, die Berechnung der Forminderung gerader und gekriimmter Stibe
und die statisch unbestimmten Tragwerke. Die Anwendung der Theorie auf die
Untersuchung der hochgradig statisch unbestimmten ebenen und riumlichen Eisen-
betonbauten bleibt dem Hauptabschnitt des 2. Bandes vorbehalten, um damit
geeignete Niherungsrechnungen zu verbinden. Den Abschluf3 bildet eine kurze
Darlegung iiber das ‘Wesen der Berechnung der Platten, Scheiben und Schalen,
die fiir den Eisenbetonbau der Gegenwart besondere Bedeutung besitzen. Selbst-
verstindlich kann bei dem Umfang des notwendigen mathematischen Riistzeugs
nur ein beschrinkter Ausschnitt gegeben werden, der das Wesen der statischen
Untersuchung beschreibt, fiir einfache Rechnungen ausreicht und sich als Einfithrung
in die Speczialliteratur eignet.

Das Werk ist aus den Vortrigen hervorgegangen, die ich seit dem Jahre 1919
an der Technischen Hochschule Dresden gehalten habe. Bei der Bearbeitung der
neuen Auflage, insbesondere bei den umfangreichen Zahlenrechnungen, zeichneri-
schen Arbeiten und Korrekturen bin ich tatkriftig von dreien meiner {ritheren
Hérer unterstiitzt worden. Ich gedenke am Ende einer jahrelangen rastlosen Arbeit
mit herzlichem Danke des Assistenten meines Lehrstuhls Dr.-Ing. H. Héhne und
meiner beiden Hilfsassistenten Dipl.-Ing. R. Rabich und Dipl.-Ing. E. Hacault,
die sich jederzeit als kluge, unermiidliche Mitarbeiter bewdhrt haben. Besonderer
Dank gebiithrt auch Herrn Dr.-Ing. e. h. Julius Springer, dessen Verlag trotz
der wirtschaftlichen Sorgen der Gegenwart die umfangreiche, schwierige Druck-
legung der Arbeit iibernommen und durch stets titige Mitarbeit zum guten Ende
gefiihrt hat. '

Dresden, im August 1933.
K. Beyer.

Vorwort zum zweiten Neudruck.

Mein Mann hatte den Wunsch, bei einer Neuauflage seines Werkes die Lésungen
von Aufgaben des Stahl- und Stahlbetonbaues zusammen zu behandeln und als
Handbuch der Baustatik herauszugeben. Der Tod hat ihn leider daran gehindert.
Dem vergriffenen berichtigten Neudruck des Jahres 1947 folgt daher mit dankens-
werter Unterstiitzung des Verlages ein zweiter Neudruck. Freunde des Werkes haben
auf mannigfache Verbesserungen hingewiesen, die in diesem Neudruck Beriicksichti-
gung finden. Ihnen mochte ich auch an dieser Stelle fiir ihre Bemithungen meinen
Dank aussprechen.

Dresden, April 1955. Kiite Beyer
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I. Die Grundlagen der Baustatik.
1. Aufgabe und Ziel.

Brauchbarkeit und Giite cines Bauwerks werden nach dem wirtschaftlichen
Erfolg, nach der Sicherheit und der betrieblichen Eignung beurteilt. Sie hingen
daher in vieler Beziehung von den physikalischen Eigenschaften des Bauwerks
ab, welche durch den Baustoff, dessen Verarbeitung und durch die Gestaltung des
Tragwerks bestimmt werden. Die technische und wissenschaftliche Erkenntnis
ist in der jilingsten Zeit auf allen diesen Gebieten wesentlich vorwirtsgeschritten,
so daB die Forderungen der Gegenwart an die Zuverlissigkeit des betrieblichen
Erfolges ebenfalls erweitert worden sind. Er wird nicht mehr allein nach der Festig-
keit des Bauwerks unter vorgeschriebenen dulleren Kriften, sondern oft auch nach
den kinetischen, akustischen und thermodynamischen Eigenschaften des Tragwerks
beurteilt.

Zum Nachweis der Sicherheit des Tragwerks gegen Zerstérung dient der Festig-
keitsbegriff. Er wird ebenso auf das Gefiige des Baustoffes wie auf die summarische
Zusammenfassung aller durch Gestaltung und Ausfithrung bestimmten Eigenschaften
des Bauwerks angewendet. Der Bruch bedeutet physikalisch die Uberwindung der
Kohision und plastischen Verformbarkeit des Baustoffes durch innere Krifte AK,
welche durch die Belastung hervorgerufen worden sind. Sie werden auf ein Flichen=~
teilchen AF des stetig angenommenen Mittels bezogen. Der Quotient der beiden
gerichteten Griofen AK/AF erhdlt nach einem Grenziibergang fir AF = 0 die
Bezeichnung Spannung. Ihre Komponenten winkelrecht und parallel zu AF sind
die Normalspannung ¢ und die Schubspannung 7.

Die Spannungen sind an zwei gegeniiberliegenden Punkten der beiden Ufer
eines Querschnitts gleich groB und entgegengesetzt gerichtet. Sie bilden einen Ten-
sor, mit dessen Transformation auf die verdanderliche Richtung des Flichenteils AF
eines differentialen Tetraeders 3 Hauptspannungsrichtungen und 3 Hauptschub-
spannungsrichtungen bestimmt werden. Diese dienen zur Beschreibung des Span-
nungszustandes und damit auch zur Beschreibung der Festigkeit von Baustoff
und Tragwerk.

Der Spannungszustand wird zum Teil durch die Eigenspannungen aus der Her-
stellung und Verarbeitung des Baustoffes, im wesentlichen jedoch durch aduBere
Krifte erzeugt, welche dem Tragwerk als Lasten und Stiitzkrifte eingeprigt sind.
Daher ist die ausfiihrliche und physikalisch einwandfreie Diskussion der duBeren
Krifte fiir die Sicherheit und fiir die wirtschaftliche Gestaltung eines Bauwerks
von grundlegender Bedeutung. Sie kann oft nur durch Idealisierung von Belastung
und Stiitzung erreicht werden. Hierbei trennen sich unter Umstinden die Wege,
welche die Technik im Gegensatze zur Wissenschaft einschlagt.

Die Beurteilung der Sicherheit als Ziel jeder baustatischen Untersuchung beruht
hiernach auf der Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungszustandes des
Tragwerks fiir einen physikalisch idealen Baustoff und vorgeschriebene &duBere
Ursachen.

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck 1



92 Die Belastung des Tragwerks.

2. Die Belastung des Tragwerks.

Physikalische Kennzeichnung der Belastung. Die Belastung des Tragwerks gilt
in der Regel als unabhingig von der Zeit. Sie umfalBt standige oder zufillige Lasten
und Verkehrslasten, die sich relativ zum Bauteil bewegen. Die Lasten sind also
dauernd in Ruhe oder werden so langsam eingetragen, daB die Geschwindigkeit der
eintretenden Forminderung des Tragwerks vernachldssigt werden kann. Diese
Voraussetzung ist bei einer plétzlichen Belastung nicht mehr erfiillt. Die elastischen
Krifte des Bauteils sind in diesem Falle nicht mehr im Gleichgewicht mit der Be-
lastung, so daB freie Schwingungen mit den fiir den Bauteil charakteristischen
Eigenfrequenzen entstehen. Dasselbe gilt bei der Eintragung von kinetischer Energie
durch fallende Kérper, durch die plétzliche Anderung der Fahrzeuggeschwindigkeit
bei Briicken und durch KurzschluB bei Turbinenfundamenten.

Von besonderer Bedeutung sind die periodisch veranderlichen Krifte, welche
durch Fahrzeuge und durch die hin- und hergehende oder drehende Bewegung von’
Maschinenteilen hervorgerufen werden. Sie vermogen unter Umstinden selbst bei
geringer GroBe die Anfangsbewegung der Forminderung zu erzwungenen Schwin-
gungen aufzuschaukeln und damit elastische Krifte hervorzurufen, welche einem
Vielfachen der ruhenden Last entsprechen und den Zusammenbruch des Bauwerks
herbeifiihren.

Die Lasten werden nach ihrer Ursache in eingeprigte Krifte (Eigenschwere,
Windkrifte, Wasserdruck, Erddruck) und Trigheitskrifte im Sinne des d’Alembert-
schen Pr1n21ps (Fliehkrifte gefilhrter Fahrzeuge, Massenkréifte bewegter Maschinen-
teile) unterschieden. Hierzu treten Zwangskrifte aus dem physikalischen Verhalten
der Baustoffe, welche durch Erhirten, Schwinden, Quellen, durch Wirmetibergang
und Wirmeabfall bei gleichférmiger oder ungleichférmiger Temperaturanderung
und durch die erzwungene Verschiebung eines Punktes hervorgerufen werden.

Die eingepréigten Krifte werden als Massenkrifte bdm auf die Masse dm, als
Fliachenkrifte pdO auf das Differential dO der Oberfliche des Korpers bezogen.
Die Flachenkraft ist gleichférmig verteilt oder als beliebige stetige und unstetige
Funktion der Koordinaten der belasteten Fliche gegeben. Ist diese klein, so wird
meist die resultierende Kraft f pdO als Punkt- oder Einzellast verwendet. Diese
Idealisierung vereinfacht die Untersuchung und geniigt nach dem St. Venantschen
Prinzip zur Beschreibung der Festigkeit in dem der Belastung nicht unmittelbar
benachbarten Bereich des Tragwerks. Der Spannungszustand nichst dem Last-
angriff bedarf stets einer besonderen Untersuchung. Sie wird in der Regel durch
eine summarische Abschidtzung ersetzt, welche die einwandfreie konstruktive Aus-
gestaltung erméglicht. In vielen Fillen sind die bei der Ubertragung von Einzel-
lasten zu beachtenden Annahmen durch behérdliche Bestimmungen vorgeschrieben
(Best. A §19, Din 1075 §6). Trotzdem kann unter Umstinden die eingehende
Untersuchung iiber die Eintragung notwendig oder niitzlich sein. Das Ergebnis
hingt von den elastischen oder plastischen Eigenschaften des Zwischenmittels und
von den clastischen Eigenschaften des Tragwerks ab. Flichen- und Einzellasten
werden entweder unmittelbar oder mittelbar durch Zwischenkonstruktionen
in das Bauwerk eingetragen.

Die Definition der Belastung in den amtlichen Bestimmungen. Die ruhende
oder stindige Belastung eines Tragwerks besteht im wesentlichen in der Eigen-
schwere der Bauteile und der Ausriistung des Tragwerks. Thre GroBe ist in jedem
Lande durch -amtliche Bestimmungen der Bau- oder Verwaltungsbehérden verein-
bart. Schnee- und Windbelastung oder Wasserdruck, Erddruck und der Boden- oder
Seitendruck eines Fiillgutes gelten als zufillige Lasten, deren Lage zum Bauwerk
als unverinderlich angenommen wird. Gré8e und Richtung sind physikalisch be-
kannt oder werden auf Grund von Versuchen abgeschitzt. Im Gegensatz hierzu



Schnee- und Windbelastung. 3

konnen die Nutzlasten jede Stellung zum Tragwerk in beliebiger oder vorgeschrie-
bener Aufteilung einnehmen.

Die Bestimmungen iiber die in PreuBen bei Hochbauten anzunehmenden Lasten
sind durch den ErlaB des Ministeriums fiir Volkswohlfahrt vom 24. 12. 1919 fest-
gesetzt und spiter erweitert worden. In anderen Lindern gelten ihnliche Vor-
schriften. :

Die Belastung von Straflenbriickén ist mit Din 1071 und 1072 vereinbart, die
Berechnungsgrundlagen fiir Eisenbahnbriicken durch die B. E. der Deutschen
Reichsbahngesellschaft (II. Auflage 1930) vorgeschrieben worden. In diesen werden
Hauptkrifte, Wind- und Zusatzkrifte unterschieden. Die Verkehrslasten richten
sich nach der Briickenklasse. Die Seitenkrifte aus der Bewegung der Fahrzeuge
und dem Stromungswiderstand der Bauteile bei Wind, also Gré8e und Verteilung
des Winddruckes sind hier nach Erfahrung und Messung festgesetzt worden. Die
besonderen Vorschriften zum Festigkeitsnachweis massiver Briicken werden in
Din 1075 behandelt.

Bestimmungen iiber die bei Hochbauten anzunehmenden Belastungen und iiber die zulis-

" sigen Beanspruchungen der Baustoffe. Elfte erginzte Auflage. Berlin 1932. — Bestimmungen
des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton (Din 1044—1048). Berlin 1932. — Berechnungsgrund-
lagen fiir massive Briicken (Din 1075). Berlin 1930. — Belastungsannahmen fiir StraBenbriicken
(Din 1072). Berlin 1926. — Richtlinien fiir die Uberwachung und Priifung massiver StraBen-

briicken (Din 1077). Berlin 1932. — Berechnungsgrundlagen fiir eiserne Eisenbahnbriicken
(BE). Ausgabe 1930. — Grundlagen fiir die Berechnung der Standfestigkeit hoher, freistehender
Schornsteine (Din 1056) Ausgabe 1929. — Vorschriften fiir Starkstrom-Freileitungen 1928.

3. Schnee- und Windbelastung,

Die Angaben iiber Schneebelastung bediirfen keiner Erliuterung. Sie kénnen
mit einfachen Messungen nachgepriift und fiir auBergewshnliche meteorologische
Verhiltnisse abgeindert werden.

Die Vorschriften iiber den Winddruck auf Bauwerke beruhen auf der GroBe
und Verteilung des Widerstandes W, den ein Korper in einer gleichmiBigen Strs-
mung erzeugt. Er wird nach dem folgenden Ansatz berechnet:

W=(2vo, (1)

In diesem bedeuten @ den Querschnitt des angestrémten Kérpers, p = y/g die
Dichte des strémenden Mittels. Sie betrégt fiir Luft im Durchschnitt 0,125 kgsek2/m?.
{ ist ein von der Form des angestromten K érpers abhingiger Beiwert, v die Geschwin-
digkeit der ungestérten Luftstromung. In der Natur werden Bengeschwindigkeit
und groBte mittlere Geschwindigkeit der Windstrémung gemessen. Wihrend die
Boengeschwindigkeit fiir die Festigkeit der Bauteile maBgebend ist, kommt fiir die
Stabilitit der Bauwerke nur die mittlere Windgeschwindigkeit in Betracht. Man
rechnet im Binnenlande unter Einhaltung einer von den Verwaltungsbehérden fiir
beide Fille verschieden groB vorgeschriebenen Sicherheit mit v = 35 m/sek, wenn
auch hier in Bodennihe Boengeschwindigkeiten von 50 m/sek, im Kiistengebiete
sogar von 60 m/sek festgestellt worden sind. Die Frequenz der WindstoBe ist mit
n = 24 bis 40/Minute gemessen worden.

Der Beiwert ¢ wird durch Modellversuche im Windkanal bestimmt. Die GriGe
von { hiangt von dem Verlauf der Strémung im sogenannten Totwassergebiet des
Korpers ab. Sie ist um so kleiner, je besser das Totwassergebiet durch die Form des
Korpers oder auch durch die zunehmende Geschwindigkeit v der Strémung beliiftet
wird. In der Regel wird bei dem Nachweis von Stabilitdt und Festigkeit der Bau-
werke mit einem Mittelwert von { = 1,6 gerechnet und damit ein Kérperwiderstand von

W=01v20=125® in kg, @ in m? (2)
erhalten.
1*
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Mit der Ermittlung des Koérperwiderstandes ist nichts iiber die Verteilung der
Kraft iiber den Umfang des angestrémten Korpers bekannt. Sie besteht aus positiven
und negativen Bereichen, die sich mit der Windgeschwindigkeit dndern und unter
Umstdnden durch Ablésung der Strémung zu Spitzen entwickeln. In der Literatur
sind nur Messungen an einzelnen kleinen Modellen verdffentlicht worden. Sie zeigen
bereits die Schwierigkeiten, denen allgemeine Angaben iiber die Verteilung des
Strémungswiderstandes am Koérperumfang begegnen. Aus diesem Grunde begniigt
man sich mit dem einfachsten Ansatz, setzt dabei allerdings stillschweigend voraus,
daB der Winddruck als eingeprigte Kraft im Festigkeitsnachweis gegeniiber den
anderen Lasten zuriicktritt. SchlieBen die angestromte Fliche F und die Strémungs-
richtung miteinander den Winkel ¢ ein, so verwenden”die amtlichen Bestimmungen

W,=0,1v*Fsin?¢ =125Fsin?p in kg, F in m?. (3)

Bei modernen GroBbauten, wie Kiihl- und Wassertiirmen, Kuppelbauten, Hoch-
hausern und Schornsteinen, welche ihre Umgebung hoch iiberragen, ist stets eine
eingehende Untersuchung iiber die Grole und Verteilung des Korperwiderstandes
am Platze, zumal die allgemeinen Angaben nur fiir gleichférmige Strémung gelten.
Die ungiinstigsten Stromungen werden unter Umstinden auch senkrecht nach auf-
wirts oder abwirts gerichtete Komponenten des Winddrucks ergeben.

Eiffel: Resistance de l'air et l'ariation. Paris 1910. — Sonntag: Windsaugwirkungen.
Zbl. Bauverw. 1916 und 1920. — Prandtl, L.: Neuere Einsichten in die Gesetze des Luftwider-
standes. Berlin 1921. — Buchegger: Windgeschwindigkeit und Winddruck. Bauing. 1922,
S.49]1. — Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen. I1. Lfg. Miinchen 1923.
— Busch: Die Aufgabe des Bauingenieurs in der Winddruckfrage. Bauing. 1924. — Bilau, K.:
Die Windkraft in Theorie und Praxis, im Jahrbuch der Deutschen Gesellschaft fiir Bauingenieur-
wesen 1927. Berlin 1927. — Vorlaufiger Auszug aus G6ttinger Messungen, im Jahrbuch der Deut-
schen Gesellschaft fiir Bauingenieurwesen 1928 S. 87; 1929 S. 160. — Schmidt, W.: Die Struk-
tur des Windes. Sitzungsberichte der Wiener Akademie 1929. — Flachsbart, O.: Winddruck
auf Bauwerke. Naturwiss. 1930 S. 475. — Derselbe: Winddruck auf Schornsteine. Naturwiss.
1931 S.759. — Derselbe: Winddruck auf vollwandige Bauwerke und Gitterfachwerke. Ab-
handlg. der Internat. Vereinigung fiir Briicken- und Hochbau Bd.1 (1932). — Derselbe:
Geschichte der experimentellen Hydro- und Aeromechanik Bd. 4 (1932). — Derselbe: Wind-
druckmessungen an einem Gasbehalter. 3. Lief. d. Aerodyn. Versuchsanstalt Gottingen. —
Derselbe: Modellversuche iiber den Winddruck auf geschlossene und offene Gebaude. 4. Lief.
d. Aerodyn. Versuchsanstalt Géttingen. 1932. — Diirbeck: Die Windverteilung bei amerika-
nischen Wolkenkratzern. Bautechn. 1932.

4. W asserdruck.

Der Druck des Wassers ist in ruhendem Zustand winkelrecht zur Begrenzung
des Bauwerks gerichtet und mit der Wassertiefe verhaltnisgleich. Er erzeugt durch
das in den Baukérper eindringende Wasser Auftrieb und pflanzt sich im Grund-
wasser als Sohlendruck fort. :

Die auf die Volumeneinheit bezogene Auftriebskraft ¢, entsteht nur durch den
Druckunterschied an den undurchlissigen Zuschlagstoffen des Baukorpers. Ist u
deren auf 1 m3® bezogener Anteil, (1 — u) der Anteil des Bindemittels und & die
auf 1 m?® des Baukérpers bezogene Wasseraufnahme, so betrigt

€
Yo = U 1—pn (4)
Die Mitwirkung des Wassers als Auftrieb y, wird in der Regel durch die Ausfithrung
des Bauwerks ausgeschlossen. Die gleiche Auffassung wird von dem Talsperrenaus-
schuB des Deutschen Wasserwirtschafts- und Wasserkraftverbandes vertreten.
Der Sohlendruck des Wassers erzeugt eine fiir die Stabilitdt zahlreicher Bau-
werke wichtige duBere Kraft, deren GroBe und Lage von der Druckverteilung und
daher von der geologischen Beschaffenheit des Gebirges und von der Abdichtung
oder Verherdung des Baugrundes abhingt. Bei durchlassigem Kies- und Sandboden
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oder spaltenrcichem Gebirge wird der hydrostatische Druck auf der ganzen Grenz-
fliche iibertragen. Bei Felsuntergrund hingt der auf eine Fliche F bezogene mittlere
Sohlendruck, abgeschen von allgemeinen geologischen Verhiltnissen, von der Zer-
kliftung des Untergrundes und von der Wirkung einer Sohlenentwisserung ab. Er wird
als Produkt aus der Druckintensitit und dem belasteten Flichenteil « F bestimmt.

Der Druckabfall quer zur Achse wird bei Talsperren linear angenommen, Man
setzt den Sohlendruck an der Wasserseite gleich dem hydrostatischen Druck und
an der Luftseite Null. Der Beiwert « hingt ab von dem Spaltenreichtum des Ge-
birges und von der Giite des Anschlusses zwischen Felsen und aufgehendem Mauer-
werk, also vom Druckabfall durch die Reibung des Wassers in den Poren. Er ist
fir die Abmessungen des Mauerquerschnittes von groBer Bedeutung und mufB
durch Vorarbeiten sorgfiltig bestimmt werden. In den Vorschligen des Talsperren-
ausschusses des Deutschen Wasserwirtschafts- und Wasserkraftverbandes und in
behérdlichen Bestimmungen ist bei guten, mittleren oder weniger guten, natiirlichen
Verhiiltnissen « = 0,2 oder 0,3 oder 0,4 vorgesehen.

Lickfeld: Zbl. Bauverw. 1898. — Fillunger:-Der Auftrieb in Talsperren. Ost. Wochen-
schrift f. d. 6ffentl. Baudienst 1913. — Kammiiller, K.: Die Theorie der Staumauern. Berlin
1929. — Mitteilungen des Deutschen Wasserwirtschaft- und Wasserkraftverbandes Nr. 28 (1930).

5. Erddruck.

Die Theorie des Erddrucks behandelt das Gleichgewicht lockerer Erdmassen
mit idealisierten physikalischen Eigenschaften im Grenzzustarfd zwischen Ruhe
und Bewegung. Der Widerstand 7* gegen die relative Bewegung der Bestandtcile
aus der Kohasion und der inneren Reibung der Schiittung wird langs eines Gleit-
linienfeldes erschopft. Gleichgewicht ist solange vorhanden, als die Schubspannung
lings einer Gleitfliche

T<T'"=yppo+r,=0u=otggp. (5)
7 = t* heiBt FlieBbedingung. 7, ist der Antcil des Schubwiderstandes aus der Kohi-
sion, u, der Beiwert der Coulombschen Reibung. Er hingt von der Oberflichen-
beschaffenheit und von dem Strukturwiderstand der Bestandteile ab. Der Winkel ¢
wird als Winkel der inneren Reibung bezeichnet.

Die FlieBbedingung bestimmt mit den statischen Gleichgewichtsbedingungen und
den geometrischen Vertriglichkeitsbedingungen (Abschnitt 8) die Form der Gleit-
flichen und den Spannungszustand an der FlieBgrenze. Die Randwerte (¢ J-7) dF
lings des stiitzenden Korpers werden bei der Untersuchung der Stabilitiat der
Stiitzmauer als duBere Krifte verwendet. Leider gelingt die Integration des Ansatzes
nur in einfachen Fillen. Man ist daher im Bauwesen durch die mannigfache Art
der Aufgaben und durch die physikalischen Eigenschaften des gewachsenen oder
angeschiitteten Erdbodens zur Vereinfachung der Thcorie gezwungen. Sie stiitzt
sich auf unmittelbare Beobachtung und Annahmen iiber den Bewegungsvorgang.
Diese sind hier ebenso zulissig wie bei anderen technischen Aufgaben, deren Losung
durch Versuche als qualitativ richtige und quantitativ brauchbare Niherung be-
stitigt wird. Dabei tritt das statische Problem zuriick. Die Gleitflichen werden
nicht wie in der strengen Theorie berechnet, sondern als ebene oder gekriimmte
Flichen mit Kreis oder logarithmischer Spirale als Leitkurve angenommen. Neben-
her sind auch Methoden zur Beschreibung des Spannungszustandes im unbegrenzten
Erdkorper angegeben worden, von denen diejenigen von W.I. M. Rankine und
O. Mohr am meisten Beachtung gefunden haben. Die Beziehungen zwischen den
physikalischen Eigenschaften des Erdbodens und dessen innerem \Widerstand sind
namentlich in der jiingsten Zeit geklirt worden.

Physikalische Voraussetzungen. Dic Standsicherheit einer Stiitzmauer oder
eines Bauwerks mit gleicher Zweckbestimmung beruht auf dem Gleichgewicht der
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duferen Krifte, welche im Gtenzzustand zwischen Ruhe und Bewegung an einem
durch Gleitflichen begrenzten Erdkérper angreifen. In diesem Falle ist T = t* = o tg .
Die inneren Krifte werden in Normalkrifte 6d F und Schubkrifte t*dF zerlegt und
im Bereich der einzelnen Abschnitte der Begrenzung zu Mittelkriaften zusammen-
gefaBt, um damit die statischen Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines freien,
vom Erdkdérper losgetrennten Erdprismas zu untersuchen. Auf diese Weise kann
die Standsicherheit von Béschungen, Spundwinden, Pfahlrosten und die Stabilitit
von Griindungen gepriift werden. Bei zahlreichen anderen Aufgaben wird der an-
greifende Teil der Randkrifte (a+r )dF von dem widerstehenden Teil getrennt
und einzeln als aktiver und passiver Erddruck nach GréB8e, Richtung und Lage
bestimmt, am aus dem Vergleich der Krifte auf die Standsicherheit des Bauwerks
zu schlieen. :

Der Grenzzustand der Bewegung hingt vom Gewicht und von der Schubfestig-
keit des abgestiitzten Mittels ab. Diese wird in der Regel auf den Winkel der inneren
Relbung @ (S. 5) bezogen, den die Richtung der resultierenden Spannung oF*
im Grenzzustand zwischen Ruhe und Bewegung mit der Normalen zur Gleitfliche
einschlieBt. Die Schubfestigkeit von Kiesen und Sanden beruht fast allein auf dem
Strukturwiderstand, bei bindigen Béden auBerdem noch auf der Kohision des
Mittels. Hierbei spielen neben der Lagerung, Verdichtung und dem Porengehalt
des Mittels vor allem die Molekularkrifte eine Rolle, die von dem Porenwasser
hervorgerufen werden. Daher hingt die Schubfestigkeit auch von der Wasserdurch-
lassigkeit, der Wasseraufnahme und Wassersittigung ab. Sie ist eine Funktion der
Normalspannung und sinkt mit zunehmendem ¢. In jedem Falle sind die ungiinstig-
sten Verhiltnisse maBgebend, um einer Gleichgewichtsstérung mit Sicherheit durch
ausreichende Standfestigkeit des Bauwerks zu begegnen. Die Bodenkonstanten
werden daher bei unklaren Verhiltnissen stets durch Versuche gepriift.

Im Grenzzustand zwischen Ruhe und Bewegung bilden die differentialen Krifte
(o F7)dF langs der Stiitzwand mit der Normalen einen Winkel §’, dessen Grenz-
wert durch Versuche bestimmt werden kann, jedoch stets auch von den Bewegungen
der Wand, von der Erschiitterung und Wassersittigung des Erdkorpers und von
der Grundwasserbewegung abhingig ist. Er ist kleiner als der Winkel der inneren
Reibung ¢ und kann ohne nihere Angaben bei giinstigen ortlichen Verhiltnissen
mit 0,6 ¢ geschitzt werden. In anderen Fillen wird ¢’ = 0,5¢, ¢’ = 0,3 ¢ oder
auch ¢’ = 0 angenommen. Er ist fiir den Betrag des Erddrucks ohne groBe Bedeu-
tung, dagegen fiir die Beurteilung der Stabilitit der Stiitzmauer wichtig.

Ansatz fiir die angeniiherte Berechnung nach Coulomb und Poncelet. Die
Stiitzmauer gilt in der statischen Untersuchung als unendlich lang, so daB sich
die Krifte in Schnitten senkrecht zur Lingsachse nicht dndern. Die ebene Gleit-
fliche der Anfangsbewegung schneidet die Bildebene in einer geraden Gleit-
linie. Sie schlieBt mit der Wand und der Gelindeoberfliche ein Erdprisma ein,
dessen Elemente im Grenzzustand ein ruhendes Massensystem bilden. Die dule-
ren Krifte an dem Erdprisma sind daher ebenso wie am starren Koérper im
Gleichgewicht. Zu ihnen zahlen das Eigengewicht des Erdprismas, die Auflasten
und die Mittelkrifte von (0 §-7)dF an den Gleitflichen im Erdkérper und lings
der Wand. ,

Die resultierende Flichenkraft E bildet im Grenzzustand an jedem geraden
Abschnitt der Wandlinie mit der Normalen den Winkel ¢’ (Abb. 1) der ruhenden
Reibung zwischen Erde und Mauerwerk. Sie ist eine Funktion physikalischer Kon-

stanten. Die Richtung der Mittelkraft Q = f (6 F1)dF an der Gleitfliche ist durch
das Verhiltnis zwischen Schubspannung und Normalspannung /o = tg (+ 6),
im Grenzfall t*/o = tg (+ @) bestimmt. Das Vorzeichen ergibt sich aus dem Rich-
tungssinn der Schubspannungen, also aus der Richtung der im Grenzfall eintreten-
den Bewegung. Das positive Vorzeichen (+ ¢) wird dem aktiven Erddruck E, in
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Richtung auf den stiitzenden Wandteil, das negative Vorzcichen (-- ¢) dem passiven
Erddruck E, zugeordnet, welcher bei einer Bewegung der Stiitzmauer gegen den
Erdkérper von diesem aufgenommen wird.

Die Ebene AC mit dem beliebigen Winkel 4 begrenzt nach Abb.1 ein Erd-
prisma von der Tiefe 1 m und dem Gewicht G (2). Der Erddruck E (A) wird nach
GréBe und Richtung aus der Zerlegung ven G
nach £ und Q gefunden. Im Grenzzustand zwi-
schen Ruhe und Bewegung ist mit § = ¢

sin (A F @)
Ee=CnitvFo (6)
Der Betrag der Kraft £ kann bei Annahme eines
beliebigen Querschnittes AC, als Gleitfliche
durch Drehung der Abb. 1b (6 = ¢) um (90 — ¢)°
zeichnerisch im Lageplan angegeben werden
(Abb. 2). Das Gewicht G des Erdprismas A BC,,
und seiner Auflast erscheint dann auf dem freien
Schenkel des von der Horizontalen aus aufge-
tragenen Winkels ¢, der Boschungslinie. Die Kraft Q bildet mit G den Winkel
(A — @), liegt also auf AC,, wihrend die Kraft £ mit der Béschungslinie den
Winkel i einschliet. Diese Richtung wird als
Stellungslinie bezeichnet. Sie wird als freier Schen-
kel eines Winkels (p + ¢’) erhalten, den diese
Richtung mit der Wandlinie BA einschlieBt
(p = ¥ — &'). Der Schnittpunkt der Kraftrich-
tungen von F und @ beschreibt bei verinder-
lichem Winkel 2 eine stetige oder unstetige Linie,
die als Culmannsche Erddrucklinie bezeichnet
wird. Die zur Béschungslinie parallele Berithrende
an die Erddrucklinie liefert den Grenzwert der
Kraft E und die Gleitlinie AC, (A = A,). Diese be-
grenzt je nach Verwendung von + ¢, + & oder
— @,— ¢’ das Prisma des groBten aktiven Erd-
drucks E, oder das Prisma des kleinsten passiven
Erddrucks E,, welcher zum Gleichgewicht der Abb. 2.
Krifte notig ist.
Das mathematische Kriterium ist bei einer stetigen Funktion G (4)

dE

estrem - =0 und ¢ = const, also 2 _ 9. (7)

£
E, wird hiernach als unterer, E, als oberer Grenzwert der /UU Eoph)
[,l —

E

Funktion E (A)-gefunden (Abb. 3). Die Kraft E, oder E,

kann auch als konstanter, fiir die Stabilitit der Stiitz-

mauer charakteristischer Wert angesehen werden, der mit

dem Gewicht G (1) und der Mittelkraft Q(1) an dem beliebi- gL ___ Elrgl)
gen Erdprisma ABC im Gleichgewicht steht (Abb. 1). Die N 0
Mittelkraft Q (A) bildet dann mit der Normalen zu AC einen ABD. 35?5 Funktion des Erd-
mit A verinderlichen Winkel §, der fiir A = 4 und AC = AC, nem inneren Reibingswider-
zum Grenzwert 6,,,,, = =4 ¢ wird (Abb. 2). Der Querschnitt stand £ .

AC, ist daher Gleitfliche. Dies bedeutet in Ubereinstimmung mit (7) mathema-

tisch:

Oestrem: % =0 und E = const, also 4E _ 0. (8)
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Nach (6) und Abb. 2 ist fiir den aktiven Erddruck:

% sin (k%) sin (A — g + y) = 0;

dE .
T}s: GOSln'(,U +

Gy= % (y + %) fn= %y’/n (Rebhannscher Satz).‘ (9)

G, ist das Gewicht eines durch AC, abgetrennten Erdkeils mit allen darauf ruhen-
den Lasten. Es wird in der Regel auf 1 m Tiefe bezogen. y in t/m?® bezeichnet das
spezifische Gewicht der Erdmassen, ¢ in t/m? die Auflast im Punkt C, der Gelaride-
linie. Die Strecken f und # ergeben sich in Abb. 2 mit der Parallelen zur Stellungs-
linie in Cy, die Strecke 4 mit der Tangente zur Gelindelinie in C,. Nach (6) ist dann

1 sin (A — @) _L ,
Ea—gyf”m—2‘}’f€- (10)
Die Brauchbarkeit der Coulombschen Annahme ebener Gleitflichen bei Erddruck
auf Stiitzmauern ist durch Th. von K4rman nach der strengen Theorie (S. 5)

N
b) %‘f 3‘[ \\ C/
a) =h
¢t/m': O ! §== dfr1l%
=

\\\\\

)
e
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@ =
\
\
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1
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\
\
\

— L
. . —— s —
— — — —— e
G \bl' i =
— 35— cos0
? —r——x 4 JI—J'—S—_

b7 AJ=a ; AN=b ; AT=r~AD;
ACy=L; S=Stellungslinie
Abb, 4.

Beispiel: h=6,0 m, Kraft bezpgev auf 1 m Tiefe:

s =6,21m, Eg=3}y'1e=13,06t,

¢=38,17m, E,=34yfe=895t,

f=297m, Eqg=gqte/h=4,71¢t.

gepriift worden. Das Gleitlinienfeld ist dabei zunichst fiir eine rauhe lotrechte Wand
und waagerechtes oder abfallendes Gelinde und fiir die FlieBbedingung (S. 5) be-
rechnet worden. Das Ergebnis rechtfertigt die Annahmen. der elementaren Theorie.

Losung bei gerader Wand- und Erdlinie. Die Gleitlinie AC, kann bei gerader
Gelandelinie und gleichformig verteilter Nutzlast geometrisch bestimmt werden,
da nach dem Rebhannschen Satze die Strecke AD = n = }/_E und DC, zur Stel-
lungslinie parallel ist. Die Aufgabe wird dann zeichnerisch folgendermaBen gelést
(Abb. 4).

Waagerechte Gerade durch den unteren Endpunkt A der Wandlinic 4B, fiir
welche der Erddruck angegeben werden soll. Auf dem freien Schenkel des Winkels g,
der Béschungslinie, wird die Strecke & = AN durch die Gelindelinie abgeschnitten.
Die Parallele durch B zur Stellungslinie, die mit der Wandlinie den Winkel (p + ¢')
einschlieBt, schneidet AN im Punkte J (A] = a). Die Strecke AD = n wird als
mittlere Proportionale zu den Strecken a und b konstruiert, so daf auch die Strecken e
und f bekannt sind und E, nach (10) angegeben werden kann. Um den passiven
Erddruck E, zeichnerisch zu bestimmen, werden die Winkel ¢, (¢ 4 ¢'), 8" mit
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negativem Vorzeichen verwendet, also in Abb. 4 nach der anderen Seite von
AA,, AB und der Normalen zu 4B angetragen.

Um den Betrag der Kraft E, analytisch zu berechnen, werden die Strecken f
und ¢ durch 4 und die Funktionen der bekannten Winkel 4, «, @ und ¢’ ausgedriickt.
Das Ergebnis wird entweder auf y’ bezogen oder in die Anteile E, und E,, dem
Erddruck aus der Hinterfiillung (y) und der Auflast (g), zerlegt.

E, =3V Ik =E, +E,=3yhk + qhky; (11)
vy=r+3l =l (12)

Schrige Wandlinie (9), geneigtes Geldnde (4 «) Abb. 4:
= e sin? (p + ) (13)

— , - Ll 7-,_,. 2
sin2 (9 + o) - sm(ﬁ—é)[ +V:{ qlf g,; :2 g_*_zz]

Lotrechte Wandlinie (§ = 90% und geneigtes Gelidnde (4 a):

cos? g

k= ] sin(p + &) sin(p — @) |* 1
cosza-cosé’[l-i-l/f cosdlcoso }
Lotrechte Wandlinie (¢ = 909), waagerechtes Gelinde (« = 0) und &' 4 0:
By = 5w, - (15)
sin ( (p F ’) smq)
cos ¢’ [ 14 l/ o5& ]
Lotrechte Wandlinie (¢ = 909), waagerechtes Geldnde (% = 0) und- ¢’ = 0:
ky = tg? (450 - 7). (16)

Bei Auswertung des passiven Erddrucks E, werden ¢, 6’ und die Wurzel mit dem
negativen Vorzeichen verwendet.

Wihrend das Gewicht des Erdbodens nach den Angaben auf S.12 durch kapillar
gebundenes Porenwasser erhéht wird, ergibt sich in einem zusammenhingenden
Grundwasserkérper durch den Druckunterschied an der Oberfliche der undurch-
lassigen Bestandteile eine Gewichtsverminderung

(Auftrieb). Dafiir wird der Druck auf die stiitzende Tabelle 1 (vgl. auch $.12).

Ry = tg% (45° — ¢/2)

Wand um den Wasserdruck vermehrt, der sich in ky = tg? (45° 4+ @/2)
durchlissigen Bodenarten allseitig ausbreitet. Die
duberen Krifte setzen sich daher aus dem Erd- P |u=tgp| hk ko
druck auf die Wand ohne die Mitwirkung des Grund- o

. 45 1,000 0,172 | 5,828
wassers, aus dem Wasserdruck und aus der Abmin- 400 0830 | 0217 | 4500
derung des Erddrucks durch Auftrieb zusammen. 350 0,700 | 07271 | 3,690
Dieser ist als Massenkraft ¢, auf das Kornvolumen  30° 0,577 | 0,333 | 3,000

¢ = (1 — &) des Erdbodens beschrinkt. ¢ bezeichnet ~ 27;5° o2 2'32’2 §'7é6
den leicht meBbaren Porengehalt, der bei Sanden ;2_50 02314 01346 2::43
je nach der Lagerung mit 40% (locker), 30% (dicht),  20° 0,364 | 0,490 | 2,040
25% (sehr dicht), bei locker gelagerten Kiesen mit

28% , bei dicht gelagerten Kiesen mit 20% eingeschitzt werden kann. Der Poren-
gehalt eines sandigen Lehms betrdgt im Durchschnitt 30% . Nach Abb. § ist daher

bei gerader Wandlinie (s, s,)

EFW=EFEFy, y 2,7 5% (1—). an
Lésung bei gerader Wand- und gebrochener Gelidndelinie. Da Ableitung und
Ergebnis nach (9) auch giiltig bleiben, solange G () im Bereiche von C, stetig ist,
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kann das Dreieck 4 BC, aus einer anderen mit ihr inhaltgleichen Fliche A B, B,...C,
entstanden sein. Dabei muB der Punkt C, zunichst auf einem Abschnitt B,B, der
gebrochenen Gelindelinie (Abb. 6) angenommen werden, dessen Verlingerung auf
diese Weise zur Bezugsgeraden der Konstruktion S. 8 fir gerade Gelindelinie
wird. Die Untersuchung muf8 unter Umsténden mit einem benachbarten Abschnitt

q Ym?

l: ’ Beispiel:
o [ S a =100, 7o=1,0 /m?, ki =0,462,
¢ =25, ye = 1,8t/m3, s =80m,
4 & = 09, ¢ =2,0t/m2 sw= 55m,
< 4 =900, £ =03, h =ssin(¥ + a) = scosa = 7,87,
HTe—Ye—m——— Ey =}yhthi =266t Eq=qhky="7,4t auf 1 m Tiefe,
sEE == s2. s%L(1-%
By - ?=102t, E3}W=442¢t auf 1 m Tiefe,
(]
Sy E 2E,
F b =_si=0,93 t/m, be =—s—=6.65 t/m auf 1 m Tiefe,
= ] ) 2Ey s (1-79)
e e FWE = 5504m, b;=—;f e ¢ ~— =178 Ym auf 1m Tife
w (d
&
B-90% SN-;,‘;;WI =ty

Abb. 5.

wiederholt werden. Auflasten werden ebenso wie fehlende Anteile der Nutzlast ¢
auf Teildreiecke des Erdprismas 4 BC, durch Division mit y, oder y, umgerechnet,
diesem zugefiigt oder von diesem abgezogen.
Die Stellungslinie wird nach wie vor auf die
vorgeschriebene Wandlinie bezogen.

Losung bei gebrochener Wandlinie. Zur
Bestimmung des Erddrucks E, 3 E, auf die
gebrochene Wandlinie 4,4, B soll zunichst die
thr zugeordnete Gleitlinie gegeben sein (Abb 7).
Die Resultierende der in A,C, vorhandenen
Fliachenkraft ist Q,, das Gewicht des abglei-
tenden Erdprismas G,. Der Erddruck E; auf
die Wandlinie A;B ist bereits ermittelt wor-
den. Dann ist E, = K — K’ und K aus der
Zerlegung der Kraft G, — G’ = G"' nach den
ihrer Richtung nach bekannten Komponen-
ten E, und Q, bestimmt. Das Gewicht G’ ist aus
E, und der Richtung von E, gegeben. Dem-
nach wird die Kraft K aus derselben analyti-

Beispiel: ¢ =250, # =85m, .
8 =100, B;B:=30m, schen oder graphischen Untersuchung gefun-
7= 1,9 t/m3, e =5,36m, ; - 1
- lovme. s —som. den, die fir den Erddruck auf eine gerade

Auflast P ersetzt durch das Gewicht des Erd-
prismas 4 B{BY,

Wandlinie angegeben worden ist, nur ist die
dem Gewicht G, entsprechende Fliche 4,4, BC,

P=AVgye

B, Tl Yo
P=B;Byq=B{By—1*; B{By=-037m,
E=}1eys=2546t auf 1 m Tiefe.

um eine dem Gewicht G’ &quivalente Flache
(4, B'B"") zu vermindern. Dies geschieht, nach-
dem die Fliache 4,4, BC, in das Dreieck 4, B'C,
verwandelt und damit die Grundlage der Untersuchung fiir die gerade Wandlinie
gefunden worden ist.

Lage der Mittelkraft E des Erddrucks. Das Gewicht G eines Erdprismas steht
mit den Kriften (¢ J-7)dF lings der Begrenzung im Gleichgewicht. Die statischen
Bedingungen bestimmen mit der FlieBbedingung (S. 5) in dem Grenzzustand zwischen
Ruhe und Bewegung eindeutig die Form der Gleitflichen. Die Gleichgewichtsbedin-
gungen der iuBeren Krifte sind daher bei Annahmen iiber die Form der Gleitflichen
nicht mehr erfiillt. Wenn daher auch nach (6) die geometrische Summe von E, Q, G
Null ist, so ist in der Regel noch ein Kriftepaar vorhanden. Die Wirkungslinien E,



Lage der Mittelkraft E des Erddrucks. 11
0, G werden sich daher bei Annahme von ebenen Gleitflichen nicht in einem Punkte
des Lageplanes schneiden. Dies trifft nur dann zu, wenn der Erddruck auf eine
senkrechte Wandlinie nach Rankine parallel zur Gelindelinie angenommen wird.

Die Ergebnisse der folgenden Rechnung sind jedoch trotz dieses Vorbehaltes fiir
die Anwendung im Bauwesen brauchbar.

Beispiel:
@ =400, ¢ =30¢t/m?,
& =159, ye =18t/m3,
f1=3,00m, fa =4,05m,
ey =4,20m, ez =4,16m
Aus G, L S, C,L=¢,10m,
h =8,32m, ¢ =2]15m,

G'=ACID1L)y.=Fhey,=8,12t
=A(A3B’B”)y;=tdhy,,

d=fiy=077m,

Kraft auf 1 m Tiefe:
Ey=3}e¢,1,y.=1588t; K=4eafz y.=21,28¢,
K':E,=C,L:C;Dy; K'=11,72¢,
Eg=K—K'=9,51t.

Abb. 7,

Die Kraft E ist die Resultierende einer Flichenkraft dE (z)/dz, der Zunahme des
Erddrucks E (z) bezogen auf die verinderliche Wandhohe z. Bezeichnet dE, die
Zunahme der zur Wandlinie senkrechten Komponente im Bereich von dz und

f dE, = E,, so ergibt sich aus der Aquivalenz der Kraftwirkung fiir den End-
punkt 7 der Wandlinie (Abb. 4 S. 8)

=3 2=8
E—= [ —ndk= [ (-9 2 as, 8)
z=0 T 2=0
Die Ordinate (s — z,) bestimmt die Lage
der resultierenden Flichenkraft E;. Der £ G
Ansatz bedeutet geometrisch die Um- 4 2
wandlung der von der Funktion dE,/dz 2
gebildeten Fliche in ein inhaltgleiches & é
Rechteck. & z
Der Erddruck E ist bei gerader ° Jin |
Wand- und Erdlinie in E, und E, zer- % % )
legt worden (11). Die Funktion E, ist li- z A Av —
near in A (=12),d E,/dh also konstant, ////%%’/////////4.
so daB der Angriffspunkt von E, die Or- G ‘

dinate (s — z,) = s/2 erhilt. Die Funk-
tion E, ist quadratisch in k, dE,/dh also
linear. Der Angriffspunkt der Kraft E,an
der Wandlinie erhilt daher die Ordinate
2/3-h (Abb. 4). Bei gebrochener Wand-
linie wird der Angriffspunkt der zugeord-
neten Teilkriafte geschitzt: Man wihlt in
der Regel die Mitte der Abschnitte.
Erddruck im unbegrenzten Erd-

MB=r; MJ,=r-sing
ENABIG C; 14D

Abb. 8. Untersuchung der Standsicherheit einer
Stiitzmauer.

a = 109; ye = 2,0 t/md; r =25m;
P = Ppay = 30%; ym = 2,4 t/m® ¢ =48m;
Ge1=10,15t; Geg=10,07¢; Gm=86,74t.

E, zeichnerisch durch Zerlegen von Gg; nach Ey und E5
E, rechnerisch aus (14) mit 8’ =a, k1 =0,360.

h=t.cosa =4,73m; E =4 yeh2k; = 8,04 t auf ] m Tiefe.
Resultierende fiir die Bodenfuge R = 29,5 t auf 1 m Tiefe.

korper. In einzelnen Fillen werden die duBeren Kriifte an einem Stiitzkorper aus
der GroBe und Richtung des Erddrucks E; im unbegrenzten Erdkorper angegeben.
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Tabelle 2. Mittelwerte fiir die Raumgewichte y und diec Schubfestigkeit t* =pu-o
der wichtigsten Erdarten.

p=tgg; ko=1g < "’——Zi); k2=tg’(45°+$).

Bodenart y [t'md] u ¢@° 5 ko

1 | locker gelagerter Sand:

trocken . . . e 1,4—1,7
natiirlich feucht e e 1,6—1,9 0,60 31 ) 0,320 | 3,124
gesattigt maBB. . . . . . . . 1,0—2,1

2 | dicht gelagerter Sand:

trocken . . . e 1,8—1,9
natiirlich feucht e e e 2,0 0,64 322 0,307 | 3,255
gesittigt maB. . . . . . . . 2,1—2,2

3 | sehr dicht gelagerter Sand:

trocken . . .. L. 1,9—2,0
natiirlich feucht e 2,0—2,2 0,66 33% 0,283 | 3.537
gesattigt naB. . . . . . . . 2,2—2,3

4 | locker gelagerter Kies:

trocken . . . [T 1,8—1,9
natiirlich feucht e 1,9—2,0 0,58 30 0,333 | 3,000
gesattigt naB. . . . . . . . 2,2—2,3

T

dicht gelagerter Kies:

trocken . . . e 2,2
natiirlich feucht e 2,3 0,66 33! 0,283 | 3,537
gesattigt naB. . . . . . . . 2,4

6 | nasser Steinschotter . . . . . . 1,8 0,70 35 0,271 | 3,690

7 sandiger Lehm, Schlick, Geschicbe,

Mergel . . . . . Lo 2,1—2,3 0,45 22—26 0,422 | 2,371
8 | fetter Lehm und sandiger Ton . 1,8—2,2 0,35 16Y2—22 0,509 | 1,965
9| fetter Ton . . . . . . . . .. 1,5—2,0 0,25 11%—16% | 0,610 [ 1,638

10 | locker gelagerte Dammerde:

trocken e 1,4 0,77 35—40 0,238 | 4,204
natiirlich fcucht e 1,6 1,00 45 0,172 | 5,828
gesattigt naB. 1,8 0,53 25 0,361 2,770

11 | gestampfte Dammerde:
trocken e e e e e 1,7 0,92 40—45 0,198 | 5,045
natiirlich feucht . . . . . . 1,9 0,77 35—40 0,238 | 4,204
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Dieser ist nach der Ableitung von Rankine fiir einen senkrechten Schnitt AC
von der Linge ¢ ebenso groB wie nach der Theorie Coulombs mit ¢’ = « (Abb. 8).
Er wirkt im Abstand 2/3-¢ von der Gelindelinie parallel zu dieser. Die Gré8e und
Richtung des Erddrucks auf eine beliebig unter einem Winkel (CAC,) geneigte
Ebene AC,, welche ein Prisma mit dem Gewicht G,, bildet, kann durch Addition
(E, FG,,) oder auf Grund einer geometrischen Involution zwischen den Rich-
tungen E,, AC und E, AC, angegeben werden. Diese Beziehungen vereinfachen
die Ermittlung des Erddrucks auf Winkelstiitzmauern und Gewdlbe.

Miiller-Breslau, H.: Erddruck auf Stiitzmauern. Stuttgart 1906. — Krey, H.: Erddruck.
Erdwiderstand und Tragfahigkeit des Baugrundes in gréBerer Tiefe, 3. Aufl. Berlin 1932. —
Derselbe: Betrachtungen iiber die Gré8e und Richtung des Erddrucks. Bautechn. 1923 Heft 24
u. 27. — Freund, A.: Neue Ergebnisse in der Erddrucktheorie. Zbl. Bauverw. 1920 S. 625. —
Derselbe: Neue Untersuchungen zur Erddrucktheorie. Z. Bauw. 1921 S. 48. — Derselbe:
Der Spannungszustand in loser Erde. Zbl. Bauverw. 1921 S. 589 u. 601; 1922 S. 599. — Der-
selbe: Untersuchung der Erddrucktheorie von Coulomb. Bautechn. 1924 Heft 12. — Peter-
sen, R.: Erddruck auf Stiitzmauern, Berlin 1924. — Terzaghi, K.: Erdbaumechanik auf boden-
physikalischer Grundlage. Leipzig u. Wien 1925. — Franzius, O.: Versuche mit passivem
Erddruck. Bauing. 1924. — Moérsch, E.: Die Berechnung von Winkelstiitzmauern, Wayss
und Freytag-Festschrift Stuttgart 1925 und Beton und Eisen 1925. — Mohr, O.: Abhandlungen.
3. Aufl., 6. Abschn.: Die Lehre vom Erddruck. Berlin 1928. — N4dai, A.: Plastizitdt und Erd-
druck, VI. Abschn. im Handbuch der Physik, Band VI: Mechanik der elast. Kérper. Berlin 1928.
— v. Kdrmdn, Th.: Verhandlung des 2. Intern. Kongr. fiir technische Mechanik. Ziirich 1927.
—v.Terzaghi, K.: Festigkeitseigenschaften der Schiittungen, Sedimente und Gele. Leipzig 1931.
— Derselbe: Old earth pressure theories and new test results. Engng. News Rec. 1930. —
Hiilsenkamp, F.: Klassische Theorie des Erddrucks. Handbuch der physikalischen und
technischen Mechanik Band IV 2. Halfte. Leipzig 1931. — Fulton, R.: Earth pressures.
Abhandlg. der Internat. Vereinigung fiir Briicken- und Hochbau Bd. 1 (1932) S. 205.

6. Boden- und Seitendruck in
Silozellen.

Der Seitendruck in GrofSraum-
bunkern wird in der Regel nach der
Erddrucktheorie Coulombs berechnet.
Unter Umstinden wird auch das Gleich-
gewicht der Schiittung bei der An-
nahme von Gleitflichen untersucht,
welche sich durch die Form der Bunker-
taschen ausbilden koénnen. Das spezifi-
sche Gewicht und die innere Reibung ¢
sind stets nach Priifung der ungiinstig-
sten Verhiltnisse festzusetzen.

Die Wirkung des Fiillguts in Silo-
taschen und Behiltern mit verhiltnis-
miBig kleinem Querschnitt F wird unter
der Annahme eines in jedem waagerech-
ten Schnitt unverinderlichen Boden-
und Seitendrucks p,, p, bestimmt. Aus
dem Gleichgewicht der senkrechten
Krifte an einer durch zwei benach-
barte Querschnitte (Abb. 10} gebildeten
Scheibe entsteht folgende Differential-
gleichung:

Abb. 9. Briickenbildung in einem Braunkohlenbunker als
Beispiel fiir die Unsicherheit der Kraftwirkung in Silos.

Fdp,—yFdz+ wp,Udz=0. (19)
Hierin bedeutet dp, die Zunahme des Bodendrucks beim Fortschreiten um dz, ¢, den
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Seitendruck an der Silowand, u’ = tgé’ den Reibungskoeffizienten zwischen
Wand und Fiillung. F und U bezeichnen Fliche und Umfang der Zelle. Mit %, = p,/p,

wird
U
;%ff(l—e"'"iﬂ”“), p=t 22 ()

~ iy U Ry p' U

uumi.

y b=
3. p, und ¢, sind demnach Exponentlalfunktlonen deren Grenz-
* werte fiir z = o0

THTJ’H A o
z ¥ a7y y
Abb. 10. Ps, max — ;7 T’ Pb, ma.x— il ,u—): T (21)

Asymptoten bestimmen. Die Tangente an den Kurven in z =0
schneidet auf der Asymptote die Strecke z, ab (Abb. 11):

dz 1 1 F
zo=P,,max'd_p‘='ﬁf‘i’s,max=”;k1 o

(22)

-2 -z
Py = Ps, max (1 —¢ z°) , Do = Py, max (1 — € z°) . (23)
Bei Versuchen ist das Produkt k,u’ nahezu als konstant mit 0,25 bis 0,30 fest-

gestellt worden. Stiitzt man sich mangels besserer Erkenntnis auf die elemen-
taren Beziehungen aus der Theorie des Erddrucks, so ist

k= ?1;: = tg2 (45° — —) (24)

Tabelle 3. Physikalische Konstanten des Fiillgutes. und kl/" nach Tabelle 3

stets kleiner und damit
Fillgut ¢ /7;n3 @ ky = tg? (45“— %) w ungiinstiger als der fiir
den Ruhezustand gemes-
Gaskohle. . . .| 0,9 | 45° 0,172 o,30 sene Mittelwert 0,25 bis
Rohbraunkohle . | 1,0 | 35° 0,271 0,30  (,30.
Koks . . . . .| 06 | 45° 0,172 0,30 :
Minette . . . .| 1,8 | 45° 0,172 0,30 , B.el gegebeqem F! U7,
Zement . . . .| 1,4 | 40° 0,217 0,30 4 wird der Reihe nach der
Kleinschlag . .| 1,7 | 45° 0,172 o,30 Verhiltniswert %, und die
Roggen . . . .| 07 | 37° 0,248 044 Strecke Zo bert_achnet. Dann
Weizen . . . .| o,75| 25° 0,406 0,30 kann mit Hilfe der Ta-
Gerste . . . .| 0,63 260 0,390 0,45  belle 4 der Seitendruck 2,
ﬁ:if:r' R :30 307 g’ggg >47  fir eine Unterteilung der
R , ' 4 Strecke z unmittelbar an-
Bohnen . . . .| 0,75} 31° 40 0,312 44  gegeben werden. Diese
Erbsen . . . .| 0,81 | 25° 20’ 0,401 0,30 X . .
Leinsamen . . .| 0.66 | 24° 30’ 0.414 041 Rechenvorschrift ist in
Malz . . . . .} o53]| 22° 0,455 0,30 dem folgenden Beispiel
Salz . . .. .| 125] 40° 0,217 0,30- angewendet worden.

Tabelle 4. Funktionswerte 1 — L.

¢ 00 o5 10 15 20 25 30 35 40 45

o, 0,000 0,049 0,095 0,139 | 0,181 | 0,221 | 0,259 { 0,295 | 0,330 | 0,362
1, 0,632 0,650 0,667 0,683 | 0,699 | 0,713 | 0,727 | 0,741 | 0,753 | 0,765
2, 0,865 0,871 0,878 0,884 { 0,889 | 0,895 | 0,900 | 0,905 | 0,909 | 0,914
¢ 50 55 60 65 70 75 8o 85 90 95

o, 0,393 0,423 0,451 0,478 | 0,503 | 0,528 | 0,551 [ 0,573 | 0,593 | 0613
I, 0,777 0,788 0,798 0,808 | 0,817 | 0,826 | 0,835 | 0,843 | 0,850 | 0,858
2, 0,918 0,922. | 0,926 0,929 | 0,933 | 0,936 | 0,939 | 0,042 | 0,945 | 0,948
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Beispiel zur Siloberechnung (Abb. 11). Querschnitt der Zelle: 3,20 - 3,20 m2.
a) Roggen: y = 0,7t/m3; u’ = 0,44;
@ = 379; ky = 0,248;
F F
Pa, max = ;’—,L—] =127t/me; n=y; e =T7,33m.

b) Weizen: y = 0,75t/m3; u’ = 0,30;

@ = 25°; ky = 0,406;
yF i F
p,,m.x=“—,ﬁ=2,00t/m2. 2y= m =6,5Tm.

Die Ergebnisse sind in der Abb. 11 graphisch
dargestellt. Der lotrecht wirkende Bodendruck
ist nach (24) p, = p,/k;. Der auf die schrage
Wand wirkende Druck setzt sich aus Seiten-
druck und lotrechtem Bodendruck zusammen

/ in2? 20 . Abb. 11. Querschnitt des Silos.
P'=pysinda A pycosia (Der GrandriB der Zellen ist quadratisch.)
z ) Roggen - We{zei -
(m] ¢ = 2ol a—et (s [t/m?)| ¢ = Il r—et P, [t/m?)]
z et ] - 2z s
0 0
1,0 0,136 0,127 0,16 0,152 0,141 0,28
2,0 0,273 0,239 0,30 0,304 0,262 0,52
3.0 0,409 0,336 0,42 0,457 0,367 0,73
4,0 0,546 0,421 0,53 0,609 0,456 0,91
5,0 0,682 0,494 0,62 0,761 0,533 1,06
6,0 0,819 0,559 0,71 0,913 0,599 1,19
7,0 0,955 0,615 0,78 1,066 0,656 1,31
8,0 1,091 0,664 0,84 1,218 0,704 1,41
9,0 1,228 0,707 0,90 1,370 0,746 1,49
10,0 1,364 0,744 0,94 1,522 0,782 1,56
11,0 1,501 0,777 0,98 1,675 0,813 1,62
12,0 1,637 0,805 1,02 1,827 0,839 1,68
13,0 1,774 0,830 1,06 1,979 0,862 1,72
14,0 1,910 0,852 1,08 2,132 0,881 1,76
15,0 2,046 0,871 1,11 2,284 0,898 1,80
16,0 2,18 0,887 1,13 2,44 0,913 1,83
17,0 2,32 0,902 1,15 2,59 0,925 1,85
18,0 2,46 0,915 1,16 2,74 0,935 1,87
19,0 2,59 0,925 1,18 2,89 0,944 1,89
20,0 2,73 0,935 1,19 3,04 0,952 1,90
21,0 2,86 0,943 1,20 3,20 0,959 1,91
Im vorliegenden Beispiel ist « = 459, daher sin? = cosfa = —;~ und

= —é (1 -+ %) t. = 2,52 p, (Roggen) oder 1,73 p, (Weizen).

Versuche iiber die Druckverhiltnisse in Silos: Janssen: Z. VDI 1895. — Prante: Z. VDI.
1896. — Jamieson, J. A.: Engng. News Rec. Bd. 51 (1904). — Pleissner: Z. VDI 1906. —
Engesser: Z. Arch. u. Ingenieurw. 1908. — Lufft: Druckverhiltnisse in Silozellen. Berlin
'1920. — Dérr, H.: Silos. Handb. Eisenbetonbau Bd. 14 3. Aufl.
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7. Die Stiitzung des Tragwerks.

Ein Tragwerk wird auf den gewachsenen Erdboden oder vorbereitete Bauk&rper
gestellt. Sie bertihren sich dabei unmittelbar oder in besonderen Auflagern, die
eine relative Bewegung der beiden Teile zulassen.

Lager und Gelenke. Fiir die Kennzeichnung der Lager und Gelenke sind die geo-
metrischen Eigenschaften der Bewegung bei der Anordnung eines Lagers maQ-
gebend. Es beschrankt den Ireiheitsgrad des abzustiitzenden Korpers durch Fiih-
rung oder Festlegung einzelner Punkte, Linien oder Flichen und durch die starre
oder bewegliche Einspannung. Hierbei werden Reibungswiderstinde vernachlissigt.
Die Bezeichnung Auflager bleibt in der Regel denjenigen Stiitzkérpern vorbehalten,
deren Verschiebungen gegen diejenigen des Tragwerks klein sind und vernachlissigt
werden. Sonst erhalten die verbindenden Bauteile meist die Bezeichnung Gelenk
oder Fiithrung. Die kinematischen Eigenschaften der Auflager und Gelenke werden
durch den Freiheitsgrad der Bewegung oder mit geometrischen Stiitzenbedingungen
beschrieben und durch Stiitzen- und Verbindungsstibe (Anzahl ¢, v) erldutert.
Dabei wird dann oft nicht der allgemeine Fall der rdaumlichen Bewegung, sondern
die ebene Bewegung betrachtet. Hier wird die Stiitzung mit 2, 1 oder 0 Freiheits-
graden durch 1, 2 oder 3 Stiitzenstibe in verschiedener Anordnung beschrieben.
Die riumliche Stiitzung mit O bis zu 5 Freiheitsgraden verlangt 6 oder weniger bis
zu einem Stiitzenstab. Zur kinematisch bestimmten Stiitzung und Verbindung von
#n Bauteilen sind 3» oder 6# Stiitzenbedingungen notwendig, je nachdem die Be-
wegung auf die Ebene beschrinkt bleibt oder rdumlich ist.

Jede Stiitzenbedingung (Stiitzenstab) kann durch eine kinematisch Zquivalente
Stiitzkraft (Kriftepaar) ersetzt werden. Richtung und Lage sind durch die kine-
matischen Eigenschaften der einzelnen Stiitzung bestimmt. Das Tragwerk erhilt
mit Einfihrung der Stiitzkrafte die kinematischen Eigenschaften des frei beweg-
lichen Korpers. Er bleibt in Ruhe, wenn die Stiitzkrifte mit der Belastung im Gleich-
gewicht sind. Die Stiitzung heilit statisch bestimmt, wenn die Gleichgewichts-
bedingungen der Krifte in der Ebene oder im Raum zur Berechnung ausreichen.
Mit ¢ 4+ v > 3% oder ¢ + v > 6 ist die Stiitzung statisch unbestimmt.

Die Bedeutung der Lager und Gelenke beruht in der Klarung der geometrischen
Randbedingungen bei der Stiitzung und Verbindung der Bauteile und damit in
der zuverldssigen Beschreibung der inneren Krifte.

Flichenstiitzung. Der Spannungszustand einer Flichenstiitzung hingt von den
elastischen Eigenschaften des Tragwerks und von den physikalischen Eigenschaften
des stiitzenden Mittels ab. Die Problemstellung ist daher sehr allgemein und zwingt
zur Vereinfachung durch Idealisierung der Aufgabe.

Diese besteht in zahlreichen Fillen in der summarischen Beschreibung der
Sicherheit der Stiitzung durch Annahmen iiber die Normalspannungen. Sie werden
als lineare Funktion der Flichenkoordinaten eingefiihrt und kénnen dann statisch
bestimmt aus den duBleren Kriften berechnet werden. Der Ansatz geniigt bei ge-
ringer Verformung und Ausnutzung der Festigkeit der sich berithrenden Mittel.

Die Grenzfliche zahlreicher Baukérper erfihrt durch die Belastung nur un-
wesentliche Forminderungen, die vernachlissigt werden. Der Spannungszustand
hingt dann allein von der GréBe und UmriBform der Grenzfliche und von den
physikalischen Eigenschaften des stiitzenden Mittels ab. Sind die elastischen Ver-
schiebungen des abgestiitzten Bauteils von Bedeutung, so besteht auBerdem noch
eine Beziehung zwischen diesen und den Spannungen an der Grenzschicht.

Das stiitzende Mittel besitzt bei der einen Gruppe von Bauaufgaben Zug- und
Scherfestigkeit und isotrope, elastische Eigenschaften. Der Spannungs- und Form-
inderungszustand kann dann nach den Ansitzen beschrieben werden, welche in
der Elastizitdtstheorie fiir den elastischen Halbraum abgeleitet sind. Die Rand-
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spannungen werden dabei unendlich grol} (I), fiihren also zu einer plastischen Defor-
mation und damit zu ciner Angleichung des Spannungsverlaufes (II) an die be-
kannten linearen Spannungsbilder (Abb. 12).

Sie erfahren bei sandigen und bindigen Bodenarten eine grundsitzliche Anderung,
da deren Tragfihigkeit im wesentlichen auf dem Widerstand gegen die senkrechte
Verschiebung der einzelnen Bestandteile beruht. Die Schubfestigkeit aus Kohision
und Strukturwiderstand’ besitzt nur untergeordnete Bedeutung. Daher ist die
plastische Verformung des stiitzenden Mittels am Rande der belasteten Fliche
groB und die Lastaufnahme in diesem Bereiche gering. Hieraus erkliren sich die
Spannungsbilder Abb. 13, deren Verlauf bei demselben stiitzenden Mittel von der
Form und Gr6Be der Grenzfliche abhingt. Die Versuchsergebnisse berechtigen
in diesem Falle zur Annahme einer parabolischen Verteilung der Spannungen.
Die Randstoérungen vermdgen auBerdem die von F. Kégler bemerkte Erscheinung
zu begriinden, daB der Baukérper sich in natiirlicher GréBe mehr verschiebt als
im ModellmaBstab bei dquivalenter Belastung der Grenzfliche. Der Unterschied
wichst bei zunehmender ' Belastungsintensitit. '

Diese Untersuchungen bilden einen Teil der Bodenmechanik und werden hier
nur wegen ihrer grundsitzlichen Bedeutung fiir die Stiitzung von Bauwerken er-
wihnt, da die Spannungsverteilung in der Grenz-
schicht fiir die Festigkeit steifer Baukérper, homo-
gene Beschaffenheit des stiitzenden Mittels voraus-
gesetzt, in der Regel unwesentlich ist. Sie kann
dagegen bei der elastischen Verformung durch-
gehend gestiitzter Triger und Platten unter Ein- /
zellasten nicht vernachlissigt werden. Die Span-
nungen q in der Grenzschicht sind hier eine Funktion
der elastischen Verformung des Bauteils und des Verschiebungszustandes, also der
physikalischen Eigenschaften des stiitzenden Mittels. Die Verkniipfung ist unbe-
kannt. Daher wird der Anteil der Funktion aus den Abmessungen der Grenzfliche
und aus den physikalischen Eigenschaften des stiitzenden Mittels durch eine fiir den
Einzelfall charakteristische konstante GréBe ¢ ausgedriickt und die Spannung in
erster Anniherung proportiomal zur Einsenkung » angenommen (¢ = cw). Dabei ist
bekannt, daB diese auch von dem benachbarten Spannungsbereich abhingt. Der
Ansatz ist hierfiir durch K. Wieghardt erweitert worden, ohne dabei allerdings
den Verschiebungszustand der Unterlage zu beriicksichtigen.

Man begniigt sich daher bei Bauaufgaben ebenso wie in anderen Teilgebieten
der Mechanik mit der linearen Abhingigkeit zwischen ¢ und w. Der Ansatz kann so
lange als brauchbar angesehen werden, als die Ergebnisse der Rechnung, abgesehen
von Randstérungen, mit den Beobachtungen nicht im Widerspruch stehen und die
Sicherheit des Bauwerks verbiirgen.

Der Buchstabe ¢ bedeutet nach der Erlduterung einen fiir jede Aufgabe charak-
teristischen Leitwert, mit welchem der Ansatz w = g/¢ qualitativ richtige und
quantitativ brauchbare Ergebnisse liefert. ¢ kann nach der mittleren Senkung w,,
eines Fundaments auf elastisch isotropen Halbraum abgeschitzt werden.

Die Elastizitatstheorie liefert hierfir folgende Zahlen:

Abb. 12. Abb. 13.

F m2 P

w,,,:p,,,r—;—; C=mE; Pm=TF i also c=%. (25)
C ist eine Materialkonstante, » eine von der Form der Flache abhéingige Konstante,
die fiir steife Fundamente in Kreis- und Quadratform mit » =: 1,06 bis 1,13, fir
Rechtecke mit dem Seitenverhiltnis a:bd=v» und v =2 mit » = 1,09; v =5,
x=122;v =10, » = 1,41 ;v = 100, » = 2,70 anzusetzen ist. Fiir C hat F. Schlei-
cher die folgenden Zahlen aus der Literatur zusammengestellt (s. Tabelle 5 S. 18).

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 2
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Die Verwendung dieser Zahlen in Gl. (25) bedeutet zwar nur eine Abschitzung der
GroBenordnung des Leitwertes ¢, sie wird aber in vielen Fillen geniigen, wenn die
wahrscheinliche Loésung durch

Tabelle 5. Annahme eines oberen und

Bodenart C _ unteren Betrages in Grenzen

. kg/em?  eingeschlossen wird. In ande-

Gewachsener Sandboden . . . e 55 ren :.Fﬁlle_n wird man die vor-
Feiner, im Wasser abgelagerter Sand. . . . . 60 aussichtlich zu erwartende
Hendesanld o e Sand 100 Druckverteilung durch Boden-
Emmiiuiiis i gatinpies S e untersuchungen aufsukiren
Sandschiittung nach lang]ahnger Lagerung . 220 versuch(.en ur}d hl?rbe} vor
Gewachsener Lehmboden . . . . .| 380 allem die Gleichartigkeit der

Dichte, Pre8barkeit und Was-
scrdurchldssigkeit des stiitzenden Mittels auch auBerhalb der Grenzfliche feststellen.
Die Unterschiede sind fiir die bauliche Gestaltung und die Sicherheit der Anlage
oft von ungleich groBerer Bedeutung als das Einzelergebnis.

Zimmermann, H.: Die Berechnung des Eisenbahnoberbaues. Berlin 1888. — Engesser:
Zur Theorie des Baugrundes. Zbl. Bauverw. 1893. — Bastian: Das elastische Verhalten der
Gleisbettung. Diss. \lunchen 1906. — Stotzner: Erzielung gleicher Fundamentsenkung. Diss.
Braunschweig 1919. — Wieghardt, K.: Uber den Balken auf nachgiebiger Unterlage. Z.
angew. Math. Mech. 1922 S. 165. — Schultze, J.: Bodentragfihigkeit. Z. angew. Math. Mech.
1923 S.19. — Terzaghi: Erdbaumechanik. Leipzig 1925; Die Wissenschaft der Griindungen,
1927. — Schleicher: Zur Theorie des Baugrundes. Bauing. 1926 S. 934; Beton u. Eisen 1927
S.183. — Hugi: Druckverteilung im ortlich belasteten Sand. Diss. Ziirich 1927. — Kégler-
Scheidig: Druckverteilung im Baugrunde. Bautechn. 1927 Heft 31. — Vorschlige und Richt-
linien ftir Probebelastungen des Deutschen Baugrundausschusses. UnterausschuB f.
Tragfihigkeit (Merkblatt). Bauing. 1929 S. 821; Bautechn. 1929 S. 870. — Gerber: Druck-
verteilung im ortlich belasteten Sand. Diss. Ziirich 1929. — Hertwig, A.: Die dynamische
Bodenuntersuchung. Bauing. 1931 S. 457. — Scheidig, A.: Die Berechnungsgrundlagen durch-
gehender Fundamente und die neuere Baugrundforschung. Bautechn. 1931 S. 275. — Derselbe:
Baugrundforschung und Fundierungswesen. Bauing. 1932 S. 316.

8. Verformung und innere Krifte.

Die unmittelbare, der Beobachtung zugingliche Folge der Belastung ist der
Verschiebungszustand des Bauteils. Er wird durch die absoluten Verschiebungs-
komponenten #, v, w aller Punkte des Korpers beschrieben. Die Untersuchung
sctzt gleichartigen Werkstoff und den allmihlichen, stetigen Verlauf der Bewegung
ohne Stérung des Zusammenhanges voraus. Die Verschiebungskomponenten sind
in diesem Falle stetige und differentiierbare Funktionen der Koordinaten
(- - u(x,y,z)). Sie konnen daher auf die Verzerrung eines infinitesimalen Parallel-
cplp(ds dV dx dy dz bezogen werden. Diese besteht in der Anderung der Lange
der drei Kanten und der drei rechten Winkel zwischen je zwei Kanten. Die sechs
Verzerrungskomponenten gelten als verschwindend klein, so daB alle von zweiter
Ordnung kleinen Anteile vernachlissigt werden.

dx —>dx + g,dx usw., {(dx,dy)»%—y” usw.

Die bezogenen Lingenidnderungen e, ¢, ¢; werden als Dehnungen, die Winkel-
inderungen ¥;,, ¥Yys, Vs als Gleitungen bezeichnet.

Aus u+du—u+ dx+—d +£¢;Z
folgt fiir dy =0, +du) — )
S g= UINTY 20 s |
£= (26)
dv ou
}’zy=—0—x'+6—y usw. l
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Die Verformung ruft die inneren Krifte ¢dF, tdF hervor, die ebenfalls als stetige
Funktionen der Koordinaten angenommen werden. Sie erzeugen in Verbindung mit
dem Bewegungsvorgang einen Arbeitsvorrat, also Forminderungsenergie, die bei
der Entlastung innerhalb eines ausgezeichneten Spannungsbereichs infolge der
besonderen physikalischen Eigenschaften des Werkstoffs wiedergewonnen werden
kann. Der Werkstoff heit dann elastisch, die obere Begrenzung jenes Bereichs
Elastizitatsgrenze. Die Verformung wird als plastisch bezeichnet, wenn sie ohne
Belastungsinderung fortschreitet und bleibende Forminderungen entstehen. Werk-
stoffe, deren Elastizitidtsgrenze gleichzeitig Bruchgrenze
ist, heilen sprode. Die an dem infinitesimalen Parallel- ?‘
epiped angreifenden Spannungen werden in drei Normal- |
spannungen ¢ und in sechs Schubspannungen 7 zerlegt. :
Sie stehen mit den am Prisma angreifenden Massen- :T "
kraften im Gleichgewicht. Hieraus ergeben sich nur | i s
sechs Bedingungsgleichungen. Der Spannungszustand S “
ist daher statisch unbestimmt. ¢ S

Erfahrungsgemaf} sind die Spannungen mit den Ver- Abb. 14,
zerrungskomponenten durch ein Elastizititsgesetz ver-
kniipft, dessen Form von der physikalischen und chemischen Konstitution des
Werkstoffs bestimmt wird. Sind die elastischen Eigenschaften isotrop und homo-
gen, so wird nach R. Hooke der folgende lineare Zusammenhang angenommen:

Y
7

[£~4

L7 P

3

1 TV
&=x [0z — M (Uu + Uz)] USW., Ygy = % usw.;
0,=2G <€z + - H e) usw., T, = Gy,, usw.; (27)
1—-2u g
E 1
e=2¢+ ¢ + &, G=§(l~§}'¥}lj’ n= .

E und die reziproke Poissonsche Zahl 1/m = u sind die fiir einen isotropen,
homogenen Werkstoff charakteristischen elastischen Konstanten. Der Ansatz gilt
mit groBer Anniherung fiir jeden Werkstoff innerhalb eines mehr oder weniger
begrenzten Spannungsbereichs. Er kann als das lineare Glied einer allgemeinen
Funktion angesehen werden, das zur Beschreibung der Abhingigkeit zwischen Form-
dnderung und Spannung innerhalb der Proportionalititsgrenze des Werkstoffs
genigt.

Der Spannungs-, Verzerrungs- und Verschiebungszustand eines Kérpers wird
in jedem Punkte durch neun Spannungskomponenten o, v, sechs Verzerrungskom-
ponenten ¢,y des differentialen Prismas und durch die drei zugeordneten Ver-
schiebungskomponenten %, v, w beschrieben. Die Spannungs- und Verzerrungskompo-
nenten werden mit dem sechsgliedrigen Ansatz des Elastizitdtsgesetzes (27), den sechs
Bezichungen zwischen Verzerrungs- und Verschiebungskomponenten (26) und mit
den drei Gleichgewichtsbedingungen gegen Verdrehung des Prismas eliminiert.
Daher bleiben die drei Projektionsgleichungen des Gleichgewichts der an einem
infinitesimalen Parallelepiped angreifenden inneren Krifte und Massenkrifte als
Funktionen der drei unbekannten Verschiebungen u, v, w iibrig. Die Losung ist
also cindeutig. Einer gegebenen Gruppe eingeprigter duBerer Krifte ist nur ein
Spannungs- und Verschiebungszustand zugeordnet. Der Ansatz ist linear, das Er-
gebnis daher von der Aufteilung der eingeprigten Lasten und von der Superposition
der Teilwirkungen unabhingig.

Energiebetrachtungen. Spannungs- und Forminderungszustand werden durch
den Begriff der Forminderungsarbeit verkniipft, die gegen die entstehenden inneren
Krifte geleistet wird. Dabei wird allmihliche Steigerung der Belastung angenommen,
so daB die erregten inneren Krifte mit den eingeprigten duBeren Kriften im Gleich-

2#
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gewicht sind. Die aufgewendete Arbeit wird in diesem Falle vollstindig als Form-
anderungsenergie aufgespeichert. Betragen die Spannungen in einem Zwischen-
zustand o', v, so ist die Zunahme der auf die Volumeneinheit bezogenen Form-
dnderungsenergie A;

AA; = o, de, + oy de, + 0,de, + T, Yy + Ty, dY,, + T AV, .

In Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz ergibt sich nach AbschluB des Be-
wegungsvorganges ¢,y mit ¢ und 7 als den Endwerten der Spannungen

Jani=Ai=1(0,6,+ 0,6, + 0r6. + TayVay + TysVus + TaVss) . (28)

Die bezogene Forminderungsenergie ist also halb so groB, als wenn die Endwerte
der Spannungen vom Beginn der Belastung an vorhanden gewesen wiren. Sie kann
mit dem Hookeschen Gesetz zu einer homogenen quadratischen Funktion um-
geformt werden, deren Verinderliche entweder die Verzerrungskomponenten oder
die Spannungskomponenten sind.

Ai=Ai(e,7); A= Ailo, 7).

Demnach lassen sich partielle Ableitungen der Forminderungsenergie A; nach den
Forminderungskomponenten und nach den Spannungskomponenten bilden. Mit
(27) ist
%"3—(}& =0, usw., W &; USW, (29)
Das volistindige Differential der bezogenen Forminderungsarbeit ist dann

dA = Pty SR de, + ot e+ o Ay, + St Ay, + Sl dy,,

=0zde; + a,de, +o0,de, + Tzvd}'zv + 74,47y, + Tzzdyzz . (30)
Die Forminderungsenergie kann daher als Potentialfunktion der inneren Krifte
angesehen werden. Sie ist in Ubereinstimmung mit den gleichgearteten Beziehungen
der rationalen Mechanik des Massenpunktsystems unabhingig von dem geo-
metrischen Ablauf der Bewegung und wird nur von den Anfangs- und Endwerten
bestimmt.

Die Verzerrungskomponenten ¢, o sind nach (26) Funktionen der Verschiebungs-
komponenten und kénnen in (28) eingesetzt werden. Die gesamte Forminderungs-
energie 4, wird durch Integration iiber den ganzen elastischen Bereich erhalten und
durch partielle Integration umgeformt. Das Ergebnis ist

A,-=fA,~dV=%f(o,s,-}-a,s,,—}-tr,s,+Tz,y,,,+t“y” + Ta Vi) AV
=3 [(peu+p,v+1,2)d0+ 3 [(Xu+ Yv4 Zw)dV. (31)

Hierbei bedeuten p,, ¢, #, die Komponenten der an dem infinitesimalen Ober-
flichenteil ,,1 des Korpers angreifenden Flichenkrifte und X, Y, Z die Kompo-
nenten der an dem infinitesimalen Volumenteil ,,1‘ angreifenden Massenkrifte. Die
Arbeit der duBeren Krifte ist also halb so groB, als wenn die Endwerte wihrend der
Dauer des ganzen Vorgangs wirken wiirden (Clapeyronsches Gesetz).

Um die Beziehungen der Forménderungsarbeit zum Forminderungs- und Span-
nungszustand zu untersuchen, wird das Ergebnis (31) mit denjenigen verglichen,
die sich entweder bei einem benachbarten Forminderungszustand (e + d¢, y + 09)
oder bei einem benachbarten Spannungszustand (¢ + do, T + dt) ergeben. Die
Forminderungsarbeit 4; = A, (¢ + d¢,y + dy) oder A; = A4, (0 + do, T+ d7) wird
hierzu nach Taylor in eine Reihe entwickelt, deren erste Variation nach den Ver-
zerrungskomponenten folgendermaBen lautet:

(SAf =f(01653 + Gvéev + 0, 682 + Tzv 6?&‘1 + Tvz 671/: + LIT ayzz) dV' (32)
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Die Einfithrung der Verschiebungskomponenten und die partielle Integration des
Ausdrucks liefert im Falle des Gleichgewichts der inneren und duBeren Krifte

84, = (P08 + p,0v + p,00)d0 + [ (X4 + Yév + Zéw)dV.  (33)

Durch die Gleichsetzung der beiden Ausdriicke d4; werden die Spannungen o, 7,
die mit der Belastung p, & im Gleichgewicht stehen, mit einem virtuellen Ver-
schiebungszustand é#, v, dw verkniipft, der mit dem Verzerrungszustand d¢, dy
vertriglich ist. Die Strecken d#, dv, dw sind verschwindend klein, um die Taylor-
entwicklung fiir A; — A, bereits mit der ersten Variation abbrechen zu kénnen.

84, = [ (p.08+ p,0v + p,8w)d0 + [ (X du + Yév+ Zéw)dV
= f(azasz + 0’,68” + 0’,68, + Tzy 6}'“, + rvzaytlz + rzzayzz) av. (34)

Das Ergebnis wird als Prinzip der virtuellen Verriickungen bezeichnet. Die Arbeit
der eingeprigten duBeren Krifte ist bei einer virtuellen Verriickung des elastischen
Systems gleich der virtuellen Arbeit der inneren Krifte, welche mit ihnen im Gleich-
gewicht stehen. Der virtuelle Verschiebungszustand unterliegt naturgemiB den vor-
geschriebenen Randbedingungen. Die Anderungen 6%, dv, dw sind daher iiberall
an der Oberfliche Null, wo die Verschiebungen vorgeschrieben werden. Die Ver-
schiebungen werden also nur dort variiert, wo die Oberflichenkrifte bekannt sind.

In dem Ansatz (33) ist daher f pa0ud0 = 6 ( f p#d0). Er kann daher folgender-
maBen geschrieben werden:

8[A;— [(po4 + pyv 4+ p,0)d0 — [ (Xu+ Yv+ Zw)dV]=0. (35)

Der Inhalt der Klammer ist ein Ausdruck fiir die gesamte potentielle Energie des
elastischen Systems. Sie ist ein Minimum, wenn die duBeren und inneren Krifte im
Gleichgewicht sind.

Bei dem Vergleich der Forminderungsenergie 4, (o, t) mit derjenigen eines be-
nachbarten Spannungszustandes 4, (o 4 da, 7 4 07) stehen die inneren Krifte
(0 + d0, T + O7) mit einer benachbarten Gruppe der eingeprigten Krifte-(p + dp,
f® + 0 8®) im Gleichgewicht. Dasselbe gilt daher auch von der Anderung der Span-
nungen (8¢, 67) und der virtuellen Belastung (6p, 6 ®). Die Reihenentwicklung von
A;= A; (o + 60,7 + 67) liefert nach Taylor

1=A4,0,7) + [(6:00. + £,00, + €, 80, + Ve yOTay + ¥5:0Tys + 7. .07, )dV + 84 (0, 7).

Durch Einfilhrung der Verschiebungskomponenten #, v, w fiir die Verzerrungs-
komponenten und partielle Integration wird die erste Variation

6Al' = f (ezaaz + Eﬂéaﬂ + sz 602 + szarzv + yyz 612’2 '*'.}'zzatny) dV
= [(4dps+ v0p, + w8p,)d0 + [(wdX +v8Y + wdZ)aV. (36)

Die virtuelle Forminderungsenergie der inneren Krifte ist also auch fiir einen
virtuellen Spannungszustand gleich derjenigen der duBeren Krifte. Die Ausdriicke
beider Seiten verkniipfen den wirklichen Verschiebungs- und Verzerrungszustand
mit einem von diesen unabhingigen Spannungs- und Kriftebild.

Wird iiber die frei wihlbare Anderung des Kriftebildes (dp, &) derart verfiigt,
daB 0® = 0 und die Oberflichenkrifte nur dort abgeindert werden, wo die Ver-
schiebungskomponenten #, v, w vorgeschrieben sind (AnschluB oder Stiitzung), so
ist f udp,d0 = é(fup,dO). Der Ansatz (36) kann daher folgendermafen ange-
schrieben werden:

8A; — [(upa+vp, + wp,) d0) = 0A4F =0 (37)

Die Funktion 4] wird als Erginzungsarbeit bezeichnet. Sie wird zum Minimum,
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wenn das Feld der inneren Krifte mit der gegebenen Belastung des Kérpers im
Gleichgewicht ist.

Satz von Betti. Der Begriff der virtuellen Arbeit einer Gruppe von duBeren
Kriften P bei einer virtuellen Verriickung ihrer Angriffspunkte du, dv, dw kann
noch erginzt werden, wenn diese als Folge einer anderen Belastung £, angesehen
und daher als #y, vy, wy bezeichnet wird. Da die Belastung P ebenfalls einen
Verschiebungszustand hervorruft, der fiir dic Belastung £ virtuell ist, entstehen
zwei virtuelle Arbeiten.

f(pm"0+pvv0+pzw0)d0 und f(qz“P'{'QﬂvP"{‘qsz)dO'

Sie kénnen beide als Funktion der Komponenten des Spannungs- und Verschiebungs-
zustandes des elastischen Korpers angegeben werden. Da nun 4, eine homogene
quadratische Funktion dieser Komponenten ist, 148t sich leicht einsehen, dafB fiir
jeden elastischen Korper

04 {(ap, Tp) (€q> ?’a)} = 6Ai{(aav 7o) (ep, Vp)} l

und hiermit (38)

f@z“o + pyvq + D, %) 40 = f(%“p + 9,vp + ¢, wp)dO. l

Damit ist der Satz von der Gegenseitigkeit der Wirkung allgemein bewiesen.

Anwendung bei technischen Aufgaben. Die Voraussetzungen zur Elastizitéts-
theorie bedeuten eine weitgehende Idealisierung der physikalischen Eigenschaften
der Werkstoffe. Die Ergebnisse sind daher auch nur unter dieser Voraussetzung im
Vergleich mit dem wirklich vorliegenden Verschiebungs- und Spannungszustand
streng. Das Bild bedarf in Wirklichkeit der Erginzung durch diejenigen Anteile,
welche sich aus der inhomogenen und anisotropen Beschaffenheit der Werkstoffe
und durch die Annahmen im Elastizititsgesetz ergeben. Aus diesem Grunde besitzen
auch angeniherte Losungen technischer Festigkeitsaufgaben Bedeutung, welche
die durch Messung oder Beobachtung festgestellten kinematischen Eigenschaften
am verzerrten Bauteil verwerten. Sie werden in der Regel aus Symmetriebetrach-
tungen und aus Annahmen iiber Randwerte des Spannungs- und Verschiebungs-
zustandes abgeleitet. Hierzu tritt die Beachtung der geometrischen Eigenschaften
des Bauteils, da sehr oft einzelne Abmessungen gegeniiber anderen als klein zuriick-
treten. Man unterscheidet hiernach die Schalen, die Platten, die Scheiben, die Stibe
und entwickelt aus besonderen Annahmen iiber den Spannungs- oder Verschiebungs-
zustand vereinfachte Loésungen. Auf diese Weise entsteht neben der strengen Elasti-
zitdtstheorie eine Theorie {iber die Festigkeit der Schalen, Platten, Scheiben und
Stibe, so daB der Festigkeitsnachweis irgendeines Bauteils oder Tragwerks stets
dessen Idealisierung nach einer dieser Bauformen voraussetzt.

Auch diese Ansitze rechnen mit einem gleichartigen Baustoff und homogenen
und isotropen Eigenschaften. Diese Voraussetzungen sind fiir Bauteile aus Eisen-
beton nicht erfiillt, so daB die Ergebnisse der Festigkeitslehre um so weniger be-
friedigen, je gréBer die Forminderungen sind. Diese 4ndern sich hier nicht allein
mit den Abmessungen und der Form des Querschnitts, sondern auch mit der Grofe
und Art der Bewehrung, mit der Herstellung und dem Alter des Betons. Sie werden
auBerdem durch Haarrisse beeinfluBt, welche unter Umstinden wihrend der Be-
triebsbelastung entstehen. Hieraus ergibt sich eine gewisse Unsicherheit in der Be-
urteilung der elastischen Eigenschaften der Bauteile aus Eisenbeton. Daher sind die
Ansitze fiir homogenen und isotropen Baustoff auf Veranlassung des Deutschen
Ausschusses nachgepriift worden. Die Hefte 18 und 28 der Forschungsarbeiten
enthalten einen Vergleich zwischen den gemessenen und gerechneten Forménde-
rungen. Hiernach stimmen die nach § 17 der Bestimmungen fiir homogenen und
isotropen Baustoff ermittelten Forminderungen bei sachgemiBer Bewehrung inner-



Der Spannungszustand der Scheiben und Trager. 23

halb der Betricbsbelastung in hinrcichendem MaBe mit den Versuchscrgebnissen
iberein. Die einwandfreie konstruktive Gestaltung eines Bauteils sichert demnach
im Rahmen der Gebrauchsbelastung die Eigenschaften, welche zur summarischen
Beurteilung der Formiinderung von Bauteilen aus Eisenbeton nach der Elastizitats-
theorie nétig sind.

Lorenz, H.: Technische Elastizititslehre. Miinchen-Berlin 1907. — Trefftz, E.: Mathe-
matische Elastizititstheoric. Handb. der Physik Bd. 6: Mechanik der elastischen Korper. Berlin
1928. — Foéppl, A.u. L.: Drang und Zwang 2. Aufl. 1928.

9. Der Spannungszustand der Scheiben und Trager.

Die Scheibe ist ein durch zwei parallele Ebenen begrenzter Baukdrper, dessen
Stirke d gegen die Abmessungen a, b in der x, y-Richtung klein ist. Bei Belastung
der Scheibe in der Symmetrieebene sind an den Flichen z = + 4/2 die Spannungen
6,=0,1,,=0,1,, =0, so daB auch in der Symmetrieebene (z = 0) mit einem
ebenen Spannungszustand gerechnet werden kann. Die Bedingung d < a, b ist bei
zahlreichen Bauformen erfiillt.

Die Untersuchung cines homogenen Baukérpers, dessen Querschnitt konstant
und dessen Linge in der z-Achse gemessen unendlich groB ist, 148t sich bei gleich-
férmiger Belastung auf cine zur z-Achse winkelrechte Scheibe von der Tiefe d =1
beschrinken. Die Komponente w der Verzerrung ist in diesem Falle Null. Dasselbe
gilt von der Schubspannung 7,,, 7,,. Ohne Riicksicht auf die Lingsspannung o,,
die in der Regel klein gegen o, und o, ist, kann die Sicherheit des Tragwerks nach
einem ebenen Spannungszustande o,,0,, 7,, beurteilt werden.

Das ebene Spannungsproblem ist fiir einige Aufgaben analytisch mit der Airy-
schen Spannungsfunktion, fiir andere, vor allem technisch wichtige Fille, versuchs-
technisch durch Aufmessung des Verschiebungszustandes und optische Methoden
untersucht worden. Die Rechnung fithrt nur bei einzelnen idealisierten Problemen
des elastischen Halbraums und der Balkenbiegung zur Lésung. Aus diesem Grunde
hat man sich bei der Beschreibung des Spannungszustandes besonders auch im
Bereich von Ecken und an der Verzweigung von Scheiben mit Niherungen, oft
sogar nur mit einer qualitativ befriedigenden Lésung begniigt, um hiernach bau-
technisch einwandfrei gestalten zu kénnen.

In Verbindung mit der hieraus gewonnenen Erkenntnis werden im Bauwesen
einfache Ansitze fiir die Spannungsverteilung verwendet, welche bei dem Vergleiche
mit der strengen Rechnung oder versuchstechnischen Beobachtung befriedigen.
Aus diesem Grunde wird die Verteilung der inneren Kréfte an Querschnitten winkel-
recht zur Mittellinie der Scheiben betrachtet. Sie bleiben wihrend ciner Gebrauchs-
belastung erfahrungsgemiB eben und winkelrecht zur Mittellinie, zumal wenn die
Hohe gegen die Linge der Scheiben zuriicktritt. Diese durch Beobachtung ge-
wonnene Erkenntnis wird im Gegensatze zu den geometrischen Beziehungen (26)
der Elastizititstheorie als Grundlage einer technischen Theorie gewihlt. Das Ergeb-
nis ist um so brauchbarer, je besser die geometrischen Vertriglichkeitsbedingungen
durch die Annahmen der technischen Theorie erfiillt werden. Sie ist mit gutem
Erfolg durch Messungen nachgepriift worden und besitzt als quantitativ aus-
reichende Anniherung fiir die Beschreibung der Festigkeit von Bauteilen grund-
legende Bedeutung.

Die Annahme ciner cbenen Verschiebung der Querschnitte fithrt mit dem Hooke-
schen Gesetz zum Geradliniengesetz fiir die Spannung ¢ und damit zur angenidherten
Beschreibung des Spannungszustandes von hohen Triigern und Scheiben. Der lineare
Ansatz wird insbesondere bei der Untersuchung von Schwergewichtsstaumauern
verwendet.

Der Spannungszustand einer Scheibe wird in jedem Punkte, gleichviel welcher
Ansatz als Grundlage gewihlt worden ist, durch die Spannungen o,, 6y, T,y fir
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Schnitte in Richtung eines ausgezeichneten Achsensystems beschrieben (Abb. 15).
Sie bilden einen Tensor, der durch die Gleichungen

/1_/ 6, = 0, cos’a + o, sin®a + 27, cos & sina,

b . .

N % 0, =0 sin?a + 0, cos?a — 21,,cosa sina , 39
b x v zy

T,y = (0, — 0,) cosasin & — 7., (cos?a — sin?a)

7% auf ein beliebiges um den Winkel « gedrehtes Koordinaten-
- system a, b transformiert werden kann. Dies geschieht geo-
% metrisch durch den Mohrschen Kreis. Hierbei ergeben sich

&

fir « = ay die Grenzwerte der Normalspannungen g,, 0, mit
Abb. 15. Tep =0, flir @ = a, die Grenzwerte der Hauptschubspannun-
gen 1, , mit 6, =0, o, = 0.

27,y

0: +0 1 2 . — .
0= 5 k310 —0,)2+47%,; g2ag= "

(40)

Te=£ 3V -0l + 47, tg2a="5"")  %— oy=45°.
GroBe und Richtung der Hauptspannungen werden am einfachsten geometrisch
durch den Mohrschen Kreis bestimmt.

Die Ergebnisse dienen zu einer graphischen Beschreibung des Spannungsieldes
(Abb. 16). Die Richtungen der o, ,, 7, , aller Punkte bilden die Trajektorien. Sie
werden am besten aus Spannungsisoklinen abgeleitet, welche die Punkte gleich-
gerichteter g, , und 7, , verbinden. Die Trajektorien zweier gleichartiger Haupt-
spannungen a,, 0; und - 7, , kreuzen sich rechtwinklig, wihrend die Biischel der
01,2 und 7, , in jedem Punkte den Winkel 45° einschlieBen. Das Bild kann durch
die Kurven gleich groBer Hauptspannungen und gleich groBer Hauptschubspan-
nungen erginzt werden. ‘

a +44000 b —
]
/,
3
y=24 t/m? |
3
& S
N, RS
2., s
S/ \NOASCAN A AN vz - < [
S 8 S § LR S b
¥ § § § § ¢ ¥MESg S 39 L

Abb. 16. Beschreibung des Spannungszustandes eines Talsperrenquerschnittes (Saidenbachtalsperre, Chemnitz).

Kurvenscharen 1 und 2: Trajektorien der Hauptspannungen o; und ag.
Kurvenscharen Jund!I: Linien gleicher Hauptspannungen o; undog.
Kurvenschar 3 : Trajektorien der Hauptschubspannungen zg.
Kurvenschar 111 : Linien gleicher Hauptschubspam}ungen Tm.

Bei der Anwendung im Bauwesen werden die Normalspannungen besser durch
die auf die Léngeneinheit bezogenen Lingskrifte N,, N, und N,, N, in kg/m, die
Schubspannungen durch die auf die Lingeneinheit bezogenen Schubkrifte N,
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und N,, ersetzt. Die Beziehungen (39) und (40) werden hierdurch nicht ge-
dndert. Sie sind fiir Scheiben aus Eisenbeton durch W. Fliigge erweitert worden
und bilden in dieser Form ein wertvofles Hilfsmittel fiir die einwandfreie Stahl-

bewehrung.

Jackson, A.: Spannungslinien. Diss. Stuttgart 1916. — Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang.
Bd. 1, 2. Aufl. Miinchen 1928. — WyB, Th.: Die Kraftfelder in festen elastischen Kérpern.
Berlin 1926.. — Miura, Akira: Spannungskurven in rechteckigen und keilférmigen Trigern.
Berlin 1928. — Mohr, O.: Technische Mechanik, Abhandlung VIII. Der Spannungszustand
einer Staumauer. 3. Aufl. Berlin 1928. — Foéppl, L.: Mitteilungen aus dem Mechanisch-Tech-
nischen Laboratorium d. Techn. Hochschule Miinchen, 3. Folge. Miinchen 1930. — Fliigge, W.:
Die Spannungsermittlung in Scheiben und Schalen aus Eisenbeton. Ing. Arch. 1930 S. 481. —
Coker u. Filon: Photo-Elasticity. Cambridge 1931.

10. Der Spannungszustand des Stabes.

Scheiben, deren Querschnittsabmessungen im Vergleich zur Linge klein sind,
werden als Stibe bezeichnet. Die Schwerpunkte der Querschnitte bilden die Stab-
achse. Sie ist gerade, gekriimmt oder zu einem Stabzug gebrochen. Die Stibe werden,
einzeln oder zu Gruppen vereinigt, je nach der Verbindung als ebene und ridumliche
Stab- oder Fachwerke verwendet. Der Querschnitt ist nicht wie bei der Scheibe
immer ein Rechteck, sondern erhilt zahlreiche fiir das -

Bauwesen charakteristische Formen. Man unterscheidet
ein- und mehrfache Querschnitte und trennt Quer-
schnitte mit ein- und mehrfacher Symmetrie von den-—j o dy=dd
jenigen ohne Symmetrie. —-zu
Jeder Querschnitt wird auf ein rechtwinkliges Ko- = Qdyy
ordinatensystem bezogen, dessen Ursprung im Schwer- 0 S
punkt S liegt und dessen Achsen y, z Haupttrigheits- g e
achsen sind, so daf 5z
¥
[ydaF=0, [zdF=0, [yzdF=0. (41) 3
F F F Abb. 17.

Die geometrischen Eigenschaften werden durch die
Flache F, die Haupttrigheitsmomente J,, J, und den Kern beschrieben.

Mit der Definition des Stabes ist im Gegensatz zur Scheibe die Méglichkeit einer
raumlichen Belastung verbunden. Sie fithrt im allgemeinen neben der relativen
Verschiebung benachbarter Querschmtte in Richtung der x-Achse du, = ¢,dx und
der relativen Neigung dy, + dy, um eine zur Stabachse senkrechte Drehachse auch
zu einer Verschiebung dv, I dw, und zur Verdrillung ¢ der Stabachse (Abb. 17).
Die letzten beiden Komponenten sollen jedoch so klein sein, daB die Verzerrung des
Querschnitts als eben angesehen und durch

gdx =¢gdx + z2dy, — ydy; (42)
beschrieben werden kann. Die Spur der Belastungsebene (Kraftlinie) verlduft dann
bei Querschnitten mit zwei- und mehrfacher Symmetrie durch den Schwerpunkt.
Bei allen iibrigen Querschnitten ist ein ausgezeichneter Punkt T vorhanden, der
die Kraftlinie enthalten muB, damit die Verzerrung nach (42) beschrieben werden
kann. Er heit nach C. Weber Querpunkt. Jede Symmetrieachse des Querschnitts
ist ein geometrischer Ort fiir T. Der Ansatz kann demnach verwendet werden, wenn
die Kraftlinie bei einfacher Symmetrie des Querschnitts mit der Symmetrieachse
zusammenfillt und bei doppelter Symmetrle durch den Schwerpunkt verliuft. Die
Teile des Querschnitts miissen auBerdem in jedem Falle stark genug sein, um die
Verzerrung des Querschnitts in seiner Ebene auszuschlieBen. Dies gilt insbesondere
fiir aufgeloste Querschnitte, fiir Ring- und Kastenquerschnitte.

Die Normalspannung o, ist mit der fiir die technische Theorie grundlegenden
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Annahme ciner ebenen Verschiebung des Querschnitts bei einer linearen Abhingig-
keit zwischen Dehnung und Spannung nach R. Hooke bestimmt. Die iibrigen
Spannungen ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen am differentialen
Prisma. Die Normalspannungen g, ¢, sind jedoch bei geraden und wenig gekriimmten
Stiiben, abgesehen von dem Bereich uin Einzellasten, klein gegen o, und werden daher
in der Regel vernachliissigt. '
Definition und Gleichgewicht der Schnittkrifte. Dic Gleichgewichtsbedingun-
gen gelten fir die Krafte an jedem frei beweglichen, endlichen Stabteil. Neben den
AuBeren Kriften, also den Lasten und Stiitzenwiderstiinden, wirken an allen An-
schluBstellen des Bauteils innere Krifte, die als bekannt angenommen werden sollen.
Wird dann der Stab an einem ausgezeichneten Querschnitt durchschnitten, so treten
hierzu an jedem Abschnitt die unbekannten inneren Krifte odF, tdF, deren
positiver Sinn nach der positiven Richtung der Bezugsachsen x, y, z festgesetzt
wird. Sie kénnen zu einer resultierenden Kraft R® und zu einem resultierenden
Moment M§ zusammengefaBt werden. Als Bezugspunkt dienen in der Regel der

/
M
Yy

Abb. 13. Abb. 19. Abb. 20.

Schwerpunkt S oder ausgezeichnete Kernpunkte des Querschnitts. Unter Umstanden
werden auch die Schwerpunkte der Stahlbewehrung F,, F, des Betonquerschnitts
(Abb. 19) oder der Querpunkt T gewahlt. Die Vektoren R® und M{¥ werden fiir
die Gleichgewichtsbedingungen nach drei ausgezeichneten Achsen zerlegt. Hierfiir
eignen sich am besten die Tangente an die Stabachse (x) und die Haupttrigheits-
achsen (y, z) des Querschnitts. Die sechs.Komponenten werden als die Schnittkrifte
des Querschnitts bezeichnet (Abb. 18).

RW — N“"-T— Q:’i)_’f‘_ Qii)' M(I;') — M;"Q{\— IWL""T‘ M;i);
Langskraft: NV = fa,, dF;
Querkrifte: QW = fr,de, Qi = fT“ dF: (43)
Biegungsmomente: MW = [, zdF, M@= — [a,ydF;

Drillungsmoment : M = f(y Tp,— 2T,,)AF,

Die positive Richtung der Schnittkrifte ist mit der Definition der positiven Span-
nungen ¢, T,,, T,, im positiven Quadranten und mit dem positiven Richtungs-
und Umlaufsinn des Bezugssystems bestimmt.

Dic duBeren Krifte des abgetrennten Stabteils werden in derselben Weise und
mit demselben Bezugspunkt wic die inneren Krifte zu einer resultierenden Kraft R
und ecinem resultierenden Moment M® zusammengefaBt. Thr Richtungssinn wird
positiv derart definiert, daB das Gleichgewicht aller Krifte B, €, ¢dF, tdF an
dem abgetrennten Stabtceil durch die folgenden Gleichungen ausgesprochen wird:

RYFR® =0, MPFMP=o0. (44)

Nach dieser Definition sind die positiven Schnittkrifte des Querschnitts gleich den
positiven Komponenten der zugeordncten duBeren Krifte R@, M, ihre Rich-
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tungen sind entgegengesetzt (Abb. 20). R und M@ kénnen fir jeden Abschnitt
angegeben werden, wenn die Stiitzenwiderstinde oder die an den Anschlullstellen
wirkenden Schnittkrafte bekannt sind.

Im allgemcinen besitzen nur drex Sonderfille Bedeutung. Der erste behandelt
den Stab mit ebener Kriimmung und beliebiger Belastung, die nach Komponenten
in seiner Ebene und senkrecht dazu zerlegt wird. R und M@ werden dann mit
sechs Komponenten angegeben. Im zweiten .~
Falle sind die Krifte senkrecht zur Stabebene T

!

& ds —]
Null. R und M werden durch die drei Kom- o
ponenten N, Q,, M,
bestimmt. Der dritte
Sonderfall betrifft den
geraden Stab, dessen
iuBere Krifte mit sei-
ner Achse in einer
Ebene liegen. Ist deren
Spursgegendie Haupt-
trigheitsachsen  des
Querschnitts geneigt,
so werden die der Ge-
raden s zugeordneten Kernmomente angegeben oder die Vektoren der resultieren-
den Kraft und des resultierenden Moments auf die Haupttrigheitsachsen projiziert,
so daB die Spannungen aus

N:_rg:(’F, M,=f0,ZdF, A‘l,=-f0’¢de, Q‘,:J‘T,vdF, Qz=f7z:d1: (45)
abgeleitet werden. Der Belastungsfall wird als schiefe Biegung bezeichnet.

Bei zahlreicken Berechnungen fillt die Kraftlinie s in
die Richtung der Haupttrigheitsachse z des Querschnitts.
In diesem Falle sind M,, Q, Null und ¢, = 0,(z). Die Span-

nungen g,, T,, konnen mit drei Schnittkriften angegeben
werden (Abb. 21).

N=[o,dF, M,= [ag,2dF, Q.= [7,,dF. (46)

Abb. 2

o

Aus dem Gleichgewicht der Schnittkrifte an einem differentialen Stabteil
ds = dx werden bei beliebiger Belastung p = p, J-p, = p, in t/m (Abb. 22) die
folgenden Beziehungen abgeleitet:

dM aM, AN
dxv’:Q" dx = =0 ?i?=_p“”

47
M,  dQ, CarM,  dQ, (47)
it = dr — b T = T ar = bv

Schneidet die Ebene der duBeren Krifte den Querschnitt in einer Hauptachse
(Abb. 23), so ist einfacher

aM dQ, &M dN
7x = O ir —dm = P =P (48)

Verzerrungs- und Spannungszustand am Querschnitt des geraden Stabes.
Die relative Verschiebung du = Ads = ¢, (v, z)ds einander zugeordneter Punkte be-
nachbarter Querschnitte ist bei ebener Verschiebung des Querschnitts linear. Das-
selbe gilt bei gerader Stabachse, also unverinderlichem ds(y, z) auch fiir die Deh-
nung Adsfds = ¢,. Die lineare Abhingigkeit zwischen Dehnung und Spannung fiihrt
daher beim geraden Stabe zum Geradliniengesetz der Normalspannung o,, das
auch bei wenig gekriimmten Stiben als Niherung verwendet werden kann.
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Die gegenseitige Verschiebung zweier benachbarter Querschnitte wird durch den
Weg der Schwerpunkte duy, = Ads, =¢,ds und durch die gegenseitige Neigung
dy = dy, -+ dy, beschrieben. Die relativen Verschiebungen und daher auch die
Spannungen o, sind in der Drehachse Null. Sie heiBt aus (diesem Grunde Nullinie.
Im iibrigen ist

— = = — = Y A\gs =2
du = Ads = g,ds = ggds — ydy, + zdy, (eo+ o e')ds 5 ds.

Die Bezugsachsen sind Haupttrigheitsachsen, so daB mit (45)
N M, M, . . N
=T+Tz—7’—y. Fir y=0, 2=0ist o,=0= 1. (49)
Die Grenzwerte o; und ¢, entstehen in den Punkten ¢ und 4, in denen die zur Null-
linie » parallelen Geraden die Umgrenzung des Querschnitts berithren (Abb. 24).

i

Zi

-

Abb. 24. Abb. 25. Abb. 26.

Die Richtung von #n ist der zur Kraftlinie s kon]uglerte Durchmesser der Trig-
heitsellipse des Querschnitts (< (n s) =)
M, M,
G4 = ’1? + 5 %6 = T Vi

Der Ansatz wird einfacher, wenn die Momente der inneren Krifte (0,4F) auf
die Kernpunkte 4+ und a' der Kraftlinie s bezogen werden (Kernmomente). Ist
A der Spurpunkt der Resultierenden der duBleren Krifte im Querschnitt, so gilt
mit R® = N@ (Abb. 25):

My =N@ (5 + |w,) = [0, (7 + |w, ) dF,

M, =N (26 - [waD.:faz (7 — |wa|) dF.
Die Strecken w;, w, werden von der Kernfigur des Querschnitts auf der Kraftlinie s
abgeschnitten und als Kernweiten bezeichnet. Die Abstinde der Punkte 7 und a
von der zur Nullinie # parallelen Schwerachse #’ sind ¢; = | z; | sin¥, e, = | z;, | sin¥.
Das Trigheitsmoment in bezug auf diese Achse ist J,. Mit

’ ’
Ja__ _Flw, =W, Jo _Flw,| =W
|2;] siny ' f£,]sinvy
ist M M, M M
['d [ g’ .’
Oy = - = — | 0, = — =T - 50
tT Flw |~ W, a Flu,| W, (50)

Fallt die Spur s der Kraftebene mit der Haupttrigheitsachse z zusammen (Abb. 26),
so ist My, =0, dy, =0, du = ¢,ds = g,ds + zdy,. Die Nullinie n ist winkel-
recht zur Kraftlinie s (< (1, s) = » = 909).

_ dy, \ _ @ __ N M, N M,
8’_<£°+d_sz)—f’ I=%+75 % %Ge=TF t 7, % o)
= I = I o = Me o —_ M«
T PR Tw, «=T W,
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Die Beziehungen zwischen der Lingskraft N (4- als Zugkraft), den Momenten der
inneren Krifte (0,4F) in bezug auf den Schwerpunkt S und den Kernmomenten
M, M, sind

=£:M.: M=Mc'|w¢|+Mc'iwli
lwe| +{wa| [wa| + |wi]
Das Spannungsbild des Stabes zeigt aulerdem auch Schubspannungen z_,, 7.
Sie ergeben sich aus der Betrachtung des Gleichgewichts der Krifte am differen-
tialen Prisma:

(52)

01, . 07y, oo,
T = Tya> Toy = Tyz> 3. T a; + 5, =0. (63)

Fir den allgemeinen Fall der schiefen Biegung ohne Lingskraft ist nach (47), (49)
aaz & Qv l

ax LT LY

(54)

f"a’;* dydz-{—fa;;f dydz = — %—fzdp— %fydp. |

v

Abb. 29.

Fiir eine Fliche F, oder eine Fliche F,, die nach Abb. 27 durch die Parallele b, ¢
zu der Hauptachse y, z begrenzt ist, gilt unter der Voraussetzung

0Ty, 07,
9z 0, dy =0
mit dy =dUsin(dU,z), dz=dUsin(@U,vy),
ﬁ]:[‘r”sin @U,2) +1,,sin (AU, )] dU = — % Syy— % Shee (55)

Die Belastung des Stabes.ist senkrecht zur Oberfliche gerichtet, so da am Rande
des Querschnitts

7,250 (AU ,2) + 1,.sin(dU,y) =0. : (56)
Die Integration erstreckt sich also allein auf die Strecke b mit sin (dU, z) = — 1,
sin (dU, y) = 0 oder ¢ mit sin (dU, 2) = 0, sin (dU, y) = — 1. Daher ist
Ql Q’ ] v
I;frzzdy=J—'Sbv+Tsz: !Tvzdz= 3; Scu+%‘_ Scz' (57)

Die mittleren Schubspannungen 7, im Schnitt b oder ¢ lassen sich also folgender-
maben angeben:

Tzz,o = —bQT‘, Sbv + —bQ__;; sz ’

-2

0 (68)
Tyz,0— <7, Scﬂ+ E]_'. Scz .

Sind die Haupttrigheitsachsen gleichzeitig Symmetrieachsen (Abb. 28 u. 29), so sind

Sp.=0 und S,,=0. Daher 7, S 'r“'o=—Q—'—S“. (59)

— 3 .
“0= 5], v <J,
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Im Regelfall ist Q, = 0, also 7,, = 0; fiir den Rechteckquerschnitt ist auBerdem

5»u=§(~§—22)b; zzz=§—g[l—(%‘i)2]; max,, = 5%, Abb.30. (60)

Fiir Querschnitte, die sich nach Abb. 31 aus Rechtecken zusammensetzen, ist

Q. [b h2 k3 a (h?
=g (032 (G -7) (61
In diesen einfachen Fillen kann auch die Normalspannung ¢, nach Abb. 32
aus dem Gleichgewicht der senkrechten Krifte angegeben werden:

z
pdx+ 9 dx 4 bodx=0, T= [ br,dz,
Mz (62)
p (B Rz 53
2], (T2 T4 ?) ’
Die Schubspannungen und Normalspannungen 7, 0,, 0, werden zu Hauptspan-
nungen zusammengesetzt. Grofe und Richtung werden analytisch oder graphisch

nach (40) bestimmt.
Verdrillung und Schubspannung. Die % dz

Rechteckquerschnitt: o, =

Verdrillung des Stabesdurch duBere Krifte-
paare M@ filhrt zur Verwdlbung des L ] ‘\ _4_2 QAL &

» 3 Querschnitts, wenn dieser .& & J.L_. x
T ?bgf nicht  rotationssymme- Sal Y
< trisch begrenzt ist. Daher L <-dz

ist der lineare Ansatz fir

JL die Normalspannungen g, d— !

Abb. 30. auch beigleichzeitiger Bie- Abb. 31. Abb. 32,

gung nicht mehr giiltig
und als Niherung nur brauchbar, wenn die Verdrillung im Verhiltnis zur Biegung
klein ist.

Um Forminderung und Festigkeit abzuschitzen, wird der bezogene Ver-
drehungswinkel d#/ds dem Drehmoment M, des Querschnitts proportional gesetzt.
Als Faktor dient das Produkt aus Gleitmodul G und einer dem Trigheitsmoment
ihnlichen Querschnittskonstanten T

¢ M,

s T GT
O. Bach setzt in Anlehnung an einen Ansatz von St. Venant bei Rechteckquer-
schnitten von Stiben aus homogenem Werkstoff auf Grund von Versuchen mit

bh=21<1

(63)

13

= 13,645 — 0,061 4) (1 + A%) h. (64)

T

Die Zahlen stimmen mit den theoretischen Ergebnissen iiberein, die A. Féppl und
C. Weber durch Integration der Differentialgleichung erhalten haben. C. Weber
setzt fiir den Rechteckquerschnitt und homogenen Werkstoff mit 4/b =n > 1

dd M,

dd
—E;—'nt;:;b‘(; ; Tmax='/’16'b7;‘; T =ny,bt. (65)

”n I 1 1,5 2 3 4 6 8 10 0o

v, 0,6753 0,8476  0,9300 0,9854 0,9970 0,9990 ~1 ~1 b
s 0,1404 0,1957 0,2286 0,2633 0,2808 0,2982 0,3070 0,3123  0,3333
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Diese Zahlen konnen mit groBer Genauigkeit aus den folgenden Funktionen ent-
wickelt werden:

T4ns ¥s= 3%
Nach den Versuchen des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton iiber den Wider-

stand von Beton und Eisenbeton gegen
Verdrehen bestehen bei geringen Schub- chid z Y

spannungen und sorgfiltiger Bewehrung 3 >da\\
LD b

pyA1— — 0,630 +

0,65 1 ( 0,052 ) (66)

keine Bedenken, die Ansitze fiir homo- N W
genen Baustoff auch fir Bauteile aus \M:Q‘ & e
Eisenbeton anzuwenden. Indessen soll
die Verdrillung stets nur untergeordnete
Bedeutung und die damit verbundene
Schubspannung nur die Eigenschaft von e dr— ]
Nebenspannungen besitzen. —dr—
Werden nach (43) die Normal- und Abb. 33.

Schubspannungen eines infinitesimalen

Stabteils ds mit groBer Kriimmung der Achse zu Schnittkraften zusammengefaft,
so konnen mit

>~ ferdd:
R
-y

_gl/
§
&
&
dy
8 |

cos(da) =1, sin (da) = da, dy=dz= 2—~0 ds~rda ~dx

bei Belastung senkrecht zur Stabebene die folgenden Gleichgewichtsbedingungen
abgeleitet werden (Abb. 33):

a) Krimmung des Stabes im AufriB (N, =Q, =M A = 0):

dQ, _ iM, M, _ M, _ M,
— by dx =0, o dx Ty
oder (67)
d 11
] + — by
b) Kriimmung des Stabes im Grundri8 (N, = Q, = M, = 0):
dQ, _ iM, | M, _ aM, M,
' — 2. dx =0, dx v
oder : (68)
d*M, M,
aw T T TP

Hierbei sind alle kleinen GroBen zweiter Ordnung vernach-
lassigt.

Verzerrungs- und Spannungszustand am Querschnitt
des gekriimmten Stabes. Die Kriimmung derjenigen ge-
bogenen, ebenen Stidbe, welche im Bauwesen verwendet
werden, ist in der Regel so klein, daB die Spannungen
nach den Ansitzen (49), (51) fiir den geraden Stab berech-
net werden. Ausnahmen ergeben sich an den Winkelpunk-
ten eines Stabzuges. Die Ausrundung kann hier unter Um-
stinden die Anwendung der Ergebnisse rechtfertigen, welche
fir die Spannungen o,, ¢, und 7 eines gebogenen Stabes Abb. 34.
aufgestellt worden sind, dessen Symmetrieebene mit der
Kraftebene zusammenfillt. Als Grundlage dient auch hier die Annahme einer
ebenen Verschiebung des Querschnitts, obwohl diese nicht allein durch die Schub-
spannungen T, ,, sondern auch durch die Normalspannungen o, gestért wird.

i
du; Ai”:dw

&df
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Aus Symmetriegriinden ist du = du(z) = duy + zdy nur von z abhingig. Da-
gegen sind nunmehr ¢, = g, + ‘;—f z und ebenso o, quadratische Funktionen von z,

da sich ds mit z indert. Zunichst gelten die folgenden Beziehungen (Abb. 34):

Adds, Ads, du Adds
dso=—rda, ds=ds,+zda, &, =73, Q=g &= = 4y

Durch Belastung wird dso—ds, + Adds,, da —>do + dda, ds —>ds + Ads,
Ads =Adsy+ Azda + z4da; Az=~0. '

_Adds __ Addsy+zdda Adda z
&= Uy T Tdstrda 00T (00— o) 725+ (€9
Elastizititsgesetz und Definition der Schnittkrifte:
0,=¢eE; N=[0,dF=E [¢dF; M= [0,2dF =E [ e,zdF ,
22y P z 22 S
(G aF= 51+ 5+5+ - )dF=5; 0~].
N ‘ dda\ O M dda\ O
FrFat(a—TS5) 5 F=(0- )7
N M M N M
Eey=p —7=; Edda=Edy= (5 -+ —E) dsy. (70
Normalspannung als Funktion der Schnittkrifte:
N M Mz r
%=F ;FT @ 7=z (71)
. . N M
Fiir r> b ist: ;_'_—;Nl, O], &=xfp Adac:dtpwij—'dso,
N M
0, =5 + I‘ . (72)

Die Schubspannungen 7,, erfahren ebenfalls geringe Anderungen gegeniiber den
Angaben (58), (59) fiir den geraden Stab. Sie sind jedoch hier bereits als Nédherung
anzusehen, so daB sie auch zur Abschitzung der Schubspannungen des gekriimmten
Stabes geniigen.

Anwendungsbereich der technischen Biegelehre. Die Spannungsberechnung
nach der technischen Biegelehre ist dort unbrauchbar, wo die Voraussetzungen der
ebenen Verzerrung des Querschnitts nicht erfiillt sind. Dies ist der Fall an Knick-
punkten und Unstetigkeitsstellen von Stabziigen und unter Einzellasten. Die
Spannungsergebnisse des Geradliniengesetzes sind daher nach dem St. Venantschen
Prinzip erst in einiger Entfernung von diesen ausgezeichneten Querschnitten zu-
treffend. Fiir die genauere Untersuchung des singuliren Bereichs miissen andere
Hilfsmittel verwendet werden.

Im Gegensatz zu den bisherigen Annahmen werden auch in zahlreichen Fillen
Bauteile verwendet, deren Werkstoff fiir Zug und Druck verschiedene elastische,
Konstanten besitzt oder zur Ubertragung von Zugspannungen ungeeignet ist.
Andere Bauteile werden aus mehreren Werkstoffen zusammengesetzt, welche je nach
ihrem elastischen Vermégen an der Ubertragung der inneren Krafte beteiligt sind.
Wird die ebene Verschiebung des Querschnitts in diesen Fillen auch als Grundlage
einer technischen Theorie beibehalten, so erfahren die Ansitze zur Spannungsberech-
nung keine Anderung. Sie werden nach wie vor allein aus dem Gleichgewicht der
inneren und AuBeren Krafte abgeleitet. Sie bilden daher auch die Grundlage fur
den Festigkeitsnachweis und die Bemessung von Eisenbetonquerschnitten.

Weber, C.: Die Lehre der Drehungsfestigl-eit. Mitt. iib. Forschungsarbeiten d. VDI 1922
S.249. — Derselbe: Biegung und Schub in geraden Balken. Z. angew. Math. Mech. 1924
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S.334. — Foppl, A.: Vorlesungen iiber Technische Mechanik Bd. 3: Festigkeitslehre 10. Aufl.
Leipzig 1927. — Timoshenko, S, u. J. M. Lessells: Festigkeitslehre. Berlin 1928. — Timo-
shenko, S.: Festigkeitsprobleme im Maschinenbau. Handb. physik. u. techn. Mechan. Bd. 4.
Leipzig 1929. — Girtler, R.: Einfilhrung in die Mechanik fester elastischer Korper und das
zugehorige Versuchswesen. Wien 1931.

11. Die Eigenspannungen des Baustoffs.

Bei jedem Festigkeitsnachweis wird mit der spannurngsfreien Herstellung des
Baustoffs gerechnet. Dies gilt von GuBeisen und Stahl ebenso wie von Beton und
Eisenbeton. Wissenschaft, Technik und Handwerkskunst sind gemeinsam bemiiht,
dieses Ziel der Baustofferzeugung zu erreichen. Die allgemeine physikalische Er-
kenntnis und die technischen Erfahrungen aus diesen Bestrebungen bilden die Grund-
lage der zahlreichen behérdlichen Bestimmungen, welche das jederzeit Erreichbare
im Interesse der 6ffentlichen Sicherheit vorschreiben.

Leider koénnen die Baustoffe nur in beschrinktem MaBe in homogener Beschaffen-
heit, frei von Vorspannungen geliefert werden. Diese sind durch die physikalischen
und chemischen Vorginge bei der Herstellung und Verarbeitung unvermeidlich. Sie
entstehen aus Temperatur- und Schwindwirkungen und aus den Unterschieden in
den physikalischen Konstanten der Bestandteile. Ihre Ursache kann mittelbar durch
die Kerbwirkung von Hohlridumen und Fremdeinschliissen erklart werden. Dasselbe
gilt von den zahlreichen mikroskopisch feinen Rissen, der mikroskopisch mangel-
haften Raumausfiillung und der wechselnden Dichte des Mittels. Diese bestimmen
die allgemeinen Festigkeitseigenschaften, insbesondere das Verhiltnis von Zug- und
Schubfestigkeit zur Druckfestigkeit eines Baustoffes.

Die Bedeutung der Eigenspannungen wichst mit dem riumlichen Zusammenhang
der Tragwerke. Sie ist also bei Flichentragwerken groBer als bei Stabwerken
und nimmt mit den Schwind- und Temperaturwirkungen zu. Die Erstarrungs-
kontraktion des Baustoffs ist neben der gleichmiBigen Raumverkiirzung stets noch
von Einzelerscheinungen begleitet, welche von der Ungleichartigkeit des Vorganges
herrithren. Diese sind die Ursache von groBen Eigenspannungen und miissen daher
vermieden werden, um nicht die Brauchbarkeit, vielleicht sogar den Bestand eines
Bauteils zu gefihrden.

Bauteile aus Eisenbeton unterliegen auflerdem stets Eigenspannungen durch
die Raumverinderung des Betons relativ zur Stahlbewehrung. Daher werden sich
unsymmetrisch bewehrte Bauteile beim Abbinden des Betons ebenso kriimmen wie
bei ungleichférmiger Temperaturinderung. Diese Erscheinungen sind von L.Herzka
in mehreren Arbeiten behandelt worden. Er vergleicht nach den Ergebnissen von
osterreichischen Versuchen die Schwindwirkung nach vier Wochen und zwolf
Monaten mit einer ungleichférmigen Erwdrmung der oberen und unteren Fliche im
Betrage von 14°C bis 64°C.

Die lineare Verkiirzung der Bauteile durch Schwinden wird in den Bestimmungen
einem Temperaturriickgang von ¢ gleichgesetzt, besser jedoch auf ein SchwindmaB
bezogen, welches von dem Grad der Bewehrung abhingt:

n=E,FE,; y=F,F,;
SchwindmaB des unbewehrten Betons: ¢, = Al/l = 0,00036,
SchwindmaB8 des Eisenbetons: g =AU/l = g,/(1 + ny), (73)
Verbundschwindspannungen:im Eisen o,,=¢,E,, im Beton 0,, =y ¢, E, .

Eine gleichmiBige Temperaturinderung des Tragwerks erzeugt eine zur urspriing-

lichen dhnliche Form. Daher werden in diesem Falle Eigenspannungen nur bei

geometrischer Uberbestimmtheit der Stiitzung hervorgerufen. Ihre GroBe ist, ab-

gesehen von der Wirmcausdehnungszahl «,, bestimmt durch die Querschnittsab-
Buyer, Baustatik, 2. Aufl, 2. Neudiuck. 3



34 Die Eigenspannungen des Baustoffs.

messungen, den Wirmeschutz und die physikalischen Konstanten des Warmedurch-
gangs. Sie sind zum Teil behérdlich festgesetzt und in § 16 der Bestimmungen ent-
halten. Hierbei werden die gleichférmige Temperaturinderung ¢° und der Tempe-
raturunterschied £ — #J = A#® zwischen den seitlichen Begrenzungen des Bauteils
unterschieden. Die Angabe von ¢° hingt von den Grenzwerten der Jahrestemperatur
und der Lage des Bauteils ab. Daher werden Briickentriger anders behandelt als
die Konstruktionen innerhalb von Bauwerken. Die ungleichférmige Erwirmung ist
bei Briickentragern, vor allem jedoch bei Industriebauten mit Ofenanlagen, Schorn-
steinen und Behiltern fiir heiBe Fiillungen von Bedeutung. Bei derartigen Aufgaben
empfiehlt sich stets eine eingehende Berechnung des Wirmeabfalls, welcher im
Bauteil verarbeitet werden mufB. Jedenfalls verdienen die Eigenspannungen aus
der Temperaturwirkung in allen Fillen eingehende Beachtung, weil sie unter Um-
stinden allein iiber die Brauchbarkeit und den Bestand eines Tragwerks ent-
scheiden.

Das Temperaturgefille in planparallelen, aus Schichten zusammengesetzten
Winden wird aus dem Wirmedurchgang bestimmt. Die stiindlich durch 1 m2 Wand-
fliche wandernde Energie ist bei einem Wirmeleitwiderstand r; und den Wirme-
ibergangszahlen «; (innen) und a, (auBen)

—_ —_ tl - t!
Q—k(tx—tz)—m- (74)
Hierbei ist bei # Schichten der Wand mit den Dicken ¢ und den Wirmeleitzahlen A

n
] 1 1
R A (75)
1

Der Temperaturdurchgang in der Schicht % und die Temperaturiiberginge innen
und auBen berechnen sich zu

Aty = q /A ; Aty =qry,; Aty =qr,,. (76)
Der Ansatz gilt auch fiir zylindrische Winde, wenn /4 durch 6/(4- ¢) ersetzt wird.

@ ist ein Formfaktor?.

Temperaturverlauf in einem gemauerten Schornstein mit Luftspalt und durch-
gehendem Futter: Temperatur der Heizgase ¢, = 250°. Lufttemperatur ¢, = 0. Futter §; =0,31m,
Luftspalt §, = 0,03 m, Mantel 6, = 1,04 m.

o = 1/7q; = 40 kcal/m2ho, otg = 1/rgq = 23 kcal/m2h0 .
Ay = 0,51 kcal/m ho; Ay = 0,50 kcal/mh?; A3 = 0,47 kcal/mho;
&k =10,339, q = 84,7 kcal/m2h.

Hieraus werden riickwarts die folgenden Temperaturunterschlede berechnet. Ubergang innen:

2,1°; Durchgang im Futter: 51,7°; Durchgang in der Luftschicht: 5,1°; Durchgang im Mantel:

187,49; Ubergang nach auBen 3,7°. Wiirde man den Luftspalt durch eine ca. 10 cm starke Iso-
lation mit einer Wirmeleitzahl 43 = 0,04 ersetzen, so wiirde 51ch die folgende Zahlenreihe er-
geben:

q = 46,4 kcal/m? h; 2500 = 1,20 4 28,39 4 115,9° 4 102,6° + 2,00.

Temperaturverlauf in einem Eisenbetonbehidlter mit Isolierung aus Hohiziegel-
mauerwerk und Innenschale aus Magerbeton: Temperatur der Fliissigkeit: ¢, = 909, Lufttempe-
ratur ¢, = 10° Innenschale §, = 0,08 m, Isolierung J, = 0,12 m, AuBenschale §; = 0,20 m.

oy = 1/rg; = 500 kcal/m?ho, oy = 1/rgqa = 10,2 kcal/m? h,
Ay & 1,2 kcal/m ho, Ay = 0,30 kcal/m ho, Ay = 1,5 kcal/m h?,
k =1,429, g = 114,32 kcal/m?h .

Hieraus ergeben sich die folgenden Temperaturunterschiede: Ubergang innen: 0,2°; Durchgang
Innenschale: 7,6°; Durchgang Isolierung: 45,8°; Durchgang AuBenschale: 15,29; Ubergang nach
auBen: 11,29,

1 Vgl. Hutte 26. Aufl. 1, S. 494.
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Angaben zur Ermittlung von Schwind- und Temperaturspannungen.
Bestimmungen des Deutschen Ausschusses (1932):

Nach den klimatischen Verhiltnissen ist:
tmin = — 5% bis —10°, tmax = + 25° bis + 30°.
Festigkeitsnachweis in der Regel fiir: ¢ = 4 15° bis + 200.
Ausgangstemperatur: + 10° Sind Bauteile gegen Warmewirkungen geschiitzt oder betragt
ihre geringste Héhe = 0,7 m, so ist £ = 4 10° bis 4 15°% UngleichmaBige Erwirmung kommt

nur fiir besondere Fille in Betracht.
Schwinden des Eisenbetons: Temperaturanderung t, = —15°, Betonbogen und Ge-

wélbe mit einer Lingsbewehrung von ¢ %:

p <o,1* 0,1* < @ <0,5 05=¢ %

t,: i 250, — 20° _150

* F, oben und unten mindestens je 4 cm? auf 1 m Gewslbebreite.

Auslindische Betonbestimmungen:

Osterreich Schweiz Tschechoslowakei I Dinemark RuBland
! =+ 15° =+ 15° + 12° + 10° bis + 20° + 300
A — 159 — 200 — 100 — 159 — 100

Linearer Ausdehnungskoeffizient «,:

Beton und Quader- und Bruch- .
) X Ziegelmauerwerk Stahl
Eisenbeton steinmauerwerk g
0,000010 0,000008 ) 0,000005 I 0,000012

Wiarmeiibergangszahlen « = 1/rg kcal/m2h®

an der Oberfliche eines festen Korpers bei einem Temperaturabfall 470,
a) Ruhende Luft:

a4t = | o 10 25 50 90

am | 30 38 49 59 102

b) Bewegte Luft: Die Werte a aus a) sind um 25+-50% zu erhdhen; fiir Schornsteine ist
nach Deininger in der Regel o; = 30,3, 23 = 10,0, sehr hohe freistehende Schornsteine

innen, bei 10 m/sek Gasgeschwindigkeit. . a, bis 40,
auBlen, bei 5 m/sek Windgeschwindigkeit . ay bis 23.

¢) Ruhende, heiBe, nicht siedende Fliissigkeit: a rund 500.
d) Kondensierender Wasserdampf: a bis 10000.

Warmeleitzahlen 4 in kcal/m ho:

Bruchsteinmauerwerk . . . . . . 1,3=-2]1 Ziegelmauerwerk . . . . . . . . . . 0,60
Eisenbeton . . .« <« .. .. L5217 | Hohlziegelmauerwerk . . . . . .. . 030
Khnkerverklexdung .. 0,80 Hochofenschlacke, Dia-Material . . . . 0,09
Zementmortelputz . . . . . . . . 0,78 Glaswolle, Gichtasche, Korkplatte . . . 0,06
Luftschicht: gm~|0 100° 200° 400° 600°
Durchgangstemp. ¢,,,
Dicke ¢ in m. Mo)~|5 10 20 55 115

Versuche des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton. Heft 23: Untersuchungen
iiber die Lingeninderungen von Betonprismen beim Erhirten und infolge von Temperatur-
wechsel. Ausgefiihrt von M. Rudeloff unter Mitwirkung von H. Sieglerschmidt. — Heft 34:
Erfahrungen bei der Herstellung von Eisenbetonsiulen. Langenverinderungen der Eiseneinlagen
im erhartenden Beton. Bericht vo.. M. Rudeloff. — Heft 35: Schwellung und Schwindung von
Zement und Zementmorteln in Wasser und Luft. Bericht von M. Gary. — Heft42: Schwindung
von Zementmorteln an der Luft. Bericht von M. Gary. — Perkuhn: Ri8- und Rostbildung bei

3‘
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ausgefiihrten Eisenbetonbriicken im Eisenbahndirektionsbezirke Kattowitz und Breslau. Z. Bauw
1916 S.99. — Haberkalt: Das Schwinden des Betons und sein EinfluB auf RiBbildung und Trag-
fahigkeit von Bauwerken aus Beton und Eisenbeton. Ost. Wochenschr. 6ffentl. Baudienst 1916
Heft4, 5, 6. — Schiirch, H.: Versuche beim Bau des Langwieser Taliiberganges. Berlin 1916. —
Hencky, K.: Warmeverluste durch ebene Wande. Miinchen 1921. — Schiile, F.: Der Einflul
des Schwindens auf einseitig bewehrte Eisenbetonbalken. Beton u. Eisen 1922 Heft 1. — Der-
selbe: Versuche iiber das Schwinden von Beton. Mitteilungen iiber Versuche, ausgefiihrt vom
EisenbetonausschuB des Osterr. Ing. und Arch.-Vereins Heft 9. — Lewe, V.: Die statische
Wirkung heiBer Fiillungen von Fliissigkeitsbehdltern. Bauing. 1922 S. 516. Handb. Eisenbeton
5. Bd. 3. Aufl. S. 174. Fliissigkeitsbehilter. — Do6ring, K.: Wind und Warme bei der Berech-
nung hoher Schornsteine. Berlin 1925. — Herzka, L.: Schwindspannungen in Trigern aus
Eisenbeton. Leipzig 1925. — Derselbe: Grundlagen fiir die Berechnung von Rahmen bei
ungleichm#Biger Durchwarmung. Bauing. 1926 Heft 24/25. — Stadelmann, E.: Temperatur-
beobachtungen an ausgefiihrten Betonbauwerken der Schweiz. Schweiz. Ing.-Bauten in Theorie
und Praxis. Ziirich 1926. — Knoblauch, O.: Uber den Temperaturverlauf im Schornstein-
schacht. Bauing. 1927 Heft 23. — Busemann, A., u. O. Féppl: Physikalische Grundlagen
der Elastomechanik, Handb. Physik Bd. 6: Mechanik der elastischen Koérper. Berlin 1928. —
Herzka, L.: Das statische Verhalten der unter SchwindeinfluB stehenden Rahmentragwerke
aus Eisenbeton. Beton u. Eisen 1929 S. 220. — Derselbe: Uber RiB-, insbesondere SchwindriB-
erscheinungen an Bauwerken aus Beton und Eisenbeton. Bericht iiber die zweite Internat.
Tagung fiir Briickenbau und Hochbau 1928 S. 702. Wien 1929. — Graf, O.: Die wichtigsten
Ergebnisse der Versuche mit Eisenbeton. Handb. Eisenbetonbau Bd. 1. Berlin 1930. —Dumas,F.:
Le béton armé et ses hypothéses. Génie civ. Bd. 47 (1930) Nr. 23 u. 24. — Deininger, K.:
Die Entwicklung des Eisenbetonschornsteins in Theorie und Praxis. Stuttgart 1932. — Faber, O.:
Elasticity, plasticity and shrinkage Abschn. VI 2 des Vorberichts zum ersten Kongre8 der
Internat. Vereinigung fiir Briicken- und Hochbau. Paris 1932. — Campus, F.: Ausbau der
Statik des Eisenbetons mit Riicksicht auf die Baustoffeigenschaften. Bericht des 1. Internat.
Kongr. fiir Briicken- und Hochbau. Ziirich 1932. — Luftschitz, H.: Die Rauminderungen
der Baustoffe. Berlin 1932.

12. Die Sicherheit des Tragwerks.

Die erfolgreiche Losung einer Bauaufgabe erfiillt neben den allgemeinen Be-
dingungen fiir die Brauchbarkeit der Anlage die Forderung nach deren Sicherheit.
Sic wird auf die Gebrauchsbelastung und auf die Festigkeitseigenschaften der Bau-
stoffe bezogen und in der Regel getrennt fiir die Bauteile, ihre Verbindungen und
fiir- die Grenzschicht des Baugrundes nachgewiesen. Die duBeren Krifte sind ent-
weder ruhende Lasten und bewegliche Lasten, die als ruhend angesehen werden,
oder Energien, die von bewegten Lasten herrithren und unter Umsténden periodisch
auftreten. Im ersten Falle wird die Sicherheit allein durch di¢ GréBe, Richtung und
Eintragung der Lasten bestimmt. Im zweiten Falle hiangt die Sicherheit auBerdem
von der Amplitude und der Frequenz der Energieiibertragung ab. Die Sicherheit
des Tragwerks kann daher bei ruhenden Lasten als Verhiltnis v, von Bruchbelastung
und Gebrauchsbelastung angegeben werden. Sie bedarf aber bei der Eintragung von
Energic der Erginzung durch das Verhiltnis v der Betriebsfrequenz zu den Eigen-
frequenzen der belasteten Bauteile. Unter Umstanden sind dabei auch die Eigen-
frequenzen des ganzen Bauwerks einschlieBlich Griindung maBgebend.

Die Festigkeit eines Bautcils, eines mehrteiligen Tragwerks und seiner Verbin-
dungen wird durch den Spannungs- und Verschiebungszustand der ungiinstigsten
Gebrauchsbelastung nachgewiesen. Dazu gehért unter Umstinden auch die Nach-
priifung der Stabilitiit des Gleichgewichts zwischen den dufleren und inneren Kriften.
Fiir den Nachweis der dynamischen Stabilitat werden die Eigenfrequenzen des Trag-
werks aus dessen clastischen Eigenschaften abgeleitet.

Dic Bezichung zwischen der Festigkeit des Tragwerks und dem Spannungs- oder
Verzerrungstensor wird durch Hypothesen hergestellt, die sich bei der versuchs-
technischen Nachpriifung bewihrt haben. Hieraus sind dann allgemein anerkannte
zuldssige Spannungsgrenzen entwickelt und behérdlich bestitigt worden, deren
LEinhaltung die Festigkcit und damit auch die Sicherheit der Bauteile verbiirgt.
Da jedoch die Versuche in der Regel nur einen einachsigen Spannungszustand
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hervorrufen, bedeutet die Uberschreitung der Grenzwerte in einzelnen Punkten
um so weniger die allgemeine Minderung der Sicherheit eines Tragwerks, je hoher
der Grad der statischen Unbestimmtheit des Spannungszustandes ist und je weniger
die physikalischen Eigenschaften des Baustoffs dabei Risse, also die Verwandlung
von elastischer Energie in Oberflichenenergie im Sinne von A. A. Griffith, er-
warten lassen. Diese Erkenntnis kommt daher am meisten den Baustoffen mit
groBem Arbeitsvermoégen zugute: Sie ist aber auch bereits friither zur Beurteilung der
Risse in Gewdlben aus Beton und Mauerwerk herangezogen worden, die durch
Eigenspannungen des Baustoffs entstanden sind. Sie gewinnt vor allem fiir rium-
lich zusammenhingende Konstruktionen Bedeutung, da Platten und Schalen, in
schmale Streifen aufgelost gedacht, als hochgradig statisch unbestimmte Verflech-
tung linearer Bauteile angesehen werden konnen, fiir welche die Uberschreitung der
Spannungsgrenze und die Zerstérung des Baustoffs an einzelnen Punkten nicht
gleichzeitig den Zusammenbruch des Bauteils bedeuten. Der Versuch hat die groBere
Festigkeit kreuzweise bewehrter Platten gegeniiber einseitig bewehrten Platten-
streifen eindeutig bestitigt. Das riithrt zum Teil von der Mitwirkung zweier Haupt-
spannungen her, kann aber sonst nur durch den zweidimensionalen Charakter des

Bauteils begriindet werden. Dasselbe gilt auch bei Scha-
len, obwohl hier oft die Stabilitit des Spannungszustandes
fiir die Festigkeit ausschlaggebend sein wird.

Der Bruchvorgang ist auf die groBte Hauptspannung,
auf die groBte Dehnung und die ihr zugeordneten Er-
satzspannungen bei einachsiger Beanspruchung oder auf
die groBte Schubspannung zuriickgefiihrt worden. Jede
dieser Theorien steht mit anerkannten Regeln und mit
der Beobachtung oder Versuchsergebnissen im Wider-
spruch. Dagegen kann die erweiterte Bruchtheorie von
O. Mohr den Versuchsergebnissen und damit den phy-
sikalischen Eigenschaften der einzelnen Werkstoffe gut

angepalBt werden. Sie gilt fiir Verschiebungsbriiche und beschreibt die Festig-
keit eines Werkstoffs durch eine experimentell festzustellende Grenzkurve (g),
welche die fiir die Grenzzustinde o*, 1* aufgezeichneten Mohrschen Kreise um-
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Abb. 85.

-

hiillt (Abb. 35). Die mittlere Hauptspannung scheidet daher bei dieser Beurteilung.

des Bruchvorganges aus. Hierin liegt ein Widerspruch zu den Versuchsergebnissen.

Der EinfluBl von dynamischen Wirkungen und von Ermiidungserscheinungen auf
die Festigkeit eines Werkstoffs eréffnet den energetischen Betrachtungen auch auf
diesem Gebiete der Mechanik ein aussichtsvolles Feld. Die Festigkeit wird darnach
als Grenzwert der auf die Volumeneinheit bezogenen Gestaltinderungsenergie be-
schrieben. Die Definition versagt aber ebenso wie die Mohrsche Bruchhypothese bei
sproden Stoffen. Sie stiitzt sich in diesem Fall nach der jiingsten Erkenntnis besser
auf den EinfluB der Oberflichenbeschaffenheit als auf die Festigkeit des Stoffes.
Der Bruchvorgang sprioder Stoffe ist von A. A. Griffith hiernach als Erweiterung
vorhandener Lockerstellen und inhomogener Einschliisse zu Rissen entwickelt und
als Umwandlung der aufgespeicherten elastischen Energie in Oberflichenenergie
berechnet und durch Versuche gepriift worden. Mit dieser Theorie werden die Be-
ziehungen zwischen der Festigkeit eines Werkstoffes und seinen physikalischen
Eigenschaften gekniipft, also zwischen statischen, energetischen und thermischen
Einfliissen auf der einen Seite und Dichte und molekularem Aufbau auf der anderen
Seite. Die ausfiihrliche Diskussion des Festigkeitsbegriffes ist nicht Gegenstand die-
ses Werkes. Sie kann an Hand der Literatur nachgelesen werden. Die kurzen Be-

merkungen sind jedoch als Einfilhrung in die Baustatik wichtig.

Duguet, Ch.: Limite d’élasticité et résistance & la rupture. IIme partie, Statique générale
1885. — Mohr: Welche Umstiande bedingen die Elastizitatsgrenze und den Bruch eines Materials ?
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Z. VDI 1900 S. 1524. — Derselbe: Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik
S. 187. Berlin 1906. — Kdarmadn, Th. v.: Festigkeitsversuche unter allseitigem Druck. Mitt.
iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens Heft 118 und Z. VDI 1911
S.1751. — Honegger, E., Ziirich: Das Verhalten mechanisch beanspruchter Metalle. Eisenbau
1921 S. 47. — Sandel, G. D.: Uber die Festigkeitsbedingungen. Leipzig 1925. — Schleicher:
Der Spannungszustand an der FlieBgrenze. Z. angew. Math. Mech. 1926 S. 199. — Derselbe:
Uber die Sicherheit gegen Uberschreiten der FlieBgrenze. Bauing. 1928 S. 253. — Nadai, A.:

Plastizitat und Erddruck. Handb. Physik Bd. 6: Mechanik der elastischen Koérper. Berlin 1928.
— Gehler, W.: Sicherheitsgrad und Beanspruchung. Bericht iiber die 2. Internat. Tagung fiir
Briicken- und Hochbau S.176. Wien 1929. — Griffith, A. A.: The Phenomena of Rupture
and Flow in Solids. Philos. Trans. Roy. Soc. A. vol. 221 (1921) S. 163; Proc. Int. Congr. Appl.
Mech. Delft 1924 S. 55. — Smekal, A.: Naturwiss. Bd. 10 (1922) S. 799; Handb. der Physika-
lischen und Technischen Mechanik Bd. 4. 2. Hilfte. Leipzig 1931. Abschn. Kohasion der Fest-
korper.

II. Das statisch bestimmte Stabwerk.

13. Alligemeine Bemerkungen iiber Schnittkrifte, Zustands- und
EinfluBilinien.

Die Beurteilung der Sicherheit eines Stabwerks ist mit der Feststellung des
Spannungszustandes auf die Berechnung der Schnittkrifte zuriickgefiihrt. Diese
werden fiir eine vorgegebene Belastung, fiir die ungiinstigste Stellung einer beweg-
lichen Lastengruppe oder auch fiir die einem jeden Querschnitt zugeordnete un-
giinstigste Zusammenfassung aller moglichen Belastungen angegeben.

Die Schnittkrifte aus einer vorgegebenen Belastung bilden, als die Ordinaten
von Schaulinien nach einer ausgezeichneten Richtung zur Stabachse aufgetragen,
drei Zustandslinien, die je nach der Art der Schnittkraft als Lingskraft-, Quer-
kraft- und Momentenlmle bezeichnet werden.

Die anderen beiden Aufgaben setzen die Giiltigkeit des Superposmonsgesetzes vor-
aus, nach dem eine beliebige Kraftwirkung W,, also Stiitzenwiderstand, Schnittkraft
oder Forminderung, als lineare Funktion der einzelnen Lasten oder Lastengruppen

m=n
Wy= 3 WymPn (77)
m=1

angegeben werden kann. Diese Voraussetzung ist nach S. 19 fiir alle kinematisch
starren Tragwerke erfiillt, deren elastische Eigenschaften im Belastungsbereich
durch das Hookesche Gesetz beschrieben werden. Das Superpositionsgesetz gilt daher
nicht fiir Stabwerke mit verdnderlicher Gliederung.

Die Grenzwerte einer Schnittkraft aus einer beweglichen Gruppe gleichgerich-
teter, gebundener Einzellasten P,, oder einer stetigen, gleichgerichteten Strecken-
belastung #(x) werden mit der EmfluBlmle der Schnittkraft bestimmt. Ihre
Ordinaten sind die graphische Darstellung der Schnittkraft W,,,, welche durch die
verschiebliche, jedoch in ihrer Richtung unverinderliche Last P, = 1t in allen még-
lichen Stellungen hervorgerufen wird. Die Ordinate W,,, = #,, wird von einer Be-
zugsgeraden im Schnittpunkt s’ der Wirkungslinie von P,, in deren Richtung auf-
getragen. Man unterscheidet daher EinfluBlinien fiir senkrechte, waagerechte oder
schriage Belastung des Stabzugs. Ihre Ordinaten sind im allgemeinen positiv oder
negativ.

Die EinfluBlinie dient zur Ermittlung der beiden ungiinstigsten Stellungen der
beweglichen Belastung mit

Wa=SWan Put [ @) Wands =ZRW,, (78)
als positivem oder negativem Grenzwert. Diese konnen darnach auch selbst bestimmt
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werden, indem die W,,, = 7, mit den zugeordneten Lasten P, multipliziert und die
Produkte addiert werden. Bei p (x) =const ist

Wy=p[ndx=pF,. (79)

Der Begriff der EinfluBlinie 148t sich auch auf eine in ihrer Richtung verinder-
liche Einzelkraft sowie auf ein wanderndes Kriftepaar von 1 mt anwenden und zum
EinfluBfeld erweitern, das die Grofe einer Schnittkraft fiir die in bezug auf An-
griffspunkt und Richtung beliebige Einzellast angibt.

Werden die beiden Grenzwerte (max W,,, min W, ) aus der beweglichen Be-
lastung in Verbindung mit den positiven oder negativen Werten der Schnittkraft aus
den anderen Belastungen wiederum als Ordinaten aufgetragen, so entstehen die Schau-
linien der absoluten Grenzwerte max W,, min W,. Sie liefern die ungiinstigsten Span-
nungen des Querschnitts und damit die Unterlagen fiir die Bemessung des Tragwerks.

Die Beschreibung des Tragwerks. Die Berechnung der Schnittkrifte wird auf die
ebenen. Stabziige und Stabverbindungen mit gerader, gekriimmter oder beliebig ge-
brochener Stabachse und mit gemeinsamer Symmetrieebene beschrinkt, die in die
Ebene der duBeren Krifte fillt. Der Spannungszustand wird dann in jedem Quer-
schnitt durch die drei Schnittkrifte N, M, Q, oder M., M., Q, beschrieben. Diese
sind Funktionen der Lasten, Stiitzkrifte und unter Umstinden auch von statisch

(T T Ty rFTTTY

- e T R
Abb.36. n=9; t=3; v=2-12; Abb. 37, n=9; $t=2.6; v=2.8;
t+v=27=38n, t4+v=28=3n+1,
daher statisch bestirnmt. daher einfach statisch unbestimmt.

unbestimmten GréBen. Geniligen die Gleichgewichtsbedingungen der Krifte zur
Berechnung der Stiitzkrafte, so spricht man von duBerer statischer Bestimmtheit
des Stabwerks. Gilt das gleiche von den Schnittkriften, so ist auch innere statische
Bestimmtheit vorhanden. Die Untersuchung bleibt zunichst auf diese Tragwerke
beschriankt.

Das einfachste Tragwerk ist der beliebig gestiitzte offene Stabzug. Zusammen-
gesetzte Stabwerke entstehen durch die Verbindung einzelner biegungssteifer Stibe
und Scheiben allein oder im Zusammenhang mit Stabziigen, deren Elemente nur
Lingskrifte erhalten. Beispiele der ersten Gruppe sind der Auslegetriger und Drei-
gelenkbogen, Hinge- und Sprengwerke gehéren als versteifte Stabbogen der zweiten
an. Die Scheiben werden kinematisch entweder starr oder beweglich durch reibungs-
lose Gelenke, Fiithrungen und Stidbe miteinander verbunden. Man spricht in diesem
Zusammenhang von starrer und beweglicher Einspannung, von Gelenken und beweg-
licher Lagerung und idealisiert sie durch eine kinematisch gleichwertige Anordnung
von Stiitzen- und Verbindungsstiben. Auf diese Weise entstehen drei-, zwei- und ein-
stibige Verbindungen mit null, ein und zwei Freiheitsgraden der Relativbewegung.

Die Krifte, die an den Stiitzpunkten und in den Scheibenverbindungen durch
die Belastung hervorgerufen werden, kénnen statisch bestimmt, also mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingungen der Krifte in der Ebene eindeutig angegeben werden,
wenn die Anzahl der fiir jede Scheibe (Anzahl #) und jeden freien Knoten (Anzahl %)
verfiigbaren Gleichgewichtsbedingungen gleich der Anzahl der Stiitzenbedingungen ¢,
vermehrt um die Anzahl der Verbindungsstibe v und die Anzahl der Systemstibe s
ist, die nur Liangskrifte iibertragen. Die notwendige Bedingung zur statisch be-
stimmten Berechnung der Stiitz- und Verbindungskrifte ist daher

3n+2k=t+v+s. (80)

Sie ist auch hinreichend, wenn die Nennerdeterminante der Gleichgewichtsbedingun-
gen von Null verschieden ist. '
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Unter dieser Voraussetzung kénnen auch die Lasten, Stiitz- oder Verbindungs-
krifte links oder rechts von cinem ausgezeichneten Querschnitt dquivalent in N'@,
M@, Q@ zusammengefaBt und fiir den Schwerpunkt des Querschnitts oder die Kern-
punkte ¢/, a’ der Kraftlinic angegeben werden.

Hilfsmittel der Mechanik zur statisch bestimmten Berechnung der Stiitz-
und Schnittkrifte. Die statischen Bedingungen fiir die unbekannten iuBeren Krifte
einer Scheibe 7, die mit einer Gruppe von gegebenen Kriften im Gleichgewicht
stchen, konnen stets nach einem der folgenden beiden Ansidtze angeschrieben
werden (Abb. 38):

1. JX, =0, 2Y, =0, SM, ., =0. l
i i i

]

2 XMy =0, SMy,=0, IM,.=0. | (81)
t T i

Hierbei bedeuten a, b, ¢ drei zur Auflésung der Gleichungen geeignete Bezugs-

punkte fiir die Momente der Krifte.

Die Aufgabe kann auch zeichnerisch gelést werden, indem zuerst die Resul-
tiecrende R aus der gegebenen Belastung durch eine Mittelkraftlinie oder durch
Kraft- und Seileck bestimmt und je nach der Aufgabe in 2
oder 3 Komponenten derart zerlegt wird, daB die Gleich-
gewichtsbedingungen graphisch erfiillt sind. Die #duBeren
Krifte einer unbelasteten, mit drei Stiitzen- oder Verbin-
dungsstiben angeschlossenen Scheibe sind daher Null. Bei
vier Komponenten ist die gecometrische Summe von zweien in
diesem Falle entgegengesetzt gleich der Summe der beiden
anderen.

Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht einer beweglichen
Scheibe oder Scheibenverbindung werden in allgemeiner Form durch das Prinzip
der virtuellen Verriickungen ausgesprochen. Nach diesem ist die Summe der Ar-
beiten aller duleren Krifte bei Gleichgewicht der Scheibe oder Scheibenverbindung
wihrend einer virtuellen, d. h. verschwindend kleinen, mit den kinematischen
Eigenschaften des Systems vertriglichen Bewegung Null.

04=23B,08,=3[X,0%,+ ¥, 0y,]=0
‘lgm:Xm_T'Ymr 6§m=6xm:*\"6ym~
Dieser Ansatz enthilt ebenso viele statische Bedingungen als das System Freiheits-

grade. Die virtuellen Verschiebungen éx,,, 6%, sind verschwindend kleine Ande-
rungen der Koordinaten x,,, ¥, des Angriffspunktes der Kraft P,,, so daB nach S.21

0A=060[X, %+ Yuym]l=—06IT=0 (83)

und daher die potentielle Energie I7 der duleren Krifte bei Gleichgewicht des
Systems zum Minimum wird.

Um die konkrete Schwierigkeit des unendlich kleinen Weges d3 zu vermeiden,
kénnen die Verschiebungen auf die hierzu erforderliche Zeit bezogen werden. Man
geht mit der auf diese Weise entstehenden mittleren Geschwindigkeit zur Grenze
iiber und erhilt aus (82) das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten.

An die Stelle der unendlich kleinen Verschicbungen sind die Geschwindigkeiten
%m,» Ym der Momentanbewegung getreten, die zeichnerisch dargestellt werden kénnen.
Sie Iassen sich hier als Wege in der Zciteinheit ansehen, um mit der Einfiihrung des
Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten keine begrifflichen Anderungen gegen (82)
herbeizufiihren.

Abb. 38.

(82)
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Nach diesem Ansatz kann jede einzelne Stiitz- und Schnittkraft des Stabwerks
unabhingig von den unbekannten duBeren Kriften angegeben werden, wahrend
diese bei einer Losung nach (81) stets bekannt sein miissen, bevor sich die Schnitt-
krdfte berechnen lassen. A

Allgemeine Ansitze zur analytischen Berechnung der Stiitz- und Schnitt-
krifte. Die Berechnung der Stiitzkrifte einer einzelnen statisch bestimmt ge-
stiitzten Scheibe nach (81) gilt als bekannt. Dieselben Ansitze liefern bei einer
statisch bestimmten Stab- oder Scheibenverbindung aus # Scheiben 3# lineare
Gleichungen, aus denen ¢+ v unbekannte Stiitz- und Verbindungskrifte angegeben
werden kénnen. Diesc sind unendlich groB, wenn die Nennerdeterminante Null ist.
Das Stabwerk besitzt dann unendlich kleine Beweglichkeit.

Die Losung ist in der Regel einfacher, wenn die Berechnung zunichst auf die
Stiitzenwiderstiande beschrinkt wird. In diesem Falle stchen die drei statischen Be-

dingungen fir die dufleren Krifte an der freien, also von der
Stiitzung gelosten Scheibenkette zur Verfiigung. Hierzu tre-
ten 3(n — 1) — v statische Bedingungen fiir die dulleren Krifte
an einzelnen Scheiben oder Teilen der Scheibenverbindung, da
auch relative Drehungen oder Verschiebungen der Scheiben
bei Gleichgewicht ausgeschlossen sind.

Daher werden 3n — v lineare Gleichungen [“ =

zur Bestimmung der ¢ Stiitzenwiderstande
verwendet. Die Losung ist bei statisch 4 )
Abb. 39. bestimmten Stabwerken, abgesehen vom Abb. 40,
Ausnahmefall der unendlich kleinen Be-
weglichkeit, eindeutig. Unter Umstdnden kann es auch zweckmaBig sein, zunichst
die Verbindungskrifte an den Gelenken zu bestimmen und dann erst mit diesen
und den Lasten die Stiitzkrifte jeder einzelnen Scheibe anzugeben.

Mit den Stiitz- und Gelenkkriften koénnen die Schnittkrifte M, N, Q oder
M., M,., Q fir den Stabquerschnitt abgeleitet werden. Der positive Richtungs-
sinn ergibt sich aus der positiven Definition der Koordinaten in Abb. 17. Die Lings-
kraft ist positiv als Zugkraft. Der Zuwachs der Normalspannung do¢, beim Fort-
schreiten in der z-Richtung bestimmt das positive Biegungsmoment M, und be-
deutet eine hohle Kriimmung des Stabes gegen die negative z-Achse. Mit der posi-
tiven Definition von d7,,/0% -dx und damit auch von dQ, nach Lage und Richtung
der Bezugsachsen nimmt das positive Moment bei positiver Querkraft zu. Das
positive Vorzeichen von N@, M@, Q@ ist dann durch (44) bestimmt (Abb. 39).
Umgekehrt sind mit der Dehnung und der Kriimmung des Stabes durch ein positives
Biegungsmoment auch die positiven Bezugsachsen x, z gegeben. Bei mehrteiligen
Stabziigen werden oft die Stabkanten, an denen positive Momente Zugspannungen
erzeugen, zeichnerisch nach Abb. 40 hervorgehoben. Sie bezeichnen den positiven
Bereich von z. Die Darstellung ist iiberfliissig, wenn die positiven Biegungsmomente
stets nach Vereinbarung an der gezogenen Stabfaser aufgetragen werden.

Die Schnittkrifte V,, H,, M, des Querschnitts a (Abb. 41) sind Stiitz- oder
AnschluBkrifte und daher bekannt. Die Belastung des Stabes durch Einzellasten
...P,_4, P,,..., deren Wirkungslinien die Stabachse in den Punkten...(m —1),m..,
schneiden und dort nach P,,,, P,, zerlegt werden, liefert im Querschnitt & mit
V. H,, M, die folgenden Schnittkrifte (Abb. 41 und 42):

Hk':_Ha—ZPmmr Vk=Va'_2Pvmt
k k

M= Myt Vo= HoYe— IPy (= @) = X Py (4= ), ’ (85)

N,= —Vsina; + H,cosa,, Q. =Vicosa,+ Hysina,.
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Ihr Verlauf kann durch die Differentialbeziehungen unter (48) nachgepriift werden.
Das Biegungsmoment wird in denjenigen Querschnitten zum Grenzwert, in denen

die Querkraft Null ist oder an einer Unstetigkeitsstelle
% das Vorzeichen wechselt. Die positive Querkraft bedeutet
zunehmende Biegungsmomente M,, die konstante Quer-
kraft den linearen Verlauf des Biegungsmoments.

N

Abb, 41.

Bei Einzelbelastung winkelrecht zu einem geraden Stabe ist fiir den Bereich
(m—1) bis m nach Abb. 43

%371 = Q,, = const, daher My—Mpy_y= Qmlm, M,=M, + Oncn- (86)
P, + Qm+1_Qm=0: Qm+l=Qm;"Pm' (87)
Lastpunkt Die Beziehungen bilden eine Vorschrift
Quer- Cm P | Om |Omntm| Mn zur einfachen Berechnung aller Quer-
schnitt krifte und , Biegungsmomente eines
o _ v Y statisch bestimmten Stabzugs (s. neben-
0 0

1 R P, | Q | Qe | M, stehende Tabelle).
2 c P, Qycp | M, Hierbei sind ¢, P gegeben, die Rand-
3 ts Py | Qs | Qa5 | My werteV,, M, anderweit berechnet und

bekannt. Demnach ist @, =V,— P,
usw., M, =M,+Q,c, usw.

Bei einem geraden unter < a,, geneigten Stabe mit belleblg gerichteten Einzel-
lasten P,,= P,,, +P,, wird

N, = H,cosa,, — V,sina,, Qm=H,sina,+ V, cosa,.
Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Abschnitt ¢,, ergibt sich nach Abb. 44
Vm+l = Vat Pumzot Hm+l—Hm+Pmm=0: Mm‘—Mm-1=Qmsm'

Vm+1= Vm“Pym: Hm+1=Hm—'Pa=m; (88)
My=Mpy )+ QunsSm= My, + Vilm+ H,e,.

Am Unter Umstinden kann es

y L% Ml auch zweckméBig sein, die

7 %" —>lin+1 = em Einzellasten in zwei Kom-

¥ bn+7 ¢m~s ponenten, nach der Stab-

) % n achse und senkrecht zu ihr
4n‘7 Vot VE A zu zerlegen.

/’ L_ w T sm In allen Fillen ist zu-

/s em—= nichst die unmittelbare Ein-

Abb. 44. tragung der Lasten angenom-

men worden. Geschieht dies
jedoch nur in Abstinden %, in Verbindung mit Querkonstruktionen, die stets als
Balken auf zwei Stiitzen angesehen werden, so wird die vorgelegte Belastung an
den Quertriagern durch eine Aquivalente Gruppe von Einzellasten...F,_,, F, ...
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ersetzt (Abb. 45). Die Querkraft ist zwischen zwei Quertrigern konstant, das Moment
an deren AnschlubBstellen ebenso groB wie bei unmittelbarer Belastung und im Be-
reiche von %, linear. Demnach werden die Momente

bz for o e unter Einschaltung der Querschnitte (»—1), » nach
&) l l l l (86) berechnet und die Querkrifte Q, eines Feldes
1 1T % 1 1 riickwirts aus
! ) 1 ] ] M, —M,_
pt e Bl B B Q== (89)
| ” Cm - | d
: m_g: m_,: mq ; bestimmt (Rechenvorschrift S. 44). Fins iy dr
PR S Bei einer stetigen Belastung ¢ (x) dy
d u,ﬂ(—;—)l‘ des Stabzuges werden die stati- d
L ,,t ,-ur ’,-n l schen Bedingungen fiir das Gleich- geat
| O |G| gewicht eines infinitesimalen Ab- dx
Abb. 45, schnitts angeschrieben. Man unter- Abb. 46.

scheidet dabei gekriimmte Stibe (ds)
(Abb. 46) und gerade Stibe (dx) mit waagerechter Achse und vernachlissigt
kleine GroBen zweiter Ordnung.

dQ = —p,(s)ds = — [p,(s) sin?a + p,(s) cos?a]ds; ”’j—ﬁ‘ = —7a(s) [
(90)
d 2
10 = —p@war; L=THo l

Die zweimalige Integration der Belastungsfunktion p liefert daher die Schnittkrifte Q
und M, sobald die Integrationskonstanten durch die statisch bestimmte Stiitzung
des Stabzugs bekannt sind.

Rechenvorschrift.
a) Unmittelbare Belastung (Abb. 47a):
Stiitzkraft C aus Momentengleichung fiir den Schlepptriger um den Gelenkpunkt:
C-80=Py.0,5+4 Pyy-35-+ Py;-50, C=225¢t.

Stiitzkraft B aus Momentengleichung fiir das ganze System um Stiitzpunkt a, Stiitzkraft 4 aus
Momentengleichung fiir das ganze System um Stiitzpunkt b.

m Pm Am a;u Pm am Pm al’n cm Qﬂl [t] Qm Cm Mm [mt]
al(— 41,875) 0,0 | + 16,0 — (— 670) | — - - 0,0

1| + 18,0 + 40|+ 120 + 72 + 216 | 4,0 | + 41,875| + 167,500 | + 167,500
2| + 180 + 55|+105| + 99 | + 189 |15+ 23,875+ 35813+ 203,313
3] + 18,0 + 70|+ 90f + 126 | + 162 j1,5|+ 5875+ 8812+ 212,125
4} + 180 + 85|+ 75| + 153 | + 135 |1,5|— 12,125|—~ 18,188] + 193,937
5| + 180 + 10,0+ 6,0| + 180 + 108 | 1,5|— 30,125| — 45,187 4 148,750
6{ + 20,0 +13,5|+ 2.5{ + 270 + 50 |3,5]|— 48,125 | — 168,438| — 19,688
71 + 20,0 + 15,0+ 10| 4+ 300 + 20 |1,5|— 68,125 — 102,187 | — 121,875
bl (— 145625) | + 16,0 + o0,0| (— 2330) - 1,0 [ — 88,125 — 88,125| — 210,000
8] + 20,0 + 19,0 — 3,0| + 380 — 060 |3,0]|4 57,500]|+ 172,500 | — 37,500
d - + 20,0 — 4,0 — - 1,0 [+ 37,500 + 37,500 0,000
9] + 20,0 + 20,5| — 4,5| + 410 — 90 |o0,5 |+ 37,500| + 18,750 + 18,750
1ol + 20,0 + 23,5\ — 7.5 + 470 — 150 | 3,0 |+ 17,500+ 52,5004 71,250
1I + 20,0 + 250} — 9,0| 4+ 500 — 180 I,5|— 2,500 — 3,750 { + 67,500
c| — 22,5 + 28,0| — 12,0 — 630 | + 270 [3,0]— 22,500 — 67,500]+ 0,000

Z=o0 =0 | Z=o0 |

In der Regel rechnet man mit abgerundeten Werten fiir Stiitz- und Querkrifte und
gleicht die Momente nachtraglich aus.
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b) Mittelbare Belastung (Abb. 47b).
Stiitzkrafte wie bei unmittelbarer Belastung:

r m Pm Cm Qm Qm Com M, [mt] 1\1,—-.’”,_1 Uy Qr [t]
a | — 41,875 — - — 0,00
I + 18,000 4,0 | + 41,875 | 4+ 167,50 | + 167,50 | + 167,50 | 4,0 | + 41,875
2| + 18,000 | 1,5 | + 23,875 | + 35,81 | 4+ 203,31
3] + 18,000 1,5 | + 5875 + 881 | + 212,12
II — 1,0 | — 12,125 { — 12,12 | 4 200,00 | + 32,50 | 4,0 | + 8,13
4} + 18,000 0,5 — 12,125 | — 6,06 | + 193,94
5§ + 18,000 | I,5 | — 30,125 | — 45,19 [ + 148,75
111 — 2,0 | — 48,125 | — 96,25 | + 52,50 | — 147,50 | 4,0 | — 36,87
6| + 20,000 1,5 | — 48,125 | — 72,19 | — 19,69
71 + 20,000 1,5 | — 68,125 | — 102,19 | — 121,88
Iv b — 145,625 1,0 | — 88,125 [ — 88,12 | — 210,00 | — 262,50 | 4,0 | — 65,62
8| + 30000 | 30 [ + 57,500 | + 172,50 | — 37,50
\'% d - 1,0 | + 37,500 | + 37,50 0,00 | + 210,00 | 4,0 | + 52,50
9] + 20,000 | 0,5 | + 37,500 [ + 18,75 | + 18,75
10| + 20,000 3,0 | + 17,500 { + 52,50 | + 71,25
VI - 05| — 2500]| — 1,25 + 70,00 | + 70,00 | 4,0| + 17,50
I + 20,000 1,0 — 2,500 | — 2,50 | 4+ 67,50
VII} ¢ — 22,500 | 3,0 | — 22,500 | — 67,50 0,00 | — 70,00 | 4,0 | — 17,50

In der Regel wird fiir die Rechnung eine Differenzenbeziehung an Stelle der
Differentialbeziehung (90) verwendet, der Bereich der Belastungsfunktion dabei in
eine Anzahl gleich groBer Intérvalle unterteilt und diese selbst in jeder Stufe durch
eine Gerade (1) oder einen Pa-

2 54 & . ,
a ,’; ,;; ,',' 2 3 272 22 2 /;,t rabelabschnitt (2) ersetzt. Die
a g RN \L ¥ (fw L ¢ stetige Belastung pG(x, wird in
il | , eine aquivalente Gruppe von
?qﬂ_’ {5—_*_45_’&; g W4 g5 0T ¢ CEinzellasten P, zerlegt, deren
y BEBBE D2  HA 2 D — n&
a VIR 0 0 R 2 2 S 7' B A B
o fr o 7 oA 7
ST A v r aw it A
4-4om She 3-4om —% i Lz‘t‘c” 7 c[’h
4 8 4 % b2 A

Abb. 47. Abb. 48.

Moment in den Teilpunkten m, (m - 1) mit denjenigen von p(x) libereinstimmt
(Abb. 48). Die Querkrifte Q,, und die Biegungsmomente M,, werden dann nach den
Angaben unter (86), (87) berechnet. Die Schaulinie des Biegungsmomentes M ver-
lauft durch die Endpunkte der Ordinaten M,,. Sie ist daher bei geeigneter Teilung
geniigend genau bestimmt.

1. Die Funktion $(x) wird durch einen Geradenzug ersetzt:

Py=(2p+21), . Pu= 5 Bmort 4Pm+ Pmid)s - Pa= 5 (bua+28,) . (91)

2. Die Funktion $(x) wird durch Parabelabschnitte ersetzt:
. ¢ 7P0+6p1_PI Pm—l+lopm+pm+l _ 4 Zﬁn'*‘epn-l_Pn—ﬂ
Po_—2———T2*~f,...,P oTm—om ..,P,,_? e (92)
Graphische Methoden zur Ermittlung der Stiitz- und Schnittkrifte. Um die
Stiitzkrifte einer statisch bestimmten Stab- oder Scheibenverbindung zeichnerisch
anzugeben, werden diese zunichst fiir die resultierende Kraft aus der Belastung
jeder einzelnen Scheibe bestimmt und dann durch Superposition zusammengefaBt.
Dieses Ergebnis wird unmittelbar erhalten, wenn die Resultierende der Lasten
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jeder Scheibe durch zwei dquivalente Krifte ersetzt wird, welche durch die benach-
barten Zwischengelenke verlaufen.

Die bekannten Stiitz- und Gelenkkrifte einer Stabverbindung werden, unter
Umstinden nach Erginzung durch zwei gleichgrolle, cinander entgegengesetzt
gerichtete Hilfskrifte H,, Hy, der Reihe nach mit g
den am Stabzug angreifenden Lasten P, pdx zu- .MF' z b
sammengesetzt. Auf diese Weise entsteht die Mit- x
telkraftlinie aller duBeren Krifte. Sie liefert, abge-
sehen von einer Kraft Hy, die Resultierende R, aller \
links oder rechts von einem ausgezeichneten Quer-
schnitt 2 vorhandenen #uBeren Krifte nach Lage
und Richtung und in Verbindung mit dem zugeord- I ,,,__]
neten Krafteck auch deren GréBe. Damit sind die Abb. 49,
Schnittkrifte M,, N,, Q. oder die Kernmomente
M. i, Mg, fiir den nach Lage und Abmessungen vorgeschriebenen Querschnitt be-
kannt (Beispiel Abb. 50).

Die Kriftegruppe (H,, Hy) ist bei Balkentrigern mit senkrechter Belastung
notig. IThre Richtung wird waagerecht angenommen. Hy ist dann gleichgro8 und ent-
gegengesetzt gerichtet zur Komponente H, der Resultierenden R, und wird in
der Regel mit H bezeichnet. Die Biegungsmomente sind M,=Hy,. Bei stetiger
Belastung entsteht auch hier eine Differentialbeziehung. Nach Abb. 49 ist

dy _Vo—[pdz _Q . & _ _ p(x)
tgp=gZ =gt =2, T--42 (93)

Der zweite Differentialquotient von ¥ kann durch die Kriimmung g ersetzt werden.

p(x) = fir g =0 ist p(x) =po, € =200, also H=1p,0,. (94)
|

dx

@
S =

pcosdg ;

', Abb. 50. Beispiel einer Mittelkraftlinie zur Bestimmung der Schnittkrifte
des Tragwerks.

Bestimmung der Resultierenden nach Lage und GréBe. R = (P, P;, P;). — Ermittlung der
Stiitzenwiderstande C,, C, aus der Bedingung C.-{—C =0 an dem unbelasteten Stabe II,
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so daB beide Krafte in die Richtung b—c fallen. — Aufzeichnung der Mittelkraftlinie aus
(Ca, Py, Py, Pg) ==C,. Die waagerechte Komponente von R, im Bereiche @ bis 2: H,, = H,,
im Bereiche von 2 iiber ¢ bis b: H,=H,+ P,= — H,. Im Berciche von a bis d ist das

Moment M, =4 - 2,,, im Bereiche von d bis 2 ist M,, = H, b_,,,, im Bereiche von 2 tuiber ¢ bis b
ist M, = H,b,. Das Vorzeichen fiir b ergibt sich aus .der Abb. 50, es ist so gewahlt, daB
positive Momente auf der Stabinnenseite Zug erzeugen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen. Die Anwendung des
Prinzips der virtuellen Verriickungen oder Geschwindigkeiten setzt zur Berechnung
statisch bestimmter Stiitz- und Schnittkrifte einfache oder mehrfache Beweglich-
keit des Stabwerks voraus. Da dieses jedoch als starr vorgeschrieben ist, werden
einzelne der inneren Schnittkrifte oder Stiitzkrifte

N® =fodF, M®=fczdF, Q¥=(tdF, C, (95)

als duBere Doppelkrifte einer Stabkette verwendet, deren Elemente durch Gelenke
oder Fiihrungen verbunden sind. Die mechanisch dquivalenten Verbindungen sind
in Abb. 51 wiedergegeben. Um eine Stiitzkraft C, oder eine Schnittkraft K,
der Gruppe (95) unabhingig von allen iibrigen zu berechnen, wird diese allein

- . b gt ,
a 5 /6d\rx ool 7 ¥ ” ¢ N 7
— O — 1,8 e
Nk o5 i
MY l l
a =)
i 1, 8/v oo
¢
Abb. 51.

zur duBeren Doppelkraft einer Stabkette. Dabei wird die Stiitzenbedingung (e)
oder die zugeordnete materielle Verbindung der benachbarten beiden Quer-
schnitte () ausgeschaltet, so daB die Stabkette einen Freiheitsgrad erhilt und
daher zwangliufig ist. Die unbekannte duBere Kraft K, der Stabkette wird mit
dem Prinzip der virtuellen Verriickungen so bestimmt, daB diese durch die
Belastung  und K, im Gleichgewicht ist. Die virtuelle Geschwindigkeit der An-
griffspunkte der Doppelkraft oder die relative Winkelgeschwindigkeit der An-
griffsgeraden des Doppelmomentes wird mit A4,, die Projektion der Geschwindig-
keit der Angriffspunkte der Einzellasten P,, und Stiitzenwiderstinde C, auf
deren Richtung mit é,, und 8, bezeichnet, so daB nach dem Prinzip der virtuellen
Geschwindigkeiten folgender Ansatz angeschrieben werden kann:

K9 4,4+ 3Ppb,+3C,8,=0. (96)
Er besteht aus einer Summe von inneren Produkten, deren Vorzeichen durch den
Winkel zwischen Kraft- und Geschwindigkeitsvektor bestimmt wird.

GréBe und Richtung der virtuellen Geschwindigkeiten 4,, d,,, 8, ergeben sich
aus dem Geschwindigkeitsplan der zwangliufigen Stabkette mit K#=0, deren
Momentanbewegung in der Regel durch die Geschwindigkeit 4, =1 als frei wihlbaren
Parameter bestimmt ist. Dabei werden die Stiitzenbedingungen der Stabkette ein-
gehalten, so daB deren Stiitzenwiderstinde keine Arbeit leisten (X'C,8,=0), wenn
nicht bei der Momentanbewegung auch iiber die Geschwindigkeit anderer Punkte
verfiigt wird.

K@= — 1 SPpd,. (97)

Die Bewegung eines Stabes s, der Kette gegen die ruhende Ebene ist eine Drehung
um ein Momentanzentrum O,, den Hauptpol (k) der Bewegung des Stabes s,.
Die Winkelgeschwindigkeit w, der Momentanbewegung wird im Sinne des Uhr-
zeigers positiv gerechnet. Der Punkt m des Stabes s, mit dem Abstana 7, vom
Momentanzentrum (Abb. 52) erhilt die senkrecht zum Fahrstrahl 7,, gerichtete Ge-
schwindigkeit wy7,,, so daB die auf die Zeiteinheit bezogene Arbeit der in m an-
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greifenden duBeren Kraft P,, folgenden Betrag erhilt:
P,d,=P,w7,cosp,=P,w.0,=06,w0,. . (98)

Hierbei ist ,,= P,,0,, das Moment der Kraft P,, bezogen auf den Hauptpol (&), so
daB die Arbeit der duBeren Krifte als Produkt des Momentes @,, der Kraft P,, und
der Winkelgeschwindigkeit w, der zugeordneten Scheibe gebildet wird. Daher wird
die Stiitz- oder Schnittkraft K eines Stabwerks mit » Scheiben oder Stiben nach
(98) berechnet.

K= — 7 S[@30,], h=1,...n. (%9)

Die Bewegung einer Scheibe % relativ zu einer anderen Scheibe % ist ebenfalls
eine Drehung um ein reelles oder imaginires Gelenk, das Momentanzentrum der
Relativbewegung, das hier als Nebenpol (4, k) bezeichnet wird.
DieRelativgeschwindigkeit der beiden Scheiben ist w;, = w; — w,
Die Haupt- und Nebenpole der zwanglaufigen Stabkette bllden
die Polfigur. Sie bestimmt in Verbindung mit einem der GréBe
nach frei wihlbaren Parameter, der Winkelgeschwindigkeit w, °
einer Scheibe oder der Relativgeschwindigkeit w;,, die Winkel-
geschwindigkeit aller iibrigen Scheiben und damit die Geschwin-
digkeit aller Punkte der Stabkette. Daher ist mit der Polfigur
auch der Geschwindigkeitsplan der Stabkette gefunden. Zu ihrer
Aufzeichnung werden die drei folgenden Sitze aus der Kinematik
der ebenen Bewegung verwendet.

1. Der Pol der Relativbewegung (a, b) zweier Scheiben a und &
gehort beiden Scheiben an. Seine Geschwindigkeit ist eindeutig, so daB die Hauptpole
(a) und (b) mit (a, b) auf einer Geraden liegen. Nach Abb. (53) ist 7, w, =77, w,.

2. Die Nebenpole (a, b), (b, ¢), (a, ¢) dreier Scheiben mit den Hauptpolen (a)=4,
(0)=1B, ()= C liegen auf einer Geraden, da nach
Abb. 53

Abb. 52.

AJ ':I-sz_ i@ 'lli'c_wb wc_ We
= — 7 T o o T »
cJ CK Tab Tbc Wg Wy Wq

A]wa=C]wc also J=(a,c).

Die Polfigur ist die Grundlage fiir den Geschwin- = 4%y
digkeitsplan der Scheibenkette, wenn die um 90° Abb. 58.
im Sinne des Uhrzeigers-gedrehten Geschwindigkei-
ten aufgetragen werden. Aus der Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten zweier
beliebiger Punkte m und » einer starren Scheibe

U U =7 W 7,0 =7,:.7, (100)
folgt ein dritter Satz:

3. Die Endpunkte der gedrehten Geschwindigkeiten einer starren Scheibe F
bilden eine dhnliche und zum Momentanzentrum #hnlich liegende Figur F’.

Der Geschwindigkeitsplan soll die Stiitzenbedingungen der Stabkette in der
Regel erfiillen, um die virtuelle Arbeit der Stiitzenkrifte in (96) auszuschlieBen.
Ist jedoch in einem ersten Verschiebungsplan 3'C,d,4=0, so kann damit ein zweiter
Verschiebungsplan derart verbunden werden, daB8 die geometrische Summe der
Geschwindigkeiten der Stiitzpunkte aus den beiden Momentanbewegungen Null ist.
Die zweite von ihnen ist in der Regel eine Drehung der Stabkette ohne Relativ-
bewegung der einzelnen Scheiben (w;,=0).

Der Geschwindigkeitsplan einer Stabkette kann auch ohne Polfigur entwickelt
werden. Dabei wird stets die Geschwindigkeit des Punktes ¢ eines Stabzweiecks
{(, I;) aus den bekannten Geschwindigkeiten der Endpunkte a und b bestimmt.



48 Allgemeine Bemerkungen iiber Schnittkrifte, Zustands- und EinfluBlinien.

_>
In Abb. 54 sind die gedrehten Geschwindigkeiten aa’, IE” gegeben und die gedrehte
—>
Geschwindigkeit ¢¢’, die Hauptpole (1), (2) und die Winkelgeschwindigkeiten w,, w,
gesucht. :

Punkt ¢’ wird nach dem dritten Satze mit a’c¢’=1[;||};, b'¢’ =1I;]| I, bestimmt.
Die Hauptpole (1) und (2) sind die Schnittpunkte der gedrehten Geschwindigkeiten
der Scheiben /; und J,. Da sich diese nicht immer aufzeichnen lassen, werden die
Winkelgeschwindigkeiten w,, w, aus dem Geschwindigkeitsplan abgeleitet.

—

aa v/, vl vl + vl h—1
w, = == — = v = n ) =
t 74 ST S s;+ s3 h

—
Mit den gedrehten Geschwindigkeiten mm’ der Angriffspunkte m der duBeren Krifte
kann der Ansatz (82) in der folgenden Form verwendet werden (Abb. 55):

64=3P,, cos (Pr» Vm) =2 Py B =2[‘Bm ”T;;",] . (101)

Das Ergebnis (101) erscheint dann als
Summe der Momente der AuBeren Krifte der
Stabkette in bezug auf die Endpunkte der ge-
drehten Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte.
Die Geschwindigkeiten v,, v, ... der Gelenk-
punkte a,b... konnen auch von einem Ur-

Abb. 54. Abb. 55. Abb. 56.

sprung O aufgetragen und der Reihe nach ebenso wie bei einem Verschiebungsplan
nach Williot fiir A/ =0 aufgezeichnet werden.

Dreigelenkbogen mit Zugband unter ruhender Belastung. Bestimmung des
Biegungsmomentes aus einem Polplan. (Abb. 56).

W) Qg = W2 0y » wz=w19—a.

(413

Qe Qa Q¢
()] =w s Wa = W9 — = W
2 Q¢ 3 Q4 3 294 19h 0"

Py gy o)+ Py 0y wp — (P3 03+ Py 0y) w3 — M () + wy) =0,

PlQl“’l‘f‘P:Qa"QQ (P393+P494)—‘“ —‘w m(1+%>w1=0-
b

EinfluBlinien der Stiitz- und Schnittkrifte. Die Grenzwerte von Stiitz- oder
Schnittkriften aus einer beweglichen Gruppe gleichgerichteter Einzellasten P,, oder
einer stetigen gleichgerichteten Flichenbelastung p werden mit EinfluBlinien be-
rechnet (77). Diese dienen zur Ermittlung der ungiinstigsten Laststellung und unter
Umstéinden nach (78) auch zur Berechnung der Grenzwerte, die jedoch oft schneller
und sicherer fiir eine in der ungiinstigsten Laststellung vorhandene ruhende Krifte-
gruppe angegeben werden.
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Ist die EinfluBlinie oder einer ihrer Teile ein Dreieck, so ist die ungiinstigste
Stellung eines Lastzuges in dem Bereich /= x+x' bei Linksfahrt erreicht, wenn die
Ungleichungen

r—1

P

R Ay

sl X S T > (102)

P,

..-[\q*

<

ks
T

erfiillt sind und die schwersten Lasten in der Nihe der Spitze des Dreiecks liegen.
Dabei ist P, die erste, P, die letzte Last im Belastungsbereich /, wihrend P, iiber
der Spitze steht. Die Nachpriifung der Ungleichungen setzt eine Annahme iber die
Stellung des Zuges voraus, mit der P,, P,, P, und damit auch die Summen
B,-1, B,, B,, der Ungleichungen (102) gegeben sind.

Die EinfluBlinien W, werden dadurch gewonnen, daf8 die EinfluBgré8e W,,, als
Funktion der Abszisse des Angriffspunktes m der wandernden Last P =1t analytisch
ermittelt und von einer Nullinie aus im
Lastpunkt m als Ordinate W,,, aufge-
zeichnet wird. Die Richtung ist durch
das Vorzeichen der beiden Halbebenen
bestimmt.

' Jede statisch bestimmte Stiitz- oder
Schnittkraft kann mit dem Prinzip der
virtuellen Verriickungen nach (97) als
dufere Kraft einer zwangldufigen Stab-
verbindung berechnet werden. Um Ein-
fluBlinien zu zeichnen, wird

Ki‘)= _ Zl:zpmémz - '1'2'6'”‘
mit P,,= 1t, der beweglichen, am Last-

gurt angreifenden Einzellast von gleich-

bleibender senkrechter, waagerechter

oder schriger Richtung. Daher sind die ., 57 Eingustinie des Kernmomentes in der Soble eines
Wege 6,, die Projektionen der wirklichen Gewblbepfeilers.
Verschiebungen (8,,,--9,.,) auf die Kraft-

richtung. Sie sind in einem Verschiebungsplan des Lastgurtes enthalten, der aus der
Momentanbewegung der Stabkette (K® =0) abgeleitet wird. Fiir die duBeren Krifte
in der Form von Momenten oder Kriftepaaren ist 4,, die Verdrehung desjenigen
Elementes der Stabkette, an welchem diese angreifen. Die Geschwindigkeit 4, kann
als der frei verfiigbare Parameter der Bewegung angesehen werden, so daf3 die Ge-
schwindigkeiten 6,, der Punkte m des Lastgurtes Funktionen von 4, sind und in
der Richtung mit derjenigen der wandernden Last iibereinstimmen. Sie werden also
mit senkrechtem, waagerechtem oder schrig gerichtetem Vektor aufgetragen. Dar-
nach ist der Geschwindigkeitsplan der Stabkette bei geeignetem Malstab das Ein-
fluBfeld der Schnittkraft, aus dem deren EinfluBlinie fiir beliebig gerichtete Last-
gruppen abgeleitet werden.

Wihrend der Momentanbewegung der Stabkette beschreibt jedes Element s,
eine Drehung um den zugeordneten Hauptpol (&), so daB sich die Geschwindigkeiten
der Punkte des Lastgurtes linear mit der Entfernung vom Hauptpol dndern. Daher
ist jedem Element der Stabkette eine Gerade der EinfluBlinie zugeordnet. Die
Parallele zur Kraftrichtung durch den Hauptpol liefert im Schnitt mit dem Lastgurt
einen durch §,, =0 ausgezeichneten Punkt. Er bildet die dem Element zugeordnete
Lastscheide. Die Parallele zur Kraftrichtung durch den Nebenpol (k, &) trifft den-
jenigen Punkt auf dem Lastgurt, dessen Verschiebung é,, als Punkt der Scheibe A
ebenso grofB ist wie als Punkt der Scheibe k. Jeder Nebenpol bestimmt damit eine

Beyer, Baustatik, 2. Aufl.,, 2. Neudruck. 4

(103)
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Ecke der EinfluBlinie. Die Polfigur der Stabkette liefert also fiir jede Kraftrichtung
die Form der EinfluBllinie. Der frei verfiigbare Parameter 4, wird so gewdhlt. daf3

Abb. 58.
!
KWA, = —KW.1, also '4,| =1 und daher bei starrer Stiitzung (J, = 0)
lr'Kii) =2Pm 6m- (104)
Damit ist auch der MaBstab der Einflublinie bestimmt (Abb. 57).
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Die Ordinaten 8,, der EinfluBlinie sind durch die Ableitung aus dem Prinzip der
virtuellen Geschwindigkeiten ebenso wie 4, Geschwindigkeiten. Daher ist auch das
Vorzeichen der EinfluBlinie durch das Vorzeichen der virtuellen Arbeiten £, 6,
M, w, bestimmt.

EinfluBlinien der Schnittkrifte eines Dreigelenkbogens (Abb. 68):

a) EinfluBlinie fir das Biegungsmoment im Querschnitt . bei senkrechter und
waagerechter Belastung (Abb. 58a).

Kinematische Kette fiir M,, = o: Stabe I, II, I11. Hauptpole: (I) = a, (3) = b. Nebenpole
(1, 2), (2, 3). Hieraus ergeben sich (2) mit (I), (I, 2) und (3), (2, 3), ferner der Nebenpol (I, 3) mit
(Z), (3) und (1, 2), (2, 3). Die Lastscheiden liegen auf Parallelen zur Belastungsrichtung durch
die Hauptpole (1), (2), (3), die Eckpunkte der EinfluBlinie auf Parallelen durch die Nebenpole
(1,2, (2, 3), (3, 1). Prinzip der virtuellen Verriickungen:

0A=0= —Maw,— Mupwy+ Pid;; Mp+(w+ wy)) =Mpd=P;4;; aa’'=x,.

4 =1 bedeutet bei Gleichsetzung von Sehne und Bogen 4 a’ = x,,. Die Einheit kann auch aus
der Relativbewegung des Stabes I gegen I bestimmt werden:
— M wy + Piéi=0; Wy=4d4=1, aa' = x,.

Die Grenzlinien der waagerechten Ein- @ @'
fluBlinie sind zu den zugeordneten Ge-
raden der senkrechten EinfluBlinie
winkelrecht. Daher gilt ebenfalls

+M wyy =W 6.

b) EinfluBlinie fiir die Querkraft
Q.. bei senkrechter und waage-
rechter Belastung (Abb. 58b).

Kinematische Kette fir Q = o.
Ermittlung der Polfigur. Die Haupt-
pole (I), (3) und der Nebenpol (2, 3)
sind gegeben. Der Nebenpol (I, 2)
liegt, da IT sich gegen I parallel ver-
schiebt, auf der Tangente des Bogens
im Unendlichen. Der Hauptpol (2) wird
durch 1, (1, 2) und 3, (2, 3) gefunden.
Damit sind auch die Lastscheiden und  ppp, g, Ableitung der Einflublinie der Querkraft Qm ¢iner mehr
Eckpunkte dersenkrechten und waage- glicdrigen Scheibenverbindung.
rechten EinfluBlinie gegeben. Zur Be-
stimmung der Einheit der EinfluBlinie wird die Relativbewegung der Stibe I und II betrach-
tet. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen §4 = 0 ergibt bei der senkrechten Einzellast

’ ’
m
— Q! i LA P, (—46,)=0, fir mymyy = 1 cos Pm Wird Qun=P,6;.
COS Py
Um daher den Verschiebungsplan der Kette als EinfluBlinic zu verwenden, wird der Parameter
mj}m}, = 1 cos p,, gewahlt. In diesem Falle ist die gegenscitige Verschiebung 4 der Querschaitte
m; und my; in Richtung von Q. gleich der Einheit. Fiir eine waagerechte Einzellast W, ist
r” ”

—Qm ~".1l o _ W (—8)=0, fir mymp=1sin ¢om Wwird Qn=W,4.
sin @,
c) Die Ansitze fiir die EinfluBlinien der Lingskraft lauten (Abb. 58c¢):
’ ’
n ::1’;" — P, (—68)=0, fir mymy =1sin @m wird N, =P,J,;
- .
” ”
~Nn -Z;;—';‘IL — W, (— 6;) =0, fir m}'m;', =1lcos ¢, wird N, =1, &,

Die Abb. 59 zeigt die EinfluBlinie der Querkrait (),, eines unterspannten Balkentrigers.
Sie ist aus dem Pol- und Verschiebungsplan der kincmatischen Kette Q, = 0 mit der An-
nahme v, = 0 entwickelt worden. Damit ergeben sich die Hauptpole (2)’, (3)’, (£)’ und die

—
senkrechte Komponente der Geschwindigkeit b’ b” des Stiitzpunktes b. Um hier die Stiitzen-
bedingung nachtraglich zu erfiillen, wird nach S. 47 ein zweiter Verschiebungsplan gezeich-
— >
net, der durch den Weg — b’b” und w;, = 0 bestimmt ist. Damit wird a’b” zur Achse der
EinfluBlinie. m};m};; = A =1 ist Einheit der EinfluBlinie.
4*
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. Land, R.: Kinematische Theorie der statisch bestimmten Trager. Z. 6st. Ing.- u. Arch.-Ver.
Bd. 40 (1888) S. 11 u. 162. — Miiller-Breslau, H.: Die graphische Statik der Baukonstruk-
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14. Der einfache Balkentriger.

Ein Stab mit gerader, gebrochener oder gekriimmter Achse wird als Balken-
trager bezeichnet, wenn eine senkrechte Belastung nur senkrechte Stiitzkriifte her-
vorruft. Er wird an den Enden aufgelagert oder als Kragtriger verwendet.

Ruhende Belastung. Eine allgemeine Belastung wird oft mit Vorteil aufgeteilt.
Stiitz- und Schnittkrifte werden getrennt fiir jeden Anteil angegeben und nach
dem Superpositionsgesetz addiert.

Allgemeiner Ansatz zur Berechnung der Stiitzkrafte.

a) Senkrechte Belastung und Stiitzenmomente (Abb. 60 und 61):

k=n
4= M 1 fg(x)x’dx+ ZPkal-}——-J.p(x)x'dx,
H=0
M, ;1 15 1
B, = Mal ) _i_.ng(x)xdx—{v-—l-kZJP,‘ak-}-—l—fp(x)xdx. - (105)
0 = E21
b) Waagerechte Bela.stung (Abb. 60 und 61):
k=n Vs
2=—§‘2w5%+ fw(y)ydy=—-A,, H=-—-(2W,+fw(y)dy>
k=1 "
Allgememer Ansatz fir die Berechnung der Schnittkrifte (Abb. 62).
A=4 +A,, B=B,+ B,,

k=r Zm

V=4 —fg(x)dr—z Py— Jp(x)dx;

w=—(H+ 2 Wk+fW(y)d:V);
k=1 "N

On=Hp,sinoy, + Vpcosop; (106)
N,=H,cosam— Vpasinoy,;

k=r
M, —Axm—fg(xux..—x)dx—ZPk(xm—ak)—fp(x)(x,.—x)dx

k=s
—Hyp, —Lzz We(ym— ) — fw(y)(:vm—y)dy+Ma-
< 0



Ruhende Belastung. — EinfluBlinien. 53

Der Ansatz besitzt in dieser Form nur grundsitzliche Bedeutung. Die Schnitt-
krifte werden besser nach den Angaben auf S. 42 berechnet. Hierbei ergeben sich
zunichst die Querkrifte Q,, und bei geneigter oder gekriimmter Stabachse deren
Komponenten V,, und H,,. Damit kénnen die Biegungsmomente M,, nach (86)
oder (88) gebildet und unter Umstdnden durch die Momente M, fiir die AnschluB-
querschnitte der Zwischenkonstruktion nach (89) erginzt werden. Sind die Strecken-
lasten g(x), p(x), w(y) nicht einfach zu integrierende Funktionen, so wird die
stetige Belastung nach S.44 durch eine anndhernd dquivalente Gruppe von Einzel-
lasten ersetzt. Querkraft und Moment sind bei gerader Stabachse in den Abschnitten
zwischen den Einzellasten nach (86) gerade Linien oder Parabelabschnitte. Der
GroBtwert des Momentes entsteht nach S. 42 in demjenigen Querschnitt, in welchem
die Querkraft Null ist oder ihr Vorzeichen wechselt. Die Tabellen 6 und 7 geben die
Schnittkrifte fiir zahlreiche Belastungsannahmen an.

Die Stiitz- und Schnittkrifte kénnen auch zeichnerisch mit Kraft- und Seileck
bestimmt werden. Bei der Einfachheit der Aufgabe liegt jedoch kein Grund vor,
die Rechnung durch die Zeichnung zu ersetzen.

EinfluBlinien. Die Grenzwerte der Stiitz- und Schnittkrifte setzen sich aus
den Anteilen zusammen, die aus der ruhenden Belastung, also im wesentlichen
durch Eigengewicht, und aus der ungiinstigsten Stellung der beweglichen Be-
lastung erhalten werden. Diese ist in der Regel durch EinfluBlinien bestimmt,
die nach Abschn. 13 als Funktion der EinfluBgré8e oder kinematisch als Ver-
schiebungsplan des Lastgurtes entwickelt werden.

EinfluBlinien der Stiitzenwiderstinde und Schnittkrifte des einfachen Balken-
trigers.

a) Unmittelbare Lasteintragung. b) Mittelbare Lasteintragung.

k - " -
@_ﬁ@% |,

- . ] = t T
Stitzkrafte 4 u. B J[~=—_1— 1% 'Wt}
| G i ly
Querkraft Q, +1 1 - [
AT J,_l +— | g |
| | | |
Biegungsmoment M, ﬁT W‘ 12’ Mk !,Tj.z;

AbL. 63,

Die Grenzwerte der Querkraft. a) GleichgroBe, unmittelbare Strecken-

belastung p. Durch Belastung des pasitiven oder negativen Bereichs der EinfluB-
linie wird (Abb. 64)

i
waX Qy= 4 p o =1 Pl g2,

| o ” (107)
mnQ,,=—p 2—"1‘ =—5 &.
b) GleichgroBe mittelbare Streckenbelastung p (Abb. 65, 66).
MaxQp, =+ 27  minQn,=—p m W (108)

Der Grenzwert der Querkraft ist nach der EinfluBlinie fiir alle Schnitte zwischen
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zwel Quertragern konstant. Lastscheide und Grenzwerte werden graphisch be-
stimmt.

l 4_;,. , EL E! =mm' ;” maxQp, (Abb. 65).

>

mm' =

v

Bei gleichem Abstand der Quertriger nach Abb. 66 wird

’ :u ! x;“Q o : —C 7
e, = lx__c , maxQ,, ,=+p T = mm', minQ,, = P(;(l c)) mm’”. (109)
me”@ it Gy Die jedem Felde zugeordneten Grenzwerte der
, Querkraftsind Ordmaten einer Parabel mit dem aus-
a mmmrrm‘mrmnmnnmnummn&

"‘T:,.z,,, | - 7 == gezeichneten Werte {)———— fiir x,, = (! — ¢) (Abb. 66).
i ' c) Unmittelbare Belastung durch einen Zug

VY “ i von Einzellasten.
[ * maxin i Die groBte Querkraft Q,, wird nach der Ein-
g j fluBlinie bei Grundstellung des Lastenzuges zum
| Laststollung fir min —  _ju Querschnitt m fiir Linksfahrt erhalten (erste Last
ali”"*r'*rrnmw"".. M 3 ?’mﬁ ? {iber dem Querschnitt ., Abb. 67b). Der negative

i+ Grenzwert ergibt sich ebenso bei Rechtsfahrt:
max Q,, = 4,,; min Q,, = — B,,

Dic Grenzwerte von max Q,, sind Ordinaten einer Schaulinie, in welcher der Stiitz-
druck 4,, fiir eine beliebige Stellung des Lastenzuges iiber dem Angriffspunkt der
ersten Last P, aufgetragen wird (4,,-Polygon). Der Betrag

m m
1 1 ’ )7
Am:T 12 P.‘bi=TAl/VPibi=mm’ (110)

Lastistellung fiir max Gy,

p@m:m/:Lw -
.

.%1
’
/
————aL

- A,cjf//\\\i)

m_m 6
) H r/i
N | [7- T
N

tne—

Abb. 65. Eatfernung der Quertriger beliebig. Abb. 66. Entfernung der Quertriger konstant.

wird graphisch als Ordinate eincs Seilecks zu dem in umgekehrter Fahrtrichtung
stehenden Lastenzug (P, in ) bestimmt (Abb. 67c). Polweite H des Kraftecks ist
dann eine Strecke gleich der Stiitzweite / des Triigers im MaBstab des Lageplans

Ist dasstatische Moment der Lasten Py,..., P, in bezug auf die Last 2 2 P;b; =G,

durch Tabcllen bekannt, so werden die Ordinaten
kK = A, = G/l. (111)

d) Mittelbare Belastung durch einen Zug von Einzellasten (Abb. 68).
Die groBte Querkraft Q,, entsteht nach der EinfluBllinie (Abb. 65) entweder bei
Grundstellung des Lastenzuges zum Quertriger m oder nach Uberschreitung der
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Grundstellung bis zur zweiten, dritten oder rten Last iiber Quertriger m. In
der ungiinstigsten Stellung ist nach (102)

cm
b B A B B A BB BA Broa < 7 B < By
R 4 . , (112)
Pl —rda—— | ||
i ||<"'b—z{:jpi |p| ‘Bn:%‘lpn sB'=2P“

| 2 BA,A 1
AN Linkstahrf' T f ) e
2T [ e ; .
R 1 L N py
P mame—:TZPib(—ZZ ibep. (113)
1 1
Preg ’
A a PRRPR R
%\ ] o | e Hl lll
a 4
m, L=l 7T mel pay
a_/N oY) < by bes vgf——>;
[ H=l > ! ¢ g
Abb. 67. Abb. 68, Stellung des Lastenzuges zur Bildung von max Q.

Der bis zur Last P, vorgezogene Lastenzug liefert also die groBte Querkraft im
Felde, wenn

I 4
;;P1<§‘Bn und ;;(P1+Pa)>‘Bm
" (114)
max Q,, = %2 Pb; —

1

%, .

§-——>1

f)
r p (<) i
il i} el i L
il o]
# H ;s
G 41 s Al
j:i L v brg
- Ir V/4 )4 |4 1/4 7 4 V/a )/ | 4 4
a L e 2k 7Y
W@ m-1  m_ m+ l<_ i =Y wm M-l m m+l Lc—J T
[ lenc—=C= ] - l=n-c -
Abb. 69a. Schaulinie fiir max Op aus Eigengewicht Abb. 69b. Schaulinie fiir max Qm aus Eigengewicht
und etnem Lastenzug als Verkehrslast, und gleichférmig verteilter Nutzlast.
L Pb '
max Om = Omg + Ap — 41+, 4,,=2_;;‘_', ‘ maxom=0m,+-2-’(—:——f”.

1

Die Grenzwerte der Biegungsmomente. Die EinfluBlinie (Abb. 63) hat nur einen
positiven Bereich, das Moment also nur einen positiven Grenzwert.

a) GleichgroBe Streckenbelastung ¢ (Abb. 70).

Bei unmittelbarer Lasteintragung ist

xx'  pR/x x? plz

maxM,,,,=p—2—=—2—(T——l—z)=——2—wR. , (115)
Bei mittelbarer Lasteintragung sind die Grenzwerte der Momente an den An-
schluBquerschnitten durch die gleiche Funktion bestimmt. Dazwischen ist die Schau-
linie fiir max M,,, geradlinig.
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b) Lastenzug bei mittelbarer Eintragung (Abb. 71).
Die EinfluBlinie des Moments an den AnschluBquerschnittenist in der Regel ein Drei-
eck. Die ungiinstigste Laststellung wird daher nach (102) durch die Ungleichungen

r—1

—
LMMuy)ﬂrma.r/\Imﬂ 2/ P < 2[ P < 2, P‘ (116)
mmwmmmwwmmwmmmmmmmmmé
[]
= ' ————@r”.; By &or
, e “ A TA A
| " 1 a e —LLLLLU—LL‘Ab
o §£ hm 2 >'lrn.f m ﬂ;;fl iz
mm 7 o~ m =
= (A =
Abb, 70, Abb. 71. Stellung des Lastenzuges zur Bildung von max Mg,

nachgewiesen, wenn die schwersten Lasten nichst dem zu untersuchenden Quer-
schnitt m stehen. Mit dieser Laststellung ist dann (Abb. 71)

Xom Y
mame=—l—k27P,-b,.— %’P,. (% — a5) . (117)
Zwischen den Anschlquuerschnittén kann max M,,, mit guter Anniherung ge-
A RRIRRy radlinig angenommen werden.
l X EB] Um die Berechnung der Schnittkrifte fiir
—Y br bekannte Lastenziige zu erleichtern, deren erste

% = 2% Last P, bei Linksfahrt den linken Stiitzpunkt
T” By “uid pun
A AT — — % des Tragers nicht {iberschreitet, werden zwei

a; O —

e =~ nur von Achslast und Achsstand abhingige
= b 72, = Hilfswerte gebildet (Abb. 72).
i=n t=n
%n___ 2 P{: ©n= (P1b1n+P2b2n+ . 'Pibin+ AN 'Pnbnn) = Zipibl‘n' (118)
i=1 i=
Mit diesen sind .
i=n =N
ZPf (bin+ ) = (D Pubin + b ZP.),
t=1 i=1 i=1

1
= T (@n + anbﬂ) ’

i=r t=r

=A% — D P (% — a) — > Pb,,,

=1 i=1
Mp= T €0+ Rubs) — &

Die Funktionen &€, und %,, der Lastenziige N, E und G der Reichsbahn sind in den
Taschenbiichern enthalten. Sie lassen sich leicht auch fiir andere Lastenziige zur
Berechnung von StraBen- und Eisenbahnbriicken angeben. Nach den Reichsbahn-
vorschriften geniigen aber bei einfachen Balkenbriicken bereits Niherungswerte fiir
max M, nach besonderer Anweisung. :

c) Lastenzug bei unmittelbarer Eintragung (Abb. 73a).

Die gréBten Biegungsmomente konnen fiir beliebig viele Querschnitte ebenso
wie fiir die AnschluBquerschnitte des Trigers ber mittelbarer Lasteintragung be-
rechnet werden. Bleibt jedoch die Summe R aller auf dem Triger ruhenden Lasten
bei Verschiebung des Zuges unverindert, so 18t sich das vollstindige Ergebnis
einfacher angeben.

(119)
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Die Grenzwerte der Biegungsmomente.

Zwei ausgezeichnete Querschnitte # und 7 links und rechts von der Resul-
tierenden werden nach dem Index der ihnen zugeordneten Lasten P, und P, be-
zeichnet. Die Abstinde der Lasten P, ... P, ... Py,
von der Last P, sind ¢,,, ihre Abstinde wvon
der Resultierenden u,. Die Abstinde der Lasten
P,...P,... P, von der Last P, werden e,
die Abstinde von der Resultierenden u, genannt.
Auflerdem ist abgekiirzt

k k

2P,,,=EB’¢: ZPm“m='bh’

1’ ’1 (120)

?Pm=‘Bv' ?Pm“nl:'@" Abb. 732 und b,

Die Momente M, und M, konnen dann folgendermalen angeschrieben werden:

E
- Rx _ Rz
M,= .(l_“k_xk meekmt r =7 ZP erm:l
1
k (121)
Rx (1 — ) Rz,
oder M= Bnbom _Ra,  sp
1
Das Moment ist nach (116) ein Grenz- T % % o3
wert zwischen : ¥ g ¥ $ =330t ':'ZZ:
%l 1 B T 0340 : u'}-zﬂm
Ikl l und xk’—T . (122) #-w”‘t u s8m
.
Fiir dlese Querschmtte 1st dann mit (122) e {=Zom————>
R I —
My =Rl
(123) l B :
R %l : "Il ““
Mk2= 4’&!§ —fﬁt_)_ZP".“m. ;
D M 1 h B Abb. 74. Untersuchung einer Kranbriicke.
as Moment ist im rechten Bereiche 10+ 18
- . k=2: x4, =x2=6,25m, =290 =14,38
nach (116) ein Grenzwert zwischen Fars A oo 32 ®
B B D1=10-3,47 + 13-0,47 = 34,68 + 6,08 = 40,8 mt,
Xy = ’”l und x,, = i3 L. (124) ,-3: x;,_:220 375m, =, =§9220—362m
Fiir diese Querschmtte sind d1e Momente £,=230-2,53+6,0-5,55 =40, mt.
r+1
., Rx (I— ,  Rx,(—
My, = Brmlo ) )"P wy, My =Tl Z'Pu (125)

Der erste Anteil ist die Ordmate einer Parabel mit } R/ als Pfellhohe. Der zweite
Anteil ist ein Geradenzug, dessen Eckpunkte die Abszissen x,, und x,, und die

Ordinaten §, und ; erhalten.

Das Ergebnis kann auch auf eine begrenzte, gleich groBe Streckenlast iibertragen

werden (Abb. 73b).

R=pb=2pc; P=29pdz,

X =

maxM,‘—ﬁ,bxkxk(l__>—2Pd<l__) Wg - . ‘

Das Diagramm der Grenzwerte ist eine Parabel fiir die Belastung 4 p 67 (

‘«Bk

1- ).

Domke, O.: Theorie des Eiscnbetons. Handb. f. Eisenbetonbau Bd.1, 4. Aufl. S. 391.
Berlin 1930. — Beyer, K.: Baustatik. Taschenb. f. Bauing. Bd. 1 S. 270. Berlin 1928.
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Der einfache Balkentriger.

Tabelle 6. Balken auf zwei Stiitzen.

1: Stiitzweite, § = z/l, § = #’/I; A, B: Stiitzkrifte; Q,: Querkraft; M ,: Biegungsmoment im
Querschnitt m; %,: Querschnitt mit dem groBten Biegungsmoment Mmax.

Jede Abbildung zeigt der Reihe nach die Art der Belastung und die Zustandslinien fiir die
Querkraft Q,, und das Biegungsmoment M, *.

A
[l ud Pb Pa Pb Pa
e S A== B=—7 =t+t7  G=—7
A+ M,=Pbk My=Pal
l=a h
77 ) Pabd
y + =24 Mmax = —;
3
! ! !
e a=tl =t g=Plu-2p
A ¥ pit
o~ M= wn
S i+~ ! il
n
A=-§£(2n+c) B=ﬁ(zm+c)
M- O—te— }‘ 2
| Q=4  Q=A—plr—m)  Q=—B
AFT.. —s Miy=Am My=Bn M,=Ax
; | x (x —m)2
T M, =M;— — M, =BY
s+l B 2 1 ? Mg
"W 4 41
fﬁlf ‘3.7 o Xg=m + —1(2"+5)=m+—p- Mmax M,+2—1-,-
. 2
mmim APionig Bt
= g 24 2
+ 1=A_Px Qz=—B
. = P24
<5 | M;=Bn My=mZ 1 B o My=mM; 2
|
N4 ot
AL : 4 4
. ¢ — py 6l
e A=p6—R B=p,c,+ R R=£l—l2‘lﬁ_’
|||lIﬂili'!:'.lllllllllllll |||| iy
cp—>i-d. ,, ] Q=4 —p# %=—R Qy=—B+p, 4
e ! ’! M=’£i—Rc M =P26§+Rc
+ ! z 2 1 u 2 3
T3 < e % P18 . _ el . _ 7 Pa6)
— - | ~ MI—MIC—I‘+T(1)B N 1|'2——2—-—-Rx, MS—MIIZ; ———2 wB'
N b A4 . o 4 At
SN N+ # {’ &>'}: Xo= — Muax = —
Y FiA, & s P € 21 h
TN /o 2 B B2
&<f§ 2= — 4 = —
23 °7 b 2y
* »© und «'® nach Tab.22 fiir das Intervall o < b <1t
& D P
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. A=B=pc  Q=A—px
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Tabelle 6 (Fortsetzung).

|
1 #’ li ! ': ¥ pod (x—m ,
ST | o e e
e A A
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Tabelle 6 (Fortsetzung).
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Tabelle 6 (Fortsetzung).
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Tabelle 7. Freitrager.

I: Lange, & = x/l; C: Stiitzkraft; M,: Einspannmoment; Q,,: Querkraft; M, : Biegungs-
moment im. Querschnitt m; x,: Querschnitt mit dem griéBten Biegungsmoment Mp,,.
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Tabelle 7 (Fortsetzung).
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Tabelle 7 (Fortsetzung).
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15. Der Auslegetriger.

Der Stabzug ist bei jeder Anordnung kinematisch starr und darf keine unendlich
kleine Beweglichkeit enthalten. Zur statisch bestimmten Ermittlung der duBeren
Krifte eines Auslegetrigers mit »# Stiitzenbedingungen sind die vorhandenen drei

Gleichgewichtsbedingungen durch (2 — 3)
Bedingungsgleichungen zu erginzen, die
sich durch die ein- und zweistibigen Ge-
lenke ergeben. Bei lotrechter Belastung
sind die Stiitzkrifte ebenfalls lotrecht.
Dasselbe gilt bei der iiblichen Verbin-
dung der Teile des Stabzugs auch von
den Gelenkkriften. Die Unterteilung
durch Stiitzen und Gelenke (Abb. 75) ist
von wirtschaftlichen Gesichtspunkten
und von der Formidnderung des Trag-
werks insbesondere an den Gelenken
abhingig. Negative Stiitzendriicke sollen
mit Riicksicht auf die Kosten der Ver-
ankerung vermieden werden.
Zeichnerische Untersuchung. Die
Bestimmung der Schnittkrifte kann
Abb. 75. Anordnung von Gelenken im Gerbertrager. durch Seilecke fiir die jedem einzelnen
Felde zugeordneten senkrechten Lasten
vorbereitet werden. Die duBeren Seileckseiten sollen sich dabei auf den Wirkungs-
linien der Stiitzenkrifte schneiden (Abb. 76). Die einzelnen Kraftecke werden aus

Abb. 768. Graphische Ermittlung der Momente und Querkrifte eines Auslegetrigers fiir ruhende Belastung .

einem zusammenhingenden Kriftezug entwickelt. Sie erhalten gleiche Polweiten H.
An Stelle der graphischen Darstellung kénnen die Momente auch fiir die jedem Felde
zugeordneten Lasten nach (86) gerechnet und aufgetragen werden. Mit der Lage
der Gelenke sind die Nullpunkte g;, g3, g5, der Momente, die Stiitzenmomente und
damit der Momentenverlauf bekannt, aus dem die Querkrifte abgeleitet werden.



Analytische Untersuchung. — EinfluBlinien und Grenzwerte. 67

Der Beweis ergibt sich aus den Beziehungen zwischen Kraft- und Seileck. Mittel-
bare Lastiibertragung wird ebenso wie beim einfachen Balkentriger beriicksichtigt.

Analytische Untersuchung. Zur Berechnung der Schnittkrifte werden in der
Regel zunichst die Querkrifte an den Gelenken bestimmt. Die waagerechten Kom-
ponenten der Verbindungskrifte sind bei senkrechter Belastung Null. Damit sind
die Stiitzkrifte bekannt, so daB die Schnittkrifte im Krag- und Schwebetriger
ebenso wie beim einfachen Balkentriger nach (86) und (87) erhalten werden. Zur
Nachpriifung der Stiitzkrifte konnen, abgesehen von den Gleichgewichtsbedingungen
der duBeren Krifte fiir den ganzen Stabzug, auch diejenigen fiir das Gleichgewicht
der duBleren Krifte an Teilen des Tragwerks gebildet werden. Fiir den Stabzug
nach Abb. 76 ist das Moment der an dem Stabteil ag, angreifenden duBeren Krifte
in bezug auf g; Null. Dasselbe gilt fiir die duBeren Krifte von ag, in bezug auf g,
und fiir die duBeren Krifte von ag; in bezug auf g;. Damit sind 6 statische Bedin-
gungen fiir die 6 Stiitzkrifte vorhanden.

EinfluBlinien und Grenzwerte. Die ungiinstigsten Laststellungen zur Bildung der
Grenzwerte der Stiitz- und Schnittkrifte ergeben sich aus den EinfluBlinien. Diese
werden am einfachsten in Anlehnung an diejenigen des einfachen Trigers als Funk-
tion der EinfluBgroBe aufgetragen. Sie lassen sich nach S. 49 auch kinematisch
angeben (Abb. 77).

a) EinfluBlinie des Momentes im Querschnitt » des b) EinfluBlinie des Momentes im Querschnitt m des
Balkens a b. Kragarms.

c) EinfluBlinie der Querkraft im Querschnitt m des d) EinfluBlinie der Querkraft im Querschnitt m des
Balkens a b. Kragarms,

Abb. 77. Kinematische Darstellung der EinfluBlinien eines Auslegetriigers.

Die Grenzwerte der Schnittkrifte kénnen bei gleichmiBig verteilter Nutzlast mit den
EinfluBflichen bestimmt werden. Die Rechnung vereinfacht sich dadurch, daB8 oft
dieselbe Laststellung die groBten Schnittkrifte in den Querschnitten eines Stabteils
hervorruft. Ist der eine Grenzwert einer Schnittkraft bekannt, so kann der andere
leicht aus der Schnittkraft fiir volle Belastung des Trigers bestimmt werden, da z. B.

max M, ,+ mnM,, , =M, .

Die Schnittkrifte des Schwebetrigers werden nach Abschn. 14 berechnet.

Die EinfluBlinien der Stiitz- und Schnittkrifte bestehen zum groBen Teile aus
einzelnen Dreiecken. Die ungiinstigste Stellung eines Lastenzuges stimmt daher fiir
jeden Bereich mit derjenigen iiberein, welche das gréBte Biegungsmoment eines
Balkentrigers liefern wiirde. Die Grenzwerte der Schnittkrifte des Auslegetrigers

5%
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konnen daher im wesentlichen als die gréBten Biegungsmomente eines stellver-
tretenden Balkentrigers berechnet und darauf mit eincm von der Unterteilung des
Stabzugs abhingigen Beiwert erweitert werden. Diese Rechenvorschrift ist in
Tabelle 8 enthalten.

Stiitzenstellung und Gelenklage. Stiitzenabstand und Gelenklage werden oft so
gewihlt, daB die Betrage der gréBten Momente iiber den Stiitzen und in den Feldern
gleich groB werden. Der Eisenbetontriger ist jedoch in der Regel im Bereicn des
Feldes durch die mittragende Plattenbreite und im Bereich der Stiitzen durch

Abb. 78a. Anordnung a (AuBenfeld): Abb. 78b. Anordnung b (Mittelfeld):
1, =0,82841, l2 =0,17161; h=0,70714; 1, =0,1461;
12
M, =Ma=M =0,0858¢!2 ~=0,6863gs— . My=M;=M=0,0625¢12 = 0,5%.

Vouten verstirkt, so daB sich das wirtschaftlich giinstigste Verhiltnis der gréBten
Biegungsmomente dndert. Es kann in jedem Falle leicht durch Rechnung festgestellt
werden. Oft sind bei der Aufteilung des Stabzugs auch oértliche und konstruktive
Gesichtspunkte mafBgebend. Als Grundlage lassen sich die Ergebnisse fiir gleich-
férmig verteilte Belastung nach Abb. 78, 79 verwenden. Danach ist die Linge
des Schwebetrigers I, = 0,707 [, die Linge des Kragarms /, = 0,146 /. Bei einer
groBeren Anzahl von ausgefiihrten Briickentrigern mit Vouten ist diemittlere Linge/,
des Schwebetrigers mit 0,4 bis 0,55/, die Auskragung I, also mit 0,3 ! bis 0,225 /
ausgefiihrt worden. Sie betidgt, bezogen auf den anschlieBenden Balkentriger
mit L als Stiitzweite, 0,3 L bis 0,45 L.

Lossier, H.: GroBere Balkenbriicken in Eisenbeton. Vorbericht zum Ersten Kongrei
der intern. Ver. fiir Briicken- und Hochbau. S. 367. Ziirich 1932. — Spangenberg, H.:
GrdBere Eisenbetonbalkenbriicken in Deutschland. a.a. 0. S. 385. — Gombos, M.: Balken-
briicken in Ungarn. a.a. O. S, 417.
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18. Stabwerke mit drei Gelenken.

Stabwerke mit drei Gelenken werden als Bogen- und Rahmentriger gebaut.
Die wirtschaftlichen Vorteile der Bogenform zur Ubertragung von Lasten ohne
wesentliche Beanspruchung der Biegefestigkeit des Baustoffes sind bekannt. Sie
gelten besonders fiir den Massivbau, da hier druckfeste Baustoffe mit geringer Zug-
festigkeit verwendet werden. Zwei Gelenke liegen in der Regel an den Stiitzpunkten.
Sie werden als Kampfergelenke bezeichnet. Durch ihre Verschiebung gegen die
Mitte des Stabzugs entsteht der Auslegebogentriger. Die Abb. 80 zeigen die
allgemeine Anordnung eines Stabwerks mit drei Gelenken. Die Kampfergelenke
liegen in der Regel in gleicher Héhe. Die Rahmenform wird stets dem Zweck des
Bauwerks angepaft.

Um bei senkrechter Belastung waagerechte Stiitzkrifte zu vermeiden, kann ein
gerades oder gesprengtes Zugbard vorgesehen werden (Abb. 81). Das Stabwerk

bleibt trotzdem statisch bestimmt, wenn ein
Stiitzpunkt lingsbeweglich ist. Die Hohen-
m m lage und die allgemeine Anordnung des Zug-
bandes richten sich nach der Form des
“ Rahmens und nach dem Bauvorhaben.

Abb. 80a—f. Bauformen des Bogentrigers und Abb. 81a—c. Bauformen statisch bestimmter
Rahmens mit 3 Gelenken. Bogentriger und Rahmen mit Zugband.

Analytische Berechnung der Stiitz- und Schnittkréfte. Die Stiitzkrifte K ,und K,
werden in je zwei Komponenten zerlegt, von denen A’ und B’ senkrecht sind, wiahrend
H. und Hj die Richtung der Verbindungsgeraden der Kimpfergelenke a, b erhalten
(Abb. 82). Bei beliebiger Belastung sind A’ + B’ und H, — Hj entgegengesetzt
gleich der Projektion aller Lasten auf diese Richtungen. Senkrechte Belastung
ergibt daher H., = H}. Bei beliebiger Belastung sind die Komponenten 4’, B’ und
H) — Hj ebenso groB wie die Stiitzwiderstinde eines stcllvertretenden Balkens
von der Stiitzweite I. Sie erzeugen in diesem mit der Belastung die Schnittkrifte
Ve, Hy, Qo) My. Die Schnittkrifte des Bogen- oder Rahmentrigers werden daher
aus diesen durch Superposition mit dem Anteil aus der Stiitzkraft H; oder Hj er-
halten. Mit Hy, = 0 und M, ,,, @y fiir Hy =1 ist

M, =My, + M, Hy, Om =0om + O1m H,
und N N _ (127)
K,=A%YH,=A%1H,  K,=B3YH,=B}H,.

Die Stiitzkrifte H, = H,[cos ag, Hj = H,[cos a, werden aus dem Gleichgewicht
der duBeren Krifte an einem Bogenschenkel berechnet. Ihr Moment in bezug auf
das Mittengelenk ¢ ist Null. Bei geradem Zugbande tritt an Stelle von Hj oder H,
dessen Lingskraft Z. Ist das Zugband gesprengt (Abb. 81, b-c), so wird die Langs-
kraft des Stabes unter dem Mittengelenk berechnet.

Die analytische Berechnung der Stiitz- und Schnittkrifte eignet sich am besten
fiir senkrechte, unter Umstdnden auch fiir waagerechte Belastung. Dagegen ver-
dient die zeichnerische Lésung den Vorzug bei beliebig gerichteten Lasten.
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a) Lotrechte Lasten (Abb. 82a).
! I
s 1 o ’
a=7lfet—ndxt X P+ fpu ~ x)da4].

Oc

Y 1 , M
B=7 fgxdx+ )"Pla,.—i—;!'pxdx] H = H'cosay = P

=T A' fg(l — x)dx — )’Pl(l —a‘)—fp(l — x)dz);

A=A+ Htgay; B=B —Htga,;

ZIm

0 1 )

My, = A %, —()fg(xm = #)dx = SP(x, — &) ~ [p(x, —x)dx,
T

M,=M,,—Hy,, Myw=Myn —Hyg pn,
My w=Mom— Hyy .
Om = Vomcosay, — H 20 (n — @) (::)"s‘; %)
=0: Qn=cosa,(V,,—Htg a,).
— Ny =Vopsina, + H S5~ %),

COs &,

g =0:— N, =sin a, (Vo + Hctga,,).

Nach diesen Angaben ist fiir gleichférmig verteilte Belastung p

hiy | pit Ll
H=p1t; M,,=T(w,,_—;7-%).

— N, =”’[ —2X 4! ———(ctga... + tg ) | sin 2,

0. =f’_‘[1 —9Z _i."_i(tg Ay — tgao)]cosa,,..

(128)

(129)
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Im Bauwesen bildet der symmetrische Bogentriger mit gleichhoch liegenden
Kiampfergelenken die Regel. Hierfiir ist ay = 0, [/l = L/l = 1/2.

Bei einer zusammenhingenden Untersuchung werden ebenso wie fiir den Balken-
trager zunichst die Stiitzkrafte 4’ und B’, hleraus die Schnittkrifte V,, und nach
(86) My, bestimmt. Aus My, — Hf = 0 folgt die Bogenkraft H, so daB nach (128)
die Biegungsmomente M, oder die Kernmomente M;. ., M,. . angegeben werden
kénnen. Die Querkraft wird nach (128) oder aus Q,,s,, = M,, — M,,_; berechnet.

b) Waagerechte Lasten am linken Bogenschenkel (Abb. 82b).

ll; n ”2 n
’ -~ ’ 1 ’ .l ’
Hy— Ho=Ho=[wdy + W, B=p([wydy + 3W.q),
v, vy
A= — B+ H,tgag, H“=B%, H,=—H,—H,;
Vi (130)
Ih —d e ’ 4
A= —B=—B~7"=Vn, Hn=—(H,+ [wdy + IW),
vy 1
Yo ’
M, = A,xm_ fw()';.—-y')dy'—_,1»\_’Wk(y;,,-—c,',.)—Hay,,.=Mo,,,—Hay,,.-
v

1

Schaulinien der Schnittkrifte. Um die Momente und Kernmomente in einfacher
Weise zeichnerisch darzustellen, wird der Ansatz (128) umgeformt. Bei senkrechter

Belastung ist mit H{ nach Abb. 88

—H,(,f')=Hu=Hb=H=const

My=Mymn —Hy, = H('}E%ﬂ - ym) =H(vp— ym) = Hzm' (131)

Das Bicgungsmoment ist nach Abb. 83 pro-

portional einer Strecke b,,, die als Differenz
zweier Strecken 7y, und y, gefunden wird.
¥m ist entweder Ordi-
nate des Schwerpunktes
oder cines der beiden
Kernpunkte des Quer-
schnittsm.y,, = M,,./H
ist proportional dem
Biegungsmoment  des
stellvertretenden  Bal-
kens, das nach Ab-
schnitt 13 berechnet
und aufgezeichnet wer-

den kann. Das Vorzeichen der Differenz b,, = Ym — Ym ist in Abb. 83 eingetragen.

Abb. 83. Abb. 84.

Losung bei senkrechter Belastung auf dem rechten Abschnitt des Rahmens Abb. 83:
My _ZPbi . _Mom

H= Mm=H(;’m_ym)=Hsm'

;T e T TH
Das Biegungsmoment mit einer positiven Differenz b,, erzeugt an der Innen-
seite des Stabes Zugspannungen.

Bei waagerechter Belastung ist die Komponente H,, der Schnittkraft verinder-
lich, dagegen A = — B = V,,, konstant. Daher kann nunmehr die Stiitzkraft 4
in dem Ansatz des Biegungsmomentes als Multiplikator gew#hlt werden. Fiir einen
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stellvertretenden Balken mit H,, = 0 ist nach Abb. 84

Zwk(ym'—ck)
Mp,=My,,—H,ym= —4 (_ﬂr{{};m +%ym\ =-—4 (+ A y"'—— Fmt = A4 A) ’ (132)

Mp=—A(+ ), —xp—2r)=—Aa,=Bi,.

Das Biegungsmoment ist in diesem Falle proportional einer horizontalen Strecke A,
die sich aus drei Anteilen zusammensetzt. Die Krifte A und H, sind nach (130)
negativ. Das negative Vorzeichen ist in der Definition von xp enthalten Die
Strecke x|, ist durch die Komponenten H, und .4 bestimmt. Dxe Strecke x;, wird
bei Emzellasten fir alle Punkte m berechnet und von der zugeordneten Strecke X,
abgezogen. Diese punktweise Bestimmung kann bei einer gleichférmigen Belastung
durch einfache geometrische Konstruktionen ersetzt werden (Abb. 84).

Zeichnerische Darstellung der Momente eines symmetrischen Dreigelenk-
rahmens.

a) Symmetrische Kranbelastung (Abb. 85a). b) Einseitige Kranbelastung (Abb. 85b).
c _ Mym Pc B Mom _
= =1, =L — = H= ’ m=——zr—+ Ma=H(@n—Yn),
Pl Pr P! H P f s Ym H ’ 2/ y d H ‘ (}' y )
’U,..=H(5im—ym)=H5m- m' Hsm" M, HB “Im'=Hzm'9 ‘Mm“=HEm"
Mow=Hbp  bpu=—%-
Abb. 85a. Abb. 85b.
c) Waagerechte Windlast im Bereich des d) Waagerechte Windlast auf die La-
Pfostens (Abb. 85c). terne, angenihert ersetzt durch die Krafte
w A2 w k2 W. U, = U, (Abb. 85d).
A= T = B; H = —_— w
‘ 41 —H,=H,=3
W H =576/ . W W

M,,.=—~2»l—7,,,; My= b,
Momente im Riegel und Pfosten b: .
1m linken Bogenschenkel ist zur besse-

Mp=H(Jm—yn)=Hbm; M,,=Hb,. ren Ubersicht das Vorzeichen des Biegungs-
Momente im Pfosten a: momentes M, an Stelle des Vorzeichens der
W — 2 Streckendifferenz b,, eingetragen.
=4[5 - = i

Zeichnerische Ermittlung der Stiitz- und Schnittkrifte. Die Schnittkrifte
Ny, M., Qn eines jeden der beiden Ufer des Querschnitts » kénnen zu einer
resultierenden Kraft R{® zusammengefaBt werden, die entgegengesetzt gleich zur
Resultierenden R der duBeren Krifte ist, die am Stabe links oder rechts vom
Querschnitt s angreifen. Sie ist in einer Mittelkraftlinie aus der Belastung und
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den zugeordneten Stiitzkriften enthalten, deren Momente in bezug auf die Ge-
lenke a, b, ¢ Null sind. Die Mittelkraftlinie wird mit Kraft- und Seileck gezeichnet.
Sie ist durch die drei Punkte a, b, ¢ bestimmt.

Die Stiitzkrifte K, K, setzen sich aus

den Anteilen A’, A” und B’, B” der Be-

Abb. 85c. Abb. 85d.

AbLb. 86a. Waagerechte Belastung im Bereich des Riegels. Abb. 86b. Biegungsmomente eines Dreigelenkrahmens mit
hochgeriickten Kimpfergelenken fiir einseitige Schneelast.

lastung eines jeden Bogenschenkels zusammen. Daher werden die resultierenden
Krifte R}, Ry; zu den beiden Teilbelastungen gezeichnet und bei ungiinstigen
Schnittpunkten durch 2 Komponenten ersetzt, die nach den benachbarten Ge-

Abb. 87. Mittelkraftlinie eines Dreigelenkb: fur beliebig gerichtcte Einzellasten.

lenken a, ¢ und ¢, b gerichtet sind. Die dem Mittengelenk zugeordneten Teilkraftc
werden wieder in 2 Komponenten nach ¢ - a und ¢ + b zerlegt (Abb. 87). Damit
ist die Mittelkraftlinie bestimmt, aus der die Momente oder Kernmomente nach
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Abb. 88 berechnet werden. Lings- und Querkraft N,,,Q,, sind in dem Krafteck
enthalten. Die zeichnerische Untersuchung fithrt bei einer beliebig gerichteten Be-
lastung schneller zum Ziele als die Rechnung.

Graphostatische Beziehungen zur Bildung der Stiitzkrifte in Abb. 87:

(Py-o.s Pa)= (R, Riy); (Rp, 4,B)=0,(Rpy, 4", B)=0; (B, 4")=(L, L") .,
K=A4%L, K,=B'%L", (P,,...,P,, K, K,)=0. | )

In Abb. 89 sind }'P = R;und 3" P = R}; die resul-
tierenden Krifte der jedem Bogenschenkel zugeordne-
ten Belastung. Die Bestimmung von Rj, Rj; ist der

Lage nach durch das Krafteck O vorbereitet worden.

Jede von ihnen wird graphisch mit L’ und L durch
Abb. 88. zwei parallele Komponenten A;, C; und Cj;, By er-

Mp = R ey = HD ey = Vi e, setzt, deren Wirkungslinien durch 4 und ¢ oder ¢ und
b gehen. Die Summe (C; + Cf;) der beiden dem Mit-

tengelenk zugeordneten Komponenten ist dann nach L’ und L” zerlegt und mit
den in @ und b anfallenden senkrechten Komponenten A7 und\Bj; zusammengesetzt

worden. Auf diese Weise werden K, und K, gefunden.

Hb,=M,=Hf; H=>2H. (134)

Abb, 89. Mittelkraftlinie eines Dreigelenkbogens fiir senkrechte Lasten.

=== Die Ordinaten der Mittelkraftlinie b,, kénnen nach
(128) fiir senkrechte Belastung leicht gerechnet
werden, da fiir die Punkte der -Mittelkraftlinie
M,, = 0 ist, also

0=Myp— Hbp;  bn=122.  (135)
Daher werden zunichst die Momente des stellver-
tretenden Balkens nach (86) aus den Lasten P be-
stimmt. H = M,/f. Bei symmetrischer Trigeranord-
nung und symmetrischer Belastung ist auBler M,
auch die Querkraft Q. im Gelenk ¢ Null.

Abb. 90. Zeichnerische Ermittlung der Stiitz- una Verbindungskrifte eines Bogen-
triigers mit Zugband.
R'3R"=R, (R,A,B)=0,
rechter Bogenschenkel (B $R",2",G'")=0, G'}G"=0,
linker Bogenschenkel (4 3 R*,2',G')=0, Z'$Z"=0.
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Berechnung der Mittelkraftlinie einer Dreigelenkbogenbriicke.
. Lasten: a) Eigengewicht: G, =G}, + P,,: Abb.9la.

Ry=38v%
Ldngsschnift ¢ T'y Ansicht
~10

£-475 h=325 =325 4
2 02 0 T w0

W~ — 00— A 80— - - -]

'/z,,@ 2z S ,,,, 2
4 N el

Ym:

i
|

,6 A p” i m ||
u ' iopen : i .
%% ] ‘ ireite b=v5cm. | \ -
BRSNS 2 T —— A .y
\;

Emat T . Zm (1o
l MaBe in cm ' Krdfte in t 4\* "
| i
i 5
&) | [l | em
Y3 a1 HHTY | I l N
2 II { l I ta
©3 %, J 7 uﬂll M| I 'Iﬂ % I i i W t0
i hm il .!!!!;!;!!..!um M . ""I" il
||| IR i -~.|..:.' iy
103 ky I l '. B il bk £
20 .. I 20
w1 @ / . I L )
-5 ' -5
0 3 1 .f 7 ﬂ’? ﬂwﬁ”ﬂ’ﬂmﬁzﬂ”lzmﬂq Zgﬂ 2.2‘7”.5”373.NW(GW 45«"4/7‘v
VerlauF der Miltelkraillinie in einer iaww,mv m
ﬂ//' & _qeﬂgemc/l/ und Werkehrsiast Lxzentrizitdten b in cm )
—_— allein ko, ku,oenkrecht gemessene Kernweifen

Abb. 91a und b,

G!, : Einzellasten aus dem Gewicht g t/m einer Bogenrippe nach (91) in t.

P, ,: Einzellasten aus dem Gewicht der Querriegel und der Schlepptriger in t (s. Tabelle).

Lingen in m.

c"l ‘ ’ ’
G = 6(gm—1+2gm)+ gl(2§m+gm+l)=Gm.1+Gm.~2’ " dm [COSUm| U bm §m
¢ 0o—2]0,40 | 0,70 | 0,57 [ 0,80 | 1,09
Con=Cmyy1? G:n=l(gm—1+4gm+gm+l)' 3 [041 (070 0,58 0,45 0,63
6 4 |o0,43| 0,70 [ 0,61 | 0,45 | 0,66
Em=Vnbny; y=24t/msd. ' : * ) ' '
Em-1 Cm 28m | Eme1 G’ G’
+ 28m 6 +gﬂ+l 6 m,1 m, e
m X Cm | Em G\, | Pug | G G2y
c
Em-1t 48m+ Ems1 _62
o|]—98)| — |[1,00] — — 3,282J 0,028| - Io,093 0,093 — ]o0,093} —o,911
1 |- 963|017 | 1,09 6,564 l 0,028 |0,186 | 0,348 {0,534 —5,142
2 |—9,46]|0,17 | 1,09 ] 3,282 | 0,028 | 2,814 | 0,042 | 0,093 | 0,117 | 0,210 - 0,210 | —1,987
3 |—9.21]0,25 0,632,346 | 0,042 | 1,911 | 0,083 | 0,098 | 0,159 | 0,257 | — |o0,257| —2,367

b) Verkehrslasten P,,: P, ,= R,=3,844t; Py, ,= P,=1,0t.
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2. Ordinaten y = My, H und Exzentrizitdten 5:5‘/—3/ der Mittelkraftlinie.

Vom, Mom: Querkraft und Moment des stellvertretenden Balkens (a, b) nach (86).

a) Eigengewicht (Fomy. Momg). Aus Symmetriegrinden: Vo, =0.

1 [ [
Haa= th= Hy= -‘[Ol.r// = 24,638 t; Probe: Ha= 27 (ZZGm'— 22 Gmxn),
a a
[4 c
lgag=d,= B, =3Gn=279241, 3G, x,, = — 108,579 mt.
a a
m x c G Vomg |Vome € [Momg y y b m
[m] | [m] | [m]
al— 98| — |(27,924) a
o|— 9,80 0,00 0,093 | 27,924 | 0,000 | 0,000 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | O
— 9,63] 0,17 0,534 | 27,831 | 4,731 | 4,731 |o,19 |0.18 | 0,01 | 1
2]1—9,46|0,17 0,210 | 27,297 | 4,640 {9,372 }0,38 | 0,36 | 0,02 ] 2

b) Verkehrslasten (4,, By, Vomps Womy) und Eigengewicht:

12 19 1 0 120
Ap=_2va +”“2Pmcrm=3’258t= Voap; B,=- 'mev_ 'Zva'Ym=ly586t,
23 - 2% i
. l [
Hypy= Hyp= Hy= Moo,ff =2,321t;  Probe: Hy= 3 (1d,— 23 Py %u),
a

Hypo=Myqipraf/f =26959t=H,+ H,.

Mym v b
m| ¢ | Pmy |Pmo|V Vomp€ Yo m
" " i e Momy| Momg |Momisiar| [m] | [m] | [m]
a|—980| — |(3.258) a
o|— 9,80 0,00 — — 4 3,258 | 0,0000 | 0,000 | 0,000 0,000 | 0,00 | 0,00 | 0,00 |0
1 {—9,63|0,17 — — 13,258 [0,5538 0,554 | 4,731 5,285 {0,20 | 0,18 | 0,02 |1
21— 9,46[0,17 — — 13,258 0,5538 ]| 1,107 | 9,372 | 10,479 {0,39 |0,36 ] 0,03 |=
3 |— 9,21| 0,25 — — | 3,258 | 0,8144 | 1,922 | 16,144 | 18,066 |0,67 | 0,62 | 0,05 |3

Exzentrizititen: b, = )m — ¥m. Abb.9lb.

EinfluBlinien der Schnittkrifte. Die Grenzwerte der Randspannungen ¢ und
der Schubspannungen t werden aus den EinfluBlinien der Kernmomente und der
Querkraft bestimmt. Die EinfluBlinie der Bogenkraft ist nach H = M, [/f die
EinfluBlinie des Moments eines stellvertretenden Balkens mit der Stiitzweite / und
den ausgezeichneten Ordinaten /,/f und l,/f (Abb. 92b). Die EinfluBlinien der Schnitt-
krifte konnen nach (128) als Unterschied der EinfluBlinien fiir N,, M,, Q,, also
fiir die Schnittkrifte eines Balkentréigers von der Stiitzweite / und der mit N, M, Q,
erweiterten EinfluBlinie der Bogenkraft H gebildet werden. Auf diese Weise ent-
stehen EinfluBlinien mit den Lastscheiden E in den Abstidnden e, ¢’.

Die EinfluBlinien der Schnittkrifte des Dreigelenkbogens lassen sich in ein-
facher Weise aufzeichnen, da deren Ordinaten an den Stiitzpunkten denjenigen
eines Balkentrigers von der Stiitzweite e entsprechen. Daher werden zunichst
die EinfluBlinien der Schnittkrifte des stellvertretenden Balkentrigers mit der
Stiitzweite ¢ aufgezeichnet und daraus diejenigen des Bogentrigers entwickelt.
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Die Stellung der beweglichen Lasteinheit iber einer Lastscheide des linken Bogen-
schenkels liefert zwei Bedingungen. Die erste bestimmt das Verhiltnis der Kompo-
nenten der Stiitzkraft K,, da B'l, = H{f. Die zweite besteht in M, =0=A4"x,—Hy,,
oder Q,, =0 = A’ cos w,, — H' sin (a,, — 2,).

Die Lastscheide der EinfluBlinie des
Biegungsmoments 3{,, wird mit

B _ ¢} A" Ym
als Schnittpunkt zweier Geraden erhal-
ten, von denen die eine durch die Ge-
lenkmitten b und ¢, die andere durch a
und den Bezugspunkt m des Biegungs-

AL . e 2 -~ moments festliegt.
o ¢ . Steht die Last P iiber der Lastscheide
|’ﬁ' __, der EinfluBlinie der Querkraft Q,,, so ist
40 =T ( , _
P | E’ _ L A __ s (otm — o) (137
71" IS |H—Luu‘e- H — 1’ Hjcosa, sin(90 —ap)’ )
-7 Hierdurch sind zwei gerade Linien be-
Stellvertretender, Balken stimmt, von denen die eine durch die
- :c"[ l
g e APl —
! . e 07> )
S i g
R4 MMy, -Linie
e,
| SYollv BalKent
m |
/}ﬁ Ty te— e* ff)
d) @, -tinte _———""_‘__;L’%

£
O = Abb. 93.
!

+ECQS Ay, - l
"L‘,;z;av Punkte & und ¢, die andere durch a par-
7 S allel zur Tangente an die Bogenachse in
Cmgpe——et— g Linie m verliuft.

Die EinfluBlinien lassen sich nach S. 49
ebenso einfach aus der Momentanbewegung
einer zwangliufigen Stabkette entwickeln,
welche daraus entsteht, daB die gesuchte

Abb. 92. Die EinfluBlinien des Dreigelenkbogens. Schnittkraft M, M,., M., Q oder N als

In Abb. 92b ist 1.7-™ durch 1.5 duBere Kraft eingefithrt wird. Jeder

5 b 1 Stabkette ist eine Polfigur zugeordnet,

und 17 ducch 12 enstsen. nach welcher die Lastscheiden und Eck-

punkte der EinfluBlinic festgelegt wer-

den. Mit 4 = 1, dem Wege der gesuchten Schnittkraft, entsteht ein Verschie-

bungs- oder Geschwindigkeitsplan der Stabkette, aus dem die EinfluBlinien fiir

die senkrecht und waagerecht gerichtete Einzellast abgeleitet werden. Die zu-

geordneten Elemente der beiden Linienziige stehen aufeinander senkrecht. Dic

Schnittkraft wird nach (104) mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen be-
stimmt (Abb. 58).
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Grenzwerte der Schnittkrifte. a) Grenzwerte der Momente oder Kernmomente.
Abszisse e der Lastscheide E (Abb. 93):

l—c¢ cly
Mm=M0m'—Hym=O= I‘xm_—[rym’
1 . ’ l . L"_la U Yo,
T i,y T TmiLy e a3
Ime s b Ym
8-}—6'::1; e"=e—x,,,; 6"’=ll—8.

’

Grenzwerte max M,,, und min M,,, bei Streckenbelastung iiber ¢ und e":

Pz, 1 [
maX Mus =37 T h 1 ym
T
__pleNt _plire e 25,
=5 Vve=Flr0e-7)-)
(139)
L Em_ Im
. [LI A/ L !
min Mo, =+ 55 3 3 o
T
Pl Iy ! e\2l, pe'e

=507 Ve=br
N und Q ergeben sich nach (128), die
momenten nach (52).
Die Grenzwerte der Schnittkrifte aus Lastenziigen werden nach (117) mit den
Momenten M (e), M (¢') eines stellvertretenden Balkentrigers von der Linge e und ¢’
entwickelt.

Langskrafte aulerdem auch aus den Kern-

max M, , = M(e), minM,,,,:—%"—M(e’). (140)

b) Grenzwerte der Querkraft.
Abszisse e der Lastscheide E; oder E; (Abb. 92d —e):

sin (o, — o) l—e e I
Qm=V0mcosam—H—ﬁ.= =._I__—771(tga,,,—tgao),
e = ! : d=1—ce, e”=e—x,,,. (141)

I
1+ (tgam—'tg%)—;‘

Die Lastscheide ist reell, solange e < I,, also tg amgli-f—tgao. Die Last-
1

scheide ist imaginir, wenn ¢ > /,. Die Grenzwerte der Querkraft aus einer gleich-
férmigen Nutzlast p miissen daher fiir zwei Fille angegeben werden.
1. Reelle Lastscheide E; nach Abb. 92e:

max @, , = %1(%“)2ei cos a, ; min Q,,=Q,,—maxQ,,. (142a)
2. Imaginidre Lastscheide E, nach Abb. 92d:
max Q,,,=Q,,—minQ,; min Q,, , = — 32—1 (?)2 ;I cos &, . (142b)

Qmp entsteht durch volle Belastung des Bogentrigers /. Die Grenzwerte der
Querkrifte aus Lastenziigen werden am einfachsten nach (78) mit den Ordinaten
der EinfluBlinien angegeben.



Die Grenzwerte der Schnittkrafte. 79
Die iibrigen Ergebnisse aus a und b lassen sich nach den Ansitzen des fol-

genden Beispiels in Form einer Tabelle mit den Leitwerten einer Gruppe aus-
gezeichneter Querschnitte berechnen.

Abb. 94b. EinfluBlinie fir das Kernmoment Kx1 der Bodenfuge.

1. Geometrische Grundlagen. y¥,,, ¥s", m, ¥i", m
sind die Abstinde des Schwerpunktes und der Kern- j; |%i.m | @a',m | VYm | Vi',m | Yo', m
punkte in den angegebenen Schnitten y,,, bezogen (m] | [m] | (m] | [m] { (m]
auf eine durch die Mitte des Kampfergelenks verlau-
fende Koordinatenachse. w,’, ,., w;/ » sind die senk-

recht gemessenen Kernweiten.
! =42,00 m, f=440 m, ¢c=2,10 m,

§=9,55, 4—l/=2,39, h=(%+f>—(%+)’)-

2. Belastung:

a) Eigengewicht, bezogen auf 1,05 m Tiefe
als Rippenabstand. Gewdlbe :
Schnitt 0 bis 5: g, = 0,376 4 0,72 v.
Schnitt 6 bis 10: g, = 2,52 v.
Aufschiittung: gy = 1,89 A. Versteinung: gr = 0,409 t/m.

b) GleichmaBig verteilte Last: p = 0,500-1,05 = 0,525 t/m.
c) Lastenzug E.

- - 4,40 - -
0,15 | 0,20 | 4,35 | 4,50 | 4,15
0,16 | 0,21 | 4,25 | 4.41 | 4,04
0,20 | 0,28 | 4,09 | 4,29 | 3,81
0,21 | 0,28 | 3,87 | 4,08 | 3,59
0,22 | 0,28 | 3,57 | 3,79 | 3,29
0,17 | o,17 | 3,20 | 3,37 | 3,03
0,17 | 0,17 | 2,67 | 2,84 | 2,50
0,16 | 0,16 2,01 2,17 1,85
0,16 | 0,16 1,13 1,29 | 0,97

— — 0,00 — —

OV Wy U4 W N =0

—

3. Schnittkrafte:

a) Momente aus Eigengewicht g = gr 4 gu + g, oder G, = (gmy + &m) —;—;
‘Mm=‘wom+H(/'"ym); J”n',m=1l/1m+Hwa‘,m; A/[i',m:Mm_'Hwi.',m-

M, , bedeutet das Biegungsmoment eines stellvertretenden Freitragers 0 = 10 .
G m—2
Mom'-:Mo(m—l)'“ (V,,,_1+ -—2——) ¢ und My =0, Vy=0. V,,,_2=21'G,“ also

”

(Vo ) = (Voat 232 ) 4 2t G”‘l—_—%l:Zl:Gk-:l;—Gk,

MO 10 532,5 . . Mo m
f' =30 = 121,0 t; Ordinaten der Mittelkraftlinie nach (135): y,=f—

H

1 Die vollstindige Losung ist in der I. Aufl. S. 56 angegeben.
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Die Beziehungen bilden die folgende Rechenvorschrift:

G G
m hm gl Um go gm gm—l‘f‘gm Gm (Vm-1 + '2_"‘) (Vm-]. + ~2_m> <
o] — — 0,90 | 1,024 | 1,433 —_ — 0,00 0,00
1 — — 0,94 | 1,054 | 1,463 2,896 3,04 1,52 3,19
2| — — 0,96 | 1,067 | 1,476 2,939 3,08 4,58 9,62
3| 0,06 [o,113 | 0,97 | 1,074 | 1,596 3,072 3,22 7,73 16,23

m Mom /—y'm H(f"“ym) Mm H Wy’ m H Wo', m M(',m Mn’,m

o 0,00 0,00 0,00 0,00 — —_ 0,00 0,00
1 3,19 0,05 0,05 2,86 18,14 24,2 — 15,28 | + 27,1
2 12,81 0,15 18,15 5,34 19,35 25,4 — 14,01 | + 30,7
3

29,04 0,31 37,50 8,46 24,2 33.9 — 1574 | + 42,4

b) Grenzwerte der Momente und Querkrafte aus gleichmaBig verteilter
Last p: Mit Hilfe der Ausdriicke (138)

6= 2! ; r’.—_-—l/ i e'=c—x; e"'=e'—-%
Yy
7 + 2 1+2l "
xe” —p-l
wird nach Abb. 82¢ max M,=p. mng,—T "y
m ¥ . , ” " z.e L M inM
y | y:x| 21y e e e € 2 4/y maxM,| minM,

Obere Kernpunkte ¢
1 | 18,90} 4,50 | 0,238 | 4,20 | 19,66 | 22,33 | 0,76 | 1,33 7,18 | 14,30 | + 3,77] — 7.51
16,80 | 4,41 | 0,263 | 3,81 | 18,62 | 23,35 | 1,82 | 2,35 | 15,28 | 24,75 | + 8,02| — 12,99
3 | 14,70 | 4,29 | 0,292 | 3,43 | 17,55 | 24,45 | 2.85 | 3.45 [ 20,93 | 35.33 | + 10,98 — 18,53

N

Untere Kernpunkte a’
18,90 | 4,15 | 0,219 | 4,56 | 20,50 | 21,47 | 1,60 0,47 | 15,12 4,66 |+ 7,94|— 2.45
2 | 16,80 | 4,04 | 0,240 | 4,16 | 19,55 | 22,45 | 2,75 | 1.45 | 23,50 | 13,99 | + 12,33| — 7.35
3 | 14,70 | 3.81 | 0,259 | 3,86 | 18,77 | 23,23 | 4,07 | 2,23 | 29,90 | 20,30 | + 15,70| — 10,65

-

Die Grenzwerte der Querkrifte ergeben sich nach (142a), (142b) aus:

) — !
tgap = —mi T Imel ————y""; 20““ ;o e= ——l - 57 = 4775
zm~1— x"‘+1 ’ 1 + —7 tg o
p 2 t : 2
,=—2-< 2x)-——,tga>cosa, ?=0,26t/m; U=lOO,2m.
Fir e> 11 (eme Lastscheide):
minQ,:—-—g—f‘;cosa; maxQ, =@, — minQ,.
Fir e < }! (zwei Lastscheiden):
e =e¢— x;
oM
max Q,=--2— —-cosa; minQ, =@, — maxQ,.
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m tga |cosa ! tga e x |l—2x lat l—2x lat Q
— — —tga —2x— —tga
Y 2f 8 at'® al’® ?
o | 4,40 | 0,0000 | 1,000 | 0,000 [ 42,0 |21,00 | 0,00 0,00 0,00 0,000
1| 4.35]0,0357 {0999 | o,170 |359 18,90 | 4,20 | 3,58 + 0,62 + 0,163
2 | 4,25 | 0,0619 | 0,998 0,295 32,4 | 16,80 | 8,40 6,21 + 2,19 + 0,574
m e x e’ P i
27 cos¢a min Q, Q, max Q,
o 42,0 21,00 — 0,00625 — 2,755 0,000 + 2,755
1 35.9 18,90 — 0,00730 — 2,605 + 0,163 + 2,768
2 32,4 16,80 — 0,00808 — 2,280 + o,571 + 2,854
c) Rechenvorschrift fiir Lastenziige (140). «) Ungiinstigste Laststellung (Abb. 92c¢).
GroBtmomente fiir Rechtsfahrt,. Belastungsbereich = ¢
Kleinstmomente fiir Linksfahrt, Belastungsbereich = ¢’.
: : e:e” < PB.: B,
Bedingung fiir die ungiinstigste Laststellung (102): | Ba: Be < Bat Bes
1 oder P,: P, < e "< Po: Pyuy.
Fir max My », max Mg . (Lastenzug E.)
m I e I e | e:e” I n r r—1| B, B, | PB,1 I PBa:Br | Ba: Bra
Obere Kernpunkte 7/
1 19,66 | 0,76 | 25,87 9 b¢ o 165 20 o 8,25 9o
2 18,62 1,82 | 10,23 8 1 o 145 20 o 7,25 00
3 17,55 | 2,85 | 6,16 8 2 be 145 40 20 3,63 7,25
. Untere Kernpunkte a’
1 20,50 | 1,60 | 12,32 9 1 o 165 20 o 8,25 fe.)
2 19,55 | 2,75 7,11 9 2 b¢ 165 40 20 4,12 8,25
3 18,77 | 4,07 4,61 8 2 1 145 40 20 3,63 7,25
Fir min My ., min My p.
m ] e’ l e ,c’ : e"’, n , y | r—1 l Ba B, [ PBe1 I PBa: B, [ PBo: By
Obere Kernpunkte 7’
1 22,33 | 1,33 | 16,78 1r 1 o 205 20 o | 10,25 oo
2 | 2335 | 235 | 994 12 2 1 225 | 40 20 5.63 11,25
3 24,45 | 3,45 | 709 | 12 2 1 225 40 20 5,63 11,25
Untere Kernpunkte a’
1 21,47 | 0,47 | 45.7 11 1 o 205 20 o 10,25 oo
2 22,45 | 1,45 | 1546 11 1 o 205 20 o 10,25 oo
3 23,23 | 2,23 | 10,41 12 2 I 225, 40 20 5,63 11,25

B) Grenzwerte der Momente (119), (140) und Abb. 92c:

"

maXMp=+e? (6n+ %nbn)— @';

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck.

min M, = —

\]\<

kE

"

(G + srsnb,>~e,};

6



82 Stabwerke mit drei Gelenken.
max My, w, max Mg m.
~ CI'
m [ e’ J n r b,. ‘,B,, ‘B,.b,. 6'- ®a+§Bubn E_(gn+$nbn) 6' max MP
Obere Kernpunkte i
119,66 0,76 | 9] 1 |0,9| 165 | 148 | 1770 1918 74,1 o 74,1
218,62 1,82 | 8| 1 [3,3]| 145 | 479 | 1118 1597 150,0 o 150,0
317,55 2,85 1 8| 2|27 145} 392 | 1118 1510 245 30 215
Untere Kernpunkte a’
1|2050] 1,60 } 9| 1 |0,9]| 165 | 148 | 1770 1918 149,7 o 149,7
2119,55| 2,75 | 9| 20,3} 165 49 | 1770 1819 256 30 226
311877 407 | 8| 2|27 145 | 392 | 1118 1510 328 30 298
min My w, mio My m.
eMI f
m| ¢ e I n | 7| by | Bal|Babal ©Sa |Sut Pabn o S, _7' y | minM,
(GatPaba)| |minM,
Obere Kernpunkte ¢’
1 }22,33] 1,33 |11| 1 Jo,0]205]| o |2295 2295 136,7 o| 136,7 | 4,50 | — 139,7
2 |23,35{ 2,35 (12| 2 | 0,0 {225 O {2602 2602 262 30| 232 4,41 | — 262,5
3 | 24,45| 3,45 |12 | 2 Jo,0 |225| o |2602 2602 367 30| 337 4,29 | — 328
Untere Kernpunkte a’
1 f21,47/0,47|11| 1 |00]205| o |2295| 2295 39,6 o| 396 |415|— 374
2 22,45/ 1,45 |11 1 |00 [205]| O |2295 2295 148,4 o 148,4 | 4,04 | — 136,3
3 | 23,23| 2,23 {12 | 2 | 0,0 {225 O |2602 2602 250 30| 220 3,81 | — 190,5
Jbere Kernpunkte % Untere Kernpunkte mt
1 { [~ = | ! —--50
| g N~ | - |
i / N\ i —-—y g! TN -
g N ¥ [ § BNGRE
E“ A g. --200 E' / \\‘\ :§' 20
\?l A §| 0 §| ) \ 8| b
il 7 ¥ v '\ B8 7 ¥ ¥ W 2 Ypl .,
i\\\\ L] i - #1700 I \ /I 1700
‘ ~§_~\\~‘ V/,/ ' L o { N o F/ | vom
T ] DL
i | -y \g—r-_ﬁ [ {-ss00
- +400 ! , “w

Abb. 95. Kerumomente aus Lastenzug E.

Kernmomente aus Lastenzug E der' Reichsbahn.
———— Kernmomente aus der Ersatzlast p, = 8,89 t/m der (BE) fir Lastenzug E.
Positive Kernmomente aus po = 10,35 (obere Kernpunkte) und po = 9,97 (untere Kernpunkte).
P, ist diejenige Ersatzlast, die sich mit (139) dem Ergebnis aus Einzellasten amn besten anschmiegt.




Stiitz- und Schnittkrafte.

Tabelle 9. Schnittkrifte am symmetrischen Dreigelenkbogen.
¥ _ LA 2 4 _ y y
7—5, 'T—f, §— &% = wp, §— & =uwp, f—ﬂ, 7—71-

Belastung * Auflagerdruck Biegungsmoment

I pi2
A=B="- My ==—2-(40r —7)
H —H _pE Fir Parabelbogen:
° * f ]Wm=0
3.,
1‘1=—8-p0 p12
Mm=¥(8wnl—251—'h)
1
B=—pl 2
8 P L
Mk=g(25l:"’h)
P
H = = —
«=H, 16/
peca’ pcas a
4= 7 Mu=—2—(2—a-51—’71)
__pea __peay a (xy —by)?
B=5 Ma=P22 (b= 2 0
peca pca ,
HQ=HD=2_’ M= 2 (285 —1,)
auch giltig fir b;=0 oder b,=o0
w f*
2 r
witf. 3 2
ol Mo=—"E (e~ Lo, 4n3)
=7 2..
wf
u =——~3—wf M,= 7 (285 —12)
a 4 L
11h= w/
al
A=P— a a’
1VI,,,=P—?<3-(7 51"”1)
B=r= .
Mk=1’7(2cé—nz)
a
=H,=P—
H, b Py
P !
l 4:::Ig="‘— 5
Sonderfall a = — 2 Mm=P“4—(-~51-’71)
Pl
H,=Hy=—
Y

- M
* Dic Momente sind dargestellt durch b = T

b

al

I

M

b*
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Stabwerke mit drei Gelenken.

Tabelle 9 (Fortsetzung).

Belastung Auflagerdruck Biegungsmoment
T
A=-W-‘; M,_=—W;<251_a ;Hm)
B=W- M.,.=——Wf.(252_“+’,,2
2 a
_ a' 4t Y — 4
Hy=—w . +2—a—-)
a a )
Hy=W_= My=W — (2§35~ 1)
A=_B——W§ p
w Mn=-‘—W‘2—(251—771)
Ha="’Hb=_‘_
2
M .
M M,‘=——2—(2§1+171)
B=—I'— M
M Mk=T(2§'e"’71)
H“=H5=2—/‘
auch giiltig fiir a = o oder a = ?l
A=B=o0
M,=
Hy=Hy=-M M#
f
A—=pB= bl -
;lz Mo =" [2& + 4 () — @) — 7]
— _ro
Ho=Hth=737
a4—p="!
6 P P
Mp="—"-[8wr (1 —2ws) —17]
O L 48
. e =M= 757
P1=PO(I_4¢0£)
! (Gina
» A=B=_L( _1> 2
e, 2P0 e 2 \ « M,,,:.—M[%_z wz
1
= pol
6, 2 I
W — S Cofa(z§— 1)
H —H, =P (L I) o
e [ R 4/ az 2 . 1
- L ~(@=3)]
"~ 52,1980 f

p=1p,[Cofa(2é—1)—1],

a =N Cof2 =1,3169



Stiitz- und Schnittkrifte.

Tabelle 9 (Fortsetzung).

85

Belastung Auflagerdruck

Biegungsmoment

n
Ma= % (281 +8 (@, — wp) — 7]

n
Mk=§—8—(zea—m

Mo =0 13 0 — i) -y — 284)

12

Mt=£u—:£‘(2§§—’72)

Die angegebenen Formeln gelten fiir jede symmetrische Bogenform y = f(#). Sie sind
daher auch auf beliebige symmetrische Dreigelenkrahmen anwendbar. Haben diese senkrechte
Pfosten, so "bedeutet y sinngemiB die Ordinate des betrachteten Querschnitts. Ein Beispiel

sei hierfiir angegeben:

a
M=—P—
‘ 2’71
!
Mn=wva-:77]n
—-——wl &~a"+f y‘l'___a)
M, W2<2,l 2 m+ 2 2

My=WZ @& —n)

a
M=—W—
] 277«

M4=%(2—7)«)

L

My = —(28; — )

N
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Stabwerke mit drei Gelenken.

Tabelle 10. Schnittkrafte am symmetrischen Dreigelenkbogen.

Gleichung der Bogenmittellinie:

Parabelbogen: y = 4;2/
4
Kreisbogen: v = 5 sin @;
Belastungen:

po = volle gleichférmige Belastung.

pr = halbseitige gleichférmige Belastung.

P = Streckenlast iiber dem Abschnitt ¢ der EinfluBlinie des Biegungsmomentes in
vyr = 1/4 beim Parabelbogen und in @p; = @4/2 beim Kreisbogen.

(lx—sY)=4fws.

y=f— (l—cosg)r.

t:#.,,._*_x —

ety Sl
|
A Y 7%
O T /2, pe >
- (RIIETD
p ——p—t 7
' I e-$L
- —p ——
r-——*e’—-'fl % °
3
Kreis 58 Parabel,
i o L . . |38 angenahert fiir Kreise
s s e e Ys = 3 mit fl = p < 1/10
X 0,1465 0,1995 0,2205 0,2365 0,2423| ! l'4 = 0,2500 I
yu 0,7071| 0,7272} 0,7360| 0,7434| 0,7406( f i/ =o0.7500f
e 0,2929 0,3543 0,3750 0,3890 0,3939 ] 21 = 0,4000 !
A4, 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 | pl p /2 = o,5000 pl
A 0,3750| 0,3750| 0,3750| 0.3750| ©0.3750 p! s p!=o0.3750 pl
An 0,2500 0,2915 0,3047 0.3133 0,3163 | p! %5 pl = o0,3200 pl
B, 0,5000 92,5000 0,5000 0,5000 0,5000 | pl pl'2 = o,5000 pl
B, 0,1250 0,1250 0,1250 0,1250 o,1250| p! 1pl=o0,1250 p!
By 0,0429 0,0628 0,0703 0,0757 0,0776{ pl .5 P! = 0,0800 pl
H, 0,2500 0,3750 0,5000 0,7500 1,000 | pl o,1250 plfy
H, 0,1250 0,1775 0,2500 0,3750 o,500 | pli 0,0625 ply
Hy, 0,0429 0,0942 0,1400 0,2271 0,3104 ! 0,0400 plfy
M, | — 0,0259| — 0,0110| — 0,000t | — 0,0027| — 0,0015| pi? o
M o + 0,0094 | + 0,0124| + 0,0142| + 0,0149| pi? + h" pi2 = + 0,0156 pi?
My |+ 0,0107| 4 0,0154| + 0,0170| + 0. 0182| + 0,0185| pi| 4+ F,pi2= + 0,01875p12
Qo |+ 0,0732| + 0,0420| + 0,0264 | + 0,0128| + 0,0075| pi o
Qr + 0,0732| + 0,0420| + 0,0204 | + 0,0128 | -+ 0,0075| P! o
Qs1 | + 0,0429| + 0,0243| + 0,0124 | 4+ 0,0011 | — 0,0035]| pl - o,oroopl‘,'}/} + (2 9)?
Ny | —0,4268] — 0,4787| — 0,5722} — 0,7048| — 1,0326| p! — 0,2500 p! }’1_+ i/(i ;pj'
N; | = o0,2500| — 0,2534| — 0,2927| — 0,3996| — 0,5173| p! | — o,1250p! VI + 1/(2 )
Ny | — 0,1036| — 0,1294| — 0,1634| — 0,2397| — 0,3191| pl — 0,1600 ypl [0,8750 +
12 )31 + (29)?
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II1. Die Forminderung des ebenen Stabzugs.

17. Die allgemeinen Ansitze.

Scheibe und Triger gelten bei ihrer Verwendung im Bauwesen in der Regel als
Stiibe, deren Querschnitte bei der Forminderung eben bleiben und nicht in ihrer
Ebene verzerrt werden. Diese Voraussetzung ist nur bei geschlossenem, unverinder-
lichem Querschnitt mit kleinen Abmessungen relativ zur Stablinge erfiillt. Die Form-
inderung des Stabes kann dann durch die Verschiebung des Schwerpunktes #,, vy, @,
und durch die Verdrehung y,, ,, ¥, des Querschnitts, also durch 6 Komponenten
beschrieben werden. Die Verschiebung cines beliebigen Punktes des Querschnitts
ist bei g, &~ 0 und bei Vernachlassigung von kleinen Gré8en zweiter Ordnung v = v,,
w = w,, 1 + 1y, so daB nach (26) die folgenden Beziehungen zwischen den Ver-
schiebungen und den Komponenten des Verzerrungs- und Spannungszustandes
bestehen:

ou Jv Jw
B=gr AT 0 &= =0
__0dv , Ou _ dw ov __du | Odw (143)
Y=gt g Y=gt =0 Y=gty

Gz=Eez» Txu=G)’xv’ Tzz:G)’zz-

Die allgemeinen Ergebnisse des Abschnitts 8 fiir die Formanderungsarbeit und fiir
das Clapeyronsche Gesetz lassen sich daher mit den duBeren Kriften {,,, M,, und
ps» Py, P. je Lingeneinheit folgendermaBen vereinfachen:

Ai=3[ (ot pyv+ 5,0 ds + 3 I 0n3n+ 3 IMp 0,

= %f(az €2+ TazVaz T TzyV2u) AV, (144)
Ai(e,y) =G [[(1+ m) e + 3 02, +¥3,)]dV, (145)
A;(0,7) = %‘I[%% + -zg!g'AT%—']dV. (146)

Variation nach den -Verschiebungen (Prinzip der virtuellen Verriickungen):
J(pe 0w+ p, 04+ 9y 60) ds + X On08m+5 M 6@n=J (02 862t T2z 8725+ T2y 07ey) 4V (147)
Variation nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip):
J0pew + 8P4+ 8pyv)ds + X 0m3m +Z OMn @u=J(80, £, 40Tz, s +0Tayyes) dV. (148)

Bei einem Stab oder Stabzug mit einer Symmetrieebene, welche die Wirkungs-
linien aller duBeren Krifte enthilt, ist aus Symmetriegriinden

py=0;, w=%:=9:=0, ¥ =0 7,=0 (149)

und daher

1 2 2
A= %f(az &t Tes )’u)dV= G‘I‘l:(l+/‘) 83"}' Ey%:jl dV= %J‘(%‘ + %)dV' (150)

In den Variationsansitzen (147) und (148) scheiden die Glieder ¥,y, Toy, Y2z Ta:
aus. Die Variation der stetigen Belastung d¢,, dp,, dp, ist fir die Anwendung ohne
Bedcutung.

Die Variation des Verschiebungszustandes besteht aus den virtuellen Ver-
schiebungen d#, dv, dw und aus den hiermit geometrisch vertraglichen Verzerrungen
d&,, 04,4, 07, der differentialen Elemente des Stabes. Die Variation des Spannungs-
zustandes besteht aus einer virtuellen Gruppe von duBeren Kriften 68Q.,,, 6M,,
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die untereinander und mit den Spannungen do,, 61,., 6t,, im Gleichgewicht sind.
In der Baustatik sind hierfiir besondere Bezeichnungen iiblich. Man setzt:
Su=u, O0v="0, dw=w, 0&=1¢tr, OVe;="Ves, OViy=Vzy-
Die Projektion von 6 8,, auf die Kraftrichtung 9,, ist die virtuelle Verschiebung O
Die Komponenten des virtuellen Belastungs- und Spannungszustandes sind
60 ='5m ’ aMm = mm , 60,= o, 6‘[3; = Tzs) 6sz = Tzy -

Die Gruppe der virtuellen duBeren Krifte £.,, zerfillt in die virtuelle Belastung P,,
und in die zugeordneten Stiitzkrifte C,. Die Projektionen der Verschiebungen
(% T U - w,) = 8,, auf die Kraftrichtungen P,, werden é,,, die Projektionen der
bekannten Verschiebungen der Stiitzpunkte auf die Richtung der Stiitzkrifte 4, ge-
nannt. Die Variationsansitze (147) und (148) lauten dann nach (149) fiir Stibe mit
einer Symmetrieebene, welche nach Abb. 21 die Belastung enthilt, folgendermaBen:

Variation der Forminderungsarbeit nach den Verschiebungen (Prinzip der
virtuellen Verriickungen):

SPpbp+ IMuGn+ 3C, A, =[ (0,2 + T ¥2r) AV (151)
Variation der Formanderungsarbeit nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip):
ZPpb+ IMn o+ 3C, A =[ (Gtat Terer) AV - (152)

Die Dehnung ¢, = ¢,(z) ist durch die Symmetrie der vorgeschriebenen Belastung
unabhingig von y und bei der angenommenen ebenen Verschiebung des Querschnitts
durch die Krifte (P, C,) und einem linearen Temperaturgeféille ¢t linear in z.

1) =1+ (b, — )*h—-—“l‘
(153)
&2(2) = (0 + 2¢?) ( w"*‘ )

Durch Einfiihrung der Schnittkrifte nach (51) und (59) wird daher bei geraden
und mit genﬁgender Annéherung auch bei gekrﬁmmten Stiben

£ (2) = EF+E]z+att+ath Yzzwyxzm:’(f;_g}?” (154)
_ N M, _ . Sa,
o=+ 507 T QJ., b (155)

Dabei ist fiir die Anderung der rechten Winkel y,, (z) des differentialen Prismas durch
die Schubspannungen 7,, ein Mittelwert y,, , eingefiihrt worden. N, M,, Q, sind die

Schnittkrifte aus der vorgeschriebenen Belastung (P, C), N,M,,Q, die Schnitt-

krifte aus der virtuellen Belastung (P, C). Sie werden nach den Angaben in den
Abschnitten 131f. berechnet, so daB die Variation der Forminderungsarbeit nach
den Spannungen in der folgenden Form verwendet werden kann:

3P, 0n +2M‘,,¢,,,+25A =

]
_f (55 + ot )dsfa,dF+f (g5 + h)dsfa zdF+f"Q'dsfi,,dF.
0

Dabei ist 4V =Fds. Mit [zdF =0, fz2dF=]y und de=F ist
F F F
21‘3 8 +2Mm¢m+2w =

(156)

fEFd + 'ds-{-f Q‘Q'ds+fNa,tds +fM %5
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Die Erweiterung des Ansatzes fiir allgemeinere Belastungsannahmen nach (49) und
(58) bedarf keiner besonderen Erliuterung.

Die Integration erstreckt sich iiber diejenigen Teile des Stabzugs, deren Span-
nungen und Dehnungen nach dem Geradliniengesetz angegeben werden kénnen, so
daB die Stabzugecken und Stabzugknoten streng genommen ausscheiden. Bei dem
summarischen Charakter des Ansatzes wird jedoch in der Regel die theoretische
Stabliange zugrunde gelegt und der Stababschnitt im Knoten nur in Ausnahmefillen
mit J = oo als starr angenommen.

Der Clapeyronsche Ansatz fiir den Stabzug. Der allgemeine Ansatz des Ab-
schnitts 8 kann nach den mit der Definition des Spanr:ungszustandes eines Stabzugs
verbundenen Annahmen folgendermaBen angeschrieben werden:

Bei vorgeschricbenen Stiitzenverschiebungen tritt an die Stelle der Formanderungs-
arbeit A; nach (150) die Erginzungsarbeit A¥. Sie ist nach (37)

Ar=4,—3¢C,4,. (158)
Andert sich wihrend der Forminderung auBerdem die Temperatur des Stabzugs,
so istmit M, =M, Q,=¢
1 3Ppbnt i SMppn=4;— 3C, 4, + [ Noytds+ [ M2

Auf Grund des Hookeschen Gesetzes kann jede Verschiebung 6,, und jede Winkel-
inderung ¢,, als lineare Funktion der einzelnen Lasten und Kriftepaare entwickelt
werden.

6m=‘5m1P1'+"‘5mkPk+'"+5:,.1M1+"' ;nkMk.*_..
(Pm=¢:nlpl+"°¢:nkpk+'"+<pm1M1+'°"PmkMk+"'

Wird der Ansatz (159) mit dieser Superposition nach P, oder M, partiell differentiiert,
so ist 8
E—E[%meam'*_ %ZMmq’m] = 61::

17
a—Mk[éZPmém_*_%ZMqum]:(pk

Die Komponenten &, oder ¢, des Verschiebungszustandes werden demnach als
partielle Ableitungen einer der Funktionen A4;, A¥ oder A** nach der am Quer-
schnitt % angreifenden Kraft P; oder dem hier wirkenden Kriftepaar M, gefunden.

a, At

ds = Ar*. (159)

(160)

(161)

Richtung und Sinn von §; und ¢, stimmen mit P, und M, iiberein.

94, 94,
6k=-‘)7k, (Pk= m‘;. (162)
Nach (51), (59) und (154) ist die Forminderungsarbeit des Stabzugs
1 (/N2 M2 Q?

und demnach bei gleichzeitiger Anderung der Temperatur und Verschiebung der

Stiitzen
ON ds oM ds 0Q ds JaC,
fNaP EF'*'fMaP E]+f QaP.G_F"ZTﬁT,,A'

oON oM
+fa attd +f At
0

l (164)
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Jede Stiitz- oder Schnittkraft kann nach dem Superpositionsgesetz als lineare
Funktion der Belastung angeschrieben werden.

n

N=J3N,P,, M=ZIM,P,, Q=230nPn,  C=23C,P,.
1 1 1

1
Daher ist
IN oM Q ac
Die partielle Ableitung der Funktion 4}* nach P, fiihrt also zu dem bereits be-
kannten Ergebnis (156) mit der virtuellen Belastung P, = 1.

—>
Um die Verschiebung k%’ als partielle Ableitung einer der Funktionen 4; zu
berechnen, ist unter Umstinden die vorgeschriebene Belastung P durch eine in

Rlchtung kk' wirkende Kraft P, = 0 oder ein im Drehsinn kk' wirkendes Krifte-
paar M; = 0 zu erginzen, um im Ansatz iber die fiir die
Ableitung der Funktion notwendige Verinderliche P, M,
zu verfiigen.

Das Prinzip der Wechselwirkung fiir den Stabzug.
Das Prinzip der Wechselwirkung von E. Betti ist fiir die
virtuelle Arbeit zweier Kriftegruppen an einem elastischen
Korper bewiesen worden. Es bedarf nach (156) fiir den
Stabzug keiner besonderen Begriindung, wenn die Anteile
(M ds[EJY, (M ds/EJ) des Integranden als die Verzerrungs-
komponenten aus zwei Kriftegruppen (B, M) und (8, M) an-
geschen werden. Die rechte Seite des Ansatzes (156) bedeu-
tet dann entweder die virtuelle Arbeit der Kriftegruppe
(B, M) wihrend der Forminderung (9, ¢) aus (B, M) oder
die virtuelle Arbeit der Kriftegruppe (B, M) wihrend der

Forminderung (5, @) aus (B, M)
2Pm6m+ ZMm(Pm'—_‘—.Zngm"l' ZMmam' (166)

Ist nur die Kraft P, oder das Kriftepaar M, vorhanden und
daher

ﬁrarmzzpmémrl M‘rtprm:Zngmrr (167)
so wird der Ansatz in der Regel nach J. Cl. Maxwell be-

—>
nannt. Die virtuelle Arbeit der im Punkte » in Richtung 77’

Abb. 96.

wirkenden Kraft P, wihrend der Verschiebung é,,, des Punk-
tes r in Richtung ;') durch (P ...P,,...) ist gleich der virtuellen Arbeit, welche
die Krifte (P,...P,,...) wihrend der Verschiebungen d,, der Punkte m in-
folge P, leisten. Der zweite Ansatz kann &hnlich ausgesprochen werden. Die Be-
ziehung gilt auch fiir die virtuelle Arbeit P,-e,,, zweier gleichgroBer, entgegengesetzt
gerichteter, an den beiden Punkten 7 wirkenden Krifte ﬁ, und fiir die virtuelle
Arbeit M, -1,,, zweier an den beiden Geraden  des Stabwerks angreifenden, im Gleich-

gewicht stehenden Kriftepaare M,. Dabei ist e, ,, die gegenseitige Verschiebung des
Punktepaares 7 und 7,,, die gegenseitige Verdrehung der beiden ausgezeichneten
Geraden 7 infolge von (P, ...P,, ...). Dagegen sind §,,, je nach dem Ansatz die
Verschiebungen der Punkte m des Stabzugs in Richtung von P,,, welche entweder

von der Belastung P, des Punktes 7, der Belastung M, der Geraden 7, der Be-
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lastung P, des Punktepaares 7 oder der Belastung M, des Geradenpaares 7 erzeugt
werden (Abb. 96).

Einflullinie der Verschiebung und Winkeldnderung. Wird P, =1t und
M, = I mt gewihlt und die belichige Kriftegruppe (P, ... P, . ) durch cine
wandernde, d. h. an einem belicbigen Punkt s des Lastgurtes angreifende Kraft
P, =1t ersetzt, so bedeuten 8, ,,, @rm, €rm, Trm dic Ordinaten der EinfluBlinicn
dieser Komponenten des Verschicbungszustandes. Sie werden aus (167) nach dem
folgenden Ansatz berechnet:

irérm= lmémr; lr(pr'm: lmémr; _11‘ erm= 1"! 61’!1‘; l_f TI“Ill: lm 6-1717‘ (168)

Jedes Produkt ist eine virtuelle Arbeit mit der Dimension mt. Die Drehwinkel
®rm. Trn sind dimensionslos, die Einheit hat also je nach dem Ansatz die Dimension
der Kraft oder des Kriftepaares.

Dic EinfluBgroBen 6,,., €rm. ®rm, Trm Werden daher als Projektionen der
wirklichen Verschicbungen der Punkte s des Lastgurtes auf die Richtung der
wandernden Einzellast P,, bestimmt. Sie sind damit Ordinaten der Biegelinie des

Lastgurtes, welche je nach der Art der EinfluBlinie fir die Belastungscinheit P, =1
am Punkte 7 oder fir die Belastungscinheit P, = 1 am Punktepaare 7, fiir dic Be-

lastungseinheit M, =1 an der Geraden r oder fir die Belastungscinheit M, -— 1
am Geradenpaar 7 nach ciner durch die wandernde Last bestimmten Richtung auf-
gezeichnet wird. Die EinfluBlinien der Forminderungen werden daher nach den
Abschnitten 20 und 21 iiber Biegelinien entwickelt.

18. Die Berechnung einzelner Komponenten des
Verschiebungszustandes.

Die Form cines Stabzugs idndert sich durch Belastung, Temperaturwechsel und
Stiitzenbewegung. Der Vorgang kann durch die Messung der Verschicbung aus-
gezeichneter Punkte oder durch die Messung der Verdrehung einzelner Stiibe und
Querschnitte beobachtet werden. Der Vergleich mit den durch Rechnung gewonnenen
Ergebnissen ermoglicht die Nachprifung der Annahmen der Theorie oder etn Urteil
tiber dic Zuverlissigkeit des Spannungsnachweises. Die gerechneten Verschiebungen
konnen aulerdem zur Abschiitzung der Steifigkeit der Konstruktion und deren
niedrigster Eigenschwingungszahl oder zur Untersuchung von statisch unbestimmten
Tragwerken verwendet werden.

Aus diesem Grunde wird dic senkrechte oder waagerechte Verschiebung cinzelner
Punkte, also der Stabmitten, Gelenke und Rahmenecken bestimmt. Ebehso kann
die Verdrehung von Stiben und Stabknoten, die gegenscitige Verschicbung von
.Punktecpaaren oder dic gegenscitige Verdrehung von Stiben und Gelenkteilen be-
rechnet werden. Die geometrischen und clastischen Eigenschaften des Stabwerks
werden in jedem Fall als bekannt vorausgesetzt.

Ansatz der Rechnung. Die Aufgabe wird durch die Variation der Forminderungs-

arbeit nach den Spannungen geldst (156). Die virtuelle Belastung P, M ist frei wihl-
bar und kann daher auch so festgesetzt werden, daBB die gesuchte Verschiebung 6,
cines Punktes & nach ciner ausgezeichneten Richtung kk” unmittelbar durch den
Ausdruck der Arbeit der virtuellen cingeprigten Krifte 1,+6, angegeben wird.
Dic virtuclle Belastung ist damit als einzelne Kraft P, = 1t im Punkte % mit der

Richtung k% definicrt. Dassclbe gilt bei der Berechnung der Verdrehung ¢, eines
Querschnitts oder ciner ausgezeichneten Geraden &k des Stabzugs. Dic virtuelle
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Arbeit XM, g, wird in diesem Falle mit einem einzelnen Kraftepaar M, =1, ge-
4 LI :
bildet, das an % in dem fiir g, positiv angenommenen Drehsinn k%’ wirkt. Mit der

virtuellen Arbeit 1, - @y ist die gesuchte Verdrehung vnmittelbar bestimmt. Fiir die
Berechnung der gegenseitigen Verschiebung zweier Punkte wird die virtuelle Be-
lastungseinheit des Punkte-
paares, fiir die gegenseitige

10t Verdrehung zweier Geraden
die virtuelle Belastungsein-

P heit des Geradenpaares ver-
wendet.

Die Forméinderungen d;, ¢y

werden im folgenden stets

1meé unter der Voraussetzung an-
gegeben, daB die Verzer-

7 ~ rung des Stabteils ds durch

AL Tmt .
- % 4. die Komponenten ¢, dy,,
Abb. 97. Analytische Ermittlung der Verschicbungen und Verdrehungen aus- ¥, o Und damit nach (154)
gezeichneter Punkte und Querschoitte. durch die Stiitz- und Schnitt-

a) Stiitz- und Schnittkrifte der gegebenen Belastung X P sind C, N, M, Q. . .
Die folgenden Abbildungen stellen die virtuelle Belastung gur Berechnung der krifte C' N ’ M ’ Q beschrie-

ausgezeichneten Forminderung dar. ben werden kann, die mit
b) Vertikale Verschiebung des Gelenkpunktes C. c¢) Horizontale Verschiebung
des Gelenkpunktes C. d) Gegenseitige Verschiebung der Punkte 4 und C. der gegebenen BelaStung
e) Verdrehung g:s Stutzenquexschmttes A, f) Gegensemge Verdrehung der im Gleichgewicht sind. Die

m Seheit pbaten Querschaitte Ebene der AuBeren Krifte
fillt in diesem Falle mit der Symmetrieebene des Stabwerks zusammen. Der

virtuellen Belastung 1, sind Stiitzkrifte C, und Schnittkrifte Nk,Mk,Qk zu-
geordnet. Beide Gruppen von Stiitz- und Schnittkriften sind unabhingig von-
einander und werden je nach der Struktur des Systems statisch bestimmt oder un-
bestimmt berechnet. Jede Komponente des Verschiebungszustandes kann daher
folgendermaBen angegeben Werden'

a,At

- NN
lg6t= EtF

tds + f M, %245~ 3Cad,. (169)
Der Ansatz gilt grundséitzlich fiir alle Stabwerke. Er wird hier zunichst auf statisch
bestimmte Systeme beschrinkt, um bei statisch unbestimmten Aufgaben die Er-
gebnisse des Abschnitts 24 zu verwenden. Die Erweiterung des Ansatzes bei schiefer
Biegung oder schiefer.Biegung mit Verdrillung des Stabteils ds geschieht in An-
lehnung an die Angaben (49). In zahlreichen Fillen wird der E J fache Betrag der
Verschiebungen berechnet. Das Vergleichstrigheitsmoment [, wird dabei so ge-
wihlt, daB die Funktion, J./J oder J./J cos« in mdglichst groBen Integrations-
abschnitten ,,1° ist. Im {brigen empfiehlt sich fiir J, entweder das kleinste oder
das groBte Trigheitsmoment des ganzen Integrationsbereiches. F, ist ein Vergleichs-
querschnitt.

1,(ET.8, ka Peds +[M,,M]=
a, At

kaQ Fds

+EJ, [kaa,tds + ka s] —EJ,3C,.4,. (170)

Die Anteile der Verschiebung aus Belastung, Temperaturinderung und bekannten
oder geschitzten Stiitzenverschiebungen 4, sind unabhingig voneinander. Der Be-
lastungsanteil der Verschiebung &, besteht aus drei Summanden, die sich in ihrer
GroBe wesentlich voneinander unterscheiden. Der Anteil aus den Querkriften ist
stets sehr klein und besitzt nur in Ausnahmefillen Bedeutung. Auch der von den
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Lingskriften herrithrende Anteil darf fiir biegungssteife Bauteile meist vereinfacht

oder vernachlissigt werden. Man verwendet daher fiir N und N, oft die den einzelnen
Abschnitten des Stabwerks zugeordneten Mittelwerte. Dagegen sind die Lingen-

anderungen in Zug- oder Druckstiben, also die Anteile mit den Lingskraften S, S,
wesentlich. .

In vielen Fillen ist die Forminderung eines biegungssteifen Tragwerks aus einer
Belastung B bereits durch die Biegungsmomente mit geniigender Genauigkeit be-
stimmt, so daB je nach dem Stabnetz und dessen Unterteilung

M. M Je |37 asJ Je | a7 J
6k=f,£7_ds; E]c(sk:Z-—IthkMThds =2ffM"Mjcohsadx' (171)
h h

Enthilt das Stabwerk auch unbelactete, gelenkig angeschlossene Stibe mit den
Liangskriften S, S;, so ist

E]06k=Z%IMkM%ds+%‘;ZS_kS%s. (172)
h

Die Ansitze (171) oder (172) dienen auch zur punktweisen Bestimmung der EinfluB-
linien der Verschiebungen 8;,,. In diesem Fall sind N, M, S die Schnittkrifte des
Stabwerks aus der Belastung mit P,, = 1t in einem beliebigen Punkte m des Last-
gurtes.

Die Angaben fiir die Verschiebung §;, infolge Temperaturinderung stiitzen sich
auf die Annahme eines linear verinderlichen Temperaturgefilles A¢ und beruhen
meist nur auf groben Schitzungen des Temperaturunterschiedes + ¢. Daher gentigen

in der Regel auch die Mittelwerte von N, und (a,4%):(k cos ) eines gréBeren In-
tegrationsabschnittes.

6“=‘I'Nka,tds+j]l—l—ka‘hdtdsNZNka,ts—l—Z “"'"ﬁfkdx. (173)

h cos a

Die Verschiebung aus gemessenen oder geschitzten Stiitzenverschiebungen 4, allein ist
61{.3: _ZEekAe' (174)

Der Integrand. Der Integrationsbereich erstreckt sich iber alle Teile des Stab-
werks, deren Spannungen und Dehnungen nach dem Geradliniengesetz angegeben
werden kénnen. In den Brech-

punkten des Stabzuges und in ' Elastizitats-
den Rahmenecken sind diese Baustoff modul
Annahmen ungiiltig. Die Stei- kg/om
figkeit ist hiergroBer. Dasselbe  Beton (nach amtl. Bestimmungen) . . . 210000
gilt fiir die Knotenpunkte des Beton erdfeucht 1:2%:5 . . . . . .. 446000

Stabwerks, insbesondere bei Betor} plastisch 1:2:3 . . . . . . .. 256000
Granit . . . . . .. ... ... 195000

Verbindung von Stiitzen mit  pyptsandstein. . . . . .. .. . . . . 75000
hohen Trigern. Der Begriff Keupersandstein. . . . . . . . ... . 36000
des Querschnitts verliert hier

seine Bedeutung. Trotzdem wird, abgesehen von einzelnen Ausnahmen, iiber die
theoretische Stablinge integriert, um einfache und kurze Ansitze zu erhalten, die
dem Wesen der Untersuchung entsprechen und die Erscheinung mit geniigender
Genauigkeit beschreiben.

Die Forminderungen von Bauteilen aus Eisenbeton werden fiir den Spannungs-
zustand vor Eintritt von Zugrissen angegeben. Der Elastizititsmodul des Betons
betrigt dann im Mittel £, = 210000 kg/cm?, so daB das Verhiiltnis E, : E, = n = 10
ist. Die Rundeisenbewchrung ist daher fiir das Trigheitsmoment des Querschnitts
ohne groBe Bedeutung und kann meist vernachlissigt werden.
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Die Rechenvorschrift (171) gilt nach der Ableitung fiir einzelne Stiabe und Tréger,
dic nach den Angaben auf S. 27 belastet sind. Sie wird jedoch auch auf zusammen-
hingende elastische Gebilde mit parallel laufenden Trigern ausgedehnt, die durch
Platten steif verbunden sind. Um deren Forminderung quer zur Stabrichtung zu

‘ beriicksichtigen, wird bei der Rechnung nach der eclementaren

24— 22_“ Theorie nur ein beschrinkter Abschnitt der Platte als mittragend

' angesehen. Er kann aus cinem Vergleiche der Ergebnisse mit dem

gWa  Spannungs- und Verzerrungszustand der zweidimensionalen Kon-

@ struktion oder aus beobachteten Forminderungen gefunden wer-

k61 den. Dic mittragende Plattenbreite ist nach den Bestimmungen des

Deutschen Ausschusses vom Jahre 1932, § A.25, 3b

o g a) beim beiderseitigen Plattenbalken nach Abb. 98a:

b=06d 4+ 2b,+ b, (175)

aber nicht groBer als der Abstand der Feldmitten,
b) beim einseitigen Plattenbalken nach Abb. 98b:

b=2,25d+ b, + b, (176)

Abb. 93.

aber nicht gréBer als die halbe lichte Rippenentfernung, vermehrt um b,.

Auf diese Weise entstehen die im Eisenbetonbau gebriuchlichen Querschnitte
(Abb. 99). Das Triigheitsmoment ], wird am besten nach einer Unterteilung in
einzelne Rechtecke angegeben.

R, b
I 5 L2
Y

|
T b
Yz ),
F=F, +F,, F=F,+F;+Fs,
bo h3 FF F.\F Fy F. F3F
Jv="33 Iv=ni+Ts+ 5. Iy=Dit Tt Tat = g+ e+ =5 -

Abb. 99.

Das Trigheitsmoment ], eines Stabes ist zwischen je zwei Knotenpunkten, also im
Bereich eines Stabes [,, stetig oder unstetig verinderlich, in vielen Fillen auch
konstant. Die Anderung wird meist auf ein Vergleichstrigheitsmoment J, in Stab-
mitte bezogen und durch den Quotienten J,/J = {, beschrieben. Die Verinderlich-
keit des Querschnitts hiingt oft von konstruktiven oder asthetischen Gesichts-
punkten ab, so daB die.Funktion £, punktwecise bestimmt ist.

Die Stiitz- und Schnittkrifte C, N, M, Q aus der gegebenen Belastung und
Cy» Ny, My, Q, aus der virtucllen Belastung 1, werden nach Abschnitt 13 zeichnerisch
oder rechnerisch angegeben. Bei statisch unbestimmten Tragwerken treten hierzu
die Angaben der Abschnitte 24ff. Die Biegungsmomente M und M, werden als
Schaulinien einzeln in Stabnetze derart eingetragen, daB sie nur an der gezogenen (z)
oder an der gedriickten (a) Stabseite erscheinen, um bei der Bildung des Integran-
den M, -M Vorzeichenfehler zu vermeiden. Lings- und Querkrifte werden ebenso
wie die Stiitzkrifte neben den Stababschnitten als Zahlenwerte eingetragen. Das
Vorzeichen der Produkte N,«,¢ und C,.A4, ist durch ihre Bedeutung als virtuelle
Arbeit bestimmt.

Mechanische Auslegung des Ansatzes. Die Berechnung einer Verschiebung
oder Verdrehung ist nach diesen Bemerkungen iiber den Integranden im wesentlichen
eine mathematische Aufgabe. Sie erhilt jedoch auch mechanischen Inhalt, wenn die
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x

Funktion M oder M, im Integrationsbereich /, linear ist. Mit £ =--, & =

W’

xl
~- und
IA

I Ia I
M= M, &+ My¢ ist Jﬁ,‘M'—Gﬁdx = M,Js' (M #) dx + 174,6[5 <M ]J—") dx. (177)

Die Integrale sind die analytischen Ausdriicke fiir die Stiitzkrifte A,,, By eines
einfachen Balkentridgers mit der Stiitzweite /, und einer ideellen Belastung im Be-
trage von 1w = M J,/J. Hieraus entsteht die folgende Rechenvorschrift:

I
fHkM§dx=MaAm+M,Bm. (178)
0

Die Verschiebung ¢, und die Verdrehung ¢, des Querschnitts % eines geraden
Balkentrigers /, mit freidrehbaren Enden werden fach (171) mit

I 43
LENRS = [MMPar, GEne=[HmnPas  am)
0 0

bestimmt. Die Zustandslinien M, und M} fiir 1, und 1} (Abb. 100) kénnen mit den
EinfluBlinien fiir das Moment M, und die Querkraft Q, des Trigers /, im Quer-
schnitt 2 verglichen werden. Daher wird die Durchbiegung

E J, 0, als Moment M}y, die Verdrehung E J, ¢, als Quer- , % | )
kraft Qpy im Querschnitt % des Balkentrigers /, fiir die @q\k zh =%
ideelle Belastung 1w = M J,/J gefunden. Aus den Auflager- \
kriften Ay, und By, wird die Verdrehung der Endquer- i}[hﬂ L
schnitte abgeleitet. Unter Umstidnden kann diese Berech- - /’,,~~"_—§
nung nach S. 125 auch auf Stabziige mit angenommenen _ | _—% "~ ¥
Randbedingungen angewendet werden. 5 i A
Numerische Integration. Der mathematische Teil je- L Sy

der Forminderungsberechnung besteht bei genauer Be- Abb. 100.
achtung der Verdnderlichkeit des Querschnitts in einer
numerischen Integration. Hierbei werden diejenigen Methoden gewihlt, die das
Integral als Mittelwert von Funktionswerten des Intervalls bilden. Von diesen ist
die Simpsonsche Regel am meisten gebriuchlich. Sie liefert den Mittelwert des
bestimmten Integrals durch Unterteilung des Bereichs in 2 # oder 3 » Abschnitte
von der konstanten Breite Ax. Die den Intervallgrenzen m zugeordneten Funktions-
werte sind .
nm=MmkaL],i= mkaCm oder nm=NmkNm%' (180)
In der Regel geniigt zu einem genauen Ergebnis die Unterteilung J, = 2#-4x und
damit der Ansatz:

b
4
J"? dx = ‘3ﬁ Mo+ 4m +2m+ 4+ - 270 0+ 4703 + 1,) . (181)

Die Genauigkeit ist bei Unterteilung von I, in 3 #-Ax etwas groBer. Sie fiihrt zu der
folgenden Reihe:

b

afndx=34x(no+ Sm+ 3+ 2+ B0+ 30+ 2+ - - - (182)

st 27}31&—3 + 377315—2 + 3)73n—1 + 778n) .
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Beide Ansitze sind auf S.176 angewendet und in ihren Ergebnissen verglichen
worden.

Um die mit der Reihenentwicklung nach Simpson verbundene Zah.lenrechnung
zu umgehen, kann das Integral auch durch Zerlegung des Integrationsbereichs in
n Stufen ¢, mit geometrisch verinderlicher, jedoch elastisch konstanter Breite
¢ =e,{, angeschrieben werden (Abb. 101). Mit

MpsMa=hny =l und MM, 2=
b b n n n
fndx= ZﬂAx_—— anem=2}'m¢mem=21mc=021m' (183)
a a 1 1 1 1
Der Betrag ¢~ e¢,,{,, entsteht aus einer beliebigen Unterteilung Az des
Integrationsbereiches: .
1 1
c = —;— 2 = 2"‘
a

Das Integral f ndx wird danach als Summe iiber die mittleren Ordinaten A, der
Intervalle e,, erhalten (Rechenvorschrift Abschn 56).
Die Stufenbreite ¢ indert sich mit der Art des In-
tegranden. Man unterscheidet

]u Ja

=Anlm= N ist

c=c¢e € =6, ———,
™ Jm ™ JmCOS G (184)
F F,
c=e > c=e, —>
"'F M F on COS 0oy

Hierzu treten die Funktionswerte 4,,.
Ap=M, M, oder A,=N,_.N,.

Die Glieder der Reihe (183) sind also im Vergleich zu

(181) und (182) durch die besondere Art der Unter-

teilung einfacher geworden. Diese wird aus den In-

tegralkurven zu den Funktionen J,// . J4//m COS tpy
oder Fy[F,,, F,[F,, cos a,, abgeleitet (Abb. 101).

Berechnung mit Annahmen iiber die stetige

Veridnderlichkeit des Querschnitts. Verwendung

von Integrationstabellen. Um die numerische In-

) L . tegration zu umgehen, begniigt man sich oft miit

ADD- 10 @ asion. © rophische eixil;m angenéiher%en Ergebgnis gund beschreibt die

& Fe vorhandene Querschnittsinderung durch eine aus

df fdr=e ﬂf 24 wenigen Gliedern bestehende Reihe. Hierbei werden

dann die einfachsten Ansitze gewihlt, um die In-

tegration fiir die Funktion {, = J,/J abzukiirzen. In zahlreichen Fillen ist das Trig-

heitsmoment J, eines Stabes /, konstant oder durch einen Mittelwert J, geniigend

beschrieben. Der Integrand besteht dann nur aus zwei Faktoren. Mit x = &/, und

h= e st -
E]c6k=]cf’—‘f}—M dx =31, %fb—{kMdE =21;f1T4kMd5. (185)
h h

Bei gekriimmten Stdben mit - ] =1 ist

MM o ’
E]ca,‘=]cf . ds=2’_§:f”z MJC{;S dx_Z’szkMds (186)
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Die Ergebnisse werden unter Umstinden wesentlich genauer, wenn die Stabform
im Ansatz mit zwei ausgezeichneten Querschnitten erscheint und ¢, angenihert
durch eine quadratische Parabel angegeben wird. Als Freiwerte dienen bei symmetri-
schen Stiben die Trigheitsmomente in Stabmitte J, und am Stabende J,, = J,/na,
bei unsymmetrischen Stiben die Trigheitsmomente [, = [, Jae = Ju/ns der
Endquerschnitte (Abb. 102), so daB mit & = x/l,:

a) bei symmetrischen Stiben

G=1—(0—m)1- 25)2’1
b) bei unsymmetrischen Stiben (187)
G=1—(1—m) (1 — &2 J

Die Parabel hoherer Ordnung enthilt in dem willkiirlich wihlbaren Exponenten
einen weiteren Freiwert, mit dem die Angleichung an einen gegebenen Funktions-
verlauf noch mehr verbessert werden kann. Mit &' = & — 0,5 ist

a) bei symmetrischen Stiben: {,=1— (1 — #u)(2§")?r, }

188
b) bei unsymmetrischen Stiben: { =1 — (1 — u) (1 — &)r. (188)

Die Funktionen M, und M sind meist linear, zweiten oder dritten Grades. Unstetige
Funktionen werden in stetige Abschnitte geteilt oder durch Superposition der
Biegungsmomente vereinfacht, indem deren Ordinaten geometrisch oder durch Uber-
lagerung der Belastung zerlegt werden. In einzelnen Fillen wird die Rechnung auch
durch Aufspaltung der beiden Funktionen in einen symmetrischen und antimetrischen
Anteil abgekiirzt.

SMMEdt = [ (Mo + My +- - o) (My+ My + - - ) CdE,
z. B. M,=M, + M,,, M=)+ M,.

1 1 1__ 1_ l__
JM,‘Mé‘dé =0f174,,1Mlcd§ +0fM“M2¢d5 +Okalecd§ +6ka2M2¢d£. (189)

Der Integrand ist in zahlreichen Aufgaben bei ¢, = 1 eine algebraische Funktion
zweiten bis fiinften Grades, so daBl der Ansatz nach (181) oder (182) mit zwei oder
drei Intervallen die strenge Losung des Integrals liefert. Die ey >
Ergebnisse sind in der Integrationstabelle 12 zusammen- P

l
gefaBt worden. Sie geniigen bei gleichbleibendem Trig- @r‘ )
heitsmoment [, des Stabes zur unmittelbaren Berechnung ‘Ch

zahlreicher Verschiebungskomponenten. Die Integrale kén- i} e ?

nen auch noch bei einer quadratischen, symmetrischen oder

unsymmetrischen Funktion , leicht fiir zahlreiche Schau- Iz, "",7 A

linien M, und M angegeben werden. Die Ergebnisse sind in “ y

den Tabellen 13a, b enthalten. by, m
Zur Berechnung einzelner Komponenten des Verschie- 7 | h

bungszustandes eines Stabwerks werden daher zunichst die % n<7 ’

geometrischen GréBen #, und ¢, der Stibe I, festgestellt und .

die Schaulinien der Biegungsmomente M, M, aus der vor- 2 % (G A

geschriebenen Belastung B und der virtuellen Belastung 1, Abb.’:;’

unter Beachtung der Vorzeichen aufgetragen. Darauf wird
die Funktion (M M,(,) mit Hilfe der Tabellen integriert, falls nicht unter be-
sonderen Umstinden die numerische Integration notwendig ist. Ein positives Rechen-
ergebnis bedeutet die gleiche Richtung oder den gleichen Drehsinn wie fiir die an-
genommene virtuelle Belastung 1,.

Beyer, Baustatik, 2. Aufl, 2. Neudruck. 7
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Bei Stiben mit gleichbleibender Kriimmung (r = const > d) werden die Schnitt-
krifte als Funktionen des Tangentenwinkels a angegeben, so daB die Verschiebung
bei konstantem Trigheitsmoment (J = const) nach (170) folgendermaBen berechnet

wird : as as
1. (EJ 82 =r%f1"v‘,,Nda+erkMda. (190)

Die Ergebnisse sind fiir die wichtigsten Ansitze des Integranden bestimmt und in
Tabelle 16 angeschrieben worden.

Berechnung der gegenseitigen Verdrehung EJ.§, der Stabquerschnitte am
Gelenk g eines Gerbertrigers (Abb. 103).

Das Tragheitsmoment wird als konstant angenommen. Die Biegungsmomente M aus der
vorgeschriebenen gleichformigen Belastung p sind in sechs Teile zerlegt worden (Abb. 103b).
Die Biegungsmomente aus der virtuellen Belastungseinheit des Geradenpaares in g sind in
Abb. 103¢ wiedergegeben. Beide Schaulinien zeigen die Momente an der gezogenen Randfaser,

so daB der Integrand M M, positiv ist, wenn beide Ordinaten an derselben Stabseite liegen.

r 6
[ EJ.d,= Z —'—Ijlf M M, dx,
1
1, ! ¢
1 +§-1’—2—5'1—(”'+5'):
1
2 gy PPV,

e ()t ) et ) () ® {
re— ()= )= 1 c? {
: 12

o
g ;
~rg b 5 5. +

1 ¢
Abb. 103. . ﬂpnz (1+T) n,
1 plc c\?
. e —gh i)
/ Mit o« =1+ ¢/l ist
Pl EJ=L@r—cc2i@atl)+3c(a— 1]+# [dottant—dical]).
Yy .
; AT smis0m, c=15m, 1= l50m,
DR W=820m, ¢=4125m, /=15000m

liefert

EJ.8, = % (3375 — 4060 — 3713) = — 1835 .

EinfluBlinien fiir die relative Verdrehung der
Gelenkquerschnitte eines Bogentrigers.
Die Mittellinie ist eine Parabel, Je =1
Jcosa
a) EinfluBlinie der Verdrehung des Scheitelgelenks ¢ nach (168):
Biegelinie infolge eines Momentenpaares M, = 1 in ¢. Rechnung nach
(186) mit Abb. 104b. P = 1 iiber dem linken Bogenschenkel, 0 < § < }:

| 2 2
EJ - Oem=1 MM, dt = (4¢—50f)=— k.
B 15 6

Die EinfluBlinie Abb. 106a ist symmetrisch.
b) EinfluBlinie der Verdrehung des Kampfergelenks 4 nach (168): Biegelinie infolge M, = 1
in . Rechnung nach (186) mit Abb. 104d. P =1 iiber dem linken Bogenschenkel, 0 < ¢ < §:

) (a1 37 i’ ’ ’” B /3 2o
Efaaam=16rMuMmd5=% [5 (UJD"‘ ll)p)_E] =3_OE(5£ - 1) =—6— k, .



Endverdrehung eines Stabes mit linear verinderlichem Querschnitt. 99

P =11 iiber dem rechten Bogenschenkel, } <& <1:

2 2 2
EJ. 80 = g5 [5 (@) — 0f) — &1 = 35 & (5] — 1) = ¢ 4.

Die Funktionswerte %, k; gelten fiir jeden Dreigelenkbogen mit einer Parabel als Mittel-
linie und J./J cos a = 1.

:

g 1780

JanN
/

Unstetiger Verlauf von §. Die Steifigkeit des Stabwerks wird oft durch die An-
ordnung von Vouten und durch die biegungssteife Verbindung der Stiitzen mit hohen
Trigern wesentlich verdndert. Sie kann stets durch numerische Integration des An-
satzes verfolgt werden. Die Abb. 106 vergleicht derartige Anordnungen mit den zu-
geordneten Funktionen {. Man vereinfacht aber auch hier den Integranden, um fiir
die wichtigsten Aufgaben geschlossene Lésungen zu erhalten und wihlt £, im
Bereiche der Voute linear (Kurve2 in Abb. 106). .
Die wichtigsten Ergebnisse sind in den Tabellen. ~—vo——>
14a, b eingetragen.

1. Linearer Verlauf der Trigerhdhe d,,

}

19

i gasre

Abb. 105a u. b,

|

I

|
2. Verlaufder Tragerhohe fiir £,= !]A =1—(1—m)v, §|
|

|

3- 2 ”» " » £h='?=l_(l—n)vz,
I __
4‘ ”»” ” 2 I €g————1—(l—n)v .
J
Beim AnschluB hoher ‘Triger an die Stiitzen n-62,
kann deren Trigheitsmoment im Bereiche des Rechteckquerschnitf

Knotens zur Abschitzung der Steifigkeitsverhilt-
nisse unendlich groB, also {, =0 angenommen
werden. Die Annahme ist in einzelnen Fillen auch bei Trdgern brauchbar, die in
breite Stiitzen eingebunden sind. Die Ansitze (171) sind daher auch mit diesen
Funktionen { fiir die wichtigsten Aufgaben ausgerechnet und in die Tabellen 15a, b
aufgenommen worden. Die Ergebnisse sind fiir die Untersuchung einzelner Klassen
statisch unbestimmter Tragwerke von Bedeutung und daher noch in Abschn. 46
erweitert worden.

Endverdrehung eines Stabes mit linear veriinderlichem Querschnitt
(Abb. 107). Um bei Stiitzen mit linear veranderlichem Querschnitt (J = bd3/12)
den herauszugreifen, der bei Stiitzen mit konstantem Querschnitt (J,, = kJ,) die
gleiche Endverdrehung ergibt, 148t sich die GI. (191) bilden und fiir die iiblichen Ver-
hiltnisse # = J,/J, der Endquerschnitte einer recht-

Abb. 106.

eckigen Stiitze auswerten. & _Fda‘(—
]
r_ ]c — - Y
T—El 7:_"1 ]m_k]a:
d=da+(db—da)$:
' /X_ ]’ S Yy By S
]=]a[l+(]/;"‘ 1)5 ’ Abb.lOT.b =T

7*



100 Die Berechnung einzelner Komponenten des Verschiebungszustandes.

R

3d§)

1
[Mﬂ%idx=M,A7bl
N 0

1
55 Ja 1 FY Ja EY: & .
m
" [+ (1 -]
o n
0
3 5 3
(-2
k=
1 3 — 33——’- 9
ln(-;)+6}/n——§}/n -3
Tabelle 11 fiir 2 mit n=-‘£‘l als Leitwert.
b
n o,10 | o,x1 | 0,12 | 0,13 | 0,14 | 0,15 | 0,16 | 0,17 | 0,18 | 0,19 | 0,20 | 0,21
k 582 | 540 | 505 | 474 | 448 | 4,25 | 4.04 | 3.85 | 3,69 | 3,54 | 3.40 | 3,27
n 0,22 | 0,23 | 0,24 | 0,25 | 0,26 | 0,27 | 0,28 | 0,29 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45
k 3,16 | 3,05 | 295 | 2,86 | 2,78 | 2,70 | 2,64 | 2,56 | 2,49 | 2,21 | 2,00 | 1,83
” 0,50 | 0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 [ 0,85 | 0,90 | 0,95
k 1,69 | 1,57 | 1,47 | 1,38 | 1,31 | 1,24 | 1,18 | 1,13 | 1,08 | 1,04

Verdrehungen der Endtangenten des Balkentriigers auf zwei Stiitzen.
Je_ (., x=§l, ¥=¥1, dx=Id¢

Jcosa =

f—p=3-¥=¥. E=}t¥. ¥=}-Y.
1. Belastung: Zwei an den Endquerschnitten angreifende Kriftepaare M, M,:
M=ME+ M,E.

Stiitzweite: /, Querschnitt

Verdrehung der Endquerschnitte ¢,, ¢,: fir ¢, ist Iﬁd =&, ebensé fir ¢, M,=¢&,

1 1
EJ. 9. =Mal'of 5’25d5+M.,l’g$£’Cd$.

1 1
EJogp=M, /[ E&LAE+ MV [ E2LdE.
0 0

Endverdrehung @,,, ¢34 aus M, =1mt und @, @ aus M,=1mt,
P = M, ‘Paa+ Iwbq')ab: o= M, (Pba‘*‘ Mb‘Pbb .

v
1. t=1, E]e'Paa:E]c‘}’bh:?. E]cq’ab:E]eWba:

ll
E .
2. Symmetrischer Verlauf von {:

— ]m

T =1= (=) e, n=dm _In

T D
+1 +4 +% + 3
EJope=MI}L48" 1 [En0a8) + M} Lae” —Jeneaey.

+4 +1 +1 +1
EJopy=M, V[ 0a8" — | 2028 + MV [ e g +emrad,

_ _1’6n(r+1)+2r(4r+5)__l'
E]npu—E].‘pu-—F @r+ D @2r+3) _-ggl,

- UV 3nt+4r(r+2) ¥
Elopre =E]e0a=F @i T@r+3) 6 2



Verdrehungen der Endquerschnitte des Balkentragers auf zwei Stiitzen. 101

Fiir zwei lineare Funktionen M und M wird hiermit
1

”fM M {at = (Mo( 00+ Mya) + My (B 02+ Ty ).

0
3. Unsymmetrischer Verlauf von {:

o v pe —Ja
(=F=1-(0-ne, n=7e,

_ v 12 (1 — n) _r
E]¢¢P.¢=§(2"(,+1) (,+2)(r+3)>— 6 %

4 6(1—mn) _r
EJo@ra=EJoQar = e(l—mm)—‘e‘eu

_I’ _ﬁ(l—n) l’
E]a‘}’u—'_e'(2 '+3) 6

Fiir zwei lineare Funktionen M und M wird
— 14 _ — _ __
I'J‘MMCdE = ?[M.(M- 03 + My ) + M, (M, ¢, + M, g,)] .

II. Belastung: Gruppe von Einzellasten Py(h=1, ..., n) in ¥ =a,, ¥’ =a},
al=ay, ajfl=0f; M=M;Py...+M\Py.--+M,P,.

Fir Py=1t und ¥ <a, ist M, =a} §, fir ¥ > a, ist M, =a,¢".

Verdrehung ¢,, @, der Endquerschnitte mit{=1 M,=§, My=¢,

4

%5
Ejeq:..—1'a,.fee'de'—ra'fs' - )dE'——m— ) =g @,

L]

¥ 174
EJ. w..=z'a.fe'ede—z'a.fe(1 ~5)ag =" @ —ab =g 0o
0 0

s s
E]cWa=?§lep; E]a%=§{‘:Puwn-

wp und wp bilden in Verbindung mit dem Multiplikator den analytischen Ausdruck fiir die
EinfluBlinien von ¢, und ¢,. Er wird fiir die Bestimmung der Verdrehung aus einer beliebigen
Streckenlast p(x) verwendet.

= prdx = paldf. Fir p(§)=const im Bereich (ay — a;) ist

11' ai nonr esan e ny
EJ.g.= IP(E)(E 048 =p 5o (@ — o) 2 — (o + o)),
EL%—-——JP(&) & — & ds—p (a,—a')[2—(a'+a.)1

Ritter, M.: Theorie und Berechnung der vollwandigen Bogentrager ohne Scheitelgelenk.
Berlin 1909. — Schadek u. Demel: Hilfsmittel zur Berechnung von Form4nderungen. Berlin
1915. — Domke, O.: Dachbauten. Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 10. 2. Aufl. Berlin 1923. —
StraBner, A.: Der durchlaufende Rahmen. Berlin 1925. — Pasternack, P.: Berechnung
vielfach statisch unbestimmter, biegefester Stab- und Flichentragwerke. Dreigliedrige Systeme.

— d
Zirich 1927. — Heidinger, S.: Die Berechnung von [ MM }—E—} fiir Stabe mit veranderlichem

Tragheitsmoment. Bauing. 1928. — Biihler, A.: Ziel, Ergebnisse und Wert der Messungen
an Bauwerken. Bericht iiber die II. Int. Tagung fiir Briicken- und Hochbau S. 176. Wien 1929.
— Kleinlogel, A.: Belastungsglieder. Berlin 1931.
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Losungen der Funktion [ M M (J,/J)ds und Funktionswerte w.

19. Loésungen der Funktion. f MM J./J)ds und Funktionswerte .
Losung fiir gerade Stibe mit konstantem Jj/J.

4 __] 1 _ ]
Tabelle 12. fMM_jidx=z'fMMd§, V=13t
0 0

-ﬂ' .

2 v

Abszissen des Punktes ¢: &7 und &1

s = Parabelscheitel

w = Wendepunkt

|

M M,V

el

% M, M,V

=

O\]H wlm

M, (2 M, + M)V

A~

% M, (2 M, — M)V

» I
6

— I
MM, (1 + §) == M, Plopl

il

MM EG— P =5 M PISG— B

_;_M,M,;'iﬂ =—;-M,Pl£'31'

&

Hi

— %M‘,It—lc ol

Lom, v
2

I
|
h;
7

S MY

%M, M Er

A

!
i
T

i 2 /___I_ 4
—3—MaM,l —24 M, p B/

= M. (M, 420

v =L mpnr
4 8

I I I 2 I’
— =— !
x2M,M,l 24M,,f)l

Al
L (%

SMMr=3 2y
2 MM =2 Mopa

LM =L piar
4 8

b

I

i L 8\
o Mo Mo (2 — &)

I = I
;;Ma ]”c"gf (2 - st)%]'

N
)
/

I — I
Mo Mg (20l

1 — _
—6-M,(M’¢——2Me)l'

Aub. Parabel, A

{

)
9

I jp—
— MM,V

I —
< MY

3

&

\s
N

)

f
¢
i
X

bﬂ —;—M..M.I' &':W» %Ma(ﬁa'—Mb)l,
4 LM M e & L M M, (1 —28)V
BT -3' L] ¢§ = "6‘ a e
I — I
A~ . + g MMt —ia — 5 MMyl



Tabelle 12. (Fortsetzung) [MM
1]

Losung fiir gerade Stibe mit konstantem J,/J. 103

! L
ljfdz=1'ofMMd5, 1—1#

A

A

Abszissen des Punktes ¢: &/ und &'/
s = Parabelscheitel
w = Wendepunkt

— & = (M, + 2 M,) M, A b | < [Ma(2 Mot 11,) 4+ M, (o2 1)) ¥
W | 0+, M.+M)z'ﬂ~l:1 — (Mo + M) LY
A e+ o+ ma =S,

wp + M, wp)V

i-b.‘l‘i—bi

M (M, + M) &Y

S5 M3 — &)+ M 8 L,V

P

% M, (M, — M) &V

I —
—g'Me[Mowu—Maw;l] v

B

[N 7 S .

% M, (M, + M) ¢

%[Ma(M¢+2Mc)+Mb(2Ma+ﬁb)]I'

u_*

1 —
EM0(3M4+MD)I'

1—12%(1+2w8)(M,+M,)171,1’

L

I -
I—zMa(5M¢+3Mb)l'

1z 5 (M, (2—5'2)+M,(2—£’)2]M 4

_Emhmde/
ST

1 _
'2‘0(4M¢+MD)M¢I,

2—0(2M.+3M.)ﬁ.1'

Kub. Porabel/

&

g ff P f S

. 7
E“'T, 5—1
1 — 7
S l“ ?M°M'1' 4‘: SMMI’
8 - —
BN | My PEL | Mo P = 01, Pl
5 — T 2 —
e N BTN | gMME At o
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Tabelle 12 (Fortsetzung). fM M L,]i
0

4

1
dx=10[MMadg,
0

Losungen der Funktion f]blﬂ(]clj) ds und Funktionswerte w.

=1
r=ige.

%Maﬁe(l +aop?

— MM [5— (1 + 81

S MM+ E(+ 8

su(sG-fe)r | VRSN | (- o)
SR | amnle-)r | BT | aemisie- B
e | pw (s D) | HE— | Sim(oresD)r

LM a0
5

I

P M, M,V

3 M, M0
10

2 Ju——
5 MM

S M M2+ (MY

| —

I j—
S M Mgy

= LM D, | SMAEo— (- 00r
i
ﬂ, . [M,M‘+(M,-—M,)Iiﬂ,-1&_4,)_M,;Jrl,_ﬁ,;M,+Mc,5A71,,}I,

1 _
%(15‘wa+ 5My+ 12 M ) M,V

o (15 M, + 25 M, + 28 M, ) 11, "



Losung fiir gerade Stabe mit stetig verinderlichem J,/]. 105

Lisung fiir gerade Stiibe mit stetig verinderlichem J,/J .

!
Tabelle 13a. J‘Mﬁ%d;g fir symmetrisches, stetig veranderliches %ﬁ
0

X

‘%:C:I—(I—n)(l—zé)z

I’=1L
»

I 'Y ’
75 MaMa(342m)1 — 1

I 7 ’
30 e My (4+n)!

gieenr | RN

I —
MM+ m¥

30

MM [(4+n) (14 &) +2(1—n)E2(3E—1]F

[T

I AP &
tudtrain | PR

% M, M,[(24n)+ 2 (1 — n)wg)

w0

L)

o[ (MM ML) (34 20) + (M 7, + M, T,) (3 + )] 2

& Mo+ M) M, (2 + ) N

15 Mt M) M (44 )2

<

3 MMl 4 (14 w) — 8(1 — m) 03]

iM,le, (n+6)2

105
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Lésungen der Funktion fMXl (Je/J)ds und Funktionswerte w.

]
Tabelle 13b. fMM%dx fiir unsymmetrisches, stetig verénderliches!]—".
0

o[ 1AL |7 %=c=1_(1—")(!—5)’

n":;_%' 5=% g=§ r=1de

I

I - 1 —_— ’
PR LI I MMz 4 3m)1

1 — ’ I Y2 ’
& MMy (74 3m)1 i N s MM, (34 2m)!

oo Mo M, (14 &) [x0—3 (x — ) (x + §)

—A

I%Mbﬁo(S"i‘”)l' A"D ';;Mbﬂl(g'l'”)r

oMy M (10(1 4§ — (1= [3(x+ 8 (1 + §) — 10877

1 —
EM"M‘("'*'”)II
5 MM (24 m) ¥ — P M6 —maE+ ey

P i

e 4 MM (2 4 30) + (3, My + M, M) (7 4 3%) + 2 M, My (9 + m)] ¥

T
= My[3 M, (14 n) i N %E[M.(3+2n)+M.(4+")]1'
+ M, (5 +m))¥

Wil

%Mﬂ,{s(x + o) — (1 —n) [1+ & + g & +280

8 —
EMJM¢(5+2”)I’



Lésung fir gerade Stibe mit unstetig verinderlichem J,//. 107

Losung fiir gerade Stiibe mit unstetig verdnderlichem Jj,/J.
13

Tabelle 14a. fM]l?%dx far veranderliches '% an beiden Stabenden.
0
¥ L N Al A S (__5_)
» , 7 ¢ ( )— 1—(—m(1—=
Y e Y3
¢ _i ’_x' v _— l_v__ ]a fa
f—l, 5—1. =" —l'———i/. ’_lﬁ' ”_I.

*ﬂﬂﬂlﬂﬂlﬂ]ﬂm

R~ %M“ﬂ“[z_(l_”)”(z'f‘”")]l' — 14

& MM, [1—(x—m) (2 —9)] ¥

S MM [1—(1—n)yd (2 — )} ¥

 — ST AT N

3
‘ ! M ’ ve w1,
< al >,| EM.Me{z(x-i-é)—-(r—n)E(y_*.2,/5)]1
M 2
7 '};_\)‘ I—I;M,,M.{z(l-f-é’)—(I—n)-;—,[zv(z+,/:)+i_(r+5’)_25(2+£,)]}’

ﬂéﬁ- éM‘M°{2(I +¢) -(I"”)%[TV' (2 —v) +§;—8_z£u:|}lr

[T

- , _ =
| Mo | PR | Eifema-n2)r

6 &

i~ ! M..E{s—"‘.”[s(v—e)+§']}r

T

A b é{(MﬁﬁM.M»)[z—(r—n)v(2+v")]+(M.A?.+M.M.)[r—(x—n)v*(z—vml'

I —_
AT ) MMM —a—mr | RN | 5 Mt MM

fr— (1 —n)1¥(2 — )}/
Pl I

m ;IEM,It7,{5(I+wu)-—(l—n)%[n’(2 -+ & (%(5—35) —5(2—5))]}1'

éﬁ& %Mcﬂ,[s(x-{-w,)—(x_”)"_’_“w_:?’_”_)]p

Pl TN S ML= (5= ) A (5 — 69+ 290



108 Losungen der Funktion fMIl_I (Je/J) ds und Funktionswerte w.

!
Tabelle 14b. [ M Iﬁ%dx fiir verinderliches ]7—' an einem Stabende.
0

i N At e Bt B ()
agvm 0 % ,_ 7 _ v Rt P _
£="I—' E"‘T; v""l—t v = 7 = 7;’ ”—7;

A1 %M..M—.B—(l-—n)v(s—-v)]l' — 14 I%Maﬁo[z—(l—")”’(z—v)]l'
 — LM H (4= (1 mvlz + (2 —

// — 'I—liMaM‘a[z(I"'E');_(]—n)%’—(z_v)]ll
‘m _I%Maﬂe{z(x'*’f’)—‘l;:”[v(2+(2——’:)2)_}_%(1_*_51)_26(2+E,)]}l'
I—Is‘MaMe[S—(l—n)v’(low'+3yi)]1'

e}
| ittt —mer [ [t - o me
o~ Tmifarn-G-mgre-n-a(-H
P& | L i [s040-a-m || N | ML s — G m v (5 — 39
Pl
—% EM L[5+ en) — @ —m s —30]7
U | tmiifseton—"5 [T ss0-spa-n+rorssm]r
Pl 3N EM ML~ = (5 —6v+ 2997




Losung fir gerade Stibe mit unstetig veranderlichem J,/]. 109

]
Tabelle 15a. fMﬁ-]j’dx fir unendlich groBes Tragheitsmoment an beiden Stabenden.
. 0

V=1—v
a:vggjzl_m;b '-l,ﬁ ’=l'§'— £ ¢ x
C A A _ —

-1

‘GMHIIIIIIEMmmm_

| —;—M,,IVI.(I—ZV)(I——VV') r__—Te %M,ﬁ,(r —2y) (1t 29V

A s = Mo (x = 29) (2 Myt B, — 2 (M, — M) vy )

1 _ ] 1. M
4?;& %M,M,{x+s'—;”,;r.se'—zv(r—ze)]}ﬂ=%’“w—3°-:ws—v*[35'—zv(x—zsmz'

L 4 K 1= EE SV S AT

4 : 3
' . A _
% »II—ZMaM,%(I—{-sz—Gv”)I' A —;—M,,M,%(I—zy)(x+2vv')l'
! ! 1 — 1 ¥
BN MM 5—,__—'§[x—6£2+2w]1'

— ' I — 1 —2y
wit—mr | M=l | Dt

A ]
4&4 T M (1= )

R Ja| o O =W [Ma2 M+ M)+ My (2 My M) — 29 (3, — M) (M, — My)]¥

A | MM =t | TN | S (Mot M)A (1= 29) (1 29

<,

[wp — v* (4 — 39)]7

! I — I | 1 MM
%_\_lb- _McM:_ - ’ éﬁ i’y —
3 EAI 29) (142v9) l 3 or
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Losungen der Funktion IMM (Jo/J) ds und Funktionswerte w.

4
Tabelle 15b. fMﬂ%dx far unendlich groBes Tragheitsmoment an einem Stabende.
0

]l 1—-1]6

X ’__
7 A =7 =T

%Mﬂm

I —_ , I p—
- M, M,y ?MGM,V"I'

-;—M“M,v" (3 —2v)¥ 5 Mo (47 = 30

—<M M, ——[v (3-2v)-w'E-yEN

o MM, (1= ¥ <M Ty (v Y

" — 3
_M,M a4zl A %M,M,(:+5_2—;-)1'
]
I —-—
?Mch[I — (4 — 397
< T
— 1 — 2
PY I " SO

L MY 4 Fy (1 29)]) o+ My [ Ty (1 v 499 0/ B, (14 200

ML, (1 =) + By 1+ )

ML [M, (4% — 394+ My (1 — 49 + 399)7

Wil

—M M,-E—,—(4—3v)l'

wWpr

3



Losung fiir gekriitmmte Stibe mit » = const und J = const.

111

Lésung fiir gekriimmte Stibe mit r = const und J = const.

b
Tabelle 16. fMM%ds.
0

_* I_i’ y_pde
§=+ &= b_b]h
_ b, , bt
ﬁ__b~ ﬂ bﬁ
4 M=1.v
sbogen,
1 I ' !
— - M 2\ N ____e_ ’
T~ |3 (5 -7) | (5 -7)
A 1 M, e[ o w
e I PR B e I
)
_4‘7» MLy _&% 7 r( +8”_2“_)b'
| A bl [ = 4
! er e e? ﬂ: 2 e? el
R bl - — i ’
;M%e; 2Mer<3b+ 2 27 bl) Areisbogen 2 (I+ r? 3b")b
s i er e ey
‘ 2M"(3—1—7+7’——;_b_1>b
%MM
_ 1 4 2er = 1 — r2 2¢r
e 2w (rh— )y | k| 2 (- ef -3
I — 1 — 72 2er
— M, M, b — — A NY]
G 2 aTe % zMﬂM (I 212+ bl)b
1 M, M,
2| EEfresrener—en G ieseal
4 — (2 ey e? 8 fr*y ,
Za oY M (5Tt 58)°
s A C L
a e 3b1 4 360
Yl N iM,,r(i—i)b'
Kreisbogen 2 b L4
Tyl _ )\l 4 RIS VN7 SN PR BV
—éﬂ' 2M“M°l(2b i )b i 2M“M“l(2b+l 3b)b
s — ! / r el
—z 4M“ c 1 \r 8b+21 rb
A I — oy (1 r e\,
“T= 4M~M°T(T—“T+b7)b




112 Losungen der Funktion _rMIl—/I(],/]) ds und Funktionswerte o.

Verdrehungen der Endquerschnitte mit Angaben iiber die Biegelinien fiir
Balkentriiger mit konstantem J,/J.

Die Winkel ¢, , ¢, und die Ordinaten w, f der Bicgelinie werden im E ], fachen Betrag angegeben.
Tabelle 17. Trager auf zwei Stiatzen.

4 II
Pa % = Ru_pe. (p,/?= R, , werden auf S. 258 als Kreuzlinienabschnitte verwendet.
il & Abszissen der Belastung: &/, &'!; Abszissen der Stabquerschnitte:
a /] H B4 LI, 'l Schnitt k links der Last, Schnitt # rechts der Last.

- LTI =V

4 4

!
¢,=€le3; ¢.=-6—le0;

<tftie | w= L PREIRGAN 0L w— PREUIE GO0

w im Lastpunkt ({ =§): w =/=.§p1253512;

4 )
r to rs — — 14 3
-'“} _ﬁ_"! ¢¢=;6-EPI; ¢,=?;P1 H *j:}' ¢’a=‘¢h=—6‘?Pl
J: 2
b =L’.z I( _ma__ 3 z). =I_' ( _g2 3 2)
; Pa= 2Pl (1§ R4 c2PIE(1—¢ 77
4
=L piwg: go=LPluy &_'L_{ o =P
vy rre o O A M 71~ N A i
)P Y
’ 1’
lenc 4 " l=gc 3
—_nr » 7 2
m 4 " I : V19
- - == — Pl — - b Jo — — 29
i~~z-n¢- Pa=Po=7¢ Pl4(l+2n2) t Qo=@ 624P1
4 2n41 I
p = — — .
prai A S
A l I, 2”+II" 2 1
Henlk - »=gPl— ' GEnroe + (2n+ 1)4]

H o — r B2y (1 — 92— £7); — v 22y& 2 __ k2
vy prna Pa="gpPB2yd(1—p =07 = pP2yi(1—y ¢
e Yl e I," v v

=_—p2 2 (1 — ~))2- —_pJ2 2y 2
Eﬁm}" ol Pe = PRay (1 —p) Po=-g PE2y*(1—297%

1 £ e O e 14 13

eyl > 1% y
= =——pB -_ 2 4] ; = _=—— 2
511-):@&% Pe=p=g PP (347 tﬁ%}kﬂ Pa=gy= —pI

ropn v
« . . ; T 5
Wmm ‘pa_%__("T' w“24f"3w"§, w in Stabmitte: w:/_—3841’p13

/m

——rtl—

l’ 3 e S -
MO | o= tpnBoonp | EETEY

II
L %=%=?P1’%(3—ﬂ2—3a*>

U

o=t T on
qﬂ..-—%—s 54 pi




Verdrehungen der Endquerschnitte mit Angaben iiber die Biegelinien fiir Balkentréager.

Tabelle 17 (Fortsetzung).

113

Beyer, Baustatik, 2. Aufl.,, 2. Neudruck.

! t v 3 y) 155 +2Jl
. n =<2 ) — 28
B o= TrEyE[Fa+H - B2
c 14 —
=7 e 1 LR s ety
Ve ropn
gﬂH Pa= & ga’(40—45a+ 12a?) ; P =7 px—sa’(s 3a?)
ropn rp
et e= g LBt —3pY; %—~-——ﬂ’(20~xs153+3l9z
rigpe Voapp I
P il a=g7:° ; P = %; w»=§6gt(7—x053+3t‘)
I , )
i . ‘Pa=j‘-‘—2‘f’12?5 [26(14&)—»%:
" l’
e o= o T PRYERE(1+E —r7)
=3 b l' r
z:',ﬁmiiiﬁ} r=n=glr6-2) | e, |pmp—g Lor
5 at oy r
Elime] | e-ghiurau—sen a=ghiutan-sa
eyl eyl UV pl2 v
r) i ! Pa=@p= P4 2(4—-3}') Pa —%_KEP 2
Y
1oy Ga=g Ly 28 (14+8)— 377
ia
ll
~ae—d p=g L8 8~ 397
yiyi= v v
M ‘P¢=‘Pa='6—%f’lz}’(1—2?2) M ‘Pa=¢’b=—6"3—32¢’l"
l' 72\ . l, 2
M ¢¢—~—ﬁ[xs—(X+a)(7—3a 1 o= & 2 s — (14 ) (7— 30
U pn n Ys o,
E’I—n nrlg Pa= 6 4 yz (2 - }’) | g.[ ;(—i-l—)t‘.ll. Pa=Ps =B —I—Z—gpl-
e rop
"@mmmmmmmmm&’“ ¢a=?§(8pa+7ﬁu)i ‘Pa=?6—°(7i’a+8h)
1’ 2 14
,éﬂ%% Pa=» = p -y —y) ;‘“&WA Pe=pr= — PP
h : 1’ — 1’ h ll AI
a2 |PTgMew w=—gMox| g1 | —ee=e=g
v v
e Qo= (2M,+ My); oo =5 (M, +2M,)

8



114 Loésungen der Funktion [ M M (J./J)ds und Funktionswerte .

Tabelle 18. Freitrager.

Abszissen der Belastung: £/, & I; Abszissen der Stabquerschnitte: £/, {’1.

: tl——ﬁ-——['l—!-{ X X . ’
§ — s Schnitt 4 links, Schnitt » rechts der Last. ! J /fy=/.
y)
I

@, und die Ordinaten w, w, = f der Biegelinie sind E J, fache Betrige.
! . 4 2
ot go=- PIE;  [=FPPREGE-§);
§<L 1’ I'
; =5 PrEEGE—L); w = PREGI—§)

—ll Pl —I'Plz- —I'PP 2
§—_i =304 f——? H W= 23 -0
) &l r , pA
}—mﬁﬂm Pp=p BB -3+ I=ZP1“E'(8——6E'+E'3)

—>

4 4
r P=gPRE (= PP -

77

1’

%=—2¢>1’; f=1§1>13; w=£P1“C2(6—4C+C2)

4 4
Po= PO =8 380 = pPE(s—5E + &)

14 i 14
Mmﬂnﬁ_ 97b='al’12; /=3‘—)P1"; w=—”—oP13(4—SC'+C'5)

4 ll
Ll | = PPEO—4E I = p P o~ 108 4 89
§_-mmﬂl <p=£p12- =
S M L

; 12 . 12
s =M =00y |ty | =M

Ill'plg, w=t—'P1:’(II—154"+5C’4—4"5)
120 ’ 120

%

Tabelle 19. Auslegetriager.

G - Gl Ly < Abszissen der Stabquerschnitte: Im Feld: {; !, {//; im Kragarm:
b= se<b—d Lyc, {ic. Schnitt h im Feld, Schnitt & im Kragarm. ! ]./f, =1V
-y @q4 u. die Ordinaten w, wy = f der Biegelinie sind E J fache Betrige.
14 4 I
4 wy=——-Ply (G — ) =—-Plyon pa=—Ply(z+3y)
ET o :
7T = L PRy L4ty (- L) =2 PGty

v v . v
w =—'I;P13‘)’2(51—ff)=—rzf’p}"wn; %=*6‘P1272(1+?)

>

I' l'
w, = Zplay’cg[4+7£2(2 + (1 4+ 23] f= ai”“)”(4+ 3y)
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Verdrehungen der Endquerschnitte und Biegelinien fiir Balkentriger

mit verinderlichem J,/J aus einem Kriftepaar M, =1 mt am Endquer-
schnitt a.

Tabelle 20.
A. Tragheitsmoment stetig verianderlich.

1. Verdrechungen der Endquerschnitte:
a) Symmetrischer Trager, M, = 1 mt

—j—“=c=1—(1—n) <1—2—-7—>2=1—(1—n) (1—2§)2

4 4 J J
n 6 =—————k; (S =»——-k; l’:l__"', =_h.
GC:m aa 6EJ° 1 da 6EJc 2 ]» n ]a
n
0,6 l 0,5 | 0,4 | 0,3 I 0,2 I 0,15 | 0,12 l 0,10 | 0,08 I 0,06 [ 0,05 ! 0,04
Ry 1,680 | 1,600 | 1,520 | 1.440 | 1,360 | 1,320 | 1,296 | 1,280 | -,264 | 1,248 | 1,240 I 1,232
ky 0,920 | 0,900 | 0,880 | 0 8Co | 0,840 o,83o'o,824 0,820 | 0,816 | 0,812 o,SIclo,BoS
b) Unsymmetrischer Triger.
x\2
e R E Y (B e B G I LT A A
4 14 7
a A[ = . = —_—— M = —_— g A
fir M, =1mt: §,, 6EJ. Ry Opa SET. ke, 1 l]n'
e
" b fir M, =1mt: 8,, = v Ry Opy = ! kg I
a MMy = ‘ ¢|b'—‘6EJc 2 by—-GE]c 3 11——7;-.
n
0,6 | 0,5 l 0,4 Lo,3 I 0,2 l 0,15 I 0,12 | 0,10 I 0,08 l 0,06 | 0,05 | 0,04

Ry 1,520 | 1,400 | 1,280 | 1,160 | 1,040 | 0,980 | 0,044 | 0,920 | 0,896 | 0,872 | 0,860 | 0,848
ky 0,880 | 0,850 | 0,820 | 0,790 | 0,760 | 0,745 | 0,736 | 0,730 | 0,724 | 0,718 | 0,715 0,712
Ry 1,920 | 1,900 | 1,880 | 1,860 | 1,840 | 1,830 | 1,824 | 1,820 | 1,816 | 1,812 | 1,810 | 1,808

"’
2. Ordinaten der Biegelinie fiir M,=11mt: §, = —I-l—~k; I'= L . Werte &:
6EJ¢ ]h

a) Symmetrischer Trager.

§
o,1 | 0,2 |o,25| 0,3 I $ l 0,4 | 0,5 | 0,6 | % I 0,7 |o,75 | 0,8 l 0,9

0,60
0,30
0,20
0,10
0,05

0,1492 (0,2584 |0,2977 [0,3268 | 0,3407 | 0,3560 [0,3500 |0,3140|0,2765 |0,2545 |0,2180 0,1781 10,0013
1328 | 2362 2748| 3041| 3185| 3351| 3312| 2976] 2617| 2406| 2057 1676 | 0856
1273 2288 2672| 2966| 3111} 3281| 3250| 2921| 2568| 2360| 2016| 1641| 0836
1219 2214 2596 2890 3037| 3211| 3188 2866 2519| 2313 1975| 1607 o81%
1191 | 2177| 2558 | 2853| 3000} 3176 3156| 2838| 2494| 2290 1054| 1589| 08c8

b) Unsymmetrischer Trager.

13
0,1 | o,g’l o,z5l 0,3 | 3 | 0,4 | 0,5 I 0,6 I §| 0,7 |0,75| 0,8 0,9

0,60
0,30
0,20
0,10
0,05

0,1339 0,2313 |0,2666 |0,2932}0,3062 ) 0,3213 |0,3188 |0,2892 |0,2568 |0,2373 |0,2045 [0,1680 0,0870
1060| 1888 2205| 2453| 2580| 2743| 2766| 2542] 2272| 2105| 1821 13501 0780
0967| 1746| 2051 2293| 2420| 2587| 2625| 2425| 2173] 2016| 1746 1441 0750
o874 1605 1897 | 2134] 2259| 2430| 2484| 2308] 2074]| 1927 1671 1381| 0720
0828| 1534| 1820| 2054] 2179| 2352 2414 2249 2025| 1882 1634 1351 0705

Fiir Zwischenwerte von # koénnen die Ordinaten geradlinig eingeschaltet werden.
8*



116 Losungen der Funktion lMﬁ (Je/J)ds und Funktionswerte w.
Tabelle 22. Funktionswertc &' und @ nach S. 120
¢ & & & wp | wp wp wu wy | wp | 0F | &
0,00 0,0000 |0,0000 [0,0000 |0,0000 |0,0000 0,00000 1,0000 |0,0000 |0,0000 [0,0000]| 1,00
or 0001| 0000{ 0000| 0099} OIOO 0,00970 0,9997| ooor| oroo| oroco 99
02 0004 | ©000O| 0O0OO| 0196 0200 0,01882 0,9988 | 0004 0200| 0200 98
o3 0009 | 000O| 00OO| 0291| 0300 0,02736 0,9973| 0009| 0300] 0299 97
04 0016| ooor| oooo| 0384| 0399 0,03532 0,9952| 0016| 0400 0399 96
o5 0025| 0001I| 00OO| 0475! 0499 0,04275 0,9925| o0o25| o500 0498 95
o6 0036| 0002} 0o0o0O| 0564| 0598 0,04904 0,9892| 0036| o06oo| 0596 94
o7 0049| 0003| 0ocoO| 0651| 0697 0,05598 0,9863( 0049| o700| 0693 93
o8 0064 | o0o0o5| oooo| 0736| 0795 0,06182 0,9808| 0064| o800| o790| 92
09 0081 ooo7( ooor| o81g9| 0893 0,06716 0,9757| o0o81| 0899 0886 91
0,10 o100 ooro| oool| ©09oo| 0990 0,07200 0,9700( o100{ 0999( 0981 0,90
11 o121| oor3| ooor| 0979 1087 0,076306 0,9637| or120{ 1099 1075 §9
12 o144| oo17| oooz{ 1056| 1183 0,08026 0,9568( o143] 1198| 1168] 88
13 0169 | ©0022| o0oo3| 1131| 1278 0,08370 0,0493| 0168| 1297| 1259 87
14 0196| 1027| 0004| 1204| 1373 0,08668 0,9412( o194| 1396| 1349 86
15 0225| 0034| 0005| 1275| 1466 0,08925 0,9325( 0222 1495 1438 85
16 0256 | oo41| 0007| I344) 1559 0,09140 0,9232} 0253} 1593| 1525 84
17 0289 | 0049| 0008 1411| 1651 0,09312 0,9133| 0285| 1692| 1610 83
18 0324| 0058 ooro| 1476] 1742 0,09446 0,9028( 0319| 1790 1694 82
19 0361| 0069! oor3| 1539} 1831 0,09542 0,8917| o354 1887 1776 81
0,20 0400 oo8o| o0016| 1600| 1920 0,09600 0,8800| 0392| 1984] 1856] 0,80
21 0441| 0093| oorg| 1659| 2007 0,09622 0,8676| 0432| 2081 1934 79
22 0484 | o106| 0023| 1716| 2094 0,09610 0,8548| o0472] 2177| 2010 78
23 0529 orz2| oo28| 1771| 2178 0,09564 0,8413( os15( 2272 2085 77
24 0576 o138 o0o033| 1824 2262 0,09484 0,8272| o559 2367( 2157 76
25 0625| o156| 0039 1875! 2344 0,09375 0,8125( 0605 2461 2227 75
26 00676 0176| 0046| 1924 2424 0,09236 0,7972| 0653| 2554| 2294 74
27 0729 o197| o0o53| 1971| 2503 0,09066 0,7813( o702 2647 2359 73
28 0784 | ©0220| o0061| 2016 2580 0,08870 0,7648| 0753 2739| 2422 72
29 0841| 0244| oo071| 2059| 2656 0,08648 0,7477| 0806| 2829 2483 71
0,30 ogoo| o0270| o0o81| 2100 2730 0,08400 0,7300| 0860| 2919 2541| 0,70
31 0961| 0298 | 0092| 2139| 2802 0,08128 0,7117| o0915| 3008! 2597 69
32 1024| 0328| oros| 2176{ 2872 0,07834 0,6928| 0972| 3095| 2649 68
0,33 1089| 0359| orig| 2211 2941 0,07518 0,6733| 1030| 3181| 2700| 0,67
s 1111| o370| orz23j 2222 .2963 0,07407 0,6667| 1049 3210] 2716 2/,
0,34 1156{ 0393| o134 2244 3007 0,07180 0,6532| 1089| 3266 2748| 0,66
35 1225| 0429 oiso| 2275| 3071 0,06825 0,6325| I1150| 3350 2793 65
36 1296| 0467| o168| 2304 3133 0,06452 0,6112| 1212| 3432| 2835 64
37 1369| os07| o187| 2331| 3193 0,06060 0,5803| 1275| 3513| 2874 63
38 1444 | 0549] o209| 2356 3251 0,05654 0,5668| 1340| 3591 2911 62
39 | 1521| 0593} 0231 2379| 3307 | — 0,05234 0,5437| 1405 3669 2945] O1
0,40 1600 0640 0256( 2400| 3360 0,04800 o,5200| 1472| 3744 2976} 0,60
41 1681 | 0689 0883 2419 3411 0,04354 0,4957| 1540 3817| 3004 59
42 1764 0741| 0311} 2436| 3459 0,03898 0,4708| 1608| 3889 3029 58
43 | 1849| 0795] 0342| 2451 3505|— 0,03432| — 0,4453| 1678| 3958| 30521 57
44 | 1036 0852 0375| 2464 3548| — 0,02956| — 0,419z 1749 4025( 3071| 56
45 2025| ogrr| o4ro| 2475( 3589 0,02475 0,3925| 1820| 4090| 3088 55
46 2116| 0973 | 0448 2484 | 3627 0,01988 0,3652| 1892| 4152| 3I0I 54
47 2209 | 1038 0488 2491| 3662 0,01494 0,3373| 1965 4212 3112 53
48 2304 | I106| 0531 2496( 3694 0,00998 0,3088] 2039| 4269| 3119 52
49 2401| 1176[ 0576 2499 3724 0,00500 0,2797| 2113} 4324 3124 51
0,50 [p,2500 |0,1250 |0,0625 10,2500 |0,3750 0,00000 0,2500 [0,2188 |0,4375 [0,3125] 0,50
& | & | 3| ¥4 | wr | wb —wp oN wp | wb | of ¢




Funktionswerte &7 und w.

Tabelle 22. (Fortsctzung.)

117

3 &2 & & wr | wp ) 10y we | wp | @F &
0,50 }o,2500 |0,1250 [0,0625 |0,2500 |0,3750 [ 4+ 0,00000| — 0,2500 [0,2188 |0,4375 |0,3125] 0,50
51 2601 | 1327| 00677| 2499| 3773| + 0,00500( — 0,2197( 2263 | 4423| 3124 49
52 | 2704| 1406| 0731 2496| 3794|+ 0,00098( — 0,1888 | 2338| 4470 3119| 48
53 | 2809 1489 0789 2491 3811+ 0,01494| — 0,1573| 2414| 4511| 3112 47
54 | 2916| 1575| o850| 2484| 3825+ 0,01988| — o,1252| 2491| 4550| 3101 46
55 | 3025| 1664| o0915]| 2475| 3836| + 0,02475| — 0,0925| 2567| 4585| 3088| 45
56 | 3136| 1756 0983 | 2464| 3844|+ 0,029560| — 0,0592| 2644 | 4617| 3071| . 44
57 | 3249| 1852| 1056| 2451| 3848 + 0,03432| — 0,0253| 2721| 4644| 3052 43
58 | 3304| 1951| 1132| 2436| 3849| + 0,03898| 4 0,0092| 2798 4668| 3029 42
59 | 3481| 2054| 1212| 2419| 3846| + 0,04354| + 0,0443 | 2875| 4688| 3004| 41
0,60 | 3600| 2160| 1296| 2400 3840| + 0,04800 | + 0,0800| 2952 4704| 2976| 0,40
61 | 3721| 2270| 1385| 2379| 3830 + 0,05234(+ 0,1163| 3029 4715| 2945| 39
62 | 3844| 2383| 1478| 2356| 3817 + 0,05654| + 0,1532| 3105]| 4722| 2911 38
63 | 3969| 2500 1575{ 2331] 3800+ 0,06000| 4+ o,1907| 3181| 4725| 2874 37
64 | 4096 2621| 1678| 2304 3779|+ 0,06452| + 0,2288| 3257]| 4722| 2835 36
65 | 4225| 2746| 1785| 2275| 3754+ 0,06825( + 0,2675| 3332 4715| 2793| 35
0,66 | 4356| 2875] 1897 2244| 3725|+ 0,07180| 4 0,3068| 3407| 4703 | 2748 0,34
/s | 4444| 2963| 1975| 2222| 3704|+ 0,07407 (4 0,3333| 3457 4691| 2716| 1/,
0,67 | 4489| 3008| 2015 2211 3692|+ 0,07518| 4 0,3467| 3481| 4685| 2700} 0,33
68 | 4624 | 31441 2138 2176| 3656 + 0,07834| + 0,3872| 3555| 4662 2649 32
69 | 4761 3285} 2267 2139| 3615| 4 0,08128| 4 0,4283| 3628| 4633] 2597 31
0,70 | 4900| 3430} 2401 2100 3570| + 0,08400] + 0,4700]| 3700| 4599] 2541| 0,30
71 | 5041| 3579| 2541 2059 352I|+ 0,08648|+ 0,5123| 3770| 4559| 2483 29
72 | 5184 3732| 2687| 2016| 3468 + 0,08870( + 0,5552| 3840| 4513| 2422 28
73 | 5329| 3890| 2840| 1971 3410+ 0,09066| + 0,5987 | 3909 4460 2359] 27
74 | 5476| 4052| 2999| 1924| 3348 + 0,00236{ + 0,6428| 3977| 4401| 2294| 26
75 | 5625| 4219 3164| 1875| 3281 + 0,09375| + 0,6875| 4043 | 4336 2227 25
76 | 5776| 4390| 3336| 1824 3210| 4 0,00484| 4 0,7328| 4108 4264 2157] 24
77 | 5929] 4565 3515| 1771| 3135| + 0,09564 | + 0,7787| 4171| 4185 2085| 23
78 | 6084 4746| 3702| 1716} 3054|+ 0,09610| + 0,8552| 4233| 4098| 20I0 22
79 | 6241| 4930 3895| 1659| 2970 + 0,09622| + 0,8723| 4293 | 4005| 1934 21
0,80 | 6400| 5120 4096] 1600 2880| + 0,09600| + 0,9200| 4352| 3904| 1b56] 0,20
81 | 6561 5314| 4305| 1539| 2786| + 0,09542 | + 0,9683| 4409! 3795| 1776{ 19
82 | 6724 5514 4521 1476| 2686| 4+ 0,09446| + 1,0172| 4463 3679| 1694 18
83 | 6889 5718 4746 1411| 2582| 4 0,09312| + 1,0667] 4516| 3554| 1610 17
84 | 7056| 5927 4979| 1344| 2473|+ 0,09140{ + 1,1168| 4567| 3421| 1525] 16
85 | 7225| 6141| 5220 1275 2359| + 0,08925] + 1,1675] 4615| 3280 1438 15
86 | 7396| 6361| 5470| 1204| 2239]| + 0,08668 | + 1,2188| 4661| 3130( 1349 14
87 | 7569| 6585| 5729| 1131| 2115]4 0,08370| 4 1,2707| 4705| 2971| 1259| 13
88 | 7744| 6815| 5997| 1056| 1985| + 0,08026| 4 1,3232| 4746| 2803| 1168 12
89 | 7921 7050{ 6274 0979| 1850] 4 0,07636| 4 1,3763| 4784| 2626| 1075 11
0,90 | 8100 7290 6561| o0g9oo| 1710 + 0,07200| 4 1,4300| 4820| 2439 098] o,10
o1 | 8281 7536| 6857] 0819| 1564|+ 0,06716| + 1,4843| 4852| 2243 0886 09
92 | 8464 7787| 7164 0736| 1413| + 0,06182| 4 1,5392| 4882| 2036] o790 o8
93 | 8649| Bo44| 7481 0651| 1256+ 0,05508 |+ 1,5047( 4909| 1819| 0693| o7
94 | 8836| 8306| 7807| 0564 1094+ 0,04964| + 1,6508| 4932| 1593| 0596| 06
95 | 9025 8574| 8145| 0475| 0926| + 0,04275| + 1,7075| 4952| 1355| 0498) o5
96 | 9216 8847| 8493 0384| o0753| + 0,03532] + 1,7648| 4969| IIo7| 0399 o4
97 | 9409 9127 8844| o0291| o0573| + 0,02736| + 1,8227| 4983| 0847| 0299 03
98 | 9604| 9412| 9224| 0196] 0388| 4 0,01882| 4 1,8812| 4992| 0576| o0200| o2
99 0,9801 [0,9703 |0,9606]| 0099 0197 + 0,00970| + 1,9403| 4998| 0294| oroco oI
1,00 |1,0000 |1,0000 |1,0000 {0,0000 [0,0000 | 4+ 0,00000 | 4 2,0000 |0,5000 |0,0000 |0,0000] 0,00
4 &2 &3 4 | ws w) —wp Wy wh wp wp &
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Lésungen der Funktion [ M M (J./J)ds und Funktionswerte o.

Tabelle 21.

B. Triagheitsmoment unstetig verianderlich.

D_
J

—c=1_(1_n)(

1. Verdrehungen der Endquerschnitte.

a) Syminetrischer Triger, M,= 1 mt.
r 4

Ogs = m—c— kli 50.: = 'Efj: kz

-3

Y

-V —

‘..
4

;Y-

--Jlfwb

—_—

o,60 | 0,50 | 0,40 | 0,30 | 0,20

0,15

0,08

0,006

0,05

0,04

™

o -

-

-

*°

X X XX N e
- ™ g

~

fir

fiir

0,35

1,661 | 1,576 | 1,491 | 1,406 | 1,322 | 1,279
0,919 | 0,899 | 0,879 | 0,858 | 0,838 | 0,828

3 | 1674 | 1,593 | 1511 | 1,430 | 1,348 | 1,307

0,30

0,25

0,20

b) Unsymmetrischer Triger
M,=1mt:

4 4

SET. kys 6°“=6Tj,k2;

0a0 =

My=1mt:

I' l'

6ab=6T]‘k2: 5n=m

ky;

0,926 | 0,907 | 0,889 | 0,870 | 0,852 | 0,843
1,701 | 1,626 | 1,552 | 1,477 | 1,402 | 1,365
0,939 | 0,924 | 0,908 | 0,893 | 0,878 | 0,870
1,744 | 1,680 | 1,616 | 1,552 | 1,488 | 1,455
0,956 | 0,945 | 0,934 | 0,923 | 0,912 | 0,307
1,789 | 1,736 | 1,683 | 1,630 | 1,578 | 1,551
0,971 | 0,964 | 0,957 | 0,950 | 0,942 | 0,939

-1 0,934

1,220
0,814

1,250
0,830
1,313
0,859
1,411
0,899

1,514

ll[ ; : H
. 1
e———

b

1,203
0,810

1,234
0,826

1,298
0,856

1,398
0,897

1,504
0,932

1,195
0,808

1,226
0,824

1,290
0,855

1,391
0,896

1,498
0,932

1,186
0,806

1,218
0,822
1,282
0,853
1,385
0,895

1,493
0,931

0,60 | 0,50 | 0,40 | 0,30 | 0,20

”n
0,15

0,12

0,10

0,08

0,06

0,05

0,04

W 0 .

LN

™Y

X X W+ X R WX 1R e
E L W o - -

1,669 | 1,587 | 1,504 | 1,421 | 1,339 | 1,298

0,35 | 0 ~%0 [ 0,949 | 0,939 | 0,929 | 0,919 | 0,914

1,491 | 1,989 | 1,987 | 1,985 | 1,983 | 1,982
1,681 | 1,602 | 1,522 | 1,443 | 1,363 | 1,323

4 0,963 | 0,954 | 0,944 | 0,935 | 0,926 | 0,921

1,993 | 1,991 | 1,989 | 1,987 | 1,985 | 1,984
1,707 | 1,633 | 1,560 | 1,487 | 1,413 | 1,377

0,30 [0,969 | 0,961 | 0,954 | 0,946 | 0,939 | 0,935

1,995 | 1,993 | 1,992 | 1,991 | 1,989 | 1,989
1,747 | 1,683 | 1,620 | 1,557 | 1,494 | 1,462

0,25 | 0,978 | 0,973 | 0,967 | 0,962 | 0,956 | 0,954

1,997 | 1,996 | 1,995 | 1,995 | 1,994 | 1,993
1,790 | 1,738 | 1,686 | 1,633 | 1,581 | 1,555

0,20 | 0,986 | 0,982 | 0,978 | 0,975 | 0,971 | 0,969

1,998 | 1,998 | 1,997 | 1,997 | 1,996 | 1,996
Fir Zwischenwerte von n# kénnen die Werte £ geradlinig eingeschaltet werden.

1,273
0,911
1,981

1,299
0,919
1,984

1,355
0,933
1,988

1,443
0,952
1,993

1,539
0,968

1,996

1,256

0,909
1,981

1,283

0,917
1,983

1,340
0,931
1,988

1,430
0,951
1,993
1,528
0,968
1,996

1,240

0,907
1,980

1,267

0,915
1,983

1,325
0,930
1,988

1,418
0,950
1,993
1,518
6,967
1,996

1,223

0,905
1,980

1,251
0,913
1,983
1,311
0,928
1,987
1,405
0,949
1,993
1,507
0,966
1,995

1,215

0,904
1,980

1,243
0,912
1,982

1,303
0,927
1,987

1,399
0,948
1,993
1,502
0,966
1,995

1,207
0,903
1,979
1,236
0,911
1,982

1,296
0,927
1,987

1,392
0,947
1,992

1,497
0,965
1,995



Verdrchungen der Endquerschnitte und Biegelinien fir Balkentrager. 119

Tabelle 21.
2. Ordinaten §,, der Bicgelinie fir M, =1mt.
a) Symmetrischer Trager.

Y T J
28 =t~k r=172, w :
gmg Om GE ] 7 erte &

r<vlo— rplm
o

3
0,1 0,2 0,25 0,3 3 0,4 0,5 0,6 % 0,7 0,75 0,8 0,9

0,60]0,1476 |0,2567 |0,2965 [0,3262 |0,3406 |0,3561 |0,3503 |0,3145]0,2771§0,2549 |0,2182 [0,1781 | 0,0913
0,30| 1300( 2323 2727| 3031| 3182| 3352 3318| 2984| 2627| 2414 2060| 1677 0855
0,35 (0,20 1242| 2255| 2648 | 2955| 3108| 3282 3256| 2930| 2579] 2368| 2020| 1642 0835
o, 10| 1184 2177 2569| 2876| 3033| 3213| 3194| 2876] 2531| 2323 1979| 1608| 0816
0,05| 1154| 2138| 2529 2839] 2996 3178 | 3164| 2849| 2507| 2300 1959 1590 0806

0,60| 1489} 2590| 2990 3289| 3432| 3588 3528| 3167| 2790| 2567 2198 1704| 0920
o,30| 1323| 2372| 2771| 3078| 3228] 3399| 3361| 3023| 2660] 2445| 2088| 1700| 0867
} |o.20] 1268 2299| 2698| 3008| 3160| 3336 3306| 2975} 2617| 2404 | 2050| 1668| 0849
o,10| 1212 2227| 2626 2937| 3093| 3273 3250 2927| 2574| 2364| 2015| 1637| 0831
0,05{ 1185| 2191| 2589 2902} 3059] 3242 3222| 2903| 2552| 2343| 1997| 1621| 0823

0,60 1515| 2634} 3039| 3340| 3482| 3635 3570 3205| 2825] 2600 2227| 1819| 0932
0,301 1368| 2450| 2858| 3167| 3315| 3481| 3435| 3089| 2721| 2503| 2140 1743| 0889
0,30 (0,20 1319 2389 2798} 3109| 3260| 3430| 3390 3050{ 2687| 2471| 2111| 1718| 0874
o,10| 1270| 2327| 2737| 3052] 3204| 3378| 3345]| 3012 2652| 2438 2082| 1693| 0860
0,05 1246| 2297| 2707| 3023| 3176| 3353 3322| 2992| 2635| 2422 2067| 1680 0853

0,60| 1555| 2700| 3109| 3408| 3547| 3696| 3625| 3254| 2869| 2643 | 2266 1852| 0949
0,30] 1438| 2566| 2980 3286| 3430 3588]| 3531 | 3174| 2799| 2577| 2208| 1800| 0919
0,25[0,20| 1399| 2521] 2937| 3245| 3391 3552| 3500 3148} 2775] 2555| 2189 1783| o0gog
o,10| 1360| 2476| 2895| 3204| 3352| 3517| 3469| 3121| 2752| 2533| 2170 1766| 0899
0,05] 1341| 2453| 2873| 3184| 3333] 3499| 3453 | 3108] 2740| 2522| 2160| 1758| 0894

0,60] 1596| 2762 3169| 3464| 3602] 3747| 3670| 3293| 2904| 2676 2296 1878| 0964
0,30 1510| 2673| 3085| 3385| 3526| 3678| 3610| 3242| 2860} 2635| 2260| 1847| 0045
0,20(0,20] 1482 2643| 3057| 3359] 3501| 3654| 3590 3226] 2846] 2621| 2248 1837 0938
0,10} 1453| 2614| 3029 3332} 3476] 3631 3570 3209| 2831] 2608| 2236| 1826| 0932
0,05] 1439| 2599| 3015| 3319] 3463] 3620 3560 3200| 2824| 2601| 2230| 1821| 0929

0,60|] 1649| 2812| 3217| 3510| 3646| 3787| 3705| 3323] 2931| 2700| 2318| 1898| 0976
0,30| 1604 2761 3169| 3464| 3603| 3748| 3671| 3295| 2907] 2678 2298| 1881| 0966
0,15 [0,20| 1589 | 2744| 3153| 3449| 3588| 3735| 3660 3285| 2898] 2671} 2292| 1876]| 0962
o,100 1573 2727| 3137} 3434| 3574] 3722 3649| 3276| 2890] 2663| 2286| 1870| 0959
o,05] 1566| 2719| 3129 3427| 3567] 3715| 3643 3271l 2886| 2659 2282| 1868| 0957

Fiir Zwischenwerte von » konnen die Werte % geradlinig eingeschaltet werden.

b) Unsymmetrischer Trager.

BT s M n reide. wemte s
l ‘ m GE]‘. 1] ]l

Ayl v h
e

&
o,1 | 0,2 Lo,25 Lo,3 I 3} Lo,4 l 0,5 I 0,6 | % | 0,7 ‘o,75| 0,8 I 0,9

0,60 ]0,1485 |0,2585 10,2986 |0,3288 10,3434 10,3597 |0,3548 |0,3198]0,2828}0,2609 |0,2243 |0,1839 | 0,0950
0,30] 1315| 2363| 2705| 3076| 3232] 3416| 3396| 3077| 2727| 2518| 2167| 1779| 0919
0,350,20| 1259| 2289 20691| 3006} 3165| 3355| 3346| 3037| 2603] 2487| 2142| 1758 0909
o,10] 1203 2215| 2617| 2935| 3097) 3204| 3295| 2996] 2660] 2457 2116| 173S| 0899
0,05 1175| 2178| 2580| 2900| 3064| 3264| 3270| 2976| 2643| 2442| 2104| 1728| 0804

Fiir Zwischenwerte von » kénnen die Werte & geradlinig eingeschaltet werden.



120 Losungen der Funktion f M M (J,/])ds und Funktionswerte .

Ordinaten §, der Biegelinie fir M, =1 mt.
b) Unsymmetrischer Trager (Fortsetzung).

174 7
=—=~F; V=1-==; Werte &:
bn=SET. T
2 n 3 .
0,1 0,2 0,25 0,3 3 0,4 0,5 0,6 4 0,7 0,75 0,8 0,9

0,60} 1496} 2605| 3008} 3311| 3457| 3618| 3565 3212] 2840| 2619 2251 1846] o953
0,300 1336| 2398 2804 3117| 3272| 3451| 3426| 3101| 2747| 2536| 2182| 1790 0925

% lo.20] 1283 2329| 2736| 3052| 3210| 3396| 3380| 3064 | 2716] 2508] 2159 1772 0916
o,10| 1229 2260 2667 2987| 3148{ 3340| 3333 3027] 2685| 2480 2135| 1753 ogo7
0,05| 1202 2226| 2633| 2955] 3117] 3312| 3310] 3008] 2670| 2466| 2124| 1744| ogo2
0,60] 1520 2645| 3053| 3356| 3500| 3656| 3597 3238 2861] 2638 2267| 1859| o959
0,30 1377! 2469 2882 3195| 3347| 3519| 3482| 3146| 2784|] 2569| 2210| 1813| 0936
0,300,20| 1330| 2410| -2825| 3142| 3296| 3473| 3444| 3115]| 2750| 2546| 2191| 1798| 0929
o,10| 1282 2352 2768 3088] 3245| 3427| 3406 3085] 2733] 2523] 2172} 1782] o921

0,05| 1259| 2322| 2739} 3001] 3219 3404] 3387 3069 | 2721] 2512 2162| 1775| 0917
0,60] 1558 2707( 3117 3417] 3558] 3709| 3641| 3272] 2890| 2664 2289 1876| 0968
0,30 1443| 2576| 2994 3302| 3448| 3610} 3559| 3207 2835| 2615] 2248] 1843| o952
0,250,201 1405| 2533| 2953| 3204 3412] 3576 3531| 3185| 2817| 2599 2234 1832 0946
to,10} 1367| 2490 2912 3225] 3376] 3545| 3504 | 3163 | 2799| 2582 2221| 1822 o941
0,05] 1348 2468 2892 3206{ 3357] 3528| 3490| 3152| 2790] 2574 2214| 1816| 0938

0,601 1597 2765( 3173 3469] 3612| 3754| 3678 | 3302| 2915 2687| 2308| 1891| 0976
0,30| 1513| 2678 3092} 3394| 3543| 3689| 3624| 3259| 2879] 2654| 2281| 1870| 0965
0,200,20{ 1485| 2650 3065| 3368| 3520} 3667| 3606| 3245} 2867| 2644| 2272| 1862| 0961
o,10f 1457 2621| 30381 3343| 3497) 3646| 3588| 3230| 2855| 2633 2263 1855 0958

0,05| 1443| 2606| 3025| 3331| 3485| 3635| 3579| 3223 | 2849| 2627| 2258| 1852| 0956
0,60] 1638 2813 3219 3512] 3648| 3790| 3708 3327| 2935] 2705| 2323| 1g903| o922
0,30| 1584 2763| 3172 3438{ 3607| 3753| 3677| 3302| 2914] 2686| 2307| 1891| 0975
0,15/0,20| 1566| 2747 3156| 3453| 3593| 3740 3667| 3293| 2907| 2680 2302 1887| 0973
o,10| 1548 2730| 3141| 3439| 3579| 3728 3656| 3285| 2001| 2674 2297| 1883 o971

0,05| 1539| 2722| 3133 3432| 3572| 3721| 3651 3281 | 2897| 2671| 2294| 1880 0970

Fiir Zwischenwerte von » kénnen

Funktionswerte.

wp=E8=¢—-8=¢ ¢,

wp=E—8=E(1-8)=82—-38+E) =3wp—wp=wrp(l+ 8 =wr(2—¥),
wp=8—83=F(1-¢§)=62—-3,+E)=8wp—wp=wp(1+ &) =wg(2—§),

wp=w,—wp=—&(1 - 36+ 28&) =20, — 3wy= 3wy — 2w},
Wy =38—-1=2—-6/+3=wy—32—1)=1—6wy— )y,
Wy =382—1=2—-6£{+38=wy—32&—1)=1— 6wy — wy,

&
op =838 =41 - 22— £ = 2 wpde,

EI
wp=§ - jE=tN - @ - =2 e dt,

wp = £~ B=3F—6FI} 48 1,
wp=§—E1=35—68+48—§,

Wi =& — 28+ B =0 (l + wp),

O =wpf=FE=£—8,

W =opf = EFT=FI_fr=f—2p 4 0

die Werte % geradlinig eingeschaltet werden.



Ableitung der Differentialgleichung aus den Schnittkraften. 121

Die Funktionen w, und w} sind symmetrisch zur Mitte, die Funktion w}, ist anti-
metrisch; wp und wj, wy und wy, w, und w}, wp und wp, ®, und w, sind ein-
ander spiegelbildlich gleich. Die Funktionswerte sind in den Tabellen 22, 23, S. 116,
117 und 121 enthalten.

Tabelle 23. Funktionswerte w; und w}.

W
¢ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 [0,0000 |0,0001 {0,0004 {0,0009 [0,0015 {0,0024 |0,0034 |0,0046 |0,0059 {0,0074 [0,0090] 0,9
1 o0o9o| o108| o0127| 0I47| 0169 019I| 0215| 0240| 0266 0292} 0320 8
2 0320| 0348 0378| 0407| 0438| 0469 os500{ 0532| 0564| 0597| 0630 7
3 0630| 0663| 0696| o0730| 0763| 0796] 0829 0862| 0895| 0928| o960 6
4 0960| 0992| 1023| I1054| 1084| I114| 1143| 1171| 1198| 1225| 1250 5
5 1250 | 1274 1298| 1320 1341| 1361| 1380 1397| 1413 1427| 1440 4
6 1440 1451| 1461 | 1469 1475| 1479 1481| 1481| 1480 1476| 1470 3
7 1470 | 1462 | 1451| 1439| 1424| 1406| 1386 1363| 1338| 1311| 1280 2
8 1280 1247| 1210| 1I171! 1129| 1084| 1035| 0984| 0929| 0871| o810 1
0,9 [0,0810/0,0745 |0,0677 |0,0605 [0,0530 |0,0451 [0,0369 |0,0282 [0,0192 |0,0098 |0,0000] 0,0
9 8 7 6 5 4 3 2 1 o &
wr?

20. Die Biegelinie des geraden Stabes.

Der Verschiebungszustand eines Stabes, dessen Querschnittsabmessungen gegen-
iiber der Stablinge klein sind und dessen Oberfliche durch parallele Erzeugende
gebildet wird, ist durch die elastische Bewegung der Querschnitte, also nach (42)
durch deren Komponenten u,, 94, w, und 4., p,, ¥, bestimmt. Sie beschreiben die
elastische Linie des Stabes durch die Ausbiegung, die Kriimmung und Windung der
Achse.

Beziehung zwischen Kraftebene und Biegungsebene. Die Verdrillung y, der
Stabachse wird meist durch die Form des Querschnitts und durch die Eintragung
der duBeren Krifte vermieden. Die Spur s der Kraftebene verlduft dann durch den
Querpunkt des Stabquerschnitts der in der Regel mit dem Schwerpunkt zusammen-
fillt, und schlieBt im allgemeinen mit der Haupttragheltsachse z des Querschmtts
einen Winkel (z7s) ein. Zwei benachbarte Querschnitte neigen sich relativ zuein-
ander um eine die Stabachse winkelrecht kreuzende Achse. Sie ist die Nullinie »
der Normalspannungen ¢, und damit der zu s zugeordnete Durchmesser der Trig-

heitsellipse, welcher mit der positiven Richtung der Haupttrigheitsachse z den
Winkel (z7%) bildet.

tg(27s) tg (£ m) = — %‘ . (192)

J, und J, sind die Haupttrigheitsmomente des Querschnitts. Die Biegungsebene
mit der elastischen Linie steht senkrecht zur Nullinie.

In der Regel fillt die Spur s der Kraftebene mit einer Haupttrigheitsachse zu-
sammen (275 = 0 oder 180%). Dann ist die Kraftebene gleichzeitig Ebene der Biegung.

Ableitung der Differentialgleichung aus den Schnittkriften. Die Annahme
einer ebenen Verschiebung der Querschnitte schlieBt die Mitwirkung der Schubspan-
nungen bei der Forminderung des Stabes aus. Die technische Theorie der Balken-
biegung ist daher nur brauchbar, wenn die Schubspannungen gegeniiber den Normal-
spannungen so klein sind, daBl die Annahme einer mittleren Gleitung y,, o und y,, ,
fir alle infinitesimalen Prismen des Stabteils ds genigt.

Die beiden Querschnitte, welche einen infinitesimalen Stabteil ds begrenzen,
sind beim geraden Stabe parallel, beim gekriimmten Stabe im Winkel da geneigt.
Decken sich die Spur s der Kraftebene und die Haupttriagheitsachse z, also avc..
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Kraftebene und Ebene der Biegung, so ist die relative Verschiebung ¢ (z) ds zweier
Punkte der beiden Querschnitte nach S. 28 durch die gegenseitige Verschiebung der
benachbarten Schwerpunkte ¢,ds und die gegenseitige Neigung d, bestimmt. Sie
wird durch die inneren Krifte ¢dF und eine Temperaturinderung hervorgerufen,
die linear angenommen und durch die Anderung ¢ im Schwerpunkt und den Tem-
peraturabfall A¢ zwischen den Randpunkten 7 und a beschrieben wird. A¢ = ¢; — ¢,.

e(z)ds = (eo + d;‘i" z) ds + (a,t + g—ﬁé—{z) ds. (193)
Die Ausdriicke dy,/ds und «,At/h sind die Anteile der Kriimmung der elastischen
Linie infolge der Normalspannungen ¢, und der Temperaturinderung A¢. Sie ist
durch die Definition des positiv drehenden Biegungsmomentes M, in bezug auf die
Lage des Koordinatensystems Abb. 109 negativ. Wird mit ¢ der Winkel bezeichnet,
welchen die Tangente an die Biegelinie mit der x-Achse einschlieft, so bedeutet
ein positives Biegungsmoment eine Abnahme von ¢ beim Fortschreiten in der

(ereet)ds
e
- —. fﬁ?’y"ﬂgd‘)z

L,
d,:[/* a4t

e f >

ds

Abb. 108. Abb. 109. Abb. 110.

x-Richtung. Der Kontingenzwinkel d ¢ ist daher negativ und mit Verwendung von (51)

dy, _! 1,___d‘P M, a At
==& =ELT R (194)

Fiir ds darf bei kleinen Ausbiegungen an Stelle des Bogenelements ds die Strecke dx
gesetzt werden. Mit derselben Begriindung wird in dem Ausdruck der Kriimmung
als Funktion von w die erste Ableitung vernachléssigt.

1 dtw M, L3 At
_?@_Ex_zz E7 ‘ (195)

Obwoh!l die Voraussetzungen des Ansatzes nur be1 Stiben mit konstantem
Querschnitt zutreffen, wird die Gleichung der Biegelinie nach (195) auch bei Staben
mit verinderlichem Querschnitt angewendet, um eine einfache und fiir technische
Bediirfnisse brauchbare Losung zu erhalten. Nach Einfilhrung eines Vergleichs-
trigheitsmomentes [, ist "

w e
—E] m =T+ BT
Da die Schubspannungen 7,, bei einer ebenen Verschlebung des Querschnitts im Ver-
gleichzu den Normalspannungen g, nurklein sein kénnen, geniigt die Abschétzungihres
Einflusses auf die Ausbiegung w durch eine mittlere Winkeldnderung y,, ,. Die re-
lative Verschiebung zweier benachbarter Querschnitte ist dann dw =7y,, odx, sodall

nach Abb. 110 @w _ dyeso _i(xg.)

LI (196)

dxt T dx #\GF)"
Beide Anteile kénnen als lineare Differentialbeziehungen addiert werden:
dgp _ dw M, a4t 4 (%Qs\ _
—7;_"717_5],‘*' E(GP)_"" (197)

In der Regel wird auf den aus den Schubspannungen herriihrenden relativ kleinen
Anteil der Ausbiegung w verzichtet.
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Integration der Differentialgleichung. Die Differentialgleichung ist eine Be-
ziehung zwischen Verschicbungszustand und Schnittkriften. Sie wird durch zwei-
malige Integration gelést, wenn Biegungsmoment M und Querkraft Q als Funk-
tionen von x bekannt sind. Die Integrationskonstanten C,, C, ergeben sich aus
den Bedingungen fiir w und @ an den Stiitzpunkten oder Anschlullquerschnitten.

d M ,A:

_w=fdxj‘5ﬂjdx—f;—Fdx+jdx “"“dx+cx+c (199)

Die Aufteilung einer beliebigen Belastung nach (P; ... P,, ...} fijhrt zur Super-
position (M;... M, ...) und (Q;...Qpm...), so daB der Verdrehungswinkel ¢
und die Ausbiegung w aus einzelnen Anteilen durch Superposition nach

?’=‘P1P1+¢2P2+ “ o .|_,pmp‘m+ coe, w=w,Pi+w,Py+-+ - +w,Pp+---
entwickelt werden kénnen.

Bei konstanter Querschnittsfliche treten die Steifigkeitsziffern EJ und GF vor
das Integrationszeichen. Dann sind die Anteile des Verdrehungswinkels @, und der
Ausbiegung w, aus Querkraft und Temperaturverinderung in (198), (199)

__xQ o, At _xM a, At 22
Po=gF~ 5 % Wo=gFr— 5 7 (200)

Sie werden mit Riicksicht auf die Fehlerquellen des Ansatzes oft auch bei ver-
dnderlichem Querschnitt verwendet. Die Schubverteilungszahl x» ist durch die
Form des Querschnitts bestimmt, fiir die Fliche F wird ein mittlerer Betrag ver-
wendet.

Die Forminderung des geraden Stabes mit gleichférmig verteilter Be-

lastung. Statisch bestimmte Stiitzung. J = J. Ansatz: EJw”’ = — M (%)
- mpm——
xm} i x=0 x=}/2 x=1
w=0, w=0 w=0 w =0 wm=0
inf. Symmetrie
Randbedingungen der Forminderungen.
Abb. 111.
—_t2 _px(i-x)
M————2—-, M— 2 »
—Ejuw=—tla, —Ejw=Lca-o,
I L = P® e _opn
w= 24”(3 45+8Y, w—%EJw 28489,
) o= — - —p = — g 3

Rechnerische und zeichnerische Entwicklung der Biegelinie. Der Kon-
tingenzwinkel der Biegelinie ist nach S.122 — dp = wdx = + dy, so daB die Dif-
ferentialgleichung (197) in der folgenden Weise gelést werden kann:
dsw d d
Ta=—w=—3t Fog=—yp+Cy; w=—[ydz+ Cx+ C,. (201a)

An einer beliebigen Stelle x = x, der Biegelinie ist

Zx
w=w, yp=[wdi=y, @.=—v.+C, (201b)
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am Randpunkt x = x, (Abb. 112) ist w = w,, ¢ = ¢@,, v = y, = 0. Daher wird

zk
C1=¢a: C2=wa_xa¢a' wk=wa+¢a(xk—xa)‘—fwdx'

Die partielle Integfation der Losung liefert

Xk Tk
W= W, + Qo (% — %,) — % fdy + [xdy

Tk
=W, + g (%, — %) — [ (%, — ) dyp. (201 ¢)
Wird 2 — b und (w, — w,) Null oder zunichst Null gesetzt, so ist mit
dy=wdx und x,—x,=1

Xb Tk
1
Pa = ‘Pa,o=7f(xb —x)wdx = Ay, Qr=@ro= Am—fm A% = Qu,xk .,
*a Fa (202)

Wy — W, = Wy, o= Ap (% — %,) —-f(xk —x)wdx =M.
Za

Erhilt demnach der Ausdruck w (x) die Bedeutung einer ideellen, von den elastischen
Eigenschaften des Stabes abhingigen Streckenlast, so kann fir w, — w, = 0 die
Verdrehung ¢, des Endquerschnitts a des Stabes als
Stiitzkraft A,, eines Trigers / auf frei drehbaren Stiit-
zen, die Verdrehung g, eines Querschnitts % als dessen
Querkraft Qy, r, die Ausbiegung w, eines Punktes %
der Achse als Biegungsmoment My, ; des Stabes in-
folge der ideellen Belastung tv(x) berechnet werden.
Abb. 112. Hierfiir stehen die zeichnerischen oder rechnerischen
Methoden des Abschn. 13 zur Verfiigung.
Diese Rechenvorschrift ergibt sich auch unmittelbar durch Vergleich der Diffe-
rentialgleichung der Biegelinie mit derjenigen fiir das Biegungsmoment M eines
Stabes als Funktion der Streckenlast p(x) (48).

Y ——w(), o=—p(). (203)

Aus (201) wird mit dem Ausdruck m(x) nach (197)

e

£
. , L EJe F, F, 4t
E]c(pk=E]c¢pa—J\M-‘.I]—dx1- x GIJ", (Qkﬁ._QaE_) _E]cfath dx, (2043.)

Za

T . T
~ LJ 3 Fc
EJ w,=EJ, 0, +E ], pu(5 — %) —f(x,,— M Teax 4 §,£,fno edx
o Za Za
_ E]cf(x,‘ — )2l (204D)

Werden die Verdrehung und die Verschiebung der Querschnitte & bei w, = w, = 0
mit @ o, @r, o bezeichnet (Abb. 112), so ist mit

l=1x,—%,, §=,x‘7‘7°, E’_"'(’k—%)

i

Pr = wawa + @r0. wy=w, &+ w, &'+ Wg,0- (205)
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Um diese cinfache Rechnung auch bei Stiben mit anderen Randbedingungen bei-
zubehalten, werden die Verschiebungen der Endquerschnitte zunidchst Null gesctzt
und dic auf die Schne der Biegelinie bezogenen relativen Verschiebungen und Ver-
drehungen wy, o, und g, ¢ bestimmt. Der wirkliche Verschiebungszustand mit den
absoluten Verschiébungen und Winkelidnderungen ergibt sich durch die nachtrégliche
Erfiillung der Stiitzenbedingungen.

Die Biegelinie kann demnach zeichnerisch ebenso wie die Linie der Biegungs-
momente nach (93) aus der gedachten Belastung E ], tv(x) oder der zu ihr dquiva-
lenten Gruppe von Einzelkriften EJ -8, mit Kraft- und Seileck entwickelt werden.
Die Polweite ist in beiden Ansitzen (93) und (203) gleich der Einheit mit der Di-
mension m-t/m und m-mt. Die Ordinate des Seilecks wird in beiden Fillen im Mag-
stab der Zeichnung gemessen und liefert mit H = 1t oder mit Hy = 1 tm? mul-
tipliziert das Moment in mt oder die Durchbiegung EJ w in tm3. Die Wahl einer
Polweite H in t oder Hy, in tm? 4dndert nur den MaBstab. Die Polweite Hy = EJ,
ergibt mit der Belastung EJ w(x) als Ordinate der Seilkurve 5 = EL{}W
MaBstab der Zeichnung. Die Polweite EJ [ liefert dann als Ordinate der Seilkurve
EJ.w:(EJ n). Dies ist bei dem ZeichnungsmaBstab g
1:#n die wirkliche GroBe der Ausbiegung w. Um dem-
nach eine Biegelinie als Seilkurve zu entwickeln, 1
deren Abszissen im MafBstab 1:# aufgetragen sind £ Tﬂ
und deren Ordinaten w, natiirliche GroBe erhalten |¢‘ g:-
sollen, wird zu den ideellen Kriften (elastischen Ge- ;
wichten) EJ,®B,, ein Richtungsbiischel mit einer Pol- g
weite EJ /n gezeichnet. Die Bezugsachse fiir die ab-
soluten Verschiebungen ist durch die Bewegung der
Stiitzpunkte bestimmt.

Diese zeichnerische Darstellung kann auch unmittelbar eingesehen werden,
wenn 1 (x)dx nach (197) als der Kontingenzwinkel zweier um dx -benachbarter
Tangenten der Biegelinie verwendet wird. Sie ergeben ein Richtungsbiischel, das
die erwihnten ideellen Gewichte w (x)dx als Strecken auf einer Parallelen zur Aus-
biegungsrichtung im Abstand 1 vom Pol abschneidet.

Die E J.fachen Verdrehungen und Verschiebungen werden in der Regel nur
fiir den Anteil der Biegungsmomente angegeben. Daher wird zunichst die der vor-
gelegten Belastung zugeordnete Funktion des reduzierten Moments E J .vo (x) =M ] ./]
punktweise gebildet, und durch eine Gruppe von iquivalenten Einzelkriften
e EJ By, EJ.B,, . .. ersetzt, die in den Intervallgrenzen ... (m —1), m ...
einer Unterteilung des Integrationsbereiches a, b wirken. Die Angleichung der
Funktion v (x) durch einen Geradenzug liefert ebenso wie in (91)

B = 7 (Opog + 210,) + 4L (210p + W) = By + B,

= im

Abb. 113.

) . (206)
By=—45 2we+1wy); B, =72 (w1 +2w,).

Bei gleichgroBen Intervallen ¢, = ¢pyy = ¢ ist

6
— B =Wy + 410, + Wg .
Erqu

Die Angleichung der Funktion als Parabelabschnitt durch 3 aufeinanderfolgende
Punkte fithrt nach (92) bei gleichgro8en Intervallen ¢ zur Verwendung von

128,
% = m‘m—-l + 10 mm + .mm+1 ’

c
128, 1
¢ ='§'(7mn+6mn—1_ 10,) .

- (207)

Efﬁ"—=%(7mo—}-ﬁml—mg),
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Damit ist die Grundlage gefunden, um die Form der Biegelinie mit w, = 0, w, =
durch Rechnung oder Zeichnung zu bestimmen. Die Strecke ab wird als einfacher
Trager angesehen, an dem eine Gruppe von positiven oder negativen Kriften
By..., B, ..., W, angreift. Die Rechnung liefert nach (202)

Am=¢a,o: Bm=¢b,0n Qm,k= P, 0 ]”m,k=wk,o-
Der wirkliche Verschiebungszustand ¢, , @,, w), entsteht durch Beriicksichtigung der
Stiitzenbedingungen nach (205).

Untersuchung der Formiénderung eines Auslegetriigers.

AT ;
] 223
AT el

7!

: m- %/ Tcm=19cm I )
| \\\/
R e w0 I O s o

£ dam 100 tm?=19cm l i
g(rr'ﬂ‘[m : :
I tzm 10 tmé=10cm ! + ; ’}' s
' Mabstab l\'\% 'z

5 + - Do b Mo=10936 tm

Die EinfluBlinien f) und g) sind im Bereich des Schlepptrigers gerade Linien.
Abb. 114.

1. Zeichnerische Entwicklung der Biegelinie fiir eine vorgeschriebene Be-
lastung (Abb. 114a):

Querschnittsgestaltung: J./J (Abb. 114b), J. = J, = 0,806 m?.

Angabe der Momente: graphisch oder rechnerisch nach Abschn. 13.

Reduzierte Ordinaten des Seilecks: ' = 5. J./J (Abb. 114d).

Reduzierte Momente: M’ =M. J /] =9 -H = 1w,

Berechnung der E J fachen elastischen Gewichte aus der ideellen Belastung M’ nach (206):

Wo=7 Emo+w),  By=2 (way+200,),
%m = 6—6'2 (mm—l + 4 10, + mm+1)-

m
Abbildung der elastischen Gewichte mit Hilfe der Werte 3 8, in einem Richtungsbiischel
0

mit der Polweite Hy,.
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Om_y 2m,,

m| Cp | Mn 1. Wn="|+210n enf0 +W0my oms1/6| B,z | Bz B g’%

Jm A'Im]c/]m - m 0 A

mm—l + 4 Dm + mm+1 l Cm/6

o| — 0,0 | 1,000 0,0 — l — l 33,9 [ 0,333 I — | 11,3 11,3 11,3
I |200| 3590945 33.9 198,5 0,333 66,2 77.5
2 | 2,00| 71,8 0,876 62,9 374,2 0,333 124,7 202,2
3 {2,00|107,6 | 0,824 88,7 520,9 0,333 1756 | 3778
4 | 2,00] 143,5 | 0,761 109,2 648,7 0,333 216,2 594,0
5 | 2,00} 179,4 | 0,687 123,2 733,8 0,333 {244,6 | .838,6
6 | 2,00| 215,3 | 0,612 131,8 783,2 0,333 261,0 | 1099,6
7 | 2,00] 251,1 | 0,529 132,8 774,6 0,333 258,2 | 1357,8
8 | 2,00] 287,0 | 0,389 I111,6 669,3 0,333 223,I | 1580,9
9 | 2,00] 322,9 | 0,279 90,1 541,2 0,333 180,4 | 1761,3
10 | 2,00} 358,8 | 0,193 69,2 419,0 0,333 139,7 | 190I1,0
11 | 2,00} 394,7 | 0,132 52,1 314,2 0,333 104,7 | 2005,7

12 | 2,00 430,5 | 0,085 36,6 125,3 ] 0,333 l 110,7| 0,208 | 41,8 | 23,1 64,9 | 2070,6

12a} 1,25 364,5 | 0,103 37,5 224,5 | 0,208 46,8 | 2117,4

13 | 1,25] 300,8 | 0,126 37,9 113,3 I 0,208 | 113, I 0,250 | 23,6 l 28,3 51,9 | 2169,3

14 | 1,50} 229,0 | 0,163 37,3 221,8 0,250 55,5 | 2224,8
14a| 1,50 166,9 | 0,208 34,7 205,4 0,250 51,4 | 2276,2
15a} 1,50] 106,6 | 0,275 29,3 170,3 0,250 42,6 2318,8
16a| 1,50| 52,5 | 0,351 18,4 102,9 0,250 25,7 | 2344.5
17 | 1,50 0,0 | 0,463 0,0 18,4 Io,25o| — } —_ I 4,6 I — 4,6 | 2349,1

Mit Hyp = E J./(n-m) ergeben nach S. 125 die Ordinaten 7y des Seileckes unmittelbar
die mfach verzerrten Durchbiegungen w (Abb. 114e).

E = 2100000 t/m2; E J,= 1692600 tm2;
n = 100; m=10; Hy = 1692,6 tm?2;
Durchbiegungen w = #7,y/10 in mm:

-

4 |14aj152{16a| 17

21 C I I Y A A A E K D

w o,o|—1,2 1—2,2 -3,2 ’—3,9 I—4,3I-4,5l—4,4 ’—3,9 ]—3,2!—2,3|—I,2‘0,0’058| 1,612,713,8(4,9(6,1| 7,3

2. EinfluBlinie der EJ.fachen Durchbiegung §,, des Querschnittes d. Biege-
linie des Tragers unter der Last 1t in d nach (168). Ermittlung der W-Gewichte wie unter 1.
Berechnung von 4y, Dy, 6, unabhingig von der vorgeschriebenen Stiitzung des Tragers
als Auflagerkrifte und Durchbiegungen eines Balkens auf den Stiitzen a und d. Nachtragliche
Einfithrung der Stiitzenbedingung §, = 0 durch Drehen der Achse um a:

Op=0p,1+ 0p,g=10,1+ 8- 1, =0; B =— 6,1/l Oma=—"Bx=—0,,:&;
Om = 6,,.'1 + 6,,.,2} & = x/ly; {= x/(11+ ly);
m Cm gm - ‘Mm ]c/]m _;1:‘0;‘-/-7"‘ _Q'Bm Cm ;,‘ _%mCm —%mC;"

o | 0,0 | 0,0 |0,00000 |1,0000| 0,00000 (0,26247) | 0,00000 | 1,00000 — —
1| 1/17|1/12}0,83333 | 0,9449] 0,78741 1,53660 | 0,05882 | 0,94118 | 0,09038 | 1,44622
2 | 2/17 | 2/12]1,66667 | 0,8761| 1,46017 2,89611 [0,11765 | 0,88235 | 0,34073 | 2,55538

16
m| —Q -0 ¢ _6»1,1: —0, 0= _s Dm,l_'%U:.E%mcm
o o = My, [ T8, € " 0

= — 23,73446,

0,00000 | 0,00000 0,0000 | — 0,0000 | 0,0000 17
31,17220 | 62,34440 62,3444 | —17,1615 | 45,1829 4, B, =3 B, &,
29,63560 | 59,27120 | 121,6156 | —34,3231 | 87,2925 ’ 1

N HO

=— 31,17220,

— 8,,,=205,9384 tm?, 8, Abb. 114 f.
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3. EinfluBlinie der EJ . fachen Verdrehung z,, des Querschnittesd. Biegelinie des
Tragers unter dem Angriff des Momentes M, = 1,0 mt. Ermittlung der Gewichte wie unter 1. Die
Verdrehungen ¢,, @, der Querschnitte a und b werden im Gegensatz zu 2. unter gleichzeitiger

Beriicksichtigung der Stiitzenbedingungen berechnet.

12 11
Ay, — By=3JV, §, =— 225014 tm?. Qp12=3 B, &, =— 2,37209 tm3;
1 ) 0
m Em - Mm J“/-’m -1, - s!Bm sm E;n _!Bmfm _Smm€;n - Qm,m - Qm,m ‘m | — 6m
o] o |o0,00000 | 1,0000|0,00000 { (0,02625) | 0,00000 | 1,00000 — — 0,00000 | ©0,00000 |0,0000
1 | 1/12]0,08333 | 0,9449|0,07874 | 0,15366 |0,08333 |0,91667 | 0,01280 | 0,14086 | 2,25914 | 4,51829 |4,5183
2 |2/12]0,16667 | 0,8761}0,14602 | 0,28961 |0,16667 |0,83333|0,04827|0,24134 | 2,10548{ 4,21097 |8,7293

O (tm3)
1,0 (m) °

E ] .fache Verdrehung 7, = Abb. 114g.

Ableitung der Biegelinie aus der Belastung. Die Biegelinie des geraden
Stabes ist bisher aus den Schnittkriften M, Q entwickelt worden, die oft jedoch selbst
‘nicht bekannt sind, sondern nur als Differentialbeziehung verwendet werden kénnen.

iM M dQ
il A A0

dx

Mit diesen lautet dann die Gleichung (197) der Biegelinie fir 4¢ = 0 ohne Be-

riicksichtigung der Querkraft:

dx

J@ELE) _ e d (_-]_d2(E]cw))=_Q ﬂ(LM)=p(,¢) (208)

J.  dat T, dat dt\J,  dt

. a2 d3 FQ '
fir J=J,=const EJGs=-M, EJS5=-Q, EJi<=p(. (209

Damit ist eine Differentialbeziehung zwischen Belastungsfunktion und Ausbiegung
entstanden, deren Losung fiir jeden stetigen Bereich getrennt mit vier Kon-
stanten angeschrieben wird. Diese sind durch Bedingungen fiir die Forminderung
und fiir die Schnittkrifte an den Stiitzen, den Stabenden und an den Unstetigkeits-

stellen bestimmt.

Die Formanderung des geraden Stabes mit statisch unbestimmter Stitzung.

a) Gleichférmige Belastung p, / = J., Ansatz E Juwd¥) = p.

l I‘”"!A
0

w=0, w’'= w=0,w=0 w=0, w'= w=0, w=0

Abb. 115.

4
we Pt 384289,

4
w=-PE (2 _osyey,

48E] T 24E]J
wep= Pl (198488 wep=-Pl 38128
=P 48EJ ' =?=12EJ :
pi2 4 pit
Y P LR ) —Ejor=M="7 (66— 68— 1),
—EJum =@ =1 (—88+3), —Ejum =g =2la-2p.

b) Unstetige Belastung durch eine Einzellast P. Der Angriffspunkt C der Last P teilt den
Integrationsbereich in die Abschnitte a und b mit w, und w,. Fir beide ist E Jut/") = 0. Die
8 Integrationskonstanten werden durch die Randbedingungen in 4, B und C bestimmt. w und
w’ sind an den Stiitzpunkten Null, Auslenkung w und Biegungsmoment M an der Unstetigkeits-
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stelle C stetig und die Differenz der beiden Querkrifte Q, gleich der Last P (Abb. 116).
2»=0:w;=0, w=0; %=0: w,=0, w,=0;

— — . — o __ ’ L= 7 "y __ V17 R
#=a und #=0b:w =w,, w=-—w; w!=wy, w--w)=—

P b2
EJwy= {263

2 ?> )
b !
—EJwy = Ml—Pa{Cg <% Cl}, 1 f ¢-JM/¢T
| f
d |
—EJwy _Mz_Pb{q( —63}, M=—LJ"
' |
—‘ij;_”=Q‘=Pcz’ —E]w”'—sz‘PC‘. ﬂA l/, !
Bereich a: 9 =w}, Q=0; Q=-wa”’£
Bereich b: ¢ = — w}, Q=—20,. Abb. 116.

Losung der Differentialgleichung mit Differenzen. Da ein geschlossenes Inte-
gral der Differentialgleichung in der Regel nicht angegeben werden kann, wird in die-
sem und dhnlichen Fillen eine Ndherung verwendet,

um die Funktionswerte w,, einer regelmaBigen Punkt- - . m'jc—):c:ﬂ s? a3
folge ... (m — 1), m ... des Integrationsbereiches / 3 me T
zu berechnen. An die Stelle der stetigen Integral- -f===y 7
kurve tritt damit ein der Kurve einbeschriebenes \

Vieleck. Die Differentialquotienten der stetigen m

Funktion werden durch Differenzenquotienten er- Abb. 117.

setzt. Die Differentialgleichung wird zur Differenzen-
gleichung, deren Randbedingungen in bezug auf
Richtung und Kriimmung der elastischen Linie eben-
falls durch Differenzen ausgedriickt werden. :
Der Integrationsbereich / der Funktion wird durch Abb. 118,

die regelmiBige Punktfolge ...(m —1),m... inn

gleiche Strecken geteilt. Der Teilpunkt m erhilt die Abszisse m:-4x und die Or-
dinate mm’ = w,,. Wird die Integralkurve im Bereich von (m — 1), m, (m + 1)
angenihert durch einen Parabelabschnitt durch die Punkte (m — 1), m’, (m 4- 1)’
ersetzt, so ist im Punkte m

(€O Tt Ot O Ce O]
] | a 1

AW _ Wpy — Wy

Wy — 2w, + Wy
ix = 2dx i (210)

d2w
dx? T A2

= A x
Die Richtung der Kurve in m’, bestimmt durch dw/dx, wird damit angenidhert

durch die Richtung (m —1 (m 4+ 1)’ der Sehne beschrieben. Der zweite Diffe-
rentialquotient kann bei fhchon Kurven aus dem Kontingenzwinkel der Kurve in m’

Bever, Banstatik, 2 Aufl, 2 Newdruck, 9
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abgeleitet und angenihert durch den Unterschied der Richtungen der dem Punkte m
benachbarten Schnen ausgedriickt werden. Dic gleichen Beziehungen gelten auch
bei einer Funktion d*w/dx® =7 fir d%[dx® = drjdx und d*wdx* = d%[dx2, so
daB zur Beschreibung der geometrischen Eigenschaften der Funktion w in der Um-
gebung des Punktes m folgende Ubergiinge vollzogen werden:

dw Wy — Wy d*w Wy — 2We + Weey
T eds 0 am T T dw
d3w dr Tmsr — Pm—1 Wenpg — 2Wpyy + 2Wpey — Wy
ad = 7 24r — eds T (210
o @ Imn=2mt Imoy  Umiz = 40miy + 60m — 4 Wy + Wy
dxt  dx? 4 T Axt o

Damit treten mit der Bezeichnqu w,, fir den EJ fachen Betrag der Durch-
biegung (w,, = EJ,w,) und mit {, fir den reziproken Wert der Funktion
{(Sm = Jml/]:) die folgenden Differenzenbeziehungen an die Stelle der Differen-
tialbeziehungen
— M, A=, (W1 — 20+ @, _,),

- 2Qm Ax®= Zm+1 Wi — _2_Zm+1 Wiy + (Zm-ﬂ - ém-—]) Wy, + 2Em—l Wy
» - cm—l Wys, (212)

?m (x) Ax4 = Zm+l wm+2 2wm-}-l (Cm+1 + Z ) (Cm+1 + 4£m + Qm— )
) - 2wm—l (&m + Cm-l) + Wy Cm—l

Biegungsmoment M, und Querkraft Q,, sind daher aus den
Durchbiegungen w,, einer ausgezeichneten Punktfolge m be-
stimmt. $,, ist die Ordinate der Belastungsfunktion im
Punkt m. An die Stelle der stetigen Funktion p(x) tritt die

unstetige Belastung nach einer Stufenlinie, die durch eine in
den Intervallgrenzen angreifende Gruppe von Einzellasten
(pAx3)Ax ersetzt wird (Abb. 119).

Die Randbedingungen w == 0 und M = 0 bediirfen keiner
Diskussion, dagegen wird die Integralkurve zur Einfiihrung der Randbedingung
dw/dx in der Umgebung des Punktes 0 durch eine kubische Parabel ersetzt:

Ax (dw Ax12 1 d2w Ax° (d3w ;
W= nt 11 () T7 (30)0t 77 (30), (213)
Bei Einspannung des Tragers im Querschnitt m = 0 ist w,, = 0 und dw/dx,, =0,

daher
__Axt(dPw 423 (dPw
w=5 (Z)+ %6 (G-

Fiir die kubische Parabel gilt

Ewy, w,— 2w 4w, (daw
(-dj)o_ Ax2 !

wy — 3w, + 3wy, — w_,

= , (214)

“3)0= const =
so daB als Bedingung fiir die Einspannung des Trigers im Querschnitt m = 0 die
folgende Beziehung entsteht:

w,=3w — }w, (215)

Die Rechenvorschrift wird an dem beiderseits eingespannten, gieichférmig be-
lasteten Triger mit { = 1 erldutert, um die Genauigkeit der Ergebnisse zu priifen. Dabei
wird der Integrationsbereich / durch die Punktreihe 0, 1, 2, 3, 4 in 4 Strecken A4 x geteilt. Infolge
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Symmetrie ist w;, = w,, so daB die Differenzengleichungen nur fiir die Punkte 1 und 2 aufgestellt.
werden (Abb. 118).

E—pj.Ax‘=w_l-—4wo+ 6w, — 4w+ w,,
bTP]-Az‘=wo — 4w+ 6wy — 4w, 4 w,.

Hierzu treten die Randbedingungen wy = 0, w_, = 3w, — ! w,. Die Verschiebungen w, und w,
ergeben sich daher aus den folgenden beiden Gleichungen.

? p
10w,——4,5w,=—E——ij‘, —8w1+6w,=E—JAx‘
mit .
L pis _ pl
uHy = 0,00171 E7 » We = 0,00293 E——] .
Die Momente werden mit w;, und w, nach (212) berechnet.
. E]J . 15 pi2 pi2
Tragermitte: My= — Fa— 2wy + wy) = 16 35 ~ o1 (218)
. EJ 33 pis pis
Auflager: M= — At (Wey — 2wo+ wy) = — B 1 (217)

Die Niherungsrechnung fiihrt also trotz der geringen Anzahl der Intervalle
auch fiir die Schnittkrifte zu relativ guten Ergebnissen, da die Unterschiede zwischen
den Differential- und Differenzenquotienten selbst dann noch klein sind. Die Unter-
suchung muB nur im Bereiche von singuliren Stellen der Funktion mit einer engeren
Teilung wiederholt werden.

Ritter, A.: Die elastische Linie und ihre Anwendung auf den kontinuierlichen Balken.
Ziirich1883.—Mohr, O.: Abhandlungen aus dem Gebiete der Techn. Mechanik 3. Aufl. Berlin 1928.
— Hencky, H.: Die numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der
Technik. Z. angew. Math. Mech. 1922 S. 58. — Marcus, H.: Armierter Beton 1919 S. 107;
auBerdem: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer
Platten. Berlin 1924. — Runge, C, u. H. Kénig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen.
Berlin 1924. — Nadai, A.: Die elastischen Platten. Berlin 1925.

21. Die Biegelinie von gekriimmten Stdben und Stabziigen.

Die ebene Verschiebung eines Querschnitts wird auch bei gekriimmten Stiben
als brauchbare Annahme verwendet, wenn eine Symmetrieebene vorhanden ist,
die’ mit der Kraftebene zusammenfillt. Sie wird dann ebenso wie beim geraden
Stabe durch die bezogene Lingeninderung ¢, der Stabachse und durch die gegen-
seitige Verdrehung dy zweier benachbarter Querschnitte beschrieben. Die Ver-
dnderlichkeit von ds mit z schlieBt hier zwar die lineare Abhingigkeit der Normal-
spannungen o, (z) aus. Die Spannungen ¢, 7 und die Verzerrungskomponenten ¢;, dy
sind aber nach (70), (71) trotzdem wieder Funktionen der Schnittkrifte N, M, Q
und der Temperaturinderung ¢, A¢ = ¢, — ¢,.

Ableitung der Differentialgleichung. Wihrend sich die Querschnitte gerader
Stibe durch die Belastung mit groBer Genauigkeit winkelrecht zur Stabachse be-
wegen, sind zur Beschreibung der Verschiebung der Querschnitte gekriimmter Stibe
zwei Komponenten %, w notwendig. Sie werden hier im Gegensatz zu der fritheren
Definition waagerecht und senkrecht angenommen, um das fiir die geometrische
Darstellung von Stabziigen iibliche Koordinatensystem (Abb. 120) beizubehalten.
In diesem Fall ist

dy =dssina, dx=dscosa. (218a)
Diese geometrischen Beziehungen indern sich durch die Belastung des Stabes.

y—>y+8y, x>x+06x, a>a+da, ds—>ds+ d(ds).
9‘
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Nach Abb. 120 ist
dx=u, dy=—w, da=—¢, O0dx)=d0x)=4dy.
Durch Variation von (218a) entsteht
d(dy) = 8(ds)sin « + dscosada = d(0y) = —dw,
d(dx) =0d(ds)cosa — dssinada =d(dz) = du, (218D)

d d
E;(éy)=sotga+éa, a—y(éx)=eoctga——6a.

» Damit sind die Differentialgleichungen fiir
die senkrechte und waagerechte Ausbiegung
gefunden:

d*w d d
——a =g 00 + 77 (e0ga); \
d2u ( 19)

d d
—-W = 27((5«1) _d;l (GoCthX) .

Die Verzerrungskomponenten d(da) = dy
- und ¢, sind in Abschnitt 10 fiir den ge-
krimmten Stab als Funktionen der Schnitt-
krifte abgeleitet worden. Bei o> bk ist je-

doch mit groBer Genauigkeit ebenso wie
. fiir den geraden Stab
M o, At N

d1p=<E—]+ ‘h )d_s, .deo=d<ﬁ+a,t)

also .

d?w M a4ty 1 d N dy
=+ ) ooz a7 LeF + =Yz (220)

d2u M o 4n 1 d [/ N dx
— =@ e o e+ ) 5 (221)

Der Ansatz wird bei gleichbleibender Temperatur (¢ = 0, 4¢ = 0) und kleinem ¢,
meist in der folgenden Abkiirzung verwendet: '

dw Mo BEJw) 4 Jo o
— = ey —SEt =M (222)
aw M BEJ w) _ e Je
- —W - _E—_]?H; ’ - dy? —M] sing (223)

Die Ausbiegungen %,, @, werden daraus formal ebenso wie in (199) berechnet oder
durch Integration von (220) und (221) nach (201) entwickelt. Die Integrations-
konstanten sind wie in (201) durch die Verschiebungskomponenten #,, w,, ¢, des
linken Endquerschnitts @ bestimmt. Auf diese Weise entsteht mit &, = N,JEF,+ a,t

Tk

W, = W, 4+ (% — %) Pa — €V — Vo) =S (1 — 0)dy — [ (v — ) deo,

Za

(224)

Xk

U = Uy + (yk - ya) (Pa+ sa(xk_ xa) '—f(yk - y)di/)—f— f(xlc - x)db'o

Ta

Tk

o =9 - | dv. (225)
z,
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Die Verdrehung des Endquerschnitts a ist fiir w, — w, = 0 und mit x, — %, = [,
\lb —_— )’“ — e
xry b
. 1 1 } "
Pe = Pa.0 = (Tfa + (% — %) dy + Tj(."a —¥)de. (226)

Za

S
Sie erhilt wiederum die Bedeutung des Stiitzendruckes 4, eines Stabzuges a b aus einer
Gruppe von senkrecht gerichteten ideellen Drehungsgewichten dy und einer Gruppe
von waagerecht gerichtcten ideellen Dehnungsgewichten ¢, , de;,. Demnach darf die
Verdrehung ¢, eines beliebigen Querschnitts 2 des Stabes als die Querkraft Qyy,
der Drehungsgewichte dyp, die Ausbicgung w; als das statische Moment My, , von
Ay,, den senkrecht gerichteten Drehungsgewichten dy und den waagerecht gerich-
teten Dehnungsgewichten deg,, die Ausbiegung u, als das statische Moment Mgy
derselben, jedoch um 90° im Sinne von d« gedrehten Kriftegruppe dvy, de, be-
rechnet werden.

Die Dehnungsgewichte ¢,, d¢, sind im Vergleich zu den Drehungsgewichten dy
meist ohne groBen EinfluBl auf dic Verschiebungen w,, »,. Sie werden daher in der
Regel vernachlissigt. Die E J fachen Verschiebungen werden fiir A¢ = 0 folgender-
malen bezeichnet:

E]J, w,= wf, EJ.u, =1}, EJ.¢.=qa,
Tk
wf = w4 oy — 2 g = o — M e a, (221)
Yk
o =+ (= 30 08— | o= )M Ry, (228)
Va
F13
fur wa:wb=0 ist ‘,v::(/'frfl:%f( - ) JC(sa (229)

Fir die zeichnerische und rechnerische Auswertung der Ansitze dienen die Angaben
auf S. 125, so dal3
Je ’ Vi Je —

=1 _ =
Jcosz v, Jsina o

wiederum ideelle Streckenlasten bedeuten, welche nach (206) und (207) durch zwei
Gruppen iquivalenter Einzellasten ®,,, %m ersetzt werden. Mit diesen wird dann

e —_ _ . . ’ . * ’
fir w,=w,=0 guo=An; Qro= Qm, ey wha=My s o= My

nach bekannten Regeln (Abschn. 13) numerisch berechnet oder graphisch durch
Kraft- und Seileck bestimmt. Um hicrbei w,, und #,, in natiirlicher Grofle anzugeben,
wird nach S. 125 die Polweite H,, = EJ [n gewihlt. Da unter den Voraussetzungen
der Rechnung ¢, At = 0, ¢, &~ 0, also nach (218b)

dw dy b

dy du =1 (230)
ist, stehen einander zugeordnete Tangenten der beiden Biegelinien, also auch ein-
ander zugeordnete Seilstrahlen der beiden Richtungsbiischel senkrecht aufeinander,
so daB die waagerechte Biegelinie als Normalenzug zu den Tangenten der senk-

rechten Biegelinie oder zu den Seilstrahlen ihres Richtungsbiischels gezeichnet
werden kann,
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Langeniéinderung einer Stabzugsehne. Zur Bestimmung der Langeninderung
einer Stabzugsehne wird die x-Achse mit dieser zusammengelegt. Dann ist in (224)
W Ye=Ys Yo=0a=0, 5 —y=—y,
| % =0, x, = x, =1 (Abb. 121)

. ! i
3 x u,,—u,,:Al:lsa—f-fydtp—l—f(l—x)deo. (231)
0 b

Biegelinie des Dreigelenkbogens. Die Biegelinie
kann ebenfalls nach der Anweisung auf S. 133 gezeich-
net werden, wenn die Verschiebungen u,, w, des Ge-
lenkpunktes ¢ oder die relative Drehung v, der bei-
den Bogenschenkel bekannt sind. Diese wird dann
als Drehungsgewicht B, ebenso verwendet wie die
tibrigen Drehungsgewichte 8;,, B/, (Abb. 122). Aus
diesem Grunde kann y, = B, auch aus der als
Stiitzenbedingung vorgeschriebenen Lingenianderung
Al der Sehne des Dreigelenkbogens berechnet werden.
Bei unverschieblichen Widerlagern ist 4/ = 0 und

! !
Yo = —}(zsa+ufydw + [0~ nde);

Abb. 122. ) I 1 (232)
Bez::c:nlulg:_:'s. :;b:.l’l‘a’l: Qo= T(q)c L+ 6r(l — %) dlp — Jydeo).

Ableitung aus einem Differenzenansatz. Die Verschiebung w,, und %, einer

ausgezeichneten Punktfolge ...m,m + 1... des Stabes kénnen auch als die Un-

bekannten von Differenzengleichungen
abgeleitet werden. Der Stab wird in
diesem Falle durch eine Stabkette aus
geraden Elementen . .. s, Spyq ... €I-
setzt, welche konstantes Trigheits-
moment ... J,, Ju. ... besitzen und
gelenkig verbunden sind (Abb. 123). An
dem Spannungszustand #ndert sich
nichts, wenn an der Gelenkkette neben
der vorgegebenen Belastung ¢ die Bie-
gungsmomente des Stabes in den Punk-
ten...m,m+ 1... als duBere Krifte
wirken. Die Belastung besteht dann aus
M"m'l""m'f:;‘n": zwei Teilen.
et Die Endpunkte der senkrechten und
waagerechten Verschiebungen w,,, #,,
der Gelenkpunkte m werden durch je
Abb. 123. einen Geradenzug miteinander verbun-
den, dessen Elemente Sehnen der Biege-
linien des Stabes sind. Ihre Richtungen schlieBen Winkel W;,, . ein, die aus den
Verschiebungen w,,, %,, berechnet werden kénnen.

E]
Con Cmsl Cm Cmil

P o= U T Wmot  Wmer T Om WY o Ym T Umo1 _ Ymi1 — Um (233)
m= L] .

Werden beide Seiten des Ansatzes durch Multiplikation mit der Belastungseinheit
des anliegenden Sehnenpaares (in mt) erweitert, so ist der Ausdruck fiir die virtuelle

Arbeit auf der rechten Seite das Produkt der virtuellen duBeren Krifte 1/c,,, 1/c,.q
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und 1/e,,, 1/e,,, mit den senkrechten oder waagerechten Verschiebungen w,,, u,,
(Abb. 123). Siec kann in beiden Fillen als Funktion der Stabdrehwinkel &, #,,,
und der Lingeninderung der Stibe 4s,, 4s,,,, angegeben werden.
A m m
S)IB;:.="9"1-"'9775-5-1—'?).s—' tg o, + 'Asgtgam‘&ll

m+1

(234)

Aas ds
T Ctg dy — — L ctg oy -
Sm Sm+1

B, = Oy — "91n+1 +
Die Differenz der Stabdrehwinkel, gleichbedeutend mit der Anderung der Stabzug-
winkel, wird fiir die beiden Belastungsanteile getrennt berechnet. Der Anteil
¥m,1 — Fmin,1 = ¥Ym,1 wird von den Biegungsmomenten ... M,,, M,,,, ... ., nun-
mehr dufleren Kriften der Stabketten, hervorgerufen (Tabelle 12). Die Belastung
der einzelnen Elemente s,,, S;nyy erzeugt den Anteil (3,, 5 — F (i) 2) = Ym,2- Jedes
Element wirkt nach Abb. 123 als frei drehbar gestiitzter Stab.

wm=wm,l+wm,2; M, = Mm—l?*; +Mm:_; + M,,; (235)

BE], (O Pimear) =7 ooty Ma+ 2M,) 4 ol opg a1, ) (236)

Jm cOS oty m+1 COS X pmyy
c

6E]. (e — Dimena) = 9= o, [ Mo bd 45 0 [y sap. o)
m m+

cos a J m41 COS Ay

Der Ansatz kann nach S. 96ff. auch fiir stetig verinderliches Trigheitsmoment der
Elemente s,, angeschrieben werden. Besteht P aus einer Gruppe von Einzellasten,
deren Angriffspunkte mit ...m,m 4 1... zusammenfallen, so ist Pm,o— Piman) 2
= Ym,2 = 0 und mit Beriicksichtigung der Lingskrifte N und einer Temperatur-
anderung ¢, At

BB By =45 L (Mo +2M) + 2 o ou, g a,, )

Jm cosapn, Jma1 COS Xpmyy

Je F, F,
—6 j:‘: (Nmﬂ tg Ay — Nm+1 Fru tg am+l)

lAt m m4
—6ET, [t (tgan — tatm) — 5 (32 + 22)], (238)
6E] By =T o (M, +2M,)+ Lo oy 4oy

Jm COS Uy Jm+1 cos am-o-l

]C Fd Fe
+ 6 ?;‘e (Nm 'I':; ctga,, — A7m+l Fm—u ctg am+1)

+6E], [oz, ?(ctg oy, — Ctg dpmy1) + ﬂ;—‘ (;—: + Imit ):l . (239)

h'ﬂ+l

Die Integrale fiir &,, 5, (41,2 sind in der Tabelle 12 enthalten und werden hier
fiir lotrechte Einzellasten und lotrechte, gleichférmige Streckenlast wiederholt:
Einzellasten:

¢ ?u ° c?llé-l / D
6], One— Dimind) = 7% o Ep Poop + 7= Fi 5 P u0)

Gleichformige Streckenlast:

3 ' 3
GE]c (19m,2 - 0(m+1),2) = /. o ﬁm + 'L — Pm+l . (241)

4 ], cOSEaty 4 Jmyy COS2otpy,

Sind die Abschnitte s,, des Stabzugs gekriimmt, so erzeugen die Lingskrafte Bie-
gungsmomente, welche bei der Berechnung der Stabdrehwinkel in einem Anteil Pms
beriicksichtigt werden. Ahnliches gilt von der Entwicklung der Biegelinie fiir den
Gurt eines mehrteiligen Stabwerks. Bei geraden Abschnitten s, sind die Beitrige
der Léngskrifte N, zu den Stabdrehwinkeln in der Regel so unbedeutend, daB sie
vernachlissigt werden. In diesem Falle ist W}, = ®/..
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Die GroBen B, ;. sind Kontingenzwinkel der Sehnen der Biegelinien w, «.
Uin sie in einem Richtungsbiischel zusammenzufassen, werden ihre positiven Werte

als gerichtete Strecken R, W, im Sinne von w, % auf einer Parallelen im Ab-
stand 1 vom Pol des Richtungsbiischels und zwar in der Regel mit dem 6 E ] fachen
Betrage aufgetragen. Wird daher bei einem Lingenmalistab 1:# die Polweite
6 EJ./n an Stelle der Einheit verwendet, so licfert das Seileck wic auf S. 125 unter
Beachtung der Stiitzenbedingungen die absoluten Verschicbungen in natiirlicher
GroBe. Ebenso gelten die iibrigen Bemerkungen der S. 125 zur rechnerischen Lésung
der Aufgabe. Dic Lingeninderung der Stabzugschne ist z. B.

Al=Y W'y, (Abb. 121). (242)

Die Biegelinie eines gekriimmten Tridgers mit
r = const. Der Verschiebungszustand eines Bogentragers
mit » = const 148t sich einfacher durch die radiale Aus-
bicgung Ar(r — r + Ar) beschreiben (Abb. 124). Die
Biegelinie mit ¢ als Krimmungshalbmesser wird dann
auf Polarkoordinaten (R, « + da, da ~ 0) bezogen.
Nach bekannten Regeln der Geometrie ist

1 R4 2R2—RR",

2 = Ry R=r+dr, 243)
43
RI__%}E'__AI RI/ _-_AII
o

Bei Vernachlissigung von kleinen GroBen zweiter Ordnung
entsteht daher die folgende Differentialgleichung:

1 1 _dy_ —dr—4r _ 1

oy A= TR e Me. (s)
Um ihre Lésung mit den Ergebnissen (224) und (225) zu
vergleichen, wird Ar durch Integration nach bekannten
Regeln berechnet (Abb. 125).

Ar= -—‘[ME]smocda) cosa + <C +fM cosada) sina., (245)
rdoa =ds, rsma=rsmak——(y,,—-y) rcosa—-rcosak—}—(x—xk),
An_( ds)cosak+ C2+J‘M - "dS\SIHOCk. (246)

Ar, = Axkcosak—}— Aysina, .
_——

—

Spannungszustand in Rohren und Ringen. Um
die Differentialgleichung (244) zur eindimensionalen Be-
rechnung der Spannungen in Rohren und Ringen zu
verwenden, werden die statisch unbckannten Schnitt-
krifte M,, N,, O, im Scheitelquerschnitt (Abb. 126)
zunichst bekannt angenommen und zu den Integrations-
konstanten gezdhlt. Bei einer zur senkrechten Achse
symmetrischen Belastung und Punktstiitzung in C nach
Abb. 126 sind Q;, = 0 und mit —a < « < 7 die

. Bicgungsmomente aus Eigengewicht y,6 = ¢
Abb. 126, M= (M,+ N,v—qr?) — (Ngv — gr?)cosa 4 grtasina;
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Biegungsmomente aus Wasserdruck y(h — 7 cosa):
M=(M,+ N,7—yhr®) — (N,v —yhr¥cosa + 3yriasina ;

Bicgungsmomente aus einer zur waagerechten Achse antimetrischen Wind-
belastung p = pycosa:

M = (M,+ Nyr) — Nyrcosa + § pyr?asina.
Mit der Abkiirzung fiir M = 4, + A4, cosa + A, sin o wird aus (245)

1

. A, .
1(2‘41-% Ay sina, — —2aZcosa, + (C,— Ag) cosa,+ Cysinay, (247)

E]J
—';Ark =.40+ 1

%Ari. = % (2 4, + A,) (sin oy + azCcOs ;) — ;:il (2 o cOS &y, — af sin o)
— (C, — Ap)sina, + Cycos o, . (248)
Die vier Konstanten M, N, C,, C, der Losung sind zunichst durch drei Bedingungen:
AY =0fira=0 und Adr=0, A’ =0fira==n

bestimmt. Wird auBerdem die Lingeninderung der Mittelebene des Rohres ver-

nachlissigt, so gilt als vierte Bedingung f Ardx = 0. Daher ist
0

1 8 — a2
Ay = — A,, A= Ay, —Ci="7F"4, C=0.
Eigengewicht:
gr® gr
Ms:——2_’ N3= +'§;
M= —gr*(1 —asina — Jcosa), max M = + 0,6408 ¢ 72, 1(249)
’ 2 .
Ar=—-g—j< —(—72~l}cosa—»§sina+i—2cosa);
Wasserdruck:
yr . P
=—2-, Ny=+1l(h-»),
yr’ . 1
M =——2—(1~a51na—7cosa>, max M = + 0,3204 y 3, 1(250)
’5 2 _ 42
Ar"—— §yE—_]<l— (L‘i—a"—IB COSG—'%Sina);
Windbelastung nach Abb. 126:
My=—3p7",  No=—ipor, | (251)
M = —3p,7*(1 — asina — jcosa). J

Das Biegungsmoment erhilt daher mit u, = 1 — asina — § cosa (Abb. 127) die
Form von M = — u; R7/2 n. Die Biegungsmomente unterscheiden sich nur durch
den Betrag der Resultierenden R aus der Belastung. Dieser ist bei Eigengewicht
R = 2 nrg, Wasserinhalt R = zyr2, Wind R = mp,r. :

Die Losung gelingt dank der besonderen Stiitzung ohne Unterteilung des Inte-
grationsbereiches 7. Um daraus den Spannungszustand M* fiir die normale Ab-
stiitzung (Abb. 128) zu entwickeln, werden geeignete Gleichgewichtsgruppen von
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Kriften mit den Biegungsmomenten M {berlagert, fiir welche die Schnittkrifte
nach S. 195 berechnet werden. Auf diese Weise entstehen die folgenden Ergebnisse:
a) Senkrechte Be-
lastung: P = R/2 (Abb.
128).
Eigengewicht:

R =2anrg;
Wasserinhalt:

Abb. 127. " Abb, 128. Abb. 129.

Funktion: u .. Funktion: (us — ) filr (ﬂ= %) Funktion: g fiir 8= %
« o0 900 1800 @ o? 900 1359 a 300 600 1350
1 + 0,500 [ — 0,571 | + 1,500 Mg — iy | —0,263 | + 0,308 [ —0,304 s | +0,596| +0,771 | — 1,462
I<a<a: M,=0, oy <a<m: My= 4 Pr(sinf —sina),

X1=—%Psin2ﬂ, X,=0, X3=—;E‘Pr(ﬁsinﬂ+cosﬂ——l).

M,=+5= Rr(1+sin?f—psinf—cosp), N,=X,.

M=M,+ M,+ N,7 (1 —cosa);
M*=M+M= (o — p1) Re7/27;
0<a<ay: jpg=1—psinf— cosf+sin2f cosa; (252)
al{ a<n: Hy=1—Bsinf — cos B+ sin? B cosa 4 n (sinf — sina).
b) Antimetrische Belastung durch Wind: R = zp,r (Abb. 129).
Die Stiitzung ist ebenfalls antimetrisch P = R/2 sin .

;<a<a1: My=+Rrcosa; o <a<o: My= —Prsin(t,—a);

X1=+%Po’, X,=+%P¢,fﬁctgﬂ, X3=+%;50r2,

1 1
M=t (5-1). Ne=+Ihr 0=+ ihrsees
M=M,+ M,+ N,7(1 —cosa) + Q,7 sina.

M*=M+ M =py-Ror/2n=py 220 ;
—y < o< Foy: ps=(fctgf—}) sina+ acosa; (253)

g<a<< oy Hy= (B ctgf—}) sina + a cosa — z (ctg f sine — cos a) .

In (253) bedeutet M das Biegungsmoment nach (251) fiir «—a« 4+ 90° und
—n < (o 4 90% < 7.
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Die wirkliche Verschiebung der Punkte des Stabzugs. Die wirklichen Ver-
schiebungen u,, - w,, der Punkte m des Stabzugs sind durch die Biegelinien fiir die
senkrechte und waagerechte Richtung bestimmt. Sie kénnen aber auch unmittelbar
aufgezeichnet werden, nachdem der Stab in einen Stabzug mit # geraden Elementen
Sy ...8y...5, unterteilt worden ist, deren Verschiebungskomponenten A4s,,, ¢,
berechnet sind. Dabei ergeben sich dic Stabdrehwinkel #,, aus 4, und den Ande-
rungen A¢,, der Stabzugwinkel. Der Verschic-
bungsvektor des Endpunktes m des Stabes s,,
wird aus der Verschiebung des Endpunktes (m—1),
der Lingeninderung A4s, und der Bogenlinge
SmPm = o erhalten (Abb. 130). Diese ist bei Ver-
nachlidssigung von kleinen Gr6Ben zweiter Ord-
nung als Abschnitt der Tangente senkrecht zu
S;n. Der Verschiebungsplan kann daher durch
Wiederholung dieser Konstruktion unabhingig

. . m&’,,,«»ndm
vom Mafstab des Lageplans in einem Polplan -

entwickelt werden. In diesem muB daher die Ver-
schiebung eines Punktes und die Verdrehung
eines anschlieBenden Stabes bekannt sein oder
angenommen werden. In der Regel ist das letz-
tere notig, so daB zunichst drei geeignete Para-
meter des Plans Null gesetzt werden. Ihre wirk-
liche GroBe wird nachtraglich aus einer Drehung des Stabzugs derart bestimmt,
daB die Stiitzenbedingungen erfiillt sind. Die Punkte beschreiben dabei Wege,
die den zweiten Verschiebungsplan bilden (Abb. 131).

W, J

Abb. 130.
(m — 1) (m — 1Y Verschiebung von (m — 1),

m m! Verschiebung von m,
om = (Sm + Jsm) Om = smOm

a)

5 Abb. 1381.
. h=des+ aq1, Py =—Aes,
; " Se = dops, 85 =—(Iqs+ dq0),
¥y =0, de=—(dps+ dqa+ dps)
Berechnet sind Js und 4 o als Anderungen der Stabzug-
winkel ¢.

Annahmen {iiber die fir die Entwicklung des ersten Planes
notwendigen Forminderungen:

ug =0, vy =0, 93 =0,
5''d' ||zur Rollenbewegung in b, a''d'’ | ab,

Abb. 131.

—-»
Hiernach liefert der erste Plan fiir Punkt 5 die Verschiebung O §’, fiir den Punkt «

die Verschiebung (Ta’, fiir den Punkt b die Verschiebung Oﬁb>'. Um die Stiitzen-
bedingung a zu erfiillen, tritt zu allen Verschiebungen des ersten Plans der Ver-

— — - —» P
schiebungsvektor a 5 so daB fiir b die Verschiebung ) + 0b" =a’b’ erhalten wird.
Da jedoch die wirkliche Verschlebung von b parallel zur Rollenbewegung gerichtet

ist, treten zu den Verschiebungen a 5 usw. 4 b' die Wege aus einer Drehung des

Stabzugs um den Punkt a. Der Weg b'a" des Punktes b steht senkrecht zum zu-
——>

geordneten Fahrstrahl ab. Die Linge des Drehweges b”'a” ist bestimmt durch die

l Il

—>
bekannte Richtung der resultierenden Verschiebung 2'b. Mit a'a” und b7F ist
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der zweite Verschiebungsplan als eine zur Grundfigur dhnliche, um 90° gedrehte
Figur (a”...3"” ...0") bestimmt. Die wirkliche Verschiebung des Punktes % ist

daher £'F.

Boussinesq, J.: Compt. rend. Bd. 96 (1883) S.843. — Forchheimer, Ph.: Uber die
Festigkeit weiter Rohre. Z. 6st. Ing.- u. Arch.-Ver. 1904 S. 133. — Miiller-Breslau, H.: Die
neueren Methoden“der Festigkeitslehre 4. Aufl. 1913. — Mayer, R.: Uber Elastizitit und Sta-
bilitat des geschlossenen und offenen Kreisbogens. Z. Math. Physik Bd. 61 (1913) S. 246. — Der-
selbe: Versuche iiber die ebene Biegung gekriimmter Stibe. Z. angew. Math. Mech. 1926 S. 216.

22. Der gerade Stab auf elastischer Unterlage.

Elastizititsgesetz. Der durchgehend elastisch gestiitzte Stab kann als Grenzfall
eines Tragers auf unendlich vielen elastisch senkbaren Stiitzen angesehen werden.
Eine beliebige Teilbelastung, unter anderem die Einzellast P iiber einer Stiitze,
fihrt auch zur senkrechten Verschiebung der benachbarten Stiitzpunkte. Ihre
Abstinde sind im Grenzfall verschwindend klein, so daB das Gleichgewicht
der Schnittkrifte fiir einen infinitesimalen Abschnitt d x
des Stabes nach (48) angegeben werden kann:

M -
e — G = p(®) — P (0], (254)
b ist die Breite des Stabes, p(x) die Auflast und i)( )
der auf die Flicheneinheit bezogene Widerstand der Unterlage. Dieser ist eine
Funktion der Ausbiegung des Stabes und der phy51kahschen Eigenschaften des
stiitzenden Mittels und wird nach der Begriindung ‘in Abschn. 7 mit

P(x)=cw(x) (255)

eingefiihrt. ¢ ist ein von den Eigenschaften der Unterlage und von der Form und
GréBe der stiitzenden Fliche abhingiger konstanter Leitwert. Der waagerechte
Widerstand in der Grenzschicht gegen cine Richtungsinderung der Stabtangente
wird nicht bertiicksichtigt.

Ansatz und Losung der Differentialgleichung. Die Kriimmung des Stabes

ist nach (209) %2-:; = — EM]’ und damit die Gleichgewichtsbedingung (254)
a2 2w oo
,,—,,2<L'-];[;z;’)+0bw=bi’(x). (256)
oder
s M d2 ; d‘*M d?w d?
e =—baspi) —p(m], S —cb Ty =—p TP
also
diM ap(x) =
rFET + —b T (257)

Die Differentialquotienten werden bei verinderlichem Trigheitsmoment oder bei
wechselndem Leitwert ¢ am einfachsten durch Differenzenquotienten ersetzt und
nach (212) zu linearen algebraischen Gleichungen entwickelt. Die Anzahl der un-
bekannten Einsenkungen w;, oder der Biegungsmomente M, ist ebenso gro wie
die Anzahl der verfiigbaren Bedingungen.

Bei konstantem Trigheitsmoment ist

F]d '+ cbw=1>bp(x) oder d.+ ]w__;,‘ii’(_x). (258)

Die Lésung w, M besteht aus einem partikuliren Integral w,, M, der vollstindigen
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Gleichung und der allgemeinen Lésung w,, M, der homogencn Gleichung. Diese
wird aus

LE Jd'w _ 4E ] d'M,
e al TAm=0, 57 ga +4M =0,
oder mit B
4E] __{/AE] X
L= be L= T’ E_L (259)
aus ’ .
. a4
d—;’#+4w1=0, T T 4M =0
erhalten. Aus dem Ansatz w, oder M, = e*¢ folgt die charakteristische Gleichung
ut + 4 =0 mit den vier Wurzeln p; = (1 + 1), pp = (1 —1), ug= —(1+1),
,u4 — (1 —4). Die Lésung lautet nach einer Umformung:

w=w, + w; =1y + [U;cosECofé + Uycos€@iné + Uysin&Cofé + U, siné Gin &), (260)!

M= Mo+ My = Mo+ [Cy cos EGof & + C, cos & Giné + C, sin £Gofé + C, siné Gin&]. (261)
Die Ableitungen werden fiir die Funktion w angegeben:

L [U,(cos& @in& — sin& Cof ) + Uy(cos & Gof & — sin Giné)

+ U,(sin& Gin & + cosECofé) + U, (sin& Coj & + cos& Ginél,

d?w, 2E]
dx?

dw dw0
iz~ dx

~M=EJ 2 =E]

— Ujcos £ Gin & — U, cos & Bof £],((262)
Bw dwy 2E]
—Q=EJ55=E] 55 (U, (sin £€of & + cos & Gin §)

+ U, (sin& @mé + cos EGof&) — Ugy(cos £Cofé — siné Giné)
— U, (cos & Giné& — sin& Cofé)]

Aus dem zweiten Ansatz kann folgendes Ergebnis angeschrieben werden:
dMy , 1 dM, 1 d2M, azM,

=R G, w=rW Ay 263
dw _dp(x) | 1 @M, | 1 &M, (263)
dx T dx b dxd bL3 d&s

Die Integrationskonstanten U, C werden aus den Randbedingungen bestimmt, von
denen zwei an jedem Stabende und vier an jeder Unstetigkeitsstelle vorgeschrieben
sind. L ist die fiir einen elastisch gestiitzten Stab charakteristische Linge.

Die Diskussion des homogenen Anteils der Losung wird durch eine andere Zu-
sammenfassung der Integrationskonstanten und damit durch den folgenden An-
satz M, oder w, erleichtert:

w, = Cyefcos (& + a;) + Cye¥cos (€ + 0y)
Verschiebung und Spannung klingen nach einer gedimpften harmonischen Schwin-
gung ab, deren Nullstellen um die gleichbleibende Strecke

E
X=nlL=mn ‘/41:5]
voneinander entfernt sind. Die logarlthmlsche Abnahme der Amplituden w, und M,

ist zr. Sie klingen um so schneller ab, je kleiner x,, also je kleiner J und je groBer
der Leitwert c ist.

1 Hayashi, K.: Fiinfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen. Berlin 1921.
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Lésung fiir den unendlich langen Stab. Die Losung ist fir den vom Nullpunkt
aus nach einer oder beiden Seiten unendlich langen Stab bei Belastung durch die
Einzellast P, oder das Kriftepaar M besonders einfach. Nach dem Ansatz w = »'=0

fir § = oo wird Uy =— U,, Uy = — U,. U, und U ergeben sich dann aus zwei
Randbedingungen fiir £ =0. Das Ergebnis enthilt zwei charakteristische Funktionen:
{i=e*cosE, {o=¢"siné,

in denen die Veridnderliche & stets mit ihrem absoluten Werte einzusetzen ist, um
den Ansatz auch fiir negative Werte & verwenden zu kénnen.

a) Der nach beiden Seiten unendlich lange Stab mit einer Einzellast P, in & = 0.

dw P, _ o L Py
w= 2Lbo(C1+C) e ]_,bctn. M= 4 (& —8), ——TG. 268
e E 0 " Po ﬂ_ _PyL _ P
¥=E=00  w=ypne =0 M= 0=-73 Abb. 133

b) Der nach beiden Seiten unendlich lange Stab mit einem Kriftepaar M, in & = 0.

M, dw M, M, Mo
= — M= -- =
w LZbCCz: P L*‘bc(cl o) 1 9 & Q (C1+t2) (2 )
65
x=&6=0: w=0, @:Jj‘i‘ _11____&" Q=—1~‘!9.
dx L3be 2 2L Abb. 134
! I z Po z
i J‘m =y
SN /s ef L/,// )
Abb. 133. Abb. 134. Abb. 135. Abb. 136.

c) Der einseitig unendlich ausgedehnte Stab mit einer Einzellast P, in & = 0.

ii: b :_z: L.bt S (Git5) M=—=PyLl, Q=-Pyl—10); 266)

rmg=0: w=2Do, %0 2P o0, @=—Po | apb.13s
d) Der einseitig unendlich ausgedehnte Stab mit einem Kraftepaar M, in & = 0.
w=_%(¢l_ ). 2= }ff:';tu M=ol + &), Q=—21L"°€z;

x=¢=0: w=~L3,—~AZ‘;. ‘%=]%. M=M, @=0. Abl>(.2f:37()i

Losung fiir den starren Stab. Ein anderer Grenzfall
ist der durchlaufend elastisch gestiitzte Stab von der Linge a
und einem J & o0o. Die Durchbiegung w ist dann eine lineare,
durch die Randwerte w, und w, bestimmte Funktion.

a) Lastangriff Py, M, in Stabmitte (Abb. 137).

6M dw 12M,
‘ wé ~ab 112bo ’ ¢y~ @b ¢ (268)
b) Lastangriff Py, My am Stabende (Abb. 138).
cp— 2P0 6, e
1 - - - 2 b ? 2 s b 2 b ’
ab o« ¢ ¢ (269)
ALb. 138. w68 120,

Cix= @b ; + ash ’
Lésung der homogenen Gleichung des kurzen Stabes fiir vorgeschriebene
Randkrifte. Zur einfachen Verwendung der Theorie im Bauwesen wird die allge-
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meine Losung (260) der homogenen Gleichung filr symmetrische und antimetrische
Randkrifte angegeben. Bei Symmetric verschwinden dic ungeraden Funktionen der
Losung (260) mit U, und Uy, bei Antimctrie dic geraden Funktionen mit U, und U,.
Das Ergebnis lautet mit den Abkiirzungen*

. . S . i
coséECofé =1, sinéCné=1n, cosé@iné=mn, sinéCojé=rmn, Ai= o
folgendermaBen:

Symmetrischer Belastungsfall:

He)

a)

g
o
¢ Abb. 140.
Abb. 139,
48 w U 2 w=2YMy o U, @271)
w= 75" (Uim+ Usn), (270) 775: Y1 4"
d 4 P dw 4 M
d_: = 'Ezj% [Uy (n2— m3) + Uy (n2+13)], ax m‘% [Uy(Me — n3) + Ug(Ma+ 75)]
M =2PyL(Uyn— Uyn), M=2My(U,n—Usn),
2]”
Q=2P,[Uy(ne+ n5) — Ug (tia— ms)] Q== [Ul(’h +13) — Ug(me — 13)],
. l A . A
cos%(&oifz— U sin ?@013 — cos = Ein —;—
1=€i|1}.+sﬁl—}.’ 1= GinA + sinl ’
sin 4;‘_ Sin ; sin —;— Coj ;l + cos ;"— Sin %
Us= Gmassins Ui= — Sini+sin

Antimetrischer Belastungsfall:

ey
'd) ‘:v i R /b
e ——>]
Abb. 141. Abb. 142,
4P 4 M '
W= l—b—oc— (U2 Y + U3 773); (272) w= Lzbz (U2 N2 + U3 173).’ (273)
d 4 P dw 4 M,
77 = 125 U2 (m—n) + Us(m+ 7)1, Z’t = 7o [Ue(n— ) + Us(m+ na)],
M =2P,L(Uyns— Usmp), M=2M, (U2773—U7/2)
2M
Q =2 Py [Uy (m+ns) — Us (m— n4)], Q= -'o (Us(m+ 1) — Us(m— ],
cos gi Gin % sin A €in A cos—(Sjoi -~
U272 Ui _ 27073 2013
2 Gini—sind’ ? Cin}.—— sin}. !
A A A
sin - (S,'oi? sin —— @m + coS$ —- (So[~
Uy= — —5— "= U, =
3 GinAd - sind’ 3 Cm A- sm}.
*
20 L, 2 25 26
5‘+ 58 12,5‘ 4oy ﬂ2=5—3fl£3 55+ 5’+ 59 11,5‘—m$‘3i—---
S U RPN U Ao SIS oy St FAE Y SES
10! 141 R 31 51 91 111
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Unstetige Ansiitze: a) fiir Einzellasten, b) fiir veriinderliches Trégheits-
moment. a) Bei einem nach beiden Seiten unendlich ausgedehnten Stabe darf der
Angriffspunkt einer jeden Einzellast P, und eines jeden Kriftepaares M, als Sym-
metriepunkt angesehen werden, so da3 der Verschiebungs- und Spannungszustand
eines ausgezeichneten Querschnitts im Abstand #;, (&) von dem Lastangriff P;, M,
durch Superposition gefunden wird (Abb. 143). »

1 d 1
w=21_b62Pk(CIk+Czk); £=~m2PkC2k»
(274)

L -l ]' \ !
AI:ZZPk(Clk—‘Czk)» Q=_?.2/Pkclk°

Bei stetiger Belastung werden die Krifte Py durch p(x) Ld§ und die Summenbildung

durch Integration ersetzt.
Die Schnittkrafte aus der beliebigen Belastung eines unendlich langen Stabes
gelten auch fiir den Stab mit einer vorgeschriebenen Linge /, wenn neben der

Ay

AT e A
e Eirlé’“‘ﬁ S S B
Tz i Tuo &

Abb. 143. Abb. 144,

Belastung die den Enden a, b zugeordneten Schnittkrifte M,, Qu, My, Q, des
unendlich langen Stabes als iuBere Krafte wirken. Uberlagert man diese Schnitt-
krifte nachtriglich mit einer Zusatzlgsung, welche fiir die negativen Krifte
(M, ...Q,) als Randkrifte des Stabes / berechnet wird, so sind die Bedingungen
fiir Gleichgewicht, Elastizitit und geometrische Vertriglichkeit unter den Einzel-
lasten erfiillt. Damit kann die Losung fiir den kurzen Stab ohne Zerlegung in stetige
Integrationsbereiche angegeben werden. Die Randkrafte werden nach Abschn. 27
in symmetrische und antimetrische Anteile zerlegt, um das Ergebnis aus den be-
kannten Teillssungen (270) bis (273) unmittelbar zu entwickeln.

b) Die Bestimmung der Integrationskonstanten 148t sich auch bei wechselndem

Trigheitsmoment umgehen, wenn die Losung (260) fiir jeden Abschnitt (1 — 1), ¢
des Trigers mit der vorgeschriebenen Belastung und den Schnittkriften M;_,,
Q._1, M;, Q, als duBeren Kriften angeschrizben wird. Diese zunidchst unbekannten
Schnittkrifte sind aus der Kontinuitdt der Forméinderung des Stabes an den Inter-
vallgrenzen bestimmt. An jedem Querschnitt i ist die gegenseitige Verschiebung
8% und die gegenseitige Verdrehung &’ der beiden ¢ benachbarten Querschnitte
Null. Bei zwei verschiedenen Trigheitsmomenten, also einfacher Unterteilung des
Stabes ist daher nach dem Superpositionsgesetz

61:' 610" Qs‘an"‘ M:'612=O’
62:’ 620‘_ Qién‘— M5622=0-

Hierbei bezcichnen d,,, 8,, nach S.159 die gegenseitigen Verschiebungen der Quer-
schnitte infolge — Q; = 1 und — M, =1, 8y, 0 dic gegenseitigen Verdrehungen
der beiden Querschnitte infolge von — M; =1 und —Q; =1 (Abb. 144).
Beispiel zu a).
Die Schnittkrifte in dem Triger eines Briickenrahmens. (Abb. 145, 146.) Abmessun-
gen des Tragers: I =11,5m, b=2,0m, Ak ="3m, J = 0,0853 m4, E = 210000 kg/cm?. Der
Leitwert ¢ des Ansatzes (255) licgt zwischen den Grenzen 10 < ¢ < 200 kg/cm3. Die Untersuchung

(275)
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wird daher fiir die beiden Grenzwerte durchgefiihrt, die Rechnung fiir ¢ = 10 kg/cm? angegeben

und das Ergebnis fiir ¢ =

200 kg/cm3 in () hinzugefiigt. Nach Gl. (259) ist

|

1/4-2100000 - 0,0853
2,0 - 10000

= 2,447 m (1,157 m) .

Die Stiitzen des Rahmens iibertragen die Belastung des Uberbaues aus Eigengewicht, Nutz-
last und Wind. Hierbei ergeben sich die folgenden Lingskrafte der Pfosten:

P, =99t, P,=107t.

1. Losung fiir den unendlich langen Stab. Nach (274) wird

P, =83¢, =901t,

. 1 k=4
2.2,447-2,0 <4

i 24T 2,

4 =

Py (E1x — Cax) = 0,6116 ZPk 1k —Ca)s

k=4

Zpk(C1k+c2k)—‘010222Pk (G + Cox)»

k=4 k=4

@z—‘%ZPtCm-
k=1

Die Lasten wirken in gleichen Abstanden, die auf ein Vielfaches einer Linge 2 = aL bezogen

werden. Daher werden die Funktionen ot
cw (), M(§), Q(§) auch nur fir eine |, 25 'ﬁ;' 36—z0—
Last P = 1t berechnet (cig,, My, Q) und ;
an jedem Querschnitt die mit den einzel- h 4 _l@ l ] s IP
nen Lasten P, ... P, erweiterten Betrage Y ] |
vorzeichengema8 addiert. 2 u ? T i’ L R - 4 IT 24
-5
c-Whyfem| 1 %“2 ) 10
i 44 3++EE 75
= ~ Ve
c=200kg/cm I [35
z i tfn?
L) c=200 kgfem®
v b A9 /DN ® /TRT S 4
N Y + AR
A\ 4 &
N\ 70 kgt ! %
\\l/"\ ”‘Tj I, + &0
\ | - &
\ N /, N\ 4
\ ,/ AN /) &0
\ |, %
L1700
mi
Abb. 145. ALb. 146.
xr=mn.a, n=0,12...23, a=0,5m, &=na==x/L.
nl x| & | 8 sing fcosE | & | & |GG |G-t)| cme | My | G
o| o o I o 1 I o 1 1 0,1022 | 0,6116 | —o0,500
1| 0,5 0,204 | 0,815 | 0,202 { 0,979 | 0,798 | 0,165 | 0,963 | 0,633 | 0,0084 | 0,3875 | —o0,399
2| 1,0 | 0,409 | 0,664 | 0,398 | 0,918 | 0,610 | 0,264 | 0,874 | 0,346 | 0,0894 | 0,2120 —0,305
-
k=4 k=4 k=1
=2Pk“-¢70k, M=2PkMok, Q=Z on-
k=1 k=1 ¥=1
Die Superposition mit P;=83t. ..., Py= 107t ergibt:
n o.. 4. ..9 10 11 12 13 I4.. |..19..] ..23
c_zB 5,6 13,2 19,1 19,7 20,1 20,4 20,5 20,5 16,1 7,3 |t/m?
M | —16,5 30,6 | 313 12,4 3.4 4.5 159 | 37.8( 46,3|—173|mt
= +44,7 | +43.9 _ _ .8 +53,5 | +488
Q|+ 707 _383| —47.1| ~ 277 78| +123 | +328 | T 00 g, | —rog | t
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2 Neudruck. 10
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2. Zusatzlésung fiir den kurzen Stab. Die negativen Schnittkriafte des unendlich
langen Stabes fiir
n=0: —M=—165mt, —Q=1707Tt; n=23: —M=—17,3mt, —Q=—10,9t¢

werden als Randkrifte des kurzen Stabes eingefiihrt und nach (270) bis (273) in symmetrische (1)
und antimetrische (2) Anteile zerlegt:

WPy =9,0t, WM,=169mt, @Pj=—_193t, »M,=—0,4mt.

Berechnung von 7, . .., bezogen auf die Abszisse u = pu-L

n u [ sinp | cospu | Ginp | Cofp n s 72 73

12 0,25 0,102 0,101 0,995 0,102 1,005 I 0,010 0,101 0,102
13 | 0,75 | 0,307 | 0,302 [ 0,953 | 0,311 | 1,047 | 0,998 | 0,094 | 0,296 | 0,316

4 11,5 —— A A
A_T_m_.mo, sin A = — 0,999, sm?_0,711, cos ?——0,703,

,70 . . '
—)i == 4,70 = 2,35, Gin A = 54,969, Cin i = 5,195, Cof i = 5,290.
2 2 2 2

Symmetrische Lasten (V) Py = 9,0t. Gl (270)
—0,703 - 5,290 _ 0,111-5,195
U1= 55969 —0,999 00689, Us= 55,969 — 0,009 — 0084

n Urm Ugmy Mewp Urn, Uym OMp |Uy(ma+m3) | Us(ne—n3}| VQp

12 | —0,069 | 0,001 —o0,50 | —o0,001 0,068 —3,04 —0,014 o —o0,25
13 — 0,069 0,006_ —0,46 | —0,006 0,068 —2,82 —0,042 — 0,001 —o0,74

Symmetrische Lasten (UM, = 16,9 mt. Gl. (271)

_0,711. 5,290 4 0,703 - 5,195

U —0,711 - 5,290 4 0,703 - 5,195
1= 54,969 — 0,999

=0,1374, U, = 54,969 — 0,999 = —0,0020.

n Upmy | Ugmy | Wewn | Uing | Ugmy | DMy [Ur(ne+ns) | Us(ma~ns) | VQn

12 0,137 o 0,77 0,001 —0,002 0,10 _ 0,028 o 0,39
13 0,137 o 0,77 0,013 | —0,002 0,51 0,084 [ 1,16

In der gleichen Weise wird die Berechnung fiir die antimetrischen Anteile durchgefithrt. Das Er-
gebnis ist fiir die andere Stabhilfte symmetrisch oder antimetrisch.

n o.. 4 ..9 10 11 12 13 14.. |..19..| ..23

Mo wp| 3,74| 1,07|—0,37|—0,46| —0,50 | —0,50 | —0,46 | —0,37 | Lo7 | 3,74 | t/m?
M wy| —2,93| o005| 076 o77| o077 o077| 077 076| 005|—293| .,
)¢ wp | —0,78 | —0,25 | —0,01 | —0,00 | —0,00 0,00 0,00 0,01 0,25 0,78 Vy
)¢ 9, | 0,07|—0,00|—0,01|—0,01| —0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 | —o0,07 v
DOMp o —6,96 | —3,79 | —2,82 | —3,04 | —3,04 | —2,82 | —3,79 | —6,96 o mt
MMy | 16,90! 10,26 1,29 0,51 0,10 0,10 0,51 1,29 | 10,26 | 16,90 ,,
@A p o 1,55 0,63 0,39 0,13 | —0,13 | —0,39 | —0,63 | —1,55 o -
@My | —0,40| —0,26 | —0,06 | —0,03 | —0,01 0,01 0,03 0,06 0,26 0,40 V.
MQp —9,00 0,23 1,15 0,74 0,25 | —o0,25 | —0,74 |— 1,15 | —0,23 9,00 t
DOy o |—469|—104|{—1,16| —0,30| 0,39| LI6| 1,94| 4,69| o "
®0p 1,93 | —0,03 | —0,50 | —0,5I | —0,5I | —0,54 | —0,51 | —0,03 | —0,49 1,93 |
20, o 0,10 0,05 0,05 0,04 0,04 0,05 0,05 0,10 o "
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3. Die Superposition der Ergebnisse aus 1. und 2. liefert Bodendruck und
Schnittkrifte:
Fur ¢ = 10 kg/cm3

n o 2 4 5 6 7 8 9 10 11
c w:ﬁ 5,7 10,3 14,1 15,5 16,7 | 17,8 18,7 19,5 20,0 20,4 | t/m?
M o 7.9 35,2 17,3 7.2 6,1 11,7 29,4 10,5 0,6 mt
0 o 10,3 4031 582 —11,8 5,7 23,5 42,6 —28,6 | —8,4 t
- v —a27 —48.4
n 12 13 14 15 16 17 18 19 21 23
cw:;_> 20,7 | 20,8 20,9 20,7 20,3 19,5 18,8 17,5 13,6 8.8 t/m?
M 1,4 13,2 33,1 17,0 10,4 13,1 26,0 48,3 11,0 o mt
.8 53.3
2,8 53 — 24, — 4,2 16,0 ) —22,8 o t
Q 11,9 | 3 152 24,3 4 354 | 337
Fir ¢ = 200 kg/cm?3
n o 2 4 5 6 7 8 9 10 11
cw=p| —2,9]| 9.6 19,0 18,5 | 17,0 17,0 | 19,0 20,5 19,0 | 17,2 | t/m?
M o 1,2 21,1 2,7| —6,6 —7.4 0,6 180| — o, | —8,7 | mt
36,5 — 44.8 | _ _
Q o 0,6 —16.5 —27,5 9,8 6,9 24,9 —46.2 26,3 8,3 t
n 12 13 14 15 16 17 18 19 21 23
cw=p| 17,6 | 20,2 22,4 21,3 20,0 20,8 | 23,4 24,5 12,5 | —3,6 | t/m?
M | 871 o4 19,5 o1| —88 | —7.4 4.5 28,0 1,2 o mt
8, .6 49.1 ) _ s -7, 12,8 K 592 —38, o t
Q 7| 276 | _igg| T279| —7:3 349 | 08 7

p und M sind in Abb. 146 dargestellt.

Bei Anwendung des Geradliniengesetzes fiir p
als Naherungslosung ergeben sich die in der Abb.146
mit — — — gezeichneten Bodenpressungen und
Biegungsmomente.

Beispiel zu b).

Die Berechnung der Sohle eines Trocken-
docks. (Abb. 147.) Spannungen bet gefiillter Dock-
kammer infolge Eigengewicht, Wasser und Erd-
druck. Ein Unterdruck auf die Sohle soll nicht
vorhanden scin. Der Leitwert ¢ des Ansatzes (255)
liegt zwischen den Grenzen 10 < ¢ < 200 kg/cm3.
Die Untersuchung wird daher fir die beiden
Grenzwerte  durchgefithrt, die Rechnung fiir
¢ = 10 kg/cm?® angegeben und das Ergebnis fiir
¢ = 200 kg/cm?® in () hinzugefiigt.

=380 m, a=175m, b=1,0m,
Ji= 922mt, J,=o00, E=210000kg/cm?,

4 7#.7__77 ng:
Gl. (259) L = V‘%&)gm;“ = 9,38 m (4,44 m).
G=230t'm, (¢ =10,605m), W =1T7t/m,
Ey,="181t/m, E, = 26t/m, Abb. 147.

g=108t/m?, p;=124t/m?, p =g+ p,=232t/m2,
Die auBeren Krafte an der Seitenwand werden im Schnittpunkt der beiden Achsen I, IT
Abb. 144 zusammengefalBt.
Py=256t/m, Hy="1t/m, My =85,5mt/m.
10*
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Bodendruck fiir Seitenwand und Sohle und FormanderungsgroBen &,,, d;, usw. fiir die rechte
Halfte des Systems (andere Halfte symmetrisch) infolge:

1. Py, H,, M,.
- Py 6M, 256 6(—85,5) _ . = .
Pao =y T G T15-10 1,52.1,0 43,280 t/m?, p,4 = p = 23,200 t/m?,

cdwsg 12M, 12(—855) 2 440 cduwyy =0;
’ x ’

dx a6  1,5%-1,0 d
Pro = 43,280 — 23,200 = 20,080 t/m? (20,080 t/m?),

L =;’1o -
cdiw,, cdw,o__ 0 3 3
Oy = B it o 2,440 — 0 = — 2,440 t/m? (— 2,440 t/m?) .
2. —Qy=1t/m, —Qy=—1t/m.
Seitenwand :
- 40, 4-1 _ g €AWay _Q_ 6-1“__ 3
Pa=—_ = T15.10° 0,534 t/m?2, dx Tp = 75210 = 0,107 t/m3.
Sohle (symmetrischer Belastungsfall, Abb. 139, P, = 1t) Gl (270):
! 38 . A A
A= = 9,38 = 4,05, sind = — 0,789, sin 2= 0,898, cos 7 =" 0,439,
A _ 405 2,025, Cind= 28,690, Cin A = 3,723, Cof L3 = 3,853.
2 2 2 2
Fir x = _—2 wird nach Gl. (270):
A 2 _ A . A
7, = cos 5 Cof 7 =—0,439- 3,853 =—1,693, 7y=cos 5 Gin 5= 0,439 - 3,723 =— 1,638,
A 2 _ A A
i]¢ = sin 5 Sin 5= 0,898.3,723= 3,345, 7j,=sin 5 Cof 5= 0,898 .3,853 = 3,460,
— 1,693 3,345 '
= / = ==
1= 97,901 — 0,061, Us 27,901 0,120,
— 4-1
_ ot . . =0,2 z,
P 9.96.1,0 (0,061 - 1,693 + 0,120 - 3,345) = 0,215 t/m
Ldwy _ 416,061 5,008 + 0,120 - 1,822) = 0,024 t/m?;
dx 9,382.1,0 ’ ’ ’ ’ ’
81y = pa — P1, = — 0,534 — 0,215 = — 0,749 t/m2 (— 0,983 t/m?),
_ cdu,, cdwy, . _ 3 3
Oy = P e 0,107 — 0,024 = 0,083 t/m? (0,005 t/m?3).

3. —M;=1mt/m, — My=1mt/m.

Seitenwand :

- _ 6M,  6(—-1) . dw,, 12M, 12(-—1)___ 3

Pu=— gy = g ~ 00T, e =t e = s 10T 0,029 t/m.
= — 1 mt) GL (271):

Sohle (symmetrischer Belastungsfall, Abb. 140, M, =
3,460 — 1,838

3,460 + 1,638 _ _
U= __27,961‘“ 0183, U=~ —gan— =— 0,065,
p’,, 938’ 11)0 — 0,183 - 1,693 — 0,065 - 3,345) = 0,024 t/m?
de‘. = ( 77‘)__ _ . . _ 3.
25 = g3se 19 (— 01835098 0,085 - 1,822) = 0,005 t/m3;

b13 = Pas — P1y = 0,107 — 0,024 = 0,083 t/m? (0,005 t/m?),

t:dw., cdw,'__ 00 _ 3(_ t/m3
6,,—7; T——O,0-9—0,005— 0,034 t/m?(— 0,074 t/m3) .



Unstetige Ansitze: a) fiir Einzellasten, b) fiir verianderliches Trigheitsmoment.

Bedingungen fiir die Schnittkrifte aus der Kontinuitat (275):
20,080 + 0,749Q, — 0,083 M, =0,
— 2,440—0,083Q, + 0,034 M, =0,

woraus
My;=M,=  8,67Tmt/m( 31,40 mt/m),

— Q=0 =—2585t/m (—20,25t/m).
4. Schnittkriafte in der Sohle aus p = 23,2 t/m?.
p(x)=p=232¢tm, M=0, Q0=0.
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5. Schnittkrafte in der Sohle aus M,, M,, Q,, — Q,. Berechnung von %, ...17,.

x £ siné | cos& | Giné| Gof& M | 72 Ny [Matns| ne—1ns

o o o I o I 1 o (o] o o
2,72 | 0,29 | 0,286 | 0,958 | 0,294 | 1,042

o

bs 0,084 | 0,282 | 0,298 | 0,580 | —0,016
5.44 | 0,58 | 0,548 | 0,836 | 0,613 | 1,173 | 0,981 | 0,336 | 0,513 | 0,644 1,157 | —o,131

Symmetrische Belastung (Y Py, = — Q, = — 25,85 t/m. Gl. (270). Nach 2. ist U, = — 0,061,

U, =0,120.
x Uym Ugny Mpp Uing Um WMp Uy (ne+nm3){Uy(na—13)| 'Qp
o —o0,061 o —0,67 o 0,120 —58,3 o o o
2,72 | —0,061 0,010 —o0,56 | —0,005 0,110 —60,7 —0,035 — 0,002 —1,71
5.44 | —0,060 [ 0,040 —o0,22 | —0,021 | 0,118 —67,6 —0,070 —0,016 { —2,79

Symmetrische Belastung (WM, = M, = 8,47 mt/m, Gl (271). Nach 3. ist U, = 0,183,

Ug= —0,065.
~ |
¥ Uim Ugn, Mpy Uin, Usm DMy Uy (e+ma)|Ug(ne—15) Qe
o 0,183 [ 0,07 o —o0,065 1,10 o o o
2,72 | 0,183 | —o0,005 0,07 0,002 | —0,065 1,14 0,106 0,001 0,19
5.44 0,180 | —o0,022 0,06 0,061 —o0,064 2,12 0,212 0,009 0,37

6. Die Superposition der Ergebnisse aus 4. und 5. liefert Bodendruck und

Schnittkrafte:
Fiir ¢ = 10 kg/cm3
x o 2,72 5,44 8,08 10,8 13,5 16,16 19,0 26,5 m
P (%) 22,6 22,7 23,1 23,7 24,5 25,6 27,0 28,6 32,8 | t/m?
M (%) | —57,2 | —59.6 [—655 |—720 | —755 | —69,5 | —450 . 87 — | mt/m
Q (%) o — 1,5 |— 2,4 |— 21 0,6 5.2 13,4 25.9 — t/m
Fiir ¢ = 200 kg/cm3
x o 2,72 5,44 8,08 10,8 13,5 16,16 19,0 26,5 m
p(x) | 230 | 230 | 230 | 230 23,4 | 246 237 29,1 | 337 | t/m®
M (x) 1,2 o5 | —1,4 | =52 | ~100} ~13,1| —50 | +31,4| — |mt/m
Q2 (») o ~0,4 | —10 | —1,7 | — L8| — 0,2 6,6 203 | — t/m

p und M sind in Abb. 147 dargestellt.

Bei Anwendung der Naherungsrechnung nach Foerster: Taschenb. f. Bauing. Bd.2,
5. Aufl. S. 585 ergeben sich die in der Abb. 147 mit — — — gezeichneten Bodenpressungen und

Biegungsmomente.
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Anwendung der Theorie auf die angeniherte Berechnung des Triger-
rostes. Wird eine Anzahl von Nebentrigern (a) winkelrecht zu » Unterziigen (b)
derart in gleichen Abstinden e angeordnet, daB ¢ im Ver-
hiltnis zur Linge ! der Unterziige klein ist, so kann dic
von einem Nebentrdger H auf den Unterzug % iibertragene
Kraft Xy ;. durch gy ;e ausgedriickt werden. Nach einem
Grenziibergang e = Ax —dx erhilt gy ; = ¢,(x) dic Be-
deutung eciner stetigen Belastung des Unterzuges k. Die
Einsenkung des Schnittpunktes (H, %) als Punkt des Neben-
tragers H ist

___ﬂ
'
'
0
'
J
'
-
|
'
J

>

> _
S

[~

t=n

g,k = Om, ko _EXHa Hkt_éHl.O'—_Zqu"(sHh (276)

Lo o
-
1
T
|

Hierbei bedeuten 0y 4, Oy :; die Einsenkung des Punktes &
Abb. 148. des Nebentrigers H infolge dessen Belastung », P und
— X;=1. Da die Nebentriger gleichartig ausgebildet
werden, sind die Vorzahlen dg ,; stets die gleichen, also dy ;; = ;. Bei einer
allgemeinen Belastung ist dg, ;o = 0 (%) fiir verdnderliches H eine Funktion von x.
Fir die Einsenkung des Punktes (H, ¢) als Punkt des Unterzuges i gilt
E],zz'{",'; = ¢; g = qg,;- Setzt man dieses in den Ansatz (276) ein, so entstchen
mit einem {I}bergang von H auf die Variable x und mit 6;; =¢EJ;d,; insgesamt
»n simultane Differentialgleichungen vierter Ordnung von der Form
i=n
26 L7 (x) + w0, (%) = Op0(%), R=1...n. (277)
=1
Ist die Belastung in x konstant, stetig oder unstetig, so gilt von 6,4(x) dasselbe.
Fiir den Trigerrost mit einem Unterzug lautet der Ansatz (277) folgendermaBen:

diw (%) w(x) _ Oye(%)
EJ Tdxt 2(511 :oéu ’

(278)
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IV. Stiitz- und Schnittkrafte statisch
unbestimmter Stabwerke.

23. Die Grundlagen der Ld&sung.

Die Festigkeit eines beliebig gestalteten, elastischen Tragwerks wird nach
Abschn. 8 durch den Spannungs- und Forminderungszustand beschrieben. Die
Losung des Ansatzes ist fiir cine gegebene Belastung bei stabilem Gleichgewicht
der inneren Krifte eindeutig. Die Bedeutung des statisch unbestimmten Stabwerks
im Bauwesen rechtfertigt einen besonderen Beweis dieser aus der Elastizitidtstheorie
gewonnenen allgemeinen Erkenntnis.

Die Beziehungen zwischen Verzerrung und Spannung sind nach dem Hookeschen
Gesetz linear. Die Spannungen konnen daher ebenso wie die Verschiebungen des
Tragwerks durch Superposition entwickelt werden. Aus der Definition des elastischen
Systems als Stabwerk folgt nach M. Navier die Annahme der ebenen Ver-
schiebung aller Querschnitte. Die Spannungen des Querschnitts sind also statisch
bestimmt und Funktionen der Schnittkrifte (N, M, Q). Ein Stabwerk ist daher
statisch unbestimmt, wenn die Stiitz- und Schnittkriafte nicht mehr allein aus den
Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden kénnen, sondern auch von geometri-
schen Bedingungen iiber den Verschiebungszustand abhingen. Ein beliebiger,
riumlich gekriimmter, aus dem Zusammenhang geldster Stabzug zeigt sechs
statisch unbestimmte Schnittkrifte und sechs unbekannte Komponenten der Re-
lativbewegung der Endquerschnitte. Diese kénnen aus den vorgegebenen AnschluB-
kriften ebenso berechnet werden wie die Schnittkréifte aus den vorgeschriebenen
Komponenten der Relativbewegung.

Die Querschnitte des ebenen Stabwerks liegen symmetrisch zur x, z-Ebene, in
der auch alle duBeren Krifte angreifen. Daher sind die AnschluBkrifte des Stabes %
am Knoten J in dem AnschluBquerschnitt J®
durch drei Komponenten NP, M®P, O™ be-
stimmt. Die elastische Bewegung des Quer-
schnitts J® wird durch dieVerschiebungen#, v
des Schwerpunktes und durch den Drehwin-
kel @i beschrieben.

Das Stabwerk kann nach den Bemerkungen
auf S. 39 in s einzelne offene, freie Stabziige,
mit je zwei AnschluBquerschnitten aufgeteilt
werden, die unter der Wirkung der Lasten und &% o
der Schnittkrifte N, M, Q an den Stabenden im Abb. 149.
Gleichgewicht sind. Sie sollen durch % freie ‘
Knoten zusammengefaBt und auBerdem mit ¢ Stiitz- oder unbelasteten Ver-
bindungsstiben untercinander oder mit dem Erdboden verbunden sein (Abb. 149).
Die Verbindung zwischen Stab und Knotenpunkt gilt entweder als Einspannung
oder als reibungsloses Gelenk mit drei oder zwei entgegengesetzt gleichen
Schnittkriften an den beiden Ufern des AnschluBquerschnittes. Daher werden
durch jeden Schnitt zur Aufteilung des Stabwerks drei oder zwei unbekannte
Schnittkrifte zu duBeren Kriiften, die mit der Belastung R, des freien Knotens J
oder mit der Belastung B, des freien Stabzugs (4) im Gleichgewicht sind.
Auf diese Weise besteht die Anzahl s der freien Stabziige (k) je nach der Anzahl
der an den beiden Anschluliquerschnitten vorhandenen 6, 5 oder 4 unbekannten
Schnittkriifte aus der Anzahl sg, sy und s, (s = s; + s; 4 s,). Ebenso wird die
Anzahl £ der freien Stabknoten in die Gruppen £, und k, zerlegt, je nachdem hier
zwei oder mehr Stabziige steif miteinander verbunden sind und daher an den
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AnschluBquerschnitten Kriftepaare als {uBlere Krifte auftreten oder alle Stabziige
frei drehbar anschlieBen (k == k; + k,). Der Index bezeichnet also die Zahl der
statischen Bedingungen fiir das Gleichgewicht der #uBeren Kriifte am Knoten.
Unter ¢ wird die Anzahl der unbelasteten Zusatzstibe als Hilfsstiitzen, Zugbinder,
Verankerungen usw. verstanden, die zwischen den Knotenpunkten vorhanden sind.

Der Verschicbungszustand der Stibe (h) ist durch die Belastung 8, und die Be-
wegung der Knotenpunkte J bestimmt. Die Verschiebung eines reibungslosen Ge-
lenkes wird durch die waagerechte und senkrechte Komponente u,, v, beschrieben.
Die Scheibe ecines steifen Knotens erfihrt auBerdem noch eine Drehung ;. Jeder
Knoten gilt als starr, so dal die geometrischen Randbedingungen der an einem
Knoten angeschlossenen Stabziige miteinander iibereinstimmen. :

Die Zerlegung des Stabwerks in s Elemente ergibt (6 s; 4+ 5, + 4 s,) Schnittkrifte,
¢ Zusatzkrifte. Der Verschiebungszustand des Stabwerks ist geometrisch durch
(3 kg + 2 k,) ausgezeichnete Komponenten bestimmt und daher die Anzahl der Un-
bekannten (6 s; + 5 55 + 45, + 3 ky + 2 k, + #). Zur Berechnung der Unbekannten
stehen an jedem selbstindigen Stabe oder Stabzug drei Bedingungen fiir das Gleich-
gewicht der duBeren Krifte zur Verfiigung. An jedem Knotenpunkt sind drei oder
zwei Gleichgewichtsbedingungen fiir dic #duBeren Krifte vorhanden, je nachdem
steife Stabverbindungen gelost worden sind oder nicht. Die gegenseitigen Verschie-
bungen der AnschluBquerschnitte J und K eines Stabzugs (g — u,), (vg — ;)
und (pg — @,) sind nach Abschnitt 21 durch die Belastung und die AnschluBkrifte
am Querschnitt J und K des Stabzugs /K = [, bestimmt. Der Ansatz (224ff.) ist
daher eine Bedingung fiir die geometrische Vertriglichkeit der Verschiebung der
Knotenpunkte und der Verformung der Stibe, die je nach dem AnschluB des Stabes(h)
als steife oder gelenkige Verbindung in J und K aus drei, zwei oder ciner Gleichung
besteht. Mit ¢ Zusatzstiben sind stets auch ¢ Komponenten des Verschiebungs-
zustandes vorgeschrieben. Die unbekannten AnschluBkrifte und Knotenverschie-
bungen sind daher durch folgende Bedingungen verkniipft:

Gleichgewichtsbedingungen der Krifte an den Stabziigen 354+ 3554 3,4
Gleichgewichtsbedingungen an den Stabknoten Shy+ 2k, l
Vertraglichkeitsbedingungen 3sg+ 255+ 54 (279)
Zusatzbedingungen ¢
Verfiigbare Bedingungsgleichungen 6sg+5s5+4s,+3ky+ 2k, + ¢

Die Gleichungen sind linear. Thre Anzahl stimmt mit der Anzahl der Unbekannten
iberein. Damit ist, abgesehen vom Ausnahmefall mit D = 0, die hinreichende und
notwendige Bedingung dafiir erfiillt, daB die AnschluBkrifte und die Komponenten
(g, vy, ;) des Verschiebungszustandes bei gegebener Belastung, Temperatur-
dnderung und Stiitzenbewegung eindeutig angegeben werden kénnen. Umgekehrt
bedeutet auch jede Annahme iber den Verschiebungs- und Spannungszustand eines
Stabwerks, welche die Gleichungen (279) befriedigt, das richtige Ergebnis.

Um die Gleichungen aufzulosen, werden zunichst drei Schnittkrifte eines jeden
Stabes mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen der #uBeren Krifte als Funktion
der Belastung %, und der ibrigen AnschluBkrifte angegeben, so daB nunmehr
(3 s§ + 255 + s,) unbckannte Schnittkrifte mit (3 k; + 2 k,) unbekannten Kom-
ponenten des Verschiebungszustandes ebenso viclen Bedingungsgleichungen gegen-
iiberstehen. Die ¢ unbekannten Zusatzkrifte sind durch ebenso viele vorgeschriebene
Komponenten der Stiitzung und Verbindung bestimmt. Die (3 k4 + 2 k,) Kompo-
nenten (u;, v, ;) des Verschicbungszustandes koénnen darauf mit ebensoviel Be-
dingungen fiir das Gleichgewicht der Krifte am Knoten ausgeschlossen und als
Funktion der unbekannten AnschluBkrifte in dic (3 s4 + 2 s; + s,) Vertriglichkeits-
bedingungen eingesctzt werden. Auf diese Weise entstcht ein geometrischer Ansatz
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zur Berechnung derjenigen (3 sq + 2 s; + s,) Stiitz- und Schnittkrifte, die nicht
durch Gleichgewichtsbedingungen angegeben werden kénnen und daher statisch
unbestimmt heillen. Die statisch bestimmten AnschluBkrifte und die Verschie-
bungen werden durch Rekursion berechnet.
Formale Abzihlung der iiberzihligen statischen GroéBen eines ebenen Stab-
werks:
n=3ss+2s,+s,+¢t—3k — 2k, (Abb.150). (280)

Die Auflosung des Ansatzes (279) kann auch mit der Elimination der (3 s4 +
2 sg + s, -+ ) unbekannten Stiitz- und AnschluBkrifte ausden (3 s, + 2 s5 + s, + ¢)
verfiigbaren geometrischen Vertriglich-
keitsbedingungen eingeleitet werden. Sie
erscheinen dadurch als Funktionen der A i
(3 k3 + 2 k,) unbekannten Komponenten *
der Knotenbewegung (u,, v;, ¢,), die da- - =
mit aus den (3 &, + 2 k) Gleichgewichts- 4
bedingungen fiir die duberen Krifte am =
Stabknoten (/) eindeutig berechnet wer- & *
den konnen. Die Schnittkrifte ergeben o
sich daraus durch Rekursion.

Die Reihenfolge der Elimination: be- se | 2
stimmt demnach zwei grundsitzlich ver-
schiedene Loésungen, deren Eignung von ky | 1
der Art des Stabwerks abhingt und am t]s
besten in zwei Grenzfillen zum Ausdruck - — 12
kommt. Ist die Anzahl der unbekannten
Schnitt- und Zusatzkrifte gleich der Anzahl der verfiigbaren Gleichgewichts-
bedingungen, also

65+ 855+ 4s,+ =3 (sq+ 55+ 83) + 3k + 24,
3sg+2s;+5, +t=3k; + 2&,,

so sind alle Schnittkrifte statisch bestimmt, der Spannungszustand ist von den
Knotenverschiebungen, also auch von Temperaturwechsel und Stiitzenbewegung
unabhingig. Das Stabwerk ist ohne Belastung spannungslos. Die Verschiebungen
konnen aus den Schnittkridften nach S. 133 bestimmt werden.

In dem anderen Grenzfall sind die Komponenten des Verschiebungszustandes
Null, so daB jeder Stab beiderseits starr eingespannt ist. Die sechs AnschluBkrifte
sind von den benachbarten Stiben unabhingig. Sie werden aus den 3 Gleichgewichts-
bedingungen der duBeren Krifte und den drei Vertriglichkeitsbedingungen be-
stimmt, da mit u,;, v;, ¢, auch die relativen Verschiebungen der Endquerschnitte
Null sind.

Es liegt nahe, die statische Untersuchung eines Stabwerks von allgemeiner An-
ordnung auf den cinen oder anderen Grenzfall zuriickzufiihren, je nachdem die
Anzahl der statisch unbestimmten Schnittkrifte kleiner ist als die Anzahl der un-
bekannten Komponenten des Verschiebungszustandes oder umgekehrt. Unter Um-
stinden ist auch die Fehlerfortpflanzung in der Elimination entscheidend. Man
bezeichnet das System, welches mit dem vorgelegten Stabwerk der Form nach
Ubereinstimmt, dessen statisch unbestimmte Stiitz- oder Schnittkrifte oder dessen
Knotenverschicbungen jedoch Null gesetzt worden sind, als Hauptsystem und be-
trachtet Verschicbungen im statisch bestimmten Hauptsystem und Schnittkrifte
im geometrisch bestimmten Hauptsystem.

Sind dic statisch unbestimmten Schnittkriifte die iiberzihligen GréBen des
Hauptsystems, so kann nach dem Superpositionsgesetz jede Komponente einer
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Verschiebung oder einer relativen Verschiebung aus den Anteilen der Belastung
und der statisch unbestimmten Schnittkrifte gebildet werden.

0p = 040+ I X3 0i- (281)

Sind die geometrischen Komponenten des Verschiebungszustandes iiberzihlige
GroBen eines Hauptsystems, so kann jede Schnittkraft nach dem Superpositions-
gesetz aus den Anteilen der Belastung und den Beitrigen dieser unbekannten GréBen
angegeben werden.

Ky=Kunot+ Zlp; Ky +u; K, y+v,K,5). (282)

Das riumliche Stabwerk mit 2 Knotenpunkten, dessen s Stabelemente wieder-
um nur in zwei Querschnitten starr in Knoten miteinander verbunden sind, zihlt
12 s AnschluBkrifte. Hierzu koénnen noch ¢ Zusatz-

krifte treten, welche cinzelnen Zwischenstiitzen oder

Zugbindern zugeordnet sein sollen. Der Verschiebungs-

zustand wird an jedem Knoten durch sechs Komponen-

ten beschrieben. Dies sind drei Verschiebungen «, v, w

#n=6-5+4+3-14+1—-6-2=22 und drei Drehwinkel ¢,, ¢,, ¢,. Zur Berechnung der
unbekannten GréBen (Anzahl 12s 4 6% +¢) stehen6s

z Gleichgewichtsbedingungen der an jedem Stab an-

=, greifenden &duBleren Krifte, 6% Gleichgewichtsbe-

] - dingungen der an jedem Knotenpunkt angreifenden

¥ duBleren Krifte und 6s Vertriglichkeitsbedingungen

b J zwischen relativer Verschiebung der Endquerschnitte

und Verformung des Stabes zur Verfiigung. Durch ¢
Zusatzstibe sind ¢ Verschiebungen gegeben. Die Anzahl
. ‘der Bedingungsgleichungen stimmt also auch hier mit
n=6.4+3.4-6.4=12 derjenigen der Unbekannten iiberein. Das Ergebnis
Abb. 151. ist demnach, abgesehen von dem Ausnahmefall D =0,

wiederum eindeutig.
Formale Abzihlung der iiberzihligen GréBen des riumlichen Stabwerks mit

steif oder gelenkig angeschlossenen Stiben:

=655+ 35,4 544+t —6ks — 3k, (283)

(Abb.151). Daher kann das raumliche Stabwerk, dessen Elemente in allen Knoten steif
angeschlossen sind, statisch bestimmt berechnet werden, wenn 12s +¢=6s + 6 %
oder 6 s - t = 6 k. In diesem Falle ist das Stabwerk ohne Belastung spannungslos
und der Spannungszustand unabhingig von Temperaturinderung und Stiitzen-
bewegung. Die Berechnung eines beliebigen riumlichen Stabwerks kann ebenfalls
entweder auf einen Ansatz geometrischer Bedingungen mit den statisch unbestimmten
Stiitz- und Schnittkriften als Unbekannten oder auf die Gleichgewichtsbedingungen
der Schnittkrafte am Knoten zuriickgefiihrt werden, in denen die sechs geometrischen
Komponenten der Knotenverschiebung als Unbekannte auftreten.

A. Die Berechnung durch Elimination: der
Komponenten des Verschiebungszustandes.
24. Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

Der Spannungszustand - eines nfach statisch unbestimmten Stabwerkes kann
fiir jede Belastung nach S. 153 eindeutig beschricben werden, wenn # von-
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cinander unabhiingige, statisch nicht bestimmbare Stiitzenwiderstande € oder
Schnittkrifte N, M, Q ausgezeichneter Querschnitte bekannt sind. Sie werden
in Zukunft unabhiingig von ihrer Eigenschaft als Kraft oder Kriiftepaar mit
X, (k-=1...n) bezeichnet. Dic Ansiitze (281) stiitzen sich allein auf das Gleich-
gewicht der inneren und duBeren Krifte und werden daher durch jede Annahme
tiber die GroBe und den Richtungssinn der statisch unbestimmten Kriifte X, erfiillt.

Statisch iiberzahlige Groflen X, und Hauptsystem. \Wird cinc Anzahl der
n statisch nicht bestimmbaren Stiitz- und Schnittkriifte X, Null gesetzt, so entsteht
cin Hauptsystem des vorgelegten Stabwerks. Es ist statisch bestimmt oder statisch
unbestimmt, je nachdem alle statisch nicht bestimmbaren Schnittkriifte oder nur
eine Anzahl 4 von ihnen als ,,iiberziihlig* ausgeschie-
den werden. Das Hauptsystem heifit in diesem Falle
(n — h)fach statisch unbestimmt. Als statisch iiber-
zihlige Grolen lassen sich einzelne Komponenten
einer Stiitzkraft oder einzelne Komponenten der
einem ausgezeichneten Querschnitt 2 zugeordneten

inneren Kraft f (6 F1)dF verwenden. Selbstver-

stiindlich konnen auch zwei oder alle drei Kompo-
nenten (N, M, Q) eines Querschnitts gleichzeitig
Null gesetzt werden.

Dieser Eingriff in den Spannungszustand des
vorgelegten Tragwerks kann durch reibungslose Ge-
lenke, Tiihrungen oder durch die vollkommene Tren-
nung des Stabes verwirklicht werden, ohne damit
das Kriftebild des Hauptsystems zu dndern.

a) X,=Mk=ifazdf.

Mit X, = O bestehen die inneren Krifte im Quer-
schnitt # nur aus einer Langs- nnd Querkraft, die
von einem Gelenk Abb. 152a iibertragen werden
kénnen.

b) X2=Nk={ad/.

Mit X, =0 bestchen die inneren Krifte im
Querschnitt 2 nur aus einem Biegungsmoment und
einer Querkraft, die von ciner Fithrung Abb. 152D
iibertragen werden kénnen.

c) X;3=0, = ftd/. Alb. 152,
F+

Mit X; = 0 bestehen dic inneren Kriifte im Querschnitt 2 nur aus einem Bie-
gungsmoment und einer Lingskraft, die von ciner Fithrung Abb. 152c iibertragen
werden kénnen.

Q) X, =M, X,=N, X,=0,.

Mit X, =0, X, = 0, X; —= 0 sind alle inneren Kriifte im Querschnitt 4 Null,
so dall das Tragwerk hier unterbrochen werden kann. Das Hauptsystem Abb. 152d
ist statisch bestimmt und besteht aus zwei Kragtrigern.

Gleichgewicht ciner beliebigen Gruppe von duleren Kriiften ist nur an einem
Hauptsystem mit kinematisch starrem Aufbau mdoglich. Der Ausnahimefall der un-
endlich kleinen Beweglichkeit des Hauptsystems ist ebenfalls ausgeschlossen. Im
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iibrigen konnen die iiberzithligen GroBen X, nach Art, Lage und Richtungssinn
grundsiitzlich belicbig dusgewiihlt werden. Ist das Hauptsystem jedoch aus beson-
deren Griinden beweglich, so sind zum Gleichgewicht ausgezeichnete Eigenschaften
der Belastung P und der statisch unbestimmten duBlcren Krifte X, notwendig.

Geometrische Vertriglichkeit und Superpositionsgesetz im kinematisch
starren Hauptsystem. Die Gleichgewichtsbedingungen werden bei jeder Annahme
iber die GroBe der statisch unbestimmten Kriifte X, erfiillt. Dagegen ist nach (279)
nur eine durch GriéBe und Richtungssinn ausgezeichnete Gruppe vorhanden, die in
Verbindung mit der Belastung  die mit dem vorgelegten Stabwerk vertrigliche
Forminderung des Hauptsystems erzeugt. Diese ist durch die Stiitzung und durch die
Dehnung und Biegung der Stibe, also durch die Schnittkrifte bestimmt. Spannung
und Forminderung sind im Bereiche des zulissigen Tragvermdégens durch das
Hookesche Gesetz linear miteinander verkniipft. Daher entstehen zwischen der
Belastung R(P,. . P,), den Schnittkriften und der Verschicbung oder Verdrehung
ausgezeichneter Querschnitte % lineare algebraische Gleichungen oder lineare
Differentialgleichungen, welche durch Superposition der Absolutglieder, also durch
Superposition der duBeren Krifte ® und der anderen @iuBleren Ursachen gelost
werden konnen. Das Hookesche Gesetz ist also die Voraussetzung fiir die Giiltig-
keit des Superpositionsgesetzes, nach dem irgend eine mechanische oder geometrische
Wirkung W, (Kraft oder Verschiebung) eines statisch unbestimmten Tragwerks als

>
Il

n
Wy= 2 Wy Py (284)

k=1

1

angegeben werden kann. ‘

Die statisch iiberzihligen Stiitz- und Schnittkrifte X, (k = 1...#n) des Stab-
werks sind als innere Krifte stets Doppelkrifte und neben der Belastung B duBere
Krifte des Hauptsystems. Ihr Richtungssinn und ihre Gré8e werden derart bestimmt,
daB die Forminderung des Hauptsystems aus seiner Belastung B, X, (k =1 ... #n),
aus seiner Temperaturinderung ¢, A¢ und seinen Stiitzenverschiebungen 4, mit
der Formdnderung des vorgelegten Tragwerks iibereinstimmt. Dies gilt insbesondere
auch an denjenigen Querschnitten %, an welchen Schnittkrifte zur Bildung des
Hauptsystems als statisch iliberzdhlig angesehen und durch duBere Krifte X, er-
setzt worden sind. Die relativen elastischen Verschiebungen oder Verdrehungen
0y" = Ok(p, xx) der Ufer dieser Querschnitte # des Hauptsystems sind daher Null.
Damit treten zu den Gleichgewichtsbedingungen fir die &duBeren Krifte
B, X:(k=1...n) noch geometrische Vertriglichkeitsbedingungen fiir den Ver-
schiebungszustand des Hauptsystems. In diesem werden die Komponenten §,, die
stets als gerichtete Gré8en anzusehen sind, in der Regel nach Vereinbarung ent-
gegen dem Richtungssinn von X positiv gerechnet. Die Vertriglichkeitsbedingungen
werden nach (281) in der folgenden Form angeschrieben:

1960p. xx =106, =0, (k=1,...,n)
oder (285)
10PN s ) = 1M, =0, (k=1,...,h).

Die Anzahl der Vertriglichkeitsbedingungen stimmt mit der Anzahl # oder % der
iiberzdhligen GroBen X, iiberein, so dall dic notwendige und hinreichende Grund-
lage zu ihrer Berechnung vorhanden ist.

Entwicklung der Elastizititsgleichung aus den geometrischen Vertrig-
lichkeitsbedingungen. Dic relative Verschicbung é,, der Ufer & eines ebenen, statisch
bestimmten oder (n -- &) fach statisch unbestimmten Hauptsystems durch duBere
Krifte B, X;, durch Temperaturinderung und Stiitzenbewegung im Sinne von
— X wird nach (33) aus dem Vergleich mit eincm dem vorhandenen Kriftebild
benachbarten Spannungszustande abgeleitet. Hierbei entstehen dic Ansiitze (285)
mit der Arbeit aus ciner virtuellen Belastung — X, = 1 oder — X, = 1%
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und den Komponenten des vorgeschriebenen statisch unbestimmten Verschiebungs-
zustandes (4, , &, 09).

d Md d
a) 194, = fN,‘j” ZFS +fMt0) S+IQ(0) Q s

+fN;°>a,tds +fM,“°’Lf—t-ds—2q‘;C’Ae=0. (286)

b) 1{P—M6, = fN(n h)g‘;f +fM(n h) Md5+f0(n —h Qd‘

+ f N, tds + fM;n-h)F'h—‘" ds— Y CoMA,=0. (287)

Diese werden nach (281) durch Superposition in die Anteile aus den iiberzihligen
GroBen X, und in die Anteile aus der Belastung % (Index 0), aus der Temperatur-
anderung ¢, 4¢ (Index ¢), aus den Stiitzenverschiebungen 4, (Index s) zerlegt. Die
Stiitz- und Schnittkréfte des Hauptsystems aus allen duBeren Ursachen (%, ¢, 4¢, 4,)
zusammen (k= 1...n) oder (k = 1...A) erhalten die Bezeichnung Cg, Ng, Mg,
Qx. Die Definition der positiven Rlchtung des Vektors ¢, des Hauptsystems nach
S. 156 bestimmt mit den Schnittkriften C{®, N, MQ, 0\ oder C{*~», N{#—m,
Mp=m Q@r=M aus — X, = 1 die Form der Superposmon
a) Superposmon im statisch bestimmten Hauptsystem:

C%’ =CP; N%’ =NY; M(%’ =MY; Q%’ = Q.
C=CP — 33X, C; N =N®» - Yy X, NO, (288
M = M&O) ZX M(O) ; Q Q(O) 2Xk Q(O) ; - )

(k=1...,n)

b) Superposition im (n — h)fach statisch unbestimmten Hauptsystem:

Cé(r);—h) =Céu—h) + C‘(n—h) + Ca(n—h); C = C(n —h) __ZX C(n h)
Nég—h) — Nén—h) + Nt(n—h) -+ N’(n—h); N ='N§ h) 2/ X N(n h)
M,‘”"") —_ M(n—h) + M(n—h) + AI("_M‘ M= Més—h) _ ZXkMI:n_M; (289)
(n L) J— Q(n h) + Q(n-—h) + Q(n—h) Q — QQ(S—M —_ ZXL Qk{n—h)‘.
(k=1,...,h).

Die Vertraglichkeitsbedingungen (286) und (287) lassen sich darnach folgender-
maflen entwickeln:
Elastizitatsgleichung (&) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form a:
l(o)ék—O——ijN ods _*_J‘MLM ds +x 10,2 +metds + [or,
- DX [N P 098] -
"X"Ul\gf 4 Mm + ”Qéis}—--'

—X, [kaN ds +J‘Mk M,ds +J‘ QkQ,,dsj]

a,Ald

(200)
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Elastizit'dtsgleichhng (k) fir das (» — h)fach statisch unbestimmte Haupt-
system:

Form a:
N&-h g M"‘ by Q"‘ "’ds
1M g, =0= J‘Nm—m (ZEE'—F— + fM(n—h) J' Onn % %
+ fN(n—h)a tds +fM(n—h) “fA‘ ds — S Cmh 4,

- X, U‘NM—MN ;h as rM(n—h) My ds—}—f,,Q(n—le‘ f"’“]_. -+ 4(291)

N T
_XhU‘N(n-m +J'M(n—h) whn » d‘+J' Q(n—h)Qh h”is] )
Das erste Glied des Ansatzes (290)
[N 22 [, 225 + [ 2025 + [Nawytas + [ M52 as
_zcekA, = L(Bco + Bt + 04y) = Lebrg

ist der Ausdruck fiir die Arbeit einer virtuellen Belastung — X, = 1 bei einer Form-
anderung des Hauptsystems durch eine Belastung P, die Temperaturinderung
(t, At) und durch Stiitzenverschiebungen 4,. Das positive Ergebnis bedeutet daher
die gegenseitige Verschiebung oder Verdrehung des Punkte- oder Geradenpaares £
des Hauptsystems aus diesen duberen Ursachen im Sinne von — X,. Der Ansatz

d
NNy -2 (MoM2E 4 (20,025 = 1,64, (292)
Eb E] GF

wird als Arbeit der virtuellen Belastung — X; = 1 bei einer Forminderung des
Hauptsystems durch — X, = 1 erkannt. Das positive Ergebnis ist die gegenseitige
Verschiebung oder Verdrehung des Punkte- oder Geradenpaares % des Hauptsystems
-infolge — X, = 1. Die entsprechenden Teilwerte von (291) sind Arbeiten einer vir-
tuellen Belastung — X; = 1{"~® bei einer Forminderung des statisch unbestimmten
Hauptsystems. Das positive Ergebnis bedeutet daher auch die gegenseitige Ver-
schiebung oder Verdrehung 645", (3™ im Sinne von — X,. Die Ansitze (290)
und (291) kénnen damit folgendermaBen verwendet werden :-
Elastizititsgleichung (%) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form b:
0 =0="0rgx — X104y — XoOpo— - - — X3 0y — -+ - — X, 0y . (293)

Elastizititsgleichung (k) fir das (n — k)fach statisch unbestimmte Haupt-

system:
Form b:

By 0 =8 — X, M — - — X 0P — - — Xy 0P, (204)

Die Form b bestitigt das Superpositionsgesetz (284) fiir die Verschiebungen eines
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Systems und kann daher auch un-
mittelbar angeschrieben und nach (290) entwickelt werden. Sie bildet durch ihre
iibersichtliche geometrische Bedeutung die einfachste Grundlage fiir die unmittel-
bare Berechnung der statisch iiberzahligen Schnittkrifte (X, ... X,).

Die von der Belastung unabhingigen Verschiebungen bk,, é“’“"’ des Haupt-
systems werden im Rahmen der algebraischen Losung als Vorzahlen der iberzihligen
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GréRen bezeichnet. Die Verschicbungen 5., 045" des Hauptsystems aus Belastung,
Temperaturinderung und Stiitzensenkungen sind die Absolutglieder des Ansatzes
und heillen Belastungszahlen. Sie werden bei einer in dem beliebigen Punkte m des
Lastgurtes wirkenden Einzellast P,, = 1t mit d;,,, 6{%™ bezeichnet und bedeuten
dann die Ordinaten der EinﬂuBIimen der gegenseitigen Verschiebung oder Ver-
drehung der Ufer des Querschnitts 2 im Sinne von — X,.

In den Sitzen von Betti und Maxwell (38) wird die virtuelle Arbeit einer
Kriftegruppe P, bei der Verschiebung 6‘"k eines nfach statisch unbestimmten
Stabwerks infolge der Belastung durch eine Kriftegruppe P; mit derjenigen der
Kriiftegruppe P, bei der Verschiebung ¢ durch die Belastung P, verglichen.

2P, 00 =X P oy, (295)
Daher ist in einem statisch bestimmten Hauptsystem
Libyp,x)y =2 Pubmr— X1 01p—+ - — XpOpp—« + - — X, 6, =0, (296)

so daB noch eine dritte Form c der Elastizitatsgleichung entsteht.
Elastizititsgleichung (k) fir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form c:
X161k+ X252k+ R Xkékk'*_' ° e + Xnankz_ypmémk'i_ 6kt+ 61:5' (297)

Elastizitétsgleichung (&) fiir .das (n — A)fach statisch unbestimmte Haupt-
system. ‘
Form c:

X 6(71 h)+ \' 6(11 R) _ + X é(n h)+ + Xha;nc—h)

= 3P, 00 m+ (m ey el (298)
Die Vorzahlen §;;, jeder Gleichung (k) sind jetzt Verschiebungen oder Verdrehungen
ausgezeichneter Querschnitte ¢ des Hauptsystems im Sinne von — X, durch die Be-
lastung — X, = 1. Die Belastungszahlen ¢,,; und ;™ sind Verschiebungen der
Punkte m des Lastgurtes im Sinne der Last P, infolge — X, = 1. Besteht die
Gruppe X2 P,, aus gleichgerichteten Lasten, so sind d,,;, 0{*;™ Ordinaten der Biege-
linie des Lastgurtes des Hauptsystems fir — X, = 1. Sie werden bei einer gra-
phischen Untersuchung nach den Abschnitten 20, 21 zusammmen mit den Vorzahlen
aus einem Verschiebungsplan' des Hauptsystems fiir — X, = 1 erhalten.

Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen. Die Ansitze a bis c unter-
scheiden sich nur durch die Form der Rechenvorschrift. Die Vorzahlen und Be-
lastungszahlen des Ansatzes a werden als Ausdriicke fiir die Arbeit einer virtuellen
Belastung angeschrieben und durch Integration mathematisch gewonnen. Die Vor-
zahlen &,;, 0, und die Belastungszahlen 0, der Ansitze b und c sind relative
Verschlebungen oder Verdrehungen ausgezeichneter Querschnitte % des Haupt-
systems im Sinne von — X,. Sie werden nach den Tabellen des Abschn. 19 einge-
setzt, nach Abschn. 18 berechnet oder zeichnerisch gefunden.

Die vollstindigen Vorzahlen und Belastungszahlen bestehen im allgemeinen
aus drei Summanden, welche den Einflull der Lings-,und Querkrifte und den-
jenigen der Biegungsmomente getrennt zum Ausdruck bringen. Der Anteil der
Querkrifte ist stets unbedeutend und kann gegeniiber dem Fehler aus anderen
ungenauen Annahmen der Rechnung vernachlissigt werden. Dasselbe gilt bei bie-
gungssteifen Stiben zumeist auch von dem Anteil der Langskrafte. Daher werden
in der Regel die Vorzahlen und Belastungszahlen, abgesehen von Temperaturwirkung
und Stiitzensenkung, auf den Anteil der Bicgungsmomente beschrinkt. Dies gilt
besonders bei neu zu entwerfenden Bauwerken, deren Querschnitte zunichst auf
Grund von Schitzungen oder iiberschligigen Berechnungen angenommen werden



160 Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

miissen. Da dic Abschiitzung von Verhiltniszahlen cinfacher ist, wird cin E J .facher
Betrag der Vorzahlen und Belastungszahlen berechnet. [, ist ein Vergleichswert,
durch welchen das Verhiltnis J /] in moglichst einfachen Zahlen angegeben werden
kann. Dasselbe gilt von der Einfiihrung eines Vergleichsquerschnitts F,, so daB
der EJ,fache, vollstindige Betrag einer Vorzahl folgendermaBen lautet:

EJ, 0u;= _{iifN, N,fFﬁ.ds +J‘M,‘ M,.Jj_ﬁds+§—£ffxg,g‘%ds ~J'M, M,ljﬁds. (299)

Da der EJ fache Betrag der Forminderungen aus diesem Grunde bei der Be-
rechnung statisch unbestimmter Tragwerke die Regel ist, werden in Zukunft zur
Abkiirzung des Ansatzes die E]-fachen Betrage der Verschiebungen oder Ver-
drehungen mit &;;, 0, Os bezeichnet. Der absolute Betrag von J, ist nur zur
Berechnung von §,, und d,, notwendig.

Die analytische Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen zwingt in der
Regel zur ‘Aufteilung des Integrationsbereiches in einzelne Strecken ,, deren ela-
stische Eigenschaften durch ein mittleres Tragheitsmoment J und eine die Quer-
schnittsgestaltung bestimmende Funktion J;/J = {; beschrieben werden.

b0p= Z%‘.J‘Mg%; ds; 80 = Z;JM‘ M,‘JJ-” ds;  On= _}7}» MM,
5 % 1 (300)

ékl=E](L‘([Nk 7] tds +fMt a‘ft ds); 6lu= _E]czclkAc-
h h

Die Integrale werden nur dann formal integriert, wenn [,/ und F,/F konstant
sind oder durch eine leicht zu integrierende algebraische Funktion ersetzt werden
koénnen.

In vielen Fillen ist £, = J4/J = 1 oder J,/J cosa = 1. Die Rechnung ist dann
besonders einfach. Sie wird mit Hilfe der Tabellen 12 und 16 ausgefiihrt. Andere An-
nahmen iiber die Funktionen J,/J und J,/J cosa sind in Abschn. 18 und in den
Tabellen 13 bis 15 ausfiihrlich erértert worden. Dasselbe gilt von der numerischen
oder graphischen Losung des Integrals.
 Die EinfluBlinien der iiberzihligen GréBen setzen sich aus den erweiterten Biege-
linien 8,,;(k = 1. ..n) zusammen, welche fiir den Lastgurt des Hauptsystems be-
rechnet werden. Dies geschieht nach den Angaben in den Abschnitten 20 und 21.
Sie werden je mach der Richtung der wandernden Last P, = 1¢ in senkrechter,
waagerechter oder beliebig schriger Richtung aufgetragen.

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen mit
einer Zerlegung der virtuellen Belastung. Dic Vorzahlen &3~™, 6™ und die
Belastungszahlen 6y’ M der Elastizitiatsgleichungen fiir das (» — h) = rfach statisch
unbestimmte Hauptsystem werden nach S. 158 als Ausdruck fiir die Arbeit einer vir-
tuellen Belastung 1, bestimmt. Sie bedeuten geometrisch den EJ, fachen Betrag
der gegenseitigen Verschiebung und Verdrehung der Ufer eines ausgezeichneten
Querschnitts 2 des Hauptsystems im Sinne von — X,. Der EinfluB der Lings-
und Querkrifte wird auch hier nach Abschn. 18 vernachlissigt, so dafl nach (289),
(291) und S.160 die Ansitze eines (» — k) =rfach statisch unbestimmten Haupt-

systems folgendermaBen lauten:

. . ]cJ‘ ﬂ]l cJ‘ - . Jh
100 89 = Je | pmoendrgs, 10 8¢ = Le | M M fras;
k Okk ]"hk'ls k Ok Zhhk ]5
(301a)
1 8 = ﬁ% .[M'(‘” MY i]!ds’
h
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5 SG Je F, 5 Fa 1], . S Ja
oo —Je STFe | Ny Fr g Te | My My Irg
Ly o2 FCZF,_ L s+2]h"* B
g
Lo, At
+E], [fN‘”a,tds +fMi!’—T-ds:|, (301b)

- Je S'l;c h E’]e Ja
") S = * . o) N 2 M — " A
li.’é[)_Fc Fa N N ds+ M'M’]ds EJ ZCY¥

Die Rechenvorschrift (301) 1aBt sich wesentlich vereinfachen, wenn die virtuelle
Belastung 1{? des rfach statisch unbestimmten Hauptsystems durch die ihr dqui-
valenten auberen Krifte 19, Y%, (H = 1...7) eines darin enthaltenen, beliebigen,
statisch bestimmten Hauptsystems mit den Uberzihligen Y ersetzt wird.

10=Q19, YY), (H=1...7). (302)

In derselben Weise kénnen auch die Komponenten 8{f}, 84 . .. des Verschie-
bungszustandes des statisch unbestimmten Hauptsystems als Funktion der vor-
geschriebenen Belastung 9 und aller iibrigen duBereh Ursachen aus der Forminde-
rung eines statisch bestimmten Hauptsystems abgeleitet werden. Die Forminderung
wird, abgesehen von der Temperaturinderung und Stiitzenbewegung, von einer
Gruppe von iduBeren Kriften hervorgerufen, die aus der Belastung P und den ihr
zugeordneten statisch unbestimmten Schnittkriften Y{) besteht. Diese enthalten
unter Umstinden auch Anteile aus Temperatur- und Stutzeniinderung.

r r
8y = 6, — )_w SO YR 60 =89 — Yo YW,
kX kH + HX =1 kH < Hi (303)
80, = 8 + 6‘0’ 400, YEL=Y® 4+ YO 4 Y.
In Verbindung mit (302) ist
1080, =108, — SYR MR =108, (H=1...7),)
1960 =106 — yvy(o) o, =106, (H=1...7), [
da die relativen Verschiebungen 0%y, off; der Querschmtte H des statisch un-
bestimmten Hauptsystems nach Vorschrlft Null sind. Die Ansitze (301) zur Berech-

nung der Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks werden daher nach
der folgenden Rechenvorschrift abgekiirzt:

17 8y = l“” o = 2{ Je J‘ M@ A1 L ]" ds; 168 =10 6¢) = 2% J“”im RVl ]7" ds,
h

(304)

E Ja 0 e N | a0 oo B
10 §ir) = 110 §i7) = Je I‘Mtp) MO IR gs 1080 = 10§ =I5 e | NO NI g
& O%ko & Oko th; A k- Okt &% = >,th AT

[) . At
+ Z%JM)?) M Z]’fds-}-E], Z.LJ‘N;‘” o tds +’J‘M;‘”9‘—h——ds}
(]

' y ] F 5 Fa Je Ia
19 870 = 19 8 =F_2F_~ ] NP N rds V] AP M SR ds —EJ £ CQ A,
h

Die virtuelle Belastung — X, = 1 wirkt hier an einem beliebigen, in dem rfach.

statisch unbestimmten Hauptsystem enthaltenen statisch bestimmten Stabwerk

und erzeugt in diesem dic Schnittkrifte N, M. Sie treten in den Integralen

an die Stelle von N{, M{" des rfach statisch unbestimmten Hauptsystems. Der
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 11

(305)
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Integrationsbereich wird auf diese Weise kleiner, daher sind auch die Ansitze fiir
Ok, 647} einfacher und im Ergebnis genauer.

Der Ansatz (b) zur Berechnung von /% iberzihligen Gréen X, (k. =1...4h)
aus einem 7rfach statisch unbestimmten Hauptsystem kann hiernach folgender-
maBen entwickelt werden:

X80 X oo X000 =0,
LD 8D £ XD - - XD — 19 5%,

1[]"le(;0) N({n-h)f;e ds +J‘ML°)M(1"_M]7c’dSJ 4.

b

F, n—Ah) Je .
T ds +JM‘°’M{. 7ds]+-

F‘ (0) (n— h)]‘ ]
e ds +fw Myp-n L ds] (306)

+Xk[j°fl\r‘°’N‘" -n
+X,,[j‘fN‘°’N‘" -n
— }]?CfNLO)(N{)n—h).*_N:n—h)_*_N:n—h)) Peds + ‘[Ml(cm(M{)"_M+Mt("'h)+M:"_m) %‘ds

+EJ[[NOwtas+ [Mp2Zas — 3c94,].

Werden die Verschiebungen ik, &) des rfach statisch unbestimmten Stab-
werks aus (B, ¢, 4¢, A,) oder aus — X; = 1 nach (303) in einem statisch bestimmten
Hauptsystem abgeleitet, so ist o

100k = 1 8% + WN8srpgs W00 = 1000 + 19 80 p,,. (307

a,At

Der erste Anteil kann als die Arbeit einer virtuellen Belastung nach Abschnitt 18
berechnet werden. Der zweite Anteil ist, nach Maxwell umgeformt,

l(LO) 6‘2)“: Ygy = — ZY}‘}'& 6‘1%; 610)_, SYge= 2 th g’k , (H =1... f) (308)

die Arbeit der statisch unbestimmten Schnittkrifte des rfach statisch unbestimmten
Hauptsystems aus den vorgeschriebenen duBeren Ursachen mit den Komponenten
0% des Verschiebungszustandes des statisch bestimmten Hauptsystems aus
- X, =1

Die Vorzahlen 1" - 67 und die Belastungszahlen 1§” - 8% werden daher nach (306)
als Funktion von inneren, nach (308) als Funktion von auBeren Kriften berechnet,
so daB mit dem Vergleich eine Nachpriifung der Ergebnisse erreicht wird.

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen
mit einer Zerlegung der Verschiebungen. Die gegenseitige Verschiebung oder
Verdrehung 6i'%, d¢i der Querschnitte (k) eines rfach statisch unbestimmten Stab-
werks kann ebenso wie die virtuelle Belastung 1{”? in (302) auf ein statisch be-
stimmtes Hauptsystem bezogen werden. Sie besteht dann aus einem Anteil 6%,
welcher von der Belastung 8, der Temperaturinderung und der Stiitzenverschiebung
herrithrt, und einem zweiten Anteil aus den diesen Ursachen zugeordneten 7 statisch

unbestimmten Schnittkriften Yy des Hauptsystems.

1(") 6(’) (')610;\ + l(") 10)“YH®, . l(") (") (") 6(0) + l(') (k‘:)zyn‘- (309)
Da nun auch die Belastung 1{ auf ein statisch bestimmtes Hauptsystem bezogen
und durch eine dquivalente Belastung 199, Y@, (H =1...7) ersetzt werden kann,

so ist nach Maxwell
{r (") —_ {r (0) 0 £(0) {0) w (r) (0) (0) r)
10k = 1" 0k + 1¥" O svg g — 2D YEROR, s ¥y = ®—> YA O0HE,
1(") (l) (/) (0) ZY(O) “)
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Da ferner die Verschiebungen 6f), des statisch unbestimmten Hauptsystems nach
Vorschrift Null sind, so ist auch die Arbeit der Krifte Y#s, Yis Null und damit

LD 6=1"0tp; 160 =169, (310)

Die Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks kénnen daher im Ver-
gleich zu (305) auch folgendermaBen berechnet werden:

" §ir Je Ingo. e . Je Ia g,
W =1p 8 = 2y [Mp MO Pass 10 =1pa = X' [up o fas;

en =188 =3 3 [Mpmp Las; 1pap=—£f. scqa,;
A

1000 = 1080 = EJ, [ [N ayeds + [Mp 248 45).
k. Okt k Okt cZI:J. k ‘,.f [ — s]

A

Die vollstindige Elastizititsgleichung (%) eines in der Form b nach (294) ange-
schriebenen Ansatzes 148t sich ebenso umformen:

X604 X000 +. X800 =%,
Xy (L) + -+ - X (60 + - - - X, (19 619) = 12 6%

FG - { e
X, [{:_:J‘Nl(‘n—m NOLeds +J‘M;-‘" lio)leds] 4.
+ Xk[i_‘:jN’(‘n_m N,‘co’%ds +J.AI;:|—M M}:”#ds +

+ X, IJ:_:J‘N’(‘..-M N}P’%ds +fugr—h’ M}f”%ds} (312)

= Je
=&

+ EJ, [fN};‘""’ a tds +J.M§""M “_'h‘!fds —ZCQ’L‘"’A,].

nn N Fe —m oy Je
JNem N T as + [ap-marg. T ds

Da die virtuelle Belastung 1{” nach (302) durch 1{®, Y, (H = 1. ..7) iquivalent
ersetzt werden kann, ist

P8 =1"86k —SYRoHe: 1000 =109 — SV, (313)

Der erste Anteil der Ansitze besteht aus Verschiebungen eines statisch bestimmten
Hauptsystems durch (%, ¢, 4¢, 4,) oder —X; = 1, die nach Abschnitt 18 berechnet
oder aus Tabellen 12ff. entnommen werden kénnen. Der zweite Anteil ist die Arbeit
der statisch unbestimmten Schnittkrifte Y, (H = 1...7) aus der virtuellen Be-
lastung — X, =1 mit den Komponenten 6}3’®, 8% des Verschiebungszustandes
des statisch bestimmten Hauptsystems. Die Vorzahlen werden auf diese Weise als
virtuelle Arbeit von duBeren Kriften angegeben. Der Vergleich mit (311) bildet
wiederum eine Priifung fiir die Richtigkeit der Rechnung.

Die Elastizititsgleichung als Minimalbedingung der Formiinderungs-
energie. Die Forminderungsenergie 4,, die Ergiinzungsenergie A* eines Stabwerks
oder dic erweiterte Funktion A%* ist nach (37) bei Gleichgewicht der inneren und
duferen Krifte cin Minimum. Da nun die statischen Bedingungen durch beliebige
Annahmen iiber die Sclbstspannungszustinde X, (k¢ = 1...#) erfillt werden, er-
halten diese in den Funktionen 4,, A}, AT* die Eigenschaft von unabhingigen
verinderlichen GroBen, nach denen die Funktionen partiell abgeleitet werden kon-
nen. Nach dem Minimalprinzip E. Castiglianos entstehen daher bei # statisch
tiberziihligen GréBen' mit - partiellen Ableitungen nach X, die folgenden 7 Be-

11*

(311)
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dingungsgleichungen:

4, . 04p Y

ka=0, t)X;.-=0' IX, =0, (k=1...n). (314)
Diese geniigen, abgesehen vom Ausnahmefall, zur eindeutigen Berechnung der
n iberzihligen GréBen X, die hier nicht mehr auf den Begriff der einzelnen Schnitt-
krifte beschrinkt werden miissen, sondern beliebig aus ihnen zusammengesetzt sein
koénnen, wenn die Gruppen unabhingig voneinander bleiben.

Die Erginzungsenergie eines Stabwerks, dessen Symmetrieebene mit der Kraft-
ebene zusammenfillt und dessen Spannungen nach den Regeln der technischen Biege-
lehre berechnet werden, ist nach (158) und (163) mit den vorgeschriebenen Stiitzen-
verschiebungen

A = lf(g’;+;§”+ “2as—30C,4,. (315)

Soll auBlerdem eine Temperaturinderung des Baustoffes beriicksichtigt werden,
so tritt hierfiir die Funktion

ar =4 [ (g + 25 ’Q=)+j Na,t+M°‘"“) ds —3C,4,. (316)

Die Stiitz- und Schnittkrifte sind nach dem Superpositionsgesetz Funktionen
der unbekannten X;. Als Ansatz wird (288) gewihlt.

C =Cy, —X,C, —X,C,, —++-—X,C, —--—X,C, ,
N=N,—X,N, —X,N, —+ -~ XN, —---— X, N, ,
M=DMy—X,My— X, My —+ -+ —-X, My —---—X,M,,
Q =Qo '—.XIQI "‘XzQa —"““Xka ~"‘—XnQn .

Die partielle Ableitung der Funktion 4** nach X, und damit die Minimalbedin-
gung k ist

N ON M OOM Q 0
Lﬁrax +fEJox f XGF D ds'*'.fox“'tds
I
+J‘0A a,At 2“ (317)
Mit
N .M Q _ ac
%= N gx=Me 5x =0 gx, =G (19

wird dieselbe Elastizititsbedingung erhalten wie unter (286), welche mit dem An-
satz (288) weiter entwickelt worden ist.

Die Ableitung der Elastizititsgleichungen mit dem Prinzip E. Castiglianos
nimmt im Gegensatz zu der anschaulichen geometrischen Methode nach (293) die
Zwanglaufigkeit der mathematischen Behandlung als Vorteil fiir sich in Anspruch
und. bietet die Moglichkeit, aus statisch unbestimmten Schnittkriften Yy neue
iiberzihlige GroBSen X, zu bilden, mit denen Ansatz und Lésung vercinfacht werden
konnen. Dies wirkt sich jedoch meist nur in einzelnen Ausnahmefillen aus, so daf3
die Lésung nach E. Castigliano in der Regel einen Umweg bedecutet, da der Ansatz
(293) und seine Erginzung durch den Abschnitt 19 die Elastizitatsgleichungen be-
reits in integrierter Form bieten.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wird jede Elastizititsgleichung in Zu-
kunft nach dem Ansatz (293) oder (294) entwickelt.

Worch, G.: Beispiele zur Anwendung des Reduktionssatzes. Beton u. Eisen 1924 S. 39.
— Pasternack: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab- und Flichen-
tragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Ziirich 1927.
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25. Die Grundlagen fiir die Bildung der Matrix.

Ansatz. Die # Elastizititsgleichungen zur Berechnung von # iiberzihligen
GrofBen X, aus einem statisch bestimmten Hauptsystem erhalten nach der Be-
grindung in Abschnitt 24 folgende Form:

Xl 61:1 + X, 61:2 + Xpbp e et Xna ‘sk(n—l) + X, 61". = 61:,0-
Bei einem (n — h)fach statisch unbestimmten Hauptsystem erscheinen nach (294)

die Verschiebungen &%, §n~M, 4. Die n Gleichungen werden zur besseren
Ubersicht in einer Zahlentafel (319) zusammengefaBt:

X, X, Xy X, Xpi1 Xny X,
611 J 612 l 61(&—1) 61k 61(!4-1) 61(n—1) 61:1 610
621 622 " 62():—1) ‘Szk i 62(1:4»1) 62(1-—1) 620 620
: , - .
b | S | | Swen | S | Gaen | | Geen | G | 60 (319)
i ... - .
6(“-1)1 6(’!—1)2 l 6(0—1) (k-1) 6(5—1)& i 6(0—1) {(k+1) 6(!1—1) (n-1) (s(n—l)n 6(!!-1)0
61-1 ‘sna ! ‘salk—l) ‘snt 6n(k+1) 6n(n—1) J 61”: (sno

Fiir den allgemeinen Belastungsfall tritt an die Stelle von §,,
6k® = 8ro + Op¢ + Oy, -

Die gegenseitigen Verschiebungen oder Verdrehungen Ory-+..0xp ... der Ufer
des Querschnitts (%) infolge von — X, =1 (h =1...#) werden als virtuelle Ar-
beiten 1,8, . . . 130y - - . der Kriftegruppe — X = 1 berechnet. Sie erhalten den
gleichen Richtungssinn wie die Krifte — X,. Die Summe der Vorzahlen einer
Zeile (k)

01+ Oeat v+ - Oppt -0+ Oy =i, . (320)

kann als die virtuelle Arbeit der Kraft — X, = 1 bei einer Forminderung des
Hauptsystems aus dessen Belastung durch — X; =1...— X, =1, also durch
die Nachrechnung von 1;-d;> gepriift werden. Hieraus entsteht mit 2 =1...#%

k=n
kg; 1k6k2'= 12622: (6u+ ° '61n)+ (621+ ° '627»)‘*‘ tee (6n1+ . '6111!) (321)

und damit eine allgemeine Rechenprobe fiir die Richtigkeit des Ansatzes.

Die Matrix der Elastizititsgleichungen ist mit d;; = d,; zur Hauptdiagonale
symmetrisch. Die Tafel (319) kann daher abgekiirzt angeschrieben werden. Im Grenz-
falle sind entweder die # iiberzdhligen GroBen in allen # Gleichungen enthalten oder
sie sind unabhingig voneinander. Die Matrix ist dabei voll besetzt oder auf die
Hauptdiagonale beschrinkt. Die Nebenglieder sind dann Null. Beide Grenzfille sind
Ausnahmen. Der Aufbau der zahlreichen, fiir das Bauwesen charakteristischen,
statisch unbestimmten Stabziige fiihrt vielmehr zu ausgezeichneten Klassen von
mehrgliedrigen Bedingungsgleichungen. Sie unterscheiden sich nach der Anzahl der
Unbekannten, die in jeder von ihnen auftreten und den aufeinanderfolgenden Glei-
chungen gemeinsam sind. Die Zuordnung der iiberzihligen GréBen begriindet in der
Regel die Zusammenfassung einer ungeraden Anzahl von ihnen, also drei-, fiinf-,
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sieben- und neungliedrige Gleichungen. Aus dem gleichen Grunde enthalten die
ersten und letzten Gleichungen des Ansatzes im Vergleich zu den mittleren eine ge-
ringere Anzahl von Unbekannten.

Auflésung und konjugierte Matrix. Die Auflésung einer Gruppe von # linearen
Gleichungen begegnet in formaler Beziehung keinen Schwierigkeiten. Jede Un-
bekannte kann mit den aus der Determinantentheorie bekannten Symbolen unmittel-
bar angegeben werden.

D, Dy, Dy» D,
Xe=7 =" %+ p St 5 b (322)

In diesem Ausdruck ist D;; die Adjunkte zu der Vorzahl §,, der Matrix. Sie entsteht
aus der Nennerdeterminante durch Streichung der iten Zeile und der kten Spalte.
Ihr Vorzeichen wird durch (— 1)*+* bestimmt. Dem Bruch D,;/D = 8,, liegt ein
ausgezeichnetes Hauptsystem zugrunde. Er ist von der Belastung unabhiingig und
allein durch die geometrischen und elastischen Eigenschaften des Stabwerks be-
stimmt.

Xi=Pisbio+ -+ - Pirbio+ - - 'ﬂlikéko'l" ** *BurOno- (323)

Mit d,; = d;; wird nach einer Vertauschung der Zeilen und Spalten der Determinante
ebenfalls D;; = D,,, damit auch 8;; =pf;; und

Xk= ﬂk1610+ b 'ﬂki6i0+ ° 'ﬁkk6k0+ - 'ﬂkn‘sno- ) (324)

Hiernach erhilt §,, die Bedeutung der iiberzihligen GréBe X, wenn die Belastungs-
zahl §,, allein gleich 1 und alle iibrigen d,, Null gesetzt werden. Der Index ¢ durch-
lauft dabei die Zahlenreihe 1, 2 iiber % bis #. Bei n {iberzdhligen Gré8en X, ent-
stehen auf diese Weise der Zahl nach #2? Vorzahlen f;,, von denen ‘jedoch nur
1/2-n(n + 1) untereinander verschieden sind. Sie werden auch hier unabhingig von
der Belastung allein aus den elastischen Eigenschaften des Hauptsystems bestimmt
und bilden, als Spalten einer Tabelle angeschrieben, die konjugierte, zur Haupt-
diagonale symmetrische Matrix zu (319)

dm "n 6(&—1)0 6&0 6(t+1)o 6(--1)0 6»0
X ﬂu ﬂu ﬂl(t-n ﬂu Brasn ﬂl‘l—l) ﬂlu
X | Bu | Ba v | Bx | Bosw | | Bre-n | B
X, Ba1 B | Bra-n B Braen | Brin-n Bra | (325)
Xn—l ﬂ(l-l)l ﬂ(--l)l p(u—ll(l—l) ﬁ(--l)l p(l—l) (k+1) p(n-l) (n-1) ﬂ(u-l)n
Xa ,ﬂnl ﬂn: ﬂu(t—n ﬂnt ﬂn(t+1) ﬁn(n—n ﬂnn

Die Auflésung der geometrischen Bedingungsgleichungen mit Determinanten ist
nur bei einer Verkniipfung von wenigen Unbekannten méglich. Bei gré8eren An-
sdtzen wird stets nach den Vorschriften des Abschnitts 29 gerechnet. Dies geschieht
bei vorgeschriebener Belastung unter Einbeziehung der Belastungszahlen. Bei
mehreren Belastungsfillen wird in der Regel die konjugierte Matrix der Vorzahlen
(325) verwendet

X, =§17"p,,,. 8o k=1...n). (326)
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Werden an Stelle der Vorzahlen §;;, der geometrischen Bedingungsgleichungen (319)
zur Vereinfachung der Zahlenrechnung Vielfache dieser Werte, also ¢ d,, verwendet,

so ist )
Xk=i=21,’ﬁ,'"-(cé,-o) (k=1...7m). (327)

Die Glieder der konjugierten Matrix ﬂ,“ = fiifc (k=1...n) werden dann fiir
(¢8¢o) = 1 berechnet.

Steht eine wandernde Last P,, = 1 in einem beliebigen Punkte m des Lastgurtes,
50 ist 8,9 = O, die Ordinate der Einfluilinie der gegenseitigen Verschiebung (k)
des Hauptsystems. Sie wird nach Maxwell als Biegelinie des Lastgurtes fiir — X; =1
berechnet. Demnach entsteht die EinfluBlinie

Xo= S Bidne (k=1...n) (328)
st

durch Uberlagerung der mit den Vorzahlen B,; erweiterten Ordinaten der Biege-
linien d,,; (=1...n) oder als einzelne Biegelinie des Lastgurtes unter der gemein-
samen Wirkung der iiberzihligen GréBen

—X; = B o= Xi= B = Xa= B

am Hauptsystem.

Die Auflésung der Matrix wird durch Einsetzen der einer vorgeschriebenen
Belastung zugeordneten Wurzeln X, in die geometrischen Bedingungen (319) nach-
gepriift. Dasselbe gilt von den Vorzahlen f§,,;. Sie miissen den Ansatz (319) mit
dem Leitwert 4, also mit den Belastungsgliedern 6, =0,...0;=1,...8,=0
identisch erfiillen.

Fehlerempfindlichkeit der LOsung. Die Fehlerempfindlichkeit der Ldsung
kann entweder nach dem EinfluB von Fehlern in den Vorzahlen §,, aus ungenauen
Annahmen oder nach dem EinfluB von Abrundungsfehlern in der Zwischenrechnung
beurteilt werden. Sie unterliegen gleichen mathematischen Kennzeichen, da die Ab-
rundungsfehler als ungenaue Vorzahlen des Ansatzes gelten kénnen.

Die Wurzeln der Losung werden nach S. 166 mit X, — D,/D angegeben, so daB
mit der Nennerdeterminante D auch deren Fehler allen iiberzihligen GréBen X
gemeinsam sind. Daher untersucht A. Hertwig den EinfluB der um + $;;6;; von
dem wahren Betrag §;;, abweichenden Vorzahlen (4,; 4+ $,:0,;x) auf die Nenner-
determinante D. Wird p;, = p konstant angenommen und darunter ein gréBter oder
mittlerer Fehler verstanden, um den sich alle Vorzahlen von den wirklichen Werten
unterscheiden, so ist mit D’ = D + AD fiir (8;, 4 $9;:) an Stelle von §;,

D, D, _ D, D AD _ 4D\
=piap=D5 10 =X(1-%)=Xl-p. (329

X,=

Der Fehler p der Vorzahlen ist cine kleine Zahl, so daB die Entwicklung der Nenner-

determinante D’ als Reihe von Potenzen in p mit dem linearen Gliede abgebrochen
werden kann. In diesem Falle ist

S D

A2 SE2%0 D0 356, (330)

Der Unterschied ¢ X, wird im Vergleich zum wahren Wert der Wurzeln X, am

grofBten, wenn die Summe nur aus positiven Gliedern besteht. Die Fehlerempfind-

lichkeit der Losung wird daher unter der Annahme eines Betrages + p, also eines

Fehlers
2|8 54 ® D: &

p=+p" :EPZZ‘ABH. O | (331)
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beurteilt. Der Zahler ist die Summe der #2 Produkte der #2 Unterdeterminanten D,
von (# — 1)ter Ordnung mit den ihnen zugeordneten Vorzahlen §,,.

Da nun dje Nennerdeterminante D’ als die Summe der positiven und negativen
Produkte 9, D, jeder Spalte angeschrieben wird, ist  um so gréBer, je mehr sich
die Summe bei gegebenen p von dem nfachen Betrage der Nennerdeterminante D’
unterscheidet, je kleiner also D’ wird. Ist D’ =0, p = 0, so ist ¢ unendlich groB.
Die Voraussetzung ist erfiillt, wenn zwei Zeilen oder Spalten einander glcich sind
oder mit konstantem Faktor ineinander iibergehen. Der optimale Grenzwert liegt
bei ¢ = (£ p)n.

Die Empfindlichkeit der Wurzeln gegen Abrundungsfehler kann unter Um-
stdnden durch Transformation der Unbekannten X, abgeindert werden. Der Ansatz
erhélt auf diese Weise eine groBere Nennerdeterminante. Die Empfindlichkeit des
Ansatzes gegen Fehler in den Vorzahlen bleibt dabei bestehen. Beide Ursachen der
Fehlerempfindlichkeit kénnen gleichzeitig nur durch Anderung des Hauptsystems
gemildert oder beseitigt werden.

Die Stiitzwiderstinde C und die Schnittkrifte N, M, Q des Stabwerks entstehen
nach (288) durch numerische oder graphische Superposition der Anteile aus der
Belastung P und den iiberzahligen GréBen X, des Hauptsystems. Das Ergebnis ist
als ‘Summe von positiven und negativen Beitrigen wiederum durch Fehlerempfind-
lichkeit gefahrdet. Diese wird durch das Hauptsystem bestimmt und kann daher nur
durch dessen Abinderung beseitigt werden. Sie verliert um so mehr an Bedeutung,
je kleiner die iiberzihligen GréBen durch geeignete Anordnung und Belastung des
Hauptsystems sind. Am besten werden sie iiberhaupt nur als Unterschiede gegen-
ber plausiblen Annahmen der iiberzihligen GréBen berechnet.

Die Schnittkrifte des statisch unbestimmten Stabwerks. Die statisch
iiberzdhligen Schnittkréfte X aus den vorgeschriebenen Ursachen (%, ¢, 4,) sind
neben der Belastung B dullere Krifte des Hauptsystems. Die Schnittkrifte und
Verschiebungen lassen sich daher nach den Abschnitten 13ff. und 17ff. wie bei
jedem statisch bestimmten Stabwerk fiir eine Belastung aus fund X, (k =1...n)
berechnen. Sie koénnen aber auch nach (288) und (289) durch die gruppenweise
Uberlagerung einzelner statisch bestimmter Beitrige C,, My usw. mit Cy- X, M,- X k
usw. oder einzelner Verschiebungen w, usw. mit w, - X, usw. angeschrieben werden.
Die statisch bestimmten Schnittkrifte M,,, M, usw. sind einzeln und daher auch nach
der Gruppenbildung im Sinne von (284) im Gleichgewicht.

Die EinfluBllinien der Schnittkrafte werden nach denselben Regeln aufgezeichnet.
Sie entstehen entweder durch die unmittelbare Uberlagerung der Anteile M, mit
M, - X nach (288) oder durch die Verwendung der Ansitze (324ff.) fiir X,. In diesem
Falle ist

M=M, _%'Mka h Q=0 ‘“%’Qkxk H
=Mo—%1[Mk.'_2ﬂki5mi]; =0 —%‘[Qk%‘ﬁkiémi];
=M, -gfémf%'Mkﬂki]; =@ “‘2'[5".:' %’Qk B4]- (332)

Die EinfluBlinien setzen sich darnach aus dem statisch bestimmten Anteil M,, Qo
und einer resultierenden Biegelinie zusammen, die entweder durch Uberlagerung von
n Biegelinien oder ebenso wie auf S. 167 als einzelne Biegelinie des Lastgurtes des
Hauptsystems fiir Krifte — X, = M, 8, (i = 1...n) gefunden wird.

)

Nachpriifung der Kontinuitit des Stabzugs als Rechenprobe fiir die
Schnittkrifte. Da die statischen Bedingungen durch die Art der Untersuchung an
jedem Abschnitt des Stabwerks von vornherein erfiillt sind, kénnen die Stiitz- und
Schnittkréfte des statisch unbestimmten Stabwerks (C, N, M, Q) nur durch die
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Untersuchung des zugeordneten Verschiebungszustandes als richtig festgestellt wer-
den. Dies geschieht durch Nachpriifung der Randbedingungen des freien Stabwerks,
welche durch die Abstiitzung vorgeschrieben sind und durch Nachrechnung der
relativen Bewegung 6{¥ der Ufer von # Querschnitten. Das Ergebnis 6™ = 0
(#=1...n) bestitigt die Richtigkeit der Rechnung. In der Regel begniigt man
sich mit einzelnen fiir die Nachpriifung geeigneten Ansitzen. Dabei sollen die Bie-
gungsmomente M (171) in einem moglichst groBen Bereich des Stabwerks vorhanden
sein und sich von den Biegungsmomenten M, wesentlich unterscheiden.

Ergeben sich die 8 4= 0, so muB die Rechnung wiederholt werden. Eine
Abschitzung des Fehlers 6™ = 4 in seiner Bedeutung fiir den Spannungszustand
geniigt nur bei kleinen Unterschieden. Sind die Vorzahlen §;, der Elastizititsglei-
chungen richtig, so kénnen die 6{ = 4 zugeordneten Unterschiede 4 X, der iiber-
zahligen Gré8en mit den Vorzahlen der konjugierten Matrix ausgerechnet werden.
Um sich jedoch von allen Voraussetzungen der vorhandenen Losung frei zu machen,
wird die dem Fehler 8" = A zugeordnete Anderung der Stiitz- oder Schnittkraft Z,
in einem (#n — 1)fach statisch unbestimmten Hauptsystem festgestellt. Bezeichnet Z;
die genaue Stiitz- oder Schnittkraft, Zf ihren fehlerhaften Wert in der vorhandenen
Losung, so bestehen die folgenden Beziehungen:

(n—1) 7. O! -1) __
o0V —Z 0 =0,
(n—1) * S(n—1) __
81 — ZXom-1 = A,

Die Subtraktion dieser Gleichungen liefert den Fehler

A4Z, =27, —ZF = A/6r-V . (333)
Er 148t sich zur Vereinfachung der Rechnung mit
AZ;= 4/6Q < AZ, (334)

abschitzen.

Das System wird daher von den Stiitzen geldst oder an einer geeigneten Stelle
durchschnitten, um dieihrer Grée nach bekannten gegenseitigen Verschiebungen oder
Verdrehungen als Funktion der nachgewiesenen Schnittkriafte nach Abschnitt 13ff.
zu berechnen. Die virtuelle Arbeit 1{.4§{" ist dabei Null oder vorgeschrieben. Sie
kann nach (293) als Funktion duBerer Krifte angegeben werden:

n
18y = 1P = 1088 — S XQ5 (336)

¥=1
In der Regel wird jedoch die virtuelle Arbeit der inneren Krifte nachgepriift, so daB
mit der iblichen Abkiirzung folgende Gleichung identisch erfiillt sein muf:

]c n Fc ¢
1o = 100 = 2 [NO NP T2 ds + [ M@ mg —f]— ds=0.  (336)
Fiir die Schnittkrifte aus Temperatur- und Stiitzenbewegung ist '

" Je oy Fe n Je
1§08 = Fe—fzvgowgm = ds+ [ MO M| ) ds

+EJ[[NOatds+ [ap =Lt as]=o, (337)

1o = L [N N T ds+ [ M M § ds—EJ,3COA4,=0.

Die Schnittkrifte M{? eines geschlossenen oder beiderseits eingespannten Stabzugs
sind in Abb. 153 eingetragen, so daB durch die Kontinuitit des Stabwerks am Quer-
schnitt ¢ die folgenden drei Bedingungen nachgewiesen werden miissen:

S[impdas—o; vaM(‘,”#ds=0; 2fo{,”-§—'ds=0. (338)
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In diesem Falle ist die Summe der positiven und negativen mit J./J reduzierten
Momentenflichen aus der vorgeschriebenen Belastung Null. Dasselbe gilt von ihren
Momenten bezogen auf die Achsen # und v.

Abb. 153.

Wahl des Hauptsystems. Das Hauptsystem soll nach diesen allgemeinen Ge-
sichtspunkten, abgesehen von besonderen Ausnahmen, kinematisch starr sein und
keine unendlich kleine Beweglichkeit enthalten. Dabei sind die statisch unbestimmten
Schnittkrifte derart auszuwihlen, daB die Schnittkrifte des Hauptsystems der
GréBenordnung nach mit denjenigen des vorgelegten Stabwerks iibereinstimmen
und der dem Ansatz (285) zugrunde liegende Stabzug nach Méglichkeit symmetrisch
ist. Zumeist ergeben sich Vorteile fiir die Lésung, wenn alle iiberzihligen GréBen
die gleiche Dimension besitzen, also entweder Momente oder Krifte darstellen. Die
Brauchbarkeit des Hauptsystems zeigt sich im Ansatz durch kleine Verschiebungen
d;, relativ zu &, also durch geringe gegenseitige Abhingigkeit der iiberzihligen
GréBen. Die Auflésung des Ansatzes wird um so giinstiger, je enger der Bereich ist,
in dem sich die Schnittkrifte M,, M, aus den einzelnen Belastungszustinden

— X; =1, — X, =1 iiberlagern. Je kleiner die Schnittkrifte M;, M, des Haupt-
systems aus den iiberzihligen GréBen im Verhiltnis zu denjenigen sind, welche allein
durch die Belastung hervorgerufen werden, um so zweckmiBiger ist das Haupt-
system zur Abminderung der mit jeder Superposition verbundenen Fehlerquellen.
Fiihrt. die Untersuchung zu Einflu8linien und daher zur Aufzeichnung von Biege-
linien des Lastgurtes, so verdient der einfache oder zusammengesetzte Balkentrager
durch die einfachen Stiitzenbedingungen als Hauptsystem den Vorzug.

Pirlet, J.: Fehleruntersuchungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter
Gebilde. Diss. Aachen 1909. — Hertwig, A.: Die Fehlerwirkungen beim Auflésen linearer
Gleichungen und die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. Eisenbau 1917 S. 110. —
Worch, G.: Uber Rechenproben bei der Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme.
Bauing. 1925 S. 554.

26. Stabwerke mit wenigen iiberzidhligen Gréfien.

Um die Methode im einzelnen anzuwenden und die Auflésung der # Elastizitéts-
gleichungen eines hochgradig statisch unbestimmten Systems vorzubereiten, werden
zunidchst Stabwerke mit 1 bis 3 itiberzdhligen GréBen behandelt.

Einfach statisch unbestimmtes System. Die Schnittkrifte des Hauptsystems
aus Belastung ® und iiberzihliger GréBe X, sind nach (288)

C=Cy—X,C;, N=Ny—X,N,, M=My— X M,, Q=0,—X,0,. (339)

Die statisch unbestimmte Schnittkraft X; wird aus der geometrischen Vertréglich-
keit der Formidnderung des Hauptsystems und des vorgelegten Systems bestimmt
und nach (290) mit 2 =1 berechnet.

11.al=0=J'N1’;ZS+fM1"?}“+lea,tds+fM

—3CaA - X [N+ [MiEF]. (340)

a,Atd
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Die Superposition der Forminderung des Hauptsystems aus den vorhandenen
duBeren Ursachen nach (293) liefert folgende Bedingung:

61=0=510+61t+613—X1611=61@_X1511- (341)

Nach dem erweiterten Ansatz vom Minimum der Forminderungsarbeit ist die par-
tielle Ableitung der Funktion 4}* nach X, Null.

AX* ON Nd oM Md
] 0 s s+r

90X, =Jax, EF X, EJ “‘tds

(')M a,At .
'*'.rax1 - 0)(1 4,.

In dieser ist dC,/0X, = — C,,0N/0X, = — N,, (3M/0Xl = — M,, so daB} der
Ansatz mit (340) ibereinstimmt.

9h®

X 1

b1

o, At

]‘le oF‘ds-{—fMl oj‘ds+Ej, UAla,:ds +J'Ml dc_zc,lA.}

N% ‘d M2 l‘ds
e fupas]

Die statisch unbestimmte Schnittkraft X, besteht aus drei Anteilen. Die Belastung P
erzeugt im statisch bestimmten Hauptsystem die Schnittkrifte Ny, M, die Tem-
peraturinderung ist mit (¢, 4¢), die Stiitzenverschiebung durch gemessene oder ge-
schitzte Betrige A4, vorgeschrieben. Die Gleichung der EinfluBlinie von X, wird
nach

. (342)

X, =0pm1/01 (343)
berechnet oder aufgezeichnet.
Zweifach statisch unbestimmtes System. Die Stiitz- und Schnittkrifte ent-
stehen durch Superposition der Anteile aus der Belastung 9 und den iiberzihligen
GréBen X, und X,.

C=C—X,(,—X,C,, N=N,—X,N,—X,N,,
M=M—X,M,— X,M,.
Die statisch unbestimmten Schnittkrifte X;, X, machen nach S. 164 die erweiterte

Funktion der Forminderungsarbeit 4}* zum Minimum, so daB deren partielle Ab-
leitungen nach X, und X, Null sind.

(344)

0¥ _ o _ [N Nds M Mds N
0x, faxl EF x, EJ f , et as
aM a,A! ac,
+ [ gz 20 s = Y oxt A
oAr _ o _ [N Nds OM Mds oA £ d
0X; —fax, EF X, EJ _r .
aM a,At ac,
+J: h X, 4.,
N aM ac
ax,=_N1' ox1=—M1’ axl__cl’
aN oM ac
-()—‘X—;:—Nz' 'a—z-—-_Mz, 0_){_2—'—6‘2.

Der Ansatz ist hier wegen seiner grundsitzlichen Bedeutung fiir die Elastizitits-
theorie wiederholt worden, obwohl das Ergebnis nach (293) in integrierter Form an-
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geschrieben werden kann. Die Abkiirzung verdient durch die anschauliche geo-
metrische Auslegung den Vorzug.

61='0=61®_‘X1611—X2612§ 0 =060+ b+ 6y,
0y =0 =0, — X, 0y — X, 6p,; 0,0 = Oy9 + 054 + 05, ;

6,002 — 6,0, 1 6
X, = 9R%—0R0% 1 (5 — 8, 1),
' O11 02 — O3 031 — 02 S 1® 2® 621)'
622
(345
X _GRbu—dxdy_ 1 (5 S d ﬂ) )
27 T 6100 — 0 b 0y J VBT OB
ou

Dasselbe Ergebnis entsteht nach (324) durch Superposition der Belastungsglieder.
Die Losung des Ansatzes fiir §, =1 und d,y = 0 wird mit X, = g, und X, = §,,,
die Losung fir 8,5 = 0 und 4y = 1 mit X, = f,, und X, = f,, bezeichnet. Dabei

ist By = Pro-

- 1 é
61’® ! } Bu = T ’ B = — j::l Bu
62®= 0 11— O12 B
. 1 5 (346)
2= } Boo = "*'—5“; br: = —’,ﬁ Be2»
61®=0 522““%:‘&
X, =pu 61-:79 + b2 62®§ Xy = fn 61® + Bae 62@ . (347)

Das Ergebnis 148t sich unmittelbar mit (345) vergleichen und bildet die Anweisung
fiir die Berechnung der EinfluBlinien der statisch unbestimmten Schnittkrifte. Die
EinfluBlinie X, wird als Biegelinie des Lastgurtes bei der Belastung des Hauptsys