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Vorwort. 
Am 11. Januar 1926 starb ganz unerwartet Studienrat Dipl.-Ing. 

Hans Winkel, ein vornehmer Mensch, ein ausgezeichneter Ingenieur, 
ein hervorragender Lehrer. 

H. Winkel hatte an der Beuth-Schule zu Berlin Festigkeitslehre vor
getragen, und als Frucht dieser Tätigkeit entstand das vorliegende 
Buch, dessen Eigenart durch die Entstehung gekennzeichnet ist: in 
erster Linie für Lernende und Lehrende bestimmt, sind die theore
tischen Betrachtungen möglichst ausführlich, elementar und leicht ver
ständlich gegeben. Eine große Anzahl von Beispielen sollen den Ler
nenden mit der praktischen Anwendung der Theorie bekannt machen, 
die sichere Handhabung der Formeln erleichtern und den Grund zur 
selbständigen Anwendung der gebrauchten Sätze legen. 

Das Buch umfaßt das Gesamtgebiet der Festigkeitslehre. Dement
sprechend werden zunächst die verschiedenen Arten der Festigkeit 
(Zug, Druck, Biegung, Drehung, Schub, Knickung) und die zusammen
gesetzte Festigkeit behandelt. Es folgt eine ausführliche Berechnung 
der statisch unbestimmten Systeme und der schwach und stark ge
krümmten Stäbe; ÜlRbcsondere werden Federn, Hohlkörper und Gefäße, 
Platten und umlaufende Räder und Scheiben untersucht. Der letzte 
Abschnitt des Buches bringt die Wärmespannungen. 

Besonderer Wert wurde auf die ausführliche Angabe der benutzten 
Literatur gelegt, um dem Leser ein vertieftes Studium einzelner Pro
bleme zu ermöglichen. Einzelne Abschnitte, z. B. die Berechnung der 
gekröpften Welle und des statisch unbestimmten Freiträgers sowie das 
Kapitel über Wärmespannungen, sind früheren Arbeiten entnommen, 
die H. Winkel in der Zeitschrift "Der praktische Maschinen-Konstruk
teur" veröffentlicht hat. Ferner sind die Kapitel, welche H. Winkel für 
das von H. Dubbel herausgegebene Taschenbuch: für den Maschinen
bau verfaßt hat, für das vorliegende Buch benutzt worden. 

Die Bearbeitung und Ergänzung der Handschrift wurde von der 
Verlagsbuchhandlung dem Unterzeichneten übertragen. Die Umstellung 
einzelner Teile empfahl sich als zweckmäßig; Ungenauigkeiten wurden 
beseitigt und einzelne theoretische Ableitungen (z. B. S. 142-145, 
195-199) exakter gefaßt. 

Die Behandlung der Bohrmaschinen, mit der die Handschrift abbrach, 
wurde zu Ende geführt. Die von dem Herausgeber neu bearbeiteten 
Abschnitte sind durch einen Stern (*) im Inhaltsverzeichnis kenntlich 
gemacht. 

Möge das Werk die Hoffnung des verstorbenen Verfassers erfüllen, 
dem Studierenden ein Führer, dem Ingenieur ein Helfer in der Praxis 
zu sein. 

Besonderer Dank gebührt der Verlagsbuchhandlung für die Sorgfalt, 
mit der das Buch ausgestattet und die Abbildungen hergestellt wurden. 

Berlin, den l. Juli 1927. 
K. Lachmann. 
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Einleitung. 
Aufgabe der Festigkeitslehre. Die Festigkeitslehre untersucht das 

Verhalten eines festen Körpers unter dem Einfluß von Kräften. Dabei 
wird vorausgesetzt, daß sich der Körper im Gleichgewicht befindet. 
Gleichgewicht ist aber vorhanden, wenn der Körper in Ruhe oder in 
gleichförmiger Bewegung ist. Im allgemeinen werden wir den ruhenden 
Körper betrachten und die gefundenen Gesetze auf den im gleich
förmigen Bewegungszustande befindlichen übertragen (umlaufende 
Wellen, Schwungräder, Scheiben). 

Die an einem Körper angreifenden Kräfte, zu denen auch die Auf
lagerkräftegerechnet werden, heißen äußere Kräfte. Sie unterliegen 
wegen der Forderung des Gleichgewichtes den Gleichgewichtsbedingun
gen, die für Kräfte in der Ebene lauten: 

I. Die algebraische Summe sämtlicher Seitenkräfte nach 
zwei - meist aufeinander senkrecht stehenden - Rich
tungen muß gleich Null sein; 

II. Die algebraische Summe der statischen Momente 
sämtlicher Kräfte, bezogen auf einen beliebigen Punkt bzw. 
auf eine beliebige Achse, muß gleich Null sein. 

Die erste Aufgabe eines Festigkeitsnachweises oder einer Festigkeits
berechnung wird also in der Ermittlung des statischen Gleichgewichtes 
des zu untersuchenden Bauteiles bestehen. Bei ungleichförmig bewegten 
Körpern - Anlassen oder Anfahren von Maschinen - gestattet die 
Anwendung des d'Alem bertschen Prinzips die Annahme eines stati
schen Gleichgewichtszustandes. 

Den angreifenden äußeren Kräften leistet der Körper Widerstand; 
man bezeichnet diese physikalische Eigenschaft der Körper mit Ko
häsion und versteht darunter die Zusammenhangskraft der kleinsten 
Teilchen oder Moleküle. Denkt man sich ein Seil durch zwei gleich große, 
entgegengesetzt gerichtete Kräfte angegriffen, so wird es straff oder 
gespannt. Da jedes Teilchen des Seiles in Mitleidenschaft gezogen wird, 
befindet sich das ganze Seil im Zustande der Spannung. Die wider
stehenden Kräfte des angegriffenen Körpers heißen Spannungen und 
sind innere Kräfte; sie wirken den äußeren entgegen und halten 
ihnen das Gleichgewicht. Zu ihrer Ermittlung denkt man sich stets 
den zu untersuchenden Körper durchgeschnitten oder einen Teil des
selben herausgeschnitten, bringt an den Schnittflächen die Spannungen 
als äußere Kraft an und sieht nunmehr den Körperteil genau so wie 
zuvor den ganzen Körper als einen Körper an, der unter dem Einfluß 
aller an ihm angreifenden Kräfte im Gleichgewicht sein muß. 

Es ist ein Grundsatz der Festigkeitslehre, daß man den 
herausgeschnitten gedachten Körperteil für sich betrach-

Winkel, J<'estigkeitslehre. 1 



2 Einleitung. 

tet und die Gleichgewichtsbedingungen auf ihn anwendet, 
nachdem man die Spannungen an den Schnittflächen als 
äußere Kräfte den gegebenen Kräften hinzugefügt hat. 

Die Größe der in den Schnittflächen auftretenden Spannungen zu 
berechnen, ist die erste Grundaufgabe der Festigkeitslehre. Sie führt 
zu der Festigkeitsbedingung: die errechneten Spannungen 
dürfen einen für zulässigerachtetenWert nicht ü herschrei ten. 
Was als zulässig anzusehen ist, lehrt die Erfahrung. 

Unter dem Einfluß von Kräften ändert jeder Körper seine Gestalt. 
;Diese physikalische Eigenschaft der Körper heißt Dehnsamkeit oder 
Elastizität, wenn die erlittene Gestaltsänderung nach dem Auf
hören der Kraftwirkung wieder verschwindet. Im Gegensatz zu dem 
dehnsamenoder elastischen Körper steht der bildsame oder plastische 
Körper, bei dem jede Kraftwirkung eine bleibende Gestaltänderung 
hervorruft. Als Kräfte übertragende Baustoffe scheiden die bildsamen 
Körper aus. Die zweite Grundaufgabe der Festigkeitslehre besteht darin, 
die Größe der Formänderung zu berechnen, die ein dehnsamer Körper 
unter dem Einfluß von Kräften erfährt. Neben die Festigkeitsbedingung 
tritt die Elastizitätsbedingung, daß die errechnete Form
änderung einen für zulässig erachteten Wert nicht über
schreitet. 

Beide Untersuchungen, die des Spannungs- und des Formänderungs
zustandes, werden stets nebeneinander hergehen müssen, da wir erst 
aus der zu erwartenden Formänderung einen Anhalt über die Ver
teilung der Spannungen in einer Schnittfläche gewinnen können. 

Die Grundlage über das Verhalten der Baustoffe unter dem Einfluß 
von Kräften bildet der Versuch. Insofern wäre die Festigkeitslehre 
eine reine Erfahrungswissenschaft und bliebe damit vollständig in dem 
Rahmen der neueren Physik, die ja auch erst dann Fortschritte gezeitigt 
hat, als man sich entschlossen hatte, durch Messungen den zahlen
mäßigen Zusammenhang der die Erscheinung beeinflussenden physika
lischen Größen aufzudecken. Aber ebensowenig wie die allgemeine 
Physik konnte sich die Festigkeitslehre mit dem Versuch allein be
gnügen. Die bei dem Versuch gemachten Beobachtungen bedurften 
der Erklärung, die immer nur auf Grund von Annahmen möglich ist. 
Zum Beispiel konnte die Belastung eines Stabes zahlenmäßig fest
gestellt werden, die den Bruch herbeiführt, aber damit hatte man noch 
nicht die Frage beantwortet, welche Umstände den Bruch des Bau
stoffes bedingen. Hier ist der Punkt, wo die Theorie einsetzt, die somit 
gleichberechtigt neben den Versuch tritt und gleich diesem die Festig
keitslehre beherrscht. Ihre Hilfsmittel sind Überlegung und Rechnung. 
So groß auch die Erfolge sein mögen, die die Festigkeitslehre alsWissen
schaft der Mathematik verdankt, niemals darf sie den Zusammenhang 
mit der Erfahrung verlieren, die immer der Prüfstein jeder Theorie 
bleiben wird. In allen Fällen, wo sie zu Ergebnissen gelangt, die im 
Widerspruch zu der Erfahrung stehen oder doch zu stehen scheinen, hat 
der Versuch die Entscheidung, und alle Annahmen, die zur Aufstellung 
von Gesetzen führen, sind stets sorgfältig auf ihre Zulässigkeit zu prüfen. 



Längenänderungen und Normalspannungen. 3 

I. Grundbegriffe. 
1. Längenänderungen und Normalspannungen. 

Der einfachste Versuch, Klarheit über das Verhalten eines Bau
stoffes zu gewinnen, ist der Zugversuch. Wir denken uns einen Rund
eisenstab, in dem man im Abstande l [mm] zwei Marken leicht eingeritzt 
hat, in eine Zerreißmaschine gespannt, deren grundsätzliche Anordnung, 
Abb. l zeigt. Belastet man den Stab, so zeigt eine sorgfältige Messung 

b 

~ 

Oie p1111ktil'te {iflzeichallllg 
gi/L nlll' doßn, wenn die 
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,, ,. 
·: 
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Abb. 1. Zerreißmaschinc. 

eine Vergrößerung des Abstandes der beiden Marken und eine Ver
ringerung des Durchmessers, die sich zunächst über die ganze Stab
länge gleichmäßig verteilt. Um beliebige Messungen an verschiedenen 
Baustoffen zuverlässig vergleichen zu können, ist man übereingekom
men, die auf die ursprüngliche Länge bezogene Verlänge
rung als Kennzeichen der Formänderungsfähigkeit des Baustoffes an
zusehen. Ist Z1 [mm] die Länge des belasteten Stabes, so ist seine Ver
längerung 

LI l = Z1 - l [ mm] 

und die auf die ursprüngliche Länge bezogene Verlängerung 
Lll l1 - l Verlängerung 

E = T = - ~l~ = ursprüngliche Länge· (l) 
I* 
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Das Verhältnis e ist eine unbenannte Zahl und heißt Dehnung oder 
auch bezogene (spezifische) Dehnung. Aus der Gleichung (1) ergibt 
sich als Verlängerung eines Stabes von l [ mm] Länge 

Lll = e•Z [mm]. (2} 

In gleicher Weise legt man die Verringerung des Durchmessers fest 
und schreibt mit d als ursprünglichem und d1 als verkleinertem Durch-
messer 

(3) 

Auch e11 ist eine Verhältniszahl und als solche ohne Benennung; sie 
heißt Querzusammenziehung und steht mit e in der Beziehung 

s Dehnung 
m = --;;; = Querzusammenziehung · ( 4) 

m heißt Poissonsche Zahl und liegt für feste Körper zwischen 3 und 4. 

Für Metalle setzt C. v. Bach m = 1t 
Unter der Einschnürung lJf versteht man die Verringerung des 

Querschnittes, bezogen aui den ursprünglichen Querschnitt; es ist 
nd2 _ ndi 

4 4 
1p=-;;p-· 

4 

(5) 

Es ist üblich, diese Zahl nur für den Bruchquerschnitt anzugeben, 
und zwar in Hundertteilen des ursprünglichen Querschnittes, so daß 

nd2 nd' 2 

1p = ~~ ·100 [ vH] (5a) 

4 

die Einschnürung eines Stabes ist, dessen Durchmesser an der Bruch
stelle d' [mm] beträgt. Hat ·z. B. ein Rundeisenstab von d = 20 mm 
Durchmesser an der Bruchstelle einen Durchmesser d' = 15 mm, so ist 

n ·202 n ·152 

"P = ~ :o:. 100 = 314,:fi.~37,5 ·100 = 43,7%. 

4 

Um zu erfahren, welche Art der Beanspruchung der gezogene Stab 
erfährt, schneiden wir ihn senkrecht zur Stabachse durch (Abb. 2) und 
fügen die an der Schnittstelle auftretenden Spannungen als äußere 
Kräfte hinzu. Über die Verteilung der Spannungen über den Quer
schnitt sagt die Beobachtung nichts; wir nehmen an, die Spannungen 
mögen sich gleichmäßig verteilen, und halten diese Annahme überall stets 
für zulässig, wenn die Wirkungslinie der angreifenden Kräfte mit der 
Stabachse zusammenfällt. Der Anteil der Kraft, der auf die Flächen
einheit des Querschnittes entfällt, heißt bezogene (spezifische) Spannung 
oder kurz Spannung; sie fällt mit der Richtung der Stabachse zu
sammen, steht also senkrecht oder normal zum Querschnitt. Span-
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nungen, die normal zum Querschnitt gerichtet sind, heißen Normal· 
spannungen und werden mit dem Buchstaben a bezeichnet; die durch 
sie hervorgerufenen Formänderungen sind Längenänderungen. Da 
Spannungen nach Größe und Richtung zu unterscheiden sind, sind sie 
Vektoren und werden zeichnerisch durch gepfeilte 
Strecken dargestellt. Trägt man sie senkrecht zur Achse 
des Querschnittes auf und verbindet ihre Endpunkte, 
so wird diese Verbindungslinie bei gleichmäßiger Ver
teilung eine Parallele zur Querschnittachse. Das so ent
standene Rechteck heißt Spannungsschaubild oder 
Spannungsdiagramm (Abb. 2). 

In der Festigkeitslehre ist 1 kg die Einheit der 
Kraft, 1 cm2 die Einheit der Fläche; trägt der Stab 
mit F cm 2 eine Last von P kg, so ist seine Spannung 

Abb. 2. 
( 6) Geschnittener Stab. 

Dem paarweisen Auftreten der äußeren Kräfte P, das die Gleich
gewichtsbedingungen erfordern, entspricht das paarweise Auftreten der 
inneren Kräfte oder Spannungen. Beim nicht geschnittenen Stabe er
scheinen die inneren Kräfte nicht, da sie sich wechselseitig aufheben 
(Abb. 2). 

2. Der Zugversuch. 
Er wird so durchgeführt, daß man die Belastung stufenweise steigert 

und die zugehörigen Formänderungen mißt, aus denen 8 und a berechnet 
werden. Um ein anschauliches Bild über 6 

den Zusammenhang dieser beiden Grö
ßen zu erhalten, pflegt man 8 als Abszisse 6 

und a als Ordinate in einem rechtwink- 6 

ligen Achsenkreuz aufzutragen (Abb. 3). 6 

Die Kurve a = /(8) heißt Spannungs- 6P 

dehnungsschaubild oder Spannungs
dehnungsdiagramm; sie zeigt zunächst 

b 

z 

f -r/ 
.",....-

8 

"'\z 

Bo 
Eb Ez 

0 "'"' ein langsames Anwachsen der Dehnung Abb. 3. "=f(e). 

bei steigender Belastung, und zwar sind 

E 

die Dehnungen den Spannungen verhältnisgleich. Die mathematische 
Form dieses Satzes lautet 

8 = rx·a, (7) 

worin rx die unveränderliche Verhältniszahl bedeutet. Diese einfache 
Beziehung besteht aber nur bis zu einer bestimmten Belastungsgrenze. 
Wird dieser Grenzwert, den wir Proportionalitätsgrenze nennen, 
überschritten, so wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen; 
die Kurve a = /(8) zeigt dieses Verhalten des Baustoffes durch eine 
leichte Krümmung an (Abb. 3), während sie unterhalb der Proportio
nalitätsgrenze geradlinig verläuft. Die Proportionalitätsgrenze ar> ist 
eine Spannung und wird in kgjcm2 angegeben. Belastet man den Stab 
weiter, so tritt eine bedeutende Verlängerung bei geringer Zunahme 
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der Belastung ein; der Stab beginnt zu fließen. Die Spannung a1 , bei 
der das Fließen eintritt, heißt Fließ- oder Streckgrenze und wird 
ebenfalls in kgfcm 2 angegeben. Hat man einen bearbeiteten Stab mit 
polierter Oberfläche in die Zerreißmaschine gespannt, so zeigen sich 
bei Beginn des Fließens feine Linien, die sich unter 90 ° kreuzen und 
mit der Stabachse einen Winkel von 45° bilden; sie heißen Fließ
figuren (Abb. 4) und lassen deutlich erkennen, daß eine Umlagerung 
der Moleküle im Innern des Stabes stattgefunden hat. Mit weiter 
gesteigerter Belastung verschwinden die Fließfiguren, dafür zeigt sich 
aber bald an einer Stelle des Stabes eine mit bloßem Auge zu er
kennende Einschnürung. Der Querschnitt wird sichtbar kleiner, und 
infolgedessen fällt der Wagehebel der Maschine ab; d. h. der Stab hat 
seine größte Tragfähigkeit erreicht. Die Spannung, die er in diesem 
Augenblicke hat, heißt Zugfestigkeit; sie wird auf 
den ursprünglichen Querschnitt bezogen, und mit Kz 
bezeichnet. Um einen vorzeitigen Bruch des Stabes 
zu vermeiden, muß man die Belastung verringern, 

Abb. 4. Flleßfiguren. Abb. 5. Einschnürung. 

also die Belastungskurbel zurückdrehen. Dabei fällt die Spannungs
dehnungskurve von B auf Z. Während dieses Teiles des Versuches ist 
auch die Verlängerung des Stabes mit bloßem Auge zu erkennen, aber 
sie beschränkt sich auf die der Einschnürungstelle unmittelbar be
nachbarten Teile (Abb. 5). Endlich tritt der Bruch ein. 

Vom versuchtstechnischen Standpunkt aus ist es zweileilos nicht 
richtig, sämtliche Spannungen auf den ursprünglichen d. h. nicht ver
kleinerten Querschnitt zu beziehen. Man könnte dadurch zu der An
nahme verleitet werden, daß die tatsächliche Beanspruchung mit der 
Verringerung der Belastung während der letzten Versuchsperiode fiele. 
Das ist natürlich nicht der Fall, wie die Umrechnung der Spannung 
auf den wirklichen, der jeweiligen Belastung entsprechenden Querschnitt 
zeigt. C. v. Bach, dem wir in erster Linie unsere Kenntnisse vom Ver
halten der Baustoffe verdanken, hat für einen von ihm geprüften Stab 
die Umrechnung durchgeführt (Abb. 6), die ein erhebliches Anwachsen 
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der tatsächlichen Beanspruchung erkennen läßt. Da aber für den ent
werfenden Ingenieur der nicht verformte Querschnitt maßgebend ist, 
so ist es üblich geworden, überall mit ihm zu rechnen, was um so mehr 
berechtigt erscheint, als der Bauteil niemals in dem Maße belastet werden 
darf, wie es bei der Durchführung eines Zerreißversuches geschieht. 

Die Spannungsdehnungslinie der Abb. 6 ist noch in anderer Richtung 
lehrreich. Sie zeigt nach dem Erreichen der Fließgrenze ein plötzliches 
und starkes Abfallen der Spannung. Das heißt, um ein Strecken des 
Baustoffes aufrecht zu erhalten, muß die Belastung nach dem Erreichen 
der Streckgrenze verringert werden. 
Stetigkeit zwischen Dehnungen und ~ 
Spannungen besteht erst wieder nach 
der Überwindung der Fließperiode, was 
sich äußerlich am Stabe durch Ver
schwinden der Fließfiguren bemerkbar '
macht. C. v. Bach sagt über diese ~ 
Erscheinung1): "Streckt sich der Stab 
weiter unter einer Belastung, die er
heblich kleiner ist als die, bei der das 
Strecken begann, so kann eineobere 
und eineuntere Streckgrenze unter
schieden werden derart, daß die obere 

~ Streckgrenze aufgefaßt wird als die- 'G 

jenige Spannung, bei der das Strecken 
beginnt, und die untere Streckgrenze 
als der kleinste Wert der Spannung, 
auf den die Belastung während des 
Streckens sinkt, oder als die kleinste 
Spannung , unter der das Strecken 
noch vor sich geht." 

Unsere Kenntnis vom Verhalten 
des Baustoffes wäre unvollständig, 
wenn wir nicht auch die Vorgänge 
bei der Entlastung eines Stabes unter
suchten. In diesem Falle hätte jeder 
Belastungssteigerung, die stufenweise 

Achsetier 1/er/iingerung in o/o 

Abb. 6. a effektiv. 

erfolgt, eine Entlastung zu folgen. Dabei zeigt sich, daß bei geringen 
Belastungen und demzufolge kleinen Spannungen die erlittene Form
änderung vollständig verschwindet; der Stab zeigt nach der Ent
lastung die ursprüngliche Entfernung der beiden Marken. Wir sagen, 
der Baustoff ist vollkommen dehnsam oder vollkommen ela
stisch. Steigern wir die Belastung stetig, so erreichen wir einen 
Punkt, wo die Verlängerung nicht mehr auf Null zurückgeht. Die 
Spannung, bei der sich eine bleibende Formänderung zeigt, heißt 
Elastizitätsgrenze: sie wird, wie alle Spannungen, ebenfalls in 
kgjcm 2 angegeben. Die wieder verschwindende, auf die Längeneinheit 

1 ) Bach, C. v.: Elastizität und Festigkeit. S . .Aufl., 8.10. 
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bezogene Längenänderung heißt federnde oder elastische Dehi_J-ung 
im Gegensatz zu der bleibenden Dehnung, die sich nach dem Über
schreiten der Elastizitätsgrenze einstellt. Die Formänderung des zer
rissenen Stabes ist bleibend. Als Maß für die Güte des Baustoffes 
wird die bleibende Dehnung nach dem Bruche in Hundertteilen der 
ursprünglichen Länge angegeben; man nennt sie Bruchdehnung und 
ermittelt sie im allgemeinen durch Messung der aneinander gelegten 
Bruchstücke. Mit Z' als Entfernung der Marken nach dem Bruche wird 

l' l 
E = 100 · --; [o/o] 

die Bruchdehnung. 
Da einmal selbst sorgfältige Messungen von einander verschiedene 

Elastizitätsgrenzen bei ein- und demselben Baustoff ergeben, aus dem 
mehrere Probestäbe angefertigt sind, und zum andern die Ermittlung 
der Elastizitätsgrenze umständlich und zeitraubend ist, pflegt man als 
Elastizitätsgrenze diejenige Spannung zu bezeichnen, bei der die blei
bende Dehnung 0,02-0,03% beträgt. Auf keinen Fall darf die Elasti

zitätsgrenze als mit der Propor
tionalitätsgrenze zusammenfal
lend angesehen werden. 

r·r-~.;...r::=~~ ... ,._ 

Beim Vergleichen der V er
suchsergebnisse hat sich heraus 
gestellt, daß die Form der Probe 
stäbe nicht ohne Einfluß auf die 
Güteziffern der Baustoffe ist. LL-~t-=;tj::::-----J 

~-<c-n Durch internationale Vereinba-
Abb. 7 u. s. Normalstäbe. rungen wurde der Rundeisenstab 

von 20 mm Durchmesser und 
200 mm Meßlänge (Abb. 7) als Normalstab festgelegt. Für Flacheisen 
wählte man einen gleichgroßen Querschnitt f = 3,14 cm2 mit der 
gleichen Meßlänge (Abb. 8). Wenn der zu prüfende Baustoff die Her
stellung von Normalstäben nicht gestattet, sollen Maße innegehalten 
werden, die in ganz bestimmten Beziehungen zu denen des Normal
stabes stehen (Proportionalstäbe). Von diesen Vereinbarungen weicht 
man heute insofern ab, als für Stäbe aus Rundeisen das fünffache oder 
das zehnfache des Durchmessers als Meßlänge angenommen werden. 

3. Der Druckversuch. 
Wegen der zu erwartenden Gefahr des Ausknickens werden nur 

kurze Stäbe dem Druckversuch unterworfen, bei denen der Schnitt 
durch die Längsachse ein Quadrat ist. Dabei ist aber zu beachten, 
daß eine gleichmäßige Verteilung der Spannungen über den Querschnitt 
viel weniger wahrscheinlich ist als beim Zerreißversuch, wo diese An
nahme infolge der großen Länge des Stabes zum mindesten für den 
mittleren Teil als zutreffend gelten darf. Noch ungünstiger liegen die 
Verhältnisse in Rücksicht auf die Formänderung. Es ist unvermeidlich, 
daß die Grund- und Deckflächen der Probekörper durch die Backen 
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der Prüfmaschine fest gepreßt werden, so daß die sehr beträchtliche 
Reibung ein seitliches Ausweichen dieser Flächenteilchen verhindert. 
Die Vergrößerung des Durchmessers eines zylindrischen Probekörpers 
wird sich deshalb nur im mittleren Querschnitt voll ausbilden können 
und nach den Enden zu abnehmen; der Zylinder geht in die Tonnen
form über. Um diese Nachteile zu vermeiden, hat man die Länge der 
Druckstäbe vergrößert und beschränkt sich auf die Beobachtung des 
mittleren Stabteiles. Versuche, die an Probekörpern vorgenommen 
wurden, deren Höhe gleich dem vier- bis achtfachen Betrage des Durch
messers ist, haben gezeigt, daß Spannungen und Formänderungen in 
derselben Beziehung stehen wie beim Zerreißversuch. Deshalb darf 
man die für den Zugstab geltenden Grundbegriffe auch auf den Druck
stab zu übertragen: doch gelten diese Beziehungen nur, solange das 
Geradliniengesetz E = rx · a Gültigkeit hat. 

Ferner lehrten vergleichende Versuche, daß die Druckfestigkeit um so 
kleiner ist, je größer die Höhe des Probekörpers gewählt wird. A. Föppl 
schlägt die Bezeichnung Würfelfestigkeit für würfelförmige Körper 
vor, deren Höhe also gleich der Seitenlänge ist, und 

E(-} 
unterscheidet sie von der Druckfestigkeit schlecht-
hin, die einen gleichförmigen Spannungszustand bei 
axialem Kraftangriff zur Voraussetzung hat. Ent
sprechend dem Auftragen der Zugdehnungen nach 
der positiven Richtung der x-Achse (Abb. 3) pflegt 
man die Druckdehnungen und Druckspannungen 
in entgegengesetzter Richtung einzutragen, so daß 
die Spannungsdehnungskurve im ersten, für Druck tf r-J 
im dritten Quadranten eines rechtwinkligen Achsen-
kreuzes verläuft (Abb. 9). Abb.9. rr=t(<) Druck· 

4. Beziehungen zwischen Dehnungen und N ormalspannungen. 
Aus dem Verlaufe des Zugversuches ergab sich das Spannungs

dehnungsschaubild der Abb. 3. Den mathematischen Zusammenhang 
zwischen den Dehnungen E und den Spannungen a gibt Gleichung (7) 
in der Form 

E = rx.·a. (7) 

Solange die Dehnungen den Spannungen verhältnisgleich sind, ist rx. 
ein Festwert oder eine Konstante und die Kurve E = f(a) eine Schräge 
durch den Nullpunkt (Abb. 3). Das durch Gleichung (7) wieder
gegebene Gesetz stammt von dem englischen Physiker Hooke, der es, 
wie Baumann in einem lesenswerten Aufsatz in der ZeitRehrift des 
Vereines deutscher Ingenieure (1917, S. 117) nachweist, als Naturgesetz 
ausgesprochen hat, ohne durch Versuche genügende Unterlagen dafür 
zu haben. Die späteren Forschungen haben ergeben, daß das Gesetz 
von Hooke nur für sehr wenige Baustoffe in Frage kommt und auch 
bei diesen nur innerhalb bestimmter Belastungsgrenzen, die wir auf 
S. ;; Proportionalitätsgrenze nannten. Zu den Stoffen, die dem Gerad
liniengesetze folgen, gehören Flußeisen und Stahl, dagegen nicht das 
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Gußeisen und das Holz. Eingehende Untersuchungen über das Ver
halten des Gußeisens hat C. v. Bach angestellt, der sein in den Jahren 
1885-1896 gewonnenes Versuchsmaterial W. Schüle zur Verfügung 
stellte. Die Prüfung ergab, daß das Potenzgesetz 

8 = rx·an (8) 

zwar eine gute Übereinstimmung zeigte; doch reichte das Material 
nicht aus, um die allgemeine Gültigkeit dieses Gesetzes zu erweisen. 
Es erscheint überhaupt nach Bachs Auffassung fraglich, ob das elasti
sche Verhalten aller Materialien durch eine einfache mathematische 
Funktion zum Ausdruck gebracht werden kann. 

Mit Baustoffen, die dem Geradliniengesetz nicht folgen, wird der 
Zugversuch in gleicher Weise durchgeführt, d. h. aus den Belastungen 
P werden die Spannungen a = P : F und aus den Verlängerungen L1 l 
die Dehnungen 8 = L1 l : l berechnet. Zur Bestimmung von rx und n 
logarithmieren wir die Gleichung (8) und erhalten 

log 8 =log rx + n·log a. (8a) 
Setzt man log 8 = y und log a = x, so stellt die Gleichung (8a) eine 
gerade Linie dar, wenn man die Logarithmen der Spannungen auf der 
x-Achse und die Logarithmen der Dehnungen auf die y-Achse aufträgt. 
Statt die Umrechnung auf Logarithmen durchzuführen, bedient man 
sich zweckmäßig des im Handel erhältlichen Logarithmenpapiers. Aus 
der Aufzeichnung entnimmt man log rx als Abschnitt auf der y-Achse 
und n = tg rp ist der Tangens des Neigungswinkels der Geraden. 

Infolge der einfachen Form des Hookeschen oder des Geradlinien
gesetzes wurde dieses zur Grundlage der gesamten Lehre von der Festig
keit und Formänderung der Körper, trotzdem die Erfahrung gegen 
seine allgemeine Anwendung spricht. Somit erscheint das Fundament 
der theoretischen Festigkeitslehre ohne ausreichende Sicherheit, und 
die Frage ist nicht unberechtigt, ob sich überhaupt strengere Unter
suchungen lohnen. · Darauf läßt sich entgegnen, daß einmal für den 
am häufigsten verwendeten Baustoff, das Flußeisen, das Geradlinien
gesetz innerhalb bestimmter Belastungsgrenzen gilt; zum andern darf 
nicht übersehen werden, daß theoretische Untersuchungen nicht selten 
zeigen, in welcher Richtung Versuche anzustellen sind. Gerade die 
Wechselbeziehungen sind es, die befruchtend auf unsere Wissenschaft 
wirken. 

In Gleichung (7) war rx als Proportionalitätsfaktor eingeführt; es 
wird nunmehr seine physikalische Bedeutung zu entwickeln sein. Setzt 
man a = 1 kgfcm 2, so folgt aus 8 = rx·a 

8 = a ·1 oder rx = : [kgjcm2]; 

es wird also rx zu einer Dehnung für die Spannung a = 1 kgfcm 2• rx heißt 
Dehnungszahl und hat die Benennung cm2/kg. Wir haben unter rx 
die Dehnung zu verstehen, die ein Stab infolge der Spannung 1 kg/cm 2 

erfährt. Will man noch 8 durch L1 l : l ersetzen, so erhält man 
Lll 

rx = l·a 
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und mit l = l cm und a = l kgfcm2 

Lll 
IX= f:l' 

Es ist also IX die Verlängerung, die ein Stab von l cm Länge durch 
die Spannung l kgfcm 2 erfährt. 

Endlich läßt sich noch a durch P: F ausdrücken, so daß 
Lll·F 

IX=TP 

wird. Setzt man hierin l = l cm; P = l kg; F = l cm2, so wird. 
Lll·l 

IX=~ 

zur Verlängerung, die ein Würfel mit der Seitenlänge 1 cm unter dem 
Einfluß einer Kraft von l kg erfährt. Diese Zahl ist bei den meisten 
Baustoffen natürlich sehr klein und durch unmittelbare Messung über
haupt nicht festzustellen. Sie läßt sich nur aus größeren Belastungen, 
die meßbare Formänderungen hervorrufen, berechnen, wie wir es auf 
S. 5 bei der Ermittlung der Dehnungs-Spannungslinie vorausgesetzt 
haben. Für Flußeisen ist z. B. 

IX= l: 2150000 [cm2/kg] = 0,000000465 [cm2/kg]. 

So anschaulich der Begriff der Dehnungszahl IX als Dehnung für l kg/cm2 

Spannung auch ist, so wenig angenehm gestaltet sich das Rechnen mit 
ihr. Man verwendet deshalb noch heute in der Festigkeitslehre den 
umgekehrten Wert von IX und setzt 

l 
E =- [kgjcm2]. 

0( 

Das Geradliniengesetz s = IX • a liefert 
11 IJ·l 

E=~=Lll; 

es wird E zu einer Spannung a, wenn LJZ = l cm und • = l cm wird. 
Die Gleichung besagt in Worten, daß E diejenige Spannung ist, unter 
deren Einfluß der Stab seine Länge verdoppelt. Da aber die meisten 
Baustoffe lange vorher brechen, so findet E in dem Versuch überhaupt 
keine Stütze, es kann nur durch Rechnung aus IX gewonnen werden. 
Es wäre ohne Zweifel richtiger, E fallen zu lassen und nur noch mit IX 

zu rechnen. C. v. Bach, der stets dafür eingetreten ist, führt auch 
seine Rechnungen mit IX durch, doch ist die übrige Fachliteratur seinem 
Beispiele nicht gefolgt. Allzusehr fällt es ja schließlich nicht ins Gewicht, 
ob mit IX oderEgerechnet wird; das Wesentlivhe ist doch, daß die Rech
nung zutreffende Ergebnisse liefert. Allerdings ist eins zu beachten, 
worauf Bach besonders hinweist: wenn versuchstechnisch IX die logisch 
richtige Zahl ist, dann wird IX als Mittelwert aus den Einzelmessungen 1X1 

und 1X2 
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und demzufolge 
__!__+__!__ 

1 EI E2 d h E ='!-_·EI:_~_ 
E =- -2-- . . EI+E2 

Es wäre also falsch, E als algebraischen Mittelwert aus den Einzel
werten E 1 und E 2 zu berechnen. 

E heißt Dehnmaß oder Elastizitätsmodul und liegt für Flußeisen 
zwischen 2150000 kgjcm2 und 2200000 kgjcm2. 

5. Winkeländerungen und Schubspannungen. 
Ein Quader (Abb. 10) werde in der unteren Grundfläche festgehalten 

und in der oberen durch eine Kraft P angegriffen, die senkrecht zur 
Stabachse gerichtet ist. Es sei angenommen, daß sich P über jeden 
Querschnitt senkrecht zur Stabachse gleichmäßig verteile; die durch P 
hervorgerufenen Spannungen fallen bei dieser Art des Kraftangriffs in 
die Ebene des Querschnittes. Um uns ein Bild von diesem Belastungs

p 

- 7D' 
I 
I 
I 
I 

p 

zustande zu machen, 
denken wir uns das 
Quader durch geschnit

p ten (Abb. 11) und die 
untere Faserschicht des 
oberen Teiles so weit 
vergrößert, daß wir sie 
anfassen können. ZieAbb. 11. Schubquader (geschnitten). Abb. 10. Schubquader. 
hen wir jetzt mit P, so 

wird sich der obere abgetrennte Teil gegen den unteren festgehalten ge
dachten Teil verschieben. Im nicht geschnittenen Stabe sollen nun alle 
Teilchen des Querschnittes gleichmäßig der Kraft P widerstehen. In 
gleicher Weise wie bei dem gezogenen Stabe legen wir fest: der Anteil der 
Kraft P, der auf I cm2 des Querschnittes entfällt, sei die Schubspan
nung r, gemessen in kgjcm2. Hat der Querschnitt F cm2 Flächen
inhalt, so kommt bei gleichmäßiger Verteilung der Spannungen über 
dem Querschnitt auf I cm 2 

~p 

T= F [kgfcm2]. (9) 

Die Schubspannung T ist zwar ebenso wie die Normalspannung a nach 
Größe und Richtung zu unterscheiden, doch nicht in dem Sinne der 

Gegensätzlichkeit von Zug und Druck; es fehlt bei 
ihr der Begriff der Umkehrbarkeit. 

Unter dem Einfluß der Kraft P möge das Qua
der die gestrichelte Form (Abb. I2) annehmen, von 
der zunächst dahingestellt sein mag, ob sie bei der 
gedachten Art des Kraftangriffs tatsächlich eintritt. 

Abb. 12. Schubquader. Man kann die Formänderung dadurch kennzeichnen, 
daß man sagt: die wagerechten Schichten des Stabes 

verschieben sich gegeneinander und zwar um so mehr, je weiter sie von 
dem festgehaltenen Einspannungsquerschnitt entfernt sind. Das Qua-
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der ABCDEF geht in das schiefe PrismaABO'D'E'F'überundder 
vordere· rechte Winkel CA B wird zu dem spitzen Winkel 0' AB. Für 
den Fall, daß die Verschiebungen verhältnisgleich den Entfernungen 
von der Grundfläche wachsen, kann die .Änderung y des rechten Win
kels als Maß für die Größe der Verschiebung angesehen werden. So
lange es sich um kleine Formänderungen handelt, wie es in der gesam
ten Festigkeitslehre stets vorausgesetzt wird, ist 

CO' 0 1 0 2 
tg y ~ y = 0 A = - C ' 

wobei y im Bogenmaß gemessen werden muß. Man nennt y die Schie
bung und versteht darunter die Strecke, um die sich zwei I cm von
einander entfernte Querschnitte unter dem Einfluß der Schubspannung -r 
gegeneinander verschieben. Entsprechend dem Geradliniengesetz von 
Hooke für Normalspannungen setzt man auch bei den Schubspan
nungen die Formänderungen den Spannungen verhältnisgleich und 
schreibt 

(IO) 

wobeißinnerhalb eines gewissen Spannungsgebietes als unveränderlich 
angesehen werden darf. Aus 

ß = _y_ [cm2jkg] 
T 

folgt ß = y, wenn -r =I kgfcm2 wird. Demnach ist ß die Größe der 
Schiebung für die Einheit der Spannung und heißt Schubzahl; ihr 
umgekehrter Wert I: ß = G heißt Gleitmaß oder Gleitmodul und 
wird in kgfcm 2 gemessen. Man kann auch sagen: unter der Einwirkung 
einer Schubspannung -r = I kgfcm 2 verschieben sich zwei I cm von
einander entfernte Querschnitte um die Strecke ß cm. 

Jetzt wäre nachzuprüfen, ob die angenommene Formänderung auch 
wirklich eintritt. Die Belastung nach Abb. 10 würde einem dehnsamen 
Körper die Form ABC' D' (Abb. 10) geben, bei der die Faserschicht 
AC verlängert, die Faserschicht BD verkürzt ist. Um die geforderte 
Formänderung zu erhalten, müßte man B D strecken, AC kürzen. 
Damit also der Stab (Abb. 10) in die gestrichelte Form der Abb.I2 über
geht, müssen Kräfte Q vorhanden sein, die Längenänderungen der senk
rechten Faserschichten verhindern. Zu demselben p 
Ergebnis führt die Betrachtung der Abb. 13, die das 
freigemachte Quader wiedergibt. Die angreifende 
Kraft P erfordert in der Grundfläche eine gleich
große, entgegengesetzt gerichtete Gegenkraft P; beide 
Kräfte P bilden ein Kräftepaar mit dem rechts 

lRi ~ 
c: 
~ ~ 

drehenden Moment P · c, dem ein gleichgroßes, p i--a~ 
links drehendes Kräftepaar entgegenwirken muß, 

I 
I 
I 
I 
I :e 

.. 

wenn das freigemachte Quader im Gleichgewicht sein Abb. 13. Schubquader. 

soll. Aus p. c = Q · a folgt mit -r = _!!_ und -r = _!?__ 
1 a-b 2 b·c 
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Das rechnerisch gefundene Ergebnis heißt in Worten: Schubspan
nungen treten stets paarweise in zwei aufeinander· senk
recht stehenden Ebenen auf und sind von gleicher Größe. 

Über die Beziehungen zwischen der Dehnungszahl oc und der Schub
zahl ß bzw. dem Dehnmaß E und dem Gleitmaß G siehe S. 53. 

6. Formänderungsarbeit. 
Eine Kraft von P kg leistet die Arbeit P · 8 in mkg, wenn sie längs 

eines Weges 8 wirkt, der in die Richtung der Kraft fällt. Da sich der 
Stab unter dem Einfluß der Kraft P verlängert, muß die Kraft P 
Arbeit leisten. Diese Arbeit heißt Formänderungsarbeit. Beim 
Zugversuch wird die Belastung stetig gesteigert, so daß P veränderlich 
ist. Die Veränderlichkeit von P spiegelt sich in der Spannung a wieder, 
da a stets auf den ursprünglichen, also unveränderlichen Querschnitt 
bezogen wird. Längs des unendlich kleinen Weges d (Lll) darf a und 
damit P als unveränderlich angesehen werden, dann ist die Arbeit 

dA = P · d(Lll) = F · a · d(Lll). 
Erweitert man die rechte Seite mit l, so wird die Arbeit längs des 

Weges d(Lll) t1 
(Lil \ 

dA =F·l·a·d T) =F·l·a·de 
und hiermit 

A =F·l·f a·de. 
a · deistein Flächenstreifen des Spannungsdeh
nungsschaubildes (Abb. l4a) mit der Breite d8 

""""'~""""""--~· und der Höhe a, so daß f a · d 8 dargestellt wird 
durch den Inhalt der von der 8-Achse und 

Abb. 14a. Formänderungs- der Spannungsdehnungskurve a = f(e) begrenz-
arbeit. ten Fläche. 

Innerhalb der Gültigkeitsgrenze des Hookeschen Geradlinien
gesetzes ist 8 = oc · a, also d8 = oc ·da, folglich 

a, 

A = F ·l Ja· d8 = F ·l· oc ·Ja· da= F ·l· oc · Y2 • ai. 
0 

Ersetzt man a1 durch P 1 : F, so wird 

A rxl lp2 l lp2 
=y·T 1 =EF"T 1 ' 

wenn P 1 die Belastung im Endzustande ist, der innerhalb der Proportio
nalitätsgrenze liegt. Dieser Belastung P 1 möge die Verlängerung Lll1 
entsprechen, deren Größe sich aus 

L1l1 = ~· · a1 = ·~· · ~1 

ergibt; damit erhält man für die Formänderungsarbeit 
1 

A =2·P1 ·Lll1 • 
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Das Ergebnis läßt sich auch unmittelbar der Abb. 14a entnehmen, 
wenn man beachtet, daß Ja • d e gleich dem Inhalt des Dreiecks aus e1 

als Abszisse und a1 als Ordinate ist: 

A = F ·l· _l_ a · r = F · l · _!_ • ]>1 • Lll1 = _!_ P . Lll 
2 1 1 2 F l 2 1 1" 

In der Gleichung 
A =F·l·f a·de 

ist F · l = V der Rauminhalt des Stabes von der Länge l; die Arbeit, 
bezogen auf 1 cm3 des Stabes, heißt Arbeitsvermögen, gemessen in 
cmkgfcm 3 und ist 

A'= :.z=~ =f a·de; 

sie ist dargestellt durch den Inhalt der von der Spannungsdehnungs
kurve, ihrer Endordinate und der x-Achse eingeschlossenen Fläche 
Nach Bach1) soll der Inhalt der Fläche nur bis zur Höchstlastgenom 
men werden, da innerhalb dieser Grenze der Einfluß der Maßlänge des 
Stabes entfällt. Solange der Stab vollkommen elastisch ist, werden die 
gl~ichen Werte von Spannung und Dehnung bei der Entlastung durch
laufen, die man bei der Belastung festgestellt hat. Die das Arbeits
vermögen darstellenden Flächen decken sich; d. h. die zur Erzielung 
der Formänderung aufgewendete Arbeit wird bei der Entlastung wieder 
zurückgewonnen. Decken sich die zusammengehörigen Werte von Deh
nung und Spannung dagegen nicht - und das ist stets der Fall, wenn 
eine bleibende Formänderung bereits eingetreten ist - dann endet die 
Spannungsdehnungslinie nicht im Nullpunkt, sondern schneidet auf der 
e-Achse einen der bleibenden Dehnung entsprechenden Betrag von e 
ab. Der Inhalt der von der vorwärts schreitenden steigenden Kurve 
und der rückwärts schreitenden fallenden Kurve begrenzten Fläche 
stellt demnach einen Arbeitsverlust dar. Das Be- und Entlasten eines 
Stabes läßt sich nun mit dem Magnetisieren und dem Ummagnetisieren 
eines Eisenstabes vergleichen, deren zeichnerische Darstellung die soge
nannte Hysteresisschleife ergibt; ihr Inhalt ist in ähnlicher Weise ein 
Maß für die Größe der Arbeit, die zum Aufdrücken von bleibendem 
Magnetismus aufgewendet werden muß, wie in unserem Falle die von 
der steigenden und fallenden Dehnungsspannungskurve begrenzte Fläche 
ein Maß für die Arbeit ist, die eine bleibende Dehnung zur Folge hat. 

Bei unserm Zugversuch war vorausgesetzt, daß die Last P stetig 
zunehme. Bringt man sie sofort in voller Größe auf den Stab, so 
spricht man von plötzlicher Belastung, und es soll dabei unter einem 
plötzlichen Vorgange ein Vorgang verstanden werden, der eine ver
schwindend kleine Zeit beansprucht. Infolge der plötzlichen Belastung 
wird die Spannungsdehnungskurve zunächst fast mit der a-Achse zu
sammenfallen und dann parallel zur e-Achse verlaufen (Abb. 14 b); die 
Formänderung folgt der Spannung erst allmählich und braucht jeden
falls erheblich mehr Zeit als die Erzeugung der Spannung. Die Farm
änderungsarbeit bei diesem Vorgange ist infolge der fast unveränder-

1) Bach: Elastizität und Festigkeit. 8.Aufl., S.l6. 
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liehen Spannung a 

A = ,...._, F · l ·Ja· de = ,...._, F · l · a1 • e1 • 

Ist P 1 die plötzlich aufgebrachte Kraft, so ist a1 = P 1 : F und 
A = ,...._, e1 • l · P 1 = ,...._, P 1 • Lll. 

Die gleiche Dehnung e1 können wir uns durch eine stetig wachsende 
Belastung mit dem Endwert P 2 hervorgerufen denken. Die Farm
änderungsarbeit wird in diesem Falle nach Seite 15 

A'=! P2 ·Lil. 
A = A' ergibt 

p2 pl d h P 2 = ,...._, 2P1 oder F = ,...._, 2 F; . . a2 = ,...._, 2a1 . 

Die gleiche Arbeit, mit der ein und dieselbe Dehnung e1 erreicht wird, 

tf !E. r-r 
! 6z 
I 

i E., 
i ' I i 

i ' . ' 
I / 

r I l' 
I, 
;/ ., 

o -E--e~-
Abb. 14 b. Farm

änderungsarbeit bei 
plötzlicher Be

lastung. 

~ 

steigert die Spannung auf fast das Doppelte, wenn 
die Last plötzlich aufgebracht wird. 

Der Vorgang läßt sich auch unmittelbar an der 
Spannungsdehnungslinie verfolgen. Die stetig wa~h
sende Kraft P mit dem Endwert P 1 bzw. der Span
nung a1 = P 1 : F, leistet eine Arbeit, die durch das 
Dreieck OE1 e1 (Abb. 14 b) dargestellt wird; die plötz
lich aufgebrachte Last P 1 leistet bei gleicher Span
nung a1 = P 1 : F die durch das angenäherte Recht
eck über e1 dargestellte Arbeit. Der Vergleich beider 
Flächen lehrt, daß die Formänderungsarbeit im zwei
ten Falle doppelt so groß ist. Verwandelt man das 
angenäherte Rechteck über e1 in das flächengleiche 
Dreieck OE2 e1 , so stellt dieses die Arbeit einer stetig 
wachsenden Kraft P mit dem Endwert P 2 bzw. der 
Spannung a2 = P 2 : F dar. Da das flächengleiche 
Dreieck eine doppelt so große Höhe hat wie das zu

gehörige Rechteck über derselben Grundlinie, so ist a 11 = ,...._, 2 a1 • 

7. Federnde- oder Nachwirkung. 
Beim Zugversuch pflegen die Messungen der Belastung und der 

Formänderung unmittelbar aufeinander zu folgen; man pflegt also den 
erreichten Formänderungszustand als endgültig anzusehen. In gleicher 
Weise verfährt man bei der Entlastung. Die Versuche von Bach haben 
aber ergeben, daß sich allmählich be- oder entlastete Stäbe dem der 
Belastung entsprechenden Formänderungszustande mit verschiedener 
Geschwindigkeit nähern. Die Ausbildung der einem bestimmten Be
lastungszustande entsprechenden Formänderung beansprucht Zeit, die 
zuweilen kurz, mitunter auch sehr lang sein kann. Werkzeugstahl er
reicht die ihm zukommende Formänderung sofort, während Leder
riemen noch nach Jahren Längenänderungen bei gleichbleibender Be
lastung erfahren. Ähnlich verhält sich Holz, wie auch der Verfasser an 
zahlreichen Beobachtungen im Festigkeitslaboratorium von Schütte-
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Lanz feststellen konnte. Versuchsbauteile von Flugzeugen, die tagelang 
unter gleichbleibender Belastung stehen blieben, zeigten ständig eine 
Zunahme der Formänderung, die sich gelegentlich sogar bis zum Bruche 
Bteigerte, so daß eine schnell abgebrochene Belastungsprobe häufig 
genug ein unrichtiges Bild von der Tragfähigkeit des geprüften Stabes 
ergeben hätte. Man nennt diese Erscheinung der allmählichen Aus
bildung der Formänderung federnde oder elastischeN ach wirkung, 
die von der Dehnung zu unterscheiden ist. 

8. Schwingungsfestigkeit 
Solange ein Probestab einer einmaligen Prüfung unterworfen wird, 

wie es z. B. bei der Bestimmung der Zugfestigkeit beim Zerreißversuch 
der Fall ist, werden Fehlstellen von verschwindend kleiner Ausdehnung 
keinen Einfluß auf das Ergebnis haben. Wesentlich anders liegen da
gegen die Verhältnisse, wenn der Stab beständig belastet und entlastet 
wird, oder wenn die Art der Belastung dauernd wechselt, also beispiels
weise Zug und Druck abwechselnd auftreten. Dann tritt an der Fehl
stelle, die in einer kaum sichtbaren Verletzung der Oberfläche bestehen 
kann, eine bleibende Formänderung auf, die bei genügend oft wieder
holten Belastungswechseln zum Bruche führt, obwohl die rechnerisch 
ermittelte Spannung, auf den ganzen, unverletzten Querschnitt be
zogen, weit unter der Festigkeit des Baustoffes liegt. FöppP) nennt 
den Widerstand eines Baustoffes gegen wiederholte - wechselnde -
Belastungen, wie sie der Betrieb jeder Transmissionswelle mit sich 
bringt, Schwingungsfestigkeit und unterscheidet sie scharf von der 
Bruchfestigkeit schlechthin. Zu den Fehlstellen, die von beträchtlichem 
Einflusse auf die Schwingungsfestigkeit sind, gehören auch Risse und 
andere Oberflächenbeschädigungen, und mancher Bruch eines Maschinen
teiles dürfte in der zu geringen Schwingungsfestigkeit seine zutreffende 
Erklärung finden. 

9. Einfluß der Temperatur. 
In w1e hohem Maße die Temperatur die Festigkeit 

beeinflußt, zeigt Abb. 15 2 ). Der Festigkeitskurve 
festigkeit bei der gewöhn- % 
liehen Temperaturvon + 20oc ~ 150 

zugrundegelegt und diese ~ 
gleich 100 gesetzt, so daß ~"S1oo .. ....~ 
die Anderung der Festigkeits- '-"' 

~J5 Verhältnisse in Hundertteilen ~·~50 
der Ursprungsfestigkeit ab- ~ '-; 
lesbar ist. Zunächst wird ~ 

'"0; JOO 

und Dehnung 
ist die Zug-

'100 5oo 5so•c ein Ansteigen der Zug-
festigkeit Kz bis zu rund 
llO% festgestellt, was für 

Temperatur--;.-

Abb. 15. Einfluß der Temperatur auf die Zugfestigkeit. 

1 ) Föppl, A. und 0.: Grundzüge der Festigkeitslehre. B. G. Teubner 1923. 
2) Siehe Bach: Elasti7.ität und Festigkeit. S.Aufl., S.l73ff. 

Winkel, Festigkeitslehre. 2 
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die Praxis ohne Bedeutung ist, darauf ein schnelles Sinken, das Beträge 
ergibt, die z. B. bei Stahlguß kaum die Hälfte der Ursprungsfestig
keit ausmachen. Im umgekehrten Sinne verhält sich die Formände
rungsfähigkeit: zunächst Sinken der Dehnung, dann starkes Ansteigen. 

10. Arten der Festigkeit. 
Bei der Art des Kraftangrüfes unterscheidet man Einzelkräfte und 

Kräftepaare. Durch Einzelkräfte bedingt sind 
a) Die Zugfestigkeit K, in kgjcm2 ; der Stab wird durch zwei gleich 

große, entgegengesetzte Kräfte P (Abb. 16) beansprucht, deren Wir
kungslinien mit der Stabachse zusammenfallen. 

p 

Abb. 16. Abb. 17. Abb.18. Abb. 19. 

Abb. 16-21. Arten der Festigkeit. 

b) Die Druckfestigkeit K in kgjcm 2 ; der Stab 
wird durch zwei gleich große, entgegengesetzte 
Kräfte P (Abb. 17) beansprucht, deren Wirkungs
linien mit der Stabachse zusammenfallen. 

Abb. 20. 

c) Die Knickfestigkeit. Ist der gedrückte Stab Abb. 21. 

im Verhältnis zu seinen Querschnittabmessungen 
sehr lang (Abb. 18), so wird er bei genügend großen Kräften P aus
knicken. Nach eingetretener Formänderung trifft die Voraussetzung 
nicht mehr zu, daß Einzelkräfte, deren Wirkungslinien mit der Stab
achse zusammenfallen, den Stab beanspruchen. Jeder gedrückte Stab 
ist auf Knicksicherheit zu 11ntersuchen. 

d) Die Scherfestigkeit K. in kgjcm 2 ; wirken zwei gleich große, ent
gegengesetzt gerichtete Kräfte P (Abb. 19) mit derselben Wirkungs
linie senkrecht zur Stabachse, so wird der Stab auf Abscheren be
ansprucht. 

Greüen Kräftepaare an einem Stabe an, so ist zu unterscheiden, 
wie die Stabachse zur Ebene des Kräftepaares liegt. 

e) Die Biegungsfestigkeit Kb in kgjcm 2 ; die Stabachse liegt in der 
Ebene des angreüenden Kräftepaares (Abb. 20). 

f) Die Drehfestigkeit K a in kgjcm 2 ; die Stabachse steht senkrecht 
auf der Ebene des angreifenden Kräftepaares (Abb. 21). 

Die Fälle a, b, c, e ergeben Normalspannungen und Längenände
rungen; die Fälle d und f Schubspannungen und Winkeländerungen. 

Tritt mehr 9>ls eine Art von Beanspruchung auf, so sagt man, der 
Stab sei auf zusammengesetzte Festigkeit beansprucht. Knick
festigkeit und Scherfestigkeit gehören streng genommen zur zusammen
gesetzten Festigkeit. 
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II. Die zulässige Spannung und die Sicherheit gegen 
Bruch. 

Im allgemeinen liegt allen Festigkeitsrechnungen das Geradlinien
gesetz von Hooke zugrunde. Infolgedessen dürfen die Baustoffe niemals 
über die Proportionalitätsgrenze hinaus beansprucht werden. Da aber 
eine ganze Reihe wichtiger Baustoffe diesem Gesetz nicht folgen, also 
auch keine Proportionalitätsgrenze besitzen, so läßt sich eine allgemein 
gültige Regel für sie nicht aufstellen. 

Die Grenze, bis zu der eine gefahrlose Belastung möglich ist, heißt 
zulässige Spannung, gemessen in kgfcm2 • Sie ist durch die Art der 
Belastung bedingt. Im :Maschinenbau unterscheiden wir nach dem 
Vorschlage von Bach drei Belastungsfälle, und zwar sind zu wählen 
die Zahlen unter I (siehe umstehende Tafel), wenn die Belastung 
dauernd in unveränderter Größe wirkt- ruhende Belastung; unter 
II, wenn die Belastung beliebig oft von Null bis zu einem größten Werte 
stetig wächst und dann wieder auf Null zurückgeht- schwellende 
Belastung; unter III, wenn die Belastung beliebig oft derart wechselt, 
daß die durch sie hervorgerufenen Spannungen abwechselnd von Null 
bis zu einem größten (positiven) Wert stetig wachsen, dann bis Null 
sinken, um in umgekehrter Richtung bis zu einem größten (negativen) 
Wert zu wachsen und wieder bis Null zu fallen - wechselnde Be
lastung. Die von Bach aufgestellte Zahlentafel ist keine Vorschrift 
im Sinne der preußischen Bestimmungen für den Hochbau, sie soll 
vielmehr dem entwerfenden Ingenieur einen Anhalt geben, welche 
Zahlenwerte er seinen Festigkeitsrechnungen zugrunde zu legen hat, 
wenn Güteziffern des zu verwendenden Baustoffes nicht vorliegen., Am 
sichersten geht er natürlich dann, wenn er sich durch Festigkeitsprü
fungen selber die Güteziffern beschafft. Da diese Versuche die Be
lastungsgrenzen liefern, pflegt man einen Bruchteil der Bruchfestigkeit 
als zulässige Spannung zu wählen und setzt 

l 
k= 6 -K. 

~ heißt Sicherheit gegen Bruch und ist demnach das Verhältnis der 
Festigkeit zur zulässigen Spannung. Für die Wahl des Sicherheits
grades ist im allgemeinen üblich: 

Flußeisen ~ = 4 bis 5 
Gußeisen ~ = 8 
Holz ~ = 10, 

doch ist dabei auf die jeweils vorliegenden Verhältnisse Rücksicht zu 
nehmen. Als Richtlinie mag gelten: ist man über den Verlauf des 
Kräftespieles gut unterrichtet, d. h. läßt sich die Art der Beanspruchung 
eindeutig erkennen, so wähle man die höheren Zahlen der Tafel; be
stehen dagegen Unklarheiten über die Größe der Kräfte und die Art 
der Beanspruchung, so wähle man die kleineren. Auf jeden Fall ist 
zu prüfen, ob die Voraussetzungen zutreffen, die man der Berechnung 
zugrunde gelegt hat. Zum Beispiel nimmt man bei einer Befestigungs
schraube an, daß die Kraft in der Schraubenachse angreift und sich 

2* 



20 Die zulässige Spannung und die Sicherheit gegen Bruch. 

Tafel der zulässigen Spannungen in kg/crn 2• 

I ' " 
Zug k. Druck k , Schub k, Biegung kb Drehnngk/~·., ~ 

Baustoff I ~ ~-~ 
I I I I .0: 1l,-"= 

von bis von I bis von I bis von i bis von I bis :;3 ~ 

Schweißeisen : I 
II 

III 

- 900 - I_ 900 I - 720 - I 900 I -_ I, 360 I 

_ 600 -
1

6oo
1

- 48ol· 
1

. 600' 240
1 

5 
- 300 - i - - 240 300 - I 120 

1 

9oo ;l12oo 19oo ~1 1200 720- 960 I 9oo 1200 I 6oo --8-4o---cl--
6oo 800 600 , 800 480 640 60o 8oo 400 560 1 

~~~-~-~- ~~~ ~~~~~ ~' 5 
- 1200 -- 1200 - 1000 - 1200 - i -

Flußeisen: 
---------

I 
II 

III 
Hochbau 

-------------------,------~ --

1200 115oo i12oo ·II5oo !_ 960 :I2oo 11200 11500 1 goo 11200 , 
800 1000 I 8oo _10oo -

1 
640 , 8oo 'I 8oo __ 10oo i 6oo - 800 ;_ 5 

~.~!-]- ~~~ ~~~~~ ~ 

Flußstahl: I 
II 

III 
Hochbau - '1400 : - 1400 , - - - 1400 - - I 

I ,I _____ _ 

" -~~ I ~~~I ~~fl :~fl1~~~ ,1' ~~~ I ~~~ ~g~ ll~g~ ~~~ I ~~g-1 --
III 200 I 300 'I - I - . 160 i 280 250 i 350 160 I 280 I 5 

Stahlguß: 

Hochbau - ' - - ; - - - j1200 

I I 300 900 . ~ i 300 I ! ____e---

Il 200 -j6oo·--l2oo·. 1-
nr l1oo - I - - ; 100 I I -

______ H_o_chbau 500 , 100~- -~~ _ 

Gußeisen: 

Kupferblech, gewalzt: I I 600 'I -- - - 1 - I 

n--+-_ _!__3o_o - I -- - ! - I - ' - i I 

1 200 
1

-:_:_ ~ 2-00 -----=-
1
----=--

1
150 ~- -r=---~-Zinkblech 

Hölzer: Kiefer II 

1.. 
B~~he, Eiche II 

120160* 1-so 10* I511o0*! __ 120 ---~--
, - ! 60* 70 - 1 

100* 

100* 120 80* ~ 100 15* 2900 ,

1

100* 
1

. 120 

100 120 - I 70 . 60* I 
200~ _ _i 160 1_1.. : 30 - I 200 

--~-

" l. 
Esche 
Hartbolz 

Steine: Granit . 
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demnach die Spannungen gleichmäßig über den Querschnitt ver
teilen. Diese Annahme ist aber nur dann zulässig, wenn alle Gewinde
gänge gleichmäßig anliegen. Tun sie das nicht, so wird irgendeine Stelle 
eine Überbeanspruchung erfahren, die in dem Augenblick schädlich 
wird, wo sie unzulässig hohe Werte erreicht. Das kann aber eintreten, 
ohne daß der rechnerisch gefundene Mittelwert die zulässige Spannung 
überschreitet. Solche örtlichen Überbeanspruchungen bringen meist 
eine bleibende Formänderung hervor, die unter Umständen schädlich 
sein kann, insofern als dadurch die benachbarten, schwächer beanspruch
ten Teile mehr zur Kraftübertragung herangezogen werden. Oft ver
anlassen örtliche Überbeanspruchungen aber auch den Bruch. Das gilt 
namentlich für Bauteile, die wechselnder Belastung unterworfen sind; 
für sie wäre die Schwingungsfestigkeit maßgebend, die durch Dauer
versuche zu ermitteln wäre. 

Im Hochbau gelten die sogenannten "Preußischen Bestimmungen". 

III. Zug- und Druckfestigkeit. 
1. Unveränderlicher Querschnitt. 

Aus dem Begriff der zulässigen Spannung (S. 19) erhält man un
mittelbar die Abmessungen eines auf Zug beanspruchten Stabes. Mit 
P in kg und kz in kgjcm 2 wird der erforderliche Querschnitt 

p 
F = . [cm2]. k, 

Selten jedoch wird dieser Querschnitt ausgeführt werden, da für die 
Wahl des auszuführenden Querschnittes nicht nur die Festigkeit maß
gebend ist. Neben der Herstellung und Bearbeitung sind die handels
üblichen Abmessungen zu berücksichtigen. Wie aber auch der endgültige 
Querschnitt gewählt werden mag, auf keinen Fall darf er kleiner sein 
als der erforderliche. Es empfiehlt sich daher, für jede endgültige Fest
legung eines Querschnittes die in ihm auftretende Spannung aus 

p 
a = F [kgjcm 2] 

zu berechnen, und es ist streng darauf zu achten, daß stets a < k, ist. 
Der Leser gewöhne sich von vornherein daran, niemals die festgelegte 
zulässige Spannung zu überschreiten, auch dann nicht, wenn es sich 
nur um wenige Bruchteile handelt. 

Beispiel 1. Eine flußeiserne Rundstange von l = 3,5 m Länge übertrage 
P = 25 t. Die Tafel S. 20 gibt für Belastungsfall II, der vorausgesetzt werden 
mag, k. = [600-]800 kg/cm '· Die :Festigkeitsbedingung 

p p 25000 
a = < k ergibt F = · = -- = 31 25 cm2 

F = z k, 800 ' ' 

dazu gehört ein Durchmesser von 6,31 cm, den man natürlich nicht ausführen 
würde. Man wählt für die Ausführung den nächst höheren Durchmesser nach den 
Normen, falls solche vorliegen, oder den nächst höheren Durchmesser der handels
üblichen Abmessungen. Das ergäbe in unserm :Falle d = 64 mm mit F = 32,17 cm 2 

Querschnitt, so daß die errechnete Spannung 

a = 25000 = ~ 780 kg(cm2 
32,17 
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beträgt. Die Verlängerung, die die Stange unter dem Einfluß der Kraft P erfährt, 
berechnet sich nach S. 11 zu 

1 780·3500 
L1l = E ·a·l = 2150000 = ~ 1•3 mm, 

da die Länge l in mm eingesetzt ist. 
Unter Umständen ist es erforderlich, das Eigengewicht der Stange zu berück

sichtigen; z. B. wenn die Stange senkrecht hängt und ihre Länge bedeutend ist. 
Der dem Aufhängepunkt zunächst gelegene Querschnitt erhält eine Zusatzspannung 

_ G__25,253kg(m·3,5m_~ 3 k, 2 
aa - F - 32,17 cm2 - g;cm ' 

pie in den meisten praktischen Fällen ohne Bedeutung ist. Bei Ketten, Förder
seilen, sehr langen Stangen usw. muß das Eigengewicht berücksichtigt werden. 

Handelt es sich beispielsweise um ein Gestänge von 70 m Länge, so würde 

= 25,253·70 = ~ 60 k I 2 
O'a 32,17 g cm 

sein und die größte Spannung wäre 
O'max = a + aa = 780 + 60 = 840 kg(cm2• 

Da dieser Wert die festgelegte zulässige Spannung überschreitet, reicht der aus 
der Nutzlast allein errechnete Querschnitt nicht aus; die Stange müßte stärker sein. 

d = 66 mm hat F = 34,21 cm2 und wiegt g = 26,86 kg(m; daraus 

= 25000 + 26,8~~0 = 730 + 55 = 785 k I 2 
O'max 34,21 34,21 g;cm · 

Das Eigengewicht nimmt mit wachsender Länge zu und kann schließlich einen so 
großen Wert erreichen, daß der Einspannungsquerschnitt reißt. Die Länge, bei 
der die Grenze der Tragfähigkeit erreicht wird, heißt Reißlänge. Sie wird bei 
Faserstoffen als Güteziffern angegeben. 

Beispiel2. Wie groß ist die Reißlänge von l mm starkem Stahldraht, dessen 
spez. Gewicht 7,956 ist, wenn K. = 6500 kg/cm 2 angenommen wird? 

Aus G = F · K, folgt F · l· y = F · K. oder 

l = K, = 6500 kg(cm2 ·1000 g(~g = 8150 m. 
y 7,956g/cm3 ·l00cmjm 

Beispiel 3. Mit einer kurzgliedrigen Krankette sollen 5000kg bei achtfacher 
Sicherheit gehoben werden. Baustoff: Zähes, weiches Schweißeisen mit 
K,=3500 kg/cm2• Da die Kette auf Zug und Biegung beansprucht wird, aber die 
Berechnung nur auf Zug üblich ist, wird die zulässige Spannung niedriger ge
wählt, als sie dem Baustoff entspricht. C. v. Bach setzt 

k. = 600 kg/cm 2 oder 4fache Sicherheit für wenig angestrengte, 
k. ;;:;;; 500 5fache " häufiger benutzte, 
k. :;;;; 300 8fache " Dampfwindeketten. 

Der erforderliche Querschnitt wird mit k. = 300 kg/cm 2 

- 5000 - 2 F - 300 - 16,67 cm 

und besteht aus 2 Kreisquerschnitten. 

sich d = 33 mm. 

nd2 1 
Aus -~ =-- F = ~ 8,4 cm2 ergibt 

4 2 

Bemerkung. Die kurzglied.rige Krankette der deutschen Maschinenfabrik A.-G., 
Werk Bechern & Keetmann, Duisburg, gibt für d = 33 mm eine Bruchlast von 
49000 kg an. 

Berücksichtigung des Eigengewichtes. Für das Eigengewicht der Kette 
darf im Mittel angenommen werden 

g = 1,432 · 2 · F = R: 2,25 · d2 [kg/m], 
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wobei d in cm einzusetzen ist. Unsere Kette wiegt demnach g = 2,25 · 3,32 

= r;:,; 24,5 kg/m, nach Angabe der Firma g = 24,46 kg. Durch das Eigengewicht 
vermindert sich bei beträchtlichen Längen die Nutzlast. Angenommen, die Kette 
soll bis zu 200 m Tiefe fördern, dann würde die größte Spannung 

f1 = ~_± G = ~000 ± 24,5 · 200 = 5000~+ 49QQ = 585 kgjcm2 

max 2·F 2·8,55 17,1 ' 

das Eigengewicht wäre angenähert gleich der Nutzlast. Die nunmehr erforder
liche Kettenstärke ergibt sich aus 

zu 

P+G 
fJmax= 2·F $k, 

d=y/ p . n , 
2 . k.- 2,25 ·l 

damit sich für d ein reeller Wert ergibt, muß 

n n 
2 k. ~ 2,25l oder l $ ;r:-2,25 ·k. = 0,7 k. 

sein. Da die Gleichung für d vier Veränderliche hat, soll sie nomographisch gelöst 
werden. Bei häufig durchzuführenden Rechnungen empfiehlt sich stets die An
wendung der Nomographie, weil das Nomogramm oder die Rechentafel den Ein-

Abb. 22. Kette (Nomogramm). 

fluß der einzelnen Größen deutlich erkennen läßt. In Abb. 22 ist auf der linken 
Senkrechten die Teilung für kz im Gleichschritt aufgetragen; die obere Wagerechte 
enthält drei Gleichschritteilungen für die Länge l in m, die Nutzlast P einmal 
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von 0-;- 50000 kg und zum andern von 0 -;-10000 kg. Dementsprechend sind auf 
der unteren Wagerechten zwei Teilungen für die Kettendurchmesser, die obere 
für den Lastbereich von 0-;-.'50000 kg, die untere, die auf der rechten Senkrechten 
weitergeführt ist, für den Lastbereich von 0-;-10000 kg. Die rechts steigenden 
Schrägen schneiden auf der oberen wagerechten Längeneinteilung die Länge ab, bei 
der das Eigengewicht die zulässige Spannung hervorruft. Dem Wert k, = 300 kg/cm 2 

würde z. B. eine Traglänge von l = 210 m entsprechen, da die Schräge durch 
k, = 300 auf der oberen Wagerechten l = 210 abschneidet. Den gesuchten Ketten
durchmesser d findet man folgendermaßen: Bringe die Wagerechte k, [ = 300] mit 
der Senkrechten durch die ~utzlast P [ = 5000] zum Schnitt (a), dann liegt a 
zwischen den Strahlen von 0 nach d = 30 und d = 33; der gröBere Durchmesser 
ist zu wählen. Hierbei ist das Eigengewicht der Kette nicht berücksichtigt. Um 
die Spannung zu finden, die eine 200 m lange Kette mit d = 33 mm Durchmesser 
bei P = 5000 kg erfährt, verfolge man die Wagerechte durch (a) bis zur Senk
rechten durch l = 200 (b) und gehe auf der schrägen bis zur k,-Teilung; die Schräge 
schneidet in k, = 585 kg/cm 2• Die untere Wagerechte hat noch eine dritte Teilung, 
die das Gewicht der Kette abzulesen gestattet für Längen von 071000 m; für 
0-100 m müssen die Zahlen durch 10; für 0710 m durch 100 dividiert werden. 
Die Längen werden auf der senkrechten k,-Teilung abgelesen. Man findet z. B. 
das Gewicht von 200 m Kette mit d = 33 mm Durchmesser, indem man den Strahl 
von 0 nach d [ = 33] mit der Wagerechten durch l [ = 200] zum Schnitt bringt (c) 
und den Punkt auf die Gewichtsteilung herunter lotet; man findet G = 4900 kg. 

Beispiel 4. Eine 140m lange Kette soll bei k, = 750 kg/cm2 eine Nutzlast 
von 7000 kg betragen. Gehe (Abb. 22) von k, = 750 auf der Schrägen bis zur Senk
rechten durch l = 140 (d); verfolge die Wagerechte durch d bis zur Senkrechten 
durch P = 7000 (e). Der Punkte liegt zwischen den Strahlend= 28 und d = 30, 
also ist d = 30 mm der gesuchte Durchmesser. Die größte Nutzlast erhält man, 
wenn man die Wagerechte durch d über d hinaus bis zum Strahle d = 30 ver
längert (/); die Senkrechte durch f schneidet auf der oberen Wagerechten 
Pmax = ~ 7700 kg ab. 

Beispiel 5 ... Ein Dampfzylinder habe d = 400 mm Durchmesser bei 
p = 10 kg/cm2 Uberdruck. Der Durchmesser der Deckelschrauben ist zu 
bestimmen, wenn die Anzahl i = 12 beträgt und die zulässige Spannung 
k, = 480 kg/cm 2 nicht überschritten werden soll. 

k, ist sehr niedrig angesetzt, denn die Sicherheit 

fS = 1!_. ist ~QO = ~ 8 3 
k, 480 ' . 

Das ist notwendig, weil infolge des scharfen Gawinles plötzliche Querochnitt
änderungen auftreten und außerdem die Voraussetzung gleichm'ißiger Auflage 
sämtlicher Gewindegänge nur mangelhaft erfüllt ist. Maßgebend ist der Kern
querschnitt F; die ihn beanspruchende Kraft, ist 

nd2 n-40 2 

p = -4 ·p = -4-·10 = 1256,64·10 = ~ 12600 kg. 

Der erforderliche Kernquerschnitt wird aus P = i. F · k, 

- 12600- 2 
F- i""()-:-480 - 2,63 cm . 

Die Schraubentafel für Whitworth-Gewinde liefert 7/8" mit F = 2,72 cm2 Kern
querschnitt, so daß sich eine mittlere Spannung von 

a = E_(iOO =,...., 390 kg 1cm2 
12·2,72 I 

ergibt. 
Beispiel 6. Durch eine einfache Bandbremse (Abb. 23) soll eine Last Q, 

die am Umfange einer Trommel mit dem Halbmesser r angreift, gehalten werden. 
Der Querschnitt des Bremsbandes ist zu bestimmen. Der umspannte Bogen sei 
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cx = 3f2 n; der Trommelhalbmesser r = 10 cm; der Scheibenhalbmesser R = 25 cm; 
die Last Q = 5000 kg; die Reibungsziffer des Bremsbandes p. = 0,18; die zulässige 
Spannung k, = 1000 kgfcm2• Die Umfangskraft an der Scheibe ist 

P=Q· r, 
R 

die größte Spannkraft im Bremsband 
e,ua 

S=P·---. 
e'"'- l 

Ist s [cm] die Dicke, b [cm] die Breite des Bandes, 
so ist 

1-'--''------L---~ 

Abb. 23. Bandbremse. 
S P ei' " Q r e·" a 

b·s = -= ,-- ·- -- = -·---·--. 
k, k, e'"' - l k, R e"" - 1 

Mit Bn1ax = 0,3-7-0,4 om erhält man für 8 = 0,35 

l 5000 10 e"a b= _,_, ___ -----=,.....,10om 
0,35 1000 25 e"a _ 1 · 

Da b ;;;;: 8 om sein soll, muß der Scheibendurchmesser R auf 

10 
R = 25 · 8- = 31,5 om = ,....., 32 om 

vergrößert werden. Damit wird die größte Spannung im Bremsband 

5000 10 e·"a 
()'lllaX = 8:-0,35 • 32 • ~- 1 = ,...._, 975 kgfcm2. 

Berücksichtigung des Anschlusses: Im allgemeinen müssen 
die eine Kraft übertragenden Stäbe an einen andern Bauteil ange
schlossen werden. Da dieser Anschluß meist durch Bolzen, Stiele oder 
Schrauben erreicht wird, erfahren die Stäbe an den Anschlußstellen 
Schwächungen, durch die der errechnete Querschnitt vermindert 
wird. Maßgebend ist der schwächste Querschnitt. 

Beispiel 7. Ein Fachwockstab habe eine Zugkraft P = 16000 kg aufzu
nehmen; er sei durch d = 20 mm-Niete angeschlossen. Die zulässige Spannung 
ist naoh S. 20 k. = 1200 kgfcm2• 

Gewählt werden a) ein Flacheisen mit 8 = 12 mm Dicke; die Nieten seien 
so angeordnet, daß höchstens zwei in einen Querschnitt fallen, dann beträgt die 
nutzbare Breite des Flacheisens (b- 2 · d) cm. Die Festigkeitsbedingung liefert 

(b- 2 d). 8. k. ~ p 
und daraus 

- p - 16000 -- 2 13,3 (b-2d)-s-k;- 1200 -13,3cm oder b=u+2·2=,..,16cm, 

so daß 

16000 _,....., k I 2 
O'max = (16-4). 1,2- 1100 g cm 

ist. 
b) ein Winkeleisen 80 · 120 · 10 mit F = 19,1 cm2; durch die Niete gehen 

2 · d · 8 = 2 · 2 · 1 = 4 cm2 verloren. Der nutzbare Querschnitt ist also 19,1-4 
= 15,1 cm2; die größte Spannung wird 

- 16000- 2 
O'max - 15,1 - 1060 kg/cm . 
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Da nur der eine Schenkel des Winkeleisens angeschlossen werden kann, wird 
die Voraussetzung des axialen Kraftangriffs zum mindesten in der Nähe der An
schlußstellen nicht erfüllt; die Spannungsermittlung kann deshalb nur angenäherte 
Gültigkeit haben, und man tut gut, bei der Wahl der zulässigen Spannung nicht 
bis an die obere Grenze zu gehen. Auf die Spannungsverteilung in den von der 

Einspannstelle genügend weit entfernten Querschnitten ist der be-
/ sondere Spannungszustand der Einspannstelle selbst ohne Ein

fluß; wir dürfen dort gleichmäßige Verteilung der Spannungen 
über den Querschnitt voraussetzen. 

2. Veränderlicher Querschnitt. 
Bei plötzlichen Querschnittänderungen, wie sie z. B. 

Abb. 24 zeigt, ist die Frage der Spannungsverteilung an 
der Übergangsstelle nicht geklärt. Durch Versuche ist 
lediglich festgestellt, daß die Bruchgefahr erhöht wird. Es 
hat sich deshalb in der Praxis die Regel herausgebildet, 

P scharfe Übergänge durch Ausrundungen zu mildern. Be-
~~~t;:· ~~~~~ steht ein Stab aus verschieden dicken Teilen, so ist der 

schwächste Querschnitt maßgebend, er heißt der gefähr
liche Querschnitt; seine Abmessungen ergeben sich aus der Festig
keitsbedingung 

P < F · kz, bzw. P < F · k • 
Beispiel 8. Ein kegelförmiger Stab beliebigen Querschnittes werde durch 

eine unveränderliche Kraft P auf Druck beansprucht. In dem Querschnitt F im 
Abstande y von der Grundfläche ist die Spannung (Abb. 25) 

11 = -~; in der Grundfläche 111 = ;~. 
Aus F 1 :F=H2 :(H-y)2 folgt 

F = F · (H- Yl_2. daraus 
t H2 ' 

p H2 
l/2 a = F 1 . ( H - y2) 

H2 H2 
= CJ1 • (H _ y)2 = 111 · z2 · 

a = f(z) ist eine hyperbolische Kurve 
dritten Grades: 11z2 = 111 • H 2 ; der 
Koordinatenanfangspunkt liegt in der 
Spitze des Ergänzungskegels. Da der 
schwächste Querschnitt für die Ab
messungen maßgebend und durch 

p 
F2=7e 

Abb. 25. Kegelförmiger Stab. gegeben ist, ebenso F1 durch die 
Formgebung des Kegelstumpfes be

kannt ist, lassen sich die Punkte 0 und A1 aufzeichnen. Die übrigen Punkte der 
Kurve der Spannungen längs der Stabachse findet man folgendermaßen: gehe von A1 
senkrecht nach oben bis zur Wagerechten durch den beliebigen Querschnitt F; 
verlängere die Verbindungslinie des Schnittpunktes mit 0 bis zur Wagerechten 
durch AI> lote diesen Punkt auf die Wagerechte durch F, verbinde den Schnitt
punkt mit 0 und verlängere die Verbindungslinie bis zur Wagerechten durch A1 , 

dann schneidet die Senkrechte durch diesen Punkt die Wagerechte durch F in 
dem gesuchten Punkte A. 
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Beispiel 9. Es ist die Verkürzung des Stabes der Abb. 25 zu bestimmen. 
Ein Stabteilchen von der Länge d y erfährt die Verkürzung 

l 
tJdy = r~.·a·dy = E·a·dy. 

Die gesamte Verkürzung ist demnach 
l 

tJ l = } I a · d y = } . F'. 

0 

a · dy ist ein Flächenstreifen der von der Kurve a = f(y) begrenzten Fläche, 
Ja· dy also der Flächeninhalt F' der von a = f(y), der z-Achse und a1 und a2 
begrenzten Fläche. Der Maßstab der Zeichnung sei für die Längen l mm = d cm; 
für die Spannungen l mm = b kg/cm 2 ; für den Flächeninhalt also 1 mm 2 

= a · b kgfcm. Damit wird 

l , 2 ab [kg;'cm] tll[cm] = ----- ·F [mm ]· ----E [kgjcm2 ] l mm2 
Rechnerisch findet man 

l l 

l I l I H2 !Jl=E a·dy=E a 1 (H-yji·dy. 
0 0 

Setze H - y = z; - d y = d z oder d y = - d z 
H-/ H-l 

tJ l = a'·H2J- dz = a,. H2. _l '= {JI, _1-!.J_ 
E z2 E z I E H -l' 

H H 
Aus F 1 :F2 = H 2 :(H -l)2 folgt H:(H -l) = yF1 :1)F~, daraus 

l F, 
tll=E·a1 ·l·JF2 • 

BeispiellO. Der Stab sei 
ein Umdrehungskörper mit be
liebiger Erzeugender (Abb. 26) 
und werde durch eine Kraft P 
belastet. Wir untersuchen den 
Spannungs- und Formände
rungszustand unter der Vor
aussetzung, daß sich die Span
nungen gleichmäßig über die 
Querschnitte verteilen. Das 
ist aber nur zulässig, solange 
die Begrenzungslinien des 
Umdrehungskörpers gegen 
die Stabachse schwach ge-
neigt ist. · 

Die Spannung a = P: F 
ist für verschiedene Quer
schnitte zu berechnen und 
senkrecht zur Stabachse auf

P-5ooolrg 
Abb. 26. Umdrehungskörper. 

zutragen. Die Verlängerung ergibt sich zu 

tJl = ~ ·F', 

d 

wenn F' der Inhalt der von der Spannungskurve begrenzten Fläche ist. Um für 
die Ermittlung von F' die Simpsonsche Regel anwenden zu können, muß man 
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die Zahl der Teilflächen durch drei teilbar wählen. Abb. 26 zeigt Schnitte, für die 
mit den Maßen der Abbildung und P = 5000 kg 

Schnitt dem Fcm2 a=P:F 

0 2,7 5,73 873 ao = 873 
1 2,7 5,73 873 3 a1 = 3 · 873 = 2619 
2 2,95 6,83 730 3 a2 = 3 · 730 = 2190 
3 3,3 8,55 585 2a3 = 2 ·585 = 1170 
4 3,9 11,95 419 3 a4 = 3 · 419 = 1257 
5 4,3 

I 
14,52 344 3 a5 = 3 · 344 = 1032 

6 4,3 I 14,52 344 2 a6 = 2 · 344 = 688 
7 4,0 12,57 398 3 a7 = 3 · 398 = 1194 
8 3,6 I 10,18 490 3 a8 = 3 · 490 = 1470 
9 3,6 10,18 490 a9 = 490 

I - -----

I 12983 

wird. Die Simpsonsche Regel liefert als Flächeninhalt 

F' = : · ! (a0 + 3a1 + 3a2 + 2a3 + 3a4 + 3a5 + 2a, + 3a7 + 3a8 + ag) 

= !_. 120 . 12983 
8 9 

und damit als Verlängerung des Stabes 

1 I 3·120•12983 
Lll= E·F =8·9·2150000=0,03 cm. 

3. Die Kraft sei veränderlich. 
a) Der Querschnitt sei unveränderlich. 

Ein Stab von der Länge l und dem unveränderlichen Querschnitt F 
stehe unter dem Einfluß des Eigengewichtes. Der Spannungs- und Form

tJ 
Abb. 27. Eigengewicht. 

änderungszustand ist zu untersuchen (Abb. 27). 
Ein Querschnitt F im Abstande x vom freien 

Ende des Stabes erfährt die Spannung 

Gx a=F, 

wobei Gx das Gewicht des abgetrennten Teiles 
bedeutet; dieses ist aber mit y als spezifischem 
Gewicht 

daraus 

X 

Gx= JF·dx·y=F-yx, 
0 

G 
a=y·x und amax=a1 = F. 

Die Spannung in den Querschnitten wächst geradlinig von a = 0 auf 
a = a1 an der Einspannstelle. Die Verlängerung eines Stabteilchens 
von der Länge d x ist 



Die Kraft sei veränderlich. 

Jdx= 1 -a·dx =_! ·y·x·dx 
E E ' 
l 

Jl=J~·y·x·dx= ~·y·~. 
II 

Beispiel ll. Ein wagerechter Stab mit un
veränderlichem Querschnitt drehe sich um eine 
senkrechte Achse mit der Winkelgeschwindig
keit w. Der Spannungs- und Formänderungs
zustand infolge der Fliehkraft ist zu unter
suchen (Abb. 28). 

Der Querschnitt F im Abstande x vom 
freien Ende wird durch die Fliehkraft Cx, 
des abgetrennten Teiles auf Zug beansprucht; 
diese ist 

a.(z_x)·w2 
X \ ') c - . ~ 

x-

F·x·y·(l- ;)-w2 
-----------

g g 

Damit 
Abb. 28. Fliehkraft. 

- Qx- y ( X) y 2 a- -- - -·X l-- -w 2 = -·x (2l-x)·w. 
F g 2 2 ·g 
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a = f(x) ist eine Parabel, die durch den Koordinatenanfangspunkt 
geht und deren Scheitel in der Einspannstelle liegt. Hier tritt die größte 
Spannung auf av die sich für x = l aus der Gleichung für a ergibt. 
Man erhält 

-;-w 2 -l2 • x(2l-x) 
a 1 = ·-2 g und damit a=a1 • -i2-. 

Ein Stabteilchen von der Länge dx erfährt infolge der Spannung a 
die Verlängerung 

der ganze Stab verlängert sich demnach um 
l 

l 

wobei J adx 
0 

Lll= 1 Ja·dx E ' 
0 

der Inhalt der von der Kurve a = f ( x) und den Achsen 

begrenzten Fläche ist. Dieser ist gleich 2/ 3 des aus l und a1 gebildeten 
Rechtecks, so daß 

l 2 y·w 2 ·l3 1 y v2 
Lll=- . •(j ·l=---=-· . -·l 

E 3 1 3g·E 3 g E 
wird. 

Bei allen drei Gleichungen ist auf die Benennungen zu achten. 
Damit a die Benennung kgfcm 2 erhält, muß gewählt werden: 

y in kgfcm2 ; l in cm; w in ljsek; g in cmfsek2• 
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Sollen die sonst üblichen Dimensionen - y in kgfdm3 ; g in mfsek2 ; 

l in cm - eingeführt werden, dann lauten die Gleichungen 

1 y ( x(2l-XJ 
a=woooo. 2g. x 2l-x)· w2 = o-1·-~-2-' 

1 yl2 

o-1 =100000 • 2g · w2 , 

1 yl3 0 2 1 
Lll=--·- ·w· =-·- ·a ·l 

100000 3gE 3 E 1 ' 

Zahlenbeispiel 11. Der Stab sei 1,25 m lang; der Baustoff Gußeisen mit 

y = 7,25 kg/dm3• Welche Umlaufzahl darf er erhalten, wenn k, 200 kg/cm2 

nicht überschreiten soll ? Wie groß ist seine Verlängerung? 
Aus 

folgt 
11 2gk. d 2·9,81-200 

ro = V 100000·-y-12 = V 100000· 7,25 _1252 = 59,5 [1/sek], 

Dieser Winkelgeschwindigkeit entspricht eine Umlaufzahl 

n = 3:~ = 303·,~:·5 = "-' 570 [Uml.JMin.] . 

Als Umfangsgeschwindigkeit erhält man 

v = r · ro = 1,25 · 59,5 = ,...., 74 [m/sek]. 

Da man im Maschinenbau bei Gußeisen nicht über v = 35 mfsek hinauszugehen 

pflegt, muß k, unter 200 kg/cm2 bleiben. 
Als Verlängerung ergibt sich bei einem mittleren E = 800000 kgfcm 2 

1 2 2-200·125 
L1l= l!f'3a·l= 800000_3 =0,0217cm. 

Die Berechnung der Verlängerung ist insofern nur angenähert, als das Hooke

sche Gesetz als gültig angenommen wurde. 

Berechnung der Verlängerung auf Grund des Potenzgesetzes. 

1 
e = 1250000 · al,l, 

Aus L1 dx = e • dx ergibt sich 

l l 

L1l= fe·dx=l25~ooofa1.1-dx= 125~ooof[al' x(2~2-x)r1·dx 
0 0 0 

l 

= 125~oooJ[-a~-~2l·x(1- ;l)r-~-dx. 
0 

Wir setzen '!.l = z, also x = 2lz und dx = 2ldz und erhalten 

lJ. 

Lil = --1-J1 G1• ~-2lz(1- z)j11
'
1 ·2l·dz 

1250000 l l2 . 
0 
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Die Grenzen sind für x = 0 z = 0 und für x = l 
u, 

Lll = __ ___]._ - · (4at)l·1 · 2l·Jz1·1 (I - z)l.l.dz 
I250000 ' 

0 
1/z 

Lll = -- -I ·23,2 ·a11,1 ·ZJzl,1 ·(l- z)1,1 ·dz 
I250000 . 

0 

Wir entwickeln (I- zJ1·1 nach dem binomischen Lehrsatz: 

(I-z)1,1 = I-1 1·z+ l,I·O,_I,z2+ ILQ.L· 0~ .z3+ !-_!_-_0,1-_0,9 ·I,_(l_z4 + .. 
, 1·2 I·2·3 I-2·3·4 

) 1 21 I1·0,I 31 1,1·0,I·0,9 z1,1.(J-z1,1=z,l-l,l·z· + '1·2 z, +--1.-i.ä __ z4,1 

I,I·O,l·0,9·I,9 
+ -T2:-3~4--·z5,1 + · · · 

= z1·1 - I,I·z2•1 + 0,055z3·1 + O,Ol65z4•1 + 0,00784 z5,1 
+ 0,004546 z6,1 + · . · 

1/2 1/2 l,/2 1/2 1/2 

J z1,1. (I- z)1,1. dz = Jz1,1. dz- I,I J z2•1 dz+0,055 Jz3•1 ·dz + 0,0165 Jz4,1dz + ... 
0 0 0 0 0 

l ( I ')2,1 I ( 1 )3,1 I ( I )4,1 
= 2.i' 2 -I,I· 3,1' -2 + o,o55· .t;r 2 + ... 

= O,lll08- 0,04I39 + 0,000782 + 0,000094 + O,OOOOI 9 

+ 0,000005 + ... 
1/2 l' 

J z1,1(1-z) 1·1 ·dz= 0,07059, 
0 

23,2Jz:.1(I-z)1.1 ·dz=0,6487, 
0 

I 
Lll = - - - - - · 0 6487 · a 11·1 ·l = 0 02I9 cm I250000 , , . damit 

Der Unterschied gegen den mit einem unveränderlichenE gefundenen Wert ist aller
dings gering, doch darf nicht übersehen werden, daß die Zahlentafeln E zwischen 
750000 und 1050000 kgfcm 2 angeben. Allgemeine Gültigkeit hat auch der mit 
dem Potenzgesetz gefundene Wert nicht, 
da jede Gußeisensorte ihr besonderes Ge
setz hat. 

Der frei kreisende Ring. Wir den
ken uns einen Ring mit rechteckigem 
Querschnitt, dessen Abmessungen im 
Vergleich zu dem Durchmesser als ge
ring angesehen werden dürfen. Bei der 
Drehung des Ringes stehen alle Teile 
unter dem Einfluß der Fliehkraft, er
fahren also Kräfte, die radial nach 
außen gerichtet sind (Abb. 29). Auf 
das Ringteilchen von der Breite R · dcp 
wirkt eine Fliehkraft Abb. 29. Ring. 

dC = dM · R · w2, 

wenn w die Winkelgeschwindigkeit des umlaufenden Ringes ist. Mit 

dM = d_G_ = _J'_ • d V, 
g g 
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worin y das spezifische Gewicht ist, wird 

dC == L · b·h·R·dm ·R·w2 g r ' 

die senkrechte Seitenkraft wird 

d V = dC · sin rp = Y_ • bh · R2 • w2 • sin rp · drp, 
g 

die Summe aller Seitenkräfte d V über den halben Ring ergeben 

V= I dV = ; · bh · R 2 • w2 I sin rp · drp, 
0 0 

=- ~- · b·h·(R · w)2 [cos n- cos 0], 

= 2 · y_ • b h · ( R • w )2 
g 

oder mit R · w = v, der Umfangsgeschwindigkeit, 

V=2·Lbh·v2. 
g 

Eine gleich große, entgegengesetzt gerichtete Kraft V erhalten wir für 
die untere Ringhälfte. Beide Kräfte V müssen von dem Querschnitt 
A B aufgenommen werden, so daß 

2·b·h·a = 2· L.bh ·v2 (a) 
g 

wird. Die Festigkeitsbedingung erfordert 

a= L. v2<k g = z. 

Die Gleichung ist insofern lehrreich, als sie zeigt, daß die Spannung a 
im Schnitt AB nur von dem spezifischen Gewichty und der mittleren 
Umfangsgeschwindigkeit v abhängig ist. Allerdings haben wir in Glei
chung (a) gleichmäßig verteilte Spannungen angenommen, was nur 
angenähert zutrifft. Die Einheiten, in denen die in Frage kommenden 
Größen zu messen sind, müssen auf kg und cm zurückgeführt werden, 
also 

y als spezifisches Gewicht des Baustoffes in kgjcm3 (Gußeisen 
y = 0,0072 kgfcm3 ; Stahl y = 0,0078 kgjcm3); 

g als Erdbeschleunigung in cmjsek2 ; g = 981 cmjsek 2 ; 

hundbin cm; 
R als mittlerer HalbmeR;;;er in cm; 
v als Umfangsgeschwindigkeit in cmjsek; 

w = :n:;On als Winkelgeschwindigkeit in ljsek; 

a und k. als Zugspannungen in kgjcm2 • 

Die Verlängerung des Bogenteilchens ds = R · drp ist 
l 

Ll (ds) = rx • a · ds = E · a · ds, 
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die Dehnung in Richtung des Umfanges also 
.d(ds) l l y E=-. -=---·a=-·--·v2 

ds E E g . 

Der ganze Ring erfährt infolge der Fliehkraft eine Verlängerung 

um 

LI (2nR) = e · 2nR =.~ .. ·I'_· v2 • 2nR· 
E g ' 

.d R = 1- · y • v2 • R E g 

verlängert sich der Halbmesser R. 
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Ein radialer Stab von der Länge R, den wir uns als Arm eines 
Schwungringes denken können, erfährt nach S. 29 die Verlängerung. 

l y 
LIR= -·-·- ·v2 ·R 

3E g ' 

das ist aber nur ein Drittel des Betrages, um den sich der Ring auf
weitet. Sind Ring und Arm fest miteinander verbunden, so wird der 
Arm zusätzliche Zugspannungen, der Ring aber Biegungspannungen 
erfahren. (Näheres unter "Schwungradberechnung", S. 460.) 

Häufig wird der Schwungring geteilt, und beide Teile müssen durch 
Schrauben zusammengehalten werden. Sind n Schrauben mit einem 
Kernquerschnitt von f cm 2 vorhanden, so errechnet sich n aus der 
Festigkeitsbedingung 

n· f· kz1 :2: V= 2.L. bh·v2 • 
- (J ' 

auf jeden der beiden Stöße entfallen demnach 

1 l y·b·h·v2 
n=---·n>---

2 = gf k~ 

Schrauben, deren Baustoff die zulässige Spannung k.' hat. Mit 

erhält man 

Aus 

y_ · v2 s;, k 
(J - z 

1 bh kz 
n = T. k~ · 

a=L·v2 
(J 

folgt für Gußeisen 
Vuwx = 35 m/sek 

mit y = 0,0072 kgjcm3 ; g = 981 cm,lsek; 

- 0•0072 35002 - 90 k 1 2 11max - 981 · · - ,..,_,_ g cm . 

b) Der Querschnitt sei veränderlich. 
1. Ein Stab von der Länge l habe kegelige Form und stehe unter 

dem Einfluß des Eigengewichtes. Spannungs- und Formänderungs
zustand sind zu untersuchen (Abb. 30). 

Winkel, Festigkeitslehre. 3 
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Der Querschnitt F im Abstande x von der Endfläche F2 trägt das 
Gewicht des Kegelstumpfes von der Höhe x. Mit y als dem spezifischen 
Gewicht des Baustoffes wird 

oder mit 

daher 

dG =F ·dx·y 

F 1 :F= (h + l)2: (h + .x)4 

(h + x) 2 

dG=F1 • (h+l)Z·y·dx, 

"' 
F1·Y r 

G = (h+---z)2 J (h + x) 2 • dx. 
0 

Da die Gleichungen bequemer werden, wenn wir das Achsenkreuz 
durch die Spitze des Ergänzungskegels legen, schreiben wir 

z h+x=z; dx=dz; h+l=H 
und erhalten 

Fr·Y G = ---- (z3 - h3) 
3·Jl2 ' 

---t<---~f:l und damit 

Abb. 30. Kegeliger Stab (Eigengewicht). 

G F 1 ·y 
a= F-= 3·F·Jl2(z3-h3) 

was infolge 

F:F1 = z2 : H 2 

übergeht in 
y z3 -h3 

a=-f·--z2--. 

Für den Einspannquerschnitt F 1 wird z = H, folglich 
y }{3- h3 

a 1 = :r. ----yjZ-

Durch die Division beider Gleichungen erhalten wir das Gesetz über 
das Anwachsen der Spannung längs der Stabachse 

Jl2 z3 _ h3 
a = a1· Jl3 _ ha ·--z2--

z = h ergibt a = a2 = 0, 
z=H " a=a1 ; 

für dazwischen liegende Werte z findet man a am schnellsten durch 
Rechnung, indem man setzt 

h = q; · l; H = h + l = (l + q;) · l, 
z0 = q; ·l; z1 = (q; +O,l) ·l; z2 = (q; + 0,2) ·l; z3 = (q; +0,3) ·lusw.; 
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dann wird für zehn gleiche Teile der Stablänge 

(] =0 
(l+T)2 (tp+0,1)a-Ta 

G(l)=(J1· (I+qJTl-qJ3·- (p+O,I)2-=(J1CY.'CY.'1• 

(I+ qJ)2 (T + 0,2)2-qJa 
G(2) = a1. (I+ qJ)3~ 'Pa . -(9J+ü,zy-· = a1· cz· CY.2, 

(I+T)2 (tp+0,3)3-qJa 
G(s)=a1· (I+p)3:__'1':;· (1J1+0,3)2 =a1·cz·CY.a usw. 

z. B. erhält man für cp = 4 den Festwert CY. = 0,4098 und damit 

<Xn CX • CXn a = <X. <Xn. a1 

l. z1 = (qJ + O,I). l 0,293 O,I2 0'(11 = O,I2 . ()'1 
2. z2 = (qJ + 0,2). l 0,572 0,234 0'(21 = 0,234 · a1 
3. za = ( T + 0,3) · I 0,839 0,344 alal = 0,344. ()'] 
4. z4 = (tp + 0,4) ·I 1,094 0,449 0'(4) = 0,449. ()'1 
5. Zs =(rp+0,5)·l 1,34 0,55 O'isl = 0,55 • ()'! 

6. z6 =(rp+0,6)·l I,5i6 0,646 0'(6) = 0,646. ()'1 
7. z7 =(rp+O,i)·l I,802 0,738 0'(7) = 0,738 · a1 
8. Zs =(rp+0,8)·1 2,022 0,829 O'(g) = 0,829 'D1 
9. Zg = (rp + 0,9). 1 2,235 0,916 O'(g) = 0,916 · a1 

10. :10 = (rp +I ) . l - - O'(JQ) = ()'1 
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Die Kurve a = f(z) ist eine schwach gekrümmte hyperbolische Kurve 
dritten Grades (Abb. 30). 

Als Verlängerung eines Stabteilchens von der Länge dx erhält man 

I 
rl( J :r) = I)( • a · d x = E · a · d x , 

demnach als Verlängerung des ganzen Stabes 

l 

J l = 1 ·Ja·dx . E . 
0 

a · d x ist ein Flächenstreifen von der Höhe d x; J a · d x gleich dem 
Inhalt der von der Spannungskurve a = f(z) begrenzten Fläche. Hier 
empfiehlt sich die zeichnerische Lösung der Aufgabe, da man mit ge
nügender Genauigkeit rechnet, wenn man die Kurve maßstäblich auf 
Millimeterpapier entwirft und den Flächeninhalt auszählt. Ist l mm 
= a cm der Längenmaßstab, 1 mm = b kgfcm 2 der Maßstab der Span
nungen, so ist 1 mm 2 = a [cm] · b [kgjcm- 2] = a · b [kgjcm-1] der Maß
stab des Flächeninhaltes. Bei F' mm 2 gezählten Inhalt wird 

1l [cm] = .l . F' = ___ I __ ,F'[mm2] ,_a-l;_[k~cm-1] 
- · · E E[kg;cm- 2] l [mm2] 

die Gesamtverlängerung des Stabes. 
2. Ein Stab von der Länge l habe kegelige Form und stehe unter 

dem Einfluß der Fliehkraft. (Arm eines kreisenden Schwungrades.) 
Spannungs- und Formänderungszustand sind zu untersuchen (Abb. 31). 

3* 
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Eine Scheibe senkrecht zur Stabachse von der Dicke d x im Ab
stande x' von der Drehachse erfährt die Fliehkraft 

' 

/ 
I 

I 

/-

+---
1, f1 
\ 

' ....... _ 

also 

Aus 

folgt 

Abb. 31. Kegeliger Stab (Fliehkraft). 

dO = ]'_·w2·F · x' ·dx 
g ' 

= Y_.w2·F·(l-x)·dx. 
g 

F: F 1 = (h + x) 2 : H 2 

F=F .\~±xJ2 
1 H2 ' 

X X 

dO = dM · x' ·w2, 

wenn d M die Masse der 
Scheibe, w die Winkel
geschwindigkeit des Ar
mes ist. Mit y als spe
zifischem Gewicht wird 

dM=J'-·F·dx 
g ' 

0 = J d 0 = f w2 • !!J (l-x) (h+x)2· dx. 
0 0 

Die Auflösung der Klammern liefert 
X 

C=: w2;~s(h2 l+2hlx+lx2 -h2x-2hx2 -x3)dx, 
0 X 

=; w2~Hh2lx+hlx2+Yalx3-Yzh2 x2- 2/ahx3 -ix4) I, 
1 F 0 

=- .1'_ w2 __! [ l2h2lx- 6hx2 (h- 2l)- 4x3 (2h -l)- 3x4 ] 
12 g H 2 • 

Als Zugspannung im Querschnitt F erhalten wir a = 0 : F oder mit 

F=F (h+x)2 
1 H2 ' 

_ 1_.2'_ 2 12h2 lx-6hx2 (h-2l)-4x3(2h-l)-3x4 

a-12 g w (h+x)2 

Damit man ein Bild von dem Anwachsen der Spannung erhält, sei 
die übliche Verjüngung 4 : 5, d. h. h = 4 l; H = 5 l, der weiteren Be
handlung zugrunde gelegt. Wir erhalten 

1 y 192l3x -48l2 x2-28lx3-3x4 
a = I2. -g-. w2 (4l+ x)2 

Die Einspannstelle erfährt eine Spannung a = a1 für x = l 
a = 113 . !_ • w2 . [2 

1 300 g 0 
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Durch Division beider Gleichungen ergibt sich 

25 192l3 x- 48l2 x2- 28lx3 - 3x4 

a=a1·u3" l2(4l+x)2 

Wir berechnen a für 10 Punkte und setzen x = t:p • l 
25 192tp -48tp 2 -28tp3 -3tp4 25 

a = al "fl3. --- (r+9J)2 - --- = al ·u3 ·IX. 

tp= 0,1 0,2 0,3 I 0,4 0,5 

4+tp 4,1 4,2 4,3 I 4,4 4,5 I 
Nenner = (4 + tp)2 16,81 17,64 18,49 I 19,36 20,25 

I 
I 

tp2 0,01 
I 

0,04 0,09 I 0,16 0,25 
tp3 0,001 0,008 0,027 

I 
0,064 0,125 

q:>4 0,0001 I 0,0016 0,0081 0,0256 0,0625 
192 tp 19,2 I 38,4 57,6 76,8 96,0 
48 tp 2 0,48 I 1,92 4,32 

! 
7,68 12,00 

28 tp 3 0,028 I 0,224 0,756 1,792 3,500 
3 q:>4 0,0003 0,0048 0,0243 0,0768 0,1875 

Zähler 18,69 36,25 I 52,50 67,25 80,31 
rt: 1,112 2,055 I 2,839 3,474 3,966 

a: a1 0,246 0,455 I 0,628 0,769 0,877 

I I 
I 

tp= 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

4+tp 4,6 I 4,7 
I 

4,8 4,9 5 I 

Nenner = (4 + tp)2 21,16 I 22,09 23,04 24,01 25 
q:>2 0,36 0,49 I 0,64 0,81 1 
tp3 0,216 

I 

0,343 0,512 0,729 1 
q:>4 0,1296 0,2401 0,4096 0,6561 1 

192 tp 115,2 134,4 153,6 172,8 192 
48 tp 2 17,28 23,52 30,72 38,88 48 
28 tp 3 6,048 9,604 14,336 20,412 28 

3 q:>4 0,3888 0,7203 1,2288 1,9683 3 
Zähler 91,48 100,56 107,92 1ll,54 113 

X 4,323 4,552 I 4,684 I 4,646 I 4,520 
a :a1 0,957 1,007 1,036 1,028 I 1 

Bemerkenswert ist, daß die größte Spannung nicht im Einspann
querschnitt auftritt. Um den Ort der größten Spannung zu finden, 
setzt man den ersten Düferentialquotienten gleich Null: 

~a =0 
dx · 

Mit u = 192 ZS x- 48l2 x 2 - 28lx3 - 3 x4 , 

~}!_ = 192Z3 - 96l2 x - 84lx2 - 12 x3 
dx ' 

v= (4l + x) 2 , 

~: = 2 (4l + x) 
wird 
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Daraus 
3 x4 + 38lx 3 + l68l2 x 2 + 288ZS x- 384Z4 = 0, 

3 ( ; r + 38 ( ; r + 168 ( ; r + 288 ; _ 384 = o . 

Durch Annäherung findet man cp = ~ = 0,841; damit wird 

O'max = 1,047 • 0'1 , 

O'max = 0,394 _?'_ • w2 ·Z2• 
g 

Die Verlängerung des Armes ist 
l 

Lll=1J a·dx. 
0 

Hat man die Kurve a = f(x) maßstäblich auf Millimeterpapier ge
zeichnet, so ergibt das Auszählen der von der Kurve begrenzten Fläche 
unmittelbar die Verlängerung. Da aber das Anwachsen der Spannung 
mathematisch als Funktion gegeben ist, läßt sich Lll durch Integration 
bestimmen. Allerdings ist die aufgestellte Gleichung etwas unbequem; 
wir beziehen sie deshalb besser auf ein Achsenkreuz, dessen Nullpunkt 
in der Spitze des Ergänzungskegels liegt, und setzen 

l-x=H-z; h+x=z; dx=dz; F:F1 =z2 :H2 ; 

dann gehen x 

über in 

C = -} w2 • :-iJ (l- x) (h + x)2 • dx 
0 

z 

a = 1'_ w2 • _!_J(H- z) · z2. dz 
g ~ ' 

h 
z z 

= 1'_ w2. _!.__IJH z2 dz -Jz3 dz J-
g z2 L ' 

h h 

_l'_w2.[1/aH:::~lf~=_4]~ 
- g z2 ' 

y lfaH(z3-h3)-l/4(z4-h4) =--w2· - ---
g z2 ' 

c 
und 0'= F 

0' = _! ,1'_. w2. 4H(z3 -h3)- 3(z4 -h4) 
12 g z2 • 

Für z = H erhalten wir als Spannung in der Einspannstelle 

a. = _!.__ .Lw2· 4H(Ha-ha)-3(H4-h4) 
' 12 g H 2 

und durch Division beider Gleichungen 

4H(z3-h3)-3(z4-h4) H 2 
0' = 0' • --------------------. -

1 4H(H3-h3)- 3(H4-h4j z2 • 
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Den Ort der größten Spannung finden wir in diesem allgemeinen 
Fall aus der Bedingung 

da 
-([z- =O · 

Wir setzen 
u = 4Hz 3 - 4Hh3 - 3z4 + 3h4 

du 
-- = l2H z2 - l2z3 
dz ' 

dv 
v=z2 ; ---'>z dz- ~ 

da_ z2 (l2Hz 2 -l2z3 )-(4Hz3 -4Hh3-3z4+3h4)·2z dZ- ---- - -- - ---zT ________ --- -- = 0 , 

3z4-2Hz3 =4Hh3 -3h4 . 

Diese Bedingungsgleichung ist für den Sonderfall h = 4 l; H = 5 t 
erfüllt, wenn z = 4,84Z ist; das entspricht dem früher gefundenen Wert 
X= 0,84Z. 

Die Verlängerung des Stabes ist 
l 

L1l=-1 Ja·dx E , 
0 

H 

= }_. _! __ )'_ wzJ!J!_ (z3-h3)-=-:3 (z4-_l!_4~ ·d"' 
E 12 g z2 "' 

h 

und ergibt nach Auflösung der Klammern 

Lll=_!_ ·-1-· ~'-w 2 iJ4Hzdz-J3z2dz-J4__H_h)l~_lh4 ·dzJlH 
E 12 g !_ z2 h' 

= _!_·-1-·1'-w2 [2Hz2 -z3 + (4Hh3-3h4) • 1-[H 
E 12 g z ]h ' 

Lll = _!_ ·-1 .Y_w2 1' 2H (H2 - h2)- (H3- h3) + (4Hh3- 3h4) (_!_ _ _!_)-J 
E 12 g H h · 

Für den Sonderfall h = 4 l und H = 5 l erhalten wir 

Lll = -1 0 283. 1' · w2 · [3 = _!_ · 0 283 · _!_ • v2 ·Z· 
E ' g E ' g ' 

gegen Lll = 1 · 0 333 · L · v2 ·l E , g ' 

das für den Stab mit unveränderlichem Querschnitt gefunden wurde. 

4. Der Zugstab gleicher Festigkeit. 
Bei sehr langen Stäben fällt die geringe Ausnutzung des Baustoffes 

auf, wenn neben der Last das Eigengewicht berücksichtigt werden muß. 
Da bedeutet jedes überflüssige Quadratzentimeter Querschnitt ein Mehr 
an Belastung, das besser vermieden wird. Aus dieser Überlegung er
gibt sich die natürliche Forderung, den Stab so zu formen, daß alle 
Querschnitte gleiche Spannung erfahren. Stäbe dieser Art heißen 
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Stäbe gleicher Festigkeit, im Falle der Zugbeanspruchung Stäbe 
gleicher Zugfestigkeit. 

Wir machen die einschränkende Voraussetzung, der Stab sei ein 
Umdrehungskörper, dann ist mit den Bezeichnungen der Abb. 32 das 

;:; p 

Gewicht einer Scheibe von der Dicke d y und dem 
spezifischen Gewicht y 

dG =F ·y ·dy, 

Abb. 32. Zugstab gleicher 
Festigkeit. 

Damit in allen Schnitten F die Spannung a den zulässigen Wert k. 
annimmt, muß die Bedingung 

erfüllt sein. 

Aus 

y 

a = k. oder y J F · d y + P = F · k. 
0 

LfF·dy+_!:_=F folgt L.F·dy=dF, 
k. k. k. 

L.dy= dF • 
k. F 

Durch Integration erhält man 

L.y=lnF+C 
k. 

als Gesetz für das Anwachsen des Querschnittes F längs der Stabachse. 
Der Integrationsfestwert C ist aus den physikalischen Bedingungen der 
Aufgabe zu ermitteln, und zwar wird 

0 = ln ( ~ ) + C oder 

weil der Endquerschnitt F0 = P: k. ist. 

Unsere Gleichung geht über in 

( p '. 
C=-ln -), 

'k. 

Y-·y=lnF-ln (_!_)= ln F·kz 
kz kz P 

oder r p k-,y 
F=-·e z 

kz • 

Die Profillinie des Stabes gleicher Zugfestigkeit ist demnach eine 
Exponentialkurve, nach der allerdings kaum ein Stab geformt werden 
dürfte. Man geht vielmehr so vor, daß man einen abgesetzten Stab 
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ausführt, dessen Umgrenzungslinie außerhalb der theoretischen Profil
linie verläuft. Wird wirklich gelegentlich die möglichst genaue lnne
haltung der theoretischen Begrenzungslinie gefordert, so ersetzt man 
P : k. durch F 0 und bildet 

r 
F k·Y 
-~=e z 
Fo 

dann ergibt das Logarithmieren 

lg(F)=lge·L·y. 
F 0 kz 

Für Flußeisen ist y = 0,0078 kgfcm3 ; k. angenommen zu 1000kgfcm2 ; 

lg e = 0,4343, demnach 

lg (J,-) = 3,3875·10~6.y. 
0 

Wie wenig die Länge das Verhältnis von Einspannquerschnitt zum 
Endquerschnitt beeinflusst, zeigt die Durchrechnung für verschiedene 
Werte l. Z. B. liefert l = 10 m = 1000 cm 

lg (;:) = 3,3875 ·10-3 = 0,0033875; ;: = 1,008. 

l = 100 m = 10000 cm liefert 

lg (~!) = 3,3875 -10~2 = 0,033875; ;: = 1,081' 

l =200m= 20000 cm liefert 

lg (~!) = 3,3875 ·2·10-2 =0,067750; 

l = 300 m = 30 000 cm liefert 

lg (~!) = 3,3875.3 ·10-2 = 0,101625; ;~ = 1,264' 

l = 1000 m = 100000 cm liefert 

lg (!~) = 3 3875 ·I0-1 = 0 33875. 
Fo ' ' ' 

F1 
Fo = 2,112. 

D. h.: Erst bei einer Länge von 1000 m wird der Einspannquerschnitt F 1 

doppelt so groß wie der Endquerschnitt; bei kreisförmigem Querschnitt 
würden sich also die Durchmesser wie 1: 1,475 verhalten. 

ZahlenbeispieL Ein 250 m langes Schachtgestänge aus Stahl 
(E=2150000 kgfcm2) mitkreisförmigem Querschnitt trage P=5000 kg. Die zu
lässige Spannung betrage k. = 600 kg/cm2 ; das Eigengewicht (y = 7,8 kg/dcm3 ) 

soll berücksichtigt werden; die Form soll angenähert einem Stabe gleicher Zug
festigkeit entsprechen. Spannungs- und Formänderungszustand sind zu unter
suchen. 

a) Der Stab sei nach der theoretischen Exponentialkurve geformt, dann ist 

F 0 = J!_ = 5000 = 8,33 cm2 ; d 32 6 mm F 8 35 cm2 
k. 600 ·o = ' ; 0 = ' • 

lg (;1) = 0,4343. r ·l = 0·:~8 • 25 000. 0,4343 = 0,14115' 
0 • 

Fl 
F~ = 1,384, 
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d0 = 32,6 mm F0 = 8,35 cm2 ; F1 = 1,384 · 8,35 = 11,56 cm2 , 

~ = 38,4mm, 
5000 

Go = G = G1 =- = ,...., 600 kgjcm 2, 8,35 
l 

1 I 1 600. 25000 
.dl = E G. d y = -iff. Go ·l = 2150000 = ,...., 7 cm. 

0 

b) Der Stab sei fünfmal unterteilt in Teile von je 50 m Länge. Der Quer
schnitt F 1 im Abstande ~ = 50 m vom Ende des Stabes trägt das Gewicht 
G1 und die Last P; die Festigkeitsbedingung erfordert 

F 1 • k, = ;;;;:: F1 • l1 • y + P; 

- p - 5000 - 2. 
F 1 - k.- (~y - 600-5000 · 0,0078 - 8•92 cm ' 

daraus 

d1 = 33,7 mm. Die Verlängerung beträgt infolge G1 (nach S. 42) 

infolge P 

demnach 

1 1 Gl.zl 
L1l•=2 E·G.·l1 =F1 ·2E; 

I P ·l1 
L1l" = G ·lt. E = E. Fl' 

A[- Gl/2+ p l 
LJ 1 - E · F--;- . 10 

G1 = F 1 • l1 • y = 8,92 · 5000 · 0,0078 = 348 kg, 

174 + 5000 
L1l1 = 2150000 . 8,92 · 5000 = 1,35 cm . 

Der Querschnitt F 2 im Abstande l1 + l2 =100m vom Ende trägt (G1 + P) 
als Einzellast und außerdem G2 • Die Festigkeitsbedingung erfordert 

F 2 • k,;;;;;: F 2 ·12 • y + G1 + P; 
daraus 

F > P+G1 _ 5000+348 _5348_ 2 
2 = k.- l2 • y - 600 - 0,0078 · 5000 - 561 - 9•52 cm ' 

d1 = 34,9 mm mit F 2 = 9,57 cm2• Die Verlängerung des zweiten Stückes ist 

.d ls = 1/sGs__±_P + 0, .[ 
EFs 2• 

Ga = Fa · l2 • y = 9,52 · 5000 · 0,0078 = 372 kg, 
186 + 5000 + 348 

.d l2 = 2150000 . 9,52 · 5000 = 1,35 cm. 

In gleicher Weise erhält man 

F > P + G1 + G2 = 5000 + 348 + 372_ = ~720 = 10 2 . 2 
a = k. - la · y 600 - 0,0078 · 5000 561 ' cm ' 

da= 36,1 mm. Fa= 10,24 cm2 ; Ga= 10,24 · 5000 · 0,0078 = 400 kg, 

.d l = 1/ 2G3 + P + G1 + G2 ·l = 200 + 5000 + 348 + 372. 5000 =I 3 
a EFa 2150000 · 10,2 ' 5 cm' 

F > P + G1 + G2 + Ga = 5000 + 348 + 372 + 400 = 10 909 2 
3 = k, - l4 • y 600 - 0,0078 · 5000 ' cm ' 
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d4 = 87,3 mm; F 4 = 10,93 cm2 ; G4 = 10,93 · 5000 · 0,0078 = 470 kg, 

Lll = 1/2G4 + P+G1+G2_±G3 ·l = _ 235+6120 __ . 5000 + 135 cm 
4 E · F 4 2150000 · 10,93 ' ' 

F > P + G1 + G2 + Q~j-_()4 = 659~ = ll 75 cm2 
5 = k. - l • . y 561 ' ' 

d5 = 38,7 mm; F5 = 11,76 cm2 ; G5 = 11,75 · 5000·0,0078 = 505 kg, 

Lll = 1/2G+P+G:t+~2 ::f-G3 +G4 ·l= 6843·50~ = 135 cm 
5 EF5 2150000·11,75 . . 

Die gesamte Verlängerung beträgt rd. 5 · 1,35 = 6.75 cm. 

5. Wärmespannungen. 
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Unter dem Einfluß der Wärme dehnen sich die Körper aus. Die Ver
längerung, die ein Stab von der Länge 1 bei einer Temperaturerhöhung 
von 1 ° C erfährt, heißt Längenausdehnungsziffer oder linearer Aus
dehnungskoeffizient und wird mit rx bezeichnet. Wenninder Festigkeits
lehre mit E und nicht mit rx gerechnet wird, so kann rx als Bezeichnung 
des Ausdehnungskoeffizienten beibehalten werden. Für Eisen und Stahl 
ist rx = 0,000012 bei Temperaturen zwischen 0 und 100 ° C; d. h. ein 
Rtab von 1 m Länge erfährt bei einer Temperaturerhöhung um 1 ° C 
eine Verlängerung von 0,000012 m. Bei einer Erwärmung von t1 auf 
t2 ° C verlängert sich demnach ein Stab von l m Länge um 

L1 l = (X • l ' (t2- tl); 
seine Dehnung ist Lll 

e = T = rx ( t2 - tl) . 

Die durch eine Normalspannung a hervorgerufene Dehnung war 
1 

s= -E· ·a, 

unter der Voraussetzung, daß sich die Spannungen gleichmäßig über 
den Querschnitt verteilen. 

Werden die Endpunkte eines Stabes festgehalten, so daß er sich 
bei Erwärmung nicht verlängern kann, so treten in dieE"em eingespannten 
Stabe Spannungen auf, die wir Wärmespannungen nennen; sie ver
teilen sich gleichmäßig über den Querschnitt und sind längs der Stab
achse unveränderlich, wenn der Stab in allen Teilen gleiche Temperatur 
und unveränderlichen Querschnitt hat. Ihre Größe erhält man aus der 
Gleichsetzung beider Dehnungen zu 

a = E · rx • (t2 - t1) • 

Beträgt der Temperaturunterschied 1 ° C, so wird die Spannung 

a0 = E · rx, 

12·2150000 kg 
also z. B. für Stahl a0 = --1000000- = rd. 26 cm2.oc. 

Bei Bauten, die im Freien stehen, rechnet man im mittleren Europa 
mit ± 35 o C gegen das Jahresmittel von + 10 ° C, für das der spannungs-
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lose Zustand angenommen werden darf. Die größte Temperatur
steigerung von 350 C, die einer Temperatur von 10 + 35 = 45° Cent
spricht, ruft in einem fest eingespannten Stabe eine Spannung von 

a = E · rJ. • 35 = l""o.J 900 kgfcm 2 

hervor. Das sind Beträge, die für sich allein schon den zulässigen 
Spannungen sehr nahe kommen. 

Im Maschinenbau haben wir es meist mit einer ungleichmäßigen 
Erwärmung zu tun, die natürlich auch Spannungen hervorrufli. Wir 
betrachten einen Körper, der aus zwei getrennten Teilen besteht, also 

Abb. 33. Bolzen mit Rohr (Wärme). 

beispielsweise ein von 
einem Rohr umgebenen 
Bolzen (Abb. 33); das 
Rohr sei eingepaßt. 
Beide Körper mögen 
aus verschiedenem Bau
stoff hergestellt sein; das 
Dehnmaß des Bolzens sei 
E1 , das des Rohres sei 
E 2 • Im Augenblick des 
Zusammenbaues sind 
beideKörper spannungs

los. Jetzt wollen wir annehmen, daß das Rohr auf die Temperatur 
t2 ° C erwärmt werde, während der Bolzen die ursprüngliche Temperatur 
t1 ° C beibehält. Infolge der festen Kopplung beider Teile wird das 
Rohr nicht die Länge l2 annehmen können, die es bei einer Temperatur 
t2 haben müßte, denn die Wärmeausdehnung wird durch den Bolzen 
teilweise gehindert. Andrerseits kann der Bolzen infolge der festen 
Kopplung seine ursprüngliche Länge l auch nicht beibehalten; er wird 
um den Betrag Lll1 verlängert, verkürzt aber die Verlängerung des 
Rohres um den Betrag LIZ2 • Die der Temperatur t2 entsprechende 
Länge Z2 des Rohres wird um LIZ2 vermindert - beide Teile haben 
gleiche Länge. Die gesamte, infolge der Erwärmung mögliche Ver
längerung des Rohres ist 

oder mit den auf die Längeneinheit bezogenen Verlängerungen, d. h. 
den Dehnungen, 

Nach dem Geradliniengesetz von Hooke, dessen Gültigkeit aus
drücklich vorausgesetzt wird, geht diese Gleichung über in 

11t 1]2 ( ) E + E = lf. • t2 - tl . 
1 2 

Da zwei Unbekannte, a1 und a2 , vorhanden sind, bedarf es noch einer 
zweiten Bedingungsgleichung, zu deren Aufstellung wir den Gleich
gewichtzustand heranziehen. Denken wir das System senkrecht zur 
Stabachse durchgeschnitten und die Spannungen als äußere Kräfte 
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angebracht, so muß trotz des Schnittes Gleichgewicht herrschen. Mit 
F 1 und F 2 als den zugehörigen Querschnitten wird 

F1·a1-F2·a2=0. 

F 1 • a1 = Z ist Zugkraft im Bolzen, F 2 • a2 = D ist Druckkraft im Rohr. 

eingesetzt, liefert 

daraus 

F2 
0'1 = 0'2 "f!l 

Für den Sonderfall gleicher Baustoffe erhält man mit E 1 = E 2 = E 

0' =+__!2-·E·cx·(t -t)· a =-~--·E·cx·(t -t) 
1 Fl+F2 2 1' 2 Fl+F2 2 1" 

Wie hohe Beträge Wärmespannungen erreichen können, zeigt die 
Durchrechnung für den Sonderfall gleicher Querschnitte bei einer Tem
peraturerhöhung um 100° C. Man erhält mit E = 2150000 kgfcm2 für 
Flußeisen 

F 
0'1 = 0'2 = ± 2F·E ·cx· (t2- tl). 

= + ~-· 2150000 ·0,000012·100 = 1230 kgjcm2 • 

6. Die Vorspannung. 
Häufig kommt es vor, daß man einem Bauteil von vornherein eine 

Spannung erteilt, ohne daß die im Betriebe auftretenden Kräfte wirken. 
Die Schrauben am Deckel des Dampfzylinders werden angezogen, bevor 
der Dampf eintritt; die Schrauben mit denen ein Konsol an der Wand, 
gehalten wird, werden angezogen, bevor das Konsol die 
Last aufnimmt, usw. In solchen Fällen sagt man, die 
Maschinenteile haben eine Verspannung erhalten. 
Sie ist dadurch gekennzeichnet, daß zwei Körper, z. B. 
die Flansche in Abb. 34, durch die Spannkraft Z der a 
Schraube gegeneinander gepreßt werden, zu der wäh
rend des Betriebes die aufzunehmende Kraft P tritt. 
Mit F als Kernquerschnitt der Schraube ist die Vor-
spannung 

Abb. 34. 
Yorspannung. 

Dieser Spannungszustand entspricht einer Gleichgewichtslage, die 
sich infolge des Anziehens der Schraube eingestellt hat; mit ihm ist 
ein Formänderungszustand verbunden; der Schraubenschaft erfährt 
durch a1 eine Verlängerung. Tritt jetzt die Betriebskraft P als neue 
Kraft hinzu, so kann sie offenbar erst dann eine neue Formänderung 
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hervorrufen, wenn die beiden Flanschen ohne Druck aneinanderliegen; 
sie löst gewissermaßen die Spannkraft der Schraube ab. Da der ge
samte Druck in der Berührungsfläche a-b der Flansche gleich der 
Kraft Z ist, mit der die Schraube angezogen ist, heißt das, erst von 

dem Augenblick an, wo P größer wird als Z, 
ist die Gesamtspannung im Schaft größer als 

1------h-;:;------ die Vorspannung. Das Anwachsen der Gesamt-
/ O:,=Zff spannung mit wachsendem P zeigt Abb. 35. 

f // Aus ihr geht hervor, daß bei der Schraube zwei 
I' ////// 
~P 

Abb. 35. Vorspannung. 

Belastungsfälle zu unterscheiden sind: 
1. P < Z; die Gesamtspannung ist gleich der 

Vorspannunga1 =Z:F; 
2. P < Z; die Gesamtspannung ist a = P: F. 

Das trifft jedoch nur dann zu, wenn die Flansche in Abb. 34 starr sind. 
Streng genommen ist allerdings die Annahme starrer Flansche unzulässig, 
doch ist sie insofern nicht ganz unberechtigt, als die Formänderung der 
Flansche gegen die des Schraubenschaftes vernachlässigt werden darf. 

Häufig sind im Maschinenbau die zwei durch Schrauben zu ver
bindenden Teile durch eine Dichtung voneinander getrennt, z. B. 
Zylinder und ZylinderdeckeL Es ist üblich, für den Dichtungsdruck zu 
der zulässigen Spannung, die für die Bemessung des Schraubenquer
schnittes maßgebend ist, einen Zuschlag von 25% anzunehmen. Da
durch wird erreicht, daß beim Anziehen der Schrauben mit dem Schlüssel 
die Spannung a im Kernquerschnitt auf 1,25 kg wachsen darf, während 
infolge des Betriebsdruckes (vgl. Beispiel 5 S. 24) a höchstens kz 
kgfcm 2 beträgt. Es liegt dann Fall (l) vor, bei dem die Gesamtspannung 
gleich der Vorspannung ist, und die Schrauben sind stets gleichmäßig 
belastet. 

IV. Spannung, Formänderung~ Bruchgefahr. 
1. Der einachsige Spannungszustand, schiefe Schnittrichtung. 

Bei der Beschreibung des Zerreißversuches (S. 6) wurde auf die 
Erscheinung der Fließfiguren (Abb. 4) hingewiesen, die sich als feine 
Linien unter 45 ° gegen die Stabachse darstellen. Zweifellos muß dem 
Auftreten der Fließfiguren eine Umlagerung sehr kleiner Stoffteilchen 
zugrunde liegen. Nun hat die mikroskopische Untersuchung geschliffenm 
und geätzter Flächen gezeigt, daß die Metalle aus feinen Körnern be
stehen, die durchaus nicht von gleicher chemischer Beschaffenheit sind; 
es ist deshalb auch anzunehmen, daß ihr Verhalten gegen mechanische 
Einflüsse verschieden sein wird. Wenn Fließfiguren beobachtet werden, 
so muß eine Verschiebung der Körner in Richtung der Fließlinien statt
gefunden haben; ihr Zusammenhang in der beobachteten Richtung ist 
zum mindesten gelockert, der Körper hat eine dauernde Formänderung 
erfahren! Da die Richtung der Fließlinien nicht in die Stabachse, d. h. 
die Wirkungslinie der angreifenden Kräfte, fällt, so sind auch die Zug
spannungen nicht die Ursache der Gefügelockerung; vielmehr müssen 
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Spannungen in der Richtung der Fließlinien vermutet werden, welche 
die beobachtete Erscheinung hervorrufen. Daraus ergibt sich von selbst 
die Forderung, diese Spannungen rechnerisch zu verfolgen. 

In Abb. 36j37 ist ein Teil eines Flacheisenstabes herausgeschnitten 
dargestellt, der durch die Zugkräfte P in Richtung seiner Achse be
lastet ist. Er erfährt 
die Normalspannung 
a = P: F, wenn F 
der Querschnitt ist. 
Die Dehnung des 
Stabes in der X-Rich
tung ist 

I 
fx=cJ.·IJ= E ·a' 

die durch a hervor
gerufene Querzusam
menziehung in Rich
tung der y-Achse ist: 

fy=! ·Ex= 1~·~·1J. ( 

Um den Span
nungszustand in ei
nem unter dem Win-

2' kel rp gegen die 
Stabachse geneigten 
Schnitt zu untersu-
chen, denken wir die 

2 

m diesem Schnitt Abb. 36/37. Schiefer Schnitt. 

auftretenden Span-
nungen in die Normalspannung a1 und die Schubspannung -r1 zerlegt. 
Ein herausgeschnittenes Stabteilchen muß unter dem Einfluß der als 
äußere Kräfte aufgefaßten Spannungen im Gleichgewicht sein. Dieses 
Stabteilchen erfährt an der senkrechten Begrenzungsfläche die Normal
spannung a, an der wagerechten dagegen überhaupt keine Spannungen. 
Ist die Hypotenusenfläche I ein Flächenteilchen der schrägen Schnitt
fläche, so erfordern die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen 
.:5: H = 0 und I Y = 0 

I · sin rp · a- I · a1 • sin rp- f · T 1 • cos rp = 0 
I · a1 • cos rp- t · T· · sin rp = o, 

wobei I· sin rp die Kathetenfläche in der y-Richtung und J • cos rp die 
Kathetenfläche in Richtung x-Achse bedeutet. Die Erweiterung der 

Gl . h . sin cp d "t . cos cp li f ersten e1c ung m1t - f-, er zwm en mit 1 - e ert 

a 1 • sin 2 rp + T 1 • sin rp cos rp = a · sin 2 rp 

a1 • _cos 2 rp ~ T 1 • ~i_ll rp · c?s_rp = _o _____ _ 
a1 (sin 2 rp + cos 2 rp) = a · sin 2 rp 
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und daraus mit sin2 ({! + cos2 ({! = l 

a1 = a·sin2({1 = ;- (1- cos 2({1). 

Aus der zweiten Gleichung erhält man 

T1 ·sin({l =<r1 •COS({I =a·sin2 ({1COS({I, 

(j 0 2 
T1 =-2 ·sm ({!. 

a1 erreicht seinen größten Wert für ({! = 90 °; es wird 

<11max = a und T1 = 0 . 

a1max heißt Hauptspannung und tritt in einem Schnitt auf, für 
den die Schubspannung gleich Null wird. 

T1 erreicht seinen größten Wert für ({! = 45°; es wird 
(] (j 

Tmax=y und <11 =y; 

die größte Schubspannung tritt demnach in einem Schnitt auf, der 
unter 45 ° gegen die Stabachse geneigt ist, sie ist gleich der halben 
Normalspannung. Die Gleichung T1max = 0,5 · a wird aber auch aus 
T1 = 0,5 · sin 2 ({!für({! = (90 + 45) 0 erhalten, da für diesen Wert von({! 

die Funktion sin 2 ({! = sin 270 ° ebenfalls ihren größten - negativen -
Wert - l erreicht. Allerdings erhält dann auch T1max ein negatives 
Vorzeichen, das auf entgegengesetzte Richtung deutet. Nun sind zwar 
die Schubspannungen nach Größe und Richtung zu unterscheiden, aber 
nicht in dem Sinne von Zug und Druck bei den Normalspannungen, so 
daß das Vorzeichen für T1 ohne Belang ist. Neben den rechtssteigenden 
Schnitten (Abb. 36) haben wir auch links steigende Schnitte, in denen 
die Spannungen ihre größten Werte erreichen. 

Daß die größten Schubspannungen in Schnitten auftreten, die unter 
45° gegen die Wagerechte geneigt sind, legt die Vermutung nahe, daß 
die auf S. 6 besprochene Erscheinung der Fließfiguren dadurch zu 
erklären ist, daß die Schubspannungen den zulässigen Wert über
schreiten. 

Nach dieser Auffassung wird man bei allen Stoffen, welche Fließ
figuren unter 45 ° erkennen lassen, annehmen müssen, daß die größte 
Schubspannung eher den zulässigen Wert erreicht als die größte Normal
spannung (Hauptspannung). Man wird daher der Festigkeitsrechnung 
nicht die Hauptspannung, sondern die größte Schubspannung zugrunde 
legen 1). 

Für die zulässigen Spannungen liefert die Beziehung T1max = 0,5 · a 
die Bedingung 

Tzul = 0,5 · <1zul , 

die von der üblichen Tzul = 0,77 · <1zul, die später (S. 58) aufgestellt 
werden soll, allerdings erheblich abweicht, aber die wirklichen Ver
hältnisse besser trifft. 

1 ) Föppl, A. und 0.: Grundzüge der Festigkeitslehre. B. G. Teubner 1923. 
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2. Der :\'Iohrsche Spannungskreis. 
Zeichnerisch erhalten wir a1 und T1 , wenn wir die Kraft a · 1 sin cp 

in die Seitenkräfte I· a 1 und I· T 1 zerlegen, oder, da der allen dreien 
gemeinsame Faktor nur eine Maßstabänderung bedeutet, wenn wir 
a · sin cp in a1 und T1 so zerlegen, daß sie einen geschlossenen Kräftezug 
mit stetigem Umfahrungssinn bilden. In Abb. 37 legen wir eine Senk
rechte zum Schnitt 1-1 durch den Mittelpunkt M eines Kreises mit 
dem Halbmesser MB = MB' = a, dann ist A B = a · sin cp, das in 
Richtung 1-1 und senkrecht dazu zerlegt die Normalpannung a 1 und 
die Schubspannung T1 des schiefen Schnittes ergibt. Für den Schnitt 
2-2 unter dem Winkel cp + 90° erhalten wir mit 2'2' _l 22 in A' B' 
die zu zerlegende Kraft a · sin cp, deren Zerlegung in B' 0' die Normal
spannung a 2 und in A' 0' die Schubspannung T 2 des schiefen Schnittes 
2-2 liefert. Aus der Kongruenz der gestrichelten Dreiecke folgt un
mittelbar, daß die Schubspannungen T, die 
in zwei aufeinander senkrecht stehenden 
Schnitten auftreten, von gleicher Größe 
sind. Wir sagen, beide Schubspannungen 
sind zugeordnet, und halten als Ergebnis 
fest, daß die zugeordneten Schubspannun- ,.q-=f-==+L...I.!~--+r~-+8..:;6~ 
gen gleich groß sind. 

Abb. 37 zeigt gleichzeitig O"max = a für 
cp = 90°. 

Eine andere Darstellung, die auf Mohr 
zurückgeht, ist in Abb. 38 in Anlehnung 
an die rechnerische Bestimmung von a1 und 
T1 gegeben. Der Durchmesser AB eines 
Kreises ist gleich a und bildet die wage-

Abb. 38. Mohrscher Kreis. 

rechte Achse eines Achsenkreuzes mit dem Anfangspunkt A, dessen 
senkrechte Achse die Schubspannungen T trägt. Für den Zentriwinkel 
2 cp ist CD= T 1 = 1 j 2 • a · sin 2 cp und AD = a1 = MA- MD= 1/ 2 a 
- 1 / 2 a · cos 2 cp. Dem Punkte C für 2 cp entspricht der Punkt 0' für 
2 cp + 180°, so daß in 0' D' die Schubspannung T2 gemessen wird, die 
in einem Schnitt unter cp + 90 ° auftritt und ebenso groß ist wie T1 in 
einem Schnitt unter cp 0 . Daß T 2 unterhalb der wagerechten Achse ge
messen wird, läßt den Gegensatz der Richtungen erkennen, der auch 
in Abb. 37 zum Ausdruck kommt; er ist aber nicht von wesentlicher 
Bedeutung. Der Kreis mit dem Durchmesser a heißt Spannungs
kreis. 

3. Der zweiachsige Spannungszustand. 
Bisher wurde nur der Fall betrachtet, bei dem ein Stab durch Kräfte 

angegriffen wird, deren Wirkungslinie mit der Stabachse zusammen
fällt. Wir denken uns jetzt den Stab der Abb. :16 in der Richtung y 
ausgedehnt und ebenfalls durch eine Kraft belastet. Ist die Dicke des 
Stabes unveränderlich und im Verhältnis der beiden anderen Aus
dehnungen gering, so nennen wir den Körper eine Scheibe. Aus der 

Winkel, Festigkeitslehre. 4 
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Scheibe (Abb. 39) schneiden wir ein Teilchen heraus, von dem wir an
nehmen dürfen, daß sich die Spannungen a,. und ay gleichmäßig auf die 
zugehörigen Begrenzungsflächen verteilen. 

Auf das Körperelement bringen wir die Lasten a,. und ay nach
einander an und untersuchen die entstehende Formänderung einmal 

~E----a.+Ex·a.~ 

~cn~a.~~ 
f-------- -1---H I I • 

~ I ~ 
a;-: ~"Ii:: 

I I I 
L ------- - _1. __ t() 

Abb. 39. Zweiachsiger Spannungszustand. Abb. 40. Zweiachsiger Spannungszustand. 

infolge a,., zum andem infolge ay. Als endgültige Formänderung bilden 
wir die Summe der Einzelformänderdngen. Dieses Verfahren ist unter 

dem Namen Überlagerungsgesetz bekannt und 
ein wertvolles Hilfsmittel in der Festigkeitslehre. 
Wir setzen es als gültig voraus mit den gleichen 
Einschränkungen wie das Hookesche. 

Das herausgeschnittene Teilchen (Abb. 40) ist 
im Gleichgewicht, wenn wir die Spannungen a,. 
als äußere Kräfte anbringen. Unter dem Einfluß 
dieser Kräfte wächst die Kante a um e,. · a, wenn e,. 
die Dehnung in Richtung x bedeutet. Gleichzeitig 
schrumpft infolge der Querzusammenziehung die 

1 
Kante b um den Betrag - · e,. · b zusammen (vgl. m 

Abb. 41. zweiachsiger S. 4). In gleicher Weise ergibt sich die Form-
Spannungszustand. änderung der Abb. 41, wenn wir mit e!l die Deh-

nung in Richtung y bezeichnen. Als Gesamtdeh
nung in Richtung x erhalten wir als Summe der Einzeldehnungen 

und in Richtung y 

Die Dehnung eaJ wird durch die wirkliche Hauptspannung a hervor
gerufen; da beide Größen durch das Hookescbe Gesetz e = a · a ver
knüpft sind, dürfen wir eaJ durch a · aaJ ersetzen. Das Gleiche gilt für ey 
Damit gehen unsere Gleichungen über in 

1 1 
c:1 = oc·arx:-r;:·a·ay und e2=oc·all-r;:·oc·ax, 

und daraus 
und 
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Während wir auf der rechten Seite wirkliche Spannungen haben, 
steht auf der linken Seite eine durch IX dividierte Dehnung. Diese Deh
nung ist wirklich, aber der Quotient c1 : IX, bzw. c2 : IX, ist keine wirkliche 
Spannung, wenn auch diese Auffassung in Anlehnung an das Hocke
sehe Gesetz gerechtfertigt erscheinen möge; c1 : IX muß vielmehr auf
gefaßt werden als eine gedachte Spannung, die den durch die beiden 
wirklichen Spannungen ax und ay hervorgerufenen Formänderungs
zustand für sich allein hervorrufen könnte. Es ist üblich, diese gedachte 
Spannung als reduzierte Spannung zu bezeichnen und zu schreiben 

l 1 l 
(Jred = (Jx- -m-. (Jy' bzw. (Jrcd = (Jy- m. (Jx· 

Durch die Einführung des Begriffes der reduzierten Spannung können 
wir uns den zweiachsigen Spannungszustand auf einen einachsigen 
zurückgeführt denken, bei dem ared, bzw. a~ed 
die einzigen auftretenden Spannungen sind. 

Die Gleichung 

t 1 = :x · ax- -1- · :x · ay = rx ( ax- -1-- · ay) m , m 

zeigt, daß beim zweiachsigen Spannungszustande 
die einfache Proportionalität zwischen Dehnun
gen und Spannungen nicht mehr besteht. 

Der schiefe Schnitt. In gleicher Weise 
wie beim einachsigen Spannungszustand legen 
wir jetzt durch die Scheibe der Abb. 39 einen 
schiefen Schnitt; das keilförmige Scheibenele
ment ist in Abb. 42 besonders herausgezeichnet. Abb. 42/43. Schiefer Schnitt. 

An ihm greifen als äußere Kräfte an: a' ·I 
und -c' ·I in der Hypotenusenfläche I, ax ·I· sin q; in der senkrechten, 
O'y · f · cos q; in der wagerechten Kathetenfläche, wenn wir die unbekannte 
Spannung in der schrägen Fläche in die Komponenten a' und -c' zerlegt 
denken. Da alle vier Kräfte im Gleichgewicht sein sollen, müssen sie 
einen geschlossenen Kräftezug mit stetigem Umfahrungssinn bilden 
(Abb 43), aus dem wir als Summe der wagerechten Seitenkräfte gleich 
Null 

O'x · sin q; --c' · cos q;- a' · sin q; = 0 

und als Summe der senkrechten Seitenkräfte gleich Null 

O'y · cos q; + -c' · sin q;- a' · cos q; = 0 

entnehmen. Da der Flächeninhalt I der Hypotenusenfläche in allen 
Gli~>dern vorkommt, bedeutet er in dem Kräftezug nur eine Maßstab
änderung, in den Gleichungen einen gemeinsamen Faktor und ist infolge
dessen herausgefallen. Durch Erweiterung der ersten Gleichung mit 
sin q;, der zweiten mit cos q; erhält man 

ax sin 2 q; - -c' cos q; sin q;- a' sin 2 q; = 0 , 

_ ay ~os 2 q; + 7:' s~ peos _q;~ a' cos 2 p = Q_, 
ax sin 2 rp + O'y cos 2 q;- a' (sin2 q; + cos 2 q;) = 0, 

4* 
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a' = ax · sin2 cp + av · cos 2 cp 
= a l-cos2q> + a I+ cos2q;> 

X 2 y 2 

, a.+av O'x-O'v 2 a = 2~-- -2~cos cp. 

Durch Erweiterung der ersten Gleichung mit cos cp, der zweiten mit 
-sin cp wird 

ax sin cp cos cp- r' cos 2 cp- a' sin cp cos cp = 0 , 

- av cos cp sin cp- r' sin 2 cp + a' cos cp sin cp = 0, 

ax sin cp cos cp- C!y sin cp cos cp-r' (sin 2 cp + cos 2 cp) = 0, 

' O'z • 2 O'v • 2 a.-a. . 2 
7: = T sm cp - 2 sm cp = - 2- - · sm · cp . 

Es ist a:nin und a:Uax zu bestimmen. Da cos 2 cp für cp = 0 seinen größten 
Wert + 1 erreicht, wird mit cos 2 cp = + 1 

(l) 

r' = 0, da sin 2 cp für cp = 0° ebenfalls gleich Null wird. 
Seinen größten negativen Wert -1 erreicht cos 2 cp für cp = 90 °; 

demnach wird , _a.+a.+a.-a._ . (2) 
C!max- 2 2 - ax, 

r' = 0, da sin 2 cp für cp = 90 ° ebenfalls gleich Null wird. cp = 0 ° 
ist ein Schnitt in Richtung der x-Achse, für ihn verschwinden die Schub
spannungen r', während die Normalspannung a' zur Hauptspannung ay 
wird. Auch für den Schnitt unter cp = 900, der mit der y-Achse zusam
menfällt, verschwinden die Behubspannungen r'; die Normalspannung a' 
wird zur Hauptspannung ax· 

Die Schubspannung r' wird für cp = 45 ° zum Maximum, für 
cp = 45 ° + 90 ° = 135 ° zum Minimum. In beiden Fällen werden die 
absoluten Werte irrfolge 

und 

gleichgroß. Das negative Vorzeichen betont die Gegensätzlichkeit der 
Richtungen. Für cp = 45 ° wird mit cos 90 ° = 0 

, a.+a. 
(J =~2~ 

für cp = 135 o wird mit cos 270 o = 0 

I ax+<1y 
(J =~2-

Die Normalspannungen sind für beide Schnitte gleich groß. 

Die Gleichung r:nax= a.-; a. zeigt, daß die größte Schubspannung be

sonders große Werte annimmt, wenn die Rauptspannungen ax. und ay 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
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Sind beide Rauptspannungen gleich groß bei entgegengesetztem Vor
zeichen, so wird die Normalspannung G' in Schnitten unter cp = 45 o 
und cp = 135 ° gleich Null. Diese Schnitte erfahren demnach nur Schub
spannungen. In Abb. 44- ist das Körperteilchen eingezeichnet. Denken 
wir es herausgeschnitten und die Behubspannungen r' als äußere Kräfte 
an den Schnittflächen angebracht, so erfordert die Bedingung des Gleich
gewichtes, daß die Summe der Drehmomente gleich Null ist. Daraus 
folgt, daß diese als Kräfte gedachten Spannungen zwei Kräftepaare mit 
entgegengesetzter Drehrichtung bilden müssen. 

4. Beziehung zwischen dem Dehnmaß E und Gleitmaß G. 
Der Spannungszustand der Abb. 44 ist hervorgerufen durch zwei 

gleich große, entgegengesetzte Rauptspannungen G" und Gy, die als 

I ,y~& 
,--------i . 

' ' 

L- ---- -~.:: -"r~~-- --- _j 
Py=Px 

.\bb. 44. Gleich große, entgegengesetzte Spannungen. Abb. 45. Verformtes Körperteilchen. 

Folge von Zug in Richtung x und Druck in Dichtung y auftreten, cl.. h. 
in die Richtung der Diagonalen fallen. Die Formänderung, die das 
Körperteilchen unter dem Einfluß von r' erfährt, können wir uns dem
nach durch die Normalspannungen G" und Gy verursacht denken. Die 
wagerechte Diagonale wird verlängert, die senkrechte um den gleich 
großen Betrag verkürzt; die vordem rechten Winkel werden zu spitzen 
in der Wagerechten, zu stumpfen in der Senkrechten. Wir hatten auf 
S. 13 die Änderung des rechten Winkels mit y bezeichnet, so daß die 
Kantenwinkel des verformten Körperteilchens (90° + y) bzw. (90° -y) 
sind; es ist in Abb. 45 in der Ansicht dargestellt. Das gleichschenklig
rechtwinklige Dreieck AM B ist zum rechtwinkligen Dreieck A' MB' 
geworden, dessen Winkel M A' B gleich ( 45 °-~) ist. Mit den Be
zeichnungen der Abbildung ist 

Llc 
1--

(- y\ c-Llc -c 1-.s 
tg \ 4D o- 2) = c + LI c = 1 + ~ = -1 + .s ' 

c 
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Wir dürfen im vorliegenden Falle sx = Sv = s schreiben, weil gleiche 
Spannungen und damit gleiche Dehnungen vorausgesetzt sind. Da 
andrerseits 

0 y I' tg45 -tg- 1-tg·-

tg(450=f)= 21' =~- ! 
1 + tg 450 . tg 2 1 + tg -2 

ist, erhalten wir für den Fall verschwindend kleiner Formänderungen 

tg { "' { und daher 

Der Vergleich beider Gleichungen ergibt s = -~. 
Als Dehnung in Richtung x beim zweiachsigen Spannungszustand 

hatten wir 
s = -1 (a - _!_a ) x E x m Y 

gefunden und schreiben jetzt mit sx = s und av =- o" 

s = J:_ (a + J:_ a ) = J:_ . m + 1 . a 
E x m x E m "" 

woraus 

und 
1 m+1 , 

E = ]jj · ----;;n- ·omax 

folgt. Ersetzen wir noch -r:nax durch y · G (S. 13) und s durch t , so 
erhalten wir 

f= ~·m!1·y·G oder 

Die Poissonsche Zahl m wird von Bach für Metalle zu 10/ 3 an
gegeben; es ist also zahlenmäßig 

G = 0,385 · E. 

Der Versuch liefert E, aus dem G berechnet wird. 

5. Der ebene Spannungszustand. 
Schneidet man aus der Scheibe (Abb. 39) ein schiefes Körperteilchen 

heraus, so treten an den Schnittflächen Normal- und Schubspannungen 
auf, während in Richtung der z-Achse, d. h. senkrecht zur Zeichenebene, 
keine Spannungen vorhanden sind. Abb. 46 zeigt das Körperteilchen; 
in Abb. 47 ist es vergrößert herausgezeichnet. Es muß im Gleichgewicht 
sein, wenn wir die Spannungen an den Schnittflächen als äußere Kräfte 
anbringen. Die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen, Summe aller 
Kräfte in Richtung u und v gleich Null, ist erfüllt. Die dritte Gleich
gewichtsbedingung, Summe aller Momente gleich Null, erfordert, wenn 
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wir die Dicke des Körperteilchens mit c bezeichnen und den Mittel
punkt des Rechtecks als Drehpunkt wählen: 

Tuz • a · C • b- ivzb · C • a = 0 oder iuz = ivz. 

Die beiden in zwei aufeinander senkrecht stehenden Schnitten auf
tretenden Schubspannungen sind, wie wir ja bereits wissen, gleich groß; 
s1e sollen deshalb einfach r genannt werden. 

Py 

f 

fjJ -rt <: 1 ib 

lr{---> •: Ou :: 
:'+' Vft 
' . a : 

f 
L __ ------------------- ---...L...

r-----~ 

: Tuz 
' 
~6v 

Abb. 46/47. Ebener Spannungszustand, 

Nunmehr legen wir den schiefen Schnitt f f, der gegen die uz-Ebene 
um den Winkel cp geneigt ist. Die an der schiefen Schnittfläche auf
tretende Spannung denken wir uns wieder in eine Normalspannung a' 
und eine Schubspannung r' zerlegt und 
bringen an dem abgeschnittenen keilför
migen Körperteilchen sämtliche Spannun-
gen als äußere Kräfte an, die der Forde- dv·cos!Jl 
rung des Gleichgewichtes genügen müssen. 6 

Den geschlossenen Kräftezug mit stetigem 
Umfahrungssinn zeigt Abb. 48, in der der 
allen gemeinsame Faktor f weggelassen ist. Abb. 48. Ebener Spannungszustand. 

Die rechnerische Form der Gleichgewichts-
bedingungen verlangt, daß die Summe aller Seitenkräfte in Richtung u 
und v gleich Null ist, und liefert die beiden Bedingungsgleichungen 

a' · sin rp + r' cos cp-rcoscp-au ·sincp = 0, 
a' cos rp - r' sin cp - r sin cp - a" cos cp = 0, 

durch Erweiterung mit sin cp bzw. cos rp und Addition ergibt sich: 

a' (sin2 cp + cos 2 cp) = au • sin 2 cp + av · cos 2 rp + 2 T sin cp cos cp. 
Durch Erweiterung mit cos rp bzw. - sin cp und Addition erhält man: 
r' (cos 2 rp + sin 2 cp) = au · sincp cos cp- av · sincp cos cp + T (cos 2 cp- sin 2 rp':. 
Durch Einführung des doppelten Winkels 2 rp wird 

' -· .. l - cos 2 q> + .. l + cos 2 q> + . . 2 a - au 2 av 2 T sm cp, 
, sin 2 cp sin 2 cp 

T = a,. · ~ -av · -z + T · cos 2 cp, 
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oder , u"+u. u .. --u. 2 + . 2 a =-2----2-·cos q; r·sm· q;, 

, u,.-u. . 2 + " r = ---2- · sm q; r · cos ;:. q; . 

Wir fragen: Für welchen Winkel q; erreicht die Normalspannung a' 
ihren größten Wert, und wie groß ist dieser 1 Man erhält die Bedingungs-

gleichung für q;, wenn man den ersten Differentialquotienten ~~ 
gleich Null setzt. 

du' 2 u,.-u. · 2 2 2 2J 
dq; = · -2- · sm · q; + r cos q; = c = 0 

ergibt zunächst, daß die Normalspannung a' ihren größten Wert an
nimmt, wenn r' = 0 wird. Die Bedingungsgleichung für q; lautet 

2-r . 2-r 
tg 2q; =---, folglich 2q;=-arctg --+n·:n:, 

Gu-Uu Gu-Gv 

1 2-r :n; 
q; =- -arctg --+ n·-. 

2 u,.-u. 2 

Wir erhalten zwei aufeinander senkrecht stehende Schnitte, für die -,;' 
verschwindet; die Rauptspannungen stehen auf ihnen senkrecht. 

du' 
Aus -dq; = 0 folgt ferner 

! (au- av) · sin 2 q; + i V l- sin2 2q; = 0, 

(au- av) 2 • sin 2 2 q; = 4 r 2 (l- sin 2 2 q;) 
. 2 2T 

sm q;= + v(u,.-a.)2f-4-r2' 

! (au- av) ·V l · co~22gJ + T· cos 2q; = 0 

(au- av) 2 • (l- cos 2 2 q;) = 4 r 2 • cos 2 2 q; 

cos 2q; = ± __ u"-u. -
v'(u"-u.)2+4-r2 

Es wäre jetzt zu untersuchen, für welches Vorzeichen von sin 2 q; 
und cos 2 q; die Normalspannung a' zum Maximum wird. Nach den 
Regeln der Differentialrechnung liegt ein Maximum vor, wenn der 
zweite Differentialquotient der Funktion negativ wird. Durch noch-

li D "ff · · du' h h l · ma ge 1 erentiatwn von dq; nac q; er a ten Wir 

d2 u' 
dq;2 =2(au-av)·cos2q;-4r·sin2q;, 

d d. W t · d t" f"" 2 u,.-u. d un Ieser er Wir nega IV ur cos q; = - ,----==---= un 
,l(u,.-u.)2+4-r2 

· 2 + 2-r d h b · · d2 u' · d Sill q; = _ 1 , wo urc Grnax est1mmt ISt. -dj 2 WIT 
v(-r"-u.)2+4r2 rp 

"t" f"" 2 + u,.-u. d · 2 2-r pos1 IV ur cos q; = -==:c:=-:=: un sin q; =- -
}(u .. -u.)2+4-r2 v'(u"-u.)1+4T2; 
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dadurch ist O"~in bestimmt. Demnach erhalten wir 

, __ a,.-r-a. 1 (a,.-a.) 2 , 2r2 
O"max- 2 -,- ---- _____ =cc_--=- -t- -- --- =, 

. 2 \'(au-a.)2+4•2 v(a,.-av)2+4•2 
au+av I I ------------

= - 2 + :n (a,. -av) +41"2, 

, a,.+av _j_rr_u_-=._~----- 2r2 

O"min= 2---- 2v(a,.-a~)2+4T2- v(a,.-aJ2+4.Z.2' 

O'u+av 1 ~-------
=--2-- 2V(au-O"v) 2+4'i2 · 

Soll -r' = f (?J) zum }faximum oder Minimum werden, so muß ~r' = 0 
sein, d. h. q; 

rlr' a,.-av , , .,. . 2 O 
--- = --·~cos ~T- ~'i·sm · T = . 
dq; 2 

a,.-a. . 2 + a,.-a. 
Daraustg 2r= -2 ~ ; sm · r= _ ----- · 

' v(a,.-a.)2-=t-4r2 

Aus 

2T 
cos 2r = ± = _: c::==·. 

· \i(a,.-a.J2 +4r2 

> 2-r d 2 a,.-a. f 1 tg :..ra =- a,..:_a: un tg · ?J, = - 2----::r o gt 

lfr =Ta +45°, 

d. h. die beiden Schnittrichtungen, für die a' und 'i' ihre ausgezeichneten 
Werte erreichen, sind um 45 ° verschieden. 

Mit den gefundenen Werten für sin 2 T und cos 2 T erhält man 

max '_ + 1 l''( _ )2 + 4 2 
min 'i - - 2 , a u a v 'i ' 

beide Spannungen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. a:Uax 

und a~in sind aber die Hauptspannungen, so daß der ebene Spannungs
zustand der Abb. 46 als ein zweiachsiger im Sinne der Abb. 39 an
gesehen werden darf, dessen Spannung in Richtung x 

_ , _ a u+ a v _j_ _!_ ;-(___ _ ) 2 + 4 - 2 
a"-O"max- 2 I 2l (JU Q"V 'f > 

in Richtung y 
a =a'· =a,.+a. _ _l_lf(a-a)2+4'i2 y mm 2 2 u v 

ist. Für ihn hatten wir S. 51 die reduzierte Spannung O"red errechnet, 
die für sich allein denselben Formänderungszustand hervorrufen würde, 
wie er in Wirklichkeit durch das gleichzeitige Auftreten von 0"00 und a11 

hervorgerufen wird. Ersetzen wir in 

I 
O"red=O"x- m 0"11 

ax und O"y durch die Spannungen O"u, av und 'i des ebenen Spannungs
zustandes, dann erhalten wir in 
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gedachte Spannungen, die den ebenen Spannungszustand auf einen 
einachsigen zurückführen. 

6. Die Bruchgefahr. 
Die Frage, wodurch der Bruch des Baustoffes hervorgerufen wird, 

hatten wir beim einachsigen Spannungszustand (S. 46) dahin be
antwortet, daß bei Stäben, welche Fließfiguren zeigen, die Schub
spannungen vermutlich die Festigkeit eher überschreiten als die 
Normalspannungen und dadurch den Bruch herbeiführen. Schließen 
wir aus der Festigkeit gegen Zug bzw. Druck auf die zulässigen Span
nungen, indem wir einen Bruchteil der Festigkeit als zulässig erklären 
(S. 19}, so ist es beim einachsigen Spannungszustande offenbar ziem
lich gleichgültig, ob wir sagen, die Hauptspannung darf einen be
stimmten Betrag z. B. 1200 kgfcm2, nicht überschreiten, oder, die 
Schubspannung darf nicht größer als 600 kgfcm2 sein. Für die Sicher
heit des Bauteiles läuft beides auf dasselbe hinaus, denn beide Span
nungen stehen in dem Verhältnis 1: 2. 

Anders liegen die Verhältnisse beim zweiachsigen Spannungszustande; 
für ihn hatten wir eine gedachte Spannung O'red errechnet, die in Wirk
lichkeit eine mit E multiplizierte Dehnung ist. Behandeln wir diese 
gedachte Spannung ebenso wie eine wirkliche und legen als Festigkeits
bedingung 

fest, so sagen wir damit aus, daß die größte Dehnung für den Bruch 
maßgebend sein soll. Diese Auffassung hat zur Zeit viele Anhänger in 
Deutschland; sie wird dadurch besonders wichtig, daß wir sie auf den 
ebenen Spannungszustand übertragen und für diesen die Festigkeits
bedingung in der Form 

_m-1( + )+m+I,;( _ )2 +4 2< O'red- 2 m O'u 0'" 2 m V O'u 0'" T = O'zul 

anschreiben. Träfe die Annahme, die größte Dehnung sei für den Bruch 
maßgebend, zu, so müßte sich für den Fall der reinen Schubbeanspru
chung," d. h. O'u = 0 und 0'" = 0, eine Beziehung zwischen der zulässigen 
Schub- und der zulässigen Normalspannung ergeben, die mit den Ver
suchsergebnissen übereinstimmt. Nun erhalten wir aber für O'u = 0 
und a" = 0 m+I 

O'red = ----;;;- · T ' 

und hierin erreicht T den zulässigen Wert, wenn wir O'red durch O'zul 
ersetzen. Das liefert aber 
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unter der Voraussetzung m = 10/ 3 • Diese Zahl stimmt weder mit den 
neuerenVersuchen von Guest, noch mit den älteren deutschen Ver
suchen überein, so daß die Annahme, die größte Dehnung sei für den 
Bruch maßgebend, nicht aufrecht zu erhalten ist. 

0. Mohr 1) untersucht den dreiachsigen Spannungszustand mit 
den Rauptspannungen Gx, Gy und Gz und stellt fest, daß Gy auf die 
Bruchgefahr ohne Einfluß ist, wenn Gx die algebraisch größte, Gz die 
algebraisch kleinste Hauptspannung ist. Föppl wendet die Mohrsehe 
Theorie auf den ebenen Spannungszustand an und nimmt für Wellen
stahl als bewiesen an, daß die Bruchgefahr von der Differenz G.,- Gy 

der Rauptspannungen abhängig ist. Diese Differenz ist gleich der Summe 
der absoluten Werte, wenn Gy negativ ist, die Rauptspannungen also 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. Aus 

G red = G x ~- Gy = G~ax- G~in 
folgt 

Gred = Y(Gu- Gv)2 + 4r2 • 

Diese Gleichung ergibt für den Fall der reinen Schubbeanspruchung 
Gu = 0 und Gv = 0 

Gred = 2 'i 
und damit 

Gzul = 2 'izul oder 'izul = 0,5. Gzul. 

Daß dieser Wert mit der Erfahrung sehr viel besser übereinstimmt, 
ist von 0. Mohr in seiner Besprechung der neuerenVersuche eingehend 
nachgewiesen worden. 

7. Die Bachsehe Gleichung2). 

Die Gleichung 
m- I m +I ·--------

G d = ----- -- (G -+- G ) + -- 1/(G - G )2 + 4r2 re 2m u v 2m u v 

setzt voraus, daß das Material des betrachteten Körpers nach allen Rich
tungen gleich beschaffen sei. Diese Annahme trifft nicht immer zu, z. B. ist 
für Schweißeisen die Widerstandsfähigkeit in Ebenen parallel und senk
recht zur Walzrichtung verschieden. In diesem Falle wird auch theore
tisch das Verhältnis der Dehnungen, welche durch eine Normalspannung 

G und die m: I mal so große Schubspannung r = m: I G hervor

gerufen werden, nicht gleich Eins sein, sondern einen Wert besitzen, 
den wir mit 1)(0 bezeichnen wollen. 

Man kommt zu demselben Ergebnis, wenn man annimmt, daß in 
allen Richtungen gleichen Spannungen gleiche Dehnungen entsprechen, 
aber an Stelle der Schubkraft r den 1)(0-fachen Wert 1)(0 r einführt. Au::; 
E11 : E (r = ~- a) = l folgt nämlich nach dem Hookeschen Gesetz 

m+l 
E a: E ( T = mS-1 (f) = 1)(0 • Folglich können wir die abgeleiteten Formeln 

benutzen wenn wir überall an Stelle von r 1)(0 r setzen. 

1 ) Mohr, 0.: Technische Mechanik. Verlag Wilhelm Ernst& Sohn. 
2) Bach, C.: Elastizität und Festigkeit. 8. Aufl., S. 465 u. f. 
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Es ergibt sich so die von Bach herrührende Formel 

__ m- 1 ( + ) + m + 1 I( _ )2 + 4( ·) 2 
0' red - 2m 0' u 0' v 2m l 0' u 0' v CY.o i · 

Für den Fall der reinen Schubspannung O'u = O'v = 0 wird 
m+1 

O'red = -:;;;-cx.o r. 

Ersetzen wir O'red durch O'zul , so erreicht auch r seinen zulässigen 
Wert. Hieraus folgt als Definitionsgleichung für cx.0 

Man wird mit der Bachsehen Gleichung auch dann rechnen, wenn 
Normal- und Behubspannungen trotz allseitiger Gleichartigkeit des 
Materials nicht in dem Verhältnis (m + 1): m stehen. Es läßt sich so 
in einfacher Weise der Widerspruch zwischen Theorie und V ersuch 
beseitigen. 

Wählt man 10 m=--
3 ' 

was dem heutigen Stand der Versuchsergebnisse entspricht, so wird 

O'red = 0,35 (au + av) + 0,65 f(a,. -av) 2 + 4(cx.0 r) 2 • 

ot0 läßt sich aus cx.0 = 1 3azu1_ mit Hilfe der Tafel S. 20 errechnen. 
' • t'zL] 

Es ist für 

Schweißeisen: 
900 

CY.o = 1,3·720 = 1,0, 

Flußeisen: 900 1 0 
CY.o = 1,2·720 = ' ' 

Flußstahl: 
1200 

CY.o = 1,3·960 = 1,0, 

Stahlguß: 
600 

cx.0 = ~~3 . 480 = 1,0 bei Zug, 

900 
cx.0 = 1,3.480 = 1,4 bei Druck 

Gußeisen: 
300 

cx. 0 = }). 300 = 0,8 bei Zug 

900 
cx.0 = 1,3 .300 = 2,3 bei Druck. 

V. Die Biegungsfestigkeit. 
1. Allgemeines über Biegung. 

Die Erfahrung zeigt, daß sich ein gerader Stab, der nach Abb. 49 
belastet ist, durchbiegt. Lassen wir zunächst außer acht, wodurch diese 
Durchbiegung im strengen Sinne der Mechanik hervorgerufen wird, 
und beschränken uns auf das, was wir bei einem Versuch sehen. Um 
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die entstehende Formänderung genauer zu beschreiben, bauen wir uns 
aus einem stark dehnsamen Baustoff einen Probestab nach Abb. 49 a und 
ritzen in die senkrechte Oberfläche zwei gerade Striche I und II und 
die Stabachse ein, dann zeigt der belastete Stab das Bild der Abb. 49b. 
Die Geraden I und 11 sind gerade geblieben, die Stabachse ist krumm, 
und zwar stehen die Geraden auf dieser gekrümmten Achse senkrecht. 
Die krumme Linie, in die die Stabachse bei Belastung des Trägers 
übergeht, heißt Biegungslinie oder elastische Linie; elastisch des
halb, weil sie bei Entlastung des Stabes ihre ursprüngliche Lage wieder 
annimmt. Aus dieser Beobachtung folgt sofort eine wichtige Bedingung 
für die Grenze der Belastung: sie darf nur so groß sein, daß der Stab 
bei Entlastung sich wieder streckt, seine Achse also wieder gerade 
wird. Innerhalb der durch diese Bedingung umrissenen Belastungs
grenzen wird die Durchbiegung im Vergleich zu der Länge des Stabes 
sehr klein ausfallen. a) c) 
Auf diesen Punkt 
werden wir bei unse
ren späteren Unter
suchungen ganz be
sondersachten.VVenn 
wir weiter beobach
ten, daß die Geraden 
I und 11 trotz der 
Biegung gerade blei
ben, so werden wir 
daraus schließen, daß 

die Querschnitte 
selbst unverändert 
geblieben sind; sie 
bleiben bei der Bie-

r"E--a-

' 

IL IL1 

I ][ 

c 

b b' 
b) 

Abb. 49. Biegung. 

gung eben und erscheinen gegen einander gedreht, dabei wird die 
Faserschicht a-a' kürzer, die Faserschicht b-b' länger. Die ent
stehenden Formänderungen sind Längenänderungen, folglich müs
sen die sie hervorrufenden Spannungen Normalspannungen sein. 
Überlegung und Beobachtung lehren, daß eine Faserschicht c-c' 
die ursprüngliche Länge beibehält. Man nennt diese Faserschicht, die 
senkrecht zur Bildebene durch die Stabachse geht, die neutrale Fa
serschicht, sie schneidet den Querschnitt in der Nullinie n-n. Da 
a-a' verkürzt wird, erfährt diese Faserschicht Druckspannungen, aus 
der Verlängerung der Faserschicht b-b' schließen wir auf Zugspannun
gen. Die neutrale Faserschicht c-c' bleibt spannungslos. Die die Bie
gung eines Stabes hervorrufenden Spannungen sind demnach da
durch gekennzeichnet, daß Druck- und Zugspannungen in ein- und 
demselben Querschnitt gleichzeitig auftreten, sie heißen Biegungs
spannungen. Maßgebend für die Bemessung des Querschnittes sind 
die Spannungen; für sie lautet die Festigkeitsbedingung auch im Falle 
der Biegung: die rechnerisch ermittelte Spannung muß unter der zu
lässigen bleiben. 
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a) Der Schnitt durch den gebogenen Stab. 
Nach dem auf S. 1 angegebenen Grundsatze schneidet man den 

Stab durch, um ein Bild von der Größe der Biegungsspannungen zu 
erhalten. Dadurch wird das Gleichgewicht, das vor dem Schnitt be
standen hat, gestört. Jetzt versucht man, den abgetrennten Teil durch 
Kräfte wieder ins Gleichgewicht zu bringen; gelingt das, dann werden 
die hinzugefügten Kräfte genau so wirken wie die ungeschnittenen 
Fasern des Stabes. 

b) Querkraft und Biegungsmoment. 
In Abb. 50 ist der Stabteil der Länge x abgetrennt. An ihm wirken 

der Auflagerdruck A, der zuerst ermittelt werden muß, und die Kraft 
P 1 • Beide Kräfte sind im allgemeinen verschieden, es wird also ein 

Überschuß (A - P 1) vorhan-
~ ~ d___" den sein, der nach oben gerich-

tet ist, wenn A > P 1 ist. 
Gleichgewicht ist aber nur 
dann vorhanden, wenn die 
Summe aller Kräfte in senkt------.x'--' ----;o.Jj'ß 1 • rechter Richtung gleich Null 

Abb. 50. Querkraft und Biegung. ist. Damit diese Gleichgewichts
bedingung erfüllt ist, muß in 

dem Schnitt zunächst eine Kraft Q, nach unten angesetzt werden, die 
dem Überschuß (A- P 1) das Gleichgewicht hält. Diese Forderung 
liefert die Gleichung 

Q1 =A-P1 • 

Trotz der hinzugefügten Kraft Q, ist aber der abgetrennte Stabteil 
noch nicht in Ruhe, vielmehr wird er sich unter dem Einfluß sämtlicher 
an ihm angreifenden Kräfte rechts herum drehen. Diese Drehung läßt 
sich durch zwei gleich große entgegengesetzte Kräfte D und Z ver
hindern, von denen D im oberen Teile drückt, Z im unteren Teile zieht. 
Beide bilden ein Kräftepaar, dessen Wirkung durch das Produkt aus 
Kraft und Abstand der Wirkungslinien gemessen wird. Die Mechanik 
nennt dieses Produkt das stat.ische Moment des Kräftepaares. Die 
dritte Gleichgewichtsbedingung fordert, daß die algebraische Summe 
sämtlicher Momente am abgetrennten Stabteil gleich Null ist. Faßt 
man 0 (Abb. 50) als Drehpunkt auf, so erhält man die Gleichung 

A · x-P (x-a)-D·l_-zl_=O 1 2 2 ' 
wobei die entgegengesetzten Drehrichtungen durch entgegengesetzte Vor
zeichen unterschieden werden. Da D = Z ist, so wird 

Ax-Pdx-a) =D ·I =Z ·I. 
Die linke Seite unserer Gleichung ist die algebraische Summe der 
statischen Momente sämtlicher am abgetrennten Teil angreifenden 
äußeren Kräfte. Sie heißt das Biegungsmoment im Schnitt x des 
Trägers. Die Kraft Q,, die wir im Querschnitt selbst zur Erzielung 
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des Gleichgewichtes hinzufügen müssen, ist gleich der algebraischen 
Summe sämtlicher am abgetrennten Teil angreifenden äußeren Kräfte. 

Bisher haben wir nur den linken abgetrennten Teil betrachtet, jetzt 
führen wir die gleiche Überlegung am rechten Teile durch. An ihm 
ergeben die drei Kräfte P 2 , P 3 und Beinen Überschuß (P2 + P 3 - B) 
nach unten, wobei die Summe P 2 + P3 > B sein soll. Das Gleich
gewicht in senkrechter Richtung wird durch eine nach oben gerichtete 
Kraft Qr erzielt, die gleich dem Überschuß sein muß. Sie istgenauso groß 
wie Q1, weil beim nicht geschnittenen Träger 

A- Pl- P2- P3 + B = 0 
ist und kein Überschuß an Kraft in senkrechter Richtung vorhanden 
sein kann; sie ist aber von entgegengesetzter Richtung wie Q1• 

Sowohl D links und D rechts als auch Z links und Z rechts können 
ebenfalls keine Größenunterschiede aufweisen, und die Richtlinien sind 
entgegengesetzt. Zwischen D +-- und D ---+ D kann man sich eine Druck
feder, zwischen Z---+ und Z +-- eine Zugfeder gelegt denken, dann geben 
beide Federn ein Bild von der Beanspruchung der oberen und unteren 
Stabhälfte. Von C aus betrachtet, erhält man in gleicher Weise wie 
vorher 

B · x' - P 3 ( x' - d) - P 2 ( x' - d - c) = Z · I = D · I; 
diesmal stellt die linke Seite der Gleichung ein links drehendes Moment 
dar. Genau genommen, wirken also im Schnitt zwei gleich große, 
entgegengesetzt drehende Momente und zwei gleich große, entgegen
gesetzt gerichtete Einzelkräfte Q. Die Mittelkraft der links vom 
Schnitt angreifenden Kräfte (A- P 1), also die Kraft, die von gleicher 
Größe, aber von entgegengesetzter Richtung ist wie Q1, heißt Quer
kraft ; sie wird als positiv bezeichnet, wenn sie nach oben gerichtet 
ist. Die Mittelkraft der rechts vom Schnitt angreifenden Kräfte 
(P2 + P 3 - B) heißt natürlich auch die Querkraft, sie ist aber nach 
unten gerichtet, müßte also nach der eben ausgesprochenen Fest
setzung als negativ bezeichnet werden. Da es aber nicht angeht, als 
Querkraft einen positiven Wert zu erhalten, wenn man die Berechnung 
von links aus durchführt, und einen negativen, wenn man von rechts 
aus rechnet, so muß der Festlegung noch hinzugefügt werden, daß die 
Querkraft bei einer Berechnung von rechts aus als positiv be
zeichnet wird, wenn sie nach unten gerichtet ist. Diese Unterscheidung 
ist notwendig, weil zwei gleich große, entgegengesetzte Kräfte in jedem 
Schnitte auftreten, wir aber nur kurz von der Querkraft sprechen. 

Der gleichen Schwierigkeit begegnen wir, wenn wir über das Vor
zeichen des Biegungsmomentes etwas aussagen wollen. Wir wissen, daß 
zwei gleich große entgegengesetzt drehende Momente auftreten, sprechen 
aber der Einfachheit halber von dem Biegungsmoment, daß - in 
unserm Fall - rechts drehend ist, wenn wir den linken Trägerteil, 
links drehend, wenn wir den rechten Trägerteil betrachten. Da hier 
der Drehsinn des Momentes zur Unterscheidung nicht mehr ausreicht, 
betrachten wir die durch beide Momente hervorgerufene Formänderung 
und legen fest: ein Biegungsmoment ist positiv ( +), wenn es die Träger-
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achse nach unten wölbt, negativ (-), wenn es die Trägerachse nach 
oben wölbt (Abb. 51). Sehen wir uns in Abb. 50 den linken Stabteil 
an, so dreht das Moment der äußeren Kräfte rechts um 0, am rechten 
dagegen dreht das Moment der äußeren Kräfte links um 0; beide Mo
mente verformendie StabachsenachAbb. 5la; das Biegungsmoment ist 
positiv. 

Die beiden Querkräfte Q1 und Qr suchen die beiden Stabteile gegen
einander zu verschieben; die durch sie hervorgerufenen Spannungen 
sind Schubspannungen. Die Biegungsmomente drehen die Quer

schnitte des Stabes gegeneinander; die durch sie 
hervorgerufenen Spannungen sind N ormalspannun
gen und heißen Biegungsspannungen. 

Zusammenfassend sagen wir: jeder Querschnitt 
vorze~~~:~Bie- eines gebogenen Stabes wird beansprucht 
gungsmomentes. 1. durch eine Querkraft auf Schub, die 

gleich der algebraischen Summe sämtlicher 
links (oder auch rechts) vom betrachteten Punkt angrei
fenden Kräfte ist, 

2. durch ein Biegungsmoment, das gleich der algebra
ischen Summe der statischen Momente sämtlicher links 
(oder auch rechts) vom betrachteten Punkt angreifenden 
Kräfte ist. 

Streng genommen, liegt also ein Fall der zusammengesetzten Festig
keit vor, doch vernachlässigt man im allgemeinen die infolge der Quer
kraft auftretenden Schubspannungen und bemißt den Querschnitt des 
gebogenen Stabes nach der größten errechneten Biegungsspannung. 
Über den Sonderfall der reinen Biegung ohne Querkraft siehe S. 99. 

c) Momentenlinie und Momentenfläche. 

Da das Ergebnis der vorangegangenen Betrachtung die Grundlage 
für die Berechnung biegungsfester Träger ist, soll der Träger noch ein
mal, aber von einem andern Gesichtspunkt aus, betrachtet werden. 
Die Voraussetzung bleibt die gleiche: die auf den geraden stabförmigen 
Körper wirkenden Kräfte liegen in einer Ebene, die durch die Stab
achse geht (Abb. 52), der zu untersuchende Schnitt habe den Abstand x 
vom Auflager A. Zu den gegebenen Kräften P zeichnen wir den Kräfte
zug, wählen den Punkt 0 im Abstande Hals Pol und ziehen die Pol
strahlen I . .. VII; die Parallelen I' . .. VII' zwischen den Wirkungs
linien der Kräfte P ergeben den Seilzug I' ... VII'. Die äußersten 
Seilstrahlen I' und VII', das sind die Parallelen zu den Polstrahlen, 
die nach dem Anfangs- und Endpunkt des Kräftezuges gehen, bringen 
wir mit den Auflagersenkrechten zum Schnitt und erhalten durch 
die Verbindungslinie s dieser Schnittpunkte das geschlossene Seileck 
I' ... VII', 8. Eine Parallele zur Schlußlinie 8 durch den Pol 0 liefert. 
die Auflagerdrucke A und B. Der Träger ist im Gleichgewicht, denn 
der Kräftezug sämtlicher Kräfte - P 1 , P 2 . • • P 6 , A und B - und 
das Seileck I' ... VII', 8 sind geschlossen. 
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Als Mittelkraft sämtlicher links vom Schnitt angreifenden Kräfte 
ergibt sich 

X 

Q1 = A -1.; P, 
A 

ihre Wirkungslinie geht durch den Schnittpunkt der äußersten Seil
strahlen, die in diesem Falle die Parallelen zu den Polstrahlen 8 und III 
nach Anfangs- und ,---.-rr------""1 

Endpunkt von Q1 sind; t 
wir bringen die Seil- RL 
strahlen I I I' und 8 zum ~ 
Schnitt, dann ist die e, 
nach oben gerichtete, 
in diesem Schnitt
punkte angreifende 
Kraft Q 1 die Mittel
kraft sämtlicher am 
linken Trägerteil an
greifenden Kräfte. 

In gleicher Weise 
erhalten wir in Qr die 
Mittelkraft sämtlicher 
am rechten Trägerteil 
angreifenden Kräfte, 
deren Wirkungslinie Abb. 52. lli- und Q-Fläche. 

ebenfalls durch den 

b) 

Schnittpunkt der äußersten Seilstrahlen III' und 8 geht, und deren 
Größe durch die Gleichung 

X 

Qr= B- 2 p 
B 

gegeben ist; beide Kräfte Q sind gleich groß, aber entgegengesetzt 
gerichtet. 

Statt der Kräfte P, A, B kann man nunmehr den Träger belastet 
denken durch die beiden Mittelkräfte Q1 und Qr (Abb. 53), die dieselbe 
Wirkungslinie, aber entgegengesetzte Richtung haben. Q 1 greift am 
linken, Qr am rechten Trägerteil an. Unter dem Einfluß dieser beiden 
Kräfte Q wird der Träger gebogen; zwei gleich große, entgegengesetzt 
drehende Momente von der Größe 

M = Qz • q = Qr ' q 
treten auf. Der Einfachheit halber denkt man sich den rechten Träger
teil festgehalten und untersucht die Wirkung der Kraft Q1 auf den 
Schnitt x, oder man denkt sich den linken Trägerteil festgehalten und 
untersucht die Wirkung der Kraft Qr auf den Schnitt x. Durch diese 
gedachte Einspannung ersetzen wir eins der beiden in Wirklichkeit vor
handenen Momente. Infolge der biegenden Wirkung heißt das Moment 

M=Q q 
Winkel, Festigkeitslehre. 5 
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das Biegungsmoment im Punkte x des Trägers; es ist gleichdem 
statischen Moment der Mittelkraft sämtlicher Kräfte links (oder auch 
rechts) vom betrachteten Punkt. Da nach einem Satze der Mechanik 
das statische Moment der Mittelkraft gleich der Summe der statischen 

b) 

C} 

Momente der Einzelkräfte ist, er
halten wir den im vorigen Ab
schnitt gefundenen Satz (S. 64). 

Nach dem Entwurf des Seil
ecks ist das von den Seilstrahlen 
8 und III' begrenzte Dreieck dem 
von den Polstrahlen 8 und 111 be
grenzten Dreieck ähnlich. Es be
steht demnach die Beziehung 

y : q = Q : H oder Q · q = H · y • 

Abb. 53. Biegungsmoment und Querkraft. Das heißt: Die Ordinate y des 
Seilecks ist ein Maß für die Größe 

des Biegungsmomentes im Punkte x des Trägers. Ist 1 mm = a kg 
der Kräftemaßstab, 1 mm = b cm der Längenmaßstab unserer Zeich
nung, so ist 

M" = H · y 

( a kg ) ( b cm ) . = Hmm·-- · ymm·-- mcmkg 
lmm lmm ' 

wobei die Polweite H im Kräftemaßstab, die Ordinate y im Längen
maßstab der Darstellung gemessen werden muß. 

Die Seillinie gibt uns Auskunft über den Verlauf der Biegungs
momente längs der Trägerachse, ihre Ordinaten y stellen die durch H 
dividierten Biegungsmomente dar; die Seilllinie wird zur Momenten
linie, wenn wir ihre Ordinaten y mit der Polweite H multiplizieren; 
die von ihr begrenzte Fläche heißt Momentenfläche. 

Um ein Bild von der Größe der Biegungsmomente zu erhalten, ist 
der Weg über das Kraft- und Seileck nicht der einzige. Wir können auch 
die Momente rechnerisch ermitteln und sie unter Annahme eines Mo
mentenmaßstabes von der Form l mm = c cmkg als Ordinaten im be
trachteten Punkte auftragen. Die so gefundene Momentenlinie unter
scheidet sich von der Seillinie lediglich durch den Ordinatenmaßstab. 

d) Querkraftlinie und Querkraftfläche. 
Wir berechnen die Querkraft für verschiedene Punkte des Trägers 

und sehen zu, ob sich für Zwischenpunkte ein Gesetz über den Verlauf 
der Querkraft aufstellen läßt. Sind Einzelkräfte als Belastung gegeben, 
so werden wir für ihre Angriffspunkte Q errechnen. Aber gerade diese 
Punkte bieten für die Anschauung Schwierigkeiten. Fassen wir bei
spielsweise den Punkt A (Abb. 52) ins Auge, so hat er zwei Querkräfte. 
In verschwindend kleinem Abstande links von A ist die Querkraft gleich 
Null, denn links von diesem Punkte greifen keine Kräfte an. Un
mittelbar rechts vom Punkte A ist die Querkraft gleich A, weil der 
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Auflagerdruck A die einzige links vom betrachteten Punkt angreifende 
Kraft ist. Für Punkte zwischen A und dem Angriffspunkt der Kraft P 1 

ändert sich an diesem Zustande nichts, es kommt keine Kraft hinzu, 
die Querkraft bleibt unverändert gleich A. Die sie darstellende Linie 
ist eine Parallele zur Achse im Abstande A. Bei dem Angriffspunkte l 
der Kraft P 1 sind wieder die beiden Fälle - unmittelbar links von l 
und unmittelbar rechtR von 1- zu unterscheiden. Und zwar ist Q1 = A 
die Querkraft unmittelbar links von l, dagegen Q/ = A- P 1 die Quer
kraft unmittelbar rechts von 1, denn die Querkraft war nach S. 63 
gleich der Summe sämtlicher Kräfte links vom betrachteten Punkt. 
Im Punktel springt die Querkraft von A auf A- P 1 . Selbstverständ
lich ist dieser Sprung schwer verstellbar, aber er besteht auch nur da, 
wo eine Kraft (P1) in einem Punkte angreift. Das könnte in der Wirk
lichkeit nur da auftreten, wo Schneidenlagerung ist oder ein Rad über 
den Träger rollt. Immerhin wird auch in diesen Fällen eine, wenn auch 
kleine, Auflagerfläche sein, die den 
schroffen Übergang von A zu A-P 1 

mildert. Unter der Voraussetzung einer 
Angriffsfläche haben wir uns den Ver· 
lauf der Querkraft folgendermaßen zu 
denken. Abb. 64 zeigt die Auflager
fläche ab im Angriffspunkt der Kraft 
P 1 übertrieben verzerrt und läßt er
kennen, daß Qa = A, Qo = A- P 1 ist. 
Zwischen a und b vermindert sich die 
Querkraft je nach der Druckverteilung 
an der Grundfläche des Zwischen
trägers. Nehmen ~wir diese als gleich
förmig verteilt an, so vermindert sich 

Abu 64. Querkraftfläche. 

Q, stetig, und die Querkraftlinie zeigt statt des Sprunges in l den 
allmählichen Verlauf a'b'. Nachdem wir uns so Klarheitüber die Wirk
lichkeit verschafft haben, kehren wir zu unserer Darstellung in Abb. 52 
zurück, an der wir der Einfachheit halber festhalten wollen, obwohl 
die Wirklichkeit ein anderes Gesicht hat. Zwischen den Punkten l 
und 2 des Trägers tritt keine Änderung ein, die Querkraft bleibt bis 
unmittelbar links von 2 unverändert gleich A - P 1 , vermindert sich 
unmittelbar rechts von 2 um P 2 , so daß 

Q2=A-Pl, Q2'=A-Pl-P2 

ist; wir haben in 2 wieder den Sprung. Führen wir die Betrachtung 
abschnittweise durch, tragen die errechneten Querkräfte als Ordinaten 
in den zugehörigen Punkten auf und ziehen die wagerechten Geraden 
durch die gefundenen Punkte, so erhalten wir die treppenförmige Linie 
der Abb .. 52, die wir Querkraftlinie nennen; sie besteht aus wage
rechten Teilgeraden, ist also keine zusammenhängende Linie. Erst 
durch das Einzeichnen der senkrechten Verbindungsgeraden erhalten 
wir eine Linie, die eine Fläche einschließt; es ist dies die sogenannte 
Quer kraftfläche, deren Ordinaten im Kräftemaßstabe zu messen 

5* 
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sind. Sie zeigt Teilflächen oberhalb und unterhalb der Achse, die durch 
entgegengesetzte Vorzeichen zu unterscheiden sind. Bei einwandfreier 
Zeichnung muß sich 

QB =A-.EP = B 
ergeben. Da wir festgelegt haben, die Querkraft sei positiv, wenn sie 
bei der von A ausgehenden Betrachtung nach oben gerichtet ist, so sind 
die oberhalb der Achse liegenden Flächen positiv, die unterhalb der 
Achse liegenden negativ zu zählen. 

2. Biegungspannungen. 

a) Voraussetzung. 
Die Ebene des angreifenden Kräftepaares schneide den Querschnitt 

in einer Symmetrieachse. 

b) Der rechteckige Querschnitt. 
Aus der Abb. 50 konnten wir zwar das Kräftepaar Z ·I bzw. D ·I 

finden, das im Gesamtergebnis ein Bild von der Beanspruchung des 
Querschnittes gibt, aber wie sich Z und D über den Querschnitt ver
teilen, ist damit noch nicht festgestellt. Wir schließen auf die Ver
teilung der Spannungen durch die Betrachtung der Dehnungen in 
Abb. 49 und sagen: Die Dehnungen der einzelnen Fasern nehmen ver
hältnisgleich der Entfernung von der Nullinie nach dem Rande hin zu; 
dasselbe tun die Spannungen, wenn wir für den Zusammenhang zwischen 
Dehnungen und Spannungen das Geradliniengesetz von Hooke zu
grunde legen. Mit Hilfe dieser Überlegung, die letzten Endes eine 
Annahme ist, erhalten wir das Schaubild (Abb. 49c) der Spannungs
verteilung eines auf Biegung beanspruchten Querschnittes, es zeigt 
geradliniges Anwachsen der Spannungen nach dem Rande des Quer
schnittes. Nennt man die Randspannungen a1 und a2 , die Spannung 
in der Entfernung y dagegen a, so wird 

a = _y__ • a = _y_ · a . 
el 1 e2 2 

Da der unserer Betrachtung zugrunde gelegte rechteckige Querschnitt 
überall gleich breit ist, dürfen wir uns statt der veränderlichen Span
nung a eine gleichmäßig verteilte mittlere Spannung am denken, die im 
oberen Querschnittsteil drückt, im unteren zieht. Nach der Erklärung 
des Spannungsbegriffes überträgt jedes cm2 des Querschnittes am kg, 
also der obere Teil des Querschnittes 

l 
D = 2 · h · b • am , 

der untere 
l 

Z = -2 h • b · am; 

die Gleichgewichtsbedingung 
D · f = A · x- P 1 (x- a) = M 
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geht mit f = 2/3 h über m 

l 2 
2 h·b·am·-3 h=M, 

wenn wir beachten, daß die Mittelkraft der Einzelspannungen a im 
Schwerpunkt des Spannungsdreiecks angreifend gedacht werden muß 
und die rechte Seite das Biegungsmoment in dem zu untersuchenden 
Querschnitt darstellt. Da ferner die mittlere Spannung am gleich der 
halben Randspannung a 1 ist, erhält man 

h 1 2 6M 
2 ·b· 2 a1 · fh=M oder a 1 = bJI/i. 

Die Spannung im beliebigen Abstande y von der 

oder mit 

N ullinie wird 

12M 
a=bh3-. y. 

Die rechte Seite der für a 1 und a gefundenen Werte schreiben wir 

6M M 12M M 
bh 2 bh2 und -bh3-·y=b7i}i'Y 

6 12 

und nennen die rechnerisch gefundenen Ausdrücke 
bh2 

6 = W das Widerstandsmoment des rechteckigen Querschnittes, 

bh3 

12 = J das Trägheitsmoment des rechteckigen Querschnittes. 

Beide Größen sind mathematische Ausdrücke, die Eigenschaften eines 
Querschnittes kennzeichnen; das Widerstandsmoment ist ein Maß für 
die Größe der Tragfähigkeit des gebogenen Stabes, denn die Rand
spannung 

M 
al = W 

ist für die Bemessung des Querschnittes maßgebend, während die 
Spannung a im beliebigen Abstande y von der Nullinie vorerst wenig
stens ohne Belang ist. 

Die Festigkeitsbedingung für den auf Biegung beanspruchten Stab 
erhält jetzt die Form 

_M<k. 
al- w= b' 

aus ihr errechnen wir das erforderliche Widerstandsmoment zu 

M 
W erforderlich 2; kb · 

c) Der beliebig begrenzte, aber symmetrische Querschnitt. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung eines rechteckigen Querschnittes 
fallen und untersuchen den Querschnitt der Abb. 55, den die Ebene des 
angreifenden Kräftepaares in der Kraftlinie K K schneiden möge, die 
demnach die Schnittgerade des Querschnittes mit der Momentenebene 
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ist. Für den Stab ist das Geradliniengesetz von Hooke als gültig ange· 
nommen, das mit den Bezeichnungen der Abb. 55 die rechnerische Form 

a = a0 • y 
hat. Die Randspannungen sind 

el e2 a1 =a·---, bzw. a2 =a· -. y y 
Unter a0 haben wir die Spannung im Abstande l von der Nullinie zu 
verstehen. 

Da wir nur gleichmäßig verteilte Spannungen rechnerisch benutzen 
können, insofern als der Spannungsbegriff a diese Art der Spannungs
verteilung voraussetzt, so müssen wir versuchen, die vorliegende ver-

I 
I 
I 
I 
I 
-x--~ 

'7 

1L _______ p 

Abb. 55. Biegungsspannungen. 

änderliche Spannung a auf eine gleichmäßig verteilte zurückzuführen. 
Das ist aber nur möglich, wenn wir einen Flächenstreifen dF von ver
schwindend kleiner Dicke dy parallel zur Nullinie betrachten; für ihn 
dürfen wir die Spannung als unveränderlich ansehen. Ist sie im Abstande 
y von der als bekannt vorausgesetzten Nullinie gleich a, so überträgt 
der Flächenstreifen dF eine Kraft a · dF [kg]. Dabei denken wir den 
Stab durchgeschnitten und die Spannungen als äußere Kräfte an
gebracht. Aus der l. Gleichgewichtsbedingung: Summe aller wage
rechten Seitenkräfte gleich Null folgt 

J adF = 0 oder mit a = a0 • y, 

a0 • J dF · y = 0 . 
Da a0 als Spannung im Abstande l nicht gleich Null sein kann, so muß 

f dF · y = 0 
sein. Unter dem Integralzeichen steht das Produkt aus Flächenteilchen 
und Abstand seines Schwerpunktes von der Nullinie. J dF · y = 0 
besagt demnach, daß die Summe der Produkte aus Flächenteilchen 
und Schwerpunktsabstand gleich Null sein soll. Diese Bedingung ist er
füllt, wenn die Nullinie durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht. 

Der 2. Gleichgewichtsbedingung wird genügt, wenn wir die durch 
die Querkraft hervorgerufenen Schubspannungen vernachlässigen. 



Biegungsspannungen. 71 

Die 3. Gleichgewichtsbedingung, Summe der Momente gleich Null, 
verlangt für N-N als Bezugsachse mit a · dF als Kraft und y als 
Hebelarm 

ja ·dF · y = M; 

mit a = a 0 • y geht die Gleichung über in 

ao · J dF · y 2 = M . 
Das Integral ist der Grenzwert der Summe des Produktes aus Flächen
teilchen und Quadrat des Abstandes von einer Achse; es heißt das 
Trägheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf eine Achse, und 
ist ein mathematischer Ausdruck für die Eigenschaften dieses Quer
schnittes in seinem Verhalten gegen Biegungsbeanspruchung. Mit 

j dF · y2 = J 

nimmt unsere Gleichung die Form an: 
lr1 

a 0 • J = M oder a = -J · y. 

Für die Randspannung a 1 und a 2 ist y. = e1 bzw. y = e2 , so daß wir für 
sie erhalten: 

Die Nenner erhält man, wenn man das Trägheitsmoment durch den 
Abstand der äußersten Faser von der Nullinie dividiert; sie heißen 
die Widerstandsmomente des Querschnittes und werden mit 

J J 
W = und W = 

1 e, 2 e2 

bezeichnet. Als Randspannungen ergeben sich 
lr1 lr1 

al = W, und a2 = W2. 

Die Festigkeitsbedingung für den gebogenen geraden Stab lautet dem
nach 

lr1 
a =~ W ::S kb, 

wobei kc die zulässige Biegungsspannung bedeutet. 
Das Trägheitsmoment wird wegen des Produktes (Fläche in cm 2 

X Quadrat des Abstandes in cm 2) in cm4, das Widerstandsmoment in 
cm3 gemessen. Die Längenabmessungen des Querschnittes sind in cm 
einzusetzen. 

Der Vergleich mit dem Sonderfall des rechteckigen Querschnittes 
zeigt 

bh 3 
J=--

12 und 

Da sich für jede Achse das Trägheitsmoment berechnen läßt, so 
erhalten wir beliebig viele Trägheitsmomente ein und desselben Quer-
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schnittes. Maßgebend ist stets die Achse, auf die das Trägheitsmoment 
bezogen ist. Von allen Trägheitsmomenten, deren Achsen durch den 
Schwerpunkt gehen (Schwerachsen), sind zwei ausgezeichnet - das 
größte und das kleinste; die beiden zu diesen Trägheitsmomenten ge
hörenden Achsen sind die Hauptachsen des Querschnittes. Darüber 
wird ausführlicher zu sprechen sein (S. 124); hier soll betont werden, 
daß die aufgestellten Beziehungen nur dann gelten, wenn die Kraft
linie und Nullinie Hauptachsen des Querschnittes sind. Fällt die Kraft
linie nicht mit einer Hauptachse zusammen, so spricht man von einer 
unsymmetrischen Belastung (S. 135). 

3. Trägheitsmomente ebener 1!-,lächen mit Symmetrieachse. 
Das Trägheitsmoment ist stets zuerst zu berechnen; aus ihm ergibt 

sich das Widerstandsmoment durch Division mit dem Abstand der 
äußersten Faser. Häufig kommt es vor, daß der Trägheitsmoment auf 
eine andere, zur Schwerachse parallele Gerade bezogen werden muß; 
liegt sie im Abstande e, so wird (Abb. 55) 

Jr = J dF · rJ 2 = J dF (e + y) 2 , 

= e2 f dF + 2 e f dF · y + f dF · y2• 

Nun ist aber f dF · y = 0, weil die Bezugsachse Schwerachse ist; 
f dF · y2 = J 8 ist das auf die Schwerachse bezogene Trägheitsmoment; 
J dF = F ist der Flächeninhalt des Querschnittes, so daß wir erhalten 

JI = Js + F. e2. 

a) Das Rechteck (Abb. 56). 
Die Bezugsachse sei die wagerechte Symmetrieachse (x-Achse), dann 

ist das Flächenteilchen dF so zu legen, daß sämtliche Punkte gleichen 
zr Abstand von der Bezugsachse haben. 
I y Das ergibt den Flächenstreifen 

1
-x I dF ktzA j_dq dF= b · dy. 

·- ·-sf.-· -· Jxl Aus Ja:= J dF. y2' 
h folgt 

I '1 

I-l--r---+l----1--l-I 
-b____,.: 
I 
ll 

Abb. 56. Rechteck. 

J =b·_!_ [(7t__)3-(-lt__)3lj =bh3 
a; 3 2 2 . 12 . 

Bezogen auf die Grundlinie ist 
h 

J I = J dF . y 2 = J b • dy . y 2 ' 
0 
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Zu dem gleichen Ergebnis kommen wir mit Hilfe der allgemeinen Be
ziehung 

Jr=J.,+F·e 2 , 

wenn wir F = b · h und e = h/2 einsetzen; es wird 

Jr= ?_k!_ + bh · (h-)2 = ~~ 12 2 3 . 

Soll das Trägheitsmoment für die y-Acbse berechnet werden, so ist dF 
parallel zur y-Achse mit der Breite d x zu wählen. Wir erbalten 

+b;2 +b/2 

I hx3 
'I hba Jy= h·dx·x2 =a = 12 . 

-b/2 -b/2 

In gleicher Weise wird Ju = h:a. 

Für den Sonderfall des Quadrates mit der Seite h ergibt sich 
h4 h4 

J., = Ju = 12; h = hr = -3 . 

Als Widerstandsmomente erhalten wir durch Division mit ~ als 
Abstand der äußersten Faser von der x-Achse 

w =b!!~._b=bh2 
., 12 . 2 6 

und mit : als Abstand der äußersten Faser von der y-Achse 
hb3 b hb2 

Wu=12: 2=6-. 
Beim Quadrat wird 

b) Das Dreieck (Abb. 57). 

Wir wählen zunächst die Achse I 
als Bezugsachse, die y-Achse ist Sym
metrieachse, dann ist 

Jr = J dF · y' 2• 

Mit dF = x · d y' und x : y' = b : h wird 
h 

I b ,3 I bh3 
Jr= -r··y ·dy = 4· 

0 

Für J., erhalten wir aus Abb. 57. Dreieck. 

J =bh3 _!_bh·(.!h)2=bh3 
., 4 2 \3 36 
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und für J II mit e = h/3 

Für den Sonderfall des rechtwinklig
gleichschenkligen Dreiecks mit den Kathe-

ten a, der Hypotenuse b = a y2 als Grund

linie und der Höhe h = ~- {2 wird 

at2·(~f2) 3 a4 
Ju = --1-2 -- = 24 · 

Abb. 58. Quadrat. 

Denken wir uns die Achse 11 als Sym
metrieachse eines auf der Spitze stehenden 
Quadrates (Abb. 58), so wird das Trägheits
moment dieses Quadrates 

a4 a4 
J x = 2 . Jrr = 2. 24 = 12 , 

also genau so groß wie das Trägheitsmoment, welches auf die zur 
Grundlinie parallele Schwerachse bezogen wird. 

c) Das regelmäßige Sechseck (Abb. 59). 

Die Zerlegung in 6 gleichseitige Dreiecke liefert 

J = 2 (2Jrr-+- Jr) = 4· bh 3 +2 · bh3 = ~bh3 
X ' }2 4 6 ' 

r 
t-l-'l.mmrnmrnn+rn-rmm.,.,.,."."K 

Abb. 59. Sechseck. 

wobei Judas auf die Grundlinie, J1 das auf die Spitze bezogene Träg
heitsmoment eines Dreiecks bedeutet. Mit 

bh3 
und 

bh3 
Jr=- Jn=l2, 4 

b=R und h=~ß 
erhalten wir 

J = ~ . R . (~ ,ra) 3 = 5 l3 · R 4 = 0 5413 R 4 • 
~ 6 2 V 16 ' 
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Das auf der Spitze stehende Sechseck (Abb. 60) denken wir uns in 
ein Rechteck und zwei Dreiecke zerlegt; es wird 

J x = J Rechteck + 2 · J Dreieck · 

Für das Rechteck ist die x-Achse Hauptachse, also JRechteck = R· t;2·R3
; 

die Dreiecke haben 

2 · Jnreieck = 2 · (J2 + F · e2), 

wobei 

R t3·( ~y 
J2=-:«f--

ist. Eingesetzt erhalten wir 

Jrc= R41/3 + 2. [3~·R v3·(~Y +~R2 • y3 ·(~ R rJ' 
5f3 J" = 16 .R4= 0,5413·R4. 

Die Trägheitsmomente sind in Beziehung auf beide Achsen gleich 
groß, aber nicht die Widerstandsmomente, denn für sie erhalten wir 
(Abb. 59) 

W y = ~ = 0,5413 Ra . 

d) Der Kreisquerschnitt. (Abb. 61.) 

Für ihn ist 
+r r 

y 

J.., = f dF · y2 = 2 f dF · y2 . 
-r 0 

MitdF=2x·dy; x=r·coscp; y=r·sincp; 
dy = r • cos cp • drp wird 

n/2 

J rc = 4 · r 4 J sin 2 cp · cos 2 cp · d cp . 
0 

Mit . 1.2 
Sill cp · COS cp = 2 · Sill cp 

und dcp = ~ . d (2 cp) erhält man Abb. 61. Kreis. 

" 
J"=i;Jsin2 (2cp) ·d (2cp), 

0 

d wenn man noch r durch 2 ersetzt. Das Integral ist ein Fundamental-
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Integral und ergibt zwischen den Grenzen 0 und n 

J sin2 (2cp) ·d (2 cp) = i, 
0 

so daß 
nd4 

Jx=(\"4 

wird. Da sich an der Berechnung mchts ändert, wenn man einen be

liebigen Durchmesser als Bezugsachse wählt, so sind sämtliche Träg

heitsmomente, bezogen auf einen Durchmesser, gleich groß. 
d 

Als Widerstandsmoment erhält man mit 2 als Abstand der äußersten 

Faser 

Der Kreisring ist die Differenz zweier Kreise, sein Trägheits

moment, bezogen auf einen Durchmesser als Bezugsachse, ist 

J = ii (D4-d4). 

Da die äußerste Faser den Abstand ~ von der Bezugsachse hat, wird 

e) Zusammengesetzte Querschnitte. 

Es sollen nur einige Formen allgemein behandelt werden, die von 

grundsätzlicher Bedeutung sind. Bei zahlenmäßig gegebenen Aufgaben 
wird man auf allgemeine 

1- Entwicklung verzichten 
und sofort die Abmessun-

/i gen des gewählten Quer-

! schnittes einsetzen. 
x- Abb. 62. Alle drei 

Querschnitte haben in 

+---+----4 d Beziehung auf die x-

- ~e__,.; -f ~B--...l :..-.o~ Achse, die Symmetrie-

a) b) c) achse ist, gleiche Träg-

Abb. 62. zusammengesetzte Querschnitte. heitsmomente, weil Flä-
chenstreifen gleicher 

Größe parallel zur x-Achse gleiche Abstände von dieser haben. Daran 

wird nichts geändert, wenn der Steg (a) und (c) in zwei Stege vonhalber 

Dicke (b) aufgelöst wird. Der Querschnitt ist die Differenzzweier Recht

ecke, die beide symmetrisch zur x-Achse liegen; wir erhalten also 

BH3 bh3 ßH3-bh3 
Jx=12-12= 12 
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Auch die Widerstandsmomente aller drei Querschnitte sind gleich groß, 
H 

da der Abstand der äußersten Faser bei allen :f ist; es wird 
BH3 - bh3 

Wx=~-

Abb. 63. Die drei Querschnitte sind in Beziehung auf die x-Achse 
unsymmetrisch, aber die Flächenstreifen gleicher Größe parallel zur 
x-Achse haben gleiche Abstände von dieser; also sind die Trägheits-

y 

Abh. 63. Zusammengesetzte Querschnitte. 

n-tz 
~t<':-

1 ji ' '~------~I 
"' I "" C:::,l'-ot I (') 

~ 1 ls " 
l~ ~-----t 
l~~ 75,5--l 1" 
~'100~ 

li 
Ahh. 64. Winkeleisen. 

momente J x gleich groß. Wir beziehen J zunächst auf die zur x-Achse 
parallele Achse I und lösen den Querschnitt in die Differenz zweier 
Rechtecke auf, deren Grundlinie die Bezugsachse I ist. 

BH3 bh" 
Jr= -3----3 · 

Aus 

folgt 
J =Bf!:__~~3 -(BH-bh)·e2 

X 3 3 1 • 

Die Ermittlung des Schwerpunktes hat der Berechnung von J voran
zugehen. In beiden Abbildungen sind die Grundformen unserer Profil
eisen enthalten. 

Zahlenbeispiele. l. Das Winkeleisen (Abb. 64). Zugrunde gelegt ist ein 
ungleichschenkliges Winkeleisen 100 · 150 · 12, dessen Ausrundungen vernachlässigt 
werden sollen. Die Lage des Schwerpunktes bestimmt sich zu 

_ 15· L2·'7,1)+8,8·1,2·0,6 _ 4 96 
rJ- 1.5·1,2+8,8·1,2 - ' cm 

~ = 12,8· L2·0,~+ 1~~2·5 = ') 45 cm 
1:3,8·1,2+10·1,2 ~, . 

In Beziehung auf die Achse I erhalten wir 

Jr = 10·153- 8,8_·~·~" = 3541 cm4' 
3 3 

demnach 
J; = JI- F · e2 = 3541-28,56 · 10,042 = 639 cm 4 ; 

in Beziehung auf die Achse II wird 

JII = 15. 103 - 13,8Jl,83 = 1865 cm4 
:3 3 
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demnach 
J 11 = Jn -F · e2 = 1865-28,56 · 7,552 = 237 cm4 • 

Unter Berücksichtigung der Ausrundungen wird 

Ji;'= 649 cm'; J 11 = 232 cm4. 

2. Das U -Eisen (Abb. 65). Zugrunde gelegt ist 

i~===l=~"" das Normalprofil Nr. 30, dessen Ausrundungen ebenfalls 
" vernachlässigt werden sollen. Die Lage des Schwerpunktes 

.9o..,.J ist bestimmt durch 0 

~= 10-1,6 ·5·2+ 26,8-1,0-0,5 
s- 10 · 1,6 · 2 + 26,8 · 1,0 2•95cm; 
rJ= 15 cm. 

X In Beziehung auf die x-Achse wird 

lO . 303 9 . 26,83 
J = -- -----=8072 cm4· 

"' 12 12 ' 

in Beziehung auf die Achse h 

Jh = 2. 1,6 ~ 1~~ + 26,8 ~ 1,03 1076cm4; 

daher ist 
J. = JA - F. ~2 

Abb. 65. 
Winkeleisen. 

= 1076-5,88 · 2,952 = 564 cm4 • 

3. Doppel-T-Form (zusammengesetzt), Abb. 66 

Jstehblech = l2 ·50'= 

Jwinkel = 4 · 87,5 = 

+ 4. 15,1. 22,662 = 

20 
J Gurtplatte = 12 ( 523 - 503) = . 

Abb. 66. 
Doppel-T-Elsen. 

10417 cm4 

350 " 

31014 " 

26013 " 

J voll = 67797 cm4 
Abzug Niete 

4 .. (523-483)= 
12 

Widerstandsmoment 

Wr=57789 =2223 cm4. 
26 

. . . 10005 cm4 

Jr = 57789 cm4 

f) Der beliebig begrenzte Querschnitt. 
Verfahren von MolJ.r (Abb. 67). Zerlegt man den gegebenen Quer

schnitt im Streifen LI F von sehr geringer Breite LI y parallel zur Bezugs
achse x, so wird 

J ., = f dF · y 2 =,....., .2: LIF · y 2 • 

Die Streifen faßt man als Dreiecke, Rechtecke, Trapeze usw. auf und 
bestimmt ihre Flächeninhalte und Schwerpunkte. Zu den als Kräfte 
aufgefaßten Flächeninhalten, die in den Schwerpunkten der Streifen 
angreifen, zieht man parallel zur x-Achse den Kräftezug und entwirft 
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mit der beliebigen Polweite H das Seileck 1 -;-- 2 ... 7 --:- 8 ... 13. 

Mit F 1 , F 2 ••• F 1;; als Flächeninhalten und y1 , y2 ••• y13 als zugehörigen 
Schwerpunktabständen wird 

Jx = .};LIF · Y2 =F1 · Y1 2 +F2 · Y2 2 + · · · +F1c · Y132· 

Aus der Ähnlichkeit der Dreicke, 0, 1, 2, 0 und 1, 1', 2', 1 ergibt sich 

F 1 : H = 1'2': y1, also .F'1 · y1 = H ·1'2'. 

Der Flächeninhalt des gestrichelten Dreiecks 1, 1', 2', 1 ist 

/ 1 = ~ ·l'2'·y1 , folglich l'2'·y1 =2·/1 , 

F1. Y1 2 = (Fl · Y1) · Y1 = H · 1'2' · Y1 = 2 H · /1· 

1 Z 3 II 

t 
I 
I 
H 
I 

:r-----
1 
I 

fT 
5 1 I 
=-t-

11; 
141 

I I 
I I 
I I 

X 

56 7 8 9101112.15 

Abb_ 67. Verfahren von Mohr. 

In gleicher Weise wird z. B. 

--·· ____ ..._). 

F 7 • y7 2 = (F7 • y;) · y7 = H · 7'8' · y7 = 2 H · /7 , 

also Jx = 2 H X (Summe sämtlicher Dreiecke, die von den Seilstrahlen 
und der x-Achse gebildet werden): 

.!" = 2 H · (/1 + /2 + /3 + ... ) = 2 H · f, 

wobei f die Fläche bedeutet, die von der Seillinie, der x-Achse und dem 
äußersten Strahl ll' begrenzt wird. 

Das auf die Schwerachse bezogene Trägheitsmoment wird 

.Js =Jx-F·a2. 

Wir finden die Lage der Schwerachse, indem wir die äußersten Seil
strahlen l und 13 zum Schnitt bringen (n). 
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Mit 1-7-13 = F im Kräftezuge erhält man aus den ähnlichen Drei
ecken 0, 1, 13, 0 und n, 1, 13, n 

F: H = 1' 13: a oder F · a = H · 1' 13 
und 

F · a 2 = H · h · a. 
1 

Aus 2 · h · a = f' folgt h · a = 2 f', so daß 

F · a 2 = 2 H · f' 
wird. 

J. = 2 H · /- 2 H · f' = 2 H · (/- /') . 
f- f' ist gleich dem Inhalt der von dem Seileck 1 - 2 . . . 13 und den 
äußersten Seilstrahlen 1-n und 13-n begrenzten Fläche. Lautet der 
Längenmaßstab 1 mm = p cm und damit der Flächenmaßstab der Seil
eckfläche 1 mm2 = p2 cm2, der Flächenmaßstab für den Kräftezug 
1 mm = q cm2, so wird 

· qcm2 p2 cm2 
J =2·Hmm· -·(/-f)mm2·--. 8 lmm lmm2 

Z. B. Längenmaßstab 1 mm = 0,5 cm; 1 mm2 = 0,25 cm2; Flächen
maßstab 1 mm = 5 cm2; H = 21 mm; f- f' = 140 mm2, 

5 cm2 0,25 cm2 
J =2·21 mm·--·140mm· =7350 cm4 • 8 lmm lmm2 

Verfahren von Nehls (Abb. 68). Es sollen die auf die Schwer
achsen x und y bezogenen Trägheitsmomente bestimmt werden. Der 
Querschnitt ist auf Millimeterpapier gezeichnet; man wählt ein be
liebiges Achsenkreuz uv so, daß die Abstände a und b der äußersten 
Punkte beliebig, aber der Einfachheit halber gleich groß sind. Gewählt 
ist a = b = 100 mm. 

Mit dF = 'YJ • du und dF = ~ · dv wird 

I~· 7J ·du I~·~· dv 
u 0 =a·--F-- und v0 =a·--F--. 

Die äquatorialen Trägheitsmomente, bezogen auf die Achsen u und v 
sind 

J,.. =fdF·v2 und Jv =fdFu2 • 

Die Erweiterung mit a 2 ergibt 

fl 2 
J =a2 • --·~·dv u a2 und 

Die Integrale lassen sich durch Flächen darstellen, die von den Kurven 
V 

und I U zl =-·~ Z1 = Q;"'YJ, a 
vs 

und 
I uB 

z2=-·~ zz= a2 "'YJ aa 
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begrenzt werden. Es empfiehlt sich, die Werte z zu berechnen und 
von den Achsen I und II senkrecht nach unten bzw. wagerecht nach 

!/ / 
1/ ._/ 

/ 

81-hH-lr--:--r 

Abb. 68. Verfahren von N ehls. 

links abzutragen. Die Achsen I und 11 sind parallel u und v, sonst 
aber beliebig. Hat man auf Millimeterpapier gezeichnet, so erhält 
man die Flächeninhalte genügend genau, indem 
man die Kurve durch Parallele zur Ordinaten
achse unterteilt, und in jedem von zwei auf
einander folgenden Ordinaten und einem Teil 
der Kurve begrenzten Flächenstreifen eine Par
allele zur Abszissenachse so legt , daß die 
schraffierten Flächen inhaltsgleich sind (Abb. 
69) . Es ist dann der Inhalt des Rechtecks 
gleich dem Inhalt des Flächenstreifens und 
hiernach leicht zu berechnen. In Abb. 68 sind 
die nachstehenden Werte u und v angenommen 
worden, es wurden die Größen ~' rJ und z er
mittelt und hiernach die Inhalte der Flächen

Abb. 69. 
Inhaltsbestimmung. 

streifen berechnet. Der Flächeninhalt des Querschnittes ist gleich 
5400 mm2 (s. S. 84) 

Winkel, Festlgkeitslehre. 6 
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Tafell. Äquatoriale Trägheitsmomente und Widerstandsmomente 
üblicher Querschni ttsformen. 

Nr. 

I. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Querschnitt 

l 
' ' 1 
I 
j 

Trägheitsmoment 

bh3 

J=12. 

n 
J = 4 (a3b-a~b1) 

n 
"' "4 a2 (a + 3b)d. 

bh3 

J=3ß· 

J = 5 Jf3 R~ 
16 

= 0,5413 R4 • 

J - 1 + 2 {2 R4 
- 6 
= 0,6381 R 4 • 

Widerstandsmoment 

n 
W"' 4 a (a + 3 b) d . 

bh2 

W=u· für 

2 
e = 3 h. 

W=~Ra 8 . 

W = 0,5413 Ra. 

W = 0,6906 Ra . 



Nr. 

9. 

10. 

ll. 

12. 

13. 

14. 1 
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Querschnitt 

-< b ~ 
--~ 

-</ 
j. 

+'{J .... .:.b ..... 
? i 

Trägheitsmoment Widerstandsmoment 

I w = ~b2 ~b1 + bi " 
12 (3 b + 2 bl) ' 

für 

e = 1~ + 2brh 
3 2b +bl. 

b (h3 - hf) + bl (h~ - h~) J = - ----f2 _ ____ ___ -. 

b W - hV - b1 (h~ - h~) w = - ----- -- --- - -

I 
I 

6 . 

BH3 - bh3 i BH3 - bh3 
J = --- -}2 -- . I W = -- -f fj-- -

J = ~ (B er- bh3 + ae~) 

I aH2 + bd2 

e1 =2~H +bd; 
e2 =H - e1 • 

J = ä (B ei - B 1 h3 + be~ - b1 hV 
l aH2 + B1 d2 + b1 d1 (2 H - d1) 

er = --- - ---------- --- -- ---
2 a H + B1 d + b1 d1 

J=~rl!. . 
64 

6* 
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u2 I 
I U F' 

I 
F' u u 1] zl =f]·a z2'=1J ·-- a2 1 2 

a mm2 mm2 mm mm mm mm 

190 19 I 
0 0 

I 
0 

I 180 1,8 36,6 65,9 118,5 464 812 
160 1,6 63,75 102 163,2 1744 2944 
140 1,4 82,2 115,1 161,1 2194 3287 
120 1,2 73,5 

I 
88,2 105,8 2188 

100 1 0 0 0 1084 4115 
7674 11158 

F~ 7674 
u0 = a· F = 100· 5400 = 142,1 mm; 

Jv = F 2' • a2 = 111,58 · 102 = 11158 cm4 • 

' V v2 I 

~ Fl 
I 

F2 V V Zl=~·- Z2=~·- i - a a2 

I 
a mm2 mm2 mm mm mm mm 

190 1,9 0 0 0 
I 180 1,8 32,4 58,4 105 310 575 

160 1,6 75,6 121 193,5 
I 

1905 3214 
140 1,4 90 126 176,3 I 2560 3825 
120 

I 

1,2 67,5 81 97,2 
I 

2150 
100 1 0 0 0 840 3771 

7765 11385 

F1 7765 
Vo = a·F = 100· 5400 = 143,8 mm, 

Ju = F 2 • a 2 = 113,85 · 102 = 11385 cm4 • 

Für das Achsenkreuz x, y mit dem Schwerpunkt S als Koordinaten
anfangspunkt ergeben sich 

Jx = Ju -F ·V~= 11385-54 ·14,382 = 219 cm4 
J 11 = J v - F · u~ = 11158 - 54 · 14,21 2 = 254 cm 4 • 

Tafel2. Widerstandsmomente in cm3 von Bauhölzern (Handelsware). 

~s Höhe in cm 
~ 0 

I 
··--- ··-,----··· -·-

~-S 8 10 12 14 I 16 I 18 20 22 I 24 1 26 i 28 30 
' 

8 85,3 133,3 l 

I 

: 

10 106,7 166,7 240 326,7 I 

12 200 288 392 512 
14 281,3 336 457,3 597,3 756 933,3 
16 384 522,7 682,7 864 1067 1291 
18 588 768 972 1200 1452 1728 
20 653,3 853,3 1080 1333 1613 1920 2253 
22 

I 
938,6 1188 1467 2875 

24 1296 1600 '2304 2704 3600 
26 I 

I 
1733 2496 2929 3397 

' 28 2259 4200 
30 I I ,2880 3920 
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Tafel 3. Kreisförmiger Querschnitt. 
J =äquatoriales Trägheitsmoment; W = Widerstandsmoment. 

d I J="'d' I :rd3 d II J=;;r;d4 :-<d• I J=nd• nd• 
64 I W= a2 64 W=-32 d 1 64 W=32 

I i 0,0491 I 0,0982 51 I 332086 13023 101 5108055 101150 
2 I 0, 78541 0, 7854 52 I 358 908 13 804 102 5 313 378 104184 
3 I 0,976 2,651 53 I 387323 14616 103 5524830 107278 

4 12,57 6,283 54 I 417 393 15459 104 5742532 I 110433 
5 , 30,68 i 12,21 55! 449180 16334 105 1 5966604 I 113650 
6 I 63,62 i 21,21 56 482750 17241 106 I 6197171 

1
116928 

7 i 117,9 : 33,67 57 i 518166 18181 1071 6434357 120268 
8 , 201,1 ! 50,27 58. 555497 19155 1081 6678287 I 123672 
9 . 322,1 I 71,57 59 I 594810 20163 109 : 6929087 I 127139 

10 ~~~-~-------gs-17 - 60 l-636172
1
-2l206 110/ 7186886 1130671 

u -718:7----136:7- -- 61 679651 I 22284 Ill l---u5ISI31134267 
12 101s 169,6 62 · 725332 . 23398 112 .

1 

7723997 137929 
13 1402 215,7 63 773272! 24548 113 soo3571 141656 

14 1886 269,4 64 823550 i 25736 1141 8290666 145450 
15 2485 331,3 65 876240 ' 26961 1151 8585417 149312 
16 I 3217 402,1 66 I 931420 I 28225 116 I 8887958 153241 

17 4100 482,3 67 • 989166 . 29 527 117 ! 9198425 : 157 238 
18 5153 I 572,6 68 ] 1049556 30-869 11sl 9516956 ~- 165440 
19 1 6397 ! 673,4 69 ! 1112660 32251 119 ! 9843689 165440 
20 l-7s~~-~--785,4- 10 jm8588 -33674 120 II 10178763[169-646 

21 ~7---~--909,2-- 7111247393 35138 121 l0522320 1173923 
22 11499 I 1045 72

1
· 1319167 36644 122 10874501 '1178271 

23 13737 1194 73. 1393995 38192 123 11235450 182690 
I 

24 16286 1357 74. 1471963 39783 124 11605311 l 187182 
25 I 19175 1534 74! 1553156 41417 125: 11984229 Jl91748 
26 1 22432 1726 76 1637662 43096 l26jl237235o 1196387 

27 : 26087 I 1932 77 I I 725571 44820 127 .I 12769824 201100 
28 I 30172 I 2155 I 78 1816972 46589 128 13176799 205887 
29 I 347__![}___1 2394 79 19ll967 48404 129 135934241210751 
30 39761 2651 . - - SO i20I0619 50265 130 14019852 -215690 

3321 4551-43~,r--j- 23922107- - 81 l 2113051 52174 131 14456235 '122-0-706-
:: 82 2219347 54130 132 14902727 225799 

33 . 58214 • 3528 83 . 2329605 56135 133 15359483 230970 

34 . 65597 3859 84. 2443920 1158189 134 15826658 ! 236219 
35 1 73662 4209 85 2562392 60292 135 162044ll 241547 
36 82448 I 4580 86 2685120 ! 62445 136 16792899 246954 

37 91998 · 4973 87 • 2812205 I 64648 137 17292282 252442 
38 :102354 1~ 5387 ss, 2943748 i 66903 138. 17802721 125s01o 
39 ! 113561 5824 89 I 3079853 ·~~210_ 139 j 18324378 I 263660 
40 l125664~-i62s3 _____ 90. 3220623 I 71569 ~140 1 18857416 269392 

41 i 138709--!6766 ___ !H 1T366Hi5: 73982- 141j-ül401999 ,
1

-275206 
42 152745 I 7 274 92 3516586 I 76448 142 I 19958294 281103 
43 167 820 I 7 806 93 I 3671992 I 78968 143 I 20526466 ! 287083 

44 '1s39s4 i s363 94 3832492 I si542 144[' 21oo66s4 i 293148 
45 ; 201289 I 8946 95 3998198 84173 145 21699116 I 299298 
46 i 219787 9556 96 4169220 I 86859 146! 22303933 I 305533 

47 · 239531 i 1o193 97. 4345671 : s9601 147[22921307 I 311855 
48 ! 260576 I 10857 98 4 527 664 ! 92401 148 23551409 I 318262 
49 1282979 ll550 99 4715315 • 95259 149 I 24194414 I 324757 
50 ~ 306796-- -12-272-- - 100 -490S73tf -98175-150 I 24850496: 331340 
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4. Die einfachen Belastungsfälle. 
a) Der Freiträger. 

Einzellast am Ende (Abb. 70). Das Freimachen des Trägers er
fordert in A einen Auflagerdruck A = P und ein Einspannungsmoment 
MA = P ·l, das von der Einmauerung hergegeben werden muß. Den 
Verlauf der Querkraftlinien erhält man aus der Untersuchung eines 
beliebigen Schnittes im Abstande x vom freien Ende; es ist 

Q"' = P = Constans, 

d. h. die Querkraftlinie ist eine Parallele zur Achse im Abstande P. 
Als Biegungsmoment im Punkte x erhalten wir 

Mre=P·x; 

Abb. 70. Freiträger mit Einzellast. 
Abb. 71. Freiträger mit gleichförmig 

verteilter Belastung. 

die Momentenlinie ist eine Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt 
mit der Richtungskonstanten P. Sie ist bestimmt durch 

Mz = 0 für x = 0 und Mmax = P ·l für x = l. 

Als Maßstäbe der Darstellung sind erforderlich 

der Längenmaßstab . . l mm = a cm, 
" Kräftemaßstab . . . . l " = b kg, 
" Momentenmaßstab . . . l " = c cmkg. 

Gleichförmig verteilte Last (Abb. 71). Das Freimachen erfordert 
wieder in A einen Auflagerdruck A = P und ein Einspannungsmoment 
M = P · lj2, da wir uns die Gesamtlast P im Schwerpunkt der die 
Belastung darstellenden Fläche angreifen denken. Für den Schnitt x ist 

X 
Qz=p·x=P·T· 

wobei p = ~ die Belastung in kgjcm bedeutet. 
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Die Querkraftlinie ist eine Schräge durch den Koordinaten· 
anfangspunkt und ist bestimmt durch 

Qx = 0 für x = 0 und Qx = P für X= l. 

Das Biegungsmoment im Punkte x wird durch die auf der Strecke x 
liegende Last p x hervorgerufen, die wir uns im Schwerpunkte, d. h. 

in der Entfernung ~ vom Schnitt, angreifen denken; es wird demnach 

x x2 

Mx=px·2=P· 2 z• 
Die Momentenlinie ist eine Parabel, deren Scheitel (x = 0) am Ende 
des Trägers liegt. Einen zweiten Punkt der Kurve erhalten wir für x =l: 

l l 
Mmax = pl·2=P·2. 

Die Parabel wird am bequemsten mit Hilfe der Tangente in B' (Abb. 71) 
aufgezeichnet, die die Achse in C (BC = l/2) schneidet. Meist wird es 
genügen, die Kurve freihändig von 0 so 
nach B' zu ziehen, daß sie 0 C und B C 
berührt. Das größte Moment tritt an der 
Einspannstelle auf. 

Streckenlast (Abb. 72). Erstreckt sich 
die gleichförmig verteilte Last nicht über 
den ganzen Träger, so nennen wir sie 
Streckenlast und geben sie in kgjm (kgjcm; 
tjm; tjcm) an. Das Freimachen erfordert 

I ...,_ 
I 
I 
I 
I 
I 

1 I 
.-<-- I 
I I 
I I 

in A einen Auflagerdruck A = P und ein X~'--t'-'-'f"U..W.!f-LU.1.1.4-Wl.!.Ll:fllJ.J:I:>oof 
Einspannmoment 

M = P (a + b/2). 
Für den Schnitt x ist 

Abb. 72. Freiträger mit Streckenlast. 
da p x gleich der Summe sämtlicher 
rechts vom Schnitt angreifenden Kräfte ist. Zwischen 1 und 2 ist 
Q = 0, da keine Kräfte rechts von 2 angreifen. Deri:mach 

Q2 = 0 für x = 0 und Q3 = P für x = b ; 
Zwischen 3 und A bleibt Q unverändert, da keine neue Kraft hinzu
tritt; dieser Teil der Querkraftlinie ist eine Parallele zur Achse im Ab
stande P. Zwischen 3 und 2 ist die Querkraftlinie eine geneigte Gerade, 
die die Achse im Koordinatenanfangspunkt schneidet. 

Im Teill-2 treten keine Biegungsmomente auf. Im Schnitt x ist 
x P·x2 

Mx=px·2=2b-, 

die Kurve ist eine Parabel mit dem Scheitel m 2 (x = 0) und der 
Ordinate 

P·b M 3 =-2- für x=b. 
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Ein Punkt x' zwischen A und 3 erfährt das Biegungsmoment 

M~=pb( x' -~) =P( x' -~); 

x' = a + b liefert M ..4. = P · ( a + %) ; 
zwischen 3 und A ist die Momentenlinie eine Schräge, die die Achse 
in x' = b/2 schneidet und somit Tangente im Punkte 3 an die Parabel ist. 

Das größte Moment tritt an der Ein
spannsteHe auf. 

Dreieckförmige Last (Abb. 73). Eine ste
tig wachsende Last P ist durch das Drei

: x : xZ 1 eck mit der Grundlinie l und der Höhe h ~'.J1P·rz I 
~ l...--x--J dargestellt und wird im Schwerpunkt dieses 

1----l: 1 Dreiecks angreifend gedacht. Das Freimachen 
' 1 erfordert wie stets beim Freiträger den Auf-
r~' ! ja{! lagerdruck A = P und das Einspannungs-
f} fl.r moment MA = P ·lj3. 

x E ~ ~ Die Querkraft Q"' im Schnitt x ist gleich 
B'i I der auf der Strecke x liegenden Last. Ist r I p dargestellt durch den Flächeninhalt des 

p,I. Dreiecks über Z, so wird 
J 1 1 

Zffl±ltl~--"'>).:1' M p: Q"' = 2l · h: 2 X· y. 

Aus h : y = l : x folgt 
x2 

Qro=P· [2. 

Abb. 73· f~~~~!~eia~: dreieck- Die Querkraftlinie ist eine Parabel mit dem 
Scheitel in 0 und der Ordinate QA = P in A. 

Das Biegungsmoment im Punkte x ist als Moment der Last über x 

die Momentenlinie ist eine kubische Parabel mit dem Scheitel in 0 
und der Ordinate 

l 
Mmax=P·3 

in A. Einen Punkt der Kurve erhalten wir wie folgt: prOJlZWre den 
auf OB' liegenden Punkt l wagerecht nach links (2), verbinde 2 mit 
0; der Schnittpunkt 3 mit der Senkrechten durch x wird ebenfalls 
wagerecht nach links auf BB' projiziert (4), dann bestimmt 0 4 auf 
der Senkrechten durch x den Punkt 5 als Kurvenpunkt. 

Das größte Moment tritt an der Einspannstelle auf. 
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b) Der Träger auf zwei Stützen. 
Einzellast in der Mitte (Abb. 74). Das Gleichgewicht der äußeren 

Kräfte erfordert wegen der Symmetrie A = B = Pj2. Im Schnitt x ist 

Q"'=A =Pj2, 
also die Querkraftlinie eine Parallele zur Achse im Abstande Pj2; 
sie ist brauchbar zwischen den Grenzen x = 0 und x = l/2. Unmittel
bar links von m ist Qm = A = P/2, unmittelbar rechts von m ist 
Qm=A-P=P/2-P=-Pj2; die Querkraft springt von +P/2 
auf- Pj2, bleibt zwischen m und B unverändert und muß in B wegen 

QB=A-P+B 
gleich Null sein. Die Querkraftlinie besteht aus zwei getrennten Teilen 
am und m'b, die beide parallel zur Achse laufen (Abb. 74b). 

Das Biegungsmoment im Punkte x 
des Trägers ist 

M"' = A. X= P/2. x, a) 

p 

-L-~"'"'""" __ I
I 2 2 1 

Im die Momentenlinie eine Schräge durch 11·1-E-----Z -+-----""l 
a (Abb. 74c), da für x = 0 auch b) a.lTTTTTTTTrrrrrm.,.".,.,.,.,.,..,; 

M"' = 0 wird. Die Ordinate im 
Punkte m wird wegen x = l/2 

p.z 
Mm=Pj2·lf2 =4. 

A 

I 
I 

I I 

Für einen Schnitt im Abstande X1 

von B wird 

MI B I p I 
re= ·x=2·x. 

I I 0 

c)pf~' 
m.. Die Momentenlinie ist wegen M "'' = 0 

für X 1 = 0 eine Schräge durch b, die 
in m die Ordinate 

Abb. 74. Zwei Stützen. Elnz~Uast 
in der Mitte. 

Mm=B·lj2= ~l 
hat. Das heißt, die beiden Äste der Momentenlinie schneiden sich senk
recht unter m. Das größte Moment tritt in m auf; es liegt da, wo die 
Querkraft das Vorzeichen ändert. 

Beliebige Einzellast (Abb. 75). Die 3. Gleichgewichtsbedingung, 
Summe, sämtlicher Momente gleich Null, ergibt für B als Drehpunkt 

b A·l-P·b =0; daraus A = P·T. 

Mit A als Drehpunkt erhält man 

B·l-P·a=O; daraus B=P·-T· 
Die Querkraft im Schnitt x ist 

Qx =A, 
demnach die Querkraftlinie eine Parallele zur Achse im Abstande A, 
sie ist brauchbar von x = 0 bis x = a, da nur für diesen Teil A die 
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einzige links von m angreifende Kraft ist. Ein Schnitt rechts von m 
liefert 

Q.,'=-B, 
also eine Querkraftlinie, die parallel zur Achse im Abstande - B 
läuft; in m ist der bekannte Sprung von + A auf - B (vgl. S. 67). 

Das Biegungsmoment im Punkte x ist 

M.,=A·x=P· {·x, 

die Momentenlinie eine Schräge durch a (Abb. 75c), die zwischen den 
Grenzen x = 0 und x = a 
brauchbar ist. Als Moment im 
Punkte m erhalten wir wegen 
x=a 

a) 

II 

b) II 
A i 

J~ 1 '..., 
z 

' I 
'~-, 
I 

.._ i- ._ I 

I 1-

m 8' 

~ 
~ 

1// 

/! 

I V I -
~;.--~( '. 

3' 
(o 

z' 
1' 

I f ~ I Il lll 81 

Abb. 75. Zwei Stützen. BeliebigQ Einzellast. Abb. 76. Zwei Stützen. Gleichförmige Belastung. 

Ein Schnitt im Abstande x' von B liefert 

M I B 1 Pa 1 z= ·x= y·x, 

also als Momentenlinie eine Schräge durch b wegen M~ = 0 für x' = 0. 
Für x' = b wird 

M' =P·ab. 
m l ' 

die ·beiden Äste der Momentenlinie schneiden sich senkrecht in m; das 
größte Moment tritt in m auf, und wir beachten, daß auch hier die 
Querkraft das Vorzeichen ändert. 

Gleichfö:t:mig verteilte Last (Abb. 7tl). Wegen der Symmetrie wird 
A = B = P ~ 1 = ~ . Die Querkraft Q., im Punkte x des Trägers ist 
als Summe sämtlicher Kräfte links vom betrachteten Punkt 

p 
Q.,=A-px= 2 -p·x, 
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da die Teillast über der Strecke x gleich p · x ist. Die Querkraftlinie 
ist eine Schräge, von der wir am bequemsten zwei Punkte bestimmen: 

für x = 0 wird Qx =QA =~, 

für x = l wird Qx =QB = -~. 
Tragen wir unter Zugrundelegung eines Kräftemaßstabes senkrecht 

unter A die Ordinate + ~, senkrecht unter B die Ordinate-i auf, 

so ist die Verbindungslinie die Querkraftlinie des Trägers AB. 
Als Biegungsmoment im Punkte x erhalten wir 

x pl·x px2 
Mx= A·x-px·2=-2---2, 

da die Resultierende der Teillast über der Strecke x im Schwerpunkte 
des doppelt gestrichelten Rechtecks angreift. Die Gleichung der 
Momentenlinie stellt eine Parabel dar, deren Scheitel S senkrecht 
unter m liegt. Die Größe der Scheitelordinate 
Mm erhalten wir, wenn wir in der Gleichung 
der Momentenlinie x = lj2 einsetzen, zu 

M = pl2_- p__:__'C = pl2 = !:__:_}_ 
m 4 8 8 8 · 

A 

In den Punkten A und B sind die Momente f 
gleich Null, so daß für den Entwurf der 1 
Momentenlinie der Scheitel S und die Punkte -tJ-U"'t"'W.l..l.Wlf""i<<TTTTTT,.Imnm,."+-l 

A' und B' (Abb. 76c) zur Verfügung stehen. 1 
Wir teilen S A1 und A1 A' in dieselbe Anzahl 
gleicher Teile und ziehen das Strahlenbündel a"unfn1 TITTI'T1TIITrlrr1 TTTTTnm1 TTT1111TI7i.r:-j 

S 1, S 2, S 3, ... , dann schneiden die Senk- I 1 11 
rechten durch I, II, III ... die zugehörigen '"- 1 z' ft11l j 
Strahlen in Punkten der Kurve. Mit genü- ',~~~-=--=---1 
gender Genauigkeit zeichnen wir die Parabel Abb. 77. zwei stützen. 
freihändig mit Hilfe der Tangenten A1 B1 , Streckenlast. 
A'II und B'II'. 

Das größte Moment tritt in der Mitte auf, es ist 
p.z 

Mmax=Mm=s· 

Streckenlast (Abb. 77). Wir denken uns, die Gesamtlast P greife im 
Schwerpunkt des sie darstellenden Rechtecks an und erhalten aus der 
3. Gleichgewichtsbedingung für B als Drehpunkt 

A·l-Plß=O, mithin A=P·~. 
In gleicher Weise ergibt sich für A als Drehpunkt 

B·l-P·lo =0, folglich B=P·~· 
Die Querkraftlinie ist bestimmt durch QA = A; sie verläuft zwischen A 
und 1 wagerecht, da nichts an Kräften hinzutritt. QB = - B ist die 
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Querkraft in B; die Querkraftlinie verläuft zwischen B und 2 ebenfalls 
wagerecht, weil Q unverändert bleibt. Zwischen 1 und 2 ist sie eine 
Schräge, entsprechend der gleichförmig verteilten Last über b; sie 
schneidet die x-Achse im Abstande x0 von A, und wir schließen aus 
den vorangegangenen Betrachtungen, daß in diesem Punkte das größte 
Biegungsmoment, auftritt. 

Wäre P eine Einzelkraft, dann wäre das Moment im Schwerpunkte 
der gleichförmig verteilten Last 

M=P_lo·l~ 
l 

und die Momentenfläche durch ca und cb begrenzt. Die gleichförmige 

"IJP 

z 

a) 

Verteilung über b bedingt zwischen 
1 und 2 parabolischen Verlauf der 
Momentenlinie, für die die Geraden 
c 1' und c 2' Tangenten in den 
Punkten 1' und 2' sind. 

Ist p = P : b die Belastung der 
Längeneinheit, so findet man die 

b) Lage des größten Biegungsmomentes 
aus der Bedingung 

d) 

A- p (x0 - a) = 0 
und Mmax selbst zu 

(xo -a)2 
Mmax=A·xo-p· 2 . 

Dreieckförmige Last (Abb. 78). 
Zur Bestimmung der Auflagerdrucke 
A und B denken wir uns die Ge
samtlast P im Schwerpunkte des 
sie darstellenden Dreiecks angreifen, 
dann ergibt sich 

A = 2fa P; B = 1/ 3 P. 
Die Querkraft Qa: im Schnitt x ist 

px2 I x2 w 
P. 81 

~fzyo) 
Qa:=-B+ v=-3P+Pv' 

(! b 

Po 

die Querkraftlinie ist eine Parabel 
mit demScheitelO(Abb. 78b), Schei
teltangente ist die x' -Achse. Da 
fürx=O 

Abb. 78. Zwei Stützen. Dreiecklast. Qa: =QB =-B 

von der x-Achse. 
für x = l, es wird 

ist,hatOdenAbstand-B =- 1/ 3 P 
Einen zweiten Punkt der Parabel erhalten wir 

2 
Qa: = QA =- B + P = 3 P; 

die Querkraftfläche liegt teils oberhalb, teils unterhalb der Achse, deren 
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Schnittpunkt mit der Querkraftlinie durch die Bedingung 

Qx =0 
bestimmt ist. Aus 

folgt 

Xo =-}(3. 

93 

Nach den Beobachtungen, die wir bisher gemacht haben, vermuten 
wir, daß in diesem Punkte das größte Biegungsmoment auftritt. 

Das Biegungsmoment im Punkte x wird 
x2 x M =B·x-P·-·-x l2 3 ' 

l xa 
=-P·x-P--

3 3l2 ' 

MX= f p ·l . ( T- ~:) . 
Wir wählen diese Form der Gleichung, um Mx als Funktion von Tauf
fassen zu können und machen uns dadurch unabhängig von der Länge l 
des Trägers. Die Gleichung der Momentenlinie ist die Gleichung einer 
parabolischen Kurve dritten Grades, für die wir zweckmäßig eine Reihe 
von Punkten berechnen. Da der Klammerausdruck eine unbenannte 
Zahl ist, berechnen wir ein für allemal seine Größe für zehn Werte 
x: l, indem wir die Stützweite in 10 gleiche Teile teilen, und erhalten 

X 

x3 
za 

X 
·r-

xa 

l3 

Zahlen tafel. 

0,1 0,2 ! 0,3 I 0,4 I 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 i 0,9 

o,oo1 : o,oo8 : o,o21 I o,o641 o,l25 o,216 o,343 o,512 o,729 

0,099 ! 0,192 I 0,273 0,336 , 0,375 0,384 0,357 0,288 0,171 

Mit Hilfe dieser Zahlentafel errechnen wir für die zehn Punkte des 
Trägers die Biegungsmomente, tragen sie unter Zugrundelegung eines 
Momentenmaßstabes von der Form l mm = a cmkg (mkg oder mt) 
auf und verbinden die so erhaltenen Punkte freihändig durch eme 
stetige Kurve. 

Natürlich läßt sich die Kurve auch zeichnerisch entwickeln. Wir 
schreiben 

1 x l x 3 x x 3 
Mx = 3 Pl· T- 3 Pl·z;3- oder y = I· T - I· ya , 

wobei wir der Abkürzung wegen 1/ 3 Pl =I und Mx = y setzen; dann 
stellt sich y als die Differenz zweier Funktionen dar 

Y = Yt- Y2, 
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von denen 
X 

Y1 =I·T 
eine Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt 0 ist, die für x = l 
die Ordinate AP0 = f hat (Abb. 78d). 

xa 
y2=1·-za 

ist eine kubische Parabel, deren Scheitel in 0 liegt, und die auch durch 
den Punkt P 0 geht. Die Differenz der Ordinaten gibt y, die von ihnen 
gebildete Fläche ist durch Strichelung hervorgehoben. Abb. 78c zeigt die 
Momentenfläche, bei der die Ordinaten der gestrichelten Fläche von 
einer Wagerechten aus abgetragen sind. 

Da die kubische Parabel für das Aufzeichnen von Biegungslinien 
infolge der Belastung durch Einzelkräfte Bedeutung hat, soll auf sie 
näher eingegangen werden. Im Achsenkreuz xy der Abb. 78d sei P 0 

ein Punkt der kubischen Parabel, deren Scheitel im Koordinaten
anfangspunkt 0 liegt. Errichte über A P 0 einen Halbkreis, dessen Durch
messer in eine beliebige Anzahl gleicher Teile geteilt wird. In dieselbe 
Anzahl gleicher Teile werde die Abszisse x geteilt. Schlage um A mit 
den Halbmessern Al, A 2 ... konzentrische Kreise, die den Halbkreis 
über A P 0 in den Punkten l', 2' ... schneiden; I, 11 ... sind die 
Horizontalprojektionen dieser Punkte auf der Senkrechten AP0 • Ziehe 
das Strahlenbündel 01, Oll ... , das die Senkrechten durch l, 2 ... 
in Punkten der kubischen Parabel schneidet. Man erhält einen be
liebigen Punkt P der Kurve, dessen Abszisse Oa ist, in folgender 
Weise: ziehe (Abb. 78e) ab j_ OA, bc parallel zur x-Achse, schlage 
den Kreisbogen cd mit Ac als Halbmesser, ziehe de parallel zur x-Achse, 
dann schneidet Oe die Senkrechte ab im Punkte der gesuchten Kurve. 

Tangente an die Kurve im Punkte P wird die Verbindungslinie BP, 
wenn OB= 2 y ist. 

Aus der Gleichung für das Biegungsmoment 
I x I xa 

M a: = 3 Pl· T-3 Pl· za 
erhalten wir den Ort des größten Momentes, wenn wir den ersten Diffe

rentialquotienten dd~fl) gleich Null setzen. Die Differentiation liefert 

dM., I x2 l_ r 
dx =3P-P·v:=O; folglich x=x0 =-av3, 

d. h. der Ort des größten Biegungsmomentes stimmt mit dem Quer
kraft-Nullpunkt überein. Durch Vergleich mit Qa: stellen wir fest, daß 

d~., gleich Qa: ist. Das entgegengesetzte Vorzeichen erklärt sich aus 

unserer Vereinbarung, das Vorzeichen der Querkräfte negativ zu wählen, 
wenn sie bei der Berechnung von B -aus nach oben gerichtet sind. 

Daß Querkraft-Nullpunkt und Ort des größten Biegungsmomentes 
übereinstimmen, erhält somit durch die mathematische Nachprüfung 
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seine Bestätigung. Wir dürfen annehmen, daß diese Beziehung all
gemeine Gültigkeit hat. 

Teilweise dreieckförmige Last (Abb. 79). Aus der Momentengleichung 

für A als Drehpunkt ergibt sich B = P · ;l, aus A- P + B = 0 

folgt A = P- B = P- P 3al • Für den Trägerteil b ist die Querkraft 

Qx = - B = Constans, 

also die Querkraftlinie eine Parallele zur x-Achse im Abstande- B. Für 
den belasteten Teil erhalten wir als Querkraft im Punkte x 

x2 
Q =-B_J_P·-

x I a2 ' 

die Querkraftlinie ist eine Parabel mit 
dem Scheitel x = 0 und der Ordinate 
inAfürx=a 

QA =-B + P =A. 
Sie wird in gleicher Weise entworfen 
wieinAbb. 78b. Das Biegungsmoment 
im Punkte x ist 

M =p · a. b+x _!_:_a_ .x3 

x 3 l 3 a3 • 

Wir setzen der Einfachheit halber 
P·a 
3 =I, Mx= y und schreiben 

Y = Y1 - Y2' 

so daß y die Differenz zweier Funk
tionen ist, von denen 

b+x 
Y1 = f- z ·-

k;-___;.._,---z ; 

~X~ 
I 
I 
I 

I 
I 

~X~ 
' I 
I I 

Abb. 79. Zwei Stützen. Teilweise Drei
ecklast. 

11 

durch eine gerade Linie dargestellt wird, die für x = - b die Ordinate 
Null, für x = a die Ordinate I hat; 

x3 
Yt.=f--a a 

ist eine kubische Parabel, die nach Abb. 78d entworfen oder mit Hilfe 
der Zahlentafel auf S. 93 berechnet wird. 

Die Lage des größten Biegungsmomentes folgt aus der Bedingung 
x2 

Q =--B+P·--=0 x a2 ' 

und zwar wird der Abstand x0 von der Spitze des Belastungsdreiecks 
infolge 

-P a+P-~~=0 
3Z a2 

Mit x = x0 erhalten wir als größtes Biegungsmoment 
xa 

Mmax = B· (b + Xo) -P·3ao2. 
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c) Der einfach überhängende Träger. 

Einzellast (Abb. 80). Solange die Last innerhalb der Stützweite l 
ruht, entspricht der Belastungsfall der Abb. 75. Befindet sich die Last 
auf dem Kragarm a, so liefert die 3. Gleichgewichtsbedingung für B 
als Drehpunkt 

A ·l- P · a = 0 den Auflagerdruck 

der von oben nach unten gerichtet ist. Aus 

A = p.'!_ 
l ' 

B=A+P 
a a+l 

folgt B=P·y+P=P·~l -. 

Die Querkraftlinie ist zwischen A und B eine Parallele zur x-Achse im 
Abstande - A, weil Q = - A = Constans ist. Im Punkte B springt die 

f' Querkraft um B nach oben, die Quer
kraftlinie verläuft von 2' bis 3 wagerecht 
im Abstande + P von der x-Achse. Zur 
Bestimmung der Momentenfläche berech
nen wir das Stützmoment 

MB =-P·a, 
es ist negativ, weil es die Stabachse nach 

J/,1 2 i ! oben wölbt. Da MA = 0 und M3 = 0 ist, 
1 1 1 sind ba und bc die beiden Äste der Mo-

f J.~~c mentenlinie. 
P·a.. Gleichförmig verteilte Last (Abb. 81). 
1______________ Wir denken sie im Schwerpunkt des sie 

Abb. so. Überhängender Träger mit darstellenden Rechtecks angreifen, der 
Einzellast. d l + a h A d den Abstan --2-- von A at. us er 

3. Gleichgewichtsbedingung für B bzw. A als Drehpunkte folgt 

l-a 
A=P·-· 

2l ' 
bzw. B =P·l+.!: 

2l • 

Innerhalb der Stützweite ist für den Schnitt x 

Q., =A-p· x, 

wenn wir mit p = z:{;a die Belastung der Längeneinheit bezeichnen. 

Für x = 0 wird QA = A; wir haben damit einen Punkt der Querkraft
linie, die eine Schräge mit der Neigung tg q; = p ist. Sie wird erhalten, 
indem wir (Abb. 81 b) von dem Endpunkte a' aus P senkrecht nach unten 
abtragen und die Wagerechte ac ziehen; dann hat a' c die Neigung 

p 
tg q; = l + a = P · 

Die Querkraftlinie ist brauchbar innerhalb der Stützweite l. Im 
Punkte B springt Q um B, das Auftragen bb' = B liefert den Punkt b' 
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des zweiten Zweiges der Querkraftlinie, die geradlinig bis c' fallen muß. 
Die Schräge b' c' ist wegen 

Q~=p·x' 

zu a' c parallel. Da die Querkraftlinie zwei Nullpunkte hat bzw. die 
x-Achse zweimal schneidet, so dürfen wir zwei größte Biegungsmomente 
erwarten. Aus der Bedingung z 
Q., = 0 erhalten wir +IX 

A-p·x=O 
oder 

l-a x 
P2:z--PZ+a=O; 

daraus 
(l+a)(l-a) Z2 -a2 

Xo= 2l 2l 
Der zweite Nullpunkt ist der 
Stützpunkt B. 

Das Biegungsmoment im 
Punkte x des Trägers ist 

x2 
M = Ax- p·-x 2 

l-a x2 
=P2r·x-P 2(l+a); 

a) 

e) 

die Momentenlinie ist eine 
Parabel (Abb. Slc), deren 
Schnittpunkte mit der x-Achse 
aus der Bedingung M., = 0 d) 
folgen. Es ergibt sich aus 

l-a x2 
Mx=P~·x-P·2(T+a)=O: 

e 
_ . _ (l+a)(l-a) x1 -0, x2-- -- l- -- =2x0 • 

Abb. 81. Überhängender Träger mit gleichförmig 
verteilter Last. 

Die Parabelliegt symmetrisch zu der Senkrechten durch x0 ; ihr Scheitel 
h t f .. (l+a) (l-a) d' 0 d' a ur x = x0 = - 'iC- - 1e r mate 

sie schneidet auf der Stützsenkrechten durch B infolge x = l die Or
dinate 

l-a l2 P a 2 

MB= p -2y·l-P 2 (Z+a) =- 2'l+a 

ab. Das ist natürlich der gleiche Wert, den wir durch die Berechnung 
von MB vom Kragarm a aus erhalten, bei dem im Punkte x' das Moment 

'2 llt' =- px-
"' 2 

Winkel, Festigkeitslehre. 7 
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auftritt. Die Ordinate in B wird wegen x = a und P = p (l + a) 
p a2 . 

MB=-2·l+a Wie oben. 

Der zweite Ast der Momentenlinie ist ebenfalls eine Parabel; ihr Scheitel 
liegt in c. Die beiden größten Biegungsmomente haben entgegengesetzte 
Vorzeichen; das absolut größte ist für die Bemessung des Querschnittes 
maßgebend (Abb. 8lc). 

Der zeichnerische Entwurf der Momentenlinie ergibt sich aus 
dem Seileck, das für die gleichförmig verteilte Last eine Parabel ist. 
Nach den Endpunkten der im Kräftemaßstab dargestellten Gesamtlast 
ziehen wir aus dem beliebigen Pol 0 (Abb. 81 d) die Polstrahlen I und II 
und zu diesen durch e auf der Wirkungslinie von P die Parallelen I' 
und 11', die die Endsenkrechten in a und c schneiden und Tangenten 
an die Parabel sind. Teilt man ea und ec in dieselbe Anzahl gleicher 
Teile und verbindet die entsprechenden Teilpunkte geradlinig, so erhält 
man weitere Tangenten, mit deren Hilfe die Kurve freihändig ein
getragen werden kann. Die Schnittpunkte a und b der äußersten 
Seilstrahlen I' und JJ' mit den Stützsenkrechten bestimmen die Schluß
linie s', zu der s durch 0 parallel gezogen wird und die Auflagerdrucke 
A und B auf P abschneidet. Zieht man noch c auf die Schlußlinie s' 
herunter, so umschließen die Kurve ab' c' und s' die Momentenfläche 
derart, daß 

wird. 
Lautet der Längenmaßstab l mm = a cm, der Kräftemaßstab 

1 mm = b kg, so ist 
bkg acm . 

~fx=Hmm·fmm·ymm·lmm m cmkg. 

Die größte positive Ordinate der Seillinie liegt in der Mitte von ad 
(Abb. 81c und e). 

d) Der doppelt überhängende Träger. 
Einzellasten (Abb. 82). Die Auflagerdrucke A und B ergeben sich 

aus der 3. Gleichgewichtsbedingung zu 

A=Plll+~--:.~_IJ_ und B=P2 (l+b)-P11], 
l l 

Wir entwerfen die Querkraftfläche, indem wir Q für ausgezeichnete 
Punkte des Trägers berechnen und als Ordinaten auftragen. 

Ql =-Pl; QA =-Pl; Q~ =-Pl +A; QB =-P1 +A; 
Q~ =- P 1 + A + B; Q2 = P 2 • 

Die drei Äste der Querkraftlinie sind Parallelen zur x-Achse. Für die
selben Punkte berechnen wir die Biegungsmomente 

M1 =Ü; MA =-P1 ·a; MB=-P2 ·b; M2 =0. 

Die Momentenlinie ist in Abb. 82c gezeichnet und hat ein negatives 
Vorzeichen. 
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Beachtenswert ist der Sonderfall gleich großer Kräfte P und gleicher 
Kragarmlängen (Abb. 83). Aus Symmetriegründen folgt 

A=B=P. 

Die Querkraft ist in allen Punkten zwischen 
die Querkraftlinie fällt mit 

A und B gleich Null, 

der x-Achse zusammen. Die 
beiden Stützmomente werden a) 
gleich groß r- a__.";""'f.,__--z---~IPE-

M.A =MB=- P · a, 
die Momentenfläche ist ein 
Trapez. Zwischen A und B 
haben wir den Fall reiner 
Biegung, da die Querkraft in 
allen Schnitten gleich Null ist. 

Gleichförmig verteilte Last 
(Abb. 84). Die Auflagerdrucke 
ergeben sich zu 

und 

L 
2-b 

A=P·--z-

L 
-2-a 

B=P·-z-

1 
b) 

R, 

1' 

1 
I 
I 
! 

I 

II 

a, 

c) II 

Abb. 82. Doppelt überhängender Träger mit 
Einzellasten. 

Die Querkraft bestimmen wir abschnittweise. Für den linken Krag
arm ist 

Q" = - p · x und QA = - p · a . 

p ra·......",r--1 <:--l 

: Ar 
I I 
I I 8 
I I 

Die Querkraftlinie ist eine Schräge 
durch den Nullpunkt mit der Nei
gung tg q; = - p oder tg q;' = p, 
sie schneidet die Stützsenkrechte 
durch A in a. Im Punkte A springt 
Q um A und folgt zwischen A und p II I I 

I I 
B der Gleichung 

Q; ~- px' + A' ~llllllllllllllffilfitlllllllll~ 
die Querkraftlinie läuft durch a' Abb. 83. Doppelt überhängender Träger mit 
(Abb. 84 b) parallel l a und schnei- gleich großen Einzellasten und Kragarmen. 

det die Stützsenkrechte durch B 
in b. Hier springt Q wieder und zwar um B, um längs des Krag
armes b wegen 

Q~ = px" 

parallel zu a' b abzunehmen. Die Neigung der drei schrägen .Äste der 
Querkraftlinie ist in Abb. 84 b zeichnerisch bestimmt. Da die x-Achse 

7* 
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dreimal geschnitten wird, so sind drei größte Biegungsmomente zu er
warten, von denen zwei die Stützmomente sind. Die Lage des größten 
positiven Momentes folgt aus der Bedingung Q~ = 0 oder 

0 = - p · x' + .A , d. h. 

Die Momentenlinien der Kragarme sind Parabeln mit den Scheiteln 
in 1 und 2 (Abb. 84c) und den Stützmomenten 

pa2 
MA=--2- und 

Abb. 84. Doppelt überhängender Träger mit gleichförmig 
verteilter Last. 

Die Ordinate cc' des 
Astes zwischen .A und 
B erhalten wir aus der 
Gleichung der Momen
tenlinie 

M'=.A·(x -a)-p·x5 
"' 0 2 ' 

wenn wir den vorher 
bestimmten Wert x0 

einsetzen. Eine weitere 
algebraische Behand
lung der Aufgabe erüb
rigt sich, weil in prak
tischen Fällen Zahlen
werte gegeben sind. Er
wähnt soll noch die 
zeichnerische Lösung 
werden. ZuP(Abb.84d) 
wählen wir den beliebi
gen Pol 0 und ziehen 
durch den beliebigen 
Punkt e (Abb. 84e) auf 
der Wirkungslinie der 
Mittelkraft P die Par
allelen I' und I I', die 
die Endsenkrechten in 
l und 2 schneiden. Zwi
schen l und 2 ist die 
Seillinie eine Parabel, 

die wie in Abb. 81 entworfen wird. Bringen wir die Stützsenkrechten 
mit den äußersten Seilstrahlen zum Schnitt, so ist ab = s' die Schluß
linie des Seilecks. Die zu ihr parallele Gerade s durch den Pol 0 be
stimmt auf P die Auflagerdrucke .A und B. Damit wir die Ordinaten 
der Seillinie von einer Geraden, der Schlußlinie, aus messen können, 
sind die Punkte l und 2 J;leruntergeholt, so daß die Schlußlinie s' und 
die Kurve l' a' c b' 2' die Momentenfläche begrenzen. 
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e) Zahlenbeispiele. 

1. Freiträger (Abb. 70). P = 1500 kg; l = 1,6 m. Baustoff 
a) Holz mit k0 = 100 kgjcm 2 

Jf cc 1500 · 160 = 240000 cmkg , 

W .1 = 24_0_90~ = 2400 cm3 
eJ 100 · 

Die Zahlentafel (S. 84) gibt 26 · 24 cm mit W = 2496 cmS, 
24 . 26 " w = 2704 " 

240000 ' Der breit liegende Balken hat. . . .O"max = - 2496 = ,.._, 96 kg/cm". 

240000 9 

Der hochkant liegende Balken hat. .O"max = 2704 = ""'89 kg/cm". 
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Da das Eigengewicht eine gleichförmig verteilte Last ist, so wird nach Abb. 7l 
das Zusatzmoment 

G ·l 
M,=-2-; 

mit dem spezifischen Gewicht y = 0, 7 kg/dm 3 wird 

2,4· 2,6·16. 0,7 ·160 M • = - - - - 2- - ---- - = ,.._, 5590 cmkg . 

Für die Ermittlung des Gewichtes sind die Abmessungen in dm, für das "'foment 
die Länge in cm einzusetzen. Die Zusatzspannung erhalten wir zu 

a. = ~~:~ = ,.._, 2,2 kg/cm 2 bei dem breit liegenden, 

a. = ~~~~ = ~ 2 kgjcm2 bei dem hochkant liegenden 

Balken. Die Gesamtspannung 96 + 2,2 = 98,2 bzw. 89 + 2 = 91 kg/cm 2 bleibt 
in beiden Fällen unter der zulässigen. 

b) Stahl mit k0 = 1200 kgjcm 2 ; hierbei ist angenommen, daß es sich um 
einen Bauteil aus dem Hochbau handelt. 

!Erforderlich ist W = 2~%~0 = 200 cm3 • 

In den Tafeln der deutschen Normalprofile für Walzeisen finden wir 

cx) I NP 20 mit Wx = 214 cm3 und g = 26,3 kg/m 

-240000- 2 
a,"ax -- 214 -- ~ ll20 kg/cm . 

ß) 1---i NP 45 mit lV" = 203 cm 3 und g = 115,4 kg/m 

--240000- 2 a"Jax-·---w-3 --,...,ll80 kg/cm . 

y) C NP 22 mit W" --~ 245 cm3 und g = 29,36 kg/m 

-240000 - 2 
amH- ~45 ~- 980 kg/cm . 

b) U Das flach liegende C::: -Profil reicht nicht aus, denn J" = 495 cm4 für 
NP 30 ergibt mit einem Abstand x' = 100- x = 100-27 = 73 mm ein klein
stes Widerstandsmoment 

·w 495 w · = --- = 68 cm 3 gegen erforderlich = 200 cm3 • 
y 7.3 
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e) I Nr. 16 B (breitflanschiger Differdinger) mit W x 

g = 38,9 kgjm! 
285 cm3 und 

240000 .· 2 
Gmax = ~5- = ,...,340 kg,cm . 

C) 1---1 Nr. 22 (desgl. flach) mit W v = 201 cm3 und g = 64,8 kgfm 

_ 240000 _ ll9_ k I 2 Gmax- -2--or--- I> g,cm . 

1)) :11: NP 16 mit Wx = 2 · ll6 = 232 cm3 und g = 2 · 18,84 = 37,68 kg/m 
_ 240 000 _ 03 _ k I 2 

Gmax--2:32 -I I> g,cm . 

{}) 0 d = 130 mm mit W = 215,7 cm3 und g_= 104,2 kgfm 

240000 2 
Gmax =-~ -215,7 = 1120 kg/cm . 

t) II NP 16 mit W = 2 ·ll'i = 234 cm3 und g = 2 ·17,9 = 35,8 kgjm 

·- 240000- 1025 k ! 2 Gmax=--2"34- - g,cm . 

u) 1. Eisenbahnschiene der preußischen Staatsbahn, Form 15 mit W = 216,8 cm3 

und g = 45,05 kg/m 

G111ax= ~{~~~O =,...., 1105 kg/cm 2 • 

1.) l_ 1._ Zwei Laufschienen Nr. 4 mit W = 2 · 105,1 = 210,2 cm 3 und 

g = 2 · 57 = ll4 kg/m 
240000 2 

Gmax=2I0.2 =,....,1140 kg/cm . 

Abb. 85. _j L ·Eisen. 

f.l) _I L-Eisen 100 · 200 · 14 mit J x = 2·1653 
= 3306 cm4 • 

Der Querschnitt ist zwar symmetrisch zur 
senkrechten, aber nicht zur wagerechten Achse 
durch den Schwerpunkt (Abb. 85). 

Bei angenommener senkrechter Belastung 
würde die Kraftlinie mit der senkrechten Sym
metrieachse y - y zusammenfallen, die Haupt
achse des Querschnittes ist. Dann fällt die 
Nullinie mit der andern Hauptachse x- x 
zusammen. Das Spannungsschaubild zeigt ge
radliniges Anwachsen der Spannungen nach 
den Rändern. Es wird 

w -~-3~06_ r" 3. 
1 - 12,88 -· 12,88 - 206 cm ' 

-240000- 2. a1 - 256 -935 kg/cm, 

W Jx 3306 
2=7,12= 7,12 =464 cm3; 

-240000- 2 a 2 - 464-520 kg/cm. 

Wir unterscheiden stets den erforderlichen von dem aus
geführten Querschnitt und sollen uns von Anfang an daran 
gewöhnen, für den gewählten, also ausgeführten Querschnitt 
die größte auftretende Spannung zu berechnen. Es darf 
niemals dem die Festigkeitsberechnung prüfenden Inge
nieur zugemutet werden, die wirkliche Beanspruchung 
der ausgeführten Konstruktion selber nachzurechnen. 
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Einmauerung des Freiträgers (Abb. 86). Das zur Erzielung 
des Gleichgewichtes der äußeren Kräfte (S. 2) erforderliche Einspann
moment muß durch das Gegengewicht der Mauer aufgebracht werden, 
das wir in der Mitte der Mauer angreifen denken. Bei der Einmauerung 
mit Hilfe von Grundplatten ist es üblich, den Angriffspunkt des Auf
lagerdruckes in ein Drittel der Plattenbreite b anzunehmen, dann wird 

d H b l d E . dl b d er e e arm es mspannmomentes e = "2]- 3 un 

MA =Mmax=G(~-~). 
Streng genommen, wird durch das Zurückverlegen des Angriffs

punktes A um 1/ 3 der Plattenbreite auch die freie Länge des Trägers 
größer, da für das größte Moment 
nicht mehr der Hebelarm l, sondern 
(l + b/3) maßgebend ist. Bei Pro- 8 
filen, deren rechnerisch ermittelte J!!!!!!!!~9~="=~d:====9 
größte Spannung die zulässige Span
nung nahezu erreicht, sollte unter 
allen Umständen die gewählte Aus
führungsorgfältignachgeprüftwerden. 

Angenommen, es stände für den durch
gerechneten Freiträger eine dreisteinstarke 
Mauer mit d = 77 cm zur Verfügung. Ist 
die Plattenbreite 27 cm, so wird das be
richtigte Biegungsmoment 

JW = 1500 · (160 + 9) = 253500 cmkg, 
Abb. 86. Einmauerung des Freiträgers. 

der Zuwachs beträgt 1500 · 9 = 13500 cmkg. Unser I-TrägerN P 20 (Beispiel()() 
erfährt demnach eine Zusatzspannung 

13;"")()() ' 
a' = 214 = 63 kg;cm2, 

so daß die größte Spannung auf 
Gmax = 1120 + 63 = 1183 kgfcm2 

wächst, also noch unter der zulässigen bleibt. Die Größe des Gegengewichtes 
folgt aus der Bedingung 

J1'1,1 = 253500 = G (38,5- 9) 
zu 

G = 253 500 ='"""' 8600 kg . 
29,5 

Für gewöhnliches Mauerwerk in Kalkmörtel mit dem Mischungsverhältnis von 
1 Raumteil Kalk und 3 Raumteilen Sand ist die zulässige Druckbeanspruchung 
p = 7 kg/cm 2. Die Grundplatte bei A erfährt einen Gesamtdruck von 

G + P = 8600 + 1500 = 10100 kg 

und müßte bei angenäherter Berechnung, d. h. gleichmäßige Druckverteilung 
vorausgesetzt, eine Breite b' erhalten, die der Bedingung 

b . b'. ]J = 10100 
genügt. b' = 54 cm ergibt 

- 10100- 10100- - 2 
p- b·b'-- 27 _54 -6,9kg/cm . 
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Das I-Eisen NP 20 ist 90 mm breit, die Grundplatte von 540 mm Breite 
würde also an den Seiten 225 mm frei liegen. Da. hierbei die Voraussetzung gleich
mäßiger Druckverteilung kaum gewährleistet sein dürfte, empfiehlt es sich, zur 
Einmauerung Hartbrandsteine in Kalkzementmörtel mit p = 12 bis 15 kg/cm 2 

zu verwenden und die untere Grenze als zulässig anzusehen; wir erhalten als 
Plattenbreite 

bl- 10 100 - 10 100 - 32 
- b·p - 27·12- cm, 

- 10100- 2 
p-"2'7:32-11,7kg/cm . 

Bei dieser Ausführung steht die Platte nach jeder Seite 115 mm über die Flansche 
des I-Eisens hinaus. 

Zur besseren Druckverteilung auf das Mauerwerk wird meist noch eine Deck
platte in B vorgesehen. 

2. Eine Welle nach Abb. 75 trage in der Entfernung 0,5 m vom Lager A 
ein Schwungrad vom Gewicht P = 5000 kg. Das größte Biegungsmoment ist 
bei einer Lagerentfernung von l = 1,2 m 

M 5000 "70 "50 = "'146000 cmkg. max = 120 

Bei einer zulässigen Biegungspannung von kb = 400 kg/cm2 wird das erforderliche 
Widerstandsmoment 

W = _1~~400 = 365 cma 
400 . 

Nach der Tafel auf S. 85 gehört zu d = 160 mm ein Widerstandsmoment 
W = 402,1 cm3, so daß wir als größte Spannung 

- 146000- 2 
Gma-4()2,"}-363 kgfcm 

erhalten. 
Die zulässige Biegungsspannung ist so niedrig gehalten, weil für die Welle 

Belastungsfall III (S. 20) vorliegt. 
3. Ein Raum von 6 m Breite und 12 m Länge soll eine ebene Ziegeldecke 

ohne Eiseneinlage mit Hohlsteinen erhalten, deren Eigengewicht zu 265 kg/m 2 

angesetzt werden darf; als Nutzlast kommen 500 kg/m2 in Frage, wenn wir eine 
Fabrikdecke annehmen, die nicht besonders schweren Belastungen ausgesetzt ist. 
Der Raum soll 5 Fenster erhalten, so daß 5 Felder von je 2,4 m Breite der Be
rechnung zugrunde zu legen sind. Auf jeden Querträger entfällt somit eine Last von 

P = 6 m · 2,4 m · (265 + 500) kg/m2 = 11016 kg, 

die sich gleichmäßig über den Träger verteilt. Das größte Biegungsmoment wird 
M _ P·l_ 11016-600 _ 826200 kg 

max- 8 - 8 - cm • 

Bei einer zulässigen Biegungsspannung von 1200 kg/cm2 wird das erforderliche 
Widerstandsmoment 

w = 82620_()_=689 3 
1200 cm ' 

dem ein I-Eisen NP 32 mit W. = 782 cm3 und g = 61,07 kg/m entspricht; 
es wird 

- 826200- 2 
Gm~x-- 782 -1060 kg/cm . 

Die zusätzliche Spannung irrfolge des Eigengewichtes ist 
61,07kg/m·6 m·600cm 

a.= 8 _782 "'35 kg/cm2 , 

sie dürfte vernachlässigt werden. 
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Einfluß der Einmauerung. Die Gesamtbelastung ruft gleich große Auf
lagerdrucke 

1 1 
A = B= 2G=(11016 +61,07·6)·"2=5700 kg 

hervor, die bei einer Trägerbreite von b = 131 mm eine Auflagertiefe von 
' 5700 

b = 13,{:!2 = ,.." 37 cm 

erfordern. Wenn es auch besser wäre, eine Grundplatte vorzusehen, so könnte 
doch diese Ausführung noch hingehen; sie ergibt eine mittlere Pressung von 

5700 
p = Iä}~37 = 11.7 kg/cm2 

und vergrößert die Stützweite um 37 cm. Das Biegungsmoment in der Mitte des 
Trägers ist nunmehr 

M' =A·(~+~) -~- · ~ = 5700 · 318,5-5700 · 150=960500 cmkg, 

also um 960500-826200 = 134300 cmkg größer, wenn man Auflagerlänge und 
Eigengewicht berücksichtigt. Für IN P 32 erhalten wir jetzt als größte Spannung 

960500 2 
O'm~x=~2- = 1230 kgfcm 

und überschreiten damit die zulässige Biegungsspannung. Allerdings ist der über
schießende Betrag sehr klein, 2,5°/0 , doch sollte man grundsätzlich die einmal fest
gelegte Grenzspannung nie überschreiten. Es müßte hier die nächsthöhere 
Nummer, NP 34, vorgesehen werden mit W x = 923 cm3, für die 

- 960500- 2 
O'nu x- 923---1040 kgfcm 

wird. 
Bei Festigkeitsnachweisen, die der Prüfung durch Behörden unterliegen, darf 

die zulässige Spannung der Vorschriften auf keinen Fall überschritten werden. 

5. Weitere Belastungsfälle. 
a) Mehrfache Belastung. 

Der Freiträger (Abb. 87). Bei der Berechnung von Trägern mit 
mehrfacher Last empfiehlt sich stets die Anwendung des Überlage
rungsgesetzes , das besagt : wir bringen die Lasten nacheinander auf 
den Träger und addieren die Wirkungen (Superpositionsgesetz). 

In unserm Falle entwerfen wir die Querkraftfläche getrennt nach 
Einzelkräften und gleichförmig verteilter Last und tragen die Ordinaten 
beider Querkraftlinien nach oben und unten von der wagerechten Achse 
aus ab, dann addieren sich beide unmittelbar. Die Querkraftlinie 
infolge der Einzelkräfte ist die Treppenlinie mit den Ordinaten Q = P1 

bzw. Q' = P1 + P 2 (Abb. 87b), die nach oben abgetragen sind. Die 
gleichförmig verteilte Last gibt eine Schräge mit der Endordinate 
Q = P 3 , so daß 

QA = PI + P2 + Ps 

die größte Querkraft wird. 
Auch beim Entwurf der Momentenlinie betrachten wir zunächst 

die Einzellasten; es ist 
M 1 =0; M 2 =P1 ·b; MA=P1 ·l+P2 ·a. 
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Die Momentenlinie ist eine gebrochene Linie, die am bequemsten mit 
Hilfe von aa' = P 1 • l und a' a" = P 2 • a entworfen wird. Infolge der 
gleichförmig verteilten Last erhalten wir eine Parabel, deren Ordinaten 
senkrecht nach unten aufgetragen sind, damit wir unmittelbar addieren 
können. Das größte Biegungsmoment tritt in der Einspannstelle auf, 
es ist 

1 

Mmax=P1 ·l+P2 ·a+P3 ·~ 

und müßte streng genommen das negative Vorzeichen erhalten, da es 
die Trägerachse nach oben wölbt. 

Der Träger auf zwei Stützen (Abb. 88) trage die Einzellasten P 
und eine gleichförmig verteilte Last G. Wir bringen die Kräfte P auf 

Mll 

a) {~.LLU.WJ.J.w.w..w.=.LU.1W.IJ.I.J.U.J.W.f 

c) 

Abb. 87. Freiträger mit mehrfacher 
Belastung. 

I ' I 

Ma : I I 

L-----~--~ I 

Abb. 88. Der Träger auf zwei Stützeu 
mit mehrfacher Belastuug. 

den Träger und entwerfen zunächst die Querkraftlinie für diese Einzel
lasten, nachdem die Auflagerdrucke A und B berechnet sind. Die 
Querkraftlinie ist eine Treppenlinie, die die x-Achse im Angriffspunkt 
einer Last schneidet (in unserem Beispiel P 3). Infolge der gleichförmig 
verteilten Last erhalten wir eine Schräge, deren Ordinaten nach unten 
abgetragen sind, damit sich beide Querkraftflächen addieren. 

Ebenso entwirft man zunächst den gebrochenen Linienzug der 
Momente infolge der Einzelkräfte, dessen Ordinaten nach unten auf
getragen sind und zeichnet dann die Momentenfläche infolge der gleich
förmig verteilten Last nach oben, die durch eine Parabel mit der Pfeilhöhe 

M=gl2 
8 

begrenzt ist. Der Querkraft-Nullpunkt gibt den Abstand x0 von A an, 
wo das größte Moment auftritt. 
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Zahlenbeispiel (Abb. 89). 

a) Zeichnerische Lösung. Man bringt zunächst die Einzelkräfte P auf 
den Träger .und entwirft mit Hilfe des Kraftecks den Seilzug I' ... V' (Abb. 89b); 
dann schneiden die äußersten Seilstrahlen I' und V' die Auflagersenkrechten in 
den Punkten der Schlußlinie s'; eine Parallele s zu s' durch den Pol 0 ergibt die 

0 

(g) 

Abb. 89. Der überhängende Träger mit mehrfacher Belastung. 

Auflagerdrucke A und B irrfolge der Kräfte P. In Abb. 89 b sind die Schnittpunkte 
der Seilstrahlen I' und 11 auf der linken Endsenkrechten und IV' und V' auf 
der rechten Endsenkrechten auf die Schlußlinie s' heruntergeholt, damit wir die 
Ordinaten von einer Geraden aus messen können. Die Momentenfläche hat posi
tive und negative Teilflächen. Aus der zu den Einzelkräften P gehörigen Quer
kraftfläche (Abb. 89e) entnehmen wir drei Querkraft-Nullpunkte bzw. drei Punkte, 
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in denen die Querkraft das Vorzeichen wechselt. Diesen Punkten der Querkraft
linie entsprechen die beiden negativen Stützmomente und das größte positive 
Moment im Angriffspunkt der Kraft P 2 • 

Die gleichförmig verteilte Last G = g · L, wo bei L die Gesamtlänge des Trägers 

bedeutet, denkt man sich im Schwerpunkt der Last, d. h. in i von den Enden 

des Trägers entfernt, angreifen. Das Krafteck mit dem Pol 0 1 liefert die Seil
strahlen I' und II' (Abb. 89c), deren Schnittpunkte mit den Auflagersenkrechten 
die Schlußlinie bestimmen, und die Tangenten an die parabolische Momenten-

Abb. 90. Der überhiingendc Träger mit mehrfacher Belastung. 

linie in den Endpunkten des Trägers sind. Die Querkraftfläche ist in Abb. 89f 
dargestellt, die sie begrenzende Querkraftlinie ist eine dreiästige Schräge mit der 
Neigung 

g·L 
tgtp = --y;·· =g' 

die nach Abb. 84 b entworfen wird. 
Die beiden Streckenlasten p · a und p · b denkt man sich ebenfalls in den 

Schwerpunkten der sie darstellenden Rechtecke vereinigt und zeichnet mit Hilfe 
des Kraftecks (Pol 0 2 ) den Seilzug 1', Il', III'. Die Schnittpunkte der äußersten 
Seilstrahlen / ' und lll' mit den Auflagersenkrechten (Abb. 89d) bestimmen die 
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Schlußlinie s'. Innerhalb der Strecken a und b ist die Momentenlinie eine Parabel, 
deren Tangenten die Seilstrahlen I' und II' für die Last p · a bzw. 11' und 1ll' 
für die Last p · b sind. 

Die Querkraftfläche infolge beider Streckenlasten zeigt Abb. 89 g; beim Zeichnen 
der Querkraftlinien ist darauf zu achten, daß sie für unbelastete Teile des Trägers 
wagerecht verläuft. 

Da alle drei Lastgruppen gleichzeitig auf den Träger wirken, sind die Einzel
flächen zu addieren. Abb. 90c gibt die Gesamtquerkraftfläche, deren Nullpunkte 
die Lage der größten Biegungsmomente bestimmen (gefährliche Querschnitte). 

In Abb. 90 bist die Gesamtmomentenfläche dargestellt, bei der die begrenzenden 
Parabeln sich allerdings wenig von geraden Linien abheben . 

.Mit den Maßstäben 

wird 

1 mm = a m für die Längen, 
1 mm = b kg für die Kräfte 

bkg am 
lrfuu.x=Hmm--1-- · y mm · --. 

mm 1mm 

In Abb. 89 ist gewählt 

Damit wird 

Längenmaßstab 3 mm = 0,4 m , 
Kräftemaßstab 1 mm = 200 kg. 

200kg 0,4m 
Mwax= 12 mm· -1·-·· · 20,8 mm · -3--=6670mkg. 

mm mm 

b) Rechnerische Lösung. Für die Berechnung der Auflagerdrucke denken 
wir uns die gleichförmig verteilten Lasten in den Schwerpunkten der Rechtecke 
angreifen, durch die sie in der Zeichnung dargestellt werden. Danach hat 

1 
G = g · L = 300 · 8,7 =~ 2610 kg den Abstand 2 (1,2 + 6 + 1,5) -1,5 = 2,85 m; 

1 
P = 900 (1,2 + 2,0) = 2880 kg den Abstand 6 + 1,2- 2 (1,2 + 2) = 5,6 m; 

1 
P' = 900 · 1,9 = 1710 kg den Abstand 1,2 + 2 · 1,9 = 2,15 m von B. Demnach 

lautet die Momentengleichung sämtlicher Kräfte für B als Drehpunkt 
1200. 7,2 + 2880. 5,6 + 3100. 4,2 + 2610. 2,85 + 1710. 2,15 

+ 2400 · 1,4-750 · 1,5- A · 6 = 0; daraus A = 8523 kg. 

In gleicher Weise erhalten wir für A als Drehpunkt 
750. 7,5 + 2400.4,6 + 2880. 0,4 + 2610. 3,15 + 3100. 1,8 + 1710. 3,85 

-1200 · 1,2- B · 6 = 0; daraus B = 6127 kg. 

Nunmehr werden die Querkraft-Nullpunkte ermittelt, bzw. die Punkte, wo die 
Querkraft das Vorzeichen wechselt. 

Unmittelbar links von A ist 
QA = -1200- (900 + 300) • 1,2 =- 2640 kg; 

unmittelbar rechts von A ist 
Q~ = - 2640 + 8523 = + 5883 kg, 

also ist A ein gefährlicher Querschnitt. 
Zwischen A und B schätzen wir Q = 0 im Abstande 2,9 m von A und finden 
Q = - 1200 + 8523 - (900 + 300) . 3,2- 300 . 0,9 - 3100 = + 113 kg. 

Vcn da ab vermindert sich Q um \JCO + 300 = 1200 kgjm. Ist x0 die Strecke 
die mit 1200 kg/m belastet ist, so wird 

Q = + 113- 1200 · x0 = 0; daraus x0 = 0,09 m. 

Der zweite gefährliche Querschnitt ist demnach 2.9 + 0.09 = 2,99 m von A und 
3,01 m von B entfernt. 



110 Die Biegungsfestigkeit. 

Unmittelbar rechts von B ist 
QB = 750 + 1,5 '300 = + 1200 kg, 

unmittelbar links von B ist 
Q~ = + 1200- 6127 = - 4927 kg, 

also liegt in B der dritte gefährliche Querschnitt. Es müssen alle drei Momente 
berechnet werden. 

MA = -1200 · 1,2- (900 + 300) · 1,2 · 0,6 = -2304 mkg. 
§10 = 6127 · 3,01 - 750 · 4,51 - 2400 · 1,61 - 900 · 1,81 · 0,905 

- 300 . 4,51 . 2,255 = + 6670 mkg. 
MB= -750 · 1,5-300 · 1,5 · 0,75 = -1462,5 mkg. 

Da für die Querschnittbemessung das zahlenmäßig größte Moment ohne Rück
sicht auf das Vorzeichen maßgebend ist, schreiben wir 

Mmax = M 0 = 6670 mkg = 667000 cmkg. 
Die zulässige Biegungsspannung kb = 1200 kgfcm2 erfordert 

W =_(167000 = 555 cm3 
1200 ' 

dem ein I-Eisen NP 29 mit W ~ = 596 cm3 entspricht, so daß 

a = -~67000 = 1120 kgfcm2 
max 596 

wird. 

b) Beliebig geformte Belastung. 
Die Aufgabe erscheint zunächst recht theoretisch, sie gewinnt aber 

für den Maschinenbau Bedeutung, wenn man den Einfluß des Eigen

'""'"''' , r , 1,1, 1, 1 
0 1 2 J 11 5 5cm 

gewichtes von Maschinenteilen untersuchen 
will, die als Gußkörper von verwickelter 
Form entworfen sind_ 

Mohrsches V erfahren. Zerlegt man die 
Gesamtlast in schmale Streifen, so kann man 
das Gewicht dieser Streifen als Einzel
kräfte auffassen, die in den Schwerpunkten 
angreifen. Nach Mohr bildet man aus 
diesen Einzelkräften den Kräftezug und ent
wirft das Kraft- und Seileck, dessen Strahlen 
Tangenten an die Momentenlinie sind. 

Da wir dieses Verfahren später häufig 
bei verwickelten Belastungsflächen anwen
den (vgl. S. 176), so sehen wir hier von einem 
besonderen Beispiel ab. 

Nehlssches Verfahren (Abb. 91). I st dx 
die Breite eines Streifens, k seine Höhe, 
dann ist sein Gewicht k · d x, das einen 
Auflagerdruck 

dA=k·dx· _:__ 
l Abb. 91. Nehlssches Verfahren bei 

beliebiger Belastung. hervorruft. Wir erhalten 
l l 

A = Jk·; ·d x und B= Jk· y·dx. 
0 0 
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Das Eiegangsmoment im Punkte m des Trägers ist 

Mm = J.l1r + .llfz' 
wobei 

Mr =Ar· a und Mz = Br · b 
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ist, wenn wir mit Ar den infolge der Last rechts von m sich in A er
gebenden Auflagerdruck, mit Br den in B durch die Last links von m 
hervorgerufenen Auflagerdruck bezeichnen. Mr und Mz sind die ent
sprechenden Momente. Mit 

wird 

b a 

A = k·--·dx j• x' 1 

r l und Br= Jk· j ·dx 
0 0 

b a 

Mm= a·Jk·~·dx1 +b·Jk·f ·dx. 
0 0 

Die Integrale sind durch Flächen darstellbar, die von Kurven begrenzt 
werden, deren Gleichungen 

I x' 
z =k· T und z=k·:::_ 

l 

lauten. Man findet Punkte der Kurven, indem man eine Ordinate der 
Belastungsfläche, z. B. 1 --:-- 2 = k, auf die Senkrechte durch A projiziert 
und den so erhaltenen Punkt 3 mit B verbindet; dann zerlegt B die 
Ordinate k in 

x' x 
l --:-- 4 = k ·-y = z1 und 2--:-- 4 = k ·-y = z . 

Die Punkte 4 liegen auf einer Kurve, die die Gesamtbelastung P in A 
und B zerlegt. A ist dargestellt durch den der x-Achse zugehörigen 
Teil der Gesamtfläche; die darüber liegende Restfläche ist gleich B. 
Die Senkrechte durch m liefert Ar und Br, von denen Ar durch Inte
gration der z'-Linie von 0 bis b, B 1 durch Integration der z-Linie von 0 
bis a erhalten wird. Beide Integrale sind durch die gestrichelten Flächen 
dargestellt, deren Inhalt beim Aufzeichnen auf Millimeterpapier mit 
genügender Genauigkeit ausgezählt wird. Trägt man jetzt Ar und Br 
auf der Senkrechten durch m als Ordinaten auf, so ergeben die Recht
ecke 

Ar· a =Fa und B 1 • b = Fb 

die Teilmomente Mr und Mz, so daß wir das Gesamtmoment Mm als 
Summe beider Flächen erhalten; es ist 

Mm =Fa +Fb. 
Um alle Momente zu erfassen, empfiehlt es sich, die Integrallinien 

I x' ' A= k·rdx und 
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zu entwerfen, deren Ordinaten für eine Reihe von Punkten durch Aus
zählen bestimmt werden, wie es für den Punkt m oben angegeben ist. 
Die Linien sind in Abb. 91 eingezeichnet. B1A2 hat die Endordinate A 
senkrecht unter A; A1 B2 hat die Endordinate B senkrecht unter B. 

Der Maßstab der Darstellung ist durch die Bedingung 

(A' A1 = B) + (A1A 2 = A) =Pint oder kg 

gegeben. Nehmen wir beispielsweise an 

Längenmaßstab 2 mm = 0,1 m, 
Kräftemaßstab 1 mm = 0,1 t, 

so liefert Abb. 91 für die elf Punkte des Trägers 
M 35 0,1 t 9 0,1 m 0,1 t 99 0,1 m 2 1 

1 = mm · 1 mm · mm · 2 mm + 1 mm · 1 mm · mm • 2 mm = , mt 

M 2 = 1°~·~·:n: (33,5mm·18mm+3mm·90mm) =4,37mt usw. 

Als größtes Biegungsmoment ergibt sich unmittelbar neben Punkt sechs 

Mmax = 1°~ · ~·:n: (21 mm · 5 mm + 13 mm · 6 mm) = 9,15 mt. 

c) Wandernde Einzellasten. 

Eine Last P wandert über den Träger (Abb. 92). In der Stellung x ist 
P·x(l-x) 

MIIJ=--~--, 

die Momentenfläche ein Dreieck mit der Höhe M IIJ. Trägt man M,. 
senkrecht unter x als Ordinate cc' auf, so liegen die Spitzen c' aller 

p möglichen Momentendreiecke auf 
einer Parabel, deren Pfeilhöhe 
Mmax ist. Aus 

folgt 

dM~=~(l-2x)=O 
dx l 

l 
X=]"• 

d. h. das größte Moment 
in der Mitte und ist 

Abb. 92. Wandernde Einzellast. M P · l 
max=4· 

liegt 

Die Konstruktion eines Parabelpunktes folgt unmittelbar aus der 
Gleichung; sie ist aus Abb. 92 zu ersehen. 

Zwei gekoppelte Lasten wandern über den Träger (Abb. 93). Wir 
verfolgen zunächst die Größe des Momentes infolge P 1 , wenn P 1 von B 
aus über den Träger wandert. In der Entfernung x von B ist 

x(l-x) 
Ml=yl=Pl· l ' 

d. h. der geometrische Ort für die Spitzen der Momentendreiecke ist 
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eine Parabel, deren Pfeilhöhe für x = f 
l 

/1 =P1·4 
ist. 

113 

In gleicher Weise erhält man als geometrischen Ort für die Spitzen 
der Momentendreiecke infolge P 2 eine Parabel mit der Pfeilhöhe 

l 
/2=P2·4· 

Im Angriffspunkt von P 2 ist 

M = =P (x-a)(l-x+a) 
z Y2 2 l 

Aus Abb. 93b ist zu ersehen, daß das größte Moment nur unter P 1 

oder P2 auftreten kann. Im Angriffspunkt von P 1 ist 

oder 

Die Lage des Maximalmomentes folgt aus der Bedingung 

l· dd~x = P1l- 2xP1 +P2l-2P2 x +P2a = 0, 

X= ~~1+P2)·l+~~=!__-+--~ 
2(P1 + P 2 ) 2 ' 2(P1 +P2). 

Für den Sonderfall gleich großer Kräfte ergibt sich 

X = 2 Pl.2- ~P_a_ = !__ + !!._ 
4P 2 4 

und damit 

(~ + fl_ ')·. ( !_- fl_) (i-~ a) (.!...- !!._)\ 
M = p. · .. ~ .. _4_ -~ __ 4_ -+- p. 2 4 2 4 

max z ' ---~l~--

(a) 

Stellen wir die Gleichung (a) als Kurve dar, so messen wir senkrecht 
unter der ersten Last das durch beide Kräfte in diesem Punkte hervor
gerufene Biegungsmoment. Diese Momentenlinie ist eine Parabel, deren 
größte Ordinate im Abstande 

. _ l 1 P 2 ·a 
x-2 1 2(P1 +P;) 

von B auftritt, wenn der Lastenzug von B nach A fährt. Das zweite 
Glied ist aber die halbe Entfernung der Mittelkraft R = P 1 + P 2 vom 
Angriffspunkt der Last P 1 . Nennen wir die ganze Entfernung 2 e, so muß 
die erste Last um e aus der Mitte des Trägers verschoben werden, damit 
\Vir den Ort des größten Biegungsmomentes erhalten, der mit dem 
Scheitel der zu entwerfenden Parabel zusammenfällt. Anders ge
schrieben lautet die Gleichung (a) 

Winkel, :Festigkeitslehrc. 8 
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a) 

b) 

Die Biegungsfestigkeit. 

a, x2 

M,.= (P1 +P2) x+P."·Tx- (P1 + P 2) ·-y-P2 ·a, 

M~ = x + P2 ·a ,__:; _ ::2 _ P2 ·a 
P 1 +P2 P1 +P2 l l P1 +P2 

x x2 

=x+2e·y-T-2e 

~a-+-~-a3a 
.~----------~----------~~ 

Abb. 93. Zwei wandernde Einzellasten. 

(b) 

Wir erhalten die Schnitt
punkte der Parabel mit 
der x-Achse, wenn wir 
die rechte Seite dieser 
Gleichung gleich Null 
setzen; das ergibt die 
Bedingungsgleichung 

x2-x(l+2e) +2el =0, 

daraus 

x1 = l; x2 = 2 e. 

Für den Sonderfall 
gleich großer Kräfte 

'd a w1r x2 = 2 . 
Ersetzen wir in Glei

l 
chung (b) x durch2 + e, 

so ergibt sich 
M - Pl+P2 

max- 4l 

·(l2-4el+4e2), 
R 

Mmax = 4 l (l- 2e) 2 • (c) 

Da der Scheitel und die Schnittpunkte der Parabel mit der x-Achse 
nunmehr bekannt sind, läßt sich die Kurve einzeichnen. Betrachten 

wir in gleicher Weise die Momente, die unter dem Angriffspunkt von 

P 2 auftreten, so ergibt sich eine Parabel, die die x-Achse in B und 

im Abstande a- 2 e von A schneidet; ihr Scheitel ist um ; - e aus 

der Mitte des Trägers nach rechts verschoben und hat die Pfeilhöhe 
R 

Mmax = 4 l [l- (a- 2e)]2 • 

Brauchbar sind die ausgezogenen Äste der Kurven, die den Verlauf 

der maximalen Momente längs der Trägerachse zeigen. 

6. Träger mit veränderlichem Querschnitt. 
Da die Biegungsmomente in einiger Entfernung vom gefährlichen 

Querschnitt schon bedeutende Abweichungen von dem größten Moment 

zeigen, wird der mit unveränderlichem Querschnitt ausgeführte Träger 
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zum großen Teil überflüssigen Baustoff haben. Um dieser Verschwen
dung von Baustoff zu begegnen, wird man versuchen, den Träger so zu 
formen, daß möglichst gleiche Beanspruchung in allen Punkten auftritt. 

Die abgesetzte Welle. Die Welle der Abb. 94 trägt in der Entfernung 
0,5 m vom linken Auflager ein Schwungrad vom Gewicht P = 5000 kg. 
Die Momentenlinie ist ein Dreieck (ab c), dessen Höhe 

5000. 70 . 50 "" 
M max = ~0- "" 145 500 cmkg 

ist. 
Da M = W · a ist, und a den zulässigen .Wert kb = 400 kgfcm2 

nicht überschreiten soll, 
so muß die Kurve der 
Werte W · kb, die die 
Tragfähigkeit der einzel
nen Querschnitte darstellt, 
stets außerhalb der drei
eckförmigen Momenten
linie fallen. Da das Wider
standsmoment für einen 
gegebenen Durchmesser 
konstant ist, ergibt sich als 
Kurve der Tragfähigkeit 
der treppenförmige Verlauf 
der Abb. 94. Man erkennt, 
daß das Biegungsmoment 
an allen Stellen kleiner als 

Mußsluh d. Momellknf'lticfle 
0~50110cmlrg 

die Tragfähigkeit ist. Abb. 94. Abgesetzte Welle. 
Die Auflagerdrucke sind 

70 
A = 5000 · 120 = 2900 kg 

Daher wird 

50 
B=5000·-=2100 kg. 

120 

wlOO. k. = 98,17. 400 = 39200 cmkg > MlOO = 2900. lO = 29000 cmkg 
wlOO. "· = 98,17. 400 = 39200 cmkg > Mloo' = 2100. 10 = 21000 cmkg 
W120 • k 0 = 169,6 · 400 = 67800 cmkg > M120 = 2100 · 30 = 63000 cmkg 
W140 • k0 = 269,4 · 400 = 107600cmkg > M140 = 2900 · 35 = 101500 cmkg 
W140 • k0 = 269,4 · 400 = 107600 cmkg > M 140' = 2100 ·50= 105000 cmkg 
W160 • k• = 402,1 · 400 = 160000 cmkg > .Wmax = 2900 ·50= 145500 cmkg 

Die in den einzelnen Querschnitten auftretenden maximalen Spannungen sind 

()'100 = MlOO : wlOO = 29000: 98,17 = 295 kgfcm2 

0'1oo' = MlOo': w100 = 21000: 98,17 = 214kgfcm2 

()'120 = ,wl20 : w120 = 63000: 169,6 = 371 kgfcm2 

O'uo = Muo : W140 = 101500: 269,4 = 377 kg/cm2 

<1140' = M14o': W14o = 105000:269,4 = 390 kgfcm2 

()'160 = Jt!max: w160 = 145500:402,1 = 360kgfcm2 

Genieteter Blechträger. In ähnlicher Weise läßt sich der genietete 
Blechträger der Abb. 95 berechnen. Die einzelnen Blechquerschnitte 
sind in Abb. 96 angegeben. 

8* 
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Freiträger mit stetig wachsendem Querschnitt (Abb. 97). Das Bie
gungsmoment an der Stelle x ist 

Mx= P· x, 

die Spannung a im Querschnitt x mit den Bezeichnungen der Abb. 97 
M~ P.x·6 

a=-=--
w~ b. y2 

Mit 

P= 17t 

;]=10m j•10m: 

Abb. 96. Querschnitte des Blechträgers 
Abb. 95. 

~~--~~--~--~----~ 
~ 

1-"-------+----------"-LL.. 
II 

Abb. 95. Genieteter Blechträger. Abb. 97. Freiträger mit stet ig wachsendem 
Querschnitt-. 

Pl6. 
ergibt sich die Spannung a2 im Einspannquerschnitt zu a2 = bh~ ' 

es ist daher 

oder 

a=a · (~[ ·(~- ~)· 
2 ~-I y y2 

hl 

d(~-~) 
Um O'max zu finden, setzen wir Ydy Y = 0 und erhalten die Be-

dingungsgleichung 

- h_l+2hi __ _ o d d 2h un araus y = 1 • yz ya 
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Solange h2 < 2 h1 , ist der Einspannquerschnitt der gefährliche Quer
schnitt. Für h2 > 2 h1 rückt der gefährliche Querschnitt dorthin, wo 
seine Höhe doppelt so groß ist wie die des Endquerschnittes, so daß 
der Ort für O"max leicht zu bestimmen ist. Wir erhalten als größte Span-
nung 

Setzen wir in 
X y-7lrr 

h2 -hl 

den durch die Bedingung für O"max gefundenen Wert y = 2 h1 ein, so 
erhalten wir 

h1 ·l I x0 =---=-···--·l. 
h2-hl ~-I 

hl 

Ersetzt man in der Gleichung für a die Höhe des Querschnittes 
durch die Entfernung x vom freien Ende, so wird 

X 

(h )2 l 
a = 0" 2 • ~ • UH=~-: _-1-c-)-+----ci Jcco2 , 

aus der sich für ein gegebenes Verhältnis h2 : h1 die Spannung a für 
10 Punkte des Trägers unschwer errechnen läßt. Ist z. B. h2 : h1 = 3, 
so wird 

X 
O,I 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

l ! 

I 

2· _x 
l 

0,2 I 0,4 0,6 0,8 I I,2 1,4 1,6 1,8 

2_:;_+I 
l 

1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 12,6 2,8 

(27+1r 
I 

I,44 1,96 I 2,56 3,24 4 4,84 5,76 6,76 i 7,84 

9·_::_ 
l 

0,9 1,8 . 2,7 3,6 4,5 ; 5,4 6,3 7,2 8,1 

(/. 0,625 0,919 •. I,055 1,111 1,125 I 1,112 1,094 1,064 1,035 

Die Kurve a = f (x) ist eine hyperbolische Kurve dritten Grades; 
ihr Maximun liegt in x0 = l/2. Die größte Spannung O"max übersteigt 
die Spannung im Einspannquerschnitt um 12,5%. 
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Kegliger Freiträger mit Kreisquerschnitt (Abb. 98). Das Biegungs
moment im Abstande x vom freien Ende ist 

Mw=P·x, 
nya 

Das Widerstandsmoment W re = 32 , daraus 

a-M~ _P·x·32 
- W~- n·y3 • 

Aus F: F2 = y2 : d~ = {ll + x) 2 : z~ folgt X = !-'! . y -l d2 1> 

!2_. y -ll 
a = 32. p. d2 = 32 p (!2_ • _!_ _l1_) . 

n ya n d2 y2 ya 

a wird zu Gmax für ~~ = 0, daher wird 

p 
~----~---~~-------l1------~ 
~-------------Zr--------------~ 

Abb. 98. Kegliger Freiträger mit Kreisquerschnitt. 

da = 32. P (- 2 . _!z_ __!_ + 3 . _l1_) = 0 
dy 'JT, d2 y3 y4 ' 

3 ll 3d 
y = 2·d2 ·z; oder y =2 1 , 

weil l1 : l2 = d1 : d2 ist. Mit dem für y gefundenen Wert wird 

32 [ Z2 1 Z1 J 12s P ·l1 

Gmax=-n-P d;·(~dS-(~d~y =27·n·-df· 

Um ein Bild über den Verlauf der Spannungen längs der Trägerachse 
zu erhalten, erweitern wir die Gleichung 

a = 32 p (_!z_. J_ _ ~) 
'Jt d2 y2 ya 

mit :~ und schreiben 

a = 32 . !!__:..}_ (~ _ • d~ _ 11 . ag) . _!_ 
'JT, d~ d2 y2 y3 l ' 

woraus mit 
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folgt. 
Da sich ferner aus d1 : d2 = l1 : l2 

d2-dl 
ll dl 

und 

ergibt, so erhalten wir 
( d2 dg dl d~) 

a=a2· 'd2-dl. y2--d2-dl. y3 . 

Die Kurve a = f(y) und damit auch a = f(x) ist eine hyperbolische 
3 

Kurve vierten Grades, als deren Maximalwert sich für y = 2 d1 

4 d~ 
Gmax = 2i. a2. df (d~- dl) 

ergibt; sie kann, wenn nötig, durch Berechnung einer Reihe von Punk
ten bestimmt werden. 

7. Träger gleicher Biegungsfestigkeit. 
Die beste Ausnutzung des Baustoffes wird dann vorliegen, wenn 

sämtliche Querschnitte gleich große Biegungsspannungen erfahren. 
Natürlich läßt sich diese Forderung nicht in die Wirklichkeit umsetzen, 
da in den Momentennullpunkten des Trägers die Spannung Null herrscht, 
theoretisch also ein Querschnitt Null erforderlich wäre. Aber man kann 
der gestellten Bedingung überall gleich großer Biegungsspannung durch 
die Formgebung des Trägers nahe kommen. 

a) Der Freiträger (Abb. 99) mit rechteckigem Querschnitt 
von gleichbleibender Breite b und veränderlicher Höhe y. 

Einfluß einer Einzellast am Ende. 
Das Moment im Punkte x des Trä
gers M"' = P · x liefert bei einer un
veränderlichen Breite b und der ver
änderlichen Höhe y des Querschnittes 
die Randspannung 

P·x·6 
a=-b-2-. 

·y 

Der Grenzwert dieser Spannung ist die 
zulässige Biegungsspannung kb; damit b) 
ergibt die Bedingung a = Constans die 
Gleichung der Begrenzungslinie des 
Trägers 

P·x·6 6P 
kb = ~ oder Y2 = b ~--;' X ' Abo. 99. Freiträger gleicher Eiegangsfestig-

keit und gleicher Breite. 
Das ist die Gleichung einer quadrati-
schen Parabel, deren Entwurf zwei Ausführungsformen gestattet. 
Abb. 99a zeigt als obere Begrenzungslinie eine Gerade und als untere 
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die Parabel, Abb. 99b zeigt obere und untere Begrenzungslinie als 
Parabeln. Angenähert .formt man den Träger nach den Tangenten, 
die man im Einspannpunkte an die Parabeln zieht. Durch diese ist 
die Höhe im Endquerschnitt als die Hälfte der Höhe des Einspann
querschnittes bestimmt. 

Gleichmäßig verteilte Last (Abb. 100). Nennt man wieder die 
unveränderliche Breite des Querschnittes b, die veränderliche Höhe y, 

p·x2 
so wird infolge M., = - 2-

M~ p·x2·6 3P x2 
G=--=---=-·-

W~ 2·b·y2 b·l y2 • 

Die Forderung a = kb liefert als Gleichung der Begrenzungslinie 

y = X • J! b -~ :kb ; 

~ 

Abb. 100. Freiträger gleicher Biegungsfestig
keit und gleicher Breite. 

Abb. 101. Freiträger gleicher Biegungsfestig
keit und gleicher Höhe. 

die Kurve ist eine gerade Linie, die im Punkte A (x = 0) die Ordi
nate Null, im Punkte B (x = l) die Ordinate 

h= Jl3P!__ 
b·kb 

hat. 

b) Der Freiträger mit rechteckigem Querschnitt von gleich
bleibender Höhe h und veränderlicher Breite y. 

· Einfluß einer Einzellast am Ende (Abb. 101). Das Moment M., ruft 
im Punkte x die Spannung 

G= M.,=P·x·6 
W., y·h2 

hervor; die Forderung a = kq liefert als Gleichung der Begrenzungs
linie des Trägers 

6P 
Y = h2 ·kb • x; 

das ist die Gleichung einer geraden Linie mit den Ordinaten y = 0 

im Punkte x = 0 und b = ~2~~ im Punkte x = l. 
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Gleichmäßig verteilte Last (Abb. 102). Infolge des Momentes 

Mx = P f~ im Punkte x des Trägers tritt die Spannung 

auf, die für a = kb die Gleichung der Begrenzungslinie 

3px2 3Px2 

y = h2 • kb = l h2 kb 

liefert. Das ist die Gleichung einer Parabel, die sich nach der y-Achse 
öffnet und nach Abb. 102 entworfen werden kann. Die bestimmenden 

Endordinaten sind y = 0 für x = 0 und b - -3 P} für x = l. 
- h2 kb 

B A 

Abb. 102. Freiträger gleicher Bicgungsfestig- Abb. 103. Freiträger gleicher Biegungsfestigkeit. 
keit und gleicher Höhe. Kreisquerschnitt. 

c) Der Freiträger mit kreisförmigem Querschnitt. 

Einfluß einer Einzellast am Ende (Abb. 103). Als Spannung im 
Punkte x des Trägers ergibt sich 

Jlr1 x P · X • 32 a= --w. n· y3 ' 

aus der mit a = kb die Gleichung der Begrenzungslinie 
32P 

y3=·-·X 
n·kb 

folgt. Die Kurve ist eine Parabel dritten Grades oder kubische Parabel, 
deren Endordinate für x = l den Wert 

d= f/32PJ 
V nkb 

hat. Die Tangenten an die Kurve in der Einspannstelle des Trägers 

schneiden auf der Endsenkrechten die Strecke ~ d ab. 

Gleichmäßig verteilte Last (Abb. 104). Sie ruft im Punkte x des 
Trägers die Spannung 

hervor, aus der mit a = kb 

p x2 • 16 a=--n· y3 

l6p l6P y3=-- x2 = ... __ . ;r2 
n · kb n ·Z· kb 
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folgt. Die Kurve ist eine semikubische Parabel, deren Ordinate an der 
Einspannstelle den Wert 

d= f/16P~ 
V nkb 

hat, und deren Tangenten auf der Endsenkrechten die Strecke ~ d 

abschneiden. 
Da beide Kurven häufig als Grundform von Ausführungen gewählt 

A werden, soll ihre Konstruktion 
~--- ___ _,.., entwickelt werden. In Abb. 105 

sei 0 A = l; AB = h = d. 
Die beliebige Wagerechte cc1 

schneidet 0 B so in c1 , daß 

X - Yl.t 
1- h 

Abb. 104. Freiträger gleicher Biegungsfestig- • t p .. · t Cl auf dl'e 
keit. Kreisquerschnitt. lS . rOJlZler man 

Wagerechte C B und verbindet 
diesen Punkt 1 mit 0, so hat der Schnittpunkt c2 die Abszisse 

xl y~ 
x2 = y 2 • h = h2 ·l, weil y1 = y2 ist. 

c2 ist also ein Punkt 
der quadratischen Pa
rabel; projiziert man 
c2 auf BO und ver
bindet 2 mit 0, so 
schneidet 02die Wage-

h-d rechte cc1 in Ca, dessen 

Abb. 105. Konstruktion der quadratischen, kubischen und semi· 
kubischen Parabel. 

Abszisse 

ist, weil y2 = Ya ist; 
also ist Ca ein Punkt 
der kubischen Parabel. 
Die Senkrechte durch 

Ca schneidet 0 1 in c4 mit den Koordinaten x4 und y4 • Aus der 
Konstruktion folgt unmittelbar 

da x4 = Xa ist. Mit x3 : x2 = y3 : h wird wegen y2 = Y.l 

oder 

Wir gelangen demnach auch nach c4 , wenn wir die Senkrechte durch c2 

mit 0 B zum Schnitt bringen und von 2' wagerecht bis 0 1 gehen. 
Daß c4 ein Punkt der semikubischen Parabel ist, zeigt die Gleichung, 
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der seine Koordinaten x4 und y4 genügen. Aus 

Y4: x4 = Yz: Xz und Y4: x4 = h: xl 

d) Der Träger auf zwei Stützen. 

Eine Einzellast zwischen den Stützen bewirkt die Auflagerdrucke A 
und B, die den Träger auf zwei Stützen als zwei Freiträger aufzufassen 
gestatten, der im Angriffspunkt der 
Kraft eingespannt ist. Die für den 
Freiträger abgeleiteten Beziehungen 
sind demnach sinngemäß auf den von 
einer Einzelkraft angegriffenen Träger 
auf zwei Stützen zu übertragen. 

Eine wesentlich andere Gestalt er
hält die Begrenzungslinie eines recht
eckigen Trägers bei unveränderter 
Breite b und veränderlicher Höhe y, 
wenn wir ihn mit gleichförmig verteil- Abb. 106· Tr!~~r ~~~fhJ[ü~i~~~ngsfestigkeit 
ter Last belasten (Abb. 106). 

Das Biegungsmoment 
p·x2 P P·x2 

M =A·x--=~ -·x---
"' 2 2 2l 

ruft im Punkte x die Spannung 
M., 3P lx-x2 

(J = ~--~- = -- . -
w" z b· y2 

hervor, für welche die Bedingung a = kb als Gleichung der Begrenzungs
linie 

. 3P 
y2 = illb (l x- x2) 

oder b [. kb [2 [2 
3P. y2- 4 =-4 + l x- x2 

ergibt. Zusammengefaßt und geordnet erhalten wir 

(!___ x)2 
2 y2 

(~t- + :~~ = l. 

Das ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen ~ in Richtung 

der Stabachse und h = v:~~ senkrecht dazu. Hier pflegt man die 

Begrenzungskurve angenähert so zu entwerfen, daß die Ordinaten in A 
und B gleich der Hälfte der Mittelhöhe h werden. 
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8. Momente zweiter Ordnung für ebene Flächen. 
a) Trägheits- und Zentrifugalmomente für rechtwinklige 

Achsen. 

Bezieht man das axiale Trägheitsmoment auf eine Achse u, die mit 
der x-Achse den Winkel ct. bildet (Abb. 107), so wird 

J u = J dF · y' 2 = J dF (y · cos ct. - x · sin ct. )2 

= cos2 ct. J dF · y2 - 2 sin ct. • cos ct. J dF · x · y + sin2 ct. J dF x2 

= cos2 ct. • J x - sin 2 ct. • J dF · x · y + sin 2 ct. • J Y. 

(8) Man bezeichnet J dF · x · y mit J xy und 
nennt es das Zentrifugalmoment von 
F, bezogen auf das Achsenkreuz xy. Da
mit wird 

ll~ !J 
\ 
\ 
\ 

."....lr"""":::...,!'l'-L-1---t"""'r-' .... x(ll) J u = J x · cos2 ct. + J Y · sin2 ct.- J x Y · sin 2 ct. • 

Entsprechend wird 

Abb. 107. Trägheits- und Zentrifugal- J v = J x · sin 2 ct. + J y · cos2 ct. + J x y · sin 2 ct. • 
moment. 

Ferner ist 

J u v = J dF · x' · y' = J dF (y · cos ct.- x · sin ct.) ( x · cos ct. + y · sin ct.) 

= J dF · xy · cos2 ct.- J dF · x2··sinct.·cos ct. 

+ J dF · y2 • sin ct. ·cosct.- J dF · xy ·sin2 ct. 

= Jxy·cos2ct.- Jy·sin ct. cos ct. + Jx·sin ct. cos ct.- Jxy·sin2 ct., 

J U V = J X y • COS 2 Cf. + i sin 2 Cf. ( J X - J y) . 

Für ct. = 45° erhält man 

Ju=HJx+Jy)-JxY' 
Jv = i (Jx + JY) + Jxy' 

Juv = i (Jx- Jy)• 

Wird J u v = 0, so ergibt sich mit ct. = ct.0 aus 
0 = J x Y · cos 2 ct.0 + i sin 2 1>:0 • ( J x- J y) , 

2Jxv 2Jxu 
tg 2 1Xo = - J _ -J-

" u Jv-Jx" 

Die dem Werte ct.0 entsprechenden Achsen u und v heißen Haupt
achsen, die auf sie bezogenen Trägheitsmomente Hauptträgheits
momente. Ihre Größe bestimmt sich mit 

2 _ 1 + cos 20(0 cos ct.0 - --2--, bzw. . 2 - 1 - cos 2 0(0 
sm 1Xo- --2--

und 
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zu 

J , =J (_!-+ .... JY_~Jx _ )+J (_l__ __ _!y__-J, __ ) 
!lllll ilJ 2 2 V (Jy- .lx)2 + 4J;. y 2 2 v' (J.- .!,)2 +-V~~ 

2 .!, y 

.]11- .Jx 
-Jxy· r-=- . - -2, 

l/ 1 + ( 2! '-"--) 
\JY-.JX 

J min = ! ( J x + J y) - i V ( J y - J ,.)2 + 4 J~-;; · 
Entsprechend wird 

J max =! (Jx + Jy) +! f (Jy- Jx) 2 + 4J~y. 
Durch Differenzieren von J u nach (f. läßt sich nämlich leicht nach

weisen, daß die auf die Hauptachsen bezogenen Trägheitsmomente 
unter allen Trägheitsmomenten, die für denselben Punkt 0 ermittelt 
werden können, den größten bzw. kleinsten Wert ergeben. 

Sind die Hauptachsen I und II eines Querschnittes und die auf sie 
bezogenen Hauptträgheitsmomente J I und J n bestimmt, so ist das 
Trägheitsmoment, bezogen auf eine um den Winkel (/. gegen I geneigte 
Achse u, weil J xy = 0 ist, 

J u = J r cos2 (f. + J n · sin 2 (f. • 

Entsprechend werden 

J v = J I· sin 2 (/. + J u cos2 (f. , 

Juv = i(h- Jn) · sin 2(1.. 

Das Zentrifugalmoment eines Querschnittes kann größer als Null, 
d. h. positiv sein; es kann gleich Null und es kann kleiner als Null, 
d. h. negativ sein. Es sei 

Jxy > 0, also positiv; dann ist zu unterscheiden: 
Jx > JY mit (1.0 < 0, also negativ, und Ju > Jv, 
Jx < JY mit (1.0 > 0, also positiv, und Ju < Jv. 

J x 11 < 0, also negativ; dann ist zu unter- !J' 
scheiden 
Jx > J.Y mit (1.0 > 0, also positiv, und Ju > Jv, 
Jx < JY mit (1.0 < 0, also negativ, und Ju < Jv. 

.X 
Ist J x Y das Zentrifugalmoment, bezogen auf ein 

Achsenkreuz durch den SchwerpunktS (Abb. 108), 
dann ist das Zentrifugalmoment desselben Quer
schnittes, bezogen auf ein paralleles Achsenkreuz Abb. 108· Zentrifugal-moment. 
mit a und b als Koordinaten des neuen Ursprungs 

J~ y = J dF · x' · y' = J dF ( x + a )(y + b) 

= J dF · x · y + a J dF · y + b J dF x +ab· J dF, 
wobei J dF · y und J dF · x als statische Momente, bezogen auf Schwer
achsen gleich Null sind; demnach wird 
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b) Das Zentrifugalmoment für schiefe Achsen. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 109 wird das auf die schiefen 
Achsen A und B bezogene Zentrifugalmoment 

Ja b = J dF · a · b . 

Mit a = y · cos oc - x · sin oc und b = y · cos ß - x · sin ß wird 

Jao = J dF (y2cosoccosß-xy ·sinoccosß-xy · cosocsinß + x2 · sinocsinß), 

= J dF · y2 cos oc cos ß-J dF · x y · sin ( oc + ß) + J dF · x2 · sin oc · sin ß , 
= Jx· cos oc cos ß- Jxv· sin (oc + ß) + Jv ·sin oc sin ß. 

dE Sind x und y Hauptachsen, so wird J.,v = 0; 
~ ~8 dann ist 

Ja b = J rcos oc · cos ß + J II · sin oc · sin ß . 
Das Zentrifugalmoment Ja o wird gleich Null, 

wenn 
Jr· cos oc·cos ß + JII · sin oc ·sin ß = 0 

'5-f--=9-~r--. . .x wird; d. h. 

Abb. 109. Zentrifugalmo· 
ment für schiefe Achsen. 

Jr F·i~ i~ 
tgoc·tgß=- J-;_i=- F·i~=-~, 

wenn J r = F · ir und J II = F · i~ gesetzt werden. 
Zwei Achsen, für die das Zentrifugalmoment gleich Null wird, heißen 
zugeordnete oder konjugierte Achsen. Die Hauptachsen sind 
konjugierte Achsen, die aufeinander senkrecht stehen. 

c) Die Trägheitsellipse. 

Trägt man auf der u-Achse, die gegen die Hauptachse A (Abb. 107) 
um den Winkel oc geneigt ist, die Strecken 

0 p = e = ~__:c ab, so wird rl = ~2 + 'Y/2 =) . 
~Ju u 

Mit J u = Ja· cos2 oc + Jb · sin 2 oc wird ~2 + 'Yj2 = Ja . cosz <X ! J b . sin2 <X 

und infolge cos oc = §_ und sin oc = !L e e 
l 

~2+rJ2= ~2 'YJ2 oder Ja·~2+Jo·YJ2= 1. 
J •. - + Jb·--

1!2 1!2 

Das ist die Gleichung einer Ellipse, der Trägheitsellipse, bezogen 
auf das Achsenkreuz AB. Da A und B die Hauptachsen sind, heißt 
sie Zentralellipse. 

Setzt man Ja= F · i~; J 0 = F · i6; Jv = F · i; und zieht im Ab
stande iv von der v-Achse (Abb. 110) eine Parallele und wiederholt diese 
Konstruktion für alle durch 0 gehenden Achsen, so sind die Parallelen 
Tangenten an eine Ellipse, die zweite oder Culmannsche Trägheits
ellipse. Beide Ellipsen sind ähnlich. Konjugierte Achsen sind kon-
jugierte Halbmesser der Trägheitsellipse. · 
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Beispiele. 1. Das Rechteck. Trägheitsellipse für den Schwer
punkt S. Mit b und h als Seiten des Rechtecks wird 

bh3 
F=b·h; "2_ J.- h2. J =----· ~a-F -12' ia=0,289·h; a 12 ' 

hb3 
F=b·h; •2- Jb- b2. 

Jb=]_2; ~b- F -12, ib = 0,289-b. 

2. Der Kreis. 
:n;-r4 

F =:n·r2 ; 
r2 r 

Ja=T; i2=-· ~ =---a 4' a 2 • 

Bei Querschnitten, die mehr als ein System senkrecht aufeinander 
stehender zugeordneter Achsen haben, wird die 
Trägheitsellipse ein Kreis. Für Querschnitte dieser 
Art (Quadrat, regelmäßiges Sechseck, Kreis usw.) 
sind die Trägheitsmomente für alle Achsen gleich 
groß. 

3. I-Eisen. Querschnitt und Trägheitsmo
mente sind der Tabelle zu entnehmen. Z. B. wird 
für NP 34 mit Berücksichtigung der Abb. llO 
F = 86,8 cm 2 ; Jb = 15695 cm 4 ; Ja= 674 cm4 ; 

. J/15695 . l/674 
tb = / -1i6)3- = 13,4 cm; ~a = 86,8 = 2,8 cm; 

für eine unter tg rx = 1,5 gegen die B-Achse ge
neigte Achse v wird 

Jv = F · i; = 86,8 · 8,22 = ,....._ 6630 cm4. 

Abb. llO. Cu! mannsehe 
Trägheitsellipse. 

d) Der Trägheitskreis nach Mohr-Land. 

Von einem Querschnitt seien gegeben der Schwerpunkt, die Träg
heitsmomente Jx und Ju und das Zentrifugalmoment Jxu für zwei 
beliebige aufeinander senkrechte 
Achsen x und y. Trage auf der 
y-Achse (Abb. ll1) OD = OC + 
CD= Jx + JY ab und schlage mit 
0 D als Durchmesser um M einen 
Kreis, den Trägheitskreis, dann ist 
0 D = J P' dem polaren Trägheits
moment (vgl. S. 223). 0 heißt Pol. 
Errichte auf OD in C eine Senk
rechte CT = Jxy· Da das Zentri
fugalmoment größer, gleich oder 
kleiner als Null werden kann, pflegt 
man die positiven Zentrifugal
momente nach rechts abzutragen. 

.X 

Der Punkt T heißt Trägheits- Abb.lll. Trägheitskreisnach Mohr-Land. 

hauptpunkt. Dann schneidet der 
Durchmesser durch T den Trägheitskreis in den Punkten A und B, 
durch welche die Hauptachsen des Querschnittes gehen. Für zwei be
liebige aufeinander senkrecht stehende Achsen u, v erhält man auf EF 
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durch das Lot TG von T auf EF die Trägheitsmomente EG = J w 

FG = Jv und das Zentrifugalmoment TG = Juv· 
Der Kreis ist die Darstellung der Gleichungen 

J u = J x · cos 2 rx + J v · sin 2 rx - J x v · sin 2 rx , 

J v = J x · sin 2 rx + J v · cos 2 rx + J x v · sin 2 rx . 

Es ist 

OD=Jx+Jv; }zOD=r=i(Jx+Jv), 
MG= Jx-r= !(Jx-Jv), 
EG=EM -MG=r-MG= i(Jx+Jv)-MG, 
FG=EM +MG=r+MG= !(Jx+Ju)+MG. 

In dem Dreieck M C T ist 

wobei 

li(J _y--)2 ---- l ;----
MT= V ~-• +J;u=2l \Jx-Jv)2+4 J;Y, 

MG= MT· sin(2rx- e) =! y (Jx- Jv)2 + 4 J;v·sin (2rx-.s), 

ist. Aus sin (2 rx- e) = sin 2 rx · cos e- cos 2 :x · sin e folgt mit 

l 2 Jx• cos ß = ---- = -.------r 1 + tif-s f (Jx-Jv)2 +4J;y 
und 

. tge Jx-Jv 
Sln ß =-= = -.-----c---= 

fl+tg2e f(Jx-Jv)2+4J;Y' 

MG= J"v·sin 2rx-! (Jx- Jv) ·cos 2:x. 

Damit wird 

EG = i(J" + Jv)- Jxv· sin 2rx + i(J"'- Jv) · cos 2CI. 

= J l + co_!l_2 ar: + J ! - cos 2 ar: _ J . sin 2 N 

X 2 Y 2 XY "-' 

EG = J" · cos2 CI. + Jv · sin2 CI.- J"v · sin2CI.. 

Aus FG= t(Jx+ Jv) +MG 

folgt FG = Jx · sin2 CI. + JY · cos2 CI. + J"y · sin2CI.. 

Fällt man von C das Lot C H auf TG, so wird 

TG = G H + H T = M C · sin 2 Cl.+ C T · cos 2 rx 

= i(J"- JY) sin 2CI. + Jxv · cos 2CI.. 

Die Achsen 0 A und 0 B sind Hauptachsen, weil für sie das Zentri
fugalmoment J"' Y' das gleich dem Lote von T auf den Durchmesser A B 
sein müßte, gleich Null wird. Man erhält 

TB = J max und TA = J min • 
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Zentrifugalmoment für schiefwinklige Achsen. Sind I und 
11 Hauptachsen, so ist das Zentrifugalmoment für zwei schiefe Achsen 
a und b (nach S. 126) 
Ja b == Jr · COS<X ·cosß + Jrrsin <X·Sinß. 

In Abb. 112 seien I und 11 die 
bereits gefundenen Hauptachsen; 
auf II sind abgetragen 

OT=Jr und TD=Jn. 
Mit den Bezeichnungen der 

Abb. 112 wird 
TG=MF-ME=MA· cos(ß-<X) 

-MT·sin[(<X +ß)-90°], 
da TEIIBA ist. Mit 

MA=MO=!(Jr+Jn) 
und 

MT=!(Jr-Jn) 
Abb. 112. Zentrifugalmoment fiil' schiefwink

lige Achsen. 
wird 

TG = !(Jr + n)·cos(ß -<X)+ !(Jr- Jn) ·cos (<X+ ß) 
= J1 · cos <X ·cos ß + JII' sin <X· sinß = Jab. 

Jab wird gleich Null, wenn AB durch den Hauptträgheitspunkt T 
geht. 

e) Die Bestimmung von Trägheits- und Zentrifugal
momenten ebener Flächen. 

Die rechnerische Ermittlung axialer Trägheitsmomente siehe S. 72. 
1. Das Rechteck. Das Zentrifugalmoment, bezogen auf das xy

Achsenkreuz (Abb. 113) ist 

Jxy=J dF·x·y fY 
oder mit dF = dx · dy 

b h 

Jxu=f xdxf ydy. 
0 0 

Es ist aber 

demnach 

Mit 

b b 

J = x dx · - =- ·· x dx S h2 h2s 
XY 2 2 • 

0 0 

b b 

Sxdx= x2/ = b2 
2 : 2 

0 0 

wird 

Winkel, Festigkeitslehre. 

t--dF.-ft_}_d!J'T"-r 

i: f h ,, 
:: 9' 
i I 
I' .X' 

Abb. 113. Rechteck 

9 
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2. Blechträger mit 1 Stehblech 500 X 10, 4 normalen Winkeleisen 
80 X 80 X 10 und 1 Gurtplatte 200 X 10; Nietdurchmesser 20 mm 

o (Abb. 114). 

J Stehblech 

Jwinkel 

J Gurtplatte 

1 = 12 ·503 

=4·87,5 -
+ 4·15,1· 22,662 = .. 

= ~~ (52a- eoa) 

Abb. 115. Scharfkantiges ungleichschenkliges Winkeleisen. 

10417 cm4 

350 " 
31014 " 
26013 " 

67794 cm4 

10005 " 

57789cm4 

zu bestimmen. Der Neigungswinkel IXo ergibt sich nach S. 124 aus 

t 2 2Ju 
g IXo = J.-J~. 

Die Hauptträgheitsmomente werden 

Jm.ax =Ja=! (J.,+ J11) +!V (J.,- J11) 2 + 4J';11 , 

Jmin =Jb= !(J.,+ J11)-! V(J.,-J11)2 + 4J!11 · 
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Ist J "'" das Zentrifugalmoment, bezogen auf die Achsen u und v, 
so ist nach S. 125 

J x Y = J u v - F . Uo . Vo • 

Mit F = 14 cm2 wird 
_1·5·2,5+9·1·0,5 -1214 

Uo- 14 - , cm, 

- 5·1·0,5+9·1·5,5- 3 714 
Vo- 14 - ' cm, 

5· J3 
J,. = ~3 +! (103 - P) = 334,7 cm4, 

Jx = J .. -F ·v5 = 334,7 -14·3,7142 = 141,6 cm4, 
1·53 9·13 

Jv=T+ s=44,7cm4, 

Jv= Jv -F ·u5 = 44,7 -14·1,2142 = 24,1 cm4, 

Juv = J dF ·u·v =F1 ·u1 ·v1 +F2 ·u2 ·v2 = 9·1·0,5·5,5 
+ 5·1·2,5·0,5 = 31 cm4, 

Jxv= J .. v-F ·u0 ·v0 = 31-14·1,214·3,714 =- 32,128cm4, 
-2·32,128 0 ' 0 ' 

tg 2o:0 = 2~ü= 141,6 = 0,54681; 2o:0 = 28 41 ; o:0 = 14 20,5, 

J max =Ja= i-(141,6+ 24,1)+! V(141,6-24,1)2+4·(-32,1) 2 = 150cm4, 

J min = J~ = !(141,6+24,1)-! V(141,6-24,1)2 +4·(-32,1)2 = 16 cm4. 

4. Beliebig begrenzte ebene Flächen. Verfahren von Nehls. Die 
axialen Trägheitsmomente sind für den Querschnitt nach Abb. 116 
bereits auf S. 84 ermittelt worden. 

Das Zentrifugalmoment, bezogen auf das Achsenkreuz u, v ist 

Juv=J dF·u'·v=J ~·dv·u'·v, 
I u' v 

=ab· ~- b~·a,-·dv. 

Mit a = b = lOOmm wird 

I u u' I Juv=a 2 • ~·~a-·-a-·dv=a2 • z3 ·dv=a2 ·F3 • 

Die Ordinaten z3 = ~ · _v_ • ~ werden von 5 zu 5 mm berechnet und 
a a 

von der Achse 11 wagerecht nach links abgetragen. 

I V I ~-~ 
u' :;; =~·'U·~I ~ u' V 

I 

-- -- Fa a a a 3 a a 
! 

mm mm mm mm mm mm 

0 130 190 
I 

1,9 0 I 1,3 I 0 
32,4 135,4 180 1,8 58,3 1,354 ' 79 402 
57,6 139,6 170 I 1,7 I 98 1,396 136,9 1095 

I I 75,6 142,6 160 I 1.6 121 1,426 172,2 1565 
86,4 

I 

144,4 150 1,5 129,6 1,444 187 1818 
90 145 140 : 1.4 126 1,45 182,5 1864 

I 

I I .. .. . . . . .. .. . . I .. 
I 10996 

9* 
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Für das Achsenkreuz x, y mit dem Schwerpunkt S als Koordinaten-
anfangspunkt ergeben sich 

2 

Jx =Ju -F·v~=ll385-54·14,382 =219cm4 ,} SeiteS4 
Jy =Jv -F·u~=lll58-54·14,212 =254cm4, 

Jx·y= J uv - F · u0 • v0 = 10996-54 ·14,38 ·14,21 = 62 cm4. 

6 8 70 12 1/i 16cm 

Abb. 68. Verfab.ren von Nehls. 

Die Lage der Hauptachsen ergibt sich aus 

2 2J._ 2·62 
tg IX0 = J,. -~ = 254...=-219 = 3,54286, 

2CJ.0 = 74°14,2'; CJ.0 =37°7,1'. 

Die Haupttr~gheitsmomente werden: 

J min =Ja= J x·cos2a0 + J v·sin2a0 - Jro11 ·sin 2CJ.0 

= 219·0,797392 + 254·0,603472 - 62·0,96239 = 172 cm4, 

Jrnax = J b = J x· sin2 1X0 + J v·COS2 1X0 + Jroy· sin2CJ.0 

= 219·0,603472 + 254·0,797392 + 62·0,96239 = 301 cm4, 

Ja b= O. 
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Die Halbachsen der Culmannschen Trägheitsellipse werden 

i = ljJ_. = J/i_7~ = 1 78 cm · 
a ' F ' 54- ' ' 

. -1/J~- J/30_!_. tb- 1 F- 1 54 -2,36cm. 

Dabei wird ia l_ a-Achse, ib l_ b-Achse aufgetragen. 
Der Trägheits-

kreis nach Mohr
Land ist in Abb. 
116 ebenfalls gezeich
net; aus ihm ergeben 
sich die Lage der 
Hauptachsen und 
die Hauptträgheits
momente zeichne
risch. Der Maßstab 
lautetlmm=l0cm4 • 

Verfahren vonMohr. 
Für das auf S.130 be
rechnete Winkeleisen 
(Abb. 115) wollen wir 
zunächst die axialen 
Trägheitsmomente 

zeichnerisch ermit
teln (Abb. 117). 

Wir zerlegen ge
mäß dem auf S. 78 
entwickelten V erfah
ren den gegebenen 
Querschnitt in 14 
Quadrate, deren Sei-

tenlängen gleich 
10 mm sind. Um 
nun die Trägheits
momente für die x
und u-Achse zu be
stimmen, tragen wir 
die als Kräfte auf
zufassenden Flächen
inhalte F 1, F 2, ••• 

F 10 , die in den 
Schwerpunkten an-
greifen, parallel zur 

t 
!I 

V 

0 1 2 J ~ Sem 
I!!J!!!!!I I I I l! I I I 

F.' 1 

Abb. 117. Verfahren von Mohr. 

133 

x-Achse auf, ziehen den Kräftezug und entwerfen mit der beliebigen 
Polweite H das Seileck. Verlängert man die beiden äußersten Seil
strahlen, so entstehen die in Abb. 117 angegebenen Flächen / 1 und 
/ 2 • Der Längenmaßstab betrug l cm = 1 cm, der Flächenmaßstab 
l cm = 1 cm 2 , die Polweite H wurde gleich 10 cm gewählt. Nach 
Seite 79 ist dann 
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1 ern2 1 ern2 

J =2·H ·/1 =2·10cm·--·7 24cm2 ·--=l44 8cm4 
m 1 crn ' 1 ern2 ' 

und 
1 crn2 1 crn2 

Ju=2·H ·(/1 + /2) =2·10cm·-1 -·l7,lcm2·-1 2 =342,0cm4. 
ern em 

Tragen wir die Inhalte der Flächenstreifen in senkrechter Richtung 
auf, so wird in ähnlicher Weies mit denselben Maßstäben und derselben 
Polweite 

J = 2·H' ·/1' =2·10 cm· 1 ern2 ·l2lcm2 • 1 ern2 =24 2 cm4 
II 1 ern ' 1 cm2 ' 

und 

J 11 = 2·H' ·{f; + /~) = 2·10cm· 11em2 ·2,21 cm2 • 11 cm: = 44,2cm4. 
crn em 

Zur Bestimmumg des Zentrifugalmomentes zerlegt man den ge
gebenen Querschnitt (Abb.ll5) in Teilflächen, deren Inhalte und Schwer
punkte bekannt sind, und faßt wieder die Flächeninhalte als Kräfte in 
den Schwerpunkten der Teilflächen auf. Soll das Zentrifugalmoment 
J m11, bezogen auf das durch den GesamtschwerpunktS gelegte Achsen
kreuz x, y bestimmt werden, so zeichnet man den Kräftezug F 1, F 2 

parallel zur x-Achse und entwirft mit beliebiger Polweite H 1 das Seil
eck 1, ll, 1ll. Die Seilstrahlen treffen die x-Achse in den Punkten 1', 
2', 3', von denen l' und 3' zusammenfallen, weil die x-Achse Schwer
achse ist. Der Linienzug 1', 2', 3' wird jetzt ebenfalls als Kräftezug, 
aber parallel zur y-Achse, aufgefaßt und zu ihm mit der beliebigen 
Polweite h2 zu den Teilflächen F 2' F 2', parallel zur y-Achse, das Seil
eck 1', 11', 111' entworfen. Ist F~ senkrecht nach unten angenommen, 
so muß F 2' senkrecht nach oben gerichtet sein. Statt die Drehung des 
Linienzuges 1', 2', 3' um 90° durchzuführen, kann man auch aus 0 2' 

die Polstrahlen ziehen und die Seilstrahlen 1', 11', 111' senkrecht 
zu den Polstrahlen o; 1', o; 2', 0~ 3' entwerfen. Die äußersten Seil
strahlen I' und III' schneiden auf der y-Achse die Strecke mn =hab. 
Ist mn = h nach oben gerichtet, liegt also n über m, so ist h negativ 
und umgekehrt. Mit der so erhaltenen Seileckordinate - h wird 

Jm 11 = H1 • h2 • (- h) =-H1 • h2 • h. 

Hierbei werden H 1 im Flächenmaßstab, h2 und h im Längen
maßstab gemessen. Lauten die Maßstäbe l cm = l cm für die Längen; 
l cm = 2 cm 2 für die Flächen, so wird 

2em2 lern lem 
J = -3 cm · -- · 2 cm ·-· 2 7 cm ·-=-32 2 cm4. 

my lern lern ' lern ' 

Es ist Jm 11 = E.tJF · x · y = F 1 • x1 ·y1 + F 2 • x2 • y2 < 0, 

weil x1 und y2 negativ sind. Aus 

F 1 :H1 =l''i:y1 \ F 1 ·y1 =H1 ·1'2' \ F 1 ·y1 ·x1 =H1 ·l'2'·x1 

F 2 :H1 =2'l':y2 F 2 ·y2 =H1 ·2'l' F 2 ·y2 ·x2 =H1 ·2'l'·x2 
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und l'2':h2 =mp:x1 /l'2'·x1 =h2 ·mp 
2'l':h2 =pn: x2 2'l'·x2 =h2 ·pn 

folgt 
F 1 ·x1 ·y1 = H 1 ·l' 2' ·x1 = H 1 ·h2 ·mp 
F 2 • x2 • y 2 = H 1 • 2' l' · x2 = H 1 • h2 • pn ____ __::_ ~~------~ 

Jxy=F1 • x1 ·y1 +F2 ·x2 ·y2 = H1 ·h2 ·(mp + pn) = H1 ·h2 ·h < 0. 

Das negative h kommt in der Zeichnung dadurch zum Ausdruck, 
daß mn = h nach oben gerichtet ist. 

Soll das Zentrifugalmoment für das Achsenkreuz u, v berechnet 
werden, so sind die Schnittpunkte l" 2" 3" der Seilstrahlen I, II, III 
mit der u-Achse zu bestimmen und zu dem Linienzuge l" 2" 3", aber 
parallel zur v-Achse, mit der beliebigen Polweite h3 das Seileck I", 
11", 11 I" zu entwerfen. In diesem Falle sind F~ und F; gleich ge
richtet. Die Seilstrahlen I", 11", 111" stehen senkrecht auf den Pol
strahlen 03 1", 0 3 2", 0 3 3". Die äußersten Seilstrahlen I" und III" 
schneiden auf der v-Achse m' n' = h' ab, dann ist 

J u V = H 1 • h2 • h' > 0 ' 

da m' n' nach unten gerichtet ist. Für das Achsenkreuz u, v wird 

J u v = .:5._' LI F · u · v = F 1 • u 1 • v1 + F 2 • u2 • v2 > 0 , 

weil u 1, v1 und u2, v2 positiv sind. Aus 
F 1 :H1 =1"2":v1 -

1
, F 1 ·v1 =H1 ·1"2" I F 1 ·v1 ·u1 =H1 ·1"2"·u1 

F 2 : H 1 = 2" 3" : v2 F 2 • v2 = H 1 • 2" 3" F 2 • v2 ·tt2 = H 1 • 2" 3" · u 2 

folgt 

1" 2" h , , I l" 2" h , , : 3 = m p : u1 . u1 = 3 • m p 
2" 3": h3 = p' n' : u2 2" 3" ·u2 = h3 ·p' n' 

F 1 · u 1 · v1 = H 1 · l" 2" · u 1 = H 1 • h3 • m' p' 

F 2 • u 2 • v1 = H 1 • 2" 3" · u 2 = H 1 • h3 • p' n' 
----~ -~ ~~- --

Juv =F1 ·u1 ·v1 + F 2 · u2 ·v2 = H 1 ·h3 ·(m' p' + p' n') H 1 ·h3 ·h' > 0. 

Mit den Abmessungen und Maßstäben der Abb. 115 wird 
2 cm2 _ l cm l cm 

J = 3 cm · -- · o cm · -- · 1 05 cm · -- = 31 5 cm 4 
u v l cm l cm ' l cm ' 

Die Hauptachsen und die Trägheitsellipse werden in gleicher Weise 
gefunden wie in Abb. lll. 

9. Unsymmetrische Belastung. 
Bei unsern bisherigen Untersuchungen hatten wir stets voraus

gesetzt, daß die Schnittgerade der Momentebene mit der Querschnitt
ebene auf der Nullinie des Querschnittes senkrecht stehen soll, und hatten 
ferner festgelegt, daß dann die Kraftlinie mit einer Symmetrieachse des 
Querschnittes zusammenfallen muß, bzw. daß die Nullinie Symmetrie
achse sein muß. Das war bisher Voraussetzung, ohne daß wir einen 
Nachweis dafür erbracht haben. Das soll jetzt nachgeholt werden (8.138). 
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Ausgangspunkt der Untersuchung war die Bernoullische An
nahme, daß die Querschnitte bei der Biegung eben bleiben. Denken 
wir uns die Ebenen I und II (Abb. 49) zum Schnitt gebracht, so wird 
diese Schnittgerade bei beliebig geformtem Querschnitt windschief zur 
Zeichenebene, aber senkrecht zur Stabachse stehen. Von ihr gleichweit 
entfernte Faserschichten des Stabes werden in allen Punkten gleich stark 
gebogen, erfahren also gleich große Dehnungen. Die Gültigkeit des 
Hookeschen Gesetzes vorausgesetzt, werden wir weiter sagen, daß alle 
Faserschichten, die gleichen Abstand von der Schnittgeraden der 
Ebenen I und II haben, auch gleich große Spannungen erfahren. Die 
Nullinie des Querschnittes ist eine Parallele zur Schnitt
geraden der Ebenen I und II. Im Sonderfall des rechteckigen 

Querschnittes sehen wir ohne weiteres, daß diese 
Schnittgerade auf der Zeichenebene senkrecht 
steht. 

An der Überlegung, daß die Nullinie durch 
den Schwerpunkt des Querschnittes gehen muß, 
wird nichts geändert, wenn wir einen beliebig ge
formten Querschnitt voraussetzen und damit eine 
windschiefe Schnittgerade der zum Schnitt ge
brachten Querschnittebenen erhalten, denn auch 
in diesem Falle muß die Summe aller Zugspan
nungen gleich der Summe aller Druckspannun
gell sein. 

Wie auch immer die Kraftlinie K K (Abb. 
Abb. 118. Die Kraftlinie 118) den Querschnitt schneidet, stets sind wir 
gehtnichtdurchdenSchwer- d L d Eb d b d M pnnkt. in er age, ie ene es iegen en omentes 

so zu legen, daß sie durch den Schwerpunkt 
des Querschnittes geht. Denken wir den zu untersuchenden Schnitt 
durch die Wirkungslinie einer angreifenden Last P (Abb. 118) gelegt, 
so fügen wir zwei gleich große, entgegengesetzt gerichtete Kräfte P 
im Schwerpunkt S hinzu, deren Wirkungslinie parallel zu K K ver
läuft. Wir erhalten die Einzelkraft P im PunkteS und ein in Abb. 118 
linksdrehendes Kräftepaar mit dem Moment P · a, das eine Drehung 
des Stabes verursacht. Diesen Fall scheiden wir aus, da nur Biegung 
untersucht werden soll, bei der die Kraftlinie durch den Schwerpunkt 
des Querschnittes gehen muß. Diese von uns geforderte Bedingung 
ist nicht immer in der Wirklichkeit erfüllt; bei einem hochstehen
den [-Eisen beispielsweise kann die Last den Querschnitt in einer Ge
raden schneiden, die durch die Mittellinie des Steges, also nicht durch 
den Schwerpunkt geht. Dann geben unsere Gleichungen auch nur ein 
angenähertes Bild von der Beanspruchung. 

Wir machen also die Voraussetzung, daß die Kraftlinie durch den 
Schwerpunkt des Querschnittes geht. Es wäre jetzt die Aufgabe zu 
lösen, zu einer gegebenen Kraftlinie die Nullinie zu suchen. Abb. 119 
möge den Zusammenhang oder die Zuordnung von Kraft- und Null
linie erläutern. Die Nullinie ist wagerecht gelegt, sie läuft parallel zu 
der Geraden, in der sich zwei benachbarte Querschnitte schneiden, 
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und die Spannungen a sind den Entfernungen y von der Nullinie ver
hältnisgleich. Die Kraftlinie K K schneide die Nullinie unter dem 
Winkel rx. Eine Belastung dieser Artnennen wir unsymmetrische Be
lastung. Sie ist beispielsweise bei einer Dachpfette vorhanden, die 
über schräg ansteigenden Bindern liegt (Abb. 120). 

Die Drehung des Querschnittes um die Nullinie wird durch das 
Biegungsmoment der äußeren Kräfte hervorgerufen. Würde sich der 
Querschnitt gleichzeitig um die Kraftlinie drehen, so könnte er nicht 
mehr eben bleiben. Damit keine Drehung um die Kraftlinie K K erfolgt, 
muß die Summe der statischen Momente der als äußere Kräfte aufge
faßten Spannungen G, bezogen auf K K, gleich Null sein. Das Flächen
teilchen dF (Abb. ll9) überträgt G • dF [kg], die am Hebelarm u an-

\)( 
Abb. 119. Unsymmetrische Belastung. Abb. 120. Dachpfette. 

greifen; das statische Moment dieser Teilkraft, mit der das Flächen
teilchen an der Kraftübertragung teilnimmt, ist a · dF · u [cmkg]. 
Die Bedingung L M = 0 liefert 

J G · dF · u = 0 oder G0 • J dF · u · y = 0 , 

wenn wir a durch a0 • y ersetzen. Da Go als Spannung in der Entfernung 
"Eins" von der Nullinie nicht gleich Null sein kann, folgt als Bedingung 
für den Zusammenhang zwischen Kraft- und Nullinie 

j dF·u· y=O. 

Es ist also das Zentrifugalmoment, bezogen auf die Kraftlinie und 
Nullinie als Achsen, gleich Null. Daraus folgt, daß Kraftlinie und 
Nullinie konjugierte Achsen sind (S. 126). Sollen daher beide Achsen 
aufeinander senkrecht stehen, so muß die Kraftlinie mit einer Haupt
achse zusammenfallen; die Nullinie ist dann die andere Hauptachse. 
Ist insbesondere die y-Achse Symmetrieachse, wie in Abb. 119, so ent
spricht dem rechts von der y-Achse liegenden Flächenteilchen dF ein 
symmetrisch liegendes dF links von der y-Achse. Da beide Teilchen 
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die gleiche Spannung C1 erfahren, ist 

J a·dF·x = 0 oder a0 .j dF·x· y = 0. 

Das bedeutet, daß jede Symmetrielinie Hauptachse ist, woraus der im 
Anfang des Abschnittes behauptete Satz folgt. 

Die Ebene des Kräftepaares schneide die Querschnittebene in der 
Geraden KSK (Abb. 121); sie schließe mit der Hauptachse I den 
Winkel ß ein. Die Nullinie N S bilde mit derselben Achse den Winkel IX. 

Bezeichnet man entsprechend den Hauptachsen I und II die Haupt
trägheitsmomente mit Jr und Jn, so wird nach S. 126 

Jx I Jx 
tg IX ·tg ß =- Jn und daraus tg IX =- tgß · Jn. 

Damit ist die Lage der Nullinie bestimmt, wenn die Hauptachsen 
des Querschnittes bekannt sind. Ist ß < 90°, wie in Abb. 121, so wird 

p 

Abb. 121. Unsymmetrische Belastung. 

IX negativ und ist 
im Sinne des Uhr
zeigers abzutragen. 
Der Winkel, den die 
Nullinie mit der 
Kraftlinie bildet, 
wird (J = 180° -
(IX+ ß). 

Zerlegt man das 
angreifende Mo
ment M in M 1 in 
Richtung II und 
M 2 in Richtung I, 
so ist 

M 1 =M·sinß und M 2 =M·cosß. 
Für den bliebigen Punkt x, y des Querschnittes werden 

a' = ~1 • y, wenn M 1 allein wirkt, 

a" = ~~ · x, wenn M 2 allein wirkt; 

beide Einzelspannungen addieren sich, wenn M wirkt, so daß 

a= C1' +Cl'' =M1 ·y + M 2 • x=M(sinß ·y + cosf!_·x) 
Jx Jn Jr J n 

ist. Setzt man für tgß den absoluten Wert -1-- JJx ein und beachtet, 
tg OC II 

daß 
. ß tgß 

sm = rl + tgz {J 

1 
COS ß = t 1 + tgZ ß 

Jx • COB OC 

fJb: ·sin2 oc + J~ · cos2 oc' 

Ju sin oc 

r~x·Bin2 oc+J~ •cos2 oc 
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werden, so ergibt sich für 

'+ " M ( . + ) a = a a = - .. . . .. ... .. . . x · sm ()( y · cos ()( . 
}Jj1 · sin2 IX+ Jf. cos2 IX 

Der Ausdruck unter der Wurzel ist ebenfalls ein Trägheitsmoment 
und wird nach R. Land mit J' bezeichnet; es ist darstellbar als Hypo
thenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheden J 1 · cos ()( 
und Jn · sin ()(. Damit wird 

'+ " M( . + ) a = a a = )' x · s1n ()( y · cos ()( . 

a läßt sich darstellen als Ordinate in einem Spannungsschaubild 
mit der Nullinie als Achse (Abb. 121) im Abstande z, denn es ist 
z = x · sin r.x. + y · cos r.x.. Aus 
<5 = 180°- (C1. + ß) folgt sin o = sin (r.x. + ß) = sinr.x. · cos ß + cos()( · sinß, 
und mit 

Jn···S·l···n· .IX . b . ß Jr • COS IX cosß= ~.-.--- ; zw. Sill = -
tJ~r ·sin2 IX+ Jj · cos2 IX tJi1 · sin2 IX+ Jf. · cos2 IX 

. Jr · cos2 IX + Jn · sin2 IX J sm 0 = . . - . = ~n 
tJh·sin21X+Ji ·cos 21X J'' 

da nach S. 125 Jn = J 1 cos 2 ()( + Jn · sin2 C1. das auf die Nullinie be
zogene Trägheitsmoment des Querschnittes ist. Demnach ist 

111 M 
a = -y- · z = J' · z . 

n 

sin t5 

Gmax tritt in den Punkten auf, die am weitesten von der Nullinie 
entfernt sind. Mit Zmax = e1, bzw. e2 ergeben sich die Randspannungen 

M M 
a 1 = -:ye1 und a 2 = ·:ve2 • (Abb. 119 und 121.) 

Beispiel. Ein Freiträger von der Länge l und rechteckigem Quer
schnitt (Abb. 121) mit der Einzellast P am freien Ende sei wagerecht 
so eingespannt, daß die Kraftlinie mit der senkrechten Diagonale zu
sammenfällt. Die Zerlegung von M = P · l nach den Richtungen der 
Hauptachsen I und 11 liefert 

M 1 = M · sin ß = P · l · sin ß und M 2 = M · cos ß = P · l · cos ß . 
. h b Mit sm ß = d- und cos ß =a: werden 

h 
, M h p.z.d h 6Pl 6Pl 

a1 =-J:· 2-=- bha-·2=bh--:ri=F·d' 
12 

Pl· ~ b 6Pl 6 Pl 
f/.}1. 2- = bh. d = N' 
12 

, " 12 Pl 
al =a~+al = F·d. 
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Die größten Spannungen treten in den Punkten A und B auf, während 
0 und D spannungslos bleiben; CD ist Nullinie. Aus 

1 J1 
tga.:=--·-

tg ß Jn 
ergibt sich 

1 bh3 b bh3 h 
tga.:=- tgß. hb3 = --,;· hb3=-b. 

a.: ist negativ und wird von I aus im Sinne des Uhrzeigers aufgetragen; 
die Nullinie ist die zweite Diagonale des Rechtecks. Aus 

b d . h Jn=J1 -cos2 a.:+Jn·sin2 a.: folgt mit cosa.:=d un sma.:=-i 

b h3 b2 h b3 h2 b3 h3 
J n = 12 . d2 + 12 . d2 = 6 . d2 . 

Aus 

sin c5 = 2 · sin ~- · cos ~- = 2 · !!_ · !!__ folgt 
2 2 d d 

J l = _!.":_ = b2h2 
sin t5 12 · 

Mit 

wird 
p . l p l . 12 . b h 12 p l 12 p l 

al = a2 = y· e = b2. h2 . d = bh. d = F. d · 
~ Zah1enbeispie1e: l. Ein 2m langer Träger 

auf zwei Stützen trage in der Mitte eine Einzel
last P = 1000 kg und sei gegen die Wagerechte 
uz.n 23° 50' geneigt; das größte Biegungsmoment 
Wlrd ;;1 / M=p/= 1000/ 00 =50000cmkg. 

p -l 
!}........._ . . cc / -- - Bei gerader Belastung wäre für kb = 1200 

....,.,_ jJ 1\ 1$. kgjcm2 ein I-Eisen NP 12 mit W x = 54,7 cm3 

1 --~() :r ausreichend; für die schiefe Belastung schätzen 
}IK I '- -, wir auf I-Eisen NP 20 mit Jx = 2142 cm4, 
' I / X Wx = 214 cm3 ; Jy = 117 cm4; wy = 26 cm3 • 

' Die Zerlegung von M nach den Richtungen der 
I --7+, -,, Hauptachsen liefert (Abb. 122): 

/ / {ß"-,, Mx = M · cos 23° 50' 
I I - -----· 

+ / / = 50000 · 0,915 = 45750 cmkg, 
, I I 

l', '..J I 
,J ---LI Mv = M·sin23°50' 

Abb. 122. I-Eisen. = 50000 · 0,404 = 20200 cmkg, 

Mx Mv 45750 20200 
G= Wx + w. = 214+ ·---w----=214+785="-' 1000 kg/cm2, 

Die Lage der Nullirrirre ergibt sich aus 
Jx 1 2142 1 2142 1 

tg IX=- Jy. tgß=- fi7 ° tg (90°+ 23°50') = -1If 0 -2,264 = "' 8 0 

2. Darf ein wagerechtes hochkant stehendes Winkeleisen 65/130/12 benutzt 
werden? Die Tafeln liefern (Abb. 123) für den Schwerpunkt a = 1,53 cm, 
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b = 4,75 cm. Die Trägheitsmomente, bezogen auf die Haupt
achsen, J x = 395 cm4 , J • = 41,3 cm4 ; als Steigung der x-Achse 
gegen die Wagerechte tg rp = 0,255, also rp = 14° 20'. Die Ab
stände der äußersten Fasern werden x0 = 1,53 · cos rp + 4,75 

sin rp = 2,68 cm und y0 = 8,25 · cos rp + 1,2 · sin rp = 8,3 cm. 
Damit erhält man W x = 395: 8,3 = 47,6 cm3 ; W • = 41,3: 

2,68 = 15,4 cm'3• Die Zerlegung von M = 50000 cmkg nach 
den Richtungen der Hauptachsen liefert 

M. = M · sin 'P = 50000 · 0,248 = 12400 cmkg, 
Mx= M · cos rp = 50000 · 0,969 = 48450 cmkg .: 

Angenähert wird 
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a = M_"+~ = 484~0 + 12 ~00 = 1020+80:5= 1825 kgfcm2 Abb. 123. Winkel· w. w. 47,6 1t>,4 eisen. 
Die Lage der N ullinie ergibt sich aus 

J X 1 395 1 395 1 
tg IX=- J •. tgß = -,.i1,3 • tg(90°-14° 20') =- 41,3 • 3,914 = "" 2•44 • 

Das Winkeleisen darf nicht benutzt werden. 

VI. Formänderung durch Biegung. 
Auf S. 61 hatten wir die durch biegende Kräftepaare hervor

gerufene Formänderung als Drehung zweier Querschnitte gegeneinander 
gekennzeichnet. Querschnitt I erscheint gegen den Querschnitt A 
(Abb.124) um den Winkel tp gedreht. Drehachsen sind die zur Zeichen
ebene Senkrechten in A und C, das sind aber die N ullinie der Quer
schnitte. Wir setzen jetzt voraus, daß die Momentenebene den Quer-

Abb. 124. Biegungslinie. 

schnitt in einer Kraftlinie K- K schneidet, die Symmetrieachse des 
Querschnittes ist, dann stehen Kraftlinie und Nullinie aufeinander 
senkrecht. Wie sich die Verhältnisse ändern, wenn Kraftlinie und Null
linie nicht aufeinander senkrecht stehen, ist bereits eingehend unter
sucht worden (S. 135). Hier soll ausdrücklich K K l_ N N betont 
werden, daraus folgt, daß alle nachstehend abgeleiteten Beziehungen 
nur da angewendet werden dürfen, wo die Kraftlinie oder die N ullinie 
Symmetrieachse des Querschnittes ist. 
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1. Grundgleichungen. 
Wir betrachten zwei unendlich benachbarte Querschnitte im Ab

stande ds (Abb. 124). Die Verlängerung, die eine Faser von der Länge ds 
im Abstande 'YJ von der Nullinie erfährt, ist gleich s · ds. Bezeichnet 
man den Winkel, den die Querschnitte I und 11 nach der Formänderung 
miteinander bilden, mit dq;, so ist andrerseits 

e·ds 
s · ds = 'YJ • d q; oder d q; = - . 

'fJ 

Wir ersetzen die Dehnung s nach dem Geradliniengesetz von Hooke 
durch die Spannung or. • a und schreiben 

oc·a·ds a·ds 
dq;=--~ oder dq;=--. 

TJ E·TJ 

Da ferner die Biegungsspannung 

ist, so folgt 
d _Md~ 

f{J- E-J 
ISM oder q;= E -yds. (1) 

Um die Gleichung der Biegungslinie anschreiben zu können, müssen 
wir erst vereinbaren, was wir unter den Koordinaten eines Punktes der 
Biegungslinie verstehen. 

In Abb. 125 ist die Biegungslinie der Abb. 124 herausgezeichnet; das 
Achsenkreuz legen wir so durch den Punkt A, daß die x-Achse nach 

Abb. 125. Biegungslinie. 

rechts, die y-Achse nach unten zeigt. Dann hat der Punkt C die Ko
ordinaten x und y, wobei y unmittelbar die Senkung des Punktes C 
gegen A bedeutet. Die Tangente im Punkte C bilde mit der x-Achse 
den Winkel q;', mit der Tangente im Punkte A - wie oben - den 
Winkel q;. Die Tangenten drehen sich nämlich um denselben Winkel (/' 
wie die Normalen in Abb. 124. 

Nun sei AD = <5 die Strecke senkrecht unter A, die von der Tangente 
im Punkte C abgeschnitten wird. Fällt man von C aus die Senkrechte 
CE auf die y-Achse, so wird 

<5 = A D = A E- E D = y- x • tg q;'. 
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Durch Differentiation nach x ergibt sich 

do=dy_~x_.dq/_t , 
d x d x cos2 rp' d x g cp · 

Nun ist aber 

mithin 

Ferner ist 

mithin 

also 

dy ' dx=tgcp, 

cp' =ß-cp und 

ao x arp 
dx = cos2 rp' · (ix 

X 
und daher d (J = ~(ß -) d cp • cos -rp 

Setzt man nun für dcp gemäß (l) den Wert 

M·ds 
dcp=~ 

ein, so wird 

und 

X M 
dtJ=----·--·ds 

cos2 (ß- rp) E · J 
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(2) 

Denken wir uns in Abb. 124 die Geraden I und 11 zum Schnitt gebracht, 
so ist dieser Schnittpunkt der Krümmungsmittelpunkt. Die Abbildung 
zeigt 

e·dcp=ds 

Daher ergibt sich gemäß (l) 

oder 
ds 

e=arp· 

l 

e 
drp 
ds 

M 
E·J' 

Der reziproke Wert des Krümmungsradius wird als Krümmung der 
Kurve mit dem Buchstaben k bezeichnet. Man kann daher die Biegungs
gleichung auch in folgender Form schreiben: 

Aus 

folgt 

k=_!_=~ (I) e E·J' 

' dy tg cp = J:r- cp' =ß-cp 

cp' = ß- cp = arc tg (:~) . 
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Die Differentiation nach x liefert 

d(ß-rp) - drp 
dx dx 

Aus Abb. 125 folgt 
1 dX d 1 dy 

cos qJ = ds un tg qJ = dx . 

Es ist also 

Folglich wird 
1 I dx 

cos (/J = v (d y, 2 = d 8 • I+ -) dx 
und daher 

d2y 

k = l_ = d (/! = d (/! , d X = _ __ d ;;2- • } 
e ds dx ds [I+ (~~rJ v=I=-=+=(==:~=)==2' 

d2y 
I dx2 

(3) 

eine Formel, die aus der Differentialrechnung bekannt ist. Setzt man 

f .. I ' W rt M . . d nun ur e smnen e E·J mn, so WIT 

d2y = _ [I+ (:~tr• = ___ lJ!_ [I+ (dy)2]•; •. 
d x2 e E · J _ d x ( 4) 

In der Technik betrachten wir nun Stäbe, die sehr schwach ge. 
krümmt sind. Man kann daher an Stelle von ds dx, an Stelle von 

ß- qJ angenähert Null setzen und ( :; t gegen l vernachlässigen. 

Unter diesen Annahmen ergeben sich aus (1), (2) und (4) die Gleichungen: 

drp JYI 
dx EJ' 

(II) 

"' 
<5=~J~-· xdx (III) 

0 
und 

(IV) 

Man muß sich aber stets vor Augen halten, daß diese Gleichungen 
nur dann gelten, wenn die Durchbiegungen hinreichend klein sind. 
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Die abgeleiteten Gleichungen gelten ferner nur unter der Voraus
setzung, daß die Kraftlinie oder N ullinie Symmetrieachse ist; ferner 
sind sie nur auf Baustoffe anzuwenden, die dem Geradliniengesetz von 
Hooke folgen. Sie haben aber für beliebig geformte Querschnitte 
Gültigkeit. 

2. Träger mit gleichbleibendem Querschnitt. 
Die Gleichungen (II) und (III) lassen eine zeichnerische Deutung der 

Integrale zu, welche die Ermittlung der Formänderung auch ohne 

~ fzc~ fk Ps 
a) 

b) 

f 
c) OA 

1 

f;, r., 

II' 

e) 

0 

d) 

fA 

Abb. 126. Biegungslinie nach Mohr. 

Anwendung der Integralrechnung ermöglicht. Wir betrachten zunächst 
den Fall des Trägers mit gleichbleibendem Querschnitt, für den also 

Winkel, Festigkeltslehre. 10 
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J = Constans ist. Damit erhalten wir 
X X 

cp = ~JJM ·dx und () = E1JJ M ·xdx. 
0 0 

In Abb. 126 ist ein von den Lasten P angegriffener Träger auf zwei 
Stützen dargestellt, dessen Momentenfläche gezeichnet ist. Denken wir 
die Biegungslinie entworfen, mit der Ordinate y im Punkte 0, so schneidet 
die Tangente in 0 auf der Stützsenkrechten durch A den Wert 

a a 

().A= E1JJM·x·dx, entsprechend CfJ.A= E1JJM·dx 
0 0 

ab, auf der Stützsenkrechten durch B dagegen 
b b 

()B = EIJ J Mx' ·dx' entsprechend CfJB = EIJ J M ·dx' 
0 0 

ab. M · d x ist ein Flächenstreifen der Momentenfläche von der Breite 
dx und der Höhe M. Das von x = 0 bis x = a zu erstreckende Integral 
stellt also den Inhalt der über a liegenden Momentenfläche dar. Der 
Winkel cp .A, den die Tangente in 0 mit der Tangente in A bildet, ist also 
gleich dem (1: EJ)-fachen Inhalt der zwischen 0 und A liegenden 
Momentenfläche. M · x · d.x ist das statische Moment des Flächen
streifens, bezogen auf A; das von x = 0 bis x = a zu erstreckende 
Integral stellt demnach die Summe der statischen Momente der Flächen
teilchen dar, die aber gleich dem statischen Moment der ganzen Fläche 
ist. Wir erhalten demnach den (E · J)-fachen Wert der Strecke ().A, die 
von der Tangente in 0 auf der Stützsenkrechten in A abgeschnitten 
wird, wenn wir das statische Moment des Teiles der Momentenfläche 
bilden, der zwischen den Punkten A und 0 liegt. 

In gleicher Weise ist der Winkel C(JB bestimmt als (1: EJ)-facher 
Wert des Teiles der Momentenfläche, der zwischen B und 0 liegt, 
während ()B als das von der Tangente in 0 auf der Stützsenkrechten 
in B abgeschnittene Stück gleich den (l: EJ)-fachen Wert des statischen 
Momentes dieses Teiles der Momentenfläche ist, wobei das statische 
Moment auf B zu beziehen ist. 

Aus den Abschnitten ().A und ()B erhalten wir die Senkung y des 
Punktes 0 mittelbar zu 

b a 
y=T ·1J.A+z-6n. 

Da das statische Moment einer Fläche das Produkt aus Flächeninhalt 
und Schwerpunktsabstand ist, läßt sich die Senkung eines Punktes 
leicht berechnen, wenn die Lage des Schwerpunktes bekannt ist. 

a) Zeichnerische Ermittlung der Biegungslinie nach Mohr. 

Mit a b 

().A= E1JJM·x·dx und fJB= E1JJ M·x'·dx' 
0 0 
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wird a b 

Y = FJ~{f I Mx·dx +-J IM· x' ·dx'}, 
0 0 
a b 

Y = }J { b ·IM· T · d x + a J M · ~ · d x'}. 
0 0 

Der Ausdruck in der geschweüten Klammer ist nur scheinbar un
bequem; wir waren ihm bereits begegnet bei der Ermittlung des Biegungs
momentes eines beliebig belasteten Trägers (S. 111). Damals hatten 
wir als Biegungsmoment 

a b 

M = b·Ik·T ·dx+a·Jk-~· dx' 
0 0 

gefunden, wenn wir mit k die Belastungshöhe bezeichnen. 
DerVergleich der Gleichungen für y und M lehrt, daß die ( EJ)-fache Sen

kung eines Punktes gleich dem Biegungsmoment in demselben Punkte 
eines Trägers ist, den wir mit der Momentenfläche belastet denken. 
Der Gang zur Auffindung der Biegungslinie wäre demnach folg0nder: 
zu dem gegebenen Träger AB (Abb. 126a) zeichnen wir die Momenten
fläche und fassen diese Momentenfläche als Belastungsfläche des Trägers 
A' B' auf (Abb.126 b ). Zu diesem zweiten Träger A' B' entwerfen wir jet t 
die Momentenfläche, dann sind die Ordinaten dieser zweiten Momenten
linie ein Maß für die Durchbiegung des ersten Trägers. Wir erhalten 
aus ihnen die Durchbiegungen selbst, wenn wir die Ordinaten der zweiten 
Momentenlinie mit ( l : E J) multiplizieren, und haben damit den Ent
wurf einer Biegungslinie auf den Entwurf einer Momentenlinie zurück
geführt, die wir nach S. 64 als Seillinie zeichnen. (Mohrscher 
Satz.) Dabei zerlegen wir die Momentenfläche in bequeme Teilflächen 
Fv F 2 ••• F 6 , deren Inhalte wir in den Schwerpunkten 8 1 , 8 2 .•• 86 

als Kräfte auftragen, zu denen das Krafteck (Abb. l26e) und das Seileck 
I' ... VII' (Abb. l26d) entworfen werden. Mit H als Polweite wird 

H 
E · J · y = H • rJ oder y = FJ J · rJ . 

Die Maßstäbe sind etwas verwickelt: da F der Inhalt der Momenten
fläche ist, erhält es die Benennung cm · cmkg = cm 2kg; wir haben also 
die Maßstäbe 

der Länge .. 
der Kräfte .. 
der Momente . 
der Momentenfläche. 

V ollständig augeschrieben wird 

1 mm = acm, 
1 mm = b kg, 
1 mm = c cmkg, 
l mm = d cm2kg. 

d cm2kg acm 
Hmm·---- ·'Y}mm·--

lcm lmm 
y=------; -- incm. 

E~g_ · Jcm4 
cm2 

10* 
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Der Neigungswinkel ß, den die Tangente im PunkteBan die Biegungs
linie mit der Wagerechten A B bildet, ist bestimmt durch 

tg ß = ~A oder angenähert ß = 1:. 

Mit 

cerhalten wir 

ß = EIJ · B' und ebenso I A' I)(=EJ. ' 

d. h. die (EJ)-fachen Werte der Neigungswinkel I)( und ß sind gleich 
den Auflagerdrucken A' und B' des mit der Momentenfläche belasteten 
Trägers A' B'. 

Fassen wir noch einmal zusammen: wir haben den wirklichen Träger 
AB und belasten ihn mit den gegebenen Kräften P; für ihn entwerfen 
wir die Momentenfläche, die wir dann weiter als Belastungsfläche eines 
gedachten Trägers A' B' auffassen und zeichnen dazu wieder eine Mo
mentenfläche, dann sind die Ordinaten dieser zweiten Momentenlinie 
gleich den (EJ)-fachen Senkungen der Punkte des wirklichen Trägers; 
die Auflagerdrucke des gedachten Trägers sind gleich den (E J)-fachen 
Neigungen der Biegungslinie in den Stützpunkten des wirklichen Trägers. 
Wir nennen die Momentenfläche des gedachten Trägers A' B' die zweite 
Momentenfläche des wirklichen Trägers AB. 

Solange die Momentenfläche des gegebenen Trägers einfach ist, wird 
man durch Rechnung schneller die zweite Momentenfläche bestimmen 
als durch Zeichnung. 

Nachdem der Entwurf der Biegungslinie auf den Entwurf einer Mo
mentenlinie zurückgeführt ist, wird auch das Ne h 1 s sehe V erfahren ( S. 110) 
anwendbar, das gegebenen Falles bequemer ist als das Verfahren nach 
Mohr. 

b) Der Freiträger. 

Der Freiträger mit Einzellast (Abb." 127). 
Senkung des Endpunktes. Die Grundgleichungen (II) und (III) 

liefern sofort ß als (1: EJ)-fachen Inhalt der Momentenfläche 
I I P l 2 

ß=EJ·2l·Pl=2EJ' 

f als (I : EJ)-faches statisches Moment der Momentenfläche, bezogen 
auf m 

I I 2 Pl3 
f= EJ"2l·Pl·3l=3EJ" 

Gleichung der Biegungslinie. Grundgleichung (III) bestimmt 
die Senkung y' des beliebigen Punktes m' als das (1: E J)-fache statische 
Moment der zwischen a und m' liegenden Momentenfläche, bezogen 
auf m'. Der fragliche Teil der Momentenfläche ist ein Trapez, das wir 
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als Differenz zweier Dreiecke auffassen, demnach ist 

Y =-~- 1 -l·Pl· -l-x +-x·Px·-x I l fl (2 ) I l } 
EJ ~2 3 2 3 ' 

Abb. 127. Freiträger mit Einzellast. 

Mit y = f- y' erhalten wir als Gleichung der Biegungslinie in Be
ziehung auf das Achsenkreuz xy 

Pl3 (x l xa) 
y='2EJ Y-3[3. 

Als Differentialgleichung der Biegungslinie ergibt sich für das Achsen
kreuz xy 

d2y 
EJ. dx2 =-Px. 

Wir integireren und erhalten 
:1: 

EJ_dy =-Pfxdx=-Px2 +C. dx 2 1 
0 

Der Integrationsfestwert muß aus der Bedingung bestimmt werden, 
daß die Tangente im Einspannpunkte A wagerecht verläuft, d. h. 

:~ = 0 für x = l sein soll; daher ist 

0 =- p;2 + 0 1 oder 

mithin 

EJ . dy =-Px2 +Pl2 
dx 2 2 · 

P·l2 c =--· 
1 ,2 ' 
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Diese Gleichung liefert für x = 0 die Neigung ß = :1;; integrieren 

wir nochmals, so wird 
( Px2 Pl2 ) EJ·dy= - 2 +-2 ·dx, 

X X 

PS pz·s EJ·y=- 2 x2dx+ 2 dx, 
0 0 

Px3 Pl2 x 
EJ·y=-6-+-2-+02. 

Auch C2 muß den physikalischen Bedingungen der Aufgabe genügen. 
Es ist y = 0 für X= 0; daraus folgt c2 = 0. Wir erhalten als Gleichung 
der Biegungslinie 

pza (x 1 xa) 
Y = 2EJ T-3'13 · 

Um auch die Anwendung des Mohrsehen Verfahrens zu zeigen, fassen 
wir den Inhalt der Momentenfläche 

F=pz• 
2 

als Kraft auf, die im Schwerpunkt S des Momentendreiecks angreift, 
zeichnen das Krafteck mit dem beliebigen Pol 0 und den Polstrahlen I 
und 11. Wählt man I wagerecht, so erhält man ein Bild der Biegungs
linie, das auch der Anschauung genügt. Die Seilstrahlen I' und 11' 
bestimmen senkrecht unter m die Seileckordinate 'YJ; es wird 

l 
I= EJ"H''YJ· 

Von der Biegungslinie sind die beiden Punkte a und b und die zu
gehörigen Tangenten I' und 11' bekannt, so daß sich die Kurve leicht 
freihändig einzeichnen läßt. Aus der Gleichung entnehmen wir, daß die 

Abb. 128. Die Ein· 
zellast greift nicht 

am Ende an. 

Biegungslinie eine kubische Parabel ist, die im Schei
tel a die stärkste Krümmung 

k=}:_=~=P·l 
e EJ EJ 

hat und entsprechend dem kleiner werdenden M immer 
flacher verläuft. 

Die Einzellast greift nicht am Ende an (Abb. 128). 
Nach der Grundgleichung (III) ist mit den Bezeich
nungen der Abbildung 

b b 

Ö= E1Jf M., (a+ x) · dx= E1JfPx (a+ x) dx, 
0 0 

_ P (ab2 b3 \ _ Pab2 Pba 
Ö-EJ 2+-3-)- 2EJ+3EJ' 

Das zweite Glied ist die Senkung des Punktes m', das erste Glied ist 
gleich a · ß, wenn wir mit ß den Neigungswinkel der Tangente in m' 
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bezeichnen. Die Strecke m' m der Biegungslinie bleibt gerade. Unmittel
bar ergibt sich E J · 15 als statisches Moment der Momentenfläche, be
zogen auf m, zu 

0 = l_ · !_ b · Pb · (a -1-- ! b ) = p a I!_ + !:Y_ 
EJ 2 ' 3 2EJ 3EJ' 

Der Freiträger mit mehreren Einzellasten (Abb. 129). Wir bringen 
die Lasten nacheinander auf den Träger und addieren die Einzel-
wirkungen. Es ist Om = 01 + !52 + !53, wobei 

l l 2 P 1 a 3 

!51= EJ'2a·Pla·3a= 3EJ' 

l l ( I 2 ) p 2 b2 b' p 2 b3 

o2 =i!JT2b·P2b· b + 3b = 2EJ + 3EJ' 

l I ( , 2 ) P 3 c2 ·c' P 3 c3 

ba = JJJJ'2' c·Psc· c + 3c = 2J!IT + 3EJ' 

Abb. 129. Freiträger mit mehreren 
Einzellasten. 

Abb. 130. Freiträger mit gleichförmig 
verteilter Last. 

Der Freiträger mit gleichförmig verteilter Last (Abb. 130). Die 
Momentenfläche ist von einer Parabel begrenzt, deren Ordinate in 

der Einspannstelle Mmax = P·~ ist. Demnach ist 

1 1 z 3 Pza 
I= JIJJ'3l·P 2'4l= SEJ' 

Die Gleichung der Biegungslinie erhalten wir durch zweimalige Inte
gration der Differentialgleichung 

d2y p x2 
EJ·rrX2=-Mx=-r-·i' 

( rl y) ( P x2) EJ·d - = --· ·dx 
dx l 2 ' 
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Da :; für x = l gleich Null wird, ergibt sich 0 1 = p:= 
( Pxa Pl2) 

EJ·dy= -6l+T dx, 

I Pxa Jpz2 
EJ·y= -6ldx+ 6 ax, 

Px4 Pl2x 
EJ·y=- 24l + -6-+ 0 2· 

Aus y = 0 für x = 0 folgt 0 2 = 0 und damit 

PP ( x 1 x4) 
y=6EJ T-4"74 . 

Als Neigungswinkel der Endtangente erhalten wir aus 

E J. d y = + P z2 _ Pxa 
dx 6 6l ' 

für x = 0 
Pl2 Pl2 

EJ·ß=T oder ß= 6EJ" 

Zieht man Grundgleichung (111) zur Berechnung heran, so wird die 
Entwicklung wesentlich unbequemer; sie soll hier durchgeführt werden, 
um die Aufstellung der Grundgleichung für einen beliebigen Punkt x 
des Trägers zu zeigen (Abb. 130). Da b das von der Tangente in A 
auf der Senkrechten durch m abgeschnittene Stück bedeutet, so ist 

M = p (x~~)2 liefert 

~ =l-x 
EJ·IJ= f M.;.a;. 

i;=O 

= ~ (l- x)2 (x2 + 2Zx+ 3l2), 

=.'P.:!_ (3Z4-4zsx+ x4) 
24·l ' 
Pza pza X Pl3 x4 

b = SEJ- 6EJ·z +24EJ"F. 

Aus y = f - lJ folgt 

y=f~~(y-{·~:). 
Die Gleichung zeigt die Biegungslinie als parabolische Kurve 4. Grades, 
deren Ordinaten man am schnellsten durch Rechnung findet, wenn 

man den Klammerausdruck für zehn Punkte, d. h. T = 0,1 . . . 0,9, 

ein für alle Male bercehnet (vgl. die Tabelle auf S. 92). 
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Freiträger mit dreieckförmiger Last (Abb. 131). Nach Grundglei
chung (II) ist 

l 

1 J Px3 
ß = E J M,;dx, daher mit M"' = 312 

0 
l 

1 p I Pl2 

ß= EJ"3fi x3 ·dx= l2·EJ" 
0 

Nach Grundgleichung (III) ist 
l r 

P·} I =-1-JM · x·dx = _]:__._.!'_ Jx4 ·dx EJ "' EJ 31 2 ' 

t+--_____,!_-===~ 0 0 
p.za 

I= l5·EJ. 

Die Differentialgleichung der Eiegongs-
linie lautet für das gezeichnete Achsen- x-..+----L-____ __:::::.j...--1. 
kreuz 

d2 y Px3 E J. d x2 = - Mx = - 3[2 , Abb. 131. Freiträr:sEit dreieckförmiger 

E J ·d (~}!_) =- Pxa ·dx 
dx 31 2 ' 

dy P J Px4 

EJ·Irx=-w x 3 ·dx=-I212 + 01· 

Als Neigung der Kurve wird -:~ = 0 für x = l, demnach 

Pl2 Pl2 

0=-12+ 01; d. h. 01 =12' 
Px4 P12 

EJ ·dy=- ----·dx-1- -·dx 12!2 ' 12 ' 
Px 5 Pl2 ·x 

EJ·y=-6012 +12+ 02· 

Da für x = 0 auch y = 0 ist, wird 0 2 = 0. Als Gleichung der Biegungs-. 
linie erhalten wir 

y = -~: ~;- ( -f- i · ):-) ; 
Die Kurve ist eine parabolische Kurve 5. Grades, deren Scheitel im 
Einspannpunkte des Trägers liegt. Der gefährliche Querschnitt liegt 
ebenfalls dort, er wird durch 

beansprucht. 

PI 
Mmax=3 

c) Der Träger auf zwei Stützen. 
Der Träger auf zwei Stützen mit Einzellast (Abb. 132). Die 

Momentenfläche ist ein Dreieck mit der Höhe Mmax = P· alb, das wir in 
zwei Dreiecke mit dem Flächeninhalt Fz, bzw. Fz' zerlegt denken, 
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deren Schwerpunktabstände z0 und z01 sein mögen. Dann ist 

b a 
I= T · 0 A + T · On, 

b a 1 1 b l Pab 2 a 1 Pab 2 
EJ ·I= z· F.·z0 +y·F.·z0 = z·2a·-1 - ·3a+y·2b·-1- ·3b, 

Für den 

1 ( a3 b2 a 2 b3) Pa2 b2 

I=EJ P·w+P· 312 =aETl" 
p[3 

Sonderfall a = b = l/2 wird I= 48 EJ. 

Die Gleichung der Biegungslinie entwickeln Wir aus der 
Differentialgleichung (Abb. 133) 

d2y 
EJ· dx2 =-Mm. 

Da M m = A · x zwischen den Grenzen x = 0 bis x = a gilt, erhalten 
wir nur einen Ast der Biegungslinie. 
Für ihn legen wir das Achsenkreuz 
in A und zählen x nach rechts, y 

y !/1 
Abb. 132. Träger auf zwei Stützen mit 

Einzellast. 
Abb. 133. Träger auf zwei Stützen mit 

Einzellast. 

nach unten. Dem zweiten Ast der Biegungslinie geben wir das Achsen
kreuz in B und zählen x1 nach links, y1 nach unten. 

Linker Ast: 
dy P·b EJ·d-=-A·x·dx=--·x·dx dx l ' 

E J. d y =_Pb. x2 + C 
dx l 2 1' 

Pb x2 
EJ·dy=-T· 2 ·dx+ C1 ·dx, 

Pb x3 
EJ·y=--·-+C ·x+C l 6 1 2. 

Rechter Ast: 
dy Pa 

EJ·d-d 1 =-B·x1 ·dx1 =--·x1 ·dx1 , 
xt 
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EJ·~Y1 =-Pa._::~ +O' 
dx1 l 2 1 ' 

E J · d y = - J>_ a_ · xi • d X + 0' · d X 1 l 2 1 1 1' 

EJ Pa x~ O' +O' . y =- ·-- .. -- + . X 
1 l 6 1 1 2' 

Die Integrationsfestwerte 0 sind aus den physikalischen Bedingungen der 
Aufgabe zu bestimmen. Über dly_, bzw. _dd'!b_ können wir nur aussagen, ( x x1 

daß senkrecht unter P beide Äste eine gemeinsame Tangente haben; 
daraus folgt unter Berücksichtigung der gegenseitigen Lage der beiden 
Achsenkreuze 

für den Punkt m. Daher ist 

_ Pa2b +O =J!a~-O' 
2l 1 2l 1 ' 

(a) 

wenn w1r x = a und x1 = b in die Gleichungen für ddy und _ddY] em-
x x1 

setzen. Eine zweite Bedingungsgleichung liefert die Tatsache, daß y = 0 
für x = 0 und y1 = 0 für x1 = 0 ist; die Senkung in den Auflagern 
ist gleich Null. Damit wird 0 2 = 0, bzw. 0 2' = 0. Zum Dritten muß 
sich die Senkung des Punktes m gleich groß ergeben, wenn wir y von 
links aus oder von rechts aus berechnen. Wir erhalten 

für x= a 
' Pb a3 
EJ·y =--z-· 6- + 01·a, 

für x1 = b 

Die Gleichsetzung beider Werte liefert 

Pa3 b Paba , 
- 6l+01·a=-~+01 ·b. (b) 

Gleichung (a) mit b erweitert, ergibt 

- Pa2b2 +0 ·b= Paba -O'•b 
2l 1 2Z 1 • 

Die Addition beider Gleichungen liefert als Bedingungsgleichung für 0 1 

- p6~b (3 ab+ a2) + 0 1 (a + b) = p6~b- (3b2 - b2), 

Pab ) 0 1 (a + b) = 6l (2 b2 + 3 ab+ a2 

Pab ) 0 1 = ßf' (a + 2b . 



156 Formänderung durch Biegung. 

Damit erhalten wir als Gleichung für die Neigung des linken Astes 
der Biegungslinie 

EJ·!!Jf_=_.!..'!_.x2 + Pab (a+2b) 
dx 2·l 6l 

und als Gleichung der zugehörigen Biegungslinie 

Pb Pa2 b Pab2 

EJ·y=-r;r· x3 +~·x+2·6l·x, 

Setzen wir 0 1 in (a) ein, so wird 

0~ = P6~b (2a + b) 

und damit für den rechten Ast der Biegungslinie 

EJ·dy1 =- Pa. 2 + Pab (2 +b) 
dx 2l x1 6l a ' 

Pa x~ Pab ) EJ·y =--·-+-(2a+b ·x 1 l 6 6l ll 

= _1_ J>_azlC (2 .~ +~- ~L) 
Y1 EJ 6l b a ab2 • 

Die Senkung des Lastangriffspunktes m wird mit x = a bzw. x1 = b: 

Pa2 b2 

f= 3EJ·l· 

Mit der Senkung des Punktesmist aber noch nicht die größte Durch
biegung des Trägers gefunden. Um ihre Lage zu bestimmen, setzen wir 

6l·EJ .dy = 2 . .!..+.!_- 3x2 =Ü 
Pa2 b2 dx a b a2 b 

und erhalten x=aV.!..+!.!, 
3 3 a 

wenn a > b ist. 

Ebenso folgt 

wenn b > a ist. 
Aufzeichnen der Biegungslinie. Wir entwerfen die Biegungs

linie des Trägers AB für die Einheit der Last (l kg) und beachten, 
daß eine Last von P kg eine P-mal so große Durchbiegung hervorruft. 
Aus der Gleichung der Biegungslinie für P = l kg erhält man für den 
linken Ast 
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a2 b2 ( x x x3 ) a 2 b2 
='JEJ~ a+2b -2a2b =3EJ.('YJz, 

und entsprechend für den rechten Ast 

a2 b2 (x x x3 ) a2 b2 
Y1=3ETI -b1-+2~ -2ab2 =3EJ.('YI•·· 

Die beiden Zweige der Biegungslinie sind mit ausreichender Sicherheit 
zu zeichnen, wenn von jedem 10 Punkte bestimmt sind. Setzt man 

a 
b=rp, also b=ll:__ 

rp' 
so wird 

Mit _:;_ = 0,1 ... 0,2 ... 0,3 ... usw. erhält man 
a 

'Yil = 0,1 ( 1 + ~)- ~·0,001 = 0,1 +0,0495 ffJ, 

r rp) rp 
'Y/2 = 0,2 \J + 2 - 2·0,008 = 0,2 + 0,096 ffJ' 

'Y/a = 0,3 (1 + ~)- ~·0,027 = 0,3+ 0,1365 rp usw. 

71 = f(rp) gibt eine gerade Linie; n1 ••• rJ2 ••• rJ3 ••• eine Schar von 
geraden Linien, die, einmal entworfen, das unmittelbare Aufzeichnen 
der Biegungslinie jedes beliebigen Trägers für P = 1 t gestatten. 

Für den rechten Zweig folgt mit 

b ' also a = _b_ a- = ffJ, rp', 

X 1 X 1 f(! 1 X~ f(! 1 

'Yir = b + -b- -2- - b3- • 2 ' 

=(1+~)~ -~(11Y. 
Hat man die Geradenschar für 'YJz entworfen, so kann man die Werte 'YJr 

ablesen, wenn man rp durch rp' und ; durch 1!_ ersetzt. 

Die Gerade für x : a = 1 ist eine Wagerechte im Abstande 1 von 
der x-Achse. Macht man diesen Abstand 100 mm lang (Abb. 134), 
so erhält man eine handlich~ Bildgröße. Damit rp in den am häufigsten 
vorkommenden Grenzen von 0 bis 2 genau festgelegt werden kann, 
ist in Abb. 134 der Maßstab für diesen Bereich für ffJ vergrößert; 
.sämtliche Kurven erhalten dadurch in ffJ = 2 einen Knick. 
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Beispiel. (Abb. 134}. Gegeben sei ein Träger ABO mit a = 5 m, b = 2,5 m; 
l = 7,5 m. Gesucht ist die Biegungslinie des Trägers AB für eine Last von 1 kg, die 
im Punkte 0 angreift. Man legt die Tafel mit der Geradenschar so auf das 

Zeichenblatt, daß die wagerechte Achse 
mit der Trägerachse zusammenfällt, und 
teilt A 0 und 0 B in je zehn gleiche 
Teile. Für den linken Teil der Biegungs
linie errechnet man a : b = 5 : 2,5 = 2 
und zieht in der Tafel eine Senkrechte 
durch rp = 2, die die Geradenschar in 
den Punkten 1 ... 2 . . . 3 ... usw. 

" schneidet. Diese Schnittpunkte ergeben 
die Ordinaten des linken Zweiges die 
Biegungslinie, sie werden wagerecht auf 
die Senkrechten durch die zehn Teil
punkte 1 ... 2 ... 3 . . . auf A 0 über
tragen und freihändig durch eine ste
tige Kurve verbunden. Für den rechten 
Teil der Biegungslinie ist rp' = b : a = 
2,5 : 5 = 0,5; die Ordinaten sind durch 

...: 

die Schnittpunkte 1' ... 2' ... 3' ... der Senkrechten durch rp' = 0,5 mit der 
Geradenschar bestimmt und werden in gleicher Weise wagerecht auf die Senk
rechten durch die Teilpunkte 1' ... 2' ... 3' ... auf 0 B übertragen. 

Die Gegenseitigkeit der Formänderung (Abb.l35). Eine Kraft P im 
Punkte n des Trägers A B senke den Punkt m um den Betrag om, der sich 
aus der Gleichung des rechten Astes der Biegungslinie für x1 = b zu 

Pa'2 b'2 ( b b b3 ) 
0m= 6EJ.( 2 ·v+a'-b'2 a' 
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berechnet. Eine Kraft P im Punkte m desselben Trägers AB senke 
den Punkt n um den Betrag Jn, der sich aus der Gleichung des linken 
Astes der Biegungslinie für x = a' zu 

On=:;~~ ( 2·~ + a:-- ::;) 
ergibt. Auflösung und Zusammenfassung P 
der Glieder liefert +,__ __ 

-" = -Pa'b . (2 I bl + bl2 - b2) II 
um 6EJ·l a ' 

~--~----~----~ 

-" __ Pa'b ·(2 b+ 2_ 12) 
un- 6 EJ·l a a a . 

Fügen wir in den Klammern die quadra
tische Ergänzung der beiden ersten Glie
der hinzu, so erhalten wir 

o = p a~'!__ · ( 12 + 2 1 b1 + b'2 - b2 - 12) m 6 EJ·l a a a , 
~------z--------~ 

o = Pa'b . (a2 + 2ab + b2- b2- a12) 
n 6EJ·l ' 

Abb. 135. Gegenseitigkeit der Form 
änderung. 

die mit 

in 

a' 2 + 2 a' b' + b' 2 = (a' + b') 2 = l 2 , 

a2 + 2 ab + b2 = (a + b)2 = [2 

Ö = p a' b . (l2 - b2 - '2) 
m 6EJ·l a ' 

o = p a' b . (Z2 - b2 - '2) 
n 6EJ·l a 

übergehen; beide Werte stimmen überein. Der hier für den Sonderfall 
der senkrechten Verschiebung abgeleitete Satz gilt aber allgemein und 
ist unter dem Namen Maxwellscher Satz von der Gegenseitigkeit 
der Formänderung bekannt. Er besagt, daß eine Last P im Abstande 
x vom Auflager A einen Punkt m eines Trägers um den gleichen Betrag 
senkt, wie die in m angreifende Kraft P den Punkt x senkt. Statt also 
die Last P in dem beliebigen Punkte x angreifen zu lassen, belastet 
man den bestimmten Punkt m mit dieser Last und ermittelt die Senkung 
des Punktes x. Diese ist aber Ordinate der Biegungslinie eines Trägers 
AB, der im Punkte m mit P belastet ist. 

Träger auf zwei Stützen mit beliebig vielen Einzellasten. Nach dem 
Maxwellsehen Satz von der Gegenseitigkeit der Formänderung ist die 
Senkung eines Punktes m irrfolge einer Last P im Punkte n 

On= p. y, 

wenn y Ordinate der Biegungslinie im Punkte n eines Trägers AB ist, 
der im Punkte m mit P = 1 kg belastet ist. Wirken beliebig viele 
Lasten P 1 ... P2 .•• usw. auf den Träger, so wird die Senkung des 
Punktes m nach dem Überlagerungsgesetz 

om = Pl · Y1 + P2 · Y2 + Pa · Ya + · · · , 
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wobei y1 ••• y2 ••• y3 .•• die Ordinaten der Biegungslinie sind, die sich 
ergibt, wenn man den Träger im Punkte m mit P = 1 kg belastet. 
Ersetzt man diese Ordinaten durch die Werte t], so erhält man als Sen· 
kung des Punktes m infolge der Lasten P 

a2b2 

bm = 3 EJ·z' (Pl "fh +P2'1J2 +Pa"IJa + · · .) , 

oder wenn wir die Lasten in t einsetzen, 
a 2 b2 ·I 000 

bm= 3 EJ-:[413 (P1'1l1 + P2'1l2 +Pa·t}a + · · .) · 

Der Faktor a2 ~2~ ~ ~OO läßt sich ein für alle Male berechnen; wir setzen 

für Stahl (Walzeisen) E = 2150000 kgjcm2 und schreiben 

a2 b2 ·IOOO a 2(l-a)2 ·IOOO 
Cl.= 3lifl4- = 3·2I50000·l4 ' 

1003 ( a2 a3 a4) 
= 3·2I5o· l2- 2 F + F ' 

dann messen wir b in cm. Will man b in mm erhalten, so wird 
= I 0. 1003 [( !!__) 2 __ (!!__) 3 (!!__ \ 4] 

Cl. 3·2I50 l 2 \l + l) . 

Es ist also ct. eine Funktion von (a: Z), die wir in die Abb. 134 leicht ein
tragen können. Die Kurve ist eingezeichnet und gehört zu der oberen 
wagerechten Zahlenreihe. In unserm Beispiel ist a = 5 m; l = 7,5 m; 
also a : l = 0,667; die Kurve liefert für diese Abszisse die Ordinate 
ct. = 76,5. Als Senkung des Punktes m erhält man 

[3 " bm =Cl.· J' L.J P·17, 

Zu den eingezeichneten Lasten P gehört 

Mmax = M 3 = 1565000 cmkg, 

das mit kb = 1200 kgfcm2 ein I NP 40 mit J = 29213 cm4 erfordert. 
Der Punkt C dieses Trägers senkt sich um 

7,53 
bc = 76,5· 292I3 (3·0,39 + 2,8·0,99 + 4·1,07 + 5,2·0,6) = 12,5 mm. 

Wie wir die Biegungslinie des Trägers auf zwei Stützen zur Berechnung 
des statisch unbestimmten Trägers auf drei Stützen benutzen, wird 
später gezeigt (S. 315). 

Gleichförmig verteilte Last (Abb. 136). Wegen der Symmetrie 

ist A = B = ~ , die Momentenlinie eine Parabel mit der Scheitelhöhe 

Mmax = ~_!_ deren senkrechte Achse in der Mitte des Trägers liegt. 

Grundgleichung (II) liefert den maximalen Winkel 

I Jl/2 I 
ß=Ej M·dx=EJ·F, 

0 



Träger mit gleichbleibendem Querschnitt. 161 

wenn wir mit F den halben Inhalt der Momentenfläche bezeichnen; 
es wird 

I 2 l Pt Pl2 ß=--··· •--·-·=-EJ 3 2 8 24EJ" 
l/2 

Grundgleichung (III) ergibt I= ~A = ~B = E1JJ M · x · dx 
0 

1 Pl2 5 l 5 pza 
t=EJ·F· xo= 24iü"s2= 384._EJ · 

Die Gleichung der Biegungslinie er
halten wir durch zweimalige Inte
gration aus 

~y p p~ 
EJ·dx2=-Mx=- 2 x+2[· 

.P 
Af.IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII~IIIIIIIIIIII,B 

r -------
Es ist 

P.J 
t -j'W-W-WJ.J..I.ll.up.u.JJ-LU..f---~ 

dy P x 2 P x3 
EJ·a:;;=--2-·2+ 2l. 3+Cl. 

Da ~~ für x = -~ gleich Null wird, 

ergibt sich als Bedingungsgleichung 
für den Festwert C1 Abb.l36. Gleichförmig verteilte Last. 

Pl 2 Pl 2 

o=-16+-.is-+Cl; 
Pl2 

daraus C1 = 24-
dy p p l 

EJ· dx·=- 4·x2+6l·x3+24Pl2, 

P x3 P x4 Pl2 
EJ·y=- 4·:.f+6r4+-u·x+C2. 

Da für x = 0 auch y = 0 ist, wird C2 = 0. Die Gleichung der Biegungs
linie lautet also 

PP (x xa x4) 
y= 24EJ y- 2"za+[4 

und stellt eine parabolische Kurve 4. Grades dar, deren Scheitel in 
der Entfernung ~ von A liegt; die Scheitelhöhe ist mit x = ~ 

Pza 5 5·Pl3 
Ymax =I= 247!JJ"J.6 = 384·EJ · 

Dreieckförmige Lasten. 
(Abb. 137.) Mit den Bezeichnungen der Abbildung lautet die 

Differentialgleichung der Biegungslinie 
d2 y P Px3 

E J. dx2 = - M m = - -3 X + 372 ' 
, dy P x2 P x4 

EJ·-JX- =- 3··-2 + 3z2'-4 +Cl' 
p x3 p x5 

EJ·y=- 6. 3 +12l2. 5 +Cl·x+C2. 
Winkel, Festigkeitslehre. 11 
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Zur Bestimmung der Festwerte 0 1 und 0 2 stehen die physikalischen 
Bedingungen der Aufgabe zur Verfügung 

l. y = 0 für x = 0 und 2. y = 0 für x = l , 

Abb. 137. Dreieckförmige Last. 

von denen die erste 0 2 = 0 liefert, die 
zweite 

pza Pla 
o=- 18 + 60 +o1 ·l; 

daher ist 
7 

01 = 180p. {2. 

Damit geht die Gleichung der Biegungs
linien über in 

E J. y =- :s. x3 + ß:z2 . x5 + 1~0 Pl2 x' 

Pl3 ( x x3 x5) 
y=180EJ 7'T- 10 ·-za+ 3 ·zr; · 

Die Kurve ist eine parabolische Kurve 5. Grades. Wir erhalten den 

Ort der größten Durchbiegung aus ~; = 0: 

lSOE J · !f:_y_ = 7 • _!_- 30 · ;!;~ + 15 · ~ = 0 
P ·l3 d x l za 15 ' 

7 [4- 30 l2 x2 + 15 · x 4 = 0 

7 l4 - 30 l2 (x2 ) + 15 · (x2) 2 = 0 

(x2) 2 _ 2[2 (x2) + l~'i [4 = 0, 

x2=l2±llz4_ 7~=l2(1±--!-Jh2o) V 15 15 · 

Abb. 138. Dreieckförmige Last. 

Da x kleiner als l sein muß, erhalten 
wir als Ort der größten Durchbiegung 
x = 0,5193 · l; setzen wir diesen Wert 
in die Gleichung der Begrenzungslinie 
ein, so wird 

PP 
Ymax = 0,01304 · E J. 

(Abb. 138.) Wegen der Symmetrie 

ist A = B = ~. Als Moment im Punkte 

x ergibt sich 

Mx= A·x-~· (~~·i= Px(~-~·y;). 

Das größte Moment tritt in der Mitte auf und ist 

Pl 
Mmax=ß· 
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Aus der Differentialgleichung der Biegungslinie 

EJ· d2y=-M =- Px,+~P· x3_ 
d x2 x 2 3 l2 

erhalten wir 
dy P x2 2 P x4 

EJ·(z--;;=--.z· 2+3'72'4+01. 
Da wegen der Symmetrie die Tangente im Punkte m der Biegungslinie 

wagerecht verläuft, wird ~~ = 0 für x = ~; die Bedingungsgleichung 

für 01 lautet demnach 

O=-~·i(~Y +i~·(~r+C1 , daraus C1 =:6 Pl 2• 

dy P P x4 5 
EJ ·~zx = -4' x 2+ 6'z2+ 96 Pl 2 ' 

P x3 l P x 5 5 
EJ ·y =- 4'-3 +6-z2'5- + 96Pl2 ·x + 0 2 • 

Der Festwert 0 2 ergibt sich aus der Be
dingung y = 0 für x = 0 zu C 2 = 0; da
mit geht die Gleichung der Biegungslinie 
über in 

P t• ( 5 x x3 2 x5) 
y ~ 12 E J 8. T- za + 5 '[5 . 

Die größte Durchbiegung erfährt die Mitte 
des Trägers mit 

PP 
Ymax = f = -66E J · 

(Abb. 139.) Auch hier wird wegen der 

Symmetrie A = B = f . Ist h die Be
Abb. 139. Dreicckförmige J,ast. 

lastungshöhe im Punkte A des Trägers , k die Belastungshöhe 
Punkte x, so folgt aus 

~ = ~ · ~ und k: h = ( ~- x) : ~ , 
k=~P_(i-x) [2 2 . 

Damit wird 
p l 2 l l 

M =-·x--·h·x·-x--k·x·-x 
X 2 2 3 2 3 

= J>_ • x- ~ · J>_ x2 - ~ P__ (i- x) · x2 
2 . 3 l 3 Z2 2 ' 

M.,=P x (i--T+f·1:). 
Fu-·r l h l . M Pl x = 2 er a ten Wlr max = 12 . 

11* 

Im 
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Die Differentialgleichung der Biegungslinie ergibt sich aus 
d2 y p p 2 p 

EJ·dx2 =-Mx=-2·x+T x2-312_,xa' 

dy P x2 P x3 2 P x4 

EJ·ax =-2·2+z·a-3T2 4+C1. 

Aus der Bedingung : ~ = 0 für x = ~ bestimmen wir den Integrations

festwert zu 
Pl2 Pl2 Pl2 Pl2 

C1 = 16 -24+ -w-= 32' 
dy P P 1 P Pl2 

EJ 'ax =--4'x2 + 3l.x3 -6l2'x4+32, 
p xa p x4 1 p xs p [2 

EJ·y=-4·3+37'4-6'z2-·5+32 x+ C2· 

C 2 wird gleich Null, weil y = 0 für x = 0 ist; damit wird 

Pl3 ( 3 x x3 x4 2 xs) 
y= 12EJ s'T-73+14-5'15 · 

Für die Mitte des Trägers erhalten wir als größte Durchbiegung mit x = ~ 
3 p[3 

Ymax = f = 320' E J • 

d) Der ü herhängende Träger. 

Der beiderseits gleichmäßig überhängende Träger mit gleich großen 
Einzellasten (Abb. 140). Die Momentenfläche ist ein Trapez mit der 
Höhe 

Mmax = P · a, 

das negativ ist, weil sich der verformte Träger nach oben wölbt. Die 
Biegungslinie besteht aus drei Zweigen, deren Tangenten in den Auf
lagern zusammenfallen. 

Für den mittleren Teil zwischen A und B heißt die Differential
gleichung der Biegungslinie 

d2y 
EJ· dx'i=-Mx=-Pa. 

Die einmalige Integration liefert 

EJ·:; =-Pax+ C1 • 

Aus der 
dy l Pal 

Bedingung dx = 0 für x = 2 folgt C1 = 2 
dy 1 

EJ·dx =-Pax+ 2 Pal. 

Die Tangente im Punkte A hat die Neigung CfJA = {;~ , die Tangente 

im Punkte B hat die Neigung CfJB =- {;~. Die nochmalige Inte-
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gration liefert x 2 Pal 
EJ·y=-Pa·-2 + 2 ·x+C2 • 

Der Festwert 0 2 wird gleich Null, da y = 0 für x = 0 ist. 
Die Gleichung der Biegungslinie lautet daher: 

Pal2 (x x2) 
y= 2EJ l-l2- • 

Die Biegungslinie ist eine Parabel, deren Scheitel in der Mitte des 
l 

Trägers liegt, und deren Pfeilhöhe für x = 2 
Pal2 

Ymax=/1= SEJ 

ist. Das Ergebnis steht im 
scheinbaren Widerspruch zu der 
andern Betrachtung, die von 
der Krümmung ausgeht. Nach 
S. 143 ist 
1 M EJ EJ 
e E J ' also e = M = P. a . 

Da M unveränderlich ist, wird 
e ebenfalls unveränderlich, d. h. 
die Biegungslinie ist ein Kreis 
mit dem Halbmesser g. Die 
Pfeilhöhe des Kreisbogens wird 

während die erste Lösung mit 
Pa 1 
EJ (! 

p 

Abb. 140. Der überhängende Träger mit Einzel· 
lasten. 

p 

ergibt. Der Unterschied ist belanglos, denn setzen wir beide Werte 
gleich, so müßte sein: 

die Abweichung beträgt 6~4 
2 , was bei dem sehr großen Krümmungs-

. (! 

halbmesser tatsächlich keine Rolle spielt. Immerhin bestätigt die Unter
suchung zahlenmäßig, daß unsere Gleichungen der Biegungslinien nur 
Annäherungen sind. 

Für die beiden äußeren Äste der Biegungslinie erhalten wir die 
Differentialgleichung 

d2 y' , 
EJ·dx'2 =-M"=-P (a- x) 
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und durch Integration 
dy' 1 Px'2 

EJ·u=-Pax +-2-+01 . 

Der Bestimmung des Festwertes legen wir die Bedingung zugrunde, 

daß :~: =- cp A für x' = 0 wird und erhalten mit cp A = :;~ 
EJ·!!J{_ =-Pax'+ Px'2- Pal 

d~ 2 2 

und daraus durch nochmalige Integration 

EJ·y'=-Pa·x'2 +!__.x'a _Palx'+O 
2 2 3 2 2' 

Der Festwert 0 2 ist gleich Null, weil y' = 0 für x' = 0 wird. Die Glei
chung der Biegungslinie lautet 

y' = r;~ (-l~- ~:2 + +· :~:) 
oder 

,_ Pal2 ( x' x'2 I x'a) 
-y -2EJ T+l2-3 al2 · 

Das Minuszeichen besagt, daß y' bei dem gewählten Achsenkreuz unter
halb der x-Achse liegt. Die größte Senkung erfahren die Endpunkte 
des Trägers, sie senken sich um 

p (aa a2l) 
!2= EJ 3+2 · 

ZahlenbeispieL l = 4 m; a =Im; P = 2,15 t; k. = 900 kgjcm2 ; 

Mmax = P · a = 2,15 mt = 215000 cmkg; erforderlich 

w = 2150000 = 240 3 
900 cm · 

Ausgeführt I-Eisen NP 21 mit W = 244 cm3 ; J = 2563 cm4 • Als Krümmungs
halbmesser ergibt sich 

= E·J = 2150000·2563 = 25630 
e M 215000 cm. 

l 
Die Pfeilhöhe des Kreisbogens wird für 2 = 200 cm 

fl="e-Jie2- (~Y =25630-f256302 -2002 =0,7803cm. 

Die Pfeilhöhe der Parabel wird 
Pal2 2I50·l00·400·400 16000 

/ 1 = 8·E J= 8·2150000·2563 = 20504 = 0•7803 cm. 

Der beiderseits gleichmäßig überhängende Träger mit gleichförmig 
verteilter Last (Abb. 141). Wegen der Symmetrie wird A = B = P. 
Die Momentenlinie besteht aus drei Ästen, die teils oberhalb, teils unter
halb der Achse vorlaufen. 

Kragarme: Im Punkte x1 erfährt der Stab das Moment 
p x2 M ___ ._l_. 

1 - l 2' 
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es ist negativ, weil sich die verformte Stabachse nach oben wölbt. Die 
Kurve ist eine Parabel mit dem Scheitel in a, bzw. b und der Ordinate 

P·a2 

Mimax=-~ 

im Punkte A und B (Abb. 141). 

Abb. 141. Der überhängende Träger mit gleichförmig verteilter Last. 

Mittelträger. Ein Punkt im Abstande x vom linken Ende des 
Trägers erfährt das Biegungsmoment 

M =A·(x-a)-J>_·x2-=J>_x_Pa -~·x2 
"' l 2 2 2 2l ' 

M"=~~-(1-: -+). 
Das größte positive Moment liegt in der Mitte und hat den Wert 

Mmax = ~l (~-~T) · 
Die Momenten-Nullpunkte erhält man als Schnittpunkte der Kurve 
mit der x-Achse aus der Bedingung 

M"=O; d. h. 1. 1-;-y=O; 2. x=O. 
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Die erste Bedingung liefert die quadratische Gleichung 

x2 - l x + a l = 0, 
aus der 

folgt. Soll x reell werden, muß 

l > 4 ~sein oder l > 4a, bzw. b > 2 a. 

Für kleinere Spannweiten als b = 2 a gibt es nur negative Momente. 
Im Sonderfall b = 2 a berührt die Momentenlinie die Achse in der Stab
mitte; der Träger hat drei Momenten-Nullpunkte (Abb. 142). 

p 

Abb. 142. Der überhängende Träger mit gleichförmig verteilter Belastung. 

Die Forderung, daß positive und negative Momente gleich groß sein 
sollen, führt zu der Bedingung 

Pa2 _ Pl ( 1 2a) _ Pl Pa 
---u---4 2-~l~ --s--2• 

die für die Länge a der Kragarme 

a= ~ (y2-1)=0,207·l oder l=4,828a 

ergibt. 
Die Entwicklung der Momentenfläche als Differenz der positiven 

M-Fläche mit der Pfeilhöhe ~l und der negativen Tragefläche mit 

M = ~a zeigt Abb.l4l b; bei dieser Entwicklung denken wir uns an den 

freien Enden des Trägers zwei Stützen und den Träger mit P und 
p 

A = B = 2 lastet. 

Die Biegungslinie. Wir legen das in Abb.141 dangedeutete Achsen
kreuz zugrunde und schreiben für einen Punkt x zwischen den Stützen 
die Differentialgleichung 

EJ·d2y =-M = Px (~-1-+-~) 
dx2 "' 2 l ' x 
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an, die durch einmalige Integration übergeht in 

EJ·-~}1_ =Pa· x-_!_ x2 +_!_x3 + C 
dx 2 4 6l 1 · 

169 

Für die Bestimmung des Integrationsfestwertes C1 halten wir fest, daß 
die Neigungswinkel der Tangenten in A und B Supplementwinkel sind, 
und schreiben 

EJ dy f'' ·-·ur 
dx 

x=a gleich - E J · <!.JL für 
dx x=l-a. 

Das ergibt die Bedingungsgleichung für C1 

P P P [Pa P P J 
2 ·a2 - 4 ·a2 + 6(a3 + C1 =- T (l-a) - 4 (l-a) 2 + ßl (l-a)3 +C1 

oder r ( 6a2 - 3a2 + 2;3
) + l2Cl = ~ (a-l) ( 6a-3l+3a+ 2l-4a + 2 ~2) 

P C _ Pl2 _ Pal l2C1 =-2 (Z2 -6al), daraus -1 -24 4 . 

Demnach liefert die einmalige Integration 

EJ·r}Y =_Pax-~ x2 + k' x3 + Pl2 _ Pal 
dx 2 4 6l 24 4 ' 

woraus sich als Neigung der Biegungslinie im Punkte A, also für x = a, 

EJ· dy_ =EJ·oc = !_a~ +Pas+ Pl2 _ Pal 
dx 4 6l 24 4 

ergibt. Nochmalige Integration liefert 

Pa x2 P xs P x4 Pl2 Pal 
EJ·y = 2-'-2--4· 3-+ 6z'-4 + ·24 ·x---;c·x + C2 · 

Der Festwert C2 folgt aus der Bedingung y = 0 für x = a zu 

Pl2a Pla2 Pa3 Pa4 
C2=-~+-4--6-24Y' 

und wir erhalten als Gleichung der Biegungslinie zwischen A und B 
Pl3 (x xa x4 ax2 ax a a 2 a 3 a4) 

Y = 2ÜJ J T - 2 l3 + l4 + 6 l3- - 6 l2 - T + 6 -z2- 4 Ts - 74 · 

Die größte Durchbiegung erfährt die Mitte ( d. h. x = ~) mit 

I= 2{';J (156 -~·7 + 6 · ;;-4·1:- ;:) · 
Die Biegungslinie ist eine parabolische Kurve 4. Grades, die zwei Wende

punkte hat, deren analytische Bedingung, ~:; = 0, da erfüllt ist, wo 

M" = 0 ist. Den Momentennullpunkten entsprechen Wendepunkte der 
Biegungslinie. 
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In emem Punkte des Kragarmes herrscht das Biegungsmoment 
p 2 

M =--·:!\. 
ro l 2 ' 

es ist notwendig, das Vorzeichen zu beachten, da gleichzeitig positive 
und negative Momente am Träger auftreten. Die Differentialgleichung 
der Biegungslinie lautet demnach 

d2y p x2 EJ· __ I =-M =-·-'-
dxi "' l 2 

und ergibt nach einmaliger Integration 

EJ·d,__y~= P.;t{+C 
dxi 2l 3 1 • 

Zur Bestimmung des Integrationsfestwertes 0 1 denken wir daran, 
daß der linke Zweig und der mittlere Teil der Biegungslinie in A eine 
gemeinsame Tangente haben. Rechnerisch ausgedrückt heißt das: für 

x1 = a muß ddyi = oc sein. Wir schreiben 
XI 

es wird 
EJ·dyi=Px~ + Pa2 + Pl2 _ Pal 

dxi 6l 4 24 4 ' 

daher 
P x( Pa2 Pl2 Pal 

EJ·y1=6z· ~ +4·x1+24·xl-4·xl+C2. 

Aus der Bedingung y1 = 0 für x1 = a erhalten wir 

Pa2 l Pa4 Pa3 Pal2 
G2=-4-- 241_4_24 

und damit als Gleichung der Biegungslinie 

Pza (xf a2 xi xi a xi a2 a4 aa a) 
y1 =24EJ F+ 6 l2'T+T- 6Tz+ 6·l2-F- 6 za--y · 

Die Ordinate im Endpunkte des Trägers (x1 = 0) kann größer, gleich 
oder kleiner als Null sein und ist bestimmt durch die Längeades Krag
armes. Wir errechnen zunächst das Verhältnis (a: l) für den Fall y1 =0 
für x1 = 0. 

Es ist 

z = (7Y + 6 (7Y- 6 (7) + 1 = o. 
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Durch Annäherung finden wir 
a 
T 0,2 0,21 0,22 0,214 

z 0,048 0,014 -0,019 0,00058 

und erhalten als Bedingung für y1 = 0 
a U 
~=~0,214 oder l=4,666·a=~3a. 

Aus ddy1 = 0 folgt als Ort der größten Durchbiegung 
xl 

l V a =-· l2alL-2l3-l2a2l 
1 2 ' 

das für l = ~4a den Wert 

1 V (14 )" (14 ) 3 14 x1 = 2 l2a 3 a -2 3 a -12a2 • 3 a=0,64a 

annimmt. Mit l = 1
3
4 a und x1 = ~ ~ a wird 

1 Pa3 
Y1max=~240' EJ' 

während die Durchbiegung in der Mitte für T = ~ und y = ~ 

t=~~ig·~~ 
beträgt. 

Die Senkung f des Mittelpunktes wird gleich Null, wenn 

5 5 (a' (a)" (a)" (a) 4 

16- 2 z) + 6 1 - 4 1 - 1 = 0 

ist. Durch Annäherung finden wir (a: Z) = 0,2386 oder l = ~ 4,2 a 
und als senkrechte Verschiebung der Trägerenden mit y = 4~2 und 

x1 = 0 
P·(4,2 a)3 ( 1 1 1 1 ) 6,6 Pa3 

Y1 = 24·EJ 6 . 4,22 -4,24 - 6 ' 4,23 -4,2 = 120' EJ 

nach unten. 
Beispiele: 1. l = 4 a (Abb. 142). Die Durchbiegung in der Mitte ist 

P·(4a)3 ( 5 5 1 1 1 1) Paa 
/ 1 = 24·EJ 16-2'4+6 '4--z- 4 : 4a- 44 =-96·EJ' 

die Senkung der Trägerenden 

Pl3 ( a• a4 a 3 a) 
y1 = 24 EJ 6'12-14- 6'13- l 

= P·(4a)3 ( 6 ._!_ _ _!__ 6 . _!_ _!) = +2_· Pa~ 
24 E J 4 2 4 4 4 3 4 96 E J ' 
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Nr. 

I. 

2. 

3. 

4. 

5. 

e) Tafel für Träger mit gleich

In nachstehender Zusammenstellung bedeuten: 
l die freie Länge in cm. 
I die Durchbiegung in cm im Angriffspunkt der Last P. 

P die äußeren Kräfte in kg. h die Trägerhöhe in cm. 

Auflagerdrucke A, B Tragkraft P 
Belastungsfall Erforderl. Wider-

Biegungsmoment M standsmoment W 

B = P. 
P= kb W 

l . 
M=P:x:. 

Mmax = Pl. W= Pl 
kb . 

p 
p = 4. kb w 

,. t l ., 
A= B= 2 . 

l . 

t=*f1 p-r; 
M= 2. Pl 

Pl w = 4 kb" 
Mmax=4 · 

A=~· B=Pa 
l ' l . 

l 
l 

~ 
Für AO: M = P~:x:; 

P = kb W ab' 

Pax1 W = p a}!_ 'P für BC: M = - 1 - . 

Pab 
l kb . 

Mmax = - 1-. 

A = B = P. 

tt»n p = kbW. 
a 

Für AB: 
W=Pa M =Pa= konst. Dieselben Formeln gelten, wenn kb. 

AB die Lastpunkte und die En· 
den des Trägers gestützt sind. 

B = P. 

Px2 

P = 2 kb1w. 
M=~T 

Pl 
Pl W=TI· 

Mmax =T· 

1) Mit I ist die Durchbiegung im Angriffspunkt der Einzellast P, mit lmax 
stimmt. - Die durch kb ausgedrückten Werte von f gelten nur für homogene 
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bleibendem Querschnitt. 

kb die zulässige Biegungsspannung in kgjcm2• 
J das Trägheitsmoment des Querschnittes in cm4. 

W das Widerstandsmoment des Querschnittes in cm3• 
x und y die Koordinaten eines Punktes der Biegungslinie. 

Gleichung der elastischen Linie 

P l3 (x 1 x3 \ 

y=2EJ T-3v)· 
dy pza (1 z2) 

tg ß = ax = 2 E J T - .".-
PZ2 3 I 

tgß(."=Oi= 2EJ = 2z' 

Zwischen A und B: 

P al2 ( x x2) 
y= EJ2 T-V. 

Die elastische Linie zwischen A 
und B ist ein Kreisbogen mit 

EJ 
dem Halbmesser e = p(J; 

P ZS(x 1 x4) 
y=EJ6T-,f[4· 

Durchbiegung / 1) 

p za 
1=-EJ 3 

P za 
I= EJ 48' 

p za a2 b2 

I= EJ31FJJ.: 
fmax für 

x = al/1_ + 2b' f 3 3a 
wenn a>b; 

x, =bl/_lc+2a f 3 3 b' 
wenn a<b. 

I 11 in der Mitte der 
1 Stützweite: 

P l 3 a 
I,=EJSZ 

Bemerkungen 

Freiträger 

Gefährlicher 
Querschnitt bei B. 

Frei aufliegender 
Träger 

Gefährlicher Quer
schnitt in der Mitte. 

Frei aufliegender 
Träger. 

Gefährlicher Quer
schnitt bei 0. 

Frei aufliegender 
Träger mit Krag

stücken. 

l2 1 kb l2 Gefäh.rlicher 9uer-
= 8 = 47Jf T' schmtt an emer 

!! beliebigen Stelle 
I = _!__ a~( + 3l) zwischen A und B. 

2 EJ 3 a 2 · 

p za 
t=1us 

1 kb l 2 

=TEh' 

Frei träger. 

Gefährlicher 
Querschnitt bei B. 

die größte Durchbiegung bezeichnet worden, falls I nicht damit überein
Balkenquerschnitte mit wagerechter Symmetrieachse. 
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Nr. Belastungsfall 
Auflagerdrücke A, B 
Biegungsmoment M 

Tragkraft P 
Erforderl. Wider
standsmoment W 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

p 
A=B=-2 ' 

B= P. 

1 
A= - P· 

3 ' 

M = : x ( 1 - ;: ). 

2 
Mmax= 9 y3Pl 

= 0,128 Pl. 

p 
A =B= 2 . 

p = 8 kbW 
l . 

Pl 
w = Bkb. 

P = 3kbW 
l . 

Pl 
W= 3kb. 

P= 9Y3 kbW 
2 l 

= 7,794 kbzw· 

Pl 
w = 7,794kb' 

p = 12 kb w 
l . 

Pl 
w = 12kb' 

P = 6 kb W 
l . 

Pl 
w = 6kb. 

Für A B: Mz = p; (1 - ~- -f). 
Für x .<::; c: Hängen von dem 

- P x2 Pa•. a 
Mx =-2f· MA = MB=- 2l Verhältnis l ab. 
Größtes positives Biegungsmoment 

M = ~~ (2. - ~ll.) für l > 4 a 0 4 2 l = . 
Die absolutenG rößtwerte M A und M 0 

werden gleich für a = 0,207 l . 

1) Da die Werte von Mmax und I für den Fall 8 mit den entsprechenden Werten für den 
"Dreiecklasten" nnd "Trapezlasten" (parallele Seiten des Lastfeldes winkelrecht zur 
Aufl a gerdrü c ke hingegen weichen bis um 1 / 6 der Gesamtlast von d en nach Fall 6 ermittelten 
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Gleichung der elastischen Linie 

P [3 ( x I x5) 
y = E J I2 T -5 [5 · 

Zwischen A und B: 

P za [ x 2 xs x4 a x2 

Y = 24EJ T-T + z4 + 6 Ta 
ax a a2 a 3 a4 J 6v-T +6 12 -4-13- 14 . 

Durchbiegung I 

p 5[3 

I= EJ 384 

5 kb l 2 

=24Eh' 

p zs 
I= EJ I5 

2 kb [2 
= -5-Eh' 

I 
Größte Durchbiegung für 

:1: = lY1 - V•;,. 
= 0,5193l: 

I =Pl3 2+5Y~ 
max E J 225 

. fi- fS/15 
Pl3 

= O,OI304 EJ 1 ). 

p 3[3 

I= EJ320 

9 kb l2 

= 40Eh' 

p [3 

I= EJ 60 

I kh l 2 

=-r;JIT· 

pza 
I= 24EJ 

I _15_- _15_ !!__ + 6 az 
Ll6 2 l l2 

-4 as -~~] za [4 0 

I wird Null, wenn 
l"'"4,2a. 

Bemerkungen 

Frei aufliegender 
Träger. 

Gefährlicher Quer
schnitt in der Mitte. 

Frei träger. 

Gefährlicher 
Querschnitt bei B. 

Frei aufliegender 
Träger. 

Gefährlicher 
Querschnitt für 

l -
a: = ..ja= 1/slV3 

= 0,5774l. 

Frei aufliegender 
Träger. 

Gefährlicher 
Querschnitt in der 

Mitte. 

Frei aufliegender 
Träger. 

Gefährlicher 
Querschnitt in der 

Mitte. 

Gefährlicher Quer
schnitt bei A, B 

oder 0. 

Fall 6 fast genau übereinstimmen, so können bei Ermittlung von Mmax und 1 derartige 
Trägerrichtung) für gewöhnliche Fälle als gleichmäßig verteilte Lasten angesehen werden. Die 
Werten ab. 



176 Formänderung durch Biegung. 

2. l = 5 a. (Abb. 141.) Die Durchbiegung in der Mitte ist 

f = P (5a't_ (_1>_- ~. _!_+ 6.] __ 4.] __ I_)= ll,S. Paa 
24 E J 16 2 5 52 53 54 120 E J ' 

die Senkung der Trägerenden 

Yl = p (5a't_ (6·_1_--~- 6·~-_!_) =- _ _!_, Paa 
24EJ 52 54 53 5 120 EJ. 

3. Träger mit veränderlichem Querschnitt. 
a) Das Verfahren von Mohr. 

Das Mohrsehe Verfahren zur Lösung der Grundgleichungen (II) 
und (III) auf S. 146 läßt sich auch auf ungleichmäßige Querschnitte 
anwenden. In diesem Falle ist J eine Veränderliche und darf nicht vor 
das Integral gezogen werden. Die Grundgleichungen behalten ihre ur
sprüngliche Form: 

X X 

IJM 1JM (II} cp=-Iff -;,·dx und (III) fJ=Ff J·x·dx. 
0 0 

In Anlehnung an das Verfahren auf S. 147 schreiben wir für Träger 
mit veränderlichem Querschnitt 

y = ~ {b·J ~ ·y·dx + a·f~ · ~' ·dx'} 
0 0 

und finden durch Vergleich mit dem Biegungsmoment eines beliebig 
belasteten Trägers (S. lll) 

a b 

M =bJk·y·dx+aJk·~·dx', 
0 0 

daß die E-fache Senkung eines Punktes gleich dem Biegungsmoment 
eines Trägers ist, den wir mit der (M: J)-Fläche des gegebenen Trägers 
belastet denken. Es ist k = M : J die Belastungshöhe des gedachten 
Trägers. Wir berechnen die Ordinaten (M: J) Punkt für Punkt und 
verbinden ihre Endpunkte durch eine Kurve. Die entstandene Fläche, 
deren Ordinaten die durch J dividierten Biegungsmomente sind, fassen 
wir nunmehr als Belastungsfläche eines Trägers auf und entwerfen die 
dazu gehörende Momentenlinie. Dann gibt diese zweite Momentenlinie 
ein Bild der Biegungslinie des gegebenen Trägers. 

b) Beziehungen zwischen der Biegungslinie und der Seil
kurve lotrechter Kräfte. Differentialgleichung der 

Seilkurve 1). 

Zu der stetigen Last k in kg/m ist in Abb. 143 die Seilkurve in 

folgender Weise gezeichnet; die Belastungsfläche wird in schmale 
Streifen von der Breite L1 x parallel zur Richtung der Kräfte zerlegt, 

1) Mohr, Otto: Technische Mechanik. Berlin 1914: Mittler & Sohn. 
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dann bestimmt das Flächenelement k · Ll x die Belastung der kleinen 
Strecke Ll x, die als Einzelkraft im Schwerpunkte des Flächenteilchens 
aufgefaßt werden kann. Zu diesen Einzelkräften zieht man mit Hilfe 
des Kraftecks (Abb. 143) ein Seileck, das in die Seilkurve übergeht, 
wenn Ll x verschwindend klein wird. In diesem Falle wird k · dx die 
Belastung der unendlich kleinen Strecke dx, die sich als Horizontal
projektion des zugehörigen Kurvenelementes darstellt. Für die in B 
angreifende Kraft k · dx sind BA 1 Sa und BC: Sc Seileckseiten, die 
in Abb. 143a stark vergrößert 
aufgetragen sind. Zieht man 
AD 1i BC, so folgt aus der 
Xhnlichkeit der gestrichelten 
Dreiecke 

d2 y k·dx 
dx-=IT, 

wobei H die Polweite und d2 y 
den Zuwachs von d y bedeu
ten. Daraus folgt die Diffe
rentialgleichung der Seilkurve Abb. 143. Biegungslinie nach Mohr. 

d2 y k 
dx'i li · 

k heißt Belastungshöhe und ist veränderlich. Für den Sonderfall 
k = konst. erhält man die Gleichung der Seilkurve durch Integration; 
es wird 

d(r},_?f_)=-k-·dx dy_=J-k ·dx=-k ·x+C 
dx H ' dx H H 1' 

k k x2 
dy= H ·x·dx+C1 ·dx, y= 1r 2 +01 ·x+02 ; 

0 

wobei 0 1 und 0 2 die Integrationskon- S'c 
stauten sind, die sich aus den beson
deren Bedingungen der jeweiligen Auf
gabe ergeben. Die Gleichung y = f(x) 
zeigt, daß die Seilkurve für k = konst. 
eine Parabel ist, die symmetrisch zu 
einer der y-Achse parallelen Geraden Sa. 

liegt. 
Aus der Übereinstimmung der bei- Abb. 143a. Element der Seilkurve. 

den Differentialgleichungen geht her-
vor, daß die elastische Linie als eine Seilkurve angesehen werden 
kann, wenn man k =Mx: J"' und H = E setzt (Mohrscher Satz). 

In Abb. 144 sei der Träger AB mit einer~ -Fläche belastet; die in-

folge der Belastungsfläche, deren Gesamtinhalt J ~~ · d x ist, auf

tretenden Stützdrucke seien A und B, dann ist das in der Entfernung x 
auftretende Biegungsmoment des Trägers AB 

m=H·y, 
Winkel, Festigkeitslehre. 12 
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wenn man zu der Belastung J ~x • d x die Seilkurve mit der Polweite H 

entwirft. Mit H = E wird 
m 

m=E·y oder y= E =rx·m. 

Demnach ist die Ordinate y der Seilkurve gleich dem mit rx multi
plizierten Biegungsmoment im Punkte x eines Trägers, der mit der 

~-Fläche belastet ist. Die Seilkurve der Lasten ~" ist aber die elastische 
" Linie des Trägers, zu dem die Belastungsfläche AB als Momentenfläche 

gehört, wenn die Ordinaten der Momentenfläche durch die zugehörigen 
Trägheitsmomente dividiert werden. Man bezeichnet deshalb auch die 
elastische Linie als zweite Momentenlinie. 

Wird so die elastische Linie 
auf eine Momentenlinie zu
rückgeführt, so läßt sich auch 
die Gleichung der Biegungs
linie in einfacher Weise auf
stellen ; für den Träger der 
Abb. 144 ist 

m = A · x -Fx · x', 

wobei F x den Inhalt der links 
vom betrachteten Punkt lie-

Abb. 144. Biegungslinie und Seileck. genden Belastungsfläche, x' 
die Entfernung ihres Schwer

punktes bedeuten. Die mit rx multiplizierten Werte m ergeben die Or
dinaten der Biegungslinie. 

Da das maximale Moment da auftritt, wo die Querkraft gleich Null 
wird, so folgt die Lage der maximalen Durchbiegung aus der Bedingung: 

Qx=A-J~"·dx=O. 
Aus der Gleichung m = E · y = A · x - F x • x' erhält man durch 

Differentiation die E-fache Neigung der elastischen Linie zu: 

dy Jd(F"·x') 
E · dx=A- -d-" -=E·tgcp=E·tp, 

was zulässig ist, solange es sich um kleine Durchbiegungen handelt. 

Das Glied ~~\x') ist eine Funktion von x, die x als Faktor enthält, 

da sowohl die Fläche Fx als auch x' für x = 0 verschwinden; demnach 
erhält man als Neigung im Auflager A 

E·q;=A. 

Es stellt sich also die E-fache Neigung eines Trägers im Auflager 
dar als Auflagerreaktion eines gedachten Trägers, den man mit der 

:; -Fläche des wirklichen Trägers belastet. 
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Hat der Träger unveränderlichen Querschnitt, so wird nach S. 146 die 
M-Fläche als Belastungsfläche aufgefaßt und zu dieser Belastung die 
Momentenlinie entworfen, die nach Mohr als Seillinie gezeichnet wird. 

Beispiel!: EinBalken mit gleichbleibendem Querschnitt sei durch eine Kraft 
in der Mitte belastet (Abb. 145a). 

Die Auflagerreaktionen sind A = B = !:_ • 
2 

Die Momentenfläche ist ein Dreieck mit der 

Die E · J-fache Durchbiegung ist das 
statische Moment für einen gedachten 
Träger A' B', der mit der wirklichen 
Momentenfläche belastet ist (Abb. 145 b). 
Es wird 

EJ·y=m.,=A'·x-F.,·i. 

Wegen der Symmetrie der Belastungs
fläche ist 

A'=B'=~.!.Pl =Pl~ 
2 2 4 16 ' 

Pl3 x 2 

F.,=-i6· (~Y' 

(8-} 

(b) 

(C) 

(d) 

y 

EJ· y = Pl2 (x- ~. :1;3_) 
16 3 Z2 ' 

={~(y-~~:)' (e) 

fB' 
~--T-+-~~~~ b ~~0 

F2~ 

die 

PP (x 4x3) 
y= 16E-J l-3 l3 ' 

Gleichung der Biegungslinie; für 
Abb. 145. Zwei Stützen. 

])fitte. 

l . Pl3 

X=2 wird Ymax=/= 4SEJ (Abb. 145c). 

!.e- H- .! 
Einzellast in d.er 

Zur zeichnerischen Ermittlung der Biegungslinie wird die Belastungsfläche 
des Trägers A' B' in Teile zerlegt, deren Schwerpunktslagen bekannt sind (in 

Abb. 145d in zwei Dreiecke), und die Flächeninhalte F 1 = F 2 = ~!2 werden als 

Kräfte aufgefaßt, die in den Schwerpunkten der Einzelflächen angreifen. Der 
Längenmaßstab sei I cm = a cm; der Kräftemaßstab 1 cm = b cm2kg, da F die 
Benennung cm2kg hat. Zu dem Kräftezuge F 1 , F 2 zieht man aus dem beliebig 
gewählten Pol 0 die Polstrahlen I, Il, III, und durch die Wirkungslinien von F 1 
und F 2 die Seilstrahlen I', 11', Ill', die Tangenten an die elastische Linie sind; 
senkrecht unter A' und B' liegen die Punkte a und b der Schlußlinie. Da, wo die 
Teilflächen F 1 und F2 zusammenstoßen, ergibt sich ein gemeinsamer Seilstrahl, 
der für die Kurvenäste gemeinsame Tangente ist; von der Biegungslinie sind 
demnach die Punkte a und b, sowie der Schnittpunkt des Seilstrahles Il' mit der 
Wirkungslinie von P und die drei durch diese Punkte gehenden Tangenten bekannt. 
In den meisten Fällen genügen diese Feststellungen, um die Kurve selbst frei
händig einzutragen. Im vorliegenden Falle sind die beiden Zweige der Biegungs
linie wegen der dreieckförmigen Belastungsfläche kubische Parabeln. Die Durch
biegung ö im Punkte x ist 

Ö= E1yH·y oder ö cm=F})n cm·b c~::;g) (ycm•a ::) . 
12* 



180 Formänderung durch Biegung. 

Die Neigung des Trägers in den Auflagerpunkten bestimmt sich zu 

Pl3 

E·rp=A'=l6.J' 

Beispiel2. Die Welle der Abb. 94 trägt in der Entfernung 0,5 m vom Lager A 
ein Schwungrad vom Gewicht P = 5000 kg; die größte Durchbiegung infolge 
dieser Last ist zu bestimmen. 

Abb. 146. Abgesetzte Welle. 

In Abb. 94 ist bereits die Momentenlinie und die Kurve der Tragfähigkeit 
des Trägers ermittelt worden (vgl. Abb. 146 b). 

M 
Abb.146c gibt die -y-Fläche des wirklichen Trägers AB; ihre Ordinaten im 

Angriffspunkt der L ast P haben folgende Werte: 

J 100 = 490,9 cm4 ; M : J 1 = 145500: 490,9 = 296 kgcm-3 

J 120 = 1018 " , M: J 2 = 145500: 1018 = 143 
J 140 = 1886 " , M: J 3 = 145500: 1886 77,2 " 
J 160 = 3217 " , M: J 4 = 145500:3217 = 45,3 " 
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M 
Die -y-Fläche ist in sieben Teilflächen F zerlegt worden, deren Inhalt leicht 

bestimmt werden kann. 
Es ist 

1 
F 1 =- ·10 · 29,8 · 2 

2 
= 298 kgcm-2 

1 
F 2 = 2 · 25 (26,8 + 7,8) · 2 = 865 " 

1 
Fa= 2·15 (16,3+22,6)·2 = 583,5 " 

F4 = ~ · 20 (22,6 + 16,1) · 2 = 794 

F5 = ~ · 20 (26,8 + 16) · 2 = 856 

F6 = ~ · 20 (30,1 + 10) · 2 = 802 

" 

" 

" 
l 

F 7 = 2 · 10·21,8 · 2 = 218 " 

F ~-F1 + F 2 +Fa+ F4 + F5 + F6 + F 7 = 4416,5 kgcm-2 

Die Schwerpunkte dieser Teilflächen sind in Abb. 146c zeichnerisch bestimmt. 
F 1 ••• F 7 werden als Kräfte aufgefaßt, die den gedachten Träger A' B' (Abb.146d) 
angreifen; die zugehörige Seillinie ist in Abb. 146e entworfen. Die Seilstrahlen 
schneiden die Senkrechten durch die Punkte der Querschnittsänderungen in 
Punkten der Biegungslinie; die zur Schlußlinie parallele Tangente bestimmt Ymax· 
Die äußersten Seilstrahlen schneiden sich in einem Punkte, der senkrecht unter 
dem Schwerpunkt der M: J-Fläche liegt. Die größte Durchbiegung ist 

fmax=~·H·Ymax =22o~OOO ( 4,4 cm·500 kg~:-2 ) ( 3,4 cm·10 ~:) 
2~00 kgc..m- 2 • 34 cm = 0,034 cm 

2200000 kgcm-2 

wobei 1 cm = 500 kgcm- 2 der Kräftemaßstab und 1 cm = 10 cm der Längen
maßstab ist. 

Bemerkung: In Abb. 146 sind die Maßstäbe der Verkleinerung wegen ein
getragen. 

Beispiel 3. Festigkeit und Formänderung einer DrehbankspindeL 
(V gl. Nicke I: Theoretische Fragen im Werkzeugmaschinenbau; Werkstatt-Technik, 
S. 21. Januar 1911.) Untersucht wird die Spindel einer schweren Bandagen
und Räderdrehbank mit 700 mm Spitzenhöhe der Sächsischen Maschinenfabrik 
vorm. Richard Hartmann, Chemnitz. Die Abmessungen sind der Abb. 147 zu ent
nehmen; die Gewichte sind 

der Spindel . . • 
des Zahnkranzes. 
der Planscheibe . 
des Werkstückes. 

G. = 400 kg 
G. = 350 " 
G" = 950 " 
Gw = 400 ,. 
~G = 2100 kg. 

Für den senkrecht nach unten gerichteten Auflagerdruck A irrfolge dllr ständigen 
Belastung durch die Gewichte G erhält man mit B als Momentendrehpunkt 

A · 108 + 400 · 23-350 · 26-950 · 38-400 ·55 = 0; 
daraus A = 540 kg. 
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f 1 Z J iJ. 5 6 1 8 3 '10C.m 
t! I I I I LI ! I , , , I · I • I! I 

Abb. 147. DrehbankspindeL 

Für den s®krecht nach oben gerichteten Auflagerdruck B erhält man mit A als 
Momentendrehpunkt 

B · 108 - 400 • 85-350 · 134 - 950 · 146-400 · 163 = 0· 
daraus B = 2640 kg. ' 
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Das größte Moment liegt über der Stütze B und ist 

lJ;lrmx = - A · 108 - 400 · 23 
= - 540 · 108-400 · 23 = - 67200 cmkg. 
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Das Vorzeichen ist negativ, weil die angreifenden Kräfte den Stab nach oben 
wölben (vgl. S. 64; Abb. 51). 

Der Querschnitt im Punkte B ist kreisringförmig mit 240 mm Außen- und 
und 90 mm Innendurchmesser; sein Trägheitsmoment ist 

J 24 = 16286 cm4 

.] 9 = 322 " 
_, ------~~~ 

.] = 15964 cm 
das zugehörige Widerstandsmoment ist 

W ={_= 15964-= 1330 cm3 • 
ra 12 

Als größte Biegespannung erhalten wir 

_llfrnax _ 67 200 _ 2 
O"max- -w-- --1330 -51 kg/cm . 

Der schwächste Querschnitt liegt im kegligen Teil der Spindel, wo die Bohrung 
von 70 auf 90 mm wechselt. Dieser Punkt ist 320 mm vom Auflager entfernt 
und erfährt infolgedessen ein Biegungsmoment 

M' = A · 32 = -540 · 32 = -17280 cmkg. 
Der Außendurchmesser des Kegels ist 

l' 7~ 2 200 r = 1 o + 5 · 650 = 182,7 mm . 

Das Trägheitsmoment eines Kreises mit 18,27 cm Durchmesser wird durch gerad
liniges Einschalten der Zahlentafel auf S. 85 entnommen; es ist 

Die Biegespannung wird 

.J1s,27 = 5153 + 244 -12070 = 5219 cm4 

= 322 " 
.] = 4897 cm4 

W={.= 4897 "2 =537 cm3 • 
r. 18,27 

' 17280 
a =~= 33 kg/cm 2• 

Arbeitet die Maschine, so treten zu den ständigen Belastungen der Zahndruck 
am Zahnkranz und der Stahldruck am Werkzeug, von denen der Stahldruck senk
recht nach oben wirkend angenommen werden darf. Die Richtung des Zahndruckes 
hängt davon ab, wo der Zahnkranz angetrieben wird. Liegen Zahnkranzachse 
und Triebachse in einer wagerechten Ebene durch die Spindelachse, so ändern 
die beiden nahezu gleich großen, aber entgegengesetzten Kräfte wenig an dem 
Spannungszustande der Spindel. Ungünstiger wird die Belastung, wenn die Trieb
achse in einer senkrechten Ebene durch die Spindelachse liegt (vgl. Abb. 147); 
dann greift der Zahndruck P am Teilkreisdurchmesser an und ist wagerecht ge
richtet. Die Spindel ist also auf senkrechte und wagerechte Kräfte zu untersuchen. 

Senkrechte Belastung. Zu der ständigen Last (I in Abb. 147) tritt der 
Stahldruck 8, dessen Größe zu 2000 kg angenommen werden soll. Das von ihm 
im Punkte B hervorgerufene -:\ioment ist 

M~Bs = + 2000 · 63 = + 126000 cmkg. 
Die Momentenfläche ist ein Dreieck mit der Höhe MBs im Punkte B. Bringen 
wir von dieser M-Fläche (II in Abb. 147) die Fläche I in Abzug, so erhalten wir 
die Gesamtmomentenfläche infolge der senkrechten Kräfte, die durch links 
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steigende Strichelung (Iljiii in .Abb. 147) hervorgehoben ist, mit M~ = 126000 
-67200 = 58800 cmk. 

Wagerechte Belastung. Der Zahndruck 
1408 

p = s "1452 = 1950 kg 

liefert eine Einzelkraft P in der wagerechten Ebene durch die Spindelachse und 
ein Kräftepaar mit dem Moment 

145,2 
Ma = 1950 · - 2- =r::: 142000 cmkg, 

das Drehung hervorruft. Die wagerechte Einzelkraft P liefert ein Biegungsmoment 
im Punkte B 

2Vl~ = 1950 · 26 = 50700 cmkg. 

Die beiden Momente M~ und M~ treten in zwei aufeinander senkrechten Ebenen 
auf. Da der kreisförmige Querschnitt ein für alle .Achsen gleiches Widerstands
moment hat, bilden wir das Gesamtmoment als geometrische Summe der Einzel
momente zu 

MB= f58800 2 + 507002 = 77700 cmkg, 

dem eine größte Biegungsspannung 

- 77700- 2 
D'max- f:330- 59 kgfcm 

entspricht. .Alle Spannungen bleiben weit unter den zulässigen, denn die .Ab
messungen sind mit Rücksicht auf die auftretenden Formänderungen so groß ge
halten, damit die Senkung des freien Spindelendes praktisch gleich Null ist. 

Die Formänderung ist in .Abb. 147 VI und VIII nach dem Mohrsehen Ver
fahren entwickelt und beträgt in senkrechter Richtung 

6 cm . 100 kgcm~_2_ . 4 cm. 10 cm 
l l cm l cm 

y1 =E·H·f1 = 2150000kgcm-2 ----=O,Oll cm, 

in wagerechter Richtung 

6 cm· 100 kgcm-2 . 2 2 cm·lO cm 
1 1 cm ' l cm 

y2 = E·H -/2 = 2150000 k"cm-2 = 0,006 cm · 
0 

Wegen der notwendigen Verkleinerung ist der Maßstab mitgezeichnet. 
Zu der Beanspruchung auf Biegung tritt noch die durch das Drehmoment. 

Die Nachprüfung auf zusammmengesetzte Festigkeit siehe S. 285. 

c) Das Verfahren von Nehls. 
In gleicher Weise, wie auf S. llO die Momentenfläche eines beliebig 

belasteten Trägers entworfen wurde, läßt sich das N ehlssche Verfahren 
zum Aufzeichnen von Biegungslinien verwenden, wenn wir die (M: J)
Fläche des gegebenen Trägers als Belastungsfläche eines gedachten 
Trägers auffassen und zu dieser Belastungsfläche die Momentenfläche 
zeichnen. Die Belastungshöhe ist 

k=M 
J 

und die Senkung eines Punktes a 
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In Anlehnung an Abb. 91 behandeln wir die (M: J)-Fläche des ge
gebenen Trägers wie die Belastungsfläche mit der veränderlichen Höhe k 
auf S. llü. 

Wechselt der Querschnitt sprungweise, so entsteht bei einer Be-

lastung durch Einzelkräfte für k =~die gezackte Linie der Abb. 146. 

Das Nehlssche Verfahren würde hierbei abgesetzte gekrümmte Kurven 
ergeben, da für 

x x' 
z=k·-z, bzw. z'=k·T irrfolge k=C·x, 

x2 
z=C·k· l ' 

bzw. 

wird, wir also Parabeln erhalten, wo das Mohrsehe Verfahren Schrägen 
zeigt. Wechselt jedoch der Querschnitt stetig, so ergibt das Nehlssche 
V erfahren stetige 
Kurven und ist 
dann dem Mohr
sehen V erfahren 
vorzuziehen, weil 
es mit einfache
ren Maßstäben 
arbeitet und die 
etwas umständ- b) 
liehe Ermittlung 
von Flächenstrei
fen und ihren 

Schwerpunkten 
vermeidet. 

P=100okg 

I Zahlenbeispiel 
(Abb. 148). Der c) !1mm=0,7 kg/cm" 

I 

Freiträger AB be
stehe aus Holz und 
trage eine Einzellast 

i 2 
11mm=0,1 kg/cm 2 

P am freien Ende. 
Der Querschnitt sei 

rechteckig und 
wachse bei unver
änderter Breite ste
tig, so daß die Höhe 
an der Einspann
stelle doppelt so groß 
ist wie am freien 
Ende. Die Senkung 
des Punktes B ist 
zu bestimmen. Nach 

a. c 

0 ~ z J " 5 Ii 7 a 9 10cm 
I I I I I I I I I I II I I I I I I I I I 

Abb. 148. Verfahren von Nehls. 

S. 119 ist der Träger angenähert ein Träger gleicher Festigkeit, dessen 
lieber Querschnitt in A liegt. Das größte Biegungsmoment ist 

Nmax = JYIA = P ·l = 1000·135 = 135000 cmkg. 

gefähr-

Mit k 0 = 100 kgjcm2 für Holz wird, wenn wir, wie ausdrücklich betont sei, das 
Geradliniengesetz von Ho o k e zugrunde legen, das erforderliche Widerstands-
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W = I35000 = 1350 3 
IOO cm · 

moment 

Der gewählte Querschnitt 10 · 28 cm hat W = IO · 282 = I307 cm3 und 
6 

J = ~~ = I8293 cm4• 
I2 

Abb. 148b zeigt die Momentenfläche. Die Ermittlung der (M: J)-Fläche ge 
schiebt am besten rechnerisch in Form einer ZahlentafeL Die Senkung des 
Punktes B ist nach der Gleichung auf S. 176 

Wir setzen 

dann ist 

Mx=k und 
Jx 

l 

on ={·zJ k'·dx. 
0 

k' = k ·I ist in einfacher Weise zeichnerisch bestimmbar. In Abb. 148 c ist c 1 = k 

= (Mx: J x)· Projiziert man 1 auf die Senkrechte a 2 und verbindet 2 mit b, so 
schneidet b 2 die Senkrechte c I in dem gesuchten Punkte 3 der k'-Linie. Bequemer 
ist es, die Ordinaten k' zu berechnen und der Zahlentafel einzugliedern. 

X 
1 0,1 0,2 I 0,3 I 0,4 I 0,5 I 0,6 

I 
0,7 I 0,8 I 0,9 I - I 

l 
I I 

Mx cmkg 13500 27000 40500 54000 67500 81000 94 500 l108ooo I21500 13500 

ycm 15,4 16,8 18,2 19,6 21 22,4 23,8 25,2 26,6 28 

10 y 3 36523 47416 60286 75295 92610 ll2394 I34813 160030 1882ll 21952 

0 

0 
10 y 3 

Jx= -}2" 3043,6 3951,3 5023,8 6274,6 7717,5 9366,2 ll235,6 13335,8 15684,2 18293,3 

k=(Mx:Jx) 4,43 6,84 8,07 8,6 8,75 8,64 8,4 8,12 

k'=k · (x: l) 0,443 1,368 2,42 3,44 4,375 5,184 5,88 i 6,496 

Die Maßstäbe der Zeichnung sind: 

Längen .. 
Momente. 
k=M:J. 

.I mm=1 cm 

. 1 mm = 2500 cmkg 

.1 mm = O,I kgcm-3 

k' = k · y . .1 mm = O,I kgcm-3. 

Flächeninhalt: 1 mm (Länge)· 1 mm (M: J) oder 
I mm 2 = 1 cm · 0,1 kgcm-3 = 0,1 kgcm-2• 

7,74 

i 6,897 

k' · d x ist ein Flächenstreifen von der Breite d x und der Höhe k'; also 
l] 

F = J k' · d x = Flächeninhalt der von der k'-Linie begrenzten Fläche. 
0 

Demnach 

7,38 

7,38 
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Wird auf Millimeterpapier gezeichnet, so genügt das Auszählen von F. Abb. 148 c 
liefert F = 5670 mm2. Damit wird 

01 kgcm-2 
135 cm-5670 mm2, __ , ----

1mm2 
~B= OOOOk 2 0,72cm. 10 gern 

Sind wir im vorliegenden Falle M., und J., als Funktionen von x bekannt, so läßt 
sich die Aufgabe auch rechnerisch unschwer durchführen. Wir schreiben 

M.,=P·x=P·l·(y) und J.,=\f, 
wobei aus 

h: l = y: (l + x) 

folgt, so daß sich ergibt: 

Pl·(~) 
k=M., = l 

J., bh3 (1 +~)3 
12 l 

l 

und ~B=~·lJk·y·dx, 
0 

~ _ _!_.!__}!__·12J1 (7Y.a(7) 
8 - E- bh3 ( x) 3 • 

0 1+y 

Wir setzen 1 +1 = rp; also d (7) = drp; I= rp -1 und erhalten 

1 (x)2 d (x) ., f-I_· _l_=f~ (rp-1)2·drp 

( x)3 rpa 
0 1+y 1 

2 2 2 

JdqJ -2s~ +SdqJ. 
!p rp2 rp3 

1 1 1 

Die Grenzen sind rp = 1 und rp = 2, da für ( x : l) = rp - 1 = 0 die untere Grenze 
qJ = 1 und für ( x : l) = rp - 1 = 1 die obere Grenze qJ = 2 wird. Die Auflösung 
der Integrale gibt 

J1 (7Y.a (7) =I In _ 2 (- _!_) _! (_!_)l 
( x)3 l 1P qJ ~ (/12 J 

o 1+y 1 

=In ~+2 (!-1)-! (_!_-1) =0 0681 1 2 2 22 ' ' 

demnach 
Pl3 1000·1353 

~ = 0,0681 E j = 0,0681· 10_143 = 0,73 cm. 
100000·---

12 

d) Die Biegungslinie als Integrallinie. 
Es sei y1 = f(x) gegeben und in Abb. 149 als Kurve dargestellt. 

Ein Flächenstreifen von der Breite d x und der Höhe y1 hat den 
Flächeninhalt 

11) 

dF1 = y1 • dx; also ist F 1 = J y1 • dx 
0 
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der Flächeninhalt der von der Kurve und der x-Achse begrenzten 
Fläche, welche zwischen den Grenzen x = 0 und x = x liegt; er 
ist in Abb. l49a durch schräge'Strichelung hervorgehoben. Nennen wir 
diesen Flächeninhalt y; , so ist 

X 

Yt = f Y1 · dx 
0 

wieder eine Funktion von x, die in Abb. 149b als Kurve gestrichelt ein
gezeichnet ist. Die Ordinaten dieser Kurve stellen den Flächeninhalt 

der über x liegenden, von y1 = /1 (x) 
begrenzten Fläche dar. Mit der Dar
stellung einer Fläche (F) als Strecke 
(y2) wird ein neuer Maßstab nötig, was 
bei praktischen Anwendungen zu beach-

a) ten ist, wo y1 ja meist eine physikalische 
Größe ist. Weil die Ordinaten y2 In
tegrale sind, nennt man y2 = f 2 ( x) eine 
Integrallinie zu y1 = / 1 (x). Das all
gemeine Integral enthält noch den Inte
grationsfestwert 0 1 , so daß die allge
meine Gleichung der Integrallinie voll
ständig geschrieben 

X 

b) Y2 = f Y1 • dx + 01 = Yt + 01 
0 

f 
~ 
t -t<-=----'--P=t------x 

lautet. Der Flächeninhalt der Kurve 
y1 zwischen den Grenzen x = 0 und 
x = x läßt sich dann als Düferenz der 
begrenzenden Ordinaten von y2 darstel
len (Abb. l49b). Die Einbeziehung des 
Festwertes 0 1 bedeutet eine Parallelver
schiebung der Kurve y~ um den Be
trag 0 1 ; an dem Charakter der Kurve 

/ 
/ 

1-Ec--X-

/ 
/ 

/ 
/ 

X 

Y.YJ;zdx 
0 / 
/ 

/ 
/ 

c) wird dadurch nichts geändert. 
Schon bei dem Nehlsschen Verfahren 

wurde darauf hingewiesen, daß die Er
mittlung eines Flächeninhaltes mit ge
nügender Genauigkeit durch Auszählen 
erfolgen kann, wenn die Kurve y1 = f(x) 
auf Millimeterpapier gezeichnet ist. 

Abb. 149. Integrallinien. Der Gedankengang, der zu y2 als 
f y1 • dx aus y1 = f(x) geführt hat, läßt 

sich natürlich auf y2 = f(x) ebenfalls anwenden, denn y 2 • dx ist wieder 
ein Flächenstreüen (Abb. l49b), also 

X 

F2 = f Y2 · dx = Y't 
0 

der Flächeninhalt des über x liegenden Teiles der von der Kurve y2 = f 2 ( x) 
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begrenzten Fläche, den wir in einem neuenAchsenkranz (Abb.l49c) als 
Ordinate y3 der Kurve 

X 

y, = f y2 • dx + C2 = yt + C2 
0 

auftragen. Auch hier hat der 
Integrationsfestwert lediglich 
eine Verschiebung der Kurve y; 
zur Folge. Diese Entwicklung 
läßt sich beliebig weit fort
setzen. 

Rückwärts betrachtet, ent
steht y2 durch Differentiation 
aus y3 , d. h. y2 = /2 (x) ist 

{a) 

Q 

die Differentiallinie zu y3 

= /3 (x). Und ebenso ist y1 {b) .r 
= /1 (x) die Differentiallinie zu 
Yz = f2(x). 

- €x=lcr·dx X 
--~~~~~~,+-~z~o------~~~~ 

11<1x 1 Die soeben rein mathema
tisch erläuterten Zusammen
hänge finden wir aber bei der 
Beziehung zwischen der Bie
gungslinie und der Belastung 
eines Trägers wieder. Wir gehen 
von einem Träger aus, dessen 
stetige Belastung q in kg/cm 
betragen möge (Abb. l50a). 
Dann ist die Querkraft Qx 1m 
Punkte x des Trägers 

X 

Qx=Jq·dx+C1 , 

0 

Mx 

(c) 

wobei sich C1 = 0 aus der Be- (d} 
dingung Q = 0 für x = 0 er-
gibt. Die Übereinstimmung der 
Gleichung der Querkraftlinie 
mit der Gleichung 

X 

Y2 = J Yl . d X + Cl 

zeigt, daß 0 die Querkraftlinie {e} 
die Integrallinie zur Belastungs-

~ 
~~------~1 r1 -l------~~ 

linie ist. Wir bestimmen (durch 
Auszählen beim Zeichnen auf 
Millimeterpapier) den Flächen
inhalt des über x ruhenden Tei
les der Belastung und tragen Abb. 150. Die Biegungs!inie als Integrallinie. 

mit Hilfe eines neuen Maßstabes Qx als Ordinate im Achsenkreuz 
Abb. l50b auf. Lautet der Längenmaßstab l mm = a cm, der Be-
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lastungsmaßstab 1 mm = b kgjcm, so erhalten wir als Maßstab der 
Querkraftlinie 

1 mm = 1 mm2 = a · [cm] · b [kgjcm] = a · b [kg]. 

Nach der Erklärung der Querkraft (S. 64) ist Q., gleich der Summe sämt
licher links vom betrachteten Punkt angreifenden Kräfte. Wir denken 
sie im SchwerpunktS der zugehörigen Belastungsfläche als Einzelkraft 
angreifen, die im Punkte x das Biegungsmoment 

M.,=Q.,·q., 

hervorruft. Der Punkt 2, welcher um Ll x von 1 entfernt ist, erfährt das 
Biegungsmoment 

M~ =Q~ ·q~, 

wenn wir mit Q~ die Summe sämtlicher Kräfte links von 2 bezeichnen, 
deren Hebelarm q~ ist. Nach dem Grundsatze, daß das statische Moment 
der Mittelkraft gleich der Summe der statischen Momente der Einzel
kraft ist, wird 

M~ = Q., (q., + Ll x) + LI Q · s Ll x, 

wobei Ll Q den Zuwachs von Q zwischen 1 und 2 bezeichnet und s zwischen 
0 und 1 liegt. 

Der Zuwachs von M., zwischen den Punkten 1 und 2 wird daher 

Ll M., = M .,' - M., = (Q., · q., + Q., · Ll x + Ll Q · s · Ll x) - Q., · q., 
= Q., • LJ X + LJ Q · S • LJ X 

Division durch Ll x ergibt 
LlMx 
LfX=Q.,+sLlx. 

Läßt man nun Ll x kleiner und kleiner werden, d. h. den Punkt 2 auf 
den Punkt 1 rücken, so wird auch das zweite Glied der rechten Seite 

kleiner und kleiner und es ergibt sich in der Grenze dd~z = Q., oder 

durch Integration 

"' 
M.,=fQ.,dx+02 • 

0 

Der Festwert 0 2 bestimmt sich aus M., = 0 für x = 0 zu 0 2 = 0, also ist. 

"' M.,=JQ.,·dx, 
0 

d. h. die Momentenlinie ist die Integrallinie der Querkraftlinie und die 
zweite Integrallinie zur Belastungslinie; ihre Ordinate im Punkte x ist 
gleich dem Flächeninhalt des über x liegenden Teiles der Querkraft
fläche. Beim Aufzeichnen wird ein neuer Maßstab nötig. Da die Quer
kraftlinie den Maßstab 1 mm = a · b kg hat, wird der Maßstab der 
Momentenlinie 

1 mm = 1 mm 2 = a · b [kg] · a [ cm] = a 2 • b [ cmkg]. 
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Bequemer ist es natürlich, den Maßstab der Querkraftfläche in der Form 
l mm = c kg anzuschreiben, dann stellt l mm 2 der Querkraftfläche 
a [cm] · c [kg] gleich a · c [cmkg] dar, und der Maßstab der Momenten
linie lautet 1 mm = a · c [ cmkg]. 

Die Differentialgleichung der Biegungslinie 

liefert nach einmaliger Integration 
:<: 

m =~Y=_!_ ·IMx·dx+O 
-rx dx E Jx 3> 

0 

oder für den Sonderfall des unveränderlichen Querschnittes 
:<: 

dy I I ffJx=a;,;;=-EJ Mx·dx+03 • 

0 

Der Festwert 0 3 ergibt sich aus den besonderen Bedingungen der Auf
gabe; für den vorliegenden Fall des Freiträgers ist z. B. ffJx = 0 für 
x = l. Die Kurve der Neigungswinkel der Biegungslinie stellt sich, ab
gesehen vom Maßstabe, als Integrallinie der (M: J)-Linie dar, im Sonder
fall J = Constans als Integrallinie zur Momentenlinie. Um die Neigung 
im Punkte x des Trägers zu bestimmen, messen wir den Inhalt des 
über x liegenden Teiles der (M: J)-Fläche, bzw. der M-Fläche und 
tragen den so gefundenen Wert als Ordinate der neuenLinie (Abb.l49d) 
auf, die noch durch E bzw. E · J zu dividieren ist. Man pflegt den 
Faktor, mit dem die Ordinaten einer Kurve zu multiplizieren sind, an 
die Kurve zu schreiben; er heißt Verwandlungsziffer oder Multi
plikator und wird mit fl bezeichnet. 

Durch nochmalige Integration erhalten wir die Gleichung der Bie
gungslinie 

X 

y = J ffJx · dx + 0 4 
0 

und sehen in y = f(x) die Integrallinie zur Kurve der Neigungswinkel, 
bzw. die zweite Integrallinie zur (M: J)-Linie oder M-Linie, falls der 
Querschnitt unveränderlich ist. Den Faktor l : E, bzw. l : E J lassen 
wir zweckmäßig aus der eigentlichen Rechnung heraus und schreiben fl 
an die Kurve. Dann ist als Ordinate im Punkte x der Flächeninhalt 
des über x liegenden Teiles der cp-Linie aufzutragen, wobei 

ffJx= I~·dx+ 0 3 bzw. fPw= I M,;dx+ 0 3 

ist. Sie wird wieder durch Auszählen ermittelt. Der Maßstab der 
M-Linie lautet 

Längen 1 mm = a cm, für die Ordinaten l mm = c cmkg, also für 
die cp-Linie bei J = Constans : 

Längen 1 mm = a cm, Ordinaten l mm - 1 mm 2 = a · c kgcm 2 , 

oder 1 mm = d kgcm2 • 
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Als Maßstäbe der Biegungslinie erhalten wir bei J = Constans für 
die Längen 1 mm = a cm; für die Ordinaten 1 mm - 1 mm 2 = a · d kgcm 3• 

Bei veränderlichem Querschnitt muß aus der M-Linie durch Division 
mit J erst die (M: J)-Linie entwickelt werden, deren Maßstab in der 
Form 1 mm = c' kgcm- 3 angeschrieben wird. Dann erhält die <p-Linie 
den Maßstab 1 mm = 1 mm2 = a · c' kgcm-2 und die Biegungslinie bei 
gleichem Abszissenmaßstab 1 mm = a cm den Ordinatenmaßstab 
1 mm- 1 mm2 = a2 • c' kgcm-1. 

4. Die Formänderungsarbeit der Biegung. 
Wir betrachten einen vollkommen dehnsamen Stab, setzen also 

voraus, daß der verformte Stab nach Aufhören der Kraftwirkung in 
seine ursprüngliche Lage wieder zurückgeht; er entspannt sich. Dieses 
Entspannen ist nur möglich, wenn in dem verformten Stabe ein Arbeits
vermögen aufgespeichert ist, das bei der Entlastung frei wird. Diese 
aufgespeicherte Arbeit ist gleich der Arbeit, die die Biegungs
spannungen leisten, wenn sie zwei benachbarte Querschnitte um ihre 

Nullinien gegeneinander drehen. Dabei fas-Ql ! sen wir die Spannungen als äußere Kräfte-
- drp auf, die in den Querschnitten angreifen. 

=t----==~..,.,.~----lB Denken wir uns in Abb. 124 den Quer
---//7 schnitt I festgehalten, so dreht das Kräfte 

1 Q paar der Spannungen den Querschnitt II 
>E------a---~ 

Q IV um den Winkel d<p, doch ist dabei zu be-
Abb. 151. Arbeit eines Kräfte- achten, daß das Moment des Kräftepaares 

paares. während des Biegungsvorganges von Null 
auf seinen Endwert M wächst, der Mittel

wert also gleich dem halben Endwert ist. 
Das Kräftepaar Q (Abb. 151) mit dem Moment M = Q · a bewirke 

eine Drehung um den Winkel d<p, dann legt der Angriffspunkt B den 
Weg B B' = a · d<p zurück. Die von den Kräften Q bei der Drehung 
geleistete Arbeit ist 

dA= Q (a·d<p) = M ·d<p, 
sie stellt sich dar als Produkt aus Moment und DrehwinkeL Diese 
für starre Körper und äußere Kräfte geltende Beziehung übertragen wir 
auf das Stabteilchen von der Breiteds (Abb. 124), das wir als starr auf
fassen und von den als äußere Kräfte angebrachten Spannungen a an
gegriffen denken. Berücksichtigen wir dabei, daß das biegende Moment 
von Null auf den Endwert M wächst, so ist die zur Drehung der beiden 
Querschnitte um den Winkel d<p erforderliche Arbeit 

1 M 2 ·ds 
dA= 2 M·d<p = 2-EJ, 

da d<p=~~8 ist. (Gleichung(!), S.142.) 

Zur Formänderung des ganzen Stabes von der Länge l muß demnach 
.eine Arbeit l l 

-JM2ds __ 1 J 2 
A- 2EJ -2EJ M ·ds 

0 0 
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aufgewendet werden. Wir ziehen E J vor das Integralzeichen und bringen 
damit zum Ausdruck, daß der Stab unveränderlichen Querschnitt haben 
soll. Setzen wir voraus, daß J veränderlich ist, so schreiben wir 

l 
m n 

A= 2~f~~:·ds 
0 

fBa> 
I 

und haben damit die Arbeit bestimmt, die 
zur Verformung eines Stabes mit verän
derlichem Querschnitt notwendig ist. 
Diese Gleichung wird aber nur an
genähert richtig sein, denn Querschnitts
änderungen durchbrechen die Forderung 
der Stetigkeit, und ob bei plötzlichen 
Querschnittsänderungen die Bernoulli. 
sehe Annahme vom Ebenbleiben der 
Querschnitte erfüllt ist, bleibt zum min
desten zweifelhaft. 

Zweifellos muß die in dem Stabe auf
gespeicherte Arbeit 

A -= 1 JM2 ds 
2 EJ 

von den äußeren Kräften bei der Ver
formung geleistet worden sein. Wir wollen 
diese Arbeit näher untersuchen. Abb. 152 
stellt einen Stab dar, der im Punkte m 
die Last Pm trägt; unter dem Einfluß 
dieser Kraft senke sich m um !Jrn, m· Die 
von der Kraft Pm geleistete Arbeit ist, da 
P von Null auf seinen Endwert allmäh
lich wächst, 

1 
At= 2 Pm·!Jm,m· (Abb.l52b.) 

Da die arbeitleistende Kraft eine Form
änderung hervorruft, heißt die Arbeit 

1 
A 1 = 2 Pm· om, ", Formänderungs-

arbeit. Nun wollen wir annehmen, daß 
nach erfolgter Verformung irrfolge Pm 
eine zweite Kraft Pn im Punkte n des 
Stabes hinzutritt. Dabei senkt sich der 
Punkt m weiter um den Betrag Om, ". Die 

I 
I 
I 
I I 
----+----t---

1 I 

I 

in Richtung dieses Weges wirkende Kraft Abb. 152. Gegenseitigkeit der Form-
Pm muß bei der neuen Formänderung den änderung. 

vollen Weg om, n zurücklegen, obwohl sie 
nicht die Ursache des von ihr zurückgelegten Weges ist. Die unter die
sen Umständen geleistete Arbeit heißt Verschiebungs arbeitund ist 

Winkel, Festigkeitslehre. 13 

c) 
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Wir verwenden Doppelzeiger und vereinbaren, daß zuerst der Ort der 
Formänderung (m) und dann der Ort der Ursache (n) geschrieben wird. 
bm, n bedeutet darnach die Verschiebung des Punktes m infolge der 
in n angreifenden Kraft. Die gesamte von Pm geleistete Arbeit ist, 
wenn wir das Überlagerungsgesetz als gültig ansehen, gleich der Summe 
der Einzelarbeiten, also 

I 
Am=2Pm• bm,m + Pn· bm, n' 

während P n die Arbeit 
I 

An=2Pm·bn,n 

leistet, wobei bn, n die Verschiebung des Punktes n infolge der Kraft Pn 
bedeutet. Zur Verformung des Stabes AB wird insgesamt aufgewendet 

I I 
A =Am +An= -2- Pm· bm,m +Pm· b"., n + 2 Pn· bn,n. (Abb.l52c.) 

Zu dem gleichen Betrag an Arbeit müssen wir aber kommen, wenn 
wir gleichzeitigen Angriff beider Kräfte P annehmen. Dann setzen 
sich die Verschiebungen der Punkte m und n zusammen aus 

Ym=Öm,m+öm,n und Yn=Ön,n+ön,m· 

Hierbei ist Ön m die Verschiebung des Punktes n infolge Pm- Da bei 
dieser Art de; Belastung beide Kräfte P von Null auf ihre Endwerte 
Pm und P n allmählich anwachsen, ist 

A'=! pm'Ym+-}Pn'Yn• 

, I I I I 
A = 2 P m'Öm, m + 2- P m'bm, n+ -~f Pn ·bn, n + 2P n'bn, m. (Abb.l52d.) 

Aus A = A' folgt 

I I I I 
-2 Pm·Öm, m +Pm ·Öm, n +2 Pn·Ön, n = -'jPm·Öm, m + 2Pm ·Öm, n 

I I + 2Pn ·bn, n + 2Pn·Ön, m 

oder 
I I 

Pm·Om,n= 2-Pm·Öm,n + -2 Pn·Ön,m• 

Sind beide Kräfte gleich groß, so muß sein: 

I I 
Öm, n =-2Om, n + -2- On, m · 

Das ist aber nur möglich, wenn 

Ön,m=Öm,n 

ist. Damit ist der von Maxwell aufgestellte Satz von der Gegenseitig
keit der Formänderung allgemein bewiesen, da die durchgeführte Be
trachtung auch auf alle anderen Fälle übertragen werden kann, wo die 
Gültigkeit des Überlagerungsgesetzes vorausgesetzt werden darf; nur 
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der Einfachheit halber haben wir die Untersuchung hier für zwei Kräfte 
durchgeführt. 

Der Maxwellsehe Satz ist bereits auf einem ganz anderen Wege 
abgeleitet worden. (S. 158.) 

Wir wollen jetzt annehmen, die Kraft P n werde um einen Betrag 
L1 P n vergrößert. Dann wird die hierdurch hervorgerufene Vergröße
rung von A 

I 
L1A =Pm· Örn, ln + P., ·Ön, Jn + 2- L1Pn ·Ön, Jn' 

wenn wir die infolge von L1 P n allein in den Punkten m und n hervor
gerufenen Senkungen mit Öm, .Jn und Ön,Lin bezeichnen (Abb. 152e). 

Nun können wir uns auch wieder alle Kräfte gleichzeitig auf den 
Träger gebracht denken (Abb. 152f). 

Es wird dann 
I 

A + L1A = 2 Pm(Öm, m + Öm,n + Öm, An) 
I I + ~~f Pn (Ön, n + Ön, m + Ön, Jn) + 2 L1 Pn 'Yn · 

Gemäß Abb. 152 d ist aber 
I I 

A = 2 Pm (Öm,m + Öm,n) + ipn (Ön,m + Ön,n), 

Zieht man A von A + L1 A ab, so wird 
I I I 

L1A=-2 PmÖm,Jn+2PnÖn, ln+2L1Pn·Yn· 

Setzt man die gefundenen Ausdrücke für L1 A gleich, so wird 

PmÖm, ln + PnÖn, Jn = L1Pn'Yn-L1Pn·Ön,Jn 
und daher 

l 
.JA= .Jpn.Yn-- 2-LJPn·Ön, Jn• 

_1A I 
.J p n = Yn - 2- Ön, Lln • 

Läßt man nun L1 P n kleiner und kleiner werden, so wird auch ö,.. Jn 

kleiner und kleiner, und es ergibt sich daher, wenn man zur Grenze 
übergeht 

iJA 
ap:=Yn· 

Die runden Differentialzeichen besagen, daß bei der Ableitung nur 
P n als veränderlich betrachtet werden soll. (Partielle Differentiation.) 

Wenn also an einer Stelle n eine Kraft P n angreift und 
man die Formänderungsarbeit A als Funktion von Pn kennt, 
so ist die Verschiebung Yn gleich der partiellen Ableitung 
der Formänderungsarbeit nach P,.. Dieser Satz wurde zuerst von 
Betti aufgestellt. 

Aus diesem Satz folgt sofort ein weiterer, der für die Berechnung 
von statisch unbestimmten Systemen (S. 379) verwandt werden kann. 

13* 
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Wirkt die unbekannte KraftPan einem starren Auflager, so ist die Ver 
schiebung y = 0, mithin 

iJA 
-ai>=O. 

Das bedeutet, daß die Kraft P einen solchen Wert besitzen 
muß, daß sie die Formänderungsarbeit zu einem Minimum 
macht. (Satz vom Minimum der Formänderungsarbeit.) 

Auf S. 192 hatten wir für die in einem gebogenen Stabe aufge
speicherte Arbeit den Ausdruck 

A =JM2ds 
2EJ 

gefunden, wobei das Biegungsmoment M von den Kräften P 1, P 2, 

P 3 • • • P n hervorgerufen wird. Von diesen beliebigen Kräften P soll 
P n an dem Orte n der gesuchten Formänderung Yn angreifen. 

Um dies hervorzuheben, schreiben wir 

l 
2 EJ. M2 = f (P, Pn) 

und wollen damit zum Ausdruck bringen, daß die Kräfte P und eine 
Kraft P n an dem Stabe angreifen. Dann ist 

A = f f(P, Pn) · ds. 

Aus der Lehre der Differentiation unbestimmter Integrale ist be
kannt, daß 

~=J?l_(P,Pn). ds 
oPn 8 Pn 

ist. Die runden Differentialzeichen besagen wieder, daß die Größen 
P bei der Differentiation als Unveränderliche anzusehen sind. Führen 
wir die Differentiation durch, so erhalten wir mit 

a c~~) M iJM 
EiP-;: = EJ. fFP~' 

aA_=J_!Yf_·. _aM. ds 
8Pn EJ 8Pn . 

Nach dem Satze von Betti ist aber die linke Seite der Gleichung 
gleich der gesuchten Formänderung Ym so daß wir die durch ein Bie
gungsmoment hervorgerufene Verschiebung eines Punktes n auch in 
der Form 

Y =J M . aM . ds 
n EJ iJPn 

anschreiben können, wobei P n im Punkte der gesuchten Formänderung 
angreift. 

Wirkt in dem Punkte n, dessen Verschiebung bestimmt werden soll, 
keine Einzelkraft, so ist sie zunächst als gedachte Kraft Pn dort 
einzuführen und nach erfolgter Differentiation P n gleich Null zu setzen. 
Die Integralgleichung für Yn ist unter dem Namen Satz des Casti-
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gliano bekannt und findet bei der Ermittlung von Formänderungen, 
namentlich bei der Berechnung statisch unbestimmter Systeme, 
Anwendung (siehe S. 3Hl). 

Wirkt in dem zu untersuchenden Querschnitt außer dem Biegungs
moment eine im Schwerpunkt des Querschnittes angreifende Einzel
kraft N, deren Wirkungslinie mit der Stabachse zusammenfällt bzw. 
auf der Ebene des Querschnittes senkrecht steht, so ist die in dem 
verformten Stabe aufgespeicherte Arbeit, bezogen auf das Längen
element ds 

N 
dA= 2 /JN, 

wenn man mit LIN die infolge der Kraft N auftretende Verlängerung 
von ds bezeichnet. Für den Fall, daß das Hookesche Gesetz Gültig
keit hat, ist aber 

JN = -~·ds=~;ds, 
wenn man mit F den Querschnitt des Stabes bezeichnet. 

Folglich wird 
N2 

dA= 2 EFds 

und die gesamte Arbeit, welche in dem betrachteten Stabteil auf
gespeichert ist, 

N2 
A = riEFds. 

Die Längskraft N sei nun durch die belastenden Kräfte P 1, P2, P 3 usw. 
hervorgerufen. Von diesen Kräften soll wieder P n am Orte der gesuchten 
Formänderung wirken. Setzen wir, um dies anzudeuten, 

N2 2-EF= f (P, Pn)' 
so wird 

und daher 

Nun ist aber 

folglich wird 

J-j,~=JE;. *:n. ds. 

Nach dem Satze von Betti ist die linke Seite der Gleichung gleich 
der gesuchten Formänderung Yn' so daß die durch eine Längskraft N 
hervorgerufene Verschiebung in der Form 

y =J-N-~~- ds n EF aPn 
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angeschrieben werden kann, wobei P n im Punkte der gesuchten Form
änderung angreift. 

In dem zu untersuchenden Querschnitt wirke noch eine Querkraft Q. 
Bezeichnet man mit LIQ die auf das Längenelement d8 bezogene Ver
schiebung der Endquerschnitte, so ist die Formänderungsarbeit 

Q 
dA= 2 .LJQ. 

Nun ist aber die Schiebung 
• Q LlQ 

y = kG = G klf' = d8 ' 

wobei k die Ungleichmäßigkeit der Verteilung der Behubspannungen 
über den Querschnitt zum Ausdruck bringen soll. 

Daher wird 

und 
Q2 

dA= 2GkFd8, 

mithin die in dem betrachteten Stabteil aufgespeicherte Arbeit 

I Q2 
A = 2GkFd8 . 

Sondern wir auch hier die am Orte der gesuchten Formänderung 
wirkende Kraft P n ab und schreiben 

Q2 
2GkF= f(P, Pn)' 

so liefert die Differentiation nach P n 

ßA =Jßf(P,Pn).d =f_!L,!!l_,d 
ßPn ßPn 8 GkF ßPn 8 . 

Allgemeine Arbeitsgleichung. Die Formänderung des Punktes n 
eines Trägers infolge der wirklichen Belastung, durch die die Längs
kraft N, die Querkraft Q und das Biegungsmoment M hervorgerufen 
werden, ist 

y =I N_. aN d8 +J__SL-. ~q_·d8 +I!!_·-~~. d8 
n EF ßP 11 G·kF 8Pn EJ 8Pn ' 

wenn am Orte der gesuchten Formänderung die Kraft P n angreift. 
Drehungzweier Querschnitte gegeneinander. Wird durch ein Kräfte

paar, dessen Moment gleich Mist, eine Drehung um den kleinen Winkel f{! 
bewirkt, so ist die hierzu nötige Arbeit 

A=Mff!, 
wie auf Seite 192 abgeleitet. 

Es mögen die Kräftepaare mit den Momenten M 1, M 2, M 3 , ••• 

an dem zu untersuchenden Stabe angreifen und die kleinen Drehungen 
fP1, ff!z, fP3 , ••• hervorrufen; außerdem wirke in dem betrachteten Punkte m 
das Drehmoment Mm, welches die kleine Drehung ff!m bewirkt. 

Dann ist die gesamte Formänderungsarbeit 

A =MI IJ!1 + M21J!2 + M3rpa + · · · + Mmff!m, 
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und hieraus ergibt sich durch teilweise Integration nach M m 

JA 
oMm = Cfm· 

199 

Die in einem gebogenen Stabe aufgespeicherte Arbeit ist nach S. 193 

A = J 2~~ds. 
Um anzudeuten, daß das Moment Mm am Orte der gesuchten Form
änderung wirkt, setzen wir 

M2 . 
2EJ=f(M,Mm) 

und erhalten so 
A = f f(M, Mm)ds. 

Integrieren wir teilweise nach M m• so wird 

~ .. =JofiM,Mm)d 
oMm oMm s. 

Nun ist aber 

a (2~~) ki aM 

folglich 
JA IM DM 

oMm = EJ. oMm ds. 

Die Gleichsetzung beider Werte der Abgeleiteten der Formänderungs
arbeit ergibt 

Cfm= I ~·::L·ds. 
Wirkt an dem Punkte, dessen Drehung gesucht ist, kein Moment, so 
ist M m zunächst als gedachtes Moment einzuführen und nach erfolgter 
Differentiation wieder gleich Null zu setzen. 

Tritt zu den gegebenen Momenten eine Längskraft N, die im Schwer
punkt des Querschnittes angreifend gedacht ist, so erhalten wir den 
Winkel fPm, um den sich die im Punkte m an die Stabachse gelegte Tan
gente bei der Formänderung des Stabes dreht, zu 

fPm= J~. aa:L·ds+ J -lF ·a~::. ds, 
da das zweite Integral die Ableitung der durch N allein hervorgerufenen 
Formänderungsarbeit nach M m darstellt. 

Ist am Orte der gesuchten Formänderung die Änderung des Win
kels fPm gleich Null, so wird 

JA 
DM =O. 

m 

Es macht also auch ein Einspannmoment die Formänderungsarbeit 
zu einem Minimum, ein Satz, der zur Berechnung statisch unbestimmter 
Systeme benutzt wird. 

Angenähert kann in allen Formeln für ds wieder dx gesetzt werden 
(vgl. Seite 144 ). 
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Anwendungen. 

1. Der Freiträger mit Einzellast (Abb. 153). Die Senkung des Last
angriffspunktes ist 

l 

I= EIJJ M.,. aa~"'·dx. 
0 

Die am Orte der gesuchten Formänderung (Endpunkt des Trägers) 
angreifende Kraft P n ist hier gleich P, das Moment im Punkte x ist 

M.,=P·x, 
demnach 

Damit wird 
l l 

I J Pxal Pla 
I= EJ Px·x·dx= 3EJ = 3EJ" 

0 0 

I 
I ~X~ 

-z~ 
~X--~ I!E---E l f 

~X --;,.I 

I : ~----Z---~ 

Abb. 153. Freiträger mit Einzellast. Abb. 154. Freiträger mit Einzellasten. 

2. Der Freiträger mit mehreren Einzellasten (Abb. 154). Bei An
wendung der Castiglianoschen Gleichung darf sich die Integration 
jeweils nur so weit erstrecken, wie Stetigkeit vorliegt. Demzufolge ist 
der Träger schrittweise zu berechnen; wir zerlegen ihn in zwei Teile 
und erhalten 

1. Teil von x = 0 bis x = l1 

2. Teil von x = l1 bis x = l 

M.,=P1x+P2 (x-l1); :~:=x. 

Es ist die teilweise Ableitung nach P 1 zu bilden, weil P 1 die am Orte 
der gesuchten Formänderung angreifende Kraft ist. Es wird 
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l l 

/ 2 = ElJI Mx· ~·~·dx = ElJ I (P1 x + P~x -P2 l1)·x·dx 
~ ~ 

= ~J lp~~ + !'~ x3 
_ P 2 • i .__:: J:

1 

= -~- f PtP _ P 1 7,_r + P 2 l 3 _ P2 l~ _P'!l1 l 2 + P2 l~J 
EJc 3 3 3 3 2 2 · 

Die gesamte Verschiebung des Endpunktes ergibt sich als Summe der 
Einzelverschiebungen zu 

I P 1 l3 P 2 l3 P2 l~ P 2 l1 l2 

= l1 + f2 = 3EJ + 3EJ + 6EJ- TE J . 

Sind beliebig viele Lasten auf dem Träger, so ergibt sich als senkrechte 
Verschiebung des Endpunktes 

lt l2 la 

I =I-M1 ·x ·dx + f-Mn ·x ·dx +I MI!! x·dx + · · · EJ , EJ EJ ' 
0 11 z, 

denn für jeden Abschnitt ist 

M ., =P1 ·x+MrP?, P • .. . ), also ~~:=x + O=x. 
Für die Ausrechnung empfiehlt es sich, die für f 
gefundene Gleichung bequemer zu schreiben; es ist 

I = Plza [1 + _~2+~-· (zt_) 3 - 3_ .~. Z1.] 
3EJ P 1 2 P 1 l 2 P 1 l . 

p,lrg/ m 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist eine un-~L 1 

benannte Zahl, die sich mit dem Rechenschieber --------;-: 
schnell berechnen läßt. 

' D Abb. 155. Freiträger 
3. er Freiträger mit gleichmäßig verteilter Last mit gleichmäßig ver · 

(Abb. 155). Diesmal greift in dem Punkte n, dessen tellter Last. 

Verschiebung bestimmt werden soll, keine Einzel-
last an; sie ist also zunächst als gedachte Kraft P in n einzuführen, 
dann erhalten wir 

M = P · x + p_ • x2 also 0
0_Mpz = x . 

X 2 ' 

Jetzt, nach ausgeführter Differentiation, setzen 
wir P =O und schreiben 

l 

15 =·_!__IJZ_x2 · x· d x = pl4 

EJ 2 SE J' 
0 

4. Die abgesetzte Welle (Abb. 156). In
folge der Unstetigkeit, die durch die Quer
schnittsänderungen bedingt ist, zerlegen wir 
den Stab in vier Teile. Die Welle ist als 

Abb. 156. Abgesetzte Welle. 

zweifach gelagerter Träger gedacht, den wir in der Mitte C festge. 
halten und durch den Auflagerdruck A angegriffen denken. Gesucht 
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ist die senkrechte Verschiebung des Punktes A infolge der Kraft A. 
Der Satz des Costigliano besagt 

l 

bA = _!_JM ~ · aM~ · dx E J. aA .. 
0 

Da für jeden Punkt des Stabes M"' = A . X ist, wird aa~~ = X' so 

daß wir erhalten 
ll /2 z, z • 

.s. 1 s Mr sMrr s MIII sMrv 
UA =- --· x·dx+ - x·dx + -- x·dx + - x·dx. 

E E·J1 EJ2 EJ3 EJ4 

0 ll /2 z, 

Wir berechnen die Integrale einzeln und schreiben 

ll 

l j' A·l'1 

M1 =A·x; also b1= EJ1 A·x2 ·dx= 3EJ~, 
0 

12 

Mn =A·x; .s. - I JA· 2.d _A(lg-zn 
un-EJ2 X X- 3EJ2' 

z, 
z, 

Mm=A·x; 1 I A (lg-Zg) 
bni=-- A·x2 • dx=---· 

EJ3 3EJ3 ' 

/2 

z • 

M1v=A·x; .s. __ l_J . 2 • _ A (lr-l~) 
uiv- E J• A x dx- 3EJ• • 

z, 
Als Gesamtverschiebung des Punktes A ergibt sich 

15 = ~ ( Zr + zg_z~ + zg-zg + z:-zg) 
3 E J1 J2 Ja J• ' 

oder, wenn man das größte Trägheitsmoment J 4 und die Gesamtlänge Z4 

vor die Klammer zieht, 

15 = A·lr (J•. z! + J4 .z~-;z~ + J 4 _zg-;z~ + z~-;zg). 
3EJ4 J 1 l4 J 2 l4 J 3 l4 l4 

Die Ausdrücke in der Klammer sind unbenannte Zahlen und lassen 
sich mit dem Rechenschieber bequem berechnen, wenn man die dritten 
Potenzen der Zahlentafel entnimmt. Jedenfalls dürfte die Rechnung 
schneller zum Ziele führen als das zeichnerische Verfahren nach Mohr 
(8.176). In gleicherWeise berechnen wirbBinfolge desAuflagedruckesB 
und finden aus bA und bB die Senkung des Lastangriffspunktes P 
nach S. 146. 

5. Die gekröpfte Welle (Abb. 157). Gegeben sei die zweifach ge
lagerte, mit einer Kröpfung versehene Welle nach Abb.157. Die Träg
heitsmomente der Querschnitte des linken Teiles seien J 1, J~, J 3 ; die 
Kurbelkraft P wirke in der Mitte der Kröpfung. Wir denken uns die 
Welle in der Mitte des Kurbelzapfens eingespannt und berechnen die 
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senkrechte Verschiebung der Auflagerpunkte. Hier handelt es sich 
nicht mehr um einen Träger mit gerader Achse, doch gestattet die An
wendung des Castiglianoschen Satzes die Ermittlung der Form
änderung, wenn wir die Welle abschnittweise untersuchen und die Ge
samtverschiebung des Punktes A als 
Summe der Einzelverschiebungen be
stimmen. Da die Stetigkeit in den 
steifen Ecken unterbrochen ist , zer
legen wir die linke Seite der Welle in 
drei Teile; dann ist 

!5A = !5r + bn + Onr A ...---,,. 
~ G 

=I Mr . c_Mr. d . -+-I ltln. cM_ II. d 
EJr cA 1 · EJ2 cA x 

0 0 
l, 

+IM!II. i! Mr!!. .ax 
EJ3 oA . 

0 

Mit 
r1V11 

M 1 = A·x und r' A - =-~ x , 

und c 111u -l ~il1 rr = A ·l~ r A - 1 , 

? M w 
Mm = A (l1 + x) und -:::--A = l1 + x 

(I 

geht unsere Gleichung für OA über in Abb. 157. Gekröpfte Welle. 

l, 12 l 3 

J; I ltlr , I lrln I llim ) 
uA= EJ1 ·x·dx ---:- E J2 ·l1 ·dx + JFJ;(l1 +x ·dx . 

0 u 0 

Hierin ist die Summe des ersten und letzten Integrals die senkrechte 
Verschiebung des Punktes A, die e r infolge A erfahren würde, wenn 
die Welle ohne Kurbelarm glatt durchginge. Das zweite Integral gibt 
den Einfluß der Wange wieder . In ähnlicher Weise wie bei der 

l, 

Lösung der Grundgleichung IIII) (8.146) fassen wir I :;: ·l1 • dx als 
0 

das statische Moment einer ~ -Fläche auf , hierin ist Mn = A ·l1 

unveränderlich. Der Flächenstreifen ~n · d x hat bei der Breite d x 
2 

die Höhe (Mn : J 2 ), die ebenfalls unveränderlich ist, wenn die Wange 

gleichbleibenden Querschnitt hat. ~~~ d x ·l1 kann als statisches Moment 

des Flächenstreifens, bezogen auf den Punkt A , aufgefaßt werden, 
/., 

I ~:r d x · l1 ist demnach das statische Moment einer (M : J)- Fläche 
0 

längs der Wangenachse, deren sämtliche Teile den unveränderlichen 
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Schwerpunktsabstand Z1 von A haben. Wir denken uns diese (M: J)
Fläche so gezeichnet, daß die Wangenachse Symmetrieachse der (M:J)
Fläche ist, die für den Fall J 2 = Konstans ein Rechteck mit der Grund
linie Z2 und der Höhe (Mn: J 2) ist. Damit haben wir die Möglichkeit 
gewonnen, den Einfluß der Kröpfung dem zeichnerischen Ver
fahren nach Mohr einzugliedern, indem wir der (M: J)-Fläche des 
geraden Stabes in den Endpunkten der Kröpfung die (M: J)-Fläche 
längs der Wangenachse als Einzelkraft bei der Bildung des Kräftezuges 
hinzufügen. 

Das erste Integral der Gleichung für !5A ist die senkrechte Ver
schiebung des Punktes A unter dem Einfluß der Kraft A, wenn wir 
den Stab von der Länge Z1 im Kurbelarm eingespannt denken. Hat 
dieser Teil der Welle veränderlichen Querschnitt, so ist !51 nach Bei
spiel 4 (S. 201) zu berechnen. 

Die Steifigkeit der Ecken wird in der Weise berücksichtigt, daß 
man das Trägheitsmoment des Querschnittes für den steifen Teil des 
Trägers unendlich groß annimmt; dann wird der Bruch (M : J) gleich 
Null, und die (M: J)-Fläche verringert sich bei Anwendung des zeich
nerischen Verfahrens nach Mohr um diese Beträge, so daß nur die 
gestrichelte Fläche (Abb. 157) als Belastungsfläche in Frage kommt, 
während der Einfluß der Kurbelarme durch Rechtecke mit der Grund
linie (Z2 - 2 a') und der Höhe (M: J 2) eingesetzt wird, deren Inhalte 
als Einzelkräfte in den Kröpfungspunkten angebracht werden. Wie weit 
die Ecken als steif anzusehen sind, hat E. Meyer1) durch Versuche 

ermittelt und gefunden, daß sich mit a =~-und a' = ~ (Abb. 157) 

befriedigende Übereinstimmung zwischen Versuch und Rechnung er
gibt (b =Arm breite). 

Rechnerische Lösung der Gleichung für !5A. 
Teil I: 

Teil III: 

oMI 
BA=x; 

~ IMIII oMm ( oMm 
um = E J 3 • ----aA · d x; M m = A l1 + x) ; -OA = Z1 + X; 

la 
1 s ( ) A·l~·l3 A·l1 ·l~ A·l~ 

<5m=EJa A ll+x2·dx= Ei;+ EJa +3EJa' 
--------- 0 

1) Meyer, E.: Z. V. d. I. 1909, S. 295. 
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Demnach 

OA= A-l{ +~·li·!2 +A·li_-~3 +~~1 ·l~+ A·l{ 
3EJ1 EJ2 EJ3 EJ3 3EJ3 ' 

Dafür schreibt man für die Ausrechnung mit dem Rechenschieber 
bequemer 

-' -~(Ja.[3+'3l2l + 3ZZ2+Z3l--LA·ZU2 UA-3EJ3J1 1'. 13 • 13 3). EJ2 

und fügt Zr - Zr hinzu, dann ergibt sich 
. A .]:l [3 3 I '·3 [2[ l [2 ZS) j' Alil2 OA= 3 E.J3 _J1 ·1-11T(t1+3r3+313+3 +EJ2 

= ~. z3 .!3-Jr __!__ rz + z )3j .. + A Zi~~ 
3 E J3 1 Jl I \ 1 3 E J2 ' 

OA = A·(lr ~Hal~ [ l + (_Zr_) 2 • .fa-Jrj" + Ali!_2 • 
3bJ3 L •l1 +l3 J 1 EJ2 

Bei der rechnerischen Behandlung der Ecksteifigkeit erstrecken sich 
die Integrale über die um a bzw. a' verminderten Stabachsen, also 

l, 

!l =-l-JA(l + )2 ·d. =A·Zi(l3-a)_LA·ldl~-:-a2 )+A(l3-aa) um E J 1 x x E J 1 E J , 3 EJ . 3 3 3 3 
(( 

6. Im Anschluß an Beispiel 3 soll 
der Neigungswinkel ß der im Träger
endpunkte an die Biegungslinie gelegten 
Tangente bestimmt werden (Abb. 158). 

Da die Normalkraft N gleich Null ist, 
lautet die Castiglianosche Gleichung 

l 

ß=J M. clJ!·dx 
E J I M 1 • 

() 

llllll!llllllllllllliillllllllllllllllf) 
I I 
I ~1'1, 

Abb. 158. Neigung im Träger
endpunkt. 

Das Biegungsmoment im Punkte x des Trägers ist 
px2 a lf1 M=-P:r--,2 -M1 , ahm iJlfl~=-1, 

demnach 
l 

I l ( px2 ) ß= }jfj .- Px- 2-M1 ·(-l)·dx 
0 

l 

1 J ( px2 ) =··- .PT+~- LM ·dx E.f ' ' 2 ' 1 
0 
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l l l 

= E1J { P f X dx + f f x2 d X+ M 1 f d x}, 
0 0 0 

ß= ;J(~l2 + p:a +M1·l). 
7. Die Kraft P sei senkrecht nach oben gerichtet, dann ist 

M = P x - px2- M · also 0 lt!__ = -1 
2 1 ' iJM1 ' 

demnach 
l 

f 1 ( px2 \ 
ß= EJ ,Px-2 -M1)-(-1)·dx 

0 
l l l 

=E1J{-PJxdx+ ~Jx2 dx+M1Jdx}, 
0 0 0 

8. Der Träger sei nur durch die Einzelkraft P und die gleichmäßig 
verteilte Last p · l belastet. In diesem Falle greift an dem Orte der ge
suchten Formänderung kein Moment an, es ist also zunächst einzuführen 
und M in der Form 

px2 
M=-Px- 2 -M1 

anzuschreiben. Die teilweise Differentiation nach M 1 liefert 
aM 
BM1 =- 1 · 

Jetzt ist M 1 = 0 zu setzen, dann wird 
l l 

f M aM J 1 ( px2' ß= EJ.oM1 ·dx= EJ -Px--2-j-(-1)·dx 
0 0 

l l 

= EIJ { p J xdx+ f J x2dx}' 
0 0 

5. Die allgemeinen Beziehungen zwischen Spannungen und 
Formändernngen. 

Bevor wir zu der Lehre der Drehungsfestigkeit übergehen, wird es 
notwendig sein, die allgemeinen Beziehungen zwischen Spannungen 
und Formänderungen zu untersuchen, weil die Voraussetzung, daß 
die Querschnitte trotz erlittener Formänderung eben bleiben, bei den 
auf Verdrehen beanspruchten Körpern im allgemeinen nicht mehr 
zutrifft. 
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Das bei unseren bisherigen Untersuchungen geübte Verfahren, aus 
dem Körper ein unendlich kleines Körperteilchen herauszuschneiden 
und an den Schnittflächen die Spannungen als äußere Kräfte anzu
bringen, soll wieder Anwendung finden. Abb. 159 zeigt dieses Parallel
epiped in körperlicher Darstellung. Es liegt nahe, der rechnerischen 
Behandlung der Aufgabe ein räumliches rechtwinkliges Achsenkreuz 
zugrunde zu legen, dessen Anfangspunkt mit einer Ecke des unendlich 
kleinen Quaders zusammenfällt, und dessen Achsenrichtungen den 
Seiten des Quaders entsprechen. Als unendlich klein müssen wir das 
Körperteilchen auffassen, damit wir es als starr ansehen dürfen und 
somit in die Lage kommen, die Sätze der Mechanik über das Gleich
gewicht starrer Körper anwenden zu können. Gleichzeitig ist damit 
eine Vernachlässigung des Eigengewichtes vorbunden, da die irrfolge 
des Eigengewichtes des unendlich 
kleinen Quaders auftretenden Span
nungen bedeutungslos sind. Aller
dings dürfen Massenkräfte, wie 
beispielsweise die Fliehkraft des Kör
perteilchens, nicht vernachlässigt wer· 
den, doch wollen wir zunächst von 
diesem Fall absehen und uns darauf 
beschränken, den durch äußere Lasten 
hervorgerufenen Spannungszustand 
zu untersuchen. 

In jeder der sechs Begrenzungs
flächen des Quaders treten beliebig Y 
gerichtete Spannungen p auf, die in 
Abb ~ f d h B Abb. 159. Quader. Spannungen in den wage• 

. ln9 nur ür ie wagerec ten e- rechten Begrenzungsflächen. 

grenzungsflächen x y gezeichnet sind, 
um das Bild nicht zu überladen. Der Zeiger z bei Pz zeigt an, daß 
die Spannung Pz in der Fläche dx · dy angreift. In gleicher Weise sind 
Px und py in den beiden anderen Ebenen zu denken, die durch den 
Anfangspunkt 0 gehen. Irrfolge der unendlich kleinen Ausdehnung der 
Begrenzungsflächen dürfen wir die Spannungen als gleichmäßig verteilt 
ansehen und ihre Mittelkraft im Mittelpunkt der Fläche angreifend an
nehmen. Die Spannung Pz zerlegen wir in die Seitenspannung a z senk
recht zur xy-Ebene und in die Seitenspannung T., die in die xy-Ebene 
fällt. Es ist also az Normalspannung und Tz Schubspannung. Diese Zer
legung genügt aber noch nicht, da Tz beliebige Richtung haben kann. 
Zur rechnerischen Behandlung der Aufgabe wird es nötig, Tz weiter 
nach den Richtungen x und y zu zerlegen, wodurch wir die Seiten
spannungen Tz x und Tzv erhalten. Durch diese Überlegung wird die 
Notwendigkeit der Doppelzeichen erwiesen, von denen der zweite die 
Richtung angibt, nach der Tz zerlegt ist. 

Damit hätten wir die Spannungsverhältnisse in der unteren wage
rechten Begrenzungsfläche klargelegt und erinnern dar an, daß Span
n ungen eingetragen sind, d. h. Kräfte, die auf l cm 2 der Begrenzungs
flächen entfallen. Da die untere Begrenzungsfläche d x · d y [ cm 2] mißt,. 



208 Formänderung durch Biegung. 

nimmt sie in Richtung z mit az · d x · d y [kg], 

" Y " Tzy·dx·dy[kg], 
" X" Tzx·dx·dy[kg] 

an der Kraftübertragung teil, und diese Kräfte fassen wir als äußere 
Kräfte auf, die wir anbringen müssen, um trotz des Herausschneidens 
wieder Gleichgewicht zu haben. 

Wir betrachten jetzt die obere wagerechte Begrenzungsfläche, 
die von der unteren den Abstand dz hat. Auch in dieser Fläche grenzen 
zwei Körperteile aneinander; die Spannungen werden durch die Tren
nungsfläche übertragen. Da aber die Spannung im Abstande dz von 

A~-- d.x ---+---3or' 

der x y- Ebene nicht 
der Spannung in der 
x y- Ebene selbst ent
sprechen wird, müs
sen wir hier die be
liebig gerichtete Span
nung Pz + dp2 anneh-

&:.::!:!1-~~dtJ.x . men. Sie ist um das 
Differential d Pz größer, 
weil es sich um zwei 

-J..-.....,J..--.x unendlich benachbarte 
Schnitte handelt. Ha
ben wir ferner Pz nach 
außen gerichtet ange
nommen, so muß auch 
Pz + dpz nach außen 

Abb. 160. Quader mit 18 Spannungskomponenten gerichtet sein. Die 
Zerlegung in die Nor

malspannung Gz + daz und die Schubspannung Tz+ dTz erfolgt in 
gleicher Weise wie bei der unteren Begrenzungsfläche. Ebenso zer
legen wir Tz + d-rz weiter in die Seitenspannungen Tzy + dTzy und 
Tzx + dTzx · 

Was wir für die beiden wagerechten Flächen durchgeführt haben, 
wiederholen wir für die vier senkrechten Begrenzungsflächen unseres 
Quaders und erhalten Abb. 160, wenn wir je Fläche die drei Seiten
spannungen eintragen. Insgesamt erhalten wir 18 Spannungskompo
nenten, deren Gleichgewicht zu untersuchen ist. 

Die Änderung daz, die die Seitenspannung az bei einem Schritt dz 
in Richtung der z-Achse erfährt, ist gleich 

dz· 8~-oz ' 
durch die partielle Ableitung wird zum Ausdruck gebracht, daß das 
Anwachsen der Spannung Gz nur in Richtung der z-Achse berücksich
tigt wird (Seite 195). In gleicher Weise wachsen 

dz , ih:zy_ d d OTzx Tzy um iJz un Tzx um Z • az. 
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Auch hier haben wir wieder die Spannungen eingetragen, d. h. 
Kräfte, die auf 1 cm 2 der Schnittfläche entfallen. Da die Schnittfläche 
selber d x · d y [ cm 2] mißt, nimmt sie 

m Richtung z mit (az + 00az. · dz)·dx·dy[kg], 

" 
y 

" 
(Tz y + 0; ~-• · d Z) • d X· d y [kg], 

" 
X 

" 
an der Kraftübertragung teil. 

In gleicher Weise erhalten wir als Kräfte, mit denen die durch 0 
gehende Begrenzungsfläche d y · d z an der Kraftübertragung teilnimmt: 

ax·dy·dz; ixv·dy·dz und 'rxz·dy·dz. 

An der ihr parallelen Begrenzungsfläche im Abstande dx grei-
fen an 

( () (j ) a +-x·dx ·dy·dz· 
\ X ('X ' 

( T + OTx•.dx)·dy·dz xz iJx 
und 

(-r +?T_···dx)·dy·dz. \ xz ax 

Die durch 0 gehende Begrenzungsfläche d x · d z überträgt die Kräfte 

Gy • d X • d Z ; T y x • d X • d Z und T y z • d X • d Z • 

Die zu ihr parallele Begrenzungsfläche dx · dz im Abstande dy von 
der x z- Ebene überträgt die Kräfte 

( (' (j ) · .. a +-c-"·dyt ·dx·dz· 
' Y cy ' 

( T + ~~-dy)·dx·dz YX (Jy 
und 

Da sich diese 18 Kräfte im Gleichgewicht befinden sollen, müssen 
die 6 Gleichbedingungen erfüllt sein. Diese fordern: Summe sämtlicher 
Kräfte in jeder der drei Achsenrichtungen gleich Null, und Summe der 
Momente sämtlicher Kräfte, bezogen auf drei zueinander senkrechte 
Achsen als Bezugsachsen, gleich Null. 

In Abb. 161 ist das Quader mit den Kräften gezeichnet, die in 
Richtung der z-Achse angreifen; da ihre Summe gleich Null sein soll, 
erhalten wir die Bedingung 

[ ( az+ ~,;'·dz )· d X· dy-az· dx· dy l + [ ( ixz+ ~~··dx )·dy· dz-T.,z·dy·dz l 
+ [ ( iyz+ ~;~_z_·dy) ·dx· dz-Tyz"dx· dz] = 0. 

Nach Auflösung der runden Klammern heben sich 

(J z • d X • d y ; T x z • d y • d Z und T 'II z • d X • d Z 

Winkel. Festigkeitslehre. 14 
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heraus. Die übrig bleibenden Glieder ergeben 

aa. d d d O't'u d d d OTvz d d Tz" z· x· y+ ox · x· y· z+ay- · y· x·dz = 0 

oder durch Division mit dx · dy · dz 

oa.+oTu+OTvz=O. 
oz iJx iJy 

In gleicher Weise behandeln wir sämtliche Kräfte in Richtung der 
x-Achse und der y-Achse und erhalten folgende 3 Gleichungen 

Abb. 161. Kräfte in Richtung der z-Achse. 

iJG,.+oT11 '!+i3Tu=O 1 
iJx iJy iJz 

i30~ + o;:~~ + o;;~~ =O I (A) 

iJa.+iJT,._!+iJT111 =0 
i)z i)x oy 

Zu den untersuchten 18 
Flächenkräften können noch 
Massenkräfte treten, zu 
denen beispielsweise die Flieh
kraft gehört. Denken wir das 
Körperteilchen der Abb. 160 
um eine beliebige Achse um

laufend, so wird die Fliehkraft senkrecht zu dieser Drehachse ge
richtet sein, -die mit keiner der drei Achsen des räumlichen Achsen
kranzes zusammenfallen soll. Wir zerlegen die auf die Raumeinheit 
bezogene Fliehkraft und ebenso natürlich jede andere auf die Raum
einheit bezogene Massenkraft nach den drei Achsen x, y und z und 
nennen die Seitenkräfte nach diesen Richtungen X, Y und Z. 

Zu den in Abb. 160 gezeichneten Spannungen würden hinzutreten 
in Richtung der x-Achse die Spannung X, 

" " " y- " ,, " Y, 
" " " z- " " " Z. 

Die an den entsprechenden Flächen des Körperteilchens angreifenden 
Kräfte sind demnach 

in Richtung der x-Achse die Kraft X· dx · dy · dz, 
" " " y- " " " Y • d X • d y · d Z, 

" " "z-" " "Z·dx·dy·dz. 
Zu unseren 6 Kräften je Achse tritt je eine dieser zusätzlichen Kräfte, 
die wir den Gleichgewichtsbedingungen einfügen. Dabei erhalten die 
Grundgleichungen folgende Form: 

i3G10 +0T11'!'+i3T..,+X=O 1 
ox iJy oz 

aa:~~+?;:~~+~J;v+ Y=OJ (B) 

au. + OT.,. + OTvz + z =0 
i)~ iJx oy 
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Damit eine Drehung des Körperteilchens (Abb. 160) verhindert 
wird, muß die Summe der Drehmomente aller Kräfte in bezugauf jede 
der drei Achsen, welche man parallel den Richtungen des Achsen
kreuzes durch den Schwerpunkt des Quaders legen kann, gleich Null 
sein. Legen wir die Schwerachse parallel der z-Richtung, so sehen wir 
in dem Schnitt ab c d als drehende Kräftepaare 'ixv und 'ixv + drxv 

mit den Hebelarmen '!._2~, 'iyx und 'ivx + dryx mit den Hebelarmen d2y, 

von denen ixv rechts drehend, rvx links drehend ist. Die den genannten 
Schubspannungen entsprechenden Flächenkräfte sind 

'ixv · dy · dz und (ixy + drxv) · dy · dz, 
iux · dx · dz und (rv., + drvx) · dx · dz. 

Da weiter keine Kräfte vorhanden sind, die das Körperteilchen um 
die Parallele zur z-Achse zu drehen versuchen, erhalten wir als Bedin
gungsgleichung für den Schnittpunkt der Diagonalen a c und b d 
als Drehpunkt: 

dx 
r.,y • dy · dz · dx + dr xy · dy · dz · 2- iyx · dx · dz · dy 

und daraus 

dy 
-dry",·dx·dz•i;=O 

wenn wir die unendlich kleinen Größen vierter Ordnung gegenüber den
jenigen dritter Ordnung vernachlässigen und durch d x · d y · dz divi
dieren. 

Diese beiden Schubspannungen treten in zwei aufeinander senk
rechten Ebenen (y z- Ebenen und x z- Ebene) auf und heißen deshalb zu
geordnet. Unsere Bedingungsgleichung liefert als Ergebnis den Satz, 
daß die einander zugeordneten Sch ubspannungen gleich sind. 
Wir waren diesem Satze bereits in einfacherenFällen begegnet (vgl. S. 14). 

In gleicher Weise läßt sich der Nachweis für die übrigen Achsen 
führen, so daß wir unsern Satz in der Form anschreiben 

Die Grundgleichungen (A) bzw. (B) auf Seite 210 enthalten 9 Unbe
kannte, die mit Berücksichtigung vorstehender Gleichungen auf 6 zurück
geführt werden. Damit ist aber die gestellte Aufgabe noch nicht gelöst, 
da wir .aus 3 Gleichungen nicht 6 Unbekannte eindeutig errechnen 
können. Wenn trotzdem in den vorhergehenden Untersuchungen der 
Spannungszustand eines Körpers bestimmt werden konnte, so war das 
nur unter Zuhilfenahme von Annahmen möglich. Allerdings mußte 
dabei gefordert werden, daß die Annahmen der Erfahrung nicht wider
sprechen. Eine allgemeine Untersuchung darf sich natürlich nicht auf 
Annahmen stützen; ihre Aufgabe ist es, unabhängig davon den Span
nungs- und Formänderungszustand eindeutig zu beschreiben. Als Hilfs
mittel bietet sich das Geradliniengesetz von Hooke dar, das den Zu
sammenhang zwischen Spannungen und Dehnungeil angibt. Wenn 
wir dieses Gesetz bei den weiteren Untersuchungen benützen, so soll 

14* 
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ausdrücklich gesagt werden, daß die Ergebnisse der Untersuchung nur 
da zutreffen, wo das Hookesche Gesetz gilt. Sind die Formänderungen 
bekannt, die ein Körperteilchen erfährt, so läßt sich daraus auf die 
Spannungen schließen. 

Als Grundlage unserer Untersuchungen wählen wir wieder ein 
räumliches Achsenkreuz und legen den Punkt, dessen Verschiebung 
bestimmt werden soll, durch die Koordinaten x, y und z fest; die 
Verschiebungen selbst seien den Achsrichtungen entsprechend~' 'YJ, C. 
Die übliche Voraussetzung, daß die Verschiebungen im Verhältnis zu 
den Abmessungen des Körpers und damit auch zu den Koordinaten 

Abb. 162. Verschiebung. 

x, y, z sehr klein sein sollen, machen wir auch hier. Abb. 162 zeigt 
zwei unendlich benachbarte Punkte P und Q, deren Entfernung ds 
sein möge. Die Koordinaten sind P (x, y, z). Q (x + dx; y + dy; 
z + dz). Infolge der Belastung des Körpers kommt P nach P', die 
Koordinaten x, y und z gehen über in (x + ~), (y + 'YJ) und (z + C). 
Aber auch der Punkt Q ändert seine Lage; die Entfernung ds wird 
zu ds +Lids, wobei Lids die Verlängerung bedeutet, die ds unter 
dem Einfluß der Belastung erfährt. Die Projektionen dieser Verlän
gerung auf die Achsen sind entsprechend LId x, LId y und LId z, so 
daß wir als Koordinaten des verschobenen Punktes Q' die Größen 
(x + dx + ~+LI dx); (y + dy + 'YJ +LI dy) und (z + dz + C + LI dz) 
erhalten. 

In Abb. 163 ist der Grundriß unseres verschwindend kleinen Qua
ders dargestellt, dessen Punkt P 1 die ursprünglichen Koordinaten x, 
y hat. Durch die Belastung legt er den unbekannten Weg P 1 P; 
zurück. Die Projektion dieses Weges auf die x-Achse ist t die auf 
die y-Achse 'YJ, so daß P~ die Koordinaten (x + ~) und (y + 'YJ) 
hat. Mit P1 ändt>rt auch der unendlich benachbarte Punkt R 1 
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seine Lage. Er legt den Weg R 1 R~ zurück, dessen Projektion 
auf die x-Achse aus der Verschiebung ~ und ihrem unendlich kleinen 
Zuwachs besteht. Dieser Zuwachs ist aber nur ein Zuwachs in Richtung 
der x-Achse, wobei y und z als unveränderlich anzusehen sind; er ist 

ein partielles Differential und gleich ~_§_ · dx. In Wirklichkeit ox 
hängt~ noch von y und z ab. Der Punkt 8 1 in Abb. 163 gelangt nicht 

h S d h S' b . SS' a ~ d . D' 11 t" d' nac , son ern nac 1, wo m 1 = oy · y 1st. 1e vo s an 1ge 

Beschreibung der Formänderung müßte die Formänderung angeben, 
welche die Diagonale PQ (Abb. 162) unseres Quaders erfährt. Sie 

~----.-----------------------~X 

y 

Abb. 163. Grundriß zn Abb. 162. 

wird angegeben durch die totalen Differentiale d~, d1J und dC, die 
sich als Summe der partiellen Differentiale zu 

"d di: ar;d ar;d ar;d 
LJ x= .;,=.1 • x+i!:- · y+::;--· z, cx y u z 

Bn an an 
Lldy=dn= ·dx+c. ·dy+--·dz, ., ax oy oz 

ac ac ac 
Lldz=dC=:c-·dx+ -·dy+-;;-·dz 

dX By cz 

ergeben (Abb. 163)1). 
Bezeichnet man die Dehnungen im Punkte P nach den Richtungen 

der Koordinatenachsen mit Ex, Ey und E z• so wird 

P~R a~ d . 1 . h w . an d ac 
Ex= ~R~= Dx un m g mc er mse Ey= oy un Ez = tfZ. (C) 

Infolge der Belastung wird das Rechteck P 1 8 1 Q1 R1 zum Parallelo
gramm P~ S~ Q~ R~ ; der vorher rechte Winkel in P 1 wird zum spitzen 
Winkel in P;. Die Winkeländerung ist gleich 

Yxu = S P; s; + R P; R; 

1 ) In der Abbildung sind die durch C hervorgerufenen Verschiebungen nicht 
gezeichnet. 
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oder, wenn wir 

setzen: 

Formänderung durch Biegung. 

a~ a'IJ 
Ya:'ll~ ay + ax· 

In gleicher Weise läßt sich ableiten 

a~ ac a'IJ ac 
Ya:z= az + ax und r'll.= az + ay · 

(D) 

Bei unendlich kleinen Winkeländerungen weicht der Inhalt des ver

formten Quaders von dem eines Quaders mit den Seiten (dx + :; · dx), 

(dy + :~ ·dy) und (dz + :: ·dz) nicht ab, so daß für den Rauminhalt 

des verformten Quaders geschrieben werden darf 

a~ a'IJ ) ac ) dV +LidV=(dx+ ax ·dx)·(dy+ ay ·dy ·(dz+ az ·dz 

= (dx + ea:· dx)·(dy + e'll· dy)·(dz + e.· dz) 

= dx (! + ta:)·dy (1 + e'll)·dz(l+ e.) 
R::: dx· dy · dz + (ea: + ey + e.)· dx dy dz; 

LI dV = (e:~: + e'll+ e.)· dV; 
Lid V 
dV =ea:+ e'll+e.=e. 

Wir nennen e die kubische Ausdehnung und erhalten mit den 
vorher gefundenen Werten für die Dehnungen 

(E) 

Die durch die Gleichungen (C) (D) und (E) bestimmten Dehnungen 
e und Schiebungen y sind nunmehr durch die die Formänderungen 
hervorrufenden Spannungen auszudrücken. Wir bedienen uns dabei 
des Hookeschen Geradliniengesetzes für Normalspannungen (S. 5) 
und für Behubspannungen (S. 13), von denen wir das zweite sofon 
auf Gleichung (D) anwenden. Aus 

1 
Yoou= ß·-ra:!l =71·-ra:l/ 

1) Hierbei sind : ~ · d y gegen d y und :! · d x gegen d x vernachlässigt. 
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folgt 

Txy=Tyx=G·(~+ :~) 
und in gleicher Weise für die beiden anderen Seitenspannungen 

T =T =G·(~+ 8~) xz zx az ax ' 
(F) 

_ _ ~ (a 11 ac) 
Ty~-Tzy-G· az+ay. 

Für den zweiachsigen Spannungszustand wurden die Beziehungen 
zwischen Dehnungen und Spannungen bereits auf S. 51 aufgestellt. 
Im vorliegenden Falle tritt zu den dort vorausgesetzten Spannungen 
ax und ay eine dritte Seitenspannung a. in Richtung der z-Achse. 
Durch sie wird senkrecht zur z-Achse in Richtung der x- und y-Achse 
eine Querdehnung 

c =--·c; q m z 

hervorgerufen, so daß als Gesamtdehnungen 

l l . R" h c1 = Ex--m- Ey- mcz m lC tung x, 

l l 
c2 = Ey- -m Ez- -m Ex " " 

y, 

" 
z 

erhalten werden. Nach dem Hookeschen Gesetz schreiben wir 
Ex= IX· ax; Ey = cx · ay und ez =IX· a., wobei a die wirklich auf
tretenden Spannungen sind. Damit gehen unsere Gleichungen für die 
Gesamtdehnungen über in 

Um den Zusammenhang zwischen den Dehnungen Ex, E-u und ez der 
Gleichungen, (C) wiederherzustellen, die Gesamtdehnungen bedeuteten, 
ersetzen wir s1, e2 und e3 durch Bx, ey und cz und schreiben 

Ex l 
~- = ax- m (ay+ az)' 

_Ez_ = a - _1_ (a + a). 
cx z m x y 

Hierbei sind die linken Seiten der Gleichungen gedachte Spannungen, 
durch die wir uns die Formänderungen ex, ey und e. hervorgerufen 
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denken können, wenn statt der drei Seitenspannungen ax, ay und Oz 

nur eine einzige wirkt. Die Addition der drei Gleichungen liefert 

_I_ (s + ~ + s \) = a + a + a - _! a - -~ a - _! a 
IX X Cy Z X y Z m X m y m Z ' 

und daraus 

m-2 m-2 m-2 =--(j +-· --(j +--·(j m x m Y m z, 

m-2 
= -- (ax + a.Y + az) m 

l m I m 
(Jx + Oy + a. =- · --2-- (sx + Sy + Sz) = - · --2 · e · - cx m- cx m-

Fügen wir in der Gleichung 
Ex I I 
~- =ax-ma'~~-maz 

auf jeder Seite-_!_ ax hinzu, so erhalten wir 
m 

ax=m~I· ~ (sx+m~2). 
Nun hatten wir aber auf S. 54 als Beziehung zwischen CJ. und ß ge
funden 

ß=2(m+I)·CJ.. 
m 

Führen wir diesen Wert in unsere letzte Gleichung ein, so geht sie 
über in 

ax =-~- (sx + m~ 2) oder ax = 2G (sx + m~2). 
In gleicher Weise werden die Seitenspannungen ay und az bestimmt, 

d. · ·t a; 811 d ac · d F h ·b 
Ie Wir m1 Ex = 8X , Sy = 8iJ un Sz = iiZ In er orm ansc re1 en 

a =2G· (~+-e-) 1 x ox m-2 

( OrJ e \ 
a.=2G· ay-+m_ 2) j (G) 

ay= 2G· ( ~: + m~2). 
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Mit diesen Gleichungen (G) haben wir die unbekannten Seitenspannun
gen ax, av und az durch die Verschiebungen ;, 1] und C ausgedrückt. 
Da die Gleichgewichtsbedingungen bereits die Gleichungen (A) liefer
ten, dürfen wir unsere Aufgabe, den Spannungs- und Formänderungs
zustand zu beschreiben, als gelöst ansehen und haben nur noch nötig, 
die 6 Gleichungen dadurch auf 3 zurückzuführen, daß wir die Gleichun
gen (F) und (G) in die Gleichungen (A) oder (B) einsetzen. 

folgt aa. = 2G (~ + __!_. _iJ_~\ 
ax ax2 m- 2 ax) . 

G ( o2 $ + iiz 11 ) 
iJy2 OX·Oy ' 

G ( o2$ . az' ) 
oz2 + OX·OZ • 

DT zx 

oz 

Das Einsetzen in (B) liefert 

( (72 $ 1 0 e ' ( 02 $ 02 17 ) ( 02 $ 0z' ) 2G · -+-· .. -)+G --+- +G -. -+--- +X=O· \ ox2 m-2 ox iJy2 OX•oy cz2 OX·OZ ' 

wir dividieren die Gleichung durch G, multiplizieren aus und zerlegen 
das erste Glied 

dann ist 
(;2 $ 82 $ 8z $ . 2 
-iJx2 +Ty2 + oz2 -j- m-2 

Mit 
o$ a17 a' --+---+-=e i!x oy oz 

erhalten wir 

o2~ +cz~ +~t+-~-·il!_+f!!_+~-=0 
iJx2 oz2 iJz2 m- 2 ax ßx G . 

Das Zusammenfassen des vierten und fünften Gliedes ergibt die Grund
gleichung 

In gleicher Weise erhalten wir für die beiden andern Achsrichtungen 
8217 iJ217 8217 m oe y-ax2- + 811 + 1T;! + m- 2 · ay + G - 0 ' 
(72, iJ2' [2, m ae z 
~~ + c' y2 + cz2 + m .=.-2. az + 7J = 0 · 
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Nachdem wir jetzt die Grundgleichungen aufgestellt haben, die 
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind, wird es sich 
empfehlen, alle Gleichungen zusammen anzuschreiben, da wir bei ver
wickelten Spannungs- und Formänderungszuständen stets auf sie 
zurückgreifen werden. 

oa~ + o:u + O'izz =O 1 
ox cy oz 
OGv + OT zv . .L OT~v = O 
iJy OZ I OX 

(A) 

~~+ oT~• +!Tu=O 
i}z i}x oy 

OGm + O'iy~ + a ... ~ +X= 0 1 
ox oy i}z 

!_av + O'izv + O'iu + Y=O 
ay az ax j 
aa. + oT"_._ + oTu+z =O 
oz i}x oy 

(B) 

ag 
B:x:= ox; (C) 

(D) 

(E) 

(F) 

(G) 

(H) 
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(J) 

Mit der Aufstellung dieser Gleichungen ist die gestellte Aufgabe, den 
Spannungs- und Formänderungszustand in einem beliebigen Punkte 
eines Stabes zu bestimmen, vollständig gelöst, doch läßt sich die Lösung 
dieser Gleichungen in sehr vielen Fällen nicht durchführen, und da, 
wo sie zum Ziele führt, ist der Weg reichlich verwickelt, so daß er von 
dem Ingenieur im allgemeinen nicht begangen wird. Er wird eher 
versuchen, durch passende Annahmen die gestellte Aufgabe zu verein
fachen, wie wir es auch in den bisherigen Untersuchungen getan haben. 
Daß z. B. die Biegungsspannungen den Abständen von der Nullinie 
verhältnisgleich sind, war eine Annahme, deren Richtigkeit auf Grund 
der allgemeinen Beziehungen zwischen Spannungen und Formänderungen 
nachzuweisen wäre. Das ist von de Saint-Venant geschehen. Und 
darin liegt der V orteil der strengen Theorie, wie man zu sagen pflegt, 
daß sie die Grundlagen unserer Lehre von der Festigkeit und Form
änderung prüft und die Zulässigkeit von vereinfachenden Annahmen 
sicher stellt. So hielt beispielsweise die Na viersehe Annahme vom 
Ebenbleiben der Querschnitte bei der Verdrehung dieser Prüfung nicht 
stand, wie auf S. 235 gezeigt wird. Das war auch der Grund, weshalb 
die allgemeinen Beziehungen aufgestellt wurden. 

VII. Die Drehungsfestigkeit. . 
Die Lehre von der Drehfestigkeit wurde lange Zeit von der Voraus

setzung beherrscht, daß die Querschnitte bei der Formänderung eben 
bleiben. In Wirklichkeit trifft diese Voraussetzung nur bei dem kreis
förmigen Querschnitt zu, während ihre Übertragung auf andere Quer
schnittsformen Ergebnisse lieferte, die mit der Erfahrung im Wider
spruche standen. 

Wie wenig die Voraussetzung vom Ebenbleiben der Querschnitte 
bei der Verdrehung erfüllt ist, zeigt Abb. 164, die Bach, Elastizität 
und Festigkeitl}, entnommen ist. Der Probestab ist ein zylindrischer 
Stab mit elliptischem Querschnitt, als Baustoff ist Hartblei gewählt, 
das die Formänderung auch nach dem Herausnehmen auf der Prüf
maschine behält. Auf der Oberfläche des Stabes sind vor der Prüfung 
Mantellinien in Richtung der Stabachse und Umrißlinien senkrecht 
zur Stabachse eingeritzt worden, die ein Netz von Quadraten auf der 
Oberfläche ergebe11. Nach erfolgter Verdrehung zeigt sich, daß die 

1) Bach- Ba umann: Elastizität und Festigkeit, 9.Aufl. Berlin: Julius Springer. 
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Mantellinien schraubenförmig verlaufen und die zu ihnen senkrechten 
Umrißlinien S-förmige Gestalt annehmen; aus den Quadraten sind 
Rhomben geworden, die auch deutlich die aufgetretene Formänderung 
als Winkeländerung erkennen lassen. Die S-förmige Gestalt der Umriß
linien zeigt, daß sich die ursprünglich ebenen Querschnitte gewölbt 
haben. Der Einwand, daß es sich bei dem angezogenen Versuch um 

eine bleibende Formände
rung handelt, die mit 
einem Überschreiten der 
Proportionalitätsgrenze 

verbunden ist , wird 
durch zahlreiche Ver-
suche widerlegt, die 
Bach, Bauschinger 
und Föppl angestellt 
haben, und die stets zu 
dem gleichen Ergebnis 
führten, daß alle Quer
schnitte, die stark genug 
von der Kreisform ab
weichen, schon vor dem 
Überschreiten der Pro
portionalitätsgrenze eine 

deutlich erkennbare 
Krümmung erfahren. 

Im Gegensatz dazu 
steht die Formänderung 
eines Zylinders mit kreis
förmigem Querschnitt, 
dessen verformter Zu
stand in Abb. 165 wie
dergegeben ist, die eben
falls Bach, Elastizität 
und Festigkeit, entnom
men ist. Aus ihr ist zu 
entnehmen, daß die Qua

Abb. 164. Verdrehung eines Abb. 165. Verdrehung eines drate des unbelasteten 
Stabes mit elliptischem Stabes mit kreisförmigem StabeR in überall gleiche Querschnitt. Querschnitt. -

Rhomben übergehen und 
die Umrißlinien eben bleiben. Sie zeigt ferner, daß sich je zwei 
aufeinander folgende Querschnitte immer um den gleichen Betrag 
gegeneinander verdrehten. 

Da dieser Versuch das Ebenbleiben kreisförmiger Querschnitte 
bestätigt, wollen wir die auf diese Tatsache gestützte Lehre von der 
Drehungsfestigkeit zunächst behandeln. Sie ist von Navier in der 
ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts aufgestellt und liefert für die 
Berechnung von Wellen Ergebnisse, die mit der Erfahrung überein
stimmen. 
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1. Der kreisförmige Querschnitt. 
Die Art des Kraftangriffs geht aus Abb. 166 hervor: zwei gleich 

große, entgegengesetzt gerichtete Drehmomente verdrehen den zwischen 
den beiden Scheiben liegenden zylindrischen Stab. Wir betrachten den 
Stabteil zwischen den Querschnitten I und II und denken uns I ein
gespannt, während das Drehmoment Md am freien Ende angreift 
(Abb. 167). Infolge des Drehmomentes werden in den Querschnitten 
des festgehaltenen Stabes Spannungen hervorgerufen, die in die Ebenen 
der Querschnitte fallen 
und auf der Stabachse 
senkrecht stehen. Wir 
hatten sie auf S. 12 als 
Schubspannungen 

bezeichnet. 

a) Randspannungen. 
Wollen wir den Span

nungszustand des Sta
bes beschreiben, so p 
müssen wir über die 
Verteilung der Span

p 

Abb. 166. Verdrehung. 

nungen über den Querschnitt Klarheit haben. Aus der Beobachtung, 
daß die Punkte, die am weitesten vom Mittelpunkt entfernt sind, die 
größten Verschiebungen erfahren, schließen wir, daß die Verschiebun
gen den Entfernungen vom Mittelpunkt verhältnisgleich sind. Der Mit-
telpunkt selbst behäl1 P 

c 

p 

seine Lage trotz dm 
Formänderung, die de1 
Stab erfährt, bei . Über 
tragen wir diese ein 
fache Aussage über dai A 
Anwachsen der Verschie 
bungen auf die sie her 
vorrufenden Spannun ~ 
gen, so erhalten wir eir 
Geradliniengesetz für 
das Anwachsen der 

Abb.167. Schubspannungen. 

Behubspannungen T, wie wir es in ähnlicher Weise für die Bicgungs
spannungen a gefunden haben (S. 61). Mit den Bezeichnungen der 
Abb. 167 geben wir dieser Aussage die mathematische Form einer 
Gleichung und schreiben 

r:ro=e:l. 

Wie bei der Biegung haben wir es hier mit einer veränderlichen 
Spannung zu tun, die sich nicht gleichmäßig über den Querschnitt ver
teilt. Wie die Biegungsspannung a ist auch die Schubspannung T nach 
Größe und Richtung zu unterscheiden, aber nicht in dem Sinne der 
Gegensätzlichkeit oder Umkehrung der Spannungen a, die teils Druck-, 
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teils Zugspannungen waren. Die Behubspannungen 1:' sind tangential 
gerichtet und zeigen deshalb an zwei gegenüberliegenden Punkten 
entgegengesetzte Richtpfeile. In Beziehung auf die Formänderung sind 
sie gleichsinnig; beide Punkte werden in derselben Drehrichtung ver
schoben. 

Das Querschnittsteilchen, für das wir gleich große Behubspannungen 
1:' annehmen dürfen, ist ein Kreisring von der verschwindend kleinen 
Breite de. Nach der Erklärung des Spannungsbegriffes verstehen wir 
unter 1:' diejenige Kraft in Kilogramm, die auf l cm 2 des Querschnittes 
entfällt. Hat der Ring von der Breite de einen Flächeninhalt dF [ cm 2], 

so überträgt er 1:' • dF [kg]. Damit das Gleichgewicht zwischen äußeren 
und inneren Kräften gewahrt bleibt, muß .E M = 0 sein. Für den 
Punkt 0 als Momentendrehpunkt ist das statische Moment der von dem 
Ring übertragenen Teilkraft dM = 1:' • dF · e; die Summe der statischen 
Momente aller Teilkräfte ist J 1:' • dF · e und muß gleich dem Moment 
M a der äußeren Kräfte sein, so daß wir als Bedingungsgleichung erhalten 

f 't'·dF·e=Ma, 

die mit 1:' = e · 1:'0 übergeht in 

't'o.f dF. e2=Ma. 

J dF·e 2 entsprichtimAufbau dem Trägheitsmoment J= J dF·y 2 auf S. 71. 
Der Unterschied zwischen beiden Ausdrücken besteht darin, daß e die 
Entfernung des Flächenteilchens von einem Punkte, y die Entfernung 
des Flächenteilchens von einer Achse bedeutet. Wir nennen das auf 
einen Punkt bezogene Trägheitsmoment das polare Trägheitsmo
ment des Querschnittes und bezeichnen es zum Unterschied gegen das 
auf eine Achse bezogene mit J v· Damit wird 

1:'0 • J 'P = M a oder 1:' • J_v = M a . 
I! 

Als Randspannung erhalten wir für e = r 

1:'1 ·.}'"=Md· 
r 

Da (Jv:r) gleich dem polaren Trägheitsmoment, dividiert durch die 
Entfernung der äußersten Faser ist, nennen wir (Jv:r) das polare 
Widerstandsmoment des Querschnittes und bezeichnen es mit. 
W P' so daß sich die einfache Beziehung 

w =J"' 
P r 

ergibt, die zu der Festigkeitsbedingung 

1:'1 = ~d < ka 
'P 

führt, wenn ka die zulässige Drehungsfestigkeit in kgjcm 2 bedeutet. 
Die Einheiten für das polare Trägheitsmoment und das polare Wider
standsmoment sind die gleichen wie bei dem axialen Trägheits- und 
Widerstandsmoment; wir messen also Jv in cm4 und Wv in cma. 
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Aus der Festigkeitsbedingung errechnen wir das erforderliche polare 
Widerstandsmoment des kreisförmigen Querschnittes zu 

w>~ 
p = kd 

b) Polares und axiales Trägheitsmoment. 
Zwischen beiden Arten von Trägheitsmomenten besteht eine ein

fache Beziehung, die sich aus Abb. 168 unmittelbar ergibt. Nach der 
Begriffsfestsetzung ist 

Jv=f dF·e2, 

wofür wir mit e2 = x2 + y2 schreiben 

J v = f dF ( x2 + y2) = f dF · x 2 + f dF · y2. 

Das erste Glied auf der rechten Seite ist als 
Grenzwert der Summe der Produkte aus Flächen
teilchen und Quadrat der Entfernung von der 
y-Achse gleich dem axialen Trägheitsmoment 
des Querschnittes, bezogen auf die y-Achse, 
während das zweite Glied gleich dem axialen 
Trägheitsmoment, bezogen auf die x-Achse, 
ist. Demnach erhalten wir das polare Träg
heitsmoment als Summe der axialen Träg
heitsmomente; es ist 

JP = Jx+ J!l. 

tr 

Abb. 168. Polares und axiales 
Trägheitsmoment. 

Da für den Kreisquerschnitt jeder Durchmesser Symmetrieachse ist, 
sind sämtliche axialen Trägheitsmomente gleich groß, daraus folgt 

J v = 2 · J und in gleicher Weise W v = 2 · W. 
Statt J der Tafel auf S. 85 zu entnehmen, wollen wir J v unmittelbar 
berechnen. Mit den Bezeichnungen der Abb. 167 ist 

r r 

f e4 r 
dF=2ne·de, also Jv= 2ne3 ·de=2n· 4 :, 

0 0 
:n;r4 :nd4 

Jv=2 oder Jv=llif 

Als Widerstandsmoment ergibt sich durch Division mit dem Abstand 
r der äußersten Faser 

2 J~ :nd3 w v = -,[ oder W v = -r6- . 

Das axiale Trägheitsmoment des kreisförmigen Querschnittes 
wird wegen Jv = 2 J 

:n;~ :n;~ 
J = i · J v = 64 ; ebenso W = i W v = 32- . 

Die Tafel der axialen Trägheitsmomente bleibt auch für das Aufsuchen 
polarer Trägheits- und Widerstandsmomente brauchbar, denn wir 
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finden aus dem errechneten erforderlichen Widerstandsmoment 

W >Md 
1J = kd 

den zugehörigen Durchmesser, wenn wir mit i W 1l in die Tafel gehen. 
Das Rechteck mit den Seiten b und h hat 

Setzen wir h: b = n, so wird 

J = ~b)3+ (nb)·ba = b4( 3 , ) 
1l 12 12 12 n 1 n · 

Je größer n ist, desto größer wird auch das polare Trägheitsmoment 
des Rechtecks. Damit müßte auch der Widerstand gegen Verdrehen 
mit wachsendem n zunehmen, wenn wir das für den Kreisquerschnitt 
gefundene Ergebnis verallgemeinern wollten. Die Erfahrung lehrt aber, 
daß ein Stab mit schmalem, rechteckigem Querschnitt sehr wenig 
Widerstand gegen Verdrehen zeigt, wovon man sich sofort durch Ver
drehung einer Reißschiene überzeugen kann. 

c) Die Drehmomentenfläche. 
Für die Abmessungen eines Stabes ist das größte Drehmoment maß

gebend. Wir werden am besten einen Überblick über die Beanspruchung 
erhalten, wenn wir die Drehmomente in gleicher Weise längs der Stab
achse als Ordinaten auftragen, wie wir es bei der Biegungsmomenten
fläche getan haben. 

Im allgemeinen gibt der Maschinenbauer nicht das Drehmoment un
mittelbar an; er sagt, eine Welle überträgt N PS bei n Umläufen in der 
Minute. Ist P die Umfangskraft an einer Scheibe mit dem Halbmesser 
r, dann ist die übertragene Leistung in PS 

P·v . nr·n 
N = 'ff) oder m1t v = ----:f<) , 

P·r·n·n Md·n·n 
N = 30·75 = 30·75 ; 

daraus 
30·75 N N. 

M~= --·-= 716 2 ·- m mkg 
" n n ' n 

oder 

Ma= 71620· N incmkg. 
n 

d) Das Prinzip von de Saint- Venant. 
In einer Scheibe 1 (Abb. 169) werden N = 7 PS hineingeleitet und 

7 PS von der Scheibe 2 abgenommen bei n = 125 Uml.fmin. 
Die Welle if;;t von Abis 1 spannungslos, da nur Drehungspannungen 

berücksichtigt werden sollen. Im Punkte 1 wird das volle Drehmoment 

M 1 = 71620 · : = 716!::0 · 1~5 = R:;j 4.000 cmkg 
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durch die Nabe in die Welle geleitet. Obwohl die Überleitung längs der 
der ganzen Nabe vor sich geht, nehmen wir an, daß 1111 im Punkte 1 
von Null auf 1111 wächst. Wir begegnen hier der gleichen Schwierigkeit 
wie bei dem Entwurf der Querkraftflächen (S. ß7), deren sprunghaftes 
Anwachsen schlecht vorstellbar war. Hier kommt noch hinzu, daß die 
Scheiben aufgekeilt werden und neben der Schwächung des Quer
schnittes örtliche Beanspruchungen auftreten, deren sichere Beurtei
lung zum mindesten sehr schwierig, wenn nicht gar unmöglich ist. Aber 
nicht um die Ermittlung des Spannungszustandes im Bereich der Nabe 
handelt es sich, sondern um die Beantwortung der Frage, wie weit durch 
die Art der Befestigung der Spannungszustand des freien Stabes be
einflußt wird. Letzten Endes haben wir es bei allen Belastungen mit 
ähnlichen Erscheinungen zu tun wie hier mit der aufgekeilten Scheibe 
Da ist es nun ein Hauptgrundsatz der Festigkeitslehre geworden, 
alle Berechnungen ohne Rücksicht auf die örtlichen Verhältnisse der 
Belastung durchzuführen. De Saint- Vernarrt 
hat um die Mitte des vorigen Jahrhunderts diese 
Annahme gemacht und als Grundsatz ausgespro
chen. A. und 0. Föppl geben in ihren "Grund- 11 

zügen der Festigkeitslehre" 1) diesem Satze fol
gende Form: 

Wird an einem weithin ausgedehnten 
Körper innerhalb eines eng begrenz
ten Bezirkes eine Gruppe von äußeren Abb.169. VorgelcgewP!Ie. 

Kräften angebracht, die allen Gleich
gewichtsbedingungen zwischen Kräften an einem starren 
Körper genügt, so wird dadurch nur innerhalb des Be
zirkes selbst, sowie in seiner unmittelbar angrenzenden 
Nachbarschaft ein merklicher Drang und Zwang (Span
nung- und Formänderung) hervorgerufen, wiihrend alle 
weiter davon abliegenden Teile des Körpers nahezu drang
und zwangfrei bleiben. 

Das "Prinzip von de Saint- Venant" ermöglicht uns, die Be
lastung der Welle (Abb. 169) in einem Punkte anzunehmen. Da 
zwischen 1 und 2 keine Änderung des Zustandes eintritt, bleibt 1111 un
veränderlich und muß im Punkte 2 gleich 1111 sein. Von 2 bis Bist die 
Welle wieder von Drohungspannungen frei. 

e) Die zulässige Drehungspannung. 
Es ist in Deutschland üblich, mit Rücksicht auf die unvermeidbaren 

Biegungsspannungcn ka sehr niedrig anzusetzen. Für Triebwerkwellen 
wird ka = 120 kg/cm 2 gewählt. Mit diesem W crt erhalten wir als 
Durchmesser der Triebwerkwelle mit 

T.rr > J.Vfd d nda > 71C''O·- },-
r 1' = kd 0 er 16 = - 120-n · 

(l > ·~1/1(71620. N = R::! 14,;) ,,, .:.\-
- n 120 n n 

1 ) .Föppl, A. und 0.: Grundzüge der Festigkeitslehre. B. G. Teubner 1923. 
Winkel, Festigkcitslehrc. 15 
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Die Formänderung infolge der Verdrehung ist durch die Angabe 
des Winkels gekennzeichnet, um den sich zwei Querschnitte gegen
einander verdrehen. Der Endquerschnitt B (Abb. 167) verdreht sich 
gegen den Einspannquerschnitt A um den Winkel BOG, der im Bogen
oder Gradmaß gemessen wird. Nach der Begriffsfestsetzung der 
Schiebung (S. 13) war y die Strecke, um die sich zwei Querschnitte 
im Abstande l gegeneinander verschieben; zwei l cm von einander 
entfernte Querschnitte verschieben sich um 

.A. = l · y; mit y = ß · 7: wird A = l · ß- 7:. 

Bei verschwindend kleinen Formänderungen ist aber A gleich dem Bogen 
BG. Bezeichnet man den Verdrehungswinkel BOG mit q;, so ist 

~ 

BG=.A.=q;·r. 

Die Gleichsetzung beider Werte A ergibt 
l Ma 

q;=-·ß·7: odermit 7:=-J ·r, 
r P 

im Bogenmaß gemessen, 
180° Ma·l·ß 180° l Ma·l q;=-·-- =-----·-·-

n JP n G JP 
im Gradmaß gemessen. 

Da bei beliebigen Entfernungen der betrachteten Querschnitte 
keine Vergleichsmöglichkeit besteht, ist man übereingekommen, den 
Verdrehungswinkel als Maß für die Größe der Formänderung an
zusehen, um den sich zwei Querschnitte im Abstande l = 1 cm gegen
einander verschieben. 

Wir bezeichnen ihn mit {} und erhalten 
l Ma 

{}=---
G Jp 

im Bogenmaß gemessen, 

im Gradmaß gemessen. 
Bei Triebwerkwellen pflegt man den Verdrehungswinkel nicht auf 

die Länge l cm, sondern auf die Länge l = 100 cm zu beziehen; wir 
bezeichnen diesen Winkel mit q;0 • Es ist dann 

f!Jo= 1~ 0 ~ Md;:oo in o/m. 

Für Triebwerkwellen soll im deutschen Maschinenbau q;0 < !- 0 /m 
sein. Diese Forderung liefert mit 

nd4 
.J. = 32 und G = 800000 kgfcm2 (Wellenstahl) 

180° , ___ 1_, Ma·I0~3~ < ]_ 
n 800000 n·d4 = 4 ' 

i = o, 734. ~ = R5 12 . V~, 
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wobei d in cm einzusetzen ist. Auf Grund der letzten Gleichung ist 
die nachstehende Tafel berechnet worden. 

Triebwerkwellen d mm . 

X .Jiinutliche Umlaufzahl n 
In 
PS 40 60 80 100 120 140 160 180 200 225 250 275 300 l35o 400 

I 

I 50 45 45 40 40 35 35 35 35 35 35 30 30 30 30 
2 60 55 50 50 45 45 40 40 40 40 40 35 35 35 35 
3 65 60 55 50 50 50 45 45 45 45 45 40 40 40 40 
4 70 65 60 55 55 50 50 50 50 45 45 45 45 40 40 
5 75 65 60 60 55 55 55 50 50 50 50 45 45 45 45 
6 75 70 65 60 60 55 55 55 50 50 50 50 50 45 45 
7 80 75 70 65 60 60 55 55 55 55 50 50 50 50 45 
8 85 75 70 !\5 65 60 60 55 55 55 55 50 50 50 50 
9 85 75 70 70 65 65 60 60 60 55 55 55 50 50 50 

10 85 80 75 70 65 65 60 60 60 55 55 55 55 50 50 
ll 90 80 75 70 70 !\5 ()5 ()0 60 60 55 55 55 55 50 
12 90 85 75 75 70 65 65 65 60 60 60 55 55 55 50 
13 95 85 80 75 70 70 65 65 65 ()0 60 60 55 55 55 
14 95 85 80 75 75 70 70 65 65 ()0 60 60 ()0 55 55 
15 95 85 80 75 75 70 70 65 65 65 ()O 60 ()0 55 55 
16 100 90 85 80 75 70 70 70 65 65 65 60 60 ()0 55 
17 100 90 85 80 75 75 70 70 65 65 65 60 60 60 55 
18 100 90 85 80 75 75 70 70 70 65 65 65 60 60 60 
19 100 90 85 80 80 75 75 70 70 65 65 65 65 60 60 
20 105 95 85 85 80 75 75 70 70 70 65 65 65 60 60 
25 llO 100 90 85 85 80 80 75 75 70 70 70 65 65 60 
30 ·. 115 105 95 90 85 85 80 80 75 75 70 70 70 65 65 
35 120 105 100 95 90 85 85 80 80 80 75 75 75 70 70 
40 120 llO 105 100 95 90 85 85 85 80 80 75 75 70 70 
45 125 115 105 100 95 95 90 85 85 85 80 80 75 75 70 
50 130 115 110 105 100 95 90 90 85 85 85 80 80 75 75 
55 130 120 110 105 100 95 95 90 90 85 85 85 80 80 75 
60 135 120 115 llO 105 100 95 95 90 90 85 85 85 80 75 

65 140 125 115 110 105 100 100 95 95 90 90 85 85 80 80 
70 140 125 120 110 105 105 100 95 95 90 90 90 85 85 80 
75 145 130 120 ll5 110 105 100 100 95 95 90 90 85 85 80 
80 145 130 120 115 110 105 105 100 100 95 95 90 90 85 85 

85 145 135 125 120 ll5 110 105 100 100 95 95 90 90 85 85 
90 150 135 125 120 115 110 105 105 100 100 95 95 90 90 85 
95 150 135 130 120 115 110 110 105 100 100 95 95 90 90 85 

100 155 140 130 120 115 115 110 105 105 100 100 95 95 90 85 

Zahlen beispiele. l. Die Vorgelegewelle (Abb. 169) erfährt als größtes 
Drehmoment 

jj,J dmax = 1111 = R:; 4000 cmkg . 

ka = 120 kg/cm 2 erfordert 

> 4000- 3 W P 120 - 33,3 cm 

15* 
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1 
In die Tafel auf S. 85 gehen wir mit W = 2 W" = R:: 17 cm3 und finden 

als nächsthöheren Wert 

d = 60 mm mit W" = 2 · 21,21 = 42,4 cm3 • 

Für diesen Querschnitt wird Tma.:s: = !~0~ = R:: 94 kg/cm2• Bei der endgültigen 

Entscheidung über den zu wählenden 'Durchmesser sind die DJ-Normen maß
gebend. 

Als verhältnismäßigen Verdrehungswinkel erhalten wir 

a) 

180° 1 4000·100 0 

C{Jo = --n · 800000 · 2 · 63,62 = 0•23 /m · 

2. Die Triebwerkwelle (Abb.l70). Im Punkte 2 
werden N 2 = 100 PS bei n = 175 Umlfmin hineingeleitet 
und im Punkte 1 N 1 = 40 PS, im Punkte 3 N 3 = 60 PS 
entnommen. 

Die Welle überträgt zwischen 1 und 2 ein Drehmoment 

N1 40 
M1 = 71620 · n = 71620. 175 = 16400 cmkg, 

M1 das wir mit Hilfe eines Momentenmaßstabes von einer 
b) ""r!tJ,.w.u~rrrmmniiii Wagerechten aus abtragen. Nehmen wir an, daß dieses 

1 '.1 Moment linksdrehend sei, so dreht 
I 

o)M;~ 'llltj 
.,, 2' J' 

N2 100 
M 2 = 71620- n = 71620· 175 = 41000cmkg 

rechts herum, also entgegengesetzt. Da wir das links
drehende Moment M1 nach oben abgetragen haben, müssen 
wir das rechtsdrehende Moment M 2 nach unten abtragen. 
Unmittelbar links von 2 ist M ä = M 1 , unmittelbar rechts 
von 2 ist Md= M1 - M 2• Diese Differenz ist negativ, 

Abb. 170. Triebwerkwelle. weil M 2 > M1 ist. Da zwischen 2 und 3 kein weiteres 
Moment hinzutritt, bleibt die Drehmomentlinie parallel 
zur Wagerechten. Ihre Ordinate in 3 muß gleich 

N 3 60 
M 3 = 71620 · n = 71620 · 175 = 24600 cmkg 

sein, die wieder nach oben abzutragen ist, weil M3 ebenso wie M1 linksdrehend ist. 
Dem Aufbau nach entspricht die Drehmomentfläche der Querkraftfläche eines 

Trägers auf zwei Stützen, der eine Einzellast trägt (Abb. 74). Ebenso wie sich 
diese Einzellast auf die Stützen verteilt, wird im vorliegenden Falle das Dreh
moment M 2 von den Scheiben 1 und 3 aufgenommen. 

Der Md-Fläche (Abb. l70b) entnehmen wir als größtes, der Querschnittsbemes
sung zugrunde zu legendes Moment 

Mdmax = M 3 = 24600 cmkg, 

das mit kä = 120 kg/cm2 ein erforderliches Widerstandsmoment 

- 24600- 3 W"- 120 -205cm 

liefert, dem laut Zahlentafel auf S. 85 ein Durchmesser d = 105 mm entspricht 
bei W" = 2 · ll3,65 = 227,3 cm3 , so daß 

24600 2 
't"max = 227.3 = 108 kg/cm 

wird. 
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Als verhältnismäßigen Verdrehungswinkel erhalten wir 

_180°_l_Jia·100_~80°·24~0-100 -~ol~o; 
f!!o- n Ci JP -n-800000-2-596,7 -r-.c ' 0 m. 
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Ungünstiger werden die Verhältnisse, wenn wir die Gesamtleistung von 100 PS 
in die Scheibe 1 hineinleiten und 40 PS, bzw. 60 PS den Scheiben 2 und 3 ent
nehmen. Mit den gleichen Werten M1 = 41000 cmkg; M 2 = 16400 cmkg; 
M3 = 24600 cmkg erhalten wir die Drehmomentenfläche der Abb. 170c, die 
M 1 = 41000 cmkg als größtes Drehmoment zeigt. Aus 

~~Ia 41000 . llfa = W"·ka folgt Wv > k ... = - 2- = 342 cm3 
"a 1· 0 

als erforderliches polares Widerstands
moment, zu dem als abgerundeter Durch
messer d = 125 mm gehört mit 
wp = 2. w = 2. 191,7 = 383,4cm:l und 
J" = 2 · J = 2 · 1198 = 2396 cm4 • Die 
Randspannung wird 

1'1-f d 41000 ., 
Tmax = ·w = 383 4 == 108 kgjcm-, 

p , 

der verhältnismäßige Verdrehungswinkel 

180° l 11! d. 100 
f!!o = -n- · 7J · -J" 

= 18~ 0 -~1000-100 = ~ 0• 12 o;m. 
n-800000-239ti 1 Abb. 171. Triebwerkwelle. 

(CL) 

!!J/ 

(C) 

3. Abb. 171 zeigt eine Triebwerkwelle mit vier Scheiben; in die Scheiben 1 und 
4 werden die Leistungen N1 und N 4 PS eingeleitet, die Leistungen N 2 und N 3 in 2 und 3 entnommen. Die Drehmomentenfläche ergibt das Bild Abb. 171 b. 
Wird in Scheibe 2 die ganze Leistung eingeleitet und in den Scheiben 1, 3, 4 ab
genommen, so ergibt sich das Bild 171 c. Das größte Drehmoment ist gleich der 
größten Ordinate der .. }fa-Fläche; in Abb. 171 b wird Ma = M1 ; inAbb. 171c 
wird Mamax = M 2 - .2111 = 11!3 + .2114 • max 

f) Zeichnerische Bestimmung der VerdrehungswinkeL 
Wir betrachten zwei Querschnitte im Abstande d x von einander 

(Abb. 172) und denken uns die M a-Linien bereits entworfen. Dann 
sehen wir die Querschnitte I und II tim den Winkel cp, die Querschnitte 
11 und III um den Winkel dcp gegeneinander verschoben. Aus 

also 

Mit 

~ 

('l('z= clc2 folgt y·dx=r·dcp, 

y-dx rl cp = · -
r 

X 

W P • r = J P und cp = J dcp 
0 

geht unsere Gleichung über in 
X 

q·= 1 --JM ·dx (;. Jp d • 

0 
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im Bogenmaß und 

1m Gradmaß. 
Hierin ist M a · d x ein Flächenstreifen der Momentenfläche, also 

X 

J M a · d x gleich dem Inhalt der zwischen den fraglichen Querschnitten I 
0 
und 11 liegenden Drehmomentenfläche. Überträgt man M a wagerecht 
auf eine Senkrechte ss (Abb. 172) und wählt einen Punkt 0 als Pol mit 
der Polweite H, so erhält man in den Abschnitten 'Yf, die von einer Paral-

I II .lil lelen I I' zu dem Polstrahl 11 und von 
" der Wagerechten I' abgeschnitten 

Abb.172. VerdrehungswinkeL 

werden, ein Maß für die Größe der 
Verdrehung. Die Ähnlichkeit der 
Dreiecke 0 12 und A 1' 2' zeigt 

'Yj: x = M a : H oder M a · x = H · 'YJ. 

Der Verdrehungswinkel rp der Quer
schnitte I und 11 ist 

I 
rp = O:J . H . 17 

~ 

im Bogenmaß, 

I80 ° I 
rp = -· - - ·H·17 

n G·J~ 

im Gradmaß. 
Die Maßstäbe der zeichnerischen Darstellung 

I mm =- , a cm; Momente I mm = b cmkg; damit 
sind Längen 

I b cmkg acm 
rp = G. J ~. H mm . lmm . 1) mm . I mm . 

Als Maß für den verhältnismäßigen Verdrehungswinkel erhalten wir 
die Neigung des Strahles 11', denn aus 

100 1P 100 H 11 
rp0 = ~· · folgt rp0 = G .J--;, · -;-' 

und 'YJ: x ist gleich tg a (Abb. I72). 

g) Angenäherte Berechnung bei veränderlichem 
Querschnitt. 

Hat der Stab veränderlichen, aber kreisförmigen Querschnitt 
(Abb. 173), so treten innerhalb eines allerdings eben bleibenden Quer
schnittes Verzerrungen auf, derart, daß jeder Radius eine Krümmung 
erfährt, weil konzentrische Kreise im Abstande e verschieden große 
Verdrehungswinkel haben. In erster Annäherung läßt sich die Ver
drehung einer Welle mit veränderlichem Querschnitt unter der An-
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nahme bestimmen, daß alle Kreise e denselben Verdrehungswinkel 
haben. Mit den Bezeichnungen der Abh. 173 wird dann 

Y ß·T 
d}. = y · d x = y · d cp oder d cp = - · d x = -· d x . y y 

Ist Mx das Drehmoment im Punkte x; Jx das zugehörige polare 
Trägheitsmoment; W x das dem J x entsprechende polare Widerstands
moment, so wird mit 

und w"·y=J;e 

X 

cp=l-IMx.dx 
G Jx 

0 

im Bogenmaß oder 

im Gradmaß. 
Mx: J x = k ist die Ordinate einer (M: J)-Fläche, die man erhält, 

wenn man die Ordinaten Mx· der Drehmomentenfläche in Zentimeter
kilogramm durch die zugehörigen pola
ren Trägheitsmomente dividiert. Das 
Integral ist gleich dem Inhalt dieser 
(M:J)-Fläche; die Kurve cp = f (x) ist 
Integrallinie zu der (M: J)-Linie. Mit 
H als Polweite, 'fJ als Ordinate der Seil
linien im Punkte x wird 

1 
cp= G-·H·rJ 

im Bogenmaß. Abb. 173. Veränderlicher Querschnitt_ 

Die Maßstäbe lauten: Längen 
l mm = acm; Momente l mm = b cmkg; (M:J)-Fläche l mm 
= ckgcm-3 ; demnach 

1 c kg cm-3 a cm 
cp = (f · H mm · --i mm- · 'fJ mm · 1 mm 

im Bogenmaß. 
ZahlenbeispieL Die Verdrehung der Welle (Abb. 174) ist anaenähert zu 

bestimmen bei einer zulässigen Drehungspannung kd = 135 kgfcm2. 0Die Einzel
momente werden 

N1 55 
M 1 = 71620 · n = 71620 T30 = 30 300 cmkg, 

M 2 = 71620·~2 = 7162o. 19: 0 = 52300cmkg, 

N 3 40 
M 3 = 71620·n = 71620· 130 = 22000 cmkg. 
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Die Drehmomentenfläche zeigt M1 = 30300 cmkg als größtes Drehmoment, 
das ein polares Widerstandsmoment 

W >Md= 303~. = 224 cm3 
~ = kd 135 

erfordert. ;.';u W = t W ~ = 112 cm3 gehört nach der Tafel auf S. 85 d = 105 mm 
mit W ~ = 2 · 113,7 = 227,4 cm3. Als größte Ra.ndspannungen erhalten wir 

No!J.sfu!J , 
fCRT:fOaJOcm!rg 

J "1 ' ) . J ' ~ 'J . ) ' ~ . J . ; ' ~C/11 
..\ l.lb. 174. Verdrehung einer \Yellc. 

im linken Auflager 

M1 30300 
Tl=~= -227,4-

= 133 kgfcm~ , 

im rechten Auflager 

M 3 22000 
' 3 = w~ = ~84-;2 

= 131 kg{cm2 • 

Die (M : J)-Linie ist 
punktweise berechnet; 
innerhalb des kegligen 
Teiles ist sie eine hy
perbolische Kurve 5. 
Grades entsprechend der 
Gleichung 

k _ 3!_ _ M·32 
- Jv- n ·d4 ' 

in der M für den frag
lichen Teil unveränder
lich ist. Es genügt für 
das Aufzeichnen der Li
nie, einige Zwischen
punkte zu bestimmen. 
Den von der krummen 
(M: J)-Linie begrenz
ten Teil der (M: J )
F läche zerlegen wir in 
Streifen, die wir nach 
Augenmaß in inhalt
gleiche Rechtecke ver -
wandeln, deren Höhen 

auf die Senkrechte übertragen werden. Zu den rechnerisch ermittelten Ordinaten 
der (M: J)-Fläche entwerfen wir mit der Polweite H das Kraft- und Seileck und 
entnehmen der Zeichnung als steilsten Seilstrahl den Strahl XII', der die größte 
verhältnismäßige Verdrehung 

100 180° 1 0,5kgcm- 3 1 cm 0 
lf!o = 20 . n . -800000 . 50 mm. --1 mm . 21,5 mm. 1 mm = 0,192 /m 

ergibt. Auch j ede andere Verdrehung zweier Querschnitte ist durch die Kurve 
TJ= f (x) mitbestimmt. Z. B. verdreht sich Scheibe 1 gegen Scheibe 2 um 

180° 1 0,5kgcm-3 1 cm 0 lf! o=-- - •··--·50mm·---·40mm · - -=0072 jm. 
''- :rr; 800000 1 mm 1 mm ' 

Beträchtliche Werte erreicht der Verdrehungswinkel bei den Spin
deln der Bohrmaschine. Nach M essungen von Prof. Schlesinger 1) 

1 ) Schlesinger, G. : Bohrmaschinen. Werkst. Techn. 1923, 15. Juli, H. 14 . 
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hatte die Spindel der Type 21 IV E der Ludwig Loewe-A.-G. mit Bohr
kegel Morse 5 bei 9 PS Kraftbedarf und 50 mm Bohrerdurchmesser 
einen Verdrehungswinkel von 1°. Die Spindel der Type HTS von 
Blau & Co. mit Bohrkegel Morse 4 bei 6 PS und 50 mm Bohrerdurch
messer zeigte sogar 1° 50' Verdrehung. Irrfolge des durch den Schnitt
widerstand auftretenden Drehmomentes werden auch die Spiralbohrer 
selbst verdreht; da ihr Querschnitt durch die Nuten stark geschwächt 
ist, federn sie im Betriebe auf. 

2. Der beliebig geformte Querschnitt. 
Nachdem die Haltlosigkeit der alten N avierschen Annahme vom 

Ebenbleiben beliebig geformter Querschnitte nachgewiesen war, fand 
in neuerer Zeit die strenge Theorie von de Saint-Venant allgemeine 
Aufnahme, für die in Deutschland namentlich A. Föppl eingetreten 
ist. Hand in Hand mit dem Ausbau der Theorie gingen die Versuche, 
die Bauschinger, Föppl, Bach u. a. angestellt haben. Das reiche 
Versuchsmaterial von Bach ist in seinem grundlegenden Werke: 
"Elastizität und Festigkeit" veröffentlicht!) und sollte von jedem 
Ingenieur, der Festigkeitsfragen zu beantworten hat, eingehend stu
diert werden. 

In der Lehre von der Verdrehung folgen wir dem Altmeister der 
theoretischen Festigkeitslehre, August Föppl, der als Nachfolger 
von Bauschirrger den Lehrstuhl für Mechanik an der Technischen 
Hochschule München inne hatte. 

Betrachtet wird ein Stab, an dessen Enden zwei gleichgroße, ent
gegengesetzte Kräftepaare angreifen, wie es Abb. 166 zeigt. Ent
sprechend dem Falle der reinen Biegung (S. 99) haben wir es hier mit 
einer reinen Verdrehung zu tun, da wegen der Ausgeglichenheit der Be
lastung die Auflagerdrucke gleich Null werden (abgesehen vom Eigen
gewicht, das nicht berücksichtigt werden soll), so daß keine Biegung 
in den Stab kommt. Wir schneiden in I den Stab durch und bringen 
die Spannungen im Schnitt als äußere Kräfte an, deren Moment gleich 
dem des angreifenden Kräftepaares sein muß. Dem links drehenden 
Moment P · D des linken abgetrennten Teiles müssen die als äußere 
Kräfte aufgefaßten Spannungen des linken Querschnittes I wider
stehen; dem rechts drehenden Moment P · D des rechten abgetrennten 
Teiles P müssen die als äußere Kräfte aufgefaßten Spannungen des 
rechten Querschnittes I widerstehen; im Schnitt werden demnach nur 
Behubspannungen übertragen, und gleich weit von der Mittelebene 
entfernt liegende Querschnitte erfahren gleiche Spannungen. An den 
Stellen, wo die Scheiben aufgekeilt sind, liegen die Verhältnisse anders. 
Einmal kann das Drehmoment der äußeren Kräfte nicht plötzlich in 
die Welle geleitet werden, sodann treten durch die Befestigung der 
Scheiben zusätzliche Spannungen auf, die sich der sicheren Beurteilung 
entziehen. Auf alle Fälle dürfen wir aber mit de Saint-Venant an-

1) Bach-Baumann: Elastizität und Festigkeit. 9. Aufl. Berlin: Julius 
Springer 1923. 
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nehmen (S. 224), daß in einiger Entfernung von den Scheiben der oben 
angenommene Zustand gleicher Beanspruchung in allen Schnitten des 
zwischen den Scheiben liegenden Hauptteiles der Welle gewährleistet 
ist. Streng genommen gelten die Ergebnisse der Untersuchung nur 
für diesen Teil des Stabes. 

a) Die Hauptgleichung der strengen Theorie der Verdrehung. 
Unser räumliches Achsenkreuz denken wir von der linken Scheibe 

genügend weit entfernt und legen die x-Achse in die Stabachse 
(Abb. 175). Die Versuche zeigen, daß der Anfangsquerschnitt zwar 
keine Drehung gegen das Achsenkreuz erfährt, wohl aber eine Krüm
mung. Ein Punkt P (y, z) dieses Anfangsquerschnittes verschiebt sich 
um den Betrag ~ in Richtung der x-Achse, tritt also aus dem nicht 

Abb. 175. Verwundener Querschnitt. 

verformten Querschnitt heraus. Die Krümmungsfläche ist durch die 
Gleichung 

~ = f (y, z) (a) 

bestimmt. Um den gleichen Betrag verschiebt sich ein gleich liegender 
Punkt P1 eines zweiten Querschnittes im Abstande x vom Anfangs
querschnitt (Abb.l75). Infolge der Verdrehung des zweiten gegen den 
ersten Querschnitt gelangt P 1 in der Lage P2• Man pflegt den auf 
die Längeneinheit (l cm) bezogenen Verdrehungswinkel mit-& zu be
~eichnen, dann ist Querschnitt 11 gegen Querschnitt I um x ·-& ver
dreht. Der Punkt P 1 beschreibt den Kreisbogen P1 P2, dessen Zentri
winkel x ·-& ist; seine Länge ist r · x ·ß, die wir als verschwindend 
klein gegen r anzunehmen haben. Die Seitenverschiebungen in Richtung 
der y- und z-Achse sind 

1J = P 1 P 2 • sin IX = + r · x · -& • sin IX = + -& • x · z } 
c = - p 1 p 2 • COS IX = - r • X • ß • COS IX =- {) • X • y ' (b) 

wenn wir beachten, daß sich das Achsenkreuz 11 gegen I nicht dreht 
und deshalb r · sin IX= z und r · cos IX = y ist. Sind ~ (Gleichung a) 
und{} (Gleichung b) bekannt, so ist die Formänderung, die der Stab 
bei der Verdrehung erfährt, vollständig beschrieben und die Angabe 
der Spannungen durch die Beziehung ß = y · T möglich. 
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Die Bewegung, die der Punkt P 1 ausführt, ist eine Schiebung; die 
Bewegungsrichtung steht senkrecht auf dem Halbmesser r. Demzufolge 
wird auch die Schubspannung 7: senkrecht zum Halbmesser r gerichtet 
sein. Das trifft zu, solange nur die Gleichungen (b) maßgebend sind, 
d. h. wegen~= 0 die Querschnitte eben bleiben. Wohin wir kommen, 
wenn wir willkürlich ~ = 0 setzen, zeigt die Betrachtung des Punktes P', 
den wir als Punkt einer rechteckförmigen Umrißlinie des Querschnittes 
annehmen wollen. Angenommen, 7: stünde senkrecht auf 0' P', dann 
können wir es in 'l:xv parallel zur y-Achse und 'l:xz parallel zur z-Achse 
zerlegen. Ein Körperteilchen, das wir so herausgeschnitten denken, 
daß eine Begrenzungsfläche mit der Staboberfläche zusammenfällt, 
kann aber in dieser Begrenzungsfläche keine Spannungen über
tragen, weil kein angrenzendes Körperteilchen vorhanden ist. Es muß 
also 7:0011 und damit nach Gleichung(F) S. 218 auch 7:1100 gleich Null sein. 
Folglich kann 7: nicht auf dem Durchmesser senkrecht stehen, und 
daher kann der rechteckförmige Querschnitt nicht eben bleiben. 
Übrig bleibt lediglich 7:.,. als einzige Spannung, die am Rande des 
Querschnitts auftritt und tangential gerichtet ist. Die sich aus 
diesem Gedankengang ergebende Bedingung für die Randspannun
gen lautet: Am Querschnittsumfang sind die Schubspan
nungen tangential gerichtet. Aus diesem Grundsatz folgt un
mittelbar, daß im Eckpunkt A (Abb. 175) keine Schubspannungen 
auftreten können. 

Da unsere Gleichung (a) ~in Abhängigkeit von y und z zeigt, ist 

0~ 0 d . 8~ ox-= un m1t ax-=s00 auch s.,=O. 

Aus der Gleichung (b) folgt 

:z = 0, weil 17 lediglich von x und z abhängig ist, 

_q_f_ = 0 oz ' " " 
X y 

" "' 

· f 1 811 d a~ d h d l · h N 11 lll oge cy =s11 Ull az=ez wer en auc Ey Ull ez gelC U • 

Sind aber die Dehnungen gleich Null, so sind nach dem Geradlinien
gesetz von Hooke auch die Spannungen gleich Null, d. h. 

Gx = CJ11 = Gz = 0. 

Mit anderen Worten: Normalspannungen können in dem Stabe nicht 
auftreten. 

Erset.zen wir in Gleichung (D) auf S. 218 

o oC __ !L durch+ x · {} und -durch- x · {} oz oy ' 
so wird 

Y =~17 +_q_f__=+x·8-x·ti=O: 
11 " cz oy · 

infolge y = ß · 7: wird auch 7:11 z = 0. 
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Die erste Gleichung (F) auf S. 218 

liefert mit 

ixy =iyx=G· ( ~; + z·ß). 
Die zweite Gleichung (F) auf S. 218 

ixz = izx = G ( ~! + ~~ ) 
liefert mit ac iJ(-x·y·{}) 

-= ~ =-y·ß 
iJx ox 

ixz=izx=G·(~! -y·ß). 

Setzen wir in die erste unserer Gleichungen (A) auf S. 218 

oax +a-cv_x+ 07:~"=0 
iJx oy oz 

a'" = 0, so erhalten wir 

Aus 

ixy=<vx=G·(~! +z·ß) 
folgt durch partielle Differentiation nach y 

OTxu=G·~iJ2 /; 
ay oy2 

und aus 

ixz=izx=G(~! -y·ß) 

folgt durch partielle Differentiation nach z 

OTzx=G· iJ2§_ 
iJz oz2 • 

Setzen Wlr diese Werte in die Gleichung 

~Tux + OTzx = 0 
oy iJz 

ein, so ergibt sich 

(c) 

(d} 

(e) 

Diese Gleichung bezeichnet A. Föppl als Hauptgleichung der 
strengen Theorie der V er dreh ung. 

Sie ist die Differentialgleichung der krummen Fläche, in die der 
ebene Querschnitt bei der Verdrehung übergeht, und hat unendlich 
viele Lösungen. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die allgemeine 
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Lösung den besonderen Grenzbedingungen anzupassen. Als Rand
bedingung haben wir S. 235 die Bedingung aufgestellt, daß die Schub
spannungen an der Oberfläche des Stabes tangential verlaufen müssen. 
Ist 

z =I (y) 

die Gleichung der Umrißlinie des Querschnittes, so besagt unsere 
Bedingung, daß -r in die Richtung der Tangente an die Kurve z = f (y) 
fallen muß. Durch die Seitenspannungen ixv und ixz ist die Richtung 

von -r bestimmt, andrerseits durch _dd. z die Richtung der Tangente, so 
11 

daß wir erbalten 
Txz dz 
Txy-=dy 

oder mit Benutzung der Gleichungen für ixz und ixv aufS. 236 
r~ -rz -y·ff az 
----- (f) 
rJ+z·ff dy. 
ry 

Damit haben wir eine Bedingungsgleichung, der~ an allen Punkten der 
Umrißlinie des Querschnittes zu genügen hat. 

Wir benutzen unsere Gleichungen zunächst dazu, um nachzuweisen, 
daß kreisförmige Querschnitte eben bleiben. Danach müßte ~ von 
y und z nur in der ersten Potenz abhängig sein: 

~ = f (y, z) = a1 · ?J + a2 • z. 

Die Differentiation nach y liefert 
(}~ iJ2~ 
----=a und -.-=0· 
!!f 1 ty2 ' 

die Differentiation nach z liefert 
c~ c2~ 

---c· - = a und - = 0 
cz 2 Oz2 ' 

also ist die Differentialgleichung (e) erfüllt. Ferner muß ~ der Glei
chung (f) genügen, wenn die Mantelfläche frei von äußeren Kräften 
ist. Setzen wir 

c~ 1 i!~ 
cz = a2 unc -~11 = al 

in Gleichung (f) ein, so erhalten wir 
a2 -Y · {} dz 
---=-·--·-oder a2 ·dy-fJ·y·dy=a1 ·dz+{}z·dz, 
a1 + z · {} dy 

die durch Integration 
{} {} 

a2 ?J - 2 · y2 = a1 z + 2 z2 + 0 

ergibt. Geordnet erhalten wir 

o ~ao '22al 0 !/" -- ~ · {)- · !J I z + · -{j z = -
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oder 

Das ist aber die Gleichung eines Kreises. Damit ist der Beweis er
bracht, daß alle Punkte eines kreisförmigen Querschnittes auch nach 
der Verdrehung Punkte einer Ebene sind. 

Der elliptische Querschnitt. Da unsere Gleichung (e) beliebig viele 
Lösungen hat, erhält man ebenso viele mögliche Spannungszustände. 
Damit ein möglicher Spannungszustand zum wirklichen wird, müssen 
die Randbedingungen der Gleichung (f) erfüllt sein. Es ist sehr viel 
einfacher, irgend eine Lösung der Gleichung (e) anzunehmen und dar
aus die Gleichung der Umrißlinie zu ermitteln, als umgekehrt den 
Umriß so festzulegen, daß Gleichung (f) befriedigt wird. 

Die einfachste Form der Lösung von ( e) ist 

y·z 
~=-- 0 

G 

Durch Differentiation nach y erhalten wir 

0~ z o2 ~ 
-=-und ----=0 · cy c cy2 ' 

durch Differentiation nach z erhalten wir 
(!~ y 82~ 
-,-- =--- und -- = 0, 
r·z c cz2 

so daß Gleichung (e) tatsächlich erfüllt ist. Das Einsetzen der partiellen 
Differentialquotienten in Gleichung (f) liefert 

c~ Y . 
(iz -{} · y dz ·e,-&y 
~-- dy 
--+&·z ! +&z 

y c 

oder 
l l 
-r:·ydy-{}·ydy= e,·zdz+{}·z·dz, 

woraus durch Integration 
y2 y2 . {} z2 z2 • {} 
2-(;·--2-=2-c+-2- +C 

oder 

folgt. Das ist aber die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse. Wählen wir 
demnach einen elliptisch geformten Querschnitt, so können wir durch 
den Ansatz 
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die Gestalt der krummen Fläche, in die die ebenen Querschnitte 
bei der Verdrehung übergehen, ermitteln und sind in der Lage, auch 
den Spannungszustand zu beschreiben. Als Schubspannungskompo
nenten erhalten wir mit 

z 8!; y 
und (; oz (; 

nach Gleichung (c) und (d) 

(l) 

Die Gleichungen zeigen eine lineare Abhängigkeit der Seitenspannungen 
von z und y. 

Wir wenden unsere Ergebnisse auf den elliptischen Querschnitt 
der Abb. 176 an, dessen Umrißlinie der Gleichung 

y2 z2 
a,z+(2=l 

gehorcht. Im Punkte P (y, z) hat 
die Tangente die Steigung 

dz b2 y 
-dy -a,z:· z-, 

es ist also, weil die Randspan
nung r tangential gerichtet ist, 

l:xz _ + dz _ h2 Y (2) 
•• --,;- dY---a2z. 

Weil nun r.,v und r.,. linear von 
z und y abhängen, so muß Abb. 17G. Elliptischer Querschnitt. 

ixz = - k · b2 • Y 

sein, worin k ein unveränderlicher Faktor ist. Zur Bestimmung des 
Festwertes k denken wir daran, daß das statische Moment der als 
äußere Kräfte aufgefaßten Spannungen gleich dem angreifenden Dreh
moment M sein muß. Ein Flächenteilchen dF [ cm 2] überträgt 
r · dF [kg], mit dem Hebelarm z der Seitenspannung r.,v und dem 
Hebelarm y der Seitenspannung <xv· Wir erhalten für den Mittelpunkt 
0 als Momentendrehpunkt 

dM = ixy • dF • Z- ixz · dF · Y, 

= ka 2 z · dF · z + kb 2 y · dF · y 

und durch Integration, die sich über den ganzen Querschnitt erstrecken 
muß, 
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Die Integrale sind aber die axialen Trägheitsmomente des ellip
tischen Querschnitts und nach S. 82 

J dF·y2= ~ ba3 und JdF·z2= ~ ab3 , 

demnach ist 

M = ka2 · !!_ b3a + kb2· !!_ ba3 
4 4 ' 

n 2M 
M = !f ka3 b3 ; daraus k = ~a3 b 3 • 

Die Randspannung r erhalten wir aus 

zu 

,-----
1:= yr.,u2+r:rz2 

i=k·fa4z2+b4y2. 

Die Ellipsengleichung liefert 

a2z2 = a2b2- b2y2, also a4z2= a4b2- a2b2y2. 

Demnach ist 

oder 

r = k. b f a4 + y2 ( b2- a2) . 

Der absolut größte Wert von r wird da auftreten, wo y 2 seinen 
größten Wert erreicht, d. h. für y = ± a; die größte Schubspannung 
herrscht an den Endpunkten der kleinen Achse und ist 

2M 
'imax=k·ab2 oder Tmax= na2 h · 

An den Enden der großen Achse (y = O) herrscht die Schubspannung 
2M r=ka2b=-· . nab2 

Zur vollständigen Beschreibung des Spannungs- und Formänderungs
zustandes fehlen noch der Verdrehungswinkel {} und der Festwert c, die 
beide aus den Gleichungen (l) erhalten werden, von denen die erste 
für z = b in den Wert 1:, die zweite für y ='- a in den Wert 'imax über
geht (Abb. 176). Wir erhalten 

ws r"v=G·z·(~+ßJ für z=b ... . :!2 =G·b·(~+f}), 

aes 
" y=-a ... . - :a~=G·a (~-{}). 

Die Addition beider Gleichungen liefert 

I I M b2 - a2 

o=G· nab ·~b-2· 

Die Subtraktion beider Gleichungen liefert 
I M b2 + a 2 

{} = G · nab · (i2b2 
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Als Gleichung der krummen Fläche, in die ein ebener Querschnitt bei 
der Verdrehung übergeht, erhalten wir 

y·z b2 - a 2 M 
~= 0 ~ oder ~= naalJ3'(j'YZ. 

c ~ = y · z ist die Gleichung eines gleichseitigen hyperbolischen Para
boloides. 

In der Gleichung für den verhältnismäßigen Verdrehungswinkel 
{} = _1. M (a2 + b2 ) 

G na3b3 (3) 

ersetzt man häufig b durch n · a, so daß n das Verhältnis der Achsen 
der Ellipse ist; dann wird 

{} = M (n2 +__U 
G·n·a4.n3 · (3a) 

Für den kreisförmigen Querschnitt hatten wir als verhältnismäßigen 
Verdrehungswinkel 

{}-- M _ M 
- Q.J --;d4 

f) Q. ------
32 

erhalten (vgl. S. 226). Es liegt nahe, das für den elliptischen Quer
schnitt gefundene Ergebnis damit zu vergleichen. Wir sehen dabei, daß 
das polare Trägheitsmoment J P durch 

na3 b3 

a2 + b2 =Ja 

ersetzt ist. A. Föppl nennt diesen einem Trägheitsmoment ähnlichen 
Ausdruck den Drillungswiderstand des Querschnittes und schreibt 
allgemein 

JYI 
{} = G·Ja · (4) 

Das polare Trägheitsmoment des elliptischen Querschnittes ist als 
Summe der axialen Trägheitsmomente 

J =na3 b+nab3 =nab(a2 +b2 ) 
p 4 4 4 . 

Als Verhältnis des Drillungswiderstandes zum polaren Trägheitsmoment 
erhalten wir 

na3 b3 

__ Jd a2 +b2 4a2b2 4n2 
rp-- =-----= ---

J" n_cliJ (a2 + b2) (a2 + b2)2 (n2 + 1)2' 
4 

(5) 

für n = l wird rp = 1; der Drillungswiderstand des kreisförmigen Quer
schnittes ist gleich dem polaren Trägheitsmoment. Mit wachsendem n 
nimmt rp sehr stark ab 

n = 1 1,5 2 
rp = l 0,85 0,64 

2,5 
0,48 

3 
0,36 

und zeigt, daß eine Berechnung mit Hilfe des polaren Trägheitsmomentes 
zu erheblichen Abweichungen führt. 

Winkel, l'estigkeitslehre. 16 
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b) Die S eh u blinie. 

Die Drehungsspannungen. Für die äußere Umrißlinie haben wir als 
Randbedingung die Forderung aufgestellt, daß die Richtung der Schub
spannung in die Tangente an die Umrißlinie fällt. Wir denken uns jetzt 
im Querschnitt eine Schar von Kurven gezeichnet, die derselben Be
dingung unterworfen sind; d. h. die Tangenten in jedem Punkte dieser 
Kurven sollen mit der Richtung der resultierenden Behubspannungen 
zusammenfallen. Wir können auch sagen, daß diese Kurven, die 
Schublinien oder Spannungslinien genannt werden, überall in der 
Richtung der Schubspannung r fortschreiten. Die Gleichung der Schub
linien aufstellen heißt, die Richtung von r als Funktion der Quer
schnittskoordinaten y und z ermitteln. 

Wir übernehmen von S. 236 

ixy=G(~! +z·ß), (c) 

ixz=G(~!--y·ß). (d) 

Die Differentiation von ( c) nach z liefert 

a;;·=G·ß. 
Die Differentiation von (d) nach y liefert 

a;;·=-G·ß. 
Die Subtraktion beider Gleichungen ergibt 

OTxy _ OTxz = 2 Q{} az [)y ' 
(g) 

die für jeden Punkt des Querschnittes gilt. Damit i in die Richtung 
der Tangente an die Schublinie fällt, muß 

ßF (y, z) 
-ay- dz 

tg IX=- _ßF(y, z) dy 

az 
sein, wenn wir als Gleichung der Schublinien 

F (y, z) = K (h) 

ansetzen (Abb. 176). Da es sich um eine Schar von Kurven handelt, 
muß die Gleichung der Schublinien einen willkürlichen Parameter K 
enthalten. Wir erhalten bestimmte Schublinien, wenn wir für K feste 
Werte einsetzen. 

Unter Berücksichtigung, daß 
Txz dz 
-r,. dii 
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ist, ergibt sich1) 

_ +8F(y,z2 
'txy- az und 

8F(y,z) 
'txz=- ay ; (i) 

und hieraus durch Differentiation 

Setzen wir beide Werte in (g) ein, so wird 

82 F (y,_z) -L ß2F (y,!)_ = 9 G{} 
ßz2 I ßy2 - . (k) 

Dies ist die allgemeine Differentialgleichung der Schublinien. 
Für einen gegebenen vollen Querschnitt muß Gleichung (h) die 

Differentialgleichung (k) erfüllen, für K = Ka mit der äußeren Be
grenzungslinie zusammenfallen und für alle Werte innerhalb des Quer
schnittes eine stetige Funktion sein. 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (k) gibt C. Weber 
im erwähnten Forschungsheft; :lie lautet 

r y2 22) 
F (y, z) = 2 G{} b- + 4 + g1 (z + iy) + g2 (z- iy) = K (l) 

und wird vom Verfasser auf die verschiedenen Sonderfälle angewendet. 
Elliptischer Querschnitt. Setzt man 

gr(z + iy) + g2 (z- iy) =-A (z2-y2), 

so erhält man 

F (y, z) = 2 G {} ( ~2_ + ~ ) - A ( z2- y2) = K 

als Gleichung der Schublinienschar, die mit 

A = !!!!.._ . n 2 - I 
2 n 2 + l 

in 

(6) 

übergeht, wenn a und b = n · a die halben Achsen des Querschnitt
umrisses sind. Mit y = a und z = 0 folgt daraus 

n2 
G{}·a2 ·--=K 

n2 + l a 

für die äußere Ellipse. Die Schublinien sind ähnliche Ellipsen, die sich 
mit K1 = i Ka; K 2 = ! Ka; K3 =! Ka usw. in den Querschnitt ein
tragen lassen (Abb. 176). Die Spannungen sind 

8F(y, z) n2 l 
•xz=-~--ay-=-G{}·2n•+1'Y J 

8F(y,z) G{}·2-_!__,z 
'txv= ()z n2+! 

(7) 

1 ) Weber, C.: Die Lehre der Drehfestigkeit. Forsch.-Arb. d. V. d. I., Berlin 
1921, H. 249, S. 11. 

16* 
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Für y = ± a und z = 0 wird 
2 n2 

Txz=Txz = + G{}a·-2-+-1; max: - n 

für y = 0 und z = ± na wird 
2n I 

Txy =Txy = + GfJa• 2-+--1 = -·Txz max- n n max 

F in Gleichung (7) nennt Föppl 1) eine Spann ungsfunktion, weil sich 
die beiden Teilspannungen Txz und Txy durch eine einzige Funktion F 
der Querschnittskoordinaten ausdrücken lassen. 

Besonders einfach gestaltet sich die Lösung, wenn die Summe der 
zweiten partiellen Differentialquotienten der Gleichung des Quer
schnittsumrisses einenFestwert ergibt, wie es z. B. beim elliptischen 
Querschnitt der Fall ist. Mit a und b als Halbachsen ist 

y2 z2 
f (y, z) = a2· + /}2- 1 = 0 ' 

a I - __!__ • 2 und iJ2 I 2 
iJy - a2 Y iJy2 a2 ' 

.21_ = __!__ • 2 z und 82 I 2 
iJz b2 8z2 b2 ' 

demnach 
iJ21 iJ21 2 2 2(b2+a2) 
a y2 + 7JZ2 = ~ + b2 = a2 b2 

Da auch für die Spannungsfunktion F als Summe der zweiten Differen
tialquotienten ein Festwert gefordert ist, Gleichung (k), so setzen wir 

2G{}a2 b2 

F = 2(b2+a2). f (y, z) ' 
a2 b2 ( y2 z2 ') 

F = G{} . (;2 + -b:i a2 + b2 - 1 . 

Daß dieser Ansatz der Gleichung (k) genügt, zeigt die Differentiation 
aF 1 a2 F G{} 2 b2 
- =G{}·--·2b2 y und · 
iJy a2 + b2 iJy2 a2 + b2 ' 

iJF G-'" 1 2 2 iJ2F Gf}-2a2 
7iZ = u . a2 + ii'i. a z und iJz2 a2 + b2 ' 

iJ2 F iJ2 F ( b2 a2 ) 
7JY2·+-ih2=2G{} a2+fi'i+a2+b2 =2G{}. 

Ersetzen wir noch b durch n · a, so wird 
I F = G{}. ----- (n2a2y2 + a2z2- a2n2a2) 

a2 + n2a2 , 

F = GIJ (~- · y2 + ~----~ · a2)' 
n2 + I · n2 + I n2 + I ' 

( n2 z2 ) n2 
F = G{} \--- · y2 + --- -G{}. ----. a2 

n2 + I n2 + I n2 + I 

und F = K' stellt die Gleichung der Schublinien dar (vgl. Formel 6). 

1 ) Föppl, A. und 0.: Drang und Zwang. Bd. II. R. Oldenbourg. 
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Die Gleichungen (7) liefern als Seitenspannungen 1m Punkte y z 
des Querschnittes 

iJF(y,z) . az r =-- -=2G{}----·z x Y iJ z az + b2 , 

iJF (y, z) . b2 

ixz =- By-- =- 2G{} a2+ IJ2. y. 

die in Beziehung auf den Mittelpunkt des Querschnittes das Teilmoment 

dM = ') G{} (---~-z- ·z2 +- ~2-. y2) df 
- a2 + b2 a2 + b2 

haben, so daß wir für den gesamten Querschnitt 

M = 2 G{} ti2Tb2J (a2 z2 + b2 y2). df 

erhalten. Die Zerlegung in Einzelintegrale ergibt 

M = 2 G{} a 2 !bi { a2 J d I z2 + b2 J d 1 y2}, 

wobei J dlz 2 = Ju und J dly 2 = Jz die auf die Achsen bezogenen 
Trägheitsmomente des elliptischen Querschnittes bedeuten. Mit 

nab3 nba3 

Jy=4- und Jz=4-, 

geht unsere Momentengleichung über in 

:n; a 3 b3 
M =GH· --az +IJ2, 

aus der sich der verhältnismäßige Ver
drehungswinkel zu 

{} = a 2 =1:- b2 • M 
n·a3 b3 G 

ergibt (vgl. S. 241). 
Der gleichseitig-dreieckige Querschnitt. 

Da die Summe der zweiten Differential
quotienten der Gleichung des Quer
schnittsumrisses ebenso wie beim ellipti
schen Querschnitt auf einen Festwert 
führt, so läßt sich die Spannungsfunk
tion und damit die strenge Lösung der 
Aufgabe sofort angeben. Die Bezeich
nungen der Abb. 177 ergeben als Glei
chungen der Umrißseiten 

2 2h z--h- -y1 =0· 
3 a ' 

die durch Ausmultiplizieren in 

Abb. 177. Gleichseitig-dreieckiger 
Querschnitt. 

4 
f(y, z) = z3 -hz2- 3 y2z-h yLI.-- 'i'ih3 = 0 
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übergehen, wenn infolge h = -;- y3 

a=-}h ß 

eingesetzt wird. Der Gleichung f (y, z) muß jeder Punkt des Umrisses 
genügen; ihre Differentiation liefert 

of (y z) o2 f (y,z) 
~=-6zy-2hy und ay~ =-6z-2h, 

of (y,z) = 3 z2- 2hz- 3y2 und a:l_(y,z) = + 6z- 2 h 
oz a z2 ' 

so daß 

wird. 
Damit die SpannungsfunktionF der Gleichung (k) genügt, setzen wir 

-2G{} 2G{} ( 4 ) F=-4r·f(y,z)=- 4 h z3-hz2-3y2z-hy2+ 27 ha , 

die bei der Differentiation wie vorgeschrieben 

()2 F + ()2 F_ = 2 G {} 
()y2 ()z2 

ergibt. Als Gleichung der Schublinie, die mit dem Umriß zusammen
fällt, erhalten wir 

G{} G{} 4 
2 h (h y2 + 3 y2 z + h z2- z3)- 2 h. 27 h3 = 0' 

so daß 

K = ~G{}h2 
a 27 

ist, wenn wir der Gleichung der Schublinienschar die Form 
G{} 
"2h(h y2 + 3 y 2 z +hz2 - z3) = K 

geben. Abb. 178 zeigt die Schublinien für K =! Ka; 
! Ka; ! Ka und Ka 1 ). 

Aus der allgemeinen Lösung der Differential
gleichung erhält C. Weher die Gleichung der Schub

Abb. 178. Schublinien. linienschar, indem er 

g1 (z + iy) + g2 (z-iy) = ~~ (-z3 + 3y2z) 

setzt, so daß 

wird. 

1) Aus C. Weber: Die Lehre der Drehungsfestigkeit. 
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Die Seitenspannungen ergeben sich nach Gleichung (i) zu 

r = a_F_(Jbz_) = G__{}_ (3 y2 - 3 z2 +2hz) 
XY 0 Z 2 h ' 

ßF (y,z) Gf} 
Txz =- ·-----ay =-- h- (3 yz + hy). 
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Die absolut größte Schubspannung tritt in der Mitte der Umrißseiten auf; 
für y = 0 wird 7: xz = 0 , 

für y=O wird 7:xy=~~(2hz-3z2). 
Txy =I (z) ist in Abb. 177 dargestellt, die Kurve, eine Parabel, geht 
durch die Spitze des Dreiecks und durch den Schwerpunkt; der Ab
schnitt in Höhe der Grundlinie ist infolge z =-! h, 

Gflh 
T XYmin == Tmin == - 2-- • 

Für den Verlauf der Behubspannungen längs der Grundlinie erhalten 
wir infolge z = - ! h 

7: = G_!_ (3 y2- h2) und 7: = 0 
XY 2h XZ • 

Die Kurve Txy =I (y) ist ebenfalls eine Parabel, deren Scheitel in die 
z-Achse fällt. Mit y = 0 ergibt sich 

a h und mit y =- = --
2 y3 

Gf}h 
Txymin = Tmin =- -2-' 

Txy = 0. 
Der verhältnismäßige VerdrehungswinkeL Die übliche Be

dingung, daß die als äußere Kräfte aufgefaßten Spannungen dem an
greifenden Drehmoment das Gleichgewicht halten müssen, liefert als 
Moment der von dem Flächenteilchen d f übertragenen Kraft (Abb. 177) 

dj (Txy·Z-Txz" y) = ~~ (3 y2z- 3 z3 + 2 hz2+ 6 y2 z + 2hy2) • dj. 

Dann überträgt der zur y-Achse parallele Streifen von der Breite y und 
der Höhe dz 

Gf} f dM = 2 h · dz (3 y2z- 3 z3 + 2 hz2 + 6 y2 z + 2 hy2) dy. 

Wegen der Symmetrie zur z-Achse integrieren wir zweimal von y = 0 

bis y = - ;h (3 z- 2 h} und erhalten 

dM = 2·~~ dz { (9 z + 2 h)J y2 dy- z2 (3z-2h)J dy} 

Gf} f y3 } 
= -h- · dz \ (9 z + 2 h) ·- 3 - z2 (3 z- 2 h) · y 

= (}fJ · dzf_ (9 z + 2 h) ·1 ·-_!__ ( 51'_)3 (3z- 2h)3 
h \ 3 63 \ h 

-z2 (3z-2h) l- (],(3z-2h)l}· 
c 6 h J 
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a ,1- a 2 (a )3 a 4 
Ersetzen wir noch h durch 2 v3, so wird h=y3'; h =h·3· so 

daß sich ausgerechnet und zusammengefaßt ergibt 

dM = G{} ,!!__,dz ( z4
- 10 z3 + ~ z2h + _!_ h3) 

. h h 9 9 243 . 

Als gesamtes von dem ganzen Querschnitt übertragenes Moment er
halten wir 

dM =G{} ,!!__Jdz (z4
- 10 z3 + ~hz2 + _!_ h3) 

h h 9 9 243 

h 2 
mit z = - 3 als untere und z = :f h als obere Grenze. Nach Durch-

führung der Integration ist 

M-G{}·-a_(_!__ s_Iü 4+2h 3..L8h3) 
- . h 5 h Z 36 Z 27 Z I 243 Z 

und nach Einsetzung der Grenzen 

daraus 

M = Gf}ah3 • 

30 ' 

30M 80M {} = G h3 oder {} = --= · 
·a Ga4f3 

In ähnlicher Weise wie bei dem elliptischen Querschnitt auf S. 241 
schreiben wir auch hier 

M 
{} = G·Ja 

und erhalten als Drillungswiderstand des gleichseitig-dreieckigen 
Querschnittes 

a4 - a4 

Ja= 80 Y3 = 46,188 · 

Der rechteckige Querschnitt. Für diesen im Maschinenbau häufig 
vorkommenden Querschnitt läßt sich keine geschlossene Lösung angeben. 
Der die vorstehend behandelten Querschnitte einer verhältnismäßig 
einfachen Lösung zuführende Fall, daß die Summe der beiden zweiten 
Differentialquotienten der Gleichung des Querschnittsumrisses auf 
einen Festwert führt, liegt beim rechteckigen Querschnitt nicht vor. 

Föppl 1) löst die Aufgabe, indem er eine Spannungsfunktion F an
setzt, die den statischen Bedingungen der Aufgabe genügt. Zu diesem 
Zweck muß die sonst beliebige Spannungsfunktion für alle Punkte des 
Umfanges den gleichen Wert, z. B. Null, annehmen und einen allen 
Gliedern gemeinsamen Faktor enthalten, der so zu bestimmen ist, daß 
die im Querschnitt übertragenen Spannungen dem angreifenden Dreh
moment der äußeren Kräfte das Gleichgewicht halten. Als Spannungs
funktion F, die für den ganzen Umfang des rechteckigen Querschnittes 
zu Null wird, setzt Föppl 

F (y, z) = c (a2- y2) (b 2- z2), 

1) Föppl, A. und 0.: Drang und Zwang, Bd. II, S. 76. 



Der beliebig geformte Querschnitt. 249 

worin a und b die halben Rechteckseiten bedeuten. Die Differentiation 
nach Gleichung (i) liefert die Seitenspannungen 

T = i}_l'_(y, z) =- 2 c (a2 - y2) ·Z 
XY iJz 

T =-iJF(yl~l=2c(b2 -z2)·y 
J:Z iJy ' 

aus denen sich nach dem Pythagoräischen Lehrsatz 

ergibt. 
Nun ist die auf die Raumeinheit bezogene Formänderungsarbeit 

bei reiner Schubbeanspruchung nach S. 198 mit k = l 
Q2 r2 1 

12{ = 2([ff2 = 2G = 2G (T~ + T~z) 
oder 

9{ = _l l(iJ!'(y,z))2+ (iJF(y,z))2'. 
2al az ay J 

Demnach entfällt auf die Längeneinheit des Stabes die Formänderungs
arbeit 

A = _!_IT2 d I= _J -I'l- (i3_!(y,z)) 2+ (i3_!(y,z))\ 2 ] dl. 
2 G 2 G , oy - iJz J 

Die dritte Gleichgewichtsbedingung E M = 0 liefert 

J I( oF(y,z) oF(y,z)) 
M= (ixy·Z-Txz·y)·dl=- z·-~+y-~ dl, 

in die wir die bereits ermittelten Differentialquotienten einsetzen; es 
wird dann 

M = 2 c J [ ( a2- y2) z2 + ( b2 - z2) y2] d I 
= 2 c [azJ df. z2- J y2z2 df + bzJ dfy2- jz2y2df. 

Es ist 

ferner 
+a +b a b 

I y2 z2 df = Jy2dyJz2· dz = 4Jy2dyiz2dz 
-a -b 0 0 

a b a 

= 4Iy2dy· ~ 1 = 4Iy2dy· ~3 

0 0 0 

Eingesetzt ergibt sich 

.1li =? c IL 4 a 3b3 + 4_ a3b3- 2 · 4 a3b3'j = 32 ca3b3 
~ 3 3 9 9 
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und daraus 9M 
c = 32-a3 b3 • 

Mit 

A =_I fi(8F(y,z))2+ (8F(y,z))2] dl 
2G L ay az 

wird nach dem Einsetzen der Differentialquotienten 

4c2J A = 2 G [ ( b2 _ z2)2 y2 + ( a2 _ y2)2 z2] . d 1 

= 2 ;: { b4f y2 d I- 2 b2 f y2 z2 d I + f y2z4 d I 

+ a4 J z2 d I - 2 a2 J y2 z2 d I + J y4 z2 d I} . 
Die einzelnen Integrale sind 

J d I y2 = Jz = : a3 b , 

f dlz2=J =-!ab3 
'Y 3 ' 

+a +b 

J y2 z4df = J Jy2z4dydz =1~ a3b5' 
-a-b 

+a +b 

J y4z2dl = J Jy4z2dydz = 145 asba. 
-a-b 

Eingesetzt ergibt sich 

2 c2 [4 4 4 4 4 l A = G 3-- asbs- 2 (a2 + b2). --gasba + 3 asba + 15 a3b5 + 15 asbaJ 

A = ~:~ a3b3 (a2+ b2) 

d •t 9M 
0 er llil c = 32a3b3 

A = ~- . a2 t~ . M2 . 
80 a3 b3 G 

Als Seitenspannungen erhalten wir 

-r = ßF(y,z)=-2c(a2-y2) z=-_1)__ · ~(a2 -y2)z 
XY 8z 16 a3 b3 -

8F(y,z) - 9 M 
-r =---=2c(b2 -z2) y=- · -(b2-z2)y xz ay 16 a 3 b3 • 
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Um ein Bild von der Verteilung der Spannungen über den Querschnitt 
zu erhalten, setzen wir z = 0; damit wird Txy = 0 und 

9 M 
ixz=J.6. aab·y. 

Die Spannungen wachsen längs der y-Achse geradlinig und erreichen 
ihren größten Wert für y = + a mit 

9 M 
Tmax=+I6. a2b. 

In gleicher Weise wird längs der z-Achse infolge y = 0 
9 M 

rxz=O und ixy=-16. aba·z. 

Auch hier zeigt sich geradliniges Anwachsen der Spannungen vom 
Mittelpunkt aus; der größte Wert ergibt sich für z = - b zu 

9 M 
Tmax= + f6 . ab2. 

Beide Maximalwerte treten in den Mitten der Seiten auf. Längs der 
Umrißseiten gehorchen die Spannungen für die Senkrechten infolge 
y = ± a dem Gesetz 

9 M 
rxy=O und rxz= ± IG · c;2 1;3{b2 -z2) 

und längs der Wagerechten irrfolge 
Z= ±b 

9 M 
ixz = 0 und ixy = ± 16 . a,31;2 (a2- y2). 

Die den Verlauf der Spannungen zei
genden Kurven sind Parabeln, die ihre 
Scheitel und damit ihre größten Ordi
naten in den Mitten der Seiten haben; 
sie sind in Abb. 179 dargestellt. 

Für den Sonderfall des Quadrates 
erhalten wir mit a als Seite des Quadrates 

Tmax=+4,G -~ · 

Der verhältnismäßige Verdre- Abb.179. Spannungen nach Föppl. 

h ungswinkel. Beobachtet man das 
stetige Anwachsen des Drehmomentes von Null auf M, so ist die auf 
die Längeneinheit bezogene Verdrehungsarbeit 

I 
A= 2 M·ß, 

die mit dem vorher gefundenen Werte 

A oo= !J_ • a2 + b2 • .1!~ 
80 a 3 b3 G 
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übergeht in 
9 a 2 + b2 M ,., a 2 + b2 j}J 

{}= :ro·~v·71= 0·22o·~v·7i · 
Bezeichnet man die ganzen Seiten des Rechtecks mit b und h, 

b h 
so hat man an Stelle von a -2 , an Stelle von b !r zu setzen. Es 

wird dann für h > b 

und 

Bach setztl) 
b2 +h2 M 

{} = "Po/)371,37]· 

Nach den Versuchen von Bretschneider (1909) ist für 
h: b = 1: 1 "Po = 3,58 
h: b = 2 : 1 "Po = 3,53 
h:b = 4:1 "Po= 3,40 
h:b = 6:1 "Po= 3,29 

Die vorstehend abgeleiteten Gleichungen sind nur als Näherungs
lösungen anzusprechen, da der gewählte Ansatz sehr willkürlich ist 
und dem tatsächlichen Verhalten des verdrehten Stabes nicht voll
kommen gerecht wird. Föppl verfolgt den eingeschlagenen Weg, 
indem er den Ansatz erweitert und gelangt zu Gleichungen, die den 
wirklichen Verhältnissen bedeutend näher kommen, doch muß es dem 
Leser überlassen bleiben, am angegebenen Orte selber nachzulesen. 
Hier sollte nur gezeigt werden, wie man überhaupt die gestellte Auf
gabe anzufassen hat, um zu brauchbaren Ergebnissen zu gelangen. 

C. Weber 2) untersucht den Spannungs- und Formänderungs
zustand des Stabes mit rechteckigem Querschnitt mit Hilfe der all
gemeinen Differentialgleichung der Schublinien ( k), für die er 
auch keine geschlossene Lösung angeben kann, da sich für g1 und g2 

keine ganzen algebraischen Funktionen in endlicher Zahl finden, die 
den besonderen Bedingungen des rechteckigen Querschnittes genügen. 
Auch hier gestaltet sich die Lösung so verwickelt, daß sie über den 
Rahmen unserer Untersuchung hinausgeht, doch sollen die Ergebnisse 
angeschrieben werden, um einen Vergleich der strengeren Lösung mit 
der einfachen Näherungslösung zu ermöglichen. Weher findet, wenn 
b und h die Seiten des Rechteckes bedeuten und h = n · b 
gesetzt wird, bei 

1 ) Bach, C.: Elastizität und Festigkeit. 8. Aufl. 1920, S. 397. 
2 ) Die Lehre von der Drehungsfestigkeit. Forschungsheft 249 des V. d. I. 
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1.1<n<4 

M=~! (n-0,630+ 0·~~2)b4G19, 

Tmax = ( 1- 1~6!J b G 19 , 

0,65 
l-l+n3 .111 

Tmax = l-(~--- "~0 052) . b3 ' 

3- n-0,630 + -'?;4 

I M 
ß=-" ·-4~; -! (n-0,630+ 0·~~2 ) b ·G 

2. n > 4 
l M = ~ :3 (n-0,630) b4G19, 

Tmax = ~ b G ß in der Mitte der langen Seiten, 

r = 0, 7 425 b G 19 in der Mitte der kurzen Seiten, 

I .111 
Tmax = -c:-1 ~~-" - '!J3' 

3- (n-0,630) 

.111 ·"=- 1 u I · /)4--:(j; 
T(n-0,630) 

3. n = 1 (Quadrat) 

M = 0,140! b4G19, 

Tmax = 0,6753 b G 19, 

M 
Tmax = 4,809 b3 , 

19=7,123b~a· 
Die Verteilung der Spannungen über den 
Querschnitt zeigt die Abb. 180, die erken
nen läßt, daß die Spannungen nicht ge
radlinig nach außen wachsen. 

Zum Vergleich der Näherungsformeln 
mit den Webersehen Gleichungen schreiben 
wir die Gleichungen von Föppl so an, daß 
b und h = n · b die Seiten des rechteckigen 
Querschnittes sind, und erhalten 

und 

9 M 
Tmax = 2-:n: · ~;:i" 
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fJ= 3,6 .I:3n:. :fa. 
Nach den Versuchen von Bretschnei-

Abb. 180. Spannungen nach 
Weber. 

der wird 
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Näherungsgleichung 

n= 1: 
M 

'Z'max = 4,5 "1)3, 

M 
{} = 7,2 . b4G ; 

n=2: 
M 

'rmax = 2,25 · -1)3 , 

M 
{} = 2,25· b4G; 

n=3: 
M 

'rmax = 1,5 · b3, 
M 

{} = 1,333· -b4G ; 

n=4: 
M 

'rmax = 1,125 · 1)3, 

M 
{} = 0,956 · b'G 

Die Drehungsfestigkeit. 

nach C. Weber 

n=1: 
M 

'rmax = 4,81· 1)3, 

M 
{}=7,123· b4G; 

n=2: 

'rmax '= 2,035 • -~ , 

{} = 2,18. ~-; 

n=3: 
M 

'rmax = 1,226 · 1)3 , 

M 
{} = 1,258. b4Q ; 

n=4: 
M 

'rmax = 0,881· b3, 

M 
{} = 0,889 · b4 G-

nach 
Bretschneider 

M 
{} = 2,21 b4G-' 

M 
{} = 0,903 b4G 

3. Die Lösung der Verdrehungsaufgabe durch den Versuch 
nach Prandtl. 

Die vorstehenden Entwicklungen haben gezeigt, daß die strenge 
rechnerische Lösung der Verdrehungsaufgabe nicht nur mit großen 
Schwierigkeiten verknüpft ist, sondern namentlich an Anschaulichkeit 
zu wünschen übrig läßt. Diesen Mangel behebt das sogenannte Gleich
nis von Prandtl. 

Wir denken uns ein Hohlgefäß aus dünnem Blech, in dessen eine 
Wand eine Öffnung _geschnitten ist, die dem zu untersuchenden Quer
schnitt entspricht. Uber diese Öffnung spannen wir eine Seifenhaut in 
ähnlicher Weise, wie man Seifenblasen herstellt. Erhält die Luft im 
Innern des Gefäßes einen geringen Überdruck, z. B. durch Erwärmen, 
so wird sich die Haut ausbauchen und einen Hügel bilden, der sich 
über der wagerechten Ebene der Öffnung erhebt. Von den Ordina
ten des Hügels läßt sich nachweisen,. daß sie den Werten der Span
nungsfunktion F verhältnisgleich sind unter der Voraussetzung, daß 
diese Ordinaten im Verhältnis zu den Abmessungen des Hügels klein 
sind. 

In Abb. 181 ist df = dy · dz ein Flächenteilchen der Seifenhaut 
im Grundriß. Da die in einer Flüssigkeitshaut übertragenen Spannun
gen längs eines Schnittes unveränderlich sind, so überträgt die Kante 
dz eine Kraft k = 8 • dz, wenn 8 diese Unveränderliche bedeutet; die 
im Abstande dy liegende Kante überträgt k + dk in entgegengesetzter 
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Richtung. Die Seitenkräfte in Richtung der x-Achse sind 

k·tg rp = s· dz · :!- und (k + dk)·tgrp = s· dz :! +s · dz · ::~ ·dy. 

Die Differenz beider Seitenkräfte gibt den der x-Achse entgegengesetzt 
gerichteten Druck 

ß2; 
s·dz· ay2 • dy. 

In gleicher Weise ergeben die längs der Kanten dy angreifenden Span. 
nungen den ebenfalls nach unten gerichteten Druck 

ß2; 
s·dy· 7fZ2 · dz. 

Die erste Gleichgewichtsbedingung verlangt, daß die Summe sämtlicher 
Kräfte in Richtung der x-Achse gleich Null ist. Mit p als Luftüberdruck 
auf die Flächeneinheit wird 

s· dz· 82 ; dy+ s· dy· 82 ~ • dz- p·dy· dz = 0 ßy2 ßz2 

oder 
a2~ ß2~ _p__ 
ßy2 + ßz2 - 8 • 

Diese Gleichung ent
spricht im Aufbau der 
Differentialgleichung der 
Spannungsfunktion (k), 
wenn wir 

2G{}=p,·L, 
8 

also 

setzen, wobei p, einen 
Maßstabfaktor bedeutet. Abb.l81. Seifenhaut nach Prandtl. 

Da bei der Seifenhaut 
~ am Rande zu Null wird, also für alle Randpunkte den gleichen Wert 
annimmt, so stimmen beide Größen F und ~ vollständig überein, es 
stellen demnach die Ordinaten ~ in jedem Punkte des Querschnittes 
die Spannungsfunktion F dar. Man nennt deshalb den Seifenhauthügel 
auch SpannungshügeL Projizieren wir die Linien gleicher Höhe 
auf die yx-Ebene, so erhalten wir die Schublinien des Querschnittes. 
In Abb. 181 ist die Schublinie durch den Punkt yz angedeutet und das 
Achsenkreuz y z so gelegt, daß die z-Achse Tangente und die y-Achse 
Normale an die Schublinie ist, dann ist 

a~ aF Waz=az 
das Gefälle des Spannungshügels im Punkte yz. Andrerseits war 
nach Gleichung (i) 

ßF 
-r:.,'Y=az; 
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wir entnehmen aus dieser Übereinstimmung, daß die Schubspannung 
in einem Punkte eines Querschnittes dargestellt ist durch 
das Gefälle des Spannungshügels in diesem Punkte. 

Zur Berechnung des verhältnismäßigen Verdrehungswinkels {} be
dienten wir uns der dritten Gleichgewichtsbedingung, die besagt, daß 
das Moment der äußeren Kräfte gleich dem Moment der als äußere 
Kräfte aufgefaßten Spannungen sein muß. Demnach ist 

I I( ßF (y,z) ßF (y,z)) M= (zr:xy-y·r:xz)df=- Z· - 0z--+yay- df. 

Mit d f = dy · dz erhalten wir 

M=-II(y~: +z ~~)·dy·dz. 
Nun ist aber 

Jy·-~~ ·dy=yF-IF·dy=-IF·dy, 

da bei der Integration nach y das Produkt yF zu Null wird, weil F 
am Querschnittumriß gleich Null wird. Ebenso ist 

I z· ~~ ·dz=zF-IF·dz=- IF·dz, 
demnach 

M=2·ffFdydz. 
Das Doppelintegral stellt einen Körper dar, der dadurch entsteht, daß 
wir die Spannungsfunktion F als Ordinate über der y z-Ebene auf
tragen. Ersetzen wir noch F durch f.l • ~. so wird 

M = 2 f-lf j~ dy dz = 2 f.l' V; 

hierbei ist das Doppelintegral gleich dem Rauminhalt des Spannungs
hügels. Auf S. 241 hatten wir der Gleichung für den verhältnismäßigen 
Verdrehungswinkel die Form 

M 
ff=Jd·G' 

wobei Ja als Drillungswiderstand bezeichnet wurde. Andrerseits hatte 
sich bei der Gegenüberstellung (S. 255) 

2 G{} = fl' 1!_ 
8 

ergeben; dann liefert die Gleichsetzung beider Werte f} 

J =4·--:_·V· 
d p ' 

d. h. der Rauminhalt des Spannungshügels ist dem Drillungswiderstande 
verhältnisgleich. 

Über die Benützung dieser Beziehung zur Bestimmung des Drillungs
widerstandes durch den Versuch sagt Föppl in Drang und Zwang, 
Band II, S. 91: "Praktisch wird man dabei so vorgehen, daß man in 
derselben Gefäßwand zwei verschiedene Öffnungen anbringt, die man 
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mit Seifenhäuten überspannt und von denen die eine kreisförmig ist, 
während die andere die Gestalt des Querschnittes hat, für den Ja er
mittelt werden soll. Dann verhalten sich die beiden Drillungswiderstände 
zueinander wie die Inhalte der beiden SpannungshügeL Hat man diese 
ausgemessen, so folgt aus dem Vergleich der gesuchte Drillungswider
stand, da der des kreisförmigen Querschnitts als polares Trägheits
moment von vornherein bekannt ist." 

In dem Forschungsheft Nr. 249 des Vdi untersucht C. Weber 
auch den Einfluß von Rillen und Einkerbungen beim kreisförmigen 
Querschnitt und stellt fest, daß eine kleine halbkreisförmige Rille im 
tiefsten Punkte der Rille eine örtliche Erhöhung der Spannung auf 
den doppelten Betrag der Spannung im rillenfreien Querschnitt er
fährt, während eine scharfe Kerbe die örtliche Spannungserhöhung 
bis zu dem Werte r = oo steigern kann. 

Für weitergehende Studien sei dem Leser das genannte Heft neben 
den Büchern von Föppl und Bach empfohlen. 

VIII. Die Schub- oder Scherfestigkeit. 

1. Annahme gleichmäßiger Verteilung der Schobspannungen 
über den Querschnitt. 

Kurze, dicke Stäbe, die nach Art der Abb.l82 und 183 belastet sind, 
erfahren Schubspannungen und Biegungsspannungen; ihre Berechnung 
gehörte streng genommen unter den Abschnitt der zusammengesetzten 
Beanspruchung. Wenn die angreifenden Biegungs
momente sehr klein sind, pflegt man die Biegungs
spannungen zu vernachlässigen und berechnet Stäbe 
dieser Art auf Abscheren. Grob wie die Annahme 
ist auch die Durchführung der Berechnung: wir setzen 
eine gleichförmige Verteilung der Spannungen 
voraus, obwohl wir wissen, daß diese Annahme der 
Wirklichkeit nicht entspricht!), und schreiben 

p 
r= F' 

Abb. 182. 
Absrheren. 

wobei P in kg die abscherende Kraft, F in cm 2 der Querschnitt des 
Stabes und r in kgjcm 2 die Schubspannung bedeutet. Damit ist auch 
die Festigkeitsbedingung gegeben 

p 
'T= F <ks. (a) 

Entscheidend für die Brauchbarkeit dieser einfachen Gleichung ist die 
Wahl der zulässigen Scherspannungs k 8 • Offenbar führt die Festig
keitsbedingung (a) zu brauchbaren Ergebnissen, wenn die Scher
festigkeit Ks auf Grund von Versuchen ermittelt ist, die unter gleichen 

1 ) Siehe Abschnitt 2. 
WinkeL Festigkeitslehre. 17 



258 Die Schub- oder Scherfestigkeit. 

Vorbedingungen ausgeführt sind, wie es die Abb. 182, 183 zeigen. Ge
wöhnlich setzt man 

k8 = 0,75 kz bis 0,8 kz, entsprechend K 8 = 0,75 Kz bis 0,8 Kz, 

doch haben die nach Abb.183 von Bach ausgeführten Versuche er
geben, daß die Scherfestigkeit wesentlich höher liegt. Da nach dem 

Verfahren der Abb. 182 und 183 weniger die 
Widerstandsfähigkeit gegen Schub bestimmt 
wird als die Kraft, die zum Zerschneiden des 
Stabes aufgewendet werden muß, so spricht 
man besonders in diesen Fällen von Scher-

Abt. 183. Abscheren. festigkeit. 
Zusammenfassend werden wir sagen dürfen: 

kurze dicke Stäbe wie Niete und Bolzen werden auf Grund der Festig
keitsbedingung (a) berechnet, wenn durch Versuche die Scherfestigkeit 
unter gleichen Voraussetzungen ermittelt worden ist. Längere Bolzen 
sind stets auf Biegung nachzurechnen. Als Anhalt für die Wahl der zu
lässigen Scherspannung mag nachstehende Zahlentafel dienen. 

Scherfestigkeit K, = f-l. K •. 

Eisensorte f-l 
von bis im Mittel 

Gußeisen. 1,02 1,17 1,10 
Schweißeisen in Stäben senkrecht zur 

Faserrichtung . 0,78 0,82 0,80 
Schweißeisen in Blechen. 0,84 quer 0,87 längs 
Flußeisen in Stäben senkrecht zur 

Faserrichtung. 0,84 0,87 

Für den Hochbau setzen die amtlichen Bestimmungen die zu
lässigen Spannungen fest. 

Im wesentlichen beschränkt sich die Anwendung der Festigkeits
bedingung (a) auf die Berechnung von Nietverbindungen. Einen 
ungefähren Anhalt bietet sie auch bei der Berechnung von Schnitten 
und Stanzen, doch ist es nicht zulässig, auf Grund der "Scherarbeit" 
auf den Kraftbedarf von Maschinen zu schließen. Für Rechnungen 
dieser Art muß auf Versuche verwiesen werden, die zu diesem Zweck 
angestellt worden sind I). 

Nietverbindungen. Wir unterscheiden Nietverbindungen 1m 
Maschinenbau von den Nietverbindungen des Hochbaues, die man 
dadurch kennzeichnen kann, daß man sagt, Niete im Maschinenbau 
müssen fest und dicht sein (Dampfkessel), Niete im Hochbau müssen 
fest sein. Der Ausführung nach bezeichnet man die Nietverbindungen 
als ein- und mehrschnittig, je nach der Zahl der Querschnitte, die bei 
einer Zerstörung abgetrennt werden. Abb. 184 zeigt eine einschnittige, 
Abb. 185 eine zweischnittige Vernietung. Im ersten Falle bewirkt das 
unvermeidbare Biegungsmoment eine Formänderung nach Abb. 186. 

1 ) Vgl. Fischer: Werkzeugmaschinen. Berlin: Julius Springer. 
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Die Berechnung gestaltet sich nach der Festigkeitsbedingung (a) 
recht einfach. Sind n Niete von d cm Durchmes~;er bei einer ein
schnittigen Verbindung mit P kg als zu übertragender Kraft vor
handen, so muß st>in 

nd" n·-- ·k 
'~ s 

P. 

Bei einer zweischnit
tigen Verbindung 
heißt die Festigkeits
bedingung 

nd2 
·) n . ~ -~ . '· > p - 4 h, o= • 

Neben der Gefahr des 
Abseherens besteht 
für den Niet noch 
die Gefahr, daß die 
Pressung am Umfang 
des Nietschaftes zu 

p 

.. 1'' ~ ~ rr; 
-

A\ 9 (I:l, ~ 
I ' 

lA' 
I 

~p 

Abb. 184. Einschnittige Vernietung. 

groß wird; bei sehr großer Pressung kann das Blech aufreißen. Über 
die Druckverteilung am Schaft läßt sich nichts Sicheres aussagen, doch 
dürfen wir zweifellos keine gleichmäßige Verteilung erwarten. Aus 
dieser Zwangslage befreien wir uns 
ähnlich so, wie wir es beim Ab
scheren getan haben: wir rechnen 
mit einermittleren Pressung, dem 
sogenannten Lochleib u ngs druck, 
den wir bei 8 cm Blechstärke zu ~ 

p 
p = n · ds 

I' 
b 

I 
L 

I I 

I 

ansetzen; d. h. wir denken uns die 
halbkreisförmige gedrückte Schaft
fläche auf eine Ebene durch die Niet- . .\.bb. 185. Zweischnittige Vernietung. 
achse projiziert und verteilen die zu 
übertragende Kraft über diese projizierte 
Festigkeitsbedingung ist 

Fläche gleichmäßig. Als 

üblich. 

p 
p = n · d--- < 2 k 8 ·8 ~ 

Auf die verschiedenen Ausführungsarten von 
kann hier nicht näher eingegangen werden, die, 
soweit sie den Maschinenbau betreffen, in den 
Lehrbüchern über Maschinenteile, soweit sie 
den Hochbau betreffen, in den Lehrbüchern über 
Eisenkonstruktionen ausführlich behandelt wer

Nietverbindungen 
p 

Abb. 186. F:Jrm
änderung. 

p 

" 

den. Das Grundsätzliche der Berechnung mögen folgende Zahlen-
beispick zeigen. 

Ii* 
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Zahlenbeispiele. a) Einschnittige Verbindung nach Abb. 184. Die zu 
übertragende Kraft sei P = 24 t; die zulässige Scherspannung nach S. 20 
k, = 1000 kg/cm2 ; der zulässige Lochleibungsdruck p = 2000 kg/cm2 • 

Den Nietdurchmesser nehmen wir unter Beachtung der DJ-Normen zu 
d = 23 mm mit F = 4,15 cm2 Querschnitt an, dann werden erforderlich 

p 24000 
n = nd2~ = 4,15 ·1000 = 6 

4 8 

Niete. Bei einer Blechstärke von 8 = lO mm wird der Lochleibungsdruck 

- _!__- 240~~ -1750k . 2 
p- n·8· d- 6·1,0·2,3- g;cm · 

b) Zweischnittige Verbindung nach Abb. 185. Der Nietdurchmesser betrage 
20 mm mit F = 3,14 cm2 Querschnitt, dann werden erforderlich 

p 24000 
n = ----=-------- =4 

2·:nd2 _ k 2·3,14·1000 
4 8 

Niete, die bei einer Blechstärke s = 10 mm einen Lochleibungsdruck 

- p - 24000 - 2 
p - n. 8 • d - 4 . 1,o-:]"] - 3000 kgjcm 

erfahren. Wir sehen, daß der Lochleibungsdruck zu groß ist, und; müßten 
daraufhin entweder 

n=~p~=~ooo -=6 
8• d· 2k, 1,0·2,0·2000 

Niete anordnen oder den Durchmesser d größer wählen. Auch eine Erhöhung der 
Blechstärke drückt den Lochleibungsdruck herunter. 

c) Bolzenverbindung nach Abb. 183. Die zu übertragende Kraft sei P = 
12000 kg; k, = 0,8 · k. = 0,8 · 1200 = 960 kgjcm2 • Da die Nietverbindung zwei
schnittig ist, wird der erforderliche Querschnitt 

F = :nd2 = !-:__ = 12000 = 6 25 m2· 
4 2 k, 2. 960 ' c ' 

dem entspricht d = R: 30 mm. 
Hier empfiehlt sich das Nachrechnen der Biegungsspannungen. Fassen wir 

den Bolzen als zweifach gelagerten Stab mit Einzellast auf, so wird nach S. 89 
das größte Biegungsmoment 

Bei der Annahme gleichmäßig verteilter Last wird 
p.z 

M=g-· 

Da beide Fälle die Wirklichkeit einschließen, pflegt man mit 

M=P·l 
6 

zu rechnen und erhält demnach im vorliegenden Fall 

M = 12000 ' 7 '~ = 15000 cmkg, 
6 

das bei kb = 1200 kgjcm2 ein Widerstandsmoment 

15000 0 

W = 1200 = 12,5 cm" 
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erfordert, dem laut Zahlentafel S. 85 ein Durchmesser von R: 50 mm entspricht. 
Der lediglich auf Abscheren berechnete Bolzen würde zu schwach sein. 

d) Mit einer Winkelschere sollen Walzeisen bis 120 x 120 X 15 mm geschnitten 
werden. Der Stempeldruck ist angenähert zu bestimmen. 

Da der Querschnitt F = 33,9 cm2 beträgt, so folgt aus 

P = F · K, P = 33,9 · 4500 = 153000 kg , 
wenn wir die Scherfestigkeit zu K, = 4500 kg/cm2 annehmen. 

e) In ein Flußeisenblech sollen zylindrische Löcher von 20 mm Durchmesser 
gestanzt werden. Es ist die größte Blechstärke zu berechnen unter der Annahme, 
daß die Druckfestigkeit des Stahlstempels K = 12000 kg/cm2 und die Scher· 
festigkeit des Bleches K, = 4000 kg/cm2 beträgt. 

Angenähert ist 
P = n · d · s · K, , 

woraus mit P = n:2 
• K als größte Blechstärke 

K ·d 12000· 2 _ 
8 = 4 ·K, = 4·4000- = 1'0 cm 

folgt. 

2. Schubspannungen bei gleichzeitig auftretendet• Biegung. 
Wie bereits betont, tritt neben der Schubkraft stets ein biegendes 

Moment auf. Davon ausgehend wollen wir versuchen, einen Anhalt 
über die wirkliche Verteilung der Schubspannungen zu gewinnen. 

Da die Schubspannungen von Flächen
element zu Flächenelement des Querschnittes 
veränderlich sein werden, läßt sich zunächst 
nur aussagen, daß die Summe der Produkte 
aus Spannung und Flächenteilchen eine Mit
telkraft ergeben muß, die gleich der angreifen
den Querkraft Q, aber von entgegengesetzter Y 
Richtung sein muß. Aus unseren Ausführun
gen über die Behubspannungen (S. 235) über
nehmen wir die Bedingung, daß die Schub
spannungen tangential zur Umrißlinie des 
Querschnittes gerichtet sind. Setzt man einen 
beliebig geformten Querschnitt voraus (Abb. 
187) mit der Einschränkung, daß die Wir
kungslinie der Querkraft Q Symmetrieachse 

y 

des Querschnittes sein möge, dann erfahren Abb. 187. Schubspannungen. 
die Punkte A und A' der Faserschicht A A' 
in der Entfernung z von der Schwerachse y y Schubspannungen, 
die Rich in einem Punkte C auf der Wirkungslinie von Q schneiden. 
Nach unsern Vereinbarungen (S. 207) ist -,;"' die tangential gerichtete 
Schubspannung, ihre Seitenspannungen sind 'txy = -,;"' · sintp und 
-,; x• = -,;"' · cos tp, während r"' selbst 

ist. Ein beliebiger Punkt B der Faserschicht AA' erfährt Schub
spannungen, von denen wir annehmen wollen, daß sie ebenfalls nach 
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dem Punkte 0 der z-Achse gerichtet sein mögen. Diese Annahme ist 
allerdings nicht sicher begründet, aber sie ist wahrscheinlich und die 
einfachste, die sich darbietet. Zerlegen wir die Schubspannung in B 
ebenfalls nach den Achsenrichtungen y und z, so sollen weiter die Teil
spannungen Txz für jeden Punkt der Faserschicht AA' gleich groß sein. 
Diese Annahme ist weit bedenklicher als die erste, vereinfacht aber die 
Betrachtungen sehr. Nach unserer Grundgleichung (S. 2ll) ist nun 

d. h. die Schubspannungen treten paarweise in zwei zu einander senk
rechten Ebenen auf und sind von gleicher Größe. Betrachten wir Tz,,., 
das in die Richtung der Stabachse fällt, so läßt sich die gestellte Auf
gabe auf eine Aufgabe der Biegungsfestigkeit zurückzuführen. 

Würde der Stab der Abb. 188 oberhalb der Faserschicht ab fest
gehalten, so würden die infolge des Momentes Q · x auftretenden Span-

d.r nungen in Richtung der 
"""' ..,_x_____, - Stabachse den unteren Stab-

.1 teil gegen den oberen zu 
---- X --+-- L verschieben suchen. Auf der 

ll .z 
t e rechten Seite ac des unend-

__ .'![_1 lieh schmalen Stabteilchens 
!Q abcd wirken die Spannungen 

Abb.188. Schubspannungen. a" auf der linken Seite bd 
die Spannungen a 1, die wir 

wie üblich als äußere Kräfte auffassen. In Beziehung auf die Flächen 
ac und bd haben sie Mittelkräfte von der Größe 

Nr=Jar·df und N 1=fa1·df, 
wenn wir mit a die Normalspannungen im Abstande z von der Schwer
achse bezeichnen. Nach der Grundgleichung S. 142, ist aber 

a,=~·z und 

wobei M., das Biegungsmoment im Punkte x, M.,' das Biegungsmoment 
im Punkte (x + dx) bedeutet. Die Differenz der beiden Normalkräfte 
N ist aber die Kraft, die die Faserschicht ab gegen den festgehalten 
gedachten oberen Stabteil zu verschieben sucht; es wird 

e e e 

N = Nl-Nr= I~~- z·df-I ~~x. z· df= (~~- ~~x) ·I z·df. 
z z 

Das Integral ist als Summe der Produkte aus Flächenteilchen und 
Abstand von einer Achse gleich dem statischen Moment des gestrichel
ten Querschnittsteiles, bezogen auf die Schwerachse yy. Bezeichnet 
man diesen Wert mit S, so wird 

N= ~ (M~-Mx), 
was mit 

M~-Mx = Q·dx 
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übergeht in , Q·dx·S 
~=----

J 

Die über die Faserschicht ab gleichförmig verteilte Schubspannung 
r x z wird dann 

N Q·S 
T =----=--

xz 2y·dx J·2y' 

Aus Txz = Tx • cos rp folgt für die Randspannung 
Q·S 

T =----
x J 0 '2 y cos rp 0 

Hierin ist J das Trägheitsmoment des ganzen Querschnittes, bezogen 
auf die zur Wirkungslinie von Q senkrecht stehende Schwerachse yy; 
S das statische Moment des gestrichelten Querschnittsteiles, 
bezogen auf dieselbe Achse yy. 

e 
Wird in dieser Gleichung z = e, so wird S = J zdf = 0; d. h. die 

z 
Schubspannung in den äußersten Fasern - von der Achse y y ge
rechnet - ist gleich Null. 

a) Der rechteckige Querschnitt. 
Mit den Bezeichnungen der Abb. 189 wird 

bh:J 
J=l2, 

h/2 h!2 h/2 

S= J d/-z=Jb·z·dz=b· ~; 

S = -~· ( ~: - z2) =} · ~2 [ 1- ( -~z) 2~ . 
Demnach erhalten wir für die Schubspan

nung in der Entfernung z von der Achse 
b h2 [ ~·· (2z)2J 

Q·s Q·-2·-:.c_1-\h_ 
ixz = J·b = ---/Jh3-

J2'b 

=~· ~h [1-;(2hztJ. Abb. 189. Rechteck. 

Das ist die Gleichung einer Parabel mit der Pfeilhöhe 
3 Q 3 Q 

i'XZmax = 2 • f/h = 2 • F · 

Die größte Schubspannung tritt in der neutralen Faserschicht auf 
und ist 50% größer als bei der Annahme gleichförmiger Verteilung. 

b) Der Kreisq uerschnitt. 
Nach Abb. 190 ist 

S = J 2 yzdz. 
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Mit y = r · cos q; und z = r · sin q; wird 
;r; 

2 2 

S = 2 r3 J cos2 q; • sin q; • d q; = - ~ r3 eos3 q; I = ~ rs coss q; • 
r T 

Damit wird 
2 

Q · -ra cos3 rp 
3 4 Q 

ia! = :n; = 3 • :n; 12 • COS rp, 
4 .r4 ·2r cosrp·cosrp 

i =_!·___(L J!l-(·~)2 • 
x 3 n·r2 V r 

Für z = 0 erhält man 
4 Q 4 Q 

Tmax = 3 . :n;r2 = 3 . F . 

Abb. 190. Kreis. 

Das Schaubild der Spannungsvertei
lung zeigt als Begrenzungslinie eine El
lipse. Die maximale Spannung ist :um 
331/ 3 üfo größer als bei gleichmäßiger 
Verteilung. 

Für den Kreisring ist bei verhältnismäßig geringer Wandstärke 
Q 

Tmax=2· F. 

Sämtliche Gleichungen gelten unter der Voraussotzung, daß die 
Schubzahl unveränderlich ist, und daß der Querschnitt keine plötz
lichen Übergänge hat. So liefern die Gleichungen z. B. für den Steg eines 
I-Eisens zutreffende Werte, doch dürfen sie nicht auf die Flanschen an
gewendet werden, da die Forderung tangentialer Schubspannungen am 
Umfange für die Innenseiten der Flanschen TO!z gleich Null ergeben würde. 

Beispiele. 1. Der Stoß eines vollwandigen Trägers (Abb. 191) hat eine Quer
kraft Q = 15000 kg aufzunehmen; Tmax ist zu bestimmen. 

-!.~-!. 15000 _,.,__ 2 
Tmax- 2 F - 2 2 . 1,3 .24 - "'"362 kg/cm . 

j\U: 
1} T 

Abb. 191. Stoß. Abb. 192. Gurtniete. 

2. Bei dem genieteten Vollwandträger (Abb. 192) müssen die Gurtniete, die 
durch das Stahlblech gehen, die Schubspannungen übertragen. Der Fall liegt 
ähnlich wie in Abb. 188, nur tritt an die Stelle von dx jetzt der endliche Abstand t. 
Unsere Gleichung 

Q·dx·S Q·t·S 
N = --:J- geht über in N = -J- , 

wobei S das statische Moment des durch den Niet angeschlossenen Querschnitts
teiles, bezogen auf die Nullinie des ganzen Querschnittes, bedeutet. 
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3. Formänderung infolge der Schubspannungen. 
Nach dem Geradliniengesetz für Behubspannungen gehört zu der 

Spannung ixz die Winkeländerung 

Im allgemeinen Falle der Biegung, bei der Moment- und Querkraft in 
einem Querrschnitt auftreten, erfahren die Randfasern die größten 
Biegungsspannungen, die neutrale Faserschicht dagegen die größten 
Schubspannungen. Wir betrachten den Trägerteil AB von der Länge 
dx (Abb. 193), dessen rechteckig angenommener Querschnitt die neben
stehenden Spannungsschaubilder aufweist. Die in der neutralen Faser 
AB herrschende Schubspannung Tmax ändert den rechten Winkel, 
den die Stabachse mit dem Querschnitt im spannungslosen Zustande 
bildet, um den Betrag 

Tmax 3 Q 
Ymax = ~(T = 2 · b h. G · 

Die Verschiebung, die der Punkt 
B gegen den Punkt A erfährt, ist 

, 3 Q·dx 
BB =ymax·dx=-2 ·bh·G, 

während sich ein Punkt J im Ab
stande z von der N ullinie um Abb. 193. l<'onnänderung infolge der Schub

spannungen. 

JJ'=y·dx= 'Cxz·dx 
G 

verschiebt. Durch Division beider Verschiebungen erhält man 

JJ'=BB'·~. 
Tmax 

In den äußersten Fasern CD und E F sind die Behubspannungen gleich 
Null; sie erfahren also keine Winkeländerungen, d. h. die Punkte C 
und F verschieben sich nicht. Soll das tatsächlich der Fall sein, so 
müßte BO eine Verlängerung, BF dagegen eine Verkürzung erfahren, 
ohne daß Spannungen auftreten, die diese Längenänderungen hervor
rufen. Hält man fest, daß BO und BF ihre ursprüngliche Länge be
halten, so kommt man zu der Überzeugung, daß sich die Querschnitte 
S-förmig krümmen müssen. Die bei der Biegung gemachte Voraus
setzung vom Ebenbleiben der Querschnitte wird hinfällig, wenn wir 
den Einfluß der durch die Querkraft hervorgerufenen Schubspannungen 
berücksichtigen. 

Wir betrachten den einfachen Fall des Trägers auf zwei Stützen, 
der durch eine Einzellast P in der Mitte belastet ist; die Querkraft. 
fläche ist in Abb. 194 dargestellt und zeigt eine positive und eine gleich 
große negative Teilfläche. Infolge der durch die Querkräfte hervor
gerufenen Schubspannungen erfährt die im unbelasteten Zustande 
gerade Stabachse eine Formänderung, die in Abb. 194 wiedergegeben 
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ist; sie stellt sich dar als eine gebrochene Linie, deren beide Äste den 
Winkel 2 y' mit einander bilden. Es handelt sich jetzt darum, den 
Winkel y' zu bestimmen, der von Ymax (Abb. 193) verschieden sein wird. 
Fest steht, daß zwei Querschnitte im Abstande d x durch die Querkraft 
Q gegeneinander verschoben werden. Die bei dieser Verschiebung von 
Q geleistete Arbeit ist 

wenn wir allmähliches Anwachsen der Last voraussetzen. Andrerseits 
ist die von den Behubspannungen T geleistete Arbeit 

~-z~ _ ____"-t-_1. __,... 
2 2 

m 

Abb. 194. Verschiebung. 

dA=dx-J~·dF. 
Die Gleichsetzung beider 
Arbeiten liefert 

y' = QIG s -,;2. dF . 

Dami~ wird die zusätzliche 
Senkung des Punktes m 

' l ' mm = 2 -y 

l s 1 = 2QG. -,;2. dF~, 

wenn wir 7: für T:xz setzen. 
Für den rechteckigen Querschnitt hatten wir S. 263 als Gesetz, 

nach dem sich die Behubspannungen über den Querschnitt verteilen, 

7: = ~. ~h [1- (2hz tJ 
gefunden, das mit dF = b · d z 

h/2 

f -r2 • aF=2 (~. b~t J[1- (2;)T· b·dz 
~0 

ergibt. Die Zerlegung liefert 

s 7:2 • dF = ~ · s~2 {fbdz- 2 J~2 bdz+ f 1~t bdz} 
. h 

z=-z 
=1~-~-{b. z-8~-~+~-~} 

2 b2 h2 ' h2 3 h4 5 
Z=O 

-r2 ·dF = 12·-f Q2 
, bh' 

so daß wir mit Q = ~ als zusätzliche Senkung des Punktes m 
, p.z p.z 

mm =0,3bh·G=0,3 F·G 
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erhalten. Da mm' mit der ersten Potenz von l wächst, während die 
Durchbiegung von der dritten Potenz abhängig ist, dürfen die von den 
Behubspannungen herrührenden Senkungen bei langen Stäben ver
nachlässigt werden. Bei kurzen, dicken Stäben empfiehlt sich eine 
Nachrechnung. (Siehe S. 288.) 

4. Das Aufzeichnen der elastischen Linie. 
Nach dem Vorschlage von R. Land setzen wir 

('2 
- J!_- =cF' 

fr 2 ·dF 
und schreiben damit 

' Q 
I' = F'-G. 

Die Verschiebung zweier Querschnitte im Abstande d x wird dann 

, Q·dx 
d ()q = y · d x = F'. G . 

Der Zeiger q der Senkung () soll andeuten, daß diese Senkung durch 
die Querkraft hervorgerufen wird. Dann verschieben sich zwei Quer
schnitte im Abstande x um den Betrag 

Aus dieser Gleichung entnehmen wir die zeichnerische Darstellung der 
elastischen Linie als Seillinie zu der Querkraftfläche als Belastungs
fläche, wie wir sie in ähnlicher Weise bei der Kurve der Verdrehungen 
(Abb. 172) bereits gezeichnet haben. MitHals Polweite wird (Abb. 194) 

, .51 l H mm = Umq = F'· a· ·zm. 

Die Maßstäbe lauten für H ...... . 
für z ...... . 

1 IDID=akg, 
1 rum= b cm. 

Das sind aber die Längen- und Kräftemaßstäbe der Zeichnung, so daß 
sich die zeichnerische Berechnung der zusätzlichen Senkungen be
sonders einfach gestaltet. 

Bezeichnet man die durch eine gleichmäßig verteilte Spannung 't' 

erzeugte Winkeländerung mit Yrm so wird 
Q y' F 

Ym= F-G und y~ =F,=x. 

x heißt Schubverteilungszahl und ist mit F' =j__g~_ 
T 2 dF 

%=~f-r2dF; 
sie ist eine Verhältniszahl, die größer als 1 ist, und muß für jeden Quer
schnitt besonders berechnet werden. Für den rechteckigen Querschnitt 
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ist x = 1, 2, was wir unmittelbar aus 

erhalten. 

f Q2 Q2 
r2dF= 12·--= 12·, b·h ' F 

Bei genieteten vollwandigen Blechträgern mit 9 mm Stehblechstärke, 
vier Gurtwinkeln und je zwei Gurtplatten von 220 · 9 mm Querschnitt 
hat v. Tetmajer 1) in Abhängigkeit von der Trägerhöhe h folgende 
Zahlen gefunden 

h = 40 50 60 70 cm 
X= 2,96 2,71 2,49 2,35 

Eine zeichnerische Darstellung der V erteil ungszahl x hat Ritter 2) an
gegeben. 

IX. Die Knickfestigkeit. 
Die Erfahrung lehrt, daß die Spitze eines nach Abb. 195 belasteten 

Stabes ausweicht und daß sich trotz der deutlich sichtbaren Form
änderung eine neue Gleichgewichtslage einstellt. Eine Steigerung der 
Last ist aber nur bis zu einem bestimmten Betrage möglich; wird 
dieser Grenzwert um ein weniges überschritten, so knickt der Stab 
zusammen, die Spitze senkt sich bis auf den Boden. Wiederholte Ver
suche haben gezeigt, daß dieser Grenzwert bei gleichen Stäben stets 
gleich bleibt. Man nennt die Kraft P, bei der das Knicken erfolgt, die 
Knicklast und bezeichnet sie mit Pk. 

Einen Bruchteil der Knicklast wählt man als zulässige Belastung 
und setzt 

P= Pk 
@)' 

wobei 6 den Sicherheitsgrad gegen Knicken bedeutet. 

1. Die Eulerschen Knickgleichungen. 
In Abb. 195 seildie Länge des Stabes in cm, J das kleinste axiale 

Trägheitsmoment des Stabes in cm4, E das Dehnmaß des Baustoffes 
in kg/cm 2, P die Belastung des freien Endes in kg, dann lautet die 
Gleichung der elastischen Linie des gebogenen Stabes (vgl. S. 144) 

d2 y I 1 , 
dx2 =-EJ·M = EJ. p (f-y) · 

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung geht mit 
dy d z d 2 y d2 z 

f-y=-z; y=f+z; dx= dx; dx2 dx2 

über in 

1) v. Tetmajer: Die angewandte Elastizitäts- und Festigkeitslehre. 3. Aufl. 
1905. 

2 ) Ritter: Anwendungen der graphischen Statik. 1888. 
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Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist 
. X X z = A · sm - + B · cos - = y- I . a a 

Die Festwerte A und B erhalten wir aus der Bedingung 

ddy =0 und y=O für x=O. 
X 

Aus 
dy I X l . X 
-- = A ·- · cos - - B · -- · sm
dx a a a a 

ergibt sich mit x = 0 
A =0, 

und aus 
X X 

1!J - I = A · sin- - + B · cos - = 0 für x = 0 
· a a 

folgt 
B=-f. 

Damit erhalten wir als Gleichung der elastischen Linie 

X ( X Y = t- 1 · cos --- = 1 1 - cos . a · \ a 

Nun muß aber für x = l y = f sein. 
Werte ein, so wird 

Setzt man diese 

( l . 
f = .f 1 - cos a ) oder cos a =0. 

Daher ist 

= _7E +nn 
a 2 ' 

wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. 
Für n = 0 ist 

n 
a 2 ' 

folglich die Knicklast I 

l2 
a'!. 

n 2 Pl 2 

4 EJ' 

n 2 EJ 
P=P~c= 412 . 

y 

Abb. 195. Knir.k
festigkeit. 

In ähnlicher Weise kann die Knicklast für die in der Tafel (S. 270) an
gegebenen Belastungsfälle 2, 3 und 4 ermittelt werden. 

In die Gleichungen von Euler hat man für J das kleinste Träg
heitsmoment des Stabes einzusetzen, weil der Stab nach der Richtung 
des geringsten Widerstandes ausknicken wird. 

Für die weiteren Umformungen würden sich entsprechend den ver
schiedenen Belastungsfällen stets vier verschiedene Formeln ergeben. 
Um das zu vermeiden, ist man übereingekommen, die Knickformel 
allgemein 
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Tafel. 

Ein Stabende , Grundfall: !EinStabendeein- . 
eingespannt, das I Freieinder Achse I gespannt, das an- Emgespannte, 

in der Achse ge-
andere frei be- geführte S&ab- I dere frei in der führte Stabenden 

weglieh . enden [ Achse geführt 

2. 3. "] 
Abb.196. Abb. 197. Abb. 198. Abb.1&9. 

Knicklast 

zu schreiben, und nennt l0 die ideelle Knicklänge. 
Vergleich mit den Formeln der Tafel ergibt, daß für 

Fall l Z0 = 2 l 
Fall 2 Z0 = l 

l 
Fall 3 l0 = --= = 0,707 l 

f2 
Fall 4 Z0 = 0,5 l 

ist. 
Im folgenden bedeutet, falls nichts anderes bemerkt ist, l stets die 

ideelle Knicklänge 10• 

Aus 

P= pk=n2 ·EJ ergibt sich 
6 6·Z2 

6 J. = --·P·l2 mm ;n;2-E 

als kleinstes axiales Trägheitsmoment des Querschnittes. Setzt man 
die Last in t, die Länge in m ein, d. h. ist P = (P1 • 1000) kg; 
l = (l1 • 100) cm, so wird 

J . --6-1000-1002 p .[2 
mm - ;n;2. E 1 -~ · 

In nachstehender Tafel sind die auf Grund vorstehender Gleichung 
berechneten kleinsten Trägheitsmomente bei den zurzeit üblichen 
Sicherheitsgraden angegeben, und zwar bezeichnet 

P die zulässige Belastung in kg (gegebene Last); 
P 1 die zulässige Belastung in t (gegebene Last); 
l1 die ideelle Knicklänge in m ; 
b die kleinere Seite des rechteckigen Querschnittes in m; 
d den Durchmesser des kreisförmigen Querschnittes in m; 
6 den Sicherheitsgrad gegen Knicken. 
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Bezeichnungen 

DruckfestigkeitKin kg/cm2 
Zulässige Druckspannung in 

kg/cm2 ....... . 
ElastizitätsmaßE in kg/cm 
Sicherheitsgrad 8 . 

Tafel. 

G ß . 
1

, Schweiß-
u ewen . e1sen 

7500 3750 

500 ! 1080 
1000000 j2000000 

81): 5 

Fluß
eisen 

4400 

Fluß- I 

stahl i 

625o 1 

II 1200 \ 1400 

.2150000 12200000 
I 52) 5 
I 

p lf I p l{ p li 1 p lf 
125 I 400 = i 430 445 

8 · P 1 -li 2,5 · P 1 -li, 2,33 P1 li • 2,24 P1 li 
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Holz 

280 

60 
100000 

10 

Pli 
10 

100 P1 li 

Für gedrückte Fachwerkstäbe bei Hochbauten sind die preußischen 
Bestimmungen maßgebend. Liegen keine Vorschriften vor, so pflegt 
man auf die Art der Einspannung in der Weise Rücksicht zu nehmen, 
daß man nach v. Tetmajer und v. Ernperger die Knicklänge l0 als 
Bruchteil der Gesamtlänge l in die Rechnung einführt und setzt 

l0 = rxl, 

wobei zu wählen ist 

rx = 0,95 bei mäßiger Einspannung des einen und freier Führung 
des anderen Endes; 

rx = 0,9 bei mäßiger Einspannung beider Enden ; 
rx = 0,85 bei guter Einspannung des einen und mäßiger Einspan

nung des andern Endes; 
rx = 0,8 bei guter Einspannung beider Enden; 
rx = 0, 7 bei gedrückten Fachwerkstäben, die durch Niete an

geschlossen sind. 

2. Gültigkeitsgrenze der Enlerschen Gleichungen. 
Neuere Versuche haben ergeben, daß die Versuchsergebnisse bei 

langen, dünnen Stäben mit der Theorie gut übereinstimmen, bei kurzen, 
dicken Stäben dagegen Abweichungen zeigen, die eine Berechnung 
nach Euler nicht angezeigt erscheinen lassen. Um den Vergleich der 
Länge l in cm mit dem Trägheitsmoment J in cm4 zu ermöglichen, 
bildet man 

und nennt diesen Wert das Schlankheitsverhältnis. Die nach
stehende Tafel gibt die Grenzwerte (l :i) an, für die die Eulerschen 
Gleichungen Gültigkeit haben. 

1) Bei zentraler Belastung. 
2) Druckglieder für Fachwerkstäbe erfordern lt. Ministerialerlaß vom 31. Ja

nuar 1910 6 = 4. 
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I 

Nr.l 

I 
2 
3 
4 
5 
6 

Die Knickfestigkeit. 

Tafel. 

Untere Propor- Dehnungs-

Baustoff tionalitätsgrenze maß 
in kg/cm2 in kgjcm2 

a .. E 

Holz. 150 100000 
Graues Gußeisen ,...., 2000 1000000 
Schweißeisen . 1500 2000000 
Flußeisen 2000 2150000 
Flußstahl 2400 

I 

2200000 
Beton bei höchstens 50 kg/cm 2 

Spannung ,...., 100 200000 

3. Die Versuche von v. Tetmajer. 
Bezeichnet man die Knickspannung mit 

pk 
(Jk=y, 

Gültigkeits-
grenze 
';c_ 
t -

80 
70 

ll5 
102 

95 

I 
I 140 

so wird, wenn ~ kleiner als der Grenzwert der vorstehenden Zahlentafel 
t 

ist, für 

Flußeisen i . 

Gußeisen l ( l )2 'i+0,53 i ' 
l 

·---:r, Schweißeisen ak = 3030- 12,9 

Flußstahl 

Holz 

(]k = 3350- 6,2 i, 

l 194.' i . 

Die Tetmaj ersehen Formeln eignen sich zur Nachprüfung der 
Knicksicherheit eines gedrückten Stabes, dessen Abmessungen be
kannt sind; eine unmittelbare Ermittlung des erforderlichen Quer
schnittes ermöglichen sie nicht. Der Sicherheitsgrad gegen Knicken ist 

6=~= ak·F 
a p , 

wenn a = P :F die Druckspannung ist. 

4. Die Formeln von Ostenfeld und Natalis. 
Ostenfeld setzt für schmiedbares Eisen als zulässige Knick-

spannung 

(Jic = (Jf ( l- 30~00) ' 
wobei x = -~ ; a1 die Fließgrenze gleich 2800 kgjcm2 und 30~00 eine 

Konstante bedeuten, die sich aus den Versuchen Tetmajers ergibt. 
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Soll der Querschnitt des Stabes ermittelt werden, so empfiehlt sich 
die Form 

, ß ·l2 

F =Fo--r--30000' 
p 

wennF0 = k- gleich dem erforderlichen Querschnitt infolge der Druck-

belastung ist und ß = _JF_2 
· einen Wert bedeutet, der nur von der Form 

mm 

des Querschnittes abhängig ist; die Formel gilt für F < 2 F 0 ; für 
F > 2 F 0 ist die Eulersche Gleichung zu benutzen. 

Zur vorläufigen Bestimmung des Querschnittes dient nachstehende 
Tabelle für die Größe ß; sind F und J min gefunden, so ist die Rechnung 
mit dem genauen Wert ß zu wiederholen. 

Ta belle für die Werte ß. 

Nr. i_ 
Volle Querschnitte 

Nr. 

Zusammengesetzte 
Querschnitte 

Form ' Größe 
von ß Form I 

Größe 
von ß 

I lEin Quadrat • I2,0 

2 " Rechteck h b I2 -} 

" Kreis e 
..s = o,2oe! 

3 
4 
5 
6 

K . . 0 ..s = o,Ifi ej 
reisrmg e ; .-5 = O,IO e 

4:n 
2,50 
I,87 
I,25 
0,63 
7,0 

7 
8 
9 

" [-Eisen 
" I-Eisen 

--------~--

b:h 

10 ,Ein L-Eisen 
ll 1 

" .l-Eisen 

..s = o,o5 e[ 

IO,O 

. -~; ~~~312-;1 
16,0 ; 7,0 i 11,0 
5,0 I-! 7,5 

I_JL 12 
1r 

I3 ][ 
14 JC 
15 .,_..r 

_j=j_ 

16 1.)'-')( 
Natalis setzt I + f1X2 

alc = at 1 + 11 x2 + 11zx4 

• 11 f 
mit fl =_;:;zE. 

I 
4 Winkel I 

mit etwa 1 cm I 4,0 
Zwischenraum 

2 U-Eisen 
mit etwa 1 cm I 6,0 
Zwischenraum I 

Jz = J. 1,2 
4 Z-Eisen mit 

mnem 2,2 
Flacheisen 
Quadrant-

Eisensäulen I,8 ohne 
Zwischenlage 

Beispiele. I. Eine Säule von l = 4 m Gesamtlänge ist durch eine Kraft 
P = 10000 kg axial belastet. Gesucht sind die Abmessungen des Querschnittes. 

a) Baustoff: Holz mit @:) = I 0 und k = 60 kg/ cm 2• Das erforderliche kleinste 
Trägheitsmoment ist 

Jmin = 100 · P1 ·l2 = IOO · IO · 42 = I6000 cm2 • 

I. Ein unbearbeiteter Baumstamm von d = 25 cm Durchmesser hat 
J = 19175 cm4 und darf bei Behelfsbauten benutzt werden. Da bei (5 = IO nur 
J = 16000 cm4 nötig ist, so hat der Stamm eine Knicksicherheit nach Euler 

(5 = 10· l!)l7f) = R: 12 
16000 . 

Die in dem Stabe auftretende Druckspannung ist 
p 10000 

11 = · = -- - = R: 21 kg/cm2 • F 491 
Winkel, Festigkeitslehre. 18 
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Das Schlankheitsverhältnis wird mit 

. l/J VT9175 
t = I F = ~ = 6,25 cm, 

}__ = ~0~- = 64 und das ist < 80 ; 
i 6,25 

d.h. die Anwendung der Eulerschen Gleichung ist unzulässig. Nach v. Tetmajer 
ist 

l 
ak = 293 -1,94·--;- = 293- 1,94·64 = 169 kgjcm2 , 

t 

also wird 

8 = 169·491 = ~ 8 
10000 ,....... 

sein. Da 8 = 10 verlangt ist, müßte d = 30 cm mit J = 39761 cm4 und F = 707 cm2 

gewählt werden; dem entspricht 

i = ~- = V 3~~~1 = 7,5 cm, also f = ~~~ = 53,3, 

ak = 293- 1,94·53,3 = 189 kgfcm2 und 
189. 707 

8 = 10000 = 13•4· 

2. Es soll geprüft werden, ob ein vorhandener Balken von 24 · 26 cm benutzt 
werden darf. Das kleinste Trägheitsmoment dieses rechteckigen Querschnittes ist 

26·243 
Jm1n = - 1-2- = 29952 cm4 • 

Die Sicherheit gegen Knicken nach Euler ist 

29952 
8 = w- 16000 = 18,7. 

Mit 
. lfY J/29952 . l 400 
t = V ]/ = V 24 ~ = 6,95 cm wrrd T = 6,95 = 57,6 . 

Auch hier versagt die Eulersche Gleichung; nach v. Tetmajer hat der Balken 

a. = 293- 1,94·57,6 = 181 kg/cm2 bei ~ = 181 ' 24 ' 26 = 11 3 • "" 10000 ' . 

3. Es sind zwei Balken 18 · 18 cm vorhanden. Jeder Balken muß für die halbe 
Last knicksicher sein, das erfordert 

1 
Jmin =2·100·10·42 = 8000 cm4 • 

Vorhanden ist 

Mit 

18·183 
J = --- = 8748 cm4 , 

12 

i = V; = V 1~.~~ = 5,2 cm 

Nach v. Tetmajer haben die Balken 

mithin 

wird 

ak = 293- 1,94·77 = 143,6 kg/cm2 bei 

8 = 10-~748 = 11 
8000 . 

l 400 
T = 5~2 = 77 < 80 . 

8 = 143,6·18·18 = 9 3· 
5000 ' ' 

da 8 = 10 verlangt wird, dürfen sie nicht benutzt werden. 
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b) Baustoff: Flußeisen mit 6 = 5. Erforderlich ist 

Jm1n = 2,33 · 10 · 42 = 373 cm4 . 

1. H-Eisen NP 29 mit Jm1n = Jv = 406 cm4; 6 = 5·!~: = 5,5. 

2. H-Eisen (Differdinger) 14B mit Jm1n = Jv = 438 cm4; 6 = 5· :~: = 5,9. 

3. L-Eisen 150 • 150 · 16 mit J v = 391 cm4; 6 = 5 · :~! = 5,2. 

4. C:-Eisen NP 28 mit Jv = 399 cm4; 6 = 5 · ~~: = 5,3. 

5. Volles Rohraus QuadranteisenNr.5 mitJmin = 576cm4 und 6 = 5· :~: = 7,7. 

6. ][-Eisen NP 10 (Abb. 200). Die U-Eisen werden so weit auseinander ge
rückt, daß die Trägheitsmomente, bezogen auf die wagerechte und senkrechte 
Hauptachse, gleich groß sind. Dann ist 

Jr=2·J~=Ju, 

wobei J., das der Tabelle zu entnehmende Trägheitsmoment 
bedeutet. Man findet demnach die Profilnummer, indem 
man in der Spalte J., der Tabelle die Zahl sucht, die gegen 

1 1 
2'Jmln = -i·373 = 187 cm4 

die nächsthöhere ist. Das ist 206; sie gehört zu NP 10. 
Beide U-Eisen haben ein Gesamtträgheitsmoment von 

J J 2 206 412 4 d ~""- 5 412 Abb. 200. :::JC·Eisen. 
I = II = . = cm un ~ = · 373 = 5,5 . 

Wie weit die U-Eisen auseinanderzusetzen sind, damit die Trägheitsmomente, 
bezogen auf die Hauptachsen, gleich groß sind, ist in manchen Tabellen an
gegeben. Durch Rechnung findet man den Abstand i auf folgende Weise: 

Jn = JI= 2·J~ oder 2 [Jv +F (~ + eYJ =2·J~, 
F (; + er = J., - J v , daraus ( ; + er = J_"' --;. J v , 

; + e = V J ~ ff J v oder ; = V J ~ ; J v - e . 

Mit den Abmessungen der Profilnummer 10 wird 

_i_ = 1/ 206 - 29•3 -1 55= 2 07 · also 
2 V I3,5 ' ' cm ' i = 2·20,7 = 4I,4 mm. 

Wollte man beide U-Eisen ohne Querverbindungen einfach nebeneinander stellen, 
so müßte jedes für die halbe Last knicksicher sein, müßte also 

I 
Jv ;2;: -2-Jmin oder Jv ;2;: 187 cm4 

haben. Das erforderte aber zwei U-Eisen NP 22 mit Jv = 197 cm4. Sorgt man 
dafür, daß beide U-Eisen in bestimmten Abständen durch Winkeleisen oder Band
eisen verbunden werden, wie es Abb. 201 für zwei U-Eisen NP 26 zeigt, so ge
nügen zwei U-Eisen NP 10. Die freie Länge a darf nicht größer sein, als dem 
Jv = 29,3 cm4 für NP 10 entspricht; sie berechnet sich aus 

I p 2 v--J V-- v 29,3 Jv = 2 .2,33· 1 ·a zu a = _I ___ = 2,33 .5 = I,58 m. 
-2 ·2,33·P1 

I8* 
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Es müßten demnach mindestens zwei Querverbindungen vorgesehen werden. 
Auf alle Fälle tut man gut, für reichliche Verbindungen Sorge zu tragen, da sich 
ein genieteter Träger niemals so verhalten wird wie ein Stab, der aus einem Stück 
besteht. 

7. Es soll ein ringförmiger Querschnitt verwendet werden. Gewählt werde 
D = 100 mm; d = 70 mm; Wandstärke s = 15 mm. 

J = Jioo-J7o = 490,9-ll7,9 = 373cm4. 

Die Sicherheit ist 6 = 5, da das erforderliche und das vorhandene Trägheits
moment gleich groß sind. 

8. Eine Säule von 4 m Gesamtlänge ist durch eine in der Achse angreifende 
Kraft P = 30000 kg belastet. Sie soll aus zwei U-Eisen hergestellt werden, die 

außer den Kopf- und Fußverbindungen noch drei Quer
verbindungen erhalten. Gefordert wird eine 6 = 4fache 
Sicherheit gegen Ausknicken. 

Um einen ungefähren Anhalt für die Abmessungen zu 
haben, ermittelt man den erforderlichen Querschnitt aus der 
zulässigen Druckspannung (z. B. k = 900 kgjcm 2) und erhält 

Ferf = :lQOQQ = 33 3 cm2 
900 ' . 

Gewählt :IC-Eisen NP 14 mit F = 2 · 20,4 = 40,8 cm2 • 

Die U-Eisen werden so angeordnet, daß Jv = J~ wird; der 
lichte Abstand beträgt 68,1 mm. 

Es wird 
J = 2 · J • = 2 · 605 = 1210 cm4 , 

i =V~= V~~~~= 5,44 cm. 

Die Knicklänge ist zu l0 = 0,9 ·l = 360 cm gewählt (vgl. 
Tabelle für rx. S. 271), daher wird 

Z0 360 
X = --:- = -- = 66,2 . 

t 5,44 

? Die Gültigkeitsgrenze für die Eulerachen Gleichungen 
e:j'~t;=~3j-L liegt bei x ~ 102 (vgl. TafelS. 272). Nach der Tetmajer

schen Formel S. 272 wird die Knickspannung für Flußeisen 
ak = 3100- 1l,4·x = 3100 -ll,4·66,2 = ~ 2345 kg/cm 2 , 

6 =!!Tc= (J"·F_ = 2345·40,8 = 3 2 
(J p 30000 ,. 

Da der Querschnitt die geforderte Knicksicherheit nicht hat, werden gewählt 
:11:-Eisen NP 18 mit F = 2 · 28,0 = 56,0 cm2 ; J = 2 J~ = 2 · 1354 = 2708 cm4 

bei einem lichten Abstand der beiden U-Eisen von 94,7 mm. 

i = l' ~ = V2~~8 = 6,97 cm, 

X= _!_ = 360 = ~ 52 
i 6,97 ' 

a" = 3100- ll,4·52 = 2508 kg/cm2, 

6 = 2508·5_6 = 4 68 
30000 ' . 

Die Knicksicherheit nach Euler Belastungsfall I wäre 

6 = !!_2 ·]jJJ = 9,87 · 2150000 · 2708 = 14 8 I 
P·Z2 3o ooo-360· 360 ' · 

Damit ist die Brauchbarkeit des gewählten Querschnittes erwiesen; es muß 
noch nachgeprüft werden, ob jedes einzelne U-Eisen für seine freie Länge zwischen 
den Querverbindungen ausreichende Knicksicherheit besitzt. 
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Der Anteil jedes U-Eisens beträgt P = t30000 = 15000 kg. Die Knick
länge ist bei drei Querverbindungen 

1 
l = 4-·400 = 100 cm. 

Für den gewählten Querschnitt ist 
F = 28 cm2 ; Jmin = ll4 cm4 

i = V~- = v~2~ = 2.02 cm, 

100 49 ~ 
.r = i" = 2,02 = '0 ' 

ak = 3100- ll,4·49,5 = ~ 2536 kgjcm2 , 

~ 2536·28 
"'= 15 000- = 4'74 . 

Nach Euler würde sich ergeben 

G = 9,87 ·2 150 OOO·ll4 = ~ 16 ! 
15 000 ·100 ·100 

X. Zusammengesetzte Festigkeit. 
l. Zug und Biegung. 

An einem Stabe, der an dem oberen Ende fest eingespannt ist, wirke 
die Kraft P im Abstande p von der Stabachse (Abb. 202) so, daß die 
Wirkungslinie der Kraft P durch eine Hauptachse des Querschnittes 
geht. Werden in A zwei gleich große, entgegengesetzt gerichtete Kräfte 
P mit der Stabachse als Wirkungslinie hinzugefügt, so erhält man eine 
Einzelkraft P in Richt.ung der Stabachse und ein Kräftepaar mit dem 
Moment M = P · p, dessen Ebene durch die Stabachse geht. Die 
Einzelkraft P ruft eine Zugspannung az hervor, die gleichmäßig über 
den Querschnitt verteilt ist; ihre Größe ist 

p 
az=y· 

Das Kräftepaar beansprucht den Stab auf Biegung und zwar erfährt 
die Faser im Abstande e von der y-Achse die Randspannung 

M P·p ab= ·y-·e= y-·e, 

wobei das Trägheitsmoment auf die zu 0 S senkrechte y-Achse zu be
ziehen ist. Nach dem Überlagerungsgesetz erhalten wir als Gesamt
spannung 

p P·p 
Gmax = F + J - · e und 

p P·p 
O'min= F -y·e. 

Das Spannungsschaubild (Abb. 202d) zeigt deutlich, daß sich die Null
linie des Querschnittes verschoben hat. 

p P·p 
Für den Fall, daß F > -J- · e ist, treten in dem Querschnitt nur 

Zugspannungen auf. 
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Die Abmessungen des Querschnittes folgen aus der Festigkeits
bedingung 

p Pp 
-+-·e<k F J = z· 

Unterscheidet sich die zulässige Biegungsspannung erheblich von der 
zulässigen Zugspannung, wie es z. B. bei Gußeisen der Fall ist, so er-
hält mit P p 

ß = kb = zulässige Biegungsspannung 

(a) 

0 k. zulässige Zugspannung 

die Festigkeitsbedingung die (a) 
Form 

oder 

J>_+_l_,J>_']J,e <k 
F ßo J = z. 

2. Druck und Biegung. 
Wesentlich wichtiger als die 

Beanspruchung auf Zug und Bie
gung ist der in Abb. 203 dar
gestellte Fall des außerachsigen 
Druckes. In gleicher Weise wie 
vorher erhalten wir eine Einzel
kraft P in Richtung der Stab
achse und ein Kräftepaar mit 
dem biegenden Moment P · p, 
so daß sich als Gesamtspannung 

p P-p a=---- ± --·e F J 

I I I 

-~J I . I I 
W_UI I 
~- ~ (c) 
I I 1 
I I I 

(d) 

(e) 

Abb 202 Zug und Abb. 203. Druck und 
· Bie~g. ergibt. Die Bedingung, daß die Biegung. 

größte Druckspannung einen zu-
lässigen Wert nicht überschreiten darf, führt zu der Festigkeits
bedingung 

p P·p 
-a=--+~·e<k F J = . 

Je nach der Größe des Hebelarmes p, den Föppl "Fehlhebel" nennt, 
wird die linke Randspannung positiv, Null oder negativ sein. Ist sie 
gleich oder kleiner als Null, so erfährt der Querschnitt nur Druck
spannungen. Für Baustoffe, die so gut wie gar keine Zugspannungen 
aufnehmen können, ist die Frage wichtig, wie groß der Fehlhebel p 
sein darf, damit nur Druckspannungen auftreten. Aus der Bedingung 
a = 0 folgt 

p P·p 
-F+J·e=O 

J 
P <~· =F·e oder 
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Beim rechteckigen Querschnitt ist 
bh:J h 

J = J v = 12 ; e = -2-; F = b · h; 

damit wird 
bh3 

12 h 
p=--=-· 

bh·!!_ 6 
2 

Wandert der Angriffspunkt A auf der Hauptachse yy, so erhält man 
entsprechend 

b 
p=--· 

6 

Dadurch sind vier Punkte auf den Hauptachsen des Querschnittes fest
gelegt, über die hinaus der Angriffspunkt nicht wandern darf, wenn an 
der gegenüberliegenden Umrißkante eine Druckspannung oder im 
Grenzfalle die Spannung Null auftreten soll. 

Der allgemeinere Fall liegt vor, wenn der Angriffspunkt nicht auf 
den Hauptachsen liegt, sondern die Koordinaten p und q (Abb. 204) 
hat. Fügen wir wieder zwei große, entgegengesetzt 
gerichtete Kräfte P in der Stabachse hinzu, so er
halten wir eine den Stab auf Druck beanspruchende 
Einzelkraft P, deren Wirkungslinie mit der Stab
achse zusammenfällt, und ein Kräftepaar, dessen 
Hebelarm die Hypotenuse in dem rechtwinkligen 
Dreieck mit den Katheten p und q ist. Die Stab
achse liegt zwar in der Ebene dieses Kräftepaares, 
aber der Querschnitt steht schief zur Momenten

Cr----!j-~Y --, 
I 

o~-+IY _ __. 
ebene. Nach S. 138 denken wir das biegende Mo- Abb. 204. Druck und 

ment in die beiden Seitenmomente P · p und P · q Biegung. 

zerlegt, deren Ebenen durch die Hauptachsen des 
Querschnittes hindurchgehen. Die Addition der Teilspannungen ergibt 
für den rechteckigen Querschnitt die Randspannung 

p I P·p b P·q h 
a=-y -::t.: -y-· 2- ± y--·-·T 

y X 

P P·p P·q 
=,-I<'± -w. ± -w.-

und zwar wird die Spannung im Punkte 0 (Abb. 204) 

ac--1'+ P·p + P·q 
- F W. Wx' 

die Spannung im Punkte D 
P P·p P·q 

an=-F +-w. -W •. 

D. B d' 0 1' f · F b h W _lz,}!_2
- und bh2 

1e e mgung a0 = 1e ert mit = · ; v- 6 6 

P P·p·6 P·q·6 p q l 
O=-b·h+-hb2 + ~ oder T+-x-=-6 · 
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Das ist aber die Gleichung einer Geraden, die auf den Achsen : und 

: abschneidet. Da sich die Betrachtung auch für die übrigen Qua

dranten des Querschnittes in gleicher Weise durchführen läßt, erhalten 
wir einen geradlinig begrenzten Raum des Querschnittes, der die 
Eigenschaft hat, daß der Querschnitt nur Druckspannungen erfährt, 
wenn der Angriffspunkt der Kraft P innerhalb dieses Raumes liegt. 
Dieser durch Strichelung hervorgehobene Teil des Querschnittes 
(Abb. 203) heißt der Kern. Wandert der Angriffspunkt von P auf der 
Begrenzungslinie des Kernes, der sogenannten Kerngrenze, so er
geben sich Randspannungen bis zum Werte Null, ohne daß sie das 
Vorzeichen wechseln. Der Abstand r in Zentimeter eines Punktes der 
Kerngrenze vom Schwerpunkt heißt die Kernweite oder Wider
standshal bmesser. 

In Abb. 205 seien 1-1 und 11-11 die Hauptachsen des Quer
schnittes; Jr und Jn die Hauptträgheitsmomente. Wandert der An

griffspunkt der Kraft P auf der Kraftlinie 
S K, die unter dem Winkel rx gegen die Achse 
1-1 geneigt sein möge, dann ist die Richtung 
der Nullinie durch die Beziehung 

--/1- J I 
tg a·tg ß=- Ju 

~ bestimmt (vgl. S. 138). Mit ö = 180°- (rx + ß) 
-i wird dann die Kernweite 

Abb. 205. Schiefe Achsen. J' J,. r=-=----
e·F e·F·sin o' 

weil für die äußerste Faser die Druckspannung ; gleich der Biegungs

spannung ~ · e = 5~ · e sein muß. (Siehe S. 139.) 

Das Trägheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf die Nullinie 
SN, ist 

J .. = Jr cos2 ß + Jnsin2 ß. 

Kern und geringste Kernweite rmin einiger Querschnitte. 
l. Das Quadrat (Abb. 206) 

h h 1 
ra=rb=6; rmin=(i" '}2=0,ll79h. 

2. Das Rechteck (Abb. 207) 
b h bh 

ra = 6; rb = 6; rmin = 6 tb2 + h2. 

3. Der Kreis (Abb. 208) 

rmin = ! d =unveränderlich . 

4. Der Kreisring (Abb. 209) 

D [ (d)2l rroin = 8 1 + D J =unveränderlich. 
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Da die Berechnung von Randspannungen mit Hilfe des Kernes im 
Maschinenbau selten vorkommt, soll auf die Theorie des Kernes nicht 
weiter eingegangen werden. 

Bei Stäben, deren Länge im Verhältnis zu den Abmessungen des 
Querschnittes groß ist, wird der Hebelarm p der außerachsig angreifen
den Kraft P von um so größerem Einfluß sein, je größer die Aus
lenkung der freien Spitze ist, da hierdurch der Hebelarm vergrößert 

•

b 

) 

' . 

Abb 206. Quadrat. Abb. 207. Rechteck. Abb. 208. Kreis. Abb. 209. Kreisring. 

wird. Das Moment P · p wächst um den Betrag P · o, wobei o die 
größte Auslenkung im Angriffspunkt der Kraft P ist. 

Aus 

y =I ( 1-cos ; ) (Seite 269) 

folgt mit 
t=o+p 

y = (o + p) ( 1 - cos ; ) 

Für x = l geht aber y in o über, so daß sich als größte Auslenkung 

l 
1- cos--

(j = ( o + p) ( 1 -cos ~-) = p / = p (-1-l - I) 1) 
cos - cos - -

a a 
ergibt. Hieraus folgt 

p o+ p=--r 
cos -

a 

Setzen wir für -~- den Wert 1/ p (S. 269), so wird das größte Bie-
a rEJ 

gungsmoment 
P·p 

Mmax = p (p + o) = -- ( V p ·) 
cos l -

EJ 

1 ) Aus dieser Gleichung wird in vielen Büchern (z. B. auch in Bach: Elasti
zität und Festigkeit) die Knicklast dadurch abgeleitet, daß man sagt, ~ wird oo 

für ! = ·~ . In Wahrheit gilt aber die gewonnene Formel nur für kleine Durch

biegungen und genauere Untersuchungen zeigen, daß~ für P = Pk endlich bleibt. 

Es muß also bei Anwendung obiger Formeln ! klein gegenüber -; - sein. 
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und die Randspannung nach S. 278 
P P·p e 

O'max =- F ± -( V p ) 'J 
cos l -

EJ 

J ist das Trägheitsmoment, bezogen auf die zur Kraftlinie senkrecht 
stehende Hauptachse des Querschnittes, während e wie stets den Ab

p 

' I X 

stand der äußersten Faser bedeutet. 
Beispiele. 1. Eine Säule (Abb. 210) trage 

bei a = 35 cm eine Last von P = 10000 kg und 
habe einen Querschnitt nach Abb. 201. Das Bie
gungsmoment ist längs der Stabachse unverändert 

Der 

Mb = P·a= lO 000·35= 350000 cmkg. 

Querschnitt (AbL 201) hat 

J.=2 (317 +48,3·9,662 ) = 9648 cm4 ; 

9648 w.= ~3 =590 cm3 • 

.~ JI ·-7; 
Eine überschlägliche Berechnung nach der ein
fachen Formel 

Abb. 210. Säule. liefert 

-- 10000 350000- 2. Gmax- -2.48,3 - 500 --700 kg/cm , 

die strengere Rechnung ergibt 

I 
X 

l 
II 

P P·a 
Gmax=-}f- _ 

cos (zf JJ) 

~r-. 

I 
1/ 

1/ 
II 

! 

Abb. 211. Konsol. 

cos (z v;:;) = cos ( 400 ~~~gg~9648) 
= cos 0,2772, 

-- 10 000 350 000 - "' 2 
Gmax-- 2·48,3 0,962·590 --125kg/cm • 

Der Unterschied ist sehr gering, so daß im 
allgemeinen die angenäherte Berechnung genügen 
wird, vor allen Dingen dann, wenn wir mit der 
zulässigen Spannung unter dem oberen Grenz
wert bleiben. 

2. Das Konsol (Abb. 211) trage ein Vorgelege
wellenlager; der Riemenzug sei P = 250 kg und 
gegen die Wagerechte unter dem Winkel rt = 30° 
geneigt. 

Die Zerlegung von P nach der wagerechten und senkrechten Richtung liefert 

H = P·cos rt= 250·0,866= 217 kg; V= P·sin rt =250·0,5 = 125 kg. 

Im Querschnitt x von der Wellenmitte erhält man durch Hinzufügenzweier 
gleich großer, entgegengesetzter Kräfte V eine Einzelkraft V in Richtung der 
Stabachse, die die Säule auf Druck beansprucht, und ein Kräftepaar V mit dem 
unveränderlichen Moment M 1 = V · a. Die beiden hinzugefügten Kräfte H 
liefern eine Einzelkraft H senkrecht zur Stabachse, die den Querschnitt auf Schub 
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beansprucht und im allgemeinen vernachlässigt werden darf, und ein Kräftepaar H 
mit dem {liegungsmoment H · x, das für x = h seinen größten Wert M 2 = H · h 
annimmt. Der gefährliche Querschnitt liegt in der Einspannstelle, für ihn wird 
angenähert 

M 1 =V ·a= 125·35=4375 cmkg; 1112 =H·h=217 ·415= 90 000 cmkg. 

Das Moment der wagerechten Seitenkraft ist bei weitem das größte. Da es 
nach unten hin zunimmt, läßt man häufig die beiden U-Eisen nach unten zu 
auseinandergehen und kommt dadurch mit kleineren Profilen aus. Beim Entwurf 
des Querschnittes schätzt man aus M 2 auf das erforderliche Widerstandsmoment 
für kb = 1000 kg/cm2, wenn k = 1200 kg/cm2 die zulässige Druckspannung ist. 
In unserem Beispiel wird angenähert 

TV __ 90 000 _ 90 3 
er! -- - fooo - cm . 

Gewählt werden zwei U-Eisen NP 10, derenAbstand in der Einspannstelle i = 70mm 
sein möge, dann wird mit den Bezeichnungen der Abb. 200 

f ( i \ 2) Ju=2\J.+F 2 +e) J=2{2t!,3+13,5·5,052}=747cm4 , 

747 TVu = --- · = s= 88 cm3 , 
8,5 

a - = _ _22~- 90000 +~37~=-1080ka;'cm2 max 2·13,5 88 ° . 

3. Auf den Stoßstahl (Abb. 212) wirken die Schnittkraft P senk
recht nach oben und die NormalkraftS wagerecht, d. h. senkrecht zur 
Stabachse. Da P nicht in die Stabachse fällt, entsteht neben der 
Einzelkraft P, deren Wirkungslinie mit der Stabachse zusammen
fällt, noch ein Kräftepaar mit dem Moment M = P · e, das den 
Stab biegt. S ruft ein Biegungsmoment in entgegengesetztem Sinne 
von der Größe S · l hervor und ergibt außerdem im Einspannquer
schnitt a- a eine Querkraft S, die wir nicht berücksichtigen. Die 
Gesamtbeanspruchung im Querschnitt a- a wird mit S = P 

P S(l-e) P Sl 
Gmax=-F ±-----w-- oder Gmax=-p-±-TV' 

wenn wir e gegen l vernachlässigen. 
Angenommen, die Schneide sei 30 mm breit, der Vorschub be

trage 0,3 mm, der Schnittwiderstand 175 kg/mm2, dann erhält man 
p = s = 0,3. 30. 175 = 1575 kg. 

Ferner sei l = 400 mm; Fa= 95 · 22 mm2, dann wird 
2 2·9 52 

Fa=9,5·2,2=20,9 cm2 ; TV =~- =33,1 cm3; 

2.2·9 53 
J= ·--'-=157.2cm4 

12 -
Damit erhält man 

1575 1575·40 - 2 
Gmax=-209 - 331 -=-197okg/cm. 

' ' 

Abb. 212. 
Stoß stahl. 

Die Rechnung zeigt, daß die Spannung sehr hohe Beträge erreicht; ihr entspricht 
eine ebenso hohe Durchbiegung, die sich angenähert zu 

Sl3 1575·403 

f =s= 3 EJ = :f"2150000·157,2 = s= 0•3 cm = 3 mm 
ergibt. Irrfolge der großen Durchbiegung federn lange und frei liegende Stähle. 
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3. Normal- und Schubspannungen. 
Dieser Belastungsfall ist durch das gleichzeitige Auftreten von Nor

mal- und Behubspannungen gekennzeichnet und in seiner allgemeinen 
Form auf S. 54 behandelt. Wir errechneten die reduzierte Spannung 

m-1 m+1,; )2 + 2 O"red =2"m(a .. +av) +"2m r (au-av 4r 

als gedachte Spannung, die für sich allein wirkend dieselbe Form
änderung hervorrufen würde, wie sie in Wirklichkeit durch das gleich
zeitige Auftreten von Normal- und Behubspannungen hervorgerufen 
wird. Setzen wir als Festigkeitsbedingung 

O"red < O"zul 

an, so bringen wir damit zum Ausdruck, daß wir die größte Dehnung 
als für den Bruch maßgebend ansehen, während 0. Mohr die Differenz 
der Rauptspannungen für die Ursache der Zerstörung hält und als 
Festigkeitsbedingung ansetzt 

O"red= V(a .. -av)2 + 4r2 <azul· 

Die erheblichen Unterschiede zwischen der Theorie und dem Ver
such gleicht Bach durch das Anstrengungsverhältnis 

aus (S. 60), das zu der Festigkeitsbedingung 
m-1 m+ l · ---c-::-----:----cc: 

ared = 2m (a,. + avJ + 2-rn- V (a .. - av)2 + 4 (1Xo. rJ2 < azul 

führt. Alle drei Gleichungen werden heute noch benutzt, doch hat sich 
in der neuesten Zeit die Mohrsehe Auffassung von der Bruchgefahr 
durchgesetzt, so daß wir in erster Linie nach Mohr rechnen werden. 
Daneben soll auch die Bachsehe Gleichung Anwendung finden, zumal 
der deutsche Maschinenbau sich ihrer gern bedient. 

Im vorliegenden Fall vereinfachen sich beide Gleichungen insofern, 
als nur eine Normalspannung, die Biegungspannung, auftritt. Setzen 
wir ferner die Poissonsche Zahl m= 10/3 ein, so erhalten wir 

aBach = o,35 a + o,65 v a2 + 4 (1Xo. r)2 < azul, 

O"Mohr = Va2 + 4r2 < O"zul, 

von denen die letzte besonders einfach ist. 

a) Zug (Druck) und Drehung. 
Die durch die gegebene Kraft P hervorgerufene Normalspannung 

ist a = P : F, die durch das Drehmoment M a hervorgerufene Schub
spannung r ist nach Abschnitt VII für den jeweils vorliegenden Quer
schnitt zu berechnen. Beide sind zu einer reduzierten Spannung zu
sammenzusetzen, wobei darauf zu achten ist, daß a und r diejenigen zu
gehörigen Werte sind, für die die Gesamtanstrengung am größten wird. 
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b) Biegung und Drehung. 
Sehr häufig ist der Fall, daß die von Biegungs- und Drehmomenten 

gleichzeitig angegriffenen Stäbe kreisförmigen Querschnitt haben. 
Da hierbei 

Mb 211a ~Wa 11=-w und r= -W" = 2W 

ist, so vereinfachen sich unsere Gleichungen erheblich. Es ist 

11Bach = 0,35 1i + 0,65 V( i r + 4 ( CJ:o· ·~~y 

= 1i [o,35+0,65· V~+ (a:0 ·~~YJ. 
Der Klammerausdruck ist eine 
unbenannte Zahl, die lediglich 

z 4 

z. a 
/ 

d Q . 11fa b von em uot1enten a0·,.. a -
1r1 b 

8 

/ /v-
hängig ist und sich als Kurve 
darstellen läßt (Abb. 213). Mit 

~-Mb=M; 

erhält man 
M, 

11Bach = W 

und damit eine Form, die der 
einfachen Biegungsgleichung 
entspricht. Man nennt Mi das 

6 

~ 

,z 
,o 

6 

a .~~ 
z 

-~ 
/ 

/ 

V .,/ 

V ~/ 

V / 

V 

r-1--1-~ 1·-t--

aoMd 
___.., Mb--

ideelle Biegungsmoment. Abb. 213. ~-Linie. 

Die Mohrsehe Gleichung 
geht für den kreisförmigen Querschnitt über in 

l/(~~t. \2 ( 111·)2 1 ;--~ 
11Mohr = , W) + 4 · 2 W = W l ME + M~; 

--

auch hier können wir den Zähler als ideelles Biegungsmoment 

Mi= l1 M~+M~ 

1--

V 
V-

/ 

1--
, __ 

ansehen. In beiden Fällen lautet die Festigkeitsbedingung: die errech
nete Spannung muß kleiner sein als die zulässige. 

Beispiel. l. Vorgelegewelle (Abb. 169). Der Riemenzug der Scheibe 1 sei 
wagerecht, der der Scheibe 2 unter 45° gerichtet; die Riemengeschwindigkeit 
v = 6 mjsek, die Umdrehungszahl pro Minute n = 125, die Leistung N = 7 PS. 

Aus 
nd1 n 60· v 60·6 

v = - 60 folgt d1 = -- = - 12• = 0,915 m . n·n n· o 

Wir wählen d1 = 900 mm; r1 = 450 mm und ermitteln die Umfangskraft U1 aus 

N 7 Ma = U1 -r1 = 71620· - = 71620 · -- = ~4000cmkg n 125 
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zu U1 = ,..._, 90 kg. Für die Wellenbelastung wird P1 = 3 U1 = 270 kg. In gleicher 
Weise erhält man bei d2 = 500 mm 

Ma = U2 • r 2 = 4000 cmkg; also U2 = 160 kg; P2 = 480 kg. 

Die wagerechte Seitenkraft wird H2 = P 2 • cos 45° = 480 · 0,707 = ,..._, 340 kg, die 
senkrechte Seitenkraftwird V2 = P2 • sin 45° = 480 · 0,707 = ,...., 400 kg, wennman 
das Scheibengwicht mit rd. 60 kg einsetzt. 

Demnach ist die Welle belastet: 
in wagerechter Richtung mit H 1 = P1 = 270 kg und H 2 = 340 kg, 
in senkrechter Richtung mit V1 = G1 = 75 kg und V2 = 400 kg. 

Diese Belastungen ergeben: 
in wagerechter Richtung AH = 307 kg; BH = 303 kg, 

M 1 = 307 · 25 = 7675 cmkg, mitA ...;-- 1 = 250mm, 
M 2 = 303 · 30 = 9090 cmkg, mit2-;- B = 300mm; 

in senkrechter Richtung A = 182 kg; B, = 294 kg , 
Mi = 182 · 25 = 4550 cmkg, 
M~ = 294 · 30 = 8820 cmkg. 

Das größte resultierende Moment tritt im Punkte 2 auf und wird 

Mb = fM§ + M~2 = )90902 + 88202 =,..., 12700 cmkg, 

Md= 71620· 1~5 =~4000 cmkg. 

Das ideelle Biegungsmoment wird 

MBa.ch= 0,35Mb+0,65 VM$ + (<X0 ·Md)2 =0,35·12700+0,65 ·}127002+(1,1·4000)2 

= 13200 cmkg 
mit 

Gzu! 400 
ao = 1,3--: i.~ = 1,3:280 = 1'1 ' 

MMohr = l M~ +M~ = "f127002+40002 = 13320 cmkg. 

Den ungünstigsten Wert der reduzierten Spannung liefert MMohr; d = 60 mm hat 
W = 21,21 cm3 ; damit ergibt sich 

_ MMo_llr _1_3320 -~ 2 GMohr- W - 21 ,21 -~630kg/cm, 

ein Wert, der die zulässige Grenze nach Bach überschreitet. 
2. Schraubenspindel einer Spindel presse. Die Kraft sei Q = 10000 kg; 

die Reibungsziffer p = 0,1; der innere Schraubendurchmesser d1 = 55 mm; der 
äußere d2 = 65 mm; der mittlere d = 60 mm; die Steigung betrage h = 20 mm. 
Aus 

h 20 
tg a = nd= 60·n = O,ll 

erhält man den Steigungswinkel . . . . . . 
der Reibungsziffer p = 0,1 = tg e entspricht 

Das aufzuwendende Drehmoment beträgt 

a = 6° 20' 
e= 5° 45' 

IX+f.! = 12° 5' 

Md =Q·r·tg(a+ e) = 10000·3·0,214 = 64,20 cmkg. 

Für d2 = 55 mm ist W = 16,334 cm3 ; also W ~ = 2 · W = 32,67 cm3 ; daraus 

r = JJfd = ~~-() = 197 kgjcm2• 
w~ 32,67 
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Die Normalspannung wird als gleichmäßig verteilte Druckspannung 

- Q _10000- 2 a- p- 23,76 -420kgfcm. 

Mit a,u~=k=600kg/cm2 und Tzw=ka=400kg/cm2 wird 

IJzui 600 
Clo = ~3. Tzul = .iT 400 = 1•15 ' 

so daß 
aBach=0,35·420+0,65 }4202 +(1,15·197)2 =R::550kg/cm2 ist; 

nach Mohr erhalten wir 

IJMohr = }4202 + 4-197 2 = R::576kgfcm 2 • 

287 

3. Festigkeitsnachweis einer Drehbankspindel (vgl. S.ISI). Sämtliche 
an der Spindel angreifenden Kräfte rufen im Angriffspunkte von G. ein Biegungs
moment 

Mb = 2000·37- 400·29- 950·12 = r:=51 OOOcmkg 

hervor, zu dem ein Drehmoment 

- 145,2 Ma= 19n0·-2 =R::l42000cmkg 

tritt. Als ideelles Biegungsmoment nach Mohr ergibt sich 

MMohr = }510002 + 1420002 = R:: 151000cmkg. 

Der Querschnitt ist kreisringförmig mit 220 mm Außen- und 90 mm Innendurch
messer 

J 2 2 = ll499 cm 4 

J 9 322 cm4 

J = 11177 cm 4 ; 
lll77 

W = -- = 1016 cm 3 • ll , 
demnach 

_151000- ~ 2 IJMohr- 1016 - ~I50kg/cm. 

Auch die strengere Berechnung führt auf rech
nerisch ermittelte Spannungen, die weit unter 
der zulässigen bleiben. 

4. Die Kurbel. Eine Handkurbel nachAbb. 
214 werde von zwei Mann bedient, die dauernd 
eine Umfangskraft von je 15 kg aufwenden. 
Somit wird P = 30 kg; r = 35 cm; a = 20 cm, 
so daß sich ergeben 

Mit 

.irlb = P·a = 30·20 = 600cmkg; 
Md= P·r = 30·35 = 1050cmkg. 

Abb. 214. Kurbel. 

wird kb 400 
Clo = 1;3~ = 1,3.2so = I, I; 

als ideelles Biegungsmoment nach Bach erhalten wir 

"il:C =0,35 "Wb+ 0,65} M~ + (Cl0 ·M~)2 = l060cmkg, 

während nach Mohr 

Mi=} Mg+ M~ = 1210cmkg 
wird. Aus 
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folgt W 1210 3 3 • d 3 ert= 400 = cm m1t = 5mm; 

damit 
1060 2 

lTBach = 42 = 250 kg/cm ; . 1210 
lTMohr = ~- = 290 kg/cm2 • 

c) Schub und Biegung. 

Bei der Biegungsfestigkeit (Abschnitt V) hatten wir die Querkräfte, 
bei der Schubfestigkeit (Abschnitt VIII) die Biegungsmomente unbe
rücksichtigt gelassen. In Wahrheit treten in beiden Fällen Schub und 
Biegung gleichzeitig auf. Die Zulässigkeit der begangenen Vernach
lässigungen wollen wir an einem einfachen Beispiel nachweisen. 

Wir betrachten den Träger auf zwei Stützen, der durch eine Einzel
kraft P in der Mitte belastet ist. Die Spannweite sei l, der Querschnitt 
ein Rechteck von den Seiten b und h. Die größten Spannungen werden 

im Angriffspunkt der Last auftreten. Das Biegungsmoment ist M = ~l , 

die Querkraft Q = ~. Mithin wird die Normalspannung im Abstande z 

von der neutralen Faser (Abb. 189) 
Pl 

M 4 3PZ 
(j = J z = _1 ___ = b h3 z ' 

-bh3 
12 

die Schubkraft nach Seite 263 

i = _'3_ p [1- (2z)2l 
4 bh h J • 

Die größte Biegungsspannung wird mit z = ~ 
3Pl h 3Pl 

(Jmax = bh3 "2 = 2 bh2' 

die größte Schubspannung mit z = 0 
3 p 

imax=Tbh. 

Aus (a), (b) und (c) folgt 

IJ=Gmax" (b und i=Gmax":z [1-(2:tJ. 

(a) 

(b) 

( c) 

(d) 

Setzt man diese Werte in die Bachsehe Gleichung ein, wobei a.:0 = 1 
angenommen wird, so wird 

aBacb = amax [ 0,35x + 0,65 V x 2+ ( ~ )2[1- x2J2] . (e) 

Hierin ist 
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eine unbenannte Zahl, die entsprechend z = 0 und z = ~ zwischen 0 

und 1 liegt. 

Für Z = 0 ist X = 0 und GBach = 0 65 · !!_ · 
Gma.x ' l ' 

f" h . t 1 d GBacll = l, urz =-!flS X= un Gmax 

Wir dürfen die Schubspannungen vernachlässigen, d. h. zur Errech
nung der Spannungen die Gleichung (c) benutzen, wenn aBach nur 
wenig größer als <1max ist. 

Damit dies für x = I der Fall wird, setzen wir 
h 

o,65·rR:I, 

woraus 
h --= 15 
l ' 

folgt. Mit diesem Wert ist die nachfolgende Tabelle berechnet worden. 

X 0,1 0,2 ! 0,3 I 0,4 I 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 0,9 

z 
0,05 0.10 1 0,15 0,20 

h 
0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 

GBach 
1,002 1,015 1,013 0,999 0,975 0,946 o,919 I o,9o7 0,928 -----

Gma.x I 
I 

<1max wird also nur um ,...., 1,5% überschritten, so daß wir für!!_= 1,5 
{, 

die Schubspannungen vernachlässigen können. 

Falls nun -7- kleiner als l ,5 oder ! größer als t wird, so wird nach 

Gleichung (e) für dieselben Werte X a ach kleiner als der Wert der Ta-
Gmax 

belle. Hiernach ergibt sich der Satz: 

Ist l > ~ h, so kann man bei Berechnung der Spannungen 
die Schubkräfte vernachlässigen. 

Wann kann man nun die Biegungsmomente vernachlässigen, d. h. 
die Spannungen nach Gleichung (d) berechnen 1 Aus (a), (b) und (e) 
folgt 

lz lx 
a = 't'max. h2 ='t'max· 2 h 

7: = 't'max. (I- X2)' 

wobei wieder 
2z 

x = 1- gesetzt wird. 

Mit diesen Werten erhält man nach Bach mit cx0 = l 

I lx V(lx)2 . l 
aß&ch='t'max l0,35·2h+0,65 2h +4 (l-x2?J. (f) 

Winkel, Festigkeitslehre. 19 
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Für x = 0 wird a Bach = 1,3 Tmax· Da wegen IX0 = 1 auch kb = 1,3 k8 

ist, so darf man die Biegungsspannungen vernachlässigen, wenn der 
Ausdruck in der eckigen Klammer nur wenig größer als 1,3 ist. 

Da nun 
3Pl 1,3·3P 2l 

amax:1,3rmnx=2bh2 =~ 1,3h 

für ~ = 1,5 angenähert gleich Eins, also amax ~ 1,3 rmax ist, so folgt 

aus der letzten Zeile der Tabelle, daß für+= 1,5 der Wert rmax nur 

um 1,5% überschritten wird. Für 4- = 1,5 kann man also die Biegungs

spannungen vernachlässigen. Aus Gleichung (f) folgt, daß der Wert 
GBach 't l kl · · d H" 'bt . h d S t r;..:- m1 T emer w1r . 1eraus erg1 s1c er a z: 

Ist l < -: h, so kann man bei Berechnung der Spannungen 

die Biegungsmomente vernachlässigen. 
Was wir von den Spannungen nachgewiesen haben, gilt auch von 

den Durchbiegungen. Bei verhältnismäßig kurzen Stäben kann man 
die Biegungsmomente, bei verhältnismäßig langen Stäben die Quer
kräfte unberücksichtigt lassen. 

Die Senkung des Angriffspunktes der Last ist 

l=tb+fq, 
wobei fb die Senkung infolge der Biegungsmomente, lq die Senkung 
infolge der Querkräfte bedeuten soll. 

Nach Seite 154 ist 
Pl3 Pl3 P l3 

fb =48EJ = 1 4Ebh3 ' 
48E·--bh3 

nach Seite 266 
12 

I _ 0,3Pl _ 0,3Pl 
q-~-/Jh--:Qo 

m 10 
Wird nach Seite 54 G = 2 (m + 1) E gesetzt, so wird mit m = 3 

G = 1
5
3 E, mithin 

und 

Für 

l= h 

I _ 0,3Pl·l3 _ 0,78Pl 
q- -bh--:5E -lffbh 

f . I = 0, 78 ~ 0 4 E}! h3 = 3,12 
• q. b E b h p za ( ~ t o 

2 h 4h 8h 

wird dieser Wert gleich 

3,12 0,78 0,195 0,049 

16 h 

0,012. 
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Ist also l > 16 h, so wird der Fehler, den man bei Vernachlässigung der 
Querkräfte begeht, kleiner als 1,2%. Umgekehrt kann man für ver
hältnismäßig kurze Stäbe fb gegen fq vernachlässigen, wie aus 

( -!) 2 

fb: fq = 3,12 
folgt. 

XL Die gekröpfte Weile. 
1. Die Festigkeit der gekröpften Weile. 

Als Beispiel für den Gang der Berechnung werde eine zweifach ge
lagerte Welle zugrunde gelegt, auf deren außen liegendem Stumpf der 

T 

Abb. 215. Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene. 

Anker einer Dynamomaschine sitzen möge (Abb. 215). Die Antriebs
maschine sei eine liegende Einzylindermaschine. Die Pleuelstange sei 
sehr lang, so daß die KolbenkraftKin jeder Stellung wagerecht angreift, 
die in eine tangentiale Umfangs- oder Drehkraft T und eine radiale 
Seitenkraft R zerlegt wird (Abb. 216). Aus den Konstruktionsangaben 
für die Dampfmaschine bzw. aus der Drehkraft-
kurve, auf die hier nicht näher eingegangen 1r 

werden kann, entnehmen wir 

T= Tnwx 

als für die Berechnung maßgebend. Ent
sprechend der ungünstigsten Kurbelstellung zer
legen wir alle übrigen an der Welle angrei
fenden Kräfte in Richtung der Kröpfungsebene lff 

d k ht d d f " h d' B h Abb. 216. Zerlegung der un sen rec azu un u ren Ie erec nung Kräfte nach zwei Ebenen. 

für beide Fälle durch. Die sich ergebenden 
Spannungen werden nach dem Überlagerungsgesetz addiert. 

Die gekröpfte Welle fällt insofern aus dem Rahmen der üblichen 
Träger, als es sich bei ihr um Kräfte handelt, die nicht in einer Ebene 
liegen. Wir betrachten zunächst die 

a) Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene. 
Die Belastung ist aus der perspektivischen Darstellung der Abb. 215 

ersichtlich. Um das Gleichgewicht der äußeren Kräfte zu ermitteln, 
19* 
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fügen wir im Schnittpunkt C der Wellenachse mit der Kröpfungsachse 
zwei entgegengesetzte Kräfte T hinzu, von denen die gekreuzten Kräfte 
T ein Kräftepaar bilden, dessen Ebene durch die Achse 3 -:- C der 
Kröpfung geht und auf der Wellenachse A-:- B senkrecht steht; sein 
Moment ist 

T·r=Md. 

Die in C bleibende Einzelkraft T ruft die Auflagerdrucke 

A1 = T·+ und B1 = T·!j 
hervor. Infolge der Seitenkraft Gt erhalten wir 

e l+ e 
A2 =Gt·T und B 2 =-Gt·-z-. 

Als Summe der Einzeldrucke wird 

A = A 1 + A2 ; B = B1 + B2• 

Auch die Einflüsse von T und Gt untersuchen wir gesondert, und' zwar 
zunächst den Einfluß der Drehkraft T. 

Teil A -:-1. Das Hinzufügen zweier entgegengesetzter Kräfte A1 

liefert im Schnitt x eine Querkraft Qx = A 1 und ein Biegungsmoment 
M b = A 1 • x, das im Punkte I seinen größten Wert M 1 = A · a1 erreicht; 
die durch die Querkraft hervorgerufenen Schobspannungen werden ver
nachlässigt. 

Teill-:-2. Wir legen einen Schnitt im Abstande x von 1 (Abb.217) 
und sehen, daß das Hinzufügenzweier entgegengesetzter Kräfte A 1 im 
Schnitt eine Einzelkraft A 1 und ein Kräftepaar ergibt, auf dessen Ebene 
die Stabachse I-:- 2 windschief steht. Klarer wird die Art des Kraft
angriffes, wenn wir noch zwei entgegengesetzte Kräfte A1 in l hinzu
fügen, dann bilden die Kräfte A1 mit dem Hebelarm a1 ein Kräftepaar, 

JJ, auf dessen Ebene die Stabachse 1-:-2 senk
recht steht; das Moment ist ein Drehmoment 

At M a = A1 • a1 = unveränderlich. Die beiden Kräfte 
mit dem Hebelarm x bilden ein Kräftepaar, in 
dessen Ebene die Stabachse 1-:-2 liegt; das Moment 
ist ein Biegungsmoment M b = A 1 • x, das für 

Abb. 217. Teil 172. x = 0 den Wert M 1 = 0; für x = r den Wert 
M 2 = A1 • r annimmt. Längs der Stabachse I-:- 2 

ist die Drehmomentenfläche ein Rechteck, die Biegungsmomenten
fläche ein Dreieck. Da das Kräftepaar A1 • x die Achse des Stabes 
1-:-2 nach oben wölbt, erhält die Biegungsmomentenfläche ein nega
tives Vorzeichen: 

Mb= -A1 ·x. 
Außerdem wirkt noch die Querkraft A1 im betrachteten Schnitt. Zu 
beachten ist, daß das Biegungsmoment M 1 = A1 • a1 des Stabes A1-:-l 
im Punkte l zum Drehmoment des Stabes 1-:-2 wird, weil die Stab
achse gewissermaßen um 90 ° umbiegt. 
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Teil2-:-3. Zu der Ebene des Kräftepaares, das durch dasHinzu
fügen zweier entgegengesetzt gerichteter Kräfte A1 im Punkte 3 ent
steht, steht die Achse 2-:--3 windschief (Abb. 218). Es ist deshalb nötig, 
dieses Kräftepaar durch zwei zu ersetzen, von denen das eine senkrecht 
zur Stabachse 2-3 ist, während die Ebene des andern durch die Stab
achse hindurchgeht. Das wird erreicht, wenn wir zwei entgegengesetzte 
Kräfte A1 im Punkte 2' hinzufügen. Das Moment der gekreuzten Kräfte 
A1 ist ein Drehmoment von der Größe 

Md = A 1 • r = unveränderlich, 

das Moment der augekreisten Kräfte A1 ist ein Biegungsmoment, das im 
Punkte 2 die Größe 

im Punkte 3 die Größe 

M 3 = -A 1 ·(a1 + cj2) = -A 1 • a 

hat. Die Biegungsmomentenfläche des Stabteiles 2--;- 3 schließt sich an 
die des Stabteiles A-:--1 unmittelbar an, als ob die Wange 1-:--2 nicht 

Abb. 218. Teil 2+3. Abb. 219. Teil 3+ 4. 

vorhanden wäre. Außer den beiden Momenten wirkt noch die Quer
kraft Q = A im Querschnitt. 

Teil3-:-4. Da die im Punkte A angreifende Kraft A 1 in Beziehung 
auf den Schnitt x (Abb. 219) wieder ein Kräftepaar ergibt, zu dessen 
Ebene die Stabachse 3-:--4 windschief steht, so fügen wir von vornherein 
zwei entgegengesetzte Kräfte A 1 im Punkte 2' hinzu. Das Hinzutreten 
der Kraft T erfordert, daß wir im Schnitt x zwei entgegengesetzte Kräfte 
A 1 und zwei entgegengesetzte Kräfte T hinzufügen. Die gekreuzten 
Kräfte A 1 bilden ein Kräftepaar mit dem Drehmoment 

J.l1 a = A 1 • r = unveränderlich; 

die in der durch die Stabachse 3-:--4 gehenden Ebene wirkenden Kräfte 
A1 und T haben ein Biegungsmoment 

~"fi!Ib = -A 1 • (a + x) + T · x, 

das dem Biegungsmoment im Punkte x des geraden Trägers A -:--1 -:-- 5-:-- B 
entspricht, dessen Biegungsmomentenfläche sich nunmehr bis B 
(MB= 0) aufzeichnen läßt. Im Schnitt x des Zapfens 2-:--4 bleibt noch 
als Querkraft 

Q,. = A 1 - T. 
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Teil4-:-5. Fügen wir (Abb. 220) im Schnitt x der Wange zwei ent
gegengesetzte Kräfte A1 und zwei entgegengesetzt gerichtete Kräfte T 
hinzu, so steht die Stabachse 4-7-5 zu den Ebenen beider Kräftepaare 
windschief. Dadurch wird das Hinzufügen zweier entgegengesetzter 
Kräfte T in 4 und zweier entgegengesetzter Kräfte A1 in 5 erforderlich. 

T r ß. 
.G. / 1 z II- ~ r'\ 

~--..... p,! -~ Md I 

T ' r.:S:-r------ ' 
I II i"-- I j 

1 llt I 81 
T t 

Abb. 220. Teil 475. Abb. 221. Teil 475. 

Wir sehen in der senkrechten Ebene durch den Stab A -:--1-:--5-:-- B das 
Kräftepaar der gekreuzten Kräfte A1 mit dem Moment A1 (a1 + c) und 
in der senkrechten Ebene durch den Zapfen 2-:--4 das Kräftepaar der ge· 
kreuzten Kräfte T mit dem Moment T · cj2. Da die Stabachse 4-:--5 
zu den Ebenen beider Kräftepaare senkrecht steht, erhalten wir als Dreh
moment 

.Md= A 1(a1 + c)- T · cf2 = B 1 • b1 . 

Unter der Belastung der übrigen an ihm angreifenden Kräfte ist der 
Stab 4-:--5 in Abb. 221 gesondert gezeichnet. Wir sehen als Einzelkraft 
in dem Querschnitt die Querkraft 

Q = A 1 - T 
und außerdem zwei Kräftepaare: das der Kräfte T mit dem biegenden 
Moment .M1 = T · x und das der Kräfte A1 mit dem biegenden Moment 
M 2 = A 1(r- x), die beide das ausgezogene Stabende x nach unten 
wölben, also positiv zu nehmen sind; demnach ist 

Mb= T·x+A 1 (r-x). 
Die Biegungsmomentenfläche ist ein Trapez mit den Ordinaten 

M 4 = A 1 r für x = 0 und .M 5 = T · r für x = r; 

sie erhält das Vorzeichen + im Gegensatz zu der .Mb-Fläche der linken 
Wange 1-:--2. 

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir natürlich, wenn wir die 
Wange 4-:--5 von rechts aus betrachten. Der in Frage kommende Stab
teil ist in Abb. 220 gestrichelt gezeichnet; an ihm greifen an: das, von 
B nach A gesehen, rechtsdrehende Moment .M a und der nach unten 
gerichtete Auflagerdruck B1 . Da der Stab 4-:--5 in die Ebene des Dreh
momentes Ma fällt bzw. zu ihr parallel läuft, ruft Ma im Stabe 475 
Biegung hervor; die Wölbung der Stabachse geht nach unten. Zwei 
entgegengesetzte Kräfte B1 bringen wir im Schnitt und in 5 an und 
sehen4-:-5 durch die gekreuzten Kräfte B1 mit dem Moment B1 ·b1 auf 
Drehung und durch die augekreisten Kräfte B1 mit dem Moment 
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B1 (r - x) auf Biegung beansprucht, so daß wir als Gesamtbiegungs
moment im Schnitt x des Stabes 4--:--5 (Abb. 222) 

ilfb=ilfa-B1 (r-x) 

erhalten. Daß beide Werte Mb übereinstimmen, zeigt die Einsetzung 

-"W a = T · r und B1 = T - A 1 , 

mit der die Gleichung für -"Wb übergeht in 

ilfb= T·r-(T-A1)(r-x) = T · x + A1 - (rx). 

Teil 5--:--6. Die Biegungsbeanspruchung 
dieses Stabteiles ist durch die Vervollständigung 
der Mb-Fläche gegeben. Da außerdem das ganze 
Drehmoment M a durch B--:-- 5 geleitet wird, so ist 
zwischen den Punkten 5 und 6 

M a = T · r = unveränderlich. 

ß, 

Abb. 222. Teil 47576. 

Dazu tritt in einem Schnitt zwischen 5 und B die Querkraft Q = - Bv 
die wie üblich vernachlässigt wird. 

Durch die senkrecht nach unten gerichtete Seitenkraft Gt werden 
die Auflagerdrucke A 2 und B2 hervorgerufen. Die Biegungsmomenten
fläche des Stabes AB ist ein Dreieck mit der Ordinate MB= - Gt · e 
(Abb. 223). Da sie ebenfalls das negative Vorzeichen erhält, weil die 
Wölbung der Stabachse nach oben geht, addieren sich die Ordinaten 
beider Mb-Flächen. Die Stabteile A -:-I und 5--:--6 werden durch Gt ge
bogen, so daß nur noch die Kröpfung zu untersuchen ist. 

Teil I-:- 2. Im Schnitt x 
(Abb. 223) fügen wir zwei ent
gegengesetzte KräfteA 2 hinzu, 
die wieder ein Kräftepaar 
ergeben, zu dessen Ebene die 
Stabachse I-:- 2 windschief Az 

steht. Um den Fall zu er
reichen, daß die Stabachse 
entweder senkrecht zur Ebene Abb. 223. Seitenkraft G1. 

des Kräftepaares steht oder 
in ihr liegt, fügen wir noch zwei entgegengesetzte Kräfte A 2 im 
Punkte I hinzu, dann biegt das Kräftepaar der gekreuzten Kräfte A 2 
den Stab mit dem Moment 

Mb = -A 2 • x, 

während das Kräftepaar der augekreisten Kräfte A2 den Stab I-:- 2 mit 
dem Moment 

.Md = A2 • a1 = unveränderlich 

verdreht. Die Mb-Fläche ist ein Dreieck mit den Ordinaten 

M b = 0 im Punkte I für x = 0, 

Mb = --A 2 • r im Punkte 2 für x = r; 
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ihr Vorzeichen ist -, weil sich die Stabachse 1--:--2 nach oben wölbt. Die 
im Schnitt x übrig bleibende Einzelkraft A 2 ist Querkraft. 

Teil2--:-4. Wir betrachten den ganzen Zapfen, da außer A2 keine 
weitere Kraft angreift (Abb. 224). Das Hinzufügen zweier entgegen
gesetzter Kräfte A 2 in l' und im Schnitt x zeigt l. Drehung durch 

M a = A 2 • r = unveränderlich, 
2. Biegung durch 

Die Mb-Fläche ist bereits in Abb. 223 gezeichnet. Die im Schnitt x übrig 

Abb. 224. Teil 274. 

bleibende Einzelkraft 
A 2 ist Querkraft. 

Teil4--:-5. Dadas 
Hinzufügen zweier 

entgegengesetzter 
Kräfte A 2 im Schnitt 
x (Abb. 225) ein 
Kräftepaar ergibt, zu 

Abb. 225. Teil 475. 

dessen Ebene die Stabachse 4--:-- 5 windschief steht, so fügen wir noch 
im Punkte 5 zwei entgegengesetzte Kräfte A 2 hinzu, von denen das 
augekreiste Kräftepaar A 2 das Drehmoment 

Ma = A 2 • (a1 + c) =unveränderlich 
hervorruft. Die beiden gekreuzten Kräfte A 2 bilden ein Kräftepaar mit 
dem biegenden Moment 

Mb=A 2 ·(r-x), 
das für x = 0 den Wert Mb = A 2 ·rund für x = r den Wert Mb = 0 
hat. Die Mb-Fläche ist ein Dreieck mit der Ordinate A 2 • r im Punkte 4 

Abb. 226. Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene. 

und dem Vorzeichen +,da sich der Stab nach unten wölbt. Außerdem 
wirkt wieder die Querkraft A2 im betrachteten Querschnitt. Der 

Teil 5--:--6 wird gebogen; die Mb-Fläche ist in Abb.223 gezeichnet. 
Die Abb. 226 zeigt die Welle unter dem Einfluß der Drehkraft T und 

der Seitenkraft Gt in Richtung T. 
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Man findet die Beanspruchung eines Punktes der wagerechten Teile 
durch Addition der zugehörigen Ordinaten, also auf Biegung, indem man 
die Ordinaten der Mb-Flächen unterhalb der Welle addiert, auf Drehung, 
indem man die Ordinaten der Md-Flächen oberhalb der Welle addiert. 
Die Beanspruchung der linken Wange 1-:--2 ist durch die M-Flächen 
links, die Beanspruchung der rechten Wange durch dieM-Flächen rechts 
bestimmt. 

b) Kräfte in der Kröpfungsebene. 

Wie aus Abb. 216 hervorgeht, fallen die radiale Seitenkraft R der 
Stangenkraft K und die Seitenkraft G,. = G · sin r:t. des Ankergewich
tes G in die Zeichenebene der Abb. 227, so daß jetzt sämtliche Kräfte 
in einer Ebene angreifen. Dadurch gestaltet sich die Untersuchung er
heblich einfacher. Infolge R erhalten wir als Lagerdrucke 

b a 
A 1 =R· l und B 1 =R·-z; 

infolge Gr wird 

A 2 =-Gr·y und B 2 =Gr·ZJ; 6 

Die Addition ergibt die Gesamtauflagerdrucke A = A1 + A2 und 
B = B1 + B2• Als Momentenfläche erhalten wir infolge R ein Dreieck 
mit der Ordinate 

Ms= R·alb 

und infolge Gr ebenfalls ein Dreieck mit der negativen Ordinate 
Mn=-Gr·e. 

Die Gesamtfläche ist sofort bekannt, wenn wir beide Einzelflächen nach 
derselben Richtung abtragen (Abb. 227). Durch die resultierende Mb 
Fläche ist die Beanspruchung der wagerechten Teile der Welle klargelegt. 

Abb. 227. Kräfte in der Kröpfungsebene. Abb. 228. Linke Wange. 

Für einen Punkt x der linken Wange 1-;--2, die in Abb. 228 gesondert 
gezeichnet ist, finden wir durch Hinzufügen zweier entgegengesetzter 
Kräfte A in der Stabachse 1-:--2 eine Einzelkraft A, die in dem Quer
schnitt Druck hervorruft, und ein Biegungsmoment 

Mb = A · a1 = M 1 =unveränderlich. 
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In gleicher Weise findet man für die rechte Wange 4--;-- 5 eine Einzel
kraft (R - A), die im Querschnitt Druck hervorruft und ein Biegungs
moment 

Mb = A (a1 + c)- R · ; = M4 =unveränderlich, 

das positiv oder negativ sein kann. Unter Umständen kann der Mo
menten-Nullpunkt der resultierenden Mb-Fläche gerade in die Wange 
fallen. 

Die Momentenflächen der Wangen sind Rechtecke; sie sind in Abb.227 
links und rechts von der Welle gezeichnet. 

Um einen Überblick über die Gesamtbeanspruchung der Welle zu 
erhalten, ist darauf zu achten, daß die Biegungsmomente infolge T und 
Gt(Richtung I in Abb.216) undinfolge R undGr (Richtungii in Abb.216) 
in zwei aufeinander senkrechten Ebenen auftreten, und daß deshalb für 
die Gesamtbeanspruchung ihre geometrische Summe 

M= Y M'f+M'fr 
maßgebend ist. 

Welche Spannungen die Querschnitte erfahren, läßt sich bequemer 
an einem Zahlenbeispiel feststellen. 

ZahlenbeispieL Gegeben sei die Schubstangenkraft K = 3000 kg; das 
Ankergewicht sei G = 1200 kg; als ungünstigste Stellung sei tg IX= R:: 1,333; 
sin IX= O,S; cos IX= 0,6 angenommen. Damit erhalten wir die Seitenkräfte 

T = K · sin 1X = 3000 · O,S = 2400 kg; R = K · cos C( = 3000 · 0,6 = 1SOO kg; 

G, = G · cos 1X = 1200 · 0,6 = R:: 700kg; Gr = G · sin C( = 1200 · O,S = R::1000kg. 

a) Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene (Abb. 215). 

A = 2400-"--~ = 1050k · B = 2400 "45 = 1350k · 1 80 g, 1 so g, 

A = 700~=350k · 2 so g, 
700-120 

B 2 = ---- = -1050kg; so 
A = A1 + A2 = 1400 kg; B = B1 + B2 = 300 kg. 

Md= T · r = 2400 · 25 = 60000 cmkg. 

Die Mb-Fläche irrfolge T ist ein Dreieck mit der Ordinate 

Ma =- 2400·35·45 = -47250 cmkg; 
so 

aus ihr entnehmen wir für die Wangen die Drehmomente 

links: Md= A1 • a1 = 1050 · 35 = 36750 cmkg; 
rechts: Md= B1 • b1 = 1350 · 25 = 33750 cmkg. 

Die Biegungsmomente der Wangen sind 

links: M 1 = 0; M 2 = -A1 • r = -1050 · 25 =- 26250 cmkg; 
rechts: M 4 = + A1 • r = 1050 · 25 = 26250 cmkg; 

M 5 = T · r = 2400 · 25 = 60000 cmkg. 

Die Md-Fläche infolge T ist bestimmt 

für den Zapfen durch Md = A1 • r = 1050 · 25 = 26250 cmkg , 
für den Teil 5-7-6 durch Md= T · r = 2400 · 25 = 60000 cmkg . 
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Die Mb-Fläche infolge G, ist ein Dreieck mit der Ordinate 
MB= -G, · e = -700 · 40 = -28000cmkg. 

Aus ihr entnehmen wir für die Wangen die Drehmomente 
links: Ma = A2 • a1 = 350 · 35 = 12250 cmkg; 
rechts: Ma = A 2 (a1 + c) = 350 ·55= 19250 cmkg. 

Die Biegungamomente der Wangen sind 
links: M1 = 0; M 2 =- A 2 • r =- 350 · 25 =- 8750 cmkg; 

rechts: M4 = A2 • r = 350 · 25 = 8750 cmkg; M 5 = 0. 

Damit ist das Aufzeichnen der M-Flächen (Abb. 226) möglich. 

b) Kräfte in der Kröpfungsebene (Abb. 227). 

A = 1800~=~ 788 k. B = 1800·45 = 1012 k. 
1 80 ~ g, 1 80 g, 

1000·40 
A 2 = ---80--= -500kg; B2 = 100~~ 12 = 1500 kg. 

A = A1 + A 2 = 288 kg; B = B1 + B2 = 2512kg. 

Die Mb-Fläche ist bestimmt durch 

Ma = + 1800·35·45 = + 35460cmkg; 
80 

MB= - 1000·40 = -40000 cmkg. 

Aus ihr entnehmen wir für die Wangen die Biegungamomente 
links: Mb = A · a1 = 288 · 35 = 10080 cmkg; 
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rechts: Mb = A (a1 + c)- R · cj2 = 288 ·55 -1800 · 10 =- 2160 cmkg. 

Damit wird das Aufzeichnen der Abb. 227 möglich. 
Die Spannungsermittlung. Der Stabteil A-;--1 hat im Punkte 1 das 

größte Biegungsmoment 
infolge der Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene 

Mr = (A1 + A 2) a1 = (1050 + 350) · 35 = 49000 cmkg, 

infolge der Kräfte in der Kröpfungsebene 
Mn= (A1 + A 2) • a1 = (788- 500) · 35 = 10080 cmkg; 

demnach 
M = ~ 490002 + 100802 = R:50000cmkg. 

Bei einer zulässigen Biegungsspannung kb = 500 kg/cm 2 wird das erforderliche 
Widerstandsmoment des kreisförmigen Querschnittes 

Tu - 50000 - 100 3 
•erf- 500 - cm, 

dem ein Durchmesser d1 = 105 mm mit W = II3,7 cm3 entspricht. Die größte 
Biegungsspannung wird 

- 5oooo- 440k I 2 a 1 - 113,7 - g cm . 

Der Zapfen 2-;--3-;--4 ist auf Biegung beansprucht 
durch Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene mit 

Mr = (A1 + A2) • a = (1050 + 350) · 45 = 63000 cmkg, 
durch Kräfte in der Kröpfungsebene mit 

Mu = (A1 + A2) • a = (788- 500) · 45 = 12960 cmkg; 
demnach 

Mb = ~ 630002 + 12 9602 = R: 64400 cmkg; 
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die Verdrehung wird hervorgerufen durch 

M a = (.A1 + A2) · r = (1050 + 350) · 25 = 35000 cmkg; 

damit. erhalten wir als ideelles Biegungsmoment nach Mohr 

M; = f Mt+ M~ =V 644002 + 350002 = 73300 cmkg. 

Als erforderliches Widerstandsmoment erhalten wir 

-73300- 3 
Wer! - 500 - 146,6 cm , 

dem ein Durchmesser d3 = 115 mm mit W = 149,3 cm3 entspricht. Die größte 
reduzierte Spannung wird 

CT.Mohr = 73 3030 = 490 kg/cm2. 
149, 

Die Berechnung nach der Bachsehen Gleichung stütze sich auf eine zulässige 
Drehspannung ka = 350 kgfcm2 ; dann ist das Anstrengungsverhältnis mit m = I0/3 

demnach 

- _15_QQ_ = 1 1 . 
IXo-1,3·350 ' ' 

~ = 0,35 + 0,65 VI+ ( 1,1·!:r = 1,107' 

M; = ~·Mb = 1,107·64400 = 71300cmkg, 

-71300- 2 
CTBach- 149,3 - 480 kg/cm . 

Der Stabteil 5-:-B-:-6. Als gefährliche Querschnitte kommen in Frage die 
Punkte 5 und B. Die Biegungsmomente in 5 sind infolge der Kräfte senkrecht 
zur Kröpfungsebene 

M1 = B1 • b1 + A2 · (a1 + c) = 1350 · 25 + 350 (35 + 20) = 53000 cmkg; 

infolge der Kräfte in der Kröpfungsebene 

Mn= B1 · b1 - A2 · (a1 + c) = 1012 · 25-500 (35 + 20) =- 2200 cmkg; 

damit 
Mb = Y 530002 + 22002 = 53200 cmkg. 

Das Drehungsmoment ist 

Ma = T · r = 2400 · 75 = 60000 cmkg, 

folglich das ideelle Biegungsmoment nach Mohr 

M 1 = f M~ + M~ = y 532002 + 600002 = 80200 cmkg, 

80200 3 
Wen= 500 = 160,4 cm· . 

Dem entspricht d. = 120 mm mit 

W - 169 6 a d - 80200- k / 2 - , cm un CT.Mohr- 169,6 - 475 g cm . 

Im Punkte B ist das Biegungsmoment 

MB= ..j (G1·e)2 + (G,·e)2 = ((G·cosiX·e)2 + (GsiniX·e)2 = G·e 

= 1200·40 = 48000cmkg, 
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also kleiner als im Punkte 5. 

IXo = l,l 

Nach Bach wird mit 
Ma __ 60000 _ 1 und Kib - 53200- l, 3, 

~ = 0,35 + 0,65 ~ 1 + (1,1·1,13)2 = 1,387, 
M; = ~-.JI!fb = 1,387·53200 = 74000cmkg, 

74000 2 
O"Bach = 169,6 = 440 kg/cm . 

301 

Die linke Wange 1-;-2 erfährt Druck, 
von der Querkraft absehen, doch ist dar

Biegung und Drehung, wenn wir 

auf zu achten, daß die beiden Biegungs
momente MI und Mn in zwei aufein
ander senkrechten Ebenen auftreten. Für 
die Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene 
ist der rechteckige Querschnitt (Abb. 228) 
hochkant, für die Kräfte in der Kröp
fungsebene flach in die Rechnung ein
zuführen. Es wird 

MI (A 1 +A2)·r. 
()"1 = WI = -··r;.qz-·- ' 

6 

Wir wählen einen rechteckigen Quer
schnitt 75 · 130 mm (Abb. 229) mit 

und 

und erhalten damit 

Abb. 229. Querschnitt der linken Wange. 

Wn = 13 " 7'~ = 121,9 cm3 
6 

- 35000- . ' 2 - 10080- 2 0"1 - 211 ,3 - 166 kg;cm und a 2 - 121 9 - 82,5 kgjcm . 

Die beiden Spannungsschaubilder sind in Abb. 229 dargestellt. Der Eckpunkt b 
erfährt die negative Spannung a1 und die positive Spannung a2 • Gehen wir die 
Kante b-;-e aufwärts, so nimmt a1 bei gleichbleibendem a2 zu. Der Nullpunkt N 
wird demnach dort erreicht, wo a2 und a1 ohne Rücksicht auf das Vorzeichen gleich 
groß sind. Da die Nullinie durch den Schwerpunkt gehen muß, ist ihre Lage 
nunmehr bestimmt. Das Schaubild der Gesamtbiegungsspannungen wird mit 

aa = - (a1 + a2) und ac = + (a1 + a2 ) 

erhalten. 
Streng genommen ist noch die Druckspannung 

a = ...!8~- = R:. 3 kg/cm2 
3 7,5·13 

zu berücksichtigen, durch die der Nullpunkt des Spannungsschaubildes um ein 
geringes nach der Seite der positiven Spannungen hin verschoben wird. 

Außer diesen Normalspannungen treten noch irrfolge 

M a = (A1 + A 2 ) • a1 = 49000 cmkg 
Schubspannungen auf, die in der Mitte der langen Seiten ad und bc 

}lfd - 49000 - 2 
Tmax = (\2222· p2q - 0,2222 ·7,52:1:3- 302 kg/cm 
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betragen, wenn wir die übliche Näherungsgleichung zugrunde legen. Die Ver
teilung der Spannungen längs der Seiten ad und bc erfolge angenähert nach einer 
Parabel. Die Schaubilder der gesamten Normalspannungen und der Schubspan
nungen lassen erkennen, daß die größten Normalspannungen und die größten 
Schubspannungen an verschiedenen Punkten der Umrißlinien auftreten. Nach 
Mohr erhalten wir als Gesamtspannung 

f1M=ta2+47:2, 

die sich natürlich als Funktion von y (Abb. 229) angeben läßt. Sie wird vom 
4. Grade und ergibt durch Differentiation den Ort der größten und kleinsten 
Gesamtspannung aM. In unserm Beispiel erscheint diese Rechnung nicht nötig, 
da die Normalspannung in der Nähe der größten Schubspannung angenähert 
gleich a2 zu setzen ist. Wir schreiben deshalb 

f1Mmax = fa~ + (27:~~x) 2 = Y~8--:2-,5--:2 -+-(2~-~3~0--:2~)2 = 611 kgjcm2. 

Nachzuprüfen wäre noch die Mitte der schmalen Seite, wo die größte Schub
spannung -,; mit einer erheblichen Normalspannung a zusammentrifft. Ange
nähert setzen wir 

p 75 
T = Tma:x·-q = 302T:30 = 168 kg/cm2 , 

a = a 1 + a 3 = 166 + 3 = 169kgjcm2 , 

aM = y a 2 + 4 -,; 2 = "ji 1692 + 4-1682 = 376 kg/cm2. 

Da die rechte Wange stärker beansprucht wird, wählen wir einen Quer
schnitt 90 · 130 mm mit 

9· 132 
W1 = - 6-- = 253,5 cm3 ; 

demnach bei M • = 53000 cmkg; MI = 60000 cmkg; Mu = 2200 cmkg 

_60000_ kl 2. _2200_125k/ 2 
al- 253,5-237 grcm , a2- 175~15- ' g cm ' 

53 000 - 226 k I 2 
Tmax = 0,2222. 92 ·13 - gl cm . 

Angenähe:rt erhalten wir nach Mohr als größte Gesamtspannung im Mittelpunkt 
der langen Seiten 

f1M = f a~ + (2 Tmax)2 = ~ 2 Tmax = 452 kg/cm2 • 

2. Die Formänderung der gekröpften Weile. 
AufS. 202 wurde die Formänderung der gekröpften Welle nach dem 

Verfahren von Castigliano untersucht, doch beschränkte sich diese 
Untersuchung auf Kräfte, die in der Ebene der Kröpfung angreifen. 
Da die gekröpfte Welle ein sehr wichtiger Maschinenteil ist, soll noch 
ein zweiter Weg gezeigt werden, der von der allgemeinen Gleichung der 
Formänderung infolge Biegung ausgeht (vgl. S. 176). Genauso wie bei 
dem Festigkeitsnachweis unterscheiden wir Kräfte senkrecht zur Ebene 
der Kröpfung und Kräfte in der Ebene der Kröpfung. 

Wären die Wangen nicht vorhanden, so würde sich die Welle 
wie ein Träger mit gerader Achse verhalten und ihre Formänderung 
wäre nach S. 176 rechnerisch bzw. nach S. 178 zeichnerisch zu ermitteln. 
Durch die Wangen wird die Welle biegsamer, wir wollen die zusätz
liche Formänderung bestimmen, die durch die Wangen hervor-
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gerufen wird. Bei dieser Untersuchung nehmen wir alle übrigen Wellen
teile als starr an und verfolgen die Verschiebung des Punktes A, wenn wir 
die Welle in Zapfenmitte eingespannt denken. 

a) Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene. 
Aus der Beanspruchung der Wange 1--:--2 (Abb. 230) entnehmen 

wir eine senkrechte Verschiebung des Punktes 1 nach ob~n infolge 
der Biegung und eine Drehung 
des Welleneudes A -:-I, die eine 
senkrechte Verschiebung des Punk
tes A zur Folge hat. Die mit der 
Verdrehung der Wange verbun
dene wagerechte Verschiebung des 
Punktes A darf wegen der not
wendigen Kleinheit des Verdreh
ungswinkels vernachlässigt wer
den. Bezeichnen wir mit o1 die 
senkrechte Verschiebung des Punk-

A bb. 230. Durchbiegungen senkrecht zur Ebene 
tes 1, mit Ovt die senkrechte Ver- der Kröpfung. 

schiebung des Punktes A und 
mit cp 1 den Verdrehungswinkel der Wange I--:--2, so ist 

ov t = ot + al · fPt· 
Die dem Biegungsmoment 

Mb=A·x 
entsprechende Verschiebung o1 ist 

r r 

Ot = ~I "~hi·dx.= ~ I J~ dx' 
() 0 

die für den Fall eines gleichbleibenden Querschnittes die Form 
r 

A f A·r3 ot = EJ2 x2dx = 3JlJ;_ 
I) 

annimmt, wobei J 2 das auf die Schwerachse des hochkant gestellten 
rechteckigen Querschnittes bezogene Trägheitsmoment bedeutet. 

Der verhältnismäßige Verdrehungswinkel {} der Wange 1--:--2 ist 
,1 _ _ Jlla 

1'-G·Ja' 

wobei J d den Drillingswiderstand des Querschnittes bedeutet, der beim 
kreisförmigen Querschnitt mit dem polaren Trägheitsmoment zusammen
fällt. Für den rechteckigen Querschnitt mit den Seiten b und h war 
nach 8.252 

l b3 h1 

J d = 3] 0 b2+ h2 • 

Setzen wir noch h = n · b, so wird der Drillingswiderstand des recht 
eckigen Querschnittes 

l n 3 

.T d = 3]. -f+ n2. b4 = ~. b4. 



304 Die gekröpfte Weile. 

Bei r cm Länge der Wange ist 
Ma·r 

f{!t = r. {} = G. Ja 

und somit die senkrechte Verschiebung des Punktes A 
Ma·r·a1 

al. q;t = --G~J~- ' 
wenn wir bt vernachlässigen. 

Erweitern wir mit E, so erhalten wir 
1 Ma·r·a1 E 

al·q;t=]jj·--j~--· G. 

Die Durchbiegung eines Punktes ist aber nach Mohr gleich dem 
(l: E)-fachen Wert des statischen Momentes der (M :J)-Fläche. Da 
infolge der Formänderung der Wange die elastische Linie der Welle 
im Punkte l einen Knick erhält, so müssen wir uns die (M: J)-Fläche 
als Einzelkraft im Punktel denken, wobei der Hebelarm des Momentes 
gleich a1 ist. Die in den Schnittpunkten der Wangenachse mit der 
Wellenachse der Belastungsfläche nach Mohr hinzuzufügende Einzel-
kraft ist daher gleich E Ma· r 

a·--y;-· 
Wieweit <5 1 zu berücksichtigen ist, läßt sich allgemein nicht sagen, doch 
ist zu beachten, daß die Biegungsmomentenflächen der Wangen ent
gegengesetzte Vorzeichen haben (Abb. 226). 

b) Kräfte in d.er Kröpfungsebene. 
Das Biegungsmoment im Punkte l der Welle ist (Abb. 231) 

M 1 =A·a1 , 

es ist längs der Wangenachse I--:-2 unveränderlich, so daß der Stabteili--:-2 
R als Träger aufgefaßt 

Abb. 231. Durchbiegungen in der Ebene der Kröpfung. 

werden darf, der 
durch ein gleichblei
bendes Biegungs
moment beansprucht 
ist. Die wagerechte 
Verschiebung des 
Punktes I ist 

der Winkel, den 
Tangente an 
Biegungslinie 
Punkte I mit 

die 
die 
Im 

der 
Stabachse bzw. der Tangente im Punkte 2 bildet, ist 

r 

q;r=~f~·dx; 
u 
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die senkrechte Verschiebung des Punktes I wird vernachlässigt. Da 
das als starr aufgefaßte Wellenstück A -:-I keine Formänderung erfährt, 
wird die senkrechte Verschiebung des Punktes A 

die wagerechte Verschiebung ist 
r 

0 = 0 = 1JM1 • x·dx_ 
hr r E Jl • 

0 

Kehrt sich die Richtung der Kraft R um, so wird or und damit o11 , 

entgegengesetzt; die Punkte I und 5 nähern sich. Nun wechselt aber R 
bei jedem Umlauf die Richtung, so daß der Punkt A dauernd 
um die Lagermitte schwingt; die Gesamtverschiebung ist gleich 
der Summe der Einzelverschiebungen. Ob diese wagerechten Wege 
der Punkte A und I vernachlässigt werden dürfen, läßt sich all
gemein nicht sagen; auf alle Fälle setzen sie Spiel in Richtung der 
Lagerachse voraus. Ist dieses Spiel nicht vorhanden, so wird die 
Welle zum statisch unbestimmten Träger, der einen wagerechten Schub 
erfährt (vgl. S. 379). 

Nehmen wir den wohl meistens vorliegenden Fall gleichbleibenden 
Wangenquerschnittes an, so gehtunsere Gleichung für Ovr mit J 1 = un
veränderlich über in 

r 

Ovr= E~1 J M 1 ·a1 ·dx. 
(I 

Unter dem Integralzeichen ist M 1 • dx ein Flächenstreifen der Momenten
fläche des Stabes I-7-2; M 1 • dx · a1 ist das statische Moment dieses 
Flächenstreifens, bezogen auf A, d. h. den Punkt, dessen Senkung 
bestimmt werden soll. Das Integral ist als Summe der statischen 
Momente der Flächenteile gleich dem statischen Moment der ganzen 
Momentenfläche. Dabei denken wir uns die Momentenfläche des 
Stabes I-7-2 so gezeichnet, daß die Stabachse I-7-2 Symmetrieachse 
dieser Fläche ist. 

In den Fällen wo der Wangenquerschnitt veränderlich is1, bilden 
wir entsprechend dem Mohrsehen Verfahren auf S. 176 die (M: J)
Fläche, die wir ebenfalls mit der Stabachse als Symmetrieachse ge
zeichnet denken. Diese Art der Vorstellung ist nötig, damit der 
Schwerpunkt jedes Flächenteilchens und damit der ganzen M- bzw. 
(~lJII: J)-Fläche den Abstand a1 von A hat (Abb. 232). 

Die Gleichung für Ovr ermöglicht die Anwendung des Mohrsehen 
Verfahrens auch für die in der Ebene der Kröpfung wirkenden Kräfte. 
Ist die (M: J)-Fläche für die gerade Welle gezeichnet, so berücksichtigt 
man den Einfluß der Wangen, indem man der Belastungsfläche mit den 
Ordinaten (M: J) in den Punkten der Wangenachsen Einzelkräfte 

Winkel. Festigkeitslehre. 20 
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hinzufügt, deren Größe aus 

berechnet wird I). 
In gleicher Weise wie die senkrechte Verschiebung bvr läßt sich auch 

die wagerechte Verschiebung bhT nach dem Mohrsehen Verfahren 

Abb. 232. (M: J)-Fläche. 

zeichnerisch bestimmen, da sich ja der Stab l...;-2 in dieser Beziehung 
nicht anders verhält wie ein in 2 eingespannter Freiträger. 

XII. Die statisch unbestimmten Träger. 
Unter statisch bestimmten Trägern hatten wir Träger verstanden, 

zu deren Berechnung die drei Gleichgewichtbedingungen ausreichen; 
alle übrigen Träger nannten wir statisch unbestimmt. Geben wir einem 
Träger auf zwei Stützen noch eine Mittelstütze, so läßt sich der Auf
lagerdruck auf diese Stütze nicht mit Hilfe der drei Gleichgewichts
bedingungen ermitteln; zu den drei Unbekannten, der senkrechten und 
wagerechten Seitenkraft im festen Auflager und dem senkrechten 
Auflagerdruck im beweglichen Lager, tritt eine vierte Unbekannte, 
der Auflagerdruck auf die Mittelstütze. Den vier Unbekannten stehen 
drei Bedingungsgleichungen gegenüber. Da eine überzählige Un
bekannte vorhanden ist, heißt der Träger einfach statisch un
bestimmt. Als statisch nicht bestimmbare Größen kommen neben 
Lagerdrucken auch Momente (Einspannungsmomente) und Spann
kräfte in überzähligen Stäben ebener Fachwerke in Frage. Jede 
statisch nicht bestimmbare Größe verlangt die Aufstellung einer Be
dingungsgleich ung. 

1 ) Zu demselben Ergebnis kommt man mit Hilfe der Gleichungen der 
Formänderungsarbeit (S. 203). 
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1. Der dreifach gelagerte Träger. (Abb. 233.) 

Durch das Entfernen der Mittelstütze C wird der statisch be
stimmte Träger A1 B1 erhalten, der statisch bestimmtes Haupt
system heißt. Selbstverständlich führt auch das Entfernen einer 
Außenstütze zu einem statisch bestimmten Träger, der in diesem Falle 
ein überhängender Träger sein würde. Da A1 B1 in Wirklichkeit 
nicht vorhanden ist, 
nennen wir ihn einen 
gedachten Träger 
und belasten ihn mit den 
wirklichen Lasten P 
des gege benenen Trägers 
AC B. Unter dem Ein
fluß dieser Last senkt 
sich der Punkt C; seine 
senkrechte Verschiebung 
sei oe p. Von den beiden 
Zeigern bezeichnet der 
erste den Punkt, der 
zweite die Ursache der 
Verschiebung; oe p ist 
demnach die V erschie
bung des Punktes C in
folge der KräfteP. Nun
mehr belasten wir den 
gedachten Träger A 2 B 2, 

d. h. das statisch be
stimmte Hauptsystem 
im Punkte C mit dem un
bekannten Auflager

Abh. 233. Dreifach gelagerter Träger. 

I 

+ 

druck C. Irrfolge dieser Belastung senkt sich der Punkt C um den Be
trag Oee. Da durch das gleichzeitige Auftreten der Lasten P und des 
Auflagerdruckes C der Punkt C überhaupt nicht verschoben wird, viel
mehr seine ursprüngliche Lage behält, erhalten wir als Bedingungs
gleichung 

Oep-Oee=O. 

Die Glieder dieser Gleichung stellen elastische Verschiebungen dar, 
deshalb nennen wir Gleichungen dieser Art Elastizitätsgleichungen. 
Unserer allgemeinen Forderung auf S. 306 können wir jetzt die Form 
geben: jede statisch nicht bestimmbare Größe erfordert die Aufstellung 
einer Elastizitätsgleichung. 

Die Verschiebungen Oep und oee ermitteln wir nach den auf 8.176 
angegebenen Verfahren, und zwar werden wir bei gleichbleibendem 
Querschnitt die Rechnung, bei veränderlichem Querschnitt die Zeich
nung bevorzugen. Entscheidet man sich für die Anwendung des zeichne
rischen Verfahrens, so ist zu beachten, daß sich die Biegungslinie des mit 
der Unbekannten C belasteten Trägers A 2 B 2 nicht ohne weiteres ent-

20* 
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werfen läßt. Wir belasten deshalb den Träger A 2 B 2 mit C = 1 t oder 10, 
ja 100 t, je nach der Größe der überhaupt vorkommenden Lasten, und 
entwerfen für diesen Belastungszustand die Biegungslinie, deren Ordinate 
im Punkte C die Größe OcW=l) haben möge. Da eine Kraft von C t 
eine C mal so große Verschiebung des Punktes C hervorruft wie eine Kraft 
von 1 t, so lautet die Elastizitätsgleichung 

Ocp-C·ocw=I) = 0; 

daraus ergibt sich die statisch nicht bestimmbare Größe C zu 

C=~P_ 
i5aw =ll · 

Ist eine Last von 10 t als Belastungseinheit gewählt, so wird 

i5ap 
0=10·--

6al0=101, 

Da es sich hierbei um das Verhältnis zweier Durchbiegungen handelt, 
ist die Wahl der Polweite bei der Anwendung des Mohrsehen Ver
fahrens beliebig, nur muß sie für beide Biegungslinien gleich groß 
sein. Mit der Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren Größen ist 
der gegebene Träger statisch bestimmt worden und als solcher zu be
rechnen, indem zu den gegebenen Lasten noch die nunmehr ermittelten 
statisch nicht bestimmbaren Größen treten. 

Im allgemeinen sind Elastizitätsgleichungen undurchsichtig. Um ein 
anschauliches Bild zu erhalten, müßte aus der Gleichung sofort zu er
sehen sein, der wievielte Teil der Gesamtlast in die statisch nicht be
stimmbare Größe eingeht. Wir schreiben deshalb unsere Elastizitäts
gleichung, wenn die Belastung eine Einzelkraft ist, in der Form 

C= P·<5a<P=I) 0 Oa(P=1l 
i5a <a = 1\ oder ~ji = b~--,_~-= 1l • 

Hierbei ist darauf zu achten, daß Oe w = l) nicht etwa gleich Oe (P = l) 

gesetzt wird; das wäre nur dann möglich, wenn P eine Einzelkraft 
im Punkte C wäre. So aber haben wir unter Oe(P=l) die Ver
schiebung eines Punktes C unter dem Einfluß einer der gegebenen 

Abb. 234. Zeichnerische Bestimmung von e. 

ten ab= P die Lote aa1 = Oe(P=l>• 
b1 , ziehe a1 c1 wagerecht und lote c1 

Last P entsprechenden Last 
P = 1 zu verstehen. 

AusderumgeformtenElasti
zitätsgleichung folgt eine ein
fache zeichnerische Bestim
mung des Anteiles der Ge
samtlast P, der auf die sta
tisch nicht bestimmbare 
Größe C entfällt (Abb. 234). 
Errichte über der Wagerech

b b1 = /Je (e = l); verbinde a mit 
auf ab herunter, dann ist 

ac = C, 
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wie sich unmittelbar aus 
ac:ab=cc1 :bb1 , 

C: P = Oc(P=l): Oc(C=ll 
ergibt. 

309 

Einfluß einer Senkung der Mittelstütze. Die Mittelstütze C habe 
ein Spiel LI, das auch eine Senkung bedeuten kann, die nach dem Auf
stellen beobachtet ist. In diesem Falle lautet unsere Elastizitäts-
gleichung o1 

ocp- occ= t1 
ocp-C·öc(C=ll= LI. 

-l. 
' 

oder 

Erweitern wir mit P, so er
halten wir die Gleichung 

a 1 ' 

4~,1--LI..-, -----.,7?' d"'" 
~-~--------~--------~--~ a_c_____,_c b 
~-------P--------~ 

C boP- LI 
-p P·5a(a=~l ' 

Abb. 235. Senkung der Mittelstütze. 

deren zeichnerische Darstel
lung in Abb. 235 wiedergegeben ist. Die Abb. 235 unterscheidet sich 
von der Abb. 234 dadurch, daß von aa1 = Öc p der Betrag a1 a2 =LI 
in Abzug gebracht ist; demzufolge wird die Wagerechte durch a2 ge
zogen, die unter c2 den Punkt c auf ab= P bestimmt; es ist 

ac = C. 

Die zeichnerische Bestimmung von C ist insofern anschaulich, als sie 
den Einfluß einer vorhandenen Senkung der Mittelstütze deutlich er
kennen läßt. 

a) Der dreifach gelagerte Träger mit gleichen Öffnungen 
und gleichmäßig verteilter Last (Abb. 236). 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 236 ist A 1 B1 das statisch be
stimmte Hauptsystem, das mit der Last P belastet wird; irrfolge dieser 
Last senkt sich der Punkt C um den Betrag (vgl. S. 161) 

5·P·(2l)3 
ocp=-384-EJ · 

Die unbekannte Einzellast C in der Mitte des Trägers A 2 B 2 ruft eine 
Verschiebung (vgl. S. 154) 

C · (2 Z)3 
occ = 48 -EJ 

hervor. Die Gleichsetzung beider Verschiebungen liefert 
5 

C= s· P. 

Die zeichnerische Ermittlung des Stützdruckes C zeigt Abb. 237 
die sich unmittelbar aus Abb. 234 ergibt. Es ist 

5(2l)3 5 (2l)3 

a·at =oc(P=ll=3s4--EJ=s· 4SEJ' 
(2 Z)a 

bbl =oc(C=n=-48EJ ' 
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5 
ac=O=-gP. 

Damit ist die statische Unbestimmtheit behoben und demzufolge 
der statisch bestimmte Träger (Abb. 236) zu berechnen, der zweck-

1 
~l 

rcrr 

~1~~----------~~-------+----~ 
(dJ l 

Abb. 236. Dreifach gelagerter Träger mit gleichen Öffnungen und gleichmäßig verteilter Last. 

mäßig nach dem Überlagerungsgesetz behandelt wird. Wegen der 
Symmetrie wird 

"b1 Infolge der gleichmäßig 

] 
verteilten Last Perhalten 
wir als Momentenlinie 

i3 f2ll 3 eine Parabel mit der Pfeil-l EJ höhe 

~-----t----;-1- M _ P(2l) _ Pl. 
-------;>olle ol ~--s--4· 

I 
infolge der nach oben 

Abb. 237. Zeichnerische Ermittlung des Stützdruckes. 
gerichteten Einzellast 

0 = 5 J 8 P erhalten wir als 
Dreieck mit der Höhe Momentenfläche ein 

M =- o-(2l) =-!l_Pz 
2 4 16 . 
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Die Gesamtmomentenfläche ergibt sich unmittelbar, wenn wir beide 
M-Flächen nach derselben Richtung auftragen. Die durch Strichelung 
hervorgehobene Fläche (Abb. 236b) ist die Biegungsmomentenfläche 
des dreifach gelagerten Trägers und zeigt positive und negative Teil
flächen. Der Querschnittsbemessung ist das absolut größte Moment 
zugrunde zu legen. Als Stützmoment ergibt sich (Abb. 236 b) 

Pl 5Pl Pl 
M c = T- 16 =- 16 · 

Ein beliebiger Punkt im Abstande x vom Auflager A erfährt das Bie
gungsmoment 

P x 2 3 Px2 

Mx= A · x-2Y · -2-= lti Px-4l. 

Wir finden den Ort des größten positiven Momentes, wenn w1r den 

ersten Differentialquotienten dd~· gleich Null setzen. 

Aus 
dM. 3 Px 
-ITIJ = 16 P--21 = o folgt 

3 
x= 8 l. 

Setzen wir diesen Wert für x in die Gleichung für Mx ein, so erhalten wir 

M = 3_ P . .!_ z- _P_ • (-~ z) 2 = - 9- - p z 
max 16 8 4Z 8 256 • 

Die Rechnung ergibt das negative Stützmoment als absolut größtes 
Moment. 

Die nach dem Überlagerungsgesetz entworfene Momentenfläche der 
Abb. 236b liefert verhältnismäßig kleine Ordinaten. Besser ist folgender 
Weg: wir entwerfen die Momentenflächen der Träger AC und C B, die 
wir als Träger auf zwei Stützen auffassen, und bringen von dieser Fläche 
die Stützmomentenfläche in Abzug, d. h. diejenige Fläche, welche wir 
erhalten, wenn wir die Endpunkte der Momente in A, Bund C durch 
gerade Linien verbinden (Abb. 236c), wobei MA =MB = 0 ist, da ja 
der Träger in C in Wirklichkeit nicht durchgeschnitten ist, sondern das 
Stützmoment übertragen muß. Die Momentenflächen der Einzelträger 
sollen M0 -Momentenflächen genannt werden. Für AC und OB 
sind die M 0-Linien Parabeln mit der Pfeilhöhe 

Pl 
Mo= f6; 

die Stützmomentenfläche ist ein Dreieck mit der Höhe 
Pl 

Mc=- 16 

im Punkte 0. Zeichnet man wieder beide Flächen nach derselben 
Richtung auf, so ergibt sich die Gesamtmomentenfläche von selber; 
sie ist in Abb. 236c durch Strichelung hervorgehoben. Die Überein
stimmung beider Entwürfe der M-Fläche zeigt die Berechnung des 
Momentes Mx aus Abb. 236c; es ist 

x P x2 x Pl 
Mx= Mox+ l ·Mc=Ao·x- 2l' T-T· 16 
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oder mit 
I p p 

Ao=-2-·2=4 
p p p 3 p 

M =-·x--x2--x=--Px--·x2 
"' 4 4l 16 16 4l . 

Der Vollständigkeit halber werde auch noch die Querkraftfläche be
rechnet. Es ist 

3 
QA=A= 16 P; 

p 3 p 
Q.,=A -TI· x= 16 P- 21 · x; 

die Querkraftlinie ist eine Schräge, die die Stützensenkrechte durch 
A in 

3 
Q.,=QA=f6P, 

die Stützsenkrechte durch 0 in 
3 p 5 

Qx=Qa= 16 P-2[ ·l=-16 p 

schneidet. Unmittelbar rechts von 0 ist 
, 5 5 5 5 

Q0 =-gP+0=- 16 P+ 8 P=+ 16 P; 

innerhalb der zweiten Öffnung nimmt die Querkraft in gleicher Weise 
ab wie in der ersten Öffnung, so daß die Querkraftlinie die Stützsenk
rechte durch B in 

schneidet (Abb. 236d). 

3 QB=-B=--P 16 

b) Der dreifach gelagerte Träger mit verschiedenen 
Öffnungen und gleichmäßig verteilter Last (Abb. 238). 

Wir wählen wieder den Träger auf zwei Stützen als statisch be
stimmtes Hauptsystem A1 Bv das wir mit der wirklichen Last P be

lasten; dann senkt sich der 
P~1J,5t 

~lllllllll!llllllllllllllllll!l~~tlfiiiiiii!IIIIIIIIIIIIIIIWMillOl Punkt 0 um den Betrag ba p, 

/lk--Z,='f,5m ~ z2~o,sm---J.ß den wir aus der Gleichung 
~----~ l= 10m der Biegungslinie für den 
I 

~02-fli_ ~--,-- -~-- gleichmäßig belasteten Trä-
,.,~ -- ger auf zwei Stützen be-
i M011 stimmen. Nach S. 161 wird 
L.L mit x = l1 

111 81 p l3 ( l zs lJ ) 
Abb. 238. Verschiedene Öffnungen und gleiehmKßig ver- CJap = 24EJ f- 2 z~ + z~ · 

te1!te Last. 

Infolge der Einzellast 0 senkt 
sich der Punkt 0 des Trägers A2 B~ um den Betrag (vgl. S. 156) 

c lil~ 
baa = 3EJ . -l-. 
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Die Gleichsetzung beider Verschiebungen liefert 

0 = 1 p. _!!__ ("1-- 2 _l]_ + !11 
8 lf . l~ l l3 14! ' 

das für den Sonderfall gleicher Öffnungen mit Z1 = Z2 = l/2 über
geht in 

0 = -!- p (}) 2 :
4
( ~-y ( ~--- 2 . ! + {6) = -~ p . 

Für die zeichnerische Bestimmung des Stützdruckes 0 ist Abb. 234 ohne 
weiteres zu benutzen, wenn wir 

l·l ( l [3 [! ) 
aa1 = bc (P = 1) = 24 E J ;- - 2 · -t- + z~ , 

z•ze 
bb1 = bc<C=l> = 3 ~J.z 

machen, dann bestimmt c den Stützdruck 0. 
Vorteile gegen die Rechnung bietet die Zeichnung erst dann, wenn 

eine beobachtete oder vorgesehene Senkung L1 der Mittelstütze zu be
rücksichtigen ist (Abb. 235). 

Zahlenbeispiel (Abb. 238). Es sei 11 = 4,5 m; 12 = 5,5 m; P = 13,5 t; 
dann wird 

1 104 
C= ---· P·----------(045- 2 · 0453 + 0 454) = 0 630 P = 8 50t 8 4,52 • 5,52 , , , ' , • 

Irrfolge der Belastung P = 13,5 t und C = 8,50 t erfährt der Träger AB die 
Auflagerdrucke 

A=_l-~,5·5_---:-8,50-5,5_= 207 t und B= 13,5·5-8,50·4,[)_= 293 t 
10 , 10 , . 

Daraus errechnen wir das Stützmoment zu 

p lf 13,5 4,52 ' 
Ji c = A ·l1 - z· 2 = 2,07 · 4,5 - lO · - 2 = - 4,35 m t . 

Die M 0-Momentenfläche der ersten Öffnung hat die Pfeilhöhe 

M = p. zl.zl = 13,5·4,§_. '!-~ = 3 417 mt 
01 l 8 10 8 , ' 

die der zweiten Öffnung hat die Pfeilhöhe 

Mo2 = p.z2. ~- = !3,5·5,5. 5,5 = 5,105 mt. 
l 8 10 8 

Damit ist der Verlauf der Momentenlinie über den ganzen Träger bestimmt 
(Abb. 238). Zu prüfen wäre noch, ob das größte positive Moment der zweiten 
Öffnung ohne Rücksicht auf das Vorzeichen größer ist als das Stützmoment. 
Der Querkraft-Nullpunkt der zweiten Öffnung folgt aus der Bedingung 

P B 2,93 
Qx = - B + ---- · x = 0 zu X= l· = 10 ·- --- = 2,17 m. 

l p 13,5 

Das Moment in diesem Punkte ist 

P x2 13,5 2,172 
Mz = B·x- -(• -2- = 2,93·2,17 - 10 · -2 - = 3,18 mt. 

Das Stützmoment ist ohne Rücksicht auf das Vorzeichen größer. 
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c) Der dreifach gelagerte Träger mit verschiedenen 
Öffnungen und Einzellasten (Abb. 239). 

Als statisch bestimmtes Hauptsystem wählen wir den zweifach 
gestützten Träger A' B', dessen Punkt 0 sich unter dem Einfluß des 
unbekannten Auflagerdruckes 0 um den Betrag 

o-zm 
Occ =3-EJ·l 

verschiebt. Zur Bestimmung von Oe p benutzen wir das Überlagerungs
gesetz und schreiben 

Ocp= 01 + 02, 

wobei 01 und 02 Ordinaten der Biegungslinie für die Träger A' B' hzw. 
A" B" sind. Die Gleichung der elastischen Linie für Abb. 239a lautet 
nach S. 156 

P 2b2( 3' 0 = - 1 .~! 2_:_ + _:__--:-) 
E J 6l b1 a1 b1·a1 

01 ------1 für das in Abb. 239b gezeichnete Achsen-
A'i.--+---t::-----?.8' {EL) kreuz; für x = l2 wird 

A' s· (c) 

01 = PI_a,_ijli (2 .~ + }~- ~). 
E J 6 ·l b1 a1 a1 • bi 

Entsprechend ergibt sich für das 
Achsenkreuz der Abb. 239d 

und daraus 

Da die Ausdrücke in den runden Klammern unbenannte Zahlen sind, 
sollen sie gleich 1)(1 bzw. 1)(2 gesetzt werden, so daß 

l 
Für den Sonderfall symmetrischer Belastung, d. h. l1 = l2 = 2 ; 

a1 = b2 = ! und P 1 = P 2 = P wird 

_l_ l ( _}__)\3 
2 2 \ 2 22 

1)(1 = 2 3 + "--z-( :f\2 = 9 = 1)(2' 

4z 4 -4· -4z) 
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so daß sich 

ergibt. 
Für diesen Sonderfall erhalten wir als Pfeilhöhe der M 0-Fläche der 

ersten Öffnung 
P·l 

M01=g-=Mo2; 

das Stützmoment wird, da wegen der Symmetrie 

1( 11) 5 A = B = -2- 2 p- 8 p = 16 p 

ist, 
l l 5 1 3 Mo= A . 2 - P·--;r = 32 Pz--4 Pl=- 32 Pz. 

Damit ist der Verlauf der Momentenlinie gegeben. 

d) Der dreifach gelagerte Träger mit verschiedenen 
Öffnungen und beliebig vielen Einzellasten. - Einflußlinie 

für den Stützdruck (Abb. 240). 
Nach dem Maxwellsehen Satze von der Gegenseitigkeit der Ver

schiebungen (S. 158) ist mit den Bezeichnungen der Abb. 152 

bc., = b.,c, 
d. h. eine Last P im Punkte x senkt den Punkt 0 um den gleichen Be
trag wie eine Last P im Punkte 0 den Punkt.x senkt. Statt also die Last 
P in dem beliebigen Punktex angreifen zu lassen, belastet man den be
stimmten Punkt 0 mit der 
gleichen Last P und er
mittelt die Senkung des 
Punktes x. Diese ist aber 
Ordinate der Biegungslinie 
eines Trägers A B, der im 
Punkte 0 mit P belastet 
ist. Ruft eine Last von 1 t 
eine Senkung y des Punk
tes x hervor, dann ist die 
Senkung 

c5 = p. y, 

I t I I I .,tß(a_) 
A ! l ::>j_t lz-;:,11 __ -'------>-l-j 

, I 1 I I I 

I I I C =t1t I I I I 
I I I - I I I 
l I I I I 1 1 

1111 I y I I TBt 
~~jEJYc ~J~rbJ 

Abb. 240. Biegungslinie für C = 1 t. 

wobei y Ordinate der Biegungslinie im Punkte x eines Trägers AB ist, 
der im Punkte 0 mit einer Last von 1 t belastet ist. Sind beliebig viele 
Lasten auf dem Träger, so ist nach dem Überlagerungsgesetz 

bcp = Pl · Y1 + P2 · Y2 +Pa· Ya + · · · 
Es sind y1, y2, y3 ••• die Ordinaten der Biegungslinie, die wir für eine 
Last von l tim Punkte C des Trägers entwerfen (Abb. 240). Es ergibt 
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sich aus 

Die Biegungslinie für den Belastungszustand 1 t im Punkte 0 des 
Trägers AB ist auf S. 157 entwickelt und in Abb. 134 nomographisch 
dargestellt; hierbei wurde 

3EJ (l1 + l2 ) 
--[2-[2-- y = 'YJ 

1 2 

gesetzt; mit diesem Wert geht unsere Gleichung für 0 überin 

0=P1·'YJ1+P2·n2+~Pa·na+ ... , 
so daß man mit Hilfe der Abb. 134 den Stützdruck leicht berechnen 
kann. 11 = f ( x) heißt die Einflußlinie des Stützdruckes; sie gestattet, 
den Stützdruck 0 unmittelbar unter dem Angriffspunkt x einer Last 

1 D zrz~ ~ . t . d von tzumessen. a'JEJ(l1 +zJ=ua(C=I>=Yais ,sow1r 'Yj=y:ya, 
d. h. die Biegungslinie der Abb. 240 kann als Einflußlinie aufgeiaßt 
werden, wenn wir einen solchen Maßstab wählen, daß y0 = 1 wird. 
Das Hauptanwendungsgebiet der Einflußlinien ist die Untersuchung 
von Trägern unter dem Einfluß beweglicher Lasten, doch zeigt das an
geführte Beispiel, daß ihre Anwendung auch bei ständigen Lasten von 
V orteil sein kann . 

Es soll auf den Träger auf drei Stützen nicht weiter eingegangen 
werden, da er sich als Sonderfall eines durchlaufenden Trägers mit be
liebig vielen Stützen unter Umständen einfacher berechnen läßt. 

2. Der durchlaufende Träger auf beliebig vielen Stützen bei 
gleichbleibendem Querschnitt. 

a) Die Dreimomentengleichung. 
Zu dem durchlaufenden Träger auf 5 Stützen, der gleichmäßig be

lastet sein mag, entwerfen wir die Momentenfläche, indem wir von den 
positiven M 0-Flächen die Stützmomentenfläche in Abzug bringen, 
die man erhält, wenn man die Endpunkte der Stützmomente durch 
gerade Linien verbindet (Abb.241). Dann besteht die Gesamtmomenten
fläche aus positiven und negativen Teilen. Den Momenten-Nullpunkten 
entsprechen Wendepunkte der Biegungslinie, was sich aus der Diffe
rentialgleichung der Biegungslinie 

d2 y 1 d2 y 
d x2 = E J. M = 0; d. h. dx2 = 0 

unmittelbar ergibt. 
Den Teil zwischen zwei aufeinander folgenden Stützpunkten r -1 und r 

können wir belastet denken l. mit der gleichmäßig verteilten Last ptjm 
und 2. mit den Stützmomenten M"._1 und M"., und zwar wölbt p die Stab
achse nach unten, die Stützmomente dagegen wölben die Stabachse 
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nach oben. Um die Formänderung des Trägerteiles r -1, r zu be
stimmen, belasten wir den gedachten Träger A 1 B1 (Abb. 242) mit der 
Momentenfläche des wirklichen Trägers r - 1, r (vgl. S. 148), dann ist 

I I 
I~ 

' I 
I I I 
I I i 
I~ 

Abb. 241. Träger auf beliebig vielen Stützen. 

die Neigung der Biegungslinie in den Punkten r-1 und r durch die 
Auflagerdrucke A1 und B1 des Trägers A1 B1 bestimmt. 

Wie Abb. 241 erkennen läßt, haben die Biegungslinien für die r- te 
und (r + 1)-te Öffnung im Punkte r eine gemeinsame Tangente, wobei 
zu beachten ist, daß die Tangente der r- ten Öffnung nach unten, die der 
(r+ l)- ten Öffnung nach oben ausschlägt. Diese Eigenschaft liefert die 
Gleichung 

rp = -rp', 

die mit Berücksichtigung der Abb. 242b und d durch 

EJ · B1 =- EJ · B2 

(1) 

(2) 

ersetzt werden darf. Für den Auflagerdruck B1 des mit der M-Fläche 
belasteten Trägers A 1 B1 erhalten wir für A1 als Drehpunkt 

l l l 2 
Bl·lr = -f Zr· Mr-1'-:flr + ~flr· Mr·3lr + Lr; 

hierbei ist Lr das statische Moment der M0-Momentenfläche der r-ten 
Öffnung, bezogen auf die linke Stützsenkrechte. Die Stützmomente 

a) 

b) 

Abb. 242. Momentenflächen. 

sind positiv angenommen, weil beide Möglichkeiten vorhanden sind. 
Ergibt die Rechnung ein negatives Vorzeichen, so ist damit zum Aus
druck gebracht, daß das Stützmoment in Wirklichkeit negativ ist. 

In gleicher Weise erhalten wir nach Abb. 242d mit 0 2 als Dreh
punkt 

l 2 l l 
B 2 ·Zr+l = 2-lr+l" M r · :flr+l + -z-lr+l · M r+l" 3lr+l + Rr+l . 
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Hierbei ist Rr+l das statische Moment der M 0-Momentenfläche der 
(r+ 1)-ten Öffnung, bezogen auf die rechte Stützmomentenfläche. Als 
Stützdrucke ergeben sich 

Bl =! Mr-l·lr+! Mr·lr+ ~:, 
1 M l 1 M l R,+t B2 = -3 r • r+l + (f r+l • r+l + l- · 

r+l 

Setzen wirbeideWerte in Gleichung (2) ein und multiplizieren die ganze 
Gleichung mit 6, so erhalten wir 

Mr-1·lr + 2 Mr· (lr + lr+l) + Mr+l.zr+l =-6 ( ~, + :m). (3) 
r r+l 

Diese Gleichung führt den Namen "Dreimomentengleichung" oder auch 
Clapeyronsche Gleichung nach dem französischen Ingenieur Cla
peyron, der 1857 eine Berechnung des durchlaufenden Trägers ver
öffentlichte, nachdem vor ihm -1855- Bertot bereits die Berechnung 
durchgeführt hatte. Die allgemeine Lösung der Aufgabe unter Berück
sichtigung der möglichen Stützensenkungen stammt von 0. Mohr. 

b) Die Festpunkte des durchlaufenden Trägers gleichen 
Querschnittes. 

Der auf n Stützen ruhende Träger der Abb. 243 sei in der 4. Öffnung 
belastet, die dadurch in den Stützen 3 und 4 hervorgerufenen Stütz-

I I 
I I I 
. lz". I 

I ~-T-J-~ 
I I 
k-b~ 

3 

Abb. 243. Festpunkte des durchlaufenden Trägers. 

momente seien M 3 und M 4 • Aus der Dreimomentengleichung für die 
3 ersten Stützen 

Mol1 +2M 1 (l1 + l2) + M 2 • l2 = 0 
folgt mit M 0 = 0 

~w1 l2 ~2 
M2 -2 U1 + lJ = 'Y/2 ' 

d. h. das Verhältnis der Stützmomente M 1 und M 2 ist unveränderlich, 
die Stützmomentenlinie geht durch einen festen Punkt il2, der Fest-
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punkt des durchlaufenden Trägers genannt wird. Für die zweite und 
dritte Öffnung lautet die Dreimomentengleichung 

M1 • Z2 +2M 2 (Z2 + Z3) + M 3 • Z3 = 0. 

Aus ihr erhält man 

oder 

Setzt man 

so wird 

Mit 

"l11 ·Z +2(Z +ZJ+.llf:~.z =O M2 2 2 3 M2 3 

rJa-2;3 
-[3-

'Y/a + ;3 -- 3;3 __ ;_3_-

l2 • 2112_- ;2 
la 'Y/2 

l2 • 3112- (;2 + 'Y/2) 

Za 'Y/2 

~2 + 1]2 = Z2 und ~3 + 1]3 = Z3 (Abb. 243) 

geht die Gleichung über in 
Z3 - 3;3 l2 3r]2 -Z2 

~-=-z;·~-

Dividieren wir noch durch 3, so erhalten wir 
Za z2 
f - ; 3 z. 'Y/2 - -3 
--r,; -= -l~ . - 'Y/2 

Daraus ergibt sich eine einfache zeichnerische Bestimmung der Fest
punkte. ~2 sei der linke Festpunkt der zweiten Öffnung. Wir teilen die 
Stützweiten Z2 und Z3 in je drei gleiche Teile und machen vom Punkte a 
aus (Abb. 243) 

l3 
ac=-s und cd = l2_. 

3 ' 

die Senkrechte durch c heißt verschränkte Stützsenkrechte. Ein be
liebiger Strahl aus L 2 schneide die Drittelsenkrechte in a1, die Stütz
senkrechte in b1 ; verbinde a1 mit c, der Schnittpunkt von a1 c mit der 
Drittelsenkrechten der nächsten Öffnung sei dv dann schneidet b1 d1 

die Wagerechte in dem linken Festpunkt ~3 der nächsten Öffnung. Die 
Zeichnung gibt 

und 

da außerdem 
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ist, so wird 
la l2 

d~ dd1 aa1 -3-- ; 3 l f/2 - 3 
-=-·-- oder ---=-.-!. __ _ 
b b1 a~ b b1 ~3 l3 f]z 

Der linke Festpunkt der ersten Öffnung fällt mit der ersten Stütze zu
sammen, so daß wir ~2 in gleicher Weise wie ~3 erhalten, wenn wir von 
der ersten Stütze ausgehen. Durchlaufen wir den Träger von rechts 
nach links, so erhalten wir die rechten Festpunkte ffi (Abb. 243). Zur 
rechnerischen Ermittlung der Festpunkte erhalten wir aus 

und 

oder 

!:·12 + 2(l2 + l3) + !:·l3 = 0 

l_a_ la 
7Ja ~ • 

2 (l2 +l3)- _!·Z2 
7J2 

Allgemein erhalten wir in der (r+ 1)-ten Öffnung für die linken Fest
punkte~ 

~r+l lr+l 
fJr+ 1 ;. 2 (l.+ Zr+l) ---·Zr 

'YJr 

und für die rechten Festpunkte ffi in gleicher Weise 

z. 
I 

2 Ur+l + l.)- ~~_+_t.zr+t 
r+l 

c) Bestimmung der Stützmomentenfläche eines belasteten 
Trägerfeldes. 

In Abb. 244 sind drei aufeinander folgende Öffnungen eines durch
laufenden Trägers dargestellt, von denen die r- te Öffnung belastet sein 
soll; ihre M 0-Momentenfläche ist gezeichnet, von der die Stützmomenten
fläche B B1 C1 C in Abzug gebracht ist. Für die Stützen A, B, C lautet 
die Dreimomentengleichung 

Mr-2·lr-1 + 2Mr-1 {lr-1 +Zr)+ Mr·lr = -6 • ~-" · 
r 

Jetzt denken wir uns das rte Feld BC unbelastet und das (r+ 1)-te 
Feld CD so belastet, daß die Stützmomentenlinie B1A1 der (r-1)-ten 
Öffnung AB denselben Verlauf hat wie im ersten Falle. Da die Stütz
momentenlinie der unbelasteten Öffnungen durch die Festpunkte 2 
gehen muß, hat sie den in Abb. 244b dargestellten Verlauf, der nur für 
die Öffnung B C für uns von Bedeutung ist. Das durch die Belastung 
der (r+I)-ten Öffnung CD hervorgerufene Stützmoment C1 C2 muß 
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so groß sein, daß 022r auf der Stützsenkrechten durch B das Moment 

BBl = Mr-1 

abschneidet. Wir erhalten 0 1 0 2 aus der Dreimomentengleichung für die 
Öffnungen A1 B1 und B1 0 1 

(a) 

Mr-2 · Zr-1 + 2 Mr-1 Ur-1 + Zr) - 0102 ·Zr= 0 · 

I 
k----lT'-1-~'*------T:___~ 

Abh. 244. Stützmomentenfläche eines belasteten Trägerfeldes. 

Das letzte Glied erhält ein negatives Vorzeichen, weil 0 1 0 2 ein negatives 
Stützmoment ist. Die Subtraktion beider Gleichungen liefert 

Zr· (Mr+ 0102) = -6· ~r, 

Mr+ 0102= -6·~,f. 
r 

Machen wir 001 = Mr (Abb. 244b), so wird 

002 = Mr+ 0102=-6 {'. 

Die Verbindungsgerade BO schneidet die Senkrechte durch 2r in einem 
Punkte 2~, der der Stützmomentenfläche angehört. 

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion zur Ermittlung des 
Punktes 2~ in Abb. 244a. Wir tragen 0 1 0 2 so auf der Stützsenkrechten 
durch 0 an, daß 

002=-6~; 
r 

wird. Die Verbindungsgerade 0 2 B schneidet die Senkrechte durch den 
Festpunkt 2r in dem gesuchten Punkte 2; der Stützmomenten
linie B10 1. 

In gleicher Weise denken wir uns die (r -1)-te Öffnung AB so be
lastet, daß die Stützmomentenlinie 0 1 D1 der (r + l)- ten Öffnung 0 D 

Winkel, Festigkeitslehre. 21 
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unverändert bleibt und erhalten 

BB2 =Mr-1 + B1B2 =-6·~{· 
Die Konstruktion der Stützmomentenlinie B1 0 1 erfolgt in der Weise, 
daß wir die Strecken B B2 und C C 2 berechnen und im Momentenmaß
stab auftragen, dann schneidet B02 die Senkrechte durch Br in einem 
Punkte B; der Stützmomentenlinie; einen zweiten Punkt m; erhalten 

wir als Schnittpunkt der Geraden B 2 C 
Init der Senkrechten durch den rechten 
Festpunkt ffi1 • 

Ist die r-te Öffnung Init Pr kgfm 
gleichmäßig belastet, so ist 

2 p, l~ I 
~-Z·-·-l 3 r 8 2 r f 

B B~ =- 6 .~~1;---=-P4, '= C C~; 

Abb. 245. Gleichmäßige Belastung. 
die Geraden BC2 und C B 2 (Abb. 245) 

schneiden sich im Scheitel S' der Parabel. 

d) Der Träger auf drei Stützen. 
Gleichmäßige Belastung (Abb. 238). Die M 0-Momentenfläche der 

linken Öffnung ist von einer Parabel mit der Pfeilhöhe p~l~ begrenzt; 

ihr statisches Moment, bezogen auf die linke Stützsenkrechte, ist 

L _ 2 l p-l~ l1 _ p·l} 
1-3· 1"8"2-24" 

Die M 0-Momentenfläche der rechten Öffnung hat p~l~ als Pfeilhöhe; 

ihr statisches Moment, bezogen auf die rechte Stützsenkrechte ist 

R = ~.z .P·l~ . .!:2_ =p·l~ 
2 3 2 8 2 24 . 

Mit diesen Werten geht die Dreimomentengleichung über in 

2·Mc-(l1 + l2) =- r (l~ + zn, 
wenn man beachtet, daß die Momente in den Außenstützpunkten 
gleich Null sind. Als Biegungsmoment der Mittelstütze ergibt sich 

M __ _1"1_.lr+Zg 
a- 8 ll +Z2. 

Für den Sonderfall gleicher Öffnungen wird l1 = l2 = l und 

Mc=-_1"1_.2la =- Pl 
8 2l 16 . 

Ist p 1 in kgfm die Streckenlast der ersten Öffnung, p 2 in kg/m die der 
zweiten Öffnung, so erhalten wir als Stützmoment über der Mittelstütze 

(4) 
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Andrerseits ist 

Mo= A .zl_Pt~li oder 

M c = B . l - P2 ·l~ oder B = Mo + P2 ·l2 
2 2 l2 2 . 

Da p~l1 der Auflagerdruck eines Trägers auf zwei Stützen ist, der die 

gleichmäßig verteilte Last p 1 kg/m trägt, schreiben wir 

Pt~~= A0 und P2·l2 = B 
2 0 

und demgemäß 

bzw. 

Aus der zweiten Gleichgewichtsbedingung ~V= 0 folgt 

C=P-A-B. 

Es sei nur die rechte Öffnung belastet (Abb. 246). DieM0-

Momentenfläche der rechten Öffnung hat die Pfeilhöhe p~~ 1~ ; ihr sta

tisches Moment, bezogen auf die rechte Stützsenkrechte ist 

R =P2·l~ 
2 24 . 

Das statische Moment der M 0-Momentenfläche der linken Öffnung ist 
gleich Null, ebenso die Pz-0,8tjm 
Momente in A und B. 
Folglich wird A 8 

r 
~=w~~~r-r.-~-4~--~~~~ 

~t=if]Sm 

M l l ) P2·l~ 2 · c· ( 1 + 2 =- 4--

oder 

DieBestimmung des größ- Abb. 246. Die rechte Öffnung ist gleichmäßig belastet. 

ten Biegungsmomentes soll an einem Zahlenbeispiel erläutert werden. 
Zahlenbeispiel (Abb. 246). Es sei 11 = 6 m; 12 = 9 m; p2 = 0,8 tfm; also 

0,8 93 

M c = - T · 6 + 9 = - 4,86 mt, 

M _P~~~- 0,8·92- 81 t 
02- 8 - 8 - , m . 

Aus 

Mo=A·l1 folgt A=-Mc =- 4•86 =-0,81t, 
ll 6 

Mo= B·l - P2·l~ folgt B = 'b·l2 +Mo= 0,8·9- 4,86 = 3 06t 
2 2 2 l2 2 9 ,. 

Damit wird 
C =P-A- B = 0,8·9 + 0,81-3,06 = 4,95 t. 

21* 
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Das Biegungsmoment im Punkte x der rechten Öffnung ist 
P2·x2 Mz = B·x- -2 = 3,06x- 0,4x2 • 

Die Differentiation nach x liefert 
dM~ 2 --=3,06- ·0,4x, 
dx 

und die Bedingung d:!z = 0 ergibt x = ;.~~~4 = 3,825 m. Als größtes positives 
Moment folgt 

p2 ·3,8252 Mmn = B·3,825- --2-- = 3,06·3,825- 0,4·3,8252 = 5,85 mt, 

das als absolut größtes Moment für die Querschnittsbemessung maßgebend ist. 

Der Träger sei mit Einzelkräften belastet (Abb. 247). Die M 0-Mo
mentenfläche der linken Öffnung ist ein Dreieck mit der Höhe P 1 • rLJ.z:1 ; 

P. 
-..-~az-...-~-

Abb. 247. Der Träger Ist mit Einzelkräften belastet. 

ihr statische( Moment, bezogen auf die linke Stützsenkrechte ist 
L =-1-a .P1 a1 b1 .~a +_!_b .!\a1 b1 ·(a +]-b) 1 2 1 ll 3 1 2 1 ll 1 3 1 ' 

6L PlfLJ.bl(2 2 b b2 1 = -lt- a1 + 3 a1 1 + 1) , 

L pl.albl b 6 1 = - 1- (a1 + 1) (2 a 1 + b1) • 
1 

Ersetzen wir noch b1 durch l1 - a 1, so geht die Gleichung über in 
6 L1 = P 1 • a1 (l1 -a1) (l1 + a1) = P1 • a1 (l~ -a~); 

demnach wird 
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Würde eine zweite Kraft P~ hinzutreten, die im Abstande a~ von A aus 
angreift, so würde in gleicher Weise 

6 Lt =P~ a~ .li- (ai)2 
zl zl 

sein. Bei einer beliebigen Anzahl von Einzelkräften P 1 über der linken 
Öffnung wird 

6 L1 = )' p . .li-ai 
l k..l 1 a1 l . 
1 1 

In gleicher Weise erhalten wir als statisches Moment der M 0-Momenten
fläche der rechten Öffnung, bezogen auf die rechte Stützsenkrechte, 

R =_!_b .J>2a 2b2.2_b +-!_a .P2 a2 b2 (b +_!_a) 
2 2 2 l2 3 2 2 2 l2 \ 2 3 2 ' 

das bei beliebig vielen Kräften P2 im Abstande b2 

6 ~ = .2 P . b .z~ --b~ 
12 2 2 l2 

ergibt; die Dreimomentengleichung lautet mit MA = 0 und MB= 0 

2M (l +l )=-( "P . . lJ::--ai+ \'P ·b .z~-b~} c 1 2 I.::J 1 a1 z .:...J z 2 z 
l 1 2 

und ergibt 

(5) 

Zahlenbeispiel (Abb. 248). Irrfolge der gleichmäßig verteilten Last wird 

Mo =- _!_,~tlL-tP~~ =- _!_, 0,8·63 +__!,2·93 =- 8 73mt. 
P 8 l1 + Z2 8 6 + 9 ' 

Die Einzellasten ergeben 
62 - 2 42 62 - 3 92 92 - 5 82 92 - 3 72 

5·2,4···-6-'- + 7·3,9·-6-'-- + 6·5,8·--~ +8·3,7· 9' 
MoP = - . 2 (6 +-:9~)---

MoP = -18,653mt. 

Das gesamte Stützmoment wird 

Mo= Mov + Mop =- 8,73- 18,653 =- 27,3,83mt. 
Aus 

l Pt ·Zi Mo= A· 1 - --2- P 1 ·3,6 -P2·2,1 folgt A = 3,28 t. 

Aus 

M P2·l~ o = B ·Z2 - - 2-· - P 3 · 3,2 - P 4 • 5,3 folgt B = 9,20 t . 

Aus 
:E P - A - B - 0 ~ 0 folgt 0 = 41,6 - 12,48 = 29,12 t. 

Um den Ort des größten positiven Moments der rechten Öffnung zu finden, 
untersuchen wir die Querkraft rechts und links vom Angriffspunkt von P 4 ; es ist 

Q4 = B- p2 ·b4 = 9,20- 1,2·3,7 = + 4,76t, 
Q~ = B- p2 • b4 - P 4 = 9,20- 1,2 · 3, 7- 8 = - 3,24 t ; 
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da die Querkraft in diesem Punkte das Vorzeichen wechselt, ist M4 das größte 
positive Moment. 

P2·b: 1,2·3,72 
Mmax = M4 = B·b4 - - 2- = 9,20·3,7- --2 - = 25,83 mt; 

IJ=6t ~=8t 

Abb. 248. Mehrfache Belastung. 

es ist kleiner als der Absolutwert des Stützmomentes, welcher demnach für die 
Bemessung des Querschnittes maßgebend ist. 
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Die Momente in den Hauptpunkten des Trägers sind 
Pt· a~ 0,8 · 2,42 

M.&=O; M 1 =A·a1 - - 2- =3,28·2,4--2-=5,568mt, 

M2 = A·a2 -P1·1,5- Pt~a~ = 3,28·3,9- 5·1,5- 0 •8 ~3•92 = -0792 mt, 

Ma =- 27,383mt, 
p2 • b~ 1,2 · 5,82 

M3 = B·b3 -P4·2,1--2-= 9,20·5,8-8·2,1- --2- = 16,376mt, 

M4 = + 25,83 mt; MB = 0. 

Zeichnerische Ermittlung des Stützmomentes. Aus dem Dreimomen
tensatz ergibt sich das Stützmoment zu 

6 (L1 + R2) 

Mo=- i; l; =-[ 3L1 + 3R2 J 
2 (11 + 12) 1d11 + 12) 12 (ll + 12) . 

Wir nehmen das Beispiel der Abb. 247 und haben 
1 1 

L1 = 2 -l1 ·h1 ·x1 und R2 = 2 ·l2 ·h2 ·x2 , 

wobei x1 der Abstand des Schwerpunktes 8 1 der linken M 0-Momenten
fläche von A, x2 der Abstand des Schwerpunktes 8 2 der rechten M 0-

Momentenfläche von B ist. Damit wird 

3·Lz=_!·h~·xl und 3·R12= 23h2·xz, 
~ 2 2 

also 

2hl"xl 2h2·x2 
[ 

3 3 l 
Mo=- 11 + 12 + 11 + 12 . 

Die Gleichung läßt eine einfache zeichnerische Lösung zu. Wir tragen 

auf der Stützsenkrechten durch A (Abb. 247) ; h1 ab und verbinden 

den Endpunkt a1 mit b, dann schneidet eine Parallele zu a1 b durch s 
auf aa1 die Strecke 

3 
2h1·Xz 

aa2 = /1 = 11 + 12 

ab. In gleicher Weise wird 
3 

2h2•X2 

bb2=fz=z-+1 ' 
1 2 

beide Strecken im Maßstabe der M 0-Momentflächen gemessen. Aus 
ihnen ergibt sich 

Mo=-(fl+/2). 

Ist der Träger gleichmäßig belastet (Abb. 249), so haben die M 0-

Momentenflächen die Pfeilhöhen 

h =P1·1~ und h =P2·1~. 
1 8 jl 8 ' 
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ihre statischen Momente für die Stützsenkrechten sind 

bzw. 

Aus ihnen bestimmt sich M c zu 

Mo= 6 (t+t) =-( h~·~~ + h2·l2 ·) 
2 (ll + 12) 11 + 12 11 + 12 . 

Die zeichnerische Ermittlung des Stützmomentes ist in Abb. 249 ge
geben: wir tragen auf der Stützsenkrechten durch A die Strecke aa1 = h1 

~J~z; 
~~~~--~><~J.f 

bz f hz 

_j 
b, 

Abb. 249. Ermittlung des Stützmomentes. 

ab, verbinden a1 mit b und ziehen zu a1 b durch c eine Parallele, die 

f hl'll 
aa2 = 1 = 11 + 12 

auf aa1 abschneidet. In gleicher Weise wird 

bb f h2·12 
~ = 2 = 11 +12 

gefunden. Aus ft und f 2 ergibt sich 

Mc=-(fl + /2) 

im Maßstabe der M 0-Momentenfläche gemessen. 

Zahlenb.eispiel (Abb. 248). Die M0-Flächen infolge der beiden Einzel
lasten einer Öffnung zerlegen wir in je zwei Dreiecke mit den Höhen 

h _P1·2,4·3,6_5·2,4·3,6_ 72 t· h _P2·3,9·2,1_7·3,9·2,1_ 956 . 
1- 6 - 6 - ' m ' 2- 6 - 6 - ' mt, 

h _ P 3 ·3,2·5,8 _ 6·3,2·5,8 12,37 mt; h4 = P4 ·5~3·3,7 8·5,:·3,7 = 17,43 mt. a---9--- 9 

Die M 0-Flächen infolge der gleichmäßig verteilten Last haben die Pfeilhöhen 

h_Pt·1r_0,8·62_36 t und -8-8 -,m h' = P2·1~ = 1,2· 92 = 12,15 mt. 
8 8 

Die M 0-Momentflächen sind mit dem Maßstab 2 mm = 1 mt getrennt gezeichnet; 
ihre Schwerpunkte sind zeichnerisch als Schnittpunkte der Mittellinien bestimmt. 
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Auf der Stützsenkrechten durch A werden aufgetragen 

3 3 aa1 = h = 3,6 mt; a1a2 = 2 h2 = ~2 • 9,56 = I4,34 mt 

und 
3 3 

a2a3 = 2~-h1 = 2 . 7,2 = I0,8 mt; 

auf der Stützsenkrechten durch B werden aufgetragen 

3 3 
bb1 =h' = I2,I5mt; b1 b2 = 2 ·h3 =-2--I2,37 = I8,56mt 

und 
3 3 

b2b3 =. 2-·h4 = -:c I7,43 = 26,15 mt. 

Zu der Geraden ba1 ziehen wir durch c die Parallele c 2 bis zur Senkrechten 
durch den Schwerpunkt S2 , sie schneidet auf der Stützsenkrechten durch A die 
Größe 

a2'=~ 
ll + l2 

ab. Durch 2 ziehen wir zu a2 b eine Parallele 2 I bis zur Senkrechten durch den 
Schwerpunkt S1 , sie schneidet auf der Stützsenkrechten durch A die Größe 

2'I' = _:J_. h2 x2 __ 
2 ll +l2 

ab. Durch I ziehen wir zu a3 b eine Parallele a' I bis zur Stützsenkrechten, auf 
der sie die Größe 

abschneidet. Es ist dann 
/ 1 = aa'. 

Der Linienzug c 2 I a' kann als Seileck mit b als Pol aufgefaßt werden. In gleicher 
Weise ist 

/ 2 = h'-l._ + ~-- h8 ·x3 + _3_, h4 ·X4,_ 

Z1 +ZJ 2 Z1 +Z2 2 Z1 +Z2 

für die rechte Öffnung entwickelt, wobei der Linienzug c 3 4 b' als Seileck mit 
a als Pol aufgefaßt werden kann. Die Zeichnung ergibt 

Imt 
Mo=- (/1 + /2) =- (I3,5 + 4I,3) mm·-2--- =- 27,4mt. 

mm 

Die Gesamtmomentenfläche ist durch Addition der Einzelordinaten gefunden. 

Die Einflußlinie für das Stützmoment (Abb. 250). Nach der Er
klärung der Einflußlinie (S. 316) brauchen wir nur den Einfluß einer 
Last von l tauf das Stützmoment M 0 zu untersuchen. Hat diese Last 
von 1 t den Abstand x von der linken Stütze, so ruft sie ein Moment 

I· X (lr - X2) 

Mo=- 2Zd(TTJ--= 17 

hervor. Wir erhalten diese Gleichung aus der allgemeinen Gleichung (5) 
für P 1 = 1 t; a1 = x; P 2 = 0; b2 = 0. Anders geschrieben lautet 
unsere Gleichung 

1] = -i(~ _:! l2) (t-;- ;; ) = 2(~ _:! l2) . y . 
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y läßt sich ein für alle Male berechnen, wenn wir z. B. der Reihe nach 

T-=0,1; 0,2; 0,3 ... einsetzen; wir erhalten damit 10 Punkte der 
1 

1t 1t 
r--x'-'"IE--l1-x'----3>1E<--- lz -x'---*"-.x~ 

I 

Abb. 250. Einflußlinie für das Stützmoment. 

Einflußlinie, was in den meisten Fällen genügen dürfte. Für die rechte 
Öffnung wird entsprechend 

, - l~ ( x' x' 3) -li , 
rJ = 2 (Z1 + Z2l • 7;- zg = 2 (l1 + Z2l • Y · 

Auch dieser Zweig der Einflußlinie wird für 10 Punkte ebenfalls mit Hilfe 
der nachstehenden Zahlentafel entworfen. 

1 

0 

Abb. 250 zeigt die Einflußlinie für das Stützmoment des Trägers der 
Abb. 248. Mit den damals gegebenen Einzellasten wird 

Map=- 2 (z:~z2) (P1Y1 +P2Y2)- 2 (z:~z2) (PaYa+ P4y4), 

=-1,2 (5·0,336+7 ·0,375)-2,7 (6·0,377 +8·0,342)=-18,65mt. 

Der Träger sei durch eine Streckenlast belastet (Abb. 251). Die 
M 0-Momentenfläche ist nach S. 91 die Differenz zweier Flächen. Die 
im Schwerpunkt vereinigt gedachte Streckenlast P ruft ein Moment 

P(c+%) 
M= l (a+x)=A(a+x) 

1 

hervor; für x = ~ wird 

p ( c +}) (a +}) Pa'b' 
Mmax= 1 =-l-

"1 J 
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Infolge der gleichmäßigen Verteilung wird die Spitze des Momenten
dreiecks parabolisch abgerundet; es ist 

x2 
M.,=A (a+x)-p- 2 

Der Betrag, um den die Dreieckoordinate vermindert wird, ist 

p x 2 e•----;., 
AM=-2- I 

den wir von einer 
Wagerechten aus 
abgetragen den
ken (Abb. 25lc). 
Die in Abzug zu 
bringende Fläche 
wird vonzwei sym
metrischen Para
beln begrenzt, 
deren gemeinsame 
Mittelordinate 

ist; ihr Inhalt ist 

(a) 

(c) 

~a~:>""i<<'--- b•-__">.,.,t<,-c~ 
1 bm~m=~~ I 
I I 

i I 
~,~<~a~+e~"i&<-,-b~ a-a+:z=z- b- C+-z=l1 -a' 

Abb. 251. Streckenlast. 

1 b pb2 pb3 

F= 2 ·-a·2·s-=24; 

8 

ihr Schwerpunktsabstand von A ist a' = a + : · Damit erhalten wir als 

statisches Moment der M 0-Momentenfläche, bezogen auf die linke Stütz
senkrechte, 

L = _1 a' . J>_a'b' . 2- a' + _1_ b'. p a' b' (a' + _1_ b') - P b3 • a' 
1 2 Z1 3 2 Z1 3 24 ' 

L = pb·a' [2a'_ 2 b' + 3 ~,~ (a' + __1:_ b') -~~] 
1 6 Z1 Z1 3 4 ' 

L 1 =p~a~ (2a' 2 b' +~1a'b' 2 ±~3 _ ~2 ) 

= 11~ a [~a'b' (a' + ~\~ b'2 (a' + b') _ !2] 
= p~a' ( 2a' b' + b' 2 - :

2
) 

= fJ~a'_ [ a' b' + b' (a' + b') -~n 

= ~~a~ (l· b' + a' b'- ~). 

Ersetzen wir b' durch l1 - a', a' durch a ~ e und b durch e - a, so geht 

die Gleichung über in 
p (e2 - a 2) (2Zi- a2 - e2) 

L1 =- 24 
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Die Dreimomentengleichung lautet dann 
L1 p (e2 - a2) (21~- a2 - e2) 

2M o (l1 + Z2) =-6 • -1 =- 4 1 ' 
1 • 1 

und daraus ergibt sich 
p·(e2- a2 ) (21~- a 2 - e2 ) 

Mo=- · 8 lx. (ll + 12) 
(6) 

Der Träger sei durch gleichmäßig verteilte Lasten, Einzelkräfte 

Abb. 252. Gleichmäßig verteilte Lasten, Einzelkräfte und 
Streckenlasten. 

und Streckenlasten be
lastet (Abb. 252). Nach 
dem Überlagerungs
gesetz addieren wir 
die Einzelwirkungen 
und erhalten als Mo
mentengleichung mit 

M.A =0 
nud MB=O 

2M o (ll + Z2) =- {q~~1~ + q2~1~ + Px/t (Zr- a~) + P2/2 (l~- b~) 
1 2 

+ Pt (u~ - un (21~- u~ - un + P2 (v~- vn (21~ - v~ - vi)}. 
44 4~ 

Diese Gleichung ergibt M 0 sofort und führt schneller zum Ziel als das 
zeichnerische Verfahren. 

e) Der durchlaufende Träger auf 4 Stützen. 
Gleiche Öffnungen mit gleichmäßig verteilter Last (Abb. 253). Sämt

liche drei M 0-Momentenflächen werden von Parabeln mit der Pfeilhöhe 

Mo = p~2 = 0,125 p l2 

begrenzt. Die Dreimomentengleichung lautet für die beiden ersten Öff-
nungen 

M.A ·Z+2MB·2l+Mo·l=-6{~+~}; 

Abb. 253. Träger auf 4 Stützen. Gleichmäßig verteilte Last. 

hierin ist M.A = 0; MB= Mo wegen der Symmetrie und 

L= R = ~z.P12 .}__ = p14 
3 8 2 24' 

also 
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Aus 

folgt 
pl ]{B pl pl 

A = -2-+ -l- = -!T = 10 -0,4pl=D. 

Aus 
Mc= A ·2l+ B·l-2 pl2= MB 

folgt 
]{B 

B= 2 pl-2 A + z = 2 pl-0,8 pl-0,1 pl= 1,1 pl= C. 

Das größte positive Moment tritt in den Außenöffnungen auf; es ist 
px2 

Mx=A ·x- ·· 2- =0,4 plx-0,5px2. 

Aus 
d11{x=04pl-px=O 
dx ' 

folgt 
x=0,4l; 

demnach 
Mmax = 0,4pl·0,4l-0,5 ·p· (0,4Z) 2 = 0,08pl2. 

Das größte positive Moment in Trägermitte ist 

Mm =P8
12 -O,lpl2=0,025pl2. 

max 

ßz'l, 
\ 

\ 
\ 

\ 

c 
Abb. 254. Ungleiche Öffnungen mit gleichmäßig verteilten Lasten. 

Ungleiche Öffnungen mit verschiedener gleichmäßig verteilter Last. 
Mit den Bezeichnungen der Abb. 254 lauten die Dreimomentenglei
.chungen, wenn wir MA =Mn= 0 setzen, 
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2MB (Z1+Z2) + Ma·Z2 =-6 {f! + ~2_}, 
1 2 

MB·Z2 +2Ma·(Z2 +Z3)=-6{~: +~:}. 
Wir erweitern die erste Gleichung mit 2 (Z2 + 13), die zweite mit (- 12) 

und addieren; dann wird 

Me [4 (11 + 12) (12 + 13) -1~] =-6 {2 (12 + 13) ( {_1_ + ~: )-12 ( ~~ + ~3 )}; 

hierin ist 
L _ _! 1 .P1li.!!_ also Ll P1lf 
1-318 2' T; 24 , 

2 .~~.~ also L2 P2l~ 
L2=312 8 2 , l2 24 , 

R = _! z . E2 1t !2_ also R2 P2l~ 
2 32 8 2' z; 24 , 

R = _! l . Pal~ • ~ also Ra Pa. n 
3 33 8 2' z;- .24" 

Erweitern wir die erste Gleichung mit ( -Z2), die zweite mit 2 (Z1 + l2) 

und addieren, so erhalten wir 

M a [ 4 ( 11 + l2) ( Z2 + l3) - 1~] = - 6 { 2 ( 11 + 12) ( ~2 + ~3 ) - 12 ( f1 + ~2_)} . 
Zahlenbeispiel (Abb. 254). Es sei l1 = 6 m, p1 = 0,8 tjm; l2 = 10m, 

p2 = 1,2 tjm; l3 = 8 m, Pa= 0,6 tjm; demnach 

Ll = Plli = 0,8. 63 = 7 2 t 3 

l1 24 24 ' m ' 

L. =P2·lj= 1,2·103 =50tma= R2, 
l2 24 24 l2 

Ra= Pal~ = 0,6~~~ = 12 8tm3 
l3 24 24 ' · 

Damit gehen unsere Gleichungen über in 
MB [4 (6 + 10) (10 + 8)- 102] = - 6 (2 (10 + 8) (7,2 + 50) - 10 (50+ 12,8)} 

MB=- 8,16mt, 
Mo [4 (6 + 10) (10 + 8)- 102] =- 6{2 (6 + 10) (50+ 12,8)- lO (7,2 +50)} 

Mo=- 8,20mt. 

M Al p1 ·li ergibt A=p1 l1 +MB=~~- 8•16 =104t 
B = • l - - 2 -- 2 [1 2 6 ' . 

( ll) p2l~ 
Mo= A (l1 + l2 ) + B·l2- P1l1 l2 + T -2 

ergibt 

(l ll) P1l1 2+-
B= 2 +p2 l2 _A·(l1 +l2 )+M0 

~ 2 ~ ~ 

0'8 "6 ( 10 + -~-) 1,2. lO 1,04 (6 + 10) 8,2 
=---1o---+-2-- 10 -w= 9•72 t. 
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ergibt 

( 8) 0,6·8 10 +-
= 2 +1,2~_1,38(10+8)_8,16= 943 t 

10 2 10 10 ' . 

Die Momentenfläche ist in Abb. 254 mit den Pfeilhöhen 

lJlll = 0,8·62 = 3 6mt 
8 8 ' ' 

p~~~ = 1,2·102 = 15 mt 
8 8 ' 

Pa~= 0,6·82 =48mt 
8 8 ' 

gezeichnet; sie zeigt, daß das Stützmoment M 0 das größte Biegungsmoment 
des Trägers ist. 

Die Aufgabe läßt eine einfache zeichnerische Lösung mit Hilfe der 
Festpunkte zu. Die Dreimomentengleichung liefert für die ersten beiden 
Öffnungen mit M A = 0 

2MB (l1 + lJ + Mo·l~ =-6 {~11 + ~2 }, 

2 MB ll + ~a + Mo= - _6_ {f:l + Ra_} . 
l2 l2 ll l2 

Die Lage des linken Festpunktes B2 (Abb. 254) ist aber durch 
.;2 [2 

'YJa 2 (ll + l2) 

bestimmt; wir schreiben deshalb unsere Gleichung 

MB.'YJ2 +Mo= -~{Ll+ R2} . 
.;2 ~ ~ ~ 

Verbinden wir den Schnittpunkt B~ der Stützmomentenlinie mit der 
Senkrechten durch den Festpunkt B2 mit B, so schneidet diese Gerade 
auf der Stützsenkrechten durch C die Größe 

CC2 =Mo+MB·~~ 

ab; auf der Mittelsenkrechten wird demnach der halbe Betrag 

mu=~CC2 =~ (Mo+MB·~:) 
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abgeschnitten; er ist 

mu =-1_{Ll + R2 } 
l2ll l2' 

= _1_ {p1l~ + P2zg} 
l2 24 24 ' 

= _ {p1li . .!1_ + P2l~} 
8 l2 8 . 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 254 ist 

mu = mm' + m' u = mm' + p, 
zz 

wobei mm' die Pfeilhöhe p~ 2 der M 0-Parabel der zweiten Öffnung ist. 

Die Größe p ist die im Verhältnis ~1 geteilte Pfeilhöhe der linken M0 -
2 

Parabel; wir erhalten sie auf AB, wenn wir durch a' zu Ab eine Parallele 
ziehen; dabei ist B b = Z2• 

In gleicher Weise wird 

mv = _1_ {~2 +Ra} 
l2 l2 la ' 

= _1_ {P2zg + Pal~} 
l2 24 24 ,, 

= _ {P2l~ + Pal~. ~} 
8 8 l2 ' 

mv=mm' + q, 

dessen zeichnerische Bestimmung Abb. 254 erkennen läßt. 
Bei gleichen Außenöffnungen und gleicher Belastung für den laufen

den Meter fallen die Punkte u und v zusammen. 
Ist nur die mittlere Öffnung belastet, so fallen u, v und m' zu-

sammen, da 

wird. 

/2 
E1__1 =0 und 

8 
Pal~=O 

8 

Gleiche Ö'ffnungen mit gleichen Einzellasten in der Mitte der Öff
nungen (Abb. 255). Die M 0-Momentenflächen sind gleichschenklige 
Dreiecke mit den Höhen 

Pl 
Mo=4; 

ihre statischen Momente, bezogen auf die Stützsenkrechten, sind 

L = _l_ • P l • !__ = p za = R 
2 4 2 16 . 

Die Dreimomentengleichungen lauten mit MA = 0 und Mn= 0 

2MB·2Z+Mo·l=-6·2·~!2 , 
Pl2 

MB·Z+2M0 ·2l=-6·2·16 



oder 

daraus 

Aus 
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3 
41Yl 8 + lYic =--4 Pl, 

3 
lYIB + 41Ylc= - 4- Pl, 

A!Jb. 255. Gleiche Einzellasten in der Mitte. 

l 
lYIB=A·l-P·-2 folgt 

P 111o 7 A= -+--=-P=D 2 l 20 . 

Wegen der Symmetrie ist 
23 

B= 0=2oP. 

Der Verlauf der Momentenlinie ist in Abb. 255 wiedergegeben. 
Die Einflußlinie für die Stützmomente. Wir belasten das Mittelfeld 

mit einer Last von l tim Abstande x von der linken, x' von der rechten 

1t 

'/} 

----~c-----Z.J--~ 

ß~a2 b2 ---+c2~e 
~~4z-*-;-~z~-t-, _"., 
~E-----4z ~2 ~ 

Abo. 256. Einflußlinie für die Stützmomente. 

Stütze (Abb. 256), dann ist die M 0-Momentenfläche em Dreieck mit 
der Höhe 

J>x' x(l2 -x) 
h2=--

l2 l2 
Winkel, Festigkeitslehre. 22 



338 Die statisch unbestimmten Träger. 

Nach S. 322 ist auf der linken Stützsenkrechten durch B die Größe 

BB2 =-6·~2 , 
auf der rechten Stützsenkrechten durch 0 die Größe 

0 R2 
02=-6· ~~ 

abzutragen. Mit u2 und v2 als Schwerpunktsabstände der M 0-Fläche 
BCF wird 

und damit 
B B =- 3. h2. u2 bzw. 0 02 = - 3. h2l. v2 . 

2 z2 ' 2 
Durch Rechnung ergeben sich die Schwerpunktsabstände 

und 

so daß wir unsere Gleichungen auch in der Form 

BB2=- h2 ~~x) =-h2 - -~·x, 

002 =- h2(2lz-x) =- h2 (l2+l2-x) =- h2- h2 (l2- x) 
z" z2 Z2 

schreiben können. Beide Werte lassen sich in einfacher Weise zeichne
risch bestimmen. Ziehe EFG (Abb. 256) durch die Spitze F des M 0-

Momentendreiecks wagerecht, ferner 

F B2 :CE und F02 I! BG, 
dann ist 

BB2 =BE+EB2 =-h2 - ~22 ·x, 
CO =CG-+-GC =-h -"'-2 ·(l-x) 2 • 2 2 12 2 · 

Die Punkte 'i3 2' und ffi2' der Stützmomentenlinie sind durch die Geraden 
BC2 und 0 B2 nach Abb. 244 bestimmt. Die Gerade 'i32'ffi2' schneidet 
auf den Stützsenkrechten die Stützmomente 

MB= BB1 und Mc = 001 

ab. Einen Punkt der Einflußlinie für MB finden wir, wenn wir senkrecht 
unter dem Angriffspunkt der Last von 1 t, d. h. im Abstande x von B, 
die Strecke B B1 abtragen; 0 0 1 senkrecht unter der Last abgetragen, 
liefert einen Punkt der Einflußlinie für M 0 • Sollen genügend viel Punkte 
der Einflußlinien durch Zeichnung gefunden werden, so denken wir 
daran, daß die Punkte F auf einer Parabel 

h = x(l2-x) 
12 
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l liegen, deren Pfeilhöhe für x = ~ 

wird. 

h = lz 
m 4 

Rechnerisch finden wir 

BB =BB +B B =MB+Mo·J~=_/t,zQz+::l 2 1 1 2 1]~ l2 ' 

C C 1M M. 1Jz hz (2l2-x) CC2 = C 1 + C1 2 =. o+ B"- -=-----. ~z :z2 
Führen wir statt ; und 'YJ nach Abb. 256 die Strecken a2, b2 und c2 ein, 
so erhalten wir 

j'lfB +Mo· a 2 + b2 =- x·x'.l2 +x, 
C2 lz l2 

MB·~±~+ Mo=_ x·x'. 2l2_-x. 
az lz lz 

Setzt man 

aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so folgt 

MB- xa;'~l2- x). a2 +_~ - MB·bz+t:z. Uz + bz =- xx' .zz + x 
l~ c2 a2 C2 l2 l2 ' 

_MB. a!lc2 -(b2 +c2)(a2 +b2) = :/:~. c_2~±_c2 x:-(2~~x)(a2 +b2 ) 
a 2 c2 12 c2 l2 ' 

-MB. a 2 c2 -a_2b?._ -a,2 ~2 -:bl-.._ b_2 c_2 = xx'. c,)2 -t x(~2 + a 2+ _ll2)- ~~2_-.._ ~'!_2 l2 
a2 C2 lz c2l2 

Da a2 + b2 + Cz = z2 ist, wird 

xx' 
= -l- ( 3 c2 + x - 2 a2 - 2 b2 - 2 c2) , 

2 

xx' · a9 1l1B= --l" -b • [3c2 + x-2(a2 + b2 + c2)], 
2" 2 

xx' · a2 MB=- z~-.-b-;(2l2 -3c2 -x) 

oder mit l2 - X = x' 

x·x'·a2 1 MB = - ~~ ~:; (l2 - 3 c2 + x ) . 

Da das Stützmoment MB durch eine Last von I t hervorgerufen wird, 
wollen wir es YB nennen und schreiben 

22* 
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xx' a2 Der Ausdruck 2 · - · -- ist eine Parabelordiante mit der Pfeilhöhe 
l2 lz 

a2 d f'' ' l2 
2 , a urx=x= 2-

2 • X·X'. a_2_ = ~2_ 
l2 l2 2 

ist. Beim Aufzeichnen der Parabel darf nicht vergessen werden, daß 

x t das Moment ist, das die Kraft von 1 t im Punkte x des Trägers B 0 

hervorruft. Es ist also auch 

2 . xx'. a 2 

lz l2 

ein Moment, gemessen in rot, wenn die Längen in m, die Kraft "Eins" 
in t eingesetzt werden. Insofern sind wir nicht gezwungen, die meist 

sehr kleine Strecke ~2 aufzutragen, sondern dürfen jeden beliebigen 

Momentenmaßstab zur Darstellung der Mittelordinate 

1 · ~2 , gemessen in mt, 

wählen. Dann werden auch die sich ergebenden Stützmomente, d. h. 
die Ordinaten der Einflußlinie, in demselben Maßstabe gemessen. Wir 
entwerfen diese Parabel (Abb. 257), die durch die Punkte B, G und 0 
geht. Ferner machen wir 0 D = l2 - 3 c2 und D E = 2 b2• Auf die 
Senkrechte durch E projizieren wir die Parabelordinate HF, so daß 

EJ =F H = 2· x·x' ·-a~ 
lz lz 

ist, dann schneidet die Gerade DJ auf der Senkrechten durch F 
die Strecke 

F P= EJ·DF =2·::_~'. az.l~-3~+ x' =-yB 
ED l2 Z2 2 b2 

ab. In Abb. 257 ist F P mit YB bezeichnet, da die Stützmomente stets 
das negative Vorzeichen haben. Der zu H symmetrische Punkt K der 

~-------2~----~~ 
_,_. __ z3-o.J 

0' 

Abb. 257. Einflußlinien für die Stützmomente. 

Parabelliefert auf DJ einen zweiten Punkt Q der Einflußlinie für das 
Stützmoment MB· 

Will man die Ordinaten der Einflußlinie punktweise berechnen, 
so empfiehlt sich die Umformung der Gleichung für YB, die wir mit 
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x' = l2 - x schreiben 

YB = -l2· a~ (-x-- x;) · (2- _:;_- 3 _c!_). 
b2 l2 le l2 l 2 

Hierin ist y B eine Funktion von ( x : l), die wir für lO Punkte ein für alle 
Male zahlenmäßig ausrechnen bis auf die Unveränderlichen, die nach 
dem jeweils vorliegenden Fall einzusetzen sind. Die aufzustellende 
Zahlentafel hat folgende Form, wobei der Index "2" stets fortgelassen 
wurde: 

Zahlen tafel. 
X 

O,I 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

2- I- = I,9 I,8 I, 7 I,6 I,5 I,4 I,3 1,2 I,I 

X 

x3 
[3 

x x3 

T--(3 

O,OI 0,04 0,09 O,I6 0,25 0,36 0,49 0,64 0,8I 

0,09 O,I6 0,2I 0,24 0,25 0,24 0,21 O,I6 0,09 

O,OOI 0,008 0,027 0,064 O,I25 0,2I6 0,343 0,5I2 0,729 

0,099 O,I92 0,273 0,336 0,375 0,384 0,357 0,288 O,I7I 

y1 =-a{o,o9(I,9-3 ~). al ( c) Y =- -·OI6 I8-3-
2 b ' ' l 

al ( c') Y =-- -·0 2I I 7- 3 ---3 b , ' l 

al ( c) y6 = - b · 0,24 1,4 - 3 l 

a l ( c) Y =- - ·0 I6 I2- 3-8 b , , l 

a l ( c) y9 = - b ·0,09 I,I - 3 ( . 

Aus den beiden Gleichungen für MB und M 0 folgt in ähnlicher Weise 
x· x' c2 Mo=- -lFb

2
- (l2 - 3a+ x). 

Bezeichnen wir das Stützmoment _1lf 0 , da es durch eine Last von l t 
hervorgerufen wird, mit y0 , so wird 

c2 ( x' x'2 ) ( x' a2) Yo=-l~b·--- -~- - zz 2--~ -3~- . 
A 2 ::, 1 2 2 

Hiernach kann die Einflußlinie für das Stützmoment M 0 der zweiten 
Öffnung mit Hilfe der vorstehenden Zahlentafel berechnet werden, 
wenn man x durch x' und a 2 durch c2 erse~t; man kann auch Punkte der 
Einflußlinie in ähnlicher Weise wie für MB finden. 
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Die Äste der Einflußlinien in den Außenöffnungen erhalten wir 
durch Belastung einer Außenöffnung mit einer Last von 1 t. Mit den 
Bezeichnungen der Abb. 257 lautet die Dreimomentengleichung für die 
ersten drei Stützen unter der Berücksichtigung, daß MA = 0 und 
R2 = 0 ist 

2 MB (ll + Z2) + Mo ·l2 = - 6 • ~1 ; 
1 

für die drei Stützen B, 0, D wird mit Mn = 0 

.Mii · l 2 + Mo · 2 · (l2 + Z3) = 0. 

Wir schreiben beide Gleichungen in der Form 

MB· ~(l1+l~+ Mo=-~~·L1' 
l2 l2 l 1 

MB . _ _}_2 -- + M 0 = 0 
2(12 + l3) 

und erhalten durch Subtraktion 

MB. [2 (Z1 + Z2) _ ~- "j = _ ~. L1 

l2 2 (l2 + Z3) 12 11 • 

Die M 0-Momentenfläche der ersten Öffnung ist ein Dreieck mit der 
Höhe 

h _ ::·x' _ x (l1 -x) 
1-z2- zl 

~+x l und dem Schwerpunktsabstand u1 = 3 -; damit geht unsere G ei-

chung für MB über in 

MB· l2(ll+l2) -~-l =- x(l1 -x)(l1 +x). 
L Z2 2(Z2 +l3)_i Z1 ·l2 

Nach S. 320 teilt der Festpunkt ffi1 die erste Öffnung l1 in dem Ver
hältnis 

Daraus folgt 
2 (ll + 12) 1)~ l1 ;i 
-----y;--~-=z; ni · 

1),, 

Mit 2 

;~ 
l 2 geht diese Gleichung über in 

2 (l2 + la) 

und wir erhalten 
MB . !J_ . ~~·· = _ x (l1 - x) (ll + x) 

~ 1/1 ~-4 

Bezeichnen wir wie vorher die Teile, in die die Festpunkte eine Öffnung 
zerlegen, mit a, b und c und beachten, daß der linke Festpunkt 21 der 
ersten Öffnung mit dem Stützpunkt A zusammenfällt, so wird 

MB= Y1 = - 12~~ • x (l1- x) (l1 + x); 
1 1 



Der durchlaufende Träger auf beliebig vielen Stützen. 343 

y führen wir wieder ein, weil es sich um die Ordinate der Einflußlinie 
handelt. Um die zeichnerische Bestimmung dieser Strecke durchsich
tiger zu gestalten, schreiben wir 

= _ [2 • X (11 - X)·th] ,ll +X 
Yt zl.zl 2bl ' 

wobei der Ausdruck in der eckigen Klammer eine Parabelordinate 

darstellt, deren Pfeilhöhe sich für x = }~ zu 

ll ll 
--·- ·Cl 

/=2· ~~--= ~1 
ergibt. Für den Maßstab der Darstellung dieses Momentes gilt das 
Gleiche wie für die Parabel der Mittelöffnung. Selbstverständlich müssen 
beide Parabelordinaten gleichen Maßstab erhalten (Abb. 257). In 

1-E------X---3:>1 

~------zb1 ---+--------~ 

D' 

Abb. 257a. Ein..flußlinie der linken Außenöffnung. 

Abb. 257 a ist diese Parabel vergrößert herausgezeichnet. Wir machen 
AD' = Z1 und tragenD' E' = 2 b1 von D' aus ab. Den beliebigen Para
belpunkt H' mit der Abszisse x projizieren wir auf die Senkrechte durch 
E' und verbinden diesen Punkt 2 mit D', dann schneidet D' 2 die Senk
rechte durch 1 in dem Punkte 3 der Einflußlinie und gleichzeitig die 
Senkrechte durch die Abszisse 1 des symmetrischen Parabelpunktes 
in einem zweiten Punkte 3' der Einflußlinie für das Stützmomen t MB· 

Rechnerisch finden wir die Ordinaten von 10 Punkten der Einfluß
linie, wenn wir die Gleichung in der Form 

Yt =- ~1 • Zl • (zx - :~;z~) 
1 1 1 

senreiben und den Klammerausdruck für { = 0,1 ... 0,2 ... ein für alle 

Male ausrechnen; die Zahlenwerte sind der Tafel auf S. 341 eingefügt. 
In ähnlicher Weise läßt sich die Einflußlinie für das Stützmoment M 0 

der dritten Öffnung berechnen bzw. konstruieren, so daß die in Abb. 257 
wiedergegebenen Kurven ermittelt werden können. 

Um die Ordinaten des Astes der MB-Linie in der dritten Öffnung zu 
bestimmen, denken wir uns in Abb. 258 die Mo-Linie der dritten Öffnung 
gezeichnet, dann ruft eine Last von 1 t das Stützmoment 1-7-2 hervor. 
Da die M-Linie der unbelasteten Felder durch die Festpunkte B gehen 
muß, projizieren wir 2 auf die Stützsenkrechte durch 0 und ziehen den 
Linienzug 3~ ~2~4~ ~\. Es ist demnach 44' das durch 1 t der rechten 



344 Die statisch unbestimmten Träger. 

Außenöffnung in B auftretende Stützmoment, das wir jetzt als Ordinate 
der Einflußlinie für MB senkrecht unter dem Lastangriffspunkt abtragen; 

durch 11' = 44' ist 
1' als Punkt der 
MB- Linie be
stimmt. 

e lugleicherWeise 

Abb. 258. Einflußlinien für die Gesamtlänge des Trägers. ist 56 gleich dem 
StützmomentM B, 

das durch 1 tim Punkt 5 der ersten Öffnung hervorgerufen wird. DieProjek
tion von 6 auf die Stützsenkrechte durch B liefert in Verbindung mit dem 
Linienzug 7 -7-lR2 -:- 8 -:-lR3 das Stützmoment M c = 88'; d. h. S5' = 88' 
ergibt den Punkt 5' der Einflußlinie für das Stützmoment M C· Damit 
sind beide Einflußlinien für die Gesamtlänge des Trägers bekannt 
(Abb. 258). 

f) Der durchlaufende Träger auf n-Stützen. 
Einzellasten. Als Beispiel sei der durchlaufende Träger der Abb. 259 

gegeben, dessen M 0-Momentenflächen nach dem Überlagerungsgesetz entworfen 
werden, indem wir die Lasten nacheinander auf dem Träger bringen. Es er
geben sich Dreiecke mit den Höhen: 

l. Öffnung h1 = 300 · 0•4:.~~35 = 101,25 mkg; 

hi = 700 · 0•68 "1•12 = 296 mkg· 
1,80 ' 

I 

I I I ; I I I I l I : : 
I I 1 1 I 1 I I I I f I 
~1\5~57 ""'"1"'" 68----r--55~ 70-- 85~9~70---r-'IO>t<---90 --r55 ~ 
~18< zz 15. 18~ 

Abb. 259. Träger auf n-Stützen. 

2 O .. ff h 400. 0•65 "1•55 = 183 k . . nung 2 = 2,20 m g, 

h'2 = 350 · 0•85 "1•35 = 182 5 mkg · 2,20 , ' 

3. Öffnung h = IIOO · 0•95 ·~~ = 444mkg· 
3 1,65 ' 

4.Öffnung h4 = 450· 0•40 "1•45 =141mkg· 
1,85 ' 

h4' = 575 · 0•55 "1•30 = 222 mkg · 
1,85 ' 

5. Öffnung h = -900 · 0'70·0,_8Q =- 336 mkg 
5 1,50 . 
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Beachtet man, daß MA = 0 und MF = 0 ist, so lauten die Dreimomentengleichungen 
(Seite 3I8). 

8MB+ 2 211fo = - {300 · 0 45 .I'82- 0'452 + 700. II2. I,82 -I,I22 
, , I,8 , I,8 

+ 400 · I 55 · '--"--- + 350 · 0 85 · -'--'- = - 2337 
2 22 - I 552 2 22-0 352} 

, 2,2 , 2,2 ' 

{ 2 22 -0 652 2,2 MB+ 7,7 Mo+ I,65 MD= - 400 · 0,65 • ' 2,2 ' 

+ 350 ·I 35 · ~'22 -I,35-2 + IIOO·O 7 · I,652 - 0 •72} =- 22I2 ' 2,2 ' I,65 ' 

I 65 M + 7 M + I 85 M = - {uoo. 0 95 . I,652 - 0•952 
' O ]) ' E ' I,65 

+ 450 ·I 45. I,852 -I,4~ +575·0 55. I,852 - 0•552} =- 2I52 ' I,85 ' I,85 ' 

I 85 M]) + 6 7 ME = - {450. 0 4 . !-_8~- 0·'!: + 575. I 3 . I,852 - I,32 
' , ' I,85 ' I,85 

I 52 -0 72} -900·0,7· '-I~= -278. 

Daraus ergeben sich die Stützmomente 
MA = 0; MB=- 250 mkg; M0 = -I54 mkg; MD= -280 mkg; 

ME= + 36 mkg; Mp = 0. 
Die Gesamtmomentenfläche ist in Abb. 259 dargestellt; sie zeigt als absolut 
größtes Moment 

M= -330mkg 
im Angriffspunkt der Kraft - 900 kg. 

Aus den Stützmomenten finden wir die Auflagerdrucke; es ist 
MB = A . 1,80- 300. 1,35- 700. 0,68 =- 250 

daraus A = 350 kg , 

Mr: = A ·4,0 + B·2,2-300·3,55-700 ·2,88 -400 ·I,55 -350 · 0,85 = -154 
daraus B = llll kg, 

MD = A • 5,65 + B · 3.85 + G · 1,65- 300 · 5,2 - 700 · 4,53- 400 · 3,2 
-350 · 2,5 -IIOO · 0,70 =- 280 

daraus G = 680 kg, 

M~ = F ·I,5 + 900 · 0,8 = + 36 
daraus F = - 456 kg , 

MD =F· 3,35 + E. I,85 + 900.2,65-575. I,30-450. 0,40 = -280 
daraus E = -ll4 kg, 

Mo= F · 5 + 900 · 4,3 + E · 3,5-575 · 2,95-450 · 2,05 + D · I,65 
- IIOO • 0,95 = - 154 

daraus D = 1403 kg . 
Die Stützdrucke in den rechten Außenstützen E und F sind nach unten ge

richtet. 
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Gleiche Öffnungen mit durchlaufend gleichmäßig verteilter Last. 
Für diesen Sonderfall haben alle M0-Momentenflächen gleiche Pfeil
höhen 

pl2 
f=-8 

ihre statischen Momente, bezogen auf die Stützsenkrechten sind gleich 
groß; es ist 

R=L=~l· pl2 • .!_= pl4 
3 8 2 24 . 

Mit diesen Werten nimmt die Dreimomentengleichung die Form 
pl3 

Mr-l'lr+ 2Mr (lr+lr+l) +Mr+l'lr+l =-2 

an. Folgende Zahlentafel zeigt Stützmomente und Auflagerdrucke für 
Träger mit n Stützen, die in gleicher Weise berechnet sind wie S. 332 
für den Träger auf vier Stützen. Wegen der Symmetrie sind die Angaben 
nur bis zur Mitte gemacht. 

Anzahl der Stützen Ein-
3 4 I 5 6 7 I 8 I 9 heite 

I 
n 

A 0,3750 0,4000 0,3929 0,3947 0,3942 0,3944 0,3943 pl 
B 1,2500 1,1000 1,1428 1,1317 1,1346 1,1337 1,1340 pl 
0 0,9286 0,9736 0,9616 0,9649 0,9640 pl 
D 1,0192 1,0070 1,0103 pl 
E 0,9948 pl 

MB I 0,1250 0,100 0,1071 0,1053 0,1058 0,1056 0,1057 pl2 
Mo 0,0714 0,0789 0,0769 0,0775 0,0773 pl2 
MD 0,0865 0,0845 0,0850 pl2 
ME 0,0825 pl2 

Mlmax 0,0703 0,0800 0,0772 0,0779 0,0777 0,0778 0,0777 pl2 

M2ma.x 0,0250 0,0364 0,0332 0,0340 0,0338 0,0339 pl2 

M3max 0,0461 0,0433 0,0440 0,0438 pl2 

M4IIUI.X 0,0405 0,0412 pl2 

Hierin bedeuten M 1max usw. die größten Momente in den ernzeinen Feldern. 

3. Der Freiträger mit Außenstütze. 
Der Träger sei beliebig belastet, habe aber gleichbleibenden Quer

schnitt (Abb. 260). Die Einspannung denken wir uns in einAuflagerB 
mit dem Einspannmoment MB aufgelöst und entwerfen die M-Fläche 
als Summe zweier Flächen: der positiven M-Fläche des Trägers auf 
zwei Stützen A1 B1 und der negativen mit der Endordinate MB 
(Abb. 260c). Die Elastizitätsbedingung für diesen einfach statisch un
bestimmten Träger kann aus der Forderung wagerechter Einspannung 
in B gefolgert werden; wir schreiben mit WB als Neigungswinkel der 
Biegungslinie in B 

(/JB = 0. 

Nach S.l48 erhalten wir den E · J-fachen Neigungswinkel als Auflager
druck B2 eines Trägers A2 B2, den wir mit der Momentenfläche des wirk-
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liehen Trägers AB belasten. Für A2 als Drehpunkt lautet die 3. Gleich
gewichtsbedingung 

1 2 B ·l=L+-MB·l·--~l 
2 2 3 ' 

die mit der Forderung 

übergeht in 
B2 = EJ · '{JB = 0 

MB=-3·-f'--, 
2 

wobeiL das statische Moment der M 0-Momentenfläche, bezogen auf die 
linke Stützsenkrechte durch A ist. 

Diese Gleichung kann auch als verkürzte Dreimomentengleichung 
aufgefaßtwerden, in der ·wir MA = 0; Mo= 0; l1 = l; l2 = 0; R 2 = 0 
setzen, dann ist 

L L 
2MB·l=-6·-- oder MB=-3·-z . 4 2 

Aus der weiteren Bedingung 

MB= A ·l- MB folgt A = M~+ JJfB 
l l ' 

wobei wir unter MB das Biegungsmoment in der Einspannstelle des Frei
trägers ohne Stütze verstehen wollen. 

Einen zweiten Weg zur Lösung der (a) 
Aufgabe haben wir, wenn wir als statisch 
bestimmtes Hauptsystem den Freiträger 
ohne Stütze wählen. Infolge der wirklichen 
Last P senkt sich der Punkt A um den Be
trag OAP· Denken wir uns jetzt den (b) 
Träger mit dem unbekannten Auflager
druck A belastet, so hebt sich der Punkt A 
um den Betrag 0AA· Da sich A infolge 
der Stütze in A nicht verschiebt, er-
halten wir als Elastizitätsbedingung (c) 

A, 

~~-t 
~ya 

llz ßz 
OAp- OAA = 0, 

aus der sich die statisch nicht bestimm
bare Größe A ergibt. 

Abb. 260. Freiträger mit Außen
stütze. 

Besonders einfach gestaltet sich die Lösung auf diesem Wege, wenn 
der Belastungsfall des statisch bestimmten Freiträgers ein Normalfall 
ist, dessen Durchbiegungen aus der Zusammenstellung S. 172 bis 175 
entnommen werden können. 

Der Träger sei gleichmäßig belastet (Abb. 261). Die Tafel auf S. 173 
liefert 

die Gleichsetzung beider Werte ergibt 
3 

A=-._'>P. 

A [3 

o .. u=3EJ; 
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Damit erhalten wir als Einspannungsmoment 
l 3 1 Pl MB=A·Z-P· 2 = 8 Pz- 2 Pz= - 8 . 

Die Pfeilhöhe der M 0-Momentenfläche ist von gleicher Größe, so daß sich 
die Gesamtmomentenfläche als Differenz beider Flächen leicht ent
werfen läßt. 

Der Vollständigkeit halber sei auch der erste Weg gezeigt. Die 
M 0-Momentenfläche ist von einer Parabel mit der Pfeilhöhe 

Mo =pl2 =!'__{, 
8 8 

begrenzt; ihr ·statisches Moment, bezogen auf die Stützsenkrechte 
durch A ist 

2 p l2 l 
mithin 

L p [2 
L=---l·-·-

3 8 2 ' l2 24 
und damit 

L pl2 Pl 
MB=-3· 12 =-8 =-8 . 

Die Tragfähigkeit dieses Trägers ist nicht größer als die eines gleich-
P P 

E, _..,..,---..,..,..,-

Abb. 261. Gleichmäßige Belastung. Abb. 262. Einzellast. 

mäßig belasteten Trägers auf zwei Stützen, dessen Mittelmoment ebenso 
groß wird. Der Auflagerdruck in A folgt aus 

A= M~+MB zu A=Pl_Pl=~P· also B= 5
8 P. 

l l 2 8 8 ' 

Der Träger sei mit einer Einzellast belastet (Abb. 262). Da dieser 
Belastungsfall in der Zusammenstellung auf S. 172 nicht enthalten ist, 
wählen wir den Träger auf zwei Stützen als statisch bestimmtes Haupt
system und berechnen das statisch nicht bestimmbare Einspannmoment 
unmittelbar aus 

L 
MB=-3·12. 

Die M 0-Momentenfläche ist ein Dreieck mit der Höhe 
M _Pab. 

o- l ' 

ihr statisches Moment, bezogen auf die Stützsenkrechte durch A, ist 
I Pab I 

L= 2 Z· l- ·u= 2 Pabu, 
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wenn u der Schwerpunktsabstand von A ist. Mit u = l ~ a ergibt sich 

M B __ 3. P~b _l+a __ Pab(l+a) 
- 2 ·l2 3 - 2 ·l2 • 

Die Gleichung läßt eine sehr einfache zeichnerische Bestimmung des 
Einspannmomentes zu. Ziehe durch die Spitze 0 des M 0-Momenten
dreiecks eine Wagerechte bis D. Mache E A = AB = l, dann schneidet 
die Verbindungslinie E D auf der Senkrechten durch 0 die Größe 

, Pab l+a c F = -T- . -2-, =- 1VI B 

ab. Zieht man FG parallel AB, so wird BG = -MB· 
Sind beliebig viele Lasten auf dem Träger, so schreiben wir unsere 

Gleichung mit b = l - a 
Me=- \1P·a(l2--:-a:2 

L 212 

Für drei Lasten mit den Entfernungen av a2, a3 von A ist z. B. 
M = _ f!_1 aJ ~2 -ai)+ P 2 a2 (l2-a~) -1- P 3 a3 (l2-aä)) 

B l 2[2 212 ' 2[2 j . 

4. Der Freiträger mit Außenstütze und Kragarm. 
Die beliebige Last des Trägers (Abb. 263) zerlegen wir in zwei Teile, in 

P 1 zwischen A und B und P 2 für den Kragarm; das von P 2 hervor-
gerufene Stützmoment sei Pz=p·a l?;=p·l 
MA. Dannfassen wir den 
gedachten Träger A1B 1 

als einen Träger auf zwei 
Stützen auf, der mit P 1 

und den Stützmomenten 
MA und MB belastet ist, 
und entwerfen die M 0-

Momentenfläche infolge 
Pv von der die Stütz
momentenfläche in Ab
zug zu bringen ist. Aus 
der Einspannung in B 
folgern wir als Elastizi
tätsbedingung 

Abb. 263. Freiträger mit Außenstütze und Kragarm. 
f{JB = Ü Gleichmäßige Belastung. 

und berechnen E J . rp B als Auflagerdruck B 2 eines Trägers, der mit 
der M-Fläche des Trägers AB belastet ist. Die 3. Gleichgewichts
bedingung liefert für A 2 als Drehpunkt 

B 2 ·l=L+}l·MA ·! +-}l·MB·-~l=O; 
daraus 
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Hierbei ist L wie stets das statische Moment der M 0-Momentenfläche 
bezogen auf die linke Stützsenkrechte durch A. 

Ein zweiter Weg ist durch die Anwendung der allgemeinen Elastizi
tätsgleichung 

O.Ap- 0AA = 0 

gegeben, bei der der eingespannte Freiträger als statisch bestimmtes 
Hauptsystem angenommen ist. 

Der Träger sei gleichmäßig belastet (Abb. 263). Die M 0-Momenten
:fläche ist eine Parabel mit der Pfeilhöhe 

pl2 
Mo=s, 

das Stützmoment in A 
pa2 

MA=-2 

ist die Parabelordinate in A für den Kragarm. Das statische Moment 
der parabolisch begrenzten M 0-Momentenfläche, bezogen auf die Stütz
senkrechte durch A, ist 

2 pl2 l L pl2 
L = 3 l· 8 · 2 , also 3 ·12 = 8 ; 

damit wird 

Aus 

das mit P = p (l + a) übergeht in 

A = 8P1 (3Z2 + 8 al + 6 a 2). 

Die zeichnerische Bestimmung des Einspannmomentes MB ist aus der 
Abb. 263 zu ersehen. 

Wesentlich umständlicher ist der Weg über die allgemeine Elastizi
tätsbedingung 

0AP -OAA = 0. 
Wir ermitteln 0AP aus der Gleichung der Biegungslinie (S. 173), 

indem wir x = a setzen, und erhalten 

0 = P(l+a)a _ P(l+a)a [~-_l_._a_4_l 
AP 8EJ 6EJ l+a 4 (l+a)4J. 

Mit 
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die mit P = p (l + a) übergeht in 

A= J1(3l2 +8la+6a2). 

Damit ist die statische Unbestimmtheit behoben, und wir erhalten 

MB= A .z_P(l+a)2 = _p_ (l2 - 2a2) 
~ 8 0 

Der Träger sei mit Einzellasten belastet (Abb. 264). Wir entwerfen 
die M 0-Momentenfläche des Trägers 
AB und bringen die Stützmomenten- ~ 
fläche infolge MA in Abzug. lDazu r---:r-+--t----1!b-: 
tritt die M-Fläche infolge des Ein
spannmomentes MB· Da sich an dem 
statischen Moment der M 0-Momenten
fläche, bezogen auf die Stützsenk
rechte durch A gegen den Fall ohne 
Kragarm nichts geändert hat, so Abb. 264. Einzellasten. 

schreiben wir sofort die Gleichung 

MB=-{3· ~ +-}MA}=-{2PbTz;b2
) +-}MA}, 

die für den gezeichneten Fall die Form 

MB=_ {!2_·b2 (l2- b~) + !:._3 b3 (l2- b~) _ _!_ p . a} 
2!2 2Z2 2 1 

annimmt. 

5. Der zweifach eingespannte Träger. 
Der Träger ist zweifach statisch unbestimmt (Abb. 265). Wir 

nehmen die beiden Einspannmomente MA und MB als statisch nicht 
bestimmbare Größen an, setzen also den zweifach gelagerten Träger 
A1 B1 als statisch bestimmtes Haupt
system voraus. Die Momentenfläche 
setzt sich aus der M 0-Fläche dieses 
zweifach gestützten Trägers und der 
EinspannmomentenflächeA1 A~ B/ B1 

zusammen. Als Elastizitätsbedingung 
benutzen wir die Forderung des wage
rechten Verlaufes der Biegungslinie in 
den Einspannstellen A und B; d. h. 

cp A = 0 und cp B = 0, 
und berechnen die EJ-fachen Nei
gungswinkel der Biegungslinie als /11 81 

Auflagerdrucke des mit der M-Fläche Abb. 265. Zweifach eingespannter Träger. 

des wirklichen Trägers belasteten 
Trägers A1 B1. Die 3. Gleichgewichtsbedingung liefert für A1 als Dreh-
punkt 1 1 1 2 

B1 ·l=L +2l·MA ·-3-z + 2 ZMB · 3-l=O, 

L 
MA +2MB=-6·z2 
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und für B1 als Drehpunkt 

A 1·l=R+! l·MA•! Z+! ZMe· ~ l=O, 

R 
2MA+Me=-6l2, 

wobei wieder L das statische Moment der M 0-Momentenfläche, bezogen 
auf die linke Stützsenkrechte, R das statische Moment der M 0-Fläche, 
bezogen auf die rechte Stützsenkrechte, bedeutet. Aus beiden Gleichun
gen erhalten wir 

M A = 2 ( ~ -2 :) und MB= 2 ( ~ -2 ~) . 
Ist P die Mittelkraft der Belastung mit den Abständen x0 und x0' 

( Abb. 265), so folgt aus Me=A·l-P·x0+MA 
A=PxiJ_MA-MB=A _MA-MB 

l l 0 l 

Ebenso folgt aus MA = Bl- P · x0 +MB 
B=P· Xo_MB_-MA=B _MB-MA 

l l 0 l 

Hierin sind A 0 und B0 die Auflagerdrucke, die durch die Last in den 
Stützen des zweifach gelagerten Trägers hervorgerufen werden. 

Auch in dem vorliegenden Falle läßt sich die Dreimomentengleichung 
unmittelbar aufschreiben, wenn wir die Spannweite der anschließend 
gedachten Öffnungen gleich Null setzen. Es wird 

R L 
2M.A·l+Me·l=-6T M.A·l+2Me·l=-6T, 

woraus sich die vorher abgeleiteten Gleichungen sofort ergeben. 
Der Träger sei gleichmäßig belastet (Abb. 266). Die M 0-Momenten

fläche ist von einer Parabel mit der Pfeilhöhe 

Abb. 266. Gleichmäßige Belastung. 

M _Pl 
u- 8 

begrenzt, deren statischeMomenteL 
und R gleich groß sind. Demnach 
wird 

R 
MA=Mß=-2·72 

~ 1 _Pl_]_ 
=- 2 · 3 8 2 Pl 

l2 12 . 

Wegen der Symmetrie werden die Auflagerdrucke gleich groß, d. h. 
p 

A=B= 2 . 

Der Träger sei mit einer Einzelkraft belastet (Abb. 267). Die M 0-

Momentenfläche ist ein Dreieck mit der Höhe 

M =Pab 
0 l 
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und den Schwerpunktsabständen 
l+a , 2l-a 

x0 = --3 und x0 =- 3- von A und B; 

die statischen Momente bezogen auf die Stützsenkrechten, sind 

L=-~-·~[-~.l~r~ und R= ~ ,J>_~b.2l-;a 

Ersetzen wir in der ersten Gleichung b durch l - a, in der zweiten a 
durch l- b und 2l- a durch l + b, so erhalten wir 

_ (L __ R)_Pa(l2-a2 )_ .Pb(l2 -b2 ) __ Pab2 

MA- 2 l2 2 l2 - 3l2 2 3l2 - l2 ' 

M = 2 ( R _ 2 L_) =Pb (l2 - b2 ) 

B [2 72 372 

Bei mehreren Einzellasten P 1, P2 , P 3 ••• mit den Abständen a1, a2, 

a3 ••• von A und den Abständen bv b2, b3 ••• von B sind die Einspann
momente 

M A = _ { P ~~~l bi + ! 2 ;2 b~ + ... } ' 

MB=_ { P1 ;lb1 + !_2__;~b2 + .. -}. 
Greift nur eine Last P in der Mitte des 
Trägers an, so gehen unsere Gleichungen Abb. 267. Einzellast. 
über in 

Pl l 
jVJA=MB=- 8 =-2 Mo. 

Die Auflagerdrucke werden 
-Pab2 Pa2 b 

A=Ao_JJ!IA-JfB=_!b_ l2 +--zc =Pb2(3a+b) 
I l l za 

-Pa2b Pab2 
--l2___ + -l2-

Pa2 (a+3b) 
l 

Für den Sonderfall einer Einzellast P in der Mitte wird 

A=B=P-
2 

Die Gleichungen für die Einspannmomente lassen eine einfache zeichne
rische Bestimmung von MA und MB zu, da sich 

}J{A:MB=b:a 

verhält. Ziehe cd wagerecht (Abb. 267) und verbinde d mit a, dann ist 

c c' = M A und mc' = MB . 

Zieht man demnach c' b' wagerecht und ca' :. c' a, so erhält man die 
Stützmomente auf den Stützsenkrechten. 

Winkel, Festigkeitslehre. 23 
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6. Der Träger auf elastisch senkbaren Stützen. 
Der eingespannte Freiträger (Abb. 268) sei beliebig belastet. Als 

statisch bestimmtes Hauptsystem wird der Freiträger AB gewählt, 
dessen EndpunktA sich unter der Last P um den Betrag Ö.AP verschiebt. 
Die Spannkraft A verlängert die Stange um LI h, so daß sich der Punkt A 
um diesen Betrag endgültig nach unten senkt. Ist Ö.A.A die Verschiebung 
des Punktes A infolge der Kraft A, so lautet unsere allgemeine Elastizi
tätsgleichung nunmehr 

Ö.AP- Ö.A.A = LI h. 

Da die Gleichung in dieser Form nicht durchsichtig ist, soll sie nach 
folgenden Gesichtspunkten umgeformt werden (vgl. S. 308): 

Es sei Ö.A(P= 1l die Senkung des Punktes A, die er infolge einer 
Last von l t erfährt, die aber der gegebenen verhältnismäßig gleich 
sein soll. Ist z. B. P eine Einzellast, dann ist Ö.A(P= 1l die Ver
schiebung, die der Punkt A infolge einer Einzelkraft von l t erfährt; ist 
P dagegen eine gleichförmig verteilte Last, dann ist Ö.A(P= 1l die Ver-

1-
Jai/M/ 

J~~--------~----~ 
(a) a ~--fl~c' 

,._ ____ ~=2, 1ntz, ___ _..,.. ~----P------

j bzLlt-t 
a? C? b, I -

·+I:?J_'r' (b) 

a~11~c 1b 
*--------P------~ 

a;l rj--' --~--t 
JIIP . 

~ 
Abb. 268. Eingespannter Freiträger mit elastisch senkbarer Stütze. 

schiebung, die der Punkt A infolge einer gleichmäßig verteilten Last 
von l t erfährt. Die Senkung, die der Punkt A durch die gegebene 
Last P erfährt, ist dann 

Ö.AP = p' Ö.A(P=1) • 

Ferner sei Ö.A(.A = 1) die Verschiebung des Punktes A, die durch eine 
Einzelkraft von 1 t hervorgerufen wird; demnach verschieben A t den 
Punkt A um 

Ö.A.A = A . ÖA (A = 1) • 

Endlich sei LI h .A = 1 die Verlängerung der Stange h infolge einer Last von 
1 t; also ist die Verlängerung der Stange h infolge einer Last von A t 

Llh = A · Llh.A=1· 

( c) 

(d) 
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Mit diesen Werten geht unsere Gleichung über in 

p. OA(P~ I) -A. OA(A~l) = A. LlhA~l 
und daraus 

A = p. --- OA<P~ 1> __ _ 

0 A (A ~ 1) + LJ hA ~ 1 

Die zeichnerische Bestimmung vonA zeigt Abb.268b. Mache die Strecke 

ab= P, aa1 = OA(P~I); bb1 = OA(A~l); b1 b2 = LlhA~I 

und verbinde a mit b2• Gehe von a1 wagerecht bis zur Schrägen ab2 

und lote den Schnittpunkt c1 auf ab herunter, dann schneidet der Fuß
punkt c den Betrag 

ac =A 

auf der Wagerechten ab = P ab. 
Für den Sonderfall, daß P eine Einzellast 1m Punkte A ist, 

wird 
OA(P~l) = OA(A~l). 

Um den Anteil der Last P zu bestimmen, der für diesen Fall auf die 
Stange entfällt, ziehe man b1 c1' (Abb. 268c) wagerecht und lote den 
Schnittpunkt c1' herunter, dann ist 

ac' = A. 

Statt dessen kann man auch die Verschiebungen nach entgegengesetzten 
Richtungen auftragen und sie mit P multiplizieren, dann wird 

aa1 = P · OA(P~I) = OAP, 

d. h. gleich der Verschiebung, die eine Einzellast P im Punkte A hervor
rufen würde, und 

bbl = p · LJhA~l = LJhp, 

d. h. gleich der Verlängerung, die die Stange irrfolge der Einzellast P 
erfahren würde (Abb. 268d). Die Schräge a1 b1 schneidet dann ac = A 
unmittelbar auf ab = P ab. 

Da die Gleichung für A elastische Formänderungen enthält, sind die 
Abmessungen zunächst anzunehmen. Darauf wird A aus der Elastizitäts
gleichung bestimmt. Nunmehr müssen die Spannungen in den Quer
schnitten des angenommenen Stabes nachgerechnet werden. Ergeben 
sich hierbei höhere Werte als die zulässigen, so sind die Abmessungen des 
Stabes zu verändern und die Rechnung mit den geänderten Größen zu 
wiederholen. Dieses Verfahren ist unbequem, aber das einzige, das 
zum Ziele führt. 

Zahlen beispiel. Ein Holzbalken von 2,4 m Länge sei mit p = 0,6 tfm be
lastet; die 3,5 m lange Aufhängestange sei aus Stahl; als zulässige Spannungen 
seien gewählt 

Holz: k0 = 100 kgjcm 2 ; 

Stahl: k 0 = 900 kg/cm 2 ; 

E 1 = 100000 kgfcm 2, 

E 2 = 2150000 kgjcm 2 • 

23* 
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Wir schreiben die allgemeine Elastizitätsgleichung in der Form 

za 
A=P· 8E1Jl __ _ 

l3 h ---+---
3E1Jl E 2 F 2 

p p 

hierin ist 

Im allgemeinen wird das zweite Glied der Klammer im Vergleich zur 1 sehr 
klein sein; wir erweitern deshalb den Bruch mit 

I- 3E1Jl. h 
E2F2·/3 

Damit wird 
A = ~ p (I _ 3E1 J 1_·~) 

8 \ E 2 F 2 ·l3 ' 

Die Gleichung läßt deutlich die Abnahme von A im Vergleich zu einer starren 
Stütze erkennen. Für unser Zahlenbeispiel erhalten wir 

3 ( 3 ·100000. 4096·350 ) 
A = 8- p I- 2I50000·0,64·I3820000 . 

Dabei sind als Konstruktionsmaße angenommen: 

Balken: I2 · I6 cm mit W1 = 5I2 cm3 und J 1 = 4096 cm4 ; 

Stange: d = 9 mm mit F2 = 0,64 cm 2 ; 

demnach 
3 3·06·24 

A =- p.o 976 = -'-- '--·O 976 = o 53t 8 ' 8 , , . 

Das Ergebnis weicht so wenig von dem eines Trägers mit starrer Stütze ab, 
daß man den ersten Entwurf ruhig als Balken mit starrer Stütze durchrechnen 
darf. Als Einspannmoment erhält man 

MB= A·l-P·-!_ = 0 53·2 4-0 6·2 4· 2'4 =- 0 456 mt· 
2 ' ' ' ' 2 ' ' 

die größte Biegungsspannung wird 
45600 2 

O'max = 512 = R:: 90 kg/cm . 

In der Stange wird die größte Zugspannung 

O'max = g,~~ = 830 kgjcm2 • 

Beide Stäbe seien aus Stahl. Für den ersten Entwurf rechnen wir mit einer 
starren Stütze und erhalten nach S. 34 7 

A = _!_ P, blglichMB =_:3_ Pl- p,!__ =- p,_l__ = -0 6· 2 4·;-~ = -0 432 mt 
8 8 2 8 , '8 , • 

Das erforderliche Widerstandsmoment bei kb = 900 kg/cm 2 ist 

-43200- 3 
Wen - 900 - 48 cm , 
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dem ein I-Eisen NP 12 mit w. = 54,7 cm3 und J. = 328 cm4 entspricht. Der 
Durchmesser der Stange folgt aus 

F _ A _ ;3 · P _ 3·0,6·2,4·1000 _ 0 6 2 d _ 9 
erf- 7c.- g.f.- 8 .900 · - , cm zu - mm. 

Irrfolge gleicher Dehnmaße E vereinfacht sich die strenge Gleichung für A; es wird 

3 1 
A=-···-·P·-··· --, 

8 :3Jl ·h 
l + jl'2.[3 

~ P·-~----1 ____ = _3_ p. __ 1_ = 2_ p.o 962 
8 1 3·328·350 8 1 + 0,039 8 ' . 

+ 0,64·13824000 

Die angenäherte Berechnung ergibt den wenig abweichenden Wert 

3 ( 3 . 328 . 260 ) 3 
A = 8 p 1 - 0,64·13824006 = 8- P·0·961 . 

Der Vorentwurf darf als endgültiger angesehen werden. 

Der Träger auf drei Stützen mit elastisch senkbarer Mittelstütze 
(Abb. 269). Die Grundgleichung ist die gleiche wie Seite 309: 

r5cp- r5cc = Llhc. 
Wir setzen wieder 

Ocp = P · r5c<P=l); 
Occ = C · r5c(C=ll; 

LI hc = C · LI hc = 1 , 

wobei r5c(P = 1) die Verschie
bung des Punktes C bedeutet, 
die er unter dem Einfluß einer 
Kraft von I t erfährt, die der 
gegebenen Last P verhältnis
gleich ist. Dann ist 

k 

Abb. 269. Träger auf drei Stützen mit elastisch 
senkbarer Mittelstütze. 

P· Oc(P= n = C· [LI hc= 1 + oc<c=nJ, 

C=P·--Öo<P~ 
Ö O(C = 1) + LJ h 0 = 1 

Damit ist die zeichnerische Bestimmung von C nach Abb. 270 a gegeben, 
die aus der Beziehung 

ac: ab= cc1 : bb2 

C: P = oc<P=l): [oc(C=l) + c1 hc=1] 
folgt. 

Sonderfälle: l. P sei eine Einzelkraft im Punkte G: dann 
wird 

Oc(P = J) = Oc(C= o ; 
die zeichnerische Bestimmung von C vereinfacht sich insofern, als 
wir jetzt 

bc(P=l) und Llhu=! oder P- Oc(P=l) und P · Llhc=t 
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nach entgegengesetzten Richtungen auftragen können (Abb. 270b). Es 
sind aber 

P·t5o(P=1)=!5op und P·Llho=t=Llhp 

die Formänderungen, die Balken und Zugstange erleiden würden, wenn 

1 
JcrMJ 

jedes die ganze gegebene Last P 
tragen müßte. Für diesen Sonder
fall hat Baumann die zeichne
rische Lösung in der Z. V. d. I. 
1913, S. 1911 gegeben. 

1~~--------r---~ 
--~C 

2. P sei eine gleichmäßig 
verteilte Last bei gleichen 
Öffnungen (Abb. 271). Um einen 
Anhaltspunkt für die Bemessung 
der Querschnitte zu haben, nehmen 
wir zunächst eine starre Mittel
stütze an, die nach S. 311 ein 
Stützmoment 

Abb. 270. Bestimmung von C. M 0 =-1
1
6Pl=-1

1
6 · 6 · 4= -1,5mt 

hervorruft, das bei kb = 1200 kg/cm 2 ein Widerstandsmoment 

W > 150000 = 125 3 
= 1200 cm 

erfordert, dem ein I-Eisen NP 21 mit W., = 138 cm 2 und J 1 = J., 
= 2563 cm4 entspricht. Auf die Zugstange entfällt eine Spann
kraft 

5 5 c =- p =-. 6000 = 3750 kg 
8 8 ' 

die einen Querschnitt 
F > 3750- 3 12 2 

2 = 1200- ' cm 

erfordert, dem ein Durchmesser d = 20 mm bei F 2 = 3,14 cm2 ent
spricht. 

Abb. 271. Gleichmäßig verteilte Last bei gleichen 
Öffnungen. 

Die strenge Rechnung ergibt für 

mit 

C=P· bc<P-u 
bcw=1) + Ll hc- 1 

15 - __15_ _i2l)3 
C(P=1)- 384 EJI ' 

1 (2l)3 
!5cw= 1) = 48. EJl' 

Llh h 
0=1 = EJi'2 • 



Der Träger auf elastisch senkbaren Stützen. 359 

5 l3 

O=P·-4'i. EJ1 =-5_p, __ 1 __ 
l3 h 8 6 h Jl • 

6EJ + E F 1 + F 13 1 2 2 • 

5 1 5 1 5 
O=s P·-,f.350·2563 =s-· p.1+0,0268 = 0•974 ·-gP' 

1 + 3,14·4003 
5 

0 = 0,974· -g·6000 = 3650kg. 

Der Einfluß des zweiten Nennergliedes ist wieder so gering, daß wir 
unbedenklich 

0 =R:: 5 p. (1- 6lt~1) = 0 973·~P 
8 F 2 l3 ' 8 

hätten setzen können. 
Als endgültiges Stützmoment erhalten wir 

Pl Pl l 
Mo=- 4-+A·l= 4-0· -2' 

Pl l 5 1 Pl[ 5 ] 
Mo=-4--2·sP·~+-6hJl=I6 4- 1 +6hJ1 

l!'zl3 F 2 l3 

R:: ~ [4- 5 (1- 6h{!) j' =- Pl (1- 30 .!!:!i__) 
16 F 2 l3 16 F 2 l3 ' 

Pl · Pl 
M0 =-16 (1-5·0,0268) =-0,866 . 16. 

Wir sehen, daß die Größe des Stützmomentes um rund 13% abnimmt; 
es ist zahlenmäßig 

6000·400 
M 0 =-0,866-16- = -130000 cmkg, 

dem ein I-Eisen NP 20 mit Wo:= 117 cm3 und J 1 = Jro = 2142 cm" 
entsprechen würde; die Zugstange kann bleiben. 

Mit diesem neuen Profil ist die Rechnung zu wiederholen. Wir 
benutzen die bereits umgeformte Gleichung 

O = _5_ p. _I __ = R:: ~p. (1 - 6hJ1) 

8 I+ 6hJ1 8 F 2 l3 
F2za 

5 ( 6·350·2142 ) 5 
= -8-. 6000 1-3,14·64000000 = 0,978 '8. 6000 = 3670 kg. 

M0 =-{~(1-5 ·0,0224) =-0,888 · i~ 
6000·400 

=-0,888·-16-=-133200cmkg. 

Das Stützmoment ist größer als beim ersten Entwurf, das Profil 
reicht aber aus, da die größte Biegungspannung 

a = 133200 = 1140 kgfcm2 
117 

wird. 
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Die günstigste Ausnutzung dieses Trägers wird dann vorhanden 
sein, wenn das negative Stützmoment gleich dem größten positiven Mo
ment zwischen den Stützen ist. Da das Stützmoment durch eine Senkung 
der Mittelstütze verringert wird, muß die Senkung ermittelt werden, bei 
der beide Momente gleich groß sind. Die allgemeine Elastizitäts
gleichung 

liefert 
C =~_I'__-~~= _5_ p __ LI_ 

CJaw= 1) CJaw= 1) 8 CJaw= I>· 

Der einfacheren Schreibweise sei 15c (C = l) = 15 gesetzt, dann ist 

I 3 I LI 
A = T (P- C) = f6 p + 2- . (f 

und damit 

Mc=A·l- Pl =-!_! +__l_ · _:1_ 
4 I6 2 (j . 

Andrerseits ist M im Abstande x von A 

P x2 (3 I LI\ P 
M=A·x-2Y ·T= 16P+2- ·T) x- 4T. x2. 

Um den Ort des größten Biegungsmomentes zu finden, setzen wir den 
ersten Differentialquotienten gleich Null, d. h. 

dM 3 I I LI p -=-P 1 --·----·x=O· 
dx I6 2 lJ 2l ' 

es ist also 

Als maximales Biegungsmoment ergibt sich für diesen Wert von x 

( 3 I LI) ( 3 LI l ) P ( 3 LI l ) 2 

Mmax= I6P+T·(f · g-l+(f" P -4l g-l+cr· P · 

Die Bedingung 
-Mc=Mmax 

liefert 

J>__l _} _ • ~- = (~ p + _!__ • LI_) (~ l + ~ . .!__) _ _ 1!__ (~ l + LI_ • .!__)2 
I6 2 (j I6 2 (j 8 (j p 4l 8 (j p 

oder nach dem Auflösen der Klammern 

l (LI ) 2 LI ( 3 8 ) P l 4 p . (f + -(j- I6l + I6l + 256 (18- 9 -16) = 0, 

(~)2 + ll p . _LI_-~ p2 = 0 
(j 4 (j 64 , 

LI ll P V----=--P±-· 121+7=00392P 0 8 8 , , 

also 
LI = 0,0392 P · 15 . 



Der Träger auf elastisch senkbaren Stützen. 

Nun war aber 
(2l)3 

r5 = r5a(C=l) = 48EJ und P = p·2l, 

demnach wird 
p 2l·l3 p [4 

L1 =0,0392·ti.i!JT =0,0131 EJ. 

Als Stützmoment erhalten wir 
Pl l L1 Pl l 

Ma=-I6 + 2 · b·=-H\ +2 ·0,0392P=-0,0429PZ. 

Die Auflagerdrucke der Außenstützen werden 

A= B=l.~P-{-·-~·=0,2071P. 
3. Die elastisch 

senkbare Mittelstütze 
sei ein Unterzug. Die 
Anordnung entspreche der 
Abb. 272. Bezeichnet man 

llz 
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mit ()' aa die Senkung ~~t===JZ~t-==:i=:±tt:===:.!::lt~==:::~ 
des Punktes C des Unter-
zuges A 2 B 2 infolge des 
Stützdruckes C, so lautet 
die allgemeine Elastizitäts
gleichung mit den üblichen 
Bezeichnungen: 

r5ap- r5aa = r5ca, Abb. 272. Unterzug. 

die mit r5ap = P · r5a<P=r>; r5aa = C · r5a<a=r> und r5ca = C · r5c<a=r> 
in 

übergeht. Daraus erhält man 

C=P· Cla(P=1) 

Claw= 1)- (l~<a= 1) · 

Die zeichnerische Darstellung des An-
teiles der Last P, der auf den Unter- CL 7 

zug entfällt, entspricht der Ab- y-I----..A' 
bild. 270a, nur ist die Verlängerung J. 

. CtP~II 
der Zugstange durch dre Senkung :l 
r5ha=J) zu ersetzen (Abb. 273). a.....\o<::~:....._-c_~--1-c----b+-

Infolge einer gleichmäßig ver- p.:...• -~~ 
teilten Last P ist Abb. 273. Bestimmung von C. 

I (211)3 
r5a <C = 1) = 48 · E J ' 

()' I (212)3 
C(C= 1) = 48. E J 

1 1 2 2 
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Für den Sonderfall gleicher Baustoffe, gleicher Längen und gleicher Quer 
schnitte wird 

I 5 
C=T·73P. 

Ist P eine Einzellast im Punkte C, so ist 

und damit 

I (2l1) 3 

oa<O=l) = Oa(P=l) = 48 · E 1 J 1 

I 
c = P ·-(T\3-iiJJ' 

I + _z_) ... !__! 

l1 E"J2 

das für den Sonderfall gleicher Längen, gleicher Querschnitte und 
gleicher Baustoffe zu 

wird. 

C=]_P 
2 

7. Die dreifach gelagerte Weile. 
Die dreifach gelagerte Welle ist ein Träger auf drei Stützen und 

kann daher nach dem auf Seite 307 entwickelten V erfahren behandelt 
werden. 

Abb. 274 gibt ein Beispiel, wobei der Durchmesser der Welle un
veränderlich ist. In diesem Falle empfiehlt es sich, den Auflager
druck C des mittleren Lagers rechnerisch zu ermitteln. Da die Be
zeichnungen mit Abb. 239 übereinstimmen, kann man die auf Seite 314 
gewonnene Beziehung benutzen und erhält: 

C = ]__ [p 1 a! ~i (2 ~ + ~- zg 2) ] 
2 l1 l2 b1 a1 a1 b1 

+ ]__ [P'ai2 bi2(2~2_+~-_it-) J 
2 1 lil~ bi ai ai bi2 

+ ]__ [p 2 ~~ ~~ ( 2 ~ + ~ - ;t) J 0 

2 l1 l2 \ a2 b2 a 2 b2 

Mit den Werten der Abb. 274a wird 

c = ! [ 345,44 (0,8718 + 1,3600- 0,2584) J 

+ ! [ 1835,7 (1,0968 + 0,8293 -0,2494) J 

+ + [ 8233,4 (1,6046 + 4,0588 - 2,6128) J 
= 14474 kg. (1) 

Zur Berechnung der Auflagerdrucke A und B benutzen w1r die 
statischen Gleichgewichtsbedingungen: 

.2 V = 0 liefert 
A + B + c =PI+ P{ + p2 = 1600 + 500 + 21200 = 23300, (2) 
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Z M = 0 für C als Drehpunkt 
A · 138-500 · 88-1600 ·56+ 21200 · 34- B · 68 = 0 

oder 
68 B -138 A = 587200 
B- 2,0294 A = 8635,4. (3) 

Aus A + B + C = 23 300 folgt mit dem gefundenen Werte C 
B + A = 23300-14474 = 8826. (4) 

o 10 zo JO lfO so 6'0 70 80 go 1oocm 

o z J 11 s1oscmkg 

0 0,1 O,Z 0,3 o,q 0,5 o,ti o,7 0,8mm 

Abb. 274. Dreifach gelagerte Welle. 

Zieht man (3) von (4) ab, so wird 
3,0294 A = 190,6 oder A = 63 kg, (5) 

und daher 
B = 8826 - A = 8826 - 63 = 8763 kg . (6) 

Da die Auflagerdrucke berechnet sind, läßt sich nunmehr die Mo
mentenfläche des Trägers zeichnen (Abb. 274b). 

Es ist 
M 1 = 63 ·50= 3150 cmkg; 
M 2 = 63 · 82-500 · 32 = -10834 cmkg; 
Mo= 8763 · 68-34 · 21200 = -124916 cmkg; 
M3 = 8763 · 34 = 297942 cmkg. 
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Der gewählte Maßstab ist in der Abbildung angegeben. In der 
Originalzeichnung entsprechen 2 cm 100000 cmkg. 

Um die elastische Linie des Trägers zu ermitteln, wird nach dem 
Verfahren von Mohr die Momentenfläche als Belastungsfläche aufge
faßt. Die Teilflächen sind Dreiecke und Trapeze und haben folgenden 
Inhalt: 

50 • 3150 
2 = + 78 750 cm2kg 

__!_. 9. 3150 
2 = + 14175 

I 
F 3 = -2· 23 ·10834 124600 

F 4 =-! (10834 + 124916) 56 = -3821000 

I 
624600 F5 = -2 ·10 · 124916 =-

F6= 
I 

3 575000 - • 24 • 297 942 2 

F7= 
I 

5065 000 -. 34. 297942 2 

" 

" 

" 

" 

" 

" 
Die Wirkungslinien der Kräfte F greifen im Schwerpunkt der 

Flächen an (Abb. 274b und 274c). Als Maßstab wurde 2 cm = 106 cm2kg 
gewählt. 

Mit H = 11 cm wurde das Seileck gezeichnet (Abb. 274d) und die 
Schlußlinie wagerecht gelegt (Abb. 274e). 

Bezeichnet man mit zcm die Ordinaten der Kurve e, so wird die 
Durchbiegung 

fcm =_I_. H ·z = ----~-~- (11 cm____:_j_Q6 cm2kg) . (zcm·IO cm) 
E·J 2100000 · 3277 2cm cm 

= 0,008Zcm, 

da der Längenmaßstab 1 cm = 10 cm beträgt. 
Dementsprechend wurde der letzte Maßstab der Abb.274 entworfen, 

welcher die Durchbiegungen f in mm angibt. 
Zwischen den Auflagern A und B ergibt sich als größte Durch

biegung 
/ 1 = 0,093 mm. 

Die größte Durchbiegung zwischen B und 0 beträgt 

/ 2 = 0,152 mm. 

Es soll noch gezeigt werden, in wie anschaulicher Weise Ensslin 1) 

die Auflagerdrucke ermittelt. 
Er geht von den folgenden einfachen Belastungsfällen aus: 

1 ) Ensslin, Max, Dr. Ing.: Mehrmals gelagerte Kurbelwellen. S.l5ff. Stutt
gart: Arnold Bergsträsser Verlagsbuchhandlung. A. Kröner I902. 
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1. Ein Träger der Länge l wird durch eine Einzelkraft P am Ende 

belastet. Nach Seite 148 ist die größte Durchbiegung f = {J !; , die 

Neigung der elastischen Linie im Angriffspunkt von P 
p l2 

tgß= EJ'i 

(Abb. 275a). 
2. Der Träger habe die Länge l + l1 und sei wieder in der Ent

fernung l vom Auflager durch eine Einzelkraft P belastet. Aus der 
Abb. 275b kann man die größte 
Durchbiegung ablesen. Es ist 

f'= f + ll tg ß 

= :J ~ + J/2;1=;~(-~-+~-). 
Mit Hilfe dieser Formeln kann (b) 
man die Auflagerdrucke folgen
dermaßen ermitteln. 

Man denkt sich (Abb. 274e) 
die Weile im mittleren Lager C 

Abb. 275. Freiträger mit Einzellast. 

eingespannt und berechnet die Durchbiegungen Ya und Yb der Ein
spannungstangente. 

DieDurchbiegung Ya wird durch die Kräfte P1 = 500kg, P{ = 1600kg 
und durch A hervorgerufen. 

Es ist 
= 500 . 882 (88 + 50) 

YP E J 3 2 ' 

weil l = 88, zl =50, p = 500 ist; 

YP' = 160~/62 (~3~ + ~22) 
mit p = 1600, l = 56 und zl = 82; ferner 

A 1383 

YA=JfJT3-. 

Wir wollen nun den Durchbiegungen stets ein solches Vorzeichen 
geben, daß Ya und Yb positiv werden. Es ist dann 

Y = YP + YPI- YA = 500 . ~2 (88 + 50) + 1600 ~6= (56 + 82) - ~- .138~ 
a EJ ,3 2 EJ 3 2 EJ 3 • 

Die Durchbiegung Yb der Einspannungstangente wird durch die 
Kräfte P2 = 21200 kg und durch B hervorgerufen. 

Es ist 
YP = 212~0/42 (~; + 324) 

mit p = 21200, l = 34, zl = 34; ferner 
B 683 

YB= EJ3" 
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Folglich ist 
- - - !!_ 683- 21200·342 (34 _L 34) 

Yb-YB yp-EJ 3 E·J 3 I 2. 

Nun verhält sich aber 
Ya : Yb = 138 : 68, 

mithin ist 
68ya = 138 Yb· 

Setzt man die für Ya und Yb gefundenen Werte ein, so wird nach 
Multiplikation mit E J 

68.500. 882 (88 + 50) + 68 ·1600. 562 (56+ 82) - 68 . 1383 A 
3 2 3 2 3 

= 138 ~ 683 B -138. 21200. 342 (334 + 324). 

138· 683 
Führt man die Rechnung durch und dividiert durch --3-- , so 

wird 
B + 4,1185 A = 9021,7. 

Nach (3) ist 
B -2,0294 A = 8635,4. 

Durch Subtraktion folgt 
6,1479 A = 386,3 

oder 
386,3 

A= 6,1479 = 63 kg · 

Nach (3) und (2) wird 
B = 2,0294 · 63 + 8635,4 = 8763 kg, 
0 = 23300-63-8763 = 14474 kg 

in Übereinstimmung mit den auf S. 362 und 363 gefundenen Werten. 
Die betrachtete Welle soll jetzt veränderlichen Querschnitt 

haben (Abb. 276)1), 
Hier empfiehlt es sich, die Auflagerdrucke zeichnerisch zu ermitteln. 
Wie vorher denkt man sich zunächst das mittlere Lager 0 entfernt 

und die Welle mit den Kräften P belastet. Es wird dann die Eiegunge
linie nach dem Verfahren von Mohr ermittelt. Die Senkung des Punktes 
0 infolge der Lasten P sei (J p. 

Nunmehr bringt man die Last 0' auf den Träger (Abb. 276f) und 
entwrrft in gleicher Weise die Biegungslinie. Die Durchbiegung des 
Punktes 0 infolge 0' sei lJo'. Der wirkliche Auflagerdruck 0 ruft dann, 

allein wirkend, die Durchbiegung g, lJo hervor. 

Da nun die Kraft 0 die durch die Kräfte P hervorgerufenen Durch
biegung CJp aufheben muß, so ergibt sich 

lJp = 0~ lJo' oder 0= 0' · /Jp • 
IJo, 

1) Dubbel: Taschenbuch für den Maschinenbau. l.Bd. 8.669. Berlin: Julius 
Springer 1924. 
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Man hat dann die Ordinaten der durch 0' hervorgerufenen Biegungs

linie im Verhältnis -{},- zu reduzieren und zu den Ordinaten der durch P 

Vertikale Last 
P,~zoookg 

Horizonfule Last 
fj~ZSOOkg 

130(! 

F,' 
Abb. 276. Dreifach gelagerte Welle. 

0 1020JO'IIJ50G0703090100cm 

0 10 lß 30 '10 SO 60 70 ;0 90100 cm-3kg 

o tooo 2000 JQOO 11000 5000 cm-2k!f 

' o 0,5 1 1,5 mm 
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hervorgerufenen Biegungslinie zu addieren. Man erhält so die gesuchte 
elastische Linie der zu untersuchenden Welle. 

In Abb. 276 wirkt die Kraft P1 vertikal, die Kraft P 2 horizontal. 
Man denkt sich zunächst nur die Kraft P 1 wirkend und berechnet 
die vertikale Durchbiegung /1 der Welle. 

Nach Entfernen des mittleren Lagers ergibt sich der in Abb. 276b 
gezeichnete Belastungsfall. Die Auflagerdrucke sind 

A = P 1 • b1 = 2()00 _:_200 = 1 333 3 kg 
l 300 ' ' 

B- P 1 ·a1 _ 2000·100 _ 
--l--·-:wo- 666,7 kg. 

Abb. 276c gibt die ~-Fläche des Trägers. Die Werte sind der 

folgenden Zusammenstellung zu entnehmen. 

Durchmesser 1Wcmkg 
M 

Stelle in cm Jcm• - kgjcm3 
J 

I I3 I402 I333,3 . 22,5 = 300000 2I,35 

I } 14 1886 300000 15,90 
2 1333,3 . 52,5 = 70000 37,1 

2 

} 
70000 17,05 

3 17 4100 1333,3. 100 = 133333 32,5 
4 666,7. 152,5 = 101700 24,8 

4 

} 
101700 31,6 

c 16 3217 666,7 . 130 = 86800 26,7 
5 666,7. 107,5 = 71800 22,3 

5 

} 
71800 38,0 

6 I4 I886 666,7. 65 = 42600 22,6 
7 666,7. 22,5 = 14750 7,82 

7 13 I402 I4750 10,5I 

Als Maßstab wurde 1 cm = 10 kgfcm3 gewählt. 

Die ~-Fläche setzt sich aus sieben Teilflächen zusammen, deren 

Schwerpunkte ermittelt wurden. 
1 

Es ist F = - · 22 5 · 21 35 
1 2 ' ' 

- 252,5 kgfcm2 

1 
F 2 = 2 · 30 · (15,90 + 37,05) 795 

" 
I 

F 3 = 2 · 47,5 · (17,05+32,50) = 1177 " 
1 

F 4 = 2 · 47,5 (32,5 + 24,8) = 1360 

1 
F 5 = 2 · 45 · (31,6 + 22,3) = 1212 

1 . 
F 6 = 2 · 85 (38,0 -t- 7,82) = 1945 " 

I 
F 7 = 2 · 22,5 · 10,51 = 118,5 " 
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Mit diesen Flächen wurde der Träger belastet (Abb. 276d) und mit 
H = 10 cm das zugehörige Seileck entworfen (Abb. 276e). Als Maßstab 
wurde 1 cm = 500 kgfcm2 gewählt. 

Beträgt die Ordinate der Seilkurve z cm, so ist die wirkliche Durch
biegung 

1 1 ( 500 cm-2kg) ( 10 cm) 
/= E ·H·z=226oooo 10cm· cm · zcm·~ =0,0227zcm. 

da der Längenmaßstab I cm = lO cm gewählt wurde. 
Hiernach wurde der Maßstab gezeichnet, in dem die Durchbiegungen 

h p der Abb. 276 e zu messen sind. Die Durchbiegung im Punkte C ist 
01P = 1,293 mm. 

Es wurde jetzt die Last C' = 2000 kg auf den Träger gebracht 
(Abb. 276f). Die Auflagerdrucke sind 

A' = 2000 · ~~~ = 866,7 kg, B' = 2000 ·!~~ = ll33,3kg. 

Die Werte ~ sind der folgenden Zusammenstellung zu entnehmen. 

Durchmesser I M Stelle in cm Jcm• Mcmkg - kgjcm3 
J 

1 13 866,7 . 22,5 = 19500 13,88 
1 \ 14 19500 10,33 
2 J 1886 866,7. 52,5 = 45500 24,10 
2 

} 
45500 11,1 

3 17 4100 866,7 . 100 = 86 667 21,1 
4 866,7. 147,5 = 128000 31,2 
4 l 128000 39,8 
c 16 3217 1133,3 . 130 = 147 200 45,9 
5 r 1133,3. 107,5 = 121800 37,9 
5 

} 
121800 64,5 

6 14 1886 1133,3. 65 = 73600 39,0 
7 1133,3 . 22,5 = 25500 13,52 
7 13 1402 25500 18,15 

Mit dem gewählten Maßstab kann hiernach die Abb. 276g gezeichnet 
werden. 

Die Inhalte der Belastungsflächen sind: 

F~ =-~ ·22,5·13,88 156 kgjcm2 

F l 1 
2= 2 ·30(10,33+24,10)= 517,5 " 

F l 1 
3 = 2 . 95 (11,1 + 31,2) = 2000 " 

F~ = ! · 22,5 (39,8 + 45,9) 965 

F~ = }·22,5 (45,9 + 37,9) 945 

F~ =} · 85 (64,5 + 13,52) = 3320 " 
F' = 1 ·22 5 ·18 15 = 208,5 

7 2 ' ' " 
Winkel, Festigkeitslehrc. 24 
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Die Belastung ist in Abb. 276h angegeben, die elastische Linie m 
Abb. 276i gezeichnet. Die Durchbiegung im Punkte 0 ist 

oa· = 1,70 mm. 
Folglich beträgt der wahre Auflagerdruck 

01 = 0' . ~~~ = 2000. 1{~;~ = 1520 kg. 

Die Ordinaten fc· sind mit 1{~;~ = 0,760 zu multiplizieren und zu 

den Werten fip hinzuzufügen. Es entsteht so die Abb. 276k, worin f1 

die wahre vertikale Durchbiegung der Welle bedeutet. 
Es wird nunmehr die Kraft P 2 auf den Träger gebracht und die 

horizontale Durchbiegung der Welle untersucht (Abb. 276 1). 
Die Auflagerdrucke sind 

A = 2500- 36050 = 514,7 kg; B = 2500 · :~~ = 1958,3kg. 

Die nachstehende Tabelle gibt die aufzutragenden Werte 
M 
J 

an 
(Abb. 2761). 

Stelle Durchmesser 
Jcm• Mcmkg 

M 
in cm J kgjcm3 

1 13 541,7. 22,5 = 12200 8,69 
1 } 14 12200 6,47 
2 541,7. 52,5 = 28400 15,05 
2 

} 
28400 6,94 

3 17 541,7. 100 = 54170 13,22 
4 541,7. 147,5 = 80000 19,48 
4 

} 
80000 24,85 

c 16 541,7. 170 = 92000 28,7 
5 541,7 . 192,5 = 104200 32,45 
5 

} 
104200 55,3 

6 14 1886 541,7. 235 = 127000 67,3 
7 1958,3 . 22,5 = 44000 23,4 
7 13 1402 44000 31,4 

Die als Kräfte aufzufassenden Flächen sind 

F /1 1 2 
1 =-2 ·22,5·8,69 98 kgjcm 

F~ = + · 30 (6,47 + 15,05) 323 " 

F /1 1 ( 
3 = -2 . 95 6,94 + 19,48) = 1255 " 

F~ = ! · 45 (24,85 + 32,45) = 1290 

F" 1 
5 = 2 . 42,5 (55,3 + 67,3) = 2610 

F/1 1 
6 =2·42,5(67,3+23,4) =1925 " 

F~ =+·22,5·31,4 = 354 " 
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Die Belastung ist in Abb. 276m wiedergegeben, die Durchbiegung in 
Abb. 276n gezeichnet. Der Punkt C hat die Durchbiegung 

62 p= 1,52mm. 

Denkt man sich wieder dieselbe Kraft 0' in C angreifend wie bei 
Untersuchung der vertikalen Durchbiegung der Welle, so wird 

C'· !52P 1,52 
C 2 = ---g0;~ = 2000 ·l,?O = 1790 kg. 

Die Ordinaten /C' sind mit ~:~~ = 0,895 zu multiplizieren und zu 

den Werten fap zu addieren. Es ergibt sich so die Abb. 276o, in der /2 

die horizontale Durchbiegung der Welle bedeutet. 
Die resultierende Durchbiegung der Welle ist 

t=Vti+fl.. 
Die Auflagerdrucke in vertikaler und horizontaler Richtung sind 

in den Abb. 276k und 276o angegeben. 

8. Die dreifach gelagerte und einfach gekröpfte Weile. 
Nach den Betrachtungen Seite 302 bis 306 kann man die gekröpfte 

Welle wie einen durchgehenden Träger behandeln, falls man nur in 

den Mittellinien der Wangen beim Aufzeichnen der ~-Linien Flächen

kräfte hinzufügt, deren Größe in der Kröpfungsebene 
,. 

F= JM)dx=M;·r 
0 

ist. Für die Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene haben diese Zusatz
flächen die Größe 

E rMd. r 
F=rr f;~. 

Daher bereitet die Behandlung der dreifach gelagerten, gekröpften 
Welle keine neue Schwierigkeiten. Man entfernt - wie unter 7. -
ein Lager, zeichnet die elastische Linie und bringt dann in der Mittel
linie des entfernten Lagers eine Einzelkraft an, welche die durch die 
belastenden Kräfte hervorgerufene Durchbiegung aufhebt. 

Wir betrachten als Beispiel den auf den Seiten 291 bis 302 behandelten 
Fall, mit der einzigen Änderung, daß wir in der Entfernung e = 40 cm 
rechts vom Angriffspunkt des Gewichtes G ein drittes Lager C an
bringen (Abb. 277 und 278). Mit Ausnahme dieser Abweichung stimmen 
die Abmesomngen, Bezeichnungen und Belastungen mit den Abb. 215 
und 227 vollkommen überein. 

a) Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene. 

Der Belastungsfall ist in Abb. 277 a wiedergegeben. Der Längen
maßstab der Originalzeichnung ist I cm = 5 cm. 

Das rechte Lager C wird entfernt. 
24* 
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r-), / I 
/ I 
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/ 

o zo 1111 60 so 100 12011111160180 zoo kgJcm> 
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Abb. 277. Dreifacn gelagerte gekröpfte Welle. Kräfte senkrecht zur Kröpfungsebene. 

Es wirken die Kräfte T und Gt• Denkt man sich den Träger im 
Angriffspunkt von G1 abgeschnitten, so erhält man vollkommene 
Übereinstimmung mit dem bisher behandelten Fall. Nach Seite 298 
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sind daher die Auflagerdrucke 
A = 1400 kg; B = 300 kg . 

Der Belastungsfall ist in Abb. 277b skizziert. Die Werte ~ ergeben 

sich aus der folgenden Zusammenstellung. 

Durchm. M 
Stelle Jcm• Mcmkg J kg/cm3 in cm 

• 

I 10,5 596,7 -1400.35 =- 49000 -82,2 

2 

} 
-49000 -57,2 

3 ll,5 858,9 -1400.45 =- 63000 -73,5 
4 - 1400 . 55 + 2400. 10 = -53000 -61,7 

5 

} 
-53000 -52,7 

B 12 1018 -700.40 =- 28000 -27,8 
~6 0 0 

Als Maßstab der ~-Fläche wurde 1 cm = 20 kgjcm 3 gewählt 

(Abb. 277c). 
Diese Fläche kann in fünf Teilflächen zerlegt werden, deren Schwer

punkte leicht zu ermitteln sind. 
Es ist 

F 1 = ! · 35 ·82,2 = 1438 kgjcm2 

1 
F 3 = 2 ·10 · (57,2 + 73,5) = 653,5 " 

1 
F 4 = -2 ·10 · (73,5 + 61,7) = 676 " 

1 
F 6 =-2-·25(52,7+27,8) =1006 

F 7 = · ~ · 40 · 27,8 = 556 
" 

Wir wollen jetzt die Zusatzflächen berechnen. Die linke Wange 
hat einen rechteckigen Querschnitt; die Breite ist b = 7,5 cm und die 
Höhe h = 13 cm. Mit 

wird nach Seite 303 

h 13 
n=-=-=1735 

b 7,5 ' 

1 nl 1 5,223 
~ = 3;-6 . 1 + ~ = 3,6. 4,01 = 0•361 ' 

Jd = ~ b4 = 0,361. 7,54 • 

Mithin wird die Zusatzfläche für die linke Wange 

_ E .lJ!d_"! ~· 22000_()(). 49000 · 25 _ 2 k 2 
F 2 - G Jd - 850000 0,361·7,54- 775•5 gjcm · 

Ebenso wird die Zusatzfläche F 5 der rechten Wange ermittelt, die einen 
rechteckigen Querschnitt b = 9 cm, h = 13 cm hat. 
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Es ist 

mithin 
F = E Mä:_!. = 220000_~. 53000· ~~ = 1929 k I 2 

5 G J 4 850000 0,271-94 g cm · 
Der Träger wird nun mit den FlächenF1 ... F 7 belastet (Abb. 277 d) 

und das zugehörige Seileck gezeichnet (Abb.277e). Als Maßstab wurde 
1 cm = 500 kgfcm 2, als Polweite H = ll cm gewählt. 

SämtlicheMaßstäbe wurden auch für den übrigen Teil der Zeichnung 
beibehalten. 

Beträgt die Ordinate des Seilecks z cm, so wird die wirkliche Durch
biegung 

1 1 ( 500 kgcm- 2 ) ( 5 cm) f= E ·H·z= 2200000 llcm· cm · zcm·-cm =0,0125Zcm· 

Dementsprechend wurde der Maßstab entworfen, in welchem die Durch
biegung fip der Abb. 277e zu messen sind. 

Die Durchbiegung im Angriffspunkt von Gt beträgt 0,9 mm. 
Das Gewicht G wird durch den Anker einer Dynamomaschine her

vorgerufen. Da der Luftspalt zwischen dem festen und beweglichen 
Teil einer Dynamomaschine 1 bis 3 mm beträgt, läßt man eine Durch
biegung von 0,1 bis 0,3 mm zu. Man erkennt, daß, falls das Lager C 
fehlen würde, dieser zulässige Wert allein durch die Kräfte, welche 
senkrecht zur Kröpfungsebene wirken, bei weitem überschritten wird. 
Folglich muß bei dem gewählten Beispiel unbedingt das dritte Lager 
hinzugefügt werden. 

Die Durchbiegung im Punkte C beträgt 
olp = 1,83 mm. 

Wir belasten jetzt den Träger mit C' = 1000 kg. 
Da das mittlere Lager die gleiche Entfernung vom rechten und 

linken Lager hat, sind die Auflagerdrucke 
A' = 1000 kg, B' = 2000 kg. 

Der Belastungsfall ist in Abb. 277f wiedergegeben. 

Die Werte ~ werden wieder in einer Tabelle zusammengestellt. 

~urchm.l 
I 

I 
M Stelle Jcm4 Mcmkg 

I 
J kg/cm3 m cm 

1 10,5 596,7 1000 . 35 = 35 000 58,8 

2 

} 
35000 40,7 

3 11,5 858,5 1000 . 45 = 45000 52,4 
4 1000 . 55 = 55000 64,1 

5 

} 
55000 54,1 

B 12 1018 1000 . 80 = 80000 78,7 
6 I 1000 . 120- 2000 . 40 = 40000 39,4 
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Die~ -Fläche ist in Abb. 277 g wiedergegeben. Sie kann in fünf Teil 

flächen zerlegt werden. 
Es ist 

Fl 1 
1 =- ·35·588 

2 ' 
= 1030 kgjcm2 

F; = ! · 20 (40,7 + 64,1) = 1048 

F~ = !- · 25 (54,1 + 78,7) = 1660 

F~ = -~- · 40 (78,7 + 39,4) = 2362 

= 788 

" 

" 

" 

Die Zusatzflächen sind wieder gleich ~ M; ~ r, Da sich gegenüber 

dem früheren Belastungsfall nur Md ändert, so ist 

F,- 2 5. 35ooo- 2 k I 2 
2 - 775, 49000 -198 g cm 

F' = 1929 · 55000 = 2002 
4 53000 " 

Der Belastungsfall ist in Abb. 277h wiedergegeben und das Seileck 
in Abb. 277i gezeichnet worden. Die Ordinaten des Seilecks sind ein 
Maß für die durch C' hervorgerufene Durchbiegung /10,. Für den 
Punkt C wird 

olat = 2,46 mm. 

Demnach ist der wahre Auflagerdruck 
C' · t.51 1000 · 183 

C1 =- t.5 p=-246=745kg, 
1ol ' 

und die Ordinaten /10, sind im Verhältnis 1,83: 2,46 = 0,745 zu ver

kleinern. Vereinigt man sie dann mit den Ordinaten h p, so gibtAbb. 277k 
die Durchbiegung /1 der Welle, welche durch die Kräfte senkrecht zur 
Kröpfungsebene hervorgerufen wird. 

b) Kräfte in der Kröpfungse bene. 

Der Belastungsfall ist in Abb. 278a wiedergegeben. Der Längen
maßstab ist l cm = 5 cm. 

Wir entfernen wieder das rechte Lager C. 

Es wirken die Kräfte R und G r. Da auch hier Übereinstimmung 
mit dem früher behandelten Fall der Welle auf zwei Lagern besteht, 
sind die Auflagerdrucke nach Seite 299 

A = 288 kg und B = 2512 kg 
(Abb. 278b). 
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Die Werte ~können der folgenden Zusammenstellung entnommen 

werden. 

D.urchm.l M 
Stelle Jcm4 Mcmkg J kg/cm3 

m cm 

1 10,5 596,7 288 . 35 = 10090 16,9 

2 

} 
10090 11,75 

3 11,5 858,5 288 . 45 = 12960 15,1 
4 288 . 55- 1800 . 10 = - 2160 - 2,52 

5 

} 
-2160 - 2,12 

B 12 1018 -40. 1000 = -40000 -39,3 
6 0 0 

Hiernach kann die ~-Fläche entworfen werden (Abb. 278c). Als 

Maßstab wurde 1 cm = 10 kgjcm 3 gewählt. 

Die ~-Fläche kann in sechs Teilflächen zerlegt werden, deren 

Schwerlinien leicht zu bestimmen sind. Die Inhalte der Flächen sind: 

F 1 = ! · 35 · 16,9 296 kgjcm2 

1 
F 3 = 2·10·(11,75+15,1)= 134,25 " 

I 
-~. 8 5 ·15 1 
2 ' ' 

64,2 
" 

1 
F 5 =- 2-·1,5·2,52 1,9 " 

I 
F 7 =--'i· 25 (2,12 + 39,3) =-517,5 " 

I 
F =---·40·39 3 

8 2 ' =-786 
" 

Die Zusatzflächen sind 

und 

Fz = M~· r = I;090 · 25 = 552 kgjcm2 

12·13· 7,53 

F __ Mb·r _ 2160·25 _ 684 k J 2 6----- ---- , gern. 
J !_,i3·93 

12 

Als Maßstab wurde 1 cm = 100 kgjcm 2 gewählt. Der Belastungsfall 
istinAbb.278d wiedergegeben, das Seileck mit H = 11 cm in Abb. 278e 
gezeichnet. 

Beträgt die Ordinate der Seilkurve zcm, so ist die wirkliche Durch
biegung 

I 1 ( 100 kgcm-2) ( 5 cm) f= E · H · z = 2200000 11 cm · cm · \zcm · -cm :::;0,0025 Zcm· 
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Demgemäß wurde der Maßstab entworfen; in dem die Durchbiegungen 
zu messen sind. Die Durchbiegung am Ende des Trägers ist 

b2P = 0,265 mm. 

Es wird jetzt der Träger mit C' = 200 kg belastet. 
R·1800kg 

0 10 lQ JO fO S/1(111 

0 1011/JtlfOS/16010809/Jtlflltgjcm' 

I I ! I I I I ! ! I I 
0 lllll 1/011 G/111 tlfl tlfllllfg/cm1 

Abb. 278. Dreifach gelagerte gekröpfte Welle. Kräfte in der Kröpfungsebene. 

Da die Auflager A, Bund 0 gleichweit voneinander entfernt sind, ist 

A' = 200, B' = 400 kg 
(Abb. 278f). 
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Die Werte ~ wurden wieder tabellarisch zusammengestellt. 

Stelle Durchm. M 
in cm Jcm• Mcmkg J kgfcm3 

1 10,5 596,7 200·35= 7000 11,72 
2 

} 
7000 8,17 

3 11,5 858,5 200·45= 9000 10,45 
4 200. 55= 11000 12,83 
5 

I} 
11000 10,83 

B 11,5 1018 200 . 80 = 16000 15,72 
6 200·40= 8000 7,86 

Die Belastungsfläche zerfällt in fünf Teilflächen. Die Inhalte sind: 

F~ = ! · 35 ·11,72 = 205 kgfcm2 

F; = ! ·20 · (8,17+12,83) = 210 " 

F~ = ! · 25 (10,83+ 15, 72) = 332 
" 

F~ = ! · 40 (15,72 + 7,86) = 472 
" 

F 7
1 = _!_ • 40 · 7 86 

2 ' 
=157 

" 
Die Zusatzflächen ergeben sich durch Vergleich mit den unter a) er
mittelten Werten: 

1 _ M 0 • r _ 7000 _ 2 F 2 - -J-- 10090 · 552- 384 kgfcm , 

1 M 0 ·r 11000 2 F 4 = -J-=- 2160 ·68,4= 348kgfcm . 

Die unter a) benutzten Maßstäbe und der Polabstand H wurden bei
behalten. 

Abb. 278h gibt den Belastungsfall; in Abb. 278i ist das zugehörige 
Seileck entworfen. 

Die Durch bil~gung am Ende des Trägers ist 

15201 = 0,472 mm. 

Folglich ist der wahre Auflagerdruck 

Cl· 02p 0,265 
02= -0-· = 200·0472 = 112 kg 

2QI ' 

und die Ordinaten /20' sind im Verhältnis 0,265: 0,472 = 0,56 zu ver
kleinern. Vereinigt mansiedann mit den Ordinaten j2P1 ' so gibt Abb.278k 
die Durchbiegungen /2 der Welle, welche durch die Kräfte in der Kröp
fungsebene hervorgerufen werden. 
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Die resultierende Durchbiegung der Weile ist 

t=vt~+t~. 
Die größte Durchbiegung tritt an der Stelle 1 auf. Es ist 

fmax = f 0,242 + 0,122 = 0,27 mm, 

so daß der zulässige Wert (S. 374) nicht überschritten wird. 

XIII. Stäbe, deren Einzelteile gerade sind und schwach 
gekrümmte Stäbe. 

Unsere bisherigen Betrachtungen erstreckten sich auf Stäbe mit 
gerader Achse; auch die gekröpfte Welle, deren Berechnung auf Seite 291 
durchgeführt wurde, konnte in Einzelteile zerlegt werden, deren Achsen 
gerade waren. In gleicher Weise behandeln wir den Portalträger, 
der aus drei Stäben besteht, die durch steife Ecken miteinander ver· 
bunden sind. (Abb. 279.) 

Ferner wollen wir Stäbe betrachten, deren Mittellinie im spannungs
losen Zustand gekrümmt ist. Wir machen die Annahme, daß die 
Krümmungshalbmesser weit größer sind als die in die Biegungsebene 
fallenden Querschnittsabmessungen. Solche schwach gekrümmten 
Stäbe können nämlich in gleicher Weise behandlet werden wie ein 
ursprünglich gerader Stab. Als Beispiel diene der Bogenträger mit 
zwei Gelenken (Abb. 284). 

1. Der Portalträger mit zwei Gelenken. 
Die statisch nicht bestimmbare Größe ist die wagerechte Seiten

kraft H, die auch Horizontalschub genannt wird. Als statisch bestimmtes 
Hauptsystem erhält man einen Portalträger mit einem festen Gelenk D 
und einem beweglichen Ge- ff R 
lenk 0 (Abb. 279b). Mit R ;::x!: ---1 
als Mittelkraft sämtlicher A.,.;...,,........-........i'B 

R 

auf den Riegel AB wirken- (a) 1 
den Kräfte wird 

1II (6} 

A'=R·{-
J) c 

und A' 

B'=R·~ 
l 

Abb. 279. Portalträger mit zwei Gelenken. 

Da 0 in Wirklichkeit ein fester Punkt ist, muß seine wagerechte Ver
schiebung bh gleich Null sein. Die allgemeine Arbeitsgleichung (S. 198) 
liefert 

I N aN J Q aQ IM aM oh= EF'atrds+l G·kF'ay·ds+ EJ'ay·ds, 
da am Orte der gesuchten Formänderung die Horizontalkraft H wirkt. 
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Unter Vernachlässigung der Querkraft Q erhält man für den 
Teil I des Trägers, wenn F 1 der Inhalt, J 1 das Trägheitsmoment des 
Querschnittes ist 

M1=H·y; ~~=y; N1=A'=R·+; ~~=0; ds=dy. 

h 

I M1 oM1 I B·y B·ha 
ö1 = EJ~·aB·ds= EJ~·y·dy=aEJ~· 

0 

Für den Teil II des Stabes ist 

Mu=M0 -H·h; ds=dx, 

wenn man unter M0 das Moment für den einfachen Balken AB ver
steht, ferner 

oMu=-h· 
oB • 

Nu=H; 

damit 

Öu =I Nu . oNn .. ds +I-MII . 0 Mll. ds 
EF2 oB EJ2 oB ' 

l l 

=I_!!_·l· dx+IMo-B·h·(-h)·dx, 
EF2 EJ2 

0 0 

wenn wieder die Querkraft vernachlässigt wird. 
Setzt man bei Stabteil III die gleichen Abmessungen voraus, wie 

bei Teil I, was ja wohl im allgemeinen statthaft sein dürfte, so wird 
{)111 = {)1 • Insgesamt ergibt sich die wagerechte Verschiebung ()16 als 
Summe der Einzelverschiebungen zu 

Aus der Elastizitätsbedingung 

(Jh =0 
folgt 

l 

Hierin bedeutet J M0 • dx den Inhalt der dem einfachen Balken 
0 

entsprechenden Momentenfläche. 
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Wirkt beispielsweise nur die Einzelkraft R auf den Balken, so 
ist die M 0-Momentenfläche ein Dreieck mit der .Höhe 

R·ab 
Mmax = -··z 

und dem Flächeninhalt 

Für diesen Fall wird die statisch nicht bestimmbare wagerechte Seiten
kraft 

H = _________ _Hab ~~-
2 h l ( 1 + 2 . ·h. _h_ + - J.'!_) . 

3 J 1 l F 2 ·h2 

Belasten beliebig viele Einzelkräfte P den Träger, deren Wirkungs
linien die Abstände a1 , b1 ; a2 , b2 ; a3 , b3 . . • haben, so wird 

hierin ist 

H= __ __ 2_!'_ab ____ . 
2hl (I+ -2 · !_~ · }!__ + J.J.....) ' 

. 3 J 1 l F 2 ·h2 

L Pa b = P 1 al b1 + P 2 a2 b2 +Pa aa ba + · · · · 
Eine gleichmäßig verteilte Last von p kgfm erzeugt eine M 0-Fläche, 

die durch eine Parabel mit der Pfeilhöhe 

M = P_l~ 
8 

begrenzt wird; ihr Inhalt wird 
l 

I Mo·dx= 2 z.Pl2 = pls 
3 8 12 ' 

0 

der wagerechte Seitenschub 
pl3 

H= ( 2 J h J )' l2hli+-·-2 ·- +--.J..... 
' 3 J 1 l F 2 h2 

Treten Einzelkräfte und gleichmäßig verteilte Last gleichzeitig auf, 
so addieren sich beide Größen H zu 

H=-- _6·1JPa_b-tP_'!_ __ 
hl ( 2 J2 h J2 ) • I2 I+-- ·-·-+--

3 J 1 l F 2 ·h2 

Durch die Berechnung des statisch nicht bestimmbaren Seitenschubes H 
ist der Träger statisch bestimmt geworden. Die Gesamtmomenten
fläche des Trägers AB ergibt sich durch Addition der M0-Momenten
fläche und der durch H hervorgerufenen Momentenfläche (Abb. 280). 
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Zu der gegebenen senkrechten Belastung möge eine seitliche Be
lastung durch Wind hinzukommen, die wir zu w kgfm als gleich
mäßig verteilt annehmen (Abb. 281); der Einfluß der Querkräfte 

werde wieder vernachlässigt. 
Zerlegt man die Auflagedrucke 

in wagerechte und senkrechte Kom
ponenten, so ergeben die drei 
Gleichgewichtsbedingungen : 

ll~B 

ßl 

Abb. 280. Momentenflächc. Abb. 281. Windbelastung. 

1. 2)H =0: H +H' =wh oder H' = wh -H, 
2. 2)V=O: A"=B", 
3. 2)M = 0: (AIR Drehpunkt wählen wir Punkt D) 

B"· l = wh·"'- = wh2 also B" = wh2 = A" 2 2 , 2l 

Teil I. Mit s = y wird 
1 1 8M1 M1 =H'y- 2 w· y2=wh· y-H· y- 2 wy2; daher ati =-y, 

N z = A" = ~ ~2 ; ~ i = 0; 
h 

lh=J MI .aMI·ds = _1 J(wh·y-Hy-]__wy2) (-y)·dy EJ1 8H EJ1 2 
0 

I I y3 y3 I J h 
= EJl L-wh·s+H·-:r+g-w·y4 o; 

I (Hha 5 ) 
CJz=EJt -3-24wh4 . 

Teil II. 

Mu=B"x-H·h; 8Mn =-h· 
8H ' 

s=x; 

Nu=-H; 8 Nn =-l· 
8H ' 

l 

CJn = EIJJ (B" x -H · h) (-h) dx + E ~,J (-H) (-l)·dx; 
0 

I [ w h3 x2 J 1 [ I ll CJu=- ---·-+H·h2·x + --·H· x EJ2 2l 2 o EF2 ~o 

l ( w h3 ·l ) I 
=- ---+H·h2·l +--·H·l. EJ2 4 EF2 
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Teil III. 

Mn1=-H·y; 
oMm 
aH =-y; s=y; 

N ni =-B" =-~ ~2 ; o Nm= 0 . 
aH ' 

h 
I I I Hh3 on1=- (-Hy) (-y)dy=-·-. EJ1 EJI 3 

0 

Als Summe der Einzelverschiebungen ergibt sich 

o = o1 + on + om , 

und die Elastizitätsbedingung o = 0 liefert 

383 

__ I_ (Hh3 _fj__wh4 ) +_I_ (Hh2l-wh3l) + _I_.Hh3 +_I __ . H l= O 
EJ1 3 24 EJ2 4 EJ1 3 E F2 ' 

H ("h3 h3) H 1 1 wh3l I 5 
EJ -3+3 +EJ.h 2l+EFHl=EJ·--4 +EJ.24wh4 • 

1' 2 2 2 1 

Unter Vernachlässigung von E~ H l wird 
2 

daraus 
5 J2 h I+-·-·--

H = wll,. __ 6~_l 
4 I+~-~.71,_' 

3 J 1 l 

( 
5 J2 h) 

H'=wh-H=w}'-_ 4-I+6·J1.T. 
4 I +~ . .J2._!1._ 

3 Jl l 

Nach der Behebung der statischen Unbestimmtheit durch die Er
mittlung von H gestaltet sich der weitere Verlauf der Rechnung fol
gendermaßen (Abb. 282): 

Rechter Pfosten: 
M=-H·y. 

Die Momentenfläche ist ein Dreieck mit den Ordinaten 

5 J2 h 
w h2 I + 6. J 1 • T 

Mc=O und MB= -H·h=-4--2J----;h · 
I+--·-·-

3 Jl l 

Oberer Riegel: 

M=B"x-Hh. 
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Die Momentenlinie ist eine Schräge mit den Ordinaten 

1+_ii_· J2.!!_ 
MB= - H. h - - w h~ . ----,-6--=J=-1 ---o-l 

- 4 1+~-'2.!!_' 
3 Jl l 

5 J2 h 1+-·-·-
M =B"l-Hh=wh2_wh2. 6 Jr l 

A 2 4 2J h" 

Das Eckmoment MA ist positiv. 

Linker Pfosten: 
2 

M=H'y-wi,. 

1+-~·~·-
3 Jl l 

Die Momentenlinie ist eine Parabel, deren Scheitel S mit der Pfeilhöhe 

s 

I 

/ 
/ 

[--~ 

I 
I 

H' 2 H' 
-um- von D 
2w w 

Abb. 282. Windbelastung. Momentenfläche. Abb. 283. Formänderung. 

entfernt liegt; die Ordinate in D ist gleich Null. 
Die infolge der seitlichen Belastung auftretende Formänderung ist 

in Abb. 283 angedeutet; dem Momenten-Nullpunkt entspricht ein 
Wendepunkt der Biegungslinie. 

Ist J 2 =J1 =J; h=l, 
so wird 

5 
wl 1+6 11 11 

H =-·--= -· wl =- W 
4 1 +_! 40 40 ' 

3 

H'=W-H=~W· 
40 ' 

11 
MB=-H·l=-- W·l· 

40 ' 

A" = B" = W 
2 ' 

worin W die gesamte Windkraft bedeutet. 
Der Momenten-Nullpunkt teilt den Riegel im Verhältnis 9: 11. 
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2. Der Bogenträger mit zwei Gelenken. 
Da beide Auflager (Abb. 284) feste Punkte sind, ist der Träger 

einfach statisch unbestimmt. Als statisch bestimmtes Hauptsystem 
wählen wir den Träger auf zwei Stützen und als statisch nicht be
stimmbare Größe den wagerechten Seitenschub H. Unter Vernach
lässigung der Querkraft Q und 
der Längskraft N ist die wage
rechte Verschiebung des Punk
tes B nach Castigliano (vgl. 
s. 198) 

I M ßM 
{Jh= EJ'an·ds. 

Hierbei ist ds das verschwin
dend kleine Bogenteilchen. Das 
Moment im Punkte x, y des 
Trägers ist 

aM 
M=Mo-H·y; an=-y, Abb. 284. Bogenträger mit zwei Gelenken. 

wenn wir unter M 0 das im Punkt x, y des statisch bestimmten Haupt
systems durch die gegebene Belastung hervorgerufene Biegungsmoment 
verstehen. Die Elastizitätsbedingung 

{Jh=O 
liefert die Gleichung 

1 J ds 1 f ds 1 J ds {Jh= E (Mo-H·y)(-y)·-y=- E M0 ·y·J+ E Hy?.J=O, 

wobei wir den Elastizitätsmodul als konstant annehmen; hieraus folgt 

fMo·Y·~ fMo·Y·~~ 
H- J _ Jcosq; (l) 
- f y2 . ~8 - f y2 . J :~ !p 

Es ist nämlich 

ds=~ 
cos !p, 

wobei q; der Neigungswinkel der Tangente im Punkte (x, y) ist. 
Man kann bei flachen Bögen cos q; R::J l annehmen und daher 

nach obiger Formel das Bogenteilchen ds durch dx ersetzen, was um 
so eher geschehen kann, als auch der Nenner ds enthält. In diesem Falle 
schreiben wir 

f ds s dx MoYJ Mu·Yy 
H= -----~ f 2 ds f dx · 

Y -.r , y2.7 

Ist das Trägheitsmoment J konstant, so wird 
H= JM0 ·ydx 

Jy2 ·dx 
Winkel, Festigkeitslehre. 

(2) 

(3) 
25 
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Sollen auch die LängskräfteN berücksichtigt werden, so lautet die 
Castiglianosche Gleichung 

wobei 

b =I-M .a~·ds+IJ!_.aN·ds=b'+b" 
h EJ aH EF aH h h ' 

b}; =I_!!_ _aN· ds 
EF 8H 

mit N = H und : ~ = 1 übergeht in 

b/:=I:F·ds. 
Aus 

erhalten wir 

IMo·Y·d 8 JMo·Y·-~~ 
H = _______ _,[__ = ------ J c~rp___ 

f y2 
• ~ + f~ I y2 J c~: q; +I F :o: qJ 

Sind neben E auch F und J als konstant anzusehen, so folgt 

(4) 

IM dx 
JMoy·ds oYcosq; 

H=---=------- (5) 
j(y2+i2)ds J(y2+i2) ~ · 

cosq; 

;-
Hierin ist i =V ~ der Trägheitsradius des Querschnittes (siehe 

Seite 126). Solange der Trägheitsradius klein gegenüber den Ordinaten y 
ist, kann man die einfachere Formel ( l) verwenden. Ersetzt 
man wieder die Bogenlänge s durch die Abszisse x, so ergibt sich als 
Näherungsformel: 

I dx 
MoY·y 

H P::3 ------

Iy2.d; + Jd; 

und für den Fall, daß F und J konstant sind 

JM0 ydx 
H P::3 ----- • 

j(y2 + i 2 ) dx 

(6) 

(7) 

Beispiel. Der Bogen sei parabolisch gekrümmt. Dieser Fall ist 
insofern von Wichtigkeit, als man jeden flachen Bogen angenähert 
als Parabel ansehen kann. Mit f als Pfeilhöhe befolgt y das Gesetz 

4/ 
y =fix (l- x) . 
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Einzellast. Der Träger sei mit eine!' Einzellast P im Abstande a von A, 
bzw. b von B belastet. Wir benutzen unter Vernachlässigung der 
Längskraft die Näherungsgleichung (3) und schreiben 

H-.[_M0 ydx 
- fy2dx • 

Beide Integrale erstrecken sich über die ganze Spannweite, doch 
wird die Stetigkeit der M0-Linie im Lastangriffspunkt unterbrochen, 
da die M 0-Fläche ein Dreieck mit der Höhe 

M=Pa~ 
l 

ist (Abb. 285). Wir zerlegen den 
Zähler in zwei Integrale, die wir 
von x = 0 bis x = a und von ~..<1-:__ __ +-__Jr__ ___ ____c~;.;,.. 

X1 = 0 bis X1 = b erstrecken: 
l a 

JM0 ydx = J Ax·ydx 
0 0 

hierin ist 

Es ist 

b 

+ fB·x 1 ·y·dx1
; 

0 

b 
A=P·l 

Abb. 285. Einzellast. 

und 

a a a a 

I Axydx = I~b ·x ~! x(l-x) · dx = 4 ~3b I {J lx2dx-f x3dx}, 
0 0 0 0 
a 

I Axydx = 4 ~bf (z. ~a -~~). 
0 

Ebenso wird 
b b 

IB I d I Ip a I 4/ I (l 1 d I xy x= ·-z-·X·lB·x -x)· x 
0 0 

= 4 ~af { f lx 12dx1 -I X 13dx1}, 

b 

I Bxl ydx' = 4~aa/ (z. ~ _b:). 
0 

Durch Addition ergibt sich 
l 

IMydx= 4 {al[baa(! --:-)+aba(! _ !)J 
0 

= p3~~/ [4l (a2 + b2)- 3 (a3 + b3)]. 

25* 
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Ferner ist 
l l l 

I y2dx= I[~! X (l-x) r dx= 1~!2 I x2(l-x)2dx 
0 0 0 

l 

16/2I =y (x2l2-2xaz+x 4)dx 
0 

16f2[xa x4 x5]l 
=T -3-·Z2 -4· 2Z+5 o 

-~/2 Z -15 . 

Setzen wir die errechneten Integrale in (3) ein, so erhalten wir 

Pabf 15 
H = 3l3"8fi [ 4l (a2 + b2) -3(a3 + b3)], 

das mit l = a + b den wagerechten Seitenschub 

5 Pab 
H = 8 · ---z3T · (a2 + 3 ab+ b2) 

ergibt. 
Aus dieser Gleichung erhalten wir die Einflußlinie für H, wenn 

wir P = 1 ; a = x und b = l - x setzen. Es wird 

5 x (l-x) 
1] = s"_l3_/_ [x2 + 3x (l- x) + (l- x)2]' 

5 I 5 l ( x x3 x4) 
?J=s"faj(l3x-2lx3+x4 ) =s·T T-273+74- . 

Das Aufzeichnen der H-Linie wird durch die Zahlentafel 
x x3 x4 

z= T-2·za+l4 

erleichtert, die für ~ = 0,1 bis ~ = 0,5 berechnet ist, da die H-Linie 

zur Mitte symmetrisch ist. 

ZahlentafeL 
X T =0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 

xa 
l3 = 0,0010 0,0080 0,0270 0,0640 0,1250 

xa 2.13 = o,oo2o 0,0160 0,0540 0,1280 0,2500 

x4 
14 = 0,0001 0,0016 0,0081 0,0256 0,0625 

z = 0,0981 0,1856 0,2541 0,2976 0,3125 

Der Träger sei gleichmäßig belastet. In Abb. 286 ist die Ern
flußlinie 1] = f ( x) gezeichnet; ein Lastteilchen pd x ruft einen wage
rechten Seitenschub 
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hervor; demnach ist 
l 

H =f p·n·dx 
0 

l 

= ~ ·zi1J(zax-2lx3+x')dx 
0 

5 p [ x2 x' x5 ]l 
= 8'l3f P·T- 2 l·4+5 o' 

p l2 l 
H = sr=o,I25P· 7 . 

389 

Die Einzellast P greift in der Mitte an. Mit Hilfe der Zahlen
tafel erhalten wir unmittelbar 

Zu dem gleichen Wert ge
langen wir natürlich, wenn 
wir in der Gleichung der Ein
flußlinie x durch l /2 er-
setzen; es wird H H 

25 p l l ....;..;_~ 'J'o~E--_ -_ -_ -_ -_ -_ -_ -~~=====!!~====~~~,-
H = 128. T = 0,195 p. T - A k--.---.---.---'-.---,.--~r----,--..,r----:>~ B 

Die Einflußlinie für H 
weicht so wenig von einer 
quadratischen Parabel ab, 
daß man sie gewöhnlich Abb. 286. Gleichmäßige Belastung. 
durch eine solche ersetzt, die 
über der Spannweite l den gleichen Flächeninhalt hat. Die Pfeilhöhe n!z 
dieser Ersatzparabel folgt aus der Bedingung gleicher Flächeninhalte 

Mit diesem Wert erhalten wir als Gleichung der Ersatzeinflußlinie 
für H 

41J~ 3 x(l- x) n*= za·x(l-x)=-r-,.r-· 

Aus ihr entnehmen wir den wagerechten Seitenschub H*, den eine 
Last P in der Entfernung a von A bzw. b von B hervorruft, zu 

3 Pab 
H* =P·n*=4'71' 
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l 
der für eine Last P in der Mitte mit a = b = t in 

3 Pl l 
H*= I6·/= 0,188 ·Pt 

übergeht und nur wenig von dem strengen Werte 
l 

H =0,195· Pt 
abweicht. 

Sind Normalkräfte zu berücksichtigen, so ist H mit 
I 

f y2 dx 
0 v=-,----

f (y 2+i2)dx 
0 

zu multiplizieren. Für den Sonderfall des Parabelbogens wird wegen 
l 

der Beiwert 

fy2dx=~f2l I5 
0 

I85f2l I I 
V = ----- = ---- = ----

~f2l+ ·q I+I5i_2__ I+I5_!_' 
I5 t 8 / 2 8 f2 F 

3. Der geschlossene Rahmen. 
Der rechteckige Rahmen der Abb. 287 mit steüen Ecken sei durch 

die beiden gleich großen Kräfte P angegrüfen. Statisch nicht be
stimmbar sind die Eckmomente M. Wir schneiden nach Abb. 288 
durch den Rahmen; dann erfordert das Gleichgewicht des abgetrennten 
Teiles das Hinzufügen der Einzelkräfte P J2 und des längs sämtlicher 
vier Stäbe gleichbleibenden Biegungsmomentes M. Wegen der Symme
trie der Gesamtanordnung genügt die Untersuchung eines Viertel
rahmens, den wir in die beiden Teile I und II zerlegen. 

Teil I: 

Teil II: 

aM~= 1. 
aM ' 

p 
M =M---·x· X 2 l 

aA Ml Pl2 



Festigkeitsberechnung von Bohrmaschinen. 

Pl I 
M= -·--

8 h J2 

ergibt. 
Für 

I+--.-
l Jl 

den Sonderfall 
eines quadratischen Rah
mens mit gleichen Quer
schnitten wird wegen 

I 

.r 
- cj 
...,____."' 
tl' 
2 
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Abb. 287. Geschlossener 
Rahmen. 

h = l und J 2 = J 1 

Pl I 
M=-s ·-2-. 

Abb. 288. Geschlossener 
Rahmen. 

Die Gesamtmomentenflächen der vier Stäbe sind in Abb. 287 dar
gestellt; die größte Beanspruchung tritt in der Mitte des Stabes AB 
auf, der das Biegungsmoment 

aufnehmen muß. 

Pl Pl I 
M max 7= 4- S . h J 

I+-. 2 
l Jl 

4. Festigkeitsberechnung von Bohrmaschinen 1). 
Berechnung von Säulenständern mit rundem Rohrquer

schnitt. Die in der Praxis gebräuchlichen Arten von Säulen bohr
maschinenständern sind in den Abb. 289-293 wiedergegeben, die den 
statischen Aufbau kennzeichnen. Es ist 

Abb. 289 das statisch bestimmte System mit einer Säule oder 
Doppelsäule (Auslegermaschinen); 

Abb. 290 das dreifach statisch unbestimmte System des dreiseitigen, 
fest eingespannten Rahmens; 

Abb. 291 das neunfach statisch unbestimmte System des drei
teiligen, fest eingespannnten Stockwerkrahmens; 

Abb. 292 das sechsfach statisch unbestimmte System des drei
teiligen, fest eingespannten Rahmens; 

Abb. 293 das zwölffach statisch unbestimmte System einer nach 
Abb. 291 und 292 gebildeten Vereinigung. 

Die Belastung des Gestelles setzt sich zusammen aus 
l. dem senkrechten Vorschubdruck, der außerhalb der Säulenachse 

angreift, 
2. der Umfangskraft, die sich aus dem Drehmoment am Bohrer

umfang ergibt, 
1 ) Vgl. G. Schlesinger: Bohrmaschinen. Werkstatts-Technik 1923, 15. Juli. 
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3. dem im oberen Räderkasten auftretenden Zahndruck oder Riemen
zug an der Stufenscheibe, 
von denen die beiden letzten für die Querschnittbemessung des Ständers 
gegenüber dem Einfluß des senkrechten Bohrdruckes ohne Bedeutung 

y; 

Abb. 289 bis 293. Säulen
bohrmaschinenständer. 

sind. 
Der Gang der Rechnung soll an einem Bei

spiel nach Abb. 290 gezeigt werden. Es ist in 
Abb. 294 gezeichnet und hat folgende Ab-
messungen: 
a = 43 cm 

b = 49,5" 
g = 28 " 
h = 140 

k = 112 " 

J 1 = 2265 cm4 

J2 = 1250 " 
J3 = 1975 " 
J4 = 1660 " 
J5 = 144 " 

wl = 266cm3 

W2 = 192 " 
W3 = 255 " 
W4 = 220 " 
W5 = 41 " 

Die Kraft P ist gleich 1340 kg. 
Wir schneiden durch den oberen Riegel und 

ersetzen die in dem Schnitt auftretenden Span
nungen durch äußere Kräfte bzw. Momente. 
Hinzugefügt werden: Die Querkraft Xa, die 
Längskraft Xe und das Moment Xb. Nach dem 

x(L 
+-"*"-""---- j • I E f 

k 

~------b----~~ 

Abb. 294. Kraftverteilung am Ständer der 
Firma L. Burkhhardt G. Weber. 

Satze von Castigliano (S. 197) machen die statisch nicht bestimm
baren GrößenXa, Xb, Xe die Formänderungsarbeit zu einem Minimum. 
Stabteil I: 
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Stabteil II: 
()Mn b 

ax. 2 ' 

Stabteil III: 
() Mm b 

ax. 2' 

k 

IM III () M Ili l I [ b J b - ·--·dx=- Xb+Xa·-+Xc(g-1-x)-Pa ·-·dx. 
EJa oX. EJa 2 . 2 

0 

Stabteil IV: 
oMzv 
ax. =-x' 

b/2 

IMzv oMiv l I --·--·dx=·- (X -X ·x)(-x)dx 
EJ4 ax. EJ4 b a . 

0 

Stabteil V: 
oMv b 
·rx:--2, 

h 

I Mv oMv l I( b )( b) 
EJ~· ax. ·dx=EJ5 Xb-Xa·-2-+Xc·x - 2 ·dx. 

0 

Die Summe der Integrale ergibt die Verschiebung des Schnitt
punktes, die gleich Null sein muß. Die durchgeführte Integration 
liefert bei einer Multiplikation mit EF1 die Bedingungsgleichung 

b2 ba J b J b2 
0=Xb·s+Xa· 24 -1- J: Xb·2g-t-J!Xa·· 4 g 

+J1 X ._li__.g2 +:'_l.x .b~k-t-J1 X -~k+J1 X ·_IJ_gk 
J2 c 2 2 Ja b 2 Ja a 4 Ja c 2 

+J_lx .b __ k:__Jl.pab_k_Jlxbb~+Jlx ~ 
Ja c 2 2 Ja 2 J4 8 J4 a 24 

_Jlx ._li__h+J1 X -~h--!I.x _li__.h2 

J5 b 2 J5 a 4 J5 c 2 2 . 

Mit den oben angegebenen Zahlenwerten vereinfacht sich die Glei
chung zu 

148 Xa -0,22 Xb -355 Xe -19200 = 0. (a) 

Bei der Aufstellung der Arbeitsgleichung haben wir die durch die 
Quer- und Längskraft geleistete Formänderungsarbeit gegen die 
Arbeit der Momente vernachlässigt, was auch im folgenden stets ge
schehen soll. 



394 Stäbe, deren Einzelteile gerade sind und schwach gekrümmte Stäbe. 

Eine zweite Gleichung erhalten wir aus der Bedingung 

f M~.~!f ·dx =0 
EJ axb · 

Stabteil I: 

M1 =Xb+Xa·x; 

b/2 

f M1 oM1 1 f 
EJ1·axb ·dx= EJ1 (Xb+Xa·x)dx. 

0 

Stabteil Il: 

Stabteil III: 

Stabteil IV: 

Stabteil V: 

h 

f Mv oMv 1 J( b ) EJs. axb ·dx = EJs Xb-Xa·2+Xc·x ·dx. 
0 

Die Bedingungsgleichung ::; = 0 liefert 

0= Xb · !!_ + Xa· b2 + J 1 Xb·g+ J 1 Xa·!!_g+ J 1 Xe· g2 + J 1 Xb·k 
2 8 J2 J2 2 J2 2 J3 

+ Jlx b k+ Jlx k+ Jlx k2 Jlp k Jlx b J a'2' J cY -J c'2--J~ a +-J b-2-3 3 3 3 4 
Jl b2 Jl Jl b Jl h2 

- J4Xas+ JsXbh- JsXa2h+ JsX"2' 
die mit den gegebenen Zahlenwerten 

5,3Xa-0,25Xb-17Xc+777=0 (b) 
ergibt. 



Festigkeitsberechnung von Bohrmaschinen. 

Die dritte Gleichung erhalten wir aus der Bedingung 

I M· ß]}[_·dx=O 
EJ ax. · 

Stabteil I: 

Der Anteil des Stabteiles I fällt heraus. 

Stabteil II: 

Stabteil III: 

Stabteil IV: 

Mrv=Xb-Xa·x; 88i:=o. 

Der Anteil des Stabteiles IV fällt ebenfalls heraus. 

Stabteil V: 
b 

Mv=Xb-Xa2+Xcx; 

395 

Hieraus folgt durch Multiplikation mit E J 3 und Addition nach dem 
Auflösen der Integrale: 

J 3 g2 J 3 b g2 J J g3 k2 
0= J2Xb·-2+ JsXa2·2+ J2Xca+Xbgk+X"2 

b b k2 k3 

+Xa2gk+Xa2·2+Xcg2k+Xcgk2 + Xc·a 

( k2) J h2 J b h2 J h3 
-Pa gk+ 2 +J!Xb ·2 -J:Xa·2 ·2 +J!Xc 3 . 

Einsetzen der Zahlenwerte ergibt 

31 Xa -1,44 Xb -135 Xe+ 5420 = 0. (c) 
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Die drei Gleichungen (a), (b), (c) sind Gleichungen l. Grades mit 
drei Unbekannten, deren Auflösung zu dem Ergebnis 

Xa = 207 kg, 

xb = 5500 cmkg, 

Xe= 29 kg 
führt. 

Die Momentenfläche wird ebenfalls abschnittsweise entwickelt. 

Stabteil I: 

l. X= 0: 

b 
2. x= 2 : 

Stabteil IV: 

l. X= 0: 
b 

2- X =2: 

Mr=Xb + Xa · x, 
Mx = Xb = 5500 cmkg, 

b 
MA = xb + XQ, ·2= 5500+207 ·24,75 = 10623cmkg. 

M1v=Xb-Xa · x, 
Mx= Xb = 5500 cmkg, 

b 
M1vmin = Xb-Xa· 2=5500-207 ·24,75=377cmkg. 

Hiermit ist die Momentenfläche für den Querriegel als Trapez mit 
den Ordinaten 

MA = 10623 cmkg und M1vmin}= 377 cmkg 
festgelegt. 

Stabteil II: 

l. x=O: 

2. x=g: 

Stabteil III: 

l. x= 0: 

b 
Mu= xb + Xa ·2+ Xe· X' 

b 
MA = Xb+ Xa·2= l0623cmkg, 

b 
MBII=Xb+ Xa·2+Xc·g 

= 10623 + 29 · 28 = ll435 cmkg. 

b 
Mu1=Xb+ Xa·2+Xc (g+ x) -Pa, 

b 
MBm=Xb+Xa·2 +Xcg-Pa 

=MB -Pa= ll435-1340·43 
li 

=-46185cmkg. 
b 

2. x=k: Mulmax=Xb+Xa·2+Xc(g+k)-Pa 

= MBm+ Xe·k = -46185 + 29·ll2 

=-42937 cmkg. 
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Durch die Ordinaten 

MJ. = 10623 cmkg; MBu= 11435 cmkg; MBm =- 46185 cmkg; 

Muimax. = -42937 cmkg 

ist die Momentenfläche für die linke Hauptsäule festgelegt. 

Stabteil V: 

l.x=O: 

2. x=h: 

b 
Mv=Xb-Xa2+ Xcx. 

b 
Mvmin = Xb -Xa2 = M1vmin = 377 cmkg. 

b 
Mvm., = Xb -Xa 2 + Xe h= Mvmin + 29·140 

= 377 + 4060 = 4437 cmkg . 

Die Momentenfläche der rechten Versteifungssäule ist also ein Trapez 
mit den Ordinaten 

MV min = 377 cmkg und MV max = 4437 cmkg . 

Die Momentenflächen des Säulenständers sind in Abb. 295 dar-

gestellt. ~ 
Wir wenden uns zur Be- ~ 

stimmung der größten Span-
nungen, wobei wir das Vor- I I I IV 
zeichen der Momente unberück
sichtigt lassen. 

Wir ermitteln zunächst die 

:o--T 
! b+ [[ 

~a i+l-~ 1---
Beanspruchung des Quer-
riegels. 

Stabteil I: 

k 
l1I V Mmax = 10623 cmkg; 

_ Mmax_l0623 _ 40 k 1 2 
·O'max--w;- 266 - g cm. 

Stabteil IV: 
1---

+ 
~ r-
f= 
1----

~ ·r 

M max = 5 500 cmkg; 

_ MmiU_ 5500 _ 2_k 1 2 
·O'max--wiv -- 220 - o g cm. 

0 10 ZO JO '10 JOcm 

Wir untersuchen jetzt die 
Hau ptsä ule. 

. Stabteil II: 

0 50 100 150 ZOO ZJOCm kg 

Abb. 295. Momentenflächen . 

_ Mmax _11435 _ Ok 2 
Mmax = 11435 cmkg; O'max- Wu -192-6 glcm. 
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Stabteil III: 
_ Mma.x _ 46185 _ k 2 

Mmax = 46185 cmkg; <Tmax- Ww- 255 - 181 gjcm . 

Für die Versteifungssäule ist 
_ Mmax_ 4437 _ k 2 

Mmax = 4437 cmkg; <Tmax- --w;-- 41-l08 gjcm. 

XIV. Stark gekrümmte Stäbe. 

1. Der Spannungszustand. 
Wir nennen einen Stab stark gekrümmt, wenn seine Querschnitts

abmessungen im Vergleich zu dem Krümmungshalbmesser groß sind. 
In Abb. 296 ist ein Teil des Stabes dargestellt, dessen Querschnitte I 
und 11 den Zentriwinkel dcp einschließen mögen. Eine Faserschicht im 
Abstande r; von der Schwerachse hat die Länge 

~ dl= (r+r;)dcp; 

N 
sie erfährt durch die Längskraft N und 
das Biegungsmoment M - Schubkräfte 
werden vernachlässigt - eine Verlän
gerung 

LI dl = e · dl, 
also eine Dehnung 

Abb. 296. Stark gekrümmter Stab. 
.ddl L1 (r+1J)drp 

E=-(i'l= (r+1J)·dq;-· 

Wir lösen die Klammer des Zählers auf und schreiben 

8 = .d(rd.rl_ + L1 (1Jdrp) 
(r+ 1)) dcp (r + 1)) dcp · 

Erweitern wir mit r, so wird 
e :=: r·A (rdcp) __ + r·A(!Idcp) 

(r+1J)·rdcp · (r+1J)·rdcp 

r A(rdcp) 1) Adcp 
=r+~·---;:-;rq;-+r+1J. rdrp ·r, 

oder mit r · dcp = ds 
r Ads 1) Adcp 

e= r+1J. as+ r+1J. d8 ·r. 

I d. Gl.h k" d. A dr"k Ads dAdcp d h b n wser eiC ung onnen w us uc e --d8- un 118 urc e-

kannte Größen ersetzt werden. Nach der ersten Gleichgewichtsbe-
dingung ist 

N = f adF; 

nach der dritten Gleichgewichtsbedingung ist 

M = f a dF · YJ, 
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wenn wir wie üblich die Spannungen als äußere Kräfte in der Schnitt
fläche des abgetrennten Stabteiles annehmen. Mit dem Hookeschen 
Geradliniengesetz 

wird 

N = E f e dF und M = E f e 'fJ dF. 

Ersetzen wir in beiden Gleichungen e durch den vorher gefundenen 
Wert, so erhalten wir zwei Gleichungen 

_N_ =I-r- dF. 4__ds +I--!L dF. r. ~aq; 
E r+1J ds r+1J ds 

!!_=I 1)_ dF. r . LIds +J-!t_ dF. r 4__d q; 
E r+1J ds r+1J ds ' 

aus denen nach den Regeln der Algebra die Unbekannten 
LIds und LI dq; 
ds ds 

berechnet werden können. Ziehen wir zunächst die Festwerte vor die 
Integrale, so wird 

Aus 

folgt 

!!_=LI d~I--r__ dF +LI dq;. ri-1)-. dF 
E d s r + 1) ds r + 1) ' 

M =LIds. rf-L dF + ~'E. ri__!t___ . dF. 
E ds r+1J ds r+1J 

r: (r + 'f}) = l- - 17- und 
r + 1) 

f _r__ dF =0 fdF -f __ !I_ dF 
r+1J r+1J ' 

f __ r[ __ dF =fndF-rf-_!1_ · dF. 
r+1J r+1J 

Hierin ist J dF = F und J 17 dF = 0, weil 'fJ dF das statische Moment 
eines Querschnittsteilchens, bezogen auf die Schwerachse, ist. Das 

Integral Ir~ 11 d F stellt eine Fläche dar, deren Streifen im Verhältnis 

'fJ: (r + 'f}) verkürzt sind; wir setzen 

und erhalten 
I - 17- • dF =F' =-x ·F 1) 

r+1J 

I _r_ dF =F -F' I__!t___ dF =- rF'. 
r+1J ' r+1J 

Mit diesen Werten wird 

~=LIds ·F-~~ ·F' + Lldtp ·F'r 
E ds ds ds 

1 ) Das Minus-Zeichen wird eingeführt, weil F' stets negativ ist. 



400 Stark gekrümmte Stäbe. 

oder, wenn wir mit r erweitern, 
N Llds Llds , Lldrp , 

r ·-=--·Fr--- ·Fr+-· ·F 1·2. 
E ds ds ds 

Ferner ist 
M = Ll ds ·F' r- Lldrp ·F'r2. 
E ds ds 

Die Addition beider Gleichungen liefert 
N M Ll ds Ll ds N M 

r ·E+E=dS·Fr oder ([8= EF+ EFr" 

Setzen wir diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so wird 

Lldrp ·F'r2 = !!___ ·F'r+_!!_ ·F'r- M 
ds EF EFr E' 

Ll d rp - _E__ y_- ___}!____ 
----;[8 - E Fr + E F r2 E F' r2 • 

. Ll ds Lldrp 
M1t den gefundenen Werten ·a und ds- folgt aus der Gleichung 
für e 8 • 

r ( N M) n·r ( N M M) 
E · e = a = r + 'rJ F- +Fr + r +~ Fr+ Fr2 - F' r2 ' 

a=~+M __ 'rJ_. M 
F Fr r+n F'r' 

oder, wenn wir den Beiwert x einführen, 
N M 'rJ M 

G= y+ Fr+ r+n. -xFr" 

Die Spannungskurve a = /('Y)) ist eine Hyperbel, die wegen der beiden 
ersten unveränderlichen Glieder im allgemeinennicht durch den Null
punkt geht; d. h. die Nullinie ist nicht Schwerlinie. Die Kurve ist in 
Abb. 297 gezeichnet; sie verläuft asymptotisch zu dem Achsenkreuz a 

y, dessen Anfangspunkt B die Entfernung -x~r von AA' hat. Die 

Y beiden ersten Glieder der Glei
chung stellen als Funktion von 
y eine Parallele zur y-Achse 
dar, die den Abstand 

N M 
e= y+ Fr 

von der Geraden AA' hat. Der 
Schnittpunkt der Geraden mit 
der Hyperbel ergibt die Lage 
der N ullinie des Querschnittes 

--c;>-:----'--~---<>..J......-~,;;6 und damit das Schaubild der 
Spannungsverteilung, das in 

Abb. 297. Spannungen. Abb. 297 durch Strichelung her· 
vorgehoben ist. 

Haben die äußersten Fasern die Abstände e1 und e2 von der Schwer
achse, so erhalten wir als Randspannungen 
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N M e1 M 
0'1 = p+}'r +;.+e1 'uF~' 

N+ 1l'I e2 M 
0'2 = F Fr- r__::-€;. uFr' 

Die neutrale Faser geht nur dann durch den Schwerpunkt, wenn 

für YJ = 0 auch a = 0 ist. Hieraus folgt ; + ~ = 0 oder M =- N r. 

Dieser Belastungsfall entsteht z. B. dann, wenn im Krümmungsmittel
punkt eine Kraft N wirkt, die den Krümmungsradius zu vergrößern 
sucht. 

2. Die Ermittlung der Hilfsfiäche F' = f r~n dF=-r.F. 

a) Zeichnerische Ermittlung nach M. Tolle 1}. 

Da YJ zu beiden Seiten der Schwerachse verschiedene Vorzeichen 
hat, läßt sich F' in zwei Einzelflächen F 1 und F 2 zerlegen, von denen 
F1 den Werten YJ > 0 und F2 den Werten YJ < 0 entspricht. Die Be
grenzungslinie der Flächen F 1 und F 2 findet 
man zeichnerisch folgendermaßen: 

Ziehe den Strahl OA (Abb. 298) und 
dazu durch den SchwerpunktS eine Parallele, 
die auf der Wagerechten durch A den ge
suchten Punkt B abschneidet. Derselbe 
Strahl 0 A liefert gleichzeitig den Punkt B 1 

der Fläche F 2 . Die Differenz der Flächen F 1 

und F 2 ergibt die Fläche F', da 

F2 -F1 =F' 
ist. 

r 
Bei symmetrischen Figuren, die eigent

lich nur in Frage kommen, genügt es, mit 
der halben Fläche zu arbeiten, wie inAbb. 298 
angedeutet. Will man größere Genauigkeit 
erzielen, so kann man von vornherein die 
ganze Breite der Fläche von einer Senkrech
ten aus nach einer Seite abtragen und das 
beschriebene Verfahren anwenden. 

l_ __ 
Liegt der Punkt 0 von der Schwerachse 

ziemlich weit entfernt, so wird F' sehr klein. 

das mit 

- xFr =J_!I!___ dF r+ 1] ' 

~r-=1-~17-
r+n r+n 

Abb. 298. Ermittlung von F 1• 

In diesem Falle wird 

-xFr=f YJdF-f~2+~ =-J:::~ 
1 ) Tolle, M.: Die Reglung der Kraftmaschinen. Berlin: Julius Springer. 
Winkel, Festigkeitslehre. 26 
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ergibt. Damit erhält man 

-xFr2=-frt_dF =-J"t_dF =-J'' 
r+17 1+!1. 

r r 

das für r '>'fJ 

und damit I+!L R:l r 

in xFr2R:J dFrJ2=Js 
übergeht. J 8 ist das auf die Schwerachse bezogene Trägheitsmoment. 
Das Gesetz der Spannungsverteilung lautet dann 

N M 17 Mr 
a = F+ Fr + r+n. -J--; 

= N +__#- +-1:.._. M17 
F Fr 1 + !l. J, ' 

r 

woraus mit - 1- R: I 
1 +!L 

r 

folgt. 
Bei sehr großem r fällt das letzte Glied nicht mehr ins Gewicht, 

so daß angenähert gesetzt werden darf: 

a = !!__..L M·!] 
F I J, ' 

wie wir S. 278 für den geraden Stab gefunden haben, der durch 
eine Längskraft und ein Moment beansprucht wird. 

b) Rechnerische Ermittlung. 

Der rechteckige Querschnitt der Breite b und der Höhe h. 
Es ist 

mithin 

daher 

F'=f 11 dF und dF=bdrJ, 
r+17 

h h h 
2 2 2 

F'=Jb1)d1)=Jb1J+br-.!!!_ d =J[b-_!!_!_] dn 
r+11 r+1J 'fJ r+17 I 

h h h 
-2 2 -2 

h 
2 +k r -

= [bn-br·ln(r+n) J =bh-br·ln--f;-, 
h r-2 

--z 
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Setzt man den Abstand der äußersten Faser 
h 

so folgt 

Für r > e ist 

daher 

-2- = e' 

1+~ 
"= '/"_ ln~_!_-1. 

2e l-~ 
r 

1 e 
+ r [ e 1 ( e ) 3 1 ( e )" J ln~-=2 --+~-- +-- + · · · 
l-~ r 3 'r 5 r ' 

r 

Die nachstehende Tabelle gibt" für verschiedene Werte_(l_. r 
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~I 0,1 0,2 II 0,3 i 0,4 I 0,5 0,6 0,7 0,8 1 0,9 1 0,95 

" 1 o,oo3354 o,OI366Io,o317lo,o59II o,0986 o,I552 o,2390 o,3733lo,6358io,9282 

Der kreisförmige und elliptische Querschnitt. Zwecks Entwick
lung in eine unendliche Reihe setzen wir 

F' =f'l}_!!__!__ =f!l___ [_1_] dF =f!L ll- !!___+ (!1___)2-(!1___)3+(!1___)4·. ·] dF 
r+'IJ r I+ 'I]_ r L r r r r 

r 

= + f 'fJ dF- :2 f 172 dF + :3 f 173 dF- + · · · . 
Da J 'f) dF = 0 und J 'f) 2 dF = J 8 ist, so wird 

-F' = .z~- ~f rJ3 dF + -1 frJ 4dF- LJrJ5 dF + _.!_JrJ6dF- + .... 1 2 ra ·1 1 4 ·1 rs ·1 1 a ·1 

Beim kreisförmigen Querschnitt, dessen Halbmesser gleich e 
gesetzt werde, fallen beim Einsetzen der Grenzen - e und + e die 
Integrale mit den ungeraden Potenzen von 'f) fort. Es ist also 

-F' = J. + _l__frJ4 dF + _.!_J'nsdF + ... 
1 2 1 4 ·1 1 a ·1 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 61 wird 
x = e • cos rp; 'f) = e • sin rp; d17 = e · cos rp • d rp; 

dF = 2x • d'f) = 2 e2 cos 2 rp drp; 
+e n/2 

J 174 dF = 4 e6 J sin4 rp cos2 rp d rp =-i-es; 
-e 0 

+e :r/2 

J 176 dF = 4 es J sin6 rp cos2 rp d rp = : 4 n es. 
-e 0 

26* 
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Mit J 8 = ~ n e4 erhalten wir 

1 ( e ·)2 1 ( e )4 5 (1 e )6 - F 1 = n e2 ·- - + n e2 ·- - + n e2 ·- - + · · · 4r Sr 64r ' 

"= _ r = 1_ ( _e_)2+ _1_ (~)4+ ~ (~)6+ .... 
F 4 \ r 8 r 64 , r 

Die Gleichung für x gilt auch für den elliptischen Querschnitt, 
wobeiedie Halbachse ist, die in die Richtung nach dem Krümmungs
mittelpunkt fällt. Die Werte x sind der folgenden Zusammenstellung 
zu entnehmen : 

~ 0,1 1 0,2 1 0,3 1 0,4 1 0,5 1 0,6 1 0,7 
1 

0,8 1 0,9 0,95 

" o,oo251261 o,o1o2o5l o,o236, o,o4361 o,on81 o,1u1, 0,16681 o,25ool o,39291 o,5241 

Der trapezförmige Querschnitt (Abb. 299). Die Gleichung für die 

Abb, 299. Trapez-Quer
schnitt. 

Hilfsfläche lautet 

F' =I__!}__- . dF. r+ 1J 
Wir setzen 

Dann wird , 

F'= Iz :r. dF= I dF-r Id: 

oder 

Mit 

dF=x·dl)=[b1 +b-;;b1 (e1-;J)]·dl) und l)=Z-r, also dl)=dz 

wird 

F' =F-r Idzz [bl+ b -;;bl (el + r)- b-;; bl. z] 

=F-r sd: [bl+ b-;;bl (el +r)] + b-;;blr I dz 

r- e~ 
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Für das gleichschenklige Dreieck der Grundlinie b und der 
Höhe h ist 

2 e =--h 1 3 , 

Folglich wird 

3. Die Formänderung. 
a) Der Krümmungshalbmesser. 

Aus den Gleichungen 

Lids N M 
-(fS = Ei' + E Fr ' (1) 

Lldtp N M M 
-a;- = E7fl- + E F r2 - ifi]f';-;,.2 (2) 

erhalten wir die Änderung der Bogenmittellinie zu 

L1s= I L1 ds= I ~ds+ I E~rds 
und die Drehung zweier Querschnitte gegeneinander zu 

Ll m =JLld rp =J_!!_- ds +J- #_ ds -J-Jl!- ds 
T EFr EFr2 EF'r2 • 

Die Änderung des Krümmungshalbmessers ist durch 

ds + Ll ds = r' (drp + Ll drp) 

bestimmt, die mit ds = r · drp in 

r d rp · (1 + LIds) = r' d rp ( 1 + L1. d 1P} 
ds ' d 'P , 

übergeht; r' ist die Größe des Krümmungshalbmessers nach der Form
änderung. Die Winkeländerung erhalten wir aus Gleichung (2) mit 
ds = rdrp 

LI_ dJ?_ _ -~ _ ~~- _ .lf__ 
r d tp - E Fr + E F r 2 E F' r 2 ' 

Lfdtp N M 1W 
-~- = --+-------d tp E F E Fr E F' r . (3) 

Aus 

( Lids) , ( LldtpJ r 1 + - -- = r 1 + ---
ds dtp , 
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LJ. d rp LJ. ds 
r --a;p- ds 
-=1+-- --
r' I+LJ.ds 

ds 

folgt 

(4) 

Der Zähler ist als Differenz der Gleichungen (3) und (1) 

LJ.drp LJ.ds M 
dq;- d8 =- fiTffr' 

der Nenner wird mit Hilfe der Gleichung (1) umgeformt; man erhält 
M 

oder 

r , E F'r 
-=1-------
r' N M ' 

I+~+--EF EFr 

r M I 
--1=---·----~--
r' EF'r I+~+ M . 

EF EFr 

Die Division durch r liefert 

I I M I 

wofür wir nach Seite 402 mit 

F'r2 =-~Fr2 =-J' 

schreiben können. 
Angenähert ist 

1 1 M 1 
7----:r= EJ'·~-~---xr 

I+ EF+ EFr 

M 
EJ,' 

(5) 

(5a) 

wenn bei großem r und kleinen Querschnittsabmessungen, d. h. für 
schwach gekrümmte Stäbe (Seite 379) 

1J Lids N M 
rund dS = EF+ EFr 

sehr klein sind. 
In diesem Falle folgt aus (2) 

LJ.drp M 
([8 =- E F' r2 ' 

Nach den vorstehenden Formeln ist F' r 2 angenähert gleich - J •. 
Folglich wird 

(6) 

die Winkeländerung läßt sich also durch dieselbe Formel wie bei dem 
geraden Stab ausdrücken (Seite 142). 
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b) Formänderung der Mittellinie. 

Der Stab A PC B der Abb. 300 sei in A senkrecht eingespannt und 
durch äußere Kräfte belastet, z. B. durch eine in B angreifende 
Kraft. Hierdurch än
dert sich die Mittel
linie und damit auch 
die Größe der Koordi
naten Xe und Yc des 
Punktes C. 

Zwei Querschnitte 
im Abstand ds drehen 
sich um den Winkel 
iJ dcp. Der Punkt C 
wandert auf dem Kreis-

bogen CC1=PC·iJ drp 

A 

y 

Abb. 300. Formänderung der Mittellinie. 

nach 0 1 . Die hierdurch hervorgerufenen Koordinatenänderungen des 
Punktes C gegenüber dem eingespannt gedachten Punkt P mit den 
Koordinaten x und y sind --d (oh') =- CC1 sin CDA =- (y- Yc) iJ drp = (Yc- y) iJ drp, --d (Ov') =- ccl cos CDA =- (xc- x) iJdrp = (x- Xe) iJdrp. 

Außerdem wächst ds in Richtung der Tangente um 10ds, so daß der 
Punkt C die zusätzlichen Verschiebungen 

d (oh") = 10ds sin rp = 10dx und d (Ov") = 10ds sin rp = 10dy 

erfährt. 
Die durch die Änderung der Richtung und Länge von ds hervor

gerufene Änderung der Koordinaten von C beträgt daher 

d (oh) = (Yc- y) iJ drp + 10dx, 

d(ov) = (x-x0 )iJdrp+ 10dy. 

Für den ganzen Bogen zwischen A und C wird 

(7) 

Hierin sind f'd~s und LJd~cp durch die Gleichungen (l) und (3) bestimmt. 

Für Stäbe mit verhältnismäßig großem Krümmungshalbmesser 

hl .. . . . (3) N + M M d h vernac ass1gen Wir m EF EFr gegen- EF'r un ne men 

an, daß die Querabmessungen des Stabes so klein gegenüber r sind, 
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daß wir - F' r 2 durch J 8 ersetzen können. Es wird dann 
LI drp Mr Mr 
d rp- R:::- E F' r2 R::: E J, 

M N 
Vernachlässigen wir in (1) EFr gegen EF , so wird 

Lids N 
-;r;- R::: Er 

Durch Einsetzen dieser Werte folgt angenähert 

"'· "'• 1 
()hc =I (y"-y) :;, d qJ +I ~dx 

0 0 

~v,~ T(x-x,):J; dr+ ]';.dy I 
0 0 

(7 a) 

Bei hinreichend großem r tritt der durch die zweiten Integrale der 
Gleichungen (7 a) gemessene Anteil der Formänderungsarbeit gegenüber 
dem der ersten Integrale zurück, so daß sich in weiterer Annäherung 

(7b) 

ergibt. 

4. Angenäherte Berechnung eines Kolbenringes. 
Man pflegt Kolbenringe auf einen um LI r größeren Halbmesser ab

zudrehen. Wenn der eingelegte Ring überall satt anliegen soll, muß 
sich der Halbmesser auf r vermindern. Gleichung (5a) lautet dann 

1 1 M M 
r-r+Tr 

Llr 
EJ, EJ' 
M 

r2 +r·Llr EJ" 

Da LI r sehr klein ist, darf r · LI r gegen r 2 vernachlässigt werden; wir 
erhalten 

Llr M 
f2 EJ" 

Für den rechteckigen Querschnitt des Ringes von der Breite b und 
der Dicke h ist 

also 

Daraus ergibt sich 

1 12M 
E bh3 • 
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Es sei p in kgfcm2 die Belastung des 
Ringes (Abb. 301); auf ein Bogen
element ds = r • drp entfällt eine Kraft 

dP = pbrdrp, 

ihr Moment, bezogen auf den Punkt A 
ist 

dM = pbrdrp · r · sin rp, 

demnach das auf deR Kreisbogen ent
fallende Moment 

fP 

M = f pbr 2 • sin rp • drp, 
0 

'P 
Abb. 301. Kolbenring. 

= p br2 [-cos rp] = pbr2 [(-cos rp)- (-cosO)], 
0 

M = pbr2 (1-cosrp) =2pbr2·sin2-f. 
Setzen wir diesen Wert in die Gleichung für h ein, so ergibt sich 

Y24pr2 ·sin2 .fJ'_ 2 ° ~ v· --
h = 2 • !_ = r · v---P_!_ · sin2 -91-

E Llr E·Llr 2 · 
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Da die erste Wurzel ein Festwert ist, bleibt h lediglich von rp abhängig. 
Wegen 

für !E_ = 90° oder 
2 

erhält der Ring dem Schlitz gegenüber die größte Dicke. 
Zu der Frage der Berechnung eines Kolbenringes vgl. A. Föppl: 

Vorlesungen. Bd. 3; Reinhardt: Z. V. d. I. 1901, S. 232; Poliert: 
Z. V. d. I. 1924, S. 253. 

5. Berechnung eines Lasthakens. 
Die Kraft Q (Abb. 302) gibt für den horizontalen Querschnitt BOG 

das größte Moment 
M =-Q(a + e2) 

(M sucht den Krümmungsradius zu vergrößern, wirkt also entgegen 
der in Abb. 296 eingetragenen Drehrichtung) und die größte Normalkraft 

N=Q. 

Wir vernachlässigen die zur Schonung der Seile erforderlichen Ab
rundungen und nehmen an, der Haken habe trapezförmigen Querschnitt. 

Als Krümmungsmittelpunkt der Mittellinie im Punkt 0 wird A 
gewählt, so daß 

ist. 
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Mit diesen Werten wird nach Seite 401 die größte Druckspannung 
im Punkte C 

N M e1 M Q Q(a+e2 ) e1 Q(a+e2 ) 

ac= -y+ Fr+ r +e;: ·~Fr= F-j':(-a+e2 )-a+e;+e2 • ~F(a+e2) 
Q er 

=-~F·a+e1 +e2 • 

Die größte Zugspannung im Punkte B wird 

aB=_]{_+ M _ __ll!_. _!Jf_ =Cl__ Q (a+ e2) + ~2-. _2~+e2L= _Q_. ~ 
F Fr r- e2 ~Fr F F(a+e 2 ) a ~F(a+e2 ) ~F a · 

Hierin ist 

und nach Seite 404 

" = - 1 + (b +~r) h { [ b1 + b ~ b1 ( r + e1)] ln ~ ~ :! - ( b - b1)} • 

Als zulässige Spannungen können bei Siemens
Martinsstahl 

k = kz = 800 bis 1200 kgjcm 2 

gewählt werden. 
Würde man den Haken als einen geraden, 

einseitig belasteten Stab behandeln, so wird mit 

J = b2+~~+b~ h3 
x 36 (b + b1 ) 

Q Q (a+e2) 
aB' = }J' + ---y;;-- · e2 , 

Q Q(a+e2) 

a C' = F' J x • el. 

Wir wollen untersuchen, welchen Fehler man 
begeht, wenn man die Näherungswerte aB', ac• an 
Stelle der wahren Werte aB, ac errechnet. 

Zu diesem Zwecke wählen wir 

h = 2 a, b = 3 bp 
Abb. 302. Lasthaken. 

Es wird dann 

2 a 6 b1 + b1 7 
el = 3. 3b+-b = 6 a; 

1 1 

mithin 
ll 

3 a { [ 2 b1 j' 3 a J } x=-1+-- b +-3a ln---2b 
4 b1 • 2 a 1 2a a 1 ' 

ll l 
=-1 + 24 (4ln 3-2) =0,0974, -;- = 10,27. 
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7 Folglich ist 
Q Ga Q 

ac = - --- · lO 27 · - =- 3 99-
F ' 3a ' F' 

Die Näherungswerte sind mit 

J - 9 b~ + 12 bi + bi . 8 3 __ I_! b 3 
x - 36 . 4 bl a - 9 1 a und F = 4 :Je · 2 a = 4 b1 a 

11 b 3 9 Ia 11 
J =--·~F=-a2F 

x 4b1a 36 ' 
11 

Q Q·6a 5 Q .Q 
GB·=-+-----·-a=- (1+5)=6-

F 11 2 F 6 F F' 
36 a 

11 
Q Q· 6a M Q Q 

Gc·= 1,--11 -- 6 a=F(1-7)=-6-p. 
36a2F 

Die Werte 11§ sind in Abb. 303 auf

getragen. Die wahren Werte gibt die 
hyperbolische Kurve EOA. Zu bemerken 
ist, daß, weil 

N M 
-p+.F;:=O 

ist, die neutrale Faser durch den Schwer
punkt geht. (Siehe Seite 401.) 

Wird der Haken als Stab mit gerader 

Achse betrachtet, so ergibt sich für a.; 
die Gerade GDA. Aus der Abbildung 
erkennt man, daß die maßgebende G 
Spannung im Punkte B um Abb. 303. Spannungen. 

8'56-- 6 . 100 = 30% 
6 

zu klein ausfällt. 
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A 

Beispiel. Die größten Spannungen im Haken der Abb. 304 sind 
zu ermitteln. Die Last beträgt Q= 100 t. Der Querschnitt 1-1 ist in 
Abb. 305 wiedergegeben. 

Wie die Abbildung erkennen läßt, wird der Querschnitt von zwei 
Kreisbogen vom Radius 36 cm und den Höhen 8 1 = 11,5 cm bzw. 
83 = 30 cm begrenzt. Dementsprechend zerfällt die Fläche F in zwei 
Kreisabschnitte F 1 und F 3 und den dazwischen liegenden trapezförmigen 
Querschnitt F 2 . Die Flächen F 1 und F 3 wurden zeichnerisch mit Hilfe 
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des Planimeters ermittelt. Es ist 

F 1 = 3,55 cm 2, Fa= 66,08 cm 2• 

F 2 wurde nach Abgreifen der Entfernung h = 32,2 cm der parallelen 

Abb. 304. Lasthaken. 

Seiten berechnet. Es ist 

F 2 = 3i 2 (11,5 + 30) = 669 cm2, 

folglich die gesamte Fläche 
F = F 1 + F 2 +Fa= 738,7 cm 2. 

Die Ermittlung der Schwer
punkte der Flächen F 1 und F 2 

~ geschieht am besten rechnerisch. 
Die Entfernung des Schwer

punktes eines Kreisabschnittes 
vom Krümmungsmittelpunkt 

~ ist gleich 1~ ~ . Für die Fläche F 1 

ist s = 11,5 cm, F 1 = 3,55 cm 2, 

folglich 
1 ll,53 

a1 = 12 · -3-;s5 = 35,69 cm. 

Für Fa ist 
1 s3 1 303 

12 F = 12 · 66,08 = 34,04 cm' 

folglich die Entfernung des 
Schwerpunktes vom Scheitel des 
Kreisabschnittes 

aa = 36-34,04 = 1,96 cm. 
Auch der Schwerpunkt der Trapezfläche F 2 wird rechnerisch ermittelt. 
Die Entfernung des Schwerpunktes von der Trenmingslinie der Quer
schnitte F 2 und F 3 ist 

32,2 30+2·ll,5 -13,... . 
3 30+ ll,5 -- ' 1 cm, 

folglich die Entfernung vom Scheitel von F 3 

a2 = 13,7 + 3,3 = 17,0 cm, 

wobei der Wert 3,3 der Zeichnung entnommen wurde. 
Hiernach kann der Schwerpunktabstand e2 aus der Beziehung 

F · e2 = F 1 • a 1 + F2 a2 + Faa3 

ermittelt werden. Setzt man die gefundenen Werte ein, so ergibt sich 

e2 = 15,7 cm und daher e1 = 36- e2 = 20,3 cm . 

Es wurde jetzt das Trägheitsmoment der Fläche nach dem Ver
fahren von Nehls ermittelt. Die Breite der Fläche wurde im Ver-
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hältnis (!L)2 bzw. (!L)2 reduziert und dieser Wert von der Symmetrie-
el e2 

achse senkrecht aufgetragen. Da der Querschnitt symmetrisch ist, 
wurde die Konstruktion nur für den halben Querschnitt durchgeführt. 
Es entstanden so zwei Flächen, deren Inhalt mit /1 und /2 bezeichnet 
wurde. Es ist dann 

Jx = 2/1 ei + 2f2 e~ = 91,6 · 20,32 + 119,4 ·15,7 2 = 67180 cm4• 

0 !i 10cm 
'""'" ,! 

Abb. 305. Querschnitt 1-1. 

Schließlich wurde noch nach dem Verfahren von Tolle (Seite 401) 
der Wert u ermittelt; es wurde auch hier nur der halbe Querschnitt 
berücksichtigt. 

Es ist = 2 . f" -I' = 2 . 72,18-35,50 = 0 100 
u F 738,7 ' . 

Wir können jetzt zur Berechnung der Spannungen übergehen. 
Nach unseren Formeln ist die größte Zugspannung 

_ !L. _Ii __ _!_oooo_ ~5,7 _ 2 k I 2 
az- uF a - 0,100·738,7 16 - 13 5 g cm • 

.also sehr hoch; die größte Druckspannung hingegen 
Q e1 10000 20,3 

a=- uF · a+e;+e~ = -0,100~38,7 ·52 =-530kgfcm2 · 

Würde man den Stab als geraden, einseitig belasteten Stab betrachten, 
.so wäre , = g_ + Q (aj- e2}. = 10000 + 10000 · 31,7. 15 7 a. F J~ e2 738,7 67180 ' 

= 135 + 745 = 880 kgfcm2, 
, = g__ Q (a+e2 ). = 10000 _10000 · 31,7. 20 3 

a F J~ el 738,7 67180 ' 

= 135-9eo =-825 kgjcm2, 
Der Unterschied der maßgebenden Spannungen beträgt in unserem 

Falle 132~; 880 . 100 =50% . 

Daß der Unterschied der Spannungen hier bedeutend größer aus
fällt als bei dem allgemein durchgeführten Beispiel, ergibt sich daraus, 
daß e2: a = 15,7: 16 = 0,97 gegen den früher ermittelten Wert 
·€ 2 : a = 5 : 6 = 0,83 um 17% größer ist. 
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XV. Die Festigkeit der Federn. 
1. Die Blattfeder. 

Unter einer Blattfeder versteht man einen Stab aus gut federndem 
Stahl, dessen Querschnitt ein Rechteck und dessen Dicke im Vergleich 
zur Länge gering ist. Man kann sie wie einen Freiträger behandeln 
(Seite 86) und unterscheidet Federn mit gleichbleibendem Querschnitt 
oder Rechteckfedern und Federn mit dreieckförmig verjüngtem Quer
schnitt oder Dreieckfedern. 

a) Die Rechteckfeder (Abb. 306). 

Das größte Biegungsmoment ist M = P · l, das Widerstands

moment W = ! bh2• Mithin ist die größte Spannung 

M Pl 6 Pl 
Gmax = -w = T- = bh-2- . 

-bh2 
6 

Die Festigkeitsbedingung Gmax < kb liefert 

P= bh~. k• 
6 l 

als Tragfähigkeit der Feder. 
Die Senkung des Angriffspunktes von P, der sogenannte Feder

hub, ist nach Seite 148 
P za . b h3 . 413 P 

f= 3EJ; mit J= 12 Ist /= bh3 • E. 

Setzt man für P den oben gefundenen Wert ein, so wird 

d· ~~· ~~l ~~·r ~s 
~ ~b-i l 

t-·---+ 
Abb. 306. Rechteckfeder. 

1=~2 ko 
3hE . 

Von besonderer Wichtigkeit ist bei 
Federn die Berechnung der Federungs
arbeit, d. h. derjenigen Arbeit, welche die 
Feder bei der Formänderung aufnehmen 
kann. Beachtet man, daß die Last pro
portional der Durchbiegung wächst, so 

erhält man für die aufgespeicherte Federungsarbeit 

Nun ist aber bhl gleich dem Volumen V der Feder, daher 

A k: V "t l = 'Y/A. E . ml 'Y}A = 18 . 

Man erkennt, daß die Federungsarbeit nur von dem Volumen der 
Feder abhängt und nicht davon, wie sich dieses Volumen aus den drei 
Faktoren b, h und l zusammensetzt. Dieses Ergebnis werden wir auch 
in allen übrigen Fällen bestätigt finden. 
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Beispiel. Eine Blattfeder mit unveränderlichem Querschnitt soll bei l = 6 cm 
Länge einen Druck von ~ 2,5 kg ausüben; der Federhub betrage f = 5 mm. 

Es empfiehlt sich, aus der Bedingung I = 0,5 cm das erforderliche Trägheits
moment zu berechnen. 

' I P l2 'b . h ""us = 3 E.] erg1 t sw 

p l'l 2,5 . 63 1 
J = -3E I= 3 · 2 200 OOÖ • 0,5 R: 6100 cm4

• 

l. Wählt man einen rechteckigen Querschnitt 20 · 1 mm mit 
b h3 2 .p 1 2 J 2 1 

J = 12 = l2~fooö = 6000 cm4 und w = -h- = 6ooo. 0,1 = 3oo cm3 , 

so wird die größte Spannung 
M 

amax = TV = 2,5·6·300 = 4500 kgjcm2 • 

Diese Spannung darf bei bestem Federstahl mit K. = 18000 kg/cm2 für zulässig 
erachtet werden, da die Sicherheit 6 = 18000: 4500 = 4 beträgt. 

Die Federkraft beträgt 

p = 3EJ_I = 3·2200000·0,5 = 2 54 k 
[3 63 • 6000 , g . 

2. Wählt man einen rechteckigen Querschnitt 40 · 0,8 mm mit 
b h3 4. 0,83 1 2 J 2 l 

J = 12 = 12·1000 = 5860 cm4 und W = -h- = 5860·0,08 = 234,4 cma, 

so wird die größte Spannung 

amax = ~ = 2,5. 6· 234,4 R: 3500 kgjcm2 • 

Die Federkraft ist 
3EJf 3·2200000·0,5 

P = z3-- = -- 63 ·5860 ____ = 2'6 kg · 

Selten wird man der Feder die Form der 
Abb. 307. 

Abb. 306 geben; in den meisten Fällen er-
hält sie im ungespannten Zustand gekrümmte Gestalt 
wird bei der Belastung gestreckt. Dann sind unsere 
angenähert richtig. 

b) Die Dreieckfeder (Abb. 308). 

Rechteckfeder. 

(Abb. 307) und 
Ergebnisse nur 

Wie bei der Rechteckfeder wird das 
größte Biegungsmoment M = P · l und das 
Widerstandsmoment an der Einspannstelle r~-1; _r_~--;".;:t· 
W = -~- bh2• Es ist daher die größte Span

nung 

p = b_h~. _k~ 
6 l 

Abb. 308. Dreieckfeder. 

Die Tragfähigkeit ist also ebenso groß wie bei der Rechteckfeder. 
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Der Federhub muß aber ersichtlich größer werden. Um ihn zu be
rechnen, beachte man, daß sich nach dem Satz von Mohr (Seite 176) 

die Durchbiegung f als das ~ -fache statische Moment der (M: J)

Fläche, bezogen auf das freie Ende der Feder darstellen läßt. 
Nun ist aber das Biegungsmoment Minder Entfernung x vom An-

griffspunkt der Kraft P gleich P· x, das Trägheitsmoment J = 1
1
2 y·h 3• 

Aus der Abb. 307 folgt 
b 

y : b = x : l oder y = T · x . 

Es wird also J = 1
1
2 • + x h 3 und daher 

M p. x 12 Pl 
J = _1_b __ = bh3. 

-·-xh3 
12 l 

Die ~-Fläche der Dreiecksfeder ist also ein Rechteck der Breite l 

und der Höhe 1:{az. Da der Schwerpunkt eines Rechtecks im Schnitt

punkt der Diagonalen liegt, so wird das statische Moment, bezogen 
auf das freie Ende des Trägers 

~ p l . l . _"__ = 6 p za 
bh3 2 bh3 

und daher 
1 6 p l3 613 p p za 

I= E . 7)}/,3 = bh3 E = 2 EJm-;;' 
da 

ist. 
S f . p d w t bh2 kb . . d etzt man ur en er 6 · T em, so w1r 

I= 6Z3 _bh2 • kb._!_=~· kb 
bh3 6 l E h E . 

Die Durchbiegung ist also um die Hälfte größer als bei der Rechteck
feder. 

Es handelt sich hier um einen Träger gleicher Biegungsfestigkeit 
{Seite 120). Aus der Beziehung für den Krümmungsradius e (Seite 143) 

I M 
e EJ 

folgt: 
I b 

EJ E·12Txha bh3 E 
e=--xr=-P·x-=121. p· 

Der Krümmungsradius ist also konstant und daher die elastische 
Linie ein Kreisbogen. Die Federungsarbeit A ist wieder gleich dem 
halben Produkt aus P und 1. Setzt man für P und f die gefundenen 
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Werte ein, so wird 
1 1 b h2 kb l2 

A= 2 Pf=-2 . -ti . T. -h 

In der Formel 

ist daher 

k2 
A = r]A • _Ii V 

1 
r]A = 12. 

bhl k'f 
12 E. 
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Beispiel. Wie im vorigen Beispiel soll eine Blattfeder der Länge l = 6 cm 
eine Kraft von ,....., 2,5 kg ausüben; der Federhub betrage wieder I= 5 mm. Es 
soll jetzt aber eine Dreieckfeder verwandt werden. 

Aus 
p za 

I=--------
2EJmax 

fdgt 
p l 3 1 

Jmax = 2E{ R: 4070 cm4. 

l. Rechteckiger Querschnitt 30 • 1 mm an der Einspannstelle. 
b h3 ~ 1 4 . _ 2 J max _ 2 _ 1 3 J max = l2 - 4000 cm und W- _h ___ - 4000 · OJ - 200 cm 

M 
IJmax = W = 2,5 • 6 · 200 = 3000 kg/cm2 • 

Die Federkraft beträgt 

p = ~ EJmaxl = 2·2200~00·0,5 = 2 54 kg 
13 63 • 4000 ' 

wie bei der Rechteckfeder. 
Die Einspannbreite wird also um 50% größer als bei der Rechteckfeder, die 

größte Spannung um 50% kleiner. 
Dasselbe Ergebnis folgt auch, wenn man 
2. einen rechteckigen Querschnitt 60 · 0,8 mm wählt. Es wird 

bh3 1 _ 2Jmax _ 1 3 Jmax = -12 = l!!Jlü cm4 und W---h-- 156;3 cm. 
mithin 

M ~ O"max = W = 2,a • 6 • 156,3 R: 2300 kgjcm2 • 

c) Die geschichtete Dreieckfeder. 

Legt man mehrere Blattfedern aufeinander, so entsteht ein Blatt
federwer k. Ein gutes Blattfederwerk soll möglichst einen Körper 
gleichen Widerstandes gegen Biegung bilden und bei der Biegung nicht 
klaffen, d. h. die einzelnen Blätter dürfen sich bei der Formänderung 
nicht voneinander entfernen. Da die Dreieckfeder ein Körper gleicher 
Biegungsfestigkeit und ihre elastische Linie ein Kreisbogen ist (siehe 
Abschnitt b), so entspricht das aus ihr gebildete Blattfederwerk beiden 
Bedingungen. Es wird folgendermaßen erhalten: Man zerlegt (Abb. 309 I) 

die Feder in eine gerade Anzahl 2 n gleich breiter Streifen der Breite : , 
so daß die Breite der Feder an einer Einspannstelle n · b ist. In der 

Winkel, Festigkeitslehre. 27 



418 Die Festigkeit der Federn. 

Abbildung ist 2 n = 8 gewählt. Denkt man sich die einzelnen Streifen 
so zusammengesetzt, wie in Abb. 309 II angegeben, so erhält man die 
geschichtete Dreieckfeder, wobei die Blattbreite b und n die Anzahl 

der Lagen ist. Sie hat dieselbe Trag-

lA~~~~~~~±~~(] fähigkeit wie die Dreieckfeder der 
Breite n b, es ist also 

p = n bh2 kb 
6 l 

Blattfederwerk. 

oder 
6 Pl 

n=bh2 kb · 

In der Regel werden zwei Feder
werke durch den Federbund ver
einigt (Abb. 310); sie erhalten hier
bei im unbelasteten Zustand eine 
kreisförmige Krümmung der Pfeil

höhe p 0 • Durch die am Federbund angreifende Belastung 2 P ver
ringert sich der Pfeil p0 auf p. Die Durchbiegung des Federwerkes ist 
dann 

f=po-P· 

Tragfeder eines Eisenbahnwagens. Wegen der großen Durchbiegung 
wird das beschriebene Federwerk zur Minderung der Stöße zwischen 
Achse und Wagenkasten angebracht (Abb. 310). 

Die am Federbund angreifende Kraft 2 P ergibt in dem geneigten 
Gehänge je eine Zugkraft P : cos IX, die in eine senkrechte Komponente P 
und eine wagerechte Komponente P tg IX zerlegt werden kann. Durch 
diese Kräfte wird ein Biegungsmoment 

M = p (l + p tg IX) 

im Federbund hervorgerufen. 
bh2 

Da das Widerstandsmoment an dieser Stelle n · 6 ist, so folgt 

aus der Festigkeitsbedingung 

a=~=P(l+ptg~ <kb w bh2 = 
n6 

die Tragkraft 2 P der Feder: 

2 p = 2 n. b h2 _k_b- . 
6 l + ptgct 

In der Abb. 310 wurden = 8 gewählt. Für p darf angenähert p 0 gesetzt 
werden. Die oberste Federlage hat außerdem noch die Zugkraft P tg IX 

und die Querkraft P aufzunehmen. 
Die Durchbiegung der Dreieckfeder war 

t = '!__ '!_b 
h E. 
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Setzt man hierin für kb den Wert 

ein, so wird angenähert 

p (l + ptg et.) 
- -- bh2 ---

n6 

f = ~ P(lj-ptget.) =p -p 
nb~ E 0 · 
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Für gehärtete Eisenbahnfedern kann nach Bach kb = 6000 bis 
6500 kgfcm 2 gewählt werden, wenn man die durch die Federschwingun
gen während der Fahrt her
vorgerufene Mehrbelastung 
nicht berücksichtigt. 

Beispiel. Bei einer als ge
schichtete Dreieckfeder konstruier
ten Eisenbahnwagenfeder sei die 
Pfeilhöhe p0 = 95 mm, die Breite 
b = 6 h, worin die Höhe h = 15 mm 
beträgt; ferner sei die Länge 
l = 75 cm, die Belastung 

2 p = 6500 kg 
und der Winkel et. = 45°. Wie 
groß muß die Anzahl n der Blätter 
sein, wenn die zulässige Normal
spannung im oberen Blatt 
kb = 6000 kg/cm2 beträgt? Abb. 310. Tragfeder eines Eisenbahnwagens. 

Nach unserer Formel ist 

P (l +Po tg ot) 3250 (75 + 9,5 · l) .. 
n = -- bh2-- = l,5a. 6000-;:::::,; 14 Blatter, 

-6- . kb 

weil b = 6 h ist. 

2. Die gewundene Biegungsfeder. 
a) Die ebene Spiralfeder (Schneckenfeder)l). 

Bei der ebenen Spiralfeder erfolgt die Belastung durch ein in der 
Federachse A angreifendes Kräftepaar, mit dem die Federspindel ge
dreht und nach dem Aufziehen festgehalten wird. 

Hierbei kann das äußere Federende B entweder frei drehbar befestigt 
sein, wie in Abb. 311 angedeutet ist, oder fest eingespannt sein. Die 
Berechnung soll für beide Fälle durchgeführt werden, wobei die Feder 
wie ein in zwei Punkten gelagerter Bogenträger (Seite 385) behandelt 
wird. 

Das äußere Federende ist frei drehbar gelagert. Die Auflager
kraft in B läßt sich in eine tangential gerichtete Komponente P und in 
eine radial gerichtete Komponente H zerlegen, welche letztere in der 
Abbildung nicht eingezeichnet ist. Die Größe von P folgt aus der 

1) Föppl, Aug.: Vorlesungen über Technische Mechanik. Bd. 3, S. 222. 
Leipzig-Berlin: B. G. Teubner 1922. 

27* 
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für den Punkt A angeschriebenen Momentengleichung 
M=P·p; 

hierbei ist M das Moment, welches das innere Federende belastet. 
Die Komponente H fällt in die Verbindungslinie der Auflager A 

und B; ihre Größe beträgt nach Seite 385 

H=JMo~!_ 
f y2ds · 

Hierbei ist M 0 das im Punkte (x, y) an
greifende Moment, welches sich ohne Berück
sichtigung des Horizontalschubes H ergibt. 
In unserem Falle ist M 0 = P · x, also 

H=P.fxyds 
S y2 ds · 

Abb. 311. Die ebene Spiralfeder. Man kann nun leicht nachweisen, daß H 
angenähert gleich Null sein muß; die genaue 

Berechnung von H würde sich sehr schwierig gestalten. 
Zu diesem Zwecke betrachtet man je zwei Bogenelemente, die auf 

derselben Windung zu verschiedenen Seiten von AB liegen und den
selben Abstand x haben. Ist die Feder nicht zu stark gewunden, was 
wir voraussetzen wollen, so haben die y-Koordinaten der Bogen
elemente gleiche Größe, aber entgegengesetztes Vorzeichen. Hieraus 
folgt, daß das Integral J xyds angenähert gleich Null oder doch jeden
falls sehr klein gegen J y 2d x ist. Man kann daher H vernachlässigen. Das 
Bogenelement ist also nur durch das Biegungsmoment 

M 0 =M= P·x 
belastet. 

Wir wollen jetzt die Winkeländerung w des Angriffspunktes von P 
berechnen (Abb. 312). 

Nach Seite 406 ist die Winkeländerung des Bogenelementes 
.dd =Mds=Pxds 

rp E·J EJ ' 

daher 

p 
w = JPxds = _!__-Jx ds 

EJ EJ ' 

Das Integral hat eine einfache Bedeutung, 
es ist das statische Moment der Mittellinie, Abb. 312. Die ebene Spiralfeder. 
bezogen auf die Wirkungslinie von P. Hier-

für können wir auch das Produkt aus der Länge l der Feder und dem 
Abstande des Schwerpunktes setzen. Offenbar fällt der Schwer
punkt ziemlich genau mit der Mitte der Federachse zusammen. Es 
ist also J xds = l· p 
und daher die gesamte Winkeländerung 

Pp 
w= EJl. 
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Die Durchbiegung der Feder ist 
Pp2 

f=p·w=EJl. 
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Auch hier ist die Berechnung der Federungsarbeit von besonderer 
Wichtigkeit. Biegungsfedern dienen dazu, mechanische Arbeit beim Auf
ziehen der Feder aufzuspeichern und beim Entspannen der Feder 
wieder abzugeben. Da die Kraft P proportional der Durchbiegung 
von Null auf den Höchstwert P wächst, wird 

p papa 
A= 2·f=2EJl. 

Um die Leistung der Feder möglichst auszunutzen, muß die größte 
Spannung gleich der zulässigen Spannung kb sein. Nun tritt aber das 
größte Biegungsmoment an der dem Angriffspunkt von P gegenüber
liegenden Stelle der äußersten Windung auf, und ist daher gleich 2 Pp. 
Es muß daher 

Mmax Mmax 2Ppe k 
<1max = -- - = - --- e = ----- = b w J J 

oder 
J 

Pp=-2e · kb 

sein, worin e der Abstand der äußersten Faser von der neutralen Faser ist. 
Setzt man diesen Ausdruck in die für die Federungsarbeit abgeleitete 
Formel ein, so wird 

A -· Jl k2 
- Se2 E b • 

Für einen rechteckigen Querschnitt von den Seitenbund h (Abb. 312) 

wird J = 1
1
2 bh3 und e = ; , also 

A - bhl k2 
- 24E b· 

Auch hier hängt die Federungsarbeit nur vom Volumen V = b · h · l 
der Feder ab. 

Setzt man, wie bei den Blattfedern 
k2 

A = 1]A · N V, 
so wird 

Aus der Beziehung 

J i2bh3 bh2 
p = 2 e p • kb = ~ii- - . kb = Iifp . kb 

2·-f·P 

kann die Kraft P berechnet werden, mit der die Feder belastet werden 
darf. 
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Die Durchbiegung f der Feder wird 

1_2A_2·bhlk2 12p _pl kb 
- P- 24E b. bh2·kb- h E. 

Das äußere Federende ist fest eingespannt. In diesem Falle ist 
der Bogenträger zweilach statisch unbestimmt. Zur statisch unbe
stimmten Auflagerkomponente H tritt noch das Einspannmoment M 0 • 

Das Moment, mit dem die Feder in der Federmitte belastet wird, 
werde mit M, bezeichnet und der Drehsinn von M 1 als positiv an
genommen (Abb. 313). 

Im Bogenelement ds tritt ein Biegungsmoment 

M=M0 -Qx-Hy 

auf, wobei sich M 0 als negativer Wert ergeben wird. Schreibt man die 

Abb. 313. Die ebene Spiralfeder. 

Momentengleichung für die Federachse an, 
so wird: 

Mo-Qp + M 1 = 0; 
es ist also 

und daher 

M -M Mz+Mo H - o- x- y. 
p 

Die statisch unbestimmten Größen M 0 und 
H bestimmen wir nach dem Satz vom Minimum der Formänderungs
arbeit. 

Nach Seite 199 muß 

sein. 
Nun ist aber 

fJM 1 
--=+1--x 8Mo p ' 

folglich wird 

I [Mo- Mz; Mo x-Hy] [1--i x J ds= 0, 
oder, wenn man die Klammern auflöst, 

fMods- IMz+_p2 M0 xds-I Hyds+ I: xyds+ r~~;M0 x2 ds=O. 

Für genügend viele Windungen kann genau genug 

J ds=l; J xds=lp; J yds=O; J xyds=O 

gesetzt werden. (Seite 420.) 
Folglich wird 

M0 ·l-(M1 +2M0 )l+ IMz;M~x2ds=O 
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oder l 

(Mz + M0) (lp2 - J x2 ds) =0. 
0 

Wir wollen nun nachweisen, daß das Integral 
l 

J x 2 ds 
u 

stets größer als l p 2 ist. 
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Zu diesem Zwecke betrachten wir (Abb. 313) ein zweites Element ds, 
welches denselben Abstand y hat und auf derselben Windung liegt, 
wie das zuerst betrachtete Längenelement ds; es hat angenähert die 
Koordinaten 2 p- x und y: Da man auf dieselbe Art und Weise einem 
jeden beliebigen Element ein zweites zuordnen kann, so wird 

l 2 

J x2 ds=J[x2 +(2p-x)2]ds. 
0 0 

Nun ist aber x + (2 p- x) = 2 p, woraus durch Quadrieren 
x 2 + (2 p- x) 2 + 2 x (2 p- x) = 4p 2 

folgt. Nach dem Höhensatz ist aber y 2 = x (2 r- x), also wird 

x2 + (2p- x) 2 = 4p2-2 y2. 

Da nun j y I< p, also 2 y 2 < 2 p 2 ist- mit Ausnahme von x = p, 
wo 2 y 2 = 2p 2 ist- so wird 

x 2 + (2 p- x) 2 > 2 p 2 

und mithin 
l_ l l 

l 2 2 2 

J x2ds = J [x2 + (2p- x) 2] ds > J 2p2ds = 2p2 J ds = 2p2·f= p2l. 
0 u 0 0 -

Es ist also das Integral stets größer als p 2 l. 
Mithin muß, damit die Gleichung 

I 

erfüllt wird, 

sein und 

(Mz + M 0) (lp 2 - J x 2 ds) = 0 
0 

Q = 111l~~~Q = 0. 
p 

Man kann ferner nachweisen, daß auch H gleich Null wird. Nach 
dem Satz vom Minimum der Formänderungsarbeit ist nämlich 

J L· ~! ds=,O. 

Mit ~! = - y wird daher 

-J Ayds=O. 
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I 
Läßt man den konstanten Faktor - IiTJ fort und beachtet, daß 

M=-Mz-Hy 
ist, so wird 

J Mzyds + J H y2 ds=O. 

Das erste Integral verschwindet, weil J yds = 0 ist. Folglich muß 
auch das zweite Integral, welches gleich H J y 2ds ist, zu Null werden. 
Da nun J y 2ds stets von Null verschieden ist, so muß 

H=O 
sein. 

Mit Q = 0, H = 0 und M 0 =- Mz wird das Biegungsmoment im 
Punkte ( x, y) 

M=-Mz. 
Jedes Bogenelement wird daher mit dem Biegungsmoment beansprucht, 
welches an der Spindel angreift. 

Nach Seite 406 ist die Winkeländerung des Bogenlementes 
Mds 

iJ dcp= -EJ' 
also die gesamte Winkeländerung 

w= J~~8 =AJ ds=~j 
und die Durchbiegung f der Feder 

Mlp 
f=pw=-iJJ· 

Ist das die Feder beanspruchende Moment 
M=Pp 

(Abb. 312), so wird 
Plp2 

f= -E-J. 

Setzt man die zulässige Beanspruchung gleich kb, so ist 
J 

M=Pp=-·kb. e 

Für den rechteckigen Querschnitt mit den Seiten l und h wird 
I 

J I2 bh3 I 
- = ------- = - - b h2 
e h 6 ' 

2 
mithin 

oder 
bh2 

P= 6p. kb; 

die zulässige Kraft P ist also doppelt so groß wie auf Seite 421. 
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Ferner ist Plp2 bh2 lp2 12 2pl kb 
f = EJ = 6p . kb. -E- . bh3 -- -h . E · 

Auch die Durchbiegungfist das Doppelte des auf Seite422 gefundenen 

Wertes. Folglich muß die Federungsarbeit A = ~1 viermal so groß 

sein, d. h. es ist 
1 1 

rJA = 4 . 24 = 6 ' 

was man auch leicht durch Einsetzen bestätigen kann. 

b) Die Schraubenfeder. 

Wir nehmen an, die Steigung der Schraubenfeder sei gering; dann 
kann man angenähert die unter a) gefundenen Formeln anwenden. 

Abb. 314. · Schraubenfeder mit rechteckigem Abb. 315. Schraubenfeder mit kreisförmigem 
Querschnitt. Querschnitt. 

Die Schraubenfeder mit rechteckigem Querschnitt (Abb. 314). Ist 
nur das eine Federende als fest eingespannt zu betrachten, so wird 

bh 2 1 Pp2 pl kb 
p = 12 p kb ; rJA =-co 24; j = p W = -E J l = h E ; 

sind beide Federenden eingespannt, so wird 
bh2 1 Pp2 2pl kb 

P=-ifpkb; 1]A=-6-; f=pw=]j]Jl=-h-E' 

Die Schraubenfeder mit kreisförmigem Querschnitt (Abb. 315). Ist 
der Durchmesser der Feder gleich d, so wird das Trägheitsmoment 

J = ;4 d4 , 

das Widerstandsmoment 
n d4 
~~ = n d3 

d 32 e 
2 

Wir betrachten zunächst den Fall, daß ein Federende gelenkig ge
lagert ist. 

Es ist 
n_ d'. _kb. 2 

Pp2 64 p P pl kb 
f=pw = -l=----·l= - · - . 

EJ E· Jr,_d4 d E 
fi4 
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Die Federungsarbeit A wird 

A = ~ = .!:_ • !!_ d3. kb • p}_ • ~ = _!_ • k: . !!_ d2. l 
2 264 pdE 32E4. 

Da V = : d 2 l ist, so wird 
1 

'i]A=32" 

Es sollen nun beide Federenden fest eingespannt sein. 
Nach den unter a) entwickelten Formeln wird 

P = !_ . _k" = !!_ d3. kb. I = P w = P p2 z = ~ pl . '!_b 
e p 32 p' EJ d E. 

Auch bei der kreisförmigen Feder erreichen P und I den doppelten 
Wert. Folglich wird 

1 1 
'i]A=4. 32=s· 

3. Die gewundene Drehungsfeder. 
Auch hier wäre eine genaue Berechnung dieser Feder sehr umständ

lich ; man pflegt daher vereinfachende Annahmen zu machen, um zu 
einfachen Ergebnissen zu gelangen. Insbesondere wird die Ganghöhe 
der Feder vernachlässigt. 

Man kommt dann auf das folgende Problem. 
Die Mittellinie ABCDE eines gewundenen Stabes (Abb.316) be

stehe aus dem Kreisbogen ABC D (vom Halbmesser r und vom Zentri
winkel w) und aus der Geraden DE; E sei Mittel
punkt des Kreisbogens. In A sei der Stab ein
gespannt und in E durch eine Kraft P belastet, 
welche senkrecht zur Zeichenebene wirkt; der 
Stabteil D E werde als starr angenommen. 

Man nimmt auf DE einen beliebigen Punkt B 
an; der Winkel BE A sei gleich rp. Der Punkt C 

Abb. 316. Die gewundene habe von B den Abstand r · dr:p = ds. 
Drehungsfeder. Infolge des Einflusses des drehenden Momentes 

Ma ==Pr 
wird sich der Punkt C gegenüber dem Punkte B verdrehen. Der ver
hältnismäßige Verdrehungswinkel ist für den kreisförmigen Querschnitt 

{} = }:_ Ma = E . Pr 
G J<P nd4 G 

(Seite 226); für den rechteckigen Querschnitt 
b2 +h2 Ma b2 +h2 Pr 

{} = "Po TaF G = 'Po tßh3. 71 
nach Seite 252. Die gesamte Verdrehung wird daher 

{} • ds = {}r • dr:p. 

Der Angriffspunkt E der Kraft P bewegt sich um 

{} • ds · r = {}r 2 dcp 
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in Richtung der Kraft (Abb. 317). Hieraus folgt die Strecke f, um 
die sich der Punkt E infolge der Verdrehung sämtlicher Querschnitte 
des Bogens ABC D verschiebt: 

m 

f = J {} r 2 d cp . 
() 

Für den kreisförmigen Querschnitt wird 
w 

I= J 32_ . Pr r2 d m = _32_. Pr3 w· 
nd4 G ' nd4 G ' 

0 

für den rechteckigen Querschnitt 
w 

Abb. 317. Verschiebung 
des Angriffspunktes von P. 

I b2 +h2 Pr b2 +h2 Pr3 
I = 'lfJo b3 ha- 7/ . r2 d cp = 'lfJo bif"J- G w . 

u 

a) Die zylindrische Schraubenfeder. 

Die gewonnenen Resultate kann man auf diese Federn übertragen, 
wenn man 

w = 2ni 

setzt, wobei i die Anzahl der Windungen der Feder bedeutet. 
Die zylindrische Schraubenfeder mit kreisförmigem Querschnitt 

(Abb. 318). Nach Seite 223 ist 

n 
M a =Pr = W P • k a = Hi d3 k a , 

mithin wird die zulässige Belastung 

p = n_il!_ '!_a 
lü r · 

Setzt man diesen Wert in 
32 P r3 . 64 ira P 

I= nd4. --er. 2 nt = -d4--. 7J 

ein, so wird 
64ir 3 nd3 kd l 4:nir2 ka I =-----.--. --- .. = --~-

d4 16 r G d G . 

Die Formänderungsarbeit, welche durch die von 

--=::;::::;::::===--.,- -t.. 
'--=::;::::::::=====, -"f" 

Abb. 318. Zylindri
sche Schraubenfeder 
mit kreisförmigem 

Querschnitt. 

Null auf P wachsende Belastung bei Zurücklegung des Weges I ge
leistet wird, ist 

I I nda kd 4 nir2 k. 1 n . kJ 
A = -:r p. I= 2 . -I6- r . ;r -G = '{ . 4 d2. 2nrt. 0 . 

Gibt man - entsprechend der für die Biegungsfedern benutzten Be
ziehung - A die Form 
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so wird, weil das Volumen der Feder angenähert 

V = !!_ d2 • 2 n r i 
4 

ist, 

Beispiel 1. Eine zylindrische Schraubenfeder habe 2 r = 45 mm Durch
messer bei einer Drahtstärke d = 1,5 mm und i = 12 Windungen. Welche Be
anspruchung und Verlängerung erfährt sie infolge einer Last P R:: 1 kg ? 

Es ist 
Pr 1·2,25 2 

T = 2. w = 2-öobo 331 R:: 3400 kg/cm . , 

Da man bei gut gehärteten Federn kd = 3000 kg/cm 2 zuläßt, so wäre die 
Höchstbelastung der Feder P=0,9kg, ihre Verlängerung würde 

I = 64ir3. P = ~-·12· 2,253_:_~,9 = 19 5 
d4 G 0,154 · 800000 ' cm 

betragen. 
Der Federhub ist so groß, daß die Feder unmöglich ist, trotzdem die zulässige 

Spannung nicht überschritten wird. Es empfiehlt sich daher, von der Durch
biegung auszugehen und z. B. I = 15 mm anzunehmen. Es wird 

p = _1!,4!!_ = ~0,154·8009_~~0 07k 
64ir3 64·12·2,253 ~ ' g, 

daher 
_ Pr _ 0,07·2,25 _ 2 

•- 2. W- 2-:-ö]0033i- 240 kg/cm · 

Beispiel 2. Es ist eine Ventilfeder zu berechnen, die bei geschlossenem 
Ventil einen Druck von P = 3 kg ausübt; der Hub betrage 5 mm. Gegeben sei 
r = 40 mm als mittlerer Halbmesser der Feder; kd = 3000 kg/cm2• 

Der Druck von P = 3 kg wird durch eine Vorspannung der Feder erreicht, 
der eine Verlängerung von f cm entsprechen würde. Dem Druck P' bei geöffnetem 
Ventil entspricht dann eine Verlängerung f' = (f + 0,5) cm. Die Differenz 
P' - P soll bei einer gut gewählten :Feder möglichst gering sein. Angenommen 
werden die zulässige Schubspannung ka und die Windungszahl i. 

a) ka = 3000 kg/cm2 ; i = 8; G = 800000 kgjcm 2 • 

P · r 3·4 
Aus P·r= W~·ka folgt W.=-ka =:looo=0,004cm3. 

Daraus d = 0,28 cm mit W • = 2 · 0,002155 cm3. 

64 · r 3 • P . 64 · 43 • 3 · 1004 0 0 

Aus I = -----ctf~G · ~ = -2§4 0 800 OOO- -• ~ = 2,5 ~ folgt als Verlängerung für 

1 Windung /0 = 2,5 cm/Windung bei einem mittleren Federdurchmesser von 
2 r = 80 mmo Für i = 8 erhält man I= 2,5 ° 8 = 20 cm; also r = 20,5 cm. 

D h P, P r 2o,5 
emnac = · T = 3 o -20 = 3,08 kgo 

Bei i = 4 Windungen wird ! = 4 ° 2,5 = 10 cm; also f' = 10,5 cm, folglich 

P, P r 1o,5 
= 0 f = 3olo- = 3,15kgo 

Po r 3o 4 
Die größte Schubspannung ist -c = w-- = 2--:0 -002155 R:: 2800 kg/cm2• . , 
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b) Erscheint die Verlängerung für 1 Windung zu groß, so muß der Durch
messer d vergrößert werden. Wir nehmen d = 0,35 cm an und erhalten 

64 . ra · P 64 · 4'1 • 3 · 1004 

lo=d4 •0 ·1 = 354.8oöooo = 1,025cm/Windung. 

Bei i = 8 Windungen erhält man I= 8 · lo = 8 · 1,025 = 8,2 cm; also 

f' = 8,7 cm, folglich P' = P · ~- = 3 · ::~ = 3,18 kg. 

Bei i = 6 Windungen erhält man I= 6 · lo = 6 · 1,025 = 6,15 cm; also 

f' = 6,65 cm, folglich P' = P · -j = 3 · ~:~: = 3,25 kg. 

P · r 3·4 Die größte Schubspannung wird T = -W = 2 . 0 00421 R:: 1500 kgfcm2• 

~ ' 
Die zylindrische Schraubenfeder mit rechteckigem Querschnitt 

(Abb. 319). Nach Seite 252 ist 
2 

Ma=P·r=9 b2 hka; 

hierbei ist b die kleinere Seite des Rechtecks, gleichgültig, ob b oder h 
in die Richtung der Federachse fällt. 

Es ist also die zulässige Belastung 
2 b2 h 

P= 9 -r -kd. 

Nach Seite 427 ist mit w = 2 n i 
b2 + h2 Pr3 

f = "Po ba. ha - - G- . 2 n i . 

Setzt man für P den gefundenen Wert ein, so wird 

4 b2+ h2 . 2 ka 
f= -g-"Po -b7i.,_-nH · G · 

Die Formänderungsarbeit A ist daher 

Abb. 319. Zylindrische 
Schraubenfeder mit 
rechteckigem Quer

schnitt. 

1 1 2 b2 h 4 b2 + h2 . k4 2 b2 + h2 k2 
A =2-P·/=2. 9 r--ka·-.. f'ljJ0 -b-h2·-7lH2·G = 81 'lflo•·-h'2 V G' 
wobei 

V= bh · 2 nri 
das Volumen der Feder ist. Mithin ist 

2 b2+ h2 
'YjA=s!'lflOh2-· 

Für 'ljJo kann nach Versuchen von Bach 
h 

'lflo=4,175-0,l5b 

gesetzt werden. Die Abweichung von dem auf Seite 252 gegebenen 
Werte 'ljJo, der für gerade Stäbe gilt, erklärt sich durch die Krümmung 
der Feder und dadurch, daß die abgeleiteten Gleichungen nur an· 
genähert richtig sind. 
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b) Die Kegelfeder. 

Auch auf diese Federn werden die auf Seite 426 abgeleiteten Er
gebnisse angewandt. 

Setzt man (Abb. 320) den veränderlichen Radius gleich (!, so ent
spricht dem Winkel cp = 0 der Radius r 2 , dem Winkel rp = 2 n i der 

r 

1--
1-

1- ._ 

rz 
~ 

~lp~ 
71 

2Jri 
~'2-j 'fl 

Abb. 320. Kegelfeder. Abb. 321. Bestimmung von e. 

Radius r1 ; dem Winkel cp der Radius e (Abb. 321). Es ist also 

mithin 
rz-rl 

e=r2 -2iit- T· 

Hieraus folgt durch Differentiation 

Nach Seite 427 ist 

Folglich wird 

wenn man für dcp den gefundenen Wert einsetzt. Die Grenzen, zwischen 
denen das Integral zu nehmen ist, sind e = r2 und e = r1 ; das drehende 
Moment ist 

Ma=P·e· 
Die Kegelfeder mit rechteckigem Querschnitt (Abb. 322). Mit 

{) _ 32 Md _ 32 P 
. - nd4 G- Gnd4 (! 
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Die gewundene Drehungsfeder. 

I I 
k--1"'-- .. 
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Abb. 322. Kegelfeder mit kreis· Abb 323. Kegelfeder mit kreis· Abb. 324. Kegelfeder mit 
förmigem Querschnitt. förmigem Querschnitt. rechteckigem Querschnitt. 

Das größte Drehmoment ist Pr2 bzw. Pr. Folglich kann die zulässige 
Belastung aus 

(Abb. 322) 

bzw. 

Pr= n-d3 • k (Abb. 323) 16 d 

b 0 d 0 l"hl est1mmt wer en. 'f)A 1st g eiC 8. 

Die Kegelfeder mit kreisförmigem Querschnitt (Abb. 324). Mit 
b2 + h2 M • b2 + h2 p 

ß ="Po t3JIT o = "Po IJ3h3 71 e 
wird 
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Die zulässige Belastung ergibt sich aus dem maximalen Drehmoment: 
2 

P·r2 = 9 b2 h·ka. 

Ist r2 = r und r1 = 0 (Abb. 325), so wird 
I . b2+h2 P 

f = 2 "Po :JU ba ha 7i r3 

und 

Zu bemerken ist, daß für i in allen Formeln nur 
diejenigen Windungen zu verstehen sind, welche 
wirklich an der Formänderung teilnehmen. 

Abb. 325. Kegelfeder 
mit rechteckigem 

Querschnitt. 

Beispiel. Bei einer Feder nach Abb. 324 wurden fol
gende Werte gemessen: 

2 r1 = 8,26cm, 2 r2 = I6,85cm, b = 0,90cm, h = 11,66cm. 

Bei einer Belastung von 2500 kg betrug die Durchbiegung I = 3,82 cm, die 
Anzahl der Windungen 4,75. Da jedoch die oberste und unterste Windung eben 
abgeschliffen waren, muß mit i = 2, 75 gerechnet werden 1). 

Aus der Gleichung für I folgt, wenn man die gegebenen Werte einsetzt: 

I 0,92 + 11,662 2500 I3 2 ) ( 32 2 2) I= 3,82 = 2 V'o :n; 2, 75 · ö])3~663 840000 (4, + 8,4 5 4,I + 8,4 5 

= 1,682 V'o. 
Es ist daher 3,82 2 

'Po = I,682 = 2' 7 · 

Nach unserer Formel (Seite 429) würde 
11,66 

'Po= 4,I75- O,I5·o,g- = 4,I75- I,943 = 2,23 

sein. Man sieht hieraus, daß die gegebene Formel brauchbare Werte liefert. 
Die größte Spannung ist 

Pr2 2500 · 8,425 / 2 
Tmax = -- = ------R:.IOOOOkg cm . 

: b2 h : 0,92 • 11,66 

Zulässig ist für Rechtecksfeder kd o;= 11000 kgjcm2, 
Ausführliche Tabellen über Federn findet man in den bekannten Taschen

büchern. 

XVI. Hohlkörper und Gefäße. 
l. Berechnung eines Rohres. 

In Abb. 326 ist ein Rohr dargestellt, dessen Stirnseiten keinen 
Einfluß auf die Wandungen des Rohres ausüben mögen. 

Es sei 
ri der innere Halbmesser des Rohres, 
r a der äußere Halbmesser des Rohres, 
Pi die Pressung der das Rohr erfüllenden Flüssigkeit, 
Pa die Pressung der das Rohr umgebenden Flüssigkeit. 

1 ) Bach: Elastizität und Festigkeit. 8. Aufl., S. 579. 
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Das Rohr wird so auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem be
zogen, daß die x-Achse mit der Rohr-Achse zusammenfällt. Wir be
betrachten einen Punkt P der x-z-Ebene, der den Abstand z von der 
Rohr-Achse hat. An dem Körperelement (Abb. 327), das wir uns durch 

z 

Abb. 326. Rohr. Abb. 327. Spannungen am Körperelement. 

Zylinderflächen vom Radius z und z + dz aus dem Rohr herausge
schnitten denken, wirken folgende Spannungen: 

ay in Richtung des Umfanges, tangential, 
a. in Richtung des Radius, radial, 

und daher folgende Kräfte: 
a. · zdrp · dx radial einwärts, 
(az + daz) (z + dz) drpdx radial auswärts, 
aY · dz · dx senkrecht zu den Flächen dzdx. 

Die Gleichgewichtsbedingungen erfordern, daß die Summe der Kräfte 
in senkrechter Richtung gleich Null sei. Da a 11 den Winkelf mit der 
z-Achse bildet, so wird 

az · zd rp ·d x- (az +da.) (z + dz) d rp d x + 2 · ay· dzdx sin d2({! = 0. 

Unter Beachtung, daß 2 sin ;re ~ d rp ist, ergibt sich nach Division 
mit dzdcpdx, wenn man die unendlich kleine Größe da. vernach
lässigt: 

da, 0 dzz-az+a11 = 

oder 
da, I 
~~ = - (a - a ) . dz z 11 z (1) 

Eine zweite Beziehung zwischen ay und az liefert die Betrachtung 
der Formänderung. Aus Symmetriegründen kann sich jeder Punkt 
nur radial, nicht tangential verschieben. Nennen wir diese Verschie
bung ~, so wird die tangentiale Dehnung im Punkte P 

811 =2n(z~~z-2nz=:, (2) 

Winkel, Festigkeitslehre. 28 
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weil der Abstand z in z + ~ übergeht. Da der Abstand z + dz in 
z + dz + ~ + d~ übergeht, wird die radiale Länge des Elementes nach 
der Formänderung [z + dz + ~ + d~]- [z + ~] = dz + d~, mithin die 
radiale Dehnung 

[dz+dg]-dz dg 
E = ------ -- -· =-

z dz dz" (3) 

Wir haben einen zweidimensionalen Spannungszustand; folglich ist 
nach Seite 50 

(4) 

Lösen wir diese Gleichungen nach a11 und a. auf, so wird 

m2 ( l ' 2 l 

G 11 =E·m:-:l (\E 11 +7Ez))=m;l·-~(mE 11 +<z) l (5) 

a. = E m 2 _ 1 Ez+ m E11 =m-l ·-ß (mE.+t:: 11 ) 

da nach Seite 54 

ist. 

m 2 - ---E=-
m+l ß 

Setzen wir für E11 und Ez gemäß (2) und (3) : und ~:, so wird 

a = ~2 -~_I__ (ml+ d~) 
11 m-'--1 ß z dz 

a = -~- · _!_ (m ~ + 1.) 
z m-l ß dz z 

1 
a -a =~--·_!_(mL+dJ.-mdt; __ t;_)=-2_(i.__dJ_) 

11 z m-l ß z dz dz z ß z dz 

Nun ist aber 

folglich nach (6): 

(6) 

(7) 

(8) 

Setzt man (6) und (8) in (l) ein, so wird, wenn man den gemeinsamen 

Faktor m ~ 1 · ~ fortläßt: 

m~g+~dg_~=~(m~+dg)-~(mdg+~) 
d z2 z d z z2 z z d z z d z z 

!; l dg m d!; !; 
= m z2 + -z d z- z . d z- Z2 . 
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Folglich ist d2 ~ ~ m d~ m ---- = m -- -- - -
dz2 z2 z dz 

oder 
d2 ~ l d~ $ 
~-+ -- ----=0 
dz 2 z d z z2 ' 

und daher nach (7) 

-~- (~§ + t) = 0 . 
dz dz z 

Die Integration liefert 
d~ ~ -+ --= c dz z 1 ' 

wobei c1 die Integrationskonstante ist. Da 

d (~_-_z) = z d~ +; 
dz dz 

ist, können wir der letzten Gleichung auch die Form 

d(~·Z) 
-dz- = cl· z 

geben. 
Integrieren wir nochmals, so wird 

l 
t · z = - -c z2 + c 
" 2 1 2' 
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(9) 

(9a) 

wobei c2 eine zweite Integrationskonstante darstellt. Es ergibt sich 

~=Cl_+-~ ) z 2 z2 

}: =Cl-~-= i - ~~ 
(10) 

Setzt man diese Werte in (6) ein, so wird schließlich 

ay = m~1· -: _l[!' (m +I)+~ (m-IJJ]) 
a. = :m.::::c -ß- 2- (m + l)- Z2 (m -l) 

(ll) 

Die Konstanten c1 und c2 bestimmen sich aus den Bedingungen, 
daß 

" 

a.: -p;} 
a. ~-Pa 

für 

sein muß. 
Wir betrachten die beiden Fälle a) und b). 

a) Rohr unter innerem Druck Pi· 

Da Pa= 0 ist, so wird 

für z=r; a.=m~I·}[i(m+1)-$;(m-1)]=-pi, 

a = _2 __ . _!_ r _!2 ( m + 1) - c._ ( m- 1 )j-, = 0 . 
z rn~l ßL2 r;! 

28* 

(12) 
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Aus der zweiten Gleichung folgt 
m+ 1 2 C1 

c2=m,~_.=-l·ra·~2. 

Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so wird 
2 I c1 1r m-t-lm-I 2] _ 

m-I"7J"2L(m+ 1)-m_:__l--1:;- ·ra --pi 

2 I c1 m+ 1 2 2 -~ 
m-I"ß"2"rz (r.-ra)--pi 

und daher 
m-I pir! 

Cl = m + I ß . ;~-=- ri 
m + I 2 C1 ß r; rj 

c2=;_I·ra·2=2 "Pi" r!-rf· 

Nach (ll) ist daher 
2 I m + I m - 1 p;r'f 2 1 m - I ß r! r'f 

av= m-I. 7f. ~2-. m+i ß r!-ri + m-=I. 7f. z2. 2. Pi· r~-r;' 

und ebenso (13) 

Gemäß (4) sind daher die reduzierten Spannungen: 
1 m - I Pi r~ m + 1 p; r; r; E · s = a -- a = ---~ ~- + -- · - · ---~ 

1J 'II m z m r; - r~ m z2 r! - r; ' 

1 m - 1 Pi r'f m + 1 Pi r! r~ E · s =a --a =- -~ --- -----~~ z z m 11 m r; - r: m z2 r;- r; · 
Mit 

IO 
m=-~ 

3 
wird 

(14) 
_ Pi ( r! 2 2) -Esz--2--2 1,3 2 r.-0,7r, . ra-r, z 

Die Zugspannung E s11 ist stets größer als die Druckspannung - E Sz 

und erreicht ihren größten Wert für z = ri, d. h. an der Innenfläche 
des Rohres. Soll die größte reduzierte Spannung den Wert kz nicht 
überschreiten, so muß 

r•~r• (1,3r!+0,7rr) <kz 
a I 

sein. Hieraus folgt 
r~ (1,3 Pi- kz, < rf (- kz- 0,7 Pi), 
r; (kz- 1,3 P;) > ri (kz + 0,7 p;) 
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und daher r > . J/~z+_0,7 p; 
"= r, · k 13 · z -- , Pi 

(15) 

Da für 1,3 Pi = kz, r a = oo wird, so sind nur solche Verhältnisse mög
lich, für welche 

ist. 

k, 
P; < -1,3 

Für im Verhältnis 
zum Halbmesser ge
ringe W andstärkc 

kann angenähert 
gleichmäßige Ver
teilung der Span
nungen über den 
Rohrquerschnitt an
genommen werden. 

Hat das Rohr die 
Länge l, so wirkt auf 
das Flächenteilchen 
ri drp ·l die Kraft Abb. 328. Rohr unter innerem Überdruck. 

dP =Pi ri drp ·l (Abb. 328). 

Wir wollen das Gleichgewicht der oberen Rohrhälfte betrachten. 
Die senkrechte Komponente von d P ist d P sin rp. Folglich wird 

auf die untere Rohrhälfte eine Kraft 
::T :<. :;r; Jt 

R=f dPsinrp=f piridrp·lsinrp=pirJJ sinrpdrp=piril[-cosrp] 
0 0 0 0 

=2piril 

ausgeübt. Diese Kraft ruft in dem Rohr eine Spannung a0 hervor. Soll 
diese kleiner als die zulässige Spannung kz sein, so ist 

R < 2 kz • 8 ·l 
oder 

2 Pi ri l < 2 kz · 8 • l 
oder 

(15a) 

Diese Gleichung liefert bei 8 = 0,2 ri ,....", 15%, bei 8 = 0,3 r i ,....", 20% 
zu kleine Wandstärken. 

Als verbesserte Näherungsformel wird 

(l5b) 
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benutzt!). Diese Formel liefert bei 8 = 0,2 ri ,...., 6%, bei 8 = 0,3 ri 
,...., 8% zu kleine Werte 8. 

b) Rohr unter äußerem Druck Pa· 

Ist Einbeulen oder Einknicken der Wandung nicht zu befürchten, 
so wird mit Pi= 0 nach (11) und (12) 

für 2 1 r· Cl C2 J 
CJ =-- ·--· -(m+ 1)-- (m-1) =0 

z m-1 ß L 2 r~ ' 

" 
2 1 Ir Cl c2 1) J 

CJ =---- ·- --(m+ 1) --(m- =-p . 
• m-'-1 ßL2 r! a 

Aus der ersten Gleichung folgt 
m+ 1 2 C1 

c2 = m- 1 ·. ri . -f . 

Setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so wird 

2 1c1 [ m+1 2 m-1J-
m--i · ß2 (m+ 1)-m-=1 ri · --;;- --Pa' 

2 1 c1 m+ 1 2 2 
m- 1 · ß2 · -;: (ra-rd =-Pa, 

m-1 Pa·r! 
c =---ß·----

1 m+ 1 r!-ri 
und daher 

Nach (11) ist 
2 1 m+1 m-1 Par! 2 1 m-1 ß r;ri 

Gy=- m-1. ß. ~2-. m+ 1 ß· r!-rf-~--1. ß. -z2. 2Par;-r~' 

(] =------- ---- -----
y r; - ri z2 r! - r7 

und ebenso 

Pa r! Pa r! ri l 
CJ = _-.!..!_ r! + p_a._ _ r!_rl_ J 

Mit 

z r; - r~ z2 r; - ri 

Gemäß (4) sind daher die reduzierten Spannungen 

E·ey=C1y-]_C1 =- m-:=__1_ Par: -~+1 Pa r!ri 
m m r; - ri m Z2 r; - rl ' 
1 1 2 1 " 2 

E · e = (] - - (] =-m ---:-_ __!!_~2.._ + m -t_ Pa --..!:~~ 
z • m 11 m r; - r; m z2 r; - ri · 

wird 

(16) 

1) Föppl, A. und 0.: Grundzüge der Festigkeitslehre. S. 254. Leipzig-Berlin: 
B. G. Teubner 1923. 
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(16a) 

E cz = · Jl~ ..... 2 (1,3 !~ rr- 0,7 r~). 
r4 --r; z 

Die größte Druckspannung folgt aus der ersten Gleichung für z = r;. 
Es ist also 

2 

;E"--2 (1,3 r~ + 0,7 r~) = 2 Pa_.;:~< k. 
~-~ ~-~ 

Die größte Zugspannung folgt aus der zweiten Gleichung, ebenfalls für 

Da die Druckspannung größer ist, so wird 

2 Par~ < k r~- k rf, 
r~ (2 Pa-k) < - k rT, 
r~ (k- 2 Pa)> k rL 

Ta 2 r; v:!2Pa. 
E ß l k . 

s mu a so Pa < T sem. 

Für verhältnismäßig geringe Wandstärken 

(17) 

findet man unter denselben Voraussetzungen, die zur Beziehung (15a) 
führte 

8=r -r. > '[!ara (17a) 
a '= k • 

Die Gleichung liefert bei 8 = 0,2 ri ,...._, 7%, bei 
8 = 0,3 ri ,...._, 12% zu kleine Wandstärken. 

2. Berechnung eines Hohlzylinders. 
Die Bezeichnungen der Abb. 329 sind die

selben wie bei Abb. 326, auch die Lage des 
Achsenkreuzes stimmt überein, wobei die y-z
Ebene mit der unteren den Hohlraum begrenzen
den Stirnebene des Zylinders zusammenfällt. 

--. I 
I 
I 

~ 
I 
I 

. -'-Y 

Der Punkt P des Zylinders, den wir betrach- Abb. 329. Hohlzylinder. 

ten, hat von der y-z-Ebene den Abstand x und 
von der Zylinderachse den Abstand z. Die Verhältnisse liegen hier 
genau so wie bei dem unter 1. behandelten Rohr, nur kommen hier 
wegen des Bodendruckes Spannungen in Richtung der x-Achse hinzu. 
Wir haben es hier mit einem dreiachsigen Spannungszustand zu tun. 
Nun gilt der Satz, daß, falls Kräfte im Raume im Gleichgewicht sind, 
auch die in und parallel einer beliebigen Ebene wirkenden Kräfte im 
Gleichgewicht sein müssen. Betrachten wir die in der y-z-Ebene 
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wirkenden Kräfte, so sind sie dieselben wie bei dem unter 1 behandel
ten Rohr (Abb. 327). 

Folglich gilt auch hier die Beziehung (1) 

~d~z = _"l_ (ay -az). (18) 
z z 

Ebenso stimmen die Ausdrücke für die radiale und tangentiale 
Dehnung mit den Formeln (2) und (3) überein; es ist 

~ d~ 
ev = -z- und 8z = ((z. (19) 

Nach Seite 216 können wir die Spannungen O"x, av und az mit Hilfe 
der Dehnungen 8x, 8v und O"z ausdrücken. Es ist mit 

8x + 8y + Sz = e, 

a = _2_ (8 + _!_) 
X ß X m,-2 

a Y = ~ ( 8 Y + m ~2) 
(j = _2_ ( 8 + __!_ -)· 

z ß \ z m-2 

Setzt man die Werte (19) in (20) und (21) ein, so wird mit 

~ d~ 
e= 8x+-;_ + dz 

' ,; d ,;) 

ax=-}(8x+ Ex_+m!_:}z' 

( 
c + _{_ + ~~) 

a y = {- -;- + -"---m~2 d z 

( 
c + _( + ~_l)· 

(j = ~ ~,; + _x ___ ~ __ d_!: 
z ß dz m-2 

(20) 

(21) 

(22) 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt durch Multiplikation mit~ (m- 2) 

a · }_ (m- 2) = 8 (m- 2) + 8 + _{_ + ~J 
X 2 X X Z ' dz' 

ß ~ d~ a ·- (m - 2) = 8 (m- 1) + -- +- -
X 2 X Z dz' 

ß ~ d~ 
8x (m -1) = ax · 2 (m- 2) - -:z- -- ·;rz, 

~ d~ 
m-2 -z+-dz 

ex = 2(m ----1) ßax- -;n.:___T. 

Dieser Wert wird in die beiden letzten Gleichungen (22) eingesetzt. 
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Es ergibt sich 

a = 2_ 1. (m -~- + dJ)' + __ '!3'__ l 
Y m -l ß z dz rn -l 

a = 2 l_ ( { + m d_i) + __f!_ x ----
z rn-lß z dz; m-l 

(23) 

Nimmt man an, daß die Axialkraft n rl Pi- n r~ Pa sich gleichmäßig 
über den Querschnitt n r~- n rt verteilt, so wird 

nripi- nr;pa 
ax= ::rr!-nr; 

also unveränderlich. 

(24) 

Der Ausdruck (23) für az unterscheidet sich nur um den konstanten 

Wert m~l von der zweiten Formel (6). Folglich wird entsprechend (8, 

dCJ_z = _'} . 1 ( m ~~~ + _l_ d~ -· J) (25) 
dz m- 1 ß , d z2 z d z z2 • 

Aus den Gleichungen (23) folgt durch Subtraktion 

a -a = _2_,_l_(ml+~~-1_-mdf)=.!(f_di)\· (26) 
Y z m-1 ß z dz z dz ß z dz 

Aus der Übereinstimmung der Gleichungen (18), (25) und (26) mit 
(1), (8) und (6) ergibt sich, daß wir auf die unter l. abgeleitete Diffe
rentialgleichung (9) kommen müssen. Entsprechend der dort durch
geführten Ableitung wird daher 

t~:.+::) 
dz=-2--z2-

(27) 

d. h. die radiale Verschiebung ist ebenso groß wie bei dem Rohr. Setzt 
man (27) in (23) ein, so folgt 

a = 2 ______ . _1 I' cl (m + 1) + _(;z_ (m-l)'j· + ~x __ l 
Y m- 1 ß . 2 z2 _ m- 1 

az = 2-1 _ßl ~ c2, (m + 1)- c! (m-1)j' + ~x-1 
m- L z m-

(28) 

Die Formeln (28) gehen in die Werte (11) über, wenn man a., vernach
lässigt. 

Die Konstanten c1 und c2 bestimmen sich wieder aus den Bedin
gungen, daß 

sein muß. 

für z = ri 

" Z =Ta 

Gz =-Pi \ 

Gz =-Pa J 

a) Hohlzylinder unter innerem Druck Pi· 
Es ist Pa = 0. Folglich ergibt sich aus (28) und (29) 

(29) 

für z=ri az=-~1····ß1 1
1. c2, (m+1)- c~ (m-1)] + ~(1"-l-=-pi, 

'tn-· _ ri - 11(1-

az= 21 __ ß1 rc2l(m+1)--c_~-(m-1)l+~3'__l=Ü. 
ltt ~ l Ta - m--
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Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so wird 

und daher 

m~ 1 • ~ [c2 (m-1) (-r~- :;) ] =pi, 

2 1 r!- ri 
~~·-·c (m-1)~~=p
m-1 ß 2 r! ri ' 

Aus der zweiten Gleichung folgt 
c1 C2 ) ß _ 0 2 (m+ 1)- r: (m-1 + 2 a.,- . 

Es ist also 

_(m-l)ß[ P;ri Cfx] 
-~-2- r!-ri- m-l 

c = rfl,_::-__1_ ß [-'ßrL- ___!!!_] . 
1 m + I r! - ri m- 1 

Die gefundenen Ausdrücke für c1 und c2 werden in (28) eingesetzt: 

0' = _2_. _I_ [m -1 . ß {-oß~~.; _ ___!!!_} + m- 1~;_ ß ~1_] + ~ 
11 m- I ß 2 r; - r; m- I z2 2 r! - r; m- 1 

2 2 '2 

= _'ß!l_ - ___!!_!'___ + J?;- _!'a_~!.__ + ___!!~ -
r! - ri m- 1 z2 r! - ri m- 1 ' 

(30) 

Da sich a11 und O'z in den Formeln (28) nur durch das Vorzeichen von 
z2 unterscheiden, so wird 

p, ri P; r! ri 
Q' = ~----~--~ 
z r~ - ri z2 r! - r: · (31) 

Die reduzierten Spannungen lassen sich aus den Gleichungen (Seite 215) 

Es.,=a.,- 'j-_ (ay + a.) 1 . m 

1 

Esy=O'v= ~ (a. + a.,) J 

E l?z- 0'2 (a., + ay) m 

bestimmen, wobei gemäß (24) mit Pa= 0 
p,r; 

Q' =~--~ x r!- ri 
ist. 

(32) 

(33) 
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Setzt man (30), (31) und (33) in (32) ein, so wird mit m = 1
3° 

m--2 ri p, r~ 
-- - = 0 4 ---- p-

r~. - r: ' r2 - r~ z ' m a , a , 

2 2 2 r1 r • r1 p, =0 4 ----p- + 13------' r; - r~ 1, ' r! - ri z2 ' 

p,r'f p, r~ ri l p, rf p, ri 1 p1 r! r2 
E e = ---- -- - --·--- ---- --- ------·--- -- ---

z r; -- ri z2 r; - rf rn r; - ri m r; - r~ m z2 r: - r: 

m -· 2 ri p, 

Die reduzierte Spannung E ero ist bedeutend kleiner als die redu
zierten Spannungen E ey und E ez, so daß sie nicht weiter untersucht 
werden braucht. 

Die größte Zugspannung folgt aus Eey für z = r;; die größte Druck
beanspruchung aus E Ez ebenfalls für z = r;; es ist 

r~ r! 1,3 r! + 0,4 ri 
(E Ey)max = 0,4 " 2 P; + L3 2 2 Pi= --2--2--- Pi' 

~-~ ~-~ ~-~ 

rf r! 1,3 r; - 0,4 rj 
(- E Ez)max =- 0,4 -2--2 Pi+ 1,3 2----2 Pi= --2-----2- Pi· 

~-~ ~-~ ~-~ 

Da die Zugspannung die größere ist, muß sie kleiner als die zu
lässige Spannung kz sein. 

Es ist also 
1,3 r!_±_O,~r~ . < k 

r2 _ r"' p, = z , . . 
r! (1,3 P;- kz) < rr (- 0,4 Pi- kz), 

r~ (kz -1,3 P;) > rr (kz + 0,4 Pi), 

r > r 1/k~-+~,_4 p; 
" = ' r k. - 1,3 p, · 

Für verhältnismäßig kleine Wandstärken 

(34) 

kann unter Vernachlässigung der Axialkraft nach (15a) angenähert 

s=r -r > p;r; 
a '= kz (34a) 
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gesetzt werden. Diese Formelliefert 

bei 8 = 0,2 ri "'3%, bei 8 = 0,3 r;,......, ll% 

zu kleine Wandstärken. 
Beispiele. l. Eine hydraulische Presse soll bei 300 mm Stempeldurchmesser 

und 330 mm Zylinderweite eine Kraft von 200 t erzeugen; wie stark muß die Wan
dung bei k, = 600 kg/cm2 ausgeführt werden? 

Es ist die Wasserspannung 

p; = 200000 = 200~00 = 283 kg/cm2 . 

~. 302 701 
4 

Da r1 = 16,5 ist, so wird 

= . 1 (f; + 0,4_1!; = 16 5.v1600 + 0,4 · 283 = 16 5 1/713,2 = 290 mm 
Ta r, V k.- 1,3 p; ' 600- 1,3 · 283 ' V 232,1 ' 

8 = 290- 165 = 125 mm , 

(34a) würde den zu geringen Wert 

ergeben. 

8 = 283 · 16,5 = 78 mm 
600 

2. Eine Druckpresse für 30 at soll einer vorübergehenden Belastung von 45 t 
unterworfen werden; die maximale Beanspruchung ist zu ermitteln. Die Durch
messer sind: 2 r1 = 130 mm; 2 ra = 210 mm; 8 = 40 mm. 

Es ist 

mithin 

P. -- 45~00 -- _45000 -- 339' 2r1 =13om, folglich 
• _1!._ ·132 132,7 

4 

a = 1,3 r! + 0,4r)' . = !2_-!0,52 + 0,4. 6,52 . 339 = 143.3 __ ±16,~ . 339 
max r!- r'f p, 10,52- 6,52 Il0,25- 42,25 

= 160·~ . 33:-J = 800 k 1 2 68 . g cm . 

Zahlentafeln zur Berechnung der Rohrabmessungen und Spannungen 
findet man z. B. in dem Taschenbuch der Hütte, 25. Auflage, Band 1, 
S. 675 oder in einer Arbeit von Winkel: Zur Berechnung von Gefäßen 
unter innerem Druck in Dinglers polytechnischem Journal, Band 329, 
Heft 11, vom 14. März 1914, S. 167. 

Eine Rechentafel ist in Abb. 330 wiedergegeben. Der äußere Zy
linderdurchmesser wird folgendermaßen gefunden: man geht durch Pi 
auf der obersten Linie senkrecht herunter bis zum Kreise mit kz (Punkt 
A), von dort auf dem Strahl durch den Anfangspunkt bis zum Kreise 
mit dem Halbmesser ra (Punkt B). Dann schneidet die Wagerechte 
durch B auf der linken Senkrechten r; heraus und bestimmt damit 
den Rohrquerschnitt. 

Einen Überblick über den Verlauf der Spannungen erhält man, 
wenn man die axiale Spannung (33) 

p1 r'f F 1 • p1 P a ----------a x-r;-r;- F.-F;- F- 0 (35) 
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(Fi lichter Querschnitt, F Materialquerschnitt des Zylinders, P die in 
Richtung der Achse wirkende Kraft) in die für E e.,, E e z und E Bz ge
wonnenen Ausdrücke einführt. 

Es wird 

rz 
= 0,4 · G0 + 1,3 G0 • ; , 

z 

(36) 

(37) 

(38) 

Stellt man nun G als Funktion der Entfernung z von der Achse 
dar (vgl. Abb. 326), so sind 
G2 und G3 hyperbolische Kur
ven dritten Grades. 

Die Kurve y = 0 2 x- 2 

kann mit Hilfe der gleich
seitigen Hyperbel y = C1 x-1, 

welche die Achsen als Asym
ptoten hat, konstruiert wer
den. 

Es sei (Abb. 331) Po (xo, Yo) 
ein Punkt, der beiden Kur
ven gemeinsam ist. Dann 
folgt aus y0 = 0 1 x0- 1 und 
Yo = C2X- 2 

I 

I 
I 
I 
I 

A 

9Po 
I 

I 
I X 

0 ffJ SO 7S 100 fZO Tli • 2/JO JfJO fOO 

Abb. 330. Berechnung eines Hohlzylinders auf 
inneren Überdruck. 

Abb. 331. Konstruktion 
hyperbolischer Kurven. 

y = Yo}o als Gleichung der Hyperbel 

und Yo x~ y = -;;T als Gleichung der gesuchten Kurve. 
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Man hat also die Ordinaten der gleichseitigen Hyperbel im Ver

hältnis Xo zu verkleinern. Das ergibt die folgende Konstruktion, falls 
X 

P ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel ist: man ziehe den Strahl 0 P 
aus dem Koordinatenanfangspunkt bis zur Senkrechten durch P0 ; 

dann schneidet die Wagerechte durch diesen Punkt A die Senkrechte 
durch x in einem Punkt P' der gesuchten Kurve. 

Um die Konstruktion verwenden zu können, beziehe man die Glei
chungen (37) und (38) auf eine um 0,4 a0 verschobene z' -Achse (Abb. 332). 
Dann ist a2 - 0,4ao = a; = l,3a0 r!z- 2 , 

O'a-0,4a0 =-a~ =-l,3a0 r!z- 2 • 

O'a zählt von der z-Achse nach oben als positiv, a~ von der z'-Achse 

-63 
(Druck) 

------- G' 

II 
I I 
I I 
I I 

I 
I 
I 
I 

Abb. 332. Spannungen im Hohlzylinder unter innerem 
Überdruck. 

nach unten positiv. 
Fürz =ra wirda;= l,3a0 

und - a~ = - 1,3 a0 ; 

das ergibt die P 0 ent
sprechenden Punkte P 2 

und Pa. Manentwirftnun 
die durch P2 hindurch
gehende gleichseitige Hy
perbel (in Abb. 332 ge
strichelt gezeichnet) und 
legt durch 0' und die Hy
perbelpunkte l, 2, 3 ... 
Strahlen, welche die Ordi
nate durch P2 in l', 2', 
3' ... schneiden mögen. 
Die Wagerechten durch 
l', 2', 3' ... unddie Senk
rechten durch l, 2, 3 ... 
schneiden sich in Punk
ten der gesuchten Span
nungskurve a2 , deren 
Ordinaten von der ausge
zogenen z-Achse zu messen 
sind. 

Da a~ = -a; ist, er
gibt sich folgende Kon
struktion zur Bestim
mung der Spannung O'a· 
Man trägt die Entfernung 
der Kurve a2 von der 
z'-Achse im z', a3-Koor
dinatensystem von der 

z'-Achse nach unten ab, so daß z. B. der Punkt P2 in den Punkt Pa 
übergeht. Die Druckspannung - O'a ist wieder von der ausgezogenen 
z-Achse ab zu messen. 
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Die Abbildung zeigt das Ansteigen der Spannungen am inneren 
Rande mit wachsender Wandstärke. Ist die Wandstärke gering, so 
weichen die Kurven der Spannungen wenig von einer Geraden ab, und 
man kann nach Gleichung (34a) gleichmäßige Verteilung der Spannun
gen über den Querschnitt annehmen. 

b) Hohlzylinder unter äußerem Druck Pa· 
Ist Einbeulen oder Einknicken nicht zu befürchten, so ergibt sich 

nach (28) und (29) mit Pi = 0 

für z= ri: a =--~--·_I [-c1- (m+ 1) _(;g_ (m-1)] + ~=0 z m-1 ß 2 r~ m-1 ' 

2 1 [ c1 C2 >] + a ~ a =--------·-- -(m+1)---(m-1 --=-p. z m-1 ß 2 r! m-1 a 
Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so wird 

m~1·-~- h<m-1) e:- ::) J =-pa, 

2 1 r!- rj1 

m-1·-ß •c2(m-1) r~-;:r=-pa 

und daher 
p r2 r2 

c2 =- 2• ß ~! "_'r;. 

Aus der ersten Gleichung folgt 

i (m+1)- ~~ (m--1)+-fax=O, 

C1 1) C2 ( 1) ß 2(m+ = ;:'f- m- -Tax 

=-m-1 IJ_._ ß r!rl __ ß_a 
r1 2 r!- r~ 2 x 

=-(m-1)ß[-~r! +__!!_z __ ] 
2 r!- rl m-1 

m- 1 ß [ Par! Gz ] 
c1 = - m + 1 r! _:_ ri + m- 1 · 

Setzt man die für c1 und c2 gefundenen Werte in (28) ein, so er
gibt sich 

(] = ~- . _!__ [-m --:__! ß {-E•!l + ___!!_"__} _ m- 1 . Pa ß . r! rl ] + ~ 
11 m- 1 ß 2 r! - rl m- 1 z2 2 r! - rl m- 1 

Par! Gz Pa r! rf Gz 
=- r;- rl- m_:_!-;2 ~=-;,1 + ;,_:__}' 

P. r! Pa r! ri (] =--------
11 r! - ri z2 r! - rl (39) 

und ebenso 

(40) 
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Nach (24) ist mit p; = 0 

10 
Nach (32) wird daher, wenn man noch m = 3 setzt: 

1 Par! 1 Par! 1 Pa r! rf 
E Bx = (Jre-- (ay + az) =- -"------=-2 +- ~___:----2 + --2 2:._---;J 

m ra ri m ra ri m z ra ri 

I Par! I Pa r!r~ -l- ---------
' m r! - ri m z2 r! - r'2 

m-2 r!pa r 2 

- ---2---2 =- 0,4 r-~"-r2 Pa' 
m T4 - r 1 4 - 1 

2 2 2 1 2 

E e = a - _!_ (a -1- a ) =- __IJ.,r_" -Pa ___l'_a_~ + -- _}!a,_:_,._ 
Y 'Y m z x r! - ri z2 r! - r: m r! - ri 

I p a r! r; 1 p a r! -------I-----
m z2 r; - r~ m r! - r~ ' 

m r!-r~ m r!- r; z2 

r 2 r 2 r? p 
= -0 4 -"-p -1 3 __!'_• __ --" 

' r: - rj a ' r! - r~ z2 ' 

(41) 

Die größte reduzierte Druckspannung liefert E ey für z = ri; die 
größte reduzierte Zugspannung Eez ebenfalls für z = ri. 

Es ist 

Da hier die Druckspannung größer ist, darf sie den zulässigen Wert k 
nicht überschreiten. 

Es muß also 

r~(l,7pa-k) <-krT, 

r; (k-1,7 Pa)> kr'f 



Berechnung einer Hohlkugel. 449 

und daher 
(42) 

sein. 
Für verhältnismäßig kleine Wandstärken kann unter Vernach

lässigung der Axialkraft nach ( 17 a) 

gesetzt werden. 

8=r -r. > p.r. 
a '= k (42a) 

Diese Formelliefert bei 8 = 0,2 ri ,...._, 8%, bei 8 = 0,9 ri ,...._, 4% zu 
große W andstärken. 

3. Berechnung einer Hohlkugel. 
Eine Reihe von Gefäßen, z. B. die Flaschen für verdichtete Luft 

und Gase sind aus einem zylindrischen Teil und zwei kugelförmige 
Stücken zusammengesetzt. Aus diesem Grunde sollen hier die Formeln 
zur Berechnung von Hohlkugeln angegeben werden, die auf dem
selben Wege wie bei den früheren Betrachtungen abgeleitet werden 
können. 

Es sei 

und 

r a der äußere Halbmesser der Hohlkugel, 
ri der innere Halbmesser der Hohlkugel, 
kz die zulässige Zugspannung, 
k die zulässige Druckspannung 

lO 
m=:r· 

a) Hohlkugel unter innerem Druck Pi· 
Es ist 

für geringe Wandstärken 

r > r·l3/ k.+:Q.4p; 
a = ' k. - 0,65 p 1 ; 

8 > rip! 
= 2k. 

b) Hohlkugel unter äußerem Druck Pa· 
a,--k--

ra > ri V k--i~05p.; 
für geringe Wandstärken 

XVII. Die Festigkeit ebener Platten. 

(43) 

(43a) 

(44) 

(44a) 

Körper, die nach zwei Richtungen wesentlich größere Abmessungen 
haben als nach der dritten, nennt man Platten oder Scheiben. Greifen 
die äußeren Kräfte parallel zur Fläche des Körpers an, wie es z. B. die 

Winkel, Festigkeitslehre. 29 
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Fliehkraft bei einem laufenden Turbinenrade tut, so spricht man von 
einer Scheibe. Greifen dagegen die Kräfte senkrecht zur Fläche des 
Körpers an, so daß eine Durchbiegung der J\fittelebene eintritt, so liegt 
eine Platte vor. Da die Platten auf Biegung beansprucht werden, 
schließt sich ihre Berechnung eng an die Biegungsberechnung von 
Balken an. Das Problem ist hier nur insofern schwieriger, als man 
auf die Ausdehnung in drei Richtungen zu achten hat, während der 
Balken als zweidimensionale Aufgabe behandelt wird. Überhaupt ist 
nach Bach die Theorie der Platten die schwächste Stelle der Elastizitäts
und Festigkeitslehre. Um überhaupt die Aufgabe rechnerisch erfassen 
zu können, muß man eine Reihe vereinfachender Annahmen machen. 
Diese Vereinfachungen müssen so gewählt werden, daß mit ihnen einer
seits möglichst geringe Fehler verbunden sind, andererseits die Durch
führung der Aufgabe wirklich erleichtert wird. Von ihnen seien die 
folgenden genannt 1) : 

1. Form der Platte. Unsere Betrachtungen beziehen sich über
haupt nur auf ebene Platten, also z. B. nicht auf Deckel von der in 

Abb. 333 wiedergegebenen Form. Quer
~ schnitte dieser und ähnlicher Art kommen 
~ aber in der Wirklichkeit weit häufiger vor 

Abb. 333. Deckel. als die von uns behandelten ebenen 
Platten. Ferner setzen wir überall gleiche 

Plattenstärke voraus, achten also nicht auf Verstärkungen, An
bohrungen, Rippen usw. 

2. Art der Auflagerung. Wir nehmen an, daß sich die Auflager
kraft gleichmäßig über die ganze Auflagerlänge verteilt. Hier könnte 
der Einwand erhoben werden, daß Platte und Unterlage theoretisch 
nur in drei Punkten, praktisch in Flächen von geringer Ausdehnung 
aufliegen können. Dies scheint auch tatsächlich bei wenig belasteten 
Platten der Fall zu sein. Die Erfahrung lehrt, daß man diese Platten 
ähnlich wie einen Tisch mit vier ungleich langen Beinen ins Wackeln 
und zum Klappern bringen kann. Sobald aber die Belastung der Platte 
größer wird, und dieser Fallliegt meist vor, wenn Festigkeitsrechnungen 
erforderlich sind, kann man annehmen, daß die Verbiegungen der Platte 
so groß sind, daß kleine Ungenauigkeiten der Auflagerfläche ausge
glichen werden und daher angenähert gleichmäßige Verteilung der Auf
lagerkraft über die Auflagerfläche stattfindet. 

3. Bei der frei aufliegenden Platte wird der über die Auflager -
kante herü herstehende Rand vernachlässigt, trotzdem er tatsäch
lich an der Spannungsübertragung teilnimmt. 

Wir wählen als Beispiel die frei aufliegende kreisförmige Platte 
(Abb. 334), welche durch eine Einzellast P in der ]\fitte belastet sei. 
Betrachten wir zunächst den gebogenen Balken mit überragenden 
Enden ab und cd. Diese Enden bleiben gerade und werden nicht durch 
Spannungen beansprucht. Man wird geneigt sein, dieses Ergebnis auf 

1 ) Vergleiche A. und 0. Föppl: Grundzüge der Festigkeitslehre. S. 236. 
B. G. Teubner 1923. Bach: Elastizität und Festigkeit. 8. Aufl., S. 599 u. 612. 



Die kreisförmige Platte. 451 

die Platte zu übertragen, die man sich gewissermaßen als Rotations

fläche aus der elastischen Linie des Balkens um die Achse X X ent

standen denken kann. Dies ist aber nicht der Fall. Vor der Beanspru

chung bildet der überragende Teil der Platte eine Ringfläche, die nach 

der Beanspruchung in eine abgestumpfte Kegelfläche übergeht. Da mit 

dieser Formänderung Längenänderungen der einzelnen Teile gegen 

X 
! - r -a r--- ---'7 d 

i 
Abb. 334. Platte und Balken. Abb. 335. Verschluß eines zylindrischen Hohlgefäßes. 

einander verbunden sind, so kann sie nur durch Spannungen er

zwungen werden, die im Plattenquerschnitt an der Auflagerstelle über

tragen werden. Das überragende Ende widersetzt sich der Schräg

stellung des Randes und wirkt wie eine teilweise Einspannung. Wir 

nehmen an, daß der Rand so wenig übersteht, daß die durch ihn hervor

gerufe~en Spannungen vernachlässigt werden können. 

4. Überhaupt können durch die Art der Befestigung Spannungen und 

Formänderungen entstehen, die in der Rechnung nicht berücksichtigt 

werden können. Ein Beispiel dafür gibt Abb. 335, sie stellt eine Scheibe 

dar, die ein zylindrisches Hohlgefäß verschließt. Damit eine wirkliche Ab

dichtung erfolgt, müssen, noch bevor die Flüssigkeitspressung wirkt, 

die Flanschenschrauben kräftig angezogen werden. Es wird sich daher 

die Scheibe wölben, und zwar um so mehr, je größer der Abstand x 

der Schrauben von der Dichtungsstelle ist. Wo diese Stelle liegt, d. h. 

wie sich der Druck über die Breite der dichtenden Scheibe verteilt, 

ist unbestimmt; die entstehenden Spannungen, die eintreten, bevor 

noch die Flüssigkeitspressung in Tätigkeit tritt, sind daher wohl kaum 

rechnerisch zu erfassen und werden vernachlässigt. 

Bei der großen Tragweite dieser Vernachlässigungen ist es klar, 

daß eine strenge Durchrechnung der Spannungsverteilung wenig Wert 

hat. Wir werden daher im folgenden eine von Bach stammende Nähe

rungstheorie entwickeln, zumal eine strenge Ermittlung der Spannun

gen bisher nur für den Fall der kreisförmigen Platte durchgeführt 

worden ist. Diese von Winkler und Grashof stammende Theorie 

ist in den erwähnten Büchern von Bach und Föppl ausführlich dar

gestellt und kann dort nachgelesen werden. 

1. Die kreisförmige Platte. 

a) Die am Umfang frei aufliegende Platte mit gleichförmig 

verteilter Belastung p. 

Da - Gleichartigkeit des Materials vorausgesetzt - zu erwarten 

ist, daß die größten Spannungen in der Mitte der Platte auftreten 

werden, denken wir sie uns nach einem Durchmesser eingespannt 
29* 



452 Die Festigkeit ebener Platten. 

(Abb. 336). Wir berechnen das biegende Moment, wobei wir das Eigen
gewicht der Platte vernachlässigen wollen. 

Von oben wirkt der Flüssigkeitsdruck, dessen Resultierende R die 
Größe 

1 
2 nrll·p 

hat. Da der Flüssigkeitsdruck gleichmäßig über die Fläche verteilt ist, 
so greift R im Schwerpunkt des Halbkreises an. Dieser hat aber den 

Abstand :; von der Mitte; folglich ist das vom Flüssigkeitsdruck her

rührende biegende Moment 

Abb. 336. Krelsförmige 
Platte mit gleichförmiger 

Belastung. 

1 4r 2 
2nr2p· 3:n =3ra. p. 

Die sich über den Umfang nr verteilende Auflager
kraft ist gleichfalls 

1 
2nr2. p 

und greift im Schwerpunkt der Halbkreislinie an; 
dieser hat aber den Abstand 

2r 

von der Mitte. 
Folglich ist das von der Auflagerkraft herrührende 

Moment, welches die Platte nach oben zu biegen 
sucht, 

Hieraus ergibt sich als resultierendes Moment 
2 1 

M = r3p-3rap = 3rap. 

Dieses Moment wird eine Beanspruchung ähnlich wie beim ge
bogenen Balken hervorrufen; da es nach oben gerichtet ist, werden 
die oberen Fasern gedrückt, die unteren gezogen. 

Wir können daher die Platte als einen Stab von veränderlichem 
rechteckigem Querschnitt auffassen. Da die Breite an der Einspann
stelle d = 2 r, die Höhe h beträgt, so wird das Widerstandsmoment 

J 112 2 rhs 1 
W=-e=-----",-= 3 rh2 

2 

Wie sich die Spannungen über den Querschnitt verteilen, geht aus 
der Untersuchung nicht hervor. Man wird vermuten, daß sie in der 
Mitte am größten sein werden und nach dem Rande der Platte ab
nehmen werden. Uns interessiert vor allem die größte Spannung 11max, 
die in der Mitte auftreten wird. Diesem Werte amax stellen wir einen 
Wert a0 gegenüber, der sich ergeben würde, wenn sich die Spannungen 
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gleichmäßig über den Querschnitt verteilen würden. Nach der Biegungs
theorie des Balkens ist dann 

Wir setzen nun 

l --r3p 
M 3 r 2 

ao = w=-r---=PJI:i · 
-rh2 
3 

amax = fl ao , 

wobei nach dem Vorhergehenden f-t > 1 sein müßte. Nun sind aber 
auch Einflüsse da, die eine Verminderung der Spannungen und mithin 
von fl zur Folge haben, z. B. die in der Praxis nie ganz erreichbare 
freie Auflagerung des Randes, die Vernachlässigung des überstehenden 
Randes usw. Über die Größe von fl gibt die Theorie keinen Aufschluß. 
Bach fand bei seinen Versuchen mit Gußeisen \Verte von fl, die zwischen 

fl = 0,8--:- 1,2 

lagen, wobei der kleinere Wert für fest eingespannte, der größere Wert 
für frei aufliegende Platten gilt. Bezeichnet man die zulässige Spannung 
mit kb, so muß 

sein. Hieraus folgt 

h > r ~/ {l-1~, (1) 

wodurch die notwendige Plattenstärke bestimmt ist. 

b) Die am Umfang frei aufliegende Platte ist in der Mitte 
durch eine Kraft P belastet, die sich gleichförmig über die 

Kreisflächen ri; verteilt (Abb. 337)-

Das vom Auflagerdruck ~ P herrührende Moment kann wie unter 
a) ermittelt werden. Da der Schwerpunktsabstand der Halbkreislinie 
2 r · t · d d b" d M n lS , SO Wlr as ICgen e oment 

l p 2r p. r 
2 ·-;=------;: 

Demselben wirkt das Moment entgegen, das die über die Halbkreis

fläche ! n r~ gleichmäßig verteilte Kraft P liefert. Da der Schwer-

punktsabstand des Halbkreises ~~ ist, so wird das von der belastenden 
Kraft herrührende Biegungsmomont 

P 4r0 2 P r0 

2" 3n=3-;-

Somit wird das resultierende Moment 

M = J>_r __ 2_ Pr0 =P_!- (1- ~ r0 ) 

n 3 n n 3 r 
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und daher, falls a0 wieder die gleichmäßig über den Einspannungsquer
schnitt verteilte Spannung bedeutet : 

p r (I 2 r 0 ) 

O"o = ~ = n 1 ~h23 r = ! ~ ( 1- ~ ":-) . 
3 

Setzt man wieder die größte Spannung 

O"max = flO"o 

und bezeichnet die zulässige Spannung mit kb, 
so wird 

Abb. 337. Kreisförmige 
Platte mit Einzellast. 

woraus 

>V 3 Pi 2 ro) h - fl --- \ 1---
- n kb ' 3 r 

folgt. 
Für P = n r2 • p und r0 = r 

Gleichung über in 

h > rVu-P_ = r· kb' 

d. h. in Gleichung (1), wie verlangt werden muß. 

(2) 

geht diese 

Für sehr kleine Werte r0 , theoretisch für r0 = 0 folgt aus (2) 

(2a) 

wonach also die Plattenstärke h vom Durchmesser d = 2 r unabhängig 
wäre. Diese Beziehung besteht in Wirklichkeit nicht ganz, da fl unter 
sonst gleichen Verhältnissen mit dem Durchmesser der Scheibe wachsen 
wird. 

Für kleine Werte von r0 (bis etwa 0,1 r) kann nach den Versuchen 
von Bach 

fl = 1,5 
gesetzt werden. 

Beispiel. Eine frei aufliegende, kreisförmige Platte von 2 cm Stärke sei 
aus Gußeisen hergestellt. Wie groß darf die Belastung P sein, falls sie, a) gleich
mäßig über den Querschnitt verteilt ist, b) in der Mitte auf einer sehr kleinen 
Fläche angreift. Die zulässige Biegungsspannung sei kb = 200 kgfcm2• 

a) Aus (l) folgt mit p, = l 

mithin 

P = n h2 kb = n · 22 • 200 = 2513 kg. 

b) Gemäß (2a) ergibt sich mit p, = 1,5 

h2 = 15· ~~ 
' n kb ' 
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mithin p = :n h:!:_b = ~513 = 55 k 
31 " 4" Sg. . ,v ,b 

Bei gleichförmiger Verteilung über die ganze Platte darf die Kraft also 4,5mal 
so groß sein. 

2. Die quadratische Platte. 
Es ist zu erwarten, daß die größten Spannungen, wie bei der kreis

förmigen Platte, in der Mitte auftreten werden. In welcher Richtung 
aber diese Spannungen auftreten und daher der erste Riß erfolgt, ob 

parallel zu den Seiten 
oder in der Diagonale , 
kann nur der V ersuch 

\ 

~~L---------------------~ 
~ . 
I 

Abb. 338. Quadratische Platte aus Eisenbeton. 

entscheiden. Solche Ver
suche sind von Bach 
mit Eisenbetonplatten 
ausgeführt worden, mit 
dem Ergebnis, daß die 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I __________ J 

Abb. 339. Quadratische Platte. 

ersten Einrisse in l{ichtung der Diagonale auftreten (Abb. 338). Wir 
werden daher die größte Beanspruchung in Richtung der Diagonale zu 
erwarten haben und denken uns die quadratische Platte der Seiten
länge a in dieser l{ichtung eingespannt (Abb. 339). 

a) Die am Umfang frei aufliegende Platte mit gleichförmig 
Yerteilter Belastung p. 

Auf jede der beiden Kanten der Seitenlänge a wirkt der Auflagerdruck 

~pa2 , der in der Mitte angreift. Die Resultierende dieser beiden Auf

lagerkräfte wird daher in der Mitte der parallel zur Diagonale ver
laufenden gestrichelten Linie der Abb. 339 angreifen. Diese hat den 

Abstand ~ a V 2 von dem eingespannten Querschnitt, so daß das 

biegende Moment 
1 1 - 1 ;-

2·· -pa2 ·-al'2=-l2a3 p 4 4 8 r 

wird. 
Die Resultierende des belastenden Druckes greift im Schwerpunkt 

der von der Diagonalen begrenzten Quadrathälfte an. Da der Schwer-
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punkt eines Dreiecks um den dritten Teil der Höhe von der Grundlinie 
entfernt ist, so hat er den Abstand 

!·;Y2=:f2, 

und das Biegungsmoment hat die Größe 

_!_ pa2 • (],__ ,/2.= _!_ ,/2 a3 p 2 6 r 12 r · 
Das resultierende Biegungsmoment wird daher 

1 ;- 1 r-;: 1 ,/o M=sl2asp-12 ~2asp=24 r2asp. 

Das Widerstandsmoment des rechteckigen Querschnittes der Breite 
a i2 und der Höhe h beträgt 

1 -
J 12 a t2 h3 1 -

w = e = -h- = 6 i 2 a h2' 

2 

so daß die theoretisch angenommene, gleichmäßig über den Querschnitt 
verteilte Spannung 

wäre. 
Mit 

O'max = fh O'o 

und kb als zulässiger Biegungsspannung wird 

<Tmax = ! fh ( ~ r p < kb ' 
woraus 

h>-a u-1 vp 
= 2 r kb (3) 

folgt. 
Nach den von Bach angestellten Versuchen ist 

fh = 0,75 bis 1,12 

zu setzen, je nachdem die Platte mehr oder weniger an den Auflager
kanten eingespannt ist. 

b) Die frei aufliegende Platte ist in der Mitte durch eine 
Kraft P belastet. 

Die Resultierende des Auflagerdruckes hat, wie unter a) nach-

gewiesen, den Abstand : 12 von dem eingespannten Querschnitt, so 

daß das biegende Moment 
P a 1- 1 ,1-M=2·4l2=s y2aP 

wird. 



Daher ist 

und 

Hieraus folgt 

Die rechteckige Platte. 

1 -
M S ~2aP 

O'o= -= 
W _!_ y2ah2 

6 

3 p 

4 h2 

worin nach den Versuchen von Bach p, zwischen den Grenzen 

p, = 1,75 bis 2 
liegt. 
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(4) 

Beispiel. Mit welcher Kraft P darf man eine gußeiserne quadratische Platte 
von 2 cm Stärke belasten, wenn die zulässige Spannung den Wert kb = 200 kgfcm2 

nicht überschreiten soll? 
a) Die Kraft P = a2 p ist gleichmäßig über den Querschnitt verteilt. 
Nach (3) wird mit 11- = 1 

P = a2p = 4 h2 kb = 4 · 22 · 200 = 3200 kg. 

b) Die Kraft P greift im Mittelpunkt der Platte an. 
Nach (4) wird mit 11- = 1,9 

4 4 p =-- h2. kb = -- 22. 200 = 562 kg. 
3"" 3·1,9 

Die Werte weichen nur wenig von dem für die kreisförmige Platte gefundenen 
Ergebnis ab. 

3. Die rechteckige Platte. 
Bei der rechteckigen Platte bereitet die Feststellung des gefährlichen 

Querschnittes erhebliche Schwierigkeiten. Wie die Abb. 340 und 341 
erkennen lassen, treten die ersten Risse im mittleren Teile der Platte 

~- --

Abb. 340. Rechteckige Platte aus Eisenbeton. 

parallel zur langen Seite auf; unter höheren Belastungen kommen 
Risse hinzu, die gegen die Ecken der Platte verlaufen. 
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Um die Rechnung einfach zu gestalten, entschließen wir uns, die 
Diagonale B B (Abb. 342) als gefährlichen Querschnitt zu betrachten 

~~ 0--:0 ~-~-~-- ...,.r - /-". 
~~~ -- ~ 

5 : ) :;:: ..........._~ 

,..;>/ --=~ - '\._ ~ 

/ ,".._-

' 
' 

Abb. 341. Rechteckige Platte aus Eisenbeton. 

und denken uns die Platte in dieser Richtung eingespannt; dies ist um 
so eher zulässig, da unsere Gleichungen den Berichtigungskoeffizienten 
fl enthalten, der aus Versuchen zu bestimmen wäre. 

a) Die am Umfang frei aufliegende Platte mit gleichförmig 
verteilter Belastung p. 

Die Resultierende der Auflagerkräfte (Abb. 343) liegt auf der Ver
bindungslinie der Halbierungspunkte der Seiten a und b; sie ist also 

um ; vom Einspannquerschnitt entfernt. Nun ist aber d = fa 2 +b2 

und der doppelte Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks d · c =ab, mithin 

8 B c= ab=-~!!.__ und c ab -r d y"U"2--i=b2 2 2 t a• + b2 

b Die nach unten wirkende Belastung p;b 

1""---""""""t"-----!181 der Platte greift im Schwerpunkt S an, der um 
---a_--~ c ab 

---Abb. 342. Rechteckige Platte. 
3 3)a2 +b2 

vom Einspannquerschnitt entfernt ist. 
Folglich wird das biegende Moment: 

'!!_'!._~. __ ab __ pab __ ab __ 
M = 2 2 t a 2 + b• 2 3 f a 2 + b2 

I a2 b2 

= 12 fa•+b:i p 

und hiernach die Biegungsgleichung für den fa 2 + b2 
breiten und h hohen Querschnitt 

1 a2 b2 1 fa 2 +b2 
--==--=P <kb ·----h2 
12 f a 2 + b2 - 6 p, ' 

r 
ii 

L 
Abb. 343. Recht· 

eckige Platte. 

wobei, wie stets, der Koeffizient fl der ungleichförmigen Verteilung 
der Spannungen Rechnung tragen soll. 
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Hieraus folgt 

(5) 

Nun ist aber 
ab b 

C - -

-f~f=t-b2- v~~ ~-:f· 
Folglich wird 

(5a) 

woraus zu ersehen ist, daß die Höhe c allein für die Bestimmung der 
Plattenstärke maßgebend ist. 

Für b = a wird c = ; j2 , also 

h>-a_lfttP 
=2Vkb' 

wie auf Seite 456 für die quadratische Platte abgeleitet wurde. 

b) Die am Umfang frei aufliegende Platte wird durch eine 
Kraft P in der Mitte belastet. 

Wie unter a) gezeigt, greift die Resultierende der Auflagerkräfte im 
Abstand 

c ab 

2 2 fa2 +b2 

vom Einspannquerschnitt an. Folglich wird das biegende Moment 

M= P _a__b_=] ___ a_b_.p 
2 2 fa2 + b2 4 f a 2 + b2 · 

Es lautet daher die Biegungsgleichung 

hieraus folgt 

J_ _ab . P < k . _1_ f a2 + b2 h2. 
4 Y a2 + b2 = o 6 ft ' 

y--1---p 
h ~ ~~-11---. 

- I 2 ~+~-kb 
b a 

(6) 

Mit c = ___!!__b- und d = ja2 +h2 geht die Biegungsgleichung 
ra2+b2 

über in 

Es ist also 

(6a) 
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Setzt man b = a, so -wird für die quadratische Platte 

l V p h>2 3pk,;, 

wie auf Seite 457 abgeleitet. 
Wenn die belastende Kraft nicht in der Mittte angreift, sondern 

sich über eine kleine Kreisfläche n r~ verteilt, so wird (vgl. Seite 453) 

.!'__ ~- .!'__ 4 ro < kb . __!_ _!,_ h2 (7) 
2 2 2 3n = 6 p, · 

Für p kann man, da keine Versuchsergebnisse vorliegen, dieselben 
Werte wie für die quadratische Platte benutzen. 

XVIII. Umlaufende Räder und Scheiben. 
1. Festigkeitsberechnung eines Schwungrades. 

a) Formänderung des Kranzes. 
Ohne Berücksichtigung der Arme ist der Kranz eines Schwungrades 

nach Seite 32 als frei schwebender Ring mit der Tangentialkraft 

To=F· L.R2w2 
g 

zu berechnen. Hierin ist 

F in cm 2 der Kranzquerschnitt, 
y in kg/cm 3 das spezüische Gewicht des Bau-

stoffes, 
g = 981 cmfsek2 die Erdbeschleunigung, 
R in cm der mittlere Halbmesser des Kranzes, 
w in sek-1 die Winkelgeschwindigkeit. 

Nach Seite 33 streckt sich ein kreisender 
Abb. 344. Formänderung Stab weniger als die Aufweitung des kreisenden des Kranzes. 

Ringes ausmacht; es ist demnach bei Be-
rücksichtigung der Arme ein Einziehen des Kranzes zu erwarten. Die 
Formänderung, die der Kranz erleidet, ist in Abb. 344 grundsätzlich 
dargestellt. Sie ist dadurch gekennzeichnet, daß die Tangente in den 
Armanschlußpunkten Kreistangente bleibt, während sich der mittlere 
Teil des Kreisausschnittes infolge der Fliehkraft nach außen wölbt. 
Der Kranz ist an den Armen eingespannt; außerdem erfährt er eine 
tangentiale Zugkraft. 

Wir schneiden einen Ringteil von Mitte Feld bis Mitte Feld heraus 
(Abb. 345). Da die Verhältnisse bei symmetrischer Anordnung der 
Arme in jedem Sektor gleich sind, genügt die Untersuchung eines 
Sektors. Den herausgeschnittenen Teil machen wir frei. Das erfordert 

1. je eine Normalkraft Na= Nb in den Schwerpunkten der Schnitt
flächen A und B, 

2. je ein Moment Ma = Mb in den Schnittflächen A und B, 
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3. Die Armspannkraft X, 
die durch die Formänderung 
des Ringes hervorgerufen 
wird. 

Aus Symmetriegründen ist 
in den Punkten A und B 
keine Schubkraft vorhanden. 

Auf ein Bogenelement ds 
entfällt eine Fliehkraft 

d0=F·L·R·dm·Rw2 
g r ' 

die mit der Armachse den 
Winkel (r~;- rp) einschließt. 
Ihre Seitenkraft in Rich-
tung X ist also Abb. 345. Untersuchung eines Ringtei!es. 

dO· cos (r~;- rp) =F· L · R · drp · R · w2 • cos (r~;- rp). 
g 
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Die Summe sämtlicher Seitenkräfte in Richtung X, hervorgerufen durch 
die Fliehkraft des Kranzsegmentes mit dem Zentriwinkel 2 r~;, ist 

2a 

Jao-cos(r~;-rp)=F·; R2w2Jcos(r~;-rp)·drp. 
0 

Die NormalkräfteN haben in Richtung X zwei gleich große und gleich 
gerichtete SeitenkräfteN sin r~;, so daß die erste Gleichgewichtsbedingung 
.2 X= 0 die Gleichung 

2a 

2Nasinr~;+X-F· ~ R2 w2Jcos(1X-rp)drp=0 
0 

ergibt. Setzen wir 

wobei T 0 der tangentialen Spannkraft des frei schwebenden Ringes ent
sprechen würde, so erhalten wir 

2a 

2 Na sin r~; +X- To J cos (r~;- rp) · d rp = 0 
0 

und berechnen zunächst das Integral. Aus 

folgt 
r~;-rp = z, d. h. rp = r~;-z und drp = -dz 

2a 

To · J cos (r~;- rp) · d rp = To · J cos z (- dz) =- T 0 • sin z, 
0 

2a <p=2a 

T0 • J cos (r~;- rp) drp = - T0 • sin (r~;- rp) 1 .. 

0 q;=O 
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Das Einsetzen der Grenzen liefert 
2a 

T0 • J cos (a-<p) · d <p =- T0 [sin (a-2a)- sin(a- 0)] = 2 T0 • sin a 
0 

und damit 

oder 

Nunmehr legen wir einen Schnitt, der um den Zentriwinkel <p von 
A entfernt ist. Damit das Gleichgewicht des abgetrennten Teiles ge
wahrt bleibt, sind hinzuzufügen: 

l. eine Normalkraft N im Schwerpunkt der Schnittfläche, 
2. ein Moment M, das dem am Ende des Bogens angreifenden Mo

Abb. 346. Schnitt durch den Kranz. 

ment M a entgegengesetzt ist, 
3. die Querkräfte, die wir wie üblich 

vernachlässigen. 
Die erste Gleichgewichtsbedingung ver

langt, daß die Summe sämtlicher Seiten
kräfte in einer beliebigen Richtung -
wir wählen N - gleich Null ist. Auf ein 
Bogenelement ds (Abb. 346) wirkt die 
Fliehkraft 

d C = F · 1'._ • R · d m • R · w2 
g T ' 

ihre Seitenkraft in Richtung N ist 

dC·sin1p=F·; ·R2w2 ·sin1p·d1p, 

die Summe sämtlicher Seitenkräfte längs 
des abgetrennten Bogens infolge der Fliehkraft 

'P 'P 'P 

I d C · sin 1p = F • ; • R 2 w2 I sin 1p · d 1p = T0 J sin 1p · d 1p . 
0 0 0 

Einschließlich der Seitenkräfte von Na und N wird 
'P 

N- Na • cos <p- T0 • J sin 1p • d1p = 0. 
0 

Das Integral ist 

'P "' "' 
T0 • J sin 1p ·d1p =- T0 • [cos 1p] =- T0 ·[cos g;-cos 0] = T0 - T0 ·cos <p, 

0 0 0 

also 
N = Na·cos <p- To·cos <p + To. 

Ersetzen wir in dieser Gleichung Na durch 
X 

Na= T 0 -2sinoc' 
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so erhalten wir 
X ·COS qJ 

N=T0 • cos r:p--2 .--T0 • cosr:p+To, 
Sln ct. 

N = T - X.:.!'of3...!f!. 
0 2· sinrx · 
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(a) 

Es fehlt noch die Bestimmung des Biegungsmomentes M in dem Schnitt, 
der unter dem Winkel r:p gelegt ist. Das im Punkte A angreifende 
Moment M a sei links drehend und positiv, weil es Zugspannungen in 
der Außenschicht des Bogens hervorruft. Die Normalkraft Na dreht 
in Beziehung auf den Schnitt r:p am Hebelarm R (1- cos rp) ebenfalls 
links herum. Die auf das Bogenelement ds entfallende Fliehkraft 

d C = F · -Y_ • R · d 7p • R · w2 = T0 • d 7p 
g 

dreht am Hebelarm R · sin 7p rechts herum und ist negativ, weil sie in 
der Außenschicht des Bogens Druckspannungen hervorruft. Insgesamt 
wirkt im Schnitt r:p das Moment 

Mit 

und 

wird 

'P 

M = M a + Na · R ( l - cos r:p) - T o · R f sin 7p • d 7p. 
0 

'P 'P 

J sin 7p • d 7p = - cos 7p I = - [ cos r:p - cos 0 J = l - cos r:p 
0 0 

X 
N =To---

" 2 sin rx 

M=M +(T0 - _X_)·R(l-cosrp)-T0 ·R(l-cosrp) 
a 2sinct. ' 

das nach dem Auflösen der Klammern übergeht in 
X R cosrp M=M ----.--+XR ·-.--. 

a 2smrx 2smrx 
(b) 

Die statisch nicht bestimmbaren Größen sind das Einspannmoment 
Ma und die Spannkraft X im Arm. Nach dem Satze von Castigliano 
(Seite 195) ist 

aA 
a.x=LlR, 

wobei LlR die Verschiebung des Punktes C (Abb. 345) ist. 
Ferner macht Ma die Formänderungsarbeit zu einem Minimum, 

weil die Querschnitte A und B radial gerichtet sind; es wird 

a~=O 
aM 

(Seite 199). 
Nach Seite 199 ist daher 

" " 
0=2·J M_ · 8-~·ds+2J_3_ ·aN ·ds 

EJ aM. EF 8M. ' 
(I) 

0 0 

(II) 



464 Umlaufende Räder und Scheiben. 

Die Integrale erstrecken sich über den ganzen Sektor. Die Gleichun
gen ( a) und (b) liefern 

aM aN 
aMa=l; äMa=O; 

ferner ist ds = R · dcp; 
f!_}!_ __ _ 1!_ R · cos cp • 
ax- 2sinoc + 2sinoc' 

aN coscp 
a x =- 2sin oc · 

Mit diesen Werten geht Gleichung (I) über in 
a 

1 I( X R XR·costp) 0=- M --.-+---.-- R·dcp 
EJ a 2smoc 2smoc 

0 

a a a 

= _!!__ (M ·Idm-~!!__ ·Idm+ -~!!__Icoscp·dm) 
EJ " r 2smoc r 2smoc T 

0 0 0 

XR XR . 
= Ma [ot]- 2-.- [ot] + 2~.- [smot]; 

sm oc sm oc 

hieraus folgt 
M =~!!___XR 

a 2 sin oc 2 oc · 
( c) 

Setzen wir M und M a in Gleichung (II) ein, so ergibt sich 
a 

LI R = 2 ·I R3 (-~ Xcosrp) ( cos rp __ 1_). d 
E J 2 oc + 2sinoc 2 sin oc 2 sin Ot qJ' 

0 

a 

+ 2 ·J_!!__ (T _X c_osrp) (- co~ rp). d . 
EF 0 2smOt 2 sm oc qJ 

0 

Wir lösen die Klammern auf und integrieren die einzelnen Glieder: 
a a 

R3r x I x I x I LIR=2·- ----. -· coscp·drp+-.-· cos2 cp·drp+ . · drp 
E J" 4 Ot • sm oc 4 sm2 oc 4 Ot · sm oc 

0 0 0 

a a 

--!-Icoscp·dcp] +2 · _!!__ [-~ ·Icoscp·drp 
4sm2 0t EF 2smOt 

0 0 
a 

+ -!- ·Jcos2m. dm] 
4sln2 0t T T ' 

0 
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[
1 . 2 rJ. J 1 . 2 rJ. 

~:_lt_ + LI R = X_Jt_3 ~:~-__rk~~~ -- ! - + ! R . 4 slll __ a +~~ . 
EF EJ 2sin2 a 2a EF 2sin2 a 

Wir setzen 1 . 2 rJ. 
--·-·Sill a+--
4 2 

2 sin2 a 

1 . 2 rJ. 
--Sill a+- --
4 2 --- ---- -=B 
1-cos 2 a ' 

1 . 2 rJ. 1 . 2 rJ. 
4 Sill rJ. + 2 1 4 Sill rJ. + 2 1 1 
-2sin2a --2 a = -T=-cos-2--;--- 2 a = B-2~ = A 

und schreiben ToR X R3 X R 
EF +LI R = A. ET + B. EF. 

b) Formänderung des Armes. 

Die Verlängerung LI R des Armes setzt sich aus der Verlängerung 
infolge X und der Verlängerung infolge der Eigenfliehkraft des Armes 
zusammen; sie ist der Kraft X (Abb. 345) entgegengerichtet. Verstehen 
wir unter 151 die Verlängerung des Armes durch eine Axialkraft von 
1 t, so verlängert die Kraft X den Arm um X · 151 ; die Verlängerung durch 
die Fliehkraft sei 15c. Mit diesen Werten erhalten wir 

T 0 R X R3 X R 
7FP -bc = A. -Jjjy+ B· EF+ X·bl, 

weil LI R = -X · b1 - bc ist, 
und daraus 

X= 
'!__o_I}_- o 
EF c 

R3 R 
A . jE]+ B . FIF + (Jl 

(d) 

<51 und bc hängen von der Form und dem Baustoff der Arme ab 
und sind Seite 28 für zylindrische und keglige Stäbe entwickelt. Die 
Beiwerte A und B sind für die üblichen Armzahlen nachstehender 
Zahlentafel zu entnehmen. 

ZahlentafeL 
Armzahl = 4 I 6 8 10 

7/;_ = 0 78540 n = 0,52360 n_ = 0,39270 n 
rJ. 10 = 0,31416 4 , 6 8 
rJ. 0,39270 0,26180 0,19635 0,15708 
2 
1 

0,63662 0,95492 1,2732 1,5916 
2a 

sin 2 a 1 0,86603 0,70711 0,58779 
cos 2 rJ. 0 0,5 0,70711 0,80902 

1 . 2 
4 slll a 0,25 0,21651 0,17678 0,14695 

A 0,00608 0,00170 0,0007 0,0003 
B 0,64270 0,95662 1,2739 1,5919 

Winkel, Festigkeitslehre. 30 
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Mit der Entwicklung der statisch nicht bestimmbaren Größen M a 

und X ist die Berechnung der Spannungen in jedem beliebigen Quer
schnitt möglich. 

c) Spannungen im Kranz. 

Gefährliche Querschnitte liegen in der Mitte zwischen zwei Armen, 
d. h. für fP = 0, und im Armanschlußpunkt, d. h. für fP = a. Sie sind 
auf Zug und Biegung beansprucht. Es ist 

+ N. M. 
aA= -~F ±w, 

No Mo 
aa =+y ±w· 

Wir erhalten N und M aus 

N =T0 -_! _ _ 
a 2 sin ()(' 

M a = 2 ~: ()(-~: = X2 R (si~ ()(- ~-) ' 

X ·cOSO( X 
Na =T0 - 2Sin()( = T0 - 2 · ctga, 

M =M _ XR +XR·cos()( 
0 a 2sin()( 2sin()(' 

Abb. 347. chwungrad. 

d) Spannungen in den 
Armen. 

Ist F 1 der Armquerschnitt 
an der Nabe, F 2 der Armquer
schnitt am Kranz, so ist 

X X+O 
al = y; 0'2=---------y-, 

1 2 

wenn C die Eigenfliehkraft des 
Armes bedeutet; vergleiche 
Seite 465. 

e) ZahlenbeispieL 

Als Beispiel wählen wir das 
Schwungrad der Abb. 347, das 
Tolle, Regelung der Kraftmaschi
nen 1), entnommen ist, um einen 
Vergleich der Rechnungsergebnisse 
zu ermöglichen. Das Rad hat acht 
Arme und läuft mit 240 Umdre
hungen in der Minute, so daß 

nn n· 240 
(!) = -· = - -· = 8 :rr; 

30 30 

Tolle, M.: Regelung der Kraftmaschinen. 3. Auflage. Berlin: Julius 
Springer. 1921. 
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ist. Der Baustoff ist Gußeisen mit dem spezifischen Gewicht y = ~~~~ kg/cm3 

und E = 1000000 kgjcm 2• Die Abmessungen sind 

Kranz: Querschnitt F = 720 cm2 ; J = 154250 cm4 ; W = 6855 cm3 ; 

Arme: l = 90 cm; F 1 = 141,37 cm2 ; F 2 = 70,68 cm2 ; 

Halbmesser bis zum Schwerpunkt des Kranzquerschnittes R = 152 cm; 
Halbmesser bis zur Nabe r = 40 cm. 
Die Spannkraft im frei schwebenden Ring ist 

T 0 = }'_. w 2 • R 2 • F = 7_,:l5_-(S:n:) 2 
• 1522 • 720 = 77040 kg. 

g 91>1·1000 

Die Spannkraft X im Arm im Armanschlußpunkt ist 

To·ll_- E. o 
F ' 

X = R3 --R ----
A·-J +B· .F +E·ol 

o1 war die Verlängerung des Armes irrfolge der gleichbleibenden Kraft "Eins" 
(in kg); sie ist nach S. 27 bestimmt durch 

l /1\ 90 v-141,37 
E·o 1 = P\ ·l F2 "141,37 -70~68 = 0,9 kg/cm. 

~----R''--------~ 

ir=~~3tl .... ~·--·. 
{1= -~K--------2 ~ 

I dz ~ H'-----------"'"' 

Ahh. R48. Berechnung der Fliehkraft des Armes. 

o, war die Verlängerung des Armes durch die Eigenfliehkraft; wir berechnen sie 
in Anlehung an die Aufgabe S. 36 nach Abb. 348. 

Die verschwindend kleine Scheibe F · d x des Armes erfährt die Fliehkraft 

dC = _?'_, w2 ·F· x'· dx, 
g 

wofür wir mit 
F: 1\ ~ (h + x) 2 : H 2 und x' = R' - x 

schreiben 

y 2 (h + x)2 ' dC =- - · w · F 1 ·- ---- (R - x) · dx g fl2 , 

X X 

C = Jdc = 1' · w2 • F 1 • J(h + x) 2 (R'- x) . d x. g fl2 
0 0 

Wir verlegen den Koordinatenanfangspunkt in die Spitze des Ergänzungs
kegels und setzen 

h + x = z; x = z- h; R'- x = R' + h- z; dx = dz, 
30* 



468 Umla.ufende Räder und Scheiben. 

erhalten also 
z 

0 = .L. w2 • F 1 Jz2 (R' + k- z) • dz g H2 
h 

= )'_, c.o2. FIJ[z2 (R' + k)- zS]dz g H2 

Z=Z 

= -·c.o2• ___!_ (R'+k) · --- , y F [ z3 z'J 
g H2 3 4 

z=h 

y F [R'+k 1 ' 0 = - · c.o2 • ___!_ -- (z3--k3)-- (z4 - k4 lj g H2 3 4 . 

Als Zugspannung im Querschnitt F ergibt sich 

_R_' + ~ (za - 11,3) - _!:_ (z' - h') 
11 = !!_ = .L wa. FI • _3 ____ ----=_4 __ _ 

F g H2 ~ 
F~· H2 

R' +h 1 
-- (z3 - h3)-- (z4 - h4) 

11 = L . c.os • _3 ____ -;:-__ 4 __ _ 
g zs 

Die Verlängerung des verschwindend kleinen Armteilchens ist 

1 
Lldx= E·l1·dx, 

demnach die Gesamtverlängerung des Armes 

Lll= iJt1·dx, 

f
HR'+h(z3-h,3) fH 

- 9-·E·Lil= - 3----dz-_!_ z'-h'·dz y. c.o2 z2 4 z2 
h h 

R' + h {f sdz} 1 {J Jdz} = - 3- zdz-k3 -z2 - 4 z2 dz-h4 zB , 

_9_,E. Lll = R'+k{_!_[z2J+ks [ 1~]}- _!_{_!_[z3]+h' [_!_]}. 
y• c.o2 3 2 z 4 3 z 

Das Einsetzen der Grenzen liefert 

oder mit H-h=l 

--·E·Lil = -- -(H2-k2)-k2,_ -- -(Ha-hs)-ks ·-g R'+h{1 l} 1{1 l} 
y·c.o2 3 2 H 4 3 H' 

Den gegebenen Zahlenwerten entnehmen wir 

R' = l + r = 90 + 40 = 130 cm, 
F 1 :F1 =h2 :H2=1:2; also H 2 =2h2, 
H2 = (h + 90)2 = k2 + 180k + 902. 
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Aus beiden Gleichungen ergibt sich: h = 90 (1 + y2) = 217,26 cm, 

H = 90 (2 + l2) = 307,26 cm. 

Ferner ist H 2 - h2 = h2; 
H 

_fl__. E. LJ l = 13_0_± 217,2~ . 217,262. (__l__- _JJQ__) 
y . w2 3 2 307,26 

1 { 1 90·217,26·307,26} -- -(307 263 -217 263)- -~---------4 3 , , 2 , 

E · LJ l = 1' w2 · 319740. g -

725·64n2 E·o. = E · LJ z = {oooTsf ·319740 =~ 1492,6 kg/cm. 

Aus der Zahlentafel entnehmen wir für acht Arme 
A = 0,0007; B = 1,2739; 

demnach 
7'i_ 040 :___152 - 1493 

720 
X = ~---T52a 152 = 12 620 kg . 

0,0007. 15{250 + 1,2739 . 720 + 0,9 
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Dieser Wert weicht gegen den Tolleschen -X= 12916 kg- um 2,5% ab, eine 
Abweichung, die keine Rolle spielt, wenn man sich vor Augen hält, daß die ganze 
Berechnung auf einer immerhin schwankenden Grundlage ruht, die namentlich 
bei einem so unzuverlässigen Baustoff wie Gußeisen nur einen Überblick über die 
Art der Beanspruchung gewährt. Berücksichtigt man ferner noch die Einflüsse, 
die sich zahlenmäßig überhaupt nicht fassen lassen, z. B. Spannungen, die durch 
ungleichmäßige Abkühlung der Arme gegen den Kranz auftreten und Blasen im 
Guß, so wird man sich mit der angegebenen Berechnung begnügen und sich gegen 
zu hohe Beanspruchung des Rades durch die Wahl kleiner zulässiger Span
nungen schützen. 

Mit X sind die übrigen für die Beanspruchung der Querschnitte des Rades 
maßgebenden Größen bestimmt. Es wird 

X 12620 
N. = T 0 - 2 sin-Cf. = 77040- 2 . 0,38268 = 60550 kg, 

Na= To- ~·?o~o: = 77040-126~0. 0,9~388 = 618l0kg, 
2 sin o: 2 · 0,38268 

( 1 1) X· R 12620 · 152 
M. = sino:- Cl. ·-2-~ = 0,06667· --2 = 63940 cmkg, 

( 1 ) X R 12620 · 152 M 0 =- a-ctgo: ·-2-=-0,13225· -~;f -=-126840cmkg. 

Maximale Spannungen im Kranz: 
_ Na Ma _ 60550 63940 _ _ 2 aA-+y+-w- 720 + 6855 -84,2+9,3-93,5kg/cm, 

Na M0 61810 126840 - 2 aa = + F + -TV -= - 720 + 6855 = 85,9 + 18;5 = 104,4 kgJcm . 

f) Spannungen infolge des ~uf die Welle übertragenen Dreh
momentes. 

Das Schwungrad übertrage ein Drehmoment Md, das sich 
auf die n-Arme gleichmäßig verteilen möge. Ferner nehmen wir an, 
daß der Kranz im Vergleich zu den Armen als starr anzusehen sei. 
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Diese Annahme besagt, daß die Kranzquerschnitte trotz der Form
änderung der Arme radial bleiben, der Kranz also durch M a keine 
Formänderung erleidet. Beide Annahmen erscheinen vornehmlich 
dann zulässig, wenn die Abmessungen des Kranzes gegenüber denen 

der Arme groß sind. Weniger sicher sind 
sie bei einem schwachen Kranz, in dem 
zweifellos Biegungsspannungen auftreten wer-
den. . 

Infolge der Voraussetzung gleichmäßiger 
Beanspruchung sämtlicher Arme genügt die 
Untersuchung eines Armes als an der Nabe 
eingespannter Freiträger, der an seinem freien 
Ende durch eine unbekannte Einzelkraft K 
und ein unbekanntes Biegungsmoment M 1 

belastet ist. Die zu erwartende Formände
rung ist in Abb. 349 dargestellt. Der Stab 
ist zweifach statisch unbestimmt. Aus der 
zweiten Voraussetzung folgt, daß die Quer
schnittebene des Kranzes im Armanschluß
punkt durch den Mittelpunkt des Rades geht; 
sie möge mit der Ebene durch die Achse des 
nicht verformten Armes den Winkel ß bilden. 
Mit anderen Worten: die Tangente an die 
Biegungslinie des Armes im Kranzanschluß
punkt bildet mit der Tangente im Naben
anschlußpunkt den Winkel ß. Die tangentiale 

Abb. 349. Formänderung des Verschiebung des Armendpunktes sei f. Um 
Armes iniolge eines Dreh- 1 

momentes. den gleichen Winke ß dreht sich der Arm-
querschnitt im Endpunkt gegen den Quer

schnitt an der Einspannstelle. Diesen Winkel ß erhalten wir aus der 
Arbeitsgleichung von Castigliano (Seite 199) zn 

l 

ß= s:J.äi!__:~·dx; 
0 

hierin ist M 1 das statisch nicht bestimmbare Moment am Armendpunkt, 
M das Moment im Punkte X, J das- meist veränderliche- Träg
heitsmoment des Armquerschnittes im Punkte X. Aus 

M=M1-K·x 
folgt 

~_!!_ = l 
ßM1 ' 

demnach l l 

ß= s:;ax-f~7·dx, 
0 0 

l l 

= ~J~1 dX- ~JK;~ ·dx 
0 0 
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oder l l 

E · ß=M -J1-dx- K-zJ_!_·! · dx 1 J J l . 
0 0 

Die Integrale stellen die E ·fachen Winkeländerungen dar, welche der 

Armendpunkt infolge eines Momentes M 1 = l und einer Kraft K = -} 

erleiden würde und lassen sich zeichnerisch leicht ermitteln (Abb. 350). 
l 

Wir zeichnen zunächst die durch M 1 = l und K = y hervorgerufenen 

Momentenlinien M = l und M = y, die a) 

wir in Abb. 350b von einer Wagerechten 
nach oben und unten abtragen. Die 
Ordinaten dieser Kurven dividieren wir 
durch die Werte J des Trägheitsmomen
tes der Querschnitte, so daß die Kurven 

und 

b) 

m 
entstehen. 

Diese Kurven sind in Abb. 350c dar
gestellt. Bezeichnet man die von ihnen 
und der Achse begrenzten Flächen mit {} m 

und {}k, so sind 

cf,; c) 
~~~~~~~~ 

af(' 
k 

Abb. 350. Formänderung des Armes. 

l l l l 

{Ym=Jzmdx=JJdx und {Yk=Jzkdx=J}ydx 
0 0 0 0 

die gesuchten Integrale; sie sind also (M:J)-Flächen. (Seite 176.) Es 
wird 

E ·ß = M1· fsm-Kl· fsk· 

Die Verschiebung I des Armendpunktes ist nach Castigliano 
l 

Mit 

wird 

oder 

I=JM· 0 M·dx ßK 
u 

ßM 
ax=-x 

l l 

SM1 sK·x I= - (- x) dx - - (-x) · dx, E.J E-.J 
u 0 

l l 

Jl X sl X X E . I=- M l - . - d X+ Kl2 ... . . - . ~ d X 1JZ Jll. 
0 0 

Auch die in der letzten Gleichung auftretenden Integrale lassen sich 
durch Flächen darstellen. Man braucht nur nach dem Verfahren von 
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N ehls (Seite 80) die Ordinaten der Kurven Zm und zk im Verhältnis 

y verkleinern. Es entstehen so die beiden gestrichelten Kurven der 

Abb. 350c. Bezeichnet man die zwischen ihnen und der Achse liegenden 
Flächen mit 6~ und 6~, so ist 

l l 

6~ = Jzm·y·dx = J} ·1-dx und 
0 0 

Die Werte 
l 

E!m = l6~ = fzm ·x· dx und 
0 

l 

Eik=l6~=fzk·x·dx 
0 

sind die statischen Momente der (M: J)- Flächen, bezogen auf den Arm
endpunkt; sie sind die E-fachen Durchbiegungen des Armendpunktes 

infolge eines Momentes M 1 = 1 und einer Kraft K = f (Seite 4 71), denn 

es ist 

E • f =- M1 ·l· 6~ + Kl2. 6~ =- M1 · Eim + Kl· 6". 

Je nach dem Verhältnis des in Abb. 350 links drehenden, von uns 
negativ angenommenen Momentes der Kraft K zu dem rechtsdrehenden 
Moment M 1 wird die Verschiebung f des Armendpunktes nach links 
oder rechts von der nicht verformten Stabachse gehen. Überwiegt die 
negative Kraft K, wie in Abb. 350 gezeichnet, so folgt, weil die 
Kranzquerschnitte radial bleiben, 

und daraus 
-I = (l + r) · ß = R' · ß 

K- Ml iYm· R'- 6m_M1 

- T. iYk · R'- 6k -z.t;' 

Für den Sonderfall eines gleichbleibenden Armquerschnittes 

ist die (M: J)-Fläche infolge M 1 = 1 ein Rechteck; infolge K = + ein 

Dreieck mit der Höhe } für x =l . Es ist daher 

J·6m=1·l; 
l [2 

J. E~m = 1 . l . 2 = 2 ; 

1 l 
J·6~c=-2l·1=-2-; 

1 2 l 2 

J· 6k=2l·1·3l=3 0 

Die Gleichung für K liefert mit diesen Werten 
[2 

M 1 l·R'-2 M 1 2R'-l 
K=T ,_l ___ l 2 = 3 T '3R'-=21 

--·R'--
2 3 

und 



Berechnung umlaufender Scheiben. 

Das von dem Arm aufzunehmende Drehmoment ist 

Md= M -K · R' =~ · Kl-KR' = Kl(~-!l~) 
n 1 l ' 

folglich 
Md I 

Kl= n . -R,. 
~ -- r 

Das am Nabenanschlußpunkt auftretende Moment ist 

M1 -Kl=Kl(~-1), 

Md ~-1 =-;- ·-~R,. 

~- T 
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Das am Kranzanschlußpunkt auftretende Moment M 1 ergibt sich aus 

]!_d = M - K. R' = M -MI . R' 
n 1 1 ~~ 

zu 
M _M~. 1- n R'' 

~- -
l 

Die größten zusätzlichen Beanspruchungen der Arme ergeben sich aus 

M=M1 -K·x 

f .. 0 MI d f'' l MI- Kl ur x = zu a1 = W un ur x = zu a 2 = ---w-
Damit sind die zusätzlichen Biegungsspannungen bestimmt, die den 
aus dem Beharrungszustand sich ergebenden hinzuzufügen sind. An
genähert bleiben die angegebenen Beziehungen auch für Seilscheiben 
und Riemenscheiben richtig, die eine Leistung von N PS oder ein 
Drehmoment 

übertragen. 
Für den verjüngten Arm des Zahlenbeispiels (Seite 466) sind die 

Flächen 'iYm, 'iY~ und 'iYk, 'iY~ in Abb. 350 dargestellt. 

2. Berechnung umlaufender Scheiben. 
Aus der zur y-z-Ebene symmetrischen Scheibe (Abb. 351) schneiden 

wir einen Kreisausschnitt vom Zentriwinkel dcp heraus und aus diesem 
ein Ringstück von der Breite dz. 

Wie bei dem Hohlzylinder (Abb. 327) wirken an den Schnittflächen 
die Spannungen Gy, Gz und a. + da., wobei Gy die tangentiale und Gz 

die radiale Spannung ist. Die Dicke der Scheibe sei so gering, daß man 
die Neigung der radialen Spannungen gegen die Symmetrieebene ver
nachlässigen und sie gleichmäßig verteilt annehmen kann. An der 
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Zylinderfläche vom Halbmesser z wirkt die nach mnen gerichtete 
Kraft 

2 xzdcp · a •. 
An der Zylinderfläche vom Halbmesser z + dz und der Höhe 2x+2dx 
wirkt nach außen die Kraft 

2 (x + dx) (z + dz) dcp (az + daz); 
an den seitlichen ·Schnittflächen wirken die Kräfte 

2xdz:av· 
Der nach innen gerichtete senkrechte Anteil der Umfangskräfte beträgt 

2 · 2 xdzav · sin di = ""2xdzavd cp, 

wenn sin di angenähert durch di ersetzt wird. 

tz 
2 (.x+tix)(ztdz).dfjJ(6z+ d62 ) 

ZLw 2.:rz 2dlf'dZ 
_....,...".*~-

Abb. 351. Umlaufende Scheibe. 

Irrfolge der Fliehkraft greift noch die Kraft 
dm · zw2 

y 
----~ 

an dem Element an, wobei dm= ]'__ d V die Masse, y das spezifische g 
Gewicht, g die Erdbeschleunigupg und d V das Volumen ist. 

Mit 

wird 
dV = z dcp dz · 2 x 

dmzw2 =)'_ zdcpdz· 2x· zw 2 
{/ 

= 2 )'_ w2 x z2 d cp d z . 
{/ 

Aus der Bedingung, daß die Summe der senkrechten Komponenten 
aller Kräfte gleich Null sein muß, folgt: 

2 (x + dx) (z + dz) dcp (az +da.)+ 2 )'_ w2 xz2 dcpdz = 2xzdcp·az 
{/ 

+ 2xdzavdcp. 
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Multiplizieren wir aus, dividieren durch dcp und vernachlässigen die 
unendlich kleinen Größen höherer Ordnung, so wird 

2dxzaz + 2 xdzaz + 2 xzdaz + 2-}w2 xz2 dz = 2xdza'IJ, 

oder, wenn wir durch 2xzdz dividieren, 

azdx + (Jz + ~a, + 2 }'_w2 z = Cl"• 
x dz z d z g z ' 
da, ay·-a, y 2 a,dx --= ------w z- -
dz z g x dz · 

a) Die Scheibe gleicher Festigkeit. 

(1) 

Gleiche Festigkeit bedeutet, daß die radialen und tangentialen 
Spannungen überalJ denselben Wert haben sollen: 

Gy= Gz = a = konst. 

Da hiernach auch ~d:· = 0 ist, folgt aus (l): 

0 = 0 _1'_ w2 z- ()"_ ~x 
g x dz' 

dx y w2 
-- =-- zdz. 
x g a 

Integrieren wir, indem wir die Integrationskonstante mit ln C be
zeichnen, so wird 

oder 

y w2 z2 
ln x = - - - -- + In C 

g (J 2 

y co2 z2 

x=Ce_g_a ~ 

Mit Rücksicht auf die Her- Abb. 352. Scheibe gleicher Festigkeit. 

stellung wird die Scheibe am 

-z 

äußersten Umfang (z = r al eine bestimmte,- geringste Dicke 8 haben 
müßsen (Abb. 352); dort hört die Scheibe auf, ein Körper gleicher 
Festigkeit zu sein, falls nicht eine äußere Kraft, z. B. die Fliehkraft 
des Kranzes der Schaufeln, angreift. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten erhalten wir die Glei
chung 

daher ist 

r w2 r~ 

8 = 2Ce -fi~, 2 

"' w2 
-1 - (r~-z2) 

x=seY 2 " (2) 

Die Dicke der Scheibe ohne Bohrung beträgt in der Mitte mit z = 0 

(3) 
w2r2 

Ist • groß, so ergibt sich eine starke Wölbung der Scheibe. (J 
Damit ist eine Neigung der Spannungen gegen die Symmetrieebene ver-
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bunden, die wir nicht berücksichtigt haben. Gleichung (3) gilt also 
nur für Scheiben, die nicht zu stark gewölbt sind. 

Beispiel. Eine Scheibe von 2m Durchmesser soll bei 3000 Umdr.Jmin aus 
Nickelstahl hergestellt werden. 

Wir wählen s = 15 mm und die Spannung a = 2000 kg/cm2• Mit 
y = 0,0078 kgjcm3 und g = 981 cm/s2 wird 

(2n·3000)2 

y w 2 0,0078 60 
g 2a = 981- -T-2000- = 0'0001962 ' 

mithin 

Für z = 0 wird die Dicke der Scheibe in der Mitte 

Sm= 1,5 e1·962 = 1,5 · 7,ll4 = 10,7 cm, 

Wir wollen noch die Spannungen berechnen. 
Nach Seite 215 sind die reduzierten Spannungen in Richtung der 

x-, y- und z-Achse 

Für die Scheibe gleicher Festigkeit ist 
0'",=0; 

Mithin wird 
2 Es =--0'=-0 6a· 

z m ' ' 

wenn man 

setzt. 

10 m=--
3 

Als maßgebende Spannung muß daher 

0,7a<kz 
sein. 

In unserem Beispiel war a = 2000 kgfcm2. Folglich beträgt die zulässige 
Spannung 

k. = 0,7 · 2000 = 1400 kg/cm2. 

b) Die Scheibe gleicher Dicke. 

Da hier ~: = 0 ist, wird gemäß (1) 

da.= a. -_a_.- _]'___ w2 z • 
dz z g (4) 

Es treten keine Kräfte in Richtung der x-Achse auf; folglich haben 
wir einen ähnlichen Spannungszustand wie bei dem auf Seite 432 
berechneten Rohre. 
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Bezeichnet man wieder die radiale Verschiebung mit ~' so wird 
entsprechend den Gleichungen (6) und (8) auf Seite 434 

a = _2_ 1 (_m J + ~;) a = ___ 2 __ _!_ (m a; + 1._) 
'!I m -1 ß ' z z ' z m -1 ß dz z 

(J - (J = _2- ( ;- - d ;) (5) 
'!I z ß z dz 

~~= m=- ~-} (m rz~ + +:~- z~) 
Setzen wir diese Werte in (4) ein, so folgt 

2 m d2 ;- 2 1 1 d ;- 2 1 ; 
73m=idz2+m-=1· ß zdz m__:__J.'ß'z2 

= -~1._ __ 2_. _I_d; _]'_w2z 
ß z2 ß z dz g ' 

oder, indem man die beiden ersten Glieder der rechten Seite auf die 
linke Seite bringt 

~ m~ 1 (rz~ + ~-::- t) =- ~ w2 z' 
d2 ;- 1 d $ ;- m - 1 y 2 -- +- --------- =-- ----- ß--w z 
d z2 z d z z2 2 m g · 

(6) 

Diese Gleichung unterscheidet sich von der auf Seite 435 abgeleiteten 
Beziehung (9) nur durch die rechte Seite; die Integration kann in 
derselben Weise erfolgen. 

Unter Benutzung der Gleichung (7) Seite 434: 

a(!) Idt; t; 

dz z d z z2 
wird 

dtlz (~+ ~) =- m2~~ß; w2z. 

Die Integration liefert 

~J+ ;- =c _m_-:-1ßy-w2z2 
dz z 1 4m g ' 

wobei c1 die Integrationskonstante ist. 
Multipliziert man mit z und beachtet, daß 

d($zl=z d~+~ 
dz dz 

ist, so wird 
~(!;_:)_ = c z - 'Ir! --:_1 ß _]'__ w2 z3. 

dz 1 4m g 

Integrieren wir nochmals, so folgt 

~ z= c + ~z2 -~-- 1 ß_]'_w2 z4 (7) 
2 2 16m g ' 

wobei c2 die zweite Integrationskonstante ist. Hieraus ergibt sich 

ff_ = Cz + ~1 _1n_-::-__l_ ß _]'__ w2 z2 
z z2 2 16m g 
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und ~~ = - _;_ + c - m- ! ß _)'_ w2 z2 
dz z 1 4m g 

c2 c1 m-1ßy 2 2 m-1 I' 2 
= -Z2-2+ 16m- g-w z + cl- 4--;,;-- ßg-w z2 

= - c2 + ~r_- _:J_ r/1, -::-J ß z_ w2 z2 
z2 2 16 m g · 

Diese Werte werden in die Gleichungen (5) eingesetzt. 
Es ist 

a = _ _2 _ _!_ (m ( _L ~-~) = ___ 2_ __ _! (m c2 -1-m c!- m -1 ß Lw2z2- -~ 
Y m-1ß z 'dz rn--1ß\z2 ' 2 16 g z2 

+ _12- _:J_ m -=.!. ß?. w2z2) 
2 16 m g 

2 1 { c1 c2 \ y w2 z2 ( 3 ') 
=;n~17f 2(m+l)+z-2(m-l)J-g7 m +l (8) 

und 

a = 2 - l_ (m d ~ +J) = __ 2 __ . _l_ (-"!L cz_l-~~-_:3_ (m-l) ß Lw2z2 
• tn- 1 ß d z z m- 1 ß z" · 2 16 g 

+ Cz +~1-m~ 1 ßLw2z2) 
z2 2 16 rn g 

2 1 { c1 c2 } y w2 z2 ( 1 ) =--- -(m+l)--(m-1) ----- ----+3. 
m-1 ß 2 z2 g t' m (9) 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten c1 und c2 müssen wir 
die in den einzelnen Fällen gültigen Grenzbedingungen beachten. 

Die umlaufende Scheibe gleicher Dicke mit Nabenbohrung. Am äuße
ren und inneren Rande sollen keine äußeren Kräfte wirken, folglich muß 
für z = ri und z = ra az = 0 werden. Aus (9) folgt daher 

0 - 2 1{c1 l) C2 ) yw2r;(1 ) ------_· -(m+ - dm-I)l ___ -+3 
m - 1 ß 2 . r 1 J g 8 m 

und 
0 = _2 -_1 {_cl (m + l)- c; (m-1)}- _1:'_ w2,r! (-1 + 3). 

'" - 1 ß 2 r a g 8 rn 

Durch Subtraktion beider Gleichungen wird 

0 = ~- c . r: :.~; _ _1' wz (_l + 3) (r2-r2) 
ß 2 r~ r; g tl 1 rn a • 

oder 
- ß ( 1 3) y w2 2 2 c2- m + g 16 ra ri . 

Aus der ersten Gleichung folgt 

~2!_ (m + l) = c; (m-l) + ß (m-l) 1' w16
2 (..!. + 3) rf; 

ri g rn 

mit dem für c2 gefundenen Ausdruck wird 

~ ( m + l) = { m- l) ( 1- + 3) ß 1' _w 2 r 2 + ( m - l) ß _y_ w2 (_l_ + 3) r~ 
2 m g 16 a g 16 m • 

= (m-l) (~ +3) ß; ~; (r~+rr), 
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mithin 

ß m - 1 ( 1 ) y ro2 2 2 c1 = m+l n:;:+3 -g- 8 (ra+r.). 

c1 und c2 werden nun in die Gleichungen (8) und (9) eingesetzt. 
Es ist 

a = _2 __ 1_ {ß (m -1) ( _!__+ 3) 1'_ (l)_2(r2 + r~) + m -1 ß \( _!__ + 3) 1'_ ro2 r2-n} 
11 m-1 ß ,m g 16 a • z2 m g 16 a • 

_; ~~z2 (! +1) ={-: 2 {(! +3)(r~+rt+r:~J}-(~+1)z2} (10) 
und ebenso 

a.= ~ : 2 {(~+3)(~+rr-~~l)-(! +3)z2}. (11) 

Ferner ergeben sich die reduzierten Spannungen aus den Glei
chungen Seite 476 mit a., = 0: 

E E =- L (a + a ) =- !_ 1'_ ro2 { (_!__ + 3) (r2 + r?) - (_!_ + 2) z2} "' m 11 z mg4 m a • m ' 

Ee =a.- La =1'_ ro~{(_!_+3) [(r2+r,) (1-_!__) +~:_1"l (1+_!__)] 
11 Y m • g ~ m a • • m z2 m 

Setzt man 

so wird 

10 m=--
3 ' 

E Bx =--}- ~-{ 1,98 (r! + rr) -1,56z2}' 

2 r • • } Ee 11 = ~ ~ 1 2,31(r!+rr)+4,29~'--0,91z2 , 

E ez = ; ~2 
{ 2,31 (r~ + rr)- 4,29 r~~~- 2,73 z2}. 

E B., und E ez sind stets negativ, also Druckspannungen, während 
E e11 eine Zugspannung ist. 

Die absolut größten Werte ergeben sich am Innenrand der Scheibe 
mit z = ri. 

Es wird 
- y ro2 2 2 (-E e.,)max -y-s-(1,98 ra + 0,42r,), 

2 

(E e 11)max = ; ~ (6,6 r! + 1,4 rr) , 
y w2 

(-E ez)max =g-s-(1,98 r;+0,42rr) = (-E ellJ)max. 
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Ersichtlich muß (E s11)max als größte Spannung kleiner als die zu
lässige Spannung sein: 

2 

; ~ (6,6 r~ + 1,4 rl) < kz. (12) 

Die umlaufende Scheibe gleicher Dicke mit sehr kleiner Bohrung. 
Ist die Bohrung sehr klein, so kann man in der letzten Gleichung 1,4 rr 
gegen 6,6 r~ vernachlässigen und erhält als maßgebende Spannung am 
Innenrand der Scheibe: 

Y w2 2 _ Y 2 2 --8 ·6,6ra-0,825-w ra. g g 

Die reduzierte Spannung am äußeren Rande der Scheibe ist mit z = r a 

2 

E s 11 = _f_ w8 (2,31 r~- 0,91 r~) = 0,175Lw2 r~. 
g g 

Die umlaufende Scheibe gleicher Dicke ohne Nabenbohrung. Ist eine 
Bohrung in der Scheibe überhaupt nicht vorhanden, so muß für z = 0 
g = 0 sein, da im Mittelpunkt keine Richtung vor der anderen be
vorzugt ist. 

Aus (7) folgt daher', daß 

ist. 
Die Gleichungen (8) und (9) lauten daher für die Scheibe ohne 

Bohrung 

a = m+l_!_c _ __l:'__ w2~ (1.+ l) 
11 m-1 ß 1 g 8 m ' 

a = m --t.! __!__ c - __l:'__ w2 :: (__!__ + 3) . 
z m-1 ß 1 g 8 m 

Für z = 0 wird a11 = a., wie zu erwarten, weil für den Kreis vom 
Radius z = 0 jeder Durchmesser als Tangente angesehen werden kann. 
Da für z = r a a. = 0 sein muß, ist 

m + l __!__ c = 1'_ w2 r! (__!__ _j__ 3) 
m--1 ß 1 g 8 m ' 

und daher 

a = 1'_ w2 { r2 (__!__ + 3) - (-3_ + 1) z2} 
II g8 am m ' 

a.= ~ ~~{r~(-~+3)-(! +3)z2}. 

Für die maßgebende Spannung E s11 wird 

Es = a - __!__ a = 1'_ w2 {r2 (__!__ + 3) (1- __!__ J- (1- __!__) z2} 
Y Y m z g 8 a m m, m 2 

= ~- ~2 (2,31 r~- 0,91 z2), 

lO 
wenn wir wieder m = 3 setzen. 

(13) 

(14) 
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Für die Scheibenmitte (z = 0) wird die größte reduzierte Spannung 

E s11 = ~ ~2 
• 2,31 r! = 0,29 ~ w2 r! < kz, 

während für den Scheibenrand mit z = r a 

Es =1'_~~-14r2 =0 175Lw2 r2 
Y g8 >a' g a 

ist. 
Infolge Fehlens der kleinen Bohrung ist die Spannung in der Scheiben-

mitte von 0,8251'_w 2 r! auf 0,291'- w 2 r!, also auf fast den dritten Teil g g 
zurückgegangen. Die Spannungen am äußeren Rande der Scheibe 
sind, wie zu erwarten, dieselben geblieben. Es ist jedoch zu beachten, 
daß infolge der bei Herstellung der kleinen Bohrung auftretenden 
bleibenden Formänderung der Unterschied der Spannungen in der 
Mitte der Scheibe geringer sein wird, als es die Rechnung ergibt. 

Die Wirkung von Kräften (Spannungen), die am Rande der Scheibe 
gleicher Dicke angreifen. Durch Drucke, welche in der Bohrung der 
Scheibe auftreten, etwa durch 
die eingezogene Welle, sowie 
durch Kräfte die am Außen
rande angreifen, z. B. die 
Fliehkraft des Kranzes und der 
Schaufeln, wird die Scheibe in 
derselben Weise beansprucht, 
wie das auf Seite 432 behan
delte Rohr. Die Spannung be

Abb. 353. Scheibe gleicher Dicke. 

trage am äußeren Rande Cfz =Pa (Zug), bzw. Cfz =-Pi (Druck) am 
inneren Rande (Abb. 353). Man kann daher die abgeleiteten Formeln 
benutzen, wenn man an Stelle von Pa stets -Pa setzt. 

Beanspruchung durch die äußere Zugspannung Pa· Es ist 
nach Seite 439 

Somit wird die 

und 

2 ( ") 
Para I"! ri 

EEy=-2--li 0,1 +1,32' ra-ri z 

Es=----- 07-13--Par; ( r'f) 
z r; - r~ ' ' z2 • 

Spannung am inneren Rande, d. h. 
p.r! E Sy = 2 -2---. r.- r; 

P r2 
E s = - 0 6 --"-"- · 

z ' ra - r~' 

am äußeren Rande, d. h. für z = ra 

Par! ( r~) Es 11 =~_::2 0,7 + 1,3 2 , 
ra ri ra 

p.r! ( r~) E Sz = ---"--::___-----. 0,7 -1,3 2 . 
r a ri r a 

für z = r; 

Winkel, Festigkeitslehre. 3l 
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Ist r; = 0, d. h. wird die Scheibe ohne Bohrung ausgeführt, so wird 
wieder ~ = 0 für z = 0. Folglich wird nach Gleichung (9a) Seite 435 

c2 = 0 

und die Gleichungen (ll) ergeben 

m+l l 
a Y = m --=1 ß- Cl = a z . 

Da nun für z = r a az =Pa sein muß, so wird für jeden Punkt der Scheibe 

Gy =az =Pa· 

Die reduzierten Spannungen sind (Seite 476) 

Ecy =ay-~az = (1- !) Pa= 0,7 Pa, 

E Ez = (Jz-_1:_ay = (1- 1-) Pa= 0,7 Pa. 
m m 

Beanspruchung durch die Pressung Pi in der Nabe. Nach 
Seite 436 ist 

E E = ---- 0 7 + 1 3 ---p, ri ( r!) 
Y r; - ri \ ' ' z2 ' 

2 ( 2) p, r; r a 
E Ez = -2---2 0,7 + 1,3- . 

r a - ri z2 

Die maßgebende Spannung tritt wieder am inneren Rande (z = r;) 

auf. 
Die Spannungen sind zu den aus den Gleichungen (10) bis (14) er

mittelten algebraisch zu addieren. Über den Einfluß von Kranz und 
Nabe auf die Scheibe gleicher Dicke und die entsprechende Aufgabe für 
die Scheibe gleicher Festigkeit vgl. C. Bachs "Elastizität und Festigkeit" 
und das Werk "Dampf- und Gasturbinen" von Stodola. 

XIX. Wärmespannungen. 
Auf Seite 43 haben wir den Ausdehnungskoeffizienten r:t. kennen 

gelernt und als Beispiel die Spannungen ermittelt, die in zwei 
Körpern entstehen, welche sich unter dem Einfluß der Wärme aus

dehnen (Abb. 33). Jetzt soll ein Stab untersucht werden, der ein
seitig erwärmt wird. 

An der Außenseite AB (Abb. 354) herrsche die Temperatur t2 , an der 

Innenseite CD die Temperatur t1 < t2 . Der Temperaturverlauf durch 
die Dicke des Stabes folge der Kurve a' c', die willkürlich angenommen 
sein mag. Das durch StricheJung hervorgehobene Stabteilchen 11 von 
der Länge Z, der Breite b und der unendlich kleinen Dicke d x im Ab
stande x von der kälteren Begrenzungsfläche CD habe die Temperatur t. 
Die der Temperatur t entsprechende mögliche Verlängerung des 
Teiles 11 ist l· r:t. • (t- t1); die wirkliche durch die Kopplung aller 
Teile eintretende Verlängerung des ganzen Körpers sei Lll. Die mögliche 
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Verlängerung l· cx · (t- t1) wird demnach um den Betrag l· cx • (t- t1) 

- L1l zurückgedrückt. Dieser Zurückdrückung entspricht die Spannung 

a = -E · [oc • (t-t1)- e], A 0M' c 
0 Lll t d wenn w1r T = e se zen o er 

(I) (a) r, 

In dieser Gleichung ist e der von der Ver
längerung L1l, cx · ( t - t1) der von der Wärme 
herrührende Betrag der Dehnung, der also 
in Abzug zu bringen ist. 

Eine zweite Gleichung erhalten wir aus den 
Gleichgewichts bedingungen, wenn wir nach (b) 
dem Durchschneiden die Spannungen als 
äußere Kräfte anbringen. Das Gleichgewicht 
erfordert, daß die Summe sämtlicher Kräfte 
in Richtung der Stabachse gleich Null ist, 
wenn die Endflächen A 0 und B D des Stabes 
in senkrechter Richtung frei beweglich sind. 
Ist dF der Querschnitt des Stabteilchens 
von der Dicke d x, a die auf 1 cm 2 be
zogene Kraft, so kommt auf das Quer
schnittsteilchen eine Kraft von a · dF kg. 
Für den ganzen Querschnitt erhält man (d) 

f adF = 0 (II) 
Abb. 354. Einseitig erwärmter Stab. 

oder mit Benutzung der Gleichung (I) 

E · J[e-cx (t-t1)] • dF = 0, 

e f dF- cx f t · dF + cx t1 f dF = 0, 

wobei sich die Integrale über den ganzen Querschnitt erstrecken. Ist b 
die Breite des Stabes, so wird 

dF=b·dx, 
also 

d d d 

8 • b " J d X - C1. " b • J t " d X + C1. " t1 " b " J d X = 0; 
0 0 0 

hierin ist d die Dicke des Stabes. Dividiert man durch b, so wird 

e · d- cx • J t · dx + cx • t1 • d = 0, 
oder 

e = cx · ! I t · dx- cx · t1 • 

Damit geht Gleichung (I) über in 
d 

a = E · { cx ·-}I t · dx- cx · t }. 
0 

31* 



484 Wärmespannungen. 

t · dx ist ein Flächenstreifen im Temperaturschaubild (Abb. 354c) 

J t · d x ist der Inhalt der von der Temperaturlinie begrenzten Fläche. 
d 

-} Jtdx ist die Höhe eines flächengleichen Rechtecks über d als Grund

o 
linie. Nennt man diese mittlere Höhe im Temperaturschaubild tm, 
so ist 

Ferner ist 
8 = ('J. • (tm -t1), 

so daß sich für die Verlängerung Lll = 8 • l des Stabes 

Lll = l · ('J. • (tm - tl) 
ergibt. 

Die größten auftretenden Spannungen sind die Randspannungen; 

man erhält für t = t2 , bzw. t ~ t1 

a2 = E · ('J. • (tm- t2 ) und a1 = E · ('J. • (tm- t1). 

Wegen t2 > tm wird a2 negativ, bedeutet also Druck, während a 1 wegen 

t1 < tm eine Zugspannung ist. 
Für Flußeisen ist E · ('/.. = 2150000 · 0,000012 = 25,8, so daß schon 

ein Temperaturunterschied von beispielsweise 50° C gegen tm eine Span

nung von rund 1300 kgfcm 2 hervorruft. 
Man erhält aus dem Temperaturschaubild das Spannungsschaubild, 

wenn man die Spannungen von einer um tm verschobenen Wagerechten 

a1 c1 aus abträgt (Abb. 354d). 
Da die Aufgabe praktische Bedeutung hat, soll ein zeichnerisches 

Verfahren zur Bestimmung von tm angegeben werden, das überall 

angewendet werden kann, wo es sich um die Umwandlung einer 

beliebigen Fläche in ein Rechteck mit gleicher Grundlinie handelt. 

Zerlege die von der Kurve t = f(x) begrenzte Fläche in eine Anzahl 

a' senkrechter Strei
fen (Abb. 355) 
und verwandle 
diese Streifennach 
Augenmaß in flä
chengleicheRecht
ecke, proJIZiere 
die mittleren Hö
hen auf die Senk
rechte aa' und 

ver binde die 

Abb. 355. Zeichnerische Integration. Schnittpunktemit 
dem Pol 0, der im 

Abstande H = d auf der x-Achse angenommen wird. Ziehe nunmehr 
durch a die Gerade I parallel zur Geraden l innerhalb des ersten 

Streifens, durch den Endpunkt II ))2 innerhalb des zweiten Streifens, 

durch den Endpunkt III ))3 innerhalb des dritten Streifens usw.; die 
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letzte Parallele schneide auf cc' die Strecke cc1 = Ym = tm ab; sie 
ist ein Maß für die Größe der von t = f (x) begrenzten Fläche. Nach der 
Konstruktion sind die von I und l über d1 , bzw. H = d liegenden 
rechtwinkligen Dreiecke ähnlich, folglich ist 

h1 : H = y1 : d1 oder h1 • d1 = H · y1 . 

Infolge 11 [12 ist das von 2, h2 und H gebildete rechtwinklige Drei
eck ähnlich dem von 11, y2 - y1 und d2 gebildeten; es ist also 

h2 : H = (y2 - y1): d2 oder h2 • d2 = H · y2 - H · y1 , 

h2 · d2 + H · Y1 = H · Y2, 

h2 • d2 + h1 • d1 = H · y2 • 

In gleicher Weise wird ha ·da+ h2 • d2 + h1d1 = H · Ya usw., so daß 

h1 d1 + h2 d2 + ha da + ... = H · y m 

wird. Die linke Seite der Gleichung ist aber gleich dem Inhalt F' der 
von t = f(x) begrenzten Fläche. Da die Polweite H gleich der Grund
linie d des gesuchten flächengleichen Rechtecks gemacht wurde, ist 

H·ym=d·ym=F' 
F' 

und daraus Ym = d = tm. 

Das Spannungsschaubild, Abb. 354d, zeigt im Punkten die Spannung 
Null; das heißt, die Faserschicht N N (Abb. 354a) ist spannungslos. 
Sie ist um 'den Betrag L1l = l • cx · (tm- t1) verlängert und verhält sich 
wie ein von t1 auf tm erwärmter Stab, der sich frei ausdehnen kann. 

Über die Art der Einspannung der Enden des Stabes braucht nur an
genommen zu werden, sie solle so beschaffen sein, daß alle Fasern des 
Stabes gleiche Länge annehmen, und daß Längenänderungen möglich 
sind; andere Formänderungen sollen ausgeschlossen sein. Wir betrachten 
nunmehr den Stab unter der Voraussetzung, daß er ohne jede Ein
spannung sich selbst überlassen bleibe, denken ihn also beispielsweise 
auf eine heiße Platte gelegt. Jetzt werden die wärmeren Schichten 
ihrem natürlichen Bestreben folgen und eine größere Länge annehmen 
als die kälteren: der Stab wird sich krümmen, und zwar werden sich 
die Enden von der Platte abheben. Zur Bestimmung des die Krümmung 
oder Biegung hervorrufenden Momentes gehen wir von dem Spannungs
zustande des gezwungen gerade bleibenden Stabes der Abb. 354 aus, 
denken ihn quer zur Achse durchgeschnitten und bringen in der Schnitt
fläche Spannungen als äußere Kräfte an, welche den Spannungen des 
gerade bleibenden Stabes entgegengesetzt gerichtet sind. Auf jedes cm2 

des Querschnittes entfallen a kg; auf den Flächenstreifen von der Dicke 
d x und der Breite b kommt eine Kraft von b · d x · a kg. Die Zugspannun
gen über e2 (Abb. 356a) ergeben als Mittelkraft eine Zugkraft Z, die 
Druckspannungen über e1 eine Druckkraft D. Da B' D' die Spannungs
fläche in zwei flächengleiche Teile teilt, wird Z = D; die beiden 
Kräfte bilden ein Kräftepaar mit dem Moment 

M=Z·f=D·f. 
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Da fernerZ · f = Z (a + f)- D · a ist, so beziehen wir M auf den 
Punkt D' und erhalten als biegendes Moment 

d d 

M=-J b·dx·a· x=-bf a· x·dx=-b·S. 
0 0 

a·d xist der durchStrichelung hervorgehobeneFlächenstreifen (Abb. 356a); 
a · d x · x sein statisches Moment, bezogen auf den Punkt D'; Ja · d x · x 
demnach die Summe der statischen Momente der Flächenteile, die 

(a) 

Pd::& X 

-q;' 
8' 0' (lJ) 

~s;' 

Abb. 356. Einseitig erwärmter Stab. 

x-

lffli 
~dfth. ! A~d 
~o· 

I f r~Af I 
~ _,., ·~ ... 
f : : f 

0 z z 0 
Abb. 357. Von beiden Seiten abgekühlter Stab. 

aber gleich dem statischen Moment S der ganzen Fläche, bezogen auf 
D' als Drehpunkt, ist. Die Bedingung, daß keine Biegung auftritt, 
erfordert 

d 

M = - b · Ja · x · d x =- b · S = 0 oder S = 0; 
0 

sie ist z. B. bei dem Stabe der Abb. 357 erfüllt, der gleichzeitig von 
beiden Seiten abgekühlt wird und demzufolge den gezeichneten Tem
peratur- und Spannungsverlauf zeigt, wenn die Längenänderung aller 
Teile dieselbe ist. Die Gegenkräfte Z und D der als äußere Kräfte an
gebrachten Spannungen ergeben zwei gleich große, entgegengesetzte 
MomenteZ · f bzw. D · f, die sich aufheben, also keine Krümmung hervor
rufen können, das statische Moment S der Spannungsfläche, bezogen 
auf D', ist gleich Null. 

Wenn daher der Stab der Abb. 357 freie Ausdehnungsmöglichkeiten 
hat, so wird er sich nicht krümmen. Infolge der als äußere Kräfte an 
dem gerade bleibenden Stabe angebrachten Spannungen werden sich 
die Endflächen wölben und die inneren Spannungen des gerade bleiben
den Stabes, welche von Querschnitt zu Querschnitt in gleicher Stärke 
übertragen werden, zum größten Teil aufgehoben werden. In einiger 
Entfernung von den Endquerschnitten werden sich aber nach dem 
Prinzip von de Saint-Venant (Seite 224) die infolge der äußeren Kräfte 
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auftretenden Spannungen ausgeglichen haben, so daß die Querschnitte 
eben sind und die den Zustand des geraden Stabes herbeiführenden 
Spannungen in voller Höhe erhalten bleiben. 

Wir wollen jetzt den einseitig erwärmten Stab der Abb. 354 unter
suchen. Irrfolge des Momentes Z · f = b · S werden in dem Stabe Bie
gungsspannungen auftreten, die den in Abb. 356b dargestellten Verlauf 
zeigen, wenn das Hookesche Gesetz zugrunde gelegt wird, der Stab 
also unterhalb der Proportionalitätsgrenze beansprucht wird. Wärme
spannungen (Abb. 356a) und Biegungsspannungen (Abb. 356b) decken 
sich also nicht. 

Sind a' die Biegungsspannungen, so wird 

d 

M = b Ja' dx • x = b · S' 
0 

das ihnen entsprechende Moment. Aus der Gleichheit der Momente 
folgt 

S' =S; 

d. h. die Spannungsfläche (Abb. 356b) ist so zu entwerfen, daß sie ein 
ebenso großes statisches Moment hat wie die Spannungsfläche Abb. 356a. 
Wie sich die Verhältnisse gestalten, soll an 
einem Beispiel gezeigt werden. Temperatur
verlauf und demzufolge Wärmespannungs
vorlauf D1 B2 (Abb. 358) sei parabolisch 
angenommen; der Biegungsspannungs
verlauf D3 B3 gerade. Der Scheitel der 
Parabel liege in D 1• Das statische Mo
ment S der Wärmespannungsfläche 
D' B' B2 D1 ist gleich dem statischen Mo
ment des Parabelabschnittes D 1 B 1B 2 ver

8 

mindert um das statische Moment des Abb. 358. Einseitig erwärmter Stab. 

Rechtecks D' B' B1 D1 , bezogen auf D': 

1 3 d 
S = :f d ( a 1 +a 2) • 4 d- a1 • d · 2 . 

Da infolge der Parabel a 2 = 2 a1 ist, wird 
l 3 d 1 

S = 3 d . 3 a 1 . 4 d - a 1 . d . -2 = 4 . d2 . a 1 . 

Das statische Moment der Biegungsspannungsfläche D' B' B3D3 ist 
gleich dem statischen Moment des Dreiecks D 3 B3 B~ vermindert um 
das statische Moment des Rechtecks D' B' B~D3 

Mit a; = a~ wird 

S' =! · d· 2a~ ·~d-a~· d ·; =~-d2·a~. 
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S' = S ergibt 

Soweit sich beide Spannungsflächen decken, heben sich die Span
nungen bei der Krümmung auf; es bleibt die durch Strichelung hervor
gehobene Fläche der Restspannungen Gr übrig. Für diese Spannungen 
gilt das, was wir für die Spannungen des von beiden Seiten abgekühlten 
Stabes festgestellt haben. Vollkommen spannungslos wird der erwärmte 
Stab nur dann, wenn sich Wärmespannungsfläche und Biegungs
spannungsfläche decken, und das setzt voraus, daß der Temperatur
verlauf geradlinig erfolgt. 

In Abb. 354 ist ein Stab untersucht worden, bei dem die Aus
dehnung nur in einer Richtung erfolgt. Läßt sich diese Voraussetzung 
nicht mehr aufrecht erhalten, so ist der Körper als Scheibe anzusehen 
und demzufolge zu berechnen. Wir legen die x-Achse in Richtung der 
Länge l, die y-Achse in Richtung der Breitebund diez-Achsein Rich
tung der Dicke des Stabes. Die beiden Achsen der Scheibe seien x 
und y, die in diesen Richtungen auftretenden Spannungen G :x: und G11 , 

denen die elastischen Dehnungen e:x: und e11 entsprechen. Beim gleich
zeitigen Auftreten beider Spannungen G :x: und Gy (vgl. den zweiachsigen 
Spannungszustand Seite 50) sind die resultierenden Dehnungen 

und 

oder bei Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes 

und 

Die Addition beider Gleichungen liefert 
m 
--1 E (e1 + e2) =G:x: +Gy, m-

die Multiplikation beider Gleichungen mit m ergibt 
m·E·e1 =mG:x:-G11 und m·E·e2 =mG11 -G:x:· 

Aus 

folgt durch Addition 

(m+ I)· G:x:=m ·E· (e1 + ~~ei), 
m E ( el +e2) 

G :X:= m + 1 . 81 + m- 1 . 

Ersetzt man E durch 2 m + 1 · G, so erhält man m 

G:x:=2G·(e1 +~~ei) und Gy=2G(e2 +:~ei) 
als Rauptspannungen in den Richtungen x und y. 
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Unter Berücksichtigung der Gleichung (I) sind unsere Dehnungen 8 

zu ersetzen durch 8- rx · (t- t1), so daß sich als Rauptspannungen 
ergeben, wenn wir der einfacheren Schreibweise wegen die Temperatur
erhöhung t - t1 mit t bezeichnen, 

= 2 G !( _ t) + (s1 -cxt) + (c:2 -ct.t)] 
Gx L 81 rx m- 1 ' 

= 2 G i( _ t) + (c:1 - rxt) + (c:2 - cxt)] 
Gy L 82 rx m- 1 . 

Nach einigen Umformungen erhält man 

G =2G(8 +c:1 +c:z_'I/L±_~rxt) 
x 1 m-1 m-1 ' 

G =2G(8 +~-±~_mf_~rxt). 
Y 2 rn-1 rn-1 

Beide Gleichungen enthalten vier Unbekannte Gx, Gy, 8 1 und 82 ; es 
sind also noch zwei Bedingungsgleichungen erforderlich, die sich aus 
den Gleichgewichtsbedingungen ergeben. 

Legen wir einen Schnitt senkrecht zur x-Achse und bringen die 
Spannungen als äußere Kraft an, so muß Gleichgewicht herrschen. 
Ein Querschnittsteilchen von der Dicke dz überträgt, wenn b die 
Breite der Scheibe ist, G x • b · dz kg. Da am abgetrennten Teil weiter 
keine Kräfte auftreten, verlangt die erste Gleichgewichtsbedingung, 
Summe sämtlicher Kräfte in Richtung X gleich Null 

d 

oder J G x · dz = 0. 
0 

Ein Schnitt senkrecht zur y-Achse liefert 
d d 

l· J Gy· dz = 0 oder J Gy· dz = 0. 
0 0 

Ersetzt man Gx durch den vorher gefundenen Wert und integriert aus, 
so erhält man 

d 

81 + c:!-t_E., _1Jl,_f_1 rx · _l·Jt · dz = 0. 
m-1 m-1 d 

0 

d 

In gleicher Weise wie auf Seite 484 wird -~J t · dz = tm und damit 
0 

G = 2 G · 111,± 1 rx (t - t) · bzw. G = 2 G 'ln + 1 rx (t - t). x m-1 m ' Y m-1 m 

Hierbei ist t die Temperatur, tm die mittlere Temperatur. Für die 
Randspannungen erhält man 

m+I 
Gx, =- 2 G rn_:-1 rx (t2- tm) =Gy, 

m+I 
Gx, = + 2 G rtt-l rx (tm- t1) =Gy,. 
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Die Rauptspannungen sind in beiden Richtungen gleich groß. 

Abb. 359. Hohlzylinder. 

Wesentlich schwieriger gestaltet sich die 
Entwicklung, wenn die Scheibe zum Hohl
zylinder wird, doch führt sie zu den gleichen 
Ergebnissen, wenn man 

f tdF = tm ·F 

setzt, wobei dF = 2 n r · dr ein Querschnitt
steilchen von der Dicke dr ist (Abb. 359). 
Mit ri als innerem, r a als äußeren Halbmesser, 
bzw. t; und ta als entsprechenden Manteltempe
raturen erhält man 

a x ist die Hauptspannung in Richtung der Zylinderachse, 
at ist die Hauptspannung in tangentialer Richtung, 
ar ist die Hauptspannung in radialer Richtung. 

Die mittlere Temperatur tm im Querschnitt bestimmt sich aller
dings nicht so einfach wie bei den vorher behandelten Fällen. Ist das 
Temperaturschaubild bekannt, so ist t ·drein Flächenstreifen, t · 2nrdr 
der von diesem Flächenstreifen bei der Drehung um die Zylinderachse 
beschriebene Hohlzylinder, J t · dF = J t · 2 nrdr der Inhalt, des von 
dem Temperaturschaubilde beschriebenen Umdrehungskörpers. Der 
Ansatz 

J tdF = J t · 2nr · dr = tm · F 

besagt, der Inhalt des von dem Temperaturschaubilde beschriebenen 
Umdrehungskörpers soll gleich dem Inhalt eines Hohlzylinders sein, 
dessen Grundfläche gleich dem Querschnitt des gegebenen Hohlzylinders 
ist, und dessen Höhe gleich der Temperatur tm ist. tm bestimmen heißt 
also, den vom Temperaturschaubilde beschriebenen Umdrehungskörper 
in einen raumgleichen Hohlzylinder mit derselben Grundfläche ver
wandeln. Nach der Guldinschen Regel ist der Inhalt eines Umdrehungs
körpers gleich dem Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fläche 
und dem Wege ihres Schwerpunktes. Ist d die Dicke der Wandung, 
so ist 

tm · F = tm · d · r m · 2 n, 

wenn mit r m der mittlere Radius bezeichnet wird. Aus 

tm · F = tm · d · r m · 2 n = J t · 2 nrdr 
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ergibt sich 1 r F' 
t = Jt· -·dr= . m d 1'm d 

t · '!__ ist die im Verhältnis r : r m geteilte Temperaturkoordinate t. Man 
rm 

erhält sie, indem man den Endpunkt 1 einer beliebigen Ordinate t auf 
die Senkreckte im Abstande r m projiziert (2) und 2 mit 0 verbindet. 
Der Strahl 0 2 schneidet die Ordinatetin 3. Führt man die Konstruktion 
für verschiedene Werte durch t, so liegen die Schnittpunkte 3 auf einer 
Kurve a 3 b3 , die die Fläche F' begrenzt. Dann ist tm die Höhe eines 
Rachtecks über d als Grundlinie, dessen Inhalt gleich F' ist. Sie kann 
nach dem auf Seite 484 angegebenen Verfahren zeichnerisch oder durch 
Auszählen des Flächeninhaltes rechnerisch bestimmt werden für den 
Fall, daß auf Millimeterpapier gezeichnet wurde. 

Welche gefährlich hohen Werte Wärmespan
nungen in Hohlzylindern annehmen können - bei
spielsweise beim Einfüllen heißer Flüssigkeiten in 
Gefäße - zeigt folgendes Zahlenbeispiel: Das Ge
fäß sei aus Flußeisen mit G = 800000 kg/cm 2 und 
cx. = 0,000011; die Flüssigkeit habe eine Tempera
tur von 120° C, das Gefäß von 20° C, so daß im 
Augenblick des Einfüllens die Temperaturdifferenz 
rd. 100° C beträgt, die annähernd voll zur Geltung 
kommt, solange kein Temperaturausgleich statt

i 

Abb. 360. Temperatur
verlauf in einem mit 
heißer l<'lüssigkeit ge-

füllten Gefäß. 

gefunden hat, der Temperaturverlauf also ungefähr der Kurve ia 
(Abb. 360) folgt. Dann weicht tm wenig von ta ab. Als Hauptspan
nungen an der Innenwand erhält man 

10 1 
-3 + 

O"xi = '""2 ·800000 · 10-- · 0,000011 (-100) = '""- 3300 kgjcm2 = a 11 • 

-3 - l 

Die Abb. 360 lehrt ferner, daß eine Verstärkung der Wandung keinen 
Zweck hat, da durch sie die mittlere Temperatur im Augenblick des 
Einfüllens, wo die hohe Temperatur nur wenig a 
in die Wandung eindringt, fast gar nicht be- lZ~==~ 
einflußt wird. I 

In gleicher Weise ungünstig ist eine plötz
liche Abkühlung, wie Abb. 361 zeigt. Auch hier 
ist tm = cc1 angenähert gleich der Temperatur lf 
t2 = aa' zu setzen, so daß fast der volle Tem-
peraturunterschied zur Geltung kommt. 

Die Spannungen überschreiten die ~ 
Streckgrenze. Wir gehen auf Abb. 33 zurück d ti 

und nehmen an, daß die infolge der Erwärmun~ 
Abb. 361. Plötzliche Ab-

des Rohres auftretenden Spannungen die Streck- kühlung. 

grenze überschreiten. Es findet über a" bzw. 
s8 hinaus zwar eine Formänderung statt, aber mit ihr ist keine 
Spannungserhöhung verbunden. Die Gesamtdehnungen s1 und s2 

setzen sich aus zwei Teilen, den elastischen Dehnungen Be, bzw. Be2 , 
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welche den Elastizitätsgrenzen entsprechen, und den bleibenden Deh
nungen Bö, bzw. Bö2 zusammen. Schneiden wir den Bolzen durch, so 
wird er zunächst um den Betrag der elastischen Verlängerung, d. h. 
um Be, ·l klaffen; gleichzeitig schnellt aber auch das Rohr, das ja 
nun nicht mehr an der Ausdehnung gehindert ist, um den Betrag 
Be,· l zurück, so daß der Schnitt durch den Bolzen um (se, + Be2 ) • l 
klafft. Jetzt werde angenommen, daß sich das Rohr von t2 auf 
t1 abkühlt; dann er,strebt es die Verkürzung IX • l · (t2 - t1). Daran wird 
es nicht gehindert, solange der Bolzen klafft, Die Verkürzung 
(Be, + Be,)· l geht spannungslos vor sich; der Dehnung e;, + Be2 ent
spricht keine Spannung, Erst nachdem sich die Schnittflächen des 
Bolzens berührt haben, entstehen in beiden Teilen Spannungen, und 
zwar wird von nun an der Bolzen gedrückt und das Rohr gezogen. 
Die Verhältnisse liegen jetzt so, wie bei der Betrachtung auf Seite 44. 
Die damals aufgestellte Gleichung 

81 + 82 = IX (t2- tl) 

geht in dem vorliegenden Falle über in 

801 + c0, = IX (t2 - t1)- (se, + Be,), 

Gleiche Querschnitte und derselbe Baustoff vorausgesetzt, erhalten wir 

2 Sb = IX (t2- tl)- 2 8_, 

IX (t2 -- t1 ) 
Bb=--2---c;e, 

Angenähert dürfen wir Be durch s8 , das der Streckgrenze entspricht, 
ersetzen. Damit wird 

dem eine Spannung 

a =E· Sb =E r~J!·_;t,)_ss] 

IX (t -tl) 
entsprechen würde, Ist -•2~ .. < s8 , so bleiben bei einer Rück-

kühlung von t2 auf t1 keine Spannungen; ist aber IX (t2; t1) > s8 , 

und das ist der Fall, wenn beim Erwärmen die Streckgrenze über
schritten wurde, so verschwinden die Spannungen bei der Rückkühlung 
nicht, sie ändern nur ihre Richtung. Ihre Größe ist allerdings 

wesentlich kleiner, da an die Stelle der Dehnung IX (t•; t1 ) nunmehr 

IX (t2 - t,) , w h l E .. d Abk"hl b --2--- s8 tntt. ec se n rwarmung un u ung a , so 

wechseln auch die Spannungen ihre Größe und Richtung. Diese 
Art der Beanspruchung ist für den in Frage kommenden Bau- oder 
Maschinenteil besonders gefährlich, da ein Bruch eintreten kann, ohne 
daß die Bruchfestigkeit des Baustoffes überschritten wird (vgl. Seite 17). 
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Sie ist um so gefährlicher, je plötzlicher der Wechsel eintritt, denn der 
plötzliche Spannungswechsel ist von ähnlicher Wirkung wie ein Schlag. 

Die Eigenspannungen lassen sich durch Belastungsversuche nicht 
feststellen. Höchstens könnte der Versuch ergeben, daß die Elastizitäts
grenze früher erreicht wird, wenn Eigenspannungen vorhanden sind, 
als wenn es sich um einen spannungsfreien Körper handelt. Soll der 
Versuch über die Größe der Eigenspannungen Auskunft geben, so 
müßte er sich an das von uns auf Seite 492 augewandte Verfahren 
anlehnen. Der Bolzen (Abb. 33) klaffte, als wir ihn durchschnitten. 
Dieser meßbaren elastischen Längenänderung entspricht die gesuchte 
Spannung. Um also nachträglich festzustellen, ob ein Körper, z. B. 
ein Kesselblech, Eigenspannungen hatte, wird man den Zusammenhang 
ganz oder auch teilweise durch Schnitte lösen und die dabei entstehenden 
Formänderungen messen. Aus den gemessenen Formänderungen er
rechnet man nach dem Hookeschen Gesetz die Spannungen1). 

Es bliebe noch zu untersuchen, welche Art von Spannungen auf
treten, wenn zwei miteinander fest verbundene Stabteile von einer 
hohen Temperatur, die bleibende oder plastische Formänderungen 
zur Folge hat, verschieden schnell auf die gewöhnliche Temperatur 
abkühlen, wie es beispielsweise bei der Abkühlung von Guß. und 
Schmiedestücken der Fall ist. Wir denken uns eine Kugel aus 
flüssigem Eisen in der Form und nehmen an, daß die Materialschichten 
wie die Schalen einer Zwiebel konzentrisch um den Mittelpunkt liegen. 
Die äußere Schale (I) wird schneller abkühlen als die folgende (11). 
Da die Dehnungen den Temperaturen verhältnisgleich sind, so 
erhalten wir die Dehnung-Zeit-Linien (Abb. 362), wenn wir die Tempe
raturen als Ordinaten über der Zeit 
als Abszisse auftragen. Zu Beginn A 
der Abkühlung haben beide Scha
len gleiche Dehnung, die Er-Linie 
wird sich wegen der größeren 
Kühlgeschwindigkeit steiler senken 
als die En-Linie, also Enstets größer 
sein als Er. Infolge des innigen 
Zusammenhanges beider Schalen 
kann keine die ihrer Dehnung ent
sprechende Formänderung anneh
men, sie müssen sich auf eine mitt-

Zt Zz 

Abb. 362. Abkühlung einer Kugel. 

lere Dehnung Em einigen. Im Augenblick des Erstarrens vergrößert zwar 
die äußere Schale ihr Volumen, bleibt aber so lange spannungslos, wie 
sie sich im Gebiete der plastischen Formänderungen befindet. Erstarrt 
die zweite Schale, so vergrößert auch sie ihr Volumen, doch ruft diese 
Volumenänderung auch keine Spannungen in der Schale I hervor, da 
diese nur plastischer Formänderungen fähig ist. Wesentlich anders 
werden aber die Verhältnisse, wenn die äußere Schale bei fortschrei-

1) Vgl. :VIartens-Heyn: Materialienkunde für den Maschinenbau, II A, 
S. 340. Berlin: Julius Springer. 
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tender Abkühlung in das Gebiet der elastischen Formänderungen ge
langt. Von jetzt an würde eine geringe Formänderung von beachtlichen 
Spannungen begleitet sein. Während sich bisher beide Schalen auf 
eine mittlere Dehnung em geeinigt hatten, ohne daß Spannungen auf
treten, wird nunmehr die äußere Schale Zugspannungen erhalten, da 
sich die em-Linie der er-Linie zwar nähern würde, sie jedoch nicht ganz 
erreichen kann. Es bleibt ein geringer Dehnungsunterschied, der mit 
allerdings geringen Spannungen verbunden ist. Dieser Zustand dauert 
so lange, bis auch die zweite Schale in das Gebiet der elastischen 

Formänderungen gebracht ist. Abgesehen von 
dem Zwischenzustande, wo sich Schale I elastisch, 
Schale II plastisch ändert, dürfen wir sagen, 
zur Zeit z' haben sich beide Schalen fast span
nungslos auf die mittlere Dehnung em (Punkt c' 
der Abb. 362) geeinigt. Diesem Punkte c' kommt 
die gleiche Bedeutung zu wie dem Punkt A zu 
Beginn der Abkühlung; beide Schalen folgen von 
c' aus dem ihnen eignen Gesetz der Abkühlung, 
so daß die Dehnungslinien e[ !I eJ und eh II eu 
verlaufen. Dabei hätten wir zwei Fälle zu unter
scheiden: 1. Die Abkühlungsgeschwindigkeit der 
Schale II ist größer als die der Schale 1, d. h. 

Ahb. 363. Abkühlung einer f d D h d L 1 f 
Kugel. au ie e nungen bezogen, ie er- inie ver äu t 

steiler als die eu-Linie, dann würden die ihnen 
parallelen e'-Linien klaffen, und die Kopplung ruft außen Zug-, innen 
Druckspannungen hervor. 2. Allmählich wird die e1 -Linie und damit 
die e[-Linie flacher, dann schneiden sich e[ und eh (Punkt c1). und ver
laufen von da an so, daß die e[-Linie über der e[r-Linie liegt. Irrfolge 
der festen Kopplung erfährt Schale II eine elastische Verlängerung 
b2 c2 , Schale 11 eine elastische Verkürzung a2 c2 , denn beide müssen 
sich auf eine mittlere Dehnung (Punkt c2) einigen. Es entstehen 
also außen Druck-, innen Zugspannungen, und dieser Zustand bleibt, 
denn die den Temperaturen verhältnisgleichen Dehnungen er und eJI 
nähern sich der Zeitachse asymptotisch und die parallele e[-Linie 
wird über, die parallele eh-Linie unterhalb der Zeitachse liegen. Für 
unsere Kugel wird sich ein Endzustand einstellen, bei dem die Ver
teilung der tangentialen Spannungen über einen Äquatorschnitt der 
Kurve aia folgt (Abb. 363); Cfta sind Druck-, Cfti Zugspannungen. Die 
Gleichgewichtslage erfordert wegen des Fehlens äußerer Kräfte 

fat·dF=O. 
Über die Größe der Spannungen läßt sich nichts Sicheres aus

sagen. Außer den maßgebenden tangentialen Spannungen treten noch 
radiale Spannungen a,. auf, und zwar herrschen innerhalb der tangen
tialen Zugzone radiale Druckspannungen. Auch sie bilden unter sich 
ein Gleichgewichtssystem. 
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