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Vorwort.

Am 11. Januar 1926 starb ganz unerwartet Studienrat Dipl.-Ing.
Hans Winkel, ein vornehmer Mensch, ein ausgezeichneter Ingenieur,
ein hervorragender Lehrer.

H. Winkel hatte an der Beuth-Schule zu Berlin Festigkeitslehre vor-
getragen, und als Frucht dieser Titigkeit entstand das vorliegende
Buch, dessen Eigenart durch die Entstehung gekennzeichnet ist: in
erster Linie fiir Lernende und Lehrende bestimmt, sind die theore-
tischen Betrachtungen moglichst ausfiihrlich, elementar und leicht ver-
standlich gegeben. Eine grole Anzahl von Beispielen sollen den Ler-
nenden mit der praktischen Anwendung der Theorie bekannt machen,
die sichere Handhabung der Formeln erleichtern und den Grund zur
selbstdndigen Anwendung der gebrauchten Sitze legen.

Das Buch umfallt das Gesamtgebiet der Festigkeitslehre. Dement-
sprechend werden zunichst die verschiedenen Arten der Festigkeit
(Zug, Druck, Biegung, Drehung, Schub, Knickung) und die zusammen-
gesetzte Festigkeit behandelt. Es folgt eine ausfiihrliche Berechnung
der statisch unbestimmten Systeme und der schwach und stark ge-
kriimmten Stibe; insbesondere werden Federn, Hohlkorper und GefiBe,
Platten und umlaufende Réader und Scheiben untersucht. Der letzte
Abschnitt des Buches bringt die Warmespannungen.

Besonderer Wert, wurde auf die ausfithrliche Angabe der benutzten
Literatur gelegt, um dem Leser ein vertieftes Studium einzelner Pro-
bleme zu erméglichen. Einzelne Abschnitte, z. B. die Berechnung der
gekropften Welle und des statisch unbestimmten Freitrigers sowie das
Kapitel tiber Wirmespannungen, sind fritheren Arbeiten entnommen,
die H. Winkel in der Zeitschrift ,,Der praktische Maschinen-Konstruk-
teur*’ veroffentlicht hat. Ferner sind die Kapitel, welche H. Winkel fiir
das von H. Dubbel herausgegebene Taschenbuch' fiir den Maschinen-
bau verfallt hat, fiir das vorliegende Buch benutzt worden.

Die Bearbeitung und Erginzung der Handschrift wurde von der
Verlagsbuchhandlung dem Unterzeichneten iibertragen. Die Umstellung
einzelner Teile empfahl sich als zweckmafig; Ungenauigkeiten wurden
beseitigt und einzelne theoretische Ableitungen (z. B. S. 142145,
195-—199) exakter gefafit.

Die Behandlung der Bohrmaschinen, mit der die Handschrift abbrach,
wurde zu Ende gefithrt. Die von dem Herausgeber neu bearbeiteten
Abschnitte sind durch einen Stern (*) im Inhaltsverzeichnis kenntlich
gemacht.

Moge das Werk die Hoffnung des verstorbenen Verfassers erfiillen,
dem Studierenden ein Fiihrer, dem Ingenieur ein Helfer in der Praxis
zu sein.

Besonderer Dank gebiihrt der Verlagsbuchhandlung fiir die Sorgfalt,
mit der das Buch ausgestattet und die Abbildungen hergestellt wurden.

Berlin, den 1. Juli 1927.
K. Lachmann.
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Einleitung.

Aufgabe der Festigkeitslehre. Die Festigkeitslehre untersucht das
Verhalten eines festen Korpers unter dem Einfluf von Kréften. Dabei
wird vorausgesetzt, daB sich der Korper im Gleichgewicht befindet.
Gleichgewicht ist aber vorhanden, wenn der Koérper in Ruhe oder in
gleichférmiger Bewegung ist. Im allgemeinen werden wir den ruhenden
Koérper betrachten und die gefundenen Gesetze auf den im gleich-
formigen Bewegungszustande befindlichen iibertragen (umlaufende
Wellen, Schwungrider, Scheiben).

Die an einem Korper angreifenden Kréfte, zu denen auch die Auf-
lagerkrifte gerechnet werden, heilen duflere Krafte. Sie unterliegen
wegen der Forderung des Gleichgewichtes den Gleichgewichtsbedingun-
gen, die fir Krifte in der Ebene lauten:

I. Die algebraische Summe sdmtlicher Seitenkrafte nach
zwei — meist aufeinander senkrecht stehenden — Rich-
tungen mufll gleich Null sein;

II. Die algebraische Summe der statischen Momente
simtlicher Kriafte, bezogen auf einen beliebigen Punkt bzw.
auf eine beliebige Achse, muBl gleich Null sein.

Die erste Aufgabe eines Festigkeitsnachweises oder einer Festigkeits-
berechnung wird also in der Ermittlung des statischen Gleichgewichtes
des zu untersuchenden Bauteiles bestehen. Bei ungleichformig bewegten
Koérpern — Anlassen oder Anfahren von Maschinen — gestattet die
Anwendung des d’Alembertschen Prinzips die Annahme eines stati-
schen Gleichgewichtszustandes.

Den angreifenden duBleren Kriften leistet der Korper Widerstand;
man bezeichnet diese physikalische Eigenschaft der Kérper mit Ko-
hision und versteht darunter die Zusammenhangskraft der kleinsten
Teilchen oder Molekiile. Denkt man sich ein Seil durch zwei gleich groBe,
entgegengesetzt gerichtete Krifte angegriffen, so wird es straff oder
gespannt. Da jedes Teilchen des Seiles in Mitleidenschaft gezogen wird,
befindet sich das ganze Seil im Zustande der Spannung. Die wider-
stehenden Krifte des angegriffenen Korpers heien Spannungen und
sind innere Krifte; sie wirken den &uferen entgegen und halten
ihnen das Gleichgewicht. Zu ihrer Ermittlung denkt man sich stets
den zu untersuchenden Korper durchgeschnitten oder einen Teil des-
selben herausgeschnitten, bringt an den Schnittflichen die Spannungen
als duBere Kraft an und sieht nunmehr den Korperteil genau so wie
zuvor den ganzen Korper als einen Koérper an, der unter dem Einfluf3
aller an ihm angreifenden Krifte im Gleichgewicht sein muB.

Es ist ein Grundsatz der Festigkeitslehre, dal man den
herausgeschnitten gedachten Korperteil fir sich betrach-

Winkel, Festigkeitslehre. 1



2 Einleitung.

tet und die Gleichgewichtsbedingungen auf ihn anwendet,
nachdem man die Spannungen an den Schnittflachen als
duBere Kriafte den gegebenen Kraften hinzugefiigt hat.

Die Grofle der in den Schnittflachen auftretenden Spannungen zu
berechnen, ist die erste Grundaufgabe der Festigkeitslehre. Sie fithrt
zu der Festigkeitsbedingung: die errechneten Spannungen
diirfeneinenfiirzuldssigerachteten Wertnicht iiberschreiten.
Was als zuldssig anzusehen ist, lehrt die Erfahrung.

Unter dem EinfluB von Kriften éndert jeder Korper seine Gestalt.
Diese physikalische Eigenschaft der Korper heilt Dehnsamkeit oder
Elastizitat, wenn die erlittene Gestaltsinderung nach dem Auf-
hoéren der Kraftwirkung wieder verschwindet. Im Gegensatz zu dem
dehnsamen oder elastischen Korper steht der bildsame oder plastische
Korper, bei dem jede Kraftwirkung eine bleibende Gestaltdnderung
hervorruft. Als Krifte iibertragende Baustoffe scheiden die bildsamen
Korper aus. Die zweite Grundaufgabe der Festigkeitslehre besteht darin,
die GroBle der Forménderung zu berechnen, die ein dehnsamer Korper
unter dem Einflul von Kréaften erfadhrt. Neben die Festigkeitsbedingung
tritt die Elastizititsbedingung, daB die errechnete Form-
dnderung einen fiir zuldssig erachteten Wert nicht iiber-
schreitet.

Beide Untersuchungen, die des Spannungs- und des Forménderungs-
zustandes, werden stets nebeneinander hergehen miissen, da wir erst
aus der zu erwartenden Forminderung einen Anhalt iiber die Ver-
teilung der Spannungen in einer Schnittfliche gewinnen kénnen.

Die Grundlage iiber das Verhalten der Baustoffe unter dem Einflu
von Kriften bildet der Versuch. Insofern wire die Festigkeitslehre
eine reine Erfahrungswissenschaft und bliebe damit vollstindig in dem
Rahmen der neueren Physik, die ja auch erst dann Fortschritte gezeitigt
hat, als man sich entschlossen hatte, durch Messungen den zahlen-
méBigen Zusammenhang der die Erscheinung beeinflussenden physika-
lischen GroBen aufzudecken. Aber ebensowenig wie die allgemeine
Physik konnte sich die Festigkeitslehre mit dem Versuch allein be-
gniigen. Die bei dem Versuch gemachten Beobachtungen bedurften
der Erklirung, die immer nur auf Grund von Annahmen méglich ist.
Zum Beispiel konnte die Belastung eines Stabes zahlenmiBig fest-
gestellt werden, die den Bruch herbeifiihrt, aber damit hatte man noch
nicht die Frage beantwortet, welche Umstdnde den Bruch des Bau-
stoffes bedingen. Hier ist der Punkt, wo die Theorie einsetzt, die somit
gleichberechtigt neben den Versuch tritt und gleich diesem die Festig-
keitslehre beherrscht. Ihre Hilfsmittel sind Uberlegung und Rechnung.
So grof} auch die Erfolge sein mogen, die die Festigkeitslehre alsWissen-
schaft der Mathematik verdankt, niemals darf sie den Zusammenhang
mit der Erfahrung verlieren, die immer der Priifstein jeder Theorie
bleiben wird. In allen Fillen, wo sie zu Ergebnissen gelangt, die im
Widerspruch zu der Erfahrung stehen oder doch zu stehen scheinen, hat
der Versuch die Entscheidung, und alle Annahmen, die zur Aufstellung
von Gesetzen fithren, sind stets sorgfaltig auf ihre Zuldssigkeit zu priifen.
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I. Grundbegriffe.

1. Lingeninderungen und Normalspannungen.

Der einfachste Versuch, Klarheit iiber das Verhalten eines Bau-
stoffes zu gewinnen, ist der Zugversuch. Wir denken uns einen Rund-
eisenstab, in dem man im Abstande I [mm] zwei Marken leicht eingeritzt
hat, in eine ZerreiBmaschine gespannt, deren grundsitzliche Anordnung,
Abb. 1 zeigt. Belastet man den Stab, so zeigt eine sorgfiltige Messung

eine VergroBerung des Abstandes der beiden Marken und eine Ver-
ringerung des Durchmessers, die sich zundchst iiber die ganze Stab-
linge gleichméBig verteilt. Um beliebige Messungen an verschiedenen
Baustoffen zuverldssig vergleichen zu konnen, ist man iibereingekom-
men, die auf die urspriingliche Lénge bezogene Verlange-
rung als Kennzeichen der Forméinderungsfihigkeit des Baustoffes an-
zusehen. Ist /;, [mm] die Lénge des belasteten Stabes, so ist seine Ver-
langerung
A1 =1 —1[mm]

und die auf die urspriingliche Lénge bezogene Verlingerung

_ 4l L—1_ Verlingerung
E=T T T urspriingliche Lange

1*
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Das Verhiltnis ¢ ist eine unbenannte Zahl und heilt Dehnung oder
auch bezogene (spezifische) Dehnung. Aus der Gleichung (1) ergibt
sich als Verlingerung eines Stabes von I[mm] Lénge

A1 =gl [mm]. 2)

In gleicher Weise legt man die Verringerung des Durchmessers fest
und schreibt mit d als urspriinglichem und d, als verkleinertem Durch-

messer —d,
e =224 ~ ®)

Auch ¢, ist eine Verhiltniszahl und als solche ohne Benennung; sie
heift Querzusammenziehung und steht mit ¢ in der Beziehung
£ Dehnung ( 1)

& - Querzusammenziehung
m heiBt Poissonsche Zahl und liegt fiir feste Korper zwischen 3 und 4.

Fiir Metalle setzt C. v. Bach m = %0

Unter der Einschniirung ¥ versteht man die Verringerung des
Querschnittes, bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt; es ist
nd?  ma

4 4
Y= (6)

4

Es ist iblich, diese Zahl nur fiir den Bruchquerschnitt anzugeben,

und zwar in Hundertteilen des urspriinglichen Querschnittes, so daB
nd?2  wd'?

R

VY=""7a

4

die Einschniirung eines Stabes ist, dessen Durchmesser an der Bruch-
stelle d’' [mm] betrégt. Hat z. B. ein Rundeisenstab von d = 20 mm
Durchmesser an der Bruchstelle einen Durchmesser d’ = 15 mm, so ist
7-202  m-15°
4 4 314,2—137,6
Y=gme 10="53
4

Um zu erfahren, welche Art der Beanspruchung der gezogene Stab
erfihrt, schneiden wir ihn senkrecht zur Stabachse durch (Abb. 2) und
fiigen die an der Schnittstelle auftretenden Spannungen als #uBere
Krifte hinzu. Uber die Verteilung der Spannungen iiber den Quer-
schnitt sagt die Beobachtung nichts; wir nehmen an, die Spannungen
mogen sich gleichméBig verteilen, und halten diese Annahme iiberall stets
fiir zulsssig, wenn die Wirkungslinie der angreifenden Krafte mit der
Stabachse zusammenfillt. Der Anteil der Kraft, der auf die Flichen-
einheit des Querschnittes entfillt, heillt bezogene (spezifische) Spannung
oder kurz Spannung; sie fallt mit der Richtung der Stabachse zu-
sammen, steht also senkrecht oder normal zum Querschnitt. Span-

m =

-100[vH] (52)

:100=143,7%.
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nungen, die normal zum Querschnitt gerichtet sind, heilen Normal-
spannungen und werden mit dem Buchstaben ¢ bezeichnet; die durch
sie hervorgerufenen Forménderungen sind Liangenédnderungen. Da
Spannungen nach GréBe und Richtung zu unterscheiden sind, sind sie
Vektoren und werden zeichnerisch durch gepfeilte
Strecken dargestellt. Tragt man sie senkrecht zur Achse
des Querschnittes auf und verbindet ihre Endpunkte,
so wird diese Verbindungslinie bei gleichmaBiger Ver-
teilung eine Parallele zur Querschnittachse. Das so ent- l}
standene Rechteck heiflit Spannungsschaubild oder 1
4
¥

»hoie

Spannungsdiagramm (Abb. 2).

In der Festigkeitslehre ist 1 kg die Einheit der
Kraft, 1 cm? die Einheit der Fliche; tragt der Stab
mit F cm? eine Last von P kg, so ist seine Spannung ™

o~

==

P Abb. 2.
6="p [kg/cm2]. (6) Geschnittener Stab.

Dem paarweisen Auftreten der dufBleren Krifte P, das die Gleich-
gewichtsbedingungen erfordern, entspricht das paarweise Auftreten.der
inneren Kréfte oder Spannungen. Beim nicht geschnittenen Stabe er-
scheinen die inneren Kréfte nicht, da sie sich wechselseitig aufheben
(Abb. 2).

2. Der Zugversuch.

Er wird so durchgefiihrt, dafl man die Belastung stufenweise steigert
und die zugehérigen Formanderungen mifit, aus denen ¢ und ¢ berechnet
werden. Um ein anschauliches Bild iiber &

den Zusammenhang dieser beiden Gré- B

fen zu erhalten, pflegt man ¢ als Abszisse Gb _— 2

und o als Ordinate in einem rechtwink- GZ_ £

ligen Achsenkreuz aufzutragen (Abb. 3). ';_

Die Kurve ¢ = f(¢) heiit Spannungs- #

dehnungsschaubild oder Spannungs- 5 .
dehnungsdiagramm; sie zeigh zunéchst s Ao

ein langsames Anwachsen der Dehnung ADb. 3. 0=/ (e).
bei steigender Belastung, und zwar sind
die Dehnungen den Spannungen verhéltnisgleich. Die mathematische
Form dieses Satzes lautet
&g =o0o-0, (7

worin o« die unverdnderliche Verhiltniszahl bedeutet. Diese einfache
Beziehung besteht aber nur bis zu einer bestimmten Belastungsgrenze.
Wird dieser Grenzwert, den wir Proportionalitdtsgrenze nennen,
tberschritten, so wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen;
die Kurve o = f(g) zeigt dieses Verhalten des Baustoffes durch eine
leichte Kriitmmung an (Abb. 3), wihrend sie unterhalb der Proportio-
nalititsgrenze geradlinig verlduft. Die Proportionalitdtsgrenze o, ist
eine Spannung und wird in kg/cm? angegeben. Belastet man den Stab
weiter, so tritt eine bedeutende Verlingerung bei geringer Zunahme
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der Belastung ein; der Stab beginnt zu flieBen. Die Spannung o;, bei
der das FlieBen eintritt, heiit FlieB- oder Streckgrenze und wird
ebenfalls in kgfem? angegeben. Hat man einen bearbeiteten Stab mit
polierter Oberfliche in die ZerreiBmaschine gespannt, so zeigen sich
bei Beginn des FlieBens feine Linien, die sich unter 90° kreuzen und
mit der Stabachse einen Winkel von 45° bilden; sie heiflen FlieB3-
figuren (Abb. 4) und lassen deutlich erkennen, dafl eine Umlagerung
der Molekiile im Innern des Stabes stattgefunden hat. Mit weiter
gesteigerter Belastung verschwinden die Flieffiguren, dafiir zeigt sich
aber bald an einer Stelle des Stabes eine mit blofem Auge zu er-
kennende Einschniirung. Der Querschnitt wird sichtbar kleiner, und
infolgedessen fallt der Wagehebel der Maschine ab; d. h. der Stab hat
seine groBte Tragfahigkeit erreicht. Die Spannung, die er in diesem
Augenblicke hat, heiBit Zugfestigkeit; sie wird auf
den urspriinglichen Querschnitt bezogen, und mit X,
bezeichnet. Um einen vorzeitigen Bruch des Stabes
zu vermeiden, mufl man die Belastung verringern,

Abb. 4. TFlieBfiguren. Abb. 5. Einschniirung.

also die Belastungskurbel zuriickdrehen. Dabei fillt die Spannungs-
dehnungskurve von B auf Z. Wahrend dieses Teiles des Versuches ist
auch die Verlingerung des Stabes mit blofem Auge zu erkennen, aber
sie beschrinkt sich auf die der Einschniirungstelle unmittelbar be-
nachbarten Teile (Abb. 5). Endlich tritt der Bruch ein.

Vom versuchtstechnischen Standpunkt aus ist es zweifellos nicht
richtig, simtliche Spannungen auf den urspriinglichen d. h. nicht ver-
kleinerten Querschnitt zu beziehen. Man kénnte dadurch zu der An-
nahme verleitet werden, da die tatséichliche Beanspruchung mit der
Verringerung der Belastung wihrend der letzten Versuchsperiode fiele.
Das ist natiirlich nicht der Fall, wie die Umrechnung der Spannung
auf den wirklichen, der jeweiligen Belastung entsprechenden Querschnitt
zeigt. C.v.Bach, dem wir in erster Linie unsere Kenntnisse vom Ver-
halten der Baustoffe verdanken, hat fiir einen von ihm gepriiften Stab
die Umrechnung durchgefiihrt (Abb. 6), die ein erhebliches Anwachsen



Der Zugversuch. 7

der tatsichlichen Beanspruchung erkennen 1it. Da aber fiir den ent-
werfenden Ingenieur der nicht verformte Querschnitt maBgebend ist,
so ist es iiblich geworden, iiberall mit ihm zu rechnen, was um so mehr
berechtigt erscheint, als der Bauteil niemals in dem MaBe belastet werden
darf, wie es bei der Durchfilhrung eines Zerreifversuches geschieht.

Die Spannungsdehnungslinie der Abb. 6 ist noch in anderer Richtung
lehrreich. Sie zeigt nach dem Erreichen der FlieBgrenze ein plétzliches
und starkes Abfallen der Spannung. Das heifit, um ein Strecken des
Baustoffes aufrecht zu erhalten, mufl die Belastung nach dem Erreichen
der Streckgrenze verringert werden.
Stetigkeit zwischen Dehnungen und
Spannungen besteht erst wieder nach
der Uberwindung der FlieBperiode, was
sich duBerlich am Stabe durch Ver-
schwinden der FlieSfiguren bemerkbar
macht. C. v. Bach sagt iiber diese
Erscheinung?!): ,,Streckt sich der Stab
weiter unter einer Belastung, die er-
heblich kleiner ist als die, bei der das
Strecken begann, so kann eine obere
und eine untere Streckgrenze unter-
schieden werden derart, da8 die obere
Streckgrenze aufgefalit wird als die-
jenige Spannung, bei der das Strecken
beginnt, und die untere Streckgrenze
als der kleinste Wert der Spannung,
auf den die Belastung wihrend des
Streckens sinkt, oder als die kleinste
Spannung, unter der das Strecken
noch vor sich geht.*

Unsere Kenntnis vom Verhalten
des Baustoffes wire unvollstindig,
wenn wir nicht auch die Vorginge

ungen, bezogen auf dey
}9&" % ,-E%rﬁﬂg//a‘l. RNouersosy)

10965 kg fem?
imzjgcm]

{
N
S
8

(4744

Achse der Spanrungen kg/cm? __der Durchmesser cm, der Querschrille cm?

bei der Entlastung eines Stabes unter- Achse der Verlingerung in %
suchten. In diesem Falle hitte jeder Abb. 6. o effektiv.
Belastungssteigerung, die stufenweise

erfolgt, eine Entlastung zu folgen. Dabei zeigt sich, daB bei geringen
Belastungen und demzufolge kleinen Spannungen die erlittene Form-
dnderung vollstindig verschwindet; der Stab zeigt nach der Ent-
lastung die urspriingliche Entfernung der beiden Marken. Wir sagen,
der Baustoff ist vollkommen dehnsam oder vollkommen ela-
stisch. Steigern wir die Belastung stetig, so erreichen wir einen
Punkt, wo die Verlingerung nicht mehr auf Null zuriickgeht. Die
Spannung, bei der sich eine bleibende Forménderung zeigt, heiBt
Elastizitdtsgrenze: sie wird, wie alle Spannungen, ebenfalls in
kg/em? angegeben. Die wieder verschwindende, auf die Langeneinheit

1) Bach, C. v.: Elastizitit und Festigkeit. 8. Aufl., S.10.
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bezogene Lingeninderung heifit federnde oder elastische Dehnung
im Gegensatz zu der bleibenden Dehnung, die sich nach dem Uber-
schreiten der Elastizitdtsgrenze einstellt. Die Formanderung des zer-
rissenen Stabes ist bleibend. Als MaB fir die Giite des Baustoffes
wird die bleibende Dehnung nach dem Bruche in Hundertteilen der
urspriinglichen Lénge angegeben; man nennt sie Bruchdehnung und
ermittelt sie im allgemeinen durch Messung der aneinander gelegten
Bruchstiicke. Mit I als Entfernung der Marken nach dem Bruche wird
e =100-27 %)

die Bruchdehnung.

Da einmal selbst sorgfiltige Messungen von einander verschiedéene
Elastizitétsgrenzen bei ein- und demselben Baustoff ergeben, aus dem
mehrere Probestidbe angefertigt sind, und zum andern die Ermittlung
der Elastizitatsgrenze umsténdlich und zeitraubend ist, pflegt man als
Elastizititsgrenze diejenige Spannung zu bezeichnen, bei der die blei-
bende Dehnung 0,02—0,03 % betrigt. Auf keinen Fall darf die Elasti-
zitdtsgrenze als mit der Propor-

~——220— . >
T3 | e 200 tionalitdtsgrenze zusammenfal-
8131 | . lend angesehen werden.
i ral s 20% Beim Vergleichen der Ver-
e 20— suchsergebnisse hat sich heraus
p 200~ gestellt, daB die Form der Probe
I — LI stibe nicht ohne Einfluf auf die

Giiteziffern der Baustoffe ist.
Durch internationale Vereinba-
Abb. 7 u. 8. Normalstiibe. rungen wurde der Rundeisenstab

von 20 mm Durchmesser und

200 mm MeBlinge (Abb. 7) als Normalstab festgelegt. Fiir Flacheisen
wihlte man einen gleichgrofien Querschnitt f = 3,14 cm? mit der
gleichen Mellinge (Abb. 8). Wenn der zu priifende Baustoff die Her-
stellung von Normalstiben nicht gestattet, sollen MaBe innegehalten
werden, die in ganz bestimmten Beziehungen zu denen des Normal-
stabes stehen (Proportionalstibe). Von diesen Vereinbarungen weicht
man heute insofern ab, als fiir Stabe aus Rundeisen das fiinffache oder
das zehnfache des Durchmessers als MeBlinge angenommen werden.

WoT
f

3. Der Druckversuch.

Wegen der zu erwartenden Gefahr des Ausknickens werden nur
kurze Stibe dem Druckversuch unterworfen, bei denen der Schnitt
durch die Langsachse ein Quadrat ist. Dabei ist aber zu beachten,
daB eine gleichmaBige Verteilung der Spannungen iiber den Querschnitt
viel weniger wahrscheinlich ist als beim ZerreiBversuch, wo diese An-
nahme infolge der groBen Linge des Stabes zum mindesten fiir den
mittleren Teil als zutreffend gelten darf. Noch ungiinstiger liegen die
Verhéltnisse in Riicksicht auf die Forméinderung. Es ist unvermeidlich,
dal die Grund- und Deckflichen der Probekérper durch die Backen
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der Priifmaschine fest gepreBt werden, so daBl die sehr betréchtliche
Reibung ein seitliches Ausweichen dieser Flichenteilchen verhindert.
Die VergroBerung des Durchmessers eines zylindrischen Probekdérpers
wird sich deshalb nur im mittleren Querschnitt voll ausbilden kénnen
und nach den Enden zu abnehmen; der Zylinder geht in die Tonnen-
form iiber. Um diese Nachteile zu vermeiden, hat man die Lénge der
Druckstdabe vergréBert und beschriankt sich auf die Beobachtung des
mittleren Stabteiles. Versuche, die an Probekérpern vorgenommen
wurden, deren Héhe gleich dem vier- bis achtfachen Betrage des Durch-
messers ist, haben gezeigt, daBl Spannungen und Forménderungen in
derselben Beziehung stehen wie beim Zerreilversuch. Deshalb darf
man die fiir den Zugstab geltenden Grundbegriffe auch auf den Druck-
stab zu ibertragen; doch gelten diese Beziehungen nur, solange das
Geradliniengesetz ¢ = o.-¢ Giiltigkeit hat.

Ferner lehrten vergleichende Versuche, da§ die Druckfestigkeit um so
Kkleiner ist, je gréBer die Hohe des Probekérpers gewéhlt wird. A. Foppl
schlagt die Bezeichnung Wiirfelfestigkeit fiir wiirfelférmige Korper
vor, deren Hohe also gleich der Seitenlange ist, und
unterscheidet sie von der Druckfestigkeit schlecht-
hin, die einen gleichférmigen Spannungszustand bei
axialem Kraftangriff zur Voraussetzung hat. Ent-
sprechend dem Auftragen der Zugdehnungen nach
der positiven Richtung der z-Achse (Abb. 3) pflegt
man die Druckdehnungen und Druckspannungen
in entgegengesetzter Richtung einzutragen, so daf
die Spannungsdehnungskurve im ersten, fiir Druck 6|0
im dritten Quadranten eines rechtwinkligen Achsen-
kreuzes verlauft (Abb. 9). Abb. 9. o =7(s) Druck-

)

4. Beziehungen zwischen Dehnungen und Normalspannungen.

Aus dem Verlaufe des Zugversuches ergab sich das Spannungs-
dehnungsschaubild der Abb. 3. Den mathematischen Zusammenhang
zwischen den Dehnungen & und den Spannungen ¢ gibt Gleichung (7)
in der Form

eE=o-0. (7)

Solange die Dehnungen den Spannungen verhéltnisgleich sind, ist «
ein Festwert oder eine Konstante und die Kurve ¢ = f(o) eine Schrige
durch den Nullpunkt (Abb. 3). Das durch Gleichung (7) wieder-
gegebene Gesetz stammt von dem englischen Physiker Hooke, der es,
wic Baumann in einem lescnswerten Aufsatz in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure (1917, S. 117) nachweist, als Naturgesetz
ausgesprochen hat, ohne durch Versuche geniigende Unterlagen dafiir
zu haben. Die spiteren Forschungen haben ergeben, dal das Gesetz
von Hooke nur fiir sehr wenige Baustoffe in Frage kommt und auch
bei diesen nur innerhalb bestimmter Belastungsgrenzen, die wir auf
S. 5 Proportionalititsgrenze nannten. Zu den Stoffen, die dem Gerad-
liniengesetze folgen, gehoren FluBleisen und Stahl, dagegen nicht das
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GuBeisen und das Holz. Eingehende Untersuchungen iiber das Ver-
halten des GuBeisens hat C. v. Bach angestellt, der sein in den Jahren
1885—1896 gewonnenes Versuchsmaterial W. Schiile zur Verfiigung
stellte. Die Priifung ergab, dal das Potenzgesetz

£ =ua-0o" (8)
zwar eine gute Ubereinstimmung zeigte; doch reichte das Material
nicht aus, um die allgemeine Giiltigkeit dieses Gesetzes zu erweisen.
Es erscheint iiberhaupt nach Bachs Auffassung fraglich, ob das elasti-
sche Verhalten aller Materialien durch eine einfache mathematische
Funktion zum Ausdruck gebracht werden kann.

Mit Baustoffen, die dem Geradliniengesetz nicht folgen, wird der
Zugversuch in gleicher Weise durchgefiihrt, d. h. aus den Belastungen
P werden die Spannungen ¢ = P:F und aus den Verlingerungen A ]
die Dehnungen & = A 1:1 berechnet. Zur Bestimmung von « und »
logarithmieren wir die Gleichung (8) und erhalten

log e =loga + n-logo. (84a)
Setzt man log ¢ = y und log o = z, so stellt die Gleichung (8a) eine
gerade Linie dar, wenn man die Logarithmen der Spannungen auf der
z-Achse und die Logarithmen der Dehnungen auf die y-Achse auftrigt.
Statt die Umrechnung auf Logarithmen durchzufiihren, bedient man
sich zweckmé&Big des im Handel erhéltlichen Logarithmenpapiers. Aus
der Aufzeichnung entnimmt man log « als Abschnitt auf der y-Achse
und n = tg ¢ ist der Tangens des Neigungswinkels der Geraden.

Infolge der einfachen Form des Hookeschen oder des Geradlinien-
gesetzes wurde dieses zur Grundlage der gesamten Lehre von der Festig-
keit und Forménderung der Korper, trotzdem die Erfahrung gegen
seine allgemeine Anwendung spricht. Somit erscheint das Fundament
der theoretischen Festigkeitslehre ohne ausreichende Sicherheit, und
die Frage ist nicht unberechtigt, ob sich iiberhaupt strengere Unter-
suchungen lohnen. - Darauf 148t sich entgegnen, daB einmal fiir den
am hiufigsten verwendeten Baustoff, das FluBeisen, das Geradlinien-
gesetz innerhalb bestimmter Belastungsgrenzen gilt; zum andern darf
nicht iibersehen werden, daBl theoretische Untersuchungen nicht selten
zeigen, in welcher Richtung Versuche anzustellen sind. Gerade die
Wechselbeziehungen sind es, die befruchtend auf unsere Wissenschaft
wirken.

In Gleichung (7) war « als Proportionalitatsfaktor eingefiihrt; es
wird nunmehr seine physikalische Bedeutung zu entwickeln sein. Setzt
man o = 1 kg/em?, so folgt aus ¢ =a-o

e=a-1 oder a= % [kg/cm?];

es wird also a zu einer Dehnung fiir die Spannung ¢ = 1 kg/em?. « heifit
Dehnungszahl und hat die Benennung cm?/kg. Wir haben unter o
die Dehnung zu verstehen, die ein Stab infolge der Spannung 1 kg/cm?
erfahrt. Will man noch & durch A1:1 ersetzen, so erhilt man

Al

OLZZ_‘&
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und mit =1 cm und ¢ = 1 kg/em?
Al
=17
Es ist also o die Verlingerung, die ein Stab von 1 em Linge durch
die Spannung 1 kg/em? erfihrt.
Endlich 148t sich noch ¢ durch P:F ausdriicken, so daB

__ALF
*=TP
wird. Setzt man hierin [ =1cm; P =1kg; F =1 cm?, so wird .
VIS
*=T10

zur Verlangerung, die ein Wiirfel mit der Seitenlinge 1 cm unter dem
EinfluB einer Kraft von 1kg erfiahrt. Diese Zahl ist bei den meisten
Baustoffen natiirlich sehr klein und durch unmittelbare Messung iiber-
haupt nicht festzustellen. Sie 148t sich nur aus gré8eren Belastungen,
die meBbare Forminderungen hervorrufen, berechnen, wie wir es auf
S.5 bei der Ermittlung der Dehnungs-Spannungslinie vorausgesetzt
haben. Fiir FluBeisen ist z. B.

o = 1: 2150000 [em?/kg] = 0,000000465 [cm?/kg] .

So anschaulich der Begriff der Dehnungszahl « als Dehnung fiir 1 kg/cm?
Spannung auch ist, so wenig angenehm gestaltet sich das Rechnen mit
ibr. Man verwendet deshalb noch heute in der Festigkeitslehre den
umgekehrten Wert von o und setzt

E= —:? [kg/em?].

Das Geradliniengesetz ¢ = a.-o liefert
¢ ol
E=c=m
es wird E zu einer Spannung ¢, wenn 4! =1 cm und « =1 em wird.
Die Gleichung besagt in Worten, da E diejenige Spannung ist, unter
deren Einflufl der Stab seine Linge verdoppelt. Da aber die meisten
Baustoffe lange vorher brechen, so findet £ in dem Versuch iiberhaupt
keine Stiitze, es kann nur durch Rechnung aus o« gewonnen werden.
Es wire ohne Zweifel richtiger, £ fallen zu lassen und nur noch mit «
zu rechnen. C.v.Bach, der stets dafiir eingetreten ist, fithrt auch
seine Rechnungen mit « durch, doch ist die {ibrige Fachliteratur seinem
Beispiele nicht gefolgt. Allzusehr fillt es ja schlieBlich nicht ins Gewicht,
ob mit « oder E gerechnet wird ; das Wesentlivhe ist doch, dafl die Rech-
nung zutreffende Ergebnisse liefert. Allerdings ist eins zu beachten,
worauf Bach besonders hinweist: wenn versuchstechnisch « die logisch
richtige Zahl ist, dann wird « als Mittelwert aus den Einzelmessungen a;
und o,
_ oy + %
2
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und demzufolge
1 1
— + R
1 - B __2.E,-E.
7= 5 dh BE="—-52

Es wire also falsch, E als algebraischen Mittelwert aus den Einzel-
werten E, und E, zu berechnen.

E heit DehnmaB oder Elastizititsmodul und liegt fiir FluBeisen
zwischen 2150000 kg/cm? und 2200000 kg/cm?.

5. Winkelanderungen und Schubspannungen.

Ein Quader (Abb. 10) werde in der unteren Grundfliche festgehalten
und in der oberen durch eine Kraft P angegriffen, die senkrecht zur
Stabachse gerichtet ist. Es sei angenommen, daB sich P iiber jeden
Querschnitt senkrecht zur Stabachse gleichmaBig verteile; die durch P
hervorgerufenen Spannungen fallen bei dieser Art des Kraftangriffs in
die Ebene des Querschnittes. Um uns ein Bild von diesem Belastungs-
zustande zu machen,
denken wir uns das
Quader durch geschnit-
f P ten (Abb. 11) und die
untere Faserschicht des
Il / oberen Teiles so weit
3 v vergroflert, daB wir sie

TR 7,

Abb. 10. Schubquader. Abb. 11.

Schubquader (geschnitten). a‘nfass?n_ konnen. Zie-

en wir jetzt mit P, so
wird sich der obere abgetrennte Teil gegen den unteren festgehalten ge-
dachten Teil verschieben. Im nicht geschnittenen Stabe sollen nun alle
Teilchen des Querschnittes gleichméfig der Kraft P widerstehen. In
gleicher Weise wie bei dem gezogenen Stabe legen wir fest: der Anteil der
Kraft P, der auf 1 cm? des Querschnittes entfillt, sei die Schubspan-
nung 7, gemessen in kg/cm2 Hat der Querschnitt F cm? Flichen-
inhalt, so kommt bei gleichméafiger Verteilung der Spannungen iiber
dem Querschnitt auf 1 cm?

P
7= [kg/em?]. 9)
Die Schubspannung 7 ist zwar ebenso wie die Normalspannung ¢ nach

GroBe und Richtung zu unterscheiden, doch nicht in dem Sinne der
£ £, Gegensitzlichkeit von Zug und Druck; es fehlt bei

T 1] £ ihr der Begriff der Umkehrbarkeit.
6‘:' AT / Unter dem EinfluB der Kraft P moge das Qua-
ﬁ y@ / [ der die gestrichelte Form (Abb. 12) annehmen, von
A L~ der zuniichst dahingestellt sein mag, ob sie bei der
! /” gedachten Art des Kraftangriffs tatsichlich eintritt.

Abb. 12. ngubquader, Man kann die Forméinderung dadurch kennzeichnen,

daBl man sagt: die wagerechten Schichten des Stabes
verschieben sich gegeneinander und zwar um so mehr, je weiter sie von
dem festgehaltenen Einspannungsquerschnitt entfernt sind. Das Qua-
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der 4 BOCDEF geht in das schiefe Prisma 4 BC’ D’ E’F’ iiber und der
vordere' rechte Winkel C A B wird zu dem spitzen Winkel ¢’ 4 B. Fiir
den Fall, dal die Verschiebungen verhéltnisgleich den Entfernungen
von der Grundfliche wachsen, kann die Anderung y des rechten Win-
kels als Maf} fiir die GroBe der Verschiebung angesehen werden. So-
lange es sich um kleine Forméinderungen handelt, wie es in der gesam-
ten Festigkeitslehre stets vorausgesetzt wird, ist
cer e C
tgy%y:ﬁ:—ll 2,

wobei y im Bogenmal} gemessen werden mufl. Man nennt y die Schie-
bung und versteht darunter die Strecke, um die sich zwei 1 cm von-
einander entfernte Querschnitte unter dem Einflul der Schubspannung ¢
gegeneinander verschieben. Entsprechend dem Geradliniengesetz von
Hooke fiir Normalspannungen setzt man auch bei den Schubspan-
nungen die Forménderungen den Spannungen verhiltnisgleich und
schreibt

y=F87, (10)
wobei § innerhalb eines gewissen Spannungsgebietes als unverinderlich
angesehen werden darf. Aus

f= 7 lom?/kg]

folgt § =y, wenn 7 = 1 kg/em? wird. Demnach ist f die GroBe der
Schiebung fiir die Einheit der Spannung und heit Schubzahl; ihr
umgekehrter Wert 1: 5 =G heilt GleitmafBl oder Gleitmodul und
wird in kg/cm?® gemessen. Man kann auch sagen: unter der Einwirkung
einer Schubspannung 7 = 1kg/em? verschieben sich zwei 1 cm von-
einander entfernte Querschnitte um die Strecke g cm.

Jetzt wire nachzupriifen, ob die angenommene Form#nderung auch
wirklich eintritt. Die Belastung nach Abb. 10 wiirde einem dehnsamen
Korper die Form 4 B C’D’ (Abb. 10) geben, bei der die Faserschicht
AC verlingert, die Faserschicht BD verkiirzt ist. Um die geforderte
Forménderung zu erhalten, miilte man BD strecken, AC kiirzen.
Damit also der Stab (Abb. 10) in die gestrichelte Form der Abb. 12 iiber-
geht, miissen Kréifte ¢) vorhanden sein, die Langenanderungen der senk-
rechten Faserschichten verhindern. Zu demselben p
Ergebnis fithrt die Betrachtung der Abb. 13, die das
freigemachte Quader wiedergibt. Die angreifende
Kraft P erfordert in der Grundfliche eine gleich-
groBe, entgegengesctzt gerichtete Gegenkraft P; beide
Kréafte P bilden ein Kriftepaar mit dem rechts
drehenden Moment P -¢, dem ein gleichgrofles,
links drehendes Kriftepaar entgegenwirken muB,
wenn das freigemachte Quader im Gleichgewicht sein Abb. 13. Schubgquader.

soll. Aus  p.,_ 0. folgt mit 11:% und 72:?;%

R

AN

€ m

[
|

;(———a—)q

Ty*abc=17,-b-¢c-a oder 7, =1,.
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Das rechnerisch gefundene Ergebnis heifit in Worten: Schubspan-
nungen treten stets paarweise in zwei aufeinander senk-
recht stehenden Ebenen auf und sind von gleicher GroBe.

Uber die Beziehungen zwischen der Dehnungszahl « und der Schub-
zahl § bzw. dem Dehnma8 E und dem Gleitmaf @ siehe 8. 53.

6. Forménderungsarbeit.

Eine Kraft von P kg leistet die Arbeit P - s in mkg, wenn sie lings
eines Weges s wirkt, der in die Richtung der Kraft fillt. Da sich der
Stab unter dem EinfluB der Kraft P verlingert, muBl die Kraft P
Arbeit leisten. Diese Arbeit heift Formé&nderungsarbeit. Beim
Zugversuch wird die Belastung stetig gesteigert, so daB P verinderlich
ist. Die Verdnderlichkeit von P spiegelt sich in der Spannung ¢ wieder,
da o stets auf den urspriinglichen, also unverénderlichen Querschnitt
bezogen wird. Léngs des unendlich kleinen Weges d(4!) darf ¢ und
damit P als unverinderlich angesehen werden, dann ist die Arbeit

dA=P-dAl)=F-¢-d(dl]).

Erweitert man die rechte Seite mit I, so wird die Arbeit lings des
~~— Weges d(41)

dA=F-lc-d(

und hiermit

Al/—F-l-a-de

A=F-1-[o-de.

o - d¢ ist ein Flachenstreifen des Spannungsdeh-
nungsschaubildes (Abb. 14a) mit der Breite d¢
| ¢ und der Hohe o, so daB [¢ - de dargestellt wird

FENge durch den Inhalt der von der e-Achse und
Abb. 14 a1 Forménderungs- der SpannunngehnungSkurve o= f (8) begrenz-
arbet. ten Fliche.

Innerhalb der Giiltigkeitsgrenze des Hookeschen Geradlinien-
gesetzes ist ¢ = o - 0, also de = a * do, folglich

41
A=F-1fo-de=F-1a-[ordo=F -1 -a-%-0k.
0

Ersetzt man ¢, durch P;:F, so wird
_OLl 1 ohe _l_
A=F 5 P=g5 >
wenn P, die Belastung im Endzustande ist, der innerhalb der Proportio-
nalitdtsgrenze liegt. Dieser Belastung P, mége die Verlingerung A,
entsprechen, deren GréBe sich aus

2
P19

l l P
All:E"O’II'E";F}

ergibt; damit erhilt man fiir die Forménderungsarbeit
1
A=-P- AL
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Das Ergebnis a8t sich auch unmittelbar der Abb. 14a entnehmen,
wenn man beachtet, daB [o * de gleich dem Inhalt des Dreiecks aus &,
als Abszisse und ¢; als Ordinate ist:

1 1 P, Al 1
A=Fljope=F 1P S2=0 P4,

In der Gleichung
A=F-1-[o-de
ist F -1 =V der Rauminhalt des Stabes von der Léinge [; die Arbeit,

bezogen auf 1 cm?3 des Stabes, heifit Arbeitsvermdgen, gemessen in
cmkg/em? und ist

A A
==y =Jode;
sie ist dargestellt durch den Inhalt der von der Spannungsdehnungs-
kurve, ihrer Endordinate und der z-Achse eingeschlossenen Fléche
Nach Bach?) soll der Inhalt der Fliche nur bis zur Hochstlast genom
men werden, da innerhalb dieser Grenze der Einflufl der MaBlinge des
Stabes entfallt. Solange der Stab vollkommen elastisch ist, werden die
glgichen Werte von Spannung und Dehnung bei der Entlastung durch-
laufen, die man bei der Belastung festgestellt hat. Die das Arbeits-
vermdgen darstellenden Flichen decken sich; d.h. die zur Erzielung
der Forméanderung aufgewendete Arbeit wird bei der Entlastung wieder
zuriickgewonnen. Decken sich die zusammengehérigen Werte von Deh-
nung und Spannung dagegen nicht — und das ist stets der Fall, wenn
eine bleibende Forménderung bereits eingetreten ist — dann endet die
Spannungsdehnungslinie nicht im Nullpunkt, sondern schneidet auf der
e-Achse einen der bleibenden Dehnung entsprechenden Betrag von &
ab. Der Inhalt der von der vorwirts schreitenden steigenden Kurve
und der riickwirts schreitenden fallenden Kurve begrenzten Fliche
stellt demnach einen Arbeitsverlust dar. Das Be- und Entlasten eines
Stabes a8t sich nun mit dem Magnetisieren und dem Ummagnetisieren
eines Eisenstabes vergleichen, deren zeichnerische Darstellung die soge-
nannte Hysteresisschleife ergibt; ihr Inhalt ist in dhnlicher Weise ein
MaB fiir die GroBe der Arbeit, die zum Aufdriicken von bleibendem
Magnetismus aufgewendet werden mufl, wie in unserem Falle die von
der steigenden und fallenden Dehnungsspannungskurve begrenzte Fliche
ein MaB fiir die Arbeit ist, die eine bleibende Dehnung zur Folge hat.

Bei unserm Zugversuch war vorausgesetzt, dafl die Last P stetig
zunehme. Bringt man sie sofort in voller GréBe auf den Stab, so
spricht man von plétzlicher Belastung, und es soll dabei unter einem
plétzlichen Vorgange ein Vorgang verstanden werden, der eine ver-
schwindend kleine Zeit beansprucht. Infolge der plétzlichen Belastung
wird die Spannungsdehnungskurve zunichst fast mit der o-Achse zu-
sammenfallen und dann parallel zur e-Achse verlaufen (Abb. 14b); die
Forméanderung folgt der Spannung erst allméhlich und braucht jeden-
falls erheblich mehr Zeit als die Erzeugung der Spannung. Die Form-
dnderungsarbeit bei diesem Vorgange ist infolge der fast unveridnder-

AI

1) Bach: Elastizitit und Festigkeit. 8. Aufl., S.16.
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lichen Spannung o
A=~F-1-fo-de=~F-lg-¢.
Ist P, die plotzlich aufgebrachte Kraft, so ist ¢, = P;: F und
A=~g-l-P=~P, -Al.
Die gleiche Dehnung ¢, konnen wir uns durch eine stetig wachsende

Belastung mit dem Endwert P, hervorgerufen denken. Die Form-
dnderungsarbeit wird in diesem Falle nach Seite 15

, 1
A’ =5 Py~ Al.
A = A" ergibt

P P
Py=~2P, oder =~2~; d.h. 0,=~20,.

Die gleiche Arbeit, mit der ein und dieselbe Dehnung &, erreicht wird,
g / steigert die Spannung auf fast das Doppelte, wenn
fg.f_z_]_ die Last plétzlich aufgebracht wird.

/ Der Vorgang laf8t sich auch unmittelbar an der
/ Spannungsdehnungslinie verfolgen. Die stetig wagh-
i1 &  sende Kraft P mit dem Endwert P, bzw. der Span-
nung o; = P;: F, leistet eine Arbeit, die durch das

P 1L Dreieck O K, ¢; (Abb. 14Db) dargestellt wird; die plétz-
! f' lich aufgebrachte Last P, leistet bei gleicher Span-
[ nung ¢; = P, : F die durch das angensherte Recht-
i/ e eck iiber &, dargestellte Arbeit. Der Vergleich beider

Flachen lehrt, da die Forméinderungsarbeit im zwei-
ten Falle doppelt so grof ist. Verwandelt man das

7 >¢ angeniherte Rechteck iiber ¢; in das flachengleiche

Abb. 145, Form Dreieck O B, ¢,, so stellt dieses die Arbeit einer stetig

anderungsarbeit bei ~ wachsenden Kraft P mit dem Endwert P, bzw. der

pldtzlicher Be- Spannung ¢, = P,:F dar. Da das flichengleiche
lastung. P g 03 2 g

Dreieck eine doppelt so grofe Hohe hat wie das zu-

gehorige Rechteck iiber derselben Grundlinie, so ist ¢ =~ 20, .

7. Federnde- oder Nachwirkung.

Beim Zugversuch pflegen die Messungen der Belastung und der
Forménderung unmittelbar aufeinander zu folgen; man pflegt also den
erreichten Forménderungszustand als endgiiltig anzusehen. In gleicher
Weise verfihrt man bei der Entlastung. Die Versuche von Bach haben
aber ergeben, daB sich allmahlich be- oder entlastete Stibe dem der
Belastung entsprechenden Forminderungszustande mit verschiedener
Geschwindigkeit nahern. Die Ausbildung der einem bestimmten Be-
lastungszustande entsprechenden Forménderung beansprucht Zeit, die
zuweilen kurz, mitunter auch sehr lang sein kann. Werkzeugstahl er-
reicht die ihm zukommende Forménderung sofort, wahrend Leder-
riemen noch nach Jahren Langeninderungen bei gleichbleibender Be-
lastung erfahren. Ahnlich verhilt sich Holz, wie auch der Verfasser an
zahlreichen Beobachtungen im Festigkeitslaboratorium von Schiitte-
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Lanz feststellen konnte. Versuchsbauteile von Flugzeugen, die tagelang
unter gleichbleibender Belastung stehen blieben, zeigten stindig eine
Zunahme der Forménderung, die sich gelegentlich sogar bis zum Bruche
steigerte, so dafl eine schnell abgebrochene Belastungsprobe héufig
genug ein unrichtiges Bild von der Tragfahigkeit des gepriiften Stabes
ergeben hitte. Man nennt diese Erscheinung der allmédhlichen Aus-
bildung der Forminderung federnde oder elastische Nachwirkung,
die von der Dehnung zu unterscheiden ist.

8. Schwingungsfestigkeit.

Solange ein Probestab einer einmaligen Priifung unterworfen wird,
wie es z. B. bei der Bestimmung der Zugfestigkeit beim Zerreiversuch
der Fall ist, werden Fehlstellen von verschwindend kleiner Ausdehnung
keinen Einflufl auf das Ergebnis haben. Wesentlich anders liegen da-
gegen die Verhiltnisse, wenn der Stab bestéindig belastet und entlastet
wird, oder wenn die Art der Belastung dauernd wechselt, also beispiels-
weise Zug und Druck abwechselnd auftreten. Dann tritt an der Fehl-
stelle, die in einer kaum sichtbaren Verletzung der Oberfliche bestehen
kann, eine bleibende Forménderung auf, die bei geniigend oft wieder-
holten Belastungswechseln zum Bruche fithrt, obwohl die rechnerisch
ermittelte Spannung, auf den ganzen, unverletzten Querschnitt be-
zogen, weit unter der Festigkeit des Baustoffes liegt. F6ppl!) nennt
den Widerstand eines Baustoffes gegen wiederholte — wechselnde —
Belastungen, wie sie der Betrieb jeder Transmissionswelle mit sich
bringt, Schwingungsfestigkeit und unterscheidet sie scharf von der
Bruchfestigkeit schlechthin. Zu den Fehlstellen, die von betrichtlichem
Einflusse auf die Schwingungsfestigkeit sind, gehoéren auch Risse und
andere Oberflachenbeschidigungen, und mancher Bruch eines Maschinen-

teiles diirfte in der zu geringen Schwingungsfestigkeit seine zutreffende
Erklarung finden.

9. EinfluBl der Temperatur.

In wie hohem MaBle die Temperatur die Festigkeit und Dehnung
beeinfluft, zeigt Abb. 152). Der Festigkeitskurve ist die Zug-
festigkeit bei der gewdhn-
lichen Temperaturvon+20°C
zugrundegelegt und diese
gleich 100 gesetzt, so daf}

A
9
B

B
2
S

Anderung der Zugtestighert

|
o S I i | |
die Anderung der Festigkeits- g | ! | |
verhiltnisse in Hundertteilen "3 5ol ! | !
der Ursprungsfestigkeit ab- S : ’l ‘ i
! !

lesbar ist. Zunachst wird L ‘ ! )
ein Ansteigen der Zug- 20 700 400 40 500 550°C

£ iokeit K. bi d Temperatvr——
estigheit K, bis zu rund 5 g der Temperatur auf die Zugfestigkeit.
110% festgestellt, was fiir

Yy Foppl, A. und O.: Grundziige der Festigkeitslehre. B. G. Teubner 1923.
2) Siehe Bach: Elastizitit und Festigkeit. 8. Aufl., S.173ff.

Winkel, Festigkeitslehre. 2
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die Praxis ohne Bedeutung ist, darauf ein schnelles Sinken, das Betrége
ergibt, die z. B. bei StahlguB kaum die Hélfte der Ursprungsfestig-
keit ausmachen. Im umgekehrten Sinne verhélt sich die Forménde-
rungsfahigkeit: zundchst Sinken der Dehnung, dann starkes Ansteigen.

10. Arten der Festigkeit.

Bei der Art des Kraftangriffes unterscheidet man Einzelkréfte und
Kriftepaare. Durch Einzelkrifte bedingt sind

a) Die Zugfestigkeit K, in kg/em?; der Stab wird durch zwei gleich
groBe, entgegengesetzte Krifte P (Abb. 16) beansprucht, deren Wir-
kungslinien mit der Stabachse zusammenfallen.

p
P
P P
H
!
P P ' 4 P
Abb. 16. Abb. 17. Abb. 18.
Abb. 16—21. Arten der Festigkeit.

b) Die Druckfestigkeit K in kg/cm?; der Stab
wird durch zwei gleich grofle, entgegengesetzte
Krifte P (Abb. 17) beansprucht, deren Wirkungs-
linien mit der Stabachse zusammenfallen.

¢) Die Knickfestigkeit. Ist der gedriickte Stab Abb. 21.

im Verhéltnis zu seinen Querschnittabmessungen

sehr lang (Abb. 18), so wird er bei geniigend grofien Kriften P aus-
knicken. Nach eingetretener Forméinderung trifft die Voraussetzung
nicht mehr zu, daB Einzelkrifte, deren Wirkungslinien mit der Stab-
achse zusammenfallen, den Stab beanspruchen. Jeder gedriickte Stab
ist auf Knicksicherheit zu untersuchen.

d) Die Scherfestigkeit K, in kg/cm?2; wirken zwei gleich grofe, ent-
gegengesetzt gerichtete Krifte P (Abb. 19) mit derselben Wirkungs-
linie senkrecht zur Stabachse, so wird der Stab auf Abscheren be-
ansprucht.

Greifen Kriftepaare an einem Stabe an, so ist zu unterscheiden,
wie die Stabachse zur Ebene des Kraftepaares liegt.

e) Die Biegungsfestigkeit K, in kg/cm?; die Stabachse liegt in der
Ebene des angreifenden Kriftepaares (Abb. 20).

f) Die Drehfestigkeit K, in kg/cm?; die Stabachse steht senkrecht
auf der Ebene des angreifenden Kriftepaares (Abb. 21).

Die Fille a, b, ¢, e ergeben Normalspannungen und Langenénde-
rungen; die Fille d und f Schubspannungen und Winkeldnderungen.

Tritt mehr als eine Art von Beanspruchung auf, so sagt man, der
Stab sei auf zusammengesetzte Festigkeit beansprucht. Knick-
festigkeit und Scherfestigkeit gehoren streng genommen zur zusammen-
gesetzten Festigkeit.
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II. Die zulissige Spannung und die Sicherheit gegen
Bruch.

Im allgemeinen liegt allen Festigkeitsrechnungen das Geradlinien-
gesetz von Hooke zugrunde. Infolgedessen diirfen die Baustoffe niemals
iiber die Proportionalitidtsgrenze hinaus beansprucht werden. Da aber
eine ganze Reihe wichtiger Baustoffe diesem Gesetz nicht folgen, also
auch keine Proportionalititsgrenze besitzen, so 148t sich eine allgemein
giiltige Regel fiir sie nicht aufstellen.

Die Grenze, bis zu der eine gefahrlose Belastung mdéglich ist, heiB3t
zuldssige Spannung, gemessen in kg/em? Sie ist durch die Art der
Belastung bedingt. Im Maschinenbau unterscheiden wir nach dem
Vorschlage von Bach drei Belastungsfille, und zwar sind zu wihlen
die Zahlen unter I (sieche umstehende Tafel), wenn die Belastung
dauvernd in unverinderter Grofle wirkt -— ruhende Belastung; unter
II, wenn die Belastung beliebig oft von Null bis zu einem gréBten Werte
stetig wichst und dann wieder auf Null zuriickgeht — schwellende
Belastung; unter I1I, wenn die Belastung beliebig oft derart wechselt,
daB die durch sie hervorgerufenen Spannungen abwechselnd von Null
bis zu einem gréBten (positiven) Wert stetig wachsen, dann bis Null
sinken, um in umgekehrter Richtung bis zu einem groften (negativen)
Wert zu wachsen und wieder bis Null zu fallen — wechselnde Be-
lastung. Die von Bach aufgestelite Zahlentafel ist keine Vorschrift
im Sinne der preullischen Bestimmungen fiir den Hochbau, sie soll
vielmehr dem entwerfenden Ingenieur einen Anhalt geben, welche
Zahlenwerte er seinen Festigkeitsrechnungen zugrunde zu legen hat,
wenn Giiteziffern des zu verwendenden Baustoffes nicht vorliegen, Am
sichersten geht er natiirlich dann, wenn er sich durch Festigkeitsprii-
fungen selber die Giiteziffern beschafft. Da diese Versuche die Be-
lastungsgrenzen liefern, pflegt man einen Bruchteil der Bruchfestigkeit
als zuldssige Spannung zu wihlen und setzt

1
k= s ‘K.

& heiit Sicherheit gegen Bruch und ist demnach das Verhiltnis der
Festigkeit zur zuldssigen Spannung. Fiir die Wahl des Sicherheits-
grades ist im allgemeinen tiblich:

FluBeisen © =4 bis 5

GuBeisen © =8

Holz G =10,
doch ist dabei auf die jeweils vorliegenden Verhiltnisse Riicksicht zu
nehmen. Als Richtlinie mag gelten: ist man iber den Verlauf des
Kriftespieles gut unterrichtet, d. h. 148t sich die Art der Beanspruchung
eindeutig erkennen, so wihle man die hoheren Zahlen der Tafel; be-
stehen dagegen Unklarheiten iiber die Grofle der Krifte und die Art
der Beanspruchung, so wahle man die kleineren. Auf jeden Fall ist
zu priifen, ob die Voraussetzungen zutreffen, die man der Berechnung
zugrunde gelegt hat. Zum Beispiel nimmt man bei einer Befestigungs-
schraube an, dal die Kraft in der Schraubenachse angreift und sich

2%
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Tafel der zuldssigen Spannungen in kg/cm?

| e =
Zug k, | Druck k | Schub %, |Biegung#, Drehunvkd g %
Baustoff ‘ Egyi
von | bis | von | bis von | bis von | bis | von | bis ;‘Ewg
| N
Schweilleisen: I | — |90 — |90 — | 720 — 900‘ — | 360 |
. IT | — | 600 — [ 600 — | 480 — [ 600! — | 240 5
' mr | — (300 — | — | — | 240 — | 300 — | 120‘
FluBeisen: 1| 900 1200 | 900 [1200 | 720 | 960 | 900 11200 | 600 | 840 |
" IT | 600 | 800 | 600 | 800 | 480 640 | 600 800‘ 400 . 560 | 5
" IIT | 300 | 400 | — | — | 240 | 320 | 300 | 400 | 200 | 280
Hochbau | — 11200 | — |1200 | — /1000 | — 1200 | — | —
Fluflstahl: T 1200 |1500 1200 |1500 | 960 :1200 1200 1500 | 900 1200 !
v II ' 800 1000 | 800 1000 | 640 | 800 | 800 1000 A 600 | 800 5
’ III | 400 | 500 | -— | — | 320 | 400 | 400 | 500 ‘ 300 | 400 |
Hochbau | — (1400 — 1400 | — | — | — 1400 — ' — |
StahlguBf: 1] 600 900 | 900 11200 480 | 840 750 1050 | 480 | 840 =
v IT | 400 | 600 | 600 | 900 | 320 1 560 | 500 | 700 | 320 | 560 | 5
v IIT | 200 300 | — | — | 160 \ 280 | 250 | 350 | 160 | 280 |
Hochbau | — ' — | —  — —  —  — ‘120() — | —
GuBeisen: I — |30 — 90 — 300\ — =T —=1—= 6
., I | — {20, — | 600 - \200 — = = =
” o — 100 — | —  — 100| — — =5
Hochbau | — | — | 500 1000 | — | 200 — | 250 | —
Kupferblech, gewalzt: 1 | — | 600| — | — | — | — | —  — | — | — |
13} 2 II - 300 —_ - —_ —_ ‘ J— ‘ _ — J—
Zinkblech — 200 — 200 — | — | — |150] — | — |
Holzer: Kiefer I |100% | 120 | 60* | 80| 10* | 15100%| 120 — | —
’s 1| —|— | = —]60*] 70| — | — | — | —
Buche, Eiche 1 |100* | 120 | 80% | 100 | 15* | 20 100% | 120 — | —
e L | — e 80 — | — | — | —
Esche 100} 120 — | 70| — | — | — = | —
Hartholz — 1200 — | 160 | 1 | 30‘ 200 — | —
Steine: Granit . . . . . . . .. 60* | 90 Auﬂagerstelne 10
Sandstein . . . . . . . . | 30% | 50 " bis kg/cm?
Kalkstein . . . . . . . . ; 30% | 40 ' 15
Manerwerk: Zlegel ....... | — ! 7] in Kalkmértel \
Hartbrandstein . . . 12 15| in Kalkzementmortel
Kalksandstein. . . . . 1 71 in Kalkmoértel ‘
Kalksandstein . . . . 12| 15| in Kalkzementmoértel
Klinker. . . . . . . ' 20| 30| in Zementmortel \
porige Ziegel | 3 6 ‘
Schwammstein . . . | — 3
Bruchstein . . . . . ‘ — | 5| in Kalkmértel
Schiittbeton | 6 8| fiir Fundamente
Stamptbeton | 10| 15| tiir Fundamente
Baugrund . . . . . . ... L. 4 | hohere Beanspruchung ist |

besonders zu begriinden. l

Die mit * bezeichneten Zahlen gelten bei Dauerbelastung.
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demnach die Spannungen gleichmiBig tdber den Querschnitt ver-
teilen. Diese Annahme ist aber nur dann zuldssig, wenn alle Gewinde-
ginge gleichméiBig anliegen. Tun sie das nicht, so wird irgendeine Stelle
eine Uberbeanspruohung erfahren, die in dem Augenblick schiadlich
wird, wo sie unzuldssig hohe Werte erreicht. Das kann aber eintreten,
ohne dal der rechnerisch gefundene Mittelwert die zulissige Spannung
iiberschreitet. Solche ortlichen Uberbeanspruchungen bringen meist
eine bleibende Forménderung hervor, die unter Umstinden schidlich
sein kann, insofern als dadurch die benachbarten, schwicher beanspruch-
ten Teile mehr zur Kraftiibertragung herangezogen werden. Oft ver-
anlassen ortliche Uberbeanspruchungen aber auch den Bruch. Das gilt
namentlich fiir Bauteile, die wechselnder Belastung unterworfen sind;
fir sie ware die Schwingungsfestigkeit mafBigebend, die durch Dauer-
versuche zu ermitteln wire.

Im Hochbau gelten die sogenannten ,,PreuBischen Bestimmungen®‘.

III. Zug- und Druckfestigkeit.
1. Unverinderlicher Querschnitt.

Aus dem Begriff der zulassigen Spannung (S. 19) erhilt man un-
mittelbar die Abmessungen eines auf Zug beanspruchten Stabes. Mit
P in kg und %, in kg/em? wird der erforderliche Querschnitt

F="7 [em?)]

Selten jedoch wird dieser Querschnitt ausgefiihrt werden, da fiir die
Wahl des auszufiihrenden Querschnittes nicht nur die Festigkeit maB-
gebend ist. Neben der Herstellung und Bearbeitung sind die handels-
iiblichen Abmessungen zw beriicksichtigen. Wie aber auch der endgiiltige
Querschnitt gewihlt werden mag, auf keinen Fall darf er kleiner sein
als der erforderliche. Es empfiehlt sich daher, fiir jede endgiiltige Fest-
legung eines Querschnittes die in ihm auftretende Spannung aus

= 7 [kgfom?]

zu berechnen, und es ist streng darauf zu achten, daB stets ¢ < k, ist.
Der Leser gewohne sich von vornherein daran, niemals die festgelegte
zuldssige Spannung zu iberschreiten, auch dann nicht, wenn es sich
nur um wenige Bruchteile handelt.

Beispiel 1. Eine fluleiserne Rundstange von I = 3,5 m Lénge tbertrage
P =25t Die Tafel S.20 gibt fiir Belastungsfall II, der vorausgesetzt werden
mag, k, = [600—]800 kg/cm?* Die Festigkeitsbedingung
r P 25000
B <k 1 == = — = 2
o= g = k, ergibt F k, 800 31,25 cm?,
dazu gehort ein Durchmesser von 6,31 cm, den man natirlich nicht ausfithren
wiirde. Man wihlt fiir die Ausfithrung den néchst hoheren Durchmesser nach den
Normen, falls solche vorliegen, oder den nichst héheren Durchmesser der handels-
iiblichen Abmessungen. Das ergibe in unserm Falle d = 64 mm mit F = 32,17 cm?
Querschnitt, so daB die errechnete Spannung

25000

= =~ / 2
= 3517 780 kg/em
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betrigt. Die Verlingerung, die die Stange unter dem Einflul der Kraft P erfihrt,
berechnet sich nach S.11 zu
1 780- 3500
Al = -..g-l= =
77" 2150000
da die Linge ! in mm eingesetzt ist.

Unter Umsténden ist es erforderlich, das Eigengewicht der Stange zu beriick-
sichtigen; z.B. wenn die Stange senkrecht héingt und ihre Linge bedeutend ist.
Der dem Aufhéingepunkt zunéchst gelegene Querschnitt erhilt eine Zusatzspannung
G 25,253 kg/m-3,5 m )
% = F = saitemr o kg/em?
pie in den meisten praktischen Fillen ohne Bedeutung ist. Bei Ketten, Forder-
seilen, sehr langen Stangen usw. muB das Eigengewicht beriicksichtigt werden.

Handelt es sich beispielsweise um ein Gestinge von 70 m Lénge, so wiirde

2525370

— ==~ 2
og = 39,17 60 kg/cm

sein und die groBte Spannung wire
Omax = 0 + 0¢ = 780 + 60 = 840 kg/em?.

Da dieser Wert die festgelegte zulissige Spannung iiberschreitet, reicht der aus
derNutzlast allein errechnete Querschnitt nicht aus; die Stange miiB3te stirker sein.

d = 66 mm hat F = 34,21 cm? und wiegt g = 26,86 kg/m; daraus

25000 | 26,86-70
Omax — ‘3-‘1 91 + '—Q‘Ef =730 + 55 = 785 kg/cmz.

Das Eigengewicht nimmt mit wachsender Lange zu und kann schlieBlich einen so
groBen Wert erreichen, daB der Einspannungsquerschnitt reilt. Die Lénge, bei
der die Grenze der Tragfihigkeit erreicht wird, heilt ReiBlange. Sie wird bei
Faserstoffen als Giiteziffern angegeben.

Beispiel 2. Wie groB ist die ReiBllinge von 1 mm starkem Stahldraht, dessen
spez. Gewicht 7,956 ist, wenn K, = 6500 kg/cm? angenommen wird ?

Aus G=F - K, folgt F-l-y =F- K, oder

K, 6500kg/cm?-1000 g/kg
= — = - l( .
b= = 7,956 g/om?-100 om/m _ Sro0 ™

Beispiel 3. Mit einer kurzgliedrigen Krankette sollen 5000kg bei achtfacher
Sicherheit gehoben werden. Baustoff: Zihes, weiches SchweiBeisen mit
K,=3500 kg/cm?. Da die Kette auf Zug und Biegung beansprucht wird, aber die
Berechnung nur auf Zug iiblich ist, wird die zulissige Spannung niedriger ge-
wihlt, als sie dem Baustoff entspricht. C. v. Bach setzt

k, = 600 kg/em? oder 4fache Sicherheit fiir wenig angestrengte,

~ 1,3 mm,

k, < 500 ,» bfache ” ,» haufiger benutzte,
k, < 300 ,, ,, 8fache . ,» Dampfwindeketten.
Der erforderliche Querschnitt wird mit k, = 300 kg/cm?
5000 .
F = 300 — 16,67 cm
2 1
und besteht aus 2 Kreisquerschnitten. Aus 7}%' =5 F = ~ 8,4 cm? ergibt
sich d = 33 mm.

Bemerkung. Die kurzgliedrige Krankette der deutschen Maschinenfabrik A.-G.,
Werk Bechem & Keetmann, Duisburg, gibt fiir d = 33 mm eine Bruchlast von
49000 kg an.

Beriicksichtigung des Eigengewichtes. Fir das Eigengewicht der Kette
darf im Mittel angenommen werden

g=1432-2 -F = ~2.25-d?[kg/m],
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wobei d in cm einzusetzen ist. Unsere Kette wiegt demnach g = 2,25 - 3,32
= & 24,5 kg/m, nach Angabe der Firma g = 24,46 kg. Durch das Eigengewicht
vermindert sich bei betrichtlichen Léingen die Nutzlast. Angenommen, die Kette
soll bis zu 200 m Tiefe férdern, dann wiirde die grofite Spannung

_ P4 G _ 5000+ 24,5200 _ 5000 4 4900
max = ToTp T 2.8,55 - 17,1

das Eigengewicht wire angenahert gleich der Nutzlast. Die nunmehr erforder-
liche Kettenstirke ergibt sich aus

c

— 585 kg/cm?,

P+ G P +-2,25-d*- l
Tmax = 5. p <k, oder —— nd® <L k,
2.- 4
zu —p
d = V —7;—'*-—— ;
5 -k, —2,25-1

damit sich fir d ein reeller Wert ergibt, muf}

7

> < ;
9 k,=2251  oder l__2 2.25 k,= 0,7k,

sein. Da die Gleichung fiir d vier Verdnderliche hat, soll sie nomographisch gelost
werden. Bei hiufig durchzufiihrenden Rechnungen empfiehlt sich stets die An-
wendung der Nomographie, weil das Nomogramm oder die Rechentafel den Ein-

100 200 300 w0 500 Um
g 70 %ﬂ 30 “ S0000R, .-
kz : odo | #00] bddy” | sdoo | ok | sob | lsogo{w4o0R g
R | N
100 g QQSEQ ]
RTINS R L i I
PHANEES e
10 NG - | —
% % 46
NN = B
N \ ><] | P4
g)‘faﬂ ;} 1 129
N @b
‘5500 \\ WA > 5 = Af s > - 36
< < 4 b - T
&, R SR T T T R T T
Rﬁ'ﬂg /\5( % ‘;0.
o <
§7oa S -30
~ 00 \ & -28
R NANAY 25
V.Y T U R NN NN 220,

071 172 1; 1% 1,5 A I zfg z}? z'#d,m -z
7000 2000 3000 4000 5000 6000 70[70 d0‘0(7 9000 717000 170170 72000 13000 7‘;000 G'hy
Abb. 22. Kette (Nomogramm).

fluf der einzelnen Gréfen deutlich erkennen lift. In Abb.22 ist auf der linken
Senkrechten die Teilung fiir k, im Gleichschritt aufgetragen; die obere Wagerechte
enthilt drei Gleichschritteilungen fiir die Linge ! in m, die Nutzlast P einmal
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von 0-=-50000 kg und zum andern von 0--10000 kg. Dementsprechend sind auf
der unteren Wagerechten zwei Teilungen fiir die Kettendurchmesser, die obere
fiir den Lastbereich von 050000 kg, die untere, die auf der rechten Senkrechten
weitergefiihrt ist, fir den Lastbereich von 0--10000 kg. Die rechts steigenden
Schrigen schneiden auf der oberen wagerechten Langeneinteilung die Lange ab, bei
der das Eigengewicht die zulissige Spannung hervorruft. Dem Wert k, =300 kg/cm?
wiirde z. B. eine Traglinge von ! = 210 m entsprechen, da die Schrige durch
k, = 300 auf der oberen Wagerechten ! = 210 abschneidet. Den gesuchten Ketten-
durchmesser d findet man folgendermallen: Bringe die Wagerechte i, [=300] mit
der Senkrechten durch die Nutzlast P [= 5000] zum Schnitt (¢), dann liegt a
zwischen den Strahlen von O nach d = 30 und d = 33; der groBlere Durchmesser
ist zu wihlen. Hierbei ist das Eigengewicht der Kette nicht beriicksichtigt. Um
die Spannung zu finden, die eine 200 m lange Kette mit d = 33 mm Durchmesser
bei P = 5000 kg erfiahrt, verfolge man die Wagerechte durch (a) bis zur Senk-
rechten durch 7 = 200 (b) und gehe auf der schriigen bis zur k,-Teilung; die Schrage
schneidet in k, = 585 kg/ecm2. Die untere Wagerechte hat noch eine dritte Teilung,
die das Gewicht der Kette abzulesen gestattet fiir Léngen von 0--1000 m; fir
0—100 m miissen die Zahlen durch 10; fiir 0=+10 m durch 100 dividiert werden.
Die Langen werden auf der senkrechten k,-Teilung abgelesen. Man findet z.B.
das Gewicht von 200 m Kette mit d = 33 mm Durchmesser, indem man den Strahl
von O nach d [= 33] mit der Wagerechten durch /[= 200] zum Schnitt bringt (c)
und den Punkt auf die Gewichtsteilung herunter lotet; man findet G = 4900 kg.

Beispiel 4. Eine 140 m lange Kette soll bei &, = 750 kg/cm? eine Nutzlast
von 7000 kg betragen. Gehe (Abb.22) von k, = 750 auf der Schragen bis zur Senk-
rechten durch [ = 140 (d); verfolge die Wagerechte durch d bis zur Senkrechten
durch P = 7000 (e). Der Punkt e liegt zwischen den Strahlen d = 28 und d = 30,
also ist d = 30 mm der gesuchte Durchmesser. Die grofite Nutzlast erhalt man,
wenn man die Wagerechte durch d iiber d hinaus bis zum Strahle d = 30 ver-
lingert (f); die Senkrechte durch f schneidet auf der oberen Wagerechten
Puax = ~ 7700 kg ab.

Beispiel 5. Ein Dampfzylinder habe d =400 mm Durchmesser bei
p = 10 kg/em? Uberdruck. Der Durchmesser der Deckelschrauben ist zu
bestimmen, wenn die Anzahl 7 = 12 betrigt und die zuldssige Spannung
k,=480 kg/cm? nicht iiberschritten werden soll.
k, ist sehr niedrig angesetzt, denn die Sicherheit
~ K. . 4000
o k, ist 430 8,3.
Das ist notwendig, weil infolge des scharfen Gewinles plotzliche Querschnitt-
anderungen auftreten und auBerdem die Voraussetzung gleichmiBiger Auflage
samtlicher Gewindegiinge nur mangelhaft erfiillt ist. MaBgebend ist der Kern-
querschnitt F; die ihn beanspruchende Kraft ist

md? w402

P =P 1 -10 = 1256,64-10 = ~ 12600 kg.
Der erforderliche Kernquerschnitt wird aus P=¢.F -k,
12600
= = 2
10.480 2,63 cm2,

Die Schraubentafel fiir Whitworth-Gewinde liefert 7/8” mit F = 2,72 cm? Kern-
querschnitt, so dall sich eine mittlere Spannung von

_ 12600 _

ST

~ 390 kg/cm?

ergibt.

Beispiel 6. Durch eine einfache Bandbremse (Abb. 23) soll eine Last @,
die am Umfange einer Trommel mit dem Halbmesser r angreift, gehalten werden.
Der Querschnitt des Bremsbandes ist zu bestimmen. Der umspannte Bogen sei
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o = 3/, ; der Trommelhalbmesser » = 10 cm; der Scheibenhalbmesser B = 25 cm;
die Last ¢ = 5000 kg; die Reibungsziffer des Bremsbandes u = 0,18; die zulassige
Spannung %, = 1000 kg/em? Die Umfangskraft an der Scheibe ist

P:er{>

die groBte Spannkraft im Bremsband g

o

e H
wa 4" g
e —1

Ist s [cm] die Dicke, b [cm] die Breite des Bandes,

S0 ist |&$/ 3
S P 6‘” 73 Q r elL(l T b
= IRz e e B o e e e . Abb. 23. Bandbremse.
kz kz e __ kz R P |

§=P.

Mit spax = 0,3--0,4 cm erhilt man fiir s = 0,35

1 5000 10 e“”

b= 0,35 1000 25 ger ]

=~10cm.

Da b < 8 cm sein soll, muB der Scheibendurchmesser R auf

R=25-180= 3l,5cm = ~ 32 cm

vergroBert werden. Damit wird die gréBte Spannung im Bremsband

5000 10 et
—_— —————e . ————— A 2
O nax 8.0,35 32 o 1 975 kg/cm .

Beriicksichtigung des Anschlusses: Im allgemeinen miissen
die eine Kraft iibertragenden Stibe an einen andern Bauteil ange-
schlossen werden. Da dieser Anschlull meist durch Bolzen, Stiele oder
Schrauben erreicht wird, erfahren die Stibe an den AnschluBstellen
Schwichungen, durch die der errechnete Querschnitt vermindert
wird. MaBigebend ist der schwichste Querschnitt.

Beispiel 7. Ein Fachwerkstab habe eine Zugkraft P = 16000 kg aufzu-
nehmen; er sei durch ¢ = 20 mm-Niete angeschlossen. Die zulissige Spannung
ist nach S. 20 k, = 1200 kg/cm?.

Gewahlt werden a) ein Flacheisen mit s = 12 mm Dicke; die Nieten seien
so angeordnet, dal} hochstens zwei in einen Querschnitt fallen, dann betragt die
nutzbare Breite des Flacheisens (b —2 - d) cm. Die Festigkeitsbedingung liefert

(b—2d)-s-k,= P

und daraus
P 16000 13,3
J— = = — == ] ¢ 2 =3 > L ==~
(b —2d)-s k. = 1200 13,3 cm? oder b 15 +2-2 16 cm ,
so daB
16000
Swax = g_4). 1,2~ ~ 1100 kgfem?
ist.

b) ein Winkeleisen 80 -120-10 mit F = 19,1 cm?; durch die Niete gehen
2-d-s=2-2-1=4 cm? verloren. Der nutzbare Querschnitt ist also 19,1 —4
= 15,1 cm?; die gréBte Spannung wird

16000

Cinax = T,l = 1060 kg/sz.
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Da nur der eine Schenkel des Winkeleisens angeschlossen werden kann, wird
die Voraussetzung des axialen Kraftangriffs zum mindesten in der Nihe der An-
schluBstellen nicht erfiillt; die Spannungsermittlung kann deshalb nur angenéherte
Giiltigkeit haben, und man tut gut, bei der Wahl der zulissigen Spannung nicht
bis an die obere Grenze zu gehen. Auf die Spannungsverteilung in den von der

Einspannstelle geniigend weit entfernten Querschnitten ist der be-

s sondere Spannungszustand der Einspannstelle selbst ohne Ein-
flu; wir dirfen dort gleichméBige Verteilung der Spannungen
iiber den Querschnitt voraussetzen.

2. Verinderlicher Querschnitt.

Bei plotzlichen Querschnittdnderungen, wie sie z. B.

Abb. 24 zeigt, ist die Frage der Spannungsverteilung an

der Ubergangsstelle nicht geklirt. Durch Versuche ist

lediglich festgestellt, dall die Bruchgefahr erhoht wird. Es

hat sich deshalb in der Praxis die Regel herausgebildet,

P scharfe Uberginge durch Ausrundungen zu mildern. Be-

Abb.24. Abge- steht ein Stab aus verschieden dicken Teilen, so ist der

schwichste Querschnitt mafgebend, er heifit der gefdahr-

liche Querschnitt; seine Abmessungen ergeben sich aus der Festig-

keitsbedingung
P<F-Fk,bzw. P<F k.

Beispiel 8. Ein kegelformiger Stab beliebigen Querschnittes werde durch

eine unverinderliche Kraft P auf Druck beansprucht. In dem Querschnitt F im
Abstande y von der Grundfliche ist die Spannung (Abb. 25)

g 6 5=L.; i _P
-— ¥ _FT. 0= 4;in der Grundfliche ¢, = 7
M Aus Fy:F = H2:(H—y)? folgt
1y i (H—y)?
R F=F,. 2" . daraus
A [ i H*
H-y P\ P I
dog ¥ zi i G gt
Z i Ay F, (H—y?)
I". '- H?2 . H2
—Gl'(H—_—?;)-Z——O'l'ZT.
by ¢ = f(z) ist eine hyperbolische Kurve
dritten Grades: o¢2% =0y H2?; der
5 Koordinatenanfangspunkt liegtin der
lf; | - Spitze des Ergéinzungskegels. Da der
schwichste Querschnitt fiir die Ab-

| z messungen maBgebend und durch
P
# F,= T

Abb. 25. Kegelformiger Stab. gegeben ist, ebenso F, durch die
Formgebung des Kegelstumpfes be-
kannt ist, lassen sich die Punkte O und A4, aufzeichnen. Die iibrigen Punkte der
Kurve der Spannungen lings der Stabachse findet man folgendermafen: gehe von 4,
senkrecht nach oben bis zur Wagerechten durch den beliebigen Querschnitt F;
verlingere die Verbindungslinie des Schnittpunktes mit O bis zur Wagerechten
durch A, lote diesen Punkt auf die Wagerechte durch F, verbinde den Schnitt-
punkt mit O und verlingere die Verbindungslinie bis zur Wagerechten durch 4,,
dann schneidet die Senkrechte durch diesen Punkt die Wagerechte durch F in
dem gesuchten Punkte 4.



Veranderlicher Querschnitt. 27

Beispiel 9. Es ist die Verkiirzung des Stabes der Abb. 25 zu bestimmen.
Ein Stabteilchen von der Lénge dy erfahrt die Verkiirzung

1
Ady =a-0c-dy= - -c-dy.

E
Die gesamte Verkiirzung ist demnach
11
1 1,
Al = Efa.dy_ P
0

o dy ist ein Flichenstreifen der von der Kurve o = f(y) begrenzten Fliche,
Jo+dy also der Flicheninhalt F’ der von ¢ = f(y), der z-Achse und ¢; und g,
begrenzten Fliche. Der MaBstab der Zeichnung sei fiir die Langen 1 mm = d cm;
fir die Spannungen 1 mm = b kg/em?; fiir den Flicheninhalt also 1 mm?
=a-b kg/em. Damit wird

ab [kg/cm]

1
—— 27, 4V X
Allem] = 7 Thgjom?] F'[mm?2] i 5

Rechnerisch findet man

{ l
1 1 H?
Al = Ef"'dy = E.J“’lw‘_wz"d?%
0 0

Setze H —y = z; —dy = dz oder dy = —dz
nl H—1 ,
- o zj_ P _ Sl o HI
Al E H 22 K H 2! E H-I
H H

Aus Fy:F, = H?:(H—1)? folgt H:(H—1) = \/Fl:\/Fz, daraus
_ 1 /F ’ 6y
Al = 7 % l ] P

Beispiel 10. Der Stab sei
ein Umdrehungskorper mit be-
liebiger Erzeugender (Abb. 26)
und werde durch eine Kraft P
belastet. Wir untersuchen den
Spannungs- und Forminde-
rungszustand unter der Vor-
aussetzung, daf sich die Span-
nungen gleichmaBig iber die
Querschnitte verteilen. Das
ist aber nur zuléssig, solange
die  Begrenzungslinien des
Umdrehungskérpers gegen
die Stabachse schwach ge-

O

o7

Os

65

Gy

L= 1200 mm

o3

AN
i )

e

neigt ist. % °

Die Spannung ¢ = P: F
ist fir verschiedene Quer-

P=5000 kg

schnitte zu berechnen und Abb. 26. Umdrehungskorper.
senkrecht zur Stabachse auf-
zutragen. Die Verlingerung ergibt sich zu

1 ’
Al = 3 F,

wenn F’ der Inhalt der von der Spannungskurve begrenzten Flache ist. Um fir
die Ermittlung von F’ die Simpsonsche Regel anwenden zu kénnen, muB man
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die Zahl der Teilflaichen durch drei teilbar wahlen. Abb.26 zeigt Schnitte, fiir die
mit den MaBen der Abbildung und P = 5000 kg

Schnitt d ecm | Fem2 (o=P:F

0 2,7 5,73 873 g, = 873
1 2,7 5,73 873 30, =3-873 = 2619
2 2,95 6,83 730 30y = 3730 = 2190
3 3,3 8,65 585 204 = 2585 = 1170
4 3,9 ‘ 11,95 419 30, = 3419 = 1257
5 4,3 i 14,52 344 305 =3 344 = 1032
6 4,3 | 14,52 344 20, =2-344 = 688
7 4,0 12,57 398 30, =3-398 =119
8 3,6 | 10,18 490 30y = 3490 = 1470
9 3,6 ; 10,18 490 oy = 490

12983

wird. Die Simpsonsche Regel liefert als Flicheninhalt

l
= %‘—9*(00"*‘30'1‘4‘3024‘203‘*‘30'4+3°'5+2‘7¢+30'7+30'3+‘79)

und damit als Verlingerung des Stabes

1 ., 3.120-12983

3. Die Kraft sei verinderlich.

a) Der Querschnitt sei unverinderlich.

Ein Stab von der Lénge ! und dem unverinderlichen Querschnitt F
stehe unter dem EinfluB} des Eigengewichtes. Der Spannungs- und Form-
anderungszustand ist zu untersuchen (Abb. 27).

’44/4«//4 61 Ein Querschnitt /' im Abstande x vom freien
i | Ende des Stabes erfihrt die Spannung
\ | @,
| : °=F>
z ]
! zﬁ‘ | wobei @, das Gewicht des abgetrennten Teiles
Fw;i:: 6./ bedeutet; dieses ist aber mit  als spezifischem
| i ; Gewicht
11/ ‘
: 5 G,=[F-dv-y=F yz,
¢ 0
Abb. 27, Tigengewichy, ~ QATaUS G
o=y-xr und Omax =0y = % -

Die Spannung in den Querschnitten wichst geradlinig von ¢ = 0 auf
=0, an der Einspannstelle. Die Verlingerung eines Stabteilchens
von der Lange dz ist
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!
B
!

dde=--0-dx zg-y-x-dx,

Die Einfihrung von G = F -1 -y liefert

1 G-l 1 1
W=y gr5= o 5 %!

Beispiel 11. Ein wagerechter Stab mit un- Z-‘—Zz— >
verdnderlichem Querschnitt drehe sich um eine S
senkrechte Achse mit der Winkelgeschwindig- . N S, —>Cx
keit w. Der Spannungs- und Forméanderungs- < !
zustand infolge der Fliehkraft ist zu unter- ° e
suchen (Abb. 28). i l >

Der Querschnitt # im Abstande ¢ vom & .
freien Ende wird durch die Fliehkraft C,, T :L
des abgetrennten Teiles auf Zug beansprucht;
diese ist ' 7 g

Gm-(l~§>-w2 F-x-y-&l—?)-aﬂ l
o) 2/’
’ g g Abb. 28. Fliehkrait.
Damit

_ G ( T o Y 2
o= Fo g x l—g)-w _ﬂ-x(ﬂ—x)-w,

o = f(z) ist eine Parabel, die durch den Koordinatenanfangspunkt
geht und deren Scheitel in der Einspannstelle liegt. Hier tritt die groBte
Spannung auf ¢;, die sich fir # =1 aus der Gleichung fiir ¢ ergibt.
Man erhilt

_ el

o, = z(2l—2x)

Y und damit oc=o0,-~
q

o

Ein Stabteilchen von der Linge dx erfihrt infolge der Spannung o
die Verlangerung

Adx:e-dxz%f;

der ganze Stab verlingert sich demnach um

!
A=y [od,
4 0
wobei [ oda der Inhalt der von der Kurve o= f(x) und den Achsen
0
begrenzten Fliche ist. Dieser ist gleich 2/, des aus ! und g, gebildeten
Rechtecks, so daB

1 2 vyl 1y ot
AZ_E'?{ 0,1 — — 1

T 3gE 3 ¢ E
wird.

Bei allen drei Gleichungen ist auf die Benennungen zu achten.
Damit ¢ die Benennung kg/cm? erhélt, mul gewahlt werden:

y in kgjem?; I in em; o in 1/sek; g in cm/sek?.
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Sollen die sonst iiblichen Dimensionen — y in kg/dm?; g in m sek?;
14 g g

! in em — eingefithrt werden, dann lauten die Gleichungen
1 y z(2l—x)
_ .Y 2l —x) w2=o0,- )
9 =100000  2g z(2l—z) 0t =00,
1 12
T w2,

17100000 * 29

—-._}___.‘ Lli w?——i ,1-
T 100000 3gE ~ 3 E
Zahlenbeispiel 11. Der Stab sei 1,25 m lang; der Baustoff GuBeisen mit

= 17,25 kg/dm®. Welche Umlaufzahl darf er erhalten, wenn k, 200 kg/om?
nicht iiberschreiten soll? Wie groB ist seine Verlingerung?

Al o1l

Aus
1 y 2o
%= Too000 29 @ T H
folgt - S
29k, 2.9,81.200
o= VIOOOOO",,‘ZT = VIOOOOO o5 1a5r = 5 [sekl,
Dieser Winkelgeschwindigkeit entspricht eine Umlaufzahl
30-0  30-59,5 .
n=— = T ~ 570 [Uml./Min.] .

Als Umfangsgeschwindigkeit erhalt man
v=r-w=125"595 =~ T4 [m/sek] .

Da man im Maschinenbau bei GuBeisen nicht iiber v = 35 m/sek hinauszugehen

pflegt, muB k, unter 200 kg/cm? bleiben.
Als Verlangerung ergibt sich bei einem mittleren £ = 800000 kg/em?

1.2 2-200-125
E 3 ~ 800000-3

Die Berechnung der Verlingerung ist insofern nur angenéhert, als das Hooke-
sche Gesetz als giiltig angenommen wurde.

Al = = 10,0217 cm.

Berechnung der Verlingerung auf Grund des Potenzgesetzes.

1
_ . _..gll
€= 250000 °

Aus Adx = e dx ergibt sich

!
z@—2)

l
1 1
e . = ——"—|ogll. e .
Al fe dz 1250000]" dz 1250000J.["1 2
0 0 0

\71,1

-x(l—i)J dx.

!
= 12500004 " 12 21

0

Wir setzen —2% =z, also # = 2lz und d2 = 2ldz und erhalten

a1

s
1 2 g1y )]
Al—-—1—25—00——‘00\[|;0'1'—z2—2lz 1—z J 2l.dz.
0



Die Kraft sei veranderlich. 31

Die Grenzen sind fiir # =0 z=0 und fir x =1 2=1/,.

l/2
1
—— 1,1.97. |»1,1(] — 511,
al 1250000 (4o, )0 20 |20 (1 —2)bldz,
0
o
1
- _..932.5.1,1., 11.(] — )1,
Al 12500002 o4 lJ‘z (1 Wl.dz,
0

Wir entwickeln (1 — z)4! nach dem binomischen Lehrsatz:

1,1-0,1 1,1-0,1-0,9 1,1-0,1-0,9-1,9
ATy 2T T Y L8y T T LAV S S
12 AT e P T yagg AT

Al (1 —2)l = 2L — 1,]-22:1 | 1:%:(2)’123_1 _q_,}’_}ilf)iz’l.éio’?z«;,l

1,1.0,1-0,9-1,9

T TV Y sy L,

T1e3e T
=Ll —1,1-22! 4 0,0552%1 +0,0165241 4-0,00784 25.1
+ 0,004546 26.1 - - ..

2 1 '/2 1 "2 1 /2 1 '/2
le.l-(l —z)L1 -dzzlevl cdz— l,lle1 (lz+0,055fz3,1~dz+0,0165[24-1(124— cee
0 0 0 0 0

1 (1)2-1 1 <1>3.1 L1 <1>4.1

To1'l 2 Llgply) T008g4(5) +

— 0,11108 — 0,04139 + 0,00078, + 0,00009, -+ 0,00001,
+0,00000; + - - -

(1—z)t=1—1,1-2+

1/

2

/
1,2

3
[212(1—2) - d2=0,07059 , 23,2 f AL (1—z)W - d2=0,6487,
0 0

damit, Al !

~ 1250000
Der Unterschied gegen den mit einem unveranderlichen £ gefundenen Wert ist aller-
dings gering, doch darf nicht iibersehen werden, daB die Zahlentafeln  zwischen
750000 und 1050000 kg/cm? angeben. Allgemeine Giiltigkeit hat auch der mit
dem Potenzgesetz gefundene Wert nicht,
da jede GuBeisensorte ihr besonderes Ge-
setz hat.

Der frei kreisende Ring. Wir den-
ken uns einen Ring mit rechteckigem
Querschnitt, dessen Abmessungen im
Vergleich zu dem Durchmesser als ge-
ring angesehen werden diirfen. Bei der
Drehung des Ringes stehen alle Teile
unter dem EinfluB der Fliehkraft, er-
fahren also Krafte, die radial nach
auBen gerichtet sind (Abb.29). Auf
das Ringteilchen von der Breite B - d¢
wirkt eine Fliehkraft Abb, 29. Ring.

dC =dM- R -w?
wenn o die Winkelgeschwindigkeit des umlaufenden Ringes ist. Mit

am=¢_7.qy,
g g

-0,6487-0,%1 -1=0,0219 cm .

>

v
R‘
Tl
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worin ¢ das spezifische Gewicht ist, wird

ac="2.
g
die senkrechte Seitenkraft wird

b-h-R-dp-R-w?

dV:dO’-sin<p=%;-bh-R2-w2'sin¢p-d<p,
die Summe aller Seitenkrifte d V iiber den halben Ring ergeben
= =Y bR 0| sing-
y ade ”.bh-R wojsmqa dg,

=—Z—-b-h-(R-w)2 [cos T — cos 0],
=9. -;’—-bh-(R-w)z
oder mit R -w = v, der Umfangsgeschwindigkeit,
V=2-2bh o
g

Eine gleich grofle, entgegengesetzt gerichtete KraftV erhalten wir fiir
die untere Ringhilfte. Beide Krifte V miissen von dem Querschnitt
A B aufgenommen werden, so daf

2-b-h-a=2%-bh-vz (a)
wird. Die Festigkeitsbedingung erfordert
o= 3;— 02 Zk,.

Die Gleichung ist insofern lehrreich, als sie zeigt, daB die Spannung ¢
im Schnitt 4 B nur von dem spezifischen Gewichty und der mittleren
Umfangsgeschwindigkeit v abhingig ist. Allerdings haben wir in Glei-
chung (a) gleichméBig verteilte Spannungen angenommen, was nur
angendhert zutrifft. Die Einheiten, in denen die in Frage kommenden
GroBen zu messen sind, miissen auf kg und em zuriickgefiihrt werden,
also

y als spezifisches Gewicht des Baustoffes in kg/em® (GuBeisen

y = 0,0072 kg/em?; Stahl y = 0,0078 kg/cm?);

g als Erdbeschleunigung in cm/sek?; g = 981 cm/sek?;

h und b in cm;

R als mittlerer Halbmesser in c¢m;

v als Umfangsgeschwindigkeit in cm/sek;

w = %ﬁn als Winkelgeschwindigkeit in 1/sek;

¢ und k, als Zugspannungen in kgfem?

Die Verlingerung des Bogenteilchens ds = R - d¢ ist

1

A(ds)=a-0-ds=—"-0c-ds,
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die Dehnung in Richtung des Umfanges also
_d@ds) 1 1 y
=T BT E g

Der ganze Ring erfahrt infolge der Fliehkraft eine Verlingerung

p —=c. LY e .
A(2nR)=¢- 2R = Y 27 R;
um
1R=1 .7 .
AR = By v2- R
verldngert sich der Halbmesser R.

Ein radialer Stab von der Linge R, den wir uns als Arm eines
Schwungringes denken kénnen, erfahrt nach S.29 die Verlingerung.
AR=-1 .7 4.

AR = SE g 2R,

das ist aber nur ein Drittel des Betrages, um den sich der Ring auf-
weitet. Sind Ring und Arm fest miteinander verbunden, so wird der
Arm zusétzliche Zugspannungen, der Ring aber Biegungspannungen
erfahren. (Naheres unter ,,Schwungradberechnung®, S. 460.)

Hiufig wird der Schwungring geteilt, und beide Teile miissen durch
Schrauben zusammengehalten werden. Sind % Schrauben mit einem
Kernquerschnitt von f cm? vorhanden, so errechnet sich n aus der
Festigkeitsbedingung

n-f-k'gvzz-;i-bh-vz;

auf jeden der beiden St6Be entfallen demnach

, 1 pb-h-v?
- . > -
W= =T ¥,
Schrauben, deren Baustoff die zuldssige Spannung k,’ hat. Mit
Vo<,
g
erhalt man
bl ke
ok’
Aus
o= Y .1)2
g

folgt fiir GuBeisen mit 7y =0,0072 kg/cm?; ¢ =981 cm/sek;
Vmax = 35 m/fsek
0,0072

Omax = 798T35002: ~ 90 kg/sz.
b) Der Querschnitt sei verdnderlich.

1. Ein Stab von der Liénge ! habe kegelige Form und stehe unter
dem EinfluB des Eigengewichtes. Spannungs- und Forménderungs-
zustand sind zu untersuchen (Abb. 30).

Winkel, Festigkeitsiehre. 3
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Der Querschnitt F im Abstande 2 von der Endfliche F, trigt das
Gewicht des Kegelstumpfes von der Hohe x. Mit y als dem spezifischen
Gewicht des Baustoffes wird

d@ =F-dx-y
oder mit
Fi:F=h4+02:(h + 2"
_ (bt
daher
Py
G=ﬁb_ll_3;)2f(h+x)2-dx.

0

Da die Gleichungen bequemer werden, wenn wir das Achsenkreuz
durch die Spitze des Erginzungskegels legen, schreiben wir
h+x=z,de=dz; h+1=H
6, und erhalten

7 z z
1Y _ L
H? 22-d2——H2 3]
h h

(23 - k3)>

G:

By
3-H?
Z und damit
G __Fiy
F  3.F.-H?

G =

o= (2% — h3),

was infolge
| F:F, =2 H?
te (LY itbergeht in

Abb. 30. Kegeliger Stab (Eigengewicht). y 28—hd

o="." "

3 22
Fiir den Einspannquerschnitt F; wird z = H, folglich
_y H—W
3 Hr
Durch die Division beider Gleichungen erhalten wir das Gesetz iiber
das Anwachsen der Spannung lings der Stabachse

0y

H2 23— B
OC=01 s _ 13" 2
z =h ergibt ¢ =0, =0,
z:=H , o0=o0y;

fiir dazwischen liegende Werte z findet man ¢ am schnellsten durch
Rechnung, indem man setzt

h=¢- L, H=h+1=(1+¢)-I,

=@ liz;=(p +01)-l;2=(p +02)-1; 2, =(¢p +0,3) - L usw.;
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dann wird fiir zehn gleiche Teile der Stablange

o f—1
(1+)? (94012 —¢?
TN Tagp—gt T (prone %
(1+9)?  (p+022—g
OO (g (02RO
_ (I+9?  (p+03)—g?
TR gy gt (pogE O W

z. B. erhdlt man fir ¢ =4 den Festwert « = 0,4098 und damit

oy o Oy C= 0" 0,0,
1. 2z =(¢p+01)-1 0,293 0,12 oy =012 -q
2.z, = (p+02)-1 0,572 0,234 o =0234-0,
3. z3 =(p+03)-1 0,839 0,344 o = 0,344 - o,
4. 2y =(p+04)-1 1,094 0,449 o = 0,449 - gy
5. z5 =(p+05)-1 1,34 0,55 o = 0,55 -0y
6. z = (p+0,6)-1 1,576 0,646 0@ = 0,646 - oy
7. 02, =(p+07)-1 1,802 0,738 o = 0,738 - 0,
8. zg = (p+08)-1 2,022 0,829 og = 0,829 -9,
9. zg =(p+0,9)-1 2,235 0,916 gy = 0,916 -0y

10, zp=(p+1 )-! - - 0100 = 03

Die Kurve ¢ = f(z) ist eine schwach gekriimmte hyperbolische Kurve
dritten Grades (Abb. 30).

Als Verlangerung eines Stabteilchens von der Lange d erhilt man

1

’1(-]1):1-0"({30:@—

co-dx,

demnach als Verlangerung des ganzen Stabes

;ll=;}-‘fo-dm.

0

o+ dx ist ein Flachenstreifen von der Héhe dx; f o-dx gleich dem
Inhalt der von der Spannungskurve ¢ = f(z) begrenzten Fliche. Hier
empfiehlt sich die zeichnerische Losung der Aufgabe, da man mit ge-
niigender Genauigkeit rechnet, wenn man die Kurve ma@stablich auf
Millimeterpapier entwirft und den Flicheninhalt auszdhlt. Ist 1 mm
== @ cm der Langenmafstab, 1 mm = b kg/ecm? der MafBstab der Span-
nungen, so ist 1 mm?* =@ [cm] - b [kg/em~2] = a - b [kg/cm~!] der MaR-
stab des Flicheninhaltes. Bei F” mm? gezahlten Inhalt wird

1

-1 «a-b[kg/em~1]
" E[kg/cm—2]

T
Allem] = g ¥ 1 fam?]

F'[mm?]-
die Gesamtverlangerung des Stabes.

2. Ein Stab von der Lange ! habe kegelige Form und stehe unter
dem EinfluB der Fliehkraft. (Arm eines kreisenden Schwungrades.)
Spannungs- und Forménderungszustand sind zu untersuchen (Abb. 31).
3%
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Eine Scheibe senkrecht zur Stabachse von der Dicke da im Ab-
stande 2’ von der Drehachse erfiahrt die Fliehkraft

dC =dM - 2’ - w?

wenn d M die Masse der
Scheibe, v die Winkel-
geschwindigkeit des Ar-
mes ist. Mit y als spe-
zifischem Gewicht wird

Abb. 31. Kegeliger Stab (Fliehkraft). AU = lgt'F.dx’
also dO=»Z*'w2'F‘x"dx’
___,;i.wz.]ﬂ.(l_x)-dx.
Aus F:Fy=(h+)?: H
folgt F=F1(}i—£zﬂz’

c=fac="0 =) (bt ) da.
0

0

Die Auflosung der Klammern liefert

0 =" o It [ 121+ 2hla + 1o — B — 2ha— o) da,
g H
0 z
=—Z—w21%(h21x+hzx2+1/slx3—1/2h2x2—2/3hx3—%;x4) ,
1 F 0
=i§-%w2H—;[12h2lx—6hx2 (h—21) — 4a3 (2h — 1) — 324].
Als Zugspannung im Querschnitt F erhalten wir ¢ = C: F oder mit
(h A=)
F=F —5,
1y, 12k le—6ha?(h—2) —4a3(2h—) 3zt
12 g (h+2)? '

Damit man ein Bild von dem Anwachsen der Spannung erhilt, sei
die iibliche Verjiingung 4:5, d.h. » =41; H =51, der weiteren Be-
handlung zugrunde gelegt. Wir erhalten

Yy ,19200x — 481222 —287x% — 3t

1
Ty @l+ap

Die Einspannstelle erfihrt eine Spannung o = o, fiir z =1

13 y

=2 Y 2.2
%= 350 g 2,
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Durch Division beider Gleichungen ergibt sich
G . 2B 192037 — 481202 — 2814% — 341
RN VE] Edl+a)?
Wir berechnen ¢ fiir 10 Punkte und setzen & = ¢ -1
25 1929 —48¢2—2893—3¢t 25
MRETE @rer T omg*
¢ = 0,1 0,2 j 0,3 j 0,4 0,5
449 41 42 43 a4 4.5
Nenner = (4 + ¢)* | 1681 17,64 | 1849 | 19,36 20,25
) 0,01 004 | 009 . 0,16 0,25
@ 0,001 | 0,008 0,027 | 0,064 0,125
ot 0,0001 | 0,0016 \ 0,0081 | 0,0256 0,0625
192 ¢ 19.2 | 384 57,6 76,8 96,0
48 @2 0,48 1,92 | 432 | 768 12,00
28 @3 0,028 ’ 0,224 | 0,756 1,792 3,500
3 gt 0,0003 | 0,008  0,0243 | 0,0768 0,1875
Zéhler 18,69 36,25 | 52,50 67,25 80,31
o 1,112 2,055 | 2,839 3,474 3,966
o:0, 0,246 0455 | 0,628 0,769 | 0,877
¢ = 06 | 01 | 08 0,9 1
4+g 4,6 4.7 ‘ 48 4,9 5
Nenner = (4 + @)2 | 21,16 22,09 23,04 24,01 25
@? 0,36 049 | 064 0,81 1
ME 0,216 | 0,343 = 0,512 0,729 1
iz 01296 | 0.2401 04096 | 0,6561 1
192 ¢ 1152 | 1344 153,6 172,8 192
48 @2 17,28 | 2352 | 30,72 38,88 48
28 s 6,048 9604 | 14336 | 20,412 28
3 gt 0,3888 | 0,7203 | 1,2288 |  1,9683 3
Zihler 91,48 | 100.56 | 107,92 111,54 113
% 4,323 | 4552 | 4684 | 4,646 | 4520
60 0957 | 1,007 = 1,036 1,028 | 1

Bemerkenswert ist, daB die gréBte Spannung nicht im Einspann-
querschnitt auftritt. Um den Ort der gréBten Spannung zu finden,

setzt man den ersten Differentialquotienten gleich Null:

do
iz 0
Mit u=1920183 x—48 1222 — 28 23 — 3 x*,
g—;‘: 19213 — 96 2 & — 841a? — 1223,
v= (41 + x)%,
dv

Cdz T “da 76811 — 57615c— 336122 — 7612t — 6t

dx v? (41 -+ z)3

0.
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Daraus 3x4+38lx3+16812332—{-2881370*384”SO:

3(2) +-38(2) +168(%) + 2887 — 384 =0.

Durch Anndherung findet man ¢ = ’li

= 0,841; damit wird
Omax = 1,047 - 0y,
Onax = 0,394 —;L w22,

Die Verlingerung des Armes ist
l
Al=21(o-dz.
0
Hat man die Kurve ¢ = f(x) maBstablich auf Millimeterpapier ge-
zeichnet, so ergibt das Auszadhlen der von der Kurve begrenzten Fliche
unmittelbar die Verlingerung. Da aber das Anwachsen der Spannung
mathematisch als Funktion gegeben ist, laBt sich A7 durch Integration
bestimmen. Allerdings ist die aufgestellte Gleichung etwas unbequem;
wir beziehen sie deshalb besser auf ein Achsenkreuz, dessen Nullpunkt
in der Spitze des Erginzungskegels liegt, und setzen

l—x=H—z,h+2x=2z2;,de=dz; F:F,=2% H?,

dann gehen .

F C
C=4w2-géf(l—x)(k+x)2-dx und o=7F
0
tiber in

2
0=%w2-$‘f(ﬂ——z)-z2~dz,
n

:—Z—wz-;[fﬂz2dz —;fzadz} )
B

Ll 2 —1e2t,
22 T

8[\'}

i

I

Rl eR
g
33

s H (22 —h3) —1/y(2*—h*)
22 ’
) 4 H (23 —h3)—3(t—h?)

22

g '2—'602
9

Fiir 2 = H erhalten wir als Spannung in der Einspannstelle

_ 1y, 4H(H—R)—3(H'—h?)
1T g ® H

und durch Division beider Gleichungen

(4

4H (3 —13)—3(z* —h%) H?

=0 SHH —1%) — 3@ —h%) 22 °
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Den Ort der grofSten Spannung finden wir in diesem allgemeinen
Fall aus der Bedingung

do
E“z‘zo'
Wir setzen
w=4Hz>—4Hh3— 324 4 3h4
d,
Co=12H2—1233,
¥4
dv
e 2 &v
v=22% Iz 2z,
do 2% (12H22 —122%)— (4 Hz? —4 Hh® — 324 4 3h%)-22
_(E‘ —_— T T - 77,%7#,»/_“«7 - T :0 P’

320 —2Hz>=4Hh*—3 4.

Diese Bedingungsgleichung ist fiir den Sonderfall h =41; H =5,
erfiillt, wenn z = 4,84 [ ist; das entspricht dem frither gefundenen Wert
z =0,841.

Die Verlangerung des Stabes ist

l
Al:fllz,rfa-dx,
0

H

T e LU
h
und ergibt nach Auflésung der Klammern
Alzﬂl—-—ll—z-—%w2i[J\4szz——'J‘3z2dz- 42;%2:3—;# -dz]hH,
— 5Lt (28228 (WHIS—3h8) -|7,

A= ot ngi2H(H2——h2)—(H3——h3)+(4Hh3——3k4)<%—%>]_
Fiir den Sonderfall 4 =41 und H = 51 erhalten wir

A=+ 0,283-1;—»---w2-l3=é-.0,283-%-02-z;
gegen Al=»]1j-0,333'2;~-v2-l,

das fiir den Stab mit unveréinderlichem Querschnitt gefunden wurde.

4. Der Zugstab gleicher Festigkeit.

Bei sehr langen Staben fillt die geringe Ausnutzung des Baustoffes
auf, wenn neben der Last das Eigengewicht beriicksichtigt werden muB.
Da bedeutet jedes iiberfliissige Quadratzentimeter Querschnitt ein Mehr
an Belastung, das besser vermieden wird. Aus dieser Uberlegung er-
gibt sich die natiirliche Forderung, den Stab so zu formen, daB alle
Querschnitte gleiche Spannung erfahren. Stédbe dieser Art heillen
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Stabe gleicher Festigkeit, im Falle der Zugbeanspruchung Stédbe
gleicher Zugfestigkeit.

Wir machen die einschréankende Voraussetzung, der Stab sei ein
Umdrehungskorper, dann ist mit den Bezeichnungen der Abb. 32 das
Gewicht einer Scheibe von der Dicke dy und dem
spezifischen Gewicht y

a@ =F-y-dy,

also das Gewicht des Stabes von der Lénge y
Yy
szdGzyfF-dy .
0

Aus der Erklirung der Spannung als 0 =(G+P): F
folgt

Yy
|F dy
G+ P 0
Abb. 32. Zugstab gleicher = ——=%v-
Festigkeit. F 7 F

P
+5

Damit in allen Schnitten F die Spannung ¢ den zuldssigen Wert £k,
annimmt, mu die Bedingung

Yy
o=k, oder y[F-dy+P=F-L
0

erfiillt sein.

P
Aus k%jF-dy—i—Tz:F folgg - -F-dy=dF,
Y quy=E
-]E: dy 7
Durch Integration erhilt man
kl-yzlnF+0

als Gesetz fiir das Anwachsen des Querschnittes F' langs der Stabachse.
Der Integrationsfestwert C' ist aus den physikalischen Bedingungen der
Aufgabe zu ermitteln, und zwar wird

0=m(L)+0  oder 0=_1n<-]fi),

weil der Endquerschnitt Fy = P: k, ist.
Unsere Gleichung geht iiber in

4 — J—
—kz-y—lnF ln<

P
2

F-k,
P

)=

oder ,
_P &
F = —’g 'e 2 .
Die Profillinie des Stabes gleicher Zugfestigkeit ist demnach eine
Exponentialkurve, nach der allerdings kaum ein Stab geformt werden
diirfte. Man geht vielmehr so vor, daB man einen abgesetzten Stab
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ausfiihrt, dessen Umgrenzungslinie auflerhalb der theoretischen Profil-
linie verlauft. Wird wirklich gelegentlich die moglichst genaue Inne-
haltung der theoretischen Begrenzungslinie gefordert, so ersetzt man
P: L, durch F, und bildet

dann ergibt das Logarithmieren

Fy v
1g<’F(;> =lge-5y-
Fiir FluBeisen ist ¥ = 0,0078 kg/em3; k, angenommen zu 1000 kg/cm?;
lg e = 0,4343, demnach

lg<£0>=3,3875-10'6~y.

Wie wenig die Lénge das Verhiltnis von Einspannquerschnitt zum
Endquerschnitt beeinflusst, zeigt die Durchrechnung fiir verschiedene
Werte [. Z. B. liefert I = 10 m = 1000 cm

g <§2> — 3,3875 1073 = 0,0033875; %: 1,008 .
1 =100 m = 10000 cm liefert

Ig (1) = 3,3875- 102 = 0,033875; 1081,

0 0

1 =200 m = 20000 cm liefert

lg (5] = 3.3875.2.10 2= 0,067750; 121,168

F) - ’ PR, Y

I =300 m = 30000 cm liefert

1 <F1> =3,3875-3-1072=0,101625; i 1,264

B\p,) 0 ’ C ok, T
I = 1000 m = 100000 cm liefert

g (M) = 5.3875-10 = 0,33875; T =2,112

F,) = ’ ©F,
D. h.: Erst bei einer Linge von 1000 m wird der Einspannquerschnitt ¥,
doppelt so gro wie der Endquerschnitt; bei kreisformigem Querschnitt
wiirden sich also die Durchmesser wie 1:1,475 verhalten.
Zahlenbeispiel. Ein 250 m langes Schachtgestdnge aus Stahl

(B =2 150000 kg/cm?) mit kreisfsrmigem Querschnitt trage P = 5000 kg. . Die zu-
lassige Spannung betrage k, = 600 kg/em?; das Bigengewicht (y = 7,8 kg/dem?)
soll beriicksichtigt werden; die Form soll angenihert einem Stabe gleicher Zug-
festigkeit entsprechen. Spannungs- und Formanderungszustand sind zu unter-

suchen.
a) Der Stab sei nach der theoretischen Exponentialkurve geformt, dann ist

Fy= P _5990 = 8,33 cm?; d, = 32,6 mm; F, = 8,35 cm?,

k600
Ig (5) = 0,4343 - Z = 0’88? . 25000 - 0,4343 = 0,14115,
z
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dy = 32,6 mm F, = 8,35 cm?; ¥, = 1,384 - 8,35 — 11,56 cm?,

d, = 38,4 mm,
5000
=0=0=o— =~ /em?
0y =0 =0, 5.35 600 kg/cm?,
l
1 1 600 - 25000 -
Al:-E-J‘a-dysz;-ao-l—m=~40m
0

b) Der Stab sei finfmal unterteilt in Teile von je 50 m Linge. Der Quer-
schnitt F, im Abstande /, = 50 m vom Ende des Stabes trigt das Gewicht
G, und die Last P; die Festigkeitsbedingung erfordert

Fioky=2=F,-l-y+ P;
R 5000
" ky,—1l-y 600 —5000-0,0078

d, = 83,7 mm. Die Verlingerung betrigt infolge @, (nach S.42)

daraus
Fy

= 8,92 cm?;

! G
Ao=5gorh=g 95
infolge P
infolge o 1P
TN TR,
demnach ,
Al1=G1/2—t—-£-ll,
- F,
Gy =F, -1,y = 8,92 - 5000 - 0,0078 = 348 kg,
Aty = ITEE 000 w00 1,35 om.

2150000 - 8,92

Der Querschnitt ¥y im Abstande [, 4- I, = 100 m vom Ende tragt (G, - P)
als Einzellast und auflerdem G,. Die Festigkeitsbedingung erfordert

Fy-byzFy-ly-y+ G+ P;

P+G, 50004348 5348
ky—1l-y 600 — 0,0078 - 5000 561

daraus

F, = = 9,52 cm?,

dy = 34,9 mm mit F, = 9,57 cm2. Die Verlingerung des zweiten Stiickes ist
EﬁziP +6 .1
EF, 2
Gy =Fy- 1y -y = 9,52 - 5000 - 0,0078 = 372 kg,
186 + 5000 -+ 348

A4l = 3150000952 +5000 = 1,35 cm .

1
Al = -

In gleicher Weise erhéilt man
P46 +G, 5000+ 3484372 57120
ky—ly-y 600 — 0,0078 - 5000 _ 561
d; = 36,1 mm. F, = 10,24 cm?; G, = 10,24 - 5000 - 0,0078 = 400 kg,
UGy + PGy +G, . 200 + 5000 4 348 + 372 )
Al?'—mﬁ—E_Fs A—-l———mlo—’g——-ﬁ)oogl,&)cm,

PG+ G4 Gy 5000 + 348 + 372 + 400
k,—lL-y 600 — 0,0078 - 5000

Fy = = 10,2 cm?,

o= = 10,909 cm?,
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dy = 87,3 mm; Fy = 10,93 em?; G, = 10,93 - 5000 - 0,0078 = 470 kg,

_ oG+ PG+ GGy 23546120
Aly = E.F, = 2150000 10,93 2000 + 1,35 em,
P Gh+ Gy+ Gy + Gy _ 6590 .
Fy > by — 1 61 = 11,75 cm?,

ds = 38,7 mm; Fy = 11,76 em?; G5 = 11,75 - 5000 « 0,0078 = 505 kg ,

G+P+G+6G 46346,y e 68435000
EF, 2150000-11,75

Die gesamte Verlingerung betrigt rd. 5 - 1,35 = 6.75 cm.

1
Aly = - h¢ = 1.35cm.

5. Wiirmespannungen.

Unter dem Einflu der Warme dehnen sich die Kérper aus. Die Ver-
langerung, die ein Stab von der Lange 1 bei einer Temperaturerhhung
von 1°C erfahrt, heillt Langenausdehnungsziffer oder linearer Aus-
dehnungskoeffizient und wird mit « bezeichnet. Wenn in der Festigkeits-
lehre mit £ und nicht mit « gerechnet wird, so kann « als Bezeichnung
des Ausdehnungskoeffizienten beibehalten werden. Fiir Eisen und Stahl
ist & = 0,000012 bei Temperaturen zwischen 0 und 100°C; d. h. ein
Stab von 1 m Lange erfihrt bei einer Temperaturerhéhung um 10 C
eine Verlingerung von 0,000012 m. Bei einer Erwirmung von ¢, auf
£, 9 C verlingert sich demnach ein Stab von ! m Linge um

Al =a-1:(F,—1t);

Al
e=—l—:f<x(t2—t1).

seine Dehnung ist

Die durch eine Normalspannung ¢ hervorgerufene Dehnung war

unter der Voraussetzung, daBl sich die Spannungen gleichmiBig iiber
den Querschnitt verteilen.

Werden die Endpunkte eines Stabes festgehalten, so daB er sich
bei Erwirmung nicht verlingern kann, so treten in diesem eingespannten
Stabe Spannungen auf, die wir Warmespannungen nennen; sie ver-
teilen sich gleichméafig iiber den Querschnitt und sind lings der Stab-
achse unveridnderlich, wenn der Stab in allen Teilen gleiche Temperatur
und unverdnderlichen Querschnitt hat. Thre GréBe erhilt man aus der
Gleichsetzung beider Dehnungen zu

o=FE- o (t,—1).

Betriagt der Temperaturunterschied 1°C, so wird die Spannung

6o=2F8"«a,
12.2150000 k
also z. B, fiir Stahl ¢, = 1000000 — rd. 26 .Tn{foc .

Bei Bauten, die im Freien stehen, rechnet man im mittleren Europa
mit - 350 C gegen das Jahresmittel von + 10° C, fiir das der spannungs-
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lose Zustand angenommen werden darf. Die gréfte Temperatur-
steigerung von 35° C, die einer Temperatur von 10 + 35 = 45°C ent-
spricht, ruft in einem fest eingespannten Stabe eine Spannung von

0 =FE o35 =~ 900 kg/cm?

hervor. Das sind Betriige, die fiir sich allein schon den zuldssigen
Spannungen sehr nahe kommen.

Im Maschinenbau haben wir es meist mit einer ungleichméBigen
Erwirmung zu tun, die natiirlich auch Spannungen hervorruft. Wir
betrachten einen Kérper, der aus zwei getrennten Teilen besteht, also
beispielswéise ein von
i o einem Rohr umgebenen

5a/fewy Bolzen (Abb. 33); das

Rohr sei eingepalit.

Beide Korper mogen

aus verschiedenem Bau-

stoff hergestellt sein ; das

Dehnmalf des Bolzens sei

E,, das des Rohres sei

E,. Im Augenblick des

Abb. 33. Bolzen mit Rohr (Wirme). Zusammenbaues  sind

beide Kérper spannungs-

los. Jetzt wollen wir annehmen, daB das Rohr auf die Temperatur

1,° C erwéirmt werde, wihrend der Bolzen die urspriingliche Temperatur

t; 9C beibehdlt. Infolge der festen Kopplung beider Teile wird das

Rohr nicht die Linge I, annehmen kénnen, die es bei einer Temperatur

t, haben miiite, denn die Wiarmeausdehnung wird durch den Bolzen

teilweise gehindert. Andrerseits kann der Bolzen infolge der festen

Kopplung seine urspriingliche Lange I auch nicht beibehalten; er wird

um den Betrag Al verlangert, verkirzt aber die Verlangerung des

Rohres um den Betrag Al,. Die der Temperatur ¢, entsprechende

Lénge I, des Rohres wird um Al, vermindert —— beide Teile haben

gleiche Léange. Die gesamte, infolge der Erwirmung mogliche Ver-
langerung des Rohres ist

A=A+ Al =1 (t,—t;)

oder mit den auf die Langeneinheit bezogenen Verlingerungen, d. h.
den Dehnungen,

] ;Z;' H ’Ml = Zusammendyrickung d Rokres
r

&g+ & =u(tp—1).

Nach dem Geradliniengesetz von Hooke, dessen Giiltigkeit aus-

driicklich vorausgesetzt wird, geht diese Gleichung iiber in

6, , ©

Ell EZ o (t,—1,) .
Da zwei Unbekannte, o; und g,, vorhanden sind, bedarf es noch einer
zweiten Bedingungsgleichung, zu deren Aufstellung wir den Gleich-
gewichtzustand heranziehen. Denken wir das System senkrecht zur
Stabachse durchgeschnitten und die Spannungen als duBere Krifte
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angebracht, so mufl trotz des Schnittes Gleichgewicht herrschen. Mit
F; und F, als den zugehorigen Querschnitten wird

Fl'o'l_Fz'o'z =10.
F, - 6, = Z ist Zugkraft im Bolzen, F, - 6, = D ist Druckkraft im Rohr.

F,
01 =0y"F,
eingesetzt, liefert 1
2 —_—
gy 5t ) = )
daraus
posned EllEz.Fl . . —
O'z—m T, o (t2 t) Druck,
E,-E,-F,
0= F_—1+E2 7 a-(b,—1t,) Zug.

Fir den Sonderfall gleicher Baustoffe erhdlt man mit B, = B, = E
F,

=+73 I, —|— 7, Fi+F,

Wie hohe Betrige Wirmespannungen erreichen konnen, zeigt die

Durchrechnung fiir den Sonderfall gleicher Querschnitte bei einer Tem-

peraturerh6hung um 100° C. Man erhalt mit £ = 2150000 kg/cm? fiir
FluBeisen

F
o, =0,=* ‘ﬁ,-E-a-(tz—tI) :

‘Eea-(t,—t); o,=— Ea-(t,—1,) .

=4 ; 2150000-0,000012-100 = 1230 kg/cm? .

6. Die Vorspannung.

Hiaufig kommt es vor, daBl man einem Bauteil von vornherein eine
Spannung erteilt, ohne daf die im Betriebe auftretenden Krafte wirken.
Die Schrauben am Deckel des Dampfzylinders werden angezogen, bevor
der Dampf eintritt; die Schrauben mit denen ein Konsol an der Wand,
gehalten wird, werden angezogen, bevor das Konsol die
Last aufnimmt, usw. In solchen Fillen sagt man, die
Maschinenteile haben eine Verspannung erhalten.
Sie ist dadurch gekennzeichnet, dafl zwei Kérper, z. B.
die Flansche in Abb. 34, durch die Spannkraft Z der
Schraube gegeneinander geprel3t werden, zu der wéh-
rend des Betriebes die aufzunehmende Kraft P tritt.
Mit F als Kernquerschnitt der Schraube ist die Vor-
spannung

o, = Abb. 34.
1 F Vorspannung.

Dieser Spannungszustand entspricht einer Gleichgewichtslage, die
sich infolge des Anziehens der Schraube eingestellt hat; mit ihm ist
ein Forménderungszustand verbunden; der Schraubenschaft erfahrt
durch ¢, eine Verlingerung. Tritt jetzt die Betriebskraft P als neue
Kraft hinzu, so kann sie offenbar erst dann eine neue Form#nderung
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hervorrufen, wenn die beiden Flanschen ohne Druck aneinanderliegen ;
sie 16st gewissermaBen die Spannkraft der Schraube ab. Da der ge-
samte Druck in der Beriihrungsfliche a—b der Flansche gleich der
Kraft Z ist, mit der die Schraube angezogen ist, heiBt das, erst von
o-Bf dem Augenblick an, wo P gréBer wird als Z,

ist die Gesamtspannung im Schaft gréBer als
/ die Vorspannung. Das Anwachsen der Gesamt-
" @=Zf  spannung mit wachsendem P zeigt Abb. 35.

e Aus ihr geht hervor, daB bei der Schraube zwei
e Belastungsfille zu unterscheiden sind:

-

1. P < Z; die Gesamtspannung ist gleich der
Vorspannung ¢, =Z:F;

—7
Abb. 35. Vorspannung.
2. P < Z; die Gesamtspannung istoc = P: F.
Das trifft jedoch nur dann zu, wenn die Flansche in Abb. 34 starr sind.
Streng genommen ist allerdings die Annahme starrer Flansche unzulissig,
doch ist sie insofern nicht ganz unberechtigt, als die Forménderung der
Flansche gegen die des Schraubenschaftes vernachlissigt werden darf.
Hiufig sind im Maschinenbau die zwei durch Schrauben zu ver-
bindenden Teile durch eine Dichtung voneinander getrennt, z.B.
Zylinder und Zylinderdeckel. Es ist iiblich, fiir den Dichtungsdruck zu
der zuldssigen Spannung, die fiir die Bemessung des Schraubenquer-
schnittes maBgebend ist, einen Zuschlag von 25% anzunehmen. Da-
durch wird erreicht, daB beim Anziehen der Schrauben mit dem Schliissel
die Spannung ¢ im Kernquerschnitt auf 1,25 kg wachsen darf, wihrend
infolge des Betriebsdruckes (vgl. Beispiel 5 S. 24) o héchstens £,
kg/em? betrigt. Es liegt dann Fall (1) vor, bei dem die Gesamtspannung
gleich der Vorspannung ist, und die Schrauben sind stets gleichmiBig
belastet.

IV. Spannung, Formiinderung, Bruchgefahr.

1. Der einachsige Spannungszustand, schiefe Schnittrichtung.

Bei der Beschreibung des ZerreiBversuches (S. 6) wurde auf die
Erscheinung der FlieBfiguren (Abb. 4) hingewiesen, die sich als feine
Linien unter 45° gegen die Stabachse darstellen. Zweifellos mufl dem
Auftreten der FlieBfiguren eine Umlagerung sehr kleiner Stoffteilchen
zugrunde liegen. Nun hat die mikroskopische Untersuchung geschliffener
und gedtzter Flichen gezeigt, dall die Metalle aus feinen Kérnern be-
stehen, die durchaus nicht von gleicher chemischer Beschaffenheit sind;
es ist deshalb auch anzunehmen, daB ihr Verhalten gegen mechanische
Einfliisse verschieden sein wird. Wenn FlieBfiguren beobachtet werden,
so muB eine Verschiebung der Koérner in Richtung der FlieBlinien statt-
gefunden haben; ihr Zusammenhang in der beobachteten Richtung ist
zum mindesten gelockert, der Korper hat eine dauernde Forménderung
erfahren! Da die Richtung der FlieBlinien nicht in die Stabachse, d. h.
die Wirkungslinie der angreifenden Krifte, fillt, so sind auch die Zug-
spannungen nicht die Ursache der Gefiigelockerung; vielmehr miissen
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Spannungen in der Richtung der Flieflinien vermutet werden, welche
die beobachtete Erscheinung hervorrufen. Daraus ergibt sich von selbst
die Forderung, diese Spannungen rechnerisch zu verfolgen.

In Abb. 36/37 ist ein Teil eines Flacheisenstabes herausgeschnitten
dargestellt, der durch die Zugkrifte P in Richtung seiner Achse be-
lastet ist. Er erfihrt
die Normalspannung

oc=P:F, wenn F S
der Querschnitt ist. —
Die Dehnung des g

Stabes in der z-Rich-
tung ist

&, =0 0= 50,

die durch ¢ hervor-
gerufene Querzusam-
menziehung in Rich-
tung der y-Achse ist:
111
Gy T g

Um den Span-
nungszustand in ei-
nem unter dem Win-
kel ¢ gegen die
Stabachse geneigten
Schnitt zu untersu-
chen, denken wir die
in diesem Schnitt Abb. 36/37. Schiefer Schnitt.
auftretenden Span-
nungen in die Normalspannung ¢, und die Schubspannung 7, zerlegt.
Ein herausgeschnittenes Stabteilchen muf unter dem EinfluB der als
duBere Krifte aufgefaliten Spannungen im Gleichgewicht sein. Dieses
Stabteilchen erfihrt an der senkrechten Begrenzungsfliche die Normal-
spannung o, an der wagerechten dagegen iiberhaupt keine Spannungen.
Ist die Hypotenusenfliche f ein Flachenteilchen der schrigen Schnitt-
fliche, so erfordern die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen
SMNH=0und XY =0

frsing-o—f o, singp—f-1y°cosp =0
frop-cos p—f-1.-8ingp =0,

wobel f - sin @ die Kathetenfliche in der y-Richtung und j - cos ¢ die
Kathetenfliche in Richtung x-Achse bedeutet. Die Erweiterung der
ersten Gleichung mit ——SIVI—}—?, der zweiten mit »cg;ip liefert

o,-sin?p + 1, 8ingp cosp =0 sin®g

017 008* g —7ysingroosg=0

6, (sin? ¢ 4 cos? @) =0 -sin® g
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und daraus mit sin? ¢ 4 cos2¢ =1
[

oy=0"sin?p = (L—cos2¢).

Aus der zweiten Gleichung erhilt man

7, °8inp =0, cos ¢ =0 +sin? g cos @,
o
2

o, erreicht seinen groBten Wert fiir ¢ = 90°9; es wird

T,= 5 -sin2¢.

O'lmax =0 llnd Tl :O .

Oymax heit Hauptspannung und tritt in einem Schnitt auf, fiir
den die Schubspannung gleich Null wird.
7, erreicht seinen gréBten Wert fiir ¢ = 45°; es wird

o [
Tmax =5 und 0=

die groBte Schubspannung tritt demnach in einem Schnitt auf, der
unter 45° gegen die Stabachse geneigt ist, sie ist gleich der halben
Normalspannung. Die Gleichung 7ymax = 0,5 - ¢ wird aber auch aus
7, = 0,5 - sin 2 ¢ fiir ¢ = (90 + 45)° erhalten, da fiir diesen Wert von ¢
die Funktion sin 2 ¢ = sin 2709 ebenfalls ihren groBten — negativen —
Wert — 1 erreicht. Allerdings erhalt dann auch 7;max ein negatives
Vorzeichen, das auf entgegengesetzte Richtung deutet. Nun sind zwar
die Schubspannungen nach GréBe und Richtung zu unterscheiden, aber
nicht in dem Sinne von Zug und Druck bei den Normalspannungen, so
daB das Vorzeichen fiir 7, ohne Belang ist. Neben den rechtssteigenden
Schnitten (Abb. 36) haben wir auch links steigende Schnitte, in denen
die Spannungen ihre gréfiten Werte erreichen.

Dafl die gréBten Schubspannungen in Schnitten auftreten, die unter
450 gegen die Wagerechte geneigt sind, legt die Vermutung nahe, daB
die auf S. 6 besprochene Erscheinung der FlieBfiguren dadurch zu
erklaren ist, daB die Schubspannungen den zuldssigen Wert iiber-
schreiten.

Nach dieser Auffassung wird man bei allen Stoffen, welche FlieB-
figuren unter 45° erkennen lassen, annehmen miissen, daB} die groBte
Schubspannung eher den zulissigen Wert erreicht als die groBte Normal-
spannung (Hauptspannung). Man wird daher der Festigkeitsrechnung
nicht die Hauptspannung, sondern die groBte Schubspannung zugrunde
legen?).

Fiir die zuldssigen Spannungen liefert die Beziehung 7,max = 0,5 - ¢
die Bedingung

T = 0,5 - 0u1 ,
die von der iiblichen 7,y = 0,77 - 6.y, die spiter (S. 58) aufgestellt
werden soll, allerdings erheblich abweicht, aber die wirklichen Ver-
héltnisse besser trifft.

1) Foppl, A. und O.: Grundziige der Festigkeitslehre. B. G. Teubner 1923.
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2. Der Mohrsche Spannungskreis.

Zeichnerisch erhalten wir ¢, und 7,, wenn wir die Kraft ¢ - fsin ¢
in die Seitenkrifte f - o, und f -7, zerlegen, oder, da der allen dreien
gemeinsame Faktor nur eine MaBstabdnderung bedeutet, wenn wir
o - sin @ in ¢, und 7, so zerlegen, daf sie einen geschlossenen Kriiftezug
mit stetigem Umfahrungssinn bilden. In Abb. 37 legen wir eine Senk-
rechte zum Schnitt 1-—1 durch den Mittelpunkt M eines Kreises mit
dem Halbmesser M B = M B’ = ¢, dann ist A B = ¢ - sin @, das in
Richtung 1—1 und senkrecht dazu zerlegt die Normalpannung ¢, und
die Schubspannung 7, des schiefen Schnittes ergibt. Fiir den Schnitt
2—2 unter dem Winkel ¢ 4 90° erhalten wir mit 2’2’ | 22 in A’ B’
die zu zerlegende Kraft o - sin ¢, deren Zerlegung in B’C’ die Normal-
spannung ¢, und in 4’C” die Schubspannung 7, des schiefen Schnittes
2—2 liefert. Aus der Kongruenz der gestrichelten Dreiecke folgt un-
mittelbar, daf die Schubspannungen 7, die
in zwei aufeinander senkrecht stehenden
Schnitten auftreten, von gleicher GriBe
sind. Wir sagen, beide Schubspannungen
sind zugeordnet, und halten als Ergebnis
fest, daB die zugeordneten Schubspannun-
gen gleich grof sind.

Abb. 37 zeigt gleichzeitig 01.x = o fiir
@ =900

Eine andere Darstellung, die auf Mohr
zuriickgeht, ist in Abb. 38 in Anlehnung
an die rechnerische Bestimmung von ¢, und
7, gegeben. Der Durchmesser A B eines ADb. 38. Mohracher Krels,
Kreises ist gleich ¢ und bildet die wage-
rechte Achse eines Achsenkreuzes mit dem Anfangspunkt A, dessen
senkrechte Achse die Schubspannungen 7 trigt. Fiir den Zentriwinkel
2¢ist OD =1, =1, -0-sin2¢9 und 4D =0y =MA—MD =1,0
— 150+ cos 2. Dem Punkte C fiir 2 ¢ entspricht der Punkt ¢’ fir
2 ¢ 4 1809, so daB in ¢’ D’ die Schubspannung 7, gemessen wird, die
in einem Schnitt unter ¢ 4 90° auftritt und ebenso groB ist wie 7, in
einem Schnitt unter ¢° Dal 7, unterhalb der wagerechten Achse ge-
messen wird, 148t den Gegensatz der Richtungen erkennen, der auch
in Abb. 37 zum Ausdruck kommt; er ist aber nicht von wesentlicher
Bedeutung. Der Kreis mit dem Durchmesser ¢ heilt Spannungs-
kreis.

|
|
i
|
|
I
!
I
i
=i

3. Der zweiachsige Spannungszustand.

Bisher wurde nur der Fall betrachtet, bei dem ein Stab durch Krifte
angegriffen. wird, deren Wirkungslinie mit der Stabachse zusammen-
fallt. Wir denken uns jetzt den Stab der Abb. 36 in der Richtung y
ausgedehnt und ebenfalls durch eine Kraft belastet. Ist die Dicke des
Stabes unveréinderlich und im Verhdltnis der beiden anderen Aus-
dehnungen gering, so nennen wir den Kdérper eine Scheibe. Aus der

Winkel, Yestigkeitslehre. 4
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Scheibe (Abb. 39) schneiden wir ein Teilchen heraus, von dem wir an-
nehmen diirfen, da8 sich die Spannungen o, und ¢, gleichméBig auf die
zugehorigen Begrenzungsflichen verteilen.

Auf das Korperelement bringen wir die Lasten ¢, und ¢, nach-
einander an und untersuchen die entstehende Forménderung einmal

BEAS
I A 0 S

Abb. 39. Zweiachsiger Spannungszustand. Abb. 40. Zweiachsiger Spannungszustand.

e
|

g

—-
|

infolge 0,,, zum andern infolge o,,. Als endgiiltige Forménderung bilden
wir die Summe der Einzelforménderungen. Dieses Verfahren ist unter
P dem Namen Uberlagerungsgesetz bekannt und
2 ein wertvolles Hilfsmittel in der Festigkeitslehre.
,——-«[ Wir setzen es als giiltig voraus mit den gleichen
| Einschrinkungen wie das Hookesche.
| Das herausgeschnittene Teilchen (Abb. 40) ist
| im Gleichgewicht, wenn wir die Spannungen o,
als duBere Krifte anbringen. Unter dem Einflufl
dieser Krifte wichst die Kante a um ¢, - a, wenn g,
die Dehnung in Richtung x bedeutet. Gleichzeitig
schrumpft infolge der Querzusammenziehung die

|

|

|
.

b'/-ey 1/

e QN ——>

T
|
|
@
S
e

1
g-lg, .o < Kante b um den Betrag _- - &, b zusammen (vgl.
m

- S. 4). In gleicher Weise ergibt sich die Form-
Abb. 41.
A Sbannungsrustimd. anderung der Abb. 41, wenn wir mit ¢, die Deh-
nung in Richtung y bezeichnen. Als Gesamtdeh-
nung in Richtung z erhalten wir als Summe der Einzeldehnungen

_ 1
81—833‘—%' Ey

und in Richtung y 1

Eg=E&y— —

e

Die Dehnung &, wird durch die wirkliche Hauptspannung ¢ hervor-
gerufen; da beide GréSen durch das Hookesche Gesetz ¢ = a * o ver-
kniipft sind, diirfen wir ¢, durch « - ¢, ersetzen. Das Gleiche gilt fiir ¢,
Damit gehen unsere Gleichungen iiber in

1 1
& = 0Oy — 00y und Eg =000y, =" -0,

und daraus
& 1
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Wiahrend wir auf der rechten Seite wirkliche Spannungen haben,
steht auf der linken Seite eine durch « dividierte Dehnung. Diese Deh-
nung ist wirklich, aber der Quotient &, : o, bzw. &, : «, ist keine wirkliche
Spannung, wenn auch diese Auffassung in Anlebnung an das Hooke-
sche Gesetz gerechtfertigt erscheinen moge; &;:a mufl vielmehr auf-
gefalBt werden als eine gedachte Spannung, die den durch die beiden
wirklichen Spannungen o, und o, hervorgerufenen Forménderungs-
zustand fiir sich allein hervorrufen konnte. Es ist tiblich, diese gedachte
Spannung als reduzierte Spannung zu bezeichnen und zu schreiben

1 ’ 1
Ored =0y~ =" Oy, bzw. Greq =0, — o Oa

Durch die Einfithrung des Begriffes der reduzierten Spannung kénnen
wir uns den zweiachsigen Spannungszustand auf einen einachsigen

zuriickgefiihrt denken, bei dem 6ycq4, bZW. 0req

die einzigen auftretenden Spannungen sind.
Die Gleichung

1 1 =
&lzl'am—'%'M'Gy:a<Gx~ W;—-@) z

zeigt, dal3 beim zweiachsigen Spannungszustande
die einfache Proportionalitit zwischen Dehnun-
gen und Spannungen nicht mehr besteht.

Der schiefe Schnitt. In gleicher Weise
wie beim einachsigen Spannungszustand legen
wir jetzt durch die Scheibe der Abb. 39 einen
schiefen Schnitt; das keilf6rmige Scheibenele-
ment ist in Abb. 42 besonders herausgezeichnet. Abb. 42/43. Schiefer Schnitt.
An ihm greifen als duflere Kréfte an: ¢’ -f
und 7’ - f in der Hypotenusenfliche f, ¢, f-sin ¢ in der senkrechten,
0, * [ - cos @ in der wagerechten Kathetenfliche, wenn wir die unbekannte
Spannung in der schrigen Fliche in die Komponenten ¢’ und 7’ zerlegt
denken. Da alle vier Krifte im Gleichgewicht sein sollen, miissen sie
einen geschlossenen Kriftezug mit stetigem Umfahrungssinn bilden

(Abb 43), aus dem wir als Summe der wagerechten Seitenkrifte gleich
Null

6y-cosyp

O, singp —7' -cosp—¢’ -singp =0
und als Summe der senkrechten Seitenkrifte gleich Null

gyrcos @ + 7 -singp—o rcosp =0
entnehmen. Da der Flicheninhalt f der Hypotenusenfliche in allen
Gliedern vorkommt, bedeutet er in dem Kriiftcaug nur eine Mallstab-
anderung, in den Gleichungen einen gemeinsamen Faktor und ist infolge-
dessen herausgefallen. Durch Erweiterung der ersten Gleichung mit
sin ¢, der zweiten mit cos ¢ erhilt man

0, 8in2p— 1" cos psinp—o’'sin? =0,

o,co82@ + 7' sin p cos ¢ — o’ cos2p =0,

o, sin? ¢ + g, cos? ¢ — ¢’ (sin? ¢ -+ cos2 @) =0,
4*
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o' =g, -sin2¢ + g, cos?e

1—cos2¢ 1-+cos2¢
2 +0oy 2

X

! a'a:'i'a'v G —0y

2 2

cos 2¢.
Durch Erweiterung der ersten Gleichung mit cos ¢, der zweiten mit
—sin ¢ wird

0,8in @ cos ¢ — 7' cos2 ¢ — ¢’ sin pcos p =0,

— 0, c08 @ sin ¢ — 7' sin? ¢ + ¢’ cos psingp =0,

0, Sin @ cos ¢ — o, sin @ cos ¢ —7’ (sin? g +cos2 ) =0,
— %,

1= Tz — g S
T=5sin2¢— Jsin2¢= -5

sin2¢.
Es ist 0fnin und ofnax zu bestimmen. Da cos 2 ¢ fiir ¢ =0 seinen gréfBten
Wert 41 erreicht, wird mit cos2¢ = + 1
g =L T 0
v/ =0, da sin2 ¢ fiir ¢ =00 ebenfalls gleich Null wird.
Seinen groBten negativen Wert —1 erreicht cos 2 ¢ fir ¢ = 909;
demnach wird

O =25+ 5 M g ; (2)
7/ =0, da sin 2 ¢ fiir ¢ =90° ebenfalls gleich Null wird. ¢ =0°
ist ein Schnitt in Richtung der z-Achse, fiir ihn verschwinden die Schub-
spannungen 7, wiahrend die Normalspannung ¢’ zur Hauptspannung o,
wird. Auch fiir den Schnitt unter ¢ = 90°, der mit der y-Achse zusam-
menfillt, verschwinden die Schubspannungen 7’ ; die Normalspannung ¢
wird zur Hauptspannung o, .
Die Schubspannung 7' wird fir ¢ =45° zum Maximum, fiir
@ =459 4 90° =135° zum Minimum. In beiden Féllen werden die
absoluten Werte infolge

’ 0y— Oy

’ G,— 0y
Tinax = 5 und Ty =— 55—

2

gleichgroB. Das negative Vorzeichen betont die Gegensétzlichkeit der
Richtungen. Fiir ¢ = 45° wird mit cos 90° =0

Oj — Gw—l_ Gy
P) ,

fir ¢ = 135° wird mit cos 2700 =0

!/ __ O'ac'TL Oy
==
Die Normalspannungen sind fiir beide Schnitte gleich groB.
Ge— O,

Die Gleichung 70,,x= zeigt, daB die gréBte Schubspannung be-

2
sonders groffe Werte annimmt, wenn die Hauptspannungen ¢, und o,
entgegengesetzte Vorzeichen haben.
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Sind beide Hauptspannungen gleich groB bei entgegengesetztem Vor-
zeichen, so wird die Normalspannung ¢’ in Schnitten unter ¢ = 450
und ¢ = 1350 gleich Null. Diese Schnitte erfahren demnach nur Schub-
spannungen. In Abb. 44 ist das Korperteilchen eingezeichnet. Denken
wir es herausgeschnitten und die Schubspannungen 7’ als duBere Krifte
an den Schnittflichen angebracht, so erfordert die Bedingung des Gleich-
gewichtes, daBl die Summe der Drehmomente gleich Null ist. Daraus
folgt, daB diese als Krifte gedachten Spannungen zwei Kriiftepaare mit
entgegengesetzter Drehrichtung bilden miissen.

4. Beziehung zwischen dem DehnmaB E und Gleitmal} G.

Der Spannungszustand der Abb. 44 ist hervorgerufen durch zwei
gleich grofe, entgegengesetzte Hauptspannungen o, und o,, die als

Abb. 44. Gleich groBe, entgegengesetzte Spannungen. Abb. 45. Verformtes Korperteilchen,

Folge von Zug in Richtung « und Druck in Dichtung y auftreten, d. h.
in die Richtung der Diagonalen fallen. Die Forminderung, die das
Kérperteilchen unter dem EinfluBl von 7’ erfihrt, kénnen wir uns dem-
nach durch die Normalspannungen ¢, und o, verursacht denken. Die
wagerechte Diagonale wird verlingert, die senkrechte um den gleich
grofien Betrag verkiirzt; die vordem rechten Winkel werden zu spitzen
in der Wagerechten, zu stumpfen in der Senkrechten. Wir hatten auf
S.13 die Anderung des rechten Winkels mit y bezeichnet, so daB die
Kantenwinkel des verformten Kérperteilchens (900 + ) bzw. (90° —)
sind; es ist in Abb. 45 in der Ansicht dargestellt. Das gleichschenklig-
rechtwinklige Dreieck A M B ist zum rechtwinkligen Dreieck A’ M B’

geworden, dessen Winkel M 4’ B gleich <45°—?2)'> ist. Mit den Be-
zeichnungen der Abbildung ist
dc
Voe—dc ¢ l—eg

s0_ 7. — _
tg<4') Z)ﬁc—}—Ac 1+_ALC 1+¢’
C
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Wir diirfen im vorliegenden Falle ¢, = ¢, = ¢ schreiben, weil gleiche
Spannungen und damit gleiche Dehnungen vorausgesetzt sind. Da
andrerseits ,
tg 450 —tg % 1—tg -—)2)~

tg(450—»’i == = :
1—|—tg45°-tgf;ﬁ 1+tg—g—

ist, erhalten wir fiir den Fall verschwindend kleiner Forménderungen

Y~ Y
tg 5 = und daher L
tg (450 —121> — 2
1+ 7
2
Der Vergleich beider Gleichungen ergibt ¢ = ;i
Als Dehnung in Richtung z beim zweiachsigen Spannungszustand
hatten wir

1 1
Sm:E’ G”—an

gefunden und schreiben jetzt mit &, = ¢ und 0, = —o0,
1 1 1 m41
8:ﬁ<"w+ Ta)= 5 a0,
woraus
’ Oy -—0',,
Tmax = —9 Oy
und _Lmetl

€ yo) pr Tmax

folgt. Ersetzen wir noch 7max durch y -G (8. 13) und ¢ durch %, o)
erhalten wir
%=%%1/G oder G:mﬂ—{-‘l)'
Die Poissonsche Zahl m wird von Bach fiir Metalle zu 19/, an-
gegeben; es ist also zahlenmifig
G =0,385-L.

Der Versuch liefert E, aus dem G berechnet wird.

E.

5. Der ebene Spannungszustand.

Schneidet man aus der Scheibe (Abb. 39) ein schiefes Korperteilchen
heraus, so treten an den Schnittflichen Normal- und Schubspannungen
auf, wihrend in Richtung der z-Achse, d. h. senkrecht zur Zeichenebene,
keine Spannungen vorhanden sind. Abb. 46 zeigt das Korperteilchen;
in Abb. 47 ist es vergréBert herausgezeichnet. Es muB im Gleichgewicht
sein, wenn wir die Spannungen an den Schnittflichen als duBere Krifte
anbringen. Die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen, Summe aller
Krifte in Richtung « und v gleich Null, ist erfiillt. Die dritte Gleich-
gewichtsbedingung, Summe aller Momente gleich Null, erfordert, wenn
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wir die Dicke des Korperteilchens mit ¢ bezeichnen und den Mittel-
punkt des Rechtecks als Drehpunkt wahlen:

Ty, @ cb—1,,b-c-a=0odert,=r1,,.
Die beiden in zwei aufeinander senkrecht stehenden Schnitten auf-

tretenden Schubspannungen sind, wie wir ja bereits wissen, gleich grof;
sie sollen deshalb einfach 7 genannt werden.

v A
I
7
Tvz
E T
S

Abb. 46/47. Ebener Spannungszustand.

Nunmehr legen wir den schiefen Schnitt ff, der gegen die uz-Ebene
um den Winkel ¢ geneigt ist. Die an der schiefen Schnittfliche auf-
tretende Spannung denken wir uns wieder in eine Normalspannung ¢’
und eine Schubspannung 7’ zerlegt und
bringen an dem abgeschnittenen keilfér-
migen Koérperteilchen sémtliche Spannun-
gen als dubere Krifte an, die der Forde-
rung des Gleichgewichtes geniigen miissen.
Den geschlossenen Kriftezug mit stetigem
Umfabrungssinn zeigt Abb. 48, in der der
allen gemeinsame Faktor f weggelassen ist. Abb.48. Ebener Spannungszustand.
Die rechnerische Form der Gleichgewichts-
bedingungen verlangt, da8 die Summe aller Seitenkrifte in Richtung »
und v gleich Null ist, und liefert die beiden Bedingungsgleichungen

¢ +singp 41 cos ¢ —7Tcosp—o0, sing =0,
o'cosp — 7' sing—1singp—o,co8¢p =0,
durch Erweiterung mit sin ¢ bzw. cos ¢ und Addition ergibt sich:
o’ (sin® ¢ + cos? @) = o, *sin® ¢ + g, - cos? ¢ + 2 7 sin @ cos @.
Durch Erweiterung mit cos ¢ bzw. —sin ¢ und Addition erhélt man:
7' (cos?p +sin2¢) = ¢, -sing cosp—o, *sing cosp + 7 (cos2p —sin? @,
Durch Einfithrung des doppelten Winkels 2 ¢ wird

1—cos2 1 2 .
O‘,:O‘u'_—cgs—(p'—l_a{;'w_(—r'snl:z(p,

in 2 in 2
T,:Gu_sln‘)w_av.81n‘)‘77+1_0052(p’
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oder a'=&;ﬂ—gﬁ“ga”-cos2¢+‘E-sin2?9,
r’=qi‘—2* sin2¢ +7-cos2¢.

Wir fragen: Fiir welchen Winkel ¢ erreicht die Normalspannung ¢
ihren groften Wert, und wie grof ist dieser ? Man erhélt die Bedingungs-

gleichung fir @, wenn man den ersten Differentialquotienten %%
gleich Null setzt.
do’
i
ergibt zuniichst, daBl die Normalspannung ¢’ ihren gréBten Wert an-
nimmt, wenn 7/ =0 wird. Die Bedingungsgleichung fir ¢ lautet

tg 2¢ ———2_— folglich 2¢ =— arctg — —|— n-7,
@ -:—%arctg&—ir—a—i—n-% .
Wir erhalten zwei aufeinander senkrecht stehende Schnitte, fiir die 7’
verschwindet; die Hauptspannungen stehen auf ihnen senkrecht.

d
Aus 2%

Fr =0 folgt ferner

%(au—av)- sin2¢ +7})1—sin22¢=0,

(6,—0,)2 sin22 ¢ =472(1 —sin?2 ¢)

2T

Sln 2(’) + \/(Gu’"av)2+412
1

§(au—av)-l/1—cos22¢p +7-cos2¢=0
(6y—0,)% (1 —cos22 @) =41%-cos22 ¢

G0
\/(O’ —0 )2—|—4'1:2 '

cos 2=+

Es wire jetzt zu untersuchen, fiir welches Vorzeichen von sin 2 ¢
und cos 2 ¢ die Normalspannung ¢’ zum Maximum wird. Nach den
Regeln der Differentialrechnung liegt ein Maximum vor, wenn der
zweite Differentialquotient der Funktion negativ wird. Durch noch-

’

. . L d .
malige Differentiation von d—(; nach ¢ erhalten wir

d?o’ .
W_Q (0,—0,) -cos2¢ —4T-sin2¢,

0,—0,
V(ou—0, )2+ 472

2 !

und dieser Wert wird negativ fiir cos 2¢p =— und

sin 2 ¢ = + Vﬁf%'H S wodurch opax bestimmt ist. (ZT; wird
— 2t
OSlth f'llI' cos 2 :6 j.)f.i“"—i und Sll’l 2=
p (p + l (0' _av)z P= \”(Guwav)l +4T2;
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dadurch ist ofpi, bestimmt. Demnach erhalten wir

_Out 0y (0u—0,)? 242
Omax =" 5 2\ T a | e —oviaaa’
- 2\(0u—0,FF4TF  ((ou—0. ) +4T
0’,,,—1— o, 1 e
727 o 2 ‘ (Gzt ’_Uv) +412,
J—GV (au"av)z 272
O'mln Ty . = - — = —
= 2y(0,—0,)2+412 (o,—0,)>+ 472
J— Gu+6v 1 -
= Ty (G0 4T

4

Soll 7" = f(p) zum Maximum oder Minimum werden, so muf} CZP =0
sein, d. h.

dt" o,—¢ .
==t —".2¢c08 2 —27-sin2¢ =0.
de 2

Gu—gv

V(0 —0,)? +412

w0y, s —
T sin2¢==+

2
cos 2¢ = -+ - R
vioy —-a —{—412

Daraustg 2¢p = z

Aus tg 2<Pa=—£7 und tg 2(;0,:6";6ﬁ folgt

(pt = (pﬁ + 4503

d. h. die beiden Schnittrichtungen, fiir die ¢’ und 7’ ihre ausgezeichneten
Werte erreichen, sind um 459 verschieden.
Mit den gefundenen Werten fiir sin 2 ¢ und cos 2 ¢ erhilt man

max _r
T =
min

1 pe- - S

’2 ] (O'u’“O'v)2 + 472,

beide Spannungen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Omax
und omin sind aber die Hauptspannungen, so daB der ebene Spannungs-
zustand der Abb. 46 als ein zweiachsiger im Sinne der Abb. 39 an-
gesehen werden darf, dessen Spannung in Richtung =z

’Il:+ 6’” T \o | Ao
0y = Omax = —5— + 2}( u— 0,)2 + 472,
in Richtung y
GM+ O-’U 1 T T Yo | Ao
0y=0min =5 — 5 V(ow—0,)% + 472

ist. Fiir ihn hatten wir S. 51 die reduzierte Spannung ogrq errechnet,
die fiir sich allein denselben Forménderungszustand hervorrufen wiirde,
wie er in Wirklichkeit durch das gleichzeitige Auftreten von ¢, und o,
hervorgerufen wird. Ersetzen wir in

1 , 1
Oreq — 0y — ,;n Gy Ored = 01/ - ,m Oy,

6, und o, durch die Spannungen o,, ¢, und v des ebenen Spannungs-
zustandes, dann erhalten wir in

u+0v 1 rO’u—l—O'v 1

) [ RO
+7'7 (011_—01))2"7_ 'LTZJWEL 2 _E] (o'u—a'v)2_|—4‘[2},

Ored _lr
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—1 1y,
Ored = % (0, +0,) + % Vo, —a,)?+ 472,

—1 TRy
Oéed: %ﬁ (Gu + Gv) _%-;_ Wu—av)z + 472

gedachte Spannungen, die den ebenen Spannungszustand auf einen
einachsigen zuriickfithren.

6. Die Bruchgefahr.

Die Frage, wodurch der Bruch des Baustoffes hervorgerufen wird,
hatten wir beim einachsigen Spannungszustand (S. 46) dahin be-
antwortet, dall bei Stdben, welche FlieBfiguren zeigen, die Schub-
spannungen vermutlich die Festigkeit eher iiberschreiten als die
Normalspannungen und dadurch den Bruch herbeifiihren. SchlieBen
wir aus der Festigkeit gegen Zug bzw. Druck auf die zulissigen Span-
nungen, indem wir einen Bruchteil der Festigkeit als zulissig erkliren
(S. 19), so ist es beim einachsigen Spannungszustande offenbar ziem-
lich gleichgiiltig, ob wir sagen, die Hauptspannung darf einen be-
stimmten Betrag z.B. 1200 kg/cm?, nicht iiberschreiten, oder, die
Schubspannung darf nicht groer als 600 kg/cm? sein. Fiir die Sicher-
heit des Bauteiles lduft beides auf dasselbe hinaus, denn beide Span-
nungen stehen in dem Verhiltnis 1: 2.

Anders liegen die Verhaltnisse beim zweiachsigen Spannungszustande;
fir ihn hatten wir eine gedachte Spannung cyeq errechnet, die in Wirk-
lichkeit eine mit E multiplizierte Dehnung ist. Behandeln wir diese
gedachte Spannung ebenso wie eine wirkliche und legen als Festigkeits-

n,
bedlngu & Ored é Ozul
fest, so sagen wir damit aus, dal die grofite Dehnung fiir den Bruch
mafBgebend sein soll. Diese Auffassung hat zur Zeit viele Anhénger in
Deutschland; sie wird dadurch besonders wichtig, daB wir sie auf den
ebenen Spannungszustand iibertragen und fiir diesen die Festigkeits-
bedingung in der Form

Ored =Z"—271 (0, +0,) +""2—';1V(0u—0v)2+ 412 K ogy
anschreiben. Tréife die Annahme, die gréBte Dehnung sei fiir den Bruch
mafgebend, zu, so miifite sich fiir den Fall der reinen Schubbeanspru-
chung, d.h. ¢, = 0 und ¢, = 0, eine Beziehung zwischen der zulissigen
Schub- und der zuléssigen Normalspannung ergeben, die mit den Ver-
suchsergebnissen iibereinstimmt. Nun erhalten wir aber fiir ¢, =0
und ¢, =0

m-+1
Ored = “m

und hierin erreicht v den zulissigen Wert, wenn wir oeq durch o,y
ersetzen. Das liefert aber

m
Taul = m -0 =0,77 *Ozul
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unter der Voraussetzung m = 19/,. Diese Zahl stimmt weder mit den
neueren Versuchen von Guest, noch mit den dlteren deutschen Ver-
suchen iiberein, so daBl die Annahme, die grofite Dehnung sei fiir den
Bruch mafBgebend, nicht aufrecht zu erhalten ist.

0. Mohr!) untersucht den dreiachsigen Spannungszustand mit
den Hauptspannungen ¢,, o, und ¢, und stellt fest, daBl o, auf die
Bruchgefahr ohne EinfluBl ist, wenn ¢, die algebraisch gréBte, o, die
algebraisch kleinste Hauptspannung ist. Foppl wendet die Mohrsche
Theorie auf den ebenen Spannungszustand an und nimmt fir Wellen-
stahl als bewiesen an, dafl die Bruchgefahr von der Differenz ¢, — o,
der Hauptspannungen abhangig ist. Diese Differenz ist gleich der Summe
der absoluten Werte, wenn ¢, negativ ist, die Hauptspannungen also
entgegengesetzte Vorzeichen haben. Aus

Oreq =0y — 0y = G;nax - O'I’nin
folgt A
Orea = | (04— 0,)% -+ 472
Diese Gleichung ergibt fiir den Fall der reinen Schubbeanspruchung

, = 0 und =90
Oy, und o, Grad = 27

und damit

Ozl = 2 Tzul oder Tzl = 0,5 *Ozul »
DaB dieser Wert mit der Erfahrung sehr viel besser {ibereinstimmt,
ist von O. Mohr in seiner Besprechung der neueren Versuche eingehend
nachgewiesen worden.

7. Die Bachsche Gleichung?).
Die Gleichung

Ored = 2{7’2,’21 (Uu + Uq)) + m2—~;1 V(O‘u - O'v)z + 472
setzt voraus, dall das Material des betrachteten Korpers nach allen Rich-
tungen gleich beschaffen sei. Diese Annahme trifft nicht immer zu, z. B. ist
fiir Schweileisen die Widerstandsfédhigkeit in Ebenen parallel und senk-
recht zur Walzrichtung verschieden. In diesem Falle wird auch theore-
tisch das Verhéltnis der Dehnungen, welche durch eine Normalspannung
m m

m+1 m-+1
gerufen werden, nicht gleich Eins sein, sondern einen Wert besitzen,
den wir mit «, bezeichnen wollen.

Man kommt zu demselben Ergebnis, wenn man annimmt, dafl in
allen Richtungen gleichen Spannungen gleiche Dehnungen entsprechen,
aber an Stelle der Schubkraft T den oy-fachen Wert a4z einfithrt. Aus

£, € (I:ggm ”) =1 folgt ndmlich nach dem Hookeschen Gesetz
m+1

£ e (I= m_ g):%- Folglich kénnen wir die abgeleiteten Formeln
m+1

benutzen wenn wir iiberall an Stelle von 7 oyt setzen.

o und die mal so groBle Schubspannung ©= ¢ hervor-

1) Mohr, O.: Technische Mechanik. Verlag Wilhelm Ernst & Sohn.
2) Bach, C.: Elastizitit und Festigkeit. 8. Aufl,, S. 465 u. {.
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Es ergibt sich so die von Bach herrithrende Formel

—1 1
Oea =" (0w 0) + 75 Vlou— 0 + 4,02

Fiir den Fall der reinen Schubspannung ¢, = ¢, = 0 wird
m-+1
Ored = —— %7 -
Ersetzen wir opq durch o,y , so erreicht auch 7 seinen zuldssigen
Wert. Hieraus folgt als Definitionsgleichung fiir o,
Ozl

m+1_

—T,
m zul

%y —

Man wird mit der Bachschen Gleichung auch dann rechnen, wenn
Normal- und Schubspannungen trotz allseitiger Gleichartigkeit des
Materials nicht in dem Verhéltnis (m + 1): m stehen. Es lat sich so
in einfacher Weise der Widerspruch zwischen Theorie und Versuch

beseitigen.
Wihlt man m—10

=

was dem heutigen Stand der Versuchsergebnisse entspricht, so wird
Orea = 0,35 (0, + 0,) + 0,65 J (0, —0,)2 + 4 (2, 7)2.

oy laBt sich aus a0=~—gﬂlw mit Hilfe der Tafel S.20 errechnen.

1L3-70
Es ist fur

9
Schweifeisen : oy = 1—?%2—0 =1,0,
9
Flufleisen: % =g 29;)20 =1,0,
1
FluB3stahl: oy = ]——:;_Z—gg—o =1,0,
6 .
StahlguB: oy =g g.9go=10 bei Zug,
900 .
% =T13.480 — 14  bei Druck
GuBeisen: o, = 1—% =08 bei Zug
900 .
% =13300 — 2,3 bei Druck.

V. Die Biegungsfestigkeit.

1. Allgemeines iiber Biegung.

Die Erfahrung zeigt, daB sich ein gerader Stab, der nach Abb. 49
belastet ist, durchbiegt. Lassen wir zunichst auler acht, wodurch diese
Durchbiegung im strengen Sinne der Mechanik hervorgerufen wird,
und beschranken uns auf das, was wir bei einem Versuch sehen. Um
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die entstehende Formanderung genauer zu beschreiben, bauen wir uns
aus einem stark dehnsamen Baustoff einen Probestab nach Abb. 49a und
ritzen in die senkrechte Oberfliche zwei gerade Striche / und I/ und
die Stabachse ein, dann zeigt der belastete Stab das Bild der Abb. 49b.
Die Geraden I und I sind gerade geblieben, die Stabachse ist krumm,
und zwar stehen die Geraden auf dieser gekriitmmten Achse senkrecht.
Die krumme Linie, in die die Stabachse bei Belastung des Trégers
iibergeht, heilt Biegungslinie oder elastische Linie; elastisch des-
halb, weil sie bei Entlastung des Stabes ihre urspriingliche Lage wieder
annimmt. Aus dieser Beobachtung folgt sofort eine wichtige Bedingung
fiir die Grenze der Belastung: sie darf nur so gro sein, daB} der Stab
bei Entlastung sich wieder streckt, seine Achse also wieder gerade
wird. Innerhalb der durch diese Bedingung umrissenen Belastungs-
grenzen wird die Durchbiegung im Vergleich zu der Linge des Stabes
sehr klein ausfallen.
Auf diesen Punkt
werden wir bei unse-
ren spateren Unter-
suchungen ganz be- -4
sondersachten. Wenn ‘
wir weiter beobach-
ten, daB die Geraden #
I und II trotz der
Biegung gerade blei-
ben, so werden wir
daraus schlielen, daf3
die Querschnitte
selbst  unverdndert
geblieben sind; sie Abb. 49. Biegung.
bleiben bei der Bie-
gung eben und erscheinen gegen einander gedreht, dabei wird die
Faserschicht a—a’ kiirzer, die Faserschicht b—b’ linger. Die ent-
stehenden Forménderungen sind Lingenédnderungen, folglich miis-
sen die sie hervorrufenden Spannungen Normalspannungen sein.
Uberlegung und Beobachtung lehren, daB eine Faserschicht c¢—c’
die urspriingliche Lénge beibehilt. Man nennt diese Faserschicht, die
senkrecht zur Bildebene durch die Stabachse geht, die neutrale Fa-
serschicht, sie schneidet den Querschnitt in der Nullinie n—n. Da
a—a’ verkiirzt wird, erfahrt diese Faserschicht Druckspannungen, aus
der Verlingerung der Faserschicht b—b" schlieBen wir auf Zugspannun-
gen. Die neutrale Faserschicht c—c¢’ bleibt spannungslos. Die die Bie-
gung eines Stabes hervorrufenden Spannungen sind demnach da-
durch gekennzeichnet, daf Druck- und Zugspannungen in ein- und
demselben Querschnitt gleichzeitig auftreten, sie heilen Biegungs-
spannungen. Mafgebend fiir die Bemessung des Querschnittes sind
die Spannungen; fiir sie lautet die Festigkeitsbedingung auch im Falle
der Biegung: die rechnerisch ermittelte Spannung muf} unter der zu-
lassigen bleiben.
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a) Der Schnitt durch den gebogenen Stab.

Nach dem auf S. 1 angegebenen Grundsatze schneidet man den
Stab durch, um ein Bild von der GroBe der Biegungsspannungen zu
erhalten. Dadurch wird das Gleichgewicht, das vor dem Schnitt be-
standen hat, gestort. Jetzt versucht man, den abgetrennten Teil durch
Krifte wieder ins Gleichgewicht zu bringen; gelingt das, dann werden
die hinzugefiigten Krifte genau so wirken wie die ungeschnittenen
Fasern des Stabes.

b) Querkraft und Biegungsmoment.

In Abb. 50 ist der Stabteil der Lénge x abgetrennt. An ihm wirken
der Auflagerdruck A, der zuerst ermittelt werden muf3, und die Kraft
P,. Beide Krifte sind im allgemeinen verschieden, es wird also ein

UberschuB (4 — P,) vorhan-

% 5 den sein, der nach oben gerich-
f=-a—~4 M &(—C—)ie d— ’

0 0| tet ist, wenn 4 > P, ist.

‘ croTr Gleichgewicht ist aber nur
{_ Jf_ dann vorhanden, wenn die

ZzT "7 - Summe aller Krifte in senk-

g, x 8 rechter Richtung gleich Null
Abb. 50. Querkraft und Biegung. ist. Damit diese Gleichgewichts-

bedingung erfiillt ist, muB in
dem Schnitt zundchst eine Kraft @, nach unten angesetzt werden, die
dem UberschuB (4 — P,) das Gleichgewicht hélt. Diese Forderung
liefert die Gleichung
Q=4—P,.

Trotz der hinzugefiigten Kraft @, ist aber der abgetrennte Stabteil
noch nicht in Ruhe, vielmehr wird er sich unter dem EinfluB simtlicher
an ihm angreifenden Krifte rechts herum drehen. Diese Drehung 148t
sich durch zwei gleich groBe entgegengesetzte Krifte D und Z ver-
hindern, von denen D im oberen Teile driickt, Z im unteren Teile zieht.
Beide bilden ein Kraftepaar, dessen Wirkung durch das Produkt aus
Kraft und Abstand der Wirkungslinien gemessen wird. Die Mechanik
nennt dieses Produkt das statische Moment des Kriftepaares. Die
dritte Gleichgewichtsbedingung fordert, daB die algebraische Summe
sémtlicher Momente am abgetrennten Stabteil gleich Null ist. FaBt
man C (Abb. 50) als Drehpunkt auf, so erhilt man die Gleichung

A-2—P(w—a)=D-f 2zl o,
wobei die entgegengesetzten Drehrichtungen durch entgegengesetzte Vor-
zeichen unterschieden werden. Da D — Z ist, so wird

Ax— P (x—a)=D-f=1%-f.

Die linke Seite unserer Gleichung ist die algebraische Summe der
statischen Momente simtlicher am abgetrennten Teil angreifenden
duleren Krifte. Sie heiBt das Biegungsmoment im Schnitt z des
Tragers. Die Kraft @;, die wir im Querschnitt selbst zur Erzielung
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des Gleichgewichtes hinzufiigen miissen, ist gleich der algebraischen
Summe sédmtlicher am abgetrennten Teil angreifenden duBeren Krifte.

Bisher haben wir nur den linken abgetrennten Teil betrachtet, jetzt
fiihren wir die gleiche Uberlegung am rechten Teile durch. An ihm
ergeben die drei Kréfte P,, P; und B einen UberschuB (P, + P; — B)
nach unten, wobei die Summe P, 4 P, > B sein soll. Das Gleich-
gewicht in senkrechter Richtung wird durch eine nach oben gerichtete
Kraft Q, erzielt, die gleich dem UberschuB sein muf. Sie ist genau so gro$
wie @;, weil beim nicht geschnittenen Tréger

4—P —P,—P,+B=0

ist und kein UberschuB an Kraft in senkrechter Richtung vorhanden
sein kann; sie ist aber von entgegengesetzter Richtung wie Q.

Sowohl D links und D rechts als auch Z links und Z rechts kénnen
ebenfalls keine GroBenunterschiede aufweisen, und die Richtlinien sind
entgegengesetzt. Zwischen D <— und D — D kann man sich eine Druck-
feder, zwischen Z > und Z <~ eine Zugfeder gelegt denken, dann geben
beide Federn ein Bild von der Beanspruchung der oberen und unteren
Stabhélfte. Von C' aus betrachtet, erhélt man in gleicher Weise wie
vorher

B-a— Py(&' —d)— Py(¥' —d—¢)=Z-f=D-f;

diesmal stellt die linke Seite der Gleichung ein links drehendes Moment
dar. Genau genommen, wirken also im Schnitt zwei gleich grofe,
entgegengesetzt drehende Momente und zwei gleich grofe, entgegen-
gesetzt gerichtete Einzelkrafte ). Die Mittelkraft der links vom
Schnitt angreifenden Krafte (4 — P,), also die Kraft, die von gleicher
GroBe, aber von entgegengesetzter Richtung ist wie §;, heillt Quer-
kraft; sie wird als positiv bezeichnet, wenn sie nach oben gerichtet
ist. Die Mittelkraft der rechts vom Schnitt angreifenden Krifte
(Py + P, — B) heillt natiirlich auch die Querkraft, sie ist aber nach
unten gerichtet, miufite also nach der eben ausgesprochenen Fest-
setzung als negativ bezeichnet werden. Da es aber nicht angeht, als
Querkraft einen positiven Wert zu erhalten, wenn man die Berechnung
von links aus durchfithrt, und einen negativen, wenn man von rechts
aus rechnet, so mufl der Festlegung noch hinzugefiigt werden, dafl die
Querkraft bei einer Berechnung von rechts aus als positiv be-
zeichnet wird, wenn sie nach unten gerichtet ist. Diese Unterscheidung
ist notwendig, weil zwei gleich grofle, entgegengesetzte Krifte in jedem
Schnitte auftreten, wir aber nur kurz von der Querkraft sprechen.

Der gleichen Schwierigkeit begegnen wir, wenn wir iiber das Vor-
zeichen des Biegungsmomentes etwas aussagen wollen. Wir wissen, dafl
zwei gleich groBe entgegengesetzt drehende Momente auftreten, sprechen
aber der Einfachheit halber von dem Biegungsmoment, dafl — in
unserm Fall — rechts drehend ist, wenn wir den linken Tréigerteil,
links drehend, wenn wir den rechten Tragerteil betrachten. Da hier
der Drehsinn des Momentes zur Unterscheidung nicht mehr ausreicht,
betrachten wir die durch beide Momente hervorgerufene Forménderung
und legen fest: ein Biegungsmoment ist positiv (-}-), wenn es die Trager-
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achse nach unten wolbt, negativ (—), wenn es die Tragerachse nach
oben wolbt (Abb. 51). Sehen wir uns in Abb. 50 den linken Stabteil
an, so dreht das Moment der duBeren Krifte rechts um C, am rechten
dagegen dreht das Moment der duBleren Krifte links um C'; beide Mo-
mente verformen die Stabachse nach Abb. 51a; das Biegungsmoment ist
positiv.

Die beiden Querkrifte @; und @, suchen die beiden Stabteile gegen-
einander zu verschieben; die durch sie hervorgerufenen Spannungen
sind Schubspannungen. Die Biegungsmomente drehen die Quer-

schnitte des Stabes gegeneinander; die durch sie
a) 't A hervorgerufenen Spannungen sind Normalspannun-
gen und heifen Biegungsspannungen.
PN =T Zusammenfassend sagen wir: jeder Querschnitt
VormeiDb. 8. . eines gebogenen Stabes wird beansprucht
gungsmomentes. 1. durch eine Querkraft auf Schub, die
gleich der algebraischen Summe sdmtlicher
links (oder auch rechts) vom betrachteten Punkt angrei-
fenden Krafte ist,

2. durch ein Biegungsmoment, das gleich der algebra-
ischen Summe der statischen Momente sdmtlicher links
(oder auch rechts) vom betrachteten Punkt angreifenden
Krifte ist.

Streng genommen, liegt also ein Fall der zusammengesetzten Festig-
keit vor, doch vernachlissigt man im allgemeinen die infolge der Quer-
kraft auftretenden Schubspannungen und bemifit den Querschnitt des
gebogenen Stabes nach der grofiten errechneten Biegungsspannung.
Uber den Sonderfall der reinen Biegung ohne Querkraft siehe S. 99.

¢) Momentenlinie und Momentenflidche.

Da das Ergebnis der vorangegangenen Betrachtung die Grundlage
fiir die Berechnung biegungsfester Triger ist, soll der Trager noch ein-
mal, aber von einem andern Gesichtspunkt aus, betrachtet werden.
Die Voraussetzung bleibt die gleiche: die auf den geraden stabférmigen
Korper wirkenden Krifte liegen in einer Ebene, die durch die Stab-
achse geht (Abb. 52), der zu untersuchende Schnitt habe den Abstand x
vom Auflager A. Zu den gegebenen Kriften P zeichnen wir den Kréfte-
zug, wihlen den Punkt O im Abstande H als Pol und ziehen die Pol-
strahlen I...VII; die Parallelen I’. . .VII’ zwischen den Wirkungs-
linien der Krifte P ergeben den Seilzug I’ ... VII’. Die dulersten
Seilstrahlen I’ und VII’, das sind die Parallelen zu den Polstrahlen,
die nach dem Anfangs- und Endpunkt des Kraftezuges gehen, bringen
wir mit den Auflagersenkrechten zum Schnitt und erhalten durch
die Verbindungslinie s dieser Schnittpunkte das geschlossene Seileck
I'.. .VII, s. Eine Parallele zur SchluBlinie s durch den Pol O liefert
die Auflagerdrucke A und B. Der Triiger ist im Gleichgewicht, denn
der Kriftezug simtlicher Krifte — P;, P, ... Py, Aund B — und
das Seileck I’...VII', s sind geschlossen.



Allgemeines iiber Biegung. 65

Als Mittelkraft samtlicher links vom Schnitt angreifenden Krafte
ergibt sich

T
Ql:A__EP7
A

ihre Wirkungslinie geht durch den Schnittpunkt der &uBersten Seil-
strahlen, die in diesem Falle die Parallelen zu den Polstrahlen s und 111
nach Anfangs- und
Endpunkt von @, sind ;
wir bringen die Seil-
strahlen /71" und s zum
Schnitt, dann ist die
nach oben gerichtete,
in diesem Schnitt-
punkte  angreifende
Kraft @, die Mittel-
kraft sdmtlicher am
linken Tragerteil an-
greifenden Krifte.

In gleicher Weise
erhalten wir in @, die
Mittelkraft sdmtlicher
am rechten Trigerteil
angreifenden Krifte,
deren  Wirkungslinie Abb. 52. M- und Q-Fliche.
ebenfalls durch den
Schnittpunkt der duBersten Seilstrahlen I7I” und s geht, und deren
Grofe durch die Gleichung

x
Q,=B— NP
B

gegeben ist; beide Krifte ¢ sind gleich gro, aber entgegengesetzt
gerichtet.

Statt der Krifte P, A, B kann man nunmehr den Triger belastet
denken durch die beiden Mittelkréifte @, und @, (Abb. 53), die dieselbe
Wirkungslinie, aber entgegengesetzte Richtung haben. @, greift am
linken, @, am rechten Tréigerteil an. Unter dem EinfluBl dieser beiden
Krifte ¢ wird der Triger gebogen; zwei gleich groBe, entgegengesetzt
drehende Momente von der Grofe

M = Ql g = Qr *q
treten auf. Der Einfachheit halber denkt man sich den rechten Tréiger-
teil festgehalten und untersucht die Wirkung der- Kraft @, auf den
Schnitt , oder man denkt sich den linken Trégerteil festgehalten und
untersucht die Wirkung der Kraft ¢, auf den Schnitt x. Durch diese
gedachte Einspannung ersetzen wir eins der beiden in Wirklichkeit vor-
handenen Momente. Infolge der biegendenWirkung heiflt das Moment

M= g

Winkel, Festigkeitslehre, 5
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das Biegungsmoment im Punkte x des Trigers; es ist gleich dem
statischen Moment der Mittelkraft sdmtlicher Krifte links (oder auch
rechts) vom betrachteten Punkt. Da nach einem Satze der Mechanik
das statische Moment der Mittelkraft gleich der Summe der statischen

- \ Momente der Einzelkrafte ist, er-
a) 1 - 3 h halten wir den im vorigen Ab-
G At—rg, b4 schnitt gefundenen Satz (S. 64).
Qw Nach dem Entwurf des Seil-
y ( [ﬂ& ecks ist das von den Seilstrahlen
b) z —— 3 m, sund [ II’ begrenzte Dreieck dem
0 von den Polstrahlen s und 111 be-
grenzten Dreieck #hnlich. Es be-

L steht demnach die Beziehung
c) o Yy:q=@Q:H oder Q-q=H-y.

Abb. 53. Biegungsmoment und Querkraft. Das heifit: Die Ordinate Y des

Seilecks ist ein MaB fiir die Grife

des Biegungsmomentes im Punkte z des Trégers. Ist 1 mm = a kg

der KraftemaBstab, 1 mm = b cm der Léngenmalstab unserer Zeich-
nung, so ist

ak bem) .
= <Hmm-»1?§n> . (ymm . im) in cm kg,
wobei die Polweite H im Kriftemalstab, die Ordinate y im Léngen-
mafistab der Darstellung gemessen werden muB.

Die Seillinie gibt uns Auskunft tber den Verlauf der Biegungs-
momente lings der Trigerachse, ihre Ordinaten y stellen die durch H
dividierten Biegungsmomente dar; die Seilllinie wird zur Momenten-
linie, wenn wir ihre Ordinaten y mit der Polweite H multiplizieren;
die von ihr begrenzte Fliche heilt Momentenfliche.

Um ein Bild von der GrioBe der Biegungsmomente zu erhalten, ist
der Weg iiber das Kraft- und Seileck nicht der einzige. Wir kénnen auch
die Momente rechnerisch ermitteln und sie unter Annahme eines Mo-
mentenmafstabes von der Form 1 mm = ¢ cmkg als Ordinaten im be-
trachteten Punkte auftragen. Die so gefundene Momentenlinie unter-
scheidet sich von der Seillinie lediglich durch den OrdinatenmafBstab.

d) Querkraftlinie und Querkraftfliche.

Wir berechnen die Querkraft fiir verschiedene Punkte des Trigers
und sehen zu, ob sich fiir Zwischenpunkte ein Gesetz itber den Verlauf
der Querkraft aufstellen 148t. Sind Einzelkrifte als Belastung gegeben,
so werden wir fiir ihre Angriffspunkte @ errechnen. Aber gerade diese
Punkte bieten fiir die Anschauung Schwierigkeiten. Fassen wir bei-
spielsweise den Punkt 4 (Abb. 52) ins Auge, so hat er zwei Querkrifte.
In verschwindend kleinem Abstande links von A4 ist die Querkraft gleich
Null, denn links von diesem Punkte greifen keine Krifte an. Un-
mittelbar rechts vom Punkte 4 ist die Querkraft gleich A4, weil der
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Auflagerdruck A die einzige links vom betrachteten Punkt angreifende
Kraft ist. Fiir Punkte zwischen 4 und dem Angriffspunkt der Kraft P,
andert sich an diesem Zustande nichts, es kommt keine Kraft hinzu,
die Querkraft bleibt unverindert gleich 4. Die sie darstellende Linie
ist eine Parallele zur Achse im Abstande 4. Bei dem Angriffspunkte 1
der Kraft P; sind wieder die beiden Fialle — unmittelbar links von 1
und unmittelbar rechts von 1 — zu unterscheiden. Und zwar ist @; = 4
die Querkraft unmittelbar links von 1, dagegen @," = A — P, die Quer-
kraft unmittelbar rechts von 1, denn die Querkraft war nach S. 63
gleich der Summe sdmtlicher Krafte links vom betrachteten Punkt.
Im Punkte 1 springt die Querkraft von 4 auf 4 — P,. Selbstverstind-
lich ist dieser Sprung schwer verstellbar, aber er besteht auch nur da,
wo eine Kraft (P;) in einem Punkte angreift. Das kénnte in der Wirk-
lichkeit nur da auftreten, wo Schneidenlagerung ist oder ein Rad iiber
den Trager rollt. Immerhin wird auch in diesen Féllen eine, wenn auch
kleine, Auflagerfliche sein, die den

schroffen Ubergang von 4 zu A— P, lﬁ V%
mildert. Unter der Voraussetzung einer . i%b— j«; -
Angriffsfliche haben wir uns den Ver- \[ ﬁ: : 5 : \I\E
lauf der Querkraft folgendermaBien zu Al v ! ! ETB
denken. Abb. 54 zcigt die Auflager- il b !

fliche ab im Angriffspunkt der Kraft

[
col | i
P, iibertrieben verzerrt und laBt er- : + a al !
kennen, dafl Q, = 4.0, =A—Pyist.  Af  AYp
Zwischen a und b vermindert sich die £ 1

Querkraft je nach der Druckverteilung
an der Grundfliche des Zwischen-
trigers. Nehmen wir diese als gleich-
férmig verteilt an, so vermindert sich
@, stetig, und die Querkraftlinie zeigt statt des Sprunges in 1 den
allmahlichen Verlauf o’6’. Nachdem wir uns so Klarheit iiber die Wirk-
lichkeit verschafft haben, kehren wir zu unserer Darstellung in Abb. 52
zuriick, an der wir der Einfachheit halber festhalten wollen, obwohl
die Wirklichkeit ein anderes Gesicht hat. Zwischen den Punkten 1
und 2 des Trégers tritt keine Anderung ein, die Querkraft bleibt bis
unmittelbar links von 2 unverdndert gleich 4 — P,, vermindert sich
unmittelbar rechts von 2 um P,, so dalB}

szA‘_Pp Qz/:A_P1—P2

ist; wir haben in 2 wieder den Sprung. Fiihren wir die Betrachtung
abschnittweise durch, tragen die errechneten Querkriifte als Ordinaten
in den zugehorigen Punkten auf und ziehen die wagerechten Geraden
durch die gefundenen Punkte, so erhalten wir die treppenférmige Linie
der Abb. 52, die wir Querkraftlinie nennen; sie besteht aus wage-
rechten Teilgeraden, ist also keine zusammenhingende Linie. Erst
durch das Einzeichnen der senkrechten Verbindungsgeraden erhalten
wir eine Linie, die eine Fliche einschlieft; es ist dies die sogenannte
Querkraftfliche, deren Ordinaten im KriftemaBstabe zu messen
5%

il
1
|
|
:
7
8
/

0

T

Abb 54. Querkraftfliche.
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sind. Sie zeigt Teilflichen oberhalb und unterhalb der Achse, die durch
entgegengesetzte Vorzeichen zu unterscheiden sind. Bei einwandfreier

Zeichnung mul} sich
Qp=A—3P=B

ergeben. Da wir festgelegt haben, die Querkraft sei positiv, wenn sie
bei der von 4 ausgehenden Betrachtung nach oben gerichtet ist, so sind
die oberhalb der Achse liegenden Flichen positiv, die unterhalb der
Achse liegenden negativ zu zahlen.

2. Biegungspannungen.
a) Voraussetzung.

Die Ebene des angreifenden Kréftepaares schneide den Querschnitt
in einer Symmetrieachse.

b) Der rechteckige Querschnitt.

Aus der Abb. 50 konnten wir zwar das Kréaftepaar Z - f bzw. D - f
finden, das im Gesamtergebnis ein Bild von der Beanspruchung des
Querschnittes gibt, aber wie sich Z und D iiber den Querschnitt ver-
teilen, ist damit noch nicht festgestellt. Wir schliefen auf die Ver-
teilung der Spannungen durch die Betrachtung der Dehnungen in
Abb. 49 und sagen: Die Dehnungen der einzelnen Fasern nehmen ver-
héltnisgleich der Entfernung von der Nullinie nach dem Rande hin zu;
dasselbe tun die Spannungen, wenn wir fiir den Zusammenhang zwischen
Dehnungen und Spannungen das Geradliniengesetz von Hooke zu-
grunde legen. Mit Hilfe dieser Uberlegung, die letzten Endes eine
Annahme ist, erhalten wir das Schaubild (Abb. 49¢) der Spannungs-
verteilung eines auf Biegung beanspruchten Querschnittes, es zeigt
geradliniges Anwachsen der Spannungen nach dem Rande des Quer-
schnittes. Nennt man die Randspannungen ¢; und o¢,, die Spannung
in der Entfernung y dagegen o, so wird

Y Y
O'—*eI‘G']_:a'O'z.

Da der unserer Betrachtung zugrunde gelegte rechteckige Querschnitt
iiberall gleich breit ist, diirfen wir uns statt der verinderlichen Span-
nung ¢ eine gleichmaBig verteilte mittlere Spannung ¢,, denken, die im
oberen Querschnittsteil driickt, im unteren zieht. Nach der Erklirung
des Spannungsbegriffes iibertrigt jedes cm? des Querschnittes o, kg,
also der obere Teil des Querschnittes

1
D=y -h-b-a,,
der untere
1
Z:Eh-b'am;

die Gleichgewichtsbedingung
D-f=4-x—P,(x—a)=M
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geht mit f = */3 & iber in

1
9

P

hobeGu 2 h=1,

wenn wir beachten, dafl die Mittelkraft der Einzelspannungen ¢ im
Schwerpunkt des Spannungsdreiecks angreifend gedacht werden muf
und die rechte Seite das Biegungsmoment in dem zu untersuchenden
Querschnitt darstellt. Da ferner die mittlere Spannung o,, gleich der
halben Randspannung o, ist, erhilt man

h 1 2 6M
g by 0 3—h—M oder 0, =35, .
Die Spannung im beliebigen Abstande y von der Nullinie wird
g Y S it o=t g 12M
0=0, o " bhte, Y oder mit e, = 3 0=y

Die rechte Seite der fiir o, und ¢ gefundenen Werte schreiben wir

6M_ M o120 M
phr— ppe M pps YT s Y
6 12

und nennen die rechnerisch gefundenen Ausdriicke
bh? . . .
o= W das Widerstandsmoment des rechteckigen Querschnittes,
bh3 . . .
15 —J das Tragheitsmoment des rechteckigen Querschnittes.

Beide GroBen sind mathematische Ausdriicke, die Eigenschaften eines
Querschnittes kennzeichnen; das Widerstandsmoment ist ein MaB fiir
die GroBe der Tragfihigkeit des gebogenen Stabes, denn die Rand-
spannung

M

W

ist fiir die Bemessung des Querschnittes mafgebend, wahrend die
Spannung ¢ im beliebigen Abstande y von der Nullinie vorerst wenig-
stens ohne Belang ist.

Die Festigkeitsbedingung fiir den auf Biegung beanspruchten Stab
erhilt jetzt die Form

0, =

M
= W_S_kb;

aus ihr errechnen wir das erforderliche Widerstandsmoment zu

03

M
Werfordetlich Z ky

¢) Der beliebig begrenzte, aber symmetrische Querschnitt.

Wir lassen jetzt die Voraussetzung eines rechteckigen Querschnittes
fallen und untersuchen den Querschnitt der Abb. 55, den die Ebene des
angreifenden Kriftepaares in der Kraftlinie K K schneiden mége, die
demnach die Schnittgerade des Querschnittes mit der Momentenebene
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ist. Fiir den Stab ist das Geradliniengesetz von Hooke als giiltig ange-
nommen, das mit den Bezeichnungen der Abb. 55 die rechnerische Form
0=0¢"Y
hat. Die Randspannungen sind
e €5
o,=0--", bzw. 0,=0" T

Unter o, haben wir die Spannung im Abstande 1 von der Nullinie zu
verstehen.

Da wir nur gleichméBig verteilte Spannungen rechnerisch benutzen
kénnen, insofern als der Spannungsbegriff ¢ diese Art der Spannungs-
verteilung voraussetzt, so miissen wir versuchen, die vorliegende ver-

I 74
Abb. 55. Biegungsspannungen.

dnderliche Spannung ¢ auf eine gleichmaBig verteilte zuriickzufiihren.
Das ist aber nur mdéglich, wenn wir einen Flachenstreifen dF von ver-
schwindend kleiner Dicke dy parallel zur Nullinie betrachten; fiir ihn
diirfen wir die Spannung als unveranderlich ansehen. Ist sie im Abstande
y von der als bekannt vorausgesetzten Nullinie gleich o, so iibertrigt
der Flachenstreifen dF eine Kraft ¢ -dF [kg]. Dabei denken wir den
Stab durchgeschnitten und die Spannungen als &uBere Krifte an-
gebracht. Aus der 1. Gleichgewichtsbedingung: Summe aller wage-
rechten Seitenkrifte gleich Null folgt

fadF:O oder mit ¢ =0, ¥,

0o JdF -y =0.
Da ¢, als Spannung im Abstande 1 nicht gleich Null sein kann, so muf3
Jar-y=o0

sein. Unter dem Integralzeichen steht das Produkt aus Flachenteilchen
und Abstand seines Schwerpunktes von der Nullinie. f ar-y=0
besagt demnach, daf die Summe der Produkte aus Flachenteilchen
und Schwerpunktsabstand gleich Null sein soll. Diese Bedingung ist er-
fiillt, wenn die Nullinie durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht.

Der 2. Gleichgewichtsbedingung wird geniigt, wenn wir die durch
die Querkraft hervorgerufenen Schubspannungen vernachlissigen.
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Die 3. Gleichgewichtsbedingung, Summe der Momente gleich Null,
verlangt fiir N—N als Bezugsachse mit ¢ - dF als Kraft und y als
Hebelarm

[o-dF -y =M;
mit ¢ = g, y geht die Gleichung iiber in

oo [dF -y2 =M.
Das Integral ist der Grenzwert der Summe des Produktes aus Flichen-
teilchen und Quadrat des Abstandes von einer Achse; es heifit das
Tréagheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf eine Achse, und
ist ein mathematischer Ausdruck fiir die Eigenschaften dieses Quer-
schnittes in seinem Verhalten gegen Biegungsbeanspruchung. Mit

[aF-p2=J
nimmt unsere Gleichung die Form an:

6y:J =M oder o‘=£§-y.

Fiir die Randspannung o, und o, ist y. = e¢; bzw. y = e,, so daB wir fiir
sie erhalten:

M M
0'1:;'!]*, bzw. O‘ZZVJ .
e e,

Die Nenner erhilt man, wenn man das Trigheitsmoment durch den
Abstand der “uBersten Faser von der Nullinie dividiert; sie heilen
die Widerstandsmomente des Querschnittes und werden mit

W,= ;] und W,= ';]

1 2

bezeichnet. Als Randspannungen ergeben sich
MM
0‘1 = IV] un 0'2 = W2 .
Die Festigkeitsbedingung fiir den gebogenen geraden Stab lautet dem-
nach

= %{ g kb s
wobei k;, die zuldssige Biegungsspannung bedeutet.

Das Tragheitsmoment wird wegen des Produktes (Fliche in cm?
X Quadrat des Abstandes in cm?) in cm?, das Widerstandsmoment in
cm3 gemessen. Die Langenabmessungen des Querschnittes sind in cm
einzusetzen.

Der Vergleich mit dem Sonderfall des rechteckigen Querschnittes
zeigt

g =

bhs h?
L L

J=75 6

Da sich fir jede Achse das Triagheitsmoment berechnen 1a8t, so
erhalten wir beliebig viele Trigheitsmomente ein und desselben Quer-
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schnittes. Mafigebend ist stets die Achse, auf die das Trégheitsmoment
bezogen ist. Von allen Trigheitsmomenten, deren Achsen durch den
Schwerpunkt gehen (Schwerachsen), sind zwei ausgezeichnet — das
gréBte und das kleinste; die beiden zu diesen Tragheitsmomenten ge-
horenden Achsen sind die Hauptachsen des Querschnittes. Dariiber
wird ausfithrlicher zu sprechen sein (S. 124); hier soll betont werden,
daf die aufgestellten Beziehungen nur dann gelten, wenn die Kraft-
linie und Nullinie Hauptachsen des Querschnittes sind. Fallt die Kraft-
linie nicht mit einer Hauptachse zusammen, so spricht man von einer
unsymmetrischen Belastung (S. 135).

3. Tragheitsmomente ebener Flichen mit Symmetrieachse.

Das Tragheitsmoment ist stets zuerst zu berechnen; aus ihm ergibt
sich das Widerstandsmoment durch Division mit dem Abstand der
auBersten Faser. Héufig kommt es vor, daB der Triagheitsmoment auf
eine andere, zur Schwerachse parallele Gerade bezogen werden mulB;
liegt sie im Abstande e, so wird (Abb. 55)

Ji=J[dF -2 = [dF (e + y?,

—e [dF +2¢[dF -y + [dF -y
Nun ist aber [dF -y =0, weil die Bezugsachse Schwerachse ist;

[dF - y? = J, ist das auf die Schwerachse bezogene Trigheitsmoment;
|dF = F ist der Flacheninhalt des Querschnittes, so dal wir erhalten

JI =J8+F-e2.

a) Das Rechteck (Abb. 56).

Die Bezugsachse sei die wagerechte Symmetrieachse (z-Achse), dann
ist das Flichenteilchen dF so zu legen, dafl simtliche Punkte gleichen
Abstand von der Bezugsachse haben.
Das ergibt den Flichenstreifen

dF =b-dy.
ap Aus
szde y2?,
folgt
+hi2 +h2
J.c=fb'dy y“b-igﬁt ;
—h2 3 —hj2
1 h\3 R\3| bh3
z Je=bg |(3)-(=5) =%

Abb. 56. Rechteck. . ..
Bezogen auf die Grundlinie ist

h
si=fap-gr = [y
0

bh?
J[=**§—.
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Zu dem gleichen Ergebnis kommen wir mit Hilfe der allgemeinen Be-
ziehung

:Ja: +F'62’
wenn wir F =b-h und e = h/2 einsetzen; es wird
bh3 h\2 bh3
Jr=tg + o (5 ="

Soll das Triagheitsmoment fiir die y-Achse berechnet werden, so ist d.F
parallel zur y-Achse mit der Breite d « zu wihlen. Wir erhalten

+b,2 2

3

Jy=[h-dz 2= ’“” —’i

— b2 -b/z
hb3
In gleicher Weise wird Ji5 = i

Fiir den Sonderfall des Quadrates mit der Seite A ergibt sich

h4

Jp=J,= 12, Jr=dJ;= g

Als Widerstandsmomente erhalten wir durch Division mit —Z als

Abstand der duBersten Faser von der z-Achse

bhd b __be?
We="gg: 6
b
und mit 5 als Abstand der duBersten Faser von der y-Achse
hb® b hb?
W=y~
Beim Quadrat wird
h* b RSB
We=Wi=15:5=%

b) Das Dreieck (Abb. 57).

Wir wahlen zuniichst die Achse I
als Bezugsachse, die y-Achse ist Sym-
metrieachse, dann ist

=[ar -y
MitdF =x-dy und x: y' = b: h wird
)

b 3 , bh3
Ji=[ vy =1
0

Fiir J, erbalten wir aus

Jm=J[—F e2
. 2
m1te=—3'k
bh3 1 2 .\2 bhs
=t — g one ()=



74 Die Biegungsfestigkeit.

und fir JU mit e = h/3
bh? 2 bk
N Y LS
Fur den Sonderfall des rechtwinklig-
gleichschenkligen Dreiecks mit den Kathe-
ten a, der Hypotenuse b =a V2 als Grund-

linie und der Hohe & =3 2 wird
al2- (V2) _at

Jrr= 12 TS

Denken wir uns die Achse II als Sym.-
metrieachse eines auf der Spitze stehenden
Quadrates (Abb. 58), so wird das Trigheits-
moment dieses Quadrates
a*t a*

Jw=2'JII=2'£:E>

also genau so grof wie das Trigheitsmoment, welches auf die zur
Grundlinie parallele Schwerachse bezogen wird.

J=

Abb. 58. Quadrat.

¢) Das regelmaBige Sechseck (Abb.59).
Die Zerlegung in 6 gleichseitige Dreiecke liefert

Jo=2 @+ J) =420 1 2.2 s,
27— |
1( ' 3R
P 1 N

i !
|
A |
Z .

[ |

T < RV3- >

Abb. 59. Sechseck. Abb. 60. Sechseck.

wobei J; das auf die Grundlinie, J; das auf die Spitze bezogene Trég-
heitsmoment eines Dreiecks bedeutet. Mit

bh? bhs
JI——H und J[I=1—2,

R
b=R und h=§y3
erhalten wir

J,=2R (Rﬁ)s_f’w R1=0,5413 R4.
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Das auf der Spitze stehende Sechseck (Abb. 60) denken wir uns in
ein Rechteck und zwei Dreiecke zerlegt; es wird
']a; = JRechteck + 2 JDreieck -
R-

-
wl

Fiir das Rechteck ist die #-Achse Hauptachse, also Jgechteck = 15 B, ;

die Dreiecke haben
2 Jpreicck = 2+ (Jy + F - €?),

wobel
— /R\3
Ry3( uy

\ 1
Se=— 0 F=g
ist. Eingesetzt erhalten wir
_ R4.)3 1 5 (B 1 5 (2 )2
Te= R4 2 g RG] + R B-GRS,
7, =213 pi—0543- B2,

Die Triigheitsmomente sind in Beziehung auf beide Achsen gleich
groB3, aber nicht die Widerstandsmomente, denn fiir sie erhalten wir
(Abb. 59)

g, R 5 .
2 313

W, = 15 =0,5413 B3 .

d) Der Kreisquerschnitt. (Abb.61.)

Fiir ihn ist
+r r

Jo=[dF -y>=2[dF-y2.
—r 0

MitdF =2x-dy; x =7r-cosp; y =7 sing;
dy =r-cos ¢ -dg wird

/2
Jw=4-r4fsin2<p-cos2<p-d<p.

Mit sing:cosp =5-sin2¢

do = E +d (2 (p) erhdlt man

d* .
Jo=29 -Jsm2 2¢)-d(2¢),

Abb. 61. Kreis.

und

0

Das Integral ist ein Fundamental-

d
wenn man noch 7 durch o ersetzt.
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Integral und ergibt zwischen den Grenzen 0 und n

[sin? 2g)-d 29) =5,
0

so daB
ndt
Jo="51
wird. Da sich an der Berechnung nichts @ndert, wenn man cinen be-
liebigen Durchmesser als Bezugsachse wahlt, so sind simtliche Trag-

heitsmomente, bezogen auf einen Durchmesser, gleich grof.

. .
Als Widerstandsmoment erhilt man mit 3 als Abstand der duBersten

Faser
ndt d #wd?
W="6r3= 35

Der Kreisring ist die Differenz zweier Kreise, sein Tragheits-
moment, bezogen auf einen Durchmesser als Bezugsachse, ist

4
J= g (DA —dY).

Da die dullerste Faser den Abstand%) von der Bezugsachse hat, wird

e) Zusammengesetzte Querschnitte.

Es sollen nur einige Formen allgemein behandelt werden, die von

grundsétzlicher Bedeutung sind. Bei zahlenméaBig gegebenen Aufgaben
wird man auf allgemeine

| ! | | Entwicklung verzichten

T f | 4 I ; und sofort die Abmessun-

P - ! gen des gewdhlten Quer-
r ____J_____ ko |_____ |+ -z schnittes einsetzen.

Jalpn MM 2l)ls, Abb. 62. Alle drei

! i 12 | Z Querschnitte haben in

L d : | Beziehung auf die z-

PR B SR SN B P "N Achse, die Symmetrie-

a) b) ¢) achse ist, gleiche Trig-

heitsmomente, weil Fli-
chenstreifen  gleicher
GroBe parallel zur z-Achse gleiche Abstéinde von dieser haben. Daran
wird nichts geindert, wenn der Steg () und (c) in zwei Stege von halber
Dicke (b) aufgelost wird. Der Querschnitt ist die Differenz zweier Recht-
ecke, die beide symmetrisch zur z-Achse liegen; wir erhalten also
BH* bh®  BH:—bh?

L=~ 1»

Abb. 62. Zusammengesetzte Querschnitte.
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Auch die Widerstandsmomente aller drei Querschnitte sind gleich gro8,

da der Abstand der duBersten Faser bei allen g ist; es wird
BH? — bh?
Wo="6m
Abb. 63. Die drei Querschnitte sind in Beziehung auf die z-Achse

unsymmetrisch, aber die Flichenstreifen gleicher Grofle parallel zur
x-Achse haben gleiche Abstinde von dieser; also sind die Trigheits-

Abb. 63. Zusammengesetzte Querschnitte. Abb. 64. Winkeleisen.

momente J, gleich grol. Wir beziehen J zunéchst auf die zur x-Achse
parallele Achse I und lgsen den Querschnitt in die Differenz zweier
Rechtecke auf, deren Grundlinie die Bezugsachse I ist.

BH? bh
=
Aus
JI = Jac +F 612
folgt
BH? bh? 9
J,= e (BH—bh)-e2.

Die Ermittlung des Schwerpunktes hat der Berechnung von J voran-
zugehen. In beiden Abbildungen sind die Grundformen unserer Profil-
eisen enthalten.

Zahlenbeispiele. 1. Das Winkeleisen (Abb. 64). Zugrunde gelegt ist ein

ungleichschenkliges Winkeleisen 100 - 150 - 12, dessen Ausrundungen vernachlissigt
werden sollen. Die Lage des Schwerpunktes bestimmt sich zu

_ 15-1,2.7,5+88-1,2-0,6

151208812 H¥em,
13.8-1.2-0,6 +10-1,2-5
R E N K NE T N R
In Beziehung auf die Achse I erhalten wir
.15%  8,8-12.83
gy 10150 88128 gniteme,

3 3
demnach
Jie = J;— F -2 = 3541 — 28,56 - 10,04*> = 639 cm*;
in Beziehung auf die Achse II wird
15-103  13,8-8.8%

"9SS 4
5 3 = 1865 cm*? ,

Jyy =
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demnach
Jy=J1 —F - 2 = 1865 — 28,56 - 7,552 = 237 cm?.
Unter Beriicksichtigung der Ausrundungen wird
JE'= 649 cm?; J, = 232 cm*.

Y 2. Das U-Eisen (Abb. 65). Zugrunde gelegt ist
h:__‘.:_[ﬂ das Normalprofil Nr. 30, dessen Ausrundungen ebenfalls

[ ;~  vernachlassigt werden sollen. Die Lage des Schwerpunktes
2t -4—‘90_4 ist bestimmt durch 7
S 10-1,6-5-2-26,8-1,0-0,5 & -
Q - 3 3 9 . . S
? $="10.16.27%8 10 — >%om |T ™
i S n=15 cm.
Nl "~ T~ % In Bezichung auf die 2-Achse wird §
© . 303 . 26,83
N o= 10:30° 9268 _ 8072 emé;
7 12 12
in Beziehung auf die Achse %
4 * 1,6-10° | 26,8-1,0° o
L =2 0 B torgems; | |
=& b 3 3 L
‘:;”6”5 — daher ist N ey =
Winkeleisen. Jy=dJdy—F- & Doppel-T-Eisen.

= 1076 — 5,88 - 2,952 = 564 cm?.
3. Doppel-T-Form (zusammengesetzt), Abb. 66

JStehblech = % $H03= . ... .00 10417 cm*
Jwinkel =4 87,8 =+« v i e e e 350 ,,
+4-151-22,662= . . . . . .. .. .. 31014 ,,
20
J Gurtplatte = 19 (522—50%)=. . . . . . ... ... 26013 ,,

Jyon= 67797 cm?
Abzug Niete

%(523——483)_—_ .................. 10005 cm*
Jr = 57789 cm*
Widerstandsmoment
57789 \
Wp=-- % = 2223 cm?* .

f) Der beliebig begrenzte Querschnitt.
Verfahren von Mohr (Abb.67). Zerlegt man den gegebenen Quer-
schnitt im Streifen A F von sehr geringer Breite A y parallel zur Bezugs-

achse x, so wird
szfdﬁ“yz:NZAF-yz.

Die Streifen fafit man als Dreiecke, Rechtecke, Trapeze usw. auf und
bestimmt ihre Flicheninhalte und Schwerpunkte. Zu den als Krifte
aufgefaBten Flicheninhalten, die in den Schwerpunkten der Streifen
angreifen, zieht man parallel zur z-Achse den Kréftezug und entwirft
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mit der Dbeliebigen Polweite H das Seileck 1-+-2...7 = 8...13.
Mit F,, F, . .. F,; als Flicheninhalten und y,, y, . . . ¥, als zugehérigen
Schwerpunktabstanden wird

Jo=2AF - y* =F; y® + Fy 9 + .+ Fypp oy
Aus der Ahnlichkeit der Dreicke, O, 1, 2, O und 1, 1’, 2, 1 ergibt sich
F,:H=12:y,also F, -y, =H- 12"
Der Flacheninhalt des gestrichelten Dreiecks 1, 17, 2/, 1 ist
1 Y . ’ ¢
fy=-y 12y, folglich 1 2y, =21,

Fo-y?=WFy) y=H 12y, =2H-f,.

.12 3 4 5 6 7 8 9 170 7171 7273

win=

—>
__—_’.-—
D
I
|
|
u%
| y
| &
|

[y -
Aal77 B> —
S A =
5 Z
%
AN 7&-
I <
[
X
by 3 5T '77’

Abb. 67. Verfahren von Mohr.

In gleicher Weise wird z. B.
Fooy2=(F, y) y,=H T8y, =2H-f,

also J, = 2 H X (Summe samtlicher Dreiecke, die von den Seilstrahlen
und der a-Achse gebildet werden):

JmZQH'(f1+f2+f3+~-~):2H'f,

wobei f die Fliche bedeutet, die von der Seillinie, der z-Achse und dem
dullersten Strahl 11’ begrenzt wird.
Das auf die Schwerachse bezogene Tragheitsmoment wird

J,=J,—F-a?.

Wir finden die Lage der Schwerachse, indem wir die dufersten Seil-
strahlen 1 und 13 zum Schnitt bringen (n).
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Mit 1--13 = F im Kréftezuge erhilt man aus den ahnlichen Drei-
ecken O, 1, 13, O und », 1, 13, n
F:H=113:a oder F-a=H-1"13
und
F-a2=H h-a.
Aus %-h-a:f’ folgt h-a =2f, so daB
F-9?=2H-f
wird.
Jo=2H-f—2H-f=2H-(f—/f).
f— 1 ist gleich dem Inhalt der von dem Seileck 1 —2 ... 13 und den
duBersten Seilstrahlen 1—n und 13—n begrenzten Fliche. Lautet der
Lingenmafistab 1 mm = p cm und damit der FlichenmaBstab der Seil-

eckfliche 1 mm?2 = p? cm?, der FlichenmaBstab fiir den Kriftezug
1 mm = ¢ cm?, so wird

qcm % cm?
—2. o R
J, Hmm- (f— /) mm T

Z. B. LingenmaBstab 1 mm = 0,5 cm; 1 mm?2 = 0,25 cm?2; Flichen-
mafBstab 1 mm = 5 cm?; H = 21 mm; f— f = 140 mm?,

5c 140 m 025cm

Jg=2:21 mm Tm T e

=17350 cm*.

Verfahren von Nehls (Abb. 68). Es sollen die auf die Schwer-
achsen x und y bezogenen Trigheitsmomente bestimmt werden. Der
Querschnitt ist auf Millimeterpapier gezeichnet; man wihlt ein be-
liebiges Achsenkreuz uv so, daf die Abstinde a und b der duBersten
Punkte beliebig, aber der Einfachheit halber gleich grof sind. Gewéhlt
ist @ = b = 100 mm.

Mit dF =5 -du und dF = & - dv wird

y y-in [oeas
.

U =0 ——— und v,=a:

Die dquatorialen Tragheltsmomente, bezogen auf die Achsen % und v
sind
J, = [dF -v? und J, = [dFuz,

Die Erweiterung mit a? ergibt

2 2

Ju=a2-J‘22—-§-dv und Jvzaz-f%-n-du.
Die Integrale lassen sich durch Flichen darstellen, die von den Kurven
P , u
= ; . r,& llIld 2] = ; . ’l’] 5
7 u?

2= —5" nd z2p=—-
2™ 42 § u 2= 27
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begrenzt werden. Es empfiehlt sich, die Werte z zu berechnen und
von den Achsen I und II senkrecht nach unten bzw. wagerecht nach

links abzutragen. Die Achsen I und II sind parallel » und v, sonst
aber beliebig. Hat man auf Millimeterpapier gezeichnet, so erhilt

man die Flicheninhalte geniigend genau, indem
man die Kurve durch Parallele zur Ordinaten-
achse unterteilt, und in jedem von zwei auf-
einander folgenden Ordinaten und einem Teil
der Kurve begrenzten Flichenstreifen eine Par-
allele zur Abszissenachse so legt, dafl die
schraffierten Flichen inhaltsgleich sind (Abb.
69). Es ist dann der Inbalt des Rechtecks
gleich dem Inhalt des Flachenstreifens und
hiernach leicht zu berechnen. In Abb. 68 sind
die nachstehenden Werte « und » angenommen
worden, es wurden die Gréfen &, n und z er-
mittelt und hiernach die Inhalte der Flichen-

Abb. 69.
Inhaltsbestimmung.

streifen berechnet. Der Flicheninhalt des Querschnittes ist gleich

5400 mm? (s. S. 84)

Winkel, Festigkeitslehre.

6
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Tafel 1. Aquatoriale Trigheitsmomente und Widerstandsmomente
iiblicher Querschnittsformen.

Nr. Querschnitt Triagheitsmoment Widerstandsmoment
bh? bh?
1. J= —lé—. W = —6—
ht h?
2. = =2
J 12 W 6
3b wa2b
3. = 70 =m0
7 4 W 4
J=%(a3b—a§bl) .
4. n Wf\«za(a+3b)d.
NZaz(a—}—?)b)d.
bh®
5 _ o W= fir
) T 2
€ = —3‘ k.
5
6. — 2 Rs
w 3 R
_518 p,
J = a6 R
= 0,5413 R4.
7 S W = 0,5413 Ro.
S 142v2
8. J=—%" £ W = 0,6906 Re.
= 0,6381 R*.
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Nr. Querschnitt Tragheitsmoment i Widerstandsmoment
i !W:6b2+6bb1+bfh
' _ 6B 6bh b, 1230425
. T U36@brb) fiir
g— LB3b+2b,
T3 20+,
|
g = 0B =R + by (B — B)
12 :
10. b (h® — Bd) — by (k3 — A3
= 6 .
S _ BH -+ bw
o 12
11. L BE 4
B 6 H ’
BH?® — bh3 J BH?3 — bh®
= - 77 | - 77
12. J TR 6H
|
| J =1L (Be}—bh®+ aej)
13 1 aH? + bd?
. 0= = 3T T 007,
YT aH £ bd’
i ey == H — €
i
J =} (Be} — B3 + bed — b,}?)
14. o — Latl?+ Bid*+bd, (2H —d))
12 aH + Byd+bd,  °
d | nd?
15. = =T 3
J=" W= =~01d
Dt — g4
16. =T (Dt — 8 T -
S = g (D @) M=% ">

6*
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2
w o i z1’=17-% 22,=77';L2 Fy Fy
mm a mm mm mm mm?2 mm?2
190 19 0 0 0
180 1,8 36,6 65,9 118,5 464 812
160 1,6 63,75 102 163,2 1744 2944
140 1,4 82,2 115,1 161,1 2194 3287
120 1,2 73,5 88,2 105,8 | 2188
100 0 0 0 1084 4115
. 1674 11158
F 7674
g =0~ = 100 ———= 5100 — =142,1 mm;
J, = Fz’ ca? =111,58 - 102 = 11158 cm4.
v v & 2 == 5 . -v— 2 ==& _v_z F. F2
i 1 o 2 a2 1
mm @ mm mm mm mm? mm?
190 1,9 0 0 0
180 1,8 324 58,4 105 310 575
160 1,6 75,6 121 193,5 1905 3214
140 1,4 90 126 176,3 2560 3825
120 1,2 67,5 81 97,2 2150
100 0 0 0 840 3771
7765 11385
Fl 1 765 o

J, =F,-a?=113,85-102 = 11385 cm?.
Fir das Achsenkreuz x, ¥ mit dem Schwerpunkt S als Koordinaten-
anfangspunkt ergeben sich

J,=J,—F-v: =11385 — 54 - 14,382 = 219 cm*
J, =J,—F-u? =11158 — 54 - 14,212 = 254 cm?.

Tafel 2, Widerstandsmomente in cm® von Bauhélzern (Handelsware).

2 g Héhe in cm

= I _ — R —

gl 8 | 10 [12] 14 | 16 | 18| 20 | 22242 | 28 30
8 | 8531333 ‘ !

10 |106,7 | 166,7 | 240, 326,7 ‘

12 200 | 288 392 | 512

14 281,3 | 336 457,3 | 597,3 | 756 | 933,3

16 384/ 522,7 | 682,7 | 864 | 1067 | 1291 ‘

18 588 | 768 | 9721200 | 1452|1728 i

20 653,3 | 853,3 (1080 | 1333 | 1613|1920 2253 |

22 938,6 | 1188 | 1467 ! ?

24 1296 | 1600 12304 2704 | 3600
26 1733 2496 | 2929 3397

28 2259 ‘ 4200
30 12880 3920
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Tafel 3. Kreisformiger Querschnitt.

J = #quatoriales Trigheitsmoment; W = Widerstandsmoment.

adt _ ads _ads | wd? _ mdt _ wd®
¢ J= W= | ¢ /=& 1 =gl ¢ V=g T
1| 0,0491 0,0982 | 51! 332086 | 13023 [101| 5108055 | 101150
2 0,7854 0,7854 | 52 358908 | 13804 |102| 5313378 | 104184
3 | 0,976 | 2,651 | 53| 387323 14616 |103 | 5524830 | 107278
4 12,57 6,283 | 54 417393 . 15459 |104 | 5742532 | 110433
5 30,68 12,27 55| 449180 | 16334 [105| 5966604 | 113650
6 63,62 21,21 56 482750 17241 (106 | 6197171 | 116928
7 1179 33,67 57 518166 18181 |107| 6434357 | 120268
81 2011 50,27 58 ' 555497 | 19155 |108 | 6678287 | 123672
9 3221 71,57 59 594810 20163 [109 6929087 | 127139
10 4909 98,17 60| 636172 | 21206 |110/ 7186886 | 130671
11 7187 130,7 61| 679651 | 22284 |111| 7451813 | 134267
12 1018 169,6 62 725332 | 23398 |112| 7723997 | 137929
131 1402 215,7 63 773272 | 24548 113 | 8003571 | 141656
14 . 1886 269,4 64 823550 | 25736 [114| 8290666 | 145450
15 2485 331,3 65| 876240 26961 |115| 8585417 | 149312
16 3217 402,1 66 | 031420 | 28225 |116 8887958 | 153241
17 4100 482,3 67 980166 29527 |117| 9198425 | 157238
18 5153 | 5726 68 | 1049556 | 30869 [118 | 9516956 | 165440
19, 6397 6734 69 | 1112660 | 32251 [119 | 9843689 | 165440
20 7854 | 7854 70 | 1178588 | 33674 |120| 10178763 | 169646
21+ 9547 9092 71| 1247393 | 35138 {121 = 10522320 | 173923
22 | 11499 1045 72 1319167 | 36644 |122 | 10874501 | 178271
23 . 13737 1104 73 1 1393995 | 38192 |123 | 11235450 | 182690
24 16286 . 1357 74 | 1471963 | 39783 124 | 11605311 | 187182
25 | 19175 | 1534 74| 1553156 | 41417 [125 | 11984229 | 191748
26 | 22432 1726 76 1637662 | 43006 126 | 12372350 | 196387
27 | 26087 1932 77 1725571 | 44820 |127 | 12769824 | 201100
28‘ 30172 2155 78| 1816972 | 46589 |128 | 13176799 | 205887
29 | 34719 2394 | 79 1911967 | 48404 |129 | 13593424 | 210751
30 = 39761 2651 | 8012010619 | 50265 130 | 14019852 | 215690
31 45333 | 2925 81 2113051 | 52174 {131 | 14456235 | 220706
32 51472 | 3217 82 2219347 | 54130 |132 | 14902727 | 225799
33 . 58214 | 3528 8312329605 | 56135 [133 | 15359483 | 230970
34 | 65597 3859 84, 2443920 | 58189 |134 | 15826658 | 236219
35 73662 4209 85 | 2562392 | 60292 |135 | 16204411 | 241547
36 | 82448 4580 86 | 2685120 | 62445 [136 | 16792899 | 246954
37 | 91998 4973 87 2812205 | 64648 |137 | 17292282 | 252442
38 | 102354 5387 881 2043748 | 66903 138 17802721 | 258010
39 | 113561 5824 89 [ 3079853 | 69210 |139 | 18324378 | 263660
40 125664 | 6283 90 3220623 | 71569 [140 | 18857416 | 269392
41 (138709 6766 | 91' 3366165 73982 |141 | 19401999 | 275206
42 1152745 7274 92 3516586 | 76448 {142 | 19958294 | 281103
43 | 167820 | 7806 93 1 3671992 | 78968 |143 | 20526466 | 287083
44 | 183984 | 8363 94 ' 3832492 | 81542 [144 | 21006684 | 293148
45 | 201289 8946 95 3998198 | 84173 |145 ' 21699116 | 299298
46 | 219787 9556 96 4169220 | 86859 [146 | 22303933 | 305533
47 | 239531 1 10193 97 4345671 | 89601 |147 | 22921307 | 311855
48 | 260576 | 10857 98 4527664 92401 148 | 23551409 | 318262
49 282979 11550 | 99 4715315 | 95259 149 | 24194414 | 324757
50 | 306796 | 12272 1100 4908738 | 98175 1150 | 24850496 | 331340
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4. Die einfachen Belastungsfille.

a) Der Freitrager.

Einzellast am Ende (Abb. 70). Das Freimachen des Trigers er-
fordert in A einen Auflagerdruck 4 = P und ein Einspannungsmoment
M4 = P -1, das von der Einmauerung hergegeben werden mufl. Den
Verlauf der Querkraftlinien erhdlt man aus der Untersuchung eines
beliebigen Schnittes im Abstande x vom freien Ende; es ist

@, = P = Constans,

d.h. die Querkraftlinie ist eine Parallele zur Achse im Abstande P.
Als Biegungsmoment im Punkte x erhalten wir

M,=P-uz;
Ma
—
Mﬂ P N 1
A+ ) |
( f 2 >‘;77 X |
A=P . T Q x V) ; :
1Y i) ™\ S S
i : ) ! '
X< il Y] 5 : M
-4 !
i l e
AL M x -
x J | B 2; {44 a7
Abb. 71. Freitriger mit gleichférmig
Abb. 70. Freitriger mit Einzellast. verteilter Belastung.

die Momentenlinie ist eine Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt
mit der Richtungskonstanten P. Sie ist bestimmt durch

M, =0 fir x =0 und Mpexy = P -1 fiir v =1.
Als MaBstiabe der Darstellung sind erforderlich

der LangenmaBstab . . . . 1 mm =@ cm,
,, KriftemaBstab . . . . 1, =0bkg,
,, MomentenmaBstab. . . 1 ,, =ccmkg.

Gleichformig verteilte Last (Abb.71). Das Freimachen erfordert
wieder in A4 einen Auflagerdruck 4 = P und ein Einspannungsmoment
M = P-l/2,da wir uns die Gesamtlast P im Schwerpunkt der die
Belastung darstellenden Fliche angreifen denken. Fiir den Schnitt « ist

Qw=p'x=P'%:

wobei p = 1; die Belastung in kg/cm bedeutet.
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Die Querkraftlinie ist eine Schrige durch den Koordinaten-
anfangspunkt und ist bestimmt durch
Q,=0 fir x =0 und @, = P fir x =1.

Das Biegungsmoment im Punkte x wird durch die auf der Strecke z
liegende Last pax hervorgerufen, die wir uns im Schwerpunkte, d. h.

in der Entfernung 9—;— vom Schnitt, angreifen denken; es wird demnach
x x?

Die Momentenlinie ist eine Parabel, deren Scheitel (x = 0) am Ende
des Trégers liegt. Einen zweiten Punkt der Kurve erhalten wir fiir  =1:

l l
Mpox = pl-ézP-E.
Die Parabel wird am bequemsten mit Hilfe der Tangente in B’ (Abb. 71)

aufgezeichnet, die die Achse in C' (BC' = [/2) schneidet. Meist wird es
geniigen, die Kurve freihidndig von O so

e . M P-p-b
nach B’ zu ziehen, daf} sie OC und BC [mﬂm
berithrt. Das grofite Moment tritt an der ( - 1 mz 7
Einspannstelle auf. \\‘_‘f“ﬂ@b:{'_{‘ﬁ €=
Streckenlast (Abb. 72). Erstreckt sich Aol 1, THp
die gleichférmig verteilte Last nicht iiber D ps B

den ganzen Tréger, so nennen wir sie

- |
Streckenlast und geben sie in kg/m (kg/cm; I R L : o
t/m; t/cm) an. Das Freimachen erfordert 7}: POz
in 4 einen Auflagerdruck 4 = P und ein <L L |
Einspannmoment TSN }
sl
M =P (a+ b2). Plas 7)) i iy
Fiir den Schnitt z ist z Il Mx
Qw =p-x= P- b‘ > 2z

Abb. 72. Freitriger mit Streckenlast,
da px gleich der Summe simtlicher

rechts vom Schnitt angreifenden Krifte ist. Zwischen 1 und 2 ist
¢ = 0, da keine Krifte rechts von 2 angreifen. Demnach
@, =0fiirx =0 und @, = Pfirx =b:
Zwischen 3 und A bleibt @ unveridndert, da keine neue Kraft hinzu-
tritt; dieser Teil der Querkraftlinie ist eine Parallele zur Achse im Ab-
stande P. Zwischen 3 und 2 ist die Querkraftlinie eine geneigte Gerade,
die die Achse im Koordinatenanfangspunkt schneidet.
Im Teil 1—2 treten keine Biegungsmomente auf. Im Schnitt z ist
x P-a?
M,=pzx- 55 93
die Kurve ist eine Parabel mit dem Scheitel in 2 (x =0) und der
Ordinate
P.b
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Ein Punkt 2’ zwischen 4 und 3 erfahrt das Biegungsmoment

ez 1) el )

x’ = b liefert M3=f—'é;

% = a b licfert M, = P-(a +3);

zwischen 3 und 4 ist die Momentenlinie eine Schrige, die die Achse
in 2’ = b/2 schneidet und somit Tangente im Punkte 3 an die Parabel ist.

Das grofite Moment tritt an der Ein.
spannstelle auf.

Dreieckformige Last (Abb. 73). Eine ste-
tig wachsende Last P ist durch das Drei-
eck mit der Grundlinie ! und der Hohe &
dargestellt und wird im Schwerpunkt dieses
i Dreiecks angreifend gedacht. Das Freimachen
erfordert wie stets beim Freitriger den Auf-
lagerdruck 4 = P und das Einspannungs-
moment M, = P -1/3.

Die Querkraft @, im Schnitt x ist gleich
1 der auf der Strecke » liegenden Last. Ist
f P dargestellt durch den Fliacheninhalt des
|

o~
S N,

8
le— =
’“Q
LA

Dreiecks iiber I, so wird

A
N

a \ 1 1
Z\"“;k:h, P:Qw=§l-h:§x'y.
”%’Fm Aus h:y =1: 2 folgt

x2
ADD- 8. f@;ﬁéﬁ?eiaﬁt dreleck  Tie Querkraftlinie ist eine Parabel mit dem
Scheitel in O und der Ordinate @, = P in 4.
Das Biegungsmoment im Punkte x ist als Moment der Last iiber z

(9

B»(—?—al MIU

x2 x
ﬂlwzzl)-ii.g;
die Momentenlinie ist eine kubische Parabel mit dem Scheitel in O
und der Ordinate

Mypax=P é
in A. Einen Punkt der Kurve erhalten wir wie folgt: projiziere den
auf OB’ liegenden Punkt 1 wagerecht nach links (2), verbinde 2 mit
O; der Schnittpunkt 3 mit der Senkrechten durch z wird ebenfalls
wagerecht nach links auf BB’ projiziert (4), dann bestimmt O 4 auf
der Senkrechten durch z den Punkt 5 als Kurvenpunkt.

Das groBBte Moment tritt an der Einspannstelle auf.



Die einfachen Belastungsfille. 89

b) Der Tréiger auf zwei Stiitzen.
Einzellast in der Mitte (Abb. 74). Das Gleichgewicht der ZuBeren
Krifte erfordert wegen der Symmetrie 4 = B = P/2. Im Schnitt z ist
Q.= A = P2,

also die Querkraftlinie eine Parallele zur Achse im Abstande P/2;
sie ist brauchbar zwischen den Grenzen x = 0 und = /2. Unmittel-
bar links von m ist @,, = 4 = P/2, unmittelbar rechts von m ist
Qn=4—P =P2—P=—P[2; die Querkraft springt von - P/2
auf — P/2, bleibt zwischen m und B unverédndert und mu8 in B wegen

Qp=4—P+ B

gleich Null sein. Die Querkraftlinie besteht aus zwei getrennten Teilen
am und m’b, die beide parallel zur Achse laufen (Abb. 74Db).

Das Biegungsmoment im Punkte x p
des Trigers ist - L z
M,=A4-x=P?2-ua, a) Z 2 ‘
die Momentenlinie eine Schréige durch 4 zﬂ
a (Abb. 74c¢), da fir =0 auch b) & lm 8
M, =0 wird. Die Ordinate im | BH ]
Punkte m wird wegen x = 1/2 |
Pl )
MmzP/2-l/2:—4~—. ﬁﬁ B
Fir einen Schnitt im Abstande 2’ :t<—x’—ﬂl
von B wird P
M,=B-=L .

Die Momentenlinie ist wegen M,/ =0
fir " = 0 eine Schrige durch b, die ADD. 74, Zwe, Stiltzen. Einzellast
in m die Ordinate

M,=By2="2!
hat. Das heiBt, die beiden Aste der Momentenlinie schneiden sich senk-
recht unter m. Das gréBte Moment tritt in m auf; es liegt da, wo die
Querkraft das Vorzeichen #ndert.

Beliebige Einzellast (Abb.75). Die 3. Gleichgewichtsbedingung,
Summe, simtlicher Momente gleich Null, ergibt fiir B als Drehpunkt
A-1—P-b=0; daraus A=P~%.

Mit A4 als Drehpunkt erhilt man
B-l—P-a=0; daraus B=P-%.
Die Querkraft im Schnitt x ist
Qw - A b

demnach die Querkraftlinie eine Parallele zur Achse im Abstande A4,
sie ist brauchbar von x = 0 bis x = a, da nur fiir diesen Teil 4 die
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einzige links von m angreifende Kraft ist. Ein Schnitt rechts von m
liefert

also eine Querkraftlinie, die parallel zur Achse im Abstande — B
lguft; in m ist der bekannte Sprung von + 4 auf — B (vgl. S. 67).
Das Biegungsmoment im Punkte z ist

Mw=A-x=P‘%-x,

die Momentenlinie eine Schrige durch a (Abb. 75c), die zwischen den
Grenzen z =0 und z =a

P
brauchbar ist. Als Moment im u«g-»t PpL
Punkte m erhalten wir wegen  gETTTITTTITIIII S 4
= 'm
_ ab A X 7 ! B al
M,=P%. m—

"%“Pbﬁmé’m ;

a) 3 y I
! ‘ N rd
a m 1
b) 4 thl 'léﬂz-/—% ! ‘ ,
Vi "~ | | - IAm 4’5
I : ‘EA.L B [ ‘ ’
l@x—ﬁ NI[ 3 ‘ s J
o s I (c
L { N ’
¥ T “’ 2 2N il /i z
c)P@ il ) 7 [ R L
’ g e
N s I mes

——————— —3%
Abb. 75. Zwei Stiitzen. Beliebige Einzellast. Abb. 76. Zwei Stiitzen. Gleichformige Belastung.

Ein Schnitt im Abstande 2’ von B liefert
a

My=B-o'=P-o,

also als Momentenlinie eine Schrige durch b wegen M} =0 fiir 2’ =0.
Fir «” =b wird

My=P-%);

die beiden Aste der Momentenlinie schneiden sich senkrecht in m; das
groBte Moment tritt in m auf, und wir beachten, daB auch hier die
Querkraft das Vorzeichen andert.

Gleichformig verteilte Last (Abb.76). Wegen der Symmetrie wird
A=B=2'=" Dic Querkraft @, im Punkte o des Trigers ist

als Summe simtlicher Krifte links vom betrachteten Punkt

P
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da die Teillast iiber der Strecke x gleich p - x ist. Die Querkraftlinie
ist eine Schrige, von der wir am bequemsten zwei Punkte bestimmen:

fir x =0 wird Qm:QAzgy

fir =1 wird Q, =Qp = ——g.
Tragen wir unter Zugrundelegung eines KriftemaBstabes senkrecht
unter 4 die Ordinate +§, senkrecht unter B die Ordina‘oe—g— auf,

so ist die Verbindungslinie die Querkraftlinie des Tridgers A B.
Als Biegungsmoment im Punkte 2 erhalten wir

x pl-zx a2

da die Resultierende der Teillast iiber der Strecke x im Schwerpunkte
des doppelt gestrichelten Rechtecks angreift. Die Gleichung der
Momentenlinie stellt eine Parabel dar, deren Scheitel S senkrecht
unter m liegt. Die Gréfie der Scheitelordinate

M, erhalten wir, wenn wir in der Gleichung _>Ea’ 4 =
der Momentenlinie x = I/2 einsetzen, zu ) PR TR
_pr_p-2 _pl _P-l N
M= 8 8 8 ° = —T—Z ,

}
In den Punkten 4 und B sind die Momente 1} ! ! !
gleich Null, so daf fir den Entwurf der !

Momentenlinie der Scheitel S und die Punkte 1 |
A’ und B’ (Abb. 76¢) zur Verfiigung stehen. ' x‘,_}_): l
Wir teilen SA4; und 4,4’ in dieselbe Anzahl l

|
gleicher Teile und ziehen das Strahlenbiindel "' wlnl ;Wz
81 82,83, ..., dann schneiden die Senk- lllll“ll"lﬁ"llllll Mmasx T
rechten durch I, 11, III ... die zugehdrigen _3'_&_

Strahlen in Punkten der Kurve. Mit genti- N2
gender Genauigkeit zeichnen wir die Parabel Abb. 77. Zwei Stiitzen.
freihindig mit Hilfe der Tangenten A4, B, Streckenlast.
A’Il und B'IT.

Das grofte Moment tritt in der Mitte auf, es ist

Pl
Mmax—M = 8

Streckenlast (Abb. 77). Wir denken uns, die Gesamtlast P greife im
Schwerpunkt des sie darstellenden Rechtecks an und erhalten aus der
3. Gleichgewichtsbedingung fiir B als Drehpunkt

A-1— PI=0, mithin A=P-?<%

0

In gleicher Weise ergibt sich fiir 4 als Drehpunkt
B-l—P-ly==0, folglich B=P-%

Die Querkraftlinie ist bestimmt durch Q4 = 4 ; sie verlduft zwischen 4
und 1 wagerecht, da nichts an Kraften hinzutritt. @p = — B ist die
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Querkraft in B; die Querkraftlinie verliuft zwischen B und 2 ebenfalls
wagerecht, weil @ unverandert bleibt. Zwischen 1 und 2 ist sie eine
Schrige, entsprechend der gleichformig verteilten Last iiber b; sie
schneidet die x-Achse im Abstande z, von 4, und wir schlieBen aus
den vorangegangenen Betrachtungen, daf in diesem Punkte das groBte
Biegungsmoment. auftritt.

Wire P eine Einzelkraft, dann wére das Moment im Schwerpunkte
der gleichférmig verteilten Last
M= P_lo il(’)

und die Momentenfliche durch ca und cb begrenzt. Die gleichférmige

Verteilung iiber b bedingt zwischen

P 1 und 2 parabolischen Verlauf der

Momentenlinie, fiir die die Geraden

¢l’” und ¢2’ Tangenten in den
Punkten 1’ und 2’ sind.

Ist p = P:b die Belastung der
Léngeneinheit, so findet man die
Lage des groBten Biegungsmomentes
aus der Bedingung

g

l—-—)l(P) e —

A—p(xg—a)=0
und My,.x selbst zu

(#g—a)?
—

Dreieckformige Last (Abb. 78).
Zur Bestimmung der Auflagerdrucke
A und B denken wir uns die Ge-
samtlast P im Schwerpunkte des
sie darstellenden Dreiecks angreifen,
dann ergibt sich

Mmasz'xO’_“p'

A=2,P, B=1,P.
Die Querkraft @, im Schnitt z ist

x2

1 2
Q=—B+15 =—g PPy

die Querkraftlinie ist eine Parabel

_—t
4= —— ¢ mit dem Scheitel O (Abb. 78b), Schei-

L » teltangente ist die x'-Achse. Da
fir x =0
"
Abb. 78. Zwel Stiitzen. Dreiecklast. Qw = QB =—2B

ist, hat Oden Abstand — B =— 1/, P
von der z-Achse. Einen zweiten Punkt der Parabel erhalten wir
fir x =1, es wird

2
Q=Qu=—B+P=2P;
die Querkraftfliche liegt teils oberhalb, teils unterhalb der Achse, deren
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Schnittpunkt mit der Querkraftlinie durch die Bedingung
Q=0

bestimmt ist. Aus

1 x?

=115,

Nach den Beobachtungen, die wir bisher gemacht haben, vermuten
wir, dal in diesem Punkte das gréfte Biegungsmoment auftritt.
Das Biegungsmoment im Punkte 2 wird

folgt

x? oz
Mm:B.Z—P‘l?E);,

1 x8
= § P X P le y
1 x 2
Wir wihlen diese Form der Gleichung, um M, als Funktion von Tx auf-

fassen zu kénnen und machen uns dadurch unabhingig von der Linge !
des Trégers. Die Gleichung der Momentenlinie ist die Gleichung einer
parabolischen Kurve dritten Grades, fiir die wir zweckmaBig eine Reihe
von Punkten berechnen. Da der Klammerausdruck eine unbenannte
Zahl ist, berechnen wir ein fiir allemal seine GrioBe fiir zehn Werte
x:1l, indem wir die Stiitzweite in 10 gleiche Teile teilen, und erhalten

Zahlentafel.
. 0,1 02 | 03 04 | 05 | 06 ’ 07 | 08 | 09
- — |
= 0,001 0,008 0,027 0064 | 0125 | 0216 J 0,343 | 0,512 | 0,729
9;——;”—: 0,099 0192 | 0,273 0,33610,375‘0,384f0,357 0,288 | 0,171

Mit Hilfe dieser Zahlentafel errechnen wir fiir die zehn Punkte des
Trigers die Biegungsmomente, tragen sie unter Zugrundelegung eines
MomentenmaBstabes von der Form 1 mm = a ecmkg (mkg oder mt)
auf und verbinden die so erhaltenen Punkte freihindig durch eine
stetige Kurve.

Natiirlich 148t sich die Kurve auch zeichnerisch entwickeln. Wir
schreiben

1 x 1 x? x 23
Mx=§Pl-T——3—Pl--ﬁ oder y=f-7——f-~l;,

wobei wir der Abkiirzung wegen 1/, Pl = f und M, — y setzen; dann
stellt sich y als die Differenz zweier Funktionen dar

Y=%0—Y>
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von denen
x

?/1=f'7

eine Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt O ist, die fir x =1
die Ordinate 4P, = f hat (Abb. 78d).

Z3
yzzfl_a

ist eine kubische Parabel, deren Scheitel in O liegt, und die auch durch
den Punkt P, geht. Die Differenz der Ordinaten gibt y, die von ihnen
gebildete Fliche ist durch Strichelung hervorgehoben. Abb. 78c¢ zeigt die
Momentenfliche, bei der die Ordinaten der gestrichelten Fliche von
einer Wagerechten aus abgetragen sind.

Da die kubische Parabel fiir das Aufzeichnen von Biegungslinien
infolge der Belastung durch Einzelkrifte Bedeutung hat, soll auf sie
niher eingegangen werden. Im Achsenkreuz xy der Abb. 78d sei P,
ein Punkt der kubischen Parabel, deren Scheitel im Koordinaten-
anfangspunkt O liegt. Errichte iiber A Py einen Halbkreis, dessen Durch-
messer in eine beliebige Anzahl gleicher Teile geteilt wird. In dieselbe
Anzahl gleicher Teile werde die Abszisse x geteilt. Schlage um A mit
den Halbmessern 4 1, A4 2 ... konzentrische Kreise, die den Halbkreis
iiber AP, in den Punkten 1’, 2"... schneiden; I, II ... sind die
Horizontalprojektionen dieser Punkte auf der Senkrechten 4 Py. Ziehe
das Strahlenbiindel OI, OII ..., das die Senkrechten durch 1,2 ...
in Punkten der kubischen Parabel schneidet. Man erhélt einen be-
liebigen Punkt P der Kurve, dessen Abszisse Oa ist, in folgender
Weise: ziehe (Abb. 78¢) ab | OA, bc parallel zur x-Achse, schlage
den Kreisbogen cd mit A4 ¢ als Halbmesser, ziehe de parallel zur 2-Achse,
dann schneidet Oe die Senkrechte ab im Punkte der gesuchten Kurve.

Tangente an die Kurve im Punkte P wird die Verbindungslinie B P,
wenn OB = 2 y ist.

Aus der Gleichung fiir das Biegungsmoment

1 z 1 a3

erhalten wir den Ort des grofiten Momentes, wenn wir den ersten Diffe-

ddﬂi” gleich Null setzen. Die Differentiation liefert

rentialquotienten

M,
dx

d. h. der Ort des groften Biegungsmomentes stimmt mit dem Quer-
kraft-Nullpunkt iiberein. Durch Vergleich mit @, stellen wir fest, daB
dx
unserer Vereinbarung, das Vorzeichen der Querkréafte negativ zu wihlen,
wenn sie bei der Berechnung von B aus nach oben gerichtet sind.
DaB Querkraft-Nullpunkt und Ort des gr6Bten Biegungsmomentes
itbereinstimmen, erhélt somit durch die mathematische Nachpriifung

1 2 ) -
=§P~P%=0, fOlgllCh w=x0=.§\/3,

gleich @, ist. Das entgegengesetzte Vorzeichen erklart sich aus
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seine Bestatigung. Wir diirfen annehmen, da8 diese Beziehung all-
gemeine Giiltigkeit hat.
Teilweise dreieckiormige Last (Abb.79). Aus der Momentengleichung

fir A als Drehpunkt ergibt sich B = P -gl—, aus 4 —P 4 B=0
folgt A = P— B =P—P . Fir den Tragerteil b ist die Querkraft
@, = — B = Constans,

also die Querkraftlinie eine Parallele zur z-Achse im Abstande — B. Fiir
den belasteten Teil erhalten wir als Querkraft im Punkte x

2
die Querkraftlinie ist eine Parabel mit
dem Scheitel z = 0 und der Ordinate i s<b
in 4 fir x =a Al z :l 8
Qu=—B+P=4A. R
Sie wird in gleicher Weise entworfen 4 | <yt
wiein Abb. 78b. Das Biegungsmoment N | 4
im Punkte 2 ist O . U e
u Febte Paa . o
S R A SOOI i e N,
Wir setzen der Einfachheit halber N
P.q . 1 Y2 M
5 = f, M, =y und schreiben &
Yy
Y=Y —¥
so da8 y die Differenz zweier Funk-

tionen ist, von denen Abb. 79, Zwei Stiitzen. Teilweise Drei-

y, = f . b—}l—gc ecklast.
durch eine gerade Linie dargestellt wird, die fiir x = — b die Ordinate
Null, fiir z = a die Ordinate f hat;
x3

ist eine kubische Parabel, die nach Abb. 78d entworfen oder mit Hilfe
der Zahlentafel auf S. 93 berechnet wird.
Die Lage des grofiten Biegungsmomentes folgt aus der Bedingung
x2
Qu=—B+P-5 =0,

und zwar wird der Abstand z, von der Spitze des Belastungsdreiecks
infolge

a ad a1/, a
—P g+ P =0 x0—§}/3-7.
Mit z= =, erhalten wir als groftes Biegungsmoment

Mypex = B-(b+ 2) — P

3
o
3a2
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¢) Der einfach iiberhingende Tréger.

Einzellast (Abb. 80). Solange die Last innerhalb der Stiitzweite [
ruht, entspricht der Belastungsfall der Abb. 75. Befindet sich die Last
auf dem Kragarm a, so liefert die 3. Gleichgewichtsbedingung fiir B
als Drehpunkt

A-1—P-a =0 den Auflagerdruck A=P.Z,

der von oben nach unten gerichtet ist. Aus

B=A+P folgg B=P.%4p=pF"

Die Querkraftlinie ist zwischen 4 und B eine Parallele zur z-Achse im
Abstande — A, weil @ = — A = Constans ist. Im Punkte B springt die
Querkraft um B nach oben, die Quer-

sind ba und bc die beiden Aste der Mo-
mentenlinie.

Gleichformig verteilte Last (Abb. 81).
Wir denken sie im Schwerpunkt des sie
Abb. 80. Uberhingender Triger mit darstellenden Rechtecks angreifen, der

Einzellast. den Abstand l_‘;_a von A4 hat. Aus der

3. Gleichgewichtsbedingung fiir B bzw. 4 als Drehpunkte folgt

~ ” kraftlinie verliuft von 2’ bis 3 wagerecht
p ? 8 {n ! im Abstande + P von der x-Achse. Zur
E“_>! Bestimmung der Momentenfliche berech-
i 2 ”\ nen wir das Stiitzmoment
: s JZ‘+ “ M B—=— P- a,
' 8 \H es ist negativ, weil es die Stabachse nach
4 7HHHHHH|HﬂHIHHIIHIIZ || oben wolbt. Da M, =0 und M, = 0 ist,
!
1

A= P’““ baw. B=— Pliﬂ.

Innerhalb der Stiitzweite ist fiir den Schnitt x
Qm =4 — prx,

wenn wir mit p = lff-i die Belastung der Léngeneinheit bezeichnen.
Fir z = 0 wird @, = 4; wir haben damit einen Punkt der Querkraft-
linie, die eine Schrige mit der Neigung tg ¢ = p ist. Sie wird erhalten,
indem wir (Abb. 81b) von dem Endpunkte a’ aus P senkrecht nach unten

abtragen und die Wagerechte ac ziehen; dann hat a’c die Neigung
P
=7 ,=P

Die Querkraftlinie ist brauchbar innerhalb der Stiitzweite I. Im
Punkte B springt @ um B, das Auftragen bd’ = B liefert den Punkt &’
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des zweiten Zweiges der Querkraftlinie, die geradlinig bis ¢’ fallen muB.
Die Schrage &' ¢’ ist wegen

Q=7p-2
zu a’c parallel. Da die Querkraftlinie zwei Nullpunkte hat bzw. die

z-Achse zweimal schneidet, so diirfen wir zwei gréBte Biegungsmomente
erwarten. Aus der Bedingung

. ! P=p(l+a)
@ = 0 erhalten wir Y AR SRR R
A—p-xz=0 ‘ | B i
oder A L | —>
Pl__“_pi_()- a
21 l4+a 77 ] :4
daraus
_ (+a)l—a) 1&—a
o 21 o2 -

Der zweite Nullpunkt ist der
Stiitzpunkt B.

Das Biegungsmoment im
Punkte x des Trigers ist

x2

M,= Ax — Py

22
2(+a)’
die Momentenlinie ist eine
Parabel (Abb. 81c), deren
Schnittpunkte mit der z-Achse
aus der Bedingung M, =0
folgen. Es ergibt sich aus

l—a

l—a x?
M =P "% p.. " -
x 2] P 2(l+a) 0
_ Abb. 81. Uberhingender Triiger mit gleichférmig
xlz(); Xy= (l+?)lg fl;),zgxo_ verteilter Last.

Die Parabel liegt symmetrisch zu der Senkrechten durch x,; ihr Scheitel
hat fir z =z, :—(lfa;(llffar)— die Ordinate
— a2
Mmax: P(l“+a)8(llz a‘) >
sie schneidet auf der Stiitzsenkrechten durch B infolge x = I die Or-
dinate
l—a 2 P a*

MB:P'W'ZHP2(Z+a):“ 2 1ta
ab. Das ist natiirlich der gleiche Wert, den wir durch die Berechnung
von Mz vom Kragarm a aus erhalten, bei dem im Punkte «” das Moment

/2
r_ px
My=— T2
Winkel, Festigkeitslehre. 7
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auftritt, Die Ordinate in B wird wegen ¢ =a und P = p (Il + a)
P q?

Mp==%"1¥a

Der zweite Ast der Momentenlinie ist ebenfalls eine Parabel; ihr Scheitel

liegt in ¢. Die beiden gréBten Biegungsmomente haben entgegengesetzte

Vorzeichen; das absolut grofite ist fiir die Bemessung des Querschnittes

maBgebend (Abb. 8lc).

Der zeichnerische Entwurf der Momentenlinie ergibt sich aus
dem Seileck, das fiir die gleichférmig verteilte Last eine Parabel ist.
Nach den Endpunkten der im KriftemaBstab dargestellten Gesamtlast
ziehen wir aus dem beliebigen Pol O (Abb. 81d) die Polstrahlen I und I7
und zu diesen durch e auf der Wirkungslinie von P die Parallelen I’
und II’, die die Endsenkrechten in @ und ¢ schneiden und Tangenten
an die Parabel sind. Teilt man ea und ec in dieselbe Anzahl gleicher
Teile und verbindet die entsprechenden Teilpunkte geradlinig, so erhilt
man weitere Tangenten, mit deren Hilfe die Kurve freihindig ein-
getragen werden kann. Die Schnittpunkte a und & der dullersten
Seilstrahlen I’ und II’ mit den Stiitzsenkrechten bestimmen die Schluf}-
linie s’, zu der s durch O parallel gezogen wird und die Auflagerdrucke
A und B auf P abschneidet. Zieht man noch ¢ auf die SchluBlinie s’
herunter, so umschlieBen die Kurve ab’c’ und s’ die Momentenfliche
derart, daB

wie oben .

M,=H-y
wird.
Lautet der LéngenmaBstab 1 mm = a cm, der KriaftemaBstab
1 mm = b kg, so ist

]llx:Hmmvé—ké@/mm' t o
Imm 1mm
Die groBite positive Ordinate der Seillinie liegt in der Mitte von ad

(Abb. 81c und e).

in cmkg.

d) Der doppelt iiberhéingende Trager.
Einzellasten (Abb. 82). Die Auflagerdrucke 4 und B ergeben sich
aus der 3. Gleichgewichtsbedingung zu

4 Pilra)—Pyd P,(l+b)—Pia
!

und =2t

Wir entwerfen die Querkraftfliche, indem wir @ fiir ausgezeichnete
Punkte des Trigers berechnen und als Ordinaten auftragen.

Q}:_Pl; Q4 = — Py; Q:«i =—P +4;Qg=—0P, + 4;
3=—P,+ A4+ B; @, =P,.
Die drei Aste der Querkraftlinie sind Parallelen zur x-Achse. Fiir die-
selben Punkte berechnen wir die Biegungsmomente
M,=0;, My=—P,-a; Mg=-—P,-b; M,=0.

Die Momentenlinie ist in Abb. 82¢ gezeichnet und hat ein negatives
Vorzeichen.
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Beachtenswert ist der Sonderfall gleich groBer Krifte P und gleicher
Kragarmléngen (Abb. 83). Aus Symmetriegriinden folgt

4=B=P.
Die Querkraft ist in allen Punkten zwischen 4 und B gleich Null,

die Querkraftlinie fillt mit

Einzellasten.

der z-Achse zusammen. Die ‘If %
beiden Stiitzmomente werden ) :ea 7 >
gleich grof | A 5
MA:MB:—P'(L, i b} “Z
die Momentenfliche ist ein | @l . g L I H /2
Trapez. Zwischen A und B oy AT G o
haben wir den Fall reiner b) ‘L 4
Biegung, da die Querkraftin A T
allen Schnitten gleich Null ist. 4 ’ 2
Gleichformig verteilte Last e i
(Abb. 84). Die Auflagerdrucke T '
ergeben sich zu PR g/
L Al |7 I L
g 7 BRES
A4=P. 2 0
l ‘ 5
und 8| 2%
_I;—-a Abb. 82. Doppelt iiberhdngender Triger mit

Die Querkraft bestimmen wir abschnittweise. Fiir den linken Krag-
arm ist

QJ::"—

Die Querkraftlinie ist eine Schrige , ] CLA)L p

durch den Nullpunkt mit der Nei- * )

gung tg ¢ = —p oder tg ¢’ = p,

sie schneidet die Stiitzsenkrechte ) B 1 ¥

durch 4 in a. Im Punkte A springt ]

Q um A und folgt zwischen 4 und 7 T A :

B der Gleichung i | } |

i

s, QEEIIP

die Querkraftlinie lduft durch o I . .

(Abb. 84b) parallel 1 ¢ und schnei- ~ gleich erobe Esnseliasien und Kragemmon

det die Stiitzsenkrechte durch B

in b. Hier springt  wieder und zwar um B, um langs des Krag-

armes b wegen

przund @y =—p-a.

T

é»

Q// . px/,
y =

parallel zu a’b abzunehmen. Die Neigung der drei schrigen Aste der
Querkraftlinie ist in Abb. 84b zeichnerisch bestimmt. Da die z-Achse
¥
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dreimal geschnitten wird, so sind drei gréBte Biegungsmomente zu er-
warten, von denen zwei die Stiitzmomente sind. Die Lage des gréBten
positiven Momentes folgt aus der Bedingung @, = 0 oder

0=—p-s’+A4, dh x0=%=L-%.

Die Momentenlinien der Kragarme sind Parabeln mit den Scheiteln
in 1 und 2 (Abb. 84¢) und den Stiitzmomenten

My=—2 wnd  M=—E
Pp.L Die Ordinate cc¢’ des
a) !JJJJJHUHI LT Astes zwischen A4 und
-y Z L S B erhalten wir aus der

Gleichung der Momen-
tenlinie

’ -xd
M.=A4- (xo_a)_pz ‘s

wenn wir den vorher
bestimmten Wert «x,
einsetzen. Eine weitere
algebraische =~ Behand-
lung der Aufgabe eriib-
rigt sich, weil in prak-
tischen Fillen Zahlen-
werte gegeben sind. Er-
wahnt soll noch die
zeichnerische = Losung
werden. Zu P (Abb.84d)
wahlen wir den beliebi-
gen Pol O und ziehen
durch den beliebigen
Punkt ¢ (Abb. 84e) auf

¢ I
A - Z==

N | S’
. N 7 /b
i i

A der Wirkungslinie der

d) Mittelkraft P die Par-
8 allelen I’ und II’, die

=M = 5 die Endsenkrechten in

Abb. 84. Doppelt iberhingender Triger mit gleichformig 1 und 2 schneiden. Zwi-

verteilter Last. schen 1 und 2 ist die

Seillinie eine Parabel,

die wie in Abb. 81 entworfen wird. Bringen wir die Stiitzsenkrechten

mit den duBersten Seilstrahlen zum Schnitt, so ist ab = ¢ die SchluB3-

linje des Seilecks. Die zu ihr parallele Gerade s durch den Pol O be-

stimmt auf P die Auflagerdrucke 4 und B. Damit wir die Ordinaten

der Seillinie von einer Geraden, der Schlufilinie, aus messen kénnen,

sind die Punkte 1 und 2 heruntergeholt, so daBl die SchluBlinie s’ und
die Kurve 1’a’c b2’ die Momentenfliche begrenzen.
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e) Zahlenbeispiele.

1. Freitrager (Abb. 70). P = 1500 kg; = 1,6 m. Baustoff
a) Holz mit %, = 100 kg/em?

M = 1500 - 160 = 240000 cmkg ,

240000
=T 3,
Wt 100 2400 cm
Die Zahlentafel (S. 84) gibt 26 - 24 cm mit W = 2496 cm?,
24-26 ,, ,, W=2704 ,,
Der breit liegende Balken hat. %m:%%$=~%@mﬂ
Der hochkant liegende Balken hat. . .oz = 240000 = ~ 89 kg/cm?.

2704

Da das Eigengewicht eine gleichformig verteilte Last ist, so wird nach Abb. 71
das Zusatzmoment

G-l
*Mg=*’2*‘;

mit dem spezifischen Gewicht y = 0,7 kg/dm?® wird

2,4-2,6-16-0,7-160

My="""-= R T =~ 5590 cmkg .

Fir die Ermittlung des Gewichtes sind die Abmessungen in dm, fiir das Moment
die Linge in cm einzusetzen. Die Zusatzspannung erhalten wir zu
5590

% = 2496

5
0y = g%% = ~ 2 kg/em? bei dem hochkant liegenden

~ 2,2 kg/em?® bei dem breit liegenden,

Balken. Die Gesamtspannung 96 + 2,2 = 98,2 bzw. 89 4 2 = 91 kg/ecm? bleibt
in beiden Fillen unter der zulissigen.

b) Stahl mit &, = 1200 kg/cm?; hierbei ist angenommen, dall es sich um
einen Bauteil aus dem Hochbau handelt.
Erforderlich ist W = ———_—— = 200 cm?.

In den Tafeln der deutschen Normalprofile fiir Walzeisen finden wir
a) T NP20 mit W, = 214 cm® und g = 26,3 kg/m

240000 5
Tuax = g1g= =~ 1120 kg/em?,
f) p—~~4 NP 45 mit W, = 203 cm® und ¢ = 115,4 kg/m
240000
Oynax == 2‘0‘3’ -=~1180 kg/cm2 .
vy [C NP22 mit W, = 245 cm?® und ¢ = 29,36 kg/m
240000
Oimex = 945 ———~ =980 kg/cm2

8) L_| Das flach liegende [ -Profil reicht nicht aus, denn J, = 495 cm?* fiir
N P30 ergibt mit einem Abstand 2" = 100 — x = 100 — 27 = 73 mm ein klein-
stes Widerstandsmoment

495

W, = 73" 68 cm?® gegen Weitorderlien == 200 cm?,
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g) 1 Nr. 16 B (breitflanschiger Differdinger) mit W, = 285 cm® und

Omax = 240 0.99 = ~840 kg/cm? .
285
{) b———] Nr. 22 (desgl. flach) mit W, = 201 cm?® und g = 64,8 kg/m

240000
O'Il]ax - 201 YT

7) JJ[C NP 16 mit W,= 2116 = 232 cm® und g =2 - 18,84 = 37,68 kg/m

= 1195 kg/em?.

240000
Omax = ~ a5 = 1035 kg/cm? .
#) O d = 130 mm mit W = 215,7 em® und g = 104,2 kg/m
240000
Omax =357 = 1120 kg/em? .
) TI NP16 mit W = 2117 = 234 cm® und g = 2-17,9 = 35,8 kg/m
Oiiax = 5—4‘? ;40—0 = 1025 kg/em?.

%) _T_AFiisenbahnschiene der preuBischen Staatsbahn, Form 15 mit W = 216,8 cm3

und g = 45,05 kg/m
240000

Omax = 2168 ~ 1105 kg/cm?2 .
A) j_ T Zwei Laufschienen Nr. 4 mit W =2 -105,1 = 210,2 cm® und
g=2-57 =114 kg/m
240000

——— = ~ 1140 kg/em? .

u) _||_-Eisen 100 - 200 - 14 mit J, = 2-1653
= 3306 cm* .

Der Querschnitt ist zwar symmetrisch zur
senkrechten, aber nicht zur wagerechten Achse
durch den Schwerpunkt (Abb. 85).

Bei angenommener senkrechter Belastung
wiirde die Kraftlinie mit der senkrechten Sym-
metrieachse y — y zusammenfallen, die Haupt-
achse des Querschnittes ist. Dann fillt die
Nullinie mit der andern Hauptachse z—
zusammen. Das Spannungsschaubild zeigt ge-
radliniges Anwachsen der Spannungen nach
den Réndern. Es wird

Oriax = 210 >

Abb. 85. _J -Eisen.

J 3306 240000
W z _ 3. — = 2,
1= 1588 T 12,88 = 256 cm3; oy 256 935 kg/cm?;
J, 3306 240000
W = F T 3. _ _ 2
T 712 =464 cm?; T 520 kg/cm2,

Wir unterscheiden stets den erforderlichen von dem aus-
gefiilhrten Querschnitt und sollen uns von Anfang an daran
gewShnen, fiir den gewdhlten, also ausgefithrten Querschnitt
die groBte auftretende Spannung zu berechnen. Es darf
niemals dem die Festigkeitsberechnung priifenden Inge-
nieur zugemutet werden, die wirkliche Beanspruchung
der ausgefithrten Konstruktion selber nachzurechnen.
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Einmauerung des Freitrégers (Abb.86). Das zur Erzielung
des Gleichgewichtes der @ufleren Krifte (S. 2) erforderliche Einspann-
moment mufl durch das Gegengewicht der Mauer aufgebracht werden,
das wir in der Mitte der Mauer angreifen denken. Bei der Einmauerung
mit Hilfe von Grundplatten ist es iiblich, den Angriffspunkt des Auf-
lagerdruckes in ein Drittel der Plattenbreite b anzunehmen, dann wird
b

der Hebelarm des Einspannmomentes e =%§—§ und
d b
M= M= (g~

Streng genommen, wird durch das Zuriickverlegen des Angriffs-
punktes 4 um 1/; der Plattenbreite auch die freie Linge des Trigers
grofer, da fir das groBte Moment
nicht mehr der Hebelarm [/, sondern
(I + 5/3) maBgebend ist. Bei Pro-
filen, deren rechnerisch ermittelte
grofite Spannung die zulédssige Span-
nung nahezu erreicht, sollte unter
allen Umstdnden die gewidhlte Aus-
fiihrungsorgfiltignachgepriiftwerden.

Angenommen, es stinde fiir den durch-
gerechneten Freitriger eine dreisteinstarke
Mauer mit d = 77 cm zur Verfiigung. Ist

die Plattenbreite 27 cm, so wird das be-
richtigte Biegungsmoment

M’ = 1500 - (160 -+ 9) = 253500 cmkg,
der Zuwachs betragt 1500 - 9 = 13500 cmkg. Unser XI-Triager N P 20 (Beispiel o)
erfihrt demnach eine Zusatzspannung
13500
T 214
so dall die grofte Spannung auf
Tmax = 1120 + 63 = 1183 kg/em?
wichst, also noch unter der zuldssigen bleibt. Die Grofle des Gegengewichtes
folgt aus der Bedingung
M, = 253500 = G (38,5 —9)

8

Abb. 86. Einmauerung des Freitrigers.

=63 kg/em?,

zu
253 500
= =~ 8600kg.
G 205 8600 kg
Fiir gewohnliches Mauerwerk in Kalkmértel mit dem Mischungsverhéltnis von
1 Raumteil Kalk und 3 Raumteilen Sand ist die zuldssige Druckbeanspruchung
p = 7 kg/em? Die Grundplatte bei 4 erfihrt einen Gesamtdruck von

G + P = 8600 -+ 1500 = 10100 kg
und miiBte bei angenéherter Berechnung, d.h. gleichméifiige Druckverteilung
vorausgesetzt, eine Breite b’ erhalten, die der Bedingung
b-V - p=10100

geniigt. b’ = 54 cm ergibt

10100 10100 . .
=y T ores = 6,9 kg/em? .
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Das I-Eisen NP 20 ist 90 mm breit, die Grundplatte von 540 mm Breite
wiirde also an den Seiten 225 mm frei liegen. Da hierbei die Voraussetzung gleich-
miéBiger Druckverteilung kaum gewihrleistet sein diirfte, empfiehlt es sich, zur
Einmauerung Hartbrandsteine in Kalkzementmortel mit p = 12 bis 15 kg/em?
zu verwenden und die untere Grenze als zuldssig anzusehen; wir erhalten als
Plattenbreite
10100 10100

b ——7-})————27-12 =32cm,
10100
== 2
P="37"33 11,7 kg/em

Bei dieser Ausfiihrung steht die Platte nach jeder Seite 115 mm iiber die Flansche
des I-Eisens hinaus.

Zur besseren Druckverteilung auf das Mauerwerk wird meist noch eine Deck-
platte in B vorgesehen.

2. Eine Welle nach Abb. 75 trage in der Entfernung 0,5 m vom Lager 4
ein Schwungrad vom Gewicht P = 5000 kg. Das groBte Biegungsmoment ist
bei einer Lagerentfernung von ! =12 m

5000-70-50

M= e =~ 146000 cmkg .
Bei einer zulissigen Biegungspannung von k; = 400 kg/em? wird das erforderliche
Widerstandsmoment
146400
=020 3,
w 100 365 cm

Nach der Tafel auf S.85 gehért zu d = 160 mm ein Widerstandsmoment
W = 402,1 cm?, so daB wir als gréfte Spannung

146000
Omex = 4021 =363 kg/em?
erhalten.

Die zuldssige Biegungsspannung ist so niedrig gehalten, weil fir die Welle
Belastungsfall 111 (S. 20) vorliegt.

3. Ein Raum von 6 m Breite und 12 m Lénge soll eine ebene Ziegeldecke
ohne Eiseneinlage mit Hohlsteinen erhalten, deren Eigengewicht zu 265 kg/m?
angesetzt werden darf; als Nutzlast kommen 500 kg/m? in Frage, wenn wir eine
Fabrikdecke annehmen, die nicht besonders schweren Belastungen ausgesetzt ist.
Der Raum soll 5 Fenster erhalten, so daB 5 Felder von je 2,4 m Breite der Be-
rechnung zugrunde zu legen sind. Auf jeden Quertriger entfillt somit eine Last von

P=6m-24m- (265 + 500) kg/m? = 11016 kg,
die sich gleichmiBig iiber den Tréger verteilt. Das groBte Biegungsmoment wird
Mpax= % = ngﬂ =826200 emkg.
Bei einer zulissigen Biegungsspannung von 1200 kg/em? wird das erforderliche

Widerstandsmoment

826200
—_—— 3
w 1900 689 cm3,

dem ein I-Eisen NP 32 mit W, = 782 cm® und g = 61,07 kg/m entspricht;
es wird
826 200

Omax = g~ = 1060 kg/cm? .
Die zusatzliche Spannung infolge des Eigengewichtes ist
- _ 61,07 kg/m-6 m-600 cm
o 8-782
sie diirfte vernachlassigt werden.

=~ 35 kg/em?,
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Einflu8 der Einmauerung. Die Gesamtbelastung ruft gleich grofe Auf-
lagerdrucke

A =B=éG=(11016+61,07-6)--%=5700kg

hervor, die bei einer Trigerbreite von b = 131 mm eine Auflagertiefe von
, 5700 _
T13,1-12

erfordern. Wenn es auch besser wire, eine Grundplatte vorzusehen, so kénnte
doch diese Ausfithrung noch hingehen; sie ergibt eine mittlere Pressung von

_ 5700 _ 2
p= 13.1.37 = 11.7 kg/em
und vergroBert die Stiitzweite um 37 cm. Das Biegungsmoment in der Mitte des
Trégers ist nunmehr

b l
M’=A-<é+—2—>— (2; -1=5700 + 318,56 — 5700 - 150 = 960500 cmkg,
also um 960500 — 826200 = 134300 cmkg grofler, wenn man Auflagerlinge und
Eigengewicht beriicksichtigt. Fiir I N P 32 erhalten wir jetzt als grote Spannung

960500
Opmax = —g5 = 1230 kg/em?

und tiberschreiten damit die zuldssige Biegungsspannung. Allerdings ist der iiber-
schieende Betrag sehr klein, 2,5°/,, doch sollte man grundsitzlich die einmal fest-
gelegte Grenzspannung nie iiberschreiten. Es mii8te hier die nichsthohere
Nummer, N P 34, vorgesehen werden mit W, = 923 cm3, fiir die

Omex = 96!;)253(‘)0' =1040 kg/cm?

~ 37 cm

wird.
Bei Festigkeitsnachweisen, die der Priifung durch Behorden unterliegen, darf
die zuldssige Spannung der Vorschriften auf keinen Fall tiberschritten werden.

5. Weitere Belastungsfille.

a) Mehrfache Belastung.

Der Freitriger (Abb. 87). Bei der Berechnung von Trigern mit
mehrfacher Last empfiehlt sich stets die Anwendung des Uberlage-
rungsgesetzes, das besagt: wir bringen die Lasten nacheinander auf
den Triger und addieren die Wirkungen (Superpositionsgesetz).

In unserm Falle entwerfen wir die Querkraftfliche getrennt nach
Einzelkriften und gleichférmig verteilter Last und tragen die Ordinaten
beider Querkraftlinien nach oben und unten von der wagerechten Achse
aus ab, dann addieren sich beide unmittelbar. Die Querkraftlinie
infolge der Einzelkrifte ist die Treppenlinie mit den Ordinaten @ = P,
bzw. @ = P, + P, (Abb. 87b), die nach oben abgetragen sind. Die
gleichformig verteilte Last gibt eine Schriage mit der Endordinate
Q = P,, so daB

Q=P+ P, + P,
die grofte Querkraft wird.

Auch beim Entwurf der Momentenlinie betrachten wir zunichst
die Einzellasten; es ist

M,=0; My=P,-b; My =P,-1+ P,-a.
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Die Momentenlinie ist eine gebrochene Linie, die am bequemsten mit
Hilfe von aa’ = P, -1 und a’a” = P, - a entworfen wird. Infolge der
gleichférmig verteilten Last erhalten wir eine Parabel, deren Ordinaten
senkrecht nach unten aufgetragen sind, damit wir unmittelbar addieren
kénnen. Das groBte Biegungsmoment tritt in der Einspannstelle auf,
es ist ,
Mmax—:Pl-l—l—Pz-a—%—Paé

und miiBte streng genommen das negative Vorzeichen erhalten, da es
die Trigerachse nach oben wolbt.

Der Triger auf zwei Stiitzen (Abb. 88) trage die Einzellasten P
und eine gleichférmig verteilte Last G. Wir bringen die Krifte P auf

A 1B B
" a—sl? 4 & T AT
A A | ) I 1 8
a) & TR ARSI RA e i A :
| z 4 oo T
Al I x! > jz | J ?
_ | | Ll
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Abb. 87. Freitriger mit mehrfacher Abb. 88. Der Triger auf zwei Stiitzen
Belastung. mit mehrfacher Belastung.

den Triger und entwerfen zuniichst die Querkraftlinie fiir diese Einzel-
lasten, nachdem die Auflagerdrucke A und B berechnet sind. Die
Querkraftlinie ist eine Treppenlinie, die die x-Achse im Angriffspunkt
einer Last schneidet (in unserem Beispiel P,). Infolge der gleichférmig
verteilten Last erhalten wir eine Schrige, deren Ordinaten nach unten
abgetragen sind, damit sich beide Querkraftflichen addieren.

Ebenso entwirft man zunichst den gebrochenen Linienzug der
Momente infolge der Einzelkrifte, dessen Ordinaten nach unten auf-
getragen sind und zeichnet dann die Momentenfliche infolge der gleich-
férmig verteilten Last nach oben, die durch eine Parabel mit der Pfeilhche

gz
=75

begrenzt ist. Der Querkraft-Nullpunkt gibt den Abstand x, von 4 an,
wo das grofite Moment auftritt.
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Zahlenbeispiel (Abb. 89).

a) Zeichnerische Loésung. Man bringt zunichst die Einzelkrifte P auf
den Triger und entwirft mit Hilfe des Kraftecks den Seilzug I’ ... ¥’ (Abb. 89b);
dann schneiden die duflersten Seilstrahlen I” und ¥V’ die Auflagersenkrechten in
den Punkten der Schlufilinie s’; eine Parallele s zu s’ durch den Pol O ergibt die

Abb. 89. Der iiberhéingende Triger mit mehrfacher Belastung.

Auflagerdrucke A und B infolge der Kréifte P. In Abb. 89b sind die Schnittpunkte
der Seilstrahlen I’ und II auf der linken Endsenkrechten und IV’ und ¥V’ auf
der rechten Endsenkrechten auf die SchluBlinie s* heruntergeholt, damit wir die
Ordinaten von einer Geraden aus messen konnen. Die Momentenfliche hat posi-
tive und negative Teilflichen. Aus der zu den Einzelkréiften P gehorigen Quer-
kraftfliche (Abb. 89¢) entnehmen wir drei Querkraft-Nullpunkte bzw. drei Punkte,
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in denen die Querkraft das Vorzeichen wechselt. Diesen Punkten der Querkraft-
linie entsprechen die beiden negativen Stiitzmomente und das gréfte positive
Moment im Angriffspunkt der Kraft P,.

Die gleichférmig verteilte Last G = ¢ - L, wo bei L die Gesamtlange des Trigers
bedeutet, denkt man sich im Schwerpunkt der Last, d. h. in —g— von den Enden
des Trigers entfernt, angreifen. Das Krafteck mit dem Pol O, liefert die Seil-
strahlen I’ und II’ (Abb. 89c), deren Schnittpunkte mit den Auflagersenkrechten
die SchluBllinie bestimmen, und die Tangenten an die parabolische Momenten-

linie in den Endpunkten des Trigers sind. Die Querkrafifliche ist in Abb. 89f
dargestellt, die sie begrenzende Querkraftlinie ist eine dreiéstige Schrige mit der
Neigung

die nach Abb. 84b entworfen wird.

Die beiden Streckenlasten p-a und p-b denkt man sich ebenfalls in den
Schwerpunkten der sie darstellenden Rechtecke vereinigt und zeichnet mit Hilfe
des Kraftecks (Pol 0,) den Seilzug I’, 1I’, III’. Die Schnittpunkte der duBersten
Seilstrahlen I’ und I7I’ mit den Auflagersenkrechten (Abb. 89d) bestimmen die
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SchluBlinie s’. Innerhalb der Strecken ¢ und b ist die Momentenlinie eine Parabel,
deren Tangenten die Seilstrahlen I” und II” fir die Last p - @ bzw. II’ und III’
fiir die Last p - b sind.

Die Querkraftfliche infolge beider Streckenlasten zeigt Abb. 89g; beim Zeichnen
der Querkraftlinien ist darauf zu achten, daB sie fiir unbelastete Teile des Trigers
wagerecht verlauft.

Da alle drei Lastgruppen gleichzeitig auf den Triger wirken, sind die Einzel-
flachen zu addieren. Abb. 90c¢ gibt die Gesamtquerkraftfliche, deren Nullpunkte
die Lage der grofiten Biegungsmomente bestimmen (gefihrliche Querschnitte).

In Abb. 90b ist die Gesamtmomentenfliche dargestellt, bei der die begrenzenden
Parabeln sich allerdings wenig von geraden Linien abheben.

Mit den MaBstédben

1 mm = a m fir die Langen,
1 mm = b kg fir die Krafte
wird
am

bkg
Mnu.fomm--——l Y mm
In Abb. 89 ist gewahlt

Léngenmafstab 3 mm = 0,4 m,
KraftemaBstab 1 mm = 200 kg.
Damit wird
0,4
Myax =12 mm- goglfg - 20,8 mm - e 6670 mkg .
1 mm 3 mm

b) Rechnerische Lésung. Fir die Berechnung der Auflagerdrucke denken
wir uns die gleichférmig verteilten Lasten in den Schwerpunkten der Rechtecke
angreifen, durch die sie in der Zeichnung dargestellt werden. Danach hat

G =g-+L=2300-8,7 = 2610 kg den Abstand %(1,2 +6+4+15)—15=285m;
P =900(1,2 + 2,0) =2880 kg den Abstand 6 -+ 1,2 —%(1,2 + 2) = 5,6 m;

P’ =900-1,9 = 1710 kg den Abstand 1,2 + ;— 1,9 = 2,15 m von B. Demnach

lautet die Momentengleichung simtlicher Krifte fir B als Drehpunkt
1200 - 7,2 + 2880 - 5,6 + 3100 - 4,2 + 2610 - 2,85 + 1710 - 2,15
+ 2400-1,4—750-1,5— A4 - 6 = 0; daraus 4 = 8523 kg.
In gleicher Weise erhalten wir fir 4 als Drehpunkt
750 - 7,5 + 2400 - 4,6 - 2880 - 0,4 + 2610 - 3,15 - 3100 - 1,8 + 1710 - 3,85
—1200-1.2 — B -6 = 0; daraus B = 6127 kg.

Nunmehr werden die Querkraft-Nullpunkte ermittelt, bzw. die Punkte, wo die
Querkraft das Vorzeichen wechselt.
Unmittelbar links von 4 ist

Q4 = — 1200 — (900 -+ 300) - 1,2 = — 2640 kg;
unmittelbar rechts von 4 ist
@', = — 2640 + 8523 = 4 5883 kg,

also ist A ein gefdhrlicher Querschnitt.

Zwischen 4 und B schitzen wir @ = 0 im Abstande 2,9 m von 4 und finden

Q = — 1200 -+ 8523 — (900 - 300) - 3,2 — 300 - 0,9 — 3100 = + 113 kg.
Vcn da ab vermindert sich @ um $GO - 300 = 1200 kg/m. Ist z, die Strecke
die mit 1200 kg/m belastet ist, so wird

Q = + 113 — 1200 - z, = 0; daraus z, = 0,09 m.

Der zweite gefihrliche Querschnitt ist demnach 2.9 + 0,09 = 2,99 m von 4 und
3,01 m von B entfernt.
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Unmittelbar rechts von B ist
Q@p = 750 + 1,5+ 300 = + 1200 kg,
unmittelbar links von B ist
Q%= -+ 1200 — 6127 = — 4927 kg,
also liegt in B der dritte gefihrliche Querschnitt. Es missen alle drei Momente
berechnet werden.
M4s=—1200-1,2 — (900 + 300) - 1,2+ 0,6 = — 2304 mkg.
M, = 6127 - 3,01 — 750 - 4,51 — 2400 - 1,61 — 900 - 1,81 - 0,905
— 300 - 4,51 - 2,255 = + 6670 mkg.
Mp=—"150-1,5—300-1,5"+0,75 = — 1462,5 mkg.
Da fiir die Querschnittbemessung das zahlenmaBig gréte Moment ohne Riick-
sicht auf das Vorzeichen maBgebend ist, schreiben wir
Mpax = My = 6670 mkg = 667000 cmkg.
Die zulissige Biegungsspannung %, = 1200 kg/cm? erfordert
667000 .
W= 1900 =555 cm?,
dem ein I-Eisen N P29 mit W, = 596 cm? entspricht, so daf}

667000
Omax = T 1120 kg/cm?

wird.

b) Beliebig geformte Belastung.

Die Aufgabe erscheint zunichst recht theoretisch, sie gewinnt aber
fir den Maschinenbau Bedeutung, wenn man den EinfluB des Eigen-
gewichtes von Maschinenteilen untersuchen
will, die als GuBkorper von verwickelter
Form entworfen sind.
Mohrsches Verfahren. Zerlegt man die
Gesamtlast in schmale Streifen, so kann man
das Gewicht dieser Streifen als Einzel-
krifte auffassen, die in den Schwerpunkten
angreifen. Nach Mohr bildet man aus
diesen Einzelkriften den Kriftezug und ent-
wirft das Kraft- und Seileck, dessen Strahlen
Tangenten an die Momentenlipie sind.
Da wir dieses Verfahren spéter haufig
bei verwickelten Belastungsflichen anwen-
den (vgl. 8. 176), so sehen wir hier von einem
besonderen Beispiel ab.
Nehlssches Verfahren (Abb. 91). Ist dx
die Breite eines Streifens, % seine Hohe,
dann ist sein Gewicht k-dz, das einen

Auflagerdruck
T N A I AT O | z
0TI Y 5 bom dAd=k-dx- =
Abb. 91. Nehlssches Verfahren bei . !
beliebiger Belastung. hervorruft. Wir erhalten

i

I
Asz-—?-dx und Bsz-%-dx.
0 1)
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Das Biegungsmoment im Punkte m des Trigers ist
M m = M rt+ M 1>
wobei
M,=A4,-a und M,=B,-b

ist, wenn wir mit A, den infolge der Last rechts von m sich in A4 er-
gebenden Auflagerdruck, mit B, den in B durch die Last links von m
hervorgerufenen Auflagerdruck bezeichnen. M, und M, sind die ent-
sprechenden Momente. Mit

b [/]
A,=[k-F-de’ wnd Bi= [k 7 da
0 0

wird
b a
o , z
M,,,:a-Jk-T-dx +b~fk-7-dx.
0 0

Die Integrale sind durch Klachen darstellbar, die von Kurven begrenzt
werden, deren Gleichungen

"=k und z=1k-

[\

&
I

~l&

lauten. Man findet Punkte der Kurven, indem man eine Ordinate der
Belastungsflache, z. B. 1 — 2 = k, auf die Senkrechte durch 4 projiziert
und den so erhaltenen Punkt 3 mit B verbindet; dann zerlegt B die
Ordinate % in

1+4:k-?l—=z' und 2—2—4=k-%=z.

Die Punkte 4 liegen auf einer Kurve, die die Gesamtbelastung P in 4
und B zerlegt. A ist dargestellt durch den der z-Achse zugehdérigen
Teil der Gesamtflache; die dariiber liegende Restfliche ist gleich B.
Die Senkrechte durch m liefert 4, und B;, von denen A, durch Inte-
gration der 2’-Linie von O bis b, B; durch Integration der z-Linie von 0
bis a erhalten wird. Beide Integrale sind durch die gestrichelten Flichen
dargestellt, deren Inhalt beim Aufzeichnen auf Millimeterpapier mit
geniigender Genauigkeit ausgezahlt wird. Trigt man jetzt 4, und B,
auf der Senkrechten durch m als Ordinaten auf, so ergeben die Recht-
ecke

A,-a=F, und B;-b=F,

die Teilmomente M, und M, so dafl wir das Gesamtmoment M, als
Summe beider Flichen erhalten; es ist

M, =F,+F,.

Um alle Momente zu erfassen, empfiehlt es sich, die Integrallinien

A:J"k-?%'-dx' und  B= [tz
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zu entwerfen, deren Ordinaten fiir eine Reihe von Punkten durch Aus-
zéhlen bestimmt werden, wie es fiir den Punkt m oben angegeben ist.
Die Linien sind in Abb. 91 eingezeichnet. B, A, hat die Endordinate A
senkrecht unter 4; 4,B, hat die Endordinate B senkrecht unter B.
Der MaBstab der Darstellung ist durch die Bedingung
(4’4, = B) + (4,4, = A) = P in t oder kg
gegeben. Nehmen wir beispielsweise an

LingenmaBstab 2 mm = 0,1 m,
KraftemaBstab 1 mm = 0,1 ¢,

so liefert Abb. 91 fiir die elf Punkte des Tragers

M—35mmm~9 _0___1199 HzZ,lmt
1 mm 2mm
MZ—I(-J—I—-t— Qilltl-(33,5mm-18 mm + 3 mm-%0 mm) = 4,37 mt usw.
mm 2 mm

Als groBtes Biegungsmoment ergibt sich unmittelbar neben Punkt sechs

0,1t 0,lm
1 mm 2mm(

Myex= 21l mm-5mm -+ 13 mm-6 mm) = 9,15mt .

¢) Wandernde Einzellasten.
Eine Last P wandert iiber den Triiger (Abb. 92). In der Stellung x ist
Mz:P-x(ll—x)’

die Momentenfliche ein Dreieck mit der Héhe M,. Trigt man M,
senkrecht unter x als Ordinate cc¢’ auf, so liegen die Spitzen ¢’ aller
P méglichen Momentendreiecke auf
<—ax—>  einer Parabel, deren Pfeilhohe
Moy ist. Aus
dM P

A l =4
a . c b

(l—2w)=0

L | Mo folgt x—l

i
]

d. h. das groBite Moment liegt
in der Mitte und ist
Abb. 92. Wandernde Einzellast. P-l
M max — T .
Die Konstruktion eines Parabelpunktes folgt unmittelbar aus der
Gleichung; sie ist aus Abb. 92 zu ersehen.
Zwei gekoppelte Lasten wandern iiber den Triiger (Abb. 93). Wir
verfolgen zunichst die GroBe des Momentes infolge P, wenn P, von B
aus iiber den Triger wandert. In der Entfernung x von B ist

z(l—zx
My=y,=P;- (l )’

d. h. der geometrische Ort fiir die Spitzen der Momentendreiecke ist
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eine Parabel, deren Pfeilhohe fiir x =

|~ N|N

f 1= P1 .
ist.
In gleicher Weise erhélt man als geometrischen Ort fiir die Spitzen
der Momentendreiecke infolge P, eine Parabel mit der Pfeilhohe

Im Angriffspunkt von P, ist
(z—a)(l—a -+
M,=y,=P 2*—-Ml—‘—a‘)-
Aus Abb.93b ist zu ersehen, dal das gréBite Moment nur unter P,
oder P, auftreten kann. Im Angriffspunkt von P, ist

y:yl—lf—yé oder J[x:PIx( )+P (x—a)l(l'—-'x) (a)

Die Lage des Maximalmomentes folgt aus der Bedingung

A P 22P, + P —2Pyx + Pya=0
&t@_“rpa L, Pya
2(P1+ Py 2 2P +Py)’
Fiir den Sonderfall gleich groBer Krifte ergibt sich
__2Pl4+Pa 1 a
="4p ~—3T%
und damit
(1 aN(l a I 3 I a
[Lyay(l_« L3, <____
My —P 2 4) 2~4>—‘~P-<2 ) 2 4

=y roast) =5 (1-5)"

Stellen wir die Gleichung (a) als Kurve dar, so messen wir senkrecht
unter der ersten Last das durch beide Kréifte in diesem Punkte hervor-
gerufene Biegungsmoment. Diese Momentenlinie ist eine Parabel, deren
groBte Ordinate im Abstande

o l P,-

ERERED ot
von B auftritt, wenn der Lastenzug von B nach A fihrt. Das zweite
Glied ist aber die halbe Entfernung der Mittelkraft B = P; + P, vom
Angriffspunkt der Last P,. Nennen wir die ganze Entfernung 2 e, so muf}
die erste Last um ¢ aus der Mitte des Trégers verschoben werden, damit
wir den Ort des grofiten Biegungsmomentes erhalten, der mit dem
Scheitel der zu entwerfenden Parabel zusammenfallt. Anders ge-
schrieben lautet die Gleichung (a)

Winkel, Festigkeitslehre. 8
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! 2
sz(P1+P2)x‘l“Pz'%'x‘(Pl‘}‘Pz)'xT_Pz'“’

—xt Pya x 2% Py-a
P, + P, P,+P, I ! Pi+P,
2
=x+2@-7x—%—2e (b)

Wir erhalten die Schnitt-
punkte der Parabel mit
der z-Achse, wenn wir
die rechte Seite dieser
Gleichung gleich Null
setzen; das ergibt die
Bedingungsgleichung

22— (l+2¢) +2el =0,

daraus

2, =1; x5 =2e.

Fir den Sonderfall
gleich groBer Krifte
a

wird 2, =5 -

Ersetzen wir in Glei-
chung (b) z durch% +e,
so ergibt sich
\ Mooy = Py :_l P,

' Jplom. [P

a-ze a 2e
ad (12— el + 4e?),

Abb. 98. Zwei wandernde Einzellasten. R
Mmax = g3 I—2¢e)2 (c)

|
|

Da der Scheitel und die Schnittpunkte der Parabel mit der z-Achse
nunmehr bekannt sind, 148t sich die Kurve einzeichnen. Betrachten
wir in gleicher Weise die Momente, die unter dem Angriffspunkt von
P, auftreten, so ergibt sich eine Parabel, die die z-Achse in B und

im Abstande @ — 2 e von A schneidet; ihr Scheitel ist um %——e aus

der Mitte des Triigers nach rechts verschoben und hat die Pfeilhohe
R
Mmax = 1] [l — (0« —_— 26)]2 .

Brauchbar sind die ausgezogenen Aste der Kurven, die den Verlauf
der maximalen Momente lings der Trégerachse zeigen.

6. Triiger mit verinderlichem Querschnitt.
Da die Biegungsmomente in einiger Entfernung vom gefihrlichen
Querschnitt schon bedeutende Abweichungen von dem gréB8ten Moment
zeigen, wird der mit unverinderlichem Querschnitt ausgefiihrte Trager
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zum grofen Teil iberfliissigen Baustoff haben. Um dieser Verschwen-
dung von Baustoff zu begegnen, wird man versuchen, den Triger so zu
formen, dafl moglichst gleiche Beanspruchung in allen Punkten auftritt.

Die abgesetzte Welle. Die Welle der Abb. 94 trigt in der Entfernung
0,5 m vom linken Auflager ein Schwungrad vom Gewicht P = 5000 kg.
Die Momentenlinie ist ein Dreieck (abc), dessen Héhe

5000-70-50

Mrax = 120

X 145500 cmkg

ist.
Da M =W -0 ist, und o den zulidssigen Wert k, = 400 kg/cm?
nicht iiberschreiten soll,

so mull die Kurve der P=5Af01g

Werte W -k, die die ‘ 1

Tragfahigkeit der einzel- _gﬁ ¥ WT%V —'—_\%{»» gl_' S

nen Querschnitte darstellt, '4—>100<—250—>«lﬁ‘0>e200><200%<200>1 )
stets auBlerhalb der drei-

eckformigen =~ Momenten- A 1
linie fallen. Da das Wider- &

standsmoment fiir einen ! T&:
gegebenen  Durchmesser X ! oF
konstant ist, ergibt sichals £ T % N R
Kurve der Tragfihigkeit / T | N AN
der treppenformige Verlauf A i N \g by
der Abb. 94. Man erkennt, X | l B ‘}§l
daBf das Biegungsmoment ! Mabstas o Momententiiohe

an allen Stellen kleiner als T Faw0cmkg

die Tragfahigkeit ist. ADb. 94, Abgesetate Welle.

Die Auflagerdrucke sind

70
A= 5000'127): 2900 kg  B=15000- m_ 2100 kg .

Daher wird
Wigo s by = 98,17 -400 = 39200 cmkg > M,y = 2900 -10 = 29000 cmkg
100 k= 98,17-400 = 39200 cmkg > M,,," = 2100 -10 = 21000 emkg
120 - Ky = 169,6 - 400 = 67800 cmkg > M;,, = 210030 = 63000 cmkg

Wiao " ky = 269,4 - 400 = 107600 cmkg > My, = 2900 - 35 = 101500 cmkg
Wi+ ky = 269,4 - 400 = 107600 cmkg > My, = 2100 - 50 = 105000 emkg
Wigo* ky = 402,1 - 400 = 160000 ecmkg > Mpax = 2900 - 50 = 145500 cmkg

Die in den einzelnen Querschnitten auftretenden maximalen Spannungen sind

ow0, = Moo+ Wigg = 20000 98,17 — 295 kg/em?
Oro” = Mgy s Wipp = 21000: 98,17 = 214 kg/em?
Ora0 — Mz : Wisp = 63000:169,6 — 371 kg/em?
o0 = 11140 : Wi = 101500:269,4 = 377 kg/cm?
0120’ = Miso': Wigo = 105000:269.4 = 390 kg/em?
oume = Mo : W — 145500 402,1 = 360 kg/om®

Genieteter Blechtriiger. In dhnlicher Weise a8t sich der genietete
Blechtriger der Abb. 95 berechnen. Die einzelnen Blechquerschnitte
sind in Abb. 96 angegeben.

8*



116 Die Biegungsfestigkeit.

Freitriger mit stetig wachsendem Querschnitt (Abb. 97). Das Bie-
gungsmoment an der Stelle x ist

M,=P-x,
die Spannung ¢ im Querschnitt  mit den Bezeichnungen der Abb. 97
o— y e P.z-6
T W, b-y?
Aus z:l=(y—hy):(hy—hy) folgt
y—h 8P y—h
v=p ‘1 und o= b i)
Mit
bR
w A= —*6— und M A= Pl
Abb. 96. Querschnitte des Blechtrigers
Abb. 95.
Abb. 95. Genieteter Blechtriger. Abb, 97. Freitriger mit stetig wachsendem

Querschnitt.

: . Pi6 .
ergibt sich die Spannung ¢, im Einspannquerschnitt zu o, =735
2

es .ist daher
P.1-6 by y—h _ _h3 y—h

T Ty ey Ryt hy—Ty
oder <h .
2
hy <h1 7'?)
o= [EE SRR SNt SR 1
2 hy L\ y®
by
a(h_M >
2
Um opax zu finden, setzen wir Y iy Y7 — 0 und erhalten die Be-
dingungsgleichung

_h
21+——0 und daraus y =2k, .
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Solange hy << 2 hy, ist der Einspannquerschnitt der gefahrliche Quer-
schnitt. Fiir hy, > 2 h, riickt der gefibrliche Querschnitt dorthin, wo
seine Hohe doppelt so groll ist wie die des Endquerschnittes, so daf
der Ort fiir omay leicht zu bestimmen ist. Wir erhalten als groBte Span-
nung

Setzen wir in

den durch die Bedingung fiir opax gefundenen Wert y = 2 &, ein, so
erhalten wir

Ersetzt man in der Gleichung fiir ¢ die Héhe des Querschnittes
durch die Entfernung x vom freien Ende, so wird

aus der sich fiir ein gegebenes Verhiiltnis A,: %k, die Spannung ¢ fiir
10 Punkte des Trigers unschwer errechnen laft. Ist z. B. ky: by = 3,
so wird

x
l
0=0,"9 7 = 00,
- >
ey
I
> 01 | 02| 03 04 05|06 07| 08|09
|
|
2.7 02 o4 06 08 1 1,2 (14 (L6 |18
23;+1 L2 14 L6 |L8 2 |22 |24 |26 |28

: | | | Lo
<2 2z + l) 1,44 1,96 | 2,56 1324 |4 4,84 5,76 16,76 17,84

9% 09 18 27 |36 |45 54 (63 7,2 |81

|

« 0,625 0919 1,055 | L1I1 | 1,125 | 1,112 | 1,004 | 1,064 | 1,035

Die Kurve ¢ = f (x) ist eine hyperbolische Kurve dritten Grades;
ihr Maximun liegt in z, =1/2. Die grofite Spannung omax ibersteigt
die Spannung im Einspannquecrschnitt um 12,5%.
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Kegliger Freitriiger mit Kreisquerschnitt (Abb. 98). Das Biegungs-
moment im Abstande x vom freien Ende ist

= P-x,
Das Widerstandsmoment W, —~32 , daraus
M, P.x-32
o=7="= —
W, wey3
/
Aus F:Fy=y?:d3 = (I, + »)%: 13 folgt x —_72 cy—1,

o wird zu opax fiir dy— = 0, daher wird

Abb. 98. Kegliger Freitriger mit Kreisquerschnitt.

do 32 o b 1 . L) _
dy @ P( 2 dy y3+3 y4>_0’
3
y—?d
weil [, :l,=d, :d, ist. Mit dem fiir y gefundenen Wert wird
82 1l 1 L 7_ 128 P-l
Omax = P[d2 <3 >2"(3 >3]_27-n @
dy e

Um ein Bild iiber den Verlauf der Spannungen lings der Trigerachse
zu erhalten, erweitern wir die Gleichung

32 (12 1 zl>
P\ Ty

l 3
z-i oder y=gd,

L1 .
mit — und schreiben

d3
U:%{"_l(iz di_llﬂ)._l_
w4y \dy ¥ v/
woraus mit
P.1.32
nd} =02
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oy (B )
0==0, Iy e
folgt.
Da sich ferner aus d;:dy =1;: 1,
I dy—dy I dy—d,
A A
ergibt, so erhalten wir
G=c < b & 4 di)
T \dy—d; ¥ dy—d, y3/°

Die Kurve ¢ = f(y) und damit auch ¢ = f(z) ist eine hyperbolische

. . . . 3
Kurve vierten Grades, als deren Maximalwert sich fiir y = le
P SO B
max = 97 " %2 " gr (4, — dy)
ergibt; sie kann, wenn nétig, durch Berechnung einer Reihe von Punk-
ten bestimmt werden.

7. Triger gleicher Biegungsfestigkeit.

Die beste Ausnutzung des Baustoffes wird dann vorliegen, wenn
samtliche Querschnitte gleich groBe Biegungsspannungen erfahren,
Natiirlich 148t sich diese Forderung nicht in die Wirklichkeit umsetzen,
da in den Momentennullpunkten des Tragers die Spannung Null herrscht,
theoretisch also ein Querschnitt Null erforderlich wire. Aber man kann
der gestellten Bedingung iiberall gleich groBer Biegungsspannung durch
die Formgebung des Trigers nahe kommen,

a) Der Freitrdager (Abb.99) mit rechteckigem Querschnitt
von gleichbleibender Breite 6 und verdnderlicher Hohe y.
EinfluB einer Einzellast am Ende.
Das Moment im Punkte x des Tra-
gers M, = P - x liefert bei einer un-
verdnderlichen Breite b und der ver-
dnderlichen Hohe y des Querschnittes
die Randspannung
— P.x-6
b-y?
Der Grenzwert dieser Spannung ist die
zuldssige Biegungsspannung k,; damit
ergibt die Bedingung ¢ = Constans die
Gleichung der Begrenzungslinie des
Tragers
P.x-6
k=5
Das ist die Gleichung einer quadrati-
schen Parabel, deren Entwurf zwei Ausfithrungsformen gestattet.
Abb. 99a zeigt als obere Begrenzungslinie eine Gerade und als untere

6P
2 .,
oder y bk, z. Abbp. 99, Freitriger gleicher Biqgungsfestig-
keit und gleicher Breite.
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die Parabel, Abb. 99b zeigt obere und untere Begrenzungslinie als
Parabeln. Angendhert formt man den Triger nach den Tangenten,
die man im Einspannpunkte an die Parabeln zieht. Durch diese ist
die Héhe im Endquerschnitt als die Halfte der Hohe des Einspann-
querschnittes bestimmt.

GleichmiBig verteilte Last (Abb. 100). Nennt man wieder die
unverinderliche Breite des Querschnittes b, die veranderliche Hohe v,
p-2?

2
M, p-a2-6 3P a2

CTW, T 2hy T b

so wird infolge M, =

Die Forderung ¢ = k, liefert als Gleichung der Begrenzungslinie

A\

Abb. 100. Freitrager gleicher Biegungsfestig- Abb. 101. Freitriger g}eicher ?iegungsfestig-
keit und gleicher Breite. keit und gleicher Hohe.

die Kurve ist eine gerade Linie, die im Punkte 4 (¢ = 0) die Ordi-
nate Null, im Punkte B (z =1) die Ordinate
3Pl
h= V bE
hat.

b) Der Freitrdger mit rechteckigem Querschnitt von gleich-
bleibender Héhe h und verdnderlicher Breite y.

- EinfluB einer Einzellast am Ende (Abb.101). Das Moment M, ruft
im Punkte z die Spannung
M, P-x6
T W, y-h?
hervor; die Forderung ¢ = k, liefert als Gleichung der Begrenzungs-
linie des Tragers

_ 6P .
y_hz-k,, x;

das ist die Gleichung einer geraden Linie mit den Ordinaten y =0
6 Pl

T im Punkte z =1.

im Punkte =0 und b =
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GleichmiiBig verteilte Last (Abb. 102). Infolge des Momentes
2
M,="LZ im Punkte 2 des Tréigers tritt die Spannung

== 73
M, 3pa?
=W, T g E
auf, die fiir ¢ = k, die Gleichung der Begrenzungslinie
_ 3pa? 3 Pa?

Y=k 1k,

liefert. Das ist die Gleichung einer Parabel, die sich nach der y-Achse
offnet und nach Abb. 102 entworfen werden kann. Die bestimmenden

Endordinaten sind y =0 fir =0 und b = %Z;C—f fir o = 1.
NL A <y
A N
B I\l
i R

0<—-——1‘—>||
# !

N\
Abb. 102. Freitriger gleicher Biegungsfestig- Abb. 103. Freitriger gleicher Biegungsfestigkeit.

keit und gleicher Héhe. Kreisquerschnitt,
¢) Der Freitriger mit kreisformigem Querschnitt.

EinfluB einer Einzellast am Ende (Abb. 103). Als Spannung im
Punkte x des Tragers ergibt sich

g Mo P-z:32
=T Ty
aus der mit ¢ = k, die Gleichung der Begrenzungslinie
32P
3 —="_.
-k v

folgt. Die Kurve ist eine Parabel dritten Grades oder kubische Parabel,
deren Endordinate fiir « = [ den Wert

32P1
d=/2-

ks
hat. Die Tangenten an die Kurve in der Einspannstelle des Tragers
schneiden auf der Endsenkrechten die Strecke gd ab.

GleichmiBig verteilte Last (Abb. 104). Sie ruft im Punkte x des
Triagers die Spannung
pa?-16
0= -
-y

hervor; aus der mit ¢ = £,

16p 16 P
3 = 2 — . .2
Akl Al T
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folgt. Die Kurve ist eine semikubische Parabel, deren Ordinate an der
Einspannstelle den Wert
i T/lﬁ Pl

7wk

hat, und deren Tangenten auf der Endsenkrechten die Strecke %d

abschneiden. .

Da beide Kurven héufig als Grundform von Ausfithrungen gewéhlt
werden, soll ihre Konstruktion
entwickelt werden. In Abb. 105
sei 04 =1; AB=h=d.

Die beliebige Wagerechte cc,;
schneidet O B so in ¢;, daB

N\

N

W

_n
xl——h— 'l
A 0. e e it P It st Projiziert man ¢, auf die
Wagerechte CB und verbindet
diesen Punkt 1 mit O, so hat der Schnittpunkt c, die Abszisse

xl_ﬁ.l
>

Ty =Yy 3, = s weil y, =y, ist.

v ¢, ist also ein Punkt

z = der quadratischen Pa-
2 i 8 rabel; projiziert man
¢, auf BC und ver-
bindet 2 mit O, so

}
l

2]

schneidet 02 die Wage-
/ & i i h-d rechte cc, in ¢,, dessen

g7 Abszisse
” ;
_ L2 Ys
T3 =Ys T hs !

re—¥=Y2=Y3—>

Q(—‘S—-—»

Z A ist, weil y, =y, ist;

Konsbrukbion d dratischen. Kubischen und somi also ist ¢; ein Punkt
Abb. 105. onstruktion der quadratischen, ischen und semi- der kubischen Parabel.

kubischen Parabel.

Die Senkrechte durch

¢, schneidet O 1 in ¢, mit den Koordinaten z, und y,. Aus der
Konstruktion folgt unmittelbar

e 2y —

Y2 %3
Yyy=x, ==
4 4y,

. yz ,
da x,=a, ist. Mit x,: 2, = y,: b wird wegen y, =y,

2 1 3ol

y4=y—h2 oder y4-7=f-5=x2.
Wir gelangen demnach auch nach ¢,, wenn wir die Senkrechte durch ¢,
mit OB zum Schnitt bringen und von 2’ wagerecht bis O 1 gehen.
DaB ¢, ein Punkt der semikubischen Parabel ist, zeigt die Gleichung,
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der seine Koordinaten z, und y, geniigen. Aus

Ygi %y =Ygy und Y1 x, =h:
folgt
72/27: Yo h

b _v b _R R
T myery m Xy L

. I i 2

und mit 2, =y, - %—z—l;.

d) Der Trager auf zwei Stiitzen,

Eine Einzellast zwischen den Stiitzen bewirkt die Auflagerdrucke 4
und B, die den Tréger auf zwei Stiitzen als zwei Freitriger aufzufassen
gestatten, der im Angriffspunkt der | P
Kraft eingespannt ist. Die fir den  Jumm I FITIOOOOLY
Freitrager abgeleiteten Beziehungen W
sind demnach sinngemif auf den von 4 i rtf—‘_’z—”-
einer Einzelkraft angegriffenen Triager <=z '
auf zwei Stiitzen zu tibertragen.

Eine wesentlich andere Gestalt er-
hilt die Begrenzungslinie eines recht-

ol

= N e

Y |

|
|
|
eckigen Tragers bei unverdnderter } i 7
Breite b und veranderlicher Héhe y, i ) _ o
wenn wir ihn mit gleichférmig verteil- ADD. 106. Tr:%efr fvlféfhgiﬁ]:;ii‘}ng“es“gke‘t
ter Last belasten (Abb. 106).
Das Biegungsmoment
—dog P P
AMac— A-x ER) x — W
ruft im Punkte 2 die Spannung
g——Mi—— 3P lzg—a?
CW, T byt
hervor, fiir welche die Bedingung ¢ =, als Gleichung der Begrenzungs-
linie

, 3P
yr= g, (e —a?)
oder bloky o, B _ B 2
3p Y gT g hlr—w

ergibt. Zusammengefalt und geordnet erhalten wir

5=
9" y>

T e
2 4bk,

Das ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbaehsen-;- in Richtung
der Stabachse und A = f—;{ senkrecht dazu. Hier pflegt man die

Begrenzungskurve angendhert so zu entwerfen, daB die Ordinaten in 4
und B gleich der Hilfte der Mittelhdhe A werden.

1.
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8. Momente zweiter Ordnung fiir ebene Flichen.

a) Tragheits- und Zentrifugalmomente fiir rechtwinklige
Achsen.

Bezieht man das axiale Tragheitsmoment auf eine Achse %, die mit
der x-Achse den Winkel « bildet (Abb. 107), so wird

Jy=[dF-y'*= [ dF (y-cos o — x-sin o)?
=cos2ocfalF-yZ—Zsinoc-cosocfolF-9c-y—}—sin%cdeyc2
=cos2a'Jw—sinro-de-x-y—|—sinzoc~J@,.

®) Man bezeichnet de <z y mit J,, und
”'Y_ J ar nennt es das Zentrifugalmoment von
\ 1 F, bezogen auf das Achsenkreuz zy. Da-
\\ 7 i PlLou mit wird
l—X . -
\_ i 7 zp) Ju=JpcostatJysinfa—J,, sin 2.
0 \ rx'/'\ ! T .
e l Entsprechend wird
" : :
Abb. 107. Trigheits- und Zentrifugal- J'u = Jac -sin o + J@/ -cos?a + Jaw -sin 2o .
moment.

Ferner ist
Jw=de-x'-y'=de(y~cosoc—x~sinoc)(ac-cosoc+y-sinoc)
=de-xy-coszoc—de-xZ'-sinoc-COSa
—}—de-yz-sinoc-cosoc—de-xy-sinZa
=d,, co82a—J,-sinacosa 4 J,-sino cos o — J,, -sinfa,
Jyp=1py cos 20+ 4sin2a(J,—J,).

Fiir o = 45° erhilt man

Juz%(Jx+Jw)—me’
Jv:%(Jx+Jy>+ny:
Juuz%(Jm‘Jﬂ)'

Wird J,, = 0, so ergibt sich mit « = «, aus
0=1J,, cos 20, -+ §sin 20y (J,— J,),
ey 2y
Toedy  Jo—ds"
Die dem Werte «, entsprechenden Achsen » und » heilen Haupt-

achsen, die auf sie bezogenen Trigheitsmomente Haupttragheits-
momente. Thre Grofle bestimmt sich mit

1+ cos 2¢,
2

tg2ay=

1—cos2o
cos? oy =

, bzw. sin?ey=

und
1 B Ty—J,

cos 20, = =
VIFtg220 v (Jy—J.)% + 47,
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zu
1 J,—J, 1 Jﬂ/‘_‘Jx
J min = Jg <'2’ + ———y—z ’r) +J, <27_ 7T 7z *‘)
2y (Jy— P42, 2y (J4,—-—Jx)2—|—4ij
2J.,
J,—J
L
ZJaw/ W2

J min =% (Jx + Jy)_ 3 ] (Jy_ St + 4J2y .

Entsprechend wird

Imax=3 (T, + )+ 3V (I, — T2+ 4J5,.

Durch Differenzieren von J, nach o 1aBt sich namlich leicht nach-
weisen, dafl die auf die Hauptachsen bezogenen Trigheitsmomente
unter allen Trigheitsmomenten, die fiir denselben Punkt 0 ermittelt
werden kénnen, den groBten bzw. kleinsten Wert ergeben.

Sind die Hauptachsen I und I] eines Querschnittes und die auf sie
bezogenen Haupttrigheitsmomente J; und J;; bestimmt, so ist das

Trigheitsmoment, bezogen auf eine um den Winkel « gegen I geneigte
Achse u, weil J,, =0 ist,

J,=4dJrcosta-+ Jrosin?e.

Entsprechend werden
J,=dJr-sin?q -+ Jrrcos?a,
Juw=12%(Jr— Jr1) sin2¢.
Das Zentrifugalmoment eines Querschnittes kann gréBer als Null,

d. h. positiv sein; es kann gleich Null und es kann kleiner als Null,
d. h. negativ sein. Es sei

Juy >0, also positiv; dann ist zu unterscheiden:
J, >J, mit «, < 0, also negativ, und J, >J,,
Jp << J, mit ay >0, also positiv, und J, < J,.
Jyy <0, also negativ; dann ist zu unter-

Y ar
scheiden ! t ?—T—T
Jp > J, mit oy >0, also positiv, und J, >J,,, I g
J, < J, mit «, < 0, also negativ, und J, << J,, . } A x
Ist J,, das Zentrifugalmoment, bezogen auf ein S: % 2
Achsenkreuz durch den Schwerpunkt 8 (Abb. 108), S >
dann ist das Zentrifugalmoment desselben Quer- —|~—xt—

schnittes, bezogen auf ein paralleles Achsenkreuz ~ Abb-108. = Zentrifugal-
mit ¢ und b als Koordinaten des neuen Ursprungs

Jow=J dF-a' -y = [ dF (x+a)(y +b)
—[dF -x-y+afdF-y+b[dFx+ab-[dF,

wobel f dF - y und f dF - x als statische Momente, bezogen auf Schwer-
achsen gleich Null sind; demnach wird

Joy=J,,+F-a-b.
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b) Das Zentrifugalmoment fiir schiefe Achsen.

Mit den Bezeichnungen der Abb. 109 wird das auf die schiefen

Achsen 4 und B bezogene Zentrifugalmoment
Jop=[dF-a-b.

Mit ¢ =y -cosaa— 2 sine und b = y * cos f — z - sin f§ wird
Jop = f dF (y?cosacosf—zy-sinacosf—zy-cosasinf + 22-sinasinf),

= [ dF -y?cosocosp— [dF -xy-sin(u+ )+ [ dF - a2 sina - sin B,

= J,-cosacos f— J,,-sin (e )+ J, sinasinf.

Sind 2 und y Hauptachsen, so wird J,, = 0;
dann ist

Jup =Jrcos o cos f+ Jyr-sine-sin .
Das Zentrifugalmoment J,, wird gleich Null,

wenn
Jr-cosa-cosff+ Jypesino-sin =0

4 wird; d. h.

- Jr F-i3 2

Abb. 109. Zentrifugalmo- tgo-tg [3 =— JTI = m =— D
2

ment fiir schiefe Achsen.

wenn J; = F +i2 und Jp; = F - iZ gesetzt werden.
Zwei Achsen, fiir die das Zentrifugalmoment gleich Null wird, heiflen
zugeordnete oder konjugierte Achsen. Die Hauptachsen sind
konjugierte Achsen, die aufeinander senkrecht stehen.

¢) Die Tragheitsellipse.

Trigt man auf der u-Achse, die gegen die Hauptachse 4 (Abb. 107)
um den Winkel « geneigt ist, die Strecken

gL ] o e B2 gt b

OP—Q—VT]; ab, so wird g> =£&%2+ 7 =7
. . . 1

Mit J, =J," cos?a+ J, - sin?a wird §2+1]2=Ja-coszoc+ Jy - sin? o

und infolge cosa = % und sino= %

24P = 521 T2 oder J, &2+ Jy-nt==1.
Jar 52 + Iy *Q 3

Das ist die Gleichung einer Ellipse, der Tragheitsellipse, bezogen
auf das Achsenkreuz 4 B. Da 4 und B die Hauptachsen sind, heif3t
sie Zentralellipse.

Setzt man J, =F - 4%; J,=F -12; J, = F -i2 und zieht im Ab-
stande i, von der v-Achse (Abb. 110) eine Parallele und wiederholt diese
Konstruktion fiir alle durch O gehenden Achsen, so sind die Parallelen
Tangenten an eine Ellipse, die zweite oder Culmannsche Tréagheits-
ellipse. Beide Ellipsen sind ahnlich. Konjugierte Achsen sind kon-
jugierte Halbmesser der Trigheitsellipse.
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Beispiele. 1. Das Rechteck. Trigheitsellipse fiir den Schwer-
punkt S. Mit b und % als Seiten des Rechtecks wird

_ba?, by p_da B .
Ja—*lé‘, F=b-h; W= T 1e iq=0,289-h;
_hb?'_ _ . .2_Jb_b2, ;
dei?’ F—bh, ?’b—f—ﬁ’ @b:O:QSQ'b‘
gt r2 . T

2. Der Kreis. J,= F=mn-r2;, =

g T
Bei Querschnitten, die mehr als ein System senkrecht aufeinander
stehender zugeordneter Achsen haben, wird die
Tragheitsellipse ein Kreis. Fiir Querschnitte dieser A  dy Fly
Art (Quadrat, regelmafBiges Sechseck, Kreis usw.) :
sind die Tragheitsmomente fiir alle Achsen gleich
grof3. /
3. I.Eisen. Querschnitt und Trigheitsmo- by Vg
mente sind der Tabelle zu entnehmen. Z. B. wird
fir NP 34 mit Beriicksichtigung der Abb. 110
F = 86,8 cm?; J, = 15695 cm?; J, = 674 cm?;

674

. 15695 .
b == ]/,,,8_6.83 =134cm; ¢, = 1 368 = 2,8 cm;
tiir eine unter tg o« = 1,5 gegen die B-Achse ge-
neigte Achse v wird Abb. 110, Culmannsche

Tragheitsellipse.

J,=Fi2=86,8-8,22 = ~ 6630 cm?.

d) Der Tragheitskreis nach Mohr-Land.

Von einem Querschnitt seien gegeben der Schwerpunkt, die Trag-
heitsmomente J, und J, und das Zentrifugalmoment J,, fiir zwei
beliebige aufeinander senkrechte
Achsen 2 und y. Trage auf der
y-Achse (Abb. 111) 0D =0C+
CD = J,+ J, ab und schlage mit
OD als Durchmesser um M einen
Kreis, den Triagheitskreis, dann ist
OD = J, dem polaren Tragheits-
moment (vgl. S. 223). O heifit Pol.
Errichte auf OD in C eine Senk-
rechte C1 =J,,. Da das Zentri-
fugalmoment groBer, gleich oder
kleiner als Null werden kann, pflegt
man die positiven Zentrifugal-
momente nach rechts abzutragen.
Der Punkt 7 heil3t Triigheits- Abb. 111. Trigheitskreis nach Mohr- Land.
hauptpunkt. Dann schneidet der
Durchmesser durch 7' den Triagheitskreis in den Punkten 4 und B,
durch welche die Hauptachsen des Querschnittes gehen. Fiir zwei be-
liebige aufeinander senkrecht stehende Achsen u, v erhdlt man auf EF
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durch das Lot TG von T auf EF die Triagheitsmomente EG = J,,
FG = J, und das Zentrifugalmoment 7'G = J,,,.
Der Kreis ist die Darstellung der Gleichungen

— . 2 a2y — e
Jy,=dJ, cos?a+ J, sinfo—J,, sin2a,

Jpy =g sin?a+ J, cos?a-4 J,, sin2a.

Es ist
OD=J,+J,; 30D=r=}(J,+7,),
MO=J,—r=%(J,—J,),
EG=EM —MG=r—MG=1%(J, — MG,
FGZEM+MG=T—|—MG=%(JGC—I— )+MG

In dem Dreieck M CT ist

MT:l/<J J) +J£M_E-V\J _Jy)2+4']gva
MG@=MT - sin(2a—e¢ :—5—]/ Jo—J )+ 4 J2, sin (20—¢),

wobei

ist. Aus sin (2 —¢) = 8in 2 « - cos ¢ — cos 2 % - sin ¢ folgt mib
1 2J,,
V14tg2e ](J —J, )2 +4J2,

cos e =

und

tge Jo—dJy
8in g = —— = ——
Y14-tg2e ](J,—~J,,)2+4JZ”

MQ@=J,, sin20— % (J,—J,) cos 2u.

3

Damit wird
BG =} (Jot J)— Juy-sin 20+ 3(J,—J,) cos 2a

1 2 1—cos2 .
—J, +cos “+J c2os a—JM-sm2oc,

EG=Jﬁ-cos o+ dJ, -sina—J,,  sin2a.
Aus FG=3%(J,+J,)+ MG
folgt. FQ@=J, -sin?a+ J, cos?a+ J, , sin2a.
Fallt man von C das Lot CH auf T@, so wird
TG=GH+HT=MC-sin2a+ CT-cos2q
=3(J,—J,)sin2a+ J,, - cos 2x.

Die Achsen 04 und O B sind Hauptachsen, weil fiir sie das Zentri-
fugalmoment J,,,, das gleich dem Lote von 7" auf den Durchmesser 4 B
sein miiflte, gleich Null wird. Man erhilt

TB=Jpx und TA=Jyun.
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Zentrifugalmoment fiir schiefwinklige Achsen. Sind 7 und
II Hauptachsen, so ist das Zentrifugalmoment fiir zwei schiefe Achsen
a und b (nach S.126)

Jap==J1-coso-cosf+Jry-sina-sing.
In Abb. 112 seien I und II die

bereits gefundenen Hauptachsen;
auf 11 sind abgetragen

OT=J; wd TD=Jy.

Mit den Bezeichnungen der
Abb. 112 wird

TG=MF—ME=MA-cos(f—u)
— M Tsin[(a+5)—20°],
da TE|BA ist. Mit
MA=MO=§(Ji+ Jy)

und Abb, 112. Zentrifugalmoment fiir schiefwink-
MT= % (JI — JII) lige Achsen.
wird

TGZ ’%'(JI +II)'COS(‘5—O() + %(JI'-—JH)‘COS (O(—{—/g)

=dJr-cosa-cosf+ Jy-sina-sinf=J,,.

Jou wird gleich Null, wenn 4 B durch den Haupttrigheitspunkt 7'
geht.

e) Die Bestimmung von Trigheits- und Zentrifugal-
momenten ebener Flachen.

Die rechnerische Ermittlung axialer Tragheitsmomente siehe S.72.
1. Das Rechteck. Das Zentrifugalmoment, bezogen auf das xy-
Achsenkreuz (Abb. 113) ist

Jpy=JdF -z-y X2
oder mit dF =dz-dy 9
b h dFg-
-
nyzéf'xdxéfydy I A
Es ist aber e
3 k 12 i l x
Yy A el SR
0 0 Abb. 113. Rechteck
demnach
! h?  h?
Jwrfxdx g =g |rdx.
0 0
b 2T b2 h2 b2 b2 h2
. xX . _
Mit J‘xdx—zrr—“——-—é- wird Jm~—2~~?— -
0 0
Winkel, Festigkeitsiehre. 9
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9. Blechtriiger mit 1 Stehblech 500 X 10, 4 normalen Winkeleisen
80 X 80 x 10 und 1 Gurtplatte 200 x 10; Nietdurchmesser 20 mm

(Abb. 114).
J tehblech =% -503 =.... 10417 cm*
J Winkel =4-87,5 =.... 350,
+4.15,1- 22,662 = . 31014 ,,
20 =.... 26013 ,,
J Gurtplatte = 12 (523 _ 503)
Jvoll = .. .. 6779401114
Abaug Nieto — - (529 —489) == 10008 »
Jr = .... 57789 cm?
7
Widerstandsmoment Wy = §—72—§9 = 2223 cm3.

Das Zentrifugalmoment fiir die Achsen I, II ist gleich Null.
3. Scharfkantiges ungleichschenkliges Winkeleisen (Abb. 115). Die
Lage der Hauptachsen a und b, sowie die Haupttrigheitsmomente sind

Abb. 115. Scharfkantiges ungleichschenkliges Winkeleisen.

zu bestimmen. Der Neigungswinkel «, ergibt sich nach S. 124 aus
2J,y
Jy—dJg "
Die Haupttrigheitsmomente werden
Jmax =J o = % (Jw+Jy)+% V(Jx’Jw)2+4J3v ’

Jmin =Jb=%(Jw+Jw)_% V(Jx—Jv)2+4J%y-

tg 20y =
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Ist J,, das Zentrifugalmoment, bezogen auf die Achsen % und v,
80 ist nach S. 125

Jog =Jyo—F Uy v, .
Mit F = 14 cm? wird
_ 1-5-2,549-1-05

U= g =1,214 cm,
5-1-0, -1-5,5
vo—:—iﬁgﬁ =3, 714 cm,
5.-13
Ju = T + 3 (103 — 13) = 334,7 cm4,
Jy=1o,—F-v2=334,7— 14-3,714% = 141,6 cm*,
1-53  9.18
J,,=—3~+——“447cm4

J,=J,—F-ul=44,7—14-1,2142 = 24,1 cm?*,
=[dF-u-v="F, -u-v,+Fyuyv,=9-1-0555
+5-1-2,5:0,5=31cm4,
Jpy=Jy,—Fuy-vy=31—14-1,214-3,714 = — 32,128 cm?*,

21? 321‘1?86 0,54681; 20 =28°41"; = 14°20,5,

Jmax = J, = $(141,64-24,1)+ § 1(141,6—24,1)2+4 - (— 32,1)2 = 150cm?,
Jin = Jp = § (141,64+-24,1)—3} J(141,6—24,1)2+4- (- 32,1)2= 16 cm*.

tg 20y =

4. Beliebig begrenzte ebene Flichen. Verfahren von Nehls. Die
axialen Trigheitsmomente sind fiir den Querschnitt nach Abb. 116
bereits auf S.84 ermittelt worden.

Das Zentrifugalmoment, bezogen auf das Achsenkreuz u, v ist

u,,——deu v—fédvu v,

Mit ¢ = b = 100 mm wird
szaz.jg.%, : %~dv=a2-J‘z3-dv=a2-F3.

’

. . . v % o
Die Ordinaten z; = &~ e werden von 5 zu 5 mm berechnet und

von der Achse I wagerecht nach links abgetragen.

, v \ v u |~ v [
mm mm mm mm i mm mm
0 130 100 | 19 ' 1,3 0

324 | 1354 | 180 | 18 58,3 1,354 .19 402
576 | 1396 | 170 | L7 | 98 1,396 1369 | 1095
756 | 1426 | 160 | 16 | 121 | 142 1722 | 1565
86,4 | 1444 | 150 @ 1,5 | 1206 1444 187 | 1818
90 145 140 | 14 \ 126 1,45 1825 1864

y [ | | i ‘ | 10996

Iy, =02 Fy=102-109, 96—1099601114
9*
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Fiir das Achsenkreuz z, y mit dem Schwerpunkt § als Koordinaten-
anfangspunkt ergeben sich

J, =dJ, —F-02=11385—54- 14,382 = 219 cm*,

J, =J, —F-u}=11158—54 - 14,212= 254 cm*,

Joy=Jyp —F -uy-vy=10996 — 54 - 14,38 - 14,21 = 62 cm*.

} Seite 84

Die Lage der Hauptachsen ergibt sich aus
2y 2-62

J,—J, 254—219
200="74°14,2"; o«,=37°7,1.

tg 20 = = 3,54286,

Die Haupttrigheitsmomente werden:
Imin = J = J, - costay -+ J, - sinoy — J - sin 20,
= 219-0,797392 4- 254-0,603472 — 62-0,96239 = 172 cm*,
S max = Jy, = J - sin® oy + J,, - cos? oy + J 5, sin 2
= 219-0,60347% + 254-0,797392 4- 62-0,96239 = 301 cm*,
Jup=0.
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Die Halbachsen der Culmannschen Trigheitsellipse werden

: Jo _1/172
@"':V’F': 54

- . Jo 1/301
‘=1,78cm; = VI; = |/ ,%, =236cm.

Dabei wird i, L a-Achse, 4, | b-Achse aufgetragen.

Der  Trégheits-
kreis nach Mohr-
Land ist in Abb.
116 ebenfalls gezeich-
net; aus ihm ergeben
sich die Lage der
Hauptachsen  und
die Haupttrigheits-
momente  zeichne-
risch. Der MaBstab
lautet lmm =10cm4.

Verfahren vonMohr.
Fiir das auf S.130 be-
rechnete Winkeleisen
(Abb. 115) wollen wir
zunéchst die axialen

Triagheitsmomente
zeichnerisch  ermit-
teln (Abb. 117).

Wir zerlegen ge-
mifl dem auf S.78
entwickelten Verfah-
ren den gegebenen
Querschnitt in 14
Quadrate, deren Sei-

tenlingen gleich
10 mm sind. Um
nun die Tréigheits-
momente fiir die z-
und u-Achse zu be-
stimmen, tragen wir
die als Krafte auf-
zufassenden Flichen-
inhalte F,, F,, ...
F,, die in den
Schwerpunkten an-
greifen, parallel zur

hoh ARG A Fo

IR R N

Abb. 117. Verfahren von Mohr.

a-Achse auf, ziehen den Kriftezug und entwerfen mit der beliebigen
Polweite H das Seileck. Verlingert man die beiden &duBersten Seil-
strahlen, so entstehen die in Abb. 117 angegebenen Flichen f, und
fs- Der LéngenmafBstab betrug 1cm = 1cm, der FlichenmaBstab
Lom =1cm?, die Polweite H wurde gleich 10 ¢cm gewihlt. Nach

Seite 79 ist dann
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Jo=2-H-f,=2-100m->" 7 24 om? . 1% = 144 § cm?

und
J. =2-H-( . 1 cm? o lom? 4
w=2-H-(fy+[;)=2-10cm 3 —-17,1em?®- -5 = 342,0 cm®.

Tragen wir die Inhalte der Flachenstreifen in senkrechter Richtung
auf, so wird in dhnlicher Weies mit denselben MaBstdben und derselben
Polweite

lem 1 cm?

2
J,,=2-H"f1'=2-10cm-lcm-1,2lcm2-m=24,2cm4
und
J__2 H/(/ no__ 1 cm? Zlcmz__ 4
p=2- -f1+f2)—2-100m-10m-2,21cm -lcm2—44,2cm .

Zur Bestimmumg des Zentrifugalmomentes zerlegt man den ge-
gebenen Querschnitt (Abb. 115) in Teilflachen, deren Inhalte und Schwer-
punkte bekannt sind, und faBt wieder die Flicheninhalte als Krifte in
den Schwerpunkten der Teilflichen auf. Soll das Zentrifugalmoment
J 44 bezogen auf das durch den Gesamtschwerpunkt S gelegte Achsen-
kreuz z, y bestimmt werden, so zeichnet man den Kriftezug F,, F,
parallel zur z-Achse und entwirft mit beliebiger Polweite H, das Seil-
eck I, II, III. Die Seilstrahlen treffen die x-Achse in den Punkten 1,
2’, 3', von denen 1’ und 3’ zusammenfallen, weil die x-Achse Schwer-
achse ist. Der Linienzug 1’, 2', 3" wird jetzt ebenfalls als Kriftezug,
aber parallel zur y-Achse, aufgefalt und zu ihm mit der beliebigen
Polweite %y zu den Teilflichen F,” F,’, parallel zur y-Achse, das Seil-
eck I', II', IIT' entworfen. Ist F senkrecht nach unten angenommen,
so muB F," senkrecht nach oben gerichtet sein. Statt die Drehung des
Linienzuges 1/, 2’, 3’ um 90° durchzufiihren, kann man auch aus O,
die Polstrahlen ziehen und die Seilstrahlen I', II’, III’ senkrecht
zu den Polstrahlen O; ', 0;2', O, 3’ entwerfen. Die duBersten Seil-
strahlen I’ und III’ schneiden auf der y-Achse die Strecke mn = h ab.
Ist mn = k nach oben gerichtet, liegt also n tiber m, so ist k negativ
und umgekehrt. Mit der so erhaltenen Seileckordinate — % wird

Joy=Hy by (—h)=—H;"hy-h.
Hierbei werden H, im FlichenmaBstab, A, und » im Léngen-

mafstab gemessen. Lauten die Maflstdbe 1 cm = 1 em fiir die Lingen;
1 em = 2 cm? fiir die Flichen, so wird

lem
lcem

2cm? lem
_— ) .27 .
me Jem 1o cm 1o 2, cm

=—32,2cm?.
Esist J,,=2XAF -x-y=F, 2.y, +F, -2y, <0,
weil z; und ¥, negativ sind. Aus
F,:H=12:y, | Fy-y;=H-V2 | Fy-y, o2, =H- 122,
FyHy=21V:y, | Fpoyy=H,-2V | F,-y,-2,=H,-2 Vg,
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und U2 ihy=mp:2, | V2 2, =hy-mp
2V hy=pn:a, | 2V zy=h, pn
folgt
Fyayyy=Hy V2 ay=H, hymp
Fo-ayyp=H,-2'V -2y=H,y hy-pn

Joy=Fy 21 41+ Fy- 2y yy=Hy by (mp+pn)=H,-hyh <0,

Das negative & kommt in der Zeichnung dadurch zum Ausdruck,
daB mn = h nach oben gerichtet ist.

Soll das Zentrifugalmoment fiir das Achsenkreuz u, v berechnet
werden, so sind die Schnittpunkte 1" 2'* 3" der Seilstrahlen I, 11, I11
mit der u-Achse zu bestimmen und zu dem Linienzuge 1" 2"" 3", aber
parallel zur v-Achse, mit der beliebigen Polweite h, das Seileck I”,
11", III" zu entwerfen. In diesem Falle sind F; und Fj gleich ge-
richtet. Die Seilstrahlen I'', II'', III" stehen senkrecht auf den Pol-
strahlen 0,1, 0,2”, 0,3"”. Die duBlersten Seilstrahlen I'’ und 111"
schneiden auf der v-Achse m'n’ = &’ ab, dann ist

Jyo=Hy*hy*h' >0,
da m’ n’ nach unten gerichtet ist. Fiir das Achsenkreuz u, v wird
Jyo=SAF -y v=F; uy; v+ Fy-uy v,>0,
weil u,, v; und u,, v, positiv sind. Aus
F,:H,=1"2":¢, | Fy-v;,=H,-1"2" Fivgouy=H - 1”27y,
Fo:H =2"3":1v, | Fyv,=H,-2"3" | Fyvy-uy=H,-2"3" u,

172" thy=m'p 1u,

1/’ 2/I'u1:h3.mlpl
2/’ 3//.u2=h3'pl n/

278" thy=1p' n :u,
folgt
Fiuyvy=Hy 1" 2" uy=Hy-hy-m’ p
Fo-ug-vy=H;-2" 3 uyg=H,-hy-p'n’
Juw=F uy-v;+Fy-uyvy=Hy hy-(m' p'+p' n')H,-hy-k' >0.
Mit den Abmessungen und Mafstdben der Abb. 115 wird

2
o5 lcm-1,05cm~1~cr-]r~1=31,5 cm? .
lem
Die Hauptachsen und die Tragheitsellipse werden in gleicher Weise

gefunden wie in Abb. 111.

2
Jup=3cm - Tem %™ Tom

9. Unsymmetrische Belastung.

Bei unsern bisherigen Untersuchungen hatten wir stets voraus-
gesetzt, daB die Schnittgerade der Momentebene mit der Querschnitt-
ebene auf der Nullinie des Querschnittes senkrecht stehen soll, und hatten
ferner festgelegt, daBl dann die Kraftlinie mit einer Symmetrieachse des
Querschnittes zusammenfallen muB, bzw. dafl die Nullinie Symmetrie-
achse sein mufl. Das war bisher Voraussetzung, ohne dafl wir einen
Nachweis dafiir erbracht haben. Das soll jetzt nachgeholt werden (S.138).
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Ausgangspunkt der Untersuchung war die Bernoullische An-
nahme, dafl die Querschnitte bei der Biegung eben bleiben. Denken
wir uns die Ebenen I und II (Abb. 49) zum Schnitt gebracht, so wird
diese Schnittgerade bei beliebig geformtem Querschnitt windschief zur
Zeichenebene, aber senkrecht zur Stabachse stehen. Von ihr gleichweit
entfernte Faserschichten des Stabes werden in allen Punkten gleich stark
gebogen, erfahren also gleich groBle Dehnungen. Die Giiltigkeit des
Hookeschen Gesetzes vorausgesetzt, werden wir weiter sagen, daf} alle
Faserschichten, die gleichen Abstand von der Schnittgeraden der
Ebenen I und II haben, auch gleich groBe Spannungen erfahren. Die
Nullinie des Querschnittes ist eine Parallele zur Schnitt-
geraden der Ebenen I und II. Im Sonderfall des rechteckigen
Querschnittes sehen wir ohne weiteres, daB diese
Schnittgerade auf der Zeichenebene senkrecht
steht.

An der Uberlegung, daB die Nullinie durch
den Schwerpunkt des Querschnittes gehen muB,
wird nichts gedindert, wenn wir einen beliebig ge-
formten Querschnitt voraussetzen und damit eine
windschiefe Schnittgerade der zum Schnitt ge-
brachten Querschnittebenen erhalten, denn auch
in diesem Falle muB8 die Summe aller Zugspan-
nungen gleich der Summe aller Druckspannun-
gen sein.

Wie auch immer die Kraftlinie KK (Abb,
Abb. 118. Die Kraftlinie ]18) den Querschnitt schneidet, stets sind wir
geht “‘“““}}’Jﬁﬁf enSehwer 5 der Lage, die Ebene des biegenden Momentes

so zu legen, daBl sie durch den Schwerpunkt
des Querschnittes geht. Denken wir den zu untersuchenden Schnitt
durch die Wirkungslinie einer angreifenden Last P (Abb. 118) gelegt,
so fiigen wir zwei gleich grofle, entgegengesetzt gerichtete Krafte P
im Schwerpunkt § hinzu, deren Wirkungslinie parallel zu KK ver-
lauft. Wir erhalten die Einzelkraft P im Punkte S und ein in Abb. 118
linksdrehendes Kréftepaar mit dem Moment P - a, das eine Drehung
des Stabes verursacht. Diesen Fall scheiden wir aus, da nur Biegung
untersucht werden soll, bei der die Kraftlinie durch den Schwerpunkt
des Querschnittes gehen muB. Diese von uns geforderte Bedingung
ist nicht immer in der Wirklichkeit erfiillt; bei einem hochstehen-
den [ -Eisen beispielsweise kann die Last den Querschnitt in einer Ge-
raden schneiden, die durch die Mittellinie des Steges, also nicht durch
den Schwerpunkt geht. Dann geben unsere Gleichungen auch nur ein
angenéhertes Bild von der Beanspruchung.

Wir machen also die Voraussetzung, dafl die Kraftlinie durch den
Schwerpunkt des Querschnittes geht. Es wire jetzt die Aufgabe zu
16sen, zu einer gegebenen Kraftlinie die Nullinie zu suchen. Abb. 119
moge den Zusammenhang oder die Zuordnung von Kraft- und Null-
linie erldutern. Die Nullinie ist wagerecht gelegt, sie lauft parallel zu
der Geraden, in der sich zwei benachbarte Querschnitte schneiden,
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und die Spannungen ¢ sind den Entfernungen y von der Nullinie ver-
hiltnisgleich. Die Kraftlinie KK schneide die Nullinie unter dem
Winkel «. Eine Belastung dieser Art nennen wir unsymmetrische Be-
lastung. Sie ist beispielsweise bei einer Dachpfette vorhanden, die
iiber schrig ansteigenden Bindern liegt (Abb. 120).

Die Drehung des Querschnittes um die Nullinie wird durch das
Biegungsmoment der #uBeren Kréfte hervorgerufen. Wiirde sich der
Querschnitt gleichzeitig um die Kraftlinie drehen, so kénnte er nicht
mehr eben bleiben. Damit keine Drehung um die Kraftlinie K K erfolgt,
muf} die Summe der statischen Momente der als &dullere Krifte aufge-
faBten Spannungen ¢, bezogen auf K K, gleich Null sein. Das Flachen-
teilchen dF (Abb. 119) iibertragt ¢ - d.F [kg], die am Hebelarm % an-

Abb. 119. Unsymmetrische Belastung. Abb. 120. Dachpfette.

greifen; das statische Moment dieser Teilkraft, mit der das Flichen-
teilchen an der Kraftiibertragung teilnimmt, ist o - dF - u [emkg].
Die Bedingung 2M = 0 liefert

fo‘-dF-u:O oder o‘o'de-u-y=0,

wenn wir ¢ durch o, - y ersetzen. Da ¢, als Spannung in der Entfernung
,,Eins‘* von der Nullinie nicht gleich Null sein kann, folgt als Bedingung
fir den Zusammenhang zwischen Kraft- und Nullinie

[dF -u-y=0.

Es ist also das Zentrifugalmoment, bezogen auf die Kraftlinie und
Nullinie als Achsen, gleich Null. Daraus folgt, daf Kraftlinie und
Nullinie konjugierte Achsen sind (S.126). Sollen daher beide Achsen
aufeinander senkrecht stehen, so mufl die Kraftlinie mit einer Haupt-
achse zusammenfallen; die Nullinie ist dann die andere Hauptachse.
Ist insbesondere die y-Achse Symmetrieachse, wie in Abb. 119, so ent-
spricht dem rechts von der y-Achse liegenden Flichenteilchen dF ein
symmetrisch liegendes dF links von der y-Achse. Da beide Teilchen
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die gleiche Spannung ¢ erfahren, ist
Jo-dF-c=0 oder o, [dF-z-y=0.

Das bedeutet, dafl jede Symmetrielinie Hauptachse ist, woraus der im
Anfang des Abschnittes behauptete Satz folgt.

Die Ebene des Kriftepaares schneide die Querschnittebene in der
Geraden KSK (Abb. 121); sie schlieBe mit der Hauptachse I den
Winkel § ein. Die Nullinie NS bilde mit derselben Achse den Winkel a.
Bezeichnet man entsprechend den Hauptachsen I und II die Haupt-
trigheitsmomente mit J; und Jy;, so wird nach S.126

J. 1 Jr
tga-tgf = —7;; und daraus tgo = B Ju

Damit ist die Lage der Nullinie bestimmt, wenn die Hauptachsen
des Querschnittes bekannt sind. Ist B<<90° wie in Abb. 121, so wird
o negativ und ist
im Sinne des Uhr-
zeigers abzutragen.
Der Winkel, den die
Nullinie mit der
Kraftlinie  bildet,
wird § = 180° —
(@ + B).

Zerlegt man das
angreifende ~ Mo-
ment M in M, in
Richtung II wund
Abb. 121. Unsymmetrische Belastung. M 2 in Richtung I,

80 1st
M,=M-sinf und M,= M -cosf.

Fiir den bliebigen Punkt x, y des Querschnittes werden

o = %"{1_1 -y, wenn M, allein wirks,

M. . .
o'”=71—:-x, wenn M, allein wirkt;

beide Einzelspannungen addieren sich, wenn M wirkt, so daB

_ p_ My o M,  ..(snf | cosB
O'—-'OJ‘*"O' —-JI y-l"J—n x——M(JI y+ JII :l")

ist. Setzt man fiir tg f den absoluten Wert t_;E' T ¢in und beachtet,

JII
daB

sin f = g Ji1-cosa
V1+tg2 B  VJ% sinfa+ J2 - cos® o
cosﬂ: 1 JII sinoc

J1+tg28  JJ%-sino + J2 - costa
o 1



Unsymmetrische Belastung. 139

werden, so ergibt sich fiir

M
O'ZO'/—}—O'U:*f,,, ‘
VJ5 -sin® « + J2 cos? o

(x-sina+y-cosa).

Der Ausdruck unter der Wurzel ist ebenfalls ein Trigheitsmoment
und wird nach R. Land mit J' bezeichnet; es ist darstellbar als Hypo-
thenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheden J; - cos «
und Jyr-sing. Damit wird

c=0 +a”:]}[;(x~sinoc +y-cosa).
o 1aBt sich darstellen als Ordinate in einem Spannungsschaubild

mit der Nullinie als Achse (Abb. 121) im Abstande z, denn es ist
z=1x-sine-} y-cosa. Aus

6 = 180° — (a - B) folgt sin § = sin (« 4 B) = sina - cos f 4 cosa-sinf
und mit

Jyrsin . J1-cos a
cos ff=— — -5 bzw. sin f = ——"— .
VJ% -sin® a+J% - cos? o }J% - sin2 a+JF - cos? a
. Ji-cos? o+ Ju - sinfa g,
8in 0 = ——= =

JJ% - sin? o+ J? -cos?a  J7’

da nach 8.125 J, = J;cos2« + Jy -sin2« das auf die Nullinie be-
zogene Trigheitsmoment des Querschnittes ist. Demnach ist

MM
o= T 2=z
sin &

Omax tritt in den Punkten auf, die am weitesten von der Nullinie
entfernt sind. Mit zm.x = e;, bzw. e, ergeben sich die Randspannungen

=", und o= .e,. (Abb. 119 und 121,)

Beispiel. Ein Freitriger von der Lénge ! und rechteckigem Quer-
schnitt (Abb. 121) mit der Einzellast P am freien Ende sei wagerecht
so eingespannt, dafl die Kraftlinie mit der senkrechten Diagonale zu-
sammenféllt. Die Zerlegung von M = P -[ nach den Richtungen der
Hauptachsen I und I liefert

M,=M-sinf=P-1-sinf und M2:M-cosﬂ:P-l-cosﬁ.
Mit sin f= g und cos ﬂ=%werden
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Die gréBten Spannungen treten in den Punkten 4 und B auf, wihrend
C und D spannungslos bleiben; CD ist Nullinie. Aus
g L.
B% = T tgp T
ergibt sich
__ L _ bWk
KLy 3 ¥ i A 1 TR
« ist negativ und wird von I aus im Sinne des Uhrzeigers aufgetragen;
die Nullinie ist die zweite Diagonale des Rechtecks. Aus

2 in2 fl t —i d 1 —,},L,
Jp=2Jr-cos?a + Jy-sina  folgt mi cosq=-, un sina =

bh® b2  hbB® hE B3RP

Th=eet e T
Aus
. 8 & o b h ,_ J. b2
sin §=2-sin---cos -5 =2 - folgt S == 1
Mit
d . bh
¢ =6 =5 sind= -
wird

_ __P-l__Pl-12-bh_12Pl_12PI
N=02= "7 = 3.y “bhd F.d-

Zahlenbeispiele: 1. Ein 2 m langer Triger
auf zwei Stiitzen trage in der Mitte eine Einzel-
last P = 1000 kg und sei gegen die Wagerechte
um 23° 50" geneigt; das groBte Biegungsmoment
wird

M=%'J=@°;ﬂ=5oooo cmkg .

Bei gerader Belastung wire fiir k, = 1200
kg/em? ein T-Eisen NP 12 mit W, = 54,7 cm3
ausreichend; fiir die schiefe Belastung schitzen
wir auf T-Eisen NP 20 mit J, = 2142 cm?,
W, =214 cm?®; J, = 117 cm?; s = 26 cm3.
Die Zerlegung von M nach den Richtungen der
Hauptachsen liefert (Abb. 122):

M, = M - cos 23° 50"
= 50000 - 0,915 = 45750 cmkg ,

M, = M - sin 239 50’
= 50000 - 0,404 — 20200 cmkg ,

Abb, 122. I-Eisen.

_ M, M, 45750 20200

“wtw, T me Y

Die Lage der Nullinine ergibt sich aus

e 122 1 ouwe 1
J, tgp 117 g (900 23950) 17— 2,264

2. Darf ein wagerechtes hochkant stehendes Winkeleisen 65/130/12 benutzt
werden? Die Tafeln liefern (Abb. 123) fir den Schwerpunkt a = 1,53 cm,

o =214 4- 785 = ~ 1000 kg/cm? .

~8.
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b = 4,75 cm. Die Trigheitsmomente, bezogen auf die Haupt- 4~
achsen, J, = 395 ecm?, J, = 41,3 cm?; als Steigung der z-Achse \ l}(
gegen die Wagerechte tg ¢ = 0,255, also ¢ = 14°20’. Die Ab- |
stdnde der duBersten Fasern werden x, = 1,53 - cos ¢ + 4,75 \
singp = 2,68 cm und y, = 8,25 - cos @ + 1,2 - sin p = 8,3 cm.
Damit erhélt man W, = 395:8,3 = 47,6 cm3; W, = 41,3:
2,68 = 154 cm®. Die Zerlegung von M = 50000 cmkg nach
den Richtungen der Hauptachsen liefert

£ os
e
. 21" W\ﬁ;}r
M, = M -sing = 50000 - 0,248 = 12400 emkg , \\Z? \</ L
P\

M, = M - cosp = 50000 - 0,969 = 48450 cmkg ..
Angenshert wird

M M 48450 1 V4
o L E LT — . 1020 30 ; o 123, .
W x W v 4:7,6 |;),4 2 8235 ko/cln Abb. 123. Winke

eisen.

Die Lage der Nullinie ergibt sich aus

J, 1 395 1 395 1
tg o= —- =

- —— e = — . =~ 44: .
J, tgf 41,3 tg(90°— 14.°20") 41,3 3,914 2
Das Winkeleisen darf nicht benutzt werden.

VI. Forminderung durch Biegung.

Auf 8.61 hatten wir die durch biegende Kriftepaare hervor-
gerufene Forménderung als Drehung zweier Querschnitte gegeneinander
gekennzeichnet. Querschnitt I erscheint gegen den Querschnitt A
(Abb.124) um den Winkel ¢ gedreht. Drehachsen sind die zur Zeichen-
ebene Senkrechten in 4 und C, das sind aber die Nullinie der Quer-
schnitte. Wir setzen jetzt voraus, daB die Momentenebene den Quer-

g

e

L
e N
L T W
I

i

I I 1T
| dx
>

Abb. 124. Biegungslinie.

schnitt in einer Kraftlinie K — K schneidet, die Symmetrieachse des
Querschnittes ist, dann stehen Kraftlinie und Nullinie aufeinander
senkrecht. Wie sich die Verhiltnisse dndern, wenn Kraftlinie und Null-
linie nicht aufeinander senkrecht stehen, ist bereits eingehend unter-
sucht worden (8.135). Hier soll ausdriicklich KK | NN betont
werden, daraus folgt, daB alle nachstehend abgeleiteten Beziehungen

nur da angewendet werden diirfen, wo die Kraftlinie oder die Nullinie
Symmetrieachse des Querschnittes ist.
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1. Grundgleichungen.

Wir betrachten zwei unendlich benachbarte Querschnitte im Ab-
stande ds (Abb. 124). Die Verlangerung, die eine Faser von der Lange ds
im Abstande 7 von der Nullinie erfahrt, ist gleich ¢ -ds. Bezeichnet
man den Winkel, den die Querschnitte I und I nach der Forménderung
miteinander bilden, mit dg, so ist andrerseits

e-ds=mn-de oder d(p=8—%if.
Wir ersetzen die Dehnung ¢ nach dem Geradliniengesetz von Hooke

durch die Spannung « - ¢ und schreiben

do _xo-ds oder d(p=§fi; .
Da ferner die Biegungsspannung
g
ist, so folgt
d¢=lg—_il; oder q)=%f%’—ds. (1)

Um die Gleichung der Biegungslinie anschreiben zu koénnen, miissen
wir erst vereinbaren, was wir unter den Koordinaten eines Punktes der
Biegungslinie verstehen.

In Abb. 125 ist die Biegungslinie der Abb. 124 herausgezeichnet; das
Achsenkreuz legen wir so durch den Punkt A, daBl die z-Achse nach

Abb. 125. Biegungslinie.

rechts, die y-Achse nach unten zeigt. Dann hat der Punkt C' die Ko-
ordinaten # und y, wobei y unmittelbar die Senkung des Punktes ('
gegen A bedeutet. Die Tangente im Punkte C bilde mit der z-Achse
den Winkel ¢/, mit der Tangente im Punkte A — wie oben — den
Winkel ¢. Die Tangenten drehen sich némlich um denselben Winkel ¢
wie die Normalen in Abb. 124.

Nun sei 4D = § die Strecke senkrecht unter 4, die von der Tangente
im Punkte C' abgeschnitten wird. Fillt man von C aus die Senkrechte
CE auf die y-Achse, so wird

0=AD =AE—ED=y—z-tg¢.
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Durch Differentiation nach x ergibt sich

dé _dy z do’ ’
iz~ de coitg dz 8P

Nun ist aber

d
iz = &%
mithin
d6__ =z d¢
dz~  costg’ dz
Ferner ist
do’ d
p+¢ =p, aso ¢'=f—¢ und %z—%,
mithin
dd =z dg . z
d—x‘—asgg,dfx und daher d&—m:v—)d(p.
Setzt man nun firr dp gemdB (1) den Wert
M-ds
d(psz’-J
ein, so wird
x M
0= ot (p—9) B-3°%
und
1 M x
=57 wwgg i ()

Denken wir uns in Abb. 124 die Geraden I und II zum Schnitt gebracht,
so ist dieser Schnittpunkt der Kriimmungsmittelpunkt. Die Abbildung
zeigt
o-dp=ds oder g=%.

Daher ergibt sich gemia8 (1)

1_de_ M

o ds E.-J°

Der reziproke Wert des Kriimmungsradius wird als Kriimmung der

Kurve mit dem Buchstaben k bezeichnet. Man kann daher die Biegungs-

gleichung auch in folgender Form schreiben:

1 M
Aus
d ’
tgg' =52 ¢=p—9
folgt
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Die Differentiation nach z liefert

dy
dB—g)_  dp_ da?
dx dx (dy)z'
1+ dx

Aus Abb. 125 folgt

d d
cosq)':d—z und tg(p'—:d—y

-
Es ist also
S S S ¢
1+(d_y>2 1+tg%e’ '
\dz
Folglich wird
cos tp'=_—1 _d
l/l-{-([l—y)Z ds
dx
und daher
d?y
peLl_do_de da da? 1
ds dx ds dy\? du\z
: (@) (@)
d?y
1 da?

+ dx
eine Formel, die aus der Differentialrechnung bekannt ist. Setzt man

.1 . M. .
nun fiir - seinen Wert +— ein, so wird
) E.J

dy\21%
iy 132 T () "

dat 0 T TTEJLU T \de ' (
In der Technik betrachten wir nun Stdbe, die sehr schwach ge.
kriimmt sind. Man kann daher an Stelle von ds dxz, an Stelle von
dy
dx
Unter diesen Annahmen ergeben sich aus (1), (2) und (4) die Gleichungen:

f— ¢ angendhert Null setzen und ( >2 gegen 1 vernachlissigen.

o
p=3f7 45 =gy (0

’ o
§— 11{7.[%? cxdx (111)

und '
m i, o

Man muf} sich aber stets vor Augen halten, daBl diese Gleichungen
nur dann gelten, wenn die Durchbiegungen hinreichend klein sind.
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Die abgeleiteten Gleichungen gelten ferner nur unter der Voraus-
setzung, daf die Kraftlinie oder Nullinie Symmetrieachse ist; ferner
sind sie nur auf Baustoffe anzuwenden, die dem Geradliniengesetz von
Hooke folgen. Sie haben aber fiir beliebig geformte Querschnitte
Giiltigkeit.

2. Triger mit gleichbleibendem Querschnitt.

Die Gleichungen (IT) und (III) lassen eine zeichnerische Deutung der
Integrale zu, welche die Ermittlung der Forménderung auch ohne

5Bl A
a) 2 - > )
A { g
<z atham
:: //_\ L 4
'
b) >
S, % {f‘ ‘g.i
AR/
Q
/47
__T — T )
J, N
c) A
N %
‘U -
£

‘?1\1[\

H—=

e)

Abb. 126. Biegungslinie nach Mohr.

Anwendung der Integralrechnung erméglicht. Wir betrachten zunichst
den Fall des Tridgers mit gleichbleibendem Querschnitt, fiir den also
Winkel, Festigkeitslehre. 10
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J = Constans ist. Damit erhalten wir
x x
p=gy[M-de wd b=y M zdz.
0 0

In Abb. 126 ist ein von den Lasten P angegriffener Trager auf zwei
Stiitzen dargestellt, dessen Momentenfliche gezeichnet ist. Denken wir
die Biegungslinie entworfen, mit der Ordinate y im Punkte C, so schneidet
die Tangente in C auf der Stiitzsenkrechten durch 4 den Wert

a a
éA:_—%fM-x-dx, entsprechend ¢A=E%fM-dx
0 0

ab, auf der Stiitzsenkrechten durch B dagegen

b b

jM «’-da’ entsprechend @z= E,l-ij -da’

0 0
ab. M -dx ist ein Flichenstreifen der Momentenfliche von der Breite
dx und der Hohe M. Das von & = 0 bis x = a zu erstreckende Integral
stellt also den Inhalt der iiber a liegenden Momentenfliche dar. Der
Winkel @4, den die Tangente in C mit der Tangente in A bildet, ist also
gleich dem (1:EJ)-fachen Inhalt der zwischen ¢' und 4 liegenden
Momentenfliche. M -z -dx ist das statische Moment des Flichen-
streifens, bezogen auf A4; das von =0 bis = a zu erstreckende
Integral stellt demnach die Summe der statischen Momente der Flachen-
teilchen dar, die aber gleich dem statischen Moment der ganzen Fliche
ist. Wir erhalten demnach den (% - J)-fachen Wert der Strecke d4, die
von der Tangente in C' auf der Stiitzsenkrechten in 4 abgeschnitten
wird, wenn wir das statische Moment des Teiles der Momentenfliche
bilden, der zwischen den Punkten A und C liegt.

In gleicher Weise ist der Winkel ¢p bestimmt als (1: EJ)-facher
Wert des Teiles der Momentenfliche, der zwischen B und C liegt,
wihrend dp als das von der Tangente in C' auf der Stiitzsenkrechten
in B abgeschnittene Stiick gleich den (1: EJ)-fachen Wert des statischen
Momentes dieses Teiles der Momentenfliche ist, wobei das statische
Moment auf B zu beziehen ist.

Aus den Abschnitten §4 und 6z erhalten wir die Senkung y des
Punktes C' mittelbar zu

b
y=7 '%‘*‘%'53-
Da das statische Moment einer Fliche das Produkt aus Flicheninhalt

und Schwerpunktsabstand ist, 1aBt sich die Senkung eines Punktes
leicht berechnen, wenn die Lage des Schwerpunktes bekannt ist.

1

0 =137

a) Zeichnerische Ermittlung der Biegungslinie nach Mohr.
Mit a b

1 1 ’ ’

da=gz [ M-w-dz und 8= [ Mo da
0 0
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b

wird a

_. L b ) Sy o dx

y—E—J—U‘J‘Mx dx—{—lfM x dw},
0 0

a b
1 x x’ ’
0 0

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist nur scheinbar un-
bequem ; wir waren ihm bereits begegnet bei der Ermittlung des Biegungs-
momentes eines beliebig belasteten Tragers (S. 111). Damals hatten
wir als Biegungsmoment

a b
z z’ ’
M=b-[k-3 dota[b-T du
0 0

gefunden, wenn wir mit %4 die Belastungshohe bezeichnen.

Der Vergleich der Gleichungen fiir y und M lehrt, daB3 die (£J)-facheSen-
kung eines Punktes gleich dem Biegungsmoment in demselben Punkte
eines Trigers ist, den wir mit der Momentenfliche belastet denken.
Der Gang zur Auffindung der Biegungslinie wire demnach folgender:
zu dem gegebenen Trager A B (Abb. 126a) zeichnen wir die Momenten-
fliche und fassen diese Momentenfliache als Belastungsfliche des Triigers
A’ B’ auf (Abb.126b). Zu diesem zweiten Triager A’ B’ entwerfen wir jet t
die Momentenflache, dann sind die Ordinaten dieser zweiten Momenten-
linie ein Maf} fir die Durchbiegung des ersten Trigers. Wir erhalten
aus ihnen die Durchbiegungen selbst, wenn wir die Ordinaten der zweiten
Momentenlinie mit (1: £J) multiplizieren, und haben damit den Ent-
wurf einer Biegungslinie auf den Entwurf einer Momentenlinie zuriick-
gefithrt, die wir nach 8. 64 als Seillinie zeichnen. (Mohrscher
Satz.) Dabei zerlegen wir die Momentenfliche in bequeme Teilflachen
F,, F, ... Fg, deren Inhalte wir in den Schwerpunkten S;, S, ... S,
als Krafte auftragen, zu denen das Krafteck (Abb. 126e) und das Seileck
I' ... VII’ (Abb. 126d) entworfen werden. Mit H als Polweite wird

E-J-y=H-n oder yz—l—gjm.

Die MaBstibe sind etwas verwickelt: da F der Inhalt der Momenten-
fliche ist, erhilt es die Benennung cm - cmkg = em?kg; wir haben also
die MaBstibe

der Lange . . . . . . . 1 mm = a cm,
der Krafte. . . . . . . 1 mm = b kg,
der Momente. . . . . . 1 mm = ¢ emkg,
der Momentenfliche. . . 1 mm = d cm?kg.

Vollstindig angeschrieben wird

10*
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Der Neigungswinkel §, den die Tangente im Punkte B an die Biegungs-
linie mit der Wagerechten A B bildet, ist bestimmt durch
tgf= % oder angendhert f= L; .
Mit
fA:ElT].H.T]A und nA:l=B':H
erhalten wir

L
*=7J

B= %] - B’ und ebenso

A

d. h. die (¥J)-fachen Werte der Neigungswinkel o« und § sind gleich
den Auflagerdrucken 4’ und B’ des mit der Momentenfldche belasteten
Tragers 4" B'.

Fassen wir noch einmal zusammen: wir haben den wirklichen Tréiger
A B und belasten ihn mit den gegebenen Kréften P; fiir ihn entwerfen
wir die Momentenfliche, die wir dann weiter als Belastungsfliche eines
gedachten Trigers A’ B’ auffassen und zeichnen dazu wieder eine Mo-
mentenfliche, dann sind die Ordinaten dieser zweiten Momentenlinie
gleich den (EJ)-fachen Senkungen der Punkte des wirklichen Trigers;
die Auflagerdrucke des gedachten Tragers sind gleich den (£ J)-fachen
Neigungen der Biegungslinie in den Stiitzpunkten des wirklichen Trigers.
Wir nennen die Momentenfliche des gedachten Tragers A’ B’ die zweite
Momentenfliche des wirklichen Tragers A B.

Solange die Momentenfliche des gegebenen Trigers einfach ist, wird
man durch Rechnung schneller die zweite Momentenfliche bestimmen
als durch Zeichnung.

Nachdem der Entwurf der Biegungslinie auf den Entwurf einer Mo-
mentenlinie zuriickgefiihrt ist, wird auch das Nehlssche Verfahren (S.110)
anwendbar, das gegebenen Falles bequemer ist als das Verfahren nach
Mohr.

b) Der Freitrager.

Der Freitriger mit Einzellast (Abb. 127).
~ Senkung des Endpunktes. Die Grundgleichungen (II) und (III)
liefern sofort B als (1: EJ)-fachen Inhalt der Momentenfliche
1 1 P2
b=55 3t Pl=35;
f als (1: EJ)-faches statisches Moment der Momentenfliche, bezogen

auf m
1 1 2 P3
f=gy 3l Plgl=55;-

Gleichung der Biegungslinie. Grundgleichung (III) bestimmt
die Senkung y’ des beliebigen Punktes m’ als das (1 : EJ)-fache statische
Moment der zwischen ¢ und m’ liegenden Momentenfliche, bezogen
auf m’. Der fragliche Teil der Momentenfliche ist ein Trapez, das wir
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als Differenz zweier Dreiecke auffassen, demnach ist
o 11, .(2 _ ) 1. pyl
Y = l-Pl 3l x—{-2xPx§x,

Y PB PP g3
Y =3FT 2EF T T6ET P -

Abb. 127. Freitriger mit Einzellast.

Mit y =f—y erhalten wir als Gleichung der Biegungslinie in Be-
ziehung auf das Achsenkreuz xy
P3 <x 1x3>

Y NAVAREY

Als Differentialgleichung der Biegungslinie ergibt sich fiir das Achsen-
kreuz zy

d¥y
EJ.C—Z_x—z =—Pg.
Wir integireren und erhalten
z
dy _ Paz
EJ- P =—P[zde=—""10,.
0

Der Integrationsfestwert mufl aus der Bedingung bestimmt werden,
da die Tangente im FEinspannpunkte 4 wagerecht verlauft, d. h.

% =0 fiir x =1 sein soll; daher ist
2 P2
0=—"L10, oder =21,
mithin

dy  Pa* PP
BT fo=—"5 T
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Diese Gleichung liefert fiir x = 0 die Neigung f = PE integrieren

wir nochmals, so wird

’

Br-dy= (P2 P 4,

EJ-y=f§fx2dx+1—)2ljfdx,

EJ. y——A-——}-—El x+0

Auch C, mufl den physikalischen Bedingungen der Aufgabe geniigen.
Es ist y =0 fiir x =0; daraus folgt C, =0. Wir erhalten als Gleichung

der Biegungslinie
S
Y=9g7\1 3 )"

Um auch die Anwendung des Mohrschen Verfahrens zu zeigen, fassen
wir den Inhalt der Momentenfliche

. Pl2
2

als Kraft auf, die im Schwerpunkt S des Momentendreiecks angreift,
zeichnen das Krafteck mit dem beliebigen Pol O und den Polstrahlen I
und I7. Wahlt man I wagerecht, so erhdlt man ein Bild der Biegungs-
linie, das auch der Anschauung geniigt. Die Seilstrahlen I’ und II
bestimmen senkrecht unter m die Seileckordinate 7; es wird
/ "—ETJ AU

Von der Biegungslinie sind die beiden Punkte @ und & und die zu-
gehorigen Tangenten I’ und II’ bekannt, so daB sich die Kurve leicht
freihdndig einzeichnen 1d8t. Aus der Gleichung entnehmen wir, daf die

P Biegungslinie eine kubische Parabel ist, die im Schei-
b—b a—  tel a die stirkste Kriimmung
=
2::‘ pol_ M _ Pl
T o EJ EJ
A5 ", \% ° J )
z hat und entsprechend dem kleiner werdenden M immer
—Zrt—a flacher verlauft.

Abb. 128, Die Ein- Die Einzellast greift nicht am Ende an (Abb. 128).
zellast greift nicht

am Ende an. Nach der Grundgleichung (III) ist mit den Bezeich-
nungen der Abbildung

b b
6=7;7wa(“+$) dz=y; [Pzt da

5—E 3/ =257 t3m-

Das zweite Glied ist die Senkung des Punktes m’, das erste Glied ist
gleich a - §, wenn wir mit § den Neigungswinkel der Tangente in m’

0
(a [ ) Pab? Pp3
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bezeichnen. Die Strecke m’m der Biegungslinie bleibt gerade. Unmittel-
bar ergibt sich EJ - § als statisches Moment der Momentenflache, be-
zogen auf m, zu

Pad? Pb?

EJ 2 2EJ " 3EJ"

Der Freitriiger mit mehreren Einzellasten (Abb. 129). Wir bringen

die Lasten nacheinander auf den Triger und addieren die Einzel-
wirkungen. Es ist 6, =6, + 0, + 05, wobei

o= psb-Ph(at2b)=

1 2 Pla
0, = 7 § a-Pia- 30= 355
P ( > L Pat?
e =57 30" 2EJ T357
11 _ 2 >%P302 Pyc?
0=g; g ¢ P50 <" t3¢)= 255 T3ms
/ A 15 4
~c b——;’k—é’ /4 >
C o U T 2
T =26 a— m =
La ! l -
¥ | | HHI I‘ ‘l’ E pe ‘Io*%z——)
) P
e ==t __
2° S
¥ AT | . —
I — df‘g 7
1 [
i % r‘_‘CL_—)‘ I3 N
@?c l | \ 1:
: , ¥ Z I
— % {
I
Abb. 129, Freitrager mit mehreren Abb. 130. Freitriger mit gleichformig
Einzellasten. verteilter Last.

Der Freitriger mit gleichformig verteilter Last (Abb. 130). Die
Momentenfliche ist von einer Parabel begrenzt, deren Ordinate in

der Einspannstelle M,y = P-l ist. Demnach ist

1 3 P3
=555 P g =450

Die Gleichung der Blegungshnle erhalten wir durch zweimalige Inte-

gration der Differentialgleichung

EJ-%Z—Z=—M30=_§.?;,
EJ-d(fLy> = <-—§-@227>-dx,

By 3= (T8, do——F2 10
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dy ... . . o PR
Da — fir =1 gleich Null wird, ergibt sich (; = e

EJ y= f— dx—|—j z,

Pix
EJ-y= 24z+ 6 TCe-

Aus y =0 fiir z = 0 folgt €, = 0 und damit
_ e (z 1
Y=6mJ\T 1 18/"
Als Neigungswinkel der Endtangente erhalten wir aus

dy _, PIX Pa?
BJ o =F % "1

fir x =0
2
BJ-p="C oder p=71.

Zieht man Grundgleichung (I1I) zur Berechnung heran, so wird die
Entwicklung wesentlich unbequemer; sie soll hier durchgefithrt werden,
um die Aufstellung der Grundgleichung fiir einen beliebigen Punkt x
des Trigers zu zeigen (Abb. 130). Da 6 das von der Tangente in 4
auf der Senkrechten durch m abgeschnittene Stiick bedeutet, so ist

E=l—2
EJ. 6 fM-&-dE.
E=0

o =pEED tiefert
l—z

-z
SO T 1o N ]
0

1]

(I — )2 (22 + 202+ 312)
z

'~e ﬁ[%

(3l4—4l3x—|— x9 ,

5_1’_""_£’_“_.£ P ot
T8EJ 6EJ T '24EJ -

Pl (x 1 x4>

Y=6mI\T 2’1

Die Gleichung zeigt die Biegungslinie als parabolische Kurve 4. Grades,
deren Ordinaten man am schnellsten durch Rechnung findet, wenn

man den Klammerausdruck fiir zehn Punkte, d. h. ?: 0,1 ... 0,9,
ein fiir alle Male bercehnet (vgl. die Tabelle auf S. 92).
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Freitriger mit dreieckférmiger Last (Abb. 131). Nach Grundglei-
chung (IT) ist

fM ‘dz, daher mit M,= 3l2

0
i
1 _P__ P2 \
RZAT R ol "m
o ]

Nach Grundgleichung (III) ist
l
1 1 P
0

-1 :4——5 l— >

M

i
3
{

__ P. l3 y
I=%m7 1ol F
Die Differentialgleichung der Biegungs- y J
linie lautet fiir das gezeichnete Achsen- o ¥ !
kreuz Z
a2 Y Pax3 - s . e
EJ T =—M,= — 5 Abb. 131. Fremra%e;s Qffm; dreieckférmiger
dy\ Pz
BI-a(3) =~ G5 -da,
dy P Pat
Als Neigung der Kurve wird 'J; =0 fir # =1, demnach
P2 P2
0———1—2*—1—01, d.h. OIZTE’
4
EJ-dy:—%%-dx—!— PEde,

P2z
EJ-y= 60l2+ 12 S0,

Da fiir # = 0 auch y = 0 ist, wird C, = 0. Als Gleichung der Biegungs-
linie erhalten wir

P <z 1 x5>
Y= E/\T 5 F)

Die Kurve ist eine parabolische Kurve 5. Grades, deren Scheitel im
Einspannpunkte des Trigers liegt. Der gefihrliche Querschnitt liegt
ebenfalls dort, er wird durch

Pl
Mmax:

beansprucht. ?
c) Der Tréager auf zwei Stiitzen.
Der Triger auf zwei Stiitzen mit Einzellast (Abb 132). Die
Momentenfliche ist ein Dreieck mit der Hohe My, = p.2 , das wir in

zwei Dreiecke mit dem Flacheninhalt F,, bzw. F, zerlegt denken,



154

Forménderung durch Biegung.

deren Schwerpunktabstinde z, und 2z, sein mogen. Dann ist

E’J.f:%

Fiir den Sonderfall a =b =1/2 wird f =

b
f=7 5,4

a2b3)_
Pogm)=

PP

2
_._a_}_ﬁ é

48 EJ "

a

Pa?b?
3EJ-l°

P b
l

2
"3b,

Die Gleichung der Biegungslinie entwickeln wir aus der
Differentialgleichung (Abb. 133)

EJ-

dzz

M,

Da M, = A - x zwischen den Grenzen z = 0 bis « = a gilt, erhalten

A z 5 8 in 4 und zdhlen x nach rechts,
»-e—————{»l—-—————-ﬂ P
! ! a b—>
r<Zz 27_’__.9;{2_6 y - C
= ° A —s
% A J '
| 7
L | _ ,
d"igf/” | 2'5
1 R y Rz

Abb, 132. Triger auf zwei Stiitzen mit
Einzellast.

Abb. 133. Triger auf zwei Stiitzen mit
Einzellast.

wir nur einen Ast der Biegungslinie.
Fiir ihn legen wir das Achsenkreuz

y

nach unten. Dem zweiten Ast der Biegungslinie geben wir das Achsen-
kreuz in B und zdhlen z; nach links, y, nach unten.

Linker Ast:

Rechter Ast:

BJ-d% = 4-zde=—"0 0 ds,
prAr_ P o
BJ-dy=—"05 det 0, -da,
EIy=—"0% 40 a0,

BJ-d48 ——B-adw, Pa.
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EJ.@L—%_‘BQ_ ﬁl +cf,

dx,

2
BT dyy=—"0 5 da 4 0 day,
Bl yy=—"0 0 0fa 10

Die Integrationsfestwerte (' sind aus den physikalischen Bedingungen der

Aufgabe zu bestimmen. Uber ((i—y bzw. %~ kénnen wir nur aussagen,
£t

daBl senkrecht unter P beide Aste eine gemeinsame Tangente haben;

daraus folgt unter Beriicksichtigung der gegenseitigen Lage der beiden

Achsenkreuze

dy _ __dn
dx dzx,
fiir den Punkt m. Daher ist
Pa b Pab2 ,
o=, (a)
wenn wir x =a und 2, =b in die Gleichungen fiir —% und izfl ein-

1
setzen. Eine zweite Bedingungsgleichung liefert die Tatsache, daBl y = 0
fir x =0 und g, = 0 fiir 2, = 0 ist; die Senkung in den Auflagern
ist gleich Null. Damit wird C, = 0, bzw. 0y’ = 0. Zum Dritten muB
sich die Senkung des Punktes m gleich grofl ergeben, wenn wir y von
links aus oder von rechts aus berechnen. Wir erhalten

fir z=a ... BJ- y——?- 3-}—01-(1,
fir z,=b ... EJ-y:—?-%erO{-b
Die Gleichsetzung beider Werte liefert
P opa=—2 o, (b)

Gleichung (a) mit & erweitert, ergibt

Pab —{—C quabhO b,

Die Addition beider Gleichungen liefert als Bedingungsgleichung fiir C;

— P Babrat) £y (0t b) =Tk (30 —2),

Pab

Cila+b)= (26%+ 3ab+ a?)

01_ Pab ‘@ —{—Zb)
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Damit erhalten wir als Gleichung fiir die Neigung des linken Astes
der Biegungslinie

b b
BJ- dy___P_ 2 1 Pa

und als Gleichung der zugehorigen Biegungslinje

b P b
BJ-y= Pb 3+Pa ap 2.2 o
1 Pa2b? x x3
y=EJT< ) aﬁ)‘

Setzen wir C} in (a) ein, so wird

Ci—Pab( a+b)

und damit fiir den rechten Ast der Biegungslinie

By P PO o4 1),
EJ-y,= —-I—)(f av_1+P6alb (2a+0b) -z,
_ 1 Pa?®® ([ x}
yl_ﬂ'"sf@ T+ abz)

Die Senkung des Lastangriffspunktes m wird mit z = ¢ bzw. x, = b:

Mit der Senkung des Punktes m ist aber noch nicht die gréfite Durch-
biegung des Trégers gefunden. Um ihre Lage zu bestimmen, setzen wir

6l-EJ dy 1 1 322
Pttt dr 2 TT a0
2 b
und erhalten x—aV —i—§ 7’

wenn a > b ist.

Ebenso folgt aus % =0
a1

2 a
v= bV— t33
wenn b > a ist.

Aufzeichnen der Biegungslinie. Wir entwerfen die Biegungs-
linie des Trigers A B fiir die Einheit der Last (1 kg) und beachten,
daB eine Last von P kg eine P-mal so groBie Durchbiegung hervorruft.
Aus der Gleichung der Biegungslinie fiir P = 1 kg erhilt man fiir den
linken Ast
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. a?b? < z x x3>
Y=sms1\20 T35 a)

a?b? <w x x3 ) a2b?

=3EJi\a 26 2a®) T 3EJ1
und entsprechend fiir den rechten Ast
_ a*b? <§l_ wl__c::ir")__ a?b?
NT3EI\b T 2a  2att) T 3EJ1

Die beiden Zweige der Biegungslinie sind mit ausreichender Sicherheit
zu zeichnen, wenn von jedem 10 Punkte bestimmt sind. Setzt man

a a
—=¢@, also b=—,
b ? @

so wird

Mit -Z—: 0,1 ...02...03 ... usw. erhilt man

14 ? —
771_0,1(1+§> 70,001 =0,1+0,0495 ¢,
—09{149)_2. —

@ 4 ¢
=03 (1+%)—%.0,027=0,340,1365 ¢ usw.

7 = f(p) gibt eine gerade Linie; 7, ... %, ... %3 ... eine Schar von
geraden Linien, die, einmal entworfen, das unmittelbare Aufzeichnen
der Biegungslinie jedes beliebigen Trégers fiir P = 1 t gestatten.

Fiir den rechten Zweig folgt mit

b, b
=9 also a~?,
2, 0@ 2 ¢’

Hat man die Geradenschar fiir 7, entworfen, so kann man die Werte 7,
.ablesen, wenn man ¢ durch ¢’ und % durch %1— ersetzt.

Die Gerade fiir x:a =1 ist eine Wagerechte im Abstande 1 von
der z-Achse. Macht man diesen Abstand 100 mm lang (Abb. 134),
s0 erhiilt man eine handliche BildgréBle. Damit ¢ in den am héufigsten
vorkommenden Grenzen von 0 bis 2 genau festgelegt werden kann,
ist in Abb. 134 der MafBstab fiir diesen Bereich fir ¢ vergrofert;
:simtliche Kurven erhalten dadurch in ¢ =2 einen Knick.
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Beispiel. (Abb. 134). Gegeben sei ein Triger A BC mit ¢ = 5m, b = 2,5 m;
1 = 7,5m. Gesucht ist die Biegungslinie des Tragers 4B fiir eine Last von 1 kg, die
Man legt die Tafel mit der Geradenschar so auf das

im Punkte C angreift.

7%
1

F35+=
N
Zp8
g +
L1
2

b2, 5m

0},"1
-
i

ot
718 19 ¢

¢ 75 Y6

a=s5m

P=3¢
I
7§82 'IJ

Zeichenblatt, daB die wagerechte Achse
mit der Trigerachse zusammenfillt, und
teilt AC und CB in je zehn gleiche
Teile. Fiir den linken Teil der Biegungs-
linie errechnet man a:b =5:2,5 =2
und zieht in der Tafel eine Senkrechte
durch ¢ =2, die die Geradenschar in
den Punkten 1... 2... 3 ... usw.
schneidet. Diese Schnittpunkte ergeben
die Ordinaten des linken Zweiges die
Biegungslinie, sie werden wagerecht auf
die Senkrechten durch die zehn Teil-
punkte 1 ...2...3 ... auf AC iber-
tragen und freihdndig durch eine ste-
tige Kurve verbunden. Fir den rechten
Teil der Biegungslinie ist ¢’ =b:a =
2,5:5 = 0,5; die Ordinaten sind durch

=] > hJ
s ! SN 3 eS| g § gy
*R t 1
! i
ENANY !
- N3 I IS
Sl | :
N I )
SN =
——‘Lm ;
9
S ! 4
| =
IS |
NN =
Sy ' \ <
&
N I ! i
(e | | L
=
| | =
Jop | 5
| | g
N o | 2
< = e < <)
> .
%, 3
ISR | =
I S
! 2
PSEN N ~
|
s )
Q‘\; B NN EYAYA) N
0
Fslolof [s S & &
$ =S S S YOOy NN NN
38R ¥ R

die Schnittpunkte 17...2"...

3’ ... der Senkrechten durch ¢’ = 0,5 mit der

Geradenschar bestimmt und werden in gleicher Weise wagerecht auf die Senk-
rechten durch die Teilpunkte 1’ ...

Die Gegenseitigkeit der Formiinderung (Abb. 135). Eine Kraft P im
Punkte » des Tragers A B senke den Punkt m um den Betrag §,,, der sich
aus der Gleichung des rechten Astes der Biegungslinie fir x, = b zu

Om

_ Pap
T 6EJ I

(2

ST (A

auf CB ibertragen.

b, b b3>

Tt T e
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berechnet. Eine Kraft P im Punkte m desselben Trigers 4 B senke
den Punkt n um den Betrag J,,, der sich aus der Gleichung des linken
Astes der Biegungslinie fir x = a’ zu

Pa2d® (o o a’s
on=5g7 7 (2 5+ )
ergibt. Auflésung und Zusammenfassung R B
der Glieder liefert <<
Pa’d Y U %
b= g7 QY+ =8, A a »—s8
’ d,

Fiigen wir in den Klammern die quadra- VD )
tische Erginzung der beiden ersten Glie- On,
der hinzu, so erhalten wir

P(l’b o ’ 9

5m:6ET]”“l'(a"+20/’b’+b2—b2—a/2), z
Pa’b Abb. 185, Gegenseit»igkeit der Formx
én:m.(a2+2ab+b2_b2_a’2) , anderung.
die mit
a’?+2ab +02=( +b)2=12,
a*+ 2ab 4 b% = (a + b)2 = [2
in
Pa’b ., _
=g B—b—a?,
Pa’b >
=gy F—b2—a"

iibergehen; beide Werte stimmen iiberein. Der hier fiir den Sonderfall
der senkrechten Verschiebung abgeleitete Satz gilt aber allgemein und
ist unter dem Namen Maxwellscher Satz von der Gegenseitigkeit
der Forménderung bekannt. Er besagt, dal eine Last P im Abstande
x vom Auflager A einen Punkt m eines Trigers um den gleichen Betrag
senkt, wie die in m angreifende Kraft P den Punkt x senkt. Statt also
die Last P in dem beliebigen Punkte z angreifen zu lassen, belastet
man den bestimmten Punkt m mit dieser Last und ermittelt die Senkung
des Punktes . Diese ist aber Ordinate der Biegungslinie eines Trigers
A B, der im Punkte m mit P belastet ist.

Triiger auf zwei Stiitzen mit beliebig vielen Einzellasten. Nach dem
Maxwellschen Satz von der Gegenseitigkeit der Forménderung ist die
Senkung eines Punktes m infolge einer Last P im Punkte n

6, =Py,

wenn y Ordinate der Biegungslinie im Punkte n eines Trégers A B ist,
der im Punkte m mit P = 1 kg belastet ist. Wirken beliebig viele
Lasten P, ... P, ... usw. auf den Tréger, so wird die Senkung des
Punktes m nach dem Uberlagerungsgesetz

Op="Pyyy+ Py +Psys +...,
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wobeil 4y ... Yy ... Yy ...die Ordinaten der Biegungslinie sind, die sich
ergibt, wenn man den Trager im Punkte m mit P =1 kg belastet.
Ersetzt man diese Ordinaten durch die Werte 7, so erhilt man als Sen-
kung des Punktes m infolge der Lasten P

2p2
5m=§%'(P1’771+P2'772+P3'773+~~~):

oder wenn wir die Lasten in t einsetzen,

252.1000
dm= "5 I (Pymy+ Py +Pyug+..).
Der Faktor & g El l(iOO 148t sich ein fir alle Male berechnen; wir setzen

fiir Stahl (Walzeisen) E = 2150000 kg/cm? und schreiben
a?b?-1000  a*(l—a)?-1000

*=T3EIE T 73.2150000-8 °
1003 <a2 ad a4>
=3emo\z 2@ TE)

dann messen wir ¢ in cm. Will man 6 in mm erhalten, so wird
10-1003 a\*t

samo 1) —2(3) + (3]

Es ist also « eine Funktion von (@ :1), die wir in die Abb. 134 leicht ein-
tragen kénnen. Die Kurve ist eingezeichnet und gehort zu der oberen
wagerechten Zahlenreihe. In unserm Beispiel ist ¢ =5 m; [ = 7,5 m;

also a:1 = 0,667; die Kurve liefert fiir diese Abszisse die Ordinate
« = 176,5. Als Senkung des Punktes m erhilt man

13
6m E=S m-,j.ZP.n ,
Zu den eingezeichneten Lasten P gehort

Mpax = M3 = 1565000 cmkg,

das mit k, = 1200 kg/cm? ein I NP 40 mit J = 29213 cm* erfordert.
Der Punkt C dieses Trigers senkt sich um

oa =

0, =176,5- 3-0,39+2,8-0,99 + 4-1,07+5,2:0,6) = 12,5 mm .

29213 (
Wie wir die Biegungslinie des Trégers auf zwei Stiitzen zur Berechnung
des statisch unbestimmten Trigers auf drei Stiitzen benutzen, wird
spiter gezeigt (S. 315).

Gleichformlg verteilte Last (Abb. 136). Wegen der Symmetrie

ist A=B= 2 , die Momentenlinie eine Parabel mit der Scheitelhéhe

P
Myx = ?l deren senkrechte Achse in der Mitte des Trigers liegt.

Grundgleichung (IT) liefert den maximalen Winkel
2
1

EJfM dz=55F,
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wenn wir mit ¥ den halben Inhalt der Momentenfliche bezeichnen;

es wird
1 _%‘Z_Pl_ Pz
P=%7 3% s =simJ-
,
Grundgleichung (ITI) ergibt f =6, = 05 = ﬂ'.fM cx-dx
0

PP 51 5 PP

1
=55 %=51g; 52 % 57"
Die Gleichung der Biegungslinie er- P
halten wir durch zweimalige Inte- LT T
gration aus P
4 8
d*y. _ P Py I
Es ist \ |
dy P a* P a3 >lp=5.1 e
EJH_—_? 3 ?l§+01 ) 8 2 J{
Da % fiir o= L gleich Null wird, "i;_ _____ 7 I
ergibt sich als Bedingungsgleichung —z—>1 1
fir den Festwert C; ADb.136. Gleichformig verteilte Last.
pi P2 P2
O:_Tﬁ 28~+Cl; daraus 01:?{‘
dy P , P . 1
EJ'E;"———”“4’ x2+"gi x3—}—2IPlz,

P x2 P a2t PI2
EJ'y:“'4"'3‘+a"“f+—zz'x+02.

Da tiir = 0 auch y = 0 ist, wird 0, = 0. Die Gleichung der Biegungs-

]. . ] ]
I l3 <;1 "x3 ;L“f)

und stellt eine parabolische Kurve 4. Grades dar, deren Scheitel in

der Entfernung é von A4 liegt; die Scheitelhéhe ist mit z :%
= PB 5 _ 5-PB
Ymax =1= 3457 16— 380 5J -
Dreieckformige Lasten.

(Abb. 137.) Mit den Bezeichnungen der Abbildung lautet die

Differentialgleichung der Biegungslinie

d?y P Pgs
B qg=—Me=—go+ 35,
gdy_ Pom P oo
Bl =35 s tamg+0

P a3 P oas
EJ’y:— 6.737+12*l2' 5‘+01'x+02.

Winkel, Festigkeitslehre. 11
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Zur Bestimmung der Festwerte C; und C, stehen die physikalischen
Bedingungen der Aufgabe zur Verfiigung

1. y=0 fir =0 und 2. y=0 fir z==I,

von denen die erste C,=0 liefert, die
MW% zweite
Pz P8
0=—-15Tg T0'b
4 2 g daher ist
i c. =1 p. I
F N o 177180 ’
n,723F
H Y * Damit geht die Gleichung der Biegungs-
poam— linien iiber in
P P 7
P . S DRI ST o) i
¥ BJy=—1g% g5 @ttt
Abb. 137. Dreieckformige Last. pPI3 x x3 x5
?/=W<7'7—10'Ts+3'7s>~

Die Kurve ist eine parabolische Kurve 5. Grades. Wir erhalten den

Ort der grofiten Durchbiegung aus %:

180EJ dy _ 1 Er

Fp o de =170 =0,
714—300222 +15-22=0
704—30102 (x2) +15-(22)2 =0

7
()2 —212 (x?) +514=0,

7T 14/
x2=12 :{___Vp_ﬁ.p—_-lz (1 iﬁ]’ 120>.

Ds z kleiner als I sein muf}, erhalten
. wir als Ort der grofiten Durchbiegung
[ z = 0,5193 - I; setzen wir diesen Wert
; in die Gleichung der Begrenzungslinie

4" zz Sz g 5 ein, so wird o
1, Ymax = 0,01304- ..
e | '3 (Abb. 138.) Wegen der Symmetrie
<L 1 f ist A=B= g Als Moment im Punkte
f__—" |f = ergibt sich
Abb. 138. Dreii’ltférmige Last. % M x=A~x—§‘—xi S=P x(%%?:)

l 2 . § =
(2)
Das groBte Moment tritt in der Mitte auf und ist
Pl

Mmax: 6 .
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Aus der Differentialgleichung der Biegungslinie

d y _ Pz 2,
erhalten wir
dy P xz 2 P 2t
Y ~ Rl
EJ dz 2 3" Cl'

Da wegen der Symmetrie die Tangente im Punkte m der Biegungslinie
wagerecht verlauft, wird %Z =0 fir z = %; die Bedingungsgleichung

fur C; lautet demnach

P 1/l 5
o=—2 (Lt (L 1, daraus 0, = o PI2.
dy P
EJ Qe ="7% 2+6l2+ o P,
P a3 1P 2°
EJy=—3 5 +s s T Pl 2+,

Der Festwert C, ergibt sich aus der Be-

dingung y =0 fiir x =0 zu C, = 0; da- ;: 72 i MW
mit geht die Gleichung der Biegungslinie | ,
iiber in y | L ]
PP <5 x xd 2.x5> A 2 Zl z 2]
YTREI\S T T TR <~
Die groBite Durchbiegung erfihrt die Mitte ) |
des Tragers mit &
Pl |

Ymax == 5777 -
(Abb. 139.) Auch hier wird wegen der l
P Abb. 139. Dreieckformige Last.
Symmetrie 4 =B = 3 - Ist A die Be-

lastungshéhe im Punkte A des Tragers, k£ die Belastungshéhe im
Punkte z, so folgt aus

P 1 n ( > 1
545_2— und k h= ‘2———2'} .E,
4P/l >
=" (g—o
Damit wird
P 1 2 1 1
MxAg-x—g-h-x-gx——z—k-x-gx
P 2 P 2P /(1 3
I S Bt DL .2
=y Ty TP plg ) e
. 1 x 2 x2>
M,=Po(3—T+5%
l .
Fiir « =3 erhalten wir Mmax=%l.

11*
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Die Differentialgleichung der Biegungslinie ergibt sich aus
Py ___E. P , 2P .
B ga=—Me=—g 2ty 2t —3527,
dy P a* P a® 2 Pat
B fo=—3 3 T 35 304
. . l . . .
Aus der Bedingung % =0firz =5 bestimmen wir den Integrations-
festwert zu
o._Pe_PB_ PE_ PP
17716 24 ' 96 32

dy_P2P31P4Pl2

B =@t @5 "+

P a3 P 1 P x5 PI*
Bly=—y5tsrs s e stmetl

C, wird gleich Null, weil y = 0 fiir x = 0 ist; damit wird
_ P (3_95*903 x4_2.x5>
Y= REJ\8 T BFTE 5B/
Fiir die Mitte des Triagers erhalten wir als gréBte Durchbiegung mit x =%

BRI L
Ymax=T=395" 7"

d) Der iiberhédngende Triger.

Der beiderseits gleichmiiBig iiberhiingende Triger mit gleich groB8en
Einzellasten (Abb. 140). Die Momentenfliche ist ein Trapez mit der

Hohe
Mupax = P-a,

das negativ ist, weil sich der verformte Triger nach oben wolbt. Die
Biegungslinie besteht aus drei Zweigen, deren Tangenten in den Auf-

lagern zusammenfallen.
Fiir den mittleren Teil zwischen 4 und B heit die Differential-

gleichung der Biegungslinie
B8J2Y - yM,=—P
dot . reT T L@
Die einmalige Integration liefert

dy
EJ---=—Pax+C;.
Aus der Bedingung g—z =0 fir = :é folgt C; = %’l
d 1
EJ-E%=——Pax+~2—Pal.

Pal
2E
Die nochmalige Inte-

Die Tangente im Punkte 4 hat die Neigung ¢4 = , die Tangente

im Punkte B hat die Neigung @z =——%.
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gration liefert EJ-y:——Pa,-%z—}—PTM'xﬁ- c,.

Der Festwert C, wird gleich Null, da y = 0 fir 2 =0 ist.
Die Gleichung der Biegungslinie lautet daher:
__ Pal? ( z xz)
V=387 \T~%)"

165

Die Biegungslinie ist eine Parabel, deren Scheitel in der Mitte des

Trigers liegt, und deren Pfeilhohe fir z 1L

2
Pqal?
Y max =f1=—8_Ej

ist. Das Ergebnis steht im K

scheinbaren Widerspruch zu der & 7
andern Betrachtung, die von

o~

der Kriimmung ausgeht. Nach
S. 143 ist i

1 M EJ _EJ T

o~ mJ M0 o= =%, % %

%

L—

Da M unverianderlich ist, wird f; N
o ebenfalls unverdnderlich, d. h. /4

die Biegungslinie ist ein Kreis
mit dem Halbmesser p. Die
Pfeilhéhe des Kreisbogens wird

A

h=e—)e—(5)"
wihrend die erste Losung mit
Pag 1

EJ

8

|
|
|

12 4
h= 80

lasten.

Abb. 140. Der iiberhingende Triger mit Einzel-

ergibt. Der Unterschied ist belanglos, denn setzen wir beide Werte

gleich, so miifite sein:

l/2 <l>72 12

ey e T\2) T
12 TR Boon 12
—— — 2__ 2 =2 .
80 ,/9 g oder *—Ftga=ot s
4

die Abweichung betrigt 6{_2’ was bei dem sehr grofen Kriimmungs-

halbmesser tatsichlich keine Rolle spielt. Immerhin bestétigt die Unter-
suchung zahlenméBig, dafl unsere Gleichungen der Biegungslinien nur

Annaherungen sind.

Fir die beiden duBeren Aste der Biegungslinie erhalten wir die

Differentialgleichung
2
BJ-YY
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und durch Integration

dy, =—Pax
Der Bestlmmung des Festwertes legen wir die Bedingung zugrunde
P

daB —2; = —¢q, fir 2 =0 wird und erhalten mit ¢, = 213,]
P:zr:’2 Pal

und daraus durch nochmalige Integramon
'3 !

EJ-y'=—Pa —l—12) e Pa '+ C,.

Der Festwert O, ist gleich Null, weil 3’ = 0 fiir 2" = 0 wird. Die Glei-
chung der Biegungslinie lautet
, __ Pal? x a2 1 }:’_3
Y _QEJ<—7_ZT 3 al2>
oder
,_ Pal? ( z’ le 1 x'3)
T2EJ\T T BT 3alt/’
Das Minuszeichen besagt, daBl »” bei dem gewéhlten Achsenkreuz unter-
halb der z-Achse liegt. Die groBite Senkung erfahren die Endpunkte
des Tragers, sie senken sich um

(54

Zahlenbeispiel. I=4m; e¢=1m; P=215¢; k, =900 kg/cm?;
Mpax = P-a = 2,15 mt = 215000 cmkg;  erforderlich
2150000
= — = 3
w 900 240 cm

Ausgefiihrt I-Eisen NP 21 mit W = 244 cm?; J = 2563 cm?®. Als Kriilmmungs-
halbmesser ergibt sich

E-J 2150000-2563

=" =" 315000 =25630 cm.
Die Pfeilhohe des Kreisbogens wird fir % = 200 cm
h= -—Vg - — = 25630 — }25 630 — 2002 = 0,7803 cm.

Die Pfeilhéhe der Parabel wird

, Pal _ 2150-100-400-400 _ 16000 _ .o
1SS EJ . 8-2150000-2563 20504 oo o

Der beiderseits gleichmiBig iiberhingende Triger mit gleichformig
verteilter Last (Abb. 141). Wegen der Symmetrie wird 4 = B = P.
Die Momentenlinie besteht aus drei Asten, die teils oberhalb, teils unter-
halb der Achse vorlaufen.

Kragarme: Im Punkte z; erfihrt der Stab das Moment
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es ist negativ, weil sich die verformte Stabachse nach oben wolbt. Die
Kurve ist eine Parabel mit dem Scheitel in a, bzw. b und der Ordinate

M1max:—P—2‘?“2'
im Punkte A und B (Abb, 141).
P
a) T T T e O T T T A T
a ;b a—>
A 1 8
> Tyl
_ |
T !
b)'o'(% l
A
10 __n_%:___ !
pl opla ' :
I R
¢) a %": y I b- vz
e — '
a
xz i /D-g-lo'z—
TRV | 8
d) iz~ Y1 & v jlt'

Abb. 141, Der iiberhingende Triger mit gleichformig verteilter Last.

Mitteltriager. Ein Punkt im Abstande x vom linken Ende des
Tragers erfahrt das Biegungsmoment
P o* P Pg P

— e T T .2
I T2 2 T

)

M,=A (x—a)—

Das grofite positive Moment liegt in der Mitte und hat den Wert
Pl(1 2a
Mo ="y (5=

Die Momenten-Nullpunkte erhdlt man als Schnittpunkte der Kurve
mit der z-Achse aus der Bedingung
a X

M,=0; dh 1. 1—=—5=0; 2.2=0.
z I
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Die erste Bedingung liefert die quadratische Gleichung

22 —1lx+al=0,
aus der

l o a
folgt. Soll z reell werden, mufl

124%sein oder I=4a, bzw. b=2a.

Fiir kleinere Spannweiten als b = 2 a gibt es nur negative Momente.
Im Sonderfall & = 2 a beriihrt die Momentenlinie die Achse in der Stab-
mitte; der Triger hat drei Momenten-Nullpunkte (Abb. 142).

P
ARRRRRRTD RO RRRRRSRRRRRRRREEREREERARRRARO

~—a za
A 8
M
Y1

1

Abb. 142. Der iiberhingende Triger mit gleichformig verteilter Belastung.

a—:

Die Forderung, daf positive und negative Momente gleich groB sein

sollen, fithrt zu der Bedingung
Paz_Pl<1 2a>__Pl Pa

8 2

21 4

2 l

die fiir die Lange @ der Kragarme

a=L(JZ-1)=0207-1 oder 1=4828a
ergibt.
Die Entwicklung der Momentenfliche als Differenz der positiven
M-Fliche mit der Pfeilhshe %l und der negativen Tragefliche mit

M= %‘i zeigt Abb.141b; bei dieser Entwicklung denken wir uns an den
freien Enden des Trigers zwei Stiitzen und den Triger mit P und
A=B= ; lastet.

DieBiegungslinie. Wir legen das in Abb.141d angedeutete Achsen-
kreuz zugrunde und schreiben fiir einen Punkt x zwischenden Stiitzen
die Differentialgleichung

d*y __ Pz (=x a
B -

“da?
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an, die durch einmalige Integration iibergeht in

=—1—)§g-x——£z2+—x3+01

dy
EJ Gy 4

Fiir die Bestimmung des Integrationsfestwertes C; halten wir fest, da8
die Neigungswinkel der Tangenten in 4 und B Supplementwinkel sind,
und schreiben

BI- Yt z=a geich —BJ-9Y fir z=1—a.

Das ergibt die Bedingungsgleichung fiir C,

P P P P P P
2—-a2—z~a2+a-a3+01=-—[—; (l—a)—z(l—a)z—{—a(l—a)"%—OJ

oder
2 (6a—3a2+2%) +120,=F (a—1) (6a—31+ 3a+ 21— sa+2%)

P2
1201=-123(l2_.6al), daraus O = 4_%“_l

Demnach liefert die einmalige Integration

dy Pa P, P, PB_Pal
EJ: S eIVt Yy T

woraus sich als Neigung der Biegungslinie im Punkte 4, also firr z = a,

dy _ Pqa? Pl2 Pal
EJ ‘d; = E J- &= 4 + + o4 T
ergibt. Nochmalige Integration liefert
Pa 22 P a3 P z*  PI Paql
BJy="3 93 s3sterata® ¢ *t0.

Der Festwert C, folgt aus der Bedingung y = 0 fiir x = a zu

Pl2a Pla® Pa® Pat
Cy=—"9r+t— 6 " qa

und wir erhalten als Gleichung der Biegungslinie zwischen 4 und B
PB [z g% _¢ a? a® at
L L I )
Die gréB8te Durchbiegung erfihrt die Mitte (d. h. z =%> mit
PpB (5 a® at
A R
Die Biegungslinie ist eine parabolische Kurve 4. Grades, die zwei Wende-
2
punkte hat, deren analytische Bedingung, ZTZ =0, da erfillt ist, wo

M, = 0 ist. Den Momentennullpunkten entsprechen Wendepunkte der
Biegungslinie.
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In einem Punkte des Kragarmes herrscht das Biegungsmoment

P ay

Mo=—75s

es ist notwendig, das Vorzeichen zu beachten, da gleichzeitig positive
und negative Momente am Trager auftreten. Die Differentialgleichung
der Biegungslinie lautet demnach

P a2

4y, L%
EJ- da? ——Mﬁ_T 2

und ergibt nach einmaliger Integration

dy, P a}
EJ- do, 21 5 +0.

Zur Bestimmung des Integrationsfestwertes C; denken wir daran,
daB der linke Zweig und der mittlere Teil der Biegungslinie in A eine
gemeinsame Tangente haben. Rechnerisch ausgedriickt heifit das: fir

d . . .
%, = a mul J% = sein. Wir schreiben
1

Pq3 Pa?2 . Pa3 , Pl2  Pal
%T+@—z“ el T 1
P12 Pqgl
+_ T,
es wird
dy, Pa}  Pa® P> Pal
B e~ T2 T 1
daher

al
Tty T at G

P % | Pa? P2 P

Aus der Bedingung y, = 0 fiir x; = a erhalten wir

O_Pazl Pa*  Pa®  Pal?
2T 4 2] 4 24

und damit als Gleichung der Biegungslinie

Pl a? a Ty at a® a
N= 24EJ<Z4+6 T "“"'6 B 673“7)‘

Die Ordinate im Endpunkte des Trigers (z; = 0) kann gréBer, gleich
oder kleiner als Null sein und ist bestimmt durch die Linge a des Krag-
armes. Wir errechnen zunichst das Verhéltnis (@ : {) fir den Fall y, =0
fir x; = 0.

Es ist
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Durch Anniherung finden wir

% 0,2 } 0,21 ‘ 0,22 ’ 0,214
z | 0,048 | 0014 { —0,019 [ 0,00058
und erhalten als Bedingung firr y; =0
T=m20214 oder 1=4666-a=~"ra.

Aus % =0 folgt als Ort der gréften Durchbiegung
1

3
a1=;~1/12 al?--2013—12a2l,

das fiur :13—4a den Wert

o B e A

. . 14 2 .
annimmt. Mit [ = a und 2z, = ~+ a wird

3 3
. 1 Pad
Yimax ="~ 540" 57
wahrend die Durchbiegung in der Mitte fiir %=;— und %=~132

___11,5 Pa?
1=~%5 57
betragt.
Die Senkung f des Mittelpunktes wird gleich Null, wenn

5 5 \ 2 3 4
15— 3(7) +olz) =4 () —(7) =0
ist. Durch Anndherung finden wir (¢:1) = 0,2386 oder | =~ 4,2a

und als senkrechte Verschiebung der Trigerenden mit %— 1

=412 und
z, =0

P-(4,2a3<6 1 1 . 1 »l)_ﬁ,_(i.PaS
- 4,22 4,24 4,23 4,2/ 7120 EJ
nach unten.

Beispiele: 1. I = 4a (Abb. 142). Die Durchbiegung in der Mitte ist

_Pasars 01 1 g1 1) Pe
17 24.EJ \16 2 4 42 43 4t 96-EJ°
die Senkung der Tragerenden
P a* at a® a
=57 (ST~ 5 )
P-(4a 1 1 1 1 7 Pa3
= 24(E}<6'§—4’r6'4—3—z>= To6 &I
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e) Tafel fiir Trager mit gleich-
In nachstehender Zusammenstellung bedeuten:
l die freie Lange in cm.

f die Durchbiegung in cm im Angriffspunkt der Last P.
P die &uBeren Kraifte in kg. % die Trigerhohe in cm.

k A, B Tl‘&gkl‘&ft P
Nr. Belastungsfall A?ﬂagerdruc © Erforderl. Wider-
Biegungsmoment M standsmoment W
B =P. W
P= 7
1 M=Pz
Pl
My = Pl W= %
A=B=§u p_t bW
it !
2. = _Pxz
W u== W Pl
Yo Pl =4
M max = 4 4o
Pb Pa
A== B=—
l
g b " .. Pbz ab
3 __a:_Lj;,_ Fiir AC: M = —
o ﬁich.-M=P‘;" wPab
kb :
Pabd
-Mmax - ?
A=B=P
p=bW
a
4,
Fiir 4 B: Pa
Dieselben Formeln gelten, wenn M = Pa = konst. W==
AB die Lastpunkte und die En- 4
den des Trigers gestiitzt sind.
B=F ky W
2 P = 2 —bl—.
5. u=EZ
21
W= Pl
Pl YN
Mmax = T

1) Mit f ist die Durchbiegung im Angriffspunkt der Einzellast P, mit fpax
stimmt. — Die durch %, ausgedriickten Werte von f gelten nur fiir homogene
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bleibendem Querschnitt.

k, die zulissige Biegungsspannung in kg/cm?,

J das Tragheitsmoment des Querschnittes in cm4.
W das Widerstandsmoment des Querschnittes in cm3.
z und y die Koordinaten eines Punktes der Biegungslinie.
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Gleichung der elastischen Linie Durchbiegung 1) Bemerkungen
_PB (z 1 a3) .
Y=2mJ\1 " 3 ZT) ) f= E% ~l3_ Freitrager
tgp =S¥ _ PF (1 - Lz)
4z 2BJAL B _2hP Gefahrlicher
2 . - .
tg 8 (@—0) ;];_j - %’; 3E h Querschnitt bei B.
f= L ﬁ Frei aufliegender
PIB [z 4 28 EJ 48 Trager
-3
16EJNL 3P 1 By 22 Gefahrlicher Quer-
6 E h schnitt in der Mitte.
_Prar
f EJ3 22
_ra b2< riz ﬁ) fmax fiir Frei aufliegender
Y=FJ 61 a b a%bd 1 5% Trager.
s=afi+ 2,
3 3a
P a? b2 <2 z, | x} ) wenn & >b; Gefihrlicher Quer-
NEFT el h T a T T schnitt bei C.
2 =b) -+,
330
wenn @ <b.

Zwischen 4 und B:

_ P al (1 _ ﬁ)
Y=F5 2 \T "/
Die elastische Linie zwischen 4
und B ist ein Kreisbogen mit

EJ

dem Halbmesser g = Pa

f1 in der Mitte der
Stiitzweite :

Frei aufliegender
Trager mit Krag-
stiicken.

Gefiahrlicher Quer-
schnitt an einer
beliebigen Stelle

zwischen 4 und B.

_£E<_,?€_,1 x“)
Y=FEre6\1 4 /)

_ P Ba
h=%7%1
Pk _ 1kl
T8 4 E h
P a 3l>
h=grs\* Ty
P D
YT EJ 8
_1lhep
T 2Eh

Freitrager.

Gefihrlicher
Querschnitt bei B.

die groBte Durchbiegung bezeichnet worden, falls f nicht damit iiberein-
Balkenquerschnitte mit wagerechter Symmetrieachse.
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Auflagerdriicke 4, B

Tragkraft P

Nr. Belastungsfall . Erforderl. Wider-
Biegungsmoment M standsmoment W
P
A=B=—. k
T I'd"“lj J 2 P = 8 le'
6. it il u_Po_
- T( }:lT) W — Pl
Munax= - 8k
B=P
p—3hW
u P 23 1
7. =3
Pl W= Lill
Mmax =9 3k ’
3
1 2 _
A=l Beg P s
2 1
P 2
8. a=ga(i—7) — 77902
2
Minax= =P Pl
— 0,128 Pl 1194 ks
P
A=B=—_.
2 P—12 k”lW.
9. —pr(l_2 22
M Px(2 >+ lJ. .
Pl W=
Mmax = ﬁ' 12 kb
P
A=B=_.
| 2 P=6 k”lW.
] _ 1 2 z2
10. !!E'ull .'l’I! o= pa(y -5 ) Pl
W=—-r
Mmax = ’%- 6 kb
P
A = B = —2—.
Fir4B: M -.&(1_l_ﬁ).
2 T ! .
Fiir z < e: Hingen von dem
1L M _ Pa2? M=M= P a2, Verhéiltni a b
2==; My=Mp=—,") Verhiltnis 7 ab.

,»Dreiecklasten‘

GroBtes positives Biegungsmoment
Pl(1 2a
=2 (=—2%)fir I 24 a.
M, 4(2 l)furl._4a
Die absolutenGréBtwerte M ,und M,

werden gleich fiir @ = 0,207 7.

1) Da die Werte von Myax und f fiir den Fall 8 mit den entsprechenden Werten fiir den

und

,sTrapezlasten‘

(parallele Seiten des Lastfeldes

winkelrecht zur

Auflagerdriicke hingegen weichen bis um 1/ der Gesamtlast von den nach Fall 6 ermittelten
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Gleichung der elastischen Linie Durchbiegung f Bemerkungen
P 3 ( x xs x4) P 503 Frei aufli d
B A _ L e rei aufliegender
Y=Frau\t i) f=%7 384 Triger.
¢ P r 3.9 / bk l? Gefahrlicher Quer-
8Te=00 = 77 91 e 9 E & schnitt in der Mitte.
o P B Freitrager.
y- B I(z_1s) T BT
EJ12\1 506/ 2k I? Gefahrlicher
5 EHh Querschnitt bei B.
GroBte Durchbiegung fiir
o Frei aufliegender
| r= ay’;wj }is’ 15 Trager.
} ; P32+ 58/
P S <7 2 10% 13 “5> fmax= 5 »‘-i%L fis[ Gefahrticher
EJ180 l 3 3 R Querschnitt fiir
']/I—Vs/is x:_l::wsl]/_g-
~—001304El ‘/3—05741
=, T =0,5774 L.
P /3 e @ at P 3P Frei aufliegender
yz___.,<_w,__,?+, . f=a o Trager.
EJ12\8 1 l l E J 320 Gefahrlich
5 2 efdhrlicher
2 ‘x5> _9 L l_ Querschnitt in der
51 40 E b Mitte.
P B Frei aufliegender
= Trager.
PU(sa w2 '=%76 -
Y=o | e — e e | efahrlicher
BJ 1218 1 13 50 = 1k E Querschnitt in der
5 E h Mitte.
e P
Zwischen 4 und B: 487
P13 Tz 2x3 b ax? [FE _bea + 6 .@; Gefahrlicher Quer-
Y=o4gi7 " tuTO 621 " "] schnitt bei 4, B
wr  a a2 @ at] 41173 afj oder C.
—b Tty B BT
i f wird Null, wenn
} l~42a.

Fall 6 fast genau fibereinstimmen, so kdnnen bei Ermittlung von M,y und /f derartige

Tragerrichtung) fiir gewthnliche Fille als gleichm#Big verteilte Lasten angesehen werden.
Werten ab.

Die
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2. 1 =>5a. (Abb.141.) Die Durchbiegung in der Mitte ist

_P(5aﬁ<5 51, .1 1 1)_11,8 Pa?
I=%ms g 5 T 120 BT
die Senkung der Trigerenden

P(5a)3< 1 1 1 ‘l)_ 6 Pad

655555/ 120 B

Yy

3. Triger mit verinderlichem Querschnitt.
a) Das Verfahren von Mohr.

Das Mohrsche Verfahren zur Lésung der Grundgleichungen (II)
und (ITI) auf S.146 1aBt sich auch auf ungleichmiBige Querschnitte
anwenden. In diesem Falle ist J eine Verénderliche und darf nicht vor
das Integral gezogen werden. Die Grundgleichungen behalten ihre ur-

spriingliche Form:
z x
1M 1M
(I) ¢=4 |7 de und (III) o= |5 = da.
0 0
In Anlehnung an das Verfahren auf S. 147 schreiben wir fiir Tréiger

mit verinderlichem Querschnitt
a b
1 M M '
yzf{b' 7-%-dm+a-J‘7-%-dw'}
0 0

und finden durch Vergleich mit dem Biegungsmoment eines beliebig
belasteten Tragers (S. 111)

a b
M=b~fk-§-dx+a-fk-’”7-dx',
0 0

daB die E-fache Senkung eines Punktes gleich dem Biegungsmoment
eines Trigers ist, den wir mit der (M : J)-Fliche des gegebenen Trégers
belastet denken. Es ist & = M :J die Belastungshéhe des gedachten
Trigers. Wir berechnen die Ordinaten (M :J) Punkt fiir Punkt und
verbinden ihre Endpunkte durch eine Kurve. Die entstandene Fliche,
deren Ordinaten die durch J dividierten Biegungsmomente sind, fassen
wir nunmehr als Belastungsfliche eines Trigers auf und entwerfen die
dazu gehérende Momentenlinie. Dann gibt diese zweite Momentenlinie
ein Bild der Biegungslinie des gegebenen Trigers.

b) Beziehungen zwischen der Biegungslinie und der Seil-
kurve lotrechter Krafte. Differentialgleichung der
Seilkurvel). :

Zu der stetigen Last k in kg/m ist in Abb. 143 die Seilkurve in

folgender Weise gezeichnet; die Belastungsfliche wird in schmale

Streifen von der Breite A z parallel zur Richtung der Krifte zerlegt,

1) Mohr, Otto: Technische Mechanik. Berlin 1914: Mittler & Sohn.
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dann bestimmt das Flichenelement k- A x die Belastung der kleinen
Strecke A x, die als Einzelkraft im Schwerpunkte des Flachenteilchens
aufgefalit werden kann. Zu diesen Einzelkriaften zieht man mit Hilfe
des Kraftecks (Abb. 143) ein Seileck, das in die Seilkurve iibergeht,
wenn A x verschwindend klein wird. In diesem Falle wird % - d« die
Belastung der unendlich kleinen Strecke dx, die sich als Horizontal-
projektion des zugehorigen Kurvenelementes darstellt. Fir die in B
angrelfende Kraft & -dx sind BA 'S, und BC | S, Seileckseiten, die
in Abb. 143a stark vergrofert

aufgetragen sind. Zieht man /K%—\l
AD| BC, so folgt aus der A 0
Ahnlichkeit der gestrichelten A[<—x——>idn< | ‘ Sz |
Dreiecke { I *dz|Vs, !
2y  k-dw | I } :
de T H rdx | 1
|
wobei H die Polweite und d2y : L e H—>l
den Zuwachs von dy bedeu- vy /4
ten. Daraus folgt die Diffe- ¥ A8
rentialgleiehung der Seilkurve Abb. 143. Biegungslinie nach Mohr.
&y k
dat H '

k heiBt Belastungshéhe und ist verinderlich. Fiir den Sonderfall
k = konst. erhilt man die Gleichung der Seilkurve durch Integration;

es wird
()= jrin, mJhrane i

dy—— z-dx+Cy-da, y=£—-§+01-x+02;

wobei C; und C, die Integrationskon-
stanten sind, die sich aus den beson-
deren Bedingungen der jeweiligen Auf-
gabe ergeben. Die Gleichung y = f(x)
zeigt, daB die Seilkurve fiir £ = konst.
eine Parabel ist, die symmetrisch zu
einer der y-Achse parallelen Geraden
liegt.
Aus der ﬁbereinStimmung der bei- Abb. 143a. Element der Seilkurve.

den Differentialgleichungen geht her-

vor, daB die elastische Linie als eine Seilkurve angesehen werden
kann, wenn man k= M,:J, und H = E setzt (Mohrscher Satz).

In Abb. 144 sei der Triger 4 B mit einer %-Fléche belastet; die in-

folge der Belastungsfliche, deren Gesamtinhalt Jv%{” -dx ist, auf-

tretenden Stiitzdrucke seien 4 und B, dann ist das in der Entfernung
auftretende Biegungsmoment des Trigers 4 B
m=H -y,
Winkel, Festigkeitslehre, 12
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wenn man zu der Belastung
entwirft. Mit H = K wird

m=2EF -y oder yzgza-m.

Demnach ist die Ordinate y der Seilkurve gleich dem mit o multi-
pliz1erten Bie gungs moment im Punkte x eines Tréigers, der mit der

J

lee des Trigers, zu dem die Belastungsfliche 4 B als Momentenfliche
gehort, wenn die Ordinaten der Momentenflache durch die zugehérigen
Trigheitsmomente dividiert werden. Man bezeichnet deshalb auch die
elastische Linie als zweite Momentenlinie.

Wird so die elastische Linie
auf eine Momentenlinie zu-
riickgefiihrt, so 148t sich auch
die Gleichung der Biegungs-
linie in einfacher Weise auf-
stellen; fiir den Trager der
Abb. 144 ist

m=A-x—F, -,

wobei F, den Inhalt der links

vom betrachteten Punkt lie-

Abb. 144. Biegungslinie und Seileck. genden Belastungsﬂéche, x’

die Entfernung ihres Schwer-

punktes bedeuten. Die mit o multiplizierten Werte m ergeben die Or-
dinaten der Biegungslinie.

Da das maximale Moment da auftritt, wo die Querkraft gleich Null
wird, so folgt die Lage der maximalen Durchbiegung aus der Bedingung:

Q=4 [F2-ae—0.

Aus der Gleichung m = E -y = A -2 —F, -’ erhidlt man durch
Differentiation die E-fache Neigung der elastischen Linie zu:

E-@=A*fd(F3?l“):E'tg¢=E'%

dx

was zulissig ist, solange es sich um kleine Durchbiegungen handelt.
Das Glied 2L ; Faktor enthilt,

da sowohl dle Fliche F, als auch «’ fiir « = 0 verschwinden; demnach
erhilt man als Neigung im Auflager 4

E-p=A4.
Es stellt sich also die E-fache Neigung eines Trigers im Auflager
dar als Auflagerreaktion eines gedachten Trigers, den man mit der

#-Flé’whe des wirklichen Tréigers belastet.
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Hat der Triager unverdnderlichen Querschnitt, so wird nach S. 146 die
M-Flache als Belastungsfliche aufgefaBt und zu dieser Belastung die

Momentenlinie entworfen, die nach Mohr als Seillinie gezeichnet wird.
Beispiel 1: EinBalken mit gleichbleibendem Querschnitt sei durch eine Kraft
in der Mitte belastet (Abb. 145a).
Die Auflagerreaktionen sind A— B P

2
Die Momentenfliche ist ein Dreieck mit der Hohe M = i—l .

Die E - J-fache Durchbiegung ist das
statische Moment fiir einen gedachten
Trager A’ B’, der mit der wirklichen
Momentenfliche belastet ist (Abb. 145b).
Es wird

EJ-y:m,,=A’-x—Fz-§.
Wegen der Symmetrie der Belastungs-
flache ist L pl P

7 /__1. P
A=B=55 ¢~ 15"
PPB a?
2
_Plz< 4 x3>
Bly=1g\"=3w)
_Pl3<x 4903)
=6\ 36/
_._re <x 4?i>
Y=16rs \T"38)°

die Gleichung der Biegungslinie; fiir

w=" Wird ymeg=f=—PL (Abb. 145
=3 Ymax = =RET ( . c).

Zur zeichnerischen Ermittlung der Biegungslinie wird die Belastungsflache
des Tragers A’B’ in Teile zerlegt, deren Schwerpunktslagen bekannt sind (in
2

Abb. 145d in zwei Dreiecke), und die Flicheninhalte ¥, = F, = % werden als

Krifte aufgefaBt, die in den Schwerpunkten der Einzelflichen angreifen. Der
LangenmaBstab sei 1 cm = @ cm; der KriaftemaBstab 1 cm = b cm?kg, da F die
Benennung cm?kg hat. Zu dem Kriftezuge F,, F, zieht man aus dem beliebig
gewihlten Pol O die Polstrahlen I, I, I1I, und durch die Wirkungslinien von F,
und F, die Seilstrahlen I’, II’, III’, die Tangenten an die elastische Linie sind;
senkrecht unter 4’ und B’ liegen die Punkte @ und b der SchluBlinie. Da, wo die
Teilflichen Fy und F, zusammenstofen, ergibt sich ein gemeinsamer Seilstrahl,
der fiir die Kurveniste gemeinsame Tangente ist; von der Biegungslinie sind
demnach die Punkte @ und b, sowie der Schnittpunkt des Seilstrahles 11’ mit der
Wirkungslinie von P und die drei durch diese Punkte gehenden Tangenten bekannt.
In den meisten Féllen geniigen diese Feststellungen, um die Kurve selbst frei-
handig einzutragen. Im vorliegenden Falle sind die beiden Zweige der Biegungs-
linie wegen der dreieckférmigen Belastungsfliche kubische Parabeln. Die Durch-
biegung J im Punkte x ist

1 . 1( cmzkg)< g)
6—~E,—j-H~y oder 6cm—EvJ Hoem- “om J\yemea ).
12*



180 Forminderung durch Biegung.

Die Neigung des Trégers in den Auflagerpunkten bestimmt sich zu
P

Bo=4=15q"

Beispiel 2. Die Welle der Abb. 94 tréigt in der Entfernung 0,5 m vom Lager 4
ein Schwungrad vom Gewicht P = 5000 kg; die groSte Durchbiegung infolge
dieser Last ist zu bestimmen.

In Abb. 94 ist bereits die Momentenlinie und die Kurve der Tragfihigkeit
des Tragers ermittelt worden (vgl. Abb. 146b).

Abb. 146 ¢ gibt die ]7‘[-Flache des wirklichen Trigers 4 B; ihre Ordinaten im

Angriffspunkt der Last P haben folgende Werte:
Jio = 490,9 cm?®; M:J, = 145500: 490,9 — 296 kgem-3
Jigg = 1018, 5 M:J, =145500:1018 =143
Jiao = 1886, 5 M:J, = 145500:1886 = 77,2 ,,
e = 3217 . 3 M:J, = 145500: 3217 — 453 ,,
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Die #-Flé‘whe ist in sieben Teilflichen F zerlegt worden, deren Inhalt leicht

bestimmt werden kann.

Es ist

P - % 10-29,8 - 2 = 298 kgem2
1

Fp=5-25(268 +-78)-2 =865

F3~§-15(16,3+22,6)'2 =583,5 ,,

P, — ; ©20(22,6 - 16,1) -2 = 794,
1

F5:§'20(26,8+16)'2 =856 ,,
1

FG = E - 20 (30,1 -+ ].O) -2 =802 )
1

Fr=5-10-218 2 =218

F =F,+Fy+ Fy+ F, -+ F; + Fg + F, — 4416,5 kgem~*
Die Schwerpunkte dieser Teilflichen sind in Abb. 146¢ zeichnerisch bestimmt.
F, ... Fy werden als Krifte aufgefafit, die den gedachten Triger A’ B’ (Abb. 146 d)
angreifen; die zugehorige Seillinie ist in Abb. 146e entworfen. Die Seilstrahlen
schneiden die Senkrechten durch die Punkte der Querschnittsinderungen in
Punkten der Biegungslinie; die zur Schluflinie parallele Tangente bestimmt #/pax.
Die duBersten Seilstrahlen schneiden sich in einem Punkte, der senkrecht unter
dem Schwerpunkt der M :.J-Fliche liegt. Die groBte Durchbiegung ist
1 1 < kgom“2> < cm)
fmax = E'H Ymax = 2266606 4,4 cm-500 ——CE** 3,4 cm-10 (ﬁ

2200 kgem—2-34 em
= 2200000 kgom-2 — 034 om,
wobei 1 em = 500 kgem~2 der KriftemafBstab und 1 cm = 10 em der Liangen-
mafstab ist.

Bemerkung: In Abb. 146 sind die Maf3stabe der Verkleinerung wegen ein-
getragen.

Beispiel 3. Festigkeit und Forméinderung einer Drehbankspindel.
(Vgl. Nickel: Theoretische Fragen im Werkzeugmaschinenbau ; Werkstatt-Technik,
S.21. Januar 1911.) Untersucht wird die Spindel einer schweren Bandagen-
und Réderdrehbank mit 700 mm Spitzenhéhe der Sachsischen Maschinenfabrik
vorm. Richard Hartmann, Chemnitz. Die Abmessungen sind der Abb. 147 zu ent-
nehmen; die Gewichte sind

der Spindel . . . . . G, = 400 kg
des Zahnkranzes. . . @, = 350 ,,
der Planscheibe . . . G, = 950 ,,
des Werkstiickes. . . G, = 400 ,,
2 G = 2100 kg.

Fiir den senkrecht nach unten gerichteten Auflagerdruck 4 infolge der stindigen
Belastung durch die Gewichte G' erhdlt man mit B als Momentendrehpunkt

A - 108 + 400 - 23 — 350 - 26 — 950 - 38 — 400 - 55 = 0;
daraus 4 = 540 kg.
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Abb. 147. Drehbankspindel.
Fiir den senkrecht nach oben gerichteten Auflagerdruck B erhilt man mit 4 als
Momentendrehpunkt
B - 108 — 400 - 85 — 350 - 134 — 950 - 146 — 400 - 163 = 0;
daraus B = 2640 kg.
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Das groite Moment liegt itber der Stiitze B und ist
Myex = — 4108 — 400 - 23
= — 540 - 108 — 400 - 23 = — 67200 cmkg.

Das Vorzeichen ist negativ, weil die angreifenden Krifte den Stab nach oben
wolben (vgl. S. 64; Abb. 51).

Der Querschnitt im Punkte B ist kreisringformig mit 240 mm AuBen- und
und 90 mm Innendurchmesser; sein Tragheitsmoment ist

Joy = 16286 cm*

Jy = 322 ,,
~J =15964 cm ;
das zugehorige Widerstandsmoment ist
W= J_ 15964 1330 cm3.
Tq 12

Als groBte Biegespannung erhalten wir

- _ Myax 67200
max =— IV = 1330
Der schwichste Querschnitt liegt im kegligen Teil der Spindel, wo die Bohrung

von 70 auf 90 mm wechselt. Dieser Punkt ist 320 mm vom Auflager entfernt
und erfahrt infolgedessen ein Biegungsmoment

M = A-32 =—540- 32 = — 17280 cmkg.
Der Auflendurchmesser des Kegels ist

200
650
Das Trigheitsmoment eines Kreises mit 18,27 em Durchmesser wird durch gerad-
liniges Einschalten der Zahlentafel auf S. 85 entnommen; es ist
27

) — 5153 - 244 - 2L _ s
J1g,27 = 5153 - 244 150 5219 cm

Jy = = 322 ,

J = 4897 cm?

=51 kg/cm?.

A =175+ 25.

=182,7 mm .

J  4897-2
=—=————=0 3
) 1827 537 cm?3.
Die Biegespannung wird
, 17280
- 537

Arbeitet die Maschine, so treten zu den stindigen Belastungen der Zahndruck
am Zahnkranz und der Stahldruck am Werkzeug, von denen der Stahldruck senk-
recht nach oben wirkend angenommen werden darf. Die Richtung des Zahndruckes
hangt davon ab, wo der Zahnkranz angetrieben wird. Liegen Zahnkranzachse
und Triebachse in einer wagerechten Ebene durch die Spindelachse, so &ndern
die beiden nahezu gleich groflen, aber entgegengesetzten Krifte wenig an dem
Spannungszustande der Spindel. Ungiinstiger wird die Belastung, wenn die Trieb-
achse in einer senkrechten Ebene durch die Spindelachse liegt (vgl. Abb. 147);
dann greift der Zahndruck P am Teilkreisdurchmesser an und ist wagerecht ge-
richtet. Die Spindel ist also auf senkrechte und wagerechte Krifte zu untersuchen.

Senkrechte Belastung. Zu der stindigen Last (I in Abb. 147) tritt der
Stahldruck 8, dessen GroBe zu 2000 kg angenommen werden soll. Das von ihm
im Punkte B hervorgerufene Moment ist

Mps = + 2000 - 63 = + 126000 cmkg.
Die Momentenfliche ist ein Dreieck mit der Héhe Mps im Punkte B. Bringen

wir von dieser M-Fliche (I/ in Abb. 147) die Fliche I in Abzug, so erhalten wir
die Gesamtmomentenfliche infolge der senkrechten Kréafte, die durch links

= 33 kg/cm?.
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steigende Strichelung (II1/II1 in Abb. 147) hervorgehoben ist, mit M% = 126000
— 67200 = 58800 cmk.
Wagerechte Belastung. Der Zahndruck
1408
liefert eine Einzelkraft P in der wagerechten Ebene durch die Spindelachse und
ein Kriftepaar mit dem Moment

Mg = 1950 - E‘Zﬁ =~ 142000 cmkg,

das Drehung hervorruft. Die wagerechte Einzelkraft P liefert ein Biegungsmoment
im Punkte B
M’} = 1950 - 26 = 50700 cmkg.
Die beiden Momente M7, und M treten in zwei aufeinander senkrechten Ebenen
auf. Da der kreisformige Querschnitt ein fiir alle Achsen gleiches Widerstands-
moment hat, bilden wir das Gesamtmoment als geometrische Summe der Einzel-
momente zu
Mp = 588002 + 507002 = 77700 cmkg,

dem eine grofite Biegungsspannung

77700
Omax = Jga0" = 59 kg/cm?
entspricht. Alle Spannungen bleiben weit unter den zuldssigen, denn die Ab-
messungen sind mit Riicksicht auf die auftretenden Forminderungen so grof ge-
halten, damit die Senkung des freien Spindelendes praktisch gleich Null ist.
Die Forminderung ist in Abb. 147 VI und VIII nach dem Mohrschen Ver-
fahren entwickelt und betrigt in senkrechter Richtung

=
100 kgem —-4cm~10 cm

1 6 om lem 1 cm
n=gh= 5150000 kgom-2  ~ OOLLem
in wagerechter Richtung
100 kgem—2 10 cm
1 6 cm- 1cm 2,2 cm- lcm
=g h= 2150000 kgem—* = 0006 em .

Wegen der notwendigen Verkleinerung ist der MalBstab mitgezeichnet.
Zu der Beanspruchung auf Biegung tritt noch die durch das Drehmoment.
Die Nachpriiffung auf zusammmengesetzte Festigkeit siehe S. 285.

¢) Das Verfahren von Nehls.

In gleicher Weise, wie auf S. 110 die Momentenfliche eines beliebig
belasteten Tragers entworfen wurde, 148t sich das Nehlssche Verfahren
zum Aufzeichnen von Biegungslinien verwenden, wenn wir die (M : J)-
Fliche des gegebenen Trigers als Belastungsfliche eines gedachten
Trégers auffassen und zu dieser Belastungsfliche die Momentenfliche
zeichnen. Die Belastungshéhe ist

M

und die Senkung eines Punktes a

b a
1 i ’ ‘T
6=E,—{a-fk-7-dx -{-b'f]c-T-dx}
0 0
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In Anlehnung an Abb. 91 behandeln wir die (M :J)-Fliche des ge-
gebenen Tréigers wie die Belastungsfliche mit der verdnderlichen Héhe &
auf S.110.

Wechselt der Querschnitt sprungweise, so entsteht bei einer Be-

lastung durch Einzelkréfte fiir k = ? die gezackte Linie der Abb. 146.

Das Nehlssche Verfahren wiirde hierbei abgesetzte gekriimmte Kurven
ergeben, da fiir

2=k

~| 8

,  bzw. z:k-%— infolge k=C-x,

2
C-k-iz, bzw. z’=0'k-~xl—

z

wird, wir also Parabeln erhalten, wo das Mohrsche Verfahren Schrigen
zeigt. Wechselt jedoch der Querschnitt stetig, so ergibt das Nehlssche
Verfahren stetige
Kurven und ist
dann dem Mohr-
schen Verfahren
vorzuziehen, weil
es mit einfache- I l=|135m Jmm=7cm
ren  MaBstaben \\
arbeitet und die ~
etwas umstdnd- )
liche Ermittlung
von Flichenstrei-
fen und ihren
Schwerpunkten dr
vermeidet. Z 7
Zahlenbeispiel ] T
k

P=1000 kg

7
ii—f__f];fif"‘*““f%%
5

A |

—

R,

7
/

™~ Tmm=2500cm - kg

T

tlinie

/le 4

(Abb. 148). Der ©)

Freitriger 4 B be-

stehe aus Holz und T

trage eine Einzellast %

P am freien Ende. J

Der Querschnitt sei
rechteckig und

wachse beli unver-

#nderter Breite ste-

tig, so daB die Héhe

an der Einspann-

stelle doppelt so grof3

ist wie am freien 12 3 4 2 67 5 57m

Ende. Die Senkung cCr bbb b b

des Punktes B ist Abb. 148. Verfahren von Nehls.

zu bestimmen. Nach

S. 119 ist der Triger angenihert ein Trager gleicher Festigkeit, dessen gefahr-

licher Querschnitt in A liegt. Das groBte Biegungsmoment ist

Mmax = J”A = P-1=1000-135 = 135000 cmkg.

/)

Tmm=07 kgfem?

AN

i
~IR
e-———*‘\———éy[

N
AN

c o

0
|

Mit &, = 100 kg/cm? fir Holz wird, wenn wir, wie ausdriicklich betont sei, das
Geradliniengesetz von Hooke zugrunde legen, das erforderliche Widerstands-

Tmm=07 kg/cm?
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moment 135000

- 3
100 1350 cm3.
5 . 10 - 282
Der gewihlte Querschnitt 10 - 28 cm hat W= — = 1307 cm?® und
10 - 283
== - 4
J 12 18293 cm4.

Abb. 148D zeigt die Momentenfliche. Die Ermittlung der (M : J)-Fliche ge
schieht am besten rechnerisch in Form einer Zahlentafel. Die Senkung des
Punktes B ist nach der Gleichung auf S. 176

{
1 M, x
P =F'l'ff' 2 da.
0

Wir setzen

S

x MI
7= k und 7,

x ’
=K,

dann ist

l
63 =7]5-l'fk,'dx .
0

=15k —:;ist in einfacher Weise zeichnerisch bestimmbar. In Abb. 148cistel =k
= (M,:J,). Projiziert man 1 auf die Senkrechte a 2 und verbindet 2 mit b, so

schneidet b 2 die Senkrechte ¢ 1 in dem gesuchten Punkte 3 der k’-Linie. Bequemer

ist es, die Ordinaten %’ zu berechnen und der Zahlentafel einzugliedern.

% 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 ‘ 1
M, cmkg |13500| 27000 | 40500 | 54000 | 67500 | 81000 | 94500 |108000 121500\135000
y em 154 | 16,8 | 18,2 | 19,6 21 22,4 | 23,8 | 252 26,6 28
10 43 36523 | 47416 | 60286 | 75295 | 92610 |112394 134813160030 |188211|219520
o= l(;—2y—3 3043,6| 3951,3|5023,816274,6| 7717,5| 9366,2 |11235,6/13335,8|15684,2/18293,3
k=(M,:J,)| 443 | 6,84 | 8,07 | 8,6 | 8,75 | 8,64 84 | 812 7,74 | 17,38
EF=k-(x:1)] 0,443 | 1,368 | 2,42 | 3,44 | 4,375| 5,184 | 5,88 | 6,496 ‘ 6,897 | 7,38

Die Malistabe der Zeichnung sind:

Flicheninhalt: 1 mm (Lange) - 1 mm (M: J) oder

lmm=1cm
1 mm = 2500 cmkg
1 mm = 0,1 kgem—3

1 mm?=1 cm-0,1 kgem—3=0,1 kgem—2.
k’ - dx ist ein Flichenstreifen von der Breite dx und der Hohe £’; also

1 mm=0,1 kgem—3.

7]
F = [k’ -dx = Flicheninhalt der von der %’-Linie begrenzten Fliche.
[

Demnach

1

Sp= LT
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Wird auf Millimeterpapier gezeichnet, so geniigt das Auszihlen von F. Abb. 148c
liefert F' = 5670 mm?2 Damit wird
0,1 kgem—2

135 cm- 5670 mm?2.
1 mm?2

bs= 100000 kgem—2 =0,72 cm .

Sind wir im vorliegenden Falle M, und J, als Funktionen von « bekannt, so 148t
sich die Aufgabe auch rechnerisch unschwer durchfiihren. Wir schreiben

. o x _ by
Mz.—Pw—Pl(»l—) und J’—Tf’

wobei aus
hil=y:(l+ ) y:k(l-i-—glf)
folgt, so daB sich ergibt:

ot et )
S R

0

Wir setzen 1+l @; also d (7> do; —9;: @ —1 und erhalten

(g f-ficls

Die Grenzen sind ¢ = 1 und ¢ = 2, da fiir (x:1) = ¢ — 1 = 0 die untere Grenze
¢ =1und fir (z:l)=¢p—1=1 dle obere Grenze ¢ = 2 wird. Die Auflésung

der Integrale gibt
(a0 z
{ { ( 1 > < 1 > ‘
‘I‘ -— 1 ng—2|— 2/ 72\
0 1

x\3
1+3)

o

[N

2 1 1/1
=In7+2 <§—1>“2 (27_1> = 0,0681,
demnach
s=00681 0 —0,0681- " 11?(’)5 =03 om.
100000- -

2

d) Die Biegungslinie als Integrallinie.
Es sei y; = f(v) gegeben und in Abb. 149 als Kurve dargestellt.
Ein Flichenstreifen von der Breite d« und der Héhe y, hat den
Flacheninhalt

@
dF, =y, - dx; also ist F, =f Yy rdx
0
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der Flicheninhalt der von der Kurve und der wx-Achse begrenzten
Fliche, welche zwischen den Grenzen z =0 und z = z liegt; er
ist in Abb. 149a durch schriige Strichelung hervorgehoben. Nennen wir
diesen Flacheninhalt y¥, so ist

x
Yx = [y - dw
0

wieder eine Funktion von z, die in Abb. 149b als Kurve gestrichelt ein-
gezeichnet ist. Die Ordinaten dieser Kurve stellen den Flicheninhalt
v, der iber z liegenden, von y, = f,(x)
] begrenzten Fliche dar. Mit der Dar-
w=fr) stellung einer Fliache (F) als Strecke
(y,) wird ein neuer MaBstab nétig, was
aF, bei praktischen Anwendungen zu beach-
2) ten ist, wo ¥, ja meist eine physikalische
GroBe ist. Weil die Ordinaten y, In-
e——X——, = tegrale sind, nennt man y, = f,() eine
Integrallinie zu g, = f;(x). Das all-
gemeine Integral enthilt noch den Inte-
grationsfestwert C;, so daf die allge-
meine Gleichung der Integrallinie voll-
stindig geschrieben

z
?/2=f?/1'd75+01:y:+01
0

lautet. Der Flacheninhalt der Kurve
y, zwischen den Grenzen z =0 und
x = z 1aBt sich dann als Differenz der
begrenzenden Ordinaten von y, darstel-
len (Abb. 149b). Die Einbeziehung des
Festwertes C; bedeutet eine Parallelver-
schiebung der Kurve ¥ um den Be-
trag C;; an dem Charakter der Kurve
wird dadurch nichts geéndert.

Schon bei dem Nehlsschen Verfahren
wurde darauf hingewiesen, daf die Er-
mittlung eines Flidcheninhaltes mit ge-
niigender Genauigkeit durch Auszadhlen
erfolgen kann, wenn die Kurve y; = f(z)
auf Millimeterpapier gezeichnet ist.

Abb. 149. Integrallinien. Der Gedankengang, der zu y, als

Sy, -dx aus y, = f(x) gefithrt hat, 148t

sich natiirlich auf y, = f(x) ebenfalls anwenden, denn y, - dz ist wieder
ein Flachenstreifen (Abb. 149b), also

z
Fy= [y, dw =y}
0

der Flacheninhalt des tiber « liegenden Teiles der von der Kurve y, =f, (x)
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begrenzten Flache, den wir in einem neuen Achsenkranz (Abb. 149¢) als
Ordinate y, der Kurve

T
?/:;:fyz'dx+02:y§<+o2
0

auftragen. Auch hier hat der
Integrationsfestwert  lediglich 71 7

eine Verschiebung der Kurve ¥ 4
zur Folge. Diese Entwicklung (2) / 7
14t sich beliebig weit fort- ! M}éz’é 2
setzen. | !
Riickwirts betrachtet, ent- leq‘zjéf‘lly
steht y, durch Differentiation bx !
aus y;, d. h. y, = fy(x) ist E
I

die Differentiallinie zu y,

= f3(x). Und ebenso ist ¢, (b)

= f,(z) die Differentiallinie zu 1@:10: /l.]' dz
x

Ya = fa(2).

Die soeben rein mathema-
tisch erliuterten Zusammen-
hiange finden wir aber bei der
Beziehung zwischen der Bie-
gungslinie und der Belastung
eines Triagers wieder. Wir gehen
von einem Triger aus, dessen
stetige Belastung ¢ in kg/em
betragen moge (Abb. 150a).
Dann ist die Querkraft @, im
Punkte z des Tragers

Qx:j‘Q'dx+Cl,
0

wobei sich ¢} = 0 aus der Be-

dingung @ =0 fir v =0 er- @) L /"'/x dx

gibt. Die Ubereinstimmung der i

Gleichung der Querkraftlinie |

mit der Gleichung |
|

z Ly ﬂ?—i‘] ;r
yzzfyl'dx+01 —_‘—'T,L"y - , T
. 0 .. (e) gl
zeigt, daB die Querkraftlinie . Ao } Cy
die Integrallinie zur Belastungs- 1 Yz i ¢ X
linie ist. Wir bestimmen (durch ] i

Auszahlen beim Zeichnen auf <——>
Millimeterpapier) den Flichen- 5
inhalt des tiber « ruhenden Tei-
les der Belastung und tragen
mit Hilfe eines neuen MaBstabes @, als Ordinate im Achsenkreuz
Abb. 150b auf. Lautet der LingenmaBstab 1 mm — a cm, der Be-

Abb. 150. Die Biegungslinie als Integrallinie.
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lastungsmaBstab 1 mm = b kg/em, so erhalten wir als MafBstab der
Querkraftlinie

l1mm=1mm? =a-[em] - b [kg/em] = a - b [kg].
Nach der Erklarung der Querkraft (S. 64) ist @, gleich der Summe simt-
licher links vom betrachteten Punkt angreifenden Kréifte. Wir denken

sie im Schwerpunkt S der zugehdrigen Belastungsflache als Einzelkraft
angreifen, die im Punkte z das Biegungsmoment

M z = Qa: "y
hervorruft. Der Punkt 2, welcher um A« von 1 entfernt ist, erfahrt das
Biegungsmoment

M .ft == Q:,v ’ q;:
wenn wir mit Q) die Summe simtlicher Kréafte links von 2 bezeichnen,
deren Hebelarm g} ist. Nach dem Grundsatze, dafl das statische Moment

der Mittelkraft gleich der Summe der statischen Momente der Einzel-
kraft ist, wird

M, =Q, (¢ + A7) +4Q - ez,

wobei 4Q den Zuwachs von @ zwischen 1 und 2 bezeichnet und & zwischen
0 und 1 liegt.
Der Zuwachs von M, zwischen den Punkten 1 und 2 wird daher

=@, Adx+4Q-c-Ax
Division durch A4 z ergibt

AAJZx=Qx+sAx.

LBt man nun A x kleiner und kleiner werden, d. h. den Punkt 2 auf
den Punkt 1 riicken, so wird auch das zweite Glied der rechten Seite

kleiner und kleiner und es ergibt sich in der Grenze %‘ =@, oder

durch Integration

Mw———fodx—}—Oz.
0
Der Festwert O, bestimmt sich aus M, = 0 fir x = 0 zu C, = 0, also ist:
Z
M,=[Q.dz,
0

d. h. die Momentenlinie ist die Integrallinie der Querkraftlinie und die
zweite Integrallinie zur Belastungslinie; ihre Ordinate im Punkte x ist
gleich dem Flicheninhalt des iiber x liegenden Teiles der Querkraft-
fliche. Beim Aufzeichnen wird ein neuer MaBstab nétig. Da die Quer-.
kraftlinie den MaBstab 1 mm = a - b kg hat, wird der MafBstab der
Momentenlinie

l1mm=1mm? =a-b[kg] a[cm] = a?-b [cmkg].
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Bequemer ist es natiirlich, den MaBstab der Querkraftfliche in der Form
1 mm = ¢ kg anzuschreiben, dann stellt 1 mm? der Querkraftfliche
a [em] - ¢ [kg] gleich @ - ¢ [emkg] dar, und der Mafistab der Momenten-
linie lautet 1 mm = a - ¢ [cmkg].

Die Differentialgleichung der Biegungslinie

a2y M,

da? EJ,

liefert nach einmaliger Integration

7

_dy 1 rM,

Pa= 1, = "% J.Ja: dz+Cs,
0

oder fiir den Sonderfall des unveréinderlichen Querschnittes
z
d 1
Q= (%=—E—JJ‘Mm-dx+03.
0

Der Festwert C, ergibt sich aus den besonderen Bedingungen der Auf-
gabe; fir den vorliegenden Fall des Freitrigers ist z. B. ¢, =0 fiir
¢ = l. Die Kurve der Neigungswinkel der Biegungslinie stellt sich, ab-
gesehen vom MafBstabe, als Integrallinie der (M : J)-Linie dar, im Sonder-
fall J = Constans als Integrallinie zur Momentenlinie. Um die Neigung
im Punkte x des Trigers zu bestimmen, messen wir den Inhalt des
iber z liegenden Teiles der (M : J)-Fliche, bzw. der M-Fliche und
tragen den so gefundenen Wert als Ordinate der neuen Linie (Abb. 149d)
auf, die noch durch E bzw. K -J zu dividieren, ist. Man pflegt den
Faktor, mit dem die Ordinaten einer Kurve zu multiplizieren sind, an
die Kurve zu schreiben; er heilt Verwandlungsziffer oder Multi-
plikator und wird mit y bezeichnet.

Durch nochmalige Integration erhalten wir die Gleichung der Bie-
gungslinie

y:f%-dx—}—O‘l
0

und sehen in y = f(x) die Integrallinie zur Kurve der Neigungswinkel,
bzw. die zweite Integrallinie zur (M : J)-Linie oder M-Linie, falls der
Querschnitt unverinderlich ist. Den Faktor 1: E, bzw. 1: EJ lassen
wir zweckmaBig aus der eigentlichen Rechnung heraus und schreiben u
an die Kurve. Dann ist als Ordinate im Punkte z der Flicheninhalt
des tber z liegenden Teiles der ¢-Linie aufzutragen, wobei

M,
(px:f—j;-'dx-}—Og bzw. ¢w:sz'dx+O3

ist. Sie wird wieder durch Auszdhlen ermittelt. Der Mafistab der
M-Linie lautet

Lingen 1 mm = @ cm, fiir die Ordinaten 1 mm = ¢ cmkg, also fiir
die @-Linie bei J = Constans:

Langen 1 mm = ¢ cm, Ordinaten 1 mm = 1 mm? =g ¢ kgem?,
oder 1 mm = d kgem?.
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Als MafBstabe der Biegungslinie erhalten wir bei J = Constans fiir
die Léngen 1 mm =a c¢m; fiir die Ordinaten 1 mm =1 mm? =a -d kgem3.

Bei verinderlichem Querschnitt mufl aus der M-Linie durch Division
mit J erst die (M : J)-Linie entwickelt werden, deren Mafistab in der
Form 1 mm = ¢’ kgem=3 angeschrieben wird. Dann erhalt die ¢-Linie
den Maflstab 1 mm = 1 mm? = a + ¢’ kgem~2 und die Biegungslinie bei
gleichem Abszissenmafstab 1 mm =acm den OrdinatenmaBstab
1 mm =1 mm? =a?-¢ kgem™.

4. Die Forminderungsarbeit der Biegung.

Wir betrachten einen vollkommen dehnsamen Stab, setzen also
voraus, dafl der verformte Stab nach Aufhtren der Kraftwirkung in
seine urspriingliche Lage wieder zuriickgeht; er entspannt sich. Dieses
Entspannen ist nur méglich, wenn in dem verformten Stabe ein Arbeits-
vermoOgen aufgespeichert ist, das bei der Entlastung frei wird. Diese
aufgespeicherte Arbeit ist gleich der Arbeit, die die Biegungs-
spannungen leisten, wenn sie zwei benachbarte Querschnitte um ihre

Nullinien gegeneinander drehen. Dabei fas-

¢ sen wir die Spannungen als &uBlere Krifte-

dg ' auf, die in den Querschnitten angreifen.

S 4 Denken wir uns in Abb. 124 den Quer-
b

schnitt I festgehalten, so dreht das Krifte
paar der Spannungen den Querschnitt I7
< / um den Winkel dg, doch ist dabei zu be-
Abb. 151, Arbeit eines Krafte. 2Chten, daB das Moment des Kriftepaares
paares. ' wahrend des Biegungsvorganges von Null
auf seinen Endwert M wichst, der Mittel-

wert also gleich dem halben Endwert ist.

Das Kréftepaar ¢ (Abb. 151) mit dem Moment M — Q - a bewirke
eine Drehung um den Winkel dg, dann legt der Angriffspunkt B den
Weg BB = a - dg zuriick. Die von den Kriften @ bei der Drehung
geleistete Arbeit ist

dA =Q(a-dp)=M-dop,

sie stellt sich dar als Produkt aus Moment und Drehwinkel. Diese
fiir starre Korper und duBlere Krifte geltende Beziehung iibertragen wir
auf das Stabteilchen von der Breite ds (Abb. 124), das wir als starr auf-
fassen und von den als duBere Kréfte angebrachten Spannungen ¢ an-
gegriffen denken. Beriicksichtigen wir dabei, daB das biegende Moment
von Null auf den Endwert M wichst, so ist die zur Drehung der beiden
Querschnitte um den Winkel dg erforderliche Arbeit

1 M2.ds
dd =5 M-dp="7557,

da dp="1% st. (Gleichung(1), S.142.

J
Zur Formanderung des ganzen Stabes von der Linge I muB demnach

eine Arbeit led . 7
8
—) —_— 2.
4 szJ 2EJJ‘M -
0 0
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aufgewendet werden. Wir ziehen ¥ J vor das Integralzeichen und bringen
damit zum Ausdruck, daB der Stab unverinderlichen Querschnitt haben
soll. Setzen wir voraus, dal J veranderlich ist, so schreiben wir

!
1 M2
A= gy | s
0

und haben damit die Arbeit bestimmt, die
zur Verformung eines Stabes mit veran-
derlichem Querschnitt notwendig ist.
Diese Gleichung wird aber nur an-
gendhert richtig sein, denn Querschnitts-
anderungen durchbrechen die Forderung
der Stetigkeit, und ob bei plétzlichen
Querschnittsinderungen die Bernoulli-
sche Annahme vom Ebenbleiben der
Querschnitte erfiillt ist, bleibt zum min-
desten zweifelhaft.

Zweifellos muf} die in dem Stabe auf-
gespeicherte Arbeit

1 pM2ds
A=) Tr

von den &uBeren Kriften bei der Ver-
formung geleistet worden sein. Wir wollen
diese Arbeit ndher untersuchen. Abb. 152
stellt einen Stab dar, der im Punkte m
die Last P, trigt; unter dem EinfluB
dieser Kraft senke sich m um §,, ,. Die
von der Kraft P, geleistete Arbeit ist, da
P von Null auf seinen Endwert allmih-
lich wichst,

A= Pp-8y . (Abb.152D))

Da die arbeitleistende Kraft eine Form-
dnderung hervorruft, heift die Arbeit

Af:,? P, b, ,, Forminderungs-

arbeit. Nun wollen wir annehmen, daB
nach erfolgter Verformung infolge P,
eine zweite Kraft P, im Punkte n des
Stabes hinzutritt. Dabei senkt sich der
Punkt m weiter um den Betrag ,, ,. Die
in Richtung dieses Weges wirkende Kraft
P, muB bei der neuen Forminderung den
vollen Weg 9, ,, zuriicklegen, obwohl sie

Abb. 152, Gegenseitigkeit der Form-
dnderung.

nicht die Ursache des von ihr zuriickgelegten Weges ist. Die unter die-
sen Umstéinden geleistete Arbeit heifit Verschiebungsarbeit und ist

Av:Pm'ém,n-

Winkel, Festigkeitslehre.

13
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Wir verwenden Doppelzeiger und vereinbaren, dafl zuerst der Ort der
Formianderung (m) und dann der Ort der Ursache (n) geschrieben wird.
0., » bedeutet darnach die Verschiebung des Punktes m infolge der
in n angreifenden Kraft. Die gesamte von P,, geleistete Arbeit ist,
wenn wir das Uberlagerungsgesetz als giiltig ansehen, gleich der Summe
der Einzelarbeiten, also

Am:%Pm'ém,m"{'Pn'ém,n’

wihrend P, die Arbeit

1
leistet, wobei d,,, , die Verschiebung des Punktes » infolge der Kraft P,
bedeutet. Zur Verformung des Stabes 4 B wird insgesamt aufgewendet

A=Ayt A= 5 Ppdp i+ P S0+ 5 ParOu,n- (Abb.152c))

Zu dem gleichen Betrag an Arbeit miissen wir aber kommen, wenn
wir gleichzeitigen Angriff beider Krifte P annehmen. Dann setzen
sich die Verschiebungen der Punkte m und n zusammen aus

?/m=5m m+6m n und ynzan n+6n,m

Hierbei ist 4, ,, die Verschiebung des Punktes n infolge P,,. Da bei
dieser Art der Belastung beide Krifte P von Null auf ihre Endwerte
P, und P, allmahhch anwachsen, ist

72~P Ymt 5 o
A=) Pudp ot s Pudm it g Paduuty LP,-6, m. (Abb.152d.)
Aus A = A’ folgt

1 1 1
9 Pm'ém,m—l_Pm'ém,n_}“i Pnén,n: Pm'éfrz,m+ EPm'am,n

1
Pn'an,n +§Pn'6n,m
oder
1 1
Pm'am,n:'Q'Pm'ém,n + ?Pnan,m

Sind beide Krafte gleich groB3, so muf} sein:
1 1
6m,n:§’6m,n+’§ 6n,m-
Das ist aber nur moglich, wenn

6n, m = 6m, n
ist. Damit ist der von Maxwell aufgestellte Satz von der Gegenseitig-
keit der Forménderung allgemein bewiesen, da die durchgefiihrte Be-
trachtung auch auf alle anderen Fille iibertragen werden kann, wo die
Giiltigkeit des Uberlagerungsgesetzes vorausgesetzt werden darf; nur
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der Einfachheit halber haben wir die Untersuchung hier fiir zwei Krifte
durchgefiihrt.

Der Maxwellsche Satz ist bereits auf einem ganz anderen Wege
abgeleitet worden. (S. 158.)

Wir wollen jetzt annehmen, die Kraft P, werde um einen Betrag
AP, vergroBert. Dann wird die hierdurch hervorgerufene VergréBe-
rung von 4

AA:Pm'(Sm, |n+Pn'6n,Jn+ ;‘APn'an,/h‘La

wenn wir die infolge von A4 P, allein in den Punkten m und #» hervor-
gerufenen Senkungen mit ¢,,, i, und §,, 4, bezeichnen (Abb. 152e).
Nun kénnen wir uns auch wieder alle Krifte gleichzeitig auf den
Triager gebracht denken (Abb. 152f),
Es wird dann

A+A44= ; Pm<6m,m+6m,n+6m,f‘n)
1
2

+ - Pn(én,n+6n,m+6n.1’n)+ ;‘A-Pn'yn'

GemaB Abb. 152d ist aber
1 1
4= 2'P'm (am,m+ 6m,n)+ 9 P’n <6n,m+ 6n,n)7
Zieht man 4 von 4 - A4 ab, so wird
1 1 1
AA='2 Pmém,Jn+§Pn6n, In+’§APn'yn-

Setzt man die gefundenen Ausdriicke fiir 44 gleich, so wird
Pmam, in + Pnan, In = Apnyn_dpné

n, dn
und daher
A= 1P, y,— AP,

14 1
‘an: Yn — 2 6n,ﬂn'

n, dn>

LaBt man nun 4 P, kleiner und kleiner werden, so wird auch 6, i,
kleiner und kleiner, und es ergibt sich daher, wenn man zur Grenze

ibergeht
04

ap, = Yn-

Die runden Differentialzeichen besagen, daBl bei der Ableitung nur
P, als veranderlich betrachtet werden soll. (Partielle Differentiation.)

Wenn also an einer Stelle n eine Kraft P, angreift und
man die Formédnderungsarbeit 4 als Funktion von P, kennt,
so ist die Verschiebung y, gleich der partiellen Ableitung
der Forménderungsarbeit nach P,. Dieser Satz wurde zuerst von
Betti aufgestellt.

Aus diesem Satz folgt sofort ein weiterer, der fiir die Berechnung
von statisch unbestimmten Systemen (S. 379) verwandt werden kann.

13*
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Wirkt die unbekannte Kraft P an einem starren Auflager, so ist die Ver
schiebung y = 0, mithin
94
5p=
Das bedeutet, daBl die Kraft P einen solchen Wert besitzen
mull, daB sie die Forménderungsarbeit zu einem Minimum
macht. (Satz vom Minimum der Form#nderungsarbeit.)
Auf S.192 hatten wir fiir die in einem gebogenen Stabe aufge-
speicherte Arbeit den Ausdruck
M2ds
A=[T5r
gefunden, wobei das Biegungsmoment M von den Kraften P, P,
P, ... P, hervorgerufen wird. Von diesen beliebigen Kraften P soll
P, an dem Orte n der gesuchten Forménderung y, angreifen.
Um dies hervorzuheben, schreiben wir

0.

1
ZEJ'MZZf(P7Pn)
und wollen damit zum Ausdruck bringen, dal die Krafte P und eine
Kraft P, an dem Stabe angreifen. Dann ist

A=[§@P P,) -ds.

Aus der Lehre der Differentiation unbestimmter Integrale ist be-
kannt, daB
04 _ (o[ (P, Py)
ip, =) ap, 98
ist. Die runden Differentialzeichen besagen wieder, dal die GroBen
P bei der Differentiation als Unverinderliche anzusehen sind. Fiihren
wir die Differentiation durch, so erhalten wir mit
bm)
2EJ M oM

9P, —EJ 3P,

94 (M oM
o=z 5. s
Nach dem Satze von Betti ist aber die linke Seite der Gleichung
gleich der gesuchten Forménderung y,, so dafl wir die durch ein Bie-

gungsmoment hervorgerufene Verschiebung eines Punktes n auch in
der Form

)
In=)EI 9P,
anschreiben kénnen, wobei P, im Punkte der gesuchten Forminderung
angreift.

Wirkt in dem Punkte n, dessen Verschiebung bestimmt werden soll,
keine Einzelkraft, so ist sie zunéchst als gedachte Kraft P, dort
einzufithren und nach erfolgter Differentiation P, gleich Null zu setzen.
Die Integralgleichung fiir ¥, ist unter dem Namen Satz des Casti-

ds
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gliano bekannt und findet bei der Ermittlung von Forménderungen,
namentlich bei der Berechnung statisch unbestimmter Systeme,
Anwendung (siehe S.391).

Wirkt in dem zu untersuchenden Querschnitt auller dem Biegungs-
moment eine im Schwerpunkt des Querschnittes angreifende Einzel-
kraft N, deren Wirkungslinie mit der Stabachse zusammenfillt bzw.
auf der Ebene des Querschnittes senkrecht steht, so ist die in dem
verformten Stabe aufgespeicherte Arbeit, bezogen auf das Lédngen-
element ds

dA=" Ay,
wenn man mit Ay die infolge der Kraft N auftretende Verlangerung

von ds bezeichnet. Fiir den Fall, dafl das Hookesche Gesetz Giiltig-
keit hat, ist aber

o N
—]N — f'ds_Eﬁds’

wenn man mit F den Querschnitt des Stabes bezeichnet.
Folglich wird

2\72

QEF sHFT

und die gesamte Arbeit, welche in dem betrachteten Stabteil auf-

gespeichert ist,
N2

Die Langskraft N sei nun durch die belastenden Kréfte P,, P,, P, usw.

hervorgerufen. Von diesen Kriften soll wieder P, am Orte der gesuchten
Forménderung wirken. Setzen wir, um dies anzudeuten,

\ J—

2EF

dAd =

so wird
4= [f(P Pyds
und daher ) 9/ (P, P
JP. -J. 9P, ds.
Nun ist aber

(i)
of(P,P,) _ \2EF/ _ N 9N
JP, = oP, EF 4P,

folglich wird
d A4

JP, JLF aP ds.

Nach dem Satze von Betti ist die linke Seite der Gleichung gleich
der gesuchten Forméinderung y,, so da} die durch eine Langskraft N
hervorgerufene Verschiebung in der Form

N ON

n=]grap,8
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angeschrieben werden kann, wobei P, im Punkte der gesuchten Form-
inderung angreift.

In dem zu untersuchenden Querschnitt wirke noch eine Querkraft Q.
Bezeichnet man mit Aq die auf das Léngenelement ds bezogene Ver-
schiebung der Endquerschnitte, so ist die Formanderungsarbeit

Q
dA = '2—'AQ.

Nun ist aber die Schiebung
T Q _ 4

VT %G T GRF T ds”
wobei k die UngleichmaBigkeit der Verteilung der Schubspannungen
iiber den Querschnitt zum Ausdruck bringen soll.

Daher wird
No= 2 ds und dAziz—ds
¢ GkF 2GkF ™"
mithin die in dem betrachteten Stabteil aufgespeicherte Arbeit
B
4= f STy A

Sondern wir auch hier die am Orte der gesuchten Forménderung
wirkende Kraft P, ab und schreiben
@
SGLF f (P » P 'n) ’
so liefert die Differentiation nach P,
04 _ 9/ (P, Py)

rQ 4@
9P, J apP, 'ds“.[m'apn ds.

Allgemeine Arbeitsgleichung. Die Forménderung des Punktes n»
eines Trigers infolge der wirklichen Belastung, durch die die Léngs-
kraft N, die Querkraft Q und das Biegungsmoment M hervorgerufen
werden, ist

N ON Q 09 M oM
va=[ 7555 4+ [ aupap s+ 7 am, 40
wenn am Orte der gesuchten Forménderung die Kraft P, angreift.

Drehung zweier Querschnitte gegeneinander. Wird durch ein Kréfte-
paar, dessen Moment gleich M ist, eine Drehung um den kleinen Winkel ¢
bewirkt, so ist die hierzu notige Arbeit

A= Mgy,
wie auf Seite 192 abgeleitet.

Es mogen die Kriftepaare mit den Momenten M,, M, M,, ...
an dem zu untersuchenden Stabe angreifen und die kleinen Drehungen
@1 Pg» Pg, - - - hervorrufen ; auBerdem wirke in dem betrachteten Punkte m
das Drehmoment M,,, welches die kleine Drehung ¢, bewirkt.

Dann ist die gesamte Forménderungsarbeit

A=M ¢+ Mypy+ Myps+ -+ - + M@



Trager mit verinderlichem Querschnitt. 199

und hieraus ergibt sich durch teilweise Integration nach M,,
04
om,  ¥m

Die in einem gebogenen Stabe aufgespeicherte Arbeit ist nach S. 193

M2

A= f m ds
Um anzudeuten, dal das Moment M,, am Orte der gesuchten Form-
anderung wirkt, setzen wir

M2 |

5EJ = f (M M m)
und erhalten so

A=[{(M,M,)ds.

Integrieren wir teilweise nach M,,, so wird

04 _ (o[ (M. M,)
oM, J o, %5

M2>
a(éﬁf _ M oM

oM, EJd

Nun ist aber

folglich
04 _ M oM,
oM, JEI om, "
Die Gleichsetzung beider Werte der Abgeleiteten der Forménderungs-
arbeit ergibt
‘ M oM
¥m=)EJ o0,

Wirkt an dem Punkte, dessen Drebung gesucht ist, kein Moment, so
ist M, zunéchst als gedachtes Moment einzufiihren und nach erfolgter
Differentiation wieder gleich Null zu setzen.

Tritt zu den gegebenen Momenten eine Langskraft N, die im Schwer-
punkt des Querschnittes angreifend gedacht ist, so erhalten wir den
Winkel ¢,,, um den sich die im Punkte m an die Stabachse gelegte Tan-
gente bei der Formé’mderung des Stabes dreht, zu

‘M 01\'
Ym=) 57 aM d+J‘EF o, %
da das zweite Integral die Ableitung der durch N allein hervorgerufenen
Forménderungsarbeit nach M, darstellt.

Ist am Orte der gesuchten Formanderung die Anderung des Win-

kels ¢,, gleich Null, so wird

-ds.

04

Es macht also auch ein Einspannmoment die Forménderungsarbeit
zu einem Minimum, ein Satz, der zur Berechnung statisch unbestimmter
Systeme benutzt wird.

Angendhert kann in allen Formeln fiir ds wieder dx gesetzt werden
(vgl. Seite 144).
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Anwendungen.

1. Der Freitriiger mit Einzellast (Abb. 153). Die Senkung des Last-
angriffspunktes ist

E,JM TR

Die am Orte der gesuchten Formanderung (Endpunkt des Tragers)
angreifende Kraft P, ist hier gleich P, das Moment im Punkte x ist

M,=P-x,
demnach
oM,
P
Damit wird
l
P a3 P
foxdx— EJ =377
2
N ¢
P b<—l‘ —>}
2 | e
! oe——x ——
> ! z |
| i 1
I + 7Y L |
! \L K
Abb. 153. Freitriger mit Einzellast. Abb. 154. Freitriger mit Einzellasten.

2. Der Freitriger mit mehreren Einzellasten (Abb. 154). Bei An-
wendung der Castiglianoschen Gleichung darf sich die Integration
jeweils nur so weit erstrecken, wie Stetigkeit vorliegt. Demzufolge ist
der Triger schrittweise zu berechnen; wir zerlegen ihn in zwei Teile
und erhalten

1.Teil von =0 bis =1,

oM,
Mx—Pl-x, 5—1;1—95,

jM :.q __pr oody Pl
h=g;) Mo 5p. de=g5 | Pr2-2-de=qgp5.
0

2.Teil von x ==1[; bis z =1
oM
M,=Pa+P,(x—1); -5 =2.
x &+ Py(x—1); op,
Es ist die teilweise Ableitung nach P, zu bilden, weil P; die am Orte
der gesuchten Forménderung angreifende Kraft ist. Es wird
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l
oM, 1
fy= EJJMQ pde =45 ) Pz +Pa—Pyl)-2-da

N 2

1 [Px +P2z3“P2-ll-Fx_2’1l
TEJL 3 3 2,
LIBE Rl U PR PhE PO
TEJL 3 3 3 3

Die gesamte Verschiebung des Endpunktes ergibt sich als Summe der
Einzelverschiebungen zu

Pl | Pli Pyl
f=htl= 3EJ+3EJ+6EJ 2ET -

Sind beliebig viele Lasten auf dem Triiger, so ergibt sich als senkrechte
Verschiebung des Endpunktes

:fé” xdx+fM“ o +me
0 L

denn fiir jeden Abschnitt ist
Mm:‘ Pl-x + M(p‘_,’ P3...)s also

oM,
i P, =x+0==x.

Fiir die Ausrechnung empfiehlt es sich, die fiir f
gefundene Gleichung bequemer zu schreiben; es ist
. L\ 3 Py, U]
s R Ay S
Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist eine un-
benannte Zahl, die sich mit dem Rechenschieber
schnell berechnen 148t. Frobe
3. Der Freitriiger mit gleichmiiBig verteilter Last r‘}]}’t"'glliihmé{ﬁgf%%i{
(Abb. 155). Diesmal greift in dem Punkte n, dessen teilter Last.
Verschiebung bestimmt werden soll, keine Einzel-
last an; sie ist also zunichst als gedachte Kraft P in n einzufiihren,
dann erhalten wir
_ p oM. _
MmfP-x—F—g-xz, also 5=
Jetzt, nach ausgefithrter Differentiation, setzen
wir P=0 und schreiben
l
1 P . pl4
0= E—Jfr—fxz x-dx= 3ET"
0
4. Die abgesetzte Welle (Abb. 156). In-
folge der Unstetigkeit, die durch die Quer-
schnittsinderungen bedingt ist, zerlegen wir
den Stab in vier Teile. Die Welle ist als
zweifach gelagerter Triger gedacht, den wir in der Mitte (' festge-
halten und durch den Auflagerdruck 4 angegriffen denken. Gesucht
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ist die senkrechte Verschiebung des Punktes 4 infolge der Kraft 4.
Der Satz des Costigliano besagt

MaMz
04= EJ aAd

Da fiir jeden Punkt des Stabes M,= A -z ist, wird ﬂA = &, 80

dafl wir erhalten

L

MI -MIV

E B J z-dx +fEJ ”Hfm 'd”+f’ﬁx’dx'
s

Wir berechnen die Integrale einzeln und schreiben
b

04 =

1 ¢ A1

M; =A-z; also 61=E—JIJA-x2-dx=3Ejl,
AB—B

MII =A'(12; 5II—EJIA R A 3EJ21)’

1 A (I3—13)
Mm=A4-x; 6111=ETJA-962~ dm=—3—£,J:-,

93
Miw=A-2; 61v—~~J‘A = 408,

Als Gesamtverschiebung des Punktes 4 ergibt sich

_ A4 (lf =i 58 li‘—l§>
0=37% J—1+ A + Js + J, /)’

oder, wenn man das groBte Tragheitsmoment J, und die Gesamtlénge I,
vor die Klammer zieht,
AR, B, Bl Jy BB l:g‘—zg>
0= 3EJ4<J1 R ] +73 13 + B/

Die Ausdriicke in der Klammer sind unbenannte Zahlen und lassen
sich mit dem Rechenschieber bequem berechnen, wenn man die dritten
Potenzen der Zahlentafel entnimmt. Jedenfalls diirfte die Rechnung
schneller zum Ziele fithren als das zeichnerische Verfahren nach Mohr
(5.176). In gleicher Weise berechnen wir d 5 infolge des Auflagedruckes B
und finden aus d4 und dp die Senkung des Lastangriffspunktes P
nach S. 146.

5. Die gekropfte Welle (Abb. 157). Gegeben sei die zweifach ge-
lagerte, mit einer Krépfung versehene Welle nach Abb. 157. Die Trag-
heitsmomente der Querschnitte des linken Teiles seien J,, J,, J3; die
Kurbelkraft P wirke in der Mitte der Krépfung. Wir denken uns die
Welle in der Mitte des Kurbelzapfens eingespannt und berechnen die
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senkrechte Verschiebung der Auflagerpunkte. Hier handelt es sich
nicht mehr um einen Trager mit gerader Achse, doch gestattet die An-
wendung des Castiglianoschen Satzes die Ermittlung der Form-
dnderung, wenn wir die Welle abschnittweise untersuchen und die Ge-
samtverschiebung des Punktes 4 als

Summe der Einzelverschiebungen be-

stimmen. Da die Stetigkeit in den

steifen Ecken unterbrochen ist, zer-

legen wir die linke Seite der Welle in

drei Teile; dann ist

04= 51+ O + o
MI oMy N Mn MMII

EJI' R o Ay R
0
MHI 3Mm_dx
EJ, 04 :
0
Mit
Zl[
M; =4-x und ¢ 41 =,
M
Mu =41 und —F=1,

My =A(l,+ ) und ﬁﬁ—Mgmllﬁ— x

Abb. 157. 6 Velle.
geht unsere Gleichung fiir 64 iiber in bb. 157. Gekrtipite Welle

12

A
M M
éA:fE—t;lr-:r-(lx l “dx +f (1, +2)-d
0

Hierin ist die Summe des ersten und letzten Integrals die senkrechte
Verschiebung des Punktes 4, die er infolge 4 erfahren wiirde, wenn
die Welle ohne Kurbelarm glatt durchginge. Das zweite Integral gibt
den Einfluf der Wange wieder. In &hnlicher Weise wie bei der

Losung der Grundgleichung (IIT) (8. 146) fassen wir j EJ, lyrdx als

das statische Moment einer - -Fliche auf, hlerln ist My=4"-1,

unverénderlich.  Der Flachenstrelfen M -dx hat bei der Breite dx
die Héhe (My; : J,), die ebenfalls unveranderhch ist, wenn die Wange
gleichbleibenden Querschnitt hat. J*Wfd 21, kann als statisches Moment

des Flachenstreifens, bezogen auf den Punkt 4, aufgefallt werden,
L
MH dx I, ist demnach das statische Moment einer (M : J)-Fliche
0

1angs der Wangenachse, deren sdmtliche Teile den unverénderlichen
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Schwerpunktsabstand 7, von 4 haben. Wir denken uns diese (M : J)-
Fliche so gezeichnet, da die Wangenachse Symmetrieachse der (M :J)-
Fliache ist, die fiir den Fall J, = Konstans ein Rechteck mit der Grund-
linie 7, und der Héhe (My: J,) ist. Damit haben wir die Moglichkeit
gewonnen, den EinfluB der Krépfung dem zeichnerischen Ver-
fahren nach Mohr einzugliedern, indem wir der (M : J)-Flache des
geraden Stabes in den Endpunkten der Kropfung die (M : J)-Fliche
lings der Wangenachse als Einzelkraft bei der Bildung des Kraftezuges
hinzufiigen.

Das erste Integral der Gleichung fiir 4 ist die senkrechte Ver-
schiebung des Punktes 4 unter dem Einfluf der Kraft 4, wenn wir
den Stab von der Linge I, im Kurbelarm eingespannt denken. Hat
dieser Teil der Welle verinderlichen Querschnitt, so ist d; nach Bei-
spiel 4 (S.201) zu berechnen.

Die Steifigkeit der Ecken wird in der Weise beriicksichtigt, dafl
man das Triagheitsmoment des Querschnittes fiir den steifen Teil des
Trigers unendlich groB annimmt; dann wird der Bruch (M : J) gleich
Null, und die (M : J)-Fliche verringert sich bei Anwendung des zeich-
nerischen Verfahrens nach Mohr um diese Betrige, so dall nur die
gestrichelte Flache (Abb. 157) als Belastungsfliche in Frage kommyt,
wahrend der EinfluB der Kurbelarme durch Rechtecke mit der Grund-
linie (I, —2a') und der Hoéhe (M :J,) eingesetzt wird, deren Inhalte
als Einzelkrafte in den Kropfungspunkten angebracht werden. Wie weit
die Ecken als steif anzusehen sind, hat E. Meyer!) durch Versuche

ermittelt und gefunden, daf sich mit a=~b—und a’=-;:— (Abb. 157)

3
befriedigende Ubereinstimmung zwischen Versuch und Rechnung er-
gibt (b= Armbreite).

Rechnerische Losung der Gleichung fiir d4.

Teil I:
. MI BMI. . _ e aﬂl[ .
o=]gs 54 4w Mi=4d-z T =
A
1 A3
_— e dp = 2
51__EJJA wtde= g
0
Teil II:
_(Ma oMn . _ . oMu _, .
611_ ETH' 24 dx: MII-‘A'Z15 oA _“11:
ls
1 A-12-1
(SII=E‘JZJ‘AZ%dx:—r}22
0
Teil IIT:
My 0 My o Mm
owr=) g7 54 4% Mm=Al+2); S5 =h+w;
3
1 A2 A - A3
—_—— 2. ____ ] 1 i 3
6111 EJ3JA(ZI+$) dx= + +3EJ3'
0

1) Meyer, E.: Z.V.d.1. 1909, S.295.



Triger mit verdnderlichem Querschnitt. 205

Demnach
A1 Al Ay ABL, AL A
04= 57y, Jr”*JVTEJ 3E,
Dafiir schreibt man fur die Ausrechnung mit dem Rechenschieber
bequemer

A (s 3 9 2 3\
04 = 5E, JZ 3ll+3ll+l EJz
und fiigt #$ — I hinzu, dann ergibt sich
ou =gy Bl 3B 4 3L ) | + Ak
4 = 31,“] Jy F 30 13 3 EJ,
4 JJ Jl . AL,
3EJ l (h +Z)J EJ,’
A-(LALET L\t Jy—dy] | AL
04 = T3EJ, L +(ll+z>'i1] J B,

Bei der rechnerischen Behandlung der Ecksteifigkeit erstrecken sich
die Integrale iiber die um @ bzw. a’ verminderten Stabachsen, also

I, —a
1 A (l,—a)?
— T U U .
61~EJ1‘J‘A1 dx SET,
0

ly—a

1 9 A3 (,—2a%)
=y [ A B de= S
o
1 AT (ly—a) AL (B—a?) A (1—ad)
— / 2. gy = 2l . /
O = EJajA(l1+x) do = EJ, + EJ, - 3EJ,
4
6. Im AnschluB an Beispiel 3 soll £
der Neigungswinkel f der im Trager- / v
endpunkte an die Biegungslinie gelegten (T T >
Tangente bestimmt werden (Abb. 158). i | 7
Da die Normalkraft N gleich Null ist, ~ 7 4
lautet die Castiglianosche Gleichung \
!
M oM 58. Neigung Im Triger-
5:fEJ (( ﬂ[ dx . Abb. 158 e?lfilgllllrllllgt.lm Tréger

Das Biegungsmoment im Punkte x des Trigers ist

o _pEE oM
M Px 3 M, also M 1,

demnach
l

5\:[3 —Pe P2 M) (-1)-da

. f/P +"i-+M>
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:E’L Pfxdx—l— pj‘xzdx—l- M J.dx}
1 pl
5—37( + 5 My l)
7. Die Kraft P sei senkrecht nach oben gerichtet, dann ist

—px—PT_ . oM _
M= Px 3 M,; also AT, 1,

demnach

8. Der Triger sei nur durch die Einzelkraft P und die gleichmiBig
verteilte Last p - [ belastet. In diesem Falle greift an dem Orte der ge-
suchten Forménderung kein Moment an, es ist also zunéchst einzufithren
und M in der Form

M=—Px—"F—M,
anzuschreiben. Die teilweise Differentiation nach M, liefert
oM
m _— 1 .

Jetzt ist M, = 0 zu setzen, dann wird

l \
p= J‘EJ oM, x:f%<—P”—p§2)'(~l)~dx
0

!

=%{Pfxdx—l—-gf xzdx},

0
)

5. Die allgemeinen Beziehungen zwischen Spannungen und
Forméinderungen.

Bevor wir zu der Lehre der Drehungsfestigkeit tibergehen, wird es
notwendig sein, die allgemeinen Beziehungen zwischen Spannungen
und Forminderungen zu untersuchen, weil die Voraussetzung, daB
die Querschnitte trotz erlittener Forménderung eben bleiben, bei den
auf Verdrehen beanspruchten Korpern im allgemeinen nicht mehr
zutrifft.
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Das bei unseren bisherigen Untersuchungen geiibte Verfahren, aus
dem Korper ein unendlich kleines Korperteilchen herauszuschneiden
und an den Schnittflichen die Spannungen als &uBlere Krifte anzu-
bringen, soll wieder Anwendung finden. Abb. 159 zeigt dieses Parallel-
epiped in korperlicher Darstellung. Es liegt nahe, der rechnerischen
Behandlung der Aufgabe ein rdumliches rechtwinkliges Achsenkreuz
zugrunde zu legen, dessen Anfangspunkt mit einer Ecke des unendlich
kleinen Quaders zusammenfdllt, und dessen Achsenrichtungen den
Seiten des Quaders entsprechen. Als unendlich klein miissen wir das
Korperteilchen auffassen, damit wir es als starr ansehen diirfen und
somit in die Lage kommen, die Séitze der Mechanik iiber das Gleich-
gewicht starrer Korper anwenden zu konnen. Gleichzeitig ist damit
eine Vernachldssigung des Eigengewichtes vorbunden, da die infolge
des Eigengewichtes des unendlich

kleinen Quaders auftretenden Span- 67467 \ﬁfpz'd/”z
nungen bedeutungslos sind. Aller- Z ; L A

dings diirfen Massenkrafte, wie ,:7 ! o
beispielsweise die Fliehkraft des Kor- | gt @Tor T
perteilchens, nicht vernachléssigt wer- tzy{‘dTZyZ A

den, doch wollen wir zunichst von f T24dT, z
diesem Fall abseben und uns darauf |

beschrinken, den durch duflere Lasten /OF— MP-Runaint Rl z
hervorgerufenen Spannungszustand PN %Zy dy

zu untersuchen. 7 Tem ¥4

In jeder der sechs Begrenzungs-
flichen des Quaders treten beliebig J
gerichtete Spannungen p auf, die in )

Abb. 159 nur fiir die wagerechten Be- Abb. 15g;ec3&1“%@52,?2&‘3;5?;0}1’63?“ wages
grenzungsflichen zy gezeichnet sind,

um das Bild nicht zu tiberladen. Der Zeiger z bei p, zeigt an, daB
die Spannung p, in der Fliche dx - dy angreift. In gleicher Weise sind
P: und p, in den beiden anderen Ebenen zu denken, die durch den
Anfangspunkt O gehen. Infolge der unendlich kleinen Ausdehnung der
Begrenzungsflichen diirfen wir die Spannungen als gleichméBig verteilt
ansehen und ihre Mittelkraft im Mittelpunkt der Fliche angreifend an-
nehmen. Die Spannung p, zerlegen wir in die Seitenspannung ¢, senk-
recht zur xy- Ebene und in die Seitenspannung 7,, die in die xy-Ebene
fallt. Es ist also o, Normalspannung und 7, Schubspannung. Diese Zer-
legung geniigt aber noch nicht, da 7, beliebige Richtung haben kann.
Zur rechnerischen Behandlung der Aufgabe wird es nétig, v, weiter
nach den Richtungen x und y zu zerlegen, wodurch wir die Seiten-
spannungen 7,, und 7,, erhalten. Durch diese Uberlegung wird die
Notwendigkeit der Doppelzeichen erwiesen, von denen der zweite die
Richtung angibt, nach der 7, zerlegt ist.

Damit hitten wir die Spannungsverhiltnisse in der unteren wage-
rechten Begrenzungsfliche klargelegt und erinnern daran, dal Span-
nungen eingetragen sind, d. h. Krifte, die auf 1 em? der Begrenzungs-
flachen entfallen. Da die untere Begrenzungsflache d« - dy [cm?] mift,

Pz 1:'%1 62

e
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nimmt sie in Richtung z mit ¢, - dx - dy [kgl,

» Yy ?zy'dx'dy[kg]a
»w X, T dx-dylkg]

an der Kraftiibertragung teil, und diese Kréfte fassen wir als dullere
Krifte auf, die wir anbringen miissen, um trotz des Herausschneidens
wieder Gleichgewicht zu haben.

Wir betrachten jetzt die obere wagerechte Begrenzungsfliche,
die von der unteren den Abstand dz hat. Auch in dieser Fliche grenzen
zwei Korperteile aneinander; die Spannungen werden durch die Tren-
nungsfliche iibertragen. Da aber die Spannung im Abstande dz von

oeds der xy-Ebene nicht
1\ 2 der Spannung in der
xy-Ebene selbst ent-

/‘/f;zfdfzz 7 sprechen wird, miis-
| N sen wir hier die Dbe-
i 2

<

Z

liebig gerichtete Span-
nung p, + dp, anneh-
%292 men. Sie ist um das

Differentiald p, groBer,

weil es sich um zwei
Z unendlich benachbarte

Schnitte handelt. Ha-

ben wir ferner p, nach

aullen gerichtet ange-
nommen, so muf} auch

P, -+ dp, nach auflen

gerichtet sein.  Die

Zerlegung in die Nor-
malspannung ¢, 4 do, und die Schubspannung 7, + dt, erfolgt in
gleicher Weise wie bei der unteren Begrenzungsfliche. Ebenso zer-
legen wir 7, + dv, weiter in die Seitenspannungen 7,, -+ dt,, und
Tow + drzw .

Was wir fiir die beiden wagerechten Flichen durchgefiihrt haben,
wiederholen wir fiir die vier senkrechten Begrenzungsflichen unseres
Quaders und erhalten Abb. 160, wenn wir je Fliche die drei Seiten-
spannungen eintragen. Insgesamt erhalten wir 18 Spannungskompo-
nenten, deren Gleichgewicht zu untersuchen ist.

Die Anderung do,, die die Seitenspannung ¢, bei einem Schritt dz
in Richtung der z-Achse erfahrt, ist gleich

O p=—rl
e
aj

Abb. 160. Quader mit 18 Spannungskomponenten

00, .
% 5
durch die partielle Ableitung wird zum Ausdruck gebracht, daB das
Anwachsen der Spannung ¢, nur in Richtung der z-Achse beriicksich-

tigt wird (Seite 195). In gleicher Weise wachsen

0T,z
0z

ot
T,y UM dz- 7-;1 und 7,, um dz -
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Auch hier haben wir wieder die Spannungen eingetragen, d. h.
Krifte, die auf 1 ecm? der Schnittfliche entfallen. Da die Schnittfliche
selber dx - dy [cm?] mifit, nimmt sie

in Richtung z mit (O‘z + ?—25 -dz)-dx-dy[kg],

0T,y

S <”+—~ az)-da-dy[ke).

UTz:c

. . x (Tz¢+ o -dz)-dx-dy[kg]

an der Kraftiibertragung teil.
In gleicher Weise erhalten wir als Kréfte, mit denen die durch O
gehende Begrenzungsfliche dy - dz an der Kraftiibertragung teilnimmt:

6y, dy-dz; 1y, dy-dz und 7., dy-dz.

An der ihr parallelen Begrenzungsfliche im Abstande dx grei-
fen an

<ox—i——,ﬂfg—cr-dx)-dy-dz, <T“+ Fpe dx) dy-dz
und
(taet 275 dar) - dy- dz.
Die durch O gehende Begrenzungsfliche d « - d z ibertragt die Krafte
oy, dxdz; 7y,rde-dz und 71,,-dx-dz.
Die zu ihr parallele Begrenzungsfliche dz-dz im Abstande dy von
der zz-Ebene iibertragt die Krafte

a‘rw

(o, + 2 dy) dedzs (5t "2 dy)-da-dz

und
(0ot T2 ay) - da- a2,

Da sich diese 18 Krifte im Glelchgewicht befinden sollen, miissen
die 6 Gleichbedingungen erfiillt sein. Diese fordern: Summe simtlicher
Krifte in jeder der drei Achsenrichtungen gleich Null, und Summe der
Momente simtlicher Krifte, bezogen auf drei zueinander senkrechte
Achsen als Bezugsachsen, gleich Null.

In Abb. 161 ist das Quader mit den Kraften gezeichnet, die in
Richtung der z-Achse angreifen; da ihre Summe gleich Null sein soll,
erhalten wir die Bedingung

[(aﬁ‘ i%“dz)-dx-dy—az-dx-dy] 4 [(rm+““’-dx)-dy-dz—rm-dy.dz]

-+ [<‘ryh—i—0jﬂ >-dx-dz——‘ryz-dx~dz} =0.
Nach Aufloésung der runden Klammern heben sich

g,0dx-dy; 1,,-dy-dz und 7T, -dx-dz
Winkel, Festigkeitslehre. 14
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heraus. Die iibrig bleibenden Glieder ergeben

0o, 0Ty, g 61,5. . o
az-dz-dx-dy—%—%.--dx dy-dz—+ 7y dy-dx-dz=0
oder durch Division mit dz-dy - dz
00, | 0Ty, | 0Ty,
0z + ox +-57 =0.

In gleicher Weise behandeln wir sémtliche Kréfte in Richtung der
2-Achse und der y-Achse und erhalten folgende 3 Gleichungen

oo ot ot
26 99z 4 0Tva 2w
T(dz*ﬁz'dz)'dzdy oz + oy + 02 0
0o 0T 0T
| ) T Tan 0 @)
fxaft a%’-‘-dz)dydz . ; ;
otyz 7)) . Os ) 0%2z | OTys__
| /@’*ay{d g 6z+ ox + dy 0
|
\1/ cpdidd " Zu den untersuchten 18
Coz Az ‘ Flichenkraften konnen noch
-~ ! Massenkréafte treten, zu
l denen beispielsweise die Flieh-
6y -dx-dy kraft gehort. Denken wir das
Abb. 161. Kriifte in Richtung der z-Achse. Kérperteilchen der Abb. 160

um eine beliebige Achse um-
laufend, so wird die Fliehkraft senkrecht zu dieser Drehachse ge-
richtet sein, ‘die mit keiner der drei Achsen des réaumlichen Achsen-
kranzes zusammenfallen soll. Wir zerlegen die auf die Raumeinheit
bezogene Fliehkraft und ebenso natiirlich jede andere auf die Raum-
einheit bezogene Massenkraft nach den drei Achsen z, y und z und
nennen die Seitenkrifte nach diesen Richtungen X, Y und Z.
Zu den in Abb. 160 gezeichneten Spannungen wiirden hinzutreten
in Richtung der z-Achse die Spannung X,
’” i3 s Yoo tH 2 ’
EH ”»” 29 2= i3] 11 Z .
Die an den entsprechenden Flichen des Korperteilchens angreifenden
Krifte sind demnach
in Richtung der z-Achse die Kraft X -dx -dy-dz,
» ) 2 ?/' 13 ”” 9 Y'dx'd?/'dz,
» » p 2y » w Z-dx-dy-dz.

Zu unseren 6 Kriften je Achse tritt je eine dieser zusitzlichen Krifte,
die wir den Gleichgewichtsbedingungen einfiigen. Dabei erhalten die
Grundgleichungen folgende Form:

00y  0Tyy | 0T,y .
80: | 0Tus | +X—0l

0y 0z

00y , 0T,y , 0Tyy _
—87—'—‘62 +=5, T+ Y=0 (B)
00,  0Tpy , 0Ty, _
0z + oz + dy +2Z =0
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Damit eine Drehung des Korperteilchens (Abb. 160) verhindert
wird, muBl die Summe der Drehmomente aller Kréfte in bezug auf jede
der drei Achsen, welche man parallel den Richtungen des Achsen-
kreuzes durch den Schwerpunkt des Quaders legen kann, gleich Null
gein. Legen wir die Schwerachse parallel der z-Richtung, so sehen wir
in dem Schnitt @ bc¢d als drehende Kriftepaare 7,, und 7,, + dz,,
d .

—;, T, und 7,, -+ d7,, mit den Hebelarmen @2'—1/,
von denen 7,,, rechts drehend, 7, , links drehend ist. Die den genannten
Schubspannungen entsprechenden Flidchenkrifte sind

Tyy Ay -dz und (T,,+ dtgy) dy-dz,

Tye Az dz und (v, -+ dt,,)  dx-dz.
Da weiter keine Krifte vorhanden sind, die das Korperteilchen um
die Parallele zur z-Achse zu drehen versuchen, erhalten wir als Bedin-

gungsgleichung fiir den Schnittpunkt der Diagonalen @ ¢ und b d
als Drehpunkt:

Toyrdy-dz-do +d1,,-dy - de- S —1,, de-dz-dy

mit den Hebelarmen

d
—d7y,-de-dz- =0
und daraus Tyy = Tyazs

wenn wir die unendlich kleinen GréBen vierter Ordnung gegeniiber den-
jenigen dritter Ordnung vernachlissigen und durch dz -dy - dz divi-
dieren.

Diese beiden Schubspannungen treten in zwei aufeinander senk-
rechten Ebenen (yz-Ebenen und xz-Ebene) auf und heillen deshalb zu -
geordnet. Unsere Bedingungsgleichung liefert als Ergebnis den Satz,
daB die einander zugeordneten Schubspannungen gleich sind.
Wir waren diesem Satze bereits in einfacheren Fallen begegnet (vgl. S. 14).

In gleicher Weise laB8t sich der Nachweis fiir die {ibrigen Achsen
fithren, so daB wir unsern Satz in der Form anschreiben

Toy = Tyas Toz = Toxs Tyz = Toy:- -«

Die Grundgleichungen (A) bzw. (B) auf Seite 210 enthalten 9 Unbe-
kannte, die mit Beriicksichtigung vorstehender Gleichungen auf 6 zuriick-
gefithrt werden. Damit ist aber die gestellte Aufgabe noch nicht geldst,
da wir aus 3 Gleichungen nicht 6 Unbekannte eindeutig errechnen
konnen. Wenn trotzdem in den vorhergehenden Untersuchungen der
Spannungszustand eines Korpers bestimmt werden konnte, so war das
nur unter Zuhilfenahme von Annahmen moglich. Allerdings mubBte
dabei gefordert werden, da die Annahmen der Erfahrung nicht wider-
sprechen. Eine allgemeine Untersuchung darf sich natiirlich nicht auf
Annahmen stiitzen; ihre Aufgabe ist es, unabhéngig davon den Span-
nungs- und Forménderungszustand eindeutig zu beschreiben. Als Hilfs-
mittel bietet sich das Geradliniengesetz von Hooke dar, das den Zu-
sammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen angibt. Wenn
wir dieses Gesetz bei den weiteren Untersuchungen beniitzen, so soll

14%
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ausdriicklich gesagt werden, daBl die Ergebnisse der Untersuchung nur
da zutreffen, wo das Hookesche Gesetz gilt. Sind die Forménderungen
bekannt, die ein Korperteilchen erfihrt, so 148t sich daraus auf die
Spannungen schlieBen.

Als Grundlage unserer Untersuchungen wahlen wir wieder ein
rdumliches Achsenkreuz und legen den Punkt, dessen Verschiebung
bestimmt werden soll, durch die Koordinaten z, ¥ und z fest; die
Verschiebungen selbst seien den Achsrichtungen entsprechend &, %, {.
Die iibliche Voraussetzung, dafl die Verschiebungen im Verhiltnis zu
den Abmessungen des Kérpers und damit auch zu den Koordinaten

’

2

Abb. 162. Verschiebung.

, y, z sehr klein sein sollen, machen wir auch hier. Abb. 162 zeigt
zwei unendlich benachbarte Punkte P und @, deren Entfernung ds
sein mége. Die Koordinaten sind P (z, y,2). Q (x4 dx; y-+ dy;
z + dz). Infolge der Belastung des Korpers kommt P nach P, die
Koordinaten x, y und 2z gehen iber in (x + &), (y + %) und (z + 0).
Aber auch der Punkt @ andert seine Lage; die Entfernung ds wird
zu ds + Ads, wobei Ads die Verlingerung bedeutet, die ds unter
dem EinfluB der Belastung erfahrt. Die Projektionen dieser Verlin-
gerung auf die Achsen sind entsprechend Adz, Ady und Adz, so
daBl wir als Koordinaten des verschobenen Punktes Q' die GrofSen
( + do+ &+ Adw); (y + dy + 9 + Ady)und (z 4 dz 4 ¢ + Adz)
erhalten.

In Abb. 163 ist der GrundriB unseres verschwindend kleinen Qua-
ders dargestellt, dessen Punkt P, die urspriinglichen Koordinaten z,
y hat. Durch die Belastung legt er den unbekannten Weg P, P;
zuriick. Die Projektion dieses Weges auf die xz-Achse ist £, die auf
die y-Achse 5, so daB P; die Koordinaten (z -+ £ und (y -+ )
hat. Mit P; &ndert auch der unendlich benachbarte Punkt R,
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seine Lage. Er legt den Weg R; R; zuriick, dessen Projektion
auf die z-Achse aus der Verschiebung & und ihrem unendlich kleinen
Zuwachs besteht. Dieser Zuwachs ist aber nur ein Zuwachs in Richtung
der x-Achse, wobei y und z als unverénderlich anzusehen sind; er ist
i -dz. In Wirklichkeit
hangt & noch von y und z ab. Der Punkt S; in Abb. 163 gelangt nicht
nach S, sondern nach S;, wobei 88; = gg - dy ist. Die vollstandige

ein partielles Differential und gleich :

Beschreibung der Forminderung miilite die Forménderung angeben,
welche die Diagonale PQ (Abb. 162) unseres Quaders erfahrt. Sie

Abb. 163. Grundri zu Abb. 162.

wird angegeben durch die totalen Differentiale d&, dn und d¢, die
sich als Summe der partiellen Differentiale zu
o0&

Adx=d§=2§-dx+ay~dy+%§'dz,

Adyzdnzgz-dx%—g’;dy-{—;—z-dz,

Adz=d§=g§-dx+§§-dy+%.dz

ergeben (Abb. 163)).

Bezeichnet man die Dehnungen im Punkte P nach den Richtungen
der Koordinatenachsen mit ¢, ¢, und ¢,, so wird
__ PR _0¢& . . . __dn ¢
&= p R " oa und in gleicher Weise ¢, = dy und ¢, = 5. (€
Infolge der Belastung wird das Rechteck P, .8, @, R, zum Parallelo-
gramm P; S; Q; Ry; der vorher rechte Winkel in P; wird zum spitzen
Winkel in P;. Die Winkelinderung ist gleich

Vaw =S P{8{+ B P{R{

1) In der Abbildung sind die durch { hervorgerufenen Verschiebungen nicht
gezeichnet.
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oder, wenn wir

g_s.dyl)
tg S Pl’sgzidy— =8 P, 8],
‘;Z as)
setzen:
65 ‘
Vay™ 62 . (D)
In gleicher Weise 148t sich ableiten
. a¢ 8n C
Ver=g, T gz vnd 2oy

Bei unendlich kleinen Winkelinderungen weicht der Inhalt des ver-

formten Quaders von dem eines Quaders mit den Seiten (dx - gé; - dx),

(dy —{— 6 -dy)und (d= —}— =~ +dz) nicht ab, so daB fiir den Rauminhalt

des verformten Quaders geschrieben werden darf
av+ AdV=(dz-+ 3% - do)-(ay + L -dy) - (d2+ 5 -3
=(dx+ e, da) - (dy + &, -dy)-(dz+ e, d2)
=de(l+ey)-dy(l+e,)dz(1+e)
~dx-dy-dz+ (e, +&,+ &) dedydz;
AdV = (e, + &,+ &) 4dV;

44V
W:8m+€w+ez:e-
Wir nennen e die kubische Ausdehnung und erhalten mit den
vorher gefundenen Werten fiir die Dehnungen

9
8x+ +6z (E)

Die durch die Gleichungen (C) (D) und (E) bestimmten Dehnungen
¢ und Schiebungen 9 sind nunmehr durch die die Forménderungen
hervorrufenden Spannungen auszudriicken. Wir bedienen uns dabei
des Hookeschen Geradliniengesetzes fiir Normalspannungen (S. 5)
und fiir Schubspannungen (S.13), von denen wir das zweite soforu
auf Gleichung (D) anwenden. Aus

1
acy:ﬁ'rwy:'(j"’:a:y

-dy gegen dy und ¢, dz gegen dx vernachléssigt.

1) Hierbei sind -~ 9 52

dy
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folgt
S

und in gleicher Weise fiir die beiden anderen Seitenspannungen ®
—r = o F
Tas =Te =G ( + 6x>
(o ot
Ty, = Tyy =06 ( +3y>

Fiir den zweiachsigen Spannungszustand wurden die Beziehungen
zwischen Dehnungen und Spannungen bereits auf S. 51 aufgestellt.
Im vorliegenden Falle tritt zu den dort vorausgesetzten Spannungen
o, und o, eine dritte Seitenspannung ¢, in Richtung der z-Achse.
Durch sie wird senkrecht zur z-Achse in Richtung der z- und y-Achse

eine Querdehnung

1
Eq= &

hervorgerufen, so dafl als Gesamtdehnungen

1 1 . .
&= & —, &, ~¢& in Richtung z,
1 1
82:8y—ﬁgz~ﬁaw 53 »» Y,
- 1 1
63—-62—;;890—%81, ) 2 z

erhalten werden. Nach dem Hookeschen Gesetz schreiben wir
Eg =00y & =a0, und &, =oao-0,, wobeli ¢ die wirklich auf-
tretenden Spannungen sind. Damit gehen unsere Gleichungen fiir die
Gesamtdehnungen iber in

1 1
glza.gw__ﬁ.a.o-y__;n_a.gz,

1 1
82_—M'Uy‘}ﬂ"0('0'z‘*mot'0x,
1 1
€= Oy o Oy 0y

Um den Zusammenhang zwischen den Dehnungen ¢,, ¢, und g, der
Gleichungen (C) wiederherzustellen, die Gesamtdehnungen bedeuteten,
ersetzen wir ¢, &, und &, durch ¢,, ¢, und ¢, und schreiben

1
S0 e,

& 1
=05 (Ot o).
£, 1
?_— Gz—%(am—*‘ay).

Hierbei sind die linken Seiten der Gleichungen gedachte Spannungen,
durch die wir uns die Formé#nderungen ¢,, &, und ¢, hervorgerufen
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denken konnen, wenn statt der drei Seitenspannungen o, ¢, und o,
nur eine einzige wirkt. Die Addition der drei Gleichungen liefert

1 \ 2 2 2
;<8z+5y+ez):0w+6y+g_—O‘m_ﬁgy_ao-z:
m—2 m—2 2
= o Gw+ - y+ 2
m—2
= Tm (05 + 0,1 0,)
und daraus
1 m 1 m
o, +0o,+0o, =" et e)=" e
Fiigen wir in der Gleichung
£s 1 1
% 0T Oy %
. . 1 . .
auf jeder Seite — “w Os hinzu, so erhalten wir
e 1 1 1 1
’g_ﬁgw_aw Wgy_ﬁgz ﬁo-ac:
€ 1 1
*i:<0w+ﬁaw>_—n7(0w+6ﬂ+0'z),
€ m—+1 1
”fz m Gw—%‘(gw'{'o-y—l"gz)’
& _mtl 1 1
« m © o m—2
m—+41 £q 1 1 _ e >
m 0T Ty m—2 T @r+m 2/
m 1 e
Oz = m+1 o <8”+m—2/‘

Nun hatten wir aber auf S.54 als Beziehung zwischen o und g ge-
funden
2 (m 1)
p=—pm
Fithren wir diesen Wert in unsere letzte Gleichung ein, so geht sie
iiber in

2 e _ e
O'x——73<8w+'m—_é> oder Gm—20(8m+mi2>.
In gleicher Weise werden die Seitenspannungen ¢, und ¢, bestimmt,
die wir mit ¢, = g—i s Ey = Z" nd g, = ZC in der Form anschreiben
o (G +ats)
— on
26- (G +ﬁ“> (G)
e
G ( 'm——2> '
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Mit diesen Gleichungen (G) haben wir die unbekannten Seitenspannun-
gen o,, 0, und o, durch die Verschiebungen &, 5 und ¢ ausgedriickt.
Da die Gleichgewichtsbedingungen bereits die Gleichungen (A) liefer-
ten, diirfen wir unsere Aufgabe, den Spannungs- und Form#nderungs-
zustand zu beschreiben, als gelost ansehen und haben nur noch nétig,
die 6 Gleichungen dadurch auf 3 zuriickzufithren, daB} wir die Gleichun-
gen (F) und (G) in die Gleichungen (A) oder (B) einsetzen.

_ 0 4 00, 02¢& 1 de
aws o, =26(55 4, %5) folgt O —26(Ee L0
_ o on 0Tay _ *& Gl
I3 Tmy_ G\ay + ox ) 2 ay ha <ay2 dzoy) .

B & oc 0T, e g
» Te= G <E~+ ox > » oz G<ﬁ+0x-8z> :

Das Einsetzen in (B) liefert
@& 1 ge 28
0

+ )+6( -

wir dividieren die Gleichung durch @, multiplizieren aus und zerlegen
das erste Glied

26(%5 oot ) ra(Th 1 2 ) L x oo,

m—2 oz dx-0y 022 ox-0z

52 X 02 2
g 25y B e

ox?
dann ist
o2& 0%& 028 2 de 02§ 2 3¢ X
i T Vo a2 T Yy T e T @ =0
505 an 8?C
#E | *E | %6 2 de Z3 iy oz X
R F R R PR s B PR
NI
RE | *E | PE 2 e f7<7§x‘+75y @Jr{»—o
aar oy 022 T m—2  oa ox a7
Mit
0& on o¢
o5 Tay T

erhalten wir

R | @& B 2 e  de | X _
WY T Ty T T e =0

Das Zusammenfassen des vierten und fiinften Gliedes ergibt die Grund-
gleichung
2§ o2& 02& m

de X
Tty e =0

In gleicher Weise erhalten wir fiir die beiden andern Achsrichtungen

dtn oy o Omo om de | ¥
5x7+8_y2+822 +m—2 6y+G—0’
e er

m de Z
Ztm—z e Te=0-

T+

a2 é;yz

+ .
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Nachdem wir jetzt die Grundgleichungen aufgestellt haben, die
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind, wird es sich
empfehlen, alle Gleichungen zusammen anzuschreiben, da wir bei ver-
wickelten Spannungs- und Forménderungszusténden stets auf sie
zuriickgreifen werden.

00,

ax+a;;w+%=0l
9{}\‘;/1,_!_6;;«‘_]‘_%:0, (4)
Tty =0
e = ®
ey =0
=8 e=l =2 (©
Fov= e+ oL
Vs %:’;‘_+Z_i ®
VYus %+%

%JFZ_ZJF%, (E)
'rw—‘cw—G(%-}-%)
oy = e = @ (55 ) o
Tvz—Tzu=G(ﬁg_+—g%> l
am=2G(Z~i+—e_*>l
orw(‘%Jr;;e:“z) %)
oz=2G(-(;—§+m—€—2> ]

B, B BL, m B
T T TR Tm—2 5 0



Die Drehungsfestigkeit, 219

& | 8%t | 0%¢ m ve | X
axz+5ﬁ+ﬁ+m‘7§+?—°[

#n O 62_’7_}__7”_.0_3 Y o
922 U oy T 022 Tm—2 oy G—‘

2L 2L 2L m oe Z
dar T

T T T 0

oy®

Mit der Aufstellung dieser Gleichungen ist die gestellte Aufgabe, den
Spannungs- und Forménderungszustand in einem beliebigen Punkte
eines Stabes zu bestimmen, vollsténdig gelost, doch 148t sich die Lésung
dieser Gleichungen in sehr vielen Fillen nicht durchfiihren, und da,
wo sie zum Ziele fiithrt, ist der Weg reichlich verwickelt, so daB er von
dem Ingenieur im allgemeinen nicht begangen wird. Er wird eher
versuchen, durch passende Annahmen die gestellte Aufgabe zu verein-
fachen, wie wir es auch in den bisherigen Untersuchungen getan haben.
Dafl z. B. die Biegungsspannungen den Abstinden von der Nullinie
verhéltnisgleich sind, war eine Annahme, deren Richtigkeit auf Grund
der allgemeinen Beziehungen zwischen Spannungen und Formanderungen
nachzuweisen wire. Das ist von de Saint-Venant geschehen. Und
darin liegt der Vorteil der strengen Theorie, wie man zu sagen pflegt,
daf sie die Grundlagen unserer Lehre von der Festigkeit und Form-
anderung prift und die Zuldssigkeit von vereinfachenden Annahmen
sicher stellt. So hielt beispielsweise die Naviersche Annahme vom
Ebenbleiben der Querschnitte bei der Verdrehung dieser Priifung nicht
stand, wie auf S. 235 gezeigt wird. Das war auch der Grund, weshalb
die allgemeinen Beziehungen aufgestellt wurden.

VIL Die Drehungsfestigkeit.

Die Lehre von der Drehfestigkeit wurde lange Zeit von der Voraus-
setzung beherrscht, dal die Querschnitte bei der Forménderung eben
bleiben. In Wirklichkeit trifft diese Voraussetzung nur bei dem kreis-
férmigen Querschnitt zu, wihrend ihre Ubertragung auf andere Quer-
schnittsformen Ergebnisse lieferte, die mit der Erfahrung im Wider-
spruche standen.

Wie wenig die Voraussetzung vom Ebenbleiben der Querschnitte
bei der Verdrehung erfiillt ist, zeigt Abb. 164, die Bach, Elastizitit
und Festigkeit!), entnommen ist. Der Probestab ist ein zylindrischer
Stab mit elliptischem Querschnitt, als Baustoff ist Hartblei gewihlt,
das die Forminderung auch nach dem Herausnehmen auf der Priif-
maschine behélt. Auf der Oberfliche des Stabes sind vor der Priifung
Mantellinien in Richtung der Stabachse und UmriBlinien senkrecht
zur Stabachse eingeritzt worden, die ein Netz von Quadraten auf der
Oberfliche ergeben. Nach erfolgter Verdrehung zeigt sich, daB die

1) Bach-Baumann: Elastizitit und Festigkeit, 9. Aufl. Berlin: Julius Springer.
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Mantellinien schraubenférmig verlaufen und die zu ihnen senkrechten
UmriBlinien S-férmige Gestalt annehmen; aus den Quadraten sind
Rhomben geworden, die auch deutlich die aufgetretene Forménderung
als Winkeldnderung erkennen lassen. Die S-foérmige Gestalt der Umrif3-
linien zeigt, dafl sich die urspriinglich ebenen Querschnitte gewdlbt
haben. Der Einwand, dal es sich bei dem angezogenen Versuch um
eine bleibende Forménde-
rung handelt, die mit
einem Uberschreiten der
Proportionalitdtsgrenze
verbunden ist, wird
durch zahlreiche Ver-
suche  widerlegt, die
Bach, Bauschinger
und Foppl angestellt
haben, und die stets zu
dem gleichen Ergebnis
filhrten, daB alle Quer-
schnitte, die stark genug
von der Kreisform ab-
weichen, schon vor dem
Uberschreiten der Pro-
portionalitatsgrenze eine
deutlich erkennbare
Kriimmung erfahren.
Im Gegensatz dazu
steht die Forménderung
eines Zylinders mit kreis-
formigem  Querschnitt,
dessen verformter Zu-
stand in Abb. 165 wie-
dergegeben ist, die eben-
falls Bach, ZElastizitit
und Festigkeit, entnom-
men ist. Aus ibr ist zu
entnehmen, daf die Qua-
Abb. 164, Verdrehung cines  Abb. 165. Verdrehung eines drate des unbelasteten
erlrélrschni{’t. " anes Qrﬁtersch;?};st.ormlgem Stabes in tiberall gleiChe
Rhomben iibergehen und
die UmriBlinien eben bleiben. Sie zeigt ferner, daB sich je zwei
aufeinander folgende Querschnitte immer um den gleichen Betrag
gegeneinander verdrehten.

Da dieser Versuch das Ebenbleiben kreisformiger Querschnitte
bestitigt, wollen wir die auf diese Tatsache gestiitzte Lehre von der
Drehungsfestigkeit zunéichst behandeln. Sie ist von Navier in der
ersten Halfte des vorigen Jahrhunderts aufgestellt und liefert fiir die
Berechnung von Wellen Ergebnisse, die mit der Erfahrung iiberein-
stimmen.
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1. Der kreisformige Querschnitt.

Die Art des Kraftangriffs geht aus Abb. 166 hervor: zwei gleich
grofle, entgegengesetzt gerichtete Drehmomente verdrehen den zwischen
den beiden Scheiben liegenden zylindrischen Stab. Wir betrachten den
Stabteil zwischen den Querschnitten I und II und denken uns I ein-
gespannt, wahrend das Drehmoment M; am freien Ende angreift
(Abb. 167). Infolge des Drehmomentes werden in den Querschnitten
des festgehaltenen Stabes Spannungen hervorgerufen, die in die Ebenen
der Querschnitte fallen
und auf der Stabachse
senkrecht stehen. Wir
hatten sie auf S.12 als

Schubspannungen
bezeichnet.

a) Randspannungen.

Wollen wir den Span-
nungszustand des Sta-
bes  beschreiben, so
miissen wir iiber die
Verteilung der Span- 7
nungen liber den Querschnitt Klarheit haben. Aus der Beobachtung,
daBl die Punkte, die am weitesten vom Mittelpunkt entfernt sind, die
groBten Verschiebungen erfahren, schlieBen wir, daB3 die Verschiebun-
gen den Entfernungen vom Mittelpunkt verhéiltnisgleich sind. Der Mit-
telpunkt selbst behalt
seine Lage trotz der
Forménderung, die der
Stab erfahrt, bei. Uber-
tragen wir diese ein-
fache Aussage iiber das
Anwachsen derVerschie-
bungen auf die sie her-
vorrufenden Spannun-
gen, so erhalten wir ein
Gerad]iniengesef,z fiir Abb. 167. Schubspannungen.
das Anwachsen der
Schubspannungen 7, wie wir es in dhnlicher Weise fiir die Biegungs-
spannungen ¢ gefunden haben (8. 61). Mit den Bezeichnungen der
Abb. 167 geben wir dieser Aussage die mathematische Form einer
Gleichung und schreiben

T:Ty =0:1.

Wie bei der Biegung haben wir es hier mit einer veranderlichen
Spannung zu tun, die sich nicht gleichméBig iiber den Querschnitt ver-
teilt. Wie die Biegungsspannung o ist auch die Schubspannung 7 nach
GroBe und Richtung zu unterscheiden, aber nicht in dem Sinne der
Gegensitzlichkeit oder Umkehrung der Spannungen ¢, die teils Druck-,
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teils Zugspannungen waren. Die Schubspannungen 7 sind tangential
gerichtet und zeigen deshalb an zwei gegeniiberliegenden Punkten
entgegengesetzte Richtpfeile. In Beziehung auf die Forménderung sind
sie gleichsinnig; beide Punkte werden in derselben Drehrichtung ver-
schoben.

Das Querschnittsteilchen, fiir das wir gleich groBie Schubspannungen
7 annehmen diirfen, ist ein Kreisring von der verschwindend kleinen
Breite dg. Nach der Erklirung des Spannungsbegriffes verstehen wir
unter 7 diejenige Kraft in Kilogramm, die auf 1 cm? des Querschnittes
entfiallt. Hat der Ring von der Breite dp einen Flicheninhalt dF [ecm?],
so iibertrigt er 7 - dF [kg]. Damit das Gleichgewicht zwischen &uBeren
und inneren Kriften gewahrt bleibt, mul XM = 0 sein. Fiir den
Punkt O als Momentendrehpunkt ist das statische Moment der von dem
Ring tibertragenen Teilkraft dM = 7 - dF - g; die Summe der statischen

Momente aller Teilkrifte ist f 7+-dF - o und mub} gleich dem Moment
M ; der duBleren Krifte sein, so daB wir als Bedingungsgleichung erhalten

[z-dF-o=M,,
die mit T = p - 1, iibergeht in
To- [ dF - 2= M,.

f dF ' p?entspricht im Aufbau dem Trigheitsmoment J= f dF-y?auf S.71.
Der Unterschied zwischen beiden Ausdriicken besteht darin, dafl ¢ die
Entfernung des Flachenteilchens von einem Punkte, y die Entfernung
des Fliachenteilchens von einer Achse bedeutet. Wir nennen das auf
einen Punkt bezogene Trigheitsmoment das polare Tréigheitsmo-
ment des Querschnittes und bezeichnen es zum Unterschied gegen das
auf eine Achse bezogene mit J,. Damit wird

J
TO'Jp:Md Oder T'z?:Md.

Als Randspannung erhalten wir fiir o = r

J
7,022
r

:Md'

Da (J,:r) gleich dem polaren Trigheitsmoment, dividiert durch die
Entfernung der #uBersten Faser ist, nennen wir (J,:r) das polare
Widerstandsmoment des Querschnittes und bezeichnen es mit
W, so daB sich die einfache Beziehung

M Iy
Tl = T/V**j y Wp = 7
ergibt, die zu der Festigkeitsbedingung
= % Lk

fithrt, wenn %, die zulissige Drehungsfestigkeit in kg/cm? bedeutet.
Die Einheiten fiir das polare Trigheitsmoment und das polare Wider-
standsmoment sind die gleichen wie bei dem axialen Trigheits- und
Widerstandsmoment; wir messen also J, in cm# und W, in cm3.
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Aus der Festigkeitsbedingung errechnen wir das erforderliche polare
Widerstandsmoment des kreisférmigen Querschnittes zu
W, > e

:E.

b) Polares und axiales Trigheitsmoment.

Zwischen beiden Arten von Triagheitsmomenten besteht eine ein-
fache Beziehung, die sich aus Abb. 168 unmittelbar ergibt. Nach der
Begriffsfestsetzung ist

J,=[dF g2,
wofiir wir mit p? = 2% 4 y? schreiben

J,=[dF (224 yd)= [dF-22 + [ dF-y2.
Das erste Glied auf der rechten Seite ist als by
Grenzwert der Summe der Produkte aus Flidchen-
teilchen und Quadrat der Entfernung von der
y-Achse gleich dem axialen Trigheitsmoment
des Querschnittes, bezogen auf die y-Achse,
wahrend das zweite Glied gleich dem axialen
Trigheitsmoment, bezogen auf die z-Achse,
ist. Demnach erhalten wir das polare Trig-
heitsmoment als Summe der axialen Trig-
heitsmomente; es ist Abb. 168. Polares und axiales

Trigheitsmoment.
Jy=J,+ J,.
Da fiir den Kreisquerschnitt jeder Durchmesser Symmetrieachse ist,
sind simtliche axialen Tragheitsmomente gleich grofl, daraus folgt
J,=2-J und in gleicher Weise W, =2-W.
Statt J der Tafel auf S. 85 zu entnehmen, wollen wir J, unmittelbar
berechnen. Mit den Bezeichnungen der Abb. 167 ist

r . 941"
dF =2mg-do, also J,=[2ag dg=27-%
0 0
nrt nd*
Jp=*2““ oder Jp~—3—2.

Als Widerstandsmoment ergibt sich durch Division mit dem Abstand
r der dullersten Faser
_2J nd?

» — — —
W,=="3" oder W, ="~

Das axiale Trigheitsmoment des kreisférmigen Querschnittes
wird wegen J, =2J
J=4%-J,

4 a3
:%i; ebenso W=%Wp=n?2— .
Die Tafel der axialen Trigheitsmomente bleibt auch fiir das Aufsuchen
polarer Trigheits- und Widerstandsmomente brauchbar, denn wir
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finden aus dem errechneten erforderlichen Widerstandsmoment

Wp 2 ]Td
den zugehorigen Durchmesser, wenn wir mit 4 W, in die Tafel gehen.
Das Rechteck mit den Seiten b und % hat

bh® hb® Jp=Jm+Jy=1%(b3+bh2)~

Te=127 H=Tgs

Setzen wir h:b = n, so wird
b (nbd)®  (nb)-b® bt

»="15 T 1z =™t

Je groBer n ist, desto gréBer wird auch das polare Tragheitsmoment
des Rechtecks. Damit miiite auch der Widerstand gegen Verdrehen
mit wachsendem 7 zunehmen, wenn wir das fiir den Kreisquerschnitt
gefundene Ergebnis verallgemeinern wollten. Die Erfahrung lehrt aber,
daB ein Stab mit schmalem, rechteckigem Querschnitt sehr wenig
Widerstand gegen Verdrehen zeigt, wovon man sich sofort durch Ver-
drehung einer Reifischiene iiberzeugen kann.

¢) Die Drehmomentenflache.

Fiir die Abmessungen eines Stabes ist das grofite Drehmoment maB-
gebend. Wir werden am besten einen Uberblick iiber die Beanspruchung
erhalten, wenn wir die Drehmomente in gleicher Weise léngs der Stab-
achse als Ordinaten auftragen, wie wir es bei der Biegungsmomenten-
fliche getan haben.

Im allgemeinen gibt der Maschinenbauer nicht das Drehmoment un-
mittelbar an; er sagt, eine Welle iibertrigt N P S bei n Umldufen in der
Minute. Ist P die Umfangskraft an einer Scheibe mit dem Halbmesser
r, dann ist die iibertragene Leistung in PS

P.v . aren
N = w5 oder mit V=g
y= Lran_ Memn,
30-75 30-73
daraus
.75 N .
M= 30 -—=1716,2 - X in mkg
T n n
oder

M,=71620- 2~ in omlg.

d) Das Prinzip von de Saint-Venant.
In einer Scheibe I (Abb. 169) werden N = 7 PS hineingeleitet und
7 PS von der Scheibe 2 abgenommen bei #» = 125 Uml./min.
Die Welle ist von A bis I spannungslos, da nur Drehungspannungen
beriicksichtigt werden sollen. Im Punkte I wird das volle Drehmoment

N oo T
My =71620- = 71620 - 5= = =~ 4000 cmkg
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durch die Nabe in die Welle geleitet. Obwohl die Uberleitung lings der
der ganzen Nabe vor sich geht, nehmen wir an, dafl M, im Punkte 1
von Null auf M, wichst. Wir begegnen hier der gleichen Schwierigkeit
wie bei dem Entwurf der Querkraftflichen (8. 67), deren sprunghaftes
Anwachsen schlecht vorstellbar war. Hier kommt noch hinzu, da die
Scheiben aufgekeilt werden und neben der Schwichung des Quer-
schnittes ortliche Beanspruchungen auftreten, deren sichere Beurtei-
lung zum mindesten sehr schwierig, wenn nicht gar unméglich ist. Aber
nicht um die Ermittlung des Spannungszustandes im Bereich der Nabe
handelt es sich, sondern um die Beantwortung der Frage, wie weit durch
die Art der Befestigung der Spannungszustand des freien Stabes be-
einflufit wird. Letzten Endes haben wir es bei allen Belastungen mit
ahnlichen Erscheinungen zu tun wie hier mit der aufgekeilten Scheibe
Da ist es nun ein Hauptgrundsatz der Festigkeitslehre geworden,
alle Berechnungen ohne Riicksicht auf die ortlichen Verhiltnisse der
Belastung durchzufiilhren. De Saint-Vernant
hat um die Mitte des vorigen Jahrhunderts diese
Annahme gemacht und als Grundsatz ausgespro-
chen. A.und O.Féppl geben in ihren ,,Grund- 47
ziigen der Festigkeitslehre'!) diesem Satze fol- l
gende Form: I

Wird an einem weithin ausgedehnten | % I &
Kérper innerhalb eines eng begrenz- 7 7 27
ten Bezirkes eine Gruppe von &duleren Abb.169. Vorgelegewelle.
Kraften angebracht, die allen Gleich-
gewichtsbedingungen zwischen Kréften an einem starren
Koérper geniigt, so wird dadurch nur innerhalb des Be-
zirkes selbst, sowie in seiner unmittelbar angrenzenden
Nachbarschaft ein merklicher Drang und Zwang (Span-
nung- und Forménderung) hervorgerufen, wihrend alle
weiter davon abliegenden Teile des Kérpers nahezu drang-
und zwangfrei bleiben.

Das ,,Prinzip von de Saint-Venant® erméglicht uns, die Be-
lastung der Welle (Abb. 169) in einem Punkte anzunehmen. Da
zwischen I und 2 keine Anderung des Zustandes eintritt, bleibt M, un-
verdnderlich und muBl im Punkte 2 gleich M, sein. Von 2 bis B ist die
Welle wieder von Drehungspannungen frei.

|
|
!
[
5,

7

e) Die zuléssige Drehungspannung.

Es ist in Deutschland iiblich, mit Riicksicht auf die unvermeidbaren
Biegungsspannungen k, sehr niedrig anzusetzen. Fiir Tricbwerkwellen
wird k, == 120 kg/em? gewdhlt. Mit diesem Wert erhalten wir als
Durchmesser der Triebwerkwelle mit

.o M, nd N
W » g Ed oder TG g 71€20- im s
35 T b
16 71620 N 1 &
[ > /16 71620 _ 5
d= | B0 5] o

1) Foppl, A. und O.: Grundziige der Festigkeitslehre. B. G. Teubner 1923.
Winkel, Festigkeitslehre. 15
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Die Forménderung infolge der Verdrehung ist durch die Angabe
des Winkels gekennzeichnet, um den sich zwei Querschnitte gegen-
einander verdrehen. Der Endquerschnitt B (Abb. 167) verdreht sich
gegen den Einspannquerschnitt 4 um den Winkel BOC, der im Bogen-
oder Gradmafl gemessen wird. Nach der Begriffsfestsetzung der
Schiebung (8. 13) war y die Strecke, um die sich zwei Querschnitte
im Abstande 1 gegeneinander verschieben; zwei I cm von einander
entfernte Querschnitte verschieben sich um

A=1l-y; mit y=F§-7v wird A=10-f-71.

Bei verschwindend kleinen Form#nderungen ist aber 4 gleich dem Bogen
BC. Bezeichnet man den Verdrehungswinkel BOC mit ¢, so ist

é?) == l f=— (p 7.
Die Gleichsetzung beider Werte 1 ergibt
‘p:%‘ﬁ'f oder mit 7= %]n,d,r ’

_Mplp 1 Ml
J, G T,
im Bogenmall gemessen,
_180° Mgl-f_ 1807 1 M-l

7 Jy n G J,
im Gradmall gemessen.

Da bei beliebigen Entfernungen der betrachteten Querschnitte
keine Vergleichsmoglichkeit besteht, ist man ibereingekommen, den
Verdrehungswinkel als Maf fiir die GroBe der Forménderung an-
zusehen, um den sich zwei Querschnitte im Abstande / =1 cm gegen-
einander verschieben.

Wir bezeichnen ihn mit ¢ und erhalten

1 M,
P = G,
im Bogenmall gemessen,
g - 180° M,
T m GJ,

im Gradmal gemessen.

Bei Triebwerkwellen pflegt man den Verdrehungswinkel nicht auf
die Lénge 1 cm, sondern auf die Linge ! = 100 em zu beziehen; wir
bezeichnen diesen Winkel mit ¢o. Es ist dann

180° 1 M, 100 .
Yo~ @ g v !

Fir Triebwerkwellen soll im deutschen Maschinenbau gy < 1 °/m

sein. Diese Forderung liefert mit

4
J, = "2 und ¢ — 800000 kg/em? (Wellenstahl)
180° 1 M;-100-32 1

TaUR00000 wdt =4

1":0,734'Wz=~12-i/ﬂ,

n

n °/m.
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wobel d in em einzusetzen ist. Auf Grund der letzten Gleichung ist
die nachstehende Tafel berechnet worden.

Triebwerkwellen d mm.

.N Minutliche Umlaufzahl »
in
PS | 40 | 60 | 80 | 100|120 | 140 [ 160 | 180 | 200 | 225 | 250 | 275 300}350 400

50| 45| 45| 40| 40| 35| 35| 35| 35| 35| 35| 30 | 30 | 30 | 30
60| 55| 50| 50| 45| 45| 40| 40| 40| 40| 40| 35 | 35| 35 | 35
65| 60| 55| 50| 50| 50| 45| 45| 45| 45| 45| 40 | 40 | 40 | 40
701 65| 60| 55| 55| 50| 50| 50| 50| 45| 45| 45 | 45 | 40 | 40

75| 65| 60| 60| &5 | 55| 55| 50| 50| 50| 50| 45 | 45 | 45 | 45
75| 70| 65| 60| 60| 55| 55| 55| 50| 50| 50| 50 | 50 | 45 | 45
80| 75, 70| 65| 60| 60| 55| 55| 55| 55| 50| 50 | 50 | 50 | 45
85| 75| 70| 65| 65| 60| 60| 55| 55| 55| 55| 50 | 50 | 50 | 50

85| 75| 70| 70| 65| 65| 60| 60} 60| 55| 55| 55 | 50 | 50 | 50
85| 80| 75| 70| 65| 65| 60| 60| 60| 55| 55| 55 | 55 | 50 | 50
90| 80| 75| 70| 70| 65| 65| 60| 60| 60| 55| 55 | 55 | 55 | 50
90| 85| 75| 75| 70| 65| 65| 65| 60| 60| 60| 55 | 55 | 55 | 50

95| 85| 80 75| 70| 70| 65| 65| 65| 60| 60| 60 | 55 | 55 | 55
95| 81 80| 75| 75| 70| 70| 65| 65| 60| 60| 60 | 60 | 55 | 55
95| 85| 80| 75| 75| 70| 70| 65| 65| 65| 60| 60 | 60 | 55 | 55
100 90| 85| 80| 75| 70| 70| 70| 65| 65| 65| 60 | 60 | 60 | 55

100 90| 85| 80| 75| 75| 70| 70| 65| 65| 65| 60 | 60 | 60 | 55
100 90| 85| 80| 75| 75| 70| 70| 70| 65| 65| 65 | 60 | 60 | 60
100 90| 85| 80| 80| 75| 75| 70| 70| 65| 65| 65 | 65 | 60 | 60
105| 95| 85| 8| 80| 75| 75| 70| 70| 70| 65| 65 | 65 | 60 | 60

110100 | 90| 85| 85| 80| 80| 75| 75| 70| 70| 70 | 65 | 65 | 60
115(105| 95| 90| 85| 85| 80| 80| 75| 75| 70| 70 | 70 | 65 | 65
120|105 |100| 95| 90| 85| 85| 80| 80| 80| 75| 756 | 75 | 70 | 70
120 | 110 (105|100 | 95| 90| 85| 85| 85| 80| 80| 75 | 75 | 70 | 70

125[115(105[100 | 95| 95| 90| 85| 85| 85| 80| 80 | 75 | 75 | 70
1301115 |110{ 105|100 | 95| 90| 90| 85| 85| 85| 80 | 80 | 75 | 75
130|120 110|105 |100| 95| 95| 90| 90| 85| 85| 85 | 80 | 80 | 75
135|120 | 115|110 105|100 | 95| 95| 90| 90| 85| 85 | 85 | 80 | 756

1401125|115 110|105 100|100 | 95| 95| 90| 90| 85 { 85 | 80 | 80
70 | 140 | 125|120 | 110|105 [105|100| 95| 95| 90| 90| 90 | 85 | 85 | 80
145|130 {120 {115 |110 | 105|100 {100 | 95| 95| 90| 90 | 85 | 85 | 80
145|130 (120|115 | 110|105 | 105 | 100|100 | 95| 95| 90 | 90 | 85 | 85

145|135 (125 | 120 | 115 [ 110 (105 100 | 100 | 95| 95| 90 | 90 | 85 | 85
150 | 135|125 | 120 | 115 | 110 | 105 [ 105 | 100 | 100 | 95| 95 | 90 | 90 | 85
150 {135 (130|120 | 115|110 [110 | 105|100 | 100 | 95| 95 | 90 | 90 | 85
100 | 155|140 | 130|120 | 115|115 | 110|105 |10511001100| 95 | 95 | 90 | 85

W -1 UL W~

p—
= OO

bt et
S O W
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Zahlenbeispiele. 1. Die Vorgelegewelle (Abb. 169) erfahrt als groBtes
Drehmoment
My, = M; =~:4000 cmkg.

ks = 120 kg/em? erfordert
4000

VY 3
> 126 33,3 cm3.
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1
In die Tafel auf S.85 gehen wir mit W = 5 W, =~=17 cm? und finden
als nachsthoheren Wert '
d = 60 mm mit W, = 2-21,21 = 42,4 cm3 .
4000
42,4
Entscheidung iiber den zu wéhlenden Durchmesser sind die DJ-Normen maB-
gebend.
Als verhaltnismaBigen Verdrehungswinkel erhalten wir
_ 180° 1  4000-100
Po= "% 7800000 2-63.62

Fiir diesen Querschnitt wird Tmax = =~ 94 kg/cm?. Bei der endgiiltigen

=023 °/m.

2. Die Triebwerkwelle (Abb.170). Im Punkte 2
werden N, =100 PS bei n = 175 Uml/min hineingeleitet
und im Punkte I N, = 40 PS, im Punkte 3 N; = 60 PS
entnommen.

Die Welle iibertragt zwischen I und 2 ein Drehmoment

on V1 , 40

M, = 71620-—1—[ = 71620~m = 16400 emkg ,
das wir mit Hilfe eines MomentenmaBstabes von einer
Wagerechten aus abtragen. Nehmen wir an, daB dieses
Moment linksdrehend sei, so dreht

N, 100

M, ="71620- o= 71620~ﬁ5 = 41000 cmkg
rechts herum, also entgegengesetzt. Da wir das links-
drehende Moment M, nach oben abgetragen haben, miissen
wir das rechtsdrehende Moment M, nach unten abtragen.
Unmittelbar links von 2ist My = M,, unmittelbar rechts
von 2 ist My = M; — M,. Diese Differenz ist negativ,
. weil My, > M, ist. Da zwischen 2 und 3 kein weiteres
Abb. 170. Triebwerkavelle. Momen% hinz:ltritt, bleibt die Drehmomentlinie parallel

zur Wagerechten. Ihre Ordinate in 3 muB gleich

60
5= 24600 cmkg

c) #

HH %

y
7 2’ 3’

v
M, — 71620-*n§ — 71620

sein, die wieder nach oben abzutragen ist, weil M/, ebenso wie M, linksdrehend ist.
Dem Aufbau nach entspricht die Drehmomentfliche der Querkraftfliche eines
Tragers auf zwei Stiitzen, der eine Einzellast tragt (Abb. 74). Ebenso wie sich
diese Einzellast auf die Stiitzen verteilt, wird im vorliegenden Falle das Dreh-
moment M, von den Scheiben I und 3 aufgenommen.
Der M 4-Fliche (Abb. 170b) entnehmen wir als gréBtes, der Querschnittsbemes-
sung zugrunde zu legendes Moment

M, = My;= 24600 cmkg,
das mit k; = 120 kg/em? ein erforderliches Widerstandsmoment
24600
= e — 3
w, 120 205 cm

liefert, dem laut Zahlentafel auf S.85 ein Durchmesser d = 105 mm entspricht
bei W, =2-113,65 = 227,3 cm3, so daB

24600

- = 2
Tmax = 55m 108 kg/em

wird.
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Als verhaltnisméBigen Verdrehungswinkel erhalten wir
_ 180° 1 My 100 i80° 24GQQ~ 100_
Po="07 6" U, T 7 800000-2-596.7

y

=~0,15°m.

Ungiinstiger werden die Verhiltnisse, wenn wir die Gesamtleistung von 100 PS
in die Scheibe I hineinleiten und 40 PS, bzw. 60 PS den Scheiben 2 und 3 ent-
nehmen. Mit den gleichen Werten M; = 41000 cmkg; M, = 16400 cmkg;
M = 24600 cmkg erhalten wir die Drehmomentenfliche der Abb. 170c, die
My = 41000 ecmkg als groBtes Drehmoment zeigt. Aus
. M 41000
My= W,-k, folgt W, > ki,id = 30
als erforderliches polares Widerstands-
moment, zu dem als abgerundeter Durch- Mo
messer d = 125 mm gehort mit ==
W,=2-W=2-191,7 = 383,4cm? und |_
Jp=2-J =2-1198 = 2396 cm?. Die
Randspannung wird ! _‘f_ l

i
!

M 000 .
Ty = ,W: = 43%;;;4 = 108 kg/om?, i L ‘HHHHH "

der verhiltnisméiBige Verdrehungswinkel " m } ,
!

_ 180° 1 M, 100 ‘ o
Po= T G Jp L Tl My

_ 180°-41000-100 150 Abb. 171. Triebwerkwell
= 2.800000-2306 — =0 /jm . Abb. 171. Triebwerkwelle.

3. Abb. 171 zeigt eine Triebwerkwelle mit vier Scheiben; in die Scheiben 7 und
4 werden die Leistungen N, und N, PS eingeleitet, die Leistungen N, und N,
in 2 und 3 entnommen. Die Drehmomentenfliche ergibt das Bild Abb. 171b,
Wird in Scheibe 2 die ganze Leistung eingeleitet und in den Scheiben 1, 3, £ ab-
genommen, so ergibt sich das Bild 171c. Das gréBte Drehmoment ist gleich der
grofiten Ordinate der M ;-Fliche; in Abb. 171b wird M, = My; in Abb. 171¢
witd My = M,— M, = M, - M,.

= 342 cm3

fa)

3

max

f) Zeichnerische Bestimmung der Verdrehungswinkel.

Wir betrachten zwei Querschnitte im Abstande dx von einander
(Abb. 172) und denken uns die M -Linien bereits entworfen. Dann
sehen wir die Querschnitte I und I7 um den Winkel @, die Querschnitte
IT und 111 um den Winkel d¢ gegeneinander verschoben. Aus

-
(1 Cy=C,C, folgt y-do=r-do,

also
iy'dx__ﬁ-rdx_i M, dzx
S A A

Mit
Wy-r=4J, und (pzfd(p

0
geht unsere Gleichung tiber in

x
1
(F:GJ;.J‘M!"MC
0
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im Bogenmal} und
@
180° 1
= g Mada
0
im Gradmal.
Hierin ist M;-d« ein Flichenstreifen der Momentenfliache, also

4 N
fM .- dx gleich dem Inhalt der zwischen den fraglichen Querschnitten /
0

und I7 liegenden Drehmomentenfliche. Ubertrigt man M, wagerecht

auf eine Senkrechte ss (Abb. 172) und wihlt einen Punkt O als Pol mit

der Polweite H, so erhiilt man in den Abschnitten #, die von einer Paral-
lelen 77T’ zu dem Polstrahl 77 und von
der Wagerechten I’ abgeschnitten
werden, ein MaB fiir die Grofle der
Verdrehung. Die Ahnlichkeit der
Dreiecke O 12 und A4 1’2’ zeigt

nix=DMy;:H oder M, = H:-1.

Der Verdrehungswinkel ¢ der Quer-
schnitte I und II ist

= cT-lJ; Hen
im Bogenmalf,
_180° 1 .
n G-J,
im Gradmal.

Die MaBstibe der zeichnerischen Darstellung sind Léngen
1 mm = acm; Momente 1 mm = b emkg; damit

H-ny

. 1«-H b emkg _acm
q)_G-J mm - m mm m
P

Als MaB fiir den verhiltnismaBigen Verdrehungswinkel erhalten wir
die Neigung des Strahles I1I’, denn aus
100H 7

100 ¢
Po=—,  folgt go=7g; "o

und 7: x ist gleich tg o (Abb. 172).

g) Angeniherte Berechnung bei verdnderlichem
Querschnitt.

Hat der Stab verinderlichen, aber kreisférmigen Querschnitt
(Abb. 173), so treten innerhalb eines allerdings eben bleibenden Quer-
schnittes Verzerrungen auf, derart, dal jeder Radius eine Kriimmung
erfahrt, weil konzentrische Kreise im Abstande g verschieden groBe
Verdrehungswinkel haben. In erster Annéherung 148t sich die Ver-
drehung einer Welle mit verinderlichem Querschnitt unter der An-
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nahme bestimmen, daB alle Kreise ¢ denselben Verdrehungswinkel
haben. Mit den Bezeichnungen der Abb. 173 wird dann

di=v-dx=vy-dg oder dtpz—?; ~dx-'—‘ﬁ;~dx.

Ist M, das Drehmoment im Punkte.z; J, das zugehorige polare
Trigheitsmoment; W, das dem J, entsprechende polare Widerstands-
moment, so wird mit

M, 1
T= ”vx’; ﬂ:-G und W,y=J,
x
1 2
0
im Bogenmaf} oder
T
180° 717 Jl{f
7T J,D
0

im GradmaQ.

M,:J, =k ist die Ordinate einer (M :J)-Fliche, die man erhilt,
wenn man die Ordinaten M, der Drehmomentenfliche in Zentimeter-
kilogramm durch die zugehorigen pola-
ren Trigheitsmomente dividiert. Das
Integral ist gleich dem Inhalt dieser
(M :J)-Fliche; die Kurve ¢ = f (x) ist
Integrallinie zu der (M:J)-Linie. Mit
H als Polweite, 5 als Ordinate der Seil-
linien im Punkte z wird

1

im Bogenmal. Abb. 173. Verinderlicher Querschnitt.
Die Malstabe lauten: Léingen
1 mm =acm; Momente 1 mm = b emkg; (M:J)-Fliche 1 mm
== ckgem—2; demnach
¢ kgem™3 a cm
S cmm -
mm 1mm

tp:é—-Hmm

im Bogenma.

Zahlenbeispiel. Die Verdrehung der Welle (Abb. 174) ist angeniihert zu
bestimmen bei einer zulassigen Drehungspannung k; = 135 kg/cm?®. Die Eingel-
momente werden

M, = 71620- Z — 71620- ?5 — 30300 cmkg,
M, —11620- Y2 = 71620- 2 — 52300 cmk
2 = n 130 ~ emse,
N, 40
M= 71620+ % = 71620+ 155 = 22000 cmke
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Die Drehmomentenfliche zeigt M, = 30300 cmkg als grofites Drehmoment,
das ein polares Widerstandsmoment
M; 30300 .
T 224 cm
erfordert. Zu W = W, = 112 em® gehort nach der Tafel auf S.85 d = 105 mm
mit W, = 2-113,7 = 227,4 cm®. Als grofite Randspannungen erhalten wir

W, =

im linken Auflager

o =20 _ 30300

7w, 2274

= 133 kg/em?,

im rechten Auflager
= Ms _ 22000
STW,  2-84,2

= 131 kgfem? .

Die (M : J)-Linie ist
punktweise berechnet;
innerhalb des kegligen
Teiles ist sie eine hy-
perbolische Kurve 5.
Grades entsprechend der

Gleichung
k__]li_M—Z%Z
T J,  medt’

in der M fiir den frag-

lichen Teil unverander-

lich ist. Es gentigt fiir

das Aufzeichnen der Li-

nie, einige Zwischen-

punkte zu bestimmen.

Den von der krummen

(M :J)-Linie begrenz-

ten Teil der (M:J)-

Flache zerlegen wir in

Streifen, die wir nach

Augenmall in inhalt-

gleiche Rechtecke ver-

wandeln, deren Hoéhen

auf die Senkrechte iibertragen werden. Zu den rechnerisch ermittelten Ordinaten

der (M : J)-Fliache entwerfen wir mit der Polweite H das Kraft- und Seileck und

entnehmen der Zeichnung als steilsten Seilstrahl den Strahl XII’, der die groBite

verhiltnismaBige Verdrehung

__ 100 180° 1 50 0,5 kgem—3

=320 T 800000 7 ™ Tmm

ergibt. Auch jede andere Verdrehung zweier Querschnitte ist durch die Kurve
7= f () mitbestimmt. Z.B. verdreht sich Scheibe I gegen Scheibe 2 um

180° 1 0,5kgem™3 1 cem

——— b e . —_— == °
Q1,0 = = 800000 50 mm T o 40 mm L mm 0,072 °/m.

21,5 mm- - _ 0,192/m
1 mm

Betrachtliche Werte erreicht der Verdrehungswinkel bei den Spin-
deln der Bohrmaschine. Nach Messungen von Prof. Schlesinger?)

1) Schlesinger, G.: Bohrmaschinen. Werkst. Techn. 1923, 15. Juli, H. 14.
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hatte die Spindel der Type 21 IV E der Ludwig Loewe-A.-G. mit Bohr-
kegel Morse 5 bei 9 PS Kraftbedarf und 50 mm Bohrerdurchmesser
cinen Verdrehungswinkel von 1°. Die Spindel der Type HTS von
Blau & Co. mit Bohrkegel Morse 4 bei 6 PS und 50 mm Bohrerdurch-
messer zeigte sogar 1° 50’ Verdrehung. Infolge des durch den Schnitt-
widerstand auftretenden Drehmomentes werden auch die Spiralbohrer
selbst verdreht; da ihr Querschnitt durch die Nuten stark geschwicht
ist, federn sie im Betriebe auf.

2. Der beliebig geformte Querschnitt.

Nachdem die Haltlosigkeit der alten Navierschen Annahme vom
Ebenbleiben beliebig geformter Querschnitte nachgewiesen war, fand
in neuerer Zeit die strenge Theorie von de Saint-Venant allgemeine
Aufnahme, fiir die in Deutschland namentlich A. F6ppl eingetreten
ist. Hand in Hand mit dem Ausbau der Theorie gingen die Versuche,
die Bauschinger, Foppl, Bach u. a. angestellt haben. Das reiche
Versuchsmaterial von Bach ist in seinem grundlegenden Werke:
,»Blastizitdt und Festigkeit vertifentlicht!) und sollte von jedem
Ingenieur, der Festigkeitsfragen zu beantworten hat, eingehend stu-
diert werden.

In der Lehre von der Verdrehung folgen wir dem Altmeister der
theoretischen Festigkeitslehre, August Foppl, der als Nachfolger
von Bauschinger den Lehrstuhl fiir Mechanik an der Technischen
Hochschule Miinchen inne hatte.

Betrachtet wird ein Stab, an dessen Enden zwei gleichgrole, ent-
gegengesetzte Kraftepaare angreifen, wie es Abb. 166 zeigt. Ent-
sprechend dem Falle der reinen Biegung (S. 99) haben wir es hier mit
einer reinen Verdrehung zu tun, da wegen der Ausgeglichenheit der Be-
lastung die Auflagerdrucke gleich Null werden (abgesehen vom Eigen-
gewicht, das nicht beriicksichtigt werden soll), so daB keine Biegung
in den Stab kommt. Wir schneiden in I den Stab durch und bringen
die Spannungen im Schnitt als &uBere Kréafte an, deren Moment gleich
dem des angreifenden Kriftepaares sein muf. Dem links drehenden
Moment P - D des linken abgetrennten Teiles miissen die als dulere
Krifte aufgefalten Spannungen des linken Querschnittes I wider-
stehen; dem rechts drehenden Moment P - D des rechten abgetrennten
Teiles P miissen die als duBere Krifte aufgefalten Spannungen des
rechten Querschnittes I widerstehen; im Schnitt werden demnach nur
Schubspannungen iibertragen, und gleich weit von der Mittelebene
entfernt liegende Querschnitte erfahren gleiche Spannungen. An den
Stellen, wo die Scheiben aufgekeilt sind, liegen die Verhéltnisse anders.
Einmal kann das Drehmoment der duBeren Krifte nicht plotzlich in
die Welle geleitet werden, sodann treten durch die Befestigung der
Scheiben zusitzliche Spannungen auf, die sich der sicheren Beurteilung
entziehen. Auf alle Fille diirfen wir aber mit de Saint-Venant an-

1) Bach-Baumann: Elastizitit und Festigkeit. 9. Aufl. Berlin: Julius
Springer 1923.
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nehmen (8. 224), daB in einiger Entfernung von ‘den Scheiben der oben
angenommene Zustand gleicher Beanspruchung in allen Schnitten des
zwischen den Scheiben liegenden Hauptteiles der Welle gewéhrleistet
ist. Streng genommen gelten die Ergebnisse der Untersuchung nur
fir diesen Teil des Stabes.

a) Die Hauptgleichung der strengen Theorie der Verdrehung.

Unser rdumliches Achsenkreuz denken wir von der linken Scheibe
geniigend weit entfernt und legen die z-Achse in die Stabachse
(Abb. 175). Die Versuche zeigen, dall der Anfangsquerschnitt zwar
keine Drehung gegen das Achsenkreuz erfihrt, wohl aber eine Kriim-
mung. Ein Punkt P (y, 2) dieses Anfangsquerschnittes verschiebt sich
um den Betrag £ in Richtung der x-Achse, tritt also aus dem nicht

.ifxy
T

Txz

<o

Abb. 175. Verwundener Querschnitt.

verformten Querschnitt heraus. Die Kriimmungsfliche ist durch die
Gleichung
§=1(y,2) (a)

bestimmt. Um den gleichen Betrag verschiebt sich ein gleich liegender
Punkt P, eines zweiten Querschnittes im Abstande x vom Anfangs-
querschnitt (Abb.175). Infolge der Verdrehung des zweiten gegen den
ersten Querschnitt gelangt P; in der Lage P,. Man pflegt den auf
die Liangeneinheit (1 cm) bezogenen Verdrehungswinkel mit ¢ zu be-
zeichnen, dann ist Querschnitt II gegen Querschnitt / um z-§ ver-
dreht. Der Punkt P; beschreibt den Kreisbogen P, P,, dessen Zentri-
winkel x+9 ist; seine Lange ist 7 -z -9, die wir als verschwindend
klein gegen r anzunehmen haben. Die Seitenverschiebungen in Richtung
der - und z-Achse sind

n= PyPy-sina=-+r -z -9 -sina=+3¢ -2z b

{=—P,P,-cosa=—r -2 -9 -coso=—0 2y (b)
wenn wir beachten, daB sich das Achsenkreuz II gegen I nicht dreht
und deshalb 7 -sin o = z und 7 - cos o = y ist. Sind & (Gleichung a)
und & (Gleichung b) bekannt, so ist die Forménderung, die der Stab
bei der Verdrehung erfahrt, vollstindig beschrieben und die Angabe
der Spannungen durch die Beziehung g = ¥ - v méglich.
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Die Bewegung, die der Punkt P; ausfithrt, ist eine Schiebung; die
Bewegungsrichtung steht senkrecht auf dem Halbmesser 7. Demzufolge
wird auch die Schubspannung 7 senkrecht zum Halbmesser r gerichtet
sein. Das trifft zu, solange nur die Gleichungen (b) maBgebend sind,
d. h. wegen & = 0 die Querschnitte eben bleiben. Wohin wir kommen,
wenn wir willkiirlich & = 0 setzen, zeigt die Betrachtung des Punktes P’,
den wir als Punkt einer rechteckférmigen UmriBlinie des Querschnittes
annehmen wollen. Angenommen, t stiinde senkrecht auf ¢’ P’, dann
kénnen wir es in 7,, parallel zur y-Achse und 7,, parallel zur z-Achse
zerlegen. Ein Korperteilchen, das wir so herausgeschnitten denken,
dall eine Begrenzungsfliche mit der Staboberfliche zusammenfallt,
kann aber in dieser Begrenzungsfliche keine Spannungen iiber-
tragen, weil kein angrenzendes Korperteilchen vorhanden ist. Es muB
also 7, und damit nach Gleichung(F)S.218 auch 7,, gleich Null sein.
Folglich kann 7 nicht auf dem Durchmesser senkrecht stehen, und
daher kann der rechteckformige Querschnitt nicht eben bleiben.
Ubrig bleibt lediglich 7,, als einzige Spannung, die am Rande des
Querschnitts auftritt und tangential gerichtet ist. Die sich aus
diesem Gedankengang ergebende Bedingung fiir die Randspannun-
gen lautet: Am Querschnittsumfang sind die Schubspan-
nungen tangential gerichtet. Aus diesem Grundsatz folgt un-
mittelbar, dafi im Eckpunkt 4 (Abb. 175) keine Schubspannungen
auftreten kénnen.

Da unsere Gleichung (a) & in Abhéngigkeit von y und z zeigt, ist

0&

- =0 und mit %=ew auch ¢,=0.

Aus der Gleichung (b) folgt

%=O, weil 5 lediglich von x und z abhingig ist,
i . .
é?'_o: 3 6 3] 3 x 23 Yy N [EE)

infolge —?%z:sy und %:ez werden auch ¢, und g, gleich Null.
Sind aber die Dehnungen gleich Null, so sind nach dem Geradlinien-
gesetz von Hooke auch die Spannungen gleich Null, d. h.

0, =0,=0,=0.

Mit anderen Worten: Normalspannungen konnen in dem Stabe nicht
auftreten.
Ersetzen wir in Gleichung (D) auf S. 218

g?— durch + 29 und _ﬁg‘ durch—z 9,
0z oy

so wird
l4 ¢

14
Vyz:‘g,'+ﬁz+x'l9*x'l9=0;

=

|

(83

infolge = f# - v wird auch 7,, = 0.



236 Die Drehungsfestigkeit.

Die erste Gleichung (F) auf S. 218

o0& 0
Toy=Tya =0 <—6_§ + "5%)
liefert mit
on __ o(+xzd) )
Z= w  —te?
0
rwzrym:G-<5§—l—z-ﬁ>. (e)
Die zweite Gleichung (F) auf S. 218
0 0
n=n. =05+ )
liefert mit
ol _—wzyd)_
W= w
3
sz:sz:G'<az‘—y'79>' (d)
Setzen wir in die erste unserer Gleichungen (A) auf S. 218
00, 0Tys arv,, —

5x+éy+6z

0,=0, so erhalten wir
0Tye
oy

arza:__
+ 0z =0.

Aus
rmyzrsz-<%—l—z-?9>

folgt durch partielle Differentiation nach y

0oy __ ¢ 0°E

oy oy?

und aus
0&
Tor=Tia =0 (87 - :2/’(9)
folgt durch partielle Differentiation nach z

0%ee _ v, 0%¢
oz 7 g2
Setzen wir diese Werte in die Gleichung
0Tys | 0Tsa
oy + 0z =0
ein, so ergibt sich
*s | &
oy? U o 0. (e)

Diese Gleichung bezeichnet A. Foppl als Hauptgleichung der
strengen Theorie der Verdrehung.

Sie ist die Differentialgleichung der krummen Fliche, in die der
ebene Querschnitt bei der Verdrehung tibergeht, und hat unendlich
viele Losungen. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die allgemeine
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Lésung den besonderen Grenzbedingungen anzupassen. Als Rand-
bedingung haben wir S. 235 die Bedingung aufgestellt, da} die Schub-
spannungen an der Oberfliche des Stabes tangential verlaufen miissen.
Ist

z=1(y)
die Gleichung der UmriBlinie des Querschnittes, so besagt unsere
Bedingung, dafi 7 in die Richtung der Tangente an die Kurve z = f (y)
fallen muB}. Durch die Seitenspannungen 7,, und 7,, ist die Richtung
von 7 bestimmt, andrerseits durch g—; die Richtung der Tangente, so

daB3 wir erhalten
Ter 92
Toy Ay

oder mit Benutzung der Gleichungen fiir 7, und 7., auf S. 236

:;_,yj _ 9z (f)
:~§ +z-9 dy

Damit haben wir eine Bedingungsgleichung, der £ an allen Punkten der
UmriBlinie des Querschnittes zu geniigen hat.

Wir benutzen unsere Gleichungen zunichst dazu, um nachzuweisen,
daB kreisférmige Querschnitte eben bleiben. Danach miiite £ von
y und 2z nur in der ersten Potenz abhingig sein:

E=f(y,z)=a, y+ay 2.
Die Differentiation nach y liefert

0 72
f—Ef—:al und 2e i =0;
ey cy

die Differentiation nach z liefert
0& 02&

—-=a, und -, , =
0z 2 022 0,

also ist die Differentialgleichung (e) erfiillt. Ferner muBl & der Glei-

chung (f) geniigen, wenn die Mantelfliche frei von #uBeren Kriften
ist. Setzen wir

o0& &
TG und }?y’: a,
in Gleichung (f) ein, so erhalten wir
iz b dgoder ady—d-y-dy=a,-dztdz-dz,

die durch Integration
s
Ay — o Y=z %zwr C
ergibt. Geordnet erhalten wir

yr—2. ‘;2 .',/+Z2+2.%1,2:_0
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e (5] rota s (5 o () 4 (3)
A

Das ist aber die Gleichung eines Kreises. Damit ist der Beweis er-
bracht, daB alle Punkte eines kreisférmigen Querschnittes auch nach
der Verdrehung Punkte einer Ebene sind.

Der elliptische Querschnitt. Da unsere Gleichung (e) beliebig viele
Lésungen hat, erhdlt man ebenso viele mogliche Spannungszusténde.
Damit ein moglicher Spannungszustand zum wirklichen wird, miissen
die Randbedingungen der Gleichung (f) erfiillt sein. Es ist sehr viel
einfacher, irgend eine Losung der Gleichung (e) anzunehmen und dar-
aus die Gleichung der UmriBlinie zu ermitteln, als umgekehrt den
UmriB so festzulegen, dafl Gleichung (f) befriedigt wird.

Die einfachste Form der Lésung von (e) ist

oy
g=L.

Durch Differentiation nach y erhalten wir

3 H2 &
é{:i und —-=0;
oy c cy

durch Differentiation nach z erhalten wir

A 2
Y g,
cz c 0z

so daB Gleichung (e) tatsidchlich erfiillt ist. Das Einsetzen der partiellen
Differentialquotienten in Gleichung (f) liefert

ok Y
(R U e
i, WoFy,
Yy ¢

oder
f}-ydy—z?-ydy-——‘—l;-zdz—l—ﬁ-z-dz,

woraus durch Integration
¥y

2¢ 2

22

22 -9 v
=5tz T

oder
rlo—t) o)

folgt. Das ist aber die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse. Wahlen wir
demnach einen elliptisch geformten Querschnitt, so kénnen wir durch
den Ansatz
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die Gestalt der krummen Fliche, in die die ebenen Querschnitte
bei der Verdrehung iibergehen, ermitteln und sind in der Lage, auch
den Spannungszustand zu beschreiben. Als Schubspannungskompo-
nenten erhalten wir mit

Ty, =G -§§-+ﬁ o=@z L +9) ] N
tm:G@—i—ﬁ-y):G-y(&f—ﬁ) ] \

Die Gleichungen zeigen eine lineare Abhéngigkeit der Seitenspannungen
von z und v.
Wir wenden unsere Ergebnisse auf den elliptischen Querschnitt
der Abb. 176 an, dessen Umnrilllinie der Gleichung
yZ 22
ar U -
gehorcht. Im Punkte P (y, z) hat
die Tangente die Steigung
dz by
dy — @tz

1 T
Ty

E]

es ist also, weil die Randspan-
nung 7 tangential gerichtet ist,

Tee g 42 Py
Ty | dy  afz’

(2)

Weil nun 7, und t,, linear von

P Abb. 176. Elliptischer Querschnitt.
z und y abhéngen, so mulf v Q

Tyy =~k a?z und 7,,=—Fk-b%2-y

gein, worin k ein unverénderlicher Faktor ist. Zur Bestimmung des.
Festwertes t denken wir daran, daBl das statische Moment der als
duBere Krafte aufgefaliten Spannungen gleich dem angreifenden Dreh-
moment M sein muB. Ein Flachenteilchen dF [cm?] iibertrigt
7 +dF [kg], mit dem Hebelarm 2z der Seitenspannung 7,, und dem
Hebelarm y der Seitenspannung 7,,. Wir erhalten fiir den Mittelpunkt
O als Momentendrehpunkt

dM =1, dF - z—7,,-dF -y,
= ka%z-dF -z kb%*y-dF -y

und durch Integration, die sich iiber den ganzen Querschnitt erstrecken.
mulb,

M =ka?[dF 22 + kb2 [dF -y? .
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Die Integrale sind aber die axialen Tridgheitsmomente des ellip-
tischen Querschnitts und nach S. 82
de-y2=%ba3 und de-zz-——-%alﬁa
demnach ist
M =ka?- - boa+ kb T ba?,
2M

M= % ka?b?®; daraus k= madbi
Die Randspannung 7 erhalten wir aus
o= Vi
zu
1T=1Fk- ]/Z?*I\—I)Ty2
Die Ellipsengleichung liefert
a?z? =a?b2—b%y?, also a'z?=a'd®—a’b%y’.

Demnach ist

T= k- Jatb2— a2bty? | biy?
oder
N ey
Der absolut groBte Wert von v wird da auftreten, wo y2? seinen
groBten Wert erreicht, d. h. fiir y = 4 a; die grofte Schubspannung
herrscht an den Endpunkten der kleinen Achse und ist
2M
Toax = k-ab? oder 7Tpax= T
An den Enden der grofen Achse (y = 0) herrscht die Schubspannung
2M
mab?”
Zur vollstdndigen Beschreibung des Spannungs- und Forméanderungs-
zustandes fehlen noch der Verdrehungswinkel & und der Festwert ¢, die
beide aus den Gleichungen (1) erhalten werden, von denen die erste
fiir z = b in den Wert 7, die zweite fiir y ==— o in den Wert Tpax iiber-
geht (Abb. 176). Wir erhalten

T=ka?b=

eus T, =02 (1 +9) fir e=b.... o0 —gb-(L10),
aus ‘L'M=G-y-<%—0> , yz—a....—%%zG-a(%—ﬂ).

Die Addition beider Gleichungen liefert
1 1 M b —a?

¢ G mab b -
Die Subtraktion beider Gleichungen liefert
9— 1 M ¥4

G nab a2
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Als Gleichung der krummen Fliche, in die ein ebener Querschnitt bei
der Verdrehung iibergeht, erhalten wir
Y-z b2 —a* M
E=- ;- oder E= g YR
¢& ==y -z ist die Gleichung eines gleichseitigen hyperbolischen Para-
boloides.
In der Gleichung fiir den verhaltnismaBigen Verdrehungswinkel
1 M(a 47
V= T 3)

ersetzt man héufig b durch n - a, so daf n das Verhiltnis der Achsen
der Ellipse ist; dann wird

g M@+

G-m-at-n3’

(3a)

Fir den kreisférmigen Querschnitt hatten wir als verhaltnismiBigen
Verdrehungswinkel

9 — Mo M
_G'J”—G.ﬁ(ﬁ
32

erhalten (vgl. S.226). Es liegt nahe, das fiir den elliptischen Quer-
schnitt gefundene Ergebnis damit zu vergleichen. Wir sehen dabei, dafl
das polare Trigheitsmoment J, durch

7ad b3

a7
ersetzt ist. A.F6ppl nennt diesen einem Tragheitsmoment dhnlichen
Ausdruck den Drillungswiderstand des Querschnittes und schreibt

allgemein
M
4= b‘J; . (4:)
Das polare Trégheitsmoment des elliptischen Querschnittes ist als
Summe der axialen Triagheitsmomente
natb | mab® zab

I, ="+ =T @+ ).

Als Verhéltnis des Drillungswiderstandes zum polaren Trégheitsmoment
erhalten wir

maib?
:Jd_ a? ‘Jr‘bzr _ 4a?B® 4n2 7 5)
@ quﬁab(az_i_bz)_ (a2+b2)2 _(n2-|— 1)2> (O
4

fir n = 1 wird ¢ = 1; der Drillungswiderstand des kreisférmigen Quer-
schnittes ist gleich dem polaren Tragheitsmoment. Mit wachsendem n
nimmt ¢ sehr stark ab

n=1 15 2 25 3
p=1 085 064 048 0,36
und zeigt, daf eine Berechnung mit Hilfe des polaren Trigheitsmomentes
zu erheblichen Abweichungen fiihrt.
Winkel, Festigkeitslehre. 16
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b) Die Schublinie.

Die Drehungsspannungen. Fiir die dullere UmriBlinie haben wir als
Randbedingung die Forderung aufgestellt, daf die Richtung der Schub-
spannung in die Tangente an die UmriBlinie fallt. Wir denken uns jetzt
im Querschnitt eine Schar von Kurven gezeichnet, die derselben Be-
dingung unterworfen sind; d. h. die Tangenten in jedem Punkte dieser
Kurven sollen mit der Richtung der resultierenden Schubspannungen
zusammenfallen. Wir kénnen auch sagen, daBl diese Kurven, die
Schublinien oder Spannungslinien genannt werden, iiberall in der
Richtung der Schubspannung 7 fortschreiten. Die Gleichung der Schub-
linien aufstellen heiBt, die Richtung von 7 als Funktion der Quer-
schnittskoordinaten y und z ermitteln.

Wir iibernehmen von S. 236

twy=G<Z—§+z-ﬁ>, (c)

'cm=G<%§——y-ﬁ>. (d)
Die Differentiation von (c) nach z liefert
Per—g.9.

Die Differentiation von (d) nach y liefert

0Tqs
dy

Die Subtraktion beider Gleichungen ergibt

—@-9.

0Tey 0Ty,
=260, 8)

die fiir jeden Punkt des Querschnittes gilt. Damit 7 in die Richtung
der Tangente an die Schublinie fallt, mufl

0F (y,2)
- oy _ 4z
e or (s dy
0z

sein, wenn wir als Gleichung der Schublinien
F(y,2)=K (h)

ansetzen (Abb. 176). Da es sich um eine Schar von Kurven handelt,
muf} die Gleichung der Schublinien einen willkiirlichen Parameter K
enthalten. Wir erhalten bestimmte Schublinien, wenn wir fiir K feste
Werte einsetzen.

Unter Beriicksichtigung, daB

Te, A2

Toy dy
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ist, ergibt sich!)

aF (y, F(y, .
Toy = + 7(;?: Z) und Tyg="" 0 a(z 2 ; (1)

und hieraus durch Differentiation
0., 0*F(y,2)

0Tyy 8 2F (y,2)
0z T oz und dy oy
Setzen wir beide Werte in (g) ein, so wird
0*F (y,2) | 0°F (y,2)

Fr . =2G9. (k)
Dies ist die allgemeine Differentialgleichung der Schublinien.

Fir einen gegebenen vollen Querschnitt muB Gleichung (h) die
Differentialgleichung (k) erfiillen, fiir K = K, mit der #uBeren Be-
grenzungslinie zusammenfallen und fiir alle Werte innerhalb des Quer-
schnittes eine stetige Funktion sein.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (k) gibt C. Weber
im erwahnten Forschungsheft; sie lautet

F(r.) =269 (% +5 )4+ qGrin +pi—i =K ()

und wird vom Verfasser auf die verschiedenen Sonderfille angewendet.
Elliptischer Querschnitt. Setzt man
Gz +1y) +g—iy)=—A@F—y),
8o erhélt man

y: o 2
als Gleichung der Schublinienschar, die mit
GY n2—1
A= I
in
Gﬂ(z#l y2+n2+1z2)=K (6)

itbergeht, wenn @ und b = n-a die halben Achsen des Querschnitt-
umrisses sind. Mit ¥y = und z = O folgt daraus

G -a?- o} + =K.
fiir die duflere Ellipse. Die Schublinien sind dhnliche Ellipsen, die sich
mit K, =} K,; K,=3%K,; K;,=3%K, usw. in den Querschnitt ein-
tragen lassen (Abb. 176). Die Spannungen sind

____OF(y.2) _
Typ = 3y —G9-2 “nz—l—l y -
OF (y,2) 1
s = g, = G025

1) Weber, C.: Die Lehre der Drehfestigkeit. Forsch.-Arb. d. V. d. I., Berlin
1921, H. 249, S. 11.

16*
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Fir y = + aund 2z = 0 wird
Toz=Tany, = T Ga 5~

2+1 ’
fiir y=0 und z=+ na wird
2n 1
Toy = Tay, ax:iGﬁ 7‘_,_71 ‘,,?'Taczmu~

F in Gleichung (7) nennt Féppl?) eine Spannungsfunktion, weil sich
die beiden Teilspannungen 7, , und t,, durch eine einzige Funktion F
der Querschnittskoordinaten ausdriicken lassen.

Besonders einfach gestaltet sich die Losung, wenn die Summe der
zweiten partiellen Differentialquotienten der Gleichung des Quer-
schnittsumrisses einen Festwert ergibt, wie es z. B. beim elliptischen
Querschnitt der Fall ist. Mit @ und b als Halbachsen ist

2 22
f(y:z):"%'*_ﬁ"—lzo’

af 1 ef 2
ay pe '2?/ und W—ﬁ,
of 1 *f 2
G 2 wnd =
demnach
0%f i?i_ ] 2 __2(b*+4a?)
T e T T e

Da auch fiir die Spannungsfunktion F' als Summe der zweiten Differen-
tialquotienten ein Festwert gefordert ist, Gleichung (k), so setzen wir

2G9 a®b?
Fz‘a,—z_@éj'f(% z),
y2 z2 3
F=G9- 2—+§( +E—1).

DafB dieser Ansatz der Gleichung (k) geniigt, zeigt die Differentiation
oF 1 #F _ Go-2p
oy ~ OV aE iy wd G =i
F _ o 1 #F _ Go-2a?
T~ 2et wd =

0*F  0*F a?
oy T — 260 <a2+ b2+a§‘¥ﬁ>:2aﬁ'
Ersetzen wir noch b durch % « a, so wird
F=G00 s (@Y + a*22 —a’nta?)
n? A
F= Gﬁ( i P nzﬁ.az)’

(
F= Gﬁ\fnz 1Y +n2—|—l> G- n2+1 $a?
und F = K’ stellt die Gleichung der Schublinien dar (vgl. Formel 6).

1) Foppl, A. und O.: Drang und Zwang. Bd.IL. R. Oldenbourg.
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Die Gleichungen (7) liefern als Seitenspannungen im Punkte yz
des Querschnittes

OF (y,2) . 19 a?
Tay =" 9z 2 az—};b2'2’
dF(y,2)
Tmz - 77& _— I)Gﬁi 7'7b2 y

die in Beziehung auf den Mittelpunkt des Querschnittes das Teilmoment
=209 % aj

2 p2 22+ 2—}-?)2 :’/)
haben, so dafl wir fir den gesamten Querschnitt

M =269 4y [ (@2 02y df

2+b2

erhalten. Die Zerlegung in Einzelintegrale ergibt
1
M=269 44 la2fdj2+02[dfy2),

wobei f dfz?=J, und fd fy?=J, die auf die Achsen bezogenen
Tragheltsmomente des elliptischen Querschnlttes bedeuten. Mit
ma b’ mbad

Jy:—r‘r- und Jz:—4 )

geht unsere Momentengleichung iiber in
a3 b3 z
,ZI/I ZGﬂ&{_{_ b'2 5 .\ ________
aus der sich der verhdltnismafBige Ver- ’ T
drehungswinkel zu l
PUNGE ]

woa*b® G

. I xy
ergibt (vgl. S. 241). 57

Der gleichseitig-dreieckige Querschnitt. | %A
Da die Summe der zweiten Differential- /5o ; 60
quotienten der Gleichung des Quer- . a a__ |
schnittsumrisses ebenso wie beim ellipti- 4, z
schen Querschnitt auf einen Festwert | i
fihrt, so 148t sich die Spannungsfunk- Ty SUr z=-
tion und damit die strenge Losung der 5
Aufgabe sofort angeben. Die Bezeich-
nungen der Abb. 177 ergeben als Glei-  Abb.177. g}fgﬁshcsﬁgigdreiec“ger
chungen der UmriBseiten )

ol

2 2h h
h————y 0; p—ght+ my=0; z+5=0,
die durch Ausmultiplizieren in

fly,2) = 22 —hat—Bytz—hyt+ 1 =0
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iibergehen, wenn infolge b = % ]/E

a=-i2,’~-k}/§

eingesetzt wird. Der Gleichung f (y, z) mufl jeder Punkt des Umrisses
geniigen ; ibre Differentiation liefert

of (y,z 2%f (y,2
—fa(—?;—)z—azy—%y und —22’2 L
2
%i’z—)=3z2—2hz—3y2 und (Lé(zy;z)z—i—ﬁz——2h,
so daB
0%f(y,2) | 9 f(y,2) _
y* Tge — 4k
wird.
Damit die SpannungsfunktionF der Gleichung (k) geniigt, setzen wir
—2G9 2G9 4
F=290 1y, ) =20 (3 —hz2—3y2a—hyr 4 i 13),

die bei der Differentiation wie vorgeschrieben
0*F  0°F
9L T 9

ergibt. Als Gleichung der Schublinie, die mit dem Umril zusammen-

fallt, erhalten wir
Qo QY 4
ﬁ(hy2+3yzz-{- hzz—z?’)—ﬂ-ﬁiﬁ =0,
so daB

2
K,= 5 G9R?

ist, wenn wir der Gleichung der Schublinienschar die Form
i G9
2h

(hy2+3y22z+h22—28) =K

/\\ geben. Abb. 178 zeigt die Schublinien fiir K = } K,;
: a 1 K,; 3K, und K,2).
‘)i Aus der allgemeinen Lésung der Differential-

gleichung erhilt C. Weber die Gleichung der Schub-
Abb. 178. Schublinien. linienschar, indem er

. . (X))
g1(z+iy)+ga(e—iy)= 53 (—2°+ 3y22)

setzt, so daB
y2  2? ()
269 (4 + )+ 55 (= + 39 =K
wird.

1) Aus C. Weber: Die Lehre der Drehungsfestigkeit.
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Die Seitenspannungen ergeben sich nach Gleichung (i) zu

JdF (y, [T
Ty =" =50 303221 20,

oF (y,z2) Go
8(37 =— Byz+hy).

Die absolut gréB3te Schubspannung tritt in der Mitte der UmriBseiten auf;
fir y=0 wird 7,,=0,

fir y=0 wird T“:g;? (2hz—32%.

Tpe =

Tyy = f (2) ist in Abb. 177 dargestellt, die Kurve, eine Parabel, geht
durch die Spitze des Dreiecks und durch den Schwerpunkt; der Ab-
schnitt in Hohe der Grundlinie ist infolge z=—135,

Goh

= Tmin = —

LYmin

Fir den Verlauf der Schubspannungen lings der Grundlinie erhalten
wir infolge z = — %A

Tm,:g;? (3y*—5% und 7,=0.

Die Kurve 7,, =f (y) ist ebenfalls eine Parabel, deren Scheitel in die

z-Achse fillt. Mit y = 0 ergibt sich
Goh
=Tmin=""3 ",

LYmin

. a _k
und mit y= 7= 3
Ty =0.

Der verhidltnisméBige Verdrehungswinkel. Die iibliche Be-
dingung, daB die als dullere Krifte aufgefafiten Spannungen dem an-
greifenden Drehmoment das Gleichgewicht halten miissen, liefert als
Moment der von dem Flichenteilchen df iibertragenen Kraft (Abb. 177)

df('rm,-z—rm-y)zg—z-(3y2z—323+2hz2+6y2z—i—2hy2)-df.

Dann tibertragt der zur y-Achse parallele Streifen von der Breite ¥ und
der Hohe dz

dM—— dz[(3y*2—328+2ha2+ 6 y2z+ 2h12) dy.
Wegen der Symmetrie zur z-Achse integrieren wir zweimal von y =0
bis y = —Gih(?) z— 2 h) und erhalten
dM=2-Gﬂdz{(9z+2hfyzdy—z2(3z—2k)fdy}
=9 a2l 02+ 2h)- ———z2(3z—-2h)-y}

l
(

@) dzl @2+ 2h)5 o (2} (3z—2m)p

1
6
—2(3z—2h) |— (3z—2hﬂ}
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Ersetzen wir noch A durch —g—]/g, so wird —%=%; (%)3=%-§—, S0
daB sich ausgerechnet und zusammengefallt ergibt
i #1052 550 8 43
A =G bda (2t 2 an g Dps).

Als gesamtes von dem ganzen Querschnitt ibertragenes Moment er-
halten wir

aM =G94 {1z (F 0y 2ha g 2m)

mit z = — % als untere und z = 73~h als obere Grenze. Nach Durch-
fithrung der Integration ist
8 h3 >
520 .4 - S
M=a9- <5h 36 + 27 ' 243
und nach Einsetzung der Grenzen
Gdahd
M ==5
daraus
30M 80 M
'19 G_—F oder 17 @—.V'g .

In shnlicher Weise wie bei dem elliptischen Querschnitt auf S.241

schreiben wir auch hier
M

G-Jq

und erhalten als Drillungswiderstand des gleichseitig-dreieckigen
Querschnittes

9=

at VH at

Ja=g5 13 =g6188 "

Der rechteckige Quersehnitt. Fiir diesen im Maschinenbau héufig
vorkommenden Querschnitt 143t sich keine geschlossene Losung angeben.
Der die vorstehend behandelten Querschnitte einer verhiltnismaBig
einfachen Losung zufithrende Fall, dafi die Summe der beiden zweiten
Differentialquotienten der Gleichung des Querschnittsumrisses auf
einen Festwert fiihrt, liegt beim rechteckigen Querschnitt nicht vor.

Fopplt) lost die Aufgabe, indem er eine Spannungsfunktion F an-
setzt, die den statischen Bedingungen der Aufgabe geniigt. Zu diesem
Zweck muf} die sonst beliebige Spannungsfunktion fiir alle Punkte des
Umfanges den gleichen Wert, z. B. Null, annehmen und einen allen
Gliedern gemeinsamen Faktor enthalten, der so zu bestimmen ist, daf}
die im Querschnitt {ibertragenen Spannungen dem angreifenden Dreh-
moment der duBeren Krafte das Gleichgewicht halten. Als Spannungs-
funktion F, die fiir den ganzen Umfang des rechteckigen Querschnittes
zu Null wird, setzt Foppl

F(y,2) =c(a®—y? (b>—2%),
1) Foppl, A. und O.: Drang und Zwang, Bd. II, S. 76.
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worin a und b die halben Rechteckseiten bedeuten. Die Differentiation
nach Gleichung (i) liefert die Seitenspannungen

oF(y,
ty =T~ po(a g2
0F (y,z)
mz:_‘gé%*zc(bz—z%'y;

aus denen sich nach dem Pythagoriischen Lehrsatz

T= 15, +12 oder T2=1% 12
ergibt.
Nun ist die auf die Raumeinheit bezogene Forménderungsarbeit
bei reiner Schubbeanspruchung nach S. 198 mit k=1
2 T2 1
A= 2211’2 2= 2gTat )
oder

e P (2]

Demnach entféllt auf die Lingeneinheit des Stabes die Forminderungs-

arbeit
1 [ (0F(y.2) 0F (y,2
A‘zaf"zdf M By )“l( ‘df
Die dritte Gleichgewichtsbedingung X~ M = 0 liefert
oF (y, 01” )2

in die wir die bereits ermittelten Differentialquotienten einsetzen; es
wird dann

M=2cf[(a2—y?) 2+ (B2 —22) 2] d f
="c[a2fdf-zz—fyzzzdf—)—bzfdfyz—szyde.

Es ist
fdfz2 = :—fi——ab3 und fdf 2 =J,= —4~a3b'
Y 3 . y z 3 b
ferner
+a +b @ b
J‘y 22df fyzdy 22 dz—4fy2dy 22dz
—a —& 0
a 3b [
2
=d4fpdy- | =4fpdy-;
0 0 0
; 4 3 4
LY 23 B % 3
=5 Olytdy =40 3 b

Eingesetzt ergibt sich

M=2c¢c {i—a3b3—|—%a3b3—2-” :
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und daraus e M
32 a3b?

A= |55+ () ar

wird nach dem Einsetzen der Differentialquotienten

a=52flor— 22 g+ (@ et af

Mit

=2 pap—2u [y ag+ [yatag
+a4fz2df—2a2fy222df+fy4z2df}‘
Die einzelnen Integrale sind
fdfy Jo=

3
4
jdfzz_ vy = § b,

fyzzzdf=%a3b3,

+a +b

J'yz 24df =f‘fyzz4dydz =% adb’,

—a —b

a®h,

+a +b 4
fy“zzdf ——-J‘fy‘lzzdydz:iga%".
—a —b
Eingesetzt ergibt sich

202{‘; a3b5—2(a2+b2)-%a3b3+ 5b3+_a3b5+%a5b3J

G
64 ¢2
A= 567 a3b? (a2 - b?)
. I9M
oder mit ¢= 39 235

9 a?40b2 M2

Ad=g ww @

Als Seitenspannungen erhalten wir

OF (y,2) 9 M
Taw:_az :‘2C(a2'—y2)z=—ﬁ'a3b3 (a®—y?) 2
0F (y,2) 9

M
T=—"7%, =200 =) y=15 pb*—2)y.
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Um ein Bild von der Verteilung der Spannungen iiber den Querschnitt
zu erhalten, setzen wir z = 0; damit wird 7,, = 0 und
9 M
To: =16 w5 Y-

Die Spannungen wachsen langs der y-Achse geradlinig und erreichen
ihren groBten Wert fiir y = -+ ¢ mit
9 M
Tmax = + 16 b
In gleicher Weise wird ldngs der z-Achse infolge y = 0
7, =0 und Twy:—l% . ZzMﬁ'z
Auch hier zeigt sich geradliniges Anwachsen der Spannungen vom
Mittelpunkt aus; der groite Wert ergibt sich fiir z = — b zu
9 M
Tmax = +1‘6 T
Beide Maximalwerte treten in den Mitten der Seiten auf. Léngs der
UmriBseiten gehorchen die Spannungen fiir die Senkrechten infolge
y = + a dem Gesetz

9 M
Ty =0 und 7, = + 16~ a2b® (62— 22)
und ldngs der Wagerechten infolge Z
z=-1b T\rxy Jur y-0
M

9
szzo und T(ty::': 1—6 .(—1,3—[)5(0/2—_3/2)'

Die den Verlauf der Spannungen zei-
genden Kurven sind Parabeln, die ihre ;“]’-Z
Scheitel und damit ihre grofiten Ordi- z=
naten in den Mitten der Seiten haben;
sie sind in Abb. 179 dargestellt.

Fiir den Sonderfall des Quadrates
erhalten wir mit o als Seite des Quadrates

M
= A - — I
Tmax = + 4,5 o « —

Txz (j/'_l/=i‘a

Yy

Ty | fUrzs _lb

Der verhédltnismafBige Verdre-  Abb.179. Spannungen nach Foppl.
hungswinkel. Beobachtet man das
stetige Anwachsen des Drehmomentes von Null auf M, so ist die auf
die Léingeneinheit bezogene Verdrehungsarbeit

1

die mit dem vorher gefundenen Werte

9 @bt M
T80 @b @
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itbergeht in
9 @b Mo a4bE M
V=10 "wp ¢=0225 g

Bezeichnet man die ganzen Seiten des Rechtecks mit b und &,
go hat man an Stelle von a,;’,’ an Stelle von b% zu setzen. Es
wird dann fir A > b

p 9 M oM
maXTY6 b\ (kY 2 bR
(3)(3)
und e e
g2 <?> +<’2’> M_ g o212 M
10 <}g_>3(ﬁ;)3 AR T T
2/ \2
Bach setztl)
PR EN
0 B3R @
Nach den Versuchen von Bretschneider (1909) ist fiir
h:b=1:1 Yo = 3,68
hib=2:1 Yo = 3,53
h:b=4:1 Yo = 3,40
h:b=6:1 P = 3,29

Die vorstehend abgeleiteten Gleichungen sind nur als Ndherungs-
I6sungen anzusprechen, da der gewahlte Ansatz sehr willkiirlich ist
und dem tatsdchlichen Verhalten des verdrehten Stabes nicht voll-
kommen gerecht wird. Foéppl verfolgt den eingeschlagenen Weg,
indem er den Ansatz erweitert und gelangt zu Gleichungen, die den
wirklichen Verhiltnissen bedeutend ndher kommen, doch mull es dem
Leser iiberlassen bleiben, am angegebenen Orte selber nachzulesen.
Hier sollte nur gezeigt werden, wie man iiberhaupt die gestellte Auf-
gabe anzufassen hat, um zu brauchbaren Ergebnissen zu gelangen.

C. Weber?) untersucht den Spannungs- und Formé#nderungs-
zustand des Stabes mit rechteckigem Querschnitt mit Hilfe der all-
gemeinen Differentialgleichung der Schublinien (k), fiir die er
auch keine geschlossene Losung angeben kann, da sich fiir g; und g,
keine ganzen algebraischen Funktionen in endlicher Zahl finden, die
den besonderen Bedingungen des rechteckigen Querschnittes geniigen.
Auch hier gestaltet sich die Losung so verwickelt, dal sie iiber den
Rahmen unserer Untersuchung hinausgeht, doch sollen die Ergebnisse
angeschrieben werden, um einen Vergleich der strengeren Loésung mit
der einfachen Néherungslésung zu ermoglichen. Weber findet, wenn
b und h die Seiten des Rechteckes bedeuten und h=mn-b
gesetzt wird, bei

1) Bach, C.: Elastizitdt und Festigkeit. 8. Aufl. 1920, S. 397.
%) Die Lehre von der Drehungsfestigkeit. Forschungsheft 249 des V. d. L.
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1.1 <n<4
R 0,052 ,,
_Ng( )b Qd9,
0,65
rmax:<l TP 3>bG0
L 0.65
N ERY M
Tmax = 7 0052> b3
3("“
P 1 M
1 0,052\ bE.G°
3 <n 0630+—-—>
2. n >4

M=~;—-(n—0,630) bG o,

Tmax = ~ bGP in der Mitte der langen Seiten,
7=0,7425bG ¥ in der Mitte der kurzen Seiten,

. 1 o
max—"l R TR
5 (n—0,630) b
1 M
9= el
L (n—0,630) b

3
3. » =1 (Quadrat)

M=01404b4GH,  Tuux=4800 1%,
M

Tmax = 0,67530G ¢, P="7123 ;.
Die Verteilung der Spannungen iiber den z
Querschnitt zeigt die Abb. 180, die erken- T ey Firy-0

nen laBt, dafl die Spannungen nicht ge-
radlinig nach auflen wachsen.

Zum Vergleich der Naherungsformeln
mit den Weberschen Gleichungen schreiben
wir die Gleichungen von Féppl so an, daf
b und h = n b die Seiten des rechteckigen
Querschnittes sind, und erhalten

9 M
Tmax = 577" o

und

_ ]-I—n M
$=36" w g

Nach den Versuchen von Bretschnei-
der wird

A
N ¥~
S8

!
"

Tat.f i Ya
7% ‘J 2,

Abb. 180. Spannungen nach
Weber.
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Naherungsgleichung nach C. Weber nach
Bretschneider
=1: n=1:
M M
Tmax=4a5'ﬁ, Tmax=4781'z§,
M _ M —n716. 2L
19=7,2-W; 0—7,123-—5@, P="1,16 G
n=2: n=2:
M
Tomax = 2,25 35 Tmax = 2,035 + 35,
M \ M _ M
§ =225 3773 0=2,18"555 P =221555 >
n=3: n=3:
M M
Tmax = 1;5'173 > Tmax = 1,226 "pE
M M
0=1,333-»5@; ‘921’258'7@’
n=4: n=4:
M
Tmax=1,125"§)—{, TmaxIO,SSI'F,
M M M

3. Die Losung der Verdrehungsaufgabe durch den Versuch
nach Prandtl

Die vorstehenden Entwicklungen haben gezeigt, dall die strenge
rechnerische Loésung der Verdrehungsaufgabe nicht nur mit grofen
Schwierigkeiten verkniipft ist, sondern namentlich an Anschaulichkeit
zu wiinschen iibrig 1a8t. Diesen Mangel behebt das sogenannte Gleich-
nis von Prandtl

Wir denken uns ein Hohlgefi aus diinnem Blech, in dessen eine
Wand eine Offnung geschnitten ist, die dem zu untersuchenden Quer-
schnitt entspricht. Uber diese Offnung spannen wir eine Seifenhaut in
shnlicher Weise, wie man Seifenblasen herstellt. Erhilt die Luft im
Innern des GefiaBes einen geringen Uberdruck, z. B. durch Erwirmen,
so wird sich die Haut ausbauchen und einen Hiigel bilden, der sich
iiber der wagerechten Ebene der Offnung erhebt. Von den Ordina-
ten des Hiigels 1aBt sich nachweisen; dafl sie den Werten der Span-
nungsfunktion F verhéltnisgleich sind unter der Voraussetzung, dal
diese Ordinaten im Verhiltnis zu den Abmessungen des Hiigels klein
sind.

In Abb. 181 ist df =dy - dz ein Flichenteilchen der Seifenhaut
im GrundriB. Da die in einer Fliissigkeitshaut iibertragenen Spannun-
gen lings eines Schnittes unveréinderlich sind, so iibertrigt die Kante
dz eine Kraft k = s - dz, wenn s diese Unverdnderliche bedeutet; die
im Abstande dy liegende Kante iibertrigt £ 4 dk in entgegengesetzter
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Richtung. Die Seitenkrifte in Richtung der z-Achse sind

dé 0§ 9%&

79‘?-/“‘ und (k+dk)tg(P:SdZ‘a‘;"I—S'dZ'_a*y—z'dy
Die Differenz beider Seitenkriifte gibt den der x-Achse entgegengesetzt
gerichteten Druck

k-tgp=s-dz-

02§
In gleicher Weise ergeben die lings der Kanten dy angreifenden Span-
nungen den ebenfalls nach unten gerichteten Druck

2
8~dy-%§-dz.

Die erste Gleichgewichtsbedingung verlangt, daB die Summe samtlicher
Krifte in Richtung der 2-Achse gleich Null ist. Mit p als Luftiiberdruck
auf die Flicheneinheit wird

0%& 0%&
s-dz'a—ygdy-i— s:dy Ggdz—p-dy-dz=0

oder

G LR p

ay? ' 92 s
Diese  Gleichung ent-
spricht im Aufbau der

Differentialgleichung der

Spannungsfunktion (k),
wenn wir
269 =u-L,
also
F=u-&
setzen, wobei u einen
MaBstabfaktor bedeutet. ADD.181. Seifenhaut nach Prandtl.

Da bei der Seifenhaut
& am Rande zu Null wird, also fiir alle Randpunkte den gleichen Wert
annimmt, so stimmen beide GroBlen F und & vollstéindig iiberein, es
stellen demnach die Ordinaten £ in jedem Punkte des Querschnittes
die Spannungsfunktion F' dar. Man nennt deshalb den Seifenhauthiigel
auch Spannungshiigel. Projizieren wir die Linien gleicher Héhe
auf die yz-Ebene, so erhalten wir die Schublinien des Querschnittes.
In Abb. 181 ist die Schublinie durch den Punkt yz angedeutet und das
Achsenkreuz yz so gelegt, dall die z-Achse Tangente und die y-Achse
Normale an die Schublinie ist, dann ist
0 OF

"9z 0z

das Gefdalle des Spannungshiigels im Punkte yz. Andrerseits war

nach Gleichung (i)
_oF

T P
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wir entnehmen aus dieser Ubereinstimmung, daB die Schubspannung
in einem Punkte eines Querschnittes dargestellt ist durch
das Gefalle des Spannungshiigels in diesem Punkte.

Zur Berechnung des verhiltnismafBigen Verdrehungswinkels ¢ be-
dienten wir uns der dritten Gleichgewichtsbedingung, die besagt, dafl
das Moment der dulleren Krifte gleich dem Moment der als duBlere
Krifte aufgefaliten Spannungen sein muf. Demnach ist

M:f(“m—y-tm)dfz_f(z f’F(y,z)Jr aF(;,,z)> .

Mit df = dy - dz erhalten wir
M——ff(y 3y +z az> dy-dz.
Nun ist aber

J'y.%.dyzyF—fF-dyz—jF'dy,

da bei der Integration nach y das Produkt yF zu Null wird, weil F
am Querschnittumril gleich Null wird. Ebenso ist

oF
J‘z-—ﬁodzzzF—fF-dzz—fF-dz,
demnach
M=2[[Fdydz.
Das Doppelintegral stellt einen Koérper dar, der dadurch entsteht, dafl

wir die Spannungsfunktion F als Ordinate iiber der yz-Ebene auf-
tragen. Ersetzen wir noch F durch p - &, so wird

M=2puf[eédydz=2pu-V,;

hierbei ist das Doppelintegral gleich dem Rauminhalt des Spannungs-
hiigels. Auf S. 241 hatten wir der Gleichung fiir den verhiltnismiBigen
Verdrehungswinkel die Form

P = M

wobei J,; als Drillungswiderstand bezeichnet wurde. Andrerseits hatte
sich bei der Gegeniiberstellung (S. 255)

2G9=u- g
ergeben; dann liefert die Gleichsetzung beider Werte ¢

§
Jg=4 » vV,
d. h. der Rauminhalt des Spannungshiigels ist dem Drillungswiderstande
verhaltnisgleich.

Uber die Beniitzung dieser Beziehung zur Bestimmung des Drillungs-
widerstandes durch den Versuch sagt Féppl in Drang und Zwang,
Band II, S.91: ,,Praktisch wird man dabei so vorgehen, dal man in
derselben GefaBwand zwei verschiedene Offnungen anbringt, die man
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mit Seifenhduten tiberspannt und von denen die eine kreisférmig ist,
wihrend die andere die Gestalt des Querschnittes hat, fiir den J; er-
mittelt werden soll. Dann verhalten sich die beiden Drillungswiderstande
zueinander wie die Inhalte der beiden Spannungshiigel. Hat man diese
ausgemessen, so folgt aus dem Vergleich der gesuchte Drillungswider-
stand, da der des kreisformigen Querschnitts als polares Tréagheits-
moment von vornherein bekannt ist.*

In dem Forschungsheft Nr. 249 des VdI untersucht C. Weber
auch den Einflul von Rillen und Einkerbungen beim kreisférmigen
Querschnitt und stellt fest, daf} eine kleine halbkreisférmige Rille im
tiefsten Punkte der Rille eine &rtliche Erhéhung der Spannung auf
den doppelten Betrag der Spannung im rillenfreien Querschnitt er-
fahrt, wiahrend eine scharfe Kerbe die ortliche Spannungserhéhung
bis zu dem Werte 7 = oo steigern kann.

Fiir weitergehende Studien sei dem Leser das genannte Heft neben
den Biichern von Fippl und Bach empfohlen,

VIII. Die Schub- oder Scherfestigkeit.

1. Annahme gleichmiBiger Verteilung der Schubspannungen
iiber den Querschnitt.

Kurze, dicke Stiabe, die nach Art der Abb. 182 und 183 belastet sind,
erfahren Schubspannungen und Biegungsspannungen; ihre Berechnung
gehorte streng genommen unter den Abschnitt der zusammengesetzten
Beanspruchung. Wenn die angreifenden Biegungs-
momente sehr klein sind, pflegt man die Biegungs- He
spannungen zu vernachlassigen und berechnet Stébe |
dieser Art auf Abscheren. Grob wie die Annahme
ist auch die Durchfithrung der Berechnung: wir setzen |
eine gleichformige Verteilung der Spannungen Ak
voraus, obwohl wir wissen, dafl diese Annahme der

Wirklichkeit nicht entspricht!), und schreiben Abb 182,
_ P
=7,

wobei P in kg die abscherende Kraft, F in cm? der Querschnitt des
Stabes und 7 in kg/cm? die Schubspannung bedeutet. Damit ist auch
die Festigkeitsbedingung gegeben

i

P
T= ’F ks . (a)
Entscheidend fiir die Brauchbarkeit dieser einfachen Gleichung ist die
Wahl der zuliissigen Scherspannungs k,. Offenbar fithrt die Festig-
keitsbedingung (a) zu brauchbaren Ergebnissen, wenn die Scher-

festigkeit K, auf Grund von Versuchen ermittelt ist, die unter gleichen

1) Siehe Abschnitt 2.
Winkel, Festigkeitslehre. 17
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Vorbedingungen ausgefiihrt sind, wie es die Abb. 182, 183 zeigen. Ge-
wohnlich setzt man

k, = 0,75 k, bis 0,8 k,, entsprechend K, = 0,75 K, bis 0,8 K,

doch haben die nach Abb.183 von Bach ausgefiilhrten Versuche er-
geben, daB die Scherfestigkeit wesentlich héher liegt. Da nach dem
Verfahren der Abb. 182 und 183 weniger die
Widerstandsfahigkeit gegen Schub bestimmt
wird als die Kraft, die zum Zerschneiden des
Stabes aufgewendet werden muf}, so spricht
man besonders in diesen Fillen von Scher-
Abb. 183. Abscheren. festigkeit.

Zusammenfassend werden wir sagen diirfen:
kurze dicke Stibe wie Niete und Bolzen werden auf Grund der Festig-
keitsbedingung (a) berechnet, wenn durch Versuche die Scherfestigkeit
unter gleichen Voraussetzungen ermittelt worden ist. Léngere Bolzen
sind stets auf Biegung nachzurechnen. Als Anhalt fiir die Wahl der zu-
lassigen Scherspannung mag nachstehende Zahlentafel dienen.

T, -y
1\ 0 7%
Vi
NN

\%

Scherfestigkeit K, = p . K,.

: 1
Eisensorte von | bis | im Mittel

GuBeisen. . . . . . .. ..... 1,02 | Ll7 { 1,10
SchweiBeisen in Stiben senkrecht zur

Faserrichtung. . . . . . .. . . 0,78 0,82 0,80
Schweifleisen in Blechen. . . . . . 0,84 quer 0,87 lings —
FluBeisen in Stdben senkrecht zur [

Faserrichtung. . . . . . . . .. 0,84 i 0,87 —

Fiur den Hochbau setzen die amtlichen Bestimmungen die zu-
lassigen Spannungen fest.

Im wesentlichen beschrankt sich die Anwendung der Festigkeits-
bedingung (a) auf die Berechnung von Nietverbindungen. Einen
ungefdhren Anhalt bietet sie auch bei der Berechnung von Schnitten
und Stanzen, doch ist es nicht zuldssig, auf Grund der ,,Scherarbeit
auf den Kraftbedarf von Maschinen zu schlieen. Fir Rechnungen
dieser Art muB auf Versuche verwiesen werden, die zu diesem Zweck
angestellt worden sind?).

Nietverbindungen. Wir unterscheiden Nietverbindungen im
Maschinenbau von den Nietverbindungen des Hochbaues, die man
dadurch kennzeichnen kann, dafl man sagt, Niete im Maschinenbau
miissen fest und dicht sein (Dampfkessel), Niete im Hochbau miissen
fest sein. Der Ausfithrung nach bezeichnet man die Nietverbindungen
als ein- und mehrschnittig, je nach der Zahl der Querschnitte, die bei
einer Zerstorung abgetrennt werden. Abb. 184 zeigt eine einschnittige,
Abb. 185 eine zweischnittige Vernietung. Im ersten Falle bewirkt das
unvermeidbare Biegungsmoment eine Forméinderung nach Abb. 186.

) Vgl. Fischer: Werkzeugmaschinen. Berlin: Julius Springer.
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Die Berechnung gestaltet sich nach der Festigkeitsbedingung (a)
recht einfach. Sind » Niete von d em Durchmesser bei einer ein-
schnittigen Verbindung mit P kg als zu iibertragender Kraft vor-
handen, so muf} sein

nd?

ek

Bei einer zweischnit-
tigen  Verbindung
heifit die Festigkeits-

bedingung

o 7i ko> P T
Neben der Gefahr des
Abscherens besteht ‘_f_ ///‘./// /// /‘-‘//

fir den Niet noch \\\\ AN\
die Gefahr, daf} die ‘
Pressung am Umfang Abb. 184. Einschnittige Vernietung.
des Nietschaftes zu
grofl wird; bei sehr groBer Pressung kann das Blech aufreiBen. Uber
die Druckverteilung am Schaft 148t sich nichts Sicheres aussagen, doch
diirfen wir zweifellos keine gleichméflige Verteilung erwarten. Aus
dieser Zwangslage befreien wir uns
ahniich so, wie wir es beim Ab-

. ¥
scheren getan haben: wir rechnen g
mit einermittleren Pressung, dem '
sogenannten Lochleibungsdruck,

den wir bei s em Blechstarke zu

ds

|

N N
I/A////’///
"'

/// ’//
"

’/////

\\\
R

'//

\\

|

p=mn-:

. !
Ly E : :
16:3 & &
N
ansetzen; d.h. wir denken uns die @@T@%
halbkreisférmige gedriickte Schaft- ] " +

fliche auf eine Ebene durch die Niet- Abb. 185.
achse projiziert und verteilen die zu
tibertragende Kraft iiber diese projizierte Flache gleichmifBig. Als
Festigkeitsbedingung ist

s I —— 3

Zweischnittige Vernictung,

—n. B
p="n g

IA

iiblich.

Auf die verschiedenen Ausfiihrungsarten von Nietverbindungen
kann hier nicht naher eingegangen werden, die,
soweit sie den Maschinenbau betreffen, in den
Lehrbiichern iiber Maschinenteile, soweit sie

; . . Abb. 186. Form-
den Hochbau betreffen, in den Lehrbiichern iiber énderung.

Eisenkonstruktionen ausfithrlich behandelt wer-
den. Das Grundsitzliche der Berechnung mégen folgende Zahlen-
beispiele zeigen.

17%
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Zahlenbeispiele. a) Einschnittige Verbindung nach Abb. 184. Die zu
iibertragende Kraft sel P = 24t; die zuldssige Scherspannung nach 8. 20
k, = 1000 kg/em?; der zuldssige Lochleibungsdruck p = 2000 kg/cm?.

Den Nietdurchmesser nehmen wir unter Beachtung der DJ-Normen zu
d = 23 mm mit F = 4,15 cm2? Querschnitt an, dann werden erforderlich

P 24000
" Tmd T 4151000
4 8
Niete. Bei einer Blechstéirke von s = 10 mm wird der Lochleibungsdruck
P 24000

= e—— -~ — == / 2
P=— 51,023 1750 kg/cm?,

b) Zweischnittige Verbindung nach Abb. 185. Der Nietdurchmesser betrage
20 mm mit F = 3,14 cm? Querschnitt, dann werden erforderlich

ne— Lt 24000
2‘@_ 2-3,14-1000
4 8
Niete, die bei einer Blechstirke s = 10 mm einen Lochleibungsdruck
P 24000

— —_ = 2
P= e T 410.2,0 ~ 2000 ke/em
erfahren. Wir sehen, daB der Lochleibungsdruck zu grof ist, und] miiiten
daraufhin entweder
P 24000

“sd 2k " 1,0.2,0-2000

Niete anordnen oder den Durchmesser d grofier wihlen. Auch eine Erh¢hung der
Blechstéirke driickt den Lochleibungsdruck herunter.
¢) Bolzenverbindung nach Abb. 183. Die zu iibertragende Kraft sei P =
12000 kg; &k, = 0,8 - k, = 0,8 - 1200 = 960 kg/cm?. Da die Nietverbindung zwei-
schnittig ist, wird der erforderliche Querschnitt
Fe wd®* P 12000
= .96

6

n

S S e 2,
1 5% = 2-960 6,25 cm?;
dem entspricht d = &~ 30 mm.

Hier empfiehlt sich das Nachrechnen der Biegungsspannungen. Fassen wir
den Bolzen als zweifach gelagerten Stab mit Einzellast auf, so wird nach S. 89
das grofBte Biegungsmoment

P.l
M=
Bei der Annahme gleichmiBig verteilter Last wird
P.l
Da beide Fille die Wirklichkeit einschlieBen, pflegt man mit
Pl
M=
zu rechnen und erhilt demnach im vorliegenden Fall
M= E—@é)ﬁ = 15000 cmkg,
das bei &, = 1200 kg/cm? ein Widerstandsmoment
, 15000 — 12,5 cm?

1200
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erfordert, dem laut Zahlentafel S. 85 ein Durchmesser von = 50 mm entspricht.
Der lediglich auf Abscheren berechnete Bolzen wiirde zu schwach sein.

d) Mit einer Winkelschere sollen Walzeisen bis 120 X 120 X 15 mm geschnitten
werden. Der Stempeldruck ist angenihert zu bestimmen.

Da der Querschnitt ¥ = 33,9 cm? betrigt, so folgt aus

P—F-K, P=2339- 4500 =153000kg,

wenn wir die Scherfestigkeit zu K, = 4500 kg/cm? annehmen.

e) In ein FluBeisenblech sollen zylindrische Lécher von 20 mm Durchmesser
gestanzt werden. Es ist die groBte Blechstirke zu berechnen unter der Annahme,
daB die Druckfestigkeit des Stahlstempels K = 12000 kg/cm? und die Scher-
festigkeit des Bleches K, = 4000 kg/cm? betrigt.

Angenéhert ist

P=xn-d-s-K,,

nd

1 - K als groBite Blechstarke

woraus mit P =

K-d 12000-2

S =

~ 4. K,” 4.4000 ™
folgt.

2. Schubspannungen bei gleichzeitig auftretender Biegung.

Wie bereits betont, tritt neben der Schubkraft stets ein biegendes
Moment auf. Davon ausgehend wollen wir versuchen, einen Anhalt
iber die wirkliche Verteilung der Schubspannungen zu gewinnen.

Da die Schubspannungen von Flichen-

element zu Flichenelement des Querschnittes ¢
veranderlich sein werden, 143t sich zunichst

nur aussagen, dafl die Summe der Produkte

aus Spannung und Flachenteilchen eine Mit- 2
telkraft ergeben muB, die gleich der angreifen- ‘ s

dqn Querkra.ft @, aber von entgegengegetzter Y [Iy*};}:: Z)
Richtung sein mul}. Aus unseren Ausfithrun- AV VAR

gen iber die Schubspannungen (8. 235) iiber- » }\_"’jj%
nehmen wir die Bedingung, daf} die Schub- i 7

spannungen tangential zur Umrilllinie des

Querschnittes gerichtet sind. Setzt man einen <P\ [/
beliebig geformten Querschnitt voraus (Abb. 0
187) mit der Einschriankung, daB die Wir- ‘

kungslinie der Querkraft @ Symmetrieachse \z

des Querschnittes sein moge, dann erfahren  apb.187. Schubspannungen.

die Punkte 4 und 4’ der Faserschicht 4 A4’

in der Entfernung z von der Schwerachse yy Schubspannungen,
die sich in einem Punkte C' auf der Wirkungslinie von @ schneiden.
Nach unsern Vereinbarungen (S.207) ist 7, die tangential gerichtete
Schubspannung, ihre Seitenspannungen sind 17,, = 7,-sing und
Tps = T4 * c0os @, wahrend 7, selbst

T,= Vi,
ist. Ein beliebiger Punkt B der Faserschicht 4 A’ erfihrt Schub-
spannungen, von denen wir annehmen wollen, dal sie ebenfalls nach
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dem Punkte C der z-Achse gerichtet sein mogen. Diese Annahme ist
allerdings nicht sicher begriindet, aber sie ist wahrscheinlich und die
einfachste, die sich darbietet. Zerlegen wir die Schubspannung in B
ebenfalls nach den Achsenrichtungen y und z, so sollen weiter die Teil-
spannungen 7, fir jeden Punkt der Faserschicht 4 4" gleich groB3 sein.
Diese Annahme ist weit bedenklicher als die erste, vereinfacht aber die
Betrachtungen sehr. Nach unserer Grundgleichung (8. 211) ist nun

Tes = Tz

d. h. die Schubspannungen treten paarweise in zwei zu einander senk-
rechten Ebenen auf und sind von gleicher GréBe. Betrachten wir 7,,,
das in die Richtung der Stabachse féllt, so 148t sich die gestellte Auf-
gabe auf eine Aufgabe der Biegungsfestigkeit zuriickzufiihren.

Wiirde der Stab der Abb. 188 oberhalb der Faserschicht ab fest-
gehalten, so wiirden die infolge des Momentes @ - « auftretenden Span-
dr nungen in Richtung der
i — Stabachse den unteren Stab-
teil gegen den oberen zu
verschieben suchen. Auf der
rechten Seite ac des unend-
lich schmalen Stabteilchens
7 abed wirken die Spannungen
g, auf der linken Seite bd
die Spannungen o,, die wir
wie iiblich als uBere Krifte auffassen. In Beziehung auf die Flichen
ac und bd haben sie Mittelkrifte von der GroBe

N,=fo,df wd N,= [0, df,
wenn wir mit ¢ die Normalspannungen im Abstande z von der Schwer-
achse bezeichnen. Nach der Grundgleichung S. 142, ist aber
M, M,
O, == —— = d 0, — k.2
P= 3 czoun =1y
wobei M, das Biegungsmoment im Punkte x, M, das Biegungsmoment
im Punkte (x -+ dx) bedeutet. Die Differenz der beiden Normalkrafte
N ist aber die Kraft, die die Faserschicht ab gegen den festgehalten
gedachten oberen Stabteil zu verschieben sucht; es wird

a

9 dc or

Abb. 188. Schubspannungen.

Z,

e

N=N1—Nr=flg;-z-df—fﬁ—§?-z-df=<l#—M7“’>-J‘z-df.
2 z

z

Das Integral ist als Summe der Produkte aus Flichenteilchen und
Abstand von einer Achse gleich dem statischen Moment des gestrichel-
ten Querschnittsteiles, bezogen auf die Schwerachse yy. Bezeichnet
man diesen Wert mit S, so wird

N="5 ),
was mit
M, —M,=Q-dx
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iibergeht in N = @dzS

Die iiber die Faserschicht ab gleichférmig verteilte Schubspannung
7., wird dann
_ Ny _98
T“'”_Qym—J&y'
Aus 7,, =7, - cos @ folgt fiir die Randspannung
Qs
T J-Z2ycose’

X

Hierin ist J das Trigheitsmoment des ganzen Querschnittes, bezogen
auf die zur Wirkungslinie von ¢ senkrecht stehende Schwerachse yy;
S das statische Moment des gestrichelten Querschnittsteiles,
bezogen auf dieselbe Achse yy.

Wird in dieser Gleichung z = ¢, so wird Szfzdf =0; d. h. die

Schubspannung in den duBersten Fasern — von der Achse yy ge-
rechnet — ist gleich Null.

a) Der rechteckige Querschnitt.
Mit den Bezeichnungen der Abb. 189 wird

_bhiﬁ
12
hi2 hi2 h/2
z
S~fdf 2=J'b~z de=b-"
z Z Z

Demnach erhalten wir fiir die Schubspan-
nung in der Entfernung z von der Achse

ot M= (22

QS _ T2 4 ko
g bhs L
12
3 Q@ 1122\2] Abb. 189. Rechteck.
=3k [Hﬁﬂ E
Das ist die Gleichung einer Parabel mit der Pfeilhéhe
_3 @ 3 . @

Toime =2 0h T2 F
Die gréBite Schubspannung tritt in der neutralen Faserschicht auf
und ist 50% groBer als bei der Annahme gleichformiger Verteilung.

b) Der Kreisquerschnitt.
Nach Abb. 190 ist

J=prt S=f2yzdz.
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Mit y = r - cos ¢ und z = r * sin ¢ wird

T T
2 2
. 2
S=2r3J.cos2(p-s1n<p-d<p=—§r3 cos® @ }=§r3cos3<p.
o ¢ 7
Damit wird
2
J—s:) 3
Q g 7 cos®p 4 @
Ty = :§.W.COS¢’

% -r427 cos p-cos @

et Ll

‘% Fir z = 0 erhilt man
4 @ _40

x = . x
dzi \""y_’ ? Tmax =3 2T g F

__________ 7 | Das Schaubild der Spannungsvertei-

A ~Tmf lung zeigt als Begrenzungslinie eine El-

i lipse. Die maximale Spannung ist um

1/ - . L2 o
Abb 100, Kacis. %;’)e 1(1?@1/121 ngroﬁer als bei gleichmaBiger
Fiir den Kreisring ist bei verhéltnismaBig geringer Wandstérke
Tmax = 2 * (ﬁ% .

Samtliche Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, daB die
Schubzahl unverdnderlich ist, und daB der Querschnitt keine plotz-
lichen Uberginge hat. So liefern die Gleichungen z. B. fiir den Steg eines
I-Eisens zutreffende Werte, doch diirfen sie nicht auf die Flanschen an-
gewendet werden, da die Forderung tangentialer Schubspannungen am

Umfange fiir die Innenseiten der Flanschen 7, gleich Null ergeben wiirde.
Beispiele. 1. Der Sto8 eines vollwandigen Tréigers (Abb. 191) hat eine Quer-
kraft Q = 15000 kg aufzunehmen; Tmay ist zu bestimmen.

3 ,Q,_ 3 15000 2
Tuax = 5 5 = g 2'1’3_24—m362kg/cm .
<—t—>
o =

<>

ezl
NARDUNN AN

-

6 o @W
L

Abb. 191. Stof. Abb. 192. Gurtniete.

2. Bei dem genieteten Vollwandtriger (Abb. 192) miissen die Gurtniete, die
durch das Stahlblech gehen, die Schubspannungen iibertragen. Der Fall liegt
ahnlich wie in Abb. 188, nur tritt an die Stelle von d z jetzt der endliche Abstand .
Unsere Gleichung

_Q-dz-8 — = @t8
N=2Y 7 geht iiber in =g

wobei 8 das statische Moment des durch den Niet angeschlossenen Querschnitts-
teiles, bezogen auf die Nullinie des ganzen Querschnittes, bedeutet.
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3. Forminderung infolge der Schubspannungen.

Nach dem Geradliniengesetz fiir Schubspannungen gehort zu der
Spannung 7,, die Winkeldnderung

Taz

ymz:'G .

Im allgemeinen Falle der Biegung, bei der Moment- und Querkraft in
einem Querrschnitt auftreten, erfahren die Randfasern die gréfiten
Biegungsspannungen, die neutrale Faserschicht dagegen die gréBten
Schubspannungen. Wir betrachten den Trégerteil 4 B von der Léange
dz (Abb. 193), dessen rechteckig angenommener Querschnitt die neben-
stehenden Spannungsschaubilder aufweist. Die in der neutralen Faser
A B herrschende Schubspannung 7yax #dndert den rechten Winkel,
den die Stabachse mit dem Querschnitt im spannungslosen Zustande

bildet, um den Betrag —dT— b
I ' |

_Tmx 3 @ 0 c L
o= 5= A 0 T M\
Die Verschiebung, die der Punkt 7 ; / /
- . A |
B gegen den Punkt 4 erfihrt, ist A=A a /—N -
3 Q-da Ymax B %
BB’:yma’x%lx:;..A, %
2 bh-G
wihrend sich ein Punkt J im Ab- £ ’E» ole der Sohub
stande z von der Nullinie um AbD. 103. F°“"‘;‘§;1§;‘;‘;gg;,§‘, olge der Sehub-

JJ =y da= %f-dx
verschiebt. Durch Division beider Verschiebungen erhilt man

JJ = BB -2t
Tmax
In den duBlersten Fasern C D und EF sind die Schubspannungen gleich
Null; sie erfahren also keine Winkeldnderungen, d.h.die Punkte C
und F verschieben sich nicht. Soll das tatsichlich der Fall sein, so
miilte BC eine Verlingerung, BF dagegen eine Verkiirzung erfahren,
ohne da Spannungen auftreten, die diese Langenidnderungen hervor-
rufen. Hilt man fest, dall BC und BF ihre urspriingliche Lange be-
halten, so kommt man zu der Uberzeugung, daf sich die Querschnitte
S-formig kriimmen miissen. Die bei der Biegung gemachte Voraus-
setzung vom Ebenbleiben der Querschnitte wird hinfillig, wenn wir
den EinfluBl der durch die Querkraft hervorgerufenen Schubspannungen
beriicksichtigen.

Wir betrachten den einfachen Fall des Tridgers auf zwei Stiitzen,
der durch eine Einzellast P in der Mitte belastet ist; die Querkraft.
flache ist in Abb. 194 dargestellt und zeigt eine positive und eine gleich
grofle negative Teilfliche. Infolge der durch die Querkrifte hervor-
gerufenen Schubspannungen erfihrt die im unbelasteten Zustande
gerade Stabachse eine Forménderung, die in Abb. 194 wiedergegeben
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ist; sie stellt sich dar als eine gebrochene Linie, deren beide Aste den
Winkel 2y’ mit einander bilden. Es handelt sich jetzt darum, den
Winkel y’ zu bestimmen, der von ymax (Abb. 193) verschieden sein wird.
Fest steht, daB zwei Querschnitte im Abstande dx durch die Querkraft
Q gegeneinander verschoben werden. Die bei dieser Verschiebung von
@ geleistete Arbeit ist

1 ,
dA=§Q-y dx,

wenn wir allmahliches Anwachsen der Last voraussetzen. Andrerseits
ist die von den Schubspannungen 7 geleistete Arbeit

e——f——>

Abb. 194, Verschiebung.

dA:dx-j%-dF.

Die Gleichsetzung beider
Arbeiten liefert

y’=&jrz-dﬁ’.

Damit wird die zusétzliche
Senkung des Punktes m

l
mm =y’

— ! 1
=sqa"J # 0T

wenn wir 7 fiir 7,, setzen.

Fiir den rechteckigen Querschnitt hatten wir S.263 als Gesetz,
nach dem sich die Schubspannungen iiber den Querschnitt verteilen,

gefunden, das mit dF = b-dz

ergibt. Die Zerlegung liefert

9 ¢ 422
Jrar =3 i {foaz—2 [
9 Qe
=3
dF—12.2
fﬂ aF =127,

h

i

bdz+f1%fbdz}
h

z2="-

b 23 166 25

3
{bz“szf'“g' 7"?}
z=0

so daBl wir mit Q =—}2z als zusétzliche Senkung des Punktes m

P-l

P.l
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erhalten. Da mm' mit der ersten Potenz von [ wichst, wihrend die
Durchbiegung von der dritten Potenz abhéngig ist, diirfen die von den
Schubspannungen herrithrenden Senkungen bei langen Stiben ver-
nachlissigt werden. Bei kurzen, dicken Stdben empfiehlt sich eine
Nachrechnung. (Siehe S. 288.)

4. Das Aufzeichnen der elastischen Linie.
Nach dem Vorschlage von R. Land setzen wir
j2
A
Jr2dF
und schreiben damit
N
FTRG
Die Verschiebung zweier Querschnitte im Abstande dz wird dann
' , Q-dx
Der Zeiger ¢ der Senkung ¢ soll andeuten, daB diese Senkung durch

die Querkraft hervorgerufen wird. Dann verschieben sich zwei Quer-
schnitte im Abstande x um den Betrag

rQdx 1 ¢
0, _jF’-G “F”ﬂuf@ dx.
0

Aus dieser Gleichung entnehmen wir die zeichnerische Darstellung der
elastischen Linje als Seillinie zu der Querkraftfliche als Belastungs-
fliche, wie wir sie in #hnlicher Weise bei der Kurve der Verdrehungen
(Abb. 172) bereits gezeichnet haben. Mit H als Polweite wird (Abb. 194)

1
mm’zéqum-ﬂ-zm.

Die MaBstibe lauten firH . . . . . . . . .. 1 mm = a kg,
fir 2z . . ..o oL 1 mm = b cem,

Das sind aber die Lingen- und KriftemaBstibe der Zeichnung, so dafl
sich die zeichnerische Berechnung der zusétzlichen Senkungen be-
sonders einfach gestaltet.

Bezeichnet man die durch eine gleichméaBig verteilte Spannung T
erzeugte Winkelinderung mit y,,, so wird
wd Y =F

Ar “—‘i = 43,
Im =@ P

2
% heifit Schubverteilungszahl und ist mit F' = ¢
Je2dF

z:ngrzdF;

sie ist eine Verhéltniszahl, die groBer als 1 ist, und muB fiir jeden Quer-
schnitt besonders berechnet werden. Fiir den rechteckigen Querschnitt
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ist % = 1, 2, was wir unmittelbar aus

2 2
[ear=12-L=122
erhalten.

Bei genieteten vollwandigen Blechtrigern mit 9 mm Stehblechstéirke,
vier Gurtwinkeln und je zwei Gurtplatten von 220 - 9 mm Querschnitt
hat v. Tetmajer') in Abhingigkeit von der Tridgerh6he & folgende
Zahlen gefunden

h= 40 50 60 70  cm

% =296 2,71 249 235

Eine zeichnerische Darstellung der Verteilungszahl » hat Ritter?2) an-
gegeben,

IX. Die Knickfestigkeit.

Die Erfahrung lehrt, da die Spitze eines nach Abb. 195 belasteten
Stabes ausweicht und dafl sich trotz der deutlich sichtbaren Form-
dnderung eine neue Gleichgewichtslage einstellt. Eine Steigerung der
Last ist aber nur bis zu einem bestimmten Betrage moglich; wird
dieser Grenzwert um ein weniges iiberschritten, so knickt der Stab
zusammen, die Spitze senkt sich bis auf den Boden. Wiederholte Ver-
suche haben gezeigt, daf dieser Grenzwert bei gleichen Stdben stets
gleich bleibt. Man nennt die Kraft P, bei der das Knicken erfolgt, die
Knicklagt und bezeichnet sie mit Pj.

Einen Bruchteil der Knicklast wihlt man als zuldssige Belastung
und setzt

wobei & den Sicherheitsgrad gegen Knicken bedeutet.

1. Die Eulerschen Knickgleichungen.

In Abb. 195 sei ! die Lange des Stabes in cm, J das kleinste axiale
Tragheitsmoment des Stabes in cm?, F das DehnmaB des Baustoffes
in kg/em?, P die Belastung des freien Endes in kg, dann lautet die
Gleichung der elastischen Linie des gebogenen Stabes (vgl. S. 144)

d?y 1 1 g
=57 M=57F(—9.
Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung geht mit
g ge—mfdg. WY_dz iy d'z
f—y=-—2 y=f+z dx da’ da?  da?
iber in
d®z P
T P A
1) v. Tetmajer: Die angewandte Elastizitits- und Festigkeitslehre. 3. Aufl.

1905.
%) Ritter: Anwendungen der graphischen Statik. 1888.
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wenn wir P 1 /P 1
R [
setzen .
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist

. X x
z*A-sm—d +B'cos;:y—f.

Die Festwerte 4 und B erhalten wir aus der Bedingung

dy . .. _
d:c_O und y=0 fir x=0.
Aus
W_ 4.t st Bl gn®
dx a a a a
ergibt sich mit x = 0
4=0,
und aus
y——f:A-sin%JrB-cos—z =0 fir =0
folgt X

B=—f.
Damit erhalten wir als Gleichung der elastischen Linie
y:f——]‘-cos—j—: f<1—eos Z)

Nun muB} aber fiir x =1 y = f sein. Setzt man diese
Werte ein, so wird

|

I l
f:_f(l—eos 0l oder cos- - =0.
Daher ist

{

7
« 2 TR

wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist.
Fiir n = 0 ist

- 2 2 2
L Y S N Abb. 195. Knick-
a 27 @2 4 EJ’ festigkeit.

folglich die Knicklast

n*EJ

4

In dhnlicher Weise kann die Knicklast fiir die in der Tafel (S.270) an-
gegebenen Belastungsfille 2, 3 und 4 ermittelt werden.

In die Gleichungen von Euler hat man fiir J das kleinste Triig-
heitsmoment des Stabes einzusetzen, weil der Stab nach der Richtung
des geringsten Widerstandes ausknicken wird.

Fir die weiteren Umformungen wiirden sich entsprechend den ver-
schiedenen Belastungsfillen stets vier verschiedene Formeln ergeben.
Um das zu vermeiden, ist man iibereingekommen, die Knickformel
allgemein

P=Pk:
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Tafel.
Ein Stabende = Grundfall: |EinStabendeein- .
eingespannt, das|Freieinder Achse l‘ gespannt, das an- inE(ligreﬁziggte%
andere frei be- | gefiihrte Stab- | dere freiin der fiihrte Staben dge n
weglich | enden | Achse gefiihrt |
8 i
= P 1
0 ? ‘
s a ! |
28 | L 3. 4.
2 |
i3 -
23 A
Q m L 2 a .
8 Abb.196. | Abb.198 ADb.169.
Knicklast | | ‘
at-E-J ‘ nt-BEJ . 2a%EJ 4n2-EJ
P = 4.2 % BE T B 2

zu schreiben, und nennt [, die ideelle Knicklange.
Vergleich mit den Formeln der Tafel ergibt, dafl fiir

Fall 1 I, =21

Fall 2 I, =1

Fall 3 =L —07071
V2

Fall 4 I, — 0,51

ist.

Im folgenden bedeutet, falls nichts anderes bemerkt ist, I stets die
ideelle Knicklange I,

Aus

P 2 EJ . . &
P= g":%lT erglbt sich ijn = m P2

als kleinstes axiales Tragheitsmoment des Querschnittes. Setzt man
die Last in t, die Lénge in m ein, d.h.ist P = (P;-1000) kg;
I = ({; - 100) cm, so wird

. .1002
S = SO
In nachstehender Tafel sind die auf Grund vorstehender Gleichung
berechneten kleinsten Tragheitsmomente bei den zurzeit iblichen
Sicherheitsgraden angegeben, und zwar bezeichnet
P die zuldssige Belastung in kg (gegebene Last);
P, die zuldssige Belastung in t (gegebene Last);
I, die ideelle Knicklange in m;
b die kleinere Seite des rechteckigen Querschnittes in m;
d den Durchmesser des kreisférmigen Querschnittes in m:
& den Sicherheitsgrad gegen Knicken.
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Tafel.
. .| SchweiB- | FluB- | FluB-
Bezeichnungen GuBeisen \ eisen \ eisen i stahl ‘L Holz
Druckfestigkeit K in kg/cm? 7500 ‘ 3750 J 4400 ‘ 6250 ‘ 280

Zulassige Druckspannung in | \
kglem?® . . . . . . . . 500 | 1080 ‘ 1200 1400 | 60

Elastizititsma8 B in kg/cm [L000000 2000000 (2150000 (2200000 | 100000
Sicherheitsgrad © . . 81)! 5 52)‘ 5 10
_ | i L o
g | PE_ | PL_ PB_ P _ | PL_

125~ | 400 T | 430 445 10
8-P,-1¢ 2,5- P,-I2 2,33 P I3 2,24 P, 13| 100 P, I2

Fiir gedriickte Fachwerkstdbe bei Hochbauten sind die preuBischen
Bestimmungen mafigebend. Liegen keine Vorschriften vor, so pilegt
man auf die Art der Einspannung in der Weise Riicksicht zu nehmen,
dal man nach v.Tetmajer und v. Emperger die Knicklange [, als
Bruchteil der Gesamtlange /in die Rechnung einfithrt und setzt

ZO == al .
wobeil zu wahlen ist

o = 0,95 bei méliger Einspannung des einen und freier Fiithrung
des anderen Endes;

«=0,9 bei miliger Einspannung beider Enden ;

o =0,85 bei guter Einspannung des einen und méBiger Einspan-
nung des andern Endes;

o = 0,8 bei guter Einspannung beider Enden;

o = 0,7 bel gedrickten Fachwerkstiben, die durch Niete an-
geschlossen sind.

2. Giiltigkeitsgrenze der Eulerschen Gleichungen.

Neuere Versuche haben ergeben, dal die Versuchsergebnisse bei
langen, diinnen Stéiben mit der Theorie gut iibereinstimmen, bei kurzen,
dicken Stédben dagegen Abweichungen zeigen, die eine Berechnung
nach Euler nicht angezeigt erscheinen lassen. Um den Vergleich der
Lange ! in cm mit dem Trigheitsmoment J in cm? zu ermdglichen,

bildet man
Lt
B
Vs

und nennt diesen Wert das Schlankheitsverhéltnis. Die nach-
stehende Tafel gibt die Grenzwerte (I:¢) an, fiir die die Eulerschen
Gleichungen Giiltigkeit haben.

1) Bei zentraler Belastung.
2) Druckglieder fiir Fachwerkstabe erfordern lt. Ministerialerla vom 31. Ja-
nuar 1910 © = 4.
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Tafel.
| Untere Propor-| Dehnungs- | Giiltigkeits-
| tionalitatsgrenze maf grenze
Nr.} Baustoff in kgjom® in kgfom? 1 -
oy B 4=
1 Holz. . . .. oov o 150 100000 80
2 | Graues GuBeisen . . . . . . ~ 2000 1000000 70
3 | SchweiBleisen . . . . . . . . 1500 2000000 115
4 | FluBeisen . . . . . . . .. 2000 2150000 102
5| FluBstahl . . . . . . . .. 2400 1 2200000 95
6 | Beton bei héchstens 50 kg/cm?
Spannung . . . .. . .. ~ 100 200000 140

3. Die Versuche von v. Tetmajer.

Bezeichnet man die Knickspannung mit

Py

O’k:?’

so wird, wenn % kleiner als der Grenzwert der vorstehenden Zahlentafel

ist, fiir
FluBleisen 0,=3100— 114 - % .
. l
Guleisen 6, ="T760—120 - 7 40,53 ( >
Schweifleisen ¢, = 3030 — 12,9 - -i s
Flufstehl 0, =3350— 6,2 -,
Holz = 293— 194- 7.

Die Tetmajerschen Formeln eignen sich zur Nachpriifung der
Knicksicherheit eines gedriickten Stabes, dessen Abmessungen be-
kannt sind; eine unmittelbare Ermittlung des erforderlichen Quer-
schnittes erméglichen sie nicht. Der Sicherheitsgrad gegen Knicken ist

_ﬂ_ok-F
@_a_ P

wenn ¢ = P:F die Druckspannung ist.

4. Die Formeln von Ostenfeld und Natalis.

Ostenfeld setzt fiir schmiedbares Eisen als zulissige Knick-
spannung

xZ
%k =0 <1— 30066)7
. l
wobei x = 55 Or die FlieBgrenze gleich 2800 kg/em?® und —--— 30000

Konstante bedeuten, die sich aus den Versuchen Tetmajers ergibt.

eine
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Soll der Querschnitt des Stabes ermittelt werden, so empfiehlt sich
die Form
F=F,+ B
7030000 °
wenn ¥, =% gleich dem erforderlichen Querschnitt infolge der Druck-
2
‘JE, einen Wert bedeutet, der nur von der Form

belastung ist und g = -
des Querschnittes abhdngig ist; die Formel gilt fir F <2 F,; fir
F > 2 F,ist die Eulersche Gleichung zu benutzen.

Zur vorldufigen Bestimmung des Querschnittes dient nachstehende
Tabelle fir die GroBe §; sind # und Jyin gefunden, so ist die Rechnung

mit dem genauen Wert 5 zu wiederholen.

Tabelle fir die Werte g.

Volle Querschnitte Zusammengesetzte
Querschnitte
Ne.| . . - |Nr. R
Form | GroBe ! Form Grofle
| von g \ von f
1 |Ein Quadrat m } 20 | g4 Wil ‘o
- mit etwa 1 cm X
2 | ,, Rechteck h > b 12 AF  Zwischenraum
3 |, Kreis@ | 4m 2 U-Eisen
4 8 =020 250 |13 acC mit etwa lem| 6,0
5 Kreisting o O : o =015 Q‘ 1,87 Zwischenraum
6 | ” g LU g 0,109 1,25 |14 ] E I = Jy ) 1,2
7 ‘ 0 =0050 063 | 4 Z-Eisen mit
8 |, [[-Eisen 7,0 15 7L T einem 2,2
9 ,, I-Eisen 10,0 JL glacclllelsen
T L T Tale 1] ' uadrant-
bk ,,,j,l‘l 2: 312{ 16 j Eisenssulen 1.8
10 Ein L-Fisen 6,0 7,0[11,0 ohne ;
11 ',, 1-Eisen 501 — 1175 y_ﬁl/_ Zwischenlage
Natalis setzt . — G 1+ pa?
k 1 4 pa? - oplxt
. Oy
mit U= 127E .

Beispiele. 1. Eine Saule von ! = 4 m Gesamtlinge ist durch eine Kraft
P = 10000 kg axial belastet. Gesucht sind die Abmessungen des Querschnittes.

a) Baustoff: Holz mit & = 10 und k = 60 kg/em?. Das erforderliche kleinste
Tragheitsmoment ist

Jmin = 100 - P; - 1% = 100 - 10 - 42 = 16000 cm? .

1. Ein unbearbeiteter Baumstamm von d = 25cm Durchmesser hat
J = 19175 cm* und darf bei Behelfsbauten benutzt werden. Da bei & = 10 nur
J = 16000 cm? nétig ist, so hat der Stamm eine Knicksicherheit nach Euler

- 19175
Die in dem Stabe auftretende Druckspannung ist
P 10000 9
o= p =" = 21 kg/em? .

Winkel, Festigkeitslehre. 18
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Das Schlankheitsverhiltnis wird mit

. 1/J /18175
’L=l/j’_;=l/~m-——-6,25 cm,

= 6.25 =64 und das ist <(80;

d.h, die Anwendung der Eulerschen Gleichung ist unzuldssig. Nach v. Tetmajer
ist

oy, = 293 — 1,94-7% = 293 — 1,94.64 = 169 kg/cm?,
also wird
169491
€ =To000 — 8

sein. Da @ = 10 verlangt ist, miiBte d = 30 cm mit J = 39761 cm* und F = 707 cm?
gewihlt werden; dem entspricht

. J 39761 1 400
z=]@—]/w~—7,5 cm, also T =75 = 53,3,

189 . 707
10000

0, =203 —1,04-53,3 = 189 kg/em® und G = =134.

2. Es soll gepriift werden, ob ein vorhandener Balken von 24 - 26 cm benutzt
werden darf. Das kleinste Trigheitsmoment dieses rechteckigen Querschnittes ist

. 3
Jmin = 26-24% = 29952 cm* .
12
Die Sicherheit gegen Knicken nach Euler ist
29952
S = IO-Té-OW = 18,7 .
Mit ) -
. 1/7 29952 N
7 = l/%-—] ﬂ_—%—ﬁ,ﬁw cm  wird T 605 57,6 .
Auch hier versagt die Eulersche Gleichung; nach v. Tetmajer hat der Balken
181-24-26

0, =293 —1,04-57,6 = 181 kg/em? bei & =11,3.

~ 710000

3. Es sind zwei Balken 18 - 18 cm vorhanden. Jeder Balken muB fiir die halbe
Last knicksicher sein, das erfordert

1
Jmin ="2"100'10'4:2 = 8000 cm* .

Vorhanden ist

_18.18% X . 8T8
== 8748 cm?, mithin & =10 3000 = 11.
Mit o
/T 8748 1 400 ~
z—-l/-F—.- WIg=52em wird =0 =T1<80.
Nach v. Tetmajer haben die Balken
0p =293 — 1,04.77 = 143,6 kg/em? bei &= m%(%ﬁ =93;

da &€ = 10 verlangt wird, diirfen sie nicht benutzt werden.
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b) Baustoff: FluBeisen mit & = 5. Erforderlich ist
Jmin = 2,33 - 10 - 42 = 373 cm* .

1. H-Eisen NP 29 mit Jumn = J, = 406 cm?; & = 5-%% =5,5.

2. H|-Eisen (Differdinger) 14 B mit Jun = J, = 438 cm?*; & =5- % =5,9.
3. L-Eisen 15015016 mit J, =391 cm?; © =5 g% =52.

4. [C-Eisen NP 28 mit J, =399 cm?; & =5 ggg =53.

5. Volles Rohr aus Quadranteisen NT. 5 mit Jmin = 576 cm¢ und S =5- g;g
6. JC-Eisen NP 10 (Abb. 200). Die U-Eisen werden so weit auseinander ge-
riickt, daB die Trigheitsmomente, bezogen auf die wagerechte und senkrechte
Hauptachse, gleich grof sind. Dann ist
Ji=2J,=Ju, J/| ’ J

wobei J, das der Tabelle zu entnehmende Tragheitsmoment L—L

7,7.

bedeutet. Man findet demnach die Profilnummer, indem ’ !
man in der Spalte J, der Tabelle die Zahl sucht, die gegen 7— T A—1—1 T —7
1 1 !
T = — 4
5 Jmin 9 373 = 187 cm'
die nichsthohere ist. Das ist 206; sie gehért zu NP 10. e £ le
Beide U-Eisen haben ein Gesamttrigheitsmoment von y z Y
Jr=Jp=2-206=412 cm* und & =5 ;% =55, APP-200. J-Bisen.

Wie weit die U-Eisen auseinanderzusetzen sind, damit die Trigheitsmomente,
bezogen auf die Hauptachsen, gleich grofB s1nd ist in manchen Tabellen an-
gegeben. Durch Rechnung findet man den Abstand i auf folgende Weise:

Ju=4J;=2-J, oder ‘LJ@,+F(§+eH=2-J,¢,

7 \2 <a >2_Jm—Jy
If'(fz——i-e/) =J, —J,, daraus *2—1—6 ="F

2 F

Mit den Abmessungen der Profilnummer 10 wird

. ] ;77 . -
S te= ly,/ J”—F—— o oder - Ja—

13,5
Wollte man beide U-Eisen ohne Querverbindungen einfach nebeneinander stellen,
so miiBte jedes firr die halbe Last knicksicher sein, miiite also

Jmm oder J, =187 cm*

- Vz% 298 1 55—=207cm; also i—2.20,7 = 41,4 mm.

J, = 9
haben. Das erforderte aber zwei U-Eisen NP 22 mit J, = 197 cm%. Sorgt man
dafﬁ.r, daB beide U-Eisen in bestimmten Abstinden durch Winkeleisen oder Band-
eisen verbunden werden, wie es Abb. 201 fiir zwei U-Eisen NP 26 zeigt, so ge-
niigen zwei U-Eisen NP 10. Die freie Linge a darf nicht gréBer sein, als dem
J, = 29,3 cm?* fiir NP 10 entspricht; sie berechnet sich aus

29
Jy = 1 -2,33-P;-a® 7u a = ~ l/ 3~3—=l,58m.
2 .2,33.P, 2,33-5

18*
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Es miiBten demnach mindestens zwei Querverbindungen vorgesehen werden.
Auf alle Fille tut man gut, fiir reichliche Verbindungen Sorge zu tragen, da sich
ein genieteter Trager niemals so verhalten wird wie ein Stab, der aus einem Stiick
besteht.

7. Es soll ein ringférmiger Querschnitt verwendet werden. Gewihlt werde
D =100 mm; d = 70 mm; Wandstirke s = 15 mm.

J = Jypp — Jzo = 490,9 — 117,9 = 373 cm*.

Die Sicherheit ist € = 5, da das erforderliche und das vorhandene Tragheits-
moment gleich groff sind.
8. Eine Saule von 4 m Gesamtlinge ist durch eine in der Achse angreifende
Kraft P = 30000 kg belastet. Sie soll aus zwei U-Eisen hergestellt werden, die
) auBer den Kopf- und Fulverbindungen noch drei Quer-
verbindungen erhalten. Gefordert wird eine @ = 4fache
T T T Sicherheit gegen Ausknicken.
7, Um einen ungefahren Anhalt fir die Abmessungen zu
haben, ermittelt man den erforderlichen Querschnitt aus der
zuldssigen Druckspannung (z. B. & = 900 kg/cm?) und erhalt

30 000

i

—_ Ll = 2 .
} Fert = 900 33,3 cm
| Gewihlt ~|[C-Eisen NP 14 mit F = 2 - 20,4 = 40,8 cm?.
a Die U-Eisen werden so angeordnet, daf J, = J, wird; der
| lichte Abstand betragt 68,1 mm.
| Es wird
| J=2-J,=2-605= 1210 cm?,
v i =]/_J_ ~ V210 _ 544 cm.
2 F 40,8
EISPER Die Knicklange ist zu l, = 0,9 - I = 360 cm gewéhlt (vgl.
LIl 1 Tabelle fir o S.271), daher wird
ST % w=to 380 _ g6
X X* T i 544 T
g 0 Die Giiltigkeitsgrenze fir die Eulerschen Gleichungen
"my L liegt bei x == 102 (vgl. Tafel S.272). Nach der Tetmajer-
b Y schen Formel 8.272 wird die Knickspannung fiir FluBeisen
b33 5 3100 — 11,4-x = 3100 — 11,4-66,2 = ~ 2345 kg/em?,
Abb. 201. J[-Eisen. c or op-F  2345-40,8 3.9
== P ~ 30000 —>2

Da der Querschnitt die geforderte Knicksicherheit nicht hat, werden gewihlt
_I[_-Eisen NP 18 mit F = 2-28,0 = 56,0 cm?; J = 2J, = 2- 1354 = 2708 cm*
bei einem lichten Abstand der beiden U-Kisen von 94,7 mm.

7= i = /2708 — 6,97 cm,

F 56
1 360 ;
=% o — ™~
0, = 3100 — 11,4-52 = 2508 kg/cm?,
. 2508-56
C —_ ma = 4,68 .

Die Knicksicherheit nach Euler Belastungsfall 1 wire
2. . .
c_= EJ _ 9,87 2150000‘ 2708 — 148!
P.j2 30 000-360-360
Damit ist die Brauchbarkeit des gewahlten Querschnittes erwiesen; es mufl

noch nachgepriift werden, ob jedes einzelne U-Eisen fiir seine freie Lange zwischen
den Querverbindungen ausreichende Knicksicherheit besitzt.
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Der Anteil jedes U-Eisens betrigt P = 430000 = 15000 kg. Die Knick-
lange ist bei drei Querverbindungen

l= i 400 = 100 cm .

Fiir den gewihlten Querschnitt ist
F =28 cm?; Jpp = 114 cm?

i = /J = VH‘% =2,02cm,
F 28

l 100
T T 202
o = 3100 — 11,4-49,5 = ~ 2536 kg/cm?,
2536-28
5000 — HTE
Nach Euler wiirde sich ergeben
9,87-2 150 000-114

= U2 TSR 16

=49,5,

[}
Il

G

X. Zusammengesetzte Festigkeit.
1. Zug und Biegung.

An einem Stabe, der an dem oberen Ende fest eingespannt ist, wirke
die Kraft P im Abstande p von der Stabachse (Abb. 202) so, daf} die
Wirkungslinie der Kraft P durch eine Hauptachse des Querschnittes
geht. Werden in A zwei gleich grofle, entgegengesetzt gerichtete Krifte
P mit der Stabachse als Wirkungslinie hinzugefiigt, so erhélt man eine
Einzelkraft P in Richtung der Stabachse und ein Kraftepaar mit dem
Moment M = P -p, dessen Ebene durch die Stabachse geht. Die
Einzelkraft P ruft eine Zugspannung o, hervor, die gleichméaflig iiber
den Querschnitt verteilt ist; ihre Gréfle ist

—_ P .
0= g
Das Kriftepaar beansprucht den Stab auf Biegung und zwar erfihrt
die Faser im Abstande e von der y-Achse die Randspannung
o‘b:%]u:'ezgﬁ'ey

wobei das Trégheitsmoment auf die zu ('S senkrechte y-Achse zu be-
ziehen ist. Nach dem Uberlagerungsgesetz erhalten wir als Gesamt-
spannung

P P P
Omax = :Ff + Jp ‘e und Gmin — 711:' —_

Das Spannungsschaubild (Abb. 202d) zeigt deutlich, da8 sich die Null-
linie des Querschnittes verschoben hat.

P-p
T‘e.

. pP_ P . . .
Fiir den Fall, daB3 7 > J}—) - e ist, treten in dem Querschnitt nur

Zugspannungen auf.
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Die Abmessungen des Querschnittes folgen aus der Festigkeits-
bedingung
TP <k,
Unterscheidet sich die zulassnge Biegungsspannung erheblich von der
zuliissigen Zugspannung, wie es z. B. bei GuBeisen der Fall ist, so er-

halt mit
_ ky __zulissige Biegungsspannung p"”jllp
po= k,  zulissige Zugspannung Pl
w 1 %frm Festigkeitsbedingung  die i @)
| P P WWW:
.50 =P, <k, i 7
@ oder :
P, 1 P i @
4 c T’_l—ﬁ' ,jl’.egkz_ 1l [:
- :
"I_—'P Ra S ©)
2. Druck und Biegung. !
(e) [T % Wesentlich wichtiger als die li‘ d)
Beanspruchung auf Zug und Bie- |
(c) " gung ist der in Abb. 203 dar- i
fb gestellte Fall des auBerachsigen Tl (e)
- Druckes. In gleicher Weise wie i
i | vorher erhalten wir eine Einzel- £)
" 1 kraft P in Richtung der Stab- (
d) max  achse und ein Kréiftepaar mit N
p 1 dem biegenden Moment P - p,
ﬂ—’ so daB sich als Gesamtspannung , lgt-en JAL ) o
77 / 2L fe-
€5 o= P Pp, =@
yhe~ F J y
ADD. 2]%%};11%2? und ergibt. Die Bedingung, daf die Abb. 2(])33;23&1?]{ und

gréBte Druckspannung einen zu-
lassigen Wert nicht iiberschreiten darf, fithrt zu der Festigkeits-
bedingung

_ P Pp
—o=5+=5 elk.

Je nach der GréBe des Hebelarmes p, den Foppl ,,Fehlhebel nennt,
wird die linke Randspannung positiv, Null oder negativ sein. Ist sie
gleich oder kleiner als Null, so erfihrt der Querschnitt nur Druck-
spannungen. Fiir Baustoffe, die so gut wie gar keine Zugspannungen
aufnehmen koénnen, ist die Frage wichtig, wie groB der Fehlhebel p
sein darf, damit nur Druckspannungen auftreten. Aus der Bedingung
o = 0 folgt

P.p J
F—’—TIEZO oder pgﬂ
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Beim rechteckigen Querschnitt ist

bh3 h
J—Jy—ig, e=5; F=b-h;
damit wird
bh?
p= 12 h
=—=%"
bh-~2-

Wandert der Angriffspunkt 4 auf der Hauptachse yy, so erhialt man
entsprechend

pP=-5

Dadurch sind vier Punkte auf den Hauptachsen des Querschnittes fest-
gelegt, iiber die hinaus der Angriffspunkt nicht wandern darf, wenn an
der gegeniiberliegenden Umrilkante eine Druckspannung oder im
Grenzfalle die Spannung Null auftreten soll.

Der allgemeinere Fall liegt vor, wenn der Angriffspunkt nicht auf
den Hauptachsen liegt, sondern die Koordinaten p und ¢ (Abb. 204)
hat. Fiigen wir wieder zwei grolle, entgegengesetzt
gerichtete Krafte P in der Stabachse hinzu, so er- c ]y
halten wir eine den Stab auf Druck beanspruchende |
Einzelkraft P, deren Wirkungslinie mit der Stab- |
achse zusammenfillt, und ein Kréaftepaar, dessen P,
Hebelarm die Hypotenuse in dem rechtwinkligen ”*\T _é
Dreieck mit den Katheten p und ¢ ist. Die Stab- ! T
achse liegt zwar in der Ebene dieses Kréftepaares, !
aber der Querschnitt steht schief zur Momenten- 7 ly
ebene. Nach S.138 denken wir das biegende Mo- 41 004 Druck una
ment in die beiden Seitenmomente P -p und P -q Biegung.
zerlegt, deren Ebenen durch die Hauptachsen des
Querschnittes hindurchgehen. Die Addition der Teilspannungen ergibt
fiir den rechteckigen Querschnitt die Randspannung

P Ppb  Pgh

CTT T, 2T, e
_._ P Pp Py
FEW, W,
und zwar wird die Spannung im Punkte C (Abb. 204)
__ P Pp, Py
fc=—p +W;T . >

die Spannung im Punkte D
oLt Pp_ Py,
PTTE T W, W,

. . . . h b2 bh?
Die Bedingung ¢ =0 liefert mit F=b-h; W, =5 und '
___ P  Ppb6, Pgb p g9 _ 1
O=—pit 7 + g oo pH3=%
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Das ist aber die Gleichung einer Geraden, die auf den Achsen % und
% abschneidet. Da sich die Betrachtung auch fiir die iibrigen Qua-

dranten des Querschnittes in gleicher Weise durchfithren 146t, erhalten
wir einen geradlinig begrenzten Raum des Querschnittes, der die
Eigenschaft hat, daBl der Querschnitt nur Druckspannungen erfihrt,
wenn der Angriffspunkt der Kraft P innerhalb dieses Raumes liegt.
Dieser durch Strichelung hervorgehobene Teil des Querschnittes
(Abb. 203) heifit der Kern. Wandert der Angriffspunkt von P auf der
Begrenzungslinie des Kernes, der sogenannten Kerngrenze, so er-
geben sich Randspannungen bis zum Werte Null, ohne dal sie das
Vorzeichen wechseln. Der Abstand r in Zentimeter eines Punktes der
Kerngrenze vom Schwerpunkt heiit die Kernweite oder Wider-

standshalbmesser.
In Abb. 205 seien I—I und II—II die Hauptachsen des Quer-
schnittes; J; und J;; die Haupttrigheitsmomente. Wandert der An-
griffspunkt der Kraft P auf der Kraftlinie

{J S K, die unter dem Winkel o gegen die Achse
- Le,( I—I geneigt sein moége, dann ist die Richtung
i . & . der Nullinie durch die Beziehung
. - z It
21\ 774\\ tga-tg f=—7-
¥ bestimmt (vgl. S. 138). Mit 6 = 1800— (x -+ B)
] wird dann die Kernweite
Abb. 205. Schiefe Achsen. J’ J,
7= -

¢F  eF-sino’
weil fiir die auBerste Fagser die Druckspannung ? gleich der Biegungs-

spannungl}{ e = 7 e sein muB. (Siehe S.139.)
Das Trégheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf die Nullinie
SN, ist
J,=Jrcos? f+ Jrrsin? §.

Kern und geringste Kernweite rpy, einiger Querschnitte,
1. Das Quadrat (Abb. 206)

Fe=Ty=e Tmn= - %_onwh
2. Das Rechteck (Abb. 207)

po=b. Lk bh

a_ﬁs rb"—Fr rmlnﬂ_ﬁlm

3. Der Kreis (Abb. 208)
Tmin = % d = unveranderlich .
4. Der Kreisring (Abb 209)
Tmin = o [1 + < ) 7] = unverinderlich.
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Da die Berechnung von Randspannungen mit Hilfe des Kernes im
Maschinenbau selten vorkommt, soll auf die Theorie des Kernes nicht
weiter eingegangen werden.

Bei Stiben, deren Linge im Verhiltnis zu den Abmessungen des
Querschnittes groB ist, wird der Hebelarm p der auBerachsig angreifen-
den Kraft P von um so gréflerem EinfluB sein, je groBler die Aus-
lenkung der freien Spitze ist, da hierdurch der Hebelarm vergréBert

)

Bl
Abb. 206, Quadrat. Abb. 207. Rechteck. Abb. 209. Kreisring.

wird. Das Moment P -p wichst um den Betrag P -9, wobei § die
gréBte Auslenkung im Angriffspunkt der Kraft P ist.
Aus

y=1_ <1 — cos ~Z> (Seite 269)

folgt mit
f=0+0p

x
=(0+p) <1—cos ;~>
Fiir x = ! geht aber y in ¢ iiber, so dafl sich als groBte Auslenkung

1-—cos- -
l 1
COo8 — COoS —
a a
ergibt. Hieraus folgt
s+p=-"7
COos - —

Setzen wir fiir fi— den Wert Vﬁ% (S.269), so wird das grofite Bie-
gungsmoment

I”max (p + 6

(i)

1) Aus dieser Gleichung wird in vielen Biichern (z. B. auch in Bach: Elasti-
zitat und Festlgkelt) die Knicklast dadurch abgeleitet, dall man sagt, § wird oo
far —ir =- 2~ . In Wahrheit gilt aber die gewonnene Formel nur fiir kleine Durch-
biegungen und genauere Untersuchungen zeigen, da8 d fiir P = P, endlich bleibt.

Es muB also bei Anwendung obiger Formeln o klein gegeniiber 127 sein.
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und die Randspannung nach S. 278
Omax = — 3 == T‘ZF—)‘J

J ist das Triagheitsmoment, bezogen auf die zur Kraftlinie senkrecht
stehende Hauptachse des Querschnittes, wihrend e wie stets den Ab-
p stand der duBersten Faser bedeutet.
e-a»i Beispiele. 1. Eine Séule (Abb.210) trage
Y M, bei a = 35cm eine Last von P = 10000 kg und
habe einen Querschnitt nach Abb.201. Das Bie-
gungsmoment ist lings der Stabachse unverindert

My = P-a=10000-35= 350 000 cmkg .

p., Der Querschnitt (AbL.201) hat

J,=2 (317 4 48,3-9,66%) = 9648 cm?;
9648

= _ 9648 5
W,= 16.3 590 cm

|

H

D

1

i

:

|

!

|

i

]

|

E z Eine iiberschligliche Berechnung nach der ein-
! fachen Formel
A

HE e @

z Omax=—F— 7 ¢=—F "

Abb. 210. Siule. liefert

_ 10000 350000
2.48,3 590

die strengere Rechnung ergibt

P P-a e P 1 Ay

Pl )
cos LTJ cos m

. P P V 10000

P 4% Vi — PR eh it

T 0°S< | EJ) cos <400 2150 000-9648)
174 P = cos 0,2772,

10000 350000
Omax=""97483" 0,962-590

Der Unterschied ist sehr gering, so dafl im
allgemeinen die angeniherte Berechnung geniigen
wird, vor allen Dingen dann, wenn wir mit der
zulissigen Spannung unter dem oberen Grenz-
wert bleiben.

]\ —h-h— 2. Das Konsol (Abb. 211) trage ein Vorgelege-
YV a wellenlager; der Riemenzug sei P = 250 kg und
Abb. 211. Konsol. gegen die Wagerechte unter dem Winkel o = 30°
geneigt.
Die Zerlegung von P nach der wagerechten und senkrechten Richtung liefert
H=P-cos a=250-0,866=217kg; V=P-sina=250-0,5=125kg.

Im Querschnitt # von der Wellenmitte erhilt man durch Hinzufiigen zweier
gleich groBer, entgegengesetzter Krifte V eine Einzelkraft 7 in Richtung der
Stabachse, die die Saule auf Druck beansprucht, und ein Kriftepaar V mit dem
unverdnderlichen Moment M, = V -a. Die beiden hinzugefiigten Krifte H
liefern eine Einzelkraft H senkrecht zur Stabachse, die den Querschnitt auf Schub

= — 700 kg/cm?;

O max =

Omax = —

v

i

— 725 kgfem?2.

A

Y
H #H

T

e

L
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beansprucht und im allgemeinen vernachlissigt werden darf, und ein Kriftepaar H
mit dem Biegungsmoment H - z, das fiir = & seinen groSten Wert M, = H - h
annimmt. Der gefiahrliche Querschnitt liegt in der Einspannstelle, fiir ihn wird
angenahert

O max = — Vi W

M;=V-a=125-35=4375 cmkg; M,=H -h=217-415=90 000 cmkg .

Das Moment der wagerechten Seitenkraft ist bei weitem das groBte. Da es
nach unten hin zunimmt, li8t man hiufig die beiden U-Eisen nach unten zu
auseinandergehen und kommt dadurch mit kleineren Profilen aus. Beim Entwurf
des Querschnittes schitzt man aus M, auf das erforderliche Widerstandsmoment
fiir k, = 1000 kg/em?, wenn k = 1200 kg/cm? die zulissige Druckspannung ist.
In unserem Beispiel wird angenahert

90 000
Wes = 1500

Gewahlt werden zwei U-Eisen NP 10, deren Abstand in der Einspannstelle ¢ = 70 mm
sein moge, dann wird mit den Bezeichnungen der Abb. 200

( i \2

Sy +F < 9 + e) - 2{29,3+13,5-5,052} =747 cm*,

| I~
Vi — T _ 88 om?
IV11—8’5—/\_88011'1 ’

v M+M,

=90 cm?3 .

Jir =2

125 90 000 +- 4375 A

Omax = 9135 58 —=—1080 kg/cm? . ‘
3. Auf den StoBstahl (Abb. 212) wirken die Schnittkraft P senk- HQJ
recht nach oben und die Normalkraft S wagerecht, d. h. senkrecht zur |
[

I

I

I

|

|

i

|

|

|

Stabachse. Da P nicht in die Stabachse falit, entsteht neben der
Einzelkraft P, deren Wirkungslinie mit der Stabachse zusammen-
fallt, noch ein Kréiftepaar mit dem Moment M = P -e, das den
Stab biegt. S ruft ein Biegungsmoment in entgegengesetztem Sinne
von der GréBe S-I hervor und ergibt auBerdem im Einspannquer-
schnitt @ —a eine Querkraft S, die wir nieht beriicksichtigen. Die n
Gesamtbeanspruchung im Querschnitt @ — a wird mit § = P —HH
\

Omax = —I[: + S(;Q oder O max = ut st

l
W CF W = \f
wenn wir e gegen ! vernachlissigen. TP

Angenommen, die Schneide sei 30 mm breit, der Vorschub be-
trage 0,3 mm, der Schnittwiderstand 175 kg/mm?, dann erhilt man

P=8=03-30-175 = 1575 kg .
Ferner sei [ = 400 mm; F, = 95 - 22 mm2, dann wird

Abb. 212,
StoBstahl.

.q R2
F,=95.22=209cm2; W :.2’2—69’5 =33,1 cm3;
2,2.9,53
P =15 4
J = B 157.2 cm?.
Damit erhilt man
575 5.
175 157540 g7 kg/om? .

Tm T T 500 831
Die Rechnung zeigt, da die Spannung sehr hohe Betrige erreicht; ihr entspricht
eine ebenso hohe Durchbiegung, die sich angenihert zu
S3 1575403
/=~ 557 = 32150000. 1572 =~ 03 om = 3mm
ergibt. Infolge der groBien Durchbiegung federn lange und frei liegende Stéhle.

—

~N——

-~



284 Zusammengesetzte Festigkeit.

3. Normal- und Schubspannungen.
Dieser Belastungsfall ist durch das gleichzeitige Auftreten von Nor-
mal- und Schubspannungen gekennzeichnet und in seiner allgemeinen
Form auf 8. 54 behandelt. Wir errechneten die reduzierte Spannung

—1 1
Ooa="5 2 (0, +0,) + g Y (0, — 0, + 478

als gedachte Spannung, die fiir sich allein wirkend dieselbe Form-
dnderung hervorrufen wiirde, wie sie in Wirklichkeit durch das gleich-
zeitige Auftreten von Normal- und Schubspannungen hervorgerufen
wird. Setzen wir als Festigkeitsbedingung

Ored g O7ul

an, so bringen wir damit zum Ausdruck, daB wir die gréfte Dehnung
als fiir den Bruch mafigebend ansehen, withrend O. Mohr die Differenz
der Hauptspannungen fiir die Ursache der Zerstérung hilt und als
Festigkeitsbedingung ansetzt

Ored = 1/(cru—c;v)2 + 412 <oy .

Die erheblichen Unterschiede zwischen der Theorie und dem Ver-
such gleicht Bach durch das Anstrengungsverhiltnis
_ O'zul
T m+1
* Taul
m

aus (8. 60), das zu der Festigkeitsbedingung

—1 1 —
Oroa =73 (Ou+0) + 510 | (0, =0 + 4 (g -7 < O

L0

fithrt. Alle drei Gleichungen werden heute noch benutzt, doch hat sich
in der neuesten Zeit die Mohrsche Auffassung von der Bruchgefahr
durchgesetzt, so daB wir in erster Linie nach Mohr rechnen werden.
Daneben soll auch die Bachsche Gleichung Anwendung finden, zumal
der deutsche Maschinenbau sich ihrer gern bedient.

Im vorliegenden Fall vereinfachen sich beide Gleichungen insofern,
als nur eine Normalspannung, die Biegungspannung, auftritt. Setzen
wir ferner die Poissonsche Zahl m=10/3 ein, so erhalten wir

OBach = 0,350+ 0,65 02 + 4 (0g+ 7)2 < O
OMohr = V02+ 4 72 gazub

von denen die letzte besonders einfach ist.

a) Zug (Druck) und Drehung.

Die durch die gegebene Kraft P hervorgerufene Normalspannung
ist 0 = P : F, die durch das Drehmoment M, hervorgerufene Schub-
spannung 7 ist nach Abschnitt VII fiir den jeweils vorliegenden Quer-
schnitt zu berechnen. Beide sind zu einer reduzierten Spannung zu-
sammenzusetzen, wobei darauf zu achten ist, daB ¢ und 7 diejenigen zu -
gehdrigen Werte sind, fiir die die Gesamtanstrengung am gréB8ten wird.
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b) Biegung und Drehung.
Sehr haufig ist der Fall, dal die von Biegungs- und Drehmomenten

gleichzeitig angegriffenen Stdbe kreisformigen Querschnitt haben.
Da hierbei

_ M, M, M,
0= und 7= W, = 2

ist, so vereinfachen sich unsere Gleichungen erheblich, Es ist

M
aBach_03‘“+065]/ +4(ao ;‘f;)

— [0 350,65 ]/1 1 (ap- %ﬂ
b

Der Klammerausdruck ist eine % %
unbenannte Zahl, die lediglich 29

. M
von dem Quotienten o, M¢ ab- P
b

héngig ist und sich als Kurve

darstellen a8t (Abb. 213). Mit ¢, ol

E-M,=M, ' 19 ] -
erhilt man fs P

Mi h

OBach = W a4

und damit eine Form, die der
- . . A T Y U U R A T

einfachen  Biegungsgleichung ol
entspricht. Man nennt M, das — I,
ideelle Biegungsmoment. Abb. 213. £ Linie.

Die Mohrsche Gleichung
geht fiir den kreisférmigen Querschnitt tber in

o=/ -5 = 5 V9830
auch hier konnen wir den Zéhler als ideelles Biegungsmoment
M=y 303
ansehen. In beiden Féllen lautet die Festigkeitsbedingung: die errech-

nete Spannung muf} kleiner sein als die zuléssige.

Beispiel. 1. Vorgelegewelle (Abb. 169). Der Riemenzug der Scheibe 1 sei
wagerecht, der der Scheibe 2 unter 45° gerichtet; die Riemengeschwindigkeit
» = 6 m/sek, die Umdrehungszahl pro Minute n = 125, die Leistung N =7 PS.

Aus

wdin 60 v @-6 _
Wir wihlen d; = 900 mm; r, = 450 mm und ermitteln die Umfangskraft U, aus
M;=U,-r, = 71620- g—71620 ~—~40000mkg

125



286 Zusammengesetzte Festigkeit.

zu U; = ~ 90 kg. Fiir die Wellenbelastung wird P, = 3 U, = 270 kg. In gleicher
Weise erhilt man bei d, = 500 mm
My = U, r, = 4000 cmkg; also U, =160kg; P, =480kg.
Die wagerechte Seitenkraft wird H, = P, - cos 45° = 480 - 0,707 = ~ 340 kg, die
senkrechte Seitenkraft wird V, = P, - sin 45° = 480 - 0,707 = ~ 400 kg, wenn man
das Scheibengwicht mit rd. 60 kg einsetzt.
Demnach ist die Welle belastet:
in wagerechter Richtung mit H, = P, = 270 kg und H, = 340 kg,
in senkrechter Richtung mit V; = G, = 75kg und V, = 400 kg.
Diese Belastungen ergeben:
in wagerechter Richtung Az = 307kg; Bz = 303 kg,
M, = 307 - 25 = 7675 cmkg , mit 4 - 1 =250 mm,
M, = 303 - 30 = 9090 cmkg , mit 2~ B = 300mm;
in senkrechter Richtung 4 = 182kg; B, = 294 kg,
M} = 182 - 25 = 4550 cmkg,
M5 = 294 - 30 = 8820 cmkg.
Das groBte resultierende Moment tritt im Punkte 2 auf und wird
M, =VME + MY M'2 = 90902 + 88202 = ~ 12700 cmkg ,

M;="71620- 12 =~ 4000 cmkg .

Das ideelle Biegungsmoment wird
Mpaen = 0,35 M3,+0,65 VM + (0tg- M )2 = 0,35-127004-0,65 - }1270024-(1,1-4000)>
= 13200 cmkg
mit
Ay = O‘z*m*:*@o "=131’

1,3' Tzul 1,3 '280
Myonr = Y M2+ M2 = J127002 40002 = 13320 cmkg .

Den ungiinstigsten Wert der reduzierten Spannung liefert Muon; d = 60 mm hat
W = 21,21 cm?; damit ergibt sich
Myere 13320

gl U 2
O Monr = Wr 21’21 630 kg/cm ’

ein Wert, der die zulissige Grenze nach Bach iiberschreitet.

2. Schraubenspindel einer Spindelpresse. Die Kraft sei @ = 10000 kg;
die Reibungsziffer 4 =0,1; der innere Schraubendurchmesser d; = 55 mm; der
aullere dy, = 65 mm; der mittlere d = 60 mm; die Steigung betrage k = 20 mm.

Aus
h 20
tgo=— nd =G0 0,11
erhilt man den Steigungswinkel . . ... .. o= 6020
der Reibungsziffer g =0,1 =tg g entspricht . o= 545

Das aufzuwendende Drehmoment betragt
Mz=@Q-r-tg(a+ g) =10000-3-0,214 = 6420 cmkg .
Fir d, = 55 mm ist W = 16,334 cm?; also W, =2 - W = 32,67 cm3; daraus

M, 6420

_— = = 2
=W, 32,67 197 kg/cm?.
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Die Normalspannung wird als gleichméBig verteilte Druckspannung

_ @ 10000 .
Mit 6,u=k=0600kg/cm? und 7,u=ks=400kg/cm? wird
Ozl 600

% =115,

1,3 7 1,3-400
so daB
08acn = 0,35-420 4 0,65 } 4202+ (1,15-197)% = & 550 kg/cm? ist;
nach Mohr erhalten wir
Outonr = | 4202 + 4-197% = A= 576 kg/em?.

3. Festigkeitsnachweis einer Drehbankspindel (vgl. S.181). Samtliche
an der Spindel angreifenden Krifte rufen im Angriffspunkte von @, ein Biegungs-
moment

M, =2000-37 —400-29 — 95012 = =51 000 c;mkg

hervor, zu dem ein Drehmoment
M, = 1950- }f;i’? = A 142000 cmkg

tritt. Als ideelles Biegungsmoment nach Mohr ergibt sich

My = } 510002+ 1420002 = ==151000 cmkg .

Der Querschnitt ist kreisringformig mit 220 mm Aufien- und 90 mm Innendurch-
messer
Jyo = 11499 cm*

Jy = 322cm? 11177
J —=11177cmt; W= 11‘ = 1016 cm?;
demnach
151000 .
OMonr = —J576" = ~150kg/cm?.

Auch die strengere Berechnung fithrt auf rech-
nerisch ermittelte Spannungen, die weit unter
der zuldssigen bleiben.

4. Die Kurbel. Eine Handkurbel nach Abb.
214 werde von zwei Mann bedient, die dauernd
eine Umfangskraft von je 15 kg aufwenden.
Somit wird P = 30kg; r = 35 cm; @ = 20 cm,
so dafl sich ergeben

M, = P.a=30-20 = 600 cmkg;
My= P-r=230-35=1050 cmkg.

Abb. 214. Kurbel.

Mit
k 400
=4 /em?; kg =280k 2 i =0 Y _q1-
ky = 400kg/cm?; k, g/em?  wird o 13.%,=13.280 1,1;
als ideelles Biegungsmoment nach Bach erhalten wir
M;=0,35 M, + 0,65 } M3 -+ (2~ M4)? = 1060 emkg,

wihrend nach Mohr

M; =Y} M;+ M2 = 1210 cmkg
wird. Aus
Mi = W'kb
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folgt 1210 3 g .
We,f——4—00 = 3 cm3 mit d = 35 mm;

damit

1060 1210
OBach = 12 = 250 kg/cm?; OMonr = 1 = 290 kg/cm?2.

¢) Schub und Biegung.

Bei der Biegungsfestigkeit (Abschnitt V) hatten wir die Querkrifte,
bei der Schubfestigkeit (Abschnitt VIII) die Biegungsmomente unbe-
riicksichtigt gelassen. In Wahrheit treten in beiden Fiallen Schub und
Biegung gleichzeitig auf. Die Zuldssigkeit der begangenen Vernach-
lassigungen wollen wir an einem einfachen Beispiel nachweisen.

Wir betrachten den Triger auf zwei Stiitzen, der durch eine Einzel-
kraft P in der Mitte belastet ist. Die Spannweite sei [, der Querschnitt

ein Rechteck von den Seiten b und . Die grofiten Spannungen werden
im Angriffspunkt der Last auftreten. Das Biegungsmoment ist M — l;l ,

die Querkraft @ = »1; Mithin wird die Normalspannung im Abstande z
von der neutralen Faser (Abb. 189)

Pl
oM, _ 4 _3PL, @)
TJ 1, bk
122
die Schubkraft nach Seite 263
3 P 2z\2
r=2n—-E7 (b)

Die grofite Biegungsspannung wird mit z =%
5 _3PL h _ 3P
max " pp3 2 T 2ph2’
die grofite Schubspannung mit z =0

T, 3A. (d)

max = 4 p

Aus (a), (b) und (c) folgt

>

2

Setzt man diese Werte in die Bachsche Gleichung ein, wobei o, = 1
angenommen wird, so wird

O'Banch = Opax [0135'77 'JF 0,65 ]/xz‘i‘ ('?‘)2[1 —_ x2]2:1 . (e)

Hierin ist

0 =0p,5" (% und 1:=amax-% {1 — (%)2] .
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. h .
eine unbenannte Zahl, die entsprechend z =0 und z =- o Zwischen 0
und 1 liegt.
Fiirz = Oistx — 0 und 72 — 0,65-};— ;
. h . O Bach
firz = _iste =1 und - =1,
2 Gmax

Wir diirfen die Schubspannungen vernachlassigen, d. h. zur Errech-
nung der Spannungen die Gleichung (c¢) benutzen, wenn o0g,, nur

wenig grofer als 0, ist.

Damit dies fiir x = 1 der Fall wird, setzen wir

0,65-—~1,
woraus
h
7= 1,5

folgt. Mit diesem Wert ist die nachfolgende Tabelle berechnet worden.

x 0,1 \ 02 | 03 | 04 05| 06 | 07 [ 08 \ 0,9
i ‘ { i

Z 0,05 | 0,10 l0,15 10,20 10,25 10,30 ‘035 0,40 | 0,45
: | | | | |

gﬁi@ 1,002‘ 1,015 1,013}0,999‘0,975\0,946 0919‘0907‘0928

max | | |

Onax Wird also nur um ~ 1,5% iiberschritten, so da8 wir fiir J: =15
die Schubspannungen vernachlissigen koénnen.

Falls nun }; kleiner als 1,5 oder i groBer als :)2) wird, so wird nach

Gleichung (e) fiir dieselben Werte x Z~—ac—h kleiner als der Wert der Ta-

max

belle. Hiernach ergibt sich der Satz:
Istl > %h, so kann man bei Berechnung der Spannungen

die Schubkréafte vernachlidssigen.

Wann kann man nun die Biegungsmomente vernachlissigen, d. h.
die Spannungen nach Gleichung (d) berechnen ? Aus (a), (b) und (e)
folgt

lz lz
—1max'27

T:Tmax'(l‘_xz) s

0 =Tpax " iz

L 2 .
wobei wieder x :,hz, gesetzt wird.

Mit diesen Werten erhilt man nach Bach mit o, =1

1
OBach = Tmax [0,35 - +0 65‘/ —|— 4(1—zx2 ZJ ()
Winkel, Festigkeitslehre. 19



290 Zusammengesetzte Festigkeit.

Fir z =0 wird ogye, = 1,37,.,. Da wegen oy =1 auch k, =13k,
ist, so darf man die Biegungsspannungen vernachldssigen, wenn der
Ausdruck in der eckigen Klammer nur wenig gréler als 1,3 ist.

Da nun
3Pl 13-3P _ 21

Opmax: 173 Tinax = 2k 4bh 1,3%

fiir llb = 1,5 angenédhert gleich Eins, also 0,,; =~ 1,3 7,4, ist, so folgt

aus der letzten Zeile der Tabelle, daB fiir % = 1,6 der Wert 7,,, nur

um 1,5% iiberschritten wird. Fﬁr% = 1,5 kann man also die Biegungs-
spannungen vernachlassigen. Aus Gleichung (f) folgt, dall der Wert
TBh it 3 kleiner wird. Hieraus ergibt sich der Satz:

max

Ist l<%h, s0 kann man bei Berechnung der Spannungen

die Biegungsmomente vernachldassigen.

Was wir von den Spannungen nachgewiesen haben, gilt auch von
den Durchbiegungen. Bei verhéltnismaBig kurzen Stéiben kann man
die Biegungsmomente, bei verhéltnismaBig langen Stédben die Quer-
krifte unberticksichtigt lassen.

Die Senkung des Angriffspunktes der Last ist

fsz+fq:

wobei f, die Senkung infolge der Biegungsmomente, f, die Senkung
infolge der Querkrifte bedeuten soll.
Nach Seite 154 ist
Pl Pl3 Pi3

sz = =5 3;
48EJ 48E%bh3 4 Hbh

nach Seite 266
0,3 P1 0,3 Pl

fa="pg bh-G *
m

10

Wird nach Seite 54 @ = E gesetzt, so wird mit m =-g

2 (m + 1)
5 oy s
G=1—3E, mithin

f = 03PL13 _ 018 P1

¢ bh-5E = Ebh

und
0,78 P1 4Ebh3_ 3,12

fiho="gs P —<%>z

Fir
l= & 2 h 4 h 8h 16 &
wird dieser Wert gleich
312 078 0,195 0,049 0,012,
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Ist also I > 16 kb, so wird der Fehler, den man bei Vernachlassigung der
Querkrifte begeht, kleiner als 1,2%. Umgekehrt kann man fiir ver-
haltnismaBig kurze Stabe f, gegen f, vernachlissigen, wie aus

folgt.

XI. Die gekropfte Welle.
1. Die Festigkeit der gekropften Welle.

Als Beispiel fiir den Gang der Berechnung werde eine zweifach ge-
lagerte Welle zugrunde gelegt, auf deren auflen liegendem Stumpf der

Abb. 215. Krifte senkrecht zur Krépfungsebene.

Anker einer Dynamomaschine sitzen moge (Abb. 215). Die Antriebs-
maschine sei eine liegende Einzylindermaschine. Die Pleuelstange sei
sehr lang, so da die Kolbenkraft K in jeder Stellung wagerecht angreift,
die in eine tangentiale Umfangs- oder Drehkraft 7' und eine radiale
Seitenkraft R zerlegt wird (Abb. 216). Aus den Konstruktionsangaben
fiir die Dampfmaschine bzw. aus der Drehkraft-
kurve, auf die hier nicht néher eingegangen
werden kann, entnehmen wir

T= Tm:ix

als fiir die Berechnung maBgebend. Ent-
sprechend der ungiinstigsten Kurbelstellung zer-
legen wir alle ibrigen an der Welle angrei-
fenden Krifte in Richtung der Kropfungsebene
und senkrecht dazu und fiihren die Berechnung Abb. 216, Zerlegung der
fur beide Félle durch. Die sich ergebenden
Spannungen werden nach dem Uberlagerungsgesetz addiert.

Die gekropfte Welle fillt insofern aus dem Rahmen der iiblichen
Tréager, als es sich bei ihr um Kréfte handelt, die nicht in einer Ebene
liegen. Wir betrachten zunichst die

a) Krifte senkrecht zur Krépfungsebene.
Die Belastung ist aus der perspektivischen Darstellung der Abb. 215
ersichtlich. Um das Gleichgewicht der &uBeren Krifte zu ermitteln,
19*
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figen wir im Schnittpunkt C der Wellenachse mit der Kropfungsachse
zwei entgegengesetzte Kréifte 7' hinzu, von denen die gekreuzten Krifte
T ein Kriftepaar bilden, dessen Ebene durch die Achse 3 = C der
Kropfung geht und auf der Wellenachse 4 + B senkrecht steht; sein
Moment ist

T = M d-
Die in C bleibende Einzelkraft 7' ruft die Auflagerdrucke
A4,=T-> wd B=7-9

bervor. Infolge der Seitenkraft @, erhalten wir

4,=6,° wd B=—@-11°

Als Summe der Einzeldrucke wird
A=A4,+4 4,; B= B, + B,

Auch die Einfliisse von 7' und @, untersuchen wir gesondert, und' zwar
zundchst den Einfluf der Drehkraft 7.

Teil A+1. Das Hinzufiigen zweier entgegengesetzter Krifte A,
liefert im Schnitt x eine Querkraft @, = A, und ein Biegungsmoment
M, = A, - », das im Punkte 1 seinen gréten Wert M; = A - a, erreicht;
die durch die Querkraft hervorgerufenen Schubspannungen werden ver-
nachléssigt.

Teil 1 2. Wir legen einen Schnitt im Abstande x von 1 (Abb.217)
und sehen, daB das Hinzufiigen zweier entgegengesetzter Krifte 4, im
Schnitt eine Einzelkraft 4, und ein Kréaftepaar ergibt, auf dessen Ebene
die Stabachse 1--2 windschief steht. Klarer wird die Art des Kraft-
angriffes, wenn wir noch zwei entgegengesetzte Krifte 4, in 1 hinzu-
fiigen, dann bilden die Kréfte 4, mit dem Hebelarm a, ein Kréftepaar,
4, auf dessen Ebene die Stabachse 12 senk-
recht steht; das Moment ist ein Drehmoment
M; = 4, - a, = unverdnderlich. Die beiden Krifte
mit dem Hebelarm z bilden ein Kriftepaar, in
dessen Ebene die Stabachse 1 -2 liegt ; das Moment
ist ein Biegungsmoment M, = A4, x, das fiir

Abb. 217 Teil 1+2. x =0 den Wert M; = 0; fir 2 =r den Wert

M,=A,-r annimmt. Langs der Stabachse 1--2

ist die Drehmomentenfliche ein Rechteck, die Biegungsmomenten-

flaiche ein Dreieck. Da das Kréftepaar 4, -z die Achse des Stabes

1=-2 nach oben wolbt, erhilt die Biegungsmomentenfliche ein nega-
tives Vorzeichen:

Mb = — Al cX. .
AuBerdem wirkt noch die Querkraft 4; im betrachteten Schnitt. Zu
beachten ist, daf das Biegungsmoment M, = A, - a, des Stabes 4,1

im Punkte 1 zum Drehmoment des Stabes 12 wird, weil die Stab-
achse gewissermafen um 90° umbiegt.
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Teil 2+3. Zu der Ebene des Kriftepaares, das durch das Hinzu-
fiigen zweier entgegengesetzt gerichteter Krafte 4, im Punkte 3 ent-
steht, steht die Achse 2--3 windschief (Abb.218). Es ist deshalb notig,
dieses Kriftepaar durch zwei zu ersetzen, von denen das eine senkrecht
zur Stabachse 2—3 ist, wahrend die Ebene des andern durch die Stab-
achse hindurchgeht. Das wird erreicht, wenn wir zwei entgegengesetzte
Krifte 4, im Punkte 2" hinzufiigen. Das Moment der gekreuzten Krifte
A, ist ein Drehmoment von der GroSie

M, = A4, - r = unverinderlich,
das Moment der angekreisten Krifte 4, ist ein Biegungsmoment, das im
Punkte 2 die Grofie
My =—4,-ay,
im Punkte 3 die GroBe

My=—4,(a; +¢/2) =—A,-a

hat. Die Biegungsmomentenfliche des Stabteiles 23 schlieft sich an
die des Stabteiles 41 unmittelbar an, als ob die Wange 12 nicht

Abb. 218, Teil 2+3. Abb. 219. Teil 3+4.

vorhanden wiare. AuBer den beiden Momenten wirkt noch die Quer-
kraft Q = A im Querschnitt.

Teil 3+-4. Da die im Punkte 4 angreifende Kraft 4, in Beziehung
auf den Schnitt x (Abb. 219) wieder ein Kraftepaar ergibt, zu dessen
Ebene die Stabachse 34 windschief steht, so fiigen wir von vornherein
zwei entgegengesetzte Krifte 4, im Punkte 2’ hinzu. Das Hinzutreten
der Kraft T erfordert, daB wir im Schnitt « zwei entgegengesetzte Krifte
A, und zwei entgegengesetzte Krifte T hinzufiigen. Die gekreuzten
Krifte 4; bilden ein Kriftepaar mit dem Drehmoment

My = A, - r = unverinderlich;
die in der durch die Stabachse 34 gehenden Ebene wirkenden Krifte
A, und 7T haben ein Biegungsmoment

My=—4, @+ =)+ Tz,

das dem Biegungsmoment im Punkte x des geraden Tragers 4 --1--5-=-B
entspricht, dessen Biegungsmomentenfliche sich nunmehr bis B
(M 5 = 0) aufzeichnen 146t. Im Schnitt = des Zapfens 2--4 bleibt noch
als Querkraft

Q. — A4, —T.
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Teil 4-+5. Fiigen wir (Abb. 220) im Schnitt  der Wange zwei ent-
gegengesetzte Kréfte 4, und zwei entgegengesetzt gerichtete Krifte T
hinzu, so steht die Stabachse 4--5 zu den Ebenen beider Kraftepaare
windschief. Dadurch wird das Hinzufiigen zweier entgegengesetzter
Krifte T in 4 und zweier entgegengesetzter Krifte 4, in 5 erforderlich.

g
v\7- N7
TR
l,}.f
fr
Abb. 220. Teil 4=5. Abb. 221. Teil 4+5.

Wir sehen in der senkrechten Ebene durch den Stab 4-+1--5- B das
Kriftepaar der gekreuzten Krifte 4, mit dem Moment 4, (a, + ¢) und
in der senkrechten Ebene durch den Zapfen 2 -4 das Kriftepaar der ge-
kreuzten Krifte 7 mit dem Moment T - ¢/2. Da die Stabachse 45
zu den Ebenen beider Kriaftepaare senkrecht steht, erhalten wir als Dreh-

moment
M;=A4,(a;+¢)—T-¢/2=B,-b,.

Unter der Belastung der iibrigen an ihm angreifenden Krifte ist der
Stab 4 -5 in Abb. 221 gesondert gezeichnet. Wir sehen als Einzelkraft
in dem Querschnitt die Querkraft

Q:AI—T

und auflerdem zwei Kriftepaare: das der Krifte 7' mit dem biegenden
Moment M, = 7' - z und das der Krifte 4, mit dem biegenden Moment
M, = A,(r — x), die beide das ausgezogene Stabende z nach unten
wolben, also positiv zu nehmen sind; demnach ist

My=T 2+ 4A,(r —x).
Die Biegungsmomentenfliche ist ein Trapez mit den Ordinaten
M,=A,rfir e =0und M;=T-r fir z =1r;

sie erhdlt das Vorzeichen 4- im Gegensatz zu der M,-Fliche der linken
Wange 1-=2.

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir natiirlich, wenn wir die
Wange 4--5 von rechts aus betrachten. Der in Frage kommende Stab-
teil ist in Abb. 220 gestrichelt gezeichnet; an ihm greifen an: das, von
B nach A gesehen, rechtsdrehende Moment M,; und der nach unten
gerichtete Auflagerdruck B;. Da der Stab4--5 in die Ebene des Dreh-
momentes M, fillt bzw. zu ihr parallel lduft, ruft M, im Stabe 45
Biegung hervor; die Wolbung der Stabachse geht nach unten. Zwei
entgegengesetzte Krifte B; bringen wir im Schnitt und in 5 an und
sehen4 -5 durch die gekreuzten Krifte B, mit dem Moment B,-b, auf
Drehung und durch die angekreisten Krifte B, mit dem Moment



Die Festigkeit der gekropften Welle. 295

B,(r — «) auf Biegung beansprucht, so dal wir als Gesamtbiegungs-
moment im Schnitt x des Stabes 4--5 (Abb. 222)

M, =M; — B(r —x)
erhalten. DaB beide Werte M, iibereinstimmen, zeigt die Einsetzung
My=T-r ud B =7T-—4,,

mit der die Gleichung fiir M, iibergeht in
M,=Tr—(T—A)r—2)=T 2+ A4;— (rx).

Teil 5-6. Die Biegungsbeanspruchung
dieses Stabteiles ist durch die Vervollstandigung
der M,-Flache gegeben. Da aullerdem das ganze
Drehmoment M ; durch B--5 geleitet wird, so ist
zwischen den Punkten 5 und 6

Abb. 222. Teil 456,
M;= T - r = unverénderlich.

Dazu tritt in einem Schnitt zwischen 5 und B die Querkraft Q = — B,,
die wie iiblich vernachlassigt wird.

Durch die senkrecht nach unten gerichtete Seitenkraft G, werden
die Auflagerdrucke A4, und B, hervorgerufen. Die Biegungsmomenten-
flaiche des Stabes 4 B ist ein Dreieck mit der Ordinate Mz = — G, - e
(Abb. 223). Da sie ebenfalls das negative Vorzeichen erhilt, weil die
Wolbung der Stabachse nach oben geht, addieren sich die Ordinaten
beider M ,-Flichen. Die Stabteile 41 und 5-+6 werden durch @, ge-
bogen, so dafl nur noch die Kropfung zu untersuchen ist.

Teil 1--2. Im Schnitt x
(Abb. 223) fiigen wir zwei ent-
gegengesetzte Krifte 4, hinzu,
die wieder ein Kriftepaar
ergeben, zu dessen Ebene die
Stabachse 1--2 windschief
steht. Um den Fall zu er-
reichen, daB die Stabachse
entweder senkrecht zur Ebene
des Kriftepaares steht oder
in ihr liegt, fiigen wir noch zwei entgegengesetzte Krifte 4, im
Punkte 1 hinzu, dann biegt das Kriftepaar der gekreuzten Krifte 4,
den Stab mit dem Moment

My=—A4, =,

wihrend das Kraftepaar der angekreisten Krafte 4, den Stab 1--2 mit
dem Moment

Abb. 223. Seitenkraft G,

M, = A, - a;, = unverdnderlich
verdreht. Die M,-Flache ist ein Dreieck mit den Ordinaten
M, =0 im Punkte 1 fir z =0,
M, = —A,-r im Punkte 2 fir « = r;
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ihr Vorzeichen ist —, weil sich die Stabachse 1 =2 nach oben woélbt. Die

im Schnitt x iibrig bleibende Einzelkraft 4, ist Querkraft.

Teil 2-4. Wir betrachten den ganzen Zapfen, da auller 4, keine
weitere Kraft angreift (Abb.224). Das Hinzufiigen zweier entgegen-
gesetzter Krifte 4, in 1’ und im Schnitt « zeigt 1. Drehung durch

Mz = A, - r = unveranderlich,

2. Biegung durch

My, = —4,-(a, + 2).

Die M,-Flache ist bereits in Abb. 223 gezeichnet. Die im Schnitt « iibrig
bleibende Einzelkraft
4, ist Querkraft. o

" Teil4-+5. Dadas N
Hinzufiigen zweier

entgegengesetzter

Krifte 4, im Schnitt A
Abb. 224, Teil 2+4. 2z (Abb. 225) ein Abb. 225 Teil 4+5.
Kriftepaar ergibt, zu

dessen Ebene die Stabachse 45 windschief steht, so fiigen wir noch

im Punkte 5 zwei entgegengesetzte Kréifte 4, hinzu, von denen das

angekreiste Kraftepaar 4, das Drehmoment

M, = A, - (a; + ¢) = unveridnderlich
hervorruft. Die beiden gekreuzten Krifte 4, bilden ein Kriftepaar mit
dem biegenden Moment
My=4,-(r —2),
das fiir x = 0 den Wert M, = A, r und fir z = r den Wert M, = 0
hat. Die M,-Fliche ist ein Dreieck mit der Ordinate 4, - 7 im Punkte 4

A, ,’}. T 7'-‘7‘=Md
. e, ﬂ7‘7’ l J J’ J &/ﬂfﬂ A
el A : e Rt
T b T T T~ —\
N = TEve 1
r — ol
| NEE — T‘g--g,‘___z" —-r_ic—’.{ J\\Q\
- 7 ;-5 T ° ‘l
L_Mbﬂ.—,,r_.ﬂh e e b s "fT L My b My ——l
b —4 T o ‘ Gre=My
ll.—.—rm'm'liT\TTw | }/ﬂl |
I
| 1 T4,
J |

Abb. 226. Krifte senkrecht zur Krépfungsebene.

und dem Vorzeichen -, da sich der Stab nach unten wolbt. AuBlerdem
wirkt wieder die Querkraft 4, im betrachteten Querschnitt. Der
Teil 56 wird gebogen; die M,-Flache ist in Abb. 223 gezeichnet.
Die Abb. 226 zeigt die Welle unter dem Einflul der Drehkraft 7' und
der Seitenkraft G, in Richtung 7.
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Man findet die Beanspruchung eines Punktes der wagerechten Teile
durch Addition der zugehérigen Ordinaten, also auf Biegung, indem man
die Ordinaten der M,-Flédchen unterhalb der Welle addiert, auf Drehung,
indem man die Ordinaten der M ;-Flachen oberhalb der Welle addiert.
Die Beanspruchung der linken Wange 1-+2 ist durch die M-Flichen
links, die Beanspruchung der rechten Wange durch die M-Flachen rechts
bestimmt.

b) Krafte in der Krépfungsebene.

Wie aus Abb. 216 hervorgeht, fallen die radiale Seitenkraft R der
Stangenkraft KX und die Seitenkraft G, = G - sin « des Ankergewich-
tes G in die Zeichenebene der Abb. 227, so daf} jetzt simtliche Krafte
in einer Ebene angreifen. Dadurch gestaltet sich die Untersuchung er-
heblich einfacher. Infolge E erhalten wir als Lagerdrucke

A4=R-7 uwd B=R-%

infolge &, wird

Ay=—C % wd B,=6,-'FC.

Die Addition ergibt die Gesamtauflagerdrucke 4 = 4, + 4, und
B = B, + B,. Als Momentenfliche erhalten wir infolge R ein Dreieck
mit der Ordinate

M,=R .?‘llf
und infolge G, ebenfalls ein Dreieck mit der negativen Ordinate
l[[lg ::3"‘—(;7' €.

Die Gesamtflicheist sofort bekannt, wenn wir beide Einzelflichen nach
derselben Richtung abtragen (Abb. 227). Durch die resultierende M,
Flache ist die Beanspruchung der wagerechten Teile der Welle klargelegt.

L [ 4

da
iR
|

—— )
Luon 7
ek
-
R
7
Abb. 227. Krifte in der Kripfungsebene. Abb. 228. Linke Wange.

Fiir einen Punkt « der linken Wange 1 -2, die in Abb. 228 gesondert
gezeichnet ist, finden wir durch Hinzufiigen zweier entgegengesetzter
Krifte 4 in der Stabachse 1--2 eine Einzelkraft 4, die in dem Quer-
schnitt Druck hervorruft, und ein Biegungsmoment

M, = A - a; = M, = unverdnderlich.
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In gleicher Weise findet man fiir die rechte Wange 4 -5 eine Einzel-
kraft (R — A), die im Querschnitt Druck hervorruft und ein Biegungs-
moment

M,=A(a,+¢c)—R Ec = M, = unverinderlich,
das positiv oder negativ sein kann. Unter Umstdnden kann der Mo-
menten-Nullpunkt der resultierenden M,-Fliche gerade in die Wange
fallen.

Die Momentenflachen der Wangen sind Rechtecke; sie sind in Abb.227
links und rechts von der Welle gezeichnet.

Um einen Uberblick iiber die Gesamtbeanspruchung der Welle zu
erhalten, ist darauf zu achten, dall die Biegungsmomente infolge 7' und
G, (Richtung I in Abb.216) und infolge R und @, (RichtungII in Abb.216)
in zwei aufeinander senkrechten Ebenen auftreten, und daf deshalb fiir
die Gesamtbeanspruchung ihre geometrische Summe

M=Y M+ M;
malgebend ist.

Welche Spannungen die Querschnitte erfahren, 148t sich bequemer
an einem Zahlenbeispiel feststellen.

Zahlenbeispiel. Gegeben sei die Schubstangenkraft K = 3000 kg; das
Ankergewicht sel1 G = 1200 kg; als ungiinstigste Stellung sei tga = =~ 1,333;
sin ¢ = 0,8; cos « = 0,6 angenommen. Damit erhalten wir die Seitenkrifte

T = K - sin o = 3000 - 0,8 = 2400 kg; R = K - cos a = 3000 - 0,6 = 1800 kg;
Gy =@ cosa=1200-0,6 =~700kg; G,=@G"-sin« = 1200-0,8 =~1000kg.

a) Krafte senkrecht zur Kropfungsebene (Abb. 215).

2400- 35 2400- 45
4y =—g5— =1050kg; By = —_5— = 1350 kg;
700-40 700-120
Ay =-—g5— =350kg; By = ——po = —1050kg;

A=A4,+ A, =1400kg; B = B; + B, =300kg.
M;= T r=2400 - 25 = 60000 cmkg .
Die M,-Flache infolge T ist ein Dreieck mit der Ordinate
2400-35-45

= O 479 .
M, 30 47250 cmkg;
aus ihr entnehmen wir fiir die Wangen die Drehmomente
links: M;= A, -a; = 1050 - 35 = 36750 cmkg;

rechts: M;= B, - b; = 135025 = 33750 cmkg .
Die Biegungsmomente der Wangen sind
links: M, =0; M,= —A4, r=—1050-25 = — 26250 cmkg;
rechts: M,= 4+ 4, -r = 1050 - 25 = 26250 cmkg;
M;=T-r= 2400 - 25 = 60000 cmkg .
Die M,-Flache infolge T ist bestimmt

fiir den Zapfen durch M,; = 4, - r = 1050 - 25 = 26250 cmkg ,
fiir den Teil 56 durch M;= T -r = 2400 - 25 = 60000 cmkg .
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Die M,-Fliche infolge G, ist ein Dreieck mit der Ordinate

Mp=—0G, e=—"T00- 40 = — 28000 cmkg .
Aus ihr entnehmen wir fiir die Wangen die Drehmomente
links: M;= A4, a, = 350 - 35 = 12250 cmkg;

rechts: M, = A, (a; + ¢) = 350 - 55 = 19250 cmkg .

Die Biegungsmomente der Wangen sind
links: M,=0; My=—A4, r=—350-25=— 8750 cmkg;
rechts: M, = A4, r=350-25= 8750 cmkg; M;=0.

Damit ist das Aufzeichnen der M-Flichen (Abb. 226) moglich.

b) Krafte in der Kropfungsebene (Abb. 227).

1800- 35 1800- 45
1000- 40 1000- 12
A= — = —500kg; By = — o = 1500 kg.
A=A, + 4, — 288 kg; B = B, + B, = 2512kg.
Die M,-Fliche ist bestimmt durch
.35-
My =+ 18903545 | 55460 cmke;

80
My = —1000-40 = — 40000 cmkg.
Aus ihr entnehmen wir fiir die Wangen die Biegungsmomente
links: M, = A -a; = 288 - 35 = 10080 cmkg;
rechts: M, = A (a; + ¢)— R+ ¢j2 = 288 - 55 — 1800 - 10 = — 2160 cmkg .
Damit wird das Aufzeichnen der Abb. 227 méglich.

Die Spannungsermittlung. Der Stabteil A1 hat im Punkte 1 das
grofte Biegungsmoment
infolge der Krifte senkrecht zur Krépfungsebene
My = (4; + 4,) a; = (1050 + 350) - 35 = 49000 cmkg ,
infolge der Kriifte in der Kropfungsebene
My = (4, + A4,) - ay = (788 — 500) - 35 = 10080 cmkg;
demnach

M = | 490002 4 10080% = = 50000 cmkg.

Bei einer zulissigen Biegungsspannung k, = 500 kg/em? wird das erforderliche
Widerstandsmoment des kreisformigen Querschnittes

50000
500

dem ein Durchmesser d; = 105 mm mit W = 113,7 cm? entspricht. Die groBte
Biegungsspannung wird

IVerf =

= 100 cm?,

50000
~ 1137
Der Zapfen 2--3--4 ist auf Biegung beansprucht
durch Krifte senkrecht zur Kropfungsebene mit
My = (4, + 4,) - a = (1050 4 350) - 45 = 63000 cmkg ,
durch Krifte in der Kropfungsebene mit
My = (4, + A4,) - a = (788 — 500) - 45 = 12960 cmkg;
demnach

o, = 440 kg/cm?.

M, =} 630002 4 129602 = =~ 64 400 cmkg;
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die Verdrehung wird hervorgerufen durch

M;= (4, + 4,) - 7 = (1050 + 350) - 25 = 35000 cmkg ;
damit erhalten wir als ideelles Biegungsmoment nach Mohr

M, =V M} + M2 =} 644002 + 35000® = 73300 cmkg .

Als erforderliches Widerstandsmoment erhalten wir

73300 _ s
Werf = W— = 146,6 cme,
dem ein Durchmesser dy = 115 mm mit W = 149,3 cm® entspricht. Die gréBte
reduzierte Spannung wird

73300

— — 2
OMohr = 149.3 490 kg/cm?.

Die Berechnung nach der Bachschen Gleichung stiitze sich auf eine zulissige

Drehspannung k; = 350 kg/cm?; dann ist das Anstrengungsverhéltnis mit m = 10/3
500

%= 13.350 bl

demnach

&£=0,35+ 0,65 l/l + (1,1 %") = 1,107 ,
b

M;=§&-M,=1,107-64400 = 71300 cmkg ,
o 71300
Bach — —*—149,3

Der Stabteil 5+~ B--6. Als gefihrliche Querschnitte kommen in Frage die
Punkte 5 und B. Die Biegungsmomente in 5 sind infolge der Krifte senkrecht
zur Krépfungsebene

Mi= B, b+ A4, (a, + ¢) = 1350 - 25 + 350 (35 + 20) = 53000 cmkg;

= 480 kg/cm?2.

infolge der Krifte in der Kropfungsebene

My = By b — 4, (a; + ¢) = 1012 - 25 — 500 (35 + 20) = — 2200 cmkg;
damit -

M, =} 530002 4 22002 = 53200 cmkg .

Das Drehungsmoment ist

' M;=T:r=2400 - 75 = 60000 c;mkg ,
folglich das ideelle Biegungsmoment nach Mohr

M, =YV M;+ M3 =} 532002} 600002 = 80200 cmkg,

80200
= —— = 3
We# 500 160,4 cm3.
Dem entspricht d,=120 mm mit
80200
== 3 o= e——— 2
W=169,6 cm® und owmon 169.6 475 kg/em?.

Im Punkte B ist das Biegungsmoment
Mp =\ (Ge-e)* L (G,-¢) = (G-cosa-e)? + (Gsina-e)? = G-e
= 1200-40 = 48000 cmkg ,
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also kleiner als im Punkte 5. Nach Bach wird mit
M, 60000
M, 53200
§=035-+ 0,65y 1+ (1,1-1,13)% = 1,387,
M; = &M, = 1,387-53200 = 74000 cmkg ,
74000
169,6

Die linke Wange 1--2 erfahrt Druck, Biegung und Drehung, wenn wir
von der Querkraft absehen, doch ist dar-
auf zu achten, dafl die beiden Biegungs-
momente Mp und My in zwei aufein-
ander senkrechten Ebenen auftreten. Fiir
die Krifte senkrecht zur Kropfungsebene
ist der rechteckige Querschnitt (Abb. 228)
hochkant, fiir die Kriifte in der Krép-
fungsebene flach in die Rechnung ein-
zufithren. Es wird

o =11 und = 1,13,

= 440 kg/em?.

OBach =

oM (it Ayer
e p-¢
6
oM A-a
e g
6
Wir wahlen einen rechteckigen Quer- ] .
schnitt 75 - 130 mm (Abb 229) mit Abb. 229. Querschnitt der linken Wange.
,5-132 .7 R2
Wi = 7——6 —=211,3cm3® und Wpy= 13- 7 2’5‘ = 121,9 cm?®
und erhalten damit
35000 10080
—ee— — ) / 2 = —— ==
o, 3113 166 kg/cm?®* und o, 1215 82,5 kg/ome,

Die beiden Spannungsschaubilder sind in Abb. 229 dargestellt. Der Eckpunkt b
erfihrt die negative Spannung o, und die positive Spannung ¢,. Gehen wir die
Kante b—-¢ aufwirts, so nimmt o, bei gleichbleibendem o, zu. Der Nullpunkt N
wird demnach dort erreicht, wo ¢, und o, ohne Riicksicht auf das Vorzeichen gleich
grol sind. Da die Nullinie durch den Schwerpunkt gehen muB, ist ihre Lage
nunmehr bestimmt. Das Schaubild der Gesamtbiegungsspannungen wird mit

Oy =—(0,+0y) und o, = -+ (o, + 0,)

erhalten.
Streng genommen ist noch die Druckspannung
288 R

zu beriicksichtigen, durch die der Nullpunkt des Spannungsschaubildes um ein
geringes nach der Seite der positiven Spannungen hin verschoben wird.
AuBer diesen Normalspannungen treten noch infolge
M;= (4, + A,) - a; = 49000 cmkg
Schubspannungen auf, die in der Mitte der langen Seiten ad und be

M. 49000
0,2222. p2q ~ 0,2222.7,5%.13

Tmax =

= 302 kg/cm?
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betragen, wenn wir die iibliche Naherungsgleichung zugrunde legen. Die Ver-
teilung der Spannungen lings der Seiten ad und bc¢ erfolge angendhert nach einer
Parabel. Die Schaubilder der gesamten Normalspannungen und der Schubspan-
nungen lassen erkennen, daB die grofiten Normalspannungen und die gréfiten
Schubspannungen an verschiedenen Punkten der UmriBlinien auftreten. Nach
Mohr erhalten wir als Gesamtspannung '
ou=V}o%+47%,

die sich natiirlich als Funktion von y (Abb. 229) angeben laBt. Sie wird vom
4. Grade und ergibt durch Differentiation den Ort der groften und kleinsten
Gesamtspannung o. In unserm Beispiel erscheint diese Rechnung nicht nétig,
da die Normalspannung in der Nahe der grofiten Schubspannung angenihert
gleich o, zu setzen ist. Wir schreiben deshalb

— I/O'é + (2Tmax)2 =) 82,52 + (2302)2 = 611 kg/cm2 .

GMmax

Nachzupriifen wire noch die Mitte der schmalen Seite, wo die grofite Schub-
spannung 7 mit einer erheblichen Normalspannung ¢ zusammentrifft. Ange-
néhert setzen wir
Ki
130

6 =0y + 05 = 166 4 3 = 169 kgfcm?,

ox=})o2+ 472 =7169% 4 4-1682 = 376 kg/em?.

Da die rechte Wange stirker beansprucht wird, wihlen wir einen Quer-

schnitt 90 - 130 mm mit

.132 . Q2
W1 = Q—%E-- = 253,5 01113; Wn = lng = 175,5 cm3,

7= zmx% =302--2 — 168 kg/em?,

demnach bei M, = 53000 cmkg; My = 60000 cmkg; My = 2200 cmkg
%) — 237 kg/em?; 0, = 12?5005 — 12,5 kg/cm?,
o = 03000
0,2222.92.13
Angenéhert erhalten wir nach Mohr als gréfite Gesamtspannung im Mittelpunkt
der langen Seiten
0=V 02+ (2 Tmax)? = = 2 Trax = 452 kg/em?.

1=

= 226 kg/cm?.

2. Die Forminderung der gekripften Welle.

Auf S. 202 wurde die Forménderung der gekrépften Welle nach dem
Verfahren von Castigliano untersucht, doch beschrénkte sich diese
Untersuchung auf Krifte, die in der Ebene der Krépfung angreifen.
Da die gekrépfte Welle ein sehr wichtiger Maschinenteil ist, soll noch
ein zweiter Weg gezeigt werden, der von der allgemeinen Gleichung der
Formiinderung infolge Biegung ausgeht (vgl. S. 176). Genau so wie bei
dem Festigkeitsnachweis unterscheiden wir Krifte senkrecht zur Ebene
der Kropfung und Krifte in der Ebene der Kropfung.

Wiren die Wangen nicht vorhanden, so wiirde sich die Welle
wie ein Triger mit gerader Achse verhalten und ihre Forménderung
wire nach S. 176 rechnerisch bzw. nach S. 178 zeichnerisch zu ermitteln.
Durch die Wangen wird die Welle biegsamer, wir wollen die zusétz-
liche Forminderung bestimmen, die durch die Wangen hervor-
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gerufen wird. Bei dieser Untersuchung nehmen wir alle tibrigen Wellen-
teile als starr an und verfolgen die Verschiebung des Punktes 4, wenn wir
die Welle in Zapfenmitte eingespannt denken.

a) Kriafte senkrecht zur Krépfungsebene.

Aus der Beanspruchung der Wange 12 (Abb. 230) entnehmen
wir eine senkrechte Verschiebung des Punktes 1 nach oben infolge
der Biegung und eine Drehung |
des Wellenendes 4-=1, die eine i
senkrechte Verschiebung des Punk- 7]
tes 4 zur Folge hat. Die mit der
Verdrehung der Wange verbun-
dene wagerechte Verschiebung des
Punktes A darf wegen der not-
wendigen Kleinheit des Verdreh-
ungswinkels vernachlissigt wer-
den. Bezeichnen wir mit d, die
senkrechte Verschiebung des Punk- .
tes 1’ mit 6“ die senkrechte Ver- Abb. 230. Durcl:llélregf{l;lﬁgggl I;sglkrecht zur Ebene
schiebung des Punktes 4 wund
mit @, den Verdrehungswinkel der Wange 1--2, so ist

0yt = 0; 1 1" 1.
Die dem Biegungsmoment

M, =4z
entsprechende Verschiebung 4, ist

7 T
1 ¢ My-zdx A [a?
=g g =) A
0 0

die fiir den Fall eines gleichbleibenden Querschnittes die Form

.
A A

_ I e

‘St‘EJJx do =y

0

annimmt, wobei J, das auf die Schwerachse des hochkant gestellten
rechteckigen Querschnittes bezogene Trigheitsmoment bedeutet.

Der verhaltnisméBige Verdrehungswinkel ¢ der Wange 1--2 ist

0= M

~ G-Jy’
wobei J 4 den Drillingswiderstand des Querschnittes bedeutet, der beim
kreisférmigen Querschnitt mit dem polaren Trigheitsmoment zusammen-
fallt. Fir den rechteckigen Querschnitt mit den Seiten b und A war
nach 8. 252

1 bR

T 3.6 b2 A%

Setzen wir noch & = n + b, so wird der Drillingswiderstand des recht
eckigen Querschnittes

Ja

Ja

1 n3

=55 T’ bt=E. b4,
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Bei recm Lange der Wange ist
=T 1?—-@—7‘1
und somit die senkrechte Verschiebung des Punktes A4

wenn wir ¢, vernachldssigen.
Erweitern wir mit E, so erhalten wir
1 My-ra, E
“1“Pt-—*l,j‘*“f(f a -

Die Durchbiegung eines Punktes ist aber nach Mohr gleich dem
(1: E)-fachen Wert des statischen Momentes der (M :J)-Fliche. Da
infolge der Forménderung der Wange die elastische Linie der Welle
im Punkte 1 einen Knick erhalt, so miissen wir uns die (M : J)-Fliche
als Einzelkraft im Punkte 1 denken, wobei der Hebelarm des Momentes
gleich a, ist. Die in den Schnittpunkten der Wangenachse mit der
Wellenachse der Belastungsfliche nach Mohr hinzuzufiigende Einzel-
kraft ist daher gleich E Myr

@ T,
Wieweit d, zu beriicksichtigen ist, 148t sich allgemein nicht sagen, doch
ist zu beachten, daBl die Biegungsmomentenflichen der Wangen ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben (Abb. 226).

b) Krafte in der Kropfungsebene.
Das Biegungsmoment im Punkte 1 der Welle ist (Abb. 231)
M, =A4-aqa,,
es ist 1angs der Wangenachse 1--2 unverdnderlich, so dafl der Stabteil 1=-2
als Trager aufgefaBt
werden darf, der
durch ein gleichblei-
bendes Biegungs-
moment beansprucht
ist. Die wagerechte
Verschiebung ' des
Punktes 1 ist

M,- z-dx
r EJ" :

der Winkel, den die
Tangente an die
Biegungslinie im
Punkte 1 mit der
Stabachse bzw. der Tangente im Punkte 2 bildet, ist

r
_1 M,
q)r_"EJle d
v

Abb. 231. Durchbiegungen in der Ebene der Kropfung.
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die senkrechte Verschiebung des Punktes 1 wird vernachlassigt. Da
das als starr aufgefafite Wellenstiick 41 keine Forménderung erfahrt,
wird die senkrechte Verschiebung des Punktes A4

r
1 My ay-dx
(Svr:al'(pr:EJ. 1J11 5

0

die wagerechte Verschiebung ist
r

1 pM;-2-dx
onr= b, = [FHEE

0

Kehrt sich die Richtung der Kraft R um, so wird §, und damit d,,
entgegengesetzt ; die Punkte 1 und 5 nahern sich. Nun wechselt aber B
bei jedem Umlauf die Richtung, so dal der Punkt 4 dauernd
um die Lagermitte schwingt; die Gesamtverschiebung ist gleich
der Summe der Einzelverschiebungen. Ob diese wagerechten Wege
der Punkte 4 und 1 vernachlissigt werden diirfen, liBt sich all-
gemein nicht sagen; auf alle Fille setzen sie Spiel in Richtung der
Lagerachse voraus. Ist dieses Spiel nicht vorhanden, so wird die
Welle zum statisch unbestimmten Triger, der einen wagerechten Schub
erfahrt (vgl. S. 379).

Nehmen wir den wohl meistens vorliegenden Fall gleichbleibenden
Wangenquerschnittes an, so geht unsere Gleichung fiir d,, mit J, = un-
veranderlich iiber in

,
1
6M=E~J~IJM1-a/1~dx.
0

Unter dem Integralzeichen ist M, - dx ein Flachenstreifen der Momenten-
fliche des Stabes 1-+2; M, -dx - a, ist das statische Moment dieses
Flichenstreifens, bezogen auf A4, d.h. den Punkt, dessen Senkung
bestimmt werden soll. Das Integral ist als Summe der statischen
Momente der Flachenteile gleich dem statischen Moment der ganzen
Momentenfliche. Dabei denken wir uns die Momentenfliche des
Stabes 12 so gezeichnet, daBl die Stabachse 1--2 Symmetrieachse
dieser Flache ist.

In den Fillen wo der Wangenquerschnitt verdnderlich isv, bilden
wir entsprechend dem Mohrschen Verfahren auf S.176 die (M : J)-
Fléche, die wir ebenfalls mit der Stabachse als Symmetrieachse ge-
zeichnet denken. Diese Art der Vorstellung ist nétig, damit der
Schwerpunkt jedes Flachenteilchens und damit der ganzen M- bzw.
(M : J)-Flache den Abstand @, von 4 hat (Abb. 232).

Die Gleichung fiir d,, ermoglicht die Anwendung des Mohrschen
Verfahrens auch fir die in der Ebene der Kropfung wirkenden Krifte.
Ist die (M : J)-Flache fiir die gerade Welle gezeichnet, so beriicksichtigt
man den Einflufl der Wangen, indem man der Belastungsfliche mit den
Ordinaten (M :J) in den Punkten der Wangenachsen FEinzelkrifte

Winkel, Festigkeitslehre. 20
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hinzufiigt, deren GroBe aus

My-a-dx T%ﬂ_Ml-r
Ovr = E f Jy Jy
berechnet wird?).
In gleicher Weise wie die senkrechte Verschiebung 4, 186t sich auch
die wagerechte Verschiebung §,, nach dem Mohrschen Verfahren

—>4 M—, ié—%—) /‘75'4—

1 yx/J 1

: ar z b1~‘>!

L 1 |

v Yy (™ Mo I
] 7 d |
T#FWMMMWWM
M,
TS

Abb. 232. (M : J)-Fliche.

zeichnerisch bestimmen, da sich ja der Stab 1-+-2 in dieser Beziehung
nicht anders verhilt wie ein in 2 eingespannter Freitrager.

XII. Die statisch unbestimmten Triiger.

Unter statisch bestimmten Trégern hatten wir Tréger verstanden,
zu deren Berechnung die drei Gleichgewichtbedingungen ausreichen;
alle iibrigen Tréger nannten wir statisch unbestimmt. Geben wir einem
Trager auf zwei Stiitzen noch eine Mittelstiitze, so 146t sich der Auf-
lagerdruck auf diese Stiitze nicht mit Hilfe der drei Gleichgewichts-
bedingungen ermitteln; zu den drei Unbekannten, der senkrechten und
wagerechten Seitenkraft im festen Auflager und dem senkrechten
Auflagerdruck im beweglichen Lager, tritt eine vierte Unbekannte,
der Auflagerdruck auf die Mittelstiitze. Den vier Unbekannten stehen
drei Bedingungsgleichungen gegeniiber. Da eine iiberzdhlige Un-
bekannte vorhanden ist, heifit der Tridger einfach statisch wun-
bestimmt. Als statisch nicht bestimmbare Gréfen kommen neben
Lagerdrucken auch Momente (Einspannungsmomente) und Spann-
krifte in iiberzéhligen Stdben ebener Fachwerke in Frage. Jede
statisch nicht bestimmbare Grofle verlangt die Aufstellung einer Be-
dingungsgleichung.

1) Zu demselben Ergebnis kommt man mit Hilfe der Gleichungen der
Forméinderungsarbeit (S. 203).
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1. Der dreifach gelagerte Triger. (Abb. 233.)

Durch das Entfernen der Mittelstiitze ¢ wird der statisch be-
stimmte Triager 4, B; erhalten, der statisch bestimmtes Haupt-
system heiflt. Selbstverstiandlich fithrt auch das Entfernen einer
Aullenstiitze zu einem statisch bestimmten Triger, der in diesem Falle
ein iiberhingender Triger sein wiirde. Da 4;B; in Wirklichkeit
nicht vorhanden ist,

nennen wir ihn einen P
sednchten  Trager 4y b LD TTUL L]
r c "

und belasten ihn mit den g4

. . |
wirklichen Lasten P r - Sl l—— >
I

des gegebenenen Trigers |
ACB. Unter dem Ein- |
fluf dieser Last senkt e .

sich der Punkt C; seine %J\Llllilll\lﬁlllll“
senkrechteVerschiebung A, s,
sel d¢g p. Von den beiden
Zeigern bezeichnet der
erste den Punkt, der

|

|

zweite die Ursache der [
Verschiebung; dep ist l '

|

]

L

demnach die Verschie-
bung des Punktes C' in-
folge der Krafte P. Nun-
mehr belasten wir den

gedachten Trager 4 , B,, |
d.h. das statisch be- \ Sor
stimmte Hauptsystem

im Punkte € mit dem un- Abb. 233. Dreifach gelagerter Tréiger.
bekannten = Auflager-

druck C. Infolge dieser Belastung senkt sich der Punkt C' um den Be-
trag doc. Da durch das gleichzeitige Auftreten der Lasten P und des
Auflagerdruckes C' der Punkt C tiberhaupt nicht verschoben wird, viel-
mehr seine urspriingliche Lage behilt, erhalten wir als Bedingungs-
gleichung

dop—0cc=0.

Die Glieder dieser Gleichung stellen elastische Verschiebungen dar,
deshalb nennen wir Gleichungen dieser Art Elastizitdtsgleichungen.
Unserer allgemeinen Forderung auf S. 306 kénnen wir jetzt die Form
geben: jede statisch nicht bestimmbare GréBe erfordert die Aufstellung
einer Elastizitdtsgleichung.

Die Verschiebungen ¢ p und d¢¢ ermitteln wir nach den auf S. 176
angegebenen Verfahren, und zwar werden wir bei gleichbleibendem
Querschnitt die Rechnung, bei verdnderlichem Querschnitt die Zeich-
nung bevorzugen. Entscheidet man sich fiir die Anwendung des zeichne-
rischen Verfahrens, so ist zu beachten, da@ sich die Biegungslinie des mit
der Unbekannten C' belasteten Trigers A4, B, nicht ohne weiteres ent-

20%*



308 Die statisch unbestimmten Triger.

werfen 1a8t. Wir belasten deshalb den Trager 4, B, mit C' = 1 t oder 10,
ja 100 t, je nach der Gréfle der iiberhaupt vorkommenden Lasten, und
entwerfen fiir diesen Belastungszustand die Biegungslinie, deren Ordinate
im Punkte € die GroBe d¢c=1) haben moge. Da eine Kraft von C't
eine C'mal so groBe Verschiebung des Punktes C hervorruft wie eine Kraft
von 1t, so lautet die Elastizitatsgleichung

ocp—C-b¢cc=1=0;

daraus ergibt sich die statisch nicht bestimmbare GréBe ¢ zu

_ er
60(0:1) '

Ist eine Last von 10t als Belastungseinheit gew#hlt, so wird

c=10-%"
dcie=10,

Da es sich hierbei um das Verhéltnis zweier Durchbiegungen handelt,
ist die Wahl der Polweite bei der Anwendung des Mohrschen Ver-
fahrens beliebig, nur mufl sie fiir beide Biegungslinien gleich grof
sein. Mit der Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren GréSen ist
der gegebene Tréger statisch bestimmt worden und als solcher zu be-
rechnen, indem zu den gegebenen Lasten noch die nunmehr ermittelten
statisch nicht bestimmbaren Groflen treten.

Im allgemeinen sind Elastizitédtsgleichungen undurchsichtig. Um ein
anschauliches Bild zu erhalten, miiite aus der Gleichung sofort zu er-
sehen sein, der wievielte Teil der Gesamtlast in die statisch nicht be-
stimmbare Grofe eingeht. Wir schreiben deshalb unsere Elastizitits-
gleichung, wenn die Belastung eine Einzelkraft ist, in der Form

C __ber=1

P-b¢ip=1
P=D  oder =YL .
dow=1) P Soo=1

C:

Hierbei ist darauf zu achten, daB d¢(c=1) nicht etwa gleich d¢(p—1)
gesetzt wird; das wire nur dann moglich, wenn P eine Einzelkraft
im Punkte C wire. So aber haben wir unter d¢p—1) die Ver-
schiebung eines Punktes C' unter dem Einflull einer der gegebenen
Last P entsprechenden Last
P =1 zu verstehen.
Ausderumgeformten Elasti-

T-a—"' o S zititsgleichung folgt eine ein-
Spip-1) (€7 fache zeichnerische Bestim-
v mung des Anteiles der Ge-
Ce o e [5 samtlast P, der auf die sta-

< P. o tisch  nicht bestimmbare

Abb. 234, Zeichnerische Bestimmung von C. Grofe C entfallt (Abb 234:)

Errichte iiber der Wagerech-
ten a.b = P die Lote aa; = d¢p=1), bb; = d¢(=1); verbinde a mit
b,, ziehe a,c, wagerecht und lote ¢, auf ab herunter, dann ist

ac= C,
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wie sich unmittelbar aus
ac:ab=cc,:bb,,
C:P= 5C(p=1) 250(0=1)
ergibt.
EinfluB einer Senkung der Mittelstiitze. Die Mittelstiitze C' habe
ein Spiel 4, das auch eine Senkung bedeuten kann, die nach dem Auf-
stellen beobachtet ist. In diesem Falle lautet unsere Elastizitits-

gleichung 2,
X
dcp—0dco= 4 Z7y l
— O =A. T 4 cs
oder dcp .C 6c‘v(c D 2 2 PSripr
Erweitern wir mit P, so er- 9¢7 ! {
halten wir die Gleichung Y
a. c i3 ]
C_ dop—d S P .
P Pdgo=v "’

Abb. 235. Senkung der Mittelstiitze.

deren zeichnerische Darstel-

lung in Abb. 235 wiedergegeben ist. Die Abb. 235 unterscheidet sich
von der Abb. 234 dadurch, daBB von aa, = d¢p der Betrag a,a, =4
in Abzug gebracht ist; demzufolge wird die Wagerechte durch a, ge-
zogen, die unter ¢, den Punkt ¢ auf ab = P bestimmt; es ist
ac=C.

Die zeichnerische Bestimmung von C ist insofern anschaulich, als sie
den EinfluBl einer vorhandenen Senkung der Mittelstiitze deutlich er-
kennen laft.

a) Der dreifach gelagerte Triager mit gleichen Offnungen
und gleichm&aBig verteilter Last (Abb. 236).

Mit den Bezeichnungen der Abb. 236 ist 4,B; das statisch be-
stimmte Hauptsystem, das mit der Last P belastet wird ; infolge dieser
Last senkt sich der Punkt C um den Betrag (vgl. S. 161)

Sop B D202
CP™384.HJ °
Die unbekannte Einzellast C' in der Mitte des Tragers A4, B, ruft eine
Verschiebung (vgl. S. 154)

S 2D
CCTR®REJ
hervor. Die Gleichsetzung beider Verschiebungen liefert
5
C=¢P.

Die zeichnerische Ermittlung des Stiitzdruckes C zeigt Abb. 237
die sich unmittelbar aus Abb. 234 ergibt. Es ist
oS 3@V 5 @I
G =O0P=DT 334~ 8 48EJ’
21)3
bb1=50(0=1>:4(8—E).j ,
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demnach 5
ac=0= 5 P.

Damit ist die statische Unbestimmtheit behoben und demzufolge
der statisch bestimmte Tridger (Abb.236) zu berechnen, der zweck-

s

at i tc ] v
(b

]" Ny
?l \ W e
v | o |

Plic o . “

7{____ -z ] |y
/(ig T ——-H\ 1] 0 Mmax
7i | MJ‘
() ]

A 7o

i T s

W_ﬁl’ L%)—FP

Abb. 236. Dreifach gelagerter Triiger mit gleichen Offnungen und gleichmiBig verteilter Last.

miBig nach dem Uberlagerungsgesetz behandelt wird. Wegen der

Symmetrie wird
P 5 3

A=B=5—3P=1"F-
5 Infolge der gleichméBig
verteilten Last P erhalten
- 27 7 5 Wir als Momentenlinie
Lk 74(2L)7 eine Parabel mit der Pfeil-
5 el 4| EJ N
J84'(EJ héhe
T __P@l) _Pi,
I — e —( g My=—g—="¢;
P 2 infolge der nach oben

gerichteten Einzellast
Abb. 237. Zeichnerische Ermittlung des Stiitzdruckes. O =5 / P erhalten wir als
= I8

Momentenfliche ein Dreieck mit der Hohe

. C2) __ 5
My=—"0"=—2 Pl
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Die Gesamtmomentenfliche ergibt sich unmittelbar, wenn wir beide
M-Flachen nach derselben Richtung auftragen. Die durch Strichelung
hervorgehobene Fliache (Abb. 236Db) ist die Biegungsmomentenfliche
des dreifach gelagerten Trigers und zeigt positive und negative Teil-
flichen. Der Querschnittsbemessung ist das absolut gréfBite Moment
zugrunde zu legen. Als Stlitzmoment ergibt sich (Abb. 236b)
Pl _5PI__ Pl
M=~ 16~ 16

Ein beliebiger Punkt im Abstande x vom Auflager A erfdhrt das Bie-

gungsmoment
P a2 3 P _ Pa?
21 2 "6t T 4T

Wir finden den Ort des groBiten positiven Momentes, wenn wir den

M, =4 -x—

z

dx

ersten Differentialquotienten
Aus

gleich Null setzen.

aM, 3 Px
e T
Setzen wir diesen Wert fiir 2 in die Gleichung fiir M/, ein, so erhalten wir

M= P 21— L (20" = 2 pi.

167 8" 4l 256
Die Rechnung ergibt das negative Stiitzmoment als absolut grofites
Moment.

Die nach dem Uberlagerungsgesetz entworfene Momentenfliche der
Abb. 236D liefert verhiltnisméBig kleine Ordinaten. Besser ist folgender
Weg: wir entwerfen die Momentenflichen der Trager 4 C und C B, die
wir als Trager auf zwei Stiitzen auffassen, und bringen von dieser Fliche
die Stitzmomentenfliche in Abzug, d. h. diejenige Fliche, welche wir
erhalten, wenn wir die Endpunkte der Momente in 4, B und C durch
gerade Linien verbinden (Abb. 236¢), wobei M, = Mz = 0 ist, da ja
der Trager in C in Wirklichkeit nicht durchgeschnitten ist, sondern das
Stiitzmoment {ibertragen muB. Die Momentenflichen der Einzeltrager
sollen My-Momentenflachen genannt werden. Fir AC und CB
sind die M-Linien Parabeln mit der Pfeilhche

0 folgt x:%l.

Pl
M= 16’
die Stiitzmomentenfliche ist ein Dreieck mit der Hohe
Pl
Me=—"15

im Punkte C. Zeichnet man wieder beide Flichen nach derselben

Richtung auf, so ergibt sich die Gesamtmomentenfliche von selber;

sie ist in Abb. 236¢ durch Strichelung hervorgehoben. Die Uberein-

stimmung beider Entwirfe der M-Fliche zeigt die Berechnung des
Momentes M, aus Abb. 236¢; es ist

x P 2 x Pl

Mo= Mooty - Mo=dg-x— 55— 45



312 Die statisch unbestimmten Triger.

oder mit

1 P P
do=5 77
P P P 3 P
_ T iy T2 = —_ .2
M, = ya Ay K4 6% 16Px v

Der Vollsténdigkeit halber werde auch noch die Querkraftfliche be-
rechnet. Es ist

3

Qa=A=1,P;

P 3 P
die Querkraftlinie ist eine Schrige, die die Stiitzensenkrechte durch
A in

3
Q=Qu=15P,

die Stiitzsenkrechte durch C in

3 P 5

schneidet. Unmittelbar rechts von C ist
p__ 5 __5 5p_.5p.
Uo=—jg PH0=—1 P T g P="F15P

innerhalb der zweiten Offnung nimmt die Querkraft in gleicher Weise
ab wie in der ersten Offnung, so daBl die Querkraftlinie die Stiitzsenk-
rechte durch B in

3
Q.B =—B=— E P
schneidet (Abb. 236d).

b) Der dreifach gelagerte Triger mit verschiedenen
Offnungen und gleichm&Big verteilter Last (Abb. 238).

Wir wahlen wieder den Triger auf zwei Stiitzen als statisch be-
stimmtes Hauptsystem A4,B,;, das wir mit der wirklichen Last P be-

P35t lasten; dann senkt sich der

[ Punkt O um den Betrag ¢ p,
A 4 5 den wir aus der Gleichung
|

< Ly=45m—> bL=55m

der Biegungslinie fiir den
gleichméfig belasteten Tri-
ger auf zwei Stiitzen be-
stimmen. Nach 8.161 wird
mit x =1,
PB (I, B B
Abb. 238. Verschiedene Offnungen und gleichmigig ver- dcp :m<—l—_ 2F ¥ >
teilte Last.
Infolge der Einzellast C'senkt
sich der Punkt C des Trigers 4, B, um den Betrag (vgl. S. 156)
Son— O LI
CCT3ET T
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Die Gleichsetzung beider Verschiebungen liefert
1 1 <zl N
TR Ty

C=sPuag
das fir den Sonderfall gleicher Offnungen mit I, = I, = /2 iiber-
geht in
o tlp B L g L 1NV
=g P/1)2.<z>2<2 23 +16>_ 8
\2
Fiir die zeichnerische Bestimmung des Stiitzdruckes C ist Abb. 234 ohne
weiteres zu benutzen, wenn wir

P

X P ] B u
ooy =doir- 0 =gy (=2 f+),
bb, — o _ Gk

1 c(C=1) 3EJT-1
machen, dann bestimmt ¢ den Stiitzdruck C.

Vorteile gegen die Rechnung bietet die Zeichnung erst dann, wenn
eine beobachtete oder vorgesehene Senkung A der Mittelstiitze zu be-
riicksichtigen ist (Abb. 235).

Zahlenbeispiel (Abb. 238). Es sei I, =4,5m; [, =55m; P =13,5%;
dann wird

o=L.p. 10 045 2.045" - 0,45 = 0,630 P = 8,50 ¢
=g g (0BT 087080 =0, = SR
Infolge der Belastung P = 13,5t und C = 8,50t erfihrt der Triger A B die
Auflagerdrucke

4. 135:5—850-55 13,5-5 — 8,50+ 4,5

=207t und B= = 2,93¢.

10 10
Daraus errechnen wir das Stiitzmoment zu
B P 135 452 .
AMC—A‘ZI'— l'-§—2,07 4,5—- ]F 3 ——4,-5511113.

Die M,-Momentenfliche der ersten Offnung hat die Pfeilhche

Pl L, 13545 45
Moy =52 2 = =222 50— 31T mt,

die der zweiten Offnung hat die Pfeilhéhe

_ P, I, 135-55 55

Moo=—7"g="75 " §
Damit ist der Verlauf der Momentenlinie iiber den ganzen Triger bestimmt
(Abb. 238). Zu prifen wire noch, ob das grofte positive Moment der zweiten
Offnung ohne Riicksicht auf das Vorzeichen gréfer ist als das Stiitzmoment.
Der Querkraft-Nullpunkt der zweiten Offnung folgt aus der Bedingung

= 5,105 mt .

P B 2,93
Q.=—B + l-x=0 zu x=l~P—10-~l—3:54_2,17m.
Das Moment in diesem Punkte ist
P a2 13,5 2,172
.ZL/[;,:Z.B'(E—-T"Qf‘:2,93'2,17——]—.6-' ) —3,18mt

Dag Stiitzmoment ist ohne Riicksicht auf das Vorzeichen groBer.
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¢) Der dreifach gelagerte Tréger mit verschiedenen
Offnungen und Einzellasten (Abb. 239).

Als statisch bestimmtes Hauptsystem wéhlen wir den zweifach
gestiitzten Tréger A’ B, dessen Punkt C sich unter dem Einflufl des
unbekannten Auflagerdruckes ¢ um den Betrag

C- 1213
000 =3 F .1

verschiebt. Zur Bestimmung von 8¢ p benutzen wir das Uberlagerungs-
gesetz und schreiben

dep=0,+6;,

wobei d; und §, Ordinaten der Biegungslinie fiir die Triger 4’ B’ bzw.
A" B" sind. Die Gleichung der elastischen Linie fiir Abb. 239a lautet
nach S. 156

_ Py aib ( &_ @
h , O=%7 61 + b;’-al)
% ’ fiir das in Abb. 239b gezelchnete Achsen-
A, c_, B8 (a)kreuz; fir z = I, wird
4 b P, aib3 (2 L, LB )
X 19 5 (3) TEJ 61\ e i)
By, Entsprechend ergibt sich fiir das
=~ %7 Achsenkreuz der Abb. 239d
. - P, a3bi(, ! 5
5 (C, 2% (gh Wk
A ? & 0y = EJ 61 <2 +b2_at§1bz>’
‘fﬁ:f;‘ ); dann liefert 500 = (30 P
| @Dy mn_ 1, ity by b B
B A R A A
1, a3, h L B
% P 2 (2 3, b, @b‘z)

und daraus
a2 b? LB

0=y [P SR (2