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Vorwort.

Dieses Biichlein bietet eine Ubersicht iiber ausgewihlte Probleme
der dynamischen Meteorologie und iiber die Methoden, die zu deren
Loésung bisher Anwendung gefunden haben. Auf Vollstindigkeit im
Sinne der umfangreichen Lehrbiicher der dynamischen Meteorologie
erhebt das kleine Buch keinen Anspruch, vielmehr ist es seiner Anlage
nach etwa mit dem bekannten Artikel von F. M. EXNER und W. Tra-
BERT in der Enzyklopddie der Math. Wiss. zu vergleichen. Aber trotz
seines vorwiegend referierenden Charakters diirfte das Biichlein der
Fachwelt manche neuen Gesichtspunkte bieten, und es sei mir hier
z. B. der Hinweis auf die Darstellung der LAGRANGEschen Gleichungen
der Hydrodynamik, die neue Formel zur Berechnung der RossByschen
Advektionsfunktion, die Ableitung der Gleichgewichtsbedingung der
Tropopause und des stationidren ParmENschen Tropopausentrichters,
sowie auf die Relaxationszeittheorie der Gradientwindabweichungen
gestattet. Hingegen habe ich die Theorie der atmosphirischen Turbu-
lenz nur kurz behandelt, weil dafiir bereits ein besonderes Heft dieser
Sammlung vorgesehen ist.

Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer méchte ich fiir ihr weit-
gehendes Entgegenkommen meinen verbindlichsten Dank aussprechen.
Auch Herrn Dr. H. DuaM-Berlin sei an dieser Stelle fiir das Lesen der
Korrektur herzlichst gedankt.

z. Z. Cambridge, Mass., im Dezember 1937.

Massachusetts Institute of Technology,
Meteorological Division. H. ERTEL



Inhaltsverzeichnis.

Einleitung . .
I. Thermo- Hydrodynam1sche Grundlagen

II.

III.

W W wn Won LB

-

R W0 O O

§ 5.
§ 6.
§ 7
§ 8.

1.
2. Die Zustandsgleichung der Gase
4. Thermodynamische Glelchgew1chtsbedlngungen charakteristische

Zusammensetzung der Atmosphire
Die Hauptsitze der Thermodynamik

thermodynamische Funktionen (thermodynamische Potentiale) .
Spezielle thermodynamische Zustandsinderungen; Polytropen;
Kreisprozesse e
Thermodynamik feuchter Luf’c

Exkurs tiber Strahlung. .

Die Grundgleichungen der Hydrodynamlk .

Allgemeine Dynamik der Atmosphire

§ 1.
§ 2.

N OB OB Lon

S

wn wWr R W WR

RN RATD AW

[ =)

Hydrodynamische Gleichungen in rotierenden Koordma.tensystemen
Die Gleichungen der ,,ausgeglichenen Bewegungen; Turbulenz-
reibung .

. Geopotential; Druck— Massen- und Stromfeld
. Das Zirkulationstheorem von V. BJERKNES

Das Variationsprinzip der atmosphirischen Dynamlk .
. Atmosphirische Energetik

ezielle Dynamik der Atmosphire

Grundgleichungen der atmospharischen Sta.tlk

. Polytrope Atmospharen
. Stabilitatskriterien .
. Labilitatsprobleme .

Die Theorien zur Erklarung der mlttleren geometnschen Tempe-
raturzustandskurve . . . .

" Quasistatische Zustandsanderungen

Stationire Windfelder . . . . . e e e e e

. Stationare Diskontinuititen in der Atmosphare e e e
. Die atmosphérischen Stérungsgleichungen
. Geostrophische Gleichgewichtsbedingung und mchtsta.tlona.re Be-

wegungen .

Seite

[« N S S S

8
11
16
19
27
27

30
35
38
41
44
55
55
56
57
65

72
80
89
101

. 107



,Nach meiner Ansicht geschieht alles in
der Natur auf wmathematische Avt.*
DESCARTES (an MERSENNE).

Einleitung.

Die Aufgabe der dynamischen Meteorologie besteht in der physikalisch-
mathematischen Beschreibung dev dynamischen Vorginge und statischen
Zustinde der irdischen Atmosphire. Der Begriff , Beschreibung® invol-
viert dabei im Sinne der phidnomenologischen Erkenntnistheorie zu-
gleich die ,,Erklirung®. Eine atmosphirische Erscheinung gilt dem-
zufolge als ,erklirt”, wenn es gelungen ist, sie aus den bewidhrten
Sitzen der Physik deduktiv abzuleiten. Dabei ist es jedoch wegen der
Komplikation der atmosphirischen Vorginge fast immer notwendig,
die realen atmosphirischen Prozesse durch ein oft einschneidendes Ab-
straktionsverfahren und unter Zerlegung in elementarere Teilprozesse
weitgehend zu vereinfachen. Dieses als ,,Extrapolation auf ideale Falle*
bekannte methodische Verfahren kann zur Zeit nicht entbehrt werden,
da die analytischen Hilfsmittel zur Bewiltigung der nicht idealisierten
Probleme gewdhnlich nicht ausreichen. '

Infolge der methodisch notwendigen ,,Extrapolation auf ideale Falle*
sind die Ansichten iiber die Bedeutung der dynamischen Meteorologie
fiir die synoptische Meteorologie (Wettervorhersage) geteilt. Wihrend
sich die norwegische Meteorologenschule (V. BJERKNES! und seine
Schiiler) auch fiir die Wettervorhersage die grofiten Erfolge von der
(noch ausstehenden) vollstindigen Integration der ,,atmosphérischen
Stérungsgleichungen® (vgl. S. 107) verspricht, erhoffen andere Forscher
mehr von einer Behandlung der Wetter- und auch Witterungs-Vorher-
sage mit den Methoden der statistischen Physik (F. BAUR?) oder von
der Anwendung analytischer Extrapolationsformeln zur Vorausberech-
nung der Verlagerungen des Druckfeldes (J. ANGERVOS, H. WAGE-

1 ByErRKNES, V.: Die Meteorologie als exakte Wissenschaft. Braunschweig
1913 — Die atmosphirischen Stérungsgleichungen. Beitr. Physik frei. Atmosph.
Bd. 13 (1926) S.1—14 — Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927) S. 17—26.

2 Baur, F.: Statistische Untersuchungen iiber Auswirkung und Bedingungen
der groBen Stoérungen der allg. atmosph. Zirkulation. I. Ann. Hydrogr., Berlin
1925 S. 1—6 — Statistische Mechanik der Atmosphire. Z. Geophys. 1928 S. 281
bis 285.

3 ANGERVO, J. M.: Einige Formeln fiir die numerische Vorausberechnung der
Lage und Tiefe der Hoch- und Tiefdruckzentren. Ann. Acad. Sci. Fennicae A,
Bd. 28 (1928) Nr. 10 — Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 35 (1932) S. 265290, dort
auch weitere Literaturangaben.

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 1



2 Einleitung. [158

MANN4, S, PETTERSSENY), aber auch die Ansicht, daB Fehlprognosen
aus verschiedenen Griinden eine naturnotwendige Tatsache sind, an
der die mathematisch-physikalische Theorie nichts dndern kann, wurde
mehrfach vertreten (A. ScHMAUSS®, A. WIGAND7?).

Trotz dieser unterschiedlichen Beurteilung der Bedeutung der dyna-
mischen Meteorologie fiir die Wettervorhersage wird allgemein an-
erkannt, daB die dynamische Meteorologie zum tieferen physikalischen
Verstindnis des komplizierten atmosphirischen Geschehens infolge
ibrer ausgesprochen explikativen Forschungsmethodik auBerordentlich
viel beigetragen hat. Auf dieser Tatsache beruht auch zunichst der
Wert und die interne Stellung der dynamischen Meteorologie in der
meteorologischen Gesamtwissenschaft, nicht aber auf der Anzahl und
Qualitat der Hilfsmittel, die sie der synoptischen Meteorologie fiir ihre
praktischen Zwecke zur Zeit zur Verfiigung stellen kann, wenngleich
die Sicherung der meteorologischen Prognosen auch das letzte Ziel der
dynamischen Meteorologie bilden muf.

4 WaGeMANN, H.: Uber die Anwendung der ANGERvOschen Formeln usw.
Meteorol. Z. 1930 S. 488—490; ferner Ann. Hydrogr., Berlin 1931 S. 261 —264.

5 PETTERSSEN, S.: Kinematical and dynamical properties of the field of
pressure with application to weather forecasting. Geofys. Publ. Oslo Bd. 10 (1933)
Nr. 2.

6 Scumavuss, A.: Das Problem der Wettervorhersage. 2. Aufl. Leipzig 1937
(Probl. d. Kosm. Physik Bd. I) — Meteorol. Z. 1932 S. 356, 1933 S. 113.

7 WiGAND, A.: Zum Problem der Wettervorhersage. Meteorol. Z. 1933 S. 26.



I. Thermo-hydrodynamische
Grundlagen.

§ 1. Zusammensetzung der Atmosphére.

Fiir die Zwecke der dynamischen Meteorologie kann bis zu der vor-
laufig interessierenden Vertikalerstreckung von etwa 20 km * die atmo-
sphirische Luft als ein nahezu homogenes Gasgemisch von folgender
Zusammensetzung angesehen werden®: Stickstoff (N,) 78,09 Vol.-o,
Sauerstoff (0,) 20,959, Argon (Ar) 0,939, mit Spuren von Wasser-
stoff (H,), Neon (Ne), Xenon (X), Krypton (Kr) und Helium (He); zu
diesen sich nahezu im Zustand vélliger Durchmischung befindlichen
Komponenten tritt ein um etwa 0,03 % schwankender Kohlendioxyd-
gehalt (CO,) und als thermodynamisch wichtigster Anteil ein stark
raumzeitlich variabler Wasserdampfgehalt (H,0), schwankend zwischen
0 und etwa 4 Vol.-9,, der infolge seines auf der Existenz eines perma-
nenten elektrischen Dipolmoments der dissymmetrisch gebauten H,O-
Molekel beruhenden ultraroten Bandenspektrums auch fiir den gesamten
atmosphdarischen Strahlungshaushalt auBerordentliche Bedeutung be-
sitzt.

Die Theorien iiber die Zusammensetzung der hchsten Atmosphiren-
schichten, deren noch stark differierende Resultate hauptsichlich von
der Annahme iiber den prozentualen Anteil der Hy-Komponente an der
Erdoberfliche abhidngen, tangieren die Probleme der dynamischen
Meteorologie nicht wesentlich, so daB hier Literaturhinweise geniigen
mogend.

Dagegen wire hier die Beriicksichtigung der atmosphérischen Bei-
mengungen in fester oder flissiger disperser Phase (Staubpartikel,
Tropfchen von Stickstoffoxyden, NaCl-Lésungen usw.) im Hinblick auf

* In 20 km Hohe betragt der Luftdruck etwa 50 mb.

8 PaneETH, F. A.: The chemical composition of the atmosphere. Quart. J.
Roy. Meteorol. Soc., Lond. Bd. 63 (1937) S. 433.

9 BaArTELS, J.: Die hochsten Atmosphirenschichten. Erg. exakt. Naturwiss.
Bd. 7 (1928) S. 114—157. — GUTENBERG, B.: Lehrbuch der Geophysik. S. 618
bis 649. Berlin 1929. (L. WEIcKMANN: Aufbau der Atmosphire.) — Der Aufbau
der Atmosphire. In: Handb. d. Geophysik Bd. 9 Lief. 1 S. 1—88. — CHAPMAN,
S., and E. A. MiLNE: The composition, ionisation and viscosity of the atmosphere
at great heights. Quart. J. Roy. Meteorol. Soc., Lond. Bd. 46 (1920) S. 357—398.
— BarrtELs, J.: Uberblick iber die Physik der hohen Atmosphire. Elektr. Nachr.-
Techn. Bd. 10 (1933) Sonderheft. — Haurwitz, B.: The Physical State of the
Upper Atmosphere. Toronto 1937. (Die beiden letzten Arbeiten enthalten ausfiihr-
liche Literaturangaben.)

1*



4 I. Thermo-hydrodynamische Grundlagen. [160

die an Bedeutung gewinnende kolloidphysikalische Erklirung der
Niederschlage wiinschenswert; da jedoch die diesbeziiglichen Fragen
mehr der eigentlichen Thermodynamik der Atmosphire angehéren und
zudem die meisten dieser Probleme einer rechnerischen Behandlung
bis jetzt kaum zuginglich sind, wollen wir nur gelegentlich der Be-
sprechung der Arbeiten von H. K6HLER zur Thermodynamik der Kon-
densation darauf zuriickkommen. Einen prignanten Uberblick iiber
den gegenwirtigen Stand der atmosphirischen Kolloidphysik verdanken
wir A. ScHMAUSS und A. WIGAND'.

§ 2. Die Zustandsgleichung der Gase.

Fiir viele Fragen der dynamischen Meteorologie kann zunichst vom
Wasserdampfgehalt der Luft abgesehen werden. Jede Komponente (i)
der trockenen Luft, deren Zustand in iiblicher Weise durch drei der
,,ZustandsgréBen’ p; = Druck, T; = abs. Temperatur, p; = Dichte,
o; = p; ' = spezifisches Volumen charakterisiert werden kann, geniigt,
wenn alle Zustandsparameter auf die ,kritischen Daten p¥, TF, o
bezogen werden:

_ b p=" 9 T,

T = = —
* 7 %
b. *; T

derselben ,,reduzierten Zustandsgleichung realer Gase‘
(ﬂ + 732")(397 —1) =387,

die das ,,Theorem der tibereinstimmenden Zustinde® ausspricht. Da
unter atmosphirischen Bedingungen simtliche Komponenten der Luft
von ihren kritischen Daten hinreichend weit entfernt sind (7> 3/@?,
3@ >1, ,fast-ideale Gase”), kann obige Zustandsgleichung in

pioy = R; T

vereinfacht werden. Die GroBe
8 plof
T3 e

heiBt ,,individuelle Gaskonstante®, sie ist dem Molekulargewicht m der
betreffenden Komponente umgekehrt proportional, so da nach Ein-
fiihrung einer ,,universellen Gaskonstante* R;:

R Ro(_8Pior
om0 3 Tk

fiir jedes Gas die ,,individuelle Zustandsgleichung*’
_ B
pix; = , T;
resultiert.

10 Scumauss, A., u. A. WicanD: Die Atmosphire als Kolloid. Braunschweig
1929 (Samml. Vieweg, Heft 96).



161) § 2. Die Zustandsgleichung der Gase. 5

Wenn mehrere Komponenten mit den Teilmassen M, eines Gas-
gemisches, die zusammen die Masse 1 besitzen mogen, zugleich das
,,spezifische Volumen der Mischung” « bei gleicher Temperatur T aus-
fiillen, so verhalten sie sich hinsichtlich ihres Druckes so, als ob jede
Gasart allein bei der gleichen Temperatur das Volumen « ausfiillt,
d. h. der ,,Partialdruck $; der iten Komponente betrigt

pi=Ryom,  (n;= Mim; heiBen ,Molzahlen)

wihrend der Gesamtdruck p gleich der Summe aller Partialdrucke ist
(DarToNs Gesetz): T
p=2ti=—R 2.

Das ist die Zustandsgleichung trockener Luft, die gewdhnlich wegen
o = ! in der Form

(1) p=RTp
benutzt wird;
R = ROZ 7
ist die Gaskonstante des Gemisches, sie hat fiir Luft den Wert
286,8 m2sec 2 grad .
Aus dem Gesamtdruck p ergeben sich die Partialdrucke p; mittels
der ,,molaren Konzentrationen‘

dann einfach zu p, = p7;.
Mit der oben (S.3) angegebenen Zusammensetzung ergeben sich
z. B. in Bodennidhe (p = 760 mm Hg) folgende Partialdrucke:

pi (mm Hg)
N, 593,48
0, 159,22
Ar 7,07
CO, 0,23

Oft muBl man sich in der Meteorologie an Stelle der Zustandsgréen
p, T und g ,,ausgeglichener” Werte p, T, p dieser Parameter bedienen,
die raumliche oder auch zeitliche Mittelwerte darstellen. Man muf
dann nach HESSELBERG!! definieren:

j)':%/pdr, —:%/gdr, (__)TZ%/.QTdT,
damit die Zustandsgleichung die Form p = RT ¢ beibehilt!2,

11 HESSELBERG, TH.: Untersuchungen iiber die Gesetze der ausgeglichenen
Bewegungen in der Atmosphéare. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 4 — Beitr. Physik
frei. Atmosph. Bd. 12 (1926) S. 141 —160.

12 Vgl. hierzu auch S. PETTERSsON: Die Anwendung der Zustandsgleichung
auf Zeitmittelwerte. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 13 (1927) S. 237—245.



6 I. Thermo-hydrodynamische Grundlagen. [162

§ 3. Die Hauptsitze der Thermodynamik.

1. Hauptsatz (in der Formulierung von HerLMHOLTZ 1847): ,,Bet
allen in einem abgeschlossenen System verlaufenden Anderungen bleibt die
Gesamtenergie des Systems konstant.

Definieren wir mit Pranck (1887): ,,Die Energie eines bestimmien
Systems in einem bestimmten Zustand ist — bezogen auf den willkivlich
festgelegten Normalzustand — gleich der Summe der mechanischen Aqui-
valente aller Wirkungen, die aufierhalb des Systems hervovgebracht werden,
wenn es auf 1rgendeine Weise aus dem gegebenen Zustand in den Normal-
zustand dibergeht’,
so besagt der erste Hauptsatz, daB in der die einer Gasmasse 1 zu-
gefilhrte Wiarmemenge d’Q mit der Anderung der Energie dU und der
an die Umgebung abgegebenen &duBeren Arbeit d'K verkniipfenden
Gleichung
(2) dQ=dU +dK

2
dU ein totales Differential darstellt, also / dU =U,— U,, unabhingig

i
vom Wege ist und speziell fiir einen KreisprozeB $dU = 0 gilt.

Fiir ideale Gase ist die innere Energie U:

(3) U=¢,T,

da (0UJ0x)p =0 eine Definitionseigenschaft idealer Gase darstellt
(3. Gav-Lussacsches Gesetz), ferner ist im Falle rein mechanischer
(quasistatischer) Arbeitsleistung:

(4) dK=Ap-dx.

A =12,389-10"*cal gr-*m~2sec? heifit ,kalorisches Arbeitsiquiva-
ent, A~1 ist das mechanische Aquivalent der Wiarme. Der erste
Hauptsatz nimmt dann die in der Meteorologie gebrduchliche Form
(5) dQ=c,dT +Ap-du

an.

2. Hauptsatz (in der Formulierung von CLAUSIUS): , Fiir jedes ab-
geschlossene Korpersysiem existiert eine gewisse Grifle (S = Entropie),
die bei allen irveversiblen Anderungen inmerhalb des Systems zunimmi,
bei allen veversiblen Andevungen konstant bleibi, die aber niemals ab-
nimmt, ohne daf in anderen Kérpern Anderungen zuriickbleiben.

Nach dem 2. Hauptsatz ist T ein integrierender Nenner der Diff.-
Gl. (5) bei reversibler Wiarmezufuhr d'Q, also dS=d'Q/T ein totales
Differential. Die Entropie ist eine additive Eigenschaft; ergdnzen wir
also z. B. eine Gasmasse mit der Entropie S durch Einbeziehung ihrer
Umgebung mit der Entropie S* zu einem abgeschlossenen System, so
soll nach Crausius’ Prinzip
(6) dS +dS*=0



1637 § 4. Thermodynamische Gleichgewichtsbedingungen. 7

sein. Nehmen wir an, daB in der Umgebung keine irreversiblen Prozesse
ablaufen, daf3 dagegen die Umgebung eine infinitesimale Wirmemenge
an die Gasmasse abgibt (—d'Q*), und zwar quasistatisch, welche Be-
dingung bekanntlich besagt, daB3 sich die Drucke und Temperaturen
beiderseits der Begrenzung Gasmasse—Umgebung sich nur um infini-
tesimale Betrige unterscheiden*®, so ist

a’ Q* a’
" -
worin 4'Q die von der Gasmasse quasistatisch aufgenommene Wirme-
menge bedeutet. Die Verbindung von (6) und (7) ergibt:

aQ
) s = 5%,

wobei das Gleichheitszeichen nur bei volliger Reversibilitiat gilt; in
diesem Falle bestimmt (8) mit Riicksicht auf (5):

9) TdS =c,dT+ Apdx

die Entropie der Gasmasse bis auf eine (fiir die Meteorologie irrelevante)
additive Konstante.

§ 4. Thermodynamische Gleichgewichtsbedingungen;
charakteristische thermodynamische Funktionen
(thermodynamische Potentiaie).

Im ,thermodynamischen Gleichgewicht* befindet sich ein System,
wenn eine infinitesimale virtuelle (d. h. mit den Bedingungen des Sy-
stems vertrigliche) Zustandsinderung nur auf reversiblem Wege er-
folgen kann; die hierzu notwendige Bedingung lautet:

(10) T6S<=0U+ 6K,

denn hierdurch ist jede irreversible Zustandsinderung, fiir die ja
T3S >0U + &K sein miiBte, ausgeschlossen. Die obige Gleich-
gewichtsbedingung findet Anwendung in der atmosphirischen Statik
(vgl. S. 58).

Folgende ,,thermodynamischen Potentiale”, auch ,,charakteristische
thermodynamische Funktionen® genannt, sind fiir die Meteorologie von
Bedeutung:

(11a) ys=U+A-px, b)ypyp=U—TS+A-pa=F—+ A4 -p«x.
wg heiBt ,,GiBBssche Wirmefunktion” oder ,,Enthalpie”, y, heiBt

GiBBssches thermodynamisches Potential, darin ist F=U—TS die
,,freie Energie®,

* Jeder quasistatische ProzeB3 verlauft reversibel, dagegen ist nicht jeder
reversible Vorgang ein quasistatischer.



8 I. Thermo-hydrodynamische Grundlagen. [164

Die Bedeutung dieser Funktionen fiir die dynamische Meteorologie
beruht darauf, daB sie bei speziellen Zustandsdnderungen eine bequeme
Umformung des in hydrodynamischen Rechnungen auftretenden Aus-

drucks %d;b =« dp (Arbeit der Druckkrifte) ermdoglichen.

§ 5. Spezielle thermodynamische Zustandsinderungen;
Polytropen; Kreisprozesse.

Durch Substitution des aus der Zustandsgleichung p& = RT folgen-
den Differentialausdrucks pdoe = RdT — «dp in (5) ergibt sich, da

(ar),=

die spezifische Warme bei konstantem Druck definiert, die Beziehung

(12) cp—c¢,=AR,

deren Wert bekanntlich darauf beruht, daB sie eine Bestimmung von ¢,
ermdglicht, da wohl ¢,, nicht aber ¢, leicht experimentell ermittelt
werden kann. Zur Abkiirzung wird wie tiblich gesetzt: ¢, /c, = 2 (=1,405).

Gewohnlich ist bei meteorologischen Problemen die einer Luftmasse
zugefilhrte Wiarmemenge 4'Q nicht bekannt. Mit folgenden idealen
Grenzfillen muf} sich die dynamische Meteorologie daher behelfen, um
den Term pd« in (5) integrabel zu machen:

a) Adiabatische Zustandsinderungen; 4'Q = 0. Diese Be-
dingung entspricht dem Idealfall einer ,,adiabatisch abgeschlossenen‘
Luftmasse. Sie ist mit gentigender Anniherung realisiert bei ,,rasch*
verlaufenden atmosphirischen Vorgingen, z. B. bei Schwingungen, aber
auch bei schnell verlaufenden Umschichtungen, iiberhaupt bei allen
Bewegungen mit tiberwiegender Vertikalkomponente, infolge deren eine
Luftmasse in kurzer Zeit groen Druckunterschieden unterworfen ist.
Der Begriff ,rasch ist relativ zu nehmen; nach BARTELS'® kénnen
selbst tagesperiodische atmosphirische Gezeiten noch als adiabatisch
verlaufend angesehen werden.

d'K = Ap dx nimmt bei adiabatischen Zustandsidnderungen nach (5)
die Form dK = —c,- dT oder allgemeiner dK = —4U an.

Oft werden die durch d'Q = 0 charakterisierten Zustandsinderungen
in der Meteorologie auch als ,,isentropische’ (4S = 0) bezeichnet; aus (8)
ist jedoch ersichtlich, daB trotz d’Q = 0 noch 4S >0 sein kann, wenn
sich ndmlich trotz fehlender duBerer Wirmezufuhr im Innern der be-
trachteten Gasmassen irreversible Prozesse (Dissipation mechanischer
Energie in Wirme) abspielen. Die Bedingung der ,,Isentropie” dS =0

13 BarTELS, J.: Uber die atmospharischen Gezeiten. Abh. preufB. meteorol.
Inst., Berlin Bd. 8 (1927) Nr. 9 — ferner: Gezeitenschwingungen in der Atmosphire.
Im Handb. d. Exper.-Physik (Wi1eN-Harms) Bd. 251 S. 163—210.
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ist also noch spezieller als die der ,,Adiabasie’ d'Q = 0, indem sie auch
derartige Dissipationsprozesse ausschlieBt.

b) Isotherme Zustandsdnderungen; 47 =0. Diese Bedin-
gung entspricht dem Idealfall einer Luftmasse, die lingere Zeit mit
einem unendlich groBen gleichmé&Big temperierten Wirmereservoir in
Verbindung steht und infolge nahezu horizontaler Ausbreitung nur
geringen Druckidnderungen unterworfen ist. Sie ist mit gentigender
Anndherung realisiert bei nahezu stationdren oder langperiodischen
(monatlichen, jahreszeitlichen) Luftstromungen groBer Ausdehnung;
JEFFREYS’ Monsuntheorie'* operiert mit dieser Annahme. Nahezu iso-
therm bewegen sich vielleicht auch die Luftmassen in den héoheren
Schichten eines Kaltlufteinbruchs*, selbst wenn die Kiltewelle infolge
Ausbreitung {iber wirmeren Ozeanen von der Meeresoberfliche her
durch turbulenten Wirmeaustausch geheizt wird, denn es zeigte
SCHWERDTFEGER'®, daB selbst bei einem anfinglichen Temperatur-
unterschied von 15° C zwischen Kaltluft und Oberflichenwasser die
Luftschichten in 2,5 bis 3,0 km Hohe sich erst in 4 Tagen um 1°C
erwarmen.

d'K = Ap do nimmt bei isothermen Zustandsinderungen mittels
der Gasgleichung p« = RT die integrable Form dK = (c, —¢,) dInx
oder allgemeiner d'K = —dF an (I = freie Energie, vgl. S. 7).

Mittels der thermodynamischen Potentiale 148t sich der die Arbeit

der Druckkrifte darstellende Term %d;b = «-dp bei stationiren isen-
tropischen bzw. isothermen Bewegungen sehr einfach durch
(13) adp =dys bzw. adp=dyyp
darstellen.

Die adiabatische Bedingung 4’'Q = 0 ergibt die aus (5) mittels (1)
und (12) resultierende Differentialgleichung der Adiabaten

0=c,dInT — (¢, —¢c,)dInp,

auf deren Losung
(14) 3:1 = konst.

:der Begriff der ,,potentiellen Temperatur’ beruht (v. BEzoLD$). Da
zwei sich unter verschiedenem Druck befindliche Luftquanten hinsicht-

14 JEFFREYS, H.: On the dynamics of geostrophic winds. Quart. J. Roy.
Meteorol. Soc., Lond. Bd. 52 (1926) S. 85—104.

* Solange derselbe nicht zusammensinkt (,,schrumpft’); die Zustandsinde-
rungen infolge ,,Schrumpfens’’ sind dagegen wegen der ausgepragten vertikalen
Bewegungskomponente als adiabatische aufzufassen (vgl. S. 88).

15 SCHWERDTFEGER, W.: Zur Theorie polarer Temperatur- und Luftdruck-
wellen. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Serie Bd. 4 (1931) Heft 5.

16 Bezorp, W. v.: Zur Thermodynamik der Atmosphére. S.-B. preufl. Akad.
‘Wiss. 1888 S. 1189.
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lich ihrer Temperatur nicht ohne weiteres vergleichbar sind, denkt
man sie sich adiabatisch auf einen Normaldruck p, (760 mm Hg oder
neuerdings 1000 mb = 750,14 mm Hg) gebracht, und die Temperatur,
die sie dadurch annehmen, heiit potentielle Temperatur 9:

w—1
bo\ *
(13) 9 — T-( p> .

(Uber die entsprechende Erweiterung des Begriffs der potentiellen
Temperatur fiir feuchte Luft vgl. S. 14.)

Adiabatische und isotherme Zustandsinderungen sowie die fiir die
Meteorologie weniger bedeutungsvollen isobaren (p = konst.), isochoren
(x = konst.) oder isopyknen (¢ = konst.) Prozesse kénnen als Spezial-
fille der von R. EMDEN'? in die Meteorologie eingefiihrten , polytropen
Zustandsdnderungen® aufgefaBt werden, deren Bedeutung fiir meteoro-
logische Probleme noch immer nicht erschépfend gewiirdigt wird. Eine
Polytrope ist ein reversibler thermodynamischer Weg konstanter
Wirmekapazitit § (—oo=ff= 4 o0); es ist also dQ = BdT, und damit
ergibt sich die Gleichung der Polytropen durch Integration von (5) je
nach Wahl der Variablen in der Form:

_ntl ntl -1
po * =px®* =konst.; Tp »+1=konst.;
S -1
Tar =Tp ™ =kornst.,

(16)

worin # = (¢, — B)/(c, — ¢,) ,,Klasse der Polytropen* heiBt.
Spezialfille: # = 1/x —1: Adiabatische Zustandsinderung,

#n = —+oo: Isotherme v s
7n=—1: Isobare " s
n= 0 Isopykne bzw.

isochore .

Die Arbeit der Druckkrifte wird bei stationiren polytropen Zu-
standsdnderungen der Klasse # einfach -;»dp = m—+1)RdT.

Die reversible oder irreversible Uberfiihrung eines Systems aus einem
Anfangszustand iber irgendwelche Zwischenzustinde zuriick in den
Ausgangszustand heifit , KreisprozeB“. Besondere Wichtigkeit fiir
theoretische Beweisfiihrungen hat der reversibel geleitete ,,S. CARNOT-
sche Kreisproze* erlangt. Er besteht aus je einer

1. isothermen Dilatation (unter Wirmeaufnahme Q, bei der Tem-

peratur 73),
2. adiabatischen Dilatation,

17 EMDEN, R.: Gaskugeln. Leipzig-Berlin 1907 — ferner: Thermodynamik
der Himmelskérper. Enzykl. math. Wiss. Bd. 6 (2 B) Heft 2 S. 373—532.
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3. isothermen Kompression (unter Wirmeabgabe (, bei der Tem-
peratur T, << T,),
4. adiabatischen Kompression (Zuriickfiihrung in den Anfangs-
zustand)
und zeigt, daB die maximal zu gewinnende Arbeit K = Q; — Q, sich
unabhingig von der Natur der arbeitenden Substanz zu

T, — T
(17) K=0 T

= Q1 ﬁmax

ergibt; ;;max = (T,—T,)/T, heiBt ,theoretischer Wirkungsgrad des
Kreisprozesses. Durch eine Summe derartiger CArRNOTscher Kreis-
prozesse kann jeder beliebige reversible Kreisproze3 dargestellt werden.
Zur graphischen Darstellung bedient man sich gewohnlich der p, &-,
T, x-, p, T-Diagramme.

Enthilt ein Kreisprozef3 irreversible Bestandteile, so ist der Wir-
kungsgrad % << ;. (Anwendung auf atmosphirische Kreisprozesse
S. 50.)

§ 6. Thermodynamik feuchter Luft.

Bei einer gegebenen Temperatur T kann der Wasserdampfgehalt
der Luft unter gewchnlichen Umstdnden, d.h. bei Anwesenheit von
(hygroskopischen oder elektrisch geladenen) ,,Kondensationskernen®,
einen gewissen, nur von T abhingenden Grenzwert nicht iiberschreiten,
ohne daB Kondensation eintritt. Der diesem Grenzwert des Dampf-
gehalts entsprechende Partialdruck des Wasserdampfes heilit ,,Satti-
gungsdruck’ oder ,,maximale Dampfspannung ¢,. Eine befriedigende
rationelle Begriindung der funktionellen Abhangigkeit e, (T) steht noch
aus; die Meteorologie bedient sich vorwiegend der empirischen Formel

von MAGNUS:
(18) loge,, — log4,525 + %‘;75—_(—:;3332)713) (¢ in mm Hg)
Ist bei einer Temperatur T der Dampfdruck e kleiner als der zu
dieser Temperatur gehérige Sittigungsdruck: e <C'e, (T), so heiit die
Luft ,,ungesittigt” und f = ¢/e,, (in Prozenten ausgedriickt) ,relative
Feuchtigkeit. Es existiert dann eine Temperatur 7 <C 7', bei der die
vorhandene Dampfmenge doch zur Sittigung (f =1 = 100%) aus-
reichen wiirde: ¢ = ¢,,(); T heiBt ,, Taupunkt®.
Fiir ungesittigten Wasserdampf gilt mit groBer Anniherung eine (1)
analoge Zustandsgleichung:

(19) 0o=R Ty,
in der ¢’ die Dichte des Wasserdampfes beim Druck ¢ bedeutet; ferner

ergaben die Messungen: R’ = 1,605R (R = Gaskonstante trockener
Luft, vgl. S. 5). Der Gesamtdruck feuchter Luft (p¥) setzt sich additiv
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aus den Partialdrucken der trockenen Luft (p) und des Wasserdampfes (e)
zusammen :

(20) pr=p-+e,
ebenso die Dichte:
(21) o*=o0+0o.

Das Verhiltnis g =p’/o* heiBit ,,spezifische Feuchtigkeit”, und da-
mit ergibt sich aus (20) mit Ricksicht auf (1), (19) und (21) die ,,Zu-
standsgleichung feuchter Luft®:

(22) p* = Ro*(1 4+ 0,605¢) T.

Den Ausdruck (140,605¢) T nennen GULDBERG und MOHN ,,vir-
tuelle Temperatur. Die Zustandsgleichung (22) kann auch als Ver-
allgemeinerung der Zustandsgleichung (1) aufgefafit werden, indem R
durch (1 —¢) R -+ ¢ R’ ersetzt wird (p — p*, o — o*).

Bei kondensationsfreien atmosphéirischen Zustandsdnderungen und
fehlenden Feuchtigkeitsquellen bleibt die spezifische Feuchtigkeit kon-
stant und kann daher als Hilfsmittel zur Identifizierung von Luft-
korpern dienen; durch e und p* 148t sich ¢ wie folgt berechnen [Divi-
sion von (22) durch e = R' T’ = 1,605 RT 0*q]:

€
(23) 97 1,605 p* — 0,605 - ¢

=0,622pi*+

Die Adiabatengleichung, z. B. in der Form
(24) 0=c,dInT — (¢, — ¢,) dInp*,

kann fiir die Aufgaben der dynamischen Meteorologie auch fiir un-
gesittigte Luft mit den fiir trockene Luft geltenden Konstanten c,
und ¢, benutzt werden; nur fiir sehr exakte thermodynamische Rech-
nungen wire die durch die spezifische Feuchtigkeit bestimmte Korrek-
tion dieser Konstanten zu beriicksichtigen.

1. Trockenstadium heilit bei adiabatisch aufsteigender feuchter
Luft der Zustand 7 > 7, in dem keine Kondensation eintreten kann;
die mit Kondensationsprozessen verbundenen Zustandsinderungen
feuchter Luft bei Temperaturen T = v pflegt die klassische Thermo-
dynamik der Atmosphire in weitere drei Stadien zu unterteilen:

2. Regenstadium. Es beginnt bei der Kondensationstemperatur
und reicht bis zum Gefrierpunkt des Wassers. Die infolge der Expan-
sionskraft der aufsteigenden Luft eintretende Abkiihlung (vgl. S. 63)
bedingt Kondensation des Wasserdampfes, also Abnahme der spezi-
fischen Feuchtigkeit. Betrigt dieselbe d¢g (negativ), so wird die Kon-
densationswirme —7 -dg der Masseneinheit feuchter Luft zugefiihrt
(r = Verdampfungswirme = 597,83 — 0,6468 (1 — 273) cal/g):

(25) —rdg = c,dT + Ap*do* = c,dT — Ao*dp*, (a* = 1]g¥)
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welche Gleichung wegen einiger Vernachlissigungen (betr. Fliissigkeits-
und Dampfwdrme) jedoch nur in der Differentialform zu gebrauchen
ist. Fir endliche Zustandsdnderungen gilt genauer?s:

(26) ¢, InT — (¢, — ¢,) Inp* + L;I.ﬂ = konst.,

worin ¢, die spezifische Feuchtigkeit bei Sattigung (g,, = 0,622 ¢, /p*)
bedeutet.

3. Hagelstadium. Das kondensierte Wasser beginnt bei 0° C zu
gefrieren; das Gemisch Eis—fliissiges Wasser—feuchte Luft bleibt iso-
therm bei 0° und damit die Dampfspannung ¢, konstant, bis alles
Wasser gefroren ist. (Uber die Zustandsgleichung des Hagelstadiums
vgl. z. B. F. M. EXNERYY.)

4. Schneestadium. Nach Ausfrieren alles fliissigen Wassers tritt
Sublimation des Wasserdampfes an Eis ein; es gilt fiir dieses Stadium
eine (26) analoge thermodynamische Gleichung, in der an Stelle der
Verdampfungswirme 7 die Sublimationswirme (s = Verdampfungs-
wirme + Schmelzwirme) tritt.

Wenn Zustandsinderungen der letzten drei Stadien von einem End-
zustand an wieder riickwirts verlaufen, mull unterschieden werden,
ob 1. die Kondensationsprodukte vom aufsteigenden Luftstrom voll-
stindig mitgefiihrt wurden, oder ob sie 2. ganz oder teilweise als Nieder-
schlige herausgefallen sind. Im ersten Falle ist der Vorgang voll-
kommen umkehrbar, und die Luftmasse erreicht den Anfangszustand
mit der gleichen potentiellen Temperatur &, die sie anfangs hatte. Im
zweiten Falle dagegen erreicht die Luftmasse trotz Fehlens duBerer
Wéirmezufuhr den Ausgangspunkt mit héherer potentieller Temperatur
(vgl. S. 10); die Zustandsinderungen der letzten Art nannte v. BEzoLD?2°
daher ,,pseudoadiabatische®.

Gibt man der Gleichung (26) die Form

*
(27) konst. = ¢,Ind + L;ﬂ,
so bedeutet x—1
& bo\ *#
S—T ( 4 )
4

die nach der Formel (15) berechnete potentielle Temperatur fiir den

(barometrisch gemessenen) Gesamtdruck 52 p + e¢. Man filhre nun
durch die Definition
(28) konst. = ¢,1In @,,,

18 Beziiglich der exakten Gleichung vgl. J. E. FJELDsTAD: Graphische Me-
thoden zur Ermittlung adiabatischer Zustandsinderungen feuchter Luft. Geofys.
Publ. Oslo Bd. 3 Nr. 13.

19 ExXNER, F. M.: Dynam. Meteorologie. 2. Aufl. S. 15. Wien 1925.

20 BezoLp, W. v.: Zur Thermodynamik der Atmosphire. S.-B. preuB. Akad.
Wiss. 1888 S. 1189—1206.
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eine neue Konstante ©,, fir die betrachtete Zustandsinderung (27)
ein, also

S L7
(29) ¢y In0,,, = c,Ind + T
Die sich dann aus?!
7 qm
(30) @rm = 550’71’

ergebende GroBe 0,, (von der Dimension einer Temperatur) heilBt
,,~aquivalent-potentielle Temperatur der iiber Wasser gesittigt feuchten

Luft. Wegen 4" < 1 ist nun ndherungsweise:

c, T
%1 21
_ 3 Yqm\ __ [Po) * Yqm\ __ [Po) *
60 Om=d(1+25)= (%) " (1+72)= (%) " 2,
wobei
(32) Q=T+~

die ,,Aquivalenttemperatur der {iber Wasser gesittigt feuchten Luft
bedeutet. Analog erhilt man im Schneestadium

3 1 Sqn
(33) konst. = ¢, Ind + -
durch
(34) konst. = ¢, In 6,
die aquivalent-potentielle Temperatur fiir Sittigung iiber Eis:
5 Sdm
(35) Oy = Fe»”
mit der Aquivalenttemperatur
(36) ‘Qsm =T+ %

der iiber Eis gesdttigt feuchten Luft. Bezeichnen wir die spezifische
Entropie im Trocken-, Regen- bzw. Schneestadium mit S, S, bzw. S,,
so gelten also die analogen Beziehungen:

Trockenstadium: 0=dS =c,dIn?,
Regenstadium:  0=dS, =¢,dn6,,,,
Schneestadium:  0=dS;=c,dln0O,, .

Die dquivalent-potentiellen Temperaturen 6,,, bzw. ©,,, haben fiir
die Meteorologie als Luftkérper-Invarianten Bedeutung.

In neuester Zeit ist die Thermodynamik der atmosphirischen Kon-
densationsprozesse durch Untersuchungen von H. KSHLER um wichtige,
in grundlegenden Punkten von der ,klassischen Behandlungsweise

21 vgl. C. G. RossBy: Thermodynamics applied to air mass analysis. Mass.
Inst. of Technology Meteorol. Papers Bd. 1 Nr. 3. Cambridge (Mass.) 1932.
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(HerTZ, v. BEzOLD, NEUHOFF) abweichende Ergebnisse bereichert wor-
den. Die obige Einteilung des Kondensationsverlaufs in vier Stadien
kann nach H. KGHLER aus folgenden Griinden nicht aufrechterhalten
werden: Seit den Untersuchungen von C. COULIER (1875), MASCART
(1878), HELMHOLTZ (1887) und AITKEN (1888) wissen wir, dall Nebel
beim Eintreten der Sittigung nur entsteht, wenn ,,Kondensationskerne*
vorhanden sind, es mufB daher die Kondensation an einer bestimmien
Anzahl im vorvaus gegebener Punkte stattfinden. Die Kondensationskerne
sind hygroskopisch; man hat zuerst an Stickstoffverbindungen wie Ni-
trate und Ammonium gedacht und erst spiter vermutet, daB auch die
von den Ozeanen durch Verdunstung in die Atmosphire {ibergegangenen
Meeressalze, hauptsichlich Chloride, die Rolle der Kondensationskerne
iibernehmen konnen (MELANDER, LUDELING, ConraD). H. KOHLER
konnte nun durch zahlreiche Analysen von Nebelfrostablagerungen
nachweisen, daB der in diesen Niederschligen gefundene Chlorgehalt
seiner Menge nach hinreichend ist, um iiber 809, aller atmosphéarischen
Kondensate zu erkliren. Er konnte ferner zeigen, daf diese Salzkerne
auch bei gewthnlichen Feuchtigkeitsverhiltnissen nicht austrocknen,
sondern Wasser anziehen, so daB als Kondensationskerne mehr oder
minder konzentrierte, sehr kleine L&sungstropfchen anzusehen sind.
Da unter diesen Umstinden auch in nicht gesiittigter Luft Kondensa-
tion stattfinden muB, folgt somit: Der Kondensationsverlauf ist konti-
nuserlich, und die klassischen Voraussetzungen des Trocken- und Regen-
stadiums kénnen daher nach H. KOHLER nicht aufrechterhalten werden.

Teils durch direkte mikroskopische Untersuchung der Kondensate
(ober- und unterhalb des Gefrierpunktes) auf Objekttrigern, teils durch
Beobachtung und Ausmessung der von der Sonne und von kiinstlichen
Lichtquellen erzeugten Beugungsringe gelang KOHLER der Nachweis,
daB in den meisten Fillen im Nebel und in Wolken der Cu-, Ac- und
Sc-Typen das Wasser auch bei Temperaturen unter 0° C in Form von
Tropfen und nicht von Kristallen ausgeschieden war. Bestehen aber
Nebel und (die genannten) Wolken auch unter 0° aus unterkiihlten
Wassertropfen, so kann die Voraussetzung des Hagelstadiums der
klassischen Thermodynamik ebenfalls nicht allgemeingiiltig sein; auch
die Schneebildung muf3 dann in anderer Weise erfolgen, als es die Dar-
stellung des Schneestadiums fordert.

Als hiufigste Chlormenge ergaben die Analysen KOHLERS
3,591 - 1073 Gramm/Liter Wasser, aber auch andere Konzentrationen
kommen vor, die sich alle aus dieser hiufigsten Konzentration 3,591-1073
durch das ,,Zweier-Gesetz"*

Cl-Konzentration = 3,591 - 1072 . 2° (p==1,2,3,...)

ableiten lassen. Analoge GesetzmiBigkeiten konnte KOHLER fiir die
TropfengroBen feststellen. Insbesondere dhneln die Haufigkeitskurven
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der verschiedenen TropfengréBen keineswegs der ,,Fehlerkurve®, die
die Verteilung zufilliger GréBen bestimmt, sondern es treten eine An-
zahl diskreter Maxima auf, die sich durch die Annahme erkliren lassen,
daB die Tropfen nach Erreichen einer gewissen GroBe durch Zusammen-
flieBen von je zwei Trépfchen wachsen. Dieses ZusammenflieBen ist ein
irreversibler ProzeB, der mit Entropieerhthung verbunden ist, wogegen
die kontinuierliche Kondensation einen reversiblen Vorgang darstellt22.

Die hier skizzierten Untersuchungen KOHLERs sind zur Zeit noch
Gegenstand eingehender Nachpriifungen23.

Es sei hier am SchluB8 unserer Ausfithrungen iiber die Thermo-
dynamik feuchter Luft noch bemerkt, daB sich die Meteorologie zur
rechnerischen Behandlung der einschligigen Aufgaben fast ausschlieB-
lich graphischer Methoden bedient?24.

§ 7. Exkurs iiber Strahlung.

Von der an der oberen ,,Grenze* der Atmosphire bei senkrechter
Inzidenz der Strahlen pro Flichen- und Zeiteinheit einfallenden solaren
Energie von (im Mittel) 1,93 cal/cm?min (,,Solarkonstante® 25) gehen
im Mittel iiber die ganze Erde nur etwa 579, in den atmosphirischen
Wirmehaushalt ein, da die ,,Energiealbedo’* der Erde nach ALDRICH26
43 o, betrigt. Auf dem Wege durch die Atmosphire wird die Strahlung
geschwicht bzw. spektral verdndert durch

22 KOHLER, H.: Zur Thermodynamik der Kondensation usw. Stat. met.-
hydr. Anst. Stockh. Medd., Bd. 3 (1926) Nr.6 — Zur Kondensation des
Wasserdampfes in der Atmosphire. Geofys. Publ. Oslo Bd.2 Nr.1 u. 6 — On
water in the clouds. Ebenda Bd. 5 Nr. 1 — Uber Tropfengruppen usw. Meteorol.
Z. 1925 S. 463 — Das Zweier-Gesetz in der Verteilung der Hauptmaxima der
TropfengréBen fand zuerst A. DEFANT (1905). S.-B. Akad. Wiss. Wien, C Bd. 14
(ITa) S. 585—646.

28 NIEDERDORFER, E.: Messungen der GréBe der Regentropfen. Meteorol. Z.
1932 S. 1—14.

24 NEuHOFF, O.: Adiabatische Zustandsdnderungen feuchter Luft usw. Abh.
preuB. meteorol. Inst. Berlin Bd. 1 (1900) Nr. 6. — FjELDsTAD, J. E.: Graphische
Methoden zur Ermittlung adiabatischer Zustandsinderungen feuchter ILuft.
Geofys. Publ. Oslo Bd. 3 Nr.13. — Die Adiabatentafel von G. STUVE ist auch
KoscHMIEDERS Dynam. Meteorologie beigegeben. Ferner sei hingewiesen auf
R. MoLLIER: Das IX-Diagramm fiir Dampfluftgemische. Festschr. z. 70. Geburts-
tag von A. Stopora. Zirich 1929.

25 Beziiglich der (geringen) zeitlichen Schwankungen der Solarkonstante vgl.
z. B.: BarTELs, J.: Geophysikal. Nachweis von Veranderungen der Sonnenstrah-
lung. Erg. exakt. Naturwiss. Bd. 9 (1930) S. 38—78. — BAUR, Fr.: Schwankungen
der Solarkonstante. Z. Astrophys. Bd. 4 (1932) S.180—189. — Assort, C. G,
and G. T. BonD: Periodicity in Solar Variation. Smiths. Misc. Coll. Bd. 87 (1932)
Nr. 9. — LinkE, F.: Die angeblichen Schwankungen der Solarkonstanten. Meteorol.
Z. 1924 S. 74—78.

26 ArpricH, L. B.: The reflecting power of clouds. Ann. Astrophys. Obs.
Smithson. Inst., Washington Bd. 4 (1922) S. 375—381.
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1. Absorption, und zwar durch ,spektral selektive Absorption
von Ozon (O,), H,O (in flissiger und Dampfphase), CO,, und durch
,.hichtselektive (graue) Absorption an Kohlepartikeln usw. Der O;-
Gehalt der hochsten Atmosphirenschichten bedingt das Abbrechen des
Spektrums bei 2900 A.

2. Streuung durch die Molekeln der atmosphirischen Gase und
durch Kolloidbeimengungen; die dadurch bewirkte Schwichung erfolgt
nach Exponentialgesetzen, deren Exponent eine Funktion der Wellen-
linge 4 ist. Speziell gilt bei Streuung durch Molekeln RAYLEIGHS 1%
Gesetz, wodurch sich die blaue Farbe des Himmels als Folge mole-
kularer Schwankungserscheinungen in Volumenelementen von der
GroBenordnung der Lichtwellenldngen erkldrt (Unmdglichkeit vollstan-
diger Vernichtung der kurzwelligen Streustrahlung durch Interferenz?7);
fiir die Streuung an groberen Teilchen wird ein analoges A~%-Gesetz
angenommen?®. Ein betrichtlicher Teil der Streustrahlung erreicht als
,,.diffuse Himmelsstrahlung* die Erdoberfliche.

Infolge der Streuprozesse ist die extraterrestrische Strahlungs-
intensitit J,(0) im Wellenlingenbereich 4 4 4$d 2 nach Durchstrahlung
der Luftmasse m auf

Ja(m) = J.(0) e=2am = J;(0) g7

gesunken (BEER-BOUGER-LAMBERTsches Gesetz); «; heifit , Extink-
tions-“ und ¢; = e~* ,Transmissionskoeffizient. Der Vorschlag von
LinkE?, die atmosphirische Gesamttriibung mit Hilfe eines ,, Triibungs-
faktors® auf die Triibung einer reinen, trockenen Atmosphére als Ein-
heit zu beziehen, hat sich fiir die meteorologische Strahlungslehre als
auBerordentlich fruchtbar erwiesen.

Ist %; der Absorptionskoeffizient der Luft fiir den Spektralbereich
A+ 3di, so heibt a,==%k;-0-dz=Fk,dm ,,Absorptionsvermogen‘
einer Luftschicht der Dichte g von der Dicke 4z und der Masse dm = pdz
pro Flicheneinheit; daher ist das ,,Emissionsvermégen‘ ¢, nach Kircu-
HOFFs Gesetz ¢, = a; E;, worin E;, das Emissionsvermdgen eines voll-
kommen schwarzen Koérpers gleicher Temperatur, durch PLANCKs Gesetz

. 2mhc?A"5dA
(37) Eydi=—p  ——
ekAT — 1

(h, ¢, kB = PraNcksches Wirkungsquantum, Lichtgeschwindigkeit,
Bortzmannsche Konstante)

27 BorN, M.: Moderne Physik. S. 19f. Berlin 1933.

28 TeNnsiEN, CHR.: Die Himmelstrahlung. Handb. d. Physik Bd. 19 S. 92.

29 LingE, Fr.: Transmissionskoeffizient und Tribungsfaktor. Beitr. Physik
frei. Atmosph. Bd. 10 (1922) S. 91—103 — Optik der Atmosphire (in B. GUTEN-
BERGS Lehrb. d. Geophysik, S. 650—693. Berlin 1929).

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 2
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gegeben ist, aus dem durch Integration iiber alle Wellenldngen die in
die Halbkugel emittierte Gesamtstrahlung

(38) E=/E,1d2:aT4
0

(STEFAN-BoLTZMANNsches Gesetz; ¢ =5,77-107%erg cm~2 sec™ grad —*
= 1,378 - 10712 cal cm~2sec™! grad™*) und durch Differentiation das
Wiensche Verschiebungsgesetz folgt:

(39) Amax+ T = 2,88-107 [A.grad],

wonach die Wellenlinge 1,,, maximalster Ausstrahlung der absoluten
Temperatur umgekehrt proportional ist. Hieraus ergibt sich, dafi bei
meteorologischen Temperaturen die Emission fast vollig ins ultrarote
Gebiet fillt, ein theoretisch wichtiger Umstand, da in diesem Gebiet
die festen Korper nahezu schwarz sind, mithin die Ausstrahlung des
Erdbodens als Strahlung eines schwarzen Korpers der gleichen Tem-
peratur behandelt werden kann.

Da durch selektive Absorption die Luft zur Quelle langwelliger
Eigenstrahlung wird, durchsetzen eine horizontale Fliche in der Atmo-
sphire in der Hohe z folgende ,,vertikalen Strahlungsstrome‘:

o0

1. Abwirts gerichtete ,,Zustrahlung” Z = fZ 5 d4; setzt sich zusam-
0

men aus der kurzwelligen direkten Sonnen- und diffusen Himmels-
strahlung, sowie der langwelligen Eigenstrahlung der Luftschichten
(,,atmosphérische Gegenstrahlung”) oberhalb z. o

2. Aufwirts gerichtete ,,Riickstrahlung” R = f R;d4; setzt sich
0

zusammen aus der langwelligen Bodenstrahlung und der langwelligen
Eigenstrahlung der Luftschichten unterhalb z.

Beim Durchsetzen der Masse ¢ dz = dm wird nun z. B. die Riick-
strahlung R, im Spektralbereich 4 -+ §d4 um —k, R;dm geschwicht
und die Eigenstrahlung um +a,E; = k3 E;dm erhoht, so daB gilt:

dR,

T = R+ RE;
(40) und analog: ;

G = TRZ1s— R E;

(,,ScewARzsCHILDsche Strahlungsgleichungen‘30).
,,Strahlungsgleichgewicht® existiert, wenn allein durch Strahlungs-

prozesse die Temperatur in dm nicht verindert wird. Dazu ist not-

wendig, daf3 die Schicht dm nach beiden Seiten genau soviel Eigenstrah-

3 ScuwarzscHILD, K.: Uber das Gleichgewicht der Sonnenatmosphare.
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1906.
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lung emittiert, wie sie durch Ein- und Riickstrahlung absorbiert; die
analytische Bedingung des Strahlungsgleichgewichts lautet also:

(41) 2fklE,1dl =]’kl(zl+Rl)dz.
0 0

Dann ist die Differenz der ab- und aufsteigenden Energiestréme
unabhingig von m:

oo

(42) g%](ZA—RZ)dAZOr
0]

wie sich aus (40) mit Riicksicht auf (41) leicht ergibt.

Die vorstehenden Gleichungen bilden die Grundlagen der Theorie
des Wirmehaushalts der Stratosphidre3! (vgl. S.75). Eine niitzliche
Zusammenstellung von Formeln der meteorologischen Strahlungslehre

gab LINKES®2.

§ 8. Die Grundgleichungen der Hydrodynamik.

Bemerkungen zur Bezeichnungsweise: Da in der dynamischen
Meteorologie wegen der durch die Schwerkraft bedingten Asymmetrie
der Gleichungen die Aufspaltung der in der Bezeichnungsweise der ge-
wohnlichen Vektoranalysis ausgedriickten Vektor- und Tensorrelationen
fast’ unumginglich notwendig ist33, benutzen wir im folgenden die Be-
zeichnungsweise der koordinatenméBigen Darstellung der Vektoranalysis,
die mit duBerster Kiirze der Schreibweise den Vorteil verbindet, die
Komponentenzerlegung unmittelbar erkennen zu lassen. (Fiir den mit
der Bezeichnungsweise noch nicht vertrauten meteorologischen Leser
sei der Hinweis auf das zur Einfithrung sehr geeignete Buch von
H. JEFFREYS, Cartesian Tensors*, gestattet.)

Wir benutzen zunichst ein orthogonales kartesisches Koordinaten-
system (Rechtssystem) mit den Achsen x; (=1, 2, 3) und sehen von
der Erdrotation ab (,Inertialsystem‘); die Komponenten der -Stré-
mungsgeschwindigkeit seien v;; V' bezeichne das Potential der dufleren
Krifte. §;; ist der ,,Einheitstensor*

j
1, =%,
6jk = .
0, 7= k
31 TicHANOWSKI, J., u. R. MUGGE: Warmehaushalt der Stratosphare. Handb.
d. Geophysik, herausgeg. von B. GUTENBERG, Bd. 9 (1932) S. 146—171.
32 TnkE, F.: Grundlagen, Einheiten und Formeln der atmospharischen
Strahlungsforschung. Meteorol. Taschenbuch, 2. Ausg. S. 21—45. Leipzig 1933.
33 Vgl. H. KoscamIiEDER: Dynam. Meteorol. S. VI. — ERrTEL, H.: Zu den
Vorschligen zur Vereinheitlichung der Vektor- und Tensorschreibweise in der
Meteorologie. Meteorol. Z. 1933 S. 190—192.
* Cambridge 1931; VI, 92 S.
2%
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und ¢, der ,alternierende Tensor* (dritten Ranges)

[—H, wenn die Indizes zyklisch aufeinanderfolgen,
& =1—1, v ,, hicht zyklisch

’ )

0, ,  zwei Indizes iibereinstimmen.

Ferner gilt die iibliche Summationsvorschrift: Uber in einem Term
doppelt auftretende Indizes ist (ohne Ausschreibung des Summen-
zeichens) von 1 bis 3 zu summieren [z. B. —p (n); = S;,a(n), =S;14(n),
+ S;pa(n)y+ S;3a(n);; das sind 3 Gleichungen fiir ¢ =1, 2, 3]. Ein in
einem Term doppelt auftretender Index kann also durch einen be-
liebigen anderen (noch nicht verwendeten) ersetzt werden (z.B.: v,dx;
=v;dx;= v,d %, + vad %y v3dx3) Ist w,;, ein ,,antimetrischer Tensor®,
d.h. w;,=— oy, (w;, =0 fiir j = &), so ist die Doppelsumme w;,v;v,=0,
da jedes Glied mit ,,gemischten’ Indizes (z. B. w,,v,9,) auch mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen vorkommt (wg,v,v,=—w,,v,v,) und die
Terme mit iibereinstimmenden Indizes wegen w,;=wy,=w;5=0 ver-
schwinden.

Eurersche Form der hydrodynamischen Bewegungsglei-
chungen. In einer strémenden ,,zihen’ Fliissigkeit sind die Kompo-
nenten des Druckes 4 (n); auf ein Flicheneinheitselement mit der Nor-
malen # in der durch cos (%, x,) = a (n), bestimmten Richtung durch die
,Jineare Vektorfunktion‘

(43) p(n); = —S;a(n)

gegeben; S;; heiBt ,,Spannungstensor”. Er ist ,,symmetrisch*: S, =5;;
(6 Komponenten), was durch Anwendung des Momentensatzes auf ein
infinitesimales Parallelepiped bewiesen wird. Der Druckkraft auf eine das
Volumen 7 umschliefende Oberfliche o: //p( Ao =— f/SLka 40,

ist die Volumkraft -} / f / %i;k dt iquivalent, so daB das NEwToNsche

Axiom: Kraft = zeitliche Anderung des Impulses, auf die Masse f f f pdr
angewandt, sofort ergibt:

(44) ///@vdr_[[ed;dgﬁ //an dT—l—/f lkd

oder

v, v 14S;
) s

da das Volumen beliebig angenommen werden konnte. Dabei wurde
in (44) zur Umformung des Terms Edf / j / pv;de (vgl. weiter unten) von
der ,,Kontinuitétsgleichung“ ’

(46) —I— dlevs) 0 oder odi +5==0

Tox,
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Gebrauch gemacht. Die analytische Bedingung der Konstanz der Masse
lautet namlich:

(47) dt// gdr——//j—ﬁdr—}—fv/”gvndazo,

worin der erste Term rechts die ,,lokale zeitliche Masseninderung bei
festgehaltenem Volumen, der zweite Term die mit einer Deformation
der Oberfliche (n = duBere Normale) verbundene ,,konvektive Ande-
rung bedeutet. Mit Hilfe des Satzes von GAUSsS:

@ [feso=

folgt aus (47) die Kontinuitdtsgleichung (46), da das Volumen beliebig
war. Fiir ,inkompressible” Fliissigkeiten ist in (46) do/dt = 0.

d 0 0 . : ¢
Der Operator 5 = —+ - v, 7— bedeutet die ,,substantielle” (oder
dt ¢ Oxy

,individuelle”) Anderung einer der strémenden Materie zukommenden
Eigenschaft in der Zeiteinheit, 0/0¢ die derselben Zeit entsprechende
,Jokale*“ Anderung an einem raumfesten Punkt; es definiert 0/0¢—=
einen ,,stationiren‘ Zustand.

Die auch fiir spitere Anwendungen wichtige Umformung:

® i [lfevae=[[fetpas

[in (44) fiir p = v; benutzt] beweist man wie folgt:

i fevse = 57 et [+ [ 3o
e e i)
[l + 20— [

mit Riicksicht auf (46).

Fir viele meteorologische Anwendungen geniigt es, die Luft als
,,ideale Fliissigkeit zu behandeln; dann reduziert sich der Spannungs-
tensor S;, auf S;;, = —p9,,, worin p den skalaren, von der Richtungs-
orientierung des Flicheneinheitselements unabhédngigen Druck bedeutet.
Die Gleichungen (45) nehmen dann die ,,EULERsche’ Form

dv; v, oV 1 0p
(50) o T ey, = Taxm g om
an, von der auch folgende Umformung gebrduchlich ist:
61}, 1 ) o dvy 8vi) ov 1 dp
THRa O, ( <c9x 0xe)  Ox o Ox; "

Darin bedeutet %} (iiber %k ist zu summieren!) die kineti-
sche Energie der Masseneinheit. Das Verschwinden aller GroBen
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v, v,
0x; - a—xk
stiert ndmlich ein ,,Geschwindigkeitspotential® G, aus dem sich die
Geschwindigkeitskomponenten gemiB v, = 0G/d«; ableiten lassen.
Folgende Grenzbedingungen miissen erfiilit werden: 1. Stetigkeit
des Druckes p beiderseits einer ,,Diskontinuititsfliche F(x,, ) = 0,
welche Luftmassen verschiedener Dichte und Temperatur voneinander
trennt (,,dynamische Grenzbedingung‘); 2. an der Diskontinuititsfliche
miissen die Geschwindigkeitskomponenten v, der Strémung die Glei-

chung %? + v g—f; = 0 befriedigen, oder im Spezialfall zeitunabhéngiger

2] .. . . .
<: 81'“6%) definiert eine ,,Potentialstrémung’‘; dann exi-

Grenzflichen: v, = v;- cos (#,x;) = 0 (,,kinematische Grenzbedingung*‘)*.

Zur Bestimmung der sechs GroBen v, (¢=1,2,3), p, T, v fir
trockene Luft stehen also folgende sechs Gleichungen zur Verfiigung,
Die drei Bewegungsgleichungen (50), die Kontinuititsgleichung (46),
die Zustandsgleichung (1) und eine thermodynamische Gleichung [z. B.
Gleichung (5) bei gegebenem 4'Q]; ist fiir feuchte Luft auch noch die
spezifische Feuchtigkeit ¢ zu bestimmen, so muB eine weitere thermo-
dynamische Gleichung hinzugezogen werden3. Die vollstandige Inte-
gration dieses Gleichungssystems ist bis jetzt noch in keinem Falle
gegliickt.

Lacrancesche Form der hydrodynamischen Bewegungs-
gleichungen. Mittels der EULERschen Gleichungen wird die Fliissig-
keitsbewegung in jedem Raumpunkt x; als Funktion der Zeit ¢ be-
schrieben, wobei die materiellen Fliissigkeitspartikel wechseln, die im
Verlaufe der Zeit ein infinitesimales Volumenelement 7 um den Punkt x;
einnehmen. Fiir manche Probleme, z. B. fiir die Behandlung von
Schwingungen um Gleichgewichtslagen, ist es zweckmiBiger, die La-
GRANGEsche Form3 der hydrodynamischen Gleichungen zugrunde zu
legen, mittels deren die jeweiligen Koordinaten x,(a,, a,, a3, f) eines
bestimmten Flissigkeitsteilchens als Funktionen der Anfangskoordi-

naten a; und der Zeit festgelegt werden. Hier sind die Geschwindig-
2
keitskomponenten: a&t’, die Beschleunigungen %’;@, und die Bewegungs-

gleichungen lauten:
Px; O0x; v 1 0p
(51) 82 "da,  Oay o da;’

* Betreffs anderer Formulierung der Grenzbedingungen vgl. auch S. 109, so-
wie V. BjerknEes: Uber die hydrodynamischen Gleichungen usw. Geofys. Publ.
Oslo Bd. 5 Nr. 11 — ferner: Physikalische Hydrodynamik. S. 60ff., 102ff. Berlin
1933.
34 ByjErRkNES, V.: Wettervorhersage. Physik. Z. Bd. 23 (1922) S. 481—490.

35 Bekanntlich geht auch diese Form der hydrodynamischen Gleichungen auf
L. EuLER zuriick; vgl. z. B. H. Lams: Lehrb. d. Hydrodynamik, 2. Aufl. der
deutschen Ausgabe. S.2. Leipzig-Berlin 1931. — RiEMANN-WEBER: Die par-
tiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik. 6. Aufl. Bd. 2 S. 417.

Braunschweig 1919.




1797 § 8. Die Grundgleichungen der Hydrodynamik. 23

wihrend die Konstanz der Masse
/ffgodaldazd% =/ffgdxldx2dx3=fff@ Oda,da,da,

die Kontinuitdtsbedingung in der Form

(52) 0o=100
ergibt, worin g, den Anfangswert der Dichte und @ die Funktionaldeter-
minante @ — 91 %2 %) bedeutet; bei inkompressiblen Fliissigkeiten

0(ay, as, ay)
reduziert sich (52) auf @ =1. Fir ein bestimmtes Wertsystem der a;
miissen die x; stetige Funktionen der Zeit ¢ und fiir einen bestimmten
Wert von # auch stetige Funktionen der 4, sein; schlieBlich muB die
Beziehung zwischen den x; und «; eindeutig sein, damit nicht derselbe
Raumpunkt gleichzeitig von verschiedenen Fliissigkeitsteilchen ein-
‘genommen wird.

Zwischen der LaGrANGEschen und der EuLERschen Form der hydro-
dynamischen Gleichungen besteht ein einfacher operatorenmiBiger Zu-
sammenhang. Bezeichnen wir mit x;, x,, #3 = x, ¥, 2 die EULERschen
Ortskoordinaten, mit a,, a,, a3 = a, b, ¢ die LAGRANGEschen Numerie-
rungskoordinaten der einzelnen Fliissigkeitspartikel, so lauten die Glei-
chungen (51) und (52), unter X, Y, Z die Komponenten der dufleren
Kraft verstanden, die jetzt nicht notwendig aus einem Potential V ab-
leitbar zu sein braucht:

&%*y\ dy %2\ 0z 1 0p
(X a¢2> (Y T )%+( aﬂ)& =4 da’
‘ 629\ 0y P2\ 0z  10p
(53) (X &t2> +(v - T)%+< e )%—?%»
029\ dy ?z\ dz  10p
(X 61:2) (Y 7)7+( 6152) 9 — g dc
und
or dy 0z
da da da
_|ex oy o:|_ e
(54) O=1% @ % |,
dc dc dc
Aus vorstehenden Gleichungen folgt:
2y 0 0 ]
[ QO(X - 29‘[2‘) = (D:va% +Dzb% ‘]‘Dch)P »
6? 0 0 i,
(55) eo(Y—a—g)=(Dy.,a—+Dmg+DW)¢,

z-%25=(p D D,
Qo( _W>—(zaaa+ zbab+ zcac)p
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worin D, =%y o6& oY 0%F
(56) xa db dc dc 0b’
| D=8z 0r  dzox
va = 8p 6c  doc 06 OV

die Unterdeterminanten von @ bedeuten, die den Gleichungen

0D,, , 9D,, , 0D,
[ T t e =0,

(57) iI&DWJr ot a“:o,
sowie

v Deat gy Dapt 55 Do =2,
(58) D Dot L D+ Dy =0,

0z 0z
l%Dxa'}“a_b“Dxb‘{_WDxc:O:

und entsprechenden Gleichungen fiir D, ,, D,;, D,., D,,, D,;, D,,
geniigen.
Der Vergleich der EuLERschen Form

dv,y __ 0p
9<X_ dt)“?)??

mit der LaGrRANGEschen Form

2x 4 0 d
Qo (X - a—t§> = (Dxaaia + Da:b% + Dxc%)]‘)
(und entsprechend in den y- und z-Komponenten) zeigt dann, daB fol-

gende Grofen bzw. Operatoren einander entsprechen (linke Seite in
EvuLgrschen, rechte Seite in LAGRANGEschen Variablen):

[ _ Ox
®= 0t
dv, %
At 0
0 _2(p D D
IW QO( xaaa‘l’ xbab+ xcac)
7 0 ]
(59) W O(](D “Ga +Dyb (:)b +Dyc (90)
9 _
0z

0 0 )
é( zaaa +Dzb ab + ch%):
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und dalBl wegen (57) die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen auch

[QO(X (27;;) 6u(pD’”“) + ab (#Dz) + (; (ﬁDw),

(60) Qo (Y - 327::)

geschrieben werden kénnen, wihrend die Kontinuititsgleichung (54) mit

0 dz
Wo = ai Dza'l" Y Dya+ ?t‘Dza:

ox oz

(61) Wy = 5, D,, + 6t Dyb | atADzb,

ox 0 0
We = 9t xc+ yDyc"'i_-a%ch

auf die Form

_ & ie; _ 9 790) _ aw,, W,
(©2) o —aill +5
gebracht werden kann, die der EuLERschen Kontinuitiitsgleichung
do _.
YA + + az

entspricht. Es ist ndmlich
C'P 9 {a(tza) _}_&itzb) _{_MDIIC)}

Ja}

9x g, da 0b dc
0y _ ¢ [0(wDya) | 9wDys) | d(wD,.)
(63) o = el das to@m T }

Oy _ o [0(wD,,) , 6(wD.;) , d(ypD,.)
dz 790{ da + 9% | dc }’

worin die Funktion y auf der linken Seite durch die EULERschen Varia-
blen x, v, z, ¢ und auf der rechten Seite durch die LAGRANGEschen Varia-
blen a, b, ¢, ¢ dargestellt zu denken ist. Die gemischten Operatoren
e . Y :
Txi 0%, (2,7 —012 ,2,3) smél2 kommutierbar: Td7, = O% 0w wenn die
Ableitungen =% uynd .~ % existieren und stetig sind [a, (x =1, 2, 3)

0x;0x, 0x;0x;
=a,,ay,a;=a,b,c], denn es ist
02 2a, 9 Oay Oag 62

0x;0x,  0x,0%, 0a, ' 0x Ox, Oa, dag

(iiber o und f ist von 1 bis 3 zu summieren). Speziell gilt fiir die Trans-
formation des LApracEschen Operators

0? e

o
Ad=gat o T oz = anp
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auf LAGRANGEsche Variable:

¢

(64) dy=2 (& Dy Dys 7o)

(iiber &, §, § ist von 1 bis 3 zu summieren), womit z. B. die Méglich-
keit gegeben ist, den NAVIER-STOKESschen Reibungsterm direkt in La-
GRANGEschen Variablen auszudriicken. Man erhidlt so z. B. fiir die
Bewegungsgleichungen ziher inkompressibler Fliissigkeiten (o/g, = 1):

o(Ki— i) = o5, —ndn

(K; =X, Y, Z; n = Koeffizient der inneren Reibung) die damit 4qui-
valenten LAGRANGEschen Gleichungen

P O(p Dia 0 2, .
65) oo (K — ) = T2 —u g (DiaDis g y) (=1.2.3)

da, o

worin iiber «, f und § von 1 bis 3 zu summieren ist.
Ubrigens erhdlt man den Operator

9 e
ox; D”‘ 6%
direkt aus der Differentiationsregel
0 dax @
(9?@ - ax, m
vermoge der Beziehungen
da
F: = e Dioc 5
¥i Q -

die aus den Gleichungen (58) abzuleiten sind.

Die LacranGEsche Form der hydrodynamischen Gleichungen hat
der EuLERschen Form gegentiber den Vorteil, dafl sie den Bediirfnissen
der ,,Luftkérper‘‘-Meteorologie ganz besonders angepalit ist. Denn die
Forderung, die Ortsverinderungen und die sie begleitenden Zustands-
anderungen der bewegten Luftmassen zu berechnen, verlangt den Uber-
gang von einer Meteorologie der Druck-, Temperatur- und Bewegungs-
felder zu einer der bewegten Luftkorper, bedeutet also hydrodynamisch
den Ubergang von den EULERschen zu den LAGRANGEschen Gleichun-
gen3S.

An folgende hydrodynamische Begriffe sei noch kurz erinnert: Das
Gleichungssystem (¥; =%, %, =17y, %3 =2):

(66) dx:dy:dz=wv,:v,:v,
ergibt die ,,Strémungslinien®, die nur bei stationdrer Strémung mit den

Bahnen der Teilchen iibereinstimmen; existiert ein Geschwindigkeits-

38 ByerxNES, V.: Uber die hydrodynamischen Gleichungen in LAGRANGEscher
und EuLERscher Form und ihre Linearisierung fiir das Studium kleiner Stérungen.
Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 11.
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potential G, so sind die Stromlinien die orthogonalen Trajektorien der
Aquipotentialflichen G = konst.

,.Zirkulation’* heit das Linienintegral der tangentiellen Geschwin-
digkeitskomponente lings einer geschlossenen Kurve (s) mit stiickweise
stetiger Tangente:

(67) fvstZCﬁvidxi;
S
zufolge des STOKESschen Satzes besteht zwischen der Zirkulation und
dem ,,Wirbelvektor sjkl% (Rotation des Geschwindigkeitsvektors)
k

der Zusammenhang:

(68) %vidxi:/‘/njaj“j—;ida‘,

worin ¢ eine beliebige Fliche bedeutet, die s zur Randkurve hat (; sind
die Komponenten des Einheitsvektors in Richtung der Normalen).

SchlieBlich sei noch auf eine zweckmiBige Umformung der hydro-
dynamischen Gleichungen in EurLerscher Form hingewiesen, die unter
dem Namen ,,Impulsstromform’ bekannt ist und die sich besonders
zur Behandlung der Turbulenzerscheinungen eignet. Durch Multiplika-
tion der Bewegungsgleichungen (50) mit g, der Kontinuititsgleichung (46)
mit v; und Addition der so behandelten Gleichungen entsteht:

d (o) dlovivs) oV ép
(69) ot + T dx, . exm T ox’

hierin sind gv;v, = J;;, die Komponenten des Impulsstromtensors.

II. Allgemeine Dynamik
der Atmosphire.

§ 1. Hydrodynamische Gleichungen in rotierenden
Koordinatensystemen.

Da wir die atmosphirischen Bewegungen relativ zur Erdoberfldche
beurteilen, miissen wir uns auf mit der rotierenden Erde fix verbundene
Koordinatensysteme beziehen. Der Ubergang von einem Inertial-
system &, zu einem mit der Winkelgeschwindigkeit der Erde w = 7,29
- 10~% sec™! rotierenden System mittels der Transformationsgleichungen*

(70) &, =% Wy %

* @y ist ein antimetrischer Tensor, der kinematisch als Drehvektor der Erde
mit dem Absolutbetrag o zu deuten ist; der Nullpunkt des z;-Systems liegt auf
der Rotationsachse der Erde.



28 1I. Allgemeine Dynamik der Atmosphére. [184

bedingt das Auftreten der CorioLIs- und Zentrifugalkrifte in den Be-
wegungsgleichungen. Die Versuche elementarer Ableitungen3? der sog.
,,ablenkenden Kraft der Erdrotation’ (,,CorroLis-Kraft“) gehen ge-
wohnlich auf Kosten der Kiirze und Ubersichtlichkeit der Rechnungen;
die hohere Dynamik gibt dagegen folgende kurze Ableitung der Be-
wegungsgleichungen auf rotierender Erde: Man driicke in den La-
GRANGEschen Bewegungsgleichungen zweiter Art:

d (aE) 6E vV 1 dp

(71) ai\om) e = " om oo
die kinetische Energie (pro Masseneinheit) im Inertialsystem E = %ff
mittels der Transformationsgleichungen (70) durch die %; (= v;) und x; aus:
(72) E = %‘7}? —[— Wi X V5 + %wkjwljxkxl.

Man erhilt dann durch Substitution von (72) in (71) sofort die Be-
wegungsgleichungen im rotierenden System:

dv; - oD 1 6p

(73) g’t‘+2wkivk—_’a}i‘— o ox

worin -das Potential der Zentrifugalkraft — lw,;w;; %, %, in (72) mit
dem Potential der Gravitation ¥ in (71) zu dem Potential der Schwere
D =V 4 o0, %, %, zusammengesetzt wurde. Der Term - 2cw;,v;
= —2w,;; v, stellt die CoriorLis-Beschleunigung dar, die senkrecht zu
der durch w und v bestimmten Ebene steht; es ist also w;,v;v, =0
(Antimetrie der w;;).

In (73) kommen die Koordinaten des x;-Systems nicht explizit vor,
daher gilt die Form (73) der Bewegungsgleichungen auch fiir Koordi-
natensysteme, die aus dem zugrunde gelegten durch eine (konstante)
Verschiebung hervorgehen. Gewdhnlich wird in der dynamischen
Meteorologie folgende Orientierung der Koordinatenachsen angenom-
men: x,- = x-Achse - Osten (E), #x,- = y-Achse - Norden (),
%4~ = 2-Achse - Zenit*. Der Tensor w;; hat dann die Komponen-
ten (¢ = geographische Breite):

JEooo —wsing o cosg
(74) o= ‘o sing 0 0
— @ COs @ 0 0

Die Kontinuititsgleichung behilt ihre Form (46) bei.

37 Vgl. hierzu: Rapakovic, M.: Zum EinfluB der Erdrotation auf die Be-
wegungen auf der Erde. Meteorol. Z. 1914 S. 384—392. — SCHUBERT, JoH.: Die
Relativbewegung an der Erdoberfliche. Ebenda 1919 S.8—11 — Die relative
Bewegung auf einer rotierenden Scheibe und an der Erdoberflache. Ebenda 1920
S.259—260. — Scumint, WiLH.: Uber Ableitungen der ablenkenden Kraft der
Erddrehung. Ebenda 1920 S. 100—101. — ScHMIDT, AD.: Zur Frage der ablenken-
den Wirkung der Erddrehung. Ebenda 1921 S. 212—214. — THORKELSSON, TH.:
Zur Ableitung der ablenkenden Wirkung der Erddrehung. Ebenda 1925 S. 407—408.

* Die z, y-Ebene ist also Tangentialebene der Erde.
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Fir die Behandlung der Strémungsverhiltnisse iiber groBeren Ge-
bieten der Erdoberfliche sowie zur Untersuchung der atmosphirischen
Gezeiten und Schwingungen der Erdatmosphire als Ganzes miissen die
Bewegungsgleichungen und die Kontinuitdtsgleichung in Kugelkoordi-
naten verwendet werden; ferner ist es zur Untersuchung der Eigen-
schaften atmosphirischer Diskontinuitdtsflichen zweckmiBig, krumm-
linige Koordinatensysteme zugrunde zu legen, die derart gewdhlt wer-
den, daB die Diskontinuitétsfliche zugleich eine der Koordinatenflichen
bildet. Wir geben kurz die fiir derartige Untersuchungen notwendigen
allgemeinsten Transformationsformeln: In einem beliebigen krumm-
linigen (auch nicht orthogonalen) Koordinatensystem %' hat das Linien-
element ds die Form ds?=pu,, dx*dx*; p sei die Determmante der u;;
mit den Unterdeterminanten M;,, dann ist mit u** = M,;/u und

rs __41 ij(OMir al"jx _a.urx
{i}~~ 2 # ](6;58 S 0;;")

(,,CHRI1sTOFFELsche Dreiindizessymbole zweiter Art“, in » und s sym-

metrisch):
av' dvf (0D 10
75) Syt v 5w +{ }v’vs+2wm pt = M”(W+567i)
(Bewegungsglelchungen) ,
(76) 69 V }9 o f@ *) =0, (Kontinuititsgleichung)

s ; (0P 10
(77) (07 rm (Yuwovi o)+ {.}Qva3+2w“gv’“w’ ﬂl(axﬁga%)

(Impulsstromform der Bewegungsgleichungen).

Fiir orthogonale Systeme wird g, =0 fir 4% und u''=1/u,;
(nicht summieren), daher g = ty,tgqtss.

Beispiel: Kugelkoordinaten (¢ = geogr. Breite, 1 = geogr. Linge
ostwirts positiv, 7 = Abstand vom Kugelmittelpunkt). Es ist

ds? =7r2cos?@pdl®+ r2de? -+ dr?,
also py, == 72COS P, Uy =72, fizy =1, Ju =72cos?p, daher

do 1 6(cos¢gv) I(ev 2) 1
%+ et 225 S orem =0

7 CoS @

(Kontinuititsgleichung), und

av 0. v v v
4 2605111?7%-}—260005(;)1),-}—-1/’_tg(p e 0D 1 ép

“dt 12 " 7cospdl g rcosgdA’
dv v v 02 oD 1 0

) i o r L B

dt T 20sing, + 4 Ttee 4 rOg o 70’
dv, (vi+v5) oD 1 0p

dt —2wcos@y,— =—— — % o
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Auf den linken Seiten stehen drei Arten von Beschleunigungen:

a) EuLERsche Beschleunigung:

Bi=ll B B
b) Corioris-Beschleunigung:
C, = —2wsingvy + 2wcospv,, C, =42wsingy;,
C,=—2wcosqpu,.
¢) Metrische Beschleunigung:
M; :% (viv, — tg@uivy), M,= %(v,pv, —tgevd), M,=— @—;v}_) .

Es ist zu beachten, daf3 die metrische Beschleunigung keine Zentri-
fugalkrafterscheinung darstellt (unabhingig von w!), sondern dadurch
bedingt ist, daB die Metrik des gewihlten Koordinatensystems dem
Trigheitsprinzip infolge der Kriimmung des verwendeten Koordinaten-
systems nicht angepaBt ist. CorioLis- und metrische Beschleunigungen
stehen auf dem Geschwindigkeitsvektor senkrecht:

C,Iv;_+C¢v¢+C,v,:O. MADA+M¢U¢+Mrvr=O,

liefern also zur Arbeitsleistung keinen Beitrag.

§ 2. Die Gleichungen der ,,ausgeglichenen‘ Bewegungen;
Turbulenzreibung.

Die meteorologische MeBtechnik bringt es in Verbindung mit dem
turbulenten Bewegungszustand der atmosphirischen Stromungen mit
sich, da3 die dynamische Meteorologie an Stelle von Momentan- und
Punktwerten der GroBlen v;, 4, T und g zeitliche, rdumliche und auch
raumzeitliche Mittelwerte derselben benutzen mufl. Denn erstens er-
geben die relativ tragen meteorologischen Registrierinstrumente und
der beobachtungstechnisch notwendige langsame Umlauf der Chrono-
graphen nur Werte, aus denen die , kurzperiodischen” Turbulenz-
schwankungen praktisch eliminiert sind; zweitens bedingt die karto-
graphische Darstellung der Druck- und Stromungsfelder usw. in An-
betracht der Weitmaschigkeit des Beobachtungsnetzes auch notwendiger-
weise rdumliche Ausgleichungen. Es bedarf daher besonderer Unter-
suchungen zur Beantwortung der Frage, ob die Bewegungsgleichun-
gen (73) und die Kontinuititsgleichung (46) auch ftr die ,,aus-
geglichenen Werte v, = u;, p, T, p Geltung beanspruchen kénnen.
Die eingehendsten diesbeziiglichen Untersuchungen verdanken wir
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HESSELBERG3®; hier folgen wir einer allgemeineren Darstellung von
ERTEL®,

Schwanken an einem fixen Punkt des Stromungsfeldes (x;) in einem
Zeitintervall 7, das groB genug ist, um die raschen turbulenten Schwan-
kungen auszugleichen, die GréBen v;, p, T, o um die Mittelwerte v, =u,,
p, T, ¢ dieses Intervalles 7, so ist

6(@v) |, 0@uT) __ _oa op
79) ot T Tom, 200U 0 T g

wie aus der Impulsstromform (69) mit Berticksichtigung der Erddrehung
sofort folgt*. Weil die relativen Turbulenzschwankungen (dg/o) der
Dichte klein gegen die relativen Schwankungen (4v,fv,) der Geschwin-
digkeitskomponenten sind%%, kénnen die Mittelwerte v, v, und gv; in
07;v;, bzw. v, zerlegt werden; damit folgt sofort die ausgeglichene
Kontinuititsgleichung

ox,

= 0.

Werden die v; wie folgt zerlegt: v, = u, 4+ {;, so ist wegen ¥, = u;
dann ¢; = 0. Die {; heiBen , Komponenten der turbulenten Zusatz-
geschwindigkeit. Durch Einfithrung des Tensors

(81) Tgp=Tu=20-LG
geht dann (79) mit Riicksicht auf (80) in

au, du; 06 1 0p 1 0T
(82) + Era — 20Uy = T om 5 0m g om

iiber, d.h. es resultieren fiir die ,-ausgeglichenen Grofen die Be-
wegungsgleichungen mit einem zusdtzlichen ,,virtuellen Reibungsterm

1 0T,

(83) Ri:"_é— Ert

Hierin ist die molekulare Reibung nicht beriicksichtigt; die Beriick-
sichtigung derselben etwa durch den NAVIER-STOKESschen Reibungsterm
011,

0%

du; dv 2 d
» Mg =1y = — <¢9x +axk—"§6ik—&%>
7

38 HESSELBERG, TH.: Untersuchungen iiber die Gesetze der ausgeglichenen
Bewegungen in der Atmosphire. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 4 — Beitr. Physik
frei. Atmosph. Bd. 12 (1926) S. 141—160 — Arbeitsmethoden einer dynamischen
Klimatologie. Ebenda Bd. 19 (1932) S. 291—305.

39 ErTEL, H.: Allgemeine Theorie der Turbulenzreibung und des Austausches.
S.-B. preuB. Akad. Wiss.1932 S. 436—445 — Tensorielle Theorie der Turbulenz.
Ann. Hydrogr., Berlin Bd. 65 (1937) S. 193—205.

* Oder durch Spezialisierung von (77) auf orthogonale kartesische Koordi-
naten.

40 Apjo = 1073 — 1074, Av,fv; < 1; vgl. z. B. TH. HESSELBERG u. E. BJORK-

paL: Uber das Vertellungsgesetz der Windunruhe. Beitr. Physik frei. Atmosph.
Bd. 15 (1929) S. 131—133.
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in (79) wire moglich, ist aber zwecklos, da die molekulare Reibung
nur den 10% bis 10°-ten Teil der virtuellen betrigt#. Der virtuelle
Reibungsterm ist physikalisch dadurch zu erkliren, daB infolge der
Turbulenz an dem Messungsort x, Luftquanten vorbeigewirbelt werden,
die Geschwindigkeiten mitbringen, welche von der mittleren Geschwin-
digkeit #; am Punkte x; abweichen. Wenn die Luftquanten den zuletzt
empfangenen Impuls im Mittel eine Wegstrecke &; beibehalten, so kann
im Mittel
Ou,

(84) Li=— gy, %

gesetzt werden*; &; ist (bis auf einen Faktor) identisch mit PRANDTLs
,» Mischungsweg 3. Durch Einfithrung eines ,,Austauschtensors

(85) Nix =— é'fj?k;

der symmetrisch ist*und dessen Komponentendie Dimension gcm™1sec™!
haben, geht mit

ou;
(86) T = — Nix H
und du; ou,; Ou;

die Gleichung (82) in

du,; 00 1 0p , 1 0 Ou,
(87) °T +2wk¢%k—'—@5~'§— EP T?a_xk("]jk T»,)

iber. Diese Gleichung gilt also auch dann, wenn sich der Mittelwert «,
mit der Zeit dndert, d. h. fiir nichtstationire ausgeglichene Bewegungen;
es sind dann aber auch die #,;;, Funktionen der Zeit.

Im einfachsten und fiir die dynamische Meteorologie wichtigsten
Spezialfall sind in (87) die #;, und 7,;; nur Funktionen der vertikalen

4 Vgl. z. B. TH. HESSELBERG u. H. U. SvErDRUP: Die Reibung in der Atmo-
sphiare. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Serie, Bd. 1 Nr. 10 — ferner A. WEGE-
NER: Ergebnisse der dynamischen Meteorologie. Erg. exakt. Naturwiss. Bd. 5
(1926) S. 96—124.

42 Eine Verallgemeinerung dieses Ansatzes wurde kiirzlich von S. FUJIWHARA
u. S. Ooma gegeben: A supplementary note to ERTEL’s equations of motion in
turbulent flow. J. Meteorol. Soc.-Jap., II.s. Bd. 15 (1937) S. 223 (japanisch) und
engl. Zusammenfassung S. 21—22. — Oowma, S.: The fundamental equations of
motion in anisotropic turbulent flow. Ebenda Bd. 15 (1937) S.226—234.

* Wenigstens fur die horizontalen Komponenten u#; = u,, #, = u,; die raum-
lichen Anderungen der vertikalen Komponente #, = u, sind wahrscheinlich nicht
grof3 genug, um auch dafiir den Ansatz (84) zu rechtfertigen; nihere Untersuchungen
dariiber fehlen noch.

43 PranDTL, L.: Bericht iiber die Untersuchungen zur ausgebildeten Turbu-
lenz. Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1926) S. 136—139 — Abri3 der Strémungs-
lehre. S.94f. Braunschweig 1931.

4 Wegen des Symmetriebeweises vgl. H. ERTEL: a. a. O. S. 439f. (Lit.-Nach-
weis Nr. 39).
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Koordinate x; = z; es geht in die so spezialisierte Gleichung nur die
7,,-Komponente des Austauschtensors ein, wir setzen #,, = 7(2). Diese
GroBe heiBt |, virtueller oder molarer Reibungskoeffizient (der ,,inneren‘
Reibung), nach WiLH. ScEMIDT#® auch ,,Austauschkoeffizient’ (fiir den
Impuls), und die aus (87) resultierenden Gleichungen

du; oD

/ du;
88)  Gitwmge + 20um— — gy — L 524 L 2 (9

bilden in dieser Form die Grundlagen einer theoretischen Behandlung
spezieller atmosphirischer Bewegungsformen.

Die historische Entwicklung der geophysikalischen Turbulenz-
forschung*® brachte es allerdings mit sich, daB3 die Gleichung (88) nicht

als Spezialfall von (87), sondern durch Erweiterung des molekularen

2. i
Fu, 19 (17 gz’:’) und nachfolgende Spezialisie-
4

Reib sterms © in —5—
eibung ¢ n o 97,

1 0 ou, .
rung auf — 5—|(® -] gewonnen wurde%. Da man somit von vorn-
o 0z 0z

herein an Stelle des Austauschtensors 77,, nur mit einem skalaren
Austauschkoeffizienten 7 arbeitete, mufBte die tensorielle Natur des
Austausches der Forschung solange verborgen bleiben. Neueren experi-
mentellen Untersuchungeri zur Windstruktur4® scheint aber die ten-
sorielle Auffassung des Austausches besser gerecht zu werden.

Die quantitativen Bestimmungen von #%(z) lassen wegen zahlreicher
Schwierigkeiten, die F. MOLLER* eingehend diskutiert hat, noch sehr
zu wiinschen iibrig. Sicher ist nur, daB #(z) von der GréBenordnung
10! bis 102 g cm~! sec™! in den untersten Atmosphéirenschichten ist und
daB 7 von einem in den untersten Hektometern liegenden Maximum
nach oben hin langsam, nach unten hin zunichst auch langsam, dann
aber in den bodennahen Schichten (<<10m) auBerordentlich rasch
gegen Null konvergiert. Die beste Methode der 7-Bestimmung diirfte

45 ScamIpT, WiLH.: Der Massenaustausch bei der ungeordneten Strémung in
freier Luft und seine Folgen. S.-B. Akad. Wiss. Wien 1917 S. 757—804 — Der
Massenaustausch in freier Luft und verwandte Erscheinungen. Hamburg 1925
(Probleme der kosm. Physik Bd. 7).

46 RossBy, C. G.: The theory of atmospheric turbulence — an historical
résumé and an outlook. Month. Weath. Rev. 1927 S. 6.

47 ExMaN, V. W.: On the influence of the earth’s rotation on ocean-currents.
Ark. Mat. Astron. Fys. Bd. 2 (1905) Nr.11. — AxeErBrLoM, F.: Recherches sur les
courants les plus bas de l’atmosphére au-dessus de Paris. Nova Acta Soc. Sci.
Uppsal. Bd. 2 (1908) Nr. 2. — EXNER, F. M.: Zur Kenntnis der untersten Winde
iiber Land und Wasser und der durch sie erzeugten Meeresstrémungen. Ann.
Hydrogr. 1912 S. 226—239 — Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S. 117ff. Wien 1925.

48 Scrase, F. J.: Some characteristics of eddy motion in the atmosphere.
Geophys. Mem. Bd. 52 (1930) Met. Office, London. — Bgest, A, C.: Transfer of
Heat and Momentum in the lowest layers of the atmosphere. Ebenda Nr. 65.
London 1935.

49 MOLLER, F.: Austausch und Wind. Meteorol. Z. 1931 S. 69—80.

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 3
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die von SCRASE®® sein, der # direkt nach der aus (81) und (86) fiir reine
z-Abhingigkeit folgenden Definitionsgleichung
_ e
(89) =T
0z

bestimmt hat, wobei fiir #; = u, = u, die Richtung des mittleren Windes ge-
nommen wurde. ScRASE fand z. B. fiir z =19 m: y=70gcm 'sec™!
bei #, = 7,30 msec™! und &u,/0z = 0,05 sec™ L.

Bei speziellen Anwendungen der allgemeinen Bewegungsgleichun-
gen (88) und der Kontinuitdtsgleichung koénnen unter Umstinden
einzelne Terme vernachlidssigt werden, sofern sie der GréBenordnung
nach gegen die tibrigbleibenden klein genug sind. Ta. HESSELBERG und
A. FRIEDMANNS! verdanken wir eine eingehende Untersuchung {iber
die GréBenordnung der meteorologischen Elemente und ihrer rdumlich-
zeitlichen Derivierten fiir die untersten Luftschichten bis etwa 4000 m
Hohe. In diesen Schichten ist nimlich die GréBenordnung eines Ele-
ments fiir alle H6hen nahezu die gleiche, von einzelnen Ausnahmen
abgesehen, bei denen zwischen der GroéBenordnung in Bodenndhe
(<500 m) und der in der freien Atmosphire unterschieden werden muf.

Auf der Tatsache, daB den einzelnen Termen der Bewegungsgleichun-
gen (88) fiir die einzelnen Probleme der atmosphérischen Dynamik eine
ganz verschiedene Bedeutung zukommt, basiert eine beachtenswerte
Terminologie der Luftstrémungen von H. JEFFREYS32. Je nachdem, ob
LOP (i 1,2, 2292 )
o Ox; P Qxy Oy

hauptsédchlich durch die Beschleunigung du;/d¢, durch die ablenkende

der horizontale Druckgradient —

. . . 1 0 ( du,

Kraft der Erdrotation —2w,; %, oder durch die Reibung — a—(n &u )

. . " g 0z Z
,,ausbalanciert wird, unterscheidet JEFFREYS:

. A du; _ 1 8p
Evurerschen Wind: i T g dwm
. . 1 0p
(90) geostrophischen Wind: 0= — r A 2wy uy,

e . . 0 0 Ou,
antitriptischen Wind: 0= — ajl;: + a7 (77 Oz )

Dem EurLerschen Wind kénnen tropische Wirbelstiirme, Tornados,
Hurrikane usw. subsummiert werden, dem geostrophischen Wind ent-
sprechen die stationdren Zyklonen und Antizyklonen der mittleren

50 a.a. 0., S.14 (Lit.-Nachweis Nr. 48).

51 HESSELBERG, TH., u. A. FrRIEDMANN: Die Groflenordnung der meteoro-
logischen Elemente und ihrer riumlichen und zeitlichen Ableitungen. Veroff.
geophys. Inst. Leipzig, 2. Serie, Bd. 1 Nr. 6.

52 JEFFREYS, H.: On the dynamics of wind. Quart. J. Roy. Met. Soc. Lond.
1922 S. 29—46.
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Breiten, Passate, Monsume, wihrend der antitriptische Wind lokale
Zirkulationen geringerer Dimensionen wie Land- und See-, Berg- und
Talwinde umfaBt (vgl. hierzu auch N. SHAW?®3, WILH. SCHMIDT?%).

§ 3. Geopotential; Druck-, Massen- und Stromfeld.

Physikalisch bedeutungsvoller als die Koordinatenebenen z = konst.
sind die Aquiskalarflichen @ = konst. des irdischen Schwerepotentials,
weshalb nach V. BJErkNES’ Vorschlag?® an Stelle der geometrischen
Héhe z° eines Luftmassenelements sich besser die Aufgabe des Wertes
von @ der Aquipotentialfliche empfiehlt, auf der sich das Massen-
element befindet. Denn zwischen zwei auf derselben Fliche @ = konst.
liegenden Massen wirkt keine Schwerkraftkomponente, da die Schwere-

beschleunigung g durch g = +%1; (n = duBere Normale) bestimmt ist.

Zwischen dem ,,Geopotential“® @ (2, ¢), normiertedurch @(0, ¢) =0,

und der geometrischen Hohe 2z’ besteht dann (bei Vernachlassigung sehr

5]

. . 4
kleiner GrofBen wegen 5. = 7

P -) der Zusammenhang

o1) O, 9) = [glp,2)dz,
0

der mit einer fiir praktische Zwecke ausreichenden Genauigkeit fir
kleine Héhen durch
(92) Q(z/’ ‘P) = g(@: O) -7

ersetzt werden kann. Da wegen g (@, 0) = 9,80616 [1 — 0,002644 cos (2¢)
+4- 0,000007 cos?(2¢)] m sec™? die einem Hohenunterschied von 1 geo-
metrischen Meter entsprechende Geopotentialdifferenz der MaBzahl <g)
nach nahezu das Zehnfache des geometrischen Hohenunterschiedes be-
triagt, fithrt V. BJERKNES den {(g-ten Teil der (auf die Masseneinheit
bezogenen) Arbeit bei Hebung um 10 geom. Meter als ,,dynamisches
Meter (Dimension m2?sec™2!) ein, so daB also einander entsprechen:

Hebung der Masseneinheit Erhshung des Potentials
um 1 geom. Meter um g(p, 2)/10 dyn. Meter.

Diese praktische Einheit des Geopotentials kann auch folgender-
maBen definiert werden: Es sei ¢¢) die (von ¢ und z abhingige) Maf-
zahl von g (g, 2) bei Verwendung der MafBeinheiten Meter und Sekunde,
also g(p, z) = (¢) msec™2; dann ist das dynamische Meter die pro
Masseneinheit bei einer Erhebung um 10/{g> geometrische Meter auf-
zuwendende Arbeit:

1 dyn. Meter = g (@, z) - {(1,?(; geom. Meter} =10 m2%sec™ 2.

53 Suaw, N.: Manual of Meteorology. 2. Aufl. Bd. 4 S. 80ff. Cambridge 1931.

54 ScuMIDT, WILH.: Meteorol. Z. 1923 S. 30.

55 ByjerkNES, V.: Dynamische Meteorologie und Hydrographie. I. Teil.
Braunschweig 1912.

3*
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Das dynamische Meter (Potentialdimension!) ist also unabhingig von
der Schwere, wihrend die zugeordnete geometrische Hohendifferenz
schwereabhingig ist.

Es ist also der geometrischen Hohe z [Meter] das Geopotential
z

/g(tl’:Z) az

10 [dyn. Meter] zugeordnet; daher sind dquivalent: 1 dyn. Meter

0
~ 1,02 geom. Meter. Das Geopotential @ in dynamischen Metern aus-

gedriickt, heiBit ,,dynamische Hohe 8.

Das atmosphirische Druck- und Massenfeld wird durch die isobaren
Flichen p = konst. und isosteren Flachen « = konst., an deren Stelle
auch die isopyknen (oder ,,iquidensen‘’) Flichen ¢ = konst. verwendet
werden konnen, festgelegt. Nur im Gleichgewichtszustand #; = 0
(¢ =1, 2,3) fallen alle diese Flichensysteme untereinander und mit
den Aquipotentialflichen ® = konst. zusammen (vgl. S.55). Im ge-
storten Feld fallen zwei Aquiskalarflichen S;, S, nur bei Existenz
einer Funktionalbeziehung I (S;, S,) = 0 zusammen, der eine rein geo-
metrische Bedeutung zukommt und die nichts iiber die physikalische
Beziehung zwischen S, und S, aussagt. Es mogen jetzt S; = p = konst.
und S, = T = konst. (Isothermen) zwei Systeme von Aquiskalarflichen
sein. Dann heif3t das Feld einer dritten Skalargro8e S; nach V. BJERK-
NES’ Terminologie®? , barotrop” (,,nach dem Druckfelde eingestellt™),
wenn F(S;, ) = 0 existiert, und ,,thermotrop® (,,nach dem Tempera-
turfelde eingestellt®), wenn F(S;, T) = 0 existiert, welche Beziehungen
allgemein ,,Homotropiebedingungen heiBen. Existieren derartige
Funktionalbeziehungen nicht, so ist das Feld des Skalars S; ,,baroklin‘
(,,zum Druckfelde geneigt) bzw. ,,thermoklin® (,,zum Temperaturfelde
geneigt‘). Beim Ubergang von einem Feldpunkt x zum benachbarten
% + dx mogen sich die ,,geometrischen Zustandsinderungen® 4S;, dp,
dT ergeben, dann heilen die GréBen

(#7)
oT

©3) 4= (2 (OF)’ aT),= T (6F)

(&) (5
,,Homotropiekoeffizienten“ von S, speziell I & ,,Barotropiekoeffizient*,
I sf ,, Thermotropiekoeffizient. Der Index g in (93) soll den rein geo-
metrischen Charakter dieser Koeffizienten andeuten und einer Ver-
wechslung mit dem physikalischen ,,Piezotropiekoeffizienten der Dichte**

do 1 (da

o4 ve=(a5) = = (&)
56 Vgl. hierzu R. WENGER: Uber den EinfluB der Instrumentalfehler auf die
synoptische Darstellung aerologischer Simultanaufstiege. Ver6ff. geophys. Inst.

Leipzig, 2. Serie, Heft 1 (1913).
57 BJERKNES, V.: Physikalische Hydrodynamik. S.3f. Berlin 1933.

sy _ (ap) s,
)a_— FS3:( >
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vorbeugen, der das Verhalten eines individuellen Teilchens gegeniiber
Druckénderungen kennzeichnet. Der Unterschied zwischen I'Z (fiir

S3 = @) und y, wird an folgendem Beispiel besonders klar: I'} = (%)
7

bedeutet Homogenitdt des Massenfeldes, dagegen 7y, = 0: Inkompressi-
bilitdt des Teilchens. Den Spezialfall I} =y, nennt V. BJERKNES
»,zwangsldufige Barotropie” oder ,,Autobarotropie’; hier wird durch
Austausch zweier Teilchen das Massenfeld nicht verdndert.

Im baroklinen Falle schneiden sich die Flichensysteme p = konst.,
S; = konst. und bilden ,,Solenoide‘, die im Falle eines weiteren , hetero-
tropen®* Flachensystems (etwa T = konst.) in ,,Zellen‘* aufgestellt wer-
den. Fiir S; = & bilden die «, (#=1,2,3,...) Isosteren- und p, Iso-
barenflichen ,isobar-isostere Einheitssolenoide”, wenn «, ;— &, =1
und $,.;— p,=1 gewdhlt werden. Wir bemerken noch fiir spitere
Anwendungen, daBl das l4ngs einer geschlossenen Kurve gebildete Inte-

gral — Séoc gﬁ dx; = —9§cx dp die Zahl N der von der.Kurve um-
7]

schlossenen isobar-isosteren Einheitssolenoide ergibt:
(95) ~Qadp=N(p, ).

Dabei ist in der Bezeichnungsweise von V. BJERKNES:

(96) N(p,o)=[]|[gradp, gradw], dF = — Q xgrad,p - ds,
i g

K

worin F eine beliebige, tiber der geschlossenen Randkurve K auf-
gespannte Flidche ist; ds = Linienelement von K, # = Normale von F.
Die Integration langs K ist, von der Spitze von # aus gesehen, ent-
gegen dem Drehsinn des Uhrzeigers auszufithren, N(p, «) ist positiv
bei Integration lings K in Richtung von Druckgradienten gradp zum
Volumengradienten grad«. Umkehrung der Faktoren im Vektorpro-
dukt ergibt
N(p, &) = —/f[gradoc, gradpl,dF
F

= //[gradzx, —gradpl, dF = N(x, —p),
7

ferner gilt: N(p, &) = N(—p, —a).

Zur Darstellung des diagnostisch und prognostisch duBerst wichtigen
Momentanzustandes des Stromfeldes dienen in der Meteorologie vor-
wiegend die Stromlinien (vgl. S. 26), deren Tangentenrichtung in jedem
Punkt die dort herrschende Windrichtung angibt, ferner die Isogonen
(Linien gleicher Windrichtung). Die Zeichnung dieser Linien erfolgt auf
Grund der in der Wetterkarte eingezeichneten Windpfeile unter Beriick-
sichtigung des Isobarenverlaufs (bzw. des ,barischen Windgesetzes®,
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vgl. S.90) teilweise unter Benutzung maschineller Hilfsmittel5® und
erfordert eine eingehende Kenntnis der kinematischen Gesetze hydro-
dynamischer Stromfelder und der darin vorkommenden Singularititen,
bei denen sich unterscheiden lassen:

Limensingularititen, Konvergenzlinien (ein- und zweiseitige), Diver-
genzlinien (ein- und zweiseitige) ; abwechselnde, einander parallele Kon-
vergenz- und Divergenzlinien (bei Wellenbewegungen).

Punktsingularititen, Konvergenzpunkte, Divergenzpunkte, neutrale
Punkte.

Vgl. hierzu: V. BJERKNES®, WENGERS®®, DEFANTS!, sowie die spe-
ziellen Untersuchungen von DiETzIUs®2, WENGERS$3, KOSCHMIEDERM.

Besonderes Interesse beanspruchen auch die tatsdchlichen Bah-
nen (,, Trajektorien®) einzelner Luftteilchen, die ja wegen der zeit-
lichen Verdinderungen der atmosphirischen Stréomungsfelder nicht
mit den Stromlinien zusammenfallen; diesbeziigliche Untersuchungen
liegen z. B. von MEINARDUS®?, SHAW und LEMPFERT® und W. Kop-
PEN 7 vor.

§ 4. Das Zirkulationstheorem von V. BJERKNES.

Wenn das p, «- (oder p, o-) Solenoidfeld durch Beobachtungen be-
kannt ist, lassen sich auch ohne vollstindige Integration der hydro-
dynamischen Bewegungsgleichungen (5) quantitative Aussagen tiber die

58 SANDSTROM, J. W.: Uber die Bewegung der Flissigkeiten. Ann. Hydrogr.
1909 S. 242254,

59 ByERKNES, V.: Dynamische Meteorologie und Hydrographie. II. Teil.
Braunschweig 1913.

60 WENGER, R.: Neue Grundlagen der Wettervorhersage. Meteorol. Z. 1920
S. 241—252.

61 DEFANT, A.: Wetter und Wettervorhersage. 2. Aufl. Leipzig-Wien 1926 —
ferner: Statik und Dynamik der Atmosphare. (Handb. d. Exp.-Physik Bd. 251
S.1—160. Leipzig 1928).

62 D1eTz1us, R.: Die Gestalt der Stromlinien in der Nihe der singularen Punkte.
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 8 (1919) S. 29— 52.

8 WENGER, R.: Uber einige Eigenschaften der Strémungsfelder usw. Ann.
Hydrogr. 1920 S. 112—122.

64 KoscuMIEDER, H.: Uber die Singularititen der Stromfelder im sommer-
lichen Mitteleuropa. Meteorol. Z. 1923 S. 225—231.

65 MeINARDUS, W.: Uber die absolute Bewegung der Luft in fortschreitenden
Zyklonen. Meteorol. Z. 1903 S. 529—544.

66 Suaw, W. N,, and R. G. K. LEMPFERT: The meteorological aspects of the
storm of February 26—27, 1903. Quart. J. Roy. Met. Soc. Lond. 1903, S. 233
bis 258 — ausfithrlicher: The Life history of surface air currents, London 1906
{Publ. Met. Office Nr. 174).

87 Ko6ppEN, W.: Uber Boen, insbesondere die Bée vom 9. Sept. 1913. Ann.
Hydrogr. 1914 S. 303—320.
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eintretenden Bewegungen mit Hilfe eines von V. BJERKNES®® auf-
gestellten Zirkulationstheorems erméglichen. Dieses Theorem gibt nim-
lich eine Beziehung zwischen 1. der zeitlichen (individuellen) Anderung
der Zirkulation einer geschlossenen ,,materiellen‘ Kurve I', die mit der
Stréomung fortgetragen wird, 2. der Zahl N der von der Kurve I" um-
spannten isobar-isosteren Einheitssolenoide, 3. der zeitlichen Anderung
der von der Projektion von I" auf die Aquatorebene der Erde um-
schlossenen Fliche S und lautet:

d as
(97) ES’gv;dxﬁMW:N(i”“)'

Ersichtlich kommt diesem Theorem eine prognostische Bedeutung
zu, da es aus einem gegebenen Zustand (N) individuelle zeitliche Ande-
rungen zu berechnen ermdglicht; erschwert wird seine praktische An-
wendung allerdings dadurch, da8 die Reibung formal zwar sehr leicht,
quantitativ aber kaum beriicksichtigt werden kann. Doch hat SAND-
STROM darauf hingewiesen, daB sich vielleicht durch Vergleich zwischen
Theorie und Beobachtung mit Hilfe des Zirkulationstheorems ein Riick-
schluB auf die atmosphirische Reibung erméglichen 148t (Meteorol. Z.
1902 S. 163).

Auf anderem Wege als V. BJERKNES haben Iswekow?® und Lowm-
BARDINI? dieses Theorem bewiesen.

Alle diese Beweise gehen von den hydrodynamischen Gleichungen
in EvurLERscher Form aus; es mull dann der Term 4.S/d¢ erst durch eine
etwas umstdndliche Umformung eines Integralausdrucks gewonnen
werden. Folgender, von den LAGRANGEschen Gleichungen zweiter Art
ausgehende Beweis? hat den Vorteil, den Term explizit zu liefern:
Bildet man aus (71) das Zirkulationsintegral

d (0E " OF i
%E(axj)d"f—f]sr%dxj:—ggaridxf=l\7(ﬁ,a)
und beachtet
d {(0E d (0E 0E .
i P am = b (5] an + P as.

so ergibt sich:
d 0E
(98) at Paz, =N,

68 ByerkNES, V.: Uber einen hydrodynamischen Zirkulationssatz und seine
Anwendung auf die Mechanik der Atmosphire und des Weltmeeres. Kongl.
Svenska Vetenskapsakad. Handl. Bd. 31 (1898) — Das dynamische Prinzip der
Zirkulationsbewegungen in der Atmosphire. Meteorol. Z. 1900 S. 97—106, 145
bis 156 — Zirkulation relativ zu der Erde. Ebenda 1902 S. 96—108.

€9 Iswekow, B.: A new proof of the theorem of BJERKNES on circulation.
J. Geophys. a. Meteorol. (Moskau-Leningrad) Bd. 1 (1924) S. 195—198.

70 T.oMBARDINI, M.: Sul calcolo della circuitazione nei moti dell’atmosfera.
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s., Bd. 15 (1932) S. 459—462.

71 ErTEL, H.: Ein neuer Beweis des hydrodynamischen Zirkulationstheorems.
S.-B. preuB3. Akad. Wiss. 1933 S. 447 —449.
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OF dx; OE dux;) . . .
da 55 ( o7, dtl 37, T?) ds verschwindet, denn der Integrand ist die

totale Ableitung von E, weil E nach (49) von der Zeit ¢ nicht explizit
OE
abhingt. Da nach (72): 57 = %; + wy; % = v; + @y, %, folgt aus (98)

d a
(99) *d7¢'0j dxj ~I— W Wy Xy dxj =5 N(ﬁ, (X) .

Nun ist wy; %, d%; = w0, dx; = w, €%, d%,, wenn W, (w; = Wyg,

Wy = Wy, Wy = w;,) die Komponenten des Drehvektors der Erde be-
w deuten (|w|= w); andererseits sind aF; =
3¢;,,%,dx, die Komponenten des infinitesi-
malen Dreiecks dF, das durch zwei vom
Koordinatennullpunkt 0 zu zwei unendlich
benachbarten Punkten der Kurve I” fiihren-
den Radiusvektoren und dem Bogendiffe-
rential von I gebildet wird (Abb.1). Daher ist

gﬁwijkdxj:@wjej“xkdxl:@ijdFj=2wS,

und durch Substitution dieses Ausdrucks in
(99) ist BJERKNES' Theorem (97) bewiesen.

Die ersten meteorologischen Anwendun-
gen dieses Theorems haben V. BJERKNES
(a.a.0.) und J. W. SANDSTROM? gegeben.

7

Abb. 1. Zur Ableitung des BjERK-

NEsschen Zirkulationssatzes. d
w = Drehvektor der Erdrotation, Indem letzterer z. B. 'd’?%v] dxj =0 setzt

dS:Projqktion von dF auf die . . .
Aquatorebene. und den Integrationsweg I aus zwéi Verti-

b kalen a, b und zwei Isobaren ¢,, $; zu-
sammensetzt (Abb. 2), leitet er zunichst
aus (97) mit Hilfe von (1) die Beziehung

58S
/, as
’ (100) Ty —Tp—— 2
o Rln(%)

1

S

N - . .
Abb. 2. Der SanpsTrROMsche Integra- ab, worin Ta; Tb die nbarometnSChen

tionsweg be der Anwendung des Bjsrk-  Mitteltemperaturen® (vgl. S. 56) der Ver-

tikalen @ und b bedeuten. Wird die von I"
umschlossene Fliche senkrecht zum Wind orientiert, so lassen sich aus
der auf die Aquatorebene der Erde projizierten Anderung dieser Fliche,
die dadurch eintritt, daB die Fliche von der Stromung mitgenommen
wird, und zwar in den einzelnen Héhen verschieden schnell, nach SAND-

2 SANDSTROM, J. W.: Uber die Beziehung zwischen Temperatur und Luft-
bewegung in der Atmosphare unter stationdren Verhiltnissen. Meteorol. Z. 1902
S.161—170 — ferner: Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akad. Férhandl. 1901
(Stockholm) S. 759—774.
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STROM folgende qualitativen Gesetze fiir die Beurteilung der Temperatur-
verteilung auf Grund von Wind- und Wolkenbeobachtungen ableiten:

1. Wenn sich die Wolken schneller als der Wind an der Erdober-
fliche bewegen und man sich in die Richtung der Wolkenbewegung
stellt, so hat man die hhere Temperatur rechts und die niedrigere links.

2. Wenn sich die Wolken langsamer als der Wind an der Erdober-
fliche bewegen und man sich gegen die Richtung des Windes stellt, so
hat man ebenfalls die héhere Temperatur rechts und die niedrigere links.

Indem SANDSTROM ferner annimmt, dall die hohere oder niedrigere
Mitteltemperatur eine Folge der mit adiabatischen Vertikalbewegungen
verkniipften Erwidrmungen bzw. Abkiihlungen ist, kommt er weiter zu
folgenden Gesetzen:

3. Wenn die Wolken sich schneller als der Wind an der Erdober-
fliche bewegen, so haben die Zyklonen kalte Zentra und die Anti-
zyklonen warme Zentra (und umgekehrt).

4. Bewegen sich die Wolken schneller als der Wind an der Erdober-
fliche, so findet in den Zyklonen ein dynamisches Emporsaugen, in
den Antizyklonen ein dynamisches Herunterpressen der Luft statt (und
umgekehrt).

Blickt man ndmlich auf der Nordhemisphire in Richtung des Win-
des, so hat man das Zyklonenzentrum zur Linken, das Antizyklonen-
zentrum zur Rechten (vgl. S. 89); die Sitze 3 und 4 sind Folgerungen
von 1 und 2 bei Annahme adiabatischer Vertikalbewegungen, welche
die Mitteltemperaturen entsprechend beeinflussen. Die Vorstellungen
iber das dynamische Emporsaugen bzw. Herunterpressen der Luft
spielen auch in den modernen Zyklonentheorien eine groBe Rolle
(V. BJERKNRS, E. PALMENs ,,dynamische” Zyklogenese).

§ 5. Das Variationsprinzip der atmosphédrischen Dynamik.

Die Gesetze der atmosphirischen Bewegungen finden ihre prignan-
teste Zusammenfassung in einem Variationsprinzip, das uns iber die
,,Tendenz“ der atmosphirischen Umsetzungen Aufschlufl erteilt und
dem wir folgende Form geben wollen:

Beurteilt von einem mit der rotierenden Erde fix verbundenen Ko-
‘ordinatenachse x; tritt von allen denkbaren Bewegungen, die einen ge-
gebenen atmosphérischen Zustand 1 in einen anderen Zustand 2 in der
gleichen Zeit ¢,—¢, iiberfithren, nur diejenige wirklich ein, die das
Zeitintegral der ,,erweiterten LAGRANGEschen Funktion*

(101) L:Ekxn+wa_(¢+w)

zu einem Extrem macht:

tz
(102) 5 [{Exin -+ @Dy — (@ 4 y)}dt = 0.
&
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Es bedeuten hierin:

E\g, = %45 = }v} = kinetische Energie pro Masseneinheit,

(P potentielle Energie der Masseneinheit im irdischen
Schwerefeld,
D, = der Erdachse parallele Komponente des Dreh-
impulses *,
1 = thermodynamisches Potential, fiir das zu setzen ist:
a) yg = Enthalpie, bei adiabatischen Bewegungen,
b) ;= GiBBssches thermodynamisches Potential bei iso-
thermen Bewegungen (vgl. S. 7).
Die Zeit ¢ ist in (102) gemdB HAMILTONS Prinzip nicht zu variieren.
Um (102) zu beweisen”, multiplizieren wir die Bewegungsgleichun-
gen (73) mit den Komponenten dx; der virtuellen Verschiebung und
summieren, ferner multiplizieren wir mit dem Massenelement gd7 und
integrieren iiber eine beliebige Masse M= f / [odw; wir erhalten:

//fg Lox;dr— 2jf/wjkovk6x drm——[f/g 6xjdr—/f/%%6xjdtb

wofiir wir auch

fﬂ@dt v; 0;) T—f/@t?(%’?)dr—sz w00 62, dT
——[fferwar oo

schreiben kénnen. Nun ist der Ausdruck 6p/¢ mit der Variation der
thermodynamischen Potentiale yg, v, bei adiabatischen bzw. iso-
thermen Bewegungen identisch (vgl. S.9):

=g

(103)

ferner konne in (103) alle Integralausdriicke von der Form / / / o6 (-
ind / / / @ (-++)dv verwandelt werden, da die dx; die Gleichung

66x

(104) do+o =0

erfiillen, die sich aus der Beding_ung der Konstanz der Masse

6M=6/ffgdr:0
sofort ergibt’. SchlieBlich erméglicht die Kontinuitdtsgleichung

o | d(ovy)
ot 0x;

J

=0

* Der Nullpunkt des x,-Systems liegt auf der Rotationsachse der Erde.

7 ErTEL, H.: Das Variationsprinzip der atmosphirischen Dynamik. S.-B.
preuBB. Akad. Wiss. 1933 S. 461.

74 LicHTENSTEIN, L.: Grundlagen der Hydromechanik. S. 343. Berlin 1929.
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folgende Umformung des ersten Terms der linken Seite von (103):

o d d *
// in_t (v]éx])d‘t:g}/] g'l}j(sx]dl’,

wie auf S. 21 bewiesen wurde. Somit ergibt sich aus (103):

(105) %/f/@ V;0%;dT = 5/'//0{151&11 —(P+y)dr + Z/ﬂﬂ@wjkvkéxjdr.
Aus der Identitit

a
Wij Vg (ij- — Wg; Uy 6.76]‘; = 6(60]5] Vg xj) — i (wkj X 6.76]5)

folgt durch Vertauschung der Indizes j und % im zweiten Term der
linken Seite: p
W5 Vg 6x] — W Vg 6.96]- = 6((,()]“ Vg x]) — E (wkj X; 6xk) ,
oder wegen der Antimetrie der w,;:
d
(106) + 205 v 0% = O ()3 v 245) — E(wjkxj O0xy) .
Fithren wir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit der Erd-
rotation ein (w,), so wird:
Wyg X Vg == Wy Ejp X5 Vg = wZD, = w Dw ,
worin
(107) Dz: eijkxjvk
die Komponenten des auf die Rotationsachse der Erde bezogenen Dreh-
impulses eines Luftmassenelements mit den Koordinaten x; und den
Geschwindigkeitskomponenten v, bedeuten; D, ist die Komponente
parallel der Rotationsachse der Erde*. Es wird somit (106):
2wjk Uk (ij = 6(60 Dw) — i ((,()]k X5 6xk) B

dt
und Substitution in (105) ergibt:

g [fevomar = af[[oEwm — @+ w}ar + [[[os (D) dr
~[[[e 2 (@sp s o) v
oder nach leichter Umformung:
3¢ [[[ewomar + 3 [[[eonmomnas
= 6///'9{Ekm+ ® D, — (@ + p)}dr.

Durch Integration iiber die Zeit ¢, —#, verschwindet die linke Seite
wegen (0%)), = (0%,),, = O:

6fdtf//g {Exin + © Dy — (@ + p)td7 =0,
ty

* Es ist D, auch die doppelte Projektion der Flichengeschwindigkeit auf die
Aquatorebene der Erde.
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womit das Variationsprinzip (102) bewiesen ist, da die Masse M = / / f odr
ganz beliebig angenommen werden durfte.

Es sei ausdriicklich bemerkt, daB in diesem Variationsprinzip nur
GroBlen vorkommen, die sich auf ein mit der rotierenden Erde fix ver-
bundenes Koordinatensystem beziehen. Es ist deshalb unter D, nicht
der auf ein kosmisches Inertialsystem bezogene Drehimpuls einer Luft-
masse (,,Rotationsmoment®) zu verstehen, wie auch aus (107) sofort
ersichtlich (enthdlt nicht w!).

Meteorologische Anwendungen des Variationsprinzips in der all-
gemeinen Fassung (102) liegen bis jetzt noch nicht vor; in der ver-
einfachten Form

ts
a/(Ekm — @) dt =0
t

hat es RAETHJEN? zur Erklirung der Ausbreitungsformen von Béen
herangezogen. Die Umschichtung der anfinglich instabil geschichteten
Luftmassen soll nach RAETHJEN derart erfolgen, daB Horizontaltrans-
porte nach Moglichkeit vermieden werden, wodurch die ,,walzen-
formige Fortpflanzung der Béen erkliart wird.

§ 6. Atmosphiarische Energetik.

Die Untersuchung der atmosphirischen Energieumsetzungen: ther-
mische Energie 2 mechanische Energie, erfordert die Kombination der
hydrodynamischen und thermodynamischen Gleichungen zu einer
,,hydrodynamisch-thermodynamischen Energiegleichung®, mit deren
Hilfe zuerst MARGULES? als iiberwiegende Quelle der kinetischen
Energie der Stiirme die potentielle Energie der vertikalen Massen-
verteilung aufgezeigt hat. Wir gelangen zu dieser Energiegleichung
auf folgendem Wege: Multiplikation der Bewegungsgleichungen (73)
mit den Geschwindigkeitskomponenten v; mit nachfolgender Summa-
tion (¢=74) und Integration iiber eine Luftmasse M = / f f edt ergibt
unter Beriicksichtigung der Umformung (49):

(108) 0 = %/[/g?dt—l—%///g@dt —{—.W;%ivjdr —// oR;v;dv,

wobei wir die Bewegungsgleichungen noch durch den Reibungsterm R;
ergidnzt haben, dessen spezielle Form uns zundchst nicht interessiert.
Den ersten Hauptsatz der Thermodynamik (5), in dem wir uns auch die
thermischen GréBen in mechanischen Arbeitseinheiten gemessen denken

75 RAETHJEN, P.: Zur Thermo-Hydrodynamik der Boen. Meteorol. Z. 1931
S.11—12.

76 MARGULES, M.: Uber die Energie der Stéirme. Jb. Zentralanst. f. Meteorol.
Wien 1903, Anhang S. 1—26 (Wien 1905). — Vgl. auch V. BJERKNES: Theoretisch-
meteorologische Mitteilungen. Meteorol. Z. 1917 S. 166—176.



2017 § 6. Atmospharische Energetik. 45

(was den Fortfall des Faktors 4 zur Folge hat), formen wir mit Hilfe
der Kontinuititsgleichung in der Form

do _ 9y

at ~ * oz,
wie folgt um:
d’Q aT dv; aT o (pvy) op
oG =ae Gy +heG = ©“e gy tPoy =Gl T oy, T aw Y

und integrieren iber das von der Masse M eingenommene Volumen:

[t te= [t ars [[[ 02 4 [[[8 v,

woraus mit Riicksicht auf (49) und unter Anwendung des Satzes von
Gauss auf den zweiten Term der rechten Seite

mgvﬁyg e tﬁﬁlwzdz+jypwmda—:Uyg%wdr

folgt, unter », die Komponenten des Einheitsvektors in Richtung der
duBeren Normalen des Oberflichenelements do verstanden. Die Addi-

tion von (108) und (109) fiihrt durch Elimination des Terms / / w=v,dT

zur hydrodynamisch- thermodynamlschen Energiegleichung:

(e el & o+ &
+//pvjnjda—j/ oR;vdr,

/ 3%k
welche die der Luftmasse M zugefiihrte Warmemenge Q / / j Q az
verkniipft mit

(110)

der Anderung der kinetischen Energie Ey, = | f f Qéd‘[,
der Anderung der potentiellen Energie E, o = f f / oPdr,

der Anderung der inneren Energie E, = f f f c,0Tdr,
der von M an die Umgebung abgegebenen
Druckarbeit A* :ffpvj n;da,
dem Verlust kinetischer Energie durch
Reibung =—ffoR v;dT.
Hat fiir endliche Anderungen in der Zeit 7, —¢, der Operator ¢ die
Bedeutung 4 (- j dzf ) fiir die reinen Zustandsfunktionen Eyy,,
E,o, E; und ist 6'(--:) = / dt(---) fur die vom Integrationswege ab-

4
hingenden GréBen Q% A* und R*, so kann (110) fiir endliche Ande-
rungen

(111) & Q* = 8(Exin + Epot + E) + 8 A% + & R*
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geschrieben werden, welche Gleichung MARGULES fiir ¢’ A* = 0 (starre
Begrenzung) ,,Energiegleichung des geschlossenen Systems nennt. In-
dem MARGULES zur Erleichterung seiner Rechnungen noch 6'Q*= 0
setzt*, untersucht er speziell solche Systeme, welche die nétige ,,verfiig-
bare kinetische Energie*

0Ly + O'R* = —0(Epo, + E))

liefern, die in den plétzlich auftretenden Stiirmen auftritt, wo die
groBen Windgeschwindigkeiten nicht aus dem horizontalen Druckfeld
erklirt werden kénnen. FE+FE; heilit , gesamte potentielle Energie*
(EXNER: Dynam. Meteorol., 2. Aufl. 1925 S. 1581.).

Ein niheres Eingehen auf Einzelheiten der fiir die atmosphirische
Energetik grundlegenden MARGULESschen Arbeiten eriibrigt sich hier,
zumal das Wesentlichste der ziemlich langwierigen Rechnungen an
leicht zugdnglicher Stelle wiedergegeben ist?. Das wichtigste Resultat

- der MARGULEsschen Untersuchungen besteht in dem Nachweis, daB in
einem abgeschlossenen System die ,,potentielle Energie der horizontalen
Druckgradienten nur einen verschwindenden Beitrag zur kinetischen
Energie der Stiirme liefert, daB aber in der potentiellen Energie der
vertikalen Massenverteilung eine ausreichende Quelle derselben vor-
handen ist: ,,... ein System, in dem die Massen vertikal aus dem
Gleichgewicht gebracht sind, kann die erforderliche Energie enthalten.
Der Sturm entsteht danach durch Fallgeschwindigkeit und Auftriebs-
geschwindigkeit, obgleich diese bei den groflen horizontalen und kleinen
vertikalen Dimensionen des Gebietes sich der Betrachtung entziehen.
Die horizontale Druckverteilung erscheint als Ubersetzung im Getriebe
des Sturmes, durch sie kann ein Teil der Massen grofere Geschwindig-
keiten erlangen, als durch Aufsteigen im kiltesten, durch Sinken im
wiarmsten Gebiet (MARGULES, a. a. O. S. 26).

Durch seine diesbeziiglichen Untersuchungen hat MARGULES zu-
gleich die mehr qualitativen, im Prinzip aber in der gleichen Richtung
liegenden Betrachtungen von BrLasius? und BiceLow? iiber die Be-

* Diese Bedingung involviert die Forderung, daB die als Folge der inneren
Reibung auftretende Dissipationswarme der Luftmasse entzogen oder jedenfalls
nicht neuerdings in kinetische Energie verwandelt wird.

77 EXNER, F. M.: Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S. 149ff. Wien 1925.

78 Brasius, W.: Storms, their nature, classification and laws. Philadelphia
1875 — Stiirme und moderne Meteorologie. Braunschweig 1892. — Die Bedeu-
tung der Brasrusschen Vorstellungen hat H. v. Ficker kritisch gewiirdigt: Das
meteorologische System von WiLH. Brasivs: S.-B. preuB. Akad. Wiss. 1927
S. 248 —267 — ferner: Naturwiss. 1928 S. 645—652.

7 Bicerow, F. H.: Studies on the statics and kinematics of the atmosphere
in the United States. Month. Weath. Rev. 1902 S. 251 — The mechanism of
countercurrents of different temperatures in cyclones and anticyclones. Ebenda
1903 S. 72—84 — Studies on the thermodynamics of the atmosphere. Ebenda
1906 S. 9—16.
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deutung der potentiellen Energie der vertikalen Massenverteilung als
Quelle kinetischer Energie der Luftbewegungen in exakter Weise be-
stitigt; er hat auch (a.a.O.) auf die Unzulidnglichkeit der &lteren
Theorien hingewiesen, welche die Zyklonenenergie aus der Kondensa-
tionswirme herleiten (FERREL), die neuere Meteorologie hat sich jedoch
veranlaBBt gesehen, auf diese #dlteren Theorien teilweise wieder zurtick-
zugreifen (REFsSDAL, RAETHJEN).

Es ist wohl zu beachten, dafl sich die MARGULESschen Rechnungen
auf ein ,,geschlossenes System beziehen ; in einem nicht abgeschlossenen
System kann auch die potentielle Energie der horizontalen Druckver-
teilung zur Erkliarung der kinetischen Energie der Stiirme ausreichen.
So hat z. B. bereits HANNS® erwogen, ob nicht die kinetische Energie
einer Zyklone aus deren Umgebung stammen kénnte, und ScumaUss$?
und EMDENS2 haben dhnliche Betrachtungen angestellt. Auch die An-
sicht von Ryp#® wire hier zu nennen, der annimmt, daf3 die Zyklonen
ihre Energie aus der Westwinddrift der héheren Luftschichten schopfen.

Neuerdings hat REFsDAL8% zu den Ausfithrungen von MARGULES
kritisch Stellung genommen; REFsSDAL glaubt folgende Energieformen
in der Atmosphire unterscheiden zu miissen:

1. ,,Energie der Lage.” Diese Energieform ist durch die Gravita-
tion bedingt und tritt auf als Energie der Lage a) vertikal, b) hori-
zontal benachbarter Luftmassen.

2. ,,Jnnere Energie.*

3. ,,Kondensationswirme.

4. ,,Energie der Druckverteilung.” Hierunter versteht REFSDAL die
,,Arbeit der von der Gravitation unabhingigen Druckkrifte, die fiir
einen atmosphirischen Kreisproze3 durch —95% %-? dt gegeben ist
(vgl. weiter unten).

5. ,,Labile Energie.”” Diese Energie definiert REFSDAL als die
Summe von potentieller Energie der Lage, innerer Energie und der-
jenigen Energie, die bei dem betrachteten ProzeB aus der Kondensa-
tionswirme resultiert. Auch hier wird unterschieden zwischen der
labilen Energie a) vertikal, b) horizontal benachbarter Luftmassen.

Die REeFspaLsche Fassung des Begriffs der ,,Energie der Druck-
verteilung’ erfordert ein niheres Eingehen auf denselben. Schon aus

80 FIANN, J. v.: Lehrb. d. Meteorol., 4. Aufl. S. 621. Leipzig 1926.

81 ScuMaUss, A.: Beitrige zur Dynamik der Atmosphare. Meteorol. Z. 1917
S.97—121 — Randbemerkungen II. Ebenda 1919 S. 11—16.

82 EMDEN, R.: Besprechung von F. M. ExXNER, Dynam. Meteorol., 1. Aufl.
1917 — Meteorol. Z. 1917 S. 393—398.

88 Ryp, V. H.: Meteorological Problems II, The energy of the winds. Publ.
fra Det Danske Meteorol. Inst., Meddelelser Nr. 7. Kopenhagen 1927.

84 REFSDAL, A.: Zur Thermodynamik der Atmosphare. Geofys. Publ. Oslo
Bd. 9 Nr. 12.
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(110) scheint ersichtlich, daB bei Vernachlissigung der Reibung ein
atmosphirischer Kreisproze$3

950“//]9 th—é (Exin + Epot) —I—ygdt//ﬁv]njda

nur dann Arbeit (in positivem oder negativem Sinne) zu liefern ver-
mag, wenn bei dem aus ,,Hinweg* und ,,Riickweg’* zusammengesetzten
Zustandweg bei Riickweg andere Druckverhiltnisse vorherrschen als
auf dem Hinweg; andernfalls verschwindet das Integral ) d¢ f f pv;n;do.
Klarer werden diese Verhdltnisse durch folgende Umformung: Man
addiere zu (108) unter Vernachldssigung der Reibung, die aus dem
ersten Hauptsatz in der Form

a’ arT d

7? = — %
folgende Gleichung

20 4r = l/]ychTdr~—f//§7‘fjvjd'{—f/f%d7.

([fetfaem & f[foars & [foor
g fforie— [0

und fir einen KreisprozeB:

Sﬁdz// Y0 dr — Sﬁdtj://%dmggdt%ﬁ/@%%
+9§dtd%/fg¢dr,

in welcher Gleichung der erste Term der rechten Seite die ,,Energie der
Druckverteilung” im Sinne REFSDALs definiert (a.a. Q. S.12), die
speziell fiir die Masseneinheit

(113) —951 apdt

betragt (Punktmechanisches Analogon: Partikelbewegung in einem
nichtstationidren Potentialfeld).

,, Durch diese Energie entstehen in der Atmosphire Bewegungen,
welche versuchen, die Atmosphdre moglichst schnell wieder in den
Gleichgewichtszustand zu bringen. Die Atmosphire arbeitet mit an-
deren Worten in der Weise, daf} das statische Gleichgewicht durch lokale
Druckidnderungen ein wenig gestért wird, wonach Bewegungen ein-
setzen, die diese Stérung aufzuheben versuchen. Da sich die Atmo-
sphiare immer in annihernd statischem Gleichgewicht befindet, folgt
daraus, daB die Energie der Druckverteilung, als Energiequelle be-
trachtet, nur unbedeutend ist, obgleich sie ein unbedingt notwendiges

Man erhilt:

(111)

(112)
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Glied der Energieumwandlungen in der Atmosphire bildet” (REFsDAL,
a.a. 0. S.12). Demzufolge gelangt REFspaL zu folgendem Schema
der atmosphirischen Energieumwandlungen*:

N

kinetische Energie

Wirme — la‘blk’f Warme
Energie
Energie der _s _, _, kinetische
Druckvertellung Energie

wozu noch zu bemerken ist, dafl nach RerspaL die Coriovriskrifte bei
atmospharischen Kreisprozessen derart wirken sollen, da8 sie versuchen,
die Kreisprozesse annidhernd quasistatisch umzuformen, d. h. die Energie-
umwandlung soll den unteren Weg des obigen Schemas bevorzugen.

Abweichend von der ReFsparschen Klassifikation hat BRuNTSS
eine Einteilung der atmosphéirischen Energieformen und ihrer Um-
setzungen gegeben, die einfacher ist. BRUNT unterscheidet:

1. Kinetische Energie (der ,,ausgeglichenen Bewegungen).

2. Turbulenzenergie.

3. Thermische Energie.

4. Potentielle Energie (bedingt durch das Gravitationsfeld).

Zwischen diesen Energieformen sind folgende Uberginge méglich:

727> 03+4)
(3 +4)
b) 2> (3 +4)
€)223+4
d) 3+4)—~>1
wobei in den Ubergingen c) das obere Zeichen sich auf einen stabilen,
das untere auf einen instabilen Zustand der Atmosphire bezieht.

Bei der Anwendung der Gleichungen (110) bzw. (111) auf die ge-
samte Atmosphire verschwindet die Druckarbeit A* = / f pymdo, da
sie sich wegen p — 0 fiir z—~ oo auf ein iiber die Erdoberfliche zu er-
streckendes Integral reduziert; an der Erdoberfliche verschwindet aber
die Normalkomponente der Geschwmdlgkelt (v;n;) nach der kinemati-
schen Grenzflichenbedingung. Die Gleichung (111) reduziert sich also auf

(114) 8 Q* = 0 (Eyin + Epoy + E) + 0/ R¥.
Da erfahrungsgemaB im Mittel iiber lingere Zeitriume weder die

kinetische noch die potentielle oder die innere Energie eine kontinuier-
liche Zu- oder Abnahme erfihrt, muf3

a) 1

(115) §0* = Y R*
* Auf S. 55 der REFspaLschen Arbeit ist noch ein vervollstindigtes Schema
angegeben.

85 BruUNT, D.: Physical and Dynamical Meteorology. S.274f. Cambridge 1934.

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 4
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sein, wobei zur physikalischen Deutung dieser Gleichung zu beachten
ist, daB die linke Seite die durch irreversible Vorginge in der Atmo-
sphire erzeugte Wiarme mitenthalt; zur Berechnung des Nutzeffekts der
atmosphérischen Zirkulation 148t sich diese Gleichung nicht verwenden.

Die Abschitzungen des Wirkungsgrades (%) der atmosphirischen
Zirkulation differieren in ihren Resultaten noch erheblich: SvERDRUPS®
fand fiir die Passatzirkulation noch verschiedene Methoden 7 = 8,89,
und # = 3,29 ; er hilt den zweiten Wert fiir den richtigeren. REFs-
DAL® gelangt zu hoheren Werten, ndmlich % = 17,59, fir die tropische
Zirkulation und # = 14,69, fiir die auBertropische Zirkulation. Die
Unterschiede der Abschitzungen erkldren sich hauptsichlich durch die
verschiedenen Annahmen tiber die Héhen und damit die Temperaturen
der Schichten, in denen die Wirmezufuhr und die Wirmeabgabe vor-
wiegend erfolgen. Nach einem zuerst von SANDSTROMS®® abgeleiteten
Satz mub in einer stationdren, thermisch unterhaltenen atmosphirischen
(und ozeanischen) Zirkulation die Kéiltequelle héher als die Wairme-
quelle liegen, damit die Druckkrifte unter Arbeitsleistung die Reibungs-
widerstdnde tiberwinden kénnen®’. (Beweis mittels des CarNoT-Dia-

gramms, das in der Richtung durchlaufen werden muB, dafi — 55{; dp>0

wird.) Die ReFsparschen Abschitzungen des Wirkungsgrades ergeben
sich folgendermaBen: Die Wirmequelle der tropischen Zirkulation wird
mit SVERDRUP (a. a. O.) in etwa 3000 dyn. Meter verlegt und die Tem-
peratur daselbst mit 7, = 285° abs. angenommen; die Lage der
Wirmequelle der auBertropischen Zirkulation schidtzt REFSpAL auf
etwa 2000 dyn. Meter und die entsprechende Temperatur auf 7, =270°
abs. Den Annahmen iiber die Lage der Kiltequellen werden die Daten
von ALBRECHT? iiber die Lage der Emissionsschicht (vgl. S. 79) zu-
grunde gelegt: 10 km Hohe in den Tropen, 8§ km in mittleren Breiten;
die entsprechenden Temperaturen 7, = 235° (Tropen) und T, = 230°
ergeben dann in Verbindung mit den Temperaturen der entsprechen-
den Wirmequellen die oben angegebenen Wirkungsgrade gemal3 Glei-
chung (17).

86 SverprUP, H. U.: Der nordatlantische Passat. Ver6ff. geophys. Inst.

Leipzig, 2. Ser., Bd. 2 (1917) Nr. 1.

87 REFsDAL, A.: a. a. O. S. 50.

88 SANDSTROM, J. W.: Meteorologische Studien im schwedischen Hochgebirge.
Goteborgs Kungl. Vetensk. och Vitterhetssamh. Handl., Fjerde Féldjen, Bd. 17
(1916) S. 2. — Vgl. auch V. BjerknEgs: Uber thermodynamische Maschinen, die
unter Mitwirkung der Schwerkraft arbeiten. Abh. Sachs. Akad. Wiss. Bd. 35
(1916) Nr.1 — Physik. Z. 1916 S. 335—341.

89 R. WENGER hat gelehrt, dal der SANDsTROMsche Satz den Spezialfall eines
allgemeinen Satzes darstellt, der besagt, daBl die Warmezufuhr unter hoherem
Druck erfolgen mufl als die Warmeabgabe (Physik. Z. 1916 S. 547 —549).

90 ArprecHT, F.: Uber die ,,Glashauswirkung* der Erdatmosphire und das
Zustandekommen der Troposphire. Meteorol. Z. 1931 S. 57 —68.
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Da die Voraussetzung, daB die genannten Zirkulationen als geschlos-
senen Kreislaufen entsprechende thermodynamische Maschinen aufgefa8t
werden konnen, wohl nur in erster Naherung erfiillt ist (vgl. H. U. SvERr-
DRUP: a.a. 0. S. 84), lassen sich prizisere Angaben iiber die wahren Nutz-
effekte der atmosphirischen Bewegungen zur Zeit kaum erzielen.

Den atmosphirischen Energieverbrauch durch Reibung hat zuerst
MARGULES® abgeschidtzt. Indem er sich des SToKEsschen Dissipations-
theorems bediente, konnte er zeigen, daB durch molekulare Reibung
der Aufbrauch der kinetischen Energie der Luftbewegungen nicht er-
klirt werden kann, denn selbst mit iibertriebenen Annahmen iiber die
Geschwindigkeit und Hohe der kinetische Energie in Warme dissipie-
renden Luftmassen miilte erst in einer Zeit von der GréBenordnung
von 20 bis 30 Tagen die kinetische Energie auf ein Viertel (die Ge-
schwindigkeit also auf die Halfte) des Anfangswertes abgenommen
haben, wihrend erfahrungsgemall die kinetische Energie der Stiirme
viel schneller erlischt. Zur Erkldarung dieser Diskrepanz weist MAR-
GULES bereits auf die Turbulenz der Luftbewegung hin und er sieht
in der unregelmifligen Wirbelbildung und vor allem in der durch die
Rauhigkeiten der Unterlage bedingten Grenzflichenreibung die Ur-
sachen stirkerer Energiedissipation. Dank der raschen Entwicklung
der atmosphérischen Turbulenzforschung in den folgenden Dezennien
konnte SVERDRUP® den Berechnungen des atmosphirischen Energie-
verbrauchs* durch Reibung eine exaktere Basis geben; indem er an
Stelle des molekularen Reibungskoeffizienten den virtuellen (,,molaren®,
vgl. S.33) benutzt, dessen GréBenordnung und Variation mit der
Hohe (2) er gemeinsam mit HESSELBERG? eingehend untersucht hatte,
berechnet SVERDRUP den Energieverbrauch durch Reibung direkt mittels

(116) R*:—/%(n%%—)-vjdz,

0
und zwar getrennt fiir einzelne Hohenschichten; er schitzt auf Grund
dessen unter mittleren Verhiltnissen den sekundlichen Energieverbrauch
in einer Luftsiule (0, oo) vom Querschnitt 1 cm? zu R*=4-10"*Watt/cm?
(als Mittelwert fiir die ganze Erde). Nun hat WiLu. ScamMipT?* darauf
hingewiesen, daB (116) gar nicht den Energieverbrauch durch Reibung

91 MARGULES, M.: Uber den Arbeitswert einer Luftdruckverteilung und tber
die Erhaltung der Druckunterschiede. Denkschr. Akad. Wiss. Wien Bd. 73 (1901).

92 SyerprUp, H. U.: Uber den Energieverbrauch der Atmosphare. Veroff.
geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser., Bd. 2 Nr. 4.

* Es handelt sich bei den folgenden Rechnungen um den Ubergang der Energie
der ,,ausgeglichenen’* Bewegungen in Turbulenzenergie und Grenzflichenarbeit.

93 HESSELBERG, TH., u. H. U. SvErDRUP: Die Reibung in der Atmosphire.
Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser., Bd. 1 Nr. 10.

94 ScumipT, Witn.: Uber Arbeitsleistung und Arbeitsverbrauch in der freien
Luft. Ann. Hydrogr. 1918 S. 324—332.

4*



52 II. Allgemeine Dynamik der Atmosphire. [208

in der Luftsiule ausdriickt, sondern daB3 dieser vielmehr durch

o0

(117) R :0/77 (%”;f)z dz

als Spezialfall (besser: Analogon) des STokEsschen Dissipationstheorems
dargestellt wird; er findet mit den gleichen Daten, die auch SVERDRUP
benutzte: RZ’) = 0,91 - 10~* Watt/cm2 Der Unterschied zwischen (116)
und (117) klart sich nach HesseLBERG® und ExXNER wie folgt auf:
Partielle Integration von (116) ergibt:

0 SZIRY
(118) R*:(nﬁa-”;-vj)zzoJrfn(—a%—) dz = R¥ 1+ R%,
0

worin R{, den Energieverbrauch durch Grenzflichenreibung darstellt.
Da Wirtn. ScamMipT (a.a.O.) mit den gleichen Ausgangswerten wie
SVERDRUP fiir R nur den vierten bis fiinften Teil der gesamten Rei-
bungsleistung R* erhielt, scheint ganz im Sinne der MARGULESschen
Vorstellungen dem durch die Grenzflichenreibung bedingten Energie-
verbrauch die iiberwiegende Bedeutung zuzukommen. Fiir den groBen

Wert der Grenzflichenreibungsleistung R{;, = (n%vz, v;) o ist offen-
=

bar der enorme Geschwindigkeitsgradient in den bodennahen Schichten
(=10 m tiber Kontinenten, =1 m iiber Ozeanen; vgl. V. W. EKMAN %)
ausschlaggebend; 7 konvergiert zwar fiir z - 0 gegen Null (bzw. gegen
den molekularen Reibungskoeffizienten), T, = (17 ((%’) 0 bleibt aber
=
endlich und miflt den Tangentialdruck des Windes auf die Erd- bzw.
Meeresoberfliche. Neuerdings hat IsiMmaru?? die Dissipationsberech-
nung auch unter Beriicksichtigung der von SAKAKIBARA eingefiihrten
,,transversalen Reibung® (vgl. S. 94)
v (921}1, . 4 azvz
R”:E&z?’ Ry—"gazz
durchgefiibrt; zur Dissipation im Innern der Luftmasse trigt diese

transversale Reibung nichts bei, fiir die Grenzflichenarbeitsleistung
. . v, 0
ergibt sie den Zusatzterm v{vy OTZ;‘ — vz% .

Es sei noch bemerkt, dall die oben mitgeteilten Berechnungen des

Energieverbrauchs durch Reibung mit Hilfe der Losungen der Diffe-
rentialgleichungen des stationdren geostrophisch-antitriptischen Wind-

95 HrsSELBERG, TH.: Uber Reibung und Dissipation in der Atmosphire.
Geofys. Publ. Oslo Bd. 3 Nr. 5. — EXNER, F. M.: Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S.184.

96 ExmaN, V. W.: Eddy-viscosity and skin-friction in the dynamics of winds
and ocean-currents. Mem. Roy. Meteorol. Soc., Lond. 1928 Nr. 20.

97 IsiMARU, Y.: On the dissipation of the energy due to internal friction in
the atmosphere. Geophys. Mag. Tokyo Bd. 2 (1930) S. 133—138.
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feldes (vgl. S.91) ausgefithrt wurden, gegen die jedoch Ryp*® Ein-
winde erhoben hat. Indessen scheint fiir die gesamte Reibungsleistung
die GroBenordnung von 107* Watt/cm? den mittleren Verhiltnissen
recht gut zu entsprechen, wenn man zum Vergleich die Berechnungen
heranzieht, die ohne Verwendung der von Ryp beanstandeten Losun-
gen ausgefithrt wurden, allerdings fiir Bewegungen mit groferen Energie-
umsdtzen. HORIGUTI?, der die Energetik des ,,Okinawa-Taifuns“
(August 1924) eingehend untersucht hat, ermittelte z. B. die gesamte
Reibungsleistung im Taifungebiet (Radius = 700 km) zu 5-10% erg sec ™1,
welcher Betrag pro Flicheneinheit 3,2 . 1072 Watt/cm? entspricht, das
ist das Achtfache des von SVERDRUP geschitzten Mittelwertes
4-107* Watt/cm? fiir die ganze Erde; eine derartige Steigerung der
Reibungsarbeit im Taifungebiet erscheint zwar etwas gering, ist aber
gewil} plausibel im Hinblick auf die Ausgleichung iiber ein Gebiet von
700 km Radius.

Die zitierte Arbeit von HORIGUTI gibt auch iiber die Umsetzungen
der anderen Energieformen Auskunft. HoricuTi betrachtet einen
nahezu stationidren Zustand des Okinawa-Taifuns und ermittelt fiir
ein Gebiet von 700 km Radius (Flicheninhalt = 1,54 - 10 cm?2) und
11 km Hohe die Werte der meteorologischen Elemente teils aus Beob-
achtungen, teils mit Hilfe analytischer Interpolationsformeln, woraus
er folgende Energieumsetzungen ableitet (wegen des stationiren Zu-

standes verschwindet in ?i‘_it—/[/ -+ dt der ,lokale” Term %/// --dr

und es verbleibt nur die , konvektive Anderung* f f -+ m,v,do; n be-
deutet hier die smnere Normale):

g
0Eyin = UQE'”kvkdU =— 1,6 -10" erg-sec™!
SEpa= oz monds  —— o310
OE; fochT-nkvkda = 532-10% .
f[0

*“U/;a% v;-dT = 10,0 -10% .
OR* =— [[[eR,vdv = 50 -10% ,
¢’Q% = Strahlung =— 27 -10% .
8 Q% = Kondensationswirme = 73 -10%
& Q% = Dissipationswarme* = 33 .1020
o'4* :ffpnkvkdc = 1,82.-10% .

98 Rvp, V. H.: Die Reibung in der Atmosphiare. Ann. Hydrogr. 1918 S. 242
bis 246.

9% HoricuTi, Y.: On the energy of a typhoon. Geophys: Mag. Tokyo Bd. 6
(1932) (Okada-Bd.) S. 39—57. — Vgl. hierzu des gleichen Autors: On the typhoon
in the Far East. Mem. Imp. Marine Obs. Kobe Bd. 2 (1926) u. {.

* Wird abgeschatzt: §’Q% — 30’R*, was viel zu groB sein dirfte.
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Auf die Flicheneinheit umgerechnet sind die Energieumsitze von
der GréBenordnung 102 bis 10™* Watt/cm2 Der Taifun ist kein ,,ge-
schlossenes System‘* im MARGULEsschen Sinne, es ist ja magn d’4*=102!!

Die Energieumsitze in den Zyklonen der mittleren Breiten scheinen
etwas kleiner zu sein, denn SCHRODER® ermittelte fiir eine (allerdings
regenerierte) Zyklone 0Ey, +- 0’ R* = 5,410 Kilojoule und 6 (E,; + E;)
= 5,6- 10 Kilojoule als Energieumsitze iiber einer Fliche 2,34-10' cm?
in 18 Stunden, was einer GréBenordnung von 10~* Watt/cm? ent-
spricht.

Die besondere Rolle der Passatgebicte fiir den Energiehaushalt der
Atmosphire ist kiirzlich durch die Untersuchungen H. v. FICKERs klar-
gestellt worden'®l. Nach seinen Untersuchungen besteht der Passat
aus einer feuchten und relativ kiihlen ,,Grundstrémung®, die durch die
Passatinversion von der trockenen und warmen Oberstrémung, die
ebenfalls dquatorwirts driftet, abgeschlossen ist. Die stabilisierende
Wirkung der Inversion hat zur Folge, daB die von der Meeresober-
fliche durch Anheizung und Wasserdampfzufuhr in die Grundstrémung
iibergehende Energie nicht in die Oberstrémung gelangen kann, da die
Passatinversion austauschhemmend wirkt. Infolgedessen wird fast die
ganze zugefithrte Energie in der Grundstrémung akkumuliert und in
die dquatoriale Kalmenzone verfrachtet, die dadurch, wie Jaw12 zeigte,
einen Energiestrom E erhilt, der den Betrag der solaren Energiezufuhr
der Kalmenzone E’ um ein Mehrfaches iibersteigt (E=06E’). Der von
v. FICKER ermittelte Betrag der Energieakkumulation (rund 10 Kal./kg
Luft der Grundstrémung) konnte von Jaw durch eine genauere Be-
rechnung in der GréBenordnung bestitigt werden (7 bis 7,5 Kal./kg).
Die energieakkumulierende Funktion der Passate mul eine Steigerung
des Nutzeffektes der atmosphirischen Zirkulation zur Folge haben,
weil dadurch der Atmosphire groBle Wirmemengen bei hoherer Tem-
peratur zugefiihrt werden (Technisches Analogon: Vorwirmungsprinzip).

100 ScHRODER, R.: Die Regeneration einer Zyklone iiber Nord- und Ostsee.
Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser., Bd. 4 Nr. 2.

101 FIcKER, H. v.: Die Passatinversion. Ver6ff. meteorol. Inst. Univ. Berlin
Bd. 1 Heft 4. Berlin 1936 — Bemerkung itber den Warmeumsatz innerhalb der
Passatzirkulation. S.-B. preuB. Akad. Wiss. 1936 S. 103.

102 Jaw, J.: Zur Thermodynamik der Passat-Grundstrémung. Verdff. meteorol.
Inst. Univ. Berlin Bd. 2 Heft 6. Berlin 1937.
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III. Spezielle Dynamik der
Atmosphaére.

§ 1. Grundgleichungen der atmosphéirischen Statik.

Die Grundgleichungen der atmosphirischen Statik ergeben sich aus
den Bewegungsgleichungen (87) bzw. (88) durch Nullsetzen aller Ge-
schwindigkeitskomponenten zu

09 1 0p 00 op
(119) 0= (T;Vl + 797 a‘;;l oder 0= &72 + [0 (");V;‘ y
hieraus folgen durch Rotationsbildung (g;;; ist der auf S. 20 erkldrte
Tensor) die Gleichungen:

. dp do o 0p 0 . 8o 0D o doa 0D
('120) O_Sivfk??x_j@-ﬂ’ 0—8“]6&—%;(97}@’ O—Sijkazka, O—é‘ijk%a?;c,
und durch Elimination von ¢ bzw. « aus (119) ergibt sich:
] oD dp
(121) 0= eifkﬂ; 07%‘ .

Die Relationen (120) und (121) sind die analytische Form der Be-
dingung des Zusammenfallens der Flichensysteme @ = konst., p = konst.,
o =konst., «=konst., und mittels der Zustandsgleichung (1) 18t sich
zeigen, daB auch die Isothermenflichen T =konst. dieser Bedingung
geniigen, daher auch die Isentropenflichen S=konst. und die Flichen
gleicher potentieller Temperatur #=konst.103.

Wenn %, = x, x, = v ,,horizontale’ Koordinaten bedeuten (¢ @/¢x
= 0®/6y = 0) und x, = z positiv gezdhlt wird in Richtung zunehmen-
der potentieller Energie des Schwerefeldes, so reduziert sich (119) auf
0plox = 0p/0y = 0 und
(122) ., = —8e,

wegen 0®@[0z = g. (122) heiBt ,statische Grundgleichung®; sie wird
wegen (1) gewdhnlich in der Form

0ln
123 i
benutzt und gestattet bei bekannter Temperaturverteilung 7'(z) in
einem Intervall (z;, z,) die Berechnung des Druckes* aus

22
(g dz 8y — &
(124) ;b2=;b1-eXp<—~ %T>=;§1-exp{———%£2T—ml)}:
21
103 AnNserL, E. A.: Beitrage zur Dynamik und Thermodynamik der Atmo-
sphire. Diss. Gottingen 1913.
* Auf die umgekehrte Aufgabe, aus den gemessenen Drucken p,, p, bei be-
kanntem T (2) (2, =z ==z, die Hohendifferenz z, — z zu berechnen (, baro-
metrische Héhenmessung‘‘), kann hier nicht niher eingegangen werden.
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wobei fiir die Zwecke der dynamischen Meteorologie von der Abnahme
von g mit der Hohe abgesehen werden kann*; hierin heifit

B9 — Z
(125) Tp="
iz
T
2y
,,barometrische Mitteltemperatur“. Dieselbe ist nur im Falle der Iso-

thermie T =konst. mit der ,,arithmetischen Mitteltemperatur*
2a
. 1
126 T—_1 f Tdz
( ) (22 — 21)
21

identisch**, sonst ist T,,<< T, wie immer T (z) auch mit der Héhe variiert.
Das graphische Bild von T (2) heift ,,geometrische Zustandskurve** (der
Temperatur).

§ 2. Polytrope Atmosphéiren.

Ein beliebiges Luftquantum der ruhenden Atmosphire unterwerfen
wir (etwa durch eine quasistatische Verschiebung) einer ,,individuellen
Zustandsidnderung. Muf3 diese Zustandsinderung nach einer Poly-
tropen der Klasse n erfolgen, damit der Fall der Autobarotropie (vgl.
S.37) eintritt, so heit die Atmosphire ,nach der Polytropen der
Klasse # aufgebaut”. Fiir polytrope Atmosphiren gelten folgende ein-
fache GesetzmiBigkeiten®: Es ist dpfo = (n + 1) R - 4T (vgl. S. 10),
also wegen der Autobarotropie (Ubereinstimmung von ,,geometrischer’

und individueller Zustandsdnderung): 1 ?P =(mn+1)R or , woraus
S . . . 0 0z dz
sich in Verbindung mit (122) ergibt:
oT ¢ 1
(127) T TR D

* Bei der Behandlung des Problems der gesamten Atmospharenmasse ist
jedoch diese Vereinfachung nicht statthaft (vgl. hierzu E. MascarT: Sur la
masse de I’atmosphére. C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 114 S. 93—99. — ExnorLm, N.:
Uber die Héhe der homogenen Atmospharen usw. Meteorol. Z. 1902 S. 249 — 260.
— TRABERT, W.: Lehrb. d. kosm. Physik. S. 307. Leipzig-Berlin 1911. — EMDEN,
R.: Gaskugeln. Leipzig-Berlin 1907). Beilaufig sei bemerkt, da eine exakte Be-
rechnung der Gesamtmasse der Atmosphire nicht méglich ist, man kann aber
angeben, daB die Masse der Atmosphire 5,2 - 10%! g betrigt, wenn die Luftschichten
unberiicksichtigt bleiben, deren Dichte <1072 g cm~2 ist; diese Angabe geniigt
aber fiir die Zwecke der dynamischen Meteorologie. Man beachte zum Vergleich,
daB einer Dichte 1072 g cm™?® etwa 1500 He-Atome/cm3 entsprechen, allein in
1000 km Hohe sind nach CHAPMAN und MILNE noch immer 10° He-Atome/cm?3.

** Bei linearer Temperaturinderung ist in erster Ndherung T, =T (vgl. z. B.
F. M. Ex~NEr: Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S. 39/40).

104 EmMpEN, R.: Beitrage zur Thermodynamik der Atmosphare, 1. Mitt.
Meteorol. Z. 1916 S. 351—360 — Thermodynamik der Himmelskorper. Enzykl.
d. Math. Wiss. Bd. 6, 2 B Heft 2 (1926) S. 395ff.
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d. h. in einer polytropen Atmosphire herrscht ein konstanter Tempe-
raturgradient. Bei einer Ausgangstemperatur T, fiir z =0 ist dem-
nach in der Héhe

__RT,

(128) =220 )

die Temperatur auf Null herabgesunken, dort ist auch (vgl. weiter
unten) p =p = 0. H, heiBt ,,Hohe der polytropen Atmosphire,
speziell ist

(129) Hy=2Do

Ty 8ss Ty \ 8as
= 7991 35) = Hol0) - 375) 0
die ,,Hohe der homogenen Atmosphire” (n = 0, o = konst. = g,),
worin H,(0) = 7991 m die Hohe der homogenen Atmosphire fiir T,
= 273° und Normalschwere bedeutet. Mit Einfithrung der Hoéhe der
polytropen Atmosphire H, ist die Abhingigkeit der ZustandsgréBen
T, p, o von der Héhe z durch die einfachen Beziehungen gegeben:

(130) p=to(t—g5) .

z\n
Q=100 (1 - y) ,
aus denen durch den Grenziibergang » —> oo die fiir die isotherme Atmo-
sphire geltenden Gleichungen (T = T, = konst.)

(131) ?:Po'eXP("I%>’ 92@0'6"?(*?57)

resultieren, die auch direkt aus (124) durch Integration mit Riicksicht
auf (128) folgen. Durch Umkehrung von (130) ergibt sich die ,,poly-
trope Hohenformel

w2 = mfi- (27

deren Verwendbarkeit CRaMER95 diskutiert hat.

§ 3. Stabilitatskriterien.

Die statischen Bedingungen (122) bzw. (123) charakterisieren den
Ruhezustand einer Luftmasse noch nicht erschépfend, es miissen noch
Angaben iiber das Verhalten der Luftmasse gegeniiber Stérungen hinzu-
treten. Wie immer die Temperatur auch mit der Héhe variieren moge,
eine Luftmasse kann sich trotzdem im Gleichgewicht befinden, solange
nur in der Horizontalen keine Dichteunterschiede auftreten (diesen

105 CRAMER, H.: Zur Anwendung der polytropen Hohenformel. Meteorol. Z.
1917 S. 87—89. — Vgl. auch P. SCHREIBER: Zur polytropen Atmosphare. Ebenda
1920 S. 73—77.
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Punkt hat besonders Exkman klargestellt, vgl. S. 65); damit jedoch
auch bei Stérungen das Gleichgewicht erhalten bleibt, muf3 der verti-
kale Temperaturgradient gewissen ,,Stabilitidtsbedingungen‘* geniigen.

Aus der auf ,,Stabilitdt zu untersuchenden Luftschicht® grenzen wir
eine als ,,Probekérper’” dienende beliebig groBe Luftmasse M= f f f odt
ab und denken uns dieselbe einer virtuellen Verschiebung (Kompo-
nenten dx;) unterworfen; die Bedingung der Konstanz der Masse fordert
fiir die dx; das Bestehen der Gleichung (104). Infolge der Verschiebung
erleidet M eine thermodynamische Zustandsinderung, die durch die
Polytrope #n = 1/(%x — 1) (Isentrope) bestimmt sei (da in der Meteoro-
logie vorwiegend die Stabilitit einer Schichtung hinsichtlich adiabati-
scher Stérungen betrachtet wird). Ist die Stérung reversibel, so ist da-
durch die Stabilitit der Schichtung gewihrleistet; andererseits erfordert
die Bedingung der Reversibilitit gemiB den thermodynamischen Gleich-
gewichtsbedingungen (10):

T6S = af//cpgnzr —/ff(%’f; dx,d7

worin die rechte Seite analog der auf S. 45 durchgefithrten Rechnung
zu gewinnen ist, unter Berticksichtigung des Umstandes, da3 die Ver-
schiebungen dx; virtuelle sind (6¢ = 0). Fiir isentropische Zustands-
dnderungen mul also

o el - & )i

sein, wobei zur Umformung des ersten Terms der rechten Seite von (104)
Gebrauch gemacht wurde. Mit Riicksicht auf (122) folgt weiter:

Oé’.///@{cpg—j—i—g}éz-dr,

woraus sich die gesuchten Stabilitatskriterien

aT/g(Sz oT g (x—1)

— 0T = — 6z =, oder =R
ergeben'%, da die Masse beliebig angenommen werden durfte. Es defi-
niert also:

0T _ g (x—1) . . .
l— o <F stabiles Gleichgewicht,
0T g (x—1) indifferentes (, konvektives) Gleich-
(133) 0z R x  gewicht107,
T — . . .
— g—z > }% (e ” 1 Instabilitat (,labiles Gleichgewicht).

106 Vgl. auch H. ErRTEL: Thermodynamische Begrindung der atmosphari-
schen Stabilitdtskriterien. Meteorol. Z. 1933 S. 176—177.

107 Lord Kervin (W. Tuomson): On the convective equilibrium of tempe-
rature in the atmosphere. Manchester Phil. Soc. Mem., Ser.3, Bd. 2 (1865);
Papers III, App. E, S. 255.
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Die GroBe ,, __ & (x—1) _ .10-5 £ [Grad
Y= 9,79 - 10 g45[ rad/cm],

die sich natiirlich auch aus (127) fiir # = 1/(x — 1) ergeben muB, heif3t
,,trockenadiabatischer Temperaturgradient; in praxi kann gew¢hnlich
9 = 1 Grad/100 m gesetzt werden.

Noch einfacher lassen sich die Stabilititskriterien (133) wie folgt
ableiten: Das Gleichgewicht ist stabil, indifferent oder labil, je nach-
dem ob die potentielle Energie (etwa der Masseneinheit) ¢ ein Mini-
mum, konstant fiir alle benachbarten Lagen oder ein Maximum ist,
d. h. je nachdem ob die ,,virtuelle Arbeit“ (—d¢)

—L(Se 0

ist. Nun zeigt das Variationsprinzip (102), daB zu setzen ist: e =@+ g
(fiir adiabatische Zustandsinderungen), mithin muf3

(134) ( +a”’s) 20

sein oder wegen @ = g.z, ygy=c, 7T
_ T g _ g le—1)

6z>c - R Py

in Ubereinstimmung mit (133). Diese Ableitung der Stabilititskriterien
148t {ibrigens erkennen, daB beim konvektiven Gleichgewicht als Aqui-
valent der potentiellen Energie das Schwerefeldes eine Abnahme der
Enthalpie (des , Wirmeinhaltes*) auftritt und umgekehrt, daB3 dagegen
nicht, wie GULDBERG und MoHN1® irrtiimlich meinten, die Anderung
der potentiellen Energie der Lage aus der inneren Energie ¢, T be-
stritten wird. Bereits v. BEzorp1®, EMDEN!!® und V. BJERKNES!!
haben in anderer Weise diesen Irrtum aufgeklirt.

Durch eine dynamische Betrachtungsweise ergeben sich die Stabili-
titskriterien (133) in folgender Weise: Wir beschreiben die Vertikal-
bewegung eines kleinen, dynamisch aus der Gleichgewichtslage (z),_,= ¢
gebrachten ,isolierten Luftquantums‘* (Probekorpers) durch die dritte
der LacrangEschen Gleichungen (55):

dx dy op

92 da da

&z\ | éx dy ép

(135) 90<Z—W)‘ o 96 95
9% oy dp

ac éc dc

108 GuLDBERG, C. M., u. H. MoHN: Uber die Temperaturanderung in verti-
kaler Richtung der Atmosphire. Meteorol. Z. 1878 S. 113—124.

109 BezoLp, W. v.: Uber die Temperaturinderung auf- und absteigender
Strome. Meterorol. Z. 1898 S. 441 —448.

110 EmMDEN, R.: Thermodynamik der Himmelskérper. Enzykl. d. Math. Wiss.
Bd. 4 2 B (1926) Heft 2 S. 3991.

111 ByErRKNES, V.: Theoretisch-meteorologische Mitteilungen. Meteorol. Z.
1917 S. 166—176.
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und kénnen annehmen, daf eine kleine Verschiebung des kieinen Probe-
korpers das umgebende Druckfeld nicht merklich stért, so daB also
dem Probekérper der praktisch ungestérte Druck der Umgebung

(136) D= Po— 800z — )

,,aufgepragt” wird. Wegen

0 0z 4 0z 0 0z 0
%Z_‘g%%ﬂ gzg:_‘g%%’ a_iz:”ngg—ggggo<Z—C)
und Po— goy,  Z=—g

nimmt dann die Gleichung (135) die Form
dx dy dz

da da da
%z ox 0dy Oz
(137) = T8 8 e o5 @

0r dy Oz dlng,
G 9c 95 T e @0

an oder nach Aufspaltung der Determinante und Beriicksichtigung der
Kontinuitatsgleichung (54):

02 d1ln
(138) Et_f"i"g:g%)_!_g ag@o (Z—C)ch
(vgl. S.23). Bezeichnen wir mit
E=x—a, n=1vy—b, =z—¢

die Komponenten der Verschiebung des Probekérpers, welche GréBen
mit ihren Ableitungen nach den Numerierungskoordinaten als kleine
GroBen erster Ordnung anzusehen sind, so wird

¢ d1n 0& ¢ 0¢ 0
e e TR e (]
also
o2 ol
(139) e =gt elfl.r
bis auf kleine GroBen hoherer Ordnung Nun ist erstens:
dlng, 6T0
=T (E %)

ferner gilt mit Riicksicht auf (136):

n

= e

wenn die thermodynamische Zustandsinderung des Probekérpers durch
eine Polytrope der Klasse # gegeben ist*; daher folgt aus (135) die
Schwingungsgleichung isolierter Luftmassen

(40) o =~ [ )+ 5 o= -1

* Fiar nF1/(x — 1), also fur nichtadiabatische Zustandsinderungen, ist
natiirlich die ,,isolierte’* Luftmasse nicht ,,thermisch isoliert*.
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fiir polytrope Zustandsidnderungen. Das polytrope Stabilititsmall
— 88 (1 97,
(141) F"“TO[R(WH)JF %)

(Kraft pro Masseneinheit in der Entfernung Eins von der Gleich-
gewichtslage) zeigt an

_— a:ro
[ Stabilitit, wenn I7,>0, d.h. — < ‘"(77—; L
e T,
(142) 1 Labilitat, wenn I", <0, d.h Oa 00 > Wiﬂ)
a7, g

l Indifferentes Gleichgewicht, wenn I, =0, d.h. — o TRm D)’

und liefert im Falle adiabatischer Zustandsinderungen (n = 1/(x — 1))
die Stabilitatskriterien (133).

(143) rn;i:%[%(x—1)+%]:_§_[ +aT0]

x—1 x

heiBt HESSELBERGsches Stabilitdtsmaf3!!z.

Die vorstehend mitgeteilte Ableitung der Schwingungsgleichung (140)
hat gegeniiber der iiblichen Ableitung derselben aus den EULERschen
Gleichungen (vgl. S. 69) den Vorzug der Mitberticksichtigung der Konti-
nuitdtsgleichung.

Hinsichtlich meteorologischer Anwendungen (Leeseitige Luftwogen,
Féhn) der Schwingungsgleichung (140) sei auf eine Arbeit von LiNkg13
verwiesen.

Fiir I', > 0 fiihrt das isolierte Luftquantum (theoretisch ungedampfte)
Schwingungen mit der Periode

27 9T,

(144) Ty = T —fc— (in Grad/100 m) (in Sekunden)
aus, also im adiabatischen Falle: — 09 1052
— 0,5 74
(145) == 0,0 332
l/ g [ _’_aTO} + 1,0 (Inversion) 236
dc +20( . ) 194
iiber deren GroBenordnung die ~ 10,0 (starke Inversion) 100

nebenstehende Tabelle (nach
LinkE) orientiert und die die stabilisierende Wirkung der Inversionen
deutlich erkennen 14Bt.

112 HesseLBERG, TH.: Uber die Stabilitatsverhiltnisse bei vertikalen Ver-
schiebungen in der Atmosphire und im Meere. Ann. Hydrogr. 1918 S. 118 und
besonders : Die Stabilitdtsbeschleunigung im Meere und in der Atmosphare. Ebenda
1919 S. 292.

13 T1INKE, F.: Zur Vertikalbewegung isolierter Luftmassen. Meteorol. Z. 1928
S. 255. — Siehe auch P. RaeTHJEN: Zur Vertikalbewegung im atmospharischen
Kontinuum. I.Teil. Isolierte Luftmassen im atmospharischen Kontinuum.
Ebenda 1929 S. 202.
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Ubrigens 148t sich die Schwingungsgleichung (140) aus dem Varia-
tionsprinzip tz
0| Ldt=0
!

mit der LAGRANGE-Funktion

1 [0\2 1
L= By — Bt = 5 (57 — 5 1u

ableiten; die potentielle Energie (pro Masseneinheit) der um die verti-
kale Strecke £ von der Gleichgewichtslage entfernten Teilchens ist also
durch
(146) Epob = %Fn 52
gegeben.

Durch Einfithrung der potentiellen Temperatur (15) lassen sich die
Stabilitdtskriterien (133) auch durch

0 stabiles
(147) 7 =0 indifferentes { Gleichgewicht
labiles

darstellen. Die entwickelten Stabilitdtsbedingungen gelten-auch fiir
feuchte Luft, solange sie ungesittigt ist.

Zur Ableitung der Stabilititskriterien fiir gesittigt feuchte Luft be-
dienen wir uns zweckméaBigerweise der zuerst von v. BEZOLD!!4, neuer-
dings besonders von RoBrTzscu15 eingefiihrten ,,Aquivalenttemperatur*

(148) T#=T+ 72,
Cp

die als diejenige Temperatur aufgefaBSt werden kann, die eine Luft-
masse annimmt, wenn ihr gesamter Wasserdampfgehalt (gemessen durch
die spezifische Feuchtigkeit ¢, vgl. S. 12) bei konstantem Druck kon-
densiert wird. Fiir die Kondensationswdrme » kann fiir praktische
Zwecke ein konstanter Wert (etwa der fiir T =273 °) benutzt werden,
fir Temperaturen unter 0° C tritt an Stelle von # die Sublimations-

wirme; es wird dann wegen ¢ = 0,622 ;;; (vgl. S. 12): ch— = 1570 - ?f
bzw. 1780 - ; . Die Enthalpie feuchter Luft wird bei Sét”éigung (=9

:0,622-%"—, vgl. S. 13 u. 14):

yy = CP<T+£cqp7m) = ¢, I5 = ¢, Ly,

114 Bezorp, W. v.: Zur Thermodynamik der Atmosphéare. S.-B. preuf3. Akad.
Wiss. 1898 S. 485522, 1189—1206 — Ges. Abhandlungen aus den Gebieten der
Meteorol. und des Erdmagn., S.91—127, 128 —144. Braunschweig 1906.

115 RoBrrzscH, M.: Aquivalenttemperatur und Aquivalentthermometer.
Meteorol. Z. 1928 S. 313—315.
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und dieser Ausdruck an Stelle von g in (134) substituiert, ergibt die
Stabilitdtskriterien feuchter Luft

oTE _
(149) - 0z =

£ _
;;-—-V
im Zustand der Sittigung.

Da aus (110) mit Riicksicht auf (23) und (123) folgt:

oTy orT dlne,

Yqm
“% 3, _CPW+7qm 0z +gRT’

kann der Bedingung (149) auch die Form

1/ m
5(1 + Yi’ifl—:)
dlne,
Cp TV qm aT

oT
(150) s

VIA

gegeben werden. Der autobarotrope Spezialfall

g( _e_@)
(151) _ar __or  S8\""®T) |
dz = 0Oz —0 , dlne,
P+ qm dT

definiert den ,,feuchtadiabatischen Temperaturgradienten y*. Hierin
ist ¢, (7) z. B. durch die empirische Formel von MacNuUs (18) gegeben.
Die erstmalig von Hann!16 durchgefithrte numerische Berechnung er-
gibt eine wesentliche Verringerung der Abkithlung adiabatisch auf-
steigender gesittigt feuchter Luft durch die freiwerdende Kondensa-
tions- bzw. Sublimationswirme gegeniiber der trockenadiabatischen
Abkiihlung; fiir tiefe Temperaturen bzw. groe Hoéhen gilt aber: ¢, — 0,
¢, ~ 0 und damit p* — y. Bezlglich Tabellen und graphischer Hilfs-
mittel zur Ermittlung der feuchtadiabatischen Zustandsidnderungen
mufB auf die S. 16 u. S. 64 zitierte Literatur verwiesen werden.

Die Gleichung (151) fiir den feuchtadiabatischen Temperaturgradien-
ten, die auch auf die zweckméBigere Form

Ym
ﬁAAOfRQ_
T 74w dne,)

Cp arT

(152)

gebracht werden kann, ist nicht ganz streng; genauer gilt die aus (26)
ableitbare Gleichung

. (1+ &%)
r=7 4 d .
dm Cm
1+%aTmGﬂ

116 HanN, J.: Die Gesetze der Temperaturinderung in aufsteigenden Luft-
stromungen usw. Z. osterr. Ges. Meteorol. 1874 S. 321 —329, 337—346.

(153)
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Von BRUNTY? wurde die Gleichung

X (15—!— 0,612?2;,"7)
(154) r=y
4 0,622 c+d_”)e lyd_eﬂ}
P+ ( ar )t 'aT

abgeleitet, in welcher noch die innere Energie des verfliissigten Wassers
(¢ = spez. Wirme des Wassers) und die Temperaturabhingigkeit der
Verdampfungswarme beriicksichtigt ist, und auf die zweckmiBige Form

zZ—X
gebracht, in der
_0.622er 0,622 ar) de)
X = BT und Z = . {(C+ﬁ)e+7ﬁ]

nur Funktionen der Temperatur sind. Das von BRUNT dazu konstruierte
Isoplethendiagramm mit den Argumenten $ (100 bis 1010 mb) und T
(200 bis 320°) ermdéglicht eine leichte Bestimmung von .

Beziiglich sonstiger Tabellen und graphischer Hilfsmittel zur Er-
mittlung der feuchtadiabatischen Zustandsinderungen muf} auf die
S. 16 zitierte Literatur verwiesen werden; erwihnt sei nur noch das
zur Zeit vollkommenste graphische Hilfsmittel, das RErspaLsche Aero-
gramm!8, ein log T- (Abszisse), T -logp- (Ordinate) Diagramm, auf
dem nicht nur Héhen- und Energieberechnungen leicht durchzufiihren
sind, sondern auch die Ermittlung von Temperaturgradienten-Ande-
rungen bei Vertikalverschiebungen (vgl. S. 88) und Bestimmungen der
Aquivalenttemperatur sowie Umrechnung der dynamischen und geo-
metrischen Hoéhen1o.

Den Begriff der potentiellen Temperatur ¢ erweiternd, hat Stve120
eine ,,pseudopotentielle Temperatur

(156) 0=09+"1

eingefiihrt; sie kann als die Temperatur aufgefait werden, ,,die eine
Luftmasse annehmen wiirde, wenn sie kondensierend aufstiege, bis sie
ihren Wasserdampf vollstindig verloren hitte, und dann wieder ab-
sinke, bis auf sie Normaldruck wire“. @ ist fiir eine Luftmasse eine
Invariante bei trocken-, feucht- und pseudoadiabatischen Prozessen,
solange nur dem Luftquantum kein Wasser neu zugefithrt wird. Die
pseudopotentielle Temperatur kann somit zur Identifikation von

17 Brunt, D.: The adiabatic lapse-rate for dry and saturated air. Quart. }.
Roy. Meteorol. Soc. Bd. 59 (1933) S. 351.

18 REFSDAL, A.: Aerologische Diagrammpapiere. Geofys. Publ. Oslo Bd. 11
(1937) Nr. 13.

119 REFsDAL, A.: Das Aerogramm. Meteorol. Z. 1935 S. 1—35.

120 STvE, G.: Potentielle und pseudopotentielle Temperatur. Beitr. Physik
frei. Atmosph. Bd. 13 (1927) S. 218 —233.
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Luftkérpern und Gleitflichen dienen!?!. Durch Einfilhrung von @ er-
weitern sich die Stabilititsbedingungen fiir gesittigt feuchte Luft

(@m =+ %) wie folgt:

00 stabiles
(157) az"' % 0  indifferentes ; Gleichgewicht.
labiles

Die Anwendung der Stabilititskriterien fiir gesittigt feuchte Luft
setzt voraus, dal} sich die Umgebung des auf Stabilitidt untersuchten
Teilchens gleichfalls im feucht-gesittigten Zustand befindet.

§ 4. Labilititsprobleme.
Es ist zu beachten, daf die Labilititsbedingung (z. B. —-%—Z>y

fiir trockene Luft) noch nicht besagt, dal} sich die Luft bei Realisie-
rung dieser Bedingung ,,von selbst umschichten (,,stabilisieren‘‘) miisse ;
dazu sind vielmehr noch gewisse Umstinde notwendig, auf die wir
unten noch zuriickkommen werden. Dagegen findet sich in der meteoro-
logischen Literatur vielfach die Bemerkung??, daf3 automatisch Um-
schichtung eintritt, sobald durch thermische Vorginge eine Temperatur-

verteilung erzwungen wird, bei der die Dichte nach oben zunimmt:

3—5 > 0. Dieser Fall tritt ein, wenn der Temperaturgradient
0T _ & _ 20 g

(158) ——é)‘;>§——3,4 /1001’1’1(@)

wird, wie man aus obiger Bedingung mittels (1) und (123) leicht findet.
Jedoch hat Exman1? in interessanten Ausfithrungen (auf die wie hier
nur verweisen koénnen) die Unzulissigkeit der obigen SchluBweise auf-
gedeckt:

,,Die Luft ist im Gleichgewicht, wenn sie horizontal geschichtet* ist,
und ohne vorangegangene Stérung wiirde sie sich dann nicht in Bewegung
setzen, selbst wenn die oberen Luftschichten schwerer sind als die unteren.
Das Gleichgewicht ist instabil, wenn die Temperatur um 1° oder mehr
pro 100 m nach oben abnimmt, und nach vorangegangener Stérung kippt
dann die Luft um, selbst wenn die Dichte stetig nach oben zunimmt. Ob
der Temperaturgradient den Betrag von etwa 3,4° pro 100 m irgendwo

121 Vgl. hierzu besonders G. STUVE: Aerologische Untersuchungen zum Zwecke
der Wetterdiagnose. Arb. preul3. aeronaut. Obs. Lindenberg Bd. 14 S. 104—116.
Braunschweig 1922. — Rossey, C. G.: Thermodynamics applied to air mass
analysis. Mass. Inst. Technol.,, Meteorol. Papers Bd. 1 (1932) Nr. 3.

122 7. Bsp. HANN-SURING: Lehrb. d. Meteorol., 3. Aufl. S. 793. Leipzig 1915.
— ARRHENIUS, S.: Lehrb. d. kosm. Physik. S. 5§73. Leipzig 1903. — WEGENER, A.:
Thermodynamik der Atmosphire. S. 111f. Leipzig 1911.

123 Exman, V. W.: Uber den Begriff der stabilen Schichtung. Meteorol. Z.
1920 S. 22—26.

* Das hoipt: 92 = 92 _ ¢,

ox dy

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 5
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ibersteigt oder nicht, d. h. ob das spezifische Gewicht nach oben zunimmt
oder nicht, hat dagegen weder prinzipiell noch praktisch irgendeine dyna-
mische oder statische Bedeutung.‘*

Auch bei einer Temperaturverteilung jée: > — % >y tritt,,von selbst ‘¢

keine Umschichtung ein; dazu bedarf es einer Stérung, bei deren Fehlen
auch die ,,Stabilisierung‘‘ der labil geschichteten Luftmassen mit ,,iiber-

adiabatischen Gradienten‘ — %—Z > y ausbleibt, denn sonst miilten sich

iberadiabatische Temperaturgradienten iiberhaupt der Beobachtung ent-
ziehen. Es zeigen aber z. B. die Untersuchungen von WILH. SCHMIDT124,
Forcu!?5, W. PEPPLER!? u. a., daB iiberadiabatische Gradienten in den
bodennahen Schichten (1500 m) an Tagen starker Einstrahlung eine
ganz gewdhnliche Erscheinung sind. W. PEPPLER fand (a. a. O.) iiber-
adiabatische Gradienten auch in 2500 bis 3000 m Héhe, WiLH. ScHMIDT
(a. a. O.) und WIESE!?? ermittelten sogar ein sekundires Maximum der
Héufigkeit der Temperaturgradienten >7 in der Substratosphire; fiir
Temperaturgradienten > p* tritt dieses sekundire Maximum allerdings
nicht mehr auf. Da nach WIESE Instrumentalfehler fiir die {iberadia-
batischen Gradienten im allgemeinen nicht verantwortlich gemacht
werden koénnen, entsteht die Frage, wie trotz instabiler Temperatur-
verteilung die Stabilitdt einer Luftmasse gewahrt bleibt. Hieriiber
hat sich z. B. EXNER!?® folgende Vorstellungen gebildet: Indem er
durch Integration der Auftriebsgleichung (vgl. S. 69) die verti-
kale Verschiebung z(f) eines Luftteilchens bei instabiler Schichtung

— %—Z =1,1°/100 m (I) bzw. 1,5°/100 m (II) gem#B nachstehender
Tabelle ermittelt, bemerkt er dazu:
Zeit 1 10 ‘ 20 ‘ 50 ’ 100 ‘ 200 sec
ofa | o |83 TS0 | s | [
, , |

»Wenn der Umsturz so langsam erfolgt, wie hier berechnet wurde,
dann ist es wohl von der GréBe der aus der Gleichgewichtslage gebrachten
Luftmassen abhingig, ob sie sich nun mit zunehmender Geschwindigkeit
stets weiter von der Ausgangslage entfernen wird oder ob sie wieder zur

* ,,Eine Gaskugel kann im Gleichgewicht sein, wie immer deren Dichte lings
des Radius variiert” (R. EMDEN: Gaskugeln. S. 36).

124 ScumipT, WILH.: Hiaufigkeitsverteilung des vertikalen Temperaturgradien-
ten. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 7 S. 51—76.

125 ForcH, C.: Temperaturen der freien Atmosphare @ber der siidungarischen
Tiefebene. Meteorol. Z. 1919 S. 197 —202.

126 PeppLER, W.: Beitrage zur Physik des Cumulus. Beitr. Physik frei.
Atmosph. Bd. 10 S. 130—150.

127 WiEsE, B.: Sind die iiberadiabatischen Gradienten reell? Meteorol. Z.
1919 S. 22—25 (Auszug aus Diss., Leipzig 1915).

128 EXNER, F. M.: Zur Frage der iiberadiabatischen Temperaturgradienten.
Meteorol. Z. 1919 S. 245—253.
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Ruhe kommt. Der letzte Fall kann eintreten, wenn die Bewegung so lang-
sam erfolgt, daB ein Temperaturausgleich mit der Umgebung moéglich ist
und die Bedingung -adiabatischer Bewegung nicht mehr erfillt ist. Wir
gelangen also zu dem Ergebnis, daB3 kleine Abweichungen aus dem labilen
Gleichgewichtszustand (genauer gesagt: geringe durch mechanische Ur-
sachen hervorgerufene Massenverschiebungen) denselben nicht zu stéren
brauchen, daB vielmehr bei einer bestimmten labilen Temperaturverteilung
erst von einer gewissen GroBe der vertikalen Verlagerung und der gestdrten
Masse an ein Umsturz eintreten wird. Welche Grenzen hierfiir maf3gebend
sind, entzieht sich solange unserer Kenntnis, als wir nicht iiber den Warme-
austausch einer Luftmasse mit ihrer Umgebung (durch Mischung, Beriih-
rung, Strahlung) und dessen Dauer nihere Erfahrungen besitzen. Keines-
falls wird man annehmen diirfen, da3 eine Luftmasse von kleinem Volumen
sich z. B. in der ersten Minute, wo sie nach unseren Beispielen einen Weg
von 0,5 bis 2,5 m zuriicklegt, adiabatisch bewegt.*

Die ExnErschen Vorstellungen hat v. FICKER!® fiir die Bedingun-
gen der zu lokalen Wirmegewittern fithrenden vertikalen Umschich-
tungen durch neue Gesichtspunkte erweitert. Hier sind die Verhiltnisse
insofern komplizierter, als die Luftteilchen zunéichst nicht durch mecha-
nische Ursachen aus ihrer Gleichgewichtslage gebracht werden, sondern
durch thermische Anheizung vom Boden aus.

., Der Boden und die dem Boden in seichtester Schicht unmittelbar auf-
liegende Luft kann um 30° wirmer sein als die Luft in 2 m Héhe, in der
wir die Lufttemperatur gewhnlich messen. Diese starke Uberheizung der
untersten Schicht fiihrt auch immer zu einem Luftaustausch in vertikaler
Richtung, aber nicht in Form eines aufsteigenden Luftstroms, sondern in
Gestalt feiner Luftstrémchen, durch die die Erwarmung sukzessive bis in
Hoéhen von etwa 1000 m iiber dem Boden getragen wird — der wohlbekannte
Vorgang der konvektiven Heizung oder des thermischen Austausches.
Diese Erwiarmung durch Konvektion ist an jedem schénen Tage wirksam,
durchaus nicht nur an Gewittertagen, d.h. die Konvektion wird fiir sich
allein auch nicht den zur Einleitung des Gewitterprozesses notwendigen,
iiber einem ausgedehnteren Gebiet geschlossen aufsteigenden Luftstromliefern
kénnen. Immerhin versetzt die Konvektion die unteren Luftmassen in
den Zustand labilen Gleichgewichts, da nach den Beobachtungen hiufig
iiber mehrere Hektometer die Temperaturabnahme rascher als 1°/100 m
ist. Dieses bei Schénwetter fast immer vorhandene labile Gleichgewicht
in den unteren Schichten erzeugt aber gewshnlich nur den in den kleinsten
Zyklen sich vollziehenden, im ganzen sehr regellosen und ungeordneten,
thermisch-konvektiven Austausch, wihrend ein aufsteigender Luftstrom
nur dann sich entwickelt, wenn eine besondere Ursache den Austausch
zwingt, in gréBere geordnete Zyklen iiberzugehen. Das Problem liegt des-
halb m. E. in der Auffindung der besonderen Bedingungen, unter denen
sich die ungeordnete, nicht sehr hoch reichende Kleinkonvektion in eine
geordnete, rdumlich gegliederte, bis in groBe Hohen reichende GroBkonvek-
tion umwandelt.*

Eine derartige Bedingung ist z. B. der Einbruch einer verhiltnis-
miBig seichten kilteren Luftmasse (,,Initialbée’) etwa von der Art,

129 FickeRr, H. v.: Uber die Entstehung lokaler Warmegewitter. 1. Mitt.
S.-B. preul. Akad. Wiss. 1931 S. 28— 39.

5*
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wie sie ROSCHKOTT!? gelegentlich einer Untersuchung der Gebirgs-
gewitter fand. Jedoch ist auch eine Initialbée noch keine hinreichende
Bedingung der zur Gewitterbildung fithrenden Umschichtung, wenn in
der Héhe ,,Inversionen® (Schichten, in denen 07/dz>0) oder ,,Iso-
thermien® (07/0z =0), also Luftmassen sehr stabiler Schichtung, der
thermischen Konvektion ein Ende setzen. Einen Fall, in dem die
gewitterauslosende Ursache in dem Verschwinden (durch Auskeilen)
einer Inversion, welche die thermische Konvektion in etwa 2 km Héhe
absperrte, erblickt werden mufB, hat v. FICKER!® eingehend untersucht
und den Nachweis einer zweiten Instabilititszone in der Hoéhe erbracht,

mittels welcher der Umschichtungsproze3

12 7 auf immer hohere Schichten iibergeht und
4 die fiir die Aufrechterhaltung der Um-
schichtungen und deren Ausbreitung von
wesentlicher Bedeutung ist.

Dafl die Feuchtigkeitsverhiltnisse der
Luftmassen bei der Beurteilung der Labi-
litatsverhaltnisse eine groBle Rolle spielen,
wird neuerdings wieder besonders beachtet132,

g

] +/  Es kann der Fall eintreten, dafl in einem
‘;}’i ;;Ocﬁjza;ei:ﬁz::bﬂ;,,Z:S;?::_' Punkte P eine Luftmasse stabil gelagert ist
densationsadiabate. hinsichtlich trockenadiabatischer Verschie-
bungen, jedoch labil hinsichtlich konden-

sationsadiabatischer Verschiebungen; die geometrische Zustandskurve
der Temperatur T (z) muB dann in dem Gebiet zwischen Trocken- und

Kondensationsadiabate verlaufen (vgl. Abb. 3):

oT
Es herrscht also im Punkte P fiir eine
trockene stabiles . .
L leich
gesittigt feuchte } uftmasse { labiles } Gleichgewicht,

ein Zustand, fiir den REFsDAL13® die Bezeichnung ,,feuchtlabil” ein-
gefiihrt hat. Wird eine Luftmasse von der Temperatur 7, in der Hohe z,
durch eine Verschiebung (z—z,) trockenadiabatisch auf eine Tempe-
ratur T oder kondensationsadiabatisch auf eine Temperatur 7%

130 RoscHKOTT, A.: Untersuchungen iiber Bdenbildung im Gebirge. S.-B.
Akad. Wiss. Wien, I1a, 1912 S. 2635—2666.

181 Ficker, H. v.: Uber die Entstehung lokaler Wirmegewitter. 2. Mitt.
S.-B. preuB3. Akad. Wiss. 1932 S. 197.

132 Besonders z. B. von C. K. M. DoucrLas: Temperatures and humidties in
the upper air: Conditions favourable for thunderstorm development. Meteorol.
Office, London, Professional Notes Nr. 8§ (1930).

133 REFSDAL, A.: Der feuchtlabile Niederschlag. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr.12.
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gebracht, so heilen die Gréfen

T—-T, «_ I*—T,
nach REFSDAL ,, Trockenlabilitit bzw. ,,Feuchtlabilitit“ der Luftmasse
von z, bis z.

Herrscht an einer Stelle des Massenfeldes Gleichgewicht: 0= —g— PR

so erfihrt eine dorthin gebrachte Luftmasse anderer Dichte g* einen
Auf- oder Abtrieb (da p = $):
dv, 10p o—o*
(161) it T 8T o =8
je nachdem p* <= g; wegen (1) kann dafiir auch
dv, T* T

(162) @ T

gesetzt werden. Es gibt also der Ausdruck

(160) L=

(163) A:g/T*T‘T.dz

Zo

die von der Masseneinheit eines von z, bis z aufsteigenden Luftquan-
tums an die Umgebung abgegebene Arbeit, wenn 7 (z) die geometrische
Zustandskurve bedeutet und 7%*(z) die Temperatur des individuellen
Teilchens, die fiir z << 2 (A = Kondensationsh6he*) durch die Trocken-
adiabate und fiir 2 > % durch die Kondensationsadiabate gegeben ist
(stetiger Ubergang bei z = %#). Wegen (123) kann (163) auch durch

y4
(164) A:—Rf(T*—T)dlnp:R-F

ausgedriickt werden, wenn p,, p die den Punkten z,, z zugeordneten
Drucke bedeuten. Mittels eines Diagrammpapiers mit linearer Tempe-
ratur- und logarithmischer Druckskala ist also die ,,Labilititsenergie
pro Masseneinheit (4) durch die von der geometrischen Temperatur-
kurve T(z) und der ,Zustandsinderungskurve T7*(z) begrenzten
Flache (F) leicht ermittelbar (,,Emagramm®, REFSDAL, a. a. O.*%),
Die Betrachtung der Abb. 4 zeigt beispielsweise, daB3 an einem Luft-
quantum, das vom Anfangszustand p,, T, zunichst trockenadiabatisch
bis zur Kondensationshthe % und dann kondensationsadiabatisch um
eine weitere Hohe s (bis zum ersten Schnittpunkt P’ der Konden-

* h ist die Hohe, in der T* = 1 (Taupunkt; vgl. S. 11) und kann z. B. aus
I =123 (T¥,—7) ermittelt werden (FERREL, HENNIG, J. SCHUBERT); eine andere
Formel hat neuerdings V. VA1sALA abgeleitet (Kondensationshéhe aus relativer
Feuchtigkeit und Lufttemperatur. Meteorol. Z. 1929 S. 229—230).

** Auf die Theorie des ,,Evogramms‘‘, das die Labilitdtsenergie pro Volumen-
einheit zu berechnen gestattet (lineare Druck-, logarithmische Temperaturskala),
kann hier nicht nidher eingegangen werden.
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sationsadiabate mit der geometrischen Zustandskurve 7 (z) gehoben
werden soll, Arbeit geleistet werden mul, denn es ist
Phys
A = —R/(T* —T)dlnp = —RF < 0.

Do

;;Zﬂ;\ p Von P’ aus steigt aber das
- -1 Luftquantum selbstidndig weiter
bis zur Endhche H unter Ab-
s00 N7 gabe der Arbeit
EFA Py
w00 ’”%A A" = _Rf(T* — T)dlnp
Ea Phys
700 %‘ =+RF">0
N Grhts (,,positive Labilititsenergie)
00 "QIII sz/z an die Umgebung. Ein Vorgang
00 _N——Q-— (z. B. eine Initialbée), der unter
Aufwendung der relativ kleinen
1000 %, Zo(#%) Arbeit R - F' ein Luftquantum
aus der Anfangslage p,, T, (P,)

7700 0
250 20 70 0 #10  +#20 +30 £ ;
um /% 4 s hebt, 16st die groBe

Labilititsenergie R-F'" aus*.
Die zur Erreichung des feuchtlabilen Zustandes notwendige Hebung
h + s 14Bt sich (nZherungsweise) mittels der ReEFsparschen ,,Schauer-

formel

. =9
(165) hts=hEolg

berechnen, deren Ableitung die Annahme zugrunde liegt, daB y* und

Abb. 4. Emagramm.

_ oT .
Y= —5, im Intervall (P,, P’) als Konstanten angesehen werden kénnen.

Die beim Aufsteigen vom Punkte P’ aus freiwerdende Energie R-F"’
1aBt sich auch einem von SHAW?'% unter dem Namen ,,Thephigramm* **

* Insgesamt wird also beim Aufsteigen eines Luftquantums von P, bis P
die Energie R« (F"’ — F’) frei.

134 Spaw, N,, and F. Faumy: The energy of saturated air in a natural environ-
ment. Quart. J. Roy. Meteorol. Soc., Lond. 1925 S. 205—226. — Suaw, N.: The
relation of the records of registering balloons to entropy-temperature diagrams
for saturated air. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 12 S. 229—237 — Manual of
Meteorology, Bd. 3. Cambridge 1930. — Beziiglich der Anwendungen des Tephi-
gramms vgl. auch C. G. RossBY: The tephigram, its theory and practical use in
weather forecasting. Mass. Inst. of Technol., Professional Notes Nr. 1 (1929). —
Gorp, E.: Maximum day temperatures and the tephigram. Meteorol. Office,
London, Professional Notes Nr. 63 (1933). — Zahlreiche Beispiele fiir die Dar-
stellung aerologischer Aufstiege in Tephigrammen enthilt: Comm. Int. de la haute
atmosphére. C. r. des jours int. 1923. London 1927.

** — T, @-Diagramm, wegen der bei englischen Autoren iiblichen Verwendung
des Symbols @ fir die Entropie.
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eingefithrten Temperatur-Entropiediagramm entnehmen, das zur Unter-
suchung der atmosphérischen Stabilitdts- und Labilitdtsverhdltnisse
duBerst zweckmiBig ist (Abb. 5). Durch Eintragen der aus den aero-
logischen Aufstiegen gewonnenen zusammengehorigen Werte von T
(Abszisse) und p (gestrichelte Linien = Isobaren) in das Diagramm er-
hilt man die geometrische Zustandskurve 7'; dann ergibt die von der
durch den Anfangspunkt gehenden Sittigungsadiabate (ausgezogene
Kurven-Kondensationsadiabaten*) und der Zustandskurve eingeschlos-
senen Fliche G" direkt die Labilitdtsenergie

’

S
(166) A” =/ (T* — T).dS = G,
Sy

falls das Luftquantum in P’ 590mé _ 440 200 200md
gesittigt war. Gleichung (166)
folgt aus (164) sofort wegen
dS = ¢,-dT|T —R-dp/p,
also

(dS)T=k0ns’c. =—R- d(lnp) .
Aus (160) ist ersichtlich, da3
die Labilitdtsenergie nur po-
sitiv ist fir 7*>7T, d.h. ¥ N A\
solange die geometrische Zu- %%
standskurve unter der zum

Ausgangszustand  gehoren- A" Tepfigumn, (Verinfahie Dsclung sur B
den Sittigungsadiabate ver-

lauft. War die Luft anfangs nicht gesidttigt (etwa Anfangszustand P,
in Abb. 5), muB also das Luftquantum erst unter Aufwendung duflerer
Arbeit lings der (horizontalen) Trockenadiabate bis*zur bei P, ein-
tretenden Sittigung und dann lings der Kondensationsadiabate bis P’
gehoben werden, so ist ersichtlich die Fliche G’ negativ in Rechnung
zu stellen.

Inversionen zeichnen sich durch groBe Stabilitit aus (vgl. S. 61),
doch kénnen Umstdnde eintreten, welche die Entstabilisierung einer
Inversion auBerordentlich beglinstigen; ein solcher Umstand liegt z. B.
vor, wie v. FICKER135 gezeigt hat, wenn die Inversion eine sehr feuchte,
der Sittigung nahe Grundstrémung von einer sehr trockenen Ober-
stromung scheidet, wie es z. B. in den Passatgebieten?3® und bei ge-
wissen, mit Stidostwinden verbundenen Wetterlagen in Mitteleuropa

«— Jermperatur

* Die Trockenadiabaten (S = konst.) verlaufen horizontal und sind in obiger
Abbildung nicht eingezeichnet.

135 Ficker, H. v.: Uber die Entstehung eines geschichteten aufsteigenden
Luftmassensystems. Meteorol. Z. 1936 S. 472.

136 FickER, H. v.: Die Passatinversion. Verdff. meteorol. Inst. Univ. Berlin
Bd. 1 Heft 4. Berlin 1936.

£ntropie S—e
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der Fall ist. Eine relativ geringe Hebung des ganzen Systems, oro-
graphisch oder durch Strémungskonvergenz bedingt, fithrt dann zur
Entstabilisierung. Hat die Inversion die vertikale Dicke 6 und sind
die Temperaturen 7 _, (unmittelbar unterhalb der Inversionsbasis in
der gesittigt-feuchten Grundstrémung) und 7, (unmittelbar oberhalb
der Inversion in der trockenen Oberstrémung), so werden die ent-
sprechenden neuen Temperaturen 77, und T7., nach einer Verschie-
bung des ganzen Systems um die Héhe 4:

TI_OZT_O—‘;h, T’-FO";T—I-O_’)/}I’J
und der Gradient nach der Verschiebung (unter Erhaltung der Schicht-

dicke) Tio—The Too—Tio A
5 = 5 -7y

ergibt indifferentes Gleichgewicht bzw. Instabilitat fiir

T’_o—Tf*.o :*
s

so daB die zur Entstabilisierung notwendige Hebung
*
(167) e
(v —7)
betrdgt, worin der von v. FICKER behandelte Fall verschwindender In-
versionsdicke fiir 6 =0 enthalten ist. Eine Isothermie (T, ,=7_,) in

einem derart geschichteten System wird also durch Hebung um
*
h= ( 4 *> b
y=7

entstabilisiert, also praktisch durch Hebung um eine Héhe 4, die der
Dicke der Isothermie entspricht, da ;/(y—;) nahe bei Eins liegt.

§ 5. Die Theorien zur Erkldrung der geometrischen
Temperaturzustandskurve.

Die kinetische Gastheorie zeigt, daB3 sich in einer nur der Schwere
unterworfenen ruhenden Gasmasse Isothermie einstellt3?. Soll ein von

137 Obgleich L. BoLTzMANN fiir diesen Satz mit Hilfe seines H-Theorems einen
exakten Beweis erbrachte (Vorlesungen iiber Gastheorie, I. Teil S. 134{f. Leipzig
1896), wurde dieses Ergebnis vielfach angezweifelt, so z. B. von C. AuG. SCHMIDT
[Das Warmegleichgewicht der Atmosphire nach den Vorstellungen der kinetischen
Gastheorie. Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 4 (1899) S. 1—25], vorher von J. Lo-
scHMIDT [Uber den Zustand des Wiarmegleichgewichts eines Systems von Kérpern
mit Riicksicht auf die Schwerkraft. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 73 (1876) S. 1281f.,
366ff.; Bd. 76 (1877) S. 2151f. (49 S.)], neuerdings von R. v. DALLWITZ-WEGNER:
Der Zustand der oberen Schichten der Atmosphire. Z. Physik 1923 (14) S. 296
bis 301 — Die atmosphirische Temperaturabnahme nach oben und #ahnliche Er-
scheinungen als Wirkung der Schwerkraft. Ebenda 1923 (15) S. 280—286. Da-
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Null verschiedener Temperaturgradient existieren, so ist das Auftreten
von Wirme- und Kiltequellen, Konvektionsstrémungen oder Strah-
lungsprozessen notwendig ; bei permanenten adiabatischen Konvektions-

stromungen wiirde sich z. B. konvektives Gleichgewicht —% =y ein-
stellen.

Die Beobachtungen zeigen nun, daf die mittlere geometrische Zu-
standskurve der Temperatur in den untersten Kilometern der Atmo-
sphire mit einem vertikalen Gradienten von etwa 0,6°/100 m zwischen
konvektivem Gleichgewicht und Isothermie etwa die Mitte halt und
daB diese ,,Troposphire” genannte Schicht erst in einer (mit der geo-
graphischen Breite ¢ variierenden) Héhe von 10km (¢ = 60°) bis
17 km (¢ = 0°) in die nahezu isotherme ,,Stratosphédre” (um —55° C)
iibergeht*. Die Isothermie hilt bis zu den die dynamische Meteorologie
zur Zeit interessierenden Héhen von etwa 20 km an; fiir gréBere Hohen
(etwa 30 bis 50 km) machen luftseismische Erfahrungen?3® ein Wieder-
ansteigen der Temperatur (bis iber 300° abs. in 40 km Hohe) wahr-
scheinlich, wofiir die selektive Ultraviolettabsorption des Ozons eine
Erklirungsmoglichkeit bietet!3®. Eine in jeder Hinsicht den Verlauf
der mittlaren Temperaturzustandskurve fiir die verschiedenen Breiten

gegen: G. JAGER, L. WEICKMANN, W. ANDERSON, P. EHRENFEST, E. GEHRCKE:
Ebenda (17 u. 19) 1923. Beziiglich des Beweises des obigen Satzes vgl. auBer den
Arbeiten von BorrzMaNN, JAGER und EHRENFEST auch F. M. EXNER: Uber den
Gleichgewichtszustand eines schweren Gases. Ann. Physik, 4. Folge, Bd. 7 (1902)
S. 683—686 — ferner C.G. RossBy: Thermisches Gleichgewicht in der Atmo-
sphare. Ark. Mat. Astron. Fys. Bd. 18 (1923/24) 8 S.

* Das Ubergangsgebiet zwischen Troposphédre und Stratosphare heift ,,Sub-
stratosphire‘‘ oder (nach der Bezeichnungsweise englischer Meteorologen) ,,Tropo-
pause’’, wobei letzterer Ausdruck spezieller die (als Grenzfliche betrachtete) Basis
der Stratosphiare bezeichnet.

138 Zusammenfassende Darstellungen: MEISSNER, O.: Luftseismik. Handb. d.
Exper.-Physik (WieEn-Harms) Bd. 25 3. Teil S.211—251. Leipzig 1930. —
DuckerT, P.: Uber die Ausbreitung von Explosionswellen in der Erdatmosphire.
Erg. d. Kosm. Physik (V.CoxraD-L. WEICKMANN) Bd. 1 S.236—290. Leipzig
1931. — BeEnNDORF, H.: Uber die experimentelle Erforschbarkeit der hoheren
Schichten der Atmosphire. I. Sondierung der Atmosphire mittels Schallstrahlen.
Physik. Z. 1929 S. 97—115.

139 DoBsoN, G. M. B.: The uppermost regions of the earth’s atmosphere. 22 S.
Oxford 1926 (Halley-Lecture). — LINDEMANN, F. A.: Meteors and the constitution
of the upper air. Nature (Lond.) Bd. 118 (1926) S. 195—198. — Vgl. auch die
zusammenfassenden Darstellungen von J. BArRTELs: Die hochsten Atmospharen-
schichten. Erg. exakt. Naturwiss. Bd. 7 (1928) S. 114—157. — Gor1z, F. W. P.:
Das atmospharische Ozon. Erg. d. Kosm. Physik (V.CoNRAD-L. WEICKMANN)
Bd. 1 S. 180—235. Leipzig 1931. — BartEeLs, J.: Uberblick aber die Physik der
hohen Atmosphire. Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 10 (1933) Sonderheft. — Dosson,
G. M. B.: The Upper Atmosphere. Smithson. Rep. 1935 S. 183—196. — HAUR-
witz, B.: The Physical State of the Upper Atmosphere. Toronto 1937. — PENN-
DORF, R.: Beitrage zum Ozonproblem. Verdff. Geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser.,
Bd. 8 (1936) Heft 4.
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befriedigend erklirende Theorie steht noch aus. Die Beobachtungen
nach der neuesten Zusammenstellung von RAMANATHAN 40 ynd Sa-
MUELS ¥ ergeben in der Temperaturverteilung in einem Meridional-
schnitt der Atmosphire folgendes Bild (Abb. 6). Und die Theorie hitte
also vor allem drei Tatsachen zu erklidren: 1. Die (angeniherte) Iso-
thermie der Stratosphire, 2. die Breitenabhingigkeit der Basis der
Stratosphire, 3. die Entstehung der Troposphire mit Temperatur-

. oT
gradienten — 5 <.

Die angendherte Konstanz der Stratosphirentemperatur erklirten
bereits HUMPHREYS2 und Gorp™, indem sie die Stratosphire als

geographische Breite
90 80 70 60 50 49 30 20 10 0 70 20 30 40 50 _60_70 80 90°
28 T T T T T T T LT T T T T T T T
g 26+ Agquator
S.ou- w2 220° RN
rd

Sommer Winfer
Abb. 6. Mittlere Temperaturverteilung im Meridionalschnitt (nach RAMANATHAN u. SAMUELS).

eine im Strahlungsgleichgewicht befindliche Schicht aufzufassen lehrten.
R. EMDEN# zeigt aber, dal die Ausfithrungen von HUMPHREYS und
GoLD in der strengen Kritik nicht standhalten und erzielte zugleich
einen wesentlichen Fortschritt durch den Kunstgriff, die Strahlungs-
strome Z, R, E (vgl. S. 18) in je einen kurzwelligen (0 << 1 << 24) und
einen langwelligen (2u << 4 <Coo) Teil zu zerlegen, welche Verein-

140 RamanaTHAN, K. R.: Discussion of results of sounding balloon ascent at
Agra during the period July 1925 to March 1928 and some allied questions. Mem.
Ind. Met. Departm. Bd. 25, Teil 5. Calcutta 1930.

141 SamuEiLs, L. T.: Temperature distribution up to 25 kilometers over the
Northern Hemisphere. Month. Weath. Rev. (Wash.) 1929 S. 382.

12 HumpHREYS, W. J.: Vertical Temperaturgradient of the atmosphere,
especially in the region of the upper inversion. Astrophys. J. Bd. 29 (1909) S. 14.

143 Gorp, E.: The isothermal layer of the atmosphere and atmospheric radia-
tion. Proc. Roy. Soc. Lond. A Bd. 82 (1909) S. 43— 70.

144 EmpEN, E.: Uber Strahlungsgleichgewicht und atmosphirische Strahlung.
S.-B. Akad. Miinchen 1913 S. 55—142.
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fachung dadurch nahegelegt wird, daB fiir die kurzwellige Sonnen-
strahlung 4., = 0,5 @, fiir die langwellige Erdstrahlung 4, = 10 bis
14 u (Ultrarot) ist, wéhrend zwischen 3 bis 5 4 weder Sonne noch Erde
einen wesentlichen Bruchteil ihrer Gesamtstrahlung emittieren. Ergab
die Annahme der Graustrahlung das der Erfahrung vollig wider-
sprechende Ergebnis eines isothermen Aufbaus der Atmosphédre mit
der Temperatur —19° (= ,,effektive Erdtemperatur'1%), so resultier-
ten aus dem EMDENschen Ansatz folgende, mit der Erfahrung in erster
Niherung iibereinstimmende Daten:

1. Stratosphirentemperatur = —54° C (beobachtet: —85° in den
Tropen, —50° in den Polargebieten),

2. angendherte Konstanz der Temperatur mit der Hohe in der
Stratosphire (beobachtet: langsame Temperaturzunahme nach
oben),

3. 10 km als untere Grenze der Stratosphire (beobachtet: 17 km in
den Tropen, 9 km in den Polargebieten),

4. in der Troposphire ist kein Strahlungsgleichgewicht moglich,
zu deren Beurteilung zu beachten ist, daB die EMpENsche Rechnung
sich auf die Erde als Ganzes bezieht. Der Berechnung der Strato-
sphiarentemperatur T aus

(168) oT =Tt —a) (14 5 = L(1+ 32,

worin bedeuten: [, = Solarkonstante*, a = Energiealbedo, &, &
= mittlere Absorptionskoeffizienten fiir kurz- bzw. langwellige Strah-
lung, liegt ndmlich die aus (42) folgende Annahme

Z—R:/(ZA—Rl)dlzo
0

zugrunde, die offensichtlich nur fiir die Erde als Ganzes gilt; allgemeiner
ist Z— R=D,, fiir ein in der Breite ¢ gelegenes Flichenelement, wo-
bei D, >0 fiir die , Einstrahlungsgebiete’ und D,<0 fiir ,,Ausstrah-
lungsgebiete’* ist. Die Verallgemeinerung von (168) ist dann:

g _Jo s Dy,
1) oTh =1+ 5) = 50

wenn [, die effektive Sonnenstrahlung in der Breite ¢ bedeutet4,

145 EMpEN, R.: a.a. O. S. 78.
* Dann ist ] — J0(1 “ [l) :‘]—0(1 _ﬂ)n72
4 479?

lung®, d. h. die Einstrahlung auf die Flacheneinheit an der oberen Grenze der
Atmosphare bei gleichmaBig tiber die ganze Erde im Laufe eines Jahres ver-
teilten Sonnenstrahlung nach Abzug des reflektierten Teiles.

146 MyGGE, R.: Uber warme Hochdruckgebiete und ihre Rolle im atmosphari-
schen Warmehaushalt. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 3 Heft 4. Leipzig

1927.

die ,,effektive solare Einstrah-
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Die atmosphdrische Absorption ist hauptséchlich eine Funktion des
Wasserdampfgehaltes, dessen vertikale Verteilung EMDEN durch die

2

empirische Formel ¢ = ¢,- 10 6 [z in km] (Ndherungswert der Formel
von SURING) beriicksichtigt. Dagegen hat HERGESELL4? geltend ge-
macht, dall doch die mittlere vertikale Verteilung des Wasserdampfes
selbst wiederum eine Funktion derjenigen mittleren Temperaturvertei-
lung ist, die man erst aus der Bedingung des Strahlungsgleichgewichtes
zu errechnen wiinscht, und er hat gezeigt, dafl die beobachtete (also
vorgegebene) Wasserdampfverteilung in bezug auf die (errechneten)
Strahlungsgleichgewichts-Temperaturen nach der EMDENschen Berech-
nung in der Troposphire enorme Ubersittigungen (bis 60009) ergibt.

Deshalb hat HERGESELL (a. a. 0.) eine neue Be-

,4,2”0 rechnung unter der Annahme durchgefiihrt,
Z daB3 der iiberschiissige Wasserdampf bei der
71/ Einstellung des Strahlungsgleichgewichts aus-
72 geschieden wird. Dann resultiert aber auch fiir
” die Troposphdre fast véllige Isothermie von
P \ —54° C, wihrend die EmMpDENsche Berechnung
P \ auBerordentliche Instabilitit fiir die untersten
’ N Troposphirenschichten ergab48 (vgl. Abb. 7).
P Es gibt also nur die EmMpENsche Theorie im
0 [~ | = Prinzip eine Erklirung der Troposphire, die
=70 -60 ~50 ~40 ~30 20 ~10 07

\bb. 7. Vertikale Temperatur demnach als die Schicht aufzufasse.n ist, in der
verteilung nach der Berechnung ' Wegen der als Folge der Instabilitit (zu der
H. v Sooumrs 2l peend 4 das Strahlungsgleichgewicht strebt) sich ein-

stellenden Konvektionsstrémungen Strahlungs-
gleichgewicht nicht erreicht werden kann'4%, was mit den von ALBRECHT150
erhaltenen Resultaten ibereinstimmt. Kann sich also Strahlungsgleich-
gewicht in der Troposphire nicht einstellen, so darf auch nicht erwartet
werden, daB der troposphirische Teil der EmDENschen Strahlungs-
gleichgewichts-Temperaturkurve durch Beobachtungen zu belegen
ist, da sich diese Temperaturverteilung eben nicht ausbilden kann.

147 HERGESELL, H.: Die Strahlung der Atmosphire unter Zugrundelegung von
Lindenberger Temperatur- und Feuchtigkeitsmessungen. Arb. aeronaut. Obs.
Lindenberg Bd. 13 (1919) S. 1—24.

148 Neuere Berechnungen der Temperaturverteilung bei Strahlungsgleich-
gewicht liegen von H.v. SocHER vor (Die Temperaturverteilung in der Atmo-
sphire bei Strahlungsgleichgewicht. Meteorol. Z. 1924 S. 188) unter Zugrunde-
legung neuerer Werte der Konstanten [, @, ¢; als Stratospharentemperatur er-
gibt sich —66° C, und die effektive Erdtemperatur erniedrigt sich auf —32°C.

19 Vgl. F. M. EXNER: Vertikale Temperaturverteilung als Effekt des Um-
sturzes der Strahlungsschichten. Meteorol. Z. 1915 S. 318.

150 ArBrecHT, F.: Das quantentheoretisch gegebene Wasserdampfspektrum
und seine Bedeutung fiir die Untersuchungen iiber den Warmeumsatz strahlender
Luftschichten. Meteorol. Z. 1931 S. 476—480.
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Damit wird auch der HEerGeseLLsche Ubersittigungseinwand hin-
fallig.

Die Breitenabhingigkeit der Stratosphirentemperatur 7', hat sich
theoretisch noch nicht befriedigend darstellen lassen; man benutzt ge-
wohnlich umgekehrt die empirisch bestimmte Stratosphirentemperatur
zur Bestimmung der Groe D, in (126). Ein niheres Eingehen auf die
zahlreichen diesbeziiglichen Untersuchungen (R. MUGGE, G.C. SiMp-
SON) miissen wir uns hier versagen; erwihnt sei nur, dafl z. B. Simp-
SON11 mittels der von ihm berechneten D -Werte folgenden horizon-
talen Wiarmestrom ermittelte, der aus den Wirmemengen resultiert,
die durch horizontale Luftmassentransporte (durch ,,Advektion”) und
durch Meeresstromungen polwirts verfrachtet werden, wobei angenom-
men wurde, daB sich ein stationirer Zustand zwischen den dquatorialen
Einstrahlungsgebieten (D, >0) und borealpolaren Ausstrahlungs-
gebieten (D, <C0) ausgebildet hat:

=] 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

Warmestrom . . .]0,00 | 0,69 | 1,24 i 1,63 ‘ 1,83 J 1,82 \ 1,56 | 1,23 | 0,73 ! 0,00

Die Zahlen geben in der Einheit 107 cal/cm-min die {iber 1 cm eines
Breitenkreises pro Minute polwirts transportierten Warmemengen; es
ist bemerkenswert, dal3 eine auf rein dynamischen Grundlagen basierende
Berechnung dieser meridionalen Wirmetransporte, wie sie erstmalig
von DEFANT%2, neuerdings von BAUR53 durchgefithrt wurde, zu Zahlen
der gleichen GréBenordnung fithrt. Denkt man sich z. B. nach BARr-
TELS!® den advektiven Wirmetransport auf die untersten 20 km der
Atmosphire beschrinkt, so entspricht diesem Transport in 50° Breite
also ein Wirmeflu3 von 9 cal/cm?-min durch eine ostwestlich stehende
vertikale Einheitsfliche, und man erhilt eine anschauliche Vorstellung

151 SrmpsoN, G. C.: Some Studies in Terrestrial Radiation. Mem. Roy.

Meteorol. Soc. Lond. Bd. 2 Nr. 16 — Further Studies in Terrestrial Radiation.
Ebenda Bd. 3 Nr. 21 — The Distribution of Terrestrial Radiation. Ebenda Bd. 3
Nr. 23. — Erweiterte Berechnungen der Ausstrahlung und Gegenstrahlung (fiir

die verschiedenen geographischen Breiten) mit entsprechenden Bestimmungen der
meridionalen Warme- und Wasserdampftransporte liegen von F.Baur und
H. Puiripes vor: Der Warmehaushalt der Lufthiille der Nordhalbkugel im Januar
und Juli und far die Zeit der Aquinoktien und Solstitien. 2. Mitt. Gerlands Beitr.
Geophys. Bd. 45 (1935) S. 82. — Einen ausgezeichneten Bericht iiber die SimpsoN-
schen Arbeiten sowie iiber die Entwicklung der einschligigen Theorien tiberhaupt
gibt C. L. PEKERIS: The development and present status of the theory of the
heat balance in the atmosphere. Mass. Inst. of Techn. Prof. Notes Nr. 5. Cam-
bridge (Mass.) 1932.

152 DErFaNT, A.: Die Zirkulation der Atmosphire in den gemaBigten Breiten
der Erde. Geogr. Ann., Stockholm 1921 S. 209—266.

153 BAUR, FR.: Die Formen der atmosphérischen Zirkulation in der gemaBigten
Zone. Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 34 (1931) S.264—309 — Die allgemeine
atmosphirische Zirkulation in der gemaBigten Zone. Meteorol. Z. 1932 S. 470—477.

154 BARTELS, J.: Die Warmestrahlung der Erde. Naturwiss. 1929 S. 584 — 586.
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von der Bedeutung dieses horizontalen Wirmestromes fiir die Thermo-
dynamik der Atmosphére in den mittleren Breiten, wenn man beachtet,
daB der durch die horizontale Flacheneinheit auf- oder abwirts gehende
Strahlungsstrom in der gleichen Breite nur den 35ten Teil des hori-
zontalen Wirmestroms betrigt.

Auf S. 50 wurde dariiber berichtet, wie der thermodynamische Nutz-
effekt der atmosphirischen Zirkulation wesentlich von den Annahmen
itber die Hohenlage der Wéarme- und Kiltequellen abhingt; zur Beur-
teilung der Lage und Entstehung der Kiltequellen geben uns neuere
strahlungstheoretische Arbeiten von ROBERTS, MUGGE, MGOLLER und
ALBRECHT wichtige Anhaltspunkte. Die Schwarzstrahlung (S,) der
Erd- bzw. Wolkenoberflache* durchsetzt nach diffuser Durchstrahlung
einer Atmosphérenschicht von der Dicke z und der Masse (pro Flichen-

z
einheit) m = / o dz ein Flicheneinheitselement mit dem Betrag!ss
0 o0
St = 2fE,1-H3(k,1m) dl,
6

und von der diffusen langwelligen Eigenstrahlung (S,) der umgeben-
z oo

den Luftschichten (m = / pdz und m' = / 0 dz) durchsetzen dieses
i) ;i

Flacheneinheitselement die Strahlungsstréome
Sh=2[kE;Hy(lum)dl  und Sk, = 2[k B, Hy(kom') d1,
0 0

in denen E; durch PLANCKs Gesetz (27) gegeben ist und die schon von
GoLD (a. a. O.) eingefiihrten Funktionen H, (k;m) durch

T

2

H, (k;m) :/exp (— C]e(f:;) +cos" 2 (9) sin(F) 4§
6

erklart sind, die durch die Substitution cos™ !¢ = & und partielle Inte-
gration auf den Integrallogarithmus reduziert werden kénnen. Die
,,totale Ausstrahlung S*=S*"-4S* —S¥ nimmt mit der Héhe rasch

m

zu, wie ROBERTs'® und ALBRECHT!? zeigten, was hauptsichlich in
der mit der Abnahme des Wasserdampfgehaltes verkniipften Verminde-
rung der ,,atmosphirischen Gegenstrahlung‘ S¥, begriindet ist. Abb. 8

* Uber die Berechtigung des Ansatzes der Schwarzstrahlung vgl. S. 18.

155 Vgl. z. B. R. MUGGE: Warmehaushalt der Stratosphire (2. Teil). Handb.
d. Geophysik (B. GUTENBERG) Bd. 9 S. 1601f.

156 RoBERTS, O. F. T.: On radiative diffusion in the atmosphere. Proc. Roy.
Soc. Edinburgh Bd. 60 (1930) S. 225—242.

157 ALBRECHT, F.: Der Wirmeumsatz durch die Warmestrahlung des Wasser-
dampfes in der Atmosphare. Z. Geophys. 1930 S. 421-—435.
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stellt nach RoBERTs die totale Ausstrahlung in einer Atmosphére fol-

genden Aufbaus dar: T, = 290°, ¢, = 10 mm Hg (und Abnahme von ¢

mit der Hohe gemiB SURINGs Formel; vgl. S. 76), _oT _ 0,6°/100 m

bis z = 10,6 km, dann Isothermie. 9z
Da der Wirmeverlust einer Luftschicht pro Zeit- und Volumen-
einheit infolge Ausstrahlung durch
0T ost
(170) @G = o
gegeben ist, 148t die Abb. 8 erkennen, daf der maximalste Warme-
verlust durch langwellige Ausstrahlung in der Schicht von 6 bis 10 km
Hoéhe (,,Emissionsschicht‘‘) erfolgt. Nach-
dem MUGGE und MOLLER 158 durch Kon- 47, I
struktion eines graphischen Auswertungs- 7
papiers die Arbeit der Ermittlung der ¢ /
Strahlungswirme S?, S} und S}, erheb- 4
lich reduziert haben, steht der Anwen- 4 /
dung des Verfahrens auch auf synoptisch /
405 g7 475 g2 425
calfmincm®

Y

interessante Einzelfille nichts mehr im
Wege. Wichtig ist der von MOGGE und 7
MOLLER15 er‘]grachte Nachweis, da3 selbst Abb. 8. Die totale Ausstrahlung als Funk-
bedeutende Anderungen von Temperatur tion der Hohe (nach O.F.T. Rosrrts).
und Feuchtigkeit in den untersten Tropo-

sphirenschichten die Strahlungsbilanz in etwa 10 bis 13 km Héhe nicht
wesentlich beeinflussen, sofern sich die Verhiltnisse in der iibrigen
Troposphére nicht dndern.

Beziiglich der Breitenabhingigkeit der Héhe der Emissionsschicht
sei auf die zuletzt zitierte Arbeit von MUGGE und MOLLER sowie auf
die (von anderen Voraussetzungen ausgehende) Untersuchung von
ALBRECHT! verwiesen. Es muB jedoch erwihnt werden, daB eine
neuere Berechnung von MOLLER! 1, der ein abgedndertes, die Linien-
struktur der Absorptionsbanden des Wasserdampfes berticksichtigendes
Spektrum zugrunde gelegt wurde, die Emissionsschicht nicht mehr er-
kennen lieB, vielmehr behielt die Abkiihlung durch Ausstrahlung von
1 bis 8 km Hohe nahezu einen konstanten Wert (1,4° C/Tag) und ging
gegen die Stratosphirenbasis bis fast auf Null herab.

158 Miicee, R., u. F. MOLLER: Zur Berechnung von Strahlungsstromen und
Temperaturanderungen in Atmosphiren von beliebigem Aufbau. Z. Geophys.
1932 S. 53—64.

159 MiiGGE, R., u. F. M6LLER: Uber Abkithlungen in der freien Atmosphare
infolge der langwelligen Strahlung des Wasserdampfes. Meteorol. Z. 1932 S. 95
bis 104.

160 ArBRECHT, F.: Uber die ,,Glashauswirkung’* der Erdatmosphire und das
Zustandekommen der Troposphidre. Meteorol. Z. 1931 S. 57—68.

161 M6LLER, F.: Die Warmequellen in der freien Atmosphire. Meteorol. Z.

1935 S. 408 —412.
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Man neigt auf Grund der Arbeiten MUGGEs und MOLLERS jetzt dazu,
die Hypothese des Strahlungsgleichgewichts der unteren Stratosphire
aufzugeben; nachdem diese Arbeiten zeigen, daB die Bilanz aus Ein-
und Ausstrahlung durchaus nicht den Wert Null aufweist, ist die Be-
riicksichtigung der iibrigen Energiestréme, die aus Advektion, Konvek-
tion und Austausch resultieren, zur Erkliarung der quasistationdren
Temperaturverteilung notwendig. Dal auch fiir die obere Stratosphire
die Annahme eines Strahlungsgleichgewichtes unzuldssig ist, hat PENN-
DORF2 nachgewiesen. Das Problem des thermischen Aufbaus der
Stratosphidre muB3 also zur Zeit als ungel6st gelten.

§ 6. Quasistatische Zustandsdnderungen.

Abweichend von der thermodynamischen Definition (vgl. S. 7)
werden hierunter in der Meteorologie derartige Zustandsinderungen
verstanden, bei denen die statische Grundgleichung (97 oder 98) bis
auf Glieder hoherer Ordnung erfiillt ist63,

Die Verteilung der potentiellen Temperatur ¢ (g, 2) in einem Meri-
dianschnitt der Atmosphire zeigt im Mittel ein Ansteigen der Flichen
. ® = konst. vom Pol zum Aquator in der Stratosphire, wogegen sich
in der unteren Troposphire die Verhiltnisse umkehren, so daf in der
Zwischenzeit (obere Troposphire) das meridionale Gefélle der poten-
tiellen Temperatur relativ gering ist (vgl. z. B. F. M. EXNER: Dynam.
Meteorol., 2. Aufl. 1925, S.233 Abb. 53); dieser Dreiteilung der Atmo-
sphire'®* kommt ersichtlich groBe Bedeutung fiir die Advektionsvor-
ginge zu, die ihrerseits wieder fiir die Zyklogenese grundlegend sind,
besonders fiir das Verstindnis der von H. v. FICKER inaugurierten ,,zu-
sammengesetzten Depressionen“. Denn ,horizontale’ und adiabatisch
verlaufende Massenversetzungen bedingen z. B. in der Stratosphire die
Heranfuhr potentiell kélterer (wirmerer) Luft, wenn die Strémung eine
polwirts (diquatorwirts) gerichtete meridionale Komponente aufweist.
Es ist jedoch zu beachten, dall dies nur im Mittel gilt, im Einzelfall
kann z. B. in der Stratosphire kalte Luft auch mit dquatorwirts gerich-
teter Komponente herandriften, wie beispielsweise ZISTLER$5 nachwies.

Der durch Advektion bedingte Wechsel verschieden temperierter
Luftmassen in einem raumfesten Volumen wird, selbst wenn die

162 PENNDORF, R.: Beitrige zum Ozonproblem. Die Rolle des Ozons im
Warmehaushalt der Stratosphire. Verdff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 8
Heft 4. Leipzig 1936.

163 Nach TH. HEsseLBERG und A. FRiIEDMANN (Die GroéBenordnung der
meteorologischen Elemente. Verdff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 1 Heft 5)
ist unter mittleren Verhiltnissen die statische Grundgleichung mit einer Genauig-
keit von 19/, giiltig.

164 Vgl hierzu H. v. FIcKEr: Bemerkungen iiber die Konstitution zusammen-
gesetzter Depressionen. Meteorol. Z. 1921 S. 65— 70.

165 Z1sTLER, P.: Die Windverhiltnisse in der Stratosphdre iiber Miinchen.
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 14 S. 65—74.
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Advektion nur oberhalb einer gewissen Hohe z = H erfolgt, auch Druck-
dnderungen in der Luftsdule* 0 <<z=< H (,,advektionsfreier Raum®)
zur Folge haben, und es entsteht zunichst die Frage, wie sich die ad-
vektive Druckidnderung, das ist das Druckdquivalent der advektiven
Massenidnderung oberhalb H in der Zeit ?:

oo i
(171) 6n=—f/gaé@Tvk)-dzdt (k=1,2; %, = 2)
k
H 0

in den advektionsfreien Raum ,,iibertriagt®. Gleichung (171) ergibt sich
aus der Kontinuititsgleichung (46) mittels der statischen Grundglei-
chung (122); es ist also dz die Druckidnderung, die an der oberen
Grenze H des advektionsfreien Gebiets in der Zeit 7 als Folge der Ad-
vektion oberhalb H beobachtbar sein wiirde, wenn die zur Zeit { = 0
in H liegende ,,materielle’ Fliche ,raumfest wire. Da dieselbe aber
,,materiefest* ist, wird sie z. B. bei positivem dz ein Stiick d H herunter-
gedriickt, so daB an einem in H befindlichen Barometer nur die lokale

Druckinderung ** Spy— b7+ go SH
beobachtbar ist. Fiir den advektionsfreien Raum gilt entsprechend:
(172) 0p =0m + godz,
wie aus der auf das Intervall (z, o0) angewandten Kontinuitits-
gleichung (46) mit Riicksicht auf (122) und (171) folgt. Ist die Ver-
schiebung 6z als Funktion der Hohe bekannt, so kann mit Hilfe von
(172) aus den beobachtbaren lokalen Druckvariationen §4 gepriift wer-
den, ob das Intervall (0, H) tatsichlich ein advektionsfreier Raum ist,
d. h. ob die zu den Druckvariationen 6 Veranlassung gebenden Massen-
verlagerungen oberhalb H erfolgen.

0z kann wie folgt berechnet werden: Unter der Annahme, daf in
den benachbarten Luftsdulen die gleichen Zustandsdnderungen vor sich
gehen, 146t sich das Problem eindimensional behandeln; die Konti-

¢

nuititsgleichun, igfdt — 9(92) ergibt in Verbindung mit der Poly-

g g gdt P g g y
0 n+1

tropengleichung pe~ » = konst. und mit Riicksicht darauf, daB im
advektionsfreien Raum die individuelle Druckinderung einer materiellen
Fliche in der Zeit ¢ gleich dem Druckiquivalent der Massenzufuhr

¢
oberhalb H sein muB, also /‘;—7; dt = dm:
0

0(d2) " on

* Im folgenden soll unter ,, Luftsiule stets eine solche vom Querschnitt 1 cm?
verstanden werden.

** §H werde nach oben positiv geziahlt, dann miissen §z und § H entgegen-
gesetzte Vorzeichen haben.

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 6
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worin dz im Intervall (0, H) von z unabhingig und gleich der Boden-
druckdnderung dp, ist. Dagegen kann die Polytropenklasse # eine
Funktion von z sein, es kann z. B. bei positivem dz der untere Teil
der Luftsdule (0, H) isotherm, der obere adiabatisch komprimiert wer-
den. Wegen 6z = 0 fiir z =0 (Erdboden) folgt aus (173) und (172):

(174) op = dalt — gg/ " ’“

Der Spezialfall #=1/(» —1) ergibt sie von STEINER!6 und RossBy16?
eingehend behandelte adiabatische Druckiibertragung

(175) 0p = omi1 — -t =0m.7,,

: _ly_sgefaz —po-exp|— &%
worin der Faktor 7, = 1—:{ 2 ] s durch den Ansatz p=4, exp( RT,,,)

0
(vgl. S.55) in die fiir numerische Rechnungen bequeme Niherung
Ta=1— %(1 — ﬁ) tibergefiihrt werden kann (RossBy, a.a. 0.).

Ergibt der Quotient dp/r, (bzw. dp/r,) fiir alle Hohen z des Inter-
valls (0, H) denselben Wert gemiB (175), so ist damit der Beweis fiir
das Fehlen von Advektion in der Siule (0, H) erbracht. Zur Orien-
tierung tiber die Leistungsfihigkeit dieser Methode diene folgendes von
RossBy durchgerechnetes Beispiel, dem die Registrierballonaufstiege
vom 11. und 13. April 1912 in Trappes (Paris) zugrunde liegen*:

Meeroshe | Drack [l [ 57 b " b | —osim
0,170 743 — 5,6 414 1,00 14 0
1 671 — 2,6 +11 0,93 12 10
2 591 — 0,1 +10 0,85 12 24
3 520 + 4,5 +9 0,78 12 39
4 457 + 0,7 + 8 0,72 11 57
5 400 + 0,5 + 8 0,65 12 77
6 | 349 + 07 + 7 0,60 12 100
7 | 303 + 09 + 6 0,55 11 127
8 262 + 04 + 6 0,50 12 157
9 226 + 0,1 + 5 0,45 11 193
10 193 + 3.4 + 4 0,41 10 234
11 165 +11,7 + 5 0,37 14 282
12 140 +13,9 + 35 0,35 14 338

186 STEINER, L.: A barométeres magassagképtrol. Az Idsjards, Budapest 1926
S.6—15 — Auszug davon unter dem Titel: ,,Druck- und Temperaturinderungen
in der Atmosphiare in der Meteorol. Z. 1926 S. 271—276.

167 RossBy, C. G.: Zustandsanderungen in atmospharischen Luftsaulen.
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 13 (1927) S. 163—174.

* 8T = beobachtete lokale Temperaturanderung, dp = beobachtete lokale
Druckanderung (vom 11. zum 13. IV. 1912).
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In Anbetracht des Umstandes, dafl die Drucke nur auf ganze Milli-
meter Hg gegeben waren, so daB dadurch schon Fehler von 1 mm Hg
in den dp moglich sind, ist die Ubereinstimmung der dn-Werte fiir
die ganze Troposphire erstaunlich; die beobachteten Druckvaria-
tionen dp, insbesondere die Bodendruckinderung dp,= +14 mm Hg,
konnen also nicht durch Advektion kalter Luft in der Troposphére er-
klirt werden; es deuten ja auch nur die negativen 6T-Werte in Boden-
nihe Advektion kalter Luft daselbst an. Aus den positiven 67-Werten
von 3 km aufwirts wiirde man nun aber auf Advektion warmer Luft
in Hohen iiber 3 km schlieBen, allein die Konstanz der dn-Werte be-
weist das Fehlen von Advektion in der Troposphire. Die Bodendruck-
dnderung 0p, = +14 mm Hg muB also iiberwiegend aus einer strato-
spharischen Massenzufuhr mit dem Druckiquivalent 67 = +12 mm Hg
resultieren, und nur die restlichen 2 mm Hg diirften auf Advektion
kalter Luft in den untersten Kilometern zuriickzufiihren sein. Es
deuten dann die positiven 6 T-Werte oberhalb 3 km Temperaturerhéhung
durch adiabatische Kompression an*. Wiirden diese Temperaturinde-
rungen im advektionsfreien Raum vernachldssigt werden koénnen, so
miiBte wegen (124) gelten (p,=p,, po=7p, 0py=0n, 0T, =0*%):

(176) 8p—=om- L =dn.7,,
Po

mit 73=p/p,, allein die erheblichen Abweichungen des Reduktions-
faktors 7; von dem exakten 7, oder von dem Naherungswert 7, sind
fiir groBere Hohen so erheblich, daf fiir Luftsdulen groBer Hohe die
Vereinfachung 67T, =0 selbst beim Fehlen von Advektion in der Saule
nicht statthaft ist. Die Tabelle auf S. 84 (nach RossBy, a. a. 0. S. 170)
zeigt, daB mit geniigender Genauigkeit der Naherungswert 7, an Stelle
des exakten Wertes #; benutzt werden kann, daB aber die Reduktion
mittels #; nur fiir die untersten 4 km (Fehler etwa 109,) statthaft ist.

Es wurde bereits erwihnt, daB die als Folge der adiabatischen
Druckiibertragung im advektionsfreien Raum auftretenden Temperatur-
inderungen mittels des aerologischen Beobachtungsmaterials schlecht
nachpriifbar sind, wenigstens in Einzelfillen und in geringen Hohen,

* Auch die §7-Werte lassen sich aus der stratosphirischen Massenzufuhr
berechnen (vgl. z. B. RossBy: a.a.O. S.169), allein der Vergleich zwischen
Theorie und Beobachtung fallt hier gewdhnlich unbefriedigend aus, weil geringe
advektive Temperaturanderungen, die aber noch zu schwach sind, um meBbare
Druckianderungen zu bewirken, die berechneten Temperaturinderungen (Kom-

pressionseffekt) schon merkbar storen.
*# Diese Bedingung ist nicht identisch mit der Annahme isothermer Kom-

pression der Luftsaule, denn dann ist: d7=0, also §T= — (3_1 Oz = ﬂ PER ﬁ ,
0z 0z P
U
wie aus (130) fur # — 00 folgt; mithin ist § 7 << 0 bei §x > O unter normalen
Verhaltnissen (0T/0z < 0), also auch §7T,, < 0.

6*
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Meereshihe Zustandswerte * Reduktionsfaktoren
(km) P T 71 73 73
0,392 723,3 287,3 1,00 1,00 1,00
1 672 282,0 0,95 0,96 0,93
2 596 286,9 0,87 0,88 0,82
3 529 281,1 0,80 0,83 0,73
4 467 273,0 0,73 0,77 0,65
5 412 264,7 0,66 0,71 0,57
6 362 259,7 0,61 0,65 0,50
7 318 254,1 0,56 0,60 0,44
8 277 247,6 0,51 0,55 0,38
9 241 240,3 0,46 0,50 0,33
10 208, 5 232,4 0,42 0,45 0,29
11 180,5 226,1 0,38 0,41 0,25
12 155 221,0 0,35 0,36 0,21
13 133 216,6 0,32 0,32 0,18
14 114 219,6 0,32 0,31 0,16
15 98 221,6 0,32 0,29 0,14
16 84 222,6 0,31 0,28 0,12
17 72 220,9 0,30 0,27 0,10

da erst in der Substratosphire und Stratosphire die Temperaturdnde-
rungen durch adiabatische Kompression bzw. Dilatation gréBere Be-
tridge erreichen (vgl. z. B. RossBy, a. a. O.); wir gehen daher hierauf
nicht niher ein und bemerken nur, daB in theoretischer Hinsicht der
Einflu stratosphirischer Massenverlagerungen auf die vertikale Tem-
peraturverteilung in der Troposphire in den Arbeiten von HESSEL-
BERG1%, EXNER16?, HAURWITZ!?, STEINER!! und RossBy!?? erschop-
fend behandelt ist.

Die energetischen Verhdltnisse der (als advektionsfrei voraus-
gesetzten) Troposphire unter dem EinfluB stratosphirischer Druck-
schwankungen wurde von ERTEL!? und BECKER!™ untersucht. Durch
Kompression (67 > 0) nimmt z. B. die potentielle Energie einer tropo-

* Aufstiegsdaten von Huron (Stid-Dakota) vom 11. Sept. 1910 [Bull. Mt.
Weather Obs. Bd. 4 (1912) S. 245].

168 [IESSELBERG, TH.: Uber den Zusammenhang von Druck- und Temperatur-
schwankungen in der Atmosphire. Meteorol. Z. 1915 S. 311—318.

169 ExNER, F. M.: Uber den EinfluB von Luftdruckinderungen auf die verti-
kale Temperaturverteilung. Ann. Hydrogr. 1926 Ko6PPEN-Heft S. 20-26.

170 HaurwiTz, B.: EinfluB von Massenidnderungen in groBen Hoéhen auf die
vertikale Temperaturverteilung. Meteorol. Z. 1927 S. 253—260.

171 3, a. O., vgl. Lit.-Nachweis Nr. 166.

172 a.a. O., vgl. Lit.-Nachweis Nr. 167.

173 ErTEL, H.: Zur Energetik atmosphérischer Luftsaulen. Meteorol. Z. 1929
S.10—16.

17 BECkKER, R.: Zur Frage der Thermozyklogenese durch aufgeprégte strato-
spharische Druckénderungen. Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 32 (K6ppeEN-Bd. I)
(1931) S. 260—267.
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sphirischen Luftsiule, deren in der Héhe H gelegene obere Begrenzung
,,materiefest’ ist, um

H
) dz
S E oy = —7”<H—pﬂf;><o
0
ab, aber die innere Energie nimmt um den groBeren Betrag
OE,=+ 7./

zu, so dafBl als Folge der stratosphirischen Massenzufuhr die tropo-
sphirische Energieanreicherung

b:
(177) 8 (E; + Epot) ——~:ba-£} %Z:—széH>o

0
resultiert, die ersichtlich das Aquivalent der von der Stratosphire
an die Troposphire quasistatisch abgegebenen Verschiebungsarbeit
—pg- O0H darstellt; man erkennt in Gleichung (177) den Spezialfall der
Energiegleichung (111) fiir adiabatische, quasistatische Zustandsinde-
rungen (6'Q*=0; 0E,;, =0 R*—>0). Die Energieinderungen in einer
10 km hohen troposphirischen Siule unter dem EinfluB strato-
sphirischer Druckschwankungen [d7| =1 bis 10 mb/Tag sind mit
magnd (E; + E ;) =10~2Watt/cm? von der GréBenordnung der Energie-
umsetzungen in Zyklonen (vgl. S.54) und beweisen damit die Not-
wendigkeit der Beriicksichtigung stratospharischer Advektionsvorgdnge
bei zyklonendynamischen Betrachtungen.

Die Untersuchungen iiber adiabatische Druckiibertragung hat
RossBy'? spiter wesentlich erweitert, indem er die Voraussetzung
eines advektionsfreien Raumes fallen lieB und annahm, dafB in allen
Hohen Advektion erfolgt; der oberhalb einer Héhe z eintretenden ad-
vektiven Massendnderung kommt analog (171) das Druckédquivalent

© i
(178) 6n(z)=—f/g£7—(a%’°)-dzdt (k=1,2; 23 =2)
z 0

zu, von dem nur der Anteil

(179) 0p = 0m(z) + g oz

als lokale Druckdnderung beobachtet werden kann, da die Masse ¢ dz
unter das Niveau z heruntergedriickt wird. Die Verschiebung 6z ist

aber jetzt nicht nur eine Funktion der Advektion oberhalb z, sondern

ist auch von der Advektion unterhalb z abhingig:
z
(180) 52————/ n -M-dz,

%+ 1 P
0

175 RossBy, C. G.: Studies in the dynamics of the stratosphere. Beitr. Physik
frei. Atmosph. Bd. 14 (1928) S. 240-—265.
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und als Verallgemeinerung von (174) ergibt sich
; n_ . dm(2)

6p=6n(z)—g9/n+1 5 -dz,
6

woraus fiir adiabatische Verschiebungen die zur Berechnung der Ad-
vektion dienende Gleichung

(181) 870(2) :ap+x§?-ﬂ—lf%ap.dz
0

resultiert (RossBy, a.a. O. S. 247), die spiter von STEINER' auch

noch auf andere Weise abgeleitet wurde. Der Verlauf der 07 (z)-Kurve

zeigt sofort die Schichten mit Advektion (67607%2) + 0) bzw. das Fehlen

von Advektion (06672 @ _ O) an (vgl. Abb. 9). Eine von ERTELY? durch-
u gefiihrte numerische Bestimmung der Advek-
km tion fiir Kilometerstufen mittels (181) unter
4 Zugrundelegung der von SCHEDLER'?® und HAUR-
1 wITz1? aus internationalen Registrierballon-
aufstiegen berechneten Mittelwerte der inter-
t 4 diurnen Druckidnderungen laBt die Dreiteilung
z 6 der Atmosphidre hinsichtlich der Advektions-
y vorgidnge im Sinne v. FICKERs, ndmlich Maxima
¢ \ der Advektion in der unteren Troposphire und
P in der Stratosphire, die durch eine advektions-
_ schwache Zwischenschicht (obere'Troposphéire)
0 ¢ ¢ 17 # 2 getrennt sind (vgl. S. 80), deutlich erkennen,
+OT— wenngleich auch die Absolutbetrige der berech-

Abb. 9. Beispiel zur Rosspy- . . . I
schen Advektionsfunktion. neten Advektionsanteile noch einer priziseren

(Trappes, 8.—9. Dezember 1909.) . . . .
Positive Adveltionin denSenior.  DEStimmung bediirfen. Es zeigte sich ferner,

ten: Boden —1kmund9—13km dafl die stratosphédrische Advektion in den
Hohe, negative Advektion in der . . .
Schicht 4—35 km SH}?hit keigxe Fillen steigenden Bodendruckes, also bei der
Advektion in der Schicht 1 bis . .

4 km Hohe. Ausbildung antizyklonaler Wetterlagen, beson-

ders deutlich ausgeprigt ist, ein Resultat, das
auch von ZISTLER!® mittels Gleichung (132) aus den Miinchener Auf-
stiegsdaten im internationalen Monat Mérz 1928 erhalten wurde.

176 StEINER, L.: Uber die Druck- und Temperaturanderungen in der Atmo-
sphire durch Advektion. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 21 (1934) S. 323—-331.

177 ErRTEL, H.: Zur Dynamik der atmosphirischen Druckschwankungen. Ger-
lands Beitr. Geophys. Bd. 25 (1930) S. 59—73.

178 ScHEDLER, A.: Uber den EinfluB der Lufttemperatur in verschiedenen
Hohen auf die Luftdruckschwankungen am Erdboden. Beitr. Physik frei. Atmosph.
Bd. 7 (1917) S. 88—101.

179 Haurwitz, B.: Beziehungen zwischen Luftdruck- und Temperaturdnde-
rungen. Ein Beitrag zur Frage des ,,Sitzes* der Luftdruckschwankungen. Veroff.
geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 3 (1927) Heft 5.

180 Z1sTLER, P.: Uber primire und sekundare Druckwellen. Beitr. Physik
frei. Atmosph. Bd. 15 (1929) S. 69— 82.
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Weitere Untersuchungen8! haben jedoch ergeben, dal die Glei-
chung (181) nicht strenge Giiltigkeit beanspruchen kann, da sie in
Einzelfillen eine viel zu groBe stratosphirische Advektion liefert. Von
ErTeL und L1 (a.a.0.) wurde daraufhin durch Abinderung der
RossByschen Beweisfithrung die Gleichung

4
_ _ 8o faz
(182) 0 (2) = 07 (2) <1 " p)
0
abgeleitet, die also der RossByschen Gleichung (175) allgemeine Giiltig-
keit auch fiir advektionserfiillte Luftsdulen zuschreibt1® und mit der
in der Form

(183) 0p(2) = oz ){ g@/(n+1) ‘j,}

von BLUTHGEN!® Berechnungen fiir polytrope Zustandsinderungen
durchgefithrt wurden, die ergaben, daB der allgemeine Charakter des
mittleren Verlaufs der d7(z)-Funktion auch fiir nichtadiabatische Zu-
standsdnderungen erhalten bleibt. Aber die Gleichungen (182), (183)
weisen den Ubelstand auf, daB die Advektion 7 (z) zugleich mit den
lokalen Druckvariationen verschwindet, was in Wirklichkeit durchaus
nicht der Fall zu sein braucht.

Eine Gleichung, die von diesem Fehler frei ist und die fiir adia-
batische Zustandsinderungen den richtigen Wert der RossByschen Ad-
vektionsfunktion liefert, ist

(184) dm(z) = 6p + Rﬂ/ﬁapdz_{_ﬁf{

d(pdx ) d(gdy B)

T dy }dz’

worin dx, dy die horizontalen Komponenten der Luftmassenversetzung
in derselben Zeit bedeuten, auf die sich die zeitlich lokale Druckidnde-
rung dp bezieht. Der Beweis ergibt sich wie folgt: Die Adiabaten-
gleichung o9 99 P
619—}—6—)(696—{——6763)-{—%(%:0
ergibt in Verbindung mit der Kontinuititsgleichung

(9(9675) 0o dy) d(pdz)
+ Oy + oz 0

do +

die Gleichung:

Ao dx 9 d(o oy H 9020
8(09) + (anx )+ (eayy )+ (eazz ):0,

181 ErTeEL, H., u. S. Li: Der Advektionsmechanismus der atmospharischen
Druckschwankungen. Z. Physik Bd. 94 (1935) S. 662.

182 ErTEL, H., u. S. L1: Die Berechnung der Advektion. Meteorol. Z. 1935
S. 356.

183 BLUTHGEN, F.: Studien zur Theorie der Advektion. Vertff. Meteorol. Inst.
Univ. Berlin Bd. 2 Heft 3. Berlin 1937.
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aus der

—pdz = 19/6(@19 dz + ﬁ/{ deﬁ) -+ a(gjjﬂ)}dz

folgt, welche Glelchung durch Substltutlon in (179) mit Riicksicht auf
d(e?) = 5{>

zu der Gleichung (184) fithrt. Diese Glelchung stellt also die RossBysche
Gleichung (181) mit einem Zusatzterm dar, der gerade die Eigenschaft
hat, die zu groBen stratosphirischen Advektionsbetrige zu reduzieren,

% (in der unteren Troposphire
und an der Tropopause), die fiir die v. Fickersche Theorie der zusam-
mengesetzten Depressionen beweisend sind, erhalten.

Ein meteorologisch wichtiger Effekt: Anderungen des vertikalen
Temperaturgradienten durch quasistatische Vertikalverschiebungen,
kann hier unter Hinweis auf die ausfithrlichen Darstellungen von
ExXNER® und WiLH. ScHMIPT!8 nur kurz behandelt werden. MAR-
GULES!8® fand, daB die individuelle Anderung des vertikalen Tempera-
turgradienten in einer unendlich diinnen Luftschicht unter Beriick-
sichtigung der Anderung des Querschnitts (F) durch

0T
(V + %?)l
di~——"1=0
-
bestimmt ist, so daf3 bei einer Verschiebung vom Anfangszustand p, F

in den Endzustand ¢, F’ der anfingliche Temperaturgradient — g—j in
o1’ 'F’ orT

(185) — =V~§,F(7+g)

ibergeht. Hebung (p'/p<C1) bewirkt demnach Anniherung an den

adiabatischen Temperaturgradienten y, die jedoch abgeschwicht wird,

wenn damit QuerschnittsvergréBerung (F’/F >1) verbunden ist; Ab-

sinken (p'/p>1) unter gleichzeitiger Ausbreitung (F'/F >1) kann zur

,»Schrumpfungsinversion fithren.

Fiir die nur fiir unendlich diinne Schichten geltende MARGULESsche
Losung (185) hat HAURwITZ'87 durch ein Niherungsverfahren folgende
Verallgemeinerung fiir Schichten von endlicher Dicke abgeleitet:

o1’ oT ! — or 2z
180 o == ptlra) i)

184 ExNER, F. M.: Dynam. Meteorologie, 2. Aufl. S. 57{f. 1925.

185 ScumipT, WILH.: Schrumpfen und Strecken in der freien Atmosphire.
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 7 (1917) S. 103—149.

186 MARGULES, M.: Uber die Anderung des vertikalen Temperaturgefilles durch
Zusammendriickung oder Ausbreitung einer Luftmasse. Meteorol.Z. 1906 S.241—244.

187 Haurwirz, B.: Uber die Anderung des Temperaturgradienten in Luft-
sdulen von endlicher Hohe bei vertikaler Verschiebung. Ann. Hydrogr. 1931
S. 22-25.

doch bleiben die beiden Maxima von
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Der anfinglich konstante Temperaturgradient ist nunmehr im End-
zustand eine lineare Funktion des Abstandes z von der Basisfliche
der versetzten Schicht.

§ 7. Stationidre Windfelder.

In der freien Atmosphire, wo die Reibung eine zu vernachlissigende
Rolle spielt, wird die Luftbewegung durch die Gleichungen (73) be-
schrieben, aus denen folgt, daff im stationdren Feld die Horizontal-
komponente* der Geschwindigkeit den Isobaren (Schnittkurven der
JFlichen p = konst. und z = konst.)** dort parallel ist, wo sich der
Absolutbetrag v :Vv? der Geschwindigkeit lings einer Stromlinie nicht
andert. Es folgt dies aus der durch Multiplikation von (73) mit w;
unter Beachtung der Summationskonvention und der Antimetrie der wy;
resultierenden Gleichung

dv 9 [\ _ (0D | 1 0p
o = wanla) =~ (o + g on)
mit Riicksicht auf die weitgehende Geltung der statischen Grund-
gleichung'®® 0 = o0 L 19 ; es ist dann in den Punkten, wo
dv dv 0%~ ¢ 0%,
2y, =0
ar " Ykaw,
0 .

(187) 2P oy=0, (j=1,2)

d. h. der Wind (genauer: seine Horizontalkomponente) weht parallel
den Isobaren, und zwar derart, daB auf der Nordhemisphidre (Stid-
hemisphire) beim Blick in Richtung des Windes der tiefe Druck zur
Linken (Rechten) liegt.

Bei geradliniger, stationdrer und horizontaler Bewegung lauten die
Gleichungen des ,,geostrophischen Windes* (vgl. S. 34):

wihrend sich bei gekriimmten Stromlinien die Einfithrung krummliniger
orthogonaler Koordinaten empfiehlt, so da sich die entsprechenden
allgemeinen Bewegungsgleichungen aus (75) durch dv;/6¢ = O ergeben.
Es hat die Verwendung krummliniger orthogonaler Koordinaten den
Vorteil, daB durch passende Wahl des Koordinatensystems das Ver-
schwinden einer oder zweier der Geschwindigkeitskomponenten im
ganzen Stromfeld erreicht werden kann, sofern dieses vorgegeben ist;

* ,,Horizontal sei durch 0®/dx;, = 0®[/dx, = O definiert.
** Genauer den ,,dynamischen Isohypsen‘ (Schnittkurven der Flachen p =konst.
und ¢ = konst.).
188 Vgl. hierzu Lit.-Nachweis Nr. 163 (HESSELBERG u. FRIEDMANN) sowie
S. FujiwHARA: On the preponderance on horizontal motion in the earth’s atmo-
sphere. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 19 (1932) S. 1—6.
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bilden z. B. die Stromlinien die orthogonalen Trajektorien der Koordi-
natenflichen x; = konst., so verschwinden v, und v;. Im Falle der
Existenz eines Geschwindigkeitspotentials G (vgl. S. 27) sind dabei die
Flichen x; = konst. zugleich Aquiskalarflichen von G.

Durch Spezialisierung auf stationidre Strémungen lings horizontaler
Stromlinien (x;) mit dem Kriimmungsradius 7 folgt aus (75):

dv, 1 0p
(189) “an T g an
v} 1 0px*
(190) :}:7_]—20)127}1-_—5(9;\72 )

wobei ¢/dx, = 0/0r und v, =v; =0, da dx; ein Stromlinienelement
ist. Wieder ergibt sich aus (189) die Koinzidenz von Stromlinien und
Isobaren (0p/0x; = 0) an den Punkten des Stromfeldes, wo sich der
Absolutbetrag der Geschwindigkeit (|v|=v,) lings der Stromlinie nicht
dndert (0v;/0x, = 0). Der Richtungssinn der Strémung folgt aus den
Darlegungen S. 89, so dafBl ein von geschlossenen Isobaren gebildetes
Hochdruckgebiet (,,barometrisches Maximum, ,,Antizyklone‘) auf der
Nordhemisphire im Uhrzeigersinne, ein Tiefdruckgebiet (,,barometrisches
Minimum®, ,,Zyklone‘‘) im entgegengesetzten Sinne umkreist wird. Das
Vorzeichen der Zentrifugalbeschleunigung »/# in (190) ist im ersten
Falle positiv, im zweiten negativ. Beziiglich der Kriftepline des durch
(190) dargestellten ,,geostrophisch-zyklostrophischen Windes** (SHAW89)
sowie des geostrophischen Windes (188) kann auf die Lehrbiicher der
dynamischen Meteorologie verwiesen werden.

In den bodennahen Schichten, unterhalb einer ,,Gradientwind-
hohe D** werden die Strémungsverhiltnisse durch die Reibung
wesentlich modifiziert; auch unter den Voraussetzungen 0v,/d¢ = 0,

du,
U s
sondern er bildet mit der Richtung des oberhalb D wehenden, durch
(188) bzw. (190) gegebenen ,,Gradientwindes‘* einen Winkel <7/2, und
bei mit zunehmender Héhe wachsender Geschwindigkeit konvergiert der
Wind unter Rechtsdrehung (Nordhemisphire) gegen den Gradientwind.

Die durch den GuLDBERG-MoHNschen Reibungsansatz R;= —ku;
(worin % einen von der Natur der Bodenunterlage abhidngenden Faktor
von der GroBenordnung 1075 sec™! bedeutet) erweiterten Gleichungen
(188) haben nur noch historische Bedeutung, da SANDSTROM!%

= 0, weht der Wind hier nicht mehr den Isobaren paralle],

* 0y, =W, = w, = @ sing; vgl. S.28.

189 Spaw, N.: Manual of Meteorology, Bd. 4, 2. Aufl. S. 82. Cambridge 1931.
2w+ v, heiBt in SHAws Terminologie ,geostrophischer Term®, +vifr ,,zyklo-
strophischer Term*.

** Magn. D = 10% bis 103 m, je nach der Bodenunterlage.

1% SANDsTROM, J. W.: Uber die Beziehung zwischen Luftdruck und Wind.
Kgl. Svensk. Vetensk. Akad. Handl. Bd. 45 Nr. 10. Uppsala u. Stockholm 1910
— On the relation between atmospheric pressure and wind. Bull. Mt. Weather
Obs., Washington Bd. 3 (1911) S. 275—303.
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nachwies, dal3 die Reibungskraft gar nicht der Geschwindigkeit entgegen-
gesetzt gerichtet ist, sondern mit der Richtung v einen stumpfen Winkel
7 — o (positiv im Uhrzeigersinne von oben gesehen; Nordhemisphire)
einschlieft. Die dieser Erfahrungstatsache Rechnung tragenden Glei-
chungen von HESSELBERG und SVERDRUP!

dv, 1 0p

mit dem jetzt nicht mehr antimetrischen Tensor
{7k kcose, —(Rwsing + ksing) ,

=" +(2wsing + ksing), kcosa,

bilden die geeignete Grundlage zur Behandlung der Strémungen mit
Reibung in einem bestimmten Niveau; sie erlauben natiirlich keine
Aussagen iber die Windinderungen mit der Hoéhe, deren theoretische
Behandlung erst die Gleichungen des stationdren und beschleunigungs-
freien ,,geostrophisch-antitriptischen Windfeldes
10p 1 0 ([ v\ - . o ., S

;%+;%(Wmax), (1=1,2; j,k=1,2,3; v3=0)
(vgl. S. 32) erméglichen. Der Spezialfall alleiniger z-Abhingigkeit aller
Grofen:

(192) 2w v =—

. 9 3 dv,
[ —2osing-eo, =~ g8+ 7 (n57),
(193) ox ol

mit der unter den Vereinfachungen op/dx, 0p/0y, n(=17,,) und @
unabhingig von z* und den Grenzbedingungen v,(0) = v,(0) = 0 fiir
z —> oo endlichen L&sung!9?

= ! -ap{1—ex — 7~zi)-cos(ﬁ)}

Us = T Zwsing.g 0y p( D D)J’
1 op nz\ . (mz
—Zwsirﬁfg'ﬁ'e)‘p(_ D)'Sm('ﬁ>’

191 HESSELBERG, TH., u. H. U. SVERDRUP: Die Reibung in der Atmosphire.
Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Nr. 10 (1915). — SvErprup, H. U.: Druck-
gradient, Wind und Reibung an der Erdoberflache. Ann. Hydrogr. 1916 S. 413
bis 427.

* Das Koordinatensystem kann dann z. B. nach dp/dx = O orientiert werden.

192 Die Ubertragung der zuerst von Exman fiir Triftstrome in einem Ozean
unendlicher Tiefe gefundenen Losung (andere Grenzbedingungen) auf die Atmo-
sphire erfolgte durch F. AkErBLOM [Recherches sur les courants les plus bas de
P’atmosphére au-dessus de Paris. Nova Acta Soc. Sci. Uppsal. Bd. 2 (1908) Nr. 2]
und F. M. ExNer (Zur Kenntnis der untersten Winde iiber Land und Wasser
und der durch sie erzeugten Meeresstromungen. Ann. Hydrogr. 1912 S. 226 —239).
— Vgl. auch G. J. Tavior: Eddy-motion in the atmosphere. Philos. Trans.
Roy. Soc. London A Bd. 215 (1915) S. 1—26. — Lawms, H.: Lehrb. d. Hydro-
dynamik, 2. Aufl. der deutschen Ausg. S. 759f. Berlin 1931. — ExXNER, F. M.:
Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S.119. Wien 1925. — KoscHMIEDER, H.: Dynam.
Meteorol. S. 261ff. Leipzig 1933.

(194)

Uy =
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ergibt bereits das Wesentliche, ndmlich Rechtsdrehung des Windes

(Nordhemisphére) und Zunahme des Absolutbetrages der Geschwindig-
1 op -

T 2wsing-9 9y’ vy =0

wird praktisch in der Gradientwindhéhe (nach ExMaN auch ,,Reibungs-

D :nV U
-f wsingg

hohe) erreicht, wo (v, — v,)/v, = ¢~7 = 1/,, innerhalb der Grenzen
der Messungsgenauigkeit liegt. Durch die Strémung des geostrophisch-
antitriptischen Windfeldes werden

keit mit der Hohe; der ,,Gradientwind‘ v, = »

4 g7 o4 die zu einer Zeit in einer Vertikalen
914 g5 liegenden Luftteilchen in eine drei-
ng dimensionale logarithmische Spirale

iiberfiihrt; die Endpunkte der auf
die Horizontalebene projizierten Ge-
schwindigkeitsvektoren liegen auf
einer ebenen logarithmischen Spirale (vgl. Abb. 10)93.

Die Theorie fithrt nun zu der Folgerung, dafl in Bodennihe der
Wind mit dem Druckgradienten einen Winkel von 45° einschlieBen

5 z
Abb. 10. Die einfache Exman-Spirale.

mub, denn aus (194) folgt: ling % = 1. Dies steht nicht im Einklang
z> x

mit den Beobachtungen, die groBere Ablenkungswinkel ergeben. Auch
die von PRANDTL und ToriMIEN* durchgefithrte Berechnung der
Windverteilung im geostrophisch-antitriptischen Windfeld in Boden-
nihe aus den Gesetzen der Rohrstrémung, mit denen eine befriedigende
Anpassung an die beobachtete Geschwindigkeitsverteilung erreichbar
ist, versagt hinsichtlich des Ablenkungswinkels. In der oben skizzierten
Theorie ist als Ursache der Diskrepanz offenbar die Vereinfachung
77 = konst. anzunehmen%, die den tatsdchlichen Verhiltnissen zu
wenig gerecht wird. Eine bodennahe Schicht von der Hohe % (magn 4
= 10° bis 10! m) nimmt ja eine Sonderstellung dadurch ein, daB in
dieser Schicht % auBerordentlich rasch anwichst; es ist dies auch die
Schicht des groBen bodennahen Geschwindigkeitsgradienten (bei un-
merklicher Winddrehung). Oberhalb % ist die Variabilitit von # mit
der Hohe z schwiécher, die Vereinfachung # = konst. also zutreffender.
Beschrinkt man daher die mit % = konst. gewonnenen Losungen der
Gleichung (193) auf das Intervall (%, oo) und erginzt die durch die

193 Beziiglich des zugehdrigen Krafteplans vgl. z. B. F. J.W. WHippLE: The
laws of approach to the geostrophic wind. Quart. J. Roy. Met. Soc. London 1920
S. 39—53.

19 pPranpTL, L., u. W. ToLLmIiEN: Die Windverteilung iiber dem Erdboden,
errechnet aus den Gesetzen der Rohrstrémung. Z. Geophys. 1924/25 S. 47—55.

195 BrunT, D.: Internal friction in the atmosphere. Quart. J. Roy. Met. Soc.
London 1920 S. 175—185.
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,, EKMAN-Spirale” in diesem Gebiet gegebene Windverteilung in der
bodennahen ,,Haut-Schicht* (,,skin-layer*) 4 durch eine nahezu gerade
Linie (04 in Abb. 11) entsprechend der unmerklichen Winddrehung in
dieser Schicht bei groBem vertikalen Geschwindigkeitsgradienten, so
kann man, wie EKMAN!% zeigte, be-
friedigende Ubereinstimmung mit dem
beobachteten Ablenkungswinkel er-
halten, wenn % &~ 10™% D angenommen
wird. Da D etwa 100 m tiber Ozeanen
und 500 bis 1000 m iiber Kontinenten  abb. 11. Die erweiterte Exman-Spirale.
betragt, muB der Hautschicht die Dicke
1 bis 10 m zukommen. THORADE gebraucht statt ,,Hautschicht” den
hydrodynamisch {iblichen Begriff ,,Grenzschicht’; es ist jedoch zu be-
achten, dafl Ekmans ,,skin-layer’ zunichst keine Grenzschicht im Sinne
PraxDTLs darstellt, da ja auch in der Hautschicht turbulente Strémung
herrscht, wihrend hinsichtlich des groBen Geschwindigkeitsgradienten der
Ausdruck ,,Grenzschicht® allerdings ganz berechtigt ist. Beriicksichtigt
man jedoch, daB die Turbulenz in der ,,Hautschicht, wo sie durch
die Rauhigkeiten der Bodenunterlage ,,erzwungen wird, offenbar ganz
anderer Natur ist als die ,,freie’ Turbulenz der hoheren Schichten des
geostrophisch-antitriptischen Windfeldes, so erscheint die ,,skin-layer*
auch in hydrodynamischem Sinne als echte ,,Grenzschicht. An Hand
der kinematischen Windstrukturaufnahmen von SCRASE7 in 1,5 m und
19 m Hoéhe zeigte MOLLER!®S, dafl in 19 m Hohe die ,,freie’” Turbulenz
herrscht. Nur bei der freien Turbulenz existiert jene stramme Korrela-
tion zwischen den turbulenten Zusatzkomponenten der Horizontal- und
Vertikalkomponente der Geschwindigkeit, auf die sich die Theorie des
Austausches stiitzt (vgl. S. 31); bei der erzwungenen Turbulenz fehlt
diese Korrelation, wie MOLLER (a.a. O.) zeigte, vollig, weswegen bei
der Anwendung der Austauschtheorie auf die Berechnung des Impuls-
austausches in der Grenzschicht Vorsicht geboten ist.

Es kann natiirlich nicht erwartet werden, daB3 die unter den auf
S. 91 aufgezihlten Vereinfachungen gewonnenen Losungen (194) der
Gleichungen (193) die beobachtete Windverteilung vollig befriedigend
darstellen. Nach Ansicht japanischer Forscher (FUJIWHARA, SAKAKI-
BARA) soll dies auch darin begriindet sein, daBl der Reibungsterm in
(193) durch ein ,,transversales Reibungsglied** erweitert werden muB,

196 ExMmaN, V. W.: Eddy-viscosity and skin-friction in the dynamics of winds

and ocean-currents. Mem. Roy. Meterorol. Soc. London 1928 Nr.20. — Vgl
hierzu H. THORADE: Grenzschichten im Luft- und Weltmeere. Ann. Hydrogr.
1929 S. 113—115. — SEILKOPF, H.: Beitrige zur Kenntnis der atmosphirischen

Grenzschicht. Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1929 S. 375—379.

197 Vgl. Lit.-Nachweis Nr. 48.

198 MOLLER, F.: Freie und erzwungene Turbulenz. Beitr. Physik frei. Atmosph.
Bd. 20 (1933) S. 79—83.
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so daB die entsprechenden Gleichungen lauten®?:
. dp 0/ dvu, dv
—2w51ntp-gvy=~—ﬂ—{—a~;( (9z>+¢93( 1/),

1) +2wsing-pv, = — 99 -+ aaz (7] %?) a—i—(v%)

worin » den ,, Koeffizienten der transversalen Reibung’‘ bedeutet. Inte-
grationen dieser Gleichungen unter verschiedenen Annahmen iiber die
Variabilitdt der Koeffizienten #(2), »(z) hat SAKAKIBARA (a. a.O.)
durchgefiihrt. Zwar lieB sich selbst fiir den einfachen Fall # und
» = konst. eine bessere Anniherung an die beobachtete Windverteilung
erreichen als durch die Gleichung (193), allein es fehlt der Nachweis,
inwieweit dies nicht einfach daran liegt, daBl nunmehr zwei Konstanten
zwecks Angleichung an die Beobachtungen zur Verfiigung stehen. Auf
Grund der iblichen Ansdtze der Turbulenztheorie (vgl. S. 32) liBt
sich der transversale Reibungsstrom physikalisch nicht begriinden; auch
die verallgemeinerte Form (87) des Reibungsterms gestattet die De-
duktion der transversalen Reibung nicht, zu deren Begriindung man
nach WATANABE 2% vielmehr von der Vorstellung ausgehen muB, daB
jedes Volumenelement d 7 einer strémenden zihen Fliissigkeit eine groBe
Anzahl (n) rotierender Elementarteilchen enthilt, deren Drehimpuls
H;(n) ein , mikrogyrostatisches” Vektorfeld N,dv =>'nH;(n) bildet,

fiir das verallgemeinerte hydrodynamische Bewegungsgleichungen gel-
ON, _oN;_
Ox Oy

und +N; =1N, =9 ergeben2o.

Auch ohne Beriicksichtigung der transversalen Reibung hat man
mehrfach versucht, die Ubereinstimmung mit der beobachteten Wind-
verteilung unterhalb der Gradientwindhéhe durch Fallenlassen der ein-
schrdnkenden Annahmen 7 = konst., ¢ = konst., dp/0x und 9p/dy
= konst. bei der Integration der Gleichungen (147) zu verbessern (SoL-
BERG, MiLcH, TAKAYA, HESSELBERG und SVERDRUP, FJELDSTAD). So
haben z. B. HESSELBERG und SVERDRUP? die Integrale der Glei-

199 SAKAKIBARA, S.: On the transverse eddy resistance acting on moving air
in the lower atmosphere. Geophys. Mag. Bd. 1 (1927) S. 130—149; Bd. 2 (1930)
S. 139—156. — IsIMARU, Y.: On the motion of air near the earth’s surface. Ebenda
Bd. 2 (1930) S. 91—106.

200 WATANABE, S.: The equation of motion of a viscous fluid accompanied by
“microgyrostatic field”. Geophys. Mag. Bd. 5 (1932) S.173—181.

201 {Jber die Moglichkeit einer Ableitung der transversalen Reibung auf Grund
einer erweiterten tensoriellen Theorie der Turbulenzreibung vgl. S. Ooma: The
fundamental equations of motion in anisotropic turbulent flow. J. Meteorol. Soc.
Jap. IT Bd. 15 (1937) S.226—234.

202 HeSSELBERG, TH., u. H. U. SvErDpRUP: Die Reibung in der Atmosphére.
Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 1 S. 241 —309. — Die Lésungen (196)
sind in H. U. SvErRDRUP (Der nordatlantische Passat. Ebenda Bd.2 S.1—96)
auf S. 76 mitgeteilt.
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chung (193) diskutiert, die sich unter der Annahme einer Potenz-
reihenentwicklung der Komponenten des Druckgradienten ergeben

5
_1/et :
(,u L 2 konst.).

v,= —Ae*?.sin(y+uz) +-Be #2-sin(f—puz)

+ %{2%2?_;% (v+1) (v+2) My 122"~ ( ) Z(V—H 4 m, g2
0 0

< ) §1 (v+1)---(v+6) My 62" —l—< )S(V—H)---(v+8)n,,+gz”—~~-l,

=
0 0

(196)
vy=+Ae*?.cos(y+ pz) — Be=#%.cos(f—uz)

oo

—{—%{vaz ——2 v+1) (v+2) #yp22” +< )22 V1) (v4+4) My g 20

0 0

+(f Y nv+6zv—(fz)4§’ (1)~ (r+-8)my g }
)

0

sind die Losungen der Gleichungen (1 = 2w sing)

@ ~
0
(197) -
d2

0

Von MorLow?%® wurde die durch die Verinderung des Druckgra-
dienten modifizierte Wirkungsweise der Reibung in ihrer Beziehung zu
den Problemen der Zyklonendynamik niher untersucht.

Beriicksichtigung der z-Abhingigkeit des Turbulenzfaktors etwa in

der Form %(z) = 5(1) - z2"*1 (WiLH. ScHMIDT) oder 7(z) = 7(0)e+??,
7(z) = n(0) (1 4 02) (Takava2!®) fiihrt auf BEssELsche Zylinderfunk-
tionen komplexen Arguments.

In sehr allgemeiner Weise (auch unter Beriicksichtigung des nicht-
stationdren Vorgangs) hat FJELDSTAD2% das vorliegende Problem mit
Hilfe der Theorie der Integralgleichungen behandelt. Wir erliutern
hier kurz diese Methode fiir den stationidren Fall und der Vereinfachung:

203 Morrwo, H.: Zur Wirkungsweise der Reibung in der freien Atmosphare.
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 22 (1934) S. 25—45.

204 Tarava, S.: On the coefficient of eddy viscosity in the lower atmosphere.
Mem. Imp. Marine Obs., Kobe Bd. 4 S.1—34.

205 FyELDSTAD, J. E.: Ein Problem aus der Windstromtheorie. Z. angew.

Math. Mech. Bd. 10 (1930) S. 121—137.
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Dichte und Druckgradient = konst., dagegen % (z) = beliebige (reziprok
integrable) Funktion von z. Unter 4v, 4+ ¢ Av, = w den komplexen
Vektor der Abweichung des Windes vom Gradientwind verstanden,
wird mit der Abkiirzung 1 = 2w sing - ¢ das Gleichungssystem (193)

gleichbedeutend mit

(198) d%{n(z) E} —ilw,

aus welcher Gleichung sich durch zweimalige Integration unter Beriick-

sichtigung der Grenzbedingung hm ( fi >~ 0 die inhomogene Integral-
gleichung zweiter Art

(199) w() = w(0) — i1[K(z, O)w(0)dl

mit dem symmetrischen Kern

e /
o =
(200 Kz 0 =",
P
FEGE
0

ergibt 2. Die Losung von (199) ist dann durch

(201) w(2) = w(0) {1 - MZ;”Z’_"M

gegeben, worin 4, und y, die Eigenwerte und die (auf 1 normierten)
Eigenfunktionen des Kerns (200) darstellen, die der homogenen Integral-
gleichung

(202) yald) = I [ K(z, O)ya(0) &L
0

geniligen*, wihrend die ¢, die Koeffizienten der Fourierentwicklung

oo

;;Lcnwn ({) =1 bedeuten. Der allgemeine Fall, bei dem auch Dichte

und Druckgradient als Funktionen von z betrachtet werden, 148t sich
analog behandeln, indem dann (mit v =wv,+ dv,, 2= 2wsing,

G =t -{— ) 6p) an Stelle von (199) die Integralgleichung

(203) Yo -0(@) =S@ — i4[K(z, ) Vo) v () dL

206 ErTEL, H.: Die Geschwindigkeitsverteilung im stationiren geostrophisch-
antitriptischen Windfeld und im station4ren Triftstrom bei variablem Turbulenz-
koeffizienten als Eigenwertproblem. Ann. Hydrogr. Bd. 62 (1934) S. 35—36.

* In der Theorie der Integralgleichungen wird bewiesen, daf3 die Eigenwerte 2,
eines reellen symmetrischen Kerns auch stets reell sind.
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mit dem symmetrischen Kern

¢
I/Q(—Z)mf;(%: €§2
(204) K ) = ’,
0(4@/,%% (==
0

und der Stérungsfunktion
z 3
— Vo (2 _ [aé
= Ve (@ { 0 —[55 Of G d:}

in bekannter Weise zu lésen ist.
Es mufl aber schlieBlich noch darauf hingewiesen werden, daf3 die
(sog. PrRanDTLschen) Formeln

o ( O, 9 ( 9y,
(205) Re=g:(n5s)  Re=sr(n5)

fiir die Turbulenzreibung durchaus noch nicht gesichert erscheinen.
Den vorstehenden Gleichungen, deren Ableitung die Annahme der
,,Jmpulsiibertragung‘‘ zugrunde liegt, stehen die TayLORschen Ausdriicke

v, ik v,,

(206) Ro=n@)5%, Ry=n()5%

gegeniiber, die auf Grund der Vorstellung einer ,,Wirbeliibertragung‘
(Zirkulation pro Flicheneinheit; vorticity) abgeleitet werden kénnen 27,
Ein experimenteller Entscheid {iber die Richtigkeit eines der Ansitze
(205) bzw. (206) hat sich bisher noch nicht beibringen lassen. Zwar
glaubte SAKURABA208 zeigen zu koénnen, daBl gewisse Beobachtungen
durch die Taviorschen Ausdriicke richtiger dargestellt werden konnen,
jedoch konnte ein allgemeiner Beweis dafiir noch nicht erbracht werden.
Die tensorielle Theorie der Turbulenz2% enthilt iibrigens die beiden
Formen (205) und (206) als Spezialfille, indem aus ihren Reibungs-
termen

a vx a zz a z a zZ avl
( ) R =Nez 3,5 072 +( L + 17” + (;7,2) 9z’
207
07, 6 . 0n,,\ v
R =1, 632y+< Yl + 7711 4 i ) azy
fiir
(208) 6’7“ o Sl ‘9’7“ =0

207 BruNT, D.: Physical and Dynamical Meteorology. S. 227. Cambridge 1934.

208 SAKURABA, S.: Turbulent motion in the atmosphere. II. Geophys. Mag.
Bd.9 S.11—21. Tokyo 1935 — vgl. auch D. BRUNT: a.a. O. S. 231.

209 ErTEL, H.: Tensorielle Theorie der Turbulenz. Ann. Hydrogr. 1937 S. 193
bis 205.

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 7
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die PranpTLsche und fiir

(209) 677:2 + anyz + anzz —

die TAvLORsche Form resultiert, also je nachdem, ob nur die horizon-
tale Divergenz (208) oder die totale Divergenz (209) des Vektors (7,,,
Ty,» M,,) verschwindet, was bestimmten Bedingungen iiber die Um-
orientierung der Austauschellipsoide im turbulenten Strémungsfeld ent-
spricht, die jedoch einer experimentellen Nachpriifung zur Zeit eben-
falls unzuginglich sind.

Bemerkenswert sind auch noch die von HESSELBERG 210 abgeleiteten
Ausdriicke fiir die Turbulenzreibung, nimlich

. on 9 [ Ou, dv,
(210) Rz_—z;g-lrw( )+az( 62)

(entsprechend fiir die y- und z-Komponente), worin # den dritten Teil
der Turbulenzenergie bedeutet, und die HESSELBERG spiter in

. dm,, 9 v\, 8 ( &u,
1) Ro=—23%+ Sl )+ (152 0 -

verallgemeinert hat?, worin #, den von der x-Komponente der turbu-
lenten Zusatzkomponenten herrithrenden Anteil der Turbulenzenergie
bedeutet, wihrend #,, 7, Austauschkoeffizienten darstellen, die den
Impulstransporten in der y- bzw. z-Richtung zuzuordnen sind.

Es diirften iibrigens die Versuche, die Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Beobachtung durch Annahme einer passenden z-Abhingig-
keit des Turbulenzkoeffizienten % zu verbessern, kiinftig an Interesse
verlieren, seit HAURWITZ gezeigt hat®2, dafl die bisher vernachlissigte
Bahnkriimmung eine Modifikation der bisherigen Losungen von gleicher
GréBenordnung der Differenzen zwischen den bisherigen Theorien und
den Beobachtungen bedingt. Aus den auf Zylinderkoordinaten (r = Ab-
stand von der Zylinderachse, #= Azimut, z=Héhe) transformierten
stationdren Bewegungsgleichungen in axial-symmetrischer Form

2
v,a(;;' —v7 —2wsingry = _%61; + R,,
(212) s
v v, .
7, 6;9 + 2% L 2wsingv, = 0 + Ry,

210 HESSELBERG, TH.: Untersuchungen iiber die Gesetze der ausgeglichenen
atmosphirischen Bewegungen. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 (1928) Nr. 4.

211 HESSELBERG, TH.: Arbeitsmethoden einer dynamischen Klimatologie.
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 19 (1932) S.291—305.

212 HaurwiITz, B.: On the change of wind with elevation under the influence
of viscosity in curved air currents. Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 45 (1935) S. 243
bis 267.
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inkompressibler ziher Fliissigkeiten mit den Reibungstermen (v = 7/g
= konst.) P &
__vAv,—v(yz—i—yay 72—l—$)v,,

10

(213) p =
=vAvs=v(g 5 g~ o)

und der Kontinuitétsgleichung

0
(214) 67 + -t 61}22 =

leitet HaurwitZz fiir die komplexe Horizontalgeschwindigkeit w = v,

+ 4vy unter den Annahmen w = f(z) » und 92 57 (k = konst.) die

é
komplexe Bewegungsgleichung ecr

(215) ~—|—12wsm<pw——£r—l—va;zz
ab, die fiir
(216) u(8) = 4/ ({) + twsing] (=21

die WeIErsTRAsSsche Normalform fiir ein elliptisches Integral erster
Gattung

du\2

(217) (ﬁ) = 4uP — gyu — g

mit 1 . B
g = —4(e16, 1 €165 + €365) = — ?(wz sin?g - ?>,

. . .k .
gy = 4e 6505 = %inSIIlz(p + 21?605111(]7 — ¢y,
0=¢;+ ¢ + ¢

ergibt (¢, = erste Integrationskonstante; e,, ¢,, 3 = Wurzeln von du/d{
= 0). Die durch eine Jacosische elliptische Funktion (sn) gegebene
Losung

(62— €3)

218 == 1
( ) “ st sn? {Vgl —e3 (¢ + 02)}

(c; = zweite Integrationskonstante) erlaubt durch die Forderung einer
fiir wachsendes z beschrinkt bleibenden Losung infolge der dann fiir
€, = €3 = —¢,/2 eintretenden Entartung der Jacosischen sn-Funktion
in eine trigonometrische Sinusfunktion die Darstellung:

(219) %=f(¢)=inzsinz¢+§ - _23_2_7 _iwsing,
sin (T) Vw sin (p—l——g— (C+02)}

und die von HAuRWITZ damit durchgerechneten numerischen Beispiele
ergeben, dall bei gekriimmten Isobaren mit zyklonaler Strémung der
Gradientwind nach Richtung und Gréfle in weit geringerer Hohe er-
reicht wird als im Falle geradliniger Isobaren, wihrend bei antizyklo-

7*
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naler Stromung die Verhdltnisse umgekehrt liegen. Die Unterschiede
betragen in den von HAURWITZ mitgeteilten Beispiclen bis tiber 1000 m.

Wir betrachten nun noch abschlieBend das stationire Windfeld
oberhalb der Reibungshohe, also in der freien Atmosphire, wo die
Reibung in erster Niherung zu vernachldssigen ist. Aus den dann fiir
geradlinige, unbeschleunigte Stromungen geltenden Gleichungen des
Gradientwindfeldes

op. op

0
(220) _lgvy:—gg, —’(“;»Q‘Ux——a—j; gg_—___a?

{Koordinatensystem: #x, y, 2 = Rechtssystem, 2z positiv aufwirts;
4 = 2w sing) ergeben sich dann durch Elimination des Druckes wich-
tige, zuerst von MARGULES 212 abgeleitete Beziehungen iiber die Wind-
dnderung mit der Héhe im Zusammenhang mit dem Temperaturfeld:

dv, dInT g dlnT 9y, _  OInT | gdInT

(221) gz~ Y7oz A 0y ’ FrAR TR +l ox ’

die auch auf folgende Solenoidfeld—Darstellung gebracht werden kénnen:
dv, RT(& InT élnp &InT o lnp) [grad (InT), grad (lnp)], ,

= —
—-[grad(InT), grad (In4)],,

dy 0z dz Oy

(222) Oy, RT((‘)InT&ln{J élnTalnp) RT

0z A\ 0z Ox oy 0z
die sofort durch die Gleichung
[grad(InT), grad (Inp)] = [grad (Ind), grad (Inp)]

22
(223) _ (’%1) [grad (Ind), grad (In T)]
auf die Solenoidfelder von potentieller Temperatur (#) und Druck bzw.

Temperatur umgerechnet werden kann.
Fiir die Anderung von v2 = v} + v} mit der Hohe gilt

0 (v? 01nT gRT (0lnp 6InT | dlnp dInT
ZATY) = 42
(224 3, <2>_ o5 <6x o 1Ty ay)
oder
0 (v\* 2gR({0Inp élnT dlnp 6InT
(225) E(T) }FT( ox + dy dy )

wihrend die Winddrehung mit der Hohe durch

é RT(@InT 01 dInT 01 RT
(226) G- (T o=y g )~ tiyelerad(InT) , grad (lnp)

bestimmt ist, wobei = arctg (—Zi) Die Gleichung (226) besagt, daB
zur Erhaltung des stationiren ‘Z{/lstandes eine in ein kilteres Gebiet

gerichtete Stromung mit der Hohe nach rechts (S—ZJ > O), eine in ein

213 MarGULES, M.: Uber Temperaturschichtung in stationir bewegter und in
ruhender Luft. Meteorol. Z., HaNnN-Band (1906) S. 243—254.
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wirmeres Gebiet gerichtete Stromung mit der Hohe nach links
(% < 0) drehen muB. Existiert eine Homotropierelation F(p, T)=0

(vgl. S. 36), so bleibt, wie die Gleichungen (222) zeigen, der Wind mit
der Hohe nach Richtung und Absolutbetrag konstant (W. H. DINES).

§ 8. Stationire Diskontinuitdten in der Atmosphire.

Die wichtigen Fortschritte der Meteorologie in den letzten Dezennien
sind mit der (in ihren theoretischen Grundlagen bis auf HELMHOLTZ 214
zuriickgehenden) Erkenntnis verkniipft, daB die Atmosphire nicht als
eine in thermodynamischer Hinsicht einheitliche Luftmasse mit iiberall
stetigen Ubergingen von Temperatur, Dichte, Entropie und spezifischer
Feuchtigkeit angesehen werden kann, sondern daB sie aus einzelnen
,,Luftkérpern® aufgebaut ist, die durch sprunghafte Anderungen der
meteorologischen Elemente (mit Ausnahme des Drucks) an den Luft-
korpergrenzen voneinander zu unterscheiden sind. Obwohl die Luft-
kérpergrenzen Ubergangszonen endlicher Dicke darstellen, werden sie
zwecks mathematischer Behandlung am besten durch Flichen ideali-
siert, an denen die beiderseitigen Funktionswerte von T, 9, v (Ge-
schwindigkeitsvektor) usw. um einen endlichen ,,Sprungwert™ diffe-
rieren; man spricht von ,,Diskontinuititsflichen’, deren Schnittkurve
mit einer Horizontalebene als ,,Front‘“ bezeichnet wird. Es hat sich
neuerdings in der Meteorologie die von HADAMARD?2!® eingefiihrte
Klassifikation der Unstetigkeitsflichen eingebiirgert, wonach eine ,,Dis-
kontinuitit #-ter Ordnung* vorliegt, wenn die niedrigste unstetige Ab-
leitung einer der hydrodynamischen FeldgréBen von der #-ten Ordnung
ist. So sind z. B. die troposphérischen Luftkérpergrenzen Diskontinui-
titen nullter Ordnung, wihrend die (stationire) Tropopause eine Dis-
kontinuitit erster Ordnung darstellt 216,

Wihrend die mathematische Behandlung bewegter Diskontinuitéten
auf groBe Schwierigkeiten sto8t und tiber die ersten Ansitze bisher
nicht hinausgekommen ist (mit Ausnahme kleiner Schwingungen der
Diskontinuititsflichen, vgl. S. 114), bereitet die Aufstellung der Gleich-
gewichtsbedingungen fiir stationidre atmosphirische Diskontinuititen
keine Schwierigkeiten. Die zuerst von MARGULES?!7 und spiter von

214 HeLmuortz, H. v.: Uber atmosphirische Bewegungen (I. Mitt.). S.-B.
preuB. Akad. Wiss. 1888 S. 647.

215 HADAMARD, J.: Legons sur la propagation des ordes et les équations de
I'hydrodynamique. Paris 1903.

218 ByERKNES, V. u. Mitarbeiter: Physikalische Hydrodynamik. S. 122f. u.
S. 628. Berlin 1933. — Vgl. dazu F. Baur: Die Bedeutung der Stratosphire fiir
die GroBwetterlage. Meteorol. Z. 1936 S.237—247 sowie H. ERTEL: Die Arten
der Unstetigkeiten des Windfeldes an der Tropopause. Ebenda 1936 S. 450—455.

217 MARGULES, M.: Uber Temperaturschichtung in stationdr bewegter und in
ruhender Luft. Meteorol. Z., HaNN-Band (1906) S. 243—254.
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V. BJERkNES 288 in allgemeinerer Weise angewandte Methodik zur Ab-
leitung der Gleichgewichtsbedingungen stationdrer Diskontinuititen
nullter Ordnung benutzt die dynamische Grenzflichenbedingung der
Stetigkeit des Druckes an der Diskontinuitdt: Ist ds mit den Kompo-
nenten dx, dy, dz ein in der Diskontinuititsfliche liegendes Linien-
element, wobei die Richtung von ds frei .wihlbar ‘ist, so ergibt sich,
wenn die Diskontinuitit die zwei Luftkérper 1 (kalt) und 2 (warm)
voneinander abgrenzt, an den Endpunkten von ds die gleiche Druck-
differenz dp; = dp, oder

o (68~ )+ 20, o + G2~ 6o =

welche Gleichung besagt, daBl der Sprung des Druckgradienten

(&~ B (-G

Abb. 12. Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingung stationidrer Diskontinuititen.

(= AB in Abb. 12) auf der Diskontinuitdt (DD in Abb. 12) senkrecht
steht, ein Satz, der auch fiir nichtstationire Diskontinuit4ten gilt. Orien-
tieren wir das x, y, 2-System derart, da die y-Achse die Richtung der
Isohypsen der Diskontinuitit hat, so ergibt sich der Neigungswinkel
& (x, 2) der Diskontinuitit in der », 2-Vertikalebene mit der x-Achse aus

o __ e (a2

(228) tga(x,2) = o =— part— i,
(52h- G2
Die fiir jeden Luftkérper (1, 2) angesetzten Bewegungsgleichungen
0 .
a—f = 2wsinppv, —0b,,
{(229) op
5, — 80+ 2wcospoucose —ob,,

in denen & den Azimutwinkel des horizontalen Windvektors v = ]/EZ + v:f,
gegen die West-Ost-Richtung bedeutet (vgl. die dritte der Bewegungs-

218 ByERKNES, V.: On the Dynamics of the Circular Vortex with Applications
to Atmosphere and Atmospheric Vortex and Wave Motions. Geofys. Publ. Oslo
Bd. 2 Nr. 4.
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gleichungen 78) und b,, b, die EuLERschen Beschleunigungen darstellen,
ergeben

|

ap gﬁ)z =20 Sin(p[(@ v:'!)l - (Q vy)z] - [(Q bx)l - (Q bx)z] B

1
(230) 1,
%) — (%), = —sles — 09 — (e — (e b

42w cospcose[(p v), — (0v),],

woraus durch Substitution in (178)

_ 20 sing [(0v,)1 — (0 v,)a] — [(00.)1 — (0 ba)al
(231) 18 (%, 2) = o (0B — (@8] — 2 os coss Tl v); = (@ 93]

als Gleichgewichtsbedingung folgt. Dieselbe vereinfacht sich im Falle
horizontaler, unbeschleunigter Bewegung zunichst in

2wsing[(ev); ~— (g v)s]

@2 8% 2) = i e — 20 cosp cossllg v — (@i’

worin jetzt v = v,, da wegen v, = 0 nach der kinematischen Grenz-
bedingung der Wind an der Diskontinuitit nur in Richtung der Iso-
hypsen (y-Achse) wehen kann. Die in Gleichung (232) noch vorhandene
Azimutabhingigkeit des Neigungswinkels (%, z) verschwindet erst,
wenn man die Vertikalkomponente der ablenkenden Kraft der Erd-
rotation vernachlissigt, was fiir die praktischen Anwendungen der
Gleichung (232) erlaubt ist?1?; man erhilt so die MARGULESsche Formel

_ 2wsing [(p v); — (2 v)s]
(233) tg“(x, z) - 4 (01 — 02)

die (wegen der Stetigkeit des Druckes an der Diskontinuitit) auf Grund
der Zustandsgleichung p = RT, = RT, auch

’

2wsing [v; T, — v, 7]

(234 tgo(x, ) = 227nL (e =t

geschrieben werden kann; man beachte ferner die zur Umformung
zweckmiBigen Identititen:

4+
01Y1 — Q2¥y = (%) (01 — @2) + (”Q%) (v, — v,),

T T
1, Ty — v, Ty = (vlj%) (Te—Ty) + (%) (v, —vp) -

(235)

Die Gleichungen (228), (231), (232), (233) und (234) gelten natiir-
lich auch dann, wenn die Diskontinuitit nicht eine Ebene darstellt
(wie in Abb. 12), sondern eine Kriimmung aufweist, wodurch sich der
Neigungswinkel lings des Schnittes der Diskontinuitit mit der x, z-
Ebene dndert. Dann kann fiir jeden Punkt des Schnittes die Neigung
der Diskontinuitit nach den obigen Gleichungen berechnet werden.

218 Brunt, D.: Physical and Dynamical Meteorology. S. 192. Cambridge 1934.
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In #hnlicher Weise 148t sich die Neigung der Diskontinuititsfliche
in einem ,,zirkularen Winkel*“ bestimmen; ist » der Kriimmungsradius
einer durch P gehenden Isohypse der Diskontinuitit, so ist im Punkte P
die Neigung der Diskontinuitdt im Schnitt mit der 7, z-Vertikalebene
durch

_ 2osing [(ev) —(ev)] , 1 [0 — (ev%),]
(36) tga(r.z) =", (@1 — 02) g (e—0)

bestimmt, welche Gleichung die Erweiterung von (233) fiir den Fall
gekriimmter horizontaler Bewegungen darstellt; das positive (negative)
Zeichen gilt fiir zyklonale (antizyklonale) Rotation.

Die sich nach den vorstehenden Gleichungen fiir « (¥, z) bzw. & {7, 2)
aus den Werten der an den Luftkérpergrenzen auftretenden Geschwin-
digkeits- und Dichte- bzw. Temperatur-Sprungwerte ergebenden Dis-
kontinuitdtenneigungen sind von der GréBenordnung 1072 bis 1072 in
Ubereinstimmung mit den aus aerologischen Schnitten erhaltenen Er-
gebnissen. Noch geringer sind die sich aus

(")ﬁ)
. ~(c?_ixﬁ__ 2wsingev, —0b,
(237) tgflx, 2) =— (6;‘)) T go+ob,— 2wgos<pgvcoszs

0z

oder [vereinfacht durch die Voraussetzungen, fiir die Gleichung (233}
gilt]
(238) tgp(x, 2) =

2w sing .
g

berechnenden Neigungen der isobaren Flichen. Fiir gekriimmte Iso-
baren mit -7 (4 =zyklonal, — =antizyklonal) als Kriimmungsradius
der Isohypse der Isobarenfliche, die durch den Punkt geht, fiir den
die Neigung der Isobarenfliche im 7, z-Schnitt bestimmt werden soll,
gilt als Erweiterung von (238):
(239) tgfr, 2) =

2wsing vt v? ]
v

Es gilt fiir die Strémungen an Diskontinuititen der Satz: Blicks
man (auf der Nordhemisphive) von der kalten Stromung zur warmen, so
bewegt sich letziere velativ zur ersten nach links. Oder in der Ausdrucks-
weise von BJERKNES: Die Vertikalkomponente des Gleitwirbels an atmo-
sphérischen Diskontinuititen ist zyklonisch. Ausnahmen davon sind bet
grofem Dichtesprung 0, — 0, moglich.

Uber Spezialfille, die sich aus den obigen Gleichgewichtsbedingungen
dadurch ergeben, dal entweder nur die Dichte (bzw. Temperatur) oder
der Geschwindigkeitsvektor unstetig wird, vgl. D. BRUNT (a.a.O.
S.191f.). Im besonderen folgt aus (232) der Satz, da eine reine Wind-
diskontinuitit der Rotationsachse der Erde parallel sein muf.
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Zu der von HERGESELL2® gegebenen Anregung, die méglichen For-
men der Diskontinuititsflichen mit Hilfe der CHrR1sSTOFFELSchen Flichen-
theorie zu untersuchen, liegen einige Ansitze vor?2l. In anderer Weise,
namlich aus der Anderung der Niederschlagsintensitit beim Durchzug
von an Fronten gebundenen Regengebieten hat A. ANGSTROM22 Riick-
schliisse auf die Form (allerdings nichtstationdrer) Diskontinuitdts-
flichen zu ziehen versucht.

Wir wenden uns nun den Gleichgewichtsbedingungen stationirer
Diskontinuitidten erster Ordnung zu und betrachten z. B. die als Hapa-
MARDsche Diskontinuitdt erster Ordnung aufzufassende stationdre
Tropopause. Alle hydrodynamischen FeldgréBen (p, T, @, b) bleiben
stetig, dagegen springen die ersten Ableitungen. Es gelten also analog
(227) die Gleichungen (Index 1 fiir Stratosphire, 2 fiir Troposphire):

g Y R N 1
o [2)- 6o+ 59 G5+ ) ()=

o [62)- (e [0 (o + (1 Bl -o

wobei sich aber in beschleunigungsfreien Windfeldern an der Tropo-
pause die Gleichung (242) auf

B-(-o G-l (A6
(243) (6x)1 (ax)z— 0, (f)y L \ayh = ash \ezh=°
reduziert, d. h. die Isobaren weisen an der Tropopause keinen Knick

auf, wenn die EULERschen Beschleunigungen (b,, b,, b,) verschwinden *.
Die Neigung o(x, 2) der Tropopause im Schnitt mit der x, z-Vertikal-

ebene ist zunichst nach (240):
oT (GT) }
6:),— Gz,

(244) tgo(x,2) = — wam——m -
[(5)1_ (62)2]

220 HERGESELL, H.: Diskussionsbemerkung auf der aerolog. Tagung vom
3.—6. Juli 1921 im PreuB. aeronaut. Obs. Lindenberg. Sonderheft der Beitr,
Physik frei. Atmosph. 1922 S. 37. i

221 ErTEL, H.: Die Krimmung der Diskontinuititsflachen in der Atmosphéire
und im Ozean. T#t.-Ber. preuB3. meteorol. Inst. 1930 S.147—152. Berlin 1931. —
Die Krimmung der isobaren Flichen im Ozean. Ann.Hydrogr. 1931 S. 133—138.

222 AxgsTROM, A.: Die Variation der Niederschlagsintensitat bei der Passage
von Regengebieten und einige Folgen betreffs der Struktur der Fronten. Meteorol.
Z. 1930 S. 177—181. — Vgl. dazu J. HorrMEISTER: Uber die Struktur der Nieder-
schlagsintensitét bei langandauernden Niederschligen. Tat.-Ber. preu. meteorol.
Inst. 1932 S. 111—119. Berlin 1933.

* Oder wenn die b,, b,, b, an der Tropopause stetig sind. In der folgenden
Rechnung wird die Stetigkeit der b,, b,, b, angenommen, jedoch Unstetigkeit
der ersten Ableitungen zugelassen.
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Nun ergeben die Bewegungsgleichungen

10p 10p .
oder

dlnp X -—b, dlnp Z—b,
(245) ox — RT ° oz~ RT

(X, Z = duBere Krifte 4 CoriorLiskomponenten) durch Rotationsbil-
dung:

-t =g a—n Tl a—s - Lz-nl

woraus

(g)l_(z_z) - (()Z{:ZZ::)) [(%1*(2_5)2]

folgt; daher wird nach (244):

xes) T {[%(X—b»—%w—b,)}l—[%(X—b,)—%(Z—bZ)L}4

(246) tgo(x,2) =— -

oder

(Z—b)  (Z—b) Kg)l“ (591)2}

(47) @ ) =t8Blr )~ 2 (62~ (&),
1 \0z/s

da ja durch

(52)
(248) tgf(x,2) = — ((2{—_55) = _(gz)

die Neigung der Isobarenflichen gegeben ist. Die Gleichungen (246)
bzw. (247) stellen die Gleichgewichtsbedingungen in der zur Isohypse
(y-Achse) senkrechten x, z-Vertikalebene dar.

Setzt man fiir den Fall beschleunigungsfreier Windfelder (b,=b,= 0)

X =2wsingv,, Z= —g (also Vernachlissigung der vertikalen CORIOLIS-
komponente), so folgt aus (246):
[ 0v v
| r[(3%) - (%)
_ 2wsing [( 0z )1 (62.2]
w0 o) =S AT
0z)1 \0z/s

in Ubereinstimmung mit der von V. BJERKNES auf anderem Wege ab-
geleiteten Gleichung (Physikal. Hydrodynamik, S. 483; Wechsel der
Koordinatenachsen ist zu beachten).
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Die Gleichung (249) driickt die Gleichgewichtsbedingung fiir die
stationidre Tropopause relativ zur Neigung der Isobarenflichen(tgf (x,z))
gemil

+6 N\
tgo(x, 2) — tgf(x, 2) km {
(E)vy) _ 61}1,) w4 \“I
2wsin g 0z 0z /o 3 N \
= — T 3 NN
g 0T\ _ (0T 342 N
7| — 5= S AN T~
0z 1 dz 2 § "} N \
durch den Sprung der verti- §7 /f. //
kalen Temperatur- und Wind- ~ § { / N
gradienten aus. Sie gilt auch E_Z \ / /
fiir den mittleren (unbeschleu- % ’ Vil /
. — H T
nigten) Zustand der Tropo- 3 L1/ /
pause; die entsprechenden Be- §—£ H
obachtungsgrundlagen sind in
: : 223 _ a
einer Arbeit von Dosson ) — /R Y R S R T
enthalten (vgl. Abb. 13). Windgeschwindighert mysec
Setzt man fiir Zyklonal Abb. 13. Mittlere Windgeschwindigkeit in der Umgebung
« s fs der T b G. M. B. D .
umstrémte kreleormlge Iso- Ausgezogzlr_xe ?ﬁgg;us;ﬁﬁrtl;c fiir Geschwinodniz(l):;i)ten iber

o i3 _ 19 mfsec, gestrichelte Kurve: Mittel fur Geschwindig-
baren mit dem Krummungs keiten von 13—19 m/sec, punktierte Kurve: Mittel fir

radius 7 Geschwindigkeiten unter 13 m/sec.
. v?
—bx—{—X-—:Zwsmqu—}—;, Z = —g

[vgl. Gleichung (212)], so erhilt man aus (246):

[(E)v dv

_ 2wsing v®  2wsing E)_z)l— (&)J 2v )

(250) tgo(r.2)=—"—-v+ -7 T[(g)_(g>}<1+zwsin¢r°
0z 1 0z 2

Das ist die Gleichgewichtsbedingung fiir einen stationiren axial-
symmetrischen PALMENschen ,, Tropopausentrichter 2; vy =v,, v,=0.

§ 9. Die atmosphirischen Storungsgleichungen.

Bei allen zur Zeit noch vorhandenen Unterschieden in den Auf-
fassungen der Meteorologen iiber die niheren Einzelheiten der extra-
tropischen Zyklogenese besteht doch Ubereinstimmung in der Ansicht,
daB die Zyklonen der gemiBigten Breiten ihren Ursprung an der Grenz-
fliche zweier relativ zueinander bewegter und verschieden temperierter
Luftmassen haben, an denen sie sich aus ,kleinen Stérungen® ent-
wickeln. Wenngleich also zur exakten mathematischen Behandlung

223 DoBsON, G. M. B.: Winds and Temperature Gradients in the Stratosphere.
Quart. J. Roy. Meteorol. Soc. Bd. 46 (1920) S. 54—64.

224 PALMEN, E.: Registrierballonaufstiege in einer tiefen Zyklone. Soc. Sci.
Fennicae Comment. phys.-math. Bd. 8, 3. Helsingfors 1935.
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vollentwickelter Zyklonen wahrscheinlich die vollstindigen, nicht-
linearen hydrodynamischen Differentialgleichungen notwendig sind, ist
es doch Klar, daB fiir das Studium der Zyklogenese linearisierte hydro-
dynamische Gleichungen ausreichen, véllig unabhingig davon, ob die
sich an der zunichst stationiren Diskontinuitit entwickelnde Stérung
ihrer physikalischen Natur nach auf das durch quasiperiodische Stabili-
tatsinderungen bedingte , Abtropfen* kalter Luft unter Mitwirkung
glinstiger orographischer Bedingungen (F. M. EXNER?225) zuriickgeht,
oder ob die Stérung in einer ,,Aktivierung‘‘ der stationiren Diskontinui-
tdt durch stratosphirische Druckdnderungen (v. FICKER?2) usw. be-
steht; mafgebend fiir eine ,,Wellentheorie* der Zyklonen (V. BJERKNES)
ist der Umstand, daB die Deformation der Diskontinuititsfliche in
eine durch exponentiell anwachsende Amplituden charakterisierte In-
stabilititswelle (an der Diskontinuitédtsfliche zweier ungleich dichter
Medien) iibergehen soll???. Nach der Ansicht von V. BJERKNES fiihrt
uns jede Zyklonenbildung in der Natur gewissermafBien die Integration
der Stérungsgleichungen vor Augen, deren analytische Nachbildung zu
den Hauptaufgaben der dynamischen Meteorologie gehért.
Linearisierte hydrodynamische Gleichungen waren in der dynami-
schen Meteorologie seit langem in Gebrauch, wobei jedoch die Lineari-
sierung entweder einfach durch Fortlassung der quadratischen Terme

in den Bewegungsgleichungen (‘;—? - g—?) oder durch die OseEENsche
Linearisierung Z—: = 3—: + (B grad)b (B = konstante Geschwindigkeit)

erzielt wurde. Erst V. BJERKNES hat in mehreren Arbeiten 228 ein
exaktes und speziell fiir die Aufgaben der dynamischen Meteorologie

225 ExNER, F. M.: Uber die Entstehung von Barometerdepressionen hoherer
Breiten. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 120 (1911), IIa S. 1411—1434. — Dynam.
Meteorologie, 2. Aufl. S. 337. Berlin 1925. — Vgl. dazu W. SCHWERDTFEGER: Zur
Theorie polarer Temperatur- und Luftdruckwellen. Verdff. geophys. Inst. Leipzig,
2. Ser. Bd. 4 (1931) S. 5.

228 FickeR, H. v.: Uber die Entstehung groBer Temperaturdifferenzen zwi-
schen Alpen und Lindenberg. Abh. preu. meteorol. Inst. Bd. 8 S. 37. Berlin
1926. — Vgl. dazu H. ERTEL: Der EinfluB8 der Stratosphire auf die Dynamik
des Wetters. Meteorol. Z. 1931 S. 461—475.

227 Dagegen: EXNER, F. M.: Sind die Zyklonen Wellen in der Polarfront oder
Durchbriiche derselben? Meteorol. Z. 1921 S. 21 —23. — WEGENER, A.: Sind die
Zyklonen Helmholtzsche Luftwogen? Ebenda S. 300—302 (von V. BJERKNES als
verfehlte Fragestellung nachgewiesen: Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 13 (1926)
S.12). — AHLBORN: Zyklonen und Antizyklonen im Mechanismus der Atmo-
sphire. Ebenda Bd. 12 S. 63.

228 BjerKNES, V.: Die atmosphirischen Stérungsgleichungen. Beitr. Physik
frei. Atmosph. Bd. 13 (1926) S. 1—14, sowie Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927)
S.17—26. — Uber die hydrodynamischen Gleichungen in Lagrangescher und
Eulerscher Form und ihre Linearisierung fiir das Studium kleiner Stérungen.
Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 11 — Physikalische Hydrodynamik. S.277. Berlin

1933.
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zugeschnittenes System der ,,atmosphirischen Stérungsgleichungen®
aufgestellt, von dem bereits zahlreiche Anwendungen vorliegen.

Zwecks Ableitung der Stérungsgleichungen erinnern wir daran, da
zunichst zur Bestimmung der fiinf GréBen v,, v,, v,=b, p, x =1/p
in EurLirscher Darstellung das (vektoranalytisch geschriebene) nicht-
lineare System

(251) ((%—I—bgrad)b —2[b, w] = —grad® — x gradp,
(252) ((% + vgrad) s — adiv() =0,

d d
(253) (% 4+ grad) o= Ya (52 4+ grad);b

vorliegt, mit (251) als Bewegungs-, (252) als Kontinuitits- und (253)
als Piezotropiegleichung; letztere ist die der Thermodynamik zu ent-
nehmende ,,physikalische Gleichung &« = «x(p) (Adiabate, Polytrope)
in differentieller Form mit dem Piezotropiekoeffizienten des spezifischen
Volumens y, = (dx/dp) (vgl. S.36); w in (251) ist der Drehvektor
der Erdrotation. Hinzu treten die Grenzbedingungen an einer Fliche

(254) F(x,y,2,0) =0,
die zwei Luftmassen (durch 1, 2 gekennzeichnet) trennt:

@5 FErmeadF=o, %4 (eadF=0

{kinematische Grenzflichenbedingung, die auch
{2506) (b; — by) gradF =0

geschrieben werden kann, d. h. der Geschwindigkeitssprung fillt in die
‘Tangentialebene von F) und

(257) Pr—$2=0
{dynamische Grenzflichenbedingung, die auch in H. SoLBERGscher Form

(258) (3 + vugrad) by — ) =0, (57 + tagrad) (py — pg) = 0
geschrieben werden kann). Ist F(x, vy, z, ) eine duBBere Grenzfliche, so
ist in den vorstehenden Grenzbedingungen eine der indexbehafteten
GroBen gleich Null zu setzen bzw. die entsprechende Gleichung fort-
zulassen.

Aus diesem nichtlinearen System (251) bis (253), (254), (255), (258)
resultiert nun das System der Storungsgleichungen, indem man die
GroBen v, p, « und F der ,,allgemeinen Bewegung® zusammensetzt

o
aus den GroBen 5, p, & und F der ,,bevorzugten Bewegung® (oder
,,Grundstromung‘‘), die dem vorstehenden nichtlinearen System ge-

* *
niigen, und den GréBen 5, P, & F der ,,Storungsbewegung®’, die
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simtlich mit ihren Ableitungen als kleine GroBen erster Ordnung
aufzufassen sind:

(250) b=9+%5 p=p+3 oa=a+& F=F+F.

Unter Beachtung dieses Umstandes entsteht aus dem nichtlinearen
System durch Substitution von (259) das System der Stérungsgleichungen
in EuLERscher Form:

(260) (i + Bgrad)ﬁ + (B grad) b — 25, w] — — & gradf — & grad,

(261) (at +ngrad)zx+ (5 grad) & = & div (

O

*
o
o 0 *
(262) (W + b grad) & + (D grad) & = y, (5— bg ) P+ ( grad) p
mit den Grenzflichenbedingungen:

(263) (% + 81 grad)F—i— (ﬁlgrad)lg———o, (i —1-82 grad)l?—l— (ﬁzgrad) I?“=O,

» (% + B, grad) (py — Do) + (o, grad) (5, — P =0,
264
(% + b, grad) (B — $) + (B grad) (B, — 5,) =

Methodisch vorteilhaft zur Ableitung der Stoérungsgleichungen ist
die BJeErgNEssche Regel: Man bilde die erste Variation der hydro-
dynamischen Feldgr6Ben des Grundzustandes, und zwar so, daBl man
die Variation (d) als unabhingig von den schon in den Gleichungen
vorkommenden Differentiationen betrachtet; nach vollzogener Varia-
tion ist 6b =D, op =5, do = &, D=0, p=7p usw. zu setzen.

Beispiel: Storungsgleichungen in Impulsstromform (vgl. S. 31);
Variation:

9
;f—t (00v: + v:00) + 5~ (e0viv + @vidvs + Sovivi)

— 20 (Bou + 00v) = —de 5o — 32,

also Stérungsgleichungen:

9 E
57 (@0 + 3:0) + 5, €0 + 000 + 05 )

0P ]

“2wik(9'vk+@vk)=_zax af

Wir wenden uns nun dem System der LLaGrRANGEschen Gleichungen
zu und betrachten zunichst das nichtlineare System der allgemeinen
Bewegung; den Bewegungsgleichungen konnen wir nach S. 23 die
Form (g; = Schwerkraftkomponenten)

021’{ (")xk . Dia 615 .
(265) W”Zwikﬁ——&——g:m (t=1,2,3)
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geben, worin iiber 2 und « von 1 bis 3 zu summieren ist*. Die Konti-
nuitdtsgleichung lautet:

0w, 0%, O

da, Oa, Oa,

0x, Ox, O, 0 (¥y, %5, ¥g
(266) o=e| S G | o

da, 0da; Oda,

wihrend die physikalische Gleichung die endliche Form

(267) 0=20(P; a1, a5, a5)

aufweist, die also fiir jede durch die Numerierungskoordinaten a,, a,, a3
individuell gekennzeichnete Partikel existieren muB. Eine zwei Luft-
massen (durch gestrichelte und ungestrichelte Variablen unterschieden)
trennende, mathematisch durch eine Gleichung (254) gegebene Dis-
kontinuitdt kann also ,,materiell” als Funktion der Lagekoordinaten
der begrenzenden Fliissigkeitspartikel auf beiden Seiten durch

(268) f(al,az,as,t) =0, f’(ai,aé,dé,t) =0

gegeben sein, und die kinematische Grenzflichenbedingung lautet:
, 0 0

(269) 65 (@1, a5,05,8) =0, a]:(“lrﬂz:“s» ) =0

zusammen mit:
0%, Ok of 0%,  O0x%\ o Of
(270) ("‘87 )Dkoc =0, (W'_W)Dk{xaa =0,
fir af =a,, a3 =a,, ay=a,, t =0.
[Man beachte, dal dem EULERschen Operator (v grad) der La-
GRANGEsche Operator 97 D,m 6 entspricht; vgl. S. 24.] Die dyna-

mische Grenzﬂ.’ichenbedlngung (257) kann

(271) ﬁ(ﬂl,a2,d3,t) —ﬁ’(di,aé,dé,t) =0

fir @i = a;, 4y = a,, a3 = a3, t = 0 geschrieben werden, unter Beach-
tung der Tatsache, daB die Lagekoordinaten x; fiir £ = 0 mit den Nume-
rierungskoordinaten iibereinstimmen. Eine Kombination der dynami-
schen und kinematischen Grenzflichenbedingungen stellt die ,,gemischte
Grenzflichenbedingung*

op o 0x;, O P’
272) W‘W_(W" )D’“"aa =0,
( 9 _ ot (%_% % _,
ot~ ot \ot ét) kxga

* Fir die folgenden Rechnungen sei an die Summationsvorschrift erinnert,
nach der iiber in einem Term doppelt auftretende Indizes von 1 bis 3 zu sum-
mieren ist; griechische Indizes beziehen sich auf die unabhingigen Variablen (a4).
lateinische auf die abhingigen Variablen ().
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Zwecks Linearisierung des LAGRANGEschen Systems wird gesetzt:

[e] *

@73) m=%+%, p=F+P, e=e¢+e f=i+],
wobei die GréBen #;, $ und ¢ des Grundzustandes dem nichtlinearen

*

System geniigen, wahrend die Stérungsgroen ;i, ;3 , 5, f mit ihren Ab-
leitungen klein von erster Ordnung sind und fiir ¢ = 0 verschwinden.
Da jetzt die Stérungen nicht ,,lokale” sind, wie im EULERschen System,
sondern ,,individuelle’ im Sinne der Hydrodynamik, miiBite bei Sto-
rungen von der Dimension der Zyklonen auch noch w,;, = Dy 4 D
. 0 08, .
und g; =g, + gz gesetzt werden mit ¢, = —awok:?,-, g’a = 64‘;—’ ;j; sieht
% %;
man aber hiervon ab, so erhilt man zunichst aus (265) die Stérungs-
gleichungen der Bewegung:

&% % Dia 83  Dia 08 .
(274) th—zwik-d—t_—g‘oga_a—?m’ (t=1,2,3)
worin
ks _@%a% 6%6£) @%a% a%a&)
11 7 \fa, da;  dag Oa, Jda, Ba;  Oa, Oa,
(275) 2 3 3 2 2 3 *3 2

day, 0a;  Oay da,

21 7" \Ga, 8a; das da,

usw. bedeuteten. Das Bildungsgesetz der D*w ist leicht zu erkennen,
denn es ist, wenn 7,7, & bzw. &, 8, ¥ zyklisch aufeinanderliegende
Indizes bedeuten:

. ___0(xj1xk)
Dix = (g, a’
also
9@, E) | 0. R

D;, =

0(ap, ay) ~ 0(ag, ay)’
in der Funktionaldeterminantenschreibweise von DONKIN.
Die physikalische Gleichung (267) ergibt
* *
(276) 0 = YeP
mit p, als Piezotropiekoeffizienten der Dichte, und damit wird die
Kontinuitétsgleichung:
DGRy B) | Oy, By Ry) | O T, Ra) | OB, B T)
g O(a, s, as) 0 (a1, az, as) 0(ay, as, as) 0(ay, s, a3)

(277) 0=y,

Fiir die Grenzflichenbedingungen erhilt man schlieflich, wenn die
Grenzfliche durch die Stérung in

o *
(278) flay, ay,a5,%) + f(ay, a5, a5, =0,

*
(a1, a3, a3,%) + [ (a1, a5, a5, t) = 0
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tibergeht:
of of
&(“1:“2:“3rt)=0’ E(a;,aé,ag,t)zo,
* %, o e o o\ % ¢ ° 2\ o H
279) § (0% _ Oxk\ R~ Of ‘9_’@_"“) of %_M) of _
(279) (6t ot D’“"aa“"l" ot 9t Dk“a%'*' 0t 0t D’“‘aua 0,
0%, %o, 8f (9% oo, Of | (0m, 0%\, of
(aT' ot )Dkam (W"W)Dkame(W—W)Dk“aafo'

fiir a; = a,, a3 = a,, a3 = ay, t =0 (kinematische Grenzflichenbedin-
gung) und

(280) P (ay,ay,a5,8) + play, ay,a35,8) = P (af, a4, a5, 1) + P (a}, a5, a3, 1)

fir af = a;, a5 = a,, a3 = a,, ¢t = 0 (dynamische Grenzflichenbedin-
gung), bzw. die aus (272) analog (279) folgende gemischte Grenzflichen-
bedingung fiir die gestorte Fliche, die hier nicht besonders angeschrieben
werden soll.

Die Methoden der Integration der Stérungsgleichungen werden aus
der Theorie simultaner linearer Differentialgleichungen tibernommen.
Man geht in die Storungsgleichungen (etwa in EULERscher Form), wenn
dieselben bereits konstante Koeffizienten aufweisen (was von den An-
nahmen iiber die Grundstrémung abhingt), zwecks Gewinnung partiku-
larer Integrale mit Losungsansitzen von der Form synchroner Schwin-
gungen, z. B.

b, = A exp{i(xx + By + yz — ct) + &2},

(281) 1?,, = B exp{z’(oc.x + By + yz — ct) + ez},

& = Eexpli(ax + By + yz — ct) + ez},

ein und erhilt so ein System homogener linearer Gleichungen, dessen
Determinante verschwinden muB} (was eine Beziehung zwischen den
Parametern in (281) und den Konstanten der Grundstrémung liefert)
und aus dem die Stérungsamplituden 4, B, C usw. bis auf einen Faktor
bestimmt werden kénnen. Die fiir die verschiedenen Schichten mit
verschiedenen Amplituden (4', A", A" ..., B, B", B"" ... usw.)
analog Ansatz (281) erhaltenen Loésungen sind dann durch die Grenz-
flichenbedingungen aneinander anzuschlieBen und erméglichen letzten
Endes die Aufstellung einer ,,Frequenzgleichung” (H. SOLBERG), die
eine Beziehung zwischen den in (281) auftretenden Parametern Wellen-
zahl, Frequenz und den GrundstrémungsgréBen darstellt und die den
Charakter der Wellenstérungen des vorliegenden Problems bestimmt;
reelle Frequenzen ergeben die Stabilitits-, imaginire Frequenzen die
Instabilititswellen. Oder man geht in die Stérungsgleichungen mit

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 8
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Ansitzen von der Form

(282)

& =E@yx,y,1

usw. ein, in dem y(x, v, f) eine unbestimmte Parameter enthaltende
Wellenfunktion bedeutet, bestimmt die Amplitudenfunktionen A4 (2),
B(2) ... usw. aus dem sich dann ergebenden System linearer simultaner
Differentialgleichungen, fiir das die HEA visiDEsche Operatorenordnung 229
z. B. eine angepalite Losungsform bietet, und behandelt die so erhaltenen
Partikularlésungen in der oben angegebenen Weise weiter.

Die meteorologischen Anwendungen der BjErRkNESschen Stérungs-
gleichungen 23 haben bereits wertvolle Resultate ergeben. Durch An-
wendung derselben auf das Problem der Luftwogen konnte HAURWITZ
zeigen, daB die Ubereinstimmung mit den Beobachtungen durch Beriick-
sichtigung des Einflusses der Schichtung sowie der Kompressibilitit
der Luft gegeniiber der HELMHOLTZ-WIENschen Theorie (ungeschichtete,
inkompressible Atmosphire) weitgehend verbessert werden kann.
Wichtig ist auch der von HAURWITZ erbrachte Nachweis der Mdoglich-
keit des Auftretens von Gravitationswellen an der Tropopause, obgleich
hier kein Dichtesprung auftritt; der Sprung des vertikalen Temperatur-
bzw. Dichtegradienten erméglicht auch Schwerewellen, womit ein von
EXNER?? gegen DEFANTS Theorie der Schwingungen einer zweifach
geschichteten Atmosphire?3? vorgebrachter Einwand hinfillig wird.

229 JEFFREYS, H.: Operational Methods in Math. Physics Soc. Ed. Cambridge
1931. — Carsrow, H. S.: Operational Methods in Math. Physic. Math. Gaz.
Bd. 14 (1928) Nr. 196; auch Sidney Univ. Reprints, Ser. XI Bd. 1 Nr. 21.

230 BJERKNES, V., u. Mitarbeiter: Physikalische Hydrodynamik. S. 5091., 565f.
Berlin 1933. — SOLBERG, H.: Integration der atmosphirischen Stérungsgleichun-
gen. I.Teil. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 1. — HaurwiIrz, B.: Zur Theorie der
Wellenbewegungen in Luft und Wasser. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser.
Bd. 5 (1931) Heft 1 — Uber die Wellenlinge von Luftwogen. Gerlands Beitr.
Geophys. Bd. 34 (Koppen-Bd. 3) (1931) S.213—232 — 2. Mitt. ebenda Bd. 37
(1932) S.16—24 — Uber Wellenbewegungen an der Grenzfliche zweier Luft-
schichten mit linearem Temperaturgefalle. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 19
(1932) S.47—54. — PruiLieps, H.: Die Stérungen des zonalen atmosphirischen
Grundzustandes durch stratosphirische Druckwellen. Reichsamt f. Wetterdienst,
Wiss. Abh. Bd. 2 Nr. 3. Berlin 1936. — Gobske, C. L.: Die Stérungen des zirku-
laren Wirbels einer homogen-inkompressiblen Flissigkeit. Publ. Oslo Univ. Obs.
Bd. 1 (1934) Nr. 11.

231 EXNER, F. M.: Zu Defants Theorie der Schwingungen einer geschichteten
Atmosphére. Meteorol. Z. 1926 S. 19—21.

232 DEFANT, A.: Schwingungen einer zweifach geschichteten Atmosphire und
ihr Verhiltnis zu den Wellen im Luftmeer. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 12
{1925) S. 112—137.
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PuiL1pps behandelte in Erweiterung einer fritheren Arbeit von DEFANT?233
mit Hilfe der Stoérungsgleichungen in EurERscher Form bei quasi-
statischer Behandlungsweise die durch vorgegebene stratosphérische
Druckwellen bedingte Zyklogenese und erhielt Ergebnisse, die sich trotz
der einschrinkenden Voraussetzungen den synoptisch gefundenen Re-
sultaten gut einpassen.

Von den die Zyklogenese beschreibenden Losungen der Stérungs-
gleichungen hat man zu fordern, daB sie

1. Instabilititswellen darstellen, die an der Polarfrontdiskontinuitit
»spontan‘ entstehen koénnen,

2. eine einseitige, ostwirts gerichtete Fortpflanzungsgeschwindig-
keit aufweisen,

3. zyklonisch umlaufende Partikelbewegung nérdlich der Diskonti-
nuitit ergeben, wie sie durch SmAw und LEMPFERT23 nachgewiesen
wurden,

4. das richtige Stromlinienbild und Bewegungsfeld in der freien
Atmosphire einschlieBlich der kleinen, aber wichtigen Vertikalkompo-
nenten liefern miissen.

H. SoLBERG hat unter seinen Lésungen der Storungsgleichungen
fiir zwei isotherme Schichten mit zonaler Grundstrémung zwei Wellen-
typen gefunden, welche die vorstehenden Forderungen erfiillen, jedoch
jede nur teilweise, und er betrachtet daher die Auffindung derjenigen
Losung, in der diese beiden Typen zu einer einzigen verschmolzen sind,
also die niichste Aufgabe der Theorie der Zyklonen (Physikal. Hydro-
dynamik, S. 611, 618). Nach SorBERGs Auffassung ist die in einer
Vernachlissigung der vertikalen Beschleunigung und CorroLiskompo-
nente bestehende ,,quasistatische’ Rechnungsweise fiir das Zyklonen-
problem nicht zuldssig, da bei der Dimensionierung der Zyklonenwellen
dem Trigheitseffekt groBere Bedeutung als dem statischen Schwere-
effekt zukommt. Durch das Zusammenwirken von,,Scherungsinstabilitdt

2

2= 7;—2 (v,—w,)? und ,,Rotations-Trigheitsstabilitit* v = 4 4w?sin?p
(A = Zyklonenwellenlinge, v, —v, == Geschwindigkeitssprung an der
Diskontinuitit) ergibt sich ein Instabilititsgebiet fiir Zyklonenwellen
in der Umgebung der kritischen Wellenldnge

7 (vy — vy

(283) Ay = 20 sinzp)

(GroBenordnung 10 km), wihrend fiir lingere Wellen wieder Stabilitit
auftritt. Bei der Anwendung der Stérungsgleichungen auf entwickelte
Zyklonen mufB} zu den obenstehenden Punkten erginzend noch eine

233 DEFANT, A.: Primare und sekundire, freie und erzwungene Druckwellen
in der Atmosphare. S.-B. Akad. Wiss. Wien 1926 S. 357—377.

234 Spaw, W. N, and R. G. K. LemprerT: The Life History of surface air
currents, a study of the surface trajectories of moving air. London 1906.

8*
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Erklirung der folgenden Tatsachen gefordert werden, ohne die eine
vollstindige Theorie der Zyklonen undenkbar ist235:

5. Die Senkung der Tropopause iiber dem Zyklonengebiet,

6. die relativ niedrige (unternormale) Temperatur der Troposphére,

7. die relativ hohe (iibernormale) Temperatur der Stratosphire,
also die Zusammenhinge, die durch die DINEsS-SCHEDLERschen Korrela-
tionen ausgedriickt werden?¥. Eine vollstindige, auf den BJERKNES-
schen Storungsgleichungen basierende Theorie der Zyklonen muf3 des-
halb als Drei-Schichten-Problem (troposphirische Kaltluft, {iibrige
Troposphire, Stratosphire) mit zwei inneren Grenzflichen (Polarfront-
Diskontinuitiat, Tropopause) aufgefaBit werden.

§ 10. Geostrophische Gleichgewichtsbedingung
und nichtstationidre Bewegungen.

Der komplizierte Bau der vollstdndigen hydrodynamischen Gleichun-
gen und die damit verbundenen Schwierigkeiten in der Anwendung der-
selben haben vielfach zu Versuchen gefiihrt, zur Behandlung einfacherer
nichtstationdrer Bewegungen mit vereinfachten Bewegungsgleichungen
auszukommen. Besonders geeignet sind fiir diesen Zweck die Gleichun-
gen des geostrophischen Windfeldes (vgl. S. 100), die bei Verwendung
eines kartesischen Rechtssystems (x, v, 2) nach (220) die Form

__ % __9
(284) —lgvy——w, —}—/'lgv,—-—W
haben, wozu noch die statische Grundgleichung
d
(285) 7@ =—ge

tritt; das System (284), (285) ist invariant gegentiber Drehungen des
Koordinatensystems um die vertikale z-Achse. Die weitgehende An-
niherung, mit welcher die Gleichungen (284) auch in nichtstationiren
Druckfeldern erfiillt sind (auf die Abweichungen kommen wir spiter
zurtick), berechtigt ihre Verwendung zur Behandlung nichtstationirer
Bewegungen?¥. Das System (284), (285), kombiniert mit einer nicht-

235 BRUNT, D.: The present position of theories of the orgin of cyclonic de-
pressions. Some problems of modern meteorology. S.1. London 1934. — Die
Auffassung der norwegischen Schule ist dagegen in einer Arbeit von C. L. GODSKE:
Zur Theorie der Bildung auBertropischer Zyklonen. Meteorol. Z. 1936 S.445—449,
enthalten.

236 Dines, W. H.: Total and partial Correlation Coefficients between sundry
variables of the upper air. Geophys. Mem. Nr.2. London 1912 — The characteristics
of the free atmosphere. Geophys. Mem. Nr. 13. London 1919. — SCHEDLER, A.:
Uber den EinfluB der Lufttemperatur in verschiedenen Hohen auf die Luftdruck-
schwankungen am Erdboden. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 7 S. 88—101.

237 Smaw, W. N.: Preface to E. GoLp: Barometric Gradient and Wind Force.
London 1908.
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stationdren thermodynamischen Gleichung, hat in der Tat beachtens-
werte Ergebnisse geliefert, wie die diesbeziiglichen Arbeiten von EXNER 238
und DEFANT?2% zeigen.

Andererseits glaubte man in folgendem Umstand eine Schwierig-
keit zu sehen, die gegen die Anwendbarkeit der geostrophischen Glei-
chungen bei nichtstationiren Bewegungen spricht: Aus der Kontinui-
titsgleichung folgt in Verbindung mit (285):

(286) 6—39_—/ {‘9@”" agv”}dz,

andererseits ist das durch (284) beschriebene Feld der Horizontal-
komponente des Impulsdichte-Vektors divergenzirei:

(287) 6@0,‘_{_ 6@0 —0,
so dall 0p,/0t=0, d. h.: Luftdruckschwankungen am Erdboden wiren
unmdglich.

Doch bieten sich zur Losung dieser Schwierigkeit zwei Moglich-
keiten:

I. Erstens kann man annehmen, daBl der Impulsdichte-Vektor Un-
stetigkeiten aufweist. Sind
(288) 2= H,(x,9,1%) (n=1,2,3...)
Diskontinuitdten nullter Ordnung (vgl. S. 101), an denen die Horizontal-
komponenten (gu,, ¢v,) des Impulsdichte-Vektors die Sprungweite

Aeva)n ={(0%) -0 — (0¥ +o}n, Al )n ={(0v)-0 — (0¥))+0}n
aufweisen, so gilt an Stelle von (286):

(89) %o = — [elf8e 285 ar = Shelapua, S+ 2o ),
0

und selbst dann, wenn die Gleichungen (284) und damit die Bedingung
(287) streng erfiillt wiren, verbleibt die durch ,,singulire Advektion‘
an geneigten Diskontinuititen des Impulsdichte-Feldes bedingte Boden-
druckinderung

0 0H,
(290) To= — Soeldlovdn T + Ao 5}
bzw. die Druckinderung in der Hoéhe z:
0 0H, 0H,,
(29'1) gte_ggvz:'— mg{A(sz) a9 ( vy)m dy }

238 ExXNER, F. M.: Grundziige einer Theorie der synoptischen Luftdruckver-
anderungen. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 115 (1906) S. 1171 —1246; Bd. 116 (1907)
S. 995—1030; Bd. 119 (1910) S.679—738 — Dynam. Meteorologie, 2. Aufl. S. 291.
‘Wien 1925.

239 DEFANT, A.: Primare und sekundire — frei und erzwungene Druckwellen
in der Atmosphire. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 135 (1926) S. 357—377.
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worin die linke Seite die auf die Zeiteinheit bezogene RossBysche Ad-
vektionsfunktion darstellt und die Summation auf der rechten Seite
iber alle oberhalb z liegenden Diskontinuititen zu erstrecken ist240,

II. Zweitens hat man die Moglichkeit, die Gleichungen (284) fiir
nichtstationire Felder nur als weitgehende Anndherungen derart anzu-
sehen, dafl man fiir (284) schreibt:

) é
(292) —1@”y=—£+sx; +Z@vx=—5—§+ &y,

wobei die Funktionen ¢,, ¢, (die Komponenten der Vektordifferenz von
Reibung und p’ALEMBERTschen Trigheitskriften) als kleine GroBen zu
betrachten sind, die in den nichtdifferentiierten Gleichungen (292) stets
(in erster Anndherung) zu vernachlissigen sind, nicht jedoch bei Differen-
tiation dev Gleichungen (292) nach den horvizontalen Koordinaten, da die
GréBenpaare

?p  Oe, . 2p Oe, | &2p  Oe, . p de,

oxt’ dx° dyox’ dy’ &yt By’ 0xdy’ Ox
von gleicher Gréenordnung sind. Hingegen ist die Differentiation der
Gleichungen (284) bzw. (292) nach der Vertikalkoordinate z in erster
Anniherung ohne Beriicksichtigung der Grofen d¢,/dz, d¢,[0z zuldssig,
wenn man annehmen darf, dal der wahre Wind durch den Gradient-
wind (284) in benachbarten Hohen gleich gut approximiert wird.
Beachtet man dieses Differentiationsverbot der Gradiemtwindgleichungen
(284) mach den horizontalen Koordinaten, so erhilt man durch Anwen-
aung der Gradientwindgleichungen auf nichistationdre Bewegungen durch-
aus mit der Evfahrung weitgchend iibereinstimmende Evgebnisse. Beispiele
liefern die oben erwidhnten Rechnungen von EXNER und DEFANT, in
denen die Gradientwindgleichungen in undifferentiierter Form gebraucht
werden.

Dazu betrachten wir nachstehend noch ein Beispiel, in dem die
{erlaubte) Differentiation nach der Héhenkoordinate Anwendung findet.
Wir schreiben fiir (286):

E T 0 v (dv, | O,
0 0

240 ErteLr, H.: Zusammenhang von Luftdruckinderungen und Singularititen
des Impulsdichte-Feldes. S.-B. preuBl. Akad. Wiss. Berlin 1936 S.257—266 —
Singuldare Advektion. Meteorol. Z. 1936 S. 280—284 — Zusammenhang von Luft-
druckidnderungen und Beschleunigungen an Diskontinuititen. Ebenda 1936 S. 394
— Singuliare Advektion und ihre Darstellung durch C. G. RossBys Advektions-
funktion. Veroff. meteorol. Inst. Univ. Berlin Bd. 1 Heft 6. Berlin 1936. — Vgl.
auch J. van MiegHEM: Relation fondamentale entre les variations bariques et
thermiques dans I’atmosphére. Acad. Roy. Belg. Bull,, Classe des Sci., 5. Serie
Bd. 23 S. 149—158. Bruxelles 1937.
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Dann kénnen im ersten Term der rechten Seite die undifferentiierten
Gleichungen (284) substituiert werden, und eine einfache Umformung
(mit Hilfe der statischen Grundgleichung) ergibt (v? = v}, + v}):

E ro.8 . (8v, | 8o,
(294) —aéi’z——l/mﬂ%dz—/gg{%—l—%}dz
0 0

(vgl. S. 100), wobei zur Umformung des ersten Terms der rechten Seite
nur Differentiationen nach z verwendet wurden:

/Uhﬁ
do 0p o Op) _ [0p\t O [ Ox
elos o5 — oy ol = —(65) 0+ | 55

dy

usw. Wird die Divergenz in Richtungs- und Geschwindigkeitsdivergenz

zerlegt:

(295) 6ve 4

9,
dy

do | Ov
=v WL + Z’_)? »
worin s die Stromlinienrichtung und do/d# die Richtungs- (Winkel-)

Anderung der Stromlinien quer zu s bedeuten (s, #, 2 = Rechtssystem),
so erhdlt man schlieBlich aus (294):

9 oo Fod [ a
(296) -(%’z—l/gv%%dz—fggvé—;dz—/gg%dz.
0 0 0

Die Luftdruckinderung am Erdboden setzt sich also aus den drei
Teilen

(207) (59%’)1 -7 j;vzggdz,
(298) (%’)2 = —j;gv%%dz,
(299) (%2;-0)3 = —jﬁg@ g—z dz

zusammen. Jeder dieser Anteile erklirt empirisch gefundene Beziehun-
gen, und zwar:

Gleichung (297) die von RotzorL24! gefundenen Sitze iiber den Zu-
sammenhang von 0p,/0¢ mit der Winddrehung mit der Héhe,

241 RorzoLr, H.: Zur Verwertung von Pilotballonen im Wetterdienst. Berlin
1912.
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Gleichung (298) die ScHERHAGsche Divergenztheorie242 der Zyklonen,

Gleichung (299) die von ScuMAUss2? diskutierten Effekte (Tropo-
pausenschwankungen, Vertiefung von Depressionen usw.), die auf Ge-
schwindigkeitsdnderungen lings der Stromlinien zuriickgefithrt werden
kénnen *.

Wir wollen nun abschlieBend die Differenzen zwischen Gradient-
wind und beobachtetem Wind nidher behandeln, also die Abweichungen
von der geostrophischen Gleichgewichtsbedingung in Betracht ziehen.
Von BrUNT und DoucLas?# wurden fiir nichtstationire Bewegungen
die vereinfachten Bewegungsgleichungen

(300) —lgv,=—5L+ 1 6P

abgeleitet, die also Erweiterungen der geostrophischen Gleichungen (284)
durch Beriicksichtigung des Isallobarenfeldes p = 0p/d¢ darstellen.
Wird jetzt der durch (284) definierte Gradientwind mit v,, v, bezeichnet,
also

5 o _ %P - __ %
(301) "—Zva“_g;; +1sz——'w,
so bestehen zwischen den Abweichungen
(302) Cz = Uy — 51) C!/ =Ty — 5C!I

des ,,wahren’ Windes (v,, v,) vom Gradientwind (v,, z_)y) und dem
Isallobarenfeld die Beziehungen

u op op
(303) —kel,—+g7, 2el,=—%5,
aus denen
0P 0

folgt, d. h. die Windabweichung ({,, £,) soll in die Richtung des isallo-
barischen Gradienten fallen. Dieses Resulfat widerspricht nun aber
den Beobachtungen, denn eine sorgfiltigst durchgefiihrte statistische

242 SCHERHAG, R.: Die Entstehung des Ostsee-Orkans vom 8.—9. Juli 1931.
Ann. Hydrogr. 1934 S.152—162 — Die Bedeutung der Divergenz fiir die Ent-
stehung der Vb-Depressionen. Ebenda S. 397—406 — Zur Theorie der Hoch-
und Tiefdruckgebiete. Meteorol. Z. 1934 S. 129—138 — Die unvermittelte Ent-
wicklung der Vb-Depression vom 6.—8. Juli 1929 im Gebiet starker ‘Isothermen-
und Stromungskonvergenz. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 22 (1934) S. 76—387.

243 Scumavuss, A.: Beitrage zur Dynamik der Atmosphire. Meteorol. Z. 1917
S.97—121.

* Von ScHMAaUss allerdings als BErRNoUILLI-Effekte aufgefaB3t.

24 Brunt, D, and C. K. M. DoucLas: The modification of the strophic
balance for changing pressure distribution, and its effects on rainfall. Mem. Roy.
Meteorol. Soc. London Bd. 3 Nr. 22.



277] § 10. Geostrophische Gleichgewichtsbedingung. 121

Untersuchung von MOLLER und SIEBER2% hat ergeben, daB der Diffe-
renzvektor (C,, Z_,'y) zwischen wahrem Wind und Gradientwind auf dem
isallobarischen Gradienten senkrecht steht, und zwar derart, daB das
Fallgebiet (p << 0) auf der rechten Seite des Differenzvektors liegt,
wenn man in Richtung desselben blickt, welche Verhiltnisse qualitativ
verstindlich sind auf Grund der auf STGVE und MUGGE2 zuriick-
gehenden Vorstellung, daB sich der Wind bei zeitlichen Gradienten-
dnderungen der neuen Gleichgewichtsbedingung nur verzégert anpassen
kann. Die bisher noch ausstehende theoretische Begriindung des von
MOLLER und SIEBERT aufgezeigten Sachverhalts kann folgendermaBen
gegeben werden: Wenn der Wind aus Trigheitsgrinden hinter den
zeitlichen Gradienteninderungen des Druckfeldes zuriickbleibt, so
kénnen sich die beiden Seiten der geostrophischen Gleichgewichts-
bedingung (284) nicht auf dieselbe Zeit ¢ beziehen, vielmehr hat man
zu setzen:

(305) —Movy) = ~(§—ﬁ)t_,, +2(evs): = *(%)t_z’

worin 7 eine kleine positive Funktion vom Charakter einer Relaxations-
zeit darstellt; die vorstehenden Gleichungen enthalten dann die Aus-
sage, daBl der Wind zur Zeit ¢ dem Druckgradienten zur etwas fritheren
Zeit ¢ — v angepaBt ist. Nun ist

[(55)-.= () (5, = () = (32),

306) ; ; ,
e (ph*(or5) = ()~ =)
(63/);_, oy 9t dy dy Oy )i’
so daB aus (305) unter Fortlassung des Index f jetzt die Gleichungen
_op op _ép op
(307) -—Zevy—-_ﬁ—}"ﬁm, +1QU,;———“'537+753—}‘
resultieren, die mit den frither eingefithrten Bezeichnungen auch
— 9P op
(308) _ZQCy—TW: +}QC”_T¢9;V

geschrieben werden kénnen. Hieraus ergibt sich

(309) L0

245 MOLLER, F., u. P. SigBer: Uber die Abweichungen zwischen Wind und
geostrophischem Wind in der freien Atmosphire. Ann. Hydrogr. Berlin 1937
S. 312—322.

248 STivE, G., u. R. MUGGE: Energetik des Wetters. Beitr. Physik frei.
Atmosph. Bd.22 (1935) S.206—248. — MUGGE, R.: Energetik des Wetters.
Meteorol. Z. 1935 S. 168—176.
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d. h. der Differenzvektor { = v — v steht auf dem isallobarischen Gra-
dienten senkrecht. Auch das System (307) in Verbindung mit der
statischen Grundgleichung ist invariant gegeniiber Dre-

hungen des Koordinatensystems um die vertikale z-Achse;
orientiert man das Koordinatensystem also derart, daB

4 die x-Achse in die Richtung des isallobarischen Gra-
dienten —gradp fillt (vgl. Abb.14), so wird {, =0,
Cy > 0, d.h. das Fallgebiet des Druckes liegt rechts,
wenn man in Richtung des Differenzvektors { blickt.
Wy Damit steht aber die vorstehende ,,Re-
laxationszeit-Theorie der Gradientwind-

_ abweichungen” in bester Ubereinstim-
72977 mung mit den von MOLLER und SIEBER
empirisch gewonnenen Resultaten. Die

?‘0:
1

p<0

Abb. 14. Gradientwindabwei-

chung und Isallobarenfeld.  Relaxationszeit v ist (im Mittel) von
=0 der GroBenordnung einer Stunde; sie
ist eine Feldfunktion, und daher verschwindet die Divergenz
dou, dov, _ 1 (0x dp 7 8p
(310) S+ =gler o Wﬁ;)

nur dann, wenn die Isallobaren p = konst. zugleich Linien gleicher
Relaxationszeit sind.
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