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Aus dem Vorwort der ersten Auflage. 
Die Umwälzung, welche die Theorie der reellen Funktionen durch 

die Untersuchungen von H. Lebesgue erfahren hat, ist ein Prozeß, der 
heute in seinen Hauptzügen als abgeschlossen gelten kann. Ein Ver
such diese Theorie von Grund aus und systematisch aufzubauen scheint 
mir daher notwendig geworden zu sein; dies hat mich bewogen die Vor
lesung, die ich im Sommersemester 1914 an der Universität Göttingen 
gehalten habe, auszuarbeiten, und mit manchen Erweiterungen und Zu
sätzen versehen, der Öffentlichkeit vorzulegen. 

Ich habe mich bemüht die Tatsachen, die zur Darstellung einer 
Theorie der reellen Funktionen notwendig sind, direkt aus den am An
fang Jes Buches angefiihrten Axiomen über reelle Zahlen ohne jede 
weitere Voraussetzung zu entwickeln und in eine solche Reihenfolge 
zu bringen, daß alle Beweise möglichst aus ihrer natürlichen Quelle 
entspringen und daher zu Sätzen führen, die man mit großer Allgemein
heit aussprechen kann. 

Das Fundament, auf dem die ganze Theorie der reellen Funktionen 
beruht, ist die Theorie der Punktmengen, diese unvergängliche Schöpfung 
Georg Cantors. In den Kapiteln, die diesem Gegenstande gewidmet sind, 
habe ich aber durchaus nicht den Grad der Vollständigkeit erstrebt, der 
in einem der Mengenlehre selbst gewidmeten Werke - von denen es 
vorzügliche in deutscher Sprache gibt - unerläßlich wäre, sondern 
mich damit begnügt, die Resultate aufzustellen, die in späteren Ab
schnitten wirklich benutzt werden oder die für das allgemeine Ver
ständnis der Theorie unentbehrlich sind. 

Göttingen, Dezember 1917. 

C. Caratheodory. 

Vorwort der zweiten Auflage. 
Da die seit einiger Zeit notwendig gewordene zweite Auflage dieses 

Buches durch mechanischen Ne~~ruck hergestellt worden ist, ist es 
nicht möglich gewesen, größere Anderungen im Texte vorzunehmen. 



VI Vorwort 

Abgesehen von kleinen Verbesserungen sind vor allem der Ab
schnitt über Punktmengen von nicht meßbarem Inhalt (§ ~ 332-334) 
nach einer Note von Herrn Jul. WoHl' (C. R. 177 [1923] p. 863) und 
die Erweiterung des Definitionsbereiches f!tetiger Funktionen (§§ 541 
bis 543) neu redigiert worden. Bei der letzten Frage sowie auch im 
§ 367 bin ich der Darstellung von Herrn F. Hausdorff im fünften 
Bande der Mathematischen Zeitschrift (1919) gefolgt. 

Außerdem habe ich zwei kleine Untersuchungen, die nicht im 
Texte eingeschoben werden konnten, als Noten am Ende des Werkes 
aufgenommen. Die erste dieser Noten, die eine schöne Bemerkung über 
den Vitalischen Satz enthält, ist aus einer Mitteilung von Herrn 
H. Bohr entstanden. 

Endlich habe ich das Literaturverzeichnis am Ende des Buches, 
wie ich hoffe, praktischer eingeteilt und auch einiges aus den neu esten 
Veröffentlichungen berücksichtigt. 

München, 21. Mai 1927. 

C. Caratheodory. 
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Einleitung. 

1. Die Theorie der reellen Funktionen beruht auf der Theo
rie der reellen Zahlen. Wenn man diese genetisch aufbauen will, 
so muß man nacheinander die positiven ganzen Zahlen, die negativen 
ganzen Zahlen, die rationalen und endlich die irrationalen Zahlen be
trachten und ihre Eigenschaften untersuchen.*) 

Für unsere Zwecke genügt es aber, wenn wir zeigen, daß man unter 
den Eigenschaften der Zahlen einige hervorheben kann, aus denen dann 
die übrigen folgen. Diese ausgezeichneten Eigenschaften wollen wir 
"Axiome" nennen. Die Aufzählung der AXiome soll nun durchaus nicht 
eine Theorie der reellen Zahlen ersetzen (die mindestens eine Unter
suchung über die Widerspruchslosigkeit und die Unabhängigkeit der 
Axiome und noch manches andere enthalten müßte), aber wir gewinnen 
durch eine solche Aufzählung den festen Grund, auf dem wir alles 
Übrige ollne weitere Voraussetzung aufbauen werden. 

Anordnungs- und Verknüpfungsaxiome. 

2. Die Axiome der Anordnung lauten: 
r 1. Die Zahlen können angeordnet werden, d. h. wenn a 

und b zwei Zahlen bedeuten, so muß von den drei Möglich-. 
keiten 

0, = b, 0, > b, b> 0, 

stets eine und nur eine erfüllt sein. 
r 2. Es gibt mindestens zwei Zahlen, die nicht einander 

gleich sind. 
r 3. Aus der Voraussetzung o,>b und b>c folgt stets o,>c. 

Die Gleichung a = b soll dabei bedeuten, daß die beiden Zeichen a 
und b dieselbe Zahl darstellen. Ist also 0, = b, so ist auch stets b == 0" 

und aus den beiden Gleichungen 0, = bund b = c folgt stets 0, = c. Ferner 

*) Siehe z. B. O. H ölder, Die Arithmetik in strenger Begründung. Progra=
abhandl. d. philos. Fakult. zu Leipzig (in Kommission bei Teubner, Leipzig 1914), 
sowie A. Pringsheim, Vorlesungen über Zahlenlehre, Erste Abteilung (Teubner, 
Leipzig 1916). 

Caro.theodory, Reelle Funktionen. 2. Auf!. 1 



2 Einleitung § 3 

folgt aus a = b und b > c, oder aus a> bund b = c, daß a > c ist. All
gemein kann man, wenn a = b ist, in allen Relationen zwischen Zahlen 
das Zeichen a durch das Zeichen b ersetzen. 

Die Relation a > b wird "a größer als b" ausgesprochen; zur Be
quemlichkeit der Darstellung führt man noch die Zeichen 

<, +, ~, < 
ein, die folgende Bedeutung haben: 

a < b ist eine andere Schreibweise für b > a und wird "a kleiner 
als b" ausgesprochen. 

a =1= b: "a ungleich b" bedeutet, daß entweder a > b oder a < b, 
aber nicht a = bist. 

a > b: "a größer oder gleich b" oder auch "a nicht kleiner als b" 
bedeutet, daß entweder a > b oder a = b, aber nicht a < bist. 

a < b: "a kleiner oder gleich b" oder auch "a nicht größer als b" 
bedeutet, daß entweder a < b oder a = b, aber nicht a > bist. 

3. Die Axiome der Addition lauten: 
II 1. Sind a und b beliebig gegebene Zahlen, so gibt es 

eine eindeutig bestimmte Zahl c, die man die Summe von a 
und b nennt; mau schreibt 

c= a +b. 
II 2. DieSummenoperation besitzt die kommutativeEigen-

schan a + b = b + a. 

II 3. Die Summenoperation besitzt die assoziative Eigen
schaft a + (b+c) = (a+b) + c. 

II 4. Wenn a> a' ist, so ist a + b > a'+ b. 

Aus II 4 folgt erstens unmittelbar, daß, wenn a < a' ist, die Re
lation a + b < a' + b gilt, und zweitens, daß wenn a + b> oder = 
oder < a' + b ist, die Zahl a bzw. > oder = oder < a' ist. Der Beweis 
dieser letzten Behauptung ist in allen Fällen übereinstimmend. Setzen 
wir z. B. voraus a + b > a' + b, und nehmen wir an, es wäre nicht a> a', 
dann kann nur a'~ a gelten, worans mit Berücksichtigung von II 4 
folgt: a' + b ~ a + b, was aber der Voraussetzung widerspricht. 

Es ist selbstverständlich, daß man zwei Gleichungen gliedweise 
addieren kann: aus a = a' und b = b' folgt a + b = a' + b'. 

Aber man kann auch zwei Ungleichheiten a> bund a'> b' 
gliedweise addieren. Denn es ist nach II4 

a + a' > b + a' und a' + b > b' + b, 
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ferner nach 11 2 
b + a'= a'+ b 

also nach 13 
und b' + b = b + b', 

a + a'> b + b'. 

4. Das Axiom der Subtraktion lautet: 
IH. Sind a und b irgend welche Zahlen, so gibt es stets 

mindestens eine Zahl c, so daß a = b + c ist. Die Zahl c wird 
die Differenz von a und b genannt. 

Mit Hilfe der früheren Sätze kann man beweisen, daß es nur eine 
Zahl c geben kann, welche die Gleichung a = b + G befriedigt. Aus 
a = b + c und a = b + c' folgt nämlich b + c = b + c' und hieraus nach 
dem vorigen Paragraphen c = c'. 

5. Wir fuhren jetzt die Null ein; es gibt nach III eine Zahl ~, so 
daß für ein gegebenes a die Gleichung 

a=~+u, 

besteht. Diese Zahl ~ ist von a unabhängig. Denn aus b = ~' + b 
folgt zunächst 

b+a=W+b)+a 
und hieraus nach den Axiomen der Addition 

a + b = cr+ a) + b. 

Es ist daher a = ~' + a und somit wegen der Eindeutigkeit der Sub
traktion ~ = ~'. Die so definierte Zahl nennen wir Null und schrei
ben ~ = O. 

6. Jetzt kann man positive und negative Zahlen trennen. Eine 
Zahl p heißt positiv, wenn 11 > 0 ist, und eine Zahl n heißt negativ, 
wenn n < 0 ist. Jede von Null verschiedene Zahl ist nach 11 entweder 
positiv oder negativ. 

Satz 1. Ist 11 eine positive Zahl, so ist a + p > a. 
Es ist nach Voraussetzung p > 0; also nach II4 ist a + 11 > a + 0 = a. 

Analog gilt für eine negative Zahl n die Gleichung: a + n < a. 
Satz 2. Ist a> b und setzt man a = b + c, so ist c> O. 
In der Tat würde aus c < 0 folgen b + c < b, was der V Ol'aus

setzung b + c = a > b widerspricht. 

7. Zwei Zahlen a und a' heißen entgegengesetzt, wenn ihre 
Summe Null ist: a + a' = O. Ist a = 0, so ist auch a' = 0, denn dies 

1* 



4 Einleitung § 8 

folgt aUB a + a' = ° = a nach der Definition der Null. Ist dagegen 
a > 0, so muß a' < ° sein. Denn wäre a' > 0, so wäre nach dem vorigen 
Pamgraphen a + a'> a > 0, und wäre a' = 0, 80 wäre a + a' = a > 0, 
was beides der Definition entgegengesetzter Zahlen widerspricht. 

Das Axiom 12 verbunden mit diesem letzten Resultat zeigt uns, 
daß es sowohl positive, wie auch negative Zahlen gibt. 

Ist a gegeben, so ist die zu a entgegengesetzte Zahl a' durch die 
Gleichung a + a' = ° eindeutig bestimmt. Man führt jetzt das Minus
zeichen ein, indem man schreibt a' = - a, wenn a und a' entgegen
gesetzte Zahlen sind. Wegen der Symmetrie der Definition solcher 
Zahlen muß dann a = - a' sein und also a = - (-- a). 

Ist a = c + b, so ist c = a + (- b) oder kurz c = a - b. Denn aus 
a = c + b folgt a + (- b) = c + b + (- b), also a - b = c + ° = c. 

8. Die Axiome der Multiplikation lauten: 
IV 1. Zu zwei Zahlen a und b gibt es eine eindeutig be

stimmte Zahl c, die das Produkt beider heißt. Man schreibt 
c = a·b, oder auch c = ab. 

Über die Multiplikation gelten die Gesetze: 
IV2. Das kommutative Gesetz: a·b = b·a. 
IV3. Das assoziative Gesetz: a.(b.c) = (a.b)·c. 
IV 4. Das distributive Gesetz: a· (b + c) = a· b + a· c. 
IV 5. Ist P1 > ° und Pi > 0, so ist auch P1P2 > 0. 
Es seien a und b beliebige Zahlen; nach dem Früheren haben wir 

b = b + 0, also 
a·b = a.(b+O), 

folglich nach IV 4: a· b = a· b + a· O. Nach der Definition der Null 
ist daher a· ° = 0. Das liefert uns den 

Satz 3. Das Produkt einer beliebigen Zahl mit der Null ist gleich Null. 
Sind a und a' entgegengesetzt und b eine beliebige Zahl, so folgt 

aus dem letzten Satze, wegen a + a' = 0, mit Hilfe des distributiven 
Gesetzes: 

Ca + a'). b = a· b + a'· b = ° 
oder 

(-a)· b = - (a. b). 

Aus der letzten Formel bekommen wir ferner 

(-a).(-b) = - [a·(-b)] = - [-(a.b)] ~ a·b: 
Die letzten "Vorzeichenregeln" zusammen mit IV 5 liefern den 

Satz 4. Das Produkt einer positiven und einer negativen Zahl ist 
negativ; das Produkt von zwei negativen Zahlen ist positiv. 
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Hieraus folgt insbesondere der 
Satz 5. Das Produkt ab von zwei Zahlen a und b verschwindet dann 

und nur dann, wenn eine der heiden Zahlen gleich Null ist. 

Denn für jeden der anderen möglichen Fälle ist das Produkt, wie 
wir sahen, entweder positiv oder negativ. 

Satz 6. Ist p eine positive Zahl, und ist a> b, so ist auch ap > bp. 
Ist n eine negative Zahl, und ist a > b, so ist an < bn. 

Nach Voraussetzung kann man schreiben: a = b + PI' wo PI positiv 
ist. Also ist 

ap = bp + PPI > bp, 
an = bn + P1n < bn. 

9. Das Axiom der Division lautet: 

V. Ist b =1= 0 und a eine beliebige Zahl, so gibt es stets 
mindestens eine Zahl c, so daß a = c· b ist. Man schreibt dann 

c= ~ oderc=a:b. DieZahlc heißt der Quotientvon a durchb. 

Die Bedingung b =1= ° ist natürlich notwendig; ist nämlich b = 0, 
so hat die Gleichung a = cb nur dann eine Lösung, wenn a = 0 ist, 
und in diesem Falle ist c vollständig willkürlich. 

Ist aber b =1= 0, so läßt sich zeigen, daß c durch unsere Forderung 
eindeutig bestimmt ist. Denn angenommen, es gäbe noch eine Zahl c', 
so daß zu gleicher Zeit cb = c'b und c =1= c' stattfinden, so könnte man 
die Gleichung aufstellen c' = c + k, wo l;; =+= 0 sein muß. Daraus würde 
aber folgen 

c'b = (c + k)b = cb + leb 9= cb, 

was der Voraussetzung widerspricht. 

10. Wir führen jetzt die Ein s ein. Es gibt nach V für jedes a =1= 0 
eine Zahl E, so daB a = ca ist. Diese Zahl ist von a unabhängig. Denn 
ist b =+= 0 und b = E'b, so ist auch ab = aE'b. Da aber nach dem 
vorigen Resultat die Division eindeutig ist, so muß a = aE' und daher 
E' a = Ea sein; eine zweite Anwendung desselben Schlusses liefert dann 
die zu beweisende Gleichung E = E '. Die so bestimmte Zahl E drücken 
wir durch das Zeichen 1 aus. 

Ist P irgend eine positive Zahl, so folgt aus p. 1 = p > 0, mit Hilfe 
der Sätze über das Vorzeichen eines Produktes, daß.1 weder Null noch 
negativ sein kann; wir haben also: 

1> 0. 
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Zahlenmengen. Axiome der natürlichen Zahlen. 

11. Charakteristisch für unsere heutige Mathematik ist die gleich
zeitige Betrachtung von Gesamtheiten von Zahlen, die man Zahlen
mengen nennt. Die einzelnen Zahlen a, die zu der betrachteten Ge
samtheit {a I gehören, nennt man die Elemente der Menge. Außerdem 
betrachtet man auch sogenannte "leere" Mengen, d. h. solche, die kein 
einziges Element besitzen. Zwei verschiedene Elemente einer Menge 
stellen stets zwei verschiedene Zahlen dar. 

Haben zwei Mengen {al und (hl die Eigenschaft, daß jedes Ele
ment b von {b I zugleich auch Element von {a} ist, so sagt man, daß 
die Menge I b I eine Teilmenge von {a I ist. Hiernach ist jede Menge 
eine Teilmenge von sich selbst. Man setzt außerdem noch fest, daß die 
leeren Mengen Teilmengen von jeder beliebigen Zahlenmenge sind. Ist 
{ b} eine Teilmenge von {a}, gibt es aber gewisse Elemente von {a}, 
die nicht in {b} enthalten sind, so sagt man, daß {b} eine e c h t e Te i 1-
menge von: a} ist. 

12. Die Axiome für die natürlichen Zahlen lauten: 
VI 1. Die Zahl 1 ist eine natürliche Zahl, und (n + 1) soll 

ebenfalls eine natürliche Zahl sein, sobald n eine solche ist. 
VI 2. Jede Teilmenge von natürlichen Zahlen, welche die 

Zahl 1 und mit der Zahl k immer auch (k+ 1) enthä.lt, ist mit 
der Gesamtmenge der natürlichen Zahlen identisch. 

Die Menge der natürlichen Zahlen nennt man auch die natürliche 
Zahlenreihe und bezeichnet sie folgendermaßen: 

1, 2, 3, ... ; 

hierbei ist 2 = (1 + 1), 3 = (2 + 1) usf. 
Es sei n eine natürliche Zahl; die Gesamtheit der natürlichen Zah

len k, die der Bedingung 
·k<n 

genügen, ist eine echte Teilmenge der natürlichen Zahlenreihe, denn 
sie enthält nicht die natürliche Zahl (n + 1). Man nennt diese Teilmenge 
den Abschnitt der natürlichen Zahlenreihe an der Zahl n und 
bezeichnet sie durch das Symbol: 

1,2, ... ,n. 

13. Das Axiom VI 2 ist einem Satz gleichbedeutend, den man das 
Prinzip der vollständigen Iuduktion oder auch den Schluß von 
n auf (n + 1) nennt und folgendermaßen aussprechen kann: 
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Satz 1. 1st m(k) irgendeine Behauptung, die 'Von einer Zahl k ab
hängt und 

a) für k = 1 besteht, 
b) stets mit k auch für (k + 1) besteht, 

so ist die Behauptung m (k) ausnahmslos für alle natürlichen Zahlen richtig. 

In der Tat enthält die Teilmenge {n} der natürlichen Zahlenreihe, 
für welche ~(k) richtig ist, sowohl die Zahll als auch die Zahl (k+l), 
so bald sie die natürliche Zahl k enthält. 

1\ian kanu sogar einen etwas allgemeineren Satz derselben Art be
Welsen. 

Satz 2. Ist m(k) irgendeine Behauptung, die von einer Zahl k ab
hiingt und 

a) für k = 1 besteht, 
b) immer mit k auch für (k + 1) besteht, wenn k eine Zahl des Ab

schnitts der natürlichen Zahlenreihe an der Zahl n bedeutet, 
so ist m(k) für alle Zahlen des Abschnitts der natürlichen Zahlenreihe an 
der Zahl (n + 1), also auch insbesondere m(n+ 1), richtig. 

Es sei {q} die Teilmenge der natürlichen Zahlen, für welche ent
weder m(q) besteht, oder q>n ist, Diese Menge enthält wegen a) die 
Zahl 1 und wegen b) enthält sie stets mit q auch (q + 1). Hieraus folgt 
nach VI 2, daß für jede naturliehe Zahl k entweder ~(k) oder k> n 
bestehen muß. Die Behauptung m(k) ist also für alle Zahlen des Ab
schnitts k<n richtig, und da m(n) richtig ist, ist auch m(n + 1) richtig. 

14:. Wir leiten jetzt einige der Haupteigenschaften der natürlichen 
Zahlen ab. 

Satz 3. Alle natürlichen Zahlen sind positiv; die Zahl Eins ist die 
kleinste unter ihnen. 

In der Tat ist die Relation k > 1 für k = 1 richtig; ist diese He
lation ferner für k = n erfüllt, d. h. ist n > 1, so ist (n + 1) > 1. Nach 
VI2 sehen wir also, daß jede natürliche Zahl > 1 und daher positiv 
ist. Ferner muß aber auch jede von Eins verschiedene natürliche Zahl 
> 1 sein. 

Satz 4. Sind a und b natü1'liche Zahlen und a> b, so ist die Diffe
renz (a- b) ebenfalls eine natürliche Zahl, 1md man kann schreiben a=b+n, 
wo n eine natürliche Zahl bedeutet. 

Ist k = 1, so ist (k-l) = 0; ist (k-1) entweder gleich Null oder 
gleich einer natürlichen Zahl, so ist e(k + 1) -1) = ((k - 1) + 1) immer 
gleich einer natürlichen Zahl. Nach dem Satz 1 ist also jede Zahl von 
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der Form (k -1), wo k eine natürliche Zahl bedeutet, entweder gleich 
Null oder gleich einer natürlichen Zahl. Hieraus folgt aber die Richtig
keit unseres Satzes für b = 1 und für jedes beliebige a > b; denn es 
ist dann (a - b) = Ca -1), und diese letzte Zahl ist wegen der Be
dingung a > b von Null verschieden. 

Angenommen der Satz wäre bewiesen für b = k und für jedes be
liebige a > b, so wird nach dem Prinzip der vollständigen Induktion 
unser Satz allgemein bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß er auch für 
b = k + 1 und für jedes beliebige a> b richtig ist. Es sei also a > k + 1; 
dann ist erstens (a - 1) > k > 1 und folglich nach dem Früheren eine 
natürliche Zahl. Nach Voraussetzung ist nun Ca -1) = k + n, wo n 
eine natürliche Zahl bedeutet, und daher a = (k + 1) + n = b + n, was 
wir beweisen wollten" 

Ganz ähnlich zeigt man, daß die Summe und das Produkt von 
zwei natürlichen Zahlen wieder natürliche Zahlen sind. 

15. Wir beweisen jetzt den wichtigen Satz: 

Satz 5. Jede Menge {a} von natürlichen Zahlen, die nicht leer ist, 
besitzt ein kleinstes Element, d. h. es gibt mindestens ein Element ao von 
der Eigenschaft, daß jedes beliebige Element a > ao ist. 

Wir bezeichnen mit a' irgendein Element von {a}; ein solches 
muß nach Voraussetzung immer existieren. Um nun den Satz zu be
weisen, bemerken wir, daß, wenn die Zahl Eins Element von {a} ist, 
unsere Menge ein kleinstes Element besitzt, und daß dann unsere Be
hauptung richtig ist. Ist aber 1 nicht in {a} enthalten, so ist die Zahl 1 
kleiner als jedes Element von { a }. Wäre nun für jede natürliche Zahl k, 
die kleiner als je des Element von {a} ist, diese Eigenschaft auf (k + 1) 
übertragbar, so müßte. nach VI 2 jede natürliche Zahl, also auch a', 
kleiner sein als jedes Element von (a), was einen Widerspruch enthält. 

Es gibt also notwendig eine natürliche Zahl k, die kleiner als jedes 
Element von {a} ist, so daß die natürliche Zahl (k + 1) diese Eigen
schaft nicht besitzt. Oder anders ausgedrückt, mindestens ein Element ao 
von (a) ist ~ (k + 1). Da ao eine nati.trliche Zahl> k ist, so ist nach 
Satz 4 

ao = k + n. 

Aus ao < k + 1 folgt dann k + n < k + 1 und schließlich (Satz 3), daß 
n = 1 oder ao = k + 1 sein muß. Für jedes andere Element a von {a} 
gilt aber ebenfalls die Darstellung a = k + n und folglich ist 
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d. h. die Zahlenmenge {a} besitzt ein kleinstes Element, WIe WIr be
weisen wollten. 

16. Das Prinzip der vollständigen Induktion erlaubt auch den An
zahl begriff, d. h. die Kardinalzahlen mit Hilfe unserer Axiome zu 
erklären. 

Definition. Von einer beliebigen Menge*) sagt man, daß sie 
nur aus endlich vielen Elementen besteht, wenn man ihre Ele
mente eineindeutig den Zahlen irgend eines Abschnittes k<n 
der natürlichen Zahlenreihe zuordnen kann, oder, wie wir 
kurz sagen wollen, wenn man die Menge auf den Abschnitt 
eineindeutig abbilden kann. 

Gelingt es nun zu zeigen, daß man jede Menge 'von"endlich vielen 
Elementen nur auf einen einzigen Abschnitt k < n der natürlichen 
Zahlenreihe eineindeutig abbilden kann, so ist die Zahl n charakteri
stisch für unsere Menge, und man kann von einer Anzahl von n Ele
me n te n sprechen. 

Enthält die Menge ein einziges Element, so kann man sie nur auf 
den Abschnitt k < 1 der natürlichen Zahlenreihe eineindeutig abbilden. 

Es sei nun n eine natürliche Zahl von der Eigenschaft, daß keine 
Menge, die auf den Abschnitt k<n eineindeutig abgebildet werden kann, 
auch auf einen anderen Abschnitt k < n I abbildbar ist, wo bei n' =l= n ist. 
Wir zeigen jetzt, daß (n + 1) dieselbe Eigenschaft besitzt, und entneh
men dann aus dem Prinzip der vollständigen Induktion, daß diese Eigen
schaft, wie wir beweisen wollten, für jede natürliche Zahl gilt. 

Es sei also {a} eine Menge von endlich vielen Elementen, die ein
eindeutig auf die Abschnitte k < n + 1 und k ~ N + 1 der natürlichen 
Zahlenreihe abgebildet werden kann; es ist z;-zeigen, daß n = N ist. 
Es sei a' dasjenige Element der Menge, das bei der ersten Abbildung 
der Zahl (n + 1) entspricht, a" dasjenige Element, das bei der zweiten 
Abbildung der Zahl (N + 1) entspricht. 

Wir bezeichnen mit {a} - a', {a} - a" und {a} - a' - a" die 
von a ', von a" und VOll a' und a" verschiedenen Elemente von \ a} .**) 
Die Menge {a} - a" ist auf den Abschnitt k <N abgebildet; man kann 
aber auch, indem man die Elemente von {a} - a' - a" sich selbst ent-

*) Die obige Definit.lOn kann man außer auf Zahlenmengen auch auf all
gemeinere Mengen, z. B. auf die weiter unten definierten Punktmengen, anwenden. 

**) Im Falle, daß die Zeichen a' und an zufällig dasselbe Element be
zeichnen sollten, stellen natürlich die Symbole {a} - a', {a} - an und 
{ a } - a' - an dieselbe Zahlen menge dar. 
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sprechen läßt und a" auf a' ab bild,et, die Elemente von {a} - a" und 
{ a } - a' eineindeutig aufeinander abbilden und folglich die erste dieser 
Mengen ebenso wie die zweite auf den Abschnitt k < n beziehen. Hier
aus folgt aber nach Voraussetzung, daß n = N sein muß, was zu be
weisen war. 

Betrachtl:lt man die Zahlen eines beliebigen Abschnittes k < n der 
natürlichen Zahlenreihe als Elemente einer Menge, so sieht man, daß 
es Mengen von endlich vielen Elementen gibt, deren Anzahl n ist. 

Die Abbildung einer Zahlenmenge von endlich vielen Elementen 
auf den Abschnitt k < n der natürlichen Zahlenreihe kann man dadurch 
zum Ansdruck bringen, daß man die Elemente der Menge mit Indizes 
versieht, und sich einer der Bezeichnungen 

oder 
ak (k = 1, 2, ... , n) 

bedient. 

17. Satz 6. Eine Zahlenmenge a1 , aa' ..• , an von endlich vielen Ele
menten enthält ein größtes und ein kleinstes Element. 

Jeder Zahl ak unserer Zahlenmenge ordnen wir eine Zahl bk fol
gendermaßen zu: es soll b1 = a1 sein, und wenn k eine Zahl des Ab
schnitts k < (n - 1) der natürlichen Zahlenreihe bedeutet, so soll bk+ 1 

gleich der größeren unter den beiden Zahlen bk und ak +1 sein. Nach 
dem Satze 2 des § 13 sind dann die bk für alle Zahlen des Abschnitts k < n 
definiert; ferner ist nach demselben Satze jedes bk also insbesondere 
b" gleich einem unter den Elementen a 1 , a2 , ••• ,all' und es gilt für 
jedes k < n die Beziehung 

ak < bk < b", 

womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. Ebenso beweist man, 
daß die gegebene Zahlenmenge ein kleinstes Element besitzt. 

Das Stetigkeitssxiom. 

18. Eine Zahlenmenge, die nicht aus endlich vielen Elementen be
steht, hraucht kein größtes oder kleinstes Element zu besitzen. Die 
Menge der natürlichen Zahlen besitzt z. B. kein größtes Element, denn 
man kann jeder natürlichen Zahl n eine größere, nämlich (n + 1) zu
ordnen, die auch in der betrachteten Menge enthalten ist. 

Dagegen sollen die reellen Zahlen noch folgendem letzten Axiom 
genügen: 
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VII. Ist {al eine beliebige Zahlenmenge, so heiße eine 
Zahl A, die von keinem Element a von laI übertroffen wird, 
eine obere Schranke der Zahlenmenge {a}. Dann ist die 
Menge {Al der oberen Schranken A von {al entweder leer, 
oder sie besitzt ein kleinstes Element G, das die obere Grenze 
von {a} genannt wird. 

Mit anderen Worten: entweder gibt es überhaupt keine Zahl, die 
größer oder gleich allen Elementen von {a} ist, oder es gibt eine Zahl G, 
die nicht nur diese Eigenschaft besitzt, sondern noch eine zweite, näm
lich, daß man jeder Zahl 

G'< G 
ein Element a' von {a} zuordnen kann, das größer als G' ist: 

G'<a'. 
Das Axiom VII läßt die Existenz von Zahlenmengen {a lnu, für welche 
die Menge {A} der oberen Schranken A von {a} leer ist. Dies findet 
z. B. in folgendem Falle statt: Es sei E eine beliebige positive (also von 
Null verschiedene) Zahl; wir betrachten die Zahlenmenge {kE I, in der 
die Zahl k. eine beliebige natürliche Zahl bedeutet. Gibt es dann Zahlen, 
die ~ sämtlichen kE sind, so sei 00 die obere Grenze von {kcl. Dann 
ist erstens für jede natürliche Zahl k 
(1) kE<OO, 
zweitens aber gibt es eine natürliche Zahl ko, so daß 
(2) 7.:oE > 00 - E 

ist, weil (00 - E) kleiner als die obere Grenze (i) ist. 
Nun folgt aber aus (2) 

(ko + 1) E > 00 , 

d. h. eine tJ ngleichheit, die der Bedingung (1) widerspricht. 

Wir führen jetzt folgende Definition ein: Kann man jeder be
lie bigen Zahl IX ein Element der Zahlenmenge {a} zuordnen, 
das größer ist als IX, so sagt man, die ZahleI'menge {al hat 
die 0 bere Grenze + 00 (gelesen: "plus unendlich"). 

Das Stetigkeitsaxiom kann man dann kurz aussprechen: 
Jede Zahlenmenge hat entweder eine endliche obere 

Grenze oder die obere Grenze + 00. 

Ferner liefert das soeben bewiesene Resultat einen wichtigen Satz, 
den schon Archimedes benutzt hat und der nach ihm genannt wird, 
obgleich er wahrscheinlich schon von Eudoxos stammt: 

Satz von Archimedes. 1st E eine beliebige, positive Zahl, so ist die 
obere Grenze von (f, 2 E, 3 E, .•. ) = + 00. 
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19. Wir betrachten jetzt die Menge {a'} der zu den Zahlen a' einer 
Menge {a} entgegengesetzten Zahlen 

, 
a =-a. 

Ist die obere Grenze v.on {a'} eine Zahl G', so nennt man die Zahl 

g=-G' 

die untere Grenze der Zahlenmenge {a}. Ist die obere Grenze von 
{a'} aber + 00, so sagt man, daß die untere Grenze von {a} gleich 
- 00 ist. 

Die untere Grenze einer Zahlenmenge hat also folgende Bedeutung: 
Falls es Zahlen gibt, die < allen Elementen von {a} sind, so ist die 
untere Grenze von {a} die größte unter diesen Zahlen. Falls aber der
artige Zahlen nicht existieren, so ist die untere Grenze gleich - 00. 

Jede reelle Zahl wird im Gegensatz zu den Symbolen ± 00 als "end
lich" bezeichnet. 

20. Eine Zahl, die einer natürlichen Zahl entweder gleich oder ent
gegengesetzt ist, oder die gleich Nnll ist, nennt man eine ganze Zahl. 

Der Begriff der ganzen positiven Zahlen deckt sich daher mit 
dem Begriff der natürlichen Zahlen. Ferner beweist man ohne Sch wie
rigkeit nach unseren früheren Darlegungen, daß die Summe, die Dif
ferenz und das Produkt von zwei ganzen Zahlen wieder eine ganze 
Zahl ist. 

Ist a eine beliebige Zahl, so gibt es, wenn wir im Satz von Archi
medes c = 1 setzen, nach diesem Satze eine ganze positive Zahl p, die 
größer als - a ist: 

p>-a 
oder 
(1) 

Man bezeichne mit q die kleinste natürliche Zahl, die (p + a) über
trifft (§ 15, Satz 5). Ist dann q > 1, so ist (q-1) ebenfalls eine natür
liche Zahl, und man hat 
(2) q - 1 <p + a < q; 

ist aber q = 1, so ist wegen (1) die Relation (2) ebenfalls erfüllt. Die 
ganze Zahl 

n=q-p-l 
hat also stets die Eigenschaft, daß 

n<a<n+l 
ist, d. h. wir haben den Satz: 
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Satz 2. 1st a eine beliebige Zahl, so gibt es stets zwei aufeinander
folgende ganze Zahlen n und (n + 1), welche die Relation 

n<a<n+l 
erfüllen. 

21. Eine Zahl von der Gestalt 

(1) 
p 

q' 
wo p und q gallzzahlig sind und q + 0 ist, heißt eine rationale 
Zahl; das Symbol (1) heißt ein Bruch, p ist der Zähler, q der 
Nenner des Bruches. Jede ganze Zahl ist rational; man braucht ja 
bloß, um die Form (1) herzustellen, p gleich der gegebenen ganzen Zahl 
und q = 1 zu setzen. 

Die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient 
von zwei rationalen Zahlen sind wieder rationale Zahlen; dabei ist die 
Null als Divisor stets ausgeschlossen. 

Es seien a und b zwei beliebige Zahlen, die voneinander verschieden 
sind, und es sei a < b. Nach dem Satz von Archimedes können wir eine 
natürliche Zahl q finden, so daß 

q(b-a) > 1 
ist, was man auch 
(2) qa + 1 <qb 
schreiben kann. 

Nach dem vorigen Satze kann man zwei aufeinanderfolgende ganze 
Zahlen (p - 1) und p finden, so daß 

p-l <qa<p 

ist, und diese letzte Relation kann man noch schreiben 

(3) qa <p < qa + 1. 

Vergleicht man (2) und (3), so erhält man 

qa<p<qb 
und hieraus 

a < _l!_ < b. 
q 

Satz 3. Sind a und b verschiedene Zahlen, so gibt es immer mindestens 
eine rationale Zahl r, die zwischen ihnen liegt. 

Bezeichnet man mit Ir} die Gesamtheit der rationalen Zahlen, die 
kleiner sind als eine gegebene Zahl a, so ist keine Zahl a' < a größer 
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oder gleich allen Zahlen von Ir}, da nach dem letzten Satze rationale 
Zahlen existieren, die zwischen a' und a liegen. Hieraus folgt: 

Satz 4. Jede Zahl ist die obere Grenze der mtionalen Zahlen, die 
sie übertrifft. 

Ebenso beweist man, daß jede Zahl die untere Grenze der ratio
nalen Zahlen ist, die die gegebene Zahl übertreft·en. 

Ein anderer sehr nützlicher Satz ist folgender: 
Satz 5. Die untere Grenze der Zahlen von der Form 

1 

7' 
wo n eine beliebige natürliche Zahl bedeutet, ist gleich Null. 

In der Tat sind alle diese Zahlen positiv, ihre untere Grenze also 
sicher nicht negativ. Ist aber c eine beliebige positive Zahl, so gibt es 
nach dem Satz von Archirnedes eine natürliche Zahl n, so daß 

oder 
nc> 1 

1 
n<c 

ist. Hieraus folgt aber die Behauptung unmittelbar. 

22. Die Symbole + 00 und - 00, die wir eingeführt haben, sind 
keine eigentlichen Zahlen; würde man versuchen alle früheren Axiome 
auf die durch diese Symbole erweiterte Menge aller reellen Zahlen an
zuwenden, so würden sich sehr bald Widersprüche einstellen. Es ist 
aber möglich, Regeln für das Rechnen mit den Symbolen ± 00 aufzu
stellen, deren Anwendung äußerst bequem ist, weil sie in vielen Fällen 
die Ausdrucksweise bedeutend abkürzen. Da es sich nur um eine kleine 
Anzahl solcher Regeln handelt, kann man sich in jedem speziellen Falle 
leicht vergewissern, ob ihre Anwendung zu richtigen Resultaten führt. 
Der Leser dieses Buches muß dies stets tun und zugleich im Auge be
halten, daß es sich lediglich um eine Ausdrucksweise handelt, die 
nur erlauben soll, gewisse langwierige Fallunterscheidungen zu vermei
den. üb im Folgenden ein Buchstabe nur eine endliche Zahl oder auch 
eins der Symbole + 00 bedeuten darf, wird immer :unzweideutig aus 
dem Zusammenhange hervorgehen. 

Für die durch + 00 und - 00 erweiterte Menge aller reellen Zahlen 
erklären wir nun folgende Bezeichnungen und Relationen: 

1. Ist a eine beliebige endliche Zahl, so setzen wir 

(1) a < + 00 und a > - 00 , 
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außerdem aber noch 
(2) -00<+00. 

Genügt also z. B. eine Zahl a unserer erweiterten Menge der Be
dingung 

a<+oo, 
so heißt das, daß a entweder eine endliche Zahl oder 

2. Ist a eine endliche Zahl, so setzt man 

(3) 
(4) 
und außerdem 

a +00 = +00 + a= +00, 
a-oo=-oo+a=-oo 

- 00 ist. 

(5) + 00 + 00 = + 00 , -00 -00 =-00. 

(6) 

3. Bedeutet p eine positive und n eine negative Zahl, so setzt man I p.(+oo) = (+ oo)·p = +00 
n·(+oo) = (+ oo)·n =-00 
p.(-oo) = (-oo).p =-00 
n·(-oo) = (-oo)·n = +00 

und außerdem 
(+00)(+00)=+00 

(7) 
1 

(+00) (-00) = (-00) (+00)=-00 
(-00) (- (0) = + 00. 

Aus (6) folgt dann insbesondere, daß 
(8) - (-00) =·(-1). (- (0) = + 00 
ist. 

(9) 

4. Ist a eine beliebige endliche Zahl, so setzt man 
~=_a_=O +00 -00 . 

Die soeben erklärten Operationen werden wir sehr oft benutzen; da
gegen sind die folgenden Operationen nicht erklärt und sollen stets 
als sinnlos angesehen werden: 

1. die Division einer beliebigen endlichen oder unendlichen Zahl 
durch Null, 

2. Die Operationen 
+00-00, -00+00, O(±oo), (± (0) 0, !:.*) 

23. Die Betrachtung der unendlichen Zahlen im Sinne des vorigen 
Paragraphen erlaubt insbesondere den Wortlaut gewisser Sätze über 

*) Hieraus folgt insbesondere, daß das distributive Gesetz der Multiplika
tion für die durch ± 00 erweiterte Menge der reellen Zahlen nicht mehr unbe
schränkt gilt, z. B. in (2-1) 00 = 00. 
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obere und untere Grenzen von Zahlenmengen sehr zu vereinfachen, da 
man dann die verschiedenen Fälle, wo diese Grenzen endlich oder un
endlich sind, alle zusammen behandeln kann. Es können sogar unend
liche Zahlen unter den Elementen unserer Mengen vorkommen, ohne 
daß wir unsere Betrachtungen zu verändern brauchen: 

Satz· 6. Sind I a} und {b} zwei beliebige Zahlenme'llgen und kann 
man jedem Element a von {a} mindestens ein Element b von I b} zuordnen, 
das nicht kleiner als a ist, so ist die obere Grenze Gb von I b} nicht kleiner 
als die obere Grenze Ga von {a}. 

Kann man dagegen jedem Elemente von {a} mindestens ein nicht 
größeres Element von {b} zuordnen, so besteht zwischen den unteren Gren
zen gb von {b} und ga von {a} die Relation 

ga~gb' 

Aus Ga> Gb würde nämlich folgen, daß mindestens ein Element 
von { a} existiert, das größer als Gb und folglich als alle Elemente von 
{b} ist; und aus ga < gb würde man die Existenz eines Elementes von 
{ a} behaupten können, das kleiner ist als gb und folglich als alle Ele
mente von {b }. Beides widerspricht aber den Voraussetzungen des Satzes. 

Ein spezieller Fall des vorigen Satzes ist folgender: 

Satz 7. 1st die Zahlenmenge {a} eine Teilmenge der Zahlenmenge {b }, 
so bestehen zwischen den oberen und unteren Grenzen dieser Zahlenmengen 
zugleich beide Relationen 

Ga<Gb und ga>gb' 

In der Tat ist dann jerles Element von {a} gleich einem Elemente 
von {bI. 

Absolute Beträge. 

24. Unter dem absoluten Betrag einer endlichen Zahl a ver
steht man eine nicht negative Zahl, die mit I a I bezeichnet und folgen
dermaßen definiert wird: 

lal=a falls a>O, 

ist. 
la! = - a falls a< 0 

Es ist stets 
(1) Jal=l-al, 
wie sofort aus der Definition erhellt. 



§ 25 

oder 

(2) 

Absolute Beträge 

Sind a und b zwei beliebige endliche Zahlen, so ist: 

1. falls a ~ 0 und b ~ 0 oder a ~ 0 und b ~ 0 ist, 

la + bl = lai + Ibl, 
2. falls a > 0 und b < 0 oder a < 0 und b > 0 ist, entweder 

la + bl = lal-Ibl < lai + Ibl 

la + bl = Ibl-Ial < lai + Ibl· 
In allen Fällen ist also 

la\-Ibl\ < la + bl < lai + Ibl· 
Ferner ist immer, wegen (1), 
(3) la.bl = laj·lbl. 

Setzen wir ferner 
1+001 = +00, 

17 

so sieht man leicht, daß die Relationen (1), (2) und (3) für die durch 
± 00 erweiterte Menge aller Zahlen erhalten bleiben, so lange die darin 
ausgeführten Operationen einen Sinn haben (§ 22). 

25. Sind a und b zwei endliche Zahlen, so kann man mit Hilfe 
des Begriffs des absoluten Betrages einen Ausdruck für die größere und 
die kleinere der beiden Zahlen ableiten. Es sei z. B. a < bj dann hat man 

und 
Ib-al=b-a 

b=a+b+lb-al. 
2 

Ist aber a > b, so findet man 

Ib-al=a-b 
und daher 

a+b+ Ib-al a= 2 . 

Die größere der heiden Zahlen ist also stets 

a+b+lb-al 
2 

und ebenso findet man, daß die kleinere der beiden Zahlen gleich 

a+b-/b-al 
2 

ist. 
Oarath6odory, Reene Funktionen. 2. Aull. 2 
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Das Zuordnungsaxiom. 

26. Es ist meistens bequem, die Sprache der analytischen Geo
metrie zu benutzen, und statt von Zahlen, von Punkten, die auf einer 
Achse liegen, zu sprechen. Dies erfordert ein neues Axiom, das unS 
aber deshalb natürlich erscheint, weil die Streckenrechnung der Alten, 
die im Lehrbuche von Euklid ihre endgültige Darstellung gefunden hat, 
den vorhergehenden Axiomen - soweit sie für positive Zahlen gelten -
genügt. 

Dieses Axiom, das die Verbindung zwischen Analysis und Geo
metrie herstellt, lautet: 

VIII. Ordnet man jedem Punkte P einer Achse, auf wel
cher der Nullpunkt 0 und der Einheitspunkt E gegeben sind, 
eine Zahl x zu, die gleich dem Verhältnisse 

öP 
oE 

- -+ der gerichteten Strecken OP und OE ist, so entspricht ver-
möge dieser Zuordnung jeder endlichen Zahl x genau ein 
Punkt P der Achse. 

Wählen wir in einer Ebene zwei Achsen, die sich senkrecht schnei
den, und legen den Nullpunkt jeder Achse in ihren Schnittpunkt mit 
der andern, die Einheitspunkte aber in zwei andere beliebige Punkte 
dieser Geraden, so ist jedem Punkte der Ebene das Zahlenpaar seiner 
Koordinaten zugeordnet, und umgekehrt jedem Zahlenpaar ein Punkt 
der Ebene. 

Ganz analog wird jedem Zahlentripel ein Punkt des dreidimen
sionalen Raumes zugeordnet, und umgekehrt. 

Endlich kann man aber auch die Sprache der n-dimensionalen Geo
metrie einführen, indem man jedem Komplex (Xli x2 , ••• , x,,) von 
n endlichen Zahlen einen Punkt des n-dimensionalen Raumes ffin zu
ordnet. Damit gewinnen wir die Möglichkeit, unseren Resultaten, die 
sich eigentlich nur auf Zahlen beziehen, eine gewisse Anschaulichkeit 
zu verleihen, ohne deshalb diese Resultate weniger scharf und streng 
ableiten zu müssen. 
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Kapitel 1. Über Punktmengen. 
Definitionen. 

27. Betrachtet man die umkehrbar eindeutige Ab bildung der reellen 
Zahlen auf die Punkte einer Achse (§ 26), so entspricht jeder Zahlen
menge (§ 11), die aus endlichen Zahlen besteht, eine sogenannte 
lineare Punktmenge. 

Eine lineare Punktmenge ist eine Gesamtheit von Punk
ten einer Geraden, die ganz beliebig ·ist; d. h. wir brauchen 
nur zu wissen, daß jeder Punkt der Geraden nur entweder 
zur Menge oder nicht zur Menge gehören kann. 

Beispiele von linearen Punktmengen : 
1. Die Punktmenge, die aus dem Punkte x = ° allein besteht. 
2. Die Punktmenge, deren Elemente den ganzen Zahlen 0,1,2,3, ... 

entsprechen. 
3. Die Punktmenge, die aus den Punkten 

1 x=-k (k= 1, 2, 3, ... ) 
besteht. 

4. Die Punktmenge, die aus den Punkten unter 3. und außerdem 
aus dem Punkte x = ° besteht. 

5. Die Menge aller rationalen Punkte (d. h. Punkte mit rationaler 
Abszisse). 

6. Die Punktmenge, deren Punkte die Bedingung 

0<x<1 
befriedigen. Diese Punktmenge enthält den Punkt x = 0, aber nicht 
den Punkt x = 1. 

von abis b (a<b). Das ist der In-7. Das lineare Intervall 
begriff aller Punkte der Achse, 
die der Bedingung --t-I -+I--ilr-----+I---o alb x 

a<x<b l!'ig.1. 

genügen, wo bei a und b endliche Zahlen bedeuten. Die Punkte a und b 
heißen die Endpunkte des Intervalls und gehören nicht zum Inter
vall. Der Punkt 

a+b 
2 

heißt der Mittelpunkt des Intervalls, die positive Zahl (b - a) wird 
die Länge des Intervalls genannt. 

2* 
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28. Der Begriff einer ebenen Punktmenge ist ganz analog dem 
für lineare Punktmengen auseinandergesetzten. Jedem Punkte der Ebene 
ist das Zahlenpaar seiner Koordinaten zugeordnet und eine eben e 
Punktmenge ist also als eineMenge von Zahlenpaaren aufzufaf:lsen. 

Ebenso sahen wir (§ 26), daß man jeden Komplex von n end
lichen Zahlen (xu X j , ••• , xn) einen Punkt des n-dimensionalen Ra,u
mes 91n nennt. Eine Punktmenge in diesem Raume ist dann jede Menge 
von derartigen Zahlenkomplexen. Hierbei ist zu beachten, daß wir einen 
solchen Zahlenkomplex nur dann als Punkt ansehen, wenn jede Zahl des 
Komplexes endlich ist. 

y 

29. Dieselbe Rolle, die das lineare Intervall a < x < bunter 
den linearen Punktmengen spielt, spielt das Rechteck oder zwei
dimensionale Intervall für die ebenen Punktmengen. Ein zwei

dimensionales Intervall I in der xy -Ebene ist die Menge aller 
Punkte, für die zugleich 

a < x < bund a' < y < b' 
b' 

.--I~ 
ist. Dabei ist zu beachten, daß die Punkte, die 
man gewöhnlich als Rand des Rechtecks zu be

zeichnen pflegt, also z. B. der Punkt 
mit den Koordinaten 

o a 

I 
b 

Fig 2 
a'+b' x = a, y = --2-

nicht zum Intervall I gehören. (Vgl. hierzu die Definition des abge
schlossenen Intervalls, § 55.) 

Ähnlich können wir im n-dimensionalen Raume n-dimensio
nale Intervalle definieren. Dies sind die Mengen aller Punkte 
(Xl' ... , X,.), für welche zugleich die Ungleichheiten 

(k = 1, 2, ... , n) 

stattfinden. Hierbei bedeuten die ak und bk vorgegebene endliche 
Zahlen; die positiven Zahlen (bk - ak) nennt man die Längen der 
Kanten des Intervalls. Ein Intervall mit lauter gleichen Kanten heißt 
ein n-dimensionaler Würfel, im speziellen Falle, wo n = 2 ist, ein 
Quadrat. 

Der Punkt mit den Koordinaten 

ak+bk 
-2-

heißt der Mittelpunkt des Intervalls oder des Würfels. 
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Die Grundoperationen an Punktmengen. 

30. Wir bezeichnen die Punktmengen symbolisch durch große latei
nische Buchstaben 

A, B, .... 

Die Punktmengen, die wir gleichzeitig betrachten und miteinander 
vergleichen wollen, sollen alle in einem und demselben n-dimensionalen 
Raume ffi" liegen, wobei nirgendeine natürliche Zahl bedeutet. Die 
Punkte des ffi" zusammengenommen nennen wir den Gesamtraumj 
außerdem ist es bequem auch eine leere Menge einzuführen, d. h. eine 
solche, die keinen einzigen Punkt besitzt. Für diese leere Punktmenge 
werden wir oft das Zeichen 0 benutzen. 

Sind alle Punkte einer Punktmenge B in der Punktmenge A ent
halten, 80 heißt Beine Teilmenge von Aj diese Beziehung stellen wir 
durch das Zeichen 

B -< A oder A >- B 

dar. Die leere Menge .soll. als Teilmenge von jeder beliebigen Punkt
menge A gelten 

0-<..4.. 

Unter die Teilmengen B einer Punktmenge A nehmen wir auch die 
Punktmenge A selbst aufj gibt es Punkte von A, die nicht in B ent
halten sind, so heißt B eine echte Teilmenge von A. Ist sowohlA-<B 
als auch A >- B, so bestehen die beiden Punktmengen aus denselben 
Punkten, und wir schreiben 

A=B. 

31. Unter der Komplementärmenge A' einer Punktmenge A 
verstehen wir die Punktmenge, die aus allen Punkten des Gesamt
raumes besteht, die nicht zu A gehören, und nur aus diesen. 

Ist z. B. A die lineare Punktmenge 0< x < 1, der Gesamtraum 
also die x-Achse, so ist A' die Menge aller Punkte, :für welche x ~ 0 
oder x ~ 1 ist. 

Bedeutet aber A dieselbe Strecke in der xy-Ebene, d. h. die Ge
samtheit der Punkte, für welche zugleich 0< x < 1 und 11 = 0 ist, so 
besteht die Komplementärmenge A' erstens aus allen Punkten der Ebene, 
für .welche 11 =l= 0 ist, und außerdem aus den Punkten, für welche ent
weder x < 0, 11 = 0 oder x > 1, 11 = 0 ist. 

Für die Komplementärmenge gilt ferner die Beziehung: Ist .A -< B, 
BO ist stets B' -< A'. 
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32. Durchschnitt von zwei Punktmengen .d und B nennen 
wir die Gesamtheit der Punkte, die sowohl in A als auch in B ent
halten sind. Wir schreiben, wenn D den Durchschnitt von A und B be
zeichnen soll, 

D = AB.*) 

Haben A und B keine gemeinsamen Punkte, so ist 

AB=O, 

indem wir wieder mit Null die leere Menge bezeichnen. Insbesondere 
ist also auch 

A·O=ü. 
Es ist übrigens stets 

AB-<A, 

AB = A, 

wenn A eine Teilmenge von Bist. 

und nur dann 

Es ist trivial, daß für den Durchschnitt das kommutative Ge
setz gilt: 

AB=BA. 

Ebenso gilt das assoziative Gesetz: 

(AB)C = A(BC) = ABC. 

Endlich sehen wir, daß, wenn A -< Al und B -< Bi, auch 

AB -<A1 B1 

ist. 

33. Es seien A und B zwei Punktmengen ohne gemeinsamen 
Punkt: AB = 0; dann nennen wir die Punktmenge, die aus allen 
Punkten von A und aus allen Punkten von B, soweit sie vorhanden 
sind, und nur aus diesen Punkten besteht, die Summe S der beiden 
Punktmengen A und B und schreiben 

S=A+B. 
Es versteht sich von selbst, daß auch hier das Gesetz 

A+B=B+A 
*) Um diese Schreibweise als Produkt zu verstehen, denke man sich eine 

Funktion 'P j[(P) des Punktes P (vgl. § 83), die in allen Punkten einer beliebigen 
Punktmenge 111 gleich Eins ist und in den Punkten der Komplementärmenge M' 
von M verschwindet; dann ist 

'Pn(P) = 'P.A(P)· 'FB(P). 
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gilt. Das Symbol (A + B) + 0 hat aber nur dann einen Sinn, wenn 
einerseits AB= 0, anderseits (A+B) 0= 0 istj letzteres ist aber dann 
und nur dann der Fall, wenn AO = BO = 0 ist. Aus BO = 0 folgt 
nun, daß CB + 0) einen Sinn hat, und dann aus AB = AO = 0, daß 
A(B + 0) = 0 ist. Man sieht schließlich ein, daß die rechte Seite der 
Gleichung 

CA + B) + 0 = A + (B + 0) 

einen Sinn hat, sobald dies für die linke der Fall ist, und daß die Glei
chung dann immer richtig ist. Das kommutative und das assozia
tive Gesetz gelten also für die Summe von Punktmengen. 

Für Durchschnitt und Summe gilt ferner das distributive 
Gesetz 

O(A+B) . OA + OB, 

denn links steht die Menge der Punkte, die zu 0 und zu A oder B ge
hören, und rechts die Menge der Punkte, die zu C und A oder zu 0 
und B gehören. 

Bei der Anwendung dieses Gesetzes ist aber dar
auf zu achten, daß nicht immer beide Seiten zugleich 
einen Sinn haben. Wenn die linke Seite einen Sinn 
hat, d. h. AB = 0 ist, so hat auch die rechte Seite 
einen Sinn, denn dann ist 

( 0 A) . (0 B) = (0. 0) (AB) = O· ° = o. Fig.3. 

Ist aber umgekehrt (OA) (OB) = OAB= 0, so kann man nicht schließen, 
daß AB = 0 ist, wie die nebenstehende Figur zeigt. 

34. IstBinA enthalten, alsoAB=B, so ist die Differenz (A-B) 
der beiden gegebenen Mengen durch die Gesamtheit der Punkte definiert, 
die zu A, aber nicht zu B gehören. Differenz und Summe stehen hier
nach in der Beziehung: Wenn 0 = A - B ist, so ist A = 0 + B-

35. Wir gehen jetzt zum Begriff der Vereinigungsmenge über, 
einer Verallgemeinerung des Summenbegriffs , bei welcher die Leerheit 
des Durchschnitts nicht mehr vorausgesetzt wird: Die Vereinigungs
menge V von zwei beliebigen Punktmengen besteht aus dem Inbegriff 
der Punkte, die zu A oder B gehören. Wir schreiben symbolisch 

V=A+B. 
Offenbar ist 

A+B=B+A, 
A + (B + C) = (A + B) + O. 
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Hier gilt das distributive Gesetz ohne Einschränkung: 

O(A+B)=CA+OB. 

Ferner haben wir für A -< A.l und B -< Bi 

A + B -< Al + Bl . 

36. Die Vereinigungsmenge V von zwei Punktmengen A und B 
besteht aus allen Punkten von A und aus allen Punkten von B, die nicht 
in A enthalten sind. Man kann also schreiben: 

V= A + B= A+ (B- AB). 

Die Operation (B - AB) kommt fast ebenso oft vor wie die des Durch
schnitts AB oder der Vereinigung A + B von zwei Mengen und muß 
daher auch unter die Grundoperationen über Mengen aufgenommen 
werden. 

37. Mit Hilfe des Begriffs der Komplementärmenge lassen sich die 
drei Grundoperationen AB, A + B, (A-AB) aus einer beliebigen unter 
ihnen ableiten. 

Wir wollen z. B. die Operation AB zu GrundE' legen; setzen wir 
V = A + B, so besteht die Komplementärmenge V' von V aus allen 
Punkten, die zugleich zu A' und zu B' gehören (s. Fig. 4). Also ist 

(1) V'=A'B' 
und da die Komplementärmenge einer Komplementärmenge die ur
sprüngliche Menge ist, so hat man 

A 

(2) A + B = (A' B')'. 

Mit Hilfe des Schlusses von n auf (n + 1) 
kann man die Formeln (1) und (2) auf 
die Vereinigungsmenge von beliebig vielen 
Punktmengen in endlicher Anzahl übertragen. 
Setzt man nämlich 

Vn = Al + A 2 + ... + An 
Vn + 1 = Al + A 2 + ... + An + An + 1 

Fig.4. und ist nach Voraussetzung 

V,,' = A/ Ai' ... An', 

so folgt aus (1), wenn man diese Gleichung auf die Vereinigungsmenge 
Vn + l von Vn und A n + l anwendet, 

V:+ l = V,,'·A';+l = At' ... A:+ l • 
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Für jede natürliche Zahl n ist also 

(3) (Al + A 2 + ... + A,,) = (A/· A:/ ... An')'. 

Ähnlich sieht man, daß, wenn A und B zwei beliebige Punktmengen 
bedeuten, 
(4) A-AB=AB' 
ist. 

Endliche und unendliche Punktmengen. Abzählbarkeit. 

38. Die einfachsten nicht leeren Punktmengen sind die, die aus 
einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen, und die man also ein
eindeutig auf einen Abschnitt der natürlichen Zahlenreihe abbilden 
kann (§ 16). Über solche Punktmengen, die man endliche Punkt
mengen nennt, gilt folgender Satz: 

Satz 1. Jede nicht leere Teilmenge B einer endlichen Punktmenge A 
ist wiederum eine endliche Punktmenge, und die Anzahl der Punkte von B 
ist nicht größer als die von A. 1st außerdem B eine echte Teilmenge 
von A, so ist die Anzahl ihrer Punkte kleiner als die von A. 

Besteht die Punktmenge A aus einem einzigen Punkte P, so ist 
jede Teilmenge von A entweder leer oder identisch mit A. Der erste 
Teil des Satzes ist also in diesem Falle richtig. Um ihn allgemein zu 
beweisen, genügt es also nach dem Prinzip der vollständigen Induktion, 
zu zeigen, daß er für eine Punktmenge von (n+ 1) Punkten richtig ist, 
sobald er für eine Punktmenge von n Punkten besteht. 

Es seien Pli P2, ••• , P", P"+l die Punkte von Ai ist dann der 
Punkt P"+l nicht inB enthalten, so istB eine Teilmenge von (A-P"+l)' 
Diese letzte Punktmenge ist aber auf den Abschnitt k < n der natürlichen 
Zahlenreihe eineindeutig abgebildet und enthält also n Punkte. Die 
Punktmenge B ist also endlich und kann nicht mehr als n Punkte ent
halten. Ist dagegen Pn+1 ein Punkt von B, so ist entweder (B- Pll+1) 
leer, und dann enthält B nur einen einzigen Punkt, og.er man kann den 
vorigen Schluß auf die Punktmenge (B - P"+l) anwenden. Diese letzte 
Punktmenge ist daher eineindeutig auf einen Abschnitt k < m der natür
lichen Zahlenreihe abgebildet und es ist m < n. Ordnet man dann den 
Punkt P n + l der Zahl (m + 1) zu, so ist B auf den Abschnitt k:::; (m+1) 
abgebildet, und unsere Behauptung bewiesen. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, betrachten wir eine end
liche Punktmenge A von n Punkten und eine echte nicht leere Teil
menge B von A, die also z. B. den Punkt Pk nicht enthält. Nach dem 
Vorigen ist B eine endliche Punktmengei es sei m die Anzahl ihrer 
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Punkte. Nun ist aber (B + Pk) ebenfalls eine Teilmenge von A und 
die Anzahl ihrer Punkte ist (m + 1); also ist (m + 1) < n und daher, 
wie wir zeigen wollten, m < n. 

39. Eine zweite Klasse von Punktmengen ist die, deren Punkte 
man auf die Zahlen der natürlichen Zahlenreihe abbilden kann. Es ist 
zunächst zu zeigen, daß eine solche Punktmenge A, deren Punkte wir 
mit P l , P2 , ••• bezeichnen, keine endliche Punktmenge sein kann. 
Nehmen wir nämlich an, sie wäre endlich und n sei die Anzahl ihrer 
Punkte, dann müßte nach dem Satze des vorigen Paragraphen jede 
nicht leere Teilmenge B von A endlich sein und nicht mehr Punkte als 
n enthalten. Dies ist aber insbesondere nicht der Fall für die Teilmenge 

B= P1 +P2 +··· + Pn+l 

von A, die auf den Abschnitt k < n + 1 der natürlichen Zahlenreihe 
abgebildet ist. 

Die Punktmengen, zwischen deren Punkten und den natürlichen 
Zahlen eine umkehrbar eindeutige Zuordnung möglich ist, nennt man 
unendliche, abzählbare Punktmengen. Die Haupteigenschaft der 
abzählbaren Punktmengen ist folgende: 

Satz 2. Jede Teilmenge B einer abzählba,ren Punktmenge A ist ent
weder endlich oder abzählbar. 

Wir bezeichnen mit a1 , a2 , ••• die Punkte einer abzählbaren Menge A 
und bemerken, daß die Punkte einer beliebigen nicht leeren Teilmenge C 
von A auf eine Teilmenge der natürlichen Zahlen abgebildet sind, die 
ein kleinstes Element besitzt (§ 15 Satz 5). Dieses kleinste Element ist 
Bild eines Punktes von C, den wir den ersten Punkt der Teilmenge C 
von A nennen. 

Nun sei Beine Teilmenge von A, die nicht endlich ist. Mit Hilfe 
des Prinzips der vollständigen Induktion definieren wir für jede natür
liche Zahl p einen Punkt bp folgendermaßen. Der Punkt 

b1 = an1 

soll der erste Punkt der Teilmenge B von A sein, und mit 

bP + 1 = unp + l 

soll für p > 1 der erste Punkt der Punktmenge 

B-{b1 , •• ,bp } 

bezeichnet werden. Diese letzte Punktmenge ist nämlich nicht leer, da 
sonst die Menge B selbst endlich wäre, was der Voraussetzung wider-
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spricht. Wir bezeichnen mit B die Gesamtheit der Punkte bp ; diese 
Punktmenge ist nach dem Vorigen eindeutig definiert, und man hat 
für jede natürliche Zahl p 

(1) {b l1 ••• , bi>} -< 13 -< B. 

Nun bemerke man, daß wegen der Ungleichheiten 

nl < n2 < ns < . .. und nl > 1 , 

nach dem Prinzip der vollständigen Induktion, stets 

'nk>k 

sein muß. Ist jetzt ak irgendein Punkt von B, so ist also für p> k 
der Punkt 

bp = anp 

sicher von ak verschieden, und hieraus folgt, daß ak kein Punkt von 

B - {bll b2 , ••• , bd 

sein kann und daher in {bl1 ••• , bd und nach (1) auch in 13 enthalten 
sein muß. 

Die Punktmenge 13 enthält also jeden Punkt von B; es ist also 

B-<B 
und wegen (1) 

B=B, 
d. h. die gegebene Punktmenge Bist abzählhar, da 13 nach ihrer Kon
struktion ahzählbar ist. 

40. Die vorigen Sätze haben wir für Punktmengen bewiesen; 
wir haben aber nirgends davon Gebrauch gemacht, daß die Elemente 
dieser Mengen wirklich Punkte sind. Wir können daher endliche und 
ahzählhare Mengen einführen, deren Elemente 

Al' All, Ag, ... 

selbst beliebige Punktmengen sind. Solche "Mengen von Punkbnengen" 
nennt man auch endliche oder unendliche Folgen von Punktmengen. 

Wir definieren zwei neue Operationen: Die Durchschnitts- und 
die Vereinigungsmenge von abzählbarunendlich vielenPunktmengen. 
Die Durchschnittsmenge 

D = A l ·A2 ,Aa , .. 

besteht aus allen Punkten, die in jeder der Punktmengen Ak ent
halten sind und nur aus diesen, 
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Die Vereinigungsmenge 

V=.A1 +A2 +Aa +··· 

§ 41. 42 

ist die Gesamtheit der Punkte, die in mindestens einem AI: vorkommen. 
Man findet, daß auch hier die Formel (§ 37) 

V = (A1'·..4.,'· Aa'· • •• )' 

ihre Geltung behält; denn jeder Punkt der Komplementärmenge V' 
von V muß in allen A/:' enthalten sein, und jeder Punkt des Durch
schnitts aller Ak' ist ein Punkt von V'. 

Anstatt 
V = Al + .A, + Aa + ... 

kann man auch schreiben 

V = B 1 + Bz + Bs + .. " 
wenn man unter Bo B,j1 , , • folgendes versteht: 

B1 = Al 
B2 = A 2 - .A2 B1 

Bs = As - As(B1 +B2) 

Bk+l = A k +1 - Ak+l(B1 +B2 +", +Bk), 

Dann ist in der Tat 

BI + B 2 + ' , , + Bk = Al + A 2 + ' , , + Ak , 

Die Vereinigungsmenge abzählbar vieler Mengen läßt sich also ersetzen 
durch die Summe abzählbar vieler Mengen, die Teilmengen jener sind. 

4:1. Sind zwei Folgen A11 A21 " , und B u BI, ' . , von je abzähl
bar vielen Punktmengen gegeben, und ist für jedes k 

.L;h -< Bk, 
so folgt aus der Definition des Durchschnitts und der Vereinigungs
menge der A k resp, Bk, daß sowohl 

als auch 
A 1 ,.A2 ,.A3 ' , • -< B1·B2 ,Bs ' , , 

ist. 

4:2. Es sei mit A p eine Menge von abzahlbar vielen Elementen 
ap l, ap 2, ' , , bezeichnet, und wir nehmen an, daß wir abzählbar viele 
derartige Mengen Al' .A2 : •.• vor uns haben, Dann kann man eine ab-
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zählbare Menge.A finden, deren Elemente aus lauter Elementen ader 
Ap bestehen und zwar so, daß jedes dieser Elemente einmal unäqnur 
einmal vorkommt. 

Wir schreiben das Schema: 

Al: alU aa, alS, ... , a1q,··· 

A2: a2U a22 , a2S , ••• , a2q , ••• 

As: asu an, ass, ... , aSq ' ••• 

und ordnen die Elemente apq (deren Gesamtheit wir mit A. bezeichnen) 
folgendermaßen um: 

Ä: alt; a211 a12 ; aSl' a22 , alS: a 41l ···, au; ... ; a'kll"" a lk ; ••.• 

Zu jeder Indexsumme p + q = s gibt es nur endlich viele Elemente, 
die in der Menge .A aufeinanderfolgen und nach fallendem ersten Index 
geordnet sind. Dadurch ist eindeutig der Rang jedes Elementes ap'l 

festgelegt. Dem Elemente apl gehen z. B. 
) p(p-l) 1+2+ .. ·+(p-l =-----2-

Elemente voraus, ihm selbst kommt der Rang pep 2 1) + 1 zu. Das 

Element apq tritt in einer Gruppe auf, die mit ap+q_l,l beginnt; daher 
ist der Rang k von apq gleich 

(1) k=(p+q-l)2(P+q-2)+q. 

Hieraus folgt insbesondere, wenn man p + q = 8 setzt, 

(0) (s -1) (8 - 2) k< 8 (s - I). 
,{J 2 < = 2 ' 

ist nun k eine beliebige positive ganze Zahl, so kann man auf eine und 
nnr eine Weise zwei ganzf> positive Zahlen p und '1 so bestimmen, daß 
die Relationen (1) und (2) erfüllt sind: man muß zuerst die ganze 
positive Zahl 8 so wählen, daß (2) befriedigt wird, und hierauf 

(s -1) (s - 2) 
q = k - 2 und p = s - q 

-setzen. 

43. Satz 3. Sind Cl' C2 , • • • endlich oder abzählbar unendlich viele 
Punktmengen, von denen jede aus endlich oder abzählbar unendlich V1'elen 
Punlden besteht, 80 hat die Vereinigungsmenge V dieser Mengen dieselbe 
Eigenschaft, 
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Man kann in der Tat 
V=B1 + B2 + ... 

setzen (§ 40), wobei die Bk als Teilmengen von 0k ebenfalls aus endlich 
oder abzählbar unendlich vielen Punkten bestehen (§ 39). Bezeichnet 
man die Elemente derjenigen Bk' die nicht leer sind, mit akl1 ak2 , ... , 
so werden die Bk als Teilmengen unserer Mengen A k des § 42 erscheinen 
und V als Teilmenge der abzählbaren Menge A. Die Punktmenge V ist 
also jedenfalls abzählbar, falls sie nicht nur endlich viele Punkte enthält. 

44. Es seien abzählbar unendlich viele Folgen 

(1) Aw Aw Aks , • • • (k = 1, 2, 3, ... ) 

von abzählbar unendlich vielen Punktmengen gegeben. Mit Vk und Die 
bezeichnen wir die Vereinigungsmengen und Durchschnitte 

Vk = Ak1 + Ä k2 + Aks + ... 
Dk = Au·Ak2·Aks ... , 

ferner mit V und D die Punktmengen , 

V=V1 +V2 +VS +··· 
D = D1·D2·Ds ·••• 

Nach dem § 42 kann maE. die Punktmengen Apq abz!hlen und folg
lich ihre Vereinigungsmenge V und ihren Durchschnitt D bilden. Jeder 
Punkt von V ist in mindestens einer Punktmenge Ä pq enthalten, folg
lich in mindestens einem Vp und schließlich auch in V. Es ist also 
V -< V. Umgekehrt ist jeder Punkt von V in mindestens einem Vp ' 

folglich in mindestens einem Ä pq und also auch in V enthalten. Es ist 
also 

V= V, 

und auf ganz analoge Weise zeigt man, daß 

D=D 
ist. 

45. Satz 4. Die Menge der Punkte der x-Achse mit positiver ratio
naler Abszisse ist abzählbar. 

Um diesen Satz zu beweisen, verstehen wir unter dem apq des § 42 

den Bruch ~, wobei p und q natürliche Zahlen sind. Diese Brüche 

lassen sich also in eine Reihe bringen; darunter kommen aber einige 
rationale Zahlen öfter vor: 

1... ~ 1....!! f..!.) ~ • ..i JL ~ 1. 2. (~) (_=1.) (.!) 1. 6 
1'1'2'11'213'11213'4'1' 2' 3' 4'5'1'···· 
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Die Menge aller rationalen positiven Zahlen ist also, als Teilmenge der 
abzählbaren Menge aller positiven Brüche, selbst abzählbar. 

Da ferner die Menge aller negativen rationalen Zahlen einschließ
lich der Null aus demselben Grunde auch abzählbar ist, so ist die Menge 
aller rationalen Zahlen, als Summe zweier abzählbarer Mengen, auch 
abzähl bar (§ 43, Satz 3). 

Satz 5. Sämtliche Punkte der Ebene mit rationalen Koordinaten 
bilden eine (lQzählbare Punktmenge. 

x und y seien die rationalen Koordinaten eines Punktes P der 
Menge; x kann dänn die abzählbar vielen Werte der rationalen Zahlen 
annehmen 

dasselbe gilt von '!I 

Den Punkt P mit den Koordinaten x = 'rp und y = 'rq fassen wir jetzt 
als Element ap2 unseres Schemas im § 42 auf. Da aber die Menge aller 
apg abzählbar ist, so ist damit der Satz bewiesen. 

Ganz analog beweist man mit Hilfe des Schlusses von n auf (n +1): 
Satz 6. Sämtliche Punkte des n-dimen.<;ionalen Raumes, die durchweg 

rationale Koordinaten besitzen, bilden eine abzählbare Menge. 

46. Der Begriff der Abzählbarkeit bekommt nun erst dadurch seine 
rechte Bedeutung, daß es auch nicht abzählbare Punktmengen gibt. 
Die Existenz solcher Punktmengen behauptet folgender Satz von 
G. Cantor: 

Satz 7. Ein lineares Intervall ist eine nicht abzählbare Pun7ctmenge. 
Wir beweisen diesen Satz, indem wir zeigen, daß je d e abzählbare 

Teilmenge des gegebenen Intervalls eine echte Teilmenge (§ 30) des 
Intervalls ist. 

Wir müssen also, wenn Xli X2 , ••• eine l!'olge von Punkten be
deutet, die im linearen Intervall ao < x < bo enthalten ist, einen Punkt; 
dieses Intervalls bestimmen, der nicht in dieser Folge enthalten ist. Zu 
diesem Zwecke werden wir eine Folge ineinalldergeschachtelter Inter
valle: d'o>- d'1 >- d's >- ... konstruieren, von der Eigenschaft, daß 0.1; die 
Punkte Xli X2, ••• , xk nicht enthält. Wir bezeichnen ein Intervall, dessen 
Endpunkte" und ß sind, durch das Symbol [", ßJ und setzen 00 = [ao, boJ; 
wir suchen hierauf den Punkt Xl unserer Folge auf, und zerlegen das 
Intervall [Xli bo] in drei gleiche Teile durch die Teilpunkte a1 und bl' 
Wir setzen ~l = [all blJ und bem,~rken, daß 01 den Punkt Xl nicht ent-
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hält. Der Punkt Xli kann nun entweder ein Punkt von hl sein oder nicht. 
Im ersten Falle zerlegen wir [xs, bl ], im zweiten Falle [al1 bl ] durch 
die Teilpunkte as und bs in drei gleiche Teile. Das so konstruierte Inter
vall hll = [all, bll] enthält Xli nicht, und da ~2 -< ~1 ist, so enthält es auch 
nicht Xl' Dieses Verfahren setzen wirfort: ist ~k = [a",bl;] ein Intervall, 
das die Punkte Xl ••• X" nicht enthält, so zerlegen wir, je nachdem xH I 

do ~ö in h" enthalten ist I I I I Qa b I I oder nicht, 
ao Zz Q, %:l Q02 b, :l:3 bo das Intervall 

Fig. 5. I :'a---.J [X"+lI bl;] oder [ak, bk] in drei gleiche 
Teile und nehmen die so bestimmten 

Teilpunkte ak+l und b"+l als Endpunkte des Intervalls ~k+l' Nach dem 
Axiome der vollständigen Induktion enthält für jede natürliche Zahl k 
das Intervall DI; keinen einzigen der Punkte .XI , Xli' ••• , XI;' Außerdem 
folgt ebenfalls (nach unserer Konstruktion), daß für jede positive ganze 
Zahl die Relationen 
(1) a k < ak+l1 a" < b", bHI < b" 

erfüllt sind. Sind ~lso kund p zwei 'beliebige natürliche Zahlen, so 
ist für k <p immer Q" < ap < bI' und für k > p immer Q" < b" < bp , 

also jedenfalls stets 
(2) a" < bp ' 

Da aus (2) für jedes k die Relation a,,< b1 folgt, ist die obere Grenze 
; aller a" eine endliche Zahl (§ 18) und es ist für jedes k 

a" <; und ; < bu 

letzteres wegen (2). Endlich folgt noch aus ak< al: +1 <; und; < b"+l<b", 
daß 

ak < ~ < b" 

ist, d. h. daß der Punkt; für jedes k im Intervalle D" liegt. Also ist 
; ein Punkt des gegebenen Intervalles [ao, bo] der von X" verschieden 
ist, was auch k für eine natürliche Zahl sein mag; d. h. ; ist nicht in 
der Folge enthalten, w. z. b. w. 

Dieser Satz, den wir für das eindimensionale Intervall bewiesen 
haben, gilt auch für Intervalle beliebiger Dimension. Denn ein 
solches enthält stets ein eindimensionales Intervall als Teilmenge, kann 
also selbst nicht abzählbar sein, da die Teilmenge einer abzählbaren 
Menge selbst abzählbar ist (§ 39). 

4: 7. Vergleichen wir unser letztes Resnltat mit dem Satze des § 45, 
daß die Punkte mit rationalen Koordinaten, die im n-dimensionalen 
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Raume, und folglich (§ 39) auch die, die in einem beliebigen Teile des 
Raumes enthalten sind, stets eine abzählbare Punktmenge bilden, so folgt 
hieraus, daß in jedem Intervall des Raumes außer diesen Punkten noch 
andere existieren müssen. Insbesondere sieht man, daß in jedem linearen 
Intervall a<x<b zwischen zwei Zahlen, außer den rationalen Zah
len auch andere, sogenannte irrationale Zahlen liegen müssen. 

Außerdem gilt der Satz: 

Satz 8. Die Menge der irrationalen Zahlen eines Intervalls ist nicht 
abzählbm·. 

Wäre sie nämlich abzählbar , so würde das Intervall als Summe 
von zwei abzählbaren Mengen ebenfalls abzählbar sein (§ 43), was. dem 
vorigen Satze widerspricht. 

48. Es ist möglich in jeder der speziellen punktmengen, die wir 
bisher als Beispiele erwähnt haben, bestimmte Punkte anzugeben, die 
in diesen Mengen enthalten sind. So ist z. B. der Mittelpunkt eines 
Intervalls (§ 29) in diesem enthalten. Diese Operation, die als Zuord
nung eines bestimmten Punktes einer Menge zu dieser aufgefaßt werden 
kann, wird oft als Auswahl eines Punktes der Menge bezeichnet (vgl. 
hierzu den § 83 unter III). 

E. Zermelo hat bemerkt, daß man zum Beweise einer Reihe von 
Sätzen, die für den Ausbau der Analysis unerläßlich sind, die Möglich
keit einer Operation fordern muß, die darin besteht, gleichzeitig aus 
je der Teilmenge des Gesamtraumes einen Punkt auszuwählen, und daß 
man diese Forderung als neues Axiom zu betrachten hat. 

Das Auswahlaxiom. Unter den Zuordnungen, bei denen jeder 
nicht leeren Punktmenge A eines n-dimensionalen Raumes, 
ein Punkt P dieses Raumes entspricht, existieren solche, bei 
denen P stets in A enthalten ist. 

Es ist m. a. W. möglich, jeder Punktmenge A eines n-dimensionalen 
Raumes frl" einen ihrer Punkte eindeutig zuzuordnen und dies gleich
zeitig für alle Punkt mengen des Raumes. 

49. Das Auswahlaxiom erlaubt uns folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 9. Jede unendliche Punktmenge enthält abzählba1'e unendliche 
Teilmengen, 

Es sei A eine unendliche Punktmenge; wir ordnen jeder nicht 
leeren Punktmenge a des Raumes nach dem Auswahlaxiom einen 
Punkt Pe zu, der in ihr enthalten ist. Nun konstruieren wir mit Hilfe 

C .. ra.theodory. Reelle Funktionen. 2. Auti. 3 
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des Prinzips der vollständigen Induktion eine 

B = {Pl , P2, ••• } 

abzählbare Punktmenge 

folgendennaßen. Man setze 
Pl =PA 

und mit Hilfe der Bezeichnung 

0" = A - {Pu' .. , P,,} 
setze man zweitens 

Pk + l = PCk , 

was immer möglich ist, weil A nach Voraussetzung eine unendliche 
Punktmenge bedeutet und daher 0k nicht leer ist. Die so definierte ab
zählbare Punktmenge B ist eine Teilmenge von A. Außerdem aber ist 
B eine unendliche Punktmenge, weil nach unserer Konstruktion für 
k+m auch P,,=FPm ist. 

Sätze über Intervalle. 

50. Um die Punktmengen näher untersuchen zu können, müssen 
wir uns ein Instrument zurechtschneiden, mit dem wir im allgemeinen 
n-dimensionalen Raume Schlüsse ziehen können. Dies wird durch fol
gende einfache Sätze über Intervalle erreicht. 

Satz 1. Der Durchschnitt von zwei Intervallen ist leer oder wieder 
ein Intervall. 

Es seien im n-dimensionalen Raume (wobei n auch gleich Eins 
gedacht werden kann) die beiden Intervalle 

1': ak'<xk<b/ und 1": at<x,,<bt (k=1,2, ... ,n) 
gegeben. Wir setzen 

a _ GI + ak' + I a; - ut I 
k - 2 

b'+b" Ib' bill b - k k - k- k • 
Je - 2 ' 

dann ist a" die größere der beiden Zahlen ak' und at, bk die kleinere 
der beiden Zahlen b,,' und bk" (§ 25). Haben nun die Intervalle l' und 
1" einen Punkt 

~1' ~2' ••• , ~" 

gemeinsam, d. h. ist ihr Durchschnitt nicht leer, so ist für jedes k 

ak < ~k< b", 
und der Punkt ~l ••• ~" ist im Intervalle 

(1) (k = 1, 2, ... , n) 
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enthalten. Ist umgekehrt für jeden Wert von k 

ak < bk , 

35 

so existiert das Intervall (1) und jeder Punkt von I ist sowohl in l' 
als auch in 1" enthalten. Man hat also 

1=1'1". 

Satz 2. Jedes Intervall ist in einem Würfel enthalten, dessen Mittel
punkt der Anfangspunkt der Koordinaten ist. 

Es sei 
(k= 1,2, ... , n) 

das gegebene Intervall; man nenne c die größte unter den 2n Zahlen 
lakl und Ibkl; dann genügt der Würfel 

(k= 1,2, ... , n) 
den Voraussetzungen des Satzes. 

Satz 3. Jeder Punkt P eines Intervalls I ist Mittelpunkt eines Wür
fels, der gans in 1 enthalten ist. 

Es seien (;1' ;~, ... , ~,,) die Koordinaten des Punktes P und 

I: ak<xk<bk (k=1,2, ... ,n) 

das gegebene Intervall. Nach Voraussetzung sind die 2n Zahlen (;k-ak) 
und (bk - ~k) alle positiv und von Null verschieden. Es sei k die kleinste 
unter ihnen; dann hat der Würfel 

;k-h<Xk<~k+h (k=1,2, ... ,n) 
die verlangten Eigenschaften. 

Satz 4. Sind P und Q zwei voneinander verschiedene Punkte mit 
den Koordinaten (~1' ~J' ••• , ;,,) und (111, 112, ••• , 11,,), so kann man einen 
Würfel J (inden, der P zum Mittelpunkte hat und Q nicht enthält. Ist 
außerdem P ein Punkt des Intervalls 1, so kann man verlangen, daß der 
Würfel J eine Teilmenge von I sei. 

Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, bemerke man, daß, da 
die Punkte P und Q getrennt liegen, die Zahlen I ~k - 1'1k I nicht alle N uU 
sein können. Ist z. B. h die größte unter ihnen, so hat der Würfel 

;k - k < xl: < ~k + k (k = 1, 2, ... , n) 
die gewünschte Eigenschaft. 

Ist zweitens P ein Punkt des Intervalls 1, so nenne man J' den 
soeben bestimmten Würfel; die Intervalle I und J' haben den Punkt P 
gemeinsam. Nach dem Satze 1 ist also die Punktmenge 1'= I· J' ein 

S· 
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Intervall, das zwar P aber nicht Q enthält. Hierauf bestimme man den 
Würfel J, der nach Satz 3 den Punkt P als Mittelpunkt besitzt und in 
l' enthalten ist; dieser Würfel ist der gesuchte. 

51. Es seip eine gegebene natürliche Zahl undkv k2 , ••• , k" irgend
welche ganze Zahlen. Wir .betrachten die n-dimensionalen Würfel 

kj - 1 < ".. < kj + 1 ( . 1 2 ) p "") p J = , , ... , n 

und zwar sämtliche Würfel, die man erhält, wenn man p fest
hält und alle möglichen Kombinationen der Zahlen k j be
trachtet. Diese Würfel sind alle von gleicher Größe und ihre Mittel
punkte besitzen die rationalen Koordinaten 

kj 11; (j = 1, 2, ... , n) 

hieraus folgt aber, daß die Menge der betrachteten Würfel abzählbar 
ist (§ 45). Ist (~1' ... , ~n) ein beliebiger Punkt des Raumes, so kann 
man (§ 20) die kj so wählen, daß die Ungleichheiten 

kj-1<p~j<kj+ 1 (j=1,2, ... ,n) 

sämtlich gelten; hieraus folgt, daß jeder Punkt des Raumes in der Ver
einigungsmenge unserer Würfel enthalten ist, oder wie wir sagen wollen, 
daß der Raum von uns ern Würfeln überdeckt wird. 

Es sei endlich 
Cj = 1,2, ... , n) 

ein beliebiges Intervall des n-dimensionalen Raumes. Ein Würfel unserer 
Menge hat dann und nur dann Punkte mit I gemeinsam, wenn die Un
gleichheiten 

kj+ 1 > a 
p J 

und kj-l < b. 
p J 

oder 
paj - 1 < kj <pbj + 1 

sämtlich erfüllt sind. Hieraus folgt aber, daß das Intervall! nuJ,: mit 
endlich vielen unserer Würfel Punkte gemeinsam hat. 

Endlich bemerken wir, daß wenn Ä eine beliebige positive Zahl 
bedeutet, und wenn wir die natürliche Zahl 

2 
P>T 

wählen, die Kantenlänge unserer Würfel kleiner als A ist. 

Satz 5. Man kann den ganzen n-dimensionalen Raum mit einer ab
zählbaren Menge von gleich großen Würfeln überdecken, deren Kanten-
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länge kleiner als eine vorgeschriebene positive Zahl .1. ist. Es ist außerdem 
möglich, diese Würfel so zu wählen, daß es nttr endlich viele unter ihnen 
gibt, die mit einem willkürlich gegebenen Intervall I des Raumes Punkte 
gemeinsam haben. 

Vergleich einer Punktmenge mit dem Gesamtraum. 

62. Definition 1. Eine Punktmenge A heißt beschränkt, 
wenn sie Teilmenge eines Intervalls ist. 

Insbesondere ist jedes Intervall beschränkt; dagegen ist z. B. die 
abzählbare lineare Punktmenge x = 1, 2, ... nicht beschränkt. 

Definition 2. Ein PunktP heißt innerer Punkt einer Punkt
menge A, wenn ein Intervall I p existiert, das P enthält und 
zugleich Teilmenge von A ist. 

Man muß also zugleich P -< I p und Ir -< A haben. Insbesondere 
ist jeder Punkt eines Intervalls innerer Punkt dieses Intervalls, weil 
man in diesem Falle Ir = A setzen kann. Ein Intervall besteht aus 
lauter inneren Punkten. 

Definition 3. Jede aus lauter inneren Punkten bestehende 
Punktmenge Up , die einen Punkt P enthält, soll eine Um
gebung dieses Punktes genannt werden. 

Jede Umgebung Ur von P enthält ein Interyall I p , in welchem P 
selbst enthalten ist; gäbe es nämlich kein solches Intervall, so wäre P, 
entgegen der Definition von Up , kein innerer Punkt von Up • Ander
seits ist aber schon ein Intervall I p , das P enthält, eine Umgebung 
von P, weil es aus lauter inneren Punkten besteht. Man kann also 
sagen, daß eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß P innerer Punkt von A sei, darin besteht, daß eine Um
ge bung von P Teilmenge von A sei. 

63. Mit Hilfe des Begriffes der Umgebung wollen wir nun die 
Punkte des Gesamtraumes in bezug auf eine Punktmenge A klassifizie
ren; es bestehen folgende Möglichkeiten: 

1. Es gibt eine Umgebung Up von P, so daß UpA = 0 ist. 
Dann gehört also weder P selbst noch ein anderer Punkt von Up zu A, 
sondern Up ist Teilmenge der Komplementärmenge A'. Folglich ist P 
innerer Punkt von A'. 

2. Es gibt kein Up, so daß UpA = 0 ist; es gibt aber min
destens ein Up, das nur einen einzigen Punkt Q von A enthält. 
Dann muß Q mitP zusammenfallen: man kann nämlich nach der Defini-
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tion der Umgebung ein Intervall I; finden, das P enthält und in Up 

enthalten ist, und, falls Q und P voneinander verschieden sein sollten, 
ein Teilintervall I p von If, konstruieren, das P aber nicht Q enthält 
(§ 50, Satz 4). Dann ist I p eine Umgebung von P und, da Ir<.I;-<.Up 

ist, ist IpA-<. UpA. Nun besteht UpA nach Voraussetzung aus dem 
einzigen Punkte Q, und Q ist nicht in I p und folglich auch nicht in 
IpA enthalten. Es müßte also IpA entgegen der ursprünglichen Voraus
setzung eine leere Menge sein. Also ist der Punkt P in A enthalten, 
und es gibt Umgebungen Up von P, die keinen weiteren Punkt von 
A enthalten; der Punkt P heißt dann ein isolierter Punkt der Punkt
menge A. 

3. Jede U mge bung Up von P enthält mindestens einen 
Punkt von A, der von P verschieden ist. Dann muß jede Um
gebung Up unendlich viele Punkte von A enthalten; angenommen 
nämlich man könnte ein Up so wählen, daß außer etwa P nur noch 
endlich viele Punkte Q17 Q2' ... , Qm in UpA enthalten sind, dann könnte 
man m Intervalle 11,12 , ••• , Im finden, die P enthalten und in Up ent
halten sind und die außerdem die Eigenschaft haben, daß I" den Punkt Q" 
nicht enthält (§ 50, Satz 4). Der Durchschnitt 1= 1112 ••• Im dieser 
Intervalle ist wieder ein Intervall, das P enthält, in Up enthalten ist, 
und keinen einzigen der Punkte Q" enthalten kann; dies Intervall I ist 
dann eine Umgebung von P, die außer vielleicht P keinen einzigen Punkt 
von A enthält, und dies widerspricht unserer Voraussetzung. 

In diesem Falle heißt P Häufungspunkt von A; er kann, aber 
braucht übrigens nicht selbst ein Punkt von Asein. 

Ich wiederhole die Definition des Häufungspunktes : 
Ein Punkt P des Raumes heißt Häufungspunkt von A, 

wenn jede Umgebung Up von P mindestens einen Punkt vonA 
enthält, der von P verschieden ist; und dann müssen unend
lich viele Punkte von A in Up enthalten sein. 

Unter den Häufungspunkten unterscheiden wir noch besonders 
Kondensationspunkte und innere Punkte (§ 52). 

4. Definition. Ein Häufungspunkt P heißt Kondensations
punkt, wenn für keine Umgebung Up von P der Durchschnitt 
UpA abzählbar ist. 

Ist also P Häufungspunkt von A, aber kein Kondensationspunkt, 
so gibt es zwar"keine Umgebung Up von P, für welche UpÄ endlich 
ist, aber mindestens ein Up, so daß UpA abzählbar ist. 

Jeder innere Punkt von A ist Kondensationspunkt; nach 
Voraussetzung gibt es ein Intervall I p , das P enthält und in A ent-
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halten ist. Ist dann Up eine beliebige Umgebung von P, so gibt es ein 
Intervall Jp , das P enthält und Teilmenge von Up ist. Aus 

I p -<.A. und Jp -< U p 

folgt 
IpJp -< A Vi' . 

Nun ist Il'Jp ein Intervall (§ 50, Satz 1) und folglich nicht abzählbar 
(§ 46), umsomehr gilt dasselbe dann von AUl' • 

Beispiele. Zu 1: A. bestehe aus den Punkten 0< x < 1. Der Punkt 
- 1 ist innerer Punkt der Komplementärmenge. 

Zu 2: A bestehe aus den Punkten 0< x< 1 und außerdem aus 
x = -1 und x = - 2; die beiden letztgenannten Punkte sind isolierte 
Punkte von A.. 

Zu 3: A bestehe aus den Punkten 1, ~, ~, ... , ~, . . . . Sämt

liche Punkte der Menge sind isolierte Punkte. Der nicht zur Menge ge
hörende Punkt 0 ist Häufungspunkt, aber nicht Kondensationspunkt 
von .A.. 

Zu 4: A besteht aus den Punkten 0< x < 1. Die Punkte 0 und 1 
sind Kondensationspunkte, die nicht in A. enthalten sind. 

Klassifizierung von Punktmengen. 

54:. Wir haben schon unter den Punktmengen abzählbare und nicht
abzählbare, beschränkte und nichtbeschränkte (§ 46, 52) unterschieden. 
Zu weiteren Unterscheidungen gelangt man, wenn man eine Punkt
menge .A. mit der Menge HA ihrer Häufungspunkte vergleicht, die von 
vielen Autoren die Ableitung der Punktmenge A genannt wird. Im 
allgemeinen liefert allerdings dieser Vergleich nichts bemerkenswertes. 

Es gibt jedoch zwei extreme Fälle: 
1. HA -< A, d. h. jeder Häufungspunkt von .A. ist Punkt der 

Menge.A.. Dann heißt die Menge .A. abgeschlossen. 
2. H..l >- A, d. h. jeder Punkt von .A. ist Häufungspunkt von A.. 

Dann heißt die Punktmenge .A. in sich dicht. 
3. Diese beiden Fälle brauchen, wie Beispiele zeigen (§ 55), sich 

nicht auszuschließen; eille Menge.A. kann sowohl abgeschlossen, als in 
sich dicht sein; dann heißt die Punktmenge A perfekt. 

Diese Begriffe und auch die Bezeichnungen sind von G. Can tor 
geschaffen worden. Ferner ist zu bemerken, daß nach unserer Definition 
eine Punktmenge A auch dann als abgeschlossen angesehen werden muß, 
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wenn die Menge HA ihrer Häufungspunkte leer ist. So ist z. B. die Ge
samtheit der Punkte mit durchweg ganzzahligen Koordinaten eine ab
geschlossene Punktmenge. 

Satz 1. Die Komplementärmenge einer abgeschlossenen Punktmenge 
besteht aus lauter inneren Ptmkten. 

Beweis: A sei abgeschlossen und P sei ein Punkt der Komple
mentärmenge A'. Dann .ist P kein Punkt von A, und, wegen der Ab
geschlossenheit von A, auch kein Häufungspunkt von A. Also gibt es 
eine Umgebung von P, die keinen einzigen von P verschiedenen Punkt 
von A, und folglich keinen einzigen Punkt von A enthält. D. h. der 
Punkt P ist innerer Punkt der Komplementärmenge A'. 

Satz 2. Besteht 4. aus lauter inneren Punkten, so ist die Komple
mentärmenge A' von A abgeschlossen. 

Beweis: Es ist zu beweisen, daß jeder Häufungspunkt der Komple
mentärmenge A' zu A' und also nicht zu A gehört. Das folgt aber so
fort daraus, daß jeder Punkt von A innerer Punkt ist; daher gibt es um 
jeden Punkt P von A ein Intervall, das ganz zu A gehört, in dem also 
kein Punkt von A' liegt. 

Diese Dualität zwischen abgeschlossenen Punktmengen und solchen, 
die aus lauter inneren Punkten bestehen, ist, wie wir sehen werden, sehr 
tief ausgeprägt; wir werden sie am besten dadurch auch äußerlich zum 
Ausdruck bringen, wenn wir die Eigenschaft einer Menge, lauter innere 
Punkte zu besitzen, durch einen Namen chal"akterisieren, der zum Worte 
"abgeschlossen" in Beziehung steht. Wir wollen die Punktmengen, die 
aus lauter inneren Punkten bestehen, offene Punktmengen nennen; 
dies können wir umso unbedenklicher tun, als wir später beweisen wer
den, daß eine Punktmenge nicht zu gleicher Zeit abgeschlossen und 
offen sein kann (§ 213), es sei denn, daß sie mit dem Gesamtraum iden
tisch ist. 

Nach dieser Ausdrucksweise ist eine Umgebung eines Punktes P 
eine offene Punktmenge, die P enthält. Ebenso werden wir von 
Umgebungen einer beliebigen PunktmengeA sprechen: das sind 
die offenen Punktmengen, die Aals Teilmenge enthalten. 

55. Wir bezeichnen mit I das Intervall 

(k=1,2, ... ,n) 

und mit 1 die Punktmenge, welche durch die Bedingungen 

1: ak<xk<bk (k=1,2, ... ,n) 
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gegeben ist. Ferner bezeichnen wir mit Hund Il die Mengen, die aus 
den Häufungspunkten von I bzw, I bestehen; da 1-<1 ist, so ist auch 

(1) H-<II. 
Bezeichnet man mit (~u ... , ~,,) die Koordinaten eines Punktes P, der 
in der Komplementärmenge von I liegt, so muß von den 2n Größen 
(ak - ;k)' (~k - bk) mindestens eine positiv und von Null verschieden sein. 
Es sei h die größte unter diesen Zahlen, dann hat das Intervall 

~k - h < Xk < ~k + h (7e = 1, 2, ... , n) 

keinen einzigen Punkt mit I gemeinsam, d. h. P ist ein.innerer Punkt 
der Komplementärmenge von 1. Diese Komplementiirmenge ist dem
nach offen und I ist eine abg.eschlossene Punktmenge; es ist also 

(2) Jl-<I. 
Zweitens sieht man, daß~ wenn P ein beliebiger Punkt von 1 ist, 

jedes Intervall Jp , das P enthält, auch Punkte von I enthalten muß, 
die von P verschieden sind, d. h., daß Pein Häufungspunkt von I ist; 
demnach ist 
(3) 1-< H. 

Aus (1) und (2) folgt, daß H -< I ist, und dies mit (3) verglichen gibt 

(4) 1 = H. 

Der Vergleich von (1) und (3) gibt 1 -< Il und dies liefert in Ver
bindung mit (2) 
(5) 1 = 11. 

Man kann die Gleichungen (4) und (5) folgendermaßen deuten: Ein 
beliebiges Intervall I ist eine offene Punktmenge, deren Häu
fungspunkte eine 1 enthaltende perfekte Punktmellge I bil~ 
den; die Punktmenge I heißt ein abgeschlossenes Intervall. 

Insbesondere hat aber auch unsere Untersuchung gezeigt, daß es 
perfekte Punktmengen gibt, was natürlich durch die Definition des 
vorigen Paragraphen noch nicht gewährleistet war. 

56. Man kann die Sätze des § 50 auf abgeschlossene Inter
valle übertragen. 

Satz 3. Haben zweI abgeschlossene Intervalle einen inneren Punl.t 
gemeinsam, so ist ihr Durchschnitt wieder ein abgeschlossenes Intervall. 

Der Beweis ist identisch mit dem oben gegebenen, nur daß man 
die Zeichen > und< durch > uLd < zu ersetzen hat. 
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Satz 4. Jeder Punkt P eines Intervalls 1 ist Mittelpunkt eines ab
geschlossenen Würfels Q, der ganz in I enthalten ist. 

Es seien (~11 ~2' ... , ~n) die Koordinaten des Punktes P und 

1: a/c <xk < b/c (k=1,2, ... ,n) 

das gegebene (nicht abgeschlossene) Intervall. Nach Voraussetzung sind 
die 2n Zahlen (~k - a/c) und (b/c - ~k) alle positiv und von Null ver
schieden. Es Bei h die kleinste unter ihnen; dann hat der abgeschlos
sene Würfel 

h h ;k - "2 < xk < ;k + "2 

die gewünschte Eigenschaft. 

Durch Kombination dieses letzten Resultates mit dem Satze 4 des 
§ 50 erhält man endlich: 

Satz 5. Sind P und Q zwei vone'inander verschiedene Punkte, so 
kann man einen abgeschlossenen lJTiirfel.t finden, der P zum Mittel
punkte hat und Q nicht enthält. Ist a'!fßerdem P ein Punkt dnes ge
gebenen Intervalls I, so kann man noch verlangen, daß der abgeschlossene 
WÜlfel J eine Teilmenge von I sei. 

Überdeckungssätze. 

57. Wir leiten jetzt einige Sätze ab, welche die Grundlage für das 
weitere Eindringen in die Theorie der Punktmengen bilden. 

Es sei 

ein abgeschlossenes lineares Intervall. Jedem Punkte P dieses Intervalls 
sei nun eindeutig ein (offenes) lineares Intervall 0 p zugeordnet, das den 
Punkt P enthält. Dann gilt der Satz 

Das abgeschlossene Intervall I läßt sich mit einer end
lichen Anzahl von Intervallen ~p völlig überdecken. 

Mit anderen Worten: es gibt eine endliche Anzahl von Punkten 
Pli Ps,"" Pm' so daß 

I -< Op + 01' + ... + Op 
11m 

ist. 
Wir wollen einen Punkt ~ von I erreichbar nennen, wenn der 

ausgesprochene Satz mindestens für das abgeschlossene 'l'eilintervall 
a < x <~ richtig ist, und die Menge der erreichbaren Punkte 
untersuchen. Es wird zu beweisen sein, daß der Punkt x = b zu dieser 
Menge gehört. 
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Nun ist diese Menge nicht leer; jeder Punkt ~ des Durchschnitts 
I· Da von 

I: a<x<b 

mit Da ist nämlich erreichbar. Anderseits ist nach Konstruktion für 
alle erreichbaren Punkte ~ < b; diese Zahlenmenge besitzt also eine 
obere Grenze ro < b. Nach Definition der oberen Grenze darf "kein 
Punkt x des Intervalles I, für welchen x > ro ist, falls ein solcher Punkt 
existiert, erreichbar sein; dagegen gibt es für jedes positive h erreich
bare Punkte;, für welche ro - h < ~ ist. Nun ist, wegen a< ro< b, 
der Punkt ro in I enthalten und es ist ihm nach Voraussetzung ein 
Intervall 

0'",: ro - h < x < ro + k 

zugeordnet. Wählt man einen erreichbaren Punkt ; z~ischen (ro -h) 
und ro und bezeichnet mit DU 0'2' ... , O'p endlich viele der gegebenen In
tervalle 0' P, deren Vereinigungs menge das Intervall a < x ~; enthält, 
so wird die Vereinigungsmenge 

0'1 + O'~ + ... + O'p + Dm 

alle Punkte des Intervalls a < x < ro + 7c enthalten. Hieraus folgt aber, 
daß erstens ro selbst erreichbar ist und zweitens, daß ro = b ist; denn 
wäre ro < b, so würden Punkte ; von I im Intervalle ro < X < ro + k 
liegen. Diese Punkte wären aber erreichbar, und es wäre für sie zu
gleich ~ > ro, was der Konstruktion von ro widerspricht. Also ist der 
Punkt b selbst ein erreichbarer Punkt, w. z. b. w. 

58. Dieser Satz läßt sich durch den Schluß von n auf (n + 1) auf 
mehrdimensionale Intervalle übertragen; der Wortlaut des Satzes wird 
dabei nicht geändert: Es sei I ein abgeschlossenes n-dimensionales In
tervall, und jedem Punkte P dieses Intervalls ein (n-dimensionales) In
tervall O'p zugeordnet, das P enthält. Es gibt dann endlich viele Punkte 
Pu P2" .. , P'" von I von der Eigenschaft, daß 

1-< oP1 + oPo + ... + oPm 

ist. 
Wir. nehmen an, der Satz sei für (n -1) Dimensionen bewiesen, 

und betrachten die Punkte P des abgeschlossenen Intervalls 

1" : ak < XI: < bk , (k = 1, 2, ... , n) 
für welche 

ist, wobei ; irgendeine feste Zab I des linearen abgeschlossenen Inter-
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valIs a" < ; ::; b,. bedeutet. [Die Fig. 6 stellt die Konstruktion für den 
Fall n = 2 dar.] . 

Diese Punkte P werden auf gewisse Punkte P' des (n -l)-dimen
sionalen Raumes X p x2 , ••• , x" -1 projiziert und die Gesamtheit der 

Punkte P' erfüllt ein abgeschlossenes (n -1 )-dimensionales In-
X2 tervall 

1 

(k= 1, 2, ... , (n-l) 

Ebenso wird das 
Intervall ~P, das ei
nem Punkte P zu
geordnet ist, auf ein 
(n - 1 )-dimensiona-

~~f~~~~~~~~~~tj.-~ 4h les Intervall ~; pro-~-- ~t4~+::f~ r ejiziert,dasdenPunkt 
I P' enthält. 

I I 
I I 
I , 

I , 
I , 
163, 

Nun kann man 
nach Voraussetzung 

eine endliche 
Anzahl von 

Xl Punkt'en P1', 

Fig.6. P2', ••• , P/, 
... , P~ finden, so daß, wenn man mit 61', ••• , h/, ... , ~~ ihre zuge
ordneten (n - 1 )-dimensionalen Intervalle bezeichnet, 

J -< 6/ + 62' + ... + h;" 

ist. Wir kehren jetzt zu unserem n-dimensionalen Raume zurück, und 
betrachten die Punkte Pi' deren (n - 1) erste Koordinaten mit denen 
von P/ zusammenfallen und für welche außerdem x" =; ist; die diesen 
Punkten zugeordneten Intervalle bezeichnen wir mit 

hj : a/fl < x< ßkU) 

'und bemerken, daß die 2 m Zahlen 

(;-u"U») und (ßn(j)-~) 

(k=1,2, ... ,n) 

~j= 1, 2, ... , m) 

alle positiv und von Null verschieden sind. Es sei 2h~ die kleinste unter 
diesen Zahlen; dann muß jeder Punkt des ta-dimensionalen abgeschlos
senen Intervalls 

{ aA: < xk < bk 

; - h~ S x" < ; + h~ 
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in der Vereinigungsmenge 
01 + O2 + ... + °m 

liegen. 
Nun wenden wir den Satz des vorigen Paragraphen an: Wir haben 

jedem Punkte ~ des abgeschlossenen linearen Intervalls an < x,. < b" 
ein lineares Intervall ~ - h~ < x,. < ; + h~ zugeordnet. Wir können also 
endlich viele Punkte ~1' ~2' ••. , ;1' finden, so daß das lineare Intervall 
an S x,. < b.,. durch die Vereinigung der Intervalle 

(k=1,2, ... ,p) 

überdeckt wird. Dann ist aber auch für unser gegebenes n-dimensio
nales abgeschlossenes Intervall 

I -<H. + ll. + ... +.H. 
SI "'.I. 5P' 

und da jedes der Intervalle H ;,, II ;s' ... , 1l ~p durch die Vereinigungs
menge von endlich vielen op überdeckt werden konnte, so gilt dasselbe 
von I. 

59. Unser Resultat läßt eine weitere Verallgemeinerung zu, durch 
die es erst in brauchbarer Form erscheinen wird: 

Überdeckungssatz von Borel. Ist jedem Punkte P einer abge
schlossenen und beschränkten Punktmenge .A eine Umge
bung Op eindeutig zugeordnet, so kann man die ganze Punkt
menge .A mit einer endlichen Anzahl dieser Umgebungen 
überdecken. 

D. h. es gibt endlich viele Punkte Pt, Ps, . .. , Pm' so daß 

ist. 
A -< 0 PI + 0 p. + ... + 0 Pm 

Die Punktmenge A ist beschränkt; man kann also ein Intervall 
(§ 52) und folglich auch ein abgeschlossenes Intervall I finden, das A 
in seinem Inneren enthält. Alle Punkte von (I - A) = l.A' sind innere 
Punkte von .A', da die Komplementärmenge einer abgeschlossenen Menge 
nur aus inneren Punkten besteht (§ ·54). Jedem Punkte Q von (I -A) 
kann man also ein Intervall fQ zuordnen, das Q, aber keinen Punkt von 
A enthält. Den Punkten P 'von A kann man aber Intervalle 0 p zuord
nen, die P enthalten und jedesmal Teilmengen der gegebenen U mgebungen 
~p von P sind. Nach dem vorigen Satze kann man endlich viele Punkte 
Ql1 QS7 ... , Qj und Pu Pu ... , Pk von I finden, so daß 

.A -< I -< fQ,. + ?'Q. + ... + fQJ + 0;1 + op, + ... + OPk 
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ist. Da nun die Intervalle rQ keinen Punkt von A enthalten, ist 

A <. 8;' + 8;. + ... + 8 Pk <. 8 PI + 8 p. + ... + 8 Pk' 

womit. der Boreische Satz bewiesen ist. 

§ 60 

Die beiden Voraussetzungen der Beschränktheit und Abgeschlossen
heit der Menge A sind für den Satz aber notwendig: Jedem Punkte der 
beschränkten, aber nicht abgeschlossenen unendlichen Punkt
menge 1, t, t, .. , oder jedem Punkte der abgeschlossenen, aber 
nicht beschränkten unendlichen Punktmenge 1,2,3, ... kann man 
z. B. ein Intervall zuordnen, das nur ihn enthält, so daß also erst un
endlich viele Intervalle hinreichen, um die Menge zu überdecken. 

60. Setzt man weder die Abgeschlossenheit noch die Beschränkt
heit der Menge voraus, so gilt aber wenigstens noch der folgende Über
deckungssatz: 

Überdeokungssatz von Lindelöf. Ist jedem Punkte P einer be
liebigen Menge A eine Umgebung Up zugeordnet, so kann 
man eine höchstens abzähl bare Teilmenge P l , P2 , • •• von A 
finden, so daß 

ist. 
Die dem Punkte P zugeordnete Umgebung Up enthält ein Inter

vall, das P enthält; dieses Intervall enthält einen Würfel, der P zum 
Mittelpunkte hat (§ 50, Satz 3). Wenn man bewiesen hat, daß A sich 
mit abzählbar vielen solcher Würfel überdecken läßt, so ist damit erst 
recht bewiesen, daß es sich mit abzählbar vielen Umgebungen Up über
decken läßt. Jedem Punkte P der Menge A ordnen wir also einen 
Würfel Wp zu, der P als Mittelpunkt enthält. (Wir können der Ein
deutigkeit halber festsetzen, daß Wp der größte der ganz in Up liegen
den Würfel sein soll, die P zum Mittelpunkte haben, da ein derartiger 
größter Würfel immer existiert, sofern Up nicht identisch mit dem Ge
samtraum ist.) Die Seitenlänge von Wp sei apo 

Wir zerlegen jetzt die gegebene Punktmenge A in abzählbar viele 
Teilmengen Au .A2 , ••• , An, ..... Hierbei sei.A1 die Menge der Punkte 
von A, für welche ap> 1 ist, ferner Al! die Menge derjenigen Punkte, 
für welche 1 ~ ap > t, und allgemein A k die Menge derjenigen Punkte, 
für welche 

1 1 
k-l :2ap>T 

ist; einige dieser Punktmengen Ak können leer sein, aber jeder Punkt 
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von A ist in einer und nur einer dieser Mengen enthalten: 

A = Al + A 2 + As + .... 
Wenn man noch zeigt, daß man jede dieser Mengen A k mlt endlich oder 
abzählbar vielen Würfeln W p überdecken kann, so ist der Beweis ge
führt (§ 42). Zn diesem Zweck überdecken wir den ganzen Raum mit 
ahzählbar unendlich vielen kongruenten Würfeln, deren Seiten gleich 

21k sind (§ 51, Satz 5). Wir bezeichnen mit Wl , W2 , • •• die ahzählbare 

Teilmenge (§ 39) dieser Würfel, die mindestens einen Punkt von Ak ent
halten. Dann ist 

Ak -< wt + w2 + Ws + ... , 
und für jede natürliche Zahl j 

Akwj =l= O. 

Nach dem Auswahlaxiom (§ 48) kann man jeder dieser Punktmengen 
Ak W j einen ihrer Punkte zuordnen. Der zu einem solchen Punkte P 
gehörende konzentrische Würfel W p überdeckt ganz den entsprechenden 

. a 
Würfel 'lVj ' da die Seite des letzteren kleiner als ; ist. Die Punkt-

menge A k ist somit von endlich oder abzählbar vielen Würfeln W p 

und folglich von abzählbar vielen Umgebungen Up überdeckt. Da die 
Vereinigungsmenge abzählbar vieler abzählbarer Mengen wieder ab
zählbar ist, so kann A selbst mit abzählbar vielen Umgebungen Up 

überdeckt werden. 

61. Der soeben bewiesene Satz kann im Falle, daß A beschränkt 
und die Umgehungen Up Würfel sind, die P zum Mittelpunkte haben, 
noch etwas verschärft werden. In diesem Falle gibt es nach dem Satze 5 
des § 51 nur endlich viele Hilfswürfel wil W 2, ..• und folglich in der 
abzählbaren Folge WlI W2, • •• von Würfeln, die A überdecken, nur 
endlich viele, die im Beweise des vorigen Paragraphen einem Ak zu
geordnet sind. Es gibt also ebenfalls nur endlich viele diesel' Würfel, 

deren Seitenlänge größer als ~ ist, wo p eine beliebige natürliche Zahl 

bedeutet. 

Hieraus folgt aber, daß man die Wl1 W 2 , .•• nach absteigender 
Länge ihrer Kanten ordnen kann: 

Satz. 1st jedem Punkte P einer beschränk tm Punktmenge A ein 
'Würfel W p mit P als Mittelpunkt zugeordnet, so kann man die Punkt
menge A mit abzählbar vielen Würfeln W1 , W 2 , '" überdecken, deren 
Seitenliingen all °2, ••• die Relation ak > a'k+ t befriedigen. 
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Sätze über Häufungs- und Kondensationspunkte. 

62. Satz 1. Jede nicht leere beschränkte Pun7ctmenge ohne Häufungs
punkt besteht aus endlich vielen Pitnkten. 

Wegen ihrer Beschränktheit liegt die Punktm~ge A in einem ab
geschlossenen Intervall I. Um jeden Punkt P vOn I kann man, weil P 
nach Voraussetzung kein Hä,ufungspunkt von .A ist, eine Umgebung U p 

von P so bestimmen, daß Up entweder keinen einzigen Punkt von .A 
oder nur den Punkt P allein enthält (§ 53). Nach dem Borelschen Über
deckungssatz kann man nun endlich viele Punkte Pli P2, ••• , Pm so 
finden, daß 

und folglich 

ist. Die Punktmenge .A besteht also nach der Konstruktion der Um
gebungen UI' höchstens aus den endlich vielen Punkten Pl , P2 , ••• , Pm' 

Der Satz I, ist gleichbedeutend mit folgendem: 
Satz 2. Jede aus unen.dlich vielen Punkten bestehende besclwänkte 

Punktmenge besitzt mindestens einen Hänfttngspunkt. 
Ferner gilt der Satz: 
Satz 3. Die Menge HA der Häufnngspunkte einer Punktmenge .A ist 

abgeschlossen. 

Es ist zu beweisen, daß, wenn der Punkt P Häufungspunkt von 
HA ist, er in der Punktmenge HA selbst enthalten ist. Jede Umgebung 
UI' von P enthält nach Voraussetzung mindestens einen Punkt Q von 
HA; die Punktmenge UI' ist aber zugleich auch (§ 52, Definition 3) eine 
Umgebung von Q. Sie muß also unendlich viele Punkte von A ent
halten und aus der Tatsache, daß letzteres für jede Umgebung von P 
zutrifft, folgt, daß P, wie wir es beweisen wollten, ein Häufungspunkt 
von .A. ist. 

63. Satz 4. Jede Punktmenge A, die keinen in iM liegenden Kon
densationspunkt besitzt, ist endlich oder abziihlbar ttnd hat also überhaupt 
keinen Kondensationspunkt. 

Um jeden beliebigen Punkt P der Punktmenge .A kann man, weil 
P kein Kondensationspunkt von A ist, eine Umgebung UI' von P so 
bestimmen, daß Jie Punktmenge UI'A aus höchstens abzählbar vielen 
Punkten besteht. Nach dem Lindelöfschen Überdeckungssatz (§ 60) kann 
man nun A mit höchstens abzählbar unendlich vielen derartigen Um-
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gebungen überdecken. Die Punktmenge A erscheint dann als Verein i
gungsmenge von abzählbar vielen abzählbaren Mengen und ist folglich 
selbst abzählbar, falls sie nicht endlich ist (§ 43, Satz 3). 

Aus dem letzten Satze folgt ohne weiteres! 
Satz 5. Jede nicht abzählbare Punktmenge enthält mindestens einen 

ih"er Kondensa.tionspunkte. 
Ist daher A eine nicht abzählbare Punktmenge und OA die Menge 

ihrer Kondensationspunkte, so ist der Durchschnitt AOA von A und OA 
nicht leer. Die Punktmenge (A - A GA), die auch leer sein kann, besitzt 
keinen einzigen Kondensationspunkt; denn sie ist eine Teilmenge von A 
und ihre Kondensationspunkte mUßten daher alle in OA enthalten sein, 
d. h. in einer Punktmenge, die mit (A-AGA ) keinen einzigen gemein
samen Punkt besitzt. Nach Satz 4 ist also (A - A OA) eine höchstens 
abzählbare Punktmenge. 

Für jede Umgebung Ur eines beliebigen PunktesP des Raumes ist nun 

(1) AUp = AOAUl' + (A--AGA)Up ; 

die Punktmenge (A-AUA ) [Jp ist als Teilmenge von (A-AOA) abzähl
bar oder endlich. Ist nun AOAUp ebenfalls eine abzählbare Punktmenge, 
so muß also nach (1) dasselbe auch von der Punktmenge A Up gelten 
und hieI"aus folgt, daß P dann kein Kondensationspunkt von A sein kann. 

Wenn dagegen P ein Kondensationspunkt von A ist, d. h. wenn P 
in 0,1 enthalten ist, so muß also für jede Umgebung Up von P die Punkt
menge A GA Up aus nicht abzählbar unendlich vielen Punkten bestehen, 
d. h. der Punkt P ist auch Kondensationspunkt von AGA. Da nun aber 
anderseits jeder Kondensationspunkt von A CA in CA enthalten sein 
muß, weil ACA eine Teilmenge von A ist, seben wir, daß die Punkt
mengen A und ACA dieselben Kondensationspunkte besitzen. 

Satz 6. Bezeichnet man mit CA die Menge der Kondensationspunkte 
einet· nicht abzählbaren Punktmenge A, so ist: 

a) die Punktmenge A CA ebenj"alls nicht abzählbar und die JYlenge 
ihrer Kondensationspunkte identisch mit CA, 

b) die Punktmenge (A - A CA) leer oder höchstens abzählbar. 
Aus dem Satz 6 a) entnimmt man, daß jeder Punkt von ACA Kon

densationspunkt von AC,1 ist, und daß folglich umsomehr die Punkt
menge AGA in sich dicht ist. Jede nicht abziihlbare Menge ent
hält also eine in sich dichte Teilmenge und die Punktmengen, 
die wie die Menge der Za-hlen 

1, t,t, ... 
keine in sich dichte Teilmenge enthalten, sind alle abzählbar. 

Caratheodory. Roelle Funktionen. 2. Autl. 4, 
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Ebenso sieht man, daß die Menge CA der Kondensationspunkte 
von A in sich dicht ist; denn jeder Punkt von CA ist Kondensations
punkt und folglich auch Räufungspunkt von A CA, d. h. einer Punkt
menge, die in CA enthalten ist. 

Anderseits kann man durch dieselbe Schlußweise, wie beim Satze 3, 
einsehen, daß die Punktmenge CA abgeschlossen ist. Ist nämlich Pein 
Häufungspun,ld von CA, so enthält jede Umgebung Ur von P mindestens 
einen Punkt Q, der zu CA gehört und da Ur auch Umgebung von Q ist, 
so kann nach der Definition der Kondensationspunkte die Punktmenge 
UpA nicht abzählbar sein. Also ist P selbst ein Kondensationspunkt 
von A und folglich in CA. enthalten. Da die Menge CA der Kondensa
tionspunkte von A sowohl in sich dicht als auch abgeschlossen ist, 
gilt der 

Satz 7. Die Menge CA. der Kondensationspunkte einer nicht abzähZ
baren Punktmenge A ist perfekt. 

64:. Ist eine Punktmenge A abgeschlossen und nicht abzählbar, 80 

ist die Menge CA. ihrer Kondensationspunkte, als Teilmenge der Menge HA 
ihrer Hänfungspunkte, eine Teilmenge von A und es bestehen die Glei
chungen 

Der Vergleich mi.t den Sätzen 6 und 7 liefert uns dann uumittelbar den 
Can tor-Bendixsonschen Satz, der folgendermaßen lautet: 

Satz 8. Jede abgeschlossene Punktmenge ist endlich, abzählbar oder 
perfekt oder die Summe einer höchstens abzählbaren und einer perfekten 
Punktmenge. 

Es ist leicht, Beispiele von nicht abgeschlossenen Punktmengen zu 
geben, die weder abzählbar noch perfekt sind und die sich nicht als 
Summe einer perfekten und einer abzählbaren Punktmenge darstellen 
lassen: z. B. das lineare Intervall a < x < b. Dies Intervall I ist weder 
abzählbar noch perfekt. Ist ferner T eine beliebige perfekte Teilmenge 
von I, so enthält die offene Komplementärmenge T' vonT den Punkt a 
und die Punktmenge I - T = IT' ist eine offene Punktmenge, die min
destens ein. Intervall enthält, das a zum Endpunkte besitzt; sie kann 
demnach nicht abzählbar sein. 

66. Es ist sehr merkwürdig, daß man den Satz 7 (§ 63) in gewisser 
Hinsicht umkehren kann: 

Satz 9. Jede perfekte Punkfmenge ist nicht abzählbar und identisch 
mit der Menge ih1'C1' Kondensationspunkte, 
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Ist A perfekt, also abgeschlossen, so ist 

CA -< A.. 

Man braucht also nur zu zeigen, daß jeder Punkt von A. in CA enthal
ten ist, oder daß, wenn P ein Punkt von ..1. ist und wenn I p ein Inter
vall bezeichnet, das P enthält, die Punktmenge IpA nicht abzählbar ist. 
Dies läßt sich ganz ähnlich beweisen, wie die Nicht·Abzählbarkeit des 
Intervalls (§ 46). 

Da P Häufungspunkt von A. ist, enthält JpA unendlich viele 
Punkte. 'Vir nehmen an, daß diese eine abzählbare Menge 

(1) JpA = Pt + Ps + ... + Pn + ... 
bilden. Da Pt und Ps verschiedene Punkte sind, die in Jp liegen, so 
kann man um Ps als Mittelpunkt einen abgeschlossenen Würfel Wt kon
struieren, der in Jp liegt und Pt nicht enthält (§ 56, Satz 5). Da nun 
nach Voraussetzung die Punktmenge ..1. in sich dicht ist und folglich 
der Mittelpunkt P2 von Wt Häufungspunkt von ..1. ist, gibt es sicher 
im Innern des (offenen) Würfels W1 Punkte von ..1., die von Ps ver
schieden sind; unter diesen, die eine Teilmenge von (1) bilden, sei Pm. 
der mit dem kleinsten Index (§ 15, Satz 5). Um Pm als Mittelpunkt 
legen wir einen abgeschlossenen Würfel W 2 , der in 'W1 enthalten ist 
und den Punkt P2 nicht enthält. Der Mittelpunkt P'" des Würfels W 2 

ist dann der erste Punkt der Reihe (1), der in W 2 enthalten ist; außer
dem sieht man, daß m2 > 2 ist. Mit Pm. bezeichnen wir den ersten 
Punkt der Reihe (1), der im Innern von Ws liegt und von Pm. ver
schieden ist; ein solcher Punkt existiert immer, weil Pm.. (ebenso wie 
oben Ps) Häufungspunkt von A. ist. Um Pm> als Mittelpunkt' legen wir 
wieder einen abgeschlossenen Würfel Ws, der in Ws enthalten ist und 
Pm. nicht enthält. 

Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir eine Folge von 
illeinandergeschachtelten abgeschlossenen Würfeln 

(2) 

deren respektive Mittelpunkte 

(3) 

folgende Eigenschaften haben: 

a) der Punkt Pm~ ist der erste Punkt der Reihe (1), der in W,t 
vorkommt; 

b) der Punkt Pmk kommt in dieser Reihe später als P,t vor, d. h. 
es ist stets mk > k. 
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Die Punktmenge I, P ,P , ... } besteht dann aus unendlich vielen von-
ml m'l. 

einander verschiedenen Punkten, die alle in 11' liegen; sie hat also min-
destens einen Häufungspunkt 9., (§ 62, Satz 2). In jeder Umgebung US!. 
von .Q, liegen unendlich viele von den Punkten Pm" Pm.' ... , also un
endlich viele, die in der Folge (3), bei fest gewähltem k, später als 
Pmk vorkommen. Da diese Punkte dann auch in W k vorkommen müssen, 
ist .Q Häufungspunkt von W k und dann auch (weil W k abgeschlossen 
ist) in W k enthalten. Hieraus folgt, daß .Q in jedem W k enthalten 
ist und also nicht unter den Punkten der Reihe (1) vorkommen kann, 
von denen jeder, wegen der Eigenschaften a) und b) von W k nur in 
endlich vielen W k enthalten sein kann. Anderseits aber sind die P"'k lau
ter Punkte von A; der Punkt .Q ist also Häufungspunkt von A, und 
weil A perfekt ist, in A enthalten. Da endlich .Q -< W1 -< 11' ist, können 
die Punkte von I1,A entgegen der Voraussetzung keine abzählbare 
Menge bilden. 

66. Betrachtet man die Menge HA der Häufungspunkte und CA der 
Kondensationspunkte einer beliebigen Punktmenge A, so kann man vier 
neue Punktmengen bilden. Die Menge H n der iläufungspunkte von 
Häufungspunkten, die Menge Cn der Kondensationspunkte von Häufungs
punkten, und endlich die Mengen He und Ce von Häufungs- und Kon
densationspunkten der Kondensationspunkte CA. 

Es folgt aus der Definition 
(1) CA -< HA, 
und weil HA abgeschlossen ist (§ 62, Satz 3) 

CB -< Hn -< HA' 
Nun ist aber CA perfekt (§ 63, Satz 7) und, wegen des Satzes 9, 

Ce = He = CA; 
anderseits hat man wegen (1) 

Ce -< Oll 
oder, wenn man alles miteinander vergleicht, 

Ce = He = CA -< Cll -< H n -< HA. 

Häufungspunkte von Durchschnitts- und Vereinigungsmengen. 

67. Sind A l1 A 2 , ••• endlich oder abzählbar unendlich viele Punkt
mengen und D ihr Durchschnitt, und betrachtet man die Menge H D der 
Häufungspunkte von D, so liegt nach Voraussetzung in jeder Um
gebung U" eines Punktes P von HD ein von P verschiedener Punkt Q 
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der Menge D. Dieser Punkt Q ist aber als Punkt von D auch Punkt 
jeder beliebigen unter den Punktmengen Ak; also ist P Hänfungspunkt 
von A k und folglich in der Menge H Ak dieser Häufungspunkte enthalten. 
Da dieses für jedes k gilt, ist P ein Punkt des Durchschnitts aller R.J.k 
und also H D eine Teilmenge dieses Durchschnitts: 

(1) Rn -< HA1H.A.HA, . ... 

Es braucht aber natürlich, selbst wenn nur endlich viele Punkt
mengen A k gegeben sind, Hn nicht identisch mit dem Durchschnitte 
der H.Ak zu sein. Sind z. B. Al und A 2 zwei abgeschlossene lineare Inter
valle, die einen einzigen gemeinsamen Punkt P besitzen, so ist HD 

leer, wogegen HA, HA. den Punkt P enthält. 

68. Ist 
Y = Al + A2 + As + ... 

die Vereinigungs menge von endlich oder abzählbar unendlich vielen 
Punktmengen und wird mit H v die Menge der Häufungspunkte von Y 
bezeichnet, so ist, wie man sofor~ sieht, jeder Häufungspunkt P von Ai 
auch Häufungspunkt von V, oder in Zeichen 

(2) Hv>-HA1 + HA. + H.J., + .... 
Sind die A k in unendlicher Anzahl, so kann es Punkte von B v geben, 
die nicht in der Vereinigungsmenge der HAk liegen. Bestehen z. B. die 
Ak aus einem einzigen Punkte mit rationalen Koordinaten und sind alle 
rationalen Punkte in Y vertreten, so sind die H.tk alle leer und dasselbe 
gilt von der Vereinigungsmellge 

Ho!, + H.t. +"'; 
jeder Punkt des Raumes ist dagegen in HI' enthalten. 

Sind aber die Ak in endlicher Anzahl, so ist immer 

(3) H v = H..4., + HA. + ... + HArn' 
wenn 

v = Al + Ai + ... + Am 

ist. Diese Relation braucht nur im Falle von zwei Punktmengen Al 
und A 2 bewiesen zu werden; sie kann dann ohne weiteres, mit Hilfe des 
Schlusses von n auf (n+ 1), verallgemeinert werden. 

Es sei also Y = Al + A2 und P sei ein Punkt von H v. Ich be
haupte, daß P entweder in H.A I oder in H.J.. enthalten ist. Wäre näm
lich P weder in der einen noch in der andern dieser Punktmengen ent
halten, so würde es zwei Intervalle ~ und I 2 geben, die beide P ent-
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halten und die so bestimmt werden können, daß 11 außer vielleicht P 
keinen Punkt von Al und 12 außer eventuell P keinen Punkt von As 
enthält. Dann würde das Intervall 1 = 1Js (§ 50, Satz 1) den Punkt P, 
aber keinen von P verschiedene!' Punkt von V enthalten, d. h. P wäre 
entgegen der Voraussetzung kein Punkt von H v . Es ist also 

H v -< HA, + HA. 
und, wegen (2), 

69. Satz 1. Der Durdtschniit fon endlich oder abzählbarr unendlich 
vielen abgeschlossenen Pun7ctmengen ist leer oder abgeschlossen. 

Es seien Al' As, ... abgeschlossene Punktmengen, d. h. H Ak -< A k • 

Hieraus folgt (§ 41) 
HA,HA••••• -< A1 A 2 • ••• = J) 

und, wegen (1), § 67: 

Satz 2. Sind die nicht leeren Punktmengen Al' A2 , ••• abgeschlossen 
und ineinandergeschachtelt 

Al >- As >- A3 >- . . . , 
ist außerdem Al beschränkt, so ist der Durchschnitt n diese}'Punktmengm~ 
nicht leer. 

Der Satz bedarf nur dann eines Beweises, weun die PunktmengenAk 

in unendlicher Anzahl vorhauden sind. Wäre nun der Durchschnitt D 
aller Ak leer, so könnte man jedem Punkt P von Al eine kleinste Zahl 
k; zuordnen, so daß die Punktmenge A kp unserer Folge den Punkt P 
nicht enthält. Da ferner Akp abgeschlosseu ist, so ist die Komplemen
tärmenge Akp von Akp eine Umgebung von P (§ 54, 52). Nach dem 
Boreischen Überdeckungssatz kann man hierauf die beschränkte und 
abgeschlossene Punktmenge Al mit einer endlichen Anzahl dieser 
Umgehungen überdecken. D. h. man kann endlich viele ganze Zahlen 
kl , kj , ••• , km finden, so daß jeder Punkt von ~ in mindestens einer 
der Komplementärmengen von Ak" Ak~, ... , Al'rn liegt. Es sei k die 
größte unter den Zahlen kll ks, ... , km; dann ist Ak eine Teilmenge v_on 
jeder der Mengen At" A k., ••• , Akm• weil die gegebenen Mengen Au A 2 , ••• 

ineinandergeschachtelt waren. Die Komplementärmenge A~ von A k ent
hält also jede einzelne unter denKomplementärmengen vonAx·"Ak., •• • ,Akm 
und folglich nach unserer Konstruktion auch ~ selbst. Es müßte da
nach der Durchschnitt At Ak leer sein, und dies ist im Widerspruch mit 
der Voraussetzung, daß AI.' nicht leer und eine Teilmenge von Al ist. 
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Ohne die Voraussetzung, daß Al (oder allgemeiner, daß mindestens 
eine der Punktmengen Ak) beschränkt sein soll, hätten wir unseren Satz 
nicht beweisen können. Die linearen Pnnktmengen 

Ak : 7c < x (7c= 1, 2, ... ) 

sind abgeschlossen und ineinandergeschachtelt, ihr Durchschnitt ist 
aber leer. 

Satz 3. Die Yereinigungsmenge von endlich vielen abgeschlossenen 
Pun7ctmengen ist abgeschlossen. 

In der Tat folgt aus 

H v = HAI + HA. + ... + HArn 
und aus 

(k = 1, 2: ... , m) 
daß auch 

H v -<. Y 

ist, d. h. daß Y eine abgeschlossene Punktmenge ist. 
Dagegen braucht die Vereinigungsmenge von unendlich vielen ab

geschlossenen Punktmengen nicht abgeschlossen zu sein; die rationalen 
Punkte des Raumes bilden z. B. eine nicht abgeschlossene Punktmenge: 
die als Vereinigungsmenge von abzählbar unendlich vielen Mengen, die 
aus einem einzigen Punkte bestehen, also abgeschlossen sind, angesehen 
werden kann. 

70. Satz 4. Die Yereinigungs'menge 

Y = Al + Al! + ... 
von endlich oder abzählbar unendlich vielen in sich dichten Mengen ist in 
sich dicht. 

Der Satz folgt direkt aus (2), § 68 und aus der Voraussetzung, daß 
für jeden Wert von k 

ist. 

Satz 5. Der Durchschnitt einer offenen und einer in sich dichten 
Punktmenge ist in sich dicht, sobald er nicht leer ist 

Ist A eine offene, B eine in sich dichte Punktmenge und Pein 
Punkt von AB, so gibt es ein Intervall Jp , das P enthält und in A ent
halten ist. Ist dann I p ein beliebiges Intervall, das P enthält, so hat 
das lntervalllpJp dieselbe Eigenschaft. Da B in sich dicht ist, gibt es 
in IpJp einen von P verschiedenen Punkt Q, der in B und folglich, 
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da Jp -< A ist, in AB enthalten ist. Also ist P Häufungspunkt von 
AB und die Punktmenge AB in sich dicht. 

Erinnert man sich an die Definition der perfekten Punktmengen 
(§ 54), so folgt aus unseren Sätzen 3 und 4: 

Satz 6. Die Vereinigungsrnenge von endlich vielen perfekten Punkt
mengen ist perfekt. 

Dagegen braucht weder der Durchschnitt von zwei, noch die Ver
einigungsmenge von unendlich vielen perfekten Punktmengen perfekt zu 
sem. Betrachtet man z. B. die perfekten linearen Punktmengen 

1 1 
A". -+l:;;'X<-' n - -·n (n=1,2, ... ) 

so besteht der Durchschnitt An_1 An aus dem einzigen Punkt 1: n und 
die Vereinigung Al + .112 + . .. kann geschrieben werden ° < x ~ 1; 
die beiden letzten Punktmengen sind aber nicht perfekt. 

71. Um die analogen Sätze über offene Punktmengen abzuleiten, 
benutzen wir die Tatsache, daß die Komplementärmellge einer offenen 
Punktmenge abgeschlossen ist. 

Sind All A2 , ••• offene Punktmengell, Al" A2', ••• ihre Komple
mentärmengen, so ist (§ 40) 

Al + .112. + ... = (.11/ .112' As'· .. )'. 

Nach Satz 1.ist .11/.112' A3 ' ••• abgeschlossen oder leer; wir haben 
also den 

Satz 7. Die Vereinigungsmenge von endlich oder abzählbar wnendlich 
vielen offenen Punktmengen ist offen. 

Ähnlich entnehmen wir aus 

A I A.2 • •• Am = (Al' + .A2' + ... + A~)' 
mit Hilfe des Satzes 3 

Satz 8. Der Durchschnitt von endlich v-ielen offenen Punktmengen 
ist offen, falls er nicht leer ist. 

Dagegen kann man über den Durchschnitt VOll abzählbar unendlich 
vielen offenen Punktmengen keine so einfache A ussa.ge machen. Es 
ist leicht, Beispiele zu bilden, bei denen dieser Durchschnitt leer ist 

1 
An: O<x<-, 

1t 

oder aus isolierten Punkten besteht 

.11,,: 1 1 --<x<-, n n 
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oder perfekt ist 
1 1 

An: - n < X < 1 + n 
u. s. f. (vgl. hierzu den § 81). 

72. Satz 9. 1st A eine beliebige Punktmenge und HA die Menge 
ihrer Häufungspunkte, so ist (A + HA) abgeschlossen; ist.A in sich dicht, 
so ist (A + HA) perfekt. Die Punktmenge (A + HA) nennen wir die ab
geschlossene Hülle von A. 

Setzt man 
(1) B=A+HA 

und bezeichnet man mit HH die Häufungspunkte von HA, so ist, weil 
HA abgeschlossen ist, 

HH-<HA 

und folglich nach der Gleichung (3) des § 68 

(2) HB = HA + HH = HA -< B; 

ist aber A in sich dicht, d. h. A -< HA, so ist nach (1) B = HA und 
folglich nach (2) 

Die Wichtigkeit des Begriffs der abgeschlossenen Hülle einer Punkt
menge A wird durch folgenden Satz hervorgehoben: 

Satz 10. Die abgeschlossene Hülle (A + HA) einer beliebigen Pun7ct
menge A ist die kleinste abgeschlossene Punktmenge, die Aals Teilmenge 
enthält. 

Wir bezeichnen mit 11 eine beliebige abgeschlossene Punktmenge, 
die A. als Teilmenge enthält. Man hat dann die Beziehungen 

(3) A -< 11 und H B -< 11; 
aus der ersten dieser Helationen folgt HA -< HB und die zweite zeigt 
hierauf, daß 
(4) HA -< Jj 

ist. Der Vergleich von (3) mit (4) liefert dann 

A ~- HA -< 11, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. (V gl. hierzu die §§ 213-215.) 

73. Man kann abzählbar unendlich viele Punktmengen 

(1) 

ein für allemal so definieren, daß jede offene Punktmenge des n·di-
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mensionalen Raumes als Vereinigungsmenge von Mengen, die 
eine Teilfolge von (1) bilden, angesehen werden kann. Durch 
Bildung von Komplementärmengen kann man dann jede abgeschlossene 
und also auch jede perfekte Punktmenge aus den Mengen der Folge (1) 
ableiten. 

Die Wahl der "Grundmengen" ')'1.: ist natürlich in hohem Grade 
willkürlich; man kann z. B. festsetzen, daß die '}'1; lauter Würfel sind, 
deren Mittelpunkte rationale Koordinaten besitzen und deren Kanten
längen 

1 
a=-p 

(p=1,2,3, ... ) 

sind und sämtliche Würfel dieser Art in die Folge (1) aufnehmen. Nach 
den §§ 45 u. 42 bilden namlich diese Würfel wirklich eine abzählbare 
Menge. 

Es sei nun A eine beliebige offene Punktmenge und P ein Punkt 
von Ai es gibt dann einen Würfel W, der P zum Mittelpunkt hat, ganz 
in A liegt, und dessen Kantenlänge 1:m. ist. Man nenne W 1 den zu W 
konzentrischen Würfel, dessen Kantenlän ge 1: 2 m. ist, und Q sei ein be
liebiger Punkt mit rationalen Koordinaten, der im Inneren von W1 

liegt. Der Würfel Wi , der Q zum Mittelpunkte hat und dessen Kanten
länge 1: 2 m ist, ist einer~eits in W, also auch in A enthalten, anderseits 
enthält er aber auch P in seinem Inneren. Der Würfel W2 ist aber in 
unserer Folge (1) enthalten; es gibt also Mengen in dieser Folge, die 
zugleich Teilmengen von A und Umgebungen von Psind. 

Bezeichnen wir also der Reihe nach mit ,),,,,, 'Y"" ... diejenigen 
Würfel der Folge (1), die in A enthalten sind, so liegt jeder Punkt von A 
in der Vereinigungsmenge 

JT=r +r + ... : n1 ,,'1 . 

umgekehrt ist aber V eine Teilmenge von A und man hat daher ·V = A) 
wie wir zeigen wollten. 

Die soeben geschilderte Konstruktion behält ihre Gültigkeit, wenn 
wir jeden der Würfel '}'k' die wir benutzt haben, durch seine abge
schlossene Hülle rk ersetzen. 

Wir sehen hieraus, daß man jede offene Punktmenge als 
Vereinigungsmenge von abzählbar unendlich vielen abge
schlossenen - und sogar perfekten - Punktmengen dar
stellen kann. 

Relativbegriffe. 

74:. VOll einer Teilmenge A einer gegebenen.Punktmenge S sagt 
man, daß sie auf S (oder relativ zu S) abgeschlossen ist, wenn 
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der Durchschnitt von S mit der Menge HA der Häufungs
punkte von A in A enthalten ist; es soll m. a. W. sein: 

(1) HAS <. A -< S. 
Die relative Abgeschlossenheit einer Punktmenge unterscheidet sich 

also lediglich dadurch von der gewöhnlichen (§ 54), daß man die Häu
fungspunkte von A, die in S enthalten sind, allein berücksichtigt. 

Wir bezeichnen mit Ä die abgeschlossene Hülle von A; dann ist 
wegen (1) 

ÄS = (A + HA)S =A, 

d. h. eine Punktmenge A, die auf S abgeschlossen ist, ist der Durch
schnitt von S mit ihrer abgeschlossenen Hülle .A. 

Ist anderseits B eine abgeschlossene Punktmenge, d. h. ist 

(2) HB-<B, 
und setzt man 
(3) A=BS, 
80 folgt zunächst aus (3) 

HA-<HB 

HA-<B. 
und daher nach (2) 

Also ist auch 
HAS-<BS=A, 

d. h. A ist abgeschlossen auf S. 
Satz 1. Dafür, daß eine Punktmenge A auf einer gegebenen Punkt

menge S abgeschlossen sei, istnotwendig und hinreichend, daß A der Durch
schnitt von S mit einer nbgeschlossenen'Punktmen.qe sei; dann ist auch stets 
A gleich dem Durchschnitt von S mit der abgeschlossenen Hülle ;r. von A. 
Insbesondere sollen leere Punktmengen auch als abgeschlossen auf S gelten. 

Es seien Au A2 , ••• endlich oder abzählbar unendlich viele Punkt
mengen, die auf S abgeschlossen sind, All A2 , .•• ihre abgeschlossenen 
Hüllen. Aus 

folgt 
A1A2 •• • = S(A1A! . .. ) 

und nach dem Satze 1 des § 69 sieht man, daß auch der Durchschnitt 
Al A 2 • " auf S abgeschlossen sein muß. Ganz ähnlich beweist man 
den z weiten Teil des folgenden Satzes. 

Satz 2. Der Durchschnitt von endlich oder abzählbar unendlt'ch vielen 
und die Vereinigung von endlich vielen Punktmengen Ak , die auf S abge
schlossen sind, sind ebenfalls auf' S abgeschlossene Punktmengen. 
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Aus dem Satze 1 folgt ferner, daß wenn S selbst abgeschlossen ist, 
jede auf S abgeschlossene Punktmenge, als Durchschnitt von zwei ab
geschlossenen Punktmengen , ebenfalls im gewöhnlichen Sinne abge
schlossen sein muß. 

Satz 3. Jede Punktrnenge A, die auf" einer abgeschlossenen Punkt
menge 8 abgescltlossen ?'st, ist eine abgeschlossene Teilmenge von S. 

75. Von einer Punktmenge A wollen wir sagen, daß sie auf S 
(oder relativ zu S) 0 ff e n ist, wenn A eine Teilmenge von Sund (S - A) 
auf 8 abgeschlossen ist. Ist A offen auf S, so ist 

(S-A)=BS, 

wobei B nach dem ersten Satze des vOI'igen Paragraphen eine abge
schlossene Punktmenge bedeutet. Nun ist die Komplementärmenge B' 
von B offen und 

A = S - (8 - A) = S - BS = B' S 

der Durchschnitt einer offenen Punktmenge B' mit S. Ist umgekehrt 

A = U· S, 

wo U eine offene Punktmenge bedeutet, so ist die Komplementärmenge 
U' von U abgeschlossen und 

S -- A = 8 - US = U' Jj 

eine auf S abgeschlossene Pllnktmeng.e. 

Satz 4. Dafür, daß eine Punktmenge A offen auf einer Punktmenge S 
tiege, ist notwendig und hinreichend, daß A der Durchschnitt von S mit 
einer oftenen Punktmenge sei. Insbesondere sollen leere Punktmengen atwh 
als offen auf $ gelten. 

Man sieht ebenso, wie im vorigen Paragraphen, daß die Vereini
gung von endlich oder abzählbar unendlich vielen und der Durchschnitt 
von endlich vielen Punktmengen, die auf S offen sind, ebenfalls auf S 
offene Punktmengen sein müssen; und daß, wenn S selbst eine offene 
Punktmenge ist, jede Punktmenge A, die auf S offen liegt, ebenfalls 
eine im gewöhnlichen Sinne offeue Punktmenge sein muß. 

Beispiele von relativ abgeschlossenen und relativ offenen Pllnkt
mengen: 

1. Die lineare Punktmenge 0 < x ::; 1 ist abgesehlossen auf dem 
Intervall 0< x< 2. 

2. Die lineare Punktmenge 0:;;; x < 1 ist offen auf dem abge
schlossenen Intervall 0 < x < 2 

= = 
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Überall dichte und nirgends dichte Punktmengen. 

76. Definition. Ist S eine gegebene Punktmenge, so heißt 
eine beliebige Punktmenge A überall dicht auf S, ~enn jeder 
Punkt von S Häufungspunkt des Durchschnitts AS ist, oder 
in Zeichen, wenn 
(1) 8-<.HAS 
is t. 

Danach liegen z. B. die rationalen Punkte des n-dimensionalen 
Raumes überall dicht auf jedem offenen oder abgeschlossenen Intervall 
dieses Raumes. 

(2) 

Da A Seine Teilmenge von 8 ist, ist 

HAs-<..Hs1 

also muß nach (1) 
(3) 

d. h. die Punktmenge S muß notwendig in sich dicht sein. 
Die abgeschlossene Hülle von S 

T= S+ Hs 

ist dann, nach dem Satze 9 des § 72 eine perfekte Punktmenge und 
man hat: 
(4) l' = H s . 

Ist P irgend ein Punkt von T, so ist P nach (4) Häufungspunkt 
von S, also nach (1) Häufungspunkt von HAs , und da diese letzte Punkt
menge abgeschlossen ist, ist P in HAs enthalten; wir haben mithin: 

T-<.HAS •• 

Nun folgt aber aus 8-<..T, daß auch AS-<.AT und daß 

HAS-<..HAT 

ist; also ist auch 
1'-<.. H..1 T, 

d. h. die Punktmenge A ist überall dicht auf T. 
Satz 1. Jcde auf einer beliebigen (in sich dichten) Pnnktmenge S über

all dichte Punktmenge A ist auch attf der (perfekten) abgeschlossenen Hülle 
von S überall dicht. 

Ferner gilt folgender Satz: 
Satz 2. Sind All A 21 ••• und SI' 82, ••• beliebige Punktmengen in 

endlicher oder abziihlbarer Anzahl gegeben, und ist für jedes in Betracht 
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kammende 7c die Punktmenge A" überall dicht auf Sk' setzt man. ferner 

A = Al + A2 + Ag + ... 
S = S1 + 82 + Sn + . . " 

so ist A überall dicht auf S. 

Setzt man in der Tat 

V = Al S1 + A2 S2 + As S3 + ... , 
so ist 

also 

AS = ASl + ASs + ASs + ... 
>V, 

HAS>-Hv . 

Anderseits ist nach der Relation (2) des § 68 

und nach Definition 

Also iät schließlich 

HAS > Sl + S9 + ... = S, 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

77. Ist A überall dicht auf S, so liegt in jeder Umgebung Up 
eines Punktes P von S nach Definition mindestens ein Punkt von AS, 
der von P verschieden ist und diese Bedingung ist hinreichend, dafür, 
daß A überall dicht auf S sei. Benutzt man aber die Eigenschaft von S, 
in sich dicht zu sein, die wir als notwendig erkannt haben, so genügt 
es zu verifizieren, daß Up überhaupt einen Punkt von AS enthält, um 
schließen zu können, daß A überall dicht auf S ist. 

Weil nämlich S in sich dicht ist, gibt es dann in Up einen von P 
verschiedenen Punkt Q von S und man kann eine Umgebung UQ von Q 
finden, die P nicht enthält und Teilmenge von Up ist. Diese Punkt
menge UQ enthält nach Voraussetzung mindestens einen Punkt P 1 , der 
in AS liegt; dann ist PI =F P und in AS Up enthalten, d. h. P ist 
Häufungspunkt von AS. 

Satz 3. Dafür, daß die Punktmenge A auf der in sich dichten Punkt
mrnge S überall dicht liege, ist notwendig und hinreichend, daß jede Um
gebung Up eines beliebigen Punktes P von S mindestens einen Punkt von 
AS enthält. 
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Jetzt beweisen wir den Satz: 
Satz 4. Der Durchschnitt AB einer offenen Pun7.tmenge A und einer 

beliebigen Punktmenge B, die beide überall dicht auf S sind, ist ebenfalls 
überall dicht auf S. 

Es sei P ein beliebiger Punkt von Sund Up eine Umgebung von P. 
Da die Punktmenge A überall dicht auf S ist, ist UpAS nicht leer und 
die Punktmenge UpA enthält mindestens einen Punkt Q von S. Nun 
ist UpA, weil A offen ist, ebenfalls eine offene Punktmenge und somit 
eine Umgebung UQ von Q. Also kann, weil B überall dicht auf S ist, 
die Punktmenge 

nicht leer sein' und Up enthält mindestens emen Punkt von ABS. 
Anderseits ist S notwendig in sich dicht, so daß, naeh dem vorigen 
Satze, AB überall dicht auf S liegen muß. 

78. Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt ohne weiteres, daß der 
Durchschnitt von endlich vielen offenen Punktmengen , die sämtlich 
überall dicht auf S sind, ebenfalls überall dicht auf S sein muß. Für 
den Durchschnitt von abzählbar unendlich vielen offenen Punkt mengen 
ist dies keineswegs immer der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt. 

Es seien rll r2 , ••• die rationalen Punkte des Raumes und man 
setze S gleich der Summe aller dieser rationalen Punkte und A k gleich 
der Komplementärmenge des Punktes r k ; dann sind die A k offene, auf S 
überall dichte Punktmengen und der Durchschnitt Al A 2 A s . " aller 
Punktmengen A k hat keinen Punkt mit S gemeinsam uud ist also nicht 
überall dicht auf S. 

Um so interessanter ist folgender für die Anwendungen wich
tiger Satz: 

Satz 5. Sind die abzählbar unendlich vielen Punktmengen All As, ... 
alle offen und überall dicht auf einer Punktmenge S, die perfekt oder often 
oder allgemeiner der Durchschnitt TU einer perfekten Pun7ctmenge T und 
einer offenen Punktmenge U ist, so ist der Durchschnitt 

(1) 

dieser Punktmengen ebenfalls überall dicht auf S. 

Es sei P ein Punkt von S = TU und Up eine beliebige Umgebung 
von P. Nach Voraussetzung enth;ilt U p einen Punkt Ql von AI Sund 
es existiert dann auch, weil Al und U offene Punktmengen sind, ein 
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abgeschlossener Würfel W l1 der QI zum Mittelpunkte hat und in Al U U p 

enthalten ist: 
(2) lVI -<Al UUr. 

Der offene Würfel TVu der aus den inneren Punkten von W1 besteht, 
ist eine Umgebung von QI und enthält daher mindestens einen Punkt 
Q2' der in AsS enthalten ist; wir können dann, weil nach Voraussetzung 
A 2 eine offene Punktmenge ist, einen abgeschlossenen Würfel W 2 finden, 
der Qs zum Mittelpunkte hat und in A2 W1 enthalten ist. Indem wir 
auf diese Weise fortfahren, bestimmen wir nacheinander fiir alle natür
lichen Zahlen k = 1, 2, . " Punkte Qk' die auf S liegen, und abge
schlossene Wiirfel W k mit den inneren Punkten TVk , die Qk zum Mittel
punkte haben, und welche den Beziehungen 

(3) Wk-<AkrVk _ 1 lk=2,3~ ... ) 
genügen. Aus diesen folgt: 
(4) Wk-<Wk _ 1 

und 
(5) 't}'k-<Ak ; 

setzen wir jetzt 
(6) Bk=WkT, 

so sind die Punktmengen Bk für jeden Wert von k als Durchschnitt 
von zwei abgeschlossenen Punktmengen abgeschlossen und nicht leer, 
weil diese ja beide mindestens den Pnnkt Qk enthalten. Ferner ist, 
wegen (4) und (6) 

B1 >B2 >-Bs>-· .. 
und fiir jedes k, wegen (5) und (6) 

(7) Bk-<AkT. 

Endlich ist BI als Teilmenge von W1 eine beschränkte Punktmenge. 
Nach dem Satze 2 des § 69 ist der Durchschnitt B1 BsBs ... der. 

Punktmengen Bk nicht leer; dieser Durchschnitt ist aber einerseits, 
wegen (1) und (7), eine Teilmenge ,von D T, anderseits wegen (6) und 
(4) eine Teilmerige von W 1 und folglich nach (2) von V VI'. Mithin 
ist die Punktmenge 

DTUVp=DSUp 

nicht leer, woraus folgt, daß D überall dicht auf S liegt (§ 77, Satz 3). 

79. Definition. Eine Punktlllenge A heißt nirgends dicht 
auf einer in sich dichten Punktmenge S, wenn die MengeB der 
inneren Punkte derKomplemelltärmenge vonAS überall dicht 
auf S liegt. 
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Da die Punktmenge B nach Voraussetzung überall dicht auf S 
liegen soll, so gibt es in jeder Umgebung Up eines Punktes P von S 
einen Punkt Q, der zu BS gehört. Es sei UQ eine Umgebung von Q, 
die in der offenen Punktmenge B enthalten ist. Für die Punktmengen Up 

und UQ gilt dann erstens die Bedingung 

(1) UQUpS=t=O 

und zweitens ist, weil UQ-<. Bund B keinen Punkt von AS enthält, 

(2) ASUQ Up = O. 

Nehmen wir umgekehrt an, daß man jeder Umgebung Up eines belie
bigen Punktes P von S eine offene Punktmenge UQ zuordnen kann, BO 

daß die Relationen (1) und (2) zugleich erfüllt sind. Die Punktmenge 
UQ VI' besteht dann aus lauter Punkten der Komplementärmenge von 
AS und da UQ Up eine nicht leere offene Punktmenge bedeutet, so sind 
diese Punkte innere Punkte dieser Komplementärmenge. Wir können 
also schreiben 

und daher auch 

also ist nach (1) 

UQUp-<.B 

UQUP -<. BUp ; 

BUpS =l= 0, 

und da dies für jede Umgebung Up eines Punktes P von S gelten muß, 
und S eine in sich dichte Punktmenge bedeutet, so ist nach dem Satze 3 
des § 77 die Punktmenge B überall dicht auf S. 

Anderseits besteht nach demselben Satze die notwendige und hin
reichende Bedingung dafür, daß die Punktmenge A nicht überall dicht 
auf UpS liege, in der Forderung, daß eine Umgebung UQ eines Punktes Q 
von UpS existiert, für die der Durchschnitt A UQ UpS leer ist, so daß 
dann die Relationen (1) und (2) zugleich stattfinden. Alles zusammen
fassend haben wir den 

Satz 6. Dafür, daß eine Punktmenge A nirgends dicht auf einer 
Punktmenge S liege, ist notwendig und hinreichend, daß man jeder Um
gebung Up eines beliebigen Punktes P von S eine offene Punktmenge UQ 
zuordnen kann, so daß die beidenRelationen UQUpS =t= 0 und ASUQUp= 0 
zugleich erfüllt sind, was damit gleichbedeutend ist, daß keine offene Punkt
menge U existiert, die m~~t S gemeinsame Punkte besitzt, so daß A überall 
dicht auf US liegt. 

Es gilt nun der Satz: 
Satz 7. Der Durchschnitt S einer perfekten Punktmenge T und einer 

offenen Punktmenge U kann nicht als Vereinigungsmenge von abzählbarr 
Ca.ra theodory, Reelle Funktionen. 2. Auf!. 5 
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unendlich vielen Punktmengen Al' A2 , • ,. dargestellt werden, die aUe 
nirgends dicht auf S liegen, 

Setzt man nämlich 
V=AI +A2 +As + ... 

und bezeichnet mit V', At', A2', ' " die Komplementärmengen von 
V, At, A2 , ,'." so ist (§ 40) 

V' = A1'A 2'As' . , •. 

Nun sind nach Voraussetzung die Ak Teilmengell von S und wenn 
man mit Bk die inneren Punkte der Komplementärmenge von Ak=AkS 
bezeichnet, so ist 

Also hat man 
V'> Bt B2 Bs ' •.• 

Wenn nun die offenen Punktmengen Bk überall dicht auf S liegen, 
so gilt dasselbe nach dem Satze 5 des vorigen Paragraphen vom Durch
schnitt BI Bs B3 ' , , und die Punktmenge 

S - V = SV' >- S BI B2 ' •• 

kann daher nicht leer sein. 

Sätze über gewisse Durchschnittsmengen.*) 

80. Wir betrachten eine Folge 

(1) B1 >-B2 >Bs>' .. 
von abzählbar unendlich vielen ineinandergeschachtelten abgeschlos
senen Punktmengen von folgender Beschaffenheit: 

B, 

ll'ig.7. 

8:1 

Die Punktmenge Bk be
steht aus 2k abgeschlos
senen getrennt liegenden 
Würfeln, deren Kanten
längen alle :S;1:2k sind, und 
jeder Würfel der Punkt-
menge Bk enthält zwei von 

den Würfeln der Punktmenge BHI . 

Ferner sei 
(2) Al >- .A.2 >- As >- ' .. 

eine Folge von abzähl bar unendlich vielen ineinandergeschachtelten ab
geschlossenen Punktmengen, und es sei 

(3) Ak -< Bk 
*) Dieser Abschnitt wird erst im Kap. X benutzt werden. 
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und für jeden der abgeschlossenen Würfel W", die in Bk vorkommen, sei 

(4) 

Da die beiden letzten Bedingungen natürlich erfüllt sind, wenn man 
Ak = Bk setzt, werden wir die allgemeineren Punktmengen Ak statt der 
Bk nur dann einführen, wenn wir durch äußere Umstände dazu veran~ 
laßt sind (vgl. § 82). 

Wir wollen jetzt zeigen, daß der Durchschnitt 

(5) A = A 1 A 2 As •.• 

eine p erfe kte Punktmenge darstellt. Zuerst bemerken wir, daß nach 
den Sätzen 1 und 2 des § 69 die Punktmenge A abgeschlossen und 
nicht leer ist. Ist nun P ein Punkt von A und Up eine beliebige Um
gebung von P, so kann man die natürliche Zahl k so bestimmen, daß 
der abgeschlossene Würfel 'W, der P zum Mittelpunkte hat und dessen 
Kantenlänge gleich 1: 2k - 1 ist, ganz in U p liegt (§§ 52, 56). Unter den 
2 k Würfeln, aus welchen die Punktmenge Bk zusammengesetzt ist, gibt 
es, wegen (3) und weil P in Ak liegt, einen, z. B. W", der den Punkt P 
enthält. Da nun die Kantenlänge von Wer kleiner oder gleich 1:2 k ist, 
hat man 

W,,-<W -< UP • 

Die Punktmeuge WaBk+! besteht nach Definition aus zwei ge
trennten, abgeschlossenen Würfeln, von denen der eiueW den Punkt P 
nicht enthält. NUll liegen aber für jedes p > (k + 1) eine Anzahl der 
Würfel von B" innerhalb Wß und nach (4) ist dann für jede dieser 
Zahlen p 

AiV,~ 9= O. 

Nach (2) gilt dieselbe Relation für alle übrigen Werte von p, die 
;;; (k + 1) sind, und da die Punktmengen Ap ll',1 alle abgeschlossen sind, 
ist der Durchschnitt 

AWß = (A1Wß) (A2W,~) . .. 

nicht leer (§ 69, Satz 2). Dies besagt aber, daß die Punktmenge A in 
der Umgebung Up VOll P mindestens einen von P verschiedenen Punkt 
enthält, und da P ein beliebiger Punkt von A und Up eine beliebige 
Umgebung von P bedeutete, muß A in sich dicht sein. Wir hatten aber 
schon gesehen, daß A abgeschlossen ist; also ist die Punktmenge A 
eine perfekte Punktmenge. 

81. Wir sind jetzt imstande, zwei Sätze zu beweisen, die uns später 
nützlich sein werden (vgl. § 473). 
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Es seien mit U17 Us, .•. abzählbar unendlich viele offene Punkt
mengen bezeichnet; wir betrachten den Durchschnitt 

(1) 

dieser Mengen, von dem wir voraussetzen, daß er eine ins ich d ich t e 
Punktmenge H enthält. 

Es seien PI und Ps zwei Punkte von H, die also beide in D und 
folglich in U",. enthalten sind. Wir können zwei getrennt liegende ab
geschlossene Würfel W1 und Ws finden, die P l und PI zu Mittel
punkten haben, beide in U1 enthalten sind und deren Kantenlänge die 
Zahl! : 2 nicht übersteigt. Nennen wir Bl die Summe der bei den Würfel, 
so hat man 

B l -< U",.. 

Da H in sich dicht ist und der Punkt P 1 von H im Inneren des 
Würfels W1 liegt, gibt es mindestens zwei Punkte Pu und Pu von B, 
die innere Punkte von W1 sind. Man kann dann, weil P1l und Pu 
als Punkte von H in D und folglich in der offenen Punktmeuge U2 

liegen, zwei abgeschlossene Würfel W11 und Will finden, die getrennt 
liegen, in Us Wl enthaltE'n sind, deren Mittelpunkte die Punkte Pli und 
Pu sind und deren Kantenlänge :c:;; 1 : 22 ist. Ebenso kann man in Us Wl1 

zwei abgeschlossene Würfel W l;; und W ll2 bestimmen, die getrennt 
liegen, und deren Kantenlänge < 1: 2 2 ist. Setzt man dann 

BIl =Wll +WU +W21 +Wn , 
so ist 

B 2 -< U2 

und besitzt die Eigenschaften, die im vorigen Paragraphen von der 
gleichnamigen Punktmenge gefordert waren. 

Allgemein bestimmt man, indem man auf diese Weise fortfährt, 
für jede natürliche Zahl k Punktmengen Bk, die aus 2k abgeschlossenen 
Würfeln bestehen, deren Mittelpunkte Punkte von H sind, für welche 
außerdem die Relation 
(2) Bk -< Uk 

gilt und für welche sonst die übrigen Bestimmungen stattfinden, die 
wir im vorigen Paragraphen festgesetzt hatten. 

Der Durchschnitt aller Bk ist, wie wir sahen, eine perfekte Punkt
menge, die wegen (2) und (1) eine Teilmenge von D ist. Aus der V 01'

aussetzung, daß D eine in sich dichte Teilmenge enthält, folgt also, daß 
es auch eine perfekte Punktmenge enthalten muß und daher nicht 
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abzählbar sein kann (§ 65, Satz 9). Enthält die Punktmenge D keine 
in sich dichte Punktmenge, so muß]) notwendig abzählbar sein (§ 63); 
wir haben also den Satz, den man Herrn W. H. Y oung verdankt: 

Satz 1. ])er ])urchschnitt von absäh7JJar unenillich vielen offenen 
Punktmengen ist entweder leer, oder eine absählbare Punktmenge, die 
keine in sich dichte Punktmenge enthält, oder aber er enthält mindestens 
eine perfekte Punktmenge. 

Ein interessantes Ergebnis diases Satzes ist, daß nicht jede ab
zählbare Punktmenge als Durchschnitt von abzählbar vielen offenen 
Punktmengen dargestellt werden kann. Die Menge der rationalen Punkte 
z. B. ist abzählbar und zugleich in sich dicht; der Durchschnitt von 
ab zäh 'bar vielen offenen Punktmengen kann also nicht aus diesen 
Punkten allein bestehen, wenn er sie alle enthält. 

82. Wir betrachten jetzt eine Folge M u ~, ... von Punktmengen, 
von denen jede die Vereinigung von abzählbar unendlich vielen abge-
schlossenen Punktmengen NkJ ist: . 

(1) Mk=Nk1+~2+'" (k=l,~, ... ) 
und nehmen .an, daß der Durchschnitt 

(2) ]) = MIMsMs ... 

dieser Punktmengen nicht abzählbar ist. Wir bezeichnen mit OD die 
Kondensationspunkte von]) und setzen 

0= ])OD; 

dann ist (§ 63, Satz 6) die Punktmenge C nicht abzählbar und in der 
Menge OD Ihrer eigenen Kondensationspunkte enthalten und ferner ist 
o in jedem Mk enthalten, also 
(3) 0 = 0 Hk (k = 1, 2, ... ). 

Es seien PI und P2 zwei Punkte von 0 und Wl1 Ws zwei getrennt 
liegende (offene) Würfel, die P l und Pa zu Mittelpunkten haben, und 
deren Kantenlänge ~ 1 : 2 ist. Da W I einen Kondenl'ationspunkt von 0, 
nämlich PI als Mittelpunkt besitzt, ist die Punktmenge ~ 0 nicht ab· 
zählbar und das Gleiche gilt wegen (3) von der Punktmenge Mt W1 O. 
Wären nun die Punktmengen 

NIl Wl a (j = 1,2, ... ) 

alle abzählbar, so würde dasselbe von ihrer Vereinigung Mt WlO gelten 
müssen, was nicht der Fall ist; man kann daher eine natürliche Zahl Pl 
finden, so daß NI PI W1 0 nicht abzählbar ist. Ebenso kann man aber 
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auch eine natürliche Zahl P2 finden, so daß N jl'• W 2• ° nicht abzähl
bar ist.. Setzt man nun, indem man mit W j und Ws die abgeschlos
senen Hüllen von Wl und W 2 bezeichnet, 

BI = W i + Ws und Al = (NIl'1 + Nlp,)B j , 

so ist Al abgeschlossen, weil N lp" N lv• und B j es sind (§ 69, Satz 1 
uml 3). Ferner ist AI -< MI und Al -< BI und die Punktmengen A j W10, 
Al W 2 ° sind nicht abzähl bar. Bezeichnen wir mit 01 die Menge der 
Kondensationspunkte von (.Al W l C + Al Ws C), soweit sie in dieser 
Punktmenge enthalten sind, und wählen in Cl ~ und Cl W2 je zwei 
Punkte PI!) Pu und Pu, P22 , so können wir die obige Konstruktion, 
in der man G durch Cl ersetzt, wiederholen; ich behaupte, daß Ulan 
auf diese Weise zwei Folgen von abgeschlossenen Punktmengen BI, 
B 2 , ••• und AI'~' ... erhält, welche die Eigenschaften, die im § 80 
für die gleichnamigen Mengen gefordert waren, besitzen. Es handelt 
sich darum zu z€igeu, daß, wenn die Bk und Ak gegeben sind, die B k +l 

und A"+l konstruiert werden können. Von den A k verlangen wir nun 
folgendes: Es soll Ak -< lJfk , A" -< Bk und A" -< A k _ l sein und für jeden 
Würfel Wal d-er in Bk vorkommt, soll Ak W"O nicht abzlihlbar sein. 
Nun ist nach (3) 

AkWaG= Mk+lAkWa G 

und daher die Punktmenge Mk+lAkW"O ebenfalls nicht abzählbar. 
Es seien QI und Q2 zwei KondensationspUllkte dieser Menge, die in ihr 
liegen und Wal' Wal! zwei Würfel, die Q! und Q2 zu Mittelpunkten 
haben, deren Seiten < 1: 2"+1 sind und deren abgeschlossene Hüllen 
~W a1 und W a2 getrennt liegen und Teilmengen von Bk sind. Dann kann 
lllan wie oben die natürlichen Zahlen qt und q2 so wählen, daß die 
Punktmengen 

Nrk+ 1)q, WalAkO und N(k+l)q. W a2 A k C 

nicht abzählbar siud. Führt man diese Operation für alle 2k Würfel W a 

der Punktmenge Bk au.!... und~ezeichnet mit B"+l die Summe der ab
geschlossenen Würfel W al1 W a2 und mit Vk+1 die Vereinigung aller 
2k+ 1 abgeschlossenen Punktmengen ~k+!)q" N(k+l)q • ..• , so genügt es 

Ak+l = Vk+ I AkBk+ 1 

zu setzen, um allen geforderten Eigenschaften zu genügen. 
Der Durchschnitt 

A = A.I A 2 As .,. 

aller Ak ist dann nach dem § 80 eine perfekt~ Punktmenge, die in D 
enthalten ist, und wir haben den Satz: 
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Satz 2. Der DHrchschnitt 

D=M1 M 2 M 3 ·• . 

von abzählbar ttnendlich vielen Punktmengen, von denen jede die Vereini
gu,ng abzählbar vieler abgeschlossener P1tnldmengen ist, enthält eine per
{ekte Teilmenge, sobald er nicht abzählbar ist. 

Dajede offene Punktmenge als Vereinigung von abzählbar unendlich 
vielen abgeschlossenen Punktmengen angesehen werden kann (§ 73), 
enthält der letzte Satz einen Teil des vorigen. Nur kann hier der Durch
schnitt D sehr wohl abzählbar und in sich dicht sein, was früher nicht 
der Fall war. Es könnten z. B. alle Mk einander gleich sein und aus der 
Menge der rationalen Punkte des Raumes bestehen. 

Kapitel II. Der. Grenzbegriff. 
Der allgemeine FunktioDsbegriff. 

83. Der moderne Begriff einer Funktion deckt sich mit dem einer 
Zuordnung. 

I. Im einfachsten Fall der reellen eindeutigen Punktfullk
tiollen wird jedem Punkte P einer gegebenen beliebigen PunktmengeA 
des n-dimensionalen Raumes eine endliche oder unendliche Zahl ein
deutig zugeordnet, die man z. B. mit {(P) bezeichnet, um die Abhängig
keit dieser Zahl vom Punkte P hervortreten zu lassen. Die Punktmenge A, 
die gegebenenfalls alle Punkte des Gesamtraumes ffin umfassen kann, 
heißt der Definitionsbereich der Funktion {(P). 

Unter den einfachsten Punktfunktionen sind diejenigen hervorzu
heben, deren Definitionsbereich A aus einer abzählbaren unendlichen 
Punktmenge besteht. Den Punkten 

Pli P2' ... 
von A entsprechen dann eindeutig die Zahlen 

(1) 

Diese Gesamtheit der Zahlen ak , von denen jede durch ihren Index k 
einer natürlichen Zahl eindeutig zugeordnet ist, nennt man eine Z ah len
folge. Zahlenfolgen unterscheiden sich dadurch von den Punktfolgen, 
die wir bisher betrachtet haben (s. z. B. den § 40), daß zwei verschie
dene Elemente ap und aq der Folge (1) dieselbe Zahl bedeuten können 
Wir werden manchmal eine Zahlenfolge durch Angabe ihres allgemeinen 
Elements, also z. B. die Folge (1) mit an' bezeichnen. 
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ll. Neben den Punktfunktionen, die uns hauptsächlich beschäftigen 
werden, werden wir auch sehr oft Mengenfunktionen betrachten: 
diese erhält man dadurch, daß man jeder PunktmengeA einer gewissen 
Menge ~ von Punktmengen eine endliche oder unendliche Zahl zuord
net, dIe wir z. B. auch mit {(A) bezeichnen werden. Die Menge ~, die 
gegebenenfalls alle möglichen Punktmengen eines Raumes mn umfassen 
kann, -heißt dann ebenfalls der Definitionsbereich der Mengen
funktion (A). 

So kann man z. B. die Summe der Kantenlängen der Intervalle 
(§ 29) als eine Mengenfunktion ansehen. Hierbei besteht der Definitions
bereich ~. aus der Gesamtheit der Intervalle des betrachteten Raumes. 

IH. Ein weiterer Funktionsbegriff, dem man fast alle Gebilde, die 
bisher in der Analysifl betrachtet worden sind, unterordnen kann *), ist 
folgender: 

Jeder Punktmenge A einer gewissen Menge ~ von Punktmengen 
wird nicht mehr eine Zahl, sondern wieder eine Punktmenge B desselben 
oder eines anderen Raumes eindeutig zugeordnet. 

Der Gesamtheit ~ der betrachteten Punktmengen A entspricht dann 
also eine Gesamtheit ~ der zugeordneten Punktmengen B und man 
sagt, daß ~ auf !8 eindeutig ab g e bild e t ist. 

Als Beispiel führen wir die abgeschlossene Hülle .Ä einer Punkt
menge A an, die ja jeder Punktmenge ~ugeordnet ist (§ 72). 

Der am meisten gebrauchte Fall einer Abbildung ist der, wo 
die Punktmengen A und B jede aus einem einzigen Punkte bestehen 
und die Gebilde ~ und ~ wieder gewöhnliche Punktmengen sind 
( vgl. § 200). 

84:. Unter den Abbildungen von zwei Mengen ~ und 58 VOll Punkt
mengen A und B aufeinander sind die eineindeutigen Abbildungen 
besonders zu beachten. Man sagt, daß die Abbildung eineindeutig ist, 
wenn zwei.verschiedenen Punktmengen Al und All von ~ stets zwei 
verschiedene Punktmengen Bl und Bj von ~ zugeordnet sind. Dann 
entspricht u.mgekehrt jeder Punktmenge B von 5B wieder eine eindeutig 
bestimmte ·Punktmenge A von~. Bei eineindeutigen Abbildungen ist 
also sowohl ~ anf ~ als anch 58 auf ~ abgebildet. 

*) Z. B. die mehrdeutigen Funktionen, die analytischen Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen, die Funktionen von abzählbar unendlich vielen Ver
änderlichen, die Gebilde, die aus endlich oder unendlich vielen Funktionen dieser 
verschiedenen Arten· bestehen u. a m. 
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Der obere und der untere Limes. 

85. Es sei A eine beliebige Punktmenge und ((P) eine Funktion, 
deren Definitionsbereich A ist. Wir führen nun, wenn a eine beliebige 
endliche Zahl oder ± 00 bedeutet, folgende Bezeichnung ein, die uns 
auch später gute Dienste leisten wird: 

M(f>a) 

soll die l'eilmenge von A bedeuten, die auch leer sein kann, in welcher 
die Werte der Funktion (CP) größer als a sind, 

M(f=a) 

soll die Teilmenge von A bedeuten, in welcher ((P) den Wert a an
nimmt; und ähnlich erklären wir die Symbole 

M({<a), M({za), M({<a), Me{+a), usf. 

Setzen wir jetzt zur Abkürzung 

(1) 

so haben wir 

{Aa = Me{>a), A a* = M(fza), 
Ba=M({<a), B«* = M({<a), 

(2) Aa+Ba*=Ba+Aa*=A. 
Außerdem haben wir 

und daher 
(3) 
und ebenso findet man 
(4) 

Sind nun a und (J zwei Zahlen, und hat man a < (J, so ist 

Aa = Al + M(rx<t'<fJ) , 
und daher 
(5) 
ebenso beweist man, daß 
(6) B*-<.B a ,'I 

ist. 

86. Es sei jetzt f'(P) eine Funktion, deren Definitionsbereich A. 
eine unendliche Punktmenge ist. Wir. betrachten die Zahlenmenge { a}, 
die aus allen Zahlen besteht, für welche die oben definierte Punktmenge 
Aa aus unendlich vielen Punktel~ besteht. Ist diese Zahlenmenge nicht 
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leer, so sei ihre 0 bere Grenze mit u bezeichnet; ist die Zahlenmenge {fX} 
aber leer, so setzen wir u = - 00. 

Die Zahl U, die also in jedem Falle eindeutig bestimmt ist, heißt 
der obere Limes des Wertevorrats der Funktion ((P) in ihrem 
Definitionsbereiche A. 

Wir. werden bald an Beispielen sehen (§ 88), daß dieser obere Limes 
sowohl endlich als auch gleich ± 00 sein kann. Zuerst wollen wir aber 
zeigen., uaß man die Zahl u auch auf andere "V eise definieren kann. 

Es sei erstens u< + ce und ~ eine beliebige Zahl, die « übertrifft, 

u<: ~; 
dann gibt es Zahlen f, die zwischen u und ~ liegen, 

Ü <~' <~, 
und die Relationen (3) und (5) des vorigen Paragraphen lehren, daß 

A~ -< At-< A~, 
ist. Nun ist aber, weil;' > a ist, nach Definition .11;. eine endliche 
Punktmenge, d.h. eine solche, die nur aus höchstens endlich vielen Punk
ten besteht; nach dem Satze 1 des § 38 müssen also ihre Teilmengen A e 
und Al ebenfalls endliche Punktmengen sein. 

Wir sehen also, daß, sofern Zahlen ~ existieren, die größer als" 
sind, die beiden Punktmengen A~ und At endlich sein müssen. 

Zweitens sei ti > - ce und 11 eine beliebige Zahl, die von « über
troffen wird, 

1/ < Uj 

dann ist nach der obigen Definition Aq eine unendliche Punktmenge, 
und das gleiche gilt, wenll man die Relation (3) des vorigen Paragraphen 
berücksichtigt, von A,/. 

Wir sehen also, daß, sofern Zahlen 1/ existieren, die kleiner als" 
sind, die beiden Punktmengen A q und Aq* aus unendlich vielen Punkten 
bestehen miissen. 

Hieraus folgt, daß Zahlen ~ für welche A; oder A~* endliche Punkt
mengen sind, dann und nur dann existieren, wenn Ci< + 00 ist, und 
daß dann « die untere Grenze dieser Zahlen ist, und daß Zahlen 'Tj, für 
welche Aq und A q* unendliche Punktmengen bedeuten, dann und nur 
dann existieren, wenn u> - 00 ist, und daß dann"" gleich der oberen 
Grenze dieser Zahlen ist. 

Wir können demnach den Satz aussprechen: 
Satz 1. Man erhält den oberen Limes"" des WertevOl'Tats einer Funk

tion f( P) in ·ihrem Definitionsbereich A, indem man die obere Grenze 
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der Zahlen 'Yj bestimmt, für welche die Punktmengen 

M(f>r;) oder M(f>r;) 

75 

unendlich sind, oder die untere Grenze de?' Zahlen ~ bestimmt, fii,r welche 
die Punktmengen 

jJI(t>~) oder M(f'>~) 

endliche Punktmengen sind. Von difse,i vier Operationen sind entweder 
nur zwei ausführbar, und ä ist dann gleich ± 00, oder sie sind alle vier 
gleichzeitig ausführbar und lielern dann denselben Wert für a. 

87. Wir führen jetzt folgende Definition ein: 
Definition. Der untere Limes ades Wel'tevorrats eIner 

Funktion fep) in ihrem Definitionsbereich .A ist eine Zahl, 
die dem oberen Limes ß des Wertevol'rats vonJ - f(P) ent
gegengesetzt ist, d. h. es soll 

~=-ß 

sein, falls ß eine endliche Zahl ist, und t:>:. gleich - 00 oder + 00 

sein, je nachdem ß gleich + 00 oder - 00 ist. 

(1) 

Wir bemerken, daß für jede endliche Zahl a die Gleichungen 

{ M(f<a) = M(-f>-a), 
M(f<a) = j)I(-f>- ce) 

gelten. Es sei nun erstens ~ > - 00 und 

r; < t:>:.; 

dann ist nach Definition ß < + 00 und 

- r; > ß· 
Also bestehen nach dem vorigen Paragraphen die Punktmengen 

(2) M(-f>-r;) und M(-f>-TJ) 

aus höchstens endlich vielen Punkten; da nach (1) diese Punktmengen 
identisch sind mit unseren früheren Punktmengen B~ und B'l*' so müssen 
diese ebenfalls endlichePunktmengen sein. 

Zweitens sei t:>:. < + 00 und 

t:>:.< ~j 

dann ist - ~ < 1i, und nach dem vorigen Paragraphen müssen die 
Punktmengen 
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oder, was dasselbe ist, die Punktmengen B~ und Bl aus unen.dlich 
vielen Punkten bestehen. 

Satz 2. Der untere Limes I! des Wertevormts einer Funktion r(p) 
ist gleich der oberen Grenze der Zahlen 11, für welche die Punktmengen 

M(f"<t]) oder M(f<t]) 

endliCh sind, oder auch gleich der unieren Grenze der Zahlen ;, tur welche 
die Punklmengen 

M(f< ;) oder M(f < ;) 
unendlich sind. Von diesen Operationen sind entweder nur zwei oder alle 
vier ausführbar, je nachdem ~ unendlich odet· endlich ist. 

Wir wollen jetzt die Zahlen a und!! miteinander vergleichen. Es 
sei a < + 00 und; eine beliebige Zahl, die a übertrifft: 

(3) 

Dann ist die Punktmenge A~ eine endliche Punktmenge; nach der Glei
chung (2) des § 85 ist aber 

B;*+ A; = A, 

und da A eine unendliche Punktmenge ist, muß auch B~* aus unend
lich vielen Punkten bestehen. Dies ist aber nur dann möglich, wenn 

(4) 

ist; wäre nun ~ > a, so könnte nian Zahlen; finden, die zwischen den 
beiden Zahlen ~ und a liegen, und die beiden Relationen (3) und (4) 
könnten nicht gleichzeitig bestehen. Es muß also stets 

~<a 

sein. Wir haben die letzte Relation nur unter der Voraussetzung be
wiesen, daß a < + 00 ist; im Falle a = + 00 ist sie aber von selbst 
erfüllt, und wir haben den Satz: 

Satz 3. Der untere Limes ff des We:rtevorrats einer Funktion fCP) 
ist nie größer als der obere Limes a dieses Wertevorrats. 

88. Wir werden den Begriff des oberen und des unteren Limes im 
folgenden ausschließlich auf Zahlenfolgen (§ 83) anwenden, und es ist 
daher zweckmäßig, die folgenden Sätze, die übrigens - bis auf die Kon
struktion des § 95 - auch mit der bisherigen Allgemeinheit gelten, nur 
für diese auszusprechen. 



§ 88 Der obere und der untere Limes 77 

Ist 
(1) 

irgendeine Folge von (endlichen oder unendlichen) Zahlen, so bezeichnet 
man die Zahlen ä und ct. auch öfter durch die Zeichen 

a = lim a", 
n=CCI 

n=oo 

in denen a" das allgemeine Element 'der gegebenen Zahlenfolge bedeutet. 
Diese Größen Ci und ~ werden die Hauptlimites der Zahlenfolge ge
nannt; ä heißt der obere, ct. der untere Limes der Folge. Sie haben 
nach den früheren Betrachtungen folgende Bedeutung: 

Die Zahl ä ist die 0 bere Grenze der Zahlen '1), für welche eine 
der Relationen 

7J < ak oder 7J < ak 

für unendlich viele Werte der natürlichen Zahl k erfüllt ist, oder 
auch die untere Grenze der Zahlen 1;, für welche eine der Relationen 

I; < ak oder I; < ak 

nur für höchstens en dlich viele Werte von 7c erfüllt ist. 
Die Zahl ct. ist die obere Grenze der Zahlen 1J, für welche eine der 

Relationen 
7J > ak oder 1] > aL-

nur für höchstens endlich viele Werte von k befriedigt ist, oder auch 
die untere Grenze der Zahlen ~, für welche 

~ > ak oder 1;::2: al: 

für unendlich viele Werte von k erfüllt ist. 

Unsere ursprüngliche Definition von a (§ 87) liefert uns übrigens 
den Satz 

Satz 4. Es gilt stets die Relation 

lim (-- a ) = - lim a . ß. __ li 

n=oo n=oo 

Wir wollen an einigen Beispielen zeigen, daß die Hauptlimites 
einer Folge von Zahlen sowohl voneinander verschieden als auch ein
ander gleich, sowohl endlich als unendlich· sein können: 
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1. Ist 
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1 
a =.. n' 

§ 89 

so wird jede negative Zahl durch unendlich viele an übertroffen, jede 
positive Zahl aber nur durch höchstens endlich viele. Es ist also 

Ci = 0, 
und ebenso siebt man, daß 

a=O 
ist. 

2. Ist 

so findet man 
a',,=n, 

~=Ci=+oo. 
3. Es sei 

1 1 
ah _ 1 = 1 - n' a2n = -1 + ~ (n= 1,2,3, ... ); 

dann ist 
« = - 1 und Ci' = + 1 . 

4. Es sei 

dann findet man 
as .. _ t = n, az" = - n (n= 1, 2, 3, ... )j 

a=-oo, &=+00. 
5. Es sei 

(n= 1, 2, 3, ... ); 
dann ist 

~=O, "=+00. 
89. Es sei 

(1) 

eine beliebige Zahlenfolge mit den Hauptlimites ~ und ä und 

(2) bll b2 , ba, ••• 

sei eine Teilfolge von (1) mit den Hauptlimites ß und {i. 
Es sei nun iY. < + 00, und ~ bedeute eine belI;;bige Zahl oberhalb «. 

Es gibt dann nur höchstens endlich viele ak, für welche 

~ < uk 

ist, und weil die Folge (2) eine Teilfolge von (1) ist, ebenfalls nur 
höchstens endlich viele bk , für welche 

ist. Hieraus folgt aber 
~ < bk 
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und da dieses für alle Zahlen ; gilt, die " übertreffen, muß auch 

"ß<" 

79 

sein. Die letzte Relation gilt natürlich auch, wenn" = + 00 ist, und 
ist daher allgemein. Ebenso findet man die Relation 

~<p... 

Ist nun ß< ce, so gibt es Zahlen~, die zwischen P und IX liegen. 
Diese Zahlen ~ werden dann selbst von unendlich vielen Elementen ak 

übertroffen, aber nur von höchstens endlich vielen bkl und hieraus 
folgt, daß es daun unendlich viele Elemente ak geben muß, die in der 
Folge (2) nicht enthalten sind. Ebenso schließt man für den Fall, 
wo ~ < {J ist. 

Satz 5. Zwischen den Hauptlimites ~ und Ci einer Zahlenfolge 

und den Hauptlimites ! und {J einer beliebigen ·ihrer Teilfolgen 

bll b" bs , ... 
bestehen stets die Relationen 

~s.p"<{J<". 

Gibt es nur endlich viele Elemente der ersten Folge, die nicht in der zwei
ten vorkommen, so ist außerdem immer 

~={J und "={J. 
Nach genau derselben Methode beweist man den Satz: 

Satz 6. Bestehen ewisclien den Elementen eweier Zahlenfolgen' GI' 

a2 , .••• tmd b1 , bs, ... die Bedinglmgen 

a;,. < b" (n= 1,2,3, ... ), 

so gelten auch zwischen ihren HauptliJmites ~, Ci, ß und ß die Relationen 

~<!!. und ce<{J. 

90. Wir betrachten zwei beliebige Zahlenfolgen 

sowie die Zahlenfolge 

al1 a" as, ... , 
bu b2 , b3 ; ;. ., 
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die man erhält, wenn man die Folge der a" und b" gliedweise summiert, 

cn=a"+h,, (n=1,2,3, ... ) 

und bezeichnen resp. mit IX, ~, {j, ß, ;Y, ,., die Hauptlimites dieser Fol
gen. Hierbei wird natürlich stillschweigend vorausgesetzt, daß (falls nicht 
alle an und bn endliche Zahlen bedeuten) die Operation a" + b" fUr jeden 
Wert von n ausführbar ist (§ 22). 

Es seien zunächst a und ß endliche Zahlen und p eine beliebige 
positive Zahl. Die Menge Ni der natiirlichen Zahlen n, fUr welche 

- p 
an> C( + 2' 

ist leer oder endlich; desgleichen die Menge N 2 der natiirlichen Zahlen, 
für welche 

-, p 
bft > P + ~ 

ist. Für alle natiirliche Zahlen, die weder zu Ni noch zu N 2 gehören, 
ist zugleich 

und daher 

c,. < a + ß + p. 

Es gibt aber höchstens endlich viele natürliche Zahlen, die in der 
Vereinigungsmenge (Ni + N 2) enthalten sind; für diese allein kann 

c" > iX + ß + p 
sein und hieraus schließt man, daß 

r<iX+ß+p 
sein muß. Die letzte Relation ist für jede positive Zahl p richtig und 
man hat daher auch 
(1) ;Y<a +ß. 

Es sei zweitens die eine der beiden Zahlen a oder ß gleich - 00 

und die andere von + 00 verschieden, so daß nach dem § 22 

1st. Ist z. B. 
a+ß=-oo 

iX =, - 00 und ß < + 00 , 

so wj-hle man eine beliebige Zahl ~ und eine zweite beliebige Zahl 1J, 
die ß übertrifft. Die Menge der natürlichen Zahlen, für welche 

an > ~ - 'Yj oder b" > 17 
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ist, ist dann leer oder endlich und es gibt nach demselben Schluß wie 
früher ebenfalls nur höchstens endlich viele Zahlen c .. , für welche 

c .. > (~ - '1 + '1) = ; 

ist. Hieraus folgt aber r <; und weil ; eine beliebige endliche Zahl 
bedeutet 

Ist endlich eine der Zahlen " oder ß· gleich + 00 und die andere 
verschieden von - 00, so ist 

"+ß=+oo 
und die Relation (1) ist wieder erfüllt. Diese Relation ist m. a. W. stets 
erfüllt, außer wenn von den beiden Zahlen ttund ß die eine gleich + 00, 

die andere gleich - 00 ist, d. h. wenn di~ Summe " + ß nicht definiert 
ist (§ 22). 

91. Wir wollen jetzt r mit (tt + ß) vergleichen; es seien zuilächst die 
beiden Zahlen tt und ß endlich und p eine beliebige positive Zahl. Die 
Menge N1 der natürlichen Zahlen, für welche 

- p 
a">«-2' 

ist unendlich; die Menge Ns, für welche 

bll<.~ - ~, 
ist leer oder endlich. Unter den Elementen von ~ sind also sicher un
endlich viele vorhanden, die nicht in Na enthalten sind, und für diese 
ist zugleich 

a >"_.1.. und b >Jl_~. 
n 2 .. ~ 2 ' 

es gibt also eine unendliche Menge von natürlichen Zahlen, tür welche 

cll >."+f!.-p 
ist. Hieraus folgt aber 

r>tt+f!.-p; 
und, da die positive Zahl p beliebig ist, 

(1) r>" + f!.. 
Es sei zweitens" = + 00 und ß von - 00 verschieden; ist dann ~ 

eine beliebige Zahl und '1/ < ß, so'sieht man genau wie oben, daß es 
unendlich ·viele natürliche Zahlen gibt, für welche zugleich 

a .. > ; - '1 und b,. > '1/ 
Caralh6odor,., Beeile Funktionen. 2. Anfl. 11 
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stattfinden. Also gibt es auch unendlich viele natürliche Zahlen n, für 
welche 

cn > ; 
ist. Ebenso wähle man 'Yj < Ci und ; beliebig, wenn Ci > - 00 und 
~ = + 00 ist; dann gibt es unendlich viele Zahlen n, für welche zugleich 

an > 11 und bn > ; - 'Yj 

stattfinden. Für diese natürlichen Zahlen ist dann auch 

cn > ;. 
In den beiden letzten Fällen muß also r ~ ~ sein, und weil ; be

liebig war, 
r=+oo=Ci+~ 

sein. Die Bedingung (1) ist ferner stets erfüllt, wenn der eine der 
beiden Hauptlimites Ci und ß gleich - 00 und der andere von + 00 

verschieden ist, denn man hat dann 

a+~=-oo; 

wir sehen also, daß sie immer stattfindet außer, wenn die Operation 
ä + ß nicht ausführbar ist, d. h. wenn die eine der Zahlen Ci oder ß 
gleich + 00 und die andere gleich - 00 ist. -

Durch Vertauschung der beiden Folgen an und b" erhält man aus (1) 
die Relation 

r~~+ß. 
Wendet man endlich die Resultate des vorigen und dieses Para

graphen auf die Folgen (- an), (- bn) und (- cn) an und berücksichtigt 
den Satz 4 des § 88, so kommt: 

- r ~ (-~) + (- ß); - r 2: (-~) + (- ß)j - r ~ (- ä) + (- ß) - - - - -
oder 

r 2: !! + ~j l ~ ~ + ß; 1.;;S; ä + ß 
und wir können also den Satz behaupten: 

Satz 7. Zwischen den Hauptlimites ~, ä, ß, ß, r, r der drei Zahlen-
~~ - -

(n=1,2,3, ... ) 
bestehen stets die sechs Bedingungen: 

!! + ~ < r. ~ ~t: < r:::; ä + ß. 
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Jede dieser sechs Bedingungen ist imrner richtig, wenn sie einen Sinn hat, 
d. h. wenn nicht in den vorkommenden Summen (an + bn), Ca + ß) u. s. f. 
der eine Summand gleich + 00, der andere gleich - 00 ist. 

92. Es seien al , az, ... und bll b2 , ••• zwei Zahlenfolgen, die aus 
lauter positiven, endlichen Zahlen bestehen und für welche die Glei
chungen 
(1) a"bn =l (n=1,2, ... ) 

sämtlich erfüllt sind. Die Hauptlimites dieser Zahlenfolgen bezeichnen 
wir wieder mit ~, «, ß und ß und bemerken, daß keine dieser Zahlen 
negativ sein kann. Ist nun a>O und 1'} eine positive Zahl, die kleiner 
als a ist, 
(2) 0< 1} < a, 
so gibt es unendlich viele natül'liche Zahlen 1'&, für welche an> 17 
ist, und daher nach (1) 

ist. Hieraus folgt aber 

(3) 

1 b < ---
n 1) 

1 
ß<--· - - 1/ 

(4) 

Ist zweitens a < + 00 und ~ eine beliebige Zahl oberhalb a, 
ce< ;, 

so gibt es nur höchstens endlich viele natürliche Zahlen, für welche 
an> ; und daher auch nach (1) 

ist. Hieraus folgt aber 

(5) 

1 
b,,<~ 

Ist also zunächst a eine endliche und von Null verschiedene Zahl, 
so folgt aus (3) und (5), daß die Zahl ß ebenfalls endlich und von Null 
verschieden sein muß, und diese Relatlonen können dann geschrieben 
werden 

(6) 

Hieraus folgt aber 

(7) 1 
7f =", 

weil man sonst entweder eine Zahl 1} oder eine Zahl ; finden könnte, 
für welche die Relationen (2), (4) und (6) nicht zugleich gelten können. 

6* 
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Ist aber iX = + 00 (oder Li = 0), so kann man 1J (oder -f) gleich 
einer beliebigen positiven Zahl p setzen und es folgt dann aus (3) 
(oder (5») 

~ = 0 bzw. 2 = + 00. 

Satz 8. Bestehen zwischen swei Zahlenfolgen mit positiven Elementef.l
a" und b" die Bedingungen 

a"b" = 1, (n=1,2, ... ) 

so ist von den beiden Hauptlimites iX und ß der eine gleich Null, falls der 
andere unendlich ist und umgekehrt, und in jedem anderen Falle .ist 

iXß = 1. 

Das Ergebnis des vorigen Satzes kann ohne Mühe auf den Fall er
streckt werden, daß die an auch die Werte 0 und + 00 annehmen, und 
die entsprechenden b .. gleich + 00 bzw. gleich 0 sind. 

93. Wir betrachten jetzt wieder drei Zahlenfolgen, deren Elemente 
an' b", c" nicht negativ und durch die Gleichungen 

c" = a"b" 
miteinander verburiden sind. Die Voraussetzung, daß die Zahlen a", b" 
alle endlich sein sollen, ist für das Folgende nicht notwendig; wir müssen 
nur verlangen, daß, wenn a" = + 00 ist, b" > 0 und wenn a" = 0 ist, 
b" < + 00 sein soll. Es seien wieder ~, ", {:J, p, r und f die Haupt-
limites dieser Folgen. - -

Wir nehmen zunächst an, die beiden Zahlen iX und ß seien beide 
endlich und bezeichnen mit p eine beliebige positive Zahl. Es gibt nur 
höchstens endlich viele natürliche Zahlen, für welche 

a" > iX + p oder b" > {:J + P 

ist. Ist aber zugleich a" < iX + P und b,,~ ß + p, so ist auch 

c" = a"b" ~(iX + p) (fJ + p) 

und hieraus folgt, daß es nur höchstens endlich viele natürliche Zahlen 
gibt, für welche 

sein kann. Dies besagt aber, daß für jedes p > 0 

(1) 
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ist. Es sei nun E eine beliebige positive Zahl; setzen wir 11 gleich der 
kleineren der beiden Zahlen 

so ist: 

(2) 

1 und I! 

a+p+l' 

I (<< + p) (ß + 11) = ""ß + p Ca + ß + 11) 

< ""ß + p Ca+ ß + 1) 
<""ß+E. 

Aus (1) und (2) folgt dann, daß r <""ß + E ist, und da letzteres 
für jedes positive E gelten muß, bekommt man 

(3) 

Die letzte Relation ist natürlich auch dann erfüllt, wenn eine der 
heiden Zahlen gleich + 00 ist und die andere endlich oder unendlich 
aber =1= 0; denn man hat dann 

aß = + 00. 

94-. Wir nehmen jetzt an, die beiden Zahlen a und ß seien endlich 
und von Null verschieden. Sie müssen dann heide wegen unserer Vor
a.ussetzungen positiv sein, und wenn E eine beliebige positive Zahl be
deutet, so ist die kleinste der drei Zahlen 

- ß E 
", _' ii + ~ 

ebenfalls positiv; diese letzte Zahl bezeichnen wir mit 11. 
Es gibt nur höchstens endlich viele natürliche Zahlen n, für welche 

bn < f!-p 
ist, dagegen unendlich viele, für welche 

an> ä-p 

ist. Also gibt es auch unendlich viele natürliche Zahlen, für welche 
zugleich 

a" > a - 11 und bn > ~ - p 
und daher auch 

c .. = a" b n > ("" - 11) (~ - p) 
stattfindet. Mithin ist 
(1) r > (a - p)(~ - p) . 
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(2) 
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Anderseits haben wir 

(Ci - p) (~- p) = ä~ _ p (Ci +~) + pS 

> ä~ - p (Ci +~) 

>ä~ - E. 

Es ist also, da E beliebig gewählt werden konnte, 

r>Ci~. 

§ 94 

Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn eine der Zahlen a 
oder ß gleich + 00 und die andere =1= 0 ist. Es sei z. B. Ci = + 00; 

man wähle zwei positive Zahlen ~ und 'YJ, von denen die erste beliebig _ 
und die zweite kleiner als ß ist. Dann beweist man mit ähnlichen Über
legungen, wie diejenigen, die zu (1) führten, die Relation 

r~~''YJ 

und da nach fester Wahl von 'YJ die Zahl ~ beliebig genommen werden 
kann, muß 

sein. Endlich ist die Relation (2) ebenfalls erfüllt, wenn die eine der 
Zahlen Ci oder ß verschwindet und die andere endlich ist; denn es ist 
dann "äß = O. -

. Gibt es unter den Elementen an oder b .. unendlich viele verschwin-
dende, so gilt dasselbe für die Folge der c .. und wir haben 

~~ =t= 0 
und daher auch 

~ ~ (i~, 

außer, wenn die Produkte Ciß oder ~ß nicht ausführbar sind. 
Sind aber nur höchsten; endlich -;iele natürliche Zahlen vorhanden, 

für welche an oder b .. verschwinden, BO kann man, um die Unbestimmt
heitsgrenzen ~,Ci, ~,ß, t, r zu berechnen, von diesen absehen (§ 89, 
Satz 5), und daher voraussetzen, daß die Elemente a .. , b" und c .. alle 
positiv sind. Wendet man dann die vorhergehenden Resultate auf die 
drei Folgen 

(n=1,2, ... ). 

an, so ergibt sich mit Hilfe des § 92 
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oder 
(3) 

Bei dieser Überlegung muß man natürlich die Fälle, in welchen 
eine oder mehrere der Zahlen ~, ß, ß, r gleich Null oder unendlich 
sind, wieder getrennt behandeln, un-d man sieht leicht ein, daß die Rela
tionen (3) immer dann stattfinden, wenn in den vorkommenden Produk
ten nicht die eine Zahl gleich Null und die andere gleich + 00 ist. 

Satz 9. Sind 
(n=1,2, ... ) 

dTei beliebige Folgen von nicht negativen Zahlen mit den Hauptlimites ff, a, 
ß, ß, r, r, so bestehen zwischen diesen Zahlen immeT die Relationen 

ß/ <fXß<- <--ß 
~_ ---f.=~~=r=IX, 

solange nicht in den vorkommenden PTodu7cten der eine FaktoT gleich Null 
und dCT andere gleich + 00 ist. 

95. Die Hauptlimites einer Zahlenfolge kann man durch schritt
weise Bildung von oberen und unteren Grenzen berechnen: 

Satz 10. Bezeichnet man mit an die obere, mit < die untere GTenze 
deT Zahlenfolge 
(1) a", a"+l' a1<+2' ... 
und setzt 
(2) ; = untere Grenze von {lXI' IXi , ... }, 

(3) 1J = obere Grenze von {a/, IX2', ... }, 

so sind die Zahlen ; und 1J gleich den Hauptlimites IX und ~ der Zahlen
folge 
( 4 ) all aa' an, . . . . 

Der Wortlaut dieses Satzes ist so zu verstehen: sind alle an = + 00, 

so hat man auch; = + 00 zu setzen, und ebenso muß man 1J = - 00 

nehmen, wenn sämtliche IX; gleich - 00 sind. 
Wir wollen z. B. beweisen, daß die durch die Gleichung (2) defi

nierte Zahl; gleich dem oberen Limes der Folge (4) ist. Dazu be
merken wir, daß die Zahlenfolge (1) durch Weglassen von endlich vielen 
Elementen von (4) entsteht; nach dem Satze 5 des § 89 haben also die 
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beiden Folgen dieselben Hauptlimites7 und es kann daher die obere 
Grenze IX .. von (1) nicht kleiner als /X sein: 

(5) IX,,~ /X. 

Ist insbesondere /X = + 00, so ist für jedes n die Zahl IX. = + 00 

und dasselbe gilt dann auch von ;j man kann dann schreiben 

(6) ~ "'" /X. 

Ist aber /X < + 00, so sei ~' irgend eine Z~ die /X übertrifft. Es 
gibt dann nur höchstens endlich viele natürliche Zahlen n7 für welche 

(7) a,,~ r 
ist. Bezeichnet man mit no die größte unter diesen natürlichen Zahlen, 
oder die Zahl Null im FalIe7 daß die Bedingung (7) für keinen Wert 
von n stattfiudet7 so ist fürn > no stets an< r und man hat daher 

IX ... +1 S~'. 
Hieraus folgt aber nach (2) 

~~r 
und da r eine beliebige Zahl bedeutet7 die" übertrifft: 

~~/X. 

Anderseits entnimmt man aus (2) und (5) 

~ 2/X' - , 
und es muß daher7 wie wir angekündigt hatten7 

~=/X 

sein. Genau ebenso beweist man, daß 'YJ = ~ ist 

(1) 

Konvergente Zahlenfolgen. 
96. De1l.nition. Eine Zahlenfolge 

heißt konvergent7 wenn ihre beiden Hauptlimites zusammen
fallen: 

lim a" = lim an; 
n=oo »=00 

der gemeinsame Wert dieser beiden Zahlen heißt der Grenz
wert der Folge (1) und wird mit 

lim a" 
bezeichnet. 
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Der Grenzwert einer Zahlenfolge kann sowohl endlich als auch un
endlich sein.*) Er ist z. B. dann und nur dann gleich + 00, wenn 

lim an = + 00 

ist; wegen des Satzes 3 des § 87 ist dann nämlich auch immer 

lim an = + 00. 
n=oo 

Ist die Zahlenfolge (1) konvergent, und ist der Grenzwert 

€X = lim an 
71==00 

eine endliche Zahl, so gibt es - wenn E eine beliebige positive Zahl 
bedeutet - nur endlich viele natürliche Zahlen n. für welche 

(2) a" > Cf. + E oder an < IX - E 

ist. D. h. es gibt nur endlich viele natürliche Zahlen n, für welche 

(3) 

ist. Existiert umgekehrt eine endliche Zahl (x, so daß für jedes belie
bige positive E nur endlich viele Elemente der Zahlenfolge (1) die Be
dingung (3) befriedigen, so konvergiert die Zahlenfolge gegen (x. In der 
Tat ist, wenn man mit ~ und a die Hauptlimites unserer Folge be
zeichnet, für jedes positive E 

" < (X + c und ~ 2: (X - E 
und daher 

Diese heiden letzten Bedingungen in Verbindung mit ~ < " zeigen aber, 
daß 

~=a=a 

ist. 
Satz ]. Dafür, daß eine Zahlenfolge alJ as, ... ue.qen eine endliche 

Zahla konvergiere, ist notwendig und him-eichena, daß bei beliebig vor
geschriebenem E > 0, nur höch,tens endlich viele natürliche Zahlen n exi
stieren, für welche 

lan-al> E 

ist. 

*) Gewöhnlich, werden Zahlenfolgen mit unendlichem Grenzwert als diver
gent bezeichnet; die im Text benutzte Terminologie besitzt aber in Hinsicht 
auf unsere späteren Ziele große Vorteile, auf welche wir nicht verzichten wollen. 
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97. Es sei 
(1) 

eine beliebige Folge von endlichen Zahlen. Wir setzen 

(2) b" = obere Grenze von {!a,,+l- anl, lan+2-a"l, ... ). 
Ist der obere Limes a der Zahlenfolge (1) gleich + 00, und bezeichnet 
man mit ~ eine beliebige positiye Zahl, so gibt es, wenn die Zahl n ge
geben ist, unendlich viele natürliche Zahlen k, für welche die Ungleichheit 

Gk > an + ~ 
gilt. Unter den Zahlen !a"+l- an!, !a"H- anl, ... gibt es also auch 
mindestens eine, die größer als ~ ist und man folgert hieraus 

b. > ~ 
und daher auch, weil ~ eine beliebige positive Zahl bedeutet 

b1l = + co. 

Alle Elemente der Zahlenfolge b" sind dann gleich + 00 und man findet 
ebenso, daß ebenfalls alle b1• = + 00 sind, wenn der untere Limes der 
Zahlenfolge (1) gleich -00 ist. Wenn aber wedera=+oo noch ~ = - co 
ist, so müssen beide Zahlen a und tX endlich sein. Ist dann c eine be
liebige positive Zahl, so gibt es nur höchstens endlich viele natürliche 
Zahlen k, für welche ak außerhalb des Intervalls 

IX--~<X<IX+-.!· - 2 2 

liegt. Hieraus folgt erstens, daß man ein Intervall finden kann, in 
dem sämtliche Zahlen der Folge (1) liegen, woraus man entnimmt, 
daß die b" lauter endliche Zahlen sind, die alle unterhalb einer festen 
Schranke liegen. Zweitens aber folgt aus dieser selben Tatsache, daß 
man eine natürliche Zahl N finden kann, so daß für jede natürliche 
Zahl n :2 N die Bedingung 

l! - E 

IX - 2 < a" < IX + 2 

stattfindet, und daß daher für jedes n > N und für jede natürliche Zahl p 

la,,+p-a,,1 <Ca -~) + c. 

Die Definitionsgleichung (2) von b" zeigt dann, daß für jedes n > N 

b" ~ (Ci - i) + c. 

Es gibt also nur höchstens endlich viele bn • welche die Zahl (a-~) + E 

übertreffen, und man ha~, wenn man mit ß den oberen Limes der Zah-
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lenfolge bu b2, • •• bezeichnet 

ß < (a-~) + E. 

Die letzte Relation ist für jedes beliebige E > 0 erfüllt, und man hat 
daher 
(3) ß < tx -~. 

Anderseits hat man, wenn man mit ßo die untere Grenze und mit ß 
den unteren Limes der l!'olge b1 , b2 , • •• bezeichnet und wenn man be
rticksichtigt, daß kein b,. negativ sein kann, 

(4) 

Konvergiert nun die Zahlenfolge (1) gegen eme endliche Zahl a, so 
hat man 
~ tx=a=tx 
und daher nach (3) und (4) 

(6) 0 = ßo = ~ -= p. 
Die Zaplenfolge bll bi , .•. konvergiert also ebenfalls und zwar 

gegen N uU und die untere Grenze ßo der Zahlen b" ist auch gleich N uU. 
Es sei umgekehrt 

(7) ßo = 0; 

dann kann man, wenn E eine beliebige positive Zahl bedeutet, eine natür
liche Zahl n finden, für welchp, 

E 

b,. < 2 

ist. Ist dann p eine beliebige natürliche Zahl, 80 ist nach (2) stets 

!a,.+p- anl < ; , 
oder 

Es gibt also nur höchstens endlich viele natürliche Zahlen k, nämlich. 
die Zahlen des Abschnitts k < (n - 1) der natürlichen Zahlenreihe, für 
welche ak außerhalb des abgeschlossenen Intervalls 

8 E 

an - "2 < X < an + 2" 

liegen kann, und hieraus folgt, daß (an - ;) nur höchstens endlich 

viele ak übertrifl't, und daß (an + i-) nur durch höchstens endlich viele 
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a,. übertroffen wird. Man kann daher schreiben, wenn man noch die 
Relation ~ < iX berücksichtigt, 

a" - ; <~;;S; ä < a" + : 
und also auch 

a - ~ < E. 

Da E beliebig ist, muß also a = ~ sein) d. h. die Folge (1) muß konver
gieren und es müssen also auch die Zahlen ß und ß gleich Null sein. 

Satz 2. Es sei au al!' ... eine Zahlenfolge mit den endlichen Haupt
limites ~ und ct. Setzt man für jede natürliche Zahl n 

b".=obere Grenze von {la"+l-a"l, la"+ll-a"I, ... }, 
so ist notwendig und hinreichend für die Konvergenz der Folge der a~ daß 
d·ie Folge der b" gegen Null konvergiere oder auch nur, daß die untere 
Grenze der bn gleich Null sei. 

Drückt man die Bedingung, daß die untere Grenze Po der Folge 
b1 , bs • ••. verschwinden soll, explizite aus, so führt der letzte Teil des 
v.origen Satzes auf· das Konvergenzkriteri,um von Cauchy. 

Satz 3. Cauchys Konvergenzkriterium. Eine notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß eine Zahlenfolge ~,as, ... konvergent 
sei und einen endlichen Grenzwert besitze, ist ,tp,e, daß man zu jeder posi
tiven Zahl E mindestens eine natürliche Zahl N(E) zuordnen kann, so daß 
für jede natürliche Zahl p die Bedingung 

!aN+p-aNI < E 

erfüllt ist. Man kann dann zu jeder positiven Zahl E eine Zahl N' su
ordnen, so daß für jede natürliche Zahl p und für jede natürliche Zahl 
n~N' 

ist. 

98. Ist ~, all , ..• eine konvergente Folge von Zahlen und bu bll, .•• 

irgendeine ihrer unendlichen Teilfolgen, so gelten nach dem Satze {) des 
§ 89 zwischen den Hauptlimites dieser Folgen die Beziehungen: 

ct<~;;S;ß<" 

und da hier ~ = a = a ist, muß auch ~ = ß = asein: 

Satz 4. Jede Teilfolge einer konvergenten Zahlenfolge ist konvergent 
und besitzt denselben Grenzwert. 
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Man kann einen Satz derselben Art auch für nicht konvergente 
Zahlenfolgen aufstellen: 

Satz 5. Jede unendliche Zahl({Y/,{olge a1, a2 , • • • besitzt Teü{olgen 
b1 , b~, . . ., die gegen ihren oberen Limes « oder gegen ihren unteren 
Limes ~ konvergieren. 

Wir wollen z. B. bu bl1 ••• so bestimmen, daß 
lim bn = a 

ist. Ist« = - 00, so ist die Folge der a" konvergent, und man kann 
b" -= an setzen. 

Ist a eine endliche Zahl und p eine gegebene natürliche Zahl, so 
betrachten wir die Gesamtheit Np der natürlichen Zahlen n, für die 

_ 1 
a >a---n p 

ist. Für jedes p ist dann Np eine unendliche Menge von Zahlen; wir 
setzen nl- gleich der kleinsten natürlichen Zahl von ~, hierauf n2 gleich 
der kleinsten Zahl von Na, die > n1 ist, also n2 gleich der kleinsten Zahl 
von Na - { n1 } N, und allgemein nk+l gleich der kleinsten Zahl, die in 

Nk+l- {nl1 nS, "" n.d~+l 
vorkommt. Setzt man dann 

so ist die Zahlenfolge, bl1 bs, ..• eine Teilfolge der gegebenen und fUr 
ihren oberen Limes 7i gilt daher die Relation 

(1) 

Anderseits ist für jede natürliche Zahl k > P 

b - 1 >- t k>a-"k=tX- p' 
Es gibt also nur höchstens endlich viele Zahlen b11 bS1 • • • 1 die durch 
(a - ;) übertroffen werden, und der untere Limes fJ der Zahlenfolge 

b1, b21 ••• genügt der Relation 

ß 2a-~ -- p 

Da dieses für jede natürliche Zahl p stattfindet, so hat man 

~ 2« 
und daher mit Berücksichtigung von (1) und yon ~ < ß 

~;= fJ = a. 
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Ist schließlich a = + 00, so ändere man den obigen Beweis dahin, 
daß man die Zahlenfolge 

(P= 1,2, ... ) 

durch die Folge der natürlichen Zahlen ersetzt. 

Ein Korollar unseres letzten Satzes ist folgendes: 

Satz 6. Wenn dei" obere Limes jeder unendlichen Teilfolge einer ge
gebenen Folge al1 a'2' ... immer gleich einer und derselben Zahl ist, so 
konvergiert die Folge der ak • 

Wäre nämlich f': < Ci, so könnte man zwei Teilfolgen von a1 , (/2' .•• 

finden, die bzw. gegen f': und Ci konvergieren, deren obere Limites also 
voneinander verschieden sind. 

99. Die Sätze 4-10 der §§ 88-95 erlauben das Rechnen mit 
konvergenten Zahlenfolgen zu begründen. Wir bedienen uns der 
folgenden bequemen Symbolik: 

ak - IX 

soll bedeuten, daß die Folge all a2 ) ••• konvergiert, und daß 

ist. 

lim ak = IX 
k=o> 

Wir entnehmen nUll aus dem Satze 6 des § 89 folgendes Resultat: 

Satz 7. Ist für jedes k die Relation a" < b" C1iüllt, so folgt aus 

(/k --.. IX und b" -)- ß, 
auch IX <ß. 

Ferner liefert der Satz 4 des § 88 unmittelbar das Ergebnis: 

Satz 8. Ist für jedes k die Relation a" = - b" erfüllt, so folgt aus 
(/k - IX a·uch b" -)- - a. 

Eine direkte Folge des Satzes 7 des § 91 ist ferner: 

Satz 9. Sind al1 a2 , • • • und bu b~, . . . zwei gegebene Zahlenfolgen, 
von denen die erste gegen a konvergiert, so gelten die Gleichungen 

lim (a" + bk) = a + ß, 
k=o> 

solange die vorkommenden Summen ausführbar sind. Aus 

a" --.. IX und b" -)- ß 
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folgt dnnn insbesondere 
(Ole + bk) --~ (a + ß), 

falls diese Sttmmen einen Sinn haben. 

95 

lOO. Bei der Übertragung des Satzes des § 94 kann man sich von 
der Bestimmung, daß die vorkommenden Zahlen alle positiv sein müssen, 
befreien, und folgendes behaupten: 

Satz 10. Sind die Folgen 0,11 a2 , •.• umd bll bi , ... konvergent, so 
folgt aus ak -~ a ttnd bk -- ß, daß auch 

ukble -- aß, 
wenn diese Produkte einen Sinn haben. 

Es seien zunächst die Grenzwerte a und ß beide positiv; dann 
gibt es nach Voraussetzung nur höchstens endlich viele ale und ebenso 
nur höchstens endlich viele ble , die negativ oder Null sind. Es gibt also 
eine Zahl N, so daß für jede natürliche Zahl p sowohl aN+p> 0 als 
auch bN + p > 0 ist. Die Zahlenfolgen aN+l, aN+2, ••• und bN +1, bN-t 2, ..• 

konvergieren als Teilfolgen der gegebenen Folgen gegen die Grenzen a 
und ß (§ 98, Satz 4) und die Relationen des Satzes 9' in § 94 liefern dann 

p=oo 

Die Folge 0,1 bu a 2b2 , .•. , die sich von der Folge aN+l bN + 1, aN+2bN+2,., . 
nur UID endlich viele Elemente unterscheidet, hat dieselben Hauptlimites 
wie diese (§ 89, Satz 5) und muß daher auch gegen aß konvergieren. 

Ist zweitens die eine der beiden Zahlen a und ß, z. B. die Zahl cx, 
negativ, so setze man a/ = - ak , Dann ist nach dem Satz 8 des vorigen 
Paragraphen die Folge a/, a2', ••• konvergent und 

nach dem soeben bewiesenen Resultat ist dann 

ak'bk -- - aß, 

und, da für jedes k die Zahlen alcbt und ale'bk entgegengesetzt sind, 

akb" -~ c'ß, 

Ähnlich sieht IDall die Richtigkeit unserer Behauptung ein, wenn 
heide Zahlen a und ß negativ sind. 

Ist schließlich IX = 0 und ß eine endliche Zahl, so ist die Folge 
bll bv ... beschränkt, falls nicht einige bk unendlich sind. Es gibt 
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aber jedenfalls eme Zahl M und eine natürliche Zahl ko, so daß für 
jedes Ir> /;,0 

ist. Ist dann E eine beliebige positive Zahl, so gibt es, weil ak gegen 
Null konvergiert, nur höch~tens endlich viele natürliche Zahlen k, für 
welche 

lakl~~ 
ist; für alle anderen Werte von k ist aber dann 

lakbkl< E. 

Es gibt also nur höchstens endlich viele Werte von k, für welche 
lakbkl ;;::::: Eist, d. h. 

Der angekündigte Satz ist also für alle Fälle bewiesen. 

101. Endlich gilt noch der Satz: 

Satz 11. Ist unter denselben Voraussetzungen wte zm vorigen Satze 
jedes bk endlich und + 0, ß + 0, ?tnd sind tX und ß nicht beide oe, so 
ist die Folge 

konvergent, und es ist 
ak a 

bk -1' 
Es genügt den Satz für ß > 0 zu beweisen, da man diese Voraus

setzung erzwingen kann, indem man mit Berücksichtigung des Satzes 8 
(§ 99) nötigenfalls jede der Zahlen ak und bk durch die entgegengesetzten 
Zahlen - ak und - bk ersetzt. Es sind dann höchstens nur endlich viele 
Zahlen bk nicht positiv und für die übrigen gilt nach dem § 92 

lim!-=..!.-. 
k=", bk ß 

Diese Relation gilt aber dann ebenfalls, wenn wir die negativen bk hin
zufügen, und der behauptete Satz reduziert sich nun auf eine einfache 
Anwendung des vorigen. 

102. Eine Zahlenfolge all a2 , as, ... heißt monoton wachsend, 
wenn stets für jede natürliche Zahl k 

(1) 
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ist, sie heißt monoton abnehmend, wenn für jedes k 

ist. 
ak +1 < ak 

Satz 12. Eine monotone Zahlenfolge konvergiert stets. 1st sie wachsend, 
so konvergiert sie gegen ihre obere Grenze, ist sie abnehmend, gegen ihre 
untere Grenze. 

Wir wollen z. B. eine monoton wachsende Zahlenfolge betrachten 
und mit ~, "" und a ihre beiden Hauptlimites und ihre obere Grenze be
zeichnen. Wir haben dann mit den Bezeichnungen des § 95 und, wenn 
wir die Bedingungen (1) berücksichtigen: 

a" = obere Grenze von {a", an +l1 ••• } = a, 

lXn'= untere Grenze von {an, an +ll ..• } = a". 

Ferner haben wir nach dem Satze 10 desselben Paragraphen 

a = untere Grenze von {all "2' ... ) = a, 

a = obere Grenze von {a/, "2', ... } = a. 

Also ist, wie wir beweisen wollten, 

a = a = a. 

103. Es sei s eine positive Zahl; wir wollen: die Folgen unter
suchen, die dadurch entstehen, daß man 

a1 = sund ak +1 = s·a" 

setzt. Dann ist ak eine sogenannte Potenz von s und man schreibt 
ak = Sk. Ist s größer als Eins, etwa gleich (1 + p), so ist die Folge 
der Potenzen s, s~, ... monoton wachsend, denn es ist 

Sk+l = (1 + p)Sk> Ski 

sie konvergiert also gegen ihre obere Grenze, von der wir zeigen wollen, 
daß sie gleich + 00 ist. Dazu beweisen wir die Ungleichheit 

Sk > (1 +kp). 

Diese ltelation ist in der Tat für k = 1 erfüllt, und wenn sie für ein 
beliebiges k erfüllt ist, so ist 

sk+ 1 = (1 + p) Sk 2 (1 + p) (1 + kp) , 
und folglich 

Sk+l2: 1 + (k+ l)p + kp 2 > 1 + (k+ l)p. 
Caratheodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl. 7 
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Ist M eine beliebige Zahl, so kann man k so wählen, daß 

1 +kp>M 

ist (§ 18); das entsprechende Sk ist dann auch größer als M, und die 
obere Grenze aller Sk ist also größer als jede beliebige Zahl und also 
gleich + 00. Wir können also schreiben 

Sk -+ + 00 (für s> 1). 
Ist dagegen s < 1, so setze man 

t=~. 
8 

Es ist dann 

tk = !' 
und, da t> 1 ist, folgt nach dem Obigen 

I . 1 
1m k = + 00, 

k=oo S 

also nach dem Satze 11 des § 101 
Sk -+ 0 (0< s < 1). 

Endlich sieht man, daß die letzte R.elation auch für negative s statt
findet, sobald Isl < 1 ist, denn es ist allgemein 

Iskl = Is\k. 

Summen von positiven Zahlen. 
104:. Es sei 

(1) Pli P2' Pa, ... 
eine Folge von lauter nicht negativen Zahlen. Ist 

nl , ~, ... , nk 

irgend eine Menge, die aus endlich vielen verschiedenen natürlichen 
Zahlen besteht, so nennt man die Summe 

(2) PlIl + Pn• + ... + Pnk 

eine Teilsumme der Folge (1). 

Definition. Wir definieren jetzt als Summe 

(3) 

sämtlicher Zahlen der Folge (1) die obere Grenze aller mög
lichen Teilsummen (2). 
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Diese Summe ist also stets eine nicht negative Zahl, die auch gleich 
+ 00 sein kann. Um sie zu berechnen, genügt es, diejenigen ihrer Teil
summen zu betraehten, die den Abschnitten der natürlichen Zahlenreihe 
entsprechen. Es gilt der Satz: 

Satz 1. Setzt man 
sm = Pl + PB + ... + Pm' 

so i,<d stets 
S == ~Pk = lim Sm' 

k m=co 
In der Tat ist stets 

und daher 

Die Folge 
Sl1 S2' ••. 

ist also monoton wachsend und konvergiert gegen ihre obere Grenze 
(§ 102, Satz 12), die wir mit tJ bezeichnen wollen: 

Sm- €I. 

Nun ist nach unserer Definition der Zahl S = ~Pk stets 
k 

sm <s 
und daher ist auch die obere Grenze tJ der sm nicht größer als 8, 

(4) tJ<s. 
Ist anderseits 

5' = Pn, + Pn~;I- ... + Pn", 

eine beliebige Teilsumme, und bezeichnet man mit m die größte unter 
den endlich vielen Zahlen nll ••• , n"" so enthält sm jede der Zahlen, die 
in s' vorkommen und (sm-5') ist entweder gleich Null oder gleich einer 
Summe von endlich vielen nicht negativen Zahlen. Es ist daher 

s'< sm < €I 

und, da s' eine beliebige Teilsumme von (1) bedeutet, muß auch 

~ s<tJ 
sein. Aus (4) und (5) folgt endlich 

tJ = S, 
wie wir beweisen wollten. 

105. Der Hauptsatz über Summen von positiven Zahlen ist fol-
gender: 

7* 
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Satz 2. Sind Pv Ps, .. , endlich oder abzählbar unendlich viele nicht 
negative Zahlen und ist jedes Pm die Summe von endlich oder absählba'l' 
unendlich vielen nicht negativen Zahlen Pm'" 

Pm=~Pmk' 
k 

so ist die Summe der Pm gteich der Summe der Pm'" 

~Pm=~Pm'" 
m m,k 

Man setze 
(1) (J=~Pm"; m,k 

wir wollen s und 11 vergleichen. 
Wir beb'achten eine beliebige Teilsumme der Pmk 

(2) 

die erste dieser Zahlen wird zu ~iner Summe Pm, gehören; man streiche 
aus der Teilsumme (2) sämtliche Pm" weg, die zu dieser Summe ge
hören. Die Summe der weggestrichenen Zahlen sei "1; es ist dann 
"1 < Pm,. Die erste der übrigbleibenden Zahlen von (2) gehöre zu Pm.; 
man streiche aus (2) nun auch sämtliche Zahlen, die zu Pm. gehören, 
weg; ihre Summe sei "s und wir haben "2 < Pm. Wenn man so fort
fährt, ist man nach höchstens j Schritten zu Ende und es folgt hieraus 

Pm,''',' + pm.' ".' + ... + Pmjk/ = "1 + "s + ... -j- "r1 
< Pm. + Pm. + ... + Pmr , 
<So 

Da die Teilsumme (2) beliebig war, ist für die obere Grenze (j aller 
solchen Teilsummen 
(3) (J < s. 
Es sei nun 1 eine beliebige positive Zahl, die kleiner als s ist, und fL 
eine Zahl zwischen 1 und S: 

J.<p.<s. 

Die Zahlen 1 und p- sind endliche Zahlen, selbst wenn s = + 00 ist. 
Man kann nach dem vorigen Paragraphen eine natürliche Zahl r so 
finden, daß 
(4) sr = PI + Ps + ... + Pr;> p-

ist. Nun wähle man die natürlichen Zahlen kll k"J7 ... , krl derart daß 
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" -" Pu + Pa + ... + PUl> Pi - -r -, 

p.-" 
P21 + P22 + ... + P2k. > P2 - -r-' 

,,-1. 
Pr! + Pr 2 + ... + Prkr > Pr - -r . 
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Die durch Addition dieser Ungleichheiten links entstehende Teilsumme 
der Pm" heiße "0; dann ist 

(J:?:: "0 > P1 + P2 + ... + Pr + (1-p,), 

und mit Berücksichtigung von (4) 

0> 1. 

Da die letzte Ungleichheit für jede Zahl ). < 8 gilt, muß 

o?:.8 
und also, wegen (3), 

0=8 
sein. 

Dieses Resultat zeigt: man erhält die Summe von abzählbar un
endlich vielen nicht negativen Zahlen auch, wenn man die gegebene 
Menge in endlich oder abzählbar unendlich viele Teilmengen zerlegt, 
jede für sich summiert, und die erhaltenen Zahlen wieder addiert. 

Konvergente Reihen. 
106. Es sei 

(1) 

eine Folge von abzählbar unendlich vielen beliebigen reellen endlichen 
Zahlen. Wir bilden die Summen 

(2) 

die aus den m ersten Zahlen der Folge (1) bestehen und betrachten die 
Zahlenfolge 
(3) 81, ~2' 83 , .••. 

Definition. Konvergiert die Zahlenfolge (3) gegen einen 
endlichen Grenzwert s 
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so sagt man, die Reihe 
(4) a1 + a2 + as + ... 
konvergiert*), und besitzt die Summe s; man schreibt: 

s=a1 +a2 +Cl:J+···· 

§ 106 

Die Reihe (4) konvergiert also dann und nur dann, wenn das 
Cauchysche Kriterium (§ 97, Satz 3) für die Folge Sl1 S2' ... der Ab
schnitte der Reihe erfüllt ist. Nun ist aber 

Sm+p - sm = a"m+l + a m+2 + ... + am+p ' 

so daß man das betreffende Kriterium folgendermaßen aussprechen kann: 

Satz 1. Dafür, daß eine Reihe 

a1+aS +'" 
konvergiere, ist notwendig und hinreichend, daß man jeder positiven 
Zahl E mindestens eine natürliche Zahl Neuordnen kann, so daß für ,jede 
natürliche Zahl p 
(5) laNH + aN+! + ... + aN+PI < E 

sei. Man kann dann stets jeder positiven Zahl E eine natürliche Zahl N' 
euordnen, so daß für jede natürliche Zahl p und jede natürliche Zahl n> N' 

(6) 
ist. 

Aus dem zweiten Teil des vorigen Satzes folgt als Korollar, wenn 
man p = 1 setzt: 

Satz 2. Dafür, daß eine Reihe a1 + a2 + . .. konvergiere, ist not
wendig, daß 
(7) lim an = 0 

sei. 

*) Nach unserer früheren Terminologie (§ "96, Fußnote) müßten wir konse
quenterweise auch diejenigen Reihen konvergent nennen, für welche die Zahlen
folge (8) einen unendlichen Grenzwert besitzt; z. B. müßte dann die Reibe 

1-1+2-1+8-1+ ... 

konvergent genannt werden. Dies würde aber nicht nur einer hundertjährigen 
Gewohnheit widersprechen, sondern auch an sich unzweckmäßig sein. Gelegent
lich werden diese Reihen eigentlich divergent genannt im Gegensatz zu den 
Reihen, wie 

1-1+1-1+ ... , 

für welche sn keinen Grenzwert besitzt, und die uneigentlich divergent ge
na.nnt werden. 
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Aus der Bedingung (7) folgt übrigens nicht, daß eine Reihe not
wendig konvergieren muß. Setzt man z. B. 

1 
a"=n' 

so ist zwar (7) erfüllt, aber es ist 
1 1 

la"+l + ... + all+pl> n+p + ... + n+p (pmsl genommen) 

p 
> n+p' 

und daher für p = n 
la"+l + ... + a2n \ > t 

Die Bedingung (6) kann also für keinen Wert von n erfüllt werden, 
wenn man 

nimmt. 
8=1-

2 

107. Es sei q17 qg, ..• eine Folge von positiven Zahlen, deren 
Summe endlich ist; ferner sei a17 a2 , ••• eine Folge von Zahlen, die 
der Bedingung 

genügen. Dann ist stets 

(1) { la"+l + ... + ati+pl < la"'+ll + ... + ja"+PI 
< q"+l + ... + q,,+P' 

Nun kann man, weil die Summe der ql/l endlich ist, jeder positiven 
Zahl 8 eine Zahl N zuordnen, so daß für jedes p 

qN+l+"'+qN+P<E 

ist. Es ist dann auch nach (1) für jedes p 

d. h. die Reihe 
!aN+l + ... + a.N+p! < E, 

ist konvergent. 

Definition. Eine Reihe a1 + all + ... heißt absolut konver
gent, wenn man eine Ji'olge von nicht negativen Zahlen q17 q2"" 
finden kann, deren Summe endlich ist, und für welche 

(2) laml < q", (m = 1, 2, ... ) 
stattfindet 
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Aus (2) folgt: wenn die Reihe a1 + as + . .. absolut konvergiert, 
so muß die Summe der nicht negativen Zahlen 

(3) (m= 1,2,3, ... ) 

endlich sein; denn keine Teilsumme der Folge (3) ist größer als die 
Summe der qm' Ist umgekehrt die Summe der Zahlen (3) endlich, so 
konvergiert die gegebene Reihe absolut: 

Satz 3. Für die absolute Konvergenz einer Reihe 

a1+aa+'" 
ist notwendig und hinreichend, daß die Summe 

endlich sei. 

Wir betrachten noch folgendes Beispiel. Es sei a eine beliebige 
Zahl, die der Bedingung 

genügt. Die Reihe 
(4) 

lal<1 
1 + a + a 2 + aB + ... 

konvergiert. Denn es ist 

und daher 

woraus folgt (§ 103) 

'~m + a m = sm+! = 1 + asm , 

I_am 
s =-

m l-a' 

1 s _--. 
m l-a 

Die Reihe (4) konvergiert aber absolut, weil die Summe 

den endlichen Wert 
1+lal+/ a21+la31+· .. 

besitzt. 

1 

l-I a l 

108. Um zu zeigen, daß es konvergente Reihen gibt, deren Summe 
endlich ist und die nicht absolut konvergieren, betrachten wir eine 
monoton abnehmende Zahlenfolge 

(1) a1 >aa>a3 > ... , 
die gegen Null konvergiert 
(2) am - 0, 
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und hierauf die Reihe 
(3) a1 - aa + as - a4 + .. ' .. 
Die Teilsummen sam dieser Reihe mit geradem Index bilden eine mono
ton wachsende Zahlenfolge, denn es ist 

Ferner ist 
s2m+2 - sam = aam+l - a2m +2 > 0 

Sam = a 1 -(aa-as )-'" -(aam-lI- a2111 _ 1)- a27~. < a1/ 

und hieraus folgt, daß die obere Grenze dieser Zahlen die Zahl a1 nicht 
übertrifft und daher endlich ist. Die Grenze 

m=oo 

ist also endlich. Ganz analog beweist man die Existenz einer endlichen 
Grenze s' für die Teilsummen mit ungeradem Index 

s' = lim S2111+1 
m=oo 

Endlich sieht man, daß 

s' - s = lim (S2m+l- sam) = lim a2m +1 = 0 
m=~ m=~ 

ist, woraus die Konvergenz der Reihe (3) leicht folgt. 
Setzt man nun insbesondere 

1 a =-m m' 

so sind die Bedingungen (1) und (2) erfüllt, und daher die Reihe 

1-t+~-t+ .. · 
konvergent. Diese Reihe ist aber nicht absolut konvergent, weil die 
Summe 

ist (§ 106). 
l+t+i+"'=+OO 

109. Es sei 
(1) 

eine konvergente Reihe und ,1. eine beliebige endliche Zahl. Wir setzen 

(2) bn = la" (n = 1, 2, 3, ... ) 
und betrachten die Reihn 
(3) b1 + bs + .. '. 
Es folgt dann mit den Bezeichnungen 

sm = a1 + ... + a"" tm = b1 + ... + bm 
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aus der Gleichung 
tm = lSm' 

daß die Zahlenfolge tu t2 , ••• konvergiert und daß 

!im tm = llim sm 
11.=00 711=00 

§ 109 

ist (§ 100, Satz 10). Die Reihe (3) ist also ebenfalls konvergent und ihre 
Summe gleich dem Produkte von l mit der Summe von (1). Ist die 
Reihe (1) absolut konvergent, so ist die Summe der positiven Zahlen 

Ibnl = 1),lla,,1 (n= 1, 2, .. J 
endlich; woraus die absolute Konvergenz der Reihe (3) folgt. 

Satz 4. Ist 
(4) 

eine konvergente Reihe und 1 eine beliebige endliche Zahl und setzt man 

so ist die Reihe 
b" = laß' (n = 1, 2, 3, .•• ) 

(5) t = b1 + bs + ... 
konvergent und man hat 

t = l·s, 

1st die Reihe (4) absolut konvergent, so gilt dasselbe von der Reihe (5). 
Wir beweisen ferner den Satz: 
Satz 5. Sind 

(6) s = a1 + a2 + . .. u·nd t = b1 + b2 + ... 
zwei kom:ergente Reihen von Zahlen, so ist die Reihe 

(7) r = (al +b1) + (a2 + b2 ) +"', 
die man dU1'ch gliedweise Addition erhält, ebenfalZs konvergent, und stellt 
die Zahl (s + t) dar. Sind die beiden Reilten (6) absolut konvergent, so 
gilt dasselbe von der Reihe (7). 

Setzt man in der Tat 

sm = a1 + ... + am , tm = b1 + ... + bl1., 

so ist 
r m = (al + bl ) + ... + (a", + b7l.), 

f,m = S'" + tm , 

und daher die Folge r ll r 2 , ••• konvergent (§ 99, Satz 9); außerdem gilt 
dann die Gleichung 

lim r m = lim sm + lim tm = S + t. 
"'=c» 1n=00 m=c:o 
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Den letzten Teil des zu beweisenden Satzes entnimmt man aus der 
Relation 

lam+bml < laml +Ibml· 
Ein ganz analoger Satz gilt über die gliedweise Subtraktion von 

zwei konvergenten Reihen. 

110. Es sei 
(1) 

eine absolut konvergente Reihe und man setze 

(2) Ja".J + a", JamJ- a", 
Pm =- 2 ' q1n = 2 . 

Die Zahlen Pm und ql1l genügen den Bedingungen 

(3) 

(4) 

und hieraus folgt, daß man die Reihe (1) durch gliedweise Subtraktion 
von zwei Reihen mit nichtnegativen Gliedern 

(5) 

(6) 
P=Pl +P2 +"', 
q = ql + q2 + ... 

erhal,ten kann, die beide eine endliche Summe besitzen. Wir haben also 
s = P - q; nun bemerke man, daß nach (2) die Zahlen Pm gleich a", 
oder gleich Null sind, je nachdem am positiv ist oder nicht. Die Reihe (5) 
ist also gleich der Summe der positiven Glieder der Reihe (1), falls es 
solche gibt und gleich Null im entgegengesetzten Fall; und ebenso sieht 
man, daß (6) gleich der Summe der absoluten Beträge der negativen 
Glieder von (1) ist, falls es solche gibt und gleich Null im entgegen
gesetzten Fall. 

Da auch umgekehrt die Reihe (1) absolut konvergiert, wenn P und q 
endlich sind, haben wir den Satz: 

Satz 6. Für die absolute Konvergens einer Reihe 

s=a1+aS +'" 
ist notwendig und ki1lreickend, daß die Summe p i/wer positiven Glieder 
und die Summe - q ihrer negativen Glieder beide endlich seien. Es ist 
dann stets 

s=p-q. 
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111. Es seien 

(1) 1 
alU an, alS' .. . 

lts! l' all2 , alS, .. . 
. . . . . . 

abzählbar unendlich viele Folgen von Zahlen. Die Gesamtheit der Zahlen 
amn ist abzählbar (§ 42). Wir nehmen nun aD, daß die Summe der ab
zählbar unendlich vielen nicht negativen Zahlen \amnl endlich ist. 
Dann ist, wenn 
(2) 

eine Folge bedeutet, die durch Umordnung der Zahlen (1) in eine ein
fache Folge entsteht, die Reihe 

s = b1 + bs + bs + ... 
absolut konv.ergent, ebenso wie auch jede der Reihen 

(3) (m=1,2,3, ... ). 
Wir setzen 

Ibkl + bk 
P1r.= 2 ' 

Ibkl- bk 
q1r. = 2 ' 

lamnl+amn Pm .. = ---2--' _Iamnl-am .. qmn - 2 

und bemerken, daß die Summen 

p =~p", Q =~qTc' 
Tc Tc 

lauter endliche Zahlen bedeuten, die den Gleichungen 

s = P - Q, sm = Pm - Qm 

genügen. Ferner ist nach dem Satze 2 des § 105 

P = P1 + PB + Ps + .. . 
Q = QI + Qs + Qs + .. . 

und daher, weil P und Q endliche Zahlen sind (§ 109) 

oder 
P - Q = (P1 - Ql) + (Pz '-' Q2) + . 

(4) 
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Man zeigt ebenso, daß wenn man 

(5) 
setzt, 
(6) 
ist. 
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Satz 7. Sind abzählbar unendlich viele Zahlen amn gegeben und ist 
die Summe ihrer absoluten Beträge ) am n I endlich, so ist 

(7) ~amn =~(~amj =;S(~am,)' 
m,n m n n m 

Alle Reihen, die in der Gleichung (7) vorkommen, sind absolut konvergent. 
Nach dem § 105 ist es fnr die Endlichkeit der Summe der lamnl 

notwendig und hinreichend, daß die Reihen 

Sm = lamtl + lam!!) + ... 
und 

SI + S2 + S3 +., . 
einen endlichen Wert besitzen. Dagegen folgt diese Endlichkeit ni ch t 
aus der absoluten Konvergenz der Reihen (3) und (4) allein; es können 
sogar die vier Reihen (3), (4), (5) und (6) absolut konvergieren und die 
Reihen 81 + 8 2 + ... und t1 + tj + . . . verschiedene Zahlen darstellen. 
Betrachten wir z. B. das Schema 

0, I 1 1 1 
2' T, -8' 16' .. 

1 0, 1 1 I 
-2' 2' 4' 8' 
_l- I 0, 1 1 

4' -2' 2' 4' ... 
I 1 1 0, 1 

-SI --4"' -21 2' ... . . . 
Man hat hier 

und daher 
t1 + t'J + ... = - 2, 

obgleich alle betrachteten Reihen absolut konvergieren. 

112. Es seien die Reihen 

(1) { s=a1 +a2 +··· 
t = bt + bs + ... 

beide konvergent. Wir betrachten die Produkte amb~ und nehmen an, 
daß die Summe der abzählbar 'unendlich vielen nicht negativen Zahlen 
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lab I endlich ist. Dann sind erstens, falls nicht alle am oder alle bn I fß n 
verschwinden, die Reihen (1) absolut konvergent, und zweitens ist nach 
dem vorigen Satze 
(2) ~amb" =;sC~ambj. 

W,ft m ~ 

Anderseits ist 
;2am bn = am ~b" == am • t 

,,,. n 

und daher nach (2) 
:Eafl,b", = t~am = s· t, 
-»t,n m 

eine Gleichung, die auch im ausgeschlossenen Falle gilt. 
Sind umgekehrt die Reihen (1) absolut konvergent, so sind die 

Zahlen 
S =2'laml und T=~lbnl 

m .. 

endlich, und man beweist durch eine analoge Rechnung wie die obige, 
daß die Summe aller lamb .. 1 gleich ST, und daher endlich ist. 

Satz 8. Sind 
s = al + as + . .. und t = bl + bs + ... 

zwei absolut konvergente Reihen, so ist stets 

st =~amb". 
m,n 

Man kann also insbesondere schreiben 

st = albl + a»bl + (klb2 + aabl + asb» + albs + al.bl + .... 
Konvergente Punktmengen. 

113. Es sei A eine beschränkte lineare unendliche Punktmenge 
und (CP) eine Funktion, die in jedem Punkte P von A gleich der 
Abszisse x des Punktes P ist, d. h. es sei 

(P) = x. 

Der obere Limes ä und der untere Limes ~ des Wertevorrats der 
Funktion (P) auf..cl.. (§ 86, 87) sind dann endliche Zahlen und stellen 
die Häufungspunkte von ..cl.. dar, welche die größt- oder kleinstmögliche 
Abszisse besitzen. Denn es ist einerseits, wenn fJ> ä ist, und q eine 
Zahl bedeutet, die zwischen ä und ß liegt, d. h. wenn 

ä<q<ß 
ist, die Halbgerade q < x eine Umgebung von fJ, die nur höchstens 
endlich viele Punkte von ..cl.. enthält, so daß der Punkt ß kein Häufungs-
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punkt von A sein kann, und anderseits liegen, wenn p < a ist, un
endlich viele Punkte von A auf der Halbgeraden p < x und daher auch 
im Intervall p < x < q, woraus folgt, daß Ci: ein Häufungspunkt von A. 
ist. Ganz analoge Betrachtungen gelten für ~. Die Zahlen a und ~ 
sind also dann und nur dann gleich einer und derselben Zahl a, wenn 
die Menge HA der Häufungspunkte von A, die nicht leer sein kann, 
(§ 62, Satz 2) aus einem einzigen Punkt Po besteht. Wir nennen dann, 
ähnlich wie im § 96 für Zahlenfolgen, die Punktmenge A. konvergent 
und Po die Grenze von A.. 

Den Begriff einer konvergenten Punktmenge kann man nun leicht 
auf Punktmengen des n-dimensionalen Raumes übertragen: 

Definition. Yon einer Punktmenge Ades n-dimensionalen 
Itaumes sagen wir, daß sie gegen einen Punkt Po konver
giert, und daß sie diesen Punkt als Grenze besitzt, wenn A. 
beschränkt ist, der Punkt Po Häufungspunkt von A ist und 
A keinen anderen Häufungspunkt besitzt. 

114. Über konvergente Punktmengen gelten folgende Sätze: 
Satz 1. Eine konvergente Punktmenge besteht aus unenatich vielen 

Punkten und ist abzählbar. 
Wäre nämlich die Punktmenge A endlich, so hätte sie keinen 

einzigen Häufungspunkt und wäre sie nicht abzählbar, so hätte sie 
mindestens einen und folglich unendlich viele Kondensationspunkte 
(§ 63) und daher entgegen der Y ol'aussetzung auch unendlich viele 
Häufungspunkte. 

Satz 2. Dafür, daß eine unendliche Punktmenge A. gegen einen 
Punkt Po konvergiere, ist notwendig und him'eicltend, daß nttr höchstens 
endlich viele Ptm7cte von A. außerhalb einer jeden Umgebung U von Po 
liegen. 

Wenn es nämlich eine Umgebung Uvon Po gibt, so daß CA-AU) 
unendlich viele Punkte enthält, so muß CA - AU), wenn es beschränkt 
ist, mindestens einen Häufungspunkt P 1 enthalten, der sicher von Po 
verschieden ist. Die Punktmenge A ist also entweder nicht beschränkt 
oder sie besitzt mindestens einen von Po verschiedenen Häufungspunkt. 
In keinem dieser Fälle kann sie gegen Po konvergieren. 

Ist umgekehrt A eine Punktmenge, die nicht gegen Po konvergiert, 
so ist sie entweder nicht beschränkt und es liegen unendlich viele Punkte 
von A. außt'rhalb einer beliebigen beschränkten Umgebung von Po, 
oder sie besitzt einen von Po verschiedenen Häufungspunkt P 1 und man 
kann zwei getrennt liegende Würfel Wo und W1 konstruieren, die Po 
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und Pi zu Mittelpunkten haben. Der Würfel Wo ist dann eine Um
gebung von Po, anßerhalb welcher unendlich viele Punkte von A liegen, 
nämlich die Punkte, die im Inneren des Würfels W i enthalten sind. 

Satz 3. Dafür, daß eine unendliche Punktmenge A gegen einen 
Punkt Po konvergiere, ist (notwendig und) hinreichend, daß, wenn man 
sich eine beliebige Folge 
(1) Wu W2 , Ws, ... 

von Würfeln gibt, die Po zttm Mittelpunkte haben, und deren Kanten., 
längen gegen Null konvergieren, nur höchstens endlich viele Punkte von.A 
at~ßerhalb eines jeden Würfels der Folge liegen. 

Ist nämlich U eine beliebige Umgebung von Po, so gibt es min
destens einen Würfel W k der Folge (1), der in U als Teilmenge ent
halten ist (§ 52); hieraus folgt aber, daß nur höchstens endlich viele 
Punkte von A außerhalb von U liegen können, und nach dem vorigen 
Satze, daß A gegen Po konvergiert. 

Satz 4. Jede Punktmenge A, die einen Häufun.qspun7ct Po besitzt, 
enthält auch mindestens eine Teilmenge B, die gegen Po konvergiert. 

Es sei 
Wo> W 1 > W2 >- Ws>-··· 

eine Folge von ineinandergeschachtelten Würfeln, die Po zum Mittel
punkte haben, und deren Kantenlänge gegen Null konvergiert. Nach 
V oraussetznng enthält jeder dieser Würfel uuendlich viele Punkte 
von A. Hieraus folgt, daß unter den Punktmengen 

A(WO-W1), A(Wl -W2), A(W2 -WS )"" 

unendlich viele existieren, die nicht leer sind. Jeder dieser nicht leeren 
Punktmengen ordnen wir nach dem Zermeloschen Auswahlaxiom (§ 48) 
einen ihrer Punkte zu, und bekommen eine unendliche Folge Pli Ps, ... 
von Punkten, die in A liegen und gegen Po konvergieren. 

Satz 5. Eine Folge P l , P 2 , ••• von pQm7cten konvergiert dann und 
1tur dann gegen einen Punkt 

Po: "11 U2 , ••• (X'Il' 

wenn {'iir die Koordinaten 

eines jeden Punktes Pi der Folge das Gleichungssystem 

(2) 

besteht. 

lim akj = IX, 
k=", 

(j = 1,2, ... n) 
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Das Gleichungssystem (2) ist nämlich identisch mit der Bedingung, 
daß außerhalb eines jeden Würfels 

W p : (ai-;)<xi«aJ +;) (j=1,2, ... n) 

der Folge Wu Ws, Ws, .. , von Würfeln nur höchstens endlich viele 
Punkte unserer Punktmenge liegen. Der zu beweisende Satz ist also 
inhaltlich mit den früheren Sätzen 2 und 3 identisch. 

Limes superior und inferior von Folgen von Punk.tm.engen. 

115. Die Eigenschaft einer Punktmenge B, Teilmenge einer Menge 
.A. zu sein: 
(1) B<A., 

hat eine gewisse formale Ähnlichkeit mit der Beziehung 

b~a 

zwischen zwei Zahlen. Hierauf fußend kann man den Begriff der oberen 
und der unteren Grenze einer Zahlenmenge auf Folgen von Punktmengen 
übertragen: Die obere Grenze einer Zahlenmenge {a} ~.st die kleinste 
Zahl IX, die von keiner Zahl der Menge übertroffen wird. Ahnlich können 
wir, wenn eine Folge 
(2) ~: A.u Ai, Aa, ... 

von Punktmengen gegeben ist, eine Menge V aufsuchen, die erstens jede 
der Mengen Ak als Teilmengen enthält, und zweitens selbst in jeder 
Punktmenge enthalten ist, die der ersten Forderung genügt. Es ist klar, 
dltß die Vereinigungsmenge 

V = Al + Ai + As + ... 
beide Eigenschaften besitzt, und daher der oberen Grenze entspricht. 
Ähnlich sieht man, daß der Durchschnitt 

D=A1 AsAs ·• • 

aUe Punktmengen enthält, die Teilmengen von A k für jedes k sind, und 
daß er bei unserer Analogisierung dem Begriffe der unteren Grenze 
entspricht. 

116. In Anlehnung an den § 95 können wir jetzt zwei Punkt
mengen definieren, die das Analogon der Hauptlimites von Zahlen
folgen sind. Wir setzen, wenn die Folge (2) von Punktmengen ge
gehen ist, für jede natürliche Zahl k 

ClLratheodory. Reelle FUllktionen. 2. Autl. 8 
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(3) 
und 
(4) 

(5) 

(6) 

Kap. II. Der Grenzbegriff § 117 

Hierauf schreiben wir für die gesuchten Analoga der Hauptlimites : 

Um sup A" = V1 V2 Va .•• 
"=00 

lim inf A" = D 1 + D2 + Da + .... 
k~'" 

Die geometrische Bedeutung der heiden Punktmengen (5) und (6) 
ist dann folgende: 

Satz 1. Der Limes superior einer Folge von Punktmengen besteht 
aus allen Punkten des Baümes, die in unendlich vielen Mengen der Folge 
enthalten sind. Der Limes inferior aber aus den Punkten des Raumes, 
die in allen Mengen der Folge mit Ausnahme von höchstens nur endlich 
vielen enthalten sind. 

Ein Pllnkt P des Raumes, der in unendlich ~ielen der Mengen 
Au A 2 , ••• enthalten ist, ist in jedem Vk enthalten, da auf jedes A k 

sicher noch ein AHp folgen muß, das P enthält; er ist also auch in 
dem Durchschnitte aller V"' d. h. in lim sup A" enthalten. Ist dagegen 
P in nur endlich vielen A", z. B. in 

A k" AA:.' ... A"m' 

enthalten, so wähle man k größer als die größte der Zahlen ~l' ks, '" km' 
Dann ist P sicher nicht in Vk und folglich auch nicht im Durchschnitte 
aller V" enthalten. 

Ist zweitens P in endlich vielen A", z. B. in 

A" , A", ... A" 
'2 m 

nicht enthal~en, wohl aber in allen übrigen, so ist P auch in D" ent
halten, sobald k größer ist als die größte der Zahlen kll k21 ••. km' 
Also ist P in der Vereinigungsmenge aller Dk , d. h. in lim inf A k 

enthalten. Ist dagegen P in unendlich vielen A" nicht enthalten, so ist 
P in keinem D" enthalten, weil auf jedes Ak mindestens ein AHP folgt, 
das P nicht enthält. Es kann also auch nicht P in der Vereinigungs
menge der D", d. h. in lim inf Al.- enthalten sein. 

117. Der Limes superior und der Limes inferior einer Folge von 
Punktmengen genügen folgenden Sätzen, die unseren früheren Sätzen 
über die Hauptlimites von Zahlenfolgen analog sind: 
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Satz 2. 1st Al' Ai, ... eine gegebene Folge von Punktmengen, so ist: 

(1) lim inf A,. -< lim sup Al; (vgl. § 87, Satz 3). 
l=co l;=co 

In der Tat ist jeder Punkt, der in allen Ak mit Ausnahme von 
höchstens endlich vielen enthalten ist, gewiß in unendlich vielen Al; 
enthalten. 

Satz 3. 1st Sll eine Folge von Punktmengen Al' Ä 2 , • " und ist Sll' 
die Folge der zugehörigen Komplementärmengen Al, Ä 2', ••• , so gelten 
die Relationen 
(2) lim sup A; = (lim inf A k)' 

(3) lim inf A k' = (lim sup Al;)' (vgl. § 88, Satz 4). 

Der lim supA,/ besteht nämlich aus allen Punkten, die in unendlich 
vielen Ä/ enthalten sind; die Komplementärmenge dieser Punktmenge, 
aus allen Punkten, die nur in höchstens endlich vielen Ak' enthalten sind. 
Diese letzten Punkte sind aber dann in allen A k mit Ausnahme von 
höchstens endlich vielen enthalten; sie fallen also mit den Punkten von 
lim inf Ä,. zusammen. Somit ist die erste der heiden Gleichungen bewiesen. 

Die zweite folgt aber aus der ersten durch Vertauschung von ~ 
mit ~'. 

Satz 4. Es seien All Ä 2 , • •• und B u B», .. , swei beliebige Folgen 
von Punktmengen und der Limes superior und inferior 'einer jeden dieser 
Folgen mit .A, .4, 11, II beseichnet. Wir betrachten ferner die Folge der 
Vereinigungsmengen (Ak + B,.) und die Folge der Durc7!schnitteA"Bl; und 
setzen 

(J = lim sup (Ak + Bk), 

15 = lim sup AkBk , 

Q = lim inf (Ak + Bk), 

D = lim inf ÄkBk ; 

dann gelten die Relationen: 

(4) A+B-<O-<~~B-<O=A+B 
-- - - A + 11' 

und 

(5) AB=D-<~B -<15 -<AB - - AJi 

(vgl. § 91, Satz 7 und § 94, Satz 9), 

Jeder Punkt, der in unendlich vielen AI; enthalten ist, ist in un
endlich vielen (Ak + Bk) enthalten, und es ist also 

O>-.A; 
8* 
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ebenso findet man, daß Beine Teilmenge von C ist, so daß auch 

O>-Ä+B 
sein muß. Anderseits ist aber ein Punkt von () in unendlich vielen 
(A" + Bk) enthalten und muß daher entweder in unendlich vielen A k 

oder in unendlich vielen Bk enthalten sein, so daß man schreiben li:ann 

c-<A+B. 
Es ist daher 

(6) C = A + 11, 
und wegen unseres Satzes 2 

(7) C >- A + 11 und C > 4 + B . 

Jeder Punkt, der in sämtlichen AI.: enthalten ist, mit Ausnahme 
von höchstens endlich vielen unter ihnen, ist auch in allen (AI.: + Bk) 
enthalten mit Ausnahme von höchstens nur endlich vielen unter ihnen; 
es ist also 

ebenso findet man 

so daß man auch 
(8) 

A-< C; 

ll-< C, 

schreiben kann. Endlich ist jeder Punkt, der in allen (A" + Bk) mit 
Ausnahme von höchstens nur endlich vielen unter ihnen enthalten ist, 
entweder in unendlich vielen A k und folglich in A enthalten, oder aber 
er ist in nur höchstens endlich vielen Ak enthalten und dann kann er 
in nur höchstens endlich vielen Bk 11 i ch t enthalten sein; d. h. er ist dann 
ein Punkt von B. Man hat also in jedem b'all 

(9) Q -< .if + B 

und durch Vertauschen von A k und Bk in der vorigen Schlußkette 

(10) Q-<4+B. 
Die Relationen (6) bis (10) sind abAr identisch mit (4). 

Auf ganz analogem Wege beweist man die Relationen (2); man 
kann sie aber auch mit Hilfe des Satzes 3 und der Betrachtung von 
Komplementärmengen aus (1) entnehmen (vgI. § 40). 

Die beiden letzten Sätze erlauben auch, wenn man sie miteinander 
vergleicht, ein ähnliches Resultat für die Mengenfolge der (A" - A"Bk) 

auszusprechen. Es ist nlimlich 

(A .. - AkBk) = AkB/ 
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und daher z. B. 
lim BUP (Ak - AkBk) -< A . lim sup Bk' ; 

nach dem Satze 3 ist aber 

A . lim BUP Bk' = A (B)' = A - Äl}. 

Durch ähnliche Überlegungen erweist man die übrigen Behaup
tungen im folgenden 

Satz 5. Für je zwei Mengenfolgen Al' A 2 , ••• und Bl1 B 2 , ••• 

gelten die Relationen 

A - AB = lim inf (Ak - AkBk) -< ~ = 1: 
-< limsup (Ak-AkBk) -< A - ÄB. 

Satz 6. Ist B l1 B 2 , ..• eine beliebige Teilfolge von Al1 A 2 , ••• , 

so ist stets 

(11) !im inf Ak -< lim inf Bk -< lim BUP Bk -< lim sup Ak • 

Wird aber Bl , B s, . . . durch Streichen von endlich vielen Elementen von 
Al, A 2 , • • • gebildet, so ist 

(12) lim inf Ak = lim inf Bk -< lim sup Bk = lim sup Ak 
(vgl. § 89, Satz 5). 

Die mittlere Ungleichheit (11) ist nichts anderes als die Behauptung 
des Satzes 2. Ferner ist jeder Punkt, der in nur höchstens endlich vielen 
Punktmengen A k nicht enthalten ist, erst recht in nur höchstens endlich 
vielen Punktmengen Bk nicht enthalten, und jeder Punkt, der in un
endlich vielen Bk enthalten ist, erst recht in unendlich vielen A k ent
halten. 

Entsteht aber B l1 B2, ••• durch Streichen von endlich vielen Ele
menten von Al' A 2 , ••• I so ist auch umgekehrt jeder Punkt, der in nur 
höchstens endlich vielen Bk nicht enthalten ist, auch in nur höchstens 
endlich vielen A k nicht enthalten, und jeder Punkt, der in unendlich 
vielen Ak enthalten ist, ist auch in unendlich vielen Bk enthalten. 

118. Wir definieren jetzt die Konvergenz der Mengel1folgen genau 
so, wie früher die Konvergenz von Zahlenfolgen (§ 96). 

Definition. Eine Folge von Punktmengen All A21 As, ... 
konvergiert gegen die Menge A, wenn 

lim sup A k = lim inf A k = A 
k=<s> k=oc 
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ist. Wir schreiben dann 

lim A k = A oder Ak ~ A . 
k=", 

Aus dem letzten Satze folgt dann unmittelbar das Resultat: 

Satz 7. Jede unendliche Teilfolge einer konvergenten Folge von Punkt
mengen ist konvergent und hat den'selben Limes (vgl. § 98, Satz 4). 

Umgekehrt beweisen wir den Satz: 

Satz 8. Gilt für alle unendlichen Teilfolgen B 1 , B 2 , ••• von Al' Aa, ... 
lim sup Bk = lim sup Ak , 

so konvergiert die Hauptfolge (und also auch jede Teilfolge). Ein analoger 
Satz gilt für den Limes inferior (vgl. § 98, Satz 6). 

Nehmen wir an, die Folge der Ak konvergiere nicht; dann gibt 
es einen Punkt P, der in lim sup Ak, aber nicht in lim inf Ak ent
halten ist. Ich nenne Bv B2 , ••• die Teilfolge von Au Ag, ... , die 
aus sämtlichen Punktmengen A k besteht, welche den Punkt P nicht 
enthalten. Die Teilfolge BI, Bs, ... besteht aus unendlich vielen Punkt
mengen, da sonst P in lim inf A k enthalten wäre. Nun enthält aher 
der lim sup Bk nicht den Punkt P und ist entgegen der Voraussetzung 
von lim sup Ak verschieden. 

Man kann mit konvergenten Folgen von Punktmengen ähnlich wie 
mit konvergenten Zahlenfolgen rechnen. Hierzu benutzen wir die 
Sätze 3, 4 und 5 des § 117. 

Satz 9. Aus 
A,,~A 

folgt für die Komplementärmengen A,,' und A' von A" und A 

A k' ~ A' (vgl. § 99, Satz 8). 

Satz 10. Aus 
Ak - A und Bk~ B 

folgen die Gleichungen 
(A" + Bk) ~ .A + B 

AkBk~AB 

(A" - AkB,,) ~ (A - AB) 
(vgl. § 99, Satz 9 und § 100, Satz 10). 

Übrigens bemerke man, daß die Sätze des § 117 uns erlauben, den 
Limes superior und den Limes inferior der Folgen (A" -+ Bk), A"B" und 
(Ak - AkBk) zu berechnen, wenn nur eine der Folgen All A2 , ••• oder 
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BI' B2 , •.• konvergiert. So hat man z. B., wenn Ak ---+ A ist: 

lim sup (Ak + Bk) = A + B 
lim sup AkBk = AB 
lim sup (Ak - AkBk) = A - Al!. 
lim sup (Bk - AkBk) = B - BA 

und ähnliche Gleichungen für die lim inf dieser Mengenfolgen. 

119. Folgen von ineinandergeschachtelten Punktmengen 

(1) Al -< A2 -< As -< ... 
(2) BI >- B2 >- Bs'»" . 

119 

wollen wir, ähnlich wie im § 102 für Zahlenfolgen, monoton wachsend 
und monoton abnehmend nennen. Es gilt dann der Satz: 

Satz 11. Monoton wachsende Folgen von Punktmengen konve1'gz'ere:n 
gegen ihre Vereinigungsmenge, monoton abnehmende Folgen von Punkt
mengen gegen ihren Durchschnitt (vgl. § 102, Satz 12). 

Setzen wir nämlich mit der Bezeichnung des § 116 

Vk = A k + Ak+l + ... 

so ist wegen (1) 

und daher 

es ist also 

Dk = AkAk+l .. " 

Vk = Vt, Dk,=Ak 

lim sup Ak = VI V2 Va" . = VI 
lim inf A.k = D t + D 2 + ... = Vt ; 

lim Ak = VI = At + .A2 + .... 
k=", 

Setzt man zweitens 

so ist nach (2) 

Also 

und schließlich 

Vk*= Bk + BHI + ... 
Dt= BkBk+I"', 

Vt=Bk und D/=D/". 

lim sup Bk = VI * V2* Vs*' .. = D1* 
lim inf Bk=DI*+ D2*+··· = D]* 

lim -Bk = D1*= BI B2 Bs · ... 
k='" 
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120. Beispiele. 1. Es sei im linearen Raum 

L 2 k = (O, 1,2,3, ... , 2 k ) und L 2k+ 1 = { 1,3, 5, ... , (2 k + 1) ). 

Dann ist die Null und jede positive Zahl in unendlich vielen Lm ent
halten; die geraden Zahlen und die Null sind in unendlich vielen Lm 
nicht enthalten; jede ungerade Zahl (2k + 1) kommt aber in allen L m 
vor, mit Ausnahme der 2 k ersten. Es ist also 

lim inf L m = ( 1, 3, 5, ... ) , 
lim sup L m = {O, 1, 2, 3, ... }. 

2. Am bestehe aus dem abgeschlossenen zweidimensionalen Intervall, 
das in der xy-Ebene durch die Bedingungen .--

A _1_<x< _2_ 0< <1 
m: m+1= =m+1' =y= 

A3 
f--

definiert wird (Fig. 8). Man sieht leicht ein, daß kein Punkt 
der Ebene in unendlich vielen Am vorkommt. Es ist also 

A2 

+--
f<- _. . _ ..... 

1+. r A2 
k _. 

A" - ;-~ A5 

o ? Boot t s- {- t 
Fig.8. 

_ •....•. -> 
A] 

lim sup Am eine leere Punkt
menge und das gleiche gilt 
dann notwendig von dem lim 
info Die Folge der Punkt
mengen konvergiert: 

lim Ak = O. 
k=oo 

Ar 

~ 

'---
Fig.ll. 

3. Die Folge Al, A2 , •• bestehe wieder aus zweidimensionalen 
Intervallen und es sei 

1 1 
Ak : -T<X<T' -k<y<k. 

Dann besteht sowohl lim sup A k als auch lim inf A k aus der ganzen 
y-Achse (Fig.9). Bezeichnet man diese (nicht beschränkte) Punktmenge 
mit Y, so ist 1· A _ Y 

1m k- . 
k=oc 

Kapitel IU. Funktionen. 
Definitionen. 

121. Bei Punkt- und Mengenfunktionen (§ 83) ist es nützlich, unter 
den Zahlen, die als Werte der Funktion vorkommen können, auch die 
Symbole + 00 und - co aufzunehmen. Eine Funktion, die auf ihrem 
ganzen Definitionsbereich ausschließlich endliche Werte annimmt, heißt 
eine endliche Funktion. 
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Die Gesamtheit der Werte, die eine Punkt- oder Mengenfunktion 
innerhalb ihres Definitionsbereiches A annehmen kann, bildet eine Zah
lenmenge, deren obere und untere Grenze die 0 bere und untere 
Grenze der Funktion auf A genannt werden; wir werden im fol
genden diese Zahlen durch die Zeichen 

G(f; A) bzw. g(f; A) 

darstellen. Sind diese Zahlen beide endlich, so heißt die Funktion auf 
A beschränkt. 

Eine endliche Funktion braucht nicht beschränkt zu sein; z. B. ist 
die Funktion fCx) = x auf der ganzen x-Achse endlich, aber nicht be
schränkt und dasselbe gilt von der Funktion fCx) = 1 : x innerhalb des 
Intervalls 0 < x < 1 . 

Besteht bei einer Punktfunktion für einen Punkt PM von A die 
Gleichung 

~~'sagt man, daß die Funktion ((P) im Punkte PM einMaximum besitzt. 
Ahnlich spricht man von einem Minim um der Funktion im Punkte Pm, 
wenn die Gleichung 

gilt. 
Sind hund t;. zwei Punkt- oder Mengenfunktionen, mit demselben 

Definitionsbereich , so kann m.an mit Hilfe der Rechenoperationen 

Ifll, fl±{" fl'fa, ~~ 
neue Funktionen definieren, die für alle Elemente des Definitionsbe
reiches erklärt sind, für welche diese Operationen ausführbar sind. 

122. Eine Punktfunktion F(P), die auf einer Punktmenge Beines 
m-dimensionalen Raumes erklärt ist, kann auch als Funktion der Ko
ordinaten Xl' ~a, ... , xm des Punktes P angesehen werden; man schreibt 
dann 

F(P) =f(xl , xg , ••• , xm) 

und spricht von einer Funktion der ?n Veriinderlichen Xl •.• xm • 

Es seien '1fJ11 '1fJa, ••. , 1/Jm gegebene endliche Punkt- oder Mengen
funktionen, die denselben Definitionsbereich A besitzen. Jedem Elemente 
von A entspricht dann im m-dimensionalen Raum ein Punkt Q mit 
den Koordinaten 
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wir nehmen an, dieser Punkt liege stets im Definitionsbereiche B der 
Funktion F(P). Dann ist jedem Elemente von A eine Zahl 

F( Q) = f('lfJlI 'lfJ2 , .' •• , 'l/Jm) 

zugeordnet und wir haben eine neue Funktion erklärt, die den Defini
tionsbereich A besitzt, und von der man sagt, daß sie durch Substi
tut ion der Funktionen 'l/J1 .•. 'I/J 111 in f(xII" .. , xm) entstanden ist. 

Limesfunktionen einer Punktfunktion. 

123. Eine Punktfunktion {CP), die auf einer PunktmengeA definiert 
ist, ist auch auf jeder Teilnienge B von A definiert, und die obere Grenze 
G(f; B) der Funktion f(P) auf B, sowie auch ihre untere Grenze gef; B) 
sind wohldefinierte Zahlen. Diese GröBen sind Mengenfunktionen, deren 
Definitionsbereich ~ aus allen Teilmengen B von A besteht. Es ist nun 
stets, weil die Menge der Funktionswerte von (P) auf B in der Menge 
der Funktionswerte von f(P) auf A enthalten ist, 

ger; A) < g(f; B) < G(f; B)::;;; GCf; A). 

Es sei nun HA die Menge der Häufungspunkte von A und 

A = A + HA 
die abgeschlossene Hülle von A (§ 72). Ist P ein Punkt von A und 
[Tp eine beliebige Umgebung von P, so ist der Durchschnitt UpA nie 
leer, weil der Punkt P entweder Punkt oder Häufungspunkt von A ist. 
Es existieren also die beiden Zahlen 

G(f; UpA) und (I(f; UpA). 

Wir halten nun P fest und betrachten die Menge der Zahlen G(f; UpA) 
für alle möglichen Umgebungen Up von P; die untere Grenze <P(P) 
dieser Zahlenmenge soll der obere Limes der Funktion fCP) im 
Punkte P genannt werden. 

Ähnlich erklären wir den unteren Limes der Funktion f(P~1 
im Punkte P als die obere Grenze !pep) der Zahlenmenge g(f; UpA) 
für alle möglichen Up • Die Zahlen <P(P) und !pCP) können als Funk
tionen von P aufgefaßt werden, die den Definitionsbereich A besitzen: 
wir wollen diese Funktionen die Limesfunktionen von fCP) nennen; 
und zwar sollw(P) die obere und !pcP) die untere Limesfunktion 
heißen. Für jeden Punkt P des Definitionsbereiches A von f(P) und 
für jede Umgebung Up von P hat man f/(f; UpA) < fCP) < G(f; UpA) 
und daher gelten auch die Relationen 

fRCP) < fCP) < w(P). (P< A) 
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124. Um W(P) zu berechnen, betrachten wir eine monoton ab
nehmende Folge von konzentrischen Würfeln 

(1) 

die P enthalten und deren Kantenlängen gegen Null konvergieren. 
WegenWk+1A -< WkA ist, wenn man 

,pk(P) = G(f; A Wk), CfJ.(P) = g(f; 1.1 Wk) 
setzt, nach (1) . 

WH 1 <<1\ und CfJH 1 > CfJk' 

Die Folgen ,p11 W2, .•• und !Pu CfJ2' .•• sind also beide monoton und 
konvergieren daher gegen ihre untere und obere Grenze. Nun sind die 
Zahlen ,pi' «P2, ••• unter den Zahlen G(f; UpA) enthalten, weil jedes 
Wk eine Umgebung von P ist, also ist 

(2) ,pcP) < lim Wk ; 
k~., 

anderseits gibt es, wenn Up eine beliebige vorgeschriebene Umgebung 
von P bedeutet, mindestens ein Wk • das in diesem Up enthalten ist. Es 
gibt also nach (1) mindestens ein IDk , das nicht größer ist als G(f; A Up)i 
um so mehr ist dann die untere Grenze der Wk , 

lim «Pk ::; Ger; UpA), 
k~", 

und, da die letzte Relation für jedes willkürliche Up gilt, ist 

(3) lim ,pI< < «P(P). 
k~", 

Der Vergleich von (2) und (3) liefert 

,pcP) = lim ,pc(P) , 
k=ec 

und ebenso findet man 

Für jedes k ist nach Definition 

!Pk(P) < «Pk(P) , 

also ist auch nach dem Satze 7 des § 99 

!pcP) ~ «P(P). 

Satz 1. Die untere Limesfunktion einer Funktion f(P) ist in keinem 
Pun7cte von.iI größer als die obere Limesfunktion von f(P) in diesem 
Punkte. 
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125. Betrachtet man die Funktion 

(l (P) = - ((P) 

auf dem Dcfinitionsbcreich A von ((P), so ist für jede Umgebung Up 

eines Punktes P der abgeschlossenen Hülle Ä von A 

G(fl; UpA) = - g(f; UpA) 
und 

Hieraus folgt aber der Satz: 

Satz 2. Zwischen den Limes(unktionen von' zwei Funktionen ((P) 
und ~ (p), die denselben Definitionsbereich besitzen und entgegengesetzt 
sind, 

ft(P) = - ((P) , 
gelten stets die Relationen 

@l(P) = - rp(P) und rpl(P) = - rJJ(P). 

126. Es sei Po ein Häufungspunkt von A und Ql1 Q!, ... eine 
Folge von Punkten, die in A enthalten sind und gegen Po konvergieren 
(§ 114, Satz 4). Ist im Punkte Po die obere Limesfunktion rp(P) unserer 
~'unktion ((P) nicht gleich + <Xl und ist die Zahl 

(1) p> rJJ(Po), 

so gibt es nach Voraussetzung eine Umgebung Up von Po, für die 

(2) 

ist. Es liegen aber nur höchstens endlich viele Punkte Qk außerhalb 
VOll [Tp (§ 114, Satz 2) und es gibt folglich wegen (2) nur höchstens 
endlich viele Qk' für welche 

f(Qk) > P 

sein kann. Hieraus folgt aber (§ 86) 

li~ ((Qk) <p 
1=00 

und da p eine beliebige Zahl bedeutet, die nur der Ungleichheit (1) 
genügen soll, so ist auch 

lim ((Qk) < W(Po), 
k =:; 00 

eine Bedingung, die offenbar auch dann erflillt ist, wenn qj(Po) = + <Xl ist. 
Ganz analog beweist man die zweite Behauptung des folgenden 

Satzes: 
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Satz 3. Ist Po ein Häu{ungspunkt des Definitionsbereichs einer Funk
tion {( P), so gelten tur jede gegen Po konverg'ierende Folge von Punkten 
Ql' Q2' ... die beiden Relationen 

(3) 

(4) 

Ist nun @(Po) = - 00, so konvergiert wegen der Bedingung (3) 
jede Folge von Zahlen 

{( QJ, {( Q2)' ... 

gegen fP(Po)' Ist aber @(Po) > - 00, so sei 

Pt <P2 <Ps<'" 

eine monoton wachsende Folge von Zahlen, die gegen @(Po) konver-
gieren, 
(5) Pk -- lP(Po) , 
und 

WI >- lV2 >- Ws, ... 

eine monoton abnehmende Folge von Würfeln, die sämtlich Po zum Mittel
punkt haben und deren Kantenlängen gegen Null konvergieren. Aus 

G({; lVkA) ~ C1J(Po) > Pk 

folgt nach dem Auswahlaxiom (§ 48), daß man innerhalb eines jeden 
dieser WUrfel einen Punkt Qk' von A ausfindig machen kann, für welchen 

(6) 
ist. 

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: gibt es erstens nur endlich 
viele unter den so konstruierten Qk" die vom Punkte Po verschieden 
sind, so können von einer gewissen Stelle ab die lVk keinen von Po ver
schiedenen Punkt Qk' enthalten und es müssen daher diese Q/ mit Po 
zusammenfallen. Dann ist aber wegen (6) für jedes k 

und wegen (5) 
(7) 

{(Po) > Pk 

Dieser erste Fall kann natürlich nur dann eintreten, wenn Po in A ent
halten ist; anderseits ist aber dann stets für jede Umgebung Up von Po 

((Po) < Ge{; UpA) 
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und folglich 
(8) 

Kap. m. Funktionen 

Der Vergleich von (7) und (8) liefert endlich 

f(Po) = f1)(Po)· 

§ 126 

Im zweiten Falle, in welchem es unendlich viele Qk' gibt, die von 
Po verschieden sind, können wir alle diejenigen Werte von k, für welche 
vielleicht Q; mit Po oder ein Punkt Q;. mit einem früheren Punkt Q~, 
zusammenfällt, außer Betracht lassen, und es bleibt immer noch eine 
unendliche Punktfolge 

Qv Q2' Qs, ... 

übrig, die gegen Po konvergiert. In der Zahlenfolge 

(9) 

gibt es dann höchstens endlich viele Elemente, die unter den (k-l) 
ersten zu suchen sind, für die 

ist. Hieraus folgt aber 
f(Qm) <Pk 

lil!!f(Q7T') 2Pk 
m=co 

und, weil die letzte Ungleichheit für jeden Wert von k gilt, 

(10) .lim f( Qm) ~ w(Po): 
m=oo 

Da nun der Satz 3 /tuch für unsere spezielle Folge gilt, bestehen 
beide Ungleichheiten (3) und (10) gleichzeitig und die Zahlenfolge (9) 
konvergier.t daher (§ 96) gegen f1)(Po)' 

Satz 4. 1st Po ein Häufungspunkt des Definitionsbereiches A einer 
Funktion f(P), so gibt es stets eine gegen Po konvergierende Folge von 
Punkten QlI Q'J' ... , so daß 

lim f( Ql;) = w(Po) 
k=oo 

ist, oder Po ist ein Punkt von A, in dem 

f(Po) = f1)(Po) 

ist. Diese beiden Möglichkeiten schließen sich aber nicht aus. 

Ein entsprechender Satz gilt natürlich auch für die untere Limes
funktion cp CP) von ((P). 
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I{a.lbstetigkeits- und Stetigkeitspunkte. 

127. Für -jede Umgebung Up eines Punktes P des Definitionsbe
reiches A einer Punktfunktion r(p) hat man 

und daher auch 
g(f; UpA) < r(p) < G(f; UpA) 

(1) cp(P) < r(p) < tJJ(P). 

In allen isolierten Punkten von A (§ 53) sind natürlich diese drei 
Zahlen gleich, da bei geeigneter Wahl vonUp dieMengen UpA aus einem 
einzigen Punkte bestehen. Die übrigen Punkte von A liegen auf dem 
Durchschnitt .A HA der Punktmenge A mit der Menge HA ihrer Häu
fungspunkte. Für jeden Punkt P dieser letzten Punktmenge sagt man: 
die Funktion r(p) ist in P nach oben halbstetig (oder auch auf
wärts halbstetig), wenn 

rCP) = tJJ(P) 

ist, sie ist in diesem Punkte nach unten halb stetig (oder auch ab
wärts halbstetig), wenn 

r(p) = rp(P) 

ist, und sie ist im Punkte P stetig, wenn sie sowohl nach oben als 
nach unten halbstetig ist, d. h. wenn 

pep) = r(p) = tJJ(P) 
ist. 

128. Es gibt Funktionen, die in keinem Punkte von AHA halb
stetig, geschweige denn stetig sind. Wir definieren z. B. die Funktion 
f( x) der einen Veränderlichen x folgendermaßen auf der Halbachse x> 0: 

Für jeden rationalen Punkt x = P- (wo p und q teilerfremd und 
'1 

positiv sein sollen) ist fex) = 1- ..!.., wenn q eine gerade Zahl und 
'1 

fex) = -1 + ~, wenn q eine ungerade Zahl bedeutet, und für jeden 
!l 

irrationalen Punkt ist fex) = O. Bezeichnet man mit 6 ein beliebiges 
Intervall, das einen Punkt der Halbachse x > 0 enthält, und mit keine 
beliebige ganze Zahl, so liegen unendlich viele rationale Punkte p: q, wo 
p und q teilerfremd und q gerade ist, im Intervall 6, dagegen nur end
lich viele dieser Punkte, bei denen q < k ist. Es gibt also sicher inner
halb 6 Punkte, für welche 
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ist. Da diese Eigenschaft für jeden Wert von k erfüllt ist, muß 

GCf; o)~ 1 

sein. Anderseits ist für jedes x> 0 nach Definition fex} < 1; die obere 
Grenze von f kann daher nicht größer als Eins sein und wir haben für 
jedes beliebige unter den betrachteten Intervallen 0 

G(f; 0) = 1. 

Hieraus folgt aber fitr jeden Punkt x> 0 

4>(x) = 1, 

und genau ebenso würde man finden, daß 

fJJ(x) = - 1 

ist; da aber für jeden positiven Wert von x 

If(x)j < 1 

ist, kann niemals fex) = 4>(x) oder fex) = rp(x) sein. 

129. Wenn in einem Punkte P von AHA die Funktion fCP) nach 
oben halbstetig ist, so muß entweder fCP) = + 00 sein, oder man kann, 
weil hier fCP) = w(P) ist, jeder Zahl A, die f(P) übersteigt, 

(1) f(P) < A, 

eine Umgebung Up von P zuordnen, so daß 

(2) 

ist. Umgekehrt sieht man, wenn fCP) = + 00 ist, so muß die obere 
Limesfunktion w(P), die nie kleiner als f(P) sein kann, ebenfalls gleich 
+ 00 sein. Anderseits folgt aber aus der Ungleichheit (2) 

(3) (fJ(P) < A; 

kann man also schließen, daß jeder Zahl A, die die Bedingung (1) er
füllt, eine Umgebung Up von P zugeordnet werden kann, für welche 
(2) gilt, so muß 

f])(P) < f(P) 

sein, woraus mit Hilfe der Bedingu~g (1) des § 127 die Halbstetigkeit 
von f( P) im Punkte P folgt. 

Wir können also folgenden Satz aussprechen, dessen zweite Hälfte 
entweder direkt bewiesen oder mit Hilfe des Satzes 2 in § 125 auf die 
erste zurückgeführt werden kann: 
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Satz 1. Da{ü1', daß eine Funktion f( P) in einem Punkte Po von 
AHA nach oben halbstetig sei, ist notwendig und hinrm'chend, daß entweder 

jeder Zahl 

eine Umgebung Up 'Von Po zugeordnet werden könne, für die 

G(f; UpA) < A 

stattfindet, oder daß f(Po) = + 00 sei, Für die Halbstetigkeit nach unten 
muß in analoger Weise entweder f(Po) = - 00 sein, oder 

g(f; UpA) > J. 

bestätigt werden können, sobald J. < f( Po) ist, 

Es sei Ql1 Q2' ' " eine beliebige Punktfolge, die in A liegt und 
gegen den Punkt Po von AHA konvergiert, Aus dem Satze 3 des § 126 
folgt, daß, wenn f(P) im Punkte Po aufwarts halb stetig ist, stets 

lim f( Qk) < f( Po) 
k=oo 

stattfinden muß. Ist dagegen Po ein Punkt von AHA, in dem die Funk
tion fCP) nicht aufwärts halb stetig ist und daher 

f(Po) < w(Po) 

ist, so gibt es nach dem Satze 4 des § 126 Punktfolgen Q17 Q21 ' • , , 
für die 

lim f( Qk) = tP (Po) > f( Po) 
k=~ 

ist, und hieraus folgt der Satz, dessen zweiter Teil sich ganz analog be
weisen läßt: 

Satz 2. Dafiir, daß eine Funktion t(P) in einem Punkte Po vonAH.A 
nach oben halbstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daß für jede in A 
liegende und gegen Po konvergierende Punktfolge Q1) Q" ... 

(4) 

ist. Für die Halbstetigkeit nach unten in Po lautet die entsprechende Be
dingung 
(5) limf(Qk) >t(Po)' 

k=CI.l 

130. Die beiden letzten Sätze erlauben auch Kriterien für die Ste
tigkeit einer Funktion auszusprechen. 

Carath,\odory, Reelle Funktionen. 2. Auft. 9 
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Satz 3. Dafür, daß eine Funktion fCP) in einem Punkte Po von AHA 
stetig sei, ist notwendig und hinreichend, daß man, wenn f(Po) endlich 
ist, jeder positiven Zahl E· eine Umgebung U. von Po zuordnen kann, so 
daß für jeden Punkt Q von U. A 

If(Po) - f(Q) I < E 

ist, und daß, wenn f(Po) unendlich ist, cp (Po) = + 00 oder <l>(Po) = - (X) sei. 

In der Tat ist in allen drei Fällen die Funktion f( P) im Punkte Po 
sowohl aufwärts wie auch· abwärts halbstetig und man hat qJ(Po) = 

f(Po) = rJJ(Po)' *) 
Satz 4. Wenn eine Funktion ((P) im Punkte Po endlich und stetig 

ist, so kann man jeder positiven Zahl E eine Umgebung U von Po zuordnen, 
so daß für je zwei Punkte Ql und Q2 von UA 

gilt. 
If(Qt)-f(QlI)1 <E 

Man braucht nämlich nur die Umgebung U von Po so zu wählen, 
daß für jeden Punkt Q von U nach dem vorigen Satze 

If(Po)-f(Q)1 < : 
ist, und hierauf die Relation 

IfeQl) - f(Q2) I < If(Ql) - fe Po) I + Ifepo) - (eQ2)/ 
anwenden, die aus 

folgt. 
Die notwendige uud hinreichende Bedingung dafür, daß die Rela

tionen (4) und (5) des vorigen Paragraphen zugleich erfüllt seien, ist 
das Bestehen von 

hieraus folgt der 

Satz 5. Für die Stetigkeit einer Funktion ((P) in einem Punkte Po 
von AHA ist notwendig und hinreichend, daß für jede in A liegende und 
gegen Po konvergierende Pun7ct(olge QlI Q2' ... die Gleichung 

bestehe. 

*) Gewöhnlich wird die Stetigkeit einer Funktion nur in solchen Punkten Po 
von AH .. definiert, in denen {(Po) endlich ist. Die im Text gegebene Definition 
hat lediglich den Zweck, gewisse Fallunterscheidungen zu vermeiden. 
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Die Funktion einer Veränderlichen 

fex) = x 

ist für jeden Wert Xo stetig; denn im Intervall 

0: Xo - c < x < Xo + E 
ist 

G(r; 0) = Xo + c und ger; 0) = Xo - c, 

woraus folgt, daß fex) sowohl nach oben wie nach unten halb stetig ist. 
Ein Beispiel einer Funktion fex), die in einem Punkte stetig ist,' 

wo sie unendlich wird, erhält man, wenn man 

fex) = I~I für x =1= 0 
setzt und 

f(O) = + 00 

nimmt; in der Tat ist dann auch 

rp(O) = + 00·. 

131. Die letzten Sätze in Verbindung mit denen der §§ 91-94 
erlauben uns folgende Resultate auszusprechen: 

Satz 6. Sind die Funktionen ft (P) und fs(P) in demselben Be
reiche A definiert, und beide in einem Punkte Po von AHA nach oben 
(unten) halbstetig , so ist ihre Summe, falls sie in einer Umgebung Po 
ausführbar ist, ebenfalls naclt oben (unten) halbstetig in diesem Punkte. 

Es sei Ql' Q2' ... eine Punktfolge , die in A enthalten ist und 
gegen Po konvergiert. Dann folgt aus 

lim f1 (Qk) < f1 (Po) und lim f2 (Qk) < fs (Po) 
die Relation 

lim (fl(Qk) + t;(Qk» < t; (Po) + t~(Po); 
und ebenso folgt aus 

Em t; (Qk) > f1 (Po) und lim t;(Qk) ~ f2 (Po) 
die Relation 

lim Cf! (Qk) + f2(Qk» > fl (Po) + f2 (Po)' 

womit der Satz bewiesen ist. 

Auf ganz anaJogem Wege beweist man die Sätze: 

Satz 7. Sind die Funktionen ft (P) und t;(P) in demselben BereicheA 
definiert, positiv, und. in einem Ptmkte Po von AHA nach oben (unten) 

9* 
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halbstetig , so ist ihr Produkt fl (P) f2 ( P), {alls es ausführbar ist, eben
falls nach oben (unten) halbstetig in diesem Punkte. 

1st ferner (I CP) nach ohen (unten) halbstetig im Punkte Po, so ist 
- ft (P) dort nach unten (oben) halbstetig. 

Satz 8. Ist fCP) nicht negativ und in einem Punkte Po von AHA 
nach unten (oben) halbstetig, so ist die durch die Gleichungen 

1/1(P) = f(~) für f(P) > 0 

1/1CP) = + 00 für fCP) = 0 

definierte Funktion 1/1 (P) nach oben (unten) halbstetig im Punkte Po· 
Für Stetigkeitspunkte erhält man, wenn man den Satz 5 des 

vorigen Paragraphen mit den Resultaten der § 99-101 vergleicht: 

Satz 9. Sind zwei Funktionen fl (P) und fsCP), die denselben Defi
nitionsbereich A besitzen, beide stetig in einem Punkte Po von AHA, 
so ist die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient der beiden 
Funktionen, solange diese Operationen in einer Umgebung von Po aus
führbar sind, ebenfalls stetig im Punkte Po' 

132. Es seien fl CP) und MP) zwei Funktionen mit demselben 
Definitionsbereich A; wir bezeichnen mit 'qf(P) die Funktion, die in 
jedem Punkte von A gleich der größeren der beiden Zahlen ft (P) und 
f2(P) und mit 1jJ(P) die Funktion, die auf A stets gleich der kleineren 
dieser Zahlen ist. 

Sind nun die Funktionen fl(P) und f2CP) nach oben halbstetig in 
einem Punkte Po von AHA, BO gilt dasselbe sowohl von 'qf(P) als 
auch von tfJ(p). Es genügt übrigens den Fall zu betrachten, wo die 
Funktionen 'P'(P) und 1fJCP) im Punkte Po von + 00 verschieden sind, 
da eine Funktion in jedem Punkte, wo sie gleich + 00 ist, von selbst 
auf'Yärts halb stetig ist. Ist nun zunächst Cl eine beliebige Zahl, die 
'P'(Po) übertrifft, so übertrifft asowohl (l(PO) als auch !;(Po) und es 
gibt, weil beide Funktionen in Po halbstetig sein sollen, zwei Umgebungen 
U' und V" von Po, so daß 

GCf1; U'A) < a, GCh; U"A) < a. 

Setzt man U = U' UIf
, so ist für jeden Punkt Q von Usowohl ft 

als auch (2 nicht größer als a und daher 

G(lJ1'; UA) < a; 

nun ist aber U eine Umgebung von Po und folglich 'P'(P) nach oben 
halb stetig im Punkte Po, 
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Zweitens sei ß eine beliebige Zahl, die ",(Po) übertrifft; dann ist 
mindestens eine der beiden Zahlen f1(PO) und MPo) kleiner als {J. Es 
sei z. B. (1 (Po) < (J und U eine Umgebung von Po, für die wegen der 
Halbstetigkeit von f1 (P) im Punkte Po 

G(fti UA) < (J 

ist. Es wird aber dann um so mehr 

G(1jJ; U A) < ß 
sein, woraus folgt, daß 1jJ(P) im Punkte Po nach oben halbstetig ist. 
Ganz ähnlich schließt man, daß W(P) und tjJ(P) im Punkte Po nach 
unten halbstetig sind, wenn das gleiche für tt(P) und fs(P) zutrifft. 

Also müssen auch die Funktionen W(P) und 1jJ(P) beide in jedem 
Punkte stetig sein, für welchen ft(P) und f2(P) zugleich stetig sind. 

Satz 10. Haben zwei Funktionen tt (P) und fiep) einen gemeinsamen 
Definitionsbereich A, und bezeichnet man mit 'IJf(P) die größere, mit tjJ(P) 
die kleinere der beiden Zahlen ft (P) und f,(P), so sind in jedem Punkte 
Po, in welchem die Funktionen t~ (P) und f,(P) beide nach oben oder 
heide nach unten halbstetig oder heide stetig sind, ebenfalls die Funktionen 
"IjJ'(P) nnd tjJ(P) $Ugleiclt nach oben oder u.nt.en halbstetig oder stetig. 

Bemerkt man, daß del:' absolute Betrag If(P)1 einer Funktion r(p) 
als die größere der beiden Zahlen r(p) und - f'CP) angesehen werden 
kann, so folgt noch aus dem letzten Satze: 

Satz 11. 1st die Funktion f(P) stetig in einem Punkte Po ihres De
(initionsbereiches, so gilt auch dasselbe von der Funktion I f( P) I. 

133. Satz 12. Bezeichnet man mit .A die abgeschlossene Hülle des 
Definitionsbereiches A einer Funktion f(P), mit w(P) und 'P(P) ihre 
beiden Limesfunktionen und mit U eitle offene Punktmenge , so gelten, 
wenn Ä U nicht leer ist, die Gleichungen: 

(1) 

(2) 

G(!!>;.A U) = G(W; A U) = G(f;.A U) 

g('P; Ä U) = g(qJ;.A U) = ger; .A U). 

Für jeden Punkt P des Durchschnitts Ä U ist (weil U eine U m
gebung von P ist) nach der Definition von !!>(P) 

W(P) < G(r; AU). 

Es ist daher auch für die obere Grenze von !p(P) auf .A U 

(3) G(W; A U) < G(f; AU). 
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Anderseits hat man in jedem Punkte P von A U 

f(P) < W(P) 
und daher auch 
(4) Ger; A U) ~ G(<»; AU). 

Endlich ist A eine Teilmenge von A, woraus folgt 

(5) G(q,;AU)< G(<»;AU). 

§ 133 

Der Vergleich von (3), (4) und (5) liefert aber sofort die Gleichungen (1) 
und ebenso beweist man die Gleichungen (2). 

Der folgende Satz rührt von W eierstraß her: 

Satz 13. Ist der De{initionsbereich A einer Funktion f(P) eine be
schränkte Punktmenge, die mehr als einen Punkt enthält, so gibt es auf' 
der abgeschlossenen Hülle A von A mindestens swei Punkte PM und Pm, 
so daß die Gleichungen 
(6) 

(7) 
gelten. 

tP(PM) = Gef; A) 

((J(Pm) = g(f; A) 

Es genügt, den Satz für den Fall zu beweisen, daß die Funktion 
f(P) keine Konstante ist; dann ist G(f; A) > - 00 und wir können 
eine monoton wachsende Zahlenfolge 

(8) Pl <p, <Ps< ... 
konstruieren, für welche 
(9) lim PI: = G (f; A) 

k=OD 

ist. Jedem Punkte P der abgeschlossenen Hülle Ä von A, für den 

(10) <P(P) < G(f; A) 

ist, können wir nun eine Zahl PI: der Folge (8) zuordnen, so daß 

.p(P) <Pk 

ist, und es gibt dann auch eine Umgebung Up von P, für die 

(11) 

ist. Da aber der Definitionsbereich A unserer Funktion beschränkt ist - , 
so ist die abgeschlossene Hülle A ebenfalls beschränkt. Unter der An-
nahme, daß in jedem Punkte v~.n A die Ungleichheit (10) erfüllt ist, 
kann man nach dem BoreIschen Uberdeckungssatze endlich viele Punkte 

Pu P2 , ••• Pa 
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bestimmen, so daß die Vereinigung der zugeordneten Umgebungen 

(12) UP" UP., ... UPa 

die beschränkte und abgeschlossene Punktmenge . .Ä und daher auch 
die Punktmenge A enthält. Es ist nun llach (11) jedem Punkte Pi 
!line natürliche Zahl ki zugeordnet, so daß 

G(J;UPjA)<Pki (j=1,2, ... a) 

ist. Bezeichnet man mit ß die größte unter den endlich vielen Zahlen 
k1 , ••• ka , so ist für jeden Punkt P von A 

r(p) <PfJ, 

weil P stets in mindestens einer der Punktmengen (12) liegt; es müßte 
aber dann auch 

Gcr; ..1) < P{J 

stattfinden, was nach (8) und (9) nicht möglich ist, da 

P{I <P{I+l:::;:: G(f; A) 

ist. Die Annahme, daß die Ungleichheit (10) für jeden Punkt VOll Ä 
erfüllt ist, ist also nicht richtig, und es muß, weil nach dem Satze 12 
stets 

fP(P) < G(r, A) 

ist, für mindestens einen Punkt PM von A 
fPCP],[) = G(r; A) 

sein. Genau ebenso beweist man die zweite Hälfte des Satzes d. h. die 
Gleichung (7). 

Ist A nicht beschränkt, so braucht die Zahl Gcr; A) für keinen 
Punkt von A durch iP(P) angenommen zu werden; für die Funktion 
fCx) = x, die auf der ganzen x-Achse definiert ist, ist z. B. 

G(f; A) = + 00 

fP(x) = x < GCf; A). 

Da nach dem Satze 12 

GCf; A) = G(fP; A) 

ist, besagt der Weierstraßsche Satz, daß die obere Limesfunktion fP(P) 
auf der abgeschlossenen Hülle .Ä von A, falls diese beschränkt ist, ein 
Maximum PM besitzt (§ 121). Ist dann V' eine beliebige Umgebung 
von PM, so folgt aus 

Gcr; AU') > fPCPM) = Gcr; A), 
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daß auch 
Gcr; AU') = G(f; A) 

sein muß. Genau ebenso schließt man, daß für jede Umgebung U" von Pm 

g(r; AU") = g(f; A) 
gilt. 

Halbstetige und stetige Funktionen. 

134:. Definition. Eine Funktion, die auf einer in sich dichten 
Punktmenge A definiert iet, heißt nach oben halbstetig, wenn 
sie in jedem Punkte von A nach 0 ben halbstetig ist und ebenso 
sagen wir, daß sie nach unten halb stetig oder stetig ist, wenn 
sie in jedem Punkte ihres ·Definitionsbereiches die gleich
namige Eigenschaft besitzt. 

Es sei f(P) eine Funktion, die auf ihrem Definitionsbereich A 
nach oben halbstetig ist und B eine beliebige in sich dichte Teilmenge 
von A. Wir bezeichnen nun mit <Pl CP) die obere Limesfunktion von 
f(P), wenn man B als DefinitioDsbereich von f(P) betrachtet. Dann 
ist, wenn P einen beliebigen Punkt von Bund Up eine Umgebung von 
P bedeutet 

G(f; B Up) < G(f; A Up), 

woraus folgt, wenn wir wieder mit <PCP) die obere Limesfunktion von 
f(P) im Definitionsbereiche A bezeichnen, 

Anderseits ist (§ 123) 
<PlCP) < tP(P). 

f(P) ~ tP l CP) 

und nach Voraussetzung, weil fCP) eine auf A nach oben halbstetige 
Funktion bedeutet, 

wir haben also auch 
f(P) = <PCP); 

fCP) = tPl (P) 

und können folgenden Satz aussprechen, dessen zweite Hälfte ebenso 
zu beweisen ist: 

Satz 1. Eine Funktion f(P), die auf einer Punktmenge A nach oben 
halbstetig ist, ist auf jeder in sich dichten Teilmenge B von A ebenfalls 
nach oben halbstetig. Ebenso 1'St f(F) in B nach unten halbstetig oder stetig, 
wenn sie d1:e gleiche Eigenschaft auf A besitzt. 

135. Die obere Limesfunktion_ CP(P) einer beliebigen Funktionf(P) 
ist auf der abgeschlossenen Hülle Ades Definitionsbereiches A von fCP) 
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definiert. Es sei B eine in sich dichte Teilmenge von Ä und fJf(P) die 
obere Limesfunktion von <P (P), wenn man die letzte Funktion auf der 
Punktmenge B allein betrachtet. 

Ist nun P irgend ein Punkt von B, so hat man erstens (§, 123) 

(1) <P(P) < 1Jf(P) 

und anderseits, wenn Up eine beliebige Umgebung von P bedeutet 

fJf(P) < G( (I) i B Up) < G(!l>; A Up) j 

nun ist nach dem Satze 12 des § 133 

G(<PjAUp ) = G(fiAUp) 
und daher auch 

1Jf(P) < G(f; A Up) 

für jede beliebige Umgebung Up von P. Hieraus folgt aber 

lJ!(P) < <P(P), 
oder mit Hilfe von (1) 

(I)(P) = 1Jf(P). 

Die Funktion <P(P) ist also nach oben halb stetig auf Bi ebenso 
sieht man, daß fJJ(P) nach unten halbstetig auf Bist. 

Satz 2. Auf jeder in sich dichten Teilmenge der abgeschlossenen 
Hülle Ä des Definitionsbereiches A einer Funktion f( P) ist die obere 
Limesfunktion <P(P) der Funktion f(P) nach oben halbsteti9, die untere 
Limes/unktion fJJ(P) dieser Funktion nach unten halbstetig. 

Ist schon A selbst in sich dicht, so ist A perfekt und die Funk
tionen (I)(P) und fJJ(P) halbstetig auf ihrem gesamten Definitions
bereich Ä. 

136. Mit Benutzung der Relativbegrift'e, die wir in den § 74, 75 
eingeführt haben, können wir fo1genden Satz aussprechen, den wir später 
(§ 344, Satz 3) noch vervollständigen werden: 

Satz 3. Dafür, daß eine Funktion f( P) auf einer in sich dichten 
Punktmenge .A. nach oben halbstetig sei, ist notwendig und hinreichend, 
daß für jede beliebige endliche Zahl a die Punktmenge 

M(f-:? a) 

leer oder relativ su .A. abgeschlossen sei; oder auch, daß für jedes end
liche a die Punktmenge Mer< IX) 

leer oder relativ su A offen sei. liur die Halbstetigkeit nach unten der 
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Fwzktion f( P) ist notwenclig und hinreichend, daß die Punktmengen 

M(f< a) oder M(f> a), 

falls sie nicht leer sind, abgeschlossen oder offen au( A seien. 
Es sei z. B. f(P) nach oben halbstetig auf A; es ist zunächst zu. 

oeweisen, daß jeder Punkt von A, der Häufungspunkt von M(j~ a) 
ist, in der Punktmenge M(f> IX) enthalten ist (§ 74). In der Tat kann 
nicht, wenn Q ein solcher Punkt ist, f( Q) < a sein; denn es würde 
dann, wenn man bedenkt, daß f(P) nach oben halbstetig ist, jeder Zahlp, 
die zwischen f( Q) und a liegt, eine Um ge bung UQ von Q zugeordnet 
werden können, für welche 

G(f; UQA) <p 
wäre, und der Punkt Q könnte nicht Häufungspunkt von M(f> a) sein. 

Ist umgekehrt fCP) nicht halbstetig nach oben in jedem Punkte 
von A, so existiert ein Punkt Q von A, in dem f( Q) < .p(Q) ist; 
wählt man nun die Zahl a zwischen f( Q) und CP( Q), so ist in jeder 
Umgebung UQ von Q 

und zugleich 
G(f; UQA) > .p( Q) > a 

f(Q) < a. 

Es gibt also Punkte von UQ, die zu der Punktmenge M(f> a) 
gehören und diese Punkte sind von Q verschieden. Der Punkt Q ist 
also Häufungspunkt von M(f~ IX); er gehört außerdem zu A, aber 
nicht zu M((> a), d. h. die Punktmenge M(r-:c. a) ist nicht abge
schlossen auf A. Die erste Behauptung unseres Satzes ist also erwiesen. 
Nach dem § 75 folgt d~nn sofort, daß es notwendig und hinreichend 
ist, daß M(f< a) offen auf A liege, wenn rcP) nach oben halbstetig 
sein soll. 

Die Sätze 1 und 4 der §§ 74, 75 zeigen uns dann, daß unsei'e 
Funktion f(P) dann und nur dann nach oben halbstetig ist, wenn die 
Punktmengen M(f?:. a) der Durchschnitt von A mit abgeschlossenen, 
die Punktmengen M(f< a) der Durchschnitt von A mit offenen Punkt
mengen sind. Der zweite Teil des obigen Satzes läßt sich ganz ähnlich 
behandeln. 

Erinnert man sich an die Definition der stetigen Funktionen, so 
hat man als Korollar des vorigen Satzes: 

Satz 4. Dafür, daß die Funktion r( P) auf einer in sich dichten Punkt
menge A stetig sei, ist notwendig und hinreichend, daß für jedes beliebige 
endliche IX die Punktnz-cngen M(f~ a) und lJI(f< a) abgeschlossen auf A 
oder daß die Punktmengen M(f> a) und M(f< a) offen auf A seien. 
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137. Der Satz 13 des § 133 liefert ferner unmittelbar, wenn man 
ihn mit der Definition der halbstetigen und stetigen Funktionen kom
biniert, folgende Resultate: 

Satz 5. Eine Funktion f(P), die auf einer beschränkten und abge
schlossenen Punktmenge A definiert ist und die in jedem Häufungspunkt 
von .A nach oben (unten) halbstetig ist, besitf4t mindestens ein Maximum 
(Minimum). 

Die obere Limesfunktion w(P) erreicht nämlich unter den Voraus
setzungen des Satzes ihren Maximalwert in einem Punkte PM, und es ist 
zugleich f(P) = q>(~) in jedem Punkte von A, also insbesondere 

f(PM) = tP(PM ) = G(f; A). 

Satz 6. Eine auf einer beschränkten und abgeschlossenen Punktmenge 
definierte endliche Funktion, die in jedem Häufungspunkt ihre8JDefinitions
bereiches stetig ist, ist beschränkt. 

In der Tat erreicht nach dem vorigen Satze f(P) in einem Punkte 
PI ihr :Maximum und in einem Punkte P2 ihr Minimum und es ist stets 

f(P2) < f(P) < f(p). 
Die Zahlen f(PI ) und f(P2) sind nach ihrer Definition endlich; be

zeichnet man mit M die größere der beiden Zahlen !f(PI )! und ((P2)!, 
so ist stets, wie wir zeigen wollten, 

!f(P)! < M. 

138. Es sei F(Q) = f(~u ~2' ••• , ~m) eine beliebige Funktion des 
Punktes Q in einem rn-dimensionalen Raum ffim, die auf einer Punkt
menge B definiert ist; ferner seien 

(1) ~I(P), ~2(P), ... , ~m(P) 
stetige Funktionen des Punktes P eines n-dimensionalen Raumes ffi", 
dere!). gemeinsamer Definitionsbereich eine in sich dichte Punktmenge A 
ist. Jedem Punkte P von A sollen gemäß (1) Wert.e entsprechen, die, 
als Koordinaten eines Punktes des m-dimensionalen Raumes aufgefaßt, 
einen Punkt Q darstellen, der in B liegt; dann ist (§ 122) die Funktion 

F 1 (P) = f(;I(P), ~2(P), ... , ~m(p)) 
auf der Punktmenge A definiert. Wir bezeichnen mit tPl (P), P1 (P) 
die oberen und unteren Lime~funktionen dieser Funktion und mit tP(Q) 
und tp (Q) die oberen uno unteren Limesfllnktionen von F( Q). 

Es sei UQ eine beliebige Umgebung von Q im ffim , W Q ein Würfel 
mit der Kantenlänge 2E, dessen Mittelpunkt Q ist und der ganz in UQ 

enthalten ist. Man kann, weil die Funktionen (1) stetig sind, Umge-
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bungen UPl, ur, ... , Ul~ml finden, so daß für jeden Punkt P' der· Um
gebung UlP 

(j = 1,2, ... m) 
ist. Setzt man 

Ul' = mll UPl ••• Uj,ml, 

so liegt für jeden Punkt pli dieser Punktmenge, die auch eine Um
gebung von P ist, der Punkt des m-dimensionalen Raumes mit den 
Koordinaten 

~l(P"), MP"), ... , ~m(P") 

im Inneren von W Q und also auch im Inneren von U Q. Man hat demnach 

q)l (P) < G(Fl1 UpA) < G(F, UQB) 
und 

Da diese Relationen für jede beliebige Umgebung UQ von Q statt
finden, ist schließlich 

also auch 

«Pl(P) < (P(Q) 
rpl(P) ~ cp(Q), 

rp(Q) < CPl(P) < Fl(P) = F(Q) < q)l(P) < «P(Q). 
Ist also insbesondere die Funktion F( Q) im Punkte Q nach oben 

halbstetig, d. h. ist 
F(Q) = <fJ(Q) , 

so muß im entsprechenden Punkte P 

Fl(P) = q)l(P) 

sein, d. h. Fl (P) ist ebenfalls nach oben halbstetig. Ebenso sieht man, 
daß, wenn F( Q) im Punkte Q nach unten halb stetig ist, die durch Sub
stitution gewonnene Funktion F1 (P) im entsprechenden Punkte P nach 
unten halbstetig ist. 

Am meisten werden diese Sätze angewandt, wenn F( Q) sowohl 
nach oben wie nach unten halbstetig ist, d. h. wenn F( Q) eine s teti ge 
Funktion ist; dann muß auch die durch Substitution gewonnene neue 
Funktion F l (P) ebenfalls stetig sein. 

Schwankung. Punktiert und totalunstetige Funktionen. 

139. Wenn man um jeden Punkt P des Definitionsbereiches A 
einer Funktion f(P) eine Umgebtmg Up so abgrenzen kann, daß die 
heiden Zahlen 

G(r; AlIl') und 
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endlich sind, so wollen wir sagen, daß die Funktion f(P) im Kleinen 
beschränkt ist. Die Funktion fCP) ist dann jedenfalls endlich; sie 
braucht aber nicht beschränkt zu sein - wie das Beispiel fex) = x 
zeigt - außer wenn die Punktmenge A abgeschlossen und beschränkt 
ist, in welchem Falle man eine ähnliche Schlußweise wie für den Satz 13 
des § 133 anwenden kann. 

Der Satz 12 des § 133 zeigt, daß, wenn die Funktion fCP) im Klei
nen beschränkt ist, ihre Limesfunktionen <PCP) und cp(P) in jedem 
Punkte von A endlich sind und daß sie sogar im Kleinen beschränkt 
sind, wenn man w(P) und cp(P) auf der Punktmenge A. allein betrach
tet, d. h. von den Werten dieser Funktionen auf der Punktmenge (.1 - A) 
absieht. Dagegen brauchen diese Limesfunktionen auf der Punktmenge 
(A-A) nicht endlich zu sein, wie das Beispiel der Funktion 

1 fex) =-a; 

im Intervalle 0< x< 1 zeigt, deren Limesfunktionen im Punkte x = 0 
beide gleich + 00 sind. 

Sind umgekehrt w(P) und cp(P) endlich auf A, so kann man jedem 
Punkte P von A eine Umgebung Up zuordnen, so daß 

stattfindet, d. h. f( P) ist auf der Punktmenge A im Kleinen beschränkt. 

Satz 1. Dafür, daß eine Funktion f( P) auf ihrem Definitionsbe
reiche A im Kleinen beschränkt sei, ist notwendig und hinreichend, daß 
ihre Limesfttnktionen W (P) und cp ( P) in jedem Punkt von A endlich 
seien. Dann sind diese letzten Funh"tionen ebenfalls auf der Punktmenge A 
im Kleinen beschränkt. 

14:0. Sind die Limesfunktionen W(P) und rp(P) in'einem Punkte P 
der abgeschlossenen Hülle Ä des Definitionsbereichs A einer Funktion 
f( P) beide endlich, so nennt man die Differenz 

S(P) = CP(P) - cp(P) 

die Schwankung der Funktion im Punkte P; man bemerke, daß diese 
Zahl nie negativ sein kann. Wir bezeichnen mit rpl (P) die untere Limes
funktion der Funktion w(P) im Punkte P; aus der Tatsache, daß stets 
rp (P) < CP( P) ist, folgt, daß die untere Limesfunktion der Funktion cp (P), 
die, wie wir gesehen haben, gleich cp (P) ist (§ 135, Satz 2), die Zahl CPI (P) 
nicht übertreffen kann. 
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Es ist daher 

und die Schwankung 
Sq,(P) = c]J(P) - rpl (P) 

der Funktion (P(P) im Punkte P kann nicht größer sein als S(P). Eine 
analoge Betrachtung über die Schwankung Sq>( P) der Funktion rp (P) 
liefert den 

Satz 2. In einem Punkte P von A, in welchem die Schwankung S (P) 
einer Funktion fCP) definiert ist, sind die Schwankungen Sq,(P) und 
Scp(P) der Limesfunktionen (PCP) und q;(P) nie größer als S(P). Daß 
unter Umständen Sq,(P) < S(P) und S,p(P) < S(P) sein kann, zeigt das 
Beispiel des § 128. 

Wir geben uns eine beliebige positive Zahl I! vor und bestimmen, 
unter der Voraussetzung, daß iP(P) und rp(P) endliche Zahlen sind, 
zwei Umgebungen U;' und U;" des Punktes P, Ba daß 

G(f; mA) < (P(P) + : ' 
g(f; u;,'A) > rp (P) - ; 

ist. Für zwei beliebige Punkte Q und R des Durchschnitts Up = U; UF 
unserer beiden U mgebungen ist dann 

rp (P) - ; ~ f( Q) < (P (P) + i ' 
rp(P) - ; ~f(R) < c])(P) + f, 

und hieraus entnimmt man den 

Satz 3. Jeder positiven Zahl I! kann man eine Umgebung Up eines 
Punktes P von A zuordnen, so daß für je zwei Punkte Q und R von Up 

die Bedingung 
f(Q) - f(R)! < S(P) + I! 

erfüllt ist, vorausgesetzt, daß die Schwankung S(P) von fCP) im Punkte P 
definiert ist. 

14:1. Es sei eine Funktion ((P) auf einer Punktmenge A erklärt, 
die perfekt oder offen oder der Durchschnitt einer perfekten und einer 
offenen, also jedenfalls eine in sich dichte Punktmenge ist (§ 70, Satz 5); 
ferner sei f(P) im Kleinen beschränkt auf ihrem Definitionsbereich. 
Dann ist auch in jedem Punkte von A die Schwankung 

(1) S(P) = c]JCP) - rpCP) 

definiert; außerdem sind nach dem Satze 2 des § 135 die Funktionen 
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ib(P) und q;(P) halbstetig auf A, die erste aufwärts, die zweite abwärts 
und nach den Sätzen 6 und 7 des § 131 ist ihre Differenz S(P) eine 
nach oben halbstetige Funktion auf A. Ist also p irgendeine natür
liche Zahl, so ist die Teilmenge von A 

(2) Bp=M(S<}) 
eine auf A offene Punktmenge (§ 136, Satz 3) und kann (§ 75) als der 
Durchschnitt von A mit einer offenen Punktmenge Up dargestellt werden. 
Es kann nun vorkommen, daß jede der unendlich vielen Punktmengen 

BlI B 2 , Ba, ' , . 

überall dicht aufA liege (§ 76); das Gleiche gilt dann auch von den offenen 
Punktmengen Ull U2, Us, ... und nach dem Satze 5 des § 78 vom 
Durchschnitt 

U = U1 U2 US ••• , 

Also ist auch die Punktmenge 

(3) B= B 1 B 2 Bs '" = AU 

überall dicht auf A;in jedem Punkte von B ist nach (2) und (3) die 
Schwankung S(P) kleiner als jede der Zahlen l:p und daher gleich Null, 
und folglich ist jeder Punkt von Bein Stetigkeitspunkt unserer Funk
tion fCP). 

Ist zweitens nicht jede der Punktmengen Bp überall dicht auf A, 
so kann man eine Umgebung Up eines Punktes P von A und eine natür
liche Zahl Po so wählen, daß' für jeden Punkt von AUp 

ist, 
S(P) > ;0 

Bei den unstetigen Funktionen, die auf einer beliebigen in sich 
dichten Punktmenge A definiert werden, unterscheidet man die punk
tiert unstetigen Funktionen, derenStetigkeitspunkte überall dicht 
auf A liegen und die totalunstetigen Funktionen, welche diese Eigen
schaft nicht haben. Mit dieser Terminologie gilt also nach dem 
Obigen der 

Satz 4. Wenn der De(initionsbereich A einer Funktion f(!'), die im 
Kleinen beschränkt ist, per{ektist, oder offen, oder der Durchschnitt einer 
perfekten und einer Offenen Punktmenge, so ist es hinreichend dafür, daß 
die Funktion f(P) punktiert unstetig sei, daß für jede natAirliche Zahl p 
die Punkt menge 

überall dicht auf A liege. 
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Die Beschränkung über den DefinitionsbereichA ist natürlich wesent
lich: es bestehe z. B. A aus allen rationalen Zahlen 

3i=~ 
q (p und q teilerfremd, q > 0) 

der x-Achse mit Ausnahme der Null und es sei 

(x)= ~ . 

Die Funktion fex) ist halb stetig nach oben und ihre Schwankung Sex) 
ist in jedem Punkte von A gleich fex). Sie ist also totalunstetig, 
obgleich die Punktmenge 

M(S <-i) 
für jeden Wert von q überall dicht auf A liegt. Dagegen ist die obere 
Limesfunktion q)(x) von fex), die in jedem Punkte der x-Achse definiert 
ist, punktiert unstetig. Die Punkte der Komplementärmenge von 
A sind Stetigkeitspunkte von ~(x). 

14:2. Satz 5. Jede halbstetige, im Kleinen beschränl..te Funktion ist 
punktiert unstetig, falls ihr De[1nitionsbereich A denselben Bedingungen 
wie im vorigen Satze genügt. 

Es sei Up eine beliebige Umgebung eines Punktes P von Ai ferner 
sei (CP) z. B. nach oben halbstetig. Wir bezeichnen mit VI' eine Um
gebung von P, in welcher fCP) beschränkt ist. Dann ist die Zahl 

gif; AUpVp) 

endlich und es gibt für jede natürliche Zahl p einen Punkt Q von A U p Vl'1 

so daß 

ist. Aus 

und .aus 

folgt dann 

f(Q) < ger; AU/, VI') + ~ 

g(f; AUI'YI') < rp(Q) <f(Q) 

f(Q) = 4J(Q) 

S(Q) = tP(Q) - rp(Q) < ~ , 
womit nach dem vorigen Satze unsere Behauptung erwiesen ist. 

Funktionen einer Veränderlichen. 

14:3. Bei den Funktionen einer Veränderlichen spielen gewisse Be
griffs bildungen, die mit dem Vorhergehenden in engem Zusammenhange 
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stehen, eine wichtige Rolle. Wir nehmen an, es sei das Intervall 

1: a<x<b 

145 

im Definitionsbereich .A einer Funktion fex) enthalten. Wir betrachten 
die Limesfunktionen 411 (x) und 'PI (x) der Funktion fex), wenn man 
die Funktion fex) nur auf dem Intervall I betrachtet. Die hei
den Funktionen «PtC:.c) und 'PI (x) sind alsdann in den Endpunkten a 
und b des Intervalls I definiert, und wir können die Bezeichnungen ein
führen: 
(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

tI»1(a).= limf(x), 
.,=a+O 

fP1(a) = lim f(x) , 
.,=a+O 

tI»1(b) = lim fex) I 

.,=6-0 
'P1 (b) = lim {(x). 

.,=b-O 

In diesen Formeln sollen die Symbole (a + 0), (b - 0) daran erinnern, 
daß a den Anfangs- und b den Endpunkt des Interva.ll.s 1 bedeutet. 
Sollen also die beiden Ausdrücke 

(5) tim fex) und tim fex) 
.,=,,+0 .,=,,-0 

zugleich einen 8inn haben, so muß die Funktion fex) in allen Punkten 
einer gewissen Umgebung von a, die von a verschieden sind, definiert 
sein. Die größte der heiden Zahlen (5) bezeichnen wir dann mit 

(6) 

lmd ebenso bezeichnen wir die kleinere der beiden Zahlen 

(7) lim fex) 'und Iim f(x) , 
"="+0 .,=,,-0 

fa.ll.s sie heide definiert sind, mit 

(8) Iim.f(x). 
m=" 

Es gelten natürlich stets die Relationen 

(9) lim fex) ~ !im fex), 
.,=,,+0 .,=,,+0 

(10) 

(11) 

!im fex) ~ lim fex) , 
.,=,,-0 .,=,,-0 

lim fex) ~ Iim f(x). 
:c=" :c=a 

Cara~h6odor71 Reelle Funktionen. 2. Aufl. 10 
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Haben die Zahlen (1) und (2) denselben Wert, so bezeichnen wir sie 
mit einem der einfacheren Symbole 

(12) !im f(x) oder f(a+O); 
",=a+O 

ebenso schreiben wir für die Zahlen (3) und (4), faUs sie gleich sind, 

{13) lim fex) oder f(b - 0). 
",=b-O 

Endlich schreibt man für die Zahlen (6) und (8), wenn sie einander 
gleich sind, 

lim f(x). 

Dies letztere kann daWl und nur dann vorkommen, wenn die vier Zah
len (5) und (7) ein und denselben Wert haben, oder wenn die Zahlen 
f( a + 0) und f( a - 0) beide definiert und einander gleich sind, so daß, 
man hat 
(14) limf(x)=f(a+O)=fCa-O). 

:c=a 

144-. Ist die Funktion fex) in allen Punkten einer Umgebung des 
Punktes x = a, also auch im Punkte a selbst definiert, so ist der obere 
Limes tP(a) von fex) im Punkte a gleich der größeren der beiden Zahlen 

fCa) und lirü- f(x) , 

und der untere Limes q;(a) gleich der kleineren der beiden Zahlen 

fCa) und lim fex); 

die Funktion fex) ist also dann und nur dann im Punkte x = a· nach 
oben halbstetig, wenn 
(15) f(a) ~ lim fex) 

ist, und sie ist dann und nur dann in a nach unten halbstetig, wenn 

(16) f(a) < lim fex) 

ist. Endlich ist fCx) dann und nur dann stetig in a" wenn die beiden 
letzten Relationen zugleich stattfinden; dies ist aber wegen (11) dann 
und nur dann der Fall, wenn 

f(a) = lim fex) lim fex), 
o1;=a a:'=a 
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oder, mit Berücksichtigung von (14), wenn 

(17) 
ist. 

(Ca) = fCa + 0) = (Ca -0) 

147 

145. Für den speziellen Wert a = 0 kann man die Bezeichnungen 
der vorigen Paragraphen etwas vereinfachen, indem man z. B. statt 

lim fex) 
x=o;+o 

einfach 

(1) lim fex) 
x=+O 

schreibt, und ähnlich für die anderen vorkommenden Symbole. Ebenso 
werden wir dann fCa + 0) einfach durch f( + 0) ersetzen. Ist ferner die 
Funktion fex) für alle Werte von x definiert, die eine positive Zahl IX 

übertreffen, so ist f(~) für alle Punkte des Intervalls 0< x < ~ de-,x a 
finiert. Für die Größe 

lim f{~) 
x=+o \x 

schreiben wir dann 
(2) lim fex) 

X= + co 

und ebenso setzen wir 

(3) lim ((~) Ern ((x). 
,r=+O \X x=+oo 

Im Falle, daß die Größen (2) und (3) einander gleich sind, bezeich
nen wir sie durch die einfacheren Symbole 

limf(x) oder ((+00). 
x=+oo 

Ganz ähnlich definiert man, wenn die Funktion fex) für alle Werte von 
x erklärt ist, die kleiner sind als eine negative Zahl p, die Ausdrücke 

!im fex), Ji!!!f(x) 
X=- 00 x=-oo 

und im Falle der Gleichheit dieser Zahlen bezeichnet man sie wieder mit 

limf(x) oder (-00). 
x=-oo 

146. In einem Intervall a < x< b, das im Definitionsbereich A 
einer Funktion fex) enthalten ist, betrachten wir eine Zahlenfolge Xl' 

X21 ••• die gegen a konvergiert: 

(1) (Xk> a). 
10* 
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Der Satz 3 des § 126 lehrt uns dann, wenn wir die Gleichungen (1) 
und (2) des § 143 berücksichtigen, daß 

(2) lim f(xk) < lim fex), 
.1:=00 ",=a+O 

(3) 

Ebenso zeigt uns der Satz 4 des § 126, daß die beiden letzten Relationen 
bei geeigneter 'Vahl der .Folge Xli xs, . " als Gleichungen geschrieben 
werden können. Endlich schließen wir aus dem § 130, daß f( a + 0) 
dann und nur· dann existiert, wenn für jede Folge Xli XSI ••• die Zah· 
lenfolge 

konvergent ist; es ist dann stets 

(4) f(x.!:) -- f(a + 0). 

Betrachtet man Zahlenfolgen x l1 X a, ..• , die den Bedingungt!n 

(5) 

genügen, so gelten genau dieselben Resultate, in denen man nur (a+O) 
durch (a - 0) zu ersetzen hat. 

Es ist nützlich, zu bemerken, daß die Sätze der §§ 99-101, wenn 
man sie auf unsere Relation (4) anwendet, folgendes Resultat liefern: 

Existieren für zwei Funktionen ft (x) und fs(x) die Symboleft (a+ 0) 
und· fs (a + 0) und setzt man 

sex) = fl (x) + f~(x), 
p(x) = ft(x), f,(x) , 
q(x) = f1(X) 

fs(x) , 

so kann man auch schreiben 

s(a+O)=t;(a+O) +fs(a+O), 

p(a+ 0) = ftCa + 0) 'fll(a+ 0), 

) ft(a+O) 
q(a + ° = f!(a+O) , 

solange die betreffenden Operationen ausftihrbar sind, und dasselbe gilt 
auch, wenn man in diesen Gleichungen (a + 0) durch (a - 0) ersetzt. 

Endlich kann man die Resultate dieses Paragraphen auf den Fall 
übertragen, daß a eine der Zahlen ± 00 ist. 
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Monotone Funktionen. 
147. Die Gesamtheit der Punkte einer offenen Punktmenge 

a <a; <b, 

149 

wobei a un~ b endliche oder unendliche Zahlen bedeuten, nennt man 
ein lineares Gebiet (vgl. § 225). 

Von einer endlichen Funktion (x), die auf einem Gebiete.A. de
finiert ist, sagt man, sie sei monoton wachsend, wenn stets für 
zwei beliebige Punkte Xl und XI des Gebietes .A die Relation 

(1) (x! - Xl) (fexs) - (exl») ~ 0 

stattfindet; man sagt die Funktion ist monoton apnehmend, wenn 
stets 
(2) (XlI - Xl) (f(xs) - (XI» < 0 

ist. Beide Arten von Funktionen bezeichnet man kurz als monotone. 
Die Funktionf(x)=x ist z.B. monoton wachsend, die Funktion (x) =-.X 

monoton abnehmend. Die Relation (1) ist gleichbedeutend mit der Be
dingung, daß stets mit Xli> Xl auch (xs) :2 f(x l ) stattfinde, die Rela
tion (2), daß stets mit Xs > Xl aucJ:1 f(x l ) < f(xl ) sei. 

Man sieht leicht ein, daß die Konstanten die einzigen Funktionen 
sind, die sowohl monoton wachsend als abnehmend sind. Ist j~desmal, 
wenn XI > Xl auch f(xs) > f(xl ), so sagen wir, daß die Funktion fex) 
stets wachsend ist, und ebenso sprechen wir von stets abnehmen
den Funktionen, wenn mit XII> Xl immer auch ((xs) < f(x l ) stattfindet. 

Ist fex) eine monoton wachsende Funktion, so sind die Funktionen 

- fex) und f(- x) 

monoton abnehmend j jede Eigensc4aft der monoton wachsenden Funk
tionen läßt sich also sofort auf monotun abnehmende übertragen und 
es genügt, die ersteren genauer zu studieren. 

148. Es sei fex) eine monoton wachsende Funktion, die in einem 
Gebiete 

A: a < x< b 

definiert ist und ~ ein beliebiger Punkt dieses Gebietes. Wir bezeichnen 
mit a(;) die untere Grenze der Funktionswerte fex), die auf dem Ge
biete ; < x < b angenommen werden, 

(1) am = g(fj ; < x < b) 
und setzen ebenso 
(2) ~(!;) = G(fj a < x < ~). 
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Sind Xl und Xi zwei Punkte des Gebietes A, die der Bedingung 

Xl < ~ < x 2 

genügen, so ist wegen der Monotonie von fex) 

(3) f(xl ) < ~m ~f(~) < a(~) < f(xt ), 

§ 148 

woraus folgt, daß die beiden Zahlen ~(~) und Ci(~) endlich sind. Als 
Funktionen v:on ~ aufgefaßt, sind die Funktionen ~m und ä(;) außer
dem noch monoton wachsend im Gebiete A. 

Essei ~1I ~2' ••• eine Folge von Zahlen, die alle im Gebiete ~<x<~ 
liegen und gegen den Punkt ~ konvergieren. Da stets f(~k) > "t~) ist, 
hat man 
(4) 

Anderseits kann man, wenn man sich eine positive Zahl E vorgibt, die 
Zahl XI in der Relation (3) so wählen, daß 

r(xs) < "(~) + E 

ist; da nur endlich viele Punkte ~1> ;2' ... außerhalb d.es Intervalls 
~ < X < X2 liegen und für alle übrigen Punkte f(;k) < f(x'J) ist, muß 
nun auch 

lim f(;k) ~ f(x2) < Ci (~) + E 
k=", 

sein, und weil die letzte Relation für jedes positive E gilt, hat man 

(5) 

Die Bedingungen (4) und (5), die gleichzeitig gelten müssen, zeigen nun, 
daß die Zahlenfolge f(~l)' f\~2)' ... konvergiert, und daß 

f(~k) -l> a(~). 

Nach dem § 146 kann man also schreiben 

(6) 
und ebenso findet man 
(7) 

ä(~) = f(~ + 0) 

~m=r('g-O). 

Dieselbe Schlußweise zeigt, daß im Anfangspunkte a des linearen 
Gebietes a < x < b, der Ausdruck r(a + 0) oder, falls a = - 00 ist, der 
Ausdruck f( - 00) einen Sinn hat. Diese Zahl braucht aber nicht end
lich zu sein und kann auch den 'Vert - 00 annehmen, und ähnliches 
gilt von der Zahl rCb - 0) bzw. f( + 00), die ebenfalls definiert ist. 



§ 149 Monotone Funktionen 151 

Nach dem § 144 ist die obere Limesfunktion 4>(x) der Funktion 
lex) in einem beliebigen Punkte des Gebietes A gleich der größten 
der drei Zahlen 

f(x-O), f(x) , f(x+O) 

llnd die untere Limesfunktion cp (x) gleich der kleinsten dieser Zahlen. 
Nun ist aber nach (3), (6) und (7), wenn wir die Buchstaben x und g 
vertauschen, 

und daher auch 
f(x-O) < fex) < f(x+O) 

cp(x) = fex - 0), 4i(x) = fex + 0). 

Indem wir alles zusammenfassen haben wir den 

Satz 1. Die Limesfunktionen w(x) und cp(x) einer in einem linearen 
Gebiete A definil'rten monoton wachsenden Funktion r(x) sind monoton 
wach$end und durch folgende Gleichungen definiert: 

w(x) = fex + 0) = g(f; x < ~ < b), 

cp(x)=f(x-O) = Gef; a<~<x). 

Sind Xl und Xs zwei Punkte des Gebietes A und hat man Xl< Xli' 

so haben die beiden Punktmengen Xl < X < bund a < X < Xli gemein
same Punkte und es ist daher 

Hieraus entnehmen wir den 

Satz 2. Für zwei Punkte Xl und Xi des Gebietes A. ist, mit den Be
zeichnungen des vorigen Satzes, wenn Xl < Xli gilt, 

w(xl ) < cp(x2)· 

149. Die untere Limesfunktion der monoton wachsenden Funktion 
4i(x) ist nach dem Satze 1 gleich w(x-O). Nun bemerke man, daß 
aus tP(x) ~f(x) stets 
(1) @(x- 0) > r(x - 0) "7 cp(x) 

folgt. Anderseits ist nach dem Satze 2 für jedes Xl< X, wenn heide 
Punkte X und Xl in A liegen, 

w(xl ) < cp(x) 
und hieraus folgt 
(2) w(X-O) < cp(x). 

Aus (1) und (2) folgt, wenn wir noch berücksichtigen, daß cp(x) halb-
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stetig nach unten ist (§ 135, Satz 2), 

(3) di(x - 0) = lJl(x) = p(x-O) 
nnd ebenso findet man 
(4) p(x+O) = (})(x) = di(x+O). 

Haben zwei monoton wachsende FnnktiOllen fex) und fl(X) dieselbe 
obere Limesfunktion di(x), so muß nach (3) sowohl f(x-O) wie auch 
ft(x-O) gleich di(x-O) sein und wir haben den Satz': 

Satz 3. Zwei monoton wachsende Funktionen, welche dieselbe obere 
(untere) Limesfunktion besitzen, müssen auch dieselbe untere (obere) Limes
funktion haben. 

Wir betrachten eine beliebige Funktion ft (x), welche der Relation 

(5) p(x) ~f1(X) < di(x) 
genügt, und bemerken, daß, wenn· x' und x" zwei Punkte von A be
deuten und wenn x'< x" ist, nach dem Satze 2 

f1 (x') < flI(x') S p (x ") ~ fl (x") 

stattfinden muß, woraus folgt, daß fl (x) ebenfalls monoton wachsend 
ist. Es fo1gt aber dann noch außerdem aus (5) 

p(x+O) <Mx+O) < di(x+O)j 

dies, verglichen mit der Gleichung (4), liefert ft(x+O) = di(x), und 
ebenso findet man fl(X-O) -= lJl(x). Die Funktion ft(x) hat also die~ 
selben Limesfunktionen wie f(x)j umgekehrt muß aber jede Funktion 
ft(x), welche die Funktionen lJl(x) und di(x) als Limesfunktionen be
sitzt, die Relation (5) befriedigen. 

Satz 4. Dafür, daß eine Funktion fl (x) dieselben Limesfunktionen 
flI(x) und lJl(x) wie die monoton wachsende Funkiion fex) beSitse, ist not
wendig und hinreichend, daß 

IJl(X)~fl(X) < w(x) 
sei. Die Funktion f1 (x) ist dann ebenfalls monoton wachsend. 

Die Schwankung Sex) einer monoton wachsenden Funktion ist 
dm;ch die Gleichung gegeben 

Sex) = flI(a;} -1Jl(X) = f(x +0) - f(x-O). 

Mit Hilfe von (3) und (4) haben wir also den Satz: 

Satz 5. In jedem Punkte ihres Defi,nitionsbereiches A ist die Schu:an
kung einer, monoton wachsenden Funktion gleich der Schwankt,ng eine!' 
jeden ihrer Limesfunktionen (vgl. § 140, Satz 2). 
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150. Die Summe 
(1) sex) = f1.(x} + (sex) 
v(}n zwei monoton wachsenden Funktionen fl(:x) und fs(x) ist ebenfalls 
monoton wachsend. Außerdem folgt aus dem § 146, daß 

8(X+ 0) = ft (x+ 0) + fs(x+O), 
s(x- 0) = ft(x-O) + fs(x-O) 

sein muß, und hieraus erhält man durch gliedweise Subtraktion den Satz: 

Satz 6. Die Schwankung der Summe von zwei monoton wachsenden 
Funktionen, die denselben Definition8bereich .A. haben, ist in jedem Punkte 
'VOn A gleich der Summe der Schwankungen dieser Funktionen. 

Ebenso sieht man, daß das Produkt 

p(x) =fl(x)'fs(x) 

von zwei monoton wachsenden positiven Funktionen monoton wachsend 
ist. und daß die Relation 

p~+~-p~-~=ft~+~~~+~-ft~-~~~-~ 

gelten muß. Ist endlich fex) positiv und monoton wachsend, so ist 

1 
q(x) = fex) • 

monoton abnehmend und man hat 
1 1 

q(x - 0) - q (x + 0) = f(x-O) - f(a:+ 0) • 

151. Wir bezeichnen mit B n die Teilmenge des Definitionsbe
reichs A einer monotonen Funktion fex), in der die Schwankung Sex) 
dieser Funktion die Zahl ..!- übertrifft: n 

(1) 

Wir wollen nun zeigen, daß die Punktmenge Bn für jeden Wert der 
natürlichen Zahl n eine höchstens abzählbare Punktmenge ist. Im ent
gegengesetzten Falle würde sie mindestens einen Kondensationspunkt 
besitzen, der im Gebiete A liegt (§ 63) und es würde ein Intervall 

00 a<x<ß 
geben, das mit seinen Endpunkten in A enthalten ist, und in dem 
nicht abzählbar unendlich viele Punkte von Bn enthalten sein müßten. 
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Es seien anderseits ~p ~2' •• ',;p beliebig viele Punkte von B,., die in 
(2) enthalten sind; wir können die Bezeichnungen so festsetzen, daß 

a < ;1 < ~2 < ... < ~p < P 
ist. Wählt man irgend welche Punkte Xl' X 2 , .•• , x"_lI die den Be-

". "'1 :r, "'.. dingungen 
I I I 

a ;, ;, Fig. 10 •. ~. fI ~k < X", < ~k+1 
genügen, und führt noch die Bezeichnung ein 

a = xo, P = xp , 

BO ist nach der Relation (3) des § 148 

(k= 1,2, ... (p-l» 

{(xk) - ((Xk_ 1) :2 f(~k + 0) - {(~'" - 0) = S(;k) (k = 1, 2, ... , p) 
und daher 

(3) J f(P) - (Ca) =k~(f(Xk) - fCXk _ 1») 

l ~ S(~I) + ... + S(~p)' 
Nun sollten die ~k alle in Bn enthalten sein, d. h. es sollte 

(4) S(~k» ~ (k=1,2, ... ,p) 
sein; dann folgt aber aus (3) und (4) 

f(ß) - (a) >~-
oder 

p < n({(ß) - fCa»). 

Die Anzahl der Punkte von B n , die im Intervall (2) liegen, ist also nicht 
größer als die endliche Zahl n(f'eß) - (Ca»); daher kann die PunktmengeBn 

keinen Kondensationspunkt besitzen und muß höchstens abzählbar sein. 
Die Vereinignngsmenge 

Bl +B2 + Ba + ... 
ist also ebenfalls höchstens abzählbar (§ 43), und sie enthält alle Punkte 
von A, in denen die Schwankung Sex) nicht verschwindet; daher der Satz: 

Satz 7. Jede monotone Funktion besitzt höchstens abzählbar viele Un
stetigkeitsstellen. 

In jedem Intervall, das einen Punkt von A enthält, gibt es also 
mindestens einen Stetigkeitspunkt von fex), und da A in sich dicht und 
fex) im Kleinen beschränkt ist (§ 139), so ist jede monotone Funktion 
fex) entweder stetig oder höchstens punktiert unstetig (§ 141). 
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152. Es seien Xl und x2 zwei beliebige Punkte des linearen Ge

bietes A, in dem die monoton wachsende Funktion f(x) definiert ist und 
es sei Xl< Xi. Die Unstetigkeitspunkte dieser Funktion, die im Interva.ll 

(1) XI<X<X1 

liegen, bilden eine aus höchstens abzählbar unendlich vielen Punkten 

{2) ~u ~2' ~s, ... 

bestehende Punktmenge. Wir führen die Funktion D(xux~) der zwei 
Veränderlichen Xl und Xi ein, die durch die Gleichung 

(3) D(xlI xs) = ({(Xl + 0) - f(x l» + ~S(gk) + (f(x2) - f(xt-O») 
k 

definiert ist, wenn die Punktmenge (2) nicht leer ist, und durch 

D (xu XI) """ (f(xl + 0) - {(Xl» + ({(x2) - (<Xi - 0»), 
wenn diese Punktmenge leer ist. Nach dem Sa.tze 1 des § 104 ist, wenn 
die Punktmenge (2) unendlich viele Punkte enthält 

(4) 

Nun ist, wenn man ein 1ntervall a < x< ß betrachtet, dessen Endpnnkte 
in (1) liegen und welches die Punkte g" g., ... , gp enthält, nach der 
Relation (3) des vorigen Paragrapben 

p 

2S(;A:) < f(ß) - fCa) 
k=l 

und daher, weil 
((ß) < l(xz - 0) und f(a) ~ {(Xl + 0) 

ist, 
P 

~S(gk) < {(x'}. -0) - f(xl +0). 
k=l 

Nach (4) ist also auch 

~S(gA:) < {(xz - 0) - f(xi + 0) 
" und, wenn man diese letzte Relation mit (3) vergleicht, 

(5) D(xpxj ) < f(x2) - ((Xl). 

Man sieht sofort ein, daß die Relation (5) auch dann bestehen muß, 
wenn die Punktmenge (2) nur aus endlich vielen Punkten besteht oder 
auch, wenn diese Punktmenge leer ist. 

Die Funktion D(xu a.·z), die ihrer Natur nach nie negativ sein kann, 
wollen wir die totale Diskontinuität der Funktion {(x) im Inter-
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vall (1) nennen, die Differenz (fex2)-fCx1) heißt die Variation der 
monoton wachsenden Funktion fex) in diesem Intervall (vgl. § 178). 
Die Relation (5) kann also folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Satz 8. In jedem Teilintervall des De{initionsbereichs A einer monoton 
wachsenden Funktion ((x) ist die totale Diskontinuität der Funktion nie 
!Jrößer als ihre Variation. 

153. Sind Xl' XII und Xs drei Punkte des Definitionsbereichs A 
unserer monotonen Funktion fex) und ist 

Xl <X2 <XS ' 

so folgt aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen in Verbindung 
mit dem Satze 2 des § 105, daß stets 

(1) D(xl1 xs) = D(xl1 xl/) + D(x2,xS) 

sein muß. Nun sei X o ein fester Punkt und X ein beliebiger Punkt von A; 
wir definieren auf dem Gebiete A eine Funktion ~(x) folgendermaßen: 

(2) 
f 1jJ(x) = D(xo, x) für x> xo, 

l 1jJ(x)=-D(x,xo) für x<xo, 
1jJ(xo) = O. 

Mit Hilfe von (1) sieht man sofort ein, daß, wenn Xl und x2 zwei be
liebige Punkte von A bedeuten und Xl< XII ist, die Gleichung 

(3) 1/J(x2) -1jJ(x1) = D(Xl1 X2) 

stattfinden muß. Hieraus folgt aber, daß 1/J(x) eine monoton wachsende 
Funktion ist, und daß in jedem Intervall ihre Variation gleich der to
talen Diskontinuität von fex) ist. Ferner liefert die letzte Gleichung in 
Verbindung mit den Relationen (3) und (5) des vorigen Paragraphen 

(4) {(x2) - {(Xli - 0) < 1/J(x2 ) -1/J(x1), 

(5) f(xl + 0) - f(x1) < 1/J(x2 ) - 1/J(x1), 

(6) ((XII) - f(x1) ~ 1/J(Xl!) -1/J(x1). 

Aus der Relation (4) folgt 

oder 

lim (1/J(xll ) -1/J(x1) ~ {(Xl!) - ((x2 -O) 
XJ =x~-o 

1/J(X2) -1/J(x~ - 0) ~ {(Xli) - {(xll - 0); 
ähnlich schließt man aus (6) 

{(xz) - [(x2 - 0) ~ 1jJ(x2) -1/J(x2 - 0) 
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und diese heiden Relationen geben zusammen 

1fJ(x2) -1fJ(Xi - 0) = ((X2) - f(x2 - 0) . 
Ebenso folgt aus (5) und (6) 

1fJ(xl + 0) -1/1(xl ) = f(xI + 0) - f(x l ). 

Da die Punkte Xl und x2 ganz beliebige Punkte von A waren, sehen wir 
also, daß für jeden Punkt X von A die Gleichungen 

(7) { 1fJ(x) -1fJ(x - 0) = fex) - f(x- 0), 

1fJ(x + 0) -1/1(x) = fex +. 0) - fex) 

gelten müssen. Aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt nicht nur, 
daß in jedem Punkte von..A die Schwankung der Punktion 1fJ(x) gleich 
der Schwankung von fex) ist, sondern auch nach der GJeichung (3) des 
vorigep. Paragraphen, daß die totale Diskontinuität von 1/1(x) in einem 
beliebigen Intervall Xl < X < Xli' dessen Endpunkte in A. enthalten sind, 
gleich der totalen Diskontinuität von fex) in diesem Intervall ist. In 
einem solchen Intervall ist also die totale Diskontinuität von ",,(x) gleich 
ihrer eigenen Variation. 

Setzt man 
(8) ((X) = l/J(x) + x(x), 
so ist für je zwei Punkte Xl und Xi von A 

f(x i ) - f(x l ) = 1/1(xs) - ""(Xl) + X(xs) - X(xl ) 

und daher nach (6), wenn Xl< Xli ist, 

X(xlI ) - x (x1) > O. 

Die Funktion X(x) ist also monoton wachsend; ferner folgt aus (8) 
nach dem Ergebnis des § 146 

r(x + 0) - ((x-O) =o1fJ(x + 0) -1fJ(x-O) + X{x + 0) - X(x-O) 

oder, wenn man die Gleichungen (7) berücksichtigt, 

X(x+O) - X(x-O)=O. 

Die Funktion X(x) ist also eine stetige Funktion, und wir haben den 
Satz: 

Satz 9. Jede auf einem linearen Gebiete A definierte monoton wachsende 
Funktion fex) kann als Summe von swei monoton wachsendert Funktionen 
1fJ(x) und X(x) betrachtet werden, deren erste ",,(x) in jedem abgeschlos
senen TeilintervaU von A eine totale Diskontinuität besitzt, die gleich ihrer 
eigenen Variation und auch gleich der totalen Diskontinuität von fex) in 
diesem Intervall ist, und deren zweite X(x) eine stetige Funktion ist. 
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154:. Ist c eine Konstante und setzt man 

(1) lji(x) = tjJ(x) + c, x.(x) = x(x) - c, 

so ist wiederum tjJ(x) eine monoton wachsende Funktion, deren totale 
Diskontinuität in irgend einem Teilintervall von A gleich ihrer Varia
tion in diesem Intervall ist, und x(x) ist eine stetige monoton wachsende 
Funktion; überdies hat man 

fex) = 1iJ(x) + x(x). 
Man erhält auf diese Weise sämtliche Zerlegungen von fex) in eine 
Summe von zwei Funktionen, welche die oben genannten Eigenschaften 
haben. Denn aus der Stetigkeit von x(x) folgt 

fCx + 0) - f(x) = 1ß(x + 0) -1Ji(x), 
fex) - f(x-O) = 1ß(x) -1ß(x-O), 

und hieraus, daß in jedem Intervall, dessen Endpunkte in A liegen, die 
totalen Diskontinuitäten von fex) und 1ß(x) einander gleich sind. Folg
lich müssen die Variationen von 1jJ(x) und 1ß(x) in jedem solchen Inter
vall ebenfalls einander gleich sein; d. h. man muß für jeden Punkt x 
von A 

tjJ(x) - 1iJ(xo) = tjJ(x) - tjJ(xo) 

haben, woraus dann leicht die Gleichungen (1) folgen. 

155. Es sei mit 
(1) 

eine abzählbare Punktmenge bezeichnet, die auf dem linearen Gebiete.A 
überall dicht liegt; ferner sei jedem Punkte xI.: eine Zahl Yk zugeordnet 
und für zwei beliebige natürliche Zahlen 1.1) k2 sei stets 

(2) (xk, - xk) (Yk, - Yk.) > O. 

Ist dann x irgend ein Punkt von A und mit PI' P2' ... diejenig~ Teil
menge der natürlichen Zahlenreihe bezeichnet, für welche 

(3) XPk2 x 
ist, und setzt man 

fex) = untere Grenze von tyP, ' Yp,' ... l, 
so ist die Funktion fex) wegen (2) monoton wachsend und außerdem 
ist für jede natürliche Zahl k 
(4) f(xk)=yJ.:' 

Wir bezeichnen mit w(x) und g;(x) die Limesfunktionen der so
eben konstruierten Funktion fex) und bemerken, daß jede monoton 
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wachsende Funktion ft (x), welche die Bedingung 

(5) ft (xk) = Y,. (k= 1, 2, ... ) 

befriedigt, dieselben Limesfunktionen wie f(x) haben muß. In der Tat 
liegen in jedem Teilintervall des linearen Gebietes .A Punkte x,., für 
welche 

f(xk) = fl (xk) 

ist, und daher folgt auch für jeden Punkt x von A 

~+~=ft~+~ u~ ~-~=~~-~ 
Es ist also 

(6) cp (x) < ~ (x) < cI>(x) 

und hieraus folgt, daß die Punktmenge, in welcher die ,Funktion ft (x) 
von fex) verschieden sein kann, aus den Unstetigkeitspunkten von fex) 
besteht, die in der Folge (1) nicht enthalten sind. 

Umgekehrt wächst jede Funktion ~ (x), die die Bedingung (6) 
erfüllt, monoton (§ 149, Satz 4). Die Gesamtheit der monoton wachsen
den Funktionen, welche in den gpgebenen Punkten xk die vorgeschrie
benen Werte Yk annehmen, fällt also zusammen mit der Gesamtheit der 
Funktionen, die die Bedingungen (5) und (6) zugleich befriedigen. 

156. Die Unstetigkeitspunkte einer monoton wachsenden Funktion 
können überall dicht auf dem Gebiete A liegen. 

Wir ordnen, um dies an einem Beispiele zu zeigen, jedem Punkte 
des Intervalls 0< x < 1, mit rationaler Y 
Abszisse p~q (p undq teilerfremd), deren 1 
Nenner q eine Potenz von 2 ist, zwei_~ 
Zahlen @(x) und cp(x) zu, die durch 7 

folgende Regel berechnet werden, nach- .. 
dem wir noch außerdem t 

(1) 
und 

CP(O) = cp (0) = 0 

CP(l) = cp(l) = 1 

Fig.11. 

[- -" 
1" 

gesetzt haben Man zerlege das Ordi- ~ Z···· 
natenintervall von CP(O) bis cp(l) (siehe t J"" 
Fig. 11) in drei gleich Teile und setze oO':":·-:.+--+--4----+---l-+---+--c>---
cp (-~) gleich der Ordinate des unteren t t % -! ~ t * 1 

Teilpunktes und cI>({) gleich der des oberen; d. h. es seI 

(2) cp(t)-t, CP(i-)-;. 
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Dann teile man wieder die Ordinatenintervalle von q,(O) bis pet) und 
von cIJ(t) bis !p(l) je in drei gleiche Teile und wähle ebenso die unteren 
Teilpunkte fiir !pet) bzw. !pet), die oberen Teilpunkte für q,(t) bzw. 
4>(-1). Ebenso teile man, um im allgemeinen 

(3) P en2t~) und q, en2t-~) 

zu bekommen, das Ordinatenintervall 

W (2k~') < y < P (;;1:: ~) 
in drei gleiche Teile und setze die erste der Zllthlen (3) gleich der Ordi
nate des untersten dieser Teilpunkte, die zweite der Zahlen (3) gleich 
der Ordinate des obersten Teilpunktes; d. h. es gelten die Rekursions
formeln 

(4) 

Wir haben auf diese Weise die Funktionen rp(x) und q,(x) auf einer 
abzählbaren Punktmenge Xl' x2, xs, ••• definiert, die auf dem Intervall 
o < X < 1 überall dicht. liegt; hierbei ist 

(5) Xl=t,X2=t,XS={-,X4={,X5=-:"" 
und für jedes x'" 
(6) rp(xk) < W(xk). 

Sind ferner x j und XI: zwei Punkte unserer Folge und ist xr< x1:' so 
zeigt man leicht, daß 
(7) cIJ(x!) < P(XI;) 

ist. Aus (6) und (7) folgt erstens nach dem vorigen Paragraphen, daß 
man im Intervall 0 < X < 1 zwei monoton wachsende Funktionen 
<p(x) und w(x) bestimmen kann, welche in den Punkten der Folge (5) 
die vorgeschriebenen Werte annehmen und zweitens, daß die Gleichungen 

(8) w(x+O) = rp(:~+O) und $(x-O) = rp(x-O) 

überall befriedigt sind Die Gleichungen (8) zeigen, daß die Funktionen 
w(x) und rp(x) dieselben Limesfunktionen besitzen und daß also ihre 
'Schwankung Sex) in jedem Punkte mindestens gleich dem absoluten Be
trage ihrer Differenz ist. Für die Punkte der Folge (5) ist insbesondere 

(9) S(xj:) ~ w(xk) - g;(xlr). 
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Die totale Diskontinuität D (0, 1) der beiden Funktionen im Intervall ° < x < 1 genügt nun der Bedingung 

(10) 

und es ist daher nach (9) 

(11) D(O, 1) > ~(W(Xk)-CP(Xk))' 
k 

Nun ist aber, wenn man die letzte Summe ausrechnet, 

~ 1 2 2' 
~ (W(Xk)-CP(Xk)) ="3 + 3' + ss + ... 

k 

=!{1+!+Cf+'''} 
=1 

und also 
(12) D(O, 1) :21. 

Anderseits ist, wegen der Bedingungen 

0< cp(x) < 1, 0< t1>(x) < 1 
die Variation der Funktionen w(x) und cp(x) höchstens gleich Eins im 
Intervall ° < x < 1 und dies ist nur dann mit (12) verträglich, wenn 

J D(O, 1) = 1 
(13) 1 = Jj(W(Xk)-CP(Xk)) 

ist. Aus der letzten Gleichung folgt aber, daß die Gleichheitszeichen 
auch in den Relationen (9) und (10) gelten müssen, und dies besagt 
erstens, daß unsere Funktionen außer in den Punkten der Folge (5) 
keine Unstetigkeiten haben können und zweitens, daß ihre Schwankung 
in diesen Punkten gleich ihrer Differenz ist. Hieraus folgt, wenn man 
noch die Gleichungen (8) berücksichtigt, daß w(x) aufwärts und cp(x) 
abwärts halb stetig ist. 

157. Jeder beschränkten, in einem abgeschlossenen Intervall de
finierten, monoton wachsenden Funktionf(x) kann man ein geometrisches 
Bild zuordnen, das man den Graph der Funktion nennt. Der Graph ist 
eine ebene Punktmenge, die aus allen Punkten der xy-Ebene besteht, 
deren Abszissen x auf dem abgeschlossenen Intervall 

(1) A: a<x<b 

liegen, und deren Ordinaten y der Bedingung 

(2) cp(x) < Y < (!lex) 
Carathilodory, Reelle Funktionen. 2. Auft. 11 
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genügen, in der wieder 
(3) cp(x) = f(x-O), w(x) = f(x+O) 

genommen worden sind. Zwei mono
ton wachsende Funktionen, welche 
dieselben Limesfunktionen besitzen, 
haben demnach denselben Graph; 
insbesondere ist der Graph von fex) 
deTBelbe wie der Graph von f1J(x) 
und cp(x). 

Der Durchschnitt des Graphs 
von fex) mit einer Parallelen 

o :z; x = ~ zur y-Achse, welche die 
Fig.llI. x-Achse in einem Punkte ~ von A 

schneidet, besteht nach (2) entweder 
aus einem einzigen Punkt oder aus einem abgeschlossenen linearen 
Intervall auf der betrachteten Geraden. 

158. Wir wollen jetzt die Punkte des Graphs bestimmen, die auf 
einer Parallelen y = 'YJ zur x-Achse liegen, und beme.rken dazu, daß die 
Abszissen dieser Punkte, d. h. die Werte von x, für welche 

<p(x) ~ 1J S fl>(x) 
ist, mit dem Durchschnitt der beiden PunktmengeIi 

(4) M(<p(x)<1J) und M(W(X)21J) 

identisch sind. Es genügt den Fall zu untersuchen, in dem die gegebene 
Funktio·n fex) nicht konstant ist; setzt man 

(5) 0: = <p(a) und ß = web), 
so ist dann a: < ß und eine der beiden Punktmengen (4) ist leer, sobald 
'YJ nicht auf dem abgeschlossenen Intervall 

(6) Al: a<y<ß 

liegt. Anderseits ist aber für a ~ 1J < ß keine der Punktmengen (4) leer 
und diese Punktmengen sind beide - weil <p(x) abwärts und w(x) auf
wärts halbstetig ist - abgeschlossen auf A (§ 136, Sat~ 3). Berück
sichtigt man noch die Monotonie dieser Funktionen, so sieht man, daß 
es in A zwei Punkte ~ und ~ gibt, so daß die erste Punktmenge (4) iden
tisch ist mit der Punktmenge 
(7) lt:::;:: x <~ 
und die zweite mit der Punktmenge 

(8) ~~x < b. 
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Übrigens muß ~ < ~ sein, denn sonst würde in A mindestens ein Punkt f 
existieren, so daß ~ < f<; wäre. Es würde dann aus ;'> ~ die Re
lation 

und aus ;' < ; die Relation 
!p(;'»7J 

WCi;') < 7J 

folgen, was nicht zu gleicher Zeit stattfinden kann, weil stets !p(r)<w(n 
sein muß. Der Durchschnitt der beiden Punktmengen (7) und (8) be
steht also im Falle; = ~ aus einem einzigen Punkt x = ~ und im Falle 
; < ~ aus dem abgeschlossenen Intervall 

; <x<~. 
Die Zahlen; und ~ können als Funktionen von 1] aufgefaßt werden, 

deren Definitionsbereich das abgeschlossene Intervall Al ist; wir schreiben 

(9) 

Nach unseren bisherigen Überlegungen ist dann stets 

(10) 

und der Durchschnitt des Graphs mit der Geraden y = 7J durch die Be
dingung 
(11) !Pl(7J) < x <Wl(n) 

charakterisiert. Die Bedingung (11) wird mithin durch genau dieselben 
Punkte der xy-Ebene befriedigt, wie die Bedingllng (2). 

159. Wir wollen jetzt zeigen, daß die Funktionen !PI (y) und wl (y) 
als Limesfunktionen einer monoton wachsenden Funktion von y auf dem 
abgeschlossenen Intervall Al aufgefaßt werden können. 

Es seien 7J und n' zwei Punkte von Al und 7J< 7J'; wir setzen 

~=Wl(7J), ;'=g\(n')· 

Da die erste der Punktmengen (4) und die Punktmenge (7) identisch 
sind, ist 

und ebenso fin<1et man 
!p(~) < 7J, 

Wcn~ 1]'. 

Hieraus folgt mit Berücksichtigung von 7J < 1J' 

!pa) < qiCr), 
11* 
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was nicht möglich ist, wenn f < ~ sein sollte (§ 148, Satz 2). Aus 
'fJ < ",' folgt also ~ S ~', oder 

(12) c])l("')~fPl(""). 
Mit Hilfe von (10) hat man dann auch 

fPl (1J) S fPl (1J') und c])l (1) < c])l ('11 '), 

d. h. die beiden Funktionen fPl (y) und c])l (y) sind monoton wachsend. 
Hieraus folgt mit Berücksichtigung von (10) 

fPJ("') <fPl('I1+ 0) < W1(",+0); 

anderseits aber hat man, weil die Relation (12) eine Folge von 1J<'I'j' ist, 

c])l(?l'-O) < fJJl ('I'j'). 

Nun folgt aber, nach dem Satze 4 des § 149, aus diesen letzten Rela
tionen, die für jedes beliebige '11 oder 'I'j' innerhalb .Al gelten und· die 
man daher schreiben kann 

W1 (y - 0) < CJ!1 (y) < 4>1 (y + 0), 

daß die beiden monoton wachsenden Funktionen fPl (y) und 4\ (y) die
selben Lime.sfunktionen haben müssen. 

Da die zweite der Punktmengen (4) und die Punktmenge (8) iden
tisch sein sollen, folgt aus 

und aus f<~, daß 
;=«PI(1) 

w(n< 1J 

sein muß. Ist dann'l'j" eine Zahl zwischen W(n und '11, so muß ;'<fPl(1J") 
sein; denn aus ~' 2 «PI (1)") würde, entgegen der Definition von TJ", die 
Relation wen >- TJ" folgen. Man kann also, weil1J"<'I1 ist und fPl('I'j) 
monoton wächst, schreiben: 

f< CJ!1(?I- 0). 

Da die letzte Relation für alle Zahlen ~' < ~ gilt, ist auch ~ < fPl (TJ - 0) 
oder 

Anderseits ist aber fPl (y) monoton wachsend und daher 

man muß also haben 
fPl (11- 0) < fPl (1); 

fPI('I1- 0) = fPl(1J) , 

d. h. die Funktion fJJl(Y) ist nach unten halbstetig. Ganz ähnlich 
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beweist man, daß 
W1(f/) = wI (f/+ü) 

ist, d. h. daß die Funktion (J>l(Y) nach oben halbstetjg ist. Hiermit 
ist das behauptete Resultat bewiesen. 

160. Die. beiden monoton wachsenden Funktionen w(x) und w1(Y) 
haben nach dem Obigen die Eigenschaft, denselben Graph zu besitzen. 
Die Beziehung zwischen den Funktionen w(x) und cp(x) einerseits und 
den Funktionen W1 (y) und CPl (y) andererseits ist also eine symmetrische 
und dieselben Überlegungen, die uns erlaubt haben wi (y) und fPl (11) zu 
berechnen, wenn w(x) oder cp(x) gegeben waren, führen zur Bestim-. 
mung von W(x) und fP(x), wenn man WI (Y) oder CPI(Y) kennt. 

Aus der Bedeutung der Relationen (7) und (8) des § 158 folgt, wie 
wir schon bemerkt haben, 

fP(~) < 1J:::;;; c;I)(~), 
was man auch schreiben kann 

(1) 

Für jeden Punkt y des Gebietes Al haben wir also 

(2) fP((JJI(Y) < y < W(fPtW)j 

ebenso muß für jeden Punkt x des Gebietes A die Relation 

(3) fPt(W(x) < x < (JJI(fP(X) 
erfüllt sein. 

Sind die Funktionen w(x) und cp(x) nicht stets wachsend, d. h. gibt 
es zwei Punkte S' und ~" des Gebietes A, für welche 

r< f' und cp(r) = w(S') = fP(~") = w(~") = 1J 

ist, so muß zugleich 
fPt(rj) <~' und WI (1J) ~ f' 

sein, d. h. die Funktionen (JJI (Y) und fPl (y) besitzen eine Unstetigkeit 
im Punkte y=1J. Ist umgekehrt dieses der Fall, d.h. ist CPI('Y/)<WI('t}), 
so muß 

cp(lP1 (1J») ~ W(CPI(tJ}) 

stattfinden'und dies in Verbindung mit (1) liefert 

fP(w1 (1J)) = W(CPI(1J»), 

was nur dann möglich ist, wenn die Funktionen cp(x) und w(x) nicht 
stets wachsend sind. 
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Die Funktionen w1 (y) und PI (y) sind also dann und nur dann stetig 
im Gebiete Au wenn eine der Funktionen cI! (x) undp(x) (und dann auch 
beide) im Gebiete A stets wachsend sind. Und ebenso sind w(x) und 
rp(x) dann und nur dann stetig in A, wenn die Funktionen W1 (y) und 
rpl (y) stets wachsend in AI sind. 

Ist die Funktion w(x) stetig und stets wachsend, d: h. ist für jeden 
Punkt x von A 

W(x) = rp(x) 

und für jedes Punktepaar x', $" dieses Gebietes, für welches x'< x" ist, 
auch 

W(x') < w(x"), 

~o ist die Funktion wl (y) stetig und stets wachsend, und man hat ins
besondere 

W1 (y) = rpl (Y)· 
Die Relationen (2) und (3) werden dann einfach 

w(wI(y))=y, W1(<<>(x))=x 

und die Funktion x=c]\(y) heißt die zu y=([>(x) inverse Funk
tion, oder auch die Umkehrung der Funktion ([>(x). 

161. Die Summe von zwei stetigen und stets wachsenden Funk
tionen hat dieselbe Eigen~chaft, ebenso das Produkt von zwei derartigen 
Funktionen, falls sie positiv sind (§ 131, Satz 9). 

Ebenso sieht man leicht ein, daß, wenn Y = 1jJ(u) und u = fex), 
beide stetig und stets wachsend sind, dasselbe von 

gelten muß (§ 138). 
y = 1jJ(f(x)) 

Da die Funktion y = x monoton und stets wachsend ist, so gilt 
auf der Punktmenge 0 <x<+oo dasselbe von y=x·x=x2. Die Um
kehrung dieser Funktion 

Y=Vx, 
die für nicht negative x definiert ist, hat demnach dieselbe Eigenschaft. 

Ebenso sieht man, daß die Umkehrung von y=xm (für ganzzahlige m), 
die für positive x definiert ist, stetig und stets wachsend ist; man scln'eibt 
diese Funktion in der Gestalt 

1 

y=x"'. 
Endlich kann man, wenn man 

I 

Y = '!/J(u) = Uq und U = fCx) = xP 
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setzt und die Bezeichnung 

l' 

einführt, nach dem obigen Resultat schließen, daß x-i für positive Werte 
von x definiert ist und eine stetige und stets wachsende Funktion von 
x darstellt, deren Inverse leicht zu berechnen ist. 

Erzeugung stetiger Funktionen. 

162. Da unter allen Punktfunktionen die Klasse der stetigen Funk
tionen die einfachsten und daher wichtigsten Funktionen umfaßt, ist es 
notwendig, bestimmte Regeln anzugeben, durch welche man derartige 
Funktionen bilden kann. 

Zunächst bemerken wir, daß, wenn P einen Punkt des n-dimensio
nalen Raumes mit den Koordinaten 

P: Xp X 2, ••• , XI;"'" xn 

bedeutet, für jeden festen Wert von k die Funktion 

f(P) = xk 

stetig ist. Die Gesamtheit der Punkte 

für welche 
Xk - h < XI;' < XI; + h 

ist, ist.nämlich eine Umgebung von P, für welche 

If(P) - f(Q)! < h 

(h>O) 

ist, dieses ist aber für die Stetigkeit von fCP) hinreichend (§ 130, Satz 3). 
Ebenso sieht man, daß jede Konstante eine stetige Funktion dar

stellt. Benutzt man die Sätze, daß Summe und Produkt von stetigen 
.Funktionen wieder stetige Funktionen sind, so sieht man leicht ein, daß 
ganze rationale Funktionen oder, wie wir sagen wollen, Polynome in 
den n Veränderlichen Xl' .•• , x1I stetig sind. Denn man kann jeden Aus
druck der Form 

~a. X k,X A'. X "" ":;'j12''',. 

als eine Summe VOll Produkten von stetigen Funktionen ansehen. 
Ebenso ist jede rationale Funktion mehrerer Veränderlichen stetig, 

solange der Nenner nicht verschwindet. 

163. Zu neuen stetigen Funktionen kommt man durch Einsetzen 
von Polynomen in nicht rationale stetige Funktionen einer Veränder-
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lichen, z. B. in solche, die man durch Inversion von monotonen stets 
wachsenden Funktionen erhält. So ist. z. B. der Ausdruck 

y(xl -Yl? + (X2-Y2)2 + ... + (X,.-Yn? 

eine stetige Funktion der 2n Veränderlichen Xl •.. X"' YI .•. Yn' die für 
jeden Punkt dieses 2n-dimensionalen Raumes definiert ist, weil der Aus
druck unter dem Wurzelzeichen nie negativ sein kann. 

164:. Zu komplizierteren stetigen Funktionen kann man mit Hilfe 
des folgenden Satzes gelangen: 

Satz 1. Es seien die Funktionen ft (P) und f2 (P) auf den perfektr-n 
Punktmengen Al bzw. Al! stetig und in den Punkten des Durchschnittes 
Al Al! einander gleich. Dann ist die Funktion f(P), die auf der Ver
einigungsmenge 

A =A1 + A 2 

definiert ist und in jedem Punkte von Al gleich ft (P), in jedem Punkte 
von A, gleich f2 (P) ist, ebenfalls stetig auf" A. 

Ist nämlich a eine beliebige endliche Zahl, 50 besteht die Teilmenge 

(1) M(f'2 a) 

von A aus der Vereinigung der rreilmengen M(f1 '2 IX) von Al und 
M(fll '2 IX) von Al!. Die letzten Pl1nktmengen sind relativ zu Al und 
Al! abgeschlossen (§ 136, Satz 3); da aber Al und A2 perfekte Punkt. 
mengen sind, müssen sie (§ 74, Satz 3), und daher auch ihre Vereini
gungsmenge (1) im gewöhnlichen Sinne abgeschlossen sein und ebenso 
sieht man, daß 

1JI(f < a) 

eine abgeschlossene Punktmenge ist. Dies ist aber nach dßm Satze 4 
des § 136 hinreichend dafür, daß f(P) eine stetige Funktion sei. 

165. Unter den stetigen Funktionen, die man mit Hilfe des letzten 
Satzes bilden kann, sind die stückweise linearen Funktionen beson

ders zu erwähnen. 
Flg.IS. Für Funktionen einer Ver

änderlichen zerlegt man das In
tervall, in dem die Funktion de
finiert werden soll, in eine end
liche Anzllhl von Teilintervallen 
und gibt sich die Werte der 

Funktion in den Endpunkten ;1' ~2' ... dieser Teilintervalle. Im Inneren 
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dieser Intervalle ist dann die Funktion durch die Bedingung der Linea
rität eindeutig bestimmt.*) 

166. Aus dem Resultat des § 138 folgt ohne weiteres, daß die 
Funktion von lc Veränderlichen, die man erhält, wenn man in einer ste
tigen Funktion von n Veränderlichen (n - k) unter diesen Größen gleich 
Konstanten setzt, auf jeder in sich dichten Teilmenge ihres Definitions
bereiches ebenfalls stetig ist. 

Insbesondere sind die Funktionen der einen Variablen Xl 

((all as,"" a'k_l' xk, ak+lI ···, an)' 
die man erhält, wenn man alle VariaoIen bis auf die Eine xk festhäIt, 
stetig. 

Die Umkehrung dieses Satzes ist aber nicht richtig; es gilt viel
mehr der 

Satz 2. Eine Funktion ,/;on n Veränderlichen kann, .als Funktion 
jeder einzelnen ihrer Variahlen aufgefaßt, stetig sein und doch als Punkt
funktion des n-dimensionalen Rawmes Unstetigkeiten aufweisen. 

Wir wollen dies an einem Beispiele zeigen: 
Wir betrachten die Funktion fex, y), die im Punkte X = Y = 0 ver

schwindet, 
((0,0) = 0, 

und in allen anderen Punkten der Ebene durch die Gleichung 

t'() xy 
X, y = X2+y2 

gegeben ist. Für y = Yo ist unsere Funktion als Funktion von X stetig, 
sowohl wenn Yo=l=O ist, als auch wenn Yo= 0 ist, in welchem Falle ((x, 0) 
identisch verschwindet. Ebenso ist fex, y) stetig als Funktion von y, 
wenn man x = Xo setzt. Anderseits gibt es in jeder Umgebung des 
Punktes x = y = 0 Punkte, in denen x = y ist; für diese Punkte hat 
((x,y) den Wert t, solange x =l= 0 ist, und den Wert Null, wenn x=O 
ist. **) 

*) Ähnlich muß man sich für Funktionen von zwei Vetänderlichen die Werte 
der Funktion in den Ecken eines Dreiecknetzes , für Funktionen von drei Ver
änderlichen ihre Werte in den Eckpunkten eines Tetraedernetzes usf. geben. 

**) Man kann das Beispiel leicht so modifizieren, daß 16 = fex, y) auf jeder 
Geraden der Ebene stetig und dennoch als Funktion von zwei Veränderlichen 
unstetig ist. Man braucht bloß wieder f(O, 0) = 0 und in allen anderen Punkten. 
der Ebene 

zu setzen. 

yx" 
fex, y) = X 4 + y' 
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Konvergente Funktionenfolgen. 

167. Es sei A eine beliebige Punktmenge und auf A seien abzähl
bar viele Funktionen 
(1) fl(P), t;(P), .. , 

definiert. Diese Funktionen können nun überall endlich sein, ohne doch 
bßschränkt zu sein (§ 121). Ferner kann eine jede der Funktionen ( .. (P) 
überall beschränkt sein, ohne daß doch eine ZahlM zu existieren 
braucht, so daß für jedes k 
(2) IMP)I < M 

1st. Es ist z. B., wenn 'MP) = k ist, jede Funktion h,ep) beschränkt, 
aber es gibt keine Zahl JJf, die alle I h,(P) I übertrifft. 

Existiert dagegen eine solche Zahl M, so daß für jedes k die Un
gleichheit (2) erfüllt ist, so heißt die Funktionenfolge gleichmäßig 
beschränkt auf A. 

Ist jetzt P ein bestimmter Punkt von A., so sagt man, daß die 
Folge (1) im Punkte P konvergiert, wenn 

lim h,(P) 
k=oo 

existiert. Konvergiert die Funktionenfolge in jedem Punkte P von A., 
so heißt die Folge (,,(P) auf A konvergent. Dann ist durch 

M P) -- f( P) 
eine neue Funktion auf A. definiert. 

Die Grenzfunl-tion (CP) braucht nicht endlich zu sein, wenn die 
einzelnen Funktionen (,,(P) endlich sind, ja selbst dann nicht, wenn sie 
beschränkt sind. Setzt man z. B. 

("CP) = k, 

so ist die Folge konvergent und besteht aus lauter beschränkten Funk
tionen und es ist trotzdem die Grenzfunktion (CP) identisch gleich + 00. 

Dagegen muß die. Grenzfunktion (P) beschränkt sein, wenn die 
Folge (1) gleichmäßig beschränkt ist. Ist nämlich die Bedingung (2) 
für jedes k erfüllt, so muß auch in jedem Punkte p' von A 

!im iMP) I = I fCP) I < M 
k=oo 

sein (§ 99, Satz 7). 

168. Die Umkehrung gilt aber nicht. Es kann die Grenzfunktion 
f(P) beschränkt sein, ohne daß die {,,(P) gleichmäßig beschrä.nkt wären. 
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Es sei z. B. die Funktionenfolge der einen Veränderlichen x auf dem 
abgeschlossenen Intervall ° < x < 1 folgendermaßen definiert: 

(,,(O) = 0, (,,(1) = 0, Y 

(,,(!)=O, 
und zwischen diesen Punkten sei t~(x) linear. 

Die gegebene Funktionenfolge konvergiert 
überall gegen Null: für x = ° ist dies selbstver
ständlich; für x> ° ist aber ("ex) = 0, sobald 
k > ~ ist. Trotzdem ist die gegebene Folge x 
nicht gleichmäßig beschränkt. 

1 

o 1 1 
ITT 

Fig.l4. 

169. Ganz ähnlich kann man sehen, daß eine Folge von stetigen 
Funktionen gegen eine unstetige :B~unktion konvergieren kann. Es seien 
wieder die ("ex) stückweise linear und zwar sei 

f.ex) = 0 für lxi > ~, (.(0) = 1 

und (,,(x) linear in den abgeschlossenen Intervallen 
1 1 - - < x < 0 und ° < x <- . k= = = =k 

Dann ist die Folge (,,(x) konvet'gent und die Grenzfunktion fex) gleich 
Null für x =F ° und gleich Eins für x = o. y 

Ein anderes Beispiel dieser Art ist folgendes: 
Man setze 

1 

Flg.15. 

die Funktion f,,(x) ist stetig für alle x. Für x = 0 ist 

(,.(O) = 1, also lim (,,(O) = 1; 
k=co 

für x =F 0 ist aber 

x 

limMx) = O. -1 x 
k=~ k 

170. Die Dirichletsche Funktion. Man kann von stetigen 
Funktionen ausgehend durch sukzessive Anwendung von Grenzprozessen 
sehr komplizierte unstetige Funktionen bilden. Wir wollen auf diese 
Weise die Funktion einer Veränderlichen x darstellen, die für alle ratio
nalen Werte von x gleich Eins ist und für alle irrationalen Werte von x 
verschwindet. 

Die rationalen Punkte der x-Achse lassen sich in eine Reihe 
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bringen. Wir setzen 

und 

Dann ist 
1jJ,. (x) = «p(x - "1) + «p(X - "ll) + ... + «p(x - an)' 

F(x) = lim 1jJn(X) 
n=oo 

§ 170 

die gesuchte Funktion. Ist in der Tat x irrational, so. sind alle (x-"m)9=O 
und alle «p(x-"m)=O; fürjedesn ist also 1jJn(x) =0 und mithin auch 
F(x) = O. Ist aber x = "p' so ist für jedes n > p 

1/Jn (x) = 1, 

also ist auch die Grenzfunktion F(x) = 1. 

Setzt man 
1 1 1 

gk"(X) = 1 + k(x-o:1)Z + 1 + k(x-o:z)! + ... + 1 + k(x-a.,.)!' 

so ist (§ 99, Satz 9) 
"'n(X) = !im gkn(x) 

k=oo 
und 
(1) F(x) = !im lim gkn(x). 

n=oo k=oo 

Man beachte die Reihenfolge der Limites; es ist, wie wir im § 111 
schon gesehen haben, nicht statthaft, die Reihenfolge von zwei Grenz
prozessen ohne weiteres zu vertauschen. Hier wäre z. B. 

(2) lim lim gk..(X) = + 00 
k=co n=oo 

und nicht gleich F(x). In der Tat gibt es unendlich viele ril.tionale 
Zahlen "p im Intervalle von (x -1) bis (x + 1), also unendlich viele 
Indizes p, für welche 

1 1 
1 +k(x-a.p)! > 1 + k' 

Also ist die Summe 

aller Ausdrücke 
1 

gleich + 00. Das gleiche gilt dann auch vom Ausdrucke (2). 



§ 171. 172 Gleichmäßige Konvergenz 173 

Gleichmäßige Xonvergens, 

171. Es sei die Funktionenfolge 

(1) h(P), (2(P), ". 

auf der Punktmenge A konvergent und die GrenzfunktioD (P) sowohl 
wie auch die einzelnen Funktionen (1«P) endlich. 

Wir betrachten die Folge der nicht negativen Funktionen 

(2) rpip) = J(,,(P) - (P)J; 

man nennt manchmal(k(P) die kte Approximation der Fuuktion(P) 
und fP,,(P) den Fehler der kten Approximation. Da die Folge (1) 
konvergiert, so ist 

Nun setzen wir mit der Bezeichnuug des § 121 

./},,= G(fPki A); 

die Zahl .f}k' welche die obere Grenze der Funktion fP" in der Punkt
menge A darstellt, hängt nicht mehr von der Lage des Punktes P ab. 

Im Beispiele des § 168 ist .ft" = kund 

./}k - + 00. 

Die Funktionenfolge (1) kann also konvergieren, ohne daß die &k 
gegen Null konvergierenj ist das aber der Fall, ist also 

lim./}" = 0, 
k=<1> 

so sagt man, daß die Funktionenfolge (1) gleichmäßig auf der Punkt
menge A konvergiert. 

172. Folgende zwei Sätze finden eine häufige Anwendung: 
Satz 1. Eine gleichmäßig konvergierende Folge von beschränkwn 

Funktionen ist gleichmäßig beschränkt, und konvergiert gegen eine be
schränkte Funktion. 

Man kann mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen ko so 
wählen, daß für 1.;;;'1.0 die Relation ./} .. <1 besteht. Ist dann k>ko, so 
ist in jedem Punkte P von A 

h(P) - h.(P) = «(,,(F) - (F» - (h .• (F) - (CP» 
und folglich 
(1) IMP) - fl:.(P) I < rp,,(P) + rpl:.(P) < 2. 
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Nach Voraussetzung gibt es zu jedel' positiven ganzen Zahl keine 
positive Zahl M k , so daß für jeden Punkt P von .A 

Ifk(P)! < Me 
ist. Für k> ko ist nun nach (1) 

I fk (P) I < I fko (P) I + I fk (P) - fko CP) I < JYlko + 2 . 

Bedeutet daher M die ~rößte der 71:0 Zahlen 

MlI M 2 , ••• , M ko- l1 M ko + 2, 
so ist für jedes k 

IMP)! < JYI, 

d. h. die Funktionenfolge ist gleichmäßig beschränkt. Der zweite Teil 
des Satzes ist nach dem § 167 eine Folge des ersten. 

Satz 2. Eine gleichmäßig konvergierende Folge von Funktionen, die 
in einem Punkte P stetig sind, konvergiert gegen eine im Punkte P stetige 
Funktion. 

Nach Voraussetzung C§ 171) ist die Grenzfunktion fCP) endlich. 
Ist E eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl, so· kann man 7c so 
wählen, daß 

ist. Die Funktion MP) ist im Punkte P endlich und stetig; man kann 
eine Umgebung Up von P finden, so daß für jeden Punkt Q der Punkt
menge UpA 

is\;. Nun ist 

und 

Endlich ist 

!f(P) - (.t(P) I = rpk(P) < it'k < ; 

IfC Q) - fk(Q) 1= rpkCQ) < it'k < : 

fCP) - f(Q) = (fCP) - fkep » + (fkep) - fk(Q) + (fkeQ) - f(Q)) 
und dan er 

IfCP) - f(Q) I < If(P)-MP) I + IfkCP) -fkCQ)1 + Ifk(Q) - f( Q)I 
<E. 

Da die letzte Ungleichheit bei beliebiger Wahl von E für jeden 
Punkt einer geeigneten Umgebung von P gilt, ist fCP) stetig in P. 



§ 173. 174 Gleichmäßige Konvergenz 175 

Auf ganz analogem Wege hätte man zeigen können, daß die Grenz
funktion einer gleichmäßig konvergierenden Folge von Funktionen, die 
alle in einem Punkte P nach oben (oder untep) halbstetig sind, eben
falls in P nach oben (unten) halbstetig ist. 

173. Durch gleichmäßig konvergierende Folgen von Polynomen 
kann man Funktionen darstellen, die keine Polynome sind. Setzt man z. B. 

so ist für lxi< 1 

fk(x) = 1 + x + x2 + ... + a;k 
1_Xk + 1 

1-x ' 

lim Ixkl = 0 
k=", 

Man hat demnach 

und, wenn E eine positive Zahl zwischen Null und Eins bedeutet und 
x im Intervalle 
(1) 
liegt, 

(1 - E)k+l o S CfJk(X) < {Jok = -e- o 

Es ist also (§ 103) 

und die Konvergenz eine gleichmäßige im Intervalle (1). 

174:. Eine auf der Punktmenge A definierte Folge 

(1) fl(P), t~(P), .•. 

von Funktionen heißt monoton wachsend oder abnehmend, wenn für 
jeden Punkt P von A die Zahlenfolge (1) monoton wachsend resp. ab
nehmend ist. Monotone Folgen von Funktionen sind natürlich stets 
konvergent (§ 102) und genügen den folgenden beiden Sätzen: 

Satz 3. Eine monoton wachsende Folge von Funktionen, die in einem 
Punkte Po von A alle nach unten halbstetig sind, konvergiert gegen eine 
,im Punkte Po nach unten halbstetige Fwnktion. Ist die Folge monoton 
abnehmend und die Funktionen der Folge im Punkte Po nach ouen halb
stetig, so hat die Grenzfun7ction dieselbe Eigenschaft. 

Es genügt, den ersten 'l'eil des Satzes zu beweisen, ,da der zweite 
Teil aus dem ersten sofort folgt, wenn man die Funktionen fk(P) durch 
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- (k(P) ersetzt. Wir setzen 

(2) {(P) = lim ("CP) i 
k= 00 

ist {(Po) = - 00, so ist die Funktion (CP) im Punkte Po nach unten 
halhstetig und der Satz bewiesen. Ist {(Po) > - 00, so sei A. eine be
liebige Zahl, die kleiner als ((Po) ist. Wir können in der Folge 

h(P) <MP) < (s(P) < ... 
eine Funktion (,,(P) finden, für welche (k( Po) > A. ist und hierauf, weil 
MP) im Punkte Po nach unten halbstetig ist, eine Umgebung U von 
Po, so daß . 

g(t~; AU) > l 
stattfindet. Da die Folge aber monoton wachsend ist, muß auch 

Ocr; AU) >). 
sein, und nach dem Satze 1 des § 129 ist dd.nn die Grenzfunktion (CP) 
im Punkte Po nach unten halbstetig. 

Satz 4. Eine monoton wachsende (abnehmende) Folge von Funk
tionen, die in jedem Häutungspunkt einer abgeschlossenen und beschränkten 
Punktmenge A nach unten (nach oben) halbstetig sind, konvergiert gleich
mäßig, wenn die Grenz{unktion endlich und in den oben erwähnten Häu
(ungspunlcten stetig ist. 

Es sei z. B. die Folge der MP) monoton wachsend und die Fnnk
tionen MP) nach unten halbstetig in den Häufungspunkten von A. Nach 
dem Obigen kann man, weil die Grenzfunktion {(P) endlich ist, jeder 
positiven Zahl E und jedem Punkte P von A eine Umgebung U'p und 
eine natürliche Zahl k so zuordnen, daß für jeden Punkt Q von U p A 

(3) (,,(Q) > {(P) - : 

ist. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von {(P) kann lllan zweitens 
eine Umgebung U'P von P finden, so daß in jedem Punkte von U;A 

(4) ((Q) < (CP) + : 
ist. Nennt man Up den Durchschnitt der beiden Umgebungen U;' und 
U;: von P, so ist nach (3) und (4) für jeden Punkt Q von UpA 

r(Q) - (k(Q) < Ii. 
Nun kann man nach dem Boreischen Üherdeckungssatz (§ 59) 

endlich viele Punkte Pu P2 , ••• , Pm finden, so daß die Vereinigungs
menge der zugeordneten Umgehungen Ul1 U2, •.• , Um die ganze Punkt-
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menge A enthält. Nennt man k1 , k2 , ••• , km die den Punkten P 1 , P2 , ••• , Pm 
zugeordneten Werte des Index Tc und bezeichnet man mit " die größte 
dieser Zahlen, so ist für jeden Punkt P von A und für jedes Tc ~ " 

rh(P) = ((P) - (k(P) < E 

Es ist also für jedes k > " 
&", = G(tpk; A) < E 

und, da E beliebig war, 
&k--O, 

d. h. die Konvergenz ist gleichmäßig auf A. 

175. Das Cauchysche Kriterium für konvergente Zahlenfolgen gibt 
uns eine Handhabe, um die Theorie der gleichmäßigen Konvergenz von 
Funktionenfolgen weiter auszubauen. 

Es seien die Funktionen hCP) der Folge wieder endliche Funk
tionen; wir setzen 

wk(P) = obere Grenze von Ifk+P+q(P) - (k+p(P) I (p, q = 0,1,2,3, ... ) 

Nach dem Cauchyschen Kriterium (§ 97) ist für die Konvergenz 
unserer 1!'unktionenfolge gegen eine endliche Funktion notwendig und 
hinreichend, daß 

1/Jk (P) --° 
in jedem Punkte P von A sei. 

Ist unsere Funktionenfolge gleichmäßig konvergent, so kunn man 
jeder positiven. Zahl E eine natürliche Zahl" zuordnen, so daß mit 

den Bezeichnungen deß § 171 für jedes k >" die Relation .fTk < i statt

findet. Dann ist aber für jeden Pnnkt P von A und für k:2" 

/fHP+q(P) - (HP(P) I < Ih+p+q(P) - {(P) I + If(P) - (HP(P) [ 

< .fTk +PH + .fTk+P 

<8 
und hieraus folgt 

G(1/1k; A) < 8, 

und schließlich, weil 8 eine beliebige positive Zahl bedeutet, 

(1) lim G(1jJkiA)=O. 
k=oo 

Bezeichnen wir mit 'lJ!k(P) die obere Limesfunktion von tPk(P), so 
ist nach dem § 133, wenn wir mit A die abgeschlossene Hülle von A 
bezeichnen 

Caratheodory, ·Reelle Funktionen. 2. Autl. 12 
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und also nach (1) 
(2) 

Kap. III. Funktionen 

G("lFk ; Ä) = G(1/Jk ; A) 

Ern G(llfk ; .LI) = O. 
k=oo 

§ 176 

Wir sehen also, daß, wenn die gegebene Funktionenfolge t; (P), 
MP), ... gleichmäßig gegen die endliche Funktion f(P) konvergiert, 
die Funktionenfolge "lF1 (P), 1J.f2 (P), ... auf der abgeschlossenen Hülle 
von A ebenfalls gleichmäßig und zwar gegen Null konvergiert. Umge
kehrt ist aber diese letzte Bedingung, die mit der Gleichung (2) und 
daher auch mit (1) gleichbedeutend ist, hinreichend für die gleichmäßige 
Konvergenz der Folge der fk(P); denn man hat in jedem Punkte 

1{Jk(P) > lim Ifk+q(P) - fk(P) I = [f(P) -MP)I 
2=00 

und daher 
G('1jJk; A) > 8'k' 

Nun bemerken wir, daß die Funktionen 1J.fk ( P) nach oben halb
stetig sind, und daß in jedem Punkte von A 

"lFl (P) ~ "lF2 (P) ::?:: .•. 
ist. Ist nun A eine beschränkte Punktmenge, so muß die abgeschlossene 
Hülle Ä von .A. ebenfalls beschränkt sein; nach dem Satze des vorigen 
Paragraphen folgt aber dann, daß, wenn in jedem Punkte von A 
(3) lim llfk(P) = 0 

k=oo 

ist, die Folge der Wk(P) gleichmäßig gegen Null konvergieren muß; 
wir haben also den 

Satz 5. Für die gleichmäßige Konvergenz der Funktionenfolge der 
MP) auf ihrem Definitionsbereich A ist notwendig, daß in jedem Punkte 
der abgeschlossenen Hülle A von A 

lim 1J.fk (P) = 0 
k= 00 

sei; diese Bedingung ist hinreichend, wenn die PunktmengeA beschränkt ist. 

176. Die vorigen Resultate geben uns die Mittel, folgenden merk
würdigen und wichtigen Satz zu beweisen, den man Herrn R. Baire 
verdankt: 

Satz 6. Es sei.A. eine Punktmenge, die perfekt, offen, oder der Durch
schnitt einer perfekten und einer offenen Punktmenge ist; ferner sei f(P) 
eine Funktion, die auf A definiert und im Kleinen beschränkt ist und die 
als Grenze einer konvergenten Folge von auf A endlichen und stetigen 
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Funktionen fkCP) dargestellt werden kann. Dann ist f(P) immer höch
stens punktiert unstetig. 

Nach dem Satze 4 des § 141 genügt es zu beweisen, daß für jedes 
gegebene positive E die Punktmenge K(B< E), in welcher die Schwan
kung S (P) von f( P) kleiner ist als die Zahl E, überall dicht auf A liege; 
und dies ist nach dem Satze 3 des § 77 stets der Fall, wenn für jede 
Umgebung Up eines beliebigen Punktes P von A der Durchschnitt 

(1) M(S<E)AUp 

nicht leer ist. 
Wir führen die Funktionen ein: 

(2) Xk(P) = obere Grenze von IfHP(P) - fkCP) I für p = 1,2,3, .... 

und bemerken, daß, wenn wir zur Abkürzung 

Pt (P) = IfHl (P) - fk(P)!, 
und CPm +l (P) gleich der größeren der beiden Zahlen 

Pm(P) und IfHm+l(Pj -fk(P)1 
setzen, die Folge der Pmep) monoton wächst und gegen Xk(P) konver
giert. Wegen der Stetigkeit der Funktionen MP) auf A müssen die 
Funktionen CPm (P) ebenfalls stetig sein und nach dem Satze 3 des § 174 
sind die Funktionen Xk(P) nach unten halbstetig. 

Hieraus folgt (§ 136, Satz 3), daß die Punktmenge 

M(Xk >~-) 
relativ zu dem Definitionsbereich Ader Xk(P) offen ist und daher als 
der Durchschnitt einer offenen Punktmenge u" mit A dargestellt wer
den kann. 

Berücksichtigt man nun, daß nach dem Cauchyschen Konvergenz
kriterium (§ 97) in jedem Punkte von A 
(3) lim Xk(P) = 0 

k=C1:> 

ist, BO folgt, daß die Punktmenge 

(4) AUl U2 US '" 

leer sein muß. Wären nun sämtliche Punktmengen Uk überall dicht 
auf A Up , BO könnte, weil A Up der Durchschnitt einer abgeschlossenen 
und einer offenen Punktmenge ist, nach dem Satze 5 des § 78 der 
Durchschnitt von A Up mit U1 ~ Us ... nicht leer sein, und dann 
könnte auch die Punktmenge (4) nicht leer sein. Hieraus folgt die 
Existenz einer natürlichen Zahl m, für welche Um nicht überall dicht 

12* 
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auf A Up ist, oder, was gleichbedeutend ist, die E~istenz einer offenen 
Teilmenge Va von Up , für welche 

VoA+O und VoUmA=O 

zugleich stattfinden. In jedem Punkte Q von VoA ist also für jede 
natürliche Zahl p 

und daher ist auch für die Grenzfunktion fCP) 

(5) If(Q) - fmCQ)1 < = . 
Wegen der Stetigkeit der Funktion fmep) auf A können wir eine 

offene Teilmenge V von Vo finden, die Punkte von A enthält, so daß 
für zwei beliebige Punkte Ql und Q2 von V A die Relation 

(6) 
erfüllt ist. Nun ist aber 

If( Ql)- f(Q2) I < rfm(QI)-fm(Q2)1 + If( Ql)- fm(Ql)! + IfmC (2) - f( Q2) 

und wegen (5) und (6), weil Ql und Q2 beide in Vo enthalten sind, 

If(Ql)-fCQ2)1 <348. 

Es ist daher auch 
( SE 

G f; A V) - g(f; A V) < '4 < c 

und mithin, da V auch eine Teilmenge von Up ist, die nicht leere Punkt· 
menge A V in der Punktmenge (1) enthalten. Diese letzte Punktmenge 
ist also, wie wir zeigen wollten, ebenfalls nicht leer. 

Dieses Resultat ist um so bemerkenswerter, als die Gtenzfunktion 
einer konvergenten und ~ogar einer monoton wachsenden Folge von 
nach oben halb stetigen nnd . beschränkten Funktionen schon tot al un
stetig sein kann. Man bezeichne z. B. mit rl1 r2 , ••• die abzählbar un
endlich vielen rationalen Punkte des Raumes und setze (,,eP) gleich 
Eins in den Punkten rl1 1'9' ... , r" und sonst gleich Null. 'Die Folge 
h (P), f2(P), . " ist dann .monoton wachsend, sie besteht aus lauter 
halb stetigen Funktionen und die Grenzfunktion ist totalunstetig. 

Funktionen von beschränkter Variation. 

177. Es sei die Funktion f( x) im abgeschlossenen linearen In tervall 

(1) Xl < X <x2 

definiert und endlich. Wir zerlegen dieses Intervall durch endlich viele 
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Punkte ~11 ~2' ..• ;m in (m + 1) Teilintervalle; dabei seien die Bezeich
nungen so gewählt, daß, wenn wir zur Vereinfachung der Formeln noch 

Xl = go, x2 = ~m+l 
setzen, die Ungleichheiten 

(2) ;0<;1<··· <·~m < ;m+1 
stattfinden. Nun betrachten wir alle Differenzen 

(3) (k= 0,1, ... m), 

die einen positiven Wert haben, falls es solche gibt, und setzen· ihre 
Summe gleich P, im Falle aber, daß keine der Zahlen (3) positiv ist, 
setzen wir P = 0. Ebenso nennen wir - N die Summe der negativen 
Zahlen, die in (3) vorkommen, und setzen N = 0, wenn keine negativen 
Zahlen in (3) enthalten sind. Jeder Zerlegung (2) sind also die Zahlen 
P und N eindeutig zugeordnet und diese genügen den Beziehungen 

(4) 

(5) 

(6) 

p>o, N>O, 

f(x2) - f(xl ) = P - N, 
m 

P + N =::E If(~k+1) - f(;k)l· 
k=O 

Wir bezeichnen mit p(:Tu Xli)' n(x17 XI) und t(x17 x2 ) die oberen 
Grenzen der Zahlen P, N und (P + N), wenn man die Intervallein
teilung (2) beliebig variiert; die Zahlen p(xu x2) und n(x17 Xl!) werden 
die positive bzw. die negative Variation der Funktion f(x) , die 
Zahl t(xu x2) die totale Variation dieser Funktion im Intervalle (1) 
genannt. 

Wegen (4) ist für jede Intervalleinteilung 

p < P + N < t(x1 , x2) 

und daher auch 
(7) p(xll x2) < text> Xli); 
und ebenso findet man 
(8) n(x17 x 2) < t(xl1 x2)· 

Anderseits folgt aus 

P + N <p(x17 x2) + n(xl> x2), 

weil diese Ungleichheit für jede beliebige Intervalleinteilung (2) gilt, 

(9) t(xll x2) < p(xl , x2) + n(xll xa). 

Die Relationen (7), (8) und (9) zeigen, daß die Variationen der 
Funktion fex) entweder alle drei endlich, oder daß die totale Variation 
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und mindestens eine der beiden anderen gleich + 00 sein müssen. Im 
ersten J!'alle nennt man die Funktion fex) von beschränkter Varia tion 
im abgeschlossenen Intervall (1). 

Es seien Xl' Xli' Xs drei Punkte, die der Bedingung Xl < Xli < x3 

genügen, und f(x) sei im abgeschlossenen Intervall 

(10) 

definiert. Jeder Intervalleinteilung des abgeschlossenen Intervalls 
Xl < x:::; Xli entspricht nach dem Früheren eine nicht negative Zahl P; 
ebenso ordnen wir jeder Einteilung von x2 < X <x3 in endlich viele 
Intervalle die Zahl P' zn. Es ist dann stets 

P + P' < p(xlI xs) 
und daher auch 
(11) p(xv x2) + p(x2 , xs) < p(a:u a·s). 

Wir betrachten anderseits irgend eine IntervaUeinteilung des ab
geschlossenen Intervalls (10) und die zugeordnete Zahl P"; dnrch 
Hinzufügung des Punktes x2 zu den übrigen Teilungspunkten erhalten 
wir eine neue Intervalleinteilung mit. der zugeordneten Zahl P*. Dann 
ist aber stets 

P" < p* und P*<p(xlI x2) + p(x2 , x3) 

und daher, weil p" einer beliebigen Intervalleinteilung von (10) zu
geordnet war, 

p(Xll x3 ) :::;p.(xl1 x 2 ) + p(x2I x3)· 

Diese letzte Relation mit (11) verglichen, liefert endlich 

(12) 

und ebenso findet man 

(13) 

178. Wir nehmen Jetzt an, daß fex) im Intervalle Xl < X <x2 
von beschränkter Variation sei. Wegen der Gleichung (5) des vorigen 
Paragraphen ist für je d e der betrachteten Intervalleinteilungen 

P = N + (f(x2) - f(xl» < ?teXl' X2) + (((X2) - text»~ 1 

N = P - (((Xli) - f(xl» < p(XlI x2) - ({<x2) - ((Xt» 
und daher auch 

p(XlI x2) :::;:; n(xll x2) + ({(x2) - {(Xl»)' 

n (Xli x2) S; p(Xu x2) - ({<XS) - {(Xl»' 



§ 179 Funktionen von beschränkter Variation 183 

Schließlich folgt aus den beiden letzten Relationen die Gleichung 

(1) {(x2) - ((Xl) = p(xI , x2) - n(xl , x2). 

Wir wollen jetzt die totale Variation t(xll x2) berechnen; man hat 
für jede der betrachteten Intervalleinteilungen 

t(xl1 x2) > P + N 
und nach dem Vorigen 

P + N = P + (p - ({(x2) - ((Xl») 

= 2P + n(xl1 x2) - p(xl1 xs). 
Es ist also stets 

t(xu x2) > 2 P + n(xl1 xs) - p(xu x 2) 

und daher, wenn wir in der letzten Relation P durch seine obere Grenze 
p(xl1 x2 ) ersetzen, und die Relation (9) des vorigen Paragraphen berück
sichtigen, 
(2) t(xll XI) = p(xl1 x2) + n(xu x2)· 

Bei Funktionen von beschränkter Variation ist also die totale 
Variation in einem Intervall stets gleich der Summe der positiven und 
der negativen Variation in diesem Intervall. 

Für monoton wachsende Funktionen verschwindet die negative 
Variation und die positive Variation ist gleich der totalen und gleich 
der Differenz ({(x2) - {(Xl»; unsere jetzige Terminologie deckt sich also 
in diesem Falle mit derjenigen, die wir im § 152 benutzt haben. 

179. Es sei 
(1) A: a < X < b 

ein beliebiges lineares Gebiet (§ 147) und {(x) eine Funktion, die auf 
A definiert ist und die auf jedem abgeschlossenen Intervall Xl < X < 3:2 
dessen Endpunkte in A liegen, von beschränkter Variation ist. Wir 
wollen dann sagen, daß die Funktion ((x) innerhalb des Gebietes A 
von beschränkter Variation ist. 

Es sei Xo ein gegebener fester Punkt und x ein beliebiger Punkt, 
die beide in A liegen. Wir führen zwei Funktionen p(x) und n(x) 
durch die Gleichungen ein: 

p(x) = ((xo) + p(xo, x) für x> xo, 

1 
n(x) = n(xo, x) "x> xo ' 

(2) p(xo) = ((xo) , n(xo) = 0, 

11 (x) = {(xo) - p (x, xo) für x < xo, 

n(x) = - n(x, xo) "x< xo. 
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Die beiden letzten Relationen des § 177 zeigen uns dann, daß, wenn 
Xli Xs zwei beliebige Punkte von A bedeuten und Xl < Xs ist, die Glei
chungen 
(3) p(xs) - p(xt ) = p(xl1 Xa), 

(4) 

gelten müssen; und es ist daher 

fex) - f(xo) = (P(x) - p(xo)) - (n(x) - n(xo) 

oder nach (2) 
(5) fex) = p(x) - n(x). 

Nun sind nach den Gleichungen (3) und (4), weil die Zahlen p(xl1 xa) 
und n(xl1 xs) ihrer Bedeutung nach nicht negativ sein können, die Fl,lnk
tionen p(x) und n(x) monoton wachsend; die Gleichung (5) liefert also 
den Satz: 

Satz 1. Jede Funktion fex), die innerhalb eines linearen Gebietes A 
von beschränkter Variation ist, i.st die Differenz von zwei monofon wachsen
den Funktionen,. die in ·diesem Gebiete definiert sind. 

Es seien umgekehrt cp(x) und t/!(x) zwei monoton wachsende Funk
tionen, die auf A definiert sind und 

(6) fex) = rp(x) - 1/J(x). 

Ist dann, wie im vorigen Paragraphen irgendeine Einteilung des abge
schlossenen Intervalls Xl < X <xi, dessen Endpunkte in A liegen, durch 
die Punkte 

(7) { ~o ~ ~1 < ... < ;m < ~m+l' 
Xl ~o, X 2 - ~"'+1 

charakt.erisiert, so folgen aus der Tatsache; daß stets 

- (tjJ(~k+l)-t/!(~k)) <f(~k+l) - f(~k) < (rp(~k+l)-tp(~.I,) 
gelten muß, die Ungleichheiten 

(8) { p < cp(xs) - cp(~), 

N < ""(Xi) - 1/J(x1), 

w~bei P und N dieselben Bedeutung wir früher haben. Die Relationen (8) 
zeIgen, daß die Zahlen P und N für je d e Einteilung des betrachteten 
Intervalls unterhalb fester Schranken liegen, so daß die Funktion f(x) 
innerhalb des Gebietes A von beschränkter Variation sein muß. Wir 
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können also die Funktionen p(x) und n(x) wie oben bilden und es ist 
stets nach (8) 

{ p(xe) - p(xl ) < cp(x2) - q;(x1), 

n(x2) - n(xl ) < w(x2) -1jJ(xl )· 
(9) 

Satz 2. Jede Funktion fett), welche in einem linearen Gebiet A die 
Differenz von zwei dort monoton wachsenden Funktionen cp(x) und 1jJ(x) 
ist, ist von beschränkter Variation innerhalb des Gebietes A. Insbesondere 
besitzt jede in A monotone Funktion diese Eigenschaft. 

180. Aus der Definition der beschränkten Variation einer Funktion 
innerhalb eines Gebietes A folgt unmittelbar der Satz: 

Satz 3. Sind zwei Fttnktionen fl(X) und fa(x) im linearen Gebiete A 
definiert, und hat man für je zwei Pttnkte Xl und x2 von A 

If2(X2) - f2(X1 ) 1 < Ifl (x2) - fl(Xl ) I, 
so ist die Funktion f2 (x) von beschränkter Variation innerhalb A, wenn 
dasselbe von fl (x) gilt. 

Berücksichtigt man, daß stets 

!lf(x2) I-I f(xl ) I < If(x2) - f(xl ) I, 
so folgt aus dem vOl'igen Satz folgender: 

Satz 4. Ist innerhalb eines Gebietes A die Funktion f( x) von be
schränkter Variation, so gilt dasselbe von ! f( x) I. 

Ferner haben wir noch die Sätze: 

Satz 5. Sind h (x) und f2(X) von beschränkter Variation innerhalb 
eines Gebietes A, so gilt dasselbe von ihrer Summe, ihrer Differenz und 
ihrem Produkte. 

Es folgen nämlich aus 

die Gleichungen 

t;.(x) = P1 (x) - nl (x), 
f2(x) = P2(X) - n2 (x) 

fl (x) + f2(X) = (Pl (x) + Ps (x) - (nI (x) + n2 (x)) , 

fi (x) - heX) = (PI (x) + n2(x) - (nl (x) + P2(X». 

Ferner kann man, wenn Xo einen. beliebigen Punkt von A. bedeutet, von 
den Funktionen PI (x), nl (x),P2(X) und n2 (x) voraussetzen, daß sie für 
x> X o nicht negativ sind, denn die hier in Betracht kommenden Eigen
schaften dieser Funktionen bleiben erhalten, wenn man jeder von ihnen 
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eine und dieselbe Konstante hinzuaddiert. Dann folgt aus 

fl (x). (,(x) = (PI (x) IJ2(X) + nl (x) n2 (x) - (PI (x) n2(x) + P2(X) nl (x», 

daß das Produkt fl (x) . f2 (x) für x> Xo von beschränkter Variation ist. 
Und dieses gilt, weil Xo ein beliebiger Punkt von A war, für das ganze 
Gebiet A. 

Satz 6. 1st fex) innerhalb des Gebietes A von Null verschieden und ist 
in jedem abgeschlossenen Teilintervall von A die Funktion 

(1) 1 
(x) 

beschränkt, so ist sie innerhalb A von beschränkter Vat·iation, wenn fex) 
es ist. 

Für jeden Punkt eines beliebigen abgeschlossenen Intervalls 
Xl < X <X2, das in A liegt, ist nach Voraussetzung 

1 
I (x) [ < 1-'; 

für zwei beliebige Punkte ~k und ~k+l dieses Intervalls hat man daher 

If(s:+I) - (~:JI < 1-'2If(;k+1)-f(~k)1 
und hieraus folgt schon die Behauptung. 

Satz 7. Sind fl(x) und ft(x) zwei Funktionen von beschränkter Va
riation innerhalb A und bezeichnet man mit W(x) die größere, mit 1/1(x) 
die kleinere der beiden Zahlen fl(X) und fs(x), so sind diese beiden Fumk
lionen ebenfalls von beschränkter Variation innerhalb A. 

In der Tat ist 
Yl"(x) = (1 (x) + (2 (x) -t; 1 f1 (x) - (2 (x)! , 

1/1 (x) = (1 (x) + (2 (x) ~I ft (x) - (2 (x) 1 , 

und daher der zu beweisende Satz auf die vorhergehenden zurückgeführt. 
Ist fex) eine Funktion von beschränkter Variation innerhalb A, so 

folgt aus ihrer Darstellung als Differenz von zwei monoton wachsenden 
Funktionen p(x) und n(x) unmittelbar, daß für jeden Punkt x von A 
die Zahlen 

(2) { f(x+ 0) = p(x + 0) - n(x+O), 
f(x-O) = lJ(X-O) - n(x-O) 

existieren und, weil p(x + 0) und n(x + 0) monoton wachsend sind, daß 
die Funktionen (2) ebenfalls von beschränkter Variation sind. 
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Bemerkt man, daß die obere Limesfunktion @(x) und die untere 
Limesfunktion cp(x) von. fex) gleich der größten bzw. kleinsten der 
drei Zahlen 

f(x- 0), f(x) , fex + 0) 

ist, so folgt als Anwendung des letzten Satzes: 

Satz 8. Die Limesfunktionen einer Funktion, die innerhalb eines Ge
bietes A von beschränkter Variation ist, haben dieselbe Eigenschaft. 

181. Wir wollen jetzt die Unstetigkeiten einer beliebigen Funktion 

(1) fex) = p(x) - n(x) 

von beschränkter Variation untersuchen. Dazu bemerken wir, daß, wenn 
p(x) und n(x) dieselbe Bedeutung haben wie vorher und wenn mit; 
ein beliebiger Punkt von A bezeichnet wird, die Zahlen 

(2) 

nicht beide zugleich von Null verschieden sein können. Wäre 
dies nämlich der Fall, und mit h die kleinere dieser beiden Zahlen be
zeichnet, so führe man eine Funktion x(x) ein, die für X < ~ verschwin
det und für X > ; gleich h ist. Dann sind die bei den Funktionen 

cp(x) = p(x) - x(x) und 1jJ(x) = n(x) - x(x) 

monoton wachsend in A, und es ist außerdem 

fex) = cp(x) -1jJ(x). 

Sind nun Xl und x2 zwei beliebige Punkte von A, für welche Xl <; < x2 

ist, so hat man 

cp(x2) - cp(xl ) = p(x2) - p(xl ) - h <p(x2) - p(xI ), 

was der ersten Relation (9) des § 179 widerspricht. Ganz analog be
weist man, daß die Zahlen 

pm - p(~ - 0) und n(~) - n(~ - 0) 

nicht beide zugleich größer als Null sein können. 
Hieraus folgt aber, daß für jeden Punkt X des linearen Gebietes A 

{ I fex + 0) - f(x) I = I(p(x + 0) - p(x)) - (n(x + 0») - n(x)) I 
(3) = (p(X + 0) - p(x)) + (n(x + 0) - n(x») 

sein muß, und gen au ebenso findet man die Gleichung 

(4) I fex) - f(x-O)I = (p(x) - p(x- 0») + (n(x) - n(x-O)). 
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Aus den heiden letzten Gleichungen folgt der Satz: 
Sätz 9. Für die Stetigkeit einer Funktion von beschränkter Variation 

fex) = p(x) - n(x). 
in einem Punkte x von A ist notwendig und hinreichend, daß die beiden 
Funktionen p(x) und n(x) in diesem Punkte stetig seien. Insbesondere ist 
jede stetige Funktion, die innerhalb des Gebietes A von beschränkter Varia
tion ist, die Differenz von zwei monoton wachsenden stetigen Fttnktionen. 

Nach diesem ist. die Menge der Unstetigkeitsstellen von fex) iden
tisch mit der Vereinigungsmenge der Unstetigkeitsstellen von p (x) und 
von n(x) und daher wie diese (§ 151, Satz 7) höchstens abzählbar. 

Satz 10. Die Menge der etwaigen Unstetigkeitsstellen einer Funktion 
von beschränkter Van:ation ist höchstens abzählba1', 

182. Unter Diskontinuität der Funktion fex) von beschränkter 
Variation in einem Punkte, wo diese nicht stetig ist, verstehen wir die 
Zahl 

D(x) = If(x+O) -((x)1 + !fex) -f(x-O)I; 
nach den Gleichungen (3) und (4) des vorigen Paragraphen ist dann 

D(x) = (p(x + 0) - p(x-O) + (n(x +0) - n(x- 0), 

Unter totaler Diskontinuität der Funktion fex) in einem ab
geschlossenen Intervall Xl < X ~ x2 verstehen wir die Summe von 
I f(xl + 0) - f(xl ) 1, I f(:1'2) - f(x2 - 0) I und von allen Diskontinuitäten 
von fex), die im Innern des Intervalls stattfinden. Die. letzte Gleichung 
in Verbindung mit den Gleichungen (3) und (4) des vorigen Paragraphen 
und mit Berücksichtigung des § 152 führt zu folgendem Satz: 

Satz 11, Bezeichnet man mit D(xu x 2), Dp(xl , x2) und D",(xl , x 2) 

die totalen Diskontinuitäten der Funktionen fex), p(x) ttnd n(x) im abge
schlossenen Intervall Xl < X < x2, so ist stets 

D(xll x2 ) = Dp (xll x2 ) + D,,(xll x2)· 

Die Gleichung (15) des § 178 zeigt, daß in jedem abgeschlossenen 
Intervall Xl < X <x2 die totale Variation von fex) gleich der' Summe 
der totalen Variation von p(x) und n(x) ist; vergleicht man dieses Re
sultat mit dem obigen Satze, so folgt aus dem Satze 8 des § 152 der 

Satz 12. In jedem abgeschlossenen Teilintervall des Gebietes A ist die 
totale Diskontinuität eine/' Fttnl.-tion fex) von beschränkter Variation nie 
größer als ihre totale Variation. 

183. Es seien, wenn man mit den obigen Bezeichnungen 

(1) fex) = p(x) - n(x) 
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setzt, Pl(X), fJ!2(X), 1/11(x) und 1/12 (x) vier monoton wachsende Funk
tionen, die im Gebiete A definiert sind und die den Bedingungen 

(2) p(x) = fJ!1(X) + CP2(X), n(x) = 1/11 (x) + 1/12 (x) 
genügen. Es sind dann, wenn man 

~ ~~=~~-~W, ~~=~W-~W 
setzt, die Funktionen hex) und f~(x) von beschränkter Variation und 

(4) fex) = ~ (x) + fs(x). 

Setzen wir jetzt mit unseren früheren Bezeichnungen 

(5) fl(X)=Pl(x)-n1 (x), t;(x)=P2(x)-n2 (x), 
so folgt nach der ersten Relation (9) des § 179, wenn x' und x" zwei 
beliebige Punkte des Gebietes A bedeuten, und x'< x" ist, aus (3) und (5) 

(6) PI (x") - P1 (x') < PI (x") - fJ!1 (x'), 

(7) P2(X") - P2(X') < CP2(X") - IJ'2(X') i 
anderseits ist nach (4) und (5) 

fex) = (PI (x) + P2(X» - (nI (x) + n2 (x», 
und da die beiden Funktionen (PI (x) + P2(W» und (n l (x) + n 2 (x» monoton 
wachsend sind, muß nach derselben llelation 

(8) p(x") - p(x') ~ (PI (x") + P2(X"» - (Pl.(x') + P2(X'») 
stattfinden. Wäre nun eine der Relationen (6) oder (7) eine Ungleich
heit, so hätte man mit Hilfe von (2) 

(Pl (x") + P2(x"l) - (PI (x') + P2(X'» <p(x") - p(x'), 

was der Bedingung (8) widerspricht. Also muß in jener der Relationen 
(6) und (7) das Gleichheitszeichen gelten, woraus man sofort entnimmt, 
daß sich die Funktionen fJ!1 (x) und CP2(X) nur um Konstanten von PI (x) 
und Pli (x) nnterscheiden. Aus (3) und (5) folgt alsdann, daß 1/11 (x) 
und 1/12 (x) sich von n1 (x) und nll (x) ebenfalls nur um Konstanten unter· 
scheiden. Es muß daher in jedem abgeschlossenen Teilintervall von A 
erstens die totale Variation von fi (x) gleich der Summe der Variationen 
von CPI (x) und 1/11 (x) sein, und zweitens nach dem Satze 11 des vorigen 
Paragraphen die totale Diskontinuität von fl (x) gleich der Summe der 
totalen Diskontinuitäten von CPI (x) und 1/11 (x). 

Bestimmt man also in den Gleichungen (2) - wie es nach dem 
Satze 9 des § 153 stets möglich ist - die Funktionen fJ!1 (x) und 
1/11 (x) derart, daß in jedem abgeschlossenen Teilintervall von A ihre 
totalen Diskontinuitäten gleich ihren eigenen Variationen sind, so muß 
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auch stets die totale Diskontinuität von h (x) gleich ihrer totalen Varia
tion sein. Nach dem soeben erwähnten 8atze sind dann die Funktionen 
rp,ex) und 1/J,(x) stetig, und das Gleiche gilt dann auch von fs(x). Ferner 
ist in jedem Punkte von .A die Diskontinuität von fex) gleich der Dis
kontinuität von f1 (x), denn es ist, wegen der Stetigkeit von fs(x), 
f(x+O)-f(x) =fl(X+O) - ftlx), f(x-O)-f(x) =fl(X-O) - t~lX). 

Alles in allem haben wir den 
Satz 13. Jede auf einem linearen Gebiete A. definierte Funktion f(x), 

die von besch"änkter Variation innerhalb A ist, ist die Summe von swei 
Funktionen ft (x) und fs (x), die ebenfalls von beschränkter Variation inner
halb A sind, von denen die erste in jedem abgeschlossenen Teilintervall 
von A eine totale Diskontinuität besitst, die gleich ihrer eigenen Malen 
Variation und auch gleich der totalen Diskontintdtät von fex) in diesem 
Intervall ist, und die zweite eine stetige Punktion bedeutet. 

Die· Schlüsse des § 154, die man a.uch hier machen kann, zeigen 
uns ferner, daß die Funktionen ftex) und fs(x) durch die von ihnen ver
langten Eigenschaften bis auf' additive Konstanten eindeutig festge
legt sind. 

184. Es gibt stetige Funktionen, die in keinem Teilintervall von A 
von beschränkter Variation sind. Man betrachte das Intervall a < x < b, 
wo b = a + h ist, und in diesem Intervall die Punkte 

h 
xk = a + 2 k (k = 1, 2, 3, ... ). 

Hierauf definiere man eine Funktion p(x; a, b) folgendermaßen: 

1) p(x; tI,b) = ° für x ~ b und x <a, 
2) rp(x1) = :' rp(x!) = 0, rp(xs) = :' rp(x4) = 0, ... , 

3) rp(x) soll linear sein, in jedem der Intervalle 

b > x ~ Xl' Xl ~ X > xs, .... 

Die Funktion rp(x) ist stetig, aber ihre totale Variation im Inter

linear; 

valle a ;;;; x < b ist gleich + 00. 

Nun bilde man folgender
maßen eine Folge' von stetigen 
Funktionen ft (x), f2 (x), ... : 
man setze 

'( F' ft(x)=rp(XiO,1), 
z .r Ig.16. b 

2 1 fl (x) ist stückweise 
das größte Teilintervall von 0< x < 1, in dem ft (x) linear ist, 
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ist das Intervall t < x < 1. Man setze 

f2(X) = fl (x) + p(x; t, 1). 
Die Funktion f2(X) ist stückweise linear. Es gibt zwei Teilintervalle 
von größter Länge, in denen ~ (x) linear ist; das sind die Intervalle 

Man setze 
t < x < t und -1 < x < 1. 

fs(x) = f2(X) + p(x; h-t) + p(x; i, 1). 

Die Funktion fs(x) ist ebenfalls stückweise linear und enthält vier größte 
Intervalle, in denen sie linear ist; das sind die Intervalle 

t < x < t, t < x< -L t < x < i, t < x < 1. 
Wir setzen . 

f,(x) = fs(x) + p(x; t, -t) + p(x; i, t) + q;(x; t, -i) + p(x; t, 1). 

Indem man auf diese Weise fortfährt, erhält man eine monoton wachsende 
Folge von stetigen Funktionen, die gl eich m äß i g konvergieren und folg
lich eine stetige Fnnktion fex) als Grenzwert haben. Denn es ist 

f2(X) - fleX) < ~, fsCx) - f2(X) <-+, ... , t~+l(X) - fk(X) <~. 

Außerdem ist aber die Funktion fCx) in keinem Intervall a < x < ß, das 
einen Punkt von 0< x < 1 enthält, von beschriinkter Variation. Die 
totale Variation der Grenzfunktion fex) in diesem Intervall ist nämlich 
mindestens gleich der totalen Variation tk(a, ß) von jeder ejnzelne~ 
Funktion fk(X), und diese ist gleich + (X) , sobald das Intervall a<x<ß 
ein Teilintervall enthält, das man in der Gestalt 

2m -1< < 2m 
2 k X 2 k 

schreiben kann. 

Kapitel IV. Entfernung und Zusammenhang. 
Entfernung von Punkten. 

185. Unter Entfernung von zwei Punkten P und Q des n-dimen
sionalen Raumes mit den Koordinaten 

(1) {P: XV X 2,· •• , xll 

Q: Yl1 Y2' ... , Yn 
versteht man den Ausdruck 

(2) E(P, Q) = E( Q, P) = yex1 - Yl? + (x2 - Y2)2 + ... + (xn - Yn)2. 
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Von diesem Ausdrucke haben wir bewiesen, daß er eine stetige 
Funktion der 2n Veränderlichen Xl ' , , X .. , Yl ' • , y" ist (§ 163) und so
mit eine stetige Funktion des Punktes P bei festgehaltenem Q oder des 
Punktes Q bei festgehaltenem P (§ 166). 

Aus der Stetigkeit von E(P, Q) als Funktion von P allein folgt, 
daß, wenn ro eine beliebige positive Zahl und Q einen festen Punkt be
deutet, die Punktmenge 
(3) E(P, Q) < ro 
eine offene Punktmenge sein umß (§ 136, Satz 4). 

Die Punktmenge (3) deckt sich für n = 1 mit dem linearen Intervall 

Yl - ro< X < Yl + ro j 
für n = 2 nennt man sie einen Kr eis, für n > 3 eine n -dimensionale 
Kugel mit dem Mittelpunkte 

Q: YvYs'" ') y" 
und dem Radius ro. Wir werden aber iin Folgenden um den Wortlaut 
zu vereinfachen auch dann von Kugeln sprechen, wenn wir über die 
Dimension n des betrachteten Raumes nicht vorausgesetzt haben, daß 
sie mindestens gleich 3 sein muß. 

Eine Kugel K( Q; ro) mit dem Mittelpunkte Q und dem Radius ro 
ist also für uns immer die offene Punktmenge (3); da sie ihren Mittel
punkt Q enthält, so ist sie eine Umgebung von Q (§ 52). 

Man bezeichne mit W( Qj ro) den Würfel 

W(Qj ro): Yk - ro < xk < Yk + ro' (7c= 1,2, ... , n) 

Für jeden Punkt P der Komplementärmenge von W,ist mindestens für 
ein k 

und daher nach (2) 
E(P, Q) :?: ro' 

Die Kugel K(Qj ro) ist also eine Teilmenge des Würfels W(Qj ro) und 
demnach eine beschränkte Punktm~:mge. 

186. Die abgeschlossene Hülle (§ 72) einer Kugel K( Qj 1'0) nellnen 
wir eine abgeschlossene Kugel und bezeichnen sie mit K(Qj ro)' 

Die Gesamtheit A aller Punkte P, für welche 

(4) E(P, Q) < ro 

ist, ist eine abgeschlossene Punktmenge (§ 136, Satz 4), die KC Qj ro) 
enthält; es ist also 
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Anderseits ist jeder Punkt P von A entweder ein Punkt von K( Q; ro), 
oder ein Punkt, für welchen 
(5) E(P, Q) = r o 

ist. Dann muß aber in (2) mindestens eine unter den Zahlen (xk -Yk)+0 
sein; es sei. z. B. 

h+0 

Ein Punkt P', dessen sämtliche Koordinaten außer der kten mit denen 
von P zusammenfallen und für welchen als kte Koordinate 

Xk' = Yk + ,f}h 

genommen wird, genügt aber der Bedingung 

E(P', Q)<ro, 

weil die Funktion Vu eine stets wachsende Funktion von u ist (§ 161). 
Hieraus folgt, daß jeder Punkt, welcher der Gleichung (5) genügt, 

Häufungspunkt von K(Q; ro) ist, und daß folglich 

K(Q; 1'0) = A 

sein muß. Die abgeschlossene Kugel K(Q; 1'0) ist also iden
tisch mit der Punktmellge 

E(P, Q) ~ 1'0' 

187. Der Dreieckssatz. Sind P, Q und R beliebige Punkte un 
n-dimensionalen Raume, so ist stets 

E(P, Q) < E(P, R) + E(Q, R). 

Es seien xk die Koordinaten von P, Yk die Koordinaten von·Q und 
Zk die Koordinaten von R; dann ist zu be- R 

weisen, daß stets ~ 
-v.~'(Xk - Yk)2 < 

k 

stattfindet. 
Setzen wir x .. - Zk =;k und Jlk - Zk = 'YJk' so geht dies über in: 

(1) -V~(;;k-1lk)2<V~';;/+ V,2''YJk2. 
k k k 

Verschwinden sämtliche ;k (oder sämtliche 'YJk)' so ist die Relation (1) 
CaTlLtheodoTV, Reelle ],'nn"ktionen. 2. Aufl. 13 
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evident. Wenn dies nicht der Fall ist, so erhebe man diese Relation ins 
Quadrat und es ist nur noch zu beweisen: 

~(;k-'Y/k)9 < ~;k2 + ;E'Y/k2 + 2 V":~';k2'~'Y/t 
Führt man links die Quadrate aus, so heben sich ~;k2 und :E'Y/k2 weg 
und es bleibt, nachdem man noch rechts und links durch 2 dividiert hat: 

(2) - ~;k'Y/k ~ -V :E;k2 ·~'Y/k2. 
Ist 

~;k'Y/k > 0, 

so ist die Ungleichheit (2) erfüllt, der Satz also richtig. Ist dagegen 

~!;k'Y/k < 0, 

so ist keine Seite von (2) negativ und die zu beweisende Ungleichheit 
äquivalent mit 
(3) (~;k'Y/l~;E;k2'~'Y/k2. 

Um die Relation(3) zu beweisen, gehen wir von der Ungleichheit aus 

° ~~(1.;k + P,'Y/k)2, 
k 

die für aUe Ä. und [L gilt, weil die rechte Seite eine Summe von Qua
draten ist. Setzen wir 

so ist 
a = ~;k2, b =~;k'Y/k' C =~'Y/k2, 

(4) 

für alle 1. und ll. Uns interessiert nur der Fall a > 0, da für a = 0, d. h. 
im Falle des Verschwindens sämtlicher ;k' der Dreieckssatz schon be
wiesen ist. Setzen wir dann 

b 
1. = - - und [L = 1, a 

so nimmt die letzte Ungleichheit die Form an 

(5) b 2 b ac-b: ° <a---2b- +c =--
= a' a a ' 

und da a positiv ist, folgt daraus 

b2 < aC, 

was sich in unserer neuen Bezeichnung mit der zu beweisenden Un
gleichheit (3) deckt. 
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188. Wir wollen noch untersuchen, wann das Gleichheitszeichen 
stattfindet, d. h. wann zwischen drei Punkten P, Q, R des n-dimensio
naIen Raumes die Relation 

E(P, Q) = E(P, R) + E(B, Q) 

besteht, unter der Voraussetzung, daß P und Q voneinander verschiedene 
Punkte sind. 

Nach den Schlüssen des vorigen Paragraphen kann dies nur dann 
der Fall sein, wenn 

a =~~k2= 0 

ist, oder wenn b2 - ac = 0 ist. 
Die Relation (5) des vorigen Paragraphen zeigt aber im letzten 

Falle, wenn man sie mit (4) vergleicht, daß dann 

(6) 

ist; und da die Summe (6) aus lauter nicht negativen Gliedern besteht, 
BO muß jedes einzelne für sich verschwinden, d. h. man hat, wenn man 
die Bezeichnung 

einführt, 
(7) 

b 
--=t: 

a 

(k=1,2, ... n). 

Es muß also entweder a = 0 sein, oder die Größen 1h: sind den ~k 
proportional. 

Wir fragen nun nach Werten_ von t:, für welche die Gleichung 

11 ~(~" + t:~kYl = -V ~~k2 + -V ~t:2~k2, 
die man durch Einsetzen von (7) in (1) erhält, richtig ist. Dies liefert, 
wenn, wie es sein soll, alle Wurzelzeichen positiv genommen werden, 

11+t:1=1+1t:1 
eine Gleichung, die offenbar nur für positive Werte von t: oder für 
t: = 0 erfüllt ist. 

Ersetzen wir in (7) die Größen ~k und 11" durch die ursprünglichen 
Koordinaten von P, -Q und R, so bekommen wir 

(Yk - fJk) + t: (x" - fJk) = 0 
oder 

13* 
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Setzt man endlich 
_1_= t 
1 + ~ , 

wobei also die Bedingung 'r ~ 0 in die Bedingung 0< t ~l übergeht, 
so erhält man 
(8) Zk = (1 - t)xk + tYk 
und ferner 

;k=Xk - Zk= t(xk- Yk)' 1h= Yk- Zk= (t - 1) (xk- Yk)· 
Der bisher ausgeschlossene Fall a = 0 entspricht aber dem Werte 

t = 0 des Parameters; läßt man also den Parameter t das abgeschlossene 
Intervall 
(9) 0 -::; t < 1 

durchlaufen, so erhält man aus (8) säm tliehe Punkte, für welche das 
Gleichheitszeichen im Dreieckssatz gilt. 

Die Gesamtheit der Punkte R des Raumes, deren Koordinaten 
(zu Z2' ••. z,,) den Gleichungen (8) mit der Nebenbedingung (9) ge
nügen, nennt man die Strecke, welche P mit Q verbindet, und be
zeichnet diese Punktmenge mit P Q . 

Abgesehen vom trivialen Fall, wo die drei Punkte P, Q und R 
alle zusammenfallen und die Entfernungen alle Null sind, lautet also 
der vollstiindige Dreieckssatz folgendermaßen: 

Fiir alle Punkte R der Strecke, welche zwei voneinander 
verschiedene Punkte P und Q des n-dimensionalen Raumes 
verbindet, ist 

E(P, Q) = E(P,R) + E(R,Q); 

für alle übrigen Punkte des Raumes ist 

E(P, Q) < E(P, R) + E(B, Q). 

Entfernung von Punktmengen. 
189. Definition. Es sei A eine belie bige Punktmenge und P 

irgend ein Punkt des Raumes. Dann definieren wir als Ent
fernung E(P,A) zwischen dem Punkte P und der PunktmengeA 
die untere Grenze aller E(P, Q), wenn Q ein beliebiger Punkt 
von A ist. 

Die Entfernung E(P, A) ist demnach eine Punktfunktion, die von 
P abhängt, wenn man A festhäIt, und eine Mengenfunktion, die von A 
abhängt, wenn man P festhält. 

Die Punktmenge A braucht hier durchaus nicht abgeschlossen zu 
sein; für abgeschlossene Punktmengen A gilt aber der Satz: 



§ 190 Entfernung von Punktmengen 197 

Satz 1. Ist P ein beliebig gegebener Punkt und A eine abgeschlossene 
nicht leere Ptmktmenge, so gibt es mindestens einen Punkt Qo auf A, so daß 

ist. 
E(P, Qo) = E(P, A) 

Es sei E(P, A) = dj die Zahl d ist endlich. Wir betrachten die 
abgeschlossene Kugel X(Pj (d + 1)) mit dem Mittelpunkte P und dem 
Radius Cd + 1). J?iese Kugel ist eine beschränkte Punktmellge, und der 
Durchschnitt AK (P; (d + 1)) ist es also auch. Ferner ist dieser Durch
schnitt nicht leer, denn es gibt Punkte von A, deren Entfernung von P 
kleiner ist als (d + 1), da d die untere Grenze dieser Entfernungen ist; 
endlich ist er als Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Punktmengen 
ebenfalls abgeschlossen (§ 69, Satz 1). In dieser beschränkten und ab
geschlossenen Punktmenge muß aber die in Q stetige Funktion E(P, Q) 
in mindestens einem Punkte Qo ihre untere Grenze annehmen (§ 137, 
Satz 5). Nun ist nach Konstruktion Qo ein Punkt von A und für jeden 
anderen Punkt Q von A muß 

E(P, Q) > E(P, Qo) 
sein, sowohl wenn Q außerhalb der abgeschlossenen Kugel X oder 
in dieser liegt. Also ist, wie wir zeigen wollten, 

E(P, Qo) = E(P, A). 

190. Es sei A eine beliebige Punktmenge und A ihre abge
schlossene Hülle. Da A eine Teilmenge von A ist, so ist für jeden 
Punkt P des Raumes 
(1) E(P, A) > E(P, A). 

Nun gibt es nach dem vorigen Satze einen Punkt Qo von A, für 
welchen 
(2) 
ist. Ist Qo nicht nur in A, sondern auch in A enthalten, so muß 

E(P, A) :::: E(P, Qo) 
und wegen (1) und (2) _ 
(3) E(P, A) = E(P, A) 

sein. Sonst muß Qo ein Häufungspullkt von A sein, und es gibt in jeder 
Umgebung von Qo, insbesondere in jeder Kugel mit dem Mittelpunkte 
Qo und dem beliebigen Radius c) Punkte Q, die zu A gehören. Für 
einen derartigen Punkt ist 

E(Q, Qo) < c, 

und nach dem Dreieckssatze (§ 187) ist demnach 

E(P. Q) ~ E(P, Qo) + E( Q, Qo) < E(P, A) + c. 
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Es ist also für jedes positive c 

E(P, A) < E(P, A) + c, 

und mit Hilfe von (1) wird wieder die Gleichung (3) bestätigt. 

Wir haben also den 
Satz 2. Der Abstand E(P, A) eines Punktes P von einer beliebigen 

Punktmenge A ist stets gleich dem Abstande E(P, A) zwischen P und 
der abgeschlossenen Hülle A von A. 

Insbesondere ist E(P, A) dann und nur dann gleich Null, wenn 
E(P, Qo) verschwindet, d. h. wenn P mit Qo zusammenfällt. Dazu ist 
aber hinreichend und notwendig, daß P ein Punkt von A sei. 

Ferner gilt auch der 
Satz 3. Jede Umgebung Up eines Punktes P enthält eine Kugel 

mit P als JYlittelpunkt. 

Es sei U' die Komplementärmenge von Up ; da P nicht zu U' ge
hört, und auch, weil U' abgeschlossen ist, kein Häufungspunkt von U' 
ist, so ist 

E(P, U') = 1"0 =!= O. 

Die Kugel mit dem Mittelpunkte P und dem Radius ro ist daher 
vollständig in Up enthalten. Nimmt man eine positive Zahl Q < r o, so 
ist sogar die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkte P und 
dem Radius Q in Up enthalten. 

191. Satz 4. Der Abstand E(P, A) zwischen einem veränderlichen 
Punkte P und einer festen Punktmenge A ist eine im ganzen Raume stetige 
Funktion von P. 

Es sei Q ein beliebiger Punkt von A; nach dem Dreieckssatze hat 
man, wenn Po und P zwei beliebige Punkte des Raumes bedeuten 

E(P, Q) < B(P, Po) + E(Po, Q) 

und folglich, weil E(P, A) < E(P, Q) ist: 

E(P, A) < E(P, Po) + E(Po, Q). 

Da diese letzte Ungleichheit für jeden beliebigen Punkt Q von A 
gilt, ist also auch 

E(P, A) < E(P, Po) + E(Po, A) 

und durch Vertauschung von P mit Po erhält man 

E(Po, A) ~ B(I', Po) + E(P, A). 
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Hieraus folgt aber 

JE(P, A) - E(Po, A)I < E(P, Po)' 

Ist jetzt E eine beliebige positive Zahl, so stellt die Ungleichheit 

E(Po, P) < c 

bei veränderlichem P und festem Po eine Umgebung von Po dar, näm
lich die Kugel mit Po als Mittelpunkt und c als Radius. Für jeden 
Punkt dieser Kugel ist 

IE(P,A) -E(Po,A)J'Sc, 

d. h. die Funktion E(P, A) ist stetig im Punkte Po (§ 130, Satz 3). 

192. Definition. Als Entfernung E(A, B) zweier Punkt
mengen A und B definieren wir die untere Grenze aller 
E(P, Q), wenn P in A und Q in B liegt. 

Dann erkennt man zunächst, daß auch 

(1) E(A, B) = untere Grenze von E(P, B) für P-<A 

ist. Es ist nämlich jedem Element der Zahlenmenge der E( P, Q) ein 
nicht größeres Element der Zahlenmenge der E(P, B) zugeordnet und 
daher sicher 

E(A,B) > untere Grenze von E(P,B) für P-<A. 

Wäre nun wirklich 

E(A, B) > untere Grenze von E(P, B), 

so müßte es mindestens ein Po in A geben, so daß 

E(A, B) > E(Po, B) 

ist. Hieraus würde aber die Existenz eines Qo in B folgen, so daß 

E(A, B) > E(Po, Qo), 

was aber der Definition von E(A, B) widerspricht. A.lso ist die Glei
chung (1) richtig und ebenso beweist man, daß 

(2) E(A, B) = untere Grenze von E(Q, A) für Q-<B 
ist. 

193. Es seien A und B zwei beliebige Punktmengen, A und 13 
ihre abgeschlossenen Hüllen. Dann ist zun~chst, weil A eine Teilmenge 
von A ist, 

(1) E(A, B) < E(A, B). 
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Ferner sei E eine beliebige positive Zahl; man kann nach Definition 

einen Punkt 15 von A und einen Punkt Q von B finden, für welche 

(2) E(P, Q) < EVi, B) + ; 

ist. In der Kugel K(15; i) gibt es ferner mindestens einen Punkt P 
von A, weil 15 entweder Punkt oder Häufungspunkt von A ist. Nun 
ist wegen des Dreiecksatzes 

E(P, Q) < E(P, 15) + E(P, Q), 
und, wenn man (2) sowie auch die Relationen 

berücksichtigt, 
(3) 

E(A, B) < E(P, Q), E(P, P) <-%-

E(A, B) < E(A, B) + 6. 

Diese letzte Ungleichheit, die für jedes 6 gilt, liefert mit (1) ver
glichen die Relation E(A, B) = E(A, B). Genau_ebenso b!~~ist man 
die Gleichungen E(A, B) = E(A, B) und E(A, B) = E(A, B). Man 
erhält also den 

Satz 5. Sind A und B zwei beliebige Punktmengen und A und 13 
ihre abgeschlossenen Hüllen, so gelten die Relationen. 

E(A, B) = H(Ä, B) = EeA, 13) = E(Ä, 13). 

194. Satz 6. Sind A und B zwei abgeschlossene Punktmengen und 
ist überdies die eine von ihnen, z. B. A beschränkt, so gibt es einen Punkt 
Po in A und einen Punkt Qo in B, so daß 

E(Po' Qo) == E(A, B) 

ist, und die Entfernung E(A, B) ist dann und nur dann gleich Null, 
wenn A und B einen gemeinsamen Punkt besitzen. 

Da die Funktion E(P, B) auf der abgeschlossenen und beschränkten 
Punktmenge A stetig ist, erreicht sie in einem Punkte Po von A ihr 
Minimum (§ 137, Satz 5) und es ist nach dem § 192 

E(A, B) = E(Po, B); 

ferner gibt es wegen der Abgeschlossenheit von B einen Punkt Qo VOll B, 
für welchen 

E(Po, B) = E(Po, Qo) 

stattfindet (§ 189, Satz 1), womit der erste Teil des Satzes bewiesen 
ist. Der zweite Teil des Satzes folgt aber direkt aus der Tatsache, daß 
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E(Po, Qo) dann und nur dann verschwindet, wenn Po und Qo zusammen
fallen. 

Bemerkung: Der Satz braucht nicht richtig zu sein, wenn keine 
der beiden Punktmengen beschränkt ist. Es seien z. B. A und B die 
abgeschlossenen Punktmengen der xy-Ebene 

A: x = 0 für beliebige y, B: y = ~ für x =l= O. 
x 

Diese abgeschlossenen Punktmengen haben keinen gemeinsamen 
Punkt und es ist doch E (A, B) = O. 

Durchmesser. 

195. Wir nennen Durchmesser einer Punktmenge A. die obere 
Grenze der Entfernungen von zwei beliebigen ihrer Punkte und be
zeichnen diese Mengenfunktion mit D(A). 

Sind 

die Koordinaten von zwei Punkten P und Q eines n-dimensionalen 
Würfels, dessen Kanten gleich a sind, so folgt aus der Formel (2) des 
§ 185 und aus den Ungleichheiten 

\Xk-Yk\< a 
die Relation 

(k = 1, 2, . . ., n) 

E(P, Q) < a y'n. 

Ist die gegebene Punktmenge A eine Teilmenge des Würfels W, 
BO ist also auch ihr Durchmesser 

DCA) < a }in; 
jede beschränkte Punktmenge hat also einen endlichen Durchmesser. 

Ist umgekehrt der Durchmesser DCA.) =!! endlich und Po irgend 
ein Punkt von A., so ist A. eine Teilmenge der Kugel K (Po; 2Q) und 
da diese eine beschränkte Punktmenge ist (§ 185), so ist A ebenfalls 
beschränkt. Der Durchmesser einer Punktmenge ist also dann und nur 
dann endlich, wenn die PUllktmenge beschränkt ist. 

196. Es sei A. eine beschränkte und abgeschlossene Punktmenge, 

()' = D(A) 

ihr Durchmesser. Jedem Punktepaare P, Q von A. mit den Koordinaten 

P: X 1 X 2 ••• x"' 
Q: YIY2'" Yn 
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entspricht ein Punkt R des 2n-dimensionalen Raumes mit den Koor
dinaten 

R: x l1 X21 ••. , x1l , Yv Y2' ... , y". 
Wenn P und Q jeder für sich die Gesamtheit der Punkte von A 

durchläuft, so beschreibt Reine Punktmenge B des 2n-dimensionalen 
Raumes. Diese Punktmenge B ist beschränkt und abgeschlossen. 
Letzteres sieht man sofort ein, wenn man bemerkt, daß, wenn 

R' = (P', Q') 

ein Häufungspunkt von B ist, sowohl P' als auch Q' in A enthalten 
sein müssen, so daß R' in B enthalten ist. 

Die Funktion 
fCR) = E(P, Q) 

ist, wie wir sahen, eine stetige Funktion im 2n-dimensionalen Raume 
(§ 163); sie erreicht also ihr Maximum in einem bestimmten Punkt 

Ro= (Po, Qo) 
der Punktmenge B, und es ist 

D(A) = ECPo, Qo)' 
Wir haben also den Satz: 
Satz 1. Aul jeder beschränkten und abgeschlossenen Punktmenge A 

gibt es zwei Punkte Po Wld Qo, deren Entfernung gleich dem Durch
messer von A ist: 

E(Po, Qo) = DCA). 

197. Satz 2. Ist A die abgeschlossene Hülle einer beschränkten 
Punktnlenge A, so ist der Durchmesser DCA) von A gleich dem Durch
messer D(A) von A. 

In der Tat ist A ebenfalls beschränkt, und es gibt zwei Punkte 
Po und Qo dieser Punktmenge, deren Entfernung gleich dem Duroh
lllesser von A ist: 

E(Po, Qo) = DCA). 

Ist E eine beliebige positive Zahl, so liegt in jeder der Kugeln 

K( Po; ~) und K( Qo; -i-) mindestens ein Punkt P bzw. Q von A und 
man hat 

DCA) < E(Po, P) + ECP, Q) + E(Q, Qo) 
oder, wenn man 

ECPo, P) < ~, E(P, Q) < DCA) und. E(Q, Qo) < : 
berücksichtigt, 
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D(A) < D(A) + Ei 

da dies für jedes positive E gilt, ist 

D(A) <D(A). 
Anderseits ist A eine Teilmenge von A und folglich 

DCA) ~D(A). 

203 

Der Vergleich der beiden letzten Ungleichheiten liefert den be
haupteten Satz. 

Gleichmäßige Stetigkeit. 

198. Es sei (CP) aUf einer beschränkten und abgeschlossenen 
PunktmengeA definiert und dort beschränkt. Die Schwankung S(P) 
der Funktion ( P) ist dann ebenfalls eine beschränkte Funktion auf A und 
ihre obere Grenze p, ist eine endliche Zahl. Nach dem Satze 3 des § 140 
kann man jedem Punkte P von.A. nach Vorgabe einer positiven Zahl E, 

die nicht von P abhängt, eine Umgebung Up zuordnen, so daß für je 
zwei Punlde Ql und Q! von UpA die Bedingung 

(1) 
erfüllt ist. 

Da .A. beschränkt und abgeschlossen ist, kann man den Boreischen 
Überdeckungssatz anwenden (§ 59). Es gibt nach ihm endlich viele 
Punkte Pu Ps, ... , Pm von A, so daß die zugehörigen Umgebungen 
u;., U'J' .•. , Um' von denen man voraussetzen kann, daß keine von 
ihnen den ganzen Raum ausfüllt, der Bedingung 

(2) 

genügen. Nun seien U/, U2', ••• , U~ die Komplementärmengen VOll 

Ul1 U'J' ... , U1f, i ist dann Q irgend ein Punkt des Raumes, so 'sind die 
Entfernungen 
(3) E(Q,Uk') (k=1,2, ... ,m) 

als Funktionen von Q endlich und stetig im ganzen Raum (§ 191). Be
zeichnet man mit tp (Q) die größte der Zahlen (3) ,wenn k die Folge 
1,2, ... , m durchläuft, so ist cp(Q) ebenfalls eine durchweg stetige 
Funktion (§ 132, Satz 10). Auf der beschränkten und abgeschlossenen 
Punktmenge A gibt es also einen Punkt Qo, so daß für jeden anderen 
Punkt Q von A 

ist. Der Punkt Qo ist wegen (2) in mindestens einer der l)ffenen Punkt-
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mengen Ul1 U2 , ••• , 0m' also z. B. in Uj enthalten. Es ist daher (§ 194) 

E(Qo, Uj') > 0 
und nm so mehr 

cp(Qo) = rJ > 0; 

für jeden Punkt Q von A ist also 

(4) cp (Q) > rJ > o. 
Nun seien Ql und Qs zwei beliebige Punkte von.A, deren Entfernung 

(5) 
ist. Da nach (4) 

E( Ql' Q2) < 0 

CP(Ql) > 0 

ist, so gibt es mindestens eine Punktmenge U/, so daß 

E( Qu U/) > 0 

ist; zugleich folgt dann aus (5), daß die Punkte Ql und Q2 beide in 
der Komplementärmenge U. von UJ; enthalten sind, so daß für die 

J • 

beiden Punkte Ql und Q2 die Relation (1) besteht. Hieraus folgt der 

Satz 1: Bezeichnet man mit ,u die obere Grenze der Schwankttngen 
einer beschränkten Funktion f( P) auf einer beschränkten und abgeschlos
senen Punktmenge A, so kann man jeder positiven Zahl E eine posüive 
Zahl 0 zuordnen, so daß alls der Ungleichheit 

E(Qu Q2) < 0 
die Relation 

folgt. 

199. Ist insbesondere f(P) eine auf einer beschränkten und per
fekten Punktmenge A stetige Funktion, so kann man jeder positiven 
Zahl E eine positive Zahl 0 so zuordnen, daß, wenn Ql und Q2 zwei be
liebige Punkte von A bedeuten, deren Entfernung kleiner als rJ ist, die 
Relation 

If(Ql) - fCQ2)1 < E 
gilt, denn es ist bier !L = o. 

Diese Eigenschaft ist natürlich weitergehend "als der bloße Begriff 
der Stetigkeit; nach diesem konnte man, wenn Ql festgehalten wird, 
eine Zahl 0' C Ql) finden, welche dieselbe Eigenschaft wie oben rJ besitzt. 
Diese Zahl O\Ql) variiert aber mit Ql1 und es wäre denkbar gewesen, 
daß die untere Grenze von O'(Ql)' wenn Ql die Pnnktmenge A be
schreibt, Null wäre, obgleich 0' (Q1) selbst für jeden Punkt dieser 
Pnnktmenge von Null verschie"den ist. Die Bedeutung unseres Satzes 
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besteht aber eben darin, daß man die Funktion 8' (Ql) so bestimmen 
kann, daß ihre untere Grenze Jo von Null verschieden ist. Man kann 
also für ein gegebenes 8 dieselbe Zahl Jo gleichmäßig für jeden Punkt 
Ql wählen und man drückt diese Eigenschaft der stetigen Funktionen 
aus, indem man 'sagt 

Satz 2. Auf jeder besclwänkten und perfekten Punktmenge ist eine 
tndliche und stetige FunkMon gleichmäßig stetig. 

Ist die Punktmenge A nicht abgeschlossen, so ist der Satz nicht 
mehr richtig; dies kann z. B. an der Funktion 

1 
y =-;X 

im Intervall 0< x < 1 bestätigt werden. Das gleiche gilt, wenn A. nicht 
beschränkt ist, wie aus der auf der ganzen x-Achse definierten Funk
tion y = x' folgt. 

Man kann unseren Satz auch folgendermaßen formulieren. Wir 
bezeichnen mit 6(8) die obere Grenze der Zahlen 

If(QI) - f(Q2) I 
für alle Paare von Punkten, die voneinander um weniger als 8 entfernt 
sind. Die Funktion (1(8) von J ist monoton wachsend und unser Re
sultat läßt sich schreiben 

lim O'(J) = O. 
<1"=0 

Stetige Abbildung, 

200. Ist jedem Punkte P einer Punktmenge A. des n-dimensionalen 
Raumes ein Punkt p* eines m-dimensionalen Raumes eindeutig zuge
ordnet und nennt man A * die Gesamtheit der Punkte P*, die man 
erhält, wenn P in der Punktmenge A liegt, so sagt man, daß A auf A. * 
eindeutig "abgebildet" ist und bezeichnet A* als das ,.Bild" von A (§ 83). 
Hierbei sind n und m zwei beliebige natül'1iche Zahlen; es kann sowohl 
n< m als auch n = moder n> m sein. Es können mehrere, ja unend
lich viele Punkte P von A dasselbe Bild haben; wir sprechen z. B. 
auch dann von einer Abbildung, wenn A * sich auf einen einzigen 
Punkt reduziert. 

Die analytische Darstellung einer derartigen Abbildung erhält man, 
indem man bemerkt, daß die Koordinaten des Punktes p* Zahlen sind, 
die durch die Lage von P innerhalb A eindeutig bestimmt sind, und 
daß man daher die Abbildung vollständig kennt, wenn man sich m Funk
tionen 
(1) fJJl(P), fJJ2\..P), ... , fJJm(P) 
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gibt, welche diese Koordinaten darstellen. Umgekehrt liefert jede 
Folge (1) von m endlichen Funktionen, die alle in der Punktmenge A 
definiert sind, die Abbildung von A auf eine Punktmenge A * des 
m-dimensionalen Raumes. 

2Q1. Die Abbildung, die durch das Funktionensystem (1) definiert 
ist, heißt in einem Punkte P stetig, wenn sämtliche Funktionen des 
Systems in diesem Punkte stetig sind. 

Ist die Abbildung stetig im Punkte P, und K(P; (» eine Kugel 
mit dem Mittelpunkte P und dem Radius Q, so setze man 

B~= A 0 K(P; Q) 

und bezeichne mit 0((» den Durchmesser des Bildes B~* von B,r 
Wir wollen zeigen, daß 
(2) lim 0((» = 0 

ist. 
e.,o 

Ist nämlich 'Y) eine positive Zahl, so kann man Umgebungen Uj.kl 
des Punktes P für k= 1, 2,. 0', m angeben, so elaß für alle Punktepaare 
Ql' Qa des Durchschnitts einer derartigen Umgebung mit A 

19'k( Ql) - CPk( Q2) I < 'Y) 

ist. Führt man die Bezeichnung 
Up = Uj,ll 0 Uj.2l o 0 • Ur 

ein, so ist Up eine Umgebung von P und für hinreichend kleine Werte 
von (> 

K(P; (» -< Upo 

Das Bild Ql *, Qs * eines Punktepaares Ql1 Q! von B genügt dann 
der Bedingung I! 

. E(Ql*' Q2*) < " Vm 
und es 1st folglich auch 

d'(Q) ~'Yj Vmo 
Aus der Tatsache; daß die letzte Zahl 'Y) vm durch geeignete Wahl 

von 'Y) einen beliebigen positiven Wert darstellen kann, folgt dann ohne 
weiteres die Gleichung (2). 

Umgekehrt sieht man aber, daß, wenn die Gleichung (2) gilt und 
wenn man (> einen solchen Wert gibt, daß 

0((» < c 

ist, für jeden Punkt Q von Blj und für jedes k 

CPk(Q) - CPk(P) < E 
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ist, so daß die Funktionen (1) und folglich die Abbildung im Punkte P 
stetig sind. 

Die Bedingung (2) ist daher nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend für die Stetigkeit der .Abbildung in P. 

202. Wir nehmen jetzt an, daß die Abbildung in allen Häufungs
punkten einer abgeschlossenen und beschränkten Teilmenge B 
von A stetig ist. Wir wollen dann zeigen, daß das Bild ß* von B 
ebenfalls beschränkt und abgeschlossen ist. 

Daß B* beschränkt ist, folgt direkt aus dem Satze 6 des § 137, weil 
nach diesem Satze jede der m Funktionen IPk(P) beschränkt ist, wenn 
P in B liegt. 

Es sei nun R* irgend ein Häufungspunkt von B*, falls ein solcher 
existiert; dann kann man eine abzählbare Teilmenge von unendlich 
vielen Punkten 
(1) Pl*' P2*' ... , P/, ... 
von B* finden, die gegen R* konvergiert (§ 114, Satz 4). Jeder der 
Punkte P k* der Folge (1) ist das Bild von mindestens einem Punkte 
von B, aber kann auch möglicherweise unendlich vielen solchen Punkten 
entsprechen. Jedenfalls können wir nach dem Auswahlaxiom (§ 48) einen 
Punkt P k von B wählen, dessen Bild mit Pk* zusammenfällt; auf diese 
Weise erhalten wir eine abzählbare Folge 

(2) 

von Punkten, die alle von einander verschieden und folglich in unend
licher Anzahl vorhanden sind. 

Die in der beschränkten Punktmenge B liegende unendliche 
Folge (2) besitzt mindestens einen Häufungspunkt Q, der übrigens mit 
einem der Punkte Pk zusammenfallen kann. Wegen der Abgeschlossfln
heit von B ist nun Q in B enthalten und besitzt folglich ein Bild Q*, das 
in B* enthalten ist. Ferner ist nach Voraussetzung die betrachtete Abbil
dung von B auf B* stetig im Punkte Q. In jeder beliebigen Umgebung 
UQ* von Q* liegt eine Kugel K( Q*; 13) des rn-dimensionalen Raumes, die 
Q* zum Mittelpunkte und 13 als Radius hat (§ 190, Satz 3). Nach dem 
vorigen Paragraphen kann man eine Zahl Q finden, so daß das Bild p* 
eines jeden Punktes P von B, der innerhalb der n-dimensionalen Kugel 
K ( Q; Q) mit dem Mittelpunkte Q und dem Radius Q liegt, um weniger 
als E von Q* entfernt ist. Nun enthält die KugeIK(Q; Q) als Umgebung 
von Q unendlich viele Punkte der Folge (2), von der ja Q ein Häu
fungspunkt ist; also muß die 1n- dimensionale Kugel K( Q*; 13) und da
her auch die gegebene Umgebung UQ* von Q* unendlich viele Punkte 
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der Folge (1) enthalten. Dieser Schluß gilt für jede Umgebung von Q*, 
woraus folgt, daß der Punkt Q* ein Häufungspunkt der Folge (1) ist. 
Diese letzte Folge besitzt aber nach Konstruktion einen einzigenHäufungs
punkt, nämlich R*, '11S0 ist 

Q*= R* 

und hiermit ist bewiesen, daß R* in B* enthalten ist, und ferner, daß 
B* abgeschlossen ist. 

203. Mit denselben Voraussetzungen wie im vorigen Paragraphen 
kann man nach dem Resultate des § 198 (wenn man berücksichtigt, 
daß in unserem Falle die dort vorkommende Zahl lL verschwindet) fol
gendes schließen: 

Es ist möglich, jeder positiven Zahl c > 0 eine positive (von Null 
verschiedene) Zahl 0 so zuzuordnen, daß, wenn P und Q zwei belie
bige Punkte von B sind und P*und Q* ihre Bilder in B* bezeichnen, aus 

notwendig 
E(P, Q) < 0 

folgt. 
E(P*, Q*) < c 

Man wähle z. B. 0 als die kleinste der Zahlen d k (k = 1, 2, ... , m), 
wo die dl: so gebildet sind, daß mit der Ungleichheit 

die Bedingung 
E(P, Q) < 0" 

besteht. 

Kontinuen. 

204. Definition. Eine abgeschlossene Punktmenge, die aus 
mehr als einem Punkte besteht, heißt zusammenhängend, 
wenn man sie nicht in zwei abgeschlossene nicht leere 
Punktmengen zerlegen kann, die keine gemeinsamen Punkte 
besitzen. 

Anders ausgedrückt: Die abgeschlossene PunktmengeA heißt zusam
menhängend, wenn man nicht zwei abgeschlossene Punktmengen Al 
und A2 finden kann, so daß 

A = Al + A 2 

ist. Eine zusammenhängende abgeschlossene Punktmenge heißt auch 
ein Kontinuum. 

Durch diese Definition ist noch .nichts iiber die Existenz eines 
Kontinuums ausgemacht: es könnte ja sein, daß jede abgeschlossene 
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Punktmenge sich in zwei abgeschlossene Punktmengen ohne gemeinsame 
Punkte zerlegen läßt. Die Existenz von Kontinuen werden wir erst später 
durch die Herstellung einer solchen Menge beweisen (§ 210); dies hin
dert uns aber nicht, eine Reihe von Eigenschaften der Kontinuen zu 
untersuchen, die aus der Definition selbst folgen. 

205. Satz 1. Ein Kontinuum ist eine perfekte Punktmenge. 
Nach Definition ist ein Kontinuum A eine abgeschlossene Punkt

menge. Wäre diese Punktmenge nicht auch in sich dicht, so würde sie 
mindestens einen isolierten Punkt P enthalten. Dann kann man A in 
die beiden abgeschlossenen Punktmengen P und (A - P) zerlegen, was 
der Definition des Kontinuums widerspricht. 

Satz 2. Es sei A eine beliebige Punktmenge und A ihre abgeschlossene 
Hülle. Dafür, daß A ein Kontinuum sei, ist notwendig und hinreichend, 
daß man jedem beliebigen Punkte paare P, Q in A ein Kontinuum 0 zu
ordnen kann, das P und Q enthält und selbst in der abgeschlossenen 
Punktmenge A enthalten ist. 

Ist nämlich A ein Kontinuum, so kann man stets 0 =.Ä setzen; 
die Bedingung ist also notwendig. 

Ist dagegen A kein Kontinuum, so kann man zwei abgeschlossene 
nicht leere Punktmengen B l und Bi finden, für welche die Bedingung 

(1) A=B1+Ba 
gilt. 

Nun kann aber keine von den beiden Punktmengen ABl und AB2 

leer sein; denn aus ABl = 0 würde z. B. folgen 

A = AA = ACBl + Ba) = ABi, 

und da die Punktmenge Bi abgeschlossen ist, müßte die abgeschlossene 
Hülle .A von A in B~ enthalten sein, und 'BI entgegen der Voraussetzung 
leer sein. Wählt man nun den Punkt P in ABl und den Punkt Q in 
AB2 und ist 0 eine abgeschlossene Teilmenge von A, die P und Q 
enthält, so ist keine der beiden Punktmengen 

01 = OBI und 0a = OB2 

leer; diese Punktmengen sind aber als Durchschnitt von abgeschlossenen 
Punktmengen abgeschlossen und aus 

01 02 = OB1Ba = 0, 
C = CA = O(BI + Ba) = 01 + Os, 

folgt, daß 0 kein Kontinuum ist. Unsere Bedingung ist also auch hin
reichend. 

Caratheodory, Reelle Funktionen. 2. Auft. 14 
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Satz 3. Sind die Mengen Al und A 2 Kontinuen mit einem gemein
samen Punkt P, so ist ihre Vereinigungsmenge A = Al + A 2 auch ein 
Kontinuum. 

Die Punktmenge A ist abgeschlossen (§ 69, Satz 3); wäre sie kein 
Kontinuum, so könnte man schreiben 

A= 01 + 02' 
wo Cl und O2 abgeschlossene nicht leere Punktmengen bedeuten, und 
man könnte außerdem die Bezeichnung so wählen, daß der gemeinsame 
Punkt P in 01 enthalten ist. Es sei Q ein Punkt von 02; der Punkt Q 
ist entweder in Al oder in A2 , z. B. in Al enthalten. Dann haben wir 

Al = Al A = Al 0 1 + Al C2 , 

die Punktmenge Al Cl ist nicht leer, weil P darin liegt; ebenso ist 
Al C2 nicht leer, da Q darin liegt. Beide Mengen sind ferner abge
schlossen und besitzen wegen 01 02 = 0 keinen gemeinsamen Punkt. 
Danach wäre aber Al entgegen deI' ursprünglichen Voraussetzung kein 
Kontinuum: 

200. Es sei A eine beliebige Punktmenge, die den Punkt Po ent
hält, und a eine feste positive Zahl. Es kann nun vorkommen, daß 
man, wenn P einen zweiten festen Punkt von A bedeutet, endlich viele 
Punkte 

QI' Q2' ... , Qm 
finden kann, die sämtlich in A liegen, so daß siimtliche Entfernungen 

E(Po, QI)' E(QlI Q2)"'" E(Qm_l' QI)J, E(Qm, P) 

kleiner als 0 sind. Dann sagen wir, daß man die Punkte Po und P 
durch eine "a-Kette" innerhalb A miteinander verbinden 
kann. 

Es gilt nun folgender Satz: 
Satz 4. Es sei A eine abgeschlossene Punktmenge und 0 eine feste posi

tive Zahl und die Punktmenge .Al bestehe aus einem bestimmten Punkt Po 
von A und aus sämtlichen Punkten P von A, die man mit Po durch eine 
0-Kette verbinden kann. Dann ist Al abgeschlossen. Ist ferner A 2 = A - Al 
nicht leer, so ist A 2 auch abgeschlossen. 

Es sei ein beliebiger Häufungspunkt von Al mit Bi bezeichnet; 
dunn ist BI auch Häufungspunkt von A und folglich in A enthalten. 
Wir betrachten die Kugel K(Rl ; a) mit dem Mittelpunkte R I und dem 
Rudius o. Dann liegt nuch Voraussetzung mindestens ein Punkt P 1 von 
Al in dieser Kugel, weil BI Häufungspunkt von Al ist. Ferner ist Plr 
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als Punkt von Al) durch eine o-Kette innerhalb A von Po aus erreichbar. 
Da PI in unserer Kugel liegt und daher E(Pv BI) < 0 ist, kann eben
falls BI durch eine 0 -Kette innerhalb A mit Po verbunden werden. 
Infolge dieser beiden Eigenschaften gehört BI zur Menge Al; die Punkt
menge Al ist folglich abgeschlossen. 

Es sei zweitens A2 nicht.leer und B2 ein Häufungspunkt von A2 • 

Da A 2 -< A und A abgeschlossen ist, ist R2 in A enthalten. Der Punkt 
R2 ist daher entweder ein Punkt von Al oder von A 2 • In der Kugel 
K(R2 ; 0) liegt aber mindestens ein Punkt P2 von A 2 ; würde nun R2 

in Al liegen, so könnte man R 2 und folglich entgegen der Voraus
setzung auch P2 durch eine iJ- Kette mit Po verbinden. Also liegt jeder 
Häuflmgspunkt R 2 von A 2 in dieser Punktmenge, d. h. A2 ist ab
geschlossen. 

Ist also A 2 für ein bestimmtes 0 nicht leer, so ist die gegebene 
Punktmenge A kein Kontinuum, da man sie dann in die beiden abge
schlossenen Punktmengen Al und A 2 zerlegen kann. Man kann daher 
den Satz aussprechen: 

Satz 5. Zwei beliebige P'unkte eines Kontinuums können für jeden 
beliebig vorgeschriebenen Wert von 0 d'urch eine 0 -Kette innerhalb des 
Kontin"'twms verbunden werden. 

207. Der letzte Satz erlaubt oft von einer gegebenen Punktmenge 
zu beweisen, daß sie kein Kontinuum ist; für beschränkte und abge
schlossene Punktmengen kann man ihn aber auch umkehren: 

Satz 6. Ist A beschränkt und abgeschlossen und kann man stets für 
,jedes beliebige 0 zwei beliebige Punkte von A durch eine 0 -Kette innerhalb 
A miteina11Jder verbinden, so ist A ein Kontinuum. 

Angenommen A wäre kein Kontinuum, so gäbe es also zwei abge
schlossene Punktmengen Al und A 2 , in die man A zerlegen kann: 

A = Al + A2 • 

Da Al und A2 als Teilmengen von A ebenfalls beschränkt sind, so 
haben sie nach einem früheren Satze (§ 194, Satz 6) eine von Null ver
schiedene Entfernung 

E(A I , A 2 ) = c> O. 

Nun sei PI ein Punkt von Al und P2 ein Punkt von A2; wählen 
wir die positive Zahl 8 kleiner als c, indem wir z. B. 0 = c : 2 setzen, 
so gibt es keine 8-Kette mit diesem 0, die PI und P 2 innerhalb A ver
bindet. Denn es sei 

PI == Qo, Q17 Q2' ... , Qm' P2 = Qm+l 
14* 
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eine beliebige Kette von Punkten, die in A liegen. Der erste Punkt 
dieser Kette, nämlich Qo = PI' liegt in Al' der letzte, nämlich Qm+l = P2' 
liegt in~. Es gibt also unter den endlich vielen Punkten der Kette 
einen letzten Punkt, z. B. Qh' der in Al liegt, und Qk+l liegt dann 
in A2 • Es muß aber dann sein 

E(Qk' Qk+l) ~ E(A1 , A 2 ) = c> o. 
Unter der Annahme, daß A kein Kontinuum ist, kann man also 

ein 0 angeben, 80 daß eine zugehörige 0- Kette nicht stets zwei Punkte 
von A innerhalb A verbinden kann. 

208. Wir kehren jetzt einen Augenblick zu den Betrachtungen der 
§§ 200-203 zurück. Es sei A ein beschränktes Kontinuum des 
n-dimellsionalen Raumes, das durch eine stetige Abbildung auf die 
PUllktmenge A * des m· dimensionalen Raumes abgebildet wird, von der 
wir voraussetzen, daß sie mehr als einen Punkt enthält. Wir hatten 
gesehen (§ 202), daß A * beschränkt und abgeschlossen ist. 

Sind P* und Q* zwei beliebige Punkte von A *. so gibt es in A 
nach Voraussetzung zwei Punkte P und Q, so daß P* das Bild von P 
und Q* das Bild von Q ist. Wählt man jetzt eine beliebige positive 
Zahl c, so kann man nach dem § 203 eine Zahl 0 so bestimmen, daß 
jede o-Kette zwischen P und Q, die in A liegt, auf eine c-Kette zwischen 
p* und Q* innerhalb A * abgebildet wird. Da man nun nach dem 
Satze 5 (§ 206) innerhalb des Kontinuums A für jedes 0 die Punkte P 
und Q miteinander durch eine 0- Kette verbinden kann, so kann man 
für jedes E die Punkte P* und Q* durch eine c Kette innerhalb A * 
miteinander verbinden und A * ist nach unserem letzten Satze ein Kon
tinuum: 

Satz 7. Das stetige Bild eines beliebigen. beschränkten Kontinuums 
ist wieder ein Kontinuum, fall.~ es mehr al.s einen Punkt enthält. 

209. Es sei A ein beschränktes Kontinuum und A * ein stetiges 
Bild von A, das mehr als einen Punkt enthält. Nach dem vorigen 
Paragraphen ist A* ein Kontinuum und daher (§ 205, Satz 1) eine per
fekte Punktmenge. Wir wollen nun zeigen, daß, wenn C eine Teilmenge 
von A ist, die überall dicht auf A liegt (§ 76), das Bild C* von C überall 
dicht auf A:;: liegen muß. Nach dem Satze 3 des § 77 genügt es hierzu, 
wenn wir zeigen, daß in jeder Umgebung Up • eines beliebigen Punktes p* 
von A * ein Punkt von C* enthalten sein muß. Nun enthält aber Up • 

eine Kugel K( P*j I?), die den Mittelpunkt p* und den Radius Q besitzt. 
Ist dann P ein Punkt von A, der auf p* abgebildet wird, so gibt es 
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wegen der Stetigkeit der Abbildung eine Kugel K(P; 8), deren sämtliche 
zu A gehörige Punkte in das Innere von K(P*; Q) abgebildet werden. 
Nun enthält, weil 0 überall dicht auf A liegt, der Durchschnitt von 0 
mit K(P; 0) mindestens einen Punkt Q. Das Bild Q* von Q ist aber 
dann sowohl in C* als auch in K (P*; Q) enthalten, und hieraus folgt, 
daß, wie wir es beweisen wollten, die Punktmenge 0* U p. nicht leer ist. 

210. Die letzten Sätze erlauben von einer großen Anzahl von 
Punktmengen zu beweisen, daß sie Kontinuen sind, und somit die Exi
stenz von Kontinuen darzulegen. 

Zunächst bemerken wir, daß das eindimensionale abgeschlossene 
Intervall 
(1) 0 ~ t ~ 1, 

weil es die Forderungen des Satzes 6 (§ 207) erfüllt, ein Kontinuum ist. 
Die Punkte einer Strecke p7J, welche zwei Punkte P und Q des 

n-dimensionalen Raumes verbindet, werden durch die Gleichungen (8) 
und (9) des § 188 definiert. Demnach ist aber die Strecke PQ das 
stetige Bild eines Kontinuums und also ebenfalls ein Kontinuum (§ 208, 
Satz 7). 

Bezeichnet man mit I ein beliebiges abgeschlossenes n-dimen
sionales Intervall, und sin<! P und Q zwei beliebige Punkte von I, so 
liegt nach den Definitionsgleichungen der Strecke P Q diese ganze Strecke 
in I; nach dem Satze 2 (§ 205) ist also I ein Kontinuum. 

Gen au ebenso sieht man, daß die Gesamtheit der Punkte des Raumes 
ein Kontinuum bilden, weil man je zwei Punkte des Raumes durch eine 
Strecke verbinden kann. 

211. Jeden Punkt einer abgeschlossenen Kugel kann man mit dem 
Mittelpunkte durch eine ganz in der Kugel liegende Strecke verbinden. 
Man betrachte nämlich die Kugel 

K(P; r): E(P, Q) <r, 
wobei P den Mittelpunkt und Q einen beliebigen Punkt der Kugel be
deutet; dann ist, wenn man mit ~k und '/h die Koordinaten von P und Q 
und mit t eine geeignete Zahl zwischen Null und Eins (diese Zahlen 
mit einbegriffen) bezeichnet, für jeden Punkt R der Strecke PQ 

E(P, R) = t V~('l'Jk- ; .. )2 
= t· E(P, Q) 

~r. 
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Sind jetzt Ql und Q2 zwei beliebige Punkte der abgeschlossenen 
Kugel K (P; 1'), so enthält diese Kugel die KOlltinuen Ql P und P Q2 , 
also auch das Kontinuum 

Q1P + Q~P 
(§ 205, Satz 3). Diese Kugel ist also selbst ein Kontinuum. 

Unter Oberfläche oder Begrenzung einer n-dimensionalen Kugel 
K(P; r) versteht man (cf. § 213) die Punkte der Menge 

K(P;?') - K(P; r); 
das sind die Punkte Q, für welche 

E(P, Q) = r 

ist. Wir wollen beweisen, daß jede Kugeloberfläche (falls n> 1) em 
Kontinuum ist, Es genügt aber, die Kugeloberfliiche 

(1) 

zu betrachten, weil jede andere Kugelfläche ein stetiges Bild dieser ist. 
Bezeichnet man nämlich mit "h die Koordinaten des Mittelpunktes und 
mit l' den Radius einer beliebigen Kugel des n-dimellsionalen Raumes, 
so erhält man die Koordinaten Yl ' . ,y" eines beliebigen Punktes dBr 
Oberfläche dieser Kugel, wenn man 

'!A = 7h + t'xk 

setzt, und die Gleichung (1) berücksichtigt. 

(k=1,2,.,.,n) 

Nun bemerke man, daß die Punktmenge (1) die Vereinigullgsmenge 
der Punktmengen 

(2) { 
und 

;k>= xk (TI; = 1,2, , . , (n -1»), 

;'" = vr= (X1 2 + x'/ + ... + X,;_l) 

{ (3) 
'I1k=Xk (k=1,2,.,,(n-1»), 

11n = - VI - (X12 + x/ + ' ,. + X,;-l) 

ist, beide für alle Werte von Xu X 2 , , .• , :rn _ 1 genommen, die Punkte 
der (n-1)-dimensionalen abgeschlossenen Kugel 

(4) X12+X22+"'+X;_1~1 
darstellen. 

Nun sind (2) und (3) als stetige Bilder des Kontinuums (4) selbst 
Kontinuen (§ 208, Satz 7), und da der Durchschnitt dieser Punktmeno-en 
nicht leer ist, ist nach dem Satze 3 des § 205 ihre VereinigunO"sme~ge 
ebenfalls ein Kontinuum. 0 
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212. Nach den obigen Beispielen gibt es in zwei- oder höher 
dimensionalen Räumen sehr mannigfache Arten von Kontinuen. Für 
lineare Mannigfaltigkeiten ist dies nicht der Fall; es gilt nämlich 
der Satz: 

Satz 8. Jedes lineare Kontinttum ist entweder ein abgeschlossenes 
Inte1'vall oder eine (abgeschlossene) Halbgerade oder die ganze Gerade. 

Zunächst zeigen wir, daß, wenn ein lineares Kontinuum C die Punkte 
P und Q enthält, es jeden Punkt R der Strecke P Q enthalten muß. Es 
habe R die Abszisse ~, B 1 sei die Menge der Punkte, deren Abszisse 
x <~ und B2 die Menge, deren Abszisse x?: ~ ist. Die Punktmengen B l 

und B 2 sind abgeschlossen; ferner enthält (B1 + B 2 ) jeden Punkt der 
Achse. Es ist also 

C=CB +CB· 1 2' . 

CBl und CB2 sind nicht leer und sind außerdem abgeschlossen, da C, 
Bl und B 2 abgeschlossene Punktmengen sind. Hätten nun CBt und CB2 

keinen gemeinsamen Punkt, wäre also CB1 B2 leer, so wäre C kein Kon
tinuum. Nun ist ferner 

und B 1B 2 enthält nach Konstruktion nur den Punkt R. Also enthält 
auch CBl B2 und demnach auch ° den Punkt R. Damit ist die Be: 
hauptung bewiesen. 

Nun sei Cl: die untere Grenze der Abszissen aller Punkte von 0, 
und ß die obere Grenze dieser Zahlenmenge; ist ~ irgend ein Punkt der 
Achse, für welchen 

ist, so gibt es sicher zwei Punkte Xl und x2 von C, die den Bedingungen 

a < Xl < ~ und ~ < x2< ß 

genügen. Nach dem soeben erhaltenen Resultat muß also ~ in C ent
halten sein. Ist eine der Zahlen a oder ß endlich, so muß wegen der 
A bgeschlossenheit von C der Punkt X = Cl: bzw. X = ß in Centhalten 
sein. Es sind also nur folgende Fälle möglich: 

1. a und ß sind heide endlich und die Punktmenge C beHteht aus 
dem abgeschlossenen Intervall 

a<x:::;;ß, 
2. a ist endlich und ß = + 00; C besteht aus der Halbgeraden 

ce <x, 



216 Kap. IV. Entfernung und Zusammenhang § 213.214 

3. a = - 00 und ß ist endlich; 0 besteht aus der Halbgeraden 

x:< ß, 
4. a = - 00 und ß = + 00 und 0 besteht aus der ganzen Geraden. 

Daß in jedem dieser Fälle C wirklich ein Kontinuum darstellt, ist 
mit Hilfe unserer früheren Sätze sofort zu verifizieren. 

Begrenzung von Punktmengen. 

213. Der n-dimensionale Gesamtraum ffin ist nach dem § 210 ein 
Kontinuum. Ist also weder die Punktmenge A noch ihre Komplementär
menge A' leer, so können diese beiden Punktmengen nicht zugleich 
abgeschlossen sein. Und wenn insbesondere A eine offene Punktmenge 
ist, so ist A' abgeschlossen (§ 54) und also A nicht, woraus folgt: 

Satz 1. Eine Punktmenge, die vom Gesamtraume verschieden ist, 
kann nicht eugleich offen und abgeschlossen sein. 

Aus diesem Satze kann man aber noch einen weiteren Schluß 
ziehen; wir bezeichnen mit HA und HA' die ~enge der Häufungspunkte 
von A und A' und bemerken, daß jeder Punkt des Raumes in mindestens 
einer der abgeschlossenen Hüllen (A + H.A) und (.1' +H.A') von A bzw.A' 
liegt. Da ffin ein Kontinuum ist, kann also der Durchschnitt 

(1) y = (A + HA) (A' + H.{,) 

dieser bei den Punktmengen nicht leer sein. Die Punktmenge r, die als 
Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Punktmengen stets abgeschlossen 
ist, wird die Begrenzung der Punktmengen A und A' genannt. Es 
gilt also der 

Satz 2. Jede vom Gesamtraume verschiedene nicht leere Punktmenge 
besitzt eine abgeschlossene und nicht leere Begrenzung. 

214. Den Durchschnitt l'A einer Punktmenge mit ihrer Begren
zung, der auch leer sein kaun, nennt man manchmal den Rand der 
Punktmenge. Eine PUllktmenge hat also stets eine Begrenzung, aber 
nicht immer einen Rand. Aus (1) folgt mit Beriicksichtigung von 

daß 
(2) 

A(A+HA)=A und A(A'+HA,)=AH.{" 

ist. Hieraus und aus l'A' =A' Ho! entnimmt man ferner die Gleichung 

(3) y = yA + 1'.1' = AHA' + .11: H.{. 



§ 215 Begrenzung von Punktmengen 217 

Die Gleichungen (2) und (3) liefern den 
Satz 3. Der Rand einer Punktrnenge A ist identisch mit dem Durch

schnitte von A mit den Häufungspunkten der Komplementärmenge A' 
von A. Die Begrenzung von A ist gleich der Summe der Ränder von A 
und A'. 

Aus der Gleichung (3) folgt ferner 

\ 
A + r = A + AHA' + A' HA 

(4) = A + A'H.A 

=A+HA , 

was man, mit Berücksichtigung des § 72, folgendermaßen aussprechen 
kann: 

Satz 4. Die Vereinigwngsmenge einer Punktmenge A mit ihrer Be
grenzung r ist gleich der abgeschlossenen Hülle von A. 

Nach dem letzten Satze ist CA' + r) eine abgeschlossene Punkt
menge und ihre Komplementärmenge (A -Ar) daher offen. Nun folgt 
aber aus (2) 

A -Ar =A-AHA,; 

jeder innere Punkt von A ist aber ein Punkt, der in A, aber nicht in 
HA' enthalten ist, und daher ein Punkt von CA - Ar). Eine beliebige 
offene Teilmenge von A besteht aus lauter inneren Punkten von A und 
muß daher in CA-Ar) enthalten sein; da nach dem Obigen diese letzte 
Punktmenge selbst eine offene Teilmenge von A ist, haben wir den 

Satz 5. Die Punktmenge CA - Ar), die aus allen Punkten von A 
besteht, die nicht auf der Begrenzung r von A liegen, ist die größte offene 
Teilmenge von A. Jede beliebige offene Teilmenge von A iiit in ihr ent
halten. 

215. Ist die Punktmenge A abgeschlossen, so fällt sie mit ihrer 
abgeschlossenen Hülle zusammen und nach dem Satze 4 des vorigen 
Paragraphen muß die Begrenzung r von A in A enthalten sein, oder, 
was dasselbe ist, es muß r - rA = 0 sein. Ist umgekehrt dies der 
Fall, so ist 

A + l' = A + (r -rA) = A 

und A ist, wieder nach dem Satze 4, abgeschlossen. 
Ist dagegen A eine offene Punktmenge, so muß nach dem Satze 5 

des vorigen Paragraphen 
A-Ar=A 

sein, d. h. Ar eine leere Punktmenge sein. Aus Ar = 0 folgt umgekehrt 
aus demselben Satze, daß A offen ist. 
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Satz 6. Eine Punktmfmge A ist dann und nU1' dann abgeschlossen, 
wenn sie ihre Begrenzung r fmthäU; sie ist dann und nur dann offen, 
tvenn sie keinen einzigen Punkt von '}' enthält. 

Ferner beweisen wir den 
Satz 7. Die Begrenzung einer abgeschlossenen (oder offenen) Pu·n7d;

menge ist nirgends dicht. 

Es sei z. B. A eine offene Punktmenge, A' ihre abgeschlossene 
Komplementärmenge und r die Begrenzung dieser bei den Mengen. Man 
muß zeigen, daß jeder Punkt des Haums Häufungspunkt von inneren 
Punkten der Komplementärmellge von rist (§ 79). Nun besteht aber 
diese Komplementärmenge 

A + (A' - r) 
schon selbst aus lauter inneren Punkten, da sie die Summe von zwei 
offenen Punktmengen ist. Jeder Punkt des Raumes ist nun entweder 
ein Punkt von A + (A - r) oder ein Punkt von r; im ersten Falle ist 
er Häufungspunkt von A + (A' - '}'), da diese Punktmenge als offene 
Punktmenge in sich dicht ist. Im zweiten Falle ist er nach der Defi
nition von '}' ein Häufungspunkt VOll A und umsomehr ein Häufungs
punkt von A + (A' - r). 

216. Es sei G ein Kontinuum, das einen Punkt P einer Menge A 
mit einem Punkte Q der Komplementärmenge A' verbindet; wir be
zeichnen wieder mit r die Begrenzung von A. Dann ist, da jeder Punkt 
des Raumes in einer der beiden abgeschlossenen Punktmengen 

liegen muß, 
A + HA, A' + HA' 

G = C(A+ HA.) + G(A' + HA')' 

Nun sind die heiden Punktmengen G(A+HA ) und C(A' + HA') 
nicht leer und als Durchschnitt von abgeschlossenen Punktmengen eben
falls abgeschlossen. Da C ein Kontinuum ist, kann ihr Durchschnitt 

C(A + H.4) (A' + H.1') = Cr 
nicht leer sein; hiermit ist aber gezeigt, daß C stets mindestens einen 
Punkt von r enthält. 

Satz 8. Jedes Kontinmtrn G, das einen Pttnkt P einer beliebigm 
Punktmenge A ·lInd einen Punkt Q der Komplementärmenge A' von A 
fmfhält, muß m'indestens einen Punl,;t der Begrenzung r von A enthalten. 

217. Sind A und B zwei Punktmengen ohne gemeinsame Pu~kte 
und a und ß ihre Begrenzungen, so liegt auf jeder Strecke P Q, die 
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einen Pnnkt P von A mit einem Punkt Q von B verbindet, sowohl 
ein Punkt von a als auch ein Punkt von ß, denn PQ ist ein Konti
nuum, das sowohl Punkte der Mengen A und B a.ls auch Punkte ihrer 
Komplementärmengen enthält. Es ist daher stets 

(1) E(<<, ß) < E(P, Q) 

und da P und Q beliebig in A und B angenommen werden ko~nten, 
E(a, ß) < E(A, B). 

Anderseits sind die Begrenzungen a und ß von A und B nach 
dem Satze 4 des § 214 Teilmengen der abgeschlossenen Hüllen Ä und 1i 
von .A. und B, und hieraus schließt man, daß 

(2) E(a, ß) > E(Ä, 11) 

ist. Berücksichtigt man endlich den Satz 5 des § 193, nach welchem 
E(A,B) = E(Ä,11) ist, so folgt aus (1) und (2) 

(3) E(<<, ß) = E(A, B) 
d. h. der 

Satz 9. Die Entfernung E(A,B) von zwei Punktmengem Aund B, 
deren Durchschnitt leer ist, ist gleich der Entferrnung E(<<, ß) ihrer Be
grenzurtgen a und ß. 

Im speziellen Falle, in dem B aus einem einzigen Punkte P be
steht, ist die Punktmenge B identisch mit ihrer Begrenzung ß und es 
folgt aus dem letzten Satze der 

Satz 10. Die Entfernung zwischen einem Punkte P und einer be
liebigen Punktmenge A, die ihn nicht enthält, ist gleich der Entfernung 
zwischen P und der Begrenzung « von A. 

Hieraus folgt, wenn P ein beliebiger Punkt des Raumes ist, so 
ist die Größe E(P,a) entweder gleich E(P,A) oder gleich E(P,A'), 
je nachdem P in der Komplementärmenge A' von A oder in A selbst 
enthalten ist. 

218. Es sei A eine beliebige abgeschlossene Punktmenge und es 
sei weder.A. noch ihre offene Komplementärmenge A' leer. Dann ist 
die stetige Funktion cp(P) = E(P, A), welche die Entfernung zwischen 
einem beliebigen Punkte P des Raumes und A darstellt, nicht identisch 
Null, und man kann positive Zahlen h angeben, für welche die Punkt-
menge 
(1) B,. = M(cp(P) < h) 

nicht mit dem Gesamtraume mll zusammenfällt. Wenn die Punktmenge A 
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aus einem einzigen Punkte P besteht, so ist die Punktmenge B,. ein
fach die Kugel K(P; h); im allgemeinen Falle ist jede Kugel K(P; h), 
deren Mittelpunkt P auf A liegt, in B,. enthalten, denn es ist für jeden 
Punkt Q einer derartigen Kugel 

E(Q,A) < E(Q, P) < h. 

Ist umgekehrt Q ein Punkt von Bh) so gibt es nach (1) mindestens 
einen Punkt P auf A, so daß 

E(P, Q) < h 

ist, und daher mindestens eine Kugel K(P; 11), deren Mittelpunkt auf 
A liegt und die Q enthält. Unsere Punktmenge B h ist m. a. W. 

~k------------~-Fig.18. 

dieVereinigungsmenge aller 
derartigen Kugeln. 

Da cp (P) eine stetige Funktion 
ist, folgt aus der Gleichung (1), 
daß die Punktmenge B h eine 
offene Punktmenge ist (§ 136, 
Satz 4). Sie enthält also keinen 
einzigen Punkt ihrer Begren
zung ßh und für jeden Punkt P 
dieser Begrenzung muß also 
cp(P) ~ h sein; anderseits aber 
ist jeder Punkt P von ß" Häu

fungspunkt von B,. und wegen der Stetigkeit von cpCP) muß in einem 
solchen Punkte g; (P) < h sein. In jedem Punkte P der Begrenzung ßh 
von Bh ist also 
(2) E(P, A) = pep) = h. 

Es sei nun S ein beliebiger Punkt des Raumes, der nicht in B h 

enthalten ist, so daß man schreiben kann 

(3) E(S, A) = k > h; 

nach dem Satze 10 des vorigen Paragraphen ist dann 

(4) E(S, ß,,) = E(S, Bh). 

Um diese letzte Zahl mit Hilfe von (3) zu berechnen, bemerken 
wir, daß auf der abgeschlossenen Punktmenge A mindestens ein Punkt 
R liegt, für den 
(5) E(S, R) = E(S, A) = k 

ist. Auf der Strecke SR, die einen Punkt von Bh mit einem Punkte 
ihrer Komplementärmenge verbindet, muß nach dem Satz 8 des § 216 
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mindestens ein Punkt P von (J" liegen; dann ist 

(6) E(S, B) = E(S, P) + E(P, B) , 
(7) B(B, P) 2 E(S, (JA)' B(P, R) ~ E(P, A) = h 

und der Vergleich von (5), (6) und (7) liefert 

(8) E(S, (JA) < k - n. 
Änderseits können wir auf der abgeschlossenen Punktmenge PA 

einen Punkt P I so bestimmen, daß 

(9) B(S, P') = B(S, PA) 

ist, und nach (2) auf der abgeschlossenen Punktmenge A einen Pllnkt R I, 
so daß 
(10) B(P I

, B') = B(P I
, A) = h 

ist. Dann folgt aus 
(11) k = B(S,.A) < E(B, R') 
und 
\ 12) B(B, B') < BeS, P') + E(P', B') 

durch Vergleich der letzten vier Relationen 

(13) B(S, (JA) > k - h. 

Die Relationen (8) und (13) zeigen uns endlich, daß 

(14) B(S, (J,.) = k - h 

ist. Mit Hilfe von (3) und e 4) sieht man ferner, daß für alle Punkte S 
des Raumes, die nicht in BA enthalten sind, die Gleichung 

B(S,.A) - BeS, BA) = h 
gilt. Für alle Punkte P des Raumes, für welche die Gleichung (2) gilt, 
ist insbesondere 

E(P, Bh) =- 0, 

woraus folgt, daß P auf der Begrenzung Pli von B" liegen muß. 
Satz 11. Wir betrachten alle offenen Punktmengen B u die aus allen 

Punkten bestehen, deren Entfernung von einer gegebenen abgeschlossenen 
Punktmenge A kleiner als die positive Zahl h ist, und beeeiclmen mit P,. 
ihre Begrenzung, sofern BA nicht mit dem· Gesamtraum identisch ist. ])ann 
besteht jede der Punktmengen ß A aus allen Punkten P, fiir welche B( P, A) = h 
ist und nur aus diesen. 

Für jeden beliebigen Punkt S der 'i~ickt in BA enthalten ist, gilt ferner 
die Gleiihung 

B(S,A) = BeS,B,,) + h. 
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219. 'Wir nehmen jetzt an, daB für eine Zahl k> h die Punktmenge 

Bk = M(tp < 7c) 

vom Gesamtraume ffin verschieden ist, und bezeichnen mit ßk die Be
grenzung von Bk' Für jeden Punkt S, der auf (lI.: liegt, ist nach dem 
vorigen Paragraphen 

E(S, A) = k 

und daher auch nach demselben Paragraphen 

E(S, B,.) = E(S, ß,.) = k - h. 

Hieraus folgt aber nach den §§ 192 u. 217 

E(ßk' Bh) = E(ßk' ß,.) = k - h. 

Bezeichnet man ferner mit Ck die Komplementärmenge von (Bk + ßk ), 

so ist, falls 01.: nicht leer ist, die Begrenzung rk von 0k eine Teilmenge 
von ßk' weil Bk und 0k offene Punktmengen sind, und man hat 

E( 0k' B,.) = E(Yk' ßl') = k - h. 
Nach dem Satze 5 des § 193 ist dann auch, wenn man mit 13" die 

abgeschlossene Hülle von BA bezeichnet, 

E(Ck, BI.) = k - h. 
Wir haben also den 

Satz 12. Außer den Pun7ctmengen Bio und ßh des vo,.igen Satzes be
t,.achten wir noch die offenen Punletmengen OM die aus allen Pwnkten P 
bestehen, fiirr welche E(P,A) > h ist. Ist dann k>h ~tnd ist 0" nicht leer, 
so gelten die Gleichungen 

E(Ck,B,,) = E(ßk,Bh) = k - h. 

Gebiete. 

220. Eine ähnliche Theorie des Zusammenhanges, wie wü' sie in 
den §§ 204-212 für abgeschlossene Punktmengen dargestellt haben, 
wollen wir jetzt auch für offene Punktmeugen entwickeln. 

Definition. Eine offene Punktmenge heißt zusammen
hängend, wenn man sie nicht als Summe von zwei offenen 
Punktmengen darstellen kann. Eine offene zusammen
hängende Punktm enge heißt ein Gebiet. 

Aus unS!lren früheren Resultaten folgt schon, daß der ganze Raum 
ein Gebiet ist; ist nämlich B eine beliebige Puuktmenge und B' ihre 
Komplementärmenge, so ist, wenn B offen ist, B' abgeschlossen, und 
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wir hahen gesehen, daß eine abgeschlossene Punktmenge, die nicht den 
ganzen Raum ausfüllt, 11iemals offen sein kann (§ 213, Satz 1). Der ganze 
Raum kann also nie als Summe von zwei offenen Punktmengen ange
sehen werden; es ist übrigens die einzige Punktmenge des n-dimen
sionalen Raumes, die zugleich ein Kontinuum und ein Gebiet ist. 

221. Satz 1. Ist A eine offene Punktmenge, die einen Punkt PI) 
enthält, und nennt man G die Gesamtheit der Ptmlde von A, die man 
mit Po dU1·ch ein garbz in A liegendes Kontinuum verbinden kann, so ist 
G eine off'ene, niemals leere Teilrnenge von A und H = A - G ist ent
weder lec1· oder offen. 

Da A offen ist, so gibt es ein abgeschlossenes Intervall 10' das in 
A liegt und Po enthält; nach der Definition muß also G sowohl Po als 
auch sämtliche Punkte von 10 enthalten und ist demnach nicht leer. 
Ist ferner P ein beliebiger Punkt von G, den man gemäß der Definition 
von G innerhalb .A. mit Po durch ein Kontinuum C verbinden kann, 
und ist I p ein abgeschlossenes Intervall, das P als inneren Punkt ent
hält und in .A. liegt, so ist die Punktmenge 

C+Ip 

nach dem Satze 3 des § 205 ein Kontinuum, woraus folgt, daß jeder 
Punkt von I p ein Punkt von G ist. Der Punkt P ist demnach ein 
innerer Punkt von G, und da P ein willkürlicher Punkt von G war, 
besteht G aus lauter inneren Punkten und ist demnach eine offene 
Punktmenge 

Es sei jetzt die Differenz 
H=A-G 

nicht leer und (J ein Punkt von H. Da H Teilmenge von A ist, ist Q 
in A enthalten und es gibt ein abgeschlossenes Intervall I Q, das Q als 
inneren Punkt enthält und in A enthalten ist. Wäre ein einziger 
Punkt von I Q ein Punkt von G und mit Po durch ein Kontinuum 0 
innerhalb A verbindbar, so wäre jeder Punkt von 

C+IQ 

also auch insbesondere Q in G und nicht in H enthalten. Aus unserer 
Voraussetzung, daß Q in H enthalten ist, folgt also, daß kein Punkt 
von I Q in G oder, was dasselbe ist, daß alle Punkte von I Q in H ent
halten sind. Die Punktmenge H enthält also lauter innere Punkte und 
ist demnach offen. Der angekündigte Satz ist also in allen seinen.. 
Einzelheiten bewiesen. 
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222. Ist bei der obigen Konstruktion die Punktmenge H nicht 
leer, so ist A kein Gebiet, weil man schreiben kann 

A=H+ G, 
wo G und H offene, nicht leere Punktmengen bedeuten. Ist aber H 
leer, so kann man Po mit jedem Punkt von A und daher auch zwei 
beliebige Punkte VOll A untereinander durch ein Kontinuum innerhalb 
A verbinden. Wir haben also den Satz: 

Satz 2. Dafür, daß eine offene Punktmenge A ein Gebiet sei, ist not
wendig, daß man je zwei Pw/kte von A durch ein Kontinuum verbinden 
kann, das in A liegt. 

Es Bei jetzt die offene Punktmenge A die Summe von zwei offenen 
Punktmengen Al und All: 

A=A1 + All' 
Verbinden wir einen Punkt PI von Al mit einem Punkt P 2 von A2 

durch ein Kontinuum C, so muß nach dem Satze 8 des § 216 das Kon
tinuum 0 mindestens einen Punkt Q der Begrenzung IXI von Al ent
halten. Dieser Punkt Q ist aber kein Punkt von Al, weil eine offene 
Punktmenge keinen Punkt ihrer Begrenzung enthält (§ 215, Satz 6); er ist 
aber auch kein Punkt von A2 , weil man um jeden Punkt von A 2 eine 
Umgebung konstrnieren kann, die ganz in A2 1iegt und folglich keinen 
Punkt VOll Al enthält, während anderseits der Punkt Q als Punkt 
der Begrenzung von Au der nicht in Al liegt, Häufungspunkt von 
AI sein muß. Also kann das Kontinuum C nicht ganz in A liegen. 

Mit anderen Worten, man kann nicht je zwei Punkte einer offenen 
Punktmenge A, die kein Gebiet ist, durch ein Kontinuum miteinander 
verbinden, das ganz in A liegt. Hieraus folgt der Satz: 

Satz 3. Dafür, daß eine offene Punktmenge ein Gebiet sei, ist auch 
Mm·eichend, daß man je zwei ihrer Punkte miteinander durch ein Konti
nuum 'Cerbinden kann, das ganz in der Punktmenge liegt. 

223. Insbesondere ist bei der Zerlegung 

A=G+H 
des § 221 die Punktmenge G stets ein Gebiet. Wir wollen jetzt zeigen, 
daß es keille andere Zerlegullg 

A= G' + H' 
der offenen Punktmenge A gibt, bei der G' ein Gebiet ist, das den 
Punkt Po enthält, und H' eine leere oder offene Punktmenge bedeutet. 
Wir haben in der Tat, weil G eine Teilmenge von A ist, 

G = GA= G(G'+ H') = GG'+ GH'. 
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Die beiden Punktmengen G G' und G H' sind als Durchl:ichnitte 
von offenen Punktmengen selbst offen, falls sie nicht leer sind. Nun 
enthält G G' den Punkt Po und ist nicht leer, wäre aber G H' nicht 
leer, so könnte G kein Gebiet sein; es muß also 

G = G G' oder G -< G' 

sein. Genau ebenso kann man aber beweisen, indem man G mit G' und 
H mit H' vertauscht, daß G' -< G ist. Es muß also G = G' und folg
lich auch H = H' sein. Unser Resultat lautet also: 

Satz 4, Ist.LI. eine offene P'unktmenge und P ein beliebiger Punkt 
von A, so kann man auf eine und mIr eine Weise die Punktmenge A. in 
zwei Summanden G tmd H zerlegen und 

A=G+H 
setzen, wobei G ein Gebiet bedeutet, das P enthält und H entweder offen 
oder lem' ist. 

224:. Wir betrachten jetzt die abzählbare ~Ienge 

(1) R: r l1 1'9' "s, .. , 
der rationalen Punkte des Raumes, die in einer beliebigen offenen Punkt
menge A enthalten sind, Da jedes Intervall unendlich viele Punkte mit 
rationalen Koordinaten enthält, muß R. aus unendlich vielen Punkten 
bestehen, 

Wir setzen nach dem Satze 4 des vorigen Paragraphen 

A = GI + H 1 , 

wo GI das Ge biet bedeutet, das den Punkt /'1 enthält und ~ entweder 
offen oder leer ist. Ist H 1 leer, so ist A. ein Gebiet; ist H 1 nicht leer, 
so gibt es in H1 unendlich viele Punkte von R und unter diesen einen 
ersten '1'". und man kann schreiben 

H1 = Gt +H2 , 

wo G2 das Gebiet bedeutet, das r k• enthält, und ~ eine offene oder leere 
Punktmenge ist. Indem man diesen Prozeß wiederholt, bekommt man 
entweder eine natürliche Zahl p, Sr) daß in der Gleichung 

Hp_1 = Gp+Hp 
Hp eine leere Menge ist, uud es ist dann 

A. = GI + G2 +, .. + Gp , 

oder aber es gibt keine derartige Zahl p, und nach dem Axiome der 
vollstitndigen Induktion wird je cl e r natürlichen Zahl p ein Gebiet G1' 
zugeordnet. 

C"rath~odory, Reelle Fnnktionen. 2. Auft. 15 
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Die Gebiete Gp haben die Eigenschaft, daß für jedes p die Punkt
menge CA - Gp ) offen oder leer ist; je zwei dieser Gebiete mit verschie
denen Indizes liegen getrennt und jedes Gebiet Gp ist in A enthalten; 
d. h. es ist 

GI + G2+··· -< A. 

Ferner ist jeder Punkt der abzählbal'en Folge (1) in (GI + G2 + ... ) 
enthalten, denn diese Punktmenge enthält nach Konstruktion den Punkt 1'1 

und wenn der Punkt 1'", in Gq enthalten ist, so ist rm+l entweder in 
(GI + G2 + ... + G2) oder in Gq+1 enthalten. Es sei nun P ein belie
biger Punkt von A; wir können 

A=G+I-I 

setzen, wobei G ein Gebiet bedeutet, das P enthält, und H eine leere 
oder offene Punktmenge ist. Das Gebiet G enthält mindestens einen 
Punkt rk unserer Folge (1) und dieser Punkt ist in einem unserer Ge
biete Gp enthalten. Aus der Tatsache, daß G und Gp beides Gebiete 
sind, die einen gemeinsamen Punkt r k besitzen, und daß CA - G) und 
CA - Gp) offen oder leer sind, folgt nach dem vorigen Paragraphen, daß 
G = Gp ist, und mithin ist jeder Punkt von A in (GI + Gs + ... ) ent
halten. :Man kann also schreiben 

A= GI + G2 +···. 
Es sei 

A = G/+ G2 ' + ... 
eine zweite Zerlegung von A in eine Summe von Gebieten. Man kann 
dann jeder natürlichen Zahl p eine natürliche Zahl q so zuordnen, daß 
der Durchschnitt Gp Gq' nicht leer ist. Da Gp und Gq' Gebiete sind und 
(A - G1')' (A - Gq') leer oder offen sind, folgt aus dem vorigen Para
graphen, daß Gp = Gg' s-ein muß. Die beiden betrachteten Zerlegungen 
sind also bis auf die Bezeichnung identisch und wir haben den 

Satz 5. Jede o/rene Pun7ctmenge kann attf eine und nur eine Weise 
als Summe von endlich oder abziihlbar -unendlich vielen Gebieten darge
srellt werdm~. 

Mit denselben Hilfsmitteln kann auch folgender, auf Cantor zu
rückgehender Satz bewiesen werden: 

Satz 6. Eine lIfenge von getrennt liegenden Gebieten, die i?~ einem 
n-dimensionalen Raume beliebig gegeben ist, kann höchstens abzählbar sein. 

225. Aus den Überlegungen der §§ 210-211 folgt jetzt mit Hilfe 
der Sätze des § 222, daß jedes n- dimensionale Intervall und jede n- di
mensionale Kugel ein Gebiet ist. 
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Ferner bemerken wir, daß, wenn P und Q zwei Punkte eines 
linearen Gebietes A bedeuten, in A ein lineares Kontinuum liegen 
muß, das P und Q enthält. Ein solches muß aber nach dem § 212 jeden 
Punkt R enthalten, der zwischen P und Q liegt, und hieraus entnimmt 
man durch eine ähnliche Schlußweise wie in diesem Paragraphen den 

Satz 7. Jedes lineare Gebiet ist entweder ein lineares Intervall oder 
eine (offene) Halbgerade ode}' endlich dm' lineat'e Gesamtraztm. 

Wendet man endlich auf ein Gebiet G den Satz 2 des § 205 an, 
so erhält man folgendes angemeine Resultat: 

Satz 8. Die Summe 
G=G+r 

eines Gebietes G und seiner Begrenzung r ist stets ein Kontinwwm. Die 
Menge G heißt ein abgeschlossenes Gebiet. 

Anwendung auf stetige Funktionen. 

226. Satz 1. Eine stetige Funktion f'(P), die auf einem Kontinuum 
C definiert ist, nimmt jeden Zwisehmnvm't zwischen zwei beliebigen TVerten 
an, die sie auf' ° annimmt. 

Es seien z. B. a und (J zwei Werte von ((P), die auf C all ge-
nOmmen werden, und 

u<~<fj· 

Nennt man 01 die Menge der Punkte von 0, für· welche f(P)S,; 
ist, und C2 die Menge der Punkte von 0, für welche f(P) > 'g ist, so 
ist sowohl 0 1 als auch O2 abgeschlossen (§ 136). Anderseits aber ist 
jeder Punkt von ° entweder in 0 1 oder in O2 enthalten und folglich 

0= q +02. 
Da ° ein Kontinuum ist, muß der Durchschnitt 01 e2 mindestens 

einen Punkt P enthalten und in diesem Punkte ist 

fCP) = 'g, 

Da je zwei Punkte eines Gebietes durch ein Kontinuum innerhalb 
des Gebietes verbunden werden können, läßt sich der Satz ohne weiteres 
auf Gebiete übertragen. 

227. Die soeben abgeleitete Eigenschaft stetiger Funktionen ist 
für diese nicht charakteristisch. 

So ist z. B. die stückweise lineare Funktion einer Veränderlichen 
(§ 165), die durch die Werte 

((1)=0, f(i) = 1, ((f) =0, r(t)= 1, 
15' 
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und allgemein 
(--.!_) = { 1 f~r ungerades n 

f 2n 0 fur gerades n 

charakterisiert ist, wenn man ihr außerdem den Wert 

(CO) = 0 
zuschreibt, im Punkte x= 0 unstetig. Sind aber Xl und X2 zwei be-
y liebige Punkte des abgeschlossenen Intervalls 0 <x ~ 1, 

und" ein beliebiger Zwischen wert zwischen ((Xl) und f\...x2), 

so gibt es im Intervall Xl< X < x2 mindestens einen Punkt ~, 
BO daß (('g) =" ist. 

Ein interessanteres Beispiel dieser 
Art hat Le besgue gegeben; er hat 
nämlich eine im Intervalle 0< x < 1 

defillierteFunk-
---'.L....:!--IL-4-"""""*----+-------~:__------ tion angegeben, 

1 x die in jedem 1 

Teilintervallj e
den Wert zwischen Null und Eins annimmt. Wir gehen von der Tat
sache aus, daß man jeden Punkt des Intervalls 0 < x < 1 durch einen 
Dezimalbruch 

1 
7 :2 Fig.19. 

(1) 

darstellen kann, und daß dieser Dezimalbruch eindeuti.g definiert ist, 
wenn man verlangt, daß unendlich viele unter den Zahlen an< 9 sein 
Bollen. 

Um nun y = fex) im Punkte (1) zu definieren, betrachten wir die 
Zahlenfolge 

au as, a5, ••• , a2n + V .••. 

Entweder sind unendlich viele dieser Zahlen verschieden von 1 
oder nicht. Im ersten Falle setzen wir Y= 0, im zweiten gibt es eine 
kleinste Zahl p, BO daß für alle n > p die Zahlen a2"+1 = 1 sind, 
und wir setzen 

y = 0, a2p+2 a2p + 4 a2p + 6 •••• 

Diese Funktion hat die geforderte Eigenschaft: Es seien nämlich 
,. und s zwei beliebige Zahlen zwischen Null und Eins, wobei r< s, 

r = 0, ce1 "2 Ils . . ., 

und unendlich viele "k< 9 sind. Ein solches Uk wählen wir und nehmen 
die Zahl 
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Dann ist r' > rj da aber r' - r < l~k ist, ist für hinreichend große k 

die Zahl r' < s und man kann dann m ungerade und größer als k so 
wählen, daß 

, , 1 . t 
s = r + 10m < S IS. 

Es ist also 
m 

r' = 0, "1"2'" ("k + 1) 00".0°1000 .. " 
In 

S' = 0, "1"2 ' , • ("k + 1) ° ° , .. 0 11 0 0 ° .... 
Nun sei 0, ß1ß2{JS •. , 

ein ganz beliebiger Dezimalbruch und man setze 
m 

~ = 0, "la!", ("k + 1) 00 .. ,01° 1ßt 1{J2 1{Js , .. j 
dann ist erstens r' < ~ < s' und folglich r < ~ < s und zweitens nach 
unserer Definition rm = 0, ßl{J2ßS .... 

Man kann das letzte Beispiel noch beliebig modifizieren: Wir be
zeichnen mit fl (x) eine Funktion, die in allen Punkten, in welchen die 

soeben konstruierte Funktion fex) = 0 oder 1 ist, der Gleichung fl = ~ 
genügt, und die in allen übrigen Punkten, in denen fex) von Null und 
Eins verschieden ist, mit dieser Funktion übereinstimmt. Dann nimmt 

die durch die Gleichung q;(x) = l-~l(X) - fl~X) definierte Funktion cp(x) 
in jedem Teilintervall des Intervalls ° < x < 1 jeden beliebigen reellen 
Wert mindestens einmal an. 

Kapitel V. Inhalt und Meßbarkeit. 
Äußerer Inhalt. 

228. Wir definieren zunächst den Inhalt eines Intervalls 

I: (k= 1, 2",., n) 

des n-dimensionalen Raumes als das Produkt seiner Kantenlängen und 
führen die Bezeichnung ein 
(1) (I) = h1 h2 •• • h". 

Also ist der Inhalt eines linearen Intervalls gleich seiner Länge, 
der Inhalt eines zweidimensionalen Intervalls der Ebene gleich seiner 
Oberfläche und der Inhalt eines drei- oder mehrdimensionalen Intervalls 
gleich seinem Volumen. 
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Man bezeichne mit k eine beliebige unter den n ersten natürlichen 
Zahlen und zerlege das Intervall 1 durch einen Querschnitt x" = ~k in 
zwei Teilintervalle 11 und 12 ; dann ist wegen der Formel (1) 

(1) = (11) + (12). 

Indem man diese Operation eille endliche Anzahl von Malen wiederholt 
und dabei für den Index k der Querschnitte xk = ;k(l) auch verschiedene 
Zahlen der Reihe 1, 2, ... , n nimmt, kann man auf unendlich viele 
Weisen Teilintervalle 11) 12 , ••• , I p bekommen, die alle außerhalb ein
ander liegen und in I enthalten sind, so daß stets 

ist. 
(1) = (11) + (12 ) + ... + (Ip) 

229. Die letzte Bemerkung wird uns dazu dienen, zwei Sätze zu 
beweisen, die wir im Folgenden brauchen: 

Satz 1. Sind 11 , 12 , ••• , 1m endlich viele Intervalle, die ein gegebenes 
abgeschlossenes Intervall I überdecken, d. h. deren Vereinigungsmenge das 
Intervall I enthält, so ist stets, wenn 1 dic größte offene Teilmenge von I 
bedeutet, 

(11) + (12) + ... + (1111 ) > (1). 

Jedes der (m + 1) Intervalle 

1,111 121 ••• ,1", 

projiziert sich auf der Achse der xk als ein lineares Intervall; durch die 
Endpunkte ;,,(1) eines jeden dieser Intervalle legen wir Querschnitte Xk=~k(l) 
und wiederholen diese Operation für k = 1, 2, ... , n. Durch die Gesamt
heit dieser Querschnitte wird jedes der Intervalle in endlich viele Teil
intervalle zerlegt, z.B.Il in el!' ea , ... , elp., ebenso 1", in e"'l1 em2 , •• " emPm 

und 1 selbst in el , es, ... , ep • Man hat also 

(11) = (eu) + (e12) + ... + (elp) 

(1m) = (ernl ) + (em2) + ... + (e11lP) 

(I) = (eI) + (e2) + ... + (cp). 

Nun bemerke man, daß zwei beliebige Teilintervalle ers und el ent
weder zusammenfallen müssen oder keinen gemeinsamen Punkt be
sitzen können. Da die I k das Intervall I überdecken, so muß also ins
besondere el ein Teilintervall irgendeines der 11 ••• 1,,, sein, z. B. von I k,. 

Wir nehmen sämtliche el weg, die ebenfalls in I kJ enthalten sind; die 
Summe ihrer Inhalte ist kleiner oder gleich (1.). Das erste der übrig
bleibenden el sei in ~;. enthalten. 'Vir nehmen nun sämtliche ct weg, 
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die in I k, enthalten sind; die Summe ihrer Inhalte ist nicht größer als 
(Ik). So fahren wir fort, bis wir die CI erschöpft haben. Dann ist 

(I) = (Cl) + (e2) + .. + (ep) < (1,,) + (Ik) + ... + (I,) 
< (11) + (12) + ... + (Im)' 

Hiermit ist die Behauptung erwiesen. 

Satz 2. Man kann die abgeschlossene Hülle I eines beliebigen Int,;r
valls I durch endlich viele Interr;alle überdecken, deren Durchmesser kleiner 
als die gegebene positive Zahl Q ist, und zugleich erreichen, daß die Summe 
ihrer Inhalte kleiner ist als 

(I) + c, 

wo 8 eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl bedeutet. 

Wir zerlegen dazu durch Querschnitte das Intervall I in Teilinter
valle Cl' e2 , ••• , ep ' deren Kantenlängen kleiner sind als Q: 2n, wobei n 
die Dimensiollszahl des Raumes bedeutet. Der Durchmesser eines jeden 
der ek ist dann sicher kleiner als Q: 2 (§ 195) und man hat 

(I) = (ei) + (e2) + ... + (ep )' 

Nun ersetzen wir jedes der Intervalle ek durch ein konzentrisches Inter
vall ek', dessen Seiten zu den entsprechenden Seiten von ek im Verhältnis 
1.: 1 stehen. Dann ist immer 

(ek') = }."( ek)· 

Wählt man nun,1. > 1, so überdecken die ek' die abgeschlossene Hülle 1 
des ursprünglichen Intervalls I; wählt man zudem 1 < 2, so ist der 
Durchmesser eines jeden der ek' kleiner als (l. Endlich ist die Summe 
der Inhalte der e/ gleich 

l?l (I) 

und dafür, daß diese Zahl die Größe (I) + f nicht übertreffe, genügt es 
1 

l«1+(;))" 

zu nehmen. Da die verschiedenen Bedingungen für }. sich nicht wider
sprechen, ist unser Satz bewiesen. 

230. Es sei .A eine ganz beliebige Punktmenge des n-dimen
sionalen Raumes. Dann kann man die Punktmenge A mit endlich 'oder 
abzählbar unendlich vielen n-dimensionalen Intervallen 

111 13 , •.• , Im' ... 

überdecken und dies auf verschiedene Weisen (§§ 60 und 73). 
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Nun betrachten wir die Zahlenmenge, die dadurch entsteht, daß 
man die Summe 

'" 
der Inhalte aller Uberdeckungsintervalle für alle möglichenÜberdeckungen 
bildet. Diese Zahlenmenge besitzt eine untere Grenze, die Wil' den ä u ß er e n 
Inhalt der Punktmenge .A nennen, und mit 

m*A 
bezeichnen. 

Da die (Im) ihrer Definition nach positiv sind, muß stets m* A~ 0 sein. 
Der äußere Inhalt m *.A ist also gleich + oe, wenn es nicht mög

lich ist, endlich oder abzählbar unendlich viele Intervalle 111 I s, •.• zu 
finden, die A überdecken, BO daß die Summe ihrer Inhalte eine endliche 
Zahl ist. 

Der äußere Inhalt von .A ist endlich und gleich einer nicht 
negativen Zahl 11, 

m*A=d>O, 

wenn für jede Menge von endlich oder abzählbar unendlich vielen Inter
vallen 111 12 , ••• , die.A überdecken, 

~(lm) ~11 
1It . 

ist, und wenn jeder positiven Zahl E mindestens eine Folge von Über
deckungsintervallen so zugeordnet werden kann, daß 

~(Im) < d + Ci 
m 

ist. 
Der Fall m*.A = ° kommt z. B. vor, wenn.A aus einem einzigen 

Punkte besteht. Ist m*.A = 0, so sagen wir, daß die Punktmenge den 
Inhalt Null hat, oder auch, daß A eine "Nnllmenge" ist. 

Es ist, wie wir im folgenden sehen werden, wesentlich, daß wir 
zu den Überdeckungsmengen auch solche zugelassen haben, die aus 
unendlich vielen Intervallen bestehen. Wir werden nämlich sehenr 
daß man unter Umständen eine ganz andere Zahl bekommt, wenn man 
nur Überdeckungsmengen mit endlich vielen Intervallen zuläßt (vgl. 
§ 287). 

231. Dagegen finden wir die Zahl m*.A wieder, wenn wir von 
sämtlichen Überdeckungsintervallen noch außerdem verlangen, daß ihre 
Durchmesser durchweg kleiner sein sollen als eine gegebene feste posi
tive Zahl Q. 
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Nennen wir nämlich M",A die untere Grenze aller Summen 

~(lm), 
m 

die Folgen von Überdeckungsintervallen entsprechen., deren Durchmesser 
kleiner als Q ist, so ist, weil diese Intervallfolgen unter den früheren 
allgemeineren vorkommen, nach einem Satze über die untere Grenze (§ ~3, 
Satz 7) 
(1) MQA > m*A. 

1st m*.A = + 00, so kann nur das Gleichheitszeichen in (1) vorkommen 
und unsere Behauptung ist richtig. 

Ist dagegen m * A endlich und c eine beliebige positive Zahl, so 
kann man A mit endlich oder abzählbar vielen Intervallen J1 , J2 , ••• 

überdecken, für welche 

~(Jm) < m*A+ ~. 
m 

Nun kann man nach dem Satze 2 des § 229 das Intervall J;. mit end
lich vielen Intervallen 111,112, ••• , I u • überdecken, deren Durchmesser 
kleiner als (! sind und so daß 

(111) + (112) + ... + (lu) < (J;.) + = 
ist. Ebenso kann man für jedes m das Intervall J ... mit endlich vielen 
Intervallen I m1 , 1m2 , ••• , I mkm , deren Durchmesser kleiner als (! sind, 
überdecken, so daß 

(1m1) + (1m2) + ... + (1mk,) < (Jm) + -2~+1 
ist. Die Vereinigungsmenge aller l",p' welche auch noch aus abzählbar 
vielen Intervallen besteht, überdeckt also A und nach dem Satze des 
§ 105 ist die Summe ihrer Inhalte nicht größer als 

(JJ + : + (.7;) + ; + ... + (Jm) + 2~T1 + ... < m* A + E. 

Da die Durchmesser der I mp alle kleiner als Q sind, ist also auch 

MQA <m*A +15 

und, da diese Ungleichheit für jedes positive 15 gilt, ist mit Berücksich
tigung von (1) 

M A=m*A' 
'" ' 

unsere Behauptung ist daher ganz allgemein bewiesen. 

232. Man könnte glauben, daß es unzweckmäßig war, das Wort 
"Inhalt" in zwei verschiedenen Bedeutungen Zu benutzen, nämlich ein-
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mal für Intervalle mit der Bedeutung des Produktes der Seiten dieses 
Intervalls, und dann als äußerer Inhalt eines Intervalls, mit der Bedeu
tung des § 230. 

,In Wirklichkeit sind die beiden Zahlen einander gleich. Wir wollen 
nämlich zeigen: wenn I ein offenes Intervall und I die abgeschlossene 
Hülle von I bedeutet, so gilt in den Bezeichnungen der vorigen Para
graphen 
(1) m* 1= rn* I = (I). 

Nach dem Boreischen Überdeckungssatze (§ 59) gibt es unter den 
Elementen einer Folge von Intervallen, welche die abgeschlossene Punkt
menge I überdeckt, eine endliche Anzahl, deren Vereinigung dieselbe 
Eigenschaft besitzt. Nach dem Satz 1 des § 229 ist aber die Summe 
der Inhalte dieser letzten Intervalle stets >- (I) und hieraus schließt man 

(2) rn* I > (I). 
Anderseits kann man ein zn f konzentrisches Intervall J :finden, 

das I überdeckt und für welches bei vorgeschriebenem positiven E 

(J) < (I) + c 

ist. Es ist aber nach der Definition des iiußeren Inhaltes 

m*I«J) 
und folglich 

m*f«I)+c; 
da dies für jedes c gilt, erhält man mit Berii.cksichtigung von (2) 

m*I = (I). 
Um nun auch den äußeren Inhalt des offenen Intervalls I zu be· 

rechnen, bemerken wir, daß jede Folge von Intervallen, die I überdeckt, 
auch I überdecken muß, und daß folglich 

(3) m*I< m*I = (I) 
ist. Aus demselben Grunde sieht man,. daß, wenn f 1 ein beliebiges ab
geschlossenes Intervall bedeutet, das ganz in 1 enthalten ist, 

m* 1 > m* f 1 = (11) 
sein muß, und da Ulan bei vorgeschriebenen positivem E das Intervall 11 

so wählen kann, daß 

ist, so muß für jedes c 
(4) 

(11) > (1) - c 

m*I> (1) - c 

sein. Der Vergleich von (3) und (4) liefert schließlich 

m*I=(I). 
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233. Über den äußeren Inhalt von beliebigen Punkt mengen gelten 
folgende allgemeine Sätze: 

Satz 3. Ist Beine Teilmenge von A, so ist der ä~tßere Inhalt von B 
nie größer als der äußere Inhalt von A. 

Der Satz folgt direkt aus der Definition des äußeren Inhalts, wenn 
man bedenkt, daß jede Folge von Intervallen, die A überdeckt, auch B 
überdecken muß und den § 23 berücksichtigt. 

Satz 4. Ist V die Vereinigungsmenge von endlich oder abzählbar ~tn
endlich vielen Punktmengen All A 2 , ••• , so gilt stets die Relation 

m*V < m*Al + m*A2 + .... 
Der Satz bedarf natürlich nur dann eines Beweises, wenn die Summe 

der nicht negativen Zahlen m* A k endlich ist; dann ist jede einzelne 
dieser Zahlen endlich. Wir bezeichnen die Summe aller m* Ak mit 0 

und führen, wenn E eine beliebige positive Zahl bedeutet, endlich oder 
ahzählbar unendlich viele Intervalle 

Il~' I,.2' I 1s , .. , 

em, welche Al überdecken, so daß 
E 

(111) + (112 ) + ... ~ m*A1 + 2 

ist. Ebenso überdecke man A 2 mit einer Folge von Intervallen 

1211 122 , 123 , ••• , 

von der man verlangt, daß 

(121) + (122 ) + ... ;;;;; m*A2 + 2E• 

ist, und allgemein Ak mit einer Folge von Intervallen I kp , für welche 

(1kl) + (Ik2) + ... :;:; m* Ak + 2E
" 

besteht. Die Gesamtheit der Intervalle I kp für sämtliche kund p über
deckt aber V und die Summe der Inhalte dieser Intervalle ist nach dem 
Satze 2 des § 105 nicht größer als 

(m*A1 + ~) + (m*A2 + 2E~) + (m*As + 21l~) + .. '; 
diese letzte Summe ist aber nach demselben Satze nicht grö,ßer als 
6 + E. Es ist also für jedes positive E 

m*V<O+E 
und folglich 

m*V< 0. 
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Satz 5. Sind A und B zwei Punktmengen, deren Ent{ern'ung 6 von 
Null verschieden ist, 80 ist 
(1) m*(A+B)=m*A+m*B. 
Ist eine der beiden Zahlen m*A und m*B gleich + 00, so muß nach 
dem Sa.tze 3 auch m *(A + B) = + 00 sein und die Relation (1) ist 
erfüllt. 

Sind dagegen m * A und m * B neide endlich, so ist nach dem Satze 4 

(2) m*(A+B) < m*A + m*B. 
Ist nun E eine beliebige positive Zahl, so kann man die Punktmenge 
(A + B) mit Hilfe von endlich oder abzählbar unendlich vielen Inter
vallen 
(3) 111 12 , IIH' •• 

überdecken, deren Durchmesser kleiner als 0 sind und Iur die 

~(I,,) < m*(A + B) + E 
k 

ist (§ 231). Nun seien diejenigen Intervalle (3), die mindestens einen 
Punkt von A enthalten, mit 
(4) 1/, 12', 18', ••• 

und die übrigen mit 
(5) 1/', 12", l s", ... 

bezeichnet. Da nach Voraussetzung die Entfernung 

E(A,B) = 0 

ist, ist kein einziger Punkt von B in einem der Intervalle (4) enthalten 
und man hat 

so daß auch 
B -< It + ~" + Ia" + ... , 

m*B < .:8(1,.") 
k 

ist. Anderseits ist aber jeder Punkt von A in einem der Intervalle 1; 
enthalten und man hat 

Es 'ist also schließlich 

m*B + m*A < ~(l,,') + ~(li") 
k k 

<~(IT<) 
k 

<m*(A+B)+E, 
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und da c beliebig gewählt werden kann, muß mit Rücksicht auf (2) 

m*(A+B)=m*A+m*B 
seIn. 

234:. Es sei A eine Punktmenge, deren äußerer Inhalt m*A eine 
endliche Zahl ist, und /3 eine beliebige positive Zahl. Man kann nach 
Voraussetzung endlich oder abzählbar unendlich viele Intervalle 1H 12, • •• 

finden, die A überdecken und fUr welche 

(1) ,2'm* 1k < m*A + /3 
k 

ist. 
Setzt man 

Vo = I 1 + 12 + Ia + ... , 
so ist Uo eine offene Punktmenge (§ 71, Satz 7), die A enthält, d. h. 
eine Umgehung von A. 

Nun ist nach dem Satze 4 des vorigen Paragraphen 

und daher nach (1) 
(2) 

m*Vo < m*11 + m*12 + ... , 

m*Uo < m*A + /3. 

Anderseits gilt für jede beliebige Umgebung U von A die Relation 

A-<U 
und somit nach dem Satze 3 des vorigen Paragraphen 

(3) m*A < m*u. 

Da die positive Zahl /3 beliebig ist, liefert der Vergleich von (2) und (3) 
folgendes Resultat, das für Punktmengen von unendlichem äußeren In
halte evident ist. 

Satz 6. Der äußlYt"e Inhalt m * A einer beliebigen Punktmenge A ist 
stets gleich der unteren Grenze der äußeren Inhalte m*U aller Um
gebungen U von A. 

Maßfunktionen. 

235. Da die endliche oder unendliche Zahl m* A für jede Punkt
menge A eindeutig bestimmt ist, kann der äußere Inhalt von Punkt
mengen als eine Mengenfunktion aufgefaßt werden (§ 83). Es hat 
sich nun gezeigt, daß die Eigenschaften dieser Mengenfunktion, die für 
die Anwendungen maßgebend sind, direkt aus den drei Sätzen des § 233 
gefolgert werden können. 
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Somit entsteht für uns die Aufgabe, diejenige Klasse von 
Mengenfunktionen zu untersuchen, die durch die Eigen
schaften, die in diesen Sätzen ausgedrückt sind, charakteri
siert werden. 

Für Punktfunktionen haben wir schon ähnliche Untersuchungen 
durchgeführt, als wir z. B. die halbstetigen oder die monotonen Funk
tionen, oder die Funktionen von beschränkte,\" Variation studierten (§ 134, 
147, 177). Die Verhältnisse liegen hier nur insofern komplizierter, als die 
Mengenfunktionen der Klasse, die wir jetzt betrachten wollen, gleich
zeitig mehreren Forderungen zu genügen haben werden *), während 
früher, z. B. die nach oben halbstetigen Funktionen durch eine einzige 
Eigenschaft gekennzeichnet wurden (nämlich durch die Forderung, daß 
die Funktion rCP) in jedem Punkte ihres in sich dil!hten Definitions
bereiches gleich ihrer oberen Limesfunktion tP(P) seiu soll). 

Wir geben, ebenso wie wir es für Punktfunktionen getan haben, 
den Mengenfunktionen unserer Klasse einen besonderen Namen und 
stellen für sie folgende Definition auf: 

Definition. Eine Mengenfunktion 

IL*A 
heißt eine Maßfunktion oder auch ein äußeres Maß, wenn sie 
folgende vier Eigenschaften besitzt: 

1. Die Zahll"*A, die jeder beliebigen Punktmenge A zu
geordnet wird, ist entweder Null, oder endlich und positiv 
oder gleich + 00. Es gibt Punktmengen, für welche diese 
Zahl =1= 0 und endlich ist; für leere Mengen ist sie gleich 
Null.**) 

II. Für eine Teilmenge B von A ist stets: 

I"*B < f"*A. 

III. 1s t V die Vereinigungsmenge einer Folge von end
lich oder abzählbar unendlich vielen Punktmengen All .A21 

Aa, ... , so ist stets: 

f"*V < EL*A1 + p.*.A.s + EL*.Aa + .... 
*) 'Vir werden sogar später feststellen, daß diese Forderungen voneinander 

unabhängig sind, und nicht etwa die eine eine Folge der übrigen ist (§ 338). 
**) Wir werden die Zahl 1'*..4. selbst der Kürze halber das äußere Maß 

vo n A neuneu und z. B. von Punktmengen von endlichem (oder verschwindendem) 
äußeren Maße sprechen, anstatt zu sagen: die Punktmengen, für welche ein ge
gebenes äußeres .Maß p."A endlich is~ (oder verschwindet). 
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IV. Sind A und B zwei Punktmengen, deren Entfernung 
09=0 ist, so ist stets.: 

u*(A+B) = [.L*A + /L*B. 

236. Der äußere Inhalt von Punktmengen, d. h. die Mengenfunk
tion, die im § 230 für jeden n- dimensionalen Raum definiert wurde, ist 
ein spezielles äußeres Maß; man kann aber sehr leicht auch andere 
Mengenfunktionen angeben, die ebenfalls Maßfunktionen sind. Wir 
wollen hier einige Beispiele behandeln: 

Beispiel!. Wir betrachten einen beliebigen festen Punkt Po 
des n-dimensionalen Raumes und setzen 

(1) 
und 
(2) 
ist. 

[.t*A = 1, falls APo = Po 

p,*A = 0, falls APo = ° 
:Man sieht zunächst sofort ein, daß diese Mengenfunktion [.t*A die 

Eigenschaft I der Definition des letzten Paragraphen besitzt. Es sei 
nun Birgendeine Teilmenge von Ai ist [.t*A = 1, so muß nach (1) 
und (2) 
(3) [.L*B< l-'*A 

sein, ist dagegen l-' * A = 0, so kann nach (2) der Punkt Po kein Punkt 
von A sein und Po ist daher auch kein Punkt von B. Man hat daher 
[.L*B = 0 und die Bedingung (3) ist wiederum erfii.llt. Unsere Mengen
funktion besitzt m. a. W. die Eigenschaft iI der Definition der Maß
funktionen. 

·Wir betrachten jetzt die Vereinigungsmenge V von endlich oder' 
abzählbar unendlich vielen Punktmengen Au A2 , • '" Die Relation 

(4) p,*V < [.L*A1 + /L*A2 + ... 
kann in unserem Falle UHr dann nicht erfüllt sein, wenn ihre linke Seite 
gleich Eins ist und ihre rechte Seite verschwindet. Dann aber müßte Po 
in der Punktmenge V, dagegen in keiner einzigen der Punktmengen Ak 

enthalten sein, was unmöglich ist; die Bedingung III der Definition der 
äußeren Maße ist demnach auch erfüllt. 

Sind endlich A und B zwei Punktmengen ohne gemeinsame Punkte, 
so ist Po entweder in keiner oder aber in höchstens einer dieser Punkt
mengen und dann auch in CA +B) enthalten. In jedem dieser beiden 
Fälle ist aber 
(5) u * CA --'-- B) = (L * A ..L (( * B ~ I t I i , 
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woraus insbes<;mdere folgt, daß die. Eigenschaft IV der äußeren Maße eben
falls vorhanden ist. Unsere Mengenfunktion ist mithin eine Maßfunktion. 

Beispiel 2. Wir bezeichnen im n-dimensionalen Raum der 
Xl' •.. , xn (wo bei n 2: 2 sein möge) mit X die Gesam theit der 
Pnnkte der xl-Achse, d. h. die Punkte, für welche 

x2 = Xs = ... = Xn = 0 

ist· ferner sei, wenn C eine beliebige Teilmenge von X be
de~tet, mit mO der lineare äußere Inhalt von C bezeichnet, 
d. h. der äußere Inhalt von C, wenn man diese Punktmenge 
als Punktmenge des eindimensionalen Raumes der Xl beh'aeh
tet. Dann ist die Mengenfunktion 

(6) ft*A = mAX 
ein äußeres Maß. 

In der Tat folgt ausB-<.A stets auch BX-<AX, aus V Al +A2+ .. · 
stets auch VX = AlX + .A2X + . .. und man hat ganz allgemein 
E(AX, BX) > E(A, B). Hieraus folgt aber unmittelba.r, daß die vier 
Eigenschaften I-IV der Maß funktionen , die für die äußeren Inhalte 
ffiAX bestehen, auch für unsere Mengenfunktion [.L*A gelten müssen. 

Ganz ebenso beweist man den 

Satz 1. 1st die Mengenfunktion p, * A eine Maßfmtktion und bez eic7znet 
man mit 0 eine beliebige feste Punktmenge, so ist die Mengenfunktion 

(7) v*A = [.L*AC 

ebenfalls eine Maßtim7ction, falls sie nicht identisch verschwindet. 

Läßt IDan in unserem Beispiele 1 den Punkt Po oder in unserem 
letzten Satze die Punktmenge 0 variieren, so sieht man, daß es unend
lich viele verschiedene äußere Maße gibt; zu weiteren äußereu Maßen 
gelangt man durch den 

Satz 2. Bezeichnet man mit [.Ll * A, [L2 * A, ... endlich oder abzählbar 
unendlich viele Maßfunktionen und 1n1:t "1' CC2 , ••• ilvnen zugeordnete posi
tive Zahlen, so ist die JJlengenfunktion 

(8) 

ebenfalls ein ~faßfunktion, falls sie für mindestens eine Punktmenge .,10 
endlich und von Null verschieden ist. 

Der letzte Zusatz muß dafür gemacht werden, daß die Eigen
schaft I der äußeren Maße bestehe; die übrigen Eigenschaften II-IV 
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werden dann mit Hilfe des Satzes 2 des § 105 abgeleitet. Wir wollen 
z. B. zeigen, daß mit 
(9) V = Al + At + ... 
stets auch 
(10) p,*V < Il*Al + p,*AJ + ... 
erfüllt ist. Die Relation (10) braucht natürlich nur für den Fall be
wiesen zu werden, daß ihre rechte Seite, d. h. die Doppelsumme 

(1 = ~.:2(X"p,,,*Aj 
j k 

endlich ist. Diese Doppelsumme, die aus lauter nicht negativen'Zahlen 
besteht, kann aber mit Hilfe des soeben erwähnten Satzes geschrieben 
werden 
(11) (1 = ~(X" .:2p,,,*Aj; 

k i 

und man hat auderseitswegen (9) nach der Eigenschaft III der äußeren 
Maße 
(12) p,,,*V < ..:2fLk*AJ 

j 
(k = 1, 2, ... ). 

Es ist also nach (11) und (12) mit Berücksichtigung von (8) 

fL*V = ~ (X"p,,,*V:::;:: d, 
k 

was mit der zu beweisenden Relation (10) identisch ist.*) 

237. Unsere erste Aufgabe, um eine Theorie der Maßfunktionen 
aufzustellen, wird darin bestehen, die Eigenschaft IV dieser Mengen
funktionen zu verallgemeinern. Wir werden nämlich zeigen, daß, wenn 
A und B zwei Punktmengen bedeuten, von denen die eine in einer 
offenen Punktmenge H und die andere in der abgeschlossenen Komple
mentärmenge K von H enthalten ist, für jede beliebige Maßfunktion 

(1) p,*(A + B) = p,*A + fL*B 

ist. Diese noch zu beweisende Eigenschaft der äußeren Maße enthält 
aber die Eigenschaft IV der Definition als Spezialfall. Ist nämlich die 
Entfernung E(A,B) der gegebenen Punktmengen von Null verschieden, 

*) Wir haben' durch die A.usfiihrungen dieses Paragraphen nur zeigen wollen, 
daß man sehr leicht die verschiedenartigsten MaBfnnktionen bilden kann. Die 
Mengenfunktionen dieser Art, die außer dem äußeren Inhalt (§ 230) eine wichtige 
Rolle in der Analysis spielen, sind solche, die man mit den Begriffen der Länge 
einer Kurve oder des Flächeninhalts einer krummen Oberfläche verknüpft, auf 
die wir aber nicht eingehen werden. 

Carathcodory, Reelle Funktionen. 2. Auft. 16 
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und bezeichnet man mit Ä die abgeschlossene Hülle von A, so ist 
nach dem § 193 

E(Ä,B) = E(A,B) > 0 

und daher B in der offenen Komplementärmenge von .Ä enthalten, wäh
rend zu gleicher Zeit A eine Teilmenge der abgeschlossenen Punkt
menge .Ä ist. 

Setzt man in (1) A+B=W; 
BO ist A = KW = VV - HW und B = HW und man kann diese GIAi
chung in der Form schreiben 
(2) p,*W=/L*HW+ p,*(W-RW). 

Es wird sich also darum handeln, die Gleichung (2) allgemein zu 
beweisen; wir leiten zunächst einen Bilfssatz ab: 

Es sei !L * A eine gegebene Maßfunktion und H eine beliebige offene 
Punktmenge, deren Komplementärmenge K mindestens einen Punkt ent
hält. Wir bezeichnen mit m eine natürliche Zahl und mit Km die Gesamt
heit der Punkte des Raumes, deren Entfernung von der Punktmenge K 
größer als 1: mist. 

Die Punktmengen H1, H2 , ••• und ihre Komplementärmengen Kl , 

K 2, ••• besitzen nach dem Satze 12 des § 219 folgende Eigenschaften: 

~ 
_,!, ... H m 

irk 
~ H m+ 1 

H 

Fig.20. 

-~ 
I;;;l fm 7) 

a) Für jedes hinreichend große m 
ist Km eine offene Teilmenge von H, und 
Km eine abgeschlossene Punktmenge, die 
Kais Teilmenge enthält. 

b) Die Punktmengen~,K2' ... bil
den eine monoton wachsende, die Punkt· 
mengen K H K s, ••• eine monoton abneh
mende Folge von Punktmengen ; man hat 
also 
(3) Hm -< H m +17 

(4) 

c) Man hat für jedes m, dem eine nicht leere Punktmenge H m ent
spricht, für die Entfernungen zwischen H m und K bzw. zwischen.Hm 
und Km +1 die Gleichungen 

(5) E(H,,,,K) =»1" E(Hm , K m +1) = -!ln __ +-=-1_ 1+ ) 
• ?n 1 m(m 1 

Da nun K eine abgeschlossene Punktmenge ist, ist für jeden Punkt des 
Raumes, der nicht in K enthalten ist, d. h. für jeden Punkt P von H 

E(P, K) >0 
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(§ 190) und folglich muß P für hinreichend große Werte von m in 
jedem Dm enthalten sein. Wir können demnach schreiben: 

(6) H = ~ + H 2 + Ha + . ". 
Wir nehmen nun an, es gibt eine Punktmenge B, die Teilmenge 

von H ist, mit endlichem äußeren Maß p,*B. 
Wir setzen 

dann folgt aus (3) 

und aus (6) 

oder, wenn wir 
(7) 
und 
(8) 
setzen, 
(9) 

Bm=BHm; 

B m -< Bm+ 1 

B = HB = BI + B"2 + Bs + .. " 

Nun wollen wir die Gleichung heweisen: 

(10) p,*B = lim p,*Bm • 
m=oo 

Ans Bm -< Bm +1 und Bm -< B folgt zunächst, wegen der Eigen
schaft II der äußeren Maße (§ 235), daß die Zahlen p,*Bm mit m mono
ton wachsen und die endliche Zahl p, * B nie übertreffen. Es existiert 
also der Grenzwert 
(11) lim p,*Bm = 1 

1n= oe 
und ma.n hat 
(12) ,l.,<p,*B. 

Anderseits ist, wegen der Eigenschaft III der äußeren Maße, nach (7) 

(13) 
und nach (9) 
(14) 

~ un folgt aber aus (8) für jede natürliche Zahl p ~ 2 

Bp +1 = Op + Bp >- Op + Bp _ 1 , 

weil B p _ 1 eine Teilmenge von Bp ist; es ist also nach der Eigenschaft II 
der äußeren Maße 
(15) f.L*(Cp + Bp _ 1) < p,*Bp +1 • 

16* 
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Nun bemerke man, daß B -1 als Teilmenge von Hp_ 1 und Op=Bp+1-Bp 

als Teilmenge von K ei~en Abstand besitzen, der nach (5) mindestens 
p . 

gl61ch 
Hpf-l 1 

E(Hp _ 1 , Kp) = p(P-l) 

Fig.21. 

und folglich von Null verschieden ist. Nach 
der postulierten vierten Eigenschaft der äuße
ren Maße ist also 

p,*(Op + Bp _ t ) = p,*C; + p,* B p _ 1 

und man entnimmt dann aus (15) 

!l*Op < p,* BP +1 - p,* Bp_1 (p = 2,3, ... ). 

Setzt man diese letzte Relation in (14) ein, so bekommt man mit Be
rücksichtigung von (13) 

p,*B < p,* B m + (p,* Brn +! - p,* B m _ 1) + (p,* B"'+2 - p,* B m) + .. '; 
dies kann aber auch geschrieben werden 

p,*B < lim (p.*Bm +p + p,*Bm +p+t - p,*Bm _ 1 ) , 
p=oo 

oder, wenn man (11) benutzt, 

p.*B< 2;. - p,*Brn _ 1 • 

Da diese Beziehung für jedes m gelten muß, ist also 

p.*B<lim (2;' - p,*Bm _ t ) = l 
m=oo 

und wegen (12) 

Wir haben somit den 

Satz l. Bezeichnet man mit H eine beliebige offene Pun7ctmenge, deren 
Komplementärmenge K mindestens einen Punkt enthält, und mit H m die 
Gesamtheit der Punkte des Raumes, de1'en Entfernung von K größm' als 
1: 'In ist; ist fm'ner Beine Teilmenge von H und setzt man für jede 
natürliche Zahl 112 

B rn = BHm , 

so gilt stets, für jede beliebige Maßfunktion, die Gleichung 

lIt =00 

falls ,u * Beine endlicllC Zalil ist. 
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238. Wir betrachten jetzt eine Punktmenge W von endlichem 
äußeren Maße, die aber sonst ganz willkürlich ist, und führen die Be
zeichnungen ein 
(1) B = HW, B rn = Hrn W = HrnB, 

wobei Hund H rn dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen haben 
sollen. 

Sind die beiden Mengen (W - B) und Bm nicht leer, so kann man 
schreiben 

weil 
W-B= W-HW=KW 

eine Teilmenge von Kund B m eine Teilmenge von H m ist. Es ist also 
nach der Eigenschaft IV des § 235 

(2) !L*((W-B) +Bm) = !L*(W-B) + f1-*Bm • 

Diese letzte Gleichung ist übrigens auch dann erfüllt, wenn eine der 
beiden Punktmengen (W - B) und Bm oder auch beide leer sind. 

Anderseits ist aber 
W>- (W-B) +Bm 

und folglich, wegen der Eigenschaft lIder Maßfunktionen 

oder nach (2) 
(3) 

.u*W> f1-*((W-B) + Bm) 

.u*W > f1-*(W -B) + .u*Bm • 

Nach dem Satze des vorigen Paragraphen hatten wir nun 

lim f1-* B rn = .u* B, 
1»=00 

und da die Ungleichheit (3) für jedes beliebige m gilt, können wir 
schreiben: 
(4) ,lL*W > f1-*(W -B) +.u* B. 

Nach der Eigenschaft III des § 235 folgt aber aus 

W=B+ (W-B) 
die Relation 
(5) .u*W < f1-* B + !L*(W-B). 

Die Relationen (4) und (5) liefern uns dann die Gleichung 

.u*TV = !L~'B + /L*(W -B) 
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und, wenn wir nach (1) statt B wieder HW einsetzen, 

(6) lL*W=p,*HW+ lL*(W-HW). 

Diese Gleichung ist nur für offene Punktmengen Hbewiesen worden, die 
vom Gessmtraume verschieden sind; ist aber H = \Rn' so hat· man stets 
W=HWund (W-HW) =0, so daß auch hier die Gleichung (6) besteht. 

Satz 2. Ist H eine offene und Weine beliebige Punktmenge, so gilt 
für jede Maßfunktion die Relation 

lL*W = p,*HW + lL*(W -HW). 
falls /L * Weine endliche Zahl ist. 

Meßbarkeit. 

239. Ist A eine beliebige Punktmenge, BO gilt für jede weitere 
Punktmenge W die Relation 

W=AW+ (W-AW), 
wobei die auftretenden Mengen auch leer sein können. Wegen der Eigen· 
schaft Irr des § 235 hat man nun aber für jede Maßfunktion 

lL * W S !l * A W + lL * (W - A W). 
Ist das äußere Maß von liV gleich + 00, so muß dann mindestens 

eine der Zahlen auf der rechten Seite der vorigen Relation ebenfalls 
gleich + 00 sein, und diese Relation reduziert sich auf eine Identität. 
Nach dem letzten Paragraphen muß aber das Gleichheitszeichen auch 
für alle Punktmengen W von endlichem Maße genommen werden, 
falls A eine offene Punktmenge bedeutet. Punktmengen, welche in 
dieser Hinsicht dasselbe Verhalten wie die offenen Punktmengen zeigen, 
spielen eine hervorragende Rolle in unserer Theorie; wir wollen ihnen 
deshalb einen besonderen Namen geben: 

Definition. Fü reine gege b ene Maß fun ktio ri lL* A s oll eine 
Punktmenge A meßbar heißen, wenn für jede willkürliche 
Punktmenge W von endlichem äußeren Maße die Gleichung 

lL*W = p,*A lY + lL*(W -A W) 

erfüllt ist. Das äußereMaß lL*A einer meßbaren PunktmengeA 
wird das Maß der Punktmenge genannt und mit ~A bezeichnet. 

Eine Punktmenge B ist also nicht meßbar (flir das gegebene 
äußere Maß .u*A), wenn man wenigstens eine Punktmenge Wo finden 
kann, so daß 

u*lY < u*BlV + u*(W: -BW) , 0 l 0, 0 0 
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ist. Für eine nicht meßbare Punktmenge ist zwar das äußere Maß /L *B, 
aber nicht das Maß /LB definiert; dieses ist vielmehr eine Mengenfunk
tion, deren Definitionsbereich $l{ nur aus den (für p,*A) meßbaren 
Punktmengen besteht, lind die für diese Punktmengen gleich /L*A ist. 

Bemerku.ng. Um die hier dargelegten Verhältnisse besser zu ver
stehen, ist es vielleicht zweckmäßig, folgenden Vergleich zu machen: wir 
betrachten die Funktionen (jJ (x) einer Veränderlichen x, die für alle Werte 
von x definiert, nach oben halbstetig und monoton wachsend sind, und die 
außerdem für alle rationalen Werte von x stetig sind. Diese Funktionen 
sollen in unserer .A.nalogisierung den Maßfunktionen p,* A entsprechen. 
Die Stetigkeitspunkte x der Funktionen w(x) verhalten sich dann 
zu diesen Funktionen genau wie die meßbaren Punktmengen A zu 
den Mengenfunktionen /L * A. Sie sind ebenso wie diese stets vorhanden, 
eine spezielle Funktion (p (x) mit den gegebenen Eigenschaften braucht 
aber nicht überall stetig zu sein. In einem gegebenen Punkte Xo der 
x-Achse kann von zwei unserer monotonen Funktionen die eine stetig 
sein und die andere nicht; ebenso kann eine feste Punktmenge Ao für 
eine Maßfunktion /L * A meßbar und für eine andere v* A nicht meßbar 
sein. Die Punktmengen, die wie z. B. die offenen für je d e Maßfunktion 
meßbar sind, entsprechen den rationalen Punkten der x-Achse, in denen 
alle Funktionen w(x) stetig sein sollen. Das :Maß p,A, d. h. die Mengen
funktion, deren Definitionsbereich 'il( aus allen meßbaren Punktmengen A 
besteht, und für diese gleich p, * A ist, würde einer stetigen Funktion fex) 
entsprechen, die nur in den Stetigkeitspunkten ,"on tf>(x) definiert, und 
in diesen gleich w(x) ist.*) 

Es entsteht die Frage, ob wir durch die Forderung, daß eine Punkt
menge meßbar sein soll, dieser Punktmenge eine Beschränkung auf
erlegen, d. h. ob es Punktmengen gibt, die nicht meßbar sind. Diese Frage 
muß für jede spezielle Maßfunktion untersucht werden. So werden wir 
im § 333 zeigen, daß es Punktmengen gibt, deren Inhalt nicht meßbar 
ist, d. h. die für die Maßfunktion des § 230 nicht meßbar sind. Hieraus 
folgt jedenfalls, daß die Meßbarkeit einer Punktmenge nicht aus den 
Eigenschaften I-IV des § 235 gefolgert werden kann. 

*) Die Analogisierung kann sogar noch etwas weiter verfolgt werden. Man 
kann nämlich dem weiter unten (§ 253) definierten inneren Maß !L*A die 
untere Limesfunktion cp(x) von <li(x) zuordnen. Die Stetigkeitspunkte von 
!li(x) sind dann diejenigen, für welche <li(x) = rp(x) ist, ebenso wie die meß.baren 
Punktmengen endlichen Maßes diejenigen sind, für welche f' * A = .u*A ist (§ 258. 
Satz 6). 
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Es gibt aber auch Maßfunktiouen, für welche alle Punktmengen 

ausnahmslos meßbar sind. Das Beispiell des § 236 ist ein solches, 
wie die Gleichung (5) dieses Paragraphen zeigt, die ja für zwei beliebige 
Punktmengen ohne gemeinsame Punkte abgeleitet ist. Die Meßbar
keit einer Punktmenge ist m. a. W. ein relativer Begriff, der 
von der .zugrunde gelegten Maßfunktion abhängt. 

24:0. Über die Punktmengen , die für eine beliebige, aber ein für 
allemal gegebene Maßfunktion ,.,,*A. meßbar sind, gelten eine Reihe von 
grundlegenden Sätzen, die wir jetzt ableiten wollen. 

Es sei A' die Komplementärmenge von A; dann ist für jede will
kürliche Punktmenge W 

A.'W= W-AW, W-A'W=AW 
und folglich 

p.*A.'W + p.*(W -A'W) = p,*A W + ,.,,*(W -A. W). 

Hieraus entnehmen wir sofort den Sa.tz: 

Satz 1. Die Komplementärmenge einer meßbaren Pttnktmenge ist 
meßbar. 

24:1. Es seien A. und B zwei meßbare Punktmengen, und 

D=A.B 

ihr Durchschnitt. Wegen der Meßbarkeit von A ist für jede willkürliche 
Punktmenge W von endlichem äußeren Maße 

(1) p.*W = p,*A W + p.*(W -AW). 
Nun setze man 

W1 =AW 
und bemerke, !laß wegen der Meßba.rkeit von B 

p.*A. W ==0 p,*W1 = p.* B-w" + p.*(~ -BW1), 
oder, weil . 

BW1 = BAW=DW und 'fVl-B~ =AW -D'fV 
ist, 
(2) ,u*AW=p.*DW+ p.*(AW-DW) 
ist. Zweitens setze man 

W,=W-DW' •• 2 , 
es 1st, weIl A. meßbar ist, 

oder, weil 
p,*W, = /L*AW2 + p,*(W,-A Ws) 

A Ws = A W - AD 'fV = A W - DW 
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und 
W2 -AW2 =(W-DvV)-(AW-DW)= W-AW 

ist, 
(3) fL*(W- DW) = ,u*(A W -DW) + .u*(VV -AW). 

Der Vergleich von (1) und (2) mit (3) liefert schließlich 

fL*W = fL*DW + fL*(W-DW) 

249 

Da liV willkürlich war, muß also auch die Punktmenge D = AB meß
bar sein. Mit Hilfe des Schlusses von n auf (n + 1) folgert man hieraus, 
daß der Durchschnitt von endlich vielen meßbaren Punkt
mengen stets auch meßbar ist. 

24:2. Es seien wieder All A 2 , ••• , Am endlich viele m.eßbare 
Punktmengen und V ihre Vereinigungsmenge. Nennt man At', A 2', ••• , A;n 
die Komplementärmengen 'von All' .. , Am und V' die Komplementär
menge von V, so ist (§ 37) 

V' = A j 'A2' ••• A~. 

Die Punktmengen At' .. . A~ sind nach dem Satze 1 des § 240 meßbar; 
wegen des Resultats von § 241 ist also auch V' und schließlich die 
Komplementärmenge V von V' ebenfalls meßbar. 

Die Vereinigungsmenge von endlich vielen meßbaren 
Punktmengen ist meßbar. 

24:3. Die Resultate der beiden letzten Paragraphen lassen sich auf 
Folgen von abzählbar unendlich vielen Punktmengen übertragen. 
'Während wir aber in diesen Paragraphen nur von der Definition der 
Meßbarkeit, nicht aber von den Eigenschaften der Mengenfunktionen, die 
wir äußere Maße genannt haben, Gebrauch gemacht haben, müssen wir 
jetzt die Eigenschaften II und III von fL* A, die im § 235 dargelegt 
sind, wesentlich benutzen. 

Es sei eine monoton abnehmende Folge 

(1) 

von meßbaren Punktmengen gegeben, die gegen den Durchschnitt .Q 

der Punktmengen Bk konvergiert; wir wollen zeigen, daß s!, ebenfalls 
meßbar ist. 

Es sei Weine Punktmenge von endlichem äußeren Maße; wir 
setzen 
(2) 

und bemerken, daß Wk für sämtliche k sowie auch Wo, als Teilmengen 
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von W, ebenfalls ein endliches äußeres Maß besitzen. Es ist ferner stets 
nach (1) 

und daher 
(3) W H1 = BH1 Wk -< liF" und Wo =.Q Wk -< W,t. 

Nach der Eigenschaft lides § 235 hat man also 

~*Wk+l ~ iL*W" und ~*Wo < ~*WA: 
und hieraus folgt ohne weiteres die Existenz des Grenzwertes 

(4) lim ~*W" = A, 
k= 00 • 

sowie auch die Relation 
(5) ~*liVo<l. 

Nun bemerke man, daß die Punktmenge (W- Wo) aus gerade 
allen den Punkten von W besteht, die nicht in sämtlichen fV" enthalten 
sind; ist P ein Punkt von (W - Wo), so gibt es also in der Folge 
Wv W~, ... eine erste Punktmenge Wm , die P nicht enthält (§ 15). 
Ist m = 1, so ist P in W, aber nicht in W1 , und daher in (W - W1) 

enthalten; ist m> 1, so sieht man ebenso, daß P in (W rn-I - W m ) ent
halten sein muß. Umgekehrt ist aber jeder Punkt von (W - W 1 ) sowie 
auch jeder Punkt von (Wm- Wm +1) für m=l, 2, ... nicht in Wo, wohl 
aber in (W - Wo) enthalten. Man kann also schreiben 

(6) liV - fVo = (W- Wt ) + (W1 - Ws) + (W2 - Ws) + ... 
und also auch 
(7) W = Wo + (W - W1 ) + (W1 - Ws) + .. '. 

Die Eigenschaft III des § 235 auf die Gleichung (7) angewandt 
liefert 
(8) ~*W < ,u*Wo + .u*(W- W 1) + .u*(W1 - W 2) + .... 
Nun sind aber Bu B2 , ••• nach Voraussetzung meßbare Punktmengen: 
man entnimmt also aus (2) und (3) 

(9) ~*( W- W1) = .u*(W-Bl W) = .u*W- ~*Wll 

(10) P.*(Wk_1-W,,) = .u*(W"_1-B"W .. _1) = !i*W,,_t- !L*Wk , 

und dies in (8) eingesetzt liefert mit Berücksichtigung von (4) 

!L * W < iL * Wo + ~ * W - J.., d. h. J...~ ~ * Wo, 
woraus mit Hilfe von (5) folgt: 

(11) ~*Wo = J... 
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Nun wende man die Eigenschaft III des äußeren Maßes auf die 
Relation (6) an; man erhält zunächst 

r-*(W- Wo) < r-*(W- W1) + ,u*(W1 - TV2 ) +, .. 
oder wegen (9), (10) und (4) 

(12) r-*(W - Wo) < p,*W - A. 

Der Vergleich von (11) und (12) liefert ferner 

r-*W> p,*Wo + p,*(W- Wo), 

während anderseits nach der Eigenschaft III des äußeren Maßes 

u*W<. 1I.*w. + u*(W- W:) 
• . f'" Cl.' 0 

sein muß. 
Es ist also 

p,*W = r-*Wo + r-*(W- Wo) 

= r*.QW + p,*(W-.Q,fV), 

wodurch die Meßbarkeit von.Q bewiesen ist. 

24:4:. Es seien jetzt Au .A 2 , • " beliebige meßbare Punktmengen 
in abzählbarer Menge und D sei ihr Durchschnitt. Die Punktmengen 

Bi = Al, B2 = Al ~, Bs = Al A2 Ag, . . . 

sind nach dem § 241 meßbar; außerdem ist 

Bi >- B 2 >- Bs >- .... 
Nun ist aber der Durchschnitt dieser letzten Punktmengen, von 

dem wir gesehen haben, daß er meßbar ist, iden tisch mit D. 
Wir haben also, wenn wir das Resultat des § 241 hinzunehmen. 

folgenden allgemeinen Satz: 

Satz 2. Der Durchschnitt von endlich vielen oder abzählbar unendlich 
vielen meßbaren Punktmengenist stets eine meßbare Pwnktrnenge. 

Die Schlüsse des § 242 können ohne weiteres auf abzählbar un
endlich viele Punktmengen mit Hilfe des obigen Satzes 2 angewandt 
werden und man kann den Satz behaupten: 

Satz 3. Die Vereinigungsl1wnge von endlich vielen oder abzählbar 
unendlich vielen meßbaren Punktmengen ist stets eine meßbare Punkt
menge. 

Sind A und B zwei meßbare Punktmengen und bezeichnet man 
mit B' die Kornplementärmenge von B, so ist nach Satz 1 die Punkt-
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menge B', nach Satz 2 die Punktmenge 

AB'= A -AB 
meßbar, und man erhält den Satz: 

§ 245. 246 

Satz 4. Sind A und B zwei meßba1'e Punktmengen, so gilt dasselbe 
von der Punktmenge CA - AB). 

Alle Punktmengen, die man aus einer gegebenen Folge von ah
zählbar unendlich vielen meßbaren PUl1ktmengen durch sukzessive Bil
dung von Komplernentär-, Durchschnitts- oder Vereinigungsmengel1 er
hält, sind ebenfalls meßbar, wie die Sätze 1-4 lehren. 

Der Limes superior und der Limes inferior einer Folge von Punkt
mengen können aber durch derartige Operationen erzeugt werden (§ 116). 
,Yir haben also den Satz: 

Satz 5. Sowohl der Limes superior, wie der Limes inferior einer 
Folge von abzählbar unendlich vielen meßbaren Punktmengen sind wieder 
meßbare Punktmengen. 

24:5. Die bisherigen Sätze zeigten uns, wie man aus meßbaren 
Punktmengen neue meßbare Punktmengen ableiten kann. Die nun fol
genden Sätze sind anderer Natur; sie enthalten eine Aussage über den 
Wert des Maßes einer Punktmenge und erlauben das Rechnen mit Maß
funktionen zu begründen. Dabei muß im Auge behalten werden, daß 
es sehr wohl meßbare Punktmengen mit unendlichem Maße 
geben kann. 

Sind A und B zwei Punktmengen, von denen A meßbar und B 
von endlichem äußeren Maße ist, so hat man, wenn man mit V die 
Vereinigungsmenge von A und B bezeichnet, 

[L*V = {t*AV + !-L*(V -AV) 
= p,A + !-L*(B - AB). 

Anderseits ist, weil B von endlichem äußeren Maße und .A meß-
bar ist, 

!-L*(B - AB) = !-L* B - ,u*AIJ. 

Es gilt also der Satz: 
Sa~z 6. Ist A eine meßbare und B eine beliebige PtlnktmfYnge von 

endlichem äußeren JJ:Iaße, so genügt das äußere Maß IL*V ihre?" Vereini
gungsmenge der Relation 

IL*V = l~A + [L* B -{t*AB. 

246. Es seien Au A 2 , ••• , Am endlich viele meßbare Punktmengen 
ohne gemeinsame Punkte; man kann leicht schließen, daß ihre SummeSm' 
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die nach dem Satze 3 ebenfalls meßbar ist, stets der Relation genügt 

(1) p,Sm = p,Al + I1-As + ... + p,Am . 

Diese Relation ist nämlich evident, wenn eine der Punktmengen Ak 

das Maß + 00. besitzt; im Falle aber, daß sämtliche Ak von end
lichem Maße sind, ist sie eine Folge der Anwendung deR Schlusses der 
vollständigen Induktion auf den Satz 6 des vorigen Paragraphen für 
den speziellen Fall, in welchem AB = 0 ist. 

Nun seien Al, As, .. , abzählbarunendlich viele meßbare Punkt
mengen, von denen keine zwei einen gemewsamen Punkt besitzen und 
S ihre nach dem Satze 3 meßbare Summe. 

Bezeichnet man wieder die Summe der m ersten A k mit Sm, so ist 

und wegen (1) 

(2) 

S> Smi I1-S> p,Sm 

m 

p.S> ~I1-Ak' 
k=l 

Die Beziehung (2) gilt für jeden beliebigen Wert von mi hat also. 
die Summe rechterhand im Limes den Wert + 00, so ist demnach eben
falls fLS = 00. Ist aber 

eine endliche Zahl, BO folgt aus (2) 

I1-S>l 

und aus der Eigenschaft III für die äußeren Maße 

p,S ~ l, 
und wir haben schließlich 

Satz 7. Das JYJaß der Summe von endlich oder abzählbar unendlioh 
vielen meßbaren P.unktmengen, von denen: keine gwei einen gemeinsamen 
Punkt besitgen, ist gleich der Summe der Maße dieser Mengen. 

247. Es sei 
A1 -<A2 -<As<·· . 

eine monoton wachsende Folge von meßbaren Punktmengen. Diese 
Folge konvergiert gegen die Vereinigungsmenge V der Punktmengen Ak 

und man hat 
(1) V=Al + (~-AL) + (A3 -A2) + .... 



254 Kap. V. Inhalt und Meßbarkeit § 247 

Die Summanden der Summe (1) genügen den Bedingungen unseres 
letzten Satzes und hieraus folgt 

p, V = p,Al + p,(Ai/- A.l ) + p,(As - .1») + .. " 
oder wegen der Meßbarkeit der A,t, falls diese von endlichem Maße sind, 

p, V = p,A1 + (p,Ai/ - p,A.l ) + (p,AB - p,A2) + ... 
= lim p,AA;' 

k=«> 

Hat aber ein AA; das Maß unendlich, so gilt dasselbe von allen 
folgenden wie auch von V, so daß wir den Satz aussprechen können: 

Satz 8. Bilden die meßbaren Punktmengen .Al' A2, •.. eine monoton 
wachsende Folge 

Al < A 2 -< A.s ... 

und ist V ihre Vereinigungsmenge, so hat man stets 

p,V= lim p,Ak • 
k=oo 

Ähnlich beweist man den folgenden Satz~ 
Satz 9. Bilden die meßbaren Punktmengen Bl1 B 21 • •• eine monoton 

abnehmende Folge 

und bezeichnet man mit D ihren Durchschnitt, sind ferner nicht alle Bk 
von unendlichem JJiaße, so hat man 

p,D = lim p,B,t. 
k=oo 

Es sei z. ß. das Maß von Brn endlich; man kann dann in den Aus
führungen des § 243 die Punktmenge W durch B rn ersetzen. Mit den 
Bezeichnungen desselben Paragraphen folgt dann für k > m 

W,t=BmBJ: = B.t 
und außerdem 

W.=~W=DBm=D. 

Nach den Gleichungen (4) und (11) der p. 250 haben wir demnach die 
p,D = lim p,Bk • 

k== 

Die Einschränkung, daß mindestens ein Ern von endlichem Maße 
sein soll, ist wesentlich für die Richtigkeit des Satzes 9; es kann 
z. B. sehr wohl jedes p,Bk = + 00 und pD = 0 sein. Dies ist z. B. der 
Fall, wenn man im linearen Raum, für Bk die Punktmenge x> k nimmt, 
und p,B gleich dem Inhalt mB der linearen Punktmenge B setzt. 
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24:8. Es seien jetzt wieder Al I A 2 , • • • abzählbar unendlich viele 
meßbare Pnnktmengen; wir bezeichnen mit!! und u den Limes inferior 
bzw. den Limes superior dieser Folge von Punktmengen. 

Nach dem § 116 erhält man ~, indem man die Durchschnitte 
bildet 
(1) Dk=AkAk+lAk+2'" 
und hierauf 

!! = D l + D2 + ... 
setzt. Da die Punktmengen Du Dil ... eine monoton wachsende Folge 

D l -<D2 -<Ds ·· . 
bilden, so ist nach dem Satze 8 

tL~ = lim tLDk' 
k=«> 

Nun ist, weil nach (1) die Punktmellge Dk eine Teilmenge von 
jeder der Mengen Akl Ak+ 1> • • • ist, 

tLDk < untere Grenze von {tLAkl [LAk +U ••• } 

und folglich (§ 95, Satz 10) 

lim tLDk :::::: lim tLAk' 
k=co - k="" 

V\Tir haben also den Satz: 
Satz 10. Bezeichnet man mit ~ den Limes inferior einer Folge von 

meßbaren Punktmengen Al, A 2 , • • ., so ist stets 

tL~ < lim tLAk' 
k=co 

24:9. Um ä zu erhalten; muß man (§ 116) den Durchschnitt der 
Vereinigungsmengen 

(k = 1,2, ... ) 

bilden; die Punktmengen Vk bilden eine monoton abnehmende Folge 

VI> V2 > Vs>-'" 
und es ist für jeden Wert von !c, weil Vk die Mengen Ak, Ak+l 
enthält, 

Mit Rücksicht auf den Satz 9 hat man also den 
Satz 11. Der Limes superior IX einer Folge von meßbaren Punkt

mengen All A 2 , ••• genügt der Beziehung 

,au > lim tLAk' 
1:="" 
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falls die Vereinigungsmengen 

V"=A,, -i- Ak+l + ... 
nicht sämtlich von unendlichem Maße sind. 

§ 260. 261 

Die letzte Bedingung kann man auch aussprechen, indem man sagt, 
daß von einem bestimmten ko ab sämtliche A" Teilmengen einer Menge 
von endlichem Maße sein sollen. 

250. Die Vergleichung der zwei letzten Sätze liefert endlich den 

Satz 12. 1st All Au ... eine konvergente Folge von meßbaren Punkt
mengen, die sämtlich Teilmengen einm' Menge S von endlichem äußeren 
Maße sind, und setzt man 

lim A k = a, 
k=«> 

so ist auch 
p,rt = lim l'A/,:. 

k="" 
In der Tat ist hier, wenn man wieder den Limes superiOl' und 

inferior mit ce, ~ bezeichnet, nach dem § 118 

u=a=cx 
und folglich 

p,rt = l'~ = fta. 

Nach den vorhergehenden Sätzen ist aber mit Berücksichtigung 
des Satzes 3 des § 87 

ft~ <Jim. /tAl: < lim !LAk < p,ä 
und folglich 

k="" 4"=00 

lim p,Ak = lim p,Ak = lim !LAk= p,rt, 
~·=oo k=<» k=.oo 

wodurch unser Satz bewiesen ist. 

251. Das Resultat des § 238 fällt )',usammen mit der Behauptung, 
daß offene Punktmengen stets meßbar sind. Die allgemeinen Sätze 
1-5 (§§ 240-244) lehren uns dann, daß die Punktmengen, die man 
aus offenen Punktmengen durch sukzessive Bildung von Komplementär-, 
DurchBchnitts- oder Vereinigungsmengen erhält, und die neuerdings 
Boreische Mengen genannt werden, ebenfalls für jedes äußere Maß 
meßbar sind. Darunter fallen natürlich die abgeschlossenen Punkt
mengen, ·aber außerdem noch andere Punktmengen, da z. B. schon die 
Vereinigungsmenge einer offenen und einer abgeschlossenen Punktmenge 
weder offen noch abgeschlossen zu sein hraucht. 

Für eine gegebene Maßfunktion !L * A sind noch, wie wir jetzt zeigen 
wollen, diejenigen Punktmengen meßbar, für welche Il * Li = 0 ist. Diese 
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letzten Punktmengen, die übrigens nicht immer Boreische Mengen zu 
sein brauchen *), nennt lllan Mengen vom Maße Null (oder genauer: 
Mengen vom Maße ~*A Null). 

Es sei A eine Punktmenge, für die 

(1) p,*A=O 
ist. Wir betrachten eine beliebige Punktmenge W von endlichem äuße
ren Maße. Der Durchschnitt A W muß als Teilmenge von A ein äußeres 
Maß besitzen; das nicht größer als ~ * A ist (§ 235, Eigenschaft II). 

Es ist also, weil ~* A W nicht negativ ist, 

(2) ~*AW=O. 

Ferner folgt aus der Eigenschaft III des äußeren Maßes 

~*W:::;: ~*A W+ ~*(W-AW) 
und wegen (2) 
(3) p,*W<.~*(W-AW). 

Anderseits ist aber, weil 

W-AW-<W 
ist, 
(4) p,*(W -AW) < ~*lV. 

Es ist also nach (3) und (4) 

und wegen (2) 
~*W = p,*(W -AW) 

~*W= ~*A W+ ~*(W-AW), 
was wir beweisen wollten. 

Satz 13. Jede Punktmenge B, deren äußeres JYlaß p,*B verschwindet, 
ist »1,cßbar für die Maßfunktion p, * A. 

252. Eine genaue Betrachtung der .Beweise dieses Abschnitts zeigt, 
daß wir die im § 235 postulierte Eigenschaft IV ausschließlich dazu 
benutzt haben, um zu zeigen, daß offene Punktmengen meßbar sind. Diese 
Eigenschaft IV des äußeren Maßes, die sich in allen speziellen Fällen, 
die man betrachtet, fast von selbst darbietet und deshalb zweckmäßig 
in den Vbrdergrund geschoben worden ist, ist vollständig äquivalent 
mit folgender theoretisch einfachere;n Forderung (vgL hierzu den § 341): 

IV". Ist 1 ein offenes Intervall und Weine willkürliche 
Pnnktmellge, so 1st stets 

(1) ~*W = p,* IW + ~*(W -lW) 

*) Die Nullmenge a*, die im Beispiel des § 351 gebildet wird, ist z. B. 
keine Borelsche Menge. 

O"r"theodory, Reelle Funktionen. ll. Auft. 17 
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Ist in der Tat IV erfüllt, so ist jedes Intervall als offene Punkt
menge meßbar und daher die Gleichung (1) richtig. Die Forderung IV" 
ist also eine Folge von IV. 

Anderseits kann aber jede beliebige offene Punktmenge als Ver
einigungsmenge von Intervallen betrachtet werden (§ 73). Da diese 
nach IV" meßbar wären, so ist also nach dem Satze 3 des § 244 jede 
offene und daher auch jede abgeschlossene Punktmenge ~eßbar. Dann 
muß aber auch nach den zu Beginn des § 237 gemachteu Uberlegungen 
die Eigenschaft IV erfüllt sein, d. h. die Eigenschaft IV ist eine Folge 
von IV". 

Die regulären Maßfunktionen. 

253. Für den äußeren Inhalt m * Ader Punktmellgen (§ 230) haben 
wir außer den drei Sätzen des § 233 noch einen weiteren Satz im § 234 
bewiesen, der besagt, daß m* A gleich der unteren Grenze der äußeren 
Inhalte aller Umgebungen U von A ist. Da U eine offene Punktmenge 
und daher von meßbarem Inhalte ist (§ 238) und da jede Punktmenge, 
die Aals Teilmenge besitzt, einen äußeren Inhalt hat, der > m* A ist 
(§ 235, Eigenschaft II), so folgt aus dem Satze 6 des § 234, daß m * A 
gleich der unteren Grenze der Inhalte aller Punktmengen meßbaren 
Inhalts ist, die Aals Teilmenge enthalten. 

Wir wollen demgemäß die äußeren Maße besonders untersuchen, 
die eine analoge Eigenschaft besitzen: 

Definition 1. Eine Mengenfunktion p..*A soll eine reguläre 
Maßfunktion oder auch ein reguläres äußeres Maß genannt 
werden, wenn außer den Eigenschaften I-IV des § 235 noch 
folgende besteht: 

V. Für jede beliebige Punktmenge A ist /-t*A gleich der 
unteren Grenze der Maße!LB aller (für p..*A) meßbaren Punkt
mengen B, die Aals Teilmenge enthalten. 

Für reguläre äußere Maße ist es nur natürlich, neben dieser unteren 
Grenze auch die obere Grenze der Maße aller meßbaren Teilmengen 
von A zu betrachten; wir führen diese neue Mengenfunktion durch 
folgende Definition ein: 

Definition 2. Ist /-t*A ein reguläres äußeres Maß, so verstehen 
wir unter dem inneren Maß einer Punktmenge A die obere 
Grenze der Maße aller meßbaren Teilmengen von A und be
zeichnen diese Zahl mit 
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254. Aus den Eig,enschaften I und II des äußeren Maßes (§ 235) 
folgt, daß das innere Maß einer: beliebigen Punktmenge nie negativ sein 
kann und daß stets die Beziehung 

I'*A < p,*A 
gelten muß. 

Ist B -< A, so ist jede meßbare Teilmenge BI von B auch eine meß
bare Teilmenge von A und daher 

I'BI < p,*A 

und weil dies für jede beliebige meßbare Teilmenge von B gilt, ist 

(1) 

Es seien Au AB zwei Punktmengen ohne gemeinsame Punkte; ist 
BI eine meßbare Teilmenge von Al und Bs eine meßbare Teilmenge 
von ~, so ist (BI + Bs) eine meßbare Teilmenge von (Al + AI) und 
daher 

p,*(AI +As) > !L(Bl +B2) = ",BI + p,B2 

und, da dies für jede Teilmenge B l von Al und Bs von A 2 gilt, ist auch 

(2) 1-'*(A1 + A 2) > p,*AI + 1-'*.12 , 

Sind Al,' .. An endlich viele Pupktmengen ohne gemeinsame Punkte, 
so folgt aus (2) mit Hilfe des Schlusses der vollständigen Induktion 

(3) I-'*(AI + ... + An) > p,*Al + ... + I'*An 
Es sei S die Summe von abzählbar unendlich vielen Punktmengen 

All A 2 , ••• ohne gemeinsame Punkte. Aus S>- (Al + As + ... An) 
folgt nach (1) 
(4) /L*S > 1'* (Al + ... + An) 
und mit Hilfe von (3) 

(5) I-'*S > 1'*...11 + ... + 11*.1". 

Da endlich (f») für jeden Wert der natürlichen Zahl n gilt, ist 

1-':,,8 > I'*Al + f-I*As + .. '. 
Satz 1. Ist B -< .1, so ist 

I'*B < p,*A 
'Und ist S die Summe von endlich oder abzählbar unendlich vielen Punkt
mengen Al, Ag, ... ohne gemeinsame Punkte, so ist 

(6) 
17* 
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Wir werden sehen, daß mun innere Maße angeben kann, für welche 
in der Relation (6) das Gleichheitszeichen nicht immer gilt (§ 334, Satz 2). 
Die inneren Maße sind also Men genf unktionen , die nicht dieselben 
Eigenschaften haben wie die äußeren. Während wir aber diese durch 
ihre charakteristischen Eigenschaften definiert haben, wollen wir uns 
hier damit begnügen, die inneren Maße als abgeleitete Mellgenfunk
tionen anzusehen, die jeder regulären Maßfunktion zugeordnet sind. 

255. Ist die Punktmeug() A von endlichem äußeren Maße, so gibt 
es, wegen unserer nenen Eigenschaft V, nach Voraussetzung, zu jeder 
natürlichen Zahl Je mindestens eine meßbare Punktmenge Bk' für 
welche 

Bk> A und 

Wählt man für jedes k eine derartige Punktmenge und setzt 

A = B1BzBs ... , 

so ist erstens A meßbar \.§ 244, Satz 2) und ferner ist, wegen 

für jedes k 
A-< X -< Bk, 

- 1 
!L* A < !L A :5- !LBk <!L* A + k' 

Hieraus folgt aber durch Grenzübergang: 

,aA = !L*A. 

Ist A von unendlichem äußeren Maße, so ist der ganze Raum eine 
meßbare (weil offene) Punktmenge, die A enthält und deren Maß also 
ebenfalls gleich + 00 sein muß. Wir haben also ganz allgemein: 

Satz 2. Zu Jeder beliebigen Punktmenge A gibt es meßbm'c Punld,
mengen .A, fÜ1' die 

A > A und !1'X = !L* A 
ist. Derartige Pun7ctmengen nennen 'Wir "maß.gleiche Hüllen" von A, falls 
A von endlichem äußeren Maße ist. 

256. Ist A eine Punktmenge mit von Null verschiedenem innerem 
:Maß !L*A, so betrachte man eine Folge von positiven Zahlen 

PI' P2' ... , 
die den Bedingungen genügen 

Pk< !L*A 
lim Pk = !1:::A . 
J.: == 00 

(k = 1,2, ... ), 
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Nach der Definition des inneren Maßes kann man jeder der Zah" 
len p,. eine meßbare Teilmenge 0,. von A zuordnen, für die 

p,0k > PI: 
ist. Die Vereinigungsmenge 

A = Cl + O2 + Ca + ... 
ist eine Teilmenge von A, die· meßbar ist (§ 244, Satz 3); für SIe 
gilt also 

p,A < p,*A 

Anderseits folgt aus A>- Ck , daß auch 

p,4 > p,Ck > Pk 
ist, und da dies fUr jeden Wert von k gilt, daß 

p,A > limPk= p,*A 
k=", 

ist. Wir haben also p.A = p,*A; ist dagegen das innere Maß von A 
gleich Null, so ist jede meßbare Teilmenge von A eine Nullmenge und 
wir können also ganz allgemein den Satz aussprechen: 

Satz 3. Ist A eine beliebige P-unktmenge und p,*A ihr inneres Maß, 
so gibt es stets meßb(JJf'c Teilmengen A .von A, deren Maß gleich p,*A ist: 

p,A = p,*A. 
Ist p,*A eine enilliche Zahl, so nennen wir A einen "maßgleichen Kernit 
von A. 

257. Es Bei A eine Punktmenge von endlichem äußeren Maß; dann 
gibt es für unsere reguläre Maßfunktion nach der Definition 1 des § 253 
meßbare Punktmengen B, die A umfassen und ebenfalls ein endliches 
Maß besitzen. Ist 0 eine meßbare Teilmenge VOll A, so ist dann 

B-A-<B-O 
und folglich 

p.*(B - A)~ !-t(B - 0) = p.B - !l C, 

letzteres nach dem Satze 7 des § 246. Es ist also 

p,0 < p,B - p,*(B - A) 

und folglich auch für die obere Grenze ",,:,:A aller möglichen p,O 

(1) p,*.ll< p,B - p,*(B - A). 

Nun ist aber, wenn Meine maßgleiche Hülle von CB - A) be
deutet (§ 255, Satz 2) 

(2) (R - A) -< lIf, ,uM = p,*(B - A). 
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Die Punktmenge (B - BM) ist dann eine meßbare Teilmenge 
von A und es ist folglich 

(3) p-*A?::/L(B-BM). 
Anderseits hat man 

(4) 

und durch den Vergleich von (2), (3) und (4) 

(5) fl'*A ~ /LB - /L*(B - A). 
Wegen (1) und (5) ist schließlich 

p-*A = /LB - p,*(B - A). 

Man kann also das innere Maß einer Punktmenge von endlichem 
äußeren Maße stets durch die Differenz von äußeren Maßen von zwei 
anderen Punktmengen ausdrücken; genauer gesagt, besteht der Satz: 

Satz 4. Ist B eine meßbare Punktmenge von endlichem Maße, die 
eine gegebene Punktmenge Aals Teilmenge enthält, so ist stets: 

/L*A = /LB - p,*(B - A). 

258. Setzt man in dem letzten. Satze B=.Ä, wobei A eine maß
gleiche Hülle von A bedeutet, so wird 

,u*A = /LA - /L*(A - A). 
Hieraus folgt der Satz: 

Satz 5. Wenn A eine Punktmenge von endlichem äußeren Maße 
und A eine maßgleiche Hülle von A bedeutet, d. h. wenn zugleich 

(1) A >- A und 1l . .A = fl'* A 
ist, so ist stets 
(2) /L*(A - A) = p,* A - P*A' 

Das äußere JJfaß von (A - A) ist mithin unabhängig von der speziellen 
Wahl der maßgleichen Hülle A. . 

Ist A meßbar, so ist nach der Definition der Meßbarkeit (mit Be 
l'ücksichtigung von A -< A) 

p-A = /L*A + !1-*(A - A), 
also nach (1) und (2) 

tL*A - /L*A = tL*(A - A) = O. 

Ist umgekehrt A von endlichem äußeren Maße und 

Il-*A = ll*A, 
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so ist nach (2) die Punktmenge (A - A) vom Maße Null und folglich 
meßbar (§ 251, Satz 13); dann ist aber auch 

A = A - (A -A) 

als Differenz von zwei meßbaren Punktmengen ebenfalls meßbar. 

Für meßbare Punktmengen von unendlichem Maße ist offenbar das 
innere Maß gleich dem äußeren; wir haben also den 

Satz 6. Für die Meßbarkeit einer Punktrnenge A ist notwendig, daß 
ihr äußeres und ihr inneres Maß zusammenfallen; diese Bedingung ist 
hinreichend, wenn diese Zahlen endlich sind. 

259. Es seien A und B zwei Punktmellgen von endlichem äußeren 
Maße ohne gemeinsamen Puukt: 

(1) AB=O. 

Wir bezeichnen mit S die Summe dieser beiden Punktmengen, die 
danu ebenfalls von endlichem äußeren Maße ist, und mit 8 und ~ eine 
maßgleiche Hülle bzw. einen maß gleichen Kern von S. Wir wenden 
nun den Satz 4 des § 257 zweimal hintereinander an. 

Zuerst folgt mit Hilfe dieses Satzes aus 

8 = A + (8 - A) 
die Relation 
(2) 

Nun ist aber nach Konstruktion p,8 = p,*S und B = (8 - A) 
-< (S - A) also 

p,* B S p,* (8 - A)j 

hieraus folgt mit Hilfe von (2) 

(3) p,*A + p,* B < p,*8. 

(4) 

Durch Vertauschung von A mit B findet man ebenso 

p,* A + p,*B S p,*8. 

Zweitens bemerken wir, daß aus §. -< 8 = A + B folgt 

.§ == §..A. + ~B; 
der Satz 4 des § 257 gibt UDS hier 

(5) p,§. = p,*~A + p,*8B. 
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Anderseits ist aber 

I-'ti = I-'*S, !t*§.A < I-'*A, !t*SB <!t* B, 

so daß aus (5) folgt: 

(6) !t*S ~ I-'*A + 1-'* B. 

Durch Vertauschung von A mit B in (5) erhält man ebenso 

(7) !t*S ~ !t* A + I-'*B. 

§ 259 

Die Ungleichheiten (3) und (4) bilden ein Gegenstück zur Relation 

(8) Il*S~I-'*A+I-'*B, 

die aus der Eigenschaft III des riußeren Maßes folgt, und die Ungleich
heiten (6) und (7) bilden ein Gegenstück zur Relation 

(9) !t*S ~ !t*A + I-'*B, 

die wir im § 254 bewiesen haben. 

Man kann alle diese Ungleichheiten durch eine letzte Beziehung 
zwischen den äußeren und inneren Maßen von S, A, B vervollständigen, 
die viel tiefer liegt und deren Beweis infolgedessen viel komplizierter 
ist. Zu diesem Zwecke führen wir neben die Punktmengen Sund S 
noch vier neue Punktmengen A', A", B', B" ein, die ebenfalls meßbar 
sein sollen und folgende Eigenschaften haben: 

(10) A' -< A -< A", [LA' = I-'*A, [LA;' = [L* A 

(11) B' -< B -< B", [LB ' = I-'*B, [LB" =!t* B. 

Nach deu Sätzen 2 und 3 der §§ 255, 256 ist die Existenz aller 
dieser Punktmengen gesichert; wir wollen aber A', A", B', B" durch 
andere maßgleiche Kerne oder Hüllen von A und B ersetzen, die sich 
diesen Punktmengen besser anschmiegen als die vorigen. 

Zunächst bemerken wir, daß die meßbare Punktmenge (S - B') 
sämtliche Punkte von A enthält; das gleiche gilt also auch von der 
meßbaren Punktmenge 

(12) A = A" (S - B'). 

Nun folgt aber aus der Tatsache, daß .Ir meßbar ist, und daß nach 
unserer Konstruktion 

ist, nach (10) 
(13) 

A<Ä -<A" 

!LA = 1-'* A. 
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Durch Vertauschung von A mit B in den obigen Formeln erhält 
man, wenn man 

(14) 13 = B"CH - A') 
setzt, 

(15) B -< 13 -< B" und /LB = /L* B. 

Nach unserer Konstruktion ist 

(16) AB' = 0 und BA' = 0 

sowie auch 
S-<A-+B-<S; 

also ist die Punktmenge (A + Ji) eine meßbare Hülle VOll S, und man 
kann nach dem Satze 6 des § 245 schreiben: 

p,*S = /LCA +B) 
= /LA + /LB - p,AB. 

Hieraus folgt mit Hilfe von (13) und 15) 

(17) I1*S = p,* A + p,* B - tt.iLH. 

Nun bemerken wir, daß die meßbare Punktmenge A' nach (16) 
keinen einzigen Punkt von B enthält; das Gleiche gilt von der Punkt
menge (§. - SB), die übrigens, ebenso wie A' aus lauter Punkten von 
A besteht; also ist erstens die meßbare Punktmenge 

(18) A = A' -+ (S - ~B) 

ein maßgleicher Kern von A, für welchen die Beziehung 

(19) 

gilt, und zweitens ist 

(20) AB = o. 
Aus (18) folgt ferner 

(21) A+R=A'+(fi-SB)+B>-S. 

Ebenso findet man, wenn man 

(22) B = B' + (fi - §.A) 

setzt, die Relationen 

(23) 
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Wir bemerken nun, daß die Punktmenge (A + m eine meßbare 
Teilmenge von S ist, und daß also die Punktmenge (4 + B) + ~ebenso 
wie §. ein maßgleicher Kern von S sein muß. 

Setzt man also 

(24) (A + .12) -i- ß.- A + B + R, 
so folgt, wenn man noch berücksichtigt, daß A, Bund R meßbare 
Punktmengen ohne gemeinsame Punkte sind, 

(25) fL*S = iL4 + fLB + fLR 

= iL*A + tL*B + fLR. 
Anderseits folgt aus (24), weil 

~ + B -< A + 13 und S -<A + 13 
ist, 

~+~+R-<A.+13. 

Hieraus entnimmt man R -< Bund genau ebenso findet man 
R -< A, so daß wir schreiben können 
(26) R -< AB. 

Der Vergleich von (25) mit (26) liefert also 

fL*S < iL*A + tL*B + fLAB; 
addiert man zu dieser letzten Relation die Gleichung (17), so erhält 
man schließlich 

(27) I1*S + fL*S ~ iL*A + tL* A + iL",B + iL* B. 

Die Ungleichheiten (3), (4), (6), (7), (8), (9) und (27) geben uns 
zusammengefaßt folgendes Resultat: 

Satz 7. Sind A ttnd B zwei Punktmengen von endlichem äußer(';/! 
Maß mit leerem Durchschnitt und bezeichnet man mit S ihre Summe, so 
gelten folgende Ungleichheiten: 

iL A + u* B 
iL*.A + !t*B ~ fL*S S :A +' B ~ iL*S;$ [.L*.A + W" B, 

IL 11* 

o < tL*S - p*.A - iL*B < - .lt*S + fL*A + .It* B. 

260. Der letzte Satz ist die Quelle einer Reihe von wichtigen .An
wendungen. Wir setzen zunächst voraus, die Summe S der heiden Punkt
mengen .A und B sei meßbar; dann folgt aus 

fL*.A + ,u*B 
iLSS *A+ B~fLS, 

!L tL* 
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daß 
(1) /L*A + /L*B = /L*A + /L*B= /LS 
ist, und hieraus 

oder 
(2) 

Mit Hilfe von (1) hat man alsdann 

(3) /LS - /L*A -/L*B = (/L*A -/L*A) = (/L*B - /L*B). 

und daher (mit Berücksichtigung des Satzes 6 des § 258) auch den 

Satz 8. Zerlegt man eine meßbare Punktmenge S von endlichem Maß 
in zwei Punktmengen A und B ohne gemeinsame Punkte, so ist für die 
Meßbarkeit von A und B notwendig 'und hinreichend, daß eine d~ beiden 
Gleichungen 

/LS = /L*A + /L*B, 

/LS = /L*A + /L*B 

(ttnd dann auch alle beide) erfüllt sei. 

261. Ist A eine beliebige nicht meßbare Punktmenge, so gibt es 
nach der Definition der Meßbarkeit (§ 239) mindestens eine Punkt
menge W von endlichem äußeren Maße, für welche 

(1) /L*W< /L*A W + /L*(W-AW) 

ist. Es sei Weine maß gleiche Hülle von Wj d. h. es sei 

(2) W>- W, /LW = /L*W, 

Da Weine Teilmenge von W ist, so ist auch 

AW>AW, 
und hieraus entnimmt man 

W-AW>W-AW 

p,*AW $; /L*AW, f.L*(W -AW) ~ /L*(W -AW), 

also wegen (1) und (2) 

(3) /LW< /L*AW + /L*(W -AW) 

und wir können das Resultat aussprechen: 

Sa.tz 9. Für die Meßbarkeit einer Pun7ctmenge A ist hinreichend, daß 
für alle meßbaren Pun7ctmengen W von endlichem Maße 

/LW = /L*AW + /L*(W -AW) 
ist. 
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Außerdem aber folgt aus (3) noch ein anderes bemerkenswertes 
Resultat. Wäre nämlich die Punktmenge AW meßbar, so müßte nach 
dem Satze,4 des § 244 das Gleiche von (W - AW) gelten, und man hätte 

ftW = p-AW + /L(W -AW) = /-t*AW + ft*(W -AW). 

Da dies der Ungleichheit (3) widerspricht, so kann AW keine meß
bare Punktmenge sein; nun ist AW als Teilmenge von Weine Punkt
menge von endlichem iiußeren Maße und wir haben den 

Satz 10. Jede nicht meßbare Punktmenge enthält nicht meßbare Teil
'mengen von endlichem äußeren Maße. 

262. Nach dem letzten Paragraphen kann man jeder nicht meß
baren Punktmenge A eine meßbare Punktmenge W von endlichem 
Maße zuordnen, so daß A W nicht meßbar wird. Dann ist nach dem 
Satze 6 des § 258 
(1) ft*AW< p.*AW; 

anderseits liefern die Gleichungen (1) des § 260, in denen man S) A 
und B bzw. durch W, AW und (W - AW) ersetzt hat, 

(2) ,uW = ft*AW + p-*(W -AW). 
Der Vergleich von (1) und (2) liefert uns also 

/LW>I'*AW -I- p-*(W -AW). 
Ist dagegen A eine meßbare und Weine beliebige Punktmenge, 

so ist für jede beliebige meßbare Teilmenge U von W 

/LU = p,AU + p.(U-AU). 
Nun sind die Punktmengen AU und (U-AU) meßbare Teilmengen 
von AW und (W -AW), und man hat 

/-tAU< /L*AW, p,(U-AU) < p,*(W-AW). 
Wir können also schreiben 

/LU < !L*A W + p.*( W - 4.W) 
und, weil U eine beliebige meßbare Teilmenge von W bedeutet, 

/L* W < ft*.A.W + /-t*(W - A W). 
Anderseits ist nach dem Satze 1 des § 254 

f'r* W~ /L*A W + /L*(W -AW) 
und wir sehen, daß stets aus der Meßbarkeit von A auch die Gleichung 

/L*W=p,*AW + f'*(W-AW) 
folgen muß. Wir haben also den 
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Satz 11. Für die Meßbarkeit einer Punktmenge A ist notwendig, daß 
fU?' jede Punktmenge W 

!t* W = !L*A lV + !t*(W -A lY) 
sei; es ist für die Meßbarkeit von A hinreichend, daß diese Gleichu11;q für 
alle meßbaren Punktmengen lV von enillichem Maße erfüllt sei. 

263. Es sei A eine Punktmenge von endlichem äußeren Maße, 
A eine ihrer maßgleichen Hüllen, und Weine beliebige meßbare Pllnkt
menge. Aus der Meßbarkeit von W folgt 

(1) 
r !tA = !1AW + fL(A - ÄW), 
l !t*A = !L*A'W + !t*(A-A lV). 

Da A eine Teilmenge von A ist, ist A Weine Teilmenge von A Wund 
(A - A W) eine Teilmenge von (.1-1- .xW) und man hat 

(2) fL*AW<!1A'fV, fL*(A-AW);;;;fL(A-AW). 

Endlich folgt aus den Gleichungen (1), weil nach Voraussetzung 
!L*A = !LA ist, 
(3) !t*A W + !1*(A-AlV) = !tAlV + /-L(X -AW). 

Die Relationen (2) und (3) können nur dann gleichzeitig bestehen, wenn 

!L*AW = /-LAW 
ist, und wir haben den 

Satz 12. Ist A eine Punktmenge von endlichem äußeren Maße, Ä eine 
maßgleiche Hülle von A und Weine beliebige meßba1'e Punktmenge, so 
ist A Weine maßgleiche Hülle von A W. 

Ganz analog beweist man mit Hilfe der Gleichung 

!t*A = fL*A W + fL*(A - AW), 
die aus der Meßbarkeit von W folgt (§ 262, Satz 11), d.en 

Satz 13. Ist die Punktmenge A von endlichem inneren Maße, .4 ein 
rnaßgleicher Kern von A und Weine beliebige meßbare Punldmel1ge, so 
ist A Wein maßgleicher Kern von A W. 

264. Es sei die Punktmenge A von endlichem äußeren Maße; wir 
bezeichnen wieder mit A und A eine maßgleiche Hülle und einen maß
gleichen Kern von .A und betrachten die Relationen: 

(1) A -<.A -< A, fLA = ~*A und p,A = fL*A. 
Wir hatten schon gesehen (§ 258), daß dann 

(2) fL*(A - A) = /-L*A - !-I*A 
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ist. Setzt man in die Gleichung (1) des § 260 statt S, A, B die Punkt
mengen A, A, (A - A), so wird 

p,A = p,*A+ p,*(A -A), 
und wegen (1) folgt dann 
(3) f-t*(A - A) = O. 

Ähnlich folgt aus dem Satze 7 des § 259, wenn man S, A, B bzw. 
durch A, A, CA - A) ersetzt und die Meßbarkeit von A benutzt, 

und 
p,A + p,*(A-!!);;:; p,*A < p,A + IL*(A-A) 

p,A + p,*(A-4) ~ p,*A < p,A + p,*(A-A). 

Diese beiden Bedingungen liefern also die Gleichungen 

P,A.: + p,*(A- A) = p,*A, 
f-tA + IL*(A- A) = p,*A, 

woraus mit Berücksichtigung von (1) folgt: 

,u*(A - A) = 0, fL *(A - A) = p,* A - p,*A. 

Zusammenfassend haben wir den Satz, der sich teilweise mit dem 
Satz [) des § 258 deckt: 

Satz 14. Hat A endliches ättßeres Maß und ist 

A -< A -< A, (LA = !l*A, p,Ä = 11·*A, 
so gelten stets die Gleichungen 

.u*(A - A) = p,*(A - A) = ,u*A - ,u~:A, 

p,*(A -A) = p,*(A- A) = O. 

265. Wir sind jetzt in der Lage, die Sätze 8 und 9 des § 247 auch 
auf beliebige Punktmengen zu übertragen, also diese Sätze zu beweisen, 
ohne die Meßbarkeit der betrachteten Punktmengen vorauszusetzen, so
bald die betrachtete Maßfunktion regulär ist. 

Sa.tz 15. Für eine monoton wachsende Folge Al -< A 2 -< A s -< ... 
t:on beliebigen Punktmengen besteht stets die Gleichung 

p,* (limAk) = lim ,u* Ak ; 
k=oo k=oo 

fiir eine monoton abnehmende Folge B l >- B2 >- Bs >- . . . dagegen die 
Gleichung 

!L* (I im Bk) = lim !L*Bk , 
k=oo "=00 

falls die letzte Zahl endlich ist. 
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Es ist z. B. zu beweisen, daß aus 

Al -< A2 -< A s -< . .. und lim A k = A 
k:"" 

die Gleichung 
(1) /-L*A = lim /-L*AR 

k=w 

folgt. 
Dazu konstruieren wir eine Folge von meßbaren Punktmengen 

Al" A.2', ••• , die den Bedingnngen genügen: 

Ak' >- A k , 

nnd bilden die Durchschnitte 

man hat 
A;; = A k'A.;+IA;+2···' 

und es ist folglich 
(2) 

Die Ä k bilden aber gleichfalls eine monoton wachsende Folge und ihre 
Vereinigungsmenge A enthält Aals Teilmenge. Es ist also 

[t*A < /-LA 

und, da nach unserem früheren Satze (§ 247) und nach (2) 

!1-A = lim /-L~Jk = lim !1-*Ak 
k='" k:", 

ist, so hat man 
(3) /-L*A < lim !1-*Ak • 

k=oo 

Anderseits aber ist Ak für jeden Wert von lc ellle Teilmenge von A 
und daher 
(4) (k=1,2, ... ). 

Der Vergleich von (3) und (4) liefert endlich die Gleichung (1) 
und der zweite Teil des Satzes ist auf ganz analogem Wege zu beweisen. 

266. Es ist jetzt ein Leichtes folgenden Satz abzuleiten: 

Satz 16. Das ällßere JYlaß einer beliebigen Menge A ist die obere 
Grenze der äußeren Maße aller beschränkten Teilmengen von A. 

Bezeichnet man nämlich mit TYp einen Würfel von der Kanten
länge p, dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt der Koordinaten liegt, 
und wobei p eine natürliche Zahl bedeutet, und setzt 

A p = WpA, 
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so ist nach dem vorigen Satze, weil 

Al -< .12 -< .As -< .... 
und 

lim A p = A 
}!=oo 

ist, 
(1) !L*A = lim !L*Ap • 

p=oo 

Die Punktmengen A sind aber beschränkte Teilmengen VOll A und 
nach der letzten Glei~hung wird für hinreichend große p die Zahl p.. * Ap 

größer als jede Zahl, die kleiner als p.. * A ist. 

267. Es gibt einen Fall, in welchem man auch für eine monoton 
abnehmende Folge von Punktmengen 

(1) A1>A!)>-As >-"" 
die gegen eine Punktmenge A konvel'giert, die Formel 

(2) p.*A = lim p.*Ak , 
k=rs:J 

ableiten kann, selbst wenn die Ak nicht meßbar sind. Das tritt dann 
ein, wenn Ak der Durchschnitt einer beliebigen festen Menge A o von 
endlichem äußeren Maße mit einer meßbaren Punktmenge Bk ist. Man 
kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß die Bk eben
falls eine monoton abnehmende .]i-'olge von Punktmengen bilden; sonst 
braucht man nur die monoton abnehmende Folge 

Cl = Bu C2 = E1 B!), 03 = B J B2 B3 , ••• 

zu betrachten und zu bemerken, daß wegen (1) 

Ak = .A 1 .12 ••• A k 

= (.'loB!) (AoB 2) ••• (AoBk) 

= .'lOCk 
ist. Nun hat man wegen der MeBbarkeit der Bk, wenn man mit Bk' die 
Komplementärmenge von Bk bezeichnet, 

für jedes k. 
!L*.1o = IL*AoB" + p.*AoBk' 

Anderseits bilden die Zahlen p.* AoBk bei wachsendem keine mono
tOll abnehmende, die Zahlen I;L*AoB,,' aber eine monoton wachsende 
Folge: Es existieren also die Grenzen lim [1* .'loB" und lim I;L * AoB,,' und 
man kann schreiben: 1.-=00 k=ao 

(3) IL*Ao = lim /l-*AoBk + lim p.*AoBk'. 
k= '" k= '" 
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Bezeichnet man mit B den Durchschnitt aller B", so ist 

lim AoB,,' = !im (Ao - AoB,,) = (Ao - AoB) 
k=., k=ao 

und nach dem Satze. 15 des § 265 

(4) lim p,*' .. 4oB,,' = p,*(Ao-AoB) = /1-*Ao-f'*AoB, 
k=., 
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letzteres, weil B meßbar ist. Der Vergleich von (3) mit (4) liefert aber 

p,*AoB = lim p,*AoB", 
k=ao 

d. h. eine Gleichung, die bis auf die Bezeichnung mit (2) übereinstimmt. 

Satz 17. Es sei All A" ... eine monoton abnehmende Folge von 
Punktmengen, und für jede natürliche Zahl k sei A" der Durchschnitt 
einer festen Punktmenge A o von endlichem äußeren Maße mit einer meß
baren Punktmenge B~. Dann ist, wenn man mit A den Limes der Folge 
Al, A!!, ... bezeichnet, 

p,*A = lim p,*Ak 
k=., 

268. Wir beweisen jetzt einen Satz, der den Satz 7 des § 246 ver
allgem einert: 

Satz 18. Sind Bu Bi, ... endlich oder abzählbar unendlich viele meß
bare Punktmengen ohne gemeinsame Punkte, d. h. ist für j =l= k 

BJB" = 0 

und sind Al' A" ... beliebige Punldmengen, die für jedes k der Bedingung 

A,,< Bk 
genügen, so gelten, wenn die Summe der A" mit S befteichnet wird, die 
Gleichungen 
(1) p,*S = f'*A1 + p,*A2 + ... , 
(2) p,* S = f'*A1 + p,*A, + . 

Man setze 
V=B1 +B2 +··· 

und es sei S eine beliebige meßbare Punktmenge, die S enthält; es ist 
dann (§ 246) 
(3) p,S ~ p,SV = p,S Bi + p,S B2 + .... 
Anderseits ist 

und daher 
(4) . 

SB,,> SB"=A,, 

f'S Bk > p,*A". 
C .. r .. theodory, Reelle Funktionen. 18 
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Aus (3) und (4) folgt für jede meßbare Punktmenge S, die S enthält, 

p,S ~ fJ-*A1 + p,*A9 + ... 
und es ist also auch, da die betrachtete Maßfunktion regulär sein soll, 

(5) p,*8 ~ p,*A1 + p,*A2 + . ". 
Ebenso sei § eine beliebige meßbare Teilmenge von 8i es ist dann 

(6) (l§. = p,8V = (lSBl + p,SB2 + . ". 
Anderseits ist 

{lBk -< SBk = A k , 

d. h. {lBk ist eille meßbare Teilmenge von A k • Man kann also schreiben 

(7) /L{lBk < p,*Ak , 

und, wenn man (7) mit (6) vergleicht, 

(l§ ~ /L*A.1 + !l*A2 + .. '. 
Da nun hierin S eine beliebige meßbare Teilmenge von 8 sein konnte, 
folgt 
(8) p,* 8 ~ /L*A 1 + fL*A 2 + .... 
Anderseits ist aber nach den §§ 235 und 254 

p,*8 ~ /L*A1 + fL*A2 + .. " 
(1*8 ~ fJ-*A1 + (l*A2 + ... 

und diese letzten Relationen, mit (5) und (8) verglichen, liefern die ge
wünschten Gleichungen (1) und (2). 

Anwendung der Theorie der Meßbarkeit auf den Inhalt von 
Punktmengen. 

269. Da, wie wir schon im § 253 bemerkten, der äußere Inhalt 
von Punktllengen eine reguläre Maßfunktion ist, können wir die ganze 
Theorie, die in den drei letzten Abschnitten (§§ 235-268) entwickelt 
wurde, für den Inhalt von Punktmengen benutzen. Insbesondere können 
wir Pun ktmengen meßbaren Inhalts einführen, sowie auch den 
inneren Inhalt einer Punktmenge definieren. 

Unter den speziellen Eigenschaften des Inhalts einer Punktmenge, 
die wir für die allgemeinen regulären Maßfunktionen nicht postuliert 
haben, müssen wir aber einige besonders erörtern. 

Aus der Tatsache, daß ein Intervall stets von endlichem Inhalte ist, 
folgt erstens unmittelbar der 
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Satz 1.. Jede beschränkte Punktmenge ist von endlichem ättßeren 
Inhalt. 

Ebenso folgt aus der Tatsache, daß jede Punktmenge, die aus einem 
einzigen Punkte besteht, den Inhalt Null hat, mit Berücksichtigung der 
Eigenschaft III des § 235 der 

Satz 2. Jede endliche oder abfJählba1'e Punktmenge hat den Inhalt Null. 
Ferner bemerken wir, daß der Satz 6 des § 234 etwas spezieller ist 

als die Eigenschaft V der regulären äußeren Maße C§ 253); für den inne
ren Inhalt können wir in ganz analoger Weise die Definition des § 253 
ebenfalls durch eine speziellere ersetzen, die folgendermaßen lautet: 

Satz 3. Der innere Inhalt m*A einer Punktmenge .A ist die obere 
Grenee der Inhalte aller beschränkten perfekten Teilmengen 'Von A. 

Es genügt natürlich, diesen Satz für Punktmengen von nicht ver
schwindendem inneren Inhalt zu beweisen. Es sei zunächst A eine be
schränkte Punktmenge, für welche m*A > 0 ist, und I ein abgeschlos
senes Intervall, das .A in seinem Inneren enthält. Nach dem Satz 4 
des § 257 gilt dann für den inneren Inhalt m*.A die Gleichung 

(1) m*.A = mI - m*(I -A). 

Nun gibt es (§ 234) eine Umgebung U von (I - A), die für ein vorge
schriebenes positives E die Ungleichheit 

mU<m*(I-Al+E 
befriedigt, und man hat umsomehr 

Es ist daher 

(2) 

mUI < m*(I -A) + E. 

1 
m(I - UI) = mI - 'In [TI 

> mI - m*(I - A) - E 

> m*A - E. 

Die Komplementärmenge U' von U ist abgeschlossen; also ist 

1- UI= v'I 
als Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Punktmengen ebenfalls ab
geschlossen (§ 69, Satz 1). Zweitens aber ist 

i -.A -< UI 
und folglich 

1- UI -<A, 

d. h. CI - UI) ist eine abgeschlossene Teilmenge von A. Wählt 
man nun E < 1n*A, so kann CI - Ur) nach (2) keine Nullmenge sein; 

18* 
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der Satz 2 lehrt uns dann, daß diese Punktmenge nicht abzäblbar ist. 
Nach dem Cantor-Bendixsonschen Satz (§ 64, Sab.. 8) kann man CI - U I) = 

T + S setzen, wo bei T eine perfekte, und Seine abzählbare , eventuell 
leere Punktmenge bedeutet. Jedenfalls hat man aber mS = 0 und da
her nach (2) 

mT = m(I - UI) > m*A - s, 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Es sei jetzt A eine beliebige nicht beschränkte Punktmenge; ist 

dann p eine beliebige Zahl, die kleiner ist als der innere Inhalt 
von A, so daß man schreiben kann 

p< m*A., 
so gibt es nach Voraussetzung (§ 253) eIne meßbare Teilmenge B 
von A, für welche 

p<mB 
ist. Wir konstruieren nach dem § 266 einen Würfel W, so daß 

mWB>p 

ist. Nun gibt es aber nach dem Vorigen, weil lVB meßbar ist und 
folglich m WB = m* WB ist, und weil außerdem WB beschränkt ist, 
eine perfekte Teilmenge C von WB, für die 

mC>1J 

ist Da nun C eine beschränkte perfekte Teilmenge von A ist, so ist 
die Behauptung, daß m*A gleich der oberen Grenze der Inhalte von der
artigen Punktmengen ist, erwiesen. 

270. Wir bezeichnen wieder mit W p einen Würfel VOll der Kanten
länge p, dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt der Koordinaten liegt, 
und mit W p die abgeschlossene Hülle von W . Dann ist, weil Wund 
- p p 
Wp von meßbarem und zudem noch von gleichem (§ 232) Inhalte sind, 

m(W - W)=mW -mW =0 p p p p 

und daher ist auch die Punktmenge 

Co = (W! - }VI) + (lV2 - TV~) -I- •.• 

eine Nullmenge. Ferner sind die Punktmengen 

01 = W!, Op = lFp - Wp_l (p = 2,3, ... ) 

lauter offene Punktmengen von endlichem Inhalte, und die Summe 

Co + 01 + O2 + ... 
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identisch mit dem Gesamtraume. Diese spezielle Zerlegung des Raumes 
erlaubt uns eine Reihe von früheren Resultaten, die wir für Punkt
mengen von endlichem Maße ausgesprochen haben, zu verallgemeinern. 
Für jede beliebige Punktmenge A gilt nämlich mit der Bezeichnung 

(1) Bp=AOp (p=O,l, ... ) 
die Gleichung 
(2) A=Bo +Bl +B2 +···. 
Da die Punktmengen Bp von endlichem äußeren Inhalte sind, können 
wir nach Vorgabe einer positiven Zahl E Umgebungen Up'CE) von Bp 
finden, so daß 

(3) rnUp'(E) < m*Bp + 2pE+ 1 (p=O,l, ... ) 
ist. Wir setzen jetzt 

(4) Uo(E) = UO' (E), Up(c) = OpUp'(E) (P= 1,2, ... ), 

(5) U(E) = Uo(E) + [U! (E) + U2(E) + ... ] 
und bemerken, daß da die Punktmengen 011 02' ... Umgebungen von 
B l1 B 2 , ••• sind, die Punktmenge Up(E) für jedes p eine Umgebung 
von B p ist, und daß daher erstens nach (3) und (4) 

(6) (p=O,l, ... ) 

ist un,d daß zweitens U( E) ebenfalls eine Umgebung von .A bedeutet. 
Nun ist, wenn V eine beliebige Punktmenge meßbaren Inhalts 

bedeutet 
mUp = m VUp + m(Up - VUp ) , 

m*Bp '= m*VBp + m*(Bp - VBp ), 

also mit Benutzung von (6) 

(m VU -m*VB) + (m(U - VU) - m*(B - VB) < _E_. p P pp. p pi = 21'+1 

Anderseits ist (Bp - VBp) eine Teilmenge von (Up - VUp) und daher 
die zweite Klammer in der vorigen Relation nicht negativ; man hat 
also für jedes p 

(7) mVUp <m*VBp +'.!)+l (p=O,1,2, ... ) 
Nun haben wir wegen (2) 

V.A = VBo + VBl + VB2 + ... 
und nach dem Satze 18 des § 268, der hier anwendbar ist, weil VBp<.Opist, 

(8) m*VA = m*VBo + m*VBl +"'; 
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ferner ist nach (5) 

(9) rn VU < m VUo + rn VUt + tri VU2 + .. '. 
Nehmen wir nun an, daß der Inhalt von V endlich ist, so ist m* VA 
eine endliche Zahl und die Reihe auf der rechten Seite von (8) hat daher 
eine endliche Summe; das Gleiche gilt aber auch von der Reihe auf der 
rechten Seite von (9), wie sofort aus der Vergleichung von (7) mit 
(8) folgt. 

m V( U - UUo) = 1n V U1 + rn YU2 + .... 
Durch gliedweise Subtraktion der beiden Reihen (8) und (9) erhält man 
mit Berücksichtigung von (7) 

(10) m VU -:;; rn* VA + e. 

Ein weiteres Resultat erhält man unter der Voraussetzung, daß A 
meßbar ist; dann sind nämlich alle Punktmengen Bp = AOp ebenfalls 
meßbare Punktmengen und daher ist mit Berücksichtigung VOll (6) 

(11) m(Up-Bp) = mUp - mBp < 2 pS+ 1 ' 

Ferner ist aber nach (5) 

(U-A)= Uo(U-A) + [U1(U-A) + Uz(U-A) + ... ] 
und daher 

hieraus folgt mit Hilfe von (6), und wenn man berücksichtigt, 

eine Nullmenge ist und daher m Uo = m ( Uo - BQ) <; ist, 

Dies alles liefert uns den 
m(U-A)<e. 

daß Bo 

Sa.tz 4. Es sei A eine beliebige Punktmenge und e eine beliebige posi
tive Zahl. Es gibt dann Umgehungen U(e) von A, so daß für jede be
liebige meßbare Punkt1l1enge Y endlichen Inhalts die Relation 

11/ VU(e) < rn* VA + c 

erfüllt ist. Ist ferner der Inhalt von A meßbm', so gilt außerdem die Re
lation 

m(U(E) - A):S e. 

Um den entsprechenden Satz für innere Inhalte aufzustellen müssen 
wir annehmen, daß der innere Inhalt unserer Punktmenge A ~on Null 
verschieden ist. Da nach dem Satze 18 des § 268 die Relation 

ln*A = H1*Bo + JlI*BL + ... 
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erfüllt ist·, kann der innere Inhalt unserer Punktmengen Bp nicht für 
jedes p verschwinden. Jede Punktmenge Bp ' für welche m*Bp > 0 ist, 
enthält dann nach dem Satz 3 des § 269 eine perfekte Teilmenge Tp ' 

von der man verlangen kann, daß 
E 

mTp > m*Bp - 2P 

ist. Wir bezeichnen mit T( E) die Summe aller dieser Tp und bemerken, 
daß erstens T(E) als Summe von in sich dichten Punktmengen ebenfalls 
in sich dicht ist (§ 70, Satz 4). Zweitens aber ist T(E) abgeschlossen: 
denn ein Häufungspunkt P von T(E), der z. B. in dem Würfel Wm ent
halten ist, ist notwendig Häufungspunkt von (Tl + ... + Tm); der 
Punkt P ist aber in dieser abgeschlossenen (§ 69, Satz 3) Teilmenge 
von T(E) uud daher auch in T(E) selbst enthalten. Die Punktmenge T(E) 
ist m. a. W. eine perfekte Teilmenge von A. Eine ganz analoge Schluß
weise wie diejenige, welche uns den letzten Satz geliefert hat, führt so
dann zu folgendem 

Satz 5. Es sei A eine Punktmenge von nicht verschwindendem inneren 
Inhalt und E eine gegebene positive Zahl. Dann gibt es perfekte Teilmengen 
T(E) von A, so daß, tür jede beliebige meßbare Punktmenge V von end
lichem Inhalte, die Relation 

mVT(E»m*VA-E 
erfüllt ist. Ist ferner der Inhalt von A meßbar, so gilt außerdem 

m(A - T(E) ::;: E. 

271. Die Überlegungen des vorigen Paragraphen erlauben die Be
griffe der maßgleichen Hülle und der maßgleichen Kerne, die wir bis
her (§ 255, 256) nur für Punktmengen endlichen äußeren bzw. inneren 
Maßes definiert haben, auf beliebige Punktmengen zu übertragen, wenn 
wir mit Inhalten von Punktmengen operieren. 

Wir gehen von folgender Definition aus (vgl. § 263): 
Definition. Eine meßbare Punktmenge A, die eine gegebene 

Punktmenge A enthält, soll eine maßgleiche Hülle von A ge
nannt werden, wenn für jede Punktmenge W von meßbarem 
und endlichem Inhalte die Gleichung 

(1) m WA = m*WA 
erfüllt ist. Eine meßbare Teilmenge :4 von A soll ein maß
gleicher Kern von A genannt werden, wenn stets, für meßbare 
Punktmengen Wendlichen Inhalts 
(2) m W A = 1n* W A 
gil t. 



280 Kap. V. Inhalt und Meßbarkeit §271 

Setzt man statt W unsere Punktmenge Op des vorigen Paragraphen 
in die Gleichung (1) ein, und berücksichtigt die Gleichungen (§ 268) 

mÄ = mACo + rnÄCl +"', 

so folgt 
m*A = m*AOo + m*AC1 +"', 

mA=m*A 

und man sieht hieraus und aus dem Satze 12 des § 263, daß die obige 
Definition der maßgleichen Hülle mit der früheren zusammenfallt, sobald 
die Forderung, daß A von endlichem äußeren Inhalt sein soll, erfüllt ist. 
Ebenso verhält es sich mit dem Begriff des maßgleichen Kerns. 

Ist .1 eine maßgleiche Hülle der Punktmenge ...1, so ist also für 
jede unserer Punktmengen Cp ' die Punktmenge .1 Cp eine maßgleiche 
Hülle von AOp' Nach dem Satze 14 des § 264 ist dann 

Anderseits ist aber 
rn*Op(A - A) = O. 

Ä - A = Co(A-A) + C1(Ä-A) + .. , 
und nach dem Satze 18 des § 268 

m*(Ä-A) = m*Co(Ä-A) + m*C1(A-A) +., '; 
wir haben also 
(3) 

und ganz ebenso beweist man, daß 

(4) m*(A- 4) = 0 

ist. Aus den zwei letzten Gleichungen folgt, daß, wenn A meßbar ist, 
die Punktmengen (Ä - A) und CA - A) den Inhalt Null besitzen. Daß 
umgekehrt A von meßbarem Inhalt ist, wenn 

m(Ä -A) = 0 oder m(A-A) = 0 

ist, ist selbstverständlich. 

Satz 6. Für die Meßbarkeit einer Punktmenge A ist folgendes not
wendig und hinreichend: wenn man mit..A eine maßgleiche Hülle und mit 
.,4 einen maßgleichen Kern von A versteht, so muß eine deI' Punktmengen 
(.1 -A) oder (A -4) eine Nullmenge sein; dann ist es natürlich auch 
die andere. 

Es bleibt t.:och zu zeigen, daß es zu jeder Punktmenge A maß
gleiche Hüllen A und maßgleiche Kerne.:4 gibt, Dazu konstruieren wir 
nach den Sätzen 4 und 5 des vorigen Paragraphen eine Folge von U m
gebungen um, uet), .. , 



§ 272 Anwendung d. Theorie d. Meßbarkeit auf d. Inhalt von Punktmengen 281 

und, falls m*A. =1= 0 ist, eine Folge von perfekten Teilmengen 

von A und setzen 
T(t), TCt), ... 

Ä = U(t)·TJ(t) ... , 

A = T(~) + TCt) + .. '. 
Ist dann V eine beliebige Punktmenge meßbaren und endlichen Inhalts, 
so ist 

mA:V<mU(~).V<m*AV+ ~, 

mAV> mT(~)' V~ m*AV - ~. - - p - p 

Da diese letzten Ungleichheiten für jeden Wert von p gelten und AV 
die Punktmenge A V enthält; A. V dagegen eine Teilmenge von A V ist, 
so bat man 

mAV = m*A. V, 

d. h . ..J ist nach unserer Definition eine maßgleiche Hülle und A. ein 
maßgleicher Kern von A. Bemerkt man endlich, daß nach der Konstruk
tion des vorigen Paragraphen jede der Punktmengen T(l:p) die Summe 
von beschränkten und perfekten Punktmengen ist, so haben wir 
schließlich den 

Satz 7. Zu jeder Punktmenge A. gibt es maßgleiche Hüllen A, die 
entweder offen oder der Dlwchschnitt von abeählbar unendlich vielen offenen 
Punktmengen sind, und, falls m*A. > 0 ist, maßgleiche Kerne A, die ent
weder perfel."t oder die Vereinigung von abzählbar unendlich vielen be
schränkten perfekten Punktmengen sind. 

Ist A meßbar, so sind nach dem Satz 6 die Punktmengen (A-A.) 
und (A-A.) Nullmengen; mit Berücksichtigung unseres letzten Resul
tats folgt nun der 

Satz 8. Jeder Punktmenge A meßbat'en J,zhalts kann man zwei Null
mengen NI und Nt zuordnen., so daß (A. + NI) offen oder der Durchschnitt 
von absählbar unendlich vielen offenen Punktrnengen ist, und (A - NB) 
leer oder perfekt oder die Vereinigung von abeählbar vielen beschränkten 
perfekten Punktmengen ist. 

272. Man kann ein Kriterium für die Meßbarkeit des Inhalts einer 
Punktmenge A. angeb~n, das einfacher ist als diejenigen, die wir in der 
allgemeinen Theorie der Meßbarkeit kennen gelernt haben. Es seien 
die Punktmengen 011 °2" •• beschränkt, von meßbarem Inhalt und so 
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beschaffen, daß ihre Vereinigungsmenge den Gesamtraum ffin enthält. 
Wir haben dann den 

Satz 9. Für die Meßbarkeit des Inhalts et'ner beliebigen Pun7ctmenge A 
ist hinreichend, daß fiir jede natürliche Zahl p eine der beiden Gleichungen 

mC =m*AC + m*ro -AC) p p \ P P 

erfüllt i sf. 
m Cp = m*A Cl' + 1n* (01) - A Cp) 

In der Tat ist dann nach dem Satze 8 des § 260 jede der Punkt
mengen A Cl' meßbar und das Gleiche gilt von ihrer Vereinigungsmenge A. 
Ist insbesondere A beschränkt und I ein Intervall, das A enthält, so ist 
nach demselben Satze hinreichend für die Meßbarkeit von A, daß eine 
der beiden Gleichungen 

mI = m*A + m*(I -A) 
mI = 1n*A +m*(I -A) 

erfüllt sei. Die erste dieser beiden Gleichungen wurde von Lebesgue 
für die Definition der Meßbarkeit des Inhalts einer Punktmellge be
nutzt. 

273. Wir können die Tatsache, daß der Inhalt von beschränkten 
Punktmengen endlich ist, dazu benutzen, um den Satz 12 des § 250 zu 
verallgemeinern. 

Satz 10. Ist Al' A 2 , •• , el:ne konvergente Folge von meßbaren Punkt
mengen endlichen Inhalts, deren Limes..ci ebenfalls einen endlichen Inhalt 
besitzt, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 

(1) limmAk = mA 
Je::;: (Xl 

ist, daß jeder positiven Zahl c ein Würfel W( c) zugeordnet tce1'den kann, 
so daß die außerhalb dieses Würfels liegenden Teile eines jeden A k einen 
Inhalt haben, der kleiner als eist. 

Wir führen wieder die Würfel lYp ein, die wir im § 266 gebraucht 
haben; die Durchschnitte A Wl' bilden bei wachsendem p eine monoton 
wachsende Folge von Punktmengen, die gegen A konvergieren und man 
llat also (§ 247, Satz 8) 

(2) ;~n.! mA TVp = In A. 

Ferner bemerke man, daß wegen der Konvergenz der Folge der A k nach 
dem Satze 10 des § 118 

lim Ak lYp = A W p 
'\'-=00 
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ist und daher auch, weil alle Punktmengen Ak Wp Teilmengen der be
schränkten Punktmenge Wp sind (§ 250, Satz 12), 

(3) limrnAk Wp = mAWp 
k=oo 

ist. Setzt man also 
(4) 
und zur Abkürzung 
(5) 
so folgt 

mAk = mAk Wp + r llk 

und mit Hilfe des Satzes 9 des § 99 unter Benutzung von (3) 

I !~n; mA" = m A TYp + t~n~ 1pk ' 

hm m A k = m A W p + hm rpk ' 
k=oo 1:=00 

(6) 

Es ist nun zu beweisen, daß, wenn man 

(7) sp = obere Grenze von {""pI' r p2' r p3 ' •.. } 

setzt, die Bedingung 
~ lim~=O 

p=oo 

für das Bestehen der Gleichung (1) notwendig und hinreichend ist. 
Nun folgt erstens aus (6) und (7), wenn man berücksichtigt, daß 

alle ""pk > 0 sind, 
(9) rn A Wp < lim mAk < lim rnAk < m A Wp + sp i 

k=oo k=", 

ist nun die Gleichung (8) erfüllt, so erhält mau mit Hilfe von (2) die 
Gleichung (1), wenn man in (9) die natürliche Zahl p gegen 00 kon
vergieren läßt. 

Ist umgekehrt die Gleichung (1) erfüllt, so folgt aus (6), daß die 
Zahlenfolge 1p11 rp !' ... konvergiert, und daß 

(10) lim rpk = rnA - rn A Wp 
k=", 

ist. Ferner ist aber nach (4) und (5) für jedes k 

(11 ) 

und, wenn man die Gleichung 

lim m AkWp = mAk 
p= 00 
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berücksichtigt, die ebenso wie (2) bewiesen wird, ist auch 

(12) limrpk = 0 (k= 1,2, ... ). 
p='" 

Für jede positive Zahl E kann man nach (2) die natürliche Zahl Po so 
wählen, daß 

mA-mAW < ~ 
Po = 2 

ist; dann ist nach (10) 
limr < -~. 
k='" Pok = 2 

Es gibt also eine Zahl ko, BO daß für k > ko stets rpo" < E stattfindet 
und wegen (11) ist dann auch 

1'pk < E für p ~Po und k> ko. 

Man bestimme mit Berücksichtigung von (12) die Zahlen Pu 
p!, ... , P'o' so daß 

rpj ~ E für 1) ~ pj und j = 1, 2, ... , ko 

sei; nennt man dann P. die größte der natürlichen Zahlen Po,Po ... , Pko ' 

so ist für jedes k und für P > P. 

es ist dann auch 
r pk < E; 

Sp<1! für P>P., 

woraus man die Gleichung (8) entnimmt. 

Bemerkung. Die obigen Bedingungen sind natürlich erfüllt, wenn, 
wie im § 250 verlangt wurde, die Punktmengen A. Teilmengen emer 
und derselben Punktmenge S von endlichem äußeren Inhalte sind. Man 
kann dann (§ 266) einen Würfel W 80 bestimmen, daß 

m*(S- WS) < E 

ist, wobei E eine beliebige vorgeschriebene positive Zahl bedeutet. Es 
folgt nun aus A k -< S 

und also auch 

für jedes beliebige k. 

A k - W Ak -< S - WS 

m(Ak - WAk ) < I! 

274. Die im vorigen Satze geforderte Bedingung ist wirklich eine 
Einschränkung für die Folgen A •. Man kann konvergente Folgen von 
meßbaren Punktmengen angeben, bei denen sowohl jede einzelne Menge 
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der Folge, wie auch der Limes von endlichem Inhalt sind, und noch dazu 
der Grenzwert 

existiert und endlich ist, aber die unserer Bedingung nicht genügen. 
Man braucht z. B. nur lineare Mengen zu betrachten und für Ak 

zu setzen: 

Dann ist 
Ak : k < x < (k + 1). 

limAk = A = 0, 
<=00 

also 
mA = 0; 

dagegen ist 
lim mAk = mAk = l. 
k=,,-

275. Der Inhalt einer beschränkten Punktmenge Ades n-dimen
sionalen Raumes der Xl' X 2, ••• , x"' die in einer (n-l)-dimensionalen 
Ebene 

liegt, ist Null. Ist nämlich 

I: ~j - hj < xj < ~j + hj (j=1,2, ... ,n) 

ein Intervall, das A enthält, so muß A auch im Intervall 

liegen und, da 

;; - hj < xj < ~j + hj (j =1, 2, ... , (k-1), (k+1), ... ,n), 

ck - C < xk < ck + C 

mI.= 2n(h1 kJ ••• h"_l h"+l ... hn)c 

für hinreichend kleine c beliebig klein gemacht werden kann, ist 

m*A=mA=O. 

Nach dem § 266 gilt dann der Satz: 

Satz 11. Jede (n -1)-dimensionale Ebene 

Ek : x" = c" 

ist eine Punktmenge vom Inhalte Null. 

Der Inhalt von Ek ist nämlich die obere Grenze des Inhalts aller 
beschränkten Teilmengen von E", die ja nach dem Obigen lauter Null
mengen sind. 
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Legt man durch jeden der abzählbar unendlich vielen rationalen 
Punkte des Raumes mit den Koordinaten rkU rk2 , ••• ,rkn die (n - 1)
dimensionalen Ebenen 

so hat die Vereinigungsmenge 17 dieser Punktmengen ebenfalls den In
halt Null. Die Punktmenge 17 hat die Eigenschaft nicht nur überall 
dicht im Raume zu liegen, sondern jeder Punkt des Raumes ist Kon
densationspunkt von V; hierbei muß natürlich n > 1 sein. 

276. Man kann sogar lineare Punktmengen vom Inhalte Null 
konstruieren, die die Eigenschaft besitzen, daß jeder Punkt der x-Ächse 
Kondensationspunkt unserer Nullmenge ist. 

Wir gehen zunächst von einem beliebigen Intervall 

lab: a < X < b 

aus. Wir teilen dieses Intervall durch zwei Punkte a1 und b1 m drei 
gleiche Teile und bezeichnen das mittlere Intervall 

U1 <x< b1 

mit 01' Hierauf teilen wir die Intervalle a < x < a1 und b1 < x < b 
durch je ein Punktepaar a2 , b2 und as, bs in drei gleiche Teile und be-
~.. zeichnen die mitt-a U 4 U" u 1 86 0 7 b 

_-+-lW@...T17n""",-IFmfZl...1~~w/';Zr/'I2w,;Z0;;z:w.;zml2w~/'~~w/'~w.;zmuW~""""TT7r.J(@~-+I---- leren Intervalle 
I@@l - ~ a2 < X < b2 und 

0'. Fig. 22. 0'. b 't as < X < 3 ml 

02 und OS' Ebenso behandeln wir die vier Intervalle a<x<a2 , b2<x<all 

7)1< X < as, bs < x< b und setzen dieses Verfahren ins Unendliche fort. 
Die abzählbar vielen Teilintervalle 0u ö'2' os, ... liegen alle außerhalb 
einander und ihre Vereinigungsmenge bildet eine offene Punktmenge 

B = 01 + 82 + ö's + ... , 
deren Inhalt leicht berechnet werden kann. Es ist nämlich: 

) {1 2 2' } mB = (b - a.) "3 + 3' + 38 + ... 

b-a 
3 ., 

1- -
3 

= (b-a). 
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Die Punktmenge Gab, die man zu dieser Punktmenge B addieren muß, 
um das abgeschlossene Intervall 

I: a<:c<b 
zu erhalten, besteht aus den Endpunkten der Intervalle dk und aus den 
Häufungspunkten dieser Endpunkte, sie ist als Komplementärmenge 
eüler offenen Punktmenge (nämlich von B + der Komplementärmenge 
von I) abgeschlossen und nach ihrer Konstruktion in sich dicht und 
ist folglich perfekt (§ 54). Ihr Inhalt ist sofort zu berechnen: 

mG; =mI-mB=O. 

Die Punkt menge Gab ist eine perfekte, also nicht abzählbare lineare 
Nullmenge. Außerdem ist, weil B eine auf I überall dichte offene 
Punktmenge darstellt, ihre Komplementärmellge C/ nirgends dicht 
auf I (§ 79); sie bildet das einfachste Beispiel einer nirgends dich
ten perfekten linearen·Punktmenge. 

277. Mit Hilfe der perfekten nirgends dichten Punktmengen Gab, 
die wir jedem Intervalle a, < X < b zugeordnet haben, ist es jetzt sehr 
leicht, eine Punktmenge von den angekündigten Eigenschaften zu kon
struieren. 

Wir bezeichnen mit MI die perfekte Punktmenge, die man durch 
die Vereinigung der Punktmengen Ca a + I für alle möglichen ganzzah
ligen a erhält. Die Komplementärmenge von MI ist eine offene lineare 
Punktmenge, d. h. eine Summe von linearen Intervallen; sie enthält ab
zählbar unendlich viele Intervalle al<:c < al + t und kein Intervall 
von größerer Länge. Wir addieren zu MI alle die diesen Punktmengen 
entsprechenden Ga:'+~ und bezeichnen die so erhaltene Punktmenge mit 
M2 • Die Komplementärmenge M?,' von M2 ist ebenfalls eine offene 
Punktmenge, die aus lauter Intervallen besteht von Inhalten 1: Sk, wo 
k > 2 ist. 

- In jedem der unendlich vielen unter diesen Intervallen, welche die Ge-

stalt a'2 < x < a2 + 3\ haben, legen wir die Punktmenge C:,·+f:; und ad

dieren alle diese Punktmengen zu M 2 ; die Summe heiße .111'8' Wir fahren 
auf diese Weise fort und bekommen schließlich eine Menge 

M=limMk , 

k= '" 

die folgende Eigenschaften hat: Jeder Punkt der x-Achse ist Kon
densationspunkt von .111'; der Inhalt von M ist gleich Null, weil.ZI1' 
gleich der Vereinigungs menge von abzählbar unendlich vielen Punkt
mengen Gab ist, die alle den Inhalt Null besitzen. 
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278. Wir beweisen endlich den sehr oft nützlichen 
Satz 12. Ist der äußere Inhalt m* A einer beliebigen Punktrnenge A 

von Null verschieden und bezeichnet man mit ß eine beliebige Zahl, die 
der Bedingung 
(1) O<ß<rn*A 

genügt, so gibt es beschränkte Teilmengen B von A, für die 

(2) m*B = ß 
ist. 1st ß < m*A, so kann man sogar verlangen, daß B eine perfekte 
Punktmenge sein soll. 

Da m * A gleich der oberen Grenze der äußeren Inhalte aller be
schränkten Teilmengen von A ist (§ 266, Satz 16), kann man eine be
schrankte Teilmenge Al von A finden, für welche 

m*A1 > ß 
ist. Nun bezeichne man mit H~ die offene Punktmenge, die aus allen 
Punkten des n-dimensionalen Raumes besteht, für welche 

Xl < ~ 
ist, und mit fl~ die abgeschlossene Hülle von H~, d. h. die Punktmenge, 
die aus allen Punkten besteht, für welche 

Xl < ~ 
ist. Wegen der Beschränktheit von Al gibt es eme positive Zahl p, 
für die 

A1H_p = 0 und A1Hp = Al 

zugleich stattfindet. Die obere Grenze ;0 aller Zahlen ~, für die 

(3) m*AIH~ < ß 
ist, liegt demnach im abgeschlossenen Intervall - p < g < p. Für jede 
monoton wachsende Folge ~l' ~2' ••. von Zahlen, die gegen ~o konver
giert, ist aber 

und 
limAIH~ = AIH~ . 
k=::oo k 0 

Wir haben also (§ 265, Satz 15) mit Beriicksichtigung von (3) 

(4) m * Al H~o = lim m * Al H~k < ß. 
k =::. 00 

Ferner sei 1711 1721 •.. eine monoton abnehmende Zahlenfolge, die 
gegen ~o konvergiert; es ist dann 
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und 
lim AIHn = A111~ •. 

b=", ·,k 

Hieraus folgt nach dem Satze 17 des § 267, wenn man bemerkt, daß 
Al als beschränkte Punktmenge von endlichem Inhalte ist, und wenn 
man berücksichtigt, daß wegen der Definition von ~o 

m*~H'Ik > ß (k = 1, 2, ... ) 
ist, 
(5) m*A1H~. =}im m*AIH'Jk~ ß. 

k= ... 

Nun ist die Punktmenge (~H ~ - Al H~.) eine Teilmenge der (n - 1)
dimensionalen Ebene Xl = ~o und daher eine Nullmenge (§ 275, Satz 11). 
Man hat also 
(6) m*AIH~ = m*A)l , 

und, wenn man B = AIHe• setzt, durch Vergleich von (4), (5) un&(6) 

(7) m*B= ß, 
wie wir zeigen wollten. 

Ist endlich {J < m*A, so hätte man für Al eine abgeschlossene 
Teilmenge von A wählen können und für B den perfekten Bestand
teil der abgeschlossenen Punktmenge AIll~ (§ 64, Satz 8). Dann ist 
(A1H~o - B) abzählbar und daher eine Nullmenge, und die Gleichung(7) 
ist wiedemm erfüllt. 

Quadrierbare Punktmengen. Räumliche Zellennetze. 

279. Wir bezeichnen mit rA die Begrenzung einer beliebigen Punkt
menge A (§ 213); die abgeschlossene Hülle A von A ist dann durch 
die Gleichung 

und die größte offene Teilmenge A von .A durch die Gleichung 

A = A - ArA 
gegeben (§ 214). Wir nennen die Punktmenge .A nach außen qua
drierbar, wenn die Punktmenge (.Ä-A) den Inhalt Null besitzt, d.h. 
wenn 
(1) 

ist; as soll dagegen A nach innen quadrierbar heißen, wenn die 
Gleichungen 
(2) m(A-A) = mAYA = 0 

C .. r .. theodory, Be.lle Funktionon. 19 
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bestehen. Eine Pnnktmenge, die sowohl nach außen wie auch nach 
innen quadrierbar ist, soll einfach quadrierbar genannt werden; aus 
der Relation 

1'..4 = ArA + (I'A- ArA) 

folgt, daß eine Pnnktmenge A dann und nur dann quadrierbar ist, wenn 
ihre Begrenzung 'J' A den Inhalt Null besitzt. 

Eine nach außen quadrierbare Punktmenge ist die Differenz einer 
abgeschlossenen Punktmenge und einer Nullmenge, sie ist also jeden
falls meßbar, und ebenso sieht man, daß eine nach innen quadrierbare 
Punktmenge von meßbarem Inhalte ist. 

Da eine Punktmenge A und ihre Komplementärmenge At dieselbe 
Begrenzung r A besitzen und A'rA = 'J'A - ArA ist, so folgt der 

Satz 1. Die Komplementärmenge einet· nach attßen quad1'ierbaren 
Punktmenge ist nach ,innen quadrierbar und umgekehrt. 

Sind A und B zwei nach außen quadrierbare Punktmengen, und be
zeichnet man mit A und B ihre abgeschlossenen Hüllen, mit D ihren 
Durchschnitt und mit V ihre Vereinigungsmenge, so folgt aus der Tat
sache, daß die Punktmengen ~JB und .A + B abgeschlossene Punkt
mengen sind, die D bzw. V enthalten, daß die abgeschlossenen Hüllen 
15 und V'von D und V den Bedingungen 

15 -< AB, 

genügen. Da alle betrachteten Punktmengen meßbar sind, haben wir also 

(3) m(15-D)<m(~JB-AB), m(V-V)<m,{(A+B)-(A+B)}. 
Nun ist aber 

und 

AB -AB = (A+(,Ä -A)) (B+(B-B)) -AB 
= (A-A)B + A(B-B) 

(A + B) - (.1. + B) -< (A -A) + (B-B): 

die beiden letzten Relationen zeigen in Verbindung mit (3), daß die 
Pllnktmengen D und V ebenso wie .A und B nach außen quadrierbar 
sein müssen, und ebenso beweist man, daß D und V nach innen qua
drierbar sind, wenn A und B diese Eigenschaft haben. Durch Anwendung 
des Schlusses der vollständigen Induktion haben wir also den 

Satz 2. Der Durchschnitt und die Vereinigungsmenge von endlich 
v i elen nach außen (innen) quadrierbaren Punktmengen sind ebenfalls 
nach außen (innel/) quad,.ierbare Punktmengen. 
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Der letzte Satz hat eine gewisse Ähnlichkeit mit den Resultaten 
der §§ 241 und 242; er läßt sich aber nicht wie jene auf den 
Durchschnitt oder die Vereinigung von abzählbar unendlich 
vielen Punktmengen übertragen. So ist z. B. jede Punktmenge, 
die aus einem einzigen Punkte besteht, nach außen quadrierbar; die ab
zählbare Punktmenge B, die aus allen rationalen Punkten des Raumes 
besteht, ist es dagegen nicht, denn ihre Begrenzung enthält den Ge
samtraum und die Komplementärmenge B' von B ist keine Nullmenge. 

280. Aus dem Satze 6 des § 215 entnimmt man sofort den 
Satz 3. Jede abgeschlossene Punktmenge ist stets nach außen ttnd 

jede offene Punktmenge ist immer nach innen quadrierbar. 
Es gibt aber offene und dann nach dem Satze 1 auch abgeschlossene 

Punktmengen, die nicht quadrierbar sind. Derartige Punktmengen erhält 
man durch eine geringfügige Änderung der Konstruktion des § 276; 
wir gehen vom linearen Intervalle 

I: 0< x < 1 
aus und nennen 01 ein konzentrisches Intervall von der Länge!. Die 
Punktmenge (I - b1) besteht aus zwei gleich langen Intervallen 02' 
und O's'; wir konstruieren zwei neue Intervalle 02 und O's, beide von der 

Länge 412 , die mit diesen konzentrisch sind. Ebenso bilden wir vier 

Intervalle 041 05' 06' 07 von der Länge t, die zu den vier Intervallen 

der offenen Punktmenge (I - J1 - ~ - Ja) konzentrisch sind, und setzen 
dieses Verfahren ins Unendliche fort. 

Die Punktmenge 
A = 0'1 + 02 + Os + ... 

ist offen; ihr Inhalt ist aber 
1 <) <)! 

mA = T + ';2 + ~3 + ... 
1( 1 1 1 ) 

=4 1 +'2+2T+23+'" 
1 

2 

Die Punktmenge, die man zu A addieren muß, um das abgeschlossene 
Intervall 0 <x:S; 1, das wir mit I bezeichnen, zu erhalten, besteht 
aus den Endpunkten der Intervalle 0k und aus den Häufungspunkten 
dieser Endpunkte und ist also mit rA identisch. Man hat also 

mrA = mI - mA = ·i·· 
Die offene Punktmenge A ist demnach nicht quadrierbar. 

19* 
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Ein Intervall ist stets quadrierbar (§ 232); ebenso ist jedes lineare 
Gebiet (§ 225, Satz 7) quadrierbar. In zwei- oder mehrdimensionalen 
Räumen gibt es aber nicht quadrierbare Gebiete. 

In einer xy-Ebene breite man z. B. auf der x-Achse die lineare 
Punktmenge 

die wir soeben konstruiert haben, aus. Ferner bezeichne man mit Al 
die Summe der zweidimensionalen Intervalle, die sich einerseits auf 
ein 8k , anderseits auf die Punktmenge 

x=O, O<y<l 
projizieren, und mit A 2 das Intervall 

O<x<l, -l<y<O. 
Dann ist die Punktmenge 

G=A+Al +A2 

nicht nur eine offene Punktmenge, sondern ein Gebiet, wie aus dem 
Satze 2 des § 222 folgt. Bezeichnet man ferner mit r die Begrenzung 
von G, so ist 

also 
m(G+r)=2, mG=t+ 1, 

mr= }. 

Das Gebiet G ist also nicht quadrierbar. 

281. Es sei A eine beliebige Punktmenge, rA ihre Begrenzung und 

A=A-ArA 

ihre größte offene Teilmenge. Ist der Inhalt von A von Null verschie
den, so gibt es zu jeder positiven Zahl 

(1) p<mA 
eine beschränkte und abgeschlossene Teilmenge M von.4, für welche 
(2) 111M> p 

ist (§ 269, Satz 3). Die Komplementärmenge von A ist eine abge
schlossene Punktmenge, die keinen Punkt von M enthält, und ihre 
Entfernung 8 von M ist positiv (§ 194, Satz 6). FUr die Komplementär
menge A' von A gilt aber dann umsomehr die Relation 

E( jJf, A') > 0 > 0. 
Bezeichnet man mit 0 eine positive Zahl, die 8 nicht erreicht, und 

mit B(o) die Gesamtheit der Punkte P des Raumes, für die 

E(P, .1') > Q, 
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so enthält B( u) die Punktmenge M und ist, wegen der Stetigkeit von 
E(P, A'), eine offene Teilmenge von A (§ 136, Satz 4), also in A ent
halten. Man hat also 

(3) mM < mB( u) < mA für 0 < ~ . 
Anderseits ist abermB(o) nach Konstruktion eine monoton abnehmende 
Funktion von u, und man kann daher, wenn man (2) und (3) vergleicht, 
schreiben 

p < lim mB(o) < mA. 
<T=O 

Hieraus folgt aber, weil p eine beliebige positive Zahl bedeutet, die 
der Ungleichheit (1) genügt, 

(4) limmB(u) = mA. 
a=O 

282. Es sei A eine beschränkte Punktmenge; dann ist ihre abge
schlossene Hülle 

~J=A+rA 

ebenfalls beschränkt und daher von endlichem Inhalte. Für jede Zahl p, 
die mA übertrifft, gibt es eine Umgebung U von A, für die 

mU<p 
ist. Die Entfernung ~ zwischen A und der Komplementärmenge U' 
von U ist positiv (§ 194). Bezeichnet man also mit (j eine positive 
Zahl, die ~ nicht erreicht und mit 0(0) die Gesamtheit der Punkte, 
für welche 

E(P,A) <0 
ist, so ist 0(6) eine offene Punktmenge, die A enthält und in U ent
halten ist. Man hat also 

mA < mO(u) <p, 
und wenn man berücksichtigt, daß m 0(0) eine monoton wachsende Funk
tion von (j ist, und daß p eine beliebige Zahl bedeutet, die mA über
trifft so folgt hieraus wie oben 

limmO(o) = mA. 
a=O 

283. Definition. Unter einem räumlichen Zellennetz ve:r
stehen wir die Bildung einer abzählbarenFolge von getrennt 
liegenden quadrierbaren Gebieten 
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falls die Vereinigung der abgeschlossenen Hüllen 

Y17 g2' fis' ... 

dieser Gebiete den Gesamtraum enthält. Die Punktmengen 9", 
nennen wir die Zellen des Netzes, die abgeschlossenen Punkt
mengen Y1: sollen abgeschlossene Zellen heißen, die obere 
Grenze Q der Durchmesser der Zellen bezeichnen wir als 
Durchmesser des Netzes. 

Ma.n bekommt die einfachsten Zellennetze endlichen Durchmessers, 
wenn man den Gesamtraum durch Parallelen zu den Koordinatenebenen 
in ein Netz kongruenter Würfel zerlegt. 

Bei unserer Definition ist ferner zu beachten, daß die Forderung, daß 

fit + fis + ... 
den Gesamtraum enthalten soll, zwar zur Folge hat, daß jeder Punkt 
des Raumes in der abgeschlossenen Hülle von 

91 + 92 + ... 
enthalten ist. Dieses kann aber wohl der Fall sein, ohne daß jeder 
Punkt des Raumes in mindestens einem y" enthalten ist und daher 
ohne daß die 9k ein Zellennetz bilden. 

284:. Es sei ein beliebiges Zellennetz von endlichem Durchmesser (} 
und eine beliebige Punktmenge .A gegeben. Wir bezeichnen mit 

S/ die Vereinigungsmellge aller abgeschlossenen Zellen, die in A 
enthalten sind, 

S2 die Vereinigungsmenge aller offenen Zellen, die in A enthalten 
sind, 

Sa die Vereinigungsmenge aller offenen Zellen, die mit A einen Punkt 
gemeinsam haben, 

S,' die Vereinigungsmenge aller abgeschlossenen Zellen, die mit A 
einen Punkt gemeinsam haben. 

Ferner seien S1 und S, die Vereinigungsmengell aller offenen Zellen, 
die in St' bzw. S; vorkommen und 8 2', Ss' die Vereinigungsmengen 
aller abgeschlossenen Hüllen der Zellen von 82 bzw. SS. 

Diese acht Punktmengen können teilweise leer sein, sie können 
auch teilweise miteinander zusammenfallen; sie genügen aber stets fol
genden Beziehungen: 

Ist 9" eine Zelle, die in 81 vorkommt, so ist nach Definition lh und 
folglich auch 9" eine Teilmenge von Aj also kommt auch 9" in 82 vor, 
d. h. es ist 
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Ist zweitens g" eine Zelle von S2' so ist gk in A enthalten und folg
lich auch in Ss; hieraus entnimmt man aber, daß 

S2 -< Ss· 
Ist u" eine Zelle von 83 , so hat um so mehr rh einen Punkt mit A 

gemeinsam und gk ist also auch eine Zelle von S.J. 

(1) 

Sa -< 8.J.' 
Zusammenfassend hat man 

und folglich, da es sich um Punktmengen von meßbarem Inhalte handelt, 

(2) m81 < m82 :::;; mSa ~ m8.J.' 
Die Punktmengen 

(j= 1,2,3,4) 

bestehen aus der Vereinigungs menge der Begrenzungen von höchstens 
abzählbar unendlich vielen Zellen; da die Zellen nach Definition qua
drierbar sind, hat man also stets 

(3) m8; = mSj (j=1,2,3,4). 
Aus (1) folgt übrigens ohne weiteres 

(4) S/ -< 82' -< 83 ' -<.84', 

Es sei nun wieder 'Y A die Begrenzung von A und 

A=(A-Ar)· 
Die Punktmenge S2 ist eine offene Teilmenge von A und daher in A 
enthalten i hieraus fol gt 

und nach (3) 
(5) 

Die Vereinigungsmenge der Punkte des Raumes, die auf der Begren
zung von mindestens einer Zelle liegen, hat als Vereinigungsmenge 
von abzählbar unendlich vielen Nullmengen den Inhalt Null. Um so 
mehr werden die Punkte VOll A, die auf der Begrenzung irgend einer 
Zelle liegen, den Inhalt Null haben. Die übrigen Punkte von .1 liegen 
im Innern einer Zelle, und da diese Punkte entweder 'schon zu A ge
hören oder aber mindestens Häufungspunkte von A sind, so ist jede 
solche Zelle in S3 enthalten. Die Punktmenge (.1- - A 83 ) besteht also 
ausschließlich aus Begrenzungspunkten von Zellen unseres Netzes, und 
es ist m(Ä-Ä8s) =0. 
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Hieraus folgt aber 

und daher auch 
(6) 

Kap. V. Inhalt und Meßbarkeit 

m.l = m.l8s < m8s 

m.l < mSs'. 

§ 285 

Wir führen jetzt die Punktmengen B( 6) und 0(0) ein, die wir in 
den §§ 2R1, 282 betrachtet haben und nehmen an, daß zwischen dem 
Durchmesser (J unseres Zellennetzes und der Zahl IJ die Beziehung 
(J < 6 besteht. 

Jeder Punkt des Raumes und daher auch jeder Punkt P von B( ö) 
ist nach Voraussetzung in mindestens einer abgeschlossenen Zelle !h 
enthalten, deren Durchmesser die Zahl () < IJ nicht übersteigt. ""Vegen 
der Bedeutung von B,o) muß dann !J" in A und daher auch in S/ ent.., 
halten sein; jeder Punkt von B(15) ist mithin ein Punkt von 8/, d. h. 

B(IJ) -< S1" 

Hieraus folgt aber mit Rücksicht auf (4) und (5) 

(7) mB( IJ) ::;;: mSt' < m 82' < mA. 

Ebenso sieht man, daß jeder Punkt von 8 4 ' in 0(0) enthalten ist, und 
hieraus folgt mit Rücksicht auf (4) und (6) 

(8) 

285. Nun betrachte man eine beliebige Folge von Zellennetzen 
des Raumes, deren Dnrchmesser (>11(>', ••• gegen Null konvergieren, und 
bilde für jedes dieser Zf'llennetze die Punktmengen S1' S/, ... , 84, S4', die 
wir jetzt, um die Abhängigkeit von 'I" hervortreten zu lassen, mit 

bezeichnen. 
Dalln folgt aus der Relation (7) des vorigen Paragraphen für je des 

beliebige positive <1 

mB(<1) < lim mS/(Ih) < lim m8/«(>k)::; mA 
.1:=00 k=co 

und wegen der Schlußgleichung des § 281 

lim mS/((h) 7= mAi 
.1:=00 

genau dieselbe Relation kann man fiir 82' ('1.1:) ableiten, und wenn man 
die Gleichungen (3) des vorigen Paragraphen berücksichtigt, wird 

(1) lim mS1 «(>1:) = lim mS/((>k) = lim mS2 ('1,,) = lim mS2'('1.i:) = mA. 
A-=", k=oo k=oo k=", 
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Jetzt machen wir die Voraussetzung, daß A eine beschränkte 
Punktmenge ist. Dann folgt, wenn man die Schlußgleichung des § 282 
mit der Gleichung (8) des vorigen Paragraphen vergleicht, durch genau 
dieselbe Schlußweise wie oben 

(2) lim SS(QI;) = lim Ss'Üh) = lim S,Üh) = lim S,'(l!k) = mÄ. 
k = co i=co k= 00 k=co 

286. Die PUllktmenge (SsC(J) - S2CQ») besteht aus genau allen Zellen 
einer gegebenen Einteilung, welche Punkte der Begrenzung r.A von A 
enthalten; ist nun A. beschränkt und setzt man 

so folgt aus 

mS2 (Q) < mA. < m*A < m*A < m.l < m8s (Q), 

daß man die Inhalte von A und A, sowie auch den äußeren und den 
inneren Inhalt von A mit der Approximation E berechnen kann. Ist A. 
quadrierbar, so kann man die Zahl E, durch Verkleinerung des Durch
messers des Zellennetzes, beliebig kleiu machen und so eine beliebige 
Genauigkeit erreichen. 

Da wie wir sahen in den obigen Darle~ngen der Durchmesser der 
Zellennetze des Raumes allein eine Rolle spielt, wird man sich in praxi 
auf Netze von kongruenten Würfeln beschränken. Diese erlauben durch 
eine einfache Abzählung der in 81 , •• 84 vorkommenden endlich vielen 
Würfel den Inhalt einer quadrierbaren Punktmenge mit beliebiger Ge
nauigkeit abzuschätzen. 

287. Man kann eine beschränkte Punktmenge .A mit Hilfe end
lic h vieler Intervalle überdecken und zwar auf verschiedene Arten. 

Es ist interessant, die Zahl zu bestimmen, die man erhält, wenn 
man ähnlich wie im § 230 die Summe der Inhalte dieser Intervalle 
bildet und zur unteren Grenze aller dieser Summen übergeht. 

Es seien 
~, 12 , ••• , I p 

endlich viele Intervalle, die A überdecken. Die Vereinigungsmenge der ab
geschlossenen Intervalle 111 121 ••• , I p ist eine abgeschlosse_ne Punkt
menge (§ 69, Satz 3), die A enthält; folglich enthält sie auch A. = A. + r.A 
und es ist 

l' P 

mÄ <~mlk = ~mlk' 
k=l k=l 

Die gesuchte untere Grenze ist also sicher nicht kleiner als m Ä. 
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Ist anderseits E eine beliebige positive Zahl, so kann man nach 
dem § 285 den Raum mit einem Würfelnetz überdecken, dessen Durch
messer so klein ist, daß die zugeordnete Zahl mS4' der Bedingung 

mS4'<mA + ; 
genügt. Es sei N die (jedenfalls endliche) Anzahl der in 84' vorkommen
den abgeschlossenen Würfel; ersetzt man jeden dieser Würfel durch 
einen konzentrischen größeren Würfel, so daß die Differenz der Inhalte 
von zwei entsprechenden Würfeln die Zahl E: 2N nicht übersteigt, so 
wird die Vereinigungsmenge der neuen Würfel die Punktmenge ..A ent
halten, und die Summe ihrer Inhalte wird kleiner als (mA + E) sein. 

Da E beliebig .gewählt werden kann, folgt hieraus, daß die gesuchte 
untere Grenze mit 1'nA zusammenfällt. 

Die Zahl mA ist ursprünglich von Cantor, Peano und Jordan zur 
Definition des Inhalts der Punkt menge ..A benutzt worden. Die beiden 
letzten Autoren führten den Begriff der Quadrierbarkeit ein; eine be
schränkte Punktmenge A wurde nämlich quadrierbar genannt, wenn 
mit der Bezeichnung 

(wobei I ein abgeschlossenes Intervall bedeutet, das .11 enthält) die 
Gleichung 
(1) mA +mB = mI 
erfüllt war.*) Nun ist jeder Punkt des offenen Intervalls I, dessen ab
geschlossene Hülle I ist, entweder ein innerer Punkt von .11, der also 
nicht in JJ enthalten ist, oder ein innerer Punkt von B, der also nicht 
in A enthalten ist, oder endlich ein Punkt der Begrenzung 7'_-1. von A, 
der sowohl in A als auch in JJ enthalten sein muß. Setzt man also 

(2) Al = A + (1-1), B l = Jj + (1-1), 
so ist 
(3) AlBl = 7'.,1 + (I -1). 
Anderseits hat man aber 

I = .11 + B = A + JJ = Al + B l = Al + (Bl - Al B l ) 

und daher 
(4) mI = mAl + mBl - mAlBl. 

Da nUll (I -I) eine Nullmenge ist (§ 275), BO folgt aus (2) und (3) 

mA.l = mA, mBl = mE,. mAlBl = m7',A 

") Die Lebesguesche Definition der Meßbarkeit (§ 272) ist also durch Über
tragung des Jordanschen Begriffes der Quadrierbarkeit entstanden. 
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und daher aus (4) 
mA + mB = mI + mYA 

Dafür, daß die Gleichung (1) gelte, ist also notwendig und hinreichend, 
daß r A eine Nullmenge sei, d. h. die ursprüngliche Definition der 
Quadrierbarkeit führt zu denselben Punktmengen wie die 
von uns benutzte (§ 279). 

Da für quadrierbare Punktmengen mA = mA ist, so liefert die 
alte Definition des Inhalts einer Punktmenge auch eine brauchbal"e 
Theorie, die allerdings nicht die Anwendungsfähigkeit der modernen 
Theorie besitzt und daher heute an Bedeutung vedoren hat. 

Überdeckungssatz von Vitali. 

288. Der Vitalische Satz ist ein Überdeckungssatz, der analog und 
tiefer ist als die Sätze der §§ 57 -61. Es ist bequem, das allgemeinste 
Resultat, das man auf diese Weise bekommen kann, in eine Reihe von 
spezielleren Sätzen zu zerlegen. 

Satz 1, Es sei A eine beliebige beschränkte P1mktmenge, die mcht den 
Inhalt Null besitzt, und U el:ne Umgebung von A. Jedem Punkte P von 
A sei eine Folge ron abgeschlossenen Punktmengen 

(1) 01 (P), Ö2(P), c1s(P), ... 
:mgeordnet, die folgende Eigenschaften besitzen: 

a) die Punktmenge c1k (P) liegt ganz im Innern eines WürfelsWk(P· 
mit dem Mittelpunkt P, dessen Kantenlänge ak(P) mit 1: k gegen Null 
konvergiert: 
(2) lim (fk(P) = 0: 

k="" 
b) das Verhiiltnis der Inhalte von (jk(P) 'Und fVk(P) ist stets größer 

als eine feste von kund P unabhängige positive Zahl u 

(3) mok(P) > 1n lYk(P)· a. 
Ist dann .f} eine beliebig vorgeschriebene pos?live Zahl unterhalb Eins, 

so kann man endlich viele Punkte von A 
Pl'P2 ,···,Pm 

und ebensoviele ganze Zahlen k1 , 7(2' ... , km finden, so daß mit der Be-
zeichnung 
(4) c1/ = c1k;(P,,) (i = 1,2, .. . ,m) 

c) die Punktmengen c1; alle ~nnerhalb U liegen und keine gemein
samen Punkte besitzen: 

(5) (i =!= j); 
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d) die Vereinigungs menge 

(6) S = 0/ + O2' + ... + o~ 
den Bedingungen genügt 
(7) 

(8) 

m*AS> {t·rn*A, 

m*(A-AS) < (l-{t)m*A. 

§ 288 

Die Wahl von abgeschlossenen Punktmengen 01:(P), die den Be
dingungen a) und b) unseres Satzes genügen, ist in hohem Maße 
willkürlich. Man kann z B. die 0l:( P) gleich abgeschlossenen, zu P 
konzentrischen Würfeln setzen und für Wk(P) Würfel von doppelter 
Kantenlänge wählen. Die 0k(P) können auch abgeschlossene zu P kon
zentrische Intervalle bedeuten, die keine Würfel sind; nur muß das Ver
hältnis zwischen der kleinsten und größten Kantenlänge dieser Inter
valle eine von P und k unabhängige feste positive Zahl übertreffen, um 
der Bedingung b) des Satzes gerecht zu werden. Ferner kann man 

0k(P) = K(P; (>I:) 

setzen, wo K (P; (>I:) eine abgeschlossene zu P konzentrische Kugel mit 
dem Radius (>" bedeutet. Der Inhalt einer Kugel ist nämlich nicht klei
ner als der eines Würfels von der Kantenlänge 2'h:q (wenn q die Di
mension des Raumes bedeutet) und nicht größer als der eines Würfels 
von der Kantenlänge 3(>k; man kann daher in der Ungleichheit (3) die 
Zahl CI = (2: 3q)g setzen, wenn die 6.,,(P) Kugeln bedeuten. 

Das merkwürdigste ist aber, daß man auch Punktmengen (jk(P) 
wählen kann, die den Punkt P gar nicht enthalten. So kann man 
für diese Punktmengen Würfel nehmen, deren Mittelpunkte nicht mit 
P zusammenfallen, wenn nur das Verhält.nis der Kantenlänge dieser 
Würfel zu der Entfernung ihres Mittelpunktes von P eine von kund P 
unabhängige positive Zahl übertrifft. 

Der Satz besagt nun, daß man für jede derartige Wahl der Punkt
mengen 0k(P) endlich viele unter ihnen finden k<:tiln, die keine gemsi 
samen Punkte besitzen, alle in U enthalten sind und einen dem Inhalte 
nach beliebig großen Bruchteil von A überdecken. Jede der Bedingungen 
(7) und (8) ist natürlich eine Folge der anderen; wegen der Meßbarkeit 
von S ist nämlich 

rn*A = m*AS + m*(A-AS). 

Um den behaupteten Satz zu beweisen, betrachten wir eine Um
gebung U' von A, von der wir voraussetzen, daß sie der Relation genügt, 

mU' < (1 + 1]).m*A, 
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indem wir uns vorbehalten, 'YJ später zu bestimmen. Dann ist, wenn 
wir U1 = UU' setzen, 
(9) A -< U1 -< U 
und 
(10) mUt< (1 + 'YJ)·m*A. 

Zu jedem Punkt P von A gibt es in der Reihe TV1 (P), W2(P), ... 
einen ersten Würfel W'(P), der ganz in U1 liegt. Nach dem Satze des 
§ 61 können wir die Punktmenge A, weil sie beschränkt ist, mit ab
zählbar vielen unter diesen Würfeln 

(11) 

überdecken und diese Würfel nach absteigender Länge ihrer 
Kanten geordnet denken. 

Bezeichnen wir mit T die Vereinigungsmenge 

so ist 

und folglich 
(12) 

T = W'(P1) + vV'(P2) + W'(Pa) + ... , 
A-<T-<U1 

m*A< mT < (1 +'l))·m*A. 

Wir streichen nun in der Mengenfolge (11) alle Würfel weg, die 
mit W'(P1) einen Punkt gemeinsam haben; es sei W'(P,,) der erste 
übrig bleibende Würfel. Hierauf streichen wir alle Würfel der Folge 
weg, die mit W'(P,,) einen Punkt gemeinsam haben; es sei W'(P"J der 
erste übrig bleibende Würfel. Indem wir auf diese Weise fortfahren, 
erhalten wir eine Folge 

Tr'(Fn) = W'(P1), W'(Pn,) , W'(P".), .. 

von endlich oder abzählbar unendlich vielen Würfeln, die keine ge
meinsamen Punkte besitzen. 

Bezeichnen wir jetzt mit W"(P"k) einen zu W'(Pnk) konzentrischen 
Würfel, dessen Kanten die dreifache Länge der Kanten von W'(Pnk) 

besitzen, so ist, wenn die Dimension des Raumes mit q bezeichnet wird: 

(lS) m W"(Pnk ) = Sqm W'(Pnk). 

Anderseits ist von den Würfeln, die bei der kten Operation weggestrichen 
worden sind, keiner größer als W'(P"k) und diese Würfel, die mit 
W' (P l1k) mindestens einen Punkt gemeinsam haben sollten, liegen folg
lich in W"(Pnk); wir haben also 

T-< W"(P ) + W"(P ) + W"(P ) + ... no 111 ' n,., 
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und folglich 
ml' < m W"(PnJ + m W"(Pn) +"', 

woraus mit Rücksicht auf (12) und (13) folgt 

rn W'(P )..L mW'(P ) + ... >': m*A. no j Jtl - oq 

§ 288 

Bezeichnet man jetzt mit 61', °9', (Ja', ... die den Würfeln W'(Pn), 

W'(Pn), W'(P nJ ... zugeordneten, innerhalb derselben liegenden Punkt
mengen, so ist wegen (3) 

'+ '...j.. , -L > IX *A mOl m02 . m6s I ••• = sq m . 

:Man kann daher die ganze Zahl PI so groß wählen, daß 

(14) 

ist. 
Wir setzen jetzt 

SI = 0/+ (}2' + ... + 0;1 
und bemerken, daß, da die 0k' keine gemeinsamen Punkte besitzen, 

(15) 

ist. Die abgeschlossene Punktmenge SI ist meßbar und als Teilmenge 
von T in U1 enthalten; wir haben also 

m(U1 -SI ) = mU, - m81 

und wegen (10), (14) und (15) 

m(UI -SI) < (1 + 1,- 2~q) m*A. 

\Vir können aber annehmen, daß wir von vornherein für r; den Wert 
CI: 

l'/ = 4.3Q 

gewählt haben; setzen wir dann zur Abkürzung 
CI: 

-Irl = 1 - 4.aQ , 

so wird 
(16) 

Da die Punktmenge A eine Teilmenge von U1 ist, so ist auch 

(A.-A.S1) -< (U1 - UI S1) = UI-SI 
und folglich wegen (16) 
(17) m*(A-AS1) < {Tlm*A. 
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Die Punktmenge (U1 - U1 81) ist der Durchschnitt von zwei offenen 
Punktmengen, nämlich von U1 und von der Komplementärmenge SI' 
von 8 1 ; wir können also unsere Überlegungen wiederholen, indem wir 
die ursprüngliche Punktmenge A durch (A -ASt) und ihre Umgebung U 
durch die Umgebung (U1 - Ul 8 1) von CA - AS1) ersetzen. Wir kon
struieren dazu eine offene Teilmenge Uj von (Ut - UI 81), so daß 

(A-ASt) -< U2 -< (Ut-Uj S1 ) 

und außerdem 

ist. Hierauf können wir eine endliche Anzahl P2 von unseren abge
schlossenen Punktmengen 0k(P) ausfindig machen, die keine gemein
samen Punkte besitzen, alle in [12 euthalten sind, und die ferner, wenn 
man sie mit 

und ihre Summe mit S2 bezeichnet, dIe Eigenschaft haben, daß 

(18) m(U2 -S2 ) < -&1'ln*(A-ASt ) 

ist. Berücksichtigt man endlich, daß SI S2 = 0 und daß daher 

(A - A(St + S2)) = [(A - AS1) - S2 (A - AS1)] -< Us - S2 

ist, so folgt aus (17) und (18) die Ungleichheit 

m*(A-A<St + S2) < .ftt2m*A. 
Die Punktmenge 

8 t + S2 = 01' + 6 2' + ... + (Jp:+P. 

liegt außerdem ganz in der ursprünglich gegebenen Umgebung UvonA. 
Durch n-malige Wiederholung unserer Konstruktion bestimmen wir 

auf diese Weise eine endliche Anzahl von Punktmengen 0k(P) ohne 
gemeinsame Punkte, die alle in U enthalten sind und deren Summe 

S = 6 1' + 02' + ... + 6:' 
der Bedingung 

m*(A - AB) < .ftj"m*A 

genügt. Nun kann man, da 

n=oo 

ist, die Zahl n so bestimmen, daß 

-&ln < (1-.ft) 

ist, wo -& die in den Ungleichheiten (7) und (8) vorkommende gegebene 
Zahl bedeutet. Hiermit ist die Relation (8) und daher auch der be
hauptete Satz bewiesen. 
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289. Den soeben bewiesenen Satz kann man leicht verallgemeinern: 

Satz 2. Die Behauptung des Satzes 1 kann auch dann erfüllt wer
den, wenn A zwar nicht beschränkt, aber von C11dlichem äußeren Inhalte 
ist, und wenn die Forderung b) übm' das Verhältnis der Inhalte von 6 k (P) 
und Wk(P) durch die allgemeinere 

(1) m(jk(P) > a(P) > 0 
mWk(P) 

ersetzt wird. 
Statt der festen Zahl a haben wir also jetzt ein mit P variierendes 

a(F), das nur der einen Beschränkung unterworfen ist, positiv zu sein.*) 
Nach dem Satze des § 266 können wir eine beschränkte Teil

menge Al von A finden, so daß 

m*Al > -&hn*A 

ist, denn {}t ist zugleich mit {T kleiner als Eins. Bezeichnen wir jetzt 
mit Bp die Gesamtheit aller Punkte von Al) für welche 

1 
a(P) > 2 P 

ist, so bilden die Punktmengen Bl) B 2 , B s' ... eine monoton wachsende 
Folge von Punktmengen und es ist außerdem, weil nach der Bedingung (1) 
die Funktion a(P) in keinem Punkte von Al verschwindet, 

lim Bp = Al' 
p='" 

Der Satz 15 des § 265 lehrt uns hierauf, daß 

limlJ1t*Bp = m*Al 
p='" 

*) Man könnte sogar den Satz 2 noch unwesentlich verallgemeinern, indem 
man erlaubt, daß die Funktion a(P) auf einer Nullmenge N ihres Definitions
bereiches A verschwindet; denn AB ist gleichgültig, ob man einen Teil von A 
oder von (A-N) überdeckt. Aus einem ähnlichen Grunde kann man die 1<'or
derung, daß die Punktmengen (jk(P) abgeschlossen sein sollen, durch die andere 
ersetzen, daß die Gk(P) nach außen quadrierbar sind (§ 279). Dagegen kann 
man nicht die Bedingung b) des Satzes 1 ganz fortlassen. Es ist z. B. möglich, 
beim Beispiele des § 280 jedem Punkte der perfekten Punktmenge (i-=-A) eine 
Folge von abgeschlossenen Intervallen zuzuordnen, die alle in der offenen 
Punktmenge A liegen und der Bedingung a) unseres ersten Satzes genügen. 
:Mit Hilfe dieser Intervalle kann man aber keinen einzigen Punkt von 
(i-A) llberdecken. 

Ebenso gilt der Vitalische Satz selbst dann nicht immer für zwei- oder 
mehrdimensionale Räume, wenn die Gk(P) zu P konzentrische Intervalle be
deuten. (Siehe die Note I am Ende des Buches.) 
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ist; wir können also eine ganze Zahl 'V so bestimmen, daß 

m*B" > ,frt.m*A1 > .&t.m*A 
ist. Nun besitzt aber B" sämtliche im Satze des vorigen Paragraphen 
geforderten Eigenschaften; diese Punktmenge ist nämlich beschränkt 
und man hat in jedem Punkte P von B" 

m6k (P) > m Wk(P). ;", 

Wir können also endlich viele unter diesen Punktmengen 6 k(P) fin
den, die in U enthalten sind und keine gemeinsamen Punkte besitzen, so 
daß ihre Summe 8 der Bedingung 

m*8B" > {Tt. m*B" > .&·m*A 
genügt. Es ist aber 

und folglich 

und daher 

wie wir zeigen wollten. 

SA>-SB" 

m*SA > m*SB", 

m*AS> {T.m*A., 

290. Satz 3. Ist A eine beliebige Punktmenge und U eine beliebige 
Urngebung von A; sind ferner 6 k(P) Punktmengen, die genau denselben 
Forderungen genügen wie im Satze 2, so gibt es Folgen von abzähl bar un
endlich vielen unter diesen Punktmengm, die innerhalb U liegen, keine 
gemeinsamen Punkte besitzen und deren Vereinigungsmenge die ganze 
Punktmenge A mit Ausnahme von höchstens einer Nullmenge enthält. 

Ist zunächst A von endlichem äußeren Inhalt, so folgt unsere Be
hauptung direkt durch Wiederholung der Konstruktion des vorigen 
Paragraphen. Man bestimmt z. B. endlich viele Punktmengen 

tJ/, 62', ••• , 6;" 

die in U liegen uud deren Summe SI der Bedingung 

m*ASt >tm*A 
genügt. Dann ist 

m*(A- AS1) < tm*A 
und (U - SI) eine offene Punktmenge. Hierauf bestimmt man endlich 
viele 6 k (P) innerhalb (U - SI)' deren Summe 82 der Bedingung 

m*(A-AS1)Ss = m*ASs >tm*(A-AS1) 

genügt. Dann ist 
m*(A - AS1) = m*(A - AS1)S2 + m*(A - AS1 - AS2) 

und daher 
m*(A-A(SI +S2) < tm*(A-AS1) < im*A 

C,. ra th (,0 dory I Reelle FunKtionen. 20 
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Indem man auf diese Weise fortfährt, bekommt man eine Folge von ab
zählbar unendlich vielen Punktinengen 

811 821 ••• , 8p ' •.• , 

deren Summe S als Summe von abzählbar unendlich vielen 6 k(P) ange
sehen werden kann, und es ist 

1 m*(A-AS) < m*(A-A(81 + 82 + ... +Sp)) < 2P m*A. 

Da dies für jedes p gilt, ist der Inhalt von (A - AB) gleich Null; außer
dem ist Seine Teilmenge von U. 

Ist zweitens A von unendlichem äußeren Inhalt, so kann man den 
Raum in abzählbar unendlich viele beschränkte Zellen zerlegen (§ 283). 
Die Begrenzung der Zellen, die nach Voraussetzung den Inhalt N uU hat, 
braucht man nicht zu überdecken. Ist g eine unserer Zellen, so kann 
man nach dem Vorigen Ag mit abzählbar unendlich vielen 6 k (P) ohne 
gemeinsame Punkte, die innerhalb Ug liegen, bis auf eine Nullmenge 
überdecken. Tut man dies für jede einzelne Zelle, so genügt die Ver
einignngsmenge aller dieser Überdeckungsmengen allen Forderungen 
unseres Satzes. 

291. Ist A von endlichem äußeren Inhalt, 80 kann man von U 
verlangen, daß 
(1) mU< m*A + c 

ist, wobei c eine beliebige positive von Null verschiedene Zahl bedeutet. 
Wählt man dann die Zahl &, 80 daß (1- &)m* A < c ist, so kann 

man nach unserm zweiten Satze eine Summe S von endlich vielen 
6 k (P) finden, für welche die Relationen 

(2) 

(3) 

(4) 

mS<m*A+c, 

m*AS>&·m*A>m*A-c, 

m*(A-AS) < c 

zugleich stattfinden. Aus (3) folgt dann erstens, wenn man berücksich
tigt, daß mS > m*AS ist, 
(5) mS>m*A-c. 
:Man Kann ferner eine sehr oft nützliche Abschätzung für den Inhalt der 
Punktmenge (S - AS) aus unseren Ungleichheiten entnehmen. Nach 
dem Satze 4 des § 257 ist nämlich 

mU = 1n*.A + m*(U-A), 
und hieraus folgt mit Berücksichtigung von (1) 

m*(U-A) < (m*A - II1*.A) + c. 
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Nun ist S-<.U und daher auch (S-AS)-<.(U-A); aus der letzten 
Relation folgt also 
(6) m*(S-AS) < (m*A-m*.A) + E. 

Der soeben erwähnte Satz liefert aber auch 

m*(S - AS) = mS - m*.AS, 
und hieraus folgt, wenn man (5) und 1n*AS ~ m*A benutzt, 

(7) m*(S-AS) > (m*A-m*.A) - E. 

Ist insbesondere A eine meßbare Punktmenge, so folgt aus (4) und (6), 
daß man S so bestimmen kann, daß die Ungleichheiten 

m(A-AS) < E und m(S-AS) < E 
zugleich gelten. 

Kapitel VI. Lineare Gebilde. 
Vektoren des q-dimensionalen Raumes. 

292. Für viele Fragen ist es zweckmäßig, den Begriff des Punktes 
eines q-dimensionalen Raumes durch den Begriff eines Vektors zu er
gänzen. 

Unter einem q-dimensionalen Vektor verstehen wir hier einfach 
die Gesamtheit von q Zahlen, die in einer bestimmten Reihenfolge ge
geben sind und die wir die Komponenten des Vektors nennen.*) Wir 
bezeichnen die Vektoren stets mit deutschen Buchstaben 

a: at , a2 , •.• , aq • 

Jedem Punkte des q-dimensionalen Raumes ist ein Vektor einein
deutig zugeordnet, dessen Komponenten gleich den Koordinaten des 

*) Die Ausführungen dieses Kapitels erlauben erst den Begriff des Vektors 
so auszugestalten, wie er in der Mechanik und Physik gebraucht wird. Dort ver
steht man unter Vektor eine gerichtete Strecke des Raumes, die durch ihre 
Länge und ihre Richtung festgelegt wird, und benutzt vor allem die Tatsache, 
daß die Operationen über Vektoren von der speziellen WahI des Koordinaten
systems unabhängig sind. Die Definition des Textes muß daher nur als eine VOr

läufige angesehen werden, die zum Aufbau der Theorie nützlich ist. Die Spe
zialisieJ:11ng, von der wir Gebrauch machen, ist zweierlei Art: erstens halten wir 
ein bestimmtes Koordinatensystem fest (in der Tat wollen wir die linearen Ttans
formationen des Raumes erst im Laufe der Untersuchung erklären) und zweitens 
betrachten wir ausschließlich Vektoren, deren Anfangspunkte im Anfangspunkt 
der Koordinaten liegen. 

20* 
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Punktes sind. Die Einführung einer neuen Bezeichnung wird dadurch 
gerechtfertigt, daß wir für die Vektoren folgende Festsetzungen treffen: 

I. Ist u ein Vektor mit den Komponenten a1 ••• aq und l 
eine beliebige endliche Zahl, so wollen wir mit ).0 den Vektor 
bezeichnen, dessen Komponen ten gleich ).ap ).a2 , ... , Aa sind; 
ferner bezeichnen wir mit - 0 den Vektor mit <len K~mpo
nenten -ap "" -ag' 

11. Unter Summe U + b von zwei Vektoren u: al' av .. " aq 

und b: bll b2 , • •• , bq verstehen wir den Vektor mit den Kom po
nenten 

III. Zwei Vektoren u und '0 sollen dann und nur dann 
gleich heißen, wenn alle ihre gleichnamigen Komponenten 
übereinstimmen, 

(k = 1, ... , q); 
ein Vektor ist dann und nur dann gleich Null, wenn seine 
sämtlichen q Komponenten verschwinden. 

Aus diesen Regeln folgt, daß man mit Vektoren rechnen kann; 
sind nämlich n, b, c, ... irgendwelche Vektoren und l, /L, ... beliebige 
endliche Zahlen, so hat man 
(1) l(/Lo) = /L(J.a) = Ap,n, 

(2) l(u+b)=lo+l'O, 
(3) 0 + b = b + u, 
(4) o+(b+c)=(o+o)+c=o+b+c. 
Ferner folgt aus 

).0 = 0, 

daß entweder A oder 0 verschwindet, und aus 

daß 
0+0=0, 

b=O 
ist; ferner folgt aus 

daß 

ist und aus 
(5) A.101 + ).202 + ... + ApUp = 0 

folgt ebenso, falls A.1 =1= 0 ist, 

(6) 
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Lineare Vektorgebilde. 

293. Definition. Ein lineares Vektorgebilde ist eine Menge L 
von Vektoren, die folgende zwei Eigenschaften besitzt: 

a) ist der Vektor u im linearen Gebilde L enthalten, so 
soll, wenn 1 eine beliebige endliche Zahl bedeutet, 1a eben· 
falls in L enthalten sein; 

b) sind u und b zwei Vektoren von L, so soll auch der 
Vektor u + b zu L gehören. 

Hieraus folgt, daß jedes lineare Gebilde den verschwindenden Vek
tor a = ° enthält, daß ferner dieser letzte Vektor schon für sich allein 
ein lineares Gebilde darstellt und daß endlich jedes lineare Gebilde, das 
einen nicht verschwindenden Vektor enthält, aus unendlich vielen Vek
toren besteht. 

Satz 1. Sind 01' a.j , ••• , op beliebige Vektoren, vOn denen wir ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen können, daß sie alle von NUIJ 
vlYl'schieden sind, so bildet die Gesamtheit von Vektoren der Form 

(1) Ä1 U1 + .l2U2 + ... + 1pl1p 

ein lineares Ve7ctorgebilde und zwar das kleinste derartige Gebilde, das 
fit, ~, . • ., up enthält. 

Ist nämlich b ein Vektor von der Form (1), so gilt dasselbe von 
lob und sind bund c von der Form (1), so gilt dasselbe von (b + c). Ist 
endlich L ein beliebiges lineares Vektorgebilde, das die Vektoren ull 
02' ••• , op enthält, so muß wegen der Eigenschaften a) und b) auch 
der Vektor (1) in L enthalten sein. 

Wir wollen dieses kleinste lineare Vektorgebilde, das ull ... , up 

enthält, mit L(ull •.• , up) bezeichnen und gelegentlich die Vektoren 
011 ••• , I1p die Erzeugenden dieses Gebildes nennen. 

294. Man sagt, daß p Vektoren °1 ", op linear unabhängig 
sind, wenn es nicht möglich ist, die Gleichung 

(1). Ä101 +Äl/02 +···-/,,lpop=O 
zu erfüllen, ohne daß sämtliche .lk verschwinden; im entgegengesetzten 
Falle nennt man 01 ••• op linear abhängig. 

Die p Vektoren sind z. B. stets linear abhängig, wenn einer unter 
ihnen verschwindet. Dagegen sind die beiden zweidimensionalen Vektoren 

01 :1,0, 
u2 : 0, 1 

linear unabhängig. 
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Es ist für viele Zwecke bequem, diese Terminologie auch auf den 
Fall p = 1 auszudehnen und von einem Vektor zu sagen, daß er linear 
abhängig oder unabhängig ist, je nachdem er verschwindet oder nicht. 

Jedenfalls folgt aus der linearen Abhängigkeit von p Vektoren 
(p> 1), daß man den einen unter ihnen mit Hilfe der anderen dar
stellen kann. Es ist dann nämlich die Gleichung (1) erfüllt und außer
dem z. B. ).t 9= 0; hieraus folgt aber (§ 292) 

a1 = ~la2 + ... + llpap ' 

In diesem Falle ist das lineare Gebilde L(a2 , as,"" ap ) identisch 
mit dem linearen Gebilde L(oll 02' ... , up)' Man kann also durch suk
zessives Wegstreichen von Vektoren erreichßn, daß ein gegebenes lineares 
Gebilde L(all a2 , ••• , op)' falls es überhaupt einen von Null verschie
denen Vektor enthält, durch linear unabhängige Vektoren Vu 
02, ••• ,Or erzeugt wird. 

Ein System von lineal' unabhängigen Vektoren, die ein lineares Ge
bilde erzeugen, heißt eine Basis des linearen Gebildes. 

Satz 2. Ist Vi' 62, ••• , 6r eine Basis des linearen Gebildes L(611 62, ••• , 6r ), 

so ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein Vektor a 
zu diesem Gebilde gehöre, die lineare Abhängigkeit der Vektoren a, bu 
V2 , ••• , ur' 

Jeder Vektor von L(u1 , u2 , .•. , ur) genügt nämlich nach dem § 293 
einer Gleichung wie 
(2) a = ).t01 + ... + Ar 6r , 

woraus folgt, daß die Vektoren 0, 611 ••• , or linear abhängig sind. Ist 
umgekehrt eine lineare Abhängigkeit zwischen diesen Vektoren vorhan
den, so muß eine Gleichung wie 

(3) lLoa + ~lb1 + ... + lLrOr = 0 

bestehen, und in diesel' Gleichung muß lLo 9= 0 sein, da sonst entgegen 
der Voraussetzung die 61 , ••• , or nicht linear unabhängig sein würden. 
Löst man aber die Gleichung (3) nach a auf, so folgt, daß a im ge
gebenen linearen Gebilde enthalten ist. 

295. Satz 3. Enthält ein lineares Gebilde L(au O2 , ••• , ar ), das von 
r Vektoren erzeugt wird, ebensoviele linem' unabhängige Vektoren Oll 0ll' ... , 0r' 
so bilden d1'ese eine Basis des linea1'en Gebildes. 

Im Falle, daß r ~ 1 ist, bedeutet die postulierte lineare Unabhängig
keit einfach, daß L (~) einen von Null verschiedenen Vektor 01 enthält. 
Die Behauptung reduziert sich dann auf die triviale Gleichung 

L(ul ) = L(ot)· 
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Wir setzen jetzt voraus, daß der Satz für lineare Gebilde, die von 
(r - 1) Vektoren erzeugt werden, richtig ist, und beweisen ihn für lineare 
Vektorgebilde, die von ,. Vektoren erzeugt werden. 

Nach Voraussetzung gibt es r Vektoren 

r 01 = all a1 + a 12 Cls + ... + "trar 
O2 = an at + an Cls + ... + «~r a,. 

1 ~r ~ ~r1 ~1 ~ a~2a~ ~ .... ~ a~ra'r1 
(1) 

die linear unabhängig und folglich alle von Null verschieden sind. Ins
besondere ist 01'+0 und es können nicht alle Zahlen aru "1'2"'" ",..

verschwinden. Es ist also z. B. ar1 + 0 und man hat, wenn man die 
letzte der Gleichungen (1) nach ~ auflöst und diesen Wert von u1 in 
die übrigen Gleichungen einsetzt, 

(2) (bk - "ltl 01') = ("k2 - au a:r ! \ a2 + ... + (akr - akl Cl".,.) U,. 
a,.t Cl,.t] Clrt 

Die (r -1) Vektoren 

(3) b'=6 -~6 
k k 0;.1 /. (k=1,2, ... ,(r- 1l) 

liegen wegen der Gleichungen (2) im linearen Vektorgebilde L(u», ... ,ar) 

und sind linear unabhängig, da man aus (3) von ihrer linearen A.b
hängigkeit auf die der ursprünglichen Vektoren 01, •.. , 61' schließen müßte. 
Nach unserer Annahme bilden die Vektoren 0/, ... ,6:_1 eine Basis von 
L(a2 , ••• , a .. ), und man kann daher die Vektoren all , «s, ... , ur linear in 
den uj:' und nach (3) auch in den 0k ausdrücken. Ferner folgt aus 

daß man auch u1 lineal' in 01 ••• Ur ausdrücken kann. Es ist also 

L(017 Oll' ... , br) = L(u1 , Cls, ... , ar ) 

und, da die 0k linear unabhängig sind, bilden sie eine Basis unseres 
linearen Vektorgebildes. 

Eine fast selbstverständliche Folgerung des letzten Satzes ist fol
gende: 

Satz 4. Zwischenje (r+1) Vektoren eines linearen Gebildes L(u" ... , U,.), 
das von r "Vektoren el'liJeugt wird, besteht eine lineare Abhängigkeit. 

Sind in der Tat 011 O2 , ••• , 0,.,01'+1 irgendwelche Vektoren des 
linearen Gebildes, so sind entweder die Vektoren 011 O2 , ••• ,0,. schon 
linear abhängig, oder aber sie bilden nach dem vorigen Satze eine Basis 
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von L(~, ... , Ur) und man kann 0r+1 linear in 011 .", br ausdrücken. In 
beidenFällen besteht eine lineare Abhängigkeit zwischen den (r + 1) 
gegebenen Vektoren. 

296. Sind 01 , bl!' ... , Ur und Ct, Cl!, ... , c. zwei Basen eines und 
desselben linearen Vektorgebildes L( a17 as, ... , um)' so kann nicht s > r 
sein, da sonst die Vektoren ck nach dem Satze 4 nicht linear unabhängig 
sein würden. Aus demselben Grunde kann aber auch nicht r > s sein. 
Es muß also r = s sein, d. h. sämtliche Basen eines linearen Ge
bildes bestehen aus derselben Anzahl von Vektoren. 

Diese Zahl nennt man den Rang des Vektorensystems u17 ~, ••• , um 
oder die Dimension des Vektorgebildes L(u17 a2 , ••• , um); sie kanD. 
definiert werden als die größte Anzahl von linear unabhängigen Vek
toren, die man innerhalb dieses linearen Gebildes auswählen kann. 

Das lineare Gebilde, das nur den verschwindenden Vektor enthält, 
wollen wir als ein Gebilde nullter Dimension betrachten. 

Satz 5. Im q-dimensionalen Raum gibt es nur ein einziges lineaTes 
Vektorgebilde q ter Dimension; dieses enthält sämtliche Vektoren des Ra1fmes. 

Jeder beliebige Vektor r läßt sich nämlich linear durch die q "Ein
heitsvektoren" 

e1 : 1, 0, 0, ... , ° 
e2 : 0, 1, 0, ... , ° 
eg : 0, 0, 0, ... , 1 

ausdrücken. Diese q. Vektoren sind linear unabhängig, aber zwischen 
(q+1) beliebigen Vektoren des Raumes muß stets eine lineare Abhängig
keit bestehen. Sind jetzt 017 O2, ••• , bq irgendwelche linear unabhängige 
Vektoren, so bilden sie nach dem Satze 3 eine Basis des Gebildes, das 
von c17 ••• , e-q erzeugt wird, und es ist 

L (017 O2 , •.. , 0) = L (ell ~, ••. , eq). 

297. Wir sind jetzt imstande zu zeigen, daß jedes lineare Vektor
gebilde L des q-dimensionalen Raumes durch höchstens q linear unab
hängige Vektoren erzeugt werden kann. 

Entweder besteht nämlich L aus einem einzigen verschwindenden 
Vektor oder es enthält einen von Null verschiedenen Vektor a1 • Im 
letzten Falle ist entweder 

L = Leu l ) 

oder es enthält einen von a1 linear unabhängigen Vektor ull . Ist dieses 
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der Fall, ~o ist entweder 
L = L(all a2) 

oder es gibt in L einen Vektor as, der von a1 und a2 unabhängig ist. 
Indem man auf diese Weise fortfährt, und die Tatsache benutzt, daß 
zwischen je (q + 1) Vektoren des Raumes eine lineare Abhängigkeit be
steht, sehen wir, daß für L nur endlich viele Möglichkeiten bestehen, 
und daß mithin entweder überhaupt kein von Null verschiedener Vektor 
in L enthalten ist, oder daß 

L = L(a!, a2 , ••• , ur) 

ist, wobei die Zahl r < q sein muß. 

Orthogonalitätseigenschaften. 

298. Sind zwei Vektoren 
a : al1 a2 , ••• , aq 

b: bl1 b2 , .•. , bq 

gegeben, so nennt man die Zahl 

alb! + a2 b2 + ... + aqbq, 

die man mit Hilfe ihrer Komponenten erhält, das innere Produkt der 
beiden Vektoren und bezeichnet es mit ab. 

Das innere Produkt 

ab = al b1 + a2 b2 + ... + aqbq 
besitzt die Eigenschaften: 

6a = ab, 
(la)· (r-6) = A!L(a6), 

a (6 + c) = a 6 + ac . 
Hieraus folgt, wenn 

ist, so muß 
(1) 

sein. 
Als absoluten Betrag eines Vektors u versteht man die Zahl 

(2) 

d. h., mit unseren früheren Bezeichnungen (§ 185), die Entfernung des 
Punktes des q-dimensionalen Raumes, dem unser Vektor zugeordnet ist, 
vom Anfangspunkt der Koordinaten. 
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Ist a = 0, so ist sowohl la = 0 als auch das innere Produkt mit 
einem beliebigen anderen Vektor b 

a·n = 0; 

aus a =l= 0 folgt aber stets al > O. 

299. Zwei Vektoren a und b heißen orthogonal oder senkrecht, 
wenn ihr inneres Produkt verschwindet. Ein System von m, Vektoren 

soll normiert genannt werdeu, wenn jeder unter ihnen den absoluten 
Betrag Eins hat und je zwei Vektoren des Systems orthogonal zuem
ander stehen; es soll also stets 

(1) 
f aj ak = 1 rur j = k 
\ = 0 für j =l= k 

sein. Wir werden auch gelegentlich von den Vektoren (1) selbst sagen, 
daß sie normiert sind. 

Die Vektoren eines normierten Systems sind linear unabhängig, 
denn aus 

folgt einerseits 
(11 al + 12 u2 + ... + Am Qm)Uk = 0 

und anderseits wegen der Gleichungen (1) 

(Al Ul + 12 U2 + ... + Äm U",) ak = Ak ; 

es müssen also sämtliche 1k verschwinden. 

300. Ist ein Vektor :p orthogonal zu jedem Vektor der Basis eines 
linearen Vektorgebildes, so folgt aus der Gleichung (1) des § 298, daß 
l' überhaupt zu jedem Vektor des linearen Gebildes orthogonal ist; man 
sagt dann, daß :p orthogonal zu dem linearen Gebilde ist. 

Es sei ulJ U2 , ••• , am ein System normierter Vektoren und! ein be
liebiger Vektor des Raumes; man kann dann! auf eindeutige Weise 
in der Form darstellen 
(1) !=a+v, 
wobei a im linearen Gebilde L(uv u2 ' .•• , am) liegt und p orthogonal 
zu diesem Gebilde ist. 

Wir setzen 
(2) 

dann muß für jeden Wert k VOll 1 bis m 

:Pllk = (r -a) ak = 0 
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sein. Diese Gleichung kann man aber schreiben, weil die a.\: normiert sind, 

(3) 

Die A.\: sind hierdurch eindeutig bestimmt; umgekehrt ist aber der Vektor 

(4) l' = r - 2'(rUk) u" 
k 

orthogonal zu L(ull ~, , .. , (1m) und erfüllt also unsere Bedingungen. 
Man kann leicht zeigen, daß für jede Zerlegung 

(5) ~ = a'+ u, 
für welche der Vektor u' im linearen Gebilde L(ull ..• , um) liegt, 

(6) 

ist, und daß das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn u'= U und 
b = l' ist. Man hat nämlich 

o=(a-u')+v 
und folglich, weil 

v(a-u')=O 
ist, 
(7) 
also 

woraus (6) unmittelbar folgt. 
Liegt ~ im linearen Gebilde L(ull (121"'1 Um)' SO verschwindet p. 

Es ist nämlich dann 

und 
~ul: = /L,,; 

nach der Gleichung (4) ist dann :p = 0. Ist aber umgekehrt V = 0, so 
liegt natürlich ~ im linearen Gebilde der u". 

Wenn anderseits V =1= 0 ist, so ist 
II 

ull ... , um' ih' 1,,1 
normiert und das lineare Gebilde 

L(uu"., Uml 1:1) 
enthält ~. 

301. Man kann mit Hilfe der Operationen des vorigen Paragraphen 
stets eine Basis eines beliebigen Gebildes L(u1, u2 , ••• , um) bestimmen, 
die normiert ist. 
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Es ist keine Beschränkung, wenn wir voraussetzen, daß alle Vek
toren al , a2 , ••• , am von .Null verschieden sind. Man setze 

(. Ql 

UI=~' 

dann ist 1011 = 1. Hierauf setze man 

62' = ~ - \ U:j0l) 01 • 

Ist O2' = 0, 80 sind u2 und 61 linear abhängig und man kann u2 einfach 
fortlassen; ist aber O2' + 0, so setze man 

b ' b '. 
II = 10;1' 

das Vektorensystem (01 , O2) ist dann normiert. Ferner setze man 

b3' = as - (a3 b1)01 - (a302)62 , 

lasse aa fort, falls Os' = ° ist, und setze andernfalls 
o ' 

03 = 10:'1 . 
Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält man die gewünschte 

normierte Basis von L( Ull all , ••• , um) und zugleich die Möglichkeit, den 
Rang eines beliebigen Systems von Vektoren durch elementare Rech
nungen zu bestimmen. 

302. Es sei bll O2,,,,, Om die normierte Basis eines linearen Ge
bildes L(bl , O!, ... , bm), wobei m < q sein soll. Bezeichnet man wieder 
mit el , e2 , .•• , eq die Einheitsvektoren des Raumes, so ist das lineare 
Gebilde 
(1) L (bI' 62, ••• , bm , eu C2 , ••• , eq) 

ein Gebilde q tel' Dimension und jede Basis dieses Gebildes, das den 
ganzen Raum umfaßt, besteht aus q Vektoren. Berücksichtigt man, daß 
die 0k normiert sind, und wendet auf das Vektorensystem 

01 , ••• , bm , eu .. ,eq 

die Operationen des vorigen Paragraphen an, so erhält man eine nor
mierte Basis von (1), welche die Vektoren Oll' .. , bm enthält, und folg
lich in der Gestalt 

011 O2,,,,, Um; C1/ C2 ,···, cq _ m 

erscheint. Jeder Vektor ~ des Raumes genügt also einer Gleichung 

~ = A1 01 + A~02 + ... + lmom + !LI CI + ... + /-Lq_mCq_m' 

Sind hierbei die Koeffizienten Al' alle gleich Null, so ist natürlich !: 
orthogonal zu L (01/ ... , b,Ji ist umgekehrt!: orthogonal zu L(bl1 ... , Dm) 
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und folglich zu jedem der Vektoren bk , so müssen die Gleichungen 

6 bk = lk = 0 (k = 1, 2, ... , m) 

bestehen. Mit andern Worten: das lineare Gebilde L( cll C2 , ••• , Cq_ni) enthält 
alle Vektoren, die auf L(b1/""" bm ) senkrecht stehen und nur diese. 

Man sagt diese beiden linearen Gebilde sind orthogonal zuein-. 
ander. 

Das lineare Gebilde, das zu einem gegebenen orthogonal 
ist, ist eindeutig bestimmt und die Summe der Dimensionen 
von zwei zueinander orthogonalen Gebilden ist stets gleich 
der Dimension.q des Gesamtraumes. 

Ist m = q, so gibt es keinen nicht verschwindenden Vektor, der 
zu dem Gebilde L(bu ... , bq) orthogonal ist, da jeder Vektor des Raumes 
in diesem Gebilde enthalten is"t. 

303. Die Gesamtheit der Vektoren, die in zwei gegebenen linearen 
Gebilden L und M zugleich enthalten sind, muß wegen der Definition 
des § 293 ebenfalls ein lineares Vektorgebilde erzeugen. Dieses lineare 
Vektorgebilde, das natürlich stets den verschwindenden Vektor enthält, 
wollen wir den Durchschnitt von L und M nennen und mit S be
zeichnen. 

Wir bezeichnen mit LO und MO die zu L und M orthogonalen Ge
bilde und mit So das kleinste lineare Gebilde, das sowohl LO als auch 
MO enthält; jeder Vektor des Durchschnitts S von L und M ist dann 
sowohl zu LO als auch zu MO orthogonal, und er muß folglich auch 
orthogonal zu So sein, da man eine Basis von So aus Vektol'en von LO 
und MO zusammensetzen kann (§ 294). Umgekehrt ist aber jeder Vektor, 
der auf So senkrecht steht, orthogonal sowohl zu LO als auch zu MO 
und folglich ein Vektor von S. Mit anderen Worten die linearen Ge
bilde S und So sind zueinander orthogonal. Da man nun durch unsere 
elementaren Operationen LO, MO und So konstruieren kann, so gilt das
selbe auch von S. 

Bezeichnet man mit rn, n, s die Dimensionen von L, JJl, S, so sind 
die Dimensionen von LO, MO, So bzw. (q-m), (q-n) und (q -8); außer
dem aber ist die Dimension von So nie größer als die Summe der Di
mensionen von LO und MO; man kann also schreiben 

q - 8 < (q-m) + (q-n) 
oder 

$ > (m+n-q). 

Hieraus folgt insbesondere, daß der Durchschnitt von L und M stets 
von Null verschiedene' Vektoren enthält, wenn m + n > q ist. 
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Determinanten. 

304-. Definition. Es seien im n-dimensionalen Raume n Vek
toren 011~' ... , on in bestimmter Reihenfolge gegeben. 

Wir wollen Funktionen D(017 °2"", On) untersuchen mit 
folgenden drei Eigenschaften: 

a) Der Wert der Funktion bleibt ungeändert, wenn man 
einen der Vektoren 0k durch den Vektor (ak+o j ) ersetzt, wo
bei j + k ist. 

b) Der Wert der Funktion wird mit J.. multipliziert, wenn 
man irgendeinen der Vektoren 0k durch J..ak ersetzt. 

e) Bezeichnet man mit el1 e2 , •.• , en die Einheitsvektoren 
des Raumes in ihrer natürlichen Reihenfolge (d. h. in der
selben Reihenfolge, wie in § 296), so ist 

D(el , e2 , ••• , en) = 1. 

Diese Funktionen, die, wie wir bald sehen werden, durch die Eigen
schaften a), b) und c) eindeutig definiert sind, nennt man D etermi
nan ten und bezeichnet sie, wenn man die Komponenten au , ak2, ••• , akn 

jedes Vektors 0k ausführlich hinschreiben will, durch das Symbol 

(1 ) 

all.' (1'12' ••• , a 1 n 

an, ((22' ••• , aSn 

Die letzte Bezeichnungsweise erlaubt ohne weiteres von Zeilen und 
Spalten (Kolonnen) der Determinante zu sprechen; die Zahlen aik 

nennt man die Elemente der Determinante. Die n Elemente alU a22 , ••. , 

ann bilden im Schema (1) die Hauptdiagonale der Determinante und 
die ganze Zahl n heißt ihre Ordnung. 

Wir wollen zunächst die Untersuchung führen, ohne uns darum zn 
kümmern, ob es für jeden beliebigen Wert der natürlichen Zahl n auch 
Determinanten gibt. Der betreffende Existenzbeweis , der uns zugleich 
darüber unterrichten wird, daß die Bedingungen a), b) und c) sich nicht 
widersprechen, wird erst im § 311 gegeben werden. 

305. Satz 1. Der Wert einer Determinante bleibt unverändert, wenn 
man einen beliebigen der Vektoren 0k durch 0k + AOj ersetzt, wobei j =1= k 
und J.. eine willkürliche Zahl bedeutet. 

Der Satz braucht natürlich nur für nicht verschwindendes iI. be
wiesen zu werden. Der Wert D unserer Determinante geht nach b) 
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in lD über, wenn wir uj durch laj ersetzen; hierauf bleibt nach a) der 
Wert 1 Derhalten, wenn wir ak durch uk + l uj ersetzen. Endlich geht 
nach b) wieder lD in D über, wenn wir AUj mit l:l multiplizieren. 

Satz 2. Der Wert einer Determinante wird mit - 1 multipliziert, 
wenn man zwei Zeilen der Determinante miteinander vertauscht. . 

Es seien uj und uk zwei verschiedene Vektoren von D(oll O2''''1 Un)' 
Der Wert der Determinante wird nach dem obigen Satze nicht ge

ändert, wenn man nacheinander die Vektoren uj und 0k ersetzt durch 

a/ = uj + Uk , 

a/,= ä/ = uj + ak , 

aj"= a/' + ut= 0kl 

ak ' = ak , 

0k"= uk' - a/ = - aj , 

0k'" = uk" = - aj • 

Endlich wird D mit -1 multipliziert, wenn man 0t' durch - at'= 0j 

ersetzt. 

Satz 3. Eine Determinante verschwindet, 1cenn alle Elemente einer 
Zeile gleich Null sind. 

Multipliziert man in der Tat alle Elemente dieser Zeile mit dem 
Faktor 1 = 2, so muß nach b) der Wert der Determinante verdoppelt 
werden; anderseits aber behalten alle Elemente dieser Zeile ihren Wen 
Null, so daß der Wert der Determinante unverändert geblieben ist. 
Hieraus folgt· aber ohne weiteres 

D=O. 

306. Wir müssen jetzt zeigen, daß der Wert der Funktion D durch 
die Eigenschaften a), b) und c), welche die vorigen drei Sätze nach sich 
ziehen, eindeutig bestimmt ist. Das erreichen wir dadurch, daß wir 
ein Verfahren angeben, um die Determinante aus zur e c h n e n, wenn die 
aik gegebene numerische Konstanten sind. 

Man kann nämlich durch wiederholte Anwendung der Operationen, 
die in den Sätzen 1 und 2 beschrieben sind, jede Determinante D von 
höherer als erster Ordnung in eine gleichwertige D1 transformieren, bei 
welcher sämtliche Elemente unterhalb der Hauptdiagonale gleich Null 
sind. Wir wollen dann sagen, daß D in die Normalform erster Art 
übergeführt worden ist. 

Wir betrachten zunächst die Elemente der ersten Spalte: 

entweder sind diese alle Null oder aber man kann durch eventuelle Ver
tauschung von zwei Zeilen und Multiplikation der einen dieser Zeilen 
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mit -1 unsere Dete:rminante in eine gleichwertige transformieren, für 
welche all =l= 0 ist. Ist nun in der Determinante all =l= 0, so ist nach 
dem ersten Satze 
(1) D(all as', as', .. ·, an') = D(allns,···, an), 
wenn wir 

(2) (l~=2,3, ... ,n) 

setzen. In der neuen Determinante verschwinden aber in jedem dieser 
Fälle die (n - 1) letzten Elemente der ersten Spalte und wir können 
schreiben 

a11 , alS' alS, •.. , a1n 

0, a;2' a;s, ... , a;." 
(3) D = 0, a;s, a;3' ... , a;" 

Falls also unsere Determinante D zweiter Ordnung war, ist unser Ziel 
schon erreicht. 

Um den Schluß von n auf (n + 1) anzuwenden, nehme man jetzt 
an, daß die Determinante (n -l)ter Ordnung 

a;2' a;s, .... , a;n 
a;2' 0.;3' ... , a;n 

durch die Operationen der Sätze 1 und 2 des § 305, verbunden mit der 
Voraussetzung b) der Definition, in die Normalform erster Art überge
führt werden kann. Bemerkt man, daß bei Anwendung der gleichen 
Operationen auf die (n-1) letzten Zeilen des Schemas (-3) die (n -1) 
letzten Elemente der ersten Spalte ihren W ert Null beibehalten, so 
sieht man, daß durch diese Operationen die Determinante D in die 
Normalform erster Art übergeführt worden ist. Di~ Möglichkeit der 
Transformation ist also für jeden Wen von n bewiesen. 

307. Wir wollen sagen, daß eine Determinante in der 
Normalform zweiter Art erscheint, wenn entweder alle Ele
mente" einer Zeile oder alle Elemente, die nicht auf der Haupt
diagonale liegen, verschwinden. 

Es ist sehr leicht, durch Anwendung derselben Operationen wie 
vorhin eine Determinante aus der Normalform erster Art in eine gleich
wertige Determinante der zweiten Normalform iiberzuführen. 
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Es sei nämlich I bll , b12 , bl3 , •.. , bln 

0, b22 , b23 , .•• , bs.. 

(1) D = 0, 0, bS3 '··" ban 

0, 0, 0, ... , b.,n 

Ist bnn = 0, so ist das Schema (1) schon von der zweiten Normalform. 
Ist aber b"" =+= 0, so kann man durch Addition der mit geeigneten Fak
toren multiplizierten letzten Zeile von (1) zu den früheren erreichen, 
daß die (n -1) ersten Elemente der letzten Spalte verschwinden. Ist 
die Ordnung der Determinante gleich zwei, so ist unser Ziel schon er
reicht; ist aber n > 2, so zeigt die Anwendung des Schlusses von n auf 
(n + 1), den wir genau so handhaben wie im vorigen Paragraphen, daß 
man durch unsere Elementaroperationen die Determinante D in eine 
gleichwertige Determinante von der zweiten Normalform überführen kann. 

308. Sind in einer Determinante, welche in der zweiten Normalform 
erscheint, alle Elemente der Hauptdiagonale von Null verschieden, so ist 
nach der Eigenschaft b) des § 304 der Wert von D gleich dem Produkte der 
Elemente in der Hauptdiagonale multipliziert mitD( eD es, .. " CA)' also nach 
der Eigenschaft c) desselben Paragraphen ist D gleich diesem Produkte 

Ist aber ein Element der Hauptdiagonale gleich Null, so müssen 
auch nach der Definition des vorigen Paragraphen alle Elemente einer 
Zeile verschwinden und die Determinante folglich den Wert Null haben 
(§ 305, Satz 3). 

Bemerkt man endlich, daß bei den Operationen, durch welche wir 
eine Determinante der ersten Normalform in eine der zweiten transfor
miert haben, die Diagonalglieder unverändert bleiben, so haben wir den 

Satz 4. Jede Determinante: die in einer aP!l" heiden Normalformen 
erscheint, ist gleich dem P1·odukte ihrer Elemente in der Hauptdiagonale. 

309. Man bemerke, daß bei allen Operationen, durch welche wir eine 
Determinante in die Normalformen erster und zweiter Art transformiert 
haben,j ede Spalte ganz unabhängig von den übrigen aber in ge.
nau derselben Weise wie die übrigen transformi.~rt worden ist. 

Ersetzt man also die Elemente einer Spalte der ursprünglichen Deter
minante D durch ihre Summe mit den entsprechenden Elementen einer 
anderen Spalte und führt für die so modifizierte Determinante D' 
nacheinander alle Operationen aus, die zu der Normalform zweiter Art 
D2 geführt h?tten, so erhält man statt D2 eine Determinante D,/, die 
aus D 2 hervorgeht, indem man die Elemente einer ihrer Spalten zu dEm 
Elementen einer anderen Spalte addiert. 

C",ratheodory, Reelle Funktionen. 21 
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Wir brauchen also nur zu untersuchen, wie sich D 2 bei der be
trachteten Operation über die Spalten transformiert. 

Besteht eine Zeile von D2 aus lauter verschwindenden Elementen, 
so muß D2' auch gleich Null sein; andernfalls sind die Hauptdiagonalen 
von D2 und D~' einander gleich und enthalten lauter nicht verschwin
dende Elemente. Außerdem ist nur noch ein einziges Element von D 2' 

nicht Null und man sieht sofort ein, daß die Normalform zweiter Art von 
D2' wiederum D 2 ist Hieraus folgt aber D 2' = D2 und, wenn man die 
Gleichungen D' = D; und D = D2 berücksichtigt, schließlich auch D' = D. 

Ebenso sieht man, daß durch Multiplikation einer Spalte mit einem 
willkürlichen Faktor A die Determinante mit 1. multipliziert wird. 

Nun setze man 

die Komponenten von ak sind also die Elemente der 7cten. Spalte. 
Unsere Determinante kann aufgefaßt werden als Funktion der n Vek-

Die obigen Bemerkungen zeigen, daß die Funktion b.(all _ •. ,an) die 
Eigenschaften a) und b), welche die Determinante D (au U2 , ••• , an) be
sitzt, ebenfalls erfüllt. Ist ferner 

so ist auch 
(k = 1, 2, . . ., n) 

und man kann schreiben 
(k = 1, 2, . __ ., n) 

b.(e1 , c2 , ••• , e,,) = 1. 

Die Eigenschaft c) ist also ebenfalls erfüllt; nun haben wir bewiesen, 
daß durch diese drei Eigenschaften der Wert einer Funktion eindeutig 
bestimmt ist. Es muß also 

und daher auch 
b. (al' ... , än) = D(all ... , iin) 

D (ull U2 , .•. , u,,) = D (all U2 , ... , ii n) 
sein, d. h. wir haben del1 

Satz 5. Der Wert einer Determinante wird durch Spiegelung ihrer 
Elemente an der Hanptdiagonale nicht verändert. 

Hieraus folgt, daß die drei Sätze des § 305) die wir für die Zeilen 
einer Determinante ausgesprochen haben, auch für die Kolounen einer 
Determinante richtig sind. Ebenso kann man den Satz behaupten: 

Satz 6. Sind die entsprechenden Elemente zweier Zeilen oder Spalten 
einer Determinante einander gleich, so vm·schwindet die Determinante. 



§ 310 Determinanten 323 

Sind z. B. die beiden Vektoren uj und uk einander gleich und er
setzen wir uj durch (u, - uk), was den Wert unserer Determinante nicht 
verändert, so verschwinden alle Elemente einer Zeile unserer neuen 
Determinante. 

310. Setzt man der Reihe nach für die Elemente der letzten Spalte 
einer Determinante D unbestimmte Größen 

Xi' X2 , ••• , Xn , 

und transformiert nach dem § 306 die Determinante in eine gleichwer
tige von der ersten Normalform, so erscheint das letzte Element der 
Hauptdiagonale in der transformierten Determinante als homogene lineare 
Funktion der X k , deren Koeffizienten bestimmte numerische Zahlen sind, 
während in den übrigen Elementen dieser Hauptdiagonale die xk nicht 
vorkommen. Wegen des Satzes 4 des § 308 ist also D eine lineare und 
homogene Funktion der Elemente ihrer letzten Spalte. Nach den Sätzeu 2 
und 5 der §§ 305 und 309 kann man dasselbe von jeder Zeile oder Spalte 
behaupten: 

Satz 7. Eine Determinante ist eine lineare und homogene Funktion 
der Elemente einer jeden ihrer Zeilen und Spalten. 

Insbesondere kann man also schreiben: 

(1) D = "ta11 + a2 a12 + ... + (tnain' 

wobei die Koeffizienten IX. nur von den Elementen der (n-l) letzten 
Zeilen der Determinante abhängen. Wir können IXi ausrechnen, indem 
wir u1 = ei setzen; es ist dann: 

oder nach dem § 306 

(2) 

1, 0, 0, ... , 0 
a2U a22 , a2S , ••. , a~n 

IXi = 

1, 0, 0, ... , 0 
0, a22 , a23 , ., ., a2n "1 = 

Man sieht nun sofort ein, daß der Wert (2) von ((1 mit demjenigen der 
Determinante (n-1)ter Ordnung 

21~ 
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die man durch Weglassen der ersten Zeile und der ersten Spalte von 
D erhält, übereinstimmen muß. Beide sind nämlich Funktionen von 
denselben Veränderlichen und besitzen die Eigenschaften a), b) und c) 
des § 304, durch welche der numerische Wert der Funktion eindeutig 
bestimmt ist (§ 308). 

Wir wollen mit A ik diejenige Determinante (n-l)ter Ordnung be
zeichnen, die man erhält, wenn man die Zeile und die Spalte, welche 
sich im Elemente a,k von D kreuzen, wegläßt und das übrige Schema 
unverändert beibehält. 

Wir wollen ferner die Größen 
0ik = (- l)"+kAök 

einführen und sie das algebraische Komplement des Elementes aik 

nennelI. Dann läßt sich die Gleichung (2) schreiben: 

€t l = Au = On' 
Um €t 2 zu berechnen, vertauschen wir die beiden ersten Spalten, wo
bei D in - D übergeht, und setzen all! = 1 und die übrigen Elemente 
der ersten Zeile von D gleich Null; nach dem obigen Resultat ist dann 
(3) €t 2 =- All! = CU' 
Um €t s zu berechnen, vertausche man die zweite mit der dritten Spalte, 
bezeichne mit D' die transformierte Determinante und mit a/ die Trans
formierte von ak• Man hat dann 

D'=-D, 
und nach (3) 

Es ist demnach 
Us = °lS' 

Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält man statt (1) die Formel 

(4) D = all all + 012 a12 + ... + 0lnaln' 

Durch Vertauschung der beiden ersten Zeilen von D folgt aus einer ganz 
analogen Schluß weise 

D = C21 a91 + a22 a92 + ... + 02n a2n' 

Allgemein erhält man, wenn man die Sätze 2,5 und 6 benutzt, und 
wenn man mit 0kj ein System von n 2 Zahlen bezeichnet, die den Be
dingungen Ok)' = 0 für k +J' und 0k' = 1 für k = J' crenüO'en folO'endes 

) 00' 0 
System von Formeln: 

n 

(5) ~Okiaji = 0kjD, 
i=l 

(6) 



§311 Determinanten 325 
311. Die Formel (4) des vorigen Paragraphen erlaubt einen analy

tischen Ausdruck für die Determinanten nter Ordnung zu berechnen, 
falls man einen solchen für die Determinanten (n - l)ter Ordnung 
kennt; man kann mit seiner Hilfe verifizieren, ob die Bedingungen a), 
b), c) des § 304 für jedes n miteinander verträglich sind oder nicht. 

Wir wollen nun zeigen, daß der Ausdruck 

(1) 

eine Determinante n ter Ordnung darstellt, falls man die Existenz von 
Determinanten (n - l)ter Ordnung voraussetzt. Da ferner für n = 2 
die Gleichung (1) explizite lautet: 

D = all au - a12aSl 

und dieser letzte Ausdruck unseren Forderungen genügt, wird hiermit 
die Existenz von Determinanten für jedes beliebige n erwiesen sein. 

Man sieht zunächst sofort ein, daß die Eigenschaften b) und c) des 
§ 304 für den Ausdruck 

D( P.t, U2, .•. , an) = a ll 0ll + a12 Cu + ... + aln GIn 

von selbst erfüllt sind. Ebenso sieht man, daß dieser Ausdruck sich 
nicht ändert, wenn man ak durch ak + aj ersetzt, solange k =1= j und 
keine der beiden Zahlen gleich Eins ist; endlich, daß D mit -1 mul
tipliziert wird, wenn man (l2 mit einem beliebigen unter den' folgenden 
Vektoren vertauscht. Es bleibt demnach nur noch zu zeigen, daß D 
unverändert bleibt, wenn man (li oder a2 (aber nicht heide zugleich) 
durch ~ + (l2 ersetzt. Um dies zn verifizieren, entwickeln wir jedes der 
qj nach seiner ersten Zeile und bekommen, wenn wir diese Werte in 
(1) einsetzen, für D einen Ausdruck von der Form 

D =:E alj ~ ßjk a2k = :E ßjk alj a2l;' 
j k j,k 

wobei die ßjk nur noch von den Komponenten von aa, (4) ••• , a" ab
hängen; da nun die Ca Funktionen sind, die von den Elementen der 
kten Spalte von D nicht abhängen, ist ßkk = O. Ferner ist nach dem 
vorigen Paragraphen, wenn k<j ist und 'J'jk die Determinante (n-2)ter 
Ordnung bedeutet, die man durch Wegstreichen der zwei ersten Zeilen 
und der jten und kten Spalte von Derhält, 

ßJk = (-1)1+ 1(-1)k+lY;k und ßkj = (_1)k+l( -1)i yik , 

woraus stets 
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folgt. Man kann also schreiben 
n (I-I) 

D = ~~ ßjk(alj a 2k - a lka 2j) , 
j=2 k=1 

§ 312 

und da dieser Ausdruck unverändert bleibt, wenn man ul oder u2 durch 
01 + ua ersetzt, ist die Existenz von Determinanten nter Ordnung er
bracht. 

Anwendung der Determinanten auf die linearen Vektorgebilde. 

312. Es seien Ull 02' ... , Um eine Anzahl von linear unabhängigen 
n- dimensionalen Vektoren; nach dem § 297 ist dann notwendig m ~ n. 
Wir können jeden dieser Vektoren mit Hilfe der Einheitsvektoren ek in 
der Form darstellen 

uj = aj1 el + aj2 e2 + .. , + ajnen , 

wobei die Zahlen ajk die Komponenten des Vektors 0j bedeuten sollen. 
Da die Vektoren uk linear unabhängig sind, ist jeder von ihnen, also 
insbesondere ~ von N uU verschieden und besitzt mindestens eine von 
Null verschiedene Komponente. Es sei alp eine solche. 

Wir bilden nun neue Vektoren 

u/ = 0j - .Ä.ju1 (j = 2, 3, ... , m) 

und bestimmen Aj derart, daß die pte Komponente von 0/ verschwindet. 
Es genügt dazu 

zu setzen, woraus 

folgt. 
Es ist klar, daß die beiden linearen Gebilde L( Ull °2 , .•• , Um) und 

L( 0" 0/, ... , u~) einander gleich sind, da man auch umgekehrt die llj 

linear in den u/ und in 01 ausdrücken kann. Hieraus folgt aber die 
lineare Unabhängigkeit von Ull 02', .•. , U;' (und folglich auch die von 
O2', as',···, a,;.), da SODSt die Dimension des linearen Gebildes L(~, . .. , U ) 
kleiner als m sein würde. m 

Wir wollen jetzt zeigen, daß unter den Determinanten mter Ord
nung, die man durch Weglassen von (n-m) Spalten aus dem Schema 

(1) 

alU aa, ... , alp, ... , a1n , 

a2U a22 , ••• , a2 1" ••• , a2n , 

aml1 am2 ,· •• , amp " .• , am1l 

erhält, mindestens eine von Null verschieden ist. 
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Da wegen des Satzes 1 des § 305 diese Determinanten denselben 
Wert haben wie die entsprechenden Determinanten des Schemas 

(2) 

alU auu ... , a,p' ... , aI", 

a;lI a;s' ... , 0, ... , a;", 
, 

... , amn , 

wobei die a/k die Komponenten der obigen Vektoren a; bedeuten, so 
genügt es den Satz für letztere zu beweisen. 

Ist m = 2, so folgt aus ~'=l= 0, daß mindestens eine der Kompo
nenten a;l' a;ll' ... , a;" nicht verschwindet; es sei a;'1 diese Kompo
nente, wobei q notwendigerweise eine von p verschiedene Zahl bedeutet. 
Dann ist aber, wie wir· beweisen wollten, eine der Determinanten des 
Schemas, nämlich 

I al,9' alp I =1= O. 
ajlfJ' ° 

Für m > 2 wenden wir den Schluß der vollständigen Induktion an. Es 
sei also der behauptete Satz für (m - 1) Vektoren richtig. Es muß dann 
mindestens eine der Determinanten des Schemas, das aus (2) durch Fort
lassen der ersten Zeile hervorgeht, von Null verschieden sein. Diese 
Determinante erhält man durch Fortlassen von (n - m + 1) Spalten. 
Unter den fortgelassenen Spalten befindet sich aber notwendigerweise 
die pte, die ja aus lauter Nullen besteht. Läßt man nun im Schema (2) 
genau dieselben Spalten weg bis auf die pte,. die ~an beibehält, so 
erhält man eine Determinante, die nach den Formeln (4) des § 310 bis 
auf das Vorzeichen gleich dem Produkte der früheren von Null ver
schiedenen Determinante (m -1)ter Ordnung mit alp ist. Diese letzte 
Determinante mter Ordnung ist also ebenfalls, wie wir beweisen wollten, 
von Null verschieden. 

313. Betrachten wir wieder das Schema (1), aber jetzt unter der 
Voraussetzung, daß zwischen 011 °9, ••• , 0m eine lineare Abhängigkeit 
besteht, während nach wie vor m < n sein soll, so sehen wir, daß sämt
liche Determinanten m ter Ordnung dieses Schemas verschwinden müssen. 
Man kann nämlich in diesem Falle einen der Vektoren z. B. "1 linear mit 
Hilfe der anderen ausdrücken und daher stets schreiben 

01 - P-llO, - ll-sOs - ••• - Pm"m = 0. 

Hieraus folgt aber unmittelbar, daß jede Determinante m ter Ord
nung des Schemas (1) verschwinden muß. Wir können unser Resultat 
folgendermaßen aussprechen: 



328 Kap. VI. Lineare Gebilde 

Satz 1. Für die lineare Unabhängigkeit der Vektoren 

01 : al1l a1 2' •. .• a1 " 

02 : a211 a22 , ••• , aSn 

§ 314 

ist notwendig und hinreichend, daß mindestens eine der m-reihigen Deter
minanten des Schemas von Null verscMeden sei. 

Ist m = n, so enthält das Schema eine einzige 1t-reihige Determi
nante und der Satz 1 ist gleichbedeutend mit folgendem: 

Satz 2. Eine Determinante nter Ordnung 

D(ol! U2 , os, ... , on) 

ist dann und nur dann von Null verschieden, wenn die n Vektoren a1 , •.• , an 
linear unabhängig sind. 

314. Bisher haben wir nur den Fall untersucht, daß m < n ist. 
Wir wollen jetzt den Rang eines beliebigen Systems von n-dimensio
nalen Vektoren Ut. a2 , ••• , 0m untersuchen. Wir betrachten dazu sämt
liche Determinanten, die man erhält, wenn man im Schema 

(1) 

all • a12 , ••• , a1n , 

a211 a22 , ••• , a2 ", 

(m -p) beliebige Zeilen und (n-p) beliebige Kolonnen wegstreicht, wo
bei die natürliche Zahl p alle Werte von 1 bis zur kleinsten der bei den 
Zahlen n und m annimmt. Ist r der Rang des Vektorensystems (\11 

°2 •••• , Um' SO ist, falls nicht alle Vektoren verschwinden, 

1< «m+n)-Im-nl 
=r= 2 

und r befindet sich folglich unter den Zahlen, die p annehmen kann. 
1st p < r, so befinden sich sicher p unter unsern Vektoren, die 

linear unabhängig sind, und folglich gibt es nach dem Satze 1 des 
vorigen Paragraphen mindestens eine nicht verschwindende Deter
minante pter Ordnung des Schemas (1). 

Ist dagegen p > 1', so sind für jede Kombination von p Vektoren 
unserer Folge diese linear abhängig und es folgt nach demselben Satze, 
daß alle p-reihigen Determinanten unseres Schemas verschwinden. 
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Nennen wir die Zahl r den Rang des Schemas, so können wir also 
für diese Zahl folgende Definition einführen, die mit unserer früheren 
Definition sachlich übereinstimmt: 

Definition. Unter Rang des Schemas (1) verstehen wir die 
Ordnung der größten nicht verschwindenden Determinante 
dieses Schemas, falls nicht alle Elemente von (1) verschwin
den, und die Zahl Null, falls alle a ij = 0 sind. 

315. Dieses letzte Resultat gibt uns die Möglichkeit, einen sehr 
wichtigen und merkwürdigen Satz zu beweisen. Führen wir nämlich 
neben den n- dimensionalen Vektoren 

(1) Ctk : akllak2, .•• ,akn (k= 1, 2, ... , m) 
die m-dimensionalen Vektoren 

(2) (j= 1, 2, ... , n) 

ein, so erhält man jede Determinante des Schemas (2) durch Spiegelung 
einer Determinante des Schemas (1) an ihrer Hauptdiagonale, wodurch 
der Wert dieser Determinante unverändert bleibt (§ 309, Satz 5). 

Der Rang der beiden Systeme muß also ebenfalls derselbe sein. 
Satz 3. Die beiden Vektorensysteme Ctll a2 , ••• , Ctm und iiv ii2, ..• , a,. 

haben stets gleichen Ra.ng. 

Lineare Gleichungen. 

316. Die vorigen Entwicklungen gestatten eine sehr einfache Be
handlung der linearen Gleichungssysteme. 

Es seien zunächst m lineare und homogene Gleichungen in n Ver
änderlichen 
(1) aklxl + ak2 x 2 + ... + aknxn = 0 (k= 1,2, ... , m) 

gegeben, wobeI mund n beliebige natürliche Zahlen bedeuten. Führt 
man die Bezeichnung ein 

(k= 1, 2, ... , m) 
und 

!:: XI' X 2 , ••• , xn ' 

so lautet das Gleichungssystem nach der im § 298 eingeführten Be
zeichnung 
(2) a,.X = O. (k= 1,2, ... , m) 

Jede Lösung stellt also einen Vektor!: dar, der auf allen Vektoren al ,···, am 

und folalich (§ 300) auf dem linearen Gebilde L(~, a!1I ••• , um) senkrecht 
steht. Der Vektor ); muß demnach im linearen Gebilde Lo enthalten 
sein, das zu L orthogonal ist (§ 302). Ist umgekehrt ein Vektor!: in Lo 
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enthalten, 80 sind sämtliche Gleichungen (2) und folglich auch die Glei
chungen (1) erfüllt. 

Ist r der Rang des Vektoren systems Qu 02' ••• , 0111 (man sagt dann 
auch, das Gleichungssystem (1) habe den Rang r), so ist die Dimen
sion des linearen Gebildes La gleich (n - r) und man kann jede Lö
sung von (1) linear durch (n-r) unabhängige partikuläre Lösungen!ll 
~2' ••• , ~n-r darstellen. Wir können dieses Resultat folgendermaßen 
aussprechen: 

Satz 1. Deutet man die Zahlen x k als Komponenten eines Vektors r, 
so bildet die Gesamtheit der Lösungen des Gleichungssystems (1) ein lineares 
Ve7ctorgebiZde, dessen Rang (n-r) ist, wenn man mit r den Rang des 
Ve7ctorensystems Q1' °2 , .•. , Um bezeichnet. 

Ist insbesondere r = n, so hat das Gleichungssystem (1) keine 
Lösung ~ die =+= 0 ist. Dieses ist z. B. der }!'all, wenn m = n ist und 
die Determinante D (011 02' .•. , u,,) =+= 0 ist (§ 313, Satz 2). 

317. Es sei jetzt ein System von m linearen unhomogenen Glei
chungen in n Veränderlichen 

(1) ak1 x1 + aax2 + ... + aknxn = Yk (k= 1,2, ... , m) 

gegeben, wobei mund n wieder beliebige natürliche Zahlen bedeuten. 
Wir führen neben den n-dimensionalen Vektoren 0k und ~, die wir im 
vorigen Paragraphen betrachtet haben, (n + l)-dimensionale Vektoren 

0k': akUak2,···,akn'-Yk (lc=1,2, ... ,n~) 
e': 0,0, ... ,0,1 

(: Xu X 2 ,· .. , xn,xn +1 

em. Das Gleichungssystem (1) ist dann äquivalent mit 

(2) (lk'~' = 0 (k = 1, 2, ... , m), 

(3) e'( = 1, 

denn aus (3) folgt, daß xn +1 = 1 sein muß. 
Nun kann man nach dem § 300 

(4) 
setzen, wobei 
(5) 
ist. 

(k=1,2, ... ,m) 

Ist p' = 0 (was dann und nur dann vorkommt, wenn e' im linearen 
Vektorgebilde L( a/, os', ... , a~) enthalten ist), so widersprechen sich 
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die Gleichungen (2) und (3); denn es folgt dann aus den Gleichungen (2) 

e'!:' = 0; 

die Gleichungen (1) widersprechen sich dann ebenfalls. 
Ist dagegen p' =l= 0, so verifiziert man sofort mit Hilfe von (4) und 

(5), daß 

(6) 

eine Lösung des Gleichungssystems (2) und (3) ist. 
Es sei jetzt 6' eine andere beliebige Lösung desselben Gleichungs

systems ; setzt man 
t' = (~' - ~o'), 

so muß der Vektor t' den Gleichungen genügen 

{ 0;1' = 0 
(7) e't' = 0 

(k = 1, 2, ... , m), 

und die Frage ist auf die des vorigen Paragraphen zurückgeführt. Ist 
umgekehrt t' eine Lösung von (7), so ist ~' = ~o' + t' eine Lösung von 
(2) und (3). 

Die n-dimensionalen Vektoren!: und ~o, die man erhält, wenn man 
von der letzten Komponente von !:' und ~o' absieht, liefern dann Lösungen 
des Gleichungssystems (1). 

Wir haben mithin den 
Satz 2. Das System (1) von m Unearen unhomogenen Gleichungen 

in n Veränderlichen besitzt dann und nur dann Lösungen, wenn der 
(n + 1 )-dimensionale Vektor e' nicht im linearen Gebilde L( a/, O2', .•• , a;') 
enthalten ist. 

Diese Lösungen werden durch die n ersten Komponenten der Vek
toren 6'= !o' + t' geliefert, wobei ~o' 1md t' den Gleichungen (6) und (7) 
genügen. 

318. Man bemerke, daß wegen der Gleichungen (4), (6) und (7) 
des vorigen Paragraphen 

ist. Hieraus folgt aber 
~'2 = (!:o' + t')2 = ~o'2 + t'2 

und folglich 
!:'~ > 1;0'2. 

Nun bemerke man, daß wegen der Gleichung (3) des vorigen Para
graphen 
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ist; man hat also ebenfalls 
~2 > ~02, 

d. h. die Lösung ~o ist diejenige, deren absoluter Betrag am kleinsten 
ist. Es gibt übrigens keine zweite Lösung des nicht homogenen linearen 
Gleichungssystems mit demselben absoluten Betrage wie ~o. 

319. Wir betrachten jetzt die beiden Vektorensysteme u", Oll' ••• , 0m 

und a/, a2', ••• , a';', die wir im § 317 nebeneinander geführt haben, und 
bezeichnen mit r bzw. r' ihren Rang. Da jede Determinante, die im 
Schema der ul1 ... , um vorkommt, auch eine Determinante des Schemas 
der a1', ••• , u';' ist, so haben wir stets 

(1) r::Sr'. 

Jede nicht verschwindende Determinante des Schemas 

, 
u",: amll am2 , ••• , amn , -y" 
e': 0,0, ... ,0,1 

enthält entweder kein Element der letzten Zeile e' und ihre Ordnung 
ist dann :s; r', oder sie enthält Elemente dieser Zeile und ihre Ordnung 
ist ~ r + 1. Der Rang f! des Vektorensystems a1', ••• , u,;., e' ist also 
gleich der größten der beiden Zahlen r' und r + 1 . 

Nun hat das Gleichungssystem 

ak1 x1 + ak2 x2 + ... + aknx" = '!In (k= 1,2, ... , m) 
nach dem § 317 dann und nur dann Lösungen, wenn e' nicht im linearen 
Gebilde L(a/, ~', .. " a,~) enthalten ist. Diese Forderung deckt sich 
aber mit der Bedingung f! > 1" und diese wieder mit der Bedingung r' =r; 
denn wegen (1) könnte sonst nur r< r' stattfinden, woraus Q = r' jeden
falls folgen würde, 

Es gilt daher der 
Satz 3. Bin System 

0k! = ak1 x1 + ' . , + aknxn = Yk (k= 1,2, ' , "m) 

von in linearen Gleichungen in n Veränderlichen hat dann und nur dann 
Lösungen, wenn die linearen Vektorgebilde L(oll ... , am) tmd L(a/, ,.,,0,:,) 
den gleichm Rang r besitzen. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so erhält man die allgemeinste Lösung 
von (1), wenn man 

~ =!o + t 
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setzt, und für t eine beliebige Lösung des homogenen Gleichungs
systems 

akl~ + autll + ... + a,. .. t" = 0 (k = 1,2, ... , m) 

wählt. Das ist aber hier ein beliebiger Vektor eines (n -r)-dimensio
nalen linearen Gebildes. 

320. Läßt man im Gleichungssystem 

(1) aUxl + auxs + ... + u,,,,x .. = Yk (k = 1, 2, ... , m) 

alle Gleichungen nach einander fort, die aus linearen Kombinationen der 
früheren folgen, so erhält man ein reduziertes, dem ersten äquivalentes 
Gleichungssystem, bei dem sämtliche (n + l)-dimensionale Vektoren Cl; 
linear unabhängig sind. Es ist daher keine Einschränkung der Allge
meinheit, wenn wir von vornherein voraussetzen, daß .der Rang r' des 
Vektorensystems Cl1', Cl2', ••• , Cl':' gleich mist. 

Der letzte Satz liefert uns nun die' Bedingung, daß die Vektoren 
Cll1 a2 , ••• , Clm ebenfalls linear unabhängig sein müssen. In diesem Falle 
ist mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen r = r.' = m und das 
Gleichungssystem (1) besitzt stets eine Lösung. Ferner ist diese Lösung 
nur dann eindeutig bestimmt, wenn (n - r), oder, was jetzt dasselbe 
ist, wenn (n - m) verschwindet. Dies alles ist schließlich gleichwertig 
mit der Bedingung, daß die Determinante D(Clu ClS/ ••• , Cl ) =1= 0 ist. 

In diesem Falle kann man die Werte von xk mit Hilfe der For
meln (6) des § 310 sofort hinschreiben. Multipliziert man nämlich jede 
der n Gleichungen (1) nacheinander mit Cw C2kl ••• und addiert, so 
erhält man 
(2) D·xk = GlkYl + GU Y2 + ... + 0nkYn, 

woraus die Werte von Xl' Xli' ••• , x~ als Funktionen der Yk sofort zu 
entnehmen sind. 

Lineare Punktgebilde. 

321. Nach dem § 317 kann man die Punkte des Raumes, welche 
ein Gleichungssystem 

(1) ak1 x1 + a'uxlI + ... + aknx .. = ck (k= 1, 2, ... , m) 

befriedigen, falls es solche gibt, einer Menge von V ektoren ~ zuordnen, 
die folgendermaßen charakterisiert sind: 

Es ist 
(2) 

wobei ~o einen festen Vektor bedeutet und ~ ein beliebiger Vektor eines 
linearen Gebildes L(bl1 O2 , ..• , op) ist. Jede derartige Punktmenge 
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nennt man ein lineares Punktgebilde des n-dimensionalen Raumes. 
Die Dimension p von L(oll"" op) wird auch die Dimension des 
linearen Punktgebildes genannt. Ist p = 1, so spricht man von 
einer geraden Linie, istp=n-l, von einer (n-1)-dimensionalen 
Ebene des n-dimensionalen Raumes. 

Jedes lineare Punktgebilde, dessen Dimensio.n unter n liegt, kann 
umgekehrt durch ein Gleichungssystem wie (1) dargestellt werden. Es 
sei nämlich L( CU ..• , cn _ p) das zu L(bll ... , up) orthogonale Vektor
gebilde; dann liefert das Gleichungssystem 

(~- ~O)Ck = 0, (k = 1,2, ... , (n~p) 

das nur in der Bezeichnungsweise von (1) abweicht, notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafür, daß ~ der Gleichung (2)' genügt. 

Sind PI und P zwei beliebige Punkte eines und desselben linearen 
Gebildes, und bezeichnet man mit ~1 und ~ die Vektoren, welche diesen 
Punkten entsprechen, so sind nach Voraussetzung 

Ü:l - !o) und (~ - ~o) 

Vektoren von L(bl , . .. , op); dasselbe gilt also auch von 

~ - ~l = (~ - ~o) - (~l - ~o) 
und man kann daher schreiben 

! = ~l + 1), 

wo ~ dieselbe Bedeutung hat wie oben. 
Man kann also in der Formel (2) den Vektor ~o durch einen Vektor 

ersetzen, der einem beliebigen anderen Punkte unseres linearen Gebildes 
zugeordnet ist. 

Die linearen Vektorgebilde, die wir früher betrachtet haben, sind 
speziellen linearen Punktgebilden zugeordnet, nämlich solchen, die den 
Anfangspunkt der Koordinaten enthalten. 

Ein lineares Punktgebilde rter Dimension kann nach dem Obigen 
entweder in Parameterdarstellung gegeben werden, d. h. in vekto
rieller Schreibweise durch die Relation 

(3) ~ = ~o + A101 + As02 + .,. + )..ro" 
oder aber man kann (n -r) Gleichungen 

(4) aklX1 + ak2x~ + ... + ak",x71 = ck (k = 1,2, ... , (n-r) 
dazu verwenden. 

Den Durchschnitt von zwei linearen Punktgebilden erhält man am 
bequemsten, wenn man die Werte von xk sucht, die dem Gleichungs
system (4) und einem zweiten Gleichungssystem derselben Art genügen. 
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Hieraus folgt, daß dieser Durchschnitt entweder leer oder wieder 
ein lineares Gebilde ist. Sind r1 und r2 die Dimensionen der Gebilde, 
die man zum Durchschnitt bringt, so erhält man die Punkte des Durch
schnitts mit Hilfe eines Gleichungssystems, das höchstens (n-r1) + (n-r 2) 
linear unabhängige Gleichungen enthält. Die Dimension des Durch
schnitts ist also mindestens gleich (1'1 + r2 - n) und der Durchschnitt 
selbst kann nicht leer sein, sobald 1'1 + 1'2 > n ist (vgl. § 303). 

(1) 

Lineare Punkttransformationen. 

322. Das Gleichungssystem 

xk = ak1 x 1 + ak2 x 2 + ... + aknxn (k=l, 2, ... , m) 

kann als eine eindeutige und stetige Abbildung des n-dimensionalen 
Raumes 9t", dessen Punkte die Koordinaten Xv x2, ••• ; x" besitzen, in 
den m-dimensionalen Raum §In. mit den Punktkoordinaten Xli x2, ••• , Xu. 
aufgefaßt werden (§ 200); hierbei sollen mund n zwei beliebige natür
liche Zahlen bedeuten. Jedem Vektor 

!:: Xli x2 , ••• , x" 
des ersten Raumes entspricht bei dieser Transformation ein Vektor 

~: xD X2,···, fim 

des zweiten, und zwar ist diese Beziehung eindeutig, aber nicht immer 
umkehrbar eindeutig. 

Bemerkt man, daß, wenn die Bilder von zwei Vektoren ~ und 1) 

mit! und ij bezeichnet werden, der Vektor l~ vermöge (1) auf l! und 
(~ + t)) auf (~ + ij) abgebildet wird, so folgt, daß jeder Vektor eines 
linearen Gebildes 

L(~l' ~2' ••• , ~p) 

auf einen Vektor des linearen Gebildes 

L(!lI [2' ... , Ep) 

abgebildet wird, und daß ferner jeder Vektor von L im Bilde von L 
mindestens einmal vorkommt. 

Ebenso sieht man, daß jedes lineare Punktgebilde 

~o + L(~1' [2' ... , !) 
des ersten Raumes in ein lineares Punktgebilde des zweiten Raumes, 

transformiert wird. 
!o + L(~lI ~2' •• " ip), 
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Wegen aller dieser Eigenschaften und auch wegen der Form der 
Gleichungen (1) nennt man die Punkttransformation (1) eine lineare 
und homogene. 

Satz 1. Bei linearen homogenen Punkttransformationen gehen die 
linearen Gebilde des ersten Ral~mes 91" in lineare Gebilde des zweiten 
Raumes !nm übe:r. 

323. Wir bezeichnen wieder mit (1k den Vektor 

(Tc = 1, 2, ... , m) 

und mit rden Rang des Systems (111 (12' ••• , 0m; die Zahl r ist jedenfalls 
nicht größer als die kleinere der beiden Zahlen n und m. Nun sei 1111 

O2, ••• , bn _ r eine beliebige Basis des zu L(Ol1 O2, ••• , Um) orthogonalen 
linearen Vektorgebildes (§ 302). Jeder Vektor b des linearen Gebildes 
L(ol1 62, ••• , b,,_r) geht vermöge (1) von § 322 in den verschwindenden 
Vektor des ~m über, und die Vektoren b sind die einzigen, welche diese 
Eigenschaft besitzen. Hieraus folgt, daß die Vektoren! und 1)=1;+0 das
selbe Bild ~ haben müssen, und daß umgekehrt, wenn ~ und 1) dasselbe 
Bild ~ besitzen, der Vektor (lJ-t) in L(u1 , O2,,,,, 0n_r) enthalten sein muß. 

Ferner folgt, daß die beiden linearen Vektorgebilde 

L(!l' !2' ... , !p) und L(o!, 62, ... , o .. _r, !11 !'!1 ... , 6p) 

stets dasselbe Bild, nämlich 

besitzen. 
L(~l1 r2' ... , ~p) 

Wir beweisen jetzt den 

Satz 2. Die Bilder ~1' ~2' .", ~p der Vektoren !:11 !2' ... , !p sind dann 
und nur dann linear unabhängig, wenn das System von Vektoren Oll 
O2,,,,, O,,_r' ~1' !;2" "');p aus linear unabhängigen Vektoren besteht. 

Da die bk nach Voraussetzung linear unabhängig sind, folgt aus 
der linearen Abhängigkeit von 011 .•. , 0n_r' t11 ... , t p mindestens eine 
Relation der Form 

(1) ~p = ).101 + ).2 02 + ... + }'n-ro,,_r + !Ll!:l + ... + !Lp-l!p-l 

und hieraus folgt nach dem Obigen 

(2) ~p = !LI ~l + !L2 ~2 + ... !Lp-I ~p_1 , 

d. h. die !:k sind dann ebenfalls linear abhängig. 
Sind aber umgekehrt die fk linear abhängig, so besteht minde

stens eine Gleichung der Form (2), woraus man schließt, daß !p und 
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(!Ll~l + !LS~2 + .,. + !Lp-l~p-l) dasselbe Bild haben, oder, was identisch 
damit ist, daß 

~p - tLl~l - !L2~9 - ••• - jLp _ 1 !p-l 

durch eine lineare Kombination der bk dargestellt werden kann; dieses 
ist aber gleichbedeutend mit der linearen Abhängigkeit von b1 , "', b,,_t'I 
r17 ... , ~p' 

Den soeben bewiesenen Satz können wir folgendermaßen verall
gemeinern: 

Sa.tz 3. Bezeichnet man mit (n - r + f) den Rang des Vektorensystems 
(3) bu bll ,···, b .. _ r , ~17 ~2"'" ~P' 
so lSt der Rang des Veklorensystems 
(4) ~1l ~2' ... , ~p 
.~tets gleich f 

In der Tat besteht für r < p wegen des vorigen Satzes zwischen 
je Cr + 1) V ektoren ~k eine lineare Beziehung, da zwischen den (n - r) 
Vektoren bj und den entsprechenden (f + 1) Vektoren ~k nach Voraus
setzung eine lineare Beziehung besteht . 

.Anderseits kann man, weildle bJ linear unabhän:gig sind, i Vek
toren ~k wählen, die zusammen mit den bJ ein System linear unab
hängiger Vektoren bilden. Die entsprechenden Vektoren ~i sind aber 
dann nach dem vorigen Satze linear unabhängig. 

Sind im letzen Satze die V ektoren ~ll ~2' •• " ~p linear unabhängig, 
so ist in unserer Bezeichnung erstens (n - r + i) > P und (n - r + f) 
< n, was auch geschrieben werden kann r < r. Andererseits zeigt uns 
das Vektorensystem (4), daß man auch schreiben kann r <p, so daß 
wir schließlich haben: 

( P+r-Ip-r' (5) p- n-")<r< 2 . 
Man kann ferner eine Basis des n-dimensionalen Raumes 91" kon

sb'Uieren, die folgendermaßen aussieht: 
(6) b17 D2, ••• , b .. _r , eil cu' . " er' 
Hieraus folgt, daß jeder Vektor des Raumes 91 .. auf einen Vektor des 
Gebildes 
(7) L(cll cs,"" er) 
abgebildet wird, und jeder Vektor dieses letzten Gebildes ist das Bild 
von mindestens einem Vektor des 9l". 

Da die Vektoren (6) linear unabhängig sind, so ist die Dimension 
von (7) gleich r und wir haben den 

Satz 4. De?O Raum 91" wird auf ein r-dimensionales lineares Gebilde 

von ~Jtm transformiert. 
C'aratheodor:r. ReeUe FunkUonen. 22 
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D~e notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß jeder in Be
tracht kommende Vektor von ffim das Bild eines einzigen Vektors von ~n 
sei, ist die, daß das lineare Gebilde L (61] O2 , ... , b., _ r) von nullter oder 
L(Ct l1 02' ... , am ) von n tel' Dimension sei,· was natürlich nur für 111 > n 
stattfinden kann. Oder mit anderen Worten, eS muß r = n sein. 

Ist dann außerdem m = n, so wird der Raum 9\" in den ganzen 
Raum ffim transformiert. 

Satz 5. Für die Eineindeutigkeit der Abbildung ist notwendig und 
hinreichend, daß r = n sei; ist auße1'dem m = n, so liefert die Transfor
mation eine eineindeutige Abbildung des Raumes 9l" in sich selbst. 

Im Falle, daß m = n ist, ist das Schema der ajk quadratisch und 
man uennt dann die Determinante 

D (°1, °2 , •.• , an) 
die Determinante der Transformation. Für die Eineindeutigkeit 
der Transformatioll ist also, nach dem Satze 2 des § 313, notwendig und 
hinreichend, daß diese Determinante von Null verschieden sei. 

324. Die Transformationen 
(k = 1, 2, . . ., n) 

des n·dimensionalen Raumes in sich nennt man Translationen. Sie 
sind eineindeutig und stetig und transformieren jedes lineare Punkt
gebilde in ein ebensolches. Durch geeignet gewählte Translationen 
kann man ein beliebig gegebenes lineares Punktgebilde in eines über
führen, das einem Vektorgebilde entspricht. Kombiniert man eine Trans
lation mit einer homogenen linearen Transformation des n- dimensio
naleu Raumes in sich, deren Determinante nicht verschwindet, BO be
kommt mall die allgemeinste, nicht homogene lineare eineindeutige, 
oder, wie man auch sagt, die allgemeinste affine Transformation des 
n-dimensionalen Raumes in sich. 

Durch diese Transformationen, die man durch das Gleichungssystem 
(1) Yk = a kO + aktxl + a k2 x 2 + ... + aknx" (k= 1,2, ... , n) 

darstellen kann, wird ebenfalls jedes lineare Pnnktgebilde in ein eben
solches transformiert und die Dimension eines solchen Gebildes ist gleich 
der Dimension seines Bildes. Die Determinante 

alU' •• , a t n 

anll ••• , ann 

wird die Determinante der 'l'ransformation genannt. 

325. Führt man, wie wir es 11.,,<>1, früher getan haben (§ 315), die 
Vektoren 

äj : alJ' a2J, ••. , anj (j = 0, 1, ... , n) 
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ein, so läßt sich das Gleichungssystem (1) des letzten Paragraphen, 
dessen Determinante aber jetzt den Rang r ~ n haben möge, folgender
maßen schreiben: 
(1) 1) = ao + ii1x1 + (lllX2 + ... + ä"x". 

Wir betrachten jetzt eine zweite affine Transformation des Raumes, 
dessen Determinante den Rang s < n hesitzt: 

(2) ~ = 60 + bl 1l1 + 52 1111 + ... + b,,11,,· 
Die Zusammensetzung der Transformationen (1) und (2) kann mit Hilfe 
der Einheitsvektoren . el1 e.J , •• '., e" analytisch durch folgende Formel 
dargestellt werden: 

~ = bo + bl(t)~) + b2 (lJe,) + ... + b .. (tje .. ), 

was man mit Hilfe von (1) schreiben kann 

(3) ~ = bo + ~bp(äoeJl) + ~()p(al ep)x1 + . , . + ~bp(allep)xn' 
P D P 

Wir führen nun die Bezeichnungen ein 

(4) Co = bo + ~bJl(äoep), 
p 

(5) (j = 1,2, .. . ,n) 

und setzen 
(6) Cj: C1J'~J""'CnJ (j=O,l, ... ,n). 

Hieraus folgt, daß man das Gleichungssystem (3) in der Form 
(7) Hk = c"o + Cu Xl + Ck2 XS + ... + CknX" (k=1,2, ... ,n) 
schreiben kann und daß folgende Relationen bestehen müssen: 

(8) c"o = b"o + ~bkpapO' 
p 

(9) ckJ = ~bkP apJ (j = 1,2, ... , n). 
l' 

Wir führen jetzt für die Substitutiollsdeterminanten der Transfor
mationen (1), (2) und (3) die Bezeichnung 

(10) Da = D(äll aB' ... , (I,,), 
(11) D/) = D(611 blII.' ,,6,,), 
(12) Dc = Dall ClI' , •• , c,,) 
ein und bezelchnen mit t den Rang von De• 

Nach dem Satze 4 des § 323 wird der Raum der Xi auf ein j'-dimen
sionales Gebilde des Raumes der 11, und dieses wieder wegen (7) in ein 
t-dimensionales Gebilde des Raumes der Hk transformiert. Zwischen den 
Rängen r, s, t der Determinanten Da' Dbl De müssen also nach § 323 
Beziehungen bestehen, die man erhält, wenn man in der Relation (5) 
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dieses Paragraphen die Zahl li durch r, die Zahl rdurch s und die Zahl 
r durch t ersetzt. 

Auf diese Weise erhalten wir die Ungleichungen 

(13) + < t < r +8 -I!' - S I r s-n= = 2 ' 

die das berühmte "Nullitätsgesetz", das Sylvester für Matrizen ausge
sprochen hat, enthalten . .Für r = s = n muß nach (13) auch t = n sein 
Die Determinanten Da' Db, Dc sind dann alle von Null verschieden. 

Nun bemerke man, daß die Determinante D c wegen (5) bei festgehal
tenen bj als Fnnktion der n-Vektoren U11 (lID ... , alt angesehen werden kann. 
Anderseits bleibt ebenfalls wegen (5) der Wert von D c unverändert, wenn 
man Uk durch (äk + äj ) (j ='FJc) ersetzt, weil dann einfach ch durch CA; + c9 
ersetzt wird; und Dc wird mit).. multipliziert, wenn man a" durchläk 

ersetzt. Endlich aber wird ck = b" und Da = Db , wenn man für die ak 

die Einheitsvektoren in ihrer natürlichen Reihenfolge setzt. Nach dem 
§ 304 hat nun das Produkt 

bei festgehaltenen bj genau die soeben geschilderten Eigenschaften, und 
die Ausfü~rungen der §§ 305-307, bei denen wir ja von der Eigen
schaft c) der Determinanten (§ 304) keinen Gebrauch gemacht haben, 
zeigen, daß der Wert der Funktion Deals Funktion der a" durch diese 
dl'ei Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. 

Es ist also auf jeden Fall 
Dc = Da·Db 

und die Formeln (6) erlauben uns, das Produkt von zwei Determinanten 
gleicher Ordnung wieder als Determinante hinzuschreiben. 

Ist die Determinante Da =1= 0, so kann man nach dem Satze 5 des 
§ 323 für (2) die Inverse der Transformation (1) einsetzen, d. h. eine 
solche, für die die Vektoren ell C2 , ••• in die Einheitsvektoren eu C2 , .•. 

übergehen und die letzte Gleichung zeigt, daß dann 
1 

D ö = D~-
sein muß. 

Transformation des Inhalts von Punktmengen. 

326. Wir betrachten in einem n-dimensionalen Raume die linearen 
Transformationen 

r 
II 

lila 

illb 

Xl: = x" + cA: 
xp = xq , xl) = xp ' Xl: = XI; 

Xl = Xl + Xi' X" = Xl: 

(k = 1, 2, ... , n), 

(k 9= p, q), 
(k = 2, 3, ... , n), 
(Tc = 2, 3, . . ., 1/). 
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Jede dieser Transformationen des Raumes führt ein beliebiges Intervall 
in eine Punktmenge über, deren äußerer Inhalt gleich dem des Inter
valls oder mindestens nicht größer ist: Bei den Transformationen I 
und II wird nämlich jedes Intervall wieder in ein Intervall transformiert 
und man sieht sofort, daß sich derInhalt (§228) dabei nicht geändert hat. 

Für die Transformation lIla bemerken wir, daß ein Intervall 
I: a"<xk<a,,+h,, (lc=1,2, ... ,n) 

in eine Punktmenge 1* übergeht, die durch folgende Ungleichheiten 
charakterisiert ist 

(1) 1*: { a1 < (Xl - Xl!) < al + hl 

alt: < X" < a" + h" 
Wir betrachten nun ~ 

im transformiel'tenRaume 
die p Streifen SI"'" Sp' 
die durch die Ungleich
heiten 

S a 1 (q-l) h q: 2'-p- 2 

<x" <all+~h. - -- p. 
o 

(k = 2, 3, .. , n). 

(q = 1, 2, ... , p) 
Fig.llS. 

definiert sind. Man hat dann 

1* = 1*81 + 1*82 + ... + 1*8" 
und folglich (§ 233, Satz 4) 

p 

m* 1* < :!m*Sql*. 
q=l 

(2) 

Nun ist, wegen der Ungleichheiten (1), die Punktmenge 8J* enthalten 
in einem abgeschlossenen Intervall, das durch die Bedingungen 

q-l _ q 
a'l + a 2 +-p- h2 < Xl < a 1 + Qs + -v- hll + hl , 

q-l _ q 
a2 + -p- h'l < X, :::;: a2 + p hs, 

charakterisiert ist. 
(k = 3,4, ... , n) 

Der Inhalt dieses Intervalls ist nun 

(h + TI,) h,. h ... h = ml (1 +~)~. 
1 P pS.. phi P 
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Wir haben also 
m*S 1* < m1(l + ~)~ 

q = phi P (q = 1, 2, . . ., p) 
und, wegen (2), 

m*l* ~ m1(l + P~J 
Da die letzte Ungleichheit für jeden ganzzahligen Wert von p gelter 
muß, folgern wir, wie wir behauptet hatten, daß auch bei der Trans
formation In a 
(3) m*l*<m1 

ist, und genll.u ebenso beweist man die Richtigkeit der Relation (3) für 
die Transformat.ion IU b. 

327. E.s sei jetzt A eine beliebige Punktmenge von endlichem 
äußeren Inhalte und A* die transformierte Punktmenge, die durch eine 
der Transformationen des vorigen Paragraphen entsteht. 

Man kann nach Voraussetzung (§ 230) nach vorheriger Wahl einer 
beliebigen positiven Zahl E die Punktmenge A mit abzählbar unend
lich vielen Intervallen 111 121 ••• überdecken, BO daß 

(1) ~mlk<m*A+E 
<=1 

ist Das Resultat des vorigen Paragraphen lehrt uns dann, daß fiir 
jeden Wert von k das Bild Ik* von 1k der Bedingung genügt 
(2) m* 1,,* < mlk ; 

anderseits ist A* in der Vereinigungsmenge der ~* enthalten und folg-
lich (§ 233, Satz 4) oe 

(3) m*A* < ::Em* I k*. 
"=1 

Der Vergleich von (1), (2) und (3) liefert also 

m*A* < m*A + E, 

und, da dies für jeden Wert von E gilt, 

(4) m*A* < m*A. 
Nun bemerke man, daß die In versen der dr~i Transformationell 

die wir betrachtet haben, genaa dieselbe Gestalt haben, wie diese Trans~ 
formationen seIhst; man h1itte also ebenso schließen köuuen, daß 

(5) m~A < m*A* 
ist und der Vergleich von (4) und (5) liefert also 

d. h. den 
m*A = m*A*, 
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Satz 1. 
I 

II 
III 

DurcH die Transformationen 
xk = X k + Ck 

xp = xq , xq = xp ' XI; = XI; 

Xl = Xl + X2 , XI; = XI; 

(k = 1, 2, ... , n), 

(k=+=p, q), 
(k = 2, 3, ... , n) 

geht jede Punktmenge A von endlichem äußeren Inhalte in eine Punkt
menge A* über, die denselben äußeren Inhalt besitzt . 

. 328. Wir betrachten jetzt die Transformation 

IV xp=lxl" Xk=Xk (k=+=p), 

wobei p eine beliebige unter den Zahlen 1,2, ... , n und J. irgendeine 
reelle Zahl bedeutet 

Wir wollen abermals das äußere Maß des Bildes A* berechnen, das 
bei dieser Transformation einer Punktmenge A VOll endlichem äußeren 
Maße entspricht. 

Zunächst bemerken wir, daß, wenn I = ° ist, jeder Punkt des 
Raumes in einen Punkt der (n - 1 )-dimensionalen Ebene x = 0 trans
formiert wird. Die Punktmenge A* ist dann eine Teilmenge aieser Ebene 
und folglich vom Inhalt Null (§ 275, Satz 11): 

mA*=O. 

Ist dagegen I =+= 0, so geht jedes Intervall 1 in ein Iutervalll* über, und 
zwischen den Inhalten dieser Intervalle besteht die Relation 

mI* =JlJml; 

hieraus schließt man aber durch eine ganz analoge Betrachtung, Wie 
im vorigen Paragraphen, daß 

(1) m*A* < Jllm*A, 

und, wenn man zur inversen Transformation 

übergeht (was erlaubt ist, weil (1) die Endlichkeit von m* A* zur Folge 
hat), daß 

(2) m*A <~ m*A* = ji·1 
bestehen muß. Der Vergleich von (1) und (2) liefert endlich 

und wir haben daher den 
m*A* = 111m*A 
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Satz 2. Bei der Transformation 

IV 

besteht zwischen dem äußeren Inhctlt einer Punktmenge A von endlichem 
äußeren Inhalt und dem ihres Bildes A * stets die Relat-ion 

m*A* = III m*A. 

329. Wir betrachten jetzt die allgemeinste lineare Punkttransfor
mation 
(1) x"=akO+aUxl+aUxS+···+ak"x,, (k=1,2, ... ,n), 

die den tl-dimensionalen Raum in sich überführt, und bezeichnen mit 

(2) D = D(a,., alt, ... , an) 

die Determinante dieser Transformation (§ 324). 
Eine beschränkte Punktmenge A. geht vermöge der Transforma

tion (1) in eine bescbränkte Punktmenge A* über. Beide haben also 
einen endlichen äußeren Inhalt, und es wird sich jetzt darum handeln, 
eine Relation zwischen m*A und m*A.* zu finden. 

Bezeichnet man mit B die Punktmenge , in welche A durch die 
homogene lineare Transformation 

(3) y" = aUx1 + auXs + ... + aknx" (k = 1, 2: ... 7 n) 

übergeht, so sehen wir, daß Bin A* durch die Transformation 

xk = a.\:O + y,. (k=1,2, ... ,n) 

übergeführt ist, die mit der Transformation I des § 327 übereinstimmt. 
Bei einer solchen Transformation bleibt aber der äußere Inhalt unver
ändert; wir haben also· 
(4) m*A* = m*B 

und brauchen nur noch diese letzte Zahl zu bestimmen. Es ist nun 
klar, daß m*B bei gegebenem A nur noch von den Transfonnations
koeffizienten akJ abhängt, eine Tatsache, die wir nach Einführung der 
Vektoren 

(lk: akl,aU, .. ·,ah " 
folgendermaßen ausdrücken können: 

(5) 

Führt man nach der Transformation (3) eine der Transformationen 
II, ill, IV der vorigen Paragraphen aUB, so bleibtm*B unverändert oder 
wird mit P,I multipliziert. Anderseits ist die resultierende Transforma-
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tion wieder homogen und linear und unterscheidet sich von (3) nur da
durch, daß man zwei Vektoren aq und ap miteinander vertauscht hat, 
oder u1 durch a1 ± ~ oder endlich op durch Äap ersetzt hat. 

Wir können also behaupten: 
a) Die Funktion 1p'(all all> ••• , an) bleibt unverändert, wenn mau 

ap mit Oq vertauscht oder a1 durch 01 + 02 ersetz~. Sie bleibt also auch 
unverändert, wenn man a" durch op + aq (p=j=q) ersetzt. 

fJ) Die Funktion 1p'(al1 ••. , a,,) wird mit III multipliziert, wenn 
man up durch lap ersetzt. 

Endlich sieht man, daß, wenn man für die Vektoren al '" an die 
Einheitsvektoren el ... e" setzt, B = A ist. Hieraus folgt 

r) Es besteht stets die Gleichung 

1p'(e1 , e21 •• ·, eJ = m*A. 

Wir können jetzt genau, wie wir es in den §§ 305-308 für die 
Determinanten getan haben, beweisen, daß die Funktion Wea1, a21 ••• , an) 
durch die drei Eigenschaften a), ß) und r) eindeutig definiert ist Ander
seits folgt aus den Eigenschaften der Determinanten, daß das Produkt 

ID(Ot, °21 " ., an)l·m*A 

von m* A mit dem absoluten Betrage der Determinante D(al , • •• , an) 
unseren Bedingungen IX), ß) und r) genügt. 

Es ist also stets 
'1Jf(al •.• 0,,) = ID I· m* A 

und wegen (4) und (5) , 
(6) m*A* = IDI·m*A. 

Ist jetzt A eine beliebige Punktmenge, so kann man eine monoton 
wachsende Folge von beschränkten Punktmengen All .1121 ••• finden, 
die gegen A konvergieren 
(7) limA" = A. 

k=ao 

.Nennt man wieder .11* das Bild von A und A,,* das Bild von Ak , 

so ist A 1*, ~*, ... ebenfalls eine monoton wachsende Folge von Punkt
mengen, für welche die Gleichung 

(8) lim Ak* = .11* 
k= 00 

gilt. Die aus (7) und (8) folgenden Gleichungen (§ 265, Satz 15) 
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limm*A" = m*A, 
,,= 00 

limm*Ak* = m*A*, 
k= 00 

kombiniert mit (6), zeigen, daß die Gleichung 

m*A* = IDI . m*A 

ganz allgemein gilt, wenn D =1= 0 ist, daß aber für D = 0 stets 

m*A* = 0 

besteht, selbst wenn m* A = 00 ist. 

§ 329 

Ist die Determinante D =l= 0 und B eine beschränkte abgeschlossene 
Teilmenge von A, so folgt aus der Stetigkeit der Transformation, daß 
das Bild B* von B ebenfalls beschränkt und abgeschlossen ist (§ 202). 
Hieraus folgt nun 

mB = I~I mB* < I~I m*A* 

und, weil die letzte Relation für alle beschränkten und abgeschlossenen 
Teilmengen von A gilt, nach dem Satze 3 des § 269 

m*A* > IDlm*A. 
1 Fiir die inverse 'l'ransformation mit der Determinante Ä = D findet 

man ebenso 
m*A > !b.lm*A* 

und aus den beiden letzten Ungleichheiten folgt m*A* = ID! m*A. 

Satz 3. Wenn die lineare Transformation 

y" = akO + ak1 x1 + ak2 x2 + ... + a""x" (k = 1, 2, .. ,n) 

eine von Null verschiedene Determinante D besitzt, so bestehen zwischen 
dem äußeren ttlzd inneren Inhalt einer beliebigen. Punktmenge A und 
dem ihres Bildes A* die Relationen 

m*A* = ID!m*A, 

ist aber D = 0, so hat man stets 

mA* = O. 
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Orthogonale Transforma.tionen. 

330. Eine lineare und homogene Transformation 

(1) Yk = akl x1 + aU x2 + ... + aknxn (k = 1,2, ... , n) 

heißt orthogonal, wenn die Länge des transformierten Vektors t) stets 
gleich der Länge des ursprünglichen -Vektors ~ ist. 

Wir müssen also immer haben 

(2) 

Bemerkt man, daß, wenn zwei V ektoren ~1 und ~2 bzw. in t)1 und t)2 trans
formiert werden, auch für jedes A. der Vektor (~1 + A.~2) in (t)l + lt)2) 
transformiert wird, so folgt ans (2) 

(~l + lt)2)2 = (~l + 1~2)2, 
und da die Gleichung identisch in 1 erfüllt sein muß, hat man insbe
sondere 
(3) tht)2=~1~2' 

Wir fiihren jetzt wieder die Bezeichnungen ein: 

ak : akt} a k2 , ••• , akn , 

äj : alJ,a2j, .. ·,anj' 

Dann lassen sich die Gleichungen (1) schreiben 

(4) 
oder auch, wie im § 325, 

(5) 

(k~1,2, ... ,n), 

Nach dieser letzten Gleichung entsprechen die Einheitsvektoren ck des 
ersten Raumes den Vektoren uk im zweiten. Die Relationen (2) und (3) 
zeigen also, daß 

äk2 = c/ = 1 und ilkä j = ekej = 0 (k -+ j) 
sein muß, d. h. daß das Vektorensystem 

(6) all a2 , ••. , an 
normiert ist (§ 299). 

Ist umgekehrt das Vektorensystem (6) normiert, so folgt aus (5) 

1/ = (ä1 x1 + ... + unxn)2 = ~2, 

d. h. die Bedingung ist auch hinreichend für die Orthogonalität der 
Transformation. 



348 Kap. VI. Lineare Gebilde § 331 

Satz 1. Für die Orthogonalität der Transformation (1) ist notwenilig 
und hint'eichend, daß das Vektorensystem au ' .. , all normiert sei. 

Da ein normiertes Vektoren system stets aus linear unabhängigen 
Vektoren besteht (§ 299), ist der Rang des Systems gleich '11, die Trans
formation also eineindeutig (§ 323, ~atz 5) und ihre Determinante 
D(al , as' ... , Iln) von Null verschieden (§ 313, Satz 2). 

In der Tat kann man hier das Gleichungssystem (1) sehr leicht 
nach den x" auflösen. Da das Vektoren system (6) nOl'miert ist, folgt näm
lich aus der Gleichung (5) 
(7) xk = akt) 

oder ausführlich geschrieben 

(8) 

Da. die Gleichung (2) für diese inverse Transformation ebenfalls 
gelten muß, so sehen wir, daß diese Transformation ebenfalls orthogonal 
ist und daß folglich die V ektoren ~, 1l2 , ••• ,Il" ebenfalls normiert sein 
müssen: 

Satz 2. Sind die Veh-toren Cil , ä!!, .•. , an normiert, so sind es die 
Vekt01'en lll' llB' • • ., Iln ebenfalls und umgekehrt. 

331. Ist A eine beliebige Punktmenge, deren äußerer Inhalt weder 
Null noch unendlich ist, und bezeichnet man wieder nach Vorgabe einer 
beliebigen orthogonalen Transformation das Bild von .A. mit A*, so ist 
nach dem Satz 3 des § 329 einerseits wegen der Gleichungen (1) des 
vorigen Paragraphen 
(9) m*.A.* = ID(lll ••• 1l,.)lm*.A. 

und anderseits wegen der Gleichungen (8) 

(10) m*,A = ID(al .. , än)lm*,A*. 
Nun ist (§ 309, Satz 5) 

D(al · •• a,.) = D(äl ••• an)' 

so daß wir aus (9) und (10) schließen können, daß 

ist. 

Satz 3. Der absolute Betrag der Determinante einer O'I'tlwgonalen 
Transformation ist stets gleich Eins. Der äußere und der innere I1~halt 
ei/ler beliebigen Punktmenge bleiben unverändert bei einet' dera1'tigm 
Tra,nsfor11zation. 



§ 332 Punktmengen von nicht meßbarem Inhalt 349 

Bezeichnet man wieder wie im § 310 mit A'k die zu ajk konjugi te 
Unterdeterminante und mit 

Gil, = (- q+kA;k 

das algebraische Komplement von aik/ so liefert der Vergleich der 
Formel (2) des § 320 mit der Formel (8) des § 330 

D·a;k = Gjt 

und folglich, weil D = ± 1 ist, 

A ik = + (-l)iUaik ; 

hierbei ist das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem D 
positiv oder negativ ist. 

Punktmengen von nicht meßbarem Inhalt. 

332. Wir bezeichnen mit tu t 2 , .,. die abzählbar vielen Vektoren 
des n-dimensionalen Raumes, deren Komponenten sämtlich rational sind 
und mit ~ einen Vektor, dessen Endpunkt P in das "halbgeschlossene" 
Intervall 
(1) (k = 1,2, ... , n) 

fällt. Wir bezeichnen mit {P} die abzählbare, in sich dichte Punkt
menge, die aus allen Endpunkten der Vektoren (~ + Ti) besteht, die in 
I enthalten sind. 

Zwei auf diese Weise gebildete Punktmengen {P} und I Q}, die 
den Punkten P und Q von I zugeordnet sind, sind identisch, falls sie 
auch nur einen PunktE gemeinsam haben. Werden nämlich die Punkte 
P und Q als Endpunkte der V ektoren ~ und ~ dargestellt, so wird R als 
Endpunkt eines Vektors erscheinen, den man sowohl in der Form ~ + ri 

als auch in der Form ~+rj schreiben kann und es ist daher ~=~+ri-rr 
Nun kann jeder Punkt S der Punktmenge {Q} als Endpunkt eines 
V ektors ~ + rm dargestellt werden; man kann also schließlich schreiben 

t) + r","- ~ + (r", + rj - rj), 

woraus unmittelbar folgt, daß S auch in I P} enthalten ist. 
Nach dem Zermeloschen Auswahlaxiom (§ 48) ordnen wir nun 

gleichzeitig jeder Teilmenge von I einen ihrer Punkte zu und hiermit 
jeder der abzählbaren Punktmengen I P} einen bestimmten Punkt P'. 
Die Gesamtheit dieser Punkte P' bildet eine Punktmenge A, von der 
wir beweisen wollen, daß sie nicht meßbar ist. 
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333. Es seI 

ein Vektor, dessen Komponenten l'ij rational und dem ahsoluten Be
trage nach kleiner als Eins sind. Wir bezeichnen mit Bi die Punkt
menge, die man erhält, wenn man die soeben konstruierte Punktmenge A 
einer Translation unterwirft, die in Richtung und Größe gleich t i ist. 
Nach dem Satze ß des § 329 bestehen dann die Gleichungen 

(3) m*Bi = m*A, m*Bi=m*A. 
Wir ersetzen die Punkt menge B. durch 

eine Puuktmenge gleichen äußeren Inhalts Ai' 
die im Inneren des Intervalls 1 liegt und fol
gendermaßen konstruiert wird., 

Es werden alle Punkte von B" falls es 
solche gibt, für welche Xl > 1 parallel zur 
xl-Achse um eine Einheit nach links oder die 

Fig.24. Punkte von Bi, für welche Xl < 0 ist um eine 
Einheit nach rechts verschoben. Wir erhalten auf diese Weise eine 
Punktmenge B/, für welche die Relationen 

(4) m*B/ = m*Bo m*B/ = m*Bi 

gelten. Hierauf wird für alle Punkte von B/, für welche x, > 1 ist die 
Koordinate .1'2 durch (x2 - 1) ersetzt oder fitr alle Punkte von B/, für 
welche x2 < 0 ist diese Koordinate um 1 vermehrt . .Für die durch diese 
Operation gewonnene Punktmenge B/ gelten die Relationen 

(5) m.'(c B/ = m* B/, m*B/ = m*B/. 

Wir fahren auf diese Weise fort und konstruieren nacheinander die 
Punktmengen B/, B/, ... , B/'j wir setzen Bt = Ai' Es ist dann offen
bar Ai -< I und nach (3), (4), (5) und den folgenden ähnlichen 
Relationen 

(6) m*Ai = m*A, 1JI*A. = m*A. 
Haben nun zwei Punktmengen Ai und Aj , die auf die soeben ge

schilderte Weise mit Hilfe der Vektoren t. und t j konstruiert worden 
sind, auch nur einen einzigen gemeinsamen Punkt P, so sind sie iden
tisch. In der abzählbaren Punktmenge I P} gibt es nämlich nach V 01'

aussetzung gerade einen einzigen Punkt P', der zu A gehört. Bezeichnen 
wir mit t", den V eHor, der P' mit P verbindet, so müssen, nach unserer 
Konstruktion, alle Komponenten von (tj - t m) und (tj - t m) mithin auch 
alle Komponenten von (ti - t j ) ganzzahlig sein. 
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Es sei nun 

lJ : Yv Y2' ... , Yn 

ein Vektor, desseIl Endpunkt mit einem beliebigen Punkt Q von A zu
sammenfällt. Bezeichnet man mit rik und rjk die k-ten Komponenten der 
Vektoren Ti und Tj , so erhält man die k-ten Koordinaten der Bilder Q; 
und Qj von Q in Ai und A j , indem man in den Zahlentrippeln 

Yk + rik - 1, 

Yk+ r jk -1, 

Yk + rw Yk + rik + 1, 

Yk + r jk , Yk + r jk + 1 

diejenigen Zahlen aussucht, die nicht negativ und die kleiner als Eins 
sind. Da riun Cri /- - rjk) ganzzahlig ist, müssen diese Zahlen für jeden 
Wert von k und folglich auch die Punkte Qi und Qj zusammenfallen. 
Hieraus folgt aber sofort Ai = Ar 

Zweitens bemerken wir, daß jeder innere Punkt von I in minde
stens einer der Punktrnengen Ai enthalten ist. Es sei nämlich Pein 
solcher Punkt und P' der Punkt von A, der in derPunktmenge {PI ent
halten ist. Der Vektor IrR> der von P' zu P führt, hat lauter ra
tionale Komponenten, die dem absoluten Betrage nach kleiner als 
Eins sind. 

Die Punktmenge A."" die mit Hilfe des Vektors Tm aus A entsteht, 
muß dann den Punkt P enthalten. 

Wir ordnen die Punktmenge A und die aus ihr entstehenden 
Punktmengen Ai in eine einfache Folge A, Ai1 , Ai~' ... in der jede 
dieser Punktmengen nur einmal vorkommt. Da je zwei dieser Punkt~ 
mengen keine gemeinsamen Punkte besitzen und ihre Snmme in I ent
halten ist und alle inneren Punkte von I enthält, so folgen aus der 
Eigenschaft III der Maßfunktiollen (§ 235) und aus dem Satze 1 des 
§ 254 die bei den Relationen 

1 < m* A + m* A. + m* A. + ... 
- 11 ''.1 

1 > m*A + m*Ai1 + m* Ai, + ... 
Wegen (6) können diese Relationen nur dann erfüllt sein, wenn 

m* A > 0, 1Il*A = 0 

ist. Es gilt also der 

Satz 1. Es gibt Pun7ctmengen von nicht meßbarem Inhalt, deren 
innerer Inhalt verschwindet. 
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334:. Der äußere Inhalt der nicht meßbaren Punktmenge .A, die 
wir soeben konstruiert haben, liegt zwischen Null exklusive und Eins 
inklusive. Es ist aber nicht möglich, eine positive untere SchrankA für 
die Zahl m* A anzugel>en. Da nämlich die abzählbaren Punktmengen 
{ P}, die wir zur Konstruktion benutzt haben, ~ac~ dem § 332. überall 
dicht auf I liegen, so hätte man, wenn U eine beliebIge offene Tellmenge 
von I bedeutet, das Zermelosche Auswahlaxiom so handhaben können, 
daß der aus {P} ausgewiihlte Punkt P' stets in das Innere. von. U fällt. 
Dann wäre aber auch m* A ::::; m U, und man kann offenbar dIe letzte 
Zahl beliebig klein wählen. 

Es ist daher durchaus notwendig unsere Konstruktion zu vervoll
ständigen. Wir betrachten das Intervall 

I: O<x,l:<l (lc=I,2, ... ,n) 

und setzen 13 = AI; dann ist, weil (A - B) eine Nullmenge ist, 

m*13=m*A>O, 

und die Punktmenge B von nicht meßbarem Inhalte. Es sei 11 eine 
maßgleiche Hülle von B, die in I enthalten ist, und (J eine perfekte 
Teilmenge von 13, die keine Nullmenge ist (§ 278, Satz 12). Setzt man 

0= BO, 
so ist nach dem Satze 12 des § 263 die Punktmenge (J eine maßgleiche 
Hülle von 0; anderseits ist aber, weil 0 eine Teilmenge von B ist, der 
innere Inhalt von 0 gleich Null. Man kann also schreiben 

(1) m*O = mO = "> 0, m*O = O. 

Wir bezeichnen nun, wenn P einen beliebigen Punkt des n-dimen
sionalen Raumes bedeutet, mit Ik(P) einen Würfel, der P zum Mittel
punkt hat und dessen Kantenlänge 1: k ist; hierbei bedeutet keine 
natürliche Zahl. Wir können durch eine lineare Transformation des 
Raumes in sich (§§ 3~2-324) die PUllktmenge 1 in 1,l:(P) überführen 
und bezeichnen mit Ck(P) und 0,l:(P) die Punktmengen, in welche C 
und 0 übergegangen sind. Die äußeren und inneren Inhalte aller dieser 
Punktmengen werden dabei im selben Verhältnis 1 :kn verkleinert (§ 329, 
Satz 3) und wir können daher schreiben 

(2) 

(3) 

m*Ok(P) = m(J~.(p) = a· m[,,(P), 

'fII*Ok(P) = 0. 

Die Punktmengen (Jk(P) sind überdies abgeschlossen und es gibt 



§ 334 Punktmengen von nicht meßbarem Inhalt 353 

nach dem Vitalischen Satze (§ 290, Satz 3) abzählbar viele Punkte Pm und 
ihnen zugeordnete natürliche Zahlen km' so daß, wenn wir zur Abkürzung 

Gm = C"m(Pm) und e,n = e"m(Pm) 
setzen und mit N eine Nullmenge bezeichnen, der Gesamtraum identisch 
ist mit der Summe 

Hierbei ist also, wenn kund j zwei voneinander verschiedene natürliche 
Za.hlen bedeuten, 

Nun se tzen wir 
(4) 

und betrachten eine beliebige meßbare Punktmenge Y von endlichem 
Inhalte; dann ist 

und daher 
(5) mV = mVC1 + mVGa +" '. 
Ebenso bekommen wir mit Hilfe des Satzes 18 des § 268 

(6) m*V.Q. = m*VC1 + m*V02 + . , " 
Endlich ist, weil nach (2) die Punktmellge Oll eine maßgleiche Hülle 
von Oie ist (§ 263, Satz 12) 

m*VCk = mVOk (k=l, 2", ,), 

so daß aus (5) und (6) folgt 
(7) mV = m*V.Q. 

Anderseits haben wir nach dem § 268 

(8) I m*.Q = m*.Q.C1 + m*.Q~ + ' .. 
= m* GI + m* C2 + ' , , 
=0, 

Bezeichnen wir mit .Q' die Komplementärmenge von.Q, so ist nach 
dem § 257, Satz 4 

mV = m*V.Q. + m* V.Q.' = m:;: V.Q + m*V.Q.' 

und mit Berücksichtigung von (7) und (8) 

m* V.Q' = 0, m*V.Q' = m Jl: 

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt iibrigens genau so wie 

für ~ m:lJ~' = O. 
Cllrath~odor7, Reell. Funktionen, 28 
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Nach der Definition des § 271 können wir diese Resultate folgender
maßen aussprechen: 

Satz 2. Es gibt Punktmengen ,Q" die zugleich mit ihrer Komplemen
tärmenge .Q,' den Gesamtraum als maßgleiche Hülle besitzen und den 
inneren Inhalt Null haben. 

Ist A eine beliebige Punktmenge , deren äußerer Inhalt von Null 
verschieden ist, so ist entweder A selbst nicht meßbar oder es ist A eine 
maßgleiche Hülle von A.Q,. Dann haben wir aber die Gleichungen 

m*A~2, = mA > 0, m*A.Q, < m*.Q, = 0, 

d. h. die Punktmenge A.Q, ist nicht meßbar. Diese Bemerkung liefert 
uns den wichtigen 

Satz 3. Jede Punktmenge A, die keine Nullmenge ist, besitzt Teil
mengen von nicht meßbarem Inhalte. 

Stetige meßbare Abbildungen. 

335 Eine eineindeutigeAbbildung von zwei PunktmengenE und E* 
aufeinander, die in demselben oder in zwei verschiedenen Räumen liegen 
(§ 84), wollen wir meßbar nennen, wenn aus der Meßbarkeit des In
halts einer Teilmenge A von E stets die Meßbarkeit des Inhalts ihres 
Bildes A* folgt und umgekehrt. 

Wenn sich bei einer eineindeutigen Abbildung zwei Punktmengen 
entsprechen, von denen die eine eine Nullmenge ist und die andere 
einen von Null verschiedenen Inhalt besitzt, so ist das Bild jeder nicht 
meßbaren Teilmenge der zweiten (§ 334, Satz 3) ebenfalls eine Nullmenge 
und folglich meßbar. Die Abbildung ist dann keine meßbare. 

Satz 1. Für die Meßbarkeit einer eineindeutigen Abbildung von zwei 
Punktmengen ist notzcendig, daß jeder Nullmenge der einen Punktmenge 
eine Nullmenge de'l' anderen in der Abbildung zugeordnet ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß diese Bedingung bei stetigen Abbil
dungen (§ 201) auch hinreichend ist. Wir nehmen also an, die betrach
tete Abbildung sei stetig und führe jede Nullmenge in eine Nullmenge 
über. Es sei dann z. B. A eine Teilmenge von E von meßbarem Inhalt, 
und A* sei das Bild von A. Nach dem Satze 8 des § 271 kann man die 
Punktmenge A darstellen als Vereinigung einer Nullmenge N mit 
höchstens abzählbar vielen beschränkten perfekten Punktmengen 1'11 T 2 , •.. 

A = N + 1'1 + T2 + .. '. 
Hieraus folgt für das Bild A* von A die Darstellung 

A* = N* + T/" + Tt + .. '. 
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Die Punktmenge N* ist als Bild einer Nullmenge nach Voraussetzung 
ebenfalls eine Nullmenge und daher meßbaren Inhalts Die Punkt
mengen T,,* sind wegen der Stetigkeit der Abbildung als Bilder von 
beschränkten abgeschlossenen Punktmengen ebenfalls abgeschlossen 
(§ 202) und daher auch meßbar. Hieraus folgt aber, daß A* von meß
barem Inhalte sein muß. 

Satz 2. Jede eineindeutige stetige Abbildung, die NuUmengen in Null-
1nengen überführt, ist meßbar. 

Dafür, daß eine lineare Transformation eine eineindeutige Abbil
dung darstelle, muß ihre Determinante von Null verschieden sein (§ 323). 
In diesem Falle geht aber nach dem Satze 3 des § 329 jede Nullmenge 
in eine Nullmenge über und da die Abbildung außerdem noch stetig 
ist, so ist sie meßbar. 

Satz 3. Jede lineare l'ransformation von nicht verschw'indender Deter
minante ist eine meßba're Abbildung. 

336. Es ist sehr leicht, eineindeutige stetige A.bbildungen von ab
geschlossenen Punktmengen zu konstruieren, die nicht meßbar sind. 
Dies gelingt schon bei der Abbildung von linearen Intervallen aufein
ander. 

Man braucht z. B. nur die gleich numerierten Intervalle der offenen 
Punktmengen, die in den §§ 276 und 280 beschrieben worden sind, 
linear aufeinander zu beziehen und die Häufungspunkte dieser offenen 
Punktmengen so aufeinander zu beziehen, daß die Abbildung der beiden 
Strecken, die diese offenen Punktmengen enthalten, eineindeutig und 
stetig sei. 

Wir wollen, wegen der Wichtigkeit dieser Tatsache, ein ganz ähn
liches Beispiel etwas ausführlicher behandeln. 

Es seien auf den Achsen einer xy-Ebene zwei abgeschlossene In
tervalle 

gegeben. Wir geben uns eine feste positive Zahl.&, die kleiner als Eins 
ist, und konstruieren eine Folge von stückweise linearen, stetigen, mono
tonen, stets wachsenden Funktionen t/Jk(x) folgendermaßen: 

Wir betrachten zuerst auf der x-Achse die offene Punktmenge 

B = ö'l + 02 + d'3 + .. " 
die wir im § 276 konstruiert haben. 

23* 
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Die Funktion 1/Io(x) ist dann im Intervalle a:::; x <b diejenige 
lineare Funktion,· welche den Gleichungen 

Wo(a) = all t/Jo(b) = b1 

genügt; sie besitzt eine konstante Steigung 

bl -al = k. 
b-a 

Die Funktion 1/11 (x) fällt in den Punkten a, b un~ im Mittelpu~kt 
VOll Ilt mit Wo zusammen. Sie ist stetig, stückweise lInear und besitzt 

Y innerhalb des Inter-
/.' vaUs 01 die Steignng 

.', , .1)0 • k und ist außer-
/:: ! ' halb dieses Intervalls 

.. :: linear. Ihr Graph 
/ :. (§ 157) besteht also 

:': : ! ,,/'.... aus drei geradlinigen 
I .' /'" Stücken. 
; ,/'" Die Funktion 1/I2(r) 1/ 

,,( ist stetig, stückweise 
,,/ : linear, sie fällt in den 

/: ", 1 :9 Punkten a, b im Inter-~: ,/ I 
.. , : i ;/ vaUe d1 nnd in den :: '.,1"-

... C:r~~ 1 : : ' ~~~t~sP:~~t~~(:)~:: 
0-{' :::: : : : : : sammen; außerdem 

/,;.. I I <l2 I:: I .81 I I ! Ja '. besitzt sie in den In-
o "4 "6 Fig.25. J6 ~ x tervallen 02 und Os 

die Steigung {)-. kund 
ist überall außerhaib der Intervalle °0 .t2 und ds linear. 

Allgemein fällt die Funktion 1/Ik+l(X) in den Punkten a, b, den· 
(2k-1) ersten der Intervalle du d2 , ••• und in den Mittelpunkten der 
2k folgenden dieser Intervalle mit 1/1,,(x) zusammen. In allen diesen 
(2 k+ 1_1) ersten Intervallen lip besitzt sie die Steigung .1)o·k und sie ist 
außerhalb dieser Intervalle ebenfalls linear und stetig im Intervall 
a ~ x ~ b. Die Fig. 25 stellt demnach die Funktion 11'3 Cx) dar. 

Nun bemerke man, daß im ganzen Definitionsintervall 

ist: und daß ebenso 
11J.r1 (x)-1J.roCx)l< b1 \l a, 

I .. ( .) I b1 - a, 1J.rs(X) - tPl.X < 2' 



§ 337 Stetige meßbare Abbildungen 357 

und allgemein 
) () bl-~ 

!tP/r+l(X - tPA: x I< 2k+t 

stattfindet. Die Folge der Funktionen 11'11 11'2' ••• konvergiert also gleich
mäßig gegen eine stetige Funktion (§ 172, Satz 2), die wir mit rp(x) 
oder ausführlicher mit 

tp(x; .{}, a, b, al , b1) 

bezeichnen woUen. Diese FunktioD tp(x) ist monoton wachsend; außer
dem gibt es, da die Punktmenge (d't+d'2+d'S+"')' in welcher q;(x) die 
Steigung .fT. k besitzt, überall dicht im Intervalle a < x < -b ist (§ 76), 
zwischen je zwei Punkten dieses letzten Intervalls Teilintervalle, in 
denen die Funktion cp(x) nicht konstant ist. Die Funktion q;(x) ist also 
nicht nur monoton, sondern auch stets wachsend und liefert eine ein
eindeutige und stetige Abbildung der beiden Strecken a < x < bund 
a l < Y < b1 aufeinander. Die Punktmenge B erfüllt nun das ganze Inte~
vall a < x < b mit Ausnahme einer N ullm enge A; anderseits aber be
steht nach unserer Konstruktion zwischen den Inhalten des Intervalls d'p 
und seines Bildes d'p* die Relation 

rnd' * = Me· md' • p pl 

es ist also, wenn wir das Bild "Von B mit B* bezeichnen, 

oder, weil (§ 276) 
rnB* = .fTk·mB, 

rnB=b-a 
ist, 

Folglich ist 
rnB* = -:t(b1 - a1). 

mA* == (1-.fT) (bI - al ), 

d. h. das Bild der Nullmenge A besitzt einen von Null verschiedenen In
halt. Die von uns betrachtete eineindeutige und stetige Abbildung ist 
demnach nicht meßbar. 

337. Durch einen ähnlichen Gedankengang wie im §277 kann man 
mit Hilfe der soeben geschilderten Abbildung zu einer viel merkwür
digeren gelangen. 

Wir gehen zunächst von der Funktion 

y = tp(x;.fT, 0,1; 0,1) 
aus und neDnen diese Funktion zur Abkürzung Xl (x). Der Graph von 
Xl (x) enthält abzählbar unendlich viele Strecken, die sich auf der x-Achse 
in eine offene Punktmenge BI "Vom Inhalte Eins projizieren. Wir ersetzen 
jede dieser Strecken durch den Graph der Funktion 
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(]l(X;· 4)-, a, b, a l , bl ), 

wobei a, a l und b, bl die Koordinaten der Endpunkte der Strecke be
deuten. 

Durch diese Operation erhalten wir eine Funktion X,(x), von der 
man sehr leicht sieht, daß sie stetig, monoton und stets wachsend ist. 

Die Funktion X2 (x) enthält ebenfalls unendlich viele Strecken, die 
sich auf eine offene Punktmenge Ba der x-Achse projizieren, wobei B 2 

eine Teilmenge von B l bedeutet, die ebenfalls den Inhalt Eins besitzt. 
Man iteriere nun das Verfahren, durch welches wir von Xl (x) zn 

Xa(x) gelangt sind; wir erhalten eine Folge von abzählbar unendlich 
vielen stetigen, stets wachsenden Funktionen 

(1) Xl (x), X,(x), Xa (x), .... 

Überdies ist für jeden beliebigen Wert des Definitionsbereiches 

111 
IXS-X11<s' IXs-Xal<9"'" IXk+l- Xkj< 31:' 

woraus folgt, daß die Folge (1) gleichmäßig gegen eine Grenzfunk
tion xCx) konvergiert. Die Funktion X(x) ist daher monoton und stetig; 
man kann aber leicht sehen, daß sie ebenfalls stets wachsend ist. Sind 
nämlich ~1 und Si zwei voneinander verschiedene Punkte des Definitions
intervalls, so kann man n so groß wählen, daß eine der Strecken, in 
denen X,,(x) linear ist, sich ganz in das Innere des Intervalles ;1< X < Si 
projiziert. Es seien Xl und X2 die Endpunkte dieser Projektion; dann ist 

xC~J::;;: X(x1), X(x1) = X,,(x1), 

Xn(x1) < X,,(xs), 
X;,(x9) = X(x2), X (x,) ~ X (;2)' 

woraus folgt, daß Xex) im Intervalle ;1< X <;2 nicht konstant ist. 
Die Funktion X(x) liefert also die eineindeutige stetige Abbildung 

von zwei Strecken von der Länge Eins aufeinander. 
Nennt man, in Übereinstimmung mit der obigen Bezeichnung, B. 

die Projektion auf die x-Achse der Strecken, die im Graph von X (x) 
enthalten sind, und Bp* die Projektion dieser Strecken auf die y-Achse, 
so ist für jedes p 

BI' +l -< Bp und Bp*+l -< BI' *. 
Es ist ferner nach der obigen Konstruktion 

oder, weil 
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ist, für jedes p 
mB1 = 1 und mBt* = ,f} 

mBp = 1, mBp* = ,f}p. 

Wir bezeichnen jetzt mit B den Durchschnitt aller B und mit B* 
das durch x(x) vermittelte Bild von B auf der y-A.chse. i1s ist (§ 247, 
Satz 9) 

mB = limmBp = 1. 
11="" 

Ist nun P irgendein Punkt von Bund P* der entsprechende Punkt von 
B*, nennt man ferner Pt das durch die Funktion Xq(x) vermittelte Bild 
"Von P aUI der y·Achse, so ist 

p* =limPw*' 
q=oo 

Außerdem ist, wennp irgendeine feste positive ganze Zahl bedeutet, 
Pq* für alle q>p in einem und demselben Intervall der Punktmenge Bp'" 
enthalten. Der Punkt P* ist demnach entweder ein Punkt des Inneren 
oder aber ein Endpunkt dieses Intervalls und hieraus folgt, daß B* in 
der Punktmenge enthalten ist, die man erhält, wenn man die Endpunkte 
der Intervalle, die in der offenen Punktmenge B/ enthalten sind, diesen 
Intervallen hinzufügt. Da die hinzugefügten Punkte in abzählbarer An
zahl sind und folglich den Inhalt Null haben, folgt hieraus, daß 

mB* < mB* =.ß'P = 11 

ist. Da dieses aber für jedes p gilt, schließt man daraus, daß B* eine 
Nullmenge ist. 

Die Punkte des Intervalls 0 < x < 1, die nicht in B enthalten sind, 
bezeichnen wir mit A; die Punktmenge A ist eine Nullmenge und das 
durch die Funktion x(x) vermittelte Bild A * von .A. besitzt den Inhalt 

mA * = 1 - mB* = 1. 

Satz 4. Es ,qibt eineindeutige und stetige Abbildungen der Intervalle 
o < x < 1 und 0 < y < 1 aufeinander, die alle Punkte des einen dieser 
Intervalle mit Ausnahme einer Nullmenge in eine Nullmenge des andern 
Intervalls transformieren. 

Kritik der Theol'ie der Maßfunktionen.*) 

338. Im § 235 haben wir die Maßfunktionen durch vier Eigen
s~haften definiert, die wir mit I-IV numerierthaben. Wir wollen jetzt 
zeigen, daß jede der GrundeigenschaftenII, III, IV von den übrigen una b-

"') Von diesem Abschnitt wird im Fo1genden kein Gebrauch gemacht, 
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hängig ist, also z. B., daß II nicht aus I, III und IV gefolgert wer
den kann.*) Wäre nun II eine Folge von I, III und IV, so müßte jede 
Mengenfunktion, die diese letzten drei Eigenschaften besitzt, auch die 
Eigenschaft II haben. Wir erreichen also unser Ziel, indem wir Mengen
funktionen konstruieren, die einige, aber nicht alle vier Grundeigen
schaften besitzen. 

a) Es sei Po ein fester Punkt des zweidimensionalen Raumes. Wir 
definieren eine Mengenfunktion v2 .A folgendermaßen: Ist WA das größte 

Fig.26. 

Quadrat mit dem Mittelpunkte Po und mit 
parallelen Seiten zu den Koordinatenachsen, 
das in einer gegebenen Punktmenge A ent
halten ist, so setze man 

v 2 .A = m*(A- W.A), 

wobei wie stets mit m*(A - WA ) der äußere 
Inhalt der Punktmenge (A- W.A) bezeichnet 
wird. Ist also Po kein innerer Punkt der 
betrachteten Punktmenge A, so ist einfach 

vsA=m*A. 
Die betrachtete Mengenfunktioll besitzt die Eigenscbaft III 
funktionen; setzt man nämlich 

der Maß-

V=.A1 +A2 + .. · 

und bezeichnet mit Wo das größte zu Po konzentrische Quadrat, das in 
V enthalten ist, und mit W .. das größte dieser Quadrate, das in.Ak ent
halten ist, wobei einige oder alle Punktmengen Wo, W1 , W:p ••. auch 
leer sein können, so folgt aus Ak -< Y auch Wk -< Wo und daher 

(1) Ak-AkWO-< .Ak - Wk (k = 1,2, ... ). 
Nun ist aber 

und daher 
V - Wo = (Al-Al Wo) + (As-A»Wo) + ... 

(2) V 2 V = m*(V - Wo):::;:: m*(A1 -Al Wo) + m*(A2-A2 Wo) + .,._ 
*) Das Wesentlichste an der Eigenschaft I, d. h. die Tatsache, daß die be

trachtete Mengenfunktion :vA keiner negativen Werte fähig sein soll, ist eine 
Folge von IH. Denn wäre für eine bestimmte Punktmellge Ao 

BO könnte schon die Ungleichheit :v A o < 0, 

:vCA+B) <".A +:vB 
nicht stets erfüllt sein; für A = B = Ao wäre sie nämlich falsch. 
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Anderseits folgt aber aus (1) 

(3) m*(Ak-.A.iWO) < m*(Ak - WI:) = 1Il1 Ä i 

und es ist also nach (2) und (3), wie wir zeigen wollten, 

V 2 V <1I2 .A.1 + vSA! + .. '. 
Unsere Mengenfunktion besitzt aber auch die Eigenschaft IV der Maß
funktionen. 

Es seien nämlich .A. und B zwei Punktmengen , deren Entfernung 
E(A, B) = J > 0 ~t. Dann ist entweder der Punkt Po nicht in (A+B) 
enthalten und man hat 

1I1l (.A.+B) == m*(A + B) = m*.A. + m*B = lIzA + vsB, 

oder Po ist in einer der beiden Punktmengen, z. B. in A enthalten. Be
zeichnet man dann mit WA das größte zu Po konzentrische Quadrat, das 
in A enthalten ist (oder vielleicht auch den Punkt Po selbst), BO ist;, 
E(WA , B) 28; kein Punkt P der Ebene, für den E(P, WA) < J ist, 
liegt in B und daher ist W A auch das größte zu Po konzentrische Qua
drat, das in CA + B) enthalten ist. Man hat nun, weil CA + B) - W A == 

(A - WA ) + Bund E(A - W A), B) 2 8 ist, 

lI11 (A +B) = m*«A+B)-W A ) = m*(A-WA) + m*B == v2A+v,B, 

d. h. die Gleichung, die wir ableiten wollten. 
Ist endlich A eine beschränkte Punktmenge, die den Punkt Po als 

inneren Punkt enthält, so ist, nach der Definition unserer Mengen
funktion 

vs(A-Po) > vsA, 

woraus folgt, daß hier die Eigenschaft II der Maßfunktionen nicht 
immer gilt. 

Die Eigenschaft II ist mithin von I, III und IV unab
hängig. 

b) Um zweitens zu zeigen, daß die Grundeigenschaft III der Maß
funktionen von I, II und IV unabhängig ist, genügt es, den inneren 
Inhalt m*A der Punktmengen zu betrachten. Für diesen ist ja nach 
dem Satze 1 des § 254 die Eigenschaft II vorhanden. Dasselbe gilt aber 
auch von der ~igenschaft IV; denn wenn A und B zwei Punktmengen 
bedeuten, deren Entfernung positiv ist, so ist die Entfernung zwischen B 
und der abgeschlossenen Hülle Ä von A ebenfalls positiv (§ 193) und 
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der Durchschnitt AB ist leer (§ 194). Da nun .Ä. von meßbarem In
halte ist, hat man nach dem Satze 11 des § 262 

m*(A + B) = m*(A + B)A + m*«A + B) - (A + B)Ä) 

=m*A+m*B. 

Dagegen ist die Eigenschaft III nicht immer vorhanden; bezeichnet man 
mit A eine beschränkte Punktmenge, deren Inhalt nicht meßbar ist 
(§ 333), und mit I ein Intervall, das A enthält, so ist 

mI = m*A + 1n*(I-A) > m*A + m*(I-A.), 

womit bewiesen ist, daß die Eigenschaft III der Maßfunktionen 
von I, II und IV unabhängig ist. Ein anderes einfacheres Beispiel, 
das dasselbe leistet, werden wir im § 340 kennen lernen. 

c) Endlich ber.eichnen wir mit v 4 A die Mengenfunktioll, die, falls A. 
nicht leer ist, gleich der größeren der bei den Zahlen 1 und m* A ist, 
wobei wieder m* A den äußeren Inhalt von A bedeutet und die für A = 0 
verschwindet. Dann ist erstens stets nach dieser Definition. 
(4) v4A.>m*A, 

(5) v4 A > 1. 

Ist jetzt B -< A, so ist, falls m * B :2 1 ist, auch m * A > 1 und 
man hat 

woraus 
(6) 

ohne weiteres folgt; ist aber m * B < 1, so ist v4 B = 1 und die Rela· 
tion (6) eine direkte Folge von (5). Unsere Mengenfunktion hat also 
jedenfalls die Eigenschaft II. Zweitens sei 

V = Al + A 2 + ... ; 
1St nun m*V < 1, so muß auch m*A.1 < 1 sein, und man hat v4 V = 
v4A 1 = 1, woraus 
(7) V4V<~V4Ak 

k 

sofort zu entnehmen ist. Ist aber m * V ~ 1, so hat man 

(8) v4V=m*V<,2'm*Ak 
A; 

und die Relation (7) ist wiederum richtig als Folge von (8) und (4). 
Unsere Mengenfunktion besitzt also auch die Grundeigenschaft IH. 
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Dagegen besteht die Eigenschaft IV nicht, wenn man für A und 
B zwei Punktmengen nimmt, deren Entfernung positiv ist, und die 
den Bedingungen m*A = m*B = 1:3 genügen; denn es ist dann 

v4,(A+B) = v4,A = v4,B= 1; 

hieraus folgt, daß die Eigenschaft IV von I, Ir und III unab
hängig ist. 

339. Wir wollen jetzt zeigen, daß es Maßfunktionen gibt, die nicht 
regulär sind, d. h. Mengenfunktionen, die die Eigenschaften I -IV des 
§ 235, aber nicht die Eigenschaft V des § 253 haben; hieraus folgt 
dann, daß auch V von den Grundeigenschaften I-IV una b
hängig ist.*) 

Zu diesem Zweck ziehen wir die Punktmenge ~ heran, die wir im 
§ 334 konstruiert haben; diese Punktmenge hat die Eigenschaft, daß, 
wenn Weine beliebige Punktmenge meßbaren Inhalts bedeutet, die 
Gleichungen 
(1) m*Wa. = m*(W-Wa) = mW 
stets erfüllt sind. 

Nun betrachten wir die Mengenfunktion 

(2) v5 A = m*A + m*Aa, 

die nach den Sätzen 1 und 2 des § 236 eine Maßfunktion ist. Für vGA 
gelten also alle Sätze der §§ 237-252. Es sei 1 ein gegebenes Intervall 
des Raumes und 
(3) A=(l-la). 

Aus (1) und (2) folgt, weil I meßbaren Inhalts ist, 

(4) v51 = ml + m*la = 2ml. 

Ferner ist, weil nach (3) AQ, = 0 und (I -A) = (I -A)a = la ist, 

(5) v5 A = m*A = mI, 
(6) v5(I -A) = m*(l -A) + m*(l-A)a = 2m* Ja. = 2ml. 

Aus (4), (5) und (6) folgt 

v51 = V5A + 115(1 -A) - mI, 

"') Dagegen ist die Eigenschaft II eine Folge der Eigenschaft V. In der 
Tat gibt es nach V, wenn E eine beliebige positive Zahl und.A eine beliebige 
Pllnktmenge bedeutet, mindestens eine für die gegebene Mengenfunktion pA 
meßbare Pllnktmenge X, so daß A -< X und "A~" A + E ist. Ist dann B -<A, 
80 hat man, weil X meßbar und B -< A ist, wie(lerum nach V "B ~ "A und 
da.her "B~".t+E, woraus man auf "B~"A schließt. 
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woraus wir entnehmen daß die betrachtete Punktmenge A für unsere , -
Maßfunktion nicht meßbar ist. Nun sei A eine beliebige Punktmenge, 
die für diese Maßfunktion meßbar ist und die Aals Teilmenge ellthiiltj 
dann ist auch 
(7). B= 1..4 

meßbar fUr unsere l\Iaßfunktion und man hat 

(8) A<B-< I, 
und wegen der Meßbarkeit VOll B ist außerdem 

(9) vJ= 'VsB + vf>(I-B). 

Aus (8) und m*A = m1 folgt nun m*B = m1 und dies verbunden mit 
B.Q, = (B- A) liefert 
(10) v5B = m*B + m*Ba = m1 + m*(B-A); 

anderseits ist (1- B).Q = 1- B und daher 

(11) v5(1 -B) = m*(I -B) + m*(I - B).Q, = 2m*(I - B). 

Mit Hilfe von (4), (10) und (11) folg-t nun aus (9) 

(12) m1 = m*(B-A) + 2m*(I-B). 

Nun ist aber (I-A) = 1.Q, und (I -A) = (I-B) + (B-A)j man 
hat also 
(13) mI =- m*(I-A)::;: m*(I -B) + m*(B-A) 

und die Vergleichung von (12) mit (13) gibt uns m*(l- B) < 0, woraus 
unmittelbar 

m*(1-B) = 0 

folgt. Dies in (12) eingesetzt liefert m*(B-A) = m1 und nach (10) 
ist dann 
(14) v5B = 2mI. 

Wir haben also auch wegen (7) und (5) 

(15) 

Die untere Grenze der äußeren Maße v 5 ..Ä aller für unsere Maßfunktion 
meßbaren Punktmellgen, die Aals Teilmenge enthalten, ist demnach, wie 
aus (14) folgt, (v6 A +mI) > 'VIjA, so daß die Eigenschaft V des § 253 
hier nicht besteht. Unsere Maßfunktion ist nicht regulär. 

340. Wir betrachten eine Mengenfunktion p,A, die außer denEigen
schaften I, II und IV de~ § 235 noch folgende beide Eigenschaften 
besitzt: 
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III'. Ist S die Summe von endlich oder abzählbar unend
lich vielen Punktmengen Au A,u' .. ohne gemeinsame Punkte, 
so ist 

V'. Die Zahl p,.A. ist die 0 bere Grenze der Fuuktionswerte 
p,B, die allen meßbaren Teilmengen B von A zugeordnet sind. 
Hierbei soll die Punktmenge B meßbar heißen, wenn für jede 
willkürliche Punktmenge W, die einen endlichen Funktions
wert p, W besit:zt, die Gleichung 

besteht. 
pW = p,BW + p,(W -BW) 

Die inneren Maße (§ 253) haben alle diese Eigenschaften. Man 
beweist nämlich, wie wir es im § 338 unter b) für die inneren Inhalte 
getan ha.ben, daß sie die Eigenschaften 1, II und IV besitzen. Daß 
auch die Forderung III' erfüllt ist, ist im Satze 1 des § 254 enthalten. 
Endlich ist aber auch V' erfüllt, wie aus dem Satze 11 des § 262 und 
der Definition 2 des § 253 folgt. 

Diese Eigenschaften sind den fünf Grundeigenschaften, durch die 
die regulären äußeren Maße definiert werden, vollkommen analog; sie 
genügen aber nicht, wie man zunächst wegen dieser Symme
trie vermuten könnte, um die inneren Maße zu charakteri
sieren. 

Zu diesem Zweck betrachten wir im linearen Raum ein abgeschlos
senes Intervall I und setzen 

(1) 

(2) 

p.A = 1 falls I-<.A., 
p,A=O falls (I-I.A.)+O 

ist. Diese spezielle Mengenfunktion besitzt offenbar die Eigenschaft I. 
Ist nun B-<,.A. und (I -lA) + 0, so ist umsomehr (I -IB) =1= 0, 
so daß nach (2) aus p..A. = 0 auch p,B = 0 folgt; ist dagegen p,A = 1, 
so folgt p,B :::; p..A. direkt aus (1) und (2). Die Eigenschaft II ist also 
-Vorhanden. 

Von endlich oder abzählbar unendlich vielen Punktmengen.A.1I .A.2, ••• 

ohne gemeinsame Punkte enthält höchstens eine das abgeschlossene In
tervall 1. Entweder gilt also für jedes k die Gleichung p,A~ = ° und 
es ist 

p,S ~ ;S p,Ä1 = 0, 
~ 

oder man hat ~'p,AA: = 1 und dann auch (wegen der schon bewiesenen 
I: 

Eigenschaft II) p.S = 1. Die Eigenschaft 111' gilt also auch. 
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Um zu beweisen, daß unsere Mengen funktion auch die Eigen
schaft IV besitzt, bemerken wir, daß nach dem Vorigen 

[-L(A+B) >!LA + flB 

nur dann stattfinden kann, wenn zugl eich 

I-<.A+B, (I-AI) +0, (I-BI)+O 
ist, oder was dasselbe ist, wenn die Relationen 

I=AI+BI, AI+O, BI9=0 
zugleich gelten. Wären nun diese letzteu Relationen für zwei Punkt
mengen A und B befriedigt, deren Entfernung positiv ist, so hätte 
man auch für die abgeschlossenen Hüllen A und B dieser Punktmengen 
außer AI + ° und BI + ° auch 

I=AI+BI, 
denn aus E(A,B) > ° folgt AB = 0. Dies ist aber unmöglich, weil 
das abgeschlossene Intervall I als Kontinuum nicht als Summe von 
zwei abgeschlossenen, nicht leeren Punktmengen dargestellt werden 
kann (§ 204). 

Es bleibt also nur noch übrig V' zu verifizieren. Wir bemerken 
dazu, daß eine Punktmenge .A, die entweder aUe Punkte von I oder aber 
keinen einzigen Punkt von I enthält, für unsere Mengenfunktion meß
bar ist. Man müßte sonst eine Punktmenge W finden können, für die 
zugleich 

I -<. W, I -IWA 9= 0, I -I(W- WA) =l= ° 
ist, und man sieht sofort ein, daß diese Relationen mit unseren An
nahmen über A unverträglich sind, wenn man sie in der Form schreibt 

I=IW, I-IA+O, IA=l=O. 

Dagegen ist jede Punktmenge, für welche zugleich IA + 0 und 
(l - I.A) =l= 0 ist, nicht meßbar für unsere Mengenfunktion, denn man hat 

und daher 
p.I = 1, /LIA = 0, [-L(I -lA) = 0 

(LI> p,IA + p.(I -lA). 

Da nun nach unseren Definitionsgleichungen für alle nicht meßbaren 
Punktmengen B der Funktionswert !LB verschwindet, ist die Richtigkeit 
der Eig!nschaft Y' evidentj da aber anderseits jedes ( offene) Intervall, 
das in I enthalten ist, eine für unsere Mengenfunktion nicht meßbare 
Punktmenge darstellt, kann diese Mengenfunktion nicht ein 
inneres Maß sein. 
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34:1. Für die Mengenfunktion p,A des vorigen Paragraphen gibt 
es, wie wir soeben sahen, In terval1 e, die nicht meßbar sind. Hieraus 
entnimmt man, daß die Eigenschaft IV", die wir im § 252 aus den 
Eigenschaften I-IV des § 235 abgeleitet hatten, nicht aus 
unsern neuen Eigenschaften I, II, III', IV, V' gefolgert werden 
kann. Es entsteht nun die Frage, ob wir nicht die inneren Maße da
durch kennzeichnen können, daß wir zu den Forderungen des vorigen 
Paragraphen noch die neue Forderung IV" hinzufügen, die besagt, daß 
jedes Intervall meßbar sein soll. 

Daß dem nicht so ist, beweist folgendes Beispiel: wir bezeichnen 
im linearen Raum mit vA die obere Grenze der Inhalte aller 
offenen Punktmengen, deren rationale Punkte in A enthal
ten sind. 

Daß die Mengenfunktion v A die Eigenschaften I und II besitzt, ist 
evident. Um die übrigen Eigenschaften zu untersuchen, bezeichnen 
wir mit 
(1) 

die rationalen Punkte des linearen Raumes. Ferner sei, wenn A eine be
liebige Punktmenge bedeutet, 01 entweder das größte lineare Gebiet, das 
r 1 enthält und die Relation 0l·R-<.,AR befriedigt, oder aber eine leere 
Punktmenge, falls kein derartiges Gebiet existiert. Wir bezeichnen mit 
rk. den ersten Punkt der Folge (1), der nicht in 01 vorkommt oder, falls 
01 leer ist, den Punkt r ll und mit 0'2 entweder das größte lineare Gebiet, 
das r",. enthält und die Bedingung 02 ·R-<AR erfüllt, oder aber eine 
leere Punktmenge. Allgemein sei rk m+l der erste Punkt, der in der 
Folge (1) nach rem vorkommt und der nicht in (01 + 02 + ... + 0m) ent
halten ist, und d'm+1 entweder das größte lineare Gebiet, das rX·m+l ent
hält und die Bedingung 8"'+1· R -<., AR erfüllt, oder eine leere Punkt
menge. Dann hat die offene Punktmenge 

[TA = 01 + 02 + Os + ... 
erstens die Eigenschaft, daß UAR -<., AR ist, und zweitens ist jede offene 
Punktmenge V, für welche VR-<.,AR ist, eine Teilmenge von UA • Man 
hat also nach unserer Definition 

l,A = mUA • 

Sind jetzt All A2, ••. endlich oder abzählbar unendlich viele Punkt
mengen ohne gemeinsame Punkte und S ihre Summe, so folgt erstens 
aus AJ:A, = 0 (für k+j), daß auch UAkUAj = 0 sein muß, und zwei
tens, daß 
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ist. Man hat demnach 

vS = mUs ~ ~mU.Ak = ~'VA1;, 
k k 

wodurch die Eigenschaft Ilr verifiziert ist. 
Ferner ist, wenn A und B keinen gemeinsamen Punkt besitzen, 

nur dann 
'V(A+B) > vA + 'VB, 

wenn für mindestens ein Intervall 6, das in U.A +B als Teilmenge enthal
ten ist, keine der Punktmengen 

(I.A = RAti, (JB = RBd 

leer ist. Bezeichnen wir mit (i.4' Q Bund C1 die abgeschlossenen Hüllen 
von (l.<l' (lB' (j, so ist erstens ~..4. + QB-< (;' und zweitens, weil jeder Punkt 
von C1 Häufungspunkt von (l..4. oder (lB ist, (j ~ ~..4. -+ (JB j man hat also 

und, weil C1 als ~bgeschlossenes Intervall ein Kontinuum ist, Q.AQB=l=O. 
Hieraus folgt aber, daß die abgeschlossenen Hüllen von A und B ge-' 
meinsame Punkte besitzen, und daß also die Entfernung E(A,B) dieser 
Punktmengen verschwindet. Aus E(A, B) > 0 folgt also v(A + B) = 

'VA + 'VB: die Eigenschaft IV ist vorhanden. 
Es sei ~ ein beliebiger Punkt der x-Achse, wir bezeichnen mit H~ 

die Gesamtheit der Punkte a; <; und mit K~ die Gesamtheit der Punkte 
a; >;. Ist dann Weine beliebige Punktmenge und Uw die nach der 
obigen Konstruktion ihr zugeordnete offene Punktmenge, so ist, wie man 
sofort sieht, 

und hieraus folgt 

UWHe = UW-WK~= Uw14., 
UWK~= UW-WH~ = UwK~ 

'VW='VWH~ + lICW- WH~), 

'VW = vWK~ + lI(W- WK~), 

d. h. die Punktmengen H~ und K~ sind meßbar für unsere Mengen
funktion. Nach den §§ 241 und 242 ist dann der Durchschnitt und die 
Vereinigung von endlich vielen derartigen Punktmengen, oder was 
dasselbe ist, die Summe von endlich vielen getrennt liegenden linearen 
Gebieten meßbar für 'VA. Insbesondere sind die Intervalle meßbare Punkt
mengen und die Eigenschaft IVa ist vorhanden. 
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Endlich aber kann man folgendermaßen die Richtigkeit von V' 
einsehen: setzt man wieder 

UA = d\ + 02 + .. " 
so ist für jede natürliche Zahl p die Punktmenge (d'l + d'2 + ... + op) 
meßbar, und weil außerdem noch die Menge der rationalen Punkte R 
offenbar auch meßbar ist, ist B p = (d'l + O2 + ... + d'p)R eine meßbare 
Punktmenge. Nun ist aber B p eine Teilmenge von A und außerdem 

womit V' bewiesen ist. 
lIBp -+ vA, 

Dagegen gibt es offene Punktmengen, die nicht für vA 
meß bar sind, und folglich ist die Mengenfunktion vA kein 
inneres Maß. Es sei z. B. A eine offene Punktmenge, die überall dicht 
auf dem Intervall 1 liegt und es sei wie im § 280 

mA=tmI. 
Dann ist 

vI = 'inI, vA = mA = lmI 

und da die rationalen Punkte keines einzigen Intervalls in (1- A) ent
halten sind 

lI(I-A) = O. 

Aus diesen Gleichungen folgt aber 

vI - vA - v(l-A) =~ml> 0, 
d. h. die Tatsache, daß A nicht meßbar ist.*) 

Kapitel VII. Meßbare Funktionen. 
Darstellung von Funktionen durch Folgen von Punktmengen. 

34:2. Die Möglichkeit, die Lehre von der Meßbarkeit der Punkt
mengen auf die Theorie der reellen Funktionen anzuwenden, beruht auf 
der Tatsache, daß man jede Punktfunktion r(p) durch die Angabe einer 
Folge von Punktmengen eindeutig festlegen kann. 

Wir geben uns eine abzählbare Zahlenfolge 

(1) 
die überall dicht auf der Zahlenachse liegt (§ 76), und betrachten 
eine Folge 
(2) Al' A 2 , A s, ... 

*) Wären für vA a.lle offenen Pnnktmengen meßbar gewesen, so hätten wir 
die Eigenschaft IV aus IV· durch eine ähnliche Schluß weise, wie die des Beginns 
des § 237 ableiten können. Hier aber mußten wir IV und IV· getrennt behandeln. 

Car .. th~odory, BeeUe Funktionen. 24 
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von Teilmengen einer und derselben Punktmenge E, von denen einige 
auch leer sein dUrfen. Wir fragen nun, ob es Funktionen ((P) mit 
dem Definitionsbereich E gibt, die für jede natürliche Zahl Ir, der Be
dingung (§ 85) 

(3) 
genügen. 

Sind a und aq zwei Zahlen der Folge (1), für welche Clp < aq ist, 
so hat ma/ für jede beliebige Funktion f'( P) 

M(t>ap) >- M((>aq); 

wenn es also eine Punktfunktion geben soll, für welche die Bedingungen 
(3) immer erfüllt sind, so müssen notwendig die Relationen 

(4) ap < aq und A p >- Aq 

stets zugleich gelten. Das gestellte Problem kann also nur dann eine 
Lösung haben, wenn für jedes Paar p, q von natürlichen Zahlen die Re
lation Ap >- Aq aus "p<"q folgt. Wir wollen zeigen, daß dieses Problem 
dann aber immer eine und nur eine Lösung besitzt. 

Jedem beliebigen Punkte Po von E kann man eine Zerlegung der 
Folge (2) in zwei Teilfolgen zuordnen: wir bezeichnen mit' A ,A , ... 
diejenigen unter den Mengen Al' A2 , •• _, die den Punkt Po enthalte~ und 
mit Aq" Aq., ••• die übrigen. Da nach Voraussetzung von zwei belie
bigen unserer Punktmengen Ak stets die eine eine Teilmenge der andern 
sein muß, ist hier stets 

Apm>-Aqm 

und bei der entsprechenden Zerlegung der Zahlenfolge (1) in zwei Teil
folgen ap,t "Po' ... und "q" aq., ••• muß also nach (4) 

apm < aqm 

sein. Da die "k nach Voraussetzung überall dicht liegen, ist dann die 
obere Grenze a der Zahlen "Pm zugleich auch die untere Grenze der 
Zahlen aqm • 

Es Bei n?n {(P) eine Funktion, die den Bedingungen (3) genügt; 
für jedes Pm 1st dann 

und hieraus folgt 

und daher auch 
(5) 

Po -< Apm -< M (f> "Pm) 

(Po) 2; Ul'm 

((Po) > a. 

(m= 1, 2, ... ) 

Anderseits enthält keine der Punktmengen Ag" und daher auch 
keine der Punktmengen M ((> ~qn)' die ja. nach (3) Teilmengen von Ag" 
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sind, den Punkt Po, Hieraus folgt aber 

((Po) < ltqn 

und daher auch 
(6) 

(n=1,2, ... ) 

Der Vergleich von (5) und (6) liefert uns endlich (Po) = lt. 

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, daß keine der 
Folgen Ap1 , Ap" ... und A q1 , A q., ••• leer ist. Im Falle nun, wo Po in 
sämtlichen A. enthalten ist, muß für jedes k die Relation {(Po):? ltk 

bestehen und daher ((Po) = + 00 sein; und ebenso sieht man, daß, 
wenn Po in keinem einzigen der A. liegt, ((Po) = - 00 ist. Wenn also 
eine Funktion existiert, die unsere Bedingungen (3) befriedigt, so ist 
diese Funktion durch die gegebenen Bedingungen eindeutig definiert. 

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daß die von uns konstruierte 
Funktion (CP) den Bedingungen (3) genügt. Dazu bemerke man, daß 
für diese Funktion nur dann 

(CP) > ltk 

ist, wenn P in Ak enthalten ist, und daß daher 

A k >- M(f> ltk) 

ist. Anderseits ist nach unserer Konstruktion für jeden Punkt von Ak 

die Relp,tion ( P) ~"k erfüllt und es ist daher auch 

M«("2"k) >- Ak • 

Satz 1. Ordnet man einer auf der Zahlen achse überall dicht liegenden 
abzählbaren Folge lt1, "2' ... , die atts lauter t'erschiedenen Zahlen besteht, 
eine Folge von Punktmengen Al> A 2 , ••• zu, die in einer Punktmenge E 
enthalten sind, so gibt es dann und nur dann Funktionen (CP) mit dem 
De(initionsbereich E, die den Bedingungen 

(k= 1,2, ... ) 

genügen, wenn stets aus "p< fX'l auCh Ä p >- Aq folgt, und es kann nie mehr 
als eine derartige Funktion geben. 

Es gilt ferner der 

Satz 2. Sind auf einer PunktrnengeE die Funktionen (CP) und cpCP), 
wie im vorigen Satze, durch die Bedingungen 

(7) 

(8) 

M(f~ aJ >- A k >- M(f> ".), 

M(cp~ a.) >- Bk >- M(cp > "k) 
24* 
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definiert, so ist dann uM mtr dann stets rp(P) < f(P), wenn zugleich mit 
"p< "q auch Bq -< Al' stattfindet. 

Die zwei Mengent'olgen A k und Bk stellen also dann und nur dann 
dieselbe Funktion dar, wenn stets mit "p< "q sowohl Bq -< A p also auch 
Aq -< Bl' stattfindet. 

Aus q;(P) < {(P) und "p< "q folgt nämlich 
(9) M (rp ~ rtq) -< M (f> "p) 
und daher nach (7) und (8) Bq -< A p ' 

Gibt es aber einen Punkt Po, für welchen die Relation {(Po) < 
rp (Po) gilt, so wähle man "p und "q gemäß der Bedingung 

((Po) <"p < "2 < q; (Po). 
Dann ist 

M(f> "p) Po= 0, M(rp > "g) Po =f= ° 
und daher ApPo = ° und BqPo =1= 0; also kann Bq keine Teilmenge 
von Ap sein. 

. 343. Mit Hilfe der Folge Al, A 2 , • • • von Punktmengen , die wir 
im vorigen Paragraphen betrachtet haben, ist es sehr leicht, die Punkt
mengen M({>") und M(f> rt) für jeden beliebigen Wert von " zu 
berechnen. Es sei also" eine beliebige Zahl; wir ordnen die von" 
verschiedenen Zahlen der Folge "1' "s, ... in zwei Teilfolgen " , 
ap,,' ... und "q" "g" ... , so daß die Bedingung P, 

(1) 

stets erfüllt ist, und betrachten die entsprechenden Folgen von Punkt
mengen Ap1 , Ap., ... und Aq •. Ag., .... Wir bilden nun die Punkt
mengen 
(2) Da = AP1A p2A p • ••• , 

(3) 

aus der Tatsache, daß die Relation 

Da -< AI'''' -< M(fz. "Pm) 
für jedes Pm gilt, folgt 
(4) Da< M(f>"). 
Anderseits aber ist für jedes Pm 

und daher auch 
Apm >- M(f> "/'".) >- M(f>-") 

(5) Da = Ap,Ap2 · •• >- lJf(f>"). 
Aus (4) und (5) folgt dann 
(6) Da = M({? "). 
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Ebenso entnimmt man ·aus den Relationen 

Va >- A qn >- M(f>aqn), 

die für alle IX > a O'elten daß gn I:> , 

bestehen muß; und aus 
V a >- M(f>a) 

folgt nach (3) 
AYn -< Mef? aqn) -< M(f> a) 

also schließlich 
Va -< M(f>a), 

(7) Va = M(f>a). 

Ferner bekommt man, wenn man (6) und (7) vergleicht, 

(8) M(f=a) = Da- Va, 
und, wenn man berücksichtigt, daß 

ist, 
M(f<a) + M(f?;a) = M(fSa) + M(f> a) = E 

(9) M(f<a) = E - Da' M(f~a) = E - Va' 
344. Wir bezeichnen mit E und Ak die abgeschlossenen Hüllen der 

Punktmengen E und A k , die eine Funktion (CP) mit dem Definitions
bereich E definieren. Da aUS Ag -< Ap die Relation Ag:< Ap folgt, ist 
die Bedingung (4) des § 342 auch für die Punktmengen Ak erfüllt; diese 
definieren also eine Funktion auf E, von der wir beweisen wollen, daß 
sie mit der oberen Limesfunktion (PCP) von (CP) (§ 123) identisch ist. 
Jeder Punkt Po von Ak ist entweder ein isolierter Punkt oder ein Häu
fungspunkt von Ak und da in jedem Punkte von A k die Relation f ~ ak 

gilt, muß in jedem der beiden möglichen Fälle naen § 123 auch (P(Po) 
> U k sein. Wir haben also 

Ak -< M(iP ~ ak). 

Ist zweitens Po ein Punkt von E in dem w(Po) > (tk ist, so muß ent
weder auch (Po) > ak sein, oder Po ist Häufungspunkt der Punktmenge 
M (f > ak); in beiden Fällen muß Po in Ak enthalten sein. Dieses be
sagt aber, daß die Relation 

]}I «(JJ > uk) -< Ak 

gilt. Nach dem § 127 ist (P) auf einer in sich dichten Punktmenge E 
dann und nur dann halbstet.ig nach oben, wenn überall auf E die Rela
tion f(P) = (PCP) gilt. In diesem Falle kann man in der Konstruktion 
von f( P) die Punktmenge Ak durch AkE ersetzen, und wir haben den 
folgeuden SatIr.. der den Satz 3 des 9136 ergänzt: 

Satz 3. Dafür, daß eine Funktion (F) au( einer in sich dichten 
Pumktmenge E nach oben halb stetig sei, ist notwendig und hinreichend, 
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daß für jeden Wert ak einer auf der Zahlenachse überall dichten Folge 
(,(11 ('(2' .•. die Punktmenge M(t2. (;(,k) relativ zu E abgeschlossen sei. 

Genau ebenso kann man ferner zeigen, daß die Funktion rcP) nach 
unten halbstetig ist, wenn die abzählbar vielen Punktmengen M(r>ak ), 

falls sie nicht leer sind, relativ zu E offen sind. 

Meßbare Funktionen. 

345. Eine für die Anwendungen besonders wichtige Klasse von 
Funktionen erhält mall, wenn man voraussetzt, daß der betrachtete De
finitionsbereich E und die Punktmengen A k , die wir im vorigen Abschnitt 
betrachtet haben, lauter Punktmengen von meßbarem Inhalte sind. 
Man sagt dann, daß die Funktionen rCP) selbst meßbar sind. 

In diesem Falle sind die Punktmengen Da und Va des § 343 als 
Durchschnitt bzw. Vereinigung von abzählbar unendlich vielen meßbaren 
Punktmengen ebenfalls meßbar und hieraus folgt, wenn man noch die 
Gleichungen (9) von § 343 berücksichtigt, daß die Punktmengen 

M(f>a), M(t'>a), M(f<a), M(f<a) 
für jeden Wert von" meßbar sind. 

Die Punktmengen M(f = + 00) und M(f = - 00) sind dann eben
falls meßbare Punktmengen, denn die erste ist gleich dem Durchschnitte 
der Punktmengen 

Mer> n) (n = 1, 2, 3, ... ) 
und die zweite gleich dem Durchschnitt von 

M(f;;;; - n) (n = 1,2,3, ... ). 
Ist umgekehrt für jede natürliche Zahl k eine der vier Punktmengen 

M(f2.~. Mif>~, M(f<~,M(f~~ 

von meßbarem Inhalte und ist außerdem E meßbar, so können wir für 
die Al; stets meßbare Punktmengen wählen. Denn man kann Al; durch 
eine beliebige unter den Gleichungen 

definieren. 

Al; = JtI(f~ al;) = E- M(f< (,(k) , 

A k = lJf(f> Clk) = E - M(f~ ak) 

Hieraus folgt der 
Satz 1. Dafür, daß eine Funktion f(P), deren Definitionsbereich E 

von meßbarem Inhalte ist, selbst eine meßbare Funktion sei, ist notwendig, 
daß für jeillm beliebigen endlichen ·Wert von (,( die vier Punktmengen 

MCf"?a), M(t>a), M(t'<a), M(fSa) 
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und außerdem noch die Punktmengen 

M(f = + 00) und M(f = - 00 ) 
stets einen meßbaren Inhalt besitzen, und hinreichend, daß für jeden Wert "Ir 
einer auf der Zahlenachse überall dichten abzählbaren Zahlenmenge"ll~' ... 
eine beliebige unter den vier Punktmengen 

M(f~ak)' M(t> "k)' M(f<lXk), Mif"5:. ak) 
meßbar sei. 

Die Existenz von meßbaren Funktionen wird uns durch den Satz 
geliefert: 

Satz 2. Jede auf einer meßbaren in sich dichten Punktmenge de
finierte halbstetige Funktion ist meßbar. 

Es sei z. B. E eine meßbare, in sich dichte Punktmenge und fep) 
auf E nach oben halb stetig. Dann ist für jeden Wert von IX die Punkt
menge M(f~ a) abgeschlossen relativ zu E (§ 136) und diese Punkt
menge ist daher als Durchschnitt von E mit einer abgeschlossenen 
Punktmenge (§ 74, Satz 1) meßbar. Das Gleiche gilt dann auch nach 
dem vorigen Satze von f(P). 

34:6. Eine Funktion braucht nicht meßbar zu sein, wenn für jedes 
" die Punktmenge M(f = ,,) stets meßbar ist. Wir betrachten z. B. eine 
lineare nicht meßbare Punktmenge A und bestimmen eine Funktion fex) 
durch die Vorschrift, daß t(x) gleich + x oder gleich - x sein soll, 
je nachdem der Punkt X in A enthalten ist oder nicht. Dann ist die 
Punktmenge M(r> 0), die aus der Summe des Durchschnitts von A 
mit der positiven Halbachse und des Durchschnitts der Komplementär
menge von A mit der negativen Halbachse besteht, nicht meßbar und 
daher tep) keine meßbare Funktion. Dagegen enthält die Punktmenge 
ltI(f = ,,) höchstens zwei Punkte und ist daher immer meßbar. 

34:7. Die folgenden Sätze erlauben mit meßbaren Funktionen zu 
rechnen; sie geben die Möglichkeit, sehr allgemeine meßbare Funktionen 
zu erzeugen, und liefern Kriterien um zu entscheiden, ob eine gegebene 
Funktion meßbar ist. 

Satz 3. Eine Funktion fe P), die auf endlich oder abzählbar unend
lich vielen meßbaren Punktmengen Cll C2, '" definiert ~md auf'jeder dieset· 
Punktmengen meßbar ist, ist auch auf der Vereinigung und auf dem Durch
schnitte diesel' Pun7ctmengen meßbar. 

Wir bezeichnen mit M(f> a) die Teilmenge von V = 01 + °2+"" 
auf welcher die gegebene Funktion größer als a ist. Dann ist die Punkt-
menge 

M(f> a) = M(f> a) 01 + M(f> a) C2 + ... 



376 Kap. VII. Meßbare Funktionen § 348 

meßbar, weil nach Voraussetzung jede der Punktmengen M(f> a) Oi 
meßbar ist. AUB der Meßbarkeit des Inhalts von M(f> a) für jedes a 
folgt aber die Meßbarkeit von f(P) auf V. Ferner folgt aUB der Meß
barkeit von M(f>a) die Meßbarkeit von 

M(f>a). 01 0 2 Os' .. 

und aus dieser die Meßbarkeit von f( P) auf der Punktmenge °1 0 2 Os .... 
Auf ganz analogem Wege beweist man den 
Satz 4. Eine Funktion f( P), die auf einer meßbaren Punktmenge .A 

meßbar ist, ist auf jeder meßbaren Teilmenge B von.A ebenfalls eine meß
bare Funktion. 

Ferner gilt der 
Satz 5. Wenn die Funktion f( P) auf einer Punktmenge ° von meß

barem Inhalte meßbar ist, so gilt dasselbe von ihrem absoluten Betrage 
IfCP)I· 

Es ist nämlich, wenn a ~ 0 ist, 

M(If/>a) = Hif>a) + M(f<-a) 
und, wenn a < 0 ist, 

M(lfl>a) = M(f> 0) + M(f< 0), 

so daß M (i fl > a) stets als die Summe von zwei meßbaren Punkt:. 
mengen angesehen werden kann. 

348. Satz 6. Es sei <p(u) eine monotone Funktion, die auf einem 
linearen Gebiete definiert ist und f(P) eine meßbare Funktion; dann ist die 
Fun7ction 

F(P) = rp(f(P)) 

ebenfalls meßbar auf ihrem De(initionsbereiche. 

Ist nämlich a < u < b der Definitionsbereich von Ip(u), BO ist 

M(a<f<b) = M(f>a).M(f<b) 

der Definitionsbereich von F(P), also jedenfalls von meßbarem Inhalte. 
Ferner ist, wenn z. B. <p(u) monoton wachsend ist, für a > rp(b - 0) 
die Punktmenge - , 
(1) M(F> ex) 

leer. Ist aber ex < Ip(b - 0), so bestimme man zunächst auf der u-Ächse 
die Punktmenge 

H(Ip> a); 
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diese besitzt, weil q; (u) monoton wächst, eine der bei den Gestalten 

Ua < u < b oder ua < U < b. 
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Die Punktmenge (1) ist dann identisch mit einer der beiden Punkt-
mengen 

M(ua<f<b) oder M(ua<f<b) 

und diese sind, wegen der Meßbarkeit von f(P), von meßbarem Inhalte. 
Ganz ähnlich schließt man, wenn der Definitionsbereich von q;(u) 

den Punkt u = a oder den Punkt u = b enthält. 

349. Satz 7. Es sei q;(ul1 u2 , ••• , um) eine endliche und haZbstetige 
Funktion von m Veränderlichen, deren De{tnitionsbereich C perfekt oder 
die Vereinigung von absählbar unendlich vielen perfekten Punktmengen ist. 
Ferner seien die m Funktionen fl(P)"", fm(P) eines Punktes P des 
n-dimensionalen Ra~tmes auf einer meßbaren Punktmenge B dieses Raumes 
definiert und dort entllich und meßbar. Dann besitst die Funktion 

(1) 

einen meßbaren De{tnitionsbereich A und ist meßbar auf A. 

Wir nehmen zunächst an, daß der Definitionsbereich 0 unserer 
Funktion q;(ui ... um) perfekt ist. Dann ist die Komplementärmenge C' 
von a eine offene Punktmenge, die man als Vereinigungsmenge von ab
zählbar unendlich vielen Intervallen 

J;., J2 , Jg, ... 

des rn-dimensionalen Raumes darstellen kann (§ 73). Jedes Intervall JA: 
wird durch die m Ungleichheiten 

J,.: alCJ < uj < bkj (j = 1,2, ... , m) 

definiert. Setzen wir zur Abkürzung 

(2) Bkj = M(akj < fj < bkj), 

so ist die Punktmenge 
(3) Bk = B u EH ... Bkm 

die Teilmenge des gemeinsamen Definitionsbereichs B unserer Funk
tionen fj(P), für welche der Punkt des m-dimensionalen Raumes mit 
den Koordinaten 
(4) fiep), f2(P), .. ''(mep) 
in J]: liegt. Die Punktmenge 

(5) Bo = B - (BI + B2 + ... ) 
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stellt dann die Teilmenge von B dar, für welche der Punkt (4) in C 
liegt, d. h. Bo ist der Definitionsbereich von F(P). Wegen der Meß
barkeit der Funktionen fj(P) müssen nun nach (2) die Punktmengen B"i 
meßbar sein und das Gleiche gilt dann von den Punktmengen B" und 
von Bo. 

Ist nun z. B. die Funktion cp(u1 ••• um) nach oben halbstetig, so ist 
für jeden Wert von « die Punktmenge 

0(0:) = M(cp>o:) 

eine abgeschlossene Teilmenge von C und man beweist genau so wie 
oben, daß die Teilmenge B(a) von B, für welche der Punkt (4) in C(lt) 
liegt, meßbar ist. Diese letzte Punktmenge ist aber identisch mit 

M(F> a) 
und daraus folgt die Meßbarkeit von F(P). 

Wir nebmen zweitens an, daß die Punktmenge 0 die Vereinigungs
menge von abzählbar vielen perfekten Punktmengen 01 , 02' ... ist. Be
zeichnet man dann mit Bop den Definitionsbereich von F(P), wenn man 
den Definitionsbereich von cp(u1 ••• um) auf Op reduziert, so ist F(P) 
nach dem Obigen meßbar auf Bop und wegen des Satzes 3 des § 347 ist 
F(P) meßbar auf 

BOI + B02 + Bos + .. '. 
Diese letzte Punktmenge enthält aber alle Punkte P des n-dimensionalen 
Raumes, für welche F(P) überhaupt definiert ist; unsere Behauptung 
ist dabeI' vollständig bewiesen· 

350. Satz 8. Die Summe fl + f2' die Differenz fl - t~ und das Pro
dukt fl . f2 von zwei meßbaren endlichen Funktionen (1 (P) und f~ CP) sind 
ebenfalls meßbare Fttnktionen Dits Gleichc gilt auch vom Quotienten 
t;/f~, wcnn f2 =F 0 ist. 

Diesel' Satz ist ein einfaches Koroll[l,r des vorigen. Man braucht 
nur für ep(ut , u 2) eine der Funktionen 

U, 
'U1 + uz, U1 - u 2 , u1 ' U 2 , -

!~2 

zu setzen, von denen die drei ersten auf der ganzen '1.11 u 2-Ebene de
finiert und stetig sind und die dritte diese Eigenschaften besitzt, falls 
U 2 =l= 0 ist. Die Punkte der U 1 u2- Ebene, für welche U 2 =l= 0 ist, bilden 
aber eine offene Punktmenge, d. h eine Punktmenge, die man als Ver
einigung von abziiblbar vielen abgeschlossenen Punktmengen darstellen 
kann (§ 73). 

Es ist übrigens sehr leicht, sich VOll der Voraussetzung, daß die 
Funktionen f1 (P) und (;CP) endlich sein sollen, zu befreien. Es seien 
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also fl (P) und f»(P) auf einer meßbaren Punktmenge E beliebige meß-
bare Funktionen und z. B. . 

F(P) = fl(P) + MP) 

in jedem Punkte von E, in dem die Summe rechts einen Sinn hat, und 
F(P) = 0 in den übrigen Punkten von E. Setit man 

Aj=M({;=+oo), B;=M({;=-oo) (i=1,2), 

so ist nach dem letzten Satze die FunktionF(P) auf (E-(At +A2+B1+B2» 
meßbar. Ferner ist aber F(P) = + 00 auf der meßbaren Punktmenge 
(Al - AtBs) + (As - AsBl) und FCP) = - 00 auf (BI - BlAs) + 
(Bs -B2 A1)i endlich ist F(P)=O auf (A1B2 + AsB1 )· Da alle in Be
tracht kommenden Punktmengen meßbar sind, muß nach dem Satze 3 des 
§ 347 die Funktion FCP) meßbar auf E sein. 

351. Für den Beweis des Satzes 7 des § 349 war die Halbstetig
keit von qJ(ut •.. um) eine wesentliche Voraussetzung. Aus der Meß
barkeit von rp(u) und fex) folgt nicht die Meßbarkeit von rp(fCx». Es 
gilt sogar der 

Satz 9. Es gibt meßbare Funktionen rp (u) und monoton wachsende 
stetige Funktionen f(x) , so daß die Funktion qJ(fCx» nicht meßbar ist 
(vgl. § 348, Satz 6). 

Dazu setzen wir fex) gleich der Funktion X(x), die wir im § 337 
konstruiert haben. Die Funktion 

u = fex) 

liefert dann das eineindeutige und stetige Bild der abgeschlossenen In
tervalle 

o < x <1 und 0 ~ u < 1 

aufeinander. Man kann ferner das erste Intervall in zwei Punktmengen 
.A und B so zerlegen, so daß 

mA=O, mB=l 

ist und für die Bilder A* und B* die Beziehungen 

mA* = 1, mB*=O 

gelten. Nun sei 0' eine beliebige, nicht meßbare Teilmenge des ab
geschlossenen Intervalls 0 < x < 1; aus 

C'= O'A + O'B 
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und aus 
mC'A<mA =0 

folgt, daß die Punktmenge -
C= O'B 

ebenfalls nicht meßbar ist. Wäre sie nämlich meßbar, so müßte ihre 
Summe 0' mit der Nullmenge C'A entgegen der Voraussetzung meßbar 
sein. Das Bild 0* von 0 ist dagegen eine Teilmenge von B* und also 
ebenfalls eine Nullmenge. 

N UD setze man 
cp(u) = 1 tür u -< 0* 

und cp ( u) = 0 in allen andern Punkten des Intervalls 0 :::; u < 1. Die 
Funktion «p(u) ist, wie man leicht sieht, eine meßbare Funktion. Da
gegen ist 

M(rp(f) > 1) = 0, 

also nicht meßbar, und das Gleiche gilt von cp(f(x). 

352. Es seien fl (P), t;(P), ... endlich oder abzählbar unendlich 
viele Funktionen, die auf einer Punktmenge A definiert sind; wir setzen 

(1) G(P) = obere Grenze von {fl(P), f»(P), ... } 
und 
(2) g(P) = untere Grenze von {ft (P), f2(P), ... }. 

Ferner führen wir zur Abkürzung die Bezeichnung ein: 

Bk = M(h>a), q, = M(fk~a.), 

wobei a. eine beliebige feste Zahl bedeutet. 
Ist dann P ein beliebiger Punkt der Punktmenge 

d. h. ist 

so kann nicht für alle k 

M(G>a), 

G(P»a, 

MP)<a 

sein. Es gibt also eine ganze Zahl ko, für welche ebenfalls f,. (P) > a. 
ist, oder mit anderen Worten P ist in B"" enthalten. Hieraus f~lgt aber 

(3) M(G>a.) -< BI + B 2 + Bs + .. '. 
~mgekehrt aber ist jeder Punkt P der Punktmenge BI + Bi + Bs + ... 
m mindestens einem Bk z. B. in Bk enthalten; d. h. es ist für diesen 
Punkt 0 

fkJP) > a 
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und umsomehr 
G(P) > a, 

woraus folgt 
BI + B2 + B3 + ... -< M(G> a) 

und in Verbindung mit (3) 

(4) M(G>a)=B1 +B2 +Bs +···. 
Ebenso sieht man, daß, wenn P in der Punktmenge 

M(g~a) 
enthalten ist, für jedes k 
(5) fk(P) > a 
sein muß, und daß folglich 

(6) M(g>a)-<01020S ... 
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ist. Ist umgekehrt P ein beliebiger Punkt von 01 Oj Os ... , so ist für 
jedes k die Bedingung (5) erfüllt, und folglich auch 

Hieraus schließt man aber 
g(P) ?;, a. 

°1°2°3 , •• -< H(g> a) 
und mit Hilfe von (6) 
(7) M(g > a) = 01 °2°2 • ••• 

Sind die Funktionen f1r.(P) alle meßbar, so gilt dasselbe vom Inhalte 
der Punktmengen Bk und 0k und folglich auch von den Inhalten ihrer 
Vereinigungsmenge und ihres Durchschnitts. Nach den Gleichungen (4) 
und (7) sind dann aber auch die Funktionen G(P) und g(P) meßbar. 

Satz 10. Die obere Grenze G(P) und die untere Grenze g(P) einer 
Folge von endlich oder abzählbwr unendlich vielen meßbaren Funktionen 
sind ebenfalls meßbare Funktionen. 

363. Man erhält den 0 beren Limes (P) einer Folge von abzähl
bar unendlich vielen Funktionen 

fl(P), f'l(P), ... , 
indem man die Funktionen 

'P,,(P) = obere Grenze von {{,,(P), fn+l(P), ..• } 

und hierauf die untere Grenze der Folge 

Pl(P), 'P2(P), ... 
bestimmt. Ähnlich wird der untere Limes f(P) dieser Funktionen
folge berechnet. Sind die Funktionen MP) alle-meßbar, so sind es nach 



382 Kap. VII. Meßbare Funktionen §354 

dem vorigen Satze die Funktionen fPnep) ebenfalls, und ebenso auch die 
untere Grenze dieser letzten Funktionen. Man kann also sagen: 

Satz 11. Die heiden Hauptlimites einer Folge von abttählbOb' unendlich 
vielen meßbaren Funktionen sind meßbare Funktionen. 

Insbesondere ist die Grenee einer konvergenten Folge von meßbaren 
Funktionen ebenfalls eine meßbare Funktion. 

354:. Über die Konvergenz von Folgen meßbarer Funktionen gilt 
folgender bemerkenswerter 

Satz 12. Die Punkte des Raumes, in denen eine beliebige Folge von 
meßbaren Funktionen gegen eine endliche Zahl konvergiert, bilden stets 
eine meßbare Punktmenge O. 1st der Inhalt von 0 von Null verschieden 
und a eine beliebige Zahl, die der Beding·ung 

(1) O<a.<mO 

genügt, so gibt es meßbare 'l'eilmengen 0 a von 0, für welche 

mOa>a. 

ist, und in denen die Konvergene der gegebenen Folge eine gleichmäßige ist. 

Wir bezeichnen wieder mit rep) und f(P) die beiden Hauptlimites 
unserer Folge und ·betrachten die Punktmenge 

0' = M(/ < + 00)' M(f> - (0); 

diese Punktmenge 0' besitzt wegen der Meßbarkeit von f(P) und fep) 
einen meßbaren Inhalt. Auf 0' ist die Funktion (f(P) - f(P)) überall 
definiert, endlich und meßbar. Die Punktmenge 0, auf welcher unsere 
Folge gegen eine endliche Zahl konvergiert, ist aber identisch mit der
jenigen Teilmenge von 0', !tuf welcher fCP) - f(P) = 0 ist; sie ist also 
ebenfalls meßbar. -

Ist nuu mO > ° und a. eine positive Zahl, die der Relation (1) ge
nügt, so gibt es positive Zahlen E, für welche 

O<a+E<mO 

ist und meßbare Teilmengen 00 von 0, deren Inhalt endlich ist, und 
die der Bedingung 
00 m~>ct.+E 

genügen \§ 269, Satz 3). Auf 00 ist lim f,,(P) = ((P) endlich; wir de-
11 = co 

finieren ferner auf dieser Punktmenge die Funktionenfolge 

Pnep ) = obere Grenze von {If" - fI, Ifn+l - fl, ... }. 
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Die Funktionen (CP) und 'Pn(P) sind nach den vorigen Sätzen meß
bar auf Co' Außerdem ist 

(3) 'P1I+1 (P) < 'P,,(P) und 'Pn(P) > 0, 
und, weil {(P) in jedem Punkt von Co endlich ist (vgl. den § 97), 

(4) lim 'P,,(P) = o. 
/1,=00 

Wir bemerken ferner, wenn die Folge 'Pli 'Ps, ... in einer Teilmenge 
Ca von Co gleichmäßig konvergiert, so muß dasselbe für die ursprüng
liche Folge (I(P), ~(P), ... gelten. Wir brauchen also nur den Satz 
für die fPn(P) zu beweisen. 

Es sei jetzt l eine beliebige positive Zahl; wir setzen zur Abkürzung 

(5) A,,(l) = M('Pn > J.) 
und wegen (3) ist dann 
(6) Ä,,+1(l) -< An(l). 

Wegen (4) liegt jeder einzelne Punkt von 00 in nur höchsten,s endlich 
vielen A,,(l); es ist also 
(7) lim An(l) = 0, 

und da die Punktmengen (5) meßbar sind und als Teilmengen von Co 
einen endlichen Inhalt besitzen, so ist wegen (6) und (7) nach dem 
Satze 9 des § 247 
(8) lim mA,,(l) = O. 

1J,=ClO 

Man setze jetzt der Reihe nach 
1 1 

.l= 2'3' , p""; 
zunächst gibt es, wegen (8), ein nl1 so daß 

mAn, (~) < i 
ist, wobei i dieselbe Bedeutung hat, wie in der Ungleichheit (2); hierauf 
gibt es ein n2 , so daß 

ist, und allgemein ein np ' so daß 

(9) mAnp ~ ~ 1) < 2~ 
stattfindet. Wir bilden jetzt die Vereinigungsmenge 

(10) Y = All, (i) + A".(Ü + ... 
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aller dieser abzählbar unendlich vielen A np (p ~ 1) und setzen fiir das 
gesuchte Oa 
(11) Ca = Co - V. 

Unsere Bedingungen sind dann alle erfüllt; in der Tat ist erstens, wegen 
der Relationen (9) und (10) 

mV<~ +~+~+ ... =E 
2 22 .2 3 

und hierauf wegen (2) 
mCa=mOo-mV 

> ", 
wie es sein soll. 

Ist jetzt 8 eme beliebige positive Zahl, so wähle man die ganze 
Zahl p, so daß 

_1_<8 
p 

ist, und bemerke, daß, weil die Punktmenge Ca nach (10) und (11) 
keinen einzigen Punkt von A"P_l (1 :p) enthält, die obere Grenze 
G(pnp_ti Ca) von fJJnp-l auf Ca nicht größer als l:p nnd folglich kleiner 
als d' ist. Hieraus folgt aber nach (3) 

G(fJJk; Co» < 8 für Tc >~P-1 

und damit ist die gleichmäßige Konvergenz der Folge P1 (P), fJJ2 (P), ... 
auf Ca bewiesen. 

355. Der Satz des vorigen Paragraphen läßt sich übrigens nicht 
dahin verschärfen, daß man die Punktmenge Oa durch einen maßgleichen 

Kern von C' ersetzt. Folgendes Bei-
11 spiel zeigt diese Unmöglichkeit. 

o·o----o~--~--------~~-~ 
1I+i n~ 1 

Fig.27. 

Es sei die Folge von Funktionen 
einer Veränderlichen 

(1) f1(X),f2(X), •.. (O<x<l) 

folgendermaßen definiert: Die Funk
tion f..( x) sei außerhalb des Intervalles 

1 O<x<E-n 

gleich Null, in diesem Intervalle stück
weise linear und durch die Ecken 
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bestimmt (Fig. 27). Dann ist für jedes x 
lim fn(x) = O. 
n=oo 
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Es sei nun im abgeschlossenen Intervall 0 < x < 1 eine beliebige 
Punktmenge B gegeben, die den Häufungspunkt x = 0 besitzt. Dann 
konvergiert die Folge (1) nicht gleichmäßig gegen Null auf B. Denn 
ist N eine natürliche Zahl, so gibt es in B nach Voraussetzung einen 

Punkt P, dessen Abszisse Xo kleiner als N ~ 1 ist. Dann gibt es sicher 
eine ganze Zahl k > 0, so daß 

1 1 
N+k+2<XO~N+k+l 

ist, woraus folgt, daß 

ist. Wie groß also auch N gewählt ist, so gibt es stets eine Funktion 
der Folge mit nicht kleinerem Index, die sich in einem Punkte P von 
B um Eins von der Grenzfunktion unterscheidet, was der gleichmäßigen 
Konvergenz auf B widerspricht. 

Ist also A eine solche Teilmenge des abgeschlossenen Intervalls 
o < x <1, auf welcher unsere Folge gleichmäßig gegen Null kon
vergiert, so darf der Nullpunkt kein Häufungspunkt von A sein. Dies 
hat aber zur Folge, daß die Komplementärmenge von A notwendig ein 
Intervall 0< x < 1J enthält, und daß also mA < 1 ist. 

Endlichwertige Funktionen. 

356. Die einfachsten Funktionen sind solche, die nur endlich viele 
voneinander verschiedene Werte annehmen; sie sollen endlich wertig 
genannt werden. 

Eine endlichwertige Funktion f( P), welche die p Werte «1' «2' ... , ftp 

annimmt, ist eindeutig bestimmt, wenn man die p Punktmengen 

(1) A,I: = M(f~ «k) (k·b" 1,2, ... ,p) 

kennt; ist unter den «k der Wert + 00 vertreten, also z. B. «11 = + 00, 

so muß man die pte Gleichung (1) durch 

Ap = M (f = + (0) 

ersetzen. Man kann dann in der Tat für jede reelle endliche Zahl « die 
Punktmenge 

AC«) = M(t?' IX) 

bilden. Ist« größer als die größte unter den Zahlen ~, ... , « , so ist 
die Punktmenge AC«) leer; im entgegengesetzten Falle ist, w:nn man 

Carn.theodory, Re.lIe Funktionen. 25 
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mit ak die kleinste unter den Zahlen "1' .. . ,"1' bezeichnet, die nicht 
kleiner als " ist, 
(2) ACa) = A("~) = A k • 

Man kann sich umgekehrt die Punktmengen Al> A2 , ••• , AI' be
liebig vorschreiben, wenn sie nur die Bedingung (4) des § 342 erfüllen; 
d. h. es muß, wenn "j > "k ist, die Punktmenge A j eine Teilmenge von 
Ak sein. 

Ist die Funktion ((P) meßbar, so müssen die Punktmengen A k alle 
meßbar sein; umgekehrt folgt aus der Meßbarkeit der Ak nicht nur die 
Meßbarkeit des Definitionsbereichs von fC P), sondern auch die Meßbar
keit von (CP) selbst, wie aus den Gleichungen (2) und dem Satz 1 des 
§ 345 folgt. Es' gilt also der 

Satz 1. Für die Meßbarkeit einer endlichwertigen Funktion {( P), 
welche die Werte "u ... , "1' annimmt, ist notwendig und hinreichend, daß 
die p Punktmengen A _ M(f> ) (7 -1 2 ) 

k - = "k I, - , ,... , p 

einen meßbaren Inhalt besitzen. 

Ist die Funktion ((P) auf ihrem DefinitionsberElich E nach oben 
halbstetig, so müssen alle Ak relativ zu E abgeschlossen sein; ist das 
aber der Fall, so folgt aus den Gleichungen (2) und aus dem Satze 3 des 
§ 136, daß (CP) nach oben halbstetig ist. 

Um das analoge Resultat für Funktionen, die nach unten halbstetig 
sind, abzuleiten, bemerke man: wenn " eine Zahl bedeutet, die von 
den p Zahlen "1 ... "1' verschieden ist und die von einer dieser Zahlen 
übertroffen wird, so ist 

(3) 

wenn man mit "k die kleinste unter den Zahlen a1 ••• ap bezeichnet, die 
a übertrifft. Hat man ferner z. B. a1 = - 00, so ist Al = E. Hieraus 
folgt, daß wenJl ((P) nach unten halbstetig ist, sämtliche Punktmengen A. 
relativ zu E offen sein müssen. Ist aber dieses der Fall, so entnimmt 
man aus (3), daß jede PUllktmenge M((>a) für alle a, die von 
(al' ... , etp ) verschieden sind, leer oder relativ zu E offen ist. Nach 
dem § 344 ist aber dann (CP) nach unten halbstetig und wir haben den 

Satz 2. Dafür, daß eine endlichwertigeFunktion ((P) nach oben halb
stetig sei, ist es notwendig ~md hinreichend, daß die Punktmengen A k relativ 
zmn Defi,nitionsbereich E von ((P) abgeschlossen seien. Für die Halb
stetigkeit nach unten ist notwendig und hinreichend, daß die Punktmmgen 
At relativ /!u E offen seien. 
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357. Es sei jetzt, ebenso wie im § 342, eine ganz beliebige Funk
tion r(p) auf einer Punktmenge E durch eine Folge All A2 , ••• von 
Punktmengen definiert, die den Bedingungen 

(1) M(t> uk) >- A k >- M(t> uk ) 

genügen; hierbei ist wieder die Zahlenfolge ull 'U2 , •.• überall dicht auf 
der Zahlenachse gewählt. Wir bezeichnen mit CJJl (P), fP2(P), .•. eine 
Folge von endlichwertigen Funktionen, die auf E folgendermaßen de
finiert sind: Die Funktion Pmep) nimmt höchstens nur die (m + 1) 
Werte - 00, Ul , U2, ••• , Um an, und wird durch die Gleichungen 

(2) 
r M(fPm"2;,ak)=Ak (k=1,2, ... ,m) 
l M(fPm = - 00) = E - (Al + A2 + ... + Am) 

definiert. Die Funktionenfolge der fPm(P) ist monoton wachsend: ist 
nämlich um +1 kleiner als die kleinste unter den m Zahlen au ... , Um' 

die wir z. B. mit uq bezeichnen, so unterscheidet sich die Funktion 
Pm+! (P) von fPm(P) nur dadurch, daß sie in den Punkten von (Am+1-A) 
den Wert um+! statt des Wertes - 00 annimmt. Ist zweitens am+1 

größer als die größte der Zahlen a l ... Um' so erhält man fPm+l (P), in
dem man Pm+1 = fPm in (E- Am+!) und Pm+! = um +1 in Am+! setzt. 
In jedem anderen Falle gibt es unter den (u], ..• , um) zwei Zahlen ul' 
und u q ' die der Bedingung 

Up < am +! < "q 

genügen, so daß alle übrigen (all' .. , um) entweder kleiner als "1' oder 
größer als aq sind, und man erhält Pm+lI indem man in (Am+1 - Ag) 

Pm+1CP) = Pm(P) + (am+1 -ap ) 

und in E - (Am+!-Aq) , 

Pm+1 (P) = PmCP) 
setzt. Es ist also stets und für jeden Punkt von E 

(3) 

und daher existiert der Grenzwert 

(4) lim Pm(P) = pCP) 
m=oo 

Ist P irgendein Punkt der Punktmenge Am, so ist nach (2) 

Pm(P) > am 
und daher auch nach (3) und (4) 

p( P) 2 "m; 
25* 
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dieses Resultat kann man schreiben: 

(5) M(rp~(;;m»Am' (m=1,2, ... ) 
Ist anderseits Q irgendein Punkt der Punktmenge M( rp > am), so muß 
nach (4) mindestens eine natürliche Zahl p :2 m existieren, für welche 

f/Jp(Q) > Ct", 

und daher ist auch 
(6) (m = 1, 2, ... ) 

Nach dem Satze 1 des § 342 gibt es aber nur eine einzige Funktion, für 
welche die beiden Relationen (5) und (6) zugleich erfüllt sind, und da. 
nach (1) die Funktion f(P) diese Relationen befriedigt, muß man haben 

(7) f/J(P) = limf/Jm(P) = f(P). 
1'11=,3Q 

Ist die Funktion f(P) meßbar, so kann man voraussetzen, daß so
wohl der Definitionsbereich E wie auch die Punktmengen Ak meßbar 
sind, und dann sind die Approximationsfunktionen f/Jm(P) ebenfalls 
meßbar (§ 356, Satz 1). 

Ist E eine ill sich dichte Punktmenge und f(P) nach oben halb
stetig auf E, so setze man 

Ak = M (f > a/;); 

dann sind die Punktmengen AI; abgeschlossen relativ zu E und die Funk
tionen f/Jm(P) sind dann ebenfalls nach oben halbstetig. 

Ist dagegen f(P) nach unten halbstetig, so setze man 

AI; = M(f>ak) 

und man zeigt ebenso, daß die Funktionen rpm(P) nach unten halb
stetig sind. 

Ist endlich fCP) nach unten beschränkt, d. h. die untere Grenze g 
"Von r(p) auf E eine endliche Zahl, so führe man eine Folge von Ap
proximationsfunkti.onen 'ljlfII(P) ein, die dadurch definiert ist, daß man 
wm(P) gleich der größten unter den beiden Zahlen g und f/J".(P) setzt. 
Die Funktionen 'l/Jm(P) sind dann beschränkt und zugleich mit den 
CPm(P) meßbar oder nach oben oder unten halbstetig (§ 132, Satz 10). 
Wir haben daher den 

Satz 3. ~Ian kann jede beliebige Funktion f(P) auf ihrem Definitions
bereich E als Grenze einer monoton wachsenden Folge von endlichwertigen 
Funktionen 'IjI m (P) ansehen: welche dieselbe untere Grenze g wie f( P) und 
eine endliche obere Grenze besitzen. 
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Ist f(P) meßbar odm' nach oben oder unten halbstetig, so kann man 
von den t/J m (P) voraussetzen, daß sie die gleiche Eigenschaft besitzen. 

3ö8. Wir betrachten eine Teilmenge EI unseres Definitionsbe
reiches E, auf welcher die gegebene Funktion r(p) beschränkt ist. 
Dann sind die beiden Zahlen (§ 121) 

gl = g(f; EI), Gi = G(f; EI) 

endlich und man kann, wenn man sich eine positive Zahl c vorgibt, das 
Intervall 

durch endlich viele Teilpunkte in Teilintervalle zerlegen, deren Länge 
die Zahl E: 2 nicht übertrifft. Hierauf kann man die natürliche Zahl mo 
so wählen, daß mindestens eine von den Zahlen "11 "2' .. " "mo in jedem 
dieser Teilintervalle liegt. Ist dann P irgendein Punkt von Eu und be
zeichnet man mit "k die größte unter den Zahlen "11 ... , "mo' die {( P) 
nicht übertrifft, so ist 
(1) 0 < f( P) - (Xk < c. 

Der Punkt P liegt also in deI" Punktmenge 

M(f':2 uk) = Ak 

und für jeden Punkt dieser Menge ist nach unserer Konstruktion 

"k < Pm.CP) ~ f(P); 
es ist also auch nach (1) . 

o <fCP) - fPrno(P) < E. 

Da nun einerseits P einen beliebigen Punkt von EI bedeutete und die 
Folge Pl(P), PI(P), ... monoton wächst, folgt aus der letzten Relation, 
daß diese Funktionenfolge auf EI gleichmäßig konvergiert; das Gleiche 
gilt natürlich auch von der Folge WI (P), '1/I2(P), .•.. 

Satz 4. Auf jeder Teilmenge EI von E, in welcher die Funktion f(P) 
beschränkt ist, ist die monoton wachsende Folge der endlichwertigen Funk
tionen Wl (P), '1/12 (P), ... gleichmäßig konvergent. 

ÄquiValente Funktionen. 

359. Definition. Von zwei Funktionen f(P) und q;(P) sagen 
wir, daß sie auf einer Punktmenge A äquivalent sind und 
schreiben rp '" f (auf A), 
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wenn sie in jedem Punkte von A. außer höchstens in einer 
Punktmenge vom Inhalte Null übereinstimmen. 

Es seien fi(P) und "'-CP) zwei Funktionen, die auf einer und der
selbenPunktmenge A. einer dritten Funktion rp(P) äquivalent sind. Setzt 
man dann 

80 sind also Ni und N 2 Nullmengen und dasselbe gilt von ihrer Ver
einigungsmenge (Ni + N 2). Nun ist aber 

M (fi =1= f2) -< Ni + N2 
und hieraus folgt, daß fiCP) und rs(P) äquivalente Funktionen sind. 

Satz 1. Sind h (P) und MP) zwei Funktionm, die auf derselben 
Pun7ctmenge A einer dritten Funktion rp (P) äquivalmt sind, so sind die 
beidm Funktionen fi (P) und fs (P) einander äquivalmt auf A. 

Folgender Satz ist evident: 

Satz 2. Sind ISwei Funktionen auf einer Punktmmge A äquivalent, 
so sind sie es auch auf jeder Teamenge B von A. 

Ferner gilt aber auch der 

Satz 3. Sind die Funktionm fl (P) und f2(P) auf jeder der ablSähl
bar unendlich vielen Punktme:ngen Au A.2 , ••• äquivalmt, so sind sie es 
auch auf de:r Vereinigung V dieser Punktmengen. 

Bezeichnet man nämlich mit Nie diejenigen Punkte von Ale, f(ir 
welche fl =!= f2 ist, so sind diese Punktmengen lauter Nullmengen. Da-
her ist auch ~T u· U • N. . 

. Ll = .Ll1 + .Ll2 + 3 + ... 

eine Nullmengej diese letzte Punktmenge enthält aber sämtliche Punkte 
von V, fitr welche h =!= fs ist. 

360. Wir betrachten zwei Paare vQn Funktionen h (P), rpl (P) und 
MP), rp2CP), die auf einer Punktmenge A äquivalent sind, so daß man 
schreiben kann 

Wir führen die Bezeichnungen ein 

NI = M(h =!= rpI)' Na = M Cf! =+= rp2)' N = NI + N 2 ; 

ferner sei A' diejenige Teilmenge von A, in welcher die Operation 
([1 + f2) und A." diejenige Teilmenge von A, auf welcher die Operation 
(!PI + rps) ausführbar ist (§ 22). Die Punktmenge A'...4." ist dann die-
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jenige Teilmenge von A, in welcher beide Operationen ausführbar sind. 
Wir betrachten nun diejenige 'reilmenge N' von A'A", auf welcher 
(fl + t;,) =1= (flil + fIIs) ist; in jedem Punkte von (A'A"-A'A"N) ist so
wohl fl = fIIl als auch f2 = Pt und man hat daher 

A'A"-A'A"N -< A'A"- N' 
oder 

N'-< A'A"N. 

Da nun NI und Na naoh Voraussetzung NullmengeU1iind, gilt daS'lfelbe 
von N', d. h. die Funktionen Cfl + (2) und (flil + Ps) sind auf AiA" 
äquivalent. 

Genau ebenso beweist man die übrigen Behauptungen des folgen
den Satzes: 

Satz 4. Aus fl(P) '" PI (P) und MP) ("V PI(P) auf einer Punkt
menge A folgt 

fl (P) + t;,(P) '" fIIl (P) ± fIIs (P), 

fl (P) . t~(P) '" 'PI CP). 'PI ( P), 
f1 (P) 1J'1(P) 
t~ (P) '" «PI (P) 

auf" denjenigen Teilmengen ~on A, in welchen diese OplWationen fJMSführ
bar sind. 

Endlich beweisen wir den 

Satz 5. Sind ft(P), f2(P), ... und 'P1(P), p,(P), ... swei Folgen 
von Funktionen und ist auf einer Punktmenge .A. für jede natürliche 
Zahl k 

so sind die Funktionen, die man dadurch erh~lt, daß man die oberen oder 
unteren Grenzen oder die HaUfJtlimites der beiden Folgen zugleich bildet, 
ebenfalls äquivalente Funktionen. 

Bezeichnet man nämlich mit NI: die Nullmenge, in welcher 
fk(P) =1= fIIA:(P) ist, und setzt 

N = NI + N s + Na + ... , 
so ist N eine Nullmenge und in jedem Punkte der Punktmenge (A-N) 
ist für jedes k 

Auf der Punktmenge (A - N) stimmen also die oberen und unteren 
Grenzen oder Limites der beiden Folgen überein. 
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361. Die Darstellung von Funktionen, die wir .jm § 342 be
trachtet haben, liefert ein bequemes Kriterium, um die Aquivalenz von 
zwei Funktionen zu untersuchen. Wir betrachten zwei beliebige Funk
tionen f(P) und rp(P), die auf einer Punktmenge E durch zwei Folgen 
~, A., ... und B u Bs, ... von Punktmengen definiert werden, die 
den Relationen 

(1) { M(f> Clk) > A" >- M(f> Clk) 

M(rp>Clk) > Bk >- M(rp > IX,,) 
(k=1,2, ... ) 

genügen. Hierbei soll wieder die Zahlenfolge IXU 1X2, ••• überall dicht 
auf der Zahlenachse liegen. Ist nun P ein. Punkt von E, in welchem 
f(P) > rp(P) ist, so gibt es in der Folge der IXIt mindestens eine Zahl rx,p' 
die der Relation f(P) > rx,p > rp(P) . 

genügt. Dann ist aber P ein Punkt von M (f> IXp)' aber sicher kein 
Punkt von M (rp >- rx,1') und daher nach (1) in A1', aber nicht in Ep ent
halten; unser Punkt P ist m. a. W. in (A1' - A1'Bp) und umso eher in 

(2) (Al - AlBI ) + (All - ÄsBs) + ... 
enthalten. Hiermit ist aber gezeigt, daß jeder Punkt, in welchem 
f(P).> rp(P) ist, in (2) enthalten ist, oder daß 

M(f> rp) -< (Al - AIBl ) + (A ll - A2 B2) + ... 
ist. Ebenso findet man 

M(f<rp) -< (BI-AIBl ) + (B2 -A2 B2) + .... 
Setzt man also zur Abkürzung 

(3) 0" = (A" - AkB,,) + (B" - A"B,,), 
so gilt stets die Relation 

M (f =+= rp) -< 01 + O2 + Os + .... 
Sind die 01: lauter Nullmengen, so sind die beiden Funktionen fCP) und 
rp(P) äquivalent auf E. Ist umgekehrt dieses der Fall und setzt man 
zur Abkürzung 
(4) AC") = M(f>a), B(rx,) = M(rp>a), 

so sind die Punkte der Menge (A(rx,) - A(a)B(a)) + (B(rx,) - A(rx,)B(rx,)) 
lauter solche, in denen f =+= rp ist, und diese Menge muß den Inhalt Null 
haben. Wir haben also den 

Satz 6. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dalür, daß ewei 
Funktronen f(P) und rp(P) auf einer Punktmenge E äquivalent seien, be-
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steht darin, daß man die Punktmengen Ak und Bk gemäß (1) so bestimmen 
kann, daß für jedes k die Punktmengen 0k Nullmengen sind. 

Sind die Funktionen f(P) und rp(P) äquivalent auf einer meßbaren 
Punktmenge E und die Funktion f(P) meßbar auf E, 80 ist nach (4) 
die Punktmenge A(a) für jedes a meßbar und die Punktmengen 
(ACa) - A Ca) B(a» und (BCa) - A(a)B(a» sind außerdem Nullmengen. 
Dann ist aber die Punktmenge 

B(a) = A(a)B(a) + (B(a) - A(a)B(a» 

= A(a) - (A(a) - A(a)B(a» + (B(a) - A(a)B(a» 

auch eine meßba,re Punktmenge, und weil dies für jeden Wert von a 
gilt, haben wir den 

Satz 7. Ist eine Funktion f(P) auf einer meßbaren Punktmenge E 
meßbar und dort einer Funktion rp(P) äquivalent, so ist rp(P) ebenfalls 
meßbar auf E. 

Die Klassen von Baire. 

362. Es sei A eine in sich dichte Punktmenge und .A die abge
schlossene Hülle von A; ferner sei f(P) eine beliebige Funktion, die 
auf A gegeben ist. Die oberen und unteren Limesfunktionen iP(P) und 
rp(P) der Funktion f(P) sind auf der Punktmenge A definiert (§ 123). 
Für die Stetigkeit der gegebenen Funktion f(P) auf A ist notwendig 
und hinreichend, daß in jedem Punkte von A die Gleichung 

(1) tP(P) = rp(P) 

bestehe (§ 127). Ist die Gleichung (1) nicht nur in jedem Punkte von A, 
sondern sogar in jedem Punkte von Ä erfüllt, so sagen wir nach Herrn 
R. Baire, daß die Funktion f(P) auf A von der nullten Klasse ist. 
Ist A perfekt. so ist jede stetige Funktion auf A von der nullten Klasse 
und umgekehrt ist jede auf einer perfekten Punktmenge stetige Funktion 
dort von der nullten Klasse; ist A aber nicht abgeschlossen, so ist zwar 
jede Funktion, die auf A von der nullten Klasse ist, jedenfalls auf A stetig, 
aber man kann leicht :Funktionen konstruieren, die zwar auf A stetig, 
aber nicht von der nullten Klasse sind; dies ist z. B. für die stückweise 
lineare Funktion des § 227 der Fall. 

Wir betrachten nun Funktionen, die wir auf der Punktmenge A 
durch Grenzübergänge aus den Funktionen nullter Klasse bilden können. 
Wir nennen Funktionen erster Klasse auf A, diejenigen, die wir als 
Grenze einer konvergenten Folge von Funktionen nullter Klasse und all
gemein Funktionen pter Klasse diejenigen, die wir als Grenze einer 
konvergenten Folge von Funktionen (p-1)ter Klasse darstellen können. 
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Dabei brauchen unsere Folgen natürlich nur auf A, nicht aber auch 
auf Ä zu konvergieren. 

Da man jede Funktion p ter Klasse auch als Grenze einer konver
genten Folge von Funktionen derselben Klasse ansehen kann (dies ist 
z. B. der Fall, wenn die verschiedenen Funktionen der Folge alle ein
ander gleich sind), so nmfaßt jede Klasse von Funktionen auch alle vor
hergehenden, d. h. jede Funktion p ter Klasse ist auch (p + 1) ter Klasse. 
Um die Einführung von Funktionen pter Klasse zu rechtfertigen, muß 
man daher zeigen, daß es wirklich Funktionen gibt, die pter aber nicht 
(p - 1) ter Klasse sind. Dies ist für die zwei ersten Klassen, die in 
unBeren Anwendungen allein eine Rolle spielen, äußerst einfach. Die 
Funktion des § 169 ist höchstens von der ersten Klasse, da sie aber un
stetig ist, kann sie nicht von der nullten Klasse sein. Die Dirichletsche 
Funktion (§ 170) ist höchstens von der zweiten Klasse; da sie aber auf 
einer perfekten Punktmenge definiert und total unstetig ist, kann sie nach 
dem Satze von Baire (§ 176, Satz 6) nicht von der ersten Klasse sein. 

363. Satz 1. Ist auf einer Punktmenge A eine Funktion f( P) von 
der pten Klasse, 'So ist f(P) auf jeder in sich dichten Teilmenge B von A 
ebenfalls von der pten Klasse. 

Ist f(P) von der nullten Klasse, so ist die Behauptung evident; 
denn die abgeschlossene Hülle 11 von B ist eine Teilmenge der abge
schlossenen Hülle.Ä von.A.. Bezeichnet man also mit ~l (P) und tpl (P) 
die Limesfunktionen von f(P), wenn man den Definitionsbereich dieser 
Funktion auf B reduziert, so ist in jedem Punkte von 11 

tp (P) < !PI(P) < «P1 CP) < ~(P) 
und wegen der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen müssen diese Zahlen 
überall auf 13 einander gleich sein. 

Nehmen wir nun an, der Satz wäre für Funktionen der (p -l)ten 
Klasse bewiesen. Jede Funktion pter Klasse auf A ist als Grenze von 
Funktionen (p - 1) ter Klasse auf A darstellbar, also ist sie es nach 
unserer Voraussetzung auch auf B und somit von der pten Klasse auf B. 

Eine unmittelbare Folge des letzten Satzes ist der 
Satz 2. Eine auf der P'IInktmenge A definierte Funktion f(P), die 

man auf der abgeschlossenen HilZle.Ä von A zu einer Funktion pter Klasse 
auf Ä ergänzen kann, ist von der p ten Klasse. 

Nach der Definition der Funktionen nullter Klasse kann man auch 
umgekehrt jede Funktion, die nullter Klasse auf A ist, zu einer Funk
tion nullter Klasse auf Ä ergänzen. Für höhere Klassen, ist dies aber 
nicht mehr der Fall; es kann Funktionen erster Klasse auf einer Punkt
menge.A. geben, die man nur zu Funktionen zweiter Klasse auf.Ä er-
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gänzen kann, wie z. B. die Funktion des § 370, wenn man ihren Defi
nitionsbereich auf einen maßgleichen Kern des abgeschlossenen Intervalls 
o <x S 1 reduziert, auf welchem sie nach dem Sa.tze 8 des § 372 von 
der ersten Klasse ist. 

364. Wir beweisen nun den 
Satz 3. Es seien fl (P) und f2(P) beide von der pten Klasse auf der 

Punktmenge A; bezeichnet man mit 'iJ!(P) die größere, mit tjJ(P) die 
kleinere der beiden Zahlen fl (P) und fs (P), so sind die erklärten Funlrr 
tionen 1jJ(P) und 'iJ!(P) ebenfalls auf A von der pten Klasse. 

Sirid die gegebenen Funktionen ft (P) und f2 (P) beide von der 
nullten Klasse, so kann man sie zu stetigen Funktionen auf der abge
schlossenen Hülle von Ä ergänzen. Die Funktion, die in jedem Punkte 
von.Ä gleich der größeren dieser letzten beiden Funktionen ist, ist nach 
dem Satze 10 des §132 auf.Ä stetig; anderseits ist sie aber gleich 'lJ!'(P) 
auf A. Die Funktion "lJ!'(P) ist also von der nullten Klasse. 

Wir nehmen jetzt an, der Satz sei bewiesen, wenn die gegebenen 
Funktionen von der (p - 1) ten Klasse sind. Sind dann ft (P) und h (P) 
von der pten Klasse, so kann man schreiben 

ft(P) = lim f1k(P), fseP) = lim hip), 
k:oo k=oo 

wobei f1k(P) und f2k(P) von der (p-1)tell Klasse sind. Setzt man 
YJ'1:(P) in jedem Punkte von .A. gleich der größeren der beiden Zahlen 
fu(P) und hk(P), so ist nach Voraussetzung 'lJ!'k(P) von der (p-1)ten 
Klasse und, da man anderseits hat 

1J!(P) = lim 'iJ!k(P), 
k=oo 

so ist "lJ!'(P) von der pten Klasse. Ganz ebenso behandelt man die 
Funktion tjJ (P). 

Ein wichtiges Korollar des vorigen Satzes ist der 
Satz 4. Auf einer Punktmenge A sei die Funktion f( P) von der 

pten Klasse; dann ist die Funktion rp(P), die durch die Bedingungen 
cp(P) = f(P) auf M(a < t' < ß), 
rp(P)=a "M(f~a), 
cp(P) = ß "M(f~ ß) 

definiert ist, wobei a und ß zwei beliebige Zahlen bedeuten und a < (J ist, 
ebenfalls von der pten Klasse auf A. 

In der Tat bekommt man rp( P), indem man zuerst eine Funktion CPl( P) 
konstruiert, die gleich der kleineren der beiden Zahlen f(P) und (J ist, und 
hierauf cP (P) gleich der größeren der bei den Zahlen a und CPl (P) setzt. 
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Satz 5. Bezeichnet man mit g und G die untere utJ,d obere Grenze einer 
Funktion (( P), die auf A von der pten. Klasse ist, wobei p > 1 ist, so kann 
man ((P) a.ls Grenze von beschränkten Funktionen (p -l)ter Klasse dar
stellen, deren untere und obere Grenzen zwischen g und G liegen. 

Wir bemerken zunächst, daß g< G ist, da für 9 = G die Funk
tion ((P) konstant und daher von der nullten Klasse wäre. Wir können 
dann zwei monotone Zahlenfolgen 

(1) g1 > g2 > g3 > ... , 
(2) G1<GS<Gg <··· 
konstruieren, von denen die erste gegen 9 und die zweite gegen G kon
vergiert, und dabei voraussetzen, daß gl< G1 ist. 

Wir bezeichnen mit epl (P), epj (P); ... eine Folge von Funktionen 
(p-l)ter Klasse, die gegen ((P) konvergieren, und setzen 

(3) f,,(P) = ep,,(P) auf M(g" < epn< G,,), 

(4) ffl(P) = g'n 
(5) f,,(P) = Gn 

" 
" 

M(ep" < gn)' 
M(p" 2 Gn). 

Die Funktionen tn(P) sind dann alle beschränkt und ihre oberen und 
unteren Grenzen liegen zwischen 9 und G. Es sei Po ein Punkt von 
M(g < f< G); man kann dann eine natürliche Zahl n1 angeben, so daß 

Y", < ((Po) < Gn, 

und hierauf eine Zahl n2 ~ nl1 so daß für alle n > nll 

gn, < ep,,(Po) < Gn, 

ist. Es ist dann aber gn< gn, und G" > Gn, und nach (3) 

und hieraus folgt 
(,,(Po) = CfJn(PO)' 

(6) 

Es sei zweitens Po ein Punkt der Punktmenge M(f = g); es gibt 
dann eine natürliche Zahl no, so daß für n ~ 110 

ep,,(Po) < G l 

ist, und dann ist f" (Po) gleich der größeren der beiden Zahlen gn und 
ep,,(Po)' Aus 

folgt dann, daß auch 
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ist. Eine ganz analoge Schluß weise zeigt, daß die Gleichung 

lim fn(P) = f(P) 

397 

auch für die Punkte von M Cf = G) gilt; sie besteht also in jedem 
Punkte von A. 

365. Satz 6. Die Summe, die Differenz und das Produkt von zwei 
beschränkten Funktionen, die auf einer Punktmenge A von der pten Klasse 
sind, sind ebenfalls Funktionen von derselben Klasse auf A. 

Sind die beiden beschränkten Funktionen ft (P) und f2(P) von der 
nullten Klasse auf A, so kann man sie zu beschränkten stetigen Funk
tionen (P1 (P) und «P2ep) auf der abgeschlossenen Hülle .Ä von A er
gänzen. Nun sind nach dem § 131 die Funktionen 

1P1(P) ± (P2(P) und 1P1ep) tP:i(P) 

stetig auf Ä und daher die Funktionen 

f1ep) ± f2(P) und fl(P)t;(P) 

von der nullten Klasse auf A. Ist aber unser Satz für Funktionen 
(p - l)ter Klasse bewiesen und setzt man 

f1(P) = lim f1k(P), (;(P) = lim fu(P), 
k=~ k=~ 

so können nach dem vorigen Satze die Funktionen f1k(P) und t;k(P) 
als beschränkt angesehen werden und unsere Behauptung folgt dann 
für Funktionen pter Klasse aus den Formeln 

f1(P)±{;(P) = lim(fuep)±fueP), 
k=c:c 

fl (P)f2 (P) = limfu (P)fu (P). 
k=oo 

Bemerkt mau, daß man für die Approximationsfunktionen auch 
dann beschränkte Funktionen wählen kann, wenn die Funktionen h (P) 
und f2(P) selbst nicht beschränkt und sogar nicht endlich sind, und daß 
die letzten Gleichungen in jedem Punkte von A gelten, in welchem die 
Operationen hep) ± f,iP ) bzw. fl(P)t;(P) einen Sinn haben, BO sieht 
man, daß auch folgender Satz behauptet werden kann: 

Satz 7. Die Summe, die Differenz und das Produkt von zwei belie
bigen Funktionen, die auf einer Punktmenge A von der p ten Klasse sind, 
sind, wenn p ~ 1 ist, auch von der pten Klasse auf jeder in sich dichten 
Teilmenge von A, in welcher die betreffende Operation ausführbar ist. 
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Dagegen kann man sehr wohl endliche Funktionen von der nullten 
Klasse angeben, deren Summe nicht von der nullten Klasse ist; z. B. 
kann die stückweise lineare Funktion des § 227 als Summe von zwei 
stetigen monotonen Funktionen angesehen werden, die zwar nicht be
schränkt aber doch von der nullten Klasse sind. 

Genau ebenso beweist man den 

Satz 8. Ist (CP) eine nicht negative Funktion der pten Klasse Glu{ A, 
so ist fÜ1' p > 1 die Funktion 1 :f(P) ebenFalls von der pten Klasse, {alls 
man 1: f(Pfin den Nullstellen von (CP) gleich + 00 und in den Un
endlichkeitsstellen von (CP) gleich Null setzt. 

Wir beweisen jetzt den 

Satz 9. Ist (P) von der pten Klasse a,uf der Punktmenge A, so gilt 
dasselbe von i ((P) i· 

Für p = 0 kann man fCP) zu einer auf der abgeschlossenen Hülle A 
von A stetigen Funktion (P(P) ergänzen; und da I (PCP) I ebenfalls 
stetig auf A ist (§ 132, Satz 11), so ist I fCP) I von der nullten Klasse 
auf A. 

Für p > 1 ist die Behauptung eine Folge des Satzes 7. Bezeichnet 
man nämlich mit 1p'(P) die größere und mit 'If1(P) die kleinere der beiden 
Zahlen f(P) und Null, so sind diese Funktionen nach dem Satze 3 von 
der pten Klasse und man hat 

I {(P) I = W(P) - 'If1(P), 

wobei die Differenz der bei den Funktionen 'IJ1'(P) und 'If1(P) in jedem 
Punkte von A ausführbar ist. 

366. Es sei fl CP), MP), ... eine Folge von Funktionen der pten 
Klasse auf A. Bezeichnet man mit Wm(P) die größte unter den 
'In Zahlen ft(P), (2(P), ... , f1l'(P), so ist nach dem Satze 3 die Funk
tion 'Jfm(P) von der pten Klasse auf A. Die obere Grenze 1J!(P) der 
gegebenen Folge von Funktionen kann aber geschrieben werden 

<]f(P) = lim Wm(P) 
Tn=CCI 

und ist also eine Funktion von der (p + l)ten Klasse. Ganz analog be
weist man die übrigen Behauptungen des folgenden Satzes: 

Satz 10. Die obere tmd die untere Grenze einer Folge von Funktionen 
pter Klasse auf A, sind (p+ l)ter Klasse auf A. Der obere und der 
untere Limes einer derartigen Folge sind Funktionen (p + 2)ter Klasse 
auf A. 
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Für gleichmäßig konvergierende Folgen von Funktionen gilt der 
folgende Satz, der sehr wichtig ist, weil er in vielen Fällen erlaubt, die 
Klasse einer gegebenen Funktion zu bestimmen. 

Satz 11. Eine endliche Funktion f(P), die man auf einer Punkt
menge .A als Grenze einer gleichmäßig konvergierenden Folge von Funk
tionen pter Klasse darstellen kann, ist ebenfalls pter Klasse auf .A. 

Für p = 0 ist die Funktion fCP) in jedem Puukte von .A nach dem 
Satze 2 des § 172 eine stetige Funktion; dies genügt aber nicht im all
gemeinen, um schließen zu können, daß f(P) von der nullten Klasse ist. 
Wir müssen vielmehr zeigen, daß die Limesfunktionen t1!(P) und rp(P) 
von fCP) in jedem Punkte der abgeschlossenen Hülle A von.A einander 
gleich sind. Wir bezeichnen mit fl (P), f2(P), ... die Folge der Approxi
mationsfunktionen, die auf.A gleichmäßig gegen fCP) konvergieren und 
dort von der nullten Klasse sind und mit iPm(P) die beiden zusammen
fallenden Limesfunktionen von fm CP) auf.A. Ist dann c eine beliebige 
Zahl, so kann man nach Voraussetzung die natürliche Zahl m so be
stimmen, daß in jedem Punkte von A 

f",CP) - E < f(P) < (",(P) + E 

ist. Hieraus folgt aber für jeden Punkt Po der abgeschlossenen Hülle 
von ..A, wenn man sich der Definition der Limesfunktionen einer Funk
tion erinnert (§ 123), 

iPm(Po) - c < cp(Po) < t1!(Po) ~ iP",(Po) + c. 

Ist nun iPmCPO) = + 00, so müssen die beiden Zahlen cp(Po) und t1!(Po) 
beide gleich + 00, also einander gleich sein, und ebenso sieht man, daß 
diese Zahlen einander gleich sind, wenn t1!mepo) = - 00 ist. Ist dagegen 
t1!m(PO) endlich, so sind die Zahlen rp(Po) und iPCPo) beide endlich und 
ihre Differenz ist nicht größer als 2 E. Da c aber beliebig gewählt wer
den kann, müssen sie wieder denselben Wert besitzen; hiermit ist der 
Satz für p = 0 bewiesen. 

Um den Satz nun für p > 1 zu beweisen, gehen wir von der Be
merkung aus, daß wir jedenfalls aus der Folge der Approximations
funktionen, wegen der vorausgesetzten Gleichmäßigkeit ihrer Konver
genz eine unendliche Teilfolge 

(1) t~ CP), t; CP), ... 

so bestimmen können, daß für jeden Punkt der Punktmenge Li 
1 

(2) Ifm(P)-fCP)I:-S:: 2Tß 

ist. Setzt man nun 
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(3) fm+l(P) -fm(P) = Um(P) , 
so kann man schreiben 

(4) f",(P) == fl(P) + u1(P) + u,(P) + ... + Um_l(P), 
Nun sind nach dem Satze 7 des § 365 die durch die Gleichung (3) de
finierten Funktionen um (P) als Differenz von zwei endlichen Funktionen 
pter Klasse, wobei p > 1 ist, wiederum Funktionen von der pten Klasse. 
Wir können daher setzen 

(5) t~ CP) = lim flk(P), Um(P) = lim Um.(P) , 
k=oo k=oo 

wobei die Funktionen fu(P) und umk(P) beschränkte Funktionen 
von der (p -l)ten Klasse bedeuten. Ferner folgt aus (2) und (3) 

lumep)1 <lfm+l(P) - f(P) I + Ifm(P) - f(P) I 
< 1 1 
= 2 fß + 1 + 2m 

1 

< 2 m - l ' 

und wir können sogar nach dem Satze 5 des § 364 voraussetzen, daß 
allgemein fUr jeden Punkt von .A. und für jede natürliche Zahl k 

1 
IUmk(P) I < 2 m- 1 

ist; folglich ist für jedes k> m 
1 1 1 (6) Iu L + U 1 L + ... + UkLI < - + - + ... < -- . m", m+ ,'" '" 2.n-1 2m 2",-2 

Nun setze man 
(7) fPk(P) = ftk(P) + uuep) ~ ... + uu(P) 
und bemerke, daß diese Funktionen als Summen von endlich vielen be
schränkten Funktionen (p -1) ter Klasse nach dem Satze 6 des § 365 
ebenfalls von der (p -1)tel1 Klasse sind. Man hat für k> m, wenn 
man (6) benutzt, 

CfJk(P) < [(a(P) + ulk(P) + ... + Um_1,k(P)] + 2 ml_ 2 • 

:Mit Hilfe von (4) und (5) schließt mau nun (§ 89, Satz 6) 

(8) li~ .. CfJk(P):::; f",CP) + 2L2 
und ebenso folgt aus 

daß 
(9) 

CfJk(P) > [faCP) + ua(P) + ... + Um_1,k(P)] - 2 ml_ 2 ' 
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ist. Da die linken Seiten von (8) und (9) von m unabhängig sind, folgt, 
wenn man m gegen Unendlich konvergieren läßt. 

f(P) ::;: lim fJJk(P) < lim CPk(P) < f(P), 
k-... k-"" 

oder schließlich - -
fCP) = !im CPk(P), 

k=oo 

Die Funktion f(P) ist also, wie zu beweisen war, von der pten Klasse. 

Anwendung des Xlassenbegri:ll's a.uf meßbare Funktionen. 

367. Wir bezeichnen mit f(P) eine nach unten halbstetige funk
tion mit endlicher unteren Grenze 9 und mit A die in sich dichte 
Punktmenge, auf welcher f( P) definiert ist. Ferner sei k eine positive 
Zahl und Q ein beliebiger Punkt des n-dimensionalen Raumes; wir be
zeichnen nun mit CPk( Q) die untere Grenze des Ausdrucks 
Cl) r(p) + kEep, Q), 
wenn P die Punktmenge A beschreibt und E(P, Q) die Entfernung der 
beiden Punkte P und Q bedeutet. Da der A.usdruck (1) nie kleiner 
als g ist, gilt die Relation 
(2) fJJk(Q) > g. 

Nun betrachten wir zwei Punkte Ql undQu deren Entfernung 
E( Ql' Qs) < ~ ist. Nach Voraussetzung gibt es mindestens einen Punkt 
Po auf der Punktmenge A, so daß die Relation 

CPk(Ql) > ((Po) + kE(Po, Ql) - J 
gilt. Andererseits bestehen die Ungleichheiten 

!fJk( Qs) ::;;. ((Po) + kE(Po, QI)' 
E(Po, Qs) < E(Po, Ql) + E(Ql1 Qs) < E(Po, Ql) +~. 

Aus den drei letzten Relationen folgt nun 
(3) CPk(QS) < fJJk(Ql) + (k + l)J, 
und man beweist hieraus und aus der analogen Rela.tion, die man durch 
Vertauschung von Ql mit Qs erhält, daß die Funktion CPk(Q) im 
ganzen Raume stetig ist. 

Wir betrachten nun die monoton wachsende Folge von stetigen 
Funktionen 
( 4) CPl ( Q) , fJJa ( Q) , CPs ( Q), ... , 
die man erhält, wenn man in (1) für den Parameter k der Reihe nach 
die natürlichen Zahlen 1, 2, 3, ... einsetzt. 

Dann muß der Grenzwert !im fJJn(Q) stets existieren und in allen 
Punkten P-<.A der Bedingung tI=oo 

(5) !im fJJ,,(P) ~ f(P) 
genügen. 

71=00 

Car·atheodor1. BeeU. Funktionen. 26 
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Ist nun li eine beliebige positive Zahl, so gibt es, weil fCE) nach 
Voraussetzung eine nach unten halbstetige F~nktion bedeut~~, um 
'eden Punkt P von A eine Kugel x vom RadlUs (I, so daß fur alle 
lJunkte P' von Ax die Ungleichheit 

(CP') 2:. f(P) - li . 

gilt. Für alle diese Punkte P' hat man also auch 
f(P') + nE(P', P) 2 f(P) - c; 

andererseits ist für alle Punkte P" -< (A - uA) 
f(P") + nE(P", P) > g + nQ. 

Aus diesen bei den Tatsachen können wir nun schließen, daß, da die 
letzte Zahl (g + n (J) mit n unbeschränkt wächst, für hinreichend große 
n die Relation rpn(P) ~ f(P) - li bestehen muß; man hat also stets 
für jeden Punkt P von A und für jede positive Zahl c 
(6) lim fJJn(P) > fCP) - c. 

n=oo 

Die Vergleichung von (5) und (6) liefert uns endlich die Relation 
lim fJJn(P) = f(P). 
n=oo 

Unsere Untersuchung liefert also den 
Satz 1. Jede auf einer in sich dichten Punktmenge A. nach unten halb

stetige Funktion f(P) mit endlicher unterer Grenze g kann als obere 
Grenzt einer Folge von beschränkten Funktionen dargestellt werden, die 
im yanzen Raume stetig sind. 

Ist (CP) eine nach oben halbstetige Funktion, deren obere Grenze G 
I'ndlich ist, so genügt die Funktion - f( P) den Bedingungen des vorigen 
Satzes und man hat den 

Satz 2. Jede auf einer in sich dichten Punktmenge A. nach oben, halb
stt:lige FUllktion {(P) mit endlicher oberer Grenze G kann als untere 
G-rcn:;e einer Folge von beschränkten Fun7ctionen dargestellt werden, die 
im ganzen Raume stetig sind. 

Die beiden letzten Sätze sind eine etwas verschärfte Umkehrung 
des Satzes 3 des § 174. 

Nun sei fCP) eine beliebige Funktion, die z. B. nach oben halb stetig 
ist: \Vi; bezeic~en mit 1p'(P) die größere, mit 'IjJ(P) die kleinere der 
b.elden Zahlen t (P) und Eins. Die beiden Funktionen '/]F(P) und 'IjJ(P) 
slIld nach oben halbstetig (§ 132, Satz 10) und man hat 

1'( P) = ?JY( P) -1/J (P). 
Da die Funktion 'I/J(P) eine endliche obere Grenze besitzt, ist sie nach 
cl,ern Satze 2 von der ersten Klasse. Desgleichen ist 1: 'P'(P) nach dem 
~ntze .1 ,on der ersten Klasse, als beschränkte .nach unten halb stetige 
1!unkbon (S 131, Satz 8). Nach den SiÜzen 8 und 7 des § 365 smd dann 
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die Funktionen W(P) und f(P) ebenfalls von der ersten Klasse, und man 
kann dasselbe von Funktionen beweisen, die nach unten halbstetig sind: 

Satz 3. Jede auf einer in sich dichten Punktmenge halbstetige Funk
tion ist auf dieser Punktmenge von der ersten Klasse. 

Ferner gilt der 

Satz 4. Jede F'Imktion pter Klasse, die at~f einer meßbaren Punkt
menge A definiert ist, ist eine meßbare Funktion. 

Jede Funktion nullter Klasse auf A kann zu einer stetigen Funk
tion auf der abgeschlossenen Hülle Ä von A ergänzt werden; diese ist 
auf A meßbar (§ 345, Satz 2) und daher ist auch nach dem Satze 4 
des § 347 die vorgegebene Funktion auf A meßbar. 

Nehmen wir nun an, der Satz wäre für Funktionen (p-l)ter 
Klasse bewiesen, so gilt er auch nach dem Satze 11 des § 353 für Funk
tionen pter Klasse, da diese sich als Grenzen von Funktionen (p-l)ter 
Klasse, also meßbarer Funktionen darstellen lassen. 

Dieselbe Schlußweise würde uns erlauben, den Satz 7 des § 349 
dahin zu verallgemeinern, daß wir von der dort vorkommenden Funk
tion (J1(u1 ••• u".) voraussetzen, daß sie im ganzen m-dimensionalen 
Raume definiert und dort von der pten Klasse ist, und diese letzte Be
merkung kann man benutzen, um meßbare Funktionen zu kon
s'truiere.n, die von keiner endlichen Klasse sind. Wir haben 
nämlich im § 351 eine meßbare Funktion cp(u) und eine stetige Funk
tion fex) angegeben, so daß f/J(f<x) nicht meßbar ist, was der Fall sein 
müßte, wenn cp(u) von irgendeiner endlichen Klasse wäre. 

368. Die Funktionen, die auf einer meßbaren Punktmenge A einer 
beliebigen endlichen Klasse angehören, sind also viel spezieller als die 
meßbaren Funktionen im allgemeinen. Unter den zu einer beliebigen 
meßbaren Funktion äquivalenten Funktionen (§ 359) gibt es aber, 
wie wir jetzt zeigen wollen, stets solche, die von der zwei ten Klasse sind. 

Es sei f(P) eine meßbare Funktion, die auf der meßbaren Punkt
menge A definiert ist, und (Xl' (X2' ••• eine abzählbare und überall dicht 
auf der Zahlen achse liegende Zahlenmenge; die Punktmengen 

A k = M er?:, ftk) 

sind dann alle von meßbarem Inhalte und man kann jeder von ihnen 
einen ihr maßgleichen Kern B; zuordnen und vora.ussetzen, daß B; ent
weder leer oder perfekt oder die Vereinigung von abzählbar unendlich 
vielen perfekten Punktmengen ist (~ 271, Satz 7). Die B'; sind also jeden
fa.lls entweder selbst abgeschlossen oder sie sind die Vereinigung von ab
zählbar vielen abgeschlossenen Punktmengen. Wir wollen die Mengenfolge 
der Bi' durch eine andere Folge von Punktmengen Bu Bi"" ersetzen, die 

26* 
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außer den soeben genannten Eigenschaften der ersten Folge, noch der 
Bedingung genügen, daß, wenn u,j< U,k ist, Bk eine Teilmenge von Bi ist. 

Wir setzen dazu 
(1) BI = B/ 
und, je nachdem IX2 > IXI oder "2< (;(,1 ist, 

(2) B 2 = B2' BI oder B 2 = B2' + BI . 

Ähnlich wird B j mit Hilfe von B/ und Bu Bs, ••. , Bj _ 1 ermit
telt; ist u j weder die größte noch die kleinste unter den Zahlen (Xv ••• , (Xi' 

so bezeichne man mit "1' die größte unter denjenigen Zahlen dieser Folge, 
die kleiner als (Xj sind und mit "q die kleinste 
Zahl der Folge: die etj noch übertrifft, und setze 

Bm(3) B j = B;'Bp + Bq. 

Ist aber aj die größte oder die kleinste der 
Zahlen "1) "2' ... , (X jI so bestimme man die Zahlen 
IXp bzw. aq ebenso wie früher und setze statt der 

Fig.28. letzten Gleichung 

(4) B j = B/Bp bzw. B j = B/ + Bq; 
diese Konstruktion bewirkt, daß "j< (Xk stets B j >- Bk zur Folge hat. 

Nun bemerke man, daß, wenn Cl und O2 zwei Punktmengen sind, 
die man als Vereinigung von endlich oder abzählbar unendlich vielen 
abgeschlossenen Punktmengen ansehen kann, dasselbe auch für die Ver
einigungsmenge (Cl + 02) und für den Durchschnitt q 02 der Punkt
mengen 01 und C2 zutrifft Die Gleichungen (1) bis (4) zeigen uns 
dann, daß die Punktmengen Bj ebenso wie die Punktmengen B; als 
die Vereinigung von endlich oder abzählbar unendlich vielen abge
schlossenen Punktmengen angesehen werden können. 

Ferner kann man durch den Schluß der vollständigen Induktion 
leicht beweisen, daß für jeden Wert der natürlichen Zahl k die Relation 

(5) Bk -< A k 

besteht. Denn es ist z. B., wenn j, p und q dieselbe Bedeutung wie in 
(3) haben und wenn also "p< aj < "'1 ist, 

Äj>Aq , B/-<Aj , B'I<Aq; 

hieraus folgt aber nach (3) 

B j = B/ Bp + Bq -< .Aj + Ä q = Aj • 

Wir wollen endlich zeigen, daß für jedes j die Punktmenge B. em 
maßgleicher Kern von A j ist, d. h. daß die Gleichung 1 

(6) m(Aj-Bj ) = 0 (j -:-1,2, ... ) 
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besteht. Dies ist nach (1) für B1 der Fall; wir nehmen also an, die 
Gleichung (6) ist für alle Indizes erfüllt, die kleiner als j sind. Dann 
ist, wenn p und q dieselbe Bedeutung wie in (3) haben, 

(7) m(Ap-ApBp) = 0 
und anderseits 

A j - B j = AJ - CB;' Bp + B,,) 

-< A j - B/Bp 

-< (Aj-B;') + (B/ - B;'Bp)' 

Von diesen beiden letzten Punktmengen ist aber die erste eine N ull
menge, weil B/ ein maßgleicher Kern von Aj ist, und die zweite ist 
eine Teilmenge von (.11.1' - ApBp), weil B/ < A j -< .Ap ist, also nach (7) 
ebenfalls eine Nullmenge. 

369. Wir bezeichnen mit X(P) die Funktion, die nach dem Satze 1 
des § 342 durch die Relationen 

~ll(X> "k) > Bk >- M(X> (Xk) (k= 1, 2, ... ) 

eindeutig bestimmt ist. Nach dem Satze 2 desselben Paragraphen ist 
wegen Bk -< AA: stets 
(1) X(P) < rCp); 

nach dem Satze 6 des § 361 ist, weil Bk< Ak und (Ak-BIo) immer 
eine Nullmenge ist, 
(2) X(P) r-v r(p). 

Wir wollen nun zeigen, daß X(P) VOll der zweiten Baireschen Klasse 
ist. Wir betrachten die m ersten Zahlen "11 ... , "m und bezeichnen sie, 
wenn wir sie nach ihrer Größe ordnen, mit 

7'1 < fs < ... < y",; 

ferner bezeichnen wir die Punktmengen BlI B2 , ••• , Bm , wenn wir sie 
entsprechend um ordnen, mit 

Cl > G'J. > ... >- Om' 

Wir bezeichnen mit Xml(P) die Funktion, die auf der Komplementär
menge von 01 gleich - 00 und auf Cl gleich fl ist, und für k > 2 mit 
Xmk(P) die Funktion, welche auf GA: gleich Eins ist, und die auf der 
Komplementärmenge von Gk verschwindet. Dann ist, wenn wir 

(3) Xmep) = Xmlep ) + (f2 - fl)xm2ep ) + ... + (fm -Ym-l)xmm(P) 
setzen, nach dem § 357 die Funktionenfolge 

Xl (P), X2(P), .. 
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monoton wachsend, und ihre obere Grenze ist unsere Funk
tion Xep). 

Wir zeigen nun, daß die Funktionen Xm(P) als obere Grenzen von 
Funktionenfolgen dargestellt werden können, die aus lauter nach oben 
halbstetigen Funktionen bestehen. Nach Voraussetzung ist nämlich 

(4) 0k = 0u + 0k2 + Ck8 + ... , 
wobei die Punktmengen 0kJ lauter abgeschlossene Punktmengen sind 
Ersetzt man also in der Gleichung (3) die Funktion Xml (P) durch die 
nach oben halbstetige Funktion. die auf der abgeschlossenen Punktmenge 

(5) (011 + 012 + ... + C1j) 

gleich 'Yl und auf ihrer Komplementärmenge gleich - 00 ist, und für 
k~ 2 die Funktion Xmkep) durch die nach oben halbstetige Funktion, 
die auf der abgeschlossenen Punktmenge 

(6) (Ou + 0k2 + ... + 0k') 
gleich Eins ist und sonst verschwindet und berücksichtigt man, daß 
die Koeffizienten der rechten Seiten von (3) positiv sind, so bekommt 
man an Stelle von Xm(P) eine Funktion hm,(P), die, als Summe von 
endlich vielen nach oben halb stetigen Funktionen, ebenfalls nach oben 
halbstetig ist. Es ist übrigens 

hm1 (P) < hm2ep ) <"', 
lim hmiP ) = Xm(P), 
j=oo 

Ordnet man nun die Funktionen hmj(P) in eine einfache Folge um, so 
erscheint Xep) selbst als die obere Grenze von abzählbar vielen Funk
tionen, die alle nach oben halbstetig und daher (§ 367, Satz 3) von der 
ersten Klasse sind. Die Funktion Xep) ist dann nach dem Satze 10 
des § 366 von der zweiten Klasse. Der Satz, den wir hiermit bewiesen 
haben, lautet: 

Satz 5. Jede auf einer meßbanm Punktmenge .A definierte meßbare 
Funktion f(P) ist einer Funktion X(P) von der zweiten Klasse äquivalent, 
die nicht größer als fCP) ist, und als obere Grenze einer abzählbaren Folge 
von Funktionen angesehen werden kann, welche sämtlich halbstetig nach 
oben sind. 

Ordnet man der Funktion - f(P) eine Funktion - XCP) zu, welche 
die von der Funktion X (P) im letzten Satze verlangten Eigenschaften 
besitzt, so ist 

f(P) ~ X(P), 
und X(P) die untere Grenze einer :E'olge von nach unten halb stetigen 
Funktionen. 
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Die oberen und unteren Limesfunktionen q,(P) und pCP) der Funk
tion (CP) sind halbstetige Funktionen und daher ,on der ersten Klasse 
(§ 367, Satz 3). Bezeichnet man mit 1/JCP) die größere der beiden Zahlen 
cp(P) und X(P), mit "iJ!(P) die kleinere der beiden Zahlen q,(P) und 
X(P), so sind (§ 364, Satz 3) die Funktionen 1jJ(P) und "iJ!(P) von der 
zweiten Klasse und es ist außerdem 

(7) pCP) < 1/J(P) :::::; ((P) ;;; 'IJ!(P) < c»(P), 

v.CP) "-' ((P) "'-' 'P'(P) . 

. Satz 6. Es sei ((P) eine beliebige meßba1'e Funktion, q,(p) und pCP) 
ihre Limes/unktionen. Es gibt Funktionen 1/J(P) und 'P'(P) von der 
zweiten Klasse, die zu {(P) äquivalent sind, und die der Bedingung (14) 
genügen. 

370. Um die Bedeutung des vorigen Satzes besser hervortreten zu 
lassen, wollen wir auf dem abgeschlossenen Intervalle 

I: 0 <x;;; 1 

eine meßbare Funktion konstruieren, die keiner Funktion erster Klasse 
auf I äquivalent ist. Wir betrachten auf I die überall dichte offene Punkt
menge des § 280, die wir hier B 1 nennen wollen, sowie die perfekte 
Punktmenge (1- Bl ), die mit Al bezeichnet werden soll. Es ist dann 

mBl = mAl =t· 
An Stelle jedes Intervalles von Bi nehmen wir jetzt die offene Punkt
menge, die aus Bl entsteht, wenn wir I auf das betrachtete Intervall 
durch Ähnlichkeitstransformation (mit geeignet gewähltem Ähnlich
keitszentrum) abbilden. Wir erhalten eine auf I überall dicht liegende 
offene Punktmenge B2 , die in B l enthalten ist, und es ist 

und wenn man 

setzt, ist auch 
mA2 = ±. 

Wenn wir jedes der Intervalle von B2 ebenso behandeln, erhalten wir 
eine offene Teilmenge Bs von B~ und mit der Bezeichnung 

J - B 3 = Al + A2 + A3 

erhält man 
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Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhalten wir abzählbar unendlich 
viele Punktmengen Ak ; wir setzen jetzt 

A = Al + As + A 5 + ... , 
und es besteht dann die Relation 

I - A >- As + A4, + A 6 + .... 
Da nun die offene Punktmenge Bk für jedes k überall dicht auf r liegt 
und aus Intervallen besteht, deren jedes höchstens die Länge 1: 41: 
hat, muß für hinreichend große k in jedem beliebig gegebenen Teil
intervall J von r mindestens eines dieser Intervalle liegen. Jedes Inter
vall von Bk enthält aber nach der Konstruktion eine Teilmenge von 
Ak +lI die keine Nullmenge ist, und hieraus folgt, daß die Relationen 

(1) mAJ =1= 0, m(J - AJ) =i= ° 
heide zugleich erfüllt sein müssen. 

Nun sei fex) eine Funktion, die gleich Eins auf A und gleich Null 
auf (I - A) ist und rp(x) eine beliebige ihr äquivalente Funktion. Setzt 
man M(f=i=rp) = N, 

so ist N nach Voraussetzung eine Nullmenge und nach (1) kann keine 
der Punktmengen 

(AJ-ANJ), (J-AJ) - N(J-AJ) 
leer sein. In der ersten dieser Punktmengen ist aber rp(x) = lex) ~ 1 
und in der zweiten rp(x) = fex) = 0, und hieraus folgt, daß die Schwan
kung von rp(x) in jedem Teilintervall von I gleich Eins ist, und daß 
daher die Schwankung von rp(x) in jedem Punkte von I gleich Eins ist. 
Die Funktion rp(x) ist also totalunstetig auf einer perfekten Punkt
menge und muß nach dem Satze 6 des § 176 mindestenR von der zweiten 
Klasse sein. 

371. Auf einer beschränkten, in sich dichten und meßbaren Punkt
menge A, die keine Nullmenge ist, Bei eine meßbare Funktion l(P) ge
geben, die entweder selbst endlich ist, oder mindestens einer endlichen 
(aber nicht notwendig beschränkten) Funktion äquivalent ist; die Punkt-
menge 

N'= MOfl = + 00) 

soll m)t andern Worten eine Nullmenge sein. Es sei ferner fl (P) eine 
zu f(P) äquivalente Funktion von der zweiten Klasse, die nach den 
Siitzen des § 369 stets vorhanden sein muß. Dann ist die Punktmenge 

N"= M(fl =1= f) 
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eine Nullmenge und 
Ao = A - (N'+N") 

ein maßgleicher Kern von A, in welchem r(p) endlich ist und die Dar
stellung 

f(P) = fl(P) = lim lim rp(P; m,k) 
k=oom:::co 

zuläßt; hierbei sind die cp(P; m,k) Funktionen, die auf der abgeschlos
senen Hülle A von A definiert und stetig sind. 

Wir geben uns eine positive Zahl c, die der Bedingung 

c<mA 

genügt, aber sonst beliebig ist. Nach dem Satze 5 des § 364 können 
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, daß auf Ao 
die Funktionen 

I/J(P; k) = lim rp(P; m,k) 

beschränkt sind. 
Nun bestimmen wir nach dem Satze 12 des § 354 eine meßbare 

Teilmenge 00 von Ao, deren Inhalt der Bedingung 

E 
mCo :::;;! 

genügt, und welche die Eigenschaft besitzt, daß die Folge der 1j;(P; k) 
auf der Punktmenge(Ao-Oo) gleichmäßig gegen r(p) konvergiert, was 
möglich ist, weil f(P) auf Ao endlich ist. Ebenso bestimmen wir nach 
demselben Satze und indem wir die Endlichkeit der Funktionen ",(P; k) 
auf A o benutzen, eine Folge ClI 0i' Cs, ... von meßbaren Teilmengen 
von A Ol welche den Bedingungen 

(k = 1,2, ... ) 

genügen, so daß die Funktionen cp(P; m,k) mit wachsendem m und bei 
konstantem k gleichmäßig auf (Ao - 0k) gegen 1/J(P; k) konvergieren. 
Die Punktmenge 

C = Co + Cl + C2 + ... 
ist dann ebenfalls meßbar und man hat 

und daher auch 
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Die Punktmenge (Ao - C) enthält nach dem Satze 12 des § 278 eine 
perfekte Punktmenge B, die der Bedingung 

mB>mA-E 
genügt, und es ist danll 

m(A-B) < c. 

Die Punktmenge B ist eine Teilmenge von (Ao - Ck) ffu jeden Wert 
von 7ci daher konvergieren die auf B stetigen Funktionen pep; m, k) bei 
festem k und wachsendem m gleichmäßig gegen 'IfJ(P; k) und nach dem 
Satze 2 des § 172 ist dann auch ",,(P; 7c) stetig auf B. Ebenso aber kon
vergieren die 1fJ(P; k) mit wachsendem k gleichmäßig gegen r(p) auf 
der Punktmenge B, und nach demselben Satze muß also auch r(p) stetig 
auf B sein. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, daß A beschränkt sein soll, 
fallen; wir betrachten im Raume ein Netz von ahzählbar unendlich vielen 
kongruenten Würfeln ~, W2, ••• , deren Vereinigung den' Ranm mit 
Ausnahme einer Nullmenge überdecken. In jedem Würfel W j kann man 
nach dem Obigen eine perfekte Punktmenge Bj finden, auf welcher die 
gegebene Funktion ( P) endlich und stetig ist, und so daß noch außer
dem die Gleichung 

gilt. Setzt man dann 
B = BI + B2 + B s + ... , 

so ist die Funktion f( P) stetig auf B und außerdem 

m(A-B) = ~m(.A Wj-Bj ):;; Co 
J 

Ferner ist aber B eine perfekte Punktmenge, weil jeder Punkt des 
Raumes auf der Begrenzung von nur endlich vielen Würfeln W k liegen 
kann und daher jeder Häufungspnnkt von Bauch Häufungspunkt von 
mindestens einer der Punktmengen B j sein muß. 

Endlich kann man auch die Bedingung, daß A in sich dicht sein 
soll, beiseite lassen, weil jede PUllktmenge, die keine Nuilmenge ist, einen 
in sich dichten maßgleichen Kern enthalten muß. Wir haben also 
folgendes Resultat: 

Satz 7. Es sei A eine beliebige meßbare Punktmenge, die keine Null
menge ist, 1'( P) eine auf A meßba1'e Fun7ction, die entweder selbst endlich 
ode}" el:ner endlichen Funktion äquivalent -ist, und E eine beliebige positive 
Zahl. Es gibt perfekte Teilmengen B von .1, auf denen (P) endlich und 
stetig ist und die de·r Bedingung 

,ljcnügen. m(A-B) < f. 
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Man darf natürlich nicht in diesem Satze die Stetigkeit einer Funk
tion f( P) auf A mit ihrer Stetigkeit auf B verwechseln: die Dirichlet
sche Funktion des § 170 ist z. B. in jedem Punkte ihres Definitions
bereiches unstetig. Reduziert man aber diesen Definitionsbereich auf 
die irrationalen Punkte der Zahlenachse, so erhält man sogar einen maß
gleichen Kern des urspl'ünglichen Definitionsbereiches, auf welchem die 
Funktion stetig ist. Genau ebenso ist der letzte Satz gemeint; die Funk
tion f( P) ist auf der Punktmenge B lltetig, wenn wir von den Werten 
der Funktion in der Punktmenge CA - B) absehen. 

Ferner können wir hier ebensowenig wie bei dem Satze 12 des 
§ 354 die Punktmenge B durch einen maßgleichen Kern von A er
setzen, selbst wenn wir nicht verlangen, daß B perfekt sein soll. Die 
Funktion fex), die wir im vorigen Paragraphen betrachtet haben, hat 
z. B. die Eigenschaft, auf jedem maßgleichen Kern ihres Definitions
bereiches sogar totalunstetig zu sein. 

372. Unter Vorwegnahme eines späteren Resultats können wir wei
tere Schlüsse ziehen. Wir werden nämlich zeigen, daß eine auf einer be
liebigen perfekten Punktmenge definierte und dort stetige Funktion zu 
einer im ganzen Raume stetigen Funktion ergänzt werden kann (§ 541). 

Nun seien Bu B2, Bs,' .. perfekte Teilmengen von A, auf denen 
die gegebene Funktion, welche die Bedingungen des letzten Satzes er
füllen soll, stetig ist, und es sei 

Setzt man dann 

1 
m(A-Bk);S; 2" 

B = Bi + B2 + Bs + .... 
so ist Bein. maßgleicher Kern von A, der natürlich nicht mehr perfekt 
zu sein braucht. Die gegebene Funktion f(P) ist nach dem Satze 1 
des § 164 stetig auf den Punktmengen 

0k = Bi + B2 + ... + Bk 
und es gibt Funktionen fk(P), die im ganzen Raume stetig sind und 
auf Ck mit (CF) zusammenfallen. In jedem Punkte von B ist dann 

(1) fCP) = lim t~(P) 
k~", 

und folglich ist ((p) von der ersten Klasse auf B. 
Satz 8. Es sei die Funktion fCP) meßbar auf einer meßbaren Punld

menge A und dort endlich oder einer encllichen Funktion äquivalent. Es 
gibt maßgleiche Kerne B von A, die perfekt oder die Vereinigung von ab
fJählbar vielen perfekten Punktmengen sind, und auf' welchen die gegebene 
Funktion endlich und von der ersten Klasse ist. 
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Eine oberflächliche Betrachtung könnte vermuten lassen, daß der 
letzte Satz im Widerspruch mit dem Resultat des § 370 ist, w,onach es 
meßbare Funktionen gibt, die auf ihrem Definitionsbereich .A. keiner 
Funktion von der ersten Klasse äquivalent sind. Dafür aber, daß (CP) 
einer Funktion erster Klasse äquivalent sei, müßte man die fk(P) nicht 
nur so bestimmen können, daß die Relation (1) in jedem Punkte eines 
maßgleichen Kerns B von A erfüllt ist, sondern es müßte noch in jedem 
Punkte von (A - B) 

tim MP) = lim (k(P) 
k=:n k=oo 

sein, und es ist gerade diese Bedingung, die in bestimmten Fällen nicht 
erfüllbar ist. 

373. Die letzten Sätze legen den Gedanken einer Klassifikation der 
meßbaren Funktionen, die nicht stetig sind, je nach dem Grade ihrer 
Unstetigkeit nahe. Wir beschränken uns wieder (obgleich es, wie auch 
im Vorigen, nicht unbedingt notwendig ist) auf endliche Fu,nktionen 
oder solche, die einer endlichen Funktion äquivalent sind, und unter
scheiden vier Arten von unstetigen Funktionen: 

Funktionen I. Art sollen solche sein, die auf ihrem Definitionsbe
reich A einer stetigen FunHion äquivalent sind, 

Funktionen II. Art solche, die auf einem maß gleichen Kern B von 
A stetig sind, 

Funktionen III. Art solche, die auf A einer Funktion erster Klasse 
äquivalent sind, und 

Funktionen IV. Art sollen keiner Beschränkung (außer der obigen) 
unterworfen sein. 

Jede dieser vier Arten von Funktionen ist, wie wir zeigen wollen, 
in der folgenden enthalten und enger als diese. Wir brauchen uns 
übrigens nur um die drei ersten zu kümmern, da nach dem Beispiele 
des § 370 nicht jede Funktion IV. Art auch III. Art sein kann. 

Es sei nun (CP) eine Funktion, die, wie diejenige, die wir im § 370 
konstruiert haben, auf keinem maßgleichen Kern B1 ihres Definitions
bereiches .A stetig ist. Nach dem letzten Satze gibt es aber einen 
maßgleichen Kern B von A, auf welchem {( P) von der ersten Klasse ist. 
Auf der Punktmenge B ist also unsere Funktion {(P) eine Funktion 
In. Art. Wäre sie nun auch zugleich 11. Art auf B, so würde entgegen 
der Voraussetzung ein maß gleicher Kern B1 von B existieren, der zu
gleich auch maßgleicher Kern von .A wäre, auf welchem (CP) stetig ist. 
Es gibt also Funktionen ·m. Art, die nicht H. Art sind.. 
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Ist dagegen f(P) eine Funktion H. Art, so ist r(p) stetig auf einem 
maßgleichen Kern B von A. Es sei CP(P) die (auf der abgeschlossenen 
Hülle B von B definierte) obere Limesfunktion der Funktion f(P), wenn 
man ihren Definitionsbereich auf B reduziert. Dann ist @(P) = f(P) 
~~f Bund halb stetig nach oben auf B; es sei jetzt 'IjJ(Pl = c»(P) auf 
B und gleich - 00 auf der Komplementärmenge von B. Die Funk
tion 'IjJ (P) ist halbstetig im ganzen Raume, also von der ersten Klasse 
auf.A. und sie ist zugleich der Funktion fCP) äquivalent auf der Punkt
menge A. Jede Funktion H. Art ist also auch eine Funktion III. A.rt. 

Ferner betrachten wir die stückweise lineare Funktion einer Ver
änderlichen x, die im abgeschlossenen Intervall 0 < x;;:;; 1 durch fol
gende Bedingungen definiert ist: 

J f'(0) = I, 

1 f(-M = I, 

f(l) = 0, 

f (2k~lj = ° (k= 1,2, ... ). 

Diese 1!'unktion ist im Intervall 0 < x < 1 stetig und folglich eine 
Funktion TI. Art auf 0 < x < 1. Eine zu fex) äquivalente Funktion rp(x) 
besitzt aber stets die Schwankung Eins im Punkte x = 0 und kann 
daher nicht stetig im ganzen In- y 
tervall 0 < x < 1 sein. Also ist 
fex) keine Fu~tion 1. Art. An
derseits ist aber jede Funktion 
1. Art nach Definition einer ste- 1 .... _ 

tigen Funktion äquivalent und 
folglich selbst stetig auf dem 
maßgleichen Kern ihres Defini
tionsbereiches, auf welchem die 
beidenFun ktionen einander gleich 
sind; die gegebene Funktion ist 
also auch eine Funktion II. Art. 

Eine Kategorie von unsteti-

o 1...l. .1. 
6 4 3 

..!. 
:! 
Fig.29. 

1 

gen Funktionen, der wir später begegnen werden und die eine wichtige 
Rolle spielt, ist diejenige der Funktionen, deren Schwankung in einem 
maßgleichen Kern ihres Definitionsbereiches .A verschwindet (§ 415). 
Diese Funktionen sind stetig auf einem maßgleichen Kern von .A und 
daher Funktionen 11. Art. 

Dagegen ist das soeben behandelte Beispiel (Fig. 30) auch ein Beispiel 
für eine Funktion, deren Schwankung in einem maßgleichen Kern von A 
verschwindet und die nicht 1. Art ist, und die Dirichletsche Funktion 
(§ 170) eine Funktion 1. Art, deren Schwankung nirgends verschwindet. 

x 
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Ka,pitel VIII. Das bestimmte Integral. 

Zylindermengen. 

374. Es sei B eine beliebige PUl1ktmenge im n-dimensionalen 
Raume m(xv x:u ... , X,,)i ferner sei C diejenige Punktmenge des (n+l)
dimensionalen Raumes 9t(xu X2, ••. , X n , z), die aus allen Punkten be
steht, für die 

ist, und (Xl> X 2 ' •.• , xn) einen Punkt von B darstellt. Dann heiße 0 
der auf B als Basis errichtete Zylinder von der Höhe Eins. 

Um Verwechslungen vorzubeugen, behalten wir unsere früheren Be
zeichnungen mund m * für den Inhalt bzw. äußeren Inhalt einer Punkt
menge nur fÜl· die Punktmengen des Raumes der xl1 ••. , xn bei und 
bezeichnen dagegen die Inhalte von Punktmengen des Raumes der 
(xlI ... ,x", z) durch die Buchstaben p, bzw. !k* . 

.Ist die Basis B eines Zylinders C von endlichem äußeren Inhalte, 
so gibt es abzähl bar viele n- dimensionale Intervalle Ik , die B über
decken, so daß 
(1) ~mlk < 'm*B + E 

k 

ist, wobei E eine beliebige positive Zahl bedeutet. 
Bezeichnet man mit J;. den Zylinder von der Höhe Eins, dessen 

Basis I, ist, so ist 
(2) 
und 

C -< J] + J 2 + J s + ... 
Aus der letzten Ungleichh~it folgt aber (§ 235) 

p,*O < .:E !k~, 
und ferner, wegen (2) und (1), 

IL*C< m*B + E. 

Da. dies für jedes E gelten muß und die Zahlen !k * C und !k * B von der 
Hilfsgröße E unabhängig sind, hat man schließlich 

(3) IL*C< m*B. 
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370. Wir beweisen nun den 
Satz 1. Ist die Basis B eines Zylinders 0 von dm' Höhe Eins eine 

meßbare Punktrnenge, so ist 0 ebenfalls von meßbarem Inhalte, und es ist 

p,C = mB. 
Ist zunächst B eine beschränkte Punktmenge, so ist B Teilmenge 

eines n-dimensionalen abgeschlossenen Intervalls I und C ist dann Teil
menge des auf I als Basis errichteten Zylinders J von der Höhe Eins. 

Setzt man nun 
B'=I-B, 0'= J - C, 

so ist 0' der über B' als Basis errichtete Zylinder von der Höhe Eins 
und nach dem vorigen Paragraphen hat man 

(1) p,*C ~ mB, p,*0'-;;;' mB' 
Ferner ist 

also (§ 235) 
(2) 

J= C + 0', 

p,J;;;;; p,*C + p,*C' 

und, weil B meßbar ist (§ 245, Satz 6), 

(3) mI = mB + mB'. 

Der Vergleich von (1) und (3) liefert, wenn Ulan noch bemerkt, daß 
nach der Definition des Inhalts eines Intervalls (§ 228) 

(4) 
ist, 

und wegen (2) 
(5) 

mI = p,J 

p,J> p,*C + p,*0' 

p,J = p,*C + p,*O', 

Hieraus folgt aber nach dem Satze 8 des § 260, daß C eine meßbare 
Punktmenge ist. Endlich muß aber 

~) !LC=mB 
sein, da sonst nach (1), (3) und (5) 

p,J< mI 

sein müßte, was (4) widerspricht. 
Ist zweitens B nicht beschränkt, so kann man B als Limes einer 

monoton wachsenden Folge 
B l1 B2 , Ba, ... 

beschränkter meßbarer Punktmengen darstellen. Nennt man Ck den über 
Bk a1s Basis errichteten Zylinder von der Höhe Eins, so ist 
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und es folgt auS der Meßbarkeit der 0k und aus 

f.L°k=mBk , 

§ 876 

daß 0 meßbar ist und daß die Gleichung (6) auch hier gilt (§ 247, Satz 8). 

376. Satz 2. Zwischen den äußeren Inhalten eines beliebigen Zylin
ders G von der Höhe Eins und seiner Basis B besteht stets die Relation 

(1) m*B= /L*O. 

Ist die Zahl m*B endlich, so ist nach der Ungleichheit (3) des 
§ 374 die Zahl !1- * C ebenfalls endlich. Ist also die Zahl p.. * 0 unendlich, 
so ist die Gleichung (1) sicher richtig; es genügt daher, diese Relation 
unter der Voraussetzung zu beweisen, daß f.L * G endlich ist. 

Ist aber p,*O endlich, so kann man im Raume.der (Xl'" ., X n , s) 
eine Umgebung U von C finden, so daß bei beliebig vorgeschriebenem, 
positivem c 
(2) p.. U ~ P, * 0 + E 

ist. Nun sei P ein beliebiger Punkt von Bund Op der auf P errich
tete Zylinder, der also aus einer einzigen abgeschlossenen Strecke be
steht. Da jeder Punkt von Op im Innern von U liegt und Op abge
schlossen ist, so ist die Entfernung fJp zwischen Op und der Begrenzung 
von U von Null verschieden. Ist bp ein n-dimensionaler Würfel im 
Raume der (XII x s, ... , xn), dessen Mittel punkt P und dessen Kantenlänge 
ö'p:n ist, so liegt der über bp als Basis errichtete Zylinder Cp von der 
Höhe Eins ganz in U. 

Mit abzählbar vielen dieser bp kann man nun nach dem Lindelöf
sehen Überdeckungssatz (§ 60) die ganze Basis B von C überdecken; 
die Vereinigungsmenge B dieser ausgewählten, abzählbar vielen bp ist 
meßbar (§ 244, Satz 3). Es ist 

B-<.B, 

und wenn man mit (J den Zylinder von der Höhe Eins über 13 bezeich
net, so ist, da jedes Cp in U enthalten ist, 

(j -<. U. 

Nach dem vorigen Satze ist ferner 

man erhält also: 
mB = /Le; 

m* B < mB = p..O < p,U:S f.L*G + [3. 
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Da dies für jedes E gilt, folgt endlich in Verbindung mit der Ungleich
heit (3) des § 374 

m*B = p,*C. 

377. Satz 3. Zwischen den inneren Inhalten eines beliebigen Zylin
ders 0 von der Höhe Eins und seinw Basis B besteht stets die Relation 

(1) 

Es sei erstens B1 ein maß gleicher Kern von B und folglich 

(2) mB1 = ?n*B. 

Der über B1 errichtete Zylinder 01 ist nach dem Satze 1 des § 375 
ebenfalls meßbar und natürlich in ° enthalten; wir haben also 

und wegen (2) 
(3) 

[.L*O > p,Ot = mB1 

Zweitens sei C' eine beschränkte und abgeschlosseneTeilmenge 
von 0; wir können (§ 269, Satz 3) C' so wählen, daß für eine beliebig vor
geschriebene Zahl p, die kleiner als p,*C ist, die Bedingung 

(4) [.LO'>p 

besteht. Die ProjektionBlI der PunktmengeO' des Raumes der (Xl' •.. , X." z) 
auf den Raum der (Xli"" xn ) kann als stetige Abbildung von C' (§ 200) 
aufgefaßt werden. Diese Punktmenge B2 ist deshalb ebenfalls beschränkt, 
abgeschlossen (§202) und überdies in B enthalten; man kann also schreiben 

(5) m*B> mBs 

Der iiber B g als Basis errichtete Zylinder C2 von der Höhe Eins ent
hält die Punktmenge 0', woraus folgt 

(6) mB2 =!l O2 ~ p,O'. 

Der Vergleich von (5), (6) und (4) liefert also 

lII*B>p 
und, da dies für jedes p < p-* ° stattfindet, 

(7) m*B > IL*C. 
Aus (3) und (7) folgt dann sofort die gewünschte Gleichung (1). 

378. Jetzt beweisen wir die Umkehrung des Satzes 1: 
Satz 4. 1st der Zylinder ° meßbar im (n + 1 )-dimensionalen Raum, 

so ist es auch seine Basis B im Raume der (Xli Xi' ••. , Xn). 

C .. rßth~odory, Reene Funktionen. 27 
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Pür die Meßbarkeit von B genügt es, daß der Durchschnitt BI 
von B mit jedem n-dimensionalen Intervall I meßbar sei (§ 272). Es 
sei J der über I errichtete Zylinder. Der über BI errichtete Zylinder 
ist der Durchschnitt von 0 mit J, und ist also meßbar. Man hat daher 

p,*CJ = !L*CJ 

und wegen der Sätze der zwei letzten Paragraphen 

(1) ",*BI = p,*BI. 

Da BI aber eine beschränkte Punktmenge ist und einen endlichen In
halt besitzt, folgt aus der letzten Gleichung, daß sie meßbar ist (§ 258, 
Satz 6). 

Ordinatenm.engen. 

379. Es sei A eine Punktmenge im n-dimensionalen Raume der 
(Xli X2, ••• , xn)j wir betrachten im (n + l)-dimensionalen Raume der 
(Xli" ., x"' z) die Punktmenge 0, die dadurch entsteht, daß man in jedem 
Punkte P von A eine zur positiven z-Achse parallele Ordinate von der 
Länge «(P) errichtet. Hierbei soll a(P) eine beliebige nicht negative 
Funktion bedeuten und außerdem soll für jeden einzelnen Punkt P von 
A festgesetzt werden, ob der Endpunkt dieser Ordinate zu 0 gehören 
soll oder nicht. Je nachdem das eine oder das andere der Fall ist, ge
nügt also die Koordinate z der Bedingung 

oder aber der Bedingung 
O;;;;;z<a(P), 

O;;;;;z<a(P) 

Zwei Ordinatenmengen 01 und O2 sollen äquivalent heißen, wenn 
sie durch dieselbe Funktion a(P) bestimmt sind; dann ist jeder innere 
Punkt einer Ordinate von 01 Punkt von Oll und umgekehrt. Die Punkt
mengen (01 - °1°2) und (02 - °1°2) bestehen nur aus gewissen End
punkten der Ordinaten von 01 oder Oll' 

Ist c eine positive Zahl, so soll mit cO die Transformierte der Ordi
natenmenge ° bezeichnet werden, wenn man den (n + l)-dimensio
nalen Raum der linearen Transformation 

~1 = Xl' ••• , ~n = X,,; ~ = ce 
unterwirft. Es ist also stets (§ 329, Satz 3): 

(1) 

wobei, wie im vorigen Abschnitt, mit p,*0 und ",*0 der äußere bzw. 
innere (n + 1) -dimensionale Inhalt von ° bezeichnet wird. 
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Sind nun 01 und O2 zwei äquivalente Ordinatenmengen, so ist für 
jedes positive 13 
(2) 01-<(1+13)02 und 02-«1+c)01' 

Es ist also nach (2) und (1) 

~*01~(1+E)~*02 und ~*02~(1+c)~*01l 

und, weil die letzten Relationen für jeden Wert von c gelten, 

(3) r-*01 = ~*02' 
Ebenso findet man 
(4) fl'* 0 1 = fL* °2 , 

so daß, wenn eine der beiden Ordinatenmengen meßbar und von end
lichem Inhalte ist, die andere auch meßbar und von gleichem Inhalte 
sein muß. Aus der Meßbarkeit von 01 folgt nämlich 

~ 0 1 = p,* 01 = 1-'*°1 
und hieraus wegen (3) und (4) 

fl' * O2 = fL* O2 , 

woraus man die Meßbarkeit von O2 entnimmt. 
Sind 01 und O2 zwei äquivalente Ordinatenmengen von beliebigem 

Inhalt, ist ferner 01 meßbar, und bezeichnet man mit Weinen be
liebigen (n + l)-dimensionalen Würfel, dessen lfittelpunkt im Anfangs
punkte der Koordinaten liegt, 80 sind die Punktmengen W01 und 
WOll äquivalente Ordinatenmengen, deren Inhalt endlich ist. Aus der 
Meßbarkeit von WOl folgt nach dem Obigen die Meßbarkeit von W02 

und daraus, wenn man berücksichtigt, daß Wbeliebig genommen worden 
ist, die Meßbarkeit von O2 

Zusammenfassend haben wir den 

Satz 1. Zwei äquivalente Ordinatenmengen haben stets den gleichen 
(n + l)-dimensionalen äußeren oder inneren Inhalt. Ist die eine dieser 
Mengen meßbar, so ist es die andere auch. 

380. Ein Zylinder a von der positiven Höhe h geht aus einem Zy
linder von der Höhe Eins durch die lineare Transformation 

61 = x11 63 = xl!, . . ., 6" = Zn' ~ = h· fiI 

hervor. Hieraus folgen (§ 329, Satz 3) mit den Bezeichnungen des 
vorigen Abschnitts die Gleichungen 

fL*C = hm* Bund fL*C = hm*B. 
27* 
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Ist insbesondere die Basis eine Nullmenge, so ist der Zylinder von der 
Höhe h ebenfalls eine Nullmenge. Aber noch mehr: Ist 0 eine belie
bige Ordinatenmenge, deren Basis B im Raume der (Xl ... xn ) den In
halt Null besitzt, so ist 

o -< 01 + O2 + Os + ... , 
wobei 0k den Zylinder von der Basis B und der Höhe lc bedeutet. Da 
diese sämtlichen Punktmengen nach dem Obigen den Inhalt Null haben, 
so folgt der für unsere weiteren Untersuchungen wichtige Sat~: 

Satz 2. E1:ne Ordinatenmenge, deren Basis im Raume der (Xl' ... , x n) 

den Inhalt Null besitzt, ist selbst stets eine Nullmenge des (n + 1 )-dünen
sionalen Raumes. 

Das bestim.mte Integral von nicht negativen Funktionen. 

381. Der älteste Begriff des Integrals, dem man schon in den Wer
ken von Archimedes begegnet, ist aus dem Bedürfnis entstanden, 
Flächen- und Rauminhalte zu berechnen. 

Ist fex) eine positive stetige Funktion, so setzt man den Flächen
inhalt des Gebietes, das zwischen der Kurve y = fex), der Achse x = 0 

~ 
I I ,. 

a 
Flg.30. 

11 

und den Ordinaten x = a und x = b 
liegt, gleich dem Inhalte der Ordinaten
menge, die durch die Ungleichheiten 

a < x< b, 0 < lf < ((x) 
charakterisiert wird. 

Dieser Begriff läßt sich nun mit 
unsern Hilfsmitteln sofort verallge

meinern. Es sei E eine beliebige meßbare Punktmenge des n-dimen
sionalen Raumes und {( P) eine nicht negative Funktion, die auf dieser 
~renge definiert ist. Wir bezeichnen mit OK die Ordinatenmenge, die 
dadurch entsteht, daß wir in jedem Punkte P von E, in welchem {( P) > 0 
ist, die Ordinate 

o~ z < (CP) 

errichten; von jeder zu OK äquivalenten OrdilJittenmenge 0 wollen wir 
sagen, sie sei eine Ordinatenmenge von (CP) über E. 

Es ist klar, daß OK stets eine Teilmenge von 0 ist; der Index K 
soll daran erinnern, daß OK die kleinste unter allen Ordinatenmengeu 
von f( P) ist. 

Sind die Ordinatenmengenvon lCP) überEmeßbar und von end
lichem (n + l)-dimensionalen Inhalte, so heißt f(F) summierbar 
über E und der gemeinsame Inhalt dieser Ordinatenmengen heißt das be-
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stimmte Integral der Funktion {(P) über die Punktmenge E, die, wie 
wir gleich sehen werden; keineswegs von endlichem n-dimensio
nalen Inhalte zu sein braucht. Man schreibt nach der durch die 
Jahrhunderte nur wenig modifizierten Leibnizschen Bezeichnung: 

1'0 fr(P)dW. 
E 

Man kann durch eine rein formale Änderung der Bezeichnung jedes Inte
gral in ein solches verwandeln, das über den ganzen n-dimensionalen 
Raum erstreckt ist. Dazu denken wir uns die Funktion {(P) nicht nur 
auf der Punktmenge E, sondern im ganzen Raume dadurch definiert, 
daß sie auf der Komplementärmenge von E den Wert Null annimmt. 
Dann ist, wie man leicht an der Hand der Definition des Integrals er
kennt, 

f{(P)dw ,(((P)dw. 
Es{,.' 

-382.- Wir wollen jetzt zuerst einige der Eigenschaften des Inte
grals erörtern, die aus seiner Definition allein folgen. 

Satz 1. Ist die nicht negative Funktion (i') über E summierbar und 
ist EI eine meßbare Teilmenge von E, so ist (CP) auch über EI summierbar. 

Zum Beweise konstruieren wir die Ordinatenmenge UI einer Funk
tion, die in EI gleich + 00 und sonst gleich Null ist. Die Punktmenge U1 

ist meßbar, denn sie ist der Limes für k = 00 der meßbaren Zylinder 01;, 
deren Basis E1 und deren Höhe k ist (vgl. § 375, Satz lund § 380). 

Ist 0 eine Ordinatenmenge von {(P) über E, so ist 0 und daher 
auch ~ 0 meßbar, und zwar von endlichem Inhalte wegen der Endlich
keit von 1'0. Nun ist aber U1 0 eine Ordinatenmenge von {(P) über E ll 

also ist (F) über EI summierbar, und man kann schreiben 

(1) p,U10 = f{(P)dw. 
E, 

Satz 2. Zerlegt man E i1~ endlich oder abzählbar unendlich viele meß
bare Teilmengen 

so ist 
f{(P)dw = ~ f(P)dw. 

E k Ek 

Wir konstruieren die Ordinatenmengen Uk von Ifunktionell, die in 
Bk gleich + 00 und sonst gleich Null sind. Dann ist 
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0= Ou;. + OU2 + ... 
und folglich (§ 246, Satz 7) 

p,0 = ~ t-tOUk' 
Je 

d. h. nach der Gleichung (1) und den ihr analogen 

ff(P)dw = 2 ff(P)dw, 
E Je Ek 

was zu beweisen war. 

§ 3B3 

383. Satz 3. Sind zwei über E summierbare nicht negative Funk
tionen fl (P) und t; (P) gegeben und ist in jedem Punkte von E 

(1) f1(P) < (2 (P), 
so hat man auch 
(2) !fl(P)dw <}r'l(p)dw. 

F F. 

Sind rrämlich 01 und O2 die kleinsten Ordinaten mengen (§ 381) 
von fl(P) und fz(P) über E, so ist wegen (1) 

01 -< O2 

und hieraus folgt (2) unmittelbar. 

Satz 4. Ist (1 (P), f9 (P), ... eine monoton wachsende, gegenr f( P) lwn
vergierende Folge nicht negativer Funktionen, die über E summierbar 
sind, so ist die Grenqunktion fCP) dann und nut· da,nn über E summier. 
bar, wenn die Zahlenfolge 

.ffm(P)dW (m = 1,2, ... ) 
E 

beschränkt ist, und es ist dann stets 

(3) .ff(P) dw = lim j/;,.(P) dw. 
E m=ooE 

Wir bezeichnen mit 0m die kleinste Ordinatenmenge VOll fm CP) 
über E und mit 0 die kleinste Ordinatenmenge von ((P) über E. Da 
nach Voraussetzung 

ist, so ist nach dem Obigen 

außerdem ist aber 
01 -< O2 -< 0 3 -< ... ; 

0= lim 0m' 
m=:o 
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weil jede Ordinate von 0 die entsprechende Ordinate von 0". für jedes 
m enthält und jeder Punkt dieser Ordinate in mindestens einem 0m ent
halten ist. Die Punktmenge 0 ist also meßbar (§ 247, Satz 8) und es 
ist stets 

m=oo 

Die letzte Gleichung ist aber nur eine andere Schreibweise für (3), falls 
((P) summierbar über E, d. h. p,0 eine endliche Zahl ist, und dieses 
ist dann und nur dann der Fall, wenn die Folge der p,0k beschränkt ist. 
Unser Satz ist hiermit vollständig bewiesen. 

Meßbarkeit und SUDlDllerbarkeit. 

384. Zwischen meßbaren und summierbaren Funktionen besteht 
ein sehr enger Zusammenhang, für welchen die folgenden Sätze die 
Grundlage bilden. 

Satz 1. Jede nicht negative über eine meßbare Pu,nktmenge E sum
mierbare Funktion ist meßbar auf E. 

Um die Meßbarkeit einer Funktion ((P) zu beweisen, genügt es zu 
zeigen, daß fUr jedes a die Punktmenge 

(1) M(f> a) 
von meßbarem Inhalte ist (§ 345, Satz 1). 

Wir führen im (n + l)-dimensionalen Raume der (xl1 ••. , x"' z) die 
abgeschlossenen Punktmengen U" ein, die durch die Bedingungen 

1 
(2) a < z < a + k 

bestimmt werden. Es sei jetzt 0 die kleinste Ordinatenmenge der nicht 
negativen über E summierbaren Funktion ((P) und Ck die Punktmenge, 
die aus OU" durch die lineare Transformation 

~l=Xl' ... , ~,,=xn,~=k(z-a) 
entsteht. Aus der Summierbarkeit von ((P) folgt die Meßbarkeit von 
o und aus dieser die Meßbarkeit von 0 U" und von 0k (§ 335, Satz 3). 
Ferner ist die Punktmege 0lt eine Ordinatenm enge, deren Projektion 
auf den Raum der (Xli X2, .•• , x,,) identisch mit (1) ist; denn der Durch
schnitt von 0 U" (und folglich von 0,,) mit einer Parallelen zur z-Achse, 
die sich in einen Punkt P des Raumes der (Xli • .. , xn ) projiziert, ist dann 
und nur dann nicht leer, wenn f(P) > a ist. 

Ferner bemerke man, daß wegen (2) in jedem Punkte von 0k 
O<~;;;:;l 

ist. 
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Die Vereinigungsmenge 

C = 01 + 02 + Cs +' ... 
ist nach dem Obigen ebenfalls meßbar. Nun ist aber 0 ein Zylinder, 
dessen Basis gerade die Punktmenge (I) ist; ist nämlich P irgendein 
Punkt von (1), d. h. ist {(P) > a, so gibt es ein ganzzahliges k, so 
daß auch 1 

{(P) > Cl + k 

ist, und die Ol'dinate von 0 über P durchsetzt die Menge Uk • Die ent
sprechende Punktmenge Ck wird also eine Ordinate über P besitzen, die 
von z = 0 bis z = 1 reicht und die Punktmenge C ebenfalls. Da der 
Zylinder C im (n + l)-dimensionalen Raume meßbar ist, so ist es auch 
nach dem Satze 4 des § 378 seine Basis und das sollte ja gerade be
wiesen werden. 

385. Satz 2. Eine endlichwe1·tige, beschränkte, nicht negative und 
meßbare Funktion ist über eine meßbare Punktmenge E von endlichem 
Inhalte stets summierbar. 

Jede Ordinatenmenge einer solchen Funktion ist nämlich der Summe 
von endlich vielen Zylindern äquivalent, die sämtlich meßbar sind, weil 
ihre Basen meßbare Punktmengen sind (§ 375, Satz 1). Außerdem ist 
jeder dieser Zylinder von endlicher Höhe und seine Basis ist als Teil
menge von E von endlichem n-dimensionalen Inhalte, so daß die be
trachtete Ordinatenmenge unserer Funktion ebenfalls einen endlichen 
(n + 1) -dimensionalen Inhalt besitzt. 

Satz 3. Eine nicht negative, beschränkte und meßbare Funktion {(P) 
ist über jede meßbare Pttnktmenge E, die einen endlichen Inhalt besitzt, 
summierbar. 

Wir können (§ 357, Satz 3) eine monoton wachsende Folge 

CPl(P), fP2(P), ... 

von endlichwertigen, nicht negativen, meßbaren Funktionen finden, die 
gegen (CP) konvergiert. Es ist also 

(1) g.>m(P)::; CPm+1(P) und ((P) = lim CPm(P) 
und folglich für jedes 1/1 

(2) CPm(p) ~ (CP) < G, 

wobei G die obere Grenze der beschränkten Funktion (CP) bedeutet. 
Nach dem vorigen Satze sind die Funktionen CPm(P) sowie die kon

stante Funktion, die überall. gleich G ist, über E summierbar. 
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Aus (2) folgt ferner (§ 383, Satz 3) 

.(fJJm(P)dw ~fGdw, 
E E 

425 

so daß die Folge der Integrale von !Pl (P), rp2(P), ... über E beschränkt 
ist. Die Voraussetzungen des Satzes 4 des § 383 sind also sämtlich hier 
erfüllt und die gegebene Funktion f(P) ist summierbar über E. 

386. Ist E eine beliebige meßbare n-dimensionale Punktmenge, 
so kann man eine monoton wachsende Folge 

(1) E l -< E 2 -< E3 -< ... 
von meßbaren Punktmengen angeben l die einen endlichen n-dimen
sionalen Inhalt besitzen und, gegen E konvergieren. 

Es sei nun f(P) eine nicht negative, meßbare Funktion in Ei wir 
bezeichnen mit fm(P) eine lt'unktion, die durch die Gleichungen 

(2) { fm(P): m in der Punktmenge M(t>m) , 

(,1l(P) - f(P) " " " M(t< m) 
bestimmt wird. Die Folge !;.CP), f2(P), ... besteht aus lauter beschränk
ten und meßbaren Funktionen; nach dem vorigen Satze ist also fm (P) 
summierbar über Em. Wir bezeichnen ferner mit fJJm(P) eine Funk
tion, die durch die Gleichungen 

(3) { !Pm(P) = fm(P) in der Punktmenge Ern' 

!Pm(P) = 0 "" " CE-Ern) 
bestimmt wird. Jede Ordinatenmenge der Funktion fJJm(P) über Eist 
dann eine Ordinatenmenge von fm (P) über Ern' woraus wir entnehmen, 
daß die Funktionen der Folge fJJl(P), rp2(P), ... über E summierbar 
sind, und daß für jedes m die Gleichung 

(4) 

besteht. 
Ferner ist nach Voraussetzung 

E = limEm 

und folglich gelten wegen (1), (2) und (3) in jedem Punkte von E die 
Relationen 

lIl:;::;;CO 

Nach dem Satze 4 des § 383 ist also die Funktion f(p) über E sum-
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mierbar, falls die Folge der Integrale von fPm(P) über E, oder, was 
nach (4) dasselbe ist, falls die Folge 

(5) IrfTt(P)dw (m=1,2, ... ) 
E", 

beschränkt ist, und man hat in diesem Fall 

ff'(P)d'W = limfrfTt(P)dw. 
,,: m=oo Ern 

Ist umgekehrt f( P) summierbar, so ist für jedes m 

ff'me p) dw <.fr(P) dw, 
E", E 

d. h. die Folge (5) ist beschränkt. Zusammenfassend mit dem Satz 1 
des § 384 hat man also den 

Satz 4. Fü,' dt'e Summierba;rkeit einer nicht negativen Funkti01~ f'(P) 
über eine beliebige meßbare Punktmenge E von endlichem oder unenillichem 
Inhalte ist notwendig und hinreichend, daß ((P) in E meßbar sei, und daß 
die Folge (5), die dann stets aus endlichen Zahlen besteht, beschränkt sei. 

Insbesondere sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfüllt, 
wenn (CP) meßbar ist und eine über E summierbare FunktioD .p(P) 
gefunden werden kann, für welche 

((P) < .p(P) 

ist. In diesem Falle besteht nämlich (§ 383, Satz 3) für jedes m die 
Gleichung 

ffPmCP)dw <fWep)dw, 
E E 

und die Folge (4) und daher auch (5) ist beschränkt. 
Satz 5. Eine nicht negative, meßbm'e Funktion ((P), die in einer be

liebigen meßbaren Punktmenge E eine über diese Punktmenge summt'er
bare Funktion nicht übertrifft, ist summierbar über E. 

387. Ist f'(P) eine nicht negative über E Bummierbare Funktion 
und fP(P) eine ebenfalls nicht negative, ihr äquivalente Funktion (§ 359), 
so ist nach Definition der n-dimensionale Inhalt der Punktmenge 

Eo = M(f+fP) 
gleich Null. Die Ordinatenmengen von fP(P) über CE-Eo) stimmen 
mit denen von ((P) übereinj die Funktion fP(P) ist also über (E-Eo) 
summierbar und man hat 

(1) j'fP(P)dw =~r((p)dw. 
H-E. E-Eo 
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Nach dem § 380 ist aber die Ordinatenmenge einer beliebigen, nicht 
negativen Funktion über Eo eine (n+ l)-dimensionale Nullmenge; hier
aus folgt aber erstens, daß jede nicht negative Funktion, also auch q;(P), 
über Eo summierbar ist, und zweitens, daß die Integrale über Eo, die 
man so erhält, stets verschwinden. Man kann also schreiben 

(2) .fq;(P)dw = fr(p)dw = O. 
E. E. 

Ferner sehen wir (§ 382, Satz 2), daß dann rp(P) auch über E summier
bar ist, und wegen (1) und (2) folgt hieraus: 

fq;(p) dw .[r(P)dw. 
E E 

Es sei jetzt init E+ 00 die Punktmenge bezeichnet, in der eine sum
mierbare, nicht negative ]'unktion r(p) den Wert + 00 annimmt. Die 
Ordinatenmenge von r(p) über E+ oo hat nur dann einen endlichen In
halt, wenn E+ 00 eine Nullmenge ist. 

Die endliche (aber nicht notwendig beschränkte) Funktion q;(P), 
die in der Punktmenge (E-E+ oo ) gleich r(p) und auf E+", Null ist, 
ist also der Funktion r(p) äquivalent, und wir haben den 

Satz 6. Es sei r(p) eine über die meßbare Punktmenge E summier
bare, nicht negative Funktion und q;(P) eine beliebige, nicht negative Funk
tion, die zu r(p) äquivalent ist. Dann ist rp(P) ebenfalls über E sum
mierbar. 

Ferner gibt es unter den zu f( P) aur E äquivalenten, nicht negativen 
Funktionen stets solche, die in jedem P.unkte von E endlich sind. 

Summierbare Funktionen beliebigen Vorzeichens. 

388. Es seien auf einer meßbaren Punktmenge E zwei endlich
wertige, beschränkte, nicht negative und über E summier
bare Funktionen q;(P) und 1fJ(P) gegeben. Man kann als Ordinaten
menge von rp(P) eine Summe von endlich vielen Zylindetn wählen, 
deren Basen Bk' und deren Höhen die positiven Zahlen hk' sein mögen, 
und ähnlich die Ordinatenmenge von 1J!(P) mit Hilfe von endlich vielen 
Zylindern, mit den Basen und Höhen B/' und h;" bestimmen. Dann folgt 
aus den Gleichungen 

fq;(P)dw =~hk'·mBk' , 
E k 

f1fJ(p) dw = ~h/,. mB/" 
E } 
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daß wegen der Endlichkeit der linken Seiten, die n-dimensionalen In
halte mB; und mB/' der notwendig meßbaren Punktmengen Bk' und 
B/' ebenfalls endliche Zahlen sein müssen. 

Nun ist die Funktion (p(P) + 1/1(P» ebenfalls eine endlichwertige 
Funktion und man erhält eine ihrer Ordinatenmengen , wenn man für 
jede Kombination von kund j auf der Basis 

B = B' B." p k} 

einen Zylinder von der Höhe 

errichtet. 
hp = hk' + h/, 

Hieraus folgt aber für jedes der endlich vielen Bp ' deren n-dimen
sionaler Inhalt ebenfalls eine endliche Zahl ist, 

flrpe p ) + 1/1 (p» dw = J~(P) dw +Jw(P) dw 
~ ~ ~ 

und folglich nach dem Satze 2 des § 382 

(1) flrp(p) + w (p)) dw = frp (P) dw + Jw(P) dw. 
E E E 

389. Es seien jetzt f(P) und g(P) zwei beliebige über E summier
bare, nicht negative Funktionen. Man kann (§ 357, Satz 3) monoton 
wachsende Folgen von endlichwertigen, nicht negativen meßbaren Funk
tionen Pm(P) und 1/1m(P) finden, die gegen f(P) bzw. g(P) konvergieren: 

rpm CP) ::;:; Pm+l (P), lim rpm (P) = f(P), 
7»=00 

1/1", CP) < Wm+l (P), lim wm CP) = g(P). 
ffl=CO 

Dann sind aber auch nach dem Satze 5 des § 386 diese Funktionen 
summierbar und mall hat (§ 383, Satz 4) 

{ 
):(P)dW = 2~~[rpm(P)dW, 

J g(P)dw = limf1/1mCP) dw. 
E m=coE 

(1) 

Ferner ist die Funktionenfolge 

(rpl(P) + Wl(P», Crp2 eP) + w,(p)), ... 

monoton wachsend und man hat 

f(P) + g(P) = lim (cpme P ) + Wm(P». 
m=co 
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Endlich ist nach dem vorigen Paragraphen 

(2) fcq;n,(p) +'Ijlmep ) dw ~ fq;mep)dw + f1/Jmep) dw 
E E E 

::;frCP)dw + fgCP)dw. 
EI E 

Die Integrale über E von (rpm(P) + 1/Jm (P) bilden demnach eine be
schränkte Zahlenfolge und hieraus folgt (§ 383, Satz 4), daß die Funk
tion (/(P) + gep» über E summierbar ist, und daß 

(3) flf(P) + gep») dw = lim J(q;mep) + 1/Jm (P)) dw 
E m=~E 

ist. Der Vergleich der Gleichungen (1), (2) und (3) liefert endlich die 
Gleichung: 

(4) flfep)+gep)dw ff(P)dtfl+.fu(p)dw. 
E E E 

Satz 1. Die Summe (((P) + g(P)) von ßwei über E summierbaren, 
nicht negativen Ftmktionen ist eine summierbare Funktion, für welche die 
Gleichung (4) gilt. 

390. Es sei F(P) eine endliche Funktion, die man auf einer meß
baren Punktmenge E als Differenz von zwei endlichen, über E Bummier
baren, nicht negativen Funktionen (CP) und g(P) ansehen kann; ferner 
seien (l CP) und g1 (P) zwei beliebige, nicht negative, über E summier
bare endliche Funktionen, deren Differenz ebenfalls gleich F(P) ist. 
Man hat also 

FCP) = ((P) - g(P) = fl(P) - g1 CP) 
und hieraus folgt 

fCP) + g1 CP) = MP) + g(P). 

Nach unserm letzten Satze hat man dann 

oder 

,[r(P) dw - fu(p) dw ffteP)dw - jgt(P) dw. 
E E E E 

Zweitens betrachten wir eine beliebige, ebenfalls endliche Funktion 
F (P), die auf der Punktmenge E zu unserer Funktion FCP) äquivalent 
ist, und setzen 
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f(P) = f(P) auf M(F ~ F), 

f(P) = (FCP)-F(P)) + f(P) " M(F>F), 
gep) = g(P) " M(F~F), 

g(P) = (F(P)-F,<P) +g(P) "M(F<F). 

Nach dieser Definition hat man in jedem Punkte von E 

F(P) = f(P) - g(P), 

§ 391 

und f(P) > f(P) , g(P) > g(P), woraus folg.~, daß die Funktionen f(P) 
und g(P) nicht negativ sind. Wegen der Aquivalenz von F(P) und 
F(P) sind ferner die Punktmengen M(J!' > F) und M(F< F) beide 
Nullmengen und es ist daher 

f(P) "-' f(P) und g(P) "-' g(P) auf' E. 

Hieraus folgt aber nach dem Satze 6 des § 387, daß die Funktionen 
{(P) und g(P) Bummierbar über E sind, und es gelten die Gleichungen 

ff(P) dw = ,[rep) dw, .[g(E) dw = fu(p) dw. 
E E E E 

Zusammenfassend haben wir den 
Satz 2. Wenn man eine endliche Funktion F(P) auf einer meßbaren 

Punktmenge E als Differens von zwei über E summierbaren, nicht negativen 
Funktionen darstellen kann, so gestattet jede auf E fJtt F(P) äquivalente 
endlic~ Funktion F (P) eine ebensolche Darstellung. Sind dann f( P), 
g(P),fl(P), 91(P) vier beliebige, nicht negative,über E summierbare 
Funktionen, die den Gleichungen 

F(P) = f(P) - g(P), 

genügen, so ist auch stets 

Jf(P) dw - fg(P) dw = ffl (P) dw -fg1 (P) dw. 
E E E E 

391. Der letzte Satz gestattet, den Begriff der Summierbarkeit auch 
auf Funktionen beliebigen Vorzeichens zu übertragen. 

Definition I. Eine Funktion W(P) (die nicht endlich zu sein 
braucht) soll über eine meßbare Punktmenge E summierbar 
genannt werden, wenn sie der Differenz von zwei nicht nega
tiven, endlichen und im früheren Sinne über E summierbaren 
Funktionen f(P) und g(P) äquivalent ist. 

Die neue Definition der Summierbarkeit enthält die frühere; ist 
nämlich f(P) im früheren Sinne über E summierbar, so gibt eB eine 
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endliche, zu {(P) äquivalente, nicht negative Funktion ft (P), die (im 
früheren Sinne) über E summierbar ist (§ 387, Satz 6). Setzt man 
dann gl(P) = 0, so ist gt(P) ebenfalls überE summierbar und man hat 

(1) ((P) "-' ft (P) - gl(P), 

Das Integral einer Bummierbaren Funktion <P (P) wird nun folgen
dermaßen definiert: 

Definition H. Ist <P(P) eine Funktion belie bigen Vorzeichens 
und bedeuten ((P) und g(P) zwei endliche, nicht negative, 
über E im früheren Sinne summierbare Funktionen, deren 
Differenz äquivalent zu <P(P) auf E ist, so setze man 

(2) f iP(P) dw fr(P) dw - .fucP) dw, 
E E E 

wo bei die Integrale der rechten Seite die alte Bedeutung 
haben. 

Daß die durch die Gleichung (2) definierte Zahl ganz unabhängig 
v(:m der Wahl der Funktionen r(p) und g(P) ist, sobald diese Funk
tionen unseren Bedingungen genügen, ist eine Folge des Satzes des 
vorigen Paragraphen in Verbindmig mit der Tatsache, daß zwei einer 
dritten äquivalente Funktionen einander äquivalent sind (§ 359, Satz 1). 
Für Funktionen (CP), die im alten Sinne summierbar sind, folgt aus (1) 

!rl(P)dw -.!ul(P)dw =,(r(P) dw, 
E E E 

und hieraus sieht man, daß die neue Definition des Integrals in diesem 
Falle zu derselben Zahl führt wie die alte. 

392. Ist F(P) eine beliebige (nicht notwendig endliche) über E 
snmmierbare Funktion und ist <P(P) eine in E ihr äquivalente Funk
tion, so folgt aus 

F(P) "-' rCP) - g(P), 

wo r(p) und g(P) zwei nicht negative, endliche, über E summierbare 
Funktionen bedeuten, daß ebenfalls 

wCP) "-' r(p) - g(P) 

ist, und daß folglich W(P) über E summierbar ist und dasselbe Inte
gral wie F(P) besitzt: 

Satz 3. Ist F(P) eine beliebige, über E summierbare Funktion und 
ist in der Punktmenge E 

F(P) rv w(P), 
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so ist die Funktim 'P(P) ebenfalls summierbar über E und es besteht die 
Gleichung f r 

rp(P)dw .J F(P)dw. 
E E 

393. Ist F(P) eine über E summierbare Funktion, so ist nach 
Definition 
(1) F(.P) '" f(P) -- g(P), 

wobei ((P) und g(P) zwei nicht negative, endliche, summierbare Funk
tionen bedeuten. Dann ist aber (§ 360, Satz 4). 

(2) - F(P) '" g(P) - ((P), 
also ist die Funktion - F(P) ebenfalls über E Bummierbar und man 
hat die Relation 

(3) f- F(P)dw fu(P)dw - ff(P)dw = - JF(P) dw. 
E E E E 

Ist ferner l eine endliche positive Zahl, BO ist nach (1) 

lF(P) '" lf(P) - 19(P); 
nun erhält man aber die Ordinatenmengen von lf und 19 aus denen 
von fund g durch die lineare Transformation 

~l = Xli •.• , ~n = xn , ~ = ls 

des (n + 1 )-dimensionalen Raumes, in dem diese Ordinatenmengen liegen. 
Nach dem Satze 3 des § 329 müssen also lf und 19 über E summier
bar sein und die Gleichungen gelten 

flf(P) d-w = l ff(P) dw, .(lg(P) dw = l.f'g(P) dw. 
E E E E 

Also ist a.uch ÄF(P) summierbar und man hat 

(4) flF(P)dw = lfF(P)dw. 
E E 

Mit Hilfe von (3) kann man die Relation (4) auf negative Werte 
von 1 übertragen. Endlich ist aber die Gleichung (4) auch für l = 0 
erfüllt, falls lF(P) in jedem Punkte von E definiert ist, was dann und 
nur dann der Fall ist, wenn F(P) eine endliche Funktion bedeutet. 

Satz 4. Ist die Funktion F(P) über E summierbar und l eine be
liebige ?'eelle, von Null verschiedene Zahl, so ist lF(P) ebenfalls eine über 
E summierbare Funktion und es besteht die Gleich!~ng 

flF(P)dw = ÄJF(P)dw. 
E E 
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Die Behauptung des Satzes ist auch für l = 0 richtig, falls F(P) eine 
endliche Funktion ist. 

394:. Es seien F1 (P) = f1(P) - g1(P~, 

F 2 (P) = fiep) - g2(P) 

zwei über E summierbare, endliche Funktionen. Dann sind die Funk
tionen (ft (P) + f2(P) und (gi (P) + g2(P) nach dem Satze 1 des § 389 
ebenfalls über E summierbar und dasselbe muß also auch von 

F 1 (P) + F 2(P) = (ft (P) + t;(P) - (g1 (P) + g2(P) 

gelten, und der soeben erwähnte Satz liefert außerdem die Gleichung 

JcF1(P) + Fi(P) dw .(F1(P) dw + fF2 (P) dw. 
E E E 

Mit Hilfe des Satzes des vorig~n Paragraphen kann man schließlich 
behaupten: 

Satz 5. Sind F1 (P) und Fs(P) zwei über E summierbare endliche 
Funktionen und sind l1 und Äs irgend welche reelle Zahlen, so ist die 
Funktion (li F1 (P) + J..2F s (P) ebenfalls eine über E summierbare Funk
tion; für welche die Gleichung gilt: 

JclIF1(P)+l,F'J(P)dw = Ä1fF1(P)dw + l2JF'J(P)dw. 
E E E 

Dieser Satz, der insbesondere die Formeln für die Integrale über 
die Summe oder Differenz von summierbaren Funktionen als Spezial
fälle enthält, läßt sich sofort auch auf nicht überall endliche, summier
bare Funktionen übertragen, wenn man als Integrationsbereich die 
Menge E' wählt, in der die Operation (liFI + 19F'J) einen Sinn hat. 
Denn es ist stets, wie aus der ersten Definition des § 391 folgt, 

m(E-E') =0. 

395. Jede über E summierbare Funktion FCP) ist einer in E end
lichen, summierbaren Funktion F 1 (P) äquivalent. Schreibt man also 

(1) F(P) '" F 1 (P) = ft(P) - gl (P), 

so ist F 1 (P) als Differenz von zwei endlichen meßbaren Funktionen meß
bar (§ 384 u.350) und das Gleiche gilt dann auch von F(P) (§ 361, 
Satz 7). Ferner hat man 

(2) I F(P) I '" IF1 (P)I;;;;; fl(P) + gl (P); 

die Funktion IF1 (P)I ist ebenfalls meßbar (§ 347, Satz' 5 ) und sie ist nicht 
größer als die Funktion ft (P) + g1 (P), die über E summierbar ist (§ 389): 

C&r,,'hcodory, Reelle Funktionen. 28 
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nach dem Satze 5 des § 386 ist also I F 1 (P) I ebenfalls über E summier
bar und das Gleiche gilt von der ihr äquivalenten Funktion I F( P) I 
(§ 387, Satz 6). 

Ist umgekehrt F(P) eine in E meßbare Funktion und die Funktion 
IF(P) I über E summierbar, so ist IF(P) I einer endlichen l!'unktion äqui
valent; dann muß aber auch F(P) einer endlichen Funktion F 1 (P) 
äquivalent sein. Man hat ferner 

IF1 (P) I'" j F(P) j 
und hieraus folgt, daß I F 1 (P) I über E summierbar ist. Nun bilde man 

(3) t· (P) - [F, (p)1 +F,(P) (P) = IF, (P)1,..-F, (P). 
1 - 2 ,gl 2' 

die beiden endlichen Funktionen h. (P) und gl (P) sind nicht negativ 
und nicht größer als die summierbare Funktion IF1(P)1 und sind daher 
ebenfalls summierbar. Dasselbe muß also auch für 

F 1(P)=f1(P) -g1(P) 
und für die der Funktion F1(P) äquivalente Funktion F(P) der Fall 
sein. Es gilt also der 

Satz 6. Für die Summierbar7ceit einer FunldionF(P) über die Punkt
rnengeE ist notwendig und hinreichend, daß FCP) inE meßbar und [FCP)j 
über E summierbar sei. 

Im Wortlaute dieses Satzes müssen beide Voraussetzungen, die 
Meßbarkeit von PCP) und die Summierbarkeit von IFCP)I, ausdrück
lich erwähnt werden, da sie voneinander unabhängig sind. Z. B. ist 
die Funktion 1 : x 2 im Intervalle I: 0< x < 1 meßbar, aber nicht sum
mierbar (vgl. § 403). Änderseits aber ist, wenn A eine nicht meßbare 
Teilmenge von 1 bedeutet, die Funktion fex), die in jedem Punkte von 
A gleich + 1 und in jedem Punkte von (1- A) gleich - 1 ist, keine 
meßbare Funktion, aber If(x) i ist hier konstant und daher summierbar 
auf der beschränkten Punktmenge 1. 

Im Falle, daß die Funktion F(P) meßbar und beschränkt ist, ist 
\F(P) \ ebenfalls meßbar und beschränkt und daher auf jeder meßbaren 
Teilmenge des Definitionsbereiches von F(P), die einen endlichen In
halt hesitzt, summierbar (§ 385, Satz 3); wegen des letzten Satzes können 
wir also sagen: 

Satz 7. Eine meßbare und beschränkte Funktion F(P) ist sU1nmiet"
bar über jede. meßbare Teilmenge ihres Definitionsbereicks, die von etzd
lichem Inhalte ist. 

Nach den Relationen (2) und (3) ist 

1F(P)I'" [Fl(P) \ = f l CP) + g1 (P). 
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Setzt man also 

81 =.ffl (P) dw, 82 = Jrft (P) dw, 

so folgt 
R E 

fF(P)dw = 81 - 82 , .liF(P)\dw = 81 + 82 ; 
E E 

nun ist aber, weil keine der Zahlen 81 und 82 negativ iet: 

und hieraus folgt der 

Satz 8. Für jede über die beliebige meßbare Punktmenge E summier
bare Funktion F( P) gilt die Gleichung 

I JFCP) dw I <jiF(P) I dw. 

396. Die Sätze des § 382 lassen sich auf summierbare Funktionen 
beliebigen Vorzeichens erweitern: 

Ist z. B. EI eine meßbare Teilmenge von E, so ist jede über E sum
mierbare Funktion F( P) meßbar in EI, weil sie in E meßbar ist. Außer
dem ist die über E eummierbare, nicht negative Funktion !P(P) I nach 
dem Satze 1 des § 382 auch über EI Bummierbar, und daher muß auch 
F(P) nach dem Satze 6 des vorigen Paragraphen die gleiche Eigenschaft 
besitzen. 

Satz 9. Eine über die Punktmeng& E summierbare Funktion F(P) 
ist auf jeder meßbaren Teilmenge EI von E ebenfalls summierbar. 

Zweitens existieren nach Voraussetzung zwei nicht negative, end
liche, über E summierbare Funktionen, deren Differenz der Funktion 
F(P) äquivalent ist, 
(1) PcP) '" f(P) - g(P). 

Zerlegen wir nun die Punktmenge E in endlich oder abzählbar unend
lich viele meßbare Teilmengen Ek ohne gemeinsame Punkte: 

E=EI +E2 +···, 
so folgt aus der Tatsache, daß die Beziehung (1) auch in jedem Ek gilt, 
nicht nur 

(2) fF(P)dtv = Jr(P)dw-Jq(P)dw, 
E E E 

sondern auch 

(3) fF(P)dw = ff(P)dw -fgCP)dw. 
E" Ek Ek 

28* 
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Nun gelten nach dem Satze 2 des § 382 die Gleichungen 

(4) I 
fr(P) dw = ~ [f(P) dw, 

f9(P)dw = ~ fg(p) dw, 
E k Ek 

und da die Subtraktion der beiden Summen über Je in (4) gliedweise er
folgen darf (§ 109), haben wir durch Vergleich von (2), (3), (4) den 

Satz 10. Ist die Funktion F(P) über E summierbar, so gilt für jede 
Zerlegung von E in endlich oder abzählbar unendlich viele meßbare Punkt
mengen EI, E 2 , ••• ohne gemeinsame Punkte stets die Gleichung 

.[F(P) dw =:2 JE(P) dw. 
E k E k 

397. Wir setzen wieder, wie im vorigen Paragraphen, 

E = EI + Ea + Es + ... 
und machen über die E k dieselben Voraussetzungen wie dort. Die Sum
mierbll.rkeit einer Funktion F(P) über E zieht die Summierbarkeit von 
IF(P)I über E und diese die Beschränktheit der Folge 

m 

(1) ~fIF(P)ldw 
für jedes m nach sich. 

k= 1 1.;' 

Wir betrachten nun eine Funktion F(P), von der wir nur wissen, 
daß sie über jedes Ek summierbar ist, und setzen 

r fPk(P) = IF(P) I in der Punktmenge E k , 

\ fPif)=ü "" " (E-Ek). 

Die nicht negativen Funktionen rpk(P) sind über E summierbar und das 
Gleiche gilt (§ 389, Satz 1) von 

Wm(P) = rp1(P) + fP2(P) + ., . + rpmep). 
Außerdem ist in jedem Punkte von E 

lim Wmep) = IFCP)I 
m=oo 

und es gilt auch die Gleichung 

(2) .(I/J",(P) du; =.2 JiF(P) I dw. 
E k=lEk 

Nach dem Satze 4 des § 383 ist also I Fep) I dann und nur dann über E 
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summierbar, wenn die Zahlen (2) alle unterhalb einer endlichen Schranke 
liegen. Da die Funktion F(P} aber jedenfalls in E meßbar ist, haben 
wir den 

Satz 11. Sind Eu E 2 , ••• endlich oder abzählbar uneniilich viele meß
bare Punktmengen ohne gemeinsame Punkte und ist eine gegebene Funktion 
F(P) für jeden Wert von k über E k summierbar, so ist sie dann und nur 
dann auch über 

summierbar, wenn die Folge der Zahlen 
m 

(3) ~fIF(P)ldw (m=1,2, ... ) 
.1:=1 Ek 

beschränkt ist. 
Man kann diesen Satz als Kriterium für den Beweis der Summier

barkeit gewisser Funktionen benutzen. Es sei z. B. 

E :O<x<l 
1 1 

E k : 2k < X < 21<-1 (k=1,2,.,.) 
und 

1 I Fex) I < -Vä: . 
k 

In jedem Punkte von E k ist dann IF(x)1 < 2- und man kann daher 
schreiben 

flF(P)ldW < 2tmEk = (;2)"-
Ek 

Die Beschränktheit der Folge (3) folgt nun hier aus der Tatsache, daß 
die Summe 

~ + (;2Y + (;2Y + ... 
einen endlichen Wert besitzt (§ 107). Insbesondere ist also die Funk
tion 1 : Vx über das Intervall ° < x < 1 summierbar. 

398. Da wir von nun ab von der Äquivalenz einer summierbaren 
Funktion mit der Differenz von zwei nicht negativen endlichen Funk
tionen keinen Gebrauch melu' zu machen haben werden, wollen wir 
wieder für das Funktionszeichen kleine Buchstaben benutzen. 

Es sei f(P) eine über die beliebige meßbare Punktmenge E sum
mierbare Funktion beliebigen Vorzeichens und fP (P) eine in E meßbare 
und beschränkte Funktion, die in keinem Punkte von E verschwindet, 
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in welchem !fCP)! = + 00 ist. Dann gibt es eine endliche Zahl G, für 
welche die Relation 

!'P(P)\ < G 
in jedem Punkte von E besteht, und hieraus folgt die Relation 

(1) \'P(P)f(P) \ <G· \f(P) I· 
Nun ist aber \f(P) I über E summierbar und nach dem Satze 4 
des § 393 hat die Funktion Glf(P) I dieselbe Eigenschaft. Also ist 
wegen (1) die nicht negative meßbare Funktion I 'P(P)f(P) \ nach dem 
Satze 5 des § 386 ebenfalls über E summierbar, und da rp(P) f(P) in E 
meßbar ist, muß diese Funktion ebenfalls über E summierbar sein (§ 395, 
Satz 6). Dies liefert den 

Satz 12. Das Produkt 'P(P), f(P) einer über E summim'baren Funk
tion fCP) mit einer in E meßbaren und beschränkten Funktion g;(P), die 
in keinem Punkte von E verschwindet, in welchem fCP) unendlich ist, ist 
stets eine über E summierbare Funktion. 

Man bemerke, daß die Funktion g;(P) nicht über E summierbar 
zu sein braucht, wenn E nicht von endlichem Inhalt ist. Ferner, daß, 
selbst wenn E von endlichem Inhalte ist und rp(P) summierbar über E, 
aber nicht beschränkt ist, die Funktion rp(P). f(P) nicht über E sum
mierbar zu sein braucht. So ist z. B. nach dem vorigen Paragraphen 
f( x) = 1 : -V x summierbar im Intervall 0 < x < 1; setzt man aber 
!p(x) = fex), so ist 

1 'P(x)· fex) = -x 

nicht summierbar in demselben Intervall (vgl. § 403). 
Die Voraussetzungen des letzten Satzes, die wegen ihrer U nsym

metrie auf den ersten Blick als verbesserungsbedürftig erscheinen könn
ten, lassen sich also nicht leicht durch andere praktischere oder allge
meinen\ ersetzen. 

399. Es seien fl (P) und f2(P) zwei über E summierbare Funk
tionen und in jedem Punkte von E sei außerdem 

(1) fl(P) < f2(P), 
Die Punkte von E, in denen 

:fl (P)\ + if2(P) \ = + 00 
ist, bilden eine Nullmenge N. Setzt man nun 

'Pt (P) = ft (P) und 'P2 (P) = f2 (P) in der Punktmenge CE - N) 
und 

'Pt (P) = 'P'J (P) = 0 in der Punktmenge N, 
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so sind fJJl und fJJ! zwei zu (1 und f2 äquivalente Funktionen, die also 
auch über E Bummierbar sind, und die überdies endlich sind. Außerdem 
aber hat man nach Konstruktion 

fJJs(P) - fJJl (P) ~ 0 

und folglich (§ 394, Satz 5) 

IfJJ2(P) dw - ffJJl (P) dw = !(fJJ2(P) - fPl (P») dw ~ O. 
E E E 

Da nun aber, wegen der Äquivalenz unserer Funktionen, 

ist, sieht man schließlich, daß die Ungleichheit (1) die folgende 

(2) Ifl (P) dw ~Jf2(P) dw 
E E 

nach sich zieht. 
Es sai jetzt eine monoton wachsende Folge 

(3) f1(P) < f2(P) ~fs(P) < ... 
von über E summierbaren Funktionen gegeben. Dann existiert stets 
der Limes 
(4) (P) = lim MP). 

k=" 

Ist (P) über E summierbar, so folgt nach dem Obigen für jedes k 

!(k(P) dw ~Jf(P) dw 
E F. 

und die Zahlenfolge 

(5) Ifk(P)dW (k = 1, 2, 3, ... ) 
E 

ist beschränkt. 
Wir wollen aber auch umgekehrt zeigen, daß, wenn die Folge (5) 

beschränkt ist, die Funktion fCP) über E summierbar ist. 
Dazu bemerken wir, daß die Punktmengen 

N k = M(lfkl= +(0) 
und ihre Vereinigungsmenge 

N=N1 +Nt +Ns +'" 
Nullmengen sind. Wir definieren eine neue Folge von Funktionen durch 
die Gleichungen 
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(6) 
I fJJk(P) = fk(P) in der Punktmenge (E-N), 

1 fJJ,/P) = 0 "" " N. 

Die Relationen (6) und (3) haben aber zur Folge, daß 

(7) rpk(P) < fJJk+l (P) 

ist und daß fJJl;(P) für jedes Tc eine endliche Funktion ist, für welche 
die Beziehung 
(8) rpl(P) "-' fl;(P) 

gilt. Also existiert stets die Grenzfunktion 

rp(P) = lim fJJk(P) 
k=eo 

und ist der Funktion f(P) äquivalent (§ 360, Satz 5); Es genügt also 
die Summierbarkeit von rp(P) über E zu beweisen; dazu setze man 

(9) 

und bemerke, daß die Folge 

""l(P), ""s(P), 'l/Js(P), ... 

monoton wächst und aus lauter nicht negativen, über E summierbaren 
Funktionen besteht. Wegen (8) und (9) hat man nun für jedes k 

(10) f""k(P) dw = frk(P) dw -fr,. (P) dw (Tc = 1, 2, ... ) 
E E E 

und man sieht, daß die vorausgesetzte Beschränktheit der Zahlenfolge (5) 
die Beschränktheit der Folge (10) nach sich zieht. Nach dem Satze 4 
des § 383 il\t a.lso die Funktion 

1fJ(P) = lim 'l/JI;(P) 
k=oo 

summierbar und man kann mit Benutzung von (10) schreiben: 

(11) .f1/J(p) dw = limfrl;CP) dw -ffteP) dw. 
E l:="'E E 

Hieraus folgt die Summierbarkeit der Funktion 

(12) rp(P) = ""CP) + rpl(P) 

und der ihr äquivalenten Funktion f(P). Mit Benutzung von (11) und 
(12) folgt überdies die Gleichung 

If(P)dw = limfMP)dw. 
}.. k=OOE 
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Da nun dieselben Überlegungen unverändert auch für monoton ab
nehmende Funktionenfolgen gelten, können wir das allgemeine Resultat 
aussprechen: 

Satz ]3. 1st h CP), t~(P), ... eine monotone, gegen f(P) konvergie
rende Folge von beliebigen, über E summierbaren Funktionen, so ist die 
Zahlenfolge 
(13) (m=1,2, ... ) 

ebenfalls monoton. Ferner ist die Grenzfunktion f( P) = lim fm (P) dann 
m=oo 

und nur dann über E summierbar, wenn die Folge (13) beschränkt ist. 
Ist dieses der Fall, so gilt stets die Gleichung 

ff(P) dw = lim frmep) dw. 
E m="'E 

400. Es sei jetzt 
(1) 

eine beliebige Folge von über E summierbaren Funktionen. Wir be
trachten in einem Punkte P von E die k Zahlen h (P), fa (P), ... , hCP) 
und bezeichnen mit fPk(P) die größte unter diesen Zahlen. Dann ist 
fPk(P) eine Funktion, die, auf E betrachtet, meßbar ist (§ 352, Satz 10); 
außerdem aber ist 

(2) 

und, da die Summe auf der rechten Seite der letzten Ungleichheit aus 
lauter über E summierbaren Funktionen besteht, ist sie selbst über E 
summierbar und das Gleiche gilt nach dem Satze 5 des § 386 von 
1 fPk(P) I· Hiernach muß aber auch fPkep) selbst über E summierbar sein. 

Die Folge 

ist nun nach Konstruktion monoton wachsend, und da sie aus lauter 
über E Bummierbaren Funktionen besteht, so kann man den Satz des 
vorigen Paragraphen hier anwenden, der hier eine Aussage über 

(3) G(P) = obere Grenze der Folge (h (P), t;(P), ... ) 

enthält, weil man ja 
(4) G(P) = Ern fP.(P) 

k=", 

setzen kann. 
Man bemerke, daß, wenn G(P) über E summierbar ist, jede der 
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Funktionen f,,(P) kleiner als eine von k freie über E summierbare 
.Funktion ist; und daß, wenn das der Fall ist, d. h. wenn für jedes k 

[,.(P) < S(P) 
ist, wo S(P) eine über E summierbare Funktion ist, die Folge der Inte
grale von lPl(P), lP2(P), ... über E beschränkt ist, da dann für jedes k 

!lP1(P)dw <JlP"(P) dw s;,JS(P)dw 
E E E 

ist. Hieraus folgt aber nach dem letzten Satze die Summierbarkeit von 
G(P) über E und wir können den Satz aussprechen: 

Satz 14. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
obere Grenee G(P) einer Folge von über E summierbaren Funktionen eben
falls über E summierbar sei, ist die, daß sämaiche Funktionen f,,(P) nicht 
größer seien als eine feste über E summierbare Funktion S(P). Dann 
ist aber auch stets die 

obere Grenze von ff"ep) dw <JGCP) dw. 
E E 

Ein ganz analoger Satz gilt natürlich auch für die untere Grenze 
einer Folge von Funktionen. 

401. Liegen die Funktionen fl(P), fg(P), ... sämtlich unterhalb 
einer festen, über E summierbaren Funktion S1 CP) und setzt man 

(1) G,,(P) = obere Grenze von {fA:CP), fH 1 CP), ... }, 
so sind nach dem letzten Paragraphen diese Funktionen summierbar. 
Außerdem ist aber nach unserer Konstruktion 

(2) 
und folglich ist auch 
(3) y(P) = lim Gkep ) , 

k=", 

wegen des Satzes 13 des § 399, über E summierbar, falls 

(4) limJG"ep) dw >-00 
k="'E 

ist. 
Setzt man zur Abkürzung 

I" = Jr,,(P) dw, 
E 

so ist nach dem vorigen Paragraphen 

obere Grenze von {lt , Il;+lI"'} 5,fG"CP)dw 
E 
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und folglich für jedes 7c 

~lm Jfj (P) dw <f Gt.-(P) dw. 
J='" E E 

Es ist also auch 

(5) 

woraus man entnimmt, daß die Bedingung (4) jedesmal dann erfüllt ist, 
wenn die linke Seite von (5) endlich ist. In diesem Falle ist aber HP) 
summierbar und 

JrCP) dw = lim fGkep) dw; 
E k=""E 

ferner kann man auch schreiben 

;YCP) = fim ~(P), 
k=", 

sodaß wir den Satz aussprechen können: 

Satz 15. Sind die Fun7ctionen der Folge t~ (P), t~ (P), ... alle über 
E summierbar und nicht größer als eine feste, iiber E summierbare Funk
tion 8 1 (P) und t'st 

eine von - 00 verschiedene Zahl, so ist die Funktion lim f"CP) ebenfalls 
eine über E summierbare Funktion und man hat k=oo 

lim Jf,,(P) dw < flim ~(P) dw. 
k=OOE E k=oo 

Einen ganz analogen Satz hat man für die unteren Limites, falls die 
Funktionen fl (P), f2 (P), ... alle nicht kleiner sind als eine über E 
summierbare Funktion 82 (P). Man kann ihn aus dem vorhergehenden 
sofort entnehmen, indem man (k(P) durch -(;;(P) und S2(P) durch 
- 8 2 (P) ersetzt. 

402. Der wichtigste Fall ist aber der, daß beide Ungleichheiten 
zugleich gelten und man setzen kann: 

(1) Si(P) < ("CP) ~ S1 (P); 

dann hat man nämlich für jedes 7c 

fS2CP)dw ;;;JMP)dw ~f81(P) dw 
E E E 

und folglich 

(2) fS2CP) dw 5: lim.ft~(P) dw < limft.(P) dU' <JS1(P)dw, 
E k="'E k="'E E 
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woraus man entnimmt, daß die beiden Hauptlimites der Folgen der 
Integrale von h,(P) über E endliche Zahlen sind. 

Aus der Bedingung (1) folgt überdies für jedes k 

Ifk(P)jo< IS1(P)1 + I S,(P) I =ß(P), 
wo S(P) eine über E summierbare Funktion bedeutet; ist umgekehrt 
für jedes k 
(3) Ifk(P) I < S(P), 
so kann man schreiben: 

- S(P) < fk(P) ~ S(P), 
womit gezeigt ist, daß man die Bedingung (1) durch (3) ersetzen kann. 

Alles in allem haben wir folgenden, aus dem vorigen mit Hilfe 
unserer Bemerkungen sofort aufzustellenden 

Satz 16. Sind die Funktionen fl(P), t;(P), ... über E summierbar, 
und ist ferner für jedes 7~ 
(4) Ifk(P) I <S(P), 
wo S(P) eine über E summierbare Funktion bedeutet, so ist stets 

(5) fiim f~(P) dw < lim Jrk(P) dw < lim Jrk(P) dw ~f lim fk(P)dw . 
.E' .1:=00 k=OOE k=OOE E .1:=00 

I.m Falle, daß die Funktionenfolge konvergiert, hat man insbesondere 

(6) limJr,,(p) dw = (!im fk(P)dw. 
i=COE E k=oo 

Für eine konvergente Funktionenfolge summierbarer Funktionen, die 
der Voraussetzung (4) des letzten Satzes genügt, folgt überdies, wenn man 

(7) f(P) = lim fk(P) 
.!:=co 

setzt, nicht nur die Gleichung 

(8) jlf(P)1 dw = limJif"CP) I dw, 
E k=OOE 

sondern sogar 

lim Jif(P) - fl(P) I dw = 0, 
k=COE 

(9) 

was natürlich mehr besagt, weil If( P) - ;,,( P) I ~ Ilf( P) I-I.f,,( P) II ist. 
:Man beweist diese letzte Gleichung, indem man bemerkt, daß für jedes k 

!f(P) - f,,(p) I < I fCP) I + I~(P)I < 2S(P) 
ist, so daß unser Satz auch auf die gegen Null konvergierende Funk
tionenfolge 

angewandt werden kann. 
If(P) - fiP)1 (k= 1,2, ... ) 
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Für die Anwendungen ist es bequem, noch folgenden Satz auszu
sprechen, obgleich er viel spezieller als Satz 16 ist: 

Satz 17. Eine auf einer P.u,rtktmenge E endlichen Inhalts gleichmäßig 
konvergierende Folge fl (P), MP), ... von über E summierbaren ena
lichen Funktionen konvergiert gegen eine über E summierbare Funktion f(P) 
und man hat stets 
(10) 

Man kann in der Tat nach Voraussetzung eine natürliche ·Zahl m 
finden, so daß für. jede natürliche Zahl j > m und in jedem Punkt P 
von E die Ungleichheiten 

(11) IfJ(P)-fm(P) I< 1 (j=m+1,m+2, .. ) 
gelten (§§ 171, 172). Nun ist aber, wegen der Endlichkeit des Inhalts 
von E und der Summierbarkeit der Funktionen fk(P) über E auch die 
Funktion 

S(P) = Ifl(P) I + If2(P)1 + . ". + if;"CP) I + 1 
über E summierbar. Ferner hat man mit Hilfe von (11) für jede natür
liche Zahl k 

IMP)I < S(P), 

so daß der Satz 16 auf unsere Funktionenfolge anwendbar ist. 

AbSChätzung und Approximation von Integralen. 

403. Es sei E eine meßbare Punktmenge und f(P) eine über E 
summierbare Funktion. Die Funktion If(P) I ist dann ebenfd.lls über E 
summierbar (§ 395, Satz 6) und das Integral 

(1) J flf(P)ldto 
E 

ist gleich dem Inhalte einer beliebigen Ordinatenmenge 0 von I f( P) I 
(§ 381). 

Wir setzen, wenn a: eine beliebige positive Zahl bedeutet, 

(2) E a = M(lfl > a) (a > 0) 

und bemerken, daß, wenn Ea nicht leer ist, der Zylinder von der Höhe (x, 

der Ea als Basis hat,in der Ordinatenmenge 0 als TeUmenge enthalten 
ist. Der Inhalt dieses Zylinders ist aber nach dem § 380 stets gleich 
a . mEtJc und wir haben daher die Ungleichheit 

a.mE" ~ J, 
welche die Endlichkeit der Zahl mEa: nach sich zieht. 
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Satz 1. Ist fCP) eine beliebige, über eine meßbare Punktmenge E sum
mim'bare Funktion und definiert man die Zahlen J und E a durch die 
Gleichungen (1) und (2), so ist E a stets eine Punktmenge von endlich mn 
Inhalte, für welche die Ungleichheit 

(3) 

besteht. 

Die Ungleichheit (3) liefert uns eine notwendige (aber nicht hin
reichende) Bedingung für die Summierbarkeit einer meßbaren Funktion 
f(P), indem sie die Existenz einer positiven Zahl J behauptet, die für 
jedes positive IX dieser Ungleichheit genügt. Sie gibt uns die Möglichkeit, 
meßbare Funktionen anzugeben, von denen man von vornherein sagen 
kann, daß sie nicht summierbar sind. 

Betrachtet man z. B. die Funktion einer Veränderlichen 1 : a;2 im 
Intervalle ° < .a; < 1, so gilt mit den Bezeichnungen dieses Paragraphen 
für jedes IX> 1 die Gleichung IX' mEa = Va-. Eine Zahl J, die für jedes 
IX der Bedingung (3) genügt, existiert also nicht und die Funktion 1: x2 
ist im betrachteten Intervall nicht summierbar. 

Um zu zeigen, daß unser Kriterium nicht hinreichend ist, betrachte 
man etwa die Funktion f(P) = 1: x im Intervall I: 0< x < 1. Diese 
Funktion ist ebenfalls nicht summierbar; setzt maL. nämlich 

1 1 
1k : 2k ~ X < 2k- 1 (k= 1,2, ... ), 

so ist fCx) > 2k - 1 in jedem Punkte von 1k und daher 

ff(P)dw > 2k - 1mIk = ~ . 
Ik 

Wäre nun (P) über E summierbar, so müßte (§ 397, Satz 11) 

~ f(P)dw 
k Ik 

eine endliche Zahl sein, und dies ist offenbar nicht der Fall. Dagegen 
ist hier mEa = 1: IX, so daß die Bedingung (3) für J ~ 1 besteht. 

(1) 

(2) 

404. Wir führen noch die Bezeichnungen ein: 

eo = ,itI(!fl =0), 
ea = M(O<lfl <IX); 

dann ist, wenn E a dieselbe Bedeutung hat wie im vorigen Paragraphen, 

E = Co + Ca + E"" 
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und man hat, weil die Integrale von ((P) und von i{(P)j über eo heide 
verschwinden, die Gleichungen 

(3) f((P)dw = f((P)dw + f{(1?)dw, 
E Ba Ra 

(4) .!1((P)I dw = JI{(P)J dw + jl(CP)! dw. 

Nun sei 
E Ba E a 

U1 > U~ > Ua > ... 
eine monoton abnehmende, gegen Null konvergierende Folge von posi
tiven Zahlen. Bemerkt man, daß dann 

E -<.E -<.E -<. ... a1 a2 alt 
und 

limEcrk = E - eo 
k=oo 

ist, so folgt mit Hilfe des Satzes 13 des § 399, daß 

./lrcP )J dw = lim.fi (CP) I dw 
E k="'Eak 

stattfinden muß; hieraus folgt aber wegen (4) 

lim fi((p) \ dw = 0. 
k=ooe 

ak 

Statt der letzten Gleichung kann man aber auch schreiben, weil das 
Integral von I ((P) j über ca monoton mit IX abnimmt, 

(5) lim fI((p) I dw = 0, 
a=O e« 

und, wenn man noch den Satz 8 des § 395 berücksichtigt,' 

(6) lim Jr(P) dw =0. 
cx=oea 

Die Gleichung (3) zeigt uns dann, daß 

(7) .fr(P) dw = lim .[((P) dw 
E a=O E a 

sein muß. 
Nach dem vorigen Paragraphen sind die Punktmengen E a von end

lichem Inhalte; aus der Formel (7) entnehmen wir ferner: um das Inte
gral über eine Punktmenge unendlichen Inhaltes durch Inte
grale über Punktmengen endlichen Inhalts zu approximieren, 
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können wir diese stets so wählen, daß in ihnen die zu inte
grierende Funktion merklich von Null verschieden ist. 

405. Es sei r(p) eine über E summierbare, nicht negative Funk
tion, die nicht der identisch verschwindenden Funktion äquivalent ist. 
Dann ist, wenn man die Bezeichnung einführt 

Eo= H(f> 1), 

Ek = M(;k < r< 2k~1) (k=1,2, ... ), 

mindestens eine der Punktmengen 

EOl Eu Es, ... , 

von nicht verschwindendem Inhalte, denn sonst wäre rCP) nur in einer 
N ullmenge, nämlich in 

Eo+E1 +Es +'" 
von Null verschieden. Es ist also z. B. 

mEk =l= 0, 

und es besteht dann nach dem § 403 die Relation 

(1) .fr(P)dw ~ 2~ mEt> 0. 
Ek 

Anderseits ist aber, weil r(p) nicht negativ ist, 

(2) frcP) dw ~fr(p) dw 
E Ek 

und der Vergleich von (1) up.d (2) liefert den 

Sa.tz 2. Es sei rCP) eine nicht negative, über die meßbare Punkt
menge E summierbare Funktion. Die Gleichung 

fr(p)dw = ° 
E 

findet dann und nur dann statt, wenn aur E 

r(p) '" ° 
ist. Insbesondere kann man aus 

fr(p)dw>O 
E 

schließen, daß die Punktmenge M (r> 0) keine NUllmenge ist. 
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406. Es sei E eine meßbare Punktmenge von endlichem Inhalte 
und f(P) eine Funktion, die über E summierbar ist und deren nntere 
Grenze 

9 = ger: E) 

endlich ist. Eine Funktion, die auf der Punktmenge E konstant gleich 9 
ist, ist über E FJummierbar und man hat 

jgdw=.q.mE. 
E 

lt'erner ist die nicht negative Funktion (f(P) - g) ebenfalls über E 
summierbar und diese letzte Funktion ist dann und nur dann der iden
tisch verschwindenden Funktion äquivalent, wenn f( P) äquivalent zu 9 
ist. Man hat also nach dem letzten Satze stets 

oder 

fcf(P) - g) dw > 0 

ff(P)dw > g.mB, 
E 

und das Gleichheitszeichen ist dann und nur dann zu nehmen, wenn 
f(P) .... 9 ist. 

Wir haben mit andern Worten den folgenden Satz, dessen zweiter 
Teil ebenso· zu beweisen ist: 

Satz 3. Es sei E eine meßbare Punl.:tmenge enrllichen Inhalts und 
f( P) eine über E surnmierbare Funktion mit endlicher unterer Grenze g. 
Dann ist dort enflweder 

f(P) '" 9 und fr(P) dw = g. mE 
E 

oder man hat stets 
fr(P) dw > g. mE. 
E 

Ist dagegen die obere Grenze G von f( P) auf E endlich, so ist dort entweder 

f(P)",G und Jr(P)du'=G.mE 
E 

oder man hat stets 
jr(p)dw< G·mE. 

E 

Dieser wichtige Satz wird der erste Mittel wertsatz der Inte
gra.lrechnung genannt. 

Caratheodory, Reelle Funktioneu 29 
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4:07. Wir wollen jetzt das Grenzverfahren angeben, durch welches 
Lebesgne ursprünglich das Integral definiert hat. Es sei E eine 
Punktmenge von endlichem Inhalte und fCP) eine nicht negative, 
über E summierbare Funktion. Wir geben uns eine monoton wachsende 
Folge von Werten, 
(1) Yo < Yl < Y'i < ... , 
die folgende Eigenschaften besitzen sollen: 

(2) 

(3) 

Yo = 0, lim Y~ = + 00, 
k=oo 

(k = 1, 2, ... ), 

und nennen eine Folge, die diese Eigenschaften besitzt, eine "Skala 
zwischen Null und Unendlich von der Breite 0". 

Führen wir die Bezeichnung ein 

(4) 
so ist 

E = Eo + E1 + E2 + ... 
und folglich (§ 396, Satz 10) 

00 

(5) ff(P)dw = 2 ff(P)dw. 
E k=O Ek 

Die Punktmengen Ek • sind als Teilmengen von E aUe VOll endlichem 
Inhalte, und nach dem Mittelwel·tsatze (§ 406) folgt hieraus 

(6) YkmE• <ft'(P) d1,{) :;S; Yk+l mE". 
Ek 

Da keine der Zahlen YkmEk negativ ist, folgt aus dem Vergleich von 
(5) mit (6), daß die Summe 

00 '" 

(7) s = ~Yk' mEk = ~YkmEk 
k=O k=1 

einen Sinn hat und daß stets 

(8) s <,(tCP) dw 
E 

sein muß. 
Anderseits aber folgt aus (3) für jede natürliche Zahl p 

woraus mit Hilfe von (7) folgt, daß die Summe von nicht negativen Zahlen 
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.. 

(9) 8=~Yk+lmEk 
k=O 

eine endliche Zahl darstellt, und daß 

(10) 8-8< ~·mE 

ist. Wir haben aber nac,h (5), (6) und (9) 

(11) 8 "2Jr(P)dw 
E 

und können also wegen (10) z. B. schreiben 

(12) fr(p)dw =8 + -fl·G·mE 
E 

Betrachtet man also unendlich viele Skalen mit gegen Null kon
vergierenden Breiten, so können wir das Integral der Ji'unktion rCP) über 
E a.ls Grenze der Summen 8 (oder auch S) darstellen, die man für 
diese Skalen berechnet. Wichtig ist ferner, daß die Genauigkeit der je
weiligen Approximation nur von der Breite ~ der Skala abhängt und 
für alle Funktionen, die über E summierbar sind, stets die gleiche ist. 

408. Hat der Integratiol1sbereich E einen unendlichen Inhalt, so 
sind von den Punktmengen E~, die wir im vorigen Paragraphen einge
führt hatten, die Punktmengen Eu Es, ... nach dem Satze 1 des § 403 
immer noch von endlichem Inhalte und die Punktmenge E o allein 
hat den Inhalt 00, Die 'Zahl 

8 = 2Yk,mEk 
-1:",1 

kann also ebenso wie fruher gebildet werden und sä.mtliche Schlüsse, 
die wir über diese Zahl hergeleitet ha.ben, bleiben gültig. Insbesondere 
hat man auch hier 

(1) 0< s <jr(p)dw; 
E 

dagegen hat jetzt S keinen Sinn. Wir wollen nun zeigen, daß man auch 
jetzt das Integral mit abnehmender Breite unserer" Skala durch s mit 
beliebiger Genauigkeit appro:x:imieren kann; d. h., wenn man sich eine 
beliebige positive Zahl E gibt, so existiert ein ~o, so daß für alle 
Skalen, deren Breite ~ < ~o ist, die Beziehung 

(2) s "5:fr(P) dw < s + f. 
E 

29* 
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gilt. Wir führen nun die Bezeichnungen 

~a= M(O< f< 2rl), 
ea = M(rl < f) 

§ 408 

ein und bemerken, daß nach den Ergebnissen des § 404 das Integral 
von tep) über eh mit a gegen Null konvergiert und die Zahl mee end
lich ist. Wir können daher rl derart wählen, daß die Relation 

(3) ft(P)dw ~ ; 

gilt; außerdem setzen wir ho gleich der kleineren der heiden Zahlen 

rl und ~. 
2me", 

Ist jetzt die Breite ~ der Skala kleiner als hOl so gibt es sicher unter 
den Zahlen deI' Skala eine Zahl yp' die der Bedingung 

IX;;; 'Yp < 2a 

genügt und für die dann p > 1 ist. Nun setze man 

(4) 

woraus 
(5) 

{ E' = M Cf< yp) , 

E"= M(t> 'Y1')' 

folgt, und führe a.ußerdem die Bezeichnungen ein 
1'-1 Oll 

(6) 

Man hat dann 

s'=~'!hmEk' s"=~'YkmEk' 
k=l k=p 

(7) o ~ s' <Jt(P) dw, 
E' 

und da wegen (5) 

!r(P) dw $,~rf(p) dw 
E' e2", 

ist, entnimmt man aus (3) 

(8) s' $, ft(p) dw ~ ; . 
E' 

Die Gleichung (12) des letzten Paragraphen liefert sodann, wenn man 
bemerkt, daß 

und daher 
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8·mE"< G'·me <.!.. 
a = 2 

ist, 

(9) sI' ~ft·(P) ilw < s" + ; . 
E" 

Durch Addition von (8) und (9) erhält man endlich die Ungleichhei
ten (2), die wir beweisen wollten. 

4:09. Man kann die Überlegungen des § 407 im Falle, daß der Inte
grationsbereich E einen endlichen Inhalt hat, auf über E summierbare 
Funktionen beliebigen Vorzeichens übertragen. Dazu betrachte man eine 
von - 00 bis + 00 reichende Skala von der Breite 8 

... < Y-2 < Y-l < Yo < Yl < Y2 < .. " 
in der wieder Yo = 0 ist, und führe die Pllnktmengen 

E' = M({> 0), 
E"=M(f<O) 

ein. Auf E' ist die gegebene Funktion (CP) nicht negativ, desgleichen 
die Funktion - {(P) auf R". Die Ausführungen des § 407 können da
her auf jeder dieser Punktmengen angewandt werden. Man behalte die 
früheren Bezeichnungen bei und setze für negative Werte von k 

Ek = ~I(Yk < ('$ Yk+l); 
dann ist jede der Zahlen 

-ao 

'" 
S'=~Yk+lmEk' SI' = :2Yk+l mEk 

k=-l k=O 

endlich, also auch 
+oc 

s=~YkmEk und S=;2Yk+lmEk' 
k=-~ k=-oo 

Man sieht ferner ebenso wie früher ein, daß die Gleichungen (8), (10) 
und (12) des § 407 auch hier gelten müssen. 

Darbouxsche Summen. 

4:10. Im Falle, daß der Integrationsbereich E eine beschränkte 
und abgeschlossene Punktmenge und die zu integrierende Funktion 
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f(P) eine beschränkte~ halbstetige Funktion ist, kann man das 
Integral 

ffCp)dW 
f: 

durch ein Grenzverfahren ganz anderer Art, als'das in den letzten Para
graphen angegebene, berechnen. 

Wir betrachten ein Zellennetz des Raumes, wie wir es im § 283 be
schrieben haben, und bezeichnen mit Q den endlichen Durchmesser und mit 

d'lÜ», d'\l(Q), dsÜ», ... 

die endlich oder abzählbar unendlich vielen Zellen des Netzes, die 
mit E mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Die Zellen sind nach 
Voraussetzung quadrierbare offene Punktmengen; die Gesamtheit der 
Punkte des Raumes, die auf der- Begrenzung von mindestens einer Zelle 
des Netzes liegen, haben, wie wir im § 284 sahen, den Inhalt N uil, und 
jeder Punkt des Raumes liegt entweder in einer Zelle oder auf der Be
grenzung einer Zelle. Hieraus folgt, daß, wenn man 

(1) 
setzt, 

6 0 = d'lÜ» + d'2(Q) + ... 

m(E - E(Jo) = 0 
ist, und daß folglich 

(2) \

lf(P)dW E[f(P)dW 

=~ ff(P)dw 
k E0l< 

ist. Wenn man nun mit G(f'; Edk) die obere Grenze von f(P) in der 
Punktmenge Ed',,(Q) bezeichnet, so ist nach dem Mittelwertsatz (§ 406) 

I ff(P) dw ;S; G(f: Ed'k)' mEdk 
1;;0" 

~ G(r; Ed'J. mako 
(3) 

Nun setzen wir 
(4) 

und nennen S~ die obere DarbouXBche Summe der Funktion f(F) 
für das gegebene Zellennetz vom Durchmesser (>. Dann folgt aus (2), (3) 
und (4), daß 

(5) ff(P) dw < SI! 
E 

ist. 
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411. Wir wollen jetzt zeigen, daß, wenn die Funktion {(P) be
schränkt und nach oben halbstetig ist, bei hinreichend kleiner Abmes
sung des Durchmessers Q unseres Zellennetzes, die entsprechende Dar
bouxsche Summe das Integral der Funktion {(P) mit beliebiger Ge
nauigkeit approximiert. 

Wir bezeichnen mit 9 und G die untere und obere Grenze der 
Funktion ( P) innerhalb der Punktmenge E und zerlegen das Intervall 

g<y<G+l 
in p gleiche Teile durch die Skala 

(6) Yo < Yl < Y2 < ... < Yp ' 

Es ist also 
(7) Yo =g, 
und für jedes k 

(8) 

Setzt man jetzt zur Abkürzung 

(9) Sk = M(f> y,,), 

so erhält man eine monoton abnehmende Folge von Punktmengen 

(10) So >- S1 >- S2 >- ... >- s'1" 

die alle abgeschlossen oder leer sind, weil ((P) nach oben halbstetig 
und E abgeschlossen ist (§ 136, Satz 3). Außerdem aber ist wegen (7) 
und (9) 
(11) So = E, s'1' = O. 
Wir setzen ferner 
(12) ek = Sk - SA;+l (k = 0, 1, ... , (p -1», 
was man wegen (9) schreiben kann 

ek = M(Yk < « YH1)' 
und bemerken, daß (nach den §§ 407 und 409) 

'1'-1 

(13) ,,~Yk+1mek <f(P)dW + kmE 

ist. Wir können nun wegen (12) schreihen 

und hieraus folgt 
'1'-1 

.:E'!h:+lme" = y1mso + '!I2ms1 + ... + Ypmsp _ 1 
k=O 
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und 

(14) 
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weil msp = 0 ist, hat man schließlich 
p -1 

Y1msO + h~mSk < (f(P)dw + hmE. 
k=l E 

§411 

Wir bezeichnen jetzt mit 0k die Vereinigungsmenge der Zellen 
unseres Zellenlletzes, die mit Sk einen Punkt gemeinsam haben; das ist 
eine Punktmenge, die der Menge 83 des § 284 entspricht. Wir erhalten 
eine monoton abnehmende Folge von Punktmengen 

(15) tJo > 01 > 62 > ... ;::- 0p' 

bei der 00 dieselbe Bedeutung hat wie im vorigen Paragraphen und 
op leer ist. Außerdem ist, wegen der Eigenschaften des Zellennetzes, 
stets (§ 284) 
(16) mol' > msk • 

Setzt man jetzt 
(17) lh = 0k - 0k+1' 

so besteht llk aus Zellen, die keinen einzigen Punkt von Sk+l enthalten; 
wegen der Gleichung (9) ist also 

EYjk -< M(f<Yk+l) 

und durch Umordnen der Glieder der Summe in der Gleichung (4) er
hält man die Beziehung 

p-l 

SI! <~'!Ik+lm'YJ". 
k=O 

Eine der Umformung von (13) in (14) analoge Rechnung liefert hierauf 
p-l 

SI! ::;; Yl moo + h ~mok 
);=1 

und, wenn man (14) benutzt, 

(18) SI! <Jf(P)dW + h· mE + Y1(moO - mso) + h1(mok - msk ). 
E k=l 

Ist jetzt E eint! beliebige positive Zahl, so wähle man die Anzahl p 
der Teilungspunkte (6), so daß 

h·mE<~ 
2 

sei; dazu genügt es, die natürliche Zahl 

" 2(G-g+l)mE 
p/- s; 

zu wählen. Hierauf kann man mit Berücksichtigung der Abgeschlossen
luiit der Punktmengen Sk nach der Schluß gleichung des § 285 eine po-
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sitive Zahl Qo So wählen, daß die Ungleichheit 
p-l 

Yl(moO(?)-mso) + h~(mt17c«(!)-msk) < : 
.1:=1 

467 

gilt, so'bald ~ < (>0 ist. Dann ist aber nach (5) und (18) für jedes Zellen
netz, dessen Durchmesset· Q die Zahl Qo nicht übertrifft, 

(19) Jf(P) dw :::;; S~ ~Jr(P) dw + E. 
E 1:: 

Wir betrachten nun eine Folge von Zellelllletzen, deren Durchmesser ~ 
gegen Null konvergieren. Die vorige Überlegung zeigt uns dann, daß die 
entsprechenden oberen Darbouxschen Summen gegen eine ganz bestimmte 
Zahl, nämlich gegen das Integral unserer Funktion (P) über E kon.
vergieren. 

4012. Es sei jetzt f(P) eine beschränkte, nach unten halbstetige 
Funktion. Wir definieren die untere Darbouxsche Summe, die einem 
gegebenen Zellennetz des Raumes entspricht, durch die Gleichung· 

(1) 

die der Gleichung (4) des § 410 nachgebildet ist, und in welcher g (f; E ~ k) 
die untere Grenze der Funktion f( P) in der Punktmenge E· Ö'k (Q) be
deutet. Die Summe ist uber dieselben Zellen des Raumes erstreckt wie 
früher. 

Nun bemerke man, daß die Funktion - f( P) eine beschränkte und 
nach oben halbstetige fi'unktion ist, deren obere Darbouxsche Summe 
der Zahl § .. entgegengesetzt ist. Hieraus folgt, daß mit abnehmendem 
Durchmesser des Zellennetzes die Zahl fll( gegen das Integral von f( P) 
U ber E konvergiert. 

Die Resultate diet!es und des vorigen Paragraphen lassen sich in 
folgendem Doppelsatz zusammenfassen: 

Satz 1. Ist E eine beschränkte und abgeschlossene PWftktmenye und 
f(P) eine auf E definierte, nach uben (unten) halbstetige und auß&rdem 
beschränkte Funktion, so konvergieren die oberen (unteren) Darbouxschml 
Summen von f(P) über Zellmnetze des Rwumes, derm~ Durchmesser gegen 
Null sflreben, gegen das Integml 

Jf(P)dw. 
E 

413. Bei der Definition der beiden Darbouxschen Summen haben 
wir nur von der Beschränktheit der Punktmenge E und der Funktion (CP) 
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Gebrauch gemacht, dagegen die Abgeschlossenheit von E und die Halb
stetigkeit von (P) nur wegen der Bedürfnisse des Konvergenzverfah
rens hinzugezogen. 

Wir können also die Darbouxschen Summen auch für ganz beliebige, 
beschränkte - nicht einmal meßbare - Funktionen bilden, deren De
finitionsbereichE ebenfalls beschränkt, aber nicht meßbar zu sein braucht. 
Es existieren dann stets die beiden Summen 

(1) 

(2) 

die über alle Zellen J" zu summieren sind, welche mit E einen gemein
samen Punkt besitzen. Diese Summen konvergieren stets absolut. 

Das bemerkenswerte Resultat von Darboux ist, daß auch hier mit 
abnehmendem, gegen Null konverg'ierenden Durchmesser des Zellen
netzes die beiden Summen SI! und SI! gegen zwei wohlbestimmte Zahlen 

SEf(P)dw und SEf(P) dw 

konvergieren. Um dies zu zeigen, betrachten wir die abgeschlossene 
Hülle E von E, die eine beschränkte, abgeschlossene Punktmenge ist, 
und die obere und untere Limesfunktion der Funktion f(P), die wir hier 
ebenso wie im § 123 mit !P(P) und pCP) bezeichnen wollen. Nun 
bemerken wir, daß jede Zelle ~". die mit E einen Punkt gemeinsa.m hat, 
auch mit E einen Punkt gemeinsam haben muß (§ 284), so daß die 
Darbouxschen Summen (1) und (2) und die Darbouxschen Summen der 
halbstetigen Funktionen !P(P) und cpCP) über E sich bei derselben 
Zelleneinteilung über dieselben Zellen erstrecken. 

Da ferner die Zellen 8} offene Punktmengen sind, hat man (§ 133, 
Satz 12) 

und 

Die obere Darbouxsche Summe von (P) über E ist also gleich - und 
zwar gliedweise gleich - der oberen Darbouxschen Summe von 'P(P) 
über E, und ebenso ist die untere Darbouxsche Summe von (P) über 
E gleich der unteren Darbouxschen Summe von rp(P) über E. 

Diese letzten Summen konvergieren nach den vorigen Paragraphen 
gegen die Integrale der Funktion !P(P) bzw. cp(P) über E, wenn man 
den Durchmesser des Zellennetzes gegen Null konvergieren läßt. 
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Es existieren also die Limites 

und 

lim S(> = SEf(P) dw 
('=0 

lim ~I! = SEf(P) dw. 
(>=0 -

Diese letzten Zahlen nennt man gewöhnlich das obere und das 
untere Riemannsche Integra.l der Funktion (P) über E und man 
hat den 

Satz 2. Bel3eiehnet man mit 

SEf(P)dw. SEf(P)dw 

das obere und das untere Riemannsche Integral einer beschränkten Funk
tion rcP) über die beschränkte Punktmenge E. so gelten mit den obigen 
Bezeichnungen die Gleickung(m 

(3) SEf(P) dw = fW(p) dw, 
E 

(4) SEf(P)dw = ffjJ(P)dw. 
E 

Riemannsohe Integrale. 

4:14:. Sind die Punktmenge E und die Funktion ((P) beide meß
bar, so folgt aus der Beschränktheit von E und f(P), daß {(P) über E 
8ummierbar ist (§ 395, Satz 7). }j'erner ist die Funktion, die in E gleich 
{( P) und in CE - E) gleich der unteren Grenze 9 von f( P) ist, über E 
summierbar und in keinem Punkte von J!j größer als <P CP). Hieraus und 
aus der Gleichung (3) des letzten Paragraphen folgt aber sofort 

SEf(P)dw > fr(P)dw + g.mIE-E). 
E 

Ebenso findet man dUl'ch den Vergleich von qJ(P) mit einer Funktion, 
die in Egleichf(P) und in (E-E) gleich der· oberen Grenze Gvonf(P) ist, 

SEf(P)dw <Jr(P)dw + G·m(E-E). 
E 

1st endlich noch außerdem E nach außen quadrierbar (§ 279), d. h. 

hat man m(E-E) = 0, 

so kann man statt der letzten Relationen einfach schreiben 

Sgf(P)dw </f(P)dW < SEf(P)dw. 
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415. Die Definition des Integrals, die vor der Lebesgueschen 
Theorie üblich war, ist zuerst für stetige Funktionen von Cauchy und 
später für die Il.llgemeinsten in Betracht kommenden Funktionen von 
Riemann gegeben worden. Nach unserer bisherigen Terminologie er
streckt sich diese Definition über folgende Funktionen: 

Definition. Eine auf einer beschränkten nach außen qua
drierbaren (§ 279) Punktmenge E definierte Funktion ((P) 
heißt nach Riemann integrierbar, falls das obere und das 
untere Riemannsche Integral von fCP) über E den gleichen 
Wert haben, der dann das Riemannsehe Integral von ((P) 
über Eheißt. 

Nach Voraussetzung ist hier mit den Bezeichnungen der vorigen 
Paragraphen 
(1) -m(E - E) = 0 
und 

(2) J(j)(P)dw Jrp(P)dw. 
E E 

Aus diesen heiden Gleichungen folgt nun 

JcW(P) - rp(P))dw = O. 
i 

Nach dem Satze 2 des § 405 muß aber dann, weil (<P(P) - rp(P) eine 
nicht negative Funktion, nämlich die Schwankung S(P) von fCP) in E 
bedeutet, 
(3) S(P) = (j)CP)·- rp(P) "-' 0 
sein, und diese Bedingung ist hinreichend für die Gültigkeit der Glei
chung (2). 

Satz 1. Da{ür, daß eine Punktion f( P) nach Riemann über E inte
grierb(J,r sei, ist notwendig und hinreichend, daß die.se Funktion be
sChränkt und, außer in ein~r Nullmenge, überall stetig sei und daß E 
beschränkt und nach außen q'uadrierbar sei. 

Aus der Bedingung (3) folgt ferner, wenn man noch die in jedem 
Punkte von E bestehende Ungleichheit 

rp(P) < fCP) < CP(P) 
benutzt. 
(4) <p (P) '"" f( P) "'- c]) (P) . 

Die Funktionen <pCP) und <PCP) sind über E summierbar, desgleichen 
also auch die ihnen äquivalente Funktion fCP), die deshalb auch meß-
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bar (§ 395, Satz 6) sein muß. Aus den Gleichungen (1) und (4) oder 
wenn man wilL aus der Schlußrelatioll des letzten Paragraphen folgt 
ferner, daß das Riemannsche Integral über Edenseiben Wert wie das 
gewöhnliche hat. 

Satz 2. Eine über E nach Riemann integrim'bare Funktion ist in E 
meßbar und auch über E summierbar und ihr Riemannsches Integral 
übet" OE' ist gleich dem gewöhnlichen. *) 

416. Die Umkehrung des vorigen Satzes ist natürlich nicht richtig: 
z. B. ist die Dirichletsche Funktion (§ 170) meßbar und beschränkt und 
daher über das Intervall 0 < x < 1 summierbar, aber wie man sofort 
sieht nicht nach Riemann integrierbar. 

Die Klasse der nach Riemann integrierbaren Funktionen ist aber 
nicht nur deshalb wichtig, weil sie bis vor kurzem die allgemeinste 
Klasse von beschränkten lt'unktionen war, die man in der mathematischen 
Literatur systematisch behandelt hatte, und daher die Kenntnis ihrer 
Eigenschaften für das Studium der meisten mathematischen Abhand
lungen unentbehrlich ist, sondern vor allem, weil man die Riemann
sehen Integrale durch einen Grenzprozeß berechnen kann, der die in 
den §§ 407 und 410 geschilderten bei weitem an Einfachheit übertrifft. 

Wir betrachten dazu wieder ein Zellennetz des Raumes vom end
lichen Durchmesser (! und bezeichnen, wie im § 410, mit 

(1) ß\(Q), 02(Q), .. " 

die in endlicher (oder abzählbar unendlicher) Anzahl vorhandenen Zellen 
die mit der Punktmenge-E einen Punkt gemeinsam haben. In jeder der 
Punktmengen 
(2) E" 0k(Q) 

wählen wir einen Punkt P k aus und bilden die Riemannsche Summe 

R Q = ~f(Pk)· mako 
'k 

Zu elDem Zellennetz kann es unendlich viele Riemannsche Summen 
geben, da man noch die Freiheit in der Wahl von P k innerhalb der 
Punktmenge (2) besitzt. Aber für jede solche Wahl ist nach den For
meln (1) und (2) des § 413 
(3) Se < RQ < S ~ . 
Man kann nun P k innerhalb der Zelle fJk so wählen; daß für jedes k die 

*) D. h. dem Integral, das wir in den §§ 381 und 391 definiert haben, und 
das auch im Gegensatz zum Riemannachen das Lebesguesche Integral ge
nannt wird. 
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Ungleichheit 

ist. Dann ist, wenn man über k summiert, 

Sf.! -BI.' < (!, 
Durch eine andere Wahl der Pit hätte man bei demselben Zellennetz 
erreichen können, daß 

ist. 
Re -.Q~ < (! 

Betrachtet man jetzt eine Folge von Zellennetzen, deren Durchmesser 

!?1' !?2' !?3' ' . , 

gegen Null konvergieren, so kann man ihnert eine Folge von Riemann
scben Summen zuordnen, fiir welche 

zugleich mit 

gilt. 

(k=1,2, ... ) 

(k=1,2, .. .) 

Ist die ]'unktion f( P) nich t nach Riemann integrierbar, so werden 
die Riemannschen Summen mit ungeradem Index gegen das obere, die 
mit geradem Index aber gegen das untere Riemaunscbe Integral kon
vergieren, die ganze Folge also überhaupt keinen Grenzwert haben. 

Ist dagegen {'CP) über E nach Riemann integrierbal', so wird, 
wegen (3), bei ganz beliebiger Wahl der Riemannschen Summen Rf!;' 
die Gleichung 

lim Bf! = ff( P) dw 
k=oo k E 

stattfinden. Es gilt also der 

Satz 3. 1st E eine beschränkte, nach außen quadricrbm'e Pttnktnumge 
und bildet man für e~ne Folge von Zellennetzen, deren Durchmesser gegen 
Null konvergieren, ganz beliebige Riemannsche Summen einer in E be
schränkten Funktion tt P), so konvergieren diese Summen dann und nur 
dann immer ge,qen einen bestimmten Wert, toenn {'CP) über E nach Rie
mann integrierbar ist, In diesem Falle ist die Grenze der Riemannschen 
Summen stets ,qleich dem Integral der Eunktion, 

Bei diesem Gl'enzverfahl'en ist vor allem zu beachten, daß man die 
Punkte Pk in jeder Zelle ganz willkürlich wählen kann. Es ist natül'
lich nicbt gesagt, daß man bei spezieller, besonders kUllstvoller Wahl 
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der Punkte Pk nicht Riemannsche Summen bilden kann, die gegen das 
Integral einer summierbaren, aber nach Riemann nicht integrierbaren 
Funktion konvergieren. 

4:17. Wir wollen jetzt einige Bedingungen aufstellen, unter denen 
eine gegebene Funktion nach Riemann integrierbar ist. 

Satz 4. Eine auf einer beschränkten, nach außen quadrierbaren 
Punktmenge E stetige und beschränkte Funktion ist nach Riemann 'in te
grierbar. 

Der Satz ist eine direkte Folge des Satzesl des § 415; die Be
dingung der Beschränktheit der Punktion muß natürlich erwähnt werden 
und kann nur für abgeschlossene Punktmengen E durch die Bedingung 
ersetzt werden, daß fCP) endlich sein soll (§ 137, Satz 6). Dagegen 
braucht die Funktion fCP) nicht nullter Klasse auf E zu sein (§ 362), 
d. h. es kann in der NuUmenge (E - E) die Schwankung 

sein. 
<PCP) - rp(P) =+ 0 

Satz 5. Eine in einem Intervalle 

a<x<b 

beschränkte monotone Funktion ist nach Riemann integrierbar. 
Wir sahen nämlich, daß die Unstetigkeitspunkte einer solchen Funk

tion immer eine abzählbare Punktmenge (§ 151, Satz 7) bilden und eine 
solche Menge hat stets den Inhalt NulL 

418. Eine beschränkte halbstetige Funktion braucht nicht nach 
Riemann integrierbar zu sein. Eine Funktion, die in der offenen, überall 
dichten Punktmenge A, die wir im § 280 angegeben haben, gleich Null 
ist und in allen übrigen Punkten des abgeschlossenen Intervalls 0 < x < 1 
den Wert Eins annimmt, ist halbstetig. Ihre Schwankung ist aber-gleich 
Eins in allen Punkten des Intervalls, die nicht zu A gehören und von 
diesen Punkten haben wir gerade bewiesen, daß sie keine Nullmenge 
bilden, sondern eine Menge vom Inhalte t. 

Dagegen gilt der 

Satz 6. Die obere und die untere Limesfunktion e'iner über E nach 
Riemann integrierbaren Punktion sind ebenfalls über E und sogar über E 
nach Riemann integrierba1'e Funktionen. 

In der Tat ist die Schwankung der Limesfunktionen einer Funk
tion in keinem Punkte von E größer als die der Funktion selbst (§ 140, 
Satz 2), und folglich, falls die Funktion nach Riemann integrierbar ist, 
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überall Null außer höchstens in einer Nullmenge von E oder in der 
Nullmenge (E - E). 

Dagegen können die beiden Limesfunktionen einer Funktion nach 
Riemann integrierbar sein, ohne daß dies für die Funktion selbst der 
Fall ist. Z. B. hat die Funktion, die in allen rationalen Punkten eines 
Intervalls gleich Eins und sonst gleich Null ist, überall die Schwankung 
Eins und ist also nicht nach Riema,nn integrierbar, ihre beiden Limes
funktionen sind aber stetige Funktionen und daher integrierbar nach 
Riemann. Hier fällt das untere Riemannsche Integral der Funktion 
mit dem gewöhnlichen Integral zusammen. Die im § 128 gebildete 
Funktion liefert uns dagegen ein Beispiel einer summierbaren Funktion, 
deren Integral weder dem oberen noch dem unteren Riemannschen 
Integral der Funktion gleich ist und wo die bei den Limesfunktionen 
der Funktionwiedernm stetig sind. 

419. Sind f1(P.) und fs(P) zwei über E nach Riemann integrier
bare Funktionen, so seien Nl und N2 die Teilmengen von E: in denen 
die Schwankungen von ft (P) und {;(P) von Null verschieden sind. Nach 
Voraussetzung sind Nt und N 2 Nullmengen, desgleichen. also ihre Ver
einigungsmenge 

In jedem Punkte von (E - N) sind a.lso die beiden Funktionenft(P) 
und t;(p) stetig und nach dem Satze 9 des § 131 gilt dasselbe von 

ft (P) ± t~(P), fl (P) f2(P), 
und, falls t; (P) + 0 ist, von 

ft (P) • 
ft (P) 

Die Schwankung diesel' letzten Funktionen ist also höchstens in der 
Nullmenge N von Null verschieden und wir können folgendes schließen: 

Satz 7. Sind fl(P) und, fs(P) zwei über E nach. Ri,emann integ'l'ier
bare Punktionen, so gilt dasselbe von 

(1) ft(P) ± t;(P), 
und endlich au,eh 'Von 
(2) f..(P) 

f~(P) , 

ft (P)f,(P) 

dieses a:tJer nur, wenn in jedem Punkte von E die Bedingung ft (P) =+= 0 
besteht und wenn die Funktion (2) in E besch.ränkt ist. 

Ist insbesondere f»CP) = l eine Konstante, so folgt aus dem vörigen 
Satze, daß lft (P) nach Riemann integrierbar ist. Ferner folgt durch 
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den Schluß von n auf (n + 1), daß jeder Ausdruck, in welchem endlich 
viele nach Riemann integrierbare Funktionen vorkommen und der durch 
Wiederholung von endlich vielen Operationen, wie (1) und (2), gebildet 
ist, ebenfalls eine nach Riemann über E integrierbare Funktion darstellt. 

Dieselbe Schluß weise auf die Sätze 10 und 11 des § 132 angewandt 
liefert ferner den 

Satz 8. Der absolute Betrag Il(F)j einer übe?' E nach Riemann ·inte
grierbaren Fnnktion l(F) -ist nach Riemann inte.llrierbar. 

Die obere und die untere Grenze einer Folge von endlich vielen, nach 
Riemann über E integriel"ba?'en F'unktionen hat dieselbe Eigenschalt. 

4:20. Dagegen braucht die obere oder untere Grenze einer Folge 
von unendlich vielen, nach Uiemann integrierbaren Funktionen, selbst 
wenn sie summierbar und beschränkt ist, nicht nach Riemann integrier
bar zu sein. Im § 418 haben wir z. B. eine nach oben halbstetige Funk
tion untersucht, die beschränkt war und über das Intervall 0 < x < 1 
nicht nach Riemann integrierbar war. Eine solche Funktion kann aber 
stets als untere Grenze einer monoton abnehmenden Folge von stetigen 
beschränkten Funktionen angesehen werden (§ 367, Satz 2), womit aber 
schon unsere Behauptung' erwiesen ist. 

Die Sätze der §§ 399-402, die für summierbare Funk
tionen gelten, können also auf nach Riemann integrierbare 
Funktionen nicht übertragen werden, mit Ausnahme des 
Satzes 17, der sich auf gleichmäßig konvergente Folgen 
bezieh t. 

Es sei nämlich 
(1) 

eine Folge von unendlich vielen, über E nach Riemann integrierbaren 
Funktionen, die gleichmäßig gegen eine Funktion l(F) konvergiert. 

Mit N k bezeichnen wir die Nullmenge, in welcher die Schwankung 
von fk(P) nicht verschwindet, und mit N die Vereinigungsmenge 

N=N1 +N2 +Ns +···· 
Dann ist N ebenfalls eine Nullmenge und in jedem Punkte von (E-N) 
ist für jedes k die Punktion t;.(P) stetig. 

Konvergiert die Folge (1) gleichmäßig gegen eine Funktion l(P), 
so ist l(P) beschränkt (§ 172, Satz 1) und stetig in jedem Punkte von 
(E - N) (Satz 2 desselben Paragraphen), also auch nach Riemann inte
grierbar über E (§ 415, Satz 1). 

Satz 9. Eine gleichmäßi.q konve?yente F'olge von über E nach Rie
mann integr'ierbaren Funktionen k<Jnvergierl gegen eine Funktion von der
selben Eige?~schalt. 

Caratb~odoTY, Reelle Funktiollen. 30 
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4-21. Es sei E t eine beliebige, nach außen quadrierbare Teilmenge 
von E und (P) eine über E nach Riemarm integrierbare Funktion. 
Dann ist {"CP) in Ei beschränkt und die Punkte Nt von EI, in denen 
die Schwankung von (( P) von Null verschieden ist, bilden eine Teil
menge der Punktmenge N von E, in welcher die Schwankung von fCP) 
in E nicht verschwindet. 

Da N eine Nullmenge ist, so gilt dasselbe von Nt und wir haben den 

Satz 10. Eine über E nach Riernann mtegrierbare Funktion hat auf 
jeder nach außen quadrierbaren Teilmenge EI von E dieselbe Eigenschaft . 

. Es seien anderseits EI und E 2 zwei nach außen quadrierbare be
schränkte Punktmengen ohne gemeinsame Punkte, EI und E 2 ihre ab
geschlossenen Hüllen und 
(1) E = EI + E 2 • 

Weil Et Es = 0 ist, kann man schreiben 

(2) { EI = (EI - ~2EI) + (E2 - ~2)~1 , 
Ei = (Es-Ei E2) + (EI - Ei )E2 • 

Ist nun (P) eine auf E d~finierte Funktion und S(P), Sl(P), S2(P) 
ihre Schwankung auf E, EI und E 2 , so ist, weil E 2 und E t abge
schlossen sind,. 

(3) { S(P) = SI CP) in der Punktmenge (EI -1!2EIL 
S(P) = S2(P»)1" " (E2 - EI E2)· 

Nimmt man nun an, daß f(P) über EI und Es nach Riemann integrierbar 
ist, und bezeichnet mit NI und N2 die Nullmengen, in denen Sl(P) und 
S,lP) nicht verschwinden, so ist nach (2) und (3) die Schwankung S(P) 
unserer Funktion überall Null auf E, außer höchstens in der PUllktmenge 

(4) N = NI + N2 + (EI - EI) + (Es -E2). 

Da nach Voraussetzung sämtliche Bestandteile der Vereinigungsmenge( 4) 
Nullmengen sind und außerdem (CP) auf E beschränkt und E nach 
außen quadrierbar (§ 279, Satz 2) und beschränkt ist, so ist fCP) über 
E nach Riemann integrierbar. 

Mit Hilfe des Schlusses der vollständigen Induktion haben wir den 

Sa.tz 11. Sind EI> E2 , .:., E m endltich viele beschränkte, nach außen 
quadrierbare Punktmengen ohne gemeinsame Punkte 'und setzt man 

E = Ei + Ei!, + ... + Em , 

so ist jede auf E definierte Funktion f( P), die über jedes E k nach Riemann 
itntegrierbar ist, auch über E nach Riemann integrierbar. 
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Dieser Satz kann nicht auf abzählbar unendlich viele Punktmengen Ek 

übertragen werden. Um dies zu zeigen, betrachten wir wieder das Bei
spiel am Anfang des § 418 und bezeichnen mit B die abgeschlossene 
Punktmenge, in welcher die Funktion unseres Beispiels gleich Eins ist, 
und mit 

op 0'2' Da, ... 

die unendlich vielen (linearen) Intervalle, deren Summe gleich der Punkt
menge A ist, in welcher unsere Funktion verschwindet. Dann ist die 
Funktion sowohl auf B als auch auf jedem 0k nach Riemann integrier
bar, nicht aber, wie wir schon sahen, auf 

B + 0'1 + °2 + 0'3 + .. '. 
Bemerkung. Da jede über eine Punktmenge E nach Riemann 

integrierbare Funktion auch über E summierbar ist Und ihr gewöhn
liches Integral gleich dem Riemannschen ist, gelten sämtliche früheren 
Rechnungsregeln für Integrale (und insbesondere der Mittelwertsatz) 
auch in der Riemannschen Illtegrationstheorie, insofern die vorkommen
den Funktionen alle nach Riemann integrierbal' sind. Dieses muß in 
jedem speziellen Falle z. B. mit Hilfe der Sätze dieses A.bschnitts nach
gewiesen werden. Das Rechnen mit Riemannschen Integralen folgt dann 
einfach aus der Kombination der letzten Sätze mit den früheren. 

422. Durch eine geringfügige Änderung der Schluß weise am Ende 
des § 367 kann man nach Riemann integrierbare Funktionen 
angeben, die von keiner endlichen KlaRse sind. Dazu betrachten 
wir, wie im § 351, eine stetige monoton wachsende Funktionu = fex), 
welche die abgeschlossenen Intervalle 0:::; x _~ 1 und 0;;; u ::;: 1 ein
eindeutig und stetig aufeinander und einen maßgleichen Kern B des 
ersten Intervalls auf eine Nullmenge B* des zweiten abbildet. Es sei BI 
eine perfekte Teilmenge VOll B, die keine Nullmenge ist (§ 278, Satz 12) 
und G eine nicht meßbare Teilmenge von BI (§ 334, Satz 3). Das Bild 
B 1* von BI ist wegen der Stetigkeit der Abbildung abgeschlossen und 
als Teilmenge von B* eille Nullmenge. 

Es sei nun cp (I~) eine l!'unktion, die in jedem Punkte des Bildes C* 
von G gleich Eins und in der Komplellentärmenge von C* gleich Null 
ist. In jedem Punkte der u-Achse, der nicht zur abgeschlossenen Hülle 
von C* gehört, ist die Schwankung der Funktion cp(u) gleich Null, und 
da diese· abgeschiossene Hülle als Teilmenge von BI * eine Nullmenge 
ist, ist die Funktion q;(tt) nach Riemann integrierbar über das Intervall 
o < u < 1. Dagegen beweist man, nach der Schlußweise !lm Ende 
des § 367, daß cp(u) von keiner endlichen Klasse sein kann. 

30* 
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423. Wir wollen zeigen, wie man die Integration von stetigen Funk
tionen über beschränkte und abgeschlossene Punktmengen benutzen kann, 
um das Integral einer beliebigen, summierbaren Funktion zu berechnen. 
Eine über E summierbare Funktion (P) ist nämlich einer endlichen 
Funktion äquivalent (§ 391) und wir können daher die Resultate der 
§§ 371 und 372 benutzen. 

Wir bezeichnen, wie im § 372, mit B l1 B2 , B s, ... eine Folge von 
abgeschlossenen Punktmengen, auf denen (CP) stetig ist, und für welche 

1 
(1) m(E -- BJ < 27< 

ist. Ferner bezeichne man mit Wk einen abgeschlossenen Würfel, der 
dem A.nfangspunkte der Koordinaten konzentrisch und von der Kanten
länge k ist, und setze 
(2) EI: = Wk(B1 + B 2 ..;- ••• + Bk) (k = 1,2, ... ). 
Die Funktion (P) ist auf jeder der abgeschlossenen Punktmengen Eie 
stetig (§ 164); ferner enthält die Punktmenge 

(3) E o = lim E k 

jeden Punkt von 

und wegen (1) ist 

Es ist also 

(4) 

k=tIol 

m(E-Eo) = O. 

ff(P)dw =f(P)dw 
E Eo 

und, wenn man mit fJJk(P) eine Funktion bezeichnet, die in EI: gleich 
der Funktion (P) und sonst Null ist, so ist für jeden Punkt von Eo 

(p) = lim fJJk(P), 
k= 00 

A.ußerdem ist überall in Eo 

IfJJ,,(P) I < I (P) I 
und folglich nach dem Satze 16 des § 402 

(5) f(P)dw = limfrpkeP)dw. 
E o k=~Eo 

Endlich liefert der Vergleich von (4) und (5), wenn man noch berück
sichtigt, daß 

ist, das Resultat 
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ft(P)dw = lim~(r(P)dw, 
E Tr="'E!c 

das u. a. folgenden Satz enthält: 

Satz 12. Jedes Integral einer ~"'Ummierbaren Funktion kann als Grfmze 
von I1de,qralen von stetigen Funktionen über abgeschlossene und beschränkte 
Punktmengen u.nd mithin als Grenze von Riemannschen Integralen be
redvnet werden. 

Kapitel IX. Das unbestimmte Integral und die addi
tiven totalstetigen Mengenfnnktionen. 

Das unbestimmte Integral. 

424. In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit Funktionen rCP) 
eines Punktes P des n-dimensionalen Raumes, die über jede meßbare 
Punktmenge des Ra~mes VOn endlichem Inhalte s1llllmierbar sind 
Die Funktionen, die zugleich meßbar und beschränkt sind, haben z. B. 
diese Eigenschaft (§ 395, Satz 7). Ebenso die Funktionen, die über eine 
meßbare Punktmenge E summierbar sind und in der Komplementär
menge E' von E verschwinden .. 

Der Wert des Integrals von tCP) über eine beliebige meßbare Punkt
menge e von endlichem Inhalt ist eine Zahl, d,ie von der Wahl von e 
abhängt, und daher als eine Mengenfunktion F(e) angesehen werden 
kann (§ 83). Diese Mengenfunktion 

(1) F(e) = ft(p) dw 
• 

nennt man das unbestimmte Integral von t(P). 
Es seien t(P) und g(P) zwei Fun~tionen, welche dasselbe unbe

stimmte Integral F(e) besitzen; wir betrachten die Punktmengen 

(2) E 1 = M(t> g), E 2 = M(t< g) 

und bemerken, daß diese Punktmengen, die notwendig meßbar 'sinq, 
beide Nullmengen sein müssen. Ist in der Tat z. B. EI keine Nullmenge, 
sO gibt es meßbare Teilmengen el von E lI die ebenfalls keine Null
mengen sind, und deren Inhalt endlich und von Null verschieden ist 
(§ 269, Satz 3). Für diese muß nach Voraussetzung 

!f(P) dw - fg(P)dw 1 
e1 t, 
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oder, wenn man bemerkt, daß wegen (2) die Operation (f(P) - g(P» in 
el stets ausführbar ist, muß auch nach der Bemerkung am Ende des § 395 

.f((ep)-g(p))dw = 0 

" 
sein, was aber, weil in jedem Punkte von el 

((P) > g(P) 

ist, und met =+= 0 ist, dem Satze 2 des § 405 widerspricht. Die Funk
tionen (P) und g(P) müssen daher äq u j valen t sein. 

Hat umgekehrt die Funktion f(P) ein unbestimmtes Integral F(e) 
und ist g(P) eine ihr äquivalente Funktion, so ist nach dem Satze 3 
des § 392 die Funktion g(P) über jede Punktmenge mit endlichem In
halte summierbar und ihr unbestimmtes Integral gleich F(e). 

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ßwei 
Funktionen dasselbe unbestimmte Integral besitzen, ist, daß sie im gansen 
Raume äquivalent seien. 

Aus dem Satze 10 des § 396 folgt, wenn man mit el und cj zwei 
meßbare Punktmengen von endlichem Inhalte ohne gemeinsame Punkte 
bezeichnet, 

(3) { 

F(el + e2) e, f!'(P) dw 

=.f((P)dw + fr(P)dW 
61 t:, 

= F(et ) + F(e!). 

Von einer Mengenfunktion, welche die Eigenschaft 

F(el + et ) ... F(t;) + F(et ) 

besitzt, sagt man, daß sie a d d i ti v ist. 

Sa.tz 2. Jede,s wnlJestimmte Integral ist eine additive Mengen
(unktion. 

426. Wir betrachten eine nicht negative Punktion cp(P), die über 
den ganzen Raum 9I" summierbar ist, und definieren durch die Glei
chungen 

(1) { CPk(P) = cp(P) auf M(q;<k), 
rpk(P)=k "H(rp>k) 

eine monoton wachsende li'olge von beschränten Funktionen, die gegen 



§ 426 Da.s unbestimmte Integra.l 

tp(P) konvergiert. Es ist dann (§ 383, Satz 4) 

ffP(P)dw = limftpJr(P)dw, 
ffi" k=oo,m" 

471 

und man kann, wenn c eine beliebige positive Zahl bedeutet, die natür
liche Zahl klJ so bestimmen, daß 

,((P(P) - qJkJPJ) dw < i 
ist. :J!n 

Es sei jetzt e eine beliebige meßbare Punktmenge von endlichem 
Inhalte; man hat 

t-{P(P) dw - JfPko (p) du' ;;J( p(p) - Pko CP» dw < i ' 
e ~ m,t 

woraus mit Hilfe des Mittelwertsatzes (§ 406, Satz 3) folgt, da nach (1) 
stets Pk.(P) < ko ist, 

Jp(P)dw < ko·me ++. 
e 

(2) 

Für alle meßbaren Punktmengen e, die der Bedingung 

me< ~-

gen ügen, ist also stets 
= 2ko 

(3) ftp(P)dw < E 

426. Einer n ich t n egati ven meßbaren Funktion rep) ordnen 
wir die monoton abnehmende Folge von Punktmengen 

(1) E k = M(f> 2 k) (k = 1,2, ... ) 
zu. Sind die Punktmengen Ek alle von unendlichem Inhalt, so kann 
man eine meßbare 'reilmenge el von EI bestimmen, für welche met = 1:2 
ist und hierauf für jede natürliche Zahl k > 2 eine meßbare Teilmenge 
ek von (Ek - (ei + ... + ek - 1 ) E k ), für welche mek = 1: 2< ist. Die Folge 
eu e2 , ••• VOll Punktmengen besitzt also folgende Eigenschaften ' 

(2) 
ejek = 0 
1 

mek = 2< • 

Wir betrachten noch die Punkt.menge 

s = el + e2 + ... 
und bemerken, daß wegen (2) 

ms = 1 

(j 4= k), 

ist. Nun ist unsere Funktion f( P) entweder schon nicht summierbar 
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fiber eine der Punktmengen e,. oder, falls (CP) fiber sämtliche e,. sum
mierbar ist, so ist sie es nicht fiber s, denn man hat nach dem Mittel
wertsatz (§ 406, Satz 3) mit Berücksichtigung von (1) und (2) 

frcP) dw > 1 (k = 1, 2, ... ) 

und daher 

~ frep)dw = 00; 
k =1 "k 

dieses könnte aber nach dem Satze 11 des § 397 nicht stattfinden, falls 
rCP) über 8 summierbar sein sollte. Die Punktmengen e", und s sind 
von endlichem Inhalt; aus unserer Voraussetzung, daß die E k sämtlich 
von unendlichem Inhalt sind, folgt also die Existenz von mindestens 
einer meßbaren Punktmenge endlichen Inhalts über die die Funktion 
(P) nicht summierbar ist. . 

Umgekehrt folgt also aus der Voraussetzung, daß eine nicht nega
tive Funktion (CP) über jede Punktmenge endlichen Inhalts snmmier
bar ist, die Existenz einer Zahl ko, so daß Ek" von endlichem Inhalte ist. 
Dann muß aber ((P) nach Voraussetzung auch über E ... summierbar sein: 
nach der Gleiclrilllg (1) ist in jedem Punkte der Komplementärmenge Ei, 
von Ek• die nicht negative Funktion r( P) nicht größer als 2 "0, also be
schränkt. 

4:27. Das letzte Resultat des vorigen Paragraphen kann auf Funk
tionen beliebigen Vorzeichens öbel·tragen werden. Es sei f( P) eine nicht 
notwendig endliche Funktion, die über jede meßbare Punktmenge e von 
endlichem Inhalte summierbar ist. Ist dann W irgend ein Würfel des 
Raumes, so ist (P) über W summierbar und die Punkte von W, in 
denen (P) unendlich ist, müssen eine Nullmenge bilden. Hieraus folgt, 
daß rcP) in allen Punkten des 91", außer höchstens in einer Null
menge N, endlich ist. 

Wir betrachten die nicht negative Funktion q;(P), ditl in allen 
Punkten der Komplementärmenge N' von N gleich I f( P) I ist und in 
N verschwindet. Die Funktion q;(P) ist endlich und über jede meßbare 
Punktmenge e von endlichem Inhalt summierbar. Nach dem vorigen 
Paragraphen gibt es dann eine meßbare Punktmenge E, so da.ß die 
Funktion q;(P) über E summierbar ist und in der Komplementärmenge 
E' von E beschränkt ist. Es seitfJ(P) eine Funktion, die in (E+E'N) 
gleich f( P) ist und in (E' - E' N) verschwindet; diese Funktion ist dann 
über den ganzen Raum 91" summierbar. Ferner sei l(P) eine Funktion, 
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die in (E+E'N) verschwindet und in (E'-E'N) gleich (P) ist; die 
Funktion X(P) ist meßbar und beschränkt. Ferner ist 

f'(P) = l/!(P) + X(P), 

d. h. eine Funktion, die über jede beliebige meßbare Punktmenge end
lichen Inhalts summierbar ist, ist die Summe von zwei meßbaren Funk
tionen, von denen die eine über den ganzen Raum summierbar und die 
andere beschränkt ist. 

Umgekehrt sieht man sofort ein, daß die Summe von zwei der
artigen Funktionen über jede meßbare Punktmenge e von endlichem 
Inhalte summierbar ist. Wir haben also den 

Satz 3. Dafür, daß eine Funktion f( P) ein unbestimmtes Integ·ral F( e) 
besitze, ist notwendig und hinreichend, daß man f( P) als Summe von zwei 
meßbaren Funktionen darstellen kann, von denen die eine über den ganzen 
Raum s!/'mmierbal' und die andere besdwänltt ist. 

428. Wir wollen jetzt die Bedingungen dafür aufstellen, daß das 
unbestimmte Integral F(e) einer l!'unktion f(P) eine beschränkte 
Mengenfunktion sei. Wir nehmen also an, es existiere eine endliche 
Zahl G, so däß für jede meßbare Punktmenge e von endlichem Inhalte 

(1) I ff(P)dw I <G 

ist. Wir führen die bei den Punktmengen 

E = M(f> 0) und E'= M(f < 0) 

ein. Dann ist für jede meßbare Punktmenge e von endlichem Inhalte 

jif(P)ldw = ff(P)dw - frep)dw 
eE eE' 

nnd daher nach (1) 

jif(P)1 dw < 2 G. 
e 

Da hiernach das Integral der nicht negativen Funktion If(P) I über jeden 
beliebigen Würfel nicht größer als die endliche Zahl 2G sein kann, so 
ist e§ 397) diese Funktion und daher auch {(P) selbst (§ 395, Satz 6) 
über den ganzen Raum ~n summierbar. 

Ist umgekehrt f(P) über den ganzen Raum Bummierbar, BO gilt 
dasselbe von ihrem absoluten Betrage I (CP) I und, wenn man 

Jif(P) I dw == G 
\!in 
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setzt, so ist (§ 395, Satz 8) für jede meßbare Punktmenge e des Raumes 

jF(e) \ <.fI(P) dw< G. 
e 

Wir haben also den 

Satz 4. Da(ü1', daß dasunbesiimmte lntegral F(e) einer Funktion ((P) 
eine beschränkte Mengen(unktwn sei, ist notwendig und hmrl~ü~hend, daß 
die Funktion (P) über den ganzen Raum ~ln sum,m'erbar sei, 

4:29. Es sei Fee) das unbestimmte Integral einer Funktion ((P) 
und E eine beliebige positive Zahl. Nach dem Satze 3 des § 427 können 
wir schreiben 

(CP) = t/J(p) + X(P), 
wobei 1jJ(P) über den ganzen Ra.um summierbar und X(P) meßbar und 
beschränkt ist., Mit 1fJ(P) ist auch die Funktion t/J(P)f über den ganzen 
Raum summierbar und nach dem § 425 können wir eine positive Zahl 0', 
die von E abhängt, so bestimmen, daß für jede meßbare Punktmenge e, 
die der Bedingung 

me~o' 
genügt, die Relation 

(1) }11Jt(P) I dw ~ ; 

erItillt ist. Anderseits ist nach Voraussetzung 

IxCP)/ ~G 
und daher ist auch, wenn man 

(j" = -~-
2G 

setzt, für alle meßbaren Punktmengen c, die der Bedingung 

rne~(j" 

genügen, nach dem Mittelwertsatz (§ 406, Satz 3) 

(2) jix(p)! dw ~ -i-
e 

Bezeichnet man also mit d die kleinere der heiden Zahlen h' und d" , , 
so 1st d > 0 und für jede meßbare Punktmenge e, welche der Bedingung 

me<o 
genügt, sind die beiden Relationen (1) und (2) zugleich erfüllt und 
daher 

I F(e) I $.\{l1Jt(P) I dw + JLtcP) I dw $. E, 
e , 
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Hieraus folgt der 
Satz 5. Ist F(e) das unbestimmte Integral einer Funldion, so kann 

man jeder positiven Zahl E eine ebenfalls positive Zahl J zuordnen, so daß 
für alle meßbaren Punktmengen e, die der Bedingung 

me<J 
genügen, die Relation 

I F(e) I < E 

erfüllt ist. Eine Mengenfunktion F( e) mit dieser Eigenschaft heißt 
totalstetig. 

A.dditive totalstetige Mengenfunktionen. 

430. Wir wollen jetzt eine vom Begriffe des unbestimmten Inte
grals unabhängige Untersuchung der totaJstetigen, additiven Mengen
funktionen führen, durch welche sich die Identität der beiden Begriffe 
ergeben wird (§ 439). 

Wir betrachten also eine endliche Mengenfunktion F(e), deren De
finitionsbereich ® aus der Gesamtheit der meßbaren Punktmengen e mit 
endlichem Inhalte besteht. Von dieser Mengenfunktion setzen wir zu
nächst bloß voraus, daß sie additiv ist, d. h., daß wenn e1 und e, zwei 
Punktmengen von ® ohne gemeinsame Punkte bedeuten, die Glei
chung 
(1) F(e! +(2) = F(e!) + F(e2 ) 

gelten soll. 
Wir bezeichnen, wenn 1 eine endliche positive Zahl bedeutet, mit 

1'J(1) die obere Grenze der Zahlen I F(e) I für alle Punktmengen e, die 
in ® enthalten sind, und der Bedingung 

(2) me < l 
genügen. Die Funktion '1J(1) stellt für jedes positive 1 eine nicht nega
tive Zahl dar, die auch gleich + 00 sein kann. 

Es sei h eine zweite beliebige positive Zahl, und e eine meßbare 
Punktmenge, für welche 
~ me~l+h 

ist. Nach dem Satz 12 des § 278 kann man die Punktmenge e als 
Summe von zwei meßbaren Punktmengen e' und e" ansehen, die keine 
gemeinsame Punkte besitzen und den Bedingungen 

(4) me':::; 1, me" ~ h 

genügen. Nun folgt aber aus e = c' + e" nach (1) 

F(e) = F(e') + F(e"), 
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und hieraus, wenn man noch die Bedingungen (4) berücksichtigt, 

F(e) I < IF(e')1 + I F(e") I ~ 1j(A) + li(h). 

Da nun e eine beliebige meßbare Punktmellge bedeutet, die nur der Be· 
dingung (3) zu genügen bat, folgt aus der letzten Relation 

(5) 7J(A +h);$ 'I1(A) + 'r;(h). 

Gibt es eine positive Zahl ..1.0 , für welche die Funktion fj(l) endlich ist, 
so ist diese Funktion im ganzen Intervall 0 < A < Ao endlich und mono· 
ton wachsend, denn die Zahl fj(l') ist jedesmal, wenn ,r<).ff ist, die obere 
Grenze einer Teilmenge jener Zahlenmenge , deren obere Grenze '1'/ (r') 
ist. Setzt man nun in (5) 

so kommt 
(6) 

woraus man schließt, daß die Funktiont/(l) auch im Intervall 0<).<2)..0 
endlich sein muß. Aus diesen Tatsachen schließt man, daß, wenn die 
Funktion ",(A) überhaupt für einen positiven Wert von 1 endlich ist, 
sie für alle endlichen Werte des linearen Gehietes Ä. > 0 endlich sein 
muß, und daß, wenn sie für einen positiven Wert von Ä. verschwindet, 
sie auch für jedes 1 > 0 verschwinden muß. 

Die Funktion '1'/ (A) ist mit andern Worten entweder konstant gleich 
Null oder konstant gleich + (X) oder aber in ihrem ganzen Defini
tionsbereiche ). > 0 endlich, monoton wachsend und von Null verschieden. 

Wir nehmen an, dieses sei der Fall und setzen in (5) l = phi 
es wird 

'Yj«(p + 1)k) < t/(ph) + t/Ck) 

und nach dem Schlusse der vollständigen Induktion muß also mit Be
rücksichtigung von (6) für jede natürliche Zahl p 

(7) "7(ph) < p 't/(k) 

sein. Ist 1 eine beliebige positive Zahl, die h übertrifft, so kann man 
stets eine natürliche Zahl p und eine Zahl.ßo, die der Bedingung 0< .f}~1 
genügt, bestimmen, so daß 
(8) A = (p + .fT)h 

ist. Dann ist, wegen der Monotonie von fJ(l) , 

und wegen (8) 

(9) 

r;(l) ~ fj(P+ l)h) < (p+ l)71(h) 

1J(l) < (P + 1) 1](h) < (1 + 2J 1'J(h). 
il p..L4f, h p7 ", 
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Für l setzen wir der Reihe nach die Werte einer gegen unendlich kon
vergierenden Folge Ä1 , Ä2 , • • • ein, für welche die Gleichung 

lim 1J(Ä.k ) = lim ') CA) 
" = (X Ä.k A = + 00 1 

gilt (§ 146). Halten wir dabei h fest, so werden die entsprechenden 
Zahlen Pk gegen unendlich und die rechte Seite von (9) gegen 

1/(11) 
h 

konvergieren. Es ist also für jeden Wert von h 

(10) lim 1li1.) < 1/~) 
A= +00 1 h 

und daher auch 
1· 1/(J.) < I' 1/ (h) 
1m T = 1m. h ' 

4= +'" 1.= +'" 

was nur dann ~tattfil1den kann, wenn der Grenzwert 

lim fj(l) = C 
A=+.oo 1 

existiert; außerdem ist stets wegen (10) 

'Y)(l) > C·).. 

4:31. Nachdem wir die Eigenschaften von 1j(l) für allgemeine addi
tive Mengenfunktionen untersucht haben, nehmen wir an, daß die Mengen
funktion F(e) totalstetig ist, d. h. daß man jeder positiven Zahl E eine 
Zahl ~ zuordnen kann, so daß aus der Bedingung 

me :;:. (\ 
die Relation 

IF(e)j < Ii 

folgt; dann muß aber auch 1'J(d) < c sein und man sieht, daß die For
derung der Totalstetigkeit von F(e) identisch ist mit der Gleichung 

lim 1/().) = O . 
.1=0 

In diesem Falle ist es leicht zu sehen, daß 1j(l) eine stetige Funktion 
von l sein muß; denn es folgt aus (5), wenn man darin h gegen Null 
konvergieren läßt, 

1j(l + 0) < ,/(l). 
Anderseits hat man, wenn man in (5) die Zahl l durch (.I. - h) ersetzt 
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und h gegen Null konvergieren läßt, 

1/(Ä - 0) > 1/(2) 

und aus den beiden letzten Relationen folgt die Stetigkeit der mono
ton wachsenden Funktion 1/ (1). 

Alles in allem haben wir den 

Satz 1. Jeder additiven, totalstetigen und nicht identisch vet"schwi'llr 
denden Mt:-ngenfunktion F(e) kann man für beliebige positive Werte von.l. 
eine endliche, von Null verschiedene, monoton wachsende und stetige Funk
tion ll(l) zuordnen, die den Bedij~gungen 

lim 1](;1.) = 0, lim 11?') = C > 0 
A=O A=OO 

genügt, und wobei 1J ( l) die kleinste Zahl bedeutet, für welche die Ungleich
heiten 

me:S; l, 
stets zugleiCh stattfinden. 

IF(e) I ~ 1JU,) 

432. Ist F(e) eine additive Mengenfunktion, so folgt aus der Formel 

F(el + e2 ) = F(el ) + F(e2 ) 

für zwei meßbare Punktmengen ohne gemeinsame Punkte mit Hilfe des 
Schlusses der vollständigen Induktion, daß auch für die Summe 

e = el + e2 + ... + em 

von endlich vielen, meßbaren Punktmengen von endlichem Inhalte ohne 
gemeinsame Punkte eine ähnliche Gleichung, nämlich 

m 

(1) F(e) 0= ~F(ek)' 
k=1 

stattfindet. 
Ist F(e) außerdem totalstetig, so kann man die Gleichung (1) 

auch auf die Summe von abzählbar unendlich vielen Punktmengen über
tragen, natürlich aber immer nur in dem E'alle, daß e von endlichem In
halte ist. 

Es sei nämlich e meßbar und von endlichem Inhalte und es gelte 
die Gleichung 
(2) e = el + e2- + es + . 0 • , 

wobei die eA; meßbar sein sollen und kein Punkt des Raumes in zwei 
verschiedenen ek vorkommt. Setzt man 

(3) { 
Sk = el + e2 + .. 0 + Ck 

r/c = e- SkI 
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so ist (§ 247, Satz 9) 
(4) Iim mrk == lim m(e-sA:) = O. 

k=ao k=QO 

Nun folgt aber aus (1) und (3) 
It 

(5) F(e) = F(sk) + F(r,,) == ~F(ei) + F(rk) 
1=1 

tur jeden Wert von k und anderseits wegen der Totalstetigkeit von F(e) 
mit Berücksichtigung von (4) 

tim I F(r};:) I = O. 
k=<» 

Hieraus folgt aber, daß die Summe in der Gleichung (5) mit wachsen
dem k gegen F(e) konvergiert, und daß man schreiben kann: 

Jt'(e) = F(~) + F(e2) + .. '. 
Satz 2. Wird eine meßbare Punktmenge e von endlichem Inhalte in 

endlfich oder absiihlbar wnendlieh viele meßbare Teilmengen ohne gemein
same Punkte eerlegt, 

e=e1 +eS +eS +''', 

so gilt für jede additive, totalstetige Funktion F( e) die Besiehung 

F(e) = ;EF(ekJ. 
J.; 

4:33. Sind.F~ (e) und Fs(e) zwei additive, totalstetige Mengenfunk
tionen und bezeichnet man mit 11 und 1, zwei beliebige endliche Zahlen, 
80 ist der Ausdruck 

4>(e) = .l.lF;(e) + l8Fs(e) 

ebenfalls eine Mengenfunktion, von der man sofort sieht, daß sie additiv 
ist. Sie ist aber auch totalstetig, weil 

(I)(e) 1 < jÄ1 F1 (e)1 + Ä2 F2 (e) 
ist, und daher ist auch, wenn man mit Tl! Ch) und 112 (h) die nach dem 
§ 431 den Funktionen F1(e) und F2 (e) zugeordneten Funktionen be
zeichnet, für me < h, 

ItP(e)! < 1.t1 !111(d') + !ls!112(d), 
woraus man cij.e Totalstetigkeit von tP(e) sofort entnimmt. 

Insbesondere ist, wenn F(e) eine beliebige, additive, totalstetige 
Mengenfunktion bedeutet, für jedes beliebige endliche 1 

F(e) + 1me 

eine Mengenfunktion mit denselben Eigenschaften. 
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434. Es sei wieder F(e) eine beliebige, additive, totalstetige Mengen
funktion und E eine meßbare Punktmenge. Setzt ma.n nun 

tP(e) = F(eE) fa.lls eE -+= 0 ist, 

tP(e) = 0 "eE = 0 ist, 

so ist CP(e) für alle meßbaren Punktmengen von endlichem Inhalte de
finiert und, wie man sofort sieht, additiv. Außerdem ist, wenn me ~., 
ist, auch me E < 1 und daher 

tlJ(e) < l1(d), 

wo 11(1) dieselbe Bedeutung hat wie früher. Die Mengenfunktion (j)(e) 
ist also auch totalstetig. 

Ferner ist, falls der Inhalt 

mE=do 

von E endlich ist, für jede beliebige Punktmenge e 

meESmE== "0 
und daher stets 

tP(e) , < l1(do)' 

Da '1(60) aber eine endliche Zahl ist, so folgt hieraus, daß .(e) be
schränkt ist. 

Die mittleren Derivierten. 

436. Es sei F(e) eine beliebige (endliche) Mengenfunktion, Pein 
beliebiger Punkt des n-dimensionalen Raumes und 

q = q(P; a) 

ein Würfel, dessen Mittelpunkt P und dessen Kantenlänge a ist. Wir 
bilden die Funktion ' 

(1) rp(P' a)' = F(q) 
, mq' 

wo mq ""'" a" 'den Inhalt des Wilrfels bedeutet, und setzen ferner 

(2) DF(P) = lim rp(Pj a), 
a=O 

(3) ])F(P) == lim 'P(P; a). 
a=O 

Diese beiden Funktionen, die nur von der Lage des Punktes P abhängen, 
heißen die obere und untere mittlere Derivierte der Mengenfonk
tion F(e) im Punkte P. Man nennt sie mittlere Derivierte, um sie 
von den allgemeineren Derivierten zu unterscheiden, die wir später 
betrachten werden (§ 443). 
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Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt (§ 146), daß man zwei 
Folgen von Zahlen a1', a2', as', ... und a/" a2", at, ... , die monoton 
abnehmen und gegen Null konvergieren, so bestimmen kann, daß 

DF(P) = lim q;(P; a;) und D~.(P) = lim q;(P; an 
k=", k=oo 

wird. Man kann also sowohl die obere als auch die untere mittlere 
Derivierte einer Funktion unter eine Klasse von Funktionen subsu
mieren, die folgender Definition genügt: 

Definition. Jedem Punkte des Raumes sei eine m noton ab
nehmende, gegen Null konvergierende Folge von positiven 
Zahlen 

zugeordnet, die sich von Punkt zu Punkt ändern kann, aber 
die Eigenschaft besitzt, daß für jeden Punkt P des Raumes 
der Grenzwert 

lim q;(P; ak ) 
k = 00 

existiert. Danu heißt die Funktion 
(4) DF(P) = lim cp(P; ak) 

k=a. 

eine mittlere Derivierte der Mengenfunktion F(e). 

Für jede mittlere Derivierte von F(e) gilt natürlich die Beziehung 

(5) !}f(P) < DF(P) < DF(P). 

Sind die obere und die untere mittlere Derivierte nicht überall gleich, 
so gibt es mehrere - in der Regel unendlich viele - mittlere Deri
vierte einer gegebenen Mengenfunktion. Z. B. ist dann jede Funktion, 
die teilweise mit der oberen, teilweise mit der unteren mittleren Deri
vierten übereinstimmt, selbst eine mittlere Derivierte. Diese Unbestimmt
heit hat den Vorteil, daß jeder Satz, der für die mittleren Deri
vierten einer Funktion bewiesen wird, zugleich sowohl für die obere 
als auch für die untere mittlere Derivierte dieser Funktion gilt. 

Es gibt Funktionen, die überhaupt nur eine mittlere Derivierte be
sitzen, z. B. die Mengenfunktion me, die gleich dem Inhalte von eist. 
Hieraus folgt unmittelbar der sehr brauchbare 

Satz 1. Ist F( e) eine endliche Mengen{unktion und setzt man 

w(e) = F(e) + lme, 
wobei A eine endliche Konstante bedeutet, so ist mit den obigen Bezeich-
nungen 

Dcp(P) = DF(P) + ). 
eine mittlere Derivierte der Funktion p(p-). 

Caratheodory, Reelle Funktiol1en. 31 
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In der Tat ist stets für jeden Würfel q des Raumes 

~(q) = F(q) + A. 
mq mq 

436. Wir nehmen nun an, die Mengenfunktion F(e) sei additiv 
und totalstetigj dann ist, wie wir zeigen wollen, die Funktion cp(Pj a), 
die wir am Anfang des vorigen Paragraphen definiert haben, sowohl eine 
stetige Funktion des Parameters a bei festgehaltenem P als auch eine 
stetige Funktion des Punktes P bei festgehaltenem a. 

Sind nämlich a und a' zwei positive Zahlen und z. B. a' > a, und 
bezeichnet man mit q und q' die entsprechenden Würfel, die denselben 
Mittelpunkt P haben, so folgt aus der Additivität, weil q -< q' ist, 

F(q') - F(q)1 = ,F(q'-q) 

und wegen der Totalstetigkeit ist die letzte Zahl kleiner als eme be
liebige positive Zahl E = 1'/ (er), sobald 

m(q' -- q) = a'n - an< d' 

ist (§ 431). Dies ist aber der Fall, sobald (a'-a) hinreichend klein ist, 
weil an eine stetige Funktion ist. Also ist F(q) bei festem P eine stetige 
Funktion von a und, da mq ebenfalls stetig in a und von Null ver
schieden ist, so gilt dasselbe vom Quotienten dieser beiden Funktionen, 
nämlich von cp(P; a). 

Zweitens sei a Aine feste positive Zahl und es seien P und Pl zwei 
beliebige Punkte des Raumes und (J ihre gegenseitige Entfernung 

0 
qql 1'1 

d 0 
P 

Pig. 31. 

il1 
E(P, Pl) = (J. 

Bezeichnen wir mit q und ql die Würfel von 
der Kantenlänge a, deren Mittelpunkte in P 
bzw. Pt liegen, so setze man (s. Fig. 31) 

q = qql + d, ql = qql + dl · 

Dann ist, wegen der Additivität unserer 
Mengenfunktion, 

IF(q) - F(ql) I = IF(d) -F(dl)1 < /-F(d) I + IF(dl)l· 

Nun liegt d im Innern des Würfels, der zu ql konzentrisch ist und die 
Kantenlänge (a + 2 (J) besitzt, enthält aber keinen einzigen Punkt von ql 
selbst; es ist also 

und ebenso findet man 
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Wegen der Totalstetigkeit von F(e) folgt also 

limIF(d)1 = limIF(d1)1 = 0 
",=0 ~.=O 

und folglich 
lim IF(q)-F(ql)1 = o. 
~=O 

483 

Die Funktion F(q) ist also bei konstantem a eine stetige Funktion von P 
und dasselbe gilt mithin von rp (P; a). 

Es seien jetzt 
b1 , b2 , b3 , ..• 

abzählbar unendlich viele positive Zahlen, die 1m Intervalle von Null 
bis a iiberall dicht liegen. Setzen wir 

(1) JjJ(p; a) = obel'e Grenze von rp(P;bn ) für n = 1,2,3, ... 
und 
(2) x(P; a) = obere Grenze von rp(P; b) für 0< b< a, 

so ist erstens 
(3) JjJ(P; a);;; Xep; a). 

Zweitens aber sei a eine beliebige Zahl, die kleiner ist als X(P; a), 
und a' eine zweite Zahl, die der Bedingung 

a < a'< X(P; a) 
genügt. Wegen (2) kann man im Intervalle 0 < b < a eine Zahl bo der
art bestimmen, daß 

rp(P; bo) > (l' 

ist, und, weil rp(P; b) eine stetige Funktion von b ist, eine Umgebung 
von bo derart bestimmen, daß für jeden Punkt dieser Umgebung 

rp(P; b) > a 

bleibt, Da nun die Zahlenfolge der bk sicher Punkte innerhalb dieser 
Umgebung besitzt, folgt hieraus wegen (1) 

1fJ(P; a) > a, 

und, weil a eine beliebige Zahl unterhalb X(P; a) bedeutete, mit Rück
sicht auf (3) 
(4) 1fJ(P; a) = X(P; a). 

Ist nun au ~, ' .. eine gegen Null konvergierende Folge VOll posi
tiven Zahlen, so kann die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen ge
schrieben werden: 

(5) DF(P) = lim X(P; ak ) = lim 1fJ(P; ak )· 
lr=oo k=a: 

R1 *' 
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Nun bemerken wir, daß, da die rp(P; bk) nach dem Früheren stetige 
Funktionen in P sind, die Funktion ",,(P; a) für jeden Wert von a 
eine nach unten halbstetige Funktion in P ist (§ 174, Satz 3) und daß 
folglich nach (5) die obere mittlere Derivierte die Grenze einer monoton 
abnehmenden Folge von nach unten halbstetigen Funktionen bedeutet, 
also jedenfalls meßbar und von der zweiten Klasse ist (§ 367). 

Die untere mittlere Derivierte DF(P) von F(e) ist der oberen mitt
leren Derivierten von -F(e) entgegengesetzt. Sie ist also die Grenze 
einer monoton zunehmenden Folge von nach oben halbstetigen Funk
tionen, was man übrigens auch direkt hätte zeigen können. 

Satz 2. Die obere und untere mittlere Derivierte einer additiven 
totalstetigen Funktiort sind meßbare Funktionen ttnd von der zweiten 
Klasse. 

4,37. Es sei jetzt DF(P) eine beliebige unter den mittleren Deri
vierten der additiven, totalstetigen Funktion F(e), IX sei eine gegebene 
reelle Zahl und e sei eine meßbare Punktmenge von endlichem Inhalte, 
die so gewählt ist, daß in jedem ihrer Punkte die Ungleichheit 

(1) Cf. < Dp(P) 
stattfindet. 

Unter diesen Voraussetzungen kann man nach der Gleichung (4) 
des § 435 um jeden Punkt P von e als Mittelpunkt abzählbar unendlich 
viele Würfel 

konstruieren, deren Dimensionen gegen Null konvergieren, so daß für 
jeden dieser Würfel die Ungleichheit 

(2) (k = 1,2, ... ) 
stets stattfindet. 

Nach dem Vitalischen Satze (§ 290, Satz 3), dessen Voraussetzungen 
hier erfüllt sind, können wir jetzt abzählbar unendlich viele Punkte PI' 
Pi' ... innerhalb e auswählen und um jeden dieser Punkte als Mittel
punkt einen der vorigen Würfill bestimmen, so daß die Folge 

ql' fJ.21 'Js, ... 
dieser ausgewählten Würfel folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Die Würfel haben keinen gemeinsamen Punkt und ihre Summe 

(3) s = ql + qt + qa + ... 
überdeckt die ganze Punktmenge e höchstens mit Ausnahme einer Null
menge, d. h. es ist 
(4) m(e-es) = O. 



§ 437 Die mittleren Derivierten 485 

2. Die Punktmenge s liegt innerhalb einer beliebig vorgeschrie
benen Umgebung von e und man kann daher verlangen (§ 291), daß 

(5) m(s - es) < h 

ist, wobei h eine beliebig vorgegebene positive Zahl bedeutet. Nun be
merke man, daß wegen (4) 

me= mes 
ist, und daß folglich nach (5) 

(6) 'mS = mes + m(s - es) = me + ,ft. h (0< .ß' ::; 1) 
sein muß. 

Anderseits aber ist wegen der Totalstetigkeit von F(e) nach (4) 
und (5) 
(7) F(e-es) = 0 und F(s-es)1 ~ l(h), 
wobei 1J(h) dieselbe Bedeutung wie im § 430 besitzt. Nun benutzen 
wir die Additivität von F(e) und schreiben 

F(e) = F(es) + F(e- es), 
F(s) = F(es) + F(s-es), 

woraus mit Hilfe von (7) folgt: 

(8) Fes) < F(e) + ''I(h). 
Nach dem Satze 2 des § 432 können wir wegen (3) außerdem noch 

schreiben 
(9) F(s) = F(ql) + F(qt) + ... j 
anderseits ist aber, weil alle Würfel qA; der Bedingung (2) genügen, für 
jedes k 
(10) a· mqt < F(qk) 

und folglich, wenn man (9) und (10) vergleicht und noch die Gleichung 

ms = mql + mq2 + ... 
benutzt, 

a·ms<F(s). 
Hieraus folgt mit Hilfe von (6) und (8) 

a(me+.ß'h) < F(e) + I/(h) 
oder, wenn man beachtet, daß die Zahl-lt zwischen Null und Eins liegt, 

a· me < F(e) + 'l1(h) + lai' h. 
Die letzte Ungleichheit ist für jeden positiven Wert von d' erfüllt; 

läßt man also h gegen N uli konvergieren, so wird 1J (h) ebenfalls gegen 
Null konvergieren und man bekommt 
(11) .a·me<F(e). 
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Hätte man von der Punktmenge e nur gewußt, daß in jedem Punkte 
von e 

a~ Dp(P) 
ist, so zeigt das soeben bewiesene Resultat, daß für jedes positive, von 
Null verschiedene 13 

Ca -- 13) me < F(e) 
ist, und hieraus folgt wieder die Bedingung (11). 

Wäre e eine Punktmenge von endlichem Inhalte, in welcher 

ist, so setze man 
Dp(P) < ß 

iP(e) = - Fee); 
dann sind die mittleren Derivierten von Fund iP entgegengesetzte Zahlen 
und man hat 

. -ß ~ D</.(P), 
folglich nach dem Früheren 

und daher 
- ß· me~ iP(e) 

F(e)'::;;ß·me: 

Satz 3. Gilt in jedem Punkte einer meßbaren Punktmenge e von end
lichem Inhalte für eine beliebige unter den mittleren Derivierten einer ad
ditiven und totalstetigen Mengenfunktion F(e) eine der Ungleichheiten 

Cl ~ Dp(P) oder Dp(P) < ß, 
so ist sugleich die entsprechende unter den beiden Bedingttngen 

IX' me < F(e) oder F(e) ~ß' rne 
stets erfüllt. 

438. Wir nehmen jetzt an, daß die mittlere Derivierte D p ( P), die wir 
betrachten, eine meß bare Funktion sei; dies ist keine Beschränkung der 
Allgemeinheit hinsichtlich F( e), da wir gesehen haben, daß jede additive, 
totalstetige Mengenfunktion meßbare Derivierten besitzt (§ 436, Satz 2). 

Es sei e eine Punktmenge, die meßbar und von endlichem Inhalte 
ist und die Eigenschaft besitzt, daß in jedem ihrer Punkte 

(1) DF(P) > 0 
ist. 

Wir {'uhren eine Skala 

(2) Yo < Yl < Y':I. < ... 
von der Breite h ein, die von Null bis + 00 reicht (§ 407). Es 
ist also 
(3) 0 Yo = , Yk+l - y" <; h, lim Yk = + 00-, 

k=oo 
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Nun setzen wir 
(4) 

d. h. ek ist diejenige Teilmenge von e, in der die betrachtete mittlere 
Derivierte nicht kleiner als Yk-U aber kleiner als Yk ist, und führen 
außerdem die Bezeichnungen ein 

(5) 
f Sk = el + e2 + ... +e", 
l e =Sk+ rk • 

Die r k bilden eine monoton abnehmende Folge von Punktmengenj falls 
man also 
(6) (3 = r 1r 2r S ' •• 

setzt, so hat man 
(7) e =- e + el + e2 + ea + ... 
Nun enthält nach (4) und (5) die Punktmenge S/c sämtliche Punkte von 
e, in denen Dp(P) kleiner als Yt< ist, und für jeden Punkt von t·,. ist 

y" < Dp(P). 

Nach dem letzten Satze ist also 

(8) 

anderseits ist aber rk eine Teilmenge von e, und wenn man den Inhalt 
von e mit b bezeichnet, ist 

und folglich nach dem § 431 

woraus nach (8) folgt 

und wegen (3) 

F(rk) < "I (b), 

mr < 1J(cl) 
k= Yk 

Die Gleichung (6) liefert nun 
~) me=O 
und hieraus folgt wegen der Totalstetigkeit unserer Mengenfunktion F(e) 

F(e) = 0; 

wendet man also den Satz 2 des § 432 auf die Summe (7) an, so erhält 
man mit Berücksichtigung der letzten Gleichung 

(10) 
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Anderseits liefert die Definitionsgleichung (4) von ek , wenn man den 
Satz 3 des vorigen Paragraphen benutzt, 

(11) 
daher folgt aus (10) 

GO "" 

(12) ~'Ik_lmek~ F(e) <:EYkme", 
k=1 k=l 

falls die Summen in dieser letzten Formel einen Sinn haben. Dies ist 
in der Tat der Fall: die Glieder dieser Summen sind sämtlich nicht 
negativ und die Teilsummen von 

(13) 

sind sämtlich kleiner als die endliche Zahl F(e), so daß diese Summe 
konvergiert. Ferner sind die Teilsummen von 

00 

(14) ~('!h- Y"_l)mek 
k=1 

sämtlich kleiner als h· me, woraus folgt, daß auch die Summe rechts 
in (12) konvergiert und daß die Differenz 

(15) 

ist. 

.. .. 
:E1h me" - :E'!h -1 mek < h· me 
k=1 .1;=1 

In jeder der Punktmengen ek ist nach (4) außerdem DF(P) be
schränkt und nach Voraussetzung meßbar. Daher ist DF(P) über ek 

summierbar (§ 395, Satz 7) und nach dem Mittelwertsatze haben wir dann 

(16) Yk_lme" <fDp(P)dw ~ Y"me". 

Hieraus folgt, weil die beiden Summen in (12) konvergieren, daß 
man schreiben kann: 

.. .. oe 

(17) ~ Y"-l mek < ~ j'DF(P)dw < ~ y"mek ; 

"=1 k=1 e" 1:=1 

wobei die mittlere Summe dieses Ausdrucks, die aus lauter Jücht nega
tiven Zahlen besteht, ebenfalls konvergiert. Nach dem Satze 11 des 
§ 397 ist dann aber DF(P) auch über 

e-e=e1 +e2 +ea+··· 
summierbar, und weil e nach (9) eine Nullmenge ist, ist Dp(P) sogar 
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über e summierbar, und man hat 
co 

(18) fDF(P)dw = fDpep)dw = ~ J'Dp(P)dw. 
c-e k=l ek 

Der Vergleich VOn (17) und (18) zeigt uns dann, daß 
co co 

;2'!h_lmek<}'DpeP)dw< ~Ykmek' 
k=l k=l 

und wenn man diese letzte Ungleichheit mit (12) und (15) vergleicht, 
so sieht man, daß F(e) und das Integral von DF(P) über e zwischen 
zwei Zahlen liegen, deren Differenz die Zahl h· me nicht übertrifft. Es 
ist also auch 

F(e) - fDF(P)dw < h· me, 
e 

und da die Breite h unserer Skala ganz willkürlich gewählt werden 
kann, folgert man hieraus 

(19) F(e) = j'lh-(P)dw. 

439. Ist e eine meßbare Punktmenge von endlichem Inhalte, 1ll 

deren Punkten 

ist, so setze man 
Dp(P) < 0 

4>(e) = - F(e). 

Die Mengenfunktion w(e) ist additiv und totalstetig, und die Funktion 

Dcp(P) = - DF(P) 

ist eine mittlere Derivierte von 4> (e). Ist nun DJ.{P) meßbar, so ist es 
Dcp(P) ebenfalls; und nach dem vorigen Paragraphen ist dann Drp(P) 
über e summierbar und 

<P(e) = fD<p(P)dw. 
e 

Also ist auch Dp(P) über e summierbar und die Gleichung (19) des 
vorigen Paragraphen gilt auch hier. 

Endlich sei die mittlere Derivierte DF(P) wieder eine meßbare 
Funktion und e sei eine meßbare Punktmenge von endlichem Inhalte, 
aber über das Vorzeichen von Dp(P) in e sei nichts bekannt. Wir zer
legen dann e in zwei meßbare Punktmengen e' und e", die durch die 
Gleichungen 



490 Kap. IX. Das unbest. Integr. u. d. additiven totalstetigen Mengenfunkt. § 440 

e' = e· M(DF{P) > 0), 

e" = e· M(DF{P) < 0) 

definiert werden. Diese beiden Punktmengen sind meßbar und von end
lichem Inhalte, die mittlere Derivierte ist nach dem Früheren iiber jede 
dieser Punktmengen summierbar und man hat 

Fee') = fDFCP)dw, 
e' 

F(e") = fDj.{P)dw. 
e" 

Ferner folgt aus 
e = e' + e", 

daß DF(P) auch über e summierbar ist und daß die Gleichung 

F(e) =fDF(P)dw, 
e 

wegen der Additivität von F(e), bestehen muß. 

Satz 4. Ist F(e) eine additive und totalstetige Mengenfunktion und 
e eine meßbare Punktmenge von endlichem Inhalte, so ist jede meßbare 
mittlere Derivierte D F( P) von F ( e ), also insbesondere die obere ode1' die 
untere mittlere Derivierte dieser Funktion 'über e summierbar und F(e) ist 
das unbestimmte Integral einer solchen mittleren Derivierten. 

Der Vergleich dieses letzten Satzes mit den Sätzen 2 und 5 der 
§§ 424 und 429 zeigt, daß die unbestimmten Integrale einer Funk
tion f(P) und die additiven totalstetigen Mengenfunktionen äquivalente 
Begriffe sind. 

440. Nach dem vorigen Satze haben die obere und die untere 
mittlere Derivierte DF(P) und Ib(P) einer additiven, totalstetigen 
Mengenfunktion F( e) dasselbe unbestimmte Integral, nämlich F( e) selbst, 
und hieraus folgt, daß diese beiden Funktionen einander äquivalent sind 
(§ 424, Satz 1). Ist ferner DF(P) irgend eine andere mittlere Derivierte 
von F(e), so folgt aus der Relation (5) des § 435, d. h. aus 

l2AP) < DF(P) < DF(P), 

daß in allen Punkten des Raumes, in denen DF(P) = DF(P) ist, auch 
DF(P) == DF(P) sein muß, und hieraus die Äquivalenz von DF(P) mit 
DF(P) und dann auch die Meßbarkeit von DF(P) (§ 361, Satz 7). 

Satz 5. Alle mittleren Derivierten einer additiven totalstetigen Mengen
funktion sind me/3bare, einander äquivalente Fttnktionen; sie sind sogar 
aUe einander gleich, außer höchstens auf' einer festen Nullmenge. 
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Ferner liefert der Satz 4 des § 428 in Verbindung mit den letzten 
Sätzen das Resultat: 

Satz 6. Jede additive totalstet~qe und beschränkte Mengenfunldion ist 
das unbestimmte Integral einer über den ganzen Raum summierbaren 
Funktion. 

44:1. Wir bezeichnen wieder mit DF(P) irgend eine mittlere Deri
vierte von F(e) und setzen 

E' = M(DF > 0), E" = M(DF<O). 
Ferner definieren wir zwei neue Funktionen tp(P) und 1/J(P) durch die 
Gleichungen 

tp(P) = DF(P) auf E', 
1/J(P) = 0 auf E', 

pep) = 0 auf E", 
",(P) = - DF(P) auf E". 

In jedem Punkte des Raumes ist dann 

(1) D}.(P) = rp(P) - ",(P); 
die Funktionen tp(P) und 1/J(P) sind übrigens nicht negativ und über 
jede meßbare Punktmenge e von endlichem Inhalte summierbar. Die 
additi ven totalstetigen Mengenfunktionen 

(2) 4J(e) =ftp(P)dw, 'IJJ'(e) = fw(P)dw 

sind dann ebenfalls nicht negativ und man hat nach (1) und (2) 

F(e) = fDF(P)dw = fP(e) - 'IJJ'(e). 
e 

Satz 7. Jede additive totalstetige Mengenfu,nktion ist die Differens 
von zwei ebensolchen nicht negativen Funktionen. 

442. Wir nehmen an, daß die additive totalstetige Mengenfunk
ti9n F( e) für alle meßbaren Teilmengen endlichen Inhalts 'einer meßbaren 
Punktmenge e (deren Inhalt aber nicht endlich zu sein braucht) den 
Wert Null annimmt. Dieses ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß die 
Mengenfunktion E; (e) = F(ee) für alle Punktmengen e endlichen In
halts identisch verschwinden muß. Nun ist, wenn man mit DF(P) irgend 
eine mittlere Derivierte von F(e) bezeichnet und mit pCP) eine Funktion 
bezeichnet, die in jedem Punkte von e gleich DF(P) ist und in den 
übrigen Punkten des Raumes verschwindet, 

Fl(e) = F(ee) = fDF(P) dw j~(P)dw; 
ce • 

das unbestimmte Integral von rp(P) muß also, nach unseren Annahmen, 
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identisch Null sein, und nach dem Satze 1 des § 424 ist dies dann und 
nur dann der Fall, wenn die Funktion rp(P) der Null äquivalent ist. 
Dann muß aber auch 1)p·(P) auf der Punktmenge e der Null äquivalent 
sein, d. h. es muß einen maßgleichen Kern eo' von e geben, in welchem 
die gegebene mittlere Derivierte DF(P) = 0 ist. 

Anderseits gibt es (§ 440, Satz 5) einen maßgleichen Kern eo" 
von e, in dem sämtliche mittlere Derivierten stets denselben Wert 
haben. Berücksichtigt man, daß dann 

ebenfalls ein maßgleicher Kern von e ist, so hat man den 

Satz 8. Ist für jede meßbare Teilmenge e' endlichen Inhaltes einer 
gegebenen meßbaren Punktmenge e der Wert F(e') einer additiven total
stetigen Mengenfunktion stets gleich Null, so ,qibt es einen maßgleichen 
Kern eo von e, in dem sämtliche mittlere Derivierten von F(e) verschwinden. 

Die verallgemeinerten Derivierten. 

4:43. Man kann den Begriff der mittleren Derivierten durch einen 
sehr viel allgemeineren ersetzen, auf den sich die soeben bewiesenen 
Sätze übertragen lassen. 

Wir betrachten wieder in jedem Punkte des Raumes die Würfel 
q(Pj a), die den Punkt P als Mittelpunkt und die Kantenlänge ahaben. 
Jedem dieser Würfel sei eine meßbare Punktmenge t1(P; a) zugeordnet, 
die im Innern des Würfels liegt und sonst ganz beliebig ist, aber der 
Bedingung genügen soll, daß der Quotient 

(1 )" ma(P; a) > it(P) > ° 
mq(P; a) = 

ist, wo it(P) eine von a unabhängige positive l!'unktion ist, die mit 
P irgendwie variiert und nicht einmal meßbar zu sein braucht. Nun 
bestimme man für jeden Punkt P eine gegen Null konvergierende Folge 
von positiven Zahlen 
(2) al1 a,s, aa, ... , 
für welche der Grenzwert 

(3) 6,(P) = lim F(Ii(P;ak) 
. k=co ma(P; ak) 

existiert. Dann nennt man die Funktion 6,(P), die in jedem Punkte des 
Raumes entweder endlich oder gleich ± 00 ist, eine Derivierte der 
additiven totalstetigen Mengenfunktion F(e) im Punkte P. 
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Diese Definition der Derivierten einer Mengenfunktion enthält natür
lich die frühere Definition der mittleren Derivierten als Spezialfall; man 
bra.ucht nur 

o(P; a) = q(P; a) 

zu setzen, wobei dann %(P) = 1 ist. 
Wir werden nun zeigen daß trotz der großen Willkür in der Wahl 

der Punktmengen o(P; a) und der Folgen (2) nicht nur jede Derivierte 
für sich als Funktion von P betrachtet den mittleren Derivierten äqui
valent ist, sond"ern sogar, daß, höchstens abgesehen von einer festen 
Nullmenge, in jedem der übrigen Punkte des Raumes alle Derivierten 
stets denselben Wert besitzen. 

4:4:4:. Wir bezeichnen mit E die Gesamtheit der Punkte des Raumes, 
in welchen die mittleren Derivierten einer additiven und totalstetigen 
Funktion F(e) nicht alle einander gleich oder nicht alle endlich !lind, 
und mit E' die Komplementärmenge von E. Die Punktmellge Eist 
dann notwendig eine Nullmenge (§§ 439, 440) und E' ein maßgleicher 
Kern des Gesamtraumes (§ 271). Ist dann IX eine gegebene reelle Zahl 
und DF(P) irgend eine mittlere Derivierte von F(e), so führe man die 
Bezeichnungen ein 
(1) H" = E' M(D1l< u) 

und bemerke, daß, weil DF(P) eine meßbare Funktion ist, H" eine meß
bare Punktmenge sein muß. 

]'erner sei cp (P) eine Funktion, die in H" gleich Eins und sonst 
gleich Null ist, und 
(2) 1fJ(P) = 1 - cp(P). 

Die Funktionen rp(p) und 1jJ(P) sind dann ebenfalls meßbar und die 
Mengenfunktionen 

(3) tP(e) = J~(P)(])F(P) + (1- a») d·tc, 
f'F' 

(4) "iJf(e) = J~(P) (DF(P) + (1 - IX» dU' 
eR' 

existieren und sind additiv und totalstetig; ferner ist aber wegen (2) 

(5) «P(e) + "i.V(e) = F(eE') + (l-lX)meE' = F(e) + (l-a)me. 

Anderseits ist die Funktion unter dem Integral (3) in jedem Punkte 
von Ha wegen (1) kleiner als Eins und sonst gleich Null. Nach dem 
~ittelvvertsatze ist also 
(6) 4J(e) < me, 
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und der Vergleich von (5) und (6) liefert 

(7) F(e) < a· me + Yf(e). 
Nun betrachten wir die Funktion 

(8) X(e) = f1fJ(p) I DF(P) + (1- a) dw, 
eE' 

die ebenfalls additiv und totalstetig ist, und bemerken, daß stets (§ 395, 
Satz 8) 

ist. Es ist also nach (7) 
(9) 

I 'l]1"(e) I < X(e) 

Fee) < ame + X(e). 

Ferner ist die .l!"'unktion unter dem Integral (8) für alle Punkte von Ha 
gleich Null, weil1fJ(P) dort verschwindet und der zweite Faktor in E' 
endlich ist. Ist also e' irgend eine meßbare Teilmenge von Ha., deren 
Inhalt endlich ist, so ist 

X(e') = 0, 

und nach dem Satze 8 des § 442 gibt es einen maßgleichen Kern KIJl 
von H u ' so daß alle mittleren Derivierten von X(e) in jedem Punkte 
von Ku verschwinden. 

Nun sei P irgendein Punkt von K a und 6.F (P) irgendeine Derivierte 
von F(e) im Punkte Pi man hat nach Voraussetzung 

(10) 6.F (Pi = lim F(6k) 
. k=co m6k ' 

WO dk eine Abkürzung für die Bezeichnung t1(P; a,J des vorigen Para
graphen bedeuten soll. Da die Ungleichheit (9) für jede meßbare Punkt
menge gilt, kann man schreiben: 

(11) 

Es sei nun qk der Würfel, dem dA: zugeordnet ist; nach Voraussetzung ist 

d k-< qk 

und folglich, weil die Funktion unter dem Integral (8) nicht negativ ist, 

(12) X(dk) < X(qk)' 
Mit Berücksichtigung von (11) und (12) können wir also schreiben: 

F(6k) < IX + X(w _ mY.k 
mGk - mqk mGk 

oder, wegen der Bedingung (1) des § 443, 

(13) F(Gt ) < a' 1 X(Y.k) 
'1I16t = -r 8'(P) mqk 
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Nun sind aber nach Voraussetzung alle mittleren Derivierten von X( e) 
im Punkte P gleich Null, und dies hat zur f;~olge, daß man schreiben 
kann: 

(14) 

Vergleichen wir (10), (13), (14), so kommt schließlich 

(15) Apep) < IX 

eine Beziehung, die also für alle Derivierten von F(e) in der Punkt
menge Ka. erfüllt ist. Oder mit anderen Worten: Die einzigen Punkte 
des Raumes, in denen zugleich 

(16) DFep) < IX und AF(P) > a 

stattfinden kann, liegen entweder in der Nullmenge (H" -Ka ) oder in 
der Nullmenge E, d. h. diese Punkte liegen sieher in der Vereinigungs-
menge 

Aa = E + (Hq - KC<) 
dieser heiden Nuilmengen. 

Bemerken wir, daß wenn D~{P) und AF(P) eine mittlere bzw eine 
verallgemeinerte Derivierte von F(e) bedeuten, die Funktionen - DF(P) 
und - AF(P) eine mittlere bzw. verallgemeinerte Derivierte von - F(e) 
darstellen, so können wir nach dem Frtiheren (indem wir 0: durch - a er
setzen) eine Nullmenge B« bestimmen, die sämtliche Punkte enthält, für 
welche zugleich 

- Dp(P) < - /X und - Ap(P) > - IX 

ist; sie enthält daher die Punkte, in denen die Relationen 

DF(P).> a und AF(P) < ()(, 
zugleich stattfinden. ' 

4:4:6. Es seien jetzt /Xl) "S, ... abzählbar unendlich viele Zahlen, die 
auf der ganzen Zahlenachse überall dicht liegen. Mit Al: bezeichnen 
wir eine Nullmenge, die sämtliche Punkte enthält, für welche zugleich 

(1) 

mit BI; eine Nullmenge, welche die Punkte enthält, in denen zugleich 

(2) DF(P) > CXk und AF(P) < ak 

stattfinden kann. 
Ist jetzt P ein Punkt des Raumes, in dem DF(P) =+: AF(P) ist, so 

giht es mindestens eine Zahl alt, die zwischen DF(P) und Ap(P) liegt. 
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Und es sind dann entweder die Ungleichheiten (1) oder die Ungleich
heiten (2) zugleich erfüllt. Der Punkt P liegt daher stets in der Null-
menge 

In allen übrigen Punkten des Raumes sind alle Derivierten der Mengen
funktion gleich DF(P) und also auch einander gleich. 

Wir können jetzt folgenden Begriff aufstellen: 

Definition. Eine additive totalstetigeMengenful1ktion heißt 
in einem Punkte P des Raumes differel1tiierbar, wenn ihre 
sämtlichen Derivierten in diesem Punkte den gleichen Wert 
haben. 

Das soeben abgeleitete Resultat lautet dann, wenn man noch be
r.ücksichtigt, daß DF(P) über jede Punktmenge endlichen Inhalts sum
mierbar ist (§ 439) und daher einer endlichen Funktion äquivalent ist: 

Satz 1. Jede additive ttnd totalstetige Funktion ist in einem maß
gleichen Kern des Raumes, d. h. überall außer höchstens in einer Nullmenge 
differentiierbar und besitzt dort eine enatiche Derivierte. 

Nach dem letzten Satz sind aUe Derivierten einer totalstetigen addi
tiven Mengenfunktion einander äquivalente Funktionen; im Satze 5 des 
§ 440 hatten wir aber gesehen, daß die mittleren Derivierten einer der
artigen Funktion meßbar sind, und im § 439, daß für jede meßbare 
mittlere Derivierte die Gleichung gilt: 

F(e) = .fD1<'ep) dw. 
e 

Hieraus folgt nun aber ohne weiteres der 

Satz 2. Jede Derivierte AF ( P) einer additiven totalstetigen Mengen
funktion F (e) ist eine meßbare Funktion, die über jede meßbare Punkt
menge e von endlichClu Inhalte summierbar ist und deren unbestimmtes 
Integral die Mengenfunktion F( e) ist. 

446. Ist F(e) das unbestimmte Integral einer über jede Punkt
menge endlichen Inhalts summierbaren Funktion f( P) und A F ( P) 
irgendeine Derivierte von F(e), so folgt aus der Gleichung 

F(e) = Jf(P) du; = JAF(P) dw, 
e e 

daß f(P) und A1<'(P) äquivalent sind (§ 424, Satz 1). 
Es gibt mit anderen Worten einen maßgleichen Kern E' des ganzen 

Raumes, in dem fCP) = AJ<{P) 
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ist. Nennt man ferner E" den maßgleichen Kern des Raumes, in dem 
nach dem Satze 1 des vorigen Paragraphen F(e) differentiierbar ist, 
so ist 

E=E'E" 

ein maßgleicher Kern des Gesamtraumes und die gegebene Funk
tion r(p) ist in jedem Punkte von E gleich sämtlichen Derivierten 
VOn F(e). 

Satz 3. Eine über jede meßbare Punktmenge endlichen Inhalts sum
mierbare Funktion r(p) ist überall außer höchstens in einer Nullmenge 
gleich sämtlichen Derivierten ihres unbestimmten Integrals. 

447. Es ist sehr leicht einzusehen, daß alle diese Sätze nicht gelteu, 
wenn wir die Punktmengen 6(P; a), die wir im § 443 einführten, nicht 
der Beschränkung 

(1) ma(P; a) :;:::: -B'(P) > 0 
mq(P;a) -

unterwerfen. Es sei z. B. A eine beschränkte, nirgellds dichte Punkt
menge, die keine Nullmenge ist; wir haben wiederholt derartige Punkt
mengen betrachtet (§ 280). Ferner sei rCP) eine Funktion, die auf .A. 
gleich Eins und sonst gleich Null ist; das unbestimmte Integral Fee) 
verschwindet nicht identisch, da hier stets 

Fee) = meA 

ist. In jedem Würfel q(P; a) des Raumes gibt es aber nach Voraus. 
setzung einen zweiten Würfel 6(P; a), der keinen einzigen Punkt von 
A enthält, so daß hier 

F(6(P; a» = 0 

ist. Würden wir so gewählte 6(P; a) für die Berechnung einer Deri
vierten benutzen, so würde diese Derivierte identisch Null sein und da
her der Funktion r(p) nicht äquivalent sein. Wir folgern hieraus, daß 
bei unserer Wahl der 6(P; a) die Bedingung (1) nicht stets erfüllt sein 
kann, oder daß es Punkte P gibt, für welche 

1· mlJ(P; a) 0 
1m = 

a=O mq(P; a) 

ist. 
Eine der Bedingung (1) genügende FOlge von Punktmengen 

6J:(P) = (j( P; ak) (k - 1, 2, ... ) 

nennt man nach Lebesgue eine gegen P konvergierende reguläre Folge 
von Punktmengen. 

Car&th~odory. Reelle Funktionen 32 
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448. Es sei 61 (P), 6. (P), . .. eine beliebige reguläre Folge von 
Punktmengen, die gegen einen Punkt P konvergiert; wir betrachten 
die Zahlenfolge 

(1) (k= 1,2,3, ... ) 

und bemerken, daß die konvergenten Teilfolgen der Folge (1) dann und 
nur dann alle denselben Grenzwert besitzen, wenn (1) selbst konvergent 
ist (§. 98). Hieraus folgt, daß, wenn die Mengenfunktion F( e) im Punkte P 
differentiierbar ist, die Folge (1) notwendig gegen die Derivierte DF(P) 
konvergieren muß. 

Ist umgekehrt P ein Punkt, in dem F( e) nicht differentiierbar ist, 
80 gibt es zwei gegen P konvergierende reguläre Mengenfolgen 6 1', 6 2', ... 

und 6t", 1'Jt", ... , so daß 

1· F(aJ + l' F(aJ:) Im -,. 1m --" 
k=oo malt '=00 ma/o 

ist. Setzt man dann 

(k=1,2, ... ) 

80 ist die Mengenfolge 6 11 I'JB, •.• ebenfalls regulär, aber die für diese 
Mengenfolge gebildeten Zahlen (1) konvergieren nicht gegen eine 
Grenze. 

Satz 4. l!ur die Diff'erentiierbarkeit einer additiven totalstetigen 
Mengenfunktion F(e) in einem Punkte P des Raumes ist notwendig und 
hinf'(rickmd, dafJ für alle regulären Folgen von Punktmengen 6 11 I'J" ... 

der Grenlwe:rt 

stets existiert. Dieser Grenzwert ist dann gleich di'r Derivierten 6.F (P) 
von P(e) im Punkte P. 

«9. Es seien F1 (e) und l!~(e) zwei beliebige additive totalstetige 
Mengenfunktionen und 

«1>(e) = c1F1(e) + c!F~(e) 
eine lineare Schar von Mengenfunktionen, die von zwei willkürlichen 
Parametern Cl und CI abhängt. In jedem Punkte P, in dem ..F; (e) und 
Fs(e) beide dift'erentiierbar sind und eine endliche Derivierte besitzen, 
ist jede Funktion der Schar dift'erentiierbar. Es sei nämlich 611 6., .,. 

eIne gegen P konvergierende reguläre Folge VOll Punktmengen, dann 
folgt aus 
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und aus 

daß 

existiert und daß 
Äcp(P) = cIDF1(P) + c,DJ<",(P) 

ist. Ferner folgt aus der Tatsache, daß die rechte Seite der letzten 
Gleichung ganz unabhängig von der Wahl der regulären Folge tS11 tS" ••• 
ist, die Differentiierbarkeit von 4J(e) im Punkte P, so daß man schreiben 
kann 

Ä'1>(P) = D'1>(P). 

Die Punkte, in denen F 1 (e) und p~(e) differentiierbar sind und endliche 
Derivierte besitzen, bilden zwei maßgleiche Kerne EI und R 2 des 
Raumes. Da die Punkllmenge 

E= E1 E2 

ebenfalls einen maßgleichen Kem des Raumes bildet, so haben wir den 

Satz 5. Sind JJ~ (e) und JJ~(e) additivetotolstetige Mengenfunktionen, 
so gibt es einen maßgZeichen Kern E des Raumes, in welchem alle Mengen
fUHlkU(WI,en 4) ( e) der linearen Schar 

(1) Ib(e) = c1F1(e) + c!Fs(e) 

lJugleich dilferentiierbar sind; in jeilem PUlnkte von B ist, die Derivierte 
J)." (P) von 4) ( e) entllich und hat den Wert 

(2) Dcp(P) = t;DF1ep) + ~DF.(P). 
Sind Ft(e) und Fs(e) die unbestimmten Integrale von h (P) und 

fs (P) , so hätte man nach dem Satze 3 des § 446 die Punktmengen EI 
und E, so wählen können, daß in jedem ihrer Punkte die Gleichungen 

D F1 (P) = fl(P) und DJ. ... ep) = f,(P) 

gelten. Dann wäre in jedem Punkte von E naeh (2) 

(S) D.p(P) = Cdl(P) + cds(P). 

Die Limeafunktionen der Derivierten. 

460. Es sei ÄF(P) eine beliebige Derivierte der additiven und 
totalstetigen Mengenfunktion F(e), und ~(P) 'Sei die obere Limesfunk
tion von ÄF(P) (§ 123). Wir betrachten einen Punkt P des Raumes, in 

32· 
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welchem w(P) von - 00 verschieden ist, und zugleich mit diesem 
Pun1de irgendeine endliche Zahl a, die der Bedingung 

(1) a< flJ(P) 
genügt. Führen wir jetzt die Bezeichnung ein 

(2) ea = M(b.. p > ce), 
so ist, wie wir zeigen wollen, für jede Umgebung Up des Punktes P 

(3) meaUp 9= O. 

Wäre nämlich eD! Up eine Nullmenge, so hätte man für jede Teilmenge e 
von Up 

meea = 0, 

und es wäre daher, falls e meßbar und von endlichem Inhalte ist, 

(4) F(e) =.f b..F(P)dw = f llF(P) dw. 

In der Punktmenge Ce-eea ) ist aber nach (2) stets b..F(P) < IX. und 
man bekommt, wenn man den Mittelwertsatz auf (4) anwendet, 

(5) F(e) <1X·m(e-eea) 

<a·me. 

Ist nun Q irgendein Punkt von Up und °1 , 01' . .. ellle reguläre 
Folge von Punktmengen, die gegen Q konvergiert und für welche 

1· F(6k) A (Q) 1m -- = L..\F 
k=oo m6k 

ist, so ist, weil Up eine offene Punktmenge bedeutet, für jeden hin· 
reichend großen Wert von k die Punktmenge <1" eine Teilmenge von Ul' 
und folglich nach (5) 

Es ist also auch 
b..F(Q) < «, 

und weil Q einen beliebigen Punkt von Up bedeutet, ist die obere Grenze 
von A,F(P) in Up 

G(IlF; Up) < a, 
woraus aber (§ 123) im Widerspruch mit (1) 

<PCp) < a 
folgen würde. Die Bedingung (3) muß also stets bestehen. 

Nun sei l(P) irgendeine Funktion, die der Funktion b..F(P) äqui
V'aJent ist, und fJ!(P) sei die obere Limesfunktion von {(P). Da die 
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Punktmenge ea Up keine Nullmenge ist, enthält sie sicher Punkte, In 

denen 
ÄF(P) = ((P) 

ist1 und hieraus folgt, wegen (2), 

(6) G(f; Ur) > u. 

Nun erinnere man sich daran, daß Up eine ganz beliebige Umgebung 
von P bedeuten sollte; man kann also aus (6) schließen: 

"P"(P) > a 

und ferner, weil a nur der Bedingung (1) genügen sollte, aber sonst 
ganz beliebig war, 
(7) "P'(P) > tP(P). 

Die Ungleichheit (7) ist unter der Voraussetzung bewiesen worden, daß 
(P(P) von - <Xl verschieden ist; in den Punkten, wo tP(P) = - <Xl ist, 
ist aber (7) von selbst erfüllt. Si~ gilt also allgemein. 

Bezeichnet man mit rp(P) und ""(P) die unteren Limesfunktionen 
von ÄF(P) und (P) und berücksichtigt man, daß dann - rp(P) und 
- 1/J(P) die oberen Limesfunktionen von - ÄF(P) und - (P) sind, 
daß diese beiden letzten Funktionen einander äquivalent sind und daß 
die erste unter ihnen eine Derivierte von - F( e) ist, so folgt aus dem 
obigen Resultate 

oder 
-1/J(P) > - rp(P) 

1/J(P) < rp(P). 

Satz 1. Zwischen den oberen und unteren Limes{unktionen tP(P) 
und fP(P) einer beliebigen Derivierten ÄF(P) der additiven totalstetigen 
Mengen/unktion F(e) und den Limes{unktionen iJF·(P) und ",,(P) einer 
beZ'iebigen zu ÄJl(P) äquivalenten Funktion ((P) bestehen stets die Rela
tionen 

1jJ(P) < rp(P) < tP(P) < iJF(P). 

4-01. Zwei beliebige Derivierte Ä1 CP) und ÄJ(P) derselben addi
tiven und totalstetigen Mengenfunktion F(e) sind äquivalente Funk
tionen. Nach dem letzten Satz muß also, wenn man mit tJ\(P) und 
tPJ (P) ihre oberen Limesfunktionen bezeichnet, sowohl 

tP! (P) 2 tPl (P) 
als auch 

tP1 (P) > tP~(P) 
sein. Die heiden oberen Limesfunktionen sind also einander gleich, 
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und dasselbe gilt auch, nach einer analogen Schlußweise, für die unteren 
Limesfunktionen der heiden Derivierten. 

Satz 2. Alle Derivierten einer additiven totalstetigen Mengen('U/,~ktion 
haben dieselbe obere und dieselbe unte1'e Limes(unktion. 

4,52. Wir nehmen nun an, F(e) sei das unbestimmte Integral der 
Funktion (P). Ist diese Funktion stetig in einem Punkte P des 
Raumes, so ist, mit den obigen Bezeichnungen, in diesem Punkte 

-qr(P) = tfJ(P) = (P), 

und nach dem Satze 1 des § 450 ist dann auch 

tP(P) = cp(P) = (p) , 

woraus folgt, daß jede Derivierte von F(e) im Punkte P stetig ist und 
den Wert (P) besitzt. 

Satz 3. Da.s unbestimmte Integral F( e) einer Funktion ( P) ist in 
jedem Stetigkeitspunkte von f( P) differentiierbar und seine Derivierten 
sind gleich f( P) in diesem Punkte. 

Ist ferner die Funktion t'(P) über jede nach außen quadrierbare 
Punktmengee nach Riemann integrierbar, so müssen (§ 415, Satz 1) 
die Unstetigkeitspunkte von (P) eine Nullmenge des Raumes bilden 
und dasselbe gilt dann auch von den Unstetigkeitspunkten einer be
liebigen unter den Derivierten t::.F(P). Diese sind also auch nach Rie
mann integrierbar über e. 

Satz 4. Ist die additive totalstetige Mengenfitnktion F(e) das unbe
stimmte Integral einer über jede nach außen quadrierbare Punktmenge e 
nach Riemann integrierbaren Funldion, so gilt dasselbe von jeder Derivierten 
von F(e). Hierzu genügt aber, daß eine dieser Derivierten nach Riemann 
integrierbar sei; dann sind es demnach auch alle ülwigen. 

Die additiven totalstetigen Interval.lfttnktioneD. 

4:53. Wir bezeichnen mit ~ die Gesamtheit der Punktmengen 

(1) 11=01+tf2+···+0p, 

die aus der Summe von endlich vielen Intervallen ohne gemeinsame 
Punkte d'l1 0u ... , tfp bestehen. Eine Mengenfunktion tP( 6), deren De
finitionsbereich gleich ~. ist, soll eine Intervallfunktion genannt 
werden, Jeder Mengenfunktion F(e), deren Definitionsbereich alle Punkt
mengen 6 von 3 enthält, kann man eindeutig eine Intervallfunktion tJ>( 6) 
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zuordnen, die dadurch definiert wird, daß die Gleichung 

(2) ~(f1) = F(6) 

für alle Pllnktmcllgen (1) gelten soll. 
Gibt es eine (für alle meßbaren Punktmengen e von endlichem In

halt definierte) additive und totalstetige Mengenfunktion F( e), die für 
alle Punktmengen (1) einer gegebenen Intervallfunktion (1)(11) gleich ist, 
so wollen wir die Intervallfunktion ~(f1) selbst additiv und total
s tetig nennen. Es ist sehr leicht, notwendige und hinreichende Be
dingungen dafür anzugeben, daß !P( 6) additiv und totalstetig sei. Da 
nämlich W (6) für alle Würfel des n-dimensionalen Raumes definiert ist, 
kann man nach dem § 435 mittlere Derivierte von (1)(6) definieren. Aus 
(2) folgt dann, daß z. B. die oberen mittleren Derivierten von (1)(6) und 
von F(e) in jedem Punkte P des Raumes einander gleich sein müssen: 

(3) 

Für die Addivität und Totalstetigkeit der Funktion F( e) ist nun nach 
dem vorigen Abschnitt notwendig, daß die Funktion 15F (P) über jede 
meßbare Punktmenge e von endlichem Inhalte summierbar sei und daß 
die Gleichung 

F(e) = fi5 F (p) dw 
e 

für alle diese Punktmengen erfüllt sei. Aus alle dem folgt, daß die 
Intervallfunktion 4J(c1) nur dann additiv und total stetig sein kann, wenn 
eiDe Funktion f(P) existiert, die über jede meßbare Punktmenge e von 
endlichem Inhalte summierbar ist, so daß für alle Punktmengen (1) die 
Gleichung 

(4) 0(6) = fr(P)dw 
a 

stattfindet. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, weil dann die 
additive und totalstetige Mengenfunktion 

(5) Fee) = frCP)dw, 

die für alle meßbaren Punktmengen e endlichen Inhalts definiert ist, der 
Gleichung (2) genügt. Wir haben also den 

Satz 1. Für die Additivität und Totalstet·igkeit einer Inte:rvallfunk
tion (1)(0) 'ist notwendig und hinreichend, daß eine übel· jede meßbare 
Punktmenge e endlichen Inhalts summierbnTe I!'unktion f( P) existiere, die 
fü·r alle Punktmengen (j des Defi,nitionsbereichs 3 '110ft 4»(0') der Glei
chung (4) genügt. 
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4:54:. Die im vorigen Satze vorkommende Bedingung wollen wir 
jetzt durch andere ersetzen, die bequemer anzuwenden sind. Zu diesem 
Zweck bemerken wir, daß die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen 
folgende Eigenschaften von 4J( 6) nach sich zieht: 

a) Besteht die Intervallmenge 6 aus der Summe der Inter
valle J l , hs, ... , hp ' so ist auch stets 

(1) 4»(6) = 4»(J1) + 4»(J2) + ... + tlJ(d~). 
b) Zerlegt man ein beliebiges Intervall 0 des Raumes 

durch Parallele zu den Koordinatenebenen in endlich viele 
TeilintervaI1e d'1I d'a,' .. , Jp ' so ist 

(2) 4»ed') = 4»(d'1 + d'. + ... + o~. 
In der Tat ist das ursprüngliche Intervall d' gleich der Summe einer 

Nullmenge 'V und der Teilintervalle d'l' ha, ••• , d'p' und die Gleichung (2) 
ist eine Folge der beiden Gleichungen 

p 

{
rJfr(P) dU' = frep) du; + &, f-f(P) dw, 

fr(p) dU' = O. 
" 

c) Bezeichnet man mit 1J (l) die obere Grenze von 10(6) I 
für alle Intervallmengen 6, für welche m(l < l ist, so genügt 
die Funktion 1J(l) der Bedingung 

(3) lim1J(Ä)=O. 
A=O 

Die Funktion 1J(l) ist nämlich m bt größer als die obere Grenze 
des absoluten Betrages der durch die Gleichung (5) des vorigen Para
graphen definierten Funktion F(e) für alle meßbaren Punktmengen e, 
deren Inhalt me ~ 1 ist, und diese letzte Funktion konvergiert stets 
mit l gegen Null (§ 431). 

Wir wollen nun zeigen, daß die drei Bedingungen a), b) und c) 
fUr die Additivität und Totalstetigkeit einer Intervallfunktion tJJ( (I) 
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend sind. 

Ehe wir dielen Beweis bringen, machen wir noch die Bemerkung: 
wenn .t und h zwei positive Zahlen bedeuten und (I eine Intervall
menge des Definitionsbereiches .3 von 4»«(1) ist,die der Bedingung 

W m(l<l+h 

genügt, so kann man die Punktmenge (I durch eine Parallele zu einer 
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beliebigen unter den Koordinatenebenen in zwei Teilmengen /1' und 0" 

80 zerlegen, daß die Gleichungen 

(5) 
r m(ti - (0' + (;"» = 0, 
I mo' < A, 'tn/1" < h 

zugleich erfüllt sind. Die beiden Punktmengen 6' und tl' sind dann im 
Definitionsbereich 3 von «> (0) enthalten und man hat wegen der Be
dingungen a) und b) 
(6) tl> ( 6) = w( 0') + tP( 6"). 
Aus (4), (5) und (6) folgt aber, daß man die Uberlegungen der §§ 430, 
431 wörtlich auf unsere jetzige Funktion 1](1) übertragen kann, und 
man kann daher die Gleichung (3) benutzen, um genau wie dort zu be
weisen, daß die Funktion 1](1) für alle positiven Werte von ,1. endlich, 
stetig und monoton wachsend ist. 

455. Wir nehmen nun an, tP( 0) sei eine Intervallfunktion, die den 
Bedingungen a), b) und c) des vorigen Paragraphen genügt, und be
trachten zwei Punktmengen 

6 = 01 + 02 + ... + 0p' 
6' = 01' + Os' + ... + Oq' 

ihres Definitionsbereiches. Legt man durch alle Ecken der Intervalle 0; 
und 0/ Parallelen zu sämtlichen Koordinatenebenen, so wird jedes dieser 
Intervalle in höchstens endlich viele Teilintervalle zerlegt und jedes 
dieser Teilintervalle liegt in einer und nur einer der drei Punktmengen 

00', 6 - 66', 0' - 0'6'; 

wir bezeichnen mit t:, Q, Q' die Vereinigungsmengen der 'l'eilintervalle, 
die in je einer dieser drei Mengen liegen. Dann ist, wegen der Eigen
schaften a) und b) von tP(6) 
(1) w(o') = «>('C) + w«(.l), 
(2) «>(0) = «>(t:) + tP(Q'). 
Anderseits ist nach der Konstruktion 

m(66' - t:) = 0, m(6 - ('C + Q» = 0, m(O" - ('C + Q'» = ° 
und daher, weil alle betrachteten Punktmengen meßbar und von end
lichem Inhalte sind, 

(3) mQ = rn(0'-60") = l, mQ' = m(0'-66') == ,1.'. 

Die Gleichungen (1), (2) und (3) liefern uns also, wenn man die Eigen
schaft c) unserer Funktion «> (6) berücksichtigt, 

(4) I tP(o) - tP(6') I < I tP(Q) I + ItP(Q') I < 1](,1.) + 1}(l')_ 
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Wir betrachten eine meßbare Punktmenge e des Raumes, deren 
Inhalt endlich ist, und bezeichnen mit E eine beliebige positive Zahl. 
Nach dem Vitalischen Satze (§ 291) können wir endlich viele inter
valle ht , 62 , ••• , hk ohne gemeinsame Punkte. finden, deren Summe 

6 = ht + ha + ... + (}k 

den beiden Relationen 
(5) mr<E, mt<c 

zugleich genügt, wenn wir zur Abkürznng die Bezeichnungen 

(6) r=e-e6, t=(j-e(J 

einf"dhren. Es sei (I' eine z:weite Punktmenge derselben Art, d. h. wieder 
eine Summe von endlich vielen Intervallen ohne gemeinsame Punkte, filr 
welche, wenn man 
(7) 

, , 
r = e - e6, 

setzt, die Relationen 
(8) mr'<c, 
zugleich gelten. 

Nach (6) und (7) ist dann 

und daher 

11 = e - r + t, 
e = 11' - t' + r' 

6 = 6' - t' + r' - r + t 

oder wenn man rechts und links gliedweise mit ($ multipliziert, 

(/ = tjtJ' - tit' + (/.J.' - tJr + tJt. 

Hieraus folgt aber, weil wir es mit lauter meßbaren Punkt mengen Ztl 

tun haben, 
m6 = mfll1' - ml1t' + ml1r' - m6r'+ mtJt; 

die vier letzten Glieder der rechten Seite sind abwechselnd positiv und 
negativ, und wegen (5) und (8) ist jedes von ihnen absolut genommen 
nicht größer als c, und hieraus folgt 

I mtj - m(jtj' I < 2c. 

Ebellso findet man durch Vertauschung von 11 mit (J' 

m 11' - ",1(1 tj' < 2 c 

und nach (3) und (4) folgt hieraus 

(9) 4>(6) - Cf»(o-') I <2",(2E). 
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Wir betrachten jetzt eine Folge von Punktmengen 

(10) 

von denen jede im Definitionsbereich 3 von 4J( tJ) liegt und für welche, 
nach Einführung der Bezeichnung 

die Relationen 
1 1 

mrk < k ' mtk < k 

gelten. Ist dann p eine beliebige natürliche Zahl, so ist nach (9) für 
jede natürliche Zahl k 

IIP(oHP) - w(t1k) I <2}) G); 
da nun nach V oraussetzullg 

(11) ~i!,: 21] (f) = 0 

ist, folgt aus dem Vauchyschen Konvergenzkriterium (§ 97, Satz 3) die 
Existenz des Grenzwertes 
(12) limlP(ok). 

).-=00.1 

Ist ferner 

irgendeine zweite Folge von Punktmengen, die denselben Bedingungen 
wie (10) genügen, so liefert uns die Relation (9) für jeden Wert von k 

I fP(ok) - <P(I1/) I <21J G) 
und daher, wenn man noch (12) berücksichtigt, 

lim q,(t1k ) = lim 4J(tJ/). 
k=aro k=CICI 

Der Grenzwert (12) ist also von der speziellen WahI unserer Folge 
6 11 6~, ... unabhängig und wir können daher eine Mengenfunktioll F(e) 
durch die Gleichung 

(13) F(e) = lim IP( 0k) 
k=oo 

definieren. Für Punktmengen (I, welche im Definitionsbereich ~ von 
<P( 6) enthalten sind, kann man hierin für jedes k 

°k= ° 
setzen, woraus folgt, daß dann auch stets 

F( 6) = fP(6) 

ist. Um die Additivität und Totalstetigkeit von fP(o) nachzuweisen, ge-
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nügt es mithin zu zeigen, daß die Mengenfunktion F(e), die wir durch 
einen wohlbestimmten Grenzprozeß für alle meßbaren Punktmengen e 
endlichen Inhalts eindeutig definiert haben, additiv und totalstetig ist, 

456. Es sei e eine meßbare Punktmenge endlichen Inhalts und 

me = li 

dann ist, nach den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen, für jede 
Folge 617 6 2, ' .•• von Punktmengen, die wir dort betrachtet haben, 

1 
m6" = me - mr" + mt" < l + k 

und daher 

(f)(6k) I <'J(l+ !), 
Nach der Gleichung (13) des vorigen Paragraphen ist aber dann, wenn 
man die Stetigkeit von 'J(l) berücksichtigt (§ 454), 

I F(e) I S lim'J (1 + ~) = 'J(l) . 
.1:=00 

Ferner ist nach Voraussetzung lim '1(.1.) = 0 und daher die Funktion F(e) 
totalstetig. ).=0 

457. Wir betrachten ferner zwei meßbare Punktmengen e und e' 
endlichen Inhalts mit leerem Durchschnitt und appro:x:imieren wie oben 
diese Punktmengen durch zwei Folgen 

(1) { 
61 , 6:17 tla, .. " 

61', 6.', tls', ••. 

von lntervallmengen, die im Definitionsbereich 3 von (11(6) liegen. Wir 
verlangen also: wenn man die Bezeichnungen 

(2) 

einführt, so sollen die Relationen 

t,. = 6" - etl", 

t; = 6,,' - e'6,,' 

(3) mr,,< ~, mtk < ~, mr,,'< !' mt,,'~ ! 
gleichzeitig gelten. Dann ist nach dem vorigen Paragl'aphen 

I F(e) = lim tI» (cs,,) =limF(cs,t), 

(4) F(e:) =!~ (11(6,,') = E~F(6/). 



§ 457 Die additiven totalstetigen Intervallfunktionen 509 

Nun folgt aber aus 
0" = (e - rk ) + t., 
0.' = (e' - r /) + t .. , 

wenn man noch berücksichtigt, daß die beiden Punktmengen (e - r,J 
und (e' - rk') als Teilmengen von e und e' keinen gemeinsamen Punkt 
besitzen, 

0,,6,,' = (e - rk)ok' + tktJ,,' = (e - r,,)t,,' + tk6/; 
und hieraus entnimmt man nach (3) 

(5) m6"r1/ ~ ! . 
Bezeichnet man mit Sk die Vereinigungsmenge von 0. und tJk' 

Sk = 6" + 6,,', 
so ist 

(6) { ~+~-~~+~=~-~0+~-~~ -< (e - o"e) + (e' - o~e') 
und anderseits 

(7) { Bk - Ce + e')B" = (ok - (e + e')6k) -: (6k: - (~~ e')ok') 

-«o,,-e6,,) + (6k -e6k ). 

Aus den Relationen (6) und (7) folgert man mit Hilfe von (2) und (3) 

(8) 1 m«e + e') - B,,(e + e'» < -~ , 
m(B - (e+e')B) <~. 

k k -- k 

Nun lege man, wie im § 455, durch jede Ecke der Intervalle, aus 
deren Summe 6/: und 6; bestehen, Parallelen zu sämtlichen Koordinaten
ebenen, wodurch jedes der betrachteten Intervalle in höchstens endlich 
viele Teilintervalle zerlegt wird, und bezeichne mit 'r", Q", Q/ die Ver
einigungsmengen dieser Teilintervalle, die in 6" 6;, in (6 k - 6/: 6;) und in 
(0;.' - 6" 6,,') liegen. Die Relationen (8) bleiben bestehen, wenn man in 
ihnen die Punktmenge Bk durch ('r" + (h + (h') ersetzt, und hieraus folgt 
nach der Definition der Mengenfunktion F(e) (§ 455), 

1 F(e + e') = lim 1P('tk + Qk + (J/) 

(9) = ~i~ (qJ('rk) + (]J(Qk) + qJ(Q.')}. 

Anderseits ist aber auch 
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(10) 

Kap. X. Funktionen einer Verll.nderlichen 

\ 
F(e) = !~~ 4»( ( 1) == !~~ {4'(,;.) + q,«(J/:)} , 

ll(e') = lim 4»(6,:) == lim { 4»(';1) + 4»(f//)} 
. k=~ k=~ 

und wegen (5) 
(11) lim ~(';k) = lim q,(tlk6,J - o. 

k=~ ,,= .. 
Der Vergleich von (9), (10) und (11) zeigt endlich, da.ß 

F(e + e') == F(e) + F(e') 
ist, wie wir beweisen wollten. 

Wir haben also den 
Satz 2. Für die Additivität und l'otalstetigkeit einer InfNvall(unk

tion 4»(tI) ist notwendig und hinreichend, daß die Bedingungen 80), b) 
und c) des § 454 erfüllt seien. 

Nachdem wir eingesehen haben, daß diese Bedingungen für die 
Additivität und Totalstetigkeit einer Intervallfunktion charakter i s tisch 
sind, sind wir in der Lage, die Eigenschaft der Additivität von der Eigen
schaft der Totalstetigkeit auch für Intervallfunktionen zu trennen. Wir 
werden eine Intervallfunktion ad di ti v nennen, wenn sie den Bedingungen 
a) und b) des § 454 genügt, und totalstetig, wenn sie der Bedingunge) 
dieses Paragraphen genügt. 

Kapitel x. Funktionen einer Veränderlichen. 
Die Ä.-Variation. 

"68. Es sei A ein lineares Gebiet, das also entweder aus einem 
Intervall oder aus einer Halbgeraden, wenn nicht aus der ganzen x-Achse 
besteht (§§ 147,225), und fex) sei eine auf A definierte endliche Funk
tion. Wir bezeichnen mit 
(i) ~k: a,,<x.<fJk (k=1,2, ... ,p) 

eine endliche Anzahl von Intervallen ohne gemeinsame Punkte, die in.A. 
liegen, und mit 
(2) t1 == d1 + 6. + ... + ~p 
die Summe dieser Intervalle, und betrachten die Mengenfunktion 

p 

F(6) = ~(f({J~ - ((ak)· 
&=1 

Diese Mengenfunktion P(6) ist eine Intervallfunktion (§ 453), welche 
wir die der Funktion fex) zugehörige Intervallfnnktion DeDDeD wollen. 
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Die Intervallfunktion F( tJ) ist natürlich ad d i ti v (§ 457), denn es ist 
einerseits 

und anderseits, wenn man ein Intervall ~ durch einen Teilungspunkt in 
zwei Intervalle d', ~" zerlegt, 

Fe IJ) = E'(6') + F( /i"); 
d. h. die Bedingungen a) und b) des § 454 sind hier erfüllt. 

Definition. Unter 2-Variation der Funktion fex) auf dem 
linearen Gebiete A verstehen wir eine Funktion -r(l), die mit 
der Funktion Tj(2), die wir im § 454 jeder Intervallfunktion 
zugeordnet haben, eine gewisse Ähnlichkeit hat; die Funk
tion 1'(1) soll die obere Grenze der Zahlen 

p 

~: f(ßt) - f( Clk) I 
k=l 

für alle Punktmengen (2) sein, die aus endlich vielen Teil
intervallen von A ohne gemeinsame Punkte bestehen, fUr 
welche ~ie Ungleichheit 

p 

~(ß!: - Ct.k ) < A 
k =1 

erfüllt ist. 
Ist lCx) in einem abgeschlossenen Intervall a < x < b definiert, so 

kann man ihren Definitionsbereich erweitern. indem man festsetzt, daß 
fex) = f(a) fiir x< a und fex) = f(b) für x> b sein soll. Die l-Varia
tion dieser letzten Funktion auf der ganzen x-Achse nennen 
wir dann die l-Variation von fex) für das ursprünglich abge
schlossene Intervall. Es ist klar, daß man hier, um ,,(2) zu be
rechnen, nur Intervalle ~k zu berücksichtigen hat, deren Endpunkte in 
der Punktmeoge a < x <b liegen, und daß r(b - a) gleich der totalen 
Variation von fCx) (§ 177) im Intervalle a < x <b ist. 

Man beweist genau wie wir es im § 430 für die Funktion 1J (l) ge
tan haben, daß, wenn 2 und h zwei positive Zahlen bedeuten, 

r(l) :S TCA + h) ;;S; 'C().) + Teh) 

ist; nach den Ausführungen dieses Paragraphen ist dann ,,(l) eine 
monoton wachsende Funktion, die entweder konstant gleich Null oder 
konstant gleich + 00 ist, oder aber für alle Werte von l endlich und 
von Null verschieden ist. 

Ist l(x) eine Konstante, so ist natürlich die Funktion r(l) identisch 
Null; ist dagegen fex) nicht konstant, so gibt es mindestens zwei Punkte 
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Xl und x, von A, für welche ((Xl) =1= ((x2) ist, und man hat 

-r(1 x2 - xII) ~ 1 ((x2) - (Xl) I> 0, 

§ 469 

woraus nach dem Früheren folgt, daß -r (l) für keinen positiven Wert 
von 11 verschwinden kann. 

Sa.tz 1. Die 11 -Variation einer Funktion ((x), die an( einem linearen 
Gebiete A oder einem abgeschlossenen Intervall definiert ist, ist eine für 
positive Werte von 11 definierte monoton wachsende Funktion -r(Ä), die ent
weder lwnstant gleich + 00 ist oder stets endlich ist. Im letden Falle ist 
-r(l) stets von Null verschieden, außer wenn ((x) selbst lwnstant ist; dann 
verschwindet die }.,- Variation identisch. 

4:59. Wir nehmen jetzt an, das Gebiet A sei ein Intervall a < x < b 
und die l-Variation sei eine endliche Funktion; ferner sei ((x) auch in 
den Endpunkten a und b des Intervalls definiert und in jedem Punkte 
des abgeschlossenen Intervalls a < x <b endlich. Sind dann x und Xo 
zwei beliebige Punkte des Intervalls a < X < b, so folgt aus 

i ((x) - (xo)! :5 -r(b - a), 
daß ((x) in diesem Intervalle und sogar im abgeschlossenen Intervalle 
a <:: x :s:; b beschränkt ist. In der letzten Punktmenge ist nämlich I ((x) I 
nie größer als die größte der drei Zahlen 

I ((a) I, I (-eb) I, 1((xo)I+T(b-a). 
Es gibt also insbesondere eine endliche Zahl M, so daß für je zwei 
Punkte x' und x" von a < x ~ b 
(1) ! fex') - (x") I < M 
ist. Wir zerlegen das Intervall a < x < b durch 1n Teilungspunkte 

Xl< X2 < ... < xm 

in (m + 1) Teilintervalle und betrachten die Zahlen 

(2) !(xk +1) - f(xk )! (k= 1,2, ... ,Cm-l). 

Die Summe der Zahlen (2) ist nach der Definition von T(l) nicht größer 
als -r(b - a). Es ist also, wenn man noch (1) berücksichtigt, 

'In-l 

I ((Xl) - f(a) I + ~1(XHl) -f(xk)! + !f(b) -(x",) 1 < -r(b - a) + 2M, 
k=l 

und hieraus folgt, daß die Funktion ((x) im abgeschlossenen Intervalle 
a < x <b von beschränkter Variation ist (§ 177). 

Ist umgekehrt ((x) von beschränkter Variation im abgeschlossenen 
Intervalle a < x <b, so sieht man unmittelbar ein, daß -r(l) eine end
liche Funktion sein muß. 
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Sa.tz 2. Dafür, daß eine endliche l'unktion f(x) auf dem ahge
sChlossenen Intervalle a < x <b von beschränkter "Variation sei, ist not
wendig und hinreichend, daß die l-Variation von fex) im (offenen) Inter
vall a < x < b eine endliche Funktion sei. 

Hieraus folgt insbesondere, daß eine Funktion, die, wie z. B. die 
Dirichletsche Funktion (§ 170), in einem Intervall totalunstetig ist, eine 
l-Variation besitzt, die stets gleich + 00 ist; es gibt sogar stetige Funk
tionen mit dieser Eigenschaft, wie das Beispiel des § 184 zeigt. 

460. Da -r(l) eine monoton wachsende Funktion ist, existiert stets 
der Grenzwert (§ 148) 

-r(0) = lim -r(l), 
l=O 

den wir die Nullvariation der Funktion fex) nennen wollen. Diese 
Nullvariation ist nach dem Vorhergehenden dann und nur dann end
lich, wenn die l-Variation eine durchweg endliche Funktion ist. 

Wir bezeichnen wieder mit 0 eine offene Punktmenge, die aus end
lich vielen Intervallen ohne gemeinsame Punkte, 

Jk : ak < X < ßk' 
besteht. Ferner sei 0' die Summe der Intervalle Jk , für die fCßt) > f(a,.,) 
ist, und 0" = (1 - (1'. Dann ist, wenn F( 1'1) die zu fex) gehörige Inter
vallfunktion bedeutet (§ 453), 

~lf(ßk) - f(al;) = F(o') - F(tl'), 
k 

und man hat, wenn mo < ). ist, woraus mtl < l und mtj" < l folgt, 

..;sI f(ßk) - {(at) < 2fJU,); 
k 

hierbei hat fJ(l) dieselbe Bedeutung wie im § 454. Nun folgt aber, 
nach der Definition der 1-Variation, 

'l"(1):C::;: 2fJ(J.) 

und da anderseits fJ(l) ~"(l) ist, so folgt aus 1:(0) = 0 stets lim 'f1(J.) = 0 
und umgekehrt. I = 0 

Die Intervallfunktion F(o) ist also dann und nur dann totalstetig 
(§ 457), wenn ,,(0) = 0 ist. Wenn dies der Ji'all ist, soll die Funk
tion fex) selbst totalstetig genannt werden. 

Wir haben demnach folgende 

Definition. Eine Funktion fex) einer Veränderlichen x soll 
in einem linearen Gebiet A, in dem ihre Nullvariation ver
schwindet, totalstetig genannt werden. 

Ca.ratheodory, Reelle Funktionen. 33 
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Die Totalstetigkeit einer Funktion hat ihre gewöhnliche Stetigkeit 
zur Folge; sind nämlich Xl und x2 zwei beliebige Punkte unseres linearen 
Gebietes A, so ist, wenn man 

I x2 - Xl 1=1 
setzt, 

If(x2) - f(xl ) I < T(l), 

und dies verbunden mit T(O) = 0 zeigt, daß fex) in jedem Punkte von 
A stetig ist. 

Ist insbesondere das Gebiet A ein Intervall a < X < bund fCx) 
totalstetig auf A, so ist, wenn man der Funktion in den Endpunkten 
a und b des Intervalls irgendwelche endliche Werte zuschreibt, die so 
erweiterte Funktion, nach dem letzten Satze, von beschränkter Variation 
auf dem abgeschlossenen Intervall a < x < b. Es müssen also die beiden 
Zahlen {(a + 0) und f(b - 0) existieren und endlich sein (§ 180), und 
die erweiterte Funktion fex) ist auch in den Endpunkten a und b 
stetig, wenn man 

f(a) = fCa + 0) und f(b) = f(b -- 0) 

setzt. Hieraus folgt der 

Satz 3. Jede in einem Intervall a < x < b definierte totalstetige Funk
tion fCx) kann erweitert werden zu einer Funktion, die auf de-r abgeschlossenen 
Hülle a < X < b dieses Intervalls stetig ist und die außerdem noch dort 
von beschränkter Varia1ion ist. 

Eine stetige Funktion von beschränkter Variation und sogar eine 
stetige, beschränkte monotone Funktion brauchen nicht totalstetig zu 
sein (vgl. § 509). Es ist deshalb nützlich, noch folgendes zu bemerken: 

Es sei fex) eine Funktion, die im abgeschlossenen Intervalle 

I: a<x<b 

stetig und von beschränkter Variation ist und in jedem Intervalle 
It < X < ß, dessen Endpunkte im Innern von I liegen, totalstetig ist. Es 
ist also a> a und ß < b, und wenn man mit V(<<) und V(ß) die totale 
Variation der Funktion in den abgeschlossenen Intervallen a < x :<:::: (t 
bzw. ß ~x ~b und mit T1 (l) die l-Variation der Funktion im Inter
valle IX < X < ß bezeichnet, so ist, für jede Menge von endlich vielen 
Teilintervallen von lohne gemeinsame Punkte, deren Gesamtinhalt < 1 
ist, die Summe 

2'llCßk) - f(uk ) 
k 

über diese Intervalle sicher nicht größer als V(a) + V(ß) + T 1(J.); 
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bieraus folgt aber für die obere Grenze T(il) dieser Summen 

Teil) < V(a) + V(ß) + T'l()')' 
und weil lex) total stetig im Intervalle a < x < (:J ist, 

T'(O) < V(a) + V«(:J). 

515 

Wegen der Stetigkeit der Funktion konvergieren aber die Zahlen V(a) 
und V(ß) gegen Null, wenn a gegen a und ß gegen b strebt (§§ 178 
und 181); es ist daher 

T(O) = 0, 

d. h. die Funktion ist totalstetig in r. 
Satz 4. Eine in einem abgeschlossenen Intervall I stetige Funktion 

von beschränkter Variation, die in jedem Teilintervall von I, dessen End
punkte mit denen von I nicht zusammenfallen, totalstetig ist, ist es 
auch in 1. 

Die Derivierten einer Funktion. 

4,61. Sind x und ~ zwei beliebige Punkte eines linearen Gebietes A, 
in welchem eine endliche Funktion ((x) definiert ist, so bezeichnet man 
die Zahl 

(1) fm-lex) 
s-x 

als einen Differenzenquotienten der Funktion f(x).Der Differenzeri
quotient (1) hat eine einfache geometrische Bedeutung: er ist nichts 
anderes als die "Steigung" der Strecke, welche 
die Punkte mit den Koordinaten (x, f(x») und 
(~, f(~) verbindet. Das Problem, Tangenten an 
eine Kurve zu legen, hat von altersher dazu ge
führt, die Grenzwerte des Ausdruckes (1) zu stu
dieren, wenn man den Punkt ~ als veränderlich 
denkt und ihn gegen x konvergieren läßt. 

Man kann z. B. abzählbar unendlich viele 
Punkte 
(2) 

x 
Fig. 52. 

des Intervalls betrachten, die alle größer als x sind und gegen x kon
vergieren, und aus dieser Folge (2) eine Teilfolge 

(3) 

aussondern, so daß der Grenzwert 

(4) D+(.x) = lim f(xk)-f(x) 
k=", Xk- x 

83* 
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existiert und eine endliche oder unendliche Zahl darstellt. DieZahl D +f(x) 
heißt eine rechte Derivierte von fex) im Punkte Xi ganz analog findet 
man linke Derivierte D_f(x), die man in allen Punkten des GebietesA 
berechnen kann, indem man von Folgen (2) ausgeht, für die stets 
x/ < x ist. 

462. Betrachtet man die zu f(x) gehörige Intervallfunktion F( tJ) 
und nennt man ~k das Intervall zwischen x und xk , so nimmt stets der 
entsprechende Di:lferenzenquotient die Gestalt an 

F(tJk ) 

mlik i 

hieraus folgt, daß die rechten oder linken Derivierten unserer Funk
tion fex) auch als Derivierte der Mengenfunktion F( (1) aufgefaßt 
werden können und daß sie unter den Begriff fallen, den wir im § 443 
erklärt haben. Man muß dazu die dort vorkommende Punktmenge 
o(Pi a) durch ~k ersetzen und q(P; a) durch ein offenes Intervall, das x 
zum Mittelpunkte hat und das z. B. dreimal so lang ist wie ~k' Die 
Bedingung (1) des § 443 ist dann stets erfüllt, weil die Zahl -It(P), die 
in dieser Bedingung vorkommt, unter den jetzigen Voraussetzungen kon
stant und gleich 1: 3 ist. 

Der Wert einer rechten (oder linken) Derivierten im Punkte x hängt 
im allgemeinen noch von der Wahl der Punktfolge (3) ab. Betrachten 
wir die Funktion 

(1) m(~' x) = fW - f(x) 
.,., ~-a: 

als Funktion VOll ; in einem Intervall 

(~l "'; x < ~ < CJC, 

in dem sie definiert ist, so ist der Punkt ~ = x ein Häufungspunkt des 
Definitionsbereiches der Funktion, der nicht zu diesem Definitionsbereich 
selbst gehört. Nach dem Satze 4 des § 126 gibt es innerhalb des Inter
valls (2) eine gegen x konvergierende Folge von Punkten 

für welche 
lim q>(Xki x) 
k=oo 

existiert und gleich der oberen Limesfunktion der Funktion (1) im 
Punkte ~ = x ist. Der so bestimmte Wert ist also eine rechte Deri
vierte unserer Funktion fex), die wir mit JJ+f(x) bezeichnen und die 
obere rechte Derivierte VOll fCx) in x nennen. Nach dem Satze 3 
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des § 126 ist für jede andere rechte Derivierte von fex) die Beziehung 

erfüllt. 
D+fex) < D+fex) 

Man kann die rechte obere Deriviel·te folgendermaßen berechnen: 
man setze 

X(x· a) = obere Grenze von f(5)-f(x) für 0 < ~ - x< a; , 5-X 
dann ist 

D+f(x) = lim X (x; 1). 
P='" P 

Ebenso definiert man die untere rechte Derivierte D+fex) und be
weist, daß sie die untere Grenze aller rechten Derivierten ist, und die 
obere und untere linke Derivierte 

DJ(x) , D_{ex) 
als obere und untere Grenzen der linken Derivierten von f(x). 

Die vier oberen und unteren rechten und linken Derivierten einer 
Funktion wollen wir auch die vier Hauptderivierten der Funktion 
nennen. 

Man könnte auch ebenso wie früher (§ 435) mittlere Derivierte ein
führen, diese sind aber für die meisten Untersuchungen über Funktionen 
einer Veränderlichen nicht so bequem R4 

wie die rechten und linken Derivierten, 
die wir fortan allein benutzen werden. 

15-

I 
/ 

I 

/ 
/ 

/ 

R3 Fig.33. 

/' 
/' 

, , , , 

4:63. Man kann durch eine Zeich
nung die geometrische Bedeutung der 
vier oberen und unteren Derivierten 
veranschaulichen. Auf der neben
stehenden Figur ist z. B. der Fall dar
gestellt, daß sämtliche Derivierten end
lich und die vier Hauptderivierten von
einander verschieden sind. Von den 
Strecken P ~, P R2 , R3 P und R4 P 
haben die erste und dritte Steigungen, 
die größer sind als die oberen Deri
vierten rechts und links, die zweite 
und vierte Steigungen, die kleiner sind 
als die beiden unteren Derivierten im 
Punkte x. Jedem System von Geraden mit diesen Eigenschaften kann 
man ein Intervall 

x-h<~<x+h 

.E+ 
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zuordnen, so daß für jeden Punkt; innerhalb dieses Intervalls, der 
Funktionswert f('#,) als Ordinate aufgetragen, weder unterhalb des Linien
zuges RsPR2 noch oherhalb des Linienzuges R.j,PR1 zu liegen kommt. 

464. Man sagt, die Funktion ((x) ist im Punkte x nach rechts 
(oder nach links) differentiierbar, wenn für diesen Punkt alle 
ihre rechten (oder linken) Derivierten übereinstimmen. Dazu ist natür
lich notwendig und hinreichend, daß die obere und die untere rechte 
(oder linke) Derivierte denselben Wert besitzen. 

Definition. Ist die Funktion fex) im Punkte x sowohl nach 
rechts wie auch nach links differentiierbar und haben die 
Derivierten rechts und links denselben Wert, so heißt die 
Funktion in x differentiierbar. 

Man bezeichnet die Derivierte einer Funktion fex), die im Punkte x 
differentiierbar ist, durch das eine oder andere der Symbole 

df(a;) 
da; , rex), 

von denen das erste von Leibniz, das zweite von Lagrange herrührt. 
Es gibt Funktionen, die in jedem Punkte differentiierbar sind, z. B. 

die Funktion fex), die durch die Bedingungen 

f( x) = x-I für x < 0, 
((0) = 0, 

f( x) = x + 1 für x > 0 

definiert ist und die in jedem Punkte x + 0 die Derivierte Eins, im 
Punkte x=-O die Derivierte + 00 besitzt. 

Ist fex) totalstetig, SQ kann man die ihr zugeordnete Intervall· 
funktion F( 0) (§ 458) zu einer totalstetigen Mengenfunktion F(e) er· 
gänzen (§§ 453 und 457). Ist diese im Punkte x differentiierbar (§ 445), 
so ist es fex) natürlich auch, weil jede rechte oder linke Derivierte 
von fex) als Derivierte von F(e) gedeutet werden kann. Dagegen kann 
fex) sehr wohl in einem Punkte x differentiierbar sein, ohne daß dieses 
in diesem seIbern Punkte für F(e) stattfinde. 

Die Rßgeln der Differentialrechnung. 

465. Sind mehrere Funktionen fl(x), t;(x), ... , t~(x) in endlicher 
Anzahl gegeben und sind diese Funktionen alle endlich und im seI ben 
linearen Gebiete A. definiert, so kann man jeder gegen Null konver
gierenden Folge von Zahlen 
(1) k1', hj ', ••. , 
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die alle dasselbe Vorzeichen haben, eine Teilfolge 

(2) h1 , hB, ••• , 

so zuordnen, daß die Grenzwerte 

(3) D fp(x) = lim fp(·T + h~) - fp(x) 
k=oo k 

(p = 1. 2, ... , m) 

für einen gegebenen Punkt x des Gebietes A alle gleichzeitig existieren 
(§ 98). Diese Grenzwerte, die lauter rechte oder linke Derivierte unserer 
Funktionen darstellen, je nachdem die Zahlenfolge (1) aus positiven oder 
negativen Zahlen bestehen, wollen wir gleichzeitige oder zugeord~ 
nete Derivierte der Funktionenfolge fl (x), f2 (x), ... , fm(x) im Punkte x 
nelmen. 

Man kann natürlich eine dieser gleichzeitigen Derivierten D t~(x) 
unter den Derivierten von fp(x) willkürlich wählen, indem man die 
Folge (1) so vorschreibt, daß die Gleichung 

(4) IJt;(x) = lim (p(x + hi),- (p(x) 
k="" k 

stattfindet i dann wird für das betreffende p der Grenzwert unverändert 
bleiben, wenn man in (4) die Größen h,,' durch die h" ersetzt. 

Die Regeln der Differentialrechnung folgen sofort aus der Be
trachtung gleichzeitiger Derivierter einer Anzahl von Funktionen. 

466. Es sei z. B. die l!'unktion fCx) gleich der Summe der heiden 
endlichen Funktionen fl (x) und t; (x). Sind dann 

Df(x), Dft(x), Dt~(x) 

eiJ1. Tripel von zugeordneten /Derivierten dieser drei Funktionen, so 
folgt aus 

fex + hk) - fex) = Cfl (x + hk) - t~ (x» + (f2(X + h,,) - fs(x» 
in Verbindung mit der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen, daß dle 
Relation 

Df(x) = Dfl(X) + Dt~(x) 
besteht, so lange sie einen Sinn hat, d. h. solange ihre rechte Seite nicht 
gleich der Summe von unendlichen Zahlen entgegengesetzten V QT

zeichens ist. 

Satz 1. Zwischen den gleichzeitigen Derivierten von zwei endlichen 
Funktionen fl (x) und f2ex) und ihrer Summe fex) besteht stets die Relation 

Df(x) = Dfl(X) + Df2(X), 
falls nicht die beiden Zahlen D (1 (x) und D fz (x) beide unendVich und ent
gegengesetzten Vorzeichens sind. 
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Sind die beiden Funktionen ft(x) und hex) im Punkte x differen
tiierbar, und sind die Derivierten ft' (x) und f,' (x) nicht beide unendlich 
und von entgegengesetztem Vorzeichen, so folgt aus der Bemerkung am 
Ende des vorigen Paragraphen, nach der man zu jeder beliebigen Deri
vierten D fex) von fex) zwei mit dieser gleichzeitige Derivierte D fl (x) 
und D f2 (x) finden kann, und aus 

Dft(x) = ft'(x), Df,(x) = t;'(x) , 
daß stets 

D fex) = t~'(x) + f,'(x) 

ist und daß folglich die Funktion fex) ebenfalls im Punkte x differen
tiierbar ist. 

Satz 2. Sind die beiden Funktionen fl (x) und h (x) beide im Punkte x 
dijferentiierbM und ~1we Derivierten ft'(x) und f,'(x) nicht beide unendlich 
und von entgegengesetetem Vorzeichen, so ist ihre Summe fex) ebenfalls im 
Punkte x differentiierbar und es besteht d·ie Relation 

((x) = ft'(x) + h'(x). 

Es sei ferner ft (x) im Punkte x differentiierbar und ihre Derivierte 

ft'(x) = + 00. 

Von der Funktion f,(x) setzen wir voraus, daß die untere Grenze ihrer 
Derivierten im Punkte x größer als - 00 ist; dann folgt aus dem ersten 
Satze, daß jede Derivierte der Summe fex) dieser beiden Funktionen 
gleich + 00 ist und daß folglich auch fex) im Punkte x ditIerentiier
bar ist. 

Satz 3. Die Summe einer Funktion ft (x), die im Punkte x ditfe
rentiierbM ist und dot·t die Derivierte + 00 besitzt, und einer Funktion fl(x), 
deren Derivierte in x nach unten beschränkt sind, ist im Punkte x diffe
rentiierbM und ihre Derivierte ist dort ebenfalls gleich + 00. 

"7. Wir nehmen jetzt an, daß die Derivierten der Funktion (,(x) 
im Punkte x alle endlich sind. Sind dann D+ft(x) und D+fs(x) zwei 
rechte Derivierte dieser Funktionen, die der oberen rechten Derivierten 
D+f(x) ihrer Summe zugeordnet sind, so ist nach dem Satze 1 des 
vorigen Paragraphen 

und da 

80 folgt 
(1) 

D+f(x) = D+ft(x) + D+f.(x), 

D+fl(X) < D+ft(x) und D+f,(x) < D+{,.(x), 

D+f(x) < D+ft(x) + D+ft(x). 
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Es seien jetzt D+f(x) und D+f,(:J:) zwei rechte Derivierte von fex) 
und f.(x), die der rechten oberen Derivierten D+ft(x) von f1 (x) zu
geordnet sind. Aus 

und aus 

folgt dann 
(2) 

D+f(x) = D+t~(x) + D+f,ex) 

D+f(x) < D+fex), D+f2(X) ~ D+f2(X) 

JJ+f(x) ~ D+f~ex) + D+f,ex). 
Genau ebenso beweist man die Formeln 

(3) 
und 
(4) 

(5) 

(6) 

D+f(x) 2 D+f~(x) + JJ+ft(x) 

l1+f(x) < 15+fl(x) +IJ+f,(x), 
D+f(x) < D+f1(a;) + JJ+ft(x), 
D+f(x) > 14fl(x) + D+t~(x) 

und ganz analoge Formeln für die linken Derivierten. 
Ist (2(X) im Punkte x nach rechts differentiierbar, so folgt aus (1) 

und (2) 
(7) D+f(x) = D+f1(X) + D+r.(x) 
und aus (5) und (6) 
(8) D+f(x) = D+fl(X) + D+fz(x), 
und ganz ähnliche Gleichungen erhält man, wenn man voraussetzt, daß 
(s(x) nach links oder ftex) nach rechts oder nach links differentiier
bar ist. 

468. In ganz ähnlicher Weise findet man Beziehungen zwischen 
den gleichzeitigen Derivierten von zwei endlichen Funktionen und ihrer 
Differenz 

Aus 
rex) = ft (x) - fs(x). 

fex + hk) - fex) = Cft(x + hk) - ft(X) - (fs(x + hk) - f,(x)) 

folgt nämlich, wenn Df(x), Dft(x) und Dft(x) irgend drei gleich
zeitige Derivierte unserer Funktionen bedeuten, 

Df(x) = Dt~(x) - Df,(x), 

solange die letzte Operation einen Sinn hat und nicht in der Gestalt 
(00 - (0) erscheint. 

Satz 4. Ist fex) die Ditt'erens von ewei endlichen Funktionen ft (x) 
und f,,(x), so besteht swischen den gleichseitigen Derivierten diese,. drei 
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Funktionen srets die Relation 
Df(x) = Dfl(X) - Df2(.X), 

solange die heiden letzten Derivierten nicht heide unendlich sind und das 
gleiche Vorzeichen halJen. 

Dieser Satz ist die Quelle einer Reihe von Sätzen, die den eben für 
die Derivierten der Summe von zwei Funktionen abgeleiteten ähnlich 
sind und von denen wir hier nur ein Beispiel geben wollen. 

Es sei die obere rechte Derivierte von hex) eine endliche Zahl 
15 +h (x); bezeichnet ma~.ßann mit D +f(x) und D +ft (x) zwei Derivierte 
von fex) und f2(X), die D +fl (X) zugeordnet sind, so folgt aus 

und aus 

daß 
(1) 

D+f(x) = D+fl(:C) - D+h(x) 

D+{(x) 2 D+f(x), - D+t;(:c) > - D+f2(X) , 

ist. Ebenso findet man unter derselben Voraussetzung 

(2) I!+f(x) < J5+ft(x) - !2+h(x). 
i69. Wir wollen jetzt die Derivierten des Produktes und des Quo

tienten von zwei endlichen Funktionen mit den Derivierten dieser Funk
tionen vergleichen. Wir beschränken uns aber der Einfachheit halber 
auf Funktionen fl(X) und t~(x), deren sämtliche Derivierte im betrach
teten Punkte endlich sind, so daß die Funktionen selbst in diesem Punkte 
stetig sein müssen. 

Setzt man nun 
(1) p(x) = ft (x) t;(x) und q(x) = ~:~:~, 
80 folgt aus den Identitäten 

p(x + hk) - p(x) 
= ft(x + hlr) «(./x + ht ) - hCx» + f2CX) (f1 (x + hk) - ftcx» 

und, wenn t; Cx) nicht verschwindet 
q Cx + 11, ) _ q(x) = t; (x) (ft (x + hk ) - f, (X» - (, (xl (f. (x + h"l - f t (Xl) 

k t;~+~t;~' 
daß für jedes Tripel von gleichzeitigen Derivierten Dp(x) , Dft(x), 
Df2(X) oder Dq(x), Dft (x), Df'J(x) die Relationen gelten müssen 

(2) Dp(x) = ft(x) Dfj(x) + f2(X) Dft (x) 
und 

(3) 

diese letzte natürlich nur, wenn ft(x) im Punkte :c nicht verschwindet. 
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Aus der Formel (2) folgt hierauf wie oben, daß, wenn die Funk
tionen t~ (x) und f2 ( IX) beide nach rechts (oder links) differentiierbar 
sind, das. gleiche auch von ihrem Produkte p(x) gilt, und der analoge 
Satz gilt auch für den Quotienten q(x), falls man die Bedingung f,(x) 9= 0 
hinzunimmt. 

Die soeben bewiesenen Sätze erlauben zu zeigen, daß rationale 
Funktionen von IX, d.h. der Quotient von Polynomen in IX, überall 
dort differentiierbar sind, wo der Nenner einen von Null verschiedenen 
Wert hat, und daß der Differentialquotient dieser Funktionen in allen 
solchen Punkten endlich und stetig ist und als rationale Funktion dar
gestellt werden kann. 

470. Es sei 
(1) y == fex) 

eine monotone, stetige und stets wachsende Funktion von x im abge
geschlossenen Intervalle a < x < b j dann besitzt die inverse Funktion 

(2) x == cp(y) 

dieselben Eigenschaften im Intervalle " < y;;; (J, wobei 

ist (§ 160). 
" = f(a) und ß = f(b) 

Durch eine der Funktionen (1) oder (2) wird eine eineindeutige 
stetige Ab bildung der Intervalle a < IX ~ bund ,,~y < fJ aufeinander 
geliefert. Sind nun x, y und (x + h), (y + k) zwei Paare von Punkten, 
die sich bei dieser Abbildung entsprechen, so ist erstens das Vorzeichen 
von k immer dasselbe, wie das Vorzeichen VOll h, und zweitens, wegen 
der Gleichungen (1) und (2), 

(3) fex + h) - fex) = k, 
(4) cp(y + k) - cp(y) = h. 

Ist nun Df(x) irgendeine Derivierte von f(x) im Punkte x und 

11,17 ''''J, 163 , ••• 

eine gegen Null konvergierende Folge von Zahlen, die alle dasselbe V or
zeichen besitzen nnd für welche 

D /.',') l' {(x + hp ) - {(a;) , ~x == im h . 
p= '" p 

ist, so kann ma~ vermöge unserer Abbildung jeder Zahl "" eine Zahl kp 

zuordnen und dIe Folge 
k1 , "'. k3 I • . . 
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konvergiert gegen Null und besteht aus lauter Zahlen, die dasselbe Vor
zeichen besitzen. Aus (3) folgt ferner 

(5) Df(x) -= lim ~. 
'1'="" 'P 

Nun existiert aber (§ 92, Satz 8) gleichzeitig mit dem Grenzwerte (5) 
der Grenzwert 

dieser Grenzwert stellt einerseits wegen (2) eine Derivierte Drp (y) von 
rp(y) dar, und anderseits ist dieser Grenzwert gleich + 00 oder 0, wenn 
Df(x) gleich 0 oder + 00 ist, und in jedem anderen Falle ist 

1 
Drp(y) = D ((x) . 

Wir können also auch hier von gleichzeitigen Derivierten sprechen 
und haben den 

Satz 5. Ist y = f( x) eine stetige, monotone, stets wachsende Funktion 
tmd x = rp (y) ihre Inverse, so ist von zwei gleichzeitigen Derivierten Df(x) 
und D rp (y) dieser Funktionen in entsprechenden Punkten die eine Null, 
falls die andere + 00 ist, und umgekehrt, und in jedem anderen Falle 
besteht die Relation 

Df(x) . Drp(y) = 1. 

1st ferner die eine Punktion nach rechts oder links im Punkte x differen
tiierbar, so ist es die andere auch. 

471. Wir betrachten jetzt zwei endliche Funktionen 

(1) u = f(y), y = rp(x) 
und nehmen an, daß die Funktion 

(2) u = F(x) = f(rp(x) 

für ein Intervall der x-Achse definiert ist und daß in einem Punkte Xo 
dieses Intervalls die Funktion rp(x) stetig ist. 

Wir betrachten zwei beliebige zugeordnete Derivierte DF(xo) und 
Drp(xo) der Funktionen F(x) und rp(x) im Punkte xo' Es gibt dann 
eine gegen Null konvergierende Folge von Zahlen gleichen Vorzeichens 

(3) h/, h2', hs', ... , 
so daß die Relationen 

jDF( ) = r F(xo+ hf,) - F(xol 
Xo 1m h' , 

(4) p=ec P 

D ( ) - r cp(xo + hp) - cp(xo) rp Xo - 1m h' 
p='" p 
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zu gleicher Zeit stattfinden. Setzt man nUll 

(5) "1: = !p(xo + hp') - !p(xo), (p= 1,2, ... ) 

so konvergiert die Zahlenfolge 

(6) k1', k~', "3', ... 

wegen der Stetigkeit von !p(x) im Punkte Xo ebenfalls gegen Null. 
"Tir betrachten nun zunächst den Fall, in dem nur höchstens end

lich viele kp' + ° sind; dann ist für hinreichend große p 

«p(xo + hp') - rp(xo) = 0, 

F(xo + hp') - F(xo) = f(!p(xo+hp '» - f(!p(xo» = 0, 

und man hat daher zu gleicher Zeit 

(7) DF(xo) = 0 und D!p(xo) = O. 

Sind aber unendlich viele Zahlen der Folge (6) von Null verschieden, 
so gibt es Teilfolgen 
(8) "0 k2 , kSI ••. 

von (6), die aus unendlich vielen Zahlen gleichen Vorzeichens be
stehen und für welche mit der Bezeichnung Yo = !p(xo) der Grenzwert 

(9) Df(yo) = lim (Wo + k1' ) - ((go) 
1'=00 kp 

existiert. Bezeichnet man mit 

hl1 h'J' h~, ... 

die Teilfolge von (3), die der Teilfolge (8) von (6) entspricht, so ist mit 
Berücksichtigung von (2), (4) und (5) 

DF( . ) - I' F(xo + hp ) - F(xo) _ r f(yo + kp) - f(yo) 
Xo - 1m h - 1m h ' 

1'=00 .ry p=~ p 

D!p(xo) = lim cp(xo + hp ) - cp(x.) = lim ~ 
p="" hp p="" hp 

und folglich mit Hilfe von (9) 

(10) DF(xo) = Df(yo) . Drp(xo), 

falls die rechte Seite dieser Gleichung einen Sinn hat, d. h. falls von 
den beiden Zahlen D f(yo) und D cp (xo) nicht die eine Null und die a.ndere 
unendlich ist. 

Dieses allgemeine Resultat ist ziemlich verwickel~ und von geringem 
Nutzen für die Anwendungen, so lange man die beiden Möglichkeiten, 
die zu den Gleichungen (7) und (10) geführt haben, unterscheiden muß; 
man kann dies aber durch einschränkende Bedingungen vermeiden 
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und erhält je nach der Wahl der Einschränkungen drei verschiedene 
Sätze, die wir jetzt formulieren wollen. 

Satz 6. Es seien die beiden Funktionen u = l(Y) und y = q;(x) end
lich, dir'. Pu,nktion 

F(x) = f(q;(x» 

in einem Intervalle der x-Achse definiert und q; (x) in einem Punkte Xo 
dieses Intervalles stetig. Sind dann DF(xo) und Dq;(xo) zwei beliebige 
zugeordnete Derivierte von F(x) und tp(x) im Punkte 0:'0 und ist Dtp(xo) 
u'eder gleich Null noch u1/.endlich, so gibt es im Punkte Yo = tp (xo) min
destens eine Derivierte Df(yo) von f(y), tur welche die Gleichung 

DF(xo) = Df(yo) . Dq;(xo) 
erfüllt 'ist. 

In der Tat ist unter den Voraussetzungen dieses Satzes die zweite 
Gleichung (7) ausgeschlossen, sowie auch die Möglichkeit, daß die rechte 
Seite von (10) ein nicht ausführbares Produkt darstellt. 

Weiß man, daß im Punkte Yo = tp(xo) sämtliche Derivierte von {(y) 
endlich (also auch beschränkt) sind, so hat die rechte Seite von (10) 
einen Sinn, sobald lllan weiß, daß lJtp(xo) ebenfalls endlich ist. Aber 
es ist hier, im Falle, daß nur höchstens endlich viele unserer Zahlen 
kp' 4= 0 sind, nach (7) 

DF(xo) = D+f(Yo) Df{!(xo) = 0, 
und man bat daher den 

Satz 7. lJie Behauptung des vorigen Satzes ist auch im Falle, daß 
Df{!(xo) = o ist, erfüllt, falls sämtliche lJerivierten von f(y) im Punkte Yo 
endlich sind. 

Drittens nehmen wir an, daß die Funktion q;(x) im Punkte Xo und 
die Funktion f(y) im Punkte Yo beide differentiierbar sind, setzen aber 
nicht mehr voraus, daß Df(yo) endlich sein soll, wohl aber, daß von 
den bei den Zahlen lJ q; (xo) und lJ l(yo) nicht die eine Null und die andere 
unendlich sein soll. 

Für jede beliebige Derivierte von F(x), für welche, nach unserer 
Rechnung, unendlich viele kp' 4= 0 sind, ist dann die Gleichung (10) er
füllt. :Für jede Derivierte von F(x), für welche höchstens nur endlich 
viele kp ' =+= 0 sind, ist notwendig sowohl lJq;>(xo) ~ 0 als auch D F(xo)=O; 
nnn folgt aus der ersten dieser Gleichungen 

Df(yo) . Dq;(xo) = 0 

und die Gleichung (10) ist auch hier erfüllt. Die Funktion F(x) ist 
also ebenfalls im Punkte'xl) differentiierbar. 
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Satz 8. Sin(Z 1~nter den übrigen V01'aussetznngen des Satzes 6 die 
Funktionen q:;(x) und f(y) im Punlde Xo bzw. Yo differentiierbar und von 
den heiden Zahlen q:;' (xo) und f' (Yo) nicht die eine Null 'und die andere 
unendlich, so ist auch die Funktion F(:l.:) = f(rp(x) im Punkle Xo diffe1'lm
tiierba,. und es besteht die Gleichung 

F' (xo) = ((Yo) . q:/ (xo)' 

Die Derivierten von stetigen Funktionen als Funktionen der 
unabhängigen Veränderlichen. 

4:72. Wir wollen zunächst einige Sätze, die wir für die Derivierten 
von totalstetigen additiven Mengenfunktionen abgeleitet haben, auf 
die Derivierten einer beliebigen endlichen und stetigen Funktion über
tragen. Da es aber stetige Funktionen gibt, die nicht totalstetig sind -
wir haben schon stetige Funktionen kennen gelernt, die nicht einmal 
von beschränkter Variation sind (§ 184) -, müssen die Beweise unab
hängig von den früheren und teilweise auf ganz anderer Grundlage ge
führt werden. 

Zunächst bemerken wir, daß wir ganz analog wie im § 436 beweisen 
können, daß die vier Hauptderivierten einer stetigen Ji'unktion meßbare 
Funktionen und sogar, daß sie von der zweiten Baireschen Klasse sind. 

Wir können uns dabei auf die rechten oberen Derivierten beschränken, 
weil die rechte untere Derivierte von fCx) gleich dem Produkte von-1 
mit der rechten oberen Derivierten von - fex) ist, und weil die linken 
Derivierten von fCx) im Punkte x mit den rechten Derivierten der Funk
tion q:;(;) =- - f( -;) im Punkte; = - x zusammenfallen. 

Eine in einem abgeschlossenen Intervall a < x <b definierte end
liche, stetige und daher beschränkte (§ 137, Satz 6) Funktion fex) kann 
man zu einer Funktion erweitern, die auf der ganzen x-Achse definiert, 
beschränkt, und stetig ist, indem man z. B. fiir x< a die erweiterte 
Funktion gleich ((a) setzt und diese Funktion für x> b gleich f(b) 
setzt. Wir betrachten eine abzählbare Folge von positiven Zahlen 

(1) 

die im Intervalle U < lt < a überall dicht liegen und setzen 

(2) w(x; a) = obere Grenze von f(x+hk) -((x) für k = 1,2,3, ... , 
h" -

(3) Z(x; a) = obere Grenze von f(x + hl- f'(x) für 0< h < CL 
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Wegen der Stetigkeit von fex) ist aber auch für alle positiven h der 
Differenzenquotient 

(4) {(x + h) - {(x) 
h 

eine stetige Funktion von h und man beweist genau wie im § 436 (GI. (4»), 
daß für jedes positive beliebig gegebene IX 

(5) ""(X; IX) = x(x; IX) 

ist. Ist nun 1X1 , ~, ••• eine monoton abnehmende gegen Null konver
gierende Folge von positiven Zahlen, so ist nach Definition (§ 462) 

und folglich 
(6) 

1) +f(x) = lim x(x; IX,,) 
k=oo 

1)+f(x) = lim ",,(x; IXk). 
k=oo 

Nun bemerke man, daß x(x; a) nach ihrer Definitionsgleichung (3) 
eine monoton wachsende Funktion von IX ist, und daß also das Gleiche 
von tJ!(x; IX) gilt. Ferner aber ist tJ!(Xj a) nach (2) die obere Grenze 
einer Folge von stetigen Funktionen von x und folglich selbst eine 
nach unten halb stetige Funktion von x (§ 174, Satz 3). Nach (6) ist 
also 1) +f(x) die Grenze einer monoton abnehmenden Folge von halb
stetigen Funktionen und daher von der zweiten Klasse (§§ 362, 367). 

Sa.tz 1. Die vier Hawptderivierten einer endlichen und stetigen Funk
tion sind meßbare F1tnktionen und 'Von der zweiten Klasse. 

473. Das letzte Resultat erlaubt einige Schlüsse über die Punkt
mengen zu ziehen, in denen eine der Hauptderivierten, z. B. 1) +f(x) , 
unendlich ist. 

Wir bemerken zunächst, daß, wenn ß irgendeine positive Zahl<<< 
ist, und wenn man mit G die endliche obere Grenze der stetigen Funk
tion If(x) I in ihrem Definitionsbereich bezeichnet, nir alle Werte von 11-, 
die im Intervalle 

liegen, 
ß<h<" 

{(x + h) - {(x) < 2 G 
h = ß 

ist. Die Zahl X(x; IX) = tJ!(x; a), die mindestens gleich 1/1 (x; (J) ist, ist 
also höchstens gleich der größeren der beiden Zahlen tJ!(x; (J) und 
2G: (J. Ist daher insbesondere 

2G 
",,(x; a) > ß ' 
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so muß 
1j!(x; ß) = 1j!(X; a) 

sein. In einem Punkte, in dem 

(1) 1j!(X; 1) = + 00 

ist, muß also für jedes ß<l auch 

tJ,(x; ß) = + 00 

und daher auch 
(2) JJ+f(x) = lim 1j!(x; ß) = + (X) 

jJ=O 

sern. Da anderseits aber stets 

tI'(x; 1) > JJ+f(x) 

529 

ist, muß in jedem Punkte, in welchem die Gleichung (2) gilt, auch die 
Gleichung (1) erfilllt sein. 

Man erhält mit anderen Worten die J>unktmenge 

e+o<> = M(15+f= + (0) 
durch die Bedingung 

e+ oc = M('IjJ(x; 1) = + (0). 

Führt man also die Bezeichnung 

A k = M( 1j!(x; 1) > k) 
ein, so ist 
(3) 

Nun ist aber tjJ(x; 1) eine nach unten halbstetige Funktion und 
dahel' die Punktmenge Ak für jedes k eine offene Punktmenge (§ 136, 
Satz 3). Wir haben alsö, wenn wir analoge Betrachtungen auch für die 
übrigen Hauptderivierten anstellen, den Satz: 

Satz 2, Die Punktme1~gen, Vn.denen eine der obm'en Derivierten gleick 
+ 00 oder eine der unteren Derivierten gleich - (Xl ist, können sämtlich 
als Durchschnitte von absählbar unendlich vielen offenen Punktmengen 
dargestellt werden. 

Um die Punktmenge 
e_ .. = M(15+f" = = (0) 

herzustellen, können wir folgendermaßen verfahren. Wir bezeichnen 
mit kund n zwei natürliche Zahlen und setzen 

(4) 
ferner setzen wir 

.A~ = Eh. + Bh + Bs.. + .... 
Caratheodory, Reelle Funktionen. 34 
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Jeder Punkt von A: gehört mindestens einem Eh an, so daß in 

diesem Punkte - weil die 1/J (x; !) mit wachsendem k abnehmen und 

gegen D + (x) konvergieren -

D+f(x)<-n 

ist. Ist anderseits im Punkte x 

D+f(x) < - n, 

so muß für hinreichend große k auch 

lJ!(x;!)<-n 

sein und der betreffende Punkt x ist in A: enthalten. Es gelten mit 
anderen Worten die Beziehungen 

M(D+f< -n) -< A,; -< M(D+f< - n) 

und hieraus folgt, daß 
(5) e_ ac = At' A 2' Aa'· .. 

ist. Da I/J(x; a) eine nach unten halb stetige Funktion ist, sind wegen (4) 
die Punktmengen Bkn alle abgeschlossen (§ 136, Satz 3)und es gilt fol
gender Satz, den wir auch für die übrigen Hauptderivierten aussprechen: 

Satz 3. Die Punktmengen , in denen eine der oberen Deriviert(fTI 
gleich -- 00 oder eine der unte1'en Derivierten gleich + 00 ist, kÖl1ne~t 
sämtlieh al.s Durchsehnitte von abzählba1" unendlich vielen Punktmengen 
dargestellt werden, von denen jede einzelne für sich die Vereinigungsmenge 
von abzählbar unendlich vielen abgesehlossenen Punktmengen ist. 

Der Vergleich der letzten beiden Sätze mit den Sätzen der §§ 81 
und 82 liefert jetzt folgendes Resultat, das wir der Einfachheit wegen 
nur für eine der oberen Derivierten aussprechen: 

Satz 4. Die Punktmenge , in der die obere rl'chte Derirvie1-te einer 
stetigen Funktion .qleich + 00 1'st, ist entweder abzählbar und enthält dann 
keine iu sich dichte Teilmenge, oder falls S1'e nicht abzählbar ist, ist min
destens eine ihrer Teilmengen perfekt. 

Die Punktmenge, in welcher diese Derivierte gleich - 00 ist, ',;sf ab
sählbar oder aber sie enthält mindestells eine perfekte Teilmenge. 

474. Im § 451 haben wir bewiesen, daß sämtliche Derivierten 
einer additiven totalstetigen Mellgenfunktion dieselbe obere und die
selbe untere Limesfunktion besitzen. Ein ganz analoger Satz gilt für die 
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Derivierten einer endlichen stetigen Funktion fex), die wir im (offenen) 
Intervall 
(1) a<x<b 
betrachten. 

Wir bezeichnen mit L und 1 die obere und untere Grenze der 
Zoahlen 

(2) f(xt)-f(xl ) 

x! -Xl 

für alle Punktepaare Xu X~, die im Intervalle (1) liegen und für welche 
Xl + x2 ist. Ähnlich bezeichnen wir mit A und T die obere und untere 
Grenze von 15+f(x), mit 4, ~ die obere und untere Grenze von ll+fex) 
fiir alle Punkte des Intervalles (1). Aus 

D +f(x) < 15 +f(x) 

folgeIl dann sofort die Relationen 

(3) ~ < Ä und .4 <A. 
Ist ferner A > - 00 und irgendeine Zahl 

(4) p<A 

gegeben, so muß nach der Definition von A ein Punkt X'l innerhalb des 
Intervalls (1) existieren, so daß 

p < 15+f(x1 ) 

ist, und daher muß auch ein Punkt Xi zwischen Xl und b liegen, für 
welchen 

ist. Aus dieser letzten Bedingung schließt man aber, daß 

p<L 

sein ll1uß, und da p eine beliebige Zahl bedeutet, die der Bedingung (4) 
genügt, muß auch 
(5) A < L 

sein, eine Beziehung, die auch im ausgeschlossenen Falle A = - 00 von 
selbst erfüllt ist. Ebenso findet man, daß stets 

(6) 
1st. 
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4,76. Es seien jetzt Xl und Xs zwei beliebige Punkte des Inter
valls (1) und h und k zwei beliebige endliche Zahlen. Wir nehmen an, 
daß Xl< XI ist und bezeichnen mit rp(x) die lineare Funktion, die in 
den Punkten Xl und XII die Werte 

(7) lJ1(x1) = f(xJ) + hund rp(.xg) = f(xi ) + k 

annimmt. Die Funktion rp(x) ist in jedem 
Punkte differentiierbar und man hat 

(8) rp'(x)=f(Xs)-f(x l ) + k-h 
X, -XI ZI-X1 

Nun nehmen wir ferner an, daß ,,> 0 
und k<O ist; dann ist die stetige Funktion 

(9) 1/J(x) = lex) - rp(x) 

negativ im Punkte Xl und positiv im 
Punkte Xu denn es ist wegen (7) und (9) 

1/J(xt ) == - 11" 1/J(x2) = - k. 
iZl Es gil~t also Punkte des Intervalles 

~ < X < XI' in denen ",(x) = 0 ist (§ 226) 
und diese Punkte bilden eine abgeschlossene Punktmenge. Bezeichnen 
wir mit ~ die obere Grenze dieser Punkte, so ist also 

tPm=O 
und für alle Punkte des Intervalls ~ < X < x2 ist 

(10) 1/J(x) > O. 
Hieraus folgt aber 

Anderseits ist. weil rp(x) differentiierbar ist, nach der Gleichung (8) 
des § 467 

D+1/J(x) = D+f(x) - rp'(x) 
und der Vergleich der beiden letzten Relationen mit (8) liefert 

(11) D fm > fex!) - f(x,.) + k-h 
+ XI-Xl X,-1.I:1 

Hieraus folgt aber mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
A > f(a;) - 1'(1.1:1) _ h - k 
-= X, -Xl 1.1:, -Xl 

und wenn man k = -- " setzt und h gegen Null konvergieren läßt, 

(12) A ~ f(l.I:~ = ~~:Z;1) 
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Die Ungleichheit (12) gilt für jedes Punktepaar (X1 , Xi), das im 
Intervalle (1) liegt; es muß daher auch 

A~L 

sein, und wenn man (3) und (5) hinzunimmt, so folgt hieraus 

A=A=L. 

Hätten wir die Größe h negativ und die Größe k positiv genommen 
und mit ~ ebenso wie vorhin die obere Grenze der Punkte des Intervalls 
Xl< X < X, bezeichnet, fdr welche t/J(x) = 0 
ist, so hätten wir gefunden 

D+t/J(~)<O: 

und hieraus mit ganz analogen Schlüssen 
die Bedingung 

Ä. < l 
abgeleitet. Es ist also auch 

}, = r = l. Fig.85. 

I 
I 

I I 
I I 
I I 

I 
I 

Bezeichnet Dlan endlich mit A' und A' die oberen Grenzen der 
beiden linken Hauptderivierten von fex) im Intervalle a < x < bund 
mit A' und r die unteren Grenzen dieser Hauptderivierten, so gelten. 
die Gleichungen 

A' = A' = L, l' = ~' = l, 

die man entweder direkt beweisen kann, oder besser aus der Be
merkung ableitet, daß die linken Hauptderivierten von fex) im inter
valle (1) und die rechten Hauptderivierten von - fC-x) im Intervalle 

-b<x<-a 

dieselben oberen und unteren Grenzen besitzen, und daß die ffir die 
l"funktion - f( - x) im neuen Intensll berechneten Zahlen L und l die
selben sind wie vorher. 

4:76. Ist nun Df(x) irgendeine rechte Derivierte von fCx) und be
zeichnet man mit A und Ä. die obere und untere Grenze von Df(x) 
im Intenalle a < x < b, so ist in jedem Punkte unseres Intervalls 

und daher 
D+f(x) s Df(x) < lJ+f(x) 

A<A<X 
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Es ist also nach dem Früheren 

und ebenso findet man 
l = 1. 

Ebenso beweist man das analoge Resultat, wenn D{(x) eine linke 
Derivierte bedeutet. 

Satz 5. Bezeichnet man mit A und l die obere und die untere 
Grenze einer rechten oder einer linken Derivierten der stetigen und end
lichen Funktion {Cx) innerhalb eines beliebigen Teilintervalls a < x < h 
ihres Definitionsbereiches und mit L bzw. 1 die obere und untere Grenze 
des Diff'erenzenqllotienten 

{ür alle Punkte paare (Xli x2) diese..~ Teihntervalls, so gelten stets die 
Gleichungen 

A = L und l = 1. 

Da, die oberen und unteren Grenzen der Derivierten Df(x) hier
nach für jedes 'l'eilintervall des Definitionsbereiches einander gleich 
sind, müssen die oberen und unteren Limesfunktionen aller Derivierten 
in jedem Punkte des Definitionsbereiches übereinstimmen: 

Satz 6. Alle Derivierten D{(x) einer im Intervalle a< x < b defi
nierten endlichen 'unrj, steti,gen Funktion besitzen dieselbe obere Limes
ßmktwn w])(x) 1md dieselbe untere Limes{un7ction fPn(X). 

Hieraus folgt insbesondere, daß wenn eine rechte Derivierte D+{(x) 
oder eine linke Derivierte DJ(x) existiert, die im Punkte x stetig ist, 
alle Derivierten f( x) in diesem Punkte stetig sind und denselben Wert 
besitzen. Die Funktion {Cx) ist also in diesem Punkte differentiierbar. 

Oder anders ausgedrückt: 

Satz 7. In einem Punkte, in dem f(x) nicht differentiierbrw ist, 'ist 
keine einzige Derivierte von f(x) stetig. 

477. Der Satz 5 erlaubt uns übel' die Limesfunktionen w(x) und 
cp(x) noch folgendes auszusagen: Wir bemerken, daß in keinem Teil
intervall des Definitionsbereiches unserer Funktion die Zahl L, die ja 
als 0 bere Grenze von endlichen Zahlen definiert ist, gleich - 00 sein 
kann; es ist also auch stets 

..1>-00 
und ebenso findet man 

l < + 00. 
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In jedem Teilintervall unseres Definitionsbereiches lieo-en also 
'" Punkte, in denen eine der Derivierten von fex), z. B.15 fex), von - 00 

verschieden ist, da sonst in diesem Intervalle A = -+00 sein müßte, 
und Punkte, in denen 15+f(x) von + 00 verschieden ist, da sonst 
hierbei ). = + 00 sein müßte. 

Ist aber in einem Punkte ~ 

15+fm>-oo, 
so gilt dies um so mehr von q,(~) und ähnlich schließt man für tp (x). 
Es gilt also der Satz: 

Satz 8. Die Punktmengen 

M ( q, > - (0) und M (tp < + (0) 

liegen überall dicht auf dem De{initionsbereich 'Von fex). 
Dieser Satz faßt übrigens das früher gesagte zusammen, denn III 

jeder Umgebung eines Punktes t in welchem z. B. 

tpm< + 00 

ist, muß es Punkte geben, in denen 15 + ((x) ebenfalls von + 00 ver
schieden ist, sodaß jeder Häufungspunkt der Punktmenge 

M(tp< + (0) 
auch Hiiufungspunkt von 

lJL(15 +f < + (0) 

ist. Diese letzte Punktmenge ist also ebenfalls überall dicht im Inter
valle a < x < b . 

Ins besondere ist also eine perfekte Punktmenge , in welcher 
15 +f = + 00 ist, die Komplementiirmenge einer offenen, auf der Zahlen
achse überall dichten Punktmenge und ist daher selbst nirgends dicht 
(§ 79). Dieses Hesultat läßt sich offenbar auch auf die übrigen Haupt
del'ivierten übertragen und liefert uns einen Satz, der den 'Satz 4 des 
§ 473 vervollständigt: 

Satz 9. Eine perfekte Punktmenge, in welcher eine der Hauptderi
vierten entweder gleich + 00 oder gleich - 00 'ist, ist stets eine nirgends 
dichte Punktmenge. 

4:78. Wir müssen auf einen Unterschied aufmerksam machen, der 
zwischen dem Satze 6 des § 476 und dem entsprechenden Satze für 
totalstetige Funktionen (§ 451) besteht. Bei totalstetigen Funktionen 
ist nämlich der Satz auch für den Fall bewiesen, in welchem Df(x) 
für gewisse Punkte des Intervalls eine rechte und für andere eine 
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linke Derivierte darstellt. Unter den jetzigen Voraussetzungen muß 
dagegen D(x) für alle Punkte des Intervalls stets entweder immer 
nur eine rechte oder immer nur eine linke Derivierte be
deu teD. Daß aber diese Einschränkung eine notwendige ist, sieht 
man ein, wenn man das Beispiel betrachtet, das wir in den §§ 519-522 
untersuchen werden. 

Die Funktion w(x), die wir dort kOllstruieren werden, hat näm
lich die Eigenschaft, daß in jedem Punkte des Definitionsintervalls 
eine ihrer Hauptderivierten gleich + 00 und eine andere gleich - 00 

ist. Es ist also fUr diese Funktion in jedem Punkte des Intervalls 

CP!(x) = + 00 und cp(x) = - 00; 

bezeichnet man nun mit 6.(x) in jedem Punkte x eine Hauptderivierte, 
die gleich + 00 ist, so ist die untere Limesfunktion von Af(x) ebenfalls 
stets gleich + 00 und daher von cp(x) verschieden. 

4:79. Wir kehren jetzt zu der Konstruktion des § 475 zurück und 
behalten die dortigen Bezeichnungen bei, indem wir sie folgendermaßen 

Fig.36. 

spezialisieren: wir betrachten eine 
beliebige feste positive Zahl E und 
bestimmen die Größen hund k 
durch die Bedingungen 

(1) h = E(X, ;a;) , 

'2) -2E(Xs-xt )':;;'k<-E(Xt -X1 ) 

\. 3 - = 3 

Jedem Werte von k entspricht 
dann eine lineare Funktion. die 
wir mit cp(x, k) bezeichnen, ~owie 
ein Punkt ; (k), der gleich der 
oberen Grenze der Punkte des In· 
tervalls Xl< X < x2 ist, in denen 

(x) - cp(x, k) = 0 
ist. 

Sind jetzt kt und k9 zwei Werte von k, die der Relation (2) genügen, 
und kl < k2 , so ist für jeden Punkt des Intervalls Xl < X < x2 (s. Fig. 37) 

cp(x, k1) < cp(x, Ks); 
setzt man also zur Abkürzung 

so folgt aus 
~l = ;(k1) und ~2 = W'(2) , 
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daß die stetige Funktion Cf(x)-p(X, k2») im Intervalle ;1 < x 5:, x2 ihr 
Zeichen wechselt, und daß folglich 

;, >;1 
ist. Die Funktion ~(k) ist daher eine monotone stets wachsende (nicht 
notwendig stetige) Funktion, welche die eineindeutige Abbildung des 
abgeschlossenen Intervalls (2) auf eine Teilmenge .A des Intervalls 
Xl <x<x~ liefert. Hieraus folgt, daß die Punktmenge A nicht ab
zählbar ist, da sonst auch das Intervall (2) aus einer abzählbaren 
Punktmenge bestehen müßte. 

Die abgeschlossene Hülle A VOll A ist also ebenfalls nicht ab
zählbar und enthält daher eine perfekte Punktmenge B, llämlich die 
Menge ihrer Kondensationspunkte (§ 64). 

Bezeichnet man mit r und ~" die Punkte ;(k), die den Endpunkten 
des Intervalls (2) entsprechen, so liegt A und daher auch .A im ab
geschlossenen Intervall 
(3) ;' < x < ~", 
sodaß .A eine Teilmenge des gegebenen Intervalls Xl < X < X2 ist. 

Ist; = ;(k) irgendein Punkt von A und X ein Punkt des Intervalls 
;<x<xll , so ist nach den Relationen (9) und (10) des § 475 

und daher auch 
lex) > p(x, k) 

(4) lex) -l(~) > p(x, k) - p(~, k). 

Nun ist aber, weil rp(x, k) eine lineare Funktion bedeutet, 

(5) p(x, k) - p(~, k) = rp' (x, k) . (x -;) 

und man hat außerdem, wenn man die Gleichung (8) des § 475 mit 
unseren jetzigen Werten von hund k vergleicht, 

(6) p'(x k)=f(x!)-l(x,) + k-h "2. f (x2)-f(x1)_E. 
, Xi - X, 3"2 - X, - X, - X, 

Aus (4), (5) und (6) folgt also 

(7) fex) - rm > ('(X;~ _ ~~Xl) - c) (x - ;). 

Ist nun ;0 ein Punkt von .A, so ist entweder schon ;0 in A enthalten, 
oder So ist Häufungspunkt von A und kann als Grenze von abzählbar 
unendlich vielen Punkten ;11 ~2' ... angesehen werden, die in A ent
halten sind, d. h. man kann schreib"en 

~o = lim ~p; 
'1>='" 
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für einen beliebigen festen Punkt x des Intervalls ;0 < x < Xi kann 
man sogar voraussetzen, daß für jedes p die Ungleichheit ;p < x gilt. 
Dann ist aber nach (7), wenn man die Stetigkeit von fex) berück
sichtigt, 

fex) - f(;o) = lim (f(x) - f(~p» 
p=oo 

und schl.ießlich, weil x - ;0 > 0 ist, 

(8) {(x) - ((~o) >f(x!) - {(x,) _ E 

x - So = x, - x, ' 

eine Bedingung, die natürlich auch im Falle gilt, in dem schon ~o ein 
Punkt von A war. 

Da die Beziehung (8) für jeden Punkt x des Intervalls ;0< x < X2 

besteht, ist auch 

(9) 

diese letzte Bedingung gilt für jeden Punkt von A und daher auch für 
jeden Punkt der perfekten Menge B. Die Gesamtheit der Punkte ~o, 
in welchen die Relation (9) besteht, enthält also sicher eine 
perfekte Punktmenge. 

480. Wir sahen (§ 477), daß die obere Grenze Ader Haupt
derivierten unserer Funktion fex) im Intervalle a < x< b immer von 
- 00 verschieden ist. Es gibt also Zahlen a, die kleiner als A sind; 
nach dem Satze 5 des § 476 ist dann auch a < L und es gibt sicher 
zwei Punkte Xi und x2 des Intervalls, sodaß 

f'(x.) - (.x,) _ a = 2 E > 0 
X 2 -X, 

ist. Die Punktmenge, in welcher 

D+f(x) > a + c 

ist, enthält also nach dem vorigen Paragraphen schon innerhalb des 
Intervalls Xl < X < x2 und um so mehr innerhalb des Intervalls a < x < b 
eine perfekte Teilmenge. Das gleiche gilt daher auch für die Punkt
menge M(J)+f> a). 

Hä~.ten wir im vorigen Paragraphen E negativ genommen, so hätten 
unsere Uberlegungen zu einer Eigenschaft der rechten 0 beren Deri
vierten geführt; wir können zusammenfassend den Satz behaupten: 
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Satz 10. Sind a und ß zwei Zahlen, die den Bedingungen 

a<A, ß>;' 
gfmügen, so enthält jede der Punktmengen 

M(D+t'>a), M(D+«ß) 
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eine perfekte (also nicht abzählbare) Teilmenge dp.<: Intervalls a< x < b, 
für welches A u,nd ;. definiert sind. *) 

4:81. Wir untersuchen jetzt den speziellen Fall, in dem die ge
gebene Funktion fex) in jedem Punkte des Intervalls a< x < b 
differentiierbar ist, und bezeichnen die Derivierte von fex), die in ge
wissen Punkten des Intervalls auch unendlich sein kann, mit (x). Es 
seien xJ und Xs zwei beliebige Punkte des Intervalls a < x < bund 
man habe 7:. B. Xl< X2; wir setzen 

(1) rp (x) = (Xl) + (:1; - x , )«(<:"!) - (X,» 
X 2 X, 

und bemerken, daß die Funktion 

(2) ljJ(x) = fex) - cp(x) 
den Gleichungen 
(3) 

genügt_ Außerdem ist die Funktion ljJ(x) differentiierbar und ihre De
rivierte in jedem Punkte des Intervalls a < x < b durch die Gleichung 

(4) ljJ'(x) = (x) _ f(x.) _.- f(x, ) 
x~ -X, 

gegeben. Ist die stetige Funktion ",(x) im abgeschlossenen Intervalle 
Xl < X S. x2 konstant, so muß sie wegen (3) in diesem Intervalle iden
tisch verschwinden und in jedem inneren Punkte ~ des Intervalles ist 
dann 
(5) 

Ist "",(x) 1m abgeschlossenen Intervall Xl < X < x2 nicht konstant, so 

*) Für totale.tetige Funktionen (x) ist dieser Satz schon in den Ausfüh
rungen des § 450 enthalten. Die Ungleichheit IX < A hat nll.mlich zur Folge, daß 
in mindestens einem Punkte des Intervalls a < x < b die obere Limesfunktion 
fliD (x) der Derivierten von (x) größer ist als ce Hieraus folgt nach der Rela
tion (3) des § 400, daß die meßbare Punktmenge M(!2+(> CI.) von nicht ver
!chwindendem Inhalte ist. Sie muß also (§ 278, Satz 12) perfekte Teilmengen ent
halten. Dagegen gibt es stetige Funktionen, für die bei geeigneter Wahl von 
a< A die Punktmenge M(!2+f> a) eine Nullmenge ist (vgl. hierzu die §§ 605, 510); 
das Resultat des § 450 kann also nicht in seinem ganzen Umfange übertragen 
werden. 
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muß (ebenfalls nach (3» ihre obere Grenze in dieser Punktmenge po
sitiv sein, wenn nicht ihre untere Grenze dort negativ ist. Nehmen 
wir an, ersteres wäre der Fall; dann ist jeder Punkt ;, in welchem die 
in der abgeschlossenen Punktmenge Xl < X <xz stetige Funktion lt·(x) 
ihre obere Grenze erreicht (§ 137, Satz 5), ein innerer PUllkt des 
Intervalls Xl < X < X Z' In einem solchen Punkte ; ist aber stets für 

Xl< X < X2 
die Bedingung 

tJ1(X) < tJ1m 
erfüllt, und hieraus folgt, daß man zu gleicher Zeit 

(6) D _ tJi(;) ~O und IJ + tJ1(;) < 0 

schreiben kann. Da nun tJi(x) im Punkte; differentiierbar ist, hat man 

D_tJi(;) = D+tJ1(;) = tJi'm 
und (lieses ist nur dann zugleich mit (6) möglich, wenn auch hier 
die Gleichung (5) gilt. Ganz ebenso behandelt man den Fall, in dem 
die untere Grenze von tJi(x) im Intervalle Xl < X < x2 negativ ist, und 
zeigt, daß auch hier mindestens ein innerer Punkt; des Intervalles 
xt < X < x2 existiert, für welchen die Gleichung (5) besteht. Vergleicht 
man (5) mit (4), so erhält man 

(' (;) = (11:;) = ~(Xl) 
• 1 

und hieraus folgt der sogenannte Mittelwertsatz der Differential
rechnung: 

Satz 11. 1st fex) eine endliche, stetige und in jedem Punkte des In
tervalles a < X < b differentiierbare Funktion, so kann man zwischen je 
.ewei getrennten Punkten Xl und x2 dieses Intervalles einen dritten von 
diesen verschiedenen Punkt; einschalten, sodaß die Gleichung 

f'(x2 ) - f(xt ) = (x2 - XI) tm 
besteht. 

4:82. Es seien unter denselben Voraussetzungen für fex) WIe 1m 

vorigen Paragraphen mit Ä. und A die untere und die obere Grenze der 
~erivierten ('(x) im Intervalle a < X < b bezeichnet. Ist tex) nicht 
konstant in diesem Intervalle, so ist Ä. < A und wir können eine end
liche Zahl a finden, die den Bedingungen 

(1) Ä.<a<A 

genügt. Wegen des Satzes 5 des § 476 kann man innerhalb unseres 
Intervalls zwei Punktepaare 
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(2) 
finden, sodaS 

a < 1/1< 1/, < b 

(3) 

sta.ttfindet. Setzt man nun 

(4) { 
~l _ tXl + (l-t)1/lI 
~ - tXI + (1.- t),I" 
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so ist für alle Werte des Parameters t, die im abgeschlossenen Intervall 

(5) 0 <t< 1 
liegen, die Differenz 

~2 -~l = t(X2 -Xl) + (l-tl (,12 -111) 

positiv und daher die Funktion 
'I' (t) = m,) - f(~l) 

~I -~1 

eine stetige Funktion von t. Überdies ist wegen (3) 

'1'(0»«, lJ1(l)<<< 

und es gibt daher im Intervalle (5) eine Zahl 't, sodaS 

lJ1(r) = a 

ist (§ 226). Nach (2) und (4) Hegen aber die Punkte ;1 und ~ im In
tervalle a < x < b, solange t der Bedingung (5) genügt (vgI. § 188); 
wir haben also innerhalb dieses Intervalles die Existenz eines Punkte
paares ;1' ~ nachgewiesen, für welches 

f(~) - m.l) = a 
~t -~1 

ist. Nach dem letzten Satze gibt es also zwischen diesen Punkten einen 
Punkt ~, für den r m = « ist. 

Sa.tz 12. Die Derivierte f' (a;) eine!' differentiierbal'eIl stetigen Punk
tion fex) nimmt in einetn Intervalle a < X< b alle Werte an, die swisclten 
ihrer oberen und ihre/' untem~ (h'ense in diesem Intervalle liegen. 

Sind 4 und x2 zwei Punkte des Intervalles a < x < b, und be
zeichnet man jetzt mit l' und A' die untere und obere Grenze von (x) 
und mit L' und l' die oberen und unteren Grenzen der Differenzen
quotienten im Teilintervalle Xl <x<X" so ist, weil (Xl) und (x2) 
als Grenzen von solchen Differenzenquotienten dal'gestellt werden 
können, 

l' ~r( ) <L' _ X, _ , 
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und daher nach dem Satze 5 des § 476 

;: 5:.r(xl ) < A' und ;.: < {'(xs) < A'. 

Hieraus folgt mit Benutzung des letzten Satzes der 

Satz 13. Die Derivierte r (x) nimmt in einem Intervalle :l't < x < X2 

alle Werfe an, die zwischen den Zahlen (XI) ttnd ('(x2) liegen. 

(1) 

Einfache Integrale und totalstetige Funktionen. 

48:1. Das Zeichen 

.f(ep)dw, 
A 

das wir bisher für das Integral einer summierbaren .Funktion (P) über 
eine beliebige Punktmenge A benutzt haben, ersetzt mall, wenn (F) 
eine Funktion fex) einer einzigen Veränderlichen x ist) und wenn der 
Integrationsbereich A ein lineares Gebiet a < x < b bedeutet, durch das 
Symbol 

b 

(2) j'f(x) dx. 
a 

Sind also Xl und X2 zwei beliebige Punkte des Gebietes A und hat man 
Xl < x2 , so bedeutet 

(3) .l(x)dx 

das Integral der (summierbaren) Funktion fCx) über das Intervall 
Xl < X < x2. Diese Bezeichnungsweise, die auf Fourier zurückgeht, hat 
den Vorteil, daß man sie auch auf den Fall erweitern kann, daß x2 < XI 

ist, was für die Rechnung mit Integralen sehr bequem ist. Wir setzen 
dazu 

x, 

(4) !fex)dx=O, wenn x2 = Xl ist, 
x, 

.1:'.! ", 
(5) und !f(x) dx = ~ .{fCx) dx, wenn x2 < Xl ist. 

OC, x. 
Sind dann Xl' xa, Xs drei beliebige Punkte des linearen Gebietes A, die 
nicht alle voneinander verschieden zu sein brauchen, so hat man stets 

X:a X t X Ol 

.{(x)dx = !(x)dx + !nx)dx, 
,xl .1'1 x:! 

wie man durch eine Diskussion der verschiedenen Möglichkeiten einsieht. 
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Das durch die Gleichungen (3), (4) und (5) definierte Symbol 

](CX) dx 
~l' 1 

nennt man das zwischen den Grenzen Xl und x2 genommene 
bestimmte Integral der summierbaren Funktion fex). Die 
Zahl Xl heißt hierbei die untere Grenze, die Zahl Xs die obere Grenze 
des Integrals und zwar auch dann, wenn Xs < Xl ist. Die eine oder 
beide· Grenzen können übrigens auch unendlich sein, falls fex) über 
eine Halbgerade oder über die ganze Achse summierbar ist. Die Inte
grale (2) nennt man auch einfache Integrale im Gegensatz zu den 
mehrfachen Integralen, die wir im nächsten Kapitel untersuchen 
werden. 

484. Ist fex) über ein lineares Gebiet A summierbar und er
weitert man den Definitionsbel'eich die>;er Funktion, indem man in 
jedem Punkte der Komplementärmenge von Li die ]i"'unktion fex) = 0 
setzt, so erhält man eine über die ganze x-Achse snmmierbare Ji'unk
tion; einer solchen Funktion haben wir eine additive und totalstetige 
Mengenfunktion zugeordnet, die wir das unbestimmte Integral von fex) 
nannten (§ 424) und hier mit H(e) bezeichnen wollen. Der additiven 
totalstetigen Mengenfunktion H(e) haben wir ferner eindeutig eine 
ebenfalls additive totalstetige Intervallfllnktion 4> (0') zugeordnet (§ 453); 
die Funktion 4>(0) ist übrigens, weil sie additiv ist, eindeutig definiert, 
wenn man ihren Wert für jedes Intervall (j' der x-Achse kennt. Nun 
haben wir, wenn 

0: Xl< X < X2 

irgendein solches Intervall bedeutet, nach unseren früheren Definitionen 

(1) fP(o) = H(o) = !f(x)dx =j(X)dX. 
rl x, 

Im § 458 haben wir schließlich jeder endlichen Funktion F(x) einer 
Veränderlichen eine additive Intervallfunktion zugeordnet, indem wir 
mit den obigen Bezeichnungen 

(2) 

gesetzt haben. Nun ist es sehr leicht, Funktionen F(x) zu bestimmen, 
welche die Gleichungen (1) und (2) zugleich befriedigen. Man braucht 
nur, wenn Xo irgendeinen Punkt des urspriinglichen (oder erweiterten) 
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Definitionsbereiches von fex) bedeutet, 

'" 
(3) F(x) = c + !f(x) dx 

zu setzen, wobei c eine beliebige endliche Konstante bedeutet. Dann 
ist nämlich 

.1:" Xl X2, 

F(x2) - F(x1) = !f(x) dx - !f(x) dx =.ff(X) dx, 
Xo Xo Xl 

WIe WIr es haben wollten. Ist umgekehrt F t (x) eine beliebige Punk
tion, der unsere Intervallfunktion 4)(6) zugeordnet ist, so folgt aus 
der Gleichung 

die für jeden Wart von x gelten muß, 

F1 (x) =- (F1 (xo! -F(xo)) + F(x) = c' + F(x) 

und hieraus, daß l!~(x) sich ebenfalls durch eine Gleichung wie (3) 
darstellen läßt. Die Funktionen (3) sind also die einzigen, welche die 
geforderten Eigenschaften besitzen; man nennt sie von alters her das 
unbestimmte Integral von fex) und bezeichnet sie oit durch das 
Symbol 

.j'f(x)dx, 

in welchem man alle Grenzen wegläßt. Der Umstand, daß wir, dem 
Vorgange von Lebesgue folgend, auch die Mengenfunktion H(e) das 
unbestimmte Integral von fex) genannt haben, kann keine Verwechs
lungen hervorrufen, da eine Mengeniunktion und eine Punktiunktion 
zwei ganz verschiedene Begriffe sind. Bei Untersuchungen über Funk
tionen einer Veränderlichen kommt überdies die Mengeniunktion H(e) 
kaum vor, wenn man die jetzt folgenden Sätze benutzt. 

4:80. Aus der Totalstetigkeit der Funktion 4)(6) folgt nach dem 
§ 460 die Totalstetigkeit der ihr zugehörigen Funktion F(x) und es 
gilt daher der 

Satz 1. Jedes unbestimmte Integral 
., 

F(x) = c + !f(x)dx 

einer summierbaren Funktion fex) ist eine rotalstetige Funktion. 
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Es sei umge~ehrt F(x) eine im linearen Gebiete a<x<b beliebig 
gegebene totalstetige Funktion, d. h. eine solche, deren Nullvariation 
verseh windet. Ist a > - 00, so haben wir schon gesehen (§ 460, Satz 3), 
daß die Zahl F( a + 0) existiert und endlich ist. Setzt man dann 

F(x) == F(a + 0) für .x S. a, 

so ist, wie wan sofort sieht, die so erweiterte Funktion F{x) auf dem 
linearen Gebiete - 00 < x < bebenfalls totalstetig, und man kann ähn
lich verfahren, wenn ~ < + 00 ist Wir können also den Definitions
bereich von F(x) so erweitern, daß er die ganze x-Achse umfaßt. 
Dann ist die zugehörige additive Intervallfunktion 4'(<<1) ehenfalls total
stetig (§ 460) und kann nach dem § 453 zu einer additiven und total
stetigen Mengenfunktion H(e) erweitert werden, die für aUe meßbaren 
linearen Punktmengen endlichen Inhalts definiert ist. Bezeichnet man 
mit 6.a(x) irgendeine Derivierte von H(e), so ist nach dem Satze 2 
des § 445 

;r~ 

F(x2) - F(xl ) =-J ~H(x)dx 
und daher die Funktion F(x) ein unbestimmtes Integral von ßH(X). 
Nun kann aber nach dem § 462 jede rechte oder linke Derivierte von 
F(x) als Derivierte von H(e) autgefaßt werden; bezeichnet man also 
mit DF(x) eine Funktion, die in gewissen Punkteu des Intervalles 
Xl < X < Xs gleich einer rechten und in den übrigen Punkten dieses 
Intervalles gleich einer linken Derivierten von F(x) ist, so ist auch 

~ 

Fex!) - F(x1) = f DF(x) dx. 

Es gilt also, wenn man sich der Sätze des § 445 erinnert, der 

Satz 2. Jede totalstetige Funktion F(x) ist in einem maßgleichen 
Kern ihres De{initionsbereiches A. ditrerenfüerbar; jede DerifJierte DF(x) 
von F(x) ist eine über .jedes in A enthaltene Intervall summierbare FUnk
tion, für welche die Funktion F(x) ein unbestimmtes Integral ist. 

Dagegen braucht, wie wir später sehen werden (§ 506), eine Funk
tion F(x), deren Hauptderivierten summierbar sind, nicht immer total
stetig zu sein. 

Wenn zwei Funktionen hex) und hex) über dasselbe lineare Ge
biet .A. summierbar sind und ein gemeinsames unbestimmtes Integral 
F(x) besitzen, so sind die Funktionen fl (x) und f'J (x), die in A mit 

Oaratheodor,.. Reelle Funktionen. 35 
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den gegebenen zusammenfallen und in der Komplementärmenge von A 
verschwinden, über die ganze x-Achse summierbar und man hat all
gemein 

(1 ) 
,1'2 X 2 

!fl(x)dx =.[r2(X) dx. 

Die additiven totalstetigen Mengenfunktionen 

JI,.(e) = J'fl(X)dx, H2 (e) =!f2(x)dx 
e • 

besitzen dann wegen (1) dieselben mittleren Deriviel·ten und sind 
daher nach dem Satze 4 des § 439 einander gleich. Hieraus folgt aber 
nach dem Satze 1 des § 424 die Äquivalenz der bei den Funktionen 
(l(X) und fs(x) und daher auch die Äquivalenz von fl(X) und fs(x), 

Satz 3. ZU'ei über dasselbe lineare Gebiet A summierbare Funk
tionen fl(X) und f2(X), die ein gemeinsames unbestimmtes integral F(x) 
besitzen, sind äquivalent. 

Der spezielle Fall dieses Satzes, in dem die eine der bei den Funk
tionen t~ (x) und fz(x) verschwindet, läßt sich folgendermaßen aus
sprechen: 

Satz 4. Eine summierbare Funktion f(x) , die ein konstantes unbe
stimmtes integral F(x) = c besitzt, verschwindet in einent ma/Jgleichen 
Kern ihres Definitionsbereiches. 

Aus der Gleichung 
a: 

Fex) =c+ jDF(x)dx 

folgt ferner, wenn man die summierbare Funktion D F(x) als Differenz 
von zwei nicht negativen summierbaren Funktionen darstellt t§ 391), 
folgendes Analogon des Satzes 7 des § 441: 

Satz 5. Jede totalstetige Funklion F(x) kann als Differenz von zwei 
-monoton wachsenden tota/stetigen Funktionen dargestellt u·erden. 

Man bemerke, daß dieses Resultat zwar teilweise, aber nicht in 
seinem vollen Umfange aus der Vergleichung des Satzes 3 des § 460 
mit dem Satze 9 des § 181 hergeleitet werden kann. 

4:86 •. Es ist bequem, jeder totalstetigell Funktion eine eindeutig 
bestimmte endliche Funktion F\x) zuzuordnen, deren unbestimmtes 
Integral F(x) ist. Wir wollen diese Funktion die Ableitung von F(x) 
nennen und sie folgendermaßen definieren: 
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Definition. Unter Ableitung einer totalstetigen Funk

tion F(x) verstehen wir die endliche Funktion i'(x) , die in 
aBen Punkten, in denen P(x) differentiierbar ist und die 
Derivierte DF(x) endlich ist, gleich der Derivierten von F(x) 
ist, und die in allen ührigen Punkten des DefinitioDsbe
reicnes von Fex) verschwindet.*) 

Ist 61 die Nnllmenge, in welcher z. B. die obere rechte Derivierte 
D+P(x) unendlich ist und e2 die Nullmenge, auf welcher F(x) nicht 
differentiierhar ist, so ist in jedem Punkte der Nullmenge (e1 +1'2) die 
Ableitung F'(x) nach ihrer DefinItion gleich Null und in jedem Punkte 
von A - (ei + e2) ist 

15 +1"(:1:) = F(x); 

diese beiden Funktionen sind äquivalent und es ist also stets, wie wir 
es haben wollten, 

"'. 
F(x2) - Fex!) =.fP(X)dJ:. 

4:87 • Wendet man den Satz 5 des § 394 auf die Ableitungen ICx) 
und iJ(x) von zwei totalstetigen Funktionen (x) und g(x) an, so folgt, 
duß für alle Zahlenpaare (J.u l2) die Funktion ().,tf(x) + A.2g(x)) eben
fa.lls totalstetig ist, und daß stets die Gleichung 

'" 
(}.d(x) + }.jg(x» = lJ(xo) + A.2g(XO) + !(lJ(x) + J..2g (x»dx 

bestehen muß. 
Insbesondere ist die Sum m e und die Di ff'erenz von zwei im 

gleichen Intervall definierten totalstetigen Funktionen von x ebenfalls 
totaJ.st!3tig. 

Mit Hilfe der De.finition d"r Totalstetigkeit, die wir im § 460 ge
geben haben, sieht man, daß der absolute Beh'ag einer totalstetigen 
Funktion fex) ebenfall::! totalstetig ist. Fitr jedes Intervall 

c)': a < X < ß 
ist nämlich 

I 1 (tl) 1- !f(a) 11 < !(tl) - (a) , . 

*) Nach unserer Definition ist die Ableitung F(x) keint'8wegs immer eine 
Derivierte der totalstetigen Funktion l!'(x). Nur fiir ditferlO'ntiierbare Funktionen, 
die in jedem Punkte ihres Definitionsbereiches eine endliche Derivierte besitzen, 
fa.llen die heiden Begriffe notwendig zusawmen. 

35* 
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Sind also 
IJ" : a" < X < p" (k = 1,2, ... , m) 

Intervalle ohne gemeinsame Punkte, deren Gesamtlänge die Zahl }. 
nicht überschreitet, und bezeichnet man mit ",(l) die l-Variation der 
Funktion f(x), so ist 

m 

2'llf(P,,)I- !((«,,) 1 1 < -r(l) 
_=1 

und folglich die l-Variation von If(x) 1 ebenfalls nicht größer als 'f(l). 
Die Nullvariation von If(x) 1 ist also gleich Null, womit unsere Behaup· 
tung bewiesen ist. 

488. Zwei Funktionen (x) und g(x), die im Intervalle 

(11 a < x < b 

totalstetig sind, sind nach dem Satze 3 des § 460 beschränkte Funk· 
tionen und man kann eine endliche Zahl G finden, so daß für alle 
Pun.kte von (1) die Bedingungen 

I(tx) 1 < G, Ig(x) I s G 

gelten. Bezeichnet man mit u(x) das Produkt der beiden Funktionen 
fex) und g(x) 

u(x) = (x)g(x) , 

so ist für jedes Teilintervall 

von (1) 
IJ: a<x<p 

u(ß) - u(a) = l(P)(g({1) - g(a) + g(<<)(f<ß) - (a» 
und daher 

lu(fJ)-u(<<)1 < G{If(fJ)-f(a)1 + Ig(fJ)-g(<<)I}. 

Bezeichnet mau daher mit ",(l), -r/(l) und 'f11 (l) die l-Variationen 
von u(x), f(x) und g(x), so folgt hieraus, wenn man ebenso wie im 
vorigen Paragraphen verfährt, 

-r(l) < G(-rt<.t> + TIl(l»j 

wegen der Totalstetigkeit von fex) und g(x) muß also die Nullvariation 
von u(x) verschwinden und infolgedessen diese. Funktion ebenfalls 
totalstetig sein. 

Nach dem § 469 ist in jedem Punkte, in welchem (x) und 9(X) 
dift'erentiierbar sind und eine endliche Derivierte besitzen, die Funk
tion u(x) ebenfalls differentiierbar und es gilt die Formel 

(2) Du,Cx) =0 fex) g(x) + g(x) f(x). 
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Da nun die Punkte, in denen f(x) und g(x) beide differentiierbar sind 
und eine endliche Derivierte besitzen, einen maßgleichen Kern des 
Intervalls (1) bilden, ist die Funktion 

f(x)i;(x) + g(x)l'(x) 

in diesem Intervalle einer beliebigen Hauptderivierten von «(x) äqui
valent und für jedes Punktepaar x,, Xu das in (1) enthalten ist, gilt 
die Gleichung: 

"'" (3) «(x,) - «(Xl) = !(f(x)Ü(x) +g(x)!(X»dx. 
"'> 

Sa.tz 6. Das Produkt von swei im Intervalle a < X < b total:;tetigen 
F«nktirmen ist eine in die:;em Intervalle total:,tetige Funktion, die einem 
«nbP-Stimmten Integral des Ausdrucks 

gleich ist. 
fex) ilex) + g(x) {(x) 

4:89. Aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen entnimmt 
man eine Formel, die als "partielle Integration" bekannt ist und sehr 
oft gebraucht wird. Diese Gleichung läßt sich nlimlich schreiben: 

(1) j{(X)ü(X)dX == (f(x2)g(xS)-{(X,)g(X1)J - j:;(X)/'(X)dX. 
~ ~ 

Sei also fex) eine im Intervalle a < x < b totalstetige (und daher be
schränkte) und cp(x) eine über dieses Intervall summierbare. endliche 
Funktion. Das Integral 

"'. 
!f(x) cp(x) dx 
", 

hat einen Sinn (§ 398, Satz 12). Setzt man nun 

'" 
(2) g(x) = c +! cp(x)dx, 

a 

wobei c eine beliebige Konstante bedeutet, so ist Ü(x) eine zu ",(x) 
äquivalente Funktion und daher gilt wegen (1) der 

Sa.tz 7. 1st fex) eine im Intervalle a < x < b totalstetige und ",(x) 
eine über dieses Intervall summlerbare endliche Funktion, so gilt für je 
zwei Punkte Xl' x, des gegebenen Intervalls die Gleichung 
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~ ~ 

(3) !f(x) cp(i) dx = [f(xs)g(x2)-f(x))g(xl )] - !g(x)((x)dx, 
~ ~ 

in der die Fun1.:tion g(x) i/'gendein unbestimmtes Integral von 91 (x) 
bedeutet. 

iSO. Es spi g(:1:) eine im Intervalle a< x < b totalstetige Funk
tion und in jedem Punkte dieses Intervalls sei die Bedingung 

(1) Ig(x)12~>0 

erfüllt. Für je zwei Punkte a und ß dieses Intervalls ist dann 

'1-1---.!-J= jg(ß)-g(o:)1 < Ig(j1)-g(o:)1 
g(l1) g(o:) Ig(o:) 9 ,j1) I - &2 , 

woraus man ohne Mühe wie früher schließt, daß die Funktion 
1 

g(x) 

im Intervalle a < x < b totalstetig ist. Nach dem § 488 folgt also 
unter denselben Voraussetzungen für fex) wie dort, daß die Funktion 

fex) 
(2) o(x) 

auch totalstetig ist. In jedem Punkte, in dem fex) und g(x) beide 
differentiierbar !!ind und eine endliche Derivierte besitzen, ist ferner 
(§ 469) die Funktion (2) differentiierbar und ihre Derivierte hat den 
Wert 

g(x)l(x) - fex) g(x) 
g!(.I:) 

Da die letzten Voraussetzungen aber in einem maßgleichen Kern von 
a < x < b erfüllt sind, gilt außerdem noch die Formel 

"'-
fex,,) _ f{xt ) = J' g(x) lex) - lex) ; (x) dx 
g(re.) g(x\) gl(X) . 

!r-1 

i9t. Wir betrachten jetzt Funktionen mit beschränkten Diffe
renzenquotienten, d. h. solche, die die Eigenschaft haben, daß für je 
zwei Punkte Xl und x2 des Intervalls 

a<x<b 
die Beziehung 

besteht. Aus 
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folgt dann sofort, daß, wenn man mit ~(l) die l-Variation von f(x) im 
gegebenen Intervall bezeichnet, 

'tel) < G· Ä 

ist, 80 daß f(x) totalstetig sein muß. 

Satz 8. Jede Funktion, deren Differeneenquotienten für alle Punkte
paare eines Intervalls beschränkt sind, 1·St totalsletig in diesem Inter'l]ull. 

Ferner bemerken wir, daß, wenn fex) im abgeschlossenen Intervall 
a < X <b definiert, endlich und stetig ist, die oberen und unteren 
Grenzen L und l der Differenzenquotienten dieser Funktion innerhalb 
des offenen Intervalls a<x<b und der Differenzenquotienten von fex) 
innerhalb des abgeschlossenen Intervalls a < x < b dieselben sind. Mit 
Hilfe des Satzes 5 des § 476 kann man also behaupten: 

Sa.tz 9. Dafür, daß eine endliche, stetige Funktion fex) ~m Intervalle 
a.s x <b beschränkte Differeneenf{lJ.Otienten besitze, ist notwendig und 
hinreichend, daß eine beliebige unter ihren ,·echten (oder linken) Detivierlen 
im offenen Intervalle a < x < b beschränkt sei. 

4:92. Der Satz 8 des vorigen Paragraphen läßt sich nicht umkehren, 
denn sonst würden alle totalstetigen Funkt.ionen beschränkte Derivierte 
besitzen, was offenbar nicht der Fall ist. Man kann sogar totalstetige 
Funktionen leicht angeben, die überall differentiierbar sind und in ge
wissen Punkten die Derivierte + 00 besitzen, z. B. die }i'unktion, die 
durch die Gleichungen 

f(O) = 0 und fex) = I~ ViXT für X =+= 0 

definiert ist (vgl. § 494). 
Die Punktmenge A, in welcher eine im Intervalle a < x < b tot.al

stetige Funktion differentiierbar ist und die Derivierte + 00 besitzt, ist 
aber stets eine Nullmenge. Denn A ist eine Teilmenge von 

M(D+f= + (0) 
und die letzte Punktmenge ist wegen der Summierbarkeit von Jj +f schon 
selbst eine N uUmenge. 

Ist nun A eine beliebige Nullmenge, die im Intervalle a<x<h 
enthalten ist, so kann man, wie wir jetzt zeigen wollen, totalstetige und 
monoton wachsende ~'unktionen fex) finden, die in jedem Punkte von A 
differentiierbar sind und dort die Ableitung + 00 besitzen. 

Es seien 
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Umgebungen von ..4., deren Inhalte den Bedingungen 

(I) (P= 1,2, ... ) 

genügen, und fPp(x) Funktionen, die in der offenen Punktmenge Up den 
Wert Eins und in der abgeschlossenen Komplementärmenge von VI' den 
Wert Null besitzen .. Ferner setzen wir 

(2) 
und 

'" 
(3) (,,{x) = f1/Jix)iJx. 

a. 

Die nichtnE'gativen Funktionen 'I/I,,{x) sind in jedem Punkte von .A stetig 
und besitzen dort den Wert kj also sind die monoton wachsenden Funk
tionen (,,(x) in jedem Punkte Ton ..4. differentiierbar und ihre Derivierte 
in diesem Punkte ist gleich k (§ 452, Satz 3). Ferner ist fl1r jedes p 
und für jedes x > a nach t1) 

und folglich nach (2) und (3) 
(4) (,,(x) < l. 
Da die Folge der 'I/I,,(x) monoton wachsend ist 

"'1 (x) < l/J,{x) < "'II{X) ::;;: •.• 
und ihre Integrale (3) sämtlich unterhalb Eins liegen, ist die Grenz
funktion 

",,(x) = !im "",,(x) 
"=eo 

über das Interv.all a::;;:x<b summierbar(§383, Satz 4) und die Funktion 
:xl 

fez) == f ",,(x) dx 
CI 

totalstetig. Setzt man nun 

so ist 
fex) ... hex) + r .. (x) , 

.. 
r,,(x) == !(f/J(Z) - l/J,,(x) dx, 

CI 

also r,,(z) gleich dem Integral über eine nichtnegative Funktion und 
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daher monoton wachsend. Hieraus folgt aber für jeden inneren Punkt x 
des betrachteten Intervalls 

12+f(x) > D+fk(x) und DJ(x) 2 DJk(X) 
und insbesondere für jeden Punkt von A 

(5) -!2+f(x) > kund DJ(x) > k. 

Da aber hierbei k eine beliebige natürliche Zahl bedeutet, ist in jedem 
Punkte von A di,e Funktion fex) differentiierbar und (x) = + 00. 

Satz 10 .. Es gibt monoton wachsende totalstetige Funktionen f(x), die 
irt einer beliebig vorgeschriebenen Nullmenge . A differentiierbm' sind und 
dOt,t die Derivifffte + 00 besitzen. 

493. Durch die Konstruktion des letzten Paragraphen erhält man 
sehr bemerkenswerte Funktionen., wenn man von der Nullmenge A 
voraussetzt,daß sie auf dem gegebenen Intervall a < x < b überall dicht 
liegt. Setzt man nämlich 

Vk = U1U2 •• • U", 

so ist Vk eine offene Punktmenge, welclle die überall dichte Punkt
menge A enthält und daher selbst überall dicht ist. Der Durchschnitt 
von Vk mit irgendeinem Teilintervalle ~ des Definitionsbereiches a<x<b 
ist also eine nicht leere Punktmenge, die, weil sie offen ist, keine Null
menge sein kann, Nun ist aber in jedem Punkte von Vk die Funktion 
Mx) difierentiierbar und ihre Derivierte gleich k, so daß in einem 
solchen Punkte die Bedingungen (5) des vorigen Paragraphen erfüllt 
sind. Bezeichnet man also mit a eine beliebige positive Zahl und mit ea 

den Durchschnitt der beiden Punktmengen 

M(Q+fz.a) und M(IlJz.a), 
BO ist die Punktmenge ea nicht nur überall dicht im Definitionsbereich 
der Funktion, sondern es ist vielmehr auch 

me",~+O 

für jedes Teilintervall ~ dieses Dennitionsbereiches. Bezeichnet man in 
analoger Weise mit e+ oo die Punkte, in denen fex) differentiierbar und 
Df(x) = + 00 ist, so ist nach dem Obigen der Durchschnitt 

VI V2 V3 ••• -< e+ oo • 

A.nderseits enthält die Punktmenge ~. VI V2 Vs ... eine in sich dichte 
Teilmenge, nämlich A<l; nach dem Satze 1 des § 81 muß also e+oo~ eine 
perfekte Punktmenge enthalten und dies selbst, wenn A abzählbar 
war. Man bemerke, daß dieseS' Resultat aus dem § 47R nicht gefolgert 
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werden kann. Aus den dortigen Überlegungen folgt nämlich wohl, da.1\ 
die Punktmenge M(D +( = + (0) perfekte Teilmengen enthält, nicht 
aber, daß dasselbe auch für M(ll+f= + (0) tier Fall sein muß. 

4:94:. Sind (Cu) und u = rp(x) zwei totalstetige Funktionen, so 
kann die Funktion ((rp(x» in einem gewissen abgeschlossenen Intervall 
der x-Achse definiert sein, ohne dort totalstetig zn sein. 

Wir definieren z. B. rp(x) folgendermaßen: jedes Intervall 

o :!_<x<J 
"2k 2.1:-1 

der Folge 

teilen wir in 2.1: gleiche Teile durch (2k -l) Teilungspunkte und in 
jedem dieser TeiJungspunkte schreiben wir für die Funktion rp(x) ab-

... ---o 
Pig. 31. 

I wechselnd die Werte 
T 

1 
U und 0 
2 

vOr. In den Endpunkten der In
tervalle 0" und im Punkte x = 0 
soll außerdem rp(x) verschwinden 
und zwischen zwei aufeinander 

folgenden Punkten, in denen ihre Werte vorgeschrieben sind, linear 
sein. Die totale Variation der Funktion in einem Intervalle (j~ ist dann 
nach dem Obigen 

und die totale Variation von tp(x) im Intervalle 0 < x <1 ist gleich 
1 1 
2" + 22 + ... = 1. 

Im Intervalle 0 <x< 1 ist also rp(x) von beschränkter Variation; 
in jedem Intervalle ; < x <1 ist für jede positive Zahl ~ < 1 die Ji'unk
tion cp(x) totalstetig, weil sie dort beschränkte Derivierten besitzt. Nach 
dem Satze 4 des § 460 ist also rp(x) totalstetig im Intervalle 0 <x< 1. 

Die Funktion (Cu) sei nun für nichtnegative u durch die Bedin-
gungen 

(CO) == 0, (Cu) = Vu für u> 0 

definiert; diese Funktion ist im Intervalle 0 < u < 1 monoton wachsend 
und beschränkt, also von beschränkter Variation und in jedem Inter
valle lt::;;: u < 1 ist sie fiir jede positive Zahl h < 1 totaJstetig, weil ihre 
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Derivierten dort beschränkt sind. Die Funktion f(u) ist also ebenfalls 
im Intervalle 0 < u < 1 totalstetig. 

Nun nimmt aber die Funktion f(rp(x) in den (2k -l) Teilungs
punkten von ~k abwechselnd die Werte 

2k und 0 

an; da sie zwischen zwei aufeinander folgenden dieRer Teilungsplmkte 
monoton verläuft, so ist ihre totale VariatIOn in ~k gleich 

2k ·-i=1. 
2 

Da es unendlich viele ~ gibt, kann sie nicht von beschränkter Variation 
im Intervalle 0 < x <... 1 sein und ist daher auch nicht totalstetig in 
diesem Intervalle. 

4:95. "Es gibt nun zwei wichtige Fälle, in denen man von vorn
herein behaupten kann, das f(rp(x) totalstetig ist. 

Wir nehmen zunächst an, daß, wenn der Puukt x im Intervalle 
a < x < b liegt, die Funktion rp(x) den Bedingungen 

(1) a1 < rp(x) ~bl 

geni.i.gt, und daß für alle Punktepaare (lXV ßl) des Intervalls a1 < u < b1 
die Relation 

(2) I {(fl,) - ((",) I < N 
fl,-a,. 1-

besteht. Sind dann a und ß irgendzwei Punkte des Intervalls a<x<b, 
so folgt aus unseren Voraussetzungen, daß 

(3) If~rp<ß) -{(rp(a) I < Nlrp(ß)- rp(a)/ 

ist. Bezeichnet lllan also mit T(l) die l-Variation von rp(x) und mit 
'1:1(1) die l-Variation von l(rp(x)), so folgt aus (3) 

(4) T1 (1)<N·T{l). 

Da nach Voraussetzung 1'(0) = 0 ist, muß also auch Tl (0) = 0 
sein, d. h. die Funktion ((rp(x) lllUß totalstetig sein. 

Satz 11. Es sei rp (x) im Intervalle It < X <b totaMetig und f( u) eine 
Punktüm, die im Intervall a1 < u < b1 , das bei dir Abbildung u = rp(x) 
dem De{initionsbereiclte von rp(X) entspricht, beschränkte Differeneenquo
timten besitzt; dann ist die Funktion {(rp(x» ebmtfalls totalstetig im Inter
valle a < x < b. 
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Zweitens nehmen wir an, daß cp(x) im Intervalle a < x <b nicht 
nur totalbtetig ist, sondern auch monoton. Sind dann 

(5) 01' 62 , ••• , IJ'm (6p: "p<x<ßp) 

irgendwelche Teilintervalle dieses De:6nitionsbereichs ohne gemeinsame 
Punkte, so werden sie durch die Abbildung 

~ u=cpOO 
in getrennt liegende Teilintervalle 

(7) 6/, 6s', ... , 6,: (6p': "1; < u < ßp') 

der u-Achse in gleicher oder geringerer Anzahl abgebildet, wenn wir 
erstens von denjenigen Intervallen (5) absehen, die auf einen Punkt und 
zweitens von denjenigen Punkten der übrigen Intervalle (5), die auf 
einen der Punkte «1" oder ßp' abgebildet werden. Ist nun die Gesamtlänge 
der Intervalle (5) nicht größer als l und 'f(l) die l-Variation der Funk
tion cp(x), so ist die Gesamtlänge der Intervalle (7) nicht größer als ",(l). 

Bezeichnet man jetzt mit $'(l) die l-Variation der jt'unktion (Cu) 
und mit 'fI(l) die l-Variation der Funktion f(cp(x», so ist die Zahl, die 
man erhält, wenn man die Ausdrücke 

~lf(cp(ßp)-f(cp(<<,)1 = ~lr(ftl:)-f(ßl,')1 
p p 

bildet, nicht größer als 'f'($(l)) und daher ist auch 

"'I (l) < ""($(l». 
Läßt man l gegen Null konvergieren, so konvergieren 'f(l) und $'(",(1» 
ebenfalls gegen Null, woraus dann folgt, daß f"( CF (x) total stetig ist. 

Satz 12. Ist fCu) eine totalstetige und cp(x) eine totalstetige und außer
dem noch monotone Funktion, so ist die Funl.tion f(cp(x») in jedem abge
schlossenen Intervalle, in talchem sie definiert ist, ebenfalls totalstetig. 

Die Substitutionstheorie der einfachen Integr~e. 

496. Es sei F(x) eine Funktion, die im Intervalle 

(1) I: a<x~b 
beschriinkte Differenzenquotienten besitzt; ferner sei x = rp(t) 
im Intervalle 
(2) J: to ~ t < T 

total stetig und in jedem Punkte dieses letzten Intervalles sei 

a < cp(t) ~b. 
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Nach dem Satze 11 des vorigen Paragraphen ist dann die Funktion 

(3) «P(t) = F( cp (I» 

totalstetig im abgeschlossenen Intervalle (2). Sind also t1 und t2 zwei 
beliebige Punkte dieses Intervalls und setzt man 

80 ist nach (3) 

(4) 

Xi = cp(f1), x2 = cp(12)' 

I F(xu) - P(xt ) = tPl~t2) - «P(tl ) 

= j'D«P(t) dt, 
/, 

wobei DtP(t) irgendeine Derivierte vou <P(t) bedeutet. 
Es sei t ein beliebiger Punkt der Teilmenge et des Intervalls (tl<t<tU)' 

in welcher die totalstetige Funktion cp(t) differentiierbar ist und eine 
endliche Derivierte besitzt. Da die Derivierten DF(x) von F(x) im ent
sprechenden Punkte x = cp(t) alle beschränkt sind, gibt es nach dem 
Satze 7 des § 471 mindestens eine unter ihnen, für welche 

Dw(t) = DF(cp(t»). Dcp(t) 

is~ oder, wenn man wieder mit (p(t) die Ableitung von cp(t) bezeichnet 
(§ 486), 
(5) Dw(t) = DF(cp(t»(p(t) 

ist. In jedem Punkte der Komplementärmenge von et ist (p(t) = 0; für 
jede beliebige Derivierte von F(x) im entsprechenden Punkte x = cp(t) 
ist dann auch 
(6) DF(cp(t»(p(t) = o. 
Da ferner e/ ein maBgleicher Kern des Integrationsintervalls ist, kann 
man nach (5) und (6) die Gleichung (4) durch 

t" 

(7) F(x2) - F(xl ) = .fDF(cp(t». (p(t)dt 
I, 

ersetzen. Hierbei bedeutet aber DF(cp(t» eine Derivierte von F(x) im 
Punkte x = cp(t), die durch den sehr komplizierten Prozeß des § 471 
bestimmt wird, und es ist von vornherein nicht sicher, daß, wenn man 
DF(x) durch eine auf der x-Achse äquivalente endliche Funktion fex) 
ersetzt, die Funktionen DF(cp(tJ)' «p(t) und f(cp(t» pet) als Funktionen 
von t einander äquivalent sind. Wir werden nun zeigen, daß dem so ist 
und dieses Resultat, das man de la Vallee Poussin verdankt, ist 
umso überraschender, als die heiden Funktionen DF( cp(t» und f(cp(t» 
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als Funktionen von t durcbaus nicht äquivalent zu sein brauchen, und 
sogar die Funktion f(rp(t)J gar nicht meßbar zu sein braucLt, selbst 
wenn r:p(t) monoton ist (§ 351). 

497. Es sei also fex) eine beschränkte Funktion, die einer Deri
vierten DF(x) von F(x) äquivalent ist; man hat dann für jeden Punkt x 
unseres abgeschlossenen Intervalls I 

", 
(1) F(x) - F(xo) =.ff(X)dx, 

wobei x'o einen beliebigen festen Punkt desselben Intervalls bedeutet. 
Ist nun erstens die Funktion f(x) stetig, so ist F(x) übel'all d i ffe

rentiierbar und man hat (§ 452, Satz 3) für jeden in Betracht kom
menden Punkt x unseres Intervalls und für jede Derivierte von F(x) 

DF(x) = f(x); 

man kaon al50 die Gleichung (7) des letzten Paragraphen durch 
t. 

(2) F(x2) -- F(xt ) =.f{(r:p(t» tjJ(t) dt 
I, 

ersetzen. 
Nun sei zweitens die Funktion fex) von der ersten Baireschen 

Klasse (§ 362); da man nach Voraussetzung 

(3) If(x) I <]JE 

schreiben kann, gibt es nach dem Satze 5 des § 364 eine Folge von 
stetigen Funktionen f,.(x), die den Bedingungen 

(4) 

(5) 

lim hex) = f(x), 
k=", 

Ih(x)! < lJI 

zugleich genügen. Setzt man also 
x 

F,,(x) = F(xo) + jf&,(x) dx, 

so ist nach dem Vorigen 
t. 

(6) F,,(xll ) - F,,(x1) = J (,.(r:p(t) tjJ(t) dt. 
11 

(k=1,2, ... ) 

Nun wenden wir den Satz 16 des § 402 an; es ist erstens wegen (5) 

'" 
(7) lim F,,(x) = F(xo) + J'Iim f~(x) dx = F(x) 

J:=oo %1) k=oo 
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und zweitens, weil für jeden Wert von k 

IM qJ(t») «P (I) I < .iJII i «P (t) I 
ist und die rechte Seite dieser Ungleichheit summierbar ist, nach (6) 

~ ~ 

(8) lim (Fk(X2) - F,,(xt » = .[lim fk(qJ(t») «P(t) dt = {f(rp(t) «pU) dt. 
k=~ &1 k=oo ;1 

Der Vergleich von (7) tmd (8) führt dann wieder auf die Gleichung (2). 
Dieselbe Schluß weise zeigt, daß die Gleichung (2) richtig bleibt, wonn 
die Funktion fex) von der zweiten Baireschen Klasse ist. 

Endlich sei fVx) eine beliebige meßbare Funktion, für welehe die 
Relation (3) gilt; es gibt dann zwei zueinander und zu fex) äquivalente 
Funktionen t/J(x) und Yf(x) von der zweiten Klasse, die den Bedingungen 
genügen (§ 369, Satz 6) 
(9) t/J(X) < fex) < 1J!(x) , 

(10) i t/J(x) I < M, I 1Jf(x) I < M. 

Man kann also schreiben 
'" er 

F(x) -F(xo) = j'I/Jex)dx =.[~I!(x) dx 
"'0 Xo 

und, nach dem Obigen, ~il die Funktionen t/J(x) und Yf(X) von der 
zweiten Klasse sind, 

t~ t2 

F(x'j) - F(x1) = j't/J(rp(t») «P(t)dt = !W(qJ(t») «P(t) dt. 
'I t1 

Da nun die Punkte tt und t2 ganz beliebige Punkte des abgeschlossenen In
tervalls to < t < T waren, folgt aus der letzten Gleichung nach dem Satze 3 
des § 485 die Aquivalenz der beiden Funktionen t/J(rp(t» «P(t) und 
1Jf(qJ(t» «P(t). Die Punktmenge, in welcher diese beiden Funktionen 
voneinander verschieden sind, wird aus den Punkten gebildet, in denen 
1/I(qJ(t» + 'lf(qJ(t») ist und zugleich qJ(t) + 0 ist. Dies sind aber 
anderseits wegen (9) die einzigen Punkte, in welchen t/J(qJ(t»cp(t) 
und (rp(f»«P(t) voneinander verschieden sein können. Diese letzten 
Funktionen sind also auch äquivalent und die Gleichung (2) ist wie
derum erfüllt. Wir haben also den 

Sa.tz 1. Es sei fex) eine beschränkte summierlJare Funktion und 
:r 

F(x) - F(xo) = !f(x)dx, 
"'0 
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für alle X, die im Intervalle a ~ x <b liegen; ferne1" sei x = tp t t) eine 
beliebige totalstetige Funktion und es sei t'm Intervalle to < t < T 

a<tp(t)<b. 

Dann ist, wenn ~ und i2 zwei beUeb~qe Punkte des let~ten Interoalls 
bedeuten, 

t. 

F(tp(f,)) - F(tp(tt)) =.ff(tp(t») (p(t)dt. 
&, 

498. Aus dem letzten Satz kann man eine sehr merkwürdige Eigen
schaft der totalstetigen Funktionen entnehmen. Es sei f!t eine Punktmenge 
des abgeschlossenen Intervalls to::; t < T, die durch die totalstetige Funk
tion x = tp(t) auf eine Nullmenge e"" die im Intervalle a < x <b liegt, 
abgebildet wird. Da einem Punkte x des letzten Intervalles unendlich 
viele Punkte und sogar ganze Intervalle auf der t-Achse entsprechen 
konnen, braucht natürlich die Punktmenge el keine N uUmenge zu sein. 
Sie braucht nicht einmal meßbar zu sein, weil das Bild einer nicht meß
baren Teil menge von et (S 334, Satz 3) ebenfalls eine Nunmenge ist. 

Wir wählen jetzt, indem wir die Bezeichnungen des vorigen Para
graphen beibehalten, für fex) eine Funktion, die in allen Punkten der 
Nullmenge e:. gleich Ejns ist, und die sonst verschwindet. Die Funk
tion f(x) ist beschränkt, summierbar und man hat 

x 

ff(x)dx~O. 
Xo 

Es muß also auch nach dem letzten Satze für jedes Punktepaar t1 , t2 

innerhalb to < t < T 
t • 

• /f(f{J(t») (p(t) dt = 0 
t,. 

sein und hieraus folgt, daß die Funktion {(rp(t» (p(t) in allen Punkten 
von to < t < T außer höchstens in einer Nullmenge verschwinden muß. 

Wir bezeichnen mit e/ diejenige Teilmenge von eo in welcher 
(p (t) -1= 0 ist. In jedem Punkte von e/ ist auch f( rp (t») und daher auch 
f(cp(t») ip(t) von Null verschieden; die Punktmenge e/ muß also eine 
Nullmenge sein. Da ferner die Punktmenge, in der tp(t) nicht differen
tiierbar ist oder lauter unendliche Derivierten besitzt. ebenfalls eine 
Nullmenge ist, haben wir den 

Satz 2. Ist die Funktion x = rp(t) im abgeschlossenm Intervalle 
tu < t < T totalstetig und ist et eine beliebige 1'eilmenge dieses Intervalls, 
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die durCh die gegebene Funktion auf eine Nullmenge ez der x-Achse ab
gebildet wird, so ist die Teilmenge von eIl auf welCher qJ(t) mindestens 
eine von Null verschiedene Derivierte besitzt, ebenfalls eine Nullmenge. 

4,99. Zum Schluß wollen wir untersuchen, was aus unserem ersten 
Satze wird, wenn wir. die Voraussetzung, daß die Differenzenquotienten 
der Funktion F( x) im Intervalle a < x <b beschränkt sind, fallen lassen. 
Wir setzen jetzt von dieser Funktion nur noch voraus, daß sie total
stetig ist; sie ist dann gleich einem unbestimmten Integral einer ge
gebenen endlichen summierbaren Funktion fex) und wir haben die 
Gleichung 

(1 ) F(x) - F(xo) =.{f(x)dx. 

Mit f,,(x) bezeichnen wir eine beschränkte Funktion. die folgendermaßen 
definiert ist: 

(2) 1 
f,/x) = fex) auf M(lfl < n), 
f'll(x) = n " M(f>n), 

Setzen wir dann 
fn(x) = -n " M(r< -n). 

x 

(3) Fn(x) = F(xo) +.ffn(x)dx, 

l'!O haben die Funktionen der Folge F1 (x), E~(x), ... lauter beschränkte 
Differenzellquotienten; ferner ist 

(41 lim fn(.x) = fex) und [f'll(x)1 < I f(x) I 
n=oo 

fiir jeden Punkt des Intervalls I. Nach dem Sa.tze 16 des § 402 ist also 

(5) F(x) = lim Fn(x). 
n=oo 

Auf die Funktionen F,,(x) können wir aber den Satz 1 des § 497 an
wenden und schreiben: . 

t. 

(6) F 1I (x2) - F,,(x1) = Jf~( qJ(t)) ~(t) dt. 
t. 

Der Vergleich von (5) und (6) liefert uns endlich den 

Satz 3. Es sei F(x) eine totalstetige Ftmktion, für welche im Inier
valle a < x <b die Gleichung (1) giU; ferner sei qJ(t) im Intervalk 
to < t < T definiert und totalstetig und fü,' die Punkte dieses letzten In
tervaUes sei 

Car .. theodory, Reelle Funktionen. 
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Dann gilt stets die Gleichung 
'. 

(7) F(rp(f'l») - F(rp(t1» = lim .rf~(rp(t» ljJ(t) dt. 
n=co t. 

in welcher die Funktionen (,,(x) durch die Gleichungen (2) definiert u;erden. 

Die Funktion F(rp(t» braucht, wie wir sahen (§ 494), nicht total
stetig zu sein; ist aber die nach Voraussetzung endliche Funktion 

((rp(t» ljJ(t) 

hu Intervalle to < t < T summierbar, so folgt aus 

{(rp(l}) ljJ(t) = lim r"trp(t) ljJ(t) 

und aus der Tatsache, daß 

i (,,(rp(t» ljJ(t)/ < i {(rp(t» ljJ(t); 

ist, nach dem Satze IG des § 402 die Möglichkeit der Vertauschung des 
lntt'gratiolll';proz~sses mit dem Grenzprozeß in (7) und man kann folg
lich schreiben: 

I. 

(8) P(rp(t.» - F(rp(t1» - .t{(rp(t» cjJ(t) dt. 
t, 

Aus der Summierbarkeit von ((rp(t» ljJ(t) folgt also nicht nur die 'fotal
stetigkeit von «P(t) = F(rp(t», sondern sogar die Gleichung (8). 

Es sei umgekehrt «P (t) = F( cp (i» total stetig im Intervalle to < t < T; 
dann ist sowohl die Ableitung «P(t) dieser Funktion als auch ihr abso
luter Betrag I ~(t)1 summierbar über dieses Intervall. Wir bezeichnen 
mit Ee den maßgl~ichen Kern dieses Illtervalls, in welchem sowohl 
«P(t) als auch rp(t) differentiierbar sind und endliche Uerivierie besitzen. 
Ferner sei e; die Nullmenge innerhalb des Interva.lls a < x <b, in 
welcher. F(x) ent\veder nicht differentiierbar ist odel; eine unendliche 
Derivierte besitzt und e;' sei die Nullmenge, in welcher ((x)+i'(x) ist. 
Dann ist auch e", = e; + e;' eine Nullmenge. Endlich sei et die "meß
bare oder nicht meßbare) Teilmenge von Eo die durch die Funktion: 
x = cp(t) auf e", abgebildet wird. In jedem Punkte t' von (Et - et) sind 
«J)(t) und rp(t) differentiierbar und im entsprechenden Punkte x' = rp(t') 
ist P(x) differentiierbar und alle Derivierten dieser Funktionen sind 
endlirh in den betrachteten Strllenj außerdem ist F(x') = {(x'). Für 
jeden Punkt von (Et - et ) ist daher (§ 471, Satz 8) 

(9) «Pet) = F(rp(t}) cjJ(t) = ((rp(t» cjJ(t). 
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Nach dem vorigen Paragraphen ist die Teilmenge e; von e" auf welcher 
,p (t) =1= 0 ist, eine Nullmenge; in allen Punkten von (et - e:) ist also 

(10) (rp(t») ,pet) = O. 

Die Gleichungen (9) und (10) zeigen, daß in allen Punkten von (Et -et1, 
d. h. in einem maßgleichen Kern des Intervalls to < t < T die Relation 

!(<p(t»~(t)! < !4»(t)! 
stattfindet, und da die Funktion (rp(t» ip(t) als Grenze der Folge von 
meßbaren Funktionen.f,,(rp(t»,p(t) meßbar ist, so muß t{rp(l»ip(t) 8um
mierbar sein (§ 395, Satz 6 und § 386, Satz 5). Nach dem Obigen ist 
also auch die Gleichung l8) richtig. 

Satz 4. Für die Tot/~lstetigkeit der Funktion F(rp(t») im Intervalle 
to < t S T ist unter denselben Voraussetzungen wie im vorigen Satze not
wendig und hin/'eichend, daß die sicher meßbat'e Punktion ( rp (t» ip (t) 
iiher dieses Intervall summie'l'bar sei und es ist dann stets 

t. 

F(cp(t2) - F(rp(t1» =.f(rp(t»ip(t)dt. 
t, 

Hierbei kann natürlich fex) durch eine beliebige, ihr äquivalente 
endliche Funktion, z. B. durch F(x), ersetzt werden: die Tötalstetig
keit von F(rp(t» bedingt also insbesondere die Summierbarkeit von 
F(cp(t» ip(t) und umgekehrt. Ebenso kann man ip(t) durch eine be
liebige ihr äquivalente Funktion, also auch z . .B. durch eine beliebige 
Derivierte Dtp(t) von rp (t) ersetzen. 

Monotone Funktionen. 
500. Wir wollen jetzt monotone Funktionen, die auch Unstetig

keiten besitzen können, bezüglich ihrer Differentiierbarkeit unter
suchen. Es ist klar, daß man sich hierbei auf monoton wachsende 
Funktionen beschränken kann. 

Die Funktionen (x), die wir betrachten, sollen alle im abgeschlos
senen Intervalle 
(1) I: a<x<b 

definiert und dort endlich sein; ist dann 

(2) 

irgendein 'reilintervall von (1), so bezeichnen wir mit 

(3) 
36* 
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die l-Variation (§ 458) unserer F'unktion fex) im abgeschlossenen Inter
valle (2) und setzen 
(4) v(x) = '&(0); für x> a und v(a) = 0; 

di~ Funktion v(x) ist monoton wachsend und' nur danll konstant, wenn 
sie identisch Null, d. h. wenn fex) in (1) totalstetig ist. 

Wir bezeichnen mit d eine Summe von endlich Y'ielen Intervallen, 
die aHe in (1) liegen und keine gemelJlSamen Punkte besitzen, mit S(~) 
die der Funktion fex) zugeordnete positive Intervallfunktion (§ 458), 
und betra.chten zwei beliebige Punkte Xl und x2 von (1), für welche 
a < Xl < X2 ist. Nun sei & eine Intervallmenge. die in a < X < Xi 

enthalten ist, und es sei 
(5) m& < l. 
Mit d' und d" bezeichnen wir den Durchschnitt von d mit den Inter
vallen a < x < /Cl bzw. Xl < x< Xli; dann ist, wegen der Additivit.ät 
von S(d) 
(6) S(iJ) = 8(J'+&") = 8(h') + 8(d;'). 

Nun ist nach Konstruktion 

S(d') < 't(l)~, S(d") < 't(l)Z 

und daher wegen (6) 

Da diese letzte Bedingung für alle Intervallmengen d gilt, die in a<x<x2 

enthalten sind unu die Bedingung (5) befriedigen, und da die obere 
Grenze aller entsprechenden S(&) gleich der Zahl T(l):' ist, so hat man 
schließlich 
(7) 't(l):' < 't(l):' + T(l)~ _ 

Zweitens ist tür alle Intervallmengen Ij" und h", die wir wieder in den 
Intervallen a < X < Xl und XI< x< Xi wählen~ aber jetzt den Be
dingungen 

md" < l und mh" < 1 
unterwerfen. 

S(d') + 8(d") = S(d' + d") < T(2).)~; 
hier kann man wieder die Zahlen S(Cl') und S( d''') durch ihre oberen 
Grenzen für alle betrachteten Intervallmengen ersetzen und erhält 

(8) 
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Der Vergleich von (7) und (8) liefert endlich, wenn man in diesen 
Relationen l gegen Null konvergieren läßt, 

(9) 
oder nach (4) 
(10) 

't'(0)~ = -r(0)':> + 't'lO)":', a a x. 

und diese letzte Weichung bleibt richtig, wenn man Xl = a setzt. Nun 
ist wegen der Monotonie von fex) 

't'(0)~ < f(xi ) -{(Xl) 
und daher wegen (10) 

f(x2) - v(xll ) ~ f(x l ) - v(x1)· 

Sa.tz 1. Betet man 
(11) fex) = v(x) + cp(x) , 

so sind die beiden Summanden v(x) und cp(a.:) monoton wachsende 
Funktionen. 

001. Um nun die J. Variation der Funktion v(x), die wir im ab
geschlossenen Intervalle 
(1) J: a<x<~ 
durch 

't'~().)! 

bezeichnen, zu untersuchen, führen wir die Intervallfunktion S.('}') ein, 
die der Funktion v(x) zugeordnet ist. Es sei 8' eine aus endlich vielen 
Intervallen ohne gemeinsame Pun He bestehende Intervallmenge, die in J 
enthalten ist, und ~" die ev. leere Punktmenge, die aus den inneren 
Punkten von (J - d') besteht. 

Von d; setzen wir voraus, daß 

(2) md' < l (l > 0) 

ist; die Intervallmenge ~" besteht ebenfalls aus emer endlichen An
zahl p von Intervallen: 

I ~"= ~1 + d'2 + ... + d'" -)- ... + dp ' 

l dk : Ci" < x < ßk' 

Wegen der Monotonie von v(X) kann man schreiben 

(3) S.(~') + S,.(Il") = S.(Il' + Il'') = ve;) - v(a) = v(~). 

Ferner folgt aus der Gleichung (101 des vorigen Paragraphen, daß in 
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jedem der (abgeschlossenen) Intervalle '}", eine Intervallmenge E" existiert, 
{"ür welche die beiden Bedingungen 

1 mEk S ; , 

l v({Jk)-v(ak) < S(Ek) + ; (k= 1, 2, ... ,p) 

zugleich erfüllt sind. 
Summiert man diese letzten Ungleichheiten über k und setzt 

so kommt 
E = El + Es + ... + Ep ' 

(4) 

(5) 
Nun ist aber 

S(E) = S(c + ,}') - SC,}') 
und wegen (4) und (2) 

(6) S(E) < T(2l)! - SC,},). 

Anderseits ist nach (2) und (3) 

(7) '11m = Sy(,}') + S.(~") < T.().){~ + S.(cl") 

und daher, wenn man die Relationen (5) und (6) berücksichtigt, 

'110) S T.(J.); + l + S(c) ~~.(l)! +}. + 1:(2)')! - S(d") 
oder 

~,,(l)! > v(~) - T(2l)! + S(~') --A. 

Die letzte Relation gilt für alle Werte von S(~'), wenn nur die Inter
vallmenge ,}' der Bedingung (2) genügt und bleibt bestehen, wenn man 
S('}') durch seine obere Grenze T(l)! ersetzt; man kann daher schreiben: 

~,,(l)! ~v(;) - -r(2l)! + TC).)! -).. 

Hieraus folgt, wenn man Ä. gegen Null konvergieren läßt, 

(8) T.(O)! ~ '11(1;); 

anderseits ist nach Definition fiir jeden Wert von Ä 

(9) T.(O); < T.().)! < '11m 
und der Vergleich von (8) und (9) zeigt, daß 

(10) -r.(0); = T,,(l); = '11(;.) 
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sein muß, wora.us folgt, daß in jedem Intervall a <:J; < ~ die 
1. Variation der ~'unktion v(;) eine von 4 unabhängige Kon
stante bedeutet. 

Die Funktionen, die in einem Intervall und dann in jedem belie
bigen TeilintervaU dieses Intervalls diese Eigenschaft besitzen, wollen 
wir Fünktionen von konstanter 4- Variation nennen. 

Sa.tz 2. l:;t (u;) im Intervalle a < x ~ b monoton '/.ooohsena, so ist 
die Funktion 

v(x) = ~(O)~ 

von konstanter 4-Variation in jedem Teilintervall des Deß:Tl!itioo.sbereiches 
'Von (x). 

ö02. Um nun auch die l-Variation der Funktion 

cp(x) = (x) - v(x) 

zu untersllchen, machen wir zunächst folgende Überlegungen. 
Es seien (l(X) und (!(x) zwei endliche monoton wachsende Funk

tionen im Intervalle a < :J; < bund 

(1) (x) = (1 (x) + (,(x) 

ihre Summe. Wir bezeichnen mit t'1(1):, t'g(l):, 'J"(l): die l-Varia
tionen dieser drei Funktionen, mit StCh), S2(6) und S(6) die Intervall
funktionen, die ihnen zugeordnet sind. 

Es sei jetzt im Intervalle a < x <; eine beliebige Intervallmenge 8 
gegeben, die nur der einen Bedingung 

(2) m.6 S 4 
genligen soll; dann ist 

S1(6) < t'l(l)!, S2(6) < t'2(l)! 

und folglich, weil stets 
S(6) ~~ Sl(h) + S,(h) 

ist, 
(3) S(6) < t'l(l)! + ~I(l)! 
Da nun die letzte Bedingung füt" alle Intervallmengen 6 gilt, die der 
Relation (2) genügen, und die rechte Seite von (3) von der Wahl der 
Intervallmenge h unabhängig ist, so ist auch 

(4) t'(l)~ < t'l(l)! + 1"s(l)~. 
Zweitens können wir! nach beliebiger Vorgabe der positiven Zah-
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len l, p" 6, zwei Intervallmengen 6' und 6" innerhalb des Intervalles 
a < g; < ~ bestimmen, die den Bedingungen 

(6) m6' ~ l, mh" < p" 

(6) SI (h') > ~1 (l); - 6, 89(6") > ~!t(p,)! - E 

geniigen. Setzen wir dann 

6 = 6' + ~", 
so ist iJ wieder eine Intel'Vallmenge, die aus endlich vielen Intervallen 
besteht, und für diese ist nach (5) 

Es ist also auch 
m6~A.+p,. 

(7) 8(6) = SI (d) + 8.(d) < ~(l + p,);. 

Anderseits aber is~ wenn man die Monotonie der Funktionen t~ (f};) und 
ft (f};) berftcbichtigt, 

(8) 81(6)~81(d'), 81(h)~SI(d"), 

und der Vergleich von (8) mit (6) und (7) liefert: 

~(l + p,)! > ~1 (l)! + ~1I(p,)! - 2E. 

Die letzte Ungleichheit ist für jeden positiven Wert von E erfüllt und 
man hat daher 
(9) ~(A. + p,)! ~ ~1 (l)! + 'r,c",): . 

Läßt man endlich in· (4) und (9) die positiven Zahlen 1 und p, gegen 
Null konvergieren und vergleicht die Resultate, 80 kommt 

(10) ~(O)! = ~1(0)! + ~1l(0)!. 
G03. Wir wenden das letzte Resultat auf die Zerlegtmg 

(1) f(g;) .... v(g;) + «p(g;) 
an, die wir im § 500 angegeben habeo, und erhalten die Gleichung 

(2) ",(O)! = ~~(O)! + ~'I'(O)! . 
Nun ist nach der Gleichuog (10) des § 501 

~,.(O~ == v(~) 
und folglich wegen der Definition von v(x) 

(3) "",,CO)! = ~(O)~. 
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Aus (2) und (3) folgt 

Monotone I!'nnktionen 

~ t',p(O)", = 0, 

woraus wir schließen, daß cp(x) totalstetig ist (§ 460). 

569 

Die Zerlegung einer monoton wachsenden Funktion in eine total
stetige Funktion und eine Funktion von konstanter 1-Variation, die im 
Punkte x = a verschwindet, ist eindeutig, denn setzt man z. B. 

fex) = V1 (x) + fP1 (x) 
mit den Bedingungen 

v1(a) = 0, t'p,(O): = V1(~)' t''Pl(O): = 0, 

so folgt BUS der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen: 

t'(0)! = t"'l (0 >! + t',!,) (O)! = V 1 m 
und es ist daher 

V 1 (;) = v(;), rp1 (;) = f(~) - v1m = cpm· 
Satz 3. Jede im Intervalle a < x <b definierte monoton wachsende, 

endliche Punktion fex) kann auf eine und nur eine Wei,se als die Summe 
vo~ swei monoton wachsenden Funktionen 

(4) fex) = rp(x) + v(x) 
angesehen wet'den, von denen die erste totalstetig ist, u'nd die zweite -im 
Punkte x = a versChwindet und von konstanter 1- Variation ist. 

Ist nun f(x) selbst von konstanter l-Variation, so ist 

(5) fex) - f(a) = ~(x-a): = t'(0): = v(x) 

und daher cp(x) gleich einer Konstanten: 

(6) rp(x) = f(a); 
ist umgekehrt cp(x) konstant, so ist die l-Variation von (x) in ,jedem 
Intervall gleich der von v(x) und daher unabhängig von 1. 

Ist ~weitens fex) totalstetig im Intel'\Tall a::; x ~ b, so ist für 
jeden Punkt x dieses Intervalls 

v(x) = t'(0);"= 0, 

also v(x) konstant gleich Null und diese Bedingung ist naWrlieh für 
die Totalstetigkeit von fex) hinreichend. 

Satz 4. Dafüt·, daß die Funktion 

fex) = rp(x) + v(x) 
lJon konstantm' l- Variation sei, ist notwendig 'U11d hinreichend, daß fP(x) 



570 Kap. X. Funktionen einer Verii.nderlichen § 504. /jOD 

kunstant sei; für die Totalstetigke:it I1ma f( x) ist dagegen notwendig und 
hinreichend, daß v (x) identisch verschwinde. 

60'. Es seien 
t,. (x) = 9'1 (x) + VI (x), 
fs(x) = 9'i(X) + V2(X) 

zwei monoton wachsende Funktionen und 

fex) = 9'(x) + lI(X) 
ihre Summe. Hierbei soll mit den früheren Bezeichnungen 

lI(X) = ~(O): , VI (x) = ~l (0);, lI,(X) = ~,(O): 

sein. Aus der Gleichung (10) des § 502 folgt dann einfach 

(1) v(x) - VI (x) + 1I2(X) 
und es ist also auch 
(2) 9'(x) = 9'1 (x) + 9'2(X) 

Nun bemerke man, daß. (wegen der Monotonie aller dieser Funk
tionen) die Funktion CJ!(x) nach der Gleichung (2) nur dann konatant 
sein kanu, wenn beide "Ji'unktiOllen CJ!1 (x) und 'Pil(X) es sinti, und daß 
v(x) nur dann identisch verschwinden kann, wenn dasselbe von 111 (x) 
und 1I2(X) gilt.. Hieraus folgt der 

Satz 5. Die Summe von zwei monoton wachsenden Funktionen ist 
dann W/.d nur dann totalstetig , wenn heide Summanden selbst totalstetig 
sind. Sie ist dann und nwr dann von k<mstanter 1- Variation, wenn das
selbe von beiden Summanden gilt. 

505. Es sei fex) eine monoton wachsende endliche Funktion im 
Intervalle a < x <b, deren obere rechte Derivierte D +flx) in einer 
Punktmenge E, von der wir voraussetzen, daß sie keine Nullmenge ist, 
nicht verschwindet. Da fex) nicht notwendig stetig ist, wissen wir 
nicht, ob Jj tf(x) eine meßbare Funktion von x ist; setzen wir aber 

Ek = M(D+f> !). E, 

so bilden die Punktmengen Ru EJ , ••• eine monotone Folge 

EI -<. Es -<. Es -<. ... , 
die gegen E konvergiert, und es besteht daher zwischen den äußeren 
Inha.lten der Punktmengen E", und E die Relation (§ 265, Satz 15) 

m* E = lim m.* Bit. 
k", .. 
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Nun ist nach Voraussetzung 

m*E>O 

und es gibt also mindestens eine Zahl leo, so daß 

(1) m*Eko > 0 

ist; wir setzen zur Abkürzung 

(2) 

Es sei nun 
(3) 

1 e=Ek , 6= -k • 
o 0 

511 

ugendein Intervall, dessen Endpunkte im abgeschlossenen Intervalle 
a~x~b liegen. 

Ist dann; ein beliebiger Punkt von Je, so ist nach unserer 
Konstruktion 

D+f(;) > 6 

und man kann unendlich viele gegen Null konvergierende positive Zahlen 

finden, so daß 

(4) ;+".<x, und f(~+k,,)-f(;»6hl: (k= 1, 2, ... ) 

ist. Wir können also nach dem Vitalischen Sa.tze (§ 290, Satz 3) ab
zählbar unendlich viele abgeschlossene Intervalle ohne gemeinsame 
Punkte 

(n= t, 2, ... ) 

finden, die die ganze Punktmenge J. e mit Ausnahme von höchstens 
einer N uUmenge überdecken, und für welche 

ist. Setzt man 

so ist 

(5) 

f(ß,,) - f(;n) > 6 . m8,. 

U = 81 + 8, + 88 + .. " 

{ 

((X2) - f(xt ) > ~(f(ßn) - f(; .. » 

>E~m8 .. 
M 

>6 o mU. 

Nun sei e eine maßgleiche Hülle von e; dann ist (§ 263, Satz 12) die 
Punktmenge Je eine maßgleiche Hülle von Je. Anderseits ist nach 
Konstruktion 

m(eJ-eU) = 0 
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und folglich (§ 245, Satz 6) 

Also ist auch 

und nach (5) 
(6) 

m*eJ = m*eU < mU. 

meJ<mU 

§ ö06 

Bezeichnen wir mit t/1(x) die meßbare Funktion, die in jedem Punkte 
von e gleich Eins und sonst gleich Null ist, und setzen 

x 

rp(x) = Ef t/1(x)dx, 
a 

so ist rp(x) totalstetig und monoton wachsend und außerdem ist 

(7) 
Nach (6) ist also 

rp(Xt ) - rp(xl ) = E • mJe. 

f(xt ) - f(xl ) ~ rp(x2) - rp(x1) 

und daher, wenn man 
fex) = rp(x) + x(x) 

setzt, die Funktion x(x) ebenfalls monoton wachsend. Nun ist aber die 
totalstetige Funktion rp(x) nicht konstant im Intervalle a:; x::S;; b, denn 
es ist wegen (7) 

rp,b) -- rp(a) = Eme = E . m*e > 0; 

die Funktion cp(x) ist also nicht konstant und nach dem Satze 5 des 
vorigen Paragraphen kann fex) nicht von konstanter l-Variation sein. 

Dieses Resultat läßt sich wörtlich auf die linke obere Derivierte 
D_f(x) übertragen und so erhalten wir den 

Satz 6 . . Eine Funktion {(x), die im Intervalle a <: x <b monoton 
wächst und von konstanter l-Va1wtion ist, ißt Vn einem mafJgleichen 
Kern des lIellebenen Intervalls dilfel'entiierbar; ihre Derivierte ist Mrt 
überall Null außer .wchstens in einet· Nulln!enge. 

506. Es sei jetzt fCx) wieder eine beliebige endliche, monotone 
Funktion im Intervalle a < x <b, für welche wir mit den früheren 
Bezeichnungen schreiben: 

fex) = cp(x) + v(x). 

DiE! Funktion rp(x) ist als totalstetige Funktion in einem maß
gleichen Kern des gegebenen Intervalles differentiierbarj das gleiChe 
gilt nach dem letzten Satze von v(x). Es gibt also (§ 466, Satz 2) 
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maßgleiche Kerne des Intervalls, in welche fex) differentiierbar ist; bei 
passender Wabl eines derartigen Kerns genügen die Derivierten r (x), 
rp' (x), v' (x) unserer Funktionen dort der Relation 

('(x) = rp'(x) + v'(x) = cp'(x). 

Hi~raus folgt, daß jede Derivierte Df(x) von fex) der Ableit1Ulg 
.p(x) von lJ1(x) äquivalent ist, 

Df(x) "-' ep(x), 

und daher 1m gegebenen Intervall summierbar ist; ferner gilt die 
Formel 

x 

(1 ) .(Df(x)dx = rp(x) - tpCa). 

Dies hat insbesondere zur l!'olge, daß die Punkte, in denen eine der 
oberen Hauptderivierten D+f(x) und DJ(x) gleich + 00 ist, eine 
Nullmenge bilden. 

Satz 7. Jede monoton 'wachsende endliche Punktion fex) ist in einem 
maßgleicken Kern ihres Definition.~bereiches differentiierbar. Die Deri
vierten dieser Punktion sind alle meßbar und einander äquivalent. Außer
dem sind sie summierbar übe,. jedes Intervall, in welchem die l!ttnktion 
definiert ist, und die Differenz zwischen fex) und einem ihrer unbestimmten 
Integrale ist eine Punktion von konstanter Ä- Variation. 

Die Funktion /(x), die in allen Punkten, in welchen eine monotone 
FWlktion differentiierbar ist und eine endliche Derivierte Df(x) besitzt, 
gleich dieser Derivierten ist, und die in den übrigen Punkten des De
finitionsbereiches verschwindet,.. nennen wir ähnlich wie im § 486 die 
Ableitung von fex). ES' besteht dann natürlich die Gleichung 

x 

.[t(x) dx = lJ1(x) - rp(a). 
a 

Ist eine der Derivierten Df(x) in einem maßgleichen Kern des 
Definitionsbereiches von fex) gleich Null, so ist nach (1) die Funk
tion lJ1ex) konstant und daher (§ 503, Satz 4) die Ifunktion fex) VOll 

konstanter ,1,-Variation. 'Wir können also den Satz 6 umkehren. 

Satz 8. Dafür, daß eine monoton wachsende Funktion f(x) von kon
stanter ,1,- Variation sei, ist nicht nur notwendig sondern auch hinreichend, 
daß in einem mußgleichen Kern ihres Definitionsbereiches eine jede be
liebige ihrer Derivierten verschwinde. 
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507. Es sei ((x) im abgeschlossenen Intervalle 

I: a<x<b 
monoton wachsend und von konstanter I-Variation. Ist (x) nicht kon
stant, so gibt es im Intervalle I eine Punktmenge A, die nich~ leer ist 
und in deren Punkten mindestens eine Derivierte von {(x) nicht Null ist. 
Nach dem § 505 ist A eine Nullmenge. Mit U bezeichnen wir irgend
eine Umgebung von A und mit 

(1) Ö = d'1 + 02 + d's + ... 
die aus endlich oder abzählbar unendlich vielen getrennt liegenden 
Intervallen 
(2) d',,: a" < x < bk 

bestehende offene Punktmenge I fl. 
1st .f}o eine feste vorgeschriebene positive, aber sonst willkürliche 

Zahl, so können wir jedem Punkte; der abgeschlossenen Punktmenge 
1 - h ein abgeschlossenes Intervall 

(3) 13(;): C < X < d 

zuordnen, das; zum Mittelpunkte hat und die Eigenschaft besitzt, daß 
tür jeden Punkt x von 13m, der in I liegt, 

(4) If(x)-fml<.f}olx-;/ 
ist; denn im Punkte; sind alle Derivierten von (x) gleich Null. 

Nach dE'm Boreischen Übel'deckungssatz (§ 59) kann man also 
endlich viele Punkte 
(5) ;1 < ;2 < ... < ;m 
finden, so daß die Vereinigungsmenge der entsprechenden Interval1e 

(6) Ek-E(~k) (k=1,2, ... ,m) 

die ganze Punktmenge (l - 0) enthält. Wir können hierbei voraus
setzen, daß von zwei verschiedenen Intervallen Ek und Ej der Folge (6) 
nicht das eine ~anz im andern liegt, woraus folgt, wenn man mit 
ck und dk die Endpunkte von Ek bezeichnet, d. h. die Bezeichnung 

(7) Ek : cj:<::c<dk 

einführt, daß die Beziehungen 

(8) CA: < CHI' dA: < dk+l 

gelten müssen. Da nämlich ~k und ~k+t die Mittelpunkte von 
EH1 sind, so würde z. B. aus 
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mit Berücksichtigung von (5) folgen: 

dk + I = CHI + 2(~k+I - CHI) > 2~k+t - ck > 2~k - ck = dl; 

und es wäre daher Ek -< EH1 • Ganz ähnlich würde man im Falle, daß 
dk > dk+l ist, schließen können. 

Wir nehmen nun erstens an, es sei Eu Ek +1 

(9) dk < CHI; 

da wegen (8) alle Intervalle EI' 'Ct , .. ') 

Ek _ 1 links vom Punkte dk und alle 

I 

~k 
Fig.38. 

Intervalle Ek+ lI , ••. , e", rechts vom Punkte CHI liegen, ist jeder Punkt 
des Intervalls 

dk<x< CHI 

in ~ enthalten und daher in einem der Intervalle yon ~, z. B. in 

~p: ap < x < bp ' 

Anderseits sind die Punkte ;k und ~k + 1 keine Punkte von ~ und 
daher ist 

~k < ap < dk und Ck + 1 < bp < ~Hl 
Man ha~ also nach (4) 

((ap) - f'(~k) < ,{}(ap - ~k)' 

t(~Hl) - {(bI') < &(~k+1 -bp)' 

so daß, wenn Ulan noch die Bezeichnung 

f(bp ) - ((al') = S(op) 

einführt, durch Addition der letzten drei Relationen die Ungleichheit 

(10) ((~k+l) - (I,~k) < S(op) + &(~k+l - ~k) 
entsteht. 

Im Falle, daß die Ungleichheit (9) nicht erfüllt ist, und also 

dk ::? eH "l 

ist, gibt es stets einen Punkt Xo des Intervalles 

(11) ~k < x < ~k+1' 
der sowohl in E" als auch in EHI enthalten ist, und man kann daher 
schreiben 

{(xo) - {(~k) < &(xo - ;k)' 

{(~k+l) - {(xo) < &(~Hl - xo); 
hieraus folgt durch Addition 

(12) {(;H 1) - f(~IJ < .j}-(~k+ 1 - ;k)' 
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Für jede in Betracht kommende Zahl k ist also eine der beiden 
Relationen (10) oder (12) erfüllt und analoge Rela.tionen gelten für die 
Differenzen 

falls nicht schon ~, = a oder ~m = bist. 
Durch Summation über alle diese Teilintervalle von r erhält man 

also, wenn man bemerkt, daß 
co 

(13) 8(~) =~S(6J 
&=1 

nicht kleiner sein kann als die Summe aller S( d~), die in (10) vor
kommen, 

f(b) - (Ca) < 4t(b -·a) + 8(~). 
Diese Relation gilt für jeden beliebigen Wert der positiven Zahl,fJ

und es ist daher 
(14) f(b) - f(a) < 8(6). 
Anderseits ist aber für jede positive natürliche Zahl j 

J 
(15) f(b) - (Ca) > ~~8(h,,). 

1-=1 

Durch Vergleich von (13), (14) und (15) folgt endlich: 

f(b) - f(a) = 8(h). 
Satz 9. Bezeichnet man mit A die Punktmenge, in det· eine, inner

halb des abgeschlossenen Intervalls a < x <b monoton wachsende Funk
tion von konstanfet·Ä,- Variation mindestens eine nickt verschwindende De
rivierte besitzt, u11d mit U = h, + hj! + ... eine beliebige Umgebung von A, 
so gilt stets die Gleichung 

f(b) - {Ca) = ~(f(b,) - flak»), 
k 

in deI' ~ und bA; die Endpunkte der IntenIalle hk berkuten. 

508. Mit Hilfe des Resultats des § 153 kann man die kanonische 
Zerlegung 

{(x) =- v(x) + q;(x) 
einer monoton wachsenden Funktion noch weiter vervollständigen. Da 
nämlich q;(x) stetig ist, ist in jedem Punkte deß Delinitionsbereichs der 
Funktion 

f(x+O) - fex) = v(x+O) - v (x) und f(x-O) - ((x) = v(x-O) - v (x). 
Die Funktion ",,(x), die wir im § 153 definiert haben, und die nur 

von den Schwankungen von fex) abhängt, bleibt a.lso dieselbe, wenn 
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man bei der Konstruktion dieser Funktion statt von fex) von v(x) aus
geht. Setzt man also 

v(x) - ",,(x) + x (x) , 
so ist x(x) eine monoton wachsende stetige Funktion, und nach dem 
Satze 5 des § 504 sind beide Funktionen ",,(x) und x(x) von konstanter 
~-Variation. 

Wir haben daher das Resultat: 

Satz 10. Jede monoton wachsende endliche Funktion fex) kann im 
abgeschlossenen Intervalle a ~ x <b als Summe von drei monoton wach
.senden Funktionen angesehen werden: 

fex) = ""ex) + x(x) + tp(x). 
Von diesen Funktionen ist die erste gleich der Summe der Diskontinuitäten 
von fex) im abgeschlossenen IntervaUe, dessen Endpunkte a und x sind, 
,die zweite stetig und von konstanter l-Variation, die dritte totalstetig. 
Diese Zerlegung ist eindeutig, wenn man verlangt, daß 

",,(a) = x(a) = 0 

ist. Die Funktion fex) ist dann und nur dann stetig im Intervalle, wenn 
t/J(b) = 0 ist, dann und nur dann totalstetig, wenn "'(b) = x(b) = 0 ist, 
dann und nur dann von konstanter 1-Variation, wenn tp(x) konstant ist. 

Ferner haben wir noch den 

Satz 11. Ist die im Intervalle a < x ::s;; b definierte monoton wach
sende Funl.:tion fex) stets gleich der Summe ihrer Diskontinuitäten im ab
geschlossenen Intervalle, dessen Endpunkte a und x sind, so ist fex) von 
konstanter ,1,-Variation. 

509. Es entsteht nun die Frage, ob es stetige monotone Funk
tionen von konstanter l-Variation gibt, die nicht selbst konstant sind. 
Im entgegengesetzten Falle würde die Funktion x(x) des vorigen Para
graphen immer verschwinden und wir hätten sie gar nicht einzuführen 
brauchen. Nun haben wir schon Beispiele von monotonen, stetigen 
Funktionen benutzt (§ 337), von denen man beweisen kann, daß ihre 
~-Variation konstant ist. Es ist aber notwendig, darüber hinaus das 
Problem in seiner Allgemeinheit zu betrachten. 

Ist die monoton wachsende, endliche, stetige Funktion fex) im In
tervalle 
(1) ]: a<x<b 

nicht konstant, so ist die obere Grenze L ihrer Differenzenquotienten 
in diesem Intervalle, und folglich (§ 476, Satz 5) die obere Grenze .A 

Caratheodory, Reelle Funktionen. 37 
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ihrer Hauptderivierten größer als Null. Nach dem Satze 10 des § 480 
enthält also schon die Punktmenge 

M(D+t"> 0) 
und umsomehr die Punktmenge 

(2) M(D +/> 0) 
eine perfekte Teilmenge ..4.. 

Ist fex) im Intervalle (1) von konstanter l-Variation, 80 ist die 
Punktmenge (2) eine Nullmenge und dasselbe gilt von einer ihrer per
fekten Teilmengen ..4.. 

Die offene Punktmenge (1-A.) ist dann ein maßgleicher Kern 
von 1 und hieraus folgt, daß (1-..4.) überall dicht und A nirgends dicht 
auf dem Intervalle 1 liegt. 

Es sei umgekehrt A eine beliebige perfekte Punktmenge, die im 
Intervalle I enthalten ist und riirgends dicht auf I liegt. Dann ist die 
offene Punktmenge (1- ..4.), die aus abzählbar vielen Intervallen ~k 
besteht: 
(3) (I -..4.) = cJ1 + cJ2 + d~ + .. " 
überall dicht auf 1. Sind 

d~: ap<x<bp' cJ'l: aq<x<bq 
zwei beliebige Intervalle von (3) und liegt z. B. cJp links von cJg,' so daß 

b,,< ctq 

ist, so kann nicht bp = ag sein; denn es würde dann bp ein isolierter 
Punkt von A sein und A wäre nicht perfekt. Es ist also 

bp <ag 

und es gibt, weil (1-..4.) überall dicht auf I liegt, mindestens ein In
tervall der Menge (3), das sich ~wischen cJp und cJq befindet. 

Nun definieren wir auf (1- A) eine Funktion f(x) folgendermalSen~ 
tex) ist konstant in jedem Intervall der Menge (3). Im Intervalle, dessen 
Anf'angspunkt a ist, soll f(x) gleich Null sein, im Intervalle, dessen 
Endpunkt b ist, soll f(x) gleich Eins sein. }t'emer soll, wenn fex) auf 
zwei Intervallen djl und cJ7 definiert ist und dort die Werte "p und "q 
annimmt, 

fex) .... "p -;- "q 

sein im längsten Intervalle cJ,., das zwischen cJp und cJ'lliegt oder, falls 
es mehrere gleich lange Intervalle zwischen cJp und cJ'l gibt, die größer 
sind als alle I1nderen, im ersten dieser (jedenfalls nur in endlicher An-
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zahl vorkommenden) Intervalle, d. h. in demjenigen, dessen Anfangs
punkt die kleinste Abszisse besitzt. 

Hierdurch ist, wie man sich leicht überzeugt, f(x) für alle Inter
valle der Folge (3) eindeutig definiert. 

Die für die überall dichte Punktmeuge (1- A) definierte :Funk
tion fCx) kann mau zu einer stetigen Funktion ergänzen, die in jedem 
Punkte des abgeschlossenen Intervalls I definiert ist. Diese Funktion 
ist monoton wachsend, nicht konstant, in jedem Punkte von (1- A) 
differentiierbar und ihre Derivierte in diesen Pun.kten ist gleich Null. 
Unter der weiteren Annahme, daß A eine Nullmenge ist, ist (1- A) 
ein maßgleicher Kern von I und die }1'unktion fCx) von konstanter 
A ~ Variation. 

Satz 12. Ist A eine beliebige pe1'fekte J'eilmenge des lntervnlls 

I: a<x<b, 

die nirgends dickt auf I liegt, so gibt es monoton wachsende, stetige Funk
tionen, die auf der abgeschlossenen Hülle I von I definiert und endlich 
sind, in jedem Punkte von (I-.A:) differentiierbar sind, do'rt die Deri'l:ierte 
Null habC'il und die trotzdem nicht konstant sz:nd. Ist ferner A eine Null
menge, so sind diese Funktionen von konstanter A- Variation. 

&)10. Wir haben noch nicht festgestellt, ob eine der oberen Haupt
derivierten einer monoton wachsenden, nicht konstanten Funktion von 
konstanter l-Variation auch nur in einem Punkte ihres Definitionsinter
valls unendlich sein muß, was zwar für unstetig.e Funktionen selbstver
ständlich ist, aber fUr stetige Funktionen noch einer Erörterung bedarf. 

Wir beweisen dazu den folgenden Satz, den wir auch später be
nutzen werden: 

Satz 13. Ist die stetige endliche Funktion fex) im abgescklosse'Ytert 
Intervall I definiert und weiß man, daß ihre obere rechte Derivime D+f'(x) 
höchstens in einer Nullmenge A, die in I ertthalten ist, negativ sein kann, 
und höchstens in einer abzählbaren Teilmenge Al von A den Wert - 00 

besitzen kann, so ist fex) monoton wachsend im Intervalle I ttnd diePunkt~ 
mengen .A und .Al müssen notwendig leer sein. 

Wir betrachten eine monoton wachsende totalstetige Funktion <p(x), 
die in jedem Punkte von A diffel'entiierbar ist und dort die Derivierte + 00 

besitzt l§ 492, Satz 10). Ist dann l-" irgendeine positive Zahl, so genügt 
die obere rechte Derivierte der Funktion 

fex) + Il cp(x) 
37~ 
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in allen Punkten von (I - A.l ) der Bedingung (§ 467, GI. (2») 

15+(f+p,rp) ~ 15+f+ D+lI-f/J > 0, 

denn in allen Punkten von (I - A.) ist keine der heiden Zahlen 15 +f 
und D+lI-f/J negativ und in allen Punkten von (.A.-AI ) ist 15+f endlich 
und !2.+lI-rp = 1. 00. 

Die Zahl D+(f + lI-rp) kann also nur in der abzählbaren Punkt
menge Al negativ sein, und nach dem Satze 10 des § 480 (in dem man 
ß = 0 zu setzen hat) muß also (f(x) + lI-rp(x») nlonoton wachsend sein. 

Hieraus folgt, wenn Xl und Xi zwei beliebige Punkte von I be
deuten, und Xl< x2 ist: 

fexe) + 11 rp(x,) ~ f(x l ) + lI- f/J(x1) 

und weil die letzte Bedingung für jeden positiven Wert von lI- gilt, 

fexe) > f(xl ) , 

was zu beweisen war. 
Der entsprechende Satz f'tir die untere rechte Derivierte lautet: 

Satz 14. Kann 12+f(x) höchstens in einer Nt,llmenge A positiv, und 
höchstens in einer abzählbaren Teilmenge Al von Agleich + 00 sein, so 
ist f(x) monoton abnehmend. 

Für eine monoton wachsende, stetige, nicht konstante Funktion 
von konstanter A -Variation ist aber die Punktmenge A, in welcher 
I2+f(x) > 0 ist, eine Nullmenge; nach dem letzten Satze kann also die 
Punktmenge 

nicht abzählbar sein. 
Ist fex) eine monoton wachsende stetige aber nicht totalstetige 

Funktion, so ist bei der Darstellung 
fex) = 1{1(x) + x(x) + rp(x) 

des Satzes 10 des § 508 die Funktion 1{1(x) = 0 und die Funktion X(x) 
von Konstanter "'-Variation aber nicht konstant. Die Punktmenge 

M(D+X=+ (0) 

ist also nicht abzählbar und dieses gilt umsomehr von der Pllnktmenge 

M(!)+f= + (0). 

Nach den Resultaten des § 473 enthält also diese letzte Pllnktmenge 
mindestens eine perfekte Teilmenge. 

Satz 15. Die rechten Derivierten einer in einem Intervalle monoton 
wachsenden stetigen aber nicht totalstetigen Funktion sind in mindestens 
einer perfekten Teilmenge dieses Intervalls aUe· gleich + 00. 
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Meßbare Abbildungen. 
611. Es sei 

(1) Y = (x) 
im abgeschlossenen Intervall 

(2) I: a < x ';5;, b 

monoton wachsend und stetig. Jeder Punktmenge e", auf dem Intervalle 

(3) I: a< x<b 
entspricht dann eindeutig eine Teilmenge eil der abgeschlossenen Punkt
menge 
(4) J: (a) ~ y ·;;J(b). 
Um den äußeren Inhalt m*ey von eu zu berechnen, kann man folgender
maßen verfahren. 

Wir bezeichnen mit SC 0) die Intervallfunktion, die der Funktion f(x) 
zu~eordnet ist, und setzen 

a = untere Grenze von S (U) 

für alle Umgebungen U der Punktmenge e"" die In I enthalten 
sind. Ist 

U = 01 + Os + Os + ... 
eine beliebige unter diesen Umgebungen, und setzt man 

0k: ak < x < bu 
so ist 

S(U) = ~(((bk) - (a,,»). 
k 

Nun bezeichne man mit eil die Punktmenge, die aus der Vereinigung 
aller abgeschlossenen Intervalle 

(5) (ak) < y ~ f(bk) (k= 1,2, ... ) 
auf der y-Achse entsteht. Dann ist erstens 

ey -< eil 
und zweitens, weil für zwei verschiedene Werte von k die Punkt
mengen (5) höchstens einen Punkt gemeinsam haben, 

mev = S(U). 
Es ist also für jede Umgebung U von e" 

(6) m*e" ~ S( U) 
und also alle. 
(7) rn*e <". 11-
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Ist umgekehrt V eine beliebige Umgebung von e", so kann man 
um jeden Punkt ~ von er, wegen der Stetigkeit von f'(x), ein Intervall 

6e: ae < x < b~ 
so a.bgrenzen~ daß nicht nur ~~ in J liegt, sondern auch die abge· 
schlossene Punktmenge 

f'(a~) < 11 ~ f(b~) 
in V. Nun kann man aber die ganze PUllktrnenge e;r mit Hilfe des 
Lindelöfschen Uberdeckungssatzes (§ 60) durch abzählbar viele dieser 
Intervalle überdecken; ihre Vereinigung bildet dann eine Umgebung U 
von ex' für welche 

ist. Also ist auch 
S(U)<mV 

"<mY, 
und da die letzte Relation für jede beliebige Wahl von V gilt, so ist 
auch 

und schließlich wegen (7) 

512. Wir setzen 
(1) fex) = ,,(x) + q;(x) , 

wobei 'II(x) VOll konstanter l-Variatioll und rp(x) totalstetig ist und 
betrachten eine beliebige in I enthaltene Nullmenge ex und eine Um
gebung U von e,", die der Bedingung 
(2) m U < A. 

genügt; hierbei bedeutet l eine beliebige positive Zahl. Dann ist, wenn 
man die zu 'II(x) und rp(x) gehörigen Intervallfunktionen mit S .. (~) 
und Stp(~) bezeichnet, 
(3) S( U) = Sv(U) + Brpt U) 
und daher mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 

(4) m*ell = IX ~ S.(U) + Srp(U). 
Nun bemerke man, daß 

S.Cu) < 'IICb) - v(a) urid S",(U) < ~"'(}.) 
ist; man hat also 

m*ell < v(b) -,,(a) + ~",(}.) 
und, wenn man}. gegen Null konvergieren läßt und die Totalstetigkeit 
von rp(x) benutzt, 
(5) m*e" ~ ,,(b) - ,,(a). 



§ ö13 Meßbare Abbildungen 583 

Wir betrachten nun den Fall, daß 1{X) nicht konstant ist und be
zeichnen mit c ... die im Intervalle 1 liegende Nullmenge, in deren 
Punkten nicht sämtliche Derivierten von 1{X) verschwinden, und mit 
ey , das Bild von Co: auf der y-Achse. Nach dem Satze 9 des § 507 ist 
ilann für jede Umgebung U von c", 

und daher wegen (3) 
S,,(U) = v(b) - V(lt) 

S(U) ~v(b) - v(a). 

Die untere Grenze aller S( U) ist aber nach dem vorigen Paragraphen 
gleich m*e'" und man hat daher 

m*cy ~ v(b) - v(a) 
oder, wenn man (5) berücksIChtigt, 

(6) m*c!/= v(b) - v(a). 
Dies alles liefert uns den 

Sa.tz 1. 1st y = fex) eine monotone stetige Funktion, die ein abge
schlAJssenes Intervall I der x- Achse auf ein abgeschlossenes Intel'vail :J 
der y-Achse abbildet, so wird Jede Nullmenge e"" die in I liegt, auf eine 
Punktmenge ey von J ltbgebildet, deren iiußerer inhalt m*ey die Null
variation von fex) in I nicht übertrifft. Es gibt Nullmengen cx ' für 
welche diese obere Grenze von m*ey e'rreicht wird. 

Aus diesem Satze kann man noch unmittelbar folgendes scbließen: 

Sa.tz 2. Die Funktion f(x) ist dann und nlU' dann totalstetig in J, 
wenn ,jede Nullmengc ca: von I auf' eine Nullmcn.qc e" von .1 abgebildet wird. 
Sie ist dann und nI'" dann von konstanter 1.- Variation in I, wenn es 
mindestens eine NUllmenge e '" innerhalb I gibt, deren Bad c" der Bedingung 

genügt. 
m*e!1 = f(b) - (a) 

Nach diesem letzten Satze ist die monotone, stets wachsende, 
stetige Funktion x(x) des § 337 zugleich mit ihrer inversen Funktion 
von konstanter l-Variation. 

513. Ist nun die Funktion y = fex) im gegebenen Intervall stetig 
und stets wachsend, so ist die durch sie vermittelte Abbildung ein
eindeutig und stetig (§ 201). Nach dem vorigen Resultat ist also für 
die Meßbarkeit der Abbildung (§ 335) notwendig und hinreichend, daß 
sowohl fex) als auch die inverse Funktion cp(y) totalstetig seien. 

Man kann diese letzte Bedingung mit Hilfe des Satzes 2 des § 498 
vorteilhaft transformieren. Nach diesem Satze sind nämlich, wenn e ... das 
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Bild einer Nullmenge e bedeutet und ea: selbst keine Nullmenge ist, in 
jedem Punkte von ea:' ~ußer vielleicht in einer Nullmenge, sämtliche 
Derivierten von fex) gleich Null. Hierbei ist fex) als totalstetig und 
stets wachsend angenommen worden. 

Wir sehen also, daß, wenn die durch y = fex) vermittelte Abbil
dung nicht meßbar ist, eine Punktmengeauf der x-Achse existiert, 
deren Inhalt von Null verschieden ist und in welcher alle Derivierten 
von fCx) verschwinden. 

Anderseits bemerken wir, daß, wenn g einen Punkt des abge
schlossenen Intervalls 1 bedeutet, in dem sämtliche Derivierten von fex) 
verschwinden, sämtliche Derivierten der inversen Funktion q;(y) im 
Punkte 

'T}=fm 
gleich + 00 sein müssen (§470, Satz 5). Die Punktmenge e,l , in welcher" 
sämtliche Derivierten von cp(y) gleich + 00 sind, ist aber nach dem 
Satze 7 des § 506 stets eine Nullmenge. Die Abbildung ist also nicht 
meßbar, falls die Punktmenge ea:' in welcher alle Derivierten von fex) 
verschwinden, keine Nullmenge ist. 

Endlich sehen wir, daß bei jeder monoton wachsenden Funktion, 
die nicht stets wachsend ist, die Punktmenge ex ' von der zuletzt die 
Rede war, keine Nullmenge ist. Vergleichen wir alle diese Überlegungen, 
so folgt der 

Sa.tz 3. Dafür, daß eine Funktion 

11 = fex) 

eine eineindeutige stetige und meßbare Abbildung ei'J'l.es abgeschlossenen 
Intervalls I der x-Achse auf ein abgeschlossenes Intervall J der y-Achse 
liefert, ist notwendig und hinreichend, daß sie monoton und totalstetig sei, 
und daß die Punkte, in denen ihre sämtlichen Derivierten verschwinden, 
eine Nullmenge bilden. 

Diese Bedingung ist eugleich notwendig und hinreichend dafür, daß 
die Funktion fex). stets wachsend (oder stets abnehmend) sei und die inverse 
Funktion cp (y) totalstetig sei. 

Funktionen von beschränkter Variation. 

D 14. Es sei die endliche Funktion fCx) im abgeschlossenen Intervalle 

1: a<x<b 

definiert und von beschränkter Variation; diese F'unktion kann alsdann 
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als Differenz von zwei monoton wachsenden Funktionen fl(X) und fs(x) 
angesehen werden (§ 179) und man kann schreiben 

(1) fex) = h (x) - f,(x). 
Nehmen wir an, daß die letzten Funktionen beide von konstanter 

J.-Variation sind, so können wir nach dem Satze 9 des § 507 zwei 
offene Punktmengen 8' und (j" bestimmen, die aus endlich oder abzähl
bar unendlich vielen Intervallen bestehen, deren Inhalt den Bedingungen 

(2) m(j' < ~, m(j" < ~ 
genügt, die außerdem in I enthalten sind, und für welche die Gleichungen 

(3) 81(h') == fl(b) - flCa) , 8s Cb") = (s(b) - f2(a) 
stattfinden. Hierbei bedeuten 81 (b) und 82 (b) die den Funktionen fl (x) 
und f,(x) zugeordneten Intervallfunktionen und 1 eine beliebige posi
tive Zahl. 

Ist nun E eine zweite beliebige positiv€> Zahl und setzt man 

(4) ~- = (j' + d", 

so kann man eine Teilmenge 80 von h finden, die nur aus endlich 
vielen Intervallen besteht und für welche die Bedingungen 

(5) 81 (bor:c. f1 (b) - f1(a) - E, 8s(bo) > heb) - f,Ca) - E 

zugleich gelten; überdies ist nach (2) und C 4) 

(6) mbo < m8 < mb' + mb" < 1. 

Es sei nun I:l,. eine beliebige Intervallmenge, die aus endlich vielen 
Intervallen ohne gemeinsame Punkte besteht, die in der Punktmenge 
(I - ho) enthalten sind; nach (5) ist mit Berücksichtigung der Mono
tome der beiden Funktionen f1 (x) und fs(x) 
(7) 81 (6.,) < E, 82 (6.2) < E. 

Nach diesen Vorbereitungen führen wir eine Intervallfunktion H( h) 
folgendermaßen ein: ist 

1ft 

(j = ~(jp 
p=1 

die Summe von endlich vielen Intervallen ohne gemeinsame Punkte 

bp : IXp < X < ßp ' 

die alle in I liegen, so soll 
'" 

(8) H(b) = ~:f(ßp)-f(lXp) 
p=1 
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sein. Ist dann 

so ist stets (§458) 
(9) 

und die obere Grenze Ton H( h) für alle Intervalleinteilungen von I in 
endlich viele Intervalle ist gleich der totalen Variation VOll fex), d. h. 
gleich -,; (h - a). Außerdem ist stets wegen (1) 

(10) R(d'} < Sl(lf) + SI(d'l. 

Nun bedeute 6. eine beliebige Einteilung VOll I in endlich viele 
getrennt liegende Intervalle. Durch Hinzunahme der Endpunkte der 
Intervalle der Menge Jo, die wir oben definiert haben, bekommen wir 
eine neue Intervalleinteilung, die aus zwei Intervallmengen ~1 und ~ 
besteht, so daß die Intervalle von Al alle 1n ho, die Intervalle von At 
aUe in (1 - Jo) liegen: für diese gelten also insbesondere die Rela
tionen (7). Es ist jetzt wegen der Definition (8) von H( rJ) 

ferner ist, weil 
H(6.) < H(6.l ) + H(6.'l); 

ist, nach (9) 
H(6.I ) ~ ~(1) 

und and.erseits wegen (10) und (7) 

H(6.,) < Sl(As) + S,(A,) < 2~. 
Wir können deshalb schreiben 

H(6.) < ~(1) + 2~ 
und da die letzte Beziehung für jede beliebige Intervalleinteilung A 
gilt, ist 

T(h-a) < ,,(1) + 2~. 
Läßt man in dieser letzten Relation 6 gegen Null konvergieren und be
rücksichtigt, daß lltets (§ 458, Satz 1) 

T(l) < 'r(h-a) 

ist, so erhält man für jeden beliebigen Wert von 1 die Gleichung 

~(A) = ~(h-a), 

d. h. die Funktion fex) ist von konstanter l-Variation. 

:)15. Wir machen jetzt umgekehrt die Voraussetzung, daß fex) von 
endlicher und koutanter 1-Variation im abgeschlossenen Interalle i und 
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daher von beschränkter Variation sei (§ 459, Satz 2). Wir können (§ 179) 
zwei monoton wachsende Funktionen p(x) und n(x) finden, so daß 

(1) fEx) = p(x) - n(x) 

und die totale Variation von fex) gleich der Summe der beiden Zahlen 
(p(b) - p(a» und (n(b) - n(a» ist. Da fex) von kOll!~tanter l-Variation 
sein soll, kann man daher schreiben 

-r(l) = (p(b)-p(a» + (n(b)-n(a» 

oder, wenn wir mit -rp(l) un~ T,,(l) die l-Vari.ationen der Funktionen 
p(x) und nex) im Intervalle I be~eichnen: 

(2) -r(l) = ,t/b - a) + -r,,(b - a). 

Sind nun Xl und x2 zwei beliebige Punkte von I, so hat man wegen (1) 

fex,) - f(xt ) I = I (p(x2) - P(x1» - (n(x!) - (n(xl » 

< Ip(x2)-p(xt )[ + /n(x,)-n(xt ) 

und daher mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen fiir jede 
Intervallmenge J, die in I enthalten ist: 

H(i) -c:; Sp(IJ) + S1l(t'J). 

Hieraus folgt aber, falls mIJ < l ist, nach einer SchluBweise, die wir 
oft, z. B. in § 502, benutzt haben, 

T(l) ~ -rp(l) + 1',,(.l.) , 

also nach (2) für jeden Wert von }. 

1'ib-a) + 1'n(b-a) < -rp(l) + T,..(l). 
Diese letzte Bedingung in Verbindung mit 

-rp(l) <xp(b-a) und 1',,0.) <1',,(b-a) 
zeigt aber, daß 

1'p(l) = 1:p(1I - a) und T,,(l) = Tn(b - a) 
sein muß. Alles in allem gilt also der 

Satz 1. Eine Funktion fex) ist dann und mw dann von konstanter 
endlicher l-Variation im intervalle a~ x:::;: b, wenn sie in diesem In
tervall als Differens von swei monoton wachsen,den Funktionen von ]rqn

stanter ;. -Variation dargestellt werden kann. 

516. Ist im Intervalle I die Funktion fex) gleich der Differenz vor 
zwei monoton wachsenden ~'unktionen ft (x) und ft(x) und setzt man 

(1) ft(x) = vt(x) + fJJt(x), fs(x) = v2 (x) + fJJ,(x), 

wobei v1(x) und v,(x) monoton und von konstanter l-Variation sind und 
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qJl (x), qJs(X) totalstetige Funktionen bedeuten, so gjlt mit der Bezeichnung 

00 v~-~~-~~, qJ~=~~-~W 
die Gleichung 
(3) fex) - v(x) + qJ(x). 

Nach dem vorigen Paragraphen ist v(x) eine Funktion von konstanter 
1-Variation und die Funktion qJ(x) ist nach dem § 487 als Differenz 
von zwei totalstetigen Funktionen total stetig. 

Es sei 
fex) - v(x) + q5(x) 

eine zweite Darstellung von fex) als Summe einer Funktion von kon
stanter l-Variation und einer totalstetigen Funktion; wir bilden die 
Differenz 

t/!(X) = v(x) - v(x) = - qJ(x) + ip(x) 

und bemerken, daß t/!(x) einerseits totalstetig ist, weil sie die Differenz 
von zwei totalstetigen Funktionen qJ(x) und q5(x) ist, und daß sie 
zweitens als Differenz von zwei monoton wachsenden Funktionen von 
konstanter l-Variation angesehen werden kann; dieses sieht man ein, 
wenn man 

v(X) = v1 (x) - vs(x) 

setzt, wobei die beiden Funktionen rechts monoton wachsend und von 
konstanter l-Variation sind, und hierauf den Satz 5 des § 504 auf den 
Ausdruck 

anwendet. 
Für je zwei Punkte Xl und Xii des abgeschlossenen Intervalls I 

ist also 

woraus folgt, daß ",(x) konstant ist. 
Die Funktion v(x) ist daher eindeutig bestimmt, wenn wir ihren 

Wert in einem Punkt von 1 kennen, also z. B. festsetzen, daß v( a) = 0 
sein soll. 

Satz 2. Eine im abgeschlossenen Intervalle 1 definierte Funktion fex) 
von beschränkter Variation kann auf eine und nur eint Weise dargesteUt 
werden als die Summe einer totalstetigen Funktion qJ(x) und einer Funk· 
tion von konstanter 1-Variation v(x), die im Anfangspunkte des Intervalls 
verschwindet. 

Die Funktion fex) ist dann und nur dann totalstetig, wenn v(x) iden
tisch' verschwindet, sie ist dann und nWI" dann von 'konstanter l- Variation~ 
wenn qJ(x) konstant ist. 
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Diese letzte Behauptung sieht man folgendermaßen ein: Ist in der 
vorigen Zerlegung v(x) == 0, so ist fex) selbst totalstetig; ist p(x) 
-gleich einer Konstanten c, so ist fex) = v(x) + c von konstanter 
l-Variation. 

Ist umgekehrt fex) selbst eine totalstetige Funktion, so kann man 
tp(x) = ((x) und v(x) = 0 setzen; ist fex) von konstanter Ä-Variation, 
so kann man p(x) = (Ca) und v(x) = fex) - f(a) setzen. 

517. Es sei {(x) von beschränkter Variation im Intervalle I und 
D{(x) eine beliebige ihrer Derivierten; die Funktion ((x) kann als 
Differenz von zwei monoton wachsenden Funktionen angesehen werden 

I'(x) = {I (x) - {,(x), 

und es gibt (§ 506, Satz 7) einen maßgleichen Kern e von I, in dem 
beide Funktionen I~ (x) und (, (x) differentiierbar sind und endliche 
Derivierten besitzet! In jedem Punkte von e ist also (§ 468) 

D{(x) = 11 (x) - il(x) , 

woraus erstens folgt, daß fex) in jedem Punkte von e differentiierba.r 
ist und zweitens, daß die Funktionen Df(x) und er; (x) - ~(x» einander 
äquivalent sind. 

Also ist Df(x) eine über I summierbare Funktion und es gelten 
nach dem § 506 mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen die 
Formeln 

(1) 
:r: .1: 

./,DfCx) dx = f(/t (x) - {,(X» dx 

= (Pt (x) - CPt (a» - (CP2(X) - CP2(al) 

= cp(x) - cp(a). 

Wir können hiermit den Satz aussprechen: 

Satz 3. Jede Funktion fex) von beschränkter Variation ist in einem 
maßgleichen Kern ihres Definitionsbereiches I differentiierbm·. Jede De
rivierte Df(x) von (x) ist über I summierbar und der totalstetige 
Bestandteil p(x) von ((x) ist gleich einem der unbestimmten Integrale 
von Df(x). 

Aus diesem Satze folgt ferner, daß die Funktion cp(x) dann und 
nur dann konstant ist, und daher fex) dann und nur dann von kon
stanter Ä-Variation ist, wenn das Integral (1) verschwindet: 

Satz 4. Eine Funktion ((x) von beschränktet Variation ist dann 
uml nw" dann von konstanter },- Variation, wenn eine ihrer Derivierten 
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in einem maßgleichen Kern des De[ltnitionsbereiches 1 'Von f(x) !!!:eich 
Null ist. Dann gibt es aber auCh einen maßgleichen Kern flon I in 
dem sämtliche Derivierten von fex) verschwinden. 

518. Es ist schon jetzt nütz:Qch zu bemerken, daß die Summier
barkeit der Hauptderivierten einer Punktion, die Funktionen von be
schränkter Variation nicht charakterisiert. Wir betrachten fIJ. B. die 
stückweise lineare Funktion p(Xj a, b) des § 184, deren totale Varia
tion im Intervalle a < x ~ b unendlich ist, und ersetzen in jedem der 
Intervalle 

iC .. +! < X ~ x", 

cp(x) durch eine stetige monoton wachsende oder abnehmende Funktion 
x(x) von konstanter 1-Variation, die an den Endpunkten dieses Intel'
valles dieselben Werte annimmt wie p(x). Die so definierte Funktion 
ist stetig im Intervalle a ~ x <b, ihre totale Variation in 
diesem Intervalle ist unendlich, und in einem maßgleichen 
Kern des Definitionsintervalles vers eh wi.nden ihre säm t
lic~en Derivierten (vgl. aber hierzu die Sätze des § 527). 

Die nirgends differentüerbare Funktion von Weierstraß. 

519. Wir sahen, daß die Funktionen von beschränkter Variation 
in einem maßgleichen Kern ihres Definitionsbereiches differentiierbar 
sind. Läßt' man aber die Bedingung fallen, daß die betrachtete Funk
tion von beschränkter Variation sein muß, so kann man sogar stetige 

Fun'ktionen konstruiere1l) 
die in keinem Punkte ihres 
Definitionsbereiches diffe-

Fig.39. 

x rentiierbar sind. 
Wir gehen dazu von 

einer stückweise linearen, 
stetigen, periodisch enFunk
tion p(x) von der Periode 2 

aus, die für jeden positiven oder negativen Wert von x folgendermaßen 
definiert wird: 

(1) { p(:t) = t - x im Intervalle 0 < x < 1, 

cp(x + 1) = - tp(:c). 

Hieraus folgt, daß, wenn k eine ganze Zahl bedeutet, 

(2) p(x + k) = (-1)1' cp(x) 
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ist. Ist ferner 
a = 2n + 1 

eine ungerade, positive ganze Zahl, so ist 

(3) 
f rp(ak) = rp(k + 2nk) 

l = (-l)9nkrp(k) 
= rp(k). 

591 

Endlich ist rp(x) in jedem Punkte nach rechts und nach links 
differentiierbar und, falls man eine beliebige Derivierte von tp(x) mit 
Dtp(x) bezeichnet, so ist 
(4) Dtp(x) I = 1. 

Hieraus folgt, daß, wenn A. und p- zwei beliebige reelle Zahlen bedeut~n 
und wenn man 
(5) tJ..(x) = ,t tp(ftX) 

setzt, für jede Derivierte von 1/J(x) stets die Gleichung 

(6) 

gelten muß (§ 469 und § 471, Satz 6). 

520. Nun sei a eine ganze, positive ungerade Zahl und beine· 
reelle positive Zahl, die kleiner als Eins ist; wir setzen 

00 

(7) w(x) = ~bktp(akx). 
~=O 

Diese Reihe ist gleichmäßig konvergent (§ 171) für alle x, denn es ist, 
wenn ma.n 

(13) 

und 

(9) 

setzt und dabei 
(10) 
berücksichtigt, 

(11) 

1'1.-1 

8,,(x) = ~bk !p(akx) 
k=O 

'" 
R,,(x) = ~bktp(akx) 

k=n 

1 b" 
[R,.(x) I < 2 1- b"0 

Ferner sind die Funktionen S,,(x) nach rechts und nach links differen
tiierbar, weil sie gleich der Summe von endlich vielen Funktionen sind 
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welche diese Eigenschaft besitzen (§ 466, Satz 2); nach (5) und (6) ist 
dann für jede Derivierte von S,.(x) 

a"b" 1 I DS,,(x) I < 1 + ab + ... + a,,-lbn - 1 = ab--l . 

Hieraus folgt (§ 476, Satz 5), daß für je zwei beliebige Werte Xl und 
x2 von x 
(12) 

ist; hierbei i.st stillschweigend vorausgesetzt worden, daß ab =1= 1 ist. 

521. Es sei jetzt ~ eine beliebige Zahl; es gibt dann stets fitr 
jedes n eine eindeutig bestimmte ganze Zahl sn' die der Bedingung 

(13) an~ - ~. < sn < an~ + -i 
genügt. Es ist dann nach (2) 

tp(an~) = (-1)''' tp(an;-s,,) 
und da, nach (13), 

la"~-snl < l 
und daher tp(a~1 ~ --1>,,) 2: 0 ist, können wir schreiben 

(14) (-1)$" tp(an ;) = Itp(an;)I. 
Nun setze man 

(15) " 8" + 1 ,8 -1 X - X - n • n -~ n --(ti" 

es folgt dann, wenn man S" aus (15) berechnet und in (13) einsetzt, 

(16) 0 < x:' -; < 2~'" 0 < ~ - x: s: 2~1t' 
Ferner ist nach (9) und (15) 

(17) R,,(x,:') = 1Jntp(s" + 1) + b" +1 tp(a(s" + 1» + 1Jn+ 2 tp(a2(Sn + 1» + .. 
und weil 

. (_1)'n+ 1 
tp(s" + 1) = --2-

ist, erhält man mit Hilfe von (3) 
bIO 

(18) Rn(x,;') = (-I)'n+ 1 2 { 1 + b +b2 + ... ). 
Anderseits hat man aber, wenn man (14) berücksichtigt, 

bn 
(19) Rn (;) = (- 1)'11+ 1_2 ( - 21 tp(an ;) + (-1 )"n+ 1 2b tp(an+l~) 

+ (_I)sn+12b2tp(an+2~) + ... J: 
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zieht man also die Reihe (19) von (18) gliedweise ab und bemerkt, daß 
wegen (10) 

1 + 2Icp(a"~)1 ~ 1 und bp - (-l).,.+12bP cp(an+p~) ~O 

ist, so folgt 

(20) Bn(x,:') - BIOm = (-1)'"+ 1 ~. (1 + a), 

wobei " ~ 0 ist. Genau ebenso hätte man setzen können 

Rn(x~) = b" cp(s" - 1) {I + b + b~ + ... } 
und da also wegen der Periodizität von cp(x) die Zahlen R (X,/) und 

( Ir) .. n Rn XII einander gleich sind, so folgt aus (20) 

Rn (~) - Rn (x~) = (- 1 »n ~n (1 + a). 

Berücksichtigt man die Relationen (16), so kann man sclll'eiben: 

(21) R,,(x~') - R,.(~) = (-1)' .. + 1 anb" AI' 
31,;' - 6 8 " 

(22) R'I:(~) - R~ (x~) = (-I)'n a"b" A' 
~ --31" 8 11 

Anderseits setze man 

(23) S" (31,;,) - S" (~) = (_ 1)'" + 1 an bR 
- 1 .ft " . 

31~' - ~ ab - 1 '11' 

(A~>-I). 

bemerkt man, daß wegen (12) der absolute Betl'ag von .ft';' nicht größer 
IIls Eins Ü!t, und addiert (21) und (23), so erhält Ulan die Schluß gleichung 

(24) w(:e~') - ~I)(~) = (_ 1)'" + 1 a"b" {A" + 3.ft" an bn - 1 1. 
31~' - ~ 3 " " (ttb -1) a"b"J 

Es ist nUll stets möglich, die ungerade ganze positive Zahl a und 
,die Zahl b < 1 so zu wählen, daß fÜl' jedes n 

8(a"b"- 1) 1 
(25) (ub-1)a"bll < 2 

wird, denn es ist, falls ab > 1 ist, 
'~ 

3(a"b" --1) 3(1- a"b'''J <_3_ 
(ab-l)a"b'" ab-1 ab-l 

und die Ungleichheit (25) ist erfüllt, sobald ab >- 7 ist. Man kann 
also z. B. 
(26) b=t, a=15 
wählen. 

Ca.ratheodory. Reelle Funktionen. 38 
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(27) 
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Unter diesen Voraussetzungen folgt aus (24) 

w(x:"! - w(~) = (-1)' a" + 1 anb" (1 + ß ") 
[C~ - 6' 6 n 

und ebenso findet man mit Hilfe von (22) 

(28) W(~~ =:tJ = ( -1)'" a:bl1(l + ß~) 
1)22. In der Heihe 

§ 622.023 

(ß~' >0) 

(fJ~ > 0). 

gibt es sicher unendlich viele gerade oder unendlich viele ungerade 
Zahlen. Im ersten Falle folgt aus (27) und (28), wenn man noch 
dazu (16) berücksichtigt: 

(29) 12+wm = - 00, D_w(~) = + 00, 

im zweiten Falle aber 

(30) 

Da ~ nun eine ganz beliebige Zahl bedeutete, folgt hieraus, daß w(x) 
in keinem Punkte differentiierbar ist. 

Ferner folgt, daß, wenn w(x) in einem Punkte z.B. nach rechts aiffe
rentiierbar ist, alle rechten Derivierten von w(x) unendlich sein müssen. 

Es gibt übrigens tatsächlich Punkte, in denen w(x) sowohl nach 
rechts als auch nach links differentiierbal' ist, der Punkt x = 0 ist z. B. 
ein derartiger Punkt. 

Daher läßt unser Beispiel die Frage offen, ob es stetige lfunktionen 
gibt, die in keinem einzigen Punkte nach rechts differentiierbar sind, 
oder auch ob es Funktionen gibt, die überall endliche - aber nicht 
beschränkte - Derivierte besitzen und die in keinem Punkte ditfel'en
tiierbar sind.1) 

Das Umkehrproblem der Differentialrechnung 

923. Die sich von selbst darbietende Frage, ob man von einer be
liebigen gegebenen :Funktion verlangen kann, daß sie gleich einer der 
I'echten oder linken Derivierten einer stetigen Funktion sei, läßt sich 
sofort, sogar fnr beschränkte Funktionen, verneinen. 

Ist nämlich g(x) eine beschränkte Funktion, von der wir verlangen, 
daß sie gleich einer der Derivierten einer stetigen und endlichen Funk
tion fex) sei, so folgt aus dem Satze 5 des § 476, daß fex) beschränkte 
Differenzenquotienten besitzt, und folglich (§ 491, Satz 8) total stetig 

1) Daß es tatsäChlich J!'unktionen mit uen ollen angegebenen Eigenschaften 
g~ben kann, ist erst vor kurzem gezeigt worden. Siehe A. ßesikowitsch. 
D1Skussion der stetigen Funktionen im Zusammenhang mit der Frage über 
ihre Diffel'entiiel'barkeit I (Bull. de l'Acad. des Sc. de RU8sie 1925). 
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sein muß. Also muß ,q(x) meßbar und fex) gleich einem der unbe
stimmten Integrale von g(x) sein (§ 485, Satz 2). 

Satz 1. Eine beschränktß l!unktion 9 (:c) ist dann und nut' dann gleich 
einer der ])erivierten einer stetigen und endlichen Punktion f(x) , wenn 
g(x) meßbar wnd gleich einer det' ])eriviet'ten eines ihrer unbestimmten 
Integrale ist. 

1st nun (ex) irgendeine Funktion mit beschränkten Differenzen
quotienten und Df(x) eine ihrer Derivierten, so gibt es eine endliche 
Zahl A, so daß stets 

ist. Wählt man 
Df(x) \ < A 

g(x) '" Df(x), 
so daß in einer Nullmenge A 

,q(x) I > A 

ist, 80 fällt (nach dem Satze 6 des § 476) die gegebene Funktion g(x) 
mit keiner Derivierten von (x) zusammen. 

So ist z. B. eine beschränkte Funktion g~x), die überall außer in 
endlich oder abzählbar unendlich vielen Punkten verschwindet, sicher 
keine Derivierte einer stetigen und eudlichen Funktion. 

524. Wir nehmen nun an, wir wissen von eiuer Funktion g(x), 
die nicht beschränkt zu sein braucht, daß sie gleich einer der Haupt
deri vierten einer stetigen und endlichen Funktion ((.'c) ist und stellen 
uns die Frage, ob es möglich ist, eine zweite Funktion q;(x) zu finden, 
welche dieselbe Hauptderivierte g(x) besitzt, so daß (f(x)-cp(x» nicht 
konstant ist. L. Scheeffer hat Bedingungen gefunden, unter welchen es 
nicht möglich ist, eine derartige Ftinktioll q;:(x) zu finden; wir sprechen 
diese Bedingung aus, indem wir uns auf die obere rechte Derivierte 
beschränken. 

Satz 2, 1st fex) eine endliche -und stetige Funktion, deren obere rechte 
Derivierte 15 + ((X) in einem abgeschlossenen lnten'alle 1 auße1' höchstens 
auf einet' nbeählbaren Punktmenge e endlich ist. 80 ist für jede endliche 
und stetige Funktion cp(x), die det' Bedingung 

JJ+cp(x) = D+f(x) 
genügt, auch die Gleichung 

cp(x) - fex) = kOllst. 
ct'(iillt. 

Wir setzen 
tP(x) = q;(x) --{(x) 

38* 
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und bemerken, daß in allen Punkten von (l- (3) nach der Relation (1) 
des § 468 

ist. Die ohere rechte Derivierte von ",(x) ist also überall in I außer 
vielleicht in der abzählbaren Punktmenge 13 nicht negativ und hieraus 
folgt, daß "'Cx) monoton wächst (§ 510, Satz 13). Dasselbe schließt man 
aber auc:h VOll der Funktion 

"'1 (x) = - "'Cx) = fex) - rp(x), 
die man erhält, indem mall in der obigen lJberlegullg fex) mit tp(x) 
vertauscht, und hieraus folgt der Scheeffersche Satz. 

525. Man kann den Scheeffel'schen Satz umkehren und folgenden 
Satz behaupten: 

Sa.tz 3. Ist fCx) eine endliche und stetige Funktion, derm obere reihte 
Derivierte 15 +f(x) in einer nickt absählbaren Teilmenge e des Definitions
intervalls I unendlich ist, so gibt es Funktionen rp(x), so daß fiitr jeden 
Punkt von I 
(1) 15+tp(x) = 15+f(x) 
ist, und (f(x) - rp(x» nickt konstant i8t. 

Da die Punktm.enge 13, in welcher 1) +f(x) unendlich ist, nicht. ab
zählbar ist, so ist mindestens eine der beiden Punktmengen 

2W(lJ +f(x) = + (0) oder M(15 +f(x) = - (0) 

nicht abzählbar und enthält eine perfekte Teilmenge A (§ 473, Satz 4); 
diese Punktmenge A ist außerdem nirgends dicht (§ 477, Satz 9). Es sei 
nun z(x) eiDe monoton wachsende. nicht konstante, stetige Funktion. 
deren Deriviel·ten in jedem Punkte von (1- A) sämtlich verschwinden 
(§ 509, Satz 12). Ist in jedem Punkte von A 

so setze man 
15+f(x) = + 00, 

rp(x) = fex) + l(X); 
ist abel' in jedem Punkte von A 

15 ~(x) = - .:10 +" . , 
so setze man 

rp(x) == ((x) - z(x); 

in beiden l!'ällen ist für jeden Punkt von (1- A) und in jedem Pankte 
von A die Gleichung (1) erfüllt und (rp(x)-f(x)) ist nicht konstant. 
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626. Vergleicht man die beiden letzten Sätze mit den Eigen
schaften der summierbaren Funktionen, so sieht man, daß das Pro
blem der Bestimmung einer Funktion, von der man eine 
Hauptderivierte kennt und das Problem der Integr'ation einer 
Buminierbarell FUJ) kt i on unter "öllig verschiedenen Voraus
setzungen eine eindeutige Lösung zulassen. 

Eine Funktion, die nicht totalstetig und sogar nicht von be
schränkter Variation ist, kann eine obere rechte Derivierte besitzen, 
die überall endlich ist. Man 
hraucht nur dazu eine Furtk-
tion zu konstruieren, die im 
Intervalle 0 < x <1 deI' Be-
dingung --

o s: ({x) s: xl! 

genügt, in jedem Intervalle o 
Flg.40. 

stückweise linear ist, und deren totale Variation in 0 <x< 1 gleich 
+ 00 ist. _Hier ist also fex) durch 15 +f(x) eindeutig bestimmt, die 
Funktion D +f(x) ist aber nicht summierbar im Definitionsintervall. 

Anderseits können sämtliche Derivierten 'einer totalstetigen mo
notonen Funktion fex) in einer perfekten Punktmenge A gleich + <Xl 

sein (§492, Satz 10); dann ist JJ+f(x) summierbar, aber die Funktion 
selbst durch ihre obere rechte Derivierte nicht eindeutig bestimmt. 

621. Dagegen zeigt der folgende Satz, daß die beiden Probleme 
vollständig äquivalent sind, sobald die Voraussetzungen, die für jedes 
!.?n ihnen gemacht werden müssen, alle erfüllt sind, d. h. wenn z. B. 
D +f(x) summierbar ist und nur in abzählbar unendlich vielen Punkten 
unendlich werden kann: 

Sa.tz 4. Ist die Derivierte 15 +fC x) einer stetigen und end~ichen Funk
tion fex) in allen Punkten eines Intervalles I außer höchstens in den 
Punkten einer absählbaren Punktmenge e endlich und ist 15 +f(x) über I 
b'1.tmmierbar, so ist fex) totalstetig und . 

., 
fex) = c +.fJ5+f(X) dx. 

a 

Dieser Satz ist deshalb nicht selbstverständlich, weil. das unbe
stimmte Integral der summierbaren Funktion 15 +f(x) eine obere rechte 
Derivierte haben könnte, die in einer perfekten Punktmenge unend-
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lieh wird. Von dieser Derivierten wissen wir nämlich nur, daß sie 
zum Integranden, d. h. zu jj +f'(x) äquivalent ist. Es ist also nicht von 
vornherein klar, daß aie Differenz zwischen fex) und diesem Integral 
konstant sein muß. 

Wir fühl'en eine Folge von .Funktionen tp,,(x) eill, die durch die 
Gleichungen 

(1) { tp,.(x,):: 15+( in deo r Punktmenge 
tp,,(:x) - n ",. ., 

definiert werden. In jedem Punkte VOll 1 ist 

(2) 

~I(l)+f<n), 

~C(jj +f'> n) 

die Funktionen tpJx) sind also sumll1ierbar, und aus (11 und (2) folgt 
(§ 402, Satz 16) 

X'l ·t'2 X 2 

(3) limJtp,,(x)dx = JHm tp,.(x)dx = J'D+f(x)dx 
'1f =00 Xl Xl 1J,=~ Xl 

für jedes Punktepaar Xl' .1:'2 des Intervalls I. Wir setzen ferner 

'" (4) tP,,(x) = j·tp,.(x) dx 

und bemerken, daß wegen (1) stets 

(5) D+C;P,.(x)<n 
sein muß (§ 450, Satz 1). . 

In jedem Punkte von (1- e) ist nach Voraussetzung fj +f(x) end· 
1ich, also (§ 468) 

(6) 15 +(((.1:) -flJ,.(x») > JJ +t(x) - Jj + C;P,,(x). 
Innerhalb des maßgleichen Kernes von (I - e), in dem 

Jj + «P,,(x) = tp,,(x) < Jj +f(x) 
ist, haben wir also wegen (6) 

IJ + (f(x) - C;Pn(x» > 0, 

Die einzigen Punkte, in denen die obere rechte Derivierte von 
(f(x) - C;P,.(x» negativ sein kann, sind also einerseits die Punkte der 
abzählbaren Punktmenge e, und anderseits diejenigen Punkte von 
(I - e), in welchen 15+ C;P,,(x) + tp,,(x) ist; in diesen ist aber wegen (5) 
und (6) 

und daher die Funktion 15+ (f(x) - c;p .. (x» jedenfalls von - 00 vel'-



§ 527 Das Umkebrpl'oblem der Differentialrechnung 599 

schieden. Hieraus folgt, daß 15 + ((Ix) - f/J n (xl) höchstens in der abzähl
baren Punktmenge e gleich - 00 sein kann, und überhaupt nur in einer 
Nullmenge negativ sein kann. Nach dem Satz 13 des § 510 ist also 
die Funktion ({(xl - flJ",(x») monoton wachsend und man kann schreiben, 
wenn mall Xl< X2 wählt, . 

((x2) - (:1'1) ~j~: .. (X) dx. 
'" 

Diese letzte Bedingung ist für jeden Wert von n erfüllt, also gilt auch 
nach (3) die Beziehung . 

, ~ 

(7) ((x2)-f'(xI» fiJ+(C.r)dx (x t <x2)· 

Wir bestimmen zweitens eine Folge von Funktionen l/J,,(x) durch 
die Gleichungen 

1/J,,(x) = D+f(x) in der Punktmenge M(D+(>-n), 

'IjJ,.(x)=-n "" ,. M(D_J<-n) 
und setzen :t; 

'/jf,,(x) = .[l/J",(x)d,r. 
a 

Bemerkt Ulan nun, daß stets 
D 1]1' (x') > -- n _+ n = 

ist, und daß in jedem Punkte von (I -~ e) nach dem § 468 

D + (('(X) - 'IJI" (X» < D +f(x) - D + 'IJ!" (x) 

sein muß, so folgt durch eine ganz ähnliche Schlußweise wie oben mit 
Hilfe des Satzes 14 des § 510. daß die Funktion ({(xl - 'IJI,,(x» im ab
geschlossenen Intervalle r monoton abnimmt, und hieraus 

x. 

(CX2) - ((Xl) <J w",(a) dx (n= 1,2,3, ... ). 

Läßt man in dieser letzten Beziehung n gegen UnendLich konvergieren, 
so erhält man erstens die Ungleichheit".. 

!(;(2) - f(x1) <fD +f(x) dx (XI< Xi) 

und zweitens durch Vergleich mit (7) die Gleichung 
x., 

((X2') - f(x 1) = ID ,fex) d x. 
", 

wodurch unsere Behauptung bewiesen ist, 
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Da die Hauptderivierten einer Funktion von beschränkter Variation, 
die auf einem abgeschlossenen Intervall definiert ist, immer summierbar 
sind (§ 517, Satz 3), so folgt aus dem letzten Satze folgendes Korollar, 
das den Satz 15 des § 510 als Spezialfall enthält. 

Satz 5, 1st die stetige Funktion fex) in einem ab.geschlossenen Inter 
vall I von beschränkter Variation und ist eine ,ihrer HauptdCt'ivierten 
höohstens nur in einer abzählbu,ren Teilmenge von I unendlich, so ist fex) 
totalstetig in I. 

Berechnung von einfachen Integralen. 

528. Das Problem der Integration einer summierbaren J.j'unktion 
und das Umkehrproblem der Diff'erentialrechnung sind, wie wir soeben 
sahen, unter gewissen Voraussetzungen äquivalente Probleme. Man 
benutzt diese Tatsache in Verbindung mit den allgemeinen Sätzen über 
summi81'bare F'unktionen (§§ 392-402), um die bestimmten oder un
bestimmten Integrale einer summierbaren Funktion zu berechnen, ohne 
auf die ursprüngliche Definition des Integrals zurückzugreifen. 

Durch die Rechnungsregeln der Differentialrechnung (§§ 465-471) 
ist man imstande, die Ableitungen einer großen Anzahl von differentiier
baren Funktionen zu berechnen. Es sei z. B. F(x) eine solche Funktion, 
die im Intervalle 
(1) a<x<b 

differentiierbar ist und dort eine bekannte beschränkte Ableitung fex) 
besitzt. Dann wissen wir, daß fex) in jedem Teilintervalle von (1) mit 
den Endpunkten Xl und Xs summierbar ist und nach dem Satze 4 des. 
yorigen Paragt'aphen folgt dann, daß 

.'C, 

(2) f'f(x) dx = F(x2 ) - F(xt ) 

"', 
ist, Die letzte Formel kann übrigens auch aus früheren Sätzen er
schlossen werden, z. B. aus der Tatsache, daß wegen der Sätze des. 
§ 491 die Funktion F(x) totalstetig ist und daner gleich einem der 
unbestimmten Integrale ihrer Ableitung fex). 

Man kann auf diese Weise die Integrale von vielen Funktionen 
berechnell; ist z. B. fex) ein Polynom: 

f( x) = ao + a1 X + .. , + a" x", 
so kann man für Fex) setzen 

x! xn 
F(x) = aox + a1-c -I- ••. + a _. 

2 P n 
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Diese Methode besitzt natürlich nur ein beschränktes Anwendungs-
feld und liefert außerdem nur Integrale über Intervalle; in allen übrigen 
Fällen versucht man die zu integrierende Funktion fex) als Grenze einer 
Folge von Funktionen t~ (x), t~(x), ... darzustellen, deren Integrale 
man kennt und 7,:. B. den Satz 16 des § 402 oder den Satz IR ues § 399 
anzuwenden. 

Man kann, selbst wenn die offene und zusammenhängende Punkt
menge A, über die man integrieren will, aus einer Halbgeraden oder 
aus der ganzen x-Achse besteht, die Approximationsfunktionen f,,(x) so 
wählen, daß sie nur in einem Intervalle VOll Null verschieden sind, so 
daß das Integral von (,,(x) über A wieder durch eine Gleichung wie (2) 
berechnet werden kann. 

1)29. Anstatt fex) durch die Folge h (x), ft(x), ... zu approxi
mieren, stellt man oft fex) als unendliche Reihe dar: 

(1) (Cx) = a1 (x) + aj(x) + .. " 
dieses ist aber nur eine andere Schreibweise für 

(2) 

Da. man aber fast immer in den Anwendungen die Darstellung (1) 
von fex) als Reihe von Funktionen bevorzugt, ist es nützlich, die 
Sätze 13 und 16 der §§ 399 und 402 auch für die Reihe (1) auszu
sprechen. 

Es handelt sich darum. hinreichende Bedingungen anzugeben, um 
die Summierbarkeit VOn fex) über eine offene, zusammenhäng~nde 
lineare Punktmenge A festzustellen, für welche zugleich die Gleichung 

00 

(3) .J·f(x)dx = ~ ,/,a,,(x)dx 
.A. k=lA 

besteht. Wir setzen natürlich voraus, daß jedes a,/x) endlich und über 
A Bummierbar ist. Dann ist auch nach (2) fiir jedes n sowohl f; (x) als 
auch 1( .. (x) 1 summierbar (§§ 394, 395) und " 

(4) 

Nun setzen wir 
(5) (11(X) = Ifl(X) 
und allgemein tür jedes n > 1 

(6) t1,.(x) = der größeren der heiden Zahlen {If,,_t (x), f,,(x) I}. 
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Die Funktionen O" .. (x) sind für jedes n über A summierbar lmd die 
Folge dieser Funktionen 1st monoton wachsend 

01 (.X) < (J2 (x) < UR (x) :=:; .... 
Ist 

(7) lim f u,J x) dx 
n:::ocA 

eine endliche Zahl, so ist (§ 399. Satz 13) die Funktion 

11(.'t') = 1im 6,,(X) 

über A summierbar. Außerdem ist für jedes n 

(8) f.,(x)j < 6(X) 

und daher die Bedingung (4) des Satzes 16 des § 402 erfiillt. Unter 
der Voraussetzung, daß die Reihe (1) konvergiert, ist also nach diesem 
Satze {(X) summierbar und das Integral dieser Funktion iiber A wird 
durch die Formel (3) dargestellt. 

Umgekehrt ist aber, wen n die Voraussetzungen des zuletzt be
nutzten Satzes erfiHlt sind, d. h. wenn für jedes u 

(9) f,,(x) < S(.r,) 
ist, wohei Sex) eine über A summierbare .I!'unktion bedeutet, auch für 
jedes n 

0ll(x) < Sex) 
und daher der Limes (7) eine endliche Zahl. 

Endlich bemerke man, wenn die Folge von Funktionen fl (X), 
t~(X), . " monoton wachsend ist, d. h. wenn die a .. (x) fitr n ~ 2 nicht 
negativ sind, so ist fiir jedes '11. 

und folglich ist 
t~ (x) < f(.q;) 

t~(x) < fex) - ft (x) + ft (.'1:) ; 
1st also fex) über A summiel'bar, so kann man setzen 

Sex) = f(x)-ft(x) + 1ft (x) 
und nach dem Obigen folgt, daß dann der Limes (7) endlich ist. Wir 
haben hiermit den Satz 13 des § 399 in etwas anderer Gestalt wieder
gewonnen. Dassell)e Resultat bleibt überdies erhalten, wenn die a,,(x) 
fiir n > ]I, wo P eine beliebige natürliche Zahl ist. nicht negativ sind. 

Satz 1. Eine konvergl:Yrde Reihe 

lex) = a'J (x) + a2 (x) + as (x) + ... 
von endlichen üher ein lineares Gebiet A summim'b(wen Punktionen sleUt 
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eine über A summierbare Funktion dar 'Und ist gliedweise integrierbar, 
wenn der Limes (7) eine endliche Zahl dm·stellt. Sind (ür n ~ p die 
a .. (x) nicht negativ, so ist diese Bedingung nicht nUll" hinreichend. son
dern auck notwendig (ür die Summf'erbarkeit von ((x) über A. 

Man braucht natiirlich die Zahl (7) nicht zu bet'echnen; es genügt, 
wenn man beweisen kann, daß sie enulich ist. Dies ist z. B. der Fall, 
wenn A ein Intervall und die I(,,(X) I sämtlich kleiner sind als eine feste 
von '1'1. unabhängige Zahl oder wenn für jedes n 

a .. (x) I < bn(x) 
ist und die Summe 

b1 (x) + bs(x) +." 
eine über A summierbare Funktion darstellt. 

530. Es ist oft wichtig zu heweisen, daß eine konvergente Reihe 

(1) 

von Funktionen b,,(x), die in eiJJem linea.ren Kontinuum A totalstetig 
sind, eine totalstetige Funktion darstellt. In den meisten Fällen genügt 
das folgende Kriterium. Wir nehmen an, daß die Summe 

(2) 

der Ableitungen bk(x) VOll b,,(x) in einem lllaßgleichen Kern von .A kon
vergiert; setzt man für jede natürliche Zahl k 

a,,(x) = b,,(x) 

in den Punkten von A, in denen (2) konvergiert, und a,,(x) = 0 in den 
übrigen Punkten von A, so konvergiert die Reihe 

(3) tp(x) = 0" (.7;) + a2(x) + ... 
überall auf Aj die, a,,(a;) sind endliche Funk~ionen und wegen der Äqui
valenz von ak(x) mit b,,(x) ist außerdem fUr jedes Punktepaar xl1 xj in A 

x. 

bk(a;) - b.\:(.1\) = J ak(x) dx. 

Genügt nun die Reihe (3) den Voraussetzungen des letzten Paragraphen, 
80 ist tp(x) fiber A summierbar und 
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also wegen (1) und (4) 

.t~(X) fix = (x2) - f(xl ) , 

Xl 

womit die Totalstetigkeit von fex) bewiesen ist. Außerdem ist iu einem 
maßgleichen Kern von A 

lex) = bl(x) + bi(x) + bs(x) + . ". 
also die Reihe (1) gliedweise differentiierbar. 

Aus der Totalstetigkeit von fex) folgt natürlich nicht die Diffe
rentiierbarkeit dieser Funktion in jede!l1 Punkte "Von A, sondern nur 
ihre Differentiierbarkeit in einem maßgleichen Kern von A. Um die 
Differentiierbarkeit in einem vorgegebenen Punkte von A festzustellen, 
besitzt man nur wenig' allgemeine Mittel; man kann aber z. B. den 
Satz 3 des § 452 benutzen, nach welchem in jedem Stetigkeitspllnkte 
von ((l(x) die Funktion fex) differentiierbar ist. 

Wir spezialisieren etwas die obigen Voraussetzungen und sprechen 
einen Satz aus, der für die meisten Anwendungen genügt: 

Satz 2. Es seien in einem linearen Kontinuum A die Glieder bk (x) 
der konvergenten Reihe 

(5) 

totalstetige . Funktionen. Ferner sei die Reihe der Ableitungen 

qy(x) = b1eX) + b2 ex) + bs(x) + ... 
konvergent. und gliedweise inlegrierbar. Dann ist fex) fIJtalstetig und gleich 
einem unbestimmten Integrale von rp(x). In jedem Stetigkeits punkte von 
rp(x) sind außerdem alle Derivierten von fex) gleich qy(x). 

Wir nehmen nun speziell an, die Funktionen bk(x) seien aUe mo
noton wachsend und fex) sei außerdem beschränkt; dann sind die Ab-
leitungen b,,(x) nirgel1dsnegativ und die Funktionen 

qynex) = bl'ex) + b2 (x) + ... + bn(x) (n= 1, 2, .. .) 
bilden eine monoton wachsende Folge von Funktionen. Außerdem ist 
aber für je zwei Punkte ''Cl und x2 von A, für die Xl < Xi ist, 

x • . r rpnex) dx < (x2) - f(xl ) 

und hieraus folgt nach dem § 529 die Summierbarkeit von rp(x) und da· 
her auch die Totalstetigkeit von fex). 
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Satz 3~ Sind dt'e Glieder bk(x) der konvergenten Reihe 

f(x) = b1 (x) + b2(x) + ' . , 
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in einem linearen Kontinuum A totalstetig und monoton wachsend, ist 
außerdem fex) beschränkt in A, so ist fex) ebenfalls eine totaistetige 
Funktion. 

531. In früheren ZeitelJ hat man die gliedweise Integration von 
Reihen nur für gleichmäßig konvergente Reihen und für beschränkte 
Integrationsbereiche bewiesAn. Diese engeren Voraussetzungen sind in 
den Voraussetzungen des § 529 enthalten: konvergiert nämlich die Reihe 

(1) fex) = a1 (x) + ~(x) + .. , 
gleichmäßig in A, so kann man eine natürliche Zahl p so bestimmen, 
daß für jedes n > p und für jedes :1: innerhalb A 

ist; setzt man hierauf 
If,.(x)-t;,(x)1 < 1 

Sex) = 't~(X)1 + lt~Cx)1 + ' ., /t~(x) + 1, 

so ist Sex) über den Integrationsbel'eich A summierbal', falls dieser be
schränkt ist, und genügt den Bedingungen (9) des § 529, Die Reihe (1) 
ist also gliedweise integrierbar über A. 

Die Kriterien, die wir angegeben haben, sind aber nicht nur des
halb allgemeiner, weil wir über die Beschränktheit von A nichts voraus
zusetzen brauchten, sondern auch, weil die Konvergenz deI' fn(x) gegen 
fex) tatsächlich nicht gleichmäßig zu sein braucht. 

Dagegen konvergieren die unbestimmten Integrale 
x 

Fn(x) = j'(" (x) dx 

gleichmäßig gegen 
x 

F(x) = !fCx)dx. 

DeIUl es ist stets 

IF(x) - Fn(:r)/ <)"f(x),- t~(x)1 dx 
.A 

und nach der Gleichung (9) des § 402 konvergieren die letzten Zahlen 
mit wachsendem n gegen Null. 
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Uneigentliehe Integrale. 
&32, Es sei 

A: (l. < :1: < U 

ein lineares Gebiet und F(x) eine Funktion, die auf dieser Punktmenge 
stetig und beschr~nkt ist und fÜl' welche die Grenzwerte 

(1) lim F(x) = F(a) und lim F(x) = P(bl 
x=a x=b 

existieren. Ist also A ein Intervall, so ist F(x) im abgeschlossenen 
Intervalle 

A: a<.'c<b 

definiert und stetig auf A; ist A kein Intervall, so werden durch unsere 
Festsetzung das eine oder das andere der beiden Symbole F (- (0), 
F (+ (0), gegebenenfalls auch beide, definiert. 

Ist F(x) ein unbestimmtes Integral einer über A summierbaren 
Funktion fex), so gilt in jedem Falle die Gleichung 

(2) P(b) - F(a) = L(fCx) d:r = J'f(x) dx, 
a 

die man nur zu beweisen braucht, wenn a oder b unendlich sind. Es 
sei z. B. a = - ~ und b endlich; mit Xu x2, ' •. bezeichne man eine 
Folge von Punkten, die gegen a konvergieren und mit f,,(x) eine Funk
tion, die für x< xn verschwindet und für x ~ x" gleich fex) ist. Dann 
1st stets 

It~(x)1 < If(x) , 
lim f,.(x) = fex). 
11.=00 

Also ist nach dem Satze 16 des § 402 

(3) .!f(x) dx = lim jr,.(x) dx. 
A n=:OA 

Andel'seits ist aber 
:b 

(4) !f",(1C) cla: = jf,.(x) dx = F(b) - F(x,.) 
.A "'n. 

und der Vergleich von (1), (3) und (4) liefert uns die Gleichung (2). 

a33, Wir betrachten jetzt solche Funktionen F(x), die den Glei
chungen (1) des vorigen Pa.ragraphen genügen und außerdem in jedem 
Teilintervall 
(1) X'l < x < "(:2 
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von A, dessen Endpunkte von a und b verschieden sind, 

(2) a < X l1 X2 < b 

totalstetig tlind. Dann ist F(x) ein unbestimmtes Integral einet· über 
jedes Intervall (1), aber nicht notwendig über A summierba.ren 
Funktion (x). Es ist aber bequem, auch in diesem Falle von einem In
tegral der li'unktion fex) über A zu sprechen, das durch die Gleichung 

(3) 
b '". 

!f(x)ax = lim !r(x)dx = P(b) - F(a) 
IX- 2'.=a Xl 

1"'t='b 

definiert wird. Ein solches Integral heißt ein uneigentliches Inte
gral von {(x), falls f(x) nicht über A selbst summierbar ist. 

Die Zweckmäßigkeit dieser Bezeichnung ersieht man sofort, wenn 
man bedenkt, daß die Formeln 

o 0 l> 

(4) !cr(X) + g(x»)dx - !f(x)dx + !g(x)dx, 
a 

/. ö 

(5) !i. f(x) dx = l!fex)dx, 
a. tI 

l> c 

(6) !fCX)dX + !r(x)dx = !feX)dx, 

die für summierbare Funktionen gelten, auch dann bestehen bleiben.,.. 
wenn uneigentliche Integrale in diesen li'ormeln vorkommen. 

\Venn 
b 

(7) !f(x)dx 

ein uneigentliches Integral sein soll, darf {(x) nicht über H summierbar 
sein; nun ist (§ 395) die Funktion fex) dann und nur dann über A sum
mierbar, wenn dasselbe von !f(x) I gilt. Hieraus folgt, daß (mit unseren 
obigen Voraussetzungen) das Integral (7) dann und nnr dann ein un
eigentliches Integral ist, wenn 

(8) 
x. 

lim !lfCa:) I dx = + (Xl 

~l=a:r 
x~=b 1 

ist. Die Funktion fex) muß also ihr VOl"Zeichen dera.rt wechseln, daß 
der Grenzwert (3), aber nicht der Grenzwert (8) endlich ist. 
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5:14:. Es seien jetzt f.. (x), hex), .,. Funktionen einer konvergenten 
Folge, die über die Punktmenge A summierbar sind, oder ein uneigent
liches Integrnl über diese Punktmenge besitzen. Setzen wir 

(1) fex) = lim t~(x), 
u=oo 

so kann man sehr leicht hinreichende Bedingungen dafür aufstellen, 
daß fex) ein eigentliches oder uneigentliches Integral über A besitze 
und die Gleichung 

b b 

(2) !fex) dx = lim ff,,(x) dx 
a n=ood 

bestehe. 
Wir verlangen zuerst, daß wir den Satz 16 des § 402 übel' jedes 

Intervall 
(3) Xl < X < x2 , 

dessen Endpunkte von lt und b verschieden sind, anwenden können; es 
muß daher eine über das Intervall (3) summierbare Funktion Sex; Xl' x,) 
existieren, so daß für jedes n die Bedingung 

(4) f .. (x)! < Sex: xl1 x2) 

erfüllt sei. 
Nun seien ;/, ~2', , .. und ;/" ;2", .. , monotone l!'olgen von 

Punkten, die' gegen a bzw. b konvergieren und von (liesen Punkten 
verschieden sinrl: 

~k' -~ a, ;.t" --~ b. 

Wir bezeichnen ferner mit "1:n' 'YJ:~ die Differenz der oberen und der 
unteren Grenze der Funktionen 

'" 
(5) E~(x) = /'fll(x) dx 

a 
in den Punktmengen 

Setzen wir endlich 

(6) 
f fit' = obere Grenze von {"1;11 "1:2' .. ,}, 
l "1","=" " ,,{ "1;~, r;;~, ... }, 

so ist die Gleichung (2) richtig, falls die Gleichungen 

(7) lim >hf = 0 und lim r;t = 0 
k =00 k=oo 

bestehen. 
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Sind nämlich x' und x" zwei Punkte, die den Bedingungen 

a < x' < ~k" ~t < x" < b 

genügen, so ist nach unseren Voraussetzungen 
X" x" 

(8) !t'(x) dx = lim !f,,(x) dx 
x' n=oo x' 
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und hieraus findet man, wenn man sich an die Definition von 1]; und 
ll/' erinnert, 

x" " 

(9) ! fex) dx > lim !f .. (x) dx - 1]k' - 1]t 
a:' n=OCI a 

und 
X" b 

(10) !fex)dx < !iJ!l!r.,(x)dx + "h' + 1]/'. 
x' 11=:00", 

Aus den heiden letzten Relationen und aus 
b b 

liIIi!f,,(x) dx < Iim !f,,(x) dx 
n=ooo. rn::::COa 

folgt ferner, daß diese beiden Limites endlich sind und daß 
b b 

(11) firn J'fn(x) dx -lim .[f,,(x) dx < 2 ('YJk' + 1];') 
n=OOa 1f=OOa 

sein muß, und da die Relation (11) für jeden Wert von k besteht, ent
nimmt man aus (7) die Existenz des Grenzwertes 

b 

lim J~fn(x) dx. 
n=OOa 

Nun kann man aber statt (9) und (10) schreiben 
re" b 

J'f(x) dx = lim.[ f,,(x) dx + {t(1h' + 'YJ/') 
a~' '1l=OOa 

(-1<-It<1), 

woraus ohne Mühe die Existenz des Integrals von fex) über A, sowie 
auch die zu beweisende Gleichung (2) folgt. 

535. Es seien 
~1 < ~2 < ... <;m 

endlich viele Punkte, die in der offenen Punktmenge 

A: a <x< b 
C"ratheodory, Reelle Funktionen. 39 
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enthalten sindj ferner sei fez) eine Funktion, die ein uneigentlich es 
Integral in jeder deI' Pllnktmengen 

a < x < ~lj ~k< X < ~k+l (k= 1, 2, ... , (m-l»)j ~m< x < b 
besitzt. Man kann nun ein uneigentliches Integral von fex) übel' A 
dadurch definieren, daß man setzt: 

b E-t~. b 

!f(X)dX = !fCX)dX + /·fCX)dX+'" +~!f(X)dX. 
Nach dieser Definition, die man auf offene zusammenhängende Teil
mengen von A übertragen kann, existiert fUr jeden Punkt x von A die 
Funktion 

'" 
F(x) = ff(x)dx; 

" 
diese Funktion ist stetig in A, außerdem ist 

!im F(x) = F(a) = 0 
a:=a 

und in jedem abgeschlossenen Teilintervall von A, dessen Endpunkte 
von a und h verschieden sind, und das keinen einzigen der Punkte ~k 
enthält, ist F(x) totalstetig und gleich einem der unbestimmten Inte
grale der in diesem Teilintervall summierbaren Funktion fex). Es ist 
klar, daß F(x) durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. 

536. Endlich deuten wir kurz an, wie man den Begriff des un
eigentlichen Integrals noch weiter ausbauen kann. Es sei.A. ein lineares 
Gebiet und B eine offene Teilmenge dieses Gebietes, die aus abzählbar 
unendlich vielen Intervallen ~11 ~J' • •• und eventuell aus einer oder 
zwei Halbgeraden d" und ~"besteht. Wir sagen nun, daß eine Funk
tion fex), die auf A definiert ist, ein uneigentliches Integral über A be
sitzt, wenn entens fex) über jedes abgeschlossene Intervall, das in B 
enthalten ist, summierbar ist und wenn es zweitens eine einzig& 
stetige lmd beschränkte }t'unktion F(x) auf A gibt, für welche der 
Grenzwert F(a + 0) = 0 ist und der Grenzwert Feh - 0) existiert, und 
die auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von B gleich einem unbe
stimmten Integral von fex) ist. 

Die Punktmenge (A - B) ist entweder selbst abgt'schlol!sen oder 
sie wird es, wenn man den einen oder die heiden Endpunkte von A ihr 
hinzufügt. Sie ist also entweder abzählbar oder sie enthält eine perfekte 
Teilmenge (§ 64). In diesem letzten Falle kann man nach dem Satze 12 
des § 509 me h r e re Funktionen F(x) finden, die .unseren obigen Be
dingungen genügen, falls es überhaupt eine solche Funktion gibt. 
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Ist dagegen (A - B) abzähIbar und existiert eine Funktion F(x) 
mit den angegebenen Eigenschaften, so betrachte man die Funktion 
41(:&), die in jedem Punkte von (A - B) und auf den Halbgeraden 0' 
und 0" (falls sie vorhanden sind) gleich F(x) ist und die in jedem der 
Intervalle 0k gleich einer linearen Funktion ist, die in den Endpunkten 
dieser Intervalle dieselben Werte wie F(x) annimmt. 

Die Funktion 4>(x) ist in jedem Punkte von A stetig: für die 
Punkte von B und die isolierten Punkte von (A - B) ist dies evident: 
um die Behauptung auch für die Häufungspunkte von (A - B) zu be
weisen, muß man die Tatsache benutzen, daß in jedem der Intervalle 0" 
die Variation von 4>(x) nicht großer ist als die Differenz der oberen 
und unteren Grenze von F(x) in diesem selben Intervalle. 

Wäre nun eine zweite Funktion 11'1 (x) mit den geforderten Eigen
schaften vorhanden, so müßte die entsprechende Funktion 411 (x) inner
halb eines jeden 0k dieselben Derivierten wie 4J(x) besitzen; in der 
Punktmenge CA - (0' + 0"» haben dann die bei den Funktionen 4J(x) 
und 01 (a;) üherall eudliche Derivierte, die einander gleich sind außer 
höchstens in der abzählbaren Punktmenge CA - B). Da außerdem 
41(x) = 4>1 (x) auf der Punktmenge 0' ist, müssen nach dem § 524 diese 
heiden Funktionen auf A übereinstimmen und man schließt hieraus, 
daß auch F(x) = F1 (x) überall auf A sein muß. 

Hieraus entnimmt man, daß folgende Bedingungen dafür notwendig 
und hinreichend sind, daß ein uneigentliches Integral von fex) ül)er A 
existiere: 

1. Die Punktmenge (A-B) muß abzählbar sein. 
2. Die Funktion fex) muß übel' jede der Punktmengen 0k' 0', 0" 

entweder summierbar oder uneigentlich integrierb~r sein. 
3. Die Konstruktion einer stetigen beschränkten Funktion 4>(x), 

die linear in den 0k ist und dort die vorgeschriebenen Variationen be
sitzt, muß möglich sein. 

4. Wenn man in jedem der Intervalle 

o!: ak < x < bk 

die Funktion fP(x) durch 

'" 
4>(a,t) + j'rCx) dx 

ersetzt, muß man eine stetige Funktion F(x) erhalten. 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß diese 

vierte Bedingung erfüllt sei, ist folgende: man bezeichne mit ak die 
39* 
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Differenz der oberen und unteren Grenze der Funktion 

'" 
!f(x)dx 

im Intervalle dk • Dann muß 
"-k 

lim f1k = 0 
k=oo 

sem. 

Der zweite Mittelwertsatz der Integralrechnung. 

537. In der Geschichte der Analysis hat ein Satz, den man den 
zweiten Mittelwertsatz nennt und den wir weiter unten formulieren, eine 
bedeutende Rolle gespielt. Man erhält ihn durch folgenden Kunstgriff, 
der unter dem Namen "partielle Summation" bekannt ist. 

Es sei auf einem linearen Gebiet 

(1) A: a<x<b 

eine stetige und beschränkte Funktion F(x) gegeben, für welche die 
Grenzwerte 
(2) lim F(x) = F(a) , lim F(x) = F(h) 

x=a x=b 

existieren. Durch (n - 1) Punkte 

(3) Xl < Xi < ... < X" -1 , 

die alle in A liegen, werden n offene zusammenhängende 'reilmengen von 
A definiert. Wir geben uns ferner eine monotone Folge von n Zahlen 

(4) «1 < «2 < ... <"" 
und betrachten den Ausdruck 

(5) S = "1(F(x1)-F(a) + "2(F(x2)-F(x1) + ... 
+ "n-l (F(xn _ 1) - F(x,,_s) + ",,(F(b) - F(xn _ 1) , 

den man durch Um ordnung der Glieder schreiben kann 

(6) S = - a1 F(a)- (a2-a1)F(x1) - ••• - (a,,-an _ 1)F(x,,_1) + a"F(b), 

Addiert man gliedweise zu der letzten Gleichung die Identität 

0= "11 + (a2 - (1)1 + ... + (a" - a,,_I)l -, a"l, 
wobei 1 eine beliebige Zahl bedeutet, so kommt: 

S = (1,1 (l - F(a) + a,,(F(b) - 1) + Bel) 
mit der Abkürzung 

Rel) = (<<,-(I,I)(l-F(x1) + ("s-a,)(),,-F(x,) + ... 
+ (a,,-an_'l)(l-F(xn _ 1)· 
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Die Funktion R(l) ist eine lineare Funktion von 1, die wegen (4) 
einen nicht negativen Wert annimmt, wenn man für 1 die obere Grenze 
G von F(x) im abgeschlossenen Intervall 

(7) x1 <X<X"_1 

einsetzt, und einen nicht positiven Wert, wenn man für 1 die untere 
Grenze 9 von F(x) in (7) nimmt. Entweder ist also Bil) identisch Null 
(dann muß aber an ="1 sein) oder der Wert von 1, für welchen 

(8) R~l) = 0 

ist, liegt in der abgeschlossenen Punktmenge 

(9) 

Es gibt also jedenfalls mindestens einen speziellen Wert 10 von l, der 
der Bedingung (9) genügt und für welchen (8) erfüllt ist, so daß 

S = a l (10 - F(a») + a1l(F(b) -10) 

wird. Nun gibt es innerhalb des abgeschlossenen Intervalls (7), wenn 
lUau die Stetigkeit vun F(x) benutzt, mindestens einen Punkt~, für 
welchen 

ist, und man kann schreiben: 

(10) { S = a l (.F'(~) - F(a) + anCP(b) - F(~), 

Xl<~<X"_l' 

538. Wir setzen jetzt voraus, daß F(x) ein unbestimmtes Integral 
einer über A summierbaren Funktion fCx) ist und bezeichnen mit tJ!(x) 
eine in .A. definierte, monoton wachsende endlichwertige Funktion, die 
in den n Teilgebieten von A, die durch die Punkte Xv Xv ... , x ll_ 1 

bestimmt werden, die Werte al , ag , ••• , an annimmt. Nach der Gleichung 
(5) des vorigen Paragraphen ist dann 

I, 

S = j~f(x) . 1jJ(x) dx 
a 

und die Gleichung \)0) läßt sich also schreiben 
b ~ lJ 

(11) J'f(x). tJ!(x)dx = «l!f(x)dx + an!'f(X)dX. 
a a 

Wir bezeichnen ferner mit q;(x) eine beliebige, in A definierte 
monoton wachsende und beschränkte Funktion und wählen zwei be-
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liebige endliclle Zahlen a und ß, die den Bedingungen 

a<rp(a+O), ß>rp(b-O) 
genügen. 

Man kann nun die .1!~unktion rp(x) in jedem Punkte von Aals 
Grenze einer Folge von endlichwertigen, monoton wachsenden Funk
tionen 

'1'1 (x), rps (x), ... 

darstellen (§ 357), die in einer gewissen Umgebung von a den Wert « 
und in einer gewissen Umgebung von b den Wert ß annehmen. Dll: 
nun stets 

\rpnex)f(x) < Clal + IßI) If(x) I 
ist, ist nach dem Satze 16 des § 402 

b " 

(12) !f(x)rp(x)dx = lim j'f(x) CPnex) dx .. 
a U=~a 

Nun ist aber nach (11) für jedes n 
b ; b 

(13) !f(x)CPn(x)dx = a!feX)dX + ß!f(x)dx, 
'" a ~" 

wobei ; .. einen geeigneten Punkt der Punktmenge A berleutet. 
Aus der Folge 

~1' ~2' ~s, ... 
kann man eine konvergente Teilfolge 

~l' ~ ... ' ~n." ... 

aussondern, die gegen einen Punkt ~ konvergiert, der entweder in A 
liegt oder einen der Werte (1, oder b annimmt. Dann ist aber wegen 
der Stetigkeit des unbestimmten Integrals einer summiel'baren Funktion 
als Funktion ihrer oberen oder unteren Grenze 

~"" ~ 
.r !~~~rf(X)dX =[f(X)dX, 

I !~"{Xi dx - [(x) dx 

(14) 

und folglich, wenn man (12), (13) und (14) beriteksichtigt, 
b ~ b 

(15) [fCx) cp(x) dx = a[feX)dX + ß!feX)dX. 
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Der zweite Mittelwertsatz. Ist fex) eine iiber das lineare Gebiet 

A: a<x< b 
summierbare Funktion und cp(x) eine monoton wachsende Funktion, die 
in A beschränkt ist, bezeichnet man ferner mit a und ß zwei endliche 
Zu.hlen, die den Bedingungen 

"<CP(lt+Ü), ß>cp(b-O) 
genügen, so gibt es eine endliche oder unendliche Zahl ;, die entweder in A 
liegt oder einem der Werte a, b gleich ist, und für welche die Gleichung 

b ~ h 

!fex)cpeX)dX = "!f(X)dX + ßfl(X)dX 

,9ilt. 

539. Man kann den zweiten Mittelwertsatz auch auf uneigentliche 
lntegl'ale übertragen. Ist z. B. fex) in jedem abgeschlossenen TeilintervaU 
von A summierbar und existiert das ulleigentliche Integral 

b 

(1) !l(x)dx, 
a 

so muß auch das uneigentliche Integral 
b 

(2) !fex) cp(x) dx 
a 

existieren. Denn für je zwei Punkte x' und :c" von A ist nach dem 
vorigen Satz 

~ , ~ 

(3) !f(x) cp(x) dx = "!fCx) dx + ß !t{x) dx (x' < fj < x") 
~ ~ 1 

und daher auch 
:t" 'I 

Iff(x) cp(x) da: < 1"1 !fCa:) dx + ßII!r(x) da: 
~ ~ "l 

Die rechte Seite dieser Relation konvergiert aber gegen Null, wenn lllan 
x' und x" beide gegen Ct oder heide gegen b konvergieren läßt, und 
hieraus entnimmt man etwa wie im § 534 die Existenz des uneigentlichen 
Integrals (2). 

Läßt man also in der Gleichung (3) den Punkt x' gegen a und den 
Punkt x" gegen b konvergieren, 80 beweist man genau wie im vorigen 
Paragraphen die Existenz eines Punktes ~, fUr welchen die Gleichung (15) 
dieses Paragraphen gilt. 
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Sind endlich, wie im § 535, die kritischen Punkte 

Xl < Xs < ... < xm _ l 

des uneigentlichell Integrals 
'" 

F(x) = !f(x) dx 
a 

§ 640 

in endlicher Anzahl vorhanden, so bemerke man, daß der zweite 
Mittelwertsatz auf jede der m Teilmengen angewandt, in welche A 
durch die Punkte x" zerlegt wird, die Gleichung liefert 

b t ~ 

!f(X) rp(x) dx = [«!feX)dx + fJJ(xl)[f(x)dxJ 

~. "'s 

+ [rp(x1)!f(x) dx + tp(xs)!f(x) dxJ + .. 
"'. ~. 

~ b 

.. + [rp(X"'-lt,CX)dX + fJ[f(X)dX]. 

Diese letzte Gleichung läßt sich aber schreiben 
b 

jf(x) rp(x) dx= a(FCgt)-FCa» + rp(x1)(JiY;2)-F(gl) + ... +fJ(FCb)-Fcgm)) , 
a 

sie ist genau VOll derselben Gestalt wie die Gleichung (5) des § 537 
und läßt sich ebenso wie dort in die Form 

b 

!f(x) rp(x) dx = a(FCg) - F(a)) + ß(F(b) - FCg)) 
a 

überführen. 

64:0. Die geometrische Bedeutung des zweiten Mittelwertsatzes ist 
folgende: man kann im Integrale 

b 

fr(x) rp(x) dx 
a 

die monoton wachsende Funktion rp(x) durch eine zweiwertige mo
notone Funktion leX) ersetzen, ohne den Wert des Integrals zu ändern. 
Man kann sogar die beiden Werte von leX) beliebig vorschreiben unter 
der einzigen Einschrä.nkung, daß die Ungleichheiten 

bestehen. 
x(a) < rp(a + 0) und ZCb) ~ tp(b -0) 
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Es ist klar, daß ein analoger Satz bestellen muß, wenn cp(x) eine 
monoton abnehmende Funktion bedeutet; um dieses einzusehen, braucht 
man nur in unseren Formeln die unabhängige Veränderliche x durch 
eine Veränderliche - y zu ersetzen. 

Erweiterung des Deftnitionsbereichs stetiger Funktionen. 

&4-1. In der ersten Auflage dieses Buches habe ich mit Hilfe der 
Theorie der einfachen Integralen auf sehr einfachem Wege gezeigt, daß 
eine Funktion, die auf einer abgeschlossenen Punktmenge Ades n-dimen
sionalen Raumes definiert und in je.dem Häufungspunkt von A stetig 
ist, zu einer im ganzen Raume stetigen Funktion ergänzt werden kann. 
(S. die §§ 541-543 der ersten Auflage). Hier wollen wir einen anderen 
Beweis desselben Satzes geben, der elementarer ist und sich auf einen 
an sich sehr interessanten Satz von H. Hahn stützt: 

Satz 1. Es seien in einet· in sich dichten Punkfmenge A zwei 
Funktionen (CP) und g(P) gegeben, die der Bedingung f(P) < g(P) ge
nügen. Die Funktion ( P) soll auf A eine endlIiehe obere Grenze besitzen 
und nach oben halbstetig sein; g(P) dagegen soll eine endliche untere 
Grenze haben und nach unten Italbstetig sein. Dann .qibt es eine auf A 
stetige Funktion h (P), die der Bedingwng 

(1) (P) < h(P) < g(P) 
genügt. 

Nach den Sätzen 1 und 2 des § 367 gibt es zwei Folgen von be
schränkten Funktionen (fI(P) und U,,(P), die auf A stetig sind und den 
Bedingungen 

(2) t;.(P) ~f2(P) >"', !im (,,(P) = (P) 

(3) gt(p) < g2(P) <. ", lim g,,(P) = g(P) 
genügen. 

Wir definieren nun h(P) folgendermaßen: in der Teilmenge 
Al = M(f == g) von A setzen wir zunächst 

(4) It(P) == f'(P) = g(P) (P -< AI)' 

In jedem Punkte Po der Punktmenge A - Al = M(f< g) gibt es 
eine kleinste natürliche Zahl nOl für welche na.ch (2) und (3) die Relation 
g"o+l (Po) > ('110 (Po) gilt. Wir nennen no die zum· Punkte Po zugehörige 
charakteristische Zahl und setzen 

(5) },,(Po)- f~o(Po)+g ... (Po)~lf"o\Po)-g,,"(po), 

d. h. gleich der größeren der beiden Zahlen (".cPo) und g".(Po)· 



618 Kap. X. Funktionen einer Veränderlichen § 542 

Nach Voraussetzung gilt im Punkte Po die Relation 9"0 + I > ("0 
und nach (2) ist 9"0+ 1 > 9710; hieraus folgt also h <9"0+ 1' Nimmt man die 
Relation (no < h hinzu und berücksichtigt (2) und (3), so erhält man 
die Bedingungen 

(6) ( .. (Po) < h(Po) < 9n+I(PO) für n > no' 

Ferner sehen wir, daß nach Voraussetzung für no > 1 im Punkte Po 
die Relation 9no < ("0- 1 gelten muß und nach (2) ist (no < ("0- 1 ' Wir 
haben also jedenfalls g,.o < h < ("0- 1 und mit Berücksichtigung von 
(2) und (3) 

(7) g"+1 (Po) ::; h(Po) :s; (,,(Po) für n < no und no> 1. 

Aus (2). (3) und (6) folgt nun sofort die Relation (1), und es bleibt 
nur noch zu zeigen, daß h( P) auf A stetig ist. 

642. Nun kann man zu jedem Punkte Po von (A - AI)' für welchen 
entweder die charakteristische Zahl no = 1 ist oder gno (Po) < ("0- 1 (Po) 
ist, eine Umgebung UPo zuordnen, für welche die charakteristische Zahl no 
konstant ist. In dieser Umgebung wird h(P) durch (5) definiert und ist 
im Punkte Po stetig. 

In allen übrigen Punkten von A - AI gilt die Helation 

g".(Po) = (no-I (Po) > {no (Po) , 

und daher ist h(Po) .... gn.cpo)' Ferner gibt es eine gewisse Umgebung 
UPo 'von Po, in der die charakteristische Zahl n'o::; no ist. In allen Punk
ten, in denen n'o < no ist, kann man n = no - 1 in (6) setzen und erllält 

(no-I(P):S; h(P) < gno(P); 

in den übrigen Punkten von Up ist 
o 

9 (P) < h(P\ = fno{P) + 9no(P;+! t~o(P) - 9no(P) 
"0 = ) 2 

Definiert man also in U p die stetige Funktion 1/JI (P) als die kleinere 
der beiden Zahlen ("0- 1 (P) und .qno(P) und die stetige Funktion 1/J2 (P) 
als die größere der bei den Zahlen (no (P) und 9no (P), so ist 1/J1 ::; h < tJ!2' 
und da 1/J1 (Po) = 1/Js (Po) = 9 (Po) ist, ist auch hier die Funktion h (p) 
stetig in Po, no 

Ist endlich PI -< Al und nach Definition h(PI ) = {,(PI) = g(P1), 

so gibt es nach (2) und (3) zu jeder positiven Zahl E eine natitrliche 
Zahl N und eine Umgebung U/', von Pt, so daß die Relationen 



§ 643 

(8) 

Erweiterung des Definitionsbereichs stetiger .I!'unktionen 

{
h(PI ) - E < (,v(P) < h(PI ) + E 

h(PI) - E < gN+I(P) < h(P1) + E 

619 

in jedem Punkte von Up, erfüllt sind. Hieraus folgt aber, fUr die Punkte 
von []P" die zu Al gehören nach (2), (3) und (4) und für die Punkte 
von Up , die zu (A - Al) gehören, nach (6) und (7), daß in allen 
Punkte~ von U(PI ) die Funktion h(P) zwischen (11' und gN+l Iil'gt, 
80 daß nach (R) die Bedingung 

h(PI ) - E < h(P) < h(PI) + E 

erfüllt sein muß. Hieraus folgt die Stetigkeit von h(P) auch in allen 
Punkten von Al' und der Satz von Hahn ist also vollständig bewiesen. 

64:3. Es sei nun A eine abgeschlossene Punktmenge und ([J(P) 
eine endliche Funktion, die auf A definiert ist und in jedem Häufungs
punkt von A stetig ist. Die Funktion 

(1) 
<l>(p) 

q;(P) = 1 + I iP(p) I 

hat dann dieselbe Eigenschaft; außerdem iflt aber - 1 < rp(P) < + 1. 
Die Funktion r(p), die in A gleich rp(P) und auf der Komplementär
menge A' von A gleich - 1 ist, ist halb stetig nach oben; die Funktion 
g(P), die auf A gleich rp(P) und auf A' gleich + 1 ist, ist halbstetig 
nach unten, und es ist im ganzen Raum r < g. Nach dem vorigen Para
graphen gibt es eine im ganzen Raume stetige Funktion h(P) mit der 
Bedingung r(p) < h(P) < g(P); insbesondere gilt dann auf A die 
Gleichung h(P) = rp(P). Bezeichnet man mit E(P, A) die Entfernung 
eines beliebigen Punktes des Raumes von A, so ist die Funktion 

h(P) 
'IjJ(P) = 1 + E(P, A) 

ebenfalls stetig im ganzen Raume, und es ist 'Ij.(P) = rp(P) auf A; 
außerdem ist aber überall - 1 < 'IjJ(P) < 1. 

Wir setzen jetzt 

(2) 

die Funktion F(P) ist stetig im ganzen Raume und man berechnet 
sofort mit Hilfe von (1), daß in jedem Punkte von A die Gleichung 
F(P) = «P(P) gilt. Wir haben mH anderen Worten den 
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Satz 2. Ist auf einer abgeschlossenen Punktmenge A des n-dimen
sionalen Raumes eine endliche Funktion ,pcP) definie,rt, die in allen 
Häufttngspunkten von A stetig ist, so kann man eine im ganzen Raume 
endliche und stetige Funktion F(P) finden, die in jedem Punkte von A 
gleich (J)(P) ist. 

WIr betrachten jetzt eine endliche Funktion ,pcP) mit endlicher 
unteren Grenze g, die auf einer in sich dichten Punktmenge A defi· 
niert, und auf einer abgeschlossenen Teilmenge B von A stetig ist. 

Dann ist mit der Bezeichnung 
W(P) 

(3) fJJ(P) = 1 + I w(P) 

die Funktion fJJ(P) ebenfalls stetig auf B; außerdem gelten, wenn man 

setzt, die Ungleichheiten 

9 
1+91=1' 

- 1 < l' ~ fJJ (P) < 1. 

Bezeichnen wir nun mit t/J(P) die untere Limesfunktion von fJJ(P) 
und mit X(P) eine Funktion, die auf B gleich fJJ(P) und auf (A - B) 
gleich r ist, so ist die Funktion t/J (P) halbstetig nach unten und die 
Funktion x(P) halbstetig nach oben. Außerdem gilt aber überall in 
(A - B) die Relation x(P) ::; t/J(P) und in B die Relation x(P) = t/J(P) 
= fJJ(P). Nach dem Satze 1 des § 541 gibt es also eine überall stetige 
Funktion f(P), die nirgends tp(P) übertrifft, auf B mit dieser letzten 
Funktion übereinstimmt und die nirgends kleiner als l' ist. 

Für die durch die Relation 
f"(P) 

F(P) = 1- t'(P) 

definierte Funktion, die in A stetig, und nicht größer als ,pCP) ist und 
die außtrdem auf B mit w(P) zusammenfällt, gilt der 

Satz 3. Ist die punktion W(P) auf einer in sich dichten Punkt
menge A definiert und auf einer abgeschlossenen l'eilmenge B von A 
stetig, so gibt es, falls f.P (P) eine endliche untere Grenze besitzt, p"1mktionen 
F(P), die auf A stetig sind, die (J)(P) nirgends übertre/ren ltnd die 
außerdem auf der Punktlnenge B mit w(P) übereinstimmen. 
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Kapitel XI. Funktionen von mehreren Veränderlichen. 
Der Satz von Fubini. 

544. Wir betrachten einen (m + n)-dimensionalen Raum ffim-t-n 
und bezeichnen die Koordinaten seiner Punkte mit 

(1) 

Jedem Punkt P des ffim -t-.. entspricht dann eineindeutig ein Punkte
paar [Pi, PlI], wobei pi ein Punkt des m-dimensionalen Raumes ffim 

der x mit den Koordinaten 

p': Xu x j ' ••• , xm 

und P" ein Punkt des n-dimensionalen Raumes ffi" der y mit den 
Koordinaten 

p"; Yu Y2" . . ,y" 

bedeutet. Wir können also P durch das Symbol [Pi, P"] ersetzen;" 

(2) P = [Pi, plI]. 

Ein beliebiges Intervall 1 des ffim+n ist durch die Ungleichheiten 

f ak<xk<bk (k=1,2, ... ,m) 
l cj<Yj<di (j=1,2, ... ,n) 

(3) 

definiert. Die erste Zeile von (3) bestimmt ein Intervall l' des ffim , die 
zweite Zeile aber ein Intervall 1" des ffin ; und mit der Bezeichnung (2) 
ist ein Punkt [P', Pli] des ffi",+n dann und nur dann in 1 enthalten, 
wenn die Relationen 

pi -< I' und P" -< I" 
zugleich gelten. Wir können also auch hier schreiben 

(4) 1 = [I', 1"]. 

Um Verwechslungen zu vermeiden, wollen wir den Inhalt einer 
meßbaren Punktmenge Ades (m + n)-dimensionalen Raumes mit mA, 
den Inhalt einer meßbaren Punktmenge B des m- dimensionalen Raumes 
der x mit p.B und den Inhalt einer meßbaren Punktmenge C des n
dimensionalen Raumes der y mit v 0 bezeichnen. Mit diesen Bezeich
nungen ist dann nach der Definition des Inhaltes eines Intervalls (§ 228) 
für das Intervall (4) 
(5) m1 = ,.,.,1' . v 1". 
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045. Es sei nun A eine meßbare und beschränkte Punktmenge 
des 91",+", die in dem Würfel 

(1) W = [W', W"l 

enthalten ist. Es sei P' ein beliebiger fester Punkt des ffi.m und mit 
B(P') die Gesamtheit der Punkte P" des n-dimensionalen Raumes 
der y bezeichnet, für welche [P', P"] einen Punkt von A bedeutet. 
D. h. die Punktmenge B(P') ist die Projektion auf 91" des Durch
schnittes von A mit einer zu ffin parallelen n-dimensionalen line
aren Mannigfaltigkeit; sie ist entweder leer (was z. B. der Fall ist, 
wenn P' außerhalb des WUrfeis W' liegt) oder eine Teilmenge des 
Würfels W", und daher immer beschränkt. Der äußete Inhalt v* B(P') 
ist dann eine beschränkte Funktion von P', die wir mit tp(P') be-
zeichnen 
(2) tp(P') = v*B(P') , 

und die fUr alle Punkte P' des ffi", definiert ist. 
Genau ebenso können wir der meßbaren Pllnktmenge 

(3) Al = W-A 
eine Punktmenge B1 (P') zuordnen, die für jeden Punkt P' des ffi"" 
definiert ist und hierauf die Funktion 

(4) !Pl (P') = v* B l (r) 

einführen. Da, falls P' einen beliebigen Punkt von W' bedeutet, für 
jeden Punkt P" des Würfels W" der Punkt [P', Pli] des (m+n)-dimen
sionalen Raumes entweder in A oder in At enthalten sein muß, haben 
wir stets 
(5) B(P') + Bt(P') = W", 

und hieraus folgt wegen (2) und (4) 

(6) !pCP') + !P1 (P') > v W", (für P' -< W'). 

Es ist gut zu bemerken, daß die (m + n)-dimensionale Meßbarkeit 
der Punktmenge A nicht die n-dimensionale Meßbarkeit der Punkt
mengen B(P') nach sich zieht. Man wähle z. B. A so, daß B(P') immer 
leer ist, wenn P' nicht im Mittelpunkte Po' von W' liegt, und daß 
B(Po') gleich einer nicht meßbaren Teilmenge des Würfels W" ist. 
Dann ist A eine Nullmenge des ffi",+n und daher meßbar. 

Wir bezeichnen mit 

eine Folge von Intervallen 
(7) (k= 1, 2, ... ) 
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des 9tm + ,,' die erstens A überdecken, 

A -< 11'1 + 11'2 + ... , 
zweitens alle im Würfel TVenthalten sind, 

(8) 11'& -< W, 
und fÜI' welche endlich die Relation .. 
(9) ~m11'k<mA + ~ 

k=l 

erfüllt ist. 

623 

Es sei nun 1f!1'k(P') eine Funktion des m-dimensionalen Raumeg 
der x, die innerhalb des Intervalles IJ,k den Wert vI;~ annimmt und 
sonst Null ist. Da wegen (7) und (8) 

l;k -< W' 
ist, hat man, wenn man die Funktion 1f!pk(P') über W' integriert, .r 1f!pk( P') dw' = ,.,,1;1< . v I;'k, 

JY' 

und daher wegen der Gleichung (5) des vorigen Paragraphen: 

(10) f tPpk(P')dtt" = mlpk ' 
1\" 

Setzt man 

(11) 1]J~(P') = 1f!pt (P') + tPpj(P') + 1f!ps(P') + .. " 
so ist, weil die 1f!1'k(P') lauter nichtnegative und meßbare Funktionen 
sind und weil nach (9) die Summe über k der Integrale (1.0) beschränkt 
ist, nach dem Satze 4 des § 383 die Funktion 'qJ'p(P') eine über W' 
summierbare nicht negative Funktion, und man hat nach demselben 
Satze mit Berücksichtigung von (9) 

(12) .f 'P'p(P') dw' < mA + ~. 
1'1" 

Setzt man endlich 

(13) 7lY(P') = untere Grenze von ( Y't CP'), 1]J"2(P'), " ·1. 
so ist 'qJ'(P') ebenfalls über W' summierbar (§ 400) und man hat 
nach (12) und (13) 

(14) f'P'(P')dw' < mA. 
lV' 

Wir wollen jetzt die Funktion W(P') mit der durch die GleichUJJg (2) 
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definierten Funktion f{!(P') vergleichen und bemerken hierzu, daß für 
jeden festen Wert vonp jeder Punkt der Punktmenge B(P') bei fest ge
wiihltem P' in mindestens einem der Intervalle I;'k des n-dimensio
nalen Raumes liegt; für diesen Wert von k und für das betrachtete P' 
ist außerdem 

I/Jpk(P') = vI;~ .. 

Hieraus folgt aber nach (11) fiir jedes P' 

'lJ!iP') 2 v* B(P') = f{!(P') 

und da die letzte Bedingung für jede natürliche Zahl p gilt, können 
wir nach (13) schreiben 
(15) 'IJ!(P') > f{!(P'). 

Genau ebenso können wir die Punktmenge Al =( W -A) behandeln 
und eine nicht negative Funktion X(P') bestimmen, die über W' sum
mierbar ist und für welche die beiden Relationen 

(16) fX(p') dw' < mAu 
w' 

(17) X(P') > f{!l (F') 
zugleich erfüllt sind. 

Nun bemerke man, daß wegen der Meßbarkeit von A 

(18) omA + mAl = m W 
ist, und daß die Gleichung 

mW= !LW', vW" 
auch geschrieben werden kann 

(19) JvW"dw'=mW; 
11" 

addiert man also (14) und (16) und beritcksichtigt (18) und (19), so 
erhält man die Relation 

(20) f! 'Ip'(P') + X(P') --- v W"} dw' ~ O. 
W' 

Anderseits ist, wenn man (6) mit (15) und (17) vergleicht, 

(21) 'IJ!(P') + X(P') 2: f{!(P') + f{!l(P') > vW"; 

die Funktion unter dem Integral (20) ist also nie negativ und hieraus 
folgt erstens, daß in (20) das Gleichheitszeichen gilt: 

(22) }'\ 'IJ!(P') + X(P') - vW"}dw' = 0 
W' 
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und zweitens (§ 405, Satz 2), daß in jedem Punkte des Würfels W' 
.außer höchstens in einer Nullmenge c' des m-dimensionaJen Raumes 

(23) -qJ'(P') + X(P') = v W" 
'sein muß. 

Die Gleichung (22), die man mit Hilfe von (18) und (19) schreiben 
kann 

.f(lP'(p') + X(p')) dw' = mA + mAl 
w' 

ist nur dann möglich, wenn in den Relationen (14) und (16) das Gleich
heitszeichen besteht. In der Punktmenge (W' - c') des m-dimensionalen 
Raumes ist nach (21) und (23) 

(24) Y!(P') + X(P') = tp(P') + tpl (r) = 11 W"; 

f'fll· die Punkte dieser Menge muß also in (15) und (17) ebenfalls das 
Gleichheitszeichen bestehen, und da die Punktmenge e' eine Nullmenge 
ist, folgt hieraus, daß tI!(P') und tp(P') äquivalente FUllktionen sind. 
Die }!'unktion tp(P') ist also ebenso wie -qJ'(P') über W' summierbar 
und man hat 

(25) .f tp(P') dw' = j'y!(p') dw' = mA. 
W" w' 

Nach dem Satze 8 des § 260 folgt ferner aus (24), wenn man bedenkt, 
daß tp(P') und tpl(P') gleich den äußeren ta-dimensionalen Inhalten der 
Punktmengen B(P') und Bl (P') sind, und daß die Summe dieser 
Punktmellgen gleich dem WUrfel W" ist, die Meßbarkeit der Punkt
mengen B(P') und Bt(P') als Punktmellgell des ~" für alle Punkte P' 
von (lV'- c'). 

Dieses schöne Resultat, das man G. }t'ubini verdaukt, bildet die Basis 
der Integrationstheorie der Funktionen von mehreren Veränderlichen. 

54:6. Das Ergebnis des vorigen Paragraphen läßt sich ohne weiteres 
auf Punktmengen A übertragen, die meßbal· im (m + n)-dimensionalen 
Raume und von endlichem Inhalte, aber nicht mehr notwendig be
schränkt sind. 

Es sei 
(1) (k= 1, 2, .... ) 

eine beliebige Folge von konzentrischen Würfeln, deren Kantenlänge 
gleich k ·ist. 

Man setze 
(2) 

und fiir jeden Punkt P' des m-dimensionalen. Raumes der x sei mit 
Carath6odor1. Reelle FanktioDeD. 40 
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B",(P') bzw. B(P') die Punktmenge des n-dimensionalen Raumes der y 
bezeichnet, fIlr welche der Punkt [P', P"] in Ai bzw . .A enthalten ist. 
Die Punktmengen Ak und Bk(P') bilden monoton wachsende Folgen 
von Punktmengen 

(3) 

Al -< A,l -< As -< ... , 
Bl(P') -< B,I(P') -< Bs(P') -< .. " 

die gegen A bzw. B(P') konvergieren; man hat also 

lim A k = .A., lim Bi(P') = B(P') , 
.10=.. k=oo 

und die Punkt mengen .Ak sind außerdem ebenso wie A meßbar. 
kann also schreiben (§ 247 und § 265) 
(4) 

(5) 11* B(P') = lim,,* Bk(P'). 
k=oo 

Wir setzen ganz analog wie im vorigen Paragraphen 

fPk(P') = "* B,,(P'), fP(P') = v* B(P') 

:Man 

und bemerken, daß die fP,,(P') eine monoton wachsende l!'olge von Funk
tionen bilden, ~ie gegen fP(P') konvergiert und daß jedes fP,,(P') außer
halb des Würfels W; verschwindet und 11ach dem vorigen Paragraphen 
über diesen Würfel summierbar ist. Es ist ferner 

f fPk(P') dw' = mAI.; 

und daher 
w~ 

(6) f fPk(P') dw' = mAk < mA. 
lJIm 

Nach dem Satze 4 des § 383 ist also auch rp(P) über den m-dimen
sionalen Raum der x summierbar, und mit Berücksichtigung von (4) 
gilt die Gleichung 
(7) .f fP(P') dw' = mA. 

lRm 

Wir bezeichnen .letzt mit ek' die 'Punktmenge des m· dimensionalen 
Raumes der x, für welche die Punktmenge B/t(P') im Raume der 11 
nicht meßbar ist. Die Punktmenge ek', die auch leer sein kann, ist 
nach dem vorigen Paragraphen immer eine Nullmengej ebenso ist die 
Punktmenge eo', in der fP(P') unendlich ist, eine Nullmenge. Das gleiche 
gilt also auch von 

e' = 80' -i- e/ -i- ~' -i- ..• 
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Für jeden Punkt der Komplementärmenge E' von e' sind sämtliche 
Bk(P') meßbare Punktmengen des .Raumes der y und daher müssen 
auch die Punktmengen B(P') meßbar sein, wenn P' in E' liegt; außer
dem ist B( P') in jedem dieser Punkte von endlichem Inhalte. 

Satz 1. Es sei A eine meßbare Punktmenge von endlichem Inhalte 
in einem (m + n)-dimensionalen Raume 9tm +", dessen Punkte durch das 
Symbol [P', P"] dargestellt werden. Mit B(P') bezeichne man die Ge
samtheit der Punkte P" des 91", für welche [P', P"] bei fest gegebenem 
P' in A liegt. Dann ist für alle Punkte P' des 91", außer höchstens für 
die Punkte einer Nullmenge e' dieses Raumes die Punktmenge B(P') meß
bat· im 91" und von endlichem Inhalt und es gilt die Formel 

(8) mA = ! v B(P') . dw'. 
911ft -C' 

Ist insbesondere A selbst eine Nullmenge, so muß 

,(vB(P')dw' = 0 
Blm-c' 

sein, und hieraus folgt die Existenz einer Nullmenge e' des m-dimen
sionalen Raumes, so daß für jeden Punkt P' der Punktmenge Si", - e' 
die Punktmenge B(P') eine Nullmenge des 91" ist. 

Satz 2. Ist A eine Nullmenge des ffi", +", so gibt es eine Nullmenge e' 
des ffim, so daß für jeden Punkt P', der in 9tm - c' enthalten ist, B(P') 
eine Nullmenge des 91ft ist. 

54:7. Wir nehmen jetzt an, wir wissen von den Punktmengen 
B(P') des vorigen Paragraphen, daß sie, außer wenn P' in einer Null
menge e' des ffim liegt, selbst Nullmengen sind. Dann können wir aus 
den vorigen Sätzen entnehmen, daß die Punktmenge A, von der wir 
nicht mehr die Endlichkeit des Inhalts voraussetzen, entweder nicht 
meßbar oder eine Nultmenge ist. 

Es ist nämlich mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen, 
falls A meßbar ist, die PUllktmenge 

AI.: = AlVl.: 

meßbar und von endlichem Inhalte und daher 

mAt = !vBk(P')dw' <.{vB(P')dw' = O. 
9!m- e' 9!m-c' 

Da die A..I; lauter Nullmengen sind, so muß dasselbe auch von ihrer 
Grenze A gelten. 

40* 
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Sa.tz 3, Bildet man wie oben rür eine beliebige Punktmenge A die 
Ptmktmengen B(P') und sind diese Punktmen,qen B(P') stets Nmlmengen 
des n-dimensionalen Raumes, außer wenn P' in einer Nullmenge e' des 
m- dimensionalen Rattmes liegt, so ist A entweder nicht meßbar oder selbst 
eine Nullmenge des (m + n) -dimensionalen Raumes. 

Die wiederholten und die mehrfachen Integrale. 

ö4:8. Es seien 
Sl1 S!"",sp 

die Koordinaten eines p-dimensionalen Raumes und m, n zwei natOl'
liehe Zahlen, deren Summe gleich p ist. Wir führen die Bezeich-
nungen ein 

J xk -= s,,(k= 1,2 .... , m), 

l1lj=sm+J (j=1,2, ... ,n) 
und bemerken. daß nach den Ausfiihrungen der vorigen Paragraphen 
eine Funktion fCP), die von einem Punkte P des p == (m + n)-dimen
sionalen Raumes der z abhängt, als Funktion eines Punktepaares [P', P" J 
angesehen werden kann, wobei P' im Raume der x und P" im Raume 
der 11 liegt. Wir können also schreiben 

fCP) = f[P', P"]. 
Wir nehmen an, daß die Funktion fCP) nicht negativ und über 

den Raum der z summierbar ist. Dann ist (§ 381) das Integral 

l:,~P)dW 
nichts aRderes, als der Inhalt einer Ordinatenmenge A von f( P) in 
einem (m + 11 + 1)-dimensionalen Raume, dessen Punkte mit 

Pt: XI"'" x",; Yb ... , 1/,,; t 

bezeichnet sein mögen. Wir betrachten den (n+ 1 )-dimensiol1ltlen Raum 
mit den Punkten 

P/': Yt, ... , Y .. ; t 
und bemerken, daß danD 

Pt = I: P', Pt! 
geschrieben werden kann. Wir bezeichnen ferner, ähnlicl. wie im 
vorigen Abschnitt, mit B(P') die Gesamtheit der Punkte Pt, fiir 
welche bei festgehaltenem P' der Punkt [P', Pt] in der (m +" + 1)
dimensionalen Ordinatenmenge A enthalten ist. Dann stellen diese 
Punktmengen B(P') gewisse Ordinatenmengen der Funktion f(P', P'1 
als Funktion von P" bei festgehaltene1ll P' dar. Der Satz 1 des § 546 
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besagt, daß B(P') für alle Punkte P', die nicht in einer Nullmenge e' 
des Raumes der x liegen, meßbar und von endlichem Inhalt ist. Die 
Funktion fT. P', P"] ist a.J.so für diese Punkte P' als Funktion von P" 
i1.ber den Raum der y summierbar und man hat 

vB(P') = "tlP', P·']dw'·. 

Die Gleichung (8) des § 546 kann also geschrieben werden 

(1) J'f(P)dw = fdw' (fT.P', P"]dw". 
9'fm +" Ii",-.' Si" 

Wir bemerken nun, daß die Gesamtheit der Punkte [P', P'1, für 
welche P' in der m-dimensionalen Nnllmenge e' liegt, selbst eine 
(m + n)-dimensionale Nullmenge e bilden. Wir bezeichnen mit 

!pep) = !p[P', P"I 

eine Funktion, die in allen Punkten von e gleich Null und sonst gleich 
f( P) ist. Dann sind die beiden Funktionen f(P) und q>(P) einander 
äquivalent im p = (m + n)-dimensionalen Raume der I! 

(2) f(P) '" tp(P) 

und außerdem ist, weil f(P) eine nicht negative Funktion bedeutet, 
(3) !pep) <..: f(P). 

Für jeden Punkt P' des Si"" der nicht in der Nullmenge e' liegt, ist 
nach Konstruktion 

f[P', p"J = tp[P', p"J 

und die Gleichung (1) kann geschrieben werden 

(4) [:~P)dW =L~~'[tp[P" P'ldw". 

Ferner ist für jeden Punkt P', der in e' enthalten ist, 

und folglich auch 

(5) 

tp[P', P"] = 0 

Der Vergleich von (4) und (5) liefert endlich die Gleichung 

.ffep)dw law'ftp[p" P"Jdw". 
9lm+.. m lJI .. 

Wir haben demnach die Sätze: 
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Satz 1. Ist 
f( P) = {[P', Pli] 

eine über den (m + n)-dimensionalen Raum iHm+n summierbare, nicht 
negative Funktion, so gibt es eine Nullmenge e' des m-dimensionalen 
Raumes iHm' so daß für jeden Punkt P', der in der Punktmenge (iHm-ei) 
enthalten ist, die Funktion f[ pi, Pli], als Funktion von pli allein, über 
den n -dimensionalen Raum iHn summierbarist, und es gilt die Formel 

r{(p)dw [dW ' [([P', P"]dw". 
s{m~,. m-. Mn 

Satz 2. Man kann unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes eine 
Funkiion rp(P) konstruieren, die den Bedingungen 

o ~ rp(P) < ((P), rp(P) '" {(P) 

genügt und außerdem die Eigenschaft hat, daß für jeden Punkt pi des 
iHm die Funktion rp[P', Pli], als Funktion von pli allein, über iHn sum
miet· bar ist und der Gleichung 

[ {(P)dW =.(dW'[9?[P', P"]du;" 
m+,. IRm 

genügt. 

549. Wir betrachten jetzt alle möglichen Spaltungen der Koordinaten 

Zv s" •.. , s1' 

des p. dimensionalen Raumes der z in zwei Gruppen von Koordinaten 

xlI ""x11I und Yl1""Y'" 

Man muß dazu der Reihe nach m = 1, 2, ... , (p - 1) setzen und für 
jeden dieser Werte von m alle Kombinationen von munter dellp Zahlen 
(ZU" .,z1') für XV"" xm wählen und die übrigen Zahlen mit YlI ... , Yn 
bezeichnen. Man findet leicht, daß im ganzen 

(1) 2p - 2 =" 
derartige Spaltungen der s-Koordinaten in zwei Gruppen existieren; wir 
bezeichnen sie mit 
(2) 811 B9I ••• , B". 
Ist für eine dieser Spaltungen Bk mit den obigen Bezeichnungen 

(3) iHp = [iHm' iHn]' P = [p', Pli], 

so sagen wir von einer über fflp summierbaren Funktion {(P), daß sie 
ttber B. summierbar ist, wenn für jeden Punkt pi die Funktion tT P', Pli] 
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als Funktion von P" allein über m .. summierbar ist; 
nach den obigen Ausführungen das Integral 

dann ist auch 

(4) .f tIP', P"] aw" 
über m,,, summierbar. 

St" 

Der zweite Satz des vorigen Paragraphen besagt nun, daß, wenn 
r(p) irgendeine über m,.. summierbare nicht negative Funktion bedeutet, 
eine Funktion ffJ(P) gefunden werden kann, die den Bedingungen 

o < ffJ(P) < r(p) , ffJ(P) '" r(p) 
genügt und über ein gegebenes Sk summierbar ist. 

Wir konstruieren nun eine Folge von unendlich vielen Funktionen 

ffJl(P), ffJ. (P) , ffJs(P), ..• 
nach folgender Vorschrift. Es soll 

o ~ ffJl (P) ~ f(P), .pI (P) '" r(p) 
·und außerdem ffJl(P) über SI summierbar sein. Zweitens soll 

o < rpt(P) S ffJl (P), rp,(P) '" rpl (P) 
und ffJ2(P) über S! summierbar sein. Allgemein soll, wenn 

q = ma + kund 0 < k < a 
ist, 

o S rp'J.(P) < rpQ-l(P), rpq(P) '" fPq-l(P) 

und ffJ'1(P) über Bk summierbar sein. 
Die monoton abnehmende Folge von nicht negativen Funktionen 

CPq(P) konvergiert gegen eine ebenfalls nicht negative Funktion ffJ(P) 

rp(P) = lim 'Pg{P) 
9"''' 

Außerdem sind die Funktionen qJ/P) alle der Funktion r(p) äquivalent 
und hieraus folgt (§ 360, Satz 5) 

qJ(P) '" fep ) ; 

.die Funktion qJ(P) ist also über den Raum mp summierbar. Ist nun 
Sk irgendeine der a Spaltungen, so ist für jede natürliche Zahl m die 
Funktion 

qJma+iep ) 
über Bk summierbar und das gleich~ gilt VOll Ullserer Grenzfunktion qJ (P), 
weil sie geschrieben werden kann 

ffJ(P) = lim 'PmaH(P) , 
m=DD 
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und daher ist für jeden Wert von P' die l!'unktiol1 'P[P', P"] als Funk
tion von P" allein über 81" summierbar. 

Satz 3. 1st {CP) eine nicht negative über ffip summierbare Funktion, 
so gibt es mindestens eine Funktion 'P(P), die den Bedingungen 

o < 'P(P) < {CP) und 'PCP) '" {CP) 
genügt und über jede dm' IX Spaltungen Sk stlmmierbar ist, 

660. Unter Benutzung des Satzes, daß man jede über den Raum ffip 

sUIDmierbare Funktion {lP) als Dilf'erenz von zwei nicht negativen, 
ebenfalls über 91" summierbaren Funktionen auffassen kann1 können 
Wil' die obigen Resultate auf Funktionen beliebigen Vorzeichens über
tragen. Wir haben zunächst den Satz: -

Satz 4. 1st 
fCP) = f[P', P"] 

eine über den (m + n)-dimensionalen Raum ffim +" = [ffiml 81,,] summier
bare Funktion beliebigen Vorzeichens, so gibt es eine Nullmenge c' von 91"., 
so daß für jeden Punkt P' der Punktmenge (ffim - e') die Funktion 
11 P', P"] als Funktion von p" allein betraChtet, über 81" summierbar 
ist, und es gilt die Formel 

jr(P)dw =[.dw'j·f[P', P'1dw" 
lllm+n 'm- C IR" 

Um den dritten Satz (der den zweiten enthält und allein betrachtet 
zu werden braucht) zu übertragen. führen wir die Bezeichnungen 

{ fl(P)=-f(P) und fsCP)=O auf M(f~O), 

fl (P) == 0 "ft(P) = - f(P) " M(f< 0) 
ein; dann gelten die Relationen 

(1) { fl (P) > 0, fs(P)~ (J 

f(P) = fl(P) - fl(P), 
Bezeichnet man jetzt mit 'Pt (P) und 'Pt (P) Funktionen, die den Be
dingungen 
(2) 0 <'PI(P)< -A(P), 0 50 'P,(P) < f,(P) 
·und 

'PI(P) '" fl(P) , 'PI(P) '" ft(P) 

genügen und über jede Spaltung Sk des Koordinatenraumes summierbar 
sind, so ist die Funktion 

'P(P) = 'PI (P) - 'PI(P) 
in jedem Punkte des Raumes ffip eindeutig definiert, da wegen (2) 
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die beiden Funktionen rp1 (P) und fP2( P) nicht zu gleicher Zeit gleich 
+ oe sein können. Ferner ist rp(P) '" r(p) und über jede Spaltung Bk' 
des Raumes \Hp summierbar. Endlich ist 

Ir(p)1 = rl (P) + t;(P), IfPCP) 1= fPl (P) + fPt(P) 
und also nach (2) 

wir haben also den 
IfP(P)! < 'f'(P)!; 

Satz 5. 1st r(p) eine über ffi .. summiet'bat'e Funktion, so gibt es 
mindestens eine Funktion fP(P), die den Bedingungen 

/fP(P)! < Ir(p) I , q>(P) '" r(p) 

genügen und üb81' jede der a BpaUungen Sk des Kotil'dinatenratt'nes sum
mierbar sind. 

551. Wir betrachten jetzt eine deI' Funktionen fP(P), die dem 
letzten Satze genügen, als Funktion der Koordinaten gu gl' ... , s,. 
des Raumes ffi1J und setzen 

rp(P) = ~(Sl1 Si' ... , sp). 
Geben wir den Koordinaten ss, s" ... , sI' il'gendwelche feste endliche 
Werte, so ist nach Voraussetzung die Funktion fP(S17"" sI') über 
den zweidimensionalen Raum der (zu z'J) summierbar und da die Funk
tion IP als Funktion von Zt allein betrachtet ebenfalls summierbar ist, 
so kann man nach dem Satze 2 das Integral dieser Funktion über dell 
Raum der (Zl1 Si) schreiben: 

.. co 

.f dgs! fP(S1" .. , sI') dsl • 
-00 -00 

Aus der Tatsache, daß unsere Funktion ebenfalls iiber den dreidimen
sionalen Raum der (Sl1 Si' zs) summierbar ist, folgt nach derselbell 
Schlußweise für den Wert dieses letzten Integrals die Formel 

.. co co 

.fd.zsJ'dz,J fP(Z17" .,sp)dsl1 
-00 -co -OQ 

und mit Hilfe des Schlusses von n auf (n + 1) erhält man schließlich 
die Formel: 

.. 00 co 

frep) dw = J'fPep) dw = J dßp! dZp_1 •• • J'fP(SI1"" zp) dzl • 

iRp )J!p -00 -oe -co 

Das letzte Integral nennt man ein p-faches Integral und man sieht 
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sofort ein, daß es unter den gemachten Voraussetzungen einen von der 
Reihenfolge der Integrationen unabhängigen Wert besitzt. 

552. Aus der Voraussetzung, daß die Funktion 

(1) r(p) '" P(SlI Z21 ••• , zp) 

über den Raum alp summierbar ist, folgt, wie wir soeben sahen, die 
Existenz des mehrfachen Integrals 

00 00 

(2) j'dsp • • ·f p(zw'" sp)dz1 
-00 -00 

und die Unabhängigkeit des Wertes dieses Integrales von der Reihen
folge der Integrationen. Die Existenz eines oder mehrerer dieser p- fachen 
Integrale hat aber im allgemeinen nicht die Summierbarkeit von (F) 
über lRp zur Folge, selbst wenn man die Meßbarkeit von r(p) im p-di
mensionalen Raume voraussetzt. 

Man kann z. B. eine meßbare Funktion von zwei Veränderlichen 
.x(x, y) so definieren, daß die wiederholten Integrale 

OG 00 00 00 

.[dy.[x(x,y)dx und fdxfx(x,y)dy 
-(1) -00 -00 -00 

heide existieren und voneinander verschiedene Werte annehmen. Dann 
ist x (x, y) sicher nicht über die xy-Ebene summierbar. 

Dazu zerlegen wir etwa das Quadrat 

4 1 

42 bf 

a31b3 
&3 

C2 

Flg.41. 

bJ 

CJ 

O<x<l; O<y<l 

durch sukzessive Vierteilung gemäß der neben
stehenden Figur in abzählbar unendlich viele Teil
quadrate 

(n= 1, 2, ... ). 

In den Quadraten a.. und auf der unteren Seite 
dieser Quadrate soll X(x, y) konstant sein und den 
Wert " .. annehmen. In den Quadraten b,. und 

auf der linken und der unteren Seite dieser Quadrate soll x(x, y) 
den Wert (J .. annehmen; in e" und auf der linken Seite von c,. soll 
X(x, y) = r .. sein. Für alle übrigen Punkte der Ebene soll X(x, y) ver
schwinden; die Funktion X(x, y), die in meßbaren Punktmengen stück
weise konstant ist, ist sicher meßbar. Nun sei außerdem für jeden 
Wert von n 

{J .. = 0, IX .. + r .. """ O. 
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Wir wollen jetzt die "11 so bestimmen, daß für alle Werte von y im 
Intervall 0 < Y < 1 das Integral .. 

jxex, y)dx 
-oe> 

einen von y unabhängigen Wert besitzt. Ist nUn d,. der Wert dieses 
Integrals über eine Parallele zur x-Achse, die das Quadrat a" durch
schneidet oder einen Punkt des unteren Randes von a" enthäit, so ist 
nach der Figur 

und die Gleichung d"+1 = 6" ist dann und nur dann erfüllt, wenn 

",.+1 = 2(". - r .. ) =- 4",. 
ist. Die gewünschte Bedingung ist also erfüllt, falls wir z. B. 

(J(..,,=4", rn=-4" 
setzen. Dann ist aber 

.. oe> 1 1 

jdyJ'Xex, y)d.'C = fdyjx(x, y)dx 
-co -oe> 0 0 

1 

= f2. dy 
o 

=2 
und anderseits wegen ,},,, = - Un 

00 00 

fdxjx(x,y)clY = - 2. 
-00 -eCI 

Für die Summierbarkeit einer meßbaren ]'unktion von zwei Ver
änderlichen über die Ebene genügt nicht einmal, daß die beiden Doppel
integrale existieren und denselben Wert haben. Z. B. .ist die 
Funktion 

t/J(x, y) = X(x, y) -l(x-l, y-l) 

nach dem Obigen sicher hieht summierbar über die Ebene xy, obwohl 
die Gleichungen 

00 00 00 CIO 

JayJ t/J(x,y)dx = JaxJt/J(x, y)dy = 0 
-00 -00 -00 -00 

bestehen. 
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553. Man kann aber die Voraussetzungen über f( P) so einsohränken, 
daß aus der Existenz eines mehrfachen Integrals die Summierbarkeit 
von f(P) über 91p gefolgert werden kann; es gilt nämlich der 

Satz 6. Eine im p-dimensionalen Raume 91p meßbare FunktiQ'Yt 

(1) fCP) = f(Sl1 es, ... , sp) 
ist summierbar über ffip' wenn man eine zu f( P) äquivalente endliche Funktion 
rp (P) finden kann, die nicht kleiner ist als eine iiber 9lp summierbare 
Fun7ction g(P), unil wenn die mehrfachen Integrale 

00 00 00 

(2) A = ~r dll ! dSi .. ·.t fP (SI' ... , $,,) dSp1 
-00 -00 -00 

00 00 

(3) y = f ds! ... Jg(Sl , . '" fifll) dep 
-00 

existieren und endliche Werte besitzen. 

Wir gehen von der Bemerkung aus, daß infolge von (2) und (3) 
die nach Voraussetzung nicht negative meßbare Funktion (fP(P) - g{PJ) 
ein ,v-faches Integral besitzt, und daß 

00 .. 

(4) .taz! •. . J(cp(Zl1' .. ,9 - g(l111 " ·,9) (J,ep = A-I' 
-00 

ist. 
Wir bezeichnen mit k eine natürliche Zahl, mit Wk den p-dirnen

sionalen Würfel, dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt der Koordinaten 
liegt und dessen Kantenlänge k ist, und mit 1/Jk (P) eine Funktion, die 
in jedem Punkte von Wk gleich der kleineren unter den beiden Zahlen 
(cp(P) - gCP» und k ist, und die sonst gleich Null ist. Die Folge 1/J1 (P), 
'I/-',(P), ... besteht aus lauter meßbaren Funktionen, die über den ganzen 
Raum summierbar sind, denn sie verschwinden überall außer in einer 
beschränkten Punktmenge, auf welcher sie beschränkt sind. Ferner ist 
diese Folge monoton wachsend und man hat 

lim f/!A;(P) = cp(P) - g(P) 
k= .. 

in jedem Punkte des Raumes. Um die 80mmierbarkeit von (cp(P)-g(P)) 
und daher auch die 8ummierbarkeit von cp(P) über Si" zu beweisen, ge
nügt es also (§ 383, Satz 4) zu zeigen, daß 

(5) .tf/!k(P) dw 
91/) 
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unterhalb einel' von k unabhängigen Schranke liegt. Nach dem Satze 5 
des § 550 gibt es nun mindestens eine Funktion xi'l . , . ',), die den 
Bedingungen 

(6) 0 <Xk(ZII' .. ,:ep) < t/lk(sw' .,ep).s: qJ(ZJI" , .,e) - g(zw'" ',,), 
00 co 

(7) J t/lk(P) dw =.f dSI .. . j''lk(ZII'''' zp) dzp 
lIIp -OO-co 

genügen, Der Vergleich von (4), (6) und (7) zeigt uns aber, daß das 
Integral (5) nicht größer als die von k unahhängige Konstante (A-r) 
ist. Die Funktion qJ(P) und die ihr äquivalente Funktion (P) sind 
daher über ffip summierbar. 

56 .... Für die Summierbal'keit einer meßbaren Funktion (P) über 
lR ist notwendig und hinreichend, daß 1 (P) I über mJl summierbar sei 
({395, Satz 6). Ist aber I (CP ) I über mp summierbar, so gibt es nach 
dem Satze 3 des § 549 eine zu I(P)I äquivalente nicht negative Funk
tion ",,(P), für welche das p-fache Integral über den Koordinatenraum 
der z existiert, Nach dem letzten Satze folgt aber umgekehrt aus der 
Existenz einer solchen Funktion ""CP) die Summierbarkeit von I (P) ; 
wir haben daher den 

Satz 7, Eine notwendige' und hinreichende Bedingung da(ür, daß 
eine meßbwre Funktion 

(P) = (so Zi' ... , zl') 

über den p-dimensionalen Raltm m summierbar sei, ist die Existenz einer 
:u If(P) I äquivalenten nicht negati~en Funktion t/l(su" .,zp)' (ü,' welche 
iltJs p-fache Integral ' 

00.. '" 

J'dz1J'dz2 , , ,J'1/J(lv .. ', Sp) dzp 
-00 -00 -00 

ezistie-rt und endlich ist, 
In unseren Beispielen des § 552 haben wir nicht die Endlichkeit 

des Integrals 
00 00 

(1) .{dx J'\f'(x, y) dy 
-00 -00 

verlangt, sondern nUl' die Endlichkeit von 
.. 00 

(2) JI(z, y)1 dx und .{I(([8, Y)i dy, 
-00 
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sowie auch die von 
GO GO GO 

(3) jdxl!f(X, y)dy I und Jdyl! 
-GO -00 -00 -00 

Der Vergleich unseres dortigen Resultats mit dem jetzIgen zeigt alsor 
daß die Endlichkeit der Zahlen (2) und (3) nicht die Endlichkeit von (1) 
nach sich zieht. Das ist eine ganz ähnliche Erscheinung, wie die des 
§ 111, wo wir Doppelsummen untersucht haben. 

ööö. Man kann in gewissen Fällen die Existenz von wiederholten 
Integralen behaupten, in denen die Meßbarkeit der Funktion unter dem 
Integrationszeichen nicht verbilrgt ist. 

Es sei z. B. in einem (m + n)-dimensionalen Raume 

81",+'10 -= [81m , 81 .. 1, 
dessen Punkte durch die Bezeichnung 

p == [P', P''] 
gekennzeichnet sind, eine Funktion 

f( P) - ([P', P"] 
gegeben, von der wir voraussetzen, daß sie bei festgehaltenem pli als 
Funktion von P' betrachtet über 9lm summierbar ist, und bei festge
haltenem P' eine halbstetige Funktion von P" ist. Ferner sei 

(1) ItIP', P"]I50: S(P'), 
wobei S(P') eine über 81", summierbare Funktion bedeutet. Wir be
trachten die Funktion 

(2) cp(P") -' l ([P', P"] dw' 

und bemerken, daß cp(P") eine beschränkte Funktion bedeutet; in 
der Tat ist 

(3) Icp(P')I50:lltIp', p"JI dw' <l'S(p') dw'. 

Wir wollen nun zeigen, daß cp(P") ebenfalls eine halbstetige Funk
tion von P" ist. Wir betrachten eine Folge von Punkten 

Pt, Pt, Ps", ... , 

die gegen P" konvergieren, und setzen z. B. voraus, daß ([P', P"] als 
Funktion von P" allein nach oben halbstetig ist. Dann ist aber (§ 129, 
Satz 2) 
(4) tIp', P'1 ~lim I1P', PtJ. 

.1:=10 
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Anderseits ist aber nach dem Satze 16 des § 402, dessen Voraus
setzungen hier wegen (1) erfüllt sind, 

(5) .r lim ([P', Pt] dw' > lim .(tIP', Pt] dw'. 
llt"! k=oo k=co Stm 

Der Vergleich von (4) und (5) liefert aber .r ([P', P"]dw':2 HOl ff[P', Pt]dw', 
)}Im k=oo)J!m 

was geschrieben werden kanll 

rp(P") :21im rp (Pk"). 
k=co 

Da. nun die letzte Beziehung für jede konvergente Folge von Punkten 
Pt gilt, die gegen P" konvergieren, muß rp(P") nach oben halbstetig 
sein (§ 129, Satz 2). 

Die endliche und halbstetige Funktion rp(P") ist über jede meß
bare Punktmenge A" von endlichem (n-dimensionalem) Inhalt summier
bar und dlls wiederholte Integral 

(6) f dw".(f[P', P"] dw' 
...t" 5tm 

stellt also lauter ausführbare Operationen dar. Die Frage aber, ob die 
Funktion 

f(P) = tIP', P"] 

als Funktion von P meßbar ist, ist dabei ganz unentschieden gelassen 
worden (vgl. dagegen den § 558). 

Satz 8. Ist die Funktion f[ P', P"] als Funktion von P' summierbar 
und als Funktion von P" nach oben (unten) halbstetig, ist außerdem 

I([P', P"]I < S(P'), 

wo S (P') eine summierbare Funktion von P' bedeutet, so ist die Funktion 

rp(P") = L:f[P', P"] dw' 

ebenfalls eine nach oben (unten) halbstetige. Funktion, die außerdem be
schränkt und daher über jede Punktmenge A" von endlichem Inhalte 
summierbar ist. 

556. Ein zweites Beispiel derselben Art ist folgendes: Die Funktion 

(P) = ([P', P"] . 

seI wiederum summierbar über 9l,,, als Funktion von P' und es sei 
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auch hier 
(1) I([P', P"]I ::::;;; S(P') , 

wo S( P') eine summierbare Funktion bedeutet. Ferner sei aber ([ P', P"] 
als Funktion von P" integrierbar nach Riemann (§ 416) über eine 
quadrierbare beschl-änkte Punktmenge Q" des ta-dimensionalen Raumes 
ffi u ' Man kann dann dieses letzte Integral als Grenzwert von gewissen 
Riemannschen Summen schreiben (§ 416). Bezeichnet man mit 8;
die Zellen des Zellennetzes, mit (! ihren Durchmesser und mitv6t den 
(ta-dimensionalen) Inhalt der Zellen, so erhält man: 

(2) 1j1(P') = [([PI, Pli] dw" = !~~ ~ ([P', P,;'lvdc". 

Wir können voraussetzen, daß idr alle betrachteten Zellennetze 

~v8t < 2vQ" 
t 

ist; dann ist wegen (1) für jedes dieser Zellennetze 

(3) 

Setzt man, wie im vorigen Paragraphen 

(4) tp(P") = f([Pl, P"] dw', 

so kann man schreiben 
lltm 

(5) .f(~(rp', PtJ v 8/') dw' = ~tp(P/)V8k'" 
~m k t 

Nun folgt aber aus (2) und (3), daß 1j1(P') die Grenze einer Folge von 
Funktionen ist, die über ffi". summierbar sind und deren absoluter Be
trag nicht größel' ist· als die über ffim summierbare Funktion 2 S (P')· v Q". 
Die Funktion 1j1(P') ist daher auch über ffi,. summierbar und wenn wir 
die Gleichung (6) noch hinzuziehen, so bekommen wir die Gleichung 

{1j1(P')d.w' = lim ~tp(P,,")v6Ir'" 
~'" (1=0 10 

Die letzte Summe konvergiert bei jeder Wahl der Punkte Pt inner
halb der jeweiligen Zelle, und hieraus folgt (§ 416, Satz 3), daß die 
Funktion tp(P") über Q" nach Riemann integrierbar ist und daS lllall 

schreiben kann 
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Die letzte Gleichung ist aber nur eine abgekürzte Schreibweise für 

(dw',(f[P', P"] dw" = faw"j'f[P', P"] dw'. 
dlm Q" Q" ~)tm 

641 

Satz 9. Ist die Funktion f[ P', P"] als Funktion von P' summierbar 
über \Rm und als Funktion von P" nach Riemann integrierbar 'über eine 
quadrierbare Punktmenge Q" des ffin , ist ferne1' 

I{[P', P"]I < B(P') , 
wo S(P') eine über \R", sWnlnierba1"C Funktion bedeutet, 
heiden Funktionen 

so ist von den 

€pCP") =.(f[P', P"] (Ju", IjJ(P') =,/f[P', P"]dw" 
9tm Q" 

die erste über Q" nach Riemann integrierbar, die zweit.e über ffi rn sum
mierbar, und es gilt die Gleichung 

J'fP(P") du'" = f ljJ(P') d·w'. 
Q" mm 

Partielle Ableitungen. Di1ferentiierbarkeit. 

567, Wenn man in einer endlichen Funktion f(xo x2, ... , X,,} von 
mehreren Veränderlichen allen Veränderlichen bis auf eine feste Werte 
gibt, so erhält man eine Funktion einer einzigen Veränderlichen X k , auf 
welche man die Überlegungen des vorigen Kapitels anwenden kann. Ins
besondere kann man dann die Derivierten von f(x l1 ... , xn ) als Funktion 
von xk allein bilden; man nennt diese Derivierten die partiellen Deri
vierten von f in bezug auf xk und stellt z. B. die betreffenden Haupt
derivierten durch die Symbole 

15 +fXk' J) +t~k usf. 
da.r. Haben diese vier Hauptderivierten denselben Wert, so sagt man, 
da.ß f im betreffenden Punkte nach Xc partiell differentiierbar ist, 
und bedient sich dann eines der Symbole 

'O!' -.,- oder fx' 
UXk k 

Wir wollen auch im folgenden unter partieller Ableitung nach xk 

eine Funktion verstehen, die gleich fXk ist in allen Punkten, in denen 
die gegebene Punktion nach xk partiell differentiierbar ist und eine 
endliche Derivierte besitzt, und die sonst gleich Null ist. Wir be
zeichnen diese partielle Ableitung mit 

t~k . 
Caratheodory, Reelle }'unktionen. 41 
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Ist die Funktion 
tYP) = ((xu X 2, ••• , x .. ) 

einerseits eine meßbare Funktion des n-dimensionalen Raumes, ander
seits stetig in einer Veränderlichen xk , so kann man, indem man die 
partiellen Hauptderiviel-tell nach x" nach der Methode berechnet, die 
im § 472 henutzt wurde, ohne weiteres folgern, daß diese ebenfalls 
meßbare Punktionen des 91 .. sind. 

Die Punkte, in denen die partiellen Hauptderivierten nach x lc ein
nnder gleich, d. h. die gegebene Ftmktion nach :.r:k partiell difFerentiierbar 
ist, hilden also jedenfallR eine meßbare Punktmenge und dasselbe gilt 
von den Punkten, in denen eine der Hauptderivierten unendlich ist. 
Hieraus folgt endlich, daß die partiellen Ableitungen t~1r ebenfalls meß
bare Funktionen sind. 

Satz 1. Die partiellen Hauptderivierten und die pat'tiellen Ablei
tungen nach· xk von Funktionen mehrerer Veränderlichen, iJW meßbar und 
in x" stetig sind, sind eben(alls meßbar. 

558. Wir wollen nun zeigen, daß Funktionen, die in jedem Punkte 
eines n -dimensionalen Intervalles stetig in jeder Veränderlichen sind 
- und die, wie wir im § 166 sahen, unstetig sein können -, meßbare 
Funktionen sind. Der Beweis, den wir für Funktionen von zwei Ver
änderlichen führen werden, läßt sich ohne weiteres auf den allgemeinen 
Fall übertragen. 

Es sei also die Funktion ((x, y) für alle Punkte des Quadrats 

(1) Ix-xol < a, 111-1101< a 
stetig in x für konstante y und stetig in 11 für konstante x. Außerdem 
sei zunächst die gegebene Funktion beschränkt in (1) 

(2) Irl < M; 
setzen wir dann 

'" 
~3) tp(x,y)=J(x,Y)dx, 

"'0 

so ist «p(x, y), so lange der Punkt (x, y) in (1) liegt, nach dem Satze 8 
des § 555 eine stetige Funktion von 11, für welche die Bedingung 

(4) l«p(x, 1/)1 s Mlx-xol 
gilt, Da ferner die gegebene Funktion f(x,lI) für konstante 11 stetig 
in x sein soll, ist «p(x, 11) partiell nach x differentiierbar und man hat 

(f) ,p:r(x, y) = fex, y). 
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Endlich ist, wenn der Punkt (x + h, y) ebenfalls in (1) liegt, 
",+1. 

(6) \cp(x+h,y) - cp(x,y)1 = '!f(x,y)dx < M·lk\. 

Nun setze man 
?I 

F(x, y) = j'cp(x, y) dy 
Y. 

und bemerke, daß wegen der Stetigkeit von cp(x, y) als Funktion von y 
für festgehaltene Werte von x 

(7) Fy(x, y) = cp(x, y) 

ist. Liegt nun der Punkt (x+k,y+k) im Quadrat(l),sokannman 
schreiben 

'y+k v 

F(x+h,y+k) - F(x,y) = ! cp(x+h,y)dy-.! cp(x,y)dy 
Yo Yu 

y y~k 

= ji cp(x+h,y)- rp(x,y)}dy + !rp(x+h,y)dy 
~ , 

und hieI'aus folgt mit. Hilfe ron (6) und (4) 

IF(x +h, y-:- k)-F(x, y)1 < MIY-Yol·lhl + Mlx+h-xol'lkl, 
woraus die Stetigkeit der Funktion F(x, y) im gewöhnlichen Sinne 
folgt. Die stetige Funktion F(x, y) ist aber eine meßbare Funktion 
und nach dem vorigen.Paragraphen muß ihre partielle Ableitung nach y, 
die nach (7) gleich rp(x, y) ist, ebenfalls meßbar sein. 

Diese letzte Funktion ist aber stetig in x und da sie außerdem 
meßbar ist, ist auch ihre partielle Ableitung nach x, die gleich der ge
gebenen Funktion fex, y) ist, eine ·meßbare Funktion. 

Ist nun die gegebene Funktion fex, y) nicht beschränkt, so setze 
man, wenn n· eine natürliche Zahl bedeutet, 

1 
fn(x., y! = fex, y) auf M(\fl <n), 

fnex, y) = n "M(f> n), 
f .. (x,y)=-n "Mef<n). 

Die Funktionen fn~x, g) sind beschränkt und in jeder ihrer Veränder
lichen stetig, wenn man die andere konstant läßt. Nach dem Obigen 
sind sie also meßbar und das gleiche gilt von 

fex, y) = lim t:,(X, yt 
rl=ec 

41" 
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Wir haben also den 

Satz 2. Eine Funktion f(Xi, •.. , X,.) von mehreren Veränderlichen, die 
in jeder Veränderlichen X k , bei Festhalten der übrigen, sf.etig ist, ist eme 
meßbare Funktion. 

SÖS. Ist die Funktion f(xu ... , x,,) nicht nur stetig in jeder Ver
änderlichen, sondern auch von beschränkter Variation in Xk, wenn man 
die übrigen Veränderlichen konstant hält, so ist sie auf jeder linearen 
eindimensionalen Mannigfaltigkeit, die zu der xk-Achse parallel ist, 
nach ,1:k partiell differentiierbar außer höchstens in einer Punktmenge, 
die sich auf eine Nullmenge der xA,Achse projiziert (§ 517, Satz 3). 
NUll ist nach den zwei letzten Paragraphen die Gesamtheit der Punkte, 
in denen die Funktion partiell nach Xk differentiierbar ist, meßbar; nach 
dem Satze 3 des § 547 ist also die PunktIDenge, in welcher die ge
gebene Funktion nicht nach xA: partiell differentiierbar ist, eine n-di
mensionale Nul1menge. 

Ist f( :,t:l' ••. ,x,,) in jeder Veränderlichen stetig und von beschränkter 
Variation, so gilt der obige Schluß für alle partiellen Derivierten und 
man kann den Satz behaupten: 

Satz 3. Eille Funktion f(xl , ••• , x,,), die in einem n-dimensionalen 
Gebiete in jeder ihrer Veränderlichen stetig und von beschränkter Variatiol1 
ist, ist in einem maßgleichen Kern dieses Gebietes nach .feder der n Ver
änderlichen xu ' .. , x,. partiell differentiierbar. 

660. Bei Funktionen von mehreren Veränderlichen spielt der 'Be
griff des totalen Differentials eine wichtige Rolle; wir führen zu
nächst den Begriff der Differentiierbarkeit ein, wie ihn O. Stolz 
gebildet hat. 

Deflnition. Es sei {(xu "" X,.) eine endliche Funktion von 
einer oder mehreren Veränderlichen; mit 

(1) P: Xli"" x" 
bezeichnen wir einen inneren Punkt des Definitionsbe
reiches A von f(:t"oo.,x,.), mit 

(2) 

einen zweiten Punkt von A und mit 

(3) 

die Entfernung der Punkte P und Q. 
Die Funktion {(:tl , ... ,x .. ) heißt dann im Punkte P differen-
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tiierbar, wenn mannkonstante endlicheZahlen all ... ,a" finden 
kann, so daß in der Gleichung 

(4) f(x1+h1 , •.• ,:cn+hll ) - f(xll ... ,x,,) = at h1+···+ a.,.hn + rR(hj) ... ,h",) 
die Funktion R(hll ... ,hn) der Bedingung 

(5) [R(h ll •.. , hn)1 < S(1') 
mit -
(6) lim S(r) = 0 

-r=O 
genügt. 

Die durch die Relationen (f» und (6) geforderte Eigenschaft der 
Funktion R(hll ..• ,hf .) ist gleichbedeutend mit der Voraussetzung, daß 
die Funktion, die für l' =l= 0 gleich R(h1 , ••• , hJ ist und im Punkte r = 0 
verschwindet, in diesem letzten Punkte stetig sein soll. Hieraus folgt 
aber nach (4), daß eine im Punkte P nach Stolz differentiierbare Funk
tion in diesem Punkte auch stetig ist. 

Setzt man alle Zahlen kk außer einer unter ihnen, z. B. hj , gleich 
Null, so bekommt Dlan nach (3) 

r = Ihjl 
und die Gleichung (4) nimmt dann die Gestalt an 

f(xll ... ,xj +hw ··'x,,) -f(xlI""x,,) = ajkj + [hjIR(O, ... ,hw'·'O). 
Hieraus folgt aber, wenn man (5) und (6) berücksichtigt, 

. f(x1 .···,xj +hj •••.• x)-f(x1 .···,x,,) 
hm h = (t j ; 
hj=O j 

d. h. die Funktion (:1']1" .,x,,) ist im Punkte P nach jeder Veränder
lichen partiell differentiierbar, sie besitzt dort en d I i c b e partielle Deri 
vierte und es gelten die Gleichungen 

o( (7) Gj = oXj (j = 1, 2, ... , n). 

Hiermit ist bewiesen, daß die Zahlen aj , wenn überhaupt, nur auf eine 
Weise so bestimmt werden können, daß unsere Voraussetzungen er
füllt sind. 

Hängt die gegebene Funktion nur von einer emzigen Veränder
lichen ab, so ist auch umgekehrt die Stolzsehe Definition der Differen
tiierbarkeit eine Folge der gewöhnlichen Differentiierbarkeit der Funk
tion (§ 464), falls im betreffenden Punkte die Derivierte der Funktion 
endlich ist. 

Dagegen kann schon eine Funktion von zwei Veründerlichen ((x,.tI) 
in jedem Punkte des Raumes partiell nach x und !J differentiierbar 
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sem und dort endliche partielle Derivierte besitzen, ohne stetig zu 
sein (vgl. das Beispiel von § 166). Die Differentiierbarkeit von Funk
tionen von mehreren Veränderlichen folgt also nicht aus der partiellen 
Differentiierbarkeit nach jeder Veränderlichen und der Endlichkeit der 
partiellen Derivierten. 

ö61. Wir .bemerken, daß nach der Gleichung (3) des vorigen 
Paragraphen 

(k= 1, 2, "', n) 

ist. 1st nun die :Funktion {(P) im Punkte P differentiierbal" und Q ein 
Punkt des Definitionsbereiches der Funktion, der von P verschieden ist, 
und setzt man 
(1) ( Q) - f(P) = 1'B(P, Q), 

so ist nach der Gleichung (4) des vorigen Paragraphen 

(2) jB(P, Q)I:S; lall + ... + la,,1 + R(h17 •• .,hn)l, 

woraus folgt, daß B( P, Q) in einer Umgebung des Punktes P be
schränkt ist. 

Wir nehmen jetzt die Größen Xl' X2 , ••• , x.,. als Funktionen 

(3) X k = xk (Yl1 Y~, ... , '!I".) (k= 1, 2, ... , n) 

von m neuen Veränderlichen '!Il1 Y2' ... , y,,, au, die sämtlich in einem 
inneren Punkte 

P*: '!In Y2' . , " '!Im 

ihres gemeinsamen Definitionsbereiches (nach Stolz) differentiierbar sein 
sollen. Dem Punkte p* des rn-dimensionalen Raumes der Y entspricht 
vermöge der Gleichungen (3) ein Punkt P des n-dimensionalen Raumes 
der x, in welchem eine gegebene Funktion (xu X 2, ... , x,,,) ebenfalls diffe
rentiierbar sein möge. Der Punkt p* ist nach Voraussetzung (§ 560) 
innerer Punkt des gemeinsamen Definitionsbereiches der Funktionen (3) 
und in diesem Punkte sind alle diese Funktionen nach dem vorigen Pa
ragraphen stetig; da nun der Punkt P nach Definition innerer Punkt 
des Definitionsbereiches von (X17'''' x,,) ist, gibt es eine Umgebung 
Up * von P*, so daß für alle Punkte 

Q*: Yl+Pl1 Yr+P2' .,., Ym+P", 
dieser Umgebung der Punkt 

Q: X k (1!t +Pl' ···,Y",+Pm)=xt+'hk 

im Definitionsbereich Von {(Xl' ... , Xn) liegt. 

(k = 1, 2, ... , n) 
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Nun ist, wenn man 

(4) 

setzt, wegen der Differentiierbarkeit der }i'unktionen Xk(Yl" .. , Ym) 

{
hk = Xk(Yl~+Pl"'" Y,n+Pm) - Xk(Yll"" Ym) 

(5) = ~~;kpj + (lRk(pl""'p",), 
j J 

wobei die R I. mit (l gegen Null konvergieren; und überdies kann man 
schreiben 
(6) hk = Q • Bk(p}) ... , Pli.) , 

wobei die }i'unktionen Bk beschränkt sind. Aus der letzten Gleichung folgt 

I
r = Yh12 + ... + h; 

(7) = QYB12 + ... + B'~ 
= Q C(Pu ... 'P1l') , 

wobei die Funktion C(pu"" Pm) ebenfalls beschränkt ist. 
Nun ist, wenn man die Funktion CP(Yll" .,Ym) einführt, die durch 

Substitution der Werte (3) in f(xu ... , xn) entsteht, diese Funktion fiir 
die Umgebung Ur von p* definiert, und man kann schreiben: 

CP(Yl +Pl1"" Ym+ Pn,) _.- cp(Yll' ··,Ym) = f(x1+ bl .···, .1J,,+h,,) - f(xl , .. · ,x,,) 

= y!f hk+rR(hll' .. ,h,.). 
.-...J UX/r 

k 

Setzt man in diese Gleichung für hk und r die Werte (5) und (7) ein. 
und führt mRn zur Abkürzung die Bezeichnungen ein 

(8) 2 ()t' OXk 
bj = :;:, "". UXk UYj 

k 

(9) T(p1I' .. ,Pm) = :2 ::kRk + C(Pl'" ·,PmlR(hV · '" h,,), 
k 

so erhält man die Gleichung 

lf(:liJ + Pli"" Y'lII+Pm) - cp(Yu ... , YmJ 

= blP! + ... + b",Pm + QT(pL''' ·,P,J· 
Nun ist aber T(Pl"" ,Pm) eine Funktion rOll PI' ... , P lI" die nach ihrer 
Definitionsgleichung (9) mit Q gegen Null konvergiert; denn C(Pl' .,. ,p,..) 
ist beschränkt und R(h1 , ••• , lt,,) konvergiert nach (6) mit (J gegen Null. 
Die Funktion f{i(Yl,"" y,,J ist daher im Punkte p* differentiierbar. 
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Satz 4. Sind die Funktionen 
x" .... XkC,/lI' .. , 'Ym) (k -1,2, ... , n) 

in einem Punkte p* des Raumes der '!I differentiierbar und stellen die 
Funktionen x,,(P*) die Koordinaten eines Punktes P dar, in welchem d4e 
Funktion 

f(P) = f(xlI"' .,x,,) 
differentiierbar ist, so ist die durch Substitution geu:on'Je'lie Funktion 

q;(YlI" ·,Ym) = f(x l ,·· .,x,,) 
im Punkte P* differentiiet'bar, und, man hat in diesem Punkte 

~_ b == ~ 01' ox,. 
oYj - J ~. oXk oYj 

k 

(j = 1, 2, ... , m). 

1)62. Der soeben bewiesene Satz kann dazu benutzt werden, um 
den Mittelwertflatz der Differentialrechnung (§ 481) auf Funktionen von 
mehreren Veränderlichen zu übertragen. Es sei f(x l , ••• , x,,) in jedem 
Punkte eines Intervalls I des n-dimensionalen Raumes differentiierbar. 
Wir bezeichnen .mit x" und (x" + h,.) die Koordinaten von zwei belie
bigen Punkten dieses Intervalls und setzen 

tp(t) = f(xi + th" ... , x" + th .. ). 

Dann ist tp(t) in jedem Punkte der Strecke 0 <t< 1 differentiierbar 
und man hat nach dem erwähnten Mittelwertsatz 

(1) { f(xi +h1,···, XII +h,,) - {(Xli" .,x,,) = tp(1) - tp~O) 
= tp'(&) , 

wobei & eine Zahl zwischen Null und Eins bedeutet. Bezeichnet man 
nun mit Q den Punkt 

Q: Xl + &h1l ••. , Xn + &h", 
so ist nach dem Früheren 
(2) tp'(&) == ~ o!(Q) hi" 

~- UXk 

" und dieser Wert in (1) eingesetzt liefert die Gleichung 

icx1 +hll ••• , a:,,+h,,) - f(x" ... , XII) = ~ °t~~) hk • 

" Der Punkt Q befindet sich auf der Strecke, welche die Punkte mit den 
Koordinaten x" und (X,.+ h,,) -yerbindetj die "Übereinstimmung mit .dem 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist also vollkommen. 
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Ein anderes Korollar des im vorigen Paragraphen bewiesenen 
Satzes ist der 

Satz 5. Sind f(P) und g(P) zwei Funktionen von n Veränderlichen 
Xv ... , x"' die beide in einem Punkte P differentiierbar sind, so sind ihre 
Summe und ihr Produkt ebenfalls in P differentiierbar. 1st a?tßerclem 
g(P) + 0, so ist auch der Quotient 'Von f(P) durch g(P) in P differen
tiierbar. 

Setzt man nämlich f(P) = tt und g(P) = v, so sind die Funktionen, 
deren Differentiierbarkeit in P bewiesen werdeu soll, die Funktionen 

u+v u·v ~ , 'v ' 

deren Differentiierbarkeit als Funktionen von u und v man sofort durch 
elementare Rechnungen verifiziert. 

6.,3. Es sei ((P) = ((xu ... , x,,) eine in einer offenen Punkt
menge Ades n-dimensionalen Raumes differentiierbare Funktion. Man 
führt n neue Veränderliche ein, die man mit clxl1 dx2 , •.• , dXn be
zeichnet und setzt, wenn der Punkt P in A enthalten ist: 

(1) 

Die Funktion df, die von den 2n Veränderlichen xl! ... ' xn und 
dxu ... , dx" abhängt, heißt das Differential von fCF) und spielt in 
vielen Theorien eine wichtige Rolle. Die wichtigste Eigenschaft des 
Differentials ist eine Ji'olge des Satzes 4 des § 561. Führt man neue 
Veränderliche Yu ... , y" ein und setzt 

f(xu ... , x,,) = rp(Yl1 ... , Ym)' 

so erhält man das Differential dcp von cp, indem man in df die Größen 
dXk durch die Differentiale von xk (Yl1 ... , Ym) ersetzt; man kann also 
gewissermaßen schreiben: 

drp = df". 

Ebenso kann man den Satz des vorigen Paragraphen in die Glei
chungen kleiden: 

d«( + r}) = df + dg, 

d(fg) =.qdt"+fdg, 

d(;) 1 
=-.(gdt - fdg). 

g 
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Die Vertauschung der Reihenfolge der Dift'erentiationen. 

!)64:. Wir wollen folgenden Satz beweisen: 

§ 664 

Sa.tz 1. in einem Intervall I der xy-Ebene sollen die Fwnktion fex, y) 
und ilvre partiellen Ableitungen 

(1) p(x, y) = Ot'~:e~ Y) , q(x, y) 'jj f~; Y) 

überall definiert 'Und endliel" sein. Ferner soll die F'tmktion 

(2) tp(x,y)=oprv,Y) 

in I beschränkt sein und {iir konstltnte Werte von y stetig in x, für kon
stante Werte von x stetig in y sein. Dann ist in jedem Punkte von I die 
Furiktüm q(x, y) partiell nach x differentiierbar und man hat 

(3) Oq~:;y) = tp(x, y). 

Es seien (xo, Yo) und (xo+h, yo+k) zwei beliebige Punkte von I 
und der Bequemlichkeit des Ausdrucks wegen seien h und k positiv ge
nommen. Liegt da.nn x im abgeschlossenen Intervall Xo < x <xo + h, 
so ist tp(x, y) als Funktion von y über das Intervall Yo < Y < Yo + k 
summierbar und die Funktion 

yo+A: 

(4) tJ!(x) = j"tp(x, y) d'y 
Yo 

ist wegen der Beschränktheit von tp(x, y) eine stetige Funktion von x 
(vgl. § 555, Sa.tz 8). Ebenso sieht man, daß 

xo+h 

(5) X(y) = f tp(x, y)dx 
"'. 

im abgeschlossenen Intervall Yo < Y < Yo + k eine stetige Funktion von '!J 
ist. Die Funktion tp(x, y) ist ferner nach dem § 558 meßbar in (x, y) 
und da sie beschränkt ist, ist sie summierbar über das Intervall 

8: xo< x < Xo + h, 110< Y < 110 + k. 
Wegen der Existenz der Integrale (4) und (5) hat man also (§ÖOO, 

Satz 4) 
"'.+h y.+k 

(6) ! tpCx, y)dw = f 1/J(x)dx = fXC,,)dy. 
... 11. 

Anderseits hat man wegen (2) und weil tp(x, 11) eine endliche Funktion 
bedeutet (§ 527, Satz 4) 

1/J(x) = p(x, 1/0+") - p(x, Yo)' 
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Die Funktion (p(x,yo+k)-p(x,yo») ist die Ableitung der Funktion 
(f(x, Yo + k) - f(x, Yo)) nach x und dahel' ist 

x.+h 

j'tfJ(x) dx = (f(xo+h,'!!o+k) - fexo+h, '!Io)) - (f(xo,yo+k) - fexo,'!Io»)' 
". 

Dividieren wir die }:leiden Seiten der letzten Gleichung durch k, so 
können wir wegen (6) schreiben: 

y.+k 

~f ()d f(xo+h,yo+k)-f(xo+h,yo) f(;co,y.+k)-f(xo'Yo) 
k X ~1. Y = k· - k 

'110 

oder, wenn wir k gegen Null konvergieren lassen und die Stetigkeit 
von XCy) beachten: 

X(Yo) = q(xo+ h, Yo) - q(xo, Yo)· 
Nach (5) ist also 

.1."0+ k 

(7) J'r.p(x, Yo) d.'C = q(xo + h, Yo) - q(a:o, '!Io)' 

Die Gleichung (7) ist nur für positive Werte von" bewiesen, auer man 
sieht sofort ein, daß hieraus ihre Richtigkeit für beliebige Werte von 11, 
folgen muß. Dividiel't man also die heiden Seiten dieser Gleichung 
durch h und läßt h gegen Null konvergieren, so folgt wegen der Stetig
keit von r.p (:i', Yo) als Funktion von x die Existenz df'l' Ableitung 

o I] (x" ,Yo) 
8X 

und die Richtigkeit der zu beweisenden Gleichung (3). 

Totalstetige Funktionen von zwei Veränderlichen. 

565. Es sei fex, y) eine Funktion, die über die xy-Ebene sum
mierbal' ist und für welche die Doppelintegrale 

oe 00 .. 00 

(1) f dy!f(x, y) dx, .{ dx j~f(x, y) dy 
-00 -$ -00 

existieren; diese Integrale sind dann auch einander gleich (§ f,51). Wir 
betrachten das Intervall 

(2) d': Xl < X < x2 , Yl < Y < Y2 

und bemerken, daß, da nach (1) fitr jedes feste y die Fuuktion l('x, y) 
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über die X· Achse summierbar ist, auch das Integral 
x. 

a(y) = J f(x, y) dx 

existieren muß. Die Funktion ft(X, y), die für jeden Punkt des Streifens 
Xl< X < Xs gleich fex, y) und sonst gleich Null ist, ist ebenfalls über 
die xy-Ebene summierbar (§ 396, Satz 9) und man hat für jeden be
liebigen Wert von y 

00 

j'fl(x,y)dx = "(y). 

Hieraus folgt aber (§ 550, Satz 4), daß "(y) eine summierbare .Funktion 
bedeutet und danach ist die Existenz des Integrals 

Y2 '1hz. x2 

f "(y) dy == J'dy Ilex, y) dx 

verbürgt. 
!h !11 

Bemerkt man nun, daß das letzte Doppelintegral gleic~. dem (ebenen) 
Integral von fex, y) über ~ ist und wiederholt die letzten Uberlegungen, 
indem man x mit y vertauschtl so erhält man den 

Satz 1. Ist die Funktion f(P) = fex, y) über die xy-Ebene sum
mierbar und existieren die wiederholten Integrale (1), dann existieren auch 
die Integrale 

~ ~ . ~ 

!dy!l(x,y)dx und fdxJ~f(x,Y)dy 
Ul , ·t'1 Xl Yl 

und man hat mit der Bezeichnung (2) 

~ h h ~ 

.If(P)dw = J'dx !fex , y)dy =! dY./l(x, y)dx. 
d ~ ~ ~ ~ 

&66. Wir setzen jetzt 

x 
Fig. H. 

'" y 

(1) F(x,y)=fIf'(x,y)dxdy 
o 0 

und berechnen die der summier
baren Funktion fex, y) zugeordnete 
In tervallfunktion 

.TI: Y'l 

tP({}) = J:rl(a:,y)dxdy; 
"" 111 
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Dun ist aber 
~lI. "'.!I. "'sI. 

ff=ff-ff 
"'1111 ",,0 ",,0 

... 11. "'. v. "" 11, "', v, 
= J f - f f - f J + ff 

00 00 00 00 

und daher mit Hilfe von (1) 

(2) 4)(") = F(x" '!J.J - F(xu y,) - F(x2, Yl) + F(x17 Yl). 
Durch die Gleichung (2) können wir nun jeder beliebigen end

lichen Funktion von zwei Veränderlichen eine Intervallfunktion 4) (6) 
zuordnen, genau wie wir es schon fflr Funktionen einer Veränderlichen 
getan haben (§ 458) und man sieht sofort ein, daß diese Intervallfunk
tion additiv ist, denn es ist, wenn wir J in endlich viele Teilintervalle 
J17 62 , ••• , d". zerlegen, 

4)(J) -= ~(<<tl) + ~(JI) + ... + ~(Jm)' 
Wir nehmen nun an, die Funktion tJ)(J) sei eine totalstetige 

Intervallfunktion (§ 457); wir haben gesehen (§§ 429, 453), daß man 
dann eine über jedes Intervall «t summierbare Funktion r(p) finden 
kann, so daß 

ist. Nach dem Satze 5 des § 550 kann man dann eine zu r(p) äqui
valente Funktion f(P) = fex, y) finden, so daß ~(J) durch ein Doppel
integral über f(x, y) dargestellt wird, und man hat 

... 11, 

(3) F(x2l y,) -F(xll ys) -F(X"Yl) + F(X17 Yl) =.f !f(x,y)dxdy. 

Diese letzte Formel ist nur für den Fall Xl < X, und '!Jl < Y2 abgeleitet, 
aber ihr Bau ist derart, daß sie dann auch fflr $2 < Xl oder Y,~ Yl 
gelten muß. 

567. Wir führen jetzt folgende Definition ein: 

Detlnition. Eine Funktion F(x, y) soll totalstetig ge.nannt 
werden, wenn die ihr zugeordnete additive Intervallfunktion 
4)(6) selbst totalstetig ist und wenn außerdem noch die Funk
tionen F(x,O) und F(O, y) totalstetig sind. 

Man bemerke, daß man schreiben kann: 

(4) F(x, y) = F(O, 0) + [F(x, 0) -F(O,O)] + [F(O,y) -F(O,O)] 
+ [F(x,y) -F(O, y)-F(x, 0) + F(O,O)]. 
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Wegen der Totalstetigkeit von P(x, 0) und P(O, y) gibt es nach dem 
Satze 2 des § 485 zwei über die x- bzw. die y-Achse summierbare 
Funktionen, für welche die Gleichungen 

:r 

P(x,O) - P(O, 0) =,J g(x)dx, 
o 

7f 

P(O, y) - P(O, 0) = J" h(y)dy 
o 

geltel!. Durch Spezialisierung der Gleichung (3) erhalten wir ferner 
.'1: 11 

F(x, y) - pro, y) - P(x, 0) + F(O, 0) = f J fex, y)dxdYi 
o 0 

hier bedeutet fex, y) eine über die xy-Ebene summierbare Funktion. 
Durch Einsetzen dieser Werte in (4) bekommen wir den Satz 

Satz 1. Jede totalstetige Piunktion von zwei Veränderlichen kann mit 
Hilfe von summierbaren Punktionen fex, y), g(x), h(Y) als Summe von 
Integralen und ßwar in der Gestalt 

x !I r y 

(5) F(x, y) = J:rf(x, y)dxdy + j'g(x)dx + !k(Yldy + C 
o 0 0 0 

geschrieben 'wculen. 

Gilt umgekehrt für F(x, y) die Gleichung (5), so ist für jeden 
festen Wert von y die Funktion gleich einem unbestimmten Integral 
der Funktion 

y 

f fex, y)dy + g(x); . 
o 

die Funktion F(x, y) ist also für konstante y total stetig in x und 
ebenso sieht man, daß sie für konstante x totalstetig in y ist. Ferner 
ist, wie man sofort verifizieren kann, die Gleichung (3) eine Folge von 
(5) und daher ist auch die Totalstetigkeit der unserer Funktion F(x, y) 
zugeordneten Intervallfunktion w(lt) ebenfalls eine Folge von (5). Wir 
haben also den Satz: 

Satz 2. Jede Fl1nktion F(x, y) von der Form (5) ist totalstetig. 
Da die Summanden der rechten Seite von (5) stetige Funktionen 

von (x, y) darstellen, gilt auch der Satz: 

Satz 3. ,Jede totalstetige Punktion P(x, y) ist auch stetig im gewöhn
lichen Sinne, und totalstetig als Funktion von x oder y allein. 
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568. Im § 491 haben wir gezeigt, daß Funktionen von einer Ver
änderlichen totalstetig sind, wenn ihre Differenzenquotienten beschränkt 
sind. Hier kann man mit ähnlichen Mitteln zeigen, daß F(x, y) total
stetig ist, wenn die TI ngleichheitell 

1 
F(X2' Y,) - F(X11 1f2) - F(xs,Yt) + F(xl1 Yt) I < Ni.1:2 - X t 11 Y2 - Yt 1 

F(xi,O) - F(xl1 O) I <Nlx2 --x1 1 

F(O, Y2) - J;'(O, Yl) I < NI Y2 - Yt I 
für einen festen Wert von N stets zugleich stattfinden. 

Allein aus der Beschränktheit der partiellen Differenzenquotienten 
von F(x, y) folgt dagegen die Totalstetigkeit dieser Funktion noch nicht. 
wie folgendes Beispiel zeigt. 

Es sei q ein Quadrat der xy-Ebene mit der Seitenlänge 2a; mit 
IPq(x, y) bezeichnen wir eine Funktion, die im Mittelpunkte von q den 

'0· /' , , 
y 

/ ' 
/ ' 

" 2 b ' 
20 

Wert a annimmt und auf dem Rande eines jeden zu q kon
zentrischen Quadrats von deI' Seitenlänge 2b konstant ist 
und den Wert 

(a - b) -t I n _. b 
2 

.--______ -,-______ --, besitzt. Wir zerlegen jetzt ein 
beliebiges Quadrat der xy-Ebene 
in abzählbar unendlich viele Teil
quadrate nach dem nebenstehen
den Schema und setzen 

fex, y) = 

fPq, (x;, y) + f{Jq. (x, y) + . , . 
Die absoluteR Beträge der par
tiellen Differenzenquotienten die
ser Funktion, die für die ganze 

FLL4-~:..L..<~-~::.L..T---l""~r--i Ebene erklärt ist, sind, wie man 

Flg.43. 

leicht sieht, nicht größer als Eins ~ 

It,(xs,Y)-f'(xll y)1 < Ix2 -x1 1, 
If(x'Y2)-(x,Yt)! < IY2-Yll· 

Dagegen ist der Wert der ent
sprechenden Intervallfunktion ~(6') für die schraffierten Teile iln eines 
jeden der Quadrate q,. gleich der halben Seitenlänge dieses Quadrats; 
wir haben also 

flJ(6'l) + ~(h2) = ~(d'3) + ,., + tf}(d'6) = W(d'r) + ... + w(da ) 
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und allgemein 
9"+ 1 _3 

w(llt ) + 4>(6.) = L w(llk) (n=2, 3, ... ). 
k=I"-l 

Anderseits hat man für die Inhalte m6k der Punktmengen 6" 
~n+l _:! 

2: m6k = 2,,1_ 1 (m6; +ma'9) (n = 2,3, ... ) 
k = 1"-1 

und hieraus folgt, daß die Intervallfunktion w(6) nicht totalstetig ist. 
Insbesondere haben wir also auch den Satz: 

Satz 4. Aus deI" Totalstetigkeit da Funktion F(x, y) als Funktion 
von x für konstante y und als Fttnktion von y für konstante x folgt nicht 
die Totalstetigkeit von F(x, y) in x und y. 

ö69. Um die partiellen Ableitungen einer totalstetigen Funktion 
F(x, y) zu untersuchen, müssen wir folgenden Satz beweisen: 

Satz 5. Ist fex, y) eine meßbare Funktion von zwei Veränderlichen, 
die für jeden f(!Sten Wert von x über jedes beliebige IntervaU der ,-Achse 
summierbat· -ist, so ist die Funktion 

11 

(1) cp(x, y) = ff(it, y)dy 
o 

ebenfalls meßbar als Funktion von HU'ei Verändet·Uchen. 

Wir nehmen zunächst an, fex, y) sei beschränkt 

(2) If(x, y) I ~ N. 

Die l!'unktion fex, y) ist einer (ebenfalls beschränkten) Funktion 
von der zweiten Klasse äquivalent (§ 369, Satz 6), d. h. man hat 

(3) fex, y) '" tI-.(x, y) 
zugleich mit der Gleichung 

(4) tf!(x, y) = lim !im tf!mn(x, y), 
m=oon=oo 

in der die Funktionen tf!1II11(X, y) stetige Funktionen bedeuten, die de1' 
Bedingung 
(5) I tf!m1llx, ,) I < N 

genügen (§ 364, Satz 5). Wegen der Bedingung (5) ist nach dem Satze 16 
des § 402, den mau hier zweimal nacheinander anwenden muß, tf!(x, y) 
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für jedes feste x summierbar übel' ein beliebiges Intervall der y-Achse 
und man hat mit den Bezeichnungen 

(6) 

(7) 

die Gleichung 
(8) 

y 

f/!m1l(X' y) = f 1/Jm,,(X' y)dy 
o 

v 
ij;(x, y) = r 1/J(x, y)dy 

:, 

f/!(X, y) = lim lim f/!m1l(x, y). 
'1u=oo ')1. =00 

Nun sind, wie man leicht sieht, die Funktionen f/!m,,(x, y) stetige Funk
tionen, denn man hat 

y+t y 

f/!mn (x + k, y + k) - f/!m,,(x, y) - j"1/Jm,,(x + h, y) dy - J'1/Jmn (x, y)dy 
o 0 

11 

= J'(1/Jmll(x+h,y) -1/Jm,,(x,.y»dy 
o 

!I+.l: 

+ J'1/Jm1l(x + h, y)dy 
11 

und daher wegen (5) 
" 

I €Pm" (x+7t,y+k)-rp'1l ... (X,lI) I ~rl1/J"",(x+Jt,y) -1/J",,,(x,y) I dy+ N·lkl· 
o 

Läßt man in dem letzten Ausdrucke hund k gegen Null konvergieren, 
so konvergiert Ü~ 402, Satz 16) die rechte Seite dieses Ausdrucks gegen 
Null, woraus dann die Stetigkeit von f/!m,,(x, y) folgt. Aus der Stetig
keit von f/!m1l(x, y) entnimmt man mit Hilfe von (8), daß rp(x, y) von 
der zweiten Baireschen Klasse und daher meßbar ist. 

Es sei nun E die Nullmenge der xy-Ebene, für welche nach (3) 

fex, y) =\= 1/J(x, y) 

ist; wegen des Satzes 2 des § 546 gibt es eine lineare Nullmenge e" 
auf der x-Achse, so daß für jeden Punkt xI}' der nicht in ex enthalten 
ist, die beiden Funktionen von y 

f(xo, y) und 1/J(xo, y) 

nur in einer Nullmenge der y-Achse voneinander verschieden sein können. 
Es ist also mit anderen Worten 

f(xo, Y) '" 1/J\XO, y) 
Carathi·odory. Reelle Funktionen. 42 
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und daher nach (1) und (7) 

cp(xo, y) = 91 (xo, Y) 
für jeden beliebigen Wert von y (§ 424, Satz 1). Die Punktmenge 

M(q>(x, y) + rp(x, y» 
projiziert sich also auf eine Punktmenge der x-Achse, die in e", ent
halten ist, und ist daher selbst eine zweidimensionale Nullmenge (§ 380). 
Hieraus folgt aber 

q>(X, y) "'"' q>(x, '/I) 
und daher (§ 361, Satz 7) die Meßbarkeit von q>(x, y) aus der Meßbar
keit von rp(x, y). 

Ist nun die gegebene Funktion fex, y) nicht beschränkt, so setze 
man, wenn p eine natürliche Zahl bedeutet, 

I ft,~x, Y) = fex, y) in der Punktmenge M(I!"I ~p), 

I fp\x, y) = P "" " M(f> p). 
fp(x, y) = - p "" " M(f< -- p)-

Dann ist nach dem Obigen 

q>1'(x, y) = J fp(x, y)dy 
o 

eine meßbare Funktion in beiden Veränderlichen. Anderseits ist, weil 
fex, y) für jeden festen Wert von x summierbar über ein beliebiges 
Intervall der y-Achse sein soll und weil stets 1ft,1 < Ifl ist, 

q>(x, y) = !im q>ix, y). 
1'=- ' 

also ist ,(x, y) ebenfalls eine meßbare Funktion (§ 353, Satz 11). 

1)70. Es sei 
x , '" 11 

F(x, y) = j jf(x, y)dxdy + j9(x)dx + Jh(Y)dy + C 
o 0 0 0 

eine totalstetige l!~unktion und D F", irgend eine ihrer partiellen Haupt
deri vierten Dsch x. Setzt man 

(1) 
11 

,(x, y) = }'f(x, y)dy + g(x), 
o 

so kann F(x, y) für jeden festen Wert von y als ein unbestimmtes Inte-
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gral von cp(x, y) nach x angesehen werden; man hat also insbesondere 

'" 
F(x, y) = F(O, Y) + tf cp(x,y)dx. 

o 
Anderseits ist aber auch 

'" 
F(x, y) = F(O, Y) + f DF",ex, y)dx 

o 

und hieraus folgt, daß für jedes feste 11 = Yo 

DF",(x, Yo) '" cp(x, Yo) 
ist. Die Punktmenge 
(2) 

hat also die Eigenschaft, auf jeder Parallelen 11 = Yo zur x-Achse eine 
lineare Nullmenge zu sein. Diese Punktmenge ist aber m eß bar; denn 
einerseits ist DF",(x,1I) eine meßbare Funktion (§ 557, Satz 1) und 
anderseits ist nach den A usführuDgen des vorigen Paragraphen die 
durch die Gleichung (1) definierte Funktion cp(x, y) ebenfalls meßbar. 
Nach dem Satze 3 des § 547 ist also die Punktmenge (2) eine (zwei
dimensionale) Nullmenge und die Funktion DF,,,,(x, y) ist der Funktion 
cp(x, y) äquivalent 

Genau ebeJ)80 hätten wir beweisen können, daß die partielle Ablei
tung 

F",(x, y) "" cp(x, y) 

ist. li'erner ist die Punktmenge, in welcher die Funktion F(x, y) nicht 
partiell nach x diffel'entiierbar ist oder eine unendliche Derivierte be
sitzt, eine Teilmenge derjenigen Punktmenge, in welcher unter den 
vier partiellen Hauptderivierten von F(x, y) nach x mindestens eine von 
F,,(x, y) verschieden ist, also selbst eine Nullmenge. 

Satz 6. Die partiellen Derivierten nach x einer totalstetigen Funk
tion F(x, y) sind in einem maßgleichen Kern d.er Ebene sämtlich endlich 
und ,qleick der F1tnktion cp(x', y). 

Genau ebenso kann man zeigen, daß die partiellen Derivierten 
nach 11 der li'unktion cp(x, y) nußer höchstens in einer zweidimensionalen 
Nullmenge alle gleich der summierbaren Funktion fex, y) sind. 

671. Wir bezeichnen mit E1 die ebene Punktmenge, in welcher 
unsere totalstetige Funktion F(x, y) sowohl nach x als auch nach 11 

42* 
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differentiierbar ist und endliche partielle Derivierten besitzt. In jedem 
Punkte (x, y) von EI ist dann 

I F(x +h, y) - F(x, y) =. ()~:,y) h + hBI (h.) , 

(1) F(x,y+k)-F(x,y) CF~;'Y)k+kB2(k), 

lim BI (h) = 0, lim ~(k) = O. 
h=O k=O 

Ferner sei E, die Punktmenge, in welcher die obere mittlere Derivierte 
der totalstetigen additiven Mengenfunktion (§ 435) 

1F(e) ..... flf dw 
e 

endlich ist; hierbei soll f(P) = fex, y) dieselbe Bedeutung haben, wie 
im vorigen Paragraphen. 

Es seien (x, 11) die Koordinaten eines Punktes von n~, lind 71, k 
zwei beliebige Zahlen; wir setzen wieder 

r = y'h2 + kl 

und bezeichnen .mit Q das Quadrat, das den Punkt (x, y) zum Mittel
punkte hat und die Seitenlänge 2r besitzt. Es ist dann 

.r+" !I+k 

J . (f(x , y) dx dy <JI fl dw 
.., y Q 

und in der Gleichung 

.flfl dw = 4r2 B(r) 
Q 

ist B(r) für r< 1 eine beschränkte Funktion, weil der Punkt (x, y) 
in E2 enthalten ist. Setzt man also 

",+11 11+ k 

(2) .r j'f(x, y) da; dy = r 2 S(h, k), 
;r. y 

so ist die Funktion S(h, k) ebenfalls beschl'änkt, wenn r<.... 1 bleibt. 
Die Punktmengen Ei, E2 und ihr Durchschnitt E = EI E 2 sind maß

gleiche Kerne der Ebene (§ 570 und § 439). 
N UD bemerke man, daß die Identität 

F(x +h, y+k) - F(x, y) = 

(F(x+h, y)-F(x,y) + (F(x,y+k) - F(x,y) 
+ (F(x+h,y+k) - F(x+h ,y) - F(x,y+k) + F(x, y) 



§ 672 Differentiation unter dem Integralzeichen 661 

geschrieben wel'den kann 

F(x+h,y+k) -F(x,,!!) = (F(x+h,!J)-F(l~,!I» + (F(x, y+Je)-F(x, y» 
.. +h!l+k 

+.f j'f(x, y) dxdYj 
x !I 

es folgt dann mit Hilfe von (1) und (2) für jeden Punkt der Menge E 

I ( 8F(x y) oF(x y) -
F(x+h,y+k)-Fx,y)= (JX' h+ Oy' ",+rR(h,k), 

1 R(h, k) = ~ Ri (h) + : R 2(k) + r S(h, Je), 

Die in der letzten Gleichung definierte Funktion Reh, k) konvergiert 
nach dem Früheren gegen Null, wenn r gegen Null konvergiert, und 
hieraus folgt (§ 560) der Satz: 

Satz 7. Jede totalstetige Funktion von zwei VeränderZ;ehen F(x, y) 
ist in einem maßgleichen Kern E der Ebene dift'erentiierbllJ', 

Differentiation unter dem Integralzeichen. 

572. Es sei ((Pj t) eine endliche Funktion eines Punktes P des 
n-dimensionalen Raumes, die von einem Parameter t abhängt. Die 
Funktion f(Pj t) soll definiert sein, wenn P in einer meßbaren Punkt
menge e des 9ln liegt und wenn t im Intervalle 

(1) It-tol < a 

enthalten ist, und soll außerdem folgenden Bedingungen genügen: 
a) für jeden Wert von t, der in (1) liegt, ist {( Pj t) als Funktion 

von P über e summierbarj wir setzen dann 

rp(t) =.I {(Pj t) dw. 

b) für jeden Punkt P von eist {( Pj t), als Funktion von t allein, 
im Punkte to differelltiierbarj man kann also schreiben 

(3) lim {(P; to + h) - {(P; to) = o{(P; t02. 
h=O h ot 

c) Ist P in e und t = to + h in (1) enthalten, so ist stets 

(4) I {(P: to + h~ - {(P; to) I < S(P) , 

wobei S(P) eine über e summierbare Funktion bedeutet, die von h un
abhängig ist. 
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Es sei jetzt mit 
(5) (k= 1, 2, ... ) 

eine Folge von Punkten des Intervalls (1) bezeichnet, die von to ver
schieden sind und gegen to konvergieren. Dann folgt aus (3) und (4), daß 

o{(P; to) 1· {(Pi to +hA:) - {(Pi fo) Im ~-'---"-...!--';'-----'~"'-"-ot k=~ ~ 

als Funktion VOll P über e summierbar ist, und aus (2), daß 

lim cp(t+hA:) - cp(t) =J'O{tP;tolaw 
k=ao h" ot 

e 

ist (§ 394, Satz I) und § 402, Satz 16). Da die letzte Gleichung für jede 
beliebige Wahl der Folge (5) stattfindet, ist q;(t) im Punkte to differen
tiierbar und hat dort eine endliche Derivierte, und man kann schreiben 

. (t ) jOf(P; t.) a . q; 0 .... ot w. 
e 

673. Um die Bedingung (4) des vorigen Paragraphen zu verifi
zieren, wird man in den meisten Fällen den Mittelwertsatz der Diffe
rentialrechnung heranziehen können. Es genügt dazu, daß die Funk
tion {(Pi t) für jeden festen Punkt P von e als Funktion von t nicht 
nur im Punkte to, sondern in jedem Punkte des Intervalles (1) nach f 
differentiierbar sei, und daß stets 

0(<:;; t) I s S(P) 

ist, wo S(P) wieder eine über e summierbare Funktion bedeutet. Denn 
man hat in diesem Falle (§ 481) 

I (P;t. +h~ - ((P;t) I = I o(P; ~./ &h) I <S(P) <! 4t 1 < 1), 

wie wir ~eigen wollten. 

074. Die tJberlegungen des § 572 lassen sich leicht auf Funk
tionen {(Pi t1 • ts,···, tm), die von mehreren Parametern tA: abhängen, 
übertragen. Für diese Funktionen verlangen wir das Vorhandensein 
von folgenden Eigenschaften: 

a) l!'ür jeden Punkt (~, ... , tm) eines gewissen Würfel", 

(1) (k=1,2, ... ,m) 



§ 574 Differentiation unter dem Integralzeicben 663 

des m-dimensionalen Raumes soll (P, t., ... , tm) als Funktion von P 
über die meßbare Punktmenge e summierbar sein. Wir schreiben 

(2) rp(tll ... , t,,,) = f (P; tH ... , tm) clw. 

b) Im Punkte (tl O, ... , t!) soll die gegebene .Funktion ({P; tll ... , t",) 
als Funktion der Parameter (tu til ... , t",) differentiierbar sein und dies 
für jeden Punkt P von e. D. h. es ist 

(3) (P; tl O + hl1 "'1 t,,~ + h,,,) - (P; tl O, •. " t!) = 

m 

,., 0 (Pi t10, ••. , t,~) h + R(P' k k ) 
~ ot" k r . 1'"'' m , 
k= 1 

wobei wieder 
(4) 
bedeutet und R(P; hu ... , km) mit r gegen Null kOllvergiert. 

e) Es ist stets, wenn der Punkt mit den Koordinaten tlt ° + k" im 
Intervall (1) liegt, 

(5) I(P; tl O+ hll •.• , t! + km) - (P; t10, .•• , tll~)1 < r· S(P) , 
wobei S( P) wieder eine über e summierbare Funktion bedeutet. 

Aus diesen Voraussetzungen r,)lgt nun wie im § 572, daß im 
Punkte (ti O, ti O, ... , t/~) die partiellen Ableitungen von t' nach den t" als 
Funktionen von P über e summierbar sind und den Bedingungen 

(6) ?!(P; tt, .. .. t;.) < S(P) (k = 1,2, ... , m) 
t" -

genügen; ferner, daß rp(tl , •.• , tm) als Funktion des Parameters tlt im 
Punkte t10, ••• , t! partiell differentiierbar ist und daß die Gleichungen 

(7) OIp(t1oa .. ·· t:) = fof'(Pi t%; ... , t/~) dw (k = 1, 2, ... , m) 
t" • k 

gelten. ' 
Die Gleichung 

rp(t1 0+ kl1 ••• , t/~ + km) - f{J(t10, .,., t,?,) = 

f[(p; t10+ hll ... , t7~ + km) - (P; t/", ... , t/~)1 clw 

" 
kann also unter Benutzung von (3) und (7) folgendermaßen geschrieben 
werden: 
(8) f{J(t10+kll · .. , t! +hm) - rp(t10, ... , t!) = 

m 

~ olpM . ... , t.!) h + JE(P 1. h ) cl 
~ ot .I: r ;nl,"" 1Il w. 
!t=1 A: e 
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Nun bemerke man, daß aus (3) folgt: 

rJR(P; ku ... , k"JJ~ jf(P; tlo+hll • •• , t!+hm) - ((P; tlO, •.• , t!)1 

~ I 0 rcp; t 10, ••• , t.iD 
+ r ~ ot. ' 

Ir=l k 

und daher wegen (5) und (6) 

(9) JR(P; hu ... , hm)J < (m + 1) S(P). 

Man kann hier also wieder den Satz 16 des § 402 anwenden und es 
wird dann, wenn man r gegen Null konvergieren läßt, 

lim JR(P;!tu ... , km) dw = O. 
r=Oe 

Hieraus folgt, daß die Funktion rp(tl , ••• , tm) im Punkte (tlC" ••• , t.:!) diffe
rentiierbar ist und daß man das Differential von rp erhält, indem man 
das Differential von f(P; ti , ... , tm) für jeden festen Punkt P der Punkt· 
menge e bildet und dieses Differential über e integriert .. 

575. Mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes, den wir im 
§ 562 aufgestellt haben, kann man, indem man genau wie im § 573 
schließt, folgenden Satz aufstellen, der zwar etwas mehr Voraussetzungen 
über die Funktion ((P; ti , .•• , tm) als die obigen Überlegungen erfordert, 
dafür aber nicht nur mehr aussagt, sondern auch viel bequemer f'ür die 
Anwendungen ist. 

Satz. Ist die Funktion ((P; tu ... , tm ) als Funktion von P allein 
für jeden Punkt eines gewissen Intervalls I des m-dimensionalen Raumes 
der t über eine meßbare Punktmenge e des n-dimensionalen Raumes sum
mierbar und als Funktion von t1 , ... , tm für jeden Punkt P von e in 
jedem Punkte von I differentiierbar, genügen außerdem für alle betmch
teten Werte sämflicher Veränderlichen die partiellen Differentialquotienten 
von f nach tk der Bedingung 

o( I otk < S(P) , 

wobei S (P) eine übet· e summierbare Funktion bedeutet, so ist die Fttnktion 

rp(tl , ... , tm) = "f(P; tu ... , tm) dw 
'J 
C 

in jedem Punkte von I differentiierbar und es gelten die Gleichungen 

olp = (or(p;ttt ... ,tm) dw 
i7 t lr .. otk •• 

e 



§ 576. 677 Differentialgleichungen 

(1) 

DUferentialgleichungen. 

576. Wir betrachten in einem linearen Gebiet 

a<x<b 

665 

eine Funktion fex, y), die für jeden festen Wert von Y meßbar ist 
als Funktion von x und der Bedingung 

(2) (x, y)1 < M(x) 

genügt, wobei M(x) eine von y freie, über (1) summierbare Funktion 
bedeutet. Ferner soll f( x, y) für jeden Punkt x, der in (1) enthalten 
ist, als Funktion von y stetig sein. 

Ist nun e eine beliebige meßbare rreilmenge von (1) und a eine 
beliebige endliche Zahl, BO ist die Funktion, welche in e gleich fex, a) 
ist und für alle übrigen Werte von x verschwindet, eine meßbare Funk
tion von x. Hieraus folgt, daß, wenn man mit ",,(x) eine auf (1) endliche, 
meßbare und endlichwertige Funktion bezeichnet, die Funktion fex, tjJ(x») 
meßbar ist. Eine in (1) meßbare und endliche Funktion rp(x) kann man 
als Grenze einer Folge 

rpl (x), rp2 (x) , ... 

von endlichen, endlichwertigen und meßbaren Funktionen darstellen 
(§ 357, Satz 3). Wegen der Stetigkeit von fex, y) in y ist ferner 

fex, rp(x» == lim fex, rp .. (x» 

und hieraus folgt (§ 353, Satz ~1), daß fex, rp(x» eine in (1) meßbare 
Funktion von x bedeutet. Ferner ist wegen (2) 

If(x, rp(x» I < M(x) 
und daher die Funktion f(x, rp(x» über (1) summierbar (§ 395, Satz 6). 

577. Wir wollen jetzt folgenden allgemeineren Satz beweisen: 

Satz 1. Es sei die Funktion fex, Yl1 ... , Yn) als Fttnl.,"tion von x im 
linearen Gebiete a < x < b meßbar und in jedem Yk stetig, wenn die 
'übrigen Veränderliclten konstant sind. Endlich sei 

(1) If(x, Yu"" '!In) I < M(x) , 
wobei M(x) eine iiber a < x < b summierbarc F~tnktion bedeutet. Sind 
dann die Funktionen rpl(X), rp2(X), ... , rp,,(x) ir.qendwelchc meßbare end
liche Funktionen von x, so ist die Funktion 

(2) fex, rpl(X), ... , rp .. (x) 

summierbat· über a < x < b. 
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Dieser Satz deckt sich für n = 1 mit dem Resultate des vorigen 
Paragraphen. Nehmen wir an, er sei für (n - 1) Veränderliche Yk 
richtig. Dann ist 

f(x, fPt (x), ... , fP,,-t (x), y,,) 

für jeden festen Wert von Y,. meßbar in x, ferner ist die Funktion 
stetig in y" und endlich ist 

If(x, fPt(x), ... , fP,,_t(x), Y .. )I < H(x). 

Nach dem vorigen Paragraphen ist aber dann die Funktion (2) 
summierbar über a <x< b, wie zu beweisen war. 

578. Wir betrachten jetzt n Funktionen 

(1) (k= 1, 2, ... , n), 

für welche wir dieselben Voraussetzungen machen, wie im vorigen Para
graphen, aber außerdem noch verlangen, daß sie nicht nur als Funk
tionen von y", für (k= 1, 2, ... , n), sondern sogar als Funktionen von 
(Yo Ys, .•. , Y .. ) stetig sind. Dies ist gleichbedeutend mit der Forde
rung, daß, wenn· man n konvergente Folgen 

(k= 1, 2, ... , n) 

von Zahlen hat, die geg~n endliche Werte konvergieren, aus 

stets die Relation 

llm y,/il = Yk 
j= .. 

(k=1,2, ... ,n) 

(2) lim fex; Yt(J), ... , Y,.(JI) = fex, Yl1 ... , Y,.) 
j= .. 

folgen soll. 
Wir wollen jetzt zeigen, daß, wenn man einen beliebigen Punkt 

der Punktmenge a<x<b mit Xo bezeichnet, und wenn all .•. , an irgend
welche endliche konstante Zahlen bedeuten, man im Intervalle a < x < b 
stetige Funktionen Yt(x), Ys(x), ... , y",(x) finden kann, die den Glei
chungen 

'" 
(3) Yk(X) = a", + j'fk(xj Yt (x),.,., V,. (x)) dx (k = 1,2, .. . ,n) 

·t'o 

genügen. Die Funktionen y",(x) müssen dann sogar totalstetig sein, 
da jede von ihnen sich als unbestimmtes Integral einer summierbaren 
Funktion darstellen läßt, und man kann (§§ 485, 486) statt (3) schreiben 

(4) ih(X) '" hex; Yt(X), . ." Yn(x). 
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Spezialisiert man die Funktionen "'(Xj '!Io ... , y,,) und fordert, daß 
sie z. B. in allen Veränderlichen (x mit einbegriffen) stetig sein sollen, 
so hat man statt (4) ein System von Differentialgleichungen 

(5) ~~ = fl;(xj '!Io ... , '!I,,) 

und das Problem, das wir behandeln wollen, ist also eine Verallgemei
nerung des Problems der Integration eines solchen Systems. Wir werden 
der Einfachheit halber die Relationen (4) auch Differentialgleichungen 
n~nnen, da ~an stets in einepI maß~leic~en ~ern des betrachteten Ge
bietes das Zeichen", durch das Gleichheitszeichen ersetzen kann. 

079. Es genügt, wenn wir die gesuchten Funktionen Yk(X) nur 
auf der Punktmenge Xo < x< b bestimmenj ihre Bestimmung in der 
Punktmenge a < x <xo ergibt sich auf ganz analoge Weise. 

Es seien Xli Xli' ... , X,I' irgend welche voneinander verschiedene 
Punkte, die in der Punktmenge xo< X < b liegen. Wir bezeichnen 
mit ~1 die kleinste der Zahlen x11 ••• , X m , mit ~s die kleinste der 
übrigen Zahlen usf., so daß 

~1<~2<···<gm 

ist. Nun bestimmen wirn stückweise konstante Funktionen tP,lXj Xli".' xm) 

·durch folgende Festsetzung: 

für Xo < X < ~1 ist tPk = (Xk' 

" ~1<X<~2 " 

~l 

t/h = (x" + . .f f,,(xj tPl' tPt, ... , tP,,) dx, 
"'0 
~ 

" ~2<X<~3 " tP" = (Xk + !f,,(xj tPlI tPs •... , tPTl ) dx, 
x. 

~m 

" 
;m<x< b " tI'k = (Xk + !fk(Xj tPo tP~, ... , tP,,) dx. 

"'. 
Durch diese Vorschrift werden die Funktionen tPA;(Xj Xu ... , x"') 

eindeutig auf der Punkt menge ~J < x< ;1+1 bzw. auf der Punktmenge 
~III < X < b definiert, so bald man sie auf dem linearen Intervall Xo < x < ~J 
bzw. Xo < x <;m kennt. 

Für jedes xp genügen die Funktionen tP,,(Xj x17 ... , xm) nach ihrer 
Definition den Gleichungen 

Xl' 

(1) tP,,(xpj x17 ... , x",) = (Xk + !f(xj tPl' ... , tPn) dx (p = 1,2, ... , m). 
'Co 



668 Kap. XI. Funktionen von mehreren Verä.nderlichen § 680 

Es ist wichtig zu bemerken, daß aus der Voraussetzung 

(2) it~(x;tlt""'Yf')I<M(x) (k=1,2, ... ,n) 
die gleichmäßige Beschränktheit deI' Funktionen tPk folgt. Der Mittel
wertsatz der Integralrechnung liefert nämlich, wenn man ihn auf die 
Definitionsgleichungen von 'lfJk anwendet, für jeden Wert von x im 
Intervalle Xo < x < b 

b 

(3) 111\(X; Xl"'" XmJI < I"kl + JM(x)dx. 

Man kann also eine obere Schranke für die Funktionen ItPk[ finden, die 
ganz unabhän~ig ist von der Wahl von Xli ..• , X 11l ' 

680. Wir betrachten jetzt eine im Intervalle xo< X < b überall 
dichte abzählbare Punktmenge 

(4) Xli X2, X3 , ••• 

und für jedes k die Folge von Funktionen 

tPk(X; Xli X2, •.• , xm) (m=1,2,3, ... ). 

Um die Bezeichnungen etwas zu vereinfachen, setzen wir 

(5) 

Aus der Folge der natürlichen Zahlen 

m = 1, 2, 3, .. . 

wollen wir jetzt eine Teilfolge mll mj , ma, ... aussondern, so daß für 
jede Zahl xp ' die in der Folge (4) vorkommt, die Grenzwerte 

~im 'lfJk(xplm,i) (k = 1, 2, ... , n) 
J='" 

existieren. Wir können zunächst aus der natürlichen Zahlenfolge eine 
monotone unendliche Teilfolge 

(6) mu , mu ' mIS ' 

finden, so daß für alle n Werte von k die Grenzwerte 

(7) ~im 'lfJk(xll m1j) (k= 1,2, ... , n) 
)=00 

existieren. Wir setzen dann 
(8) 

und wählen aus der Folge der übrig bleibenden Zahlen 
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eine monotone unendliche Teilfolge 

(9) 1n211 1n22 , m2S , ••• 

aus, so daß für alle n Werte von k die Grenzwerte 

lim tPk (xs! 1n2 j) 
)=00 

existieren. Wir setzen nun 
m2l = 11~ 

669 

(k = 1, 2, ... , n) 

und wählen aus den übrig bleibenden Zahlen der Folge (9) eme neue 
monotone Teilfolge 
(10) msu 11182 , mss, ... 

aus, so daß für alle n Werte von k die Grenzwerte 

lim tPk(XSI mSj) 
j=oo 

existieren. Die Folge (10) liefed uns die Zahl 

1nal = 1ns 

(k=1,2, ... ,11) 

und indem wir so fortfahren, erhalten wir eme monotone Folge von 
Zahlen 
(11) 11/11 1n" 1Ytu, ••. , 

welche folgende Eigenschaft hat: die Zahlen 

1np ' 1np + l ' ml'+" 
der Polge (11) sind alle in der Folge 

mpl , mp9 ' 1nps , 

enthalten, für welche die Grenzwerte 

~im tPk(xplmpj) 
)=00 

(k= 1,2, ... , n) 

existieren, und es existieren daher auch für jedes p die Grenzwerte 

(12) ~imtt·k(xpim.i) (k=1,2, ... ,n), 
J =00 

wie wir beweisen wollten. 
Diese Auswahlmethode, die G. Cantor ersonnen hat, wird häufig 

das Diagonalverfahren genannt. 

581. Es ist nun leicht zu zeigen, daß auch fUr alle übrigen Werte 
von x, die im Intervalle Xo < X< b enthalten sind, die Grenzwerte 

(13) ~im tPkexlmj) = Yk(X) (k = 1, 2, ... , n) 
,1=00 

existieren müssen. Es sei E eine positive Zahl und, wenn X> Xo ge-
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geben ist, sei; eine Zahl zwischen Xo und x, für welche 
x 

(14) !M(X)dX< i 
ist. ~'ernel' sei xp ein Punkt der Punktmenge (4), der zwischen; und x 
liegt. Der Grenzwert (12) stellt, wie ans (3) folgt, eine endliche Zahl 
dar. Man kann also eine natürliche Zahl j > p finden, so daß für jede 
natürliche Zahl q 

(15) ItPl:(xplmj+q) - tPl:(X"I m,) I < 1 
ist (§ 98, Satz 3). 

Fü·t" jedes j>p, ist der Punkt xp unter den Punkten Xu ... , xi 
und, da mJ > j ist, um so mehr unter den Punkten 

(16) 

enthalten. Nach der Konstruktion von tPt(xlmj ) ist dann 

tPk(xl'lm,) ="" + ]fl:(X; tPl (xlmJ), ""' tP,,(X \ mJ)) dx (j >p) 
;Co 

Bezeichnet man mit xr die größte unter den Zahlen (16), die nicht 
größer ist als die gegebene Zahl x, so ist erstens Xr nicht kleiner als 
xp ' aber eventuell gleich x,n und zweitens ist nach der Definition von 
tPk(x!mj ) 

.... 
tPk(xlm,) = IPA:(xrlmj ) ="1: + j't~(x; tPlI .. ·,tP,,)dx. 

"'0 
Die beiden letzten Gleichungen liefern uns 

".,. 
tPk(xlmj) - tPk(x,,1m,i) = • (ti. (x; tPl1 ..• , tP,,) dx. 

Es ist iiberdies 
; < xp < xrsx 

und daher nach (2) nnd (14) 

(17) ItPk(xlmj ) -l/Ik(x,,!-m,)1 < : . 

Die Relation (17) ist unter der einzigen Voraussetzung j > p be
wiesen worden; fUr jede natürliche Zahl q ist daher auch 

(18) 
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und der Vergleich von (15)7 (17) und (18) zeigt7 daß 

't/lk(xlm,+q) - tPA:(xlm,)1 < E 

ist. Die letzte Relation ist nach beliebiger Wahl eines positiven E für 
ein bestimmtes j und für jede natül'liche Zahl q bewiesen; aus ihr folgt 
nach dem Cauchyschen Kriterium (§ 98, Satz 3) die behauptete Existenz 
des Grenzwertes (13), 

Wegen der Stetigkeit von f~ (x; 'YI' • , . 7 '!In) in (1!J, .. " 'Y,.) ist daher 
für jedes x 

(19) lim fk(x; tPl(xlm,)",., 1I',,(xlm,» = fk(Xj 11. (x), "'7 'Yn(X». 
j=oo 

Ist nUll xp eine beliebige Zahl der Folge (4)7 so hatten wir für j > p 

Xp 

IP.\-(xplm,) = "A: + JfA:(x; t/ll(xlmj )7"" tI'n(xlmj»)dx. 
Xc 

Lassen wir in der letzten Gleichung die Zahl j gegen unendlich kon
vergieren und bemerken, daß wir wegen (2) und (19) den Satz 16 des· 
§ 402 anwenden können7 so kommt mit Berücksichtigung von (13) 

(20) Yk(Xp) = "k + !fA:(X; 'YI (x), ... , 'Yn(x» dx. 
:to 

582. Wir wollen nun zeigen, daß die Funktionen '!h:(x) stetig 
sind; es seien x' und x" zwei beliebige Punkte der Punktmenge Xo < x < b
und ;/, ;./' die größten unter den Zahlen 

xo, X17 ;111, ., ., Xrnj 7 

die x' und x" nicht übertreffen. Dann hat man einerseits, weil die 
Zahlen Xl' in Xo < x < b überall dicht liegen, 

(21) 

und anderseits 

I, l: ' , 1m s, = X, 
j=oo 

1· l:" " 1m 'oJ = X , 
;j=og 
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und daher in der Grenze, wenn man (13) und (21) beachtet, 
l1li' 

!1Ik(X") - 1I1(a:')1~ ItfM(a:) da: . 
,t:' 

Aus rueser letzten Gleichung folgt sofort die gewünschte Stetigkeit 
von 1Ik(X), 

Die beiden stetigen Funktionen 1Il:(x) und 
f/I 

IX" + ./"fr.(x; 111 (a:), ... , '!I,. (x) dx, 
;"0 

von denen die zweite sogar totalstetig ist, sind nach (20) für alle Punkte 

Xli XS, ••• 

einander gleich; diese Punkte liegen überall dicht auf der Punktmenge 
a:o< a: < b. Außerdem ist noch 1Ik(XO) = IXI ; man hat also für jeden 
Punkt von a:o < X < b die Gleichungen 

'" 
1I,,(x) = IX" +.f f,,(a:j 111 (a:), ... , '!I,,(x) da: (k = 1, 2, ... , n) . .,. 

Unser Resultat läßt sich, wie wir schon sagten, unmittelbar auf die 
Punktmenge a < x < Xo übertragen und wir haben den 

Sa.tz 2. Sind n Funktionen 

"'(X; 1111 " ., 11,.) (k= 1, 2, ... , n) 

gegeben, die für konstante Werte 'flon 111' •.• , 11,. in X me{Jbar sind und 
für konstante Werte von x in (111"'" 11 n) stetig sind, ise außerdem im 
linearen Gebiete a < x < b 

IMx; 1111"" y,.)1 < M(x) (k = 1,2, ... , n), 

wobei M (x) eine über diese Punktmenge summierbare Funktion bedeutet, 
so gibt es nach beliebiger Wahl eines Punktes xo' der ,wischen a und b lügt, 
und von n Konstanten IXlI ••• , IX .. ein System von tota7stetigen Funktionen 
fit (a:), ... , 1I,.(x), fü'l' welche dü Gleiclmngen .. 

']fk(x) = IX" + ,(f,,(x; 1ft (x), ... , 1I .. (x) dx (k = 1, 2, ... , n) 
.lIo 

überall in a < x < b erfiillt sind. 

;)88. Wie wir im nächsten Paragraphen an Beispielen sehen werden, 
kann es unter Umständen mehrere und sogar unendlich viele stetige 
Funktionen 1Ik(X) geben, die im Punkte Xo die Werte IX" annehmen und 
unsere Gleichungen befriedigen. 
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Man kann abe\' sehr allgemeine Bedingungen für die Funktionen 
f,,(x; 1111"" Y,.) angeben, die die Eindeutigkeit einer bestimmten 
Lösung des Systems gewährleisten. 

Wir nehmen an, 
y,,(x) <k= 1, 2, ... , n) 

sei die zu untersuchende Lösung und man habe 

Yk(XO) = "k' 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, daß in jedem Punkte von a < x < b 
und für jede beliebige Wahl der endlichen Zahlen Yll . , ., fJ .. die Be
dingungen 

(1) Ih(Xj 911 .,., Y .. ) - (,,(Xj YI,(X), ... , y,.(x) I 
< N(x)[lfJI-Yl(X)1 + ... + ly,.-y,,(x)IJ 

erfüllt sind; hierbei soll N(x) eine übel' a < x< b summierbare Funk
tion bedeuten. Die Bedingung (1) ist unter dem Namen "Lipschitzsche 
Bedingung" bekannt. 

Nun seien fJl(X), ... , y,,(:c) irgend welche stetige Fuuktionen, welche 
die Gleichungen 

'" 
(2) y,,(x) = "A: + J'{,,(Xj fitCx), ... , y,.(x)dx 

befriedigen. Wir wl)llen beweisen, daß die Gleichungen 

(3) 

in der Punktmenge Xo < X< 7J stets erfüllt sindj der Beweis für die 
Punktmenge a < x <xo ist dann ebenso zu führen. 

Wie betrachten die stetige Funktion 

(4) v(x) = IYl(X)-Yl(X)1 + ... + Iy,,(x)- !fix)! 

und bezeichnen' mit p.(~) das Maximum dieser Funktion im abgeschlos
senen Intervall Xo < x < ~. Sind die Gleichungen (3) nicht stets in' 
Xo < x < b erfüllt, so gibt es einen Punkt ~ in dieser Punktmenge, für 
welchen p.(~) positiv ist. Ist dann ~o die untere Grenze der Werte von~, 
fiir welche p.(~) > 0 ist, so ist, weil p.(~) eine stetige und monoton 
wachsende Funktion darstellt, die für x = Xo verschwindet, 

p.(~) = 0 und Xo < ~ < b; 

för jedes ~~ das zwischen ~o und b liegt, ist danu 

(5) 11m> o. 
CIL" .. th~odory, Reelle Funktionen, 43 
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Es sei also i eine beliebige Zahl zwischen ~ und b und mU t ein 
Punkt des abgeschlossenen Intervalls xo':::;; x':::;; i bezeichnet, in welchem 
die stetige Funktion v(x) ihre obere Grenze annimmt. Es ist dann 

(6) v(~) = ~(;) 
und da die lfunktion v(x) in der Punktmenge Xo < x ~ io verschwindet, 
so ist 
(7) t, < e < i. 

Nun hat man aber, wena man bedenkt, daß Y.\:(;o) ... Yt(io) ist, 

Ykm ~ 1Mt) == OMt> - Yk<~O» - (1h<t> - 1Ik<io» 

=/[h(X; fiu ... , Y7I) - (,.(x; 1111 ••• , y .. )]dx 

und daher nach (1) und (4) 
; 

!t;..(t) - 1I.\:(e) I ~[N(X) . v(x) dx 

~ 

< v(t) [N(X) dx. 

Mit Benutzung Ton (6) und (7) ist also 
~ 

Iy.\:(t) -1/k(t)!;S ,,(i) /"N(X) dx 

und wenn man über k summiert und (4) und (6) beachtet, 
~ 

~m < n l'(i)['N(X)dX. 

Nun ist aber nach (6) die Zah11'(i) von Null verschieden; es müßte also 
für jeden Wert von i, der zwischen go und b liegt, die Ungleiohheit 

; 

[N(X)dX> ! 
erfüllt sein, was offenbar unmöglich ist. Unsere Annahme, daß I'(i) 
nicht stets verschwindet, ist also falsch und es müssen daher auch die
Gleichungen (3) bestehen. 

Satz 3. Wenn die LiPSMitssche Bedingung für eine Lösung 1/1 (x), ..... 
!I.(x) unseres Systems er(üUt ist, so ise diese LiJsung durch ihre Ä"fangs
wem ".\: eituleutig bestimmt. 
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Ist die Lipschitzsche Bedingung 

!fk(x; Yl1 ... , Yn) - fex; Yll ... , Yn)! 
< N(x)[IYt-Yll + .. , + !Y,,-Y .. IJ 

für jedes PUllktepaar (Y17 •. " '!J) und (Yu ... , y,,) des Raumes der Y er
fdllt, so können unsere obigen lJberlegungen auf jedes beliebige System 
von Funktionen Yk(X) übertragen werden, das unsere Gleichungen be
friedigt. Hieraus folgt dann der Satz: 

Sa.tz 4. Ist im Raume der X'YlI Y2' ... , Yn die Lipschitzsche Be
dingung in jedem Punkte des Streifens a < x < b erfiillt, so geht durch 
jeden Punkt dieseß Streifens eine und nur eine Lösung unseres Systems 
von Differentialgleichungen. 

084:. Als Beispiel betrachten wir in der xy-Ebene die Kurven, 
schar, die für Iyl < 1 die Gleichung 

y=(x-c)S 

und für 1111 > 1 die Gleichuug 

y=3(x-·c1) 

besitzt. Hierbei bedeuten c und Cl ver
änderliche Parameter. Diese K urven
schar genügt oel' Differentialgleichung 

y' =.f(x, y) , 
wobei 

fex, y) = 3y·/. oder fex, y) = 3 

Fig . .jA. 

ist, je nachdem !yl ~ 1 oder lyl > 1 ist. Diese Differentialgleichung 
wird aber auch durch die Linie Y = 0 befriedigt. Durch den Punkt 
x = y = 0 gehen also zwei Lösungen unserer Differentialgleichung, 
nämlich 

Y = x3 und '!J = 0 

und die Lipschitzsche Bedingung ist hier nicht erfüllt, was auch 
leicht direkt verifiziert werden kann. 

Als zweites Beispiel betrachten wir das Kurvensystem 

für 

" 
" 

C~O, 

0< Cl< 1, 
C2~O. 

43" 
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Dieses Kurvenl'lystem genügt der Differentialgleichung 

}'ig. 46. 

, f" ) y = ~x, y , 
wobei 

f(x,y) = 0 für y 5:.0, 
f(x,y) =; " O<'!I~ x' und x+O, 

f(x,y)=-2x" y>x2 

ist. Hier sind auch alle unsere Be
dingungen bis auf die Lipschitzsche im 
Intervalle I x I < 1 erfüllt und es gehen 
in der Tat unendlich viele Kurven der 
Schar durch den Punkt x = y = o. 

585. Man darf aber nicht vergessen, daß die Lipschitzsche Be
dingung nur eine hinreichende Bedingung für die Eindeutigkeit der 
Lösungen ist. Es kann daher sehr wohl vorkommen, wie das folgende 
Beispiel zeigt, daß eine Lösung Uliseres Systems von Differential· 
gleichungen auch dann durch die Anfangswerte "'k eindeutig bestimmt 
ist, wenn die Lipschitzsche Bedingung nicht erfüllt ist. 

Wir bezeichnen mit fJ eine beliebige positive Zahl und betrachten 
im Streifen ß' S. y < 4 ßB der xy-Ebene eine Kurvenschar 
(1) y = F(x; Ä, ß) 1 <l. S. 4, 
die vom Parameter Ä abhängt und folgendermaßen definiert ist. Die 

Kurven y=.F(xjÄ,ß) sind stück· 
weise linear, periodisch von der 
Periode 2 fJ und besitzen Ecken in 

:::----..l----:~~ den Punkten ~ = 0, ~, - fj, 2~, 
• : 1-~ - 2 ß, .... DIe auf dIe Ecke mIt 
• I I den Koordinaten 0, l.ß2 nächst-
~~ folgende Ecke, deren Abszisse ß 

~-_.:L.---l-~ --1 ist, besitzt die Ordinate 
I---+=''---j I r-1 {ß1+2(l-1)fJ' f!ir 1 <l.<2 

: I : (2) = = , 
---=-P---;:O~---"fI!....--~2P· 3fJ" 3fJi+{-(l-2)ß9" 2<l:::;4. 

Man sieht sofort ein, daß 
durch jeden Punkt des Streifens 

Fig.46. ßB < y < 4ßll eine einzige Kurve 
der Schar (1) hindurchgeht und daß diese Kurve eine eindeutig be
stimmte rechte Derivierte besitzt, die wir also durch eine Funktion 
tp(x, 1/; ß) darstellen können. 
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Für A. = 1 und 1 = 4 fallen die Kurven (1) mit den Geraden 11 = ~t 
und 11 = 4~2 zllsammen; fifr 11'" ~B und y = 4(J1 ist also fP(x, 11; ~) ... O. 
Ferner ist nach unserei' Konstruktion längs der Kurve 4 =- 2 

(3) !fP(x, y; (J)! ... fJ, 
und (la in jedem Punkte dieser Kurve 

11 = F(x; 2, ~) < 3~! 
ist, hat man stets längs dieser Kurve 

(4) !cp(x, 11; ~)! ~ ß~ • 

Nun definieren wir in der ganzen xy-Ebene eine Funktion f([I;, y) durch 
folgende Vorschrift: 

I für 11 > 1 ist fex, y) = 0, 

(5) ";w < y <;; 4"~ 1 " fex, y) = cp (x, y; 2~) (n = 1, 2, ... ), 

" y=o "f(x,y)=O, 
fex, -v) = /"(x, y). 

Die Funktion f(x, y) ist für konstante y stückweise stetig, also meßbar 
als .D;unktion von x, ffir konstante x stetig als Funktion von y; außerdem 
ist in jedem Punkt der Ebene !f(x, y)1 < 1 :4. Also genligt die Funk
tion fex, y) innerhalb eines jeden beliebigen Streifens a < x < ballen 
Bedingungen des Satzes 2 und durch jeden Punkt der Ebene geht daher 
mindestens eine Lösung der Differentialgleichung 

(6) Y "" fex, '!I). 
Außerdem besteht für fJ ... 1 : 2" die Kurvenschar (1) ~us lauter 

Lösungen der Differentialgleichung (6), die keinen einzigen Punkt 
der Achse '!I ... 0 enthalten; durch jeden Punkt der Ebene, der nicht 
auf der x-Achse liegt, geht eine derartige Lösung. Bedenkt man nun, 
daß nach unserer Konstruktion die Lipschitzsche Bedingung längs jeder 
dieser Lösungen erfüllt ist, so folgt nach dem Satze 3, daß diese Kurven 
die einzigen sind, die überhaupt Punkte enthalten, für die '!I =I- 0 ist. 
Hieraus entnimmt m~n wiederum, daß jede Lösung von (6), die Punkte 
der Geraden y = 0 enthält, mit dieser Geraden zusammenfallen muß. 

Durch jeden Punkt deI'. Ebene geht also eine einzige, eindeutig 
bestimmte Lösung von (6). Trotzdem ist auf der Geraden 11 = 0 die 
Lipschitzsche Bedingung, wegen (4), nirgeuds erfüllt. 

686. Wir betrachten jetzt Systeme von Differentialgleichungen 

Yi ("V (,,(x; l1u .. " 11,,; t) (k== 1, 2, ... , n), 
die von einem Pn,rameter t abhängen, und untersuchen die Lösungen 
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dieser Systeme in ihrer Abhängigkeit vom PS1"I\metar t. Es gilt 
dann der 

Satz 5. Es seien für k= 1,2,.", n die Funktionen (,.(XiY17 ,."y,.,t) 
unter folgenden V oraussetsungen gegeben: 

a) für jeden festen Wert von t innerhalb einer gewis~en Umgebung U1 

de.q Punktes t.. ist Mx; '!I1I .. " '!1ft; t) meßbar als Funktion von x für jedes 
feste System von Größen Yj' stetig aZs Funktion von ('!II1"" y,.) für jedes x, 
beides, wenn x im Zinear.en Gebiete a < x < b liegt, und außerdem ist, 
wenn M(x) eine von t unabhängige über a < x < b summierbare FlInlttion 
bedeutet, ) I ( ) (k ) IMx; '!I11 "', Y,.; t :$ Mx == 1, 2, ... , n j 

b) für t == to und fiir jedes beliebige Wertesystem '!I17 'IIu ' , " y,. sind. 
die f,,(x; '!J11 ' ,.,11".; t) stetig als Funktionen von ('!lu"', '!I,,; t); 

c) fiir t = to und ",(to) = ",,0 gibt es ein einsipes System von 
Funl.-ticmen 1h(x, to) = '!I1:°(x), welche die Gleichungen 

'" 
(1) y,,(x, t) = "J;(t) + j'h(X; Yl(X, tl, ... , y,,(x, t); t) dx (k = 1, 2, .. "n) 

"'0 
befrilJdigen. 

Dann bestelten, fWr jedes Lösungssystem deJ· Gleichungen (1) und für 
jeden Putlkt des betrachteten Gebietes, '''''gleich mit 

(2) 

auch die Gleichungen 
(3) 

lim .",,(t) = "1:0 (k=1,2, ... , •• ) 
t=to 

lim y,,(x, t) = y"O(x) 
1=10 

und die ~trachteten Lösungen y,,(x, t) sind in den Punkten 

a<x<b, t=to 
tibet'dies stetig als Funktionen der swei Vet'änderliclum (x, t), 

Es sei 
(4) 

eine Folge VOll unendlich vielen Zahlen, die gegen to konvergieren, und 

(5) 

eine Folge von Punkten, die in der Pnnktmenge a < x < b überall dicht 
liegen. Wir betrachten die Funktionenfolge 

(6) y,,(x, t",) (m = 1, 2, 3, •.. ), 

die man erhält, wenn man in (1) die Werte (4) von t del' Reihe nach 
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einsetzt, und beweisen genau wie im § 580, daß man aus (4) eine 
Teilfolge 
(7) t"", tr",' tm., ..• 

aussondern kann, so daß fUr jeden Punkt xp der Folge (5) die Grenz
werte 
(8) (k-1, 2, ... , n) 

existieren. 
Nun betrachte man die Relation 

(9) I
IYk(X, tmJ+q) - Yk(X, tm) l < I Yk(Xp , tmJ+q) - Yk(Xp, tmJ) \ 

+ IYk(X, tmJ+) -Yk(Xp' tmJ+q) \ 
+ lYk(Xp,tmj)-Yk(X, tmJ) I , 

die für jeden Punkt X innerhalb des Gebietes a < x < b und für alle 
natürliche Zahlen p, j und q gilt, und bemerke, daß wegen (1) für jeden 
Wert von f 

(10) \Yk(X, t) - Yk(Xp , t)1 < ,J M(x) dx 
:e 

ist. 
Ist nun E eine beliebige positive Zahl, so kann man, weil in jeder 

Umgebung von x Punkte von (5) liegen, zunächst xp so bestimmen, daß 
Xp 

I.(M(.'{;) dx <+ 
i1' 

ist und hierauf wegen (8) die natiirliche Zahl j so bestimmen, daß für 
je d e natürliche Zahl q 

IYk(Xp , tmJ+q) - Yk(Xp , tmj) \ < ; 
ist. Dann folgt aber aus (9) für jede beliebige natürliche Zahl q 

!Yk(X, tm . ) - Yk(X, tm')l ~ E, 
J+q J -

woraus man die Existenz des Grellzwel'tes 

{ll) 

,entnimmt. 
Setzt man für t die Werte (7) der Reihe nach in die Gleichungen (1) 

ein und führt den Grenzübergang aus, so erhält man wegen der Bedin
gung b) mit Beriicksichtigung von (1), (2) und (11) das tileichungssystem ,. 
(12) fIlk(X) = "kO + .f fk (x; fPt (x), ... , fIlll(x); to) dt. 

"0 
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Nun waren nach der Bedingung c) di1:l Funktionen '!h(x; to) die einzigen~ 
welche die Gleichungen (12) befriedigen, und hieraus folgt für jeden 
Wert von x 
(13) rp,,(x) = y,,(x, to)' 

Wäre nun für irgendeinen Wert x von x die Gleichung (3) nicht 
eriüllt, so könnte man eine Folge (4) von Zahlen tm bestimmen, so daß 
nicht nur die Relation (8), sondern noch außerdem 

lim y,,(ii, tm .) = Y 
j="" J 

existiert und 
(14) 

ist. Dies ist aber unmöglich, weil dann auch nach (11) 

(15) fPk(ii) = lim lI~(ii, tm .) = r 
j=CJ> J 

wäre und die Bedingungen (13), (14) und (15) sich widersprechen. 
Von den Funktionen lI,,(x, t) müssen wir endlich zeigen, daß sie in 

allen Punkten der xt-Ebene, die auf der Geraden t = to innerhalb des 
Streifens a < x < b liegen, sogar als Funktionen von zwei Veränder
lichen aufgefaßt, stetig sind. Dies folgt aber sofort aus der Relation 

!y",(x+k,t)-YA.(X,tO)! ~ly,,(x+h,t)-Yk(X,t)1 + !Yk(x,f)-lI,,(X,to)1 
"'+h 

::; !M(x) dx + y,,(x, t) - y,,(x , to) 1 

wenn man unser früheres Resultat hinzunimmt. 

-587. Es kommt sehr oft vor, daß man VOll den Funktionen 
(,,(x; Y1I •• " Y,.) oder f" (x; YII ..• , 11,.; t) nur weiß, daß sie in einem ab
geschlosllenen Intervall 
(1) I: a"~Yk<bk (k=1,2, ... ,n} 
des Raumes der Y11 .. '1 Yn den Bedingungen genügen, die wir für die
obige Theorie verlangt haben. Man kann sie aber dann durch andere 
Funktionen fl;(xj Y1I .·.,11,.) ersetzen, die in I gleich den gegebenen 
sind, und außerhalb dieses abgeschlossenen Intervalles so definiert sind 
daß unsere früheren Bedingungen überall erfüllt sind. 

Dazu benutzen wir am zweckmäßigsten folgenden Kunstgriff, deI 
dar~ besteht, d-:n Definitionsbereich von f" sukzessive zu erweitern_ 
In I setzen wir f" = (,.j hierauf sei für 111 < a1 oder 111 > bl1 während 
die übrigen lh den Bedingungen (1) genügen, 

f,,(x; Yl1 ···,11,,) = f,,(x; ap Y2' ... , Y,,) bzW'. f,,(x; b17 y" .•. ,11,,) 
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Jetzt ist f.k fUr alle Werte von YI und für 

a" ~ 'Yk "S bk 
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(k = 2, 3, ... , n) 

definiert, uud wir können nach derselben Methode die Beschränkung: 
für '!I2 und hierauf die Beschränkung für '!Js usf. aufhebell. 

Nun sind die Lösungen der Differentialgleichungen 

ih '" fk(X; ;1111 ••• , '!In) 

auch Lösungen der ursprünglich gegebenen 

ih '" Mx: '!II, ... , '!I,,), 

solange sich der Punkt 

Yt (x), '!Is(x), ... , '!I,,(x) 

im Intervalle t befindet. Dies wird wegen der Stetigkeit der F.unk
tion '!I,,(x) in eiuer gewissen Umgebung des Punktes :Co stets der Fall 
sein, falls die Anfangswerte (Xk den Bedingungen 

(,k=1,2, ... ,n) 

genügen. 'Vir werden abel' nicht mehl' wie oben ohne weiteres 
schließen können, daß die I.ösungen der ursprünglichen 
Differentialgleichungen im gan7.en Gebiete n< x < b fort
setzbar sind. 

588. Es kann auch vorkolllmen, daß die Funktionen (,,(x; '!Il'···' 'l/n) 
keiner Bedingung der Form 

Ihl < M(x) 

im ganzen Raume der '!Ij genügen, wohl aber der Bedingung 

Ifkl ~ M(x) G(YlI"" y,,), 
in welcher M(x) summiel·bar ist und O{I/l1 •.. , '!In) in jedem abge
schlossenen Intervall I des Raumes der '!Iv ..• , Yn beschränkt ist. 

Dann kann man, wenn die Anfangsbedingungen "k im Punkte IXo_ 
gegeben sind, das Intervall I so wählen, daß der Punkt "11 ..• , u" im 
Inneren dieses Intervalls liegt. Die Differentia1gleichungen haben dann 
stets eine totalstetige Lösung in einer gewissen Umgebung von Xo und 
zwar für jede beliebige Wahl der Anfangswerte "k; man muß aber nicht 
daraus schließen wollen, daß die Lösungen im ganzen Gebiete a < x < b 
endlich bleiben. 

Z. B. besitzt die Differentialgleichung 

fJ = y2 
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die Lösung 
1 

11 = c-x' 

die im Punkte x = c unendlich wird. 

Satz 6. Wenn die Vorausset.aungen, die wir in den Sätzeli 2, 3 
und' 5 dieses Abschnittes über die Funktionen f1;(x; y., ... ,11,.) tuad 
t~(x; 1/11 ..• ,1/,,; t) gemacht '/laben, nicht für beliebige Werte 1111 ••• , 1/,., 
sondern nur für die Punkte eines Intervalls 1 des Raumes 1/ J gelten, so 
existiert um jeden Punkt Xo des linearen Gebietes a < x < b eine ihm 
zugeordnete Umgebung, in welcher die früheren Sätze gelten. 

Dies ist insbesondere der Fall, wenn statt der Bedingungen If1;l:S M(x) 
mw noch die Ungleichheiten I ~ 1,5 M (x) G (1/11 ... , 1/,.) gelten, in denen 
M(x) iiber a<x<b summierbar und G(1/I'''''Y'') auf jeder bP,schränkfen 
Pttn'ktmenge des Raumes der Yj beschränkt ist. 

589. Als letzte Frage, die uns beschäftigen soll, behandeln wir die 
Differentiation der Lösungen eines Systems von Differential
gleichungen 
(1) Yk "-' Mx; Yl' . ", 11,,; (I 

nach einem Parameter t. Es gilt hier der 

Satz 7. Für k= 1,2" .. , n seien dJie Funktionen fk(x; 1/11"" Y,.; t) 
runter folgenden Voru'ussetzwngen gegeben: 

a) Fiit' jeden {esten Wert von tinnerhalb einer gewissen Umgebung 
Ut des Punktes to sollen die Funktionen f1;(x; 1/11 ... , 1/,,; t) meßbar sein 
als Funktionen von x für feste Yj' stetig sein als Funktionen von VII"'" 1/,,) 
fwi' feste x, beides ,wenn x im linearen Gebiete a < x < b liegt, und es 
soll außerikm 
(2) Ifk(x; Yl' ., .,-'!I,,; t)1 < M(x, t) (k == 1,2, . ,., n) 

sein, wo M(x, t) eine fÜ1' die bet'rachtelel1 Werte von f über dieses Gebiet 
slumnierbare Funktion von x bedeutet. 

b) Die Funktionen f/':(x; Yu ... , '!In; t) sollen für t - to 'und längs 
einer bestimmten Lösung 

(3) (k == 1,2, ... , n) 

von (1) als Funktionen von ('!Ill"" Yn ; t) differentiicrbar sein (§ 560), 
c) Mit dm' Bezeichnung 

(4) 
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.soU, wenn (to + h) in der betrachteten Umgebung ~ von to liegt, 

(5) I f ... (a:;Yl+ 1i!, •. ·,y,f + hn ; :~+ h) -f,,(a:;'!I10, ... , y:;to) I< K(x) 

(l. = 1, 2, ... , n) 

sein, wobei K(x) eine übel' a < x< b summierbare Funktion bedeutet. 
Dann sind die Lösung(~n 

x 
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Yl(X, t) = «,,(t) + !f,,(x; Yl(X,t'J, ... , 1I .. (x,t)j t)dx (k= 1, 2, ... , n), 

falls Sle im Punkte x = Xo unti t = to nach t differentiierbar sind, für 
beliebige Werte von x innerhalb des Gebietes Ct < x < b und für t = t01 

nach t differentiierba1' uml ihre Ableitungen nach t sind Lösungen des 
Systems von Diffel'entialgleichungen (26), das weiter unten gebildet wird. 

Es sei Xo ein beliebiger fester Punkt des Gebietes a< X < bund 
«,,(to) seien die Werte der h'unktionen (3) im Punkte Xo; wir betrachten 
eine Schar von Funktionen 

'(6) 1It(X, to+h), ... , y,,(x, to+h), 

die von einem Parameter h abhängen, unsere Differentialgleichungen (1) 
für den Parameterwert t = to + h befriedigen und . im Punkte Xo die 
Werte ",,(to+h) annehmen. ]!'erner setzen wir voraus, daß die Grenzwerte 

(7) 

existieren und endlich sind. Wir wollen nun zeigen, daß die Funk
tionen (6) als Funktionen von h im Punkte h = 0 differentiierbar sind 
und ein System von Differentialgleichungen für die Ableitungen diesel' 
Funktionen nach h aufstellen. 

(8) 

(9) 

(10) 

Wir bedienen uns zu diesem Zweck der Abkürzungen 

( 1) Yk(a:,to+h)-YkO(x) 
1Jk {lJ, '6. = TI' 

fkO(x) = f&x; 1/t o(x),. 0 0' y~(x); 10), 

lOfkO 
- olir. fü o() Co 1 2 ) und iJYk-a-Yk I' Y,=Y, X J-=, , ... ,n t=to' 

(}fj;0 Ofk fü O( ) (0 1 2 ) d aT=fJt r Y'=Yj x J= , , ... ,n un t=to' 
Für die letzten Zahlen ist nach den Relationen (4) und (5), wenn man 
dort sämtliche Zahlen hl1 0 0 ., hn , h außer der Ainen unter ihnen gleich 
Null setzt und diese letzte Zahl gegen Null konvergieren läßt, 

(11) I ~;: I < K(x) , t °tf I <K(x) .. 
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Nun setzen wir f"dr alle 11" die von Null verschieden sind und für welche 
(to + h) in Ut W~gt, 

(12) .I. ( • .11,) fk(x; Y10+ 1&111' " ·.1"~+ h1j .. ;to+h)-fkO(X) 
""11: X, "11,···,'I}1&: ... h ' 

für h = 0 dagegen 
U"o 01,,0 Of"o 

(13) 'IJIk(X;'I'/U'''' 'ln; 0) =0111 'l}l + ... + 01/ .. 'I}. + ']T' 

Aus (8) und (12) folgt, daß für aUe betrachteten Werte von 11" die TOn. 

Null verschieden sind, 
'" 

(14) ( 1.) "t(t. + 1,) - Clk(to) f (. 11, 11, • h).:J . "1,.X,f'= ,. + 1/J"X,fh(X,),.",'I}.(D:,), u;X 
..., 

sein muß. Wir btmierken ferner, wenn wir die Zahlen 'l}u ••• , '1. in 
(12) und (13) als unabhängige Veränderliche ansehen, daß die Funk
tionen 1/I.,(x; fJl1 .•• , '1'/.; 11,) folgende Eigenschaften besitzen: 

1. Sie sind für alle betrachteten Werte von h (auch für 11, - 0) 
meßbar als Funktionen vou x (§ 577). 

2. Sie sind ebenfalls fÜl' alle hund fÜl' feste x stetig in ('11' '1., .•. ,11.), 
wie aus den Gleichungen (12) und (13) unmittelbar folgt. 

3. Wenn man beliebige endliche Zahlen mit ''/t0, '1tO, .•. , 'YJ: be·· 
zeichnet, so sind die Funktionen "",. als Funktionen von (1J171J9, ••• : "1 .. , h) 
stetig im Punkte 

(15) 

1J.='YJkO (k=1,2, ... ,n), 

Setzt man in der Tat 

16=0. 

so folgt aus der unter b) verlangten Differentiiel'bal'keit der Funk 
tionen fi 

",(x; 111°+ h'1l1 . ",11,,°+ h1J,,; to+ M -- fkO(X) = 
ofjo ofjo o{,o 0:/"'11 + ... + 0; .. 11,'1,. + 0: 11, + r S(,.) , 

wobei Set') eine l!'unktion bedeutet, die mit r gegen Null konvergiert 
und für ,. = 0 verschwindet (§ 560). Hieraus folgt aber nach (12)" 
(13) und (16) 

(16) 1JI~(x;'117 ... , '1,,; h) - '1/11:(:&; '/1°, 0'" " .. 0; 0) = 
öflo 8fJo 
0;, ("ll-'1110) + ... + 0; .. (1J .. -",,0) + S(to)1/1 + '111 +.00 + '1.:~, 
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und dieser Ausdruck konvergiert gegen Null, wenn man irgeudwie die 
'Yh gegen 1'",0 und h gegen Null konvergieren läßt, 

4, Man hat endlich wegen (5), (12) und (15), solange h =1= 0 ist, 

(17) ItPk(X, '71' ',., '7,,; h)1 < K(x) VI + '712 + . , . + 11",8, 

und diese Ungleichheit ist wegen der soeben bewiesenen Stetigkeit der 
lPk auch für 11 = 0 erfüllt, 

690. Wir bezeichnen mit 7' die größte der Zahlen 

1, I Pt I , I P21, ' . " I Pn j, 
wobei die Pk dieselbe Bedeutung wie in (7) haben. und betrachten im 
Raume der 111) , , ., 11,; den abgeschlossenen Würfel 

(18) (k = 1, 2, .. " ?t ). 

Ferner bilden wir nach der Konstruktion des § 687 die Funktionen 
tPk(X; 1/u "', "1,,; h), die im Inneren des abgeschlossenen Würfels (18) 
mit unseren Funktionen lPk zusammenfallen, und betrachten das System 
von Differentialgleichungen 

(19) 

Wir können jetzt auf deI' ;1)- Achse ein lineares Gebiet angeben, das 
den Punkt Xo enthält und die Eigenschaft besitzt, daß die Lösungen des 
Systems (19), die den Anfangsbedingungen 

(20) (1.:= 1, 2, .,', n) 

gen ligen , für hinreichend kleine Werte von h im Würfel (18) liegen. 
Dazu bemerken wir, daß nach der Konstruktion von 1pk mit Berück
sichtigung von (17), (18) und von I' ~ 1 folgt: 

(21) 111Jk1 < K(x) Vi + 9 n1' l! < l' [(x) VI + 9n. 

Wählen wir nun 'mit Berücksichtigung von (7) die positive Zahl ho 
derart, daß für Ihl < 110 die 7.ahlen (20) dem absoluten Betrage nach 
kleiner als 21' bleiben, so ist 

x 

I "1k(X, h)1 < 27' + 7'V1+9nIJ'[(x) dx 
"'0 

und es genügt daher, das gesuchte lineare Gebiet 

(22) 
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so zu wählen, daß fIlr jeden Punkt dieses Gebietes 
a; 

(23) ! K(ft)dft < 1 .... Yl + 9n 

ist; dabei ist wichtig zu bemerken, d!lß die Bestimmung des Gebietes (22) 
ganz unabhängig von der Zahl " ist. 

ö91. ~'ür das Gebiet (22) und für Ihl <ho fallen also die Lasungen 
des Systems (19), welche die Anfangsbedingungen (20) besitzen, mit, 
den Lösungen des Systems von Dift'erentialgleichungen 

(24) '1J" '" ""k(ftj '1']11 ••• , '1J"j h) 
zusammen. A.ußerdem sind alle Bedingungen, die für die Beweisführung 
des § 686 notwendig waren, hier erfüllt. Die erste dieser drei Be
dingungen ist eine Folge von § 589 unter 1) und 2) der p. 684 und 
von (21), die zweite wurde explizite im § 689 unter 3) bewiesen, und 
die dritte ist erfüllt, weil hier sogar die Lipschitzsche Bedingung für 
h = 0 unbeschränkt gilt. Man hat nämlich wegen (11) und (13) 

'"",,(Xj fil' ..• , fi"j 0) - ""ift; '1J1I ••. , '1J .. j 0)1 < 
K(ft)(lfil-'1Jll + ... + !fi .. -1j.I)· 

A.us den Resultaten des § 686 folgt nun, wenn wir berücksichtigen 
daß nach (14) die Funktionen 'rJ,,(ft, h) für h + 0 Lösungen von (24) 
sind, daß innerhalb des Gebietes l22) die Grenzwerte 

'1J,,(ft,O) = lim '1J,,(ft., h) = (O!tA:\ 
1\ .. 0 Q },=t. 

existieren und Lösungen der Gleichungen 
a; 

'1J,,(ft, 0) = Pk + f[a:;~ 'll(ft, 0)+ ... + ~;~"l.(ft, 0) + °lfJdft 
"'0 

sind. 
Man kann nun wegen der Summierbarkeit von K(ft) über das 

lineare Gebiet a < ft < b dieses Gebiet mit endlich vielen übereinander
greifenden Intervallen (oder Gebieten) ~1I ~11 ••• , ~m überdecken, so 
daß für je zwei Punkte r und ~" eines beliebigen unter diesen ~" die 
Bedingung 

befriedigt ist. Hieraus folgt aber, daß die Eigenschaften der Funk-
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tionen "l,,(iD, h), die wir zunächst nur fllr das Gebiet (22) bewiesen 
haben, sich auf das ganze lineare Gebiet a < x < b übertragen lassen. 
Existieren also in einem Punkte· 0:0 die Ableitungen 

(25) (Oy,,\ 
Tele=l. (k-l, 2, ... , n), 

so sind die Funktionen ,,,,(x, t) in jedem Punkte von a < x < b für 
t = to nach t partiell diiferentiierbar und die Ableitungen (25) sind 
Lösungen des Systems 

( ) • ()file + +()f.,o +iJfko ( 2 ) 26 f/II"" Oy1'l11 .•• oy~'I1,. 7ft k=l, , ... ,n, 
das man die Variationsgleichungen des gegebenen Systems von 
Differentialgleichungen nennt. 

Bemerkung. Die Sätze 5 und 7 dieses Abschnittes sind auch 
dann vielfach VOn Nutzen, wenn die Funktionen (",(0:; '111"'" '11,,) nicht 
explizite von einem Parameter t abhängen und man nur die Anfangs
werte "lI(t) als Funktionen von t betrachtet. lJeim Satze fi fällt dann 
die Bedingung b) fort, beim Satze 7 muß man die Diiferentiierbarkeit 
der Funktionen (,,(iD; '1117 ••• , 1/,,) als .(j'unktiol1en von (1/17 ... , 'IIJ postu-
lieren. . 

592. Wir betrachten für k = 1, 2, ... , 1t zwei Systeme von Funk
tionen "'(x; '1117 •• ,'II.j t) und 9,,(iD; '1117 •.•• , '11,,; t), die für alle Werte von 
1ft, . .. ,1/. definiert sind, wenn x in einem linearen Gebiet a<x<b 
enthalten ist und t in einer .Umgebung U, des Punktes t" liegt; wir 
nehmen ferner an, daß fiir alle Punkte des Definitionsbereichs dieser 
Funktionen die Gleichungen 

",(x; 'Ilv"', '11 .. ; t) = 91l(Xj '1111" ·,11,,; t) (k= 1, 2, ... , n) 
erff1llt sind, sobald x in einem maßgleichen Kern E des Gebietes a < x< b 
enthalten ist. 

Sind dann 111(0:), ••• , '11,,(0:) irgendwelche Funktionell, von x, 80 
sind die Funktionen 

(,,(Xj '111 (x), .•. , '11.(0:); t) und 911(X; '111 (x), •.• , 'II,,(X}j t) 
als Funktionen von x einander äquivalent und hieran" folgt, daß di& 
Diiferentialgleichungen 

illl '" (,.(Xj 111, .•. , 11.; t), 
fI" '" 9,,(X; '1111 ••. , 'IIn; t) 

bei gemeinsamen Anfangsbedingungen und gemeinsamem Wert des Pa
ra.meters t, wenn sie Ilberhaupt Lösungen besitzen, dieselben Lösungen_ 
haben mfIssen. 



688 Ku.p. XI. Funktionen von mehreren Veränderlichen § 1I92 

Diese Bemerkung erlaubt sämtliche Sätze dieses Abschnittes unter 
etwas allgemeineren Voraussetzungen zu beweisen, als wir es getan 
haben. 

So gilt z. B. der Satz 2 des § 582, wenn man die Stetigkeit der 
Funktionen (k(X; !fl"'" Y .. ) in ('!I1/"" '!In) nur innerhalb eines maß
gleichen Kernes B des Gebietes a< x < b postuliert. Denn die Funk
tionen Uk(Xj '1111 ••• , '11 .. ), die in E gleich (,.(x; '1111 ••• , '11 .. ) sind und in 
allen übrigen Punkten des Gebietes a < x < b identisch venchwimlen, 
genitgen den Voraussetzungen des Satzes 2. 

Ebenfalls genitgt es. wenn man die Bedingungen b) der Sätze 5 
und 7 nur innerhalb des maßgleichen Kernes E verlangt. Trotzdem ist 
die Di:tferentiierbarbeit der Lösungen yix, t) als Funktionen von t für 
alle Werte von x vorhanden. 
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Note I. 
Über den Überdeckungssa.tz von Vitali. 

593. In der Literatur findet man zuweilen eine Formulierung des 
Überdeckungssatzes von Vitali (§§ 288-291), die ganz falsch ist. Es 
wird behauptet, daß der Vitalische Satz auch dann gilt, wenn die Folgen 
von Punktmengen 0k(P), die wir im Satze 2 des § 289 betrachtet habtm, 
einfache Intel'valle sind, die den Punkt P enthalten, und deren Durch· 
messer mit 1: k gegen Null konvergieren. Da es in diesem Falle keine 
positive Funktion ct(P) zu geben braucht, für welche die Bedingung 

1nlIk(P) > a(P) >0 (k 1 2 3 ) 
'In W k (P) = , , , ... 

erfüllt ist, sind die Voraussetzungen des § 289 nicht erfüllt. Der Satz 
ist nicht einmal richtig, wenn alle Intervalle konzentrisch zum Punkte P 
gewählt werden. Diese letzte Frage, die ich in einer Fußnote auf S. 304 
der ersten Auflage dieses Werkes aufgeworfen hatte, ist durch Herrn 
S. Banach in vollkommen befriedigender Weise behandelt worden. 1) 

Ich gebe hier einen anderen noch nicht veröffentlichten Beweis, den 
mir Herr H. Bohr schon in einem Briefe vom 8.4. 1918 mitgeteilt hat, 
und der sich durch seine große Durchßichtigkeit auszeichnet. Es ge
nügt, wenn wir die Bohrsehen Überlegungen an ebenen, d. h. zwei· 
dimensionalen Punktmengen erklären. 

594. Wir beweisen zunächst den 
Satz 1. Es sei 

1: a < x< a + h, b < '!J < b + k 
ein Intervall der Ebene und f/ sei eine positive Zahl. Man kann endlich 
viele Teilintervalle 11(1), 12(1), ••• 15j) von 1 angeben, so daß mit der Be· 
zeichnung 

V(l) = 11(1)+ 12 (I) + ... + 15j) 

zwischen den Inhalten dieser verschiedenen Punktmengen·die Bedingungen 
ml (1)= rnL(I>= .. . = mI(i) < 'l?m V(1) 

1 2 N" 

bestehen und der Durchschnitt 11 (1)I.}1> . .. lji) sämtlicher I/} nicht leer ist. 

1) Sur le theoreme de M. Vi tali (Fundamenta Mathematicae Bd. V, 1924, 
p. 130). 

Caratheodory, Reelle Funktionen. 2. Aufi 44 
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i Zu diesem Zwecke setzen wir 
I;w I,P> : a < x < a + ~ , k b<y<b +_. p' 

IgQJ dann ist für jeden der in Betracht kommen-
den Werte von p 

TI:Z' 

ml(l)= hk 
~ ~ IJ·ti l' N 

}'ig.47. und nach der FIgur 

(3) 111 V( ) = - 1 + - +- + ... + -- . 1 hk ( 1 1 1 ) 
N 2 3 N 

Hieraus folgt 

(4) m V(l) = ml (1) (1 + -~ + ... + ~-) 
p 2 N 

und die Bedingungen (2) unseres Satzes sind sämtlich erfüllt, wenn wir 
für N die kleinste natürliche Zahl wählen, für welche 

(5) 1 + .~ + ... + ~ >~ 
ist. 

59f). Legen wir durch die Ecken der Intervalle ll) parallele Geraden 
zur y.Achse, so wird die Punktmenge (I - V(l») durch diese Querschnitte 
in (N - 1) Teilintervalle zerlegt. Auf jedem tlieser Teilintervalle wenden 
wir die Konstruktion des § 594 an, indem wir an der durch (5) be
stimmten Zahl N festhalten. Auf diese Weise bestimmen wir (N - 1) 
treppenförmige Punktmengen V(2), ••• , V(N), die keine gemeinsamen 
Punkte besitzen. 

Setzen wir nun 

so folgt aus (3) 

und 

~(1 + ~- + ... + ~) = (1 - 4t,), 

m V(l) = (1 - .ft'I)ml 

m(l- V(l») = 4t'lmL 
Dieselben Überlegungen auf die Punktmengen V(I), ..• , V(N+1) an

gewandt liefern die Gleichungen 
m(I - (V(i) + VIi) + ... + V(N+1»)) = 4t'lm(l- VII») = .ft'l'Jml. 

596. Wir iterieren (k-l)mal dieses Verfahren, nach der(k-1)ten 
Iteration haben wir dann (1 + (N - 1) + (N - 1)' + ... + (N - V- 1) 

treppenförmige Punktmengen VIi) konstruiert und die Restmenge B 
besteht aus (R - 1)A' getrennt liegenden Intervallen, deren Summe den 
Inhalt .ft,tml besitzt. Wir wählen für k die kleinste Zahl, für welche 
.ft '/ < 1) ist. 
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Jede der treppenförmigen Punktmengen V(I) ist die Vereinigung 
Ton N Intervallen I,}'1, die zu je zwei gemeinsame innere Punkte 
besitzen und die alle denselben Inhalt haben; dieser Inhalt ist nach 
Konstruktion kleiner als 1J • m Y{/). Wir numerieren durchlaufend die 

abgeschlossenen Hüllen dieser Intervalle und fügen zu diesen N«(.~.-~); -1) 

abgeschlossenen Intervallen die abgeschlossenen Hüllen der (N - l)k 
Intervalle der Restmenge R hinzu. 

Wir erhalten auf diese Weise eine endliche Anzahl von abgeschlos
senen Teilintervallen bll bJ , ••. , bm der abgeschlossenen Hülle 1 von I, 
die folgende Eigenschaften haben: 

1) ihre Vereinigungsmenge enthält jeden Punkt von 1, 
2) die Summe von beliebig vielen b/, von denen keine zwei ge

gemeinsame Punkte besitzen, hat einen Gesamtinhalt, der kleiner 
ist, als 2r; . mI. 

In der Tat kann in jeder der Punktmengen Y<i) höchstens ein ein
ziges Intervall enthalten sein, dessen abgeschlossene Hülle in der be
sagten Summe vorkommt und für dieses Intervall b"i gilt, nach Kon
stlUktion, die Bedingung 

mb". < 1J' m Y(/) • • 
Zu diesen Intervallen, deren Summe also höchstens den Inhalt 

1J .;Sm Y(ii < 1J' mI 
i 

kommen noch höchstens Teilintervalle hinzu, die den Intervallen der 
Restmenge R zugeordnet sind und deren Summe ebenfalls einen Inhalt 
besitzt, der kleiner als 'Yj • mI ist. 

597. Ist P ein beLiebiger Punkt von 1, so ist er in einem ersten 
unter den Intervallen bl1 b" ... , bm z. B. in op enthalten. Wir bezeich
nen mit O(P) das kleinste zu P konzentrische abgeschlossene Intervall, 
das op enthält. Wir können schreiben 

mb(P) < 4mb" 

und zudem bemerken, daß der Durchmesser von O(P) das Doppelte des 
Durchmessers von 1 nicht übertrifft. Mit Hilfe des Resultats des vorigen 
Paragraphen könpen wir folgenden Satz aussprechen, wenn wir 8 'I} = E 

setzen: 

Satz 2. Rs sei 1 ein abgeschlossenes Intervall und E eine positive 
Zahl, die kleirter als Eins ist. Man kann jedem P'Unkte P von 1 ein 
kmlzentrisches Interrail o( P) zuordnen mit folgenden Eigenschaften: 

44* 
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a) deI" Durchmess~ jedes Intervalls ~ (P) übertrifft nicht das Doppelte 
des Durchmessers von I, 

b) sind Pl , P2 , ••• irgendwelche Punkte von I derart, daß die eu
gehörigen Intervalle ~(Pl)' ~(P2)' ... getrennt liegen, so ist stets 

m~(Pl) + m8(P2) + ... < E • mI. 

598. Es sei I ein abgeschlossenes Intervall und Q eine beliebige 
positive Zahl. Wir zerlegen I in endlich viele kongruente Intervalle 
Iv 12 , ••• , lq' deren Durchmesser k~einer als Q: 2 ist und ordnen jedem 
Punkte der abgeschlossenen Hülle I k eines jeden I k ein konzentrisches 
Intervall zu, so daß der dem Satze 2 analoge Satz besteht, den man 
erhält, wenn man im vorigen Satze I durch I k ersetzt. 

Nun ordnen wir jedem Punkte P von 1 dasjenige konzentrische 
Intervall ~(P) zu, das in dem ersten I k enthalten ist, welches P enthält. 

Für diese Intervalle d(P) gilt der Satz 2 mit dem Zusatze, daß die 
Durchmesser der ~(P) kleiner sind als Q. 

599. Wir wiederholen unendlich oft die Konstruktion des vorigen 

Paragraphen, indem wir der Reihe nach für Q die Zahlen +, ~, ... , ;., .. 
setzen und gleichzeitig die positive Zahl E durch i, : ' . ", 2~' ... er

setzen. Man sieht sofort ein, daß man für die so konstruierten Inter
valle folgenden Satz behaupten kann: 

Satz 3. Es sei I ein abgeschlossenes Intervall und E eine beliebige 
positive Zahl, die kleiner als Eins ist. JJIan kann zu jedem Punkt P 
von I eine Folge von konzentrischen Intervallen mit dem Mittelpunkte P 
zuordnen, deren Durchmesser gegen Null konvergieren, so daß die Summe 
von ettdlich oder abzählbm' unendlich 'l:ielen dicser Intervalle, sobald sie 
getrennt liegen, einen Inhalt besitzt, der die Zahl E • ml nicht übertrifft. 

Jede derartige Folge von getrennt liegenden Intervallen zerfällt 
nämlich in endlich oder abzählbar unendlich vielen Summen von (endlich 
vielen) Intervallen, wobei der Gesamtinhalt der einzelnen Summen die 

Zahlen +. T' i-... nicht übertrifft. 

Hiermit ist gezeigt, daß der Vitalische Satz des § 289 nicht mehr 
notwendig gilt, wenn man von den "im Wortlaute dieses Satzes vor
kommenden Punktmengen 0i P) ledigUch verlangt, daß s'w zu P kon
zentrische Intervalle sein sollen. 
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Note 11. 
Über das arithmetische Kittel des ä.ußeren und inneren Inhalts. 

600. Bezeichnet man mit ft* A und ft*A das äußere bzw. das innere 
Maß einer regulären Maßfunktioll, so wollen wir zeigen, daß die 
Mengenfunktion 
(1) v* A .... t (ft* A + /L*A) 
ebenfalls ein äußeres Maß ist. 

Es ist erstens fast evident, daß die Eigenschaften I, II und IV der 
Maßfunktionen, die wir im § 235 postuliert haben, für v A erfüllt sind. 
Diese Eigenschaften gelten nämlich nach Voraussetzung für /L*A und 
nach dem Satze 1 des § 254 und dem Satze 18 des § 268 auch für /L*Aj 
also müssen sie auch (cf. § 236, Satz 2) für v* A bestehen. 

601. Der Beweis, daß die Eigenschaft III der Maßfunktionen eben
falls für die Mengentunktion (1) gilt, kann ähnlich geführt werden, wie 
der Beweis der Helation (27) des § 259. 

Es seien All AB' ... beliebige Punktmengen ohne gemeinsame 
Punkte und 
(2) S = Al + A 2 + ... 
ihre Summe; wir wollen zeigeu, daß die Relation 
(3) v*S< v*AI +v*A, + ... 
stets gilt. Ist nun erstens ~'/L* Ai = + 00, so zeigt die Gleichung (1) in 

i 
Verbindung mit iJ'*Aj ~ 0, daß die rechte Seite von (3) ebenfalls den 
Wert uuendlich besitzt, so daß die Relation (3) zu recht besteht. Ist 
dagegen 2!L* Ai endlich, so muß nach der Eigenschaft III der Maßfunk-

t 
tionel1 1'* S ebenfalls endlich sein und es gibt nach den §§ 255, 21)6 
maßgleiche Keme A/ und S' und maßgleiche Hüllen At und S" fUr 
die Punktmengen Ai bzw. S, die folgenden Relationen genügen: 
(4) A;' -< Ai -< A;", ft*A i = ftA.', ft*Ai = ftA/' 
(5) S' -< S -< S", !L*S = ftS', ft*S = ft S". 
Wir führen nun die Bezeichnungen ein: 

B/ = A 2' + Aa' +"', B/ = A/ + ... + A/_ I + A/+ I + ... 
und bemerken, daß die Punktmenge Sn - B/ alle Punkte von A, ent
hält. Setzeu wir also 
(6) Ai = A;" (S" - B/), 
so ist Ai -< jOi -< A;", woraus folgt, daß Ai ebenso wie A/' eine maß
gleiche Hülle von Ai ist. Man kann demnach schreiben 
(7) pAi = !L* Ai' 
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Ferner liefert aber noeh (6) erstens die Relation .1, B;' .... 0, woraus 
ohne weiteres folgt 
(8) Ai A/ = 0 (i +J), 
und zweitens die Relation Ai -<: S", woraus man entnimmt 

8 -<: .11 + At + ... -<: 8" . 
Die meßbare Punktmenge 

(9) S = Al + All +- ... 
ist also eine maßgleiche Hülle von 8. 

Wir definieren jetzt eine Folge von meßbaren Punktmengen 01 , 

0, ... durch die Gleichungen 

(10) Cl = All Au Cli = Aa (Al + .19), ... , Ci = Al+ l (Al +- ... + Ai)' 
Dann kann man schreiben 

S = Al + (All - Cl) + (..la - G,) + .. , 
und hieraus folgt, da ~ g = ~* 8 und ~.Ä.i = p,* Ai ist, 

(11) ~*8 = ~/L*Ai - ~ILOj' 
t i 

602. Wir betrachten nun neue Punktmengen Bp B I1 ••• , die 
durch die Gleichungen 

(12) B l = All +- As + .. " Bi = Al + All + ... + Ai _ I +- Au 1 -i- ... 
definiert werden, und setzen 

(13) .A.i = A,' +- (8' - 8' Bi)' 
Bemerkt man, daß wegen (8) und (12) die Relation 

A;' Bi = 0 
besteht, so folgt aus der Definition (13) von 4. 
(14) Ai Bö = O. 

Außerdem gilt nach (12) die Relation 8 -< (A, + Bi) und nach (5) ist 
8' -< 8j hieraus folgt, daß alle Punkte von (8' - s' Bi) in der Punkt
menge Ai liegen. Nach (13) kann man also, wenn man noch (4) be
rücksichtigt, schreiben 

(15) A/ -< Ai -< A, lL.A.i = IL*Ai • 

Wir setzen nun 

(16) ~ = 8' + ~ 4i -= ~ Ai + Bj 
i i 

aus 8' -< S und Ai -< Ai -< 8 folgt nunmehr mit Berücksichtigung von 
(5), daß 8 ein maßgleicher Kern von 8 ist 

(17) 8'-<8-<:8, ILS=P.",S. 
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Die Gleichung (16) liefert also in Verbindung mit (15) 

(18) p,*S = ~ """Ai + p,R. 
j 

Nach der Definitionsgleichung (16) für B ist jeder Punkt -dieser 
Menge, der nicht in A, enthalten ist, in (8 - Ai) und daher in Bi ent
halten; jeder Punkt von BA. ist aber notwendig ein Punkt von S', der 
nicht in 4, liegt und daher nach (13) ebenfalls ein Punkt von Bi' Wir 
können also schreiben 

B-<Bj , 

und da diese Helation für alle natürlichen Zahlen i gilt, 
(19) • B -< B1 • B, . Bs ... 

Bemerkt man nun, daß jeder Punkt P des Raumes, der in mehl' 
als einem Ä, vorkommt, in jeder einzelnen der Punktmengen B 1• BI,'" 
enthalten ist, daß dagegen ein Punkt Q, der nur in einer dieser Punkt
mengen, z. B. in AJ, aber ~icht in den anderen enthalten ist, auch 
~ß~halb der Punktmenge B J liegt, so seIlen wir, daß di~ Punktmenge 
B l Bs ... aus allen Punkten besteht, die in mehreren Ai vorkommen 
und nur aus diesen. Andererseits folgt aus (10), daß die Punktmenge 
01 + C, + ... aus genau denselben Punkten besteht; denn jedes ein
zelne Ci besteht aus lauter Punkten, die in mindestens zwei verschie
denen der Punkimengen Al' All, ... liegen, und jeder Punkt P, der in zwei 
dieser Punktmengen z. B. in Ä, und AI Ci> j) liegt, muß nach (10) in 
0'_1 enthalten sein Statt der Relation (19) können wir demnach schreiben 

B-<cI + 0.+· .. 
und der Vergleich "dieser letzten Relation mit (18) liefert 

(20) p,*S < ~p,*Ai + ~p,Ci' 
i j 

Durch gliedweise Addition dieser letzten Uelation mit (11) er
halten wir schließlich 

1'* S + p,.S S ~ (1'* A, + p,.A j ) , 

i 

oder, wenn wir die Definitionsgieichung (1) berücksichtigen, 

(21) 11*8 S 11* Al + 11* At + ... 
603. Es seien nun beliebige Punktmengen Al, AI, ... gegeben und 

V sei ihre Vereinigullgsmenge. Man kann Teilmengen Bi der Ai 
definieren, von denen keine zwei gemeinsame Punkte besitzen, und 
deren Summe gleich V ist. Nach der letzten Relation des vorigen Para
graphen hat man 

11* V ~ 11* BI + 11* B, + .. '; 
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mit Berücksichtigung von v* B, < v* Ai kann man also schreiben, 

(1) v*V ~ v*A1 + v*A,I + ... 
und wir haben den 

Satz 1. Bezeichnet man mit p,* A eine beliebige reguläre Maßfunktion 
und setzt 
(2) v*A = ~ (!,*A + p,*A), 
so definiert v* A wiederHm eine Maßfunktion, die aber nicht t'cgulär Z'UJ 

sein braucht. 
Bemer ku ng. Die Gleichungen (11) und (20) der vorigen Para

graphen zeigen, wenn man mit .ß- eine Zahl bezeichnet, die der Bedingung 
o < .ß- < 1 geniigt, daß die Mengenfunktion 

1+& *A+ 1-& A -2-P, -2-1'* 
eine Maßfunktiön ist. 

604:. Wir nehmen nun an, daß die im Satze 1 definierte Maßfunk
tion v*A eine reguläre Maßfunktion ist, und daß A eine Punktmenge 
von endlichem äußeren Maße ist. Aus der Definitionsgleichung 

(1) v*A = ~ (!,*A + p,*A) 
folgt, wenn man noch fL*A > 0 berücksichtigt, 
(2) !,*A < 2 v*A. 

Es sei nun Beine maßgleiche Hülle von A für die reguläre Maß
funktion fL* A; man hat nach Definition uB = p,* A und wegen der Meß
barkeit von B 
~ v*B-p,R 

Nach (2) ist also v* B endlich; wir bezeichnen mit 0 eine maß
gleiche Hülle VOll B für die Maßfunktion v* B. Wir haben lIun einerseits 

",,*0 > ",,*O::?: ""B 
und andererseits 

p,B = v* B = vC =i- (fL*C + fL*C). 
Diese beiden letzten Relationen sind nur unter der Voraussetzung 

miteinander verträglich, daß 
",,;{·U = fL*O = fLB 

ist, woraus folgt (~ 258 Satz 6), daß C auch für die Maßfunktion fL* 0 
meßbar ist. Nach dem Satze 4 des § 257 folgen nun die Gleichungen 

fLC = tt*A + fL* ce - A) 

und durch Addition 
!tO = fL*A + fL* (0 - A) 
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Nun ist nach Voraussetzung 0 meßbar für die Maßfunktion v*Oj a180 
ist nach dem Satze 8 des § 260 auch A meßbar für v*A. 

Von A wurde nur vorausgesetzt, daß v* A endlich istj nach dem 
Satze 10 des § 261 müssen also alle Punktmengen für die Maßfunktion 
(1) meßbar sein, und wir haben den 

Sa.tz 2. Entweder ist die im vorigen Satle definierte MaPfunktiQn 
nicht regulär, oder es gibt keine nicht meßbaren Punktmengen für diese 
lIfaßfunktion. 

606. Es ist nun sehr leicht, für zwei- oder mehrdimensionale Räume 
Punktmengen anzugeben, die für die Maßfunktion v A nicht meßbar 
sind, wenn man diese als Mittel wert 
(1) t(m*A + m*A) 
des äußeren und inneren Inhalts der betrachteten Punktmenge definiert. 
Nach dem Satze 2 des vorigen Paragraphen kann dann die Maßfunktion 
(1) nicht regulär sein, womit die Unabhängigkeit des Axiomes V des 
§ 253 von den übrigen Axiomen I-IV des § 235 wiederum - und 
zwar durch ein weniger künstliches Beispiel als dasjenige des § 339 -
bewiesen ist. 

Wir begnügen uns damit, eine für v A nicht meßbare Pllnktmenge A 
in einer zweidimensionalen Ebene zu konstruieren. Die Konstruktion 
einer analogen Punktmenge in mehrdimensionalen Räumen kann nach 
genau derselben Methode erfolgen. 

Es sei also ein Intervall 1 in einer xy-Ebene gegeben, von dem 
wir zwei aneinanderstoßende Seiten mit a und b bezeichnen; dabei sei 
z. B. die Seite a der x-Achse die Seite b der y-Achse parallel. 

Wir betrachten jetzt auf a und b zwei Punktmengen Mund N l1 

die wie die Punktmenge ,Q, des § 334 gebildet sind, d. h. deren lineare 
iiußeren Inhalte mit den linearen Inhalten von a bzw. b zusammenfallen 
und deren lineare inneren Inhalte verschwinden. Ferner sei mit 0 
der zweidimensionale Zylinder über M bezeichnet, dessen Erzeugende 
der Strecke b parallel und gleich b sind und mit 01 ein ebensolcher 
Zylinder über Mu dessen Seiten der Strecke a parallel und gleich a sind 
(§ 374). Nach den Sätzen der §§ 374 bis 380 bestehen dann, wenn man 
noch den Satz 4 des § 267 hinzunimmt, die Relationen 
(2) m*O = m*(1- C) = mI, m*O = m*(1- 0) = o. 
(3) m*Ol == m*(l- 01) = mI, m*Ol = m*(1- 01) = o. 

Wir setzen jetzt 
(4) A - 001 
und behaupten, daß die Gleichung gilt 
(5) m*A == ml. 
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Es sei Ä eine maßgleiche Hülle von A (§ 255), die in 1 enthalten 
ist. Bezeichnet man mit x die Abszisse irgendeines Punktes der Seite a 
unseres Intervalles I, so ist nach dem Satze von Fubini (§ 546) der 
Durchschnitt einer Parallelen zur y-Achse durch diesen Punkt mit Ä 
stets linear meßbar außer höchstens, wenn x gleich der Abszisse eines 
Punktes einer linearen N ullmenge N ist, die auf a liegt. Setzen wir ferner 
die Funktion fex) gleich dem linearen Inhalte dieses Durchschnittes für 
die Abszissen aller Punkte von (a - N) und gleich der Länge (b) der 
Seite b von 1, falls x die Abszisse eines Punktes von N bedeutet, so ist 
fex) eine meßbare Funktion (§ 546, Satz 1) und man hat 

(6) m* A - mÄ -j"(x)dx. 
" 

Ist nun x die Abszisse eines Punktes der Punktmenge M, so ist 
fex) entweder gleich dem linearen Maße einer meßbaren Hülle von Mo 
weil der Durchschnitt von A mit der Parallelen zur y·Achse, die die 
Abszisse x besitzt, mit dem Durchschnitt von Cl mit dieser Geraden 
identisch ist, und dann ist nach Konstruktion fex) = (b), oder x ist die 
Abszisse eines Punktes von N und wir haben wieder fex) = (b). 

Die Punkte der linear meßbaren Punktmenge M(f= (b») enthält 
also alle Wel·te von x, die der Abszisse eines beliebigen Punktes von M 
entsprechen. Der lineare Inhalt dieser Punktmenge ist also gleich den 
Inhalten einer meßbaren Hülle von M, die in a enthalten ist, und ist 
also gleich der Länge (a) von a. Das Integral auf der rechten Seite 
der Gleichung (6) ist also bestimmt nicht kleiner als (a)(b) - mI, und 
da A eine Teilmenge von 1 ist, haben wir hiermit die Gleichung (5) 
bewiesen. 

Genau ebenso beweist man die Uelation 
(7) m*(C - A.) = ml. 

Endlich entnehmen wir aus der letzten der Gleichungen (2), wenn 
wir berücksichtigen, daß die Punktmengen A und (0 - A) Teilmengen 
von C sind, die Relationen 
(8) m* A. = 0, m*(O - A) = O. 

Nach der Definition der Maßfunktion '11* A folgt nun aus (2), (1'», 
(7) und (8) 

v*C = tmI, '11* A .... l mI, v*(C - A) = im], 
woraus folgt 

v*C< '11* A + v*(C - A.). 
Aus dieser letzten Gleichung folgt aber unmittelbar, daß die Punkt

menge A, wie wir beweisen wollten, für die Maßfunktion v* A nicht 
meßbar ist (§ 239). 



Anleitung zur Benutzung der Literatur. 
Im Texte dieser Vorlesungen sind Hinweise auf die ältere oder neuere Lite

ratur, die dort nur störend gewirkt hätten, mit ganz vereinzelten Ausnahmen 
vermieden worden. Ausführliche Angaben über die Entstehungsgeschichte der 
verschiedenen Theorien, die vorgetragen worden sind, sind auch deshalb 
ganz unnötig, weil man solche in den unten zitierten Artikeln der mathema
tischen Enzyklopädie besonders in den ganz vorzüglichen Referaten von 
A. Rosenthai (s. u. Nr.8) sehr bequem nachschlagen kann. Trotzdem kann 
es für manche Benutzer des Buches angenehm sein, eine möglichst knappe 
Aufzählung der wichtigsten l,luellen kennenzulernen, aus denen der vorgetra
gene Stoff geflossen ist, der wir auch einige praktische Winke über die Be
nutzung der vorhandenen Literatur hinzufügen wollen. 

A. Zusammenfassende Berichte. 
In der Theorie der reellen Funktionen verfügen wir heute über eine Anzahl 

zUllammenfassender Berichte mit vollständigen Literaturnachweisen, in denen 
die verschiedenen Abhandlungen ihrem Inhalte nach charakterisiert werden. 
Wir nennen hier in chronologischer Reihenfolge die folgenden: 
1. A. Pringsheim, Grundlagen der allgemeinen Funktionentheorie (1899) En

zyklopädie der Mathem. Wiss. Bd. H, 1, 1 (Leipzig 1899-1916) p. 1~53. 
2. P. Painleve, Gewöhnliche Differentialgleichungen; Existenz der Lösungen 

(1900). Enzyklopädie der Mathem. Wiss. Bd. H, 1, 1 (Leipzig 1899-1916) 
p.189-229. 

8. A. Schoenflies, Die.Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltig
keiten, Bericht erstattet der Deutsch. Math. Ver. J. Teil Jahresber. d. Deutsch. 
Math. Ver. Bd. 8. 2 (1900) p. 1-250. H. Teil als zweiter Ergänzungsband 
des Jahresber. der Deutsch. Math. Ver. (Leipzig, 1908) p. 1-881. 

4. A. Pringsheim et J. Molk, Principes fondamentaux de la theorie des 
fonctions Enzyclopedie des sciences mathematiques pures et appliquees. 
II t 1 (Paris, Leipzig 1(09) p. 1-112. 

5. E. Pascal, Repertorium der höheren Mathemathik, 2. Aufl., herausgegeben 
von P. Epsteill und H. E. 'fimerding Bd. I. 1 (Leipzig und Berlin 1910) 
p. 1-42 u. 421-510. 

6. E. Borei, L. Zoretti, P. Montel, M. Frechet, Recherches contemporaires 
lur la theorie des fonctions. Encyclopedie des sciences mathematiques pures 
et appliquees 11, 1, 2 (Paris, Leipzig 1(12) p. 113-241. 

7. A. Schoenflies und H. Hahn, Entwicklung der Mengenlehre und ihrer 
Anwendungen. Erste Hälfte: Allgemeine Theorie der unendlichen Mengen 
und Theorie der Punk mengen von A. Schoenflies (Leipzig u. Berlin 1913) 
[Umarbeitung des ersten 'feiles des unter 8. zitierten Berichtes; der zweite 
Teil ist nicht erschienen und später in die unter Nr. 80 zitierte ,,'l'heorie der 
reellen Funktionen" aufgenommen worden.] 
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8. A. Rosenthai, Neuere Untersuchungen über Funktionen reeller Ver'.inder
lichen nach den Referaten "on L. Zoretti, P. Montel und M. Frechet. Enzy
klopädie der Math. Wiss. Bd. IJ, S (1923) p.851-1187. [Umarbeitung und 
Erweiterung des unter 6. zitierten französischen Berichtes mit Berücksichti
gung der inzwischen erschienenen Literatur. Das Referat von Rosentbal ist 
auch als Buch "bei Teubner verlegt worden.] 

B. Lehrbücher. 
Die wichtigsteu Lehrbiicher, die u. a. die Theorie der reellen Funktionen ent

halten, sind cbronologisch geordnet folgende: 
9. U. Dini, Fondamenti per la teodca delle funzioni di variabili reali. Pisa 1878. 

10. P. Bois Reymond, Die allgemeine Functionentheorie I, Tiibingen 1882. 
11. G. Pe an 0, Applicazioni geometriehe. deI calcolo infinitesimale. Torino 1887 
12. U. Dini, Grundlagen für eine Theorie der Functionen einer ver:i.nderlichen 

reellen Größe, deutsch bearbeitet von J. Lüroth und A. Schepp. Leipzig 
1892. [Übersetzung von Nr. 9.] 

13. C. Jordan, Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique (26 edit.) Paris, Vol. I 
1893, Vol. II 1894, Vol. III 1896 (36 edit.) [nur sehr wenig verändert] 
1909-1910. 

14. O. Stolz, Grundziige der Differential- und Integralrechnung, Leipzig Bd. I 
1893, Bd. II 1896, Bd. III 1899. 

10. E. Borei, Le~ons sur 1110 theorie des fonctions, Paris 1898 (SC edit. 1914). 
16. H. Leb e sgu e, Le90ns sur l'integration et la recherche des fonctions primi

tives, Paris 1904. 
17. E. BoreI, Le~ons sur les fonctions de variables reelles et les developpements 

en series de polynomes, Paris 1900. 
18. R. Baire, Le90ns Bur les fonctions discontinues,Paris 1900. 
19. J. Pierpont, Lectares on tbe theol'Y of functions of red variables. Boston 

Vol. I 1900, Vol. II 1912. 
20. H. Lebesgue, Le~~ons sur les series trigonometriques, Paris 1906. 
21. W. H. Young and G. Chisholm Young, The theOl'y of sets of points. 

Cambridge 1906. 
22. G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengenlehre (Abhand!. der )j'l'ies'schen 

Scbule, neue Folge Heft 4). Göttingen 1906. 
23. E. W. Hob s 0 n The theory of functions uf a real variable and the theory 

of Fourier's sedes, Cambridge 1907 [zweite sehr vermehrte Auflage in zwei 
Bänden Vol. I 1921, Vol. II 192G]. 

24. Ch. J. de la Vallee Poussin, Cours d'Analyse infinitpsimale, Louvain-Paris 
0" edit. 1925. 

25. W. H. Young, The fundamental tbeorems of the differential calculus (Cam
bridge tracts Nr. 11). Cambridge 1910. 

26. F. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre. Leipzig 1914 [2. Auf!. unter dem 
Titel "Mengenlehre" Bel'lin u. Leipzig 1927 J. 

27. A. Pringsbeim, Vorlesungen iiber Zahlen und Funktionenlebre. Leipzig 
Bd. I 1 u. I 2 1916, Bd. I 3 1921, Bd. II 1 1920. 

28. Ch. J. de la Vallee Poussin, Integrales de Lebesgue, fonctions d'enseml..le, 
classes de Baire. Paris 1916. 

20. Ch. J. de 10. Vallee roussin, LeQons sur l'approximation des fonctions 
d'une variable reelle. Paris 19111. 

30. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen Bd. I. Berlin 1921. 
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31. E. Borei, Methodes et problemes de theorie des fonction8. Paris 1922. 
32. C. H. Van Os, Moderne Integraalrekening. Groningen 1925. 
33. E. Kamke, Da.s Lebesguesche Integral. Eine Einführung in die neuere Theo

rie der reellen Funktionen. Leipzig-Berlin 1925. 
34. L. Schlesinger u. A. Plessner, Lebesguesche Integrale und Fouriersche 

Reihen. Berlin-Leipzig 1926. 
35. L. C. Y oun g, The theorie of integration (Cambridge tracts Nr.21). Cambridge 

1927. 
Von diesen Büchern haben die zuerst zitierten mehr historisched Interesse, ob

gleich die musterglHtige Darstellung von C. J ordall (Nr. 13) noch heute wertvoll 
ist. Die meisten Einzelheiten und die Behandlung von vielen Problemen, die den 
Rahmen unseres .. Buches überschreiten, findet man bei Ho b s on (Nr. 23) und 
Ha'hn ~Nr. 30). Außer8t originell sind außerdem die Darstellungen bei de la 
Vallee Poussin (Nr. 24, 28). 

C. Abhandlungen. 

Fiir einige der Gegenstände, die in unserem Buche behandelt worden sina, 
führen wir noch folgende Origillalabhandluogen an, entweder weil sie aus 
historischen Gründen besonders wichtig sind, oder weil sie Einzelheiten enthalten, 
die wir nicht beriicksichtigt haben. 

1. Punktmengen. 

36. G. Cantor. Von den zahlreichen Abhandlungen dieses Forschers, der die 
Mengenlehre erfunden hat, sind acht der wichtigsten in französischer überset
zung in Acta Mathem. 2 (1883) gesammelt erschienen, 

37. J. BendixBon, Quelques theoremes de 180 theorie des ensembles. Acta. 
lVIathem. 2 (18e3). [ln dieser Arbeit wurde der Cantor-Bendixsonsche Satz 
(§ 61), der aber im wesentlichen schon von Can tor stammt, bewiesen.) 

38. E. Borei, Sur quelques points de la theorie des fonctions. Ann. Scient. 
de l'Ec. Normale (3) 12 (1895). 
[Borelscher Überdeckungssatz (§ 59) zunil.chst mit einigen Einschränkungen, 
die später von W. H. Young Proc. Lond. Math. Soc. (1) 36 (1902/8) p. 384 
und E. Borel Paris C. R. 136 (1903) p. 1066 und C. R. 140 (1906) p.298 
behoben wurden.] 

39. E. Lindelöf, Sur quelques points de la theorie des ensembles. C. R. 137 
(1903). 

40.--, Rema.rques sur un theoreme fondamental de la. theorie des ensem
bles. Acta M'ath. 29 (1906). 
[Lindelöfscher Überdeckungssatz: fiir lineare Mengen ist dllr Satz gleich
zeitig von W. H. Young gefunden worden: vgl. da.s unter Nr. 38 a.nge
führte Zitat.] 

41. 'f. H. Hildebrandt, 'fhe Borel Theorem and its genera.lizations. Bull. Amer 
Mathem. Soc. 32 (1926). 

42. E. Zer m e I o. Beweis, daß jede Menge wohlgeordnet werden kann. Mathem. 
Ann. 69 (1904). 

43. --, Neuer Beweis über die Möglichkeit einer Wohl ordnung. Ma.th. Ann. 
66 (1908). 

44. Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre I. Math. 
Ann. 66 (1908). 
[Zermelos Auswahlaxiom (§ 48).] 
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45. F. Hausdorff, Die Mächtigkeit der Boreischen Mengen. Matb. Ann. 77 
(1916). 
[Beweis eines allgemeinen Satzes, der den Satz 2 des § 82 enthält; dai!selbe 
Resultat erhielt gleichzeitig P. Alexandroff, C. R. 162 (1916) p. 323. In 
diesem Zusammenhang ist auch die Theorie der Mengen (A) zu erwähnen, die 
von M. Souslin, C. R.164. (1917) und N. Lusin (ibid.) begründet wurde. Ygl. 
hierzu N. Lusin und W. Sierpinski, Bull. Aead. sc. Cracovie (A) 1918 und 
C. Kuratowski, Fundam. Math. 3 (1922) sowie N. Lusin, FundI10m. Math.l0 
(1926).] 

rr. Funktionenfolgen; Bairesche Klassen. 

46. R. Baire, Sur les fonctions de variables reelles. These. (Paris 1899). Ann. 
di ma.tem. pura ed a.ppl. (3) 3 (1899). 

47. --, Sur la. representation des fonctions discontinue8. Acta Mathem. 30 
(1906) u. 32 (1909). 

48. H. Lebesgue, Sur les fonctions representables analytiquement. Journ. de 
mathem. pures et app!. (6) 1. 1905. 
Neben diesen Arbeiten, die allgemeinere Untersuchungen enthalten, vergleiche 
man für die Sätze des § 367: 

49. R. Baire, Sur les series a termes continus et tous de meme signe. Bull. 
Soc. math. de France, 32 (1904). 
[Ygl. auch W. H. Young Proc. Cambr. Philos. Soc. 14. (1908).] 

60. H. Ha. b n, über halbstetige und unstetige Funktionen. Wien. Sitzungsber. 
126 (1917). 

51. F. Ha.usdorff, Über halb stetige Funktionen und deren Verallgemeinerung 
Math. Zeitschr. 5 (1919). 

III. Theorie des Inhalts und des Maßes. 

Für die ältere Theorie des Jorda.nschen Inha.lts (§§ 279-287) und ihrer Vor
lilufer sind folgende Arbeiten maßgebend: 
52. G. C an to r. De 1110 puissa.nce des ensembles parfaits de points. Acta Math. 

4 (1884) insbes. p. 388. 
53. G. Peano, Applicazioni geometriche deI calcolo infinitesimale. Torino 

(1887) insbes. p. 154. 
54. C. Jordan, Cours d'Analyse (28 edit.) Vol. I. (Paris 1893) p. 28. 

Die kürzeste und eleganteste Darstellung dieser Theorie findet man bei 
66. E. Schmidt, über die Darstellung der Lehre vom Inhalt in der Integral

rechnung. Math. Zeitschr. 12 (1922). 
Die Theorie des Borel-Lebesgueschen Inhalts ist in folgenden Arbeiten 
zuerst begründet worden: 

56. E. Borei, Le\10n8 sur 1110 theorie des fonctions. Paris (1898) p. 46. 
57. H. Lebesgue, Integrale, Longueur, Aire. These. Ann. di Matem. (3) 7, 1902. 

Fiir die Entstehungsgeschichte der Lebesgueschen Theorie und für die 
Klärung gewisser Prioritätsfra.gen sind ferner interessant und wichtig: 

58. H. Leb es gu e, Remarques sur les theories de 1110 mesure et de l'integra.tion. 
Ann. de l'Ec. Norm. 35. (1918). 

59. E. BoreI, Sur l'integration des fonctions non borntles et sur les definitions 
constructives. Ann. de l'Ec. Norm. 36. (1919). 
Eine originelle von E. Zermelo beeinflußte Darstellung der Lebesgneschen 
T1I&lln1';o 4;nil.o.f. YnftYto h. .... ~. 
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60. W. Alexandrow, Elementare Grundlagen für die Theorie des Maßes. Diss. 
Zürich 1916. 

Im Zusammenhang mit den Untersuchungen des §336, die besagen, daß der 
Lebesguesche Inhalt keine Invariante der Analysis Situs ist, sehe man: 

61. H. Rademacher, Eineindeutige Abbildung und Meßbarkeit. Gött. Diss. 
Mono.tshefte für Mathem. u. Physik 27, 1916. 

Die im Kap. V dieses Buches entwickelte Theorie des Maßes ist aus dem 
Wunsche entstanden die Borel-Lebesguesche Theorie des Inhalts auf das 
m-dimensionale Maß im n-dimensionalen Raume zu erweitern. Diese Fragen, 
die hier keinen Platz gefunden haben, werden z. B. in folgenden Arbeiten 
behandelt: 

62. C. Caratheodory, Über das lineare Maß von Punktmengen, eine Verall
gemeinerune des Längenbegriffs. Gött. Nachr. 1914. 

63. W. Gross, Über das lineare Maß von Punktmengen. Monatsh. für Math. 
u. Phys. 39 (1918). 

64. W. Gross, Über das Flächenmaß von Punktmengen. Monatsh. für Math. 
u. Phys. 39 (1918). 

Die Untersuchungen der §§ 338-341 wurden wesentlich weiterg .. rührt durch: 
66. A. R 0 sen t h 0.1, Beitriige zu Caratheodorys Meßbarkeitstheorie. Gött. N achr. 

1916. 

Eine Anwendung der Lebesgueschen Inhaltstheorie auf ein Problem der 
Mechanik findet man bei: 

66. C. Caratheodory, Über den Wiederkehrsatz von Poincare. Berl. Sitzungs
ber. (1919). 

IV. Definition des Integrals. 

Die aufeinanderfolgenden Fortschritte in der Definition des Riemannschen 
Integrals können durch folgende Arbeiten charakterisiert werden: 
67. B. Riemann, Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigono

metrische Reihe. (Habilitationsschrift 1854) Abhandl. d. Gött. Ges. d. Wies. 
13 (1868). Gesammelte Werke (2. Aun.) p. 227. 

68. G. Darboux, Memoire Bur les fonctions discontinues. Ann. scient. de I'Ec. 
Norm. (2) 4 (1878) et 8 (1879). 

69. C. Jordan, Remarques SUl' leB integrales definies. Journ. de math. pures et 
appl. (4), 8 (1892). 

Für die Geschichte des Lebesgueschen Integrals kommen außer den Schriften 
von Lebesgue, die unter den Nr. 67, 16 und 48 angeführt worden sind, noch 
folgende hauptsächlich in Betracht: 

70. H. Leb e s gu e, Sur les integrales singulieres. Ann. de ToulouBe (3) 1 (1909). 
71. --, Sur l'integration des fonctions discontinues. Ann. scient. de l'Ec. 

Norm. (3) 27 (1910). 
72. H. Ha h n, Über den Fundamentalsatz der Integralrechnung. Monatsh. für 

Math. u. Phys. 16 (1906). 
73. --, Annäherung an Lebesguesche Integrale durch Riemannsche Summen. 

Wiener Sitzungsber. 123 (1914). 

Eine mit der Lebesgueschen äquivalente Integrationstheorie hat W. H. Young 
gegeben [Philos. Trans. Roy. Soc. 204 A (1905)]; sie ist in dem unter NI. 36 
zitierten Buch seines Sohnes zu finden. 
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Eine ebenfalls mit der Lebesgueschen sehr verwandte Integrationstbeol"ie ver
dankt man E. Borei: 

74.. E. Borei. Le calcul des integrales definies. Journ. de mathem. pures et 
appl. (6) 8 (1912). 

Eine Art Integralbegritf, die man als wesentliche Verallgemeinerung des 
Lebesgueschen Integrals ansehen kann, stammt von A. Denjoy: 

75. A. Denjoy, Une extension de l'integrale de M. Lebesgue. C. R. 154 (1912). 
76. --, Calcul de la primitive de la fonction derivee Ia. plus generale. C. R. 

154 (1912). 
77. --, Memoire sur la tota.lisation des nombres del"ives non sommables. Ann. 

8cient. de l'Ec. Norm. (3) 34 (1917); 
78. H. Looman, Sur la totalisation des derivees des fonctions continues de 

plusieurs variables independantes. Fundam. Math. 4 (1923). 
79. H. Le besgue, Bur la recherebe des fonctions primitives. Act. Math. 49 (1926). 

Endlich hat O. Perron einen Integralbegritf formuliert, der fiiI' beschränkte 
}'unktionen mit dem Lebesgueschen zusammenfällt und für nicht beschränkte 
Funktionen diesen umfaßt. 

80. O. Perron, Über den Integralbegritf. Bitzungsber. d. Heidelb. Akad. d. 
Wiss. (1914). 

81. H. Hake, Über de la Valltle-Poussins Ober- und Unterfunktionen einfacher 
Integrale und die Integraldefinition von Perron. Math. Ann. 83 (1921). 

82. H. Looman, Über die Perrousche Integraldefinition. Math. ·Ann. 93 (1925). 
83. P. Alexandroff, über die Äquivalenz des Perronschen und des Denjoyschen 

Integralbegritfs. Math. Ztschr. 20 (1924). 

V. Mengenfunktionen. überdeckungssatz von Vitali. 

über die Eigenschaften von Mengenfunktionen kann man sich a.m bequem
sten in der unter NI'. 26 zitierten Mengenlehre von F. Hausdorff unterrichten. 
Wir erwähnen noch außerdem: 
84. M. Frachet, Sur quelques points du calcul fonctionel. Rend. deI Circ. 

Matem. di Palermo 22 (1906). 
85. P. Levy. Le90ns d'Analyse fonctionnelle. Paris 1922. 

Seinen Überdeckungssatz hat Vitali für lineare Interva.lle a.usgesprochen. 
86. G. Vitali, Sui gruppi di punti e Bulle funzioni di variabili reali. Rend. 

della R. Acc. di 'l'orino 43 (1908). 

Der allgemeine Satz der §§ 288-291 steht erst bei Lebesgue. 
87. H. Le besgue, Sur l'integration des fonctions discontinues. Ann. scient. 

de l'Ec. Norm. (3) 27 (1910). 
Einen weiteren intt'ressanten Überdeckungssatz findet man in der unter 
Nr. 61 zitierten Abhandlung von Rademacher (p. 194). 
Die zuletzt angegebene wichtige Arbeit von Lebesgue enthält die meisten 
Resultate der §§ 424-450, insbesondere die allgemeine Definition der total
stetigen Funktionen (§ 429), nachdem G. Vitali diesen Begriff für Funktionen 
einer Veränderlichen schon gebildet hatte. 

88. G. Vitali, Sulle funzioni integrali. Rend. della R. Ace. di Torino 40. 
1904-0ö. 
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Die Intervallfunktionen hat J. Radon eingehend untersucht: 
89. J. Radon, Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunk

tionen. Wiener Sitzungsber. 122 (1913). 
In dieser Arbeit, wie auch im unter Nr. 28 angegebenen Buche von de la 
Vallee Poussin werden die Resultate, die wir in den §§ 600-610 nur für 
monotone Funktionen einer Veränderlichen abgeleitet haben, ganz allgemein 
für absolut additive Mengenfunktionen bewiesen. Man bemerke, daß auch 
die Beweise dieses Bucheer sich fast ohne Änderung auf diesen allgemeinen 
Fall übertragen lassen. In diesem Zusammenhang nennen wir noch: 

90.1\I. Fnlchet, Des familles et fonctions additives d'ensembles abstraits. 
Fundam. Math. 4 (1923). 

VI. Funktionen einer und Funktionen mehrerer Veränderlichen. 

Für die geschichtliche Entwicklung der Theorie der vorderen und hinteren 
Derivierten sind von Bedeutung: 
91. L. Sc h e e ff er, Allgemeine Untersuchungen über Rektifikation der Kurven. 

Acta Mathem. 6 (188.). 
[Siehe auch hierzu C. J ord an Cours d'Analyse (Nr. 13) I p. 100, wo das 
Problem der Rektifikation zum ersten Male allgemein gelöst wird.] 

92. L. Scheeffer, Zur Theorie der reellen Funktionen einer reellen Veränder
lichen. Acta Mathem. 6. (1884). 

Für das Umkehrproblem der Differentialrechnung sehe man die unter den 
Nm. 16 und 76 angeführten Arbeiten von Lebesgue und Denjoy. 

Sein klassisches Beispiel für eine nirgends differentiierbare Funktion hat 
Weierstrass seit 1861 in Vorlesungen erwähnt (cf. H A. Schwarz, Ges. 
Abh. 11 p. 269). Veröffentlicht wurde es zum ersten Male im Jahre 1876 
durch P. du Bois-Reymond (Journ. f. Math. 79). Sehr durchsichtige Bei
spiele für derartige . Funktionen hat K. Knopp gebildet: 

93. K. K n 0 pp, Eine einheitliche Erzeugungsart stetiger nirgends differenzier
barer Funktioneu. Sitzungsber. d. Ber!. Mathm. Ges. 16 (1917). 

94. K. K no pp, Ein einfaches Verfahren zur Bildung ste~iger nirgends differen
zierbarer Funktionen. Math. Zeitsehr. 2 (1918). 

Eine wichtige Arbeit, die u. a. das erste Beispiel für eine stetige Funktion 
enthält, die nirgends weder eine rechte noch eine linke Derivierte besitzt, 
ist folgende: 

96. A. Besikovitch, Diskussion der stetigen Funktion im Zusammenhang mit 
der Frage über ihre Differenzierbarkeit. Bull. de l'Academie des Sciencea 
de RusBie (1926) I. Teil, p. 97-122. 11. 'l'eil, p. 627-640. 

Für die Theorie der mehrfachen Integrale und den Satz von Fubini. 
96. G. Fu bini, 1907. Sugli Integrali multipli. Rendie. delIa lt. Ace. dei Lincei 

(6) 16, I. Hierzu bemerke man, daß Sierpinski zweidimensionale, nicht meßbare 
Mengen konstruiert hat, deren Schnitt mit einer beliebigen Geraden ihrer 
Ebene eine Nullmenge erzeugt: 

97. W. SierpifJ.ski, Sur un probleme conurnaIit les ensembles superficielle
ment. Fundam. Mathem. 1 (1920). 

Oarath6odory, B •• ll. Funktionen 11. Auf!. 46 



706 Literatur 

98. L. Liohtenstein, tTher die Integration eines bestimmten Integrale in be
zug auf einem Parameter. Gött. Nachr. (1910). 

99. --, tiber die zweimalige Integration von Funktionen zweier reeller Ver
Imderlichsn. Sitzungsber. der Berl. Math. Gesells. 10 (1911). 

1 

100. W. Sierpifuki, Sur leB rapports entre l'existen08 des int6gralea f ((I;,J/)a(l;, 
o 

1 1 1 

J ((I;,y) ay et f dm f f«(I;,y)ay. Fundam. Mli.them. 1 (1920). 
o 0 0 

Eine interessante Eigenschaft der Integralkurven eines Systems von Diffe
rentialgleichungen hat H. Kneser angegeben. 

101. H. Kneser, 'Ober die Lösungen eines Systems gewöhnlicher Differential
gleiohungen, das der Lipschitzschen Bedingung nicht genügt. Berl. Sitzungs
ber. der Phys. math. Klasse (19211). 

Zum SchlufS erwll.hnen wir, daß L. Tonelli das Problem der Oberflll.chen
bestimmung einer krummen .Oberßil.che in vier kurzen Noten zu einem ge
wissen Abschluß gebracht hat: 

102. L. ToneIli, Sulla Quadratura delle 8uperfioie. Rendic. della R. Acc. dei Lin
oei (6) 3 p. S67, 446 und 633 (1926). 

108. -, Su un polinomio d'approssimazione e l'are8o di un80 8uperficie. Rendic. 
dell80 R. Aoc. dei Linoei (6) 6 p. II1S (1927). 

104. T. R8od6, Sur le o8oloul de l'8oire des surraoes courbes. Fund. Mathem. 10 
(1927). 

106. --, Sur raire des sudaoes oourbes C. R. 184 (1927). 
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- 497. 
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Funktion 71. 
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gleichmäßig beschränkte Funktionenfol

gen 170, 178. 
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Integration "5, '66. 
gleichmäßig konvergente Folgen von 
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meßbarer Funktionen 382. 
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folge 81!. 
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Grenzwert eines Produkts 96. 
Grenzwert .eines Quotienten 96. 
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größte offene Teilmenge 217. 
Grnndmengen 68. 
Grundoperationen an Punktmengen 21. 
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886. 

halbstetige Funktionen 186, 187, 378. 
halbstetige Funktionen ab Grenzen mo-

notoner Folgen von stetigen '02. 
Balbstetigkeitspunkte 127. 
harmonische Reihe 108. 
Bl.ufungspnnkt 38. 
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Hauptdiagonalo von Determinanten 318. 
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ZahleJlfolgen 82. 
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HauptJimites einer Folge von meßbaren 

Funktionen 382. 
HauptJimites einer Zahlenfolge 77. 
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Teilfolgen 79. 
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329. 
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Hülle maßgleiche 260, 269, 279, 281. 

Indu;ktion (vollständige) 6. 
Inhalt (äußerer -) einer Punktmenge 

282. . 
Inhalt des Intervalls 229, des abge-

schlossenen Intervalls 2U. 
Inhalt (innerer -) einer Punktmenge 27.'. 
Inhalt (Transformation des -) 8'0. 
Inhalt von quadrierbaren Punktmengen 

nach Jordan 298. 
innerer Punkt 87. 
inneres Maß 268, 366. 
inneres Produkt 818. 
in sich dichte. J;'unktmengen 39. 
Integral '20, '81. 
Integral II.quivalenter Funktionen '27, 

'31. 
Integral der BauptliDÜtes einer Funk

tionenfolge '48. 
Integral der oberen Grenze einer Funk

tionenfolge " •• 
Integral des absoluten Betrales 434, 436. 
Integral einfaches 6'2, ihre BereChDUD8' 

600. 
Integral einer GrenzfunktioD '22, "I, 
"', "6. 
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Integral einer positiven Funktion "8. 
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lutegral einer Summe '.9, '88. 
IDtegral mehrfaches 688. 
Integral (unbestimmtes) 469, einer Funk

tion (:r;) Mir. 
Integral (unbestimmtes von iquivalllJlten 

Funktionen) 470. 



Register 713 

Integral, wiederholtes 628, 680, 632. 
Integral, wiederholtes einer nicht not-

wendig summierbarpn Funktion 638. 
Integrierbarkeit nach Riemann 46Q, 002. 
Intervall 1!f, 20. 
Intervall als Kontinuum 213. 
IntervaUfunktionen 1>02, additive und 

totalstetige 003, 510 
Intervall lineares 19. 
Intervall. n-dimensionales, 20. 
inverse Funktion 166. 
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isolierte Pnnkte 38. 

Jordan 298. 

Kantenlä.ngen eines Intervalls 20. 
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Kern (maßgleicher) 261, 269, 279, 281. 
Kette von Punkten (o-Kette) 210. 
Klasse einer J!'unktion 393. 
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412. 
kleinste natürliche Zahl 7. 
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menge 9. 
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kommutative Eigenschaft der Multipli-

kation •. 
kommutative Eigenschaft der Summe 

von Punktmengen 23. 
kommuta.tive Eigenschaft des Durch-

schnitts von Punktmengen 22. 
Komplement s. algebr. Komplement. 
Komplementärmenge 21. 
Komponenten eines Vektors 307. 
Konde!lsationspunkt 38. 
Kontinuen 208, - (Existenz) 213. 
Kontinuen (lineare -) 216. 
konvergente Folgen summierbarer Funk

tionen 444. 
konvergente Folgen von Punktmengen 

117. 
konvergente Funktionenfolgen 110. 
konvergente Reihen 101. 
konvergente Zahlenfolgen 88. 
Konvergenz (absolute - einer Reihe) 103. 

Konvergenz der Darbouxschen Summen 
469. 

Konvergenz der Riemannschen Summen 
4.62. 

Konvergenz des Inhalts einer Folge von 
Punktmengen 282. 

Konvergenz einer Punktmenge gegen 
einen Punkt 111. 

t Konvergenz von monotonen Zahlenfol
gen 97. 

Kreis 192. 
Kriterien für die Additi vitioit und Total

stetigkeit einer Intervallfunktion 503, 
510. 

Kriterien für die Äquivalenz von zwei 
Funktionen 392, 431, 470. 

Kriterien für die Beschränkheit eines 
unbestimmten I~tegrals 473. 

Kriterien für die Halbstetigkeit in einem 
Punkte 12\!. 

Kriterien für die Halbstetigkeit (Stetig
keit) auf einer Punktmenge 137, 138. 

Kriterien für die Integrierbarkeit nach 
Riemann 460, 462. 

Kriterien für die Meßbarkeit einer Funk
tion 376 ff. 

Kriterien für die Steti~keit in einem 
Punkte 130. 

Kriterien flu die Summierbarkeit einer 
l!'unktion 426, 434, 636. 

Kriterium dafür, daß eine )j'unktion 
punktiert unstetig sei 143. 

Kritik der Definition des Maßes 359. 
Kugel als Kontinuum 214. 
Kugel (offene, abgeschlossene) 192. 
Kugeloberfiäche 214. 

Lagrange 518. 
Lä.nge leines Interva.lls) 19. 
Lebesgue 228, 282, 298, 460, 544. 
leere Mengen 6, 21. 
Leibniz 421. 618. 
Limes (- des Werte vorrats einer Funk-

tion) 74, 76. 
Limes einer Zahlenfolge 76. 
Limesfunktionell 122-126. 
Limesfunktionen der Derivierten einer 

add. totalstetigen Mengenfunktion 499. 
Limesfunktionen der Derivierten einer 

Funktion einer Veränderlichen 534. 
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Limesfunktionen einer Funktion von be
schränkter Variation 187. 

Limesfunktionen einer monotonen E'unk
tion 161. 

Limesfunktionen von nach Riemann in
tegrierbaren 463. 

Limes superior und inferior einer Folge 
von Punktmengen 114. 

Lindelöfs Überdeckungssatz 46. 
linear abhängige und unabhängige Vek-

toren 309. 
lineare Gleichungen 329. 
lineare Punktgebilde 333. 
lineare PunkttransformatiulIen 33o, 338. 
lineare Schar "on additiven total stetigen 

Mengenfunktionen 499. 
lineares Intervall 19. 
lineares Kontinuum 216. 
lineares Vektorgebilde 309. 
Lip~chitzsche Bedingung 673. 

Maß, Äußeres - 238, 271, Inneres 
268, 365. 

Maßfunktion 69, 238, regulitre Maßfunk-
tion 258. 

maßgleiche Hülle 260, 269, 279, 281. 
waßgleicher Kern 261, 269, 279, 281. 
Maß Null (Punktmenge vom -) 267. 
Matrix (s. Schema von Elementen) 
Maximum einer Funktion (Definition) 1:il1. 
Maximum einer nach oben halbstetigen 

Funktion (Existenz) 139. 
mehrdeutige Funktionen 72. 
mehrfaches Integral 633. 
Mengenfunktion 72, additi\>e - 470, 

totalstetige - 475. 
Mengen vonKondensationspunkten49, 00. 
Mengen von Punktmengen 27, 72. 
meßbare Abbildung 3M, 681. 
meßbare endlichwertige }'unktionen 386. 
meßbare I'unktionen 374. 
Meßbarkeit 246, 263. 
Meßbarkeit, Bedingungen für die Meß

barkeit 263, 267, 269, 282. 
Meßbarkeit der Derilierten 484, 496, 

628, 642. 
Meßbarkeit der Funktionell die in jeder 

Veränderlichen stetig sind 644. 

-------------------------
Meßbarkeit der Funktionen pter Klass& 

403. 
Meßbarkeit der Punktmengen vom Maße 

Null 267. 
Meßbarkeit der Vereinigungs-, Durch

s\lhnitts- und Komplementärmengen 
248. u. ff. 

Meßbarkeit des Inhalts 281 
Mellbarkeit des Limes superior und in

ferior 262. 
Meßbarkeit in zwei Veränderlichen eines 

einfachen Integrals 606. 
Meßbarkeit nach Lebesgue 282. 
Meßbarkeit und Summierbarkeit 423, 434. 
Minimum einer Funktion (Definition) 121. 
Minimum einer nach unten h.albstetigen 

Funktion (Existenz! 139. 
Minuszeichen 4. 
Mittelpunkt (eines Intervalls, Quadrats 

oder Würfels) 19, 20. 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung 

540. 
Mittelwertsatz d. Integralrechnung 449, 

zweiter Mittelwertsatz 612. 
mittlere Derivierte 480. 
monotone Folgen halbstetiger Funktionen 

170, 406. 
monotone Folgen summierbarer Funk

tionen 4·H. 
monotone Folgen von Punktmengen (ihre 

Konvergenz) 119, (Maß der Grenz
menge) 270. 

monotone Funktionen 149, 563. 
monotone Funktion (Integrierbarkeit nach 

Riemann) 463. 
monotone Funktion, Kanonische Z",rle

gung {>H. 
monotone l"unktion, Unendlichkeitsstel

len der Derivierten 680. 
monotone Funktion VOll konstanter 1· V a

riation 567. 
monotone Funktion (Zerlegung in eine 

stetige monotone }'unktion und eine 
andere, deren totale Diskontinuititt 
gleich ihrer Variation ist) 167. 

monotone }'unktion, Zerlegung in total
stetige und in Funktion von konstanter 
1-Variation 669. 

monotone Zahlenfolge 96. 
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Multiplikation absolut. konvergenter 

Reihen 110. 
Multiplikation (Axiome) 4. 
Multiplikation der Determinanten 340. 

Natürliche Zahl (Zahlenreihe) 6. 
n-dimensionaler Raum (ffin) 18. 
n-dimensionales Intervall 20. 
negative Variation s. Variation. 
negative Zahlen 3. 
Nenner (eines Bruches) 13. 

offene Zelle s. Zelle. 
Ordinatenmengen 418. 
Ordinatenmengen einer Funktion 420. 
Ordnung einer Determinante 318. 
orthogonale lineare Gebilde 317. 
orthogonale Transformation 347. 
orthogonale Vektoren 314.. 

Parallelmengen 220. 
ParameterdarRtellung 

den 334. 
von Punktgebil-

nichtabzl!.hlbare Punktmengen 49. partielle Ableitungen 641. 
Nichtabzll.hlbarkeit der perfekten Punkt- partielle Derivierte 642. 

mengen 50. partielle Differentiierbarkeit 641. 
Nichtabzählbarkeit des Intervalls 31. }lartielle Integration M9 
Nicht meßbare Funktionen 379. partielle Summation 612. 
Nicht meßhare Pnnktmengen 246, 268, partielle und totale Difl'erentiierbarkeit 

349. einer totalstetigen }'unktion 659, 661. 
Nicht ql1adrierbareabgeschlossenePunkt- Peano 298. 

mengen 291. perfekte nirgends dichte Punktmengen 
Nicht quadrierbare Gebiete 292. 287, 291. 
nirgends dichte Punktmengen 64. 
NormalformenderVeterminanten319,S20 .. perfekte Punktmengen 39, 41, 60, 67. 
normierte Vektorensysteme 314. Polynome 167. 

positive Variation 8. Variat.ion. Normierung einer Basis eines Vektorge-
bildes 316. positive Zahlen 3. 

Null 3. Potenz 97. 
Nullitätsgesetz von Sylvester UO. Prinzip der vollstl1ndigen Induktion 6. 
Nullmenge 232, (perfekte _) 28f:i. Produkt der halbstetigeIl Funktionen 131. 
Nullpunkt (einer Achse) 18. Produkt von meßbal'en Funktionen 378. 
Nullval'iation !>1R. Produkt von nach Riemann integrier-

Obere Grem:e 11. 
Obere Grenze der Limesfunktionen einer 

Funktion 133. 
Obere Grenze einer Funktion auf einer 

Punktmenge 121. 
obere Limesfunktion 122. 
oberer Limes des Werte vorrats einer 

Funktion 74. 
oberer IJimes einer Funktion in einem 

Punkt 122. 
oberer Limes einer Zahlenfolge 77. 
oberer Limes von Teilfolgen einer 7.ahlen-

folge 93, 94. 
offen (relath- zu einer Punktmellge) 60. 
offene Punktmengen 40, 218. 
offene Punktmengen als Summen von 

Gebieten 226. 

baren 464. 
Produkt von Zahlen 4. 
Projektion einer Punktmenge a. e. li

neare Mannigf. 622. 
Punkt des ffil/ tR, 20. 
Punktfunktion 71. 

. punktiert unstetige .~'unktionen 143. 
Punktmengen meßbaren Inhalts 281. 
Punktmengen ohne Häufungspunkt 48. 
Punktmengen ohne Kondensationspunkte 

41\. 

Quadrat 20. 
quadrierbar 290, (nach außen, innen -) 

289. 

Quadrierbarkeit nach Jordan 298. 
Quotient von halbstetigen Funktionen 

132. 
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Quotient von nach Riemann integrier
baren Funktionen 464. 

Quotient von totalstetigen Funktionen 
56t. 

Quotient (von Zahlen) o. 

Rand einer Punktmenge 216. 
Rang eines Schemas 329. 
Rationale Zahlen 13. 
Rechnen mit den Hauptlimites 79 u. ff. 
Rechnen mit konvergenten Reihen 106. 
Rechnen mit konvergenten Zahlenfolgen 

94. 
Rechnen mit Maßfllnktionen 252, 270, 

272, 273. 
Rechnen mit + 00 14. 
Rechteck 20. -

stetige Abbildung 205. 
stetige Abbildung eines Kontinuul1Is 212. 
stetige Funktion 136, 138, (- integrier

bar nach Riemann) 463. 
stetige Funktionen - Erweiterung des 

Definitionsbereiches 617. 
stetige Funktionen nehmen jeden Zwi·· 

schenwert an 227. 
Stetigkeit bei gleichmäßiger Konvergenz 

174. 
Stetigkeit der Entfernung E(P, A) 19~. 
Stetigkeit der Lösungen von Differential

gleicbungen nach einem Parameter 678. 
Stetigkeitsaxiom 10. 
Stetigkeitspunkte einer Funktion 127. 
stets wachsende, abnehmende Funk

tionen 149. 
Stolz 644. 
Strecken als Kontinuum 213. 

regulitre Folge von Punktlllengen 497. Streckenrechnung 18. 
reguläre MaßfunktioJl s. :Maßfunktion. Strecken zwischen zwei Punkten 196, 

reelle Funktionen 71. 
reelle Zahlen 1. 

Reihen 101. stückweise lineare Funktionen 168 
Reiben - ihre Integration 601. Diffe- Substitution bei meßbaren Funktionen 

rentiation 604. 
Relativbegriffe 58. 
Riemann 459. 
Riemannsches Integral 409. 
ltiemannsche Summen 461. 

Satz von Archimedes 11, 
Satz von Baire 178. 
Satz von Fnbini 627. 
Satz von Scheeifer 595. 
Satz von W~ier8traß 13J. 
Satz von Young 69. 
Scheeffer 595. 
Schema von Elementen 326. 
Schluß von n auf (n + 1) 6. 
Schwankung der Limesfunktionen von 

f'(P) 142. 
Schwankung einer Funktion 141. 
Schwankung von. monotonen Funktionen 

152. 
senkrechte Vektoren 314. 
Skala 450. 

376, 377, 37D. 
Substitution der einfachen Integrale 606. 
Substitution von }<'unktionen in eine ge-

gebene 122, 189. 
Subtraktion von Zahlen (Axiome) 3. 
Summe von halbstetigen Funktionen 13L 
Summe von konvergenten Reiben 106. 
Summe von meßbaren Funktionen 378. 
Summe von nach Riemann iutegrieruaren 

Funktionen 464. 
Summe von positiven Zahlen !:I8. 
Summe von Punktmeugen 22, 28. 
Summe von unendlich vielen absolut 

konvergenten Reihen 109. 
Summe von Zahlen 2. 
Summierbarkeit 420, 430. 
Summierbarkeit der mittleren Derivil'rten 

490. 
Summiel'barkeit eines Produkts 438. 
Summierbarkeit und }[eßbarkeit 423. 
Summierbarkeit verallgemeinerter DeI'i· 

vierten 496. 
Sylvester 840. 

Spalten einer Determinante 318. 
Spa.ltungen der Koordinaten 630. 
Spiegelung an der Hauptdiagonale 

Determinanten 822. 
von Teilfolgen einer Folge von Punktmengen 

117, 118. 
Steigung einer Strecke 016. 'fp,ilfolgen einer Zahlenfolge 79, 92, 93, 94. 
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Teilmenge von gegebenen Inhalt 288. 
Teilmenge 6, 21. 
TeilBummen 98. 
totale Diskontinuität von Funktionen be

Ilcbrll.nkter Variation 188. 
totale Di~kontinuitUt von monotonen 

Funktionen 156. 
totales Diiferential 649. 
totale Variation I. Variation. 
total stetige Funktionen als unbestimmtes 

Integral 490. 
totalstetige Funktionen einer Verll.nder

licben ö13, ö47. 
totalstetige Funktionen von zwei Ver

lnderlicben 658. 
totalstetige Mengenfunktion 475. 
Totalstetigkeit der Funktionen mit be-

8cbrll.nkten Differenzenquotienten Mt. 
Totalstetigkeit des absoluten Betrages 

uneigentliche Integrale 606. 
Unendlich 11. 
unendliChe Punktmengen 26, unendliche 

beBchril.nkte Punktmengen 48. 
Unendlich (Reebenregeln) 14. 
unhomogene lineare Gleichungssysteme 

880. 
unstetig (punktiert, total) 143. 
Unstetigkeitsstellen von Funktionen be

schrll.nkter Variation 187. 
Unltetigkeitsstellen von monotonen 

Funktionen 104,. 
untere Grenze 12. 
untere Grenze einer Funktion auf einer 

Punktmenge 121. 
unterer Lime. des Wertevorrats einer 

Funktion 76, 76. 
unterer Limes einer lt'unktion in einem 

Punkt 122. 
547. unterer Limes einer Zahlenfolge 77. 

Totalstetigkeit des unbestimmten Inte· untere Limeafunktion 122. 
grals 476. 

Totalatetigkeit einer Funktion mit sum
mierbaren und nur in abzlhlbar Yielen 
Stellen 00 Hauptderivierten ö97. 

'l'otalstetigkeit einer Summe 547, eines 
Produkts 1'149, eines Quotienten MO. 

Totalstetigkeit von f(cp(x)) !\ö6. 
totalunstetige Funktionen 14,8. 
Transformation des Inhalts von Punkt-

mengen 340. 

Überall dichte Punktmengen 61, 62. 
t)'berdeckung des Raumes durch abzitbl-

bar viele Wiirfel 36. 
t)'berdeckungssatz von Borel 40. 
t)'berdeckungssatz von Lindelöf 46. 
t)'berdeckungssatz 'Von Vitali 299, 304, 

306. 
Umgebung einer Punktmenge 40. 
Umgebung eines Punktes 37, 4u. 
Umkehrproblem der Differentialrechnung 

594. 
Umkehrung einer Funktion 166. 
Unabhll.ngigkeit der Fundamentaleigen

Bchalten der Ma,ßfunktionen 369. 
unbestimmtes Integral s. Integral. 
UnbeBtimmtheitsgrenze s. Limes (oberer, 

unterer); Hauptlimites. 

Variation (positive, negative, totale) 
einer Funktion 181, (l-Variation) 610. 

Variation einer Funktion von beschrilnk-
ter Variation 182. 

Variation einer monotonen Funktion 166. 
Variationsgleicbungen 687. 
Vektor 807. 
Vektorensystem 812. 
Vektorgebilde 8. lineares Vektorgebilde. 
verallgemeinerte Derivierte 4-92. 
Vereinigungsmengen 28, 27. 
Vereinigungsmenge von abgeschlosse-

nen Pnnktmengen 66. 
Vereinigungemenge von in eich dichten 

Punktmengen 6ö. 
Vereinigungsmenge von meßbaren Punkt

mengen 261. 
\' ereinigungsmenge von nirgends dichten 

PUJlktmengen 6ö. 
Vereinigungsmenge ,"on perfekten Punkt

mengen 66. 
Vereinigungsmenge von quadrierbaren 

Punktmengen 290. 
Vereinigungsmenge von relativ abge

Bchlossenen Punktmengen 69. 
VereinigungBmenge 'Von relativ offenen 

Punktmengen 60. 
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Vereinigungsmenge von überall dichten 
Punktmengen 61. 

Verhltltnis (von Strecken) 18. 
Verknüpfungaaxiome 1. 
Vertauschung der Reihenfolge der Diffe-

rentiationen i60. 
VitaliaOberdeckungssatz 299,804,806,889 •. 
vollstltndige Induktion 6. 
Vorzeichenregel der Multiplikation 4. 

Weierstraß 184, 690. 
Widers}lruehalosigkeit (der Axiome) 1. 
wiederholte Integrale 618, 680, 682 
Würfel. ",-dimensionaler Wilrfel 20. 

Zahlenfolge 71. 
Zahlenmengen 6, 19 
Zahlenpaar 18. 

Zahlentnpel 18. 
Zähler (einea Bruches) 13. 
Zeilen einer Determinante 818. 
Zelle (offene, abgesehlosBene) 294. 
ZelleDDe~e 298. 
Zermelos Auswahlaxiom 38. 
zugenörige Intervallfunktionen 611, 6bt. 
zugeordnete Derivierte 619. 
Zuord.nung 71. 
Zuordnungsaxiom 18. 
zusammenhängende abgesehlo88ene 

Punktmengen 208. 
zusammenhll.ngende offene Punktmengen 

222. 
ZUBammensetzung von linearen Trans

formationen 339. 
Zylinder deren Ballen Nullmeugen sind 

420. 
Zylinde~engen 414. 
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WISSENSCHAFT UND HYPOTHESE 
Neue Blinde 

Zur Geschichte der Logik. Grundlagen u. Aufbau d. Wissenschaft i. Urteil 
dermathemat.Denker.VonDr.Fr.EnrigulS,Prof.a.d.Univ.Rom.Deutschv.Dr. 
L.BieberfJacA, Prof. a.d. Univ. Berlin. [VU.24oS.] 8. 1927. Bd.XXVI. Geb.JUt 11.-

Die 'Öberset&ung dieses Werke., das in einem Gang durch die Geschichte der mathe
matischen Ideen zeigt, wie die Entwicklung der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte ein 
entsprechendei Fortscbreiten nnd eine Wandlung der Logik zur Folge gehabt hat, wird will· 
kommen sein, da die deutsche Literatur darüber nicbts aufznweisen hat; denn wir haben keine 
Forscher gleicher Richtung, und Enriques beherrscht sowohl den philosophischen Apparat ala 
auch da. philosophische und mathematische Denken so, wie wohl überhaupt kein anderer. 
Das Buch wird nicht nur dem Fachmann Neues bieten, sondern aucb jedem verständlich und 
anregend sein, der Fühlung mit dem wissenschaftlichen Denken hat. 

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P. Boutrour. 
Autorisierte· deutsche Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen von Dr. 
H. Pollaczek, Berlin. [IV u. 253 S.] 8. 1927. Bd. XXVIlI. Geb. JUt 11.-

Boutroux unternimmt es in diesem Werke, die leitenden Gedanken und Prinzipien, die 
psychologische Einltellung zU schildern, die den Mathematiker hei seinen Forschungen leiten 
und beeinllussen. AlSo nicht die fertige sondern die werdende Wissenschaft ist es, der die 
eigenartige, auch Nichtmathematikern verständliche Darstellung gilt. Die Methode des Verf. 
ist eine historisch-kritische. Er hebt die Geschichte der Mathematik von einer Chronik der einzelne. 
Entdeckungen und der einzelnen Entdecker zu einer Geschichte der mathemat. Ideen empor. 

Zehn Vorlesungen über die Grundlegung der Mengenlehre. 
Von Dr. A. Fraenkel, Prof. an der Univ. Marburg a. d. L. [X U. 182 S.] 
8. 1927. J3d. XXXI. Geb . .7(Jt 8.-

Einem Uberblick über die wichtigsten Methoden und Ergebnisse der Mengenlehre folgt 
zunächst eine Betrachtung der gegen die Cantorsche Begründung erhobenen Einwendungen, 
wohei eine einheitliche Darstellung sowohl der Ideen Poincare. wie auch derjenigen·. des 
modernen Intuitionismus (namentlich Brouwen) angestrebt ist. Dann wird die axiomatische Be
gründung nach Zermelo unter Berücksichtigung der neuesten Fortbildungen gegeben. Dabei 
ist belonderer Wert auf eine nicht nur ventändliche, sondern auch undogmatilche Darstellung 
gelegt, die die naturgemälle Notwendigkeit der Forderungen und ihre Tragweite, sowie nament· 
lieb die noch offenen Probleme und die Beziehungen zur Philosophie hervortreten lälIt. Den Abo 
Ichlnll bilden allgemeine Fragen der Axiomatik, u. a. die der Unabhängigkeit deo Auswahlaxioms. 

Die Grundbegriffe der reinen Geometrie in ihrem Verhältnis 
zur Anschauung. Untersuchungen zur psychologischen Vorgeschichte 
der Definitionen, Axiome u. Postulate. Von Dr. R. StroAal, Priv.·Doz. a. d. Univ. 
Innsbruck. Mit 13 Fig. i. T. [IV u. 137 S.] 8. 1925. Bd. XXVII. Geb. JUt 6.40 

Die Fragestellung geht hier über die gewöhnliche, welche der Diskussion irgendwelcher 
gegebenen logischen Fundamente der Geometrie gilt, binaus und betrifft den Weg, auf dem 
diese erworben werden, ihre "psychologische Vorgeschichte". Die Art der abstraktiven Ge
winnung gewisser Elementarbegrilfe erklärt den Charakter der eigentlichen Aziome, während 
die ZusammenfUgung jener Elemente zu synthetischen Definitionen das Auftreten der Postu
late ver.tllndlicb macht, welche ala willkürlich, durcb die Erfahrung nahegelegter AuncblieJIungen 
von logisch zulässigen Synthesen zu betrachten sind. 

Die. vierte Dimension. Eine Einfdhrung in das vergleichende Studium 
der verschiedenen Geometrien. Von Prof. Dr. Hk. de Vries, Nach der 
2. holländischen Ausgabe ins Deutsche übersetzt von Frau Dr. e. Struik. 
Mit 35 Fig. i. T. [IX u. 167 S.] 8. 1926. Bd. XXIX. Geb. U 8.-

Die auf Grund der kürzlich erschienenen zweiten, vermehrten und yerbe_rten Auflage 
.. eranstiltete 'Öbersetzung des Werkes wird vielfach willkommen sein, denn die Art und Weise, 
in der es die Grundgedanken und Elemente der euklidischen mehrdimeuslonalen, sowie der 
nichteuklidischen Geometrien, speziell der hyperbolischen und elliptilchen .u vermitteln weiB, 
entspricht dem Bedürfnis aller derer, die sich - insbesondere rur das Studium der Mathe
matik wie der Physik - auf angenehmem Wege in diese Gebiete einfllhren lassen wollen. 
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Zur Funktionentkeone s'ind u. a. ersekzenen: 
Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. L. Bi4o"oacn. Prof. an der 
UJÜv. Berlin. BeL I: Die Elemente der Funktionentheorie. 2., verb. Auf!. 
Mit 80 Fig. im Text. [VI u. 314 S.) gr. 8. 1923. Geh . .7l.Jt 12.-, geb. 
U 15.-. Bd. 11: Moderne Funktionentheorie. Mit 38 Fig. im Text. 
[VI.u. 366 8.] gr. 8. 1926. Geb . .7l.Jt 20.-

Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. W. F. Ospod, Prof. a. d. 
Harvard·Univ. Cambridge, Mass. (Lehrb. d. math. Wissensch. XX.) I.Band. 
4.Auft. Mit 158 Fig. [XII u. 766 S.] gr. 8. 1923. Geh • .7l.Jt 22.-, geb . .7l.Jt 24.-. 
11. Band, I. Uefg. Mit 9 Fig. [VI u. 242 S.] gr.8. 1924. Geh • .fI.It 8.-, geb . 
.tU 10.-, 2. Liefg. [In Vorb. 1927.] 

Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberoacn. Prof. an der Universität Berlin. 
Mit 34 Fig. [IV u. u8 S.] 8. 1922. (Teubners technische Leitfaden, Bd. 14.) 
Kart . .1i./l 3.20 

Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pringsluim. Prof. a. d. Univ. München. 2 Bände. (Lehrb. d. math. 
Wissensch. XL.) I. Bd. I. Abt. Reelle Zahlen und Zahlenfolgen. 2. Auf!. 
[XII u. 292 S.] gr.8. 1923. Geh . .fI.It 13.-, geb . .7l.Jt 15.-. 11. Abt. Uno 
endliche Reihen mit reellen Gliedern. 2. Auf!. [VIII u. 222 S.l gr.8. 1923. 
Geh • .fI.It 9.-, geb . .1Ut 11.-. III. Abt. Komplexe Zahlen, Reihen mit kom· 
plexen Gliedern, unendliche Produkte und Kettenbrüche. [IX u.461 S.] 
gr.8. 1921. Geh . .1i./l 21.-, geb • .fI.It 23.60. 11. Bd. Funktionenlehre. I. Abt. 
Grundlagen d. Theorie d. analyt. Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 
Mit 25 Fig. im Text. [XVu.624S.] 4. 1925. Geh . .1i.Jl27.-, geb . .7l.Jt 30.-. 

Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funktionen. 
Von Geh. Hofrat Prof. Dr. R. Fn'ck'e und Geh. Reg •. Rat Dr. F. Klein, weil. 
Prof. an der Univ. Göttingen. I. Bd.: Die gruppentheoretischen Grundlagen. 
2. Aufl. Mit 192 Fig. [XVI u. 634 S.l gr.8. 1926. Geh . .1Ut 26.-. 11. Bd.: Die 
funktionentheor. Ausführungen una die Anwendungen. 2. Aufl. Mit 114Fig. 
[XIV u. 668 S.] gr.8. 1926. Geh . .?lJt 28.-

Entwicklung der Funktionen einer komplexen Variablen nach den 
Funktionen des elliptischen Zylinders. Von Dr. O. Volk, Kowno. 
[38 S.] 8. 1920. Geh. U 1.20 

Die komplexen Veränderlichen und ihre Funktionen. Fortsetzung der 
Grundzüge der Differential· u. Integralrechnung, zugleich eine Einführung i. d. 
Funktionentheorie. Von Dr. G. Kowalewski, Prof. an der Techn. Hochschule 
Dresden. 2. Aufl. Mit 124 Fig. [IV u. 455 S.] gr.8. 1923. Geh • .7l.Jt 15.-, 
geb . .fI.It 17.60 

Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh. 
Hofrat Prof. Dr. R. Fricke. I. Teil: Die funktionentheoret. u. analyt. Grund· 
lagen. Mit 83 Fig. [X u. 500 S.] gr.8. 1916. Geb . .1Ut 16.-. 11. Teil: Die 
algebr. Ausführungen. MiqoFig. rVIII u. 546S.] gr.8. 1922. Geh • .7l.Jt 15.-, 
geb . .1iJ6 18.-. III. Teil [In VorD. 1927.] 
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Vorlesungen über die singulären Moduln und die komplexe Multi. 
plikation der elliptischen Funktionen. Von Dr. R. Fueter, Prof. an der 
Universität Zürich. (Lehrb. d.math.Wissensch. XLI.) Teil 1. Mit 16 Fig. i. Text. 
[VII u. 142 S.] gr.S. 1924. Geh. Ji.K 5.-, geb.Jf.J( 7.-. TeilII. [In Vorb. 1927.] 
Theorie dtr elliptischen Funktionen. Von Geh.-Rat Dr. M. Kraust, 
unt. Mitwirk. v. Dr. E. Naetsch, Professoren a. d. Techn. Hochsch. Dre~den. 
Mit 25 Fig. [VI u. 186 S.] 8. 1912. (Samml.math.-phys. Lehrb. 13.) Kart.JU 5.40 
Weierstraß' erste Vorlesung über die Theorie der elliptischen 
Funktionen. Von Wirkl. Geh. Rat Prof. Dr. L. Koenigsberger, Heidelberg. 
(Sonderabdruck a. d.Jahresbericht d. Deutsch. Mathem.-Vereinig.) Geh.~.K I .90 
Ober Systeme analytischer Funktionen, welche ein Additions
theorem besitzen. Von P. J. Myrberg, Dozent a. d. Univ. Helsingfors. 
(Preisschrift. d. Jablonowski-Gesellschaft, 50.) [245.] gr.8. 1922. Geh.~.J{ 2.20 
Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Prof. Dr.P.Schafheitlin, 
Berlin. Mit 1 Figurentafel.[Vu. 1285_] 8. 1908. (Slg. math .. phys. Lehrb.4.)~.J{ 4.-
Die Lehre von den KettenbrÜchen. Von Dr. O. Perron, Prof. an der 
Universität München. (Lehrb. d. math. Wissensch. XXXVI.) [XII u. 520 5.) 
gr. 8. 1913. Geh • .1lJ( 17.-, geb . .7lJ{ 20.-

Konforme Abbildungen. Von Studienrat E. Wicke, Lichtenrade b. Berlin. 
(Math.-Phys. Bibl. Bd. 73.) tU. d. Pr. 1927.] Kart. Ji.J( 1.20 

Konforme Abbildung. Von L. Lewent, weil. Ober!. in Berlin. Hrsg. von 
Geh. Bergrat Prof. Dr. E.Jahnke, weil. Prof. a. d. Techn. Hochschule, Berlin. 
Mit einem Beitrag von Dr. W. Blasckke, Prof. a. d. Univ. Hamburg. Mit 40 Fig. 
[VI u. Il8 5.] 8. 1912. (Samml. math.-phys. Lehrb., Bd. 14.) Kart • .7l.J{ 3.80 
Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
E.Jahnee, weil. Prof. a. d. Techn. Hochsch. Berlin u. Dr. F. Emde, Prof. a. d. 
Techn. Hochsch. Stuttgart. (Samml. math.-phys. Lehrb., 5.) 2. Aufl. [U_d. Pr. 27.) 

Pascals Repertorium der höheren Mathematik. 2., völlig umgearb. 
Aufl. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlr. Mathematiker hrsg. von 
Dr. E. Salkowski, Prof. an der Techn. Hochschule Hannover und Dr. H. E. 
Timlrding, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. 8. 

1. Band: Analysis. Hrsg. von E. Salkowsln: I. Teilband: Algebra, Differential- und Integral
rechnung. [XV u. 527 S.1 1910. G .. b . .RJt 18.-. 2. Teilband: Differentialgleichungen, Funktionen
theorie. [XII u.S. 529-1023 m. Fig.1 1921. Geb. RJt 18.-. 3. Teilband : ZahleDtheorie. [Erscheint 
Ende 1927.111. Band: Geometrie_ Hrsg. von H. E. Timerdi"g'. 1. Hälfte: Grundlagen und ebene 
Geometrie. Mit 54 Fig. [XVIlI u. 534 S.] 1910. Geb • .RJt 18.-. H. Hälfte: Raumgeometrie. 
Mit 12 Fig. i. T. [XII u. 628 S.1 1922. Geh. RJt 17.-, geb . .RJt 20.-

HOhere Mathematik für Mathematiker, Physiker und Ingenieure. 
V.Dr. R. Rotkt, Prof.a. d.Techn_ Hochsch. Berlin.(TeubnersTechn.Leitf. 21/23·) 
Bd.1: Dltlerentlalrechnung und Grundformein der Integralrechnung nebst Anwen
dungen. Mit 155 Big. im Text. 2. Auf!. [Vn u. 186 S.] 8. 1927. Kart. RJt 5.-
Bd.lI: Integralrechnung, Unendliche Reihen, Vektorrechnung nebst Anwendungen. 
Bd.Ill: Raumkurven u. Fliehen, LInienintegrale u. mehrfache Integrale, Gewöhnliche 
und partlene DlfI'erentlalglelchungen nebst Anwendungen. [Bd.II u. III in Vorb. 1927.1 

Mathematisches Praktikum. Von H. 'lI. Sanden, Prof. an der Techn. 
Hochschule Hannover. (Teubners Techn_ Leitfäden Bd. 27.) LU. d. Pr. 192 7.] 
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