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Vorwort.

Die vorliegende kleine Schrift ist aus einem Kolleg iiber kosmo-
gonische Hypothesen hervorgegangen, das ich im Sommer-Semester 1928
an der hiesigen Universitit hielt. In jenen Vorlesungen habe ich, von
bekannten Resultaten von Poincaré und Liapounoff ausgehend, an
Hand einer Folge eigener Arbeiten ein Programm weitergehender Unter-
suchungen entwickelt, die mit den zur Zeit verfiigbaren Hilfsmitteln als
durchfiihrbar erschienen. Es handelte sich dabei um eine Reihe neuer
Existenz- und Stabilitidtssitze in der Theorie der Gleichgewichtsfiguren
homogener und heterogener Fliissigkeiten sowie um einige Probleme der
Dynamik vollkommen inkohdrenter Medien, insbesondere die Maxwell-
sche Theorie der Ringe des Saturn. Ein erheblicher Teil des damals
entworfenen Programms, vor allem was die Existenzfragen in der Theorie
der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten anlangt, ist seitdem
durch die Arbeiten meiner Leipziger Schiiler und meine eigenen Unter-
suchungen erledigt worden. Was auf dem zuletzt genannten Gebiete
jetzt fertig vorliegt, bildet ein abgerundetes Ganzes, von dem manche
Wege zu neuen Zielen fithren. Dieses Ganze im Zusammenhang darzu-
stellen, ist die Aufgabe des vorliegenden kleinen Buches. Die mit den
Existenzproblemen eng zusammenhingenden Stabilititsfragen wie auch
die in der Himmelsmechanik sich darbietenden Probleme der Dynamik
vollkommen inkohdrenter Medien muBten zuriickgestellt werden. Sollten
die Umstidnde es gestatten, so werde ich all diesen Fragen spiter einmal
ein weiteres Bandchen widmen.

Und nun zu dem Inhalt dieses kleinen Werkes im einzelnen. Nach-
dem in einem kurzen einleitenden Kapitel diejenigen Sitze der Potential-
theorie und der Hydrostatik, von denen spiter Gebrauch gemacht wird,
zusammengestellt worden sind, werden in dem zweiten Kapitel einige
allgemeine Eigenschaften der Gleichgewichtsfiguren rotierender gravi-
tierender homogener oder heterogener Fliissigkeiten abgeleitet. Nach
einer knappen historischen Wiirdigung der Ergebnisse von Liapounoff
und Poincaré wird in dem dritten Kapitel ein ausfiihrlicher Beweis des
von Poincaré postulierten Satzes betreffend die Existenz neuer Gleich-
gewichtsfiguren rotierender homogener Fliissigkeiten in der Umgebung
einer gegebenen homogenen Gleichgewichtsfigur entwickelt und im An-
schluB daran einige Probleme des relativen Gleichgewichtes eines aus
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einem starren Koérper und einer Fliissigkeit bestehenden Systems be-
handelt. Das vierte Kapitel beschiftigt sich mit nichthomogenen Gleich-
gewichtsfiguren. Hier wird ein zu dem Poincaréschen analoger Satz iiber
die Existenz neuer heterogener Gleichgewichtsfiguren in der Nachbar-
schaft einer gegebenen homogenen oder heterogenen Gleichgewichts-
figur bewiesen. Als spezielle Resultate sind in diesen Ergebnissen ein
Satz iiber die Existenz schwach heterogener Gleichgewichtsfiguren in
der Umgebung homogener Gleichgewichtsfiguren bsp. der Maclaurin-
schen und Jacobischen Ellipsoide, sowie eine Begriindung der Clairaut-
schen Theorie der Figur der Erde enthalten. So viel {iber neue Gleich-
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft bereits bekannter Gleichgewichts-
figuren. In dem zweiten Hauptkapitel der Himmelsmechanik, der
Theorie der Gestalt der Himmelskérper, sind zahlreiche Konfigurationen
bekannt, die in einer ersten Ndherung den Gleichgewichtsbedingungen
geniigen, — es sei nur an die Rocheschen unendlich kleinen Satelliten
oder die Poincaré-S. Kowalewskische ringférmige Gleichgewichtsfigur
mit oder ohne Zentralkdrper erinnert. Es war zu vermuten, daB in der
Nachbarschaft dieser und dhnlicher Konfigurationen Gleichgewichts-
figuren rotierender Fliissigkeiten gelegen seien. In dem fiinften SchluB-
kapitel des Werkes wird in Durchfithrung dieses Grundgedankens die
Existenz einer langen Reihe neuer Gleichgewichtsfiguren bewiesen.
Neben eigenen Arbeiten, von denen an dieser Stelle als besonders auf-
schluBreich und mit analytischen Schwierigkeiten verbunden der
Existenzbeweis einer ringférmigen Gleichgewichtsfigur ohne Zentral-
korper (vgl. 22.) sowie die Betrachtungen der Nummern 27, 28, 29
hervorgehoben seien, habe ich in diesem Zusammenhang eine Folge
von Abhandlungen meiner Schiiler, der Herren E. Kihler, V. Garten
und K. Maruhn zu erwihnen, wihrend ich den Untersuchungen meines
Schiilers und jiingeren Kollegen E. Holder manchen wesentlichen Bei-
trag zur allgemeinen Theorie verdanke.

In dem dritten, vierten und fiinften Kapitel bringe ich eine Anzahl
neuer noch nicht publizierter Ergebnisse sowie neuer Fragestellungen,
die nicht ohne Interesse sein diirften. Allem anderen liegen, wie vorhin
erwihnt, Veréffentlichungen von mir selbst und von meinen Mit-
arbeitern zugrunde. Doch nur vereinzelt schlieBt sich die Darstellung
unmittelbar an frithere Publikationen an. Fast durchgingig gelang es,
den Stoff nicht unwesentlich einfacher und einheitlicher zu gestalten.
Die Vereinfachungen ergaben sich teils aus dem Zusammenhang des
Ganzen, teils aus den mittlerweile gewonnenen neuen Einsichten. Die
Knappheit des zur Verfiigung stehenden Raumes zwang namentlich in
dem vierten und fiinften Kapitel ofter dazu, auf Zwischenrechnungen zu
verzichten und sich mit Hinweisen auf die Originalarbeiten zu begniigen.
Ein solches Verfahren hat den groBen Vorteil, die Grundlinien der Uber-
legungen klar hervortreten zu lassen und erscheint dort als unbedenklich,
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wo, wie im vorliegenden Falle, nirgends wesentliche Stiicke der Beweise
geopfert werden. An Vorkenntnissen werden auBer den Grundlagen der
Infinitesimalrechnung die Elemente der Potentialtheorie und der Theorie
linearer Integralgleichungen vorausgesetzt.

Es ist -mir eine angenehme Pflicht, den Herren J. Schauder,
V. A. Kostitzin, E. Hélder, V. Garten und K. Maruhn, die mich bei
den Korrekturarbeiten in wirksamer Weise unterstiitzt hatten, auch
an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank auszusprechen. Der Verlags-
buchhandlung, die trotz des Ernstes der allgemeinen wirtschaftlichen
Lage die Herausgabe dieses Werkes ermoglicht hatte, gebiihrt mein
innig empfundener Dank.

Leipzig, im Juni 1933.
Leon Lichtenstein.
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Erstes Kapitel.

Vorbereitendes aus der Potentialtheorie
und der Hydrostatik.

1. Einige Eigenschaften des Newtonschen Potentials einer ein-
fachen Flichenbelegung und einer Volumladung. 1. Es sei T ein
beliebiges beschrinktes Gebiet vom topologischen Typus einer Kugel
im Raume der Variablen #, y, z, das ein bestimmtes Volumen im Sinne
von Peano und Jordan hat, und es moége ¥ (x, ¥, 2) = & (r) eine in
T und auf dem Rande S von T, kiirzer in dem Bereiche T -+ S, er-
klarte beschrinkte, (im Riemannschen Sinne) integrierbare Funktion
bezeichnen. Das Newtonsche Potential

) V(x,9,z) =fﬁ'}dz',
T

= (x—x22+(y—9)2+ (e —7)2 di'=d+'dyd’
ist eine in dem Gesamtraume nebst ihren partiellen Ableitungen erster
Ordnung stetige, im Unendlichen verschwindende Funktion. In dem
AuBengebiete stellt Veine im Endlichen tiberall regulire Potentialfunktion
dar. In dem unendlichfernen Punkte ist ¥V (x,y,z) = % +V(x,y, 2},
(R? = x* 4 y2 4 2%), unter M die Gesamtmassefﬁ’dt', unter V (x, v, 2)
T

eine im Unendlichen regulire Potentialfunktion verstanden. Dies be-
sagt nach Plemelj, daf3

im V —7 G im R2D.V — ist1
(2) Rh_r)an(x,y,z) = ¢ (c konstant), RIHEOR D, V=0 ist.

Es gilt weiter fiir alle (x, v, 2) in T+ S, unter {§} die obere Grenze
von |9| verstanden,

(3) |V(r,y,2)<4,{9}, [D,V|<4,{d (4,, A,konstant).

1 In (2) bezeichnet D, V irgendeine partielle Ableitung erster Ordnung von V.
Vgl. J. Plemelj, Potentialtheoretische Untersuchungen, Leipzig 1911, S. 3—5.
Ubrigens folgt hieraus, daB R3®D,V beschrinkt ist. Siche Plemelj a. a. O.
S. 14—15.

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren, 1



2 Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik.
2. Fiir alle (%, y,, %) und (%5, ¥,, 2,) in T4 S ist
DyV (%1, y1,21) — Dy V (%3, y5, 25)| < {0} d1a[45]logdyy | + 4,],

(4)
Ay = (%, — %)+ (y1— ¥2)* + (11— 2)%, (43, 4, konstant).

Wie man sich leicht iiberzeugt, erfiillen hiernach D, ¥ in T 4- S eine
,,Holdersche Bedingung** (mit einem beliebigen positiven Exponenten
v <1). Dies besagt, dall bei festgehaltenem (x,, y;,2,) in T+ S

(5) |D,V|,= obere Grenze | D,V (x;, y1,2) — Dy V(%,, y5, %) | diz
= 45 () {19}

gilt. Hiernach ist fir alle (%y, y4, 2), (%, ¥5,2) In T+ S
IDyV(x1, 91, 21) — DV (%2, y2, 22) | = 45(0) (9} df,

woselbst A4;(v) bei vorgegebenem T+ S nur noch von v abhingt;
As(v) heiBt der Holdersche Koeffizient, » der Holdersche Exponent.
Ubrigens gilt dieser Satz unverindert fiir alle (x;, v;, 2;) und (%,, y,, 2,)
in jedem beliebigen beschrinkten Bereiche.

3. Es sei speziell T ein beschrinktes Gebiet der Klasse Ak. Der
zugehorige Holdersche Exponent heifle 1 (0 << 4 < 1).2 Es mdge weiter
# in T 4 S eine H-Bedingung mit demselben Exponenten 4, ]19[ = By,
darum

(6) Iﬁ(xliyllzl)*ﬁ(x2’y2’z2”§B1d1}.2

erfilllen. Alsdann sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
D,V in T 4 S vorhanden und stetig und erfiillen daselbst eine H-Be-
dingung mit dem Exponenten 4. Es gilt

(7) | D,V|< AgMax|#] + 4,B,, |D,V}; < A, Max|®| + 4,B,.

Eine ganz analoge Eigenschaft hat ¥ in jedem von S und einer beliebigen
Kugel € von hinreichend groBem Radius begrenzten (abgeschlossenen)
Teile des AuBenbereiches.

4. Es sei S wieder eine Fliche der Klasse 4%, und es moge u (o) eine
auf S erklirte stetige Ortsfunktion bezeichnen. Das Newtonsche Potential
der einfachen Belegung

(8) Uy, =[wlid, r#=@—mrt(f—yr+ o
S
stellt eine iiberall stetige, sowohl in dem Innen- als auch in dem AuBen-

2 Dies besagt, daB S eine Fliche mit stetiger Normale ist, und die Rich-
tungskosinus der Normale einer Holderschen Bedingung, kiirzer einer H-Be-
dingung (mit dem Exponenten A4 > 0), geniigen.
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gebiete regulire Potentialfunktion dar, die sich im Unendlichen wie
(9) ;Z + reguldre Potentialfunktion, M = Sf wda'

verhilt. Es gilt ferner
(10) U <4 Maxjp!, [U,=< 4,0 Max|ul,

unter v einen beliebigen positiven Wert <1 verstanden.

5. Ecfillt u(o) uberdies auf S eine H-Bedingung mit dem Ex-
ponenten 4, | u|; = B,, so sind D, U sowohl in dem Innenbereiche als
auch in jedem von S und € begrenzten (abgeschlossenen) Teile des
AuBenbereiches vorhanden und erfiillen daselbst eine H-Bedingung mit
dem Exponenten A4,

(1) D U|=ApMax iy + A,By,  |[DU ;< A Max|p[+ 433B,.

Beim Passieren von S werden D,U sich im allgemeinen sprungweise
dndern. Die Tangentialableitungen verhalten sich freilich stetig.

6. Es sei T ein beschrinktes Gebiet der Klasse 4/, und es mogen
é 1, C in TS erklirte stetige Funktionen bezeichnen, die stetige, der
H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen erster Ordnung haben.
Der zugehorige H-Exponent soll hierbei denselben Wert 1 <1 wie der
H-Exponent von S haben. Es sei

[0€ 98], 19€] 399__5_'}
low oo 35 Jaw w0 |32 f-
Es moge schlieBlich die Dichte ¢ stetig sein und ebenfalls einer H-Be-
dingung mit dem Exponenten A geniigen, |#|; < B;. Durch Vermittelung

der Funktionen

(12) IT = obere Grenze

(13) i=x+E& =y, i=z4(
wird, falls, wie vorausgesetzt werden soll, I hinreichend klein, sagen wir
(14) II<Iio

ist, T+ S auf einen Bereich T -+ S der Klasse 4 & topologisch abgebildet?.
Betrachten wir das Newtonsche Potential einer Volumladung

Vit gi = [Liar, e (i) g G2,
(15) ¥

9(#,9,8) =0 (,v,2).
Nach 1., 2. und 3. erfiillen das Potential V(x, y, Z) und seine partiellen
Ableitungen erster und zweiter Ordnung Ungleichheiten von der Form
3 Fir das Zustandekommen einer solchen topologischen Abbildung geniigt es,

wenn 5 n, C stetige, dem absoluten Betrage nach hinreichend kleine partielle Ab-
leitungen erster Ordnung haben.

1*



4 Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik.

(3), (4) und (7). Wir schreiben

» oV oV
V|< 4y Max[ 95 |57, \ 97| = i Max |9
2V 102[7‘
(16) 157 ,,,ngA s Max | 9| -+ 4y, By;
2 78 2V
laxz ]az2‘ < Ajg Max [§|+ Ay By.

Die Konstanten 4,, bis 4, gelten fiir alle der Ungleichheit (14) ge-

niigenden g, 7, C g]elchmaﬁlg
Es sei jetzt E 7, C ein weiteres System wie E 7, C beschaffener
Funktionen, und es sei

08 joll<, |9¢] o
(17) ,axl =l L 5 ST
Offenbar ist auch
Q& ot 9! ot
(18) obere Grenze{ga;l, k7t @7&’ ’?7‘|7.}§H
Es sei ferner
A& 0E| 4
(19) H=obereGrenze{a—i——xi, “g—f—gé‘,
08 9 b _ob
19x  9xy’ 7710z 0z
Durch Vermittelung der Funktionen
(20) i=x+& F=y+i, i=z+{

wird T -+ S auf einen Bereich der Klasse 4 %, er heile T+S, topologisch
abgebildet. Das Newtonsche Potential

- j pav

(&(%: 5): ‘%) = ﬂ(x: y: Z), 72: (x'_'x)2+ (y—i")“r (%—2’)2)
erfiillt natiirlich Beziehungen, die zu (16) ganz analog sind. Dariiber
hinaus bestehen Ungleichheiten von der Form

L1 4 ™
V—V|, |55l .. S Ay LI Max 9 ;
0% | i
0 9Vl :
(22) !W—a'xz|’éH(AZIMaX:0‘+A22B3)’
02V 8V
‘552—2—'—5?1 .éH(A23MaXl191+A24B3).4‘5
, 0 8 _
4 Wir fassen hierbei Fr i R als Funktionen von #, y und z auf.

5 Man vergleiche hierzu meine beiden Aufsitze, Uber einige Hilfssatze der
Potentialtheorie I. Math. Zeitschr. 23 (1925), S.72—88; IV. Sichsische Berichte
82 (1930), S. 265—344. Siehe auch meine in der Fufinote 41 genannte Monographie,
S. 122—127.
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2. Einige Sitze der Hydrostatik 6. Wir stellen im folgenden einige
spezielle Sitze tiber das Gleichgewicht homogener oder heterogener
Fliissigkeiten, die inkompressibel oder kompressibel sein kénnen, zu-
sammen. Da es sich um den Ruhezustand handelt, Verschiebungen der
Fliissigkeitsteilchen gegeneinander demnach nicht vorkommen, so spielt
es weiter keine Rolle, ob man es mit ideellen oder mit zihen Fliissigkeiten
zu tun hat.

Es moége sich zundchst um eine zusammenhingende Masse homo-
gener?, inkompressibler, gleich temperierter Fliissigkeit handeln, deren
Oberflache vollkommen frei ist. Das Gleichgewicht ist nur méglich, wenn
ein eindeutiges Potential U der Einheitskrifte existiert. Die Aqui-
potentialflichen sind zugleich Flichen gleichen Druckes. Ist, wie wir
annehmen wollen, der AuBendruck konstant, so ist die freie Oberfliche
zugleich eine Niveaufliche der Einheitskrifte. Ist p, der AuBendruck,
U, das Potential der Einheitskrafte an der freien Oberfliche, p und U
die entsprechenden Werte in einem Punkte (x, y, 2) der Flissigkeits-
masse, [ die Dichte, so gilt

(23) U—Uy=1(b—y).

Kann die Fliissigkeit Zugspannungen nicht widerstehen, so mu8 p >0
sein. Als ein Grenzfall wird auf der freien Oberfliche, gegebenenfalls in
einzelnen Punkten, auf einzelnen Linien oder Flichen im Innern der
Flissigkeitsmasse auch p =0 zugelassen. Die vorstehenden Bedingungen
sind fiir das Gleichgewicht auch hinreichend. Befindet sich die Fliissig-
keit zur Zeit {; in Ruhe, so bleibt dieser Zustand dauernd erhalten.

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man bei einer homogenen kom-
pressiblen Fliissigkeit, insbesondere bei einem homogenen Gase®, wenn
die Temperatur tiberall konstant ist. Auch dndert sich nichts, wenn
angenommen wird, dafl die Flissigkeit eine endliche Anzahl von Be-
reichen fiillt, die auch einzelne Punkte oder Linien miteinander gemein-
sam haben kénnen. Die vorstehenden Gleichgewichtsbedingungen gelten
aber auch, wenn es sich um ein System handelt, das aus mehreren ver-
schiedenen homogenen Flisssigkeiten bei konstanter Temperatur be-
steht, falls die folgende Bedingung erfiillt ist: die Fliissigkeiten konnen
zusammendriickbar oder unzusammendriickbar sein, bilden aber in
allen Fallen jede fiir sich eine endliche Anzahl zusammenhingender
Massen. Sie mischen sich also nicht miteinander. Auch die Trennungs-
flichen sind jetzt Flichen gleichen Potentials und gleichen Druckes.

8 Man vergleiche hierzu die Ausfihrungen des achten Kapitels, S. 314—322
meiner Grundlagen der Hydromechanik, Berlin 1929.

7 Die Dichte ist also lediglich eine Funktion der Temperatur, nicht aber auch
noch explizite abhingig vom Ort.

8 Jetzt ist die Dichte eine Funktion des Druckes und der Temperatur, in die
der Ort nicht auch noch explizite eingeht.



6 Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik.

Wir wenden uns jetzt dem allgemeineren Falle einer beliebigen in-
homogenen kompressiblen oder nichtkompressiblen Fliissigkeit und
einer beliebigen Temperaturverteilung zu und sefzen diesmal vorawus,
daf die Einheitskrifte ein eindeutiges Potential haben. Dieser Fall liegt
bsp. allemal dann vor, wenn es sich um gravitierende, der Wirkung
sonstiger Krifte entzogene Fliissigkeiten handelt. Beziiglich der Flissig-
keitsdichte wird angenommen, daB sie eine stetige, allenfalls abteilungs-
weise stetige Funktion des Ortes darstellt, bezliglich der Niveauflachen,
dalB3 sie, von den sogleich zu besprechenden Ausnahmen abgesehen,
stetige Normale haben, ineinandergeschachtelt sind und einen (singu-
laren) Punkt oder eine (singuldre) geschlossene Linie, gegen die sie kon-
vergieren, umschlieBen. Der fragliche Punkt bzw. die eben genannte Linie
sind als eine singulire (degenerierte) Niveaufliche aufzufassen. Aber
auch die alle anderen umschlieBende Aquipotentialfliche kann insofern
eine Ausnahme bilden, als sie eine endliche Anzahl konischer Punkte
oder Kanten haben darf. Notwendig und hinreichend fiir den Gleich-
gewichtszustand ist jetzt, dal3 die Niveauflichen der Einheitskrafte zu-
gleich Flichen gleicher Dichte sind, und daB der Druck p, auBer moglicher-
weise in einzelnen Punkten, auf einzelnen Linien oder Flichen, wo er ver-
schwinden kann, einen positiven Wert hat. Die Aquipotentialflichen sind
alsdann zugleich Flichen gleichen Druckes. Die freie Oberfliche, von der
auch jetzt angenommen werden soll, daf sie unter konstantem Druck steht,
ist wieder eine Niveaufliche. Natiirlich liegt alledem die Voraussetzung
zugrunde, daB die Temperatur sich mit der Zeit nicht dndert, sei es darum,
weil die Warmeleitfahigkeit gleich Null ist, sei es, weil die Temperatur
durch geeignete Zu- oder Abfuhr der Warme aufrechterhalten bleibt.

Liegt eine homogene zusammendriickbare (tropfbare oder gasférmige)
Fliissigkeit vor?, so sind die Niveauflichen zugleich Flichen gleicher
Temperatur. Die vorstehenden Ergebnisse gelten unverdndert, auch
wenn die Dichte sich ldngs einer endlichen Anzahl geschlossener Flichen
sprungweise dndern kann. Die Sprungflidchen sind selber Niveauflichen
der Einheitskrifte. Zu ganz analogen Resultaten gelangt man, wenn die
Niveauflichen aus zwei Systemen wie vorstehend beschaffener Flachen
bestehen, deren ,,AuBenhiillen” lings einzelner Punkte oder Linien mit-
einander zusammenhingen.

3. Fliissigkeitsellipsoide. Elliptische Zylinder als Gleichgewichts-
figuren einer homogenen Fliissigkeit. Kann ein Ellipsoidkérper T'+S

LI I
(24) ?+‘I)7+E§§1

eine Figur des relativen Gleichgewichtes einer mit der Winkelgeschwin-
digkeit w um die z-Achse rotierenden homogenen inkompressiblen
Fliissigkeit der Dichte f sein, wenn der AuBendruck verschwindet??

% Und darum auch fiir beliecbige Werte des (konstanten) AuBendruckes.
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Das Gesamtpotential der Gravitations- und Zentrifugalkrafte, das
auf S einen konstanten Wert annehmen soll, ist, wenn x» die GauBsche
Gravitationskonstante bezeichnet,

’ 2
ot [ 48 4% ),
T

P=(x—2)24+(y—v)2+(z—27)% di =dx'dyd.

Nach bekannten Sitzen ist in T und auf S

(25)

(26) lV:der,zD—(Aﬁ—i—B;ﬂ—{—Cz?), A+ B+ C=2xm,

f

T

D—nab Oodu A—nab f du
aoc A, =5 aoc m,

0
(27) F C o au
Cf —rMA’ C:nabCJ‘m,
0 0

42 = (a® 4 u) (b2 + u) (¢4 u). 20

Die Werte A, B, C hingen, wie man sich leicht iiberzeugt, nur von
den: Achsenverhiltnissen a:b:c ab.

Die Frage kann offenbar so gefaBt werden: Gibt es eine Kon-
stante H, so dal3 auf S

Dxf——xf(sz—}—By?—l—Cz2)—i—(—;—z(aﬁ—]—yz):H,
d. h.
(28) x2<———Axf>—l—y<~—Bxf>—220xf~H Duf

gilt ? Wird aus (24) und (28) die Variable z eliminiert, so erhalten
wir eine fiir alle ¥ und y zu erfiillende Beziehung

(29) <<%2—A%f)+ )2+((——B )+ _,ch>y
=H—Dxf-+ Cxfec.

Sie hat die drei weiteren Relationen
2 2
(30) a2<%—Axf> = b2<%—Bxf> ——c2Cnf=H — Dxf

zur Folge. Die beiden ersten Beziehungen stellen Gleichungen zur Be-
stimmung der Achsenverhiltnisse @:b: ¢ dar. Aus diesen und dem als
bekannt vorauszusetzenden Gesamtvolumen der Fliissigkeit erhidlt man
die Werte der Halbachsen a, b, ¢ selbst. Sind diese Gréfen einmal er-
mlttelt so liefert die dritte Gleichung den zugehérigen Wert von H.

10 Vgl. bsp. P. Appell, Traité de Mécanique rationnelle, tome troisitme, Equilibre
et mouvement des milieux continus, ITI. Edition, Paris 1921, S. 110—115.
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Das ganze Problem reduziert sich also auf eine Diskussion der Gleichungen
2
(31) @(l—A)=b*A—B)=—c2C, i=—.

Betrachten wir zunichst den besonderen Fall a=b, A=B, der auf
Rotationsellipsoide fithrt. Die Gleichungen (31) reduzieren sich auf die
eine Gleichung
(32) a?(A— 1) =c*C.

Aus dieser folgt a24—¢?C =a?1>0, mithin wegen (27)

[ee] [ee)

du
nate fa2+u>zyc2+u _sz<a2+u>(c2+u)vm>
0 0

(o]
udu

:nazc(lﬁ—Cz)f(az+u)2(c2+u)vm >0,
0

demnach a>¢. Die Rotationsellipsoide sind also abgeplattet. Die Inte-
grale (27) lassen sich jetzt durch elementare Funktionen auswerten. Es gilt

A= B_[(( + k%) Arctg k — k), 0<Arctgk<i~,

(33) I'a
C=2n (k—Arctgk) k= E?_l

Die Formel (32) erglbt

(34) 2xf Z—-ﬁ((3-l—k2)Arctgk—3k)

Eine Diskussion dieser Beziehung fiihrt zu den folgenden Ergebnissen.
Die Gleichung (34) hat reelle Wurzeln %, nur wenn

(35) 0= 0"=Y2mxf-0,2247 ...
ist. Jedem Wert der Winkelgeschwindigkeit << ' lassen (32) und (33)

zwei Werte von P die sich stetig mit w dndern, entsprechen. Man

spricht mit Poincaré von zwei ,linearen Reihen* (vgl. S.37) der
Rotationsellipsoide und bezeichnet diese als Maclaurinsche Ellipsoide,
da ihre Existenz zuerst von Maclaurin dargetan worden ist. Fiir o — "
gehen die beiden Rotationsellipsoide stetig in das zu '’ gehdrige
Ellipsoid iber, — die beiden linearen Reihen der Maclaurinschen
Ellipsoide hidngen in dem ,,Verzweigungspunkte o'’ zusammen. Geht
o gegen Null, so geht das eine Maclaurinsche Ellipsoid stetig in eine
Kugel a=b=¢, das andere in eine unendlich diinne Kreisfliche von
unendlich groBem Durchmesser, ¢ 0, @ ==b-> o0, iiber.

Wie Jacobi (1834) zeigte, kénnen die Gleichungen (31) noch eine
reelle Losung haben!?, die auf ein dreiachsiges Ellipsoid fithrt, e<b< a.

11 Eine andere von der obigen nicht wesentlich verschiedene Lésung ergibt
sich durch Vertauschung von @ und b.
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Dies trifft fiir alle w<<w'=}2naxf-0,1871... <w’ zu. Auch diese
Jacobischen Ellipsoide dndern sich stetig mit w, bilden eine ,lineare
Rethe. Fiir w— o’ geht das Jacobische Ellipsoid stetig in eines der-
jenigen Maclaurinschen Ellipsoide iiber, die dem Werte @’ der Winkel-
geschwindigkeit entsprechen. Auch der Punkt e’ ist ein ,,Verzweigungs-
punkt®, — hier hingen die linearen Reihen der Jacobischen und Mac-
laurinschen Ellipsoide zusammen. Fiir w—0 geht das Jacobische
Ellipsoid in eine unendlich diinne, unendlich lange Nadel, ¢ 0, b—0,
a— oo, uber.

Es ist nicht ohne Interesse, dafl die Ellipsoidkérper (24) die einzigen
Korper sind, deren Potential im Innern sich durch die Formel (26) bei
geeigneten Festsetzungen itber die Konstanten A, B, C und D aus-
driickt?!2.

Und nun einige Worte iiber die beiderseits unbegrenzten elliptischen
Zylinderkérper
(36) g

az ' b:—
als Gleichgewichtsfiguren einer homogenen, mit der Winkelgeschwindig-
keit @ um die z-Achse rotierenden Fliissigkeit der Dichte f. Das Newton-
sche Potential (26) ist jetzt durch das logarithmische Potential

(37) 2flog—?d'c' (P=@x—x)24 (y—y)? di'=dx'dy, r, konst.),

die Integration iiber die Ellipsenfliche (36) erstreckt gedacht, zu er-
setzen. Man sieht vor allem leicht ein, daB fiir beliebige Werte der Winkel-
geschwindigkeit, sofern nur der AuBendruck hinreichend groB ist, der
gerade Kreiszylinderkdrper x24- y2 < @? eine Gleichgewichtsfigur dar-
stellt. Ist der AuBendruck gleich Null, so darf & den Wert ]/?an
nicht iibersteigen, anderenfalls der Fliissigkeitsdruck negativ ausfallen
wiirde.

Von der soeben genannten linearen Reihe der Kreiszylinderkorper
zweigt fiir =Yz eine lineare Reihe elliptischer Zylinderkorper (36)
mit @>b ab. Sie gehéren zu den Werten der Winkelgeschwindigkeit

< Vmxf. Der AuBendruck kann dabei einen beliebigen (konstanten)

12 Vgl. W. Nikliborc, Eine Bemerkung iiber die Volumpotentiale, Math.
Zeitschr. 85 (1932), S. 625—631 (eingegangen am 8. 12. 1930) beweist den obigen
Satz in Bestitigung einer Vermutung von E. Holder. Vgl. auch E. Holder, Uber
eine potentialtheoretische Eigenschaft der Ellipse, ebenda S.632—643. Einen
anderen Beweis verdankt man P. Dive, Comptes Rendus 192 (1931), S. 1443 — 1446,
sowie193 (1931), S. 141—142. Sieheauch P. Dive, Attraction desellipsoides homogenes
et réciproque d'un théoréme de Newton, Bulletin de la Société mathématique de
France 59 (1931), S. 128—140. Hier werden auch Gebiete, begrenzt von zwei 4hn-
lichen und ahnlich gelegenen Ellipsoiden, betrachtet. Hierzu auch W. Niklibore, Eine
Bemerkung iiber die Volumpotentiale II, Math. Zeitschr. 86 (1932), S. 167—170.
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Wert = 0 haben. Es gilt

a—>b Wl
Fiir o—0 geht @ gegen Unendlich ; der Ellipsenkdrper (36) geht in eine un-
endlich lange in der Richtung der x-Achse sich erstreckende Nadel iiber!3.

Zweites Kapitel.

Allgemeine Eigenschaften der Gleich-
gewichtsfiguren rotierender
Fliissigkeiten.

4. Homogene Fliissigkeiten. In dem Raume der kartesischen Ko-
ordinaten x, y und z sei eine Anzahl beschrinkter Gebiete ;T (=1, ..., g),
deren Gesamtheit mit T bezeichnet werden soll, gegeben. Von der
Begrenzung ;S der Gebiete ;T wird zundchst nur vorausgesetzt, dafl
sie aus einer endlichen Anzahl geschlossener, doppelpunktloser, stetiger
Flachen besteht, von denen jede einzelne einen Raumteil, der ein be-
stimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan hat, begrenztl4.
Den Raum T denken wir uns mit einer homogenen, unzusammendriick-
baren Fliissigkeit der Dichte f erfiillt, deren Teilchen einander nach dem
Newtonschen Gesetz anziehen!®. Weitere Krifte liegen nicht vor, ins-
besondere soll der AuBendruck gleich Null sein. Wir bezeichnen das
Newtonsche Potential von T mit V(x, y, 2), die GauBlsche Gravitations-
konstante mit x. Die Fliissigkeit und mit ihr zugleich das Achsenkreuz
%-y-2z soll jetzt um die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit o
wie ein starrer Korper gleichférmig rotieren. Will man feststellen, unter
welchen Bedingungen das relative Gleichgewicht méglich ist, so hat man,
wie man weil, zu den Attraktionskriften die Zentrifugalkrifte, deren

2
Potential den Wert 2— (%2 4+ 9?) hat, hinzuzufiigen. Den Ausfithrungen
auf S. 5—6 zufolge lauft die fiir das Gleichgewicht notwendige und hin-

13 Vgl. B. Globa-Mikhailenko, Figures d’équilibre d'une masse fluide en ro-
tation, infiniment voisine d’un cylindre elliptique, Comptes rendus 1569 (1914),
S. 646 und Sur quelques nouvelles figures d’équilibre d’une masse fluide en rotation,
Journal des Mathématiques (7) 2 (1916), S. 1—78, insb. S. 1—36.

14 Wie sich bald zeigen wird, besteht der Rand eines jeden Gebietes T tat-
siachlich aus einer einzigen geschlossenen Flache.

15 Gelegentlich werden wir dariiber hinaus annehmen, da8 jeder Raumteil ;T
mit einer homogenen Fliissigkeit der Dichte f; erfiillt sei, indessen nicht alle f; den
gleichen Wert haben. Fiir die Gesamtheit aller f; wird auch in diesem Falle kiirzer f
geschrieben.
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reichende Bedingung darauf hinaus, daf das Gesamtpotential der Ein-
heitskréfte
w2

(1) Ulx,y,2) =%V(x,y,2) +5 1%, ?=x+)

Vix,y,2) =f£: ar,
T

P=x—22+y—y2+ (E—2)2 d=dxdyd’

(2)

auf einer jeden Komponente S der Gesamtbegrenzung S einen kon-
stanten Wert hat und in T diberall, gegebenenfalls mit Ausnahme ein-
zelner Punkte, Linien oder Flichen p >0 ist. Ubrigens wird spiter ge-
zeigt werden, daB, wenn die zuerst genannte Bedingung erfiillt ist, 4 sich
in T tatsichlich iiberall >0 erweist, fiir das Gleichgewicht demnach not-
wendig und hinreichend ist, daB» V (%, v, 2) —l——cgirz auf S jedesmal einen
konstanten Wert hat. Haben zwei Begrenzungskomponenten verschie-
dener Gebiete ;T auch nur einen Punkt gemeinsam, so sind die ent-
sprechenden Konstanten einander gleich. Aber auch auf verschiedenen
Randkomponenten eines und desselben Gebietes ;T haben die in Be-
tracht kommenden Konstanten denselben Wert, da der AuBendruck
iiberall gleich groB, nidmlich, wie wir stets annehmen diirfen, gleich
Null ist?4, _
Die Gleichung von S kann demnach auf die Form

(3) Ulx,y,2) =xV(x,y,2) —l—%z(xz—l—y?):Const.

gebracht werden. Das Newtonsche Potential V(x,y,2) hat iberall
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung (vgl.1.1.), also hat
U(x, v, z) die gleiche Eigenschaft. Die Schwerkraft, d. h. Resultierende
aus der Anziehungs- und der Zentrifugalkraft hat den Wert

dUN2 | 7QUN2 | /0UN2TE
(4 veey.a=(50)+(5;) + (&) 1
Ist v in einem Punkte P (%, ¥, %) auf S von Null verschieden, so

oU 0U . . " .
kénnen dort 5—, By 0 nicht gleichzeitig verschwinden. Ist etwa

oU
57 T 0, so laBt sich die Gleichung (3) nach z auflosen, z=z(x, y). Die

Fliache S hat in P, und in einer Umgebung dieses Punktes eine stetige
Normale. Diese kann nur dort fehlen, wo die Schwerkraft verschwindet.
Ist die Schwerkraft auf dem Rande iiberall von Null verschieden, so zer-
fallt T in eine Anzahl gefrennter Massen, die von Flidchen mit stetiger
Normale begrenzt sind. Beachtet man den Satz 1.2 (S.2), so findet
man leicht, daB dann alle Randkomponenten tatsichlich der Klasse A %
angehéren. Dem Satze 1.3 (S. 2) zufolge besitzt U(x, v, 2) stetige, der
H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen zweiter Ordnung;
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z(x, ¥)1® hat augenscheinlich die gleiche Eigenschaft. Wir sagen, S ge-
hére der Klasse B4 an. Man findet so allmdhlich, daB z(x, y)!¢ stetige
Ableitungen aller Ordnungen hat. Das gleiche gilt, auch wenn die Schwer-
kraft auf S verschwinden kann, in der Umgebung aller Punkte, in denen
dies nicht der Fall ist. Vermutlich sind alle Gleichgewichtsfiguren ro-
tierender homogener Flissigkeit analytisch!?.

Der Schwerpunkt von T liegt auf der Umdrehungsachse. Man sieht
dies am einfachsten ein, indem man fiir einen Augenblick die rotierende
Flisssigkeit auf ein festes Koordinatensystem bezieht. Da die einzigen
jetzt wirkenden Krifte innere Krifte sind, so wird der Schwerpunkt
ruhen oder sich geradlinig und gleichférmig bewegen. Die zweite Mog-
lichkeit ist ausgeschlossen, die erste ist aber nur erfiillbar, wenn der
Schwerpunkt auf der Umdrehungsachse liegt.

Wir nehmen an, daB der Schwerpunkt mit dem Koordinaten-
ursprunge zusammenfallt.

Die Ebene z=0 1st stets eine Symmetrieebene des Korpers T.18 Wir
verstehen unter einer Sehne von S jede Strecke, deren Endpunkte auf S
liegen und deren alle iibrigen Punkte sich im Innern von T befinden.
Eine beliebige Sekante kann aus T + S endlich oder abzahlbar unendlich-
viele Sehnen herausschneiden. Endpunkt einer Sehne kann zugleich An-
fangspunkt einer anderen Sehne sein. Es sei X' die Menge der Mittel-
punkte aller zu der z-Achse parallelen Sehnen von S. Wir haben vorhin
vorausgesetzt, dal} S aus einer endlichen Anzahl geschlossener, doppel-
punktloser, stetiger Flichen besteht, von denen jede einen Raumteil
begrenzt, der ein bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan
hat. Wir nehmen jetzt dariiber hinaus an, daBl 2 aus einer endlichen
oder abzihlbar unendlichen Anzahl zweidimensionaler Kontinuen %
(1=1,2,...) besteht. Die Gleichung von % ist in der Form z =7 (x, y)
darstellbar, unter %3 (x, y) eine in einem Gebiete /t der »-y-Ebene erklirte
stetige Funktion verstanden.

16 Wie alle anderen zur.Darstellung von S in Betracht kommenden, durch
Auflgsung von U (#, y, z) = Const. gewonnenen Funktionen.

17 Vgl. meine Abhandlung, Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichts-
figuren rotierender homogener Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem
Newtonschen Gesetz anziehen, Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie der
Wissenschaften, 1918, S.1120—1135, insb. S. 1122.

18 Die unmittelbar folgenden Ausfithrungen reproduzieren in vereinfachter und
verscharfter Fassung den Beweis, den ich fiir den fraglichen Satz loc. cit. 17 S.1123
bis 1124 gegeben habe. Er lehnt sich an gewisse Betrachtungen von W. Blaschke
und T. Carleman an. Vgl. W. Blaschke, Eine isoperimetrische Eigenschaft des
Kreises, Math. Zeitschr. 1 (1918), S. 52—57, sowie T. Carleman, Uber eine iso-
perimetrische Aufgabe und ihre physikalischen Anwendungen, ebenda 8, S. 1—7.
An der bezeichneten Stelle beweist Carleman u. a. den Satz, die einzige Gleich-
gewichtsfigur einer ruhenden gravitierenden homogenen Flissigkeitsmasse ist eine
Kugel. Dem Beweise werden Gebiete zugrunde gelegt, die von einer endlichen An-
zahl stetig gekriimmter Flachen begrenzt sind.
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Ist nun 2 nicht ganz in der Ebene z =0 gelegen, so gibt es mindestens
einen Punkt Q (%, o, %) iIn T oder auf S, der so beschaffen ist, daB z,
die obere Grenze aller z-Werte auf 2 darstellt und es ein zweidimen-
sionales Kontinuum von Punkten auf X gibt, deren z-Koordinate
um beliebig wenig kleiner als z, ist. Wir nehmen zunichst an, dafl Q
im Innern einer der vorliegenden Fliissigkeitsmassen, etwa in 7T, liegt.
In diesem Falle ist gewill z,=Maxz auf 2. Die Gerade x=1x%,, y=1v,
kann S in endlich- oder unendlichvielen Punkten treffen. Es seien
Pi(xy, ¥9,29) und Py(xg, vy, 25) die dem Punkte @ nichstliegenden
Treffpunkte, und es sei 2, >z,. Der Ausdruck

2
(5) #V(%,9,2) + 5 @+
hat auf allen Randkomponenten von ;T denselben Wert. Es mufl daher

(6) V (%, ¥o, %) =V (%, Yo, 2)
sein. Es sei D die Projektion von S auf die Ebene z=0. Es gilt

1
Vi, 30,2 = [ avdy [ 1L s
o,

(7= (r —2)* + (y = 30>+ (2 — 2,)%),

wobei die Integration nach z iiber die endlich oder abzahlbar unendlich-
vielen Strecken, welche die durch den Punkt (x, ¥) von D hindurch-
gehende, zu der z-Achse parallele Gerade L mit 7 gemeinsam hat, aus-
gedehnt zu denken ist'®. Es seien 2’ und z’" die Endpunkte irgendeiner
dieser Strecken, und es sei 2z’ >z"". Wie man sich ohne Miihe iiberzeugt,
ist, unter 7 (z, z;) und 7 (2, z,) die Entfernungen der Punktepaare (x, v, ),
(%, Yo z1) und (%, v, 2), (%, Vo, 29) verstanden,

1 1
(8) ff”(zyzﬂdzgff’(zyzz)dz’

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn die Schwerpunkte
der beiden Sehnen (zy,2,), (', 2") die gleiche z-Koordinate haben.
Es gibt aber gewil ein zweidimensionales Kontinuum von Wertepaaren
%, v, so dalB fiir die durch («, y, 0) hindurchgehenden Sehnen in (8) das
Zeichen < zutrifft. Aus (7) und (8) wiirde darum, wie man leicht sieht,
im vorliegenden Falle V(x,, vo, 2,) <V (%, ¥y, 25) folgen, was (6) wider-
spricht.

19 Nach einem bekannten Satz von G. Fubini, Atti della Reale Accademia
Nazionale dei Lincei (5) 16, (1907), S. 608—614. Vgl. auch C. Carathéodory, Vor-
lesungen iiber reelle Funktionen, zweite Auflage, Berlin und Leipzig 1927, S. 621 bis
641. Das Integral iiber D ist im allgemeinen als ein Integral im Lebesgueschen
Sinne aufzufassen.
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Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, daB die obere Grenze der
z-Koordinate aller Punkte von X in einem Punkte (%, vy, 2,) auf S
erreicht wird. Ist die Schwerkraft in (%, v,, z,) gleich Null, so ist

aaz U(xg, Vo, %) =0, mithin auch %V(xo,yo,zo)zo. Ist aber die

Schwerkraft in (%4, ¥y,2,) von Null verschieden, hat mithin Sin (%, ¥4, 2o)
und einer Umgebung & dieses Punktes eine stetige Normale, so muf}
die Gerade x=x,, y =1y, die Fliche S in (%, v,, 2,) beriihren, so daf

. a 7 . . .
auch jetzt =—U(%y, ¥o, 2) =0 und @—V(xo,*yo, 2,) =0 ist. Dies sieht
man leicht wie folgt ein: Sonst wire z=z(x, y) die Gleichung eines

Stiickes & von S in der Umgebung von (%, ¥, %). Vor allem ist
es klar, daB fiir ein hinreichend kleines ¢ alle Punkte (x, y,2) mit

(¥ — %)%+ (y —yo)2 <& und g(x, y) <z < g(x, y) + ¢ auBerhalb von T
gelegen sind. Anderenfalls wiirden sie allemal T selbst angehéren, und es
gibe gewil} Sehnen, deren Mittelpunkt um mehr als z, iber der Ebenez=0
liegt. Nunmehr wollen wir aus der Gesamtheit der Sehnen (z;, 2,) eine
Folge {z,, 2,,} extrahieren, deren Mittelpunkte gegen (%, ¥y, z,) kon-
vergieren. Die von einem # an auf & gelegenen Endpunkte 2y, (> 2,,)
konvergieren gegen z,, — folglich miissen auch z,, gegen z, konvergieren.
Dies ist aber nicht méglich, da, wie wir eben sahen, fiir ein hinreichend
kleines ¢ alle Punkte (x, v, 2) mit (x—x)%+(y—yy)2=¢? und
* *
2 (%, y)>2>2(%, y)—e dem Innern von T angehéren.

Wie man ohne ernste Schwierigkeiten sieht, kann man fiir
0 .
Fr V (%o, ¥y, %) =0 auch schreiben

0 1
(9) J'dxdyjfgz—o———y(zo'z)dz-——o,
D

die Integration nach z iiber alle Intervalle, die L mit T gemeinsam hat,
erstreckt gedacht. Wegen

) 1 0 1

0z ¥ (20,2) 924 7(20.2)
folgt aus (9) weiter

d 1 1 1
(10) fdxdyffa? ) dz:fd"dyfzf(r(zo,z') — ) ="
D D .

Diese Beziehung ist aber, wie man fast unmittelbar sieht, unméglich.
Demnach ist X' ein ebenes Gebiet. Also hat jede Gleichgewichtsfigur
rotierender homogener Fliissigkeit eine auf der Umdrehungsachse senk-
rechte Symmetrieebene. Augenscheinlich ist die Rotationsachse, in unserem
Falle die z-Achse eine Haupttrigheitsachse des Fliissigkeitskorpers.

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist ferner bewiesen, dal
keine zu der Rotationsachse parallele Gerade, welche den Flissigkeits-
korper trifft, mit seiner Begrenzung mehr als zwei Punkte gemeinsam
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haben kann. Man beachte, dal} in den Punkten etwaiger auf S gelegeﬁer
ouU . ov . ..
zur z-Achse paralleler Strecken 57 =0, somit auch 57 =0 sein miifte.

Besteht T aus mehreren Einzelmassen, die voneinander getrennt sind,
so liegen diese Massen demnach ,,nebeneinander®, nicht ,,iibereinander*‘.
Dies besagt, dal es keine zu der z-Achse parallele Gerade gibt, die mehr
als eine Masse trifft. Hingen zwei oder mehr Massen in einzelnen (auch
unendlichvielen) Punkten zusammen, so liegen diese Punkte auf der
Symmetrieebene. Ist B ein Punkt dieser Art, so hat die durch B zu der
z-Achse parallele Gerade keine weiteren Punkte mit der Fliissigkeit
gemeinsam. — Man sieht ferner, daB jede Fliissigkeitsmasse von einem
einzigen Kontinuum begrenzt ist. Es gibt keine Hohlrdume. Hat S eine
stetige Normale, so féllt diese in allen Punkten der Symmetrieebene in
diese hinein.

Alle bisher abgeleiteten Sitze gelten, wie man sich leicht {iberzeugt,
unverdndert, auch wenn die Dichte in einem jeden Gebiete ;T einen
anderen (konstanten) Wert f; hat.

Ruht die Flissigkeit, so kann jede Gerade durch den Schwerpunkt
als Rotationsachse gelten. Keine Gerade, die den Fliissigkeitskorper
trifft, kann mit seiner Berandung mehr als zwei Punkte gemeinsam
haben. Also besteht T aus einer einzigen Flissigkeitsmasse. Jede Ebene
durch den Schwerpunkt ist eine Symmetrieebene. Die einzige Figur des
Gleichgewichtes einer ruhenden homogenen gravitierenden Fliissigkeit 1st
darum esne Kugel. Dieser Satz ist zuerst von Carleman bewiesen worden?2®.

Unsere Satze gelten ferner unverdndert, auch wenn es sich um eine
homogene reibungslose Fliissigkeit handelt, die nicht wie ein starrer
Korper rotiert, sondern in einer stationiren Bewegung begriffen ist,
bei der jedes Flissigkeitsteilchen um die z-Achse rotiert mit einer
Winkelgeschwindigkeit, die nur von seinem Abstande von der Um-
drehungsachse, die wir diesmal zur z-Achse eines festen Achsenkreuzes
wihlen, abhingt, w = (t?), (r?= 24 y?). Der AuBendruck wird auch
jetzt iberall als gleich groB, und zwar ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit gleich Null vorausgesetzt. Mit stationiren Bewegungen
dieser Art haben sich R.Wavre und P. Dive beschiftigt2!. Wie man fast
unmittelbar sieht, hat T diesmal jedenfalls Rotationssymmetrie um die
z-Achse. Wir bezeichnen, wie {iblich, die Komponenten der Geschwindig-

20 Vgl. die FuBnote 8. A.a. O. beweist Carleman auch den #lteren Satz von
Liapounoff, demzufolge jede stabile, d. h. dem absoluten Minimum der Energie ent-
sprechende Figur des Gleichgewichtes einer ruhenden homogenen gravitierenden
Fliissigkeit eine Kugel sei. Man vergleiche hierzu unsere spateren sich auf nicht-
homogene Fliissigkeiten beziehenden Entwicklungen (S. 28).

21 Vgl. P. Dive, Rotations internes des astres fluides, Paris 1930, Librairie
scientifique Albert Blanchard, S. 1—90; R. Wavre, Figures planétaires et géodésie,
Cahiers scientifiques, Fascicule XII, VIII u. 194 S., Paris 1932. Dort findet sich
die weitere Literatur angegeben.
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keit eines Fliissigkeitsteilchens mit #, v, w, die konstante Dichte wie vorhin
mit f, den Druck mit . Die Eulerschen Gleichungen der Bewegung

duw 9V 109p dv__ 9V 1 0p dy vV 1 dp
A G =%%7 " Tar @ =*ay " Tay @ %3 7 s
liefern im vorliegenden Falle
SRV G 7 S S N )3
12 . dx f ox ady f oy
(12) 0y OV _10p
T %9z F oz’

somit nach einer Integration lings irgendeines von (x9, 99 z9 nach
(%, 9, 2) flihrenden Weges

r
(13) — [ ) vy
rD

=x(V(x,y,2) —V(#°y° %) — %(p (%, 9, 2) — p (2%, 99, 29))
und mit

b4
@ (rz) :wa (r"-,) t'dt',
0

wenn wir speziell (x°, 9, 2%) auf einer Komponente der Fliissigkeits-
oberfliche annehmen,

(14) wV (9,2 + P @) — S plr,y,2
— %V (29, 40, 29) + & (0%) — % P (%9, 90, 29) = Const.

In allen Punkten auf S hat diesmal augenscheinlich 2 V (%, y,2) + @ (¢?)
den gleichen Wert. Dies ist die notwendige und, verbunden mit der
Forderung p >0 in 7', wie man sich leicht iiberzeugt, auch hinreichende
Bedingung dafiir, daB3 eine stationire Bewegung von der vorhin ge-
nannten Art existiert. (An einzelnen Punkten, Linien oder Flichen wird
auch p =0 zugelassen.) Der Druck in einem beliebigen Punkte (%, v, 2)
der Fliissigkeitsmasse berechnet sich aus (14) zu

(15) P, y,2)=nfV(x,y,2)+ P +fc (c konstant).

In dem besonderen Falle einer wie ein starrer Kérper rotierenden
2
2]

] 2
Flissigkeit ist ®(r3) =" . Die Formel (15) gibt darum

1 2
(16) TPy, ) =nV(6,y,2) +% @2+ +e.
Die zuletzt gewonnenen Formeln unterscheiden sich von der eingangs

22
benutzten nur dadurch, daB fiir w—;— diesmal @ (v?) tritt. Es ist darum

leicht einzusehen, daB, worauf Herr Wavre zuerst aufmerksam machte,
der Satz von der Existenz einer auf der Rotationsachse senkrechten
Symmetrieebene und alle aus ihm vorhin gezogenen Folgerungen auch
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in dem allgemeineren Falle der zuletzt betrachteten stationiren Um-
laufsbewegung gelten. Ubrigens gilt, wie bereits erwihnt, ein ganz
analoger Satz fiir gewisse nichthomogene Gleichgewichtsfiguren, — die
Bemerkung von Herrn Wavre bezieht sich eigentlich auf diesen all-
gemeineren Fall. Wir werden auf diesen Gegenstand alsbald ausfiihr-
licher zuriickkommen, wollen indessen, um den Zusammenhang nicht
zu unterbrechen, vorher noch einige weitere Sitze iiber homogene wie
ein starrer Korper rotierende Fliissigkeiten ableiten.
Nach Poincaré mull die Winkelgeschwindigkeit der Beziehung

(17) W <2nxnf

geniigen. Sein Beweis geht von der Forderung aus, die Schwerkraft, d. h.
die Resultierende aus der Anziehungs- und der Zentrifugalkraft, miisse,
falls der Aullendruck, wie wir vorhin vorausgesetzt hatten, gleich Null
ist, auf S nach innen gerichtet sein, setzt also, beildufig bemerkt, voraus,
daB T aus getrennten, von stetig gekriimmten Flichen begrenzten Be-
reichen besteht (vgl. S.11). DalBl w? nicht gleich 27 % f sein kann, 146t
sich mit Herrn Crudeli ohne jede Annahme iiber die Richtung und den
Wert der Schwerkraft auf S wie folgt beweisen22.
Fir w?=2mx f wire in T

(18) AU =0,
demnach in ;7 und auf ;S (j=1,...,9)

(19) U=uV(z,y,2)+2 a2 L y9)=c, (¢ konstant).
2

Augenscheinlich ist %g durchweg stetig und stellt eine in dem AuBen-
gebiete T, von T iiberall, auch in dem unendlich fernen Punkte, regulire

Potentialfunktion dar. Wegen (19) ist %]— in T und auf S gleich Null,

verschwindet auch noch im Unendlichen, ist somit identisch gleich Null;
U, darum auch V wire von z unabhingig, was nicht moglich ist.

Wiy beweisen, dafl fir w2=2mx | die Bedingung (3) nicht erfiillt sein
kann. Es miifte demnach, damit das Gleichgewicht moglich set, auch wenn
die Fliissigkeit Zugkviften widerstehen kinnte, w®<<2mx | sein. Die Be-
dingung (3) ist demnach die wahre Wurzel der Poincaréschen Schranke.
Es ist wesentlich, daB wir dabei nur geringfiigige einschrinkende Voraus-
setzungen iiber den Charakter der Randflichen ;S einzufiihren brauchen.

Offenbar folgt aus unserem Satze, daB fir w2=2nx} das Gleich-
gewicht nicht moglich ist, auch wenn die Flissigkeit unter einem kon-
stanten beliebig starken AufBendruck steht. Poincaré scheint mit der

Méglichkeit einer den Wert Y27/ iibertreffenden Winkelgeschwindig-
keit bei Zulassung eines hinreichend hohen AuBendruckes gerechnet zu

22 Vgl. U. Crudeli, I1 Nuovo Cimento (5) 17 (1909), S.168—173. Siehe auch
U. Crudeli, Giornale di Matematiche 47 (1909), S. 374—380.

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 2
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haben. Durch Erwigungen mehr heuristischer Natur ist er daraufhin
zu der Folgerung gefiihrt worden, daB, wenn es fir hinreichend hohe
Werte von w iiberhaupt Gleichgewichtsfiguren einer homogenen Fliissig-
keit gibt, diese von dem topologischen Typus eines Kreisringkorpers
sein miissen #. Dieses Ergebnis erscheint im Lichte unseres Satzes als
gegenstandslos.

Es sei T, irgendeine der Fliissigkeitsmassen, und es sei S, ihre, wie
wir schon wissen, aus einem einzigen Kontinuum bestehende Berandung.
Der Ausdruck

(20) Ulw,y, ) =2V (x,5,7) -+ (2 +9?)

hat auf S, einen konstanten Wert U, und geniigt in T, der Differential-
gleichung
(21) AU=—4nnf+ 20

Ist zunichst w2< 2w, so ist nach (21) in T gewi AU < 0. Dies hat
aber zur Folge, daB in T iiberall U >U |, ausfallt. Andernfalls hitte
niamlich U in einem Punkte Q in T ein Minimum (= Ug), und es wére
inQ: AU=0. Aus U >U, folgt, wenn wie im vorliegenden Falle
der AuBendruck gleich Null ist,

(22) %ﬁ(x,y,z)zU(x,y,z)-— Uy>0.

Im Innern der Flissigkeit heryscht Druck®4. Ist die Schwerkraft in
einem Punkte 4 auf S; von Null verschieden, so hat S, in 4 eine
stetige Normale. Wegen U >U, ist offenbar die Schwerkraft in 4
nach dem Innern von 7T gerichtet. Auf der Gesamtberandung von T ist
demmach die Schwerkraft entweder in das Innere der Fliissigheit gevichlet
oder gleich Null.

Ist
(23) w?=2nxf oder w?>2mxf,

so erhilt man, wie eine analoge Betrachtung lehrt, entsprechend
(24) Ulx,y,2)=U, oder U(x,y,2) <U,.

Oberhalb der Poincaréschen Schranke miiBten demnach im Innern der
Fliissigkeit iberall Zugspannungen herrschen. Fiir w2=2m»x f wire die
Flissigkeit spannungslos.

Wiederholt man die vorstehenden Uberlegungen unter Zugrunde-
legung der Annahme, die Dichte der Fliissigkeit habe in ;T einen kon-
stanten Wert f;, wobei die f; nicht notwendig alle einander gleich sind,
so gelangt man zu ganz analogen Ergebnissen, nur daB diesmal
fmin = Min f; an Stelle von f tritt.

23 Vgl. H. Poincaré, Figures d’équilibre d’'une masse fluide, Paris 1902, S. 27
bis 28.
24 Vgl. loc. cit. 17 S. 1129.
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Es ist jetzt nicht schwer zu zeigen, dall die Beziehung w?=2mxf
bzw. w2 = 27 % fy, mit der Gleichgewichtsbedingung (3) nicht ver-
einbar ist.

Es moge zunichst die Dichte iiberall den gleichen Wert haben. Es sei
Zymx der Hochstwert der z-Koordinate aller Punkte von S, und es sei
z,, irgendein positiver Wert <Czy,x. Der oberhalb der Ebene z=z, ge-
legene Teil von T heiBle @, sein Spiegelbild in bezug auf die Ebene z =z,
sei mit © bezeichnet. Da jede zu der z-Achse parallele Gerade, die T
trifft, wie vorhin bewiesen, mit S nicht mehr als zwei (in bezug auf die
Ebene z=0 symmetrisch gelegene) Punkte gemeinsam hat, so ist
O+6 gewiB in T enthalten. Betrachten wir irgendeinen Punkt
(%1, V& 2) der Ebene z =z, der so beschaffen ist, daf} die Gerade x = x;,,
y=1, die Fliche S in zwei Punkten trifft. Derjenige dieser beiden
Punkte, dessen z-Koordinate den groBeren Wert hat, heife o, = (x4, vy, 2)
Sein Spiegelbild in bezug auf die Ebene z=2;, nimlich der Punkt
Pr={%x, Y&, 22;,—2') liegt gewiB im Innern von 7. Nach (24) miiBte in
abgekiirzter Schreibweise U(p,) <U(g;), mithin auch Vip,) < V(e
sein. Dies fithrt aber zu einem Widerspruch. In der Tat hat das Potential
von @ +0 in P und o}, den gleichen Wert. Das Potential des Korpers
T — (O +6) ist indessen inp, groBer als in o, weil dies bereits fiir jedes
seiner Elemente gilt. Es mul darum U(p,) > U(o;), mithin gewil

(25) w*<2nxf

sein (vgl. loc. cit. 17 S. 1129—1130).
Ist der Wert der Dichte in ;7 (=1, ..., g) nicht iiberall derselbe,
so fithrt die gleiche Uberlegung sinngemiB zu der Folgerung

(26) 0% <27 % fapin -«
Es ist weiter nicht schwer zu zeigen, da3 die Schwerkraft nur in den
Punkten der Symmetricebene z =0 verschwinden kann.

Es sei (#', 9/, 2') irgendein Punkt auf S, und es sei etwa 2’ >0. Der
oberhalb der Ebene z=2" gelegene Teil von T sei @', sein Spiegelbild

in bezug auf die Ebene z=2z"heiBe @'. (Ist 2’ = 2y,,, so verschwindet @'.)

Die Komponente der Anzichungskraft des Korpers 6’ +6' im Punkte
(%', ', 2') in der Richtung der z-Achse ist aus Griinden der Symmetrie
gleich Null, die in der gleichen Richtung genommene Komponente der

Anziehung des Korpers T—@'—0’ ist hingegen sicher <0, da dies
bereits fiir jedes seiner Elemente gilt. Es gilt demnach 50-2— Vix',y', 2)<0,
mithin auch

0
Uy, ) <0,

womit unsere Behauptung bewiesen ist (vgl. loc. cit. 17 S. 1130).
2%
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Fiir konvexe, demnach aus einem einzigen einfach zusammenhéingen-
den Korper bestehende Gleichgewichtsfiguren, die iiberdies so be-
schaffen sind, daB die Schwerkraft auf S nicht verschwindet, bewies
Crudeli® die scharfere Ungleichheit

0 <muf.

Nach W. Nikliborc?® gilt die gleiche Schranke fiir jede Gleichgewichts-
figur T, die, wie eingangs vorausgesetzt, auch aus mehreren Einzel-
massen ;T (j=1, ..., g) bestehen kann, die {ibrigens Punkte des Randes
gemeinsam haben diirfen, sofern nur die ;S (j=1, ..., ¢) den folgenden
Regularitdtsannahmen geniigen:

Wie wir wissen, hat ;S {iberall auller hochstens auf der Symmetrie-
ebene eine stetige Normale. Konvergiert ein auf S etwa oberhalb der
Symmetrieebene gelegener Punkt gegen einen beliebigen Punkt der
Ebene z=0, so konvergiert, wie Nikliborc ferner voraussetzt, die
Flachennormale v gegen eine bestimmte Richtung. Dariiber hinaus macht
Nikliborc die Annahme, daB der Schnitt von ;S (=1, ..., ¢) mit der
Ebene z=0 eine Kurve mit stetiger, allenfalls abteilungsweise stetiger
Normale (ohne Spitzen) darstellt. Sind allgemeiner die Werte f; nicht
alle einander gleich, so mul

@* < 7% fygn

sein. Auch diesmal ist es iibrigens gleichgiiltig, ob der AufBendruck
gleich Null ist oder einen beliebigen positiven Wert hat.

Die Uberlegungen von Nikliborc, die von der Poincaréschen Schranke
(25) Gebrauch machen, unterscheiden sich nur in einigen wenigen Punk-
ten von denjenigen von Crudeli.

Es moge jetzt eine der Fliissigkeitsmassen unserer Konfiguration,
etwa ;T, der Klasse 4 % angehoéren. Wie sich leicht zeigen 148t, ist die
Schwerkraft auf ;S tiberall nach innen gevichiet.

Es sei G;(%, v, z; ', ¥, 2') die zu ;T gehorige, auf ;S verschwindende
(klassische) Greensche Funktion der Potentialtheorie. Sie hat, als
Funktion von (%', ', z') aufgefaBt, bei festgehaltenem (x, y, 2) im In-
nern von T, auf S; stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, ins-

. . . 0 .
besondere die stetige Normalableitung 57 G;(x, y, z; o'). Ferner ist

4 0 '
(27) 5,Gi®,y,2,0)=55G;(0";%,y,2) >0.

In (27) bezeichnet ¢’ einen Punkt auf ;S, (¥') die Innennormale

28 Vgl. U. Crudeli, Nuovo limite superiore delle velocitd angolari dei fluidi
omogenei, rotanti uniformemente, limitati da figura di equilibrio, Atti dei Lincei 19
(1910), S. 666—668.

26 Vgl. W. Nikliborc, Uber die obere Schranke der Winkelgeschwindigkeit der
Gleichgewichtsfiguren rotierender, homogener Fliissigkeiten, Math. Zeitschr. 30
(1929), S.787—793.
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zu ;S in ¢’. (Vgl. L. Lichtenstein, Uber eine Eigenschaft der klassischen
Greenschen Funktion, Math. Zeitschr. 11 (1921), S. 319—320.)
Es gilt nun wegen (21)

(28) Ufx,v, Z)Zon““:T, [Gj(x,y,z;x’, y,2) Qw2 —4axf)dx'dy dz’,
)
somit im Punkte ¢ auf ;S

(29) %%: ~ﬁ —(%» Gi(o;4,y,2) Qw*—4axnf)dx' dy'dd .
;T

. oU
Wegen (27) ist augenscheinlich, wie behauptet, 5, > 0. Besteht T

aus einer endlichen Anzahl von Fliissigkeitsmassen, deren jede von einer
Fliche der Klasse 4 & begrenzt ist, so liegen, da die Schwerkraft auf S
nirgends verschwindet, die Massen véllig getrennt. Wie frither einmal
bemerkt, sind nunmehr alle ;S stetig gekriimmt. Ja, die auf S. 11 ein-
gefiihrten Funktionen z(x, y) haben sogar stetige Ableitungen aller Ord-
nungen.

Der Satz gilt unverindert, auch wenn nicht alle f; einander gleich
sind. Jetzt ist ndmlich in (29) der Klammerausdruck durch 22 —4 7« f;

ouU
zu ersetzen, und mit w?<< 27 % fyy, erhalten wir wieder 5, >0

Es sei wieder einmal T wie eingangs vorausgesetzt beschaffen, dem-
nach insbesondere f;=...=f,=f Es sei v das Gesamtvolumen der
Fliissigkeit, o die Winkelgeschwindigkeit. Fiir die Enifernung v der
Punkte des Korpers von der Rotationsachse lipt sich eine nur von v, f und o
abhingige Schranke angeben

Vor allem ist, unter (/) eine beliebige Richtung verstanden,

g~ffal dx'dy'dz’, somit

(30)

L

‘al <ff.—dxdydz <4nf( )

Es sei B ein Punkt auf S, in dem t2=x2-}y? seinen Hochstwert
erreicht. Offenbar liegt B auf der Symmetrieebene z=0. Die Schwer-
kraft in B ist in das Innere von T gerichtet oder gleich Null. Die Zentri-
fugalkraft in B ist darum gewiBl nicht groBer als die Anziehungskraft.
Also ist

L
2

e (04 ()4 (G amsnlls)

t1<4=m % <i17%>3

(31)

s

27 Vgl. E. Schmidt, Bemerkungen zur Potentialtheorie, Schwarz-Festschrift,
Berlin 1914, S. 365—383, insb. S. 368.
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DaB sich auch fiir die z-Koordinate der Punkte von T eine Schranke
angeben 1408t, hat zuerst Mazurkiewicz gezeigt. Der von ihm gefundene
Wert ist sehr groB. Fiir Rotationsfiguren vom topologischen Typus
einer Kugel, welche dariiber hinaus die Eigenschaft haben, daf die
Meridiankurve im Halbraume z >0 monoton verlduft, fand Nikliborc

(32) Maxz <10 Maxt.%8

In einer spiteren Arbeit [Uber die Abplattung der homogenen Gleich-
gewichtsfiguren gravitierender Fliissigkeiten II., Math. Zeitschr. 36
(1933), S. 655—676] beweist Nikliborc dariiber hinaus, daB, wenn die

z-Koordinate, als Ortsfunktion auf S aufgefat, ihr Maximum in einem
Punkte der z-Achse erreicht, gewil3 —M—gg < 5ist. Irgendwelche weitere
Voraussetzungen beziiglich S brauchen dabei nicht gemacht zu werden.
Ubrigens gilt das vorstehende Ergebnis nach Nikliborc auch fiir alle

Rotationsfiguren vom Kugeltypus.

5. Nichthomogene Fliissigkeiten. Wir gehen jetzt zu dem all-
gemeineren Falle nichthomogener Gleichgewichtsfiguren iiber und be-
merken vor allem, daB, wie sich durch eine wortgetreue Ubertragung
der auf S. 12 durchgefithrten Uberlegungen zeigen 1iBt, auch jetzt der
Schwerpunkt auf der Rotationsachse liegen muB.

Wie in dem Vorstehenden bereits gelegentlich bemerkt, gilt der Satz
von der Existenz einer Symmetrieebene unter geeigneten Voraus-
setzungen, auch wenn es sich um eine Gleichgewichtsfigur einer rotieren-
den nichthomogenen gravitierenden Fliissigkeit handelt?. Dies wollen
wir jetzt beweisen und legen unseren Betrachtungen die folgenden
Voraussetzungen zugrunde.

Der von der Fliissigkeit erfiillte Raumteil 7" besteht aus einer end-
lichen Anzahl beschrinkter Gebiete ,T, die Punkte des Randes gemein-
sam haben kénnen. Die Berandung ;S eines jeden dieser Gebiete be-
steht aus einer einfach oder zweifach zusammenhingenden geschlos-
senen, doppelpunktlosen, stetigen Fliche von dem topologischen Typus
einer Kugel bzw. einer Torusfliche; alle ;T haben ein bestimmtes
Volumen im Sinne von Peano und Jordan. Die Dichte der Fliissigkeit f
ist eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Funktion des Ortes. Im

28 Vgl. W. Nikliborc, Uber die Abplattung der homogenen Gleichgewichts-
figuren rotierender, gravitierender Fliissigkeiten, Math. Zeitschr. 34 (1931), S.74
bis 90. In einer vorausgegangenen Arbeit, Ein Satz iiber die Winkelgeschwindigkeit

der Gleichgewichtsfiguren rotierender, gravitierender Fliissigkeiten, Math. Zeitschr.
Max #
81 (1929), S. 366—377 beweist Nikliborc u. a., daBl w mit der Abplattung VaxT

gegen Null konvergiert.

29 Vgl. L. Lichtenstein, Uber eine Eigenschaft der Gleichgewichtsfiguren
rotierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze
anziehen, Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 635—640. Die Betrachtungen des Textes
bilden eine weiter gefaite Darstellung der Entwicklungen dieser Note.
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letzteren Falle 148t sich 7 in eine endliche Anzahl Raumteile zerfillen,
so daf in jedem einzelnen die Dichte durchaus stetig ist. Es sei f, =Min{,
f*=Maxf, [, =/, =/* und es mége M,, die Menge der Punkte in T mit
der Dichte = f, bezeichnen. Offenbar ist M, = T. Wir nehmen an, da3 3¢,
ganz wie T beschaffen ist; also nimmt, wie man sich leicht iiberzeugt,
die Dichte von auBen nach innen nicht ab. Ist f, >7,, so ist M, gewil in
M;, enthalten. Ist My, =M, , so sind die Werte der Dichte in dem offe-
nen Intervall (f;, f,) in T nicht vertreten, die Dichte ist abteilungsweise
stetig. In einem oder mehreren jeweils von zwei wie ;S beschaffenen
Flachen begrenzten Gebieten in T, denen demnach ein bestimmtes Volu-
men zukommt, und die keinen Punkt miteinander gemeinsam haben,
kann die Dichte einen konstanten Wert haben. Ist f, einer dieser Werte,
so ist %f1>-flzii>r‘1f1§)ji\fﬁ (fa>1,). Die Menge M kann ein oder mehrere

Homogenititsgebiete bilden oder sich auf einzelne Punkte oder ge-
schlossene Linien reduzieren. SchlieBlich wird zundchst wie auf S. 10
angenommen, dafB die Flissigkeit und mit ihr zugleich das Achsenkreuz
um die z-Achse wie ein starrer Korper gleichférmig rotieren. Der AuBen-
druck wird gleich Null vorausgesetzt. Es sel w die Winkelgeschwindig-
keit,

(33) Vg, =r[ 1
T
das Gravitationspotential,
2
(34) U(x,y,z):%V(x,y,z)+—02)—(x2+y2)

das Gesamtpotential der Einheitskrifte. Die fiir das (relative) Gleich-
gewicht notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind: 1. Der
Ausdruck (34) hat auf jeder Fliche gleicher Dichte, die nicht zu einem
Homogenitdtsgebiete gehort, in den Homogenitdtsgebieten auf jeder
Komponente ihrer Berandung einen konstanten Wert. 2. Der Druck p
ist in T iiberall >0. Als Grenzfall kann immerhin in einzelnen Punkten,
Linien oder Flichenstiicken p verschwinden.

Es sei S; die Gesamtbegrenzung von M ;== T, und es moge 2, die
Gesamtheit der Mittelpunkte aller zur Rotationsachse parallelen Sehnen
von Sy (f, < f<f*) bezeichnen. Wir nehmen (vgl. S. 12) an, daB X aus
einer endlichen oder abzihlbar unendlichen Anzahl zweidimensionaler
Kontinuen besteht. Liegen nicht alle X', auf einer und derselben Ebene,
s0 gibt es mindestens einen in 7 oder auf S gelegenen Punkt Qg (%, Vg, Zo)s
der so beschaffen ist, daB z, die obere Grenze aller in Betracht kommen-
den z-Koordinaten ist und es Sehnen gibt, deren Mittelpunkt 2-Ko-
ordinate hat, die um beliebig wenig kleiner als z, ist.

Es moge (%5, ¥1,2), (%3, Vs, 2,), . .. irgendeine gegen (%4, ¥, %)
konvergierende Folge von Sehnenmittelpunkten bezeichnen. Thre End-
punkte mogen entsprechend (%,, v,,2) und (%,, y,, 2?) (22> zV)
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(n=1, 2, ...) heiBen. Die Dichte in den beiden Punkten hat allemal den
gleichen Wert, sie heille f,. Indem wir notigenfalls von der Folge
(%, Yn» 2q) zu einer geeigneten Teilfolge (%,,, Yn,, 20,) (R=1,2,.. )
iibergehen, kénnen wir erreichen, daB (x,,, ¥, %) und (%,,, ¥, 252)
fiir k—>00 etwa gegen (%,, o, 25") und (x,, o, 2§”) konvergieren. Zur
Vereinfachung moge die neue Folge wieder mit (x,, v,, 2,) bezeichnet
werden. Jetzt ist also

lim 2P =2V, limzP=2@, limz, =2,

f—> 0 n—rco 7n-> 00

Ist 28 =2z, so ist augenscheinlich auch z{® =2z, Sonst ist
0 0 0 0

2@ —zy=2,—2" >0, und die Dichte hat in z{"’ und 2’ den gleichen
Wert, etwa f,; z, selbst ist der Mittelpunkt einer Sehne. Dieser Fall
liegt gewil vor, wenn (%, 9,2, in das Innere eines Homogenitits-
gebietes fillt. Offenbar kann S; von der Geraden x=x, v=1y,
auch noch in Punkten getroffen werden, deren z-Koordinate <z{" ist,
keinesfalls aber auch noch in einem Punkte, dessen Abstand von
der x-y-Ebene >z wire. Der zuerst erwihnte Fall z{l'= z{? ==z,
somit z, auf S;, kann, wie wir sogleich zeigen werden, nicht auf-
treten, wenn f,<<f* ist, die Schwerkraft in @, nicht verschwindet
und die Gerade x=ux,, y=y, die Fliche S, die, wie wir wissen,
in Q, und seiner Umgebung nunmehr’ eine stetige Normale hat3°,
nicht beriihrt.

Es moge die Normale in @ mit der z-Achse einen von % verschiedenen

Winkel einschlieBen. Grenzt S, in (%, ¥, %,) nicht (einseitig) an ein
Homogenititsgebiet an, so dndert sich die Dichte in einer Umgebung
des Punktes (%, ¥y, %) in der Richtung der z-Achse monoton, und es
148t sich augenscheinlich fiir 22’ —z{" eine positive untere Schranke
angeben. Zu demselben Resultat gelangt man, wenn S; in der Um-
gebung von @, an ein Homogenititsgebiet (einseitig) angrenzt. Ist also

die Schwerkraft in @, von Null verschieden, so muf 66_2] = (r sein. Ist aber
in (x,, vy, %) die Schwerkraft gleich Null, so gilt

‘ U _ U U _
(35) T Ty e =0

av .
In beiden Fillen ist demnach %—320, mithin auch W:O' Die vor-

stehenden Uberlegungen gelten sinngemi8 auch in dem Grenzfall fy=={%,
wenn M« Gebiete enthilt und (x,, ¥y, %)) dem Rande von M angehort.
Fallt aber (%4, ¥, %) In einen isolierten Punkt, oder ein isoliertes Linien-
stiick von I hinein, so wird (35) gewil in Q, erfiillt sein, sonst wiirde

30 Vgl. oben S.1l. Dort handelt es sich um eine homogene Fliissigkeit, doch
gelten jene Entwicklungen ohne jede Anderung auch in dem jetzt betrachteten
allgemeineren Falle.
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die Gleichung U(x, v, z2) = U (%, ¥y, %) ein Flachenstiick definieren, das
in Q, und einer Umgebung dieses Punktes eine stetige Normale hatte,
und Q, hitte nicht die vorausgesetzte singuldre Lage.

Entweder ist also (x4, ¥y, %)) Mittelpunkt einer Sehne von S;, oder

. 14 . .. .
es ist in (%, ¥, 2,) gewiB %7=0. Beide Annahmen fiihren zu einem

Widerspruch. Dies 146t sich, wie wir sogleich zeigen werden, durch eine
sinngemifBe Erweiterung der vorhin in dem speziellen Falle homogener
Fliissigkeiten durchgefithrten Uberlegungen erweisen.

Wie man leicht sieht, ist

(36) V(xg,0,%0)= de“l‘f = = (X —%o)2 4+ (y —y0) 2+ (2 — %)%,
T Fa Tf

sowile

f‘
) 0 (1
61 Ve =h | (Dt [ [
T fe Iy
Es seien D; bzw. D Projektionen von S; bzw. S auf die Ebene z=0.
Es gilt dann

(38) féaz_o %) d’Zfdxdyf-(%o (5) ds= "fdxdyféa—z (7).
% Dy by

die Integration nach z iiber alle Intervalle 2’ <z < z", welche die Parallele
zu der z-Achse durch den Punkt (x, y) in D; mit T, gemeinsam hat, er-
streckt gedacht. Das liber D; erstreckte Integral ist im allgemeinen als
ein Integral im Lebesgueschen Sinne aufzufassen.

Es gilt jetzt weiter in ausfiihrlicherer Schreibweise wie auf S 14.

(39) f dr——~fdxdy2 T ! ,)>

Ty

(40) fam —fdxdyz (z 5 y(zo ))

Beachtet man, dal3 z, die obere Grenze der Mittelpunkte der wiederholt
genannten vertikalen Sehnen bildet und es Sehnen gibt, deren Mittel-
punkt tiefer als z, liegt, so sicht man, daB die Integralausdriicke (39)
und (40) =0 sind und das Zeichen < tatsichlich auftritt. Aus (37), (39)

und (40) folgt nunmehr, wie man leicht sieht,a%V(xo, Yor 2o} <0. Aus
0

Griinden der Stetigkeit kann es nimlich nicht vorkommen, daB die
Sehnen, denen in (39) und (40) das Zeichen < entspricht, zu (37) ins-
gesamt den Beitrag Null liefern. Wir sind zu einem Widerspruch ge-
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langt. In einer ganz ihnlichen Weise it sich in Nachbildung der
auf S.13 gefiihrten Uberlegungen zeigen, daB auch der andere noch
mogliche Fall auf einen Widerspruch fiihrt. Damit ist unser Beweis zu
Ende. Es gibt eine auf der Rotationsachse semkvechie Symmetrieebene.
Sie enthilt augenscheinlich den Schwerpunkt. Die Rotationsachse ist
eine Haupttrigheitsachse des Systems. Durch die vorstehenden Uber-
legungen ist des weiteren gezeigt, daB S; mit keiner Parallelen zu der
z-Achse mehr als zwei Punkte gemeinsam haben kann3!. Besteht die
Fliissigkeit aus mehreren Einzelmassen, so liegen diese nebeneinander,
nicht ibereinander. Dies besagt, dall keine zu der z-Achse parallele
Gerade mehr als eine Fliissigkeitsmasse trifft.

Es moge sich insbesondere um eine wie vorhin beschaffene Fliissig-
keitskonfiguration im Ruhezustande handeln. Jetzt kann jede durch
den Schwerpunkt hindurchgehende Gerade als Rotationsachse auf-
gefaBt werden. Kein (beliebig gerichteter) Strahl kann S, in mehr als
zwei Punkten treffen; T, bilden eine Schar ineinander geschachtelter,
von einer einzigen konvexen Fliche S, begrenzter Gebiete. Jede den
Schwerpunkt enthaltende Ebene ist eine Symmetrieebene des Systems.
Damit ist bewiesen, daf jede Gleichgewichtsfigur, die unsere Voraus-
setzungen erfillt und dem Ruhezustande der Fliissigheit emtspricht, aus
einem System konzentrischer Kugelschalen besteht.

Wir kehren jetzt zu rotierenden, wie vorhin (S. 22—23) beschaffenen
nichthomogenen Fliissigkeiten zuriick und beweisen, daB, wie in dem
besonderen Falle einer homogenen Fliissigkeit (S. 19), die Schwerkraft
nur in den Punkten der Symmetrieebene verschwinden kann®®. Es sei
(x, v, 2) irgendein Punkt in T oder auf S, und es mége etwa z >0 sein.

Es sei f der groBte Wert der Dichte mit der Eigenschaft, daB T, fiir
f </ Punkte enthilt, deren z-Koordinate >z ist. Der oberhalb der

Ebene z =2z gelegene Teil des Korpers T (f </) heille ©;, sein Spiegel-
bild in bezug auf diese Ebene heiBe 6] Die Komponente der An-
ziehungskraft des Korpers @;+ 6}, den wir uns voriibergehend mit
homogener Masse der Dichte 1 erfiillt denken, im Punkte (x,y, 2)
" in der Richtung der z-Achse ist aus Symmetriegriinden gleich Null.
Die in gleicher Richtung genommene Komponente der Anziehung
des Korpers T;—0, —0; (die Dichte wieder =1 gesetzt) ist hingegen
sicher <0, weil dies bereits fiir jedes ihrer Elemente zutrifft. Dies
gilt alles fir f< f Ist aber f= f~, so hat, wie man sofort sieht, die
Anziehung des Korpers T; gewil eine nicht verschwindende Kom-

31 Ubrigens auch nicht streckenweise zusammenfallt. Tm letzteren Fall wiare

in gewissen oberhalb der Symmetrieebene gelegenen Punkten %:0, was nicht
angeht.

32 Vgl. L. Lichtenstein, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechselwirkung,
Leipzig 1923, S.72—73.
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ponente in der Richtung abnehmender z. Aus der Formel (37), in
der diesmal (%, vy, %) durch (¥, ¥, 2) zu ersetzen ist, folgt nunmehr
ohne weiteres, daf die Schwerkraft in der Tat nur in den Punkten der
Symmetrieebene verschwinden kann. Offenbar ist U(x, y, 2), als Funk-
tion von z aufgefaBt, fiir z >0 monoton abnehmend. Ist die Dichte, wie
vorhin vorausgesetzt, stetig, allenfalls abteilungsweise stetig, so sind

2
die Niveauflichen Ul(x, y, 2) =%V (%, v, 2) —!—% (%2 4 y%) = Const., da

V (%, v, z) gewil stetige, der H-Bedingung geniigende Ableitungen erster
Ordnung hat, fiir =0 jedenfalls Flichen der Klasse 4 4. Singularitdten
(Kanten, korperliche Ecken, konische Punkte), in denen die Schwer-
kraft verschwinden muf}, kénnen nur in der Symmetrieebene in 7 oder
auf S vorkommen.

Wie Herr Wavre zuerst bemerkt hatte, gilt der vorstehende Satz
ohne jede Anderung, auch wenn es sich um eine in stationirer Bewegung
begriffene, topologisch wie vorhin beschaffene Masse einer nichthomo-
genen Fliissigkeit handelt, deren Teilchen um die z-Achse gleichférmig
rotieren, sofern die Winkelgeschwindigkeit w=cw (12 (¥2=2x2--y?)
gesetzt werden kann33.

Fir (34) tritt diesmal

(41) Ulx,y,2)==V(x,v,2) + D)

ein.

Kehren wir noch fiir einen Augenblick zu einem wie ein starrer Kérper
rotierenden nichthomogenen Flissigkeitskorper T" zuriick und machen
beziiglich der Dichte, auBer den vorhin getroffenen Festsetzungen, noch
die weitere Annahme, f moge in jedem Stetigkeitsbereich einer Holder-
schen Bedingung geniigen. Geht man die Betrachtungen auf S. 18 noch
einmal aufmerksam durch, so findet man, daB fiir w?2>> 2w % fy,, in der
Fliissigkeit durchweg Zugspannungen herrschen. Gewi3 muB also darum
w2 27 x fy,, sein. Diese Bedingung geniigt freilich noch nicht dafiir,
daB in T iberall sich =0 ergibt. Dies trifft, wie man sich leicht tber-
zeugt, gewill zu, wenn w?<< 27 x fyy, gilt.

Nach Crudeli und Nikliborc muf}

(42) O = 7K fagax

sein®. Besteht T aus mehreren Einzelmassen, so kann man dafiir
schirfer

(43) wgéMinn%fMax

383 Vgl. R. Wavre, loc. cit. 21 S. 35—39. Wie vorhin (S. 15) bemerkt, hat die
Flissigkeitskonfiguration diesmal Rotationssymmetrie um die z-Achse.

34 Vgl. U. Crudeli, Su la velocita angolare dei fluidi eterogenei, rotanti, limitati
da figura di equilibrio, Atti della Acc. dei Lincei 19 (1910), 2, S.41—43;
W. Niklibore, loc. cit. 26, S, 793.
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setzen, wo diesmal unter fy,, der Hochstwert der Dichte in einer Einzel-
masse verstanden wird.

Und nun zum SchluB} eine isoperimetrische Eigenschaft der Gleich-
gewichtsverteilung.

Unter allen von einer endlichen Anzahl Sticke analytischer und
reguldrer Flichen begrenzten einfach zusammenhidngenden Kérpern T
gleichen Volumens ist der Kugelkorper dadurch ausgezeichnet, daf3 fiir
diesen das Integral

(44) H%MT’ (P= =2+ —yP+(—7)?)

rT

den gréBten Wert annimmt. — Denkt man sich die betrachteten Korper
gleichen Volumens mit homogener, der Newtonschen Anziehung unter-
worfener, ruhender Masse erfiillt, so besagt der vorstehende Satz, da$
dem Kugelkérper das absolute Minimum der Energie

(45) . fzf f Ldrad

TT

entspricht. Dieser zuerst von Liapounoff bewiesene Satz ist spiter in
Anlehnung an gewisse Resultate von Blaschke in einer sehr einfachen
Weise von T. Carleman bewiesen worden?3. ‘

Eine analoge Minimumeigenschaft gilt auch fiir nichthomogene
Fliissigkeiten.

Es sei T irgendeine Verteilung nichthomogener Fliissigkeit von der
vorhin (S. 22—23) betrachteten Art, und es mége diesmal der Einfach-
heit halber S;allemal aus einer endlichen Anzahl Stiicke analytischer
und reguldrer Flichen bestehen. Unter allen Konfigurationen T, die
iberdies so beschaffen sind, daB die Volumina aller Raumteile T
vorgeschriebene Werte haben, ist die besondere Verteilung, bei der die
Korper T, simtlich konzentrische Kugeln sind, dadurch ausgezeichnet,
daB ihr das Minimum der Energie

—J‘J‘f;{’ dr dv
Fr

35 Vgl. W. Blaschke, loc. cit. 18, T. Carleman, loc. cit. 8. Der Einfachheit halber
wird hier die Begrenzung der Vergleichskérper als ,,abteilungsweise analytisch‘’
angenommen. Der Satz gilt selbst unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen.
Man vergleiche die vorgenannte Arbeit von Carleman und die die klassische iso-
perimetrische Eigenschaft der Kugel betreffende Abhandlung von W. Gro8, Die
Minimaleigenschaft der Kugel, Monatshefte f. Math. und Physik 28 (1917), S. 77
bis 97.

86 Vgl. L. Lichtenstein, Uber eine isoperimetrische Aufgabe der mathemati-
schen Physik, Math. Zeitschr. 8 (1919), S.8—10.

entspricht 36.
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Drittes Kapitel.

Neue Gleichgewichtsfiguren in der
Nachbarschaft einer gegebenen
Gleichgewichtsfigur.
Homogene Fliissigkeiten.

6. Geschichtliches. Wie wir wissen (vgl. 3), zweigt von einem ganz
bestimmten zu dem Werte o’ der Winkelgeschwindigkeit gehérigen
Maclaurinschen Ellipsoide die lineare Reihe Jacobischer Ellipsoide ab.
Es liegt nun die Frage nahe, ob es nicht auch andere Maclaurinsche
Ellipsoide gibt, in deren Nachbarschaft neue von den Rotations-
ellipsoiden verschiedene homogene Gleichgewichtsfiguren existieren,
Ein ganz analoges Problem kann man bezliglich der linearen Reihe der
Jacobischen Ellipsoide stellen.

Einem Bericht von Liapounoff (vgl.loc. cit. 3 a) S.1) zufolge war
es wohl Tschebyscheff, der als erster Probleme dieser Art ins Auge fal3te.
Insbesondere fesselte sein Interesse die konkrete Frage, ob es in der
Nachbarschaft desjenigen Rotationsellipsoids, das zu dem Héchstwert o
der Winkelgeschwindigkeit gehort, neue, womdglich zu einem Werte
o > der Winkelgeschwindigkeit gehérige Gleichgewichtsfiguren gibt.
Er legte sie verschiedenen russischen Mathematikern, darunter auch
Liapounoff vor. In seiner im Jahre 1884 erschienenen, in russischer
Sprache abgefalten Dissertation, Sur la stabilité des figures ellipsoidales
d’équilibre d'un liquide animé d’'un mouvement de rotation3?, zeigt

Liapounoff, daB einer jeden natiirlichen Zahln >2 E <—;L—> + 2 algebraische

Flachen von der Ordnung » zugeordnet werden kénnen, die in erster
Approximation die bekannten Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. Eine
von diesen angeniherten Gleichgewichtsfiguren liegt in der Nachbar-
schaft eines Jacobischen Ellipsoids, die iibrigen sind gewissen Mac-
laurinschen Ellipsoiden benachbart. Natiirlich kénnen aus der Betrach-
tung einer ersten Ndherung keinerlei biindige Schliisse auf die Existenz
neuer nichtellipsoidaler Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der
Fliissigkeitsellipsoide gezogen werden. Und so brachte weder die be-
kannte, zwei Jahre nach dem Erscheinen der ersten Untersuchungen
von Liapounoff verdffentlichte Abhandlung von Poincaré®, in der

37 Diese Abhandlung ist spater in franzdsischer, von Davaux besorgter Uber-
setzung in den Annales de Toulouse (2) 6 (1904), S. 5—116 erschienen.

38 Vgl. H. Poincar¢, Sur ’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement
de rotation, Acta Mathematica 7 (1885), S.259—352, erschienen 1886, sowie die
dieser Hauptarbeit vorausgegangenen Noten Comptes rendus 100 (1885), S.1068
bis 1070 und Comptes rendus 101 (1885), S. 307—309.
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ebenfalls nur mit der ersten Annaherung operiert wird, noch dessen spi-
tere Schrift, Sur la stabilité des figures pyriformes affectées par une
masse fluide en rotation, Philosophical Transactions (A, Bd. 198 (1902),
S.333—373), in der eine zweite Niherung herangezogen wird, einen
wirklichen Beweis der Existenz der fraglichen Gleichgewichtsfiguren, —
Das Problem blieb zwanzig Jahre in der Schwebe, und erst die im Jahre
1903 wieder einsetzenden umfangreichen Ver6ffentlichungen von
Liapounoff brachten die Entscheidung. Sie enthalten nicht allein einen
strengen Existenzbeweis der wiederholt genannten Gleichgewichts-
figuren in der Nachbarschaft der Flissigkeitsellipsoide, sondern dariiber
hinaus auch noch die Beantwortung verschiedener Fragen, die mit der
Stabilitat sowohl der Fliissigkeitsellipsoide selbst als auch der von ihnen
abzweigenden neuen Fliissigkeitsgestalten zusammenhéngen3? 40,

Wir werden uns weiter unten mit der allgemeineren Frage der
Existenz neuer homogener oder nichthomogener Gleichgewichtsfiguren
in der Nachbarschaft einer gegebenen homogenen oder heterogenen
Gleichgewichtsfigur beschdftigen und dem Existenzbeweis ein allgemein
giiltiges Verfahren der sukzessiven Approximationen zugrunde legen. In
dem unmittelbar Folgenden wollen wir in aller Kiirze die Methode und
die Ergebnisse von Liapounoff, soweit sie die Existenz homogener
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide
betreffen, skizzieren. Auf heterogene Fliissigkeitskorper werden wir
weiter unten zu sprechen kommen. Wir schlieBen uns in dem, was folgt,
an die Bezeichnungsweise von Liapounoff an.

Es moge sich um eine in gleichférmiger Rotation mit der

3% Vgl. A. Liapounoff, a) Sur un probléme de Tschébycheff, Mém. de I'acad.
des sciences de Pétersbourg 17 (8. Reihe), Nr. 3 (1905), S. 1—31; b) Sur les figures
d’équilibre peu différentes des ellipsoides d’une masse liquide homogéne, douée
d’'un mouvement de rotation. I®fe partie, Etude générale du probléme (1906),
S. 1—225; c¢) IIi¢me partie, Figures d’équilibre dérivées des ellipsoides de Maclaurin
(1909), S. 1—202; d) IIIiéme partie, Figures d’équilibre dérivées des ellipsoides de
Jacobi (1912), S. 1—227; e) IViéme partie, Nouvelles formules pour la recherche des
figures d’équilibre (1914), S.1—112.

40 Den in 3% genannten Arbeiten sind die beiden Abhandlungen a) Recherches
dans la théorie de la figure des corps célestes, Mém. de I'acad. des sciences de
Pétersbourg 14 (8. Reihe) Nr. 7 (1903), S. 1—37, und b) Sur I’équation de Clairaut
et les équations plus générales de la théorie de la figure des planétes, 15 (8. Reihe)
Nr. 10 (1904), S.1—66 vorangegangen. Sie beschaftigen sich mit der Figur der
Erde, betreffen demnach eine nichthomogene Gleichgewichtsfigur rotierender
Fliissigkeiten. Der in Aussicht genommene Konvergenzbeweis ist a. a. O. zum Teil
nur angedeutet. Die beiden nach dem Tode von Liapounoff verdffentlichten Ar-
beiten, Sur certaines séries de figures d’équilibre d’un liquide hétérogéne en ro-
tation, I8re partie, Académie des sciences de I’Union des RSS. 1925, S.1—224;
IIiéme partie, ebenda 1927, S.225—441 beschaftigen sich mit nichthomogenen
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide. Die Schwan-
kung der Fliissigkeitsdichte liegt dabei unterhalb einer gewissen hinreichend kleinen
Schranke.
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Winkelgeschwindigkeit o begriffene homogene Fliissigkeitsmasse der
Dichte & handeln. Wir wihlen die Rotationsachse zur z-Achse eines mit
dem Fliissigkeitskorper fest verbundenen Achsenkreuzes und bezeichnen
mit f die GauBsche Attraktionskonstante, mit z£fU das Gravitations-
potential im Punkte (x, v, 2). Wie wir wissen, kann die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir das relative Gleichgewicht so gefaBt
werden: auf der Oberfliche der Fliissigkeit soll der Ausdruck

2
1) U Q (22442, Q:«Q—:ﬁ
iiberall den gleichen Wert haben.

Es sei nun ein Maclaurinsches oder Jacobisches Ellipsoid mit den
Halbachsen ]/Q-{- 1, ]/g—}—q ¢=1), ]/g, das zu dem Werte £, von 2
gehort, gegeben. Wir schreiben die Gleichungen der Fliissigkeitsober-
fliche in Parameterdarstellung in der Form

(2)  x=7Vo+1sinfcosy, y=Vo+gsinOsiny, z=YVpcosb

und fragen, ob es nicht in der Nachbarschaft unseres Ellipsoids eine zu
dem Werte Q= 0Q,-# gehorige Gleichgewichtsfigur gibt, deren Ober-
fliche durch die Gleichungen

x=Vo-+C+1sinfcosy, y=Vo+C+gsinbsiny,
z2=1o+Ccosh

charakterisiert sei. Hierin bezeichnet { eine von 6 und y sowie von
einem mit # zugleich verschwindenden Parameter » abhdngige Funktion,
die fiir »—0 gleichmaBig gegen Null geht. Die Gleichgewichtsbedingung
nimmt jetzt die Form an: auf der Oberfliche ist

(4) U+ (2o 1) (0 + cos?y -+ ¢ sin?y +- {) sin? 6 = Const.

Liapounoff setzt nunmehr voraus, dall es zwei Werte [ und g mit
I+ g <1 gibt, so daB

(3)

E‘J<l’ 19 777777"?;<gy
(5) 0
cos ¢ = cos B cos O’ + sin 6 sin §' cos (p — ')

gilt und beweist, dal} sich U alsdann in eine fiir alle § und ¢ unbedingt
und gleichmiBig konvergente Reihe

(6) U:U0+'U1+U2+-~-y

unter U, einen bestimmten Integralausdruck #-ten Grades in { ver-
standen, entwickeln lit. Es gilt

=1 jim & ot Gy,
(7) U”—2nrhm meﬂﬁ{auiavff D (u, v) do }v

u—0 -
u<p e
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Hierin bezeichnet D (u, v) den Abstand der Punkte
(8) ]/Z;I—_Isine cosy, Vu—i—g sinf siny, ]/—/1/;0050,
Vov+1sin@cosy, YJv4gqsin@siny, Jvcost,

do’ ist das Flichenelement der Einheitskugel, ferner ist zur Abkiirzung

6w ="55Y, A =Yoo+ DT,
(9) H(v,0,y)=v(v+ q)sin?@ cos?y’ + v (v + 1) sin? @' sin?yp’
+ (v+1) (v + ¢) cos?t/
gesetzt worden. Das Summenzeichen erstreckt sich iiber alle der Folge
0,1,..., (n —1) angehoérigen Werte von ¢ und § mit ¢47=n —1.

Setzt man in (4) fiir U den Ausdruck (6) ein und beachtet man, daB
auf (2)

(10) - Uy +824(0 + cos?y + ¢ sin?yp) sin2f = Const.
gilt, so erhidlt man zur Bestimmung von { die Beziehung
1 (H'¢dd 4

(11) RH{ ——EJ‘ 5 =9 W+C (C konstant)
mit

W=1m(04cos*yp + gsiny 4 ) sin?0 4+ U, + U, +.. .,

dt dt —

R:if————«zgf—— A: ]-
(12) 2)140) 29 tYit+1)(t+q) Tele+Dle+g),

H==H/(p, 8, y)=0(o+ ¢)sin?6 cos*yp + p (¢ -+ 1) sin? O sin?y

+ (¢ +1) (e -+ g) cos?0, H'=H(e,0",9).

In (11) bezeichnet D in naheliegender Weise den Abstand der durch die
Werte 0, ¢ bzw. 6, ¢’ der Parameter charakterisierten Punkte des
Ellipsoids. Nunmehr setzt Liapounoff

1

(13) C=Cin+ o+ 0+ ..., x=y|*,

unter A eine natiirliche Zahl verstanden, und findet, daB sich eine
Losung allemal in dieser Form darstellen 14Bt. Eine ins einzelne gehende
Diskussion, die sich auf alle Maclaurinschen und unendlichviele Jacobi-
sche Ellipsoide erstreckt, zeigt ferner, dal A gleich 1 oder 2 gesetzt werden
kann. In einer 1909 veroffentlichten kiirzeren Abhandlung, Sur une
classe de figures d’équilibre d’un liquide en rotation, Annales de I'Ecole
Normale (3) 26 (1909), S.473—483, gelingt Liapounoff der Nachweis,
daB es keine weiteren Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der
Flissigkeitsellipsoide gibt, die in der Form (3), (13) darstellbaren Ge-
stalten somit die Gesamtheit aller in Betracht kommenden Fliissigkeits-
korper ausschopfen. Was die Funktionen {,, £,, {5, . . . betrifft, so wird
angenommen, daB sie stetige partielle Ableitungen in bezug auf 6 und y
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haben, und daB es drei fiir hinreichend kleine Werte von |»| konvergente
Reihen mit positiven Gliedern

L+l 134, guetgen®+gd+...,

14
(14) hyst + hoa® + hyn® 4. ..
, 08 1 0z . .
gibt, so daB [{;| <, {’aﬁﬁgi’ 0 7y l<hz gilt. Die zuletzt
genannte Eigenschaft hat zur Folge, dal3

s 98y o
) W—a—é‘ﬂ-["é“o—% +...,
(15) 1 8¢ 1 g 1 0¢, oy

sing dy ~ sinf wa_]_sinﬂ sz%

gesetzt werden kann und die unendlichen Reihen rechter Hand fiir hin-
reichend kleine |x| gleichmiBig konvergieren.

Unter diesen Voraussetzungen 1t sich nach Liapounoff auch W, in
eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe von der Form

We=W,ont Wyt +Wynd+...

entwickeln, und die Fundamentalbeziehung (11) 16st sich in eine Folge
linearer Integralgleichungen

1 (H'tdd 4
(15%) RH(,— Gf—l)— =5 W,+c, (¢, konstant)
auf, in denen
0 fir A>1,
Wy=1{ (o+cos?y+gsiny)sin?f fir A=1, >0,
— (0 +cos?p 4 ¢gsin?y)sin?6 fur A=1, 5<<0
ist, W, (n>1) aber eine bekannte Funktion von {y, {,, .. ., {,_; dar-
stellt. Die Gleichungen (15*) gestatten die sukzessive Berechnung der
GréBen {y, {5, ... . Sie werden von Liapounoff durch Reihenentwick-

lungen nach geeigneten Laméschen Funktionen, d.h. im wesentlichen
nach dem zu der Integralgleichung

(4 4

gehorigen vollstindigen Orthogonalsystem, unter Beriicksichtigung ge-
wisser Normierungsforderungen, gelést. Liapounoff beweist die Kon-
vergenz der unendlichen Reihen (13) und (15), indem er geeignete
Majorantenreihen konstruiert. Eine eingehende Diskussion zeigt, daB
nur, wenn die zu (11) gehorige homogene Integralgleichung auBer den
stets vorhandenen ,,trivialen” Lisungen eine oder mehrere nichttriviale
Losungen hat, das Verfahren neue, von den Fliissigkeitsellipsoiden ver-
schiedene Gleichgewichtsfiguren liefert. Dies trifft, wie Liapounoff schon
in seiner Dissertation, in der es sich nur um die erste Niherung handelte,
Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 3
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zeigte, fiir abzdhlbar unendlichviele, durch bestimmte Werte der
Achsenverhdltnisse charakterisierte (singulidre) Maclaurinsche wund
Jacobische Ellipsoide zu. Die spatere vollstindige Diskussion zeigte, daB
die Entwicklungen, in denen diesmal A =2 zu setzen ist, wenn von zwei
Ausnahmefillen abgesehen wird, tatsachlich zu neuen, nicht ellipsoidi-
schen Gleichgewichtsfiguren fithren. Auszunehmen sind die beiden zu
den Werten o’ und o’ gehérigen Maclaurinschen Ellipsoide als Aus-
gangsfiguren. Sie sind singuldre Ellipsoide, die zugehérige Integral-
gleichung (11) hat nichttriviale Nullésungen, und doch zweigt von ihnen
keine lineare Reihe neuer, d. h. von den Ellipsoidkérpern verschiedener
(reeller) Gleichgewichtsfiguren ab.

Die Entscheidung dariiber, ob von einem singuliren Ausgangs-
ellipsoid, d. h. einem Ellipsoid, das so beschaffen ist, daB} die zugehérige
homogene lineare Integralgleichung m =1 , nichttriviale” Nullgsungen
hat, lineare Reihen neuer (reeller) Gleichgewichtsfiguren ausgehen,
héngt mit der Diskussion eines Systems von m endlichen Gleichungen,
den sogenannten ,,Verzweigungsgleichungen zusammen (vgl. S. 62).
Diese Diskussion, die im allgemeinen recht umstindliche Rechnungen
erfordert, ist von Liapounoff fiir alle singuliren Rotationsellipsoide und
unendlichviele singulire dreiachsige Ellipsoide in allen Einzelheiten
durchgefiihrt worden. Die fundamentale Beziehung (11) ist eine nicht
lineare Integralgleichung, die sich formal der einige Jahre spiter von
Erhard Schmidt in einer bekannten Abhandlung behandelten um-
fassenden Klasse nichtlinearer Integralgleichungen subsumiert!. Frei-
lich stellt in der Liapounoffschen Beziehung (11), die wir in der Form

1 (H'Udd 4 _
RHC_GI D —?W—C—O

schreiben wollen, die linke Seite nur formal eine ,,Integralpotenzreihe”
dar, und zwar, weil die Konvergenz der unendlichen Reihe W wesent-
lich an die Existenz stetiger, dem absoluten Betrage nach hinreichend
kleiner partieller Ableitungen von { in bezug auf geeignete GauBsche
Parameter der Fliache gebunden ist. Die Beziehung (11) ist darum eher
als eine Integro-Differentialgleichung anzusprechen (vgl. S.46). Das Ver-
fahren von Liapounoff ist, wenn von der soeben erwahnten Komplikation
abgesehen wird, mit dem Schmidtschen im Grunde identisch. Auch die
an die Diskussion der Verzweigungsgleichungen gekniipften funktionalen
Verzweigungen, die bei Liapounoff die Hauptrolle spielen, finden sich
von ihm bereits in den Jahren 1905 und 1906 in allen Einzelheiten an-

41 Vgl. E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralglei-
chungen, II1. Teil. Uber die Auflésung der nichtlinearen Integralgleichungen und
die Verzweigung ihrer Lésungen, Math. Annalen 65 (1908), S. 370—399. Siehe auch
meine Monographie, Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integralglei-
chungen und Integro-Differentialgleichungen nebst Anwendungen, Berlin 1931.

S. 1—42.
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gegeben. Diese Feststellungen schmilern nicht die groBen Verdienste der
um zwei bisdrei Jahre spatererschienenen Schmidtschen Untersuchungen
denn die Arbeiten von Liapounoff blieben lange Zeit nur wenig bekannt
und sind auch heute nur mit groBer Miihe lesbar. Dies hingt mit der in
der Gesamtanlage begriindeten, ungemein schwerfilligen Darstellung
von Liapounoff zusammen, die mit einer hohen Meisterschaft in Durch-
fithrung von Einzelrechnungen keinesfalls in Widerspruch steht. Liapou-
noffs Darstellung ist rein analytisch, die zugrunde liegenden geometrischen
Bilder treten kaum unmittelbar in die Erscheinung. Da auch die Theorie
der linearen Integralgleichungen nicht benutzt wird, so erweist sich das
Ganze der hoéchst wertvollen Liapounoffschen Untersuchungen leider
als sehr uniibersichtlich. SchlieBlich hat Liapounoff in der Sorge um die
Durchfiihrung der zahllosen an sein Problem sich kniipfenden Einzel-
heiten sich nicht darum bemiiht, den allgemeinen Gedanken, auf dem
seine Existenzbeweise beruhen, unabhingig von dem speziellen Problem
der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten herauszuarbeiten.

Herr Schmidt hat den Zusammenhang seiner Theorie mit der Theorie
rotierender Fliissigkeiten sehr wohl erkannt, nennt er doch in der Ein-
leitung zu seiner Abhandlung das Auftreten von Bifurkationen in der
Nachbarschaft gewisser Gleichgewichtsfiguren als ein Beispiel von
funktionalen Verzweigungen (vgl. loc. cit. 41 S. 371). Diese Behauptung
bedarf insofern einer Einschrinkung, als es sich diesmal um Integral-
potenzreihen mit nicht beschrinkten Kernen, deren Konvergenz an die
Differentiierbarkeit der zu bestimmenden Funktionen gebunden ist, han-
delt und der Konvergenzbeweis nicht ohne weiteres in der von Schmidt
angegebenen Art und Weise durchgefiihrt werden kann (vgl. S.53ff.).

Wir haben uns vorhin etwas eingehender mit den Ergebnissen von
Liapounoff beschiftigt. Die gleichen Resultate findet Poincaré in seiner
eingangs genannten groBen Arbeit durch eine kiihne Ubertragung der
an einem System mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden ge-
wonnenen Ergebnisse auf eine rotierende Fliissigkeitsmasse. Von der
Anschauung geleitet, man diirfe in der Mechanik angesichts der Schwie-
rigkeit der Probleme nicht dasselbe Mall an Strenge wie in der Analysis
fordern, bedient sich Poincaré im weiten Umfange heuristischer Uber-
legungen und gelangt darum nur vereinzelt zu voll begriindeten SchluB-
folgerungen. Die geschichtliche Bedeutung dieser Untersuchungen ist
angesichts der vielen von Poincaré aufgeworfenen neuen Probleme und
der starken, von ihm ausgehenden suggestiven Wirkung trotzdem sehr
hoch anzuschlagen. Auch heute beherrschen ungeachtet der véllig ein-
wandfreien exakten Liapounoffschen Ergebnisse die Poincaréschen
heuristischen Methoden, denen nur schwer ein halbwegs iiberzeugender
Sinn unterzulegen ist, das Feld, sobald von Gleichgewichtsfiguren in
der Nachbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide die Rede ist. Wir werden
im folgenden nicht selten Gelegenheit haben, auf die Poincaréschen

3*
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Fragestellungen einzugehen, unsere Darstellung diirfte aber kaum von
ihm irgendwie methodisch beeinfluBlt erscheinen.

Wihrend Liapounoff sich durchaus auf die Untersuchung neuer
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Ellipsoide konzentriert,
hat Poincaré einen allgemeinen Satz {iber die Existenz neuer Fliissigkeits-
gestalten in der Nachbarschaft einer beliebigen Gleichgewichtsfigur
postuliert; seine mehr ins Einzelne gehenden Betrachtungen betreffen
freilich doch in erster Linie jene Liapounoffschen Fliissigkeitskorper.
Das vorliegende dritte Kapitel bringt in seinen weiteren Ausfithrungen
eine vollstindige Behandlung des Poincaréschen Problems. Den Aus-
gangspunkt bildet eine Integro-Differentialgleichung, die als eine Ver-
allgemeinerung der Liapounoffschen Fundamentalbeziehung (11) auf-
gefaBt werden kann. Die Darstellung ist mehr geometrisch orientiert
und gestattet darum, die inneren Zusammenhénge, die bei Liapounoff
zum Teil verborgen bleiben, viel leichter zu {iberblicken. Der Aufldsung
liegt ein Verfahren der sukzessiven Approximationen zugrunde. Der
Konvergenzbeweis gestaltet sich dank einer ausgiebigen Benutzung der
Fredholmschen Theorie linearer Integralgleichungen sowie gewisser neu-
artiger potential- und funktionentheoretischer Hilfsmittel ganz wesent-
lich einfacher als bei Liapounoff, obwohl es sich diesmal um allgemeinere
Betrachtungen als bei ihm handelt. Auch bietet sich jetzt die Moglich-
keit, in manchen Fillen die Existenz einer Gleichgewichtsfigur in der
Nachbarschaft einer Flissigkeitskonfiguration, die nur in einer ersten
Niherung die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt, zu erbringen (vgl. das
fiinfte Kapitel).

Unmittelbar von Poincaré beeinfluit sind die Arbeiten von Darwin
und Schwarzschild.

7. Problemstellung. Die fundamentale Integro-Differentialglei-
chung 2. In dem Raume der kartesischen Koordinaten x, y, z sei eine
aus ¢ (=1) Einzelmassen ;T", deren Gesamtheit T heilen moge, be-
stehende Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeiten gegeben. Die
Fliissigkeitsdichte habe in jedem Einzelgebiet ;7" einen konstanten
Wert f;, der iibrigens von Gebiet zu Gebiet wechseln kann. Wie friiher
werden wir fiir die Gesamtheit der f; zur Abkiirzung meist f setzen. Die
Begrenzung ;S von ;T (j=1,2,...,¢q) besteht, wie wir wissen (vgl.
S. 15), aus einer einzigen geschlossenen Fliche. Wird, wie wir es tun
wollen, angenommen, daB alle ;S der Klasse 4 & angehéren, so haben die

42 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren ro-
tierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze
anziehen. a) Erste Abhandlung. Allgemeine Existenzsatze, Math. Zeitschr. 1 (1918),
S.229—284; 8 (1919), S.172—174; b) Zweite Abhandlung. Stabilititsbetrach-
tungen, Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 126—231. Die Ausfithrungen des Haupttextes
stellen in der Hauptsache eine verbesserte und wesentlich vereinfachte Fassung
der Existenzsitze dieser Arbeiten dar.
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einzelnen Fliissigkeitsmassen keinen Punkt miteinander gemeinsam,
die Schwerkraft ist auf allen Randflachen ;S, kiirzer auf S, von Null
verschieden und in das Innere von ;T gerichtet. Als Funktionen geeig-
neter GauBscher Parameter aufgefalit, besitzen die Koordinaten von ;S,
wie es sich nachtriglich zeigt (vgl. S. 11—12), stetige Ableitungen aller
Ordnungen.

Wir bezeichnen die laufenden Koordinaten eines Punktes auf S mit
X,Y,Z, das Gravitationspotential von T mit

) e
4V(x,y,z)—4f~ )

T
=22+ (V=92 + (2, di'=drdy'dd,

die Winkelgeschwindigkeit mit w. Damit das (relative) Gleichgewicht
moglich sei, ist notwendig und hinreichend, daB der Ausdruck

(16)

(17) LU, v, 0 =v(x, 7.2 + L (x4 V)

auf jeder Randfliche ;S einen konstanten Wert hat (vgl. S. 11). Wie in
dem vorhergehenden Kapitel bewiesen worden ist, haben alle ;S eine
auf der Rotationsachse, die wir wie {iblich zur z-Achse machen, senkrecht
stehende Symmetrieebene?3. Wir wihlen sie zur Ebene z=0. Der
Schwerpunkt des Systems liegt also im Koordinatenursprung.

Indem Stabilitdtsfragen vorerst auBer Betracht bleiben, wollen wir
untersuchen, ob es fiir Werte der Winkelgeschwindigkeit w; in einem
hinreichend kleinen Intervalle (w', »?), das w in seinem Innern
oder auf dem Rande enthilt, in einer Umgebung erster Ordnung
von T weitere Figuren 7, des relativen Gleichgewichtes gibt, die
(nach Poincaré) eine ,Jineare Rethe'* bilden. Darunter ist folgendes
zu verstehen.

Die Berandung S; von T, besteht aus ¢ geschlossenen Flichen ;5,;
mit stetiger Normale, die den Flachen ;S (=1, ..., ¢) umkehrbar ein-
deutig zugeordnet sind und gegen diese fiir w;—w konvergieren4,
Sind P und P; irgendein Paar korrespondierender, d. h. auf derselben
Normalen zu S gelegenen Punkte auf S und S;, so konvergiert fiir
w,;—w die Normale zu S, in P, gegen die Normale zu S in P, und zwar

4% In meinen in der FuBnote 4% genannten Abhandlungen a) und b) habe ich
dariiber hinaus angenommen, daf die Dichte iiberall den gleichen Wert hat und
daB T auch noch eine durch die Rotationsachse hindurchgehende Symmetrieebene
hat. Seitdem ist von Herrn E. Hoélder gezeigt worden, daB diese Voraussetzung
iiberfliissig ist. Herr E. H6lder hat auch von Herrn E. Kihler bemerkte Beispiele
von homogenen Gleichgewichtsfiguren mit nur einer Symmetrieebene sichergestellt.
(Vgl. die in der FuBnote % zitierten Arbeiten von E. Hélder. Siehe auch die Aus-
filhrungen des Textes S. 641{f.)

4 Genauer, der Hochstwert der Entfernung eines beliebigen Punktes auf irgend-
einer Komponente von S, von der zugehérigen Komponente von S soll fiir o, — o
gegen Null konvergieren.
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gleichmaBigs. Allgemeiner verstehen wir unter einer ,linearen Reihe*
von Gleichgewichtsfiguren jede von einem oder mehreren Parametern
abhingige stetige Schar von Gleichgewichtsfiguren. Eine lineare Reihe
heiBt ,,reguldr, wenn ¢ in eine nach Potenzen von &; — und gegebenen-
falls noch weiterer Parameter ansteigende Reihe entwickelbar ist. Eine
einparametrige lineare Reihe von (reellen) Gleichgewichtsfiguren, die
den Werten des Parameters eines Vorzeichens entsprechen, wollen wir
mit Schwarzschild®® einen Arm von Gleichgewichtsfiguren nennen. Eine
einparametrige (von A abhingige) regulire Reihe besteht stets aus zwei
entsprechend zu A =0 und A= 0 gehdrenden Armen. Demgegeniiber
bilden zwei so orientierte Arme von Gleichgewichtsfiguren nicht immer
eine regulire Reihe.

Es seien X,Y,Z und X,,Y,,Z, laufende Koordinaten zweier
korrespondierender Punkte auf einem beliebigen Paar zusammen-
gehoriger Komponenten von S und S;. Wir erteilen der Fliissigkeits-
dichte in den zusammengehoérigen Einzelmassen von T und T dieselben
Werte und bezeichnen mit

’ !
WVile,y g = [ 125
41
T,

ri=E—x)2+ @y — )2+ (2—2)? dvj=dx/dydz

das Gravitationspotential des Korpers T,. Augenscheinlich muB

(18)

2 2
(19) Vi(X,, Y, Z)—V(X, Y, )= (X24 V) ZL(X3+ YD) +s

sein, unter s eine abteilungsweise konstante Ortsfunktion auf S ver-
standen, die auf dem Rande ;S einer jeden Einzelmasse einen konstanten
Wert, sagen wir s;, hat. Offenbar konvergiert |s| fiir w,— w gegen Null.
Die GroBen sy, ..., s, sind etwa durch die Forderung zu bestimmen,
daB das Volumen einer jeden Einzelmasse einen vorgeschriebenen Wert
hat (vgl. S. 73). Ist ¢g=1, so kann man einfacher s=0 setzen. Ist eine
dieser Bedingung geniigende lineare Reihe bestimmt, so gewinnt man
eine lineare Reihe konstanten Volumens, wie man leicht sieht, durch eine
geeignete Ahnlichkeitstransformation.

45 Unsere Annahme, T liege in einer Umgebung erster Ordnung von 7', bildet
keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Wird namlich lediglich vorausgesetzt, 7
liege in einer Nachbarschaft nullter Ordnung von T, in welchem Falle die Fest-
setzung iiber die Normalen zu S; in Wegfall kommen wiirde und die Anzahl der
Einzelmassen von T, auch >>g¢ ausfallen kénnte, so folgt hieraus schon, wie sich
nachweisen 148t, daB 7’| einer Umgebung erster Ordnung von 7" angehort. Mehr als
dies, man kann zeigen, daB8 T, in einer Umgebung beliebig hoher Ordnung von T
gelegen ist (vgl. S. 75). .

46 Vgl. Schwarzschild, Die Poincarésche Theorie des Gleichgewichts einer
homogenen rotierenden Fliissigkeitsmasse, Neue Annalen der Kgl. Sternwarte
Miinchen, Bd. III, S. 69, insbes. S. 34 und S. 38—41. Es wird angenommen, da@
die Figur T dem Werte 0 des Parameters entspricht.
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Bekanntlich lassen sich alle ;S, die ja eine stetige Normale haben,
von einer endlichen Anzahl Flichenstiicke dachziegelartig iiberdecken,
so daB auf jedem einzelnen die Gleichung von S unter Zugrundelegung
geeigneter GaulBscher Parameter &, # auf die Form

(20) x=X(&,n), yv=Y(&n), 2=2(,9)

gebracht werden kann, unter X, Y, Z Funktionen verstanden, die stetige
Ableitungen erster Ordnung haben. Der Ausdruck

e o al +[oem]

ist allemal von Null verschieden. Ubrigens kann man, worauf schon
frither wiederholt hingewiesen worden ist, £ und # in mannigfaltiger
Weise so bestimmen, dal die Funktionen (20) stetige Ableitungen aller
Ordnungen haben.

Wir denken uns im Punkte (&, ) auf S die Normale (v) gezogen und
auf dieser, positiv nach auflen gerichtet, eine Strecke { aufgetragen. So-
lange || kleiner als eine angebbare ZahlgréBe, etwa

(22) L <&

ist, gehort zu einem jeden Wertsystem &, %, { nur ein Punkt des Raumes
in einer Umgebung von S und umgekehrt. Ist S eine konvexe Fliche,
so geniigt es, ¢, kleiner als das Minimum der beiden Hauptkriimmungs-
radien zu wihlen. Wir nehmen an, dal die Gleichung der Fliache S, die
von ¢, abhingen soll, auf die Form

(21)

(23) C:C(E!n!wl)
gebracht werden kann; dabei soll die Funktion { (&, 5, @,) stetige partielle
o d¢

Ableitungen erster Ordnung GE Iy haben, und es gelte

(24) c, ’551 ;<8*<eo,
unter ¢* einen spiter zu bestlmmenden, hinreichend kleinen Wert ver-
standen.

Wir bezeichnen mit R die Entfernung des Flichenpunktes (&, %) von
der z-Achse, R2= X2+ Y2 mit T den Kosinus des von (v) und dem Lote
von (&, ) auf die Umdrehungsachse, von dieser nach (&, %) hin gerichtet,
eingeschlossenen Winkel, mit do das Flichenelement in (£, ). Die ent-
sprechenden Werte in (&', %) auf S sollen R’, v, d¢’ heiBen. Die Ent-
fernung der Punkte (&, #) und (&', %) sei p. Fir (& ) und (&, %) wird
ofter ¢, ¢’ geschrieben.

Wir setzen, wenn (&, 5, {*) den Punkt (, y, z) bezeichnet,

(25) Vix,y,2) =W(E 0,0, Vilr,y,2)=W,(£,n,0%.
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Die Komponente der von dem Fliissigkeitskorper 7" in dem Punkte (£, %)
seiner Oberfliche auf einen materiellen Punkt von der Masse 1 aus-
geilibten Anziehungskraft in der Richtung von (v} hat den Wert

(26) xa W(E,7,0).

Die Schwerkraft im Punkte (&, #) steht auf S senkrecht und ist
(positiv nach auBen gerichtet) gleich

(27) ‘ %%W(E,n,O)—I—szr:xw.

Der Wert dieser Ortsfunktion in (&', #") wird mit » ¢’ bezeichnet.
Den Ausfithrungen zu Eingang dieses Paragraphen gemiB ist ¢ <0.47
Es sei (&, 9, {) der Punkt (X,,Y,, Z;) auf S;. Wir setzen

(28) Vi(X1,Y1,2Z) =V (&, )
und analog, wenn (&, %) den Punkt (X, Y, Z) auf S bezeichnet,

Der Ausdruck x(V,—V) laBt sich in eine fiir hinreichend kleine

f 1
i
|

Werte von ||, t%; g‘i' unbedingt und gleichmiBig konvergierende

’

Reihe
(30) k(Vi=V)=VOLTVOL VO L |
entwickeln, die folgende Eigenschaften hat:
1. Es ist
(31) yo — xfgi K™ do,
$

. . acr o
unter K™ eine Form #-ten Grades der Variablen £, £, a—g—, 3—%,

verstanden4s.

2. Es gilt
9 (91 ,
xa—g(Vl—V)zfoa—s<EK(”)>da,
=1
(32) e
0 2 /1
#gy (V= V) = x> f o <E'7 K<">) dd'.
n=1g

47 Wir bezeichnen mit y die Gré8e, die in den Abhandlungen a) und b) loc. cit. 42,
wo die Dichte wohlbemerkt iiberall den gleichen Wert hatte, fy hieB.

48 Der Wahl der GauBschen Parameter &, 5 liegt, wie vorhin (S. 39) erwahnt,
eine dachziegelartige Uberdeckung von S zugrunde. Offenbar gehéren zu gewissen
Gebieten auf S zwei oder mehr verschiedene Systeme von Parametern &, 7. Der
Ausdruck K™ ist indessen von der speziellen Wahl der fraglichen Parameter un-
abhingig.
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Die unendlichen Reihen rechter Hand konvergieren unbedingt und
glei(;hmiiBig. Ubrigens sind sogar die Reihen 2 [V, 2 i’ a% Vim j,
2] (—%V(")} gleichmiBig konvergent. |

Die Reihen (30) und (32) konve;%ieren, wie gleichzeitig gezeigt

werden wird, auch wenn fir {, PR T dem absoluten Betrage nach

hinreichend kleine komplexe Werte eingesetzt werden. Die Reihe (30)
ist als Definitionsgleichung von V, fiir komplexe { aufzufassen.

Beweis: Neben den Flachen S und S, betrachten wir die einpara-
metrige Flichenschar S, (0=¢=<1), die sich symbolisch in der Form
S+1(S, —S) darstellen 1i8t. Dem Punkte (£, 5) auf S entspricht auf S,
ein Punkt mit den (krummlinigen) Koordinaten &, 4,{. Der von S,
begrenzte Koérper heile T, sein Gravitationspotential im Punkte
(& n, T*) sel W (&, n, {*) und insbesondere im Punkte (&, %, t{) auf S,
einfacher » V, (&, ). Wie wir sogleich zeigen werden, 148t sich die Diffe-
renz x (V; (&, 1) —V (&, n)) nach Potenzen von ¢ entwickeln. In der so ge-
wonnenen Reihe, die iibrigens fiir alle # mit || <#* (#*>1) gilt, wird
alsdann =1 gesetzt. o

Wir beginnen mit der Herleitung eines Ausdruckes fiir _aTt Es gilt:

(33) 3 VeV =1 Weanl&m, (D) 1= W,(E, 7, 40))
=W a8 (B 1= W (&, 10))

bW (£, 1) — W, (&, 20)).

Der Ausdruck W ,,(& n,t8) —W, (&, 5, t{) stellt das Potential des
schalenférmigen Kérpers T, ,— T, im Punkte (&, 5, £{) auf S, dar. Es sei
¢, der von der Aullennormale an S, in diesem Punkte mit der Geraden (»)
eingeschlossene Winkel, do, das Flichenelement von S, in (&, 7', t’)
und g, die Entfernung der Punkte (£, %, ) und (¢, %', £{’). Von den
Normalen an S durch den Rand von do; wird aus Ty, ,— T, ein Yolumen
herausgeschnitten, das, positiv oder negativ angesetzt, je nachdem {’ >0
oder <0 ist, bis auf GréBen héherer Ordnung in bezug auf /# den Wert

(34) L'h cos gy da;

[

hat. Das zweite Glied rechts in (33) liefert demnach fiir A4— 0, wie sich
ohne Schwierigkeiten zeigen 10t (vgl. loc. cit. 42 a) FuBinote 23),

(35) J‘ZTC’COS ¢; do;.
&
Der erste Summand gibt fiir A—0 den Wert

2w Emb),
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der sich nach einer teilweisen Integration in bekannter Weise auf die
Form

(36) —cfé cos 6] da’
St

bringen 14Bt (vgl. loc. cit. 42 a) FuBnote 24). Hierin bezeichnet 6; den
von der AuBennormale an S, im Punkte (&, %', #{’) mit der Geraden (v)
eingeschlossenen Winkel. Es gilt demnach

ov
(37) —L~C Wt(‘f 7, £L) +ff {'cos gy do;
=fi ' cos ¢, —{ cos 0;) day.
St 0

Sind

(38) a=X (&), y=YEn), z=Z{En
die Gleichungen von S, so lauten diejenigen der Fliche S,
(39) x=X-+atl, y=Y-+bt{, z2=Z+ctl,

unter a, b, ¢ die Richtungskosinus der Normale (») verstanden. Es gilt

d()‘;=d§’d’)’]’ ]/At,a‘{"-Bt,g‘l‘ Ct,e, At,za(Y'—}—b/tC/, Z'—{—o'tc/)}

9(&, )
O(Z ot X +a'tl) , X'+t Y VL)
(4:0) Bt, - 8 ’ ’ 1 Ct - ’ ’ 2
(¢, n) (&, 7)
cos (p£=a’A;+b’B§+_o’_C_; cos b — ad|+bB}+cC
Va4 B2y o2 Vare+ B2 cl?

mithin in naheliegender Schreibweise
(41) o f’ N AWt —at)dd dy.

Wirsdenken uns hierbei die Parameter &, 7 so gewéhlt, dafl in den
Formeln (40) die Quadratwurzel mit dem positiven Zeichen zu ver-
sehen ist.

Aus (39) und den analogen Ausdriicken fiir die kartesischen Ko-
ordinaten des Punktes (&', 7, #{’) auf S, ergibt sich

(42) f=0*+ 2t (X' —X) (@'l —al) + 12 3 (@' —al)= e [1+k ().

Es sei ¢* eine Zahl >1 und %* ein positiver echter Bruch. Wie man
sich leicht iiberzeugt, ist fiir alle dem absoluten Betrage nach hin-

0¢

. . 0
reichend kleinen reellen oder komj}lexm Werte von £, é, o etwa

(43)

!ac‘
=i <e<
!61,]|___£=8())
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und alle komplexen ¢ in dem Bereiche |¢| <t*
(44) k() < b

Der Quotient ist demnach von Null verschieden.

Das Integral

(45) J= f LN 4 (@0 —at)dg dnf = ZA (@ &'—al)dg drf

e y1+k

ist eine in dem Gebiete |t|<<t* mmlytzsche und reguldre Funktion
von 1.
Dies erkennt man wohl am einfachsten wie folgt. Man setze
f f—}—f unter S den in der Kreisfliche (£— &)24 (f —n)2<D®
§-5
in der Nachbarschaft von (&, 7) enthaltenen Teil von S verstanden. Das
Integral f ist, wie man unmittelbar sieht, eine analytische und regulire

S-S

Funktion von ¢. Beriicksichtigt man, daB fiir alle (&, %) auf S und

alle ¢ im Bereiche |#|<¢* fiir D—>0 glemhmaBlg verschwindet, daf3
mithin gleichmaBig f = lim f gilt, so erhilt man in der Tat unsere
Behauptung. S D053

Wie sich ohne Schwierigkeiten zeigen 140t, ist

=Jr YW (e ar [ 3 waifaar

denn betrachten wir zum Beweis den Ausdruck
N 7l X 7ﬂﬂ tg s
(47) L—Sff Swr—a) Ay h>0),

so ist, da in (47) die zu integrierende Funktion und ihre partiellen Ab-
leitungen in bezug auf & und # durchweg stetig sind, bsp.

)%iff'Z(a'c'—aafg(Hh d/—ff295 0.4 agar.

Der Ausdruck rechter Hand konvergiert, wie man leicht verifiziert,
fir alle in Betracht kommenden ¢ und alle (&, %) auf S gleichmiBig
gegen die rechte Scite von (46) fiir 2 — 0. Gleichzeitig konvergiert
L gegen J. Nach bekannten Sitzen gilt also, wie behauptet, die
Formel (46).

Jetzt macht es augenscheinlich keine Mihe einzusehen, daBl auch

)
3 EI und ], als Funktionen von ¢ aufgefaBt, in dem Gebiete |¢] < ¢*

analyt1sch und reguldr sind.
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Nach bekannten Sitzen ist fir alle % >1

(49) W—hm ffZaC’——aC a;m( )dgd'

ol f’Z(a’C’—aC)W(Q—Z) ag'an.
S

Der Grenziibergang ist fiir alle (£, ) auf S und alle ¢ in jedem Bereiche
|| <1, <t* gleichmaBig.
Augenscheinlich stellt auch V,(&, n), sofern

08 10
,Ci, 05\ ;a ‘£8<80

(60)

angenommen wird, eine fiir alle 7 in dem Bereiche |#] <¢* analytische
und regulire Funktion dar. Es gilt (fiir »=3)

() Ve _ffz e —at) {45 (L)
() g )+ (1) Gt s ().

Der Ausdruck [ 3 ;:’J liBt sich demnach, wie leicht ersichtlich,

auf die Gestalt %'IE K™do' bringen, unter K™ eine Form #-ten
, aC/ ac/
Grades von ¢, {’, 35 oy verstanden. Jede der zuletzt genannten par-

tiellen Ableitungen kommt in K™ iibrigens nur linear vor.
Der Taylor-Cauchysche Entwicklungssatz liefert

(52) Vg ==

n=1

und fiir =1, wie behauptet,
(53) #(Vi—V)=VO L VO LV 4

V(n):%i[am] = | L Ko
n! atn lt-0 . Q" 4
S

(54) %K(")—;l——‘———l—__i*———fzac’_aé-){ taatn_—1<1)

YA+ B2 C'? e
n—1\ 04, o2 n—1\ 024, o3
+< 1 )WW(E>+< 2 )-1”—23””3 (E)}t=0,
0¥, Z) y_0(Z, X7) 90X Y)
(55) A - 6(6/, n/) 3 B - 6(5’,1]’) C — a(él;ﬂ,) .

Es sei I" ein Kreis um den Koordinatenursprung vom Halbmesser ¢*
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in der Ebene der komplexen Variablen ¢. Es gilt in naheliegender Schreib-
weise

J¢ .
J(& anf — sowie
(56) i
lj'asl(fn't)_ s
](51715) 507 - dt, t=t*e??, 0<0<2ax
r

Hieraus folgt vor allem fast unmittelbar, dal die Funktionen
V™ (n=1,2,...) stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf £ und
7 haben. Ferner gilt fiir alle |¢| <t <t*

(57)  %J(E,1:8) = eV, (£, ) = V42V @ L3V @R,

(58) xa%f(é,n;t) V1)+2- -V<2)t+3_V(3>¢2+

somit nach einer Integratlon in bezug auf ¢ zwischen 0 und 1

(59) x(Vi—V)=VOryea4ve 4
0 0 0 d
(60) %(Té(VI_V):aéV(l)—*—a?V(z)—i_bé V(3)+... .
Ebenso findet man
(61) z—a~(V1—— V) :—6~V(1)+~(%V(2)+§V<3)—{- o

Lo
a—f V‘") konvergieren fiir alle ¢ mit

Die Reihen 2/;“8 V(")
n
|t <t, < t* gleichmiBig.
Aus (37) und (53) folgt insbesondere

ﬁMg

(62) V=t L W(E,n,())-{-xf—g@’da’.
Aus (49) folgt fiir n=2 ’
(63) O ffZ Qt'—al) (5 agar.

Die Funktion 1372'* hat fiir alle ¢ mit |#| <7, < #* stetige partielle

Ableitungen erster Ordnung in bezug auf & und %. Es geniigt, die beiden
Seiten der Beziehung (56) in bezug auf ¢ zu differentiieren, um sich
hiervon zu iiberzeugen Es gilt

8 i [r Dy a i (f) asar

D@ 2 (S agar.

S
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Es sei jetzt
(65)

85\<Q§8§80

3y
gesetzt. Aus (63), (64) und der analogen Formel fiir (;3 772 folgt wegen
(65) fiir alle ¢ in dem Intervalle 0<¢t<t* leicht

102V,] o3V, | 93V,
(66) BT Hasat anw (8 konstant).
Wegen
1 taZV
rov z
\— V- ! —_ =t
(67) qf{zj_%(vl 14 Latl:>_xfdtf G,
0 0
I
9 v o 9 0%,
(68) x&;{vl_v—[whﬂ}_z at | 5z - dt
0 0
ist
x\V V———V‘” VOLYE 4 T} < 22,
(69) oW
und analog
oY
(70) _577_!<ﬂ‘92.
Aus (39) ergibt sich, wenn man =1 setzt,
(71) X,=X+al, Y=Y+, Z;=Z+cC.

Demnach ist

(12) XIHYI=X? V242X +DY){ 4 (@409
=R2| 2Rv( + (a®4 b%) (2.

Wir setzen zur Abkiirzung

(73)

und erhalten

wf?;wz_l

(74) ;"—3<X2+Y2>—%<X2+Y2)=1<X%+Y%>+—‘f(X%+Y%'—X2—Y2>
= AR LR+ g (@4 59 02+ 2R 7L + (@ ) 422,

Aus (19), (30), (27), (62) und (74) ergibt sich nunmehr die Bezichung

(75) wC—]—fdea s—Rzl—»—(aH—bz)Cz QRTAL — (a4 1) AL2

Lyepvert . )=s—R:+1I{1,L).

Dies ist eine nichtlineare Integro-Differentialgleichung zur Bestimmung
vom . Sie entspricht der Liapounoffschen Integro-Differentialglei-
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chung (11). A. a. O. handelt es sich um die Bestimmung neuer Gleich-
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft Maclaurinscher und Jacobischer
Ellipsoide, und die mit { bezeichnete GroBe hat dort eine etwas andere Be-
deutung als in unseren Formeln. Bei der Ableitung der Gleichung (11) be-
dient sich Liapounoff bereits einer zu der Flichenschar &, #, ¢ analogen
Koérperschar 6, , e (0 =¢<1), bleibt aber im Gegensatz zu unseren
Betrachtungen in der Hauptsache im Gebiete des Reellen. Demgegen-
ber ist die systematische Heranziehung funktionentheoretischer Hilfs-

mittel fiir unsere Betrachtungen wesentlich. Als ein weiterer springen-

. .0V
der Punkt der von uns benutzten Methode sei der Ausdruck (37) fiir a—tt
und seine Entwicklung nach Potenzen von ¢ hervorgehoben. Liapounoff
geht unmittelbar von dem Ausdruck V,—V aus.

In dem Vorstehenden handelte es sich um einen evtl. aus mehreren
Einzelmassen bestehenden Fliissigkeitskérper, der wie ein starrer Kérper
rotiert. In dem zweiten Kapitel ist gelegentlich der allgemeinere Fall
einer gravitierenden Fliissigkeit betrachtet worden, deren Teilchen um
die z-Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit rotieren, die nur von dem

Abstande von der Umdrehungsachse abhingt,
(76) wo=0(?), =+

Wie a.a. 0. gezeigt worden ist, lautet die notwendige und, falls $ =0,
auch hinreichende Bedingung dafiir, daBl eine stationire Bewegung von
der soeben bezeichneten Art bestehen kann, da3 auf S

T
(77) #V(X,Y,Z)+®(R?) =Const.,, @)= [’ rdr,
0
(R2 — XZ + Y2)

gilt. Es sei jetzt T eine topologisch ganz wie vorhin beschaffene Fliissig-
keitsmasse, deren Teilchen in einer stationiren Bewegung der soeben
betrachteten Art begriffen sind®. Auch diesmal soll die Schwerkraft
auf S durchweg nach innen gerichtet sein, y <<0. Es sei w,(¢?) ein von
dem vorhin betrachteten verschiedenes Gesetz der Abhingigkeit der
Winkelgeschwindigkeit von dem Abstande r. Wir fragen, ob es fiir hin-
reichend kleine Werte von |w?(t?) — w?(r?) | in der Umgebung erster Ord-
nung von 7 eine Fliissigkeitskonfiguration T, gibt, die in stationirer,
durch die Funktion w,(t? charakterisierter Bewegung begriffen sei.
Auf S, gilt

R,
(18) #V,(Xy, Yy, 7))+ P, (RZ)=Const,, &, (R?)=[wi)rdr.
0
(RE=X7+YD).
49 Im Gegensatz zu fritheren Entwicklungen wird jetzt den Betrachtungen
ein im Raume festes Achsenkreuz und, wie bei permanenten Bewegungen iiblich,

das Eulersche System von Variablen zugrunde gelegt. Wie wir wissen (vgl. S. 15),
hat die Konfiguration Rotationssymmetrie um die z-Achse.
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Wir denken uns wie vorhin die Punkte von S, auf das krummlinige
Koordinatensystem &, 7, { bezogen und erhalten auch diesmal fiir
#(Vi(X, Y, Z)—V(X,Y,Z)) die Formel (59). Statt (74) ist jetzt der
Ausdruck

R R
(79) Jor@?vdy — faﬁ vo)rdy
0
_J‘[ 12 r.. 6()2 lu)]tdt_*_fwg 1‘3 ’dt

zu betrachten. Der zweite Summand rechts kann auf die Form

R—R

(80) «?(R?) + f [0? (1Y) — w2 (RY)]YdY

= (RY Rt + 5 (et 1) cz+f [? (%) — w*(RE)] ¥ dY’

gebracht werden. Wie man leicht verifiziert, ergeben die Beziehungen
(77), (78), (79) und (80) jetzt die Integro-Differentialgleichung

w

1 sy ' 2 2/ P2
(81) '/’C‘FSJ‘EC do’'=s (a*+ 0% ¢ f[wz —w?(RY]YdY

—_ %f[wf (tr‘l) — 2 (t:‘l)]t/dt/_%([/ﬂ) + Ve + .. )
0

FaBt man [s|, 2 und Max|w}(r?)—w?(t?)| fir alle v<Max(R, R,)
als kleine GroBen erster Ordnung auf, so sind der dritte und der
vierte Summand rechter Hand, wie man sich leicht iberzeugt, GréBen
zweiter und erster Ordnung, und zwar entsprechend mit £2? und
Max | wf (v?) — '2(t2)] vergleichbar. In der Tat ist

f[w2 ') — w?(RY)]YdY

%f( Ry et [RA 90— Ryl (0<9<1),
%
somit | J;| = O(|R;—R|?) = 0(2?.** Ferner ist, wie man leicht sieht,
Ry
Tl =4 (200 —arenvar | = 0 (Max o2e) — o2 ).
0

Ist speziell w?(¢?) =konstant =w?, d. h. rotiert die (diesmal von Um-
drehungsflichen um die z-Achse begrenzte) Ausgangsfigur wie ein starrer

4% Die Bezeichnung F (f) = O(f) besagt, daB t%F(t) } fiir £ — 0 unterhalb
einer endlichen Schranke bleibt. !
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Korper, so erhdlt man einfacher
R,

]pf[wf(ﬂz)——aﬂ]ﬂdr’

“

(82) 14 +I%C'd6'=s—£(a2+ b2 2
S

1 5
— @@y ) w0

Es sei zum SchluB bemerkt, dal} es sich bei Behandlung konvexer
Gleichgewichtsfiguren gelegentlich als vorteilhaft erweist, die Minkow-
skische Stiitzfunktion heranzuziehen (vg. E. Holder, loc. cit. ™ S. 1921f.).

8. Eine lineare Integralgleichung. Betrachten wir die homogene
lineare Integralgleichung

(83) e +f%£’da'=0.
S

Sie geht durch die Substitution Z=¢ V—v 1/ in eine Integral-
gleichung mit symmetrischem Kern {iber. Man beachte, dal »<< 0 vor-
ausgesetzt worden ist. Sie hat stets triviale Nullosungen, ndmlich
uy = const. ¢ und, falls T kein Rotationskorper wm die z-Achse ist,
#, = const. y = const. (X0 —Ya). Diese Nullosungen entspringen der
Eigenschaft jeder Gleichgewichtsfigur, bei einer Translation lings der
Rotationsachse sowie bei einer Drehung um diese in eine zu dem gleichen
Wert der Winkelgeschwindigkeit und zum gleichen Wert des Gesamt-
potentials auf S gehorige Gleichgewichtsfigur {iberzugehen.

Denken wir uns etwa den Koérper 7 um eine kleine Strecke d, in der
Richtung der z-Achse verschoben. Die Verschiebung {4 in der Richtung
von () ist, wie sich zeigen 1a0t, eine nebst ihren Ableitungen erster Ord-

nung stetige Funktion und hat den Wert {y= ¢ d,+ 0(dy), ahmo i 0(0x)=0.
I | [ane
Ferner gilt |, , %‘ , %Eni
Aus (75) folgt, wenn man fiir £, s und 2 entsprechend (4, 0, 0 setzt,
in naheliegender Schreibweise

= 02y, wo £, von der Ordnung 4, ist.

’ 2
(34) plut [Loias = — 2 @z — LB VOL ),
S

5 Mit stationiren Flissigkeitsbewegungen der auf S.47—48 betrachteten Art
beschaftigt sich P. Dive loc. cit. 2. Vgl. auch P. Dive, Comptes Rendus 194 (1932),
58—61. Seine Fragestellung ist freilich von der unserigen verschieden. Herr Dive be-
miiht sich in erster Linie um die Bestimmungen derjenigen Verteilungen der Winkel-
geschwindigkeit, die einer vorgegebenen, bestimmten Bedingungen geniigenden,
permanenten Fliissigkeitsbewegung der im Text betrachteten Art entsprechen wiirde.

Man vergleiche in diesem Zusammenhang eine demnéichst in der Mathematischen
Zeitschrift erscheinende Note von Herrn W. Jardetzky, Bemerkungen {iber die
Figuren zonal rotierender Flissigkeiten, die von den Gleichgewichtsfiguren ab-
zweigen. Herr Jardetzky beschaftigt sich mit dem im Haupttext zuletzt be-
trachteten Spezialfall. Ich habe meinerseits auf die ganze Fragestellung bereits in
meinen Vorlesungen iiber kosmogonische Hypothesen S.-S. 1928 hingewiesen.

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 4
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wo nach (69)
(85) VOLVPL .. < pR2

gilt. LaBt man jetzt d,— 0 gehen, so erhdlt man augenscheinlich wegen
(84) und (85), wie behauptet,

Y —}—f%' ddo’ =0.
§

In dhnlicher Weise iiberzeugt man sich, daB, wenn T keine Rotations-
symmetrie um die z-Achse hat, auch y=Xb—Ya die Gleichung (83)
befriedigt. Ist T ein Umdrehungskérper um die z-Achse, so ist Xb—Ya
identisch gleich Null.

Wir denken uns #, und, falls T kein Rotationskérper ist, auch u, den
Beziehungen

(86) f]‘tpu%daz——l, éff’(pugdg:_—_
S

gemiB normiert. Die Gleichungen (86) gehen durch die Substitution
Z=¢Y—y 1} in die iiblichen Normierungsbeziehungen iiber.

Es ist leicht zu sehen, daf die Nullssungen #, (=1, ..., m), als
Funktionen geeigneter GauBscher Parameter &, 57 aufgefalt, stetige Ab-
leitungen aller Ordnungen haben. Vor allem hat y diese Eigenschaft.

Das Potential f u, do’ einer einfachen Belegung mit stetiger Dichte

erfillt auf ;S (und darum gewil iiberall auf S) eine H-Bedingung mit
jedem Exponenten y <] 502
Wegen

(87) zpuk—l—f 4o’ =0

hat #; die gleiche Eigenschaft. Nunmehr hat das Potential ff w, do”

auf ;S stetige, einer H-Bedingung mit dem Exponenten » <1 genugende
Ableltungen erster Ordnung (vgl 1. 5). Aus (87) folgt sofort, daB
Ouy, Ouy
9&’ an

man sukzesswe weiter und gelangt zu der vorstehenden Aussage. Es

moge speziell T, das kein Rotationskorper sein soll, auch noch eine
Symmetrieebene durch die Rotationsachse haben. Wir wihlen sie zur
Ebene y=0. Es seien ¢* und ¢*’ bzw. o, und ¢ die Punkte, die zu
¢ und ¢’ in bezug auf die Ebene y =0, bzw. z=0 symmetrisch liegen.

existieren und einer ebensolchen H-Bedingung gentigen. So geht

’
%2 Dem Satze 1.4. zufolge erfiillt das Potential [% wf, do’ auf ;S eine H-Be-

[

i
dingung mit jedem Exponenten » < 1; auf ;S (/47) hat es aber gewiB stetige Ab-
leitungen aller Ordnungen.
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Es gilt
(88) 11 (0%) =, (0), 11 (04) = — 1, (0);

(6%) = — u3(0),  %3(0,4) =, (0).
Die Integralgleichung (83) moge auBler #; und #, noch weitere Null-
l6sungen haben, und es seiu,, u,, %, . . ., %, ein vollstindiges System
linear unabhingiger Losungen von (83). Es sei voriibergehend
(89) v3(0) = uy(0%), ..., v, (0) =u,, (0%)

gesetzt. Wie man leicht verifiziert, sind auch dieFunktionen v,(0), .. .,,,(0)
Lésungen von (83). Auch die Funktionen

(90) w,=u;+v, und W, =u,—7,

sind Nullésungen von (83), sofern sie nicht identisch verschwinden.

Wegen u,= Wit @, 1aBt sich jede Nullsung der Integralgleichung (83
g ) J g gralg

linear durch die Losungen w;, w, ({=1, ..., m) ausdriicken. Also 1t
sich aus w,, @, ein vollstindiges Systemlinear unabhingiger Losungen,
etwa wy, (=1, ..., m) aussondern. Entweder ist

(91) wy, (0*) =wy(0) oder wy(0*) =—wy(0).

Da u, (6*) = — u, (o) ist, so gibt es mindestens eine Nullsung der zweiten

Art. Da w; =2u,, w,=2u, ist, so kann man sich gewil so einrichten,
daB das System w,, die Nullésungen #, und #, enthidlt. Von diesem
System ausgehend gewinnt man, wenn man den vorhin durchgefiihrten
ProzeB in bezug auf die Ebene z =0 wiederholt, ein neues vollstindiges
System linear unabhiangiger Nullgsungen, dessen einzelne Individuen
auch bei dem Ubergang von o zu o, entweder ungeindert bleiben oder
das Vorzeichen wechseln. Die Gesamtheit der Nullosungen zerfallt damit
in vier verschiedene Kategorien. Man kann sich augenscheinlich so ein-
richten, daB3 die Funktionen #, und #, auch dem neuen System an-
gehoéren und die einzelnen Nullésungen, die wir der Einfachheit halber

wieder mit u,, #,, . . ., #,, bezeichnen, die Orthogonalitits- und Nor-
mierungsbeziehungen
(92) Sfflpujuld(f:O (G0, [iypudo=—1

S

erfiillen. Es gentigt hierzu, die Losungen jeder einzelnen Kategorie fiir
sich in bekannter Weise zu orthogonalisieren und zu normieren.

Wir nehmen schlieBllich an, daf3 T, wie bei den Fliissigkeitsellipsoiden,

auch noch die Ebene x =0 zu einer Symmetrieebene hat. Es 1t sich

"dann ganz wie vorhin zeigen, dafl man die Nullssungen nunmehr in acht

verschiedene Kategorien zerfillen kann. Auch bei dem Ubergang von o

zu dem in bezug auf die Ebene x =0 symmetrischen Punkte &ndern
sich die Nulldsungen nicht oder wechseln das Vorzeichen.
4%
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Es sei jetzt T ein Rotationskérper um die z-Achse. Wir bestimmen
die Lage eines Punktes auf S voriibergehend durch seine lings des
Meridians gemessene Entfernung von dem Pole, 8, und durch den
Azimutwinkel, d. h. den mit der Ebene y =0 eingeschlossenen Winkel b
des betrachteten Meridians. Wie wir jetzt zeigen wollen, sind die Eigen-
funktionen der Integralgleichung

1 '3t
(93) wC—l—vJECdG =0

entweder von der Form §(8), oder sie treten paarweise auf und lassen sich

durch die Formeln
F1(8)coskd, F1(8)sinkd,

unter k eine positive ganze Zahl verstanden, ausdriicken.

In dem ersteren Falle haben die Eigenfunktionen Rotationssymmetrie
um die z-Achse, in dem zweiten Falle haben sie £ durch die Umdrehungs-
achse hindurchgehende Symmetrieebenen. Uberdies geht §,(8)sinkd in

%1(8)coskd durch eine Drehung um den Winkel ;—k iiber.

Es sei u(3, d) irgendeine Eigenfunktion der Integralgleichung (93).
Fiir 9, 0, o schreiben wir jetzt der Ubersichtlichkeit halber (3, b),
a(3,9), o(8,b; 8,b). Fir (93) tritt jetzt die ausfiihrlichere Formel

w8, d')do(d, v’
(94) V6. Dluls, b+ 0| 1(8) ) L )
ein. Sei a eine beliebige Konstante. Aus (94) folgt

ARV 5,, b’—}— da 5’,b’
(09 b I

Die Schwerkraft » ¢(3, ) ist nun von dem Azimutwinkel unabhéngig.
Es gilt demnach (38, b+ o) =vy(3,b). Ferner ist, da S eine Rotations-
fliche um die z-Achse ist,

08,0+ a;8,0 +a)=p(8,0;8,0) und do@, b0+ a)=do(&,d).
Fiir (95) konnen wir schlieBlich wegen f(8', b" 4 o) =/(8, b") schreiben

Y u(é', b,““ !Z) bo’(g’, b’)__
w(é,b)u(é,b—l—a)—l—vs 7(8,d) REAS) =0,

Die Funktion u(8, b +«) ist also fiir alle « eine Eigenfunktion von (94).
Demnach ist auch die partielle Ableitung 5%— (8,0) eine Eigenfunktion,
auler wenn sie identisch verschwindet. In diesem Falle ist u(3,d) =F(3).

Auch die partiellen Ableitungen héherer Ordnung abzu(é D), aab3u(§ D),...
sind, wenn sie nicht identisch verschwinden, Eigenfunktionen.
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Es sei jetzt
(96) u®, .., ut
ein vollstindiges System linear unabhédngiger Eigenfunktionen von (94),
und es moge b%—u“’ nicht identisch verschwinden.

In der Reihe der Funktionen

die ebenfalls der Integralgleichung (94) geniigen, kann es hiéchstens #
linear unabhingige geben, u'”’ geniigt demnach, als Funktion von b
aufgefaBt, einer linearen Differentialgleichung mit (beziiglich b) kon-
stanten Koeffizienten von héchstens #-ter Ordnung. Es sei die Differen-
tialgleichung niedrigster Ordnung

(')Mu(l) am—lu(l)
4 @ — <
(97) apm +d1 gom-1 +dmu 0 (m____%).
@ dum  gmeigm T .
Da u™, - 5 o et linear unabhingige Eigenfunktionen von

(94) sind und zugleich m linear unabhingige Lésungen der Differential-
gleichung (97) darstellen, so ist jede Losung dieser Differentialgleichung
eine Eigenfunktion.

Da 4, als Funktion von b aufgefaBt, eine periodische Funktion mit
der Periode 27 ist, so muf3 die charakteristische Gleichung

FrFdgym L+ d5=0

lauter verschiedene rein imaginire Wurzeln haben. Einem Paar kon-
jugiert komplexer Wurzeln + %7 entsprechen die reellen Eigenfunktionen
Fu(8)coskd, F,(8)sinkd. Da diese die Periode 277 haben sollen, so muf &
eine ganze Zahl sein. 1 oy

Ist u® =F,(8) cos kd, so ist Fy(8)sinkd=— a5
Funktionen bilden demnach eine Gruppe zusammengehoriger linear un-
abhingiger Eigenfunktionen. Wie man sieht, ist also m =2.

Ist m <<m, so gibt es in (96) mindestens eine Eigenfunktion, etwa
#'*, die unter den soeben gefundenen Funktionen nicht enthalten ist.
Wie vorhin 148t sich jetzt zeigen, daB «'® entweder die Form &(3) hat
oder einer Gruppe von Eigenfunktionen angehort, die einer zu (97)
analogen linearen Differentialgleichung gentigen und von der Form
F1(8)coskd oder F,(8)sinkd sind.

Es sei insbesondere v =1. Wie wir wissen, gibt es stets eine Eigen-
funktion der Integralgleichung (93) von der Form $(8); es ist dies die
frither mit #, bezeichnete triviale Nullésung.

. Diese beiden

9. Sukzessive Ndherungen. Die Integralgleichung (83) mdoge, wie
vorhin, m (= 2) linear unabhéingige Nullssungen %, #,, . . ., #,,, die wir
uns den Formeln (92) gema8 normiert denken, haben. Ist T ein Rotations-
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korper um die z-Achse, so ist #,=0. Wir setzen
1 Sy i ' ’
(98) ¢ = RO+ vy
Nach bekannten Sitzen hat die Integralgleichung

(99) wi+[1'No,0)'dd’=0

keine Nullssungen®l. Es gilt N(o«, %) =N(0, ¢’). In dem besonderen
Falle, daB T eine Symmetrieebene durch die Rotationsachse hat, ist
iberdies R(c*, o*') =N(o, o).

Wir schreiben jetzt die Integro-Differentialgleichung (75) in der Form

(100) W[ RO =5 — R+ T2, 1) +é”71¢ylu,,
(101) rl=—ff’1p’uié"do" (I=1,...,m)),
N

fassen 7, zunichst als unbestimmte Parameter auf5? und beweisen, daf3
die Integro-Differentialgleichung (100) fir alle dem absoluten Betrage nach

hinreichend kleinen veellen oder komplexen Werte von A, s, 74, . . ., 7, eine
und nur eime nebst threm partiellen Ablettungen evster Ovdnung stetige,
oLy |o¢

den Beziehungen < &* <e, gendigende Losung hat.

£l [on

Die Auflésung erfolgt durch sukzessive Approximationen. Der Kon-
vergenzbeweis gelingt leicht unter Zuhilfenahme einiger Hilfssitze, die
zuvorderst abgeleitet werden sollen.

Es sei ¢ eine wie ¢ beschaffene Funktion, und es moge S die Fliche,
deren Punkte die krummlinigen Koordinaten &, #, ¢ haben, bezeichnen.
Der von S begrenzte Raumteil heille T. Wir nehmen auch

(102) 1, |2 J%kfzgegeo
|

51 Die Integralgleichung (83) ist der durch die Substitution Z=¢ ]/—tp][;

VT
gewonnenen Integralgleichung Z(o) — VA D Z'do": 0 d4quivalent. Ihrein
JI- —yf—y' @

der iiblichen Weise normierten Elgenfunktlonen sind #, V_W W =1, ..., m).

Y o
Der Kern iyf l—ZululV Y=y ViV —-iyf =N (0, 0') hat
vl—y' @ V—vi—v
nach bekannten Satzen der Theorie linearer Integralgleichungen mit symmetrischem
Kern keine Nullssungen. Man verifiziert hiernach leicht, da8 auch (99) keine Null-
16sungen hat.
52 Einer ahnlichen Zerlegung des Kernes in Summanden bedient sich Herr
E. Schmidt in seinen Untersuchungen iiber die Verzweigung der Losungen nicht-
linearer Integralgleichungen. Siehe E. Schmidt, loc. cit. 4. Man vergleiche in
diesem Zusammenhang unsere fritheren Bemerkungen iiber die Entwicklungen von
Liapounoff (S.34—35).
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an und erhalten in naheliegender Schreibweise (vgl. (67)) fiir ‘I{C} v

0'1’\

(103) |G |y S B2

Wir setzen des weiteren
3] N
=0,

voraus und nehmen ¢ so klein an, daB (vgl. S. 42) #* =4 zugelassen
werden kann und darum Beziehungen von der Form

d d

(104)

a .
- —b|=o=20

(105) vl | 2w [ 2w spe @ ot
auch dann bestehen, wenn entgegen der Festsetzung (65)

! ac Lo C 1
gilt.

Wir schalten jetzt zwischen S; und S eine stetlge Schar von
Flachen, die sich symbolisch in der Form S,:Sl—}—»g( 1“51) dar-
stellen 1afBt, ein. Dem Punkte (& 7, ) auf S, entspricht der Punkt
(& n8)=(&n, C—{— (C £)) auf S,. Fiir =0 fillt S; mit S,, firt =¢j
mit S zusammen. Fur t=30 ist ‘C_;___ (?‘—C)igél.Q. Der zu S;

gehorige Wert des zu (67) analogen Ausdruckes wird mit ¥ bezeichnet.

Es sei jetzt I" der Kreis vom Radius 32 um den Ursprung in der
Ebene der komplexen Verinderlichen £. Der Cauchyschen Integralformel
zufolge ist fiir alle |£|<3Q

(107) —ziifé"j’tda (0 =30Q¢'
und
(108) 0% _ 1 ds.

ot~ 2mi (6-—t)
r

Insbesondere ist fiir [t] =g =20 wegen || < p'Q2, [6—1| =2 und
1 1

-t =0 .

Y| 27 - 3.Q 20
(109) ! ot ﬂznﬁgz =30
In dhnlicher Weise erhidlt man
(110) 105—8_#’ im égﬂg.

Nunmehr finden wir aus

.. ” 0¥t
(111) vy _J‘W—dt

4]
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wegen (109)
(112) | <300

sowie analoge Bezichungen fiir die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung von¥ —%, Wir fassen unsere Ergebnisse in den Ungleichheiten

s) |e—wl, |- (T-w), ’a—"’n(q'f—qf)gBoQU
zusammen 53,

Es sei jetzt
(114) [sL 1AL dnls e lrul = £
Wie man fast unmlttelbar sieht, ist wegen (69), (70) und (113)
ws) (), 28] 19T ), [9H 12 < 4,004 00)

sowie

(16) |[I—1II], \ (T —ID)|, %(ﬂ_ﬁ)]gB*(QJFQI)G.

Es sei nunmehr §(o,0”) der losende Kern von % f'R. Aus (100)
folgt

(117) C=%(S—Rzﬂ)+2n%;+%ﬂ{ﬂ,i}
=1
_f@(o,o’) [l, (s—R*A) -{—27, ug—l—i,ﬂ’{l,C’}} do’
J Y = Y
und wegen
(118) [$9(0,0") 4,dd’ =0 (i=1,..., m),5

S

53 Dije vorstehenden Uberlegungen (Benutzung des Cauchyschen Integrals)
habe ich zuerst in meiner Arbeit, Uber einige Hilfssitze der Potentialtheorie I.
Math. Zeitschr. 28 (1925), S.72—88, angewandt.

54 Ays (98) folgt durch Multiplikation mit f'#] und Integration wegen (92)
sofort

(119) [ Rio,0") wjdd’ =0.
S

Nach bekannten Sitzen ist ferner (vgl. bsp. den Encyklopidieartikel von Toeplitz
und Hellinger II C13, S.1372).

(120) - % ' R(o.0")+ Hlo, o) + % R, 6"y §lo,6”)de”"=0.
S

Hieraus und aus (119) folgt fast unmittelbar f $H(o,6')u)do’=0. In ahnlicher
Weise findet man

(121) [v19(,0)mdo=0.
S
e’
Ubrigens ist $(c,0’) eine Pseudoresolvente des Kernes r (vgl. a. a. O. S.1374
sowie 1377). ve
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wenn noch
(122) s—R2A+II{A, L} =1I{s, A, }

gesetzt wird, einfacher:
(123) C=%H{s,2,C}—|—27,ul—f@(o‘,o’)%ﬂ’{s’,l,C’}do
=1 &

Wird mit Of4, {} die Gesamtheit der Glieder zweiter und hoherer
Ordnung rechter Hand bezeichnet, so gilt

(124) O] S4,(>+00,), |0-0|<B(Q+2)0.
Dabei ist natiirlich
(125) w@—l—ff’?ﬁ@'dd’:ﬂ{l,é}, oder auch

$

(126) 1/)0=H{l,C}—f%@’dc’—{—Zipulff'w'uf &'do’.
S I=1 S

Der erste Integralausdruck rechts erfiillt als Potential einer einfachen
Belegung stetiger Dichte eine H-Bedingung mit beliebigem Exponenten
vy <1 (vgl. 1. 4.). Da sowohl I7 als auch pu;, (I=1, ..., m) stetige Ab-
leitungen erster Ordnung haben, so geniigt die rechte Seite von (126)
gewiB einer H-Bedingung. Da y stetige Ableitungen (iibrigens aller
Ordnungen) hat, so erfiillt auch @ eine H-Bedingung, und es gilt wegen
(115) und (124)

(127) O], < A,(0) (24 202y).

3] .
Das Potential 3 ©®’do’ hat nunmehr aber stetige Ableitungen erster

§
Ordnung. Eine sinngemifBe Wiederholung der zuletzt durchgefithrten

Uberlegungen lehrt, daB g—?—, g existieren, sich auf S stetig verhalten
und Ungleichheiten der Form

a@‘ L 06!
;aéw n !é 3 (274 24))

erfiillen. Indem wir A =Max (4,, 4;) setzen, kénnen wir fiir (124) und
(128) auch schreiben

(128)

20| |0

(129) 6], 5

S A2+ 00,).

&)

Wir finden weiter

(6 —6) = I3, &) — I1(2, é}— Le-6)a0

+2Wff’w’ui do’,
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und darum dhnlich’ wie vorhin

(130) |06, %(9—@){,f%(@—@)I_g_B(ngQw.

Wir wenden uns jetzt der Integro-Differentialgleichung (100) zu und ver-
suchen, sie durch sukzessive Approximationen aufzulésen. Wir setzen

wél—l-!f’%gda’:s——R2/'l—|—l§1prlul,
(131) w52+sff'sec;da'=s——Rzz+g1w,ul+ﬂ{a,cl},

phot [ REG T =5~ R+ Syran+1T{2, 5},

Schreibt man zur Abkiirzung

(132) ; (s— R22)+ Y, —f&)(a,o’) wl (= R'*2)do’
l=1 S

=P(s,A,7,...,7,) =P,

so lautet die Losung der nichthomogenen Integralgleichung
m —
(133)  p&+ [ REdo =5 — R+ D yru+ (A8},
=1

g—? , % stetige und
einer zu (65) analogen Ungleichheit geniigende Ortsfunktion verstanden,
(134) §=P+6{2,5).
Nunmehr folgt aus (131)

&L=P,
(135) L=P+06{,},

L=P+0{1,Ly,

unter § eine gegebene, nebst ihren Ableitungen

Den Entwicklungen auf S. 57 gemil hat {; gewiB stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung in bezug auf £ und #. Ist, wie wir zunichst an-

nehmen wollen,

(136) IANES

so hat auch {, stetige Ableitungen erster Ordnung. Erfiillt die zweite

Niherung Ungleichheiten, die zu (136) analog sind, so hat die dritte

Niaherung {, stetige Ableitungen %%, %% usw. Es ist jetzt nicht schwer

19¢,
, !W‘éﬁ,

zu zeigen, dall, wenn £, hinreichend klein gewihlt wird, die sukzessiven
Niaherungen unbegrenzt fortgefithrt werden kénnen.
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Vor allem iberzeugt man sich leicht, dal

9P | 9P)
0E ) oy | = )

gesetzt werden kann, unter «; eine Konstante verstanden wie spiter
unter oy, ag, .... Betrachten wir jetzt die quadratische Gleichung

(138) a=o 0+ AR+ xQ2)).

(137) P,

Sie hat, wenn £ hinreichend klein ist, zwei positive Wurzeln; die
kleinere, sie hei3e av,, konvergiert mit £2; zugleich gegen Null. Es gilt also
(139) =0, 2, + A(a2+ a, 0Q,).

Wir wihlen £, so klein, etwa 2, <d,, daB 7, <¢ wird.
Nach (135) und (137) finden wir nunmehr vor allem, wenn wir
£, < d, annehmen,

(140) Max{| ¢l ‘951

=1 b < <
Sy i}:“191<-75*-_75-

Aus (135), (129) und (137) folgt, da diesmal fir £ offenbar m, zu
setzen ist,

e g, !
(141) Max{lgz\, 1%—?\ 5% }galQI—I—A(ﬂf-{-n*Ql):n*ga.

Ebenso findet man
3C3 108!
(142) MaX{]C;;‘ -f I 107)
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Und nun der Konvergenz-
beweis. Aus

}s:z*<s

(143) La=P+OW, Loy} und =P+ 6O, L,)
folgt mit 3,={,1—Cn
(144) 3n=0{4,,) —O0{4,L,_.),

darum nach (130), da diesmal fiir £ und Q, entsprechend =, und 4,
eintreten,

(145) Max{i 4l

(O8nt 1 0n
3g 0 \an |

< B(m,+d) Max{f5n1 }%g},iag;—y} (n=2).

Da v, mit 2, gegen Null geht, so kann man £, so klein wihlen, etwa
2,<d,<d,, daB @, <¢* und

(146) Bl d)<g<1
wird. Man sieht jetzt ohne weiteres, daB die unendlichen Reihen
C1+ (52_51) ‘T“ s
(147) FI. 9L, , 0
'8—51-!-@(52*51) + .. 5;1—5—5;(52—51) +o.
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gleichmiBig wie geometrische Reihen konvergieren. Die Funktion
(148) C=0+(C—08) +

hat augenscheinlich stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, geniigt
den Ungleichheiten

(149) L5 e e e

und erfiillt, wie man sich leicht uberzeugt, die Integro-Differential-
gleichung (100). Aus (116) folgt zunédchst, wenn man {={, und etwa
O =Max|{ —(,]| setzt,

(150) (L)~ T{4,2)

fir n— 00, und zwar fiir alle |s|, |4], |7], ..., |7a] =d, und alle (, %)
auf S gleichmafig. Die Beziehung

(151) Qan—i—Sf]"%C,’,do’zs—Rzl—l—l—lep roy+ I, Cpy)

ergibt aber nach Grenziibergang in der Tat die Gleichung (100). Die ge-
fundene Losung ist die einzige, die fiir alle |s|, ||, |r], ..., |7n| Zds
der Ungleichheit (149) gendigt. Wire namlich { eine andere ebenso be-
schaffene Losung, so wiirden wir aus

(152) {=P+6{2,) und {,=P+0(2,¢,.)
nach (130), wenn wir zur Abkiirzung
~ | o = | 10 2
1 12— 2 — =

setzen,
(154) t, = B(e*+dy)t,
erhalten. Wegen (146) ist augenscheinlich

limt{,=0, darum Z:@, w. z. b. w.

7> oo

Den vorstehenden Betrachtungen lag die Integro-Differentialgleichung
(75) zugrunde. Es liegt auf der Hand, daB sich nichts Wesentliches #indert,
wenn wir von der Integro-Differentialgleichung (81) ausgehen, d.h. an-
nehmen, da die Winkelgeschwindigkeit eine vorgegebene Funktion des
Abstandes von der Rotationsachse ist (vgl. die Fullnote 59).

Die Funktionen der Folge £, (n=1,2,...) sind fir alle veellen oder
komplexen 4,8y, ...,84, 71, ..., 7,% in dem Gebiete |A|, |s1],....|7m|<d,
analytische und regulire Funktionen der obigen Parameter.

55 Wir bezeichnen mit s, ..., s, die Werte der abteilungsweise konstanten
Funktion s auf ,S, ..., S.

a
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Betrachten wir den auf S. 43 eingefiihrten Ausdruck

(155) J= ff MA@t —ar)ag dof=lim

S~.§‘
und nehmen wir an, daB  eine in gewissen Kreisgebieten um den Ko-
ordinatenursprung erklirte analytische und regulire Funktion der
komplexen Parameter vy, ..., v, sei. Das gleiche gilt dann, wie unter
Zuhilfenahme des Cauchyschen Integrals unmittelbar gezeigt werden

kann, auch flir ¢ AN 56 Das Integral f istinfund vy, ..., v; analytisch
5-§
und reguldr, und da der Grenziibergang gleichmifig ist, so gilt das

. . . . oV on-1
gleiche auch fiir y. Auch die Differentialquotienten "a’"tnt I 1] sind

in vy, ..., v, und ¢ analytisch und regulir. In der Entwicklung
(156) 2V, —V)=VOLTVO LTV 4

sind mithin alle Funktionen V™ (n=1, 2, ...) in bezug auf v,, . . ., 7,
analytisch und regulir. Die Reihe konvergiert unbedingt und gleich-
miBig. Demnach ist auch der Ausdruck V*® 4-V® 4. in bezug auf

vy, - . -, U analytisch und regulir.

Aus (135) folgt ohne weiteres, daB {, in bezug auf 4,s,,...,s,,
71, - - -, ¥y analytisch ist. Nach dem soeben Bewiesenen gilt das gleiche
fur II{2, ¢,}; fir vy, ..., 1, sind diesmal A, sy, ..., 8, 7, ..., 7, ein-

zuftihren. Auch der Ausdruck

(157) f HIT{2, L) do = lim f L I3, e do
S -)Os :s
demnach auch £, ist in bezug auf 4, sy, ...,s,, 75, ..., 7, analytisch.
Man iiberzeugt sich jetzt nacheinander, dal alle £, dieselbe Eigenschaft
haben. Das gleiche gilt des gleichmiBigen Grenziiberganges halber auch
fir = lim ¢,.
H—> 0
Es sei
(158) =ty vy A ST st

Aus der Cauchyschen Integraldarstellung folgt, daB die Funktionen
Ay,...vum i bezug auf & und % stetig sind und stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung haben. Die unendliche Reihe (158) kann glied-
weise differentiiert werden®?.

Fiihrt man in (100) fiir { den Ausdruck (158) ein, so gewinnt man
Beziechungen zur Bestimmung der Funktionen a,,...,,,,. Gesetzt,

56 Vgl. die analogen Ausfilhrungen auf S.45.
57 Vgl. loc. cit. 42 b) S. 163 sowie die Ausfithrungen auf S.45. Dort handelt
es sich um ganz analoge Betrachtungen.
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die Funktionen a,...»,,,, (Yo% +...+ v, <#n) seien bereits er-
mittelt. Man erhdlt dann zur Bestimmung der Koeffizienten a,,....,,,
(vo+vy+...4v,m= n+1) Integralgleichungen von der Form

(159) Yy v Vgim +§ff,%a:'o v Pgtm dO”:A,.O e Vorm *

Der Ausdruck 4,,...y,,, ist der Koeffizient von A™s;™... s,%r*™. .. #ytt"
(vo+v.+...+v,m=n+1) in dem Polynom, das man erhilt, wenn
man in

m
s—R2A4Yyrou+ 114,
=1
fiir { das Polynom
Dl AU T et v S 1)

einsetzt. Die Integralgleichung (159) bestimmt a,,...,,,, vollstindig.
Anstatt, wie es in dem Vorstehenden geschehen ist, von den sukzes-
siven Approximationen auszugehen und die Entwicklung (158) nach
Potenzen der Parameter auf funktionentheoretischem Wege abzuleiten,
kénnte man der Betrachtung von vornherein eine Darstellung von der
Form (158) zugrunde legen und den Konvergenzbeweis nach einer
Majorantenmethode durchzufithren versuchen. Diesen Weg ist Liapou-
noff bei seinen Untersuchungen gegangen. Wie bei der Ableitung der
fundamentalen Integro-Differentialgleichung (11) verldfit Liapounoff
auch bei dem Konvergenzbeweis nirgends das Gebiet des Reellen.

10. Diskussion der Verzweigungsgleichungen. Damit die von uns
vorhin gefundene Losung der Integro-Differentialgleichung (100) der
fundamentalen Integro-Differentialgleichung des Problems (75) geniige,
miissen noch die Verzweigungsgleichungen

(160) r+ [y t'dd =0 (=1,...,m
S

erfiillt sein. Hat, wie wir zunichst annehmen wollen, T" eine Symmetrie-
ebene durch die z-Achse, die wir zur Ebene y =0 wihlen, jedoch keine
Rotationssymmetrie um diese Achse und sind nur beziiglich der Ebenen
z=0 und y=0 symmetrische nichttriviale Nullésungen vorhanden,
so sind diejenigen beiden Gleichungen (160), die zu den Werten
/=1 und 2 gehoren, identisch, d.h. fiir alle Werte von 7, ..., 7,,
erfilllt, wenn man 7, =7, =0 setzt. Mehr als dies, sind die Nuliésungen
Usg, thy, - . ., Uy, (M3 m) so beschaffen, daB sie beim Ubergang von ¢ zu
ox oder zu ¢* in den entgegengesetzten Wert iibergehen, wahrend
U, 11, - - -» Uy, Deim Ubergang von ¢ zu o4 und ¢* unverdndert bleiben,
so werden alle Gleichungen (160), die zu den Werten I=1,...,m,
gehoren, identisch erfilllt sein, sobald man 7, =7,=...=7,, =0 setzt.
Es erweisen sich namlich, wie man leicht sieht, alle sukzessiven Nihe-
rungen und darum auch die Losung ¢ in bezug auf die Ebenen 2 =0



Diskussion der Verzweigungsgleichungen. 63

und y=0 als symmetrisch,

(161) £(o) = Llo,) = {(0%).8

Augenscheinlich sind darum die ersten , Gleichungen (160) tatsichlich
erfilllt. Ob es neben den gefundenen Losungen weitere Losungen gibt,
bleibt dahingestellt (vgl. die Ausfiihrungen auf S. 67).

Hat insbesondere T Rotationssymmetrie um die z-Achse, so ist
#,==0, 7,=0, wahrend die von %, linear unabhingigen Nullssungen
entweder von der Gestalt §(8) sind oder sich zu Gruppen von der
Form §,(8)coskbd, F;(3)sinkd vereinigen lassen. Es moge der Einfach-
heit halber nur ein Paar von Losungen %, und #, der zuletzt genannten
Art vorhanden sein. Wir nehmen an, daBl $,(8) in bezug auf die
Ebene z =0 symmetrisch ist. Wie wir gleich zeigen werden, haben fetzt
alle Gleichgewichtsfiguren in dey Nachbarschaft von T mindestens eine durch
die z-Achse hindurchgehende Symmetrieebene. Wir brauchen im vorlie-
genden Falle diese Eigenschaft nicht als eine besondere Annahme oder
Forderung einzufiihren.

Es moge zunichst

{F.(8)sinkddo 40, hingegen [ul F.(8)coskddo=0
¥ S
sein, Wir setzen

z -

Die Funktionen $(8) coskd und F1(8)sinkd sind Nullosungen der
Integralgleichung (83). Offenbar ist f Wl F(8)sinkdbdo=0. Aus der
$

Integro-Differentialgleichung (100) folgt, daB die Ebene =0, d.h.

b= 2% eine Symmetrieebene der Figur 7, ist.
Es sei jetzt ferner

[veF.(8)sinkdbdo+0, [yl F,(8)coskddo + 0.
S N
Wir wihlen Za, so, daB f P F4(8)sink (b4 op)do=0 ausfillt. Setzt
$

man b -fog= S, so findet man wie vorhin, da die Ebene b= —a, eine
Symmetrieebene der Figur 7T, ist. Jetzt ist f w{F(8)sinkddo=0.
S

War kommen in allen Féllen zu dem Resultat, daf es hier moglich ist, die
Figur T, so au ovientieren, daff 7r,=0 wird, daf mithin T, die Ebene
v=0 zur Symmetricebene hat.

58 Man beachte, daB, wenn {, die betrachteten Symmetrieeigenschaften
hat, diese auch den zugehérigen Funktionen V,, V, V1, somit auch T{C"}
und T{2,{,} zukommen. Da %R(o, ¢')=RN(0,, o)) =N (% 0*') folglich auch
9(0.0) =90, 0})=9H(c* o) ist, so gilt auch {,,,(0)=C,,41(0,) =C,,q(0%)-
Ubrigens sind auch alle Koeffizienten Uyg...vgem (Vg+1=... =Vg+m;=0) in bezug
auf die Ebenen y =0 und =0 symmetrisch.
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Wie wir wissen, ist die Ebene z= 0 allemal eine Symmetrieebene der
Konfiguration, so daB man, auch wenn eine Symmetrieebene durch die
Rotationsachse nicht existiert, stets ;=0 setzen und erwarten kann,
daB sich die Anzahl der Gleichungen auf (m —1) reduziert. Wie E. Holder
zeigte®, bestehen zwischen den m Gleichungen zwet identische lincare Be-
ziehungen, so daf sich die Anzahl der Verzweigungsgleichungen stets auf
m —2 auriickfiihren 1ift. Wir schlieBen uns in dem Folgenden der Dar-
stellung von Herrn E. Hélder an.

Wird, wie auf S.57, zur Abkiirzung

(162) s — R2A+II{A, L} = IT{A,s,L}
gesetzt, so findet man aus (100) fiir alle 4,8y, ..., 8¢, %1, - - -, ¥
, m
(163) ¢ —l—f% {'do’ — I{A,s, C} =2y)ul<ﬁ —}-ff’ v u) C'da’),
s i=1 S

wo in den Klammern rechts die linken Seiten der Verzweigungsglei-
chungen (160) erscheinen. Multipliziert man rechts und links mit fu;
und integriert iiber S, so erhdlt man wegen

(164) fftpudea + J‘fukdaff—, 'de’ = f}‘( do (y)uk —}—J‘Ku;cda’) =0
5 5 g ° $ §°

zunichst

(165) II,= Sf fu {4, s, £y do = 7+ Sf f Ut dd.

Nach (165), (162), (75) und (158) erhalten wir fiir die Verzweigungs-
gleichung IT,=0 einen Ausdruck von der Form

g
foRzude—Zs,-f,-fukdO'—}— Br(A;S1s eavs Sgi ¥1y ovey ) =0,
(166) S =18

B = 3 Brgnoocrgim b St HE" o+ i+ oo+ vgm >1);
weiter ist nach (163) und (165)

1 1 1 -
(167) % U1(X1: Yl’ Zl) R U(X: Y: Z) —Ss= M U1(AX1: Yl: Zl) - Cl

=yt t [Lear —mp s g =y Y,
¢ 1=1

unter C, eine gewisse auf S erklirte, abteilungsweise konstante Funktion
verstanden. Multipliziert man rechts und links mit f¢; (¢, = Kosinus
des von der Normale zu S; mit der z-Achse eingeschlossenen Winkels)

59 Vgl. E. Holder, a) Beitrige zur mathematischen Theorie der Gestalt des Erd-
mondes, Sachsische Berichte 78 (1926), S.21—36, insb. S.26; b) Mathematische
Untersuchungen zur Himmelsmechanik 31 (1929), S. 197—257, insb. S. 206—209.
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und integriert {iber S;, so findet man wegen.

U av
fo (X, ¥, 2 cldcl—ffa vy 1 2, =
(168) ™ h

und lefcldc:l:

N
die Identitit
(169) Zlflllffzpu,cldolz 0.6

Sy

Ebenso findet man, wenn T keine Rotationssymmetrie um die z-Achse
hat, die weitere Identitat

(170) lZII,S{leyldalzo (y=X,b, — Y,ay).
Die Determinante

5[1“/”“101[101, S{fﬂp%cldal

(171) !
,Sffwmd% Sffwmdal |
konvergiert fiir 4,s;, ..., 8, 7y, ..., 7,—>0 gegen
' [ivu cdo, [ivuycdo |
3 S
(172) =ff1pulcdafftpu2yda,
§ $

Sffwlyda, Sffwuaydv

und dieser Wert ist wegen u;=const.-c, u,=const.-y gewil von
Null verschieden. Fiir hinreichend kleine 4], |s,], .. ., [sol. [71]s oo [ 7]
ist also auch (171) von Null verschieden, und die Gleichungen (169)
und (170) sind gewil nach II, und IT, auflésbar. Bei der Diskussion
braucht man sich also um die Verzweigungsgleichungen IT, == 0, IT,= 0
gar nicht weiter zu kiimmern; 7, und 7, kann man beliebige, dem ab-
soluten Betrage nach hinreichend kleine Werte erteilen. Insbesondere
darf man 7;=7,== 0 setzen. Wire T{” eine Gleichgewichtsfigur in der
Nachbarschaft von T, die zu bestimmten Werten von 4, Sy e, SqggE-
hért, und wire 74 72> 0, so kénnte man, wie man sich ohne Miihe
iiberzeugt, T{” durch eine geeignete kleine Schraubung um die z-Achse

in eine zu denselben Werten von 4, sy, . . ., s, gehorende Gleichgewichts-
figur T, tberfithren, so daB nunmehr 7,:=7,= 0 wird (vgl. loc. cit. ¢2a)
S. 250—251). Es sei m >2, und es mogen 3, - . ., ¥, Werte bezeichnen,

die sich durch Auflssung der Verzweigungsgleichungen IT,=0, . .., IT =0
ergeben. Jede zu einem so gewonnenen System von Parameterwerten
gehorige Funktion bestimmt eine Gleichgewichtsfigur in der Nach-

0 In (169) sind f, y, u, (=1, ..., m) als Ortsfunktionen auf S, aufzufassen.
Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. . 5
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barschaft von T. Alle Gleichgewichtsfiguren dieser Art und damit die
vollstindige Losung des vorgelegten Problems erhidlt man durch eine
beliebige Schraubung in der Umgebung von T.

Ist insbesondere m =2, d. h. hat die Integralgleichung (83) lediglich
die trivialen Nullosungen #, und #,, so eriibrigt sich eine Diskussion
der Verzweigungsgleichungen. Zu jedem hinreichend kleinen Werte von
[A],]s1], ..., |s,| gehort eine, bis auf die vorerwéhnten Schraubungen
um die 2-Achse vollkommen bestimmte Gleichgewichtsfigur in der Nach-
barschaft von T (der ,regulire” Fall). Hier bleibt evtl. nur noch die
Frage zu beantworten, ob man s, .. ., s, so bestimmen kann, da} die
den Gebieten T, ,T, ..., ,T zugeordneten Massen der neuen Fliissig-
keitsverteilung vorgeschriebene Volumina in der Umgebung der Aus-
gangsvolumina haben. Wir werden auf diesen Gegenstand in einem
anderen Zusammenhang etwas spiter zuriickkommen und bemerken im
Augenblick, daB man zu den Verzweigungsgleichungen

(173) m=0,...,1,=0
auch noch auf einem anderen Wege, ohne die auf S. 54 in Anlehnung

an E. Schmidt benutzte Kernzerspaltung, gelangen kann. Die funda-
mentale Integro-Differentialgleichung (75), die wir jetzt in der Form

(Vi s 2
(174) rt wsfgua—wﬂ{z,s,:f

schreiben kénnen, hat nach bekannten Sitzen Losungen nur dann,
wenn die Integralbeziehungen

(175) I, = [fu, A, 5,5 de =0 (k=1,...,m)
S

erfillt sind!. Die Losung erscheint in der Form
m
(176) Z:=%H{LS,C}“IQ(G,U')%,H’{LSl:C’}"}“Z”zuz,
$ =1

unter 9 (o,0’) eine Pseudoresolvente des Kernes w—fé (vgl. die Fulinote %4),

unter 7, Parameter verstanden, die den Beziehungen (175) gemil zu
bestimmen sind. Wir haben augenscheinlich die Verzweigungsgleichungen
(173) wieder gewonnen. Den zuletzt angegebenen Weg ist Liapounoff
in seinen Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren in der Nach-
barschaft der Ellipsoide gegangen.

Vorhin war von dem ,,reguliren’ Fall die Rede. Jedem System dem
absoluten Betrage nach hinreichend kleiner Werte von 4,s;,...,s,
entspricht im wesentlichen, d. h. abgesehen von den méglichen Schrau-
bungen, eine Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von 7. Das

1 ’
61 Man beachte, da fyu, Nullssungen der zu {4 ~J‘LC ‘do’ =0 adjungierten
Integralgleichung sind. v & e
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gleiche gilt, falls 7" die Ebenen z= 0 und y= 0 zu Symmetrieebenen hat,
wenn es ein vollstindiges System nichttrivialer Nullésungen gibt, die
beim Ubergang von o zu o4 oder aber zu ¢* allemal den Faktor —1
erhalten. Denn jetzt kann man 7,=...=7,==0 setzen und da, wie wir
schon frither gesehen haben, sich {(¢) ={(oy) =((0™) ergibt, so sind
alle Verzweigungsgleichungen erfiillt. Ob damit auch alle Lsungen des
Problems gefunden werden, ist allerdings eine Frage fiir sich®.

Im allgemeinen bringt erst eine Diskussion der » — 2 Verzweigungs-
gleichungen II,=:0, . .., Il =0 einen AufschluB iiber die Existenz, Re-
alitit und Vielfachheit der gesuchten Gleichgewichtsfiguren in der
Nachbarschaft von 7. Um einen Begriff {iber die Mannigfaltigkeit der
moglichen Fille zu geben, wollen wir im folgenden den besonders ein-
fachen Spezialfall einer aus einem einzigen Fliissigkeitskorper bestehen-
den Gleichgewichtsfigur (= 1) mit zwei Symmetrieebenen und nur einer
nichttrivialen, in bezug auf die Ebenen y=0 und 2= 0 symmetrischen
Nullgsung einer ndheren Betrachtung unterziehen®. Es kann sich dabei
zundchst um einen Kérper handeln, der keine Rotationssymmetrie um
die z-Achse hat. Dann ist m=3, u,(0) == #,(0*) = u,(04). Es kann ferner
S ein Rotationskorper um die z-Achse sein. In diesem Falle (in dem,
wie wir wissen, #,=0 ist) gibt es entweder eine einzige nichttriviale
Nullgsung der Form (3} oder ein Paar von Losungen der Form
F1(8)coskd, F,(8)sinkd. Wir nehmen im Einklang mit den obigen
Festsetzungen an, daB $(8) und $4(3) in bezug auf die Ebene z=0
symmetrisch sind, und setzen £=2%, voraus. In dem zuletzt genannten.
Falle wird von vornherein 7,=0 gesetzt, {,(8)coskd ist die einzige
nichttriviale, in bezug auf die Ebenen y=0 und z=0 symmetrische
Nullgsung®.

Da g=1 ist, so darf man s=0 annehmen; ferner kann r; =7,=0
gesetzt werden. Die einzige jetzt vorliegende Verzweigungsgleichung er-
halt damit nach (166) die Form

Ad+ B(h,7) =0, A=[R2u,do,
S

B(2,75) =%731r217§ (j+t>1).
1

(177)

- 62 Vgl. die Ausfithrungen auf S. 63. Ob es Fliissigkeitskérper T dieser Art gibt,,
bleibt dahingestellt.
63 Den allgemeinen Fall, daB T keine durch die z-Achse hindurchgehende
Symmetrieebene hat, betrachten wir weiter unten S.72.
6 Man beachte, daB, wenn % ungerade ist, {;(8)coskD in zwei in
bezug auf die Ebene x-=0, oder, was dasselbe ist, die Ebene b:—;—, sym-

metrischen Punkten entgegengesetzt gleiche Werte annimmt. Es gilt diesmal
1
‘.72:6 — ' (u, u +u uly +u,u;). Man vergleiche in diesem Zusammenhang die

auf die Formel (161) folgende Bemerkung.

5*
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Es sei zunichst A =0, und es gebe ein erstes A nicht enthaltendes
Glied B,;7! (£=2) der Potenzreihe, das nicht verschwindet. Die Ent-
wicklung von 7, in der Umgebung des Wertes A=0 ist von der Form

1 1
(178) ra=(— e )+ BO{(— 5 AT

unter P wie spiter unter B®, R , ... gewisse im Nullpunkt ver-
schwindende Potenzreihen verstanden.

Ist f eine gerade Zahl, so gibt es zwei reelle Reihen von Gleich-
gewichtsfiguren. Sie gehoren zu denjenigen dem absoluten Betrage nach
hinreichend kleinen Werten von A4, deren Vorzeichen mit dem Vor-

. A c . .
zeichen von — z— iibereinstimmt. Von der betrachteten Figur gehen
A . . . .
fiir ZB—M <0 zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren aus.

Ist t ungerade, so geht von T, wie man leicht sieht, fiir A >0 und
fiir A<<0 je ein Arm von Gleichgewichtsfiguren aus.

Es sei nunmehr A =0 und By, =+ 0. Die Gleichung (177) nimmt jetzt
die Gestalt an:

(179) Bpo?2 -+ By 73A+ BygA2 4 ... =0.
Sie hat, wenn B}—4Bg, By,=+0 ist, zwei Losungen von der Form

) e

F3= 27(“311 + VB%1 —4 By Byy) A+ BA(A),

(180) *

; o

T3 = EE—(—B11 - VB% — 4 By, Byy) A+ BO(A).
02

Ist der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen positiv, so gibt es zwei sich
in T kreuzende regulire Reihen von Gleichgewichtsfiguren. Ist
B3 — 4B B,y < 0, so gibt es in der Umgebung von 7T keine neuen
(reellen) Gleichgewichtsfiguren; T ist eine isolierte Figur.

Sei endlich B2 —4 By, By, =0, und es mdge B,, nicht verschwinden.
Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit By, >0, demnach
auch B,, >0 annehmen. Fiir (179) kénnen wir jetzt setzen

(VBoa7s + VBaA)+ ... =0.
Wir fiihren hier
_ By

73
1’ et — _—
? Y Boe

VB

A+
ein und erhalten
1s1) 24 ... =0.

Es sei E,-o/l" das erste 7, nicht enthaltende Glied héherer Ordnung
in (181), das nicht verschwindet. Es gilt

ry=[— Efo Zj]%"l‘ “e 1=3)

]
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demnach

f Dog 1 o) .
(182) 73=*—’:‘;‘Bil+ﬁ[*B3027]2+....

Ist Byy=0, demnach auch Bj;;=0, so finden wir einfacher

1
_[_ Buh7?
(183) n=|—"2 }

Es moge jetzt zugleich A=0, Byp=0 ausfallen; hingegen seien
B,;7#0, B,y==0. Die erste nicht verschwindende Potenz von 7, in (177)
sei 7§ (n>>2). Die Gleichung (177) nimmt jetzt die Gestalt an

(184) Byy73A + By, 72 + By 75+ ... -+ A(Byg A+ B3y A2 4By 73+ ...) =0.

Fiir 7, erhdlt man die beiden Entwicklungen

1
B20 Bll —]—n_ji

185)  r=— AL BOR), r=|— RN

Die eine liefert eine reguldre Reihe von Gleichgewichtsfiguren, die
andere zwei Arme von Figuren, die (fiir gerade #) den Werten von A4
verschiedenen oder (fiir ungerades) des gleichen Vorzeichens entsprechen.

Die vorstehenden Entwicklungen gelten, worauf zu Anfang dieser
Nummer bereits hingewiesen wurde, sinngemall auch, wenn T ein
Rotationskorper um die z-Achse ist und die Integralgleichung (83) auller
der trivialen Losung #, (u, ist = 0) nur noch ein Paar Nullésungen von
der Form #,= §,(8)coskd, u,= (8)sinkd, (F(8) in bezug auf die
Ebene z= 0 symmetrisch) hat. Wie wir wissen, hat man, da r,=—=0 ge-
macht werden darf, hier so zu verfahren, wie wenn #, nicht vorhanden

. . 1 .
wire, nur ist fir % der Ausdruck E_W/)’ (s0y 9 -+ 24005 + 0, 0) einzu-
fiihren. Wie wir jetzt zeigen wollen, bietet dieser Fall noch einige wich-
tige Eigenttimlichkeiten dar.

Setzt man 7= ;= 0, so ergibt die Integro-Differentialgleichung (75),
wie man leicht sieht, fiir { eine in bezug auf die Ebenen z=0 und
b:gg n=0,1,...,(2k—1)) symmetrische Losung. Es sei S; die
Fliche {= (£, #). Offenbar ist fiir diese, in der Tat, 7y==7,= 0.

Wir denken uns jetzt die Koordinatenebenen =0 und y=0 um
irgendeinen Winkel 0, <% gedreht. Das neue Koordinatensystem

heiBe ', ¥’, z. Die Integralgleichung (83) hat augenscheinlich ein System
nichttrivialer Nullésungen, das in leicht ersichtlicher Schreibweise in der
Form $,(8)coskd’, ¥,(8)sinkd’ dargestellt werden kann. Wie man
leicht sieht, folgt fir T, aus 7,=7,=0 auch #;=7;=0. Aus dem

Eindeutigkeitssatz schlieBen wir, daB auch die Ebenen b’=g—;;t

(n=0,1,..., (2% —1)) Symmetrieebenen des Korpers sind. Also hat
T, Rotationssymmetrie um die z-Achse.
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Die Figur T gehort demnach einer veguliren Rethe von Gleichgewichts-
figuren mit Rotationssymmetyie um die z-Achse an. Sie kann daber zugleich
den Ausgang fiir etnen oder mehrere Arme weiterer Gleichgewichtsfiguren

bilden. Man diberzeugt sich dhnlich wie vorhin, daf diese Figuren k Sym-
n k—1D=n
’ ?7 RS —%*7 haben.
Offenbar muB im vorliegenden Falle die linke Seite der Verzweigungs-
gleichung (177) 7; oder eine Potenz von 7, als gemeinsamen Faktor ent-

halten. Mit anderen Worten ist jetzt

metrieebenen =0

A=0, B;j=0 (7 >1).
Ist By,+0, By;;+0, so geht (177) nach Kiirzung mit 7; tiber in
Bys?3+ Byd+...=0.

In T kreuzen sich zwei regulire Reihen von Gleichgewichtsfiguren,
von denen eine, wie wir soeben sahen, aus Rotationskérpern besteht.

Es sei jetzt weiter Bg,=0, B;;=5=0, und es sei By,73 (n>2) das
erste A nicht enthaltende Glied, das nicht verschwindet. Die Gleichung
{177) gibt nach Kirzung mit 7,

B+ By, 7t ... =0.

Von T gehen auBer der reguliren Reihe von Kérpern mit Rotations-

symmetrie um die z-Achse noch zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren

. . 7 k—1
mit den 2 Symmetrieebenen b=0, % oo (—~kﬁ aus.

Ist T ein Rotationskorper, hat ferner die Integralgleichung (83) nicht-
triviale Nullssungen, die similich von der Form F(8) (F(8) in bezug auf
die Ebene z=0 symmetrisch) sind, so sind alle Nachbarfiguren Rotations-
korper um die z-Achse.

Man gehe in der Tat von dem Koordinatensystem %, y, z zu dem
System #', y’, z iiber. Die Gleichgewichtsfigur T geniigt einer zu (100)
analogen Integro-Differentialgleichung, in der ry=rs, 74=7,, ... ge-
setzt werden kann. Offenbar ist die Ebene y'=0, demnach jede durch
die z-Achse hindurchgehende Ebene eine Symmetrieebene des Kdorpers.

Es sei noch einmal T ein Rotationskérper, und es mége (83) ein und
nur ein Paar nicht trivialer Nullosungen: ,(3)coskd, $F,(3)sinkd
(%4(8) in bezug auf die Ebene z=: 0 symmetrisch) haben. Wie wir schon
wissen, gehort T gewil3 einer reguliren Reihe von Gleichgewichtsfiguren
mit Rotationssymmetrie um die z-Achse an. Wir nehmen ferner an, da83
von T ein Arm von Gleichgewichtsfiguren @, die keine Rotationskorper
um die z-Achse sind, ausgeht. Es sei T ein Korper aus 6, und es sei u,
die einer Drehung um die z-Achse entsprechende triviale (normierte)
Nullssung der zu T gehorigen zu (83) analogen Integralgleichung.

Geht nun T in T stetig iiber, so konvergiert u, gegen eine normierte
Nullgsung der Integralgleichung (83). Da nun %, beim Ubergang von ¢
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zu ¢* das Vorzeichen wechselt, so ist mithin

lim w4y = §,(8)sinkDd.
T>T

Setzt man in naheliegender Schreibweise (vgl. S.49)
y=Xb—Ya=Cu,
so ist offenbar
lim C = 0.
T>T
Sei jetzt T irgendeine Gleichgewichtsfigur, die die Ebenen x=0,
y=0, z= 0 zu Symmetrieebenen hat, und es moge (83) nur eine nicht-
triviale Losung #, haben. Diese sei in bezug auf die Ebenen y=0 und
z=0 symmetrisch und nehme in den Punkten, die in bezug auf die
Ebene x= 0 symmetrisch liegen, entgegengesetzt gleiche Werte an. Die
Figur T gehort sicher einer reguliren Reihe von Gleichgewichtsfiguren
an, die in bezug auf die Ebenen =0, y=0, =0 symmetrisch sind.
Man gewinnt sie, wie man leicht sicht, indem man in der Integro-
Differentialgleichung (100) 7;==0 setzt.
Wir kehren jetzt zu der Verzweigungsgleichung (177) zuriick und be-
trachten nur noch den weiteren besonderen Fall, da3 A und alle B;, ver-
schwinden. Die Gleichung (177) ist alsdann identisch erfiillt. Die Funktion

1 2., | T Yo it
(186) L =750~ R l—rlsf@w,R A0’ X by A 15" (ot p>1)

erfiillt fiir alle hinreichend kleinen Werte von |7;| und || die Integro-
Differentialgleichungen (100) und (75). Wie auf S. 38 ausgefiihrt, kann
man durch eine Ahnlichkeitstransformation erreichen, daf alle aus (186)
zu gewinnenden Gleichgewichtsfiguren dasselbe Volumen haben. Zu
einem jeden hinveichend kleinen Wert von |1 gehrt demmach eine stebige
Schar von Gleichgewichtsfiguren gleichen Volumens. Setzt man in (186)
insbesondere A= 0, so erhilt man nach einer weiteren Uberlegung ohne
Miihe eine stetige Schar von Gleichgewichtsfiguren gleichen Volumens
(187) §=r3bgo+ 3 boy, 75
Hy=2

die zu dem Werte w der Winkelgeschwindigkeit gehéren und augen-
scheinlich nicht aus T durch eine Schraubung um die Rotationsachse
abgeleitet worden sind.

Die Existenz einer so beschaffenen Schar von Gleichgewichtsfiguren
ist also eine notwendige Bedingung dafiir, daB der jetzt betrachtete be-
sondere Fall eintreten kann. Gleichgewichtsfiguren dieser Art sind nicht
bekannt. Bei den Maclaurinschen Ellipsoiden kommt dieser Fall, wie
Liapounoff durch eine ins einzelne gehende Diskussion der Verzweigungs-
gleichung gezeigt hat, nicht vor®.

65 Vgl. A. Liapounoff, loc. cit. 39, Abh. b) S.214—215, Abh.c) passim, insb. S. 2.
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Zu analogen Resultaten gelangt man, wenn man allgemeiner ¢ >1,
m >3 annimmt.

Aus den soeben durchgefilhrten Betrachtungen folgt, daB gewi3
A= f fR%2uzdo=0 ist, wenn T zu einer reguldren Reihe von Gleich-

$

gewichtsfiguren gehort. Das gleiche gilt allgemeiner allemal, wenn
g=1,m=3 ist. Setzt man in (166) s=0, 7,=BD(),...,7,=R™ (),
und geht man nach Division mit 4 zur Grenze A= 0 iiber, so findet man
in der Tat
(188) [fR*uzdo =0, ..., [{R*u, do = 0.
$ $

Die Betrachtungen auf S. 67ff. gelten sinngemiB, auch wenn T keine
Symmetrieebene durch die z-Achse hat, sofern m =3 ist. Denn auch
jetzt diirfen wir 7, =7,=0 setzen, so daB die einzige in Betracht zu
ziehende Verzweigungsgleichung die Form (177) erhilt.

Im AnschluB} daran sei noch auf einige Integraleigenschaften der Null-
16sungen von (83) hingewiesen. Wir nehmen zunichst ¢=1 an. Es gilt

(189) Ju,do=0 (i=1,...,m)
S
und, falls w==0 ist,
(190)  [Xwdo= [Yudo=0, [XZudo= [YZu,do=0.5
S S S S

Ist aber ¢ >1, so tritt an Stelle von (189) die Beziehung

(191) S fude=0 (=1,...,m
7=1 ;5

ein, unter ;Il den Wert des Gesamtpotentials auf ;S verstanden (vgl. loc.

cit. 42 b) S.173).

Wir haben fiir die Losungen { der Integro-Differentialgleichung (75)
eine nach Potenzen der Parameter 4, sy, ..., 5, %1, ..., 7y, die m—2
Verzweigungsgleichungen zu erfiillen haben, aufsteigende Reihe ge-
wonnen. Wird nunmehr gefordert, daB die Volumina der einzelnen
Massen von I vorgeschriebene Werte haben, so erhalten wir weitere ¢
Integralbeziehungen. Ein neues Problem liegt hierbei nur fiir ¢ >1 vor.
Ist =1, so kann man s= 0 setzen und, wie schon friiher einmal bemerkt,
falls es dazu gehorige reelle Gleichgewichtsfiguren gibt, demnach be-
stimmt, wenn der regulire Fall vorliegt, durch eine geeignete Ahnlich-
keitstransformation zu der Figur vorgeschriebenen Volumens iiber-

86 Vgl. A. Collet, Sur les solutions approchées de certaines équations intégrales
non linéaires, Ann. de Toulouse (3) 4 (1912), S. 199—249, insb. Nr. 23—25; L. Lich-
tenstein, loc. cit. 42 b) S.172—173; E. Hslder, Uber einige Integralgleichungen
aus der Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten mit An-
wendung auf Stabilitatsbetrachtungen, Sachsische Berichte 78 (1926), S. 3—20,
insb. S. 3—10.
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gehen. Ist ¢ >1, so kann man durch eine Ahnlichkeitstransformation
nur erzwingen, daB bsp. > v f; oder ;v einen vorgeschriebenen Wert
hat, unter ;» das Volumen der j-ten Einzelmasse von 7T verstanden.

Wir beschrinken uns in dem Folgenden auf einige Bemerkungen
iiber den einfachsten Fall g= 2 und setzen iiberdies voraus, daB es sich
um den reguldren Fall handelt. Wie wir wissen, diirfen wir jetzt ;= 7,=0
annehmen und brauchen keinerlei Verzweigungsgleichungen zu be-
trachten. Wir fragen, ob es in der Nachbarschaft von 7" weitere Gleich-
gewichtsfiguren gibt, die folgende Eigenschaften haben. Sie gehéren zu
dem Werte o der Winkelgeschwindigkeit und bestehen aus zwei Einzel-
massen vom Volumen v+ 6,0 und ,b-d,0, unter ;v bzw. ,b das
Volumen von T bzw. ,T, unter 8,9, d,0 dem absoluten Betrage nach
hinreichend kleine Gréfen verstanden.

Offenbar ist jetzt A= 0. Nach (117) gllt

(192) =——fs$a o’

1
unter § den zu dem Kerne N(o, a)———— v ' (1,9, + wy,) gehorenden

lésenden Kern verstanden. (Wir erinnern daran, dafB der regulidre Fall
vorliegt, somit m=2 ist.)
Es gilt

1 1
(193) fdtf@cos%datzéln, fdtf@cosqatdat-——ézb.
IR b .S

Wir setzen

(194) cos p,doy, = (@ A, + bB,+ ¢ C,)d&dy
ZZaa(Y+Zf(§,£+CtC) dgdn = (1+Elt-{— Eztz)da.

In die Funktionen £, und E,, die, wie man sich leicht iiberzeugt, in bezug

auf { vom ersten bzw. zweiten Grade sind, gehen Qg 9t nicht ein.

0
Aus (193) und (194) folgt = om.
(195) f@dc—}—-;valCda-&—%[Enga:61n
.S S S
und analog
1
(196) f:da+§fElcda+%f@:da:m,

oS

demnach wegen (192)

(f do-—ff@dado> ff  dode’ + ... =8,
ffgjdada-}—sz(f da—ff©d0d0> o= 40,
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Ist die Determinante A der Glieder erster Ordnung in bezug auf s,
und s, von Null verschieden, so gehért zu jedem Paar dem absoluten
Betrage nach hinreichend kleiner Werte §,b und d,b eine Gleichgewichts-
figur in der Nachbarschaft von T. Ist A=0, so entsprechen einem
System der Werte §,0, 8,0, allgemein zu reden, zwei oder mehr Gleich-
gewichtsfiguren. Einzelne von diesen oder auch alle kénnten freilich
imaginir sein.

Ganz analoge Entwicklungen gelten fiir ¢ >2. Betrachten wir eine
aus drei Einzelmassen (T, ,T, ;T (¢=:3) gleicher Dichte bestehende
Gleichgewichtsfigur mit den Symmetrieebenen 2=0 und y=0 und
nehmen an, dafl die Ebene y= 0 wohl ,T', nicht aber zugleich ,T und 4T
trifft. Augenscheinlich liegen ,7" und 47 in bezug auf die Ebene y=0
spiegelbildlich dhnlich. Ist T, wie wir weiter annehmen wollen, eine
regulire Figur, so erhalten wir zur Bestimmung einer zu demselben
Wert der Winkelgeschwindigkeit w gehtrenden Gleichgewichtsfigur in
der Nachbarschaft von 7T, deren Einzelmassen die Volumina 9 -+4d,b,
o0+ 8,0, 50 -850 haben, ein zu (197) analoges System von drei Glei-
chungen. Es moge die aus den Koeffizienten der Glieder ersten Grades
in bezug auf s, s,, s; gebildete Determinante A einen von Null ver-
schiedenen Wert haben. Dann gehért zu jedem dem absoluten Betrage
nach hinreichend kleinen Wertsystem &9, d,0, d50 eine und nur eine
Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von T'. Wihlt man §,0== d4p,
so gelangt man zu einer Gleichgewichtsfigur mit nur einer Symmetricebene.

Wir werden in dem fiinften Kapitel sehen (S.155), daB3 es eine aus
drei kongruenten Massen, die sich nur wenig von Kugelkérpern unter-
scheiden, bestehende Gleichgewichtsfigur gibt, die folgende Eigen-
schaften hat. Die Schwerpunkte von 7T, ,T, ;7 liegen in den Eck-
punkten eines gleichseitigen Dreiecks in der Ebene z =0, dessen Schwer-
punkt der Koordinatenursprung ist. Die Seitenlingen L des Dreiecks,
d. h. die Schwerpunktsentfernungen der Einzelmassen sind als groB im
Verhiltnis zu ihrem als festgehalten zu denkenden Durchmesser D anzu-
sehen. Das Ganze rotiert um die z-Achse mit einer Winkelgeschwindig-
keit w, die fiir L— 00 gegen Null konvergiert. Fiir hinreichend groBe L,
somit hinreichend kleine w, sind die fraglichen Gleichgewichtsfiguren,
wie E. Holder zeigte, reguldr. Dariiber hinaus zeigte nun Holder, daB
die Determinante A, von der soeben die Rede war, nicht verschwindet,
und bewies damit als erster die Existenz homogener Gleichgewichts-
figuren mit nur einer Symmetrieebene®”. Ob es Gleichgewichtsfiguren

67 Vgl. E. Holder, loc. cit. 59 b) S.219—225. A.a. O. S. 209—219 findet sich
noch ein anderer Beweis derselben Tatsache. DaB sich die Existenz von Gleich-
gewichtsfiguren mit nur einer Symmetrieebene durch Betrachtung von Gleich-
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer Lagrangeschen Dreieckslésung des Drei-
koérperproblems wiirde nachweisen lassen, hat zuerst E. K&hler vermutet. Vgl
E. Kihler, loc. cit. 123, E, Hélder a. a. O. S. 199.
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mit gleicher Eigenschaft gibt, die aus einer einzigen Masse bestehen, ist
zur Zeit noch eine offene Frage.

Nun eine SchluBbemerkung allgemeiner Natur. Es sei T, irgendeine
Gleichgewichtsfigur in der Umgebung nullter Ordnung des Fliissigkeits-
korpers T. Das Volumen von T sei mit v bezeichnet. Es sei zunichst nur
bekannt, daf T aus ¢; (=¢) Einzelmassen besteht, von einer endlichen
Anzahl geschlossener, doppelpunktfreier, stetiger (Jordanscher) Flichen
begrenzt ist und ein bestimmtes Volumen v, im Sinne von Peano und
Jordan hat. Die Normale (») in einem Punkte P auf S trifft dabei S,
allemal in einem oder mehreren (sogar unendlich vielen) Punkten. In der
Nachbarschaft einer Komponente von S kénnen iibrigens mehrere Kom-
ponenten von S, liegen. Offenbar liegt auch v, in der Umgebung von .
Wie wir wissen, kann man von T, durch eine Ahnlichkeitstransformation
zu einem ebenfalls in der Umgebung von T gelegenen Kérper iibergehen,
dessen Volumen gleich v ist. Wir wollen darum von vornherein v, =b
voraussetzen.

Es sei M der Hochstwert der Entfernung eines Punktes auf S, von S.
Es sei Ty, die Vereinigungsmenge der beiden Mengen 7 und T, und Ty,
ihr Durchschnitt$. Das Volumen der Menge Ty, — T, heiBe 4,,. Offen-
bar konvergiert A, fiir M— 0 gegen Null. Es 18t sich nun zeigen, daB,
wenn M und |A| hinreichend klein sind, wenn etwa

M<e <& (A, d®<ad®
gult,
1. die einzelnen Komponenten von S, denjewigen von S umkehrbar
eindeutrg zugeordnet werden konnen,
2. dieGleichung von S, auf die Form { =C(&,1,w,) gebracht werden kann,
3. die Funktion { stetige Ableitungen aller Ordnungen hat. Fir w,— o

a+f
konvergieren alle partiellen Ableitungen a?awc (& 1,009 (0B >0),
s N

die iibrigens analytische und regulire Funktionen von o, darstellen,
auf S gleichmafBig gegen Null. Der Korper T, liegt in einer Umgebung
beliebig hoher Ordnung von 7.6

Wir haben vorhin gezeigt (vgl. S. 60), daB die in 9. gefundene Lésung
der Integro-Differentialgleichung (100) die einzige Lésung ist, die zu den
vorgegebenen Werten von 4, s,, ..., s,, 7;, . . ., 7, gehort, wenn voraus-

88 D.h. die Gesamtheit der Punkte, die T und 7, zugleich angehéren.

89 Vgl. loc. cit. 42 a) S.270—276. A. a. O. findet sich ein ins einzelne gehender
Beweis der Behauptungen 1. und 2. In dem besonderen Falle Maclaurinscher und
Jacobischer Ellipsoide als Ausgangsfiguren sind die fraglichen Aussagen schon
frither von Liapounoff in der auf S. 32 genannten Arbeit dargetan worden. Was die
Behauptung 3. betrifft, so folgt sie fiir & -+ =2 ohne weiteres aus den Entwick-
lungen meiner soeben genannten Arbeit. In dieser werden niamlich im Gegensatz zu
der II. Abhandlung (loc. cit. 2 b) auch die zweiten Ableitungen von { betrachtet.
Die allgemeine Aussage des Textes erledigt sich in ahnlicher Weise.
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gesetzt wird, daB diese Werte, wie auch ¢, ag ZC dem absoluten Betrage

nach hinreichend klein sind. In Verbindung mit den soeben erwihnten
Behauptungen 1. und 2. ist damit gezeigt, daB die von uns unier Heran-
ziehung der Verzweigungsgleichungen gefundenen Gleichgewichisfiguren
die Gesamtheit der Gleichgewichisfiguren T, in dev Umgebung von T er-
schipfen, die folgende Eigenschaften haben. Sie bestehen aus einer endlichen
Amnzahl von Massen, die von [ordanschen Flichen begrenzt sind und ein
bestimmtes Volumen tm Sinne von Peano und Jordan haben. Das Volumen
von Ty liegt in der Umgebung des Volumens von T, die Winkelgeschwindig-
keit wy liegt in der Umgebung von w.

11. Rotierende Fliissigkeiten in einem Aufienfelde. Die Ergeb-
nisse der Nr. 7. bis 9. lassen sich ohne Schwierigkeiten auf den Fall aus-
dehnen, daB neben den bis jetzt allein betrachteten Anziehungs- und
Zentrifugalkriften noch weitere Krifte wirken. Wir nehmen zunichst an,
daB T die Ebenen 2=0 und y=0 zu Symmetrieebenen hat, daf die
duBeren Krifte eine Kriftefunktion » G(x, v, z2) haben, daB G(x, v, 2)
in einem Gebiete, welches T ganz in seinem Innern enthilt, etwa ana-
lytisch und reguldr ist und daB

(198) Gx,y,2)=Gx,—v,2)=G(x,y,—2)
gilt?. Das AuBenfeld kann insbesondere von der Anziehung starrer mit-
rotierender Massen, die in bezug auf die Ebenen y =0 und z =0 sym-

metrisch verteilt sind, herrithren.
Fiir die Grundgleichung (19) tritt jetzt die erweiterte Gleichung

199) V,(X,,Y,,Z)—V(X,Y,2)+G(X,,Y,,Z)—G(X,Y,7)
2 2
=g (X2 V3) — 5 (XF+VE) + s

ein. Wir setzen, wenn wieder (&, %, {*) den Punkt (, y, z) bezeichnet,

(200) Gx,y,2)=1I(&,7,8¥.

Dann ist

(201) G(X,,Y,,Z)—G(X,Y,2)
= TE 00+ 5 5s T(E,7,0)+

demnach wegen (30)
(202)  Lpogvepver )4l elly
2
=%W+m—ﬁm+m+&

70 Die auf die Einheit der Masse wirkende duBere Kraft hat die Komponenten

G oG G

®ox %oy "oz

Feld G(x, v, z) rotiert, und zwar einmal mit der Winkelgeschwindigkeit w, das
andere Mal mit der Winkelgeschwindigkeit w,.

Man beachte, daB das Koordinatenkreuz und damit auch das
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Die Schwerkraft im Punkte (&, #) steht auf S senkrecht und ist
(positiv nach auBen gerichtet) gleich

or 9 .
W} 4+ wRr=xny.

Aus (62), (203), (202) ergibt sich

(203) %B)V W(E,7,0)+

(204) zp:+f fe Lo =s—ReA— 5 (a4 B) (P~ 2RTAL
S

1 1 02I"
— 2__ (P« ) — e
(a2 402 AL X(VZ)—I—V(?'—I—...) 3 81}252
Diese Integro-Differentialgleichung tritt an Stelle der Gleichung (75) ein.
Es moge das AuBenpotential von z unabhidngig sein. Wie man sich
leicht iiberzeugt, hat in diesem Falle die Integralgleichung

(205) tpC—l—f%—C’do’:()
Je

gewiB die triviale Losung #,= const.c. Hat das AuBenpotential Ro-
tationssymmetrie um die z-Achse, so hat (205) die triviale L&sung
#y =const. y =const. (Xb —Ya). Ist T ein Rotationskérper um die
z-Achse, so ist #,=0 zu setzen. Ist das aus Zentrifugalkraft und Aulen-
feld resultierende Potential von y unabhingig, so hat (205) die triviale
Losung # = const. b. Die Nachbarfigur kann man, wie man sich leicht
iiberzeugt, so orientieren, daf}

im Falle 1. [fyu,ldo=0,  im Falle 2. [fpu,ldo=0
S S

ist. Im Falle 3. tritt hierfiir die Beziehung [fy#(do=0 ein.
N

Die weitere Behandlung des Problems verlduft ganz analog wie in
dem besonderen Falle I'=konstant. Fiir ® tritt, falls keine nicht-
trivialen Nulldsungen existieren, in dem Falle 1. die Funktion

1 PR . . . .
'Qf—zpw’ulul, im Falle 2. die Funktion —z —yy'u,uy, im Falle 3. die

Funktion %) —yy" uu ein.

Im allgemeinen wird man jetzt, auch wenn g=1 ist, nicht mehr
durch eine Ahnlichkeitstransformation auf eine neue Gleichgewichts-
figur gefithrt. Man darf darum nicht mehr s =0 setzen, wenn man eine
Figur 7'; von vorgegebenem Volumen bestimmen will. Die vorstehenden
Betrachtungen gelten in dhnlicher Weise, auch wenn das Fremdfeld
% G(x,v,2) unsymmetrisch ist. Hier wird man die Voraussetzung, dal 7’
Symmetrieebenen hat, im allgemeinen fallen lassen miissen. Die Integral-
gleichung (205) wird in der Regel keine trivialen Nullgsungen haben.

Es sei T eine beliebige Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeiten,
die unter der Wirkung eines Fremdfeldes %G steht, und es moge jetzt

ein von einem Parameter § abhingiges Zusatzfeld ,¢§GA(x y, z; §) hinzu-
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kommen. Wir nehmen an, daB é(x, y, z; §) fiir alle #, y, z in einem Ge-
biete, das T in seinem Innern enthilt, und fiir alle hinreichend kleinen | s ]
analytisch und reguldr ist. Durch eine geringfiigige Modifikation der
vorstehenden Betrachtungen lafit sich die Frage beantworten, ob es fiir
geniigend kleine |$| in der Nachbarschaft von T Gleichgewichtsfiguren
gibt, die zu dem AuBenfelde % (G +$G) gehéren.

Die fundamentale Integro-Differentialgleichung nimmt jetzt die
Form an

P P A 2
w@—}—f%é‘dc=s——R2ﬂ.—s]’—st$T’—;)—”(az—l—lﬁ)é‘z
S

(206) —2erc~(a2+b2)zg2_l(V<2>+V<3>+...)—l%2v—1;cz—
A2 o0 A
—5% 78 AR I'E,n,¢;s8)= (x Y,2;8);

I=r(,n,0;8). 7

Im AnschluBl an die Ausfithrungen der Nummer 11. wollen wir jetzt
einige Systeme betrachten, die aus einem starren Korper und einer
homogenen Fliissigkeit bestehen und die sich im relativen Gleichgewicht
befinden. Wir beginnen mit einem von Laplace behandelten Problem der
Gleichgewichtsverteilung.

12. Ein von Laplace behandeltes Problem der Gleichgewichts-
verteilung "2, 1. Es sei T ein von einer Kugel S, begrenzter starrer
Korper konstanter Dichte f,. Uber T, ist eine zusammenhingende
Schicht T —T, einer homogenen Fliissigkeit der Dichte f;fo aus-
gebreitet. Als Fremdfeld I" kann hier das Gravitationsfeld einer von S,
umschlossenen Masse der Dichte f, —/ angesehen werden. Im Ruhe-
zustande (w ==0) ist offenbar das System im Gleichgewicht, wenn auch
die Begrenzung S von T eine Kugel ist. Welches sind die Gleichgewichis-
frguren T fiir kleme Werte der Winkelgeschwindigkeit w, und demnach

auch von l——; ?

Die Radien der beiden Kugeln seien t, und . Wie man leicht findet,
ist die Schwerkraft auf S

(207) wp=—202 (g gl ),

1 In diesem Zusammenhang sei noch die Arbeit von E. Hélder, Gleichgewichts-
figuren rotierender Flussigkeiten mit Oberflichenspannung, Math. Zeitschr. 25
(1926), S. 188—208 genannt. Sie geht insofern iiber die im Text entwickelte Theorie
hinaus, als sie ein AuBenfeld in Betracht zieht, das von der Fliissigkeitskonfiguration
abhangt.

72 Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. 42 b) S. 218—225. Mit dem besonderen Falle
eines ruhenden Systems hat sich in Durchfithrung 4lterer Untersuchungen von
Laplace (Traité de Mécanique céleste, tome second, Livre 111, p. 82—87) Poincaré
beschiftigt. Vgl. H. Poincaré, loc. cit. 38 S. 200—293. Die Uberlegungen von
Poincaré haben nur einen heuristischen Wert.



Ein von Laplace behandeltes Problem der Gleichgewichtsverteilung. 79

Es gilt ferner

(208) I'= %”rotic(fo_f)-

Die charakteristische Integralgleichung ist jetzt

(209) ;;(r3+r3’“ C+f Pdo'—0

Die Eigenwerte der Integralgleichung
.,
(210) Z—vf?Cda—O

sind bekanntlich in der Formel f—~i (n=0,1,...) enthalten. Der Eigen-

wert ﬁ—l ist (2n +1)-fach; dle zugehorlgen Eigenfunktionen sind die

allgemelnen Kugelfunktionen #-ter Ordnung. Jedesmal, wenn
g _2n+1
wipglo! ;
f

ist, hat die Integralgleichung (209) von Null verschiedene Losungen.
Ist die Gleichung (211) fiir keinen Wert von # erfiillt, so liegt der regulire
Fall vor; T gehort einer zweiparametrigen reguliren Reihe von Gleich-
gewichtsfiguren an. Beschrankt man sich mit Laplace und Poincaré auf
die Betrachtung des Ruhezustandes, so wird 4 =0, und die lineare Reihe
hingt nur noch von dem einen Parameter s ab; alle Nachbarfiguren
sind Kugeln um den Mittelpunkt von T,.

(211)

2. Es sei jetzt zundchst 1y=0, d. h. es liege eine {liissige Vollkugel
vor. Dann ist die Gleichung (211) fiir # =1 erfillt. Die Integralgleichung
(209) hat drei linear unabhingige Losungen:

=

z . X
cosfl = + = const..z;,  sinfcos y= — = const.-ug,
ndsi Y
sin st:T::const.-m,

unter 6 und y voriibergehend Polarkoordinaten auf der Einheitskugel
verstanden. Diese Nullésungen sind trivial, sie entsprechen den Trans-
lationen in der Richtung der Koordinatenachsen. Man kann sie auBer
Betracht lassen, da man durch geeignete Translation der Nachbarfigur

stets erreichen kann, daB fy) Xtdo=[yYido = [9Zldo=0 wird.
$ $ $

Alle Nachbarfiguren sind Kugeln um den Mittelpunkt von 7.

Etwas anders ist die Sachlage, wenn man von T zu einer Nachbar-
figur T, tibergeht, die zu einem von Null verschiedenen Wert von w,
gehort. Man kann, wie wir wissen (vgl. S. 65), wie auch T beschaffen sei,
durch eine geeignete Verschiebung der Nachbarfigur parallel zu der
z-Achse erreichen, daB f wlcdo =0 wird. Dies besagt offenbar im vor-
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liegenden Falle soviel wie
(212) fytzdo=0
$

Da T ein Rotationskérper ist, so kann man ferner (vgl. S. 63) durch eine
Drehung von T; um die z-Achse erzwingen, daf3

(213) [veudo= [plYdo=0
S S

wird. Es ist nicht schwer zu zeigen, da8 man durch eine geeignete
Schraubung um die z-Achse den beiden Beziehungen (212), (213) zu-
gleich geniigen kann. Wir beweisen, daB fiir alle reellen Gleichgewichts-
figuren in der Nachbarschaft von T auch

(214) r3=—ffy)CM:,do':const.'_rfy)CXdo'=0
$ S
ist.
Dies sieht man etwa so ein. Es sei T der Ausgang irgendeiner linearen
Reihe von Gleichgewichtsfiguren. Wie wir wissen, liegt der Schwerpunkt
einer nur der Eigengravitation (und den Zentrifugalkraften) ausgesetzten

Gleichgewichtsfigur T, stets auf der Rotationsachse. Darum ist fiir alle
hinreichend kleinen Werte von |4|, wie sich ohne Miihe zeigen 1if3t,

éffzpCXda—l—...:

wo die nicht hingeschriebenen Glieder von zweiter und dritter Ordnung
in bezug auf ¢ sind. (Vgl. bsp. bei E. Hélder loc. cit. ™, S. 575—577).
Demnach ist 73 = — f ywluzdo gewiB von zweiter oder dritter Ordnung.

Hieraus folgt, daB wenn auch {={(&, #) die Gleichung einer zu
denselben Werten von A und s wie T, gehorenden Gleichgewichtsfigur
in der Nachbarschaft von T bezeichnet,

| 73— 73] < 0, 2, T, (o, konstant),
(215)  f2a=Max{|{],

g —Max (it =2, L0, |2e-0)

0 =

gesetzt werden kann.
Aus der Integro-Differentialgleichung (100) und der hierzu analogen
Gleichung fiir { folgt aber ohne Miihe, daB

(216) |¢—¢], iai@ 0, ian(C—g)%<a*ﬂ'3——rs. +*0,0,
(o* konstant)

gilt. Aus (215) und (216) folgt aber

(217) Uy < (og 0 + *o) 2,0,

mithin, sobald (a,o*+*x)Q2,<1 angenommen wird, ¥,=0, d. h.

{=¢ und ry=7,.
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Die Maclaurinschen Ellipsoide stellen darum die einzige reclle Reihe
von Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Kugel dar™. Offenbar
ist bei ihnen tatsichlich »;==0.

3. Esseijetzt ry >0. Man kann die Gleichung (211) zunéchst dadurch
erfilllen, daB man

(218) n=0 und f0=<1+2{—:§>f

. 1 . . . . .
annimmt. Der Eigenwert 47 VOU (210) ist einfach. Die zugehoérige, in

bekannter Weise normierte Eigenfunktion (vgl. (92)), sie heiBle #, ist auf
S konstant.
Aus (207) und (218) folgt vor allem y = —4xfr. Wie man sich ferner

. o 1 . .
leicht tiberzeugt, ist # = ;- Es gilt weiter
4nfr?

(219) ;Z—wagﬁdoz—fwﬁ!é‘dazté—gf@do,

Es sei v, das Volumen der Flissigkeitsschicht 7 —T,.

Es ist leicht zu zeigen, daf es nicht mehr als eine reelle Gleichgewichts-
figur der Fliissigkeit in der Umgebung von T geben kann, deven Volumen v
i der Umgebung des Wertes v, liegt. Wegen (219) ist namlich

(220) V—vg=—1F F ...,

wo die nicht hingeschriebenen Glieder von zweiter oder dritter Ord-
nung in bezug auf { sind. Gehért zu einer etwa vorhandenen anderen
Gleichgewichtsfigur von gleichem Volumen der Wert #, so ist die
Differenz 7 —7' von zweiter oder dritter Ordnung. Wie vorhin schlieSt
man hieraus, daB 7=7" gilt, somit unsere Behauptung bewiesen ist.

Fiir den Ruhezustand (v, =0, A=0) sind offenbar dic einzigen reellen
Gleichgewichtsfiguren Kugeln wm den Koordinatenursprung.

Es sei jetzt 1>>0. Es handelt sich um die Gleichgewichtsfigur einer
in langsamer Rotation begriffenen Flissigkeitsschicht in der Umgebung
der Kugel T vom Radius r, die einen kugelfsrmigen Kern vom Radius
to<t allseitig umgibt. Es ist f,= (1—{— 2 %;) f. Wie wir soeben gesehen
haben, kann es nicht mehr als eine reelle Gleichgewichtsfigur der Fliissig-
keit in der Umgebung von T geben, deren Volumen v ist und in der
Umgebung von v, liegt. Die Betrachtung der fundamentalen Integro-
Differentialgleichung des Problems lehrt, wie sich gleich zeigen wird,
dafBl das Problem tatsichlich eine Losung hat.

™ Sie finden ihre Fortsetzung in einer Schar verlingerter Rotationsellipsoide,
die zu den Werten 1 < 0 gehoren. Diese Ellipsoide entsprechen den von dem Poten-

. o] R?
tial —

5 herrithrenden Zentripetalkviften.

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren, 6
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Die fragliche Integro-Differentialgleichung lautet jetzt
(221) wl+ [{'NE'dd’=s— REA—2RYAL+7ypu— (a®+ 1) AL2
$

1 102I" o 1 o
— (VO VO4 ) — s, N=o—ypylidl.

Es sei H der zu %f’]if gehorige 16sende Kern. Die Glieder

erster Ordnung der Entwicklung von ¢ sind leicht zu bestimmen. Man
findet (vgl. (118) und (121)) wegen

(222) j Hildo'= JHda =0 und fﬁi,da'=o
dnfr? ¥ S L4
die Entwicklung
s ¢ o 1
(223) (= ;—}— 7 — Tp

Die Verzweigungsgleichung ist, wie man sich leicht tiberzeugt, wegen
(222)

(224) —ffwluda—ifldaz dar? S—{- + gJ‘dea-}—
& 2

H 4nr? 4ny
Sie ergibt augenscheinlich

(225)

wo die nicht hingeschriebenen Glieder in héherer Ordnung von # und 4
abhingen. Aus (223) und (225) folgt

926) t= 35+ A — —— |AR®0 — . |R2d
(226) {= it A7~ ey o = sy | R
S S

Die Konstante 7 bestimmt sich aus der Forderung, da das Volumen
der Fliissigkeit einen vorgeschriebenen Wert v hat. Es gilt

(227) v=u,+ [Edo+ ...,
S

demnach wegen (226) und (222)

Z 4
(228) v~vo=§ +z[ [de anfsffdeo]Jr...,

dnrf

somit

(229) F=L (v—wg)+ ...,

"
im Einklang mit der Formel (220). Hiermit ist die Bestimmung der neuen
Gleichgewichtsfigur vollendet.
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4. Es sei jetzt endlich n+0, f,=+f. Die Gleichung (211) kann man
erfillen, wenn man

2(1—mn) 13
(230) h=1{1+ 2520 o)

setzt. Augenscheinlich ist jetzt f, <f, die Fliissigkeit ist dichter als der

(n=2,3,..)

Kern. Bei vorgegebenem Verhéltnis g—>l gibt es nur endlich viele
0

Werte von #, so daB} f, >0 ausfallt. Die Gleichgewichtsfigur T ist eine
Verzweigungsfigur. Ob es fiir den Ruhezustand (1=0) in der Nachbar-
schaft von T, wie dies von Laplace und Poincaré behauptet worden ist,
tatsichlich Gleichgewichtsfiguren gibt, die von einer zu S, konzentri-
schen Kugel verschieden sind, kann erst eine ndhere Untersuchung der
Verzweigungsgleichungen lehren.

13. Das mathematische Problem der Gestalt des Weltmeeres.
Es sei § ein starrer, von einer analytischen und reguldren Fliche & be-
grenzter gravitierender, der Wirkung duBerer Krifte entzogener Korper
von der in Abb. 1 veranschaulichten Gestalt,
der um eine im Raume ruhende Achse mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotiert.

Ist, wie wir voraussetzen wollen, die Dichte

in £ 4 & analytisch und regulir, so ist das

Gravitationspotential, mithin auch das Ge-

samtpotential der Attraktions- und Zentri-

fugalkrifte in dem Gesamtraume nebst seinen

Ableitungen erster Ordnung stetig und sowohl

in ¥4 & als auch in dem Komplementir-

bereiche ¥, + & analytisch und regulir. Es mége die ,,Schwerkraft‘
in einer Umgebung von & von Null verschieden sein, und es mége S¥
ein in dieser Umgebung gelegenes Stiick einer Niveaufliche bezeichnen,
das @ nirgends beriihrt. Augenscheinlich ist Sy abteilungsweise ana-
lytisch und hat eine iiberall, insbesondere auch noch auf & stetige
Normale.

Denken wir uns jetzt den von einem Stiicke von & und von dem zu
T+ & gehorigen Teile Sy von Sy begrenzten Raum 7, (Abb. 1) mit
einer homogenen, gravitierenden Fliissigkeit der Dichte f ausgefiillt.
Im allgemeinen wird das Gesamtpotential der von den Massen in ¥ und
T,y herriihrenden Attraktionskrifte sowie der Zentrifugalkrifte auf S,
keinesfalls {iberall den gleichen Wert haben, so daB die fragliche Kon-
figuration bei konstantem AuBendruck keine Gleichgewichtsfigur dar-
stellt. Dagegen ist zu erwarten, daB sich in der Nachbarschaft von T,
ein von einem Teil von & und von einem Flichenstiick mit stetiger

Normale, S, begrenztes Gebiet T wird angeben lassen, so daf} der

Korper § nebst einer das Gebiet T erfiillenden homogenen Fliissigkeit
der Dichte f eine Gleichgewichtskonfiguration ergeben. Diese Ver-
6*
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mutung wird in dem Folgenden fiir hinreichend kleine Werte von f durch
in geeigneter Weise geleitete sukzessive Approximationen bestitigt.
Augenscheinlich handelt es sich hier, falls unter ¢ der Erdkérper ver-
standen wird, um die Bestimmung der freien Oberfliche des Ozeans, wobei
von der storenden Wirkung der Sonne und des Mondes, mithin von den
Fluktuationen der Gezeiten abgesehen wird.

Wir beziehen die Lage der Punkte in einer beiderseitigen Um-
gebung T von S, (Abb. 2) auf ein krummliniges Koordinatensystem
&, n, {, das wie folgt beschaffen ist. Es sei &,  irgendein System Gaul3-
scher Parameter auf Sy, und es mégen die kartesischen Koordinaten
%,y,2 auf S; als analytische und regulire Funktionen von &, 7 er-
scheinen. Es sei weiter Z ein System analytischer und singularititen-

freier Kurvenstiicke (Koordinatenkur-
ven), die folgende Eigenschaften haben.
Durch jeden Punkt (x, y, 2) in T geht
ein und nur ein Kurvenstiick (g) des
Systems; (g) durchsetzt sowohl S, als
auch alle anderen Niveauflichen in T
in einein einzigen Punkte, und zwar
unter einem von Null verschiedenen
Winkel. Die einzelnen Individuen von Z, die also durch die Koordi-
naten &, 5 ihres Schnittpunktes mit S, vollstindig charakterisiert sind,
dndern sich mit & und # analytisch und reguldr. Es sei {* der kiirzeste
Abstand von zwei beliebigen Individuen aus Z in T, und es moge i,
der (geradlinige) Abstand ihrer Schnittpunkte mit S, bezeichnen. Wir
*
nehmen an, daB ;:
verstanden. Diejenigen Kurvenstiicke, die durch den Rand von S, hin-
durchgehen, liegen ganz auf &. Dies heifit also, daB der zu & gehdorige
Teil des Randes von T aus lauter Kurvenstiicken des Systems besteht.
Durch die vorstehende Wahl der Koordinatenkurven werden, wie sich
bald zeigen wird, die mit dem Vorhandensein der Kontinente ver-
bundenen Singularititen vermieden.

Es sei nunmehr { die Linge des von (x, ¥, 2) und (&, ) begrenzten
Bogens von (g), positiv im Sinne der Aulennormale zu S, in (§, n) ge-
rechnet. Die GréBen &, % und { sind die krummlinigen Koordinaten, von
denen soeben die Rede war. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dal
die beiden T begrenzenden Flichenstiicke S§ und S§ (Abb. 2) die
Gleichungen {=¢ und {==-—§ (§ konstant) haben.

Es mége wie vorhin S die gesuchte Randfliche, — freie Oberfliche
des Ozeans —, bezeichnen. Wir nehmen an, daB} S sich nur wenig von S,
unterscheidet und die Gleichung von S sich in der Form {={(¢, ),
unter £ (&, n) eine auf S, stetige Funktion verstanden, darstellen 148t.
‘Wir bezeichnen mit T den von S,, S und einem Stiick von & begrenzten

> >0 gilt, unter a'® eine gewisse Konstante <1
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schalenférmigen Raumteil (Abb. 2), er kann aus einem, mehreren oder
abzahlbar unendlichvielen Gebieten bestehen, von denen jedes ein
bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan hat, mit V; den

’
Ausdruck f’; dt’, wobeil das Volumelement dt’ fir £’ >0 mit dem

positiven, fiir {'<C 0 mit dem negativen Vorzeichen zu versehen ist. Es

sei weiter V= f—dt das Newtonsche Potential von T, und 8 das

Gesamtpotentlal der Anziehungskrifte des festen Kernes T sowie der
Zentrifugalkrafte; % darf als bekannt angenommen werden. Es sei
schlieflich y die Komponente der ,,Schwerkraft* in der Richtung von (g),

positiv im Sinne wachsender { gerechnet, y= C Aus den eingangs

gemachten Voraussetzungen folgt, da ¢ auf S, nirgends verschwindet.
Wir nehmen an, daf ¢ auf S; und darum, falls § hinreichend klein ist,
tiberall in T negativ ist. Es sei etwa (&, , 0)= yp, <—al.

Die fiir das Gleichgewicht notwendige und hinreichende Bedingung
besagt, daB} auf S

(231)  B(E,n,0)+ V(& 1,0+ Vr(6,n,8)=B(E,7,0)+s
(s konstant)

oder, wie man leicht erkennt,
4‘2 82 4‘3 83
(232) yol=—Vo(&,1,0)— o7 5‘52%(5, 7,0)— 37 @%(5,77,0) —

—~Vr(E,0,8) —[Vo(&,0,0) = Vol&, 0,01 +s=1I{s,£)

gilt. Der Parameter s bestimmt sich etwa durch die Forderung, daB3 das
Volumen der Fliissigkeit einen vorgegebenen, von dem Volumen von T,
nicht oder doch nur wenig verschiedenen Wert haben soll.

Die Bestimmung von ¢ aus (232) kann durch sukzessive Approxi-
mationen erfolgen, und zwar bemerkenswerterweise, okne daf es sich
als notig evweist, partielle Ableitungen der einzelnen Ndherungsfunktionen
etnzufiihren. Der Konvergenzbeweis stiitzt sich, wie bei den Betrach-
tungen der Nr.9., auf zwei Ungleichheiten und macht nicht die geringsten
Schwierigkeiten.

Es gilt, wie man unmittelbar sieht,

Vole,n )= VolE,m,0)=Cr Vo(&,1,00)  (0<0<1),
darum
(233) Vol&,1,8) = Vol&, 7,0)| <a®iQ,
wenn man in Einklang mit den frither eingefithrten Bezeichnungen
Max || =2 setzt.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daB wir S, mit einem einzigen
System von Gaullschen Parametern £,# beherrschen kénnen, und be-
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zeichnen mit 7, den Abstand der Bilder der Punkte (£, 5,0) und (¢, %/, 0)
in dem Raume der karfesischen Koordinaten &, #, , d. h. den Ausdruck

[(& =&+ —17)2]%. Es sei T, der von den beiden Flichen ¢ = £ und
{=—£ und einem Stiick von & begrenzte schalenférmige Bereich;

f‘g sei sein Bild im Raume &-%-{, d7' dasjenige von dv’. Es gilt
dann wie sogleich bewiesen werden wird,

(234) V(& n,0)|= U‘ff'd'ﬂ' < rfTIdr’| < a® J‘{?d'z’.
¥ ' Tp 0

Essei daran erinnert, daB in den beiden ersten Integralen rechts dt'2 0
sein kann.

- Es seien P und P’ ein Paar von Punkten in 7. Ist ihr Ab-
stand, wie wir zunichst annehmen wollen, hinreichend klein, etwa
r<I* und ist Q, sagen wir <%§, so liegt die Strecke PP’
im Innern oder auf dem Rande von 7T. Betrachten wir nun-
mehr die Gesamtheit der Koordinatenkurven, die durch die Punkte
der P=(§,%,¢) und P'=(&,#’, ) verbindenden Strecke bestimmt
sind. Aus dieser Gesamtheit greifen wir # beliebige ,,aufeinander-
folgende” Exemplare Iy, I, ..., I, heraus und bestimmen die # —1
kiirzesten Abstinde der Paare I, 1,;1%,1;.. ;1 _4, I, Es sei 8,
ihre Summe, § die untere Grenze aller 8, (r=2,3,...) bei beliebiger
Wabhl der einzelnen Individuen der Schar. Augenscheinlich ist » = 3. Des
weiteren ist 3=a'® 3, , unter 8, die Linge der durch die Schar Z ver-
mittelten Projektion P, Py der Strecke P P’ auf S, verstanden. SchlieB-
lichist 8, = der Lange der geodatischen Kurve zwischen Pyund Pgauf S,
diese wiederum =«¥7,, so daB sich alles in allem

(235) =@y = a7,
ergibt. Diese Ungleichheit, die zunichst fiir » < I* abgeleitet worden ist,
gilt aus Griinden der Stetigkeit bei passend gewdhltem a'® auch fiir
7 >1*

Die Abschitzung (235) gilt fiir alle » in T gleichméBig. Wie man
leicht erkennt, ist in naheliegender Bezeichnungsweise

(236) fi A7 < o® fi A7 < o™ Q fi d3'<a®Q,
%o J o J 7%
T.Q To So

woselbst §0 das Bild von Sy in dem Raume &-7-{ bezeichnet. Aus
(234) und (236) folgt endgiiltig

(237) Vel <a®iQ.

Man findet weiter ohne Miithe die Abschitzungen

2 ot 2 938

(238) | Vo (£, 7, 0)] = a®f, gﬁg%(f,%o)—f‘yg@-{-...léa‘f’gz
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und, wenn man

(239) Max{f, |s |} = £,
setzt, alles in allem
(240) TI{s,0) S a0y 4 (2 +22).

Diese Ungleichheit entspricht der ersten der beiden Beziehungen
(124). In 7. bezeichnet I die Gesamtheit der Glieder zweiter und hoherer

Ordnung in (75), wahrend in II auch die Glieder erster Ordnung mit
eingeschlossen sind. .

Und nun die zweite maBgebende Ungleichheit. Es sei { eine beliebige
stetige Ortsfunktion auf S,, und es moge
(241) =0, [t—(l=U<20
sein. Wir finden (vgl. (232))

N n . f2 92 £z 928

(22) M{s,8)— Mo, 8) = {5 7 BE M0 o — 5 5 — )
+ {VT(EJ n: C)_VT(S: 77) C)} + {VO(EJ 7]1 C) —VO(EJ 77: C)}=]1+]2+]3 .
Wie sich ohne Miihe zeigen 14Bt, ist

T < am00,

(243) | .
Vol E)—Vol&,n.8)=E—~0)56 Vol&,n L +0,E—0) (0<8,<1),

also :

(244) T S 020,05

SchlieBlich ist, unter® den von S, S und einem Teil von & begrenzten
Bereich verstanden, in naheliegender Bezeichnungsweise

Vi(E,n, &)= Vale,n,0)=Vi(&n ) —=ViEn,0)+Val&n,0)
= (=0 ViE L+ 0.E—0) +VolE1.0)

und nach sinngemiBer Wiederholung der vorhin bei der Abschitzung
von Vi angewandten Schliisse

]2‘ = o’-(13’916'
Alles in allem erhalten wir somit
(245) (s, 0 —1II{s,0) <a(Q4+0)0.

An Hand der Ungleichheiten (240) und (245) 106t sich ganz wie in 9.
zeigen, dafl die Funktionalgleichung (232) oder, was dasselbe bedeutet,
die Funktionalgleichung (231) fiir hinreichend kleine Q,, d. h. f und [s],
etwa 0, <0W, eine und nur eine Losung {=¢(&,7) mit Q<6 (<358
hinreichend klein) hat. Die Beziehung (231) besagt, daB das Jordansche
Flichenstiick S, dessen Gleichung in dem von uns gebrauchten krumm-
linigen Koordinatensystem {={(&, n) lautet, eine Niveaufliche der in
Rotation begriffenen Massenverteilung T+ T+ T darstellt.
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Aus

(246) B(£,7,0)=B(&,n,0)+Vo(&, 1, 0)+V (&, 1,0)—B(£,7,0)=s
folgt bei festgehaltenem s

I8 3¢ % | 08I
Fetarae=0 3y tatan =
Fiir alle Gebiete T in T, auch solche Gebiete, die einer Gleichgewichtskon-

figuration nicht entsprechen, erfiillt, wenn f etwa <. §'*<d% angenommen
wird, die Komponente der Schwerkraft der Gesamtverteilung in der

(247) 0.

Richtung der Koordinatenkurven die Beziehung — o8 < %? <—a <0,

Aus (247) folgt, daB die Funktion { (&, ), ausfihrlicher { (&, #, s) fir
alle 2, < §'® stetige, der H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen

erster Ordnung 8§ 56:/ hat. Das Flichenstiick S gehort der Klasse A h an.

Aber auch die partielle Ableitung -~ C ist vorhanden und stetig und er-

fiillt beildufig, als Funktion von & und 7 aufgefalt, eine H-Bedingung.
In der Tat folgt aus (246) durch Differentiation bei festgehaltenen &
und #

(248) 0B IL 1 a¢ 1

Ea_s__l’ darum — 6 s O g

Die zu verschiedenen Werten von s (|s| < 6®) gehorenden (verschiede-
nen Gleichgewichtsverteilungen entsprechenden) Flichenstiicke S sind
(beim festgehaltenen f) schichtweise nebeneinander gelagert.

Es sei v(s) das Volumen der Fliissigkeit; u(s) ist eine monoton ab-
nehmende Funktion von s. Augenscheinlich kann man durch eine
passende Wahl von s erreichen, daB v(s) einen beliebig vorgeschriebenen
Wert in der Nachbarschaft von $(0) erhdlt. Damit ist unser Problem
als gel6st anzusehen 74

Ein Punkt noch bedarf freilich einer Erorterung. Es ist im vor-
stehenden stillschweigend angenommen worden, dafl die Umdrehungs-
achse ¥ =y =0 eine Haupttrigheitsachse des Kérpers ¥ darstellt. Denn
nur dann kann § ohne Einwirkung geeigneter duflerer Krifte in gleich-
formiger Rotation beharren. Die Haupttragheitsachsen von ¥ sind im

allgemeinen nicht zugleich Haupttrigheitsachsen von T + T, denn der

Schwerpunkt von T + T wird, wie man leicht sieht, im allgemeinen nicht
auf der z-Achse liegen. Demnach stellt die vorhin gefundene Kon-
figuration ein System dar, das sich im relativen Gleichgewicht nur nach
Hinzusetzen geeigneter an ¥ angreifender Krifte befinden wird. Auch

74 Vgl. L. Lichtenstein, Mathematisches iiber die Gestalt des Weltmeeres, Be-
richte der Sichsischen Akademie der Wissenschaften 79 (1927), S.197—214.
A.a. O. kommen noch bei dem ProzeB der sukzessiven Approximationen partielle
Ableitungen der einzelnen Niherungen zur Verwendung. Die Darstellung im Text
ist darum als grundsatzlich einfacher zu betrachten.
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3+ T kann nur um eine seiner Haupttrigheitsachsen (,,freier Achsen‘)
ohne Mitwirkung duBerer Krifte rotieren, — sofern natiirlich die hydro-
dynamischen Bedingungen fiir das relative Gleichgewicht erfiillt sind.
Dies veranla3t uns, die Problemstellung wie folgt zu modifizieren. Das
aus T und einem vorgeschriebenen Volumen einer Fliissigkeit geringer

Dichte f bestehende System ¥ -+ T rotiert frei, d. h. kriftelos, mit der
Winkelgeschwindigkeit w um eine in der Nachbarschaft der Geraden
¥ =0, y=0 gelegene Gerade (%), die somit eine seiner Haupttragheits-
achsen darstellt; 7" und (#) sind zu bestimmen.

Auch dieses neue Problem 148t sich durch sukzessive Approxima-
tionen erledigen. Es geniigt, bei dem Ubergang von der #-ten zu der
(n+1)-ten Nédherung die Rotationsachse jedesmal entsprechend zu
indern™#, Hat insbesondere ¥ eine Rotationssymmetrie um die z- Achse,
so gilt fiir die neue Konfiguration das gleiche. Die Umdrehungsachse
ist eine Haupttriagheitsachse und darum eine freie Achse der Ver-
teilung T+ T.

Vorhin ist die Dichte / der Fliissigkeit als gering vorausgesetzt
worden. Statt dessen kénnte man bei geeigneter Formgebung von ¥
die Gesamtmasse der Fliissigkeit (beliebiger Dichte) als klein im Ver-
hiltnis zur Masse des Kernes annehmen. Man vergleiche hierzu meine
Arbeit: Mathematisches iiber die Gestalt des Weltmeeres. II, die
voraussichtlich in der Mathematischen Zeitschrift erscheinen wird.
Dort werden auch noch andere verwandte Probleme behandelt.

14. Fliissigkeitszylinder. Wir beschlieBen dieses Kapitel mit einigen
Bemerkungen iiber die Bestimmung neuer zylindrischer Gleichgewichts-
figuren einer rotierenden homogenen Fliissigkeit in der Nachbarschaft
einer gegebenen zylindrischen Gleichgewichtsfigur.

Es seien: T der Normalschnitt der Ausgangsfigur, den wir uns in
der Ebene z=0 gelegen denken, S seine mit stetiger Kriimmung ver-
sehene Randkurve, { der Abstand P P; eines in der Umgebung von S
gelegenen Punktes P; von dieser Kurve, positiv fiir Punkte des AuBen-
gebietes, negativ fiir diejenigen des Innengebietes gerechnet, s die von
einem beliebigen Anfangspunkt @ gemessene Bogenlinge Q P. Wir be-
ziehen diesmal die Lage der Punkte der Ebene 2=0 in der Umgebung
von S auf das System der krummlinigen Koordinaten s, £ und bezeichnen
wie frither mit f die Dichte = Masse fiir die Volumeneinheit, %y die
Schwerkraft in P. Durch Betrachtungen, die den auf S.36{f. durchgefiihr-
ten vollkommen analog verlaufen, erhalten wir unter Zugrundelegung

des logarithmischen Potentials 2 x log gg*,’ unter g, die Hilfte des Durch-
™2 Man vergleiche hierzu die in Vorbereitung befindliche Leipziger Disser-

tation von Herrn G. Délling. Dort finden sich die zuletzt angegebenen Uber-
legungen in allen Einzelheiten durchgefiihrt.
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messers von S verstanden, zur Bestimmung von { in naheliegender Be-
zeichnungsweise die Integro-Differentialgleichung

(249) zpc+2sff’c' log%*ds’z s—Rzl——;—: [2—2RTAL —AL2
1
—— (VO VO 4.,

n 2 AT ’ 7 Ox 7.1
(250) Vm=y ;T!!f [W{(C cos ¢ —¢ cos b)) log —g’ftdst}]

t=0
Die lineare Integralgleichung
(251) wi+2ffe loge—;ds’———o

3

hat, wenn S keine Kreislinie um den Koordinatenursprung vom Radius g,
ist, stets eine triviale Nulldsung const. -y =const.(Xd —Ya). Diese
Losung wird illusorisch, wenn es sich um einen geraden Kreiszylinder
um die z-Achse handelt, weil alsdann y identisch verschwindet. Wie
man leicht sieht, ist in dem zuletzt betrachteten Falle

(252) xy=—2mxnfo,+ 02,,
so daB auf alle Fille (vgl. S.9 und 17)
(253) w<Y2axf
gilt. Nach bekannten Sitzen hat die Integralgleichung
2 \
(254) (2 —2af)0.l +2[f log 2 ds =0
# y & e
(nichttriviale) Nullésungen der Form const. cos ?, const. sin? fiir
% *
(255) wr=2mnfl ! n=1,2,...).

Diese Verzweigungszylinder kénnen den Ausgangspunkt neuer linearer
Reihen zylindrischer Gleichgewichtsfiguren bilden. Ob dies tatsichlich
der Fall ist, kann erst eine Diskussion der Verzweigungsgleichungen
lehren. Ist insbesondere w =0, handelt es sich also um den ruhenden
Zylinderkorper als Ausgangsfigur, so nimmt (254) die Gestalt

1 ’ Ox 70 __
(256) C-—ESJ‘C log ?ds =0
an. Sie hat die beiden linear unabhidngigen Nullosungen
(257) m = —sinS,  up=——cos .
Vo 04 Ox V7 0% 0%

Nur noch einige Bemerkungen iiber elliptische Fliissigkeitszylinder

als Ausgangsfiguren. Es seien @ und b<a die Halbachsen der Quer-
schnittsellipsen. Wir bestimmen vor allem den Ausdruck d= Z——z SO,

daB die Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist, was, wie sich ohne Schwierig-
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keiten verifizieren 1a8t, nach (38) 1

(258) 91— bzw., d= Vl——
axnf axf
ergibt. Fiir die Schwerkraft erhilt man d1esma1 den Ausdruck
1 1 Y2
%w:_”xfab(l_dz);: F= a4 ‘l_ bt *

Die homogene Integralgleichung (251) nimmt jetzt die Form
¢ I a
(259) ——nab(l—dz)—?—-[—QabJ‘}-; log—g—dU =0,
0

unter ¢ die exzentrische Anomalie verstanden, an. Wie eine eingehende
Untersuchung lehrt, hat (259) die fiir alle Werte von d giiltigen, in
geeigneter Weise normierten Nulldsungen

(260) Uy = psin20 g Uy, ;=const. p 74P

f l/ 7

und dariiber hinaus fiir abzihlbar unendlichviele sich gegen 1 hiufende
Werte von ¢ je eine nichttriviale Nullssung der Gestalt

(261) w, = Leosne (n=3).

/ "' A

Die diesen singuliren Werten von ¢ entsprechenden Ellipsen geben
moglicherweise zu Verzweigungen AnlaB.

Viertes Kapitel.

Neue nichthomogene Gleichgewichtsfiguren
in der Nachbarschaft einer gegebenen, nicht
notwendig homogenen Gleichgewichtsfigur.

15. Problemstellung. Nachdem wir in dem dritten Kapitel eine
Theorie der homogenen Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten in
der Nachbarschaft einer gegebenen ebenfalls homogenen Gleichgewichts-
figur entwickelt hatten, wenden wir uns in dem Folgenden dem allgemei-
neren Problem zu, festzustellen, ob es in der Umgebung einer nicht not-
wendig homogenen Gleichgewichtsfigur neue Gleichgewichtsfiguren gibt,
deren Winkelgeschwindigkeit oder Dichteverteilung, oder auch beides,sich
von der Winkelgeschwindigkeit bzw. Dichteverteilung der Ausgangs-
figur hinreichend wenig unterscheiden. Von besonderer Wichtigkeit ist
ein ruhender nichthomogener Flissigkeitskorper mit Kugelsymmetrie,
d. h. ein Korper, der aus konzentrischen Kugelschichten konstanter

P Die triviale Nullssung u,, ; ist, wie man sich leicht tiberzeugt, belanglos.
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Dichte besteht, als Ausgangsfigur. Eine andere spezielle Moglichkeit hie-
ten die Jacobischen und Maclaurinschen Ellipsoide als Ausgangs-
figuren?. Mit den beiden zuletzt charakterisierten Problemen, von denen
das erste eine strenge Begriindung der Clairautschen Theorie der Figur
der Erde in sich schlieBt, hat sich bereits Liapounoff in einer Reihe um-
fangreicher Abhandlungen beschiftigt (vgl. loc. cit. 49).

Wir legen unseren Betrachtungen eine mit der Winkelgeschwindig-
keit w =0 wie ein starrer Korper rotierende Gleichgewichtsfigur T einer
gravitierenden Fliissigkeit zugrunde, die folgende Eigenschaften hat.

1. Die Berandung von T besteht aus einer einzigen Jordanschen
Fliche S vom topologischen Typus einer Kugel, die ein bestimmtes
Volumen im Sinne von Peano und Jordan einschlieft. Die Dichte f ist
eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Ortsfunktion, die gewissen
weiteren, alsbald anzugebenden Bedingungen geniigt. Es sei bemerkt,
daf fiir die Giiltigkeit vieler unserer Ergebnisse die von Liapounoff ein-
gefiihrte Voraussetzung, f nehme von aullen nach innen nicht ab, nicht
benotigt wird. Diese Annahme wird darum erst spéter gelegentlich ein-
gefithrt werden.

2. Die Flachen konstanten Gesamtpotentials /= const. bilden eine
Schar ineinandergeschachtelter Jordanscher Flachen vom Kugeltypus,
die wie S ein bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan
haben. Sie konvergieren gegen einen Punkt, der auf der Umdrehungs-
achse liegt und O heilen mége, Wir wahlen ihn zum Koordinaten-
ursprung.

3. Die Schwerkraft verschwindet nur in O. Demnach ist

2
(1) (52 + (5o)+ (52)" >0 fiir alle (x,y,2)
mit x249y24+22>0 in T+ S.
Wegen (1) sind Niveauflichen des Gesamtpotentials allemal Flachen
mit stetiger Normale®. In der Tat 146t sich die Gleichung

(2) Ulx,y,2)=¢ (¢ konstant)
wegen (1), falls etwa %Zg=|=0 ist, nach z auflésen, und die Funktion

z=2z(x, ) hat stetige, iibrigens, da, wie wir wissen, V eine H-Bedingung
mit beliebigem Exponenten <1 erfiillt, der H-Bedingung geniigende

% Vgl. meine kiirzlich erschienene Arbeit, Untersuchungen iiber die Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem
Newtonschen Gesetze anziehen. Dritte Abhandlung. Nichthomogene Fliissigkeiten.
Figur der Erde, Math. Zeitschr. 36 (1933), S.481—562. Man vgl. im Anschluf
daran die Note von E. Hélder, Zur Theorie inhomogener Gleichgewichtsfiguren.
1. Mitteilung. Homogene Ausgangsfiguren, ebenda S. 563—580.

76 Die sich auf den Punkt O reduzierende ,,Niveaufliche’ bleibt hierbei auBer
Betracht.
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Ableitungen erster Ordnung. Die Niveauflichen gehéren der Klasse
Ah an.

Nach Voraussetzung ist 7" eine Gleichgewichtsfigur. Da die wirken-
den Krifte von einem Potential herriihren, so miissen (vgl. 2.) die
Flachen gleichen Potentials zugleich Flachen gleicher Dichte sein. Ist,

oU .
wie wir voraussetzen wollen, auf S durchweg Fn <0, so ist wegen (1)
. . U .
in T+ S iiberall, auBer in dem Koordinatenursprung, 5, <0. Die

Schwerkraft fillt allemal in die Innennormale hinein. Es sei jetzt I" das
zwischen O und S gelegene Stiick der positiven z-Achse. Sei t der
langs I' gemessene Abstand einer Niveaufliche von O, | die Gesamt-

linge von I'. Beim Fortschreiten lings /" von S nach O nimmt der

aU
Druck, wie aus der bekannten Beziehung f 5y gp folgt, da doch

/>0 ist, monoton.zu.

4. Wir nehmen an, dall die Dichte f sich in T +S nur lings einer
endlichen Anzahl geschlossener Flichen (die notwendigerweise Niveau-
flachen von U sein miissen) sprungweise dndern kann, in jedem Stetig-
keitsbereich, der Rand eingeschlossen, aber einer H-Bedingung geniigt.
Alsdann hat nach bekannten Sétzen (vgl. 1.3) das Gravitations-
potential »V, mithin auch

(3) Ulx,y,2)==V(x,y, z)—|—»-f—(x2+y —/J‘f' d'r—{- (xz-}—yZ)

stetige, einer H-Bedingung (mit dem gleichen Exponenten) geniigende
Ableitungen zweiter Ordnung. Die Niveauflichen sind Flidchen der
Klasse Bh (vgl. S.12).

Wir werden iibrigens meist annehmen, dal / in jedem der (endlich

vielen) Stetigkeitsbereiche stetige Ableitungen erster Ordnung hat. Aus

Griinden der Symmetrie (vgl. 5.) sind alsdann o1 , gf , gf und darum auch

gvi in O gleich Null. Dariiber hinaus soll 7 in einer Umgebung von O einer
H-Bedingung mit dem Exponenten u <1 geniigen. Dies hat wiederum
zur Folge, daB f sich in der Umgebung des Koordinatenursprunges wie

(0 <p<1) (» 2=x2+y +-22) verhilt.
5. Die Konfiguration hat eine auf der Rotationsachse senkrechte

Symmetrieebene und 2=2 den Winkel - mltemander einschlieBende,

durch die Rotationsachse hlndurchgehende Symmetrieebenen. Offenbar
ist der Koordinatenursprung O der Schnittpunkt aller dieser Ebenen;
er ist zugleich der Schwerpunkt des Systems. Die Ebene z==0 ist gewil3
eine Symmetrieebene. Wir denken uns das Achsenkreuz so orientiert,
dafl auch die Ebene y =0 Symmetrieebene wird.

Nimmt die Dichte beim Fortschreiten langs I' von S nach O hin
monoton zu oder zum mindesten nicht ab, wobei auch Konstanzinter-
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valle vorkommen diirfen, so ist eine auf der Rotationsachse senkrechte
Symmetrieebene gewil vorhanden (vgl. 5.).

6. Die Orthogonaltrajektorien der Schar der Niveauflichen, die
augenscheinlich simtlich in O miinden, stellen, wie wir weiter annehmen
wollen, Linienstiicke dar, die mit Einschluf} ihres Endpunktes O stetige
und gleichmifBig beschrankte Kriimmung besitzen. Diese Voraussetzung
wird {ibrigens nur im Falle einer nichthomogenen Ausgangsfigur benutzt.

Es sei, wie vorhin, I' der zwischen O und S enthaltene Teil
der positiven z-Achse, und es moge wiederum t die Linge desjenigen
Stiickes von I" bezeichnen, das zwischen dem Koordinatenursprung und
dem Schnittpunkt von I" mit einer bestimmten Niveaufliche enthalten
ist. Da I" jede Niveaufliche in einem einzigen Punkte trifft, so ist durch
die Angabe von t die fragliche Aquipotentialfliche eindeutig festgelegt.
Wir nennen sie dementsprechend S,. Augenscheinlich kann man die
Dichte der Fliissigkeit, die ja auf S, iiberall den gleichen Wert hat, als
Funktion von t anffassen. Wir werden uns demgemif gelegentlich der
Bezeichnung f ={ (r) bedienen. Ist, wie frither, [ die Gesamtlinge von I,
so konnte die Randfliche von T sinngemdf mit S; bezeichnet werden.
Der Einfachheit halber werden wir fiir S;, wie bis jetzt, S schreiben.
Es sei &, 5 ein System auf S erkldrter Gauflscher Parameter der Fliche.
Wir denken uns &, # so gewihlt, daB die Koordinaten X,Y,Z der
Punkte auf S, als Funktionen von &, # aufgefalit,

(4) X=X(¢&mn), Y=Y, Z=Z(¢mn),

stetige Ableitungen erster und stetige, der H-Bedingung geniigende Ab-
leitungen zweiter Ordnung haben. Man darf des weiteren, wie wir es tun
wollen, annehmen, daB die drei Jacobischen Determinanten

A(X,Y) 9(X,Z) (Y, 2)

() IE " &M IEm

nicht gleichzeitig verschwinden. Durch das Biindel der Orthogonal-
trajektorien wird S, (0 <r=1) auf S umkehrbar eindeutig und stetig
bezogen. Augenscheinlich kann man &, 5 auch als GauBsche Parameter
auf S, betrachten und fiir die Koordinaten #, y, z der Punkte auf S,
demgemil schreiben:

(6) x=x(§,7];r): y=y(§)7]’r)’ Z=Z(§,77,r)-

Es sei P, ein beliebiger Punkt in der Nachbarschaft von S, und es
moge P den FuBpunkt des von P; auf S, gefillten Lotes bezeichnen??.
Der Abstand P P,, positiv in der Richtung der AuBennormale (») zu S,

ot

77 Sollten von P, mehrere Lote auf Sy gefallt werden kénnen, so soll P ein
FuBpunkt sein, dem der Kleinstwert des Abstandes P.P, entspricht. Ist die Um-
gebung von S, in der P, liegt, hinreichend nahe, so ist nunmehr P vollkommen
bestimmt.



Problemstellung. 95

in P gerechnet, heille {; wir konnen &, 9, { als krummlinige Koordinaten
von P, auffassen. Es seien a, b, ¢ die Richtungskosinus der AulBen-
normale (v). Als Funktionen der Koordinaten x, y, z des Punktes P
aufgefalt, sind a, b, ¢, wie man leicht zeigen kann, in T+ S, auller im
Punkte O, dem Koordinatenursprunge, stetig und haben daselbst stetige

oder zum mindesten abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster
d 0 .

Ordnung a%, . -(9%.78 In der Umgebung von O sind 4, b, ¢ noch be-

schrankt, wihrend, wie weiter angenommen werden soll, die vorhin ge-

nannten partiellen Ableitungen sich daselbst wie #~1 verhalten®™. Fir

die kartesischen Koordinaten x,, v, 2; des Punktes P, erhalten wir die

Ausdriicke
(7) tfy=x2+al, wy=y+bl, z=z+4c(.

Nach allen diesen Vorbereitungen gehen wir nunmehr zu unserem
Problem iiber. Es handelt sich, wie eingangs bemerkt, wm die Bestimmung
ewner Gleichgewichisfigur T,+S,, die, um es kurz auszudricken, was
thre Stetigheits- und Symmetrieesgenschaften betvifft, im wesentlichen wie
T+ S beschaffen ist, in einer Umgebung erster Ovdnung von T +S liegt
und zu einem von w nuy wenig verschiedenen Werte w, dey Winkelgeschwin-
digkeit gehovt. Wir denken uns 7,4 S; auf T+ 5 in einer spdter noch
genauer anzugebenden Weise derart topologisch abgebildet, daBl Niveau-
flichen des Gesamtpotentials, S, und S,;, einander umkehrbar ein-
deutig und stetig entsprechen, ein Punkt P auf S, allemal auf den
Schnittpunkt P; der Normale (v) zu S, in P mit S,,, insbesondere der
Koordinatenursprung auf sich selbst abgebildet wird. Die Symmetrie-
ebenen von T+ S sollen zugleich Symmetrieebenen der Konfiguration
T,-+5; bilden.

Die Abbildung des Bereiches T, +S; auf den Bereich 7'+ S kann
als bekannt gelten, sobald {, der Abstand korrespondierender Punkte P
und P,, als Ortsfunktion in 7+ S bestimmt ist. Wir schreiben

(8) {={lx,y,2)

und machen beziiglich {(x, v, z) folgende spezielle Annahmen. Die
Funktion {(x, y, 2) ist in T+ S stetig, verschwindet im Koordinaten-
ursprunge,

(9) £(0,0,0)=0,

nimmt in den in bezug auf die 241 Symmetrieebenen symmetrisch
liegenden Punkten die gleichen Werte an und hat beschrinkte und,
aufler moglicherweise in dem Koordinatenursprunge und auf den Un-

"8 Als mogliche Unstetigkeitsflichen kommen die Flichen, an denen sich f
sprungweise 4ndert, in Frage.

" Wir lassen es dahingestellt sein, wie weit die verschiedenen vorhin ein-
gefiihrten Voraussetzungen voneinander unabhingig sind.
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stetigkeitsflichen von f, wo sie sich sprungweise dndern kénnen, stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung. SchlieBlich ist, unter ¢, einen hin-
reichend kleinen positiven Wert verstanden, in T+ S

0L oL (9L

(10) x| oy |0z =50

’

Aus (9) und (10) folgt, wie man fast unmittelbar sieht®°,
(1) L] £V3er (P=x+92+2%), somit auch [{ S g,

wo a, eine Konstante bezeichnet, wie spiter a,, a3, .... Fir (11) konnte
man natiirlich ebensogut auch |{|<a,g,r schreiben. Durch die Un-
gleichheiten (10) und (11) ist zum Ausdruck gebracht worden, da die
Konfiguration T+ S; in der Nachbarschaft erster Ordnung von 74§
liegen soll.

Das Bild S, von S, in Ty~ S; ist nach Voraussetzung eine Niveau-
fliche des Gesamtpotentials der gesuchten neuen Flissigkeitsverteilung.
Demnach hat auf S, die Flissigkeitsdichte iiberall den gleichen Wert.
Wir bezeichnen die Dichte in T;, als Ortsfunktion in T aufgefaft, mit
f(x) +ay(r), unter « einen dem absoluten Betrage nach hinreichend
kleinen Wert, unter y(r) eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige
Funktion, die in jedem Stetigkeitsbereich einer H-Bedingung geniigt,
verstanden. Fiir f(r) + « x(r) kénnen wir auch f(r) 4« y(r) schreiben.

Nach Voraussetzung sind S, Flichen gleichen Gesamtpotentials.
Demnach ist in P auf S,

(,02

(12) U:xff’%dr’%—?rz:C:C(r), 12= 2%+ 12,
F

Wie durch die Bezeichnung C = C (r) angedeutet wird, hingt der auf S,
konstante Wert des Gesamtpotentials seinerseits von r ab. In dem
Punkte P, auf der Niveaufliche S, der neuen Konfiguration gilt ent-
sprechend
n 1 y
13)  Umnf(rag) Lad e =C=c
1
T,

(14) of=(r— %>+ (n—y)+(a—2)? ti=xi+yi de{=dudydz,
wofiir man in bekannter Weise mit Riicksicht auf (7) auch

' I R (PN VRN A RN o 02
(5) %f(fur“’”'ei | A Lav 4 =0

T

80 Man beachte, daB, unter (/) eine beliebige Richtung verstanden,
149 T
W <}3 ¢, gilt.

81 In (13) bezeichnen j* und y’ die zu 7’ gehorigen Werte der Dichte und der
Ortsfunktion % (7).
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schreiben kann®2. Aus (12) und (13) folgt
2
%fflgldr{ ff dt’—]—omf,(~d1:l+ﬁarl_%tz
1
7,

1

——Cl——C—%s——As(r)

16. Die fundamentale Integro-Differentialgleichung. Wir setzen
(17) %szzsz’%dr’, %1=sz'5_¢1{
1
T T,

und beweisen, dal der Ausdruck W, — B sich fir alle den Ungleichheiten
(10) und (11) gendigenden, wie vorhin angegeben beschaffenen Funktionen &
. ene unbedingt und gleichmdifig konvergievende Reihe

(18) B —W=VO L W WS .
entwickeln 1dft, die folgende Eigenschaften hat:
1. Es ist
(19) TWm — f él— fmde’,
T

arr oL at

unter 8™ eine Form #n-ten Grades der Variablen ¢, £, 727 3y 37 VeI

’ N Tad . oy . .
standen. Die Variablen ?)i' , ZC” 57 gehen in §" tibrigens nur linear ein.
2. Es gilt
9 IW/H 9 SPD
oy (B W)= T, ()= Y
(20) n=1 - n=1
0 7O W™
o (B =) =0

n=1
Auch diese unendlichen Reihen konvergierm unbedingt und gleichmdpBig.
Priziser: die Reih 2’%(,”‘ O™ | Sﬂa%ﬁ 2 AW |
riziser: die Rei en. . s Tox |P &~ oy |’ 9z |
konvergieren gleichmaBig.

Die Reihen (18) und (20) konvergieren, wie gleichzeitig gezeigt
werden wird, auch wenn man unter { eine komplexe, den vorhin an-
gegebenen Stetigkeits- und Symmetriebedingungen geniigende Funktion
versteht. Als Definition von 8, ist diesmal die Formel

(21) ff,l 6x+a’§’z4;b’f’)z+s§)dz,

anzusehen.

Der Beweis ldf3t sich wie bei den analogen Betrachtungen des dritten
Kapitels filhren. Neben den beiden Flichenscharen S, und S,, be-
trachten wir die noch von einem weiteren Parameter ¢ (0 <¢<1) ab-

82 Die in (15) auftretende Jacobische Determinante ist in T 4 S beschrankt
und, aufler héchstens in dem Koordinatenursprunge und auf den Sprungflichen
von f, stetig.

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 7
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héngige, also zweiparametrige Flachenschar S,,, die sich symbolisch in
der Form S,+4¢(S,; —S,) darstellen 1iBt. Dem Punkte P auf S, ent-
spricht dabei auf S,; der Punkt mit den Koordinaten

(22) x+atl, y+0btf, z-+cil.

Durch die Zuordnung P— P, wird der Bereich T S umkehrbar ein-
deutig und stetig auf einen Bereich T, 4 S, abgebildet, S, ist das Bild
der Randfliche S von T. Die Schar S, hat, wie man sich unmittelbar
iiberzeugt, die gleichen topologischen, Stetigkeits- und Symmetrie-
eigenschaften wie die Schar S, . Insbesondere ist das Bild des Punktes O
dieser Punkt selbst.

Wir denken uns jetzt den Korper T+ S, mit Masse der Dichte f’
in Pj erfiillt und bezeichnen das Gravitationspotential der neuen Kon-
figuration im Punkte P; mit ;. Es ist demnach

1 0}/ a’t“l b’t 4 Z C,t !
(23) %F”ﬁ"' (+'+ QO(};—*—y Zc) "+ g

(24) g=[—x+t(@l —al)P+ [y —y+2(¥'{—bl)]2
4 [ —z 4+t —cl)]?.

Wie man leicht verifiziert, ist

. 6 ’ ’tc’, 4 b’t:', ' ’tc’ ) ot ) o
(25) AEHEE ST LI 1L W@+ )+ 5]
alc/ b’:’) 0(‘1’;" C’C (b/cl /C’ a’CI b’C’ CIC)
Bl R R e e B
o Vx @ —a) et D)
(26) 92—1—}—215{ y : +}

+ t2{<(""“) C”@“‘@" C’>2+ . } —14k(1).

Es seien: ¢* eine Zahl >1 und &* ein positiver echter Bruch. Wie
sich ohne ernstliche Schwierigkeiten zeigen 148t, ist fiir alle dem abso-
luten Betrage nach hinreichend kleinen reellen oder komplexen Werte

at af at etw
von [, 9x’ 9y’ 8z’ wa
1ag | |0t
(27) R

mithin wegen £(0, 0, 0) =0 auch || <}3e7 und alle reellen oder kom-
plexen ¢ in dem Bereiche |¢| <#*
(28) 1B (2)] < B*.

|
Der Quotient (&]

I ist also von Null verschieden?®.
|
83 Vgl. loc. cit. 75, S. 493—494. Einige Vorsicht erfordert die Behandlung des
Quotienten (26) in der Umgebung des Koordinatenursprunges. Als wesentlich er-
da dc
weist sich hierbei der Umstand, daB 3% s in der Umgebung des Anfang-

punktes hochstens wie #~1 unendlich werden konnen.,
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Der Integralausdruck %, ist eine in dem Gebiete |¢|< #* analytische
und reguldre Funktion von ¢. Dies erkennt man leicht wie folgt. Man
setze

(29) W=n[=u [+x],
T T-T T

unter T den in dem Kugelkérper (x'—x)2+ (y'—y) %+ (2'—2)2 §_l_)2
enthaltenen Teil von T verstanden. Das Integral f ist, wie man un-
T-T
mittelbar sieht, eine in |#|< #* analytische und regulire Funktion von £.
Beriicksichtigt man, daB f fiir alle (%, y,2) in TS, alle wie vorhin
T
angegeben beschaffenen reellen oder komplexen { und alle ¢ in |¢] <#*
fiir D— 0 gleichmaBig verschwindet, dafl mithin gleichméBig f = lim f
gilt, so erhilt man in der Tat unsere Behauptung. T D>0r F
Nach bekannten Sitzen ist fir |¢|< #* und fiir alle # (=0)

0" By, 1(9 a'tl, YLl 2 ) ,
(30) T—hmz ff W Ty }dr

Lo +a'tl, yF V1L, 4 o't
J‘f 81" ',y ) }d‘l,'

Der Taylor-Cauchysche Entwicklungssatz liefert wegen [28,],_, = 28 mit
Riicksicht auf (30)

(31) Q}St=%+%(l)t+%(2)t2—|—...+%(n)t"+...,
o l 8(95 +atll Yy b, P )
<32) W= ff (?t" a(x', 4, 2" _—Jl}

und fiir £=1, da [W,],_, = W, ist, wie behauptet,
(33) B, — BW=VU+ RO+ WL,

Man verifiziert leicht, da ™ tatsichlich die auf S.97 angegebene
Form hat. Es lieBe sich ohne Miihe zeigen, da8 die Reihe (33) in bezug
auf x, y und z gliedweise differentiiert werden kann, doch wollen wir
uns dabei nicht aufhalten. (Vgl. iibrigens die Betrachtungen auf S. 45.)

Wir wollen jetzt die in (32) angedeuteten Rechnungen fiir # =1
tatsichlich durchfithren. Wegen (25) ist zunichst

1 (&' a'tl!, o' b1l 24 o2y } /
(34) Bh= ff ‘” a9y, ) }t=odt

—%ff {5l '+xff'§{aﬁ,,<a':')+a%,<b'c')+a%;<c'c'>}dr
T

7%
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Des weiteren ist, wie man leicht sieht, wegen (26)
100}

e e
(= 9) B —~b0) + (=) (7 —eb)} = ¢ 524 %

In (35) bezeichnet 6 den von dem Vektor P P’ mit der AuBennormale (»')
zu Sy in P’ eingeschlossenen Winkel, ¢ ist der Winkel, welchen der
gleiche Vektor mit der AuBennormale zu S, in P einschlieBt34. Aus
(34) und (35) folgt, wenn, wie wir jetzt annehmen wollen, f stetig ist
und stetige oder zum mindesten abteilungsweise stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung hat, nach einer teilweisen Integration8 in
bekannter Weise (vgl. loc. cit.?® S. 496)

0B s COS 0 11 g yp 0 (1 ’
(36) QB(”=C3W————%J]‘C & av’ 4 xJ‘f EC do -—foCf aT'(E)dT

_ fc,af 1,

a /1 1 .
und, da 57<—>= —-= cosf ist, alles in allem
Y \Q 0

(37) =20 4 ff' tdo — f oL a,
T

Vorhin ist f stetig vorausgesetzt worden. Es mége nunmehr demgegen-
iiber f auf einer bestimmten Niveaufliche & eine sprungweise Unstetig-
keit erleiden® und im ibrigen in jedem Stetigkeitsbereiche, der Rand
allemal eingeschlossen, stetige Ableitungen erster Ordnung haben. Jetzt
finden wir, wie man leicht bestitigt,

(38) WO=0T" — fz;"” Lavy ff’lé’do’ f[f] o,

unter [f] den Sprungwert der Dichte auf & verstanden, in naheliegender
Schreibweise [f'] =f (t’+ 0)—f (t"—0). Ubrigens kénnte man in den iiber
S und © erstreckten Integralen //, das ja dort konstant ist, vor das
Zeichen des Integrals setzen. Eine ganz analoge Formel erhilt man,
wenn f auf einer endlichen Anzahl von Niveauflichen einen Sprung er-
leidet; unter @ ist diesmal die Gesamtheit der Unstetigkeitsflichen zu
verstehen.

84 Dije Niveaufliche durch P/, die zu dem Werte ¢’ des Parameters gehéren
mag, ist im Text sinngemaB mit Sy bezeichnet worden. Natiirlich kann auch Sy
mit Sy identisch sein.

85 Es handelt sich um eine Anwendung der GauBschen Formel. Man beachte,
daB a’2+b24¢"2=1 ist.

88 Die etwaigen Sprungflichen sind, wie man sich leicht iiberzeugt, allemal
Niveauflichen des Gesamtpotentials.
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Wir setzen zur Vereinfachung

wf—wz__z

(39)

2%
und finden
w_iz 2__0_)? 2._._(1)712 2__ 42 w12_w2 2 " w_12 2
(40) Sof— 5rr=—(f—1) + =it 43 {(x +al)

(b2 — ) A L2 (a4 )+ (0P - 22A) € (aw+ by),
Aus (17), (18), (16), (37) und (40) folgt jetzt

0f1

(41) & +%ff C’do— T =ns — BO—BO— ..

— "“f% ?dtl— xAr2— «5— 2(a2+ b?) — (w4 2#A) {(ax + by) .

1
Der Ausdruck w?(ax-+by) ist augenscheinlich gleich w?t multipliziert
mit dem Kosinus desjenigen Winkels, den (») mit dem Lot von (x, ¥, z)
auf die z-Achse, nach (%, v, 2) hin gerichtet, einschlieBt. Wir schreiben

%—Q?—%—wz(ax—{—by):mp.

Offenbar ist #y die Schwerkraft im Punkte (x, y, z). Nach Voraussetzung
ist in T+ S, auBer in dem Koordinatenursprunge, y <0. Wir nehmen
an, daB in der Umgebung des Anfangspunktes ¢ wie t oder, was dasselbe
bedeutet, wie » verschwindet. Die Gleichung (41) erhilt jetzt nach
Division mit » die Gestalt

P afl
(42) pl+ |} - C'do"—
ng %r

d-r—s#ocfxrf 7, — Ar?

2
—;’—;zz(aur b?) —-22C(ax+by)—;(%@)—l-%(s)—l-...).
Ist /' abteilungsweise stetig, so tritt links noch der Summand

—f[f’]lé" do’ hinzu, so daB wir finden:
(43) »¢ '*‘ff o &dd’ f[f] §'do’ IC' aild‘r'=s—afx’g;d‘r’1

— Zrz—ﬂiz(az—l— b2) — 24¢ (ax + by) ——;(?13(2’ 4 WA 4 ...

Dies ist die fundamentale Integro-Differentialgleichung, die dem wetteren
Betrachtungen zugrunde gelegt werden soll.

Ist die Dichte in T konstant, handelt es sich also insbesondere um
die Bestimmung schwach inhomogener Gleichgewichtsvertetlungen in der
Nachbarschaft einer gegebenen homogenen Gleichgewichtsfigur, so ist
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af 7=0, [f]=0, und wir erhalten

(44) wc+ff C'da—s—afx'glldf'l—“2—225‘:2(“”52)

— 248 (ax + by) — - (BO 4+ BO 4 ...).

Ist auch noch =0, so finden wir noch einfacher

(45) 1/’5+ff' ldo’ =s— A — = w1 (2 (a + b%) — 20 A(ax + by)
—*(%<2>+%<3>+ ).

Augenscheinlich handelt es sich diesmal um die Bestimmung einer zu
dem Werte w, der Winkelgeschwindigkeit gehorigen homogenen Gleich-
gewichtsfigur in der Nachbarschaft einer gegebenen, ebenfalls homogenen
Gleichgewichtsfigur von gleicher Dichte. Wie man sich leicht iiberzeugt,
ist die Grundgleichung (45) bis auf einige Anderungen der Bezeichnung
mit der in dem dritten Kapitel aufgestellten Integro-Differential-
gleichung (75) III identisch. Sieist vorhin auf einem etwas anderen Wege
abgeleitet worden und gilt allgemeiner, auch wenn die Niveauflichen
des Gesamtpotentials, die a.a. O. gar nicht herangezogen wurden, mog-
licherweise die besonderen, im vorstehenden angefiihrten Voraus-
setzungen nicht erfiillen. Die Beziehungen (44) und (45) gelten fiir alle ¢
in T-S. Rechter Hand bezeichnet s eine (stetige) Funktion von t.
Handelt es sich um eine homogene Fliissigkeit, so geniigt es, sich auf
die Betrachtung der Punkte auf S zu beschrinken und ¢ als eine Orts-
funktion auf S aufzufassen.

Wir kehren jetzt zu der allgemeinen Gleichung (43) zuriick und
setzen diesmal speziell voraus, die Dichte nehme von auBlen nach innen
monotor zu oder zum mindesten nicht ab, so dafl auch Konstanzgebiete
vorkommen kénnen. Es sei f,, der kleinste, f,, der gréte Wert der Dichte.
Es gilt {,=/</fu, und es kann f in dem Intervalle €0, ) auch eine
endliche Anzahl Sprungstellen haben. Fiir (43) kann man im vorliegen-
den Falle, wie man leicht sieht, schreiben:

M
(46) vl —}—fdf’f@’%da’: s — ocfx’elldti — A2 — %Cz (a® + 82
0 Sy T,

— 228 (ax + by) — o (BO+ WO 4. ),

Das Integral linker Hand ist ein Integral im Sinne von Stieltjes. Die
Sprungstellen der Dichte, zu denen auch die freie Oberfliche der Aus-
gangsfigur S gehort, auBerhalb von T 4- S ist ja die Dichte f gleich Null,
liefern, wie leicht ersichtlich, die iber S und & erstreckten Integralaus-
driicke in (43)links. Esist nicht schwer,zuzeigen, indemmandiebekannten



Die fundamentale Integro-Differentialgleichung. 103

Eigenschaften der Stieltjesschen Integrale heranzieht, da die Formel (46)
gilt, auch wenn f, als Funktion von ¢ aufgefa3t, in den Stetigkeitsinter-
vallen eine Ableitung gar nicht besitzt, ja sogar eine beliebige in dem
Intervalle €0, ) erklarte, nicht wachsende Funktion von t darstellt®?.

Aber auch, wenn man beziiglich f die eingangs eingefiihrten Voraus-
setzungen macht, so da8 f nicht notwendig mehr von aulen nach innen
hin zunimmt (nicht abnimmt), kann man, wenn man f als Funktion
von t auffalt, f=/f(x), (43) in der Form

A LAY L g e Pl e

(47) wZ-{)fdf(r)SfCQdG«s—ocT{x?ldrl Ar 2%C (a® 4+ b?)

T
— 228 (ax + by) — (WO + WO 4 ..)
schreiben®.

Wir haben vorhin angenommen, dall die Fliissigkeitskérper 7" und
T, wie starre Kérper um die z-Achse rotieren. Ist demgegeniiber die
Winkelgeschwindigkeit wie bei den analogen Betrachtungen des dritten
Kapitels eine (bekannte) Funktion des Abstandes von der Rotations-
achse, o (1?) und w,(r? (¥2=4x2-+y?), sogelangt man, wie man sich an
Hand der Entwicklungen auf S.48 leicht iiberzeugt, zu der Integro-
Differentialgleichung

(48) pl+ [f%é’da’—f[f’]%é"da’—— f ¢ gg:gd,f
S & F

b2
=s— “fx% dvy— 3;%21 (a2 + 0%) (% — %f[wa () — 0 ()] 7dY
1 T

b3

- “f [w? (v%) — 2 (¢")] ¥ —

0
Natiirlich hat diesmal die Ausgangskonfiguration Axialsymmetrie um
die z-Achse.

Zum SchluB dieser Nummer einige grundlegende Ungleichheiten,
die bei dem Konvergenzbeweis zur Verwendung kommen.

Es sei wie vorhin { eine in T+ S erklirte stetige, im Koordinaten-
ursprung O verschwindende Ortsfunktion, die in den in bezug auf die
Symmetrieebenen des Systems symmetrisch gelegenen Punkten die
gleichen Werte annimmt, beschrinkte und, auler héchstens in O, stetige

1

x

(B + WO 4 .. ).

87 Es geniigt, um dies zu zeigen, die bei der Ableitung von (36) auszufiihrende
teilweise Integration aufmerksam zu verfolgen.

88 Das Intervall (0,o00) kénnte man iibrigens durch (0,1 ([,>[ be-
liebig) ersetzen. Das Intervall (0,[,) zerfillt diesmal, woran wir noch einmal
erinnern, in eine endliche Anzahl Teile, so daB in jedem dieser Teilintervalle f und

0
0—: sich stetig verhalten. (Vgl. die FuBnote %.)
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-
partielle Ableitungen erster Ordnung 8$ , 55 gf hat und die Be-

ziehungen
loL | 10! . |

(49) Im], 8—371' b < Q, somit anch [C|;]/§Qr
erfiillt.

Wir bezeichnen die Werte, welche die Funktionen ,, 8, 8 im
Koordinatenursprunge annehmen, mit (%,, B, ;W™ und setzen
(50) V= (B — B — BO) — (B, — B — BY)

= WO+ WO+ ... — BO— WO — .,

Augenscheinlich ist ¥ im Punkte O gleich Null. Wie sich zeigen 148t,
geniigt ¥ Ungleichheiten von der Form

f&?’ |0 | 0¥ |
ax 3y | | \<a3r!22 1P| < V30,7202

Ubrigens kann, was fiir das folgende wesentlich ist, { auch komplexe
Werte annehmen (vgl. loc. cit. 7 S. 500—504).

Wir nehmen von nun an 2 < < = 4 anund bezeichnen mit C eine beliebige

(51)

andere wie { beschaffene Ortsfunktion in 7 -+ S. Auch C nimmt demnach
in zwei in bezug auf die £+ 1 Symmetrieebenen symmetrisch gelegenen
Punkten dieselben Werte an, verschwindet in O und erfiillt die Be-
ziehungen

ot | |t | |of
(52) =l 5] 5
Es sei ferner
Ze=b] [ 5e-b] | ze-b|=0o

(53) A 1
i< V307, D=0

Bezeichnet man den zu ¥ analogen, auf C beziiglichen Ausdruck mit '
(54) P — (W, — W — BO) — (I8, — (B — W),

so gelten, wie man des weiteren zeigen kann (vgl. loc. cit. % S. 504—505),
die Ungleichheiten

2wy
(55) |0x( )

y(@p_@if) ; ]%(W_!P)jga4796,

}Y’—‘I’] <V3¢,7200.
Noch einige Ungleichheitsbeziehungen verwandten Charakters. Es gilt
(vgl. loc. cit. % S. 505—506)
(56) | WO+ VO 4 =W, — BW— BWO| < ;22
sowie

(57) [(BO4 BO 4 ..) — (B + BO + )| < s RT.
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Es sei schlieBlich
(58) W, =f%'~l~d‘r'1 und W, = %'»:1—~ d1]
& g5 0
1 T,
(912: (551’ — %)%+ (y1' —y)*+ (& — 2)?).
Wie man leicht feststellt, ist das Newtonsche Potential #,, als Funktion

von x, y, z aufgefaBt, in T 4 S nebst seinen partiellen Ableitungen erster
Ordnung stetig. Ferner gilt in T+S

(] i o i)
(59) l%lw o7, af;;%l , ‘%'%ll, 7’5%1 éo(sr
somit
i1 < 9
fx (E_E>d‘rl V3“87 (0f=2f+ yE+22).

1

Des weiteren ist

(60) \ax ®, — %)),

17. Nichthomogene Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft
von homogenen. Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir der Unter-
suchung der allgemeinen Integro-Differentialgleichung (43) eine Be-
handlung des wichtigen Spezialfalles einer homogenen Gleichgewichts-
figur als Ausgangsfigur vorausschicken und nehmen demgemal f kon-

o g%?’(j, i%l—%l} §oc106.

stant, mithin g—:} =0 an®. Die Gleichung (43) erhilt jetzt, wenn wir der

Deutlichkeit halber y(7), {(z) statt y, { schreiben, die Gestalt (vgl. die
Formel (44))

(61) y(v) () +ff'§ L'do’ = s(x) — o f Z%dr; P

— P pa (g 0% — 208 (ax + by) — L (WO 4 WO 1),

Sie gilt fiir alle 7 in T--S. Rechter Hand ist s(t) eine zunichst noch
beliebige stetige Funktion von r. Im Einklang mit den auf S. 104 ein-
gefiihrten Bezeichnungen moégen von nun an wie schon oben 40, den
Abstand des Punktes P; in T;-+S; vom Koordinatenursprung,
05, o of, o0 die Werte von s, ¢, , 0 in O bedeuten. Fiir v—0 folgt
aus (61), da gy =, =0 ist,

(62) ff’éé’da'zos—a x—drl__(sxg@)_l_ WS +...),
S

1

89 Mit schwach inhomogenen Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der
Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoide hat sich Liapounoff in den beiden in
der FuBnote %° genannten groBen Abhandlungen beschaftigt. Die Methode von
Liapounoff ist von der im folgenden gebrauchten ganz verschieden und mit der-
jenigen verwandt, der er sich bei Behandlung homogener Gleichgewichtsfiguren in
der Nachbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide bediente (vgl. 6.).
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darum
1 1

(63) 9(1)L(r) +ff'(-;—— ) Cdo'=s(t) — o5 — f Z(~ L)y

—e— ;"—jcz (a2 2) — 24 {(ax + by)
_ % (B - WO+ ... — B — (BO —..).

LaBt man 7 gegen o auf S konvergieren, so gibt (61)

6)  yio)tlo)+ [ L ac=sl) — o [y Lan -1k
N

1

— g @+ )~ 200 (X +Y)— - (BO+ BO+ ), (R'= X4,

Es ist zu beachten, daB hier linker und rechter Hand tberall der Auf-
punkt der Punkt 0= (X,Y, Z) auf S ist.

Wir hatten bereits in 8. die Gelegenheit, uns mit der homogenen
Integralgleichung

(65) vio)2lo) + [12 paor=o0
) S
zu beschiftigen und festgestellt, daB sie stets eine triviale Nullgsung

(66) u1=c(—f]‘1/)czda>—%, ffzpu%d(r:—l

hat. Ist T kein Rotationskérper um die z-Achse, so hat (65) eine weitere
triviale Nullssung

-3
(67) u2=y<—éffzpy2d6) , y=Xb—Ya, Sffwgda=—1.

Augenscheinlich ist #, in bezug auf die durch die z-Achse hindurch-
gehenden Symmetrieebenen symmetrisch und geht in —u; bei der
Spiegelung an der Ebene z =0 iiber. Des weiteren ist #, in bezug auf die
Ebene z=0 symmetrisch und dndert bei der Spiegelung an den iibrigen
Symmetrieebenen sein Vorzeichen. Ist T ein Rotationskorper, so wird
im folgenden wie frither u,=0 gesetzt.

Der Einfachheit halber nehmen wir zunichst einmal an, daf (65)
keine weiteren Nullgsungen hat (der reguldre Fall), und setzen
(68) l=yup’(u1u’1—|— uy 1) + N(o,0").

0

Nach bekannten Sitzen hat die Integralgleichung
(69) (o) C(o)+- Sf f'Ng'de’ =0

keine Nullssungen mehr. Fithrt man die Beziehung (68) in (64) ein und
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beachtet, daB aus Griinden der Symmetrie
(70) Jryucio=o, Jryutd=
ist, so erhalt man

(1) ylo)L6) + ['Nlo,0) e’ = s()—a [ L,
S

T,
AR 22 by 220 (aX 4 DY) — - (WO BWO+ ...

Es sei
s(t)=¢s -+ A2 3(x)

gesetzt, unter §(r) eine vorgegebene, nebst ihrer Ableitung stetige
Funktion von tr mit 8(f)4=0, unter s einen zunichst noch nicht bekann-
ten Wert, unter %4 einen zu bestimmenden Koeffizienten verstanden.
Die Gleichung (63) nimmt damit die Form

(72) (7) ff ’d0’+ h3(r)— af (l ~ —~>drl—/tr2

G o

1

——;’—;Cz(a2+b2)—215(ux+by)——;(518@)—{—%(3)—!—...—0%(2)—028(3)—...)

an.

Das System (71) und (72) wird durch sukzessive Approximationen
gelost. Mit Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum miissen
wir uns im folgenden mit der Wiedergabe der Hauptgedanken begniigen
und verweisen wegen der Einzelheiten auf die in der FuBinote % genannte

1
Abhandlung, S.509—525. Wir beginnen mit der ersten Niherung (7).
1
Die Werte {(o) auf S bestimmen sich aus der Gleichung

(73) vlo) 5(0') + ff 'N(o, o’ 5(0")d0'= S(I)—afx'@dr'—— ARz
$ ¥

zu
Lo s E___“_f R
(74) 20)= i) v vl X e T
o RIZ
‘fH” [T‘ma'f% o7 %ﬂd‘*

unter H(s, ¢’) den zu —f N(o,0) gehorenden losenden Kern verstanden.

Wie in 9. und 10. laBt sich zeigen, daf C (0) auf S in bezug auf die
Symmetrieebenen von T symmetrisch ist und stetige Ableitungen erster
Ordnung hat.

Wir setzen weiter

1 12 )1 ’ : —of
(75) Os—_.—ff O—QCdOJ—i—(xJ‘Z-OEdT’ h:s() oS
N T
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und bestimmen C( in T durch

(76) ff ’da—{—hr%() fx'(%—é)df—m

Augenscheinlich ist C (r) in T in bezug auf die Symmetrieebenen von T
symmetrisch. Die rechte Seite der Gleichung (76) stellt eine nebst ihren
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Ortsfunktion in T4 S
dar. Man iiberzeugt sich ohne Miihe, daf3 diese partiellen Ableitungen in
O wie » verschwinden, demnach die betrachtete Funktion selbst, die ja
in O verschwindet, sich in der Umgebung dieses Punktes wie 72 verhilt.
Nach Voraussetzung verschwindet y(t) in O wie r oder, was dasselbe ist,

wie 7;% darum hat Cl (r) in T beschrinkte, héchstens mit Ausnahme des
Koordinatenursprungs stetige Ableitungen erster Ordnung und ver-
schwindet fiir 0. Man iiberzeugt sich jetzt leicht an Hand der Be-
ziehung (75), daB auf S die beiden Formeln (73) und (76) zu den gleichen

1 1
Werten (o) fiihren, darum {(r) in T4S beschrinkte und, auBer
hochstens in O, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat.

1 1 1
Il‘ sei das durch die Transformation (x, v, 2) > (x +al, y+ b, 2+ c{)

1 1 1 1
. . . 1 1 .
vermittelte Bild von T'. Mit g, 0, W@, W, ..., (B@, W, .. bezeichnen
wir das, was man erhilt, wenn manin g, o0;, ®®, 8BS, ..., B@, WS ..

2
{ durch Cl ersetzt, und bestimmen die zweite Anniherung (o) auf S
aus der Gleichung

1) ylobio)+ [ 1 N@,o) o =50« [ 12t~ 2R
S ¥ e

— —w—%(é)z(az—l— b?) — 24 (aX + bY)——}—c(Ql}3(2)_|_ B/O + .. )

2x

—s(l) — ocfx%drl’ AR+ IT(2, )

7
zu
goa_ 1 o« b1a1, A 2 1 x
(78) (o) = w(a)s(I) w(U)jx i)dT w(U)R + w(g)ﬂ{l,i}
T
_.fH(a d) 1 [s(I) —ocf dr" — AR+ II'{2, C}}
g e 7 i,
T

hat in der Umgebung des Koordinatenursprunges eine von

]
90 Priziser: ]_'P
av

Null verschiedene untere Grenze.



Nichthomogene Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft von homogenen. 109

Wir setzen nunmehr

os_ff cda+af d1-+ LB+ B+ ),

(79) T .
2 s(l)—es
h="raq
und bestimmen C (r) in T aus
(80) v =—f}‘ C’da —l—hr2 ocfy *—~ dt —Ar?
$

T

— 2y (a2+b2)—212'(ax+by)——*(518(2)—}-%(3)—{—...—0%(2)—0%(3)—...)
o1 ' g 5 ’ 1\,
=_Sff <4é _@ C do +hr2g(r)—oclfx <g—£>d1

T

ot

1 1
— AT, ) — o II{4, {}.*
Wie man sich ohne groe Miihe iiberzeugt (vgl. loc. cit. 7 S.511—513),
ist 2C('c) in T+ S in bezug auf die Symmetrieebenen von T symmetrisch,

verschwindet in O und hat beschrinkte und, auBer héchstens in O,

stetige Ableitungen erster Ordnung.
Man geht so weiter und findet fiir die #-te Naherung C (1) (n=2) die

Formeln

(81) (o) Z(o)+f ' N(o,)l'do’ = s (1) —af Z’%d"x‘f‘—lm—}— mpae),
S

n=1

(82) E(a):—[s(l)—mfx ed'? — 2R IIAE )

- fl - 1 , ILT d I” lR’g—l—H’{l’nE’l}} do

= ffl@ Faota [ o 4%+ L (B Ho 4L,
0 o 0

0

(83) S ’n]—_l
"_s(I)—O?
h="wsq °
(84) "P(TZ ff 4—‘— Cdol_*—h‘tzg _d‘J‘x n- 1—1t91>d"1:1

AR T — T ).

1 1
91 Wir bezeichnen zur Abkiirzung mit (JI{§, {} den Wert von II{A, {} im
Koordinatenursprunge.
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Der IterationsprozeB kann, wenn man |«|, |4| und |s(f)| hinreichend
klein annimmt, beliebig fortgesetzt werden. Die Naherungsfunktionen

g(z’) konvergieren gleichmiBig gegen eine in T+ S stetige, in O ver-
schwindende Funktion { (), die in T -+ S beschrinkte und, héchstens
mit Ausnahme des Koordinatenursprunges, stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung hat und die Integro-Differentialgleichung (61) befriedigt.
Die so gewonnene Losung ist die einzige ihrer Art. Der Beweis aller dieser
Behauptungen 1aBt sich durch eine sinngemidfie Modifikation der in
9. durchgefiihrten Uberlegungen erbringen (vgl. loc. cit. 75 S. 514 bis
520) %2, Eine wesentliche Rolle spielen hierbei die am Schlufl von 16. an-
gegebenen Ungleichheiten.

Wir nehmen jetzt speziell 2 =2 an, denken uns das Achsenkreuz so
orientiert, dafl jedenfalls alle drei Koordinatenebenen zu Symmetrie-
ebenen von T werden, und setzen voraus, daBl Nullosungen der Glei-
chung (65) existieren, die von %, und #, linear unabhingig sind (der Ver-
zweigungsfall). Es ist in 8. gezeigt worden, dall es gewill Systeme linear
unabhingiger Lésungen, wir bezeichnen irgendeins mit u,, #,, . . ., %y,
gibt, die wie folgt beschaffen sind. Sie enthalten die beiden vorhin be-
trachteten trivialen Nullssungen #, und #,, erfiillen die Orthogonali-
tats- und Normierungsbedingungen

(85) [fvwudo=0 (kl),  [fpupdo=—1
S S

und #ndern sich beim Ubergang von ¢ zu den in bezug auf die Sym-
metrieebenen von T symmetrisch gelegenen Punkten nicht oder aber
wechseln das Vorzeichen. Der Einfachheit halber nehmen wir im fol-
genden zundchst an, es gebe nur eine von #; und u, verschiedene

Nullosung #,, und es moge, unter G einen zu ¢ in bezug auf irgend-
eine der Symmetrieebenen spiegelbildlich gelegenen Punkt verstanden,
allemal

*

(86) u5(0) = 145(0)
sein. Nach bekannten Sitzen hat die Integralgleichung

(87) (o) (o) +sff’%é’do’=0

92 Es sei daran erinnert, daB wir vorhin der gesuchten Gleichgewichtsfigur
von vornherein bestimmte Symmetrieeigenschaften auferlegt hatten. Diese Vor-
aussetzung kann man, wie E. Hélder in der in der FuBbemerkung 75 genannten
Note zeigte, fallen lassen. Demgemaf braucht auch nicht mehr vorausgesetzt zu
werden, daB das Bild des Punktes O mit O koinzidiert. Auch in einer anderen
Richtung geht E. Holder iiber die Ergebnisse, iiber die im vorstehenden referiert
worden ist, hinaus. Er normiert die Losungen im Anschluf an Liapounoff so, daf
man die GewiB3heit hat, nicht mehrmals die gleiche Konfiguration zu erhalten. Es
wird das Volumen von Ty, allemal demjenigen von Ty gleich gesetzt.
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mit

. 1
(88) 92(0,0)=~§ — (s 18, + 205805 - 15943

keine Nullssungen mehr. Wir schreiben die Beziehung (64) in der Form

(89)  p(0)Z(o) + |/ R(0,0) A0 = pauyry+5(l) — f /]
S

AR L@ 1) — 200 (aX 4 DY) — - (WO BO L),
(90) n==[1yulad,

und setzen wie auf S. 107 unter % einen noch zu bestimmenden, ab-
solut hinreichend kleinen Wert verstanden,

s(t) = s + A128(x),

o0 =ff'lg t'do’ + ocfx'% dv{+ S (BO 4 BO £,
$ r, )
— Iy / 2 — o i 4
(92) 1,0(1,') C(T) B Sff < 0 ) §dd'+hr 5 OCJ‘ @1 o@1> dTl

a1 O (e 1) — 228 (0wt by)
_ ,3{,(%(2)+ W) 4. — T8O — /O — ).

Durch Uberlegungen, die den auf S.107ff. angedeuteten parallel verlaufen,
kann man beweisen, dall die Integro-Differentialgleichungen (89) und
(92) fur alle hinreichend kleinen Werte von [s(f)|, |«|,|A] und |7]
eine und nur eine in T + S stetige, in O verschwindende Losung £(r)
besitzen, die daselbst beschriankte und, héchstens mit Ausnahme des Ur-
sprunges, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. Die Lésung
ist in bezug auf die Symmetrieebenen von 7 symmetrisch und erfillt
beilaufig die Ungleichheitsbeziehungen

85‘ 190 |9

() LI = s
Es gilt ferner die in einem Bereiche

(94) SO}, o], 4], |75] = do
konvergierende Entwicklung

(95) () = Xty vynyn A5 (073"

Die Koeffizienten a, , , , sind Funktionen von x,y,z, die in T+S
stetig sind und beschriankte, hochstens mit Ausnahme des Koordinaten-
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ursprunges stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben. Die un-
endliche Reihe (95) kann gliedweise differentiiert werden (vgl. loc. cit. 7
S. 522—524). Fihrt man jetzt die Entwicklung (95) in (90) ein, so er-
hilt man eine Bestimmungsgleichung fiir #,, eine ,,Verzweigungs-
gleichung”. Sie ist von der Form

f ’ 1 !
(96) lfR%@ do + ocfu;‘dafx 20, 7 av' + PB4 s(l),a;75) =0,
S S T

unter R eine Potenzreihe, die mit den Gliedern zweiten Grades beginnt,
verstanden.
Es sei

(97) ry=13(4,s(0),0)

eine fiir A=s() =a=0 verschwindende L&sung der Gleichung (96).
Fiir hinreichend kleine Werte von |4, |s(l)|, |«| ist demnach mit (97)
die Bedingungsgleichung (90) gewil erfiillt. Die Funktion (95) geniigt
der Integro-Differentialgleichung (61), die Konfiguration 7'y 4 S, ist eine
Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeit. Die Untersuchung der
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der gegebenen Figur ist
damit auf die Diskussion der Verzweigungsgleichung (96) zuriickgefiihrt.
Wir begniigen uns mit diesen Andeutungen und verweisen im iibrigen
auf die analogen Betrachtungen auf S. 62ff.%3.

Durch die Betrachtungen auf S.1051f. ist u. a. die Existenz schwach
heterogener Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung aller nicht sin-
guldren Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoide dargetan. Was die
Verzweigungsellipsoide betrifft, so erscheint hier noch eine Diskussion
der Verzweigungsgleichung (96) als notwendig. Es ist nicht schwer ein-
zusehen, daB die zu einem vorgegebenen 1, s(I), y, «, 2 gehorigen neuen
Gleichgewichtsfiguren fiir alle Ausgangsellipsoide einer stetigen, kein
Verzweigungsellipsoid enthaltenden abgeschlossenen Schar eine lineare
Reihe bilden.

18. Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer gegebenen
nichthomogenen Gleichgewichtsfigur. Wir legen unseren weiteren
Untersuchungen die Integro-Differentialgleichung (43) in ausfiihrlicher
Schreibweise

(98) o+ [1hear f[f] o~ [o ) Gar=sty

“‘“fl'e—ldf'l—hz— gié'z(“g—l—bz)—QlC(ax—}—by)— ;(518(2)4_%(3)_}_ )

1

9 Man vergleiche ferner loc. cit. 75, S. 520—525, wo sich einige weitere Einzgl-
heiten finden. Es ist zu beachten, daB a.a. O. #,, ..., u, das bezeichnen, was im
Text mit fu,, ..., fu,, zu bezeichnen wire.
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zugrunde. Die linke Seite kann (vgl. (47)) auch einfacher in der Form

(99) y(o)2) — [aftt) [ Lao

geschrieben werden. Beziiglich der Dichte f, die auf jeder Niveaufliche
des Gesamtpotentials von 7"+ S einen konstanten Wert hat, haben wir
in 15. vorausgesetzt, dafl sie abteilungsweise stetig ist und in jedem
Stetigkeitsbereiche stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat.

or o1 o in O gleich Null. Wir wollen

Aus Symmetriegriinden sind -, 3y 9z

dariiber hinaus annehmen, da0 a—i in einer Umgebung des Koordinaten-
ursprunges einer H-Bedingung mit dem Exponenten u<(1 geniigt.
Da (% in O verschwindet, so ist augenscheinlich %zO(W). Ubrigens
braucht sich f beim Fortschreiten lings der z-Achse vom Koordinaten-
ursprung nach der Randfliche S hin nicht notwendig monoton zu
indern (nicht zunehmen). Doch darf v in T4S, auBer in dem Ko-
ordinatenursprunge, nicht verschwinden. In der Umgebung von O ver-
halt sich y wie O(r).%

Fir 7—0 folgt aus (98), da { im Koordinatenursprunge ver-
schwindet,

(100) Lrar— ﬁf] ot — fc@ii

:05 - af%,;g’; d'L',l—;(()%m)‘i‘o%w)‘[“ .. .).

1

Aus (98) und (100) folgt, wenn wir, unter §(¢) eine nebst ihrer Ableitung
stetige Funktion mit 3({)==0 verstanden, s =gs+A123(x) setzen,

(101) o +ff )C’dﬁ'—f[f’] (3- ;19—) r'do’
“fi’?;(; " "”25“)’“]%'(@%‘;,?)dﬁ~“2 oo (e 12)

1

—22 (a5Hby) — - (WO BO L., — B — BO— ),
oder kiirzer (vgl. S.102)

(102) () fdf f@ (5—=) da_hﬁé —a %’(l—f) dv

091

—M“rﬂ{ &Y —olI{4, 8}

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 8
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Betrachten wir die homogene Integralgleichung

) pe [1 (G )2 ﬁf] Do

ff'af (53— )dr=o0,
kiirzer

(104) yo — [ate) [¢(2 - 1)ar=o.
§ Sh

Sie stellt, in der Bezeichnungsweise von A. Kneser, eine belastete
Integralgleichung dar. Es ist nicht schwer einzusehen, daB, wenn beziig-
lich einer Nullésung {(z) von (103) feststeht, daB sie sich in O wie 7~1
verhilt, sie in T4 S gewill beschrankt ist®. Ist eine Nullssung {(r) der
Integralgleichung (103) in bezug auf alle 2-+1 Symmetrieebenen
von T symmetrisch, so hat { in 7+ S beschrinkte, auBer héchstens in O
abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ordnung und ist im
Koordinatenursprunge =0. Offenbar verschwindet { in O wie 7.9
Neben der Integralgleichung (103) betrachten wir jetzt noch die Gleichung

(105) +ff t'do’ f[f] tdo’ — fz;"l Liv—o.

Sie hat, falls, wie wir zundchst annehmen wollen, w==0 ist, gewiB eine
Nullgsung u, =const. ¢ und, falls T nicht etwa Rotationssymmetrie
um die 2-Achse hat, eine weitere Nullssung u, =const.¥cosp, unter p
den Winkel verstanden, der von (») und dem bei einer Drehung von T
um die z-Achse von dem Punkte P beschriebenen Kreisbogen einge-
schlossen wird, ¥ cosp =xb —ya. Sind alle S, Rotationsflichen um die
z-Achse, so ist t cosp=0, darum u,=0. Ist @ =0, handelt es sich mit-
hin um einen ruhenden Fliissigkeitskorper mit Kugelsymmetrie als
Ausgangsfigur, so hat die Integralgleichung (105) die Funktionen
1ty = const. ¢, ity; = const. @, Uy, = const. b zu Nullssungen. Alle diese
Nullssungen hidngen eng mit Ortsinderungen zusammen, die T4+S,
als starrer Korper aufgefafit, ausfithren darf, ohne aufzuhéren, Gleich-
gewichtsfigur zu sein. Wir nennen sie darum auch diesmal ,,triviale Null-
16sungen’* (vgl. loc. cit. % S. 532—535).

94 Vgl. loc. cit. 75, S. 527—528. Die Moglichkeit, daB8 {(r) in O von einer hoheren
Ordnung unendlich wird, braucht nicht beriicksichtigt zu werden. (Vgl. a.a. O.
S. 553.)

9 Vgl. loc. cit. 75, S.527—532. Ubrigens wird a.a. O. vorausgesetzt, daB
af of o
6_::_’ a—yf— , a—f in einer Umgebung des Koordinatenursprunges einer H-Bedingung

mit dem Exponenten y <1 geniigen. Hieraus ergibt sich dann, da Fm die gleiche
Eigenschaft hat.
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Man iberzeugt sich leicht, daB u,, u, bzw. u,, uy;, 1y, zugleich Null-
losungen der Integralgleichung (103) sind. In der Tat ist beispielsweise

l]' ] r 1 ! a
f/o—gu’ldﬁ—f[f];@uldc’ faf,ul dv'=0,
S <

da 1, beim Ubergang von 7 zu dem in bezug auf die Ebene z=0 sym-
metrisch gelegenen Punkte das Zeichen wechselt. Hat T+ S Kugel-
symmetrie in bezug auf den Ursprung, so sind uy, y;, Uy, Wie wir so-
gleich sehen werden, die einzigen Nullosungen der Integralgleichung (103),
die wir kiirzer in der Form

(106) ey — [ai) [ Dyas=o
0 St'

schreiben koénnen, woselbst diesmal 4o =7" ist%. Wie wir wissen, sind
etwaige Nulldsungen dieser Integralgleichung, die in der Umgebung des

Ursprunges nicht stirker unendlich werden als %, tatsichlich in T4 S

beschriankt (vgl. S.114) und héchstens mit Ausnahme des Punktes O
stetig.

Wir setzen, unterY,,, (m=1,2, ..., 2n41) die allgemeinen ortho-
gonalisierten und in irgendeiner bestimmten Weise normierten Kugel-
funktionen #-ter Ordnung des Polarwinkels 6 und des Azimuts b ver-
standen, im Sinne der Aquivalenz

w 20+l

(107) dog~ 2 3 Can)Y

n=0 m=

Hierin bezeichnet {,,, ={,.(¥) eine beschrinkte, in dem halboffenen
Intervalle (0, N) stetige Funktion (vgl. die Formel (111)). Der Kugel-
symmetrie halber kénnen wir diesmal speziell

(108) p(r)=9v(), )=/

setzen und auch S, fir S, schreiben.
Nach bekannten Sitzen ist fiir n=>1

4n 77‘
1 VN 2”—{—1( ) nm(e b) fiir r<v,
(109) WYW(B,b)dg =\ -
Syt 2n+1 WTYnm(o, b) fur <y %
und darum beiliufig fir #>1
(110) [Y (0, 0)do'=0.
Syt

9 In (106) kann { fir >R (R = Radius des Kugelkdrpers T -+ S) beliebig
angenommen werden, denn fiir t>® ist ja f=0 zu setzen.

97 Vgl. beispielsweise A. Liapounoff, loc. cit. 4 a) S. 18. A. a. O. bezeichnet do
das Flichenelement der Einheitskugel.

8*
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Wir finden jetzt fiir n=1
Ym0, dafdf fg' (5 =) _fdf(r’ fma o (0, b)( )

2,,+1fdf fYnm .0 n_lé’d +2n H, df fY,,m 0,9) e "o,

Wegen (107) ist
(111)  [CY (8, 0)d0 =122 (7) [ (Vi 6, 0))240 = A,y C (), *°
Sr [0

o

die Integration rechter Hand erstreckt iiber die Oberfliche der Ein-
heitskugel €, um O. Demnach gilt fir n=1

(112) fY,,m (0, b)doofd]‘(r’)s;[g" (% — Olg) do’

ST
T =)

A [T L) ) g A | T L)1),
0

r

Aus (106), (111) und (112) folgt jetzt fiir » =1 fast unmittelbar

n+2

(113) 9(r) Canl?) defgm Y dfr)

2n—|—1f§nm (”)=0, n=1 (m=1,...,2n+1).

Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden ¢, fiir £,,, schrei-
ben. Wird die linke Seite der Gleichung (106) iiber S, integriert,
so findet man

(114) () fc(r) do — fdf(r') [ t(7)do’ f(% - ;1E> do=0.
S, 0 Spr S

Nach bekannten Sitzen ist

(115) f do

98 Wir setzen zur Abkiirzung f(Ym,,(O, )2de=4A4,,. Die Art der Nor-

=4mr fir /<v,

mierung der Kugelfunktionen Y, (8, b) ist fiir die folgenden Betrachtungen be-
langlos.



Figuren in der Nachbarschaft einer gegebenen nichthomogenen Figur. 117

4nr?

so daB wir fiir (114) wegen ¢(r) = — r—ff 7P, =7, f—do’— =

(116) ff "drfé' do+fdf f; da ):

schreiben ké&énnen.
Aus (107) folgt, wenn wir Yy, =1 annehmen und fir {,, einfacher
£, setzen,

2
(117) f&' Vdo == 47r3Ly(7) f&' do — —4nr"é'0( )<7——:—,~),
und (116) geht {iber in

(118) comofﬂ ”drwfco P —r)dfl) =

Aus dieser Gleichung ergibt sich, selbst wenn man, wie wir es in den
folgenden Zeilen tun wollen, beziiglich der Funktion f(7) lediglich vor-
aussetzt, daB sie nicht zunimmt, ohne notwendigerweise stetig zu sein,
daB o(r)==0 ist (vgl. loc.cit. 7 S. 538—539).

Betrachten wir jetzt die Beziehung

119) YL ~ g e fc vysatty)

_24%::—&]& o ) =0 (n=1).

Sie hat nur fiir #=1 beschrinkte, von Null verschiedene Lo-
sungen.

Es ist vor allem leicht zu sehen, daf die Integralgleichung

(120)  y0&0 fcl )78 4’”[; )aitr)

in die (119) fiir =1 tbergeht, durch {;(r)=1 befriedigt wird. Diese
Losung flihrt zu den eingangs gefundenen trivialen Nullésungen
Uy, Ugy, Ugpe

In der Tat ist, wie eine teilweise Integration lehrt,

(a21)  [riaie)=rtin) =3 [rf7)dr, Jaitr)= —
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somit
(122) 32 [+ 45 [arty =23 100 =22 1) a2 )
0 r 0
_47_?.'{‘]‘(7’) 7,2d7”=1p(?’),
0

so daf £;=1 die Gleichung (120) tatsichlich befriedigt. Da0 sie keine wei-
teren beschrinkten, von der Losung ;=1 linear unabhingigen Losungen
hat, ist an der mehrfach genannten Stelle S. 540—541 gezeigt worden.

Es sei schlieBlich # >1. Die Gleichung (119), die wir in der Form

(123) ) L) = 2n+1 J‘C K n- 1/3df(y’)

dr n-l ,
2n-rlf5” , a(r)

schreiben kénnen, liefert mit |, (7)| <L

T

() Cal)] < — J—iﬁ,-f i) — gy f aftr’

4 L 7 4 L J\ OO
(124) = (27%?{[ 5 — r37” fr')a } 2:—_7}_1[f(7)]r
4nl 372
(2n—|—l)y2 4x
somit
3L

darum fir #>1 gewil ,(r)=0.%

Wir kehren jetzt zu der Voraussetzung w==0 zuriick. Die Integral-
gleichungen (103) und (105) haben gewiB u, und u, zu Nullssungen.
Hat T +S Rotationssymmetrie um die Gerade z=0, so ist iiberdies,
wie wir wissen, u,=0.

Es sei zur Abkiirzung fiir alle = in T4S

1 o) 1
[ y(r) 9 ol7)
’ f(o’) 1
(126) K@wv)= L0
[fe)] 1
vl el )

fir 7"in T, jedoch nicht auf &,

v=0" auf S,

7=d¢ auf G,

99 Den vorstehenden Beweis, daB {, (+) =0 ist fiir » > 1, verdanke ich einer
freundlichen brieflichen Mitteilung des Herrn Kostitzin.
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dr=dvin T, jedoch nicht auf &, =do auf S und & gesetzt. Die Integral-
gleichung (105) nimmt damit die Form

(127) t@)+ [K(r,7)e(r)dv'=0
an. Die hierzu adjungierte Integralgleichung
(128) w()+ [K(r,7)wr)dr=0
faBt, wenn

w(t') fir 7 in T, jedoch nicht auf &,
(129) w(7) ={ws(0"), v'=0 auf S,
wglo), =0 auf &

gesetzt wird, voll ausgeschrieben die drei simultanen homogenen Integral-
gleichungen

n (1 o) 1 1 o) 1
w(’)_fw(r) v o6, PO |5 oy o, v 20) 40
T S

1 /) 1 _
- mw*‘”—'—g(a,t,)wg((’)da—o,
&

ws(a’)+ff(a) 1 w(r)dt—{-f;(&;a(?l’?)ws(a)da
T s

te’) 1 _
+@J‘w(0) Q(O‘, O") W@(U) dU - O)

(130)

[f 1 [fe] 1
- dr — _1
welo yw(r)de Sf W) 26,0 Us0)do
[fle'] 1

o) o0 2el0)dr=0

zusammen'%, Man verifiziert leicht, daB3, wenn {(z) eine Losung der
Gleichung (105), beispielsweise 1, oder u, bezeichnet, das System

a*éu p()L(T),  ws(o) =F(0)p(o"){(0),

we(0') = —[f(o")]p(d’) L(o)

die Gleichungen (130) befriedigt.
Wir denken uns u; und u, irgendwie, etwa den Beziehungen

fu1 dr—ful d1+ ful Ydo=1,

fug dt~fu2 dt+fu2 =1

asy = -

(132)

100 Vgl. bsp. meine Note, Bemerkungen iiber belastete Integralgleichungen,
Studia mathematica 3 (1931), S.212—225.



120 Neue nichthomogene Figuren in der Nachbarschaft einer gegebenen Figur.

gemif} normiert. Augenscheinlich ist die ,,Orthogonalititsbeziehung*
(133) fuluzd'[:fuluzdt—i‘ fu1u2d0':0
T S+6

erfiillit. Es seien #; und u, die den analogen Normierungs- und
Orthogonalisierungsbeziehungen geniigenden Nullésungen der Integral-
gleichung (128)

ful dt—-ful dt—{—ful Jdo=1,

(134)
fugdr-fugdr+fu22do_l fu1u2 dr_fu1u2d1+fu1u2da 0.

Offenbar ist, unter Zugrundelegung der in (129), (131) benutzten
Schreibweise, z. B.

()=~ Q«%ﬂ P(T)uy(7)-C, wis(o) = f(0) p(o) uy(0) - C1,
(o) = —[f(0)]p(0) u,(0)-C,

o () e dr—{—ff da+ﬁf (0)124%(0) u3(o) do
! (C>0).

Es sei L(t,1’) der Kern, den man erhdlt, wenn man in (126) allemal —:;

(135)

durch 11;-—% ersetzt (vgl. die Formeln (138)). Die Integralgleichung
0!
(136) () + [L(z,7) () dr =0,

die offenbar mit der Integralgleichung (103) identisch ist, hat, wie wir
wissen (vgl. S.115), u; und u, zu Nullssungen. Wir nehmen an, daB
diese ,,trivialen Nullssungen* ihre einzigen Losungen sind. Man iiber-
zeugt sich leicht, daB u, (z) und u,(7) die zu (103) adjungierte Integral-
gleichung

w(t) + fL(r, Yw(r)dr =0

befriedigt. Nach bekannten Sitzen hat die Integralgleichung
L)+ [ M(z, ) () dY =0,
M(7,7') = L(v, 7') — (1) uy(v") — tty(7) u5(")

keine Nullssungen mehr (vgl. loc. cit. ?* die FulBnote %).

Es sei jetzt g(z) eine in T - S erklirte stetige Funktion, die daselbst
stetige, allenfalls auf © sprungweise unstetige partielle Ableitungen erster
Ordnung besitzt und dariiber hinaus folgende Eigenschaften hat. Sie
ist in bezug auf die £ 41 Symmetrieebenen von T 4 S symmetrisch und
verschwindet in 0. IThre partiellen Ableitungen erster Ordnung, die aus
Griinden der Symmetrie in O gleich Null sind, verschwinden dort wie 7.
Dies hat zur Folge, daB sich g in der Umgebung des Koordinatenur-
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sprunges wie 7> verhélt. Wir betrachten jetzt die nicht homogene ,,be-
lastete’ Integralgleichung

w57) vt + i (= )i f (% - Oig) i
—fc’af’ dr =g(1),

Es sei ahnlich wie auf S.118 fir alle T in TS

a / ) ’

vis) o i nicht auf &,
{0 1 _ 1 '
<9(1,6’) 09(6’)>’ v=o aut 5,
_ 1] < 1

p(r) \e(7. )
dv =dzin T, jedoch nicht auf &, =do auf S und & gesetzt. Die Integral-
gleichung (137) kann kiirzer in der Form

(139) (#) + [Li, ) L () @Y =~ )

geschrieben werden.

Es sei {(r) eine in T+ S, auBer héchstens in O, wo sie sich wie »—1
verhilt, stetige Losung dieser Integralgleichung, von der wir iiberdies
wissen, dal} sie die Ebenen der Symmetrie von 7+ S zu Symmetrie-
ebenen hat. Alsdann ist, wie sich ohne Miihe zeigen 14Bt, {(z) in T+ S
stetig, hat daselbst beschrinkte und auBler hochstens in O in jedem
Stetigkeitsbereiche von f stetige Ableitungen erster Ordnung und ver-
schwindet im Koordinatenursprunge. Demnach verhilt sich {(t) in der
Umgebung von O wie 7 (vgl. loc. cit. 7 S. 550).

Es sei jetzt g(r) irgendeine in T -} S erklirte stetige Funktion. Be-
trachten wir die Integralgleichung

1 of()/ 1 1 . .
—— — T
’ (9 eI (T,)> fur 7/ in T, jedoch

(138) Lz, )=

- e(la'))’ v=0 auf &,
0

1

(140) L(r)+ f Mz, 7)L(7)de'= = g(x).

Sie hat eine und nur eine in T +- S, auler hochstens in O, stetige Lésung,
die in der Umgebung des Ursprunges héchstens wie ; unendlich wird.

Ist g(7) {iberdies in bezug auf die £4-1 Symmetrieebenen des Systems
symmetrisch, so gilt fiir {(z) das gleiche. Augenscheinlich erfiillt alsdann
{(vr) die Integralgleichung (137), in der diesmal g(r) durch g(z) zu er-
setzen ist. Sie besitzt also, wenn g(7) auch noch die {ibrigen soeben an-
gebenen Eigenschaften der Funktion g(r) hat, beschrinkte und in jedem
Stetigkeitsbereiche von f, auBer hochstens in O, stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung und verschwindet im Koordinatenursprung.
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Wir setzen y(t) {(r) =Z(r) und erhalten zur Bestimmung von Z(r)
die Integralgleichung

(141) Z(z)+ [P, ) Z(v)dY =g (),
deren Kern P(r,7’) wie folgt erklirt ist. Es gilt

(142)  P(zr,7)=Q(r, 7) — L (1, (2) 1, (¢) + (1) g (),

p(7)
~5in 00" (a7 sgwn) 1 ¢ in T, fedech
W) @) =1 (TG ) T WS,
_E,fu((i')] 5 o ) 09(10")) , ¥=0 auf ©.
Da nach Voraussetzung (vgl. S. 93) ait,l) in O wie ()" verschwindet, so
verhalten sich die Ausdriicke @ a(’;ij’) Q(Tl, = bzw. W(IT') ag(:”) ogl(r’)

1 und — 1.

(V) *o(z,7') (r)=*
P(7,7v')=PW(z,7’) gehorige iterierte Kern. Er verhilt sich fiir gegen
Null konvergierende Werte von #' und o (z, ') wie (#')*~2 (vgl. loc. cit. 7
S. 551——552). In der Umgebung von S und € wird P® (z,7") wie

108 41 5
fiir alle 7 und 7* wie (#')*~2. Diese Singularitdt 148t sich auch durch
weitere Iterationen nicht beheben. Gleichwohl 148t sich auf die Integral-
gleichung

entsprechend wie Es sei P®(7,7/) der zu

unendlich. Der zweite iterierte Kern P'®(t,7’) verhilt sich

Z(x)—[P®(2,7) Z(¥)d¥ = (7) (f(x) in T+S stetig)
die Fredholmsche Theorie fast ohne weiteres anwenden (vgl. loc. cit. 3
S. 553—554).

Die Integro-Differentialgleichung (101) 148t sich jetzt, wie man leicht
erkennt, auf die Form

(144) (1) + [ M(z,7) ¢ (7) dv
—_-wtr)[hﬂé fl ~~-—#)d11 e— w1 Cz(az—{—bz) 242 (ax+by)

(O + BO . — (T — O — )]

=2 rzg ocf ---—— d 4 Arz+ﬂ'{z,c}_on{z,c}]
0@ 1
1,
brmgen
Die Ergebnisse, iiber die im vorstehenden referiert worden ist, bilden

die Grundlage fiir das Verfahren der sukzessiven Approximationen, das
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nunmehr einzusetzen hat. Eine wesentliche Rolle spielen hierbei die
am SchluB} der Nummer 16. angegebenen Ungleichheiten. Wegen der
Einzelheiten mull auf meine wiederholt genannte Abhandlung (S. 554
bis 559) verwiesen werden. Dort finden sich auch Bemerkungen, die den
noch moglichen Verzweigungsfall betreffen.

19. Figur der Erde. Wihrend vorhin die Winkelgeschwindigkeit e
als von Null verschieden vorausgesetzt wurde, wird jetzt w =0 an-
genommen. Wir gehen also von dem Ruhezustande aus; T+ S ist eine
aus konzentrischen Kugelschichten gleicher Dichte bestehende Fliissig-
keitsmasse. Beziiglich der Dichte f{r) gelten unsere fritheren Fest-
setzungen. Die homogene Integralgleichung (103) hat jetzt als einzige
Losungen die drei trivialen Nullésungen u,, u,,, #t;,. Die Losungen der
zu (103) adjungierten Integralgleichung sind durch die Formeln (135)
und die dazu analogen auf u,,, u,, beziiglichen Formeln gegeben und
werden mit fetten Buchstaben bezeichnet. Wir denken uns alle diese
Funktionen wie in 18. die Lésungen uy, it,, t;, #, etwa den Beziehungen

(145) fufdr—fufldt—fum T=1, fulzdr=fulzldr=fu122d1=l
gemif normiert und setzen

(146) P(r,7) =L(z,7) — i (7) 0y(7) — (1) uyy (7)) — yo(7) 135(7)..
Den sukzessiven Néherungen liegt diesmal die Integralgleichung zu-

grunde, die man erhilt, wenn man in (144) M(z, v’) durch P (t,7’) ersetzt.
Wir nehmen insbesondere =0, A=<=0 an.

Augenscheinlich hat jetzt die Dichte in den korrespondierenderi
Punkten der beiden Gleichgewichtskonfigurationen 7'+4-S und T, + S,

1
denselben Wert. Betrachten wir die erste Approximation { etwas niher.
Es gilt

(147 ) £() + [Pz, v) CL(T’)dr':ﬁ[hrz@(r) — 2.
Da {(r), wie iibrigens auch alle hoheren Ndherungen die Ebene z=0
sowie jede Ebene durch die Rotationsachse zur Symmetrieebene hat, so ist

(148)  [i)uy(7) a7 = [E(7) uy(¥)dv' = [ £(7') upy(¥) dd' = 0.
Demnach geniigt C('r) der Integralglelchung
(149) (o) Ele)+ f T f[f] Y bao

C,&}" ( l@\) dv'=hr28(r) — A2,  Kkiirzer

1}

(150)  w(x)C(z) fdf f;’ da = 1123 (r) — 222
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Wie wir wissen, hat die zu (149) gehorige homogene Integralgleichung
drei linear unabhingige Nullosungen 11,(7), 113,(7), Uyo(7); die Losungen
der adjungierten Gleichung sind (), #,,(z), #3,(t). Die fiir die Losbar-
keit von (150) notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind wegen

ft2 my(t)dz =ft2 ny,(7)dr =fr2u12(r) dr=0,
f72§ (r)wy(z)dr =fr2 3(ryu, dv =fr2§ (), dr =0

1
erfiilllt. Durch die Forderung der Symmetrie ist {(r) als eine Lsung
der Integralgleichung (149) vollkommen bestimmt.
Wie man leicht verifiziert, ist

(151)

(152) t2=-§—72(1—P2(cos 9),

unter P,(x) das Legendresche Polynom § x2—3%, d.h. eine Kugelfunktion
zweiter Ordnung verstanden. Den Entwicklungen in 18. zufolge liegt es
nahe, eine die Symmetrieforderungen erfiillende Losung der Glei-
chung (149) in der Form

(153) £(v) = 30(7) = 3(#) Py cos 6)

anzusetzen. Zur Bestimmung von 3¢ (7) und 3, () erhilt man, wenn man
wie in 18. verfiahrt, die Integralgleichungen

N 2
w0 — 1510 [(2 = LYaw=nrst)— 22,
(154) 0 S ,
4 ’ I12 !
p(r)=yp(v)= —%ff(r)r *dr’,
0
o F ’ ’ 1 1 ’ ’
(155 p0) 320 Paleos 0)— 34/ 0) [ (4 — L) Pyfeos #)a0
0 STI 0
= g Ar?Py(cos 0).
Es moge €, die Einheitskugel bezeichnen. Da
(156) [ Py(cos)do =0
(o)

gilt, so kann man fiir (155) auch schreiben
(157)  p(7)35(r) Py(cos 6) ~f32’df (r')f% Py(cos)dd’ = g Av2P,(cos 0).
0 S

Setzt man speziell h728(r) = 2472, so erhilt man 3,(r)=0, da, wie wir
schon frither gesehen haben (vgl. S.117), die zu (154) gehorige homogene
Integralgleichung keine von Null verschiedene Lésung hat. Die Glei-
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chung (157) ergibt wiederum, wenn man die Formeln (109) beachtet, zur
Bestimmung von 3,(#) die Beziehung
r o5

(188)  pr)salr) — 45”f,3 i) — %f wdflr) =3 4%,

0 T

wofiir man nach einer einfachen Umformung auch

I) ’ ’ ;\.
(159) ff Wy — ffdr“gz ffd )= — e

schreiben kann. Dies ist die bekannte Gleichung, zu der Clairaut in seiner
,,Théorie de la figure de la terre* gelangt ist!0l.

Ist im Gegensatz zu der vorhin gemachten Annahme h723(r)— 3 Ar2
nicht identisch gleich Null, so wird 3,(r) von Null verschieden ausfallen.
Man gelangt von der Clairautschen Ndherung zu der ersten Approxi-
mation durch eine bestimmte kugelsymmetrische Transformation.

20. SchluBbemerkungen. Der Existenzbeweis vereinfacht sich
wesentlich, wenn die Dichte sowohl der Ausgangs- als auch der ge-
suchten Gleichgewichtsfigur in einer Umgebung des Schwerpunktes
einen konstanten Wert hat. Insbesondere kénnte sowohl T als auch T
aus einer endlichen Anzahl Gebiete konstanter Dichte bestehen!®2. In
der Tat fillt jetzt die umstédndliche Sonderbehandlung des singuldren
Punktes O fort.

Eine ebenfalls sehr einfache Behandlung gestattet der folgende

Spezialfall, der eine interessante Interpretation zulifit. Es sei T
irgendeine aus einem einzigen Koérper bestehende homogene Gleich-
gewlchtsflgur rotierender Flussigkeit, und es mége @ das von der

Randfliche S von T und einer in dem AuBengebiete von T ge-
legenen Niveaufliche des Gesamtpotentials, S, begrenztes Gebiet

bezeichnen. Wir fassen T=T+@ als die Ausgangskonfiguration auf
und nehmen demgemdl f in T gleich der Dichte der eben genannten
Gle1chgew1chtsf1gur in @ hingegen gleich Null, 5 in T gleich Null, in

101 Vgl A. Liapounoff, loc. cit. 40 b) S. 1, Formel (1). A. a. O. bedeutet z das,

was im Text mit %2* bezeichnet wurde.

Man vergleiche in diesem Zusammenhang die wiederholt genannte bahn-
brechende Arbeit von Liapounoff, loc. cit. ¥ a), die Note von J. Lense, Uber eine
Integralgleichung in der Theorie der heterogenen Gleichgewichtsfiguren, Math.
Zeitschr. 16 (1923), S. 296—300 sowie eine in Vorbereitung befindliche Abhand-
lung von E. Holder, Zur Theorie inhomogener Gleichgewichtsfiguren. 2, Mit-
teilung. (Sie wird voraussichtlich in der Math, Zeitschr. erscheinen.)

102 Vgl. die diesen Fall betreffenden, von der allgemeinen Theorie unabhingigen
Andeutungen in meiner Schrift, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechsel-
wirkung, Leipzig 1923, S.59—61.
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® indessen von Null verschieden an®® und setzen die Schwerkraft im
Innern und auf dem Rande der Ausgangskonfiguration von Null ver-
schieden und nach innen gerichtet voraus. Augenscheinlich ist S analy-
tisch und reguldr. Ist die Ausgangsfigur T reguldr, so gehort zu jedem
absolut hinreichend kleinen Werte des Koeffizienten « (vgl. S.96) und zu
jedem hinreichend kleinen Werte von |w; —w|, darum auch von | 4| eine
und nur eine Gleichgewichtsfigur T, +S;. Man kann sie als die Gleich-
gewichtsfigur eines fliissigen, von einer diinnen, ebenfalls fliissigen, nicht
notwendig homogenen Atmosphdre umgebenen Planeten ansehen!®4,

Ist T eine Verzweigungsfigur, so erscheint die Diskussion einer Ver-
zweigungsgleichung als notwendig. Selbst fiir @, = wire es denkbar,
daB sich dabei unter Umstdnden mehr als eine oder aber auch gar keine
Gleichgewichtsfigur ergibt.

Was den Existenzbeweis, der sich, wie gesagt, diesmal nicht un-
wesentlich vereinfacht, betrifft, so bemerken wir, dafl die Integro-

Differentialgleichung (43) wegen Z—:}:O und [f]= —f auf der Sprung-
fliche S nunmehr die Gestalt

(160) i +ff’l Hdo' =5 — afx’idz; N e TP
J @ 41 2x
S U1

—225(&x+by)—%(§1§(2)+2;(3)+ )

annimmt. Sie gilt fiir alle (x, ¥, 2) in 7, braucht aber nur fiir alle Punkte

von®-+ S+ S in Betracht gezogen zu werden. Das Volumintegral rechter
Hand ist iiber das Bildgebiet @, von® erstreckt zu denken; s ist eine be-
liebige, dem absoluten Betrage nach hinreichend kleine Funktion von t,
die freilich nur fiir diejenigen Werte von t, die den Niveauflichen in @
entsprechen, erklirt zuwerdenbraucht. Wirhabenrechts 8 4 8® ..,
unter 8™ einen zu (53) 111 analogen, iiber S erstreckten Integralausdruck
verstanden, fiir W@ 4+ W® -, . geschrieben, weil es sich diesmal, wie
man leicht sieht, um die Glieder zweiter und héherer Ordnung des Aus-

druckes f]" —;—dr{ ——f/ '%dt’ handelt. Es ist indessen zu beachten, dafl
1
T, T

in dem Ausdruck fir 8 der Aufpunkt auf einer beliebigen Niveau-
fliche in @ und nicht wie a.a.O. notwendigerweise auf S anzu-
nehmen ist.

Die Auflésung der Integro-Differentialgleichung (160) durch sukzes-
sive Approximationen bietet keine Schwierigkeiten dar. Man wird wie
in 17. beim Ubergang von der (# —1)-ten zur n-ten Approximation zu-

103 Ubrigens konnte y bei der Anniherung an S gegen Null konvergieren.
104 Von den durch die Sonne verursachten Gezeiten wird dabei abgesehen.
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(n) —
nichst ¢ auf S durch Auflésung einer linearen, nicht homogenen Integral-
gleichung bestimmen und hernach ausgehend von (160) ohne weiteres

(n)
{ in® entnehmen. Die Komplikationen, die a. a. O. durch die Einfithrung
der GréBen s, und % entstehen, fallen jetzt fort.

Ubrigens gelten die Formeln, auch wenn die speziellen beziiglich der

Symmetrieebenen von T in 15. gemachten Voraussetzungen (dort ist T

das, was jetzt T heiBt) nicht erfiillt sind, z. B. fiir ringférmige homogene
Gleichgewichtsfiguren (vgl. 22.) als Ausgangsfiguren. Man gelangt so
u. a. zu einem homogenen fliissigen Kreisringkérper mit einer diinnen
fliissigen Atmosphire. Ebenso kann man eine ringférmige Gleichgewichts-
figur mit einem Zentralkérper (vgl. 24.) zum Ausgangspunkt wihlen.

Die vorstehende Theorie 148t sich ohne Miihe auf den Fall ausdehnen,
daB die Fliissigkeit sich in einem mitrotierenden analytischen und regu-
liren AuBenfeld, das die Symmetrieebenen von T +S zu Symmetrie-
ebenen hat, befindet. (Man vergleiche die homogene Fliissigkeiten be-
treffenden Ausfithrungen in 11.) Es leuchtet weiter ein, daf3 sich die ge-
samte in diesem Kapitel entwickelte Theorie ohne Miihe auf den zwei-
dimensionalen Fall sinngemif iibertragen laBt. Vor allem dirften
schwach inhomogene Fliissigkeitszylinder in der Nachbarschaft homo-
gener (regulirer) elliptischer Zylinderfiguren existieren. Als Gegenstiick
zu der nichthomogenen Gleichgewichtsfigur, zu der wir zuletzt in der
Theorie der Figur der Erde gelangt sind, erscheint ein langsam rotieren-
der, nichthomogener Ringkérper (vgl. 22.), dessen Normalschnitt aus
angenihert elliptischen, schwach abgeplatteten Schichten besteht. Als
Ausgangsfigur erscheint dabei ein inhomogener ruhender Kreiszylinder-
korper, der aus koaxialen Schichten von nach innen zu nicht abneh-
mender Dichte gebildet wird1%5, Dieser Korper gehért einem Arm
von Gleichgewichtsfiguren an. Man erhilt diese, indem man der Winkel-
geschwindigkeit einen beliebigen positiven, unterhalb einer leicht angeb-
baren Schranke gelegenen Wert erteilt, die Fliissigkeitskonfiguration
indessen ungedndert 146t, somit {=:0 annimmt. Von Interesse wire
die Feststellung, ob von dieser linearen Reihe fiir besondere Werte von o
weitere lineare Reihen abzweigen, insbesondere, ob dies in dem ein-
fachsten Falle eines aus endlich vielen homogenen Schichten bestehenden
Zylinders zutrifft.

105 Fiir die Diskussion der zu (103) analogen homogenen Integralgleichung
reicht diese Voraussetzung vollkommen aus. Fiir die Auflosung der maB8gebenden
Integro-Differentialgleichung in dem eben betrachteten Spezialfalle wie in der all-
gemeinen Theorie muB in unserer Behandlungsweise des weiteren angenommen
werden, daB die Dichte f(r) (#?= 4%+ 4% nur endlich viele Sprungflichen hat
und die Funktion f(#) in jedem Stetigkeitsbereiche stetige, einer H-Bedingung

afro .
geniigende Ableitungen hat. Wir nehmen des weiteren ~~£—(y—)=0, somit

d;(:)____o(,//«) O<p<1) an. (Vgl S.93.)
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Fiinftes Kapitel.

Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung
einer die Gleichgewichtsbedingungen nur
angendhert erfiillenden Konfiguration.

21. Allgemeines. Diein dem dritten und vierten Kapitel entwickelte
Theorie gestattet, in geeigneter Weise modifiziert, in manchen Fillen,
wenn ein rotierender homogener Fliissigkeitskérper ¥, der auch aus
mehreren Einzelmassen bestehen kann, bekannt ist, der in erster Nihe-
rung die Gleichgewichtsbedingungen erfillt, den Existenzbeweis einer
exakten Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von ¥ zu erbringen.

Wir wollen diese Behauptung etwas ndher erliutern. Es sei eine von
einem kleinen Parameter ¢ abhingige Schar von Fliissigkeitsver-
teilungen ¥, die um die 2-Achse eines kartesischen Achsenkreuzes mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w =m(8) rotieren, und, wie vorhin
erwahnt, die Gleichgewichtsbedingungen in einer ersten Naherung er-
fiilllen, gegeben. Das Gesamtpotential (Potential der Gravitations- und
Zentrifugalkrifte) von T nimmt also auf seinem Rand & Werte an,
deren Schwankung mit ¢ verschwindet, genauer von der Ordnung 4 ist.
Es sei T eine Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft erster Ordnung
von T, deren Existenz vermutet wird, und die zu einem von @ wenig
verschiedenen Wert o, der Winkelgeschwindigkeit gehort.

Wir beziehen den Rand von T¢, er heiBe S{, auf den Rand &¥
von ¥ in dhnlicher Weise, wie wir s. Z. S; auf S bezogen hatten. Es
seien schlieBlich 1 und N die Gesamtpotentiale der Kérper T und
@ in korrespondierenden Punkten auf S{® und €?. Die Differenz
WP — 1@ 148t sich nun auf eine ganz dhnliche Form wie der Ausdruck
V,—V (vgl. S.44) bringen. In der Tat ist s. Z. bei der Entwicklung
des Ausdruckes V,(X,,Y,,Z;) —V(X,Y, Z) nirgends davon Gebrauch
gemacht worden, dafl T, und T, in der Bezeichnungsweise des dritten
Kapitels, Gleichgewichtsfiguren sind. Berticksichtigt man, daB das Ge-
samtpotential 1" auf S{» konstant ist, so erhilt man zur Bestimmung
von { eine zu (75) III analoge Integro-Differentialgleichung, in der
rechter Hand neben s und 2, als ein weiterer kleiner Parameter, § auftritt.
Er trigt dem Umstande Rechnung, daB ¥ die bekannten Gleichge-
wichtsbedingungen nur niherungsweise erfiillt, so daB 1® auf G® eine
als gegeben anzusehende Ortsfunktion (&, #,0)=0(d) darstellt. Far
hinreichend kleine Werte von |s|, [A| und |4] wird man durch Auf-
16sung der vorhin genannten Integro-Differentialgleichung, allgemein zu
reden, in der Tat zu einer Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von
T gelangen. All dies gilt auch, wenn, wie es hiufig vorkommen wird,
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ein AuBenfeld vorliegt. Natiirlich geben die vorstehenden Ausfithrungen
nur das Prinzip der Methode wieder. In konkreten Fallen wird man sich
nicht selten veranlaBt sehen, in den Einzelheiten allerhand Abweichungen
vorzunehmen.

Einige Beispiele. Betrachten wir einen Kreisringkorper T, dessen
Meridiankreis den Halbmesser %, der Leitkreis aber den Halbmesser L

hat. Fiir kleine Werte des Quotienten 6:% stellt unser Kreisringkdrper

bei festgehaltenem R, somit fiir groBe Werte von L angendhert eine
Gleichgewichtsfigur einer ruhenden homogenen Fliissigkeit dar. Es 1aBt
sich zeigen, daf fiir kleine ¢ und fiir passend gewihlte kleine Werte der
Winkelgeschwindigkeit eine homogene Gleichgewichtsfigur in der Nach-
barschaft von T existiert (ringformige Gleichgewichtsfigur ohne
Zentralkorper [vgl. 22.]).

Ein um einen festgehaltenen punktformigen Zentralkérper in groBer
Entfernung rotierender Kugelkérper T vom vorgegebenen Halb-
messer R, dessen Winkelgeschwindigkeit w dem Keplerschen Gesetz ent-
spricht, stellt in einer ersten Nédherung eine Gleichgewichtsfigur einer
rotierenden homogenen Fliissigkeit dar. In der Umgebung von T liegt
eine im Felde des Zentralkdrpers rotierende exakte Gleichgewichts-
figur T{" eines entfernten homogenen flissigen Mondes (vgl. 25.).
Thre Winkelgeschwindigkeit , ist von w nur wenig verschieden. Als 9

gilt hier der Quotient ? unter L den Abstand des Mittelpunktes des

Kugelkorpers ¥ von dem Zentralkérper verstanden.

Die eben betrachtete Gleichgewichtsfigur bildet ein entferntes Glied
einer linearen Reihe homogener Gleichgewichtsfiguren, die simtlich
um einen ruhenden punktférmigen Zentralkérper rotieren. Sie werden
von den sogenannten Rocheschen Ellipsoiden, die den Gleichgewichts-
bedingungen nur angendhert gentigen, ausgehend konstruiert (vgl. 24.).
Ein Gegenstiick hierzu bildet eine lineare Reihe homogener ringférmiger
Gleichgewichtsfiguren mit Zentralkorper (S. 149). Weitere Beispiele:

1. Es gibt bekanntlich eine Anzahl spezieller Losungen des ebenen
n-Korperproblems (#=2), bei denen die n Massenpunkte Kreisbahnen
um den gemeinsamen Schwerpunkt beschreiben und die ganze Kon-
figuration wie ein starres Gebilde mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit rotiert. Werden die Massenpunkte durch im Verhéltnis zu ihrer
gegenseitigen Entfernung kleine, gleich schwere, homogene fliissige
Kugeln ersetzt, so erhdlt man in einer ersten Ndherung eine Gleich-
gewichtskonfiguration. Die Halbmesser der einzelnen Korper gelten
hierbei als gegeben, ihren gegenseitigen Entfernungen sind hinreichend
groBe Werte zu erteilen. In einer Umgebung der betrachteten Kon-
figuration liegt eine aus # Einzelmassen bestehende exakte Gleich-
gewichtsfigur (Doppel- und Mehrfachsternsysteme S. 155). Insbesondere

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 9
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kann es sich um # Massenpunkte in den Eckpunkten eines reguliren
n-Ecks oder auf einer Geraden handeln. In dem zuerst genannten Falle
kann auch noch in dem Schwerpunkte ein Massenpunkt angenommen
werden, so daB man insgesamt zu #-+1 Einzelkérpern gelangt, von
denen # fliissig sind, der letzte hingegen fliissig oder fest sein kann.
Das etwaige feste Attraktionszentrum wird als punktférmig oder aus
homogenen konzentrischen Kugelschichten bestehend vorausgesetzt.

2. Von der linearen Reihe der Gleichgewichtsfiguren in der Nachbar-
schaft der Rocheschen Ellipsoide, von denen vorhin die Rede war, aus-
gehend, kommt man zu einer linearen Reihe von Gleichgewichtsfiguren,
die aus zwei oder mehr kongruenten, in bezug auf den Zentralkérper
symmetrisch gelegenen angendhert ellipsoidischen Kérpern bestehen.
Den hinreichend weit entfernten Gliedern der Reihe kann man noch
einen oder mehrere in dem Raume zwischen dem Satelliten und dem
Zentralkorper gelegene fliissige Kreisringkorper hinzufiigen. Der Zentral-
korper kann wie iibrigens schon bei den Rocheschen Ellipsoiden, als
fliissig und in diesem Falle mitrotierend gedacht werden.

3. Systeme von zwei oder mehr konzentrischen mit verschiedenen
Winkelgeschwindigkeiten oder wie ein starrer Korper rotierenden
Ringen (S. 1421f.).

4. Man denke sich in den Gitterpunkten eines unendlichen reguliren
linearen, zwei- oder dreidimensionalen Netzes gleiche punktartige Massen
angebracht. Das Ganze befindet sich, wie man fast unmittelbar sieht, im
Ruhezustande im labilen Gleichgewicht. Fir kleine Werte des Verhilt-
nisses Durchmesser/Abstand zweier Gitterpunkte gibt es nun, wie man
ohne ernstliche Schwierigkeiten zeigen kann, einen von der Kugel wenig
verschiedenen Fliissigkeitskorper, der in allen Punkten des Gitters an-
gebracht, eine (instabile) aus unendlich vielen kongruenten Einzel-
massen bestehende Gleichgewichtsfigur einer ruhenden Flissigkeit er-
gibt.

Es sei daran erinnert, daB in allen Fillen, auch wenn dies in der vor-
stehenden kurzen Ubersicht nicht ausdriicklich erwdhnt ist, das eine
oder das andere Bestimmungsstiick des Systems einen hinreichend
kleinen Wert hat. Es handelt sich eben bei den Betrachtungen dieses
und der beiden vorhergehenden Kapitel durchaus um die Existenz-
beweise im kleinen.

Im vorstehenden war durchweg von homogenen Fliissigkeiten die
Rede. Die zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel diirften erlauben, in
manchen Fillen diese Voraussetzung fallen zu lassen.

Es liegt auf der Hand, daB die eingangs erliuterte Methode, sinn-
gemial modifiziert, auch in dem zweidimensionalen Falle beiderseits
unbegrenzter Flissigkeitszylinder zu einem Existenzbeweis einer Reihe
neuer Gleichgewichtsfiguren fithren wird. Manchen dieser Gleichgewichts-
figuren entspricht, beildufig bemerkt, ,,dual”“ eine permanente ebene
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Wirbelbewegung einer den Gesamtraum erfiilllenden homogenen, in-
kompressiblen Fliissigkeit19,

Wir schlieBen diese recht unvollstindige Aufstellung%” und gehen
zu den Ausfithrungen im einzelnen iber.

22. Ringformige Gleichgewichtsfigur einer homogenen Fliissig-
keit ohne Zentralkoérper. Wir beginnen mit dem besonders instruk-
tiven Beispiel einer homogenen ringférmigen Gleichgewichtsfigur ohne
Zentralkorper, deren Existenz von Thomson und Tait postuliert worden
ist, und die spiter Frau S. Kowalewski und auf einem anderen Wege
Poincaré unter Zugrundelegung von Niherungsrechnungen behandelt
hatten'%, Wir werden in dem Folgenden sehen, wie sich in einem kon-
kreten Falle die Bestimmung der von § abhiingigen Glieder der funda-
mentalen Integro-Differentialgleichung des Problems gestaltet, und zu-
gleich das sehr wichtige Prinzip der Einfiihrung geeigneter zusitzlicher
Parameter, von dem in der vorstehenden Einleitung noch nicht die
Rede sein konnte, kennen lernen. Vor allem einige Hilfsbetrachtungen.

In der Ebene z=z, eines kartesischen Koordinatensystems x, y, z
sei ein mit Masse der Liniendichte 1 belegter Kreis vom Halbmesser £
um den Punkt (0,0, z) gegeben. Sein Newtonsches Potential im
Punkte (x, 0, z) ist (vgl. loc. cit. 18 S. 101—108):

—1 z—zo

%—2log —}-5131< ,7]7> 77+§B2<x—l, Z;ﬁo)}
$2(0,0) = B (0,0) =0, d*=(5—1)+(2—2)".

Die Funktionen B, und 9, sind fir alle hinreichend kleinen Werte von
fx—1" ;

i :Z——O
|—— und

Betrachten wir weiter eine Ebene € und in dieser ein kartesisches
Koordinatensystem 1, 3. Es sei & eine Kreisfliche vom Radius R 1
in €, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist. Die Ebene ¢ sei

106 Die fraglichen Bewegungen sind in der Regel auf ein in bestimmter Weise
bewegtes Achsenkreuz bezogen zu denken. Vgl. meine Grundlagen der Hydro-
mechanik, Berlin 1928, wo sich auf S. 450ff. einige Beispiele fiir die im Text er-
wahnte Korrespondenz niaher angegeben finden.

107 Es sei in diesem Zusammenhang auf die sehr wichtigen, im Text unerwahnt
gebliebenen Betrachtungen der Nummern 27,, 28., 29. besonders hingewiesen.

108 Frau Kowalewski hatte sich im AnschluB an Laplace und in Verbesserung
der von ihm gewonnenen Naherungswerte allgemeiner mit einer ringférmigen Gleich-
gewichtsfigur mit Zentralliérper beschéftigt. Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen
tber die Gestalt der Himmelskérper. Dritte Abhandlung. Ringformige Gleich-
gewichtsfiguren ohne Zentralkérper. Math. Zeitschr. 18 (1922), S.82—118. Dort
finden sich auf S.83—85 nihere Literaturangaben.

109 Der Buchstabe R bezeichnete im dritten Kapitel den Abstand der Rand-
punkte einer Gleichgewichtsfigur von der Rotationsachse. Auch erhalten sonst
manche Buchstaben eine von der bisherigen abweichende Bedeutung. Die Gefahr
einer Verwechslung liegt indessen nirgends vor.

g%
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zugleich die Ebene y =0 eines rdumlichen Koordinatensystems zx, ¥, z.
das so gewiahlt ist, da in €

(2) x=L+y, z=j

gilt. LBt man & um die z-Achse rotieren, so erhilt man einen Kreisring-
korper T. Es sei S die Oberfliche von T und X' die Peripherie der Kreis-
fliche ®. Das Newtonsche Potential (X, 8) von T, das wir uns vor-

iibergehend mit Masse der Dichte 1 erfiillt denken, in dem Punkte
(%, 8) auf X 1Bt sich in der Form

X
3)  BE=2(F Bog’r+0(F ) m0.0=0
darstellen, unter £, und £, Potenzreihen verstanden, die fiir hinreichend

' und \ konvergleren

l

kleine Werte von ’I—Lx—

Schreibt man
R
(4) B(X,3)=90 ( cosp, —smzp)log -+ ®2< cosy, - smy;)

X

(coszp:E, Slnip=%>,

so sieht man unmittelbar, da man £,; und £, bei festgehaltenem g auch
R
als Funktionen des Parameters 7 auffassen kann, die fiir hinreichend
. R
kleine Werte von b etwa

" R
(5) e
analytisch und reguldr sind. Es gilt, nach E geordnet,

(6) B(X, 8)= 2nR2log-—— R2log RL+2%71R2

o)

+ R2L2<4 )]
Es gilt ferner

W(X, 8= °-I—ZB cosny,

B 'R?
2=gR? (2 +m> log > -+, w,=0(73 ),
R2
(

R 8L 5
(7) Blz-—nszOng—Z)—I—uﬁ, w1=0 Lz);
B,= §nR2~Iog = T W2, wz=0(§;\,
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Offenbar sind alle B, von der Form
vy 8L | o
(8) Bn:BnlOg? +By,

) R -
unter B, und BZ Funktionen des Parameters T verstanden, die fiir

zjgho analytisch und reguldr sind.

Wir schreiben

(9) (¥, 8)= "2 + Bycosy + Bycos 2y + B(&, B).
Natiirlich kann auch
(10) B=9'log " + B

) R o
gesetzt werden, unter ¥’ und 8" Funktionen von T verstanden, die fur
IR

z < hy analytisch und reguldr sind. Es gilt

wo(f). ool woo(F). Weolf)

=)

Es sei nunmehr S, eine Rotationsfliche um die 2-Achse in der Nachbar-
schaft erster Ordnung von S (Abb. 3). Der von S; begrenzte Korper
heiBe T,. In engster

Analogie zu den Ent-

wicklungen des dritten

Kapitels (S. 411ff.) den-

ken wir uns die Lage der

Punkte auf S auf ein ge-

eignetes System Gauf3-

scher Parameter £ und #

bezogen. Es sei P(&, #)

irgendein Punkt auf S,

und es moge (v) die nach

auflen gerichtete Nor-

male zu S in P bezeich-

nen. Ist, wie wir annehmen wollen, der Ho6chstwert des Abstandes
eines Punktes auf S; von S hinreichend klein, so trifft (v) die Fliche S;
nur in einem Punkte P;. Wir bezeichnen P P;, positiv nach auBlen
gerechnet, mit { und fassen wie frither &, % und {* als krummlinige
Koordinaten der Punkte in einer Umgebung von S auf. Insbesondere
sind die krummlinigen Koordinaten von P und P, entsprechend &, 7,0
und &,%,{. Fiir die Differenz der Gravitationspotentiale »V, (&, %)
und % V(&%) der Kérper T, und T, die wir uns nunmehr mit einer
homogenen Flissigkeit der Dichte f erfiillt denken, in P; bzw. P ergibt
sich die zu den Formeln des dritten Kapitels (vgl. insb. (37) III) ganz

(11)
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analoge Formel

1
(12) #(Vi€m—=V(E, n))=’ff%””’
0
St

Da T, ein Rotationskérper ist, so geniigt es, V, fiir die Punkte P,
des in der Ebene y =0 gelegenen Meridianschnittes 2; von S; zu be-
stimmen. Es seien 2 und 2; die Schnittlinien der Ebene y =0 und der
Flichen S und S,;. Wir wahlen als Parameter £, 5 die Bogenldnge s des
Kreises 2, von dem Punkte ¥ =0, 8 =R ab, im Sinne der Uhrzeiger-
bewegung gemessen, und den Azimutwinkel y. Der Ebene y=0 ent-
spricht der Wert y =0. Die Koordinaten der Punkte P und P’ sind
demnach jetzt

P: i=s,=0;{=0, P &=5,y=y;{=0.

Es sei 1_3; der Punkt auf X, der in P; iibergeht, wenn T, um die z-Achse
durch denWinkel 4’ gedreht wird (Abb. 4). Offenbar hat I-_’; die Koordinaten

s’,0; ¢¢'. Sein Abstand von der z-Achse heiBe /; . Ebenso sollen / und /;
die Abstinde der Punkte P und P, von der z-Achse bezeichnen. Analog

ist P’ (s’, 0; 0) der Punkt, der bei der vorerwihnten Drehung in P'(s’, ;0)
iibergeht. Seinen Abstand von der z-Achse bezeichnen wir mit /'. Wir

bezeichnen ferner den Winkel, den die AuBennormale in P, an S, mit
/
der z-Achse einschlieBt, mit 7;. Fiir £=0 geht 7; in 7’ =SE iber. Es sei

endlich 9, der Winkel, den die vorerwiahnte Normale mit der Normale (v)
in P an S bildet. Fiir 5’ =0 geht 6 in 9} iiber. Wir bemerken endlich,

daB die Normalen durch P} an X, und X denselben Winkel ¢ ein-
schlieBen, den die Normalen an S, und S durch P; bilden. Wie man



Ringférmige Gleichgewichtsfigur einer homogenen Fliissigkeit. 135
sich leicht iiberzeugt, ist

(14) cos b= cos T cos —l— sintjcos ' smﬁ

= C0S T;COS -}— sin; sin —[— sinT;sin (cos ' —1)

=

. , S ., .5 .2%_
-—cos<rt——ﬁ>—251nrtsm—sm .

, e, .S . 2x'
7 3 cos ¥; —2sinT;sin— sin?%;

R 2

und darum wegen (13)

(15) —;-al——f (&' cos @, —L cos ;) do’ 42 sin— fsmrtsmzﬁ .

St

A4,

Es seir; der Abstand der Punkte P,(s, 0;¢{) und _ﬁ;(s’, 0; ") auf 2.
Fiir £ =0 geht 7, in 7, den Abstand der Punkte P(s, 0; 0) und P (s', 0; 0)
iiber. Nach (15) und (1) ist, wenn man die kartesischen Koordinaten der
Punkte P, und P, entsprechend mit g, 3, und g}, 3 bezeichnet,

(16) 4,= f(C'COS @, — Ccosd}) {2 log 8712 + log Slt SBI <Et : Ec} Bi— 3£>
t
v

l’
+ ng<Zt Et Fo— 5t>}d;’

wofiir man nach einer leichten Umrechnung auch setzen kann

(17) A1=2[‘(Ccos¢t——5cosﬁ)log ds;
b
+f5cos% geosd) [ (* —,’E 3‘;5’)logi*

4]

+ $2(Et ;zt’ dt— 8t)_{_ 21og stt—-Aﬁ—A

Es gilt nun weiter

(18) A3—2f(Ccos¢t Ccosﬂ’)log dst+210g f 'cos g,—C cos ) ds;

2t
= A4+ 45,
(19) [ cos®ds;=¢ [ cos;ds;=0, somit
1 1
(20) ng’dt:Qlog %fdt IC'COS @, ds;=20%*log %“,
0 0 2

unter @ den Flicheninhalt des von X und &, begrenzten Flichenstiicks
verstanden.
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Wegen (12), (15), (17), (18) und (20) ist also

(21) -—[V (& n)—V(E 7 —fA’ dt+fA"dt+fA dt—{—fA dt

_Zjdthcosqat {cosd)log - dst+2@*logf

0 P

1
— ! 2! ’
1 [at [ @reos gt costy 1, (£ %, 35 B 10gt
& A t t t

— ¥ 4 y do}
—HBz( o ‘)—}-2logL}dst+‘)551n J‘dtfsmt’smz Q'

St
Der Ausdruck f Ajdt 1aBt sich fiir alle dem absoluten Betrage nach

hinreichend klelnen reellen oder komplexen Werte von { und _Q etwa
al
Il |z

unendliche Reihe von der Form

in eine unbedingt und gleichmiBig konverglerende

1
(22) ngdt=§3<1>+ RO L BO4

(23) %(")—ff 61" : (C cos ¢} — Ccosﬁ)longst_‘} s’
t=0

und insbesondere

(24) EB(I)=—-2nRC—}—2fC'log}—: ds’
b

entwickeln. Ubrigens ist sogar die Reihe |B®|+|B®|+|B®|+...
gleichmiBig konvergent. Der Beweis wire ganz wie in 7. zu fiilhren. Wie
dort 148t sich weiter zeigen, daB, wenn wir

ld
(25) BOLBOL WO, [¢] |G

setzen, sich

<Q<e

(26) ol | <
ergibt. j

Es sei ¢ eine andere nebst ihrer Ableitung stetige Funktion auf X,
die den Ungleichheiten ,

(27) €] ij“<9

. lar kb

<
| ds ds =0

geniigt. Es gilt dann
I . v d d .. :
(28) WO wOG], | LW JUO| <600,
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Und wiederum 148t sich diese Ungleichheit ganz wie die analoge Un-
gleichheit im dritten Kapitel beweisen.

1
Was jetzt den Ausdruck f A,dt betrifft, so kann man diesen fiir alle

dC\
dsJUdL’

| Z ! < 7= h, in eine unbedmgt und glelchmaBlg konvergierende Reihe

I

(29) fA4dt:%g:’+%‘f’+...
0

hlnrelchend kleinen Werte Von 1], etwa Q<¢<es,

entwickeln; 8™ ist wie 8™ ein Integralausdruck n-ten Grades iiber
[ %E—, Es gilt ferner
(30) 53‘")—2“”10g —[—S}‘"’

wo 2" und & im Gebiete | ‘ I E < h, analytische und regulére Funktionen

R
des Parameters - bezelchnen Ubrigens konvergieren auch die beiden
Reihen X'| Q" | und 2| | gleichmiBig. Setzt man

(31) BVO+BVEB ... = PO},

so findet man

(32) e, [mqf<2>\<a3 \~1og8L

(33) [wol—wed), | Lweg—Lweld)|<ao) g

Der Beweis all dieser Beziehungen erfordert einige Rechnungen und
findet sich loc. cit. 19 S.111—114 in allen Einzelheiten durchgefiihrt.

1
Was nun endlich den Ausdruck f A,dt betrifft, so gilt hier die fur
0

(34) Q<e<e=e, ‘g\g%ghlgho

unbedingt und gleichmiBig konvergierende Entwicklung

1
(35) fA2dt:*%(l>+*%(2)+...,
0

. . af’
unter ,B™ wieder einen Integraldruck n-ten Grades tiber £, 7, Ef_’ ver-
standen. Es gilt ferner )

(36) xR =DM logg + D,

. . R
Hier sind ®{", D" gewisse Funktionen des Parameters -, die sich

im Gebiete (34) analytisch und regulir verhalten. Die unendhchen
Reihen 2| D |, Z'| DY | konvergieren gleichmaBig. Setzt man zur Ver-
einfachung

(37) VD4, BD | =PO(7),
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so findet man

. a 8L
(38) e}, EEW(3){C}‘<“5Q’LIOg R
sowie

(39) (WO WO}, | LU0~ Jwo ) <a,0 [ log |

Wir fassen jetzt die Ergebnisse der bisherigen Betrachtungen zu-
sammen. Aus (21), (22), (29) und (35) folgt, wenn man
(40) B0+ B+ B =P (n>1)

setzt,

(41)

[

L0a6 m— V(& m)= 2R +2 [log E a5 +26710g L
Py

+ /YL ULV LYS
Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert fiir
(42) Q<e,, H‘iig;@
unbedingt und gleichmaBig. Jedes Glied der Reihe kann in der Form
(43) V= GMlog 2 + G (n=2)

. R .
dargestellt werden, unter €; und €, Funktionen von ;- verstanden, die
in (42) analytisch und regulidr sind.

Setzt man
(44) BY 4+, BY+VP VP 4. =W, {{],
so gilt
d R 8L
(45) v, |, [a"’*! <a,(gz+glflogﬂ),

(46) |6} = )], | 0l — WD) <m0 (04 [ 1og ).

Aus (4), (9) und (7) folgt jetzt (vgl. loc. cit. 198 S. 114—118) 110

B, (%;, 8,) = 2> + Bycosy + Bycos 2y + B(E, 8) — 2w RC

+2f5'10g ds’ +2@* 1og __*_Qg(l)_i_ %(1)_*_[/(2)_*_1/(3)_*_

110 Wir schreiben, wenn X,=X 1+ = 1-{—£ die Koordinaten des
1 3 17 R

1
Punktes P, auf X, bezeichnen, fur V1(& n) auch B, (¥X,, 8,). Man beachte ferner,
daB TV ) =BW(E, B) gilt.
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Sl St (molf)
R )
By= 2R 10g5 1w, <wz=o(§)>,
Bn=0(§> (n>2).
Das Potential der Zentrifugalkraft im Punkte
(48) n=2(1+%), 8=8(1+5)

auf X, ist, wenn die Winkelgeschwindigkeit mit w bezeichnet wird,
e 2 ¢ £\2
(49)  Vi(#,8)="% (I*+2LE+2LE 5 +B(1+ 3) ).
Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun
1.c
(50) W&y, 8) + L Vi(®, 8) +e*=0  (¢* konstant)

oder, anders geschrieben,

(51) 2aR{ —2[&’ 10g§ds’=c*+ ~B2—°—l— B, cos y + B, cos 2y

w?

a 8L ¢ £y
+B(E, 8)+20%10g% + 5. (L+2LE+2LE 5+ B(145) )
QWL BOL YDV
Auf die Integralgleichung

1 R,

wird man gefithrt, wenn man in der Umgebung einer ruhenden, beider-
seits unbegrenzten zylindrischen Gleichgewichtsfigur einer homogenen
Fliissigkeit eine um die Zylinderachse langsam rotierende, ebenfalls
zylindrische Gleichgewichtsfigur unter sinngemaBer Benutzung der in
14. skizzierten allgemeinen Theorie zu bestimmen sucht. Die Integral-
gleichung (52) hat zwei linear unabhingige Nullssungen

COos

(53) u(l)ziif—i, w® v, f(u‘l’)2ds=f(u(2))2ds:l, fu(l)u(2)ds=0.
J =R jaR X > =

Wir setzen
R
(54) ;z% log- = w4 g 5@ L N (s, §')

und erhalten

(55) C—&%IC’ log?ds’:(—uu)fu(l)’g’ds’—uﬂ)fuw)’g’ds’— rNC’ds’.
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Der Kern N hat keine Nullosungen mehr. Denkt man sich 7, so
orientiert, daB die, wie wir wissen, stets vorhandene, auf der Rotations-
achse normale Symmetrieebene sich mit der Ebene z =0 deckt, so wird
fu‘l"é'ds'z 0 sein.

Wir werden jetzt  und c* so bestimmen, daf auch f w®dsd =0
' b3

wird. Dadurch wird eine unter Umstdnden recht umstindliche Dis-
kussion einer Verzweigungsgleichung vermieden. Wir setzen, um dies
alles zu erreichen, unier w etnen noch zu bestimmenden Parameter ver-
standen,
? R(. 8L b\, 6 w, w _

Dadurch werden diejenigen Terme in (51) rechts, die cosy als Faktor
enthalten und von { unabhingig sind, zu wcosy zusammengefal3t. Wie
sich alsbald zeigen wird, gelingt es auf die einfachste Weise, w so zu be-

stimmen, daB in der Tat [u®'{'ds'=0 gilt. Aus (56) folgt

wt Rty 8L 5\ aw, | w
(57) =g (log T — )~ 51+ &L

Des weiteren setzen wir
(38) o< 20" Iog y +aR? (24 5 1) log Ty +aw+ g (L2475 =,

unter ¢ einen hinreichend kleinen festen Wert verstanden, und finden
nach einer leichten Umformung

(59) 2aRl— 27erNC’ds—c—|—wcosy)+<Bz—|—4R/>c0521p

+B(%, 8)+ (2L:¥ +2:’EZC—I—3‘:2C )_*_%m_l_ BOLYVO LV L ..
Dabei ist

(60) B2—|— wlR wR

)‘I‘@z 4L +4T'

Der Parameter w ist in (59) rechts, wenn man von dem Ausdruck
wcosy absieht, nur noch in dem dritten Summanden und in den mit

w?R*  5uRe R21 8L
4xf 8 ?(

5 2}‘ behafteten Gliedern vertreten; er ist, wie man sich leicht iiber-
zeugt, entsprechend mit den kleinen Grofen f, ¢, fé‘ und fCZ mul-
tipliziert. Die rechte Seite von (59) ist eine Funktion der Parameter
c,w, w =§, w"— log —, die sich fiir alle hinreichend kleinen Werte

von |¢|, |w]|, |w'[, ]w”[ analytisch und regulir verhilt. Wie in 9,
1aBt sich zeigen, daB (59) fiir jeden Wertequadrupel ¢, w, w’, w’' in
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einem Gebiete
(61) e, |w], |@], |@"| < hs < h,

eine und nur eine Lésung hat. Diese Losung kann durch sukzessive
Niherungen gewonnen und nach Potenzen von ¢, w, w’, w” entwickelt
werden. Sie ist in bezug auf die Ebene z=0 symmetrisch. Fiir das Ge-
lingen des Verfahrens ist das Bestehen gewisser Ungleichheiten ent-
scheidend. Sie ergeben sich aus den Beziehungen (10), (11), (45) und (46).
Wir bezeichnen voriibergehend die rechte Seite von (59) mit I7{{} und
nehmen

(62) l

an. Alsdann ist, wie sich ohne grofle Miihe zeigen 1a[t,

wl, ), |0 <@,

(63) ), |5 ) S a2t 20 +2),

(64) TG —IEY, | I =5 T <o @490

Diese Beziehungen sind zu den Ungleichheiten (124) III, (128) III,
(130) I1I, die dem Konvergenzbeweis im dritten Kapitel zugrunde liegen,
ganz analog.

Es ist nicht schwer, die ersten Glieder der Entwicklung von { zu be-
stimmen. Man findet

¢ 1 5aR? R? 8L
(65) (=57t 2choszp—r 7 s If logﬁ— cos 2y
+ Plc,w, @, w").

2
In % sind die von w freien Glieder von der Ordnung %, die Glieder von
der Form g(s)w fehlen ganz.
Setzt man jetzt in die Beziehung f w'®''ds'=0 fir { den Ausdruck

(65) ein, so findet man eine Glelchung von der Form

(66) EV—I—Rw—{—pcww w") =0,
aus der sich
R2
(67) w=0(7)
ergibt. Demnach ist
5 _ R? 8L R2

(68) C=MLR+§RT2~10g—R~cos21/)+O<—LE>
und nach (57) mit Ricksicht auf (7) und (67)

w2 R2 L R3

Da { in bezug auf die Ebene 2=0 symmetrisch ist, so ist die Be-
ziehungfu‘”'é’ds’ = 0 erftllt. Wegen fu‘l”é"ds’ =0 undfu‘z)’C’ds’:O
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geniigt der Wert (68) fiir { der Integro-Differentialgleichung (51). Aus
(68) findet man beildufig den Wert der Konstanten c¢*. Der Korper T,
ist ewne ringformige Gleichgewichisfigur votievender Fliissigkeit.

Die in (68) noch verfiighare Konstante ¢ kann mit Leichtigkeit so
bestimmt werden, daB das Volumen von T einen vorgeschriebenen
Wert in der Umgebung des Volumens von T erhilt. Die den Meridian-
schnitt von T berandende Kurve 2 ist niherungsweise eine Ellipse,
deren groBe Achse nach der Rotationsachse hin gerichtet ist. Die Ab-
5 R? 8L
Z fz_ log ? 111 -

Die Einfiihrung eines frei verfiigbaren Parameters, die sich im vor-
stehenden als hervorragend niitzlich erwies, wird auch spéterhin, wie
wir sehen werden, in manchen Fillen gute Dienste leisten. Oft gelangt
man hierbei zum Ziele, indem man in der Ausgangskonfiguration, auf
die man die gesuchte Gleichgewichtsfigur bezieht, ein geeignetes Be-
stimmungsstiick ganz oder teilweise unbestimmt 14B8t'12. Schon Lia-
pounoff hatte sich dieses Hilfsmittels bedient, indem er bei dem Existenz-
beweis neuer Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Ellipsoide
als ,,Bezugskorper gelegentlich ein Jacobisches oder Maclaurinsches
Ellipsoid wihlte, dessen Achsenldngen von einem Parameter abhingen.
Von wesentlicher Bedeutung erscheint dieser Gedanke in der Liapou-
noffschen Theorie der Instabilitit der sogenannten ,birnenférmigen‘
Gleichgewichtsfigur!13. Zur Elimination einer Verzweigungsgleichung ist
von mir ein Hilfsparameter zuerst in der in der Fullnote 122 genannten
Arbeit herangezogen worden.

plattung hat den Wert

23. Gleichgewichtsfiguren, die aus zwei oder mehr koaxialen
Ringen bestehen. Im AnschluB an die vorstehenden Betrachtungen
wollen wir in aller Kiirze zeigen, wie man zu Gleichgewichtsfiguren, die
aus zwei oder auch mehr koaxialen Ringkorpern bestehen, kommt 114,

Jenseits des Korpers 7'; und wie dieser zu der Ebene z2=0 sym-
metrisch denken wir uns einen weiteren kreisringkorperartigen Kor-

per T, und bezeichnen alle auf ihn beziiglichen GroBSen sinngemal mit

.. R .
einem oben angebrachten Punkt. Vorhin ist - als klein vorausgesetzt

111 Vgl loc. cit. 198, S, 100. Die a. a. O. angegebenen Werte der Koordinate {
und der Abplattung sind infolge eines Rechenfehlers nur bis auf einen multiplika-
tiven Faktor richtig.

112 Man vergleiche die Leipziger Dissertation von E. Kahler, Uber die Existenz
von Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten, die sich aus gewissen Losungen
des n-Kérperproblems ableiten, Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 220—237.

113 Vgl, A. Liapounoff, Probléme de minimum dans une question de stabilité
des figures d’équilibre d’une masse fluide en rotation. Mémoires de 1'académie des
sciences de St-Pétersbourg (8) 22 (1908), S. 1—140.

114 Auf Gleichgewichtsfiguren dieser Art hatte bereits Poincaré hingewiesen.
Vgl. Bull. astr. 2 (1885), S. 109 und 404.
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R . ..

worden, — demgemédl soll auch b einen kleinen Wert haben. Dariiber
L . . ..

hinaus wird ferner angenommen, dall auch + hinreichend klein ist,

demnach die Ringe ,,weit auseinander liegen". Setzt man
(70) %zMaX<f,*, 29,

so findet man an Hand der in 22. angegebenen Formeln fiir das Gravi-
tationspotential des Korpers T, im Punkte (X, 3,) den Wert
%]"(2 72 R2+4270% +0(h?)), fiir dasjenige des Korpers T in (¥,, 8,) da-

L —
gegen den Wert »f <2 7 R2/§ + 27 O* 7 + 0(h2)> . Die Integro-Differen-

tialgleichung, die zum Ausdruck bringt, daBl das Gesamtpotential auf S;
einen festen Wert hat, entsteht aus (51), indem rechter Hand zwei weitere
konstante Glieder sowie Terme von mindestens zweiter Ordnung hinzu-~

kommen. Eine ganz analoge Beziehung erhilt man, indem man von T
statt von 7, ausgeht. Die Auflosung der beiden Integro-Differential-
gleichungen durch sukzessive Approximationen bietet nach dem Vor-
stehenden nicht die geringsten Schwierigkeiten dar. Man wird diesmal
zwei Parameter w und w einfithren und erhilt

w? w?

- R2_ 8L : B2 8L -
(71) ;—}:nﬁlogﬁ—}—O(}zz), %—f.=n510g§+0(h2).
Soll das Ganze wie ein starrer Korper rotieren, so mufl, wenn iber-

. S . R R . .
dies j=/ ist, in einer ersten Ndherung =7 sein. Eine Ausdehnung

dieser Resultate auf ein System von drei und mehr Ringen ist nahe-
liegend115. N
Vorhin ist 7 als klein vorausgesetzt worden. Garten und Maruhn

geben in der soeben zitierten gemeinsamen Arbeit noch ein anderes

System von Voraussetzungen, das die Existenz einer Gesamtheit von

zwel um eine gemeinsame Achse rotierenden Ringkérpern gewidhr-
L-L R ~ .

3 und T3 (R = Max (R, R)) als hinreichend
klein anzunehmen. Jetzt liegen die Ringe (im Verhiltnis zu den Radien
ihrer Leitkreise) ,,nahe beieinander”, gleichzeitig sind die Durchmesser
ihrer Meridianschnitte klein gegeniiber dem Abstand der beiden Leit-
kreise, die Ringkorper sind als ,,diinn‘“ anzusprechen (vgl. loc. cit. 11%
S. 155—159).

leistet. Es geniigt,

115 Vgl. die Abhandlung von V. Garten und K. Maruhn, Untersuchungen
iber die Gestalt der Himmelskorper. Eine aus zwei getrennten Ringkérpern be-
stehende Gleichgewichtsfigur rotierender Flissigkeit, Math. Zeitschr. 35 (1932),
S. 154—160.
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24. Rochesche Satelliten!®, In dem Ursprung O, eines kartesischen
Achsenkreuzes (%4, ¥, %,) moge sich eine punktférmige Masse M be-
finden. Das Attraktionszentrum kann auch als ein homogener oder aus
konzentrischen Schichten gleicher Dichte bestehender hinreichend klei-
ner Kugelkérper mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt an-
genommen werden. Der Punkt O = (L, 0, 0) sei der Ursprung eines neuen,
durch die Beziehungen xq=x+L, y,=1v, 2,=2 mit dem fritheren ver-
kniipften rechtwinkligen Koordinatensystems (¥, v,2) und zugleich
Mittelpunkt des Ellipsoidkérpers T

x2 y2 22
(72) ?_I—Pﬂl—?él (a>b>c).

Es sei P ein auf dem Rande S von T gelegener Punkt mit den Koordi-
naten X, Y, Z. Die Richtungskosinus der Aulennormale (») zu S in P
haben die Werte

1
2

X Y VA X2 ye 727~
(8) a=gp, b=y, o=gb P=[gtgte) -

Wir denken uns jetzt T mit einer homogenen, gravitierenden Fliissig-
keit der Dichte f erfiillt und nebst den beiden Achsenkreuzen wie ein
starres System um die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w ro-
tierend. Wie Roche als erster zeigte!'?, befindet sich das System, be-
stehend aus der im Ursprung des Achsenkreuzes (%, ¥,, 2,) festgehalten
gedachten Masse M und dem Ellipsoidkérper T fiir geeignete Werte der
Winkelgeschwindigkeit und der Achsenverhiltnisse angendhert im Zu-
stande eines relativen Gleichgewichtes, sofern L gre und darum (bei

festgehaltenem a) h= % hinreichend klein angenommen wird. Dies be-

sagt folgendes: Es sei mit »V{x, y, 2) das Gravitationspotential von
T, % Gy(x, y,2) dasjenige von M bezeichnet, und es mdoge, unter
(X,Y,Z) wie vorhin einen beliebigen Punkt auf S verstanden,

(14) VXY, 2)+ 2 [(L+Xp+ Y] +6x(X.Y,2)=0(X,Y,2)

gesetzt werden. Alsdann ist bei passender Wahl von w, unter 3 eine ge-
eignete Konstante verstanden,

(75) D(X,Y,Z)—f3

118 Vgl. die Leipziger Inaugural-Dissertation von V. Garten, Untersuchungen
iiber die Gestalt der Himmelskérper. Rochesche Satelliten und ringférmige Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten mit Zentralkdrper, Math. Zeitschr. 35
(1932), S.684—745.

117 Vgl. E. Roche, Mémoire sur la figure d’une masse fluide soumise & I'attrac-
tion d’un point éloigné. Mémoires de 1’Académie de Montpellier (Section des
Sciences) 1849, 1850, 1851, 1, S. 243ff. und 333ff., 2, S. 21ff. Vgl. weiter
G. Tisserand, Traité de mécanique céleste, Paris 1891, Band 2, S. 110—115
sowie K. Schwarzschild, Die Poincarésche Theorie des Gleichgewichtes einer
homogenen rotierenden Fliissigkeitsmasse. Dissertation Miinchen 1896.
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eine auf S erklirte, mit % gegen Null konvergierende Korrektions-
funktion. Augenscheinlich besagt die Gleichung (74), daB man T im
strengen Sinne als eine Figur relativen Gleichgewichtes bei Vorhan-
densein eines AuBlenfeldes %Gy (%, ¥, 2) — % O(x, v, 2) =xG(x, v, z) auf-
fassen kann, sofern nur auf S die Beziehung @ (X, Y,2)=® (X, Y,Z)—f8
gilt. Bekanntlich ist (vgl. 3.)

(76) LV(X,Y,Z2)=D—AX*— BY*— CZ?

7
=D—CcZ—|—(C£z~—A>X2+ (Cz—Z—B)Y?
wegen
X2 Y? zZ2
(77) ?'F‘b—z'i‘g:l-

Ferner ist fiir hinreichend kleine Werte von %, etwa 7 < %*, in einer Um-
gebung von S

Gar(,9,2) = M[(L+ 22+ 2 + 27
= LRI —2xL 222 — 32— 2]+ O(,y,2),
=G(x,v,2)+06(xv,2),
O(x, y, z )_Mo(f;) (12 =224 32 4 22),
somit wegen (77)

GulX, Y, 2) =421~ e~ 2XL+(2+%>X2+(§_Z—1>Y2}

(78)

(79) o
+O(X,Y,Z), OX,Y,2)=70().

Wie wir sogleich sehen werden, kann man w, @, b, ¢ so bestimmen, daf3
OX,Y,2)=9(X,Y,Z)—}3 wird. Die Beziehung (74) liefert in der Tat,
wie man leicht sieht,

M

w2 2
(80) D—Ccz+§;fL2+2fL3(2L2—c2)—i—szL—ﬁE}X

a’

M [e2
t o (1) Lo v, 2) = T a(X,V, 2).
Setzt man jetzt der Reihe nach
»* w? M
D—Ccz+‘2‘—L2+2fL3( 212 ___02) 3, ;]Tzf—Lé,
,c
(Bl C +§27+2fL3 (2+ )

=Bt gs; (s — 1>=0’

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 10



146 Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung einer Naherungsfigur.

so findet man
1 1 M w?

(82) 7¢(X, Y,Z)—38 =7@(X, Y,Z)=70(h®) = ;LZO(W) =O0(h).
Augenscheinlich wird %(D(X, Y,Z)— 8 mit ; zugléich beliebig klein.

Die transzendenten Gleichungen (81), in denen 4,B,C, D die in 3.
angegebenen Werte haben, reichen bei vorgeschriebenem Volumen
gerade aus, um @, b, ¢, 3 und w zu bestimmen?8, Eine nahere Diskussion
fithrt zu den folgenden Ergebnissen. Es gibt einen Wert w, so da8 zu

jedem w< @ zwei dreiachsige Ellipsoide, ein schwicher abgeplattetes S

und ein stirker abgeplattetes S gehoren. Fiir w— konvergieren Sund §‘
gegen das einzige zu o gehorige Ellipsoid S. Bei festgehaltenem

Volumen schlieBen sich S und S zu je einem reguliren Arm von an-
gendherten Gleichgewichtsfiguren zusammen, die in S miteinander zu-

sammenhingen. Fir w—0 konvergiert S gegen eine Kugel, S gegen
eine nach M hin gerichtete unendlich diinne Nadel. Mit monoton

wachsendem @ nimmt die Abplattung ? der Ellipsoide S zu, die-
jenige von S hingegen ab.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, festzustellen, ob es fiir hinreichend
kleine Werte von % in der Umgebung von T einen Flissigkeitskorper 1')
gibt, der fiir geeignete, von w wenig verschiedene Werte o, der Winkel-
geschwindigkeit, sich im Felde
(83) nGu(x,y,2)=xG(x,v,2)+20(x,v,2)
des Zentralkérpers M im relativen Gleichgewicht befindet. In zweiter
Linie wire zu untersuchen, ob es unter den Gleichgewichtsfiguren, deren
Existenz wir vermuten, welche gibt, von denen lineare Reihen neuer
reeller Gleichgewichtsfiguren abzweigen. Das zuerst genannte Problem
gehort als ein spezieller Fall zu der am Schluf der Nummer 11. be-
trachteten Klasse von Problemen. Das a. a.0. mit #$G(x, v, 2, §) = »$1"
bezeichnete Zusatzfeld hat jetzt den Wert %6(x, y, z). Demnach gilt
jetzt in unverinderter Benutzung der in 11. gebrauchten Bezeichnungen
die Integro-Differentialgleichung

szH Pdo' =s—R2i— 5 (a+5) 02— 2 RTAL—(a*+ b)) AL
S

1 1,000 ~n . 00 .02ol
— (2) (3) —_ 2 _— el
S (VOFVO4. ) =555 SI—50 5 =575 5,0~

R=(L4XP4Y?, A= G(x,y,2)=I(n %) (vel.S.76),

118 Wegen der Einzelheiten vgl. bsp. G. Tisserand, Traité de Mécanique céleste,
Paris 1891. Bd. II, S.110—113.
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woflir wir auch kiirzer

(84) wc+f:’9i:'da'=s_zezz— %j(ﬂ2+b2)52—2RrM—(a2+b2)lc2
) 1 ptT_

1
—(V® ( — el
Lyorver. )—Jess

e O(X,Y 1, Z0)

oder mit s=1L21-+s,;, da I" eine quadratische Funktion ist,

(84%) w¢ +fg 'do'=s,— (2LX + X2+ Y22 — 2‘*’; (a2+ b%) 2
S

200
ov?

—2RTAL— (@ B AL (VOLVO 4 ) s B 9(X,, Y, 2y)

schreiben konnen.
Offenbar ist xyp die aus dem Zusammenwirken der Eigengravitation
von T, des AuBenfeldes » G(x, v, 2) und der Zentrifugalkraft resultierende

Schwerkraft im Punkte P(X, Y, Z) auf S. Nach bekannten Satzen findet
man

P _ 5 b2 119

Die Integro-Differentialgleichung (84*) wird wie die Gleichung (75) ITI
behandelt. Als kleine Parameter sind diesmal s,, AL, % aufzufassen.
(Man beachte, dafl w? als vorgegeben gilt.)

Die homn.ogene lineare Integralgleichung

(86) ¢c+%c'da':o
S

hat stets eine triviale Nullssung. Fiir abzahlbar unendlichviele (sich
gegen die Figur vom ,,nadelférmigen’ Charakter hiufende) Ellipsoide,
die simtlich der Reihe stiarker abgeplatteter Ausgangsfiguren angehdren
und den Werten der Winkelgeschwindigkeit O>0>0>... ent-
sprechen, hat sie dariiber hinaus weitere Nullsungen. Diese wie jene
lassen sich explizite mit Hilfe von Laméschen Funktionen ausdriicken.
Vgl. loc. cit. 116 5. 721—726. In der Nachbarschaft der zu w == 3 (k=0)
gehdérigen Ellipsoide gibt es stets Lésungen unseres Problems. Die zu der
Winkelgeschwindigkeit in den Intervallen

87 (e, O—e), (—e, ‘@) (£=0, e >0 beliebig klein)
g

gehorigen Losungen schlieBen sich nach geeigneter Normierung zu linea-
ren Reihen zusammen. Von den zu & (k= 0) gehorigen Ellipsoiden kénnen
moglicherweise neue Arme von reellen Gleichgewichtsfiguren abzweigen.
Ob dies eintritt, kann erst eine nihere Diskussion entscheiden. Ins-

11% Vgl. V. Garten, loc. cit. 118, S. 721. Die a. a. O. gebrauchten Bezeichnungen
sind von denjenigen im Text zum Teil verschieden.

10*
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besondere ist das Ellipsoid S, in dem sich die beiden nach einem Kugel-
korper bzw. einer Nadel zu strebenden Arme vereinen, ein singulires
Ellipsoid. In diesem besonders interessanten Falle 1a8t sich nach Ein-
fiihrung geeigneter Parameter bei der Diskussion der Verzweigungs-
gleichung die Heranziehung von Gliedern héherer Ordnung vermeiden.

Von S zweigt kein weiterer Arm von Gleichgewichtsfiguren ab. Die zu
den beiden ersten Intervallen in (87) gehdrigen Gleichgewichtsfiguren
lassen sich zu einer linearen Reihe zusammenziehen. Eine Diskussion
der zu o, o, . . . gehorigen singuldren Ellipsoide begegnet vorderhand
groBen analytischen Schwierigkeiten.

Bei den vorstehenden Betrachtungen sind @, b, ¢ als festgehalten

vorausgesetzt worden. Wird h=-2 als klein angenommen, so heifit

L
. t M Mp .
dies, L = % und wegen % =75 =g zugleich auch M erhalten grofle

Werte., Ist jetzt 0 >0 beliebig gewihlt, so stellt die Konfiguration,

die man erhilt, indem man 7T 4 S bei unverdnderter Fliissigkeitsdichte

einer Ahnlichkeitstransformation mit dem Verhiltnis :1 in bezug

auf den Koordinatenursprung unterwirft und zugleich M durch M §3

ersetzt, eine neue Gleichgewichtsfigur dar, die ebenfalls zu der Winkel-

geschwindigkeit @ gehért. Es sei M ein beliebiger fester Wert, und
1

es sel 623(323) gewahlt Die Masse des neuen Zentralkorpers wird

jetzt gleich M, sein Abstand von dem Schwerpunkt des kleinen Mondes
1
in einer ersten Ndherung gleich (Z‘T:;f, der Durchmesser des kleinen
Satelliten bis auf GroéBen héherer Ordnung gleich 2h<z—:§2’f)% Fir &
ergibt das Verfahren der sukzessiven Approximationen eine fiir alle w
.. o k k+1 . vy
in jedem der Intervalle (¢, w — &), (w — ¢, ® + &) gleichmaBig geltende
obere Schranke, Es steht nichts im Wege, %4 so zu wihlen, daBl die
Satelliten jeder Schar ein festes, hinreichend kleines Volumen erhalten.
In dem ersten einfiihrenden Teil seiner wiederholt genannten Arbeit
behandelt Garten den einfacheren (zweidimensionalen) Fall eines mit
einer homogenen Flissigkeit erfiillten geraden beiderseits unbegrenzten
Zylinderkorpers T, von angendhert elliptischem Querschnitt, dessen
Mantellinien auf der x,-v,-Ebene senkrecht stehen, und der um die im
Verhiltnis zum Durchmesser von 7, weit entfernte, festgehaltene
Z5-Achse rotiert. Auf dieser ist eine gravitierende Masse konstanter
Liniendichte ausgebreitet zu denken. Die Ergebnisse sind zu den vorhin
besprochenen ganz analog. Die Rechnungen sind erheblich einfacher als
in dem dreidimensionalen Falle. An Stelle der Laméschen Funktionen
erscheinen jetzt trigonometrische Funktionen allereinfachster Art, die

1) 1 2 . . .- 1
Werte 0, w, o, . . . erweisen sich als Lésungen elementarer algebraischer
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Gleichungen. Trotzdem bietet die Behandlung der Verzweigungs-

gleichungen fiir w —a (8 >0) auch jetzt noch Schwierigkeiten dar, die
nicht itberwunden werden konnten, und zwar, weil, wie es sich zeigt, die
Heranziehung der Glieder von mindestens dritter Ordnung sich als not-
wendig erweist. Die eben erwidhnten, den zweidimensionalen Fall be-
treffenden Resultate finden in dem dritten Teil der Gartenschen Arbeit
bei Behandlung der ringformigen Gleichgewichtsfiguren mit Zentralkorper
Verwendung (vgl. loc. cit. 116 S. 726-—745). Der Ansatz und die Rech-
nungen, die zu der fundamentalen Integro-Differentialgleichung fithren,
schlieBen sich eng an die in 22. kurz wiedergegebenen Entwicklungen
meiner in der FuBnote 1% genannten Arbeit an. Die Ergebnisse sind zu
den in dem zwei- und dreidimensionalen Rocheschen Problem gewonne-
nen ganz analog.

Es macht keine ernsten Schwierigkeiten, von dem im vorstehenden
betrachteten Problem eines um ein festgehalten zu denkendes, punkt-
formiges Attraktionszentrum rotierenden kleinen Satelliten zu dem
Falle iiberzugehen, dafi der (immer noch punktférmige) Zentralkérper
und der Satellit mit der Winkelgeschwindigkeit @ um den gemeinsamen
Schwerpunkt wie ein starrer Kérper rotieren. Ist wie vorhin M die Masse

des Zentralkérpers, m= %a b c¢f diejenige des Satelliten, L der Abstand

des Mittelpunktes O des Satelliten von dem Attraktionszentrum, so ist

derjenige des gemeinsamen Schwerpunktes, in den wir den Ursprung O,

M
des Achsenkreuzes x,, o, %, legen, von O gleich LﬁﬁzL. Die

Formel (74) nimmt jetzt die Gestalt
(88) VXY, Z)+ ((L+XP+YI+Gy(X,Y,2)=B(X,Y, 2),

unter G, auch diesmal der Ausdruck (78) verstanden, an. In der Glei-
2

2
chung (80) treten als Faktoren von ;)Tf bzw. -c:—f in dem dritten und

dem fiinften Summanden L? und L statt L2 und L auf. Dement-
sprechend dndern sich die Beziehungen (81). Insbesondere gilt jetzt

w? M M m
(89) i =L =7 (V)

2
Bei gleichbleibender Entfernung L ist jetzt %}; im Verhiltnis 1 +% grofer

als in dem vorhin betrachteten Falle eines festgehaltenen Attraktions-
zentrums. Die Weiterbehandlung des Problems bietet an Hand der Ent-
wicklungen auf S.146ff. keine Schwierigkeiten dar. Die qualitativen Er-
gebnisse bleiben die gleichen.

An das Vorstehende schlieBt naturgemidf die Behandlung des Falles
an, dafl das Attraktionszentrum nicht mehr als punktférmig aufgefa3t
wird, sondern aus einer homogenen Fliissigkeit, deren Gestalt sich nur
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wenig von derjenigen eines Maclaurinschen Ellipsoids unterscheidet,
besteht. Die Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum zwingt
uns, uns mit dieser Andeutung zu begniigen.

2b. Die Laplacesche Theorie des Erdmondes. Wie vorhin be-
merkt, sind fiir sehr kleine Werte der Winkelgeschwindigkeit die weniger
abgeplatteten Rocheschen Annidherungsellipsoide nur wenig von einer
Kugel verschieden. Dasselbe gilt natiirlich auch von der exakten Gleich-
gewichtsfigur. Das Problem eines von einem festgehalten zu denken-
den Attraktionszentrum weit entfernten Mondes gestattet darum noch
eine andere, von der vorstehenden allgemeinen Theorie unabhingige
Behandlung, wobei als Ausgangsfigur in naheliegender Weise ein der
Einwirkung eines AuBenfeldes nicht unterworfener Kugelkorper zur
Verwendung kommt?20,

Wir schlieBen uns eng an die vorhin gebrauchten Bezeichnungen an.
Der Radius der Kugel S heiBt darum jetzt @a(=b=¢), die Richtungs-
kosinus der AuBennormale (») sind

(90) a=2 v=7, =7,
a c
Es gilt ferner
(91) IITV(x, Y, z):2na2——2§72, (rF=x2+y2+27),

GM(x,y,z):%[2L2~2x[,+2x2—y2—z2]J,—@(x,y,z),

O(x,y,2)= ;L‘{O(%Z)

(92)

Da T ruht, so ist jetzt w =0, und 4 erhilt den Wert 223:, unter w, die
Winkelgeschwindigkeit der gesuchten Gleichgewichtsfigur 7T, ver-
standen. Wie vorhin bemerkt, ist 7 der Einwirkung eines AuBenfeldes
nicht ausgesetzt, bei T tritt dagegen ein Zusatzfeld » Gy(x, v, 2) auf.
Eine sinngemiBe Anwendung der am SchluB von 11. gewonnenen Formel
fithrt, wenn wir beriicksichtigen, daB jetzt I'=0, e a Zu setzen ist,
zu der Integro-Differentialgleichung

(93) wCJrfLQIC’da’:s—%f[RererH(az+b2)§2]_%(V<z>+r/<s)+m)
S
'_Q‘][Vf[:f [2L2_2X1L+2X§_Y%_Z%]“@(Xp Y., Z,),
die man wegen
R*=124+2LX+4X?4Y?
x,=X(145), vi=v(1+3), z=2(1+5)

a

(94)

120 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmelskérper.
Erste Abhandlung. Die Laplacesche Theorie der Gestalt des Erdmondes. Math.
Zeitschr. 10 (1921), S. 130—159.
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auch in der Form
(95) w:+f§§'da':s-fj’}[L2+2LX+X2+Y2+2ch+(a2+b2)§2]
S

M ¢
5 [2L2—2XL—2XEL+2X§—Y$-Z§}

—0(X, Y, Zy)

schreiben kann. In (95) bezeichnet xy die von der Eigengravitation her-
rithrende Schwerkraft auf S. Offenbar ist

1,
__;(V(2)+V<3)+_”)

(96) y=—""af.

Die Integralgleichung, die man erhilt, wenn man in (95) rechterhand
Null setzt, und die auf die Form

3 (0.,
S

gebracht werden kann, hat drei linear unabhéngige, der Parallelver-
schiebung in der Richtung der drei Koordinatenachsen entsprechende
wie in 8. normierte Nulldsungen

3 X 3 Y 3 72
4nf ag—’ 4nf a%’;’ 4nf a%.

(98)

Nach bekannten Sdtzen (vgl. 8.) hat die Integralgleichung

(99)  pi+[1'Nio,o) o =0, N(a,a’):—;-—i)g’iiz% 7z

keine Nulldsungen mehr. Setzt man, wie wir es tun wollen, voraus, daf3
die Ortsfunktion { die Ebenen y =0 und # =0 zu Symmetrieebenen hat,
und schreibt

17X,
(100) —f’ Eg—do‘ ZWL,
§

so nimmt (95) die Gestalt
(101) i+ Sf ¥'N(o,0')'do’ =XwL+s

—gi[L2+2LX+X2—{—Y2+2ch+(a2+b2)§2]m%(V@)-}—V(i‘)-{—...)

MoIr 2XL—2X°L42X3—YVi—23|—0(X, Y, Z

—2L3[ - - a +2X7— 1"41}“ (Xll v Z1)

an. Wir setzen jetzt
0] M R ol M

(102) 7_L§+lb’ S—ng—-—f——O

und erhalten

(103) pi+ 1/ N(o,0) 0= — LN+ V34 2 ReC+(@4-3)02)

Myl

S SUCE LRSI EEATS £33 ¢ X} Yi42 | —0(X,Y,, Z).
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. M 2
Wir halten M, {, @ fest und fassen %, ¥l und %L, darum auch wlL als

kleine GroBen auf. Den im dritten Kapitel entwickelten Sitzen zu-
folge hat die Integro-Differentialgleichung (103) fiir alle hinreichend
kleinen Werte der vorstehenden Parameter eine und nur eine Lésung.
Der quadratischen Gleichung (130) IIT entspricht diesmal eine Gleichung
von der Form

o ° % M
(104) a=Tp+Alpatar), p=3iL+ 7.

Die kleinere (positive) Wurzel dieser Gleichung, darum auch ¢ ist von

der Gréfenordnung % )

_ 2 g2 M 2 _
(105) =« <w§: + L“: ) (x konstant).
. . . . . H M
Wie wir wissen, ist { als Funktion von %, %L und 7t aufgefaBt, ana-

lytisch und reguldr. Wegen (100) erscheint auch w als eine analytische
und regulire Funktion derselben Parameter,

a, /of
(105%) w:zp<2—$L
Nach (100) und (105) ist

M a
’ ﬁ:f)

(106) w < 7(‘;1‘22 -Mg) (a konstant).
Wie man leicht sieht, 148t sich die Gleichung

(107 o e+ Te(ar, 3 7} (vl (102) und (105%)
nach %% auflésen und liefert

(108) %:%Jr%o(_i‘f)

. . . . M 3
Danach ist, wie man leicht sieht, { von der GréBenordnung W(%) .
Eine weiter ins einzelne gehende Berechnung liefert

(109) c:-%(é(ﬁ— 3X2>+2a2+a20<%>>. 121

121 In der in der FuBnote 120 zitierten Arbeit ist diese Diskussion in allen
Einzelheiten durchgefiihrt worden. (Mechanische Deutung und Verbesserung einiger
Rechenfehler findet sich bei E. Holder, Beitrige zur mathematischen Theorie
des Erdmondes, Sachsische Berichte, 78 (1926), S.21-—36.) In einer spiteren
Arbeit (vgl. die FuBnote 122) habe ich anlaBlich der Bestimmung einer Gleich-
gewichtsfigur, die aus zwei weit entfernten fliissigen, um den gemeinsamen Schwer-
punkt rotierenden Massen besteht, bemerkt, daB sich eine Diskussion der Ver-
zweigungsgleichung durch die Einfithrung eines geeigneten Parameters vermeiden
1aBt und darauf hingewiesen, daf sich das gleiche bei dem jetzt betrachteten
Problem in dhnlicher Weise erreichen 148t.
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Durch die Einbeziehung des Parameters w in den Ausdruck (102) fiir die
Winkelgeschwindigkeit gelang es, eine sonst notwendige recht umstind-
liche Diskussion zu vermeiden (vgl. loc. cit. 120 S. 143).

26. Fliissige Doppel- und Mehrfachsternsysteme. Wir gehen jetzt
zur Behandlung eines Problems iiber, das mit denjenigen, die uns in 24.
beschiftigten, nahe verwandt ist, nimlich zur Bestimmung einer Gleich-
gewichtsfigur, die aus zwei weit entfernten Fliissigkeitsmassen gleicher

Dichte, T und Tl, die um ihren gemeinsamen Schwerpunkt rotieren,
besteht. Der Einfachheit halber nehmen wir Ty und T als kongruent

und in bezug auf den Schwerpunkt, in den wir den Ursprung des Achsen-
kreuzes %os Yo, %o setzen, symmetrisch gelegen'?% an. Des weiteren sollen

T; und T1 sich nur wenig von Kugelkérpern, T und T, vom Radius @
unterscheiden. Augenscheinlich geniigt es, die Gestalt von T, d. h. die
diese Gestalt festlegende Ortsfunktion ¢ auf S zu bestimmen. Die ent-
sprechende zu T und T1 gehorende Funktion ¢ wird damit zugleich be-
stimmt sein. Wir iibernehmen sinngemif die in 25. gebrauchten Be-
zeichnungen, legen insbesondere in den Mittelpunkt der Kugel S den
Ursprung des Achsenkreuzes x-y-z. Augenscheinlich unterscheidet
sich das Problem, mit dem wir uns im Augenblick beschiftigen, von dem
zuletzt behandelten lediglich darin, daB das AuBenfeld, das auf T, wirkt,
nicht von dem in O gelegenen Attraktionszentrum, sondern von der

Fliissigkeitsmasse T herriihrt. Fiir Tl— T—f—(T1 ) kénnen wir ein
punktférmiges Zentrum der Masse % adf im Mittelpunkt (—L, 0, 0)
von T, somit in einer Entfernung 2L vom Mittelpunkt von T und eine

schalenformige gravitierende Masse fl—f substituieren. Das Gravi-
tationspotential » G¥(x, y, 2) der punktférmigen Masse in T, erhalten

47
wir aus (78), indem wir fiir M den Wert ~a3 { einfiihren und L durch 2L
ersetzen. Wir finden
-1
(110)  Gi(x,y,2)="s @ {[2L+ 2 +y* 422
a3
—%Ef[8L2—4xL—(y2+z2—-2x2)]+@*(x, Y, 2),
4
(=2 y2 ), O%(x,y,2)=r20(1;)-

Was das Gravitationspotential » GX(x, v, z) des Korpers TI—T an-
langt, so gilt
(111) |#G¥(x, y,2)| <dmnf-(a+QpQ, 0= Max{lcy |9 ac ‘}

122 Fir das Folgende vergleiche L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die
Gestalt der Himmelskorper. Zweite Abhandlung. Eine aus zwei getrennten Massen
bestehende Gleichgewichtsfigur rotierender Flissigkeit. Math. Zeitschr. 12 (1922),

S.201—218. A.a. O. wird allgemeiner angenommen, da8 sowohl die Dichte als
auch der Durchmesser der beiden Korper verschiedene Werte haben kénnen.
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In der Tat ist das Volumen von TI—T gewill nicht grofer als

4n(a-+ )22, der Abstand irgendeines Paares von Punkten in j‘l —T
einerseits, in T; anderseits sicher >2L—2a—2 0 > L, sofern, wie wir
a--0
L
Bei der Aufstellung der Integro-Differentialgleichung des Problems
ist zu beachten, dafl das AuBenfeld auch diesmal gleich Null, das Zusatz-
feld aber =% G} + %G} ist. Man erhalt

1 .
es tun wollen, < 3 angenommen wird.

(112) 1pé'—|—f%’§'d0':s——%f[R2—{— 2R+ (a®+ 5% (7

na’f
1218
- 0*(X1; Yl: Zl>_ Gs*(XL Yp Zl) .

VOV @ L) [8L2—4X,L +2X2 Y2272

Fiir das Potential G} lieBe sich ohne groBe Miihe eine Entwicklung
finden, aus der seine Abhingigkeit von { klar hervortreten wiirde
(vgl. loc. cit. 12%). Fiir den Konvergenzbeweis der spiter anzusetzenden
sukzessiven Naherungen ist die Kenntnis dieser Entwicklung, wie wir
sogleich sehen werden, nicht notwendig. Anders wire es, wenn wir die
zweite oder eine hohere Niherung explizit berechnen wollten.

Indem wir jetzt

’ (4
(113) —ff;f tdo’=2wlL
§
setzen, erhalten wir wie auf S. 151

(114) 3¢+ ff’N(a,a') Fdd'=2XwL s — 9 [L24 2L X 4 X2 V?
S

nadf
1213

+2RL (a2 B ) — (VOLVO L) — [s12—ax1L

—4X L4 2X-Vi- 23— O%(X,, Y, 2)— GX(X,, Yy, Z).
Mit
- ol  aa’f . o? 2nadf
(115) 3= 6 TW, STy Li—"g =0

geht (114) iiber in
(116) »¢ +ff’N(a, o'\ l'do'=— 620—5 [X24+ Y2+ 2Rv{ + (a2 b2) (2]
$

1 9 | ) nadf
——;(V( A +"')+12L3

- 0*(X1: Yl: Zl)_ Gs*(Xl Yl: Zl) .

ax L 2XPhVE+ZE

a

Die weitere Behandlung verliuft ganz wie auf S.151ff. Wir finden

w: nd’f , a <a3>
— == ’

(117) »  3L3 L O\L3
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3
worauf sich { als von der GréBenordnung @ <%> erweist.—Was den Kon-

vergenzbeweis der sukzessiven Naherungen betrifft, so stiitzt sich dieser
wie in allen Fallen, die wir in diesem Buch zu betrachten hatten, auf
gewisse fundamentale Ungleichheiten, denen der Ausdruck auf der
rechten Seite der in Frage kommenden Integro-Differentialgleichung
geniigt (vgl. S.152). Der Beweis jener Ungleichheiten macht keine
Schwierigkeiten und 148t sich ohne Benutzung der vorhin erwidhnten
Entwicklung fiir G¥(X,, Y,, Z;) fiihren.

Es macht keine Schwierigkeiten, @ so zu bestimmen, dall das Vo-

lumen von T, also auch das mit ihm gleiche Volumen von 7 einen vor-
geschriebenen Wert erhilt.
Nicht wesentlich schwieriger ist schlieBlich die Behandlung des all-

gemeineren Falles, wenn die Durchmesser @ und @ von 7 und T sowie die
Dichten f und f der beiden Fliissigkeitskorper nicht notwendig ent-

sprechend einander gleich sind. Jetzt wird man fir { und.{ je eine
Integro-Differentialgleichung erhalten. Das System dieser simultanen
Gleichungen wird unter Benutzung von zwei Parametern w und w
gelost.

In dem Vorstehenden war ausdriicklich von einem Doppelstern die
Rede. Betrachten wir nun ein System von Massenpunkten in einer der
verschiedenen Lagrangeschen Konfigurationen des #-Kéorperproblems
und stellen uns die einzelnen Massenpunkte zu kleinen fliissigen Kugel-
korpern ausgeweitet vor. Die so gewonnene Anordnung erfiillt, wenn
die Kugelradien im Verhaltnis zu dem Abstand ihrer Mittelpunkte hin-
reichend klein sind, in einer ersten Naherung die Gleichgewichtsbedin-
gungen und kann als Ausgangspunkt zur Bestimmung neuer exakter
Gleichgewichtsfiguren dienen. Eine systematische Untersuchung der
sich darbietenden Moglichkeiten hat im AnschluBl an meine in der Ful-
note 122 genannte Arbeit E. Kdhler in seiner Leipziger Dissertation
durchgefiihrt!?3. Die Ergebnisse von Kihler sind auch darum von In-
teresse, weil es an Hand dieser E. Holder gelungen ist, die schon von
Kahler vermutete Existenz von Gleichgewichtsfiguren mit nur einer
Symmetrieebene zu beweisen (vgl. S. 74).

27. Fliissige Doppelsterne mit einem starren Kern. Mit Riick-
sicht auf eine spitere Anwendung wollen wir im folgenden noch ganz
kurz ein mit dem in 26. behandelten nahe verwandtes Problem be-
trachten, )

Zwei gleiche in P=(—D,0,0) und P=(D,0,0) angebrachte
punktartige Massen M rotieren mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

123 Vgl. E. Kahler, Uber die Existenz von Gleichgewichtsfiguren, die sich aus
gewissen Losungen des n-Korperproblems ableiten. Math. Zeitschr. 28 (1928),
S. 220—237.
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. M\3 . .
w=<Z—D3>§ um die z-Achse des kartesischen Achsenkreuzes x-y-z

und befinden sich dabei im dynamischen Gleichgewicht. Man denke sich
jetzt um P und P als Mittelpunkte je einen kleinen Kugelkérper Tund T
vom Halbmesser v aus einer homogenen Fliissigkeit der Dichte f und
lasse das Ganze wie einen starren Kérper mit derselben Winkelgeschwin-
digkeit @ um die z-Achse rotieren. Bei festgehaltenem M, D und f und
hinreichend kleinem t stellt die Konfiguration in einer ersten Niaherung
eine Gleichgewichtsfigur dar. Wir fragen: gibt es in der Nachbarschaft
von T und T zwei in bezug auf den Ursprung symmetrisch gelegene
Flissigkeitskorper T und T, die vereint mit den Massen M in P und P,
bei passender Wahl der Winkelgeschwindigkeit w, in der Umgebung von
o eine Gleichgewichtskonfiguration ergeben? Mit anderen Worten, ist
es moglich, T'; somit auch j‘l einerseits, w, andererseits so zu bestimmen,
daB 1. auf S; und 51 das Gesamtpotential der Gravitations- und Zentri-

fugalkrifte je einen festen Wert hat, 2. in P und P die Resultierende der
Gravitationskriafte der Zentrifugalkraft das Gleichgewicht halt?

Wir beziehen, wie iiblich, S; und S; auf S und S durch Vermittelung
der krummlinigen Koordinaten &,#, { und &, N, L. Wir denken uns
S und S durch parallele Normalen auf die Einheitskugel bezogen und
wihlen fiir &, 7 bzw. &, 7 irgendein krummliniges Koordinatensystem auf
1107 19¢

¥ o€l ¥ o
als kleine Grofen aufgefaBt werden kénnen. Aus Grunden der Sym-
metrie geniigt es, von der Gleichgewichtsbedingung auf S, allein aus-
zugehen. Als Ausgangskonfiguration fassen wir den Korper T im Ruhe-
zustande auf. Als Fremdfeld »G in der Bezeichnungsweise von 11. gilt
das Feld der Masse in P, als Zusatzfeld »5G das Gravitationspotential
%Gp+x Gy der Masse in P sowie des Fliissigkeitskorpers 7. Die Schwer-
kraft auf S als Resultierende aus der Eigengravitation und derjenigen
der AuBenmasse P, hat jetzt den Wert

(118) wp=— 2 (M+ 5 03).

der Einheitskugel. Wir nehmen ferner an, da8 i

2

Des weiteren ist (vgl. 11.) 0 =0, 1= % ; augenscheinlich ist diesmal
/ nicht notwendig als klein aufzufassen.
Wir gehen von der Formel {206) 111 aus, wobei wir zur Vereinfachung

rechter Hand fir
JUP SR BN 2 92 A
sF—}—sC—F—I— E_WF_*—"'

Q)

den Wert
§G(X,, Yy, Z0;8)=Gp(X,, Y1, Z))+ Gi(X1, Y1, Z))
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setzen. Die Entwicklung des Zusatzpotentials nach Potenzen von { er-
weist sich im vorliegenden Falle als iiberfliissig. Wir erhalten so

(119) _%<M+%3@r3f Z+ff'-c'do'

s (¥2+ Y2+ 2RTL+ (a2 1)) — = (V<2)-|— yeL )

Zj 0:r
~GHXy, Y, Z)— GR(X, Yy Z)— 5 S —

und, indem wir s== % D2 setzen, nach Multiplikation mit t? und nahe-

liegender Umformung

(120) <M+ r3]‘ r2ff f’do+r2“’1(X2+Y2 D4 2R

+ (a2 %) 0%) +
+12{Gp (X, Y, Z
{2 orr
42 {2 e —l-}
Die Auflésung dieser Gleichung durch sukzessive Approximationen
bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. Es erweist sich nicht einmal als nétig
beim Ubergang von der n-ten zu der (1 - 1)-ten Niherung eine lineare

nichthomogene Integralgleichung aufzulsen. Vielmehr gilt, wenn man
voriibergehend die rechte Seite in (120) mit I7{{} bezeichnet, einfach

(121) (M+5) = 11f).

Als ein kleiner Parameter tritt jetzt r auf. Einige Vorsicht erfordert

(VOLVO4 . )+ 2Gp(X,Y, Z)+ 2G4 (X, Y, Z)

1
;
)= GHX,Y,Z)) + (C1,(X,, ¥, Z) — G4(X, Y, 2))

die Abschdtzung der Ausdriicke W'=V®@ L V® | aa?, %1’: und der
‘ 2
Umstand, daf {CZ%W—I; -+ .. } sich wie t=302 verhilt. Man findet
ITETA SEREA °
v, GE oy \écz.Q (e konstant).

Wie man ferner leicht sieht, sind die Terme 12G3(X, Y, Z), 1264+ (X, Y, 2)
von der zweiten, alle iibrigen von der dritten und héheren Ordnung
in bezug auf r und C Insbesondere ist wegen X2+Y?% —D2=0(x) auch

der Ausdruck r2 (X 2+ Y% —D? von der dritten Ordnung. Fiir die
quadratische Glelchung (130) ITT tritt jetzt eine Gleichung von der Form

(121%) a=d(tteat at).

Die kleinere (positive) Wurzel und damit auch ¢ ist jetzt von der Ord-
nung 1% Natiirlich ist die durch sukzessive Approximationen gewonnene
Lésung der Integro-Differentialgleichung die einzige ihrer Art.
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Man kann iibrigens alle diese Spezialbetrachtungen umgehen, in-
dem man durch eine Ahnlichkeitstransformation (vgl. S. 148) zu einem
System von zwei mit der Winkelgeschwindigkeit @ um die z-Achse
rotierenden Fliissigkeitskugeln vom Radius 1 und Dichte / um die

. 2D . . . .
beiden um < voneinander entfernten punktartigen, mitrotierenden
Massen als Ausgangskonfiguration iibergeht. Fiir hinreichend kleine t

gibt es gewil eine exakte Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft
der zuletzt genannten Konfiguration. Eine Ahnlichkeitstransformation
mit dem Verhiltnis t:1 um den Symmetriepunkt des Systems liefert
die soeben auf einem anderen Wege gefundene Fliissigkeitskonfigu-
ration wieder. Die Winkelgeschwindigkeit ist jetzt gleich w,.

Und nun die Bestimmung von w,, so daB der zweiten vorhin an-
gegebenen Bedingung des Gleichgewichts Geniige getan wird. Auch hier
kénnte man durch sukzessive Naherungen vorgehen. Es sei {, die zu
dem Werte « der gesuchten Winkelgeschwindigkeit gehérende Losung
von (120), und es mogen Tg, :I.“; die zugehoérigen Flissigkeitskorper
heiBen. Die Bedingung 2. ist nicht erfiillt, vielmehr miilte, damit sie
erfiillt sei, die Winkelgeschwindigkeit einen von @ verschiedenen Wert w:
haben. Es sei {: die Losung derjenigen Integro-Differentialgleichung,
die man erhilt, wenn man in (120) w; durch w: ersetzt. Zu {: gehort als
der die zweite Gleichgewichtsbedingung erfiillende Wert der Winkel-
geschwindigkeit we. Ersetzt man w, in (120) durch ws, so gewinnt man e
usw. Wie sich ohne groe Miihe zeigen laBt, konvergiert die Folge

®, w1, w2, . .. gegen einen Wert w,, zugleich konvergieren die Folgen
AL % gleichmaBig gegen £, 5o, %% Die Ortsfunktion ¢ stellt die
zu dem eben gefundenen Werte der Winkelgeschwindigkeit w, gehdrige
Losung der Integro-Differentialgleichung dar. Das System £, w, erfiillt
die beiden Bedingungen des Gleichgewichts, unser Problem ist als gelost
zu betrachten.

Es leuchtet ein, daB man die beiden punktférmigen Attraktions-
zentra auch durch kleine starre Kugelkorper ersetzen kann.

28. Ein mit den kosmogonischen Theorien von Poincaré und
Darwin zusammenhingendes Problem. Das im vierten Kapitel ent-
wickelte Verfahren fithrt, in geeigneter Weise ausgestaltet, zur Auf-
lésung eines interessanten Problems, das sich in gewissen kosmogonischen
Betrachtungen von Poincaré und Darwin darbietet124.

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Betrachtungen. In den
Punkten P = (—D,0,0) und P=(D, 0,0) des Raumes der Variablen
%, v, 2 mogen sich zwei punktférmige Attraktionszentra der Masse M

12¢ Vgl. H. Poincaré, loc. cit. 38 S. 378—380; G. H. Darwin, Scientific papers
Bd. I11, insb. S. 436—524.
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% M\%
ZD7>

um die z-Achse. Die Gravitations- und Zentrifugalkrifte an P und P
halten sich dabei das Gleichgewicht. Das Gesamtpotential ist

befinden. Das Ganze rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit o = <

U—rM(2+2) + 5 (0 9)

@=(x4+D)2 412422, B=(x—D}+y21 22
Aus Griinden der Symmetrie sind in (0, 0, 0) partielle Ableitungen erster

Ordnung, gemischte Ableitungen zweiter Ordnung und die Ableitungen

dritter Ordnung von U gleich Null. Man verifiziert leicht, daB U in der
Umgebung des Ursprunges eine Entwicklung von der Form

(123) U=U(x,y,2)= 22 + —ﬁ{—(17x2~7y2—8z2) +0(r4)

(122)

gestattet. Sie gilt fiir alle hinreichend kleinen Werte von 7= (2 32+ 22)?
. . . o 2xM .
etwa filr » <<7,.125 Die Niveaufliche U= ,% besteht aus einer, uns

nicht weiter interessierenden, sich bis ins Unendliche erstreckenden
Schale und einer geschlossenen in bezug auf die drei Koordinatenebenen
symmetrischen, analytischen und reguliren Fliche S*, die im Ko-
ordinatenursprung einen konischen Punkt hat; S* begrenzt zwei Ge-

biete T* und T*, die entsprechend P und P enthalten. Der Bertihrungs-
kegel im Nullpunkt, 17x% —79% —822=0, ist ein gerader elliptischer

Kegel um die Gerade y =z=0 als Achse. Die Niveauflichen (°J<2—};7M

bilden eine Schar sich ins Unendliche erstreckender Schalen und dariiber

. . . . 2 M ° . ..
hinaus, fiir kleine Werte der Differenz 5 — U, auseiner Scharineinander

geschachtelter, S* umschlieBender, analytischer und regulirer, in bezug
auf die drei Koordinatenebenen symmetrischer Flichen. Die Niveau-

o 2xM _ ., . o .
flachen U > LD'- bilden zwei Scharen ineinandergeschachtelter analyti-

scher und regulérer Flichen, die die drei Koordinatenebenen zu Sym-

metrieebenen haben, in T* bzw. T* enthalten sind und gegen P bzw. P
konvergieren, dariiber hinaus aber auch noch eine Schar ins Unend-
liche reichender zylinderartiger Flichen, um die wir uns nicht weiter
zu kimmern brauchen. Wir haben uns im folgenden lediglich mit den

geschlossenen Niveauflichen in 7% 7* und in dem AuBlengebiete von
T* 4 T* in der Nachbarschaft von S* zu beschéftigen. Die diese Flichen
betreffenden Behauptungen sind in der Hauptsache bewiesen, sobald
gezeigt ist, daB in einem T* 4 T* ganz in seinem Innern enthaltenden

125 Vgl. die Leipziger Inaugural-Dissertation von K. Maruhn, Ein Beitrag zur
mathematischen Theorie der Gestalt der Himmelskorper. Math. Zeitschr. 33
(1931), S.300—320, insb. S. 301 u. ff.
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Bereiche B mit der einzigen Ausnahme des Koordinatenursprunges die
Schwerkraft x4 nicht verschwindet!?. Wie man leicht nachpriift, ver-

hlt sich % in der Umgebung von O wie 7 = (%% + y% -+ 22)%, préziser: es
ist % in T*+S* und T* 4+ S* angebbar von Null verschieden. Werden,

wie frither, mit a, b, ¢ die Richtungskosinus der Normale an die Niveau-

. . d .
flichen bezeichnet, so verhalten sich g—a S % in der Umgebung

%’ 3y’
des Koordinatenursprunges wie # 1. g
Wie in 27. des niheren ausgefiihrt worden ist, gibt es eine Figur des

relativen Gleichgewichts, die aus den beiden Attraktionszentren P und p
und aus zwei um diese herum in bezug auf den Koordinatenursprung

symmetrisch gelegenen Fliissigkeitsmassen T und T der Dichte { be-

steht. Die Randflichen S und S von T und T sind, sofern ihr Durch-
messer 27, wie wir es tun wollen, klein im Verhiltnis zu D angenommen

wird, nur wenig von Kugeln um P und P als Mittelpunkt verschieden.
Die Winkelgeschwindigkeit @, mit der das Ganze um die z-Achse rotiert,
. . . M3 . N

ist nur wenig verschieden von (Zﬁf Aus Griinden der Stetigkeit gelten
sinngemdf auch jetzt noch alle qualitativen, im vorstehenden gemachten,
die Aquipotentialflichen betreffenden Aussagen. Wir nennen nunmehr,
um uns den im vierten Kapitel gebrauchten Bezeichnungen nach Még-
lichkeit anzunahern, die beiden in dem konischen Punkt zusammen-

héngenden Teile der singuldren, S* entsprechenden Niveaufliche einfach
S und S, die von S bzw. S und S bzw. S begrenzten Gebiete & bzw. 6.
Des weiteren mégen mit 7 und T die beiden von S und S begrenzten
endlichen Gebiete bezeichnet werden. Es sei schlieflich y eine in @ und 6
erklirte stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Ortsfunktion, die auf
jedem Paar zusammengehoriger Niveauflichen S, und St 127 denselben
konstanten Wert hat, auf S und S verschwindet und in jedem Stetig-
keitsbereiche stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat.

Die soeben betrachtete aus zwei Fliissigkeitskorpern bestehende
Gleichgewichtsfigur kann als eine die Gebiete T und T fiillende Fliissig-

keitsmasse der Dichte f, die in T einerseits, T andererseits gleich der

126 Vgl, K. Maruhn, loc. cit. 125, S. 304—305. Der Bereich B ist dort der von

zwei Halbkugeln um P und P vom Radius D und von dem berithrenden Kreis-
zylinder begrenzte konvexe Korper. ‘

12?7 Wir verstehen unter t in Anniherung an die Bezeichnungsweise im vierten
Kapitel den Abstand der in @ gelegenen Schale der betrachteten Niveauflache von
dem Koordinatenursprung. Dieselbe Bedeutung hat ¢, wenn es sich um einschalige
Niveauflichen in einer Umgebung von S und S die alsbald herangezogen werden,
handelt.
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Dichte der obigen Fliissigkeitskorper, in @ und @ aber gleich Null ist,
aufgefaBt werden. Gibt es fiir hinveichend kleine Werte von |o| und t und
ot

passend gewdhlte 1=

—? .
2%& eine Fliissigkeitskonfiguration Ty, T, deven

Dichte auf denjenigen Niveaufldchen Sy, Su: deven Bilder in T baw. T
liegen, gleich |, bet den 1ibrigen aber gleich f + oy ist? Diese Frage habe ich
nach einem besonders gearteten Verfahren der sukzessiven Néherungen
fiir den zweidimensionalen Fall im bejahenden Sinne beantwortet 128,
Im AnschluB daran hat Herr Maruhn in seiner in der FuBnote 126 ge-
nannten Dissertation zunichst die analoge Fragestellung in drei Di-
mensionen in allen Einzelheiten behandelt und dariiber hinausgehend
einige weitere interessante Ergebnisse gewonnen (vgl. S. 165).

Unser Problem gestattet, wie wir jetzt zeigen wollen, auch noch eine
zu der im vierten Kapitel durchgefilhrten ganz analoge Behandlung;

doch brauchen wir uns im vorliegenden Falle mit den im Innern von T

und T gelegenen Aquipotentialflichen nicht zu beschiftigen. Beziiglich
der zu bestimmenden Ortsfunktion ¢ ist zu fordern, daB sie sich in &

und @ stetig verhilt, die drei Koordinatenebenen zu Symmetrieebenen
hat, in O verschwindet und beschrinkte, auBer hichstens in O, stetige,
allenfalls abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ordnung
besitzt. Wird wie frither

ac | 8¢ 19¢ |

(124) axr oy |as | =9

gesetzt, so gilt

(125) Cl=y3r0 (rr=a24y242).

Die maBgebende Integro-Differentialgleichung folgt fast unmittelbar
aus (43) IV, wenn man beriicksichtigt, daB jetzt die Fliissigkeitskorper
sich in dem AuBenfelde »I" der beiden mitrotierenden Attraktions-

punkte befinden, §—[—§ die Rolle von & {iibernimmt, [f]= —f und

gi, =0 ist. Wir finden, unter %y die dem Zusammenwirken der Fliissig-

keitskorper T und T, der beiden Attraktionspunkte und der Zentrifugal-
kraft entspringende Schwerkraft verstanden,

11 r 3 ! ,1 ) %
(126) wC+ffECd0 =S~°€jxadn—hz—%@(aﬂ-bz)
§+§ 91'*‘(';1
2ol B33l

—208 (ax+by)— —(BOLROL. )~ T2 DL (=2 y2) 10

128 Vgl. L. Lichtenstein, Kosmogonische Untersuchungen I. Eine aus zwei
Einzelmassen, die einen Punkt gemeinsam haben, bestehende Gleichgewichts-
figur nichthomogener Fliissigkeit, Berichte der Sachsischen Akademie der Wissen-
schaften 80 (1928), S.35—68.

1282 In (126) bezeichnet y'= y(¢/) den Wert der Dichte in dem 7/ in @ +6
entsprechenden Punkte 7’.

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 11
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Wie y) ist auch p in@-+S und@+§ mit der einzigen Ausnahme des
Koordinatenursprunges von Null verschieden. Bei der Anndherung

an O konvergiert p gegen Null, der Quotient % ist in @ und 6 beschrinkt
und angebbar von Null verschieden.
Wir haben rechts 8 + 8® 4, . fiir W2 LW L, .. geschrieben,

unter B den zu (53) III analogen, iiber S und S erstreckten Integral-
ausdruck verstanden, weil wir es jetzt, wie man unmittelbar feststellt,
mit den Gliedern zweiter und hoherer Ordnung des Ausdruckes

f f—dr— ff’%dt’ zu tun haben. In dem Ausdruck (53) III ist

7‘1+T1 T+T ,
tibrigens diesmal der Aufpunkt auf einer beliebigen Niveaufliche in

6 +6 und nicht wie s. Z. notwendigerweise auf S oder S anzunehmen.
Es sei S eine einschalige Niveaufliche in der Nachbarschaft von S
und S. Das von S, S und S begrenzte Gebiet heiBe @. Es dndert sich

nichts, wenn wir @ mit in das System aufnehmen und das Bild @1 von®
mit Masse der Dichte y =0 uns erfiillt denken. Die Integro-Differential-
gleichung (126) bleibt ungeandert doch ist nunmehr die Ortsfunktion

in dem ganzen von S, Sund S begrenzten Gebiet erklirt, und dieser
Umstand erweist sich fiir den Konvergenzbeweis als zweckmaBig.
Einige weitere Bemerkungen: In der im vierten Kapitel entwickelten
allgemeinen Theorie verhielten sich die Niveauflichen S, in der Um-
gebung des Ursprunges topologisch wie eine Schar ineinandergeschach-
telter Kugeln, jetzt haben sie den Charakter ineinandergeschachtelter
zweischaliger bzw. einschaliger Hyperboloide. Der Unterschied ist in-
dessen, was die Aufstellung der Integro-Differentialgleichung des Problems
und den Konvergenzbeweis anlangt, belanglos, — Hauptsache ist, da3

die auf S. 95 angegebenen wesentlichen Beziehungen a—a, R —0 =0
auch jetzt gelten.

Das Verhalten des (der Gravitationswirkung der homogenen, T + T
erfiillenden Fliissigkeit entsprungenen) Ausdruckes 8 4+ 8@ .
der Umgebung des Koordinatenursprunges bietet nicht die geringsten
Schwierigkeiten dar. Die einzelnen Terme sind diesmal Integral-

ausdriicke, erstreckt iiber S -+ S.129 Eine Sonderbehandlung erheischt

129 Vgl loc. cit. 75, S. 503. Die Formel (74) a.a. O. lautet jetzt, sinngemif

iibertragen,
08, , 0 (1 ,
ax,{"ﬁ" ff FP ( u) cos (v),, x)dol,,

§u +Su

of) -

da in T, und ’.}‘u eben 0;’ =0, auf S, und S‘,, aber [f;]=0ist. Sie gilt fiir alle hin-
A ;

reichend kleinen Werte von » in @ + S sowie 6 + S.
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demgegeniiber, wie sich sogleich zeigen wird, das Volumintegral
iiber O, + 0,.

Wie an der mehrfach genannten Stelle (S. 105{f.) setzen wir, unter %
einen kleinen Parameterverstanden,s=gs+aF(U(x,,2))—hF (U(0,0,0)),
woselbst U das Gesamtpotential der Ausgangsverteilung, F eine analy-
tische und regulire Funktion bezeichnet, und erhalten, indem wir ¢
nach O konvergieren lassen,

(127) ff {'do’ =gs—a [ 7 — dTl—T( PHORER ORTINE
5+8 01+ 6,

darum ahnlich wie frither

(128) wl+ f]‘ C’da =hF(U(x,y,2)—hF(U(0,0,0)
S+5S
_“fl ~—— d'cl—/'{tz wiéz(az—l—bz)—ﬂli(ax—#by)
0,46,

frorr @3 83F
) )} 21002 3199
Es wird dabei angenommen, daB auf SundS gewiB F(U) von F(U (0,0,0))
verschieden ist.
Wir setzen

fx% dt)= f%% ar’ + 88O 4 §H@ L XS -
6.1+ 6, 6+6
(8RO T+ O ) — (WO (8RO + (WO ) =h,

unter (8% den Wert des in Frage kommenden Integralausdruckes im
Koordinatenursprunge verstanden. Durch Betrachtungen, die den im
vierten Kapitel (S. 104) erwdhnten ganz dhnlich verlaufen, iiberzeugen
wir uns, daB

(130)

_i{(g«zur VO ) — ((BO4 BO ..

(129)

‘ 0
!a arn
gilt. Wesentlich ist h1erbe1 die Formel (14) S. 503 loc. cit. %, die sinn-

geméiB iibertragen wegen y =0 auf S und S somit auch auf S, und S
diesmal lautet

P8, . a%u 0 4
(131) S = fﬁr o < >d'c + % flua >cos( , %)doy,.

«

A 1‘.‘ ‘%m}gﬁ*m, A <3520

Oyt Oy, Su+Sy
Sie gilt im Innern von @, und @u sowie auf den Randflichen S, und Su,
sofern 7 hinreichend klein ist. Nach Voraussetzung ist der Durchmesser
der Flichen S und S klein gegeniiber ihrem Abstande. Wir schaffen

darum, indem wir uns auf die Bestimmung von ¢ in @ und auf S be-
11*
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schrénken was aus Griinden der Symmetrie erlaubt ist, das Integral

ff C’do als eine kleine GroBe hoherer Ordnung nach rechts.
35+5

Die Beziehung ,
(132) yi= J‘f Z_,"da +hF(U(x,y,2)—hF(U(0,0,0))

5+5
’ 1 2 wlz 2( 42 2
—a Z&rja%m_lt—§ﬂ0r+M—2MMx+bw
91+é1

1 g2 o:r 3 or
—{(BOFBOL )~ (RO SO+ -5 TS T

die der Gleichung (72) IV entspricht, bildet die Grundlage fiir das nun-
mehr einsetzende Verfahren der sukzessiven Approximationen. Fiihrt

man rechter Hand fiir { die #-te Naherung Z ein, so erhalt man ohne
Auflosung einer linearen Integralgleichung linker Hand w"f 1 Man {iber-

zeugt sich ohne wesentliche Schwierigkeiten, dalB nélbeschrénkte, in
©+1-0O stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und auf S +S

verschwindet, sofern { die gleiche Eigenschaft hat. Neben den vorhin
auseinandergesetzten Eigenschaften des tiber @, 4-0, erstreckten Volum-
integrals und der geschweiften Klammer in (132) kommt hierbei die
Tatsache zur Verwendung, dal3

¢gor por
(133) 2' (91)2 3| av‘i l .=H{C}

Beziehungen von der Form

d 1 18 4] |8
ase) (g 0 g 0 2
gentugt.

Der Konvergenzbeweis bietet gegeniiber den in Frage kommenden
Betrachtungen des vierten Kapitels nicht unerhebliche Vereinfachungen
dar. Neben der bekannten schon frither benutzten Ungleichheiten werden
hierbei die weiteren Beziehungen

UG -IE) | g~ ) < e,

Ly —-1igy| = pyseor,
WO é eine ganz wie { beschaffene Ortsfunktion bezeichnet, verwendet.
Es gilt weiter

IA

a®r, | <oy3002

(135)

L5k =0,
(136) 9 "a 2 ] N
=0 5,C-0 |5¢-0 =0
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Es ist ferner zu beachten, daB sich I" auf S im wesentlichen ganz
wie die in 27. ebenso bezeichnete Funktion auf S verhilt. Bei der
Bestimmung von ¢ auf S (vgl. S.1051f.) kommt eine zu (121*) analoge
quadratische Gleichung zur Verwendung.

Ist ¢ einmal gefunden, so gilt es wie in 27., w,, d. h. 2 so zu bestimmen
daB auch die zweite Bedingung des Gleichgewichts (vgl. S. 158) er-
fiillt ist. _

Vorhin ist angenommen worden, die beiden Massen P und P seien
einander gleich. Ist M>M, so riickt der Schwerpunkt O, durch den

die Rotationsachse hindurchgeht, nach P hin. Der Librationspunkt,
d. h. derjenige Punkt, in dem die Gesamtschwerkraft verschwindet,
liegt diesmal zwischen O und P. Der Existenzbeweis wire mit einiger
Vorsicht mutatis mutandis wie vorstehend zu fithren3?, diirfte aber

JQ als klein aufgefafit werden kann, einige
Schwierigkeiten darbieten.
Maruhn betrachtet in seiner Dissertation auch die beiden Fille,

zunachst, auller wenn

daB 1. die K6rper & und O zur AuBlenbegrenzung die beiden ganz im
2xM
) D

gehorigen Aquipotentialfliche haben, 2. daB die Ausgangskonfiguration

Innern von T*und T* gelegenen Schalen der zu einem Werte U>

. . . . - o 2xM .
von einer einschaligen Niveaufliche <U< —’;3—) begrenzt ist. Der zuerst

genannte Fall bietet, da diesmal der singulidre Punkt im Koordinaten-
ursprung fortfillt, wesentliche Vereinfachungen dar. Die Voraus-
setzung, y sei auf dem Rande gleich Null, erweist sich in beiden Fallen
als iiberfliissig. SchlieBlich gelingt es, eine lineare Reihe von Gleich-
gewichtsfiguren der hier betrachteten Art zu konstruieren, die von etner
Fliissigkeitsmasse {iber zwei in einem Punkte zusammenhingende
Massen zu zwei getrennten Massen fithrt. Die kosmogonische Inter-
pretation eines solchen Modells ist naheliegend. Insbesondere entspricht
die im vorstehenden ndher betrachtete Gleichgewichtsfigur einem
Satelliten, der im Begriff ist, sich von dem Korper des Mutterplaneten
zu trennen. Alle vorstehenden Ergebnisse kann man ohne Schwierig-
keiten auch unter Zugrundelegung des vorhin auseinandergesetzten
Verfahrens gewinnen.

In Weiterverfolgung seiner Betrachtungen hat Maruhn die Existenz
einer anderen mit der vorstehenden verwandten linearen Reihe von
Gleichgewichtsfiguren, die als Modell der von Laplace postulierten Ring-
bildung dienen kann, bewiesen3. Die diinne Atmosphire ist um eine

180 Vgl. eine demnéchst voraussichtlich in der Math, Zeitschrift erscheinende
Arbeit von Herrn Maruhn.

131 Vgl. K. Maruhn, Uber den Laplaceschen Ringkérper. Math. Zeitschr. 36
(1932), S.122—142.
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ringformige Gleichgewichtsfigur mit Zentralkérper ausgebreitet, deren
Existenz von Garten bewiesen wurde 1%,

Auf alle in dieser Nummer besprochenen Probleme hatte ich bereits
in meiner im S.-Semester 1928 gehaltenen Vorlesung iiber kosmogonische
Hypothesen hingewiesen.

29. Der Laplacesche Urkérper. In dem Koordinatenursprung O
eines kartesischen Achsenkreuzes x-y-z moge sich ein punktférmiges
Attraktionszentrum der Masse M befinden, das mit dem Achsenkreuz
starr verbunden und mit diesem zusammen in einer gleichférmigen
Rotation um die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit o begriffen ist.
Das Gesamtpotential der Gravitations- und der Zentrifugalkrifte hat
den Wert

2

(137) U= 1504y, =yt

der absolute Betrag der Schwerkraft in der Ebene y =0 den Wert
X 2 Z\2 %

(138) [(xMy—s—aﬁx) + (xMF> ] .

Beschreibt man von O ausgehend die positive Hilfte der x-Achse, so
nimmt (138) zunichst, mit dem Wert + 00 beginnend, monoton ab,

verschwindet im Punkte Py={(/,0,0), I= (’;—Jf
monoton ins Unendliche. Im Punkte P, findet ein Richtungswechsel
der Schwerkraft statt. Ubrigens ist, wie man leicht sieht, (138) in dem
Gesamtraume nur auf dem Kreise Cy:x2+y2=[2 2=0 gleich Null.

Augenscheinlich haben alle Niveauflichen U = ¢ der Anordnung die
Gerade x =0, y =0 zur Achse einer Rotationssymmetrie. Sie sind ferner
in bezug auf die Ebene z=0 symmetrisch. Die Niveaufliche

M 2 3xM
(139) et S @) ==

> und wichst wieder

besteht aus zwei (in bezug auf die Ebene z=0 symmetrisch gelegenen)
analytischen und reguliren, sich ins Unendliche erstreckenden Flichen-

schalen, die sich lings des Kreises C, treffen und den Winkel 232

miteinander einschlieBen. Sie begrenzen einen ganz im Endlichen ge-
legenen linsenférmigen Bereich T sowie drei nichtbeschrankte Bereiche.
Nur der zuerst genannte Bereich ist fiir die weiteren Betrachtungen von
Interesse. Durch jeden Punkt P der Strecke OP, geht eine ganz be-
stimmte Niveaufliche U=c¢ (¢>>¢,) hindurch. Die Gesamtheit dieser
Niveauflichen bildet eine Schar ineinander geschachtelter, geschlossener,
analytischer und regulirer Rotationsflichen, die den Raum T einfach
und liickenlos erfiillen und fiir c— -+ 00 gegen O konvergieren, sowie eine

132 Vgl. V. Garten, loc. cit. 116, S. 726—745.
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weitere Schar sich ins Unendliche erstreckender Schalen, die fiir das
Folgende nicht in Betracht kommen. Es seit der Abstand der Punkte P
und P,, wir bezeichnen die durch P bestimmte (in T gelegene) Aqui-
potentialfliche mit S,.

Wie sich ohne Miihe zeigen 148t, ist die Schwerkraft auf dem Rande S
von T, ja fiir alle r==1, auBer auf C, von Null verschieden, und zwar
nach innen gerichtet. Da, wie vorhin bemerkt, die Schwerkraft auBer
auf C, durchweg von Null verschieden ist, so ist sie auch auf S, fir alle
I>1>0 nach innen gerichtet. Den iblichen Festsetzungen gemiB
schreiben wir in T bzw. fiir alle » </ in der Ebene y=0

(140)  wp=—| ("M 5—o? %) o+ (w2 H <0 ((—x2+2>0)

Bei der Anniherung an C,, gleichgiiltig ob von innen oder von auBen
von T (r <I gesetzt), wird ¢ null, und zwar verhilt sich ¢ wie der Ab-
stand r des Punktes (x, v, 2) von Cg,

r=[— (4 ) P+,
Genauer liegt W' oberhalb einer positiven Schranke!33. Es sei 0 <i<l

beliebig gewahlt und es moge T den von S——S begrenzten Korper

bezeichnen. Es sei ¢ der Wert des Gesamtpotentials U auf S, und es
moge F(u) eine beliebige in dem Intervalle (0, ¢—cy) erklirte, einer
H-Bedingung mit dem Exponenten v <1 geniigende, fir =0 ver-
schwindende Funktion bezeichnen. Die in dem von S und S begrenzten
Bereiche T erklirte Funktion F{U(x, v, z) —c,} ist daselbst stetig,
verschwindet auf S und erfiillt, wie man leicht sieht, eine H-Bedingung.
Es sei schlieflich

F{U(x,y,2)—c,) fir alle v in T,

F(c—c¢p) in T.

Nach diesen Vorbereitungen versuchen wir die Existenz einer Gleich-
gewichtskonfiguration zu beweisen, die aus einem punktférmigen
Attraktionszentrum der Masse M, =(1—f8)M in O, unter § einen zu
bestimmenden hinreichend kleinen, positiven Wert verstanden, und
einer Fliissigkeitsverteilung besteht, iiber die folgendes festgesetzt wird:
Sie erfiillt ein Gebiet T, das die gleichen topologischen und Symmetrie-
eigenschaften wie T hat und aus T durch eine umkehrbar eindeutige
und stetige Abbildung von der Form

(142) xy=x+al, y=y+b, zn=z+cC

entsteht, unter a, b, ¢ wie frither die Richtungskosinus der Aulen-

(141) x(t) =

133 Man vergleiche hierzu bsp. G. Tisserand, Traité de mécanique céleste,
Bd. IV, Paris 1896, S.233—237. Siehe auch K. Maruhn, Uber den von Laplace
postulierten Urkérper, Math. Zeitschr. 37 (1933), S. 463—478.
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normale zu S, verstanden. Die Flissigkeitsdichte hat in dem 7 durch
(142) zugeordneten Punkte 7, den Wert « ¥ (), unter « einen hinreichend

kleinen festen Wert verstanden. Da 4 in dem Bildgebiete von T den
festen Wert F (¢ — c,) hat, so ist es fiir das Folgende gleichgiiltig, welchen

Wert ¢ in T hat. Wir kénnen uns darum auf die Bestimmung von ¢ in T
beschrinken. Wir nehmen an, daB { sich im Innern und auf dem Rande

von T stetig verhalt, auf C verschwindet, die Gerade x =y =0 zur Achse
einer Rotationssymmetrie und die Ebene z=0 zur Symmetrieebenehat. Des
weiteren hat { beschrinkte und auler hochstens auf Cystetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung. SchlieBlich gelten Ungleichheiten von der Form
' 8{ ‘ [ at | :
ox 3y |
unter & einen h1nre1chend kleinen Wert verstanden. Wie man sich
ohne Mithe iiberzeugt, wird tatsichlich durch (142) eine topologische

Abbildung vermittelt. Wie man sich leicht iiberzeugt, werden iibrigens
da Oda dc

dx’ oy’ " 9z
Die Winkelgeschwindigkeit der gesuchten Gleichgewichtsanordnung sei
wieder w.

Die Integro-Differentialgleichung des Problems ergibt sich durch
sinngemdBe Anwendung der in dem vierten Kapitel angewandten

(143) aC‘<e darum auch |¢|<73er,

(in T) in der Umgebung von C, wie #! unendlich.

Schliisse. Es gilt fiir alle 7 in T

M 2
Ulx, y,2)="+ 5 (4+ %),
M o? N, M
Us(%y, 1, 21) = %71‘ -+ % (1 + o%) + ”“fl(g;‘ dr,— ﬂ%
T,
und mit
. Uy(%1, y1, 21) = Ulx, y, 2) + %8
weiter

(144) nM<~—~> 2[(x1+y1) (x2+y2)]+mcf":,') i—ﬂ——%os

1

Beachtet man, daB3
l _+C8v< > c;aa; <—>+"”

%2[(%%%) (x +92)]=aPrel+ 5 NREB) 2, a2,

zMa—(} <7> + wtT =2y

gilt, so findet man

(145)  yl=gs—M] 5288:2( >+§?; aa; (—)+...

4

w? 2@ 5
—27(@24— 02) L2 — ocf—el— dti+B°

1



Der Laplacesche Urkorper. 169

Wir setzen zur Vereinfachung

(146) —aflgﬁ dr’l—{—ﬂ%:ﬁ{é}.

Aus Griinden der Symmetrie ist in P fiir alle o und § (auch <=0, §=0)

1
%]17 {¢ }=a%ﬂ {£}=0, indessen ist im Gegensatz zu den Betrach-
1 1
tungen des vierten Kapitels fiir beliebige « und §im allgemeinen nicht

auch aixllf {£}=0, so daB i {¢} sich in der Umgebung von C, (in T,)
1
nicht wie Const. 4 O(r%)=Const.+0(r?) (r}=[l— 3+ yf)%]2 + 2% ver-

hilt. Dasselbe gilt augenscheinlich fiir 11 {Z}. Es lassen sich aber bei
beliebigem « aus (144) ¢s und § mit Leichtigkeit so bestimmen, daf in

L 0 5 0 5 .
P,... 1I{t}=0, 5;;]7{@} =0 (und darum auch o—II{{}=0) wird. Um
dies zu erreichen, ist eben der Parameter f eingefiihrt worden 1%4.
Wir setzen, unter 9, den Abstand des Punktes 7} = (x, ¥, z7) von
P, verstanden,
— l(i).d r_ oM
(].4'7) OS OCJ‘ W01 T ‘3 7

und erreichen damit, daB /7{¢} in P, und damit zugleich iiberall auf C,

1
verschwindet. Des weiteren soll in P .. .(%ﬂ {€} =0 gleich Null sein.
Dies liefert nach (146) !
-
(148) BM = —ql? fﬁ?’» (7).

J 0@
1

Aus (145), (147), (148) ergibt sich nach einer leichten Umformung die
weitere Beziehung

102 /1 1 0% /1 w?
(149)  pl=—M[55:(5) 04550 (5) 0+ |- a2+ 892
1 1 2h—1 N
— I 4 — d
an{91 001 003 (xl l)} Z<T ) g
o=l , /11 —1
““”f’ i 1 (= T+ ).

Man verifiziert leicht, daB3, wenn ¢ sich wie eingangs angenommen ver-
halt, die rechte Seite von (149) in P, wie 2 verschwindet.
Die Auflésung der Integro-Differentialgleichung (149) durch suk-

134 Auf den Gedanken, in Analogie zu den Entwicklungen des vierten Kapitels

a a
S. 1051f.) die Bezichung: =—I{{} =0 in P, wie oben zu erzwingen, bin ich durch
g dx 0 g

eine Unterhaltung mit Herrn E. Hélder, der eine dhnliche Wendung fiir andere
Zwecke (vgl. die FuBnote 101) in Aussicht genommen hatte, gekommen.
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zessive Approximationen bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. Wir setzen

(150) wfs—af{; 1 __l(x—l)} (v)dr

Y 00®
T

% —1 1 1 »—1
- | e (- 4 )
T

0

und fiir alle #>>1 in Anlehnung an die S.107 ff. gebrauchte Schreibweise
n |—1 02 /1\ pct 1 03 /1N 2t 2 n—1
pi=—M{y 7 (7) (O 5155 (;) (O | =G @09 (0
1 1 —1

““J‘{m—n—_l— n_la(x“l)} (Tt
(151) RN 0@ (h0)
T

[ O (1 1 1 2 n-1
—“lzf Y (ThdT ( —7+xT)=H{C}»
0

Yn—1

n—1 n-1 ol op-1 nol
Y —xtal, y=y+bl, z=z4cC,
(7= (%P+ (9)2+ (22 7 (T)=y(v).
n-1 -~
Es moége ¢ im Innern und auf dem Rande von T stetig sein, auf C,

verschwinden und beschriankte, auBer hichstens auf C, stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung haben. Ferner sei

(152)

n—1 mn—1 n-~1
|0¢ | 198 1 |98 mal
(153) iWJ’,LT',Jwiéﬁ, darum IC;§8T.
Durch die in T erklarte topologische Abbildung (152) wird T ein von
n-1
zwei Randflichen S und S, den Bildern von S und S, begrenzter
nol n-1

Bereich T zugeordnet. Fiigt man diesem Bereich das von S be-
grenzte endliche Gebiet hinzu, so erhilt man den Bereich, der in (151)

mit T bezeichnet worden ist. Was die Funktion n;zlbetrifft, so hat sie
in dem Bildpunkte "¢ von t fiir alle 7 in T den Wert y (z), in allen anderen

Punkten von T den festen Wert F {c—co}- Offenbar erfiillt x in T
eine H- Bedmgung und verschwmdet auf S Denkt man sich die
Funktion y * dadurch iiber T hinaus fortgesetzt, daB man sie auBerhalb

n—-1
von T gleich Null setzt, so wird sie #berall eine H-Bedingung erfiillen.
Augenscheinlich steht jetzt nichts im Wege, in (151) die Integration

statt iber 7T {iber einen beliebigen, hinreichenden groBen Kugelkdrper
um den Koordinatenursprung zu erstrecken.
Nach bekannten Sitzen (vgl. 1., 3) hat der dritte Summand in (151)

rechts, A{WL: 1}, in ni_"l+7§15tetige (einer H-Bedingung geniigende) partielle
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Ableitungen zweiter Ordnung und verschwindet nebst seinen Ab-

d
leitungen erster Ordnung — pre A, 551 /1 P /1 in PO, darum auch iiber-

0 0
n_1%") n_1 A ?oan-1 A
x d'y 0z
in der Umgebung von C, entsprechend wie (' )2 bzw. "r'. Die partiellen
Ableitungen
N Y R I~ SV, W Y, N R Y W -

all auf C,. Augenscheinlich verhalten sich A4; -0—

dx O«

verschwinden bei der Anniherung an C; in T wie "7_'1, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, wie #. Die drei anderen Summanden in (151)
rechts haben die gleichen Eigenschaften. Man sieht jetzt leicht, daB

0_@ 8_@} 0L sich, was ihre Stetigkeitseigenschaften betrifft, wie
%’ 0y’ 0z

n—1 n—1 7n—1
rrof 9f 9¢

¢, Tx Ty Bz verhalten. Gelingt es noch zu beweisen, daf3
at| |at] 1a¢| _
(155) —x ’ Ty ) ! 5-2— éb‘

ist, so wird damit gezeigt sein, da nach (150) diese Eigenschaft fiir hin-

1
reichend kleine || der Funktion { zukommt, daB sich der Iterations-
prozel3 der sukzessiven Niherungen unbegrenzt fortsetzen lalt.

Es sei
6 I 19F |
(156) a|=Q,, | a‘ T\g <e,
darum auch
(157) ' <y30r.

Wie man sich ohne grofe Miihe iiberzeugt, ist in T

_ 2
wy AR s come,

mithin auch

(159) 1 C(Q,+022)73r.

Von den Ungleichheiten (158) und (159) ausgehend laBt sich jetzt wie
in 9. beweisen, dafB3 sich fiir gﬁ g% 8; (n=1,2,...), sobald 2,

als hinreichend klein, etwa <d, angenommen wird, wie verlangt, eine
gemeinsame obere Schranke =< ¢ angeben 14Bt135. Man gelangt hierzu

135 Ubrigens konvergiert diese Schranke zugleich mit £, gegen Null.
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durch Betrachtung der quadratischen Gleichung

(160) w=C(02,+n?. 136

Es sei { eine wie vorhin beschaffene, den Ungleichheiten (143) geniigende
Ortsfunktion in 7', und es moge C eine hierzu analoge Funktion bezeich-

nen. SchlieBlich sei in T
1

o) -0l sE-0| He-olso=50,
darum -
(162) |E—¢l<y30r.

Es gilt dann, wie sich durch einen naheliegenden Ausbau der loc. cit. 7
S. 4991f. durchgefiihrten Betrachtungen zeigen 148t,

(163) 5%[;%) (IZI{E}—IZI{C})][, . SDU(Q+0,)
somit auch
(164) GG -1 =py3o@+0)r

Die Beziehungen (163), (164), die zu (130) III analog sind, fiihren auf
die einfachste Weise zum Konvergenzbeweis der sukzessiven Ndherungen.
Damit ist der Existenzbeweis der gesuchten Gleichgewichtskonfiguration
erbracht 138,

Lings C, ist die Schwerkraft gleich Null. Beim langsamen Zu-
sammenziehen der Fliissigkeitsmasse infolge fortschreitender Abkiihlung
und einer damit verbundenen Erhéhung der Winkelgeschwindigkeit
wird die Fliissigkeit allmihlich iiber C, weg in den AuBenraum gelangen.
Da dies auf der ganzen Peripherie von C, gleichmiBig erfolgt, so er-
scheint das vorstehende sogenannte Rochesche Modell nicht als geeignet,
die Entstehung der Planeten oder Satelliten im Sinne der Laplaceschen
Hypothese dem Verstindnis niher zu bringen %,

Ersetzt man das kugelsymmetrische Attraktionszentrum durch einen
geeigneten starren Kern mit achsensymmetrischer Dichteverteilung, etwa

136 Man vergleiche 9. S. 59, sowie die entsprechenden Ausfiithrungen loc. cit. 75
S. 516ff. und S. 556ff.
137 Wir bezeichnen mit J7{{} den Ausdruck, der entsteht, wenn man in (151)

rechterhand ncldurch {, somit zugleich T durch T, ersetzt.

138 Man vergleiche zu dem Vorstehenden die Ausfihrungen der in der FuBnote 133
genannten Abhandlung von K. Maruhn. Herr Maruhn beweist in dem ersten Teile
seiner Arbeit die Existenz der im Haupttext behandelten Konfiguration unter Zu-
grundelegung meines auf S. 161 erwihnten Verfahrens. In dem zweiten Teile
werden zu gleichem Zwecke die Methoden meiner loc. cit. 75 genannten Arbeit
verwendet. Beim Ubergang zu der gesuchten Konfiguration wird dabei M fest-
gehalten und w, &+ w in geeigneter Weise bestimmt.

139 Vgl. ten Bruggencate, Die Entwicklung der Sterne, Forschungen und Fort-
schritte 9 (1933), S. 158—160.
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durch einen kleinen starren, von einem verldngerten Rotationsellipsoid
begrenzten Korper, dessen groBe Achse die Richtung der x-Achse hat,
so gelangt man zu einem Modell mit nur zwei auf der x-Achse gelegenen
Punkten des Randes, in denen die Schwerkraft verschwindet, somit eine
Massenentweichung zu erwarten ist. Statt einer dreidimensional oder
linienartig verteilten Masse kann man natiirlich auch von zwei gleichen,
starr verbundenen, auf der x-Achse in gleichem Abstand von dem Ur-
sprung angebrachten Massenpunkten ausgehen. Sind die beiden Massen
verschieden, so gewinnt man ein Modell mit nur einem singuliren Punkte,
darum nur einer Entweichungsstelle.

Das in 28, und 29. entwickelte Verfahren gestattet, sinngemifl um-
gestaltet, den Existenzbeweis mancher anderer Gleichgewichtskon-
figuration zu fithren. So diirfte es jetzt mdglich sein, um nur ein Beispiel
zu nennen, den Beweis der Existenz schwach inhomogener Rochescher
Satelliten in der Umgebung der homogenen zu erbringen.

30. SchluBbemerkungen. Wir hatten im Laufe unserer Darstellung
wiederholt Gelegenheit, weitere Fragen zu beriihren. Es sei zum Schluf3
gestattet, in aller Kiirze auf einige neue Ergebnisse und einige Probleme
hinzuweisen, die mit Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum
nicht naher behandelt werden konnten.

Man kann vor allem, um an die Ausfithrungen der letzten Nummer
anzukniipfen, das starre punkt- oder linienartige Attraktionszentrum
durch einen geeigneten homogenen Fliissigkeitskorper ersetzen. Wie
Maruhn neuerdings zeigte, gelangt man durch einen Ausbau der in
17. und 29. angegebenen SchluBweisen zu einem Existenzbeweis einer
Gleichgewichtsfigur, bestehend aus einem reguldren Maclaurinschen oder
Jacobischen Fliissigkeitsellipsoide und einer diinnen, sich bis zu einer
schwerelosen Linie oder den schwerelosen Punkten erstreckenden Atmo-
sphire, deren Dichte wie in 29.am Rande verschwindet. (Man vergleiche
die in der FuBnote 13 erwihnte, demnichst erscheinende Abhandlung
von Herrn Maruhn.) Im Anschlul daran wire es von Interesse fest-
zustellen, wie die Verhiltnisse im Falle der Maclaurinschen oder Jacobi-
schen Verzweigungsellipsoide als Ausgangsfiguren liegen. Des weiteren,
ob man der Betrachtung etwa Liapounoff-Poincarésche Figuren in der
Nachbarschaft der Ellipsoide zugrunde legen kann.

Es ist bis jetzt angenommen worden, daf3 die Dichte der Atmo-
sphiare auf der Oberfliche des Zentralkorpers einen Sprung er-
leidet. Es diirfte moglich sein, den Sprung durch einen hinreichend
scharfen, aber stetigen Abstieg der Dichte zu ersetzen. Allgemeiner
diirfte sich in der Umgebung einer beliebigen homogenen oder
heterogenen ,reguldren’ Gleichgewichtsfigur mit dem Randwert der
Dichte />0 die Existenz weiterer Gleichgewichtsfiguren mit einer am
Rande hinreichend scharf, aber stetig gegen Null abfallenden Dichte
dartun lassen.
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Die Entwicklungen dieses Buches sind fast ausschlieBlich mathe-
matischen Charakters. Nur gelegentlich wurde auf mogliche astrono-
mische Anwendungen hingewiesen. Und doch ist die Theorie der Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten der Beschiftigung mit astro-
physikalischen und kosmogonischen Fragen entsprungen. Vielleicht
konnten darum die Resultate und Methoden dieses Buches, vor allem
die Ergebnisse der Nummern 26. bis 29. bei weiterem Ausbau in der
Theorie der Planetenatmosphiren, der Bildung der Satelliten, mdg-
licherweise auch in der Theorie der Doppelsterne u. dgl. einmal auch
eine mehr praktische Bedeutung fiir die Astronomie erlangenl4®. Im
Zusammenhang damit wire, worauf ich schon einmal frither (vgl.
loc. cit. 1%8) hingewiesen habe, die Einfithrung weiterer physikalischer
Parameter und eine ins einzelne gehende Verfolgung der in 29. betrach-
teten Konfiguration bei ihrem Fortschreiten lings einer linearen Reihe
von (quasistationdren) Zustinden erwiinscht.

140 Den AnlaB zu diesen Ausfithrungen gaben mir Diskussionsbemerkungen
von Herrn Kollegen Hopmann nach einem von mir in dem hiesigen mathe-
matischen Kolloquium gehaltenen Vortrage.
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