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Vorwort.

Das vorliegende Buch hat sich aus einer Ausarbeitung einer
Vorlesung von E. ARTIN (Hamburg, Sommer 1926) entwickelt; es
ist aber so vielen Umarbeitungen und Erweiterungen unterzogen und
es sind so viele andere Vorlesungen und neuere Untersuchungen darin
verarbeitet worden (man sehe die Einleitung), da man die Artin-
sche Vorlesung nur schwer darin wird wiederfinden kénnen,

Allen Helfern, die durch ihre kritischen Bemerkungen das Werk
geférdert haben, sage ich an dieser Stelle herzlichen Dank. Vor allem
mulBl ich aber Herrn Dr. W. WEBER in Goéttingen erwédhnen, dessen
nie ermiildende Hilfe bei der Herstellung des Manuskriptes nicht hoch
genug gewertet werden kann.

Groningen, im Sommer 1930.
B. L. vAN DER WAERDEN.
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Einleitung.

Ziel des Buches. Die ,,abstrakte”, ,,formale‘“ oder ,,axiomatische*
Richtung, der die Algebra ihren erneuten Aufschwung in der jiingsten
Zeit verdankt, hat vor allem in der Korpertheorie, der Idealtheorie, der
Gruppentheorie und der Theorie der hyperkomplexen Zahlen zu einer
Reihe von neuartigen Begriffsbildungen, zur Einsicht in neue Zusam-
menhénge und zu weitreichenden Resultaten gefiihrt. In diese ganze
Begriffswelt den Leser einzufiihren, soll das Hauptziel dieses Buches sein.

Stehen demnach allgemeine Begriffe und Methoden im Vorder-
grund, so sollen doch auch die Einzelresultate, die zum klassischen
Bestand der Algebra gerechnet werden miissen, eine gehérige Beriick-
sichtigung im Rahmen des modernen Aufbaus finden.

Einteilung. Anweisungen fiir die Leser. Um die allgemeinen
Gesichtspunkte, welche die ,,abstrakte’ Auffassung der Algebra be-
herrschen, geniigend klar zu entwickeln, war es notwendig, trotzdem
das Buch nicht als Anfingerlehrbuch gemeint ist, doch die ersten
Grundlagen der Gruppentheorie und der elementaren Algebra von
Anfang an neu darzustellen.

Angesichts der vielen in neuester Zeit erschienenen guten Dar-
stellungen der Gruppentheorie, der klassischen Algebra und der Kérper-
theorie ergab sich die Méglichkeit, diese einleitenden Teile knapp (aber
liickenlos) zu fassen. Eine breitere Darstellung kann der Anfinger jetzt
iiberall finden?.

Als weiteres Leitprinzip diente die Forderung, daB méglichst jeder

! Fir die Gruppentheorie sei verwiesen auf:

SPEISER, A.: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. Berlin:
Julius Springer 1927.

Fiir die Korpertheorie auf:

Hasse, H.: Hohere Algebra I, II. Sammlung Goschen 1926/27.

Haupr, O.: Einfithrung in die Algebra I, II. Leipzig 1929.

Fiir die klassische Algebra auf:

PerRRON, O.: Algebra I, II. 1927.

Fiir die lineare Algebra auf:

BocuER, M.: Introduction to higher Algebra. New York 1908 (auch deutsch
von H. Beck, Leipzig 1910).

Dickson, L. E.: Modern algebraic Theories, Chicago 1926 (auch deutsch
von E. Bopewig, Leipzig 1929).

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 1



2 Einleitung.

einzelne Teil fiir sich allein verstindlich sein soll. Wer die allgemeine
Idealtheorie oder die Theorie der hyperkomplexen Zahlen kennenlernen
will, braucht nicht die Galoissche Theorie vorher zu studieren, und
umgekehrt; und wer etwas iiber Elimination oder lineare Algebra nach-
schlagen will, darf nicht durch komplizierte idealtheoretische Begriffs-
bildungen abgeschreckt werden.

Die Einteilung ist darum so gewihlt, dall die ersten drei Kapitel
auf kleinstem Raum das enthalten, was fiir alle weiteren Kapitel als
Vorbereitung nétig ist: die ersten Grundbegriffe iiber: 1. Mengen;
2. Gruppen; 3. Ringe, Ideale und Korper. Die weiteren Kapitel des
I. Bandes sind hauptsichlich der Theorie der kommutativen Korper
gewidmet und folgen in Einteilung und Methoden vorwiegend der
grundlegenden Arbeit von STEINITZ in Crelles Journal Bd.137 (1910)%. Im
II. Band soll in méglichst voneinander unabhiingigen Abschnitten die
Theorie der Moduln, Ringe und Ideale mit Anwendungen auf Elimi-
nationstheorie, Elementarteiler, hyperkomplexe Zahlen und Darstel-
lungen von Gruppen zur Behandlung kommen.

Weggelassen muflten werden die Theorie der algebraischen Funk-
tionen und die der kontinuierlichen Gruppen, weil beide fiir eine sach-
gemiBe Behandlung transzendente Begriffe und Methoden benétigen
wiirden ; weiter auf Grund ihres Umfanges die Invariantentheorie. Als
bekannt vorausgesetzt sind die Determinanten, die iibrigens nur ganz
selten und in den mehr elementaren Kapiteln iiberhaupt nicht be-
nutzt werden.

Zur weiteren Orientierung sei auf das Inhaltsverzeichnis und vor
allem auf den vorstehenden schematischen ,,Leitfaden‘ verwiesen, aus
dem genau zu ersehen ist, wieviel von den vorangehenden Kapiteln zu
jedem einzelnen Kapitel bendtigt wird.

Weniger wichtige oder schwierigere Zusitze sind klein gedruckt.

Die letzten drei Kapitel des I. Bandes kénnen bei erster Lektiire
ibergangen werden.

Die eingestreuten Aufgaben sind meist so gewidhlt, da man an
ihnen erproben kann, ob man den Text verstanden hat. Sie enthalten
auch Beispiele und Erginzungen, auf die an spiteren Stellen gelegent-
lich Bezug genommen wird. Kunstgriffe sind zu ihrer Losung meist
nicht erforderlich und sonst in eckigen Klammern angedeutet.

Quellen. Das vorliegende Buch hat sich teilweise aus Vorlesungs-
ausarbeitungen entwickelt, und zwar wurden benutzt:

eine Vorlesung von E.ARTIN {iber Algebra (Hamburg, Sommer-
semester 1926);

ein Seminar iiber Idealtheorie, abgehalten von E. ArTIN, W. BLASCH-
KE, O. ScHREIER und dem Verfasser (Hamburg, Wintersemester 1926/27) -

1 Diese Arbeit soll demnichst in Buchform erscheinen.



Einleitung. 3

eine Vorlesung vom Verfasser iiber allgemeine Idealtheorie (Got-
tingen, Wintersemester 1927/28);

zwei Vorlesungen von E. NOETHER, beide iiber Gruppentheorie und
hyperkomplexe Zahlen (Gottingen, Wintersemester 1924/25, Winter-
semester 1927/28)1.

Wo man in diesem Buch neue Beweise oder Beweisanordnungen
findet, wird man sie oft auf die erwihnten Vorlesungen und Seminare
zurilickzufithren haben, auch dann, wenn nicht ausdriicklich die Quelle
erwihnt ist.

1 Eine Ausarbeitung der zuletzt genannten Vorlesung von E. NOETHER ist
erschienen in der Math. Zeitschrift 30 (1929) S. 641—692.

1*



Erstes Kapitel.

Zahlen und Mengen.

Da gewisse logische und allgemein-mathematische Begriffe, ins-
besondere der Mengenbegriff, mit denen der angehende Mathematiker
vielfach noch nicht vertraut ist, in diesem Buch Verwendung finden,
soll ein kurzer Abschnitt iiber diese Begriffe vorangehen. Auf Grund-
lagenschwierigkeiten® soll dabei nicht eingegangen werden: wir stellen
uns durchwegs auf den ,naiven Standpunkt®, allerdings unter Ver-
meidung von paradoxienerzeugenden Zirkeldefinitionen. Der Fortge-
schrittene braucht sich von diesem Kapitel bloB die Bedeutung der
Zeichen €, C, D, n, v und {..} zu merken und kann alles iibrige
iibergehen.

§ 1. Mengen.

Wir denken uns, als Ausgangspunkt aller mathematischen Betrach-
tung, gewisse vorstellbare Objekte, etwa Zahlzeichen, Buchstaben oder
Kombinationen von solchen. Eine Eigenschaft, die jedes einzelne dieser
Objekte hat oder nicht hat, definiert eine Menge oder Klasse; Elemente
der Menge sind diejenigen Objekte, denen diese Eigenschaft zukommt.
Das Zeichen

a€M

bedeutet: 4 ist Element von M. Man sagt auch geometrisch-bildlich:
a liegt in M. Eine Menge heilit leer, wenn sie keine Elemente enthilt.

Wir nehmen an, daB es erlaubt ist, Folgen und Mengen von Zahlen
(oder von Buchstaben usw.) selbst wieder als Objekte und Elemente
von Mengen (Mengen zweiter Stufe, wie man bisweilen sagt) aufzu-
fassen. Diese Mengen zweiter Stufe kénnen wieder Elemente von Mengen
hoherer Stufe sein, usw. Wir hiiten uns jedoch vor Begriffsbildungen
wie ,die Menge aller Mengen u. dgl, weil diese zu Widerspriichen
AnlaB geben koénnen (und gegeben haben); vielmehr bilden wir neue
Mengen nur aus einer jeweils vorher abgegrenzten Kategorie von Ob-
jekten (zu denen die neuen Mengen noch nicht gehoren).

1 Fur diese vergleiche man A. FRAENKEL, Einfilhrung in die Mengenlehre,
3. Aufl. (Berlin 1928).



§ 1. Mengen, 5

Sind alle Elemente einer Menge R zugleich Elemente von I, so
heiBt N eine Untermenge oder Teilmenge von M, und man schreibt:

I heiBt dann auch Obermenge oder umfassende Menge von R, in Zeichen:
MOR .
Aus AL WY und B LE folgt A LE.

'Die leere Menge ist in jeder Menge enthalten.
Sind zugleich alle Elemente von It in ¢ enthalten und alle Elemente
von M in M, so nennt man die Mengen I, N gleich:

m=""N.
Gleichheit bedeutet also das gleichzeitige Bestehen der Relationen

Oder auch: Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente
enthalten.

Ist # <M, ohne = M zu sein, so nennt man N eine echte Uniter-
menge von M, M eine echte Obermenge von N und schreibt

NCWM, MON.

N CM heiBt also, daB alle Elemente von N in I liegen und daB es
aullerdem noch mindestens ein weiteres Element in % gibt, das nicht
zu N gehort.

Es seien nun Y und B beliebige Mengen. Die Menge ®, die aus allen
Elementen besteht, welche sowohl zu U als zu B gehéren, heilt der
Durchschnitt der Mengen 9 und B, geschrieben

D=0B]=ANB.
D ist Untermenge sowohl von 9 als von % und jede Menge von die-
ser Eigenschaft ist in ® enthalten.

Die Menge %, die aus allen Elementen besteht, die zu mindestens
einer der Mengen U, B gehéren, heilt die Vereinigungsmenge von U
und B:

B=AVY
B umfaBt sowohl A als B, und jede Menge, die ¥ und B umfabt,
umfaBt auch B.

Ebenso definiert man Durchschnitt und Vereinigung einer be-
liebigen Menge 3 von Mengen %, ®B,.... Fiir den Durchschnitt (die
Menge der Elemente, die in allen Mengen U, B, ... der Menge
liegen) schreibt man

D) =[AD, ...].

Zwei Mengen heiBen zuetnander fremd, wenn ihr Durchschnitt leer
ist, d.h. wenn die beiden Mengen keine Elemente gemein haben.



6 I. Zahlen und Mengen.

Wenn eine Menge durch Aufzihlung ihrer Elemente gegeben ist,
etwa: die Menge Rt soll bestehen aus den Elementen 4, b, ¢, so schreibt
man

M = {a,b,c}.

Die Schreibweise findet ihre Berechtigung darin, daB nach der
Definition der Gleichheit von Mengen eine Menge durch Angabe ihrer
Elemente bestimmt ist. Die definierende Eigenschaft, welche die Ele-
mente von M auszeichnet, ist: mit @ oder b oder ¢ identisch zu sein.

§ 2. Abbildungen. Méchtigkeiten.

Wenn durch irgend eine Vorschrift jedem Element a einer Menge M
ein einziges neues Objekt ¢(a) zugeordnet wird, so nennen wir diese
Zuordnung eine Funktion und die Menge MM den Definitionsbereich der
Funktion. Die Menge R aller Funktionswerte ¢ (a) heiBt der Wertevorrat
der Funktion. Man nennt eine solche Zuordnung, bei welcher jedem
Element von It genau ein Element von N zugeordnet wird und dabei
alle Elemente von t mindestens einmal benutzt werden, auch eine (ein-
deutige) Abbildung der Menge M auf die Menge N. Das Element ¢(a)
heilt dann das Bild von a, und a heiBt ein Urbild von ¢(a). Das Bild
@(a) ist durch a eindeutig bestimmt, aber nicht notwendig umgekehrt
a durch ¢(a). Das Wort Abbildung wird im ganzen Buch nur fir diese
eindeutigen Abbildungen benutzt.

Tritt jedes Element von R nur einmal als Bildelement auf, so heiBt
die Abbildung umkehrbar eindeutig oder einesndeutig. Es gibt dann eine
,inverse’* Abbildung, die jedem Element b von % dasjenige Element
von M zuordnet, dessen Bild b ist.

Zwei Mengen, die sich eineindeutig aufeinander abbilden lassen,
heiBen gleichmdchtig, in Zeichen:

M ~N.
Von gleichméichtigen Mengen sagt man-auch, daB sie ,,dieselbe Mich-
tigkeit“ haben.

Beispiele. Ordnet man jeder natiirlichen Zahl » die Zahl 0 oder 1
zu, je nachdem » gerade oder ungerade ist, so hat man eine Abbildung
der Menge der natiirlichen Zahlen auf die Menge {0, 1}. Die Abbildung
ist nicht eineindeutig. Ordnet man jeder Zahl » die Zahl 2# zu, so
hat man eine eineindeutige Abbildung der Menge aller natiirlichen
Zahlen auf die Menge aller geraden Zahlen. Die Menge der natiirlichen
Zahlen ist also mit der Menge aller geraden Zahlen gleichmichtig.

Aufgabe. Man beweise folgende drei Eigenschaften des Zeichens ~:

1A~

2. Aus A ~ B folgt B ~A.

3. Aus A ~ DB und B ~C€ folgt A ~C.



§ 3. Die Zahlreihe, 7

Eine Menge kann sehr wohl einer echten Obermenge gleichmichtig
sein. Das zeigt schon das zweite der obigen Beispiele, ebenso das folgende:
Ordnet man jeder natlirlichen Zahl # die Zahl » — 1 zu, so wird die
Menge der natiirlichen Zahlen eineindeutig abgebildet auf eine Menge,
die auBer den natiirlichen Zahlen auch die Null enthilt. Im nichsten
Paragraphen werden wir aber sehen, daB etwas Derartiges fiir ,,end-
liche’“ Mengen nicht eintreten kann.

§ 3. Die Zahlreihe,
Als bekannt wird vorausgesetzt die Menge der natiirlichen Zahlen:
1,2,3, ...

sowie die folgenden Grundeigenschaften dieser Menge (Axiome von
PraNo):

I. 1 ist eine natiirliche Zahl.

II. Jede Zahl! 4 hat einen bestimmten Nachfolger a* in der Menge
der natiirlichen Zahlen.

III. Stets ist

at 1.
D.h. es gibt keine Zahl mit dem Nachfolger 1.

IV. Aus a* = bt folgt a = b.

D.h. zu jeder Zahl gibt es keine oder genau eine, deren Nachfolger
jene Zahl ist.

V. |, Prinzip der vollstindigen Induktion*: Jede Menge von natiir-
lichen Zahlen, welche die Zahl 1 enthilt und welche zu jeder Zahl q,
die sie enthilt, auch deren Nachfolger at enthilt, enthilt alle natiir-
lichen Zahlen.

Auf Eigenschaft V. beruht die Beweismethode der vollstindigen In-
duktion. Wenn man eine Eigenschaft E fiir alle Zahlen nachweisen
will, weist man sie zunichst fiir die Zahl 1 nach und dann fiir ein be-
liebiges n* unter der ,,Induktionsvoraussetzung’‘, daBl die Eigenschaft
E fiir » gilt. Auf Grund von V. muf} dann die Menge der Zahlen, welche
die Eigenschaft E besitzen, alle Zahlen enthalten.

Mit dieser Beweismethode beweist man z. B. leicht, daB jede Zahl &= 1
einen ,,Vorginger* besitzt, dessen Nachfolger sie ist2.

Summe zweier Zahlen. Auf genau eine Art laft sich jedem
Zahlenpaar x, y eine natiirliche Zahl, ¥ 4 y genannt, so zuordnen, daB

(1) x+1 =x+ fiir jedes x,
(2) %4yt = (x 4+ y)* fiir jedes x und jedes y.
1 ,,Zahl" heiBt vorlaufig immer: natiirliche Zahl.
2 Fir den Beweis wie fiir die Beweise aller noch folgenden Sitze dieses Para-

graphen verweisen wir den Leser auf das Biichlein von E. LaANDAU: Grundlagen
der Analysis. Leipzig 1930. Kap. 1.



8 I. Zahlen und Mengen,

Auf Grund dieser Definition kénnen wir statt at fortan auch 4 + 1
schreiben. Es gelten die Rechnungsregeln:

3) (a+d+c=a+ (b+c) (,Assoziatives Gesetz der Addition).
4 a+db=b+a (,, Kommutatives Gesetz der Addition*).
(8) Aus a4+ b=a-+c folgt b=c.

Produkt zweier Zahlen. Auf genau eine Art 148t sich jedem
Zahlenpaar #, y eine natiirliche Zahl, x.y oder xy genannt, so zu-
ordnen, daB

(6) x-1=x,
(7) %yt =x-y 4+« fir jedes x und jedes y.

Es gelten die Rechnungsregeln:
(8) ab.c=a-bc (,Assoziatives Gesetz der Multiplikation*).
(9) a-b="b-a (,Kommutatives Gesetz der Multiplikation*).
(10) a-(b+c¢)=a-b+ a-c (,Distributivgesetz*).
(11) Aus ab=ac folgt b=c.

GroBer und kleiner. Ist 2 = b 4 #, so schreibt man a > b, oder
auch b < a. Man beweist nun weiter:

(12) Fir je zwei Zahlen a, b gilt eine und nur eine der Relationen
a<<b a=b a>hb

(13) Aus a<bd und b<c¢ folgt a<c.

(14) Aus a<<bd folgt at+c<b+c.

(15) Aus a<<bd folgt ac <<bc.

Die [nach (5) einzige] Loésung # der Gleichung ¢ = b + % im Fall
a >b wird mit @ — b bezeichnet. Fiir ,,a < b oder a = b schreibt
man kurz a < b. Entsprechend wird a => b erklirt.

Weiter gilt der wichtige Satz:

Jede nicht leere Menge von natiirlichen Zahlen enthilt eine kleinste
Zahl, d. h. eine solche, die kleiner ist als alle anderen Zahlen der Menge.

Auf diesem Satz beruht eine zweite Form der vollstindigen Induktion.
Man will eine Eigenschaft E fiir alle Zahlen als giiltig nachweisen,
und beweist sie zu dem Zweck fiir eine jede beliebige Zahl » unter
der , Induktionsvoraussetzung’‘, daB sie fiir alle Zahlen <<% bereits
gilt. (Insbesondere gilt die Eigenschaft dann fiir » =1, da es keine
Zahlen <1 gibt, also die ,,Induktionsvoraussetzung’‘ hier wegfillt!.

1 Eine Aussage ,,Alle 4 haben die Eigenschaft B‘‘ wird immer als richtig
betrachtet, wenn es iiberhaupt keine 4 gibt. Ebenso wird die Aussage ,,Aus E
folgt F* (wo E und F Eigenschaften sind, die gewissen Objekten » zukommen
konnen oder nicht) als richtig betrachtet, wenn es keine » mit der Eigenschaft E
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Der Induktionsbeweis mufl natiirlich so beschaffen sein, daB er den
Fall »=1 mit umfaBt, sonst ist er ungeniigend.) Dann muB die Eigen
schaft E allen Zahlen zukommen. Sonst wire ndmlich die Menge aller
Zahlen, denen die Eigenschaft E nicht zukommt, nicht leer. Ihr kleinstes
Element wire eine Zahl #, welche die Eigenschaft E nicht besitzt,
wihrend alle Zahlen < die Eigenschaft E besitzen, was nicht geht.

Neben dem ,,Beweis durch vollstindige Induktion in seinen beiden
Formen gibt es noch die ,,Definition (oder Konstruktion) durch wvoll-
stindige Induktion'. Man will jeder natiirlichen Zahl x ein neues Ob-
jekt @(x) zuordnen, und man gibt ein System von ,rekursiven Be-
stimmungsrelationen‘* vor, die den Funktionswert ¢ (#) jeweils mit den
vorangehenden Werten ¢ (m) (m < #) verkniipfen sollen. Angenommen
wird, daf} diese Relationen jeweils den Wert @ (n) eindeutig bestimmen,
sobald alle ¢ (m) (m << n) gegeben sind und untereinander die gegebenen
Relationen erfiillen!. Der einfachste Fall ist der, daB fiir m = #n* der
Wert ¢ (nt) durch @(n) ausgedriickt wird, und daB fir m =1 der
Wert ¢ (1) direkt gegeben ist. Beispiele sind die Relationen (1), (2)
bzw. (6), (7), durch welche oben die Summe und das Produkt definiert
wurden. Nun wird behauptet: Unter den angegebenen Voraussetzungen
gibt es eime und nur eine Funktion ¢ (x), deven Werie die gegebenen Re-
lationen erfiillen.

Beweis: Unter einem Abschnitt (1, n) der Zahlreihe verstehen wir
die Gesamtheit der Zahlen < n. Wir behaupten nun zunichst: Auf
jedem Abschnitt (1, #) gibt es eine und nur eine Funktion ¢, (x), definiert
fiir die Zahlen x dieses Abschnittes, die die gegebenen Relationen er-
filllt. Diese Behauptung gilt namlich fiir den Abschnitt (1, 1), sowie
fiir jeden Abschnitt (1, #*), sobald sie fiir (1, #) gilt. Denn kraft der
rekursiven Relationen ist der Funktionswert ¢ (1) und durch die vor-
angehenden Werte ¢ (m) = ¢, (m) (m < n) der Funktionswert ¢ (n+)
eindeutig bestimmt. Also gilt die Behauptung fiir jeden Abschnitt
(1, ). So erhalten wir eine Reihe von Funktionen ¢, (x). Jede Funktion
@, (%) ist definiert auf (1, #), also zugleich auf jedem kleineren Ab-
schnitt (1, m); dort erfiillt sie aber auch die Bedingungsrelationen und
stimmt somit dort mit der Funktion ¢,,(x) iiberein. Also stimmen je
zwei Funktionen ¢, (%), ¢, (¥) fir alle Werte #, fiir die beide definiert
sind, iiberein.

gibt. Das ist alles in Ubereinstimmung mit der schon frither gemachten Bemer-
kung, daB die leere Menge in jeder Menge enthalten ist.

Die ZweckmaBigkeit dieses in der Umgangssprache vielleicht nicht so iib-
lichen Wortgebrauchs ist z. B. daraus ersichtlich, daB nur so die Aussage ,,Aus
E folgt F** sich ausnahmslos in ,,Aus nicht-F folgt nicht-E‘‘ verwandeln 1aB8t. —
Die Negation von ,,Aus E folgt (stets) F** heiBt: Es gibt ein #, fiir welches E richtig
und F falsch ist.

1 Diese Annahme schlieBt in sich, daB @(1) durch die Relationen allein be-
stimmt wird; denn es gibt keine Zahlen mehr, die der 1 vorangehen.
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Die gesuchte Funktion ¢(x) mufl nun auf allen Abschnitten (1, #)
definiert sein und die Bedingungsrelationen erfiillen, also jeweils mit
der Funktion ¢, {ibereinstimmen. Eine solche Funktion ¢ gibt es,
aber auch nur eine: ihr Wert ¢ (x) ist der gemeinsame Wert aller ¢, (%),
die fiir die Zahl x definiert sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir werden von der , Konstruktion durch vollstindige Induktion'
sehr oft Gebrauch machen.

Aufgabe. 1. Eine Eigenschaft E gelte erstens fiir » = 3 und zwei-
tens, wenn sie fiir # = 3 gilt, auch fiir » 4 1. Zu beweisen ist, da3 F
fir alle Zahlen = 3 gilt.

Durch Hinzunahme der Symbole — a (negative ganze Zahlen) und 0
(Null) kann man die Zahlenreihe ergédnzen zum Bereich der ganzen Zahlen.
Um die Erklirung der Zeichen +, -, <C in diesem Bereich bequemer
zu gestalten, ist es zweckmiBig, die ganzen Zahlen durch Paare von
natiirlichen Zahlen (4, b) zu reprisentieren, und zwar reprisentiert man:

die natiirliche Zahl a durch (2 + b, b),
die Null durch (3, 9),
die negative Zahl — a durch (b, a + b),

wo jedesmal b eine beliebige natiirliche Zahl ist.
Jede Zahl kann durch mehrere Symbole (a, b) reprisentiert werden;
aber jedes Symbol (a, b) definiert eine und nur eine ganze Zahl, ndmlich:
die natiirliche Zahl a — b, falls a > b,
die Zahl 0, falls a = b,
die negative Zahl — (b — a), falls a < b.
Man definiert nun:

@5) + @¢.d)=(@+c, b+d),

(@,0) + (c,d) = (ac + bd, ad + bc),

(@,0) < (c,d) oder (c,d)>(a,b), falls a+d<b+e,
und verifiziert miihelos: erstens, daB die Definitionen unabhingig sind
von der Wahl der Symbole linker Hand, falls nur die durch diese Sym-
bole dargestellten Zahlen dieselben bleiben; zwestens, daBl die Rechen-
gesetze (3), (4), (5), (8), (9), (10), (12), (13), (14) sowie (15) fir ¢ >0
erfilllt sind; drittens, daB die Losung der Gleichung 4 + ¥ = b im er-
weiterten Bereich unbeschrankt und eindeutig moglich ist (die Lésung
wird wieder mit b — a bezeichnet); viertens, dall ab =0 dann und
nur dann gilt, wenn a =0 oder b =0 ist™.

Aufgaben. 2. Man filhre die Beweise durch.
3. Dasselbe wie Aufg. 1 mit Ersetzung der Zahl 3 durch 0.

1 Fiir eine etwas andere Einfithrung der negativen Zahlen und der Null siehe
E. Lanpau: Grundlagen der Analysis, Kap. 4.
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Von den elementaren Eigenschaften der ganzen Zahlen sind hier
nur diejenigen erwihnt, die fiir das Folgende eine wichtige Rolle spielen.
Fiir die Definition der Briiche, sowie fiir die Teilbarkeitseigenschaften
der ganzen Zahlen siehe Kap. 3.

§ 4. Endliche und abzdhlbare Mengen.

Eine Menge, die mit einem Abschnitt der Zahlreihe (also mit der
Menge der natiirlichen Zahlen = #) gleichmichtig ist, heit endlich.
Die leere Menge heit auch endlich?.

Einfacher ausgedriickt: Eine Menge heit endlich, wenn ihre Ele-
mente sich mit Nummern von 1 bis # versehen lassen, so dall ver-
schiedene Elemente verschiedene Nummern erhalten und alle Nummern
von 1 bis # benutzt werden. Die Elemente einer endlichen Menge

kano man demnach mit 4,, ..., 4, bezeichnen:
A={ay, ..., a,.
Aufgabe. 1. Man beweise durch vollstindige Induktion nach #, daB
jede Untermenge einer endlichen Menge A = {a,, ..., a,} wieder end-
lich ist.

Jede Menge, die nicht endlich ist, heiBt wnendlich. Zum Beispiel
ist die Menge aller ganzen Zahlen unendlich, wie wir gleich beweisen
werden.

Der Hauptsatz tiber endliche Mengen (auch , Hauptsatz der Arith-
metik genannt) lautet so:

Eine endliche Menge kann wicht einer echien Obermenge gleichmdichtig
sein.

Beweis: Gesetzt, es wire eine Abbildung einer endlichen Menge %
auf eine echte Obermenge © gegeben. Die Elemente der Menge U
seien ay,. . ., a,. Die Bildelemente seien ¢(a,), ..., ¢(a,); unter ihnen
kommen a,, ..., a, wieder vor, auBerdem aber mindestens noch ein
weiteres Element, das wir a,,;, nennen.

Fir » =1 ist die Absurditdt klar: ein einziges Element a; kann
nicht die voneinander verschiedenen Bildelemente a4,, 4, haben.

Die Unmoglichkeit einer Abbildung ¢ mit den obigen Eigenschaften
sei also fiir den Wert # — 1 bewiesen; sie soll fiir den Wert # be-
wiesen werden.

Wir kénnen annehmen, es sei ¢(e,) = a,,;; denn wenn das nicht
der Fall ist, also wenn etwa

@ (an) = d’ (a’+ an+1)

1 Fir andere Definitionen des Begriffs der endlichen Menge, vgl. A. TARSKI:
Sur les ensembles finis, Fund. Math. 6 (1925).
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ist, so hat a,,, ein anderes Urbild a;:

(P(ﬂ,) =&y

und man kann statt der Abbildung ¢ eine andere konstruieren, die
dem a, das a,,;, dem a; das a’ zuordnet und im tiibrigen mit ¢ iiber-
einstimmt.

Jetzt wird die Untermenge %' ={a,, ..., a,—,} durch die Funk-
tion ¢ abgebildet auf eine Menge ¢ ('), die aus ¢(A) = O entsteht
durch Weglassung des Elements ¢(a,) = a,,;.

@(A’) enthidlt somit a,, ..., a4,, ist also eine echte Obermenge von
A’ und eindeutiges Bild von A’. Das ist nach der Induktionsvoraus-
setzung unmoglich.

Aus diesem Satz folgt zundchst, daB eine Menge niemals mit
zwei verschiedenen Abschnitten der Zahlreihe gleichmichtig sein kann;
denn dapn wiren diese untereinander gleichmichtig, wihrend doch
notwendig der eine der beiden eine echte Obermenge des anderen ist.
Eine endliche Menge U ist also einem und nur einem Abschnitt (1, %)
der Zahlreihe gleichmichtig. Die somit eindeutig bestimmte Zahl »
heiBt die Anzahl der Elemente der Menge A und kann als MaB fiir die
Michtigkeit dienen.

Zweitens folgt, daB ein Abschnitt der Zahlreihe niemals der ganzen
Zahlreihe gleichméchtig sein kann. Die Reihe der natiirlichen Zahlen
ist also unendlich. Man nennt jede Menge, die der Reihe der natiir-
lichen Zahlen gleichmaichtig ist, abzidhlbar unendlich. Die Elemente einer
abzdhlbar unendlichen Menge lassen sich demnach so mit Nummern
versehen, daB jede natiirliche Zahl genau einmal als Nummer be-
nutzt wird.

Endliche und abzihlbar unendliche Mengen heiSen beide abzdhibar.

Aufgaben. 2. Man beweise, daBl die Anzahl der Elemente einer
Vereinigung von zwei fremden endlichen Mengen gleich der Summe
der Anzahlen fiir die einzelnen Mengen ist. [Vollstindige Induktion
mwit Hilfe der Rekursionsformeln (1), (2) §3.]

3. Man beweise, daB die Anzahl der Elemente einer Vereinigung
von 7 paarweise fremden Mengen von je s Elementen gleich 7s ist. [Voll-
standige Induktion mit Hilfe der Rekursionsformeln (6), (7) § 3.]

4. Man beweise, daB3 jede Untermenge der Zahlenreihe abzihlbar ist.

Daraus abzuleiten: Eine Menge ist dann und nur dann abzihlbar,
wenn man ihre Elemente so mit Nummern versehen kann, daB ver-
schiedene Elemente verschiedene Nummern erhalten.

Beispiel einer nicht-abzihlbaren Menge. Die Menge aller
abzihlbar unendlichen Folgen von natiirlichen Zahlen ist nicht ab-
zéhlbar. DaB sie nicht endlich ist, ist leicht einzusehen. Wire sie ab-
zahlbar unendlich, so hitte jede Folge eine Nummer, und zu jeder
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Nummer ¢ gehorte eine Folge, die wir etwa mit

@15 Bigs o
bezeichnen. Man konstruiere nun die Zahlfolge

a,+1, ags+1, ...
Diese miite auch eine Nummer haben, etwa die Nummer 7. Demnach
wire
a;, =ay; + 1; A0 = gy + 1; usw.

insbesondere

a; = a; + 1,
was einen Widerspruch ergibt.

Aufgaben. 5. Man beweise, daB3 die Menge der ganzen Zahlen (posi-
tiven und negativen und Null) abzihlbar unendlich ist. Ebenso, dafi
die Menge der geraden Zahlen abzihlbar unendlich ist.

6. Man beweise, daB die Menge aller reellen Zahlen (d. h. aller un-
endlichen Dezimalbriiche) nicht abzihlbar ist. [Die SchluBweise ist
analog der im obigen Beispiel befolgten.]

7. Man beweise, daB die Michtigkeit einer abzihlbar unendlichen
Menge sich nicht dndert, wenn man endlichviele oder abzdhlbar un-
endlichviele neue Elemente hinzufiigt.

Die Vereinigung von abzihlbar vielen abzihlbaren Mengen ist wieder
abzihlbar.

Beweis: Die Mengen seien it;, M,, ...; die Elemente von M,
seien m;q, Myg, . . ..

Es gibt nur endlichviele Elemente m,; mit ¢ 4 & = 2, ebenso nur
endlichviele mit 7 + &2 = 3, usw. Numeriert man nun erst die Elemente
durch, fir die ¢ -+ &2 =2 ist (etwa nach steigenden Werten von 1),
sodann (mit Zihlen fortfahrend) die mit 7 + % = 3 usw., so bekommt
schlieBlich jedes Element m;; eine Nummer, und verschiedene be-
kommen verschiedene Nummern. Daraus folgt die Behauptung.

My Mgy Mg ... Die nebenstehende Figur erliu-
myX iy, m%\/ . tert die Abzihlungsweise.
Mgy Mg

Aufgabe. 8. Man beweise, daB die Menge aller unkiirzbaren
Briiche E%f (a, b teilerfremde, natiirliche Zahlen) abzihlbar unendlich ist.

§ 5. Klasseneinteilungen.
Das Gleichheitszeichen gentigt den folgenden Regeln:
a = a.
Aus a = b folgt b =a.
Aus a =5 und b = ¢ folgt a =c.
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Man sagt statt dessen auch: Die Relation a = b ist reflexiv, symme-
trisch und framsitiv. Wenn nun zwischen den Elementen irgend einer
Menge eine Beziehung a ~ b definiert ist (so daB also fiir jedes Elemente-
paar a, b feststeht, ob @ ~ b ist oder nicht) und wenn diese den gleichen
Axiomen geniigt:

l. a~a;
2. aus a ~ b folgt b ~a;
3. aus a~b und b ~¢ folgt a~c,

so nennt man die Relation a ~ b eine Aguivalenzrelation. Zum Beispiel
geniigt die in § 2 fir Mengen M, N, ... definierte Relation I ~ N
(M gleichmichtig mit N) diesen Axiomen. Auch die Kongruenzrelation
fiir Drejecke ist eine solche Relation. Ein drittes Beispiel: Im Bereich
der ganzen Zahlen nenne man zwei Zahlen 4dquivalent, wenn ihre Diffe-
renz durch 2 teilbar ist. Die Axiome sind offensichtlich erfiillt.

Ist nun irgend eine Aquivalenzrelation gegeben, so kénnen wir alle
die Elemente, die irgend einem Element a Aquivalent sind, in eine
Klasse R, vereinigen. Alle Elemente einer Klasse sind dann unter-
einander dquivalent, denn aus @ ~b und a ~ ¢ folgt nach 2. und 3.
b~c¢, und alle einem Klassenelement dquivalenten Elemente liegen
in derselben Klasse, denn aus a ~ b und b ~ ¢ folgt a ~ ¢. Die Klasse
ist mithin gegeben durch jedes ihrer Elemente: Wenn wir statt von a
von irgend einem Element & derselben Klasse ausgehen, kommen wir
zur selben Klasse: &, = ®,. Wir koénnen demnach jedes b als Re-
prisentanten der Klasse wihlen.

Gehen wir aber von einem Element b aus, das nicht derselben Klasse
angehort (also nicht mit @ dquivalent ist), so kénnen &, und K, kein
Element gemein haben; denn aus ¢ ~a und ¢ ~ b wiirde ja folgen
a~b, also b€ &,. Die Klassen &, und &, sind also in diesem Fall
fremd.

Die Klassen iiberdecken die gegebene Menge ganz, da jedes Element
a in einer Klasse, nimlich in &, liegt. Die Menge ist also eingeteilt in
lauter zueinander fremde Klassen. In unserem letzten Beispiel sind dies
die Klasse der geraden und die der ungeraden Zahlen.

Wie wir sahen, ist &, = &, dann und nur dann, wenn a ~ b ist.
Durch Einfithrung der Klassen statt der Elemente kénnen wir also
die Aquivalenzrelation a ~ b durch eine Gleichheitsrelation &, = &,
ersetzen.

Ist umgekehrt eine Klasseneinteilung einer Menge M in lauter
zueinander fremde Klassen gegeben, so konnen wir definieren: a ~ b,
wenn a und b derselben Klasse angehéren. Die Relation a ~ b geniigt
dann offensichtlich den Axiomen 1, 2, 3.
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Zweites Kapitel.

Gruppen.

Inhalt: Erklirung der fiir das ganze Buch grundlegenden gruppen-
theoretischen Grundbegriffe: Gruppe, Untergruppe, Isomorphie, Homo-
morphie, Normalteiler, Faktorgruppe.

§ 6. Der Gruppenbegriff.

Definition. Eine nicht leere Menge & von Elementen irgendwelcher
Art (z. B. von Zahlen, von Abbildungen, von Transformationen) heif}t
eine Gruppe, wenn folgende vier Bedingungen erfiillt sind:

1. Es ist eine Zusammensetzungsvorschrift gegeben, welche jedem
Elementepaar a, b von & ein drittes Element derselben Menge zuordnet,
welches meistens das Produkt von a und b genannt und mit abd oder
a-b bezeichnet wird. (Das Produkt kann von der Reihenfolge der Fak-
toren abhidngen: es braucht nicht ab = ba zu sein.)

2. Das Assoziativgesetz: Fiir je drei Elemente a, b, ¢ von @& gilt:

ab.c=a-bc.

3. Es existiert (mindestens) ein (linksseitiges) Einselement ¢ in
mit der Eigenschaft:

ea =a fir alle 2 von & .

4. Zu jedem a von @& existiert (mindestens) ein (linksseitiges) In-
verses a1 in @, mit der Eigenschaft

a"la=c¢,

Eine Gruppe heiBt Abelsch, wenn auflerdem stets ab = ba ist
(kommutatives Gesetz).

Beispiele. Wenn die Elemente der Menge Zahlen sind und die
Zusammensetzung die gewdhnliche Multiplikation, so muB man die
Null, die ja keine Inverse hat, zunichst ausschlieBen. Alle rationalen
Zahlen == 0 bilden nun eine Gruppe (das Einselement ist die Zahl 1);
ebenso die Zahlen 1 und — 1 oder die Zahl 1 allein.

Beim Gruppenbegriff kommt es aber auf die Bezeichnung nicht an:
die zugrunde gelegte Zusammensetzungsvorschrift kann auch die Addition
von Zahlen sein, wenn nur alle Regeln 1. bis 4. erfiillt sind. Man muf
dann nur die Benennung des aus 2 und b zusammengesetzten Elementes
als ein ,,Produkt fallen lassen und statt ,,Produkt a-b‘ in den Rech-
nungsregeln tberall ,,Summe & + 5 lesen. Das Einselement wird in
diesem Fall die Zahl 0, denn es ist 0 - a = «a fiir alle Zahlen a. Ebenso
ist das inverse Element zu a die Zahl — «, denn es ist —a -+ a =0.
Das Assoziativgesetz fiir die Addition:

at+@O+e)y=(@+0b)+c
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ist fiir Zahlen stets erfiillt. Eine Menge von Zahlen ist also dann eine
Gruppe bei der Addition, wenn sie zu je zwei Zahlen « und b auch
deren Summe enthilt, auBerdem die Null und zu jeder Zahl @ auch
die entgegengesetzte Zahl — a. Solche Zahlenmengen nennt man auch
Zahlenmoduln. Zum Beispiel bilden alle rationalen Zahlen einen Modul,
ebenso alle ganzen Zahlen, alle geraden Zahlen, schlieBlich die Zahl 0
fiir sich allein.

Ein Beispiel einer Gruppe, deren Elemente nicht Zahlen sind, bildet
die Gesamtheit der Drehungen der Ebene oder des Raumes um einen
festen Punkt. Zwei Drehungen 4, B werden zusammengesetzt, indem
man sie nacheinander ausfithrt. Fiihrt man zuerst B, dann A4 aus, so
kann dasselbe Resultat (d. h. dieselbe Endlage aller Punkte des Raumes)
auch durch eine einzelne Drehung erreicht werden, die dann mit 4 - B
oder 4 B bezeichnet wird. Eine genauere algebraische Festlegung der
Drehungen und ihrer Zusammensetzung werden wir spiter geben
(Band II); hier soll die Gruppe der Drehungen im Raum nur unter
Berufung auf die geometrische Anschauung angefiihrt werden als ein
erstes Beispiel einer Gruppe, deren Elemente nicht Zahlen sind. Zu-
gleich bildet die rdumliche Drehungsgruppe ein erstes Beispiel einer
nichtabelschen Gruppe, denn es ist, wie man geometrisch sehr leicht
sieht, durchaus nicht gleichgiiltig, ob man zuerst die Drehung 4 und
dann B ausfiihrt oder zuerst B und dann 4. DaBl das Assoziativgesetz
erfiillt ist, wird sich als Spezialfall des Assoziativgesetzes fiir beliebigé
Transformationen nachher ergeben. Das Einselement der Drehungs-
gruppe ist die Drehung um einen Winkel 0, die jeden Punkt fest 148t.
Die inverse Drehung einer gegebenen ist die entgegengesetzte Drehung,
die die erste riickgingig macht.

Die Drehungsgruppe ist ein Spezialfall des allgemeineren Begriffs
einer Transformationsgruppe. Unter einer Transformation oder Permu-
tation einer Menge I verstehen wir eine eineindeutige Abbildung der
Menge M auf sich, d. h. eine Zuordnung s, bei der jedem Element a
von I ein Bild s(a) entspricht und jedes Element von I das Bild genau
eines a ist. Fiir s(a) schreibt man auch sa. Die Elemente von 3t sind die
Objekte der Transformation s. Das Wort Transformationen wird meist
bei unendlichen, das Wort Permutationen meist bei endlichen Mengen
gebraucht.

Ist die Menge 9 endlich und sind ihre Elemente mit Nummern
1, 2, ..., n versehen, so kann man jede Permutation vollstindig be-
schreiben durch ein Schema, in dem unter jede Nummer % die Nummer
s(k) des Bildelementes geschrieben wird. Z. B. ist

s — (1 23 4)
2431
diejenige Permutation der Ziffern 1, 2, 3, 4, die 1in 2, 21in 4, 3 in 3
und 4 in 1 iberfiihrt.
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Unter dem Produkt st zweier Transformationen s, ¢ wird verstanden
diejenige Transformation, die entsteht, wenn man zuerst die Trans-
formation ¢ und dann auf die Bildelemente die Transformation s aus-
ibtl, d. h.:

st(a) = s(t(a)).

. . 1234 1234 1234
Z.B. ist fur s= (2431)’ t= (2143> das Produkt st = <4213). Ebenso
e (123
ist s = (1342>.

Das assoziative Gesetz:
(rs)t =7 (s?)

kann fiir Transformationen allgemein so bewiesen werden: Wendet man
beide Seiten an auf ein beliebiges Objekt a4, so kommt:

(rs)t(a) = (rs) (t(a)) =7 (s (¢ (a)))
v (st) (a) =7 (st(a)) =7 (s(t(a))),
also beide Male dasselbe.

Die Identitdt oder idemtische Tramsformation ist diejenige Abbil-
dung E, die jedes Objekt auf sich selbst abbildet:

E(@a)=a.

Die identische Transformation hat offenbar die charakteristische Eigen-
schaft eines Einselementes einer Gruppe: es gilt Es = s fiir jede Trans-
formation s.

Die inverse Transformation einer Transformation s ist diejenige Ab-
bildung, die s(a) auf a abbildet, mithin s wieder riickgingig macht.
Bezeichnet man sie mit s—!, so gilt demnach fiir jedes Objekt a:

s7is(a)=a
mithin auch
s-ls =E.

Aus dem Bewiesenen folgt, daB alle Postulate 1. bis 4. fiir die Ge-
samtheit der Permutationen einer Menge M erfiillt sind. Demnach
bilden alle diese Permutationen eine Gruppe. Bei einer endlichen
Menge M, von # Elementen, heiBt die Gruppe ihrer Permutationen
auch die symmetrische Gruppe &, .2

Weiter folgt aber, dal jede Menge @& von Transformationen einer
Menge 9 eine Gruppe ist, sobald sie nur: a) zu je zwei Transformationen

1 Die Reihenfolge ist Sache der Verabredung. Haufig macht man es gerade
umgekehrt; s¢ heiBt dann: erst s, dann ¢. ZweckmaBig schreibt man dann die
Transformationen rechts von den Objekten: as statt s(a).

2 Der Name ist so gewihlt, weil die Funktionen von #,, ..., ¥,, die bei allen
Permutationen der Gruppe invariant bleiben, die ,,symmetrischen Funktionen‘
sind.

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 2
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auch deren Produkt enthilt; b) zu jeder Transformation auch die
inverse Transformation enthilt; c) die Identitit enthilt. Ist die Menge
nicht leer, so ist sogar die Forderung c¢) noch iiberfliissig, denn wenn s
eine beliebige Transformation aus & ist, so gehort nach b) auch s
und daher nach a) auch s~'s =F der Menge & an.

Wir kehren nun zur allgemeinen Theorie der Gruppen zuriick.

Fiir ab-c oder a-bc schreibt man kurz abe.

Aus 3. und 4. folgt:

a~lga—1=ca-1=q"1,
also, wennman von links mit einem inversen Element von a~!multipliziert :

eaa~l=ce
oder

aa-l=c¢;
also ist jedes linksseitige inverse Element zugleich ein rechtsseitiges
Inverses. Zugleich sieht man, daB ein Inverses von a~! wieder « ist.
Weiter folgt:

ae=aala =ca=aq;

also ist das linksseitige Einselement zugleich rechtsseitiges.

Nunmehr folgt auch die Mdglichkeit der (beiderseitigen) Division:

5. Die Gleichung ax=1"0 besitzt eine Losung in & und ebenso die
Gleichung ya = b, wo a und b beliebige Elemente von & sind.

Diese Losungen sind nimlich ¥ =4~1b und y = ba~1, weil ja

a(@1b)=(aa")b=¢cb="0,
(ba—YYa=20(ata) =be=2">
ist.

Ebenso leicht beweist man die Eindeutigkeit der Division:

6. Aus ax = ax’ und ebenso aus xa = x'a folgt x = «’.

Denn aus ax = ax’ folgt, indem man beide Seiten von links mit
a~! multipliziert, ¥ = x’. Genau so beweist man den zweiten Teil der
Behauptung.

Insbesondere folgt daraus die Eindeutigkeit des Einselements
(als Losung der Gleichung xa = a) und die Eindeutigkeit des Inversen
(als Losung der Gleichung xa = e). Das (einzige) Einselement wird oft
mit 1 bezeichnet.

Die Méglichkeit der Division 5. ist ein Postulat, das imstande ist, die
Postulate 3. und 4. zu ersetzen. Setzen wir niamlich 1., 2. und 5. voraus
und suchen zunichst 3. zu beweisen. Wir wihlen ein Element ¢ aus und
verstehen unter ¢ eine Losung der Gleichung x¢ = ¢. Dann ist also

ec=c.
Fiir beliebiges a l6sen wir nun die Gleichung

cCx =a.
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Dann ist
ea=ecx=cx=a,

womit 3. bewiesen ist. 4. ist aber eine unmittelbare Folge der Los-
barkeit von xa =e.

Demnach kénnen wir immer 1., 2., 5. als gleichwertige Gruppen-
postulate statt 1., 2., 3., 4. benutzen.

Ist & eine endliche Menge, so kann 5. auch durch 6. ersetzt werden.
Man braucht also nicht die Moglichkeit der Division, sondern nur (auer
den Postulaten 1. und 2.) die Eindeutigkeit derselben vorauszusetzen.

Beweis: Sei a irgend ein Element. Jedem Element x ordnen wir
das Element ax zu. Diese Zuordnung ist nach 6. umkehrbar ein-
deutig; d. h. die Menge & wird eineindeutig auf eine Untermenge, die
Menge aller Produkte ax, abgebildet. Da aber & nach Voraussetzung
eine endliche Menge ist, so kann sie nicht auf eine echte Untermenge
eineindeutig abgebildet werden. Also mul3 die Gesamtheit der Elemente
ax mit @ identisch sein; d. h. jedes Element & ist in der Gestalt b = ax
zu schreiben, wie die erste Forderung 5. behauptet. Ebenso beweist man
die Losbarkeit von b == xa. Also folgt 5. aus 6.

Die Anzahl der Elemente einer endlichen Gruppe heifit die Ord-
nung der Gruppe.

Weitere Rechenregeln. Fir das Inverse eines Produkts gilt die
folgende Regel:

(ab)~1=b-1q-1,
Denn es ist
(b-1a—Yab=>0-"1(a lad) =010 =1.

Bei Abelschen Gruppen ist es hautig zweckmiBig, die Verkniipfung
additiv zu schretben, d.h. a + b statt a-b zu schreiben. Die Gruppe
heiBt dann eine additive Gruppe oder ein Modul (Verallgemeinerung
der oben definierten Zahlenmoduln). Das Einselement bezeichnet man
in diesem Fall mit 0, weil es, genau so wie die Null im Bereich der
ganzen Zahlen, durch die Eigenschaft

O+a=a
charakterisiert ist. Analog wird in einem Modul das inverse Element
von a mit — a bezeichnet.

Fir a + (— b) schreibt man kurz ¢ — b, weil dieses Element die
Losung der Gleichung x + b = a ist:
(@—b+b=a+(—b+bd)=a+0=a.
Aufgaben. 1. Die Euklidischen Bewegungen und Umlegungen des
Raumes (d. h. diejenigen Transformationen, bei denen alle Entfernungen

der Punktepaare ungeindert bleiben) bilden eine unendliche nicht-
abelsche Gruppe.

A
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2. Man beweise, daB die Elemente e, 2 mit der Zusammensetzungs-

vorschrift
ece=c¢e, ea=a, ae=a, aa=ce

eine (Abelsche) Gruppe bilden.

Bemerkung. Man kann die Zusammensetzung einer Gruppe dar-
stellen durch eine ,Gruppentafel’, eine Tabelle mit doppeltem Ein-
gang, in der zu je zwei Elementen das Produkt eingetragen wird. Zum
Beispiel ist die Tafel fiir die obige Gruppe:

3. Man stelle die Gruppentafel fiir die Gruppe der Permutationen
von drei Ziffern auf.

Zusammengesetzte Produkte (Summen); Potenzen. In der-
selben Weise, wie wir fiir ab-¢ kurz abc geschrieben haben, wollen
wir nun auch die zusammengesetzien Produkie von mehreren Faktoren:

n n
Ila, = ][a, =a,a, - - - a,
rv=1 1

definieren. Sind a,, ..., ay gegeben, so definieren wir rekursiv (fir
n <N):

3 4
Insbesondere ist ]1] a, unser altes a,a,a;, ebenso ]1I = Ay0y03 0,

= (a,a,a3) a4, USW.
Wir beweisen nun, allein mit Hilfe des Assoziativgesetzes, die Regel:

m+n

(1) ﬁaﬂ.ﬁam—kv :‘ZTav
u=1 =1 v=1

in Worten: Das Produkt zweier zusammengesetzien Produkte ist gleich
dem zusammengesetzten Produkt aller ihrer Faktoren in derselben Rethen-
folge. Z. B. ist:

(@b)(cd) =abcd

ein Spezialfall von (1).

1 Das Symbol », das den variablen Index angibt, darf natiirlich durch jedes
andere Symbol ersetzt werden, ohne daB die Bedeutung des Produktes sich andert.
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Die Formel (1) ist klar fiir » = 1 (nach Definition des [[-Zeichens).
Ist sie fiir einen Wert # schon bewiesen, so ist fiir den nichsthéheren
Wert # + 1:

m n+1

m n
.leau '[llam-i—v :.le—au (III“m +° am+n+1)

m n
- (.Iizau'_{z—am-l-v) A+ n+1

m+n m+n+1

= (III%) L+ m+1 :]11%-

Damit ist (1) bewiesen.

n m+n
Bemerkung. Fir [[ a,,,schreibt man auch ffa,. Auch setzt man
1 m+1

0
gelegentlich, wenn es bequem ist, [[a, = 1.
i

Ein Produkt von # gleichen Faktoren heilit eine Potenz:

n
ar= [[a (insbesondere a! = a, a? = aa, usw.).
i

Aus dem bewiesenen Satz folgt:

(2) an.qm = qntm,
Weiter gilt:

(3) (amyr = amn.

Der Beweis (durch vollstindige Induktion) moge dem Leser iiber-
lassen bleiben.

Die bis jetzt bewiesenen Regeln (1), (2), (3) erforderten zu ihrem
Beweis nur das Assoziativgesetz und werden daher im folgenden auf
alle Arten von Bereichen angewandt, in denen Produkte definiert sind
und das Assoziativgesetz gilt (wie z.B. im Bereich der natiirlichen
Zahlen), auch dann, wenn diese Bereiche keine Gruppen sind.

Ist die Multiplikation auBerdem kommutativ (Abelsche Gruppen),
so kann man weitergehend beweisen, daB der Wert eines zusammen-
gesetzten Produktes von der Reihenfolge der Faktoren unabhingig ist,
genauer: Ist ¢ eine eineindeutige Abbildung des Abschuittes (1, n) der
Zahlenreihe auf sich, so ist:

n n
]I“q:(v):]I“w
v=1 1

Beweis. Fiir n =1 ist die Behauptung klar; sie werde also fiir
n — 1 als richtig vorausgesetzt. Es gibt ein %, das auf » abgebildet
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wird: @ (k) = »n. Dann ist

3 k—1 n—k k—1 n—k
]J%m =]1I“<pm : aqﬂ(k)'.{z—a¢(k+v) =]17%(v) . ]lfaqa(km Byt

Definiert man nun eine Abbildung y des Abschnittes (1, n — 1)
auf sich durch

py) =9 @) (v < k)
e +1) (v=4)

so erhilt man:

n—1

H“tp(v)‘—ﬂaw(v)ﬂaw(k 149 %y —]I“zp(v) * 4y

also nach der Induktionsvoraussetzung
n—1 n
=]]a,,-an=ﬂa,.
i i
Aus der bewiesenen Regel folgt, dal man bei Abelschen Gruppen
berechtigt ist zu einer Schreibweise wie z. B.:

Fik»
1=i<ksn

I (G=1...,mk=1,...,n),

1<k

oder

welche bedeutet, daB die Menge der Indexpaare 7, kmit 1 <7 <k =#n
irgendwie durchnumeriert werden soll (wie, ist gleichgiiltig) und dann
das Produkt gebildet wird.

In beliebigen Gruppen kann man die nullte und die negativen
Potenzen eines Elementes 4 wie iiblich definieren durch

a® =1,
a-" = (a—-l)n,
und man weist miihelos nach, daB die Regeln (2), (3) nunmehr fir
beliebige ganzzahlige Exponenten gelten.

n

In einer additiven Gruppe schreibt man statt H a, natiirlich Z,‘ a,,

und statt a” entsprechend #-a. In der additiven Gruppe der ganzen
Zahlen ist diese Definition mit der frilheren des Produktes zweier
ganzen Zahlen in Ubereinstimmung. Alles fiir Produkte Bewiesene iiber-
trigt sich jetzt auf Summen.
Die Rechnungsregel (3) hat, additiv geschrieben, die Form eines
Assoziativgesetzes:
neoma=nm-a,

1 Im Fall £ =1 fallt der erste Faktor weg, im Fall # = » der zweite; das
stért den Beweis aber nicht.



§ 7. Untergruppen. 23

withrend (2) die Form eines ,,Distributivgesetzes“ hat:
ma+na=(m-+n)a.
Zu diesen beiden tritt nun noch ein anderes Distributivgesetz:
ma—+b)=ma-+mbd
(multiplikativ: (ab)™ = a™b™), das aber nur in Abelschen Gruppen
gilt. Man beweist es wieder fiir positive » durch Induktion:
Fir m =1 ist alles klar. Angenommen, es sei m (a- b) =ma -+ mb.
Dann ist
(m+1)(a+b)=m(a+b) + (a+0)
=ma-+mb+a-4b
= (ma-+ a)+ (mb-+ b
=(m-+1)a+ (m+1)0b.

Wie man sieht, wird beim Beweis die Vertauschbarkeit von mb und a
benutzt. Fiir m = 0 ist die Behauptung ebenfalls klar, wihrend man
fiir negative m nur die Definition der negativen Potenzen anzuwenden
hat, um auf positive m zuriickzukommen.

Aufgaben. 5. Man beweise fiir Abelsche Gruppen:

n ‘m m n
I e, =1 II %,-
r=1unu=1

p=1r=1

6. Ebenso

k4

n n
]I“;w:]] IZ—am"
=1 pu=1lr=u

iy

» u

n
7. Die Ordnung der symmetrischen Gruppe &,, ist #! = J[». [Vollst.
1.

Induktion nach #.]

§ 7. Untergruppen.

Damit eine nichtleere Untermenge g einer Gruppe ¢ mit der gleichen
Zusammensetzungsvorschrift fiir die Elemente von g wie fiir die von @
wieder eine Gruppe ist, ist notwendig und hinreichend, daB sie die For-
derungen 1., 2., 3., 4. erfiillt. 1. besagt, da}, wenn a4 und b in g liegen,
auch ab in g liegt. Die Forderung 2. ist fiir g von selbst erfiillt, weil sie
sogar fiir @ gilt. Die Forderungen 3. und 4. besagen, da8 in g das Eins-
element liegt und daB8 g mit a auch das inverse Element a~! enthiilt.
Davon ist wieder die Forderung des Einselements iiberfliissig ; denn wenn
a irgend ein Element von g ist, so liegt in g auch a~, also auch das
Produkt aa—! = e. Damit ist bewiesen:

Notwendig und hinreichend, damit eine nichtleere Untermenge g einer
gegebenen Gruppe & eine Untergruppe ist, sind die folgenden Bedin-
gungen:
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1. g enthilt mit je zwei Elementen a, b auch das Produki ab;

2. g enthdlt zu jedem Element a auch das inverse Element a=1.

Ist insbesondere g endlich, so ist die zweite dieser Forderungen sogar
iiberfliissig; denn in diesem Fall kénnen 3. und 4. durch 6. ersetzt werden,
und die Forderung 6. gilt sicher fiir g, da sie sogar fir @ gilt.

Allgemein kann man die Bedingungen 1. und 2. in einer einzigen
zusammenfassen: ¢ soll mit ¢ und b auch 45~ enthalten. Denn dann
enthilt g mit a auch aa—! = ¢, weiter ea =1 = a1, daher mit @ und b
auch 5= ' und a(p~ 1)~ = ab.

Beispiele von Untergruppen:

Jede Gruppe hat als Untergruppe die Einheitsgruppe €, die nur
aus dem Einselement besteht.

Die Gruppe der ganzen Zahlen (mit der Addition als Verkniipfung)
hat u. a. die Menge der geraden Zahlen als Untergruppe.

Die wichtigste Untergruppe der symmetrischen Gruppe &, aller
Permutationen von # Objekten ist die alfernierende Gruppe %, die aus

denjenigen Permutationen besteht, welche, auf die Variablen «,, ..., %,
angewandt, die Funktion
(L) A = ]I (x; — %)

i<k

in sich tberfilhren. Diese Permutationen heilen gerade, die ibrigen
ungerade. Letztere kehren das Vorzeichen der Funktion 4 um. Jede
Transposition (= Permutation, die zwei Ziffern vertauscht) ist eine
ungerade Permutation. Das Produkt zweier geraden oder zweier un-
geraden Permutationen ist gerade; das Produkt aus einer geraden und
einer ungeraden Permutation ist ungerade. Aus der ersten Eigenschaft
folgt, daB A, eine Gruppe ist. Da eine feste Transposition bei Multipli-
kation mit einer geraden Permutation eine ungerade ergibt und um-
gekehrt, gibt es gleich viele gerade wie ungerade Permutationen, mit-

hin von jeder Art % . (VgL § 6, Aufg. 7).

Um die Untergruppen der symmetrischen Gruppe &, bequem hinschreiben
zu konnen, bedient man sich der bekannten Zykeldarstellung der Permutationen:

Mit (pgqrs) bezeichnen wir eine zyklische Vertauschung, die » in ¢, ¢ in 7,
7 in s und s in p dberfithrt und alle iibrigen Objekte festlaBt. Man zeigt mit Leich-
tigkeit, daB jede Permutation eindeutig (bis auf die Reihenfolge) als Produkt von
solchen zyklischen Permutationen oder ,,Zyklen‘

GRL..)(pg..)...

darstellbar ist, wobei keine zwei Zykeln ein Element gemein haben. Die Faktoren
dieses Produktes sind vertauschbar. Ein Zyklus aus einem Element, etwa (1),
stellt die identische Permutation dar. Es ist natiirlich

(1254) =254 1) usw.

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir die 3! = 6 Permutationen der Gruppe &,
so darstellen:

1), 12), (13), 23), 123), (132).
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Die Untergruppen sind leicht alle zu bestimmen. Sie sind (auBer &, selbst):
Az (1), 123), (132);
(G (1), (12);
le: @, a3y ey @, @23);
E: (V).

Sind 4, b, ... irgend welche Elemente in einer Gruppe &, so gibt es
auBer & moglicherweise noch andere Untergruppen, die 4, b, . . . ent-
halten. Der Durchschnitt aller dieser ist wieder eine Gruppe . Man
nennt diese die von a, b, . . . erzeugte Gruppe. Diese enthilt sicher alle Po-
tenzprodukte wie a=la~1bab~!. .. (von endlichvielen Faktoren, mit oder
ohne Wiederholung). Diese Potenzprodukte bilden aber eine Gruppe,
die a, b, ... enthalt und die also auch 9 umfafit. Also ist diese Gruppe
mit ¥ identisch. Damit ist gezeigt:

Die von a, b, ... erzeugte Gruppe besteht aus allen Potenzprodukien
aus je endlichvielen dieser Elemente.

Insbesondere erzeugt ein einziges Element a die Gruppe aller Po-
tenzen a*® (inklusive 4 =1). Wegen

ar gm = gn+m — gm gn
ist diese Gruppe Abelsch. :
Eine Gruppe, die aus den Potenzen eines einzigen Elementes be-
steht, nennt man zyklisch.

Es gibt nun zwei Moglichkeiten. Entweder sind alle Potenzen a*
verschieden; dann ist die zyklische Gruppe

., a"2% a1 a% at, a2, ...
unendlich. Oder es kommt einmal vor, daB

at=ak, h>k
ist. Dann ist

) ar—t =¢ (h—k>0).
In diesem Falle sei nun # der kleinste positive Exponent, fiir den a» =e¢
ist. Dann sind die Potenzen a9, 41, a2, . .., a»! alle verschieden; denn
aus
at = a* Ok <h<m
wiirde folgen
ah—k =¢ O<h—k<mn),

entgegen der iiber # gemachten Voraussetzung.
Stellt man jede ganze Zahl m in der Form

m=qn+tr 0<r<n)
dar, so ist
am = qI"+T = qi" g7 = (a")%a" = ea’ = a’.

Also sind alle Potenzen von a schon in der Reihe 49 a!, ..., an~1 ver-
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treten. Die zyklische Gruppe hat demnach genau # Elemente, nimlich
ao’ al’ ey a’l’l-—l_

Die Zahl #, die Ordnung der von a erzeugten zyklischen Gruppe,
heiBt die Ordnung des Elements a. Sind alle Potenzen von a verschieden,
so nennt man a ein Element unendlicher Ordnung.

Beispiele. Die ganzen Zahlen
Lo, —2,—1,0,1, 2,...

mit der Addition als Verkniipfung bilden eine unendliche zyklische
Gruppe. Die oben angeschriebenen Gruppen &,, %; sind zyklische
Gruppen der Ordnungen 2, 3.

Aufgaben. 1. In einer Abelschen Gruppe ist das Produkt eines
Elements a der Ordnung # und eines Elements & der Ordnung m,
wo m und » Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1 sind, ein Element
der Ordnung mn.

2. Es gibt zyklische Permutationsgruppen beliebiger Ordnung.

3. Eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist wieder zyklisch.
Wenn die ganze Gruppe durch ¢ und die Untergruppe durch a™ er-
zeugt wird, so sind die Elemente der Untergruppe die m-ten Potenzen
der Elemente der ganzen Gruppe. [Man suche, falls nicht die Unter-
gruppe = € ist, das Element a™ mit kleinstem # > 0 und zeige, daB
alle anderen Elemente Potenzen davon sind.]

4. Man beweise durch Induktion nach #, daB die » — 1 Transpo-

sitionen (1 2), (13), ..., (1 #) fir » > 1 die symmetrische Gruppe &,
erzeugen.
5. Ebenso, daB die # —2 Dreierzyklen (123), (124), ..., (12#)

fiir » > 2 die alternierende Gruppe U, erzeugen.

Wenn (in Abelschen Gruppen) die Gruppenrelationen additiv ge-
schrieben werden, so ist eine Untergruppe dadurch charakterisiert, daB3
sie mit  und b auch @ -4 b, mit a auch — a enthilt. Diese beiden For-
derungen kann man ersetzen durch die einzige Forderung, mit @ und b
auch a — b zu enthalten.

Nebenklassen. Es sei 4 ein beliebiges Element von & und g sei
eine Untergruppe. Dann bezeichnen wir mit ag die Menge der Produkte
von a mit allen Elementen von g. Jede solche Menge ag heiit eine
(linksseitige) Nebenklasse (auch Nebengruppe, Nebenkomplex oder Rest-
klasse genannt) zu g. Liegt @ in g, so ist offenbar ag = g; also ist
eine der Nebenklassen von g gleich g selbst. (Ebenso definiert man die
rechtsseitigen Nebenklassen ga.)

Zwei Nebenklassen ag, bg konnen sehr wohl gleich sein, ohne daB
a == b ist. Immer dann nimlich, wenn 4-1b in g liegt, gilt

bg=aalbg=a(a"1bg)=agqg.
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Zwei verschiedene Nebenklassen haben kein Element gemeinsam.
Denn wenn die Nebenklassen ag und bg ein Element gemein haben,
etwa

ag =bg,
so folgt
Gi18z ' =a7th,

so daB a~1b in g liegt; nach dem Vorigen sind also ag und bg identisch.

Jedes Element a gehort einer Nebenklasse an, namlich der Neben-
klasse ag. Diese enthilt ja sicher das Element a¢ = a. Nach dem eben
Bewiesenen gehort das Element a auch nur einer Nebenklasse an. Wir
kénnen demnach jedes Element a als Reprisentanten der a enthaltenden
Nebenklasse ag ansehen.

Nach dem Vorhergehenden bilden die Nebenklassen eine Klassen-
einteilung der Gruppe ®. Jedes Element gehort einer und nur einer
Klasse anl.

Die Nebenklassen sind, mit Ausnahme von g selbst, ketne Gruppen;
denn eine Gruppe miiBte das Einselement enthalten.

Die Anzahl der verschiedenen Nebenklassen einer Untergruppe g
in & heilt der Index von g in &. Der Index kann endlich oder un-
endlich sein.

Ist N die (als endlich angenommene) Ordnung von &, » die von
g, 7 der Index, so gilt die Relation

2) N=jn;
denn @ ist ja in 7 Klassen eingeteilt, deren jede » Elemente enthilt2.
Man kann fir endliche Gruppen aus (2) den Index j berechnen:
N

7'=7-

Folge. Die Ordnung einer Untergruppe einer endlichen Gruppe ist
Teiler der Ordnung der Gesamigruppe.

Nimmt man fir die Untergruppe speziell die von einem Element ¢
erzeugte zyklische Gruppe, so folgt:

Die Ordnung eines Elements einer endlichen Gruppe ist Teiler der
Gruppenordnung.

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist: In einer Gruppe mit
n Elementen gilt fiir jedes a die Beziehung a™ = 1.

1 In der Literatur findet man oft die von GaLois eingefiihrte Schreibweise:

G=agtagt+--,
welche besagen soll, daB die Klassen a,g zueinander fremd sind und zusammen
die Gruppe & ausmachen.
2 Die Relation gilt zwar auch, wenn N unendlich ist; nur mu8 man dann,
um ihren Sinn zu erkliren, Produkte von Kardinalzahlen einfiihren, was wir
nicht getan haben.
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Es kann vorkommen, daB alle linksseitigen Nebenklassen g zu-
gleich rechtsseitige sind. Soll das der Fall sein, so mul} diejenige links-
seitige Nebenklasse, in der ein beliebig vorgegebenes Element « liegt,
mit der rechtsseitigen Nebenklasse, die & enthilt, identisch sein; d. h.
es muB fir jedes a

(3) ag=ga
sein.

Man nennt eine Untergruppe g, welche die Eigenschaft (3) hat, d. h.
welche mit jedem Element & aus @ vertauschbar ist, einen Normalteiler!
oder eine ausgezeichnete oder invariante Untergruppe in @.

Aufgaben. 6. Man suche zu den Untergruppen der &; die rechts-
und linksseitigen Nebenklassen. Welche von diesen Untergruppen sind
Normalteiler ?

7. Man zeige, daB bei einer beliebigen Untergruppe die Inversen
der Elemente einer linksseitigen Nebenklasse eine rechtsseitige Neben-
klasse bilden. Daraus ist weiter zu erschlieBen, daB der Index auch als
Anzahl der rechtsseitigen Nebenklassen bestimmt werden kann.

8. Man zeige, daB jede Untergruppe vom Index 2 Normalteiler ist.
Beispiel: die alternierende Gruppe in der symmetrischen von » Ziffern.

9. Eine Untergruppe einer Abelschen Gruppe ist immer Normal-
teiler.

10. Diejenigen Elemente einer Gruppe, die mit allen Elementen
vertauschbar sind, bilden in der Gruppe einen Normalteiler (das,,Zen-
trum** der Gruppe). ‘

11. Ist @ eine von a erzeugte zyklische Gruppe, 9 eine von € ver-
schiedene Untergruppe, so ist der Index m von § stets endlich, und
zwar gleich dem kleinsten positiven Exponenten m, so daB a™ zu 9
gehort. Durch Angabe von m ist (bei gegebenem &) § bestimmt. (Vgl.
Aufg. 3.)

12. Der Index m von Aufg. 11 kann ein beliebiger echter Teiler der
Ordnung von @, falls & endlich, und eine ganz beliebige natiirliche
Zahl sein, wenn @ unendlich ist.

§ 8. Isomorphismen und Automorphismen.

Wir denken uns zwei Mengen I, M gegeben. In jeder dieser Mengen
seien irgendwelche Relationen zwischen den Elementen definiert. Man

kann sich z. B. denken, daf3 die Mengen I, m Gruppen sind und da8
die Relationen die Gleichungen - b = ¢ sind, die vermége der Gruppen-
eigenschaft bestehen. Oder man kann sich etwa denken, da die Mengen
geordnet sind und daB die Relationen a > b gemeint sind.

1 Der Name ist so zu erkliaren: Teiler heiBt hier Untergruppe und das Wort
,,normal’‘ soll die besondere Eigenschaft ag = ga zum Ausdruck bringen.
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Wenn es nun moglich ist, die beiden Mengen eineindeutig auf-
einander abzubilden derart, daf die Relationen bei der Abbildung er-
halten bleiben, d.h. wenn jedem Element a von I umkehrbar ein-

deutig ein Element a von MM zugeordnet werden kann, so daB die Re-
lationen, die zwischen irgend welchen Elementen «, b, ... von I be-
stehen, auch zwischen den zugeordneten Elementen a, b, . .. bestehen
und umgekehrt, so nennt man die beiden Mengen zsomorph (beziiglich

der fraglichen Relationen) und schreibt I = M. Die Zuordnung selbst
heil3t Isomorphismus.

Um die Eineindeutigkeit zum Ausdruck zu bringen, sagt man auch
1-isomorph und 1-Isomorphismus.

So kann man reden von 1l-isomorphen Gruppen, von isomorphgeord-
neten oder dhnlich-geordneten Mengen usw. Ein 1-Isomorphismus zweier
Gruppen ist also eine solche eineindeutige Abbildung a — a, bei der
aus ab =c folgt ab=c (und umgekehrt), also bei der dem Produkt
ab stets das Produkt ab zugeordnet ist.

Ebenso wie gleichmichtige Mengen fir die allgemeine Mengen-
theorie gleichwertig sind, so sind dhnliche Mengen in der Theorie der
Ordnungstypen und isomorphe Gruppen in der Gruppentheorie als nicht
wesentlich verschieden zu betrachten. Man kann alle Begriffe und Sitze,
die auf Grund der gegebenen Relationen einer Menge definiert und
bewiesen werden konnen, unmittelbar auf jede 1-isomorphe Menge iiber-
tragen. Zum Beispiel ist eine Menge, in der Produktrelationen definiert
sind und die einer Gruppe l-isomorph ist, wieder eine Gruppe, und
Einselement, Inverses und Untergruppen gehen bei der 1-Isomorphie
wieder in Einselement, Inverses und Untergruppen iiber.

Wenn insbesondere die beiden Mengen I, M identisch sind, d. h.
wenn die betrachtete Zuordnung jedem FElement a ein Element a
derselben Menge umkehrbar eindeutig zuordnet mit Erhaltung der Re-
lationen, so heifit die Zuordnung ein Auwutomorphismus (oder 1-Auto-
moy phismus).

Zum Beispiel ist, wenn I die Menge der ganzen Zahlen ist und die
zugrunde gelegte Relation die Anordnungsrelation a < b, die Zuordnung

a—>a-+1

ein 1-Automorphismus, denn die Zuordnung bildet die Menge der ganzen
Zahlen eineindeutig auf sich selbst ab und aus a < b folgt a+1 <b4 1
und umgekehrt.

Die 1-Automorphismen einer Menge bringen gewissermafBen ihre
Symmetrieeigenschaften zum Ausdruck. Denn was bedeutet eine Sym-
metrie z. B. einer geometrischen Figur? Sie heiBt, daB die Figur bei
gewissen Transformationen (Spiegelungen, Drehungen usw.) in sich iiber-
geht, wobei gewisse Relationen (Entfernungen, Winkel, Lagebeziehun-
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gen) erhalten bleiben, oder in unserer Terminologie, dafl die Figur in
bezug auf ihre metrischen Eigenschaften gewisse 1-Automorphismen
gestattet.

Offenbar ist das Produkt zweier 1-Automorphismen (Produktbildung
von Transformationen nach § 6) wieder ein 1-Automorphismus und die
inverse Operation eines 1-Automorphismus wieder ein solcher. Daraus
folgt nach § 6, daB die 1-Automorphismen einer beliebigen Menge (mit
beliebigen Relationen zwischen ihren Elementen) eine Transformations-
gruppe bilden: die Awutomorphismengruppe der Menge.

Insbesondere bilden die 1-Automorphismen einer Gruppe wieder eine
Gruppe. Wir wollen einige dieser Automorphismen etwas niher be-
trachten.

Ist a ein festes Gruppenelement, so ist die Zuordnung, die x in

(1) x=axa"l
iberfiihrt, ein 1-Automorphismus. Denn erstens 1aBt sich (1) nach x

eindeutig aufldsen:
x=alxa,

also ist die Zuordnung eineindeutig. Zweitens ist
xy=axal-ayat=a(xy)a l=2xy;

also ist die Zuordnung isomorph.

Man nennt axa=' das aus x mit Hilfe von a transformierte Element
und nennt die Elemente x, axa~' konjugierte Gruppenelemente. Die
von den Elementen @ erzeugten Automorphismen x — axa~! heillen
innere Automorphismen der Gruppe. Alle iibrigen 1-Automorphismen
(falls noch andere existieren) heiBen duflere Automorphismen.

Bei einem inneren Automorphismus x—#xa~! geht eine Unter-
gruppe ¢ in eine Untergruppe aga~! iiber, die man eine zu g kon-
Jugierte Untergruppe nennt.

Ist eine Untergruppe g mit allen ihren konjugierten identisch:

2) aga~!=g fir jedes a,
so heiBt das nichts anderes, als daB die Gruppe g mit jedem Element a
vertauschbar ist:

ag=ga,

mithin Normalteiler ist (§ 7). Also:

Die gegentiber allen inneren Automorphismen invarianten Unter-
gruppen sind die Normalteiler.

Durch diesen Satz erklart sich die Bezeichnung ,,invariante Unter-
gruppe‘* fiir die Normalteiler.

Die Forderung (2) kann durch die etwas schwichere

(3) aga—'Cg
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ersetzt werden. Denn wenn (3) fiir jedes a gilt, so gilt es auch fir a-1:
atgalyg,
(4) glagal;
aus (3) und (4) folgt aber (2). Also:
Eine Untergruppe ist Normalteiler, wenn sie zu jedem Element b
auch alle konjugierien Elemente aba=' enthilt.
Aufgaben. 1. Abelsche Gruppen haben keine inneren Automor-
phismen auBler dem identischen. Man zeige, daB die Gruppe
e, a, b, c
mit dem Einselement ¢ und den Zusammensetzungsregeln:

P=0r =ct=c¢,

ab="ba=c,
lbc:-:cb:a,
ca=ac=1>

keine inneren Automorphismen auBler dem identischen, aber finf duBere
Automorphismen hat.

2. In Permutationsgruppen kann man das transformierte Element
aba—! eines Elements b dadurch erhalten, dal man & als Produkt von
Zyklen darstellt (§ 7) und die Ziffern in diesen Zyklen der Permutation «
unterwirft. Beweis? Mit Hilfe dieses Satzes berechne man aba-! fiir
den Fall

b=(12)(345),

a=(2345).

3. Man beweise, daBl die symmetrische Gruppe ©; keine duBeren,
aber sechs innere Automorphismen hat.

4. Die symmetrische Gruppe &, hat auBer sich selbst und der Ein-
heitsgruppe nur die folgenden Normalteiler:

1) die alternierende Gruppe A,

2) die ,,Kleinsche Vierergruppe'* %B,, bestehend aus den Permu-
tationen

(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23).

Die letztere Gruppe ist Abelsch und isomorph zu der in Aufgabe 1
abstrakt definierten Gruppe.
5. Ist g Normalteiler in @ und § eine ,,Zwischengruppe*:

g 9Lb,
so ist g auch Normalteiler in .

6. Alle unendlichen zyklischen Gruppen sind isomorph zur additiven
Gruppe der ganzen Zahlen.
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7. Die mit einem Element a4 vertauschbaren Elemente x in einer
Gruppe @, die Elemente x also, fiir die

Xa = ax

ist, bilden eine Gruppe, den Normalisator von a. Diese enthidlt die
von a erzeugte zyklische Gruppe als einen Normalteiler. Die Anzahl
der mit @ konjugierten Elemente ist gleich dem Index des Normali-
sators in @. ,

8. Man kann die Elemente einer Gruppe @ in Klassen konjugierter
Elemente einteilen. Die Anzahl der Elemente einer Klasse ist, falls &
endlich ist, ein Teiler der Ordnung von &. Die Eins, sowie jedes
Zentrumselement (§ 7, Aufg. 10), bildet fiir sich eine Klasse.

9. Ist in einer Gruppe der Ordnung $", wo p Primzahl ist, a; die
Anzahl der Klassen mit p*-Elementen, insbesondere a, die Anzahl der
Zentrumselemente, so ist

pr=agtayp+aptt .-

Man zeige mit Hilfe dieser Gleichung, daB das Zentrum einer Gruppe
der Ordnung p" nicht aus dem Einselement allein bestehen kann.

§9. Homomorphie. Normalteiler. Faktorgruppen.

Wenn in zwei Mengen 9%, It gewisse Relationen definiert sind

und wenn jedem Element a von 9t genau ein Bildelement z in I zu-
geordnet ist derart, daB: ’
1. jedes Element @ von 9t mindestens einmal als Bild auftritt,
2. alle Relationen zwischen Elementen von M auch fiir die ent-

sprechenden Elemente von Mm gelten,
so heifit die Zuordnung ein Homomorphismus® oder mehrstufiger Iso-

morphismus. I heilt dann ein homomorphes Bild von M oder kurz
homomorph zu M.

Man schreibt dann IR ~ k.

Ist die Zuordnung umkehrbar eindeutig und gilt die Homomorphie-
eigenschaft auch in der umgekehrten Richtung, so ist der Homomorphis-
mus ein ,einstufiger Isomorphismus‘ oder 1-Isomorphismus im frither
erklarten Sinn.

Bei einer homomorphen Abbildung kann man die Elemente von Ik,

die ein festes Bild z in 9 haben, zu einer Klasse a vereinigen. Jedes

1 Ein fester Sprachgebrauch fiir die Worter Isomorphismus und Homo-
morphismus existiert nicht. Speiser z. B. verwendet in der 1. Auflage seiner
frither zitierten ,, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung*‘ die beiden Wérter
gerade umgekehrt. Die hier gewahlte Bezeichnung schlieBt sich mehr dem Ub-
lichen an.
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Element a gehort einer und nur einer Klasse a an; d.h. die Menge M

ist @n Klassen eingeteilt, die den Elementen von m eineindeutig zu-
geordnet sind.

Beispiele: Ordnet man jedem Element einer Gruppe das Eins-
element zu, so entsteht eine Homomorphie der Gruppe mit der Ein-
heitsgruppe. Ebenso entsteht eine Homomorphie, wenn man jeder Permu-
tation einer Permutationsgruppe die Zahl +1 oder —1 zuordnet, je
nachdem die Permutation gerade oder ungerade ist; die zugeordnete
Gruppe ist die multiplikative Gruppe der Zahlen 41 und —1.

Ordnet man jeder ganzen Zahl m die Potenz a™ eines Elements a
einer Gruppe zu, so entsteht ein Homomorphismus der additiven Gruppe
der ganzen Zahlen mit der von a erzeugten zyklischen Gruppe, denn
der Summe m -+ # ist das Produkt am™+" = a™. 4" zugeordnet. Ist a
ein Element von unendlicher Ordnung, so ist der Homomorphismus
ein 1-Isomorphismus.

Wir wollen nun speziell Homomorphismen von Gruppen unter-
suchen.

Sind in einer Menge ©& Produkte @b (also Relationen der Gestalt
ab =c¢) definiert und ist eine Gruppe & auf & homomorph abgebildet,
so ist auch © eine Gruppe. Kurz: Das homomorphe Abbild einer Gruppe
ist wieder eine Gruppe.

Beweis: Zunichst sind je drei gegebene Elemente a, b, ¢ von 6
stets Bilder von Elementen von @, also etwa von a, b, ¢. Aus

ab-c=a-bc
folgt dann
ab-c=a-be.
Weiter folgt aus
ae=aqa fir alle a,
ae = a fiir alle a,
und aus
ba=

A\
—_
(=)
I
N
|
L

ba

f

Also gibt es in @ ein Einselement ¢ und zu jedem a ein Inverses. Also
ist @ eine Gruppe. Zugleich ist bewiesen:

Einselement und inverses Element gehen bei eimem Homomorphismus
wieder in Einselement und tnverses Element diber.

Jetzt soll die durch eine homomorphe Abbildung & — & gegebene
Klasseneinteilung genauer studiert werden. Es wird sich dabei eine sehr
wichtige eineindeutige Beziehung zwischen Homomorphismen und Nor-
malteilern herausstellen.

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 3
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Die Klasse e von ®, der bei einer Homomorphie © ~ ® das Einheits-

element e von & entsprichi, ist ein Normalteiler von ©& und die wibrigen
Klassen sind die Nebenklassen dieses Normalteilers.

Beweis: Zunichst ist e eine Gruppe. Denn wenn a und b bei der
Homomorphie beide in ¢ iibergehen, so geht ab iber in ¢ =¢; also
enthilt e zu je zwei Elementen das Produkt. Weiter geht a~! iiber
in el =r¢; also enthilt e auch das Inverse ecines jeden Elementes.

Die Elemente einer linksseitigen Nebenklasse ae gehen alle iiber in
das Element ae = a. Wenn umgekehrt ein Element a’ in « iibergeht,
so bestimme man x aus

ax=a.
Es folgt:

ax=a,

x=c¢e

Also liegt x in e, also 4’ in ae.

Die Klasse von ¢, die dem Element a entspricht, ist also genau
die linksseitige Nebenklasse ae.

Genau so zeigt man aber, daB die Klasse, die & entspricht, die
rechtsseitige Nebenklasse ea sein muBl. Also stimmen rechts- und links-
seitige Nebenklassen {iberein:

ae=¢a,

und e ist Normalteiler. Damit ist alles bewiesen.

Wir sind bis jetzt von einer gegebenen Homomorphie ausgegangen
und sind zwangsldufig auf einen Normalteiler gefithrt worden. Nun
kehren wir aber die Frage um: Gegeben sei ein Normalteiler g von &.

Kann man eine zu & homomorphe Gruppe & bilden, so daf die Neben-

klassen von g gemau den Elementen von & entsprechen?

Um das zu erreichen, wihlen wir am einfachsten als Elemente der
zu konstruierenden Gruppe '® die Nebenklassen von g selbst und ver-
suchen, eine Multiplikation fiir sie zu definieren, so da3 die Zuordnung
a— ag ein Homomorphismus ist. Wir miissen demnach zu je zwei
Nebenklassen ag, bg eine dritte suchen, so daB8 die Produkte der Ele-
mente von ag mit denen von bg sdmtlich in dieser dritten Nebenklasse
liegen. Diese dritte Nebenklasse mul3 insbesondere ab enthalten, also
mit abg identisch sein. abg hat aber auch wirklich die verlangte Eigen-
schaft; denn jedes Produkt

ag-bg (g1, 82 1n g)
148t sich als

ab-b=lg b-gg=abg, (gsin g)
schreiben und gehért daher zu abg.
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Wir kénnen demnach definieren: Das Produkt zweier Nebenklassen
ag, bg ist die Nebenklasse abg. Diese Nebenklasse ist von der Wahl der
Reprisentanten a, b unabhingig; denn in ihy liegen alle Produkte je eines
Elements von ag mit einem Element von bg.

Die Nebenklassen bilden mit dieser Produktdefinition eine zu &
homomorphe Menge, also eine zu & homomorphe Gruppe. Man nennt
diese die Faktorgruppe von & nach ¢ und stellt sie durch das Symbol

®lg
dar. Die Ordnung von /g ist der Index von g.
Wir sehen hier die prinzipielle Wichtigkeit der Normalteiler: sie
ermoglichen die Konstruktion von neuen Gruppen, die zu gegebenen
Gruppen homomorph sind.

Ist eine Gruppe & auf eine andere Gruppe & homomorph abge-
bildet, so sahen wir schon, dal3 den Elementen von ] (umkehrbar ein-
deutig) die Nebenklassen eines Normalteilers e in ¢ entsprechen. Diese
Zuordnung ist natiirlich eine Isomorphie; denn wenn ag, bg zwei Neben-
klassen sind, so ist abg ihr Produkt; die entsprechenden Elemente in

& sind a, b, (@6) und es ist in der Tat
(@b)=a-b

wegen der Homomorphie. Also haben wir:
Gle ~ @,

und damit den Homomorphiesatz fitr Gruppen:

Jede Gruppe ©, auf die & homomorph abgebildet ist, ist isomorph
etner Faktorgruppe &Je; dabei ist e derjenige Normalteiler von &, dessen
Elementen das Einselement in & entspricht. Umgekehrt ist & auf jede
Faktorgruppe &le (wo e Normalteiler) homomorph abgebildet.

Aufgaben. 1. Triviale Faktorgruppen einer jeden Gruppe & sind:
BE=¢; /G =¢.

2. Die Faktorgruppe der alternierenden Gruppe (&,/%,) ist eine
zyklische Gruppe der Ordnung 2.

3. Die Faktorgruppe &,/8, der KLEINschen Vierergruppe (§ 8, Auf-
gabe 4) ist isomorph mit &,.

4. Die Elemente aba~1b-1 einer Gruppe & und ihre Produkte (zu
je endlichvielen) bilden eine Gruppe, die man die Kommutatorgruppe
von & nennt. Diese ist Normalteiler, und ihre Faktorgruppe ist Abelsch.
Jeder Normalteiler, dessen Faktorgruppe Abelsch ist, umfaflt die
Kommutatorgruppe.

5. Die mit einer Untergruppe g vertauschbaren Elemente bilden
eine Gruppe §, in der ¢ Normalteiler ist. Man nennt sie den Normalisator
von g. Der Index von §) in & ist die Anzahl der mit g konjugierten
Untergruppen von @&.

3*
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6. Ist @ zyklisch, a das erzeugende Element von @, g eine Unter-
gruppe vom Index m, so ist @/g zyklisch von der Ordnung m. Als
Repriasentanten der Nebenklassen kénnen die Elemente 1, a, a2, .. .,
am—1 gewihlt werden.

In einer Abelschen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler (vgl.
§ 7, Aufgabe 9). Schreibt man die Verkniipfung als Addition, so hat
man fiir die Untergruppen, wie schon erwidhnt, auch den Namen Moduln.
Die Nebenklassen a 4 I (wo M ein Modul ist) heiBen Restklassen,
und die Faktorgruppe &/ heiBt Restklassenmodul.

Zwei Elemente a, b liegen in einer Restklasse, wenn ihre Differenz
in M liegt. Man nennt zwei solche Elemente kongruent nach dem Modul
M oder: kongruent modulo M, und schreibt

a = b (mod M)
oder kurz
a=b(M).

Fiir die im Homomorphismus zugeordneten Elemente a, b des Rest-

klassenmoduls gilt dann:
a=b.
Umgekehrt folgt aus 2 = b stets a = b(M).

Zum Beispiel bilden im Bereich der ganzen Zahlen die Vielfachen einer

natiirlichen Zahl m einen Modul, und man schreibt dementsprechend

a=b(m),
wenn die Differenz a — b durch m teilbar ist. Die Restklassen kénnen
durch 0, 1, 2, ..., m — 1 représentiert werden, und der Restklassen-

modul ist eine zyklische Gruppe der Ordnung .
Aufgabe. 7. Jede zyklische Gruppe der Ordnung # ist isomorph
dem Restklassenmodul nach der ganzen Zahl .

Drittes Kapitel.

Ringe und Korper.

Inhalt: Definition der Begriffe Ring, Integrititsbereich, Korper.
Allgemeine Methoden, aus Ringen andere Ringe (bzw. Kérper) zu bilden.
Satze iiber Primfaktorzerlegung in Integrititsbereichen.

Die Begriffe dieses Kapitels werden im ganzen Buch benutzt.

§ 10. Ringe.

Die GroBen, mit denen man in der Algebra und Arithmetik
operiert, sind von verschiedener Natur; bald sind es die ganzen, bald
die rationalen, die reellen, die komplexen, die algebraischen Zahlen;
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die Polynome oder ganzen rationalen Funktionen von # Verinder-
lichen usw. Wir werden spiter noch GréBen von ganz anderer Natur:
hyperkomplexe Zahlen, Restklassen u. dgl., kennenlernen, mit denen
man ganz oder fast ganz wie mit Zahlen rechnen kann. Es ist daher
wiinschenswert, alle diese Gré8enbereiche unter einen gemeinsamen Be-
griff zu bringen und die Rechengesetze in diesen Bereichen allgemein
zu untersuchen.

Unter einem_System mit doppelter Komposition versteht man eine
Menge von Elementen 4, b, .. ., in der zu je zwei Elementen a, b ein-
deutig eine Summe a + b und ein Produkt a-b definiert sind, die wieder
der Menge angehoéren.

Ein System mit doppelter Komposition heiBt ein Ring, wenn fol-
gende Rechengeseize fiir alle Elemente des Systems erfiillt sind:

1. Gesetze der Addition.

a) Assoziatives Gesetz: a + (b + ¢) = (a + b) + .

b) Kommutatives Gesetz: a + b =0b 4 a.

c) Ldsbarkeit der Gleichung a + x = b fir alle a und 5.1

II. Gesetz der Multiplikation.
a) Assoziatives Gesetz: a-bc = ab-c.

III. Distributivgesetze.

a) a-(b+c¢) =ab+ ac.

b) (b +¢)-a =ba+ ca.

Zusatz: Gilt auch fiir die Multiplikation das kommutative Gesetz:

II. b) a-b =b-a,
so heift der Ring kommutativ. Vorldufig werden wir es hauptsichlich
mit kommutativen Ringen zu tun haben.

Zuden Gesetzender Addition. Die drei Gesetze I a, b, c zusammen
besagen nichts anderes, als daB die Ringelemente bei der Addition eine
Abelsche Gruppe bilden?. Also kénnen wir alle frither fiir Abelsche Gruppen
bewiesenen Sitze auf Ringe iibertragen: Es gibt ein (und nur ein)
Nullelement 0, mit der Eigenschaft:

a+ 0 = a fir alle a.

Weiter existiert zu jedem Element a ein enigegengeseizies Element — a,
mit der Eigenschaft

—a-+a=290.

Sodann ist die Gleichung a 4+ x = b nicht nur 18sbar, sondern ein-
deutig losbar; ihre einzige Losung ist

x = —a-+b;

1 Eindeutige Losbarkeit wird nicht verlangt, folgt aber spater.
2 Man bezeichnet diese Gruppe als die additive Gruppe des Ringes.
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wir bezeichnen sie auch mit & — 4. Da man vermoége
a-—-b=a+4 (—0)
jede Differenz in eine Summe verwandeln kann, so gelten in diesem
Sinne auch fiir Differenzen dieselben Vertauschungsregeln wie fir
Summen, etwa
(a—0b —c=(@—c)—0b,
usw. Schlieflich ist — (—a) =4 und @ —a =0.

Zu den Assoziativgesetzen. Wie wir im Kap. 2, §6 sahen, kann
man auf Grund des Assoziativgesetzes fiir die Multiplikation die zu-
sammengesetzten Produkte

n

l1e, = a0, - - a,

definieren und ihre Haupteigenschaft
m+n

m n
]Iau'ﬂam+v:Hav
i »=1 1
beweisen. Ebenso kann man die Summen
n
?av:al"i—az—i— st —I-ﬂn

definieren und ihre Haupteigenschaft
m—+n

m n
Zau +2am+v:2av
1 rv=1 1

beweisen. Vermdge Ib kann man auch in einer Summe die Glieder
beliebig vertauschen, und dasselbe gilt in kommutativen Ringen auch
fiir Produkte.

Zu den Distributivgesetzen. Sobald das Kommutativgesetz der
Multiplikation gilt, ist IIIb natiirlich eine Folge von IIIa.

Aus IITa folgt durch vollstindige Induktion nach » sofort:

ab, +by+ -+ +0b,)=ab,+ab,+ -+ +abd,,
ebenso aus IIIb:
(@, +a,+ -+ +a)b=adbt+adb+ - +ayb.
Beide zusammen ergeben die ibliche Regel fiir die Multiplikation von
Summen:
@+ - +a)l,+ -+ +b,)
=ab, + - - +ab,

o
+a,b, + - +a,b,,
=2 Sab,
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Die Distributivgesetze gelten auch fir die Subtraktion; z. B. ist
ab—c) =ab—ac,
wie man aus
ab—c)+ac=ab—c+c)=ab
ersieht.
Insbesondere ist
a-0=a(@a—a)=a-a—a-a=0,

oder: Ein Produkt ist sicher dann Null, wenn ein Faktor es ist.

Die Umkehrung dieses Satzes braucht, wie wir spater an Beispielen

sehen werden, nicht zu gelten: Es kann vorkommen, daB

a-b=0, a0, b=+0.
In diesem Fall nennt man a und b Nullteiler, und zwar a einen linken,
b einen rechten Nullteiler. (In kommutativen Ringen fallen die beiden
Begriffe zusammen.) Es ist zweckmafig, auch die Null selbst als Null-
teiler zu betrachten. a heiBt also linker Nullteiler, wenn es ein & 4= 0
gibt, so daB ab =0 istL

Wenn es in einem Ring auBer der Null keine Nullteiler gibt, d. h.
wenn aus ab =0 stets a =0 oder b =0 folgt, so spricht man von
einem Ring ohne Nullteiler. Ist der Ring auBerdem kommutativ, so
wird er auch Integritdtsbereich genannt.

Beispiele: Alle anfangs genannten Beispiele (Ring der ganzen
Zahlen, der rationalen Zahlen usw.) sind Ringe ohne Nullteiler. Der
Ring der stetigen Funktionen im Intervall (— 1, -+ 1) hat Nullteiler;
denn setzt man

f =/f() =max(0,x),
g =g(x) =max (0, —»),
so ist 402 g+0, fg=0.
Aufgaben. 1. Die Zahlenpaare (2,, a,) (a,, a4, etwa rationale
Zahlen) mit
(@y, @) + (by, by) = (a, + by, a5 + by),
(@1, @) - (by, by) = (a1, ayby)
bilden einen Ring mit Nullteilern.
2. Es ist erlaubt, eine Gleichung ax = ay durch 4 zu kiirzen, falls
a kein linker Nullteiler ist. (Insbesondere kann man in einem Integritéts-
bereich durch jedes a 4 0 kiirzen.)
3. Man konstruiere, von einer beliebigen Abelschen Gruppe als

additiver Gruppe ausgehend, einen Ring, in dem das Produkt von je
zwei Elementen Null ist.

1 Angenommen, daB es im Ring iiberhaupt Elemente # 0 gibt.
2 f= 0 heiBt: f ist eine andere Funktion als die Null. Es soll nicht heiBen,
daB f nirgends den Wert Null annimmt.
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Einselement. Besitzt ein Ring ein links-Einselement e:
ex = x fir alle x,
und zugleich ein rechts-Einselement e:
xe = x fiir alle x,

so miissen beide gleich sein, wegen

e=cd =¢.
Ebenso ist dann jedes rechts-Einselement auch gleich e, ebenso jedes
links-Einselement. Man nennt dann e das Einselement schlechthin und
spricht von einem Ring mit Einselement. Oft wird das Einselement
mit 1 bezeichnet, obzwar es von der Zahl 1 zu unterscheiden ist.

Die ganzen Zahlen bilden einen Ring C mit Einselement, die geraden
Zahlen einen Ring ohne Einselement. Es gibt auch Ringe, wo zwar
ein oder mehrere rechts-Einselemente, aber kein links-Einselement
existiert, oder umgekehrt.

Inverses Element. Ist a ein beliebiges Element eines Rings mit
Einselement ¢, so versteht man unter einem Linksinversen von a ein
Element a{;' mit der Eigenschaft

—1l, —
g a=¢
und unter einem Rechisinversen ein ag' mit der Eigenschaft
—1 __
dﬂ(r) =¢e.

Besitzt ein Element a sowohl Links- wie auch Rechtsinverses, so sind
wiederum beide einander gleich wegen

ag' = ag' (aay’) = (ag'e) ag' = agy'
und daher auch jedes Rechts- sowie jedes Linksinverse von a gleich
diesem einen. Man sagt in diesem Fall: a besitzt ein inverses Element,
und bezeichnet das inverse Element mit a—1.

Potenzen und Vielfache. Wir sahen schon in Kap. II, daB man
auf Grund des Assoziativgesetzes die Potenzen 4" (» eine natiirliche
Zahl) fiir jedes Ringelement a definieren kann und daB die iiblichen
Regeln gelten:

ar.am = qr+m,
(1) (an)m = gnm,
(ad)» = and™,
letztere fir kommutative Ringe.

Hat der Ring ein Einselement und @ ein Inverses, so kann man
auch die nullte und negative Potenzen einfithren (Kap.2); die Regeln (1)
behalten ihre Giiltigkeit.

Ebenso kann man in der additiven Gruppe die Vielfachen

n-a (=a+a+ -+ a, mit # Gliedern)
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definieren und hat:

na +ma = (n+ m)a,
n-ma=nm-a,

n(a + b) = na + nb,
n-ab=mna-b=a-nb.

(2)

Setzt man wie bei Potenzen
(—mn)-a=—mna,

so gelten die Regeln (2) fiir alle ganzzahligen #» und m (positiv, negativ
oder Null).

Man hiite sich davor, den Ausdruck #-a als ein wirkliches Produkt
zweier Ringelemente aufzufassen; denn # ist im allgemeinen kein Ring-
element, sondern etwas von aullen Hinzukommendes: eine ganze Zahl.
Hat aber der Ring ein Einselement e, so kann man #na als wirkliches
Produkt schreiben, nimlich:

na =mn-ca =mne-a.

Aufgaben. 4. Ein linker Nullteiler besitzt kein Linksinverses, ein
rechter Nullteiler kein Rechtsinverses. Insbesondere besitzt die Null
weder Links- noch Rechtsinverses. Triviale Ausnahme: Der Ring be-

steht nur aus einem Element 0, das zugleich Einselement und sein
eigenes Inverses ist (,,Nullring®).

5. Man beweise fiir beliebige kommutative Ringe durch vollstin-
dige Induktion nach » den Binomialsatz:
(a _|_ b)”:a” + (’f)a"—lb + (721) an—2p2 _|_ .. + bn
wo (p) die ganze Zahl

n(w—1).--(n—k+4+1) n!
12k T (w— E)1E!

bedeutet.
6. In einem Ring mit genau # Elementen ist fiir jedes a:
nea =0.
[Vgl. §7, S. 27, unten.]

7. Ist @ mit b vertauschbar, d. h. ist ab = ba, so ist @ auch mit
— b, mit #b und mit 5-! vertauschbar. Ist 4 mit & und ¢ vertausch-
bar, so auch mit b + ¢ und mit be.

Korper. Ein Ring heillit Korper oder Rationalitiisbereich, wenn

a) er mindestens ein von Null verschiedenes Element enthilt,
b) die Gleichungen

ax =b,
& {

ya =
fiir a 4= 0 stets losbar sind.
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Genau wie bei Gruppen (Kap.2) beweist man aus a) und b):

c) die Existenz eines links-Einselements e. Man lose nidmlich fir
irgend ein a £ 0 die Gleichung xa = a und nenne die Losung e. Ist
nun b beliebig, so 16se man ax = b; es folgt

eb=c¢ax =ax="0.

Ebenso folgt die Existenz eines rechts-Einselements, also die E xistenz
eines Einselementes Uberhaupt.

Weiter folgt aus c) sofort:

d) die Existenz eines Linksinversen 4~! zu jedem a == 0
und ebenso die eines Rechtsinversen, also die Exisienz des inversen
Elements iiberhaupt.

Wie bei Gruppen zeigt man weiter, daBB awus ¢) und d) wmgekehrt b)
folgt.

Aufgabe. 8. Man fithre den Beweis durch.

Ein Korper hat keine Nullteiler; denn aus ab =0, a <= 0 folgt durch
Multiplikation mit 4~ sofort b = 0.

Die Gleichungen (3) sind eindeutig losbar; denn aus der Existenz
zweier Losungen x, x' etwa der ersten Gleichung wiirde folgen

ax =ax,
also durch Multiplikation mit a-! von links:
x =%,
Die Losungen von (3) lauten natiirlich:
x =a-1b,
y = ba-1,
Im kommutativen Fall wird a—1b = ba~1; man schreibt dafiir auch %

Die von Null verschiedenen Elemente eines Korpers bilden gegeniiber
der Multiplikation eine Gruppe: die multiplikative Gruppe des Korpers.

Ein Korper vereinigt also in sich zwei Gruppen: die multiplikative
und die additive. Die beiden sind durch die Distributivgesetze verkniipft.

Wir werden uns in den nichstfolgenden Kapiteln fast ausschlieBlich
mit kommutativen Korpern beschiftigen.

Beispiele. 1. Die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen, die kom-
plexen Zahlen bilden kommutative Korper.

2. Einen Korper aus nur zwei Elementen 0 und 1 konstruiert man
folgendermaBen : Man multipliziere die Elemente wie die Zahlen 0 und 1.
Fiir die Addition soll die 0 das Nullelement. sein:

0+0=0,0+4+1=14+0=1;

weiter sei 1 + 1= 0. Die Additionsregel ist dieselbe wie die Zusammen-
setzungsregel einer zyklischen Gruppe mit zwei Elementen (§ 7);
also gelten die Gesetze der Addition. Die Gesetze der Multiplikation
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gelten, weil sie fiir die gewShnlichen Zahlen 0 und 1 ja gelten. (Die

Multiplikation ist kommutativ.) Das erste Distributivgesetz beweist man

durch Aufzihlung aller Moglichkeiten: Sobald eine Null darin vor-

kommt, wird es trivial; also bleibt nur zu verifizieren
1.14+1)=1-1+1-1,

und das fithrt auf 0 = 0. SchlieBlich ist die Gleichung 1-x =a fir

jedes a losbar: die Losung lautet x = a.

Aufgaben. 9. Man konstruiere einen Kérper mit drei Elementen.
[Man diskutiere zuerst, welche Struktur die additive und die multipli-
kative Gruppe haben konnen.]

10. Ein Integrititsbereich mit endlichvielen Elementen ist ein Koér-
per. (Vgl. den entsprechenden Gruppensatz in Kap. 2, §6.)

Interessante Beispiele von Ringen liefern die hyperkomplexen Zahlensysteme,
von denen wir im II. Band noch ausfithrlicher reden werden. Man gehe aus von
einem kommutativen Ring K mit Einselement, z. B. von dem Ring der ganzen
oder der rationalen Zahlen, und bilde alle moglichen Reihen (o, ..., a,) von »

mit Nummern versehenen Elementen von K. Fiir diese Reihen, auch ,,Vektoren‘
genannt, wird eine Addition festgelegt durch:

(01 Ogse e vs ®n) 4 (Brs Bose v o5 Bn) = (01 + Brse s atn + Ba) -

Diese geniigt offensichtlich allen Gesetzen der Addition. Weiter wird eine
Multiplikation erklart, zunachst nicht fiir zwei Vektoren, sondern fiir ein Element
von K und einen Vektor:

7"(“1s°‘2,-~-, an) = (7/“1,7’0‘2,---,?%)-

Diese Multiplikation ist nach beiden Richtungen hin distributiv. Sodann
definiert man die ,,Basiselemente‘‘:

(1,0,...,0) =1,
0,1,...,0) =1,
0,0,...,1)=1,
und kann dann alle Vektoren eindeutig durch die Basiselemente ausdriicken:
(OC], Aoy ey op) == a1i1+ ST S T

Nun werde eine Multiplikation fiir die GroBen («y, ..., a,) definiert, und zwar
zunichst fiir die Basiselemente:

1y i!‘ =2 uty
v
(wo die #® Koeffizienten c}_’ Elemente von K sind); sodann fiir die ,,skalaren
Vielfachen* f¢; so, daB die Elemente 8 von K mit den 7, vertauschbar sind:
Biryiy=pyii,=3By .t
v

und schlieBlich fiir die Summen X, ¢, so, wie es die Distributivgesetze nahe-
legen:

(%7 “ﬂ'z) (%'ﬁy i,;) =§§ w3 Butsiy,
=2 (§§“zﬁu0§y) i,.
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DaB bei dieser Definition die beiden Distributivgesetze tatsichlich gelten,
ist leicht zu sehen. Damit nun auch das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation
gelte, geniigt es, daB dieses Gesetz fiir die Basiselemente gilt (aus denen sich ja
alle anderen linear zusammensetzen mit Koeffi), also daB

il (iﬂ zv) = (1}. Z,u) iv .
Das ist die einzige Bedingung, welche die Koeffizienten ¢} p 2u erfiillen haben,
damit die GréBen (o, . .., ®,) einen Ring bilden. Diese Gré8en nennt man, wenn

ihre Multiplikation durch Wahl der o";_ .. festgelegt ist, hyperkomplexe Zahlen, ihre
Gesamtheit ein hyperkomplexes System (englisch: a linear associative algebra).

Einen Spezialfall bildet die gewohnliche Definition der komplexen Zahlen
als Paare reeller Zahlen; hier ist » = 2, die Basiselemente heiBen 1, ¢ und die
Multiplikation wird durch

1.1=1, l.i=1,

1.1 =1, et =—1
festgelegt. Die Bezeichnung des ersten Basiselementes rechtfertigt sich dadurch,
daB die 1 tatsdchlich das Einselement des Ringes darstellt. Die Zahlen -1 werden
mit den reellen Zahlen a identifiziert (vgl. hierzu § 11, SchluB).

Ist K nicht der Kérper der reellen, sondern der der rationalen Zahlen, so
heiBen die komplexen Zahlen a+1 + b+: auch ,,Gaufsche Zahlen*; ist K der Ring
der ganzen Zahlen, so spricht man von ,,ganzen Gaupschen Zahlen'.

Aufgaben. 11. Man zeige, daB die GauBschen Zahlen einen Korper, die
ganzen GauBschen Zahlen einen Integrititsbereich bilden.

12. Die ,,Quaternionen® sind hyperkomplexe Zahlen mit 4 Basiselementen
1,4, &, I, von denen das erste Einselement sein soll, wihrend fiir die iibrigen die
Multiplikation durch

j]:kk=ll=—-l;

Tk =1; kj=—1;

kl=71; Ik =—7;

lj=Fk;, jl=—k.
Zu beweisen, daB die Quaternionen einen nichtkommutativen Kérper bilden,
wenn als Grundbereich K etwa der Korper der rationalen Zahlen genommen wird.

[Man beweise zundchst das Assoziativgesetz, sodann die Existenz des Inversen
mittels der Beziehung:

(@l 4+ b5+ ck+dl)(al —bj —ck — dl) = a® + b2+ 2+ d2.]
13. Das Assoziativgesetz ist stets erfiillt, wenn man fiir die 7, die Elemente

einer endlichen Gruppe nimmt. (Der so entstehende Ring heiBt ,,Gruppenring*’,
,,Gruppenalgebra‘ oder ,,System der Gruppenzahlen.)

§ 11. Homomorphie und Isomorphie.

Es seien &, & Systeme mit doppelter Komposition, und es sei &
auf & abgebildet, so daB jedem 2 aus & ein a aus & zugeordnet ist

und jedes z aus & umgekehrt mindestens einem & aus & zugeordnet
ist. Die Abbildung heifit ein Homomorphismus (oder mehrstufiger Iso-
morphismus), wenn aus 2 - 2 und b-> b immer folgt

a+b—=>a+b
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und

ab—>a-b.
© heiBt dann ein komomorphes Bild von ©. Zeichen: & ~ &.
Ist die Abbildung auBerdem eineindeutig, d.h. gehért jedes a zu
genau einem &, so heiit sie ein Isomorphismus (auch: 1-Isomorphismus

oder einstufiger Isomorphismus). Zeichen: & = S. Die Systeme &, &

heiBen dann 1-isomorph. Die Relation € =2 & ist reflexiv, transitiv und,
da die inverse Abbildung zu einem 1-Isomorphismus wieder ein 1-Iso-
morphismus ist, auch symmetrisch.

Das homomorphe Bild eines Ringes ist wieder ein Ring.

Beweis: Es sei R ein Ring, R ein System mit doppelter Kompo-

sition und % ~ R. Wir haben zu zeigen, daB R wieder ein Ring ist.
Der Beweis verlduft wie bei Gruppen (§9) folgendermaBen:

Sind a, b, ¢ irgend drei Elemente von R und will man irgend eine
Rechnungsregel beweisen, etwa a (b + ¢) = ab + ac, so sucht man zu
a, b, ¢ drei Urbilder 4, b, ¢. Da %R ein Ring ist, so ist a(b+¢) =ab+ac,
und daraus folgt wegen der Homomorphie a (b + ¢) = ab + ac. Ebenso
verfihrt man bei allen Assoziativ-, Kommutativ- und Distributiv-
gesetzen. Will man die Losbarkeit der Gleichung @ 4+ % = b beweisen,
so suche man wieder Urbilder a, b, 16se a -+ x = b und hat dann wegen
der Homomorphie a + x = b.

Dem Nullelement 0 von R und dem entgegengesetzien Element — a
wrgendeines Elements a entsprechen bei einer Homomorphie wieder Null-

element und entgegengesetztes Element in R. Hat R ein Einselement e,
so emtspricht diesem das Einselement in R.
Beweis wie bei Gruppen:

Aus a+0 =a folgt +0 =a;
aus —a+a=0 {folgt —a+4+a=0;
aus ae =a folgt ae =a.

Ist R kommutativ, so ist offenbar R es auch.

Ist R ein Integrititsbereich, so braucht ‘R es nicht zu sein, wie
wir spater sehen werden; auch kann % ein Integrititsbereich sein, ohne
daB R es ist. Ist aber die Abbildung l-isomorph, so iibertragen sich
selbstverstindlich alle algebraischen Eigenschaften von % auf ®. Dar-
aus folgt:

Das 1-isomorphe Bild eines Integrititsbereichs bzw. eines Kirpers ist
wieder ein Integrititsbereich bzw. ein Korper.

Ein an dieser Stelle fast trivial erscheinender Satz, der uns aber
in der Folge wichtige Dienste erweisen wird, ist der folgende:
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Es scien B und @' zwer zueinander fremde Ringe. & enthalte einen
zu R 1-isomorphen Unterring R'. Dann gibt es auch einen Ring © =~ &',
der R selbst umfapft.

Beweis: Wir werfen aus &' die Elemente von R’ hinaus und er-
setzen sie durch die ihnen im 1-Isomorphismus entsprechenden Elemente
von R. Wir definieren nun die Summen und Produkte fir die un-
ersetzten und ersetzten Elemente so, daB sie genau den Summen und
Produkten in &’ entsprechen. (Ist z. B. vor der Ersetzung a'd’ =¢’,
und wird &’ ersetzt durch 4, wihrend &’ und ¢’ durch die Ersetzung
unberiihrt bleiben, so definiere man: ab’=¢’.) In der Weise entsteht
aus @' ein Ring &=~ &’, der in der Tat R umfalt.

Aufgabe. Man beweise mit Hilfe dieses Satzes, dal man in
einem hyperkomplexen System mit Einselement e (§ 10, Schluf) den
Ring der Vielfachen ae¢ (x e K) durch den Grundbereich K selbst
ersetzen kann.

§ 12. Quotientenbildung.

Ist ein kommutativer Ring % in einen Korper £2 eingebettet?,
so kann man in £ aus den Elementen von %t Quotienten

—=abl=b"1a (b0
bilden. Fiir sie gelten die folgenden Rechnungsregeln:

[
= dann und nur dann, wenn ad = bc;

b a4

a c ad+bc
(1) T Y

a c __ac

27 T d

Zum Beweise iiberlege man sich, daB beide Seiten jedesmal nach
Multiplikation mit b4 dasselbe ergeben und daB aus bdx = bdy folgt
x =y

Man sieht also, daB die Quotienten —:—

bilden, den man den Quotientenkirper des kommutativen Ringes R
nennt. Weiter ersiecht man aus den Regeln (1), daB die Art, wie man
Briiche vergleicht, addiert und multipliziert, bekannt ist, sobald man
diese Operationen fiir ihre Zahler und Nenner, also fiir die Elemente
von R, ausfilhren kann. D. h. die Struktur des Quotientenkérpers P
ist durch die von R vollig bestimmt, oder: Quotientenkérper von 1-iso-
morphen Ringen sind 1-isomorph. Insbesondere sind je zwei Quotienten-

einen kommutativen Korper P

1 Q braucht nicht kommutativ zu sein.
2 Aus ab = ba folgt namlich ab-! = b~'a, indem man von links und von
rechts mit b~! multipliziert.
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korper eines einzigen Ringes stets l-isomorph, oder: Der Quotienten-
kirper P ist durch den Ring R bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd,
wenn es tberhaupt einen Quotientenkiorper zum Ring R gibt.

Wir fragen nun: Welche kommutativen Ringe besitzen einen Quo-
tientenkérper? Oder, was auf dasselbe hinauskommt, welche lassen sich
iberhaupt in einen Korper einbetten?

Damit ein Ring R in einen Korper eingebettet werden kann, ist
zunichst notwendig, daB es in R keine Nullteiler gibt; denn ein Korper
hat keine Nullteiler. Diese Bedingung ist nun im kommutativen Fall
auch hinreichend: Jeder Integrititsbereich R 1ift sich in einen Kirper
etnbetten.

Beweis: Wir kénnen von dem trivialen Fall, daB ® nur aus einem
Nullelement besteht, absehen. Wir betrachten die Menge aller Element-

paare (a, b), wo b & O ist. Diesen Paaren sollen nachher Briiche g-

zugeordnet werden.

Wir setzen (a, b) ~ (¢, d), wenn ad = bc. (Vgl. die fritheren For-
meln (1).) Die so definierte Relation ~ ist offenbar reflexiv und sym-
metrisch; sie ist auch transitiv, denn aus

(@, b) ~ (¢, d), (c, @) ~ (e ])
folgt
ad=bc, cf =de,
also
adf=bcf=bde,

also wegen d 4= 0 und der Kommutativitit von R:
af="be,
(a,8) ~ (e, f).

Die Relation ~ hat also alle Eigenschaften einer Aquivalenz-
relation; sie definiert somit nach Kap. 1, § 5 eine Klasseneinteilung fiir
die Paare (a, b), indem 4quivalente Paare zur selben Klasse gerechnet

werden. Die Klasse, in der (a, b) liegt, sei durch das Symbol % dar-

gestellt. Zufolge dieser Definition ist % = —;— dann und nur dann, wenn
(a, b) ~ (c, d), also wenn ad = bc.
Entsprechend der fritheren Formel (1) definieren wir nun Summe

und Produkt der neuen Symbole ~Z— durch:

a ¢ _ad+be

(2) '5'+7““ bd »
a ¢ ac
®) T 7T e
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Die Definitionen sind zulissig; denn erstens ist bd =0, wenn b <= 0
und 4 =+ 0, also sind £ db_; be und —Z%
die rechten Seiten unabhingig von der Wahl der Reprisentanten (a, )

und (¢, ) der Klassen 2 und —

erlaubte Symbole; zweitens sind

Ersetzt man nimlich in (2) 2 und b

b d’
durch a’ und %', wo
ab =ba,
so folgt
adb' =a'db,
adb +bch=adb+bch,
(@ad +bo)b'd= (a'd + b'c)bd,
also
ad+bc a'd -+ bc
bd  bvd
Ebenso:
ab =ba',
acb'd=a'cbd,
ac a’c
bd _ bd-

Entsprechendes gilt bei Ersetzung von (¢, d) durch (¢, d'), wo ¢d’ = d¢’
ist.

Man zeigt ohne Miihe, daB alle Korpereigenschaften erfiillt sind.
Das Assoziativgesetz der Addition z. B. ergibt sich so:

a c e\ __a cf+de adf+bcf+bde
“z;+<7+7)*7+ i baf ,
a c e_ad+bc e__udf+bcf+bde
<?+ﬂ+7*_m +7“ bdf ’

und alle anderen Gesetze dementsprechend.

Der konstruierte Korper ist offenbar kommutativ. Um zu erreichen,
daB er den Ring R umfalBt, miissen wir gewisse Briiche mit Elementen
von R identifizieren. Das geschieht folgendermaBen:

Wir ordnen dem Element ¢ alle Briiche c—bé zu, wo b == 0 ist. Diese
Briiche sind simtlich gleich:

b _ov

b b

Jedem Element ¢ wird also nur ez Bruch zugeordnet. Verschiedenen

Elementen ¢, ¢’ werden aber auch verschiedene Briiche zugeordnet;
denn aus

wegen (¢b)bd' =b(cd’).

cb Y

b b’

folgt
chbd' =bc'd
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oder wegen b+ 0, b’ 4 0, da man kiirzen kann:

c=/c.

Also sind den Elementen von R eineindeutig gewisse Briiche zugeordnet.
Ist ¢; + ¢, = ¢3 oder ¢y¢, =c¢3 in R, so folgt daraus fiir beliebige
by £ 0, b, += 0 und by = by b,:

€1by | Caby € bybyFcabyby  c3by
by by by by T by
bzw.
C1by Cpby  c1Cpb1 by 3
by by bby by
¢y by

Die zugeordneten Briiche = addieren und multiplizieren sich also
€
genau so wie die Ringelemente c¢;: sie bilden einen zu R isomorphen
. o3 .. b .
Bereich. Demnach kénnen wir die Briiche ib— durch die entsprechenden

Elemente ¢ ersetzen (§11, SchluB). Dadurch erreichen wir, daf der
Korper den Ring R umfalt.

Damit ist die Existenz eines umfassenden Korpers zu jedem Inte-
grititsbereich ® bewiesen. _

Die Mboglichkeit der Einbettung nichtkommutativer Ringe ohne
Nullteiler in einen sie umfassenden Kérper bildet ein ungelostes Problem,
aufler in ganz speziellen Fillen.

Die Quotientenbildung ist das erste Hilfsmittel, aus Ringen andere
Ringe (in casu Korper) zu bilden. Sie erzeugt z. B. aus dem Ring C
der gewohnlichen ganzen Zahlen den Korper I' der rationalen Zahlen.

Aufgabe. Man zeige, daBl jeder kommutative Ring R (mit oder
ohne Nullteiler) sich in einen ,,Quotientenring® einbetten liBt, be-

stehend aus allen Quotienten %, wo b alle Nichtnullteiler durchliuft.

Allgemeiner kann man & irgendeine Menge 9t von Nichtnullteilern
durchlaufen lassen, die zu je zwei Elementen 4,, b, auch das Produkt
b, b, enthilt, und bekommt so einen Quotientenring Hg,.

§ 13. Polynomringe.

Es sei R ein Ring. Wir bilden mit einem neuen, d.h. nicht zu R
gehorigen Symbol x die Ausdriicke

f (x) = 2 a, %,
wo iiber endlichviele verschiedene ganzzahlige v = 0 summiert wird,
und wo die ,,Koeffizienten* 2, dem Ring R angehéren; z. B.:

f(x) = agx® + az %3 + ag x5,
Diese Ausdriicke heilen Polynome; das Symbol x heifit eine Unbe-
stimmie. Eine Unbestimmte ist also nichts als ein Rechensymbol. Zwei

Polynome heiBen dann und nur dann gleich, wenn sie, abgesehen von
v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 4
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Gliedern mit dem Koeffizienten Null, die beliebig weggelassen oder
hingeschrieben werden diirfen, genau dieselben Glieder enthalten.

Wenn man nach den gewdhnlichen Regeln der Buchstabenrechnung
zwei Polynome f(x), g(x) addiert oder multipliziert, dabei x als ver-
tauschbar mit den Ringelementen betrachtet (x = xa) und die Glieder
mit derselben Potenz von x zusammenfaft, so kommt ein Polynom
> c,x” heraus. Im Falle der Addition ist
(]') C’V = a’l’ + b’V
(wobei a, = 0 oder b, =0 zu setzen ist, falls 4, oder b, fehlt), und im
Falle der Multiplikation ist
(2) C'V = 2 aﬂ b'[ *

o+T=9%
Durch die Formeln (1), (2) definieren wir nun Summe und Produkt
zweier Polynome! und behaupten:

Die Polynome bilden einen Ring. ;

Die Eigenschaften der Addition sind ohne weiteres klar, da diese
ja auf die Addition der Koeffizienten a,, b, zuriickgefithrt ist. Das
erste Distributivgesetz folgt aus

2 aa(bt'i— C‘t) = 2 uab1+ 2 g Cp s
otr=vw Gt+r=v» ot+r=9»
und entsprechend ergibt sich das zweite. Das Assoziativgesetz der
Multiplikation ergibt sich schlieflich aus

a2 bge) = 3 aybge,,

at+z=v B-ty=z at+B+y=2»
2 (2 abpe,= 3 a.bse,.
ety=» atf=¢ atpty=v

Man bezeichnet den aus R abgeleiteten Polynomring mit R[«].
Ist R kommutativ, so ist R[x] es auch.

1 Man konnte gegen die hier gegebene Definition der Polynome noch ein-
wenden, daB im Symbol

2ay
” .

das Summenzeichen benutzt wird, noch bevor die Addition definiert ist. Um diesem
Einwand zu begegnen, kann man zunéchst unter einem Polynom irgend ein ganz
neutrales Symbol verstehen, wie z. B.
(g, evevy A3, een, ay),
in dem gewisse Elemente von & mit Indices versehen vorkommen, und dann
Summe und Produkt durch (1) und (2) definieren. Fijhrt man dann nachher fiir
©,...,0,4a, 0,..) die andere Schreibweise a,s” ein, so wird (a,, ...,
n
ay, ..., a,) = Xa," nach der Summendefinition. Der Exponent und das Pro-
0

dukt in a,” sind rein symbolisch zu nehmen und bedeuten keine wirkliche
Multiplikation, da die Unbestimmte » und die Potenz x” vielleicht gar nicht dem
Polynomring R[+] angehoren (R kann ein Ring ohne Einselement sein!) und
die Multiplikation daher fiir diese GréBen nicht definiert ist.
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Der Grad eines von Null verschiedenen Polynoms ist die gréBte
Zahl v, fiir die a, == 0 ist. Dieses a, heiBt der Anfangskoeffizient oder
der hdchste Koeffizient.

Polynome vom nullten Grad haben die Form ayx° Diese Polynome
identifizieren wir mit den Elementen @, des Grundrings R, was erlaubt
ist, da sie sich genau so addieren und multiplizieren, mithin einen zum
Grundring R 1-isomorphes System bilden (vgl. § 11, SchluB). Der Poly-
nomring R[] umfaBt also R. .

Den Ubergang von R zu R[x] nennt man auch Adjunktion (und
zwar Ringadjunktion) einer Unbestimmien x.

Adjungiert man einem Ring R sukzessive die Unbestimmten x,,

.., %,, bildet also R{x;][x,]...[x,], so entsteht der Polynomring
R{xy, ..., x,], bestehend aus allen Summen

4
DI SN 2 I .

Schreibt man die Rechenregeln fiir diese Summen auf, so sieht man,
daB die Unbestimmten miteinander vertauschbar sind und daher der
entstehende Ring von der Reihenfolge der #» Adjunktionen unabhingig
ist. Man nennt R[x,,...,x,] einen Polynomring tn mehreren Unbe-
stimmiten.

Ist insbesondere R der Ring der ganzen Zahlen, so spricht man
von ganzzahligen Polynomen.

Der Nutzen der Polynome besteht im kommutativen Fall darin,
daB man fir die Unbestimmten x beliebige Ringelemente (aus R oder
aus einem kommutativen Ring, der R umfaBt) einsetzen kann, ohne
daB die Giiltigkeit der Relationen f + g = 4 und f-g = % zerstért wird.
Das ergibt sich daraus, daB wir 4 und % nach den gewodhnlichen Ge-
setzen der Buchstabenrechnung definiert haben; diese gelten ja auch,
wenn x durch ein Ringelement ersetzt wird!. Das Ringelement, das
aus f(x) durch die Einsetzung x = o entsteht, wird mit f(«) bezeichnet.
In dieser Bezeichnung werden die Polynome f(x) als ganze rationale
Funktionen der ,,Variablen'* x aufgefalit; dementsprechend bezeichnet
man die Elemente von %R auch als Konstante. Alles Gesagte gilt
natiirlich auch fir Polynome in mehreren Unbestimmten.

Bei den ganzzahligen Polynomen ohne konstantes Glied geht die
Einsetzungsmdoglichkeit noch weiter: man kann fiir x eine GréBe irgend
eines Ringes einsetzen, mag der Ring nun den der ganzen Zahlen um-
fassen oder nicht.

Ist R ein Integrititsbereich, so ist R[x] auch ein Integrititsbereich.

Beweis: Ist f(x) &= 0 und g(x) + 0 und ist a4, der hochste (von
Null verschiedene) Koeffizient in f(x) und ebenso & der hdochste

1 Im nichtkommutativen Fall gilt das nicht, da wir x als vertauschbar mit
den Elementen von R angenommen haben. Man hiite sich vor Irrtimern!

4%
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Koeffizient in g (#), so ist a,bs 4 0 der Koeffizient von 2*+# in f(x)-g(x);
daher ist f(x)-g(x) 4= 0. Also sind keine Nullteiler vorhanden.

Aus dem Beweis ergibt sich noch der

Zusatz: Ist R ein Integrititsbereich, so ist der Grad von f(x)-g(x)
die Summe der Gradzahlen von f(x) und g(x).

Fiir Polynome von # Verinderlichen ergibt sich durch vollstindige
Induktion unmittelbar:

Ist R ein Integrititsbereich, so ist auch R(x,, ..., x,] esn Integritits-
bereich.

Unter dem Grad eines Gliedes a,, . ,, 23" . . . 43 versteht man die Summe
der Exponenten 3 «;. Unter dem Grad eines nichtverschwindenden
Polynoms versteht man den groften der Grade der von Null ver-
schiedenen Glieder. Ein Polynom heilit komogen oder eine Form, wenn
alle Glieder den gleichen Grad haben. Produkte von homogenen Poly-
nomen sind wieder homogen, und der Grad des Produkts ist, falls #
ein Integritdtsbereich, gleich der Summe der Gradzahlen der Faktoren.

Inhomogene Polynome lassen sich (eindeutig) als Summen von
homogenen Bestandteilen verschiedenen Grades schreiben. Multipliziert
man zwei solche Polynome f, g von den Gradzahlen m, n, so ist das
Produkt der homogenen Bestandteile héchsten Grades, im Fall eines
Integritatsbereichs R, eine nichtverschwindende Form vom Grade m 4 #.
Alle iibrigen Bestandteile von f-g haben niedrigeren Grad; daher ist
der Grad von f-g wieder m -+ n. Der obige Gradsatz (,,Zusatz‘’) gilt
demnach auch fiir Polynome in beliebig vielen Unbestimmten.

Ist R ein Ring mit Einselement (der wichtigste und interessanteste
Fall), so enthilt der Polynomring R[x] insbesondere das Element 1zx,
das kurz mit x bezeichnet wird. Seine Potenzen x” sind

¥=(1%)"=1%"=1%"
und das Produkt a,-x” ist:
(a,2% (12") = a, %",
also werden die in der Definition des Polynoms 3!a,2” vorkommenden
,,symbolischen‘ Potenzen und Produkte jetzt wirkliche Potenzen und
Produkte von Polynomen.

Der Divisionsalgorithmus. Ist R ein Ring mit Einselement 1,
ist weiter

gx) =, 5"
ein Polynom, dessen héchster Koeffizient ¢, = 1 ist, und
fx) =3a,x

ein beliebiges Polynom von einem Grade m =%, so kann man den
hochsten Koeffizienten a,, zum Verschwinden bringen, indem man von
{ ein Vielfaches von g, nimlich a,,x™-"g, subtrahiert. Ist sodann der
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Grad noch immer = #, so kann man wieder den hochsten Koeffizienten
zum Verschwinden bringen, indem man nochmals ein Vielfaches von
g subtrahiert. So fortfahrend, driickt man schlieflich den Grad des
Restes unter # hinab und hat:

3) f—qg=r,

wo 7 einen kleineren Grad als g hat oder Null ist. Dieses Verfahren
nennt man den Divisionsalgorithmus.

Ist insbesondere ® ein Kérper und g = 0, so ist die Voraussetzung
¢, = 1 iiberfliissig; denn dann kann man nétigenfalls ¢ mit ¢, ! multi-
plizieren und so erzwingen, daBl der hochste Koeffizient Eins wird.

Aufgabe. Sind #, y, ... unendlichviele Symbole, so kann man die
Gesamtheit aller f-Polynome in diesen Unbestimmten betrachten. Jedes
Polynom darf aber nur endlichviele dieser Unbestimmten enthalten.
Man beweise, dal auch der so definierte Bereich ein Ring bzw. Integri-
tiatsbereich ist, sobald R einer ist.

§ 14. Ideale. Restklassenringe.

Es sei p ein Ring.

Damit eine Untermenge von o wieder ein Ring (Unterring von o)
ist, ist notwendig und hinreichend, daB sie

1. eine Untergruppe der additiven Gruppe ist, m. a. W. zu @ und b
auch a — b enthalt' (Moduleigenschaft),

2. zu a und b auch ab enthilt.

Unter den Unterringen spielen nun einige, die wir Ideale nennen,
eine Sonderrolle, analog den Normalteilern in der Gruppentheorie.

Eine nichtleere Untermenge m von o heit Ideal und zwar Rechis-
ideal, wenn

1. aus a €m und b €m folgt a — b €m (Moduleigenschaft),

2. aus a €m, 7 beliebig in o folgt ar €m. In Worten: der Modul
m soll zu jedem a auch alle ,,Rechisvielfachen’ a-r enthalten.

Ebenso heifit ein Modul m Linksideal, wenn aus a € m fiir be-
liebiges 7 aus o folgt 7a € m.

SchlieBlich heilt m zweiseitiges Ideal, wenn m sowohl Links- als
auch Rechtsideal ist.

Fiir kommutative Ringe fallen alle drei Begriffe zusammen, und
man redet von Idealen schlechthin. In diesem Paragraphen wird weiter-
hin o als kommutativer Ring vorausgesetzt. Ideale werden immer mit
kleinen deutschen Buchstaben bezeichnet.

Beispiele von Idealen:

1. Das Nullideal, das aus dem Nullelement allein besteht.

1 Hieraus folgt schon, daB die Menge auch die Null und alle Summen a + b
enthalt; vgl. §7.
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2. Das Einhertsideal o, das alle GréBen des Ringes umfaBt.
3. Das von einem Element a erzeugte Ideal (a), das aus allen Aus-
driicken der Gestalt

ra 4+ na (r €0, n eine ganze Zahl)

besteht. Dal} diese Menge stets ein Ideal ist, sieht man leicht ein: Die
Differenz zweier solcher Ausdriicke hat offenbar wieder dieselbe Ge-
stalt, und ein beliebiges Vielfaches hat die Form

s-(ra+ na) = (s + ns)-a,

also die Form #'a oder 7'a + 0-a.

Das Ideal (a) ist offenbar das kleinste (am wenigsten umfassende)
Ideal, das a enthilt; denn jedes solche Ideal muf3 mindestens alle Viel-
fachen 74 und alle Summen -+ }a = na enthalten, also auch alle
Summen 7a + na. Das Ideal (a) kann also auch definiert werden als
der Durchschnitt aller Ideale, die a als Element enthalten.

Hat der Ring o ein Einselement e, so kann man fiir 7a + na auch
ra 4 nea = (r 4 ne)a = r'a schreiben; also besteht in diesem Falle (a)
aus allen gewohnlichen Vielfachen ra. So besteht z. B. das Ideal (2)
im Ring der ganzen Zahlen aus den geraden Zahlen.

Ein von einem Element a erzeugtes Ideal (a) heiBt Hauptideal.
Das Nullideal (0) ist immer Hauptideal; das Einheitsideal p ist es auch,
falls o ein Einheitselement e besitzt, es ist dann nimlich p = (e).

4. Das von mehreren Elementen a,, ..., 4, erzeugte Ideal kann
ebenso definiert werden als Gesamtheit aller Summen der Gestalt

2ria;+ 3 na;

(bzw., wenn p ein Einheitselement hat, 3'7;4;) oder als Durchschnitt
aller Ideale von p, welche die Elemente a4, ..., 4, enthalten. Das
Ideal wird mit (a,, ..., a,) bezeichnet, und man sagt, daB 4, ..., 4,
eine Idealbasis bilden.

5. Ebenso kann man das von einer unendlichen Menge IR erzeugte
Ideal (M) definieren; es ist die Gesamtheit aller endlichen Summen
der Gestalt

Sria;+ 3 n;a; (@, €M, 7,€0, n; ganze Zahlen).

Restklassen. Ein Ideal m in o definiert, weil es Untergruppe der
additiven Gruppe ist, eine Einteilung von o in Nebenklassen oder Rest-
klassen nach m. Zwei Elemente a, b heiBen kongruent mach m oder
kongruent modulo m, wenn sie derselben Restklasse angehéren, d. h.
wenn a — b € m ist. Zeichen:

a = b (mod m)
oder kurz
a=b(m).
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Fiir ,,a nicht kongruent b* schreibt man a==b.

Ist m speziell ein Hauptideal (m), so wire statt @ = b(m) auch
a=1b((m)) zu schreiben. In diesem Falle spart man indessen lieber
ein Klammerpaar und schreibt einfach a = b (m).

Beispielsweise kommt man so auf die gewchnliche Kongruenz nach
einer ganzen Zahl: a = b(n) (sprich: a kongruent  modulo #) bedeutet,
daB @ — b zu (n) gehért, d. h. ein Vielfaches von # ist.

Das Rechnen mit Kongruenzen. Eine Kongruenz a = b nach
einem Ideal m bleibt offensichtlich giiltig, wenn man dasselbe Element ¢
zu beiden Seiten addiert, oder wenn man beide Seiten mit ¢ multipliziert.
Daraus folgt weiter: Ist a = 4’ und b = b’, so ist

a+b=a+b=da4+V,
ab=ab=db,

man darf also Kongruenzen zueinander addieren und miteinander multi-

plizieren.
Auch mit einer gewdhnlichen ganzen Zahl » darf man beide Seiten
einer Kongruenz multiplizieren. Im Falle # = —1 ergibt sich insbeson-

dere durch Kombination mit dem Vorigen, daB man Kongruenzen von-
einander subtrahieren darf.

Man rechnet also mit Kongruenzen ganz wie mit Gleichungen. Nur
kiirzen darf man im allgemeinen nicht: im Bereich der ganzen Zahlen
ist z. B.

aber trotzdem 3 ==0 (6) ist, kann man nicht auf 5 = 1 (6) schlieBen.

Aufgaben. 1. Man zeige, daB man im Ring der ganzen Zahlen die
Restklassen nach einem Ideal () (m > 0) durch die Zahlen0,1,...,m —1
reprisentieren, also mit &,, &, . . ., ®,,—1 bezeichnen kann.

2. Welches Ideal erzeugen die Zahlen 10 und 13 zusammen im Ring
der ganzen Zahlen ?

3. Was heiBit a =0 (0)?

4. Alle Vielfachen 7a eines Elements a bilden ein Ideal oa. Man
mache sich am Ring der geraden Zahlen klar, daf3 dieses Ideal nicht
notwendig mit dem Hauptideal () iibereinstimmt.

5. Man definiere auch fiir nichtkommutative Ringe das von einer
beliebigen Menge erzeugte Rechtsideal bzw. Linksideal bzw. zweiseitige
Ideal.

6. Welche Operationen mit Kongruenzen sind in nichtkommutativen
Ringen erlaubt ?

Die Ideale stehen in derselben Beziehung zum Begriff der Ring-
homomorphie wie die Normalteiler zu dem der Gruppenhomomorphie.
Gehen wir vom Homomorphiebegriff aus!
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Ein Homomorphismus o ~ p zweier Ringe definiert eine Klassen-
einteilung des Ringes p: eine Klasse §, wird gebildet von allen Ele-
menten a, die dasselbe Bild 4 haben. Diese Klasseneinteilung kénnen
wir nun aber genauer charakterisieren:

Die Klasse n von v, der bei dem Homomorphismus o ~ o das Null-
element entspricht, ist ein Ideal in o, und die tbrigen Klassen sind die
Restklassen dieses Ideals.

Beweis: Zunichst ist n ein Modul. Denn wenn 4 und b beim Homo-
morphismus in Null iibergehen, so geht auch — & in Null iiber, also
auch die Differenz @ — b; mit ¢ und b gehort also auch ¢ — & der
Klasse n an.

n ist Ideal; denn wenn @ in Null ibergeht und 7 beliebig ist, so
geht 7a in 7-0 = 0 iber, gehort also wieder zu n. (Im nichtkommutativen
Fall ist n sogar ein zweiseitiges Ideal.)

Die Elemente @ + ¢ (c €n) einer Restklasse nach n, deren Re-
prasentant das Element « ist, gehen iber in & + 0, also in a, gehéren
also alle einer Klasse &, an. Wenn umgekehrt ein Element b in @ iiber-
geht, so geht b — 4 in @ — a = 0 {iber; also ist b — a €1, und b liegt
in derselben Restklasse wie a. Damit ist alles bewiesen.

So gehort also zu jedem Homomorphismus ein Ideal.

Wir kehren nun den Zusammenhang um: wir gehen von einem
Ideal m in o aus und fragen, 0b es einen zu o homomorphen Ring v gibe,
so daf den Restklassen nach m genaw die Elemente von o entsprechen.

Um einen solchen Ring zu konstruieren, verfahren wir wie in Kap. 2,
§9: wir wihlen als Elemente des zu konstruierenden Rings einfach
die Restklassen nach m, bezeichnen die Restklasse a -+ m mit & und
versuchen, eine Addition und eine Multiplikation fiir sie zu definieren,
so daB die Zuordnung a — @ ein Homomorphismus ist. Wir miissen

also zu je zwei Restklassen a, b eine Summenklasse @ 4 b und eine
Produktklasse z-b zu bestimmen versuchen, so daB3 alle Summen der

Elemente von @ mit denen von b in der Summenklasse, alle Produkte
in der Produktklasse liegen.

Es sei also a irgend ein Element von &, b eins von b. Wir definieren

versuchsweise a —|—?) als die Klasse, in welcher a + b liegt, und a-b
als die Klasse, in welcher a-b liegt. Ist a’ = a irgend ein anderes Element

von z und & = b eins von b, so ist nach dem vorigen
a+b=a-+0b,
a-V=a-b;!
daher liegt a’ 4 b’ in derselben Restklasse wie a4 -+ b, ebenso a’:b’
in derselben wie a-b. Unsere Definition von Summen- und Produkt-

1 Alle Kongruenzen natiirlich modulo m.
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klasse ist also unabhingig von der Wahl der Elemente 4, b innerhalb
a, b. Diese Klassen a + b, a-b haben aber in der Tat die verlangten
Eigenschaften, daB jede Summe a’ 4 b’ in der Summenklasse @ + b

und jedes Produkt a’-% in der Produktklasse a-b liegt.
Jedem Element a entspricht eine Restklasse @, und diese Zuordnung

ist homomorph, da der Summe & 4 b die Summe a + b und dem Pro-

dukt ab ebenso ab entspricht. Also bilden die Restklassen einen Ring
(§ 11). Diesen Ring bezeichnen wir als den Restklassenring o/m von o
nach dem Ideal m oder von o modulo m. Der Ring p ist auf o/m mittels
des angegebenen Zuordnungsverfahrens homomorph abgebildet. Das
Ideal m spielt bei diesem Homomorphismus genau die Rolle des obigen 1;
es ist ja identisch mit der Menge aller Elemente, deren Restklasse die
Nullklasse ist.

Wir sehen hier die prinzipielle Wichtigkeit der Ideale: sie ermog-
lichen die Konstruktion homomorpher Ringe zu einem vorgegebenen
Ring. Elemente eines solchen neuen Rings sind die Restklassen nach
einem Ideal: jedem Element a ist eine Restklasse @ zugeordnet. Zwei
Restklassen werden multipliziert oder addiert, indem man irgend zwei
Reprisentanten aus diesen Restklassen multipliziert oder addiert. Aus

a=1b folgt a =>=; die Kongruenzen werden also durch Ubergang zum
Restklassenring in Gleichheiten verwandelt, und dem Rechnen mit Kon-
gruenzen in o entspricht das Rechnen wmit Gleichungen in ofm.

Die hier konstruierten speziellen mit p homomorphen Ringe: die
Restklassenringe p/m, erschépfen nun im wesentlichen alle zu o homo-
morphen Ringe. Ist ndmlich o ein beliebiges homomorphes Abbild
von p, so sahen wir, da3 den Elementen von p umkehrbar eindeutig
die Restklassen nach einem Ideal n in p entsprechen. Der Restklasse
R, entspricht das Element 2 in 0. Summe und Produkt zweier Rest-
klassen ®,, &, werden gegeben durch &,,, bzw. &,,; ihnen entsprechen
also die Elemente

=a-+ b

SN

a+
und
=ab.

S

Also ist die Zuordnung der Restklassen zu den Elementen von o ein
Isomorphismus. Damit ist bewiesen:

Jeder zu o homomorphe Ring 0 ist isomorph einem Restklassenring
o/n. Dabei ist nw das Ideal derjenigen Elemente, deven Bild in o die Null
ist. Umgekehrt ist jeder Restklassenring o/n ein homomorphes Bild von o.
(Homomorphiesatz fiir Ringe.)

Beispiele zum Restklassenring. Im Ring der ganzen Zahlen
kann man (vgl. Aufgabe 1) die Restklassen nach einer positiven Zahl m
mit &, &, ..., &, bezeichnen, wo &, aus denjenigen Zahlen be-
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steht, die bei Division durch m den Rest a lassen. Um zwei Rest-
klassen &,, &, zu addieren oder zu multiplizieren, addiere bzw. multi-
pliziere man ihre Reprisentanten a, # und reduziere das Ergebnis auf
seinen kleinsten nicht negativen Rest nach .

Aufgaben. 7. Der Restklassenring o/m kann Nullteiler haben, auch
wenn o keine hat. Beispiele im Ring der ganzen Zahlen?

8. Die Homomorphie o ~ o ist dann und nur dann eine 1-Isomorphie,
wenn n = (0) ist.

9. In einem Korper gibt es keine Ideale auBer dem Nullideal und
dem Einheitsideal. Beweis ? Was folgt daraus fiir die méglichen homo-
morphen Abbildungen eines Korpers ?

10. Bei nichtkommutativen Ringen wird ein homomorphes Abbild
immer von einem zweiseitigen Ideal vermittelt, und jedes zweiseitige
Ideal besitzt auch tatsichlich einen Restklassenring.

11. Der Ring der ganzen GauBschen Zahlen a + b¢ (§ 10, SchluB)
ist isomorph dem Restklassenring nach dem Ideal (x2 + 1) im ganz-
zahligen Polynombereich der Unbestimmten x.

§ 15. Teilbarkeit. Primideale.

Es sei b ein Ideal (oder allgemeiner ein Modul) im Ring p. Ist «
Element von b, so kann man dafiir auch schreiben a = 0(b), und man
nennt a feilbar durch das Ideal . Sind alle Elemente eines Ideals (oder
Moduls) a teilbar durch b, so nennt man a Zeilbar durch b ; das bedeutet
aber nichts anderes, als dal a Untermenge von b ist. Zeichen:

a=0(b).

Man nennt b einen Teiler von a, a ein Vielfaches von b. Also: teilen
= umfassen, Vielfaches = Untermenge. Ist auBerdem a 4 b, also a Cb,
so heiBt b ein echter Teiler von a, a ein echies Vielfaches von b,

Bei Hauptidealen in kommutativen Ringen mit Einselement be-
deutet (4) == 0((d)) nichts anderes als @ = 7b, und der idealtheoretische
Teilbarkeitsbegritff geht in den gewdhnlichen iiber.

Von jetzt an seien wieder alle betrachteten Ringe kommutativ.

Unter einem Primideal in p versteht man ein solches Ideal p, dessen
Restklassenring o/p ein Integrititsbereich ist, d.h. keine Nullteiler
besitzt.

Bezeichnet man Restklassen nach p wie frither mit Querstrichen,
so soll also

aus ab =0 und a + 0 folgen b = 0.

Oder, was auf dasselbe hinauskommt, es soll aus

ab=0(p),

a==0(p)
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folgen
b=0(p),

fiir beliebige @ und b aus o; in Worten: Ein Produkt soll nur dann
durch das Ideal p teilbar sein, wenn ein Faktor es ist.

Klar ist: Das Einheitsideal ist stets prim. Denn die Voraussetzung
a == 0(o) ist niemals erfiillbar. — Das Nullideal ist dann und nur dann
prim, wenn der Ring o selbst ein Integrititsbereich ist. Weitere Beispiele
von Primidealen sind die von den Primzahlen erzeugten Hauptideale
im Ring C der ganzen Zahlen, wie wir spiter sehen werden.

Ein Ideal in o heiBt teilerlos, wenn es von keinem anderen Ideal in o
auBer von o selbst umfaBt wird, m. a. W., wenn es keine echten Teiler
aufer dem Einheitsideal o besitzt. (Die eben genannten Prim-Haupt-
ideale (p) in C sind z. B. teilerlos.)

Jedes von v verschiedene teilerlose Ideal p in einem Ring o mit Eins-
element ist prim, und der Restklassenring ofp ist ein Korper. Ist um-
gekehrt ofp esm Korper, so ist p teilerlos.

Beweis: Wir wollen im Restklassenring die Gleichung x a = b fiir
a & 0 16sen. Es sei also a==0(p) und b beliebig. p und a zusammen
erzeugen ein Ideal, welches Teiler von p und (weil es a enthilt) sogar
echter Teiler von p ist, also = o sein muf3. Daher 148t sich das beliebige
Element b von p schreiben in der Form

b=p+ra (pEp, r€0).
Daraus folgt vermoge der Homomorphie von o zum Restklassenring:
b=ra,
womit die Gleichung %@ = b gelost ist.
Der Restklassenring ist also ein Kérper. Da ein Kérper keine Null-
teiler hat, so ist das Ideal p prim.

Ist umgekehrt o/p ein Kérper, a ein echter Teiler von p, a ein
Element von a, das nicht zu p gehért, so ist die Kongruenz

az = b/(p)

fir jedes b aus o losbar. Es folgt
azx = b(a),
0=b(a),

also, da b jedes Element von o sein kann, a = p.

DaB nicht umgekehrt jedes Primideal teilerlos ist, zeigt das Beispiel
des Nullideals im Ring der ganzen Zahlen oder weniger trivial das
Ideal (x) im ganzzahligen Polynombereich C[x], welches u. a. das Ideal
(2, x) als echten Teiler besitzt. Beide Ideale (x) und (2, x) sind, wie
man leicht feststellt, Primideale.

Aufgaben. 1. Man fithre den Beweis der letzten Behauptung durch.
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2. Man diskutiere die Restklassenringe der Ideale (2) und (3) im
Ring der ganzen Zahlen und zeige, dal diese Ideale prim sind.

3. Dasselbe fiir die Ideale (3) und (1 4 ¢) im Ring der ganzen
GauBschen Zahlen (§10, Schlufl). Ist das Ideal (2) hier prim?

G. G. T. und K. G. V. Das von der Vereinigung von zwei Idealen a, b
erzeugte Ideal (a, b) wird auch als der grifte gemeinsame Teiler (G. G. T.)
dieser Ideale bezeichnet, weil es ein gemeinsamer Teiler ist, den jeder
gemeinsame Teiler teilt. Weiter bezeichnet man es auch als die Summe
der beiden Ideale, weil es offenbar aus allen Summen a -+ b besteht,
wo a€a, bED ist.

In derselben Weise bezeichnet man den Durchschnitt a N\b zweier
Ideale a, b auch als deren kleinstes gemeinsames Vielfaches (K. G.V.),
weil er ein gemeinsames Vielfaches ist und jedes andere gemeinsame
Vielfache durch ihn teilbar ist.

‘ § 16. Hauptidealringe.

Satz. Im Ring C der ganzen Zahlen ist jedes Ideal Hauptideal.

Beweis: Es sei a ein Ideal in C. Ist a = (0), so ist man fertig. Ent-
hilt a noch eine Zahl ¢ <= 0, so enthilt a auch die Zahl — ¢, und eine
dieser beiden Zahlen ist positiv. Es sei @ die kleinste positive Zahl
im Ideal a.

Ist nun b irgend eine Zahl des Ideals und r der Rest, den & bei
Division durch a 14Bt, so ist

b=gqga-+tr, 0sr<a.

Da b und 4 dem Ideal angehoren, tut es auch b —ga =v. Dar <a
ist, muB = 0 sein; denn a war die kleinste positive Zahl des Ideals.
Also folgt b = ga; d. h. alle Zahlen des Ideals a sind Vielfache von a.
Daraus folgt a = (a); also ist a Hauptideal.

Genau so beweist man:

Ist P ein Korper, so ist im Polynombereich P[x] jedes Ideal Hauptideal.

Man kann ndmlich wieder a 4 (0) annehmen. Fiir a wéhle man ein
Polynom Kkleinsten Grades im Ideal a. Da auch im Polynombereich ein
Divisionsalgorithmus existiert, kann man jedes Polynom & des Ideals
in der Gestalt

b=gqa—+7r

annehmen; der Grad von 7 ist, falls == 0, kleiner als der von a, usw.

Ein Integritdtsbereich mit Einselement, in dem jedes Ideal Haupt-
ideal ist, heiBt ein Hauptidealring. Wie eben bewiesen, ist der Ring C
der ganzen Zahlen, sowie jeder Polynomring P[#], ein Hauptidealring®.

1 Eine elementare Untersuchung iiber die Bedingungen, die ein Integritats-
bereich zu erfiillen hat, damit jedes Ideal in ihm Hauptideal sei, gibt H. HASSE
in Crelles J. f. Math. Bd. 159, S.3—12. 1928.
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In trivialer Weise ist ferner jeder Korper ein Hauptidealring. Denn
wenn ein Ideal a im Kérper P nicht das Nullideal ist, enthilt es zu
einem beliebigen @ 4= 0 auch a~la =1; also ist a = (1) das einzige
Ideal auBler dem Nullideal. (Vgl. §14, Aufg.9.)

In Hauptidealringen ist der G. G.T. zweier Hauptideale (a), (b)
wieder ein Hauptideal (4); in diesem Fall gibt es also sogar ein Element
d, das die Eigenschaften des gréBten gemeinsamen Teilers hat (ndm-
lich die Eigenschaften, selbst Teiler von 4 und & zu sein und von jedem
gemeinsamen Teiler geteilt zu werden). AuBerdem aber 148t sich d,
wie jedes Element des Ideals (a, b), in der Gestalt
1) d=ra+ sb
darstellen. Also: In einem Hauptidealring besitzen je zwei Elemente a, b
einen groften gemeinsamen Teiler d, der sich in der Gestalt (1) darstellen
lapt. Das gilt insbesondere fiir den Ring der ganzen Zahlen und fiir
den Ring der Polynome einer Verdnderlichen mit Koeffizienten aus
einem Korper. — Man schreibt oft, unter Weglassung der Klammer um
d, (a, b) = d. Diese Relation ist also den drei Relationen

d=ra+ sb,
a=gd,
b =hd

gleichwertig. Ist in diesem Sinne der G. G.T. gleich 1, so heiflen
a und b zueinander teilerfremd oder relativprim.

Aufgaben. 1. Die Relation (4, b) = d bleibt bestehen bei Erweiterung
des Ringes p zu irgend einem umfassenden Ring o.

2. Um den gréBten gemeinsamen Teiler zweier Polynome f, (%), f, ()
oder zweier ganzen Zahlen f,, f, wirklich zu berechnen, kann man das
Verfahren der ,,sukzessiven Divisionen‘‘ einschlagen:

ho=ah+1,
h=qafs + 15,

f s—1 — 95]‘ s
Man zeige, dafl dieses Verfahren wirklich zum gréBten gemeinsamen
Teiler fithrt, und gebe damit einen zweiten direkten (konstruktiven)
Beweis fiir den obigen Satz vom gréBten gemeinsamen Teiler fiir die
speziellen Ringe C und P[«x]. (Man nennt das Verfahren den ,,eukli-
dischen Algorithmus*.)

3. Jedes Element a der Ordnung 7-s in einer Gruppe & ist Produkt
aus einem eindeutig bestimmten Element 4** der Ordnung s und einem
eindeutig bestimmten Element a#¢ der Ordnung 7, vorausgesetzt, daB
die Zahlen 7 und s teilerfremd sind:

(r,s) =1.
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4. Eine zyklische Gruppe der Ordnung # mit dem erzeugenden Ele-
ment ¢ hat als Erzeugende alle Potenzen a*, wo (u, #) =1 ist.

Weiteres Beispiel eines Hauptidealringes. Wir betrachten den Ring
der ganzen GauBschen Zahlen a + b7 (§ 10, SchluB).

Aus der Produktdefinition

(@ + bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (ad 4 bc)i
folgt, wenn man die ,,.Norm‘ einer Zahl o = a + b7 definiert durch
N(x) = (a + bi) (@ — bi) = a® 4 b2,

leicht die Gleichung
) N («f) = N(x) N (§).
Die Norm N (x) ist eine gewohnliche ganze Zahl, die (als Summe zweier Qua-
drate) nur dann verschwindet, wenn o selbst verschwindet, und sonst positiv ist.

Aus (2) folgt, daB ein Produkt «f nur dann verschwindet, wenn o oder f ver-

schwindet; wir befinden uns also in einem Integritatsbereich.
. . a—b1
Nach §12 existiert ein Quotientenkérper. Ista =a + b7 F 0, soist a1 = W ;
o«

. . a b
die Zahlen des Quotientenkorpers lassen sich also in der Gestalt ” + -;z' dar-

stellen (a, b, » ganze Zahlen). Diese ,,gebrochenen Zahlen bilden den ,,GauB-
schen Zahlkérper* (§ 10, Aufg. 11). Die Normdefinition und die Gleichung (2)
bleiben fiir die Elemente dieses Kérpers wortlich erhalten.

Um zu einem Divisionsalgorithmus zu kommen, stellen wir uns die Aufgabe,
zu gegebenem « und B % 0 eine Zahl « — Af zu finden, die eine kleinere Norm
als 8 hat. Zunichst bestimme man eine gebrochene Zahl A’ = a’ + b’¢, so daB
o« — A = 0 ist; sodann ersetze man a’ und b’ durch die nichstliegenden ganzen
Zahlen a und b und setze A = a + bi, I’ — A = ¢. Dann folgt:

a—A=a—NB+ef=¢f,

N(e— ) =N(N(f),

NE=NF¥—-2)=@—-a+ ¢ -0+ ) <1,
N(@—20)<N(@ -
Damit ist ein ,,Divisionsalgorithmus‘‘ gefunden. Wie vorhin im Bereich der ganzen
Zahlen und im Polynombereich zeigt man nun, da8 jedes Ideal Hauptideal ist.

Aufgaben. 5. In derselben Weise behandle man den Ring der
Zahlen a 4+ bp, der als hyperkomplexes System in bezug auf den Ring
der ganzen Zahlen durch die Basiselemente 1, o und die Rechnungsregel

?=—0—1
definiert wird. Ebenso die Ringe der Zahlen a 4 b ]/E; a+b ]/— 2.

Warum versagt die Methode bei a 4 b ]/:-_3 und a + b ]/rg? Ist
das Ideal (2, 1+ 1/ — 3) im erstgenannten Ring Hauptideal?

§ 17. Faktorzerlegung.

Wir betrachten in diesem Paragraphen nur Integrititsbereiche mit
Einselement. Zunichst wollen wir untersuchen, was wir in diesen Be-
reichen zweckmiBig unter Primelementen oder unzerlegbaren Elementen
zu verstehen haben.
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Eine gewoéhnliche Primzahl im Ring der ganzen Zahlen 148t sich

immer in Faktoren zerlegen, sogar auf zwei Weisen:
p=p-1=(=9)-(—1).

Aber einer dieser Faktoren ist immer eine ,,Einheit, d. h. eine solche

Zahl ¢, deren Inverse ¢! auch im Ring liegt. +1 und — 1 sind Ein-

heiten.

Ist allgemein ein Integrititsbereich mit FEinselement gegeben, so
verstehen wir unter einer Einheist! ein solches Element ¢, das im Bereich
ein Inverses £-1 besitzt. Offensichtlich ist dann auch ¢! eine Einheit.

Jedes Element a 14Bt, wenn ¢ eine Einheit ist, eine Zerlegung

a=ael.¢

zu. Solche Zerlegungen, bei denen ein Faktor eine Einheit ist, kann
man ,,triviale Zerlegungen‘‘ nennen.

Ein Element $ & 0, das nur triviale Zerlegungen zuliBt, so dafB} also
aus p = ab folgt, daB a oder b Einheit ist, heilit ein wnzerlegbares
Element oder ein Primelement. (Speziell bei ganzen Zahlen auch: Prim-
zahl?; bei Polynomen auch: irreduzibles Polynom.)

Man nennt bisweilen zwei GréBen wie @ und b = ag~1, die sich nur
um eine Einheit als Faktor unterscheiden, ,,assoziierte Gréfen*. Jede
ist Teiler der anderen, und fiir die zugehorigen Hauptideale gilt:

@@, (<@, alo (B) =(a);

mithin erzeugen zwei assoziierte GroSen dasselbe Hauptideal.

Ist ¢ ein Teiler von a, aber nicht assoziiert zu a, also @ = ¢d und
d keine Einheit, so heillt ¢ ein echter Teiler von a. In diesem Fall ist a
nicht zugleich Teiler von ¢, und das Ideal (c) ist ein echter Teiler des
Ideals (a).

Ein Primelement kann jetzt auch definiert werden als ein von Null
verschiedenes Element, das keine echten Teiler auBer Einheiten besitzt.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie es mit der Méglichkeit und Ein-
deutigkeit der Faktorzerlegung in verschiedenen Integritdtsbereichen
beschaffen ist, und betrachten zunichst die Hauptidealringe.

In einem Hauptidealring erzeugt ein unzerlegbares Element, das keine
Einheit ist, ein teilerloses Primideal (dessen Restklassenring also ein
Kérper ist).

Beweis: Ist p unzerlegbar, so hat $ keine echten Teiler auler Ein-
heiten, also (da jedes Ideal Hauptideal ist) das Ideal () keine echten
Idealteiler auBer dem Einheitsideal.

1 Das Wort ,,Einheit wird oft als Synonym fiir ,,Einselement’‘ gebraucht.
In Untersuchungen iiber Faktorzerlegung aber sind die beiden Begriffe streng
zu trennen, da z. B. — 1 auch eine Einheit ist.
% Meist versteht man unter Primzahlen nur die positiven unzerlegbaren Zahlen
=%+ 1, also die Zahlen
2,3,6,711,....
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Bemerkung. Man kann natiirlich die Losbarkeit der Gleichung

ax =0b im Restklassenring oder der Kongruenz ax = b(p) im ge-
gebenen Ring auch direkt aus der Tatsache erschlieBen, daB fiir a==0(p)
notwendig (a, ) =1 sein muf, also

1 =ar+ ps,
b=arb+ psbd

ist. Auf Grund dieser Bemerkung kann man auch die Losung der ge-
nannten Kongruenz in konkreten Fillen mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus (§ 16, Aufg. 2) wirklich berechnen.

Eine unmittelbare Folgerung ist:

1. Ist ein Produkt durch das Primelement p teilbar, so muf ein Faktor
es sein; denn der Restklassenring hat keine Nullteiler.
Aufgaben. 1. Man lose die Kongruenz

6x=17(19).
2. Was ist das inverse Element zur Restklasse von 6 im Restklassen-
kérper der ganzen Zahlen modulo (19)?

Fiir die Theorie der Faktorzerlegung ist noch eine zweite Eigen-
schaft der Hauptidealringe von Wichtigkeit, nimlich:

11. Eine Kette von Elementen ay, a,, ..., deren jedes folgende ein
echter Teiler des vorangehenden ist, kann nur endlichviele Glieder ent-
halten.

Fiir alle speziellen Hauptidealringe, die wir kennengelernt haben,
ist dieser Satz vollkommen trivial; im Ring der ganzen Zahlen z. B.
folgt das Abbrechen der Kette sofort daraus, daB die Betrige der Zahlen
4y, a4y, . .. stets abnehmen miissen; ebenso miissen im Polynomring
K [#] die Grade der Polynome abnehmen; im Ring der ganzen GauB-
schen Zahlen die Normen, usw. Der allgemeine Beweis fiir Hauptideal-
ringe verlduft so:

Die Vereinigungsmenge aller Ideale (a,) ist ein Ideal; denn wenn
ein a zu irgend einem der Ideale (a,) gehort, so auch jedes ra, und
wenn a und b zu den Idealen (a,) und (a,) gehéren, so gehdrt a — b
zum Ideal (a;), wo A der groBte der Indizes 4 und v ist, mithin auch
zur Vereinigung. Dieses Vereinigungsideal hat ein Basiselement d, das
selbst zum Ideal gehért, also etwa durch a, teilbar ist. Nun behaupte
ich, daB a, das letzte Element der Kette sein muB3. Gibe es nimlich
noch ein weiteres a,,,, echter Teiler von a,, so hitte man

@ps1 = 0(d) =0(a,);

also wire a,,, doch kein echter Teiler von «,.

1 Das ist eine kurze Schreibweise fir
a1 =0(d), d=0(a,).



§ 17. Faktorzerlegung. 65

Auf Grund der Satze I und IT beweisen wir nun den Safz von der
eindeutigen Faktorzerlegung:

In einem Hauptidealving lift sich jedes Element == 0 als Produkt von
Primfaktoren darstellen, und die Darstellung ist bis auf Einheitsfaktoren
esndeutig. (Dabei wird natiirlich ein einzelnes Primelement auch schon
als ein Produkt mit nur einem Faktor betrachtet.)

DaB zunichst die Moglichkeit der Darstellung, so selbstverstindlich
sie z. B. im Ring der ganzen Zahlen ist, fiir allgemeinere Integritits-
bereiche keineswegs zu bestehen braucht, zeigt das folgende Beispiel:

Man nehme zum Bereich der ganzen Zahlen die GroSen 215, 2%4, 2%, ..
hinzu (die man entweder formell durch naheliegende Rechnungsregeln
einfiihrt oder als positive reelle Zahlen annimmt) und bilde alle end-
lichen Summen:

Za'l‘ 27:
m

wo jedes 7 die Gestalt 5; besitzt. Diese Summen bilden einen Integri-

titsbereich p. In o ist:
1 1 1
2 —otot —gtatol .
also kommt man bei der Zerlegung von 2 niemals zu einem Ende, d. h,
man kommt nicht zu einer Zerlegung in Primfaktoren.

Allgemein gilt folgendes: Wenn in einem Integrititsbereich mit Eins-
element ein Element a =0 sich nicht als Produkt von Primfaktoren dar-
stellen 14ft, so hat a eimen echten Teiler, der wiederum wicht als Pro-
dukt von Primfaktoren darstellbar ist. Zunichst namlich ist unter dieser

Voraussetzung a nicht prim; also besteht eine Zerlegung
a==5b-.c,

’

wo b und ¢ echte Teiler von @ sind. Mindestens einer der Faktoren &
und ¢ ist nun wiederum nicht als Produkt von Primfaktoren darstell-
bar; denn wiren beide Produkte von Primfaktoren, so wire offenbar
auch a ein Produkt von Primfaktoren. Damit ist die Behauptung be-
wiesen.

Durch wiederholte Anwendung folgt, daB es zu jedem nicht in
Primfaktoren zerlegbaren Element eine unendliche Kette von echten
Teilern gibt, wo jedes folgende Glied wieder ein echter Teiler des voran-
gehenden ist!. Da aber eine solche Kette nach Eigenschaft IT in Haupt-
idealringen unmdglich ist, so ist die Méglichkeit der Primfaktorzerlegung
bewiesen.

Wir gehen nun zum Beweis der Eindeutigkeit iiber.

Gesetzt, es gibe zwei Zerlegungen eines Elements a 4=0:

(1) a=1pP1D b =019 " " 4s-

! Eine genaue Analyse dieser SchluBweise zeigt, daB hier das , Auswahl-
postulat benutzt wurde. Vgl. dazu Kap. 8, §58.

v. d. Waerden, Moderne Algebra 1. 5
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Wir kénnen immer annehmen, daB a4 keine Einheit ist (sonst wiren
ja alle Faktoren links und rechts Einheiten und es wire nichts mehr
zu beweisen) und daB alle eventuellen Einheiten unter den Faktoren
links und rechts schon mit dem Faktor p, bzw. ¢,, der keine Einheit
darstellen mége, vereinigt sind. Dann behaupten wir: es ist » = s, und
die ; stimmen mit den ¢, bis auf die Reihenfolge und bis auf Einheits-
faktoren tberein.

Fiir » =1 ist die Behauptung klar; denn wegen der Unzerlegbar-
keit von a = p; kann das Produkt ¢, -+ ¢, auch nur einen Faktor
¢; = p, enthalten. Wir kénnen also Induktion nach # vornehmen. Da
$1 in dem Produkt ¢, - - g, aufgeht, so muB p; nach I in einem der
Faktoren g, aufgehen. Durch Umordnung der g erreichen wir, daB ,in ¢,
aufgeht:

@) gy = &Py

Hierin muB ¢, Einheit sein, da sonst ¢, nicht prim wire. Setzt man (2)
in (1) ein und kirzt durch p,, so kommt

(3) Do Pr=1(6192)95 """ qs-

Nach der Induktionsvoraussetzung miissen die Faktoren in (3) links
und rechts bis auf Einheiten iibereinstimmen. Da auch p, mit ¢, bis
auf die Einheit ¢, iibereinstimmt, ist alles bewiesen.

Aus diesem Satz folgt insbesondere die bis auf Einheiten eindeutige
Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen, der Polynome einer Veridnderlichen
mit Koeffizienten aus einem Korper, der ganzen GaubBschen Zahlen in
Primfaktoren.

Aufgaben. 3. Die ganzzahligen Polynome f(x) sind modulo jeder
Primzahl p eindeutig in modulo p unzerlegbare Faktoren zerlegbar.

4. Was sind die Einheiten des GauBschen Zahlringes? Man zerlege
die Zahlen 2, 3, 5 in diesem Ring in Primfaktoren.

5. Im Ring der Zahlen a + b J — 3 bestehen fiir die Zahl 4 die
beiden wesentlich verschiedenen Zerlegungen:

4=2-2=01+4+71-3)1—7-3).

6. In einem Hauptidealring bilden diejenigen Restklassen modulo «,
die aus zu a teilerfremden Elementen bestehen, bei der Multiplikation
eine Gruppe.

Wir werden im nichsten Kapitel sehen, daBl es auch andere als
Hauptidealringe gibt, in denen der Satz von der eindeutigen Faktor-
zerlegung gilt. Fiir alle solchen Ringe beweisen wir nun den Satz:

Wenn in v jedes Element eindeutig in Primelemente zerlegbar ist, so
erzeugt jedes unzerlegbare Element p ein Primideal, jedes von Null ver-
schiedene zerlegbare Element ein Nichtprimideal.
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Beweis: p sei unzerlegbar. Ist nun ab = 0(p), so muB in der Faktor-
zerlegung von ab der Faktor p vorkommen. Diese Faktorzerlegung
erhilt man aber durch Zusammensetzung der Faktorzerlegungen von
a und b; also muB schon in a oder b der Faktor p vorkommen, also
a=0(p) oder b = 0(p) sein.

Nun sei p zerlegbar: $ = ab, a und b echte Teiler von p. Dann
folgt ab = 0(p), a==0(p), b==0(p). Das Ideal (p) ist also nicht prim.

Aufgaben. 7. Man beweise fiir alle Ringe mit eindeutiger Faktor-
zerlegung, daB es fiir je zwei oder mehrere Elemente einen ,,gré8ten
gemeinsamen Teiler'* und ein , kleinstes gemeinsames Vielfaches‘ gibt,
die beide bis auf Einheitsfaktoren bestimmt sind.

Bemerkung. Fir Ringe der betrachteten Art ist der G.G.T. im
Elementsinn nicht immer derselbe wie der G.G.T. im Idealsinn. So
haben z. B. im ganzzahligen Polynombereich einer Verdnderlichen x
die Elemente 2 und » keine gemeinsamen Teiler auBer Einheiten; aber
das Ideal (2, x) ist nicht das Einheitsideal. (Da8 in diesem Ring die
eindeutige Faktorzerlegung besteht, wird im nichsten Kapitel bewiesen
werden.)

Viertes Kapitel.

Ganze rationale Funktionen.

Inhalt: Einfache Sitze iiber Polynome in einer und in mehreren
Verdnderlichen, mit Koeffizienten aus einem kommutativen Ring o
oder Korper X'.

§ 18. Differentiation.

In diesem Paragraphen sollen die Differentialquotienten ganzer ratio-
naler Funktionen ohne Stetigkeitsbetrachtungen fiir beliebige Polynom-
bereiche p[x] definiert werden.

Es sei f(x) = 3a,a* ein Polynom in p[x]. Bildet man nun in einem
Polynombereich o [#, 4] das Polynom f(x + &) = Ya;(x + %)* und ent-
wickelt es nach Potenzen von %, so kommt:

Fla + B) = [(x) + iy (x) + Rfy(x) + - - -
Fx + B) = [ (x) + h-,(x) (mod 72).

Der (eindeutig bestimmte) Koeffizient f,(x) der ersten Potenz von 4

heiBt die Adleitung von f(x) und wird immer mit f'(x) bezeichnet.

Man kann /' (x) offenbar auch so erhalten, daB man die Differenz

f(x + k) — f(x) bildet, durch den darin ganzrational enthaltenen Fak-

tor 4 durchdividiert und im so entstandenen Polynom % =0 setzt.

Daraus folgt leicht, daB die Definition der Ableitung mit der iiblichen
b*

oder
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. . . . h) —
Definition des Differentialquotienten als lim w—;—f(ﬂ, falls p etwa
h->0

der Korper der reellen Zahlen ist, in Einklang steht. Man bezeichnet

.. a .
daher die Ableitung auch mit Exl oder mit E‘-Z;f(x) oder aber, wenn f

. .. 0
auller ¥ noch andere Variablen enthilt, mit 5%

Es gelten die folgenden Rechnungsregeln:

(1) (f + 8= f'+ g (Summenregel).

(2) (fe) = f'g -+ /¢ (Produktregel).
Beweis (1):
f(x + k) + g (x + k) = [(x) + hf (%) + g (x) + hg'(x) (mod A?).
Beweis (2):

Fo 4 B g (x + k) = {{(x) + hf (%)} {g (x) + hg'(x) }

= f(x)g (%) + 2 {f(x) g (¥) + f(x) ¢'(x) } (mod A%).

Ebenso beweist man allgemeiner:

(3) (ht- -+ l)="+ -+

@ (Wl L)=Hhts fathfa s fut e Rl ine
Aus (4) folgt weiter:

(5) (ax™) = naxn1.
Aus (3) und (5) folgt:
(6) (f’ a; xk>’== Zn kag x¥1,
0 0

Durch diese Formel hitte man auch den Differentialquotienten formal

definieren konnen.
oF

Aufgaben. 1. Es sei F(z, ..., z,) ein Polynom und F, =5—.

Man beweise die Formel

d F . 7-’:F df,‘,
ax (fl(x): tee fm(x)) '—% r(fl: E) fm)ﬂ
2. Man leite fiir homogene Polynome 7-ten Grades f(xy, ..., x,)
aus der Gleichung
flhay, ..., hx,)=hvf(xy, ..., %,)

die ,,Eulersche Differentialgleichung* her:
of
Z a—xv‘ Xy = 7f .



§ 19. Nullstellen, 69

3. Man gebe eine algebraische Definition fiir die Ableitung einer

gebrochen-rationalen Funktion 5,% mit Koeffizienten aus einem Kérper

und beweise die bekannten Rechnungsregeln fiir die Differentiation
von Summen, Produkten und Quotienten.

§ 19. Nullstellen.

Es sei o ein Integrititsbereich mit Einselement.

Ein Element a von o heilit Nullstelle oder Wurzel eines Polynoms f ()
aus o[x], wenn f(x) =0 ist. Es gilt der Satz:

Ist o eine Nullstelle von f(x), so ist f(x) durch x — o teilbar.

Beweis: Division von f(x) durch ¥ — « ergibt:

fx) = q(x) - (x —a) +7,

wo 7 eine Konstante ist. Einsetzung von x = « ergibt:

0=vr
mithin ist
fx)=q) - (x —a), q.e. d.
Sind oy, . .., oy verschiedene Nullstellen von f(x), so ist f(x) durch

das Produkt (x — o) (x — o) « + -+ (¥ — ) teslbar.
Beweis: Fir 2 = 1 wurde der Satz eben bewiesen. Ist er fiir den
Wert & — 1 bewiesen, so hat man:

)= (x— o) «++ (¥ — opy) g (%)

Einsetzung von x = «; ergibt:

0 = (ot — o) * + + (o — %gq) € () s
also, da o keine Nullteiler hat und a; %= o, . .., o 4 oy ist:
g (ak) = 0:

mithin nach dem vorigen Satz:

g(¥) = (x — oay) - B (x),
fo) = —a) o (¥ — o) (¥ — ) B (x), q. e. d.

Folgerung: Ein von Null verschiedenes Polynom vom Grade n hat
in etnem Integritdisbereich hichstens n Nullstellen.

Dieser Satz gilt auch in Integrititsbereichen ohne Einselement, da
man einen solchen ja stets in einen Kérper (mit Einselement) einbetten
kann. Er gilt aber nicht in Ringen mit Nullteilern; beispielsweise hat
im Restklassenring modulo 16 das Polynom x2 die Nullstellen 0, 4, 8, 12,
und es gibt sogar Ringe, in denen dasselbe Polynom unendlichviele
Nullstellen hat (§ 10, Aufgabe 4). Ebenso wird der Satz falsch fiir nicht-
kommutative Ringe; denn im Quaternionenkorper (§ 10, Aufg. 12) hat
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das Polynom x2 + 1 die Nullstellen 4 ¢, 4 4, -+ % (und noch unendlich-
viele andere).

Ist f(x) durch (# — )%, aber nicht durch (¥ — a)*+! teilbar, so
nennt man o eine_k-fache Nullstelle (oder k-fache Wurzel) von f(x).
Es gilt:

Eine k-fache Nullstelle von f(x) ist eine mindestens (kR — 1)-fache
Nulistelle der Ableitung f'(x).

Beweis: Aus f(x) = (¥ — «)*g(x) folgt:

[ =kx—o)ftgl) + & —a)*g'(x);
mithin ist /' (x) durch (¥ — a)*~! teilbar.

Ebenso beweist man: Eine einfache Nullstelle von f(x) ist nicht zu-
gleich Nullstelle der Ableitung f'(x).

Wir kommen nun zu einigen Sitzen iber die Nullstellen von Poly-
nomen in mehreren Verdnderlichen.

Ist ein Polynom f(xq, ..., %,) von Null verschieden und stellt man
fir jede der Unbestimmien %y, ..., %, eine unendliche Menge von spe-
ziellen Werten aus o oder aus einem o umfassenden Integrititsbereich
zur Verfligung, so gibt es daraus mindestens ein Wertsystem %, = oy, . . .,
Xp = &y, Jir das floq, ..., a,) += 0 ist.

Beweis: f(xq, ..., x,) hat als Polynom in x, (mit Koeffizienten aus
dem Integritatsbereich o [#,..., #,_,]) hochstens endlichvieleNullstellen ;
also gibt es in der unendlichen Menge der Werte, die fiir %, zur Ver-
fligung stehen, einen Wert a,, so daf

F@, s Xy, ) 0
ist. Diesen Ausdruck behandle man nun als Polynom in #,_,; so ergibt
sich ein Wert «,_;, fiir den

f(xl’ s Xpogs oL‘n—l"xwz):%:o

ist, usw.

Folgerung. Nimmt das Polynom f(xy, ..., x,) fiir alle speziellen
Werte x; aus einem unendlichen Integrititsbereich den Wert Null an, so
verschwindet es (,,identisch’’).

Es sei an dieser Stelle daran erinnert, daf3 in der Algebra das Ver-

schwinden eines Polynoms in #,,...,x, das Verschwinden aller
Koeffizienten bedeutet und nicht definiert ist durch das Verschwinden
fiir alle Werte, die man fiir %, ..., %, einsetzen kann. Der eben auf-

gestellte Satz ist also keine Tautologie. Auch wird er gegenstandslos
fiir endliche Integritatsbereiche® und ist falsch fiir viele Ringe mit Null-
teilern.

Aufgabe. Man erweitere den letzten Satz auf ein endliches System
von Polynomen f; (%4, . . ., %,), von denen keines identisch verschwindet.

1 Beispiel: Das Polynom #2 + x verschwindet fiir alle # aus dem Korper
C/(2), ohne selbst zu verschwinden,
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§ 20. Interpolationsformeln.

Wir kehren zu den Polynomen in einer Verdnderlichen zuriick, nehmen
aber nunmehr den Koeffizientenbereich als einen kommutativen Kdrper
an. Nach den bewiesenen Sitzen sind zwei Polynome vom Grade < #,
deren Werte an # + 1 Stellen iibereinstimmen, einander gleich; denn
ihre Differenz hat » 4 1 Nullstellen und ist héchstens vom Grade .
Es gibt also héchstens ein Polynom, welches an # 4 1 verschiedenen
Stellen aq, ..., o, vorgegebene Werte f(«;) annimmt. Nun gibt es immer
ein Polynom vom Grade = n, welches an diesen Stellen die vorge-
gebenen Werte annimmt, nimlich das Polynom

(o — o) -+ (o — otymg) (O — @iy g) oo (o — )

n
O )= DO ) s () e ()
i=0

Es gibt also ein und nur ein Polynom vom Grade = n, welches an
den n -+ 1 Stellen «; vorgegebene Werte f(a;) annimmt, und dieses wird
durch die Formel (1) gegeben. Die Formel (1) heit die Interpolations-
formel von LAGRANGE, weil sie es gestattet, die Werte einer ganzen
rationalen Funktion vom Grade # an allen Zwischenstellen zu berech-
nen, sobald man ihre Werte an # -} 1 Stellen kennt.

Man erhilt ein Polynom mit den gewiinschten Eigenschaften auch
durch die Newtonsche Interpolationsformel
@) ) =g+ A (% — o) + Ap (% — o) (¥ — o) + -

+ A (¥ — o) (¥ —og) e - - (¥ —0t_y),

wo die Koeffizienten 2, .. ., A, sukzessiv durch Einsetzung der Werte
¥ =ua,, ..., ¥ = o, bestimmt werden. Es ist klar, daB man in dieser

Weise fiir jedes A, eine lineare Gleichung erhilt, in welcher der Ko-
effizient dieses A; den Wert

(o, — 0‘0) (s — og) s = - (ot — ;1) F 0
hat und sonst nur A mit kleinerem Index vorkommen.

Wird insbesondere oy =0, o, =1, a, =2, ... gewihlt, so geht (2)
iiber in
3) fx) =24 + A x4+ Ao(x—1)4 - -
F A x(x—1) - -(x —n+1).

Ein bequemes Mittel zur Bestimmung der 4, in diesem Fall bietet
die ,,Differenzenrechnung'*. Man bilde die ,,erste Differenz von f(x)":
Af(x) = F v + 1) — f (2).

Aus (3) erhdlt man leicht:
Af(x) =24, + 24,5 + 342 (x —1) 4 - - -
+nd,x(x—1)---(x —n+2);
mithin: Die erste Differenz eines Polynoms vom Grade n >0 ist ein
Polynom vom Grade n — 1.
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Ebenso wird die zweite Differenz
A2 (x) = A4F ()
im Falle # > 1 ein Polynom (# — 2)-ten Grades:
A2f(x) =224 +2-34;x + 344, x(x — 1)+ - -.
+m—1)nA,x(x—1) - (x —n+3),

usw., schlieBlich die n-te Differenz eine Konstante. Es kommt uns haupt-
sichlich auf die konstanten Glieder der sukzessiven Differenzen an;
fiir diese finden wir:

Af(x) =2 + )
Af(x) =22 + )
A3f(x) =812+ - - -,
A f(x) =nld,
Setzt man f(0) = a,, /(1) =a,,..., f(n) = a,, so kann man die als

gegeben angenommenen «; und die daraus berechneten Differenzen in
ein ,,Differenzenschema‘ anordnen:

aqy 1
Aa
@ Aao 4% a, A 1 0 1
1 . "a ‘ 1
s : of zB 2 3 2 1
: Aan-—l 5
an

Unter der Voraussetzung, daB im Korper die Division durch »! erlaubt
ist (vgl. spdter, § 25), kann man die 4, aus den Zahlen des Differenzen-
schemas berechnen:

Ay = ay,
M=A4a,,
(4) 2= 34%ay,
l ln—-~TA"a0

Um das obige Schema nach unten fortzusetzen, hat man in der

letzten Spalte immer dieselbe Gréfe
A" ay = n! A,

zu schreiben, wihrend die Elemente der vorletzten bis ersten Spalte
sich daraus sukzessiv miithelos (durch Additionen) berechnen. In der
ersten Spalte treten dann die Werte von f(x) fiir die aufeinander-
folgenden ganzen Zahlen 0,1,2,..., s, 72+ 1,... auf. Versteht man
nun unter einer arithmetischen Rethe nullter Ovdnung eine Folge von
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lauter gleichen Zahlen ¢, ¢, ¢, ... und unter einer arithmetischen Reihe
n-ter Ordnung eine solche Zahlenfolge, deren Differenzenfolge eine arith-
metische Reihe (# — 1)-ter Ordnung darstellt, so ist klar, daB die
erste Spalte unseres Schemas die allgemeinste arithmetische Reihe
n-ter Ordnung bildet. Damit ist bewiesen:

Die Werte etnes Polynoms f(x) vom Grade n an den Stellen 0, 1, 2, . . .
bilden eine arithmetische Reihe n-ter Ordnung, und jede arithmetische Reihe
n-ter Ovdnung besteht aus den Werten eines Polynoms hichstens n-ten Grades
an jenen Stellen.

Aus (3) und (4) folgt noch die Formel fiir das allgemeine Glied a4,
einer arithmetischen Reihe #-ter Ordnung'

Gp=1(0) = a+ (dag)x + 0 x(w 1)+ -

(5) + PR — 1) 4 1)

_a0+< )Aao+< >A2a0+---+<Z>A"ao.

Die Formel (5) kann zugleich als Interpolationsformel fiir beliebige
Zwischenstellen benutzt werden. Die hiufigste Anwendung findet sie
bei numerischen Tabellen, wenn die ,lineare Interpolation‘

0, = ay + (Aag)x
keine hinreichend genauen Resultate gibt und man daher die durch
die Tabelle dargestellte Funktion mittels eines Polynoms vom Grade #

approximiert, welches an » 4 1 aufeinanderfolgenden Stellen mit den

Werten der Tabelle iibereinstimmt.
m—1
Aufgaben. 1. Die Teilsummen s, = > a, einer arithmetischen
r=0

Reihe n-ter Ordnung (wobei sy = 0 gesetzt wird) bilden eine arith-
metische Reihe (# + 1)-ter Ordnung. Daraus ist die Summenformel

Sm _ma0—|—<)AaO—i— —|—<%+1>A"ao

herzuleiten.
m—1 m—1
2. Man gebe Formeln fiir die Summen Z v, 32 2@3

v=0 v=0 v=0

§ 21. Faktorzerlegung.

Wir habenin § 17 schon gesehen, daB fiir den Polynombereich K[x],
wo K ein kommutativer Kirper ist, der Satz von der eindeutigen Zer-
legung in Primfaktoren gilt. Wir werden jetzt den folgenden allge-
meineren Hauptsatz beweisen:

Ist & ein Integrititsbereich mit Einselement und gilt in & der Satz
von der eindeutigen Primfaktorzerlegung, so gilt dieser Satz auch im
Polynombereich S[x].
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Der hier darzustellende Beweis geht auf Gausz zuriick.
n

Es sei f(x) = Y a;#* ein von Null verschiedenes Polynom aus
0

©[#]. Der grofite gemeinsame Teiler 4 von a4, ..., 4, in & (vgl. § 17,
Aufgabe 7) heilit der Inhalt von f(x). Klammert man 4 aus, so kommt
f(#) =d-g(x),

wo g(x) den Inhalt 1 hat. g(x) und 4 sind bis auf Einheitsfaktoren
eindeutig bestimmt. Polynome vom Inhalt 1 heien Esnheitsformen oder
primitive Polynome (in bezug auf ©).
Hilfssatz 1. Das Produkt zweier Einheitsformen ist wieder eine
Einheitsform.
Beweis: Es seien
f(x) =ay+ax+ - --
und
gx) =bo+byx+ - -
Einheitsformen. Gesetzt, die Koeffizienten von f(x)-g(x) hitten einen
gemeinsamen Teiler d, der keine Einheit wire. Ist ¢ ein Primfaktor
von 4, so muB} p in allen Koeffizienten von f(x)g(x) aufgehen. Es sei 4,
der erste nicht durch p teilbare Koeffizient von f(x) [der sicher vor-
handen ist, da sonst f(x) keine Einheitsform wire] und entsprechend b,
der von g(x).
Der Koeffizient von x7+* in f(x)g(x) sieht so aus:

Apbg + Ay 1bg_ g+ Brigb_y - -
Fap_1bopy + ar_gbgys + - -
Die Summe soll durch p teilbar sein. Alle Glieder auBer dem ersten
sind durch p teilbar. Also muB3 a,b;, durch $ teilbar, also a, oder b,
durch p teilbar sein, entgegen der Voraussetzung.

Es sei nun X' der Quotientenkérper von & (§12). Dann ist in X'[x]
jedes Polynom eindeutig zerlegbar (§17). Um nun von der Zerlegung
in X'[x] zu einer Zerlegung in &[x] zu gelangen, benutzen wir folgende
Tatsache: Jedes Polynom ¢(x) von 2Z'[x] kann man in der Gestalt
F—;x—) (F(x) in &[x], b in &) schreiben, wo & etwa das Produkt der

Nenner der Koeffizienten von ¢(x) ist. Sodann kann man F (x) als Pro-
dukt ,,Inhalt mal Einheitsform' schreiben:

Fx) =a-f(x),

(1) (x) = 51(%).
Wir behaupten nun:

Hilfssatz 2. Die in (1) auftretende Einheitsform f(x) ist eindeutig
bis auf Einheiten aus © durch @(x) bestimmt. Umgekehrt ist @ (x) nach
(1) esndeutig bis auf Einheiten aus X[x] durch f(x) bestimms. Lift man



§ 21. Faktorzerlegung. 75

in dieser Weise jedem o (x) aus X'[x] eine Einheitsform f(x) entsprechen,
so entspricht dem Produkt zweier Polynome @ (x), p(x) bis auf Einheiten
das Produkt der zugehorigen Einheitsformen (und wmgekehrt). Ist (x)
unzerlegbar in X [x], so ist f(x) unzerlegbar in &S[x] (und umgekehrt).

Beweis: Es seien zwei verschiedene Darstellungen eines ¢(x) ge-

geben:
Px) = f(x) =g,

Dann folgt:
@) adf(x) = cbg(x).
Der Inhalt der linken Seite ist ad, der der rechten Seite ¢b; also muBl

ad = ¢ecb

sein, wo ¢ eine Einheit aus & ist. Setzt man das in (2) ein und kiirzt
durch ¢b, so folgt

ef (%) =g (x).

f(x) und g(x) unterscheiden sich also nur um eine Einheit aus &.
Fiir das Produkt zweier Polynome

p(x) = /(%)

p(x) =, g(x)
erhilt man sofort:
ac

p() () =3 f(x)g(x),
und nach Hilfssatz 1 ist f(x) g (x) wieder eine Einheitsform. Dem Produkt
@ (%) p(x) entspricht also das Produkt f(x)-g(x).

Ist schlieBlich ¢ (x) unzerlegbar, so ist es auch f(x); denn eine Zer-

legung f(x) = g(x) h(x) wiirde sofort eine Zerlegung
P(x) = f(x) = g(x)-h(x)
nach sich ziehen. Das umgekehrte wird ebenso bewiesen.

Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Vermoge des Hilfssatzes 2 iibertragt sich nun die eindeutige Faktor-
zerlegung der Polynome @(x) unmittelbar auf die zugehorigen Ein-
heitsformen. Also: Einheitsformen lassen sich bis auf Einheiten ein-
deutig in Primfaktoren, die wieder Einheitsformen sind, zerlegen.

Nun wenden wir uns der Faktorzerlegung beliebiger Polynome in
&[x] zu. Unzerlegbare Polynome sind notwendig entweder unzerleg-
bare Konstanten oder unzerlegbare Einheitsformen; denn jedes andere
Polynom ist zerlegbar in Inhalt mal Einheitsform. Um also ein Polynom
f(x) zu zerlegen, muB3 man zuerst f(x) in Inhalt mal Einheitsform auf-
spalten und dann diese beiden Bestandteile getrennt in Primfaktoren
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zerlegen. Das erstere ist bis auf Einheiten eindeutig méglich nach der
Voraussetzung des Hauptsatzes, das zweite ebenfalls nach dem eben
Bewiesenen. Damit ist der Hauptsatz bewiesen.

Als wichtiges Nebenresultat des Beweises ergibt sich:

Ist ein Polynom F(x) aus S[x] zerlegbar in X[x], so ist es schon
n &[x] zerlegbar.

Denn vermége F(x) = d-f(x) entspricht dem Polynom F(x) eine
Einheitsform f(x), und nach Hilfssatz 2 zieht eine Produktzerlegung
von F (x) in XZ'[x] eine solche von f(x) in &[x] nach sich; mit f(x) ist
aber F(x) zerlegbar.

Beispielsweise ist ein jedes Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten, das sich rationalzahlig zerlegen 14Bt, schon ganzzahlig zerleg-
bar. Also: Wenn ein ganzzahliges Polynom ganzzahlig unzerlegbar 1st,
so ist es auch rationalzahlig unzerlegbar.

Durch vollstindige Induktion erhilt man aus dem Hauptsatz das
weitergehende Ergebnis:

Ist © ein Integrititsbereich mit Einselement und gilt in © der Satz
von der eindeutigen Faktorzerlegung, so gilt dieser Satz auch im Poly-
nombereich &%y, ..., %,].

Daraus folgt u. a. die eindeutige Faktorzerlegung fiir die ganz-
zahligen Polynome (von beliebig vielen Variablen), fiir die Polynome mit
Koeffizienten aus einem Korper usw.

Der Begriff ,,primitives Polynom“, oben in den GauBschen Hilfs-
sdtzen eingefiihrt, wird insbesondere dann verwendet, wenn es sich um
Polynombereiche in mehreren Variablen handelt. Ist K ein Kérper, so
heiBt ein Polynom f aus K[x,, ..., x,] primitiv in bezug auf x,, .. .,
%y_1, Wenn es primitiv in bezug auf den Integritdtsbereich K[x,, ...,
%p-1] ist, d. h. keinen nichtkonstanten Teiler hat, der nur von x, ...,
%n-; abhdngt. Zum Beispiel ist ein Polynom dann primitiv in bezug

auf %, ..., x,_;, wenn es ,regulir in bezug auf x, ist, d.h. wenn
der Koeffizient der héchsten Potenz von x,, eine von Null verschiedene
Konstante (unabhingig von x,, ..., x,_;) ist.

Aufgaben. 1. Einheiten in &[#] sind nur die Einheiten von &.

2. Man beweise, daB in einer Faktorzerlegung eines homogenen
Polynoms nur homogene Faktoren auftreten konnen.

3. Man beweise, daB3 die Determinante

| %1y - o %1
A =
Kpy oo o Xy
im Polynombereich &[%,,, ..., %,,] unzerlegbar ist. (Man zeichne eine

Unbestimmte, etwa x;;, aus und zeige, daBl A primitiv in bezug auf
die tibrigen ist.)
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4. Man gebe eine Regel an, die es erlaubt, von jedem ganzzahligen
Polynom zu entscheiden, ob es einen Faktor ersten Grades hat.
5. Man beweise die Unzerlegbarkeit des Polynoms

—ax2 41
im ganzzahligen Polynombereich der Unbestimmten x. Ist das Polynom

im rationalzahligen Polynombereich zerlegbar? Ist es zerlegbar im GauB-
schen Ring als Koeffizientenbereich?

§ 22. Irreduzibilitdtskriterien.

Es sei © ein Integrititsbereich mit Einselement, in dem die eindeutige Zer-
legbarkeit gilt, und es sei

fx¥)=ag+ax+ -+« 4 aza®
ein Polynom aus &[#]. Der folgende Satz gibt in vielen Fiallen Auskunft iiber

die Irreduzibilitit von f(x).
Eisensteinscher Satz. Weun es ein Primelement p in S gibt, so daf

a, = 0(p),
a; =0 (p) fiir alle t > n,
ag = 0 (p%)
ist, so ist f(x) trreduzibel in S[x] bis auf konstante Faktoven; m. a. W. es ist f(x)

wrveduzibel in X[x], wo X den Quotientenkorper von © bedeutet.
Beweis: Ware f(x) zerlegbar:

f(x) =g (#)- (%),

7
g (x) :02' b, %",

r>0, s>0, r+s=mn,
so hatte man

ay=byc, und ay;=0(p).
Daraus folgt, da entweder b, = 0(p) oder ¢, = 0(p) ist. Es sei etwa by = 0(p).
Dann ist ¢, 3= 0(p), weil sonst a, = byc, = 0(p?) wire.

Nicht alle Koeffizienten von g(x) sind durch p teilbar; denn sonst ware das
Produkt f(x) = g(x)-2(») durch p teilbar, also alle Koeffizienten, insbesondere
a,, durch p teilbar, entgegen der Voraussetzung. Es sei also b; der erste Koeffizient
von g(x), der nicht durch p teilbar ist (0 < i S v < n). Es ist

a; = bty +b;_10p+ -+ - + oy,

a; =0 #),
bi_,=0(p),
bo=0(p),
also
bicg=0(p),
¢k 0(p),
b;=0(p),

entgegen der Voraussetzung.
Also ist f(r) bis auf konstante Faktoren irreduzibel.
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Das Kriterium fithrt nicht immer zu einer Entscheidung; denn es gibt viele
Polynome, wie x2 4 1, die nicht darunter fallen und trotzdem irreduzibel sind.
Doch gewinnt man aus ihm in giinstigen Fiallen sehr allgemeine Resultate.

Beispiel 1. ¥™ — p (p prim) ist im ganzzahligen (und somit auch im rational-

m
zahligen) Polynombereich irreduzibel. Also ist V? (m > 1, p prim) stets irrational.
Beispiel 2. f(¥) = 2?71 4 x#-2 4 +.. 4 1 ist, wenn p Primzahl ist, die
linke Seite einer ,,Kreisteilungsgleichung. Wir fragen wieder nach ganzzahliger
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, rationalzahliger) Irreduzibilitat. Das EIsEN-
sTEINsche Kriterium ist nicht direkt anwendbar; aber man kann folgendermaBen
schlieBen. Ware f(x) reduzibel, so wire f(x 4 1) es auch. Nun ist

_§¥+1)r—1__”"+<113>”_1+”'+<pi1>”
T w+1)—1 ¥
:xp—l_i_(f)xp—z_}_..._}_(pil).

Alle Koeffizientenn auBer dem von #P~* sind durch p teilbar; denn in der Formel
fiir die Binomialkoeffizienten

(7’> =1 =i+l

i

7!

fF-+1)

ist fiir ¢ << p der Zahler durch p teilbar, der Nenner aber nicht. AuBerdem ist
p
p—1
duzibel, also f(x) irreduzibel.
Beispiel 3. Dieselbe Transformation fithrt auch fiir f(¥) = #2 4 1 zur Ent-
scheidung, da

das konstante Glied < ) = p nicht durch p2 teilbar. Also ist f(x + 1) irre-

fa+ 1) =#+2x 12

ist.
m___
Aufgaben. 1.-Man zeige die Irrationalitit von Jp;ps...P,, WO by, ..., P,
verschiedene Primzahlen sind und m > 1 ist.
2. Man zeige die Irreduzibilitat von
#2492 —1
in P, ¥], wo P irgend ein Korper ist, in welchem 4+ 1  — 1 ist.
3. Man zeige die Irreduzibilitit der Polynome
x4+ 1; 842341,

im ganzzahligen Polynombereich.

Im Grunde beruht der EisenstEinsche Satz darauf, daB man die Gleichung
fx) =g (#) -2 (%)
in eine Kongruenz nach p? verwandelt:

f@) =g () -n(x),
und diese ad absurdum fiihrt. In sehr vielen anderen Fillen ist es ebenfalls mog-
lich, Irreduzibilititsbeweise dadurch zu fithren, daB man die Gleichungen in
Kongruenzen modulo irgend einer GroBe g des Bereichs & verwandelt und unter-
sucht, ob das vorgelegte Polynom f(») modulo ¢ zerfallt. Ist insbesondere & der
Bereich der ganzen Zahlen C, so gibt es im Restklassenbereich nach ¢ nur endlich-
viele Polynome von gegebenem Grad; also hat man modulo ¢ immer nur endlich-
viele Méglichkeiten der Zerfallung von f(#) zu untersuchen. Stellt es sich heraus,
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daB f(x) modulo g irreduzibel ist, so war f(x) auch in C[x] irreduzibel, und auch
im anderen Fall kann man unter Umstinden Schliisse aus der gefundenen Zer-
legung mod ¢ ziehen, wobei man sich im Falle ¢ = Primzahl auf den Satz von
der eindeutigen Primfaktorzerlegung der Polynome mod ¢ (§ 17, Aufg. 3) stiitzen
kann.

Beispiel 1. ©@=C; f(») = #% — 22 + 1. Wenn f(x) mod 2 zerlegbar ist,
so muB einer der Faktoren linear oder quadratisch sein. Nun gibt es mod 2 bloB
zwei lineare Polynome:

x, x+1,

und bloB ein irreduzibles quadratisches Polynom:

¥4 x+1.
Ausfithrung der Division lehrt, daB3 45 — 2 + 1 durch alle diese Polynome nicht
teilbar ist. Man sieht das auch direkt aus

Wt 1= =)+ 1=+ 1>} x4+1) +1.

Also ist f(x) irreduzibel.
Beispiel 2. €= C; f(x) = +* + 3 %% + 3 x2 — 5. Modulo 2 zerfallt f(x):
f@) =+ @ +r+1).
Der letzte Faktor ist irreduzibel mod 2. Wenn also f(x) iiberhaupt zerfillt, so
muB es in einen Linearfaktor und einen kubischen Faktor zerfallen. Man kann
nun leicht direkt zeigen, daB ein Linearfaktor nicht vorhanden ist, am bequemsten,

indem man sich iiberlegt, daB modulo 3 die einzig in Betracht kommenden Linear-
faktoren x, x + 1, » — 1 nicht in f(r) aufgehen.

Literatur. Verallgemeinerungen des Eisensteinschen Kriteriums mit ele-
mentaren Beweisen findet man bei ScHONEMANN, Ta.: Crelles J. f. Math.
Bd. 32, S. 93, §61. Nerro, E.: Math. Ann. Bd. 48, S.82. Dumas, G.: Liouvilles
J. de Math. (6) Bd.2, S.237. Org, O.: Math. Z. Bd. 18, S.278; Bd. 20, S.267.
Andere Irreduzibilitiatskriterien gibt ScHUR, I.: Berl. Sitzungsber. 1929, S.125
u. 370. Auch die bekannte Aufgabensammlung von PéLvA und SzeGd enthidlt
derartige Satze.

§ 23. Die Durchfiithrung der Faktorzerlegung in endlichvielen

Schritten.
Wir haben zwar die theoretische Moglichkeit eingesehen, bei gegebenem kommu-
tativen Korper X jedes Polynom aus X'[x, ..., x,] in Primfaktoren zu zerlegen,

und in einigen Fillen auch die Mittel aufgezeigt, die Zerlegung wirklich anzu-
geben bzw. die Unmdglichkeit einer Zerlegung darzutun; aber eine allgemeine
Methode, die Zerlegung in jedem Fall in endlichvielen Schritten durchzufiihren,
besitzen wir noch nicht. Eine solche Methode wollen wir wenigstens fiir den Fall,
daB X der Koérper der rationalen Zahlen ist, angeben.

Man kann nach § 21 jedes rationalzahlige Polynom ganzzahlig voraussetzen
und seine Zerlegung im ganzzahligen Polynombereich vornehmen. Im Ring C
der ganzen Zahlen selbst ist jede Primfaktorzerlegung offenbar durch endliches
Ausprobieren durchfithrbar; auBerdem gibt es dort nur endlichviele Einheiten
(+ 1 und — 1), also nur endlichviele mégliche Zerlegungen. Auch im Polynom-
bereich C[x,, ..., #,] gibt es nur die Einheiten + 1, — 1. Durch vollstdndige
Induktion nach der Variablenzahl » wird nun alles auf das folgende Problem
zuriickgefiihrt:

In & sei jede Faktorzerlegung in endlichvielen Schritten ausfithrbar; auferdem
gebe es in S nur endlichviele Einheiten. Gesucht wivd eine Methode, jedes Polynom
aus G[x] in Primfaktoven zu zeviegen.
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Die Losung ist von KRONECKER gegeben worden.
Es sei f(x) ein Polynom #-ten Grades in &{x]. Wenn f(x) zerlegbar ist, so
n
hat einer der Faktoren einen Grad < 5 ist also s die groBte ganze Zahl < —;i

dann haben wir zu untersuchen, ob f(#) einen Faktor g(») vom Grade < s hat.

Wir bilden die Funktionswerte f(ag), f(a;), ..., f{a,) an s 4 1 beliebig ge-
wihlten ganzzahligen Stellen gy, a4, ..., a,. Soll nun f(x) durch g(x) teilbar sein,
so muB f(a,) durch g(a,), f(a;) durch g(a;) usw. teilbar sein. Da aber jedes f(a;)
in € nur endlichviele Teiler besitzt, so kommen fiir jedes g(s,) nur endlichviele
Moglichkeiten in Betracht, die man nach Voraussetzung alle aufzufinden imstande
ist. Zu jeder moglichen Kombination von Werten g(ay), g(a;), - .., g(a,) gibt es
nach den Sitzen von § 20 ein und nur ein Polynom g (x), welches man (etwa mit
der Lagrangeschen oder bequemer mit der Newtonschen Interpolationsformel)
jeweils explizite aufstellen kann. Damit hat man also endlichviele Polynome g (x)
gefunden, die als Teiler in Betracht kommen. Von jedem dieser Polynome g (x)
kann man nun durch den Divisionsalgorithmus feststellen, ob es wirklich ein
Teiler von f(x) ist. Ist keines der méglichen g(x), abgesehen von den Einheiten,
Teiler von f(x), so ist f(#) unzerlegbar; im anderen Fall hat man eine Zerlegung
gefunden und kann auf die beiden Faktoren dasselbe Verfahren weiter anwenden,
usw. SchlieBlich kommt man so auf die unzerlegbaren Faktoren.

Im ganzzahligen Fall (& = C) kann man das Verfahren oft ganz erheblich
abkiirzen. Zunichst 1aBt sich durch Zerlegung des gegebenen Polynoms modulo 2
und eventuell noch modulo 3 eine Ubersicht dariiber gewinnen, welche Grad-
zahlen die moéglichen Faktorpolynome g(x) haben konnen und welchen Rest-
klassen die Koeffizienten modulo 2 und 3 angehéren. Das schrankt die Anzahl
der moglichen g(x) schon erheblich ein. Sodann kann man bei Anwendung der
Newtonschen Interpolationsformel beachten, da8 der letzte Koeffizient }.‘ ein
Teiler des hochsten Koeffizienten von f(x) sein mull, was wieder eine Einschran-
kung der Moglichkeiten bedeutet. SchlieBlich benutzt man oft mit Vorteil mehr
als s + 1 Stellen a; (die man am liebsten gleich 0, 4 1, 4 2 usw. wihlt). Man
verwendet dann zur Bestimmung der moéglichen g(a;) diejenigen f(a;), welche
am wenigsten Primfaktoren enthalten; die iibrigen Stellen kénnen nachher be-
nutzt werden, um die Anzahl der Moglichkeiten noch weiter einzuschréanken,
indem man fiir jedes errechnete g () erst priift, ob es an den noch nicht bertick-
sichtigten Stellen a; Werte annimmt, die Teiler des jeweiligen f(4;) sind.

Aufgaben. 1. Man zerlege

f(x) =245 — 23+ 3224 82— 4
in C[#].
2. Man zerlege

fr,y,0)=—2 =93 =B 422y +2)+92(x +2)+2(x+9) —2xy2
in Clx, ¥, 2].

§ 24. Symmetrische Funktionen.

Es sei p ein beliebiger kommutativer Ring mit Einselement.

Ein Polynom aus o[#;, ..., #,], das bei jeder beliebigen Permu-
tation der Unbestimmten x,, .. ., %, in sich {ibergeht, heif3t eine (ganze
rationale) symmetrische Funktion der Variablen x,, ..., x,. Beispiele:

n
Summe, Produkt, Potenzsumme > %,.
ry=1
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Setzt man mit einer neuen Unbestimmten z

(1) f(z):(z-—xl)(z~x2)..(z—xn)
:Zn__o-lzn—-l +02Zn—2,_ .. _]_ (——1)"0'",

so sind die Koeffizienten der Potenzen von z:

Oy =% F X%+ - +x,,

Oy =X Xy + X Xg+ oo XX+ -0 F X, 0%,
O3 =Xy Xp ¥y + X %% + + 0+ Xy g%y %,,
O, =% %g...%,,

offenbar symmetrische Funktionen, weil die linke Seite von (1) und somit
auch die rechte bei allen Permutationen der x; ungedndert bleibt. Man
nennt oy, . . ., 6, die elementarsymmetrischen Funktionen von x,, . . ., %,,.

Jedes Polynom g(oy, ..., 0,) ergibt, wenn man die ¢ durch ihre
Ausdriicke in den x ersetzt, eine symmetrische Funktion der x,, . . ., #,.
Und zwar ergibt ein Glied cof*...o&" von @(oy,...,0,) ein homo-
genes Polynom in den x;, vom Grade y; + 2p, 4« -+ -+ nu,, da jedes
o; ein homogenes Polynom ¢-ten Grades ist. Wir nennen die Summe
Uy + 2y + <+« + nu, das Gewicht des Gliedes cof. ..ol und ver-
stehen unter dem Gewicht eines Polynoms ¢(oy, ..., ¢,) das hochste
Gewicht, das unter seinen Gliedern vorkommt. Polynome ¢ (o, . . ., 0;,)
vom Gewicht % ergeben demnach symmetrische Polynome der x; vom
Grade < k.

Der sogenannte Hauptsatz diber die symmetrischen Funkiionen be-
sagt nun, daB sich diese Verhiltnisse umkehren lassen:

Jede ganze rationale symmetrische Funktion vom Grade k aus
o[y, ..., x,] lapt sich als Polynom oy, ..., 0,) vom Gewicht k
schretben.

Das Wichtigste an diesem Satze ist natiirlich, dal jede symmetrische
Funktion sich durch oy, .. ., g, ausdriicken 14t ; der Zusatz tiber Grad
und Gewicht dient hauptsichlich dazu, den Induktionsbeweis zu er-
leichtern.

Dem Beweis sei eine Bemerkung vorausgeschickt:

Wenn zwei Polynome aus o[, ..., %,] einander gleich sind und
beide durch #, teilbar sind, so bleibt die Gleichheit der Polynome be-
stehen, wenn man aus allen Gliedern den Faktor x, heraushebt. Dies
gilt unabhingig davon, ob p Nullteiler hat oder nicht, einfach weil die
Gleichheit zweier Polynome das vollige Ubereinstimmen der Koeffi-
zienten bedeutet.

Setzt man nun in der Identitat (1) auf beiden Seiten x, = 0, wih-
rend die iibrigen x; den Charakter von Unbestimmten beibehalten, so
kommt:

D

.y

(F—2xy) . o (B, g)z=2"—(0y)2" 1 F - - -
+ (= D" (0p_1)o 2,

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 6
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wo (0;)o den Ausdruck bedeutet, der aus o, fiir x, = 0 entsteht. Kiirzt
man auf Grund der obigen Bemerkung auf beiden Seiten mit z, so er-
gibt sich:

(2— %) ... (8—%,_q) =21 —(0)2" 2+ « -
+ (= 1) (0n-1)o-
Diese Gleichung besagt: Die Ausdriicke (gy)y, - . ., (04_1)o sind die ele-

mentarsymmetrischen Funktionen der ersten #» — 1 Ver4nderlichen.

Der Beweis des Hauptsatzes wird durch Induktion nach # gefiihrt.
Fiir » =1 ist der Satz richtig; denn bei einer Verdnderlichen x, ist
jedes Polynom f(x,) symmetrisch und ¢; = %,, mithin f(x,) = f(0y).
Der Satz sei also fiir Polynome in #—1 Variablen (# > 1) bewiesen;
wir zeigen ihn nunmehr fiir Polynome in % Variablen.

Fiir Polynome nullten Grades in # Variablen ist der Satz trivial.
Wir kénnen also noch annehmen, er sei fiir alle Polynome der Grade
< %k in # Variablen bewiesen, und haben ihn lediglich fiir Polynome
k-ten Grades in # Variablen zu zeigen.

Es moge nun ein symmetrisches Polynom A-ten Grades f(x,,

.., x,) gegeben sein. Setzt man x, =0, so hat man nach den Induk-
tionsvoraussetzungen

F, s %1, 0) =@ (@0, - 5 (Fn=1)o)»
wo ¢ als Funktion der elementarsymmetrischen Funktionen von

%y, ..., %y_y €in Gewicht < & hat. Demnach hat auch die Funktion
®(0y, . - ., 0n_4) €in Gewicht < k. Man bilde nun

=1, s Xy, %) — @07, .., Opy)
Das Polynom f,(%y, . . ., %,) ist offenbar symmetrisch. Das erste Glied

der rechten Seite hat den Grad %, das zweite ein Gewicht < &, also als
Polynom in den «x einen Grad < &, und folglich hat f, einen Grad < %.
AuBerdem verschwindet f, fiir x, =0; also haben alle Glieder den
Faktor «,. Da die Funktion f, symmetrisch ist, haben auch alle Glieder

die Faktoren #, %,, ..., ¥,_;. Spaltet man aus allen Gliedern das
Produkt %, %, ... %, =g, ab, so folgt
=08, s %),
wo g wieder ein symmetrisches Polynom ist und einen Grad < & — n <k
hat. Nach Voraussetzung 148t sich daher g durch oy, ...,0, aus-
driicken:
g=vy(01, ..., 0,),

wo o ein Polynom vom Gewichte < & — # ist. Daraus folgt fiir f die
Darstellung

f=h+en, .0, 0) =0,9(01, -, 0,) + 901, -, Tny)
Die rechte Seite ist ganzrational in den ¢ und hat hochstens das Ge-



§ 24. Symmetrische Funktionen, 83

wicht 2. Das Gewicht kann nicht kleiner als % sein, da sonst f einen
Grad < % hitte. Also hat die rechte Seite genau das Gewicht %, womit
alles bewiesen ist.

Dieser Beweis gibt zugleich ein Mittel, eine vorgelegte symmetrische
Funktion wirklich rechnerisch durch die ¢; auszudriicken. Die Methode
ist aber etwas umstédndlich; wir werden nachher eine kiirzere angeben.

Aus dem Beweis folgt noch: Homogene symmetrische Funktionen
kénnen durch ,isobare’ Ausdriicke in den o; dargestellt werden, d. h.
durch solche, deren Glieder alle dasselbe Gewicht haben.

Wir wollen jetzt zeigen, dal eine symmetrische Funktion sich nur
auf esne Art durch oy, ..., o, ganzrational ausdriicken 148t; genauer:

Sind @1(y1, - .., Yn) und @3y, - . ., ¥y) 2wei Polynome in den Un-
bestimmiten vy, . .., y, und ist

, G101 Va) F GO V)

S0 15t
P1(0y, s 0p) F a0y, -0, 0y) .

Bildet man die Differenz ¢, — ¢, = ¢, so sieht man, daB es geniigt,
zu beweisen: Aus @(yy, ..., ¥n) F 0 folgt ¢(oy, ..., 0,) +=0.

Der Satz gilt fiir » =1, da dann ¢; = #; selbst eine Unbestimmte
ist, mithin aus ¢(y;) =+ 0 stets ¢(g,) = 0 folgt.

Der Satz braucht also fiir ein beliebiges # > 1 nur unter der An-
nahme bewiesen zu werden, daB er fiir jede kleinere Anzahl von Un-
bestimmten bereits gilt. Gesetzt, er wire fir » falsch; dann gibt es ein
Polynom ¢(y,, ..., ¥,) & 0 von méglichst niedrigem Grad m in bezug
auf y,, sodaB ¢(gy,...,0,) =0 ist. Ordnet man ¢(y,,...,»,) nach y,,
so erhalten die beiden Relationen die Gestalt

(pmy:b + ‘Pm—l%’hl + -+ Po =.=0’
2) P (015 ooy Op)Op + -+« - @o(01, -+, Tyyq) = 0.
Es muB ¢o(y1, ..., ¥n_1) & 0 sein; denn sonst kénnte man in der

ersten Relation aus allen Gliedern y, herausheben, in der zweiten
Relation ebenso ¢, und wiirde erhalten:

a(yl’ ’yn) :qjmy:?~1+ tt ‘|’<P1 +0:
‘?(‘71’ “'!Gn) :(pm(al’ ""Gn—l)og_l_}- Tt +‘P1(°'1:'~'»‘7n—-1) =0,
wo das Polynom g einen Grad < m hat, entgegen der Voraussetzung.
Setzt man nun in (2) x, = 0, so kommt:

‘Po((al)o: SR (Gn—l)o) =0,
obgleich @q(¥y, ..., ¥n_1) += 0 war, entgegen der Induktionsvoraus-
setzung. Wir haben also bewiesen:

Jedes symmetrische Polynom aus o[xy, ..., x,] ldBt sich auf eine
und wur eine Art als Polynom tn oy, ..., 0, Schreiben; das Gewicht
dieses Polynoms ist gleich dem Grad des gegebemen Polynoms.

6*
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Alle ganzrationalen Relationen zwischen symmetrischen Funk-
tionen bleiben bestehen, wenn die x; nicht Unbestimmte sind, sondern
GroBen aus p, etwa die Wurzeln eines in o[z] vollstindig zerfallenden
Polynoms f(z). Aus dem Bewiesenen ergibt sich also, daB jede sym-
metrische Funktion der Wurzeln von f(z) sich durch die Koeffizienten
von f(z) ausdriicken 148t.

Fir die praktische Durchfithrung der Rechnungen, die nétig sind,
um eine gegebene symmetrische Funktion durch die elementarsymmetri-
schen Funktionen g,,...,0, auszudriicken, existieren verschiedene
Methoden, von denen hier nur noch eine angefiihrt werden moge. (Weitere
folgen als Ubungsaufgaben.) Man ordne das gegebene symmetrische
Polynom , lextkographisch’ (wie im Lexikon), d.h. so, daB ein Glied
2% ... x% einem anderen xf: ... xf» vorangeht, wenn die erste nicht-
verschwindende Differenz «; — f; positiv ist. Mit einem Glied #3* . .. a2
kommen auch alle Glieder vor, deren Exponenten eine Permutation
der «, sind; diese werden nicht alle geschrieben, sondern man schreibt
2 A% ... 4%, wobei oy = @y =+ = a, angenommen werden kann.
Nun sucht man zum Anfangsglied a 2§ ... 2% des gegebenen Poly-
noms ein Produkt von elementarsymmetrischen Funktionen, welches
(ausmultipliziert und lexikographisch geordnet) dasselbe Anfangsglied
a xf ... 2% besitzt; dieses ist leicht zu finden, namlich:

1 02 g% — a3 On
aoch ~ %% ... 0%

Dieses Produkt subtrahiert man vom gegebenen Polynom, ordnet
wieder lexikographisch, sucht das Anfangsglied usw.

Aufgaben. 1. Man zeige, daB man in dieser Weise immer zum Ziel
kommt und leite daraus einen zweiten Beweis fiir den Hauptsatz
sowie fiir den Eindeutigkeitssatz ab.

2. Man driicke fiir beliebige: # die ,,Potenzsummen x,, 32,
243 durch die elementarsymmetrischen Funktionen aus.

3. Es sei Y 4§ =s,. Man beweise die Formeln

So — Sp-101 + Sp_30, — + =+ + (—1)¢7 1510, 1 + (— 1)200, =0
fir o<,
89_‘39_101+ A + ('_‘ l)"sg_no'n:() fur Q>n

und driicke mit ihrer Hilfe die Potenzsummen s, s,, s3, 54, S5 durch die
elementarsymmetrischen Funktionen aus.
4. Setzt man, dem Hauptsatz entsprechend:

= 2 gt A
So =2, ..., 1,0000% ... ot

(Summation iber alle 4; mit 4; +24,+ 343+ -+ =), so erhilt
man aus Aufgabe 3 fiir die a; ;, die Rekursionsformeln:

all,...,ln = ah—l,lz,...,ln_ all,lg—l, A 4 e [+ (_’— 1)9—19]’

wo das Glied in eckiger Klammer nur dann (und zwar als einziges)
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auftritt, wenn 4, =1 ist und alle {ibrigen 4; =0 sind, und wo alle a
mit einem negativen Index gleich Null zu setzen sind. Man zeige, daf3
die Losung dieser rekursiven Beziehung lautet:

:(_1)12+14+/15+-~9‘(}“1+12+1"+1"“1)[

a — e - —_—
s uees dn AN

5. Es sei gesetzt
(Bys oo ky) = Dakigke. ooy

mit Summation iiber alle verschiedenen permutierten Glieder, die ent-
stehen, wenn man statt 1, 2,..., % eine andere Indexfolge nimmt.
Zu beweisen :

(Byy ooy Ry) e (m) = cy(By +m, Ry, ..., Ry)
+ Ca(Rys By m, o Ry -
+cp(fy, Roy oo Ry m) Ry, o, Ry, m),

wobei die Koeffizienten ¢; (¢ =1, .. ., h) bzw. ¢, angeben, wie viele der
ganzen Zahlen im danebenstehenden Symbol gleich %, 4+ m bzw. gleich
m sind.

6. Man lose die in Aufg. 5 gefundene Formel nach (%, ..., &, m)
auf und leite daraus ein Rechenverfahren ab, mit dessen Hilfe beliebige
symmetrische Funktionen durch die Potenzsummen (m) ausgedriickt
werden kénnen (vorausgesetzt, daBl im zugrundegelegten Ring die Divi-
sion durch beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen erlaubt ist).

Eine wichtige symmetrische Funktion ist das Quadrat des Differenzen-
produkts:
D == H(xl _ xk)z.

i<k

Der Ausdruck von D als Polynom in a4, = —oy, a4, =0,, ..., @,
= (— 1)"g, heilBt die Diskriminante des Polynoms f(z) = 2" + a 2"~
+ -+ + - 4 a,; das Verschwinden der Diskriminante fiir spezielle a,, . . ., @,

gibt an, daB f(z) einen mehrfachen Linearfaktor enthilt.
Durch Anwendung der oben erklirten allgemeinen Methode findet
man fiir die Diskriminanten

von x% + a % + a,:
D =4a%—4a,,
von %% 4 a,%% 4 a,x + a,:
D=a%a—4a} —4a}a;— 274k + 18a,a,a,.
Aufgabe. 7. Die Diskriminante bleibt bei der Ersetzung aller x,
durch x; + % invariant. Daraus ist die Differentialbedingung

0D 0D oD
QDZ%a—al—}-(%“‘l)ala‘;;—‘— L] +a"—18—a,;:0

abzuleiten.
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Fiinftes Kapitel.

Korpertheorie.

Ziel dieses Kapitels ist, tiber die Struktur der kommutativen Korper,
iiber ihre einfachsten Unterkérper und Erweiterungskorper eine erste
Ubersicht zu gewinnen. Indessen gelten einige der folgenden Unter-
suchungen (§§ 25, 26, 28) auch fiir nichtkommutative Korper.

§ 25. Unterkorper. Primkoérper.

2 sei ein Korper.

Wenn eine Untermenge 4 von X' wieder ein Kérper ist, so heiBt sie
Unterkorper von X'. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB 4 erstens
ein Unterring ist (d. h. mit 2 und b auch @ — b und a-b enthilt), zweitens
das Einselement und zu jedem a == 0 auch das Inverse a~! enthilt.
Statt dessen kann man auch verlangen, daB 4 ein von Null verschiedenes
Element mit 4 und & auch @ — & und ab~1! enthilt.

Klar ist:

Der Durchschwitt beliebig vieler Unterkirper von X ist wieder ein
Unierkorper von X
Ein Primkirper ist ein Korper, der keinen echten Unterkorper ent-
halt. '

In jedem Korper X gibt es etnen und nur einen PrimRirper.

Beweis: Der Durchschnitt aller Unterkérper von X ist ein Korper,
der offenbar keinen echten Unterkorper mehr hat.

Gibe es zwei verschiedene Primkérper, so wire ihr Durchschnitt
wieder Unterkérper von beiden, also mit beiden identisch; die beiden
wiéren also doch nicht verschieden.

Typen von Primkirpern. IT sei der in X enthaltene Primkorper.
Er enthilt die Null und die Einheit ¢, also auch alle ganzzahligen Viel-
fachen n-e = + Xe.

Die Addition und Multiplikation dieser Elemente ne geschieht nach
den Regeln:

ne +me=(n-4m)e,

ne-me=nm-e2==nm-e.

Die ganzzahligen Vielfachen ne bilden also einen kommutativen Ring B.
Weiter ist durch # — #e eine homomorphe Abbildung des Ringes C der
ganzen Zahlen auf den Ring 9B gegeben. Nach dem Homomorphiesatz
(§ 14) ist daher P isomorph einem Restklassenring C/p, wo p das Ideal
derjenigen ganzen Zahlen # ist, denen die Null zugeordnet wird, also
fir die ne = 0 gilt. (In vielen bekannten Korpern ist #ne = 0 nur fir
n =0 moglich, also p das Nullideal. Dagegen gilt z. B. im Korper
C/(p) der Restklassen nach einer Primzahl p die Gleichung pe =0.)
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Da P keine Nullteiler hat, kann C/p auch keine haben; also muB p
ein Primideal sein. Weiter kann p nicht das Einheitsideal sein ; denn sonst
wire schon 1-¢ = 0. Es gibt also zwei Moglichkeiten:

1. p = (p), wo p eine Primzahl ist. $ ist dann die kleinste positive
Zahl mit der Eigenschaft pe = 0. Es folgt

: B==Clp)
C/(p) ist ein Korper; also ist auch der Ring ‘B ein Koérper, stellt somit
den gesuchten Primkérper dar. In diesem Fall ist also der Primkirper 1T
isomorph dem Restklassenring nach einer Primzahl im Ring dev ganzen
Zahlen: mit den Elementen n-e wivd gerechnet wie mit den Restklassen der
Zahlen n mod p.

2. p = (0). Die Homomorphie C — B wird eine 1-Isomorphie. Die
Vielfachen #e sind in diesem Falle alle verschieden: aus ne =0 folgt
n =0. In diesem Falle ist der Ring ¥ noch kein Kérper; denn der
Ring der ganzen Zahlen ist keiner. Der Primkérper JI mufB nicht nur
die Elemente von B, sondern auch deren Quotienten enthalten. Nun
wissen wir aus § 12, daB die isomorphen Integrititsbereiche B, C auch
isomorphe Quotientenkérper haben miissen, mithin ist in diesem Falle
der Primkirper I isomorph dem Korper I' der vationalen Zahlen.

Demnach ist allgemein die Struktur des in X' enthaltenen Primkérpers
vollig bestimmt durch Angabe der Zahl $ oder 0, welche das Ideal p
erzeugt. (p besteht, wie gesagt, aus den Zahlen #» mit der Eigenschaft
ne = 0.) Die Zahl $ bzw. 0 heit die Charakteristik des Korpers 2 oder
des Primkérpers II. Der Primkérper IT ist stets kommutativ.

Alle gewo6hnlichen Zahl- und Funktionenkérper, welche den Korper
der rationalen Zahlen umfassen, haben die Charakteristik Null.

Die Definition der Charakteristik fithrt sofort zu folgendem Satz:

Es sei a <= 0 ein Element von X, und k sei die Charakteristik von 2.
Dann folgt aus na = ma stets n = m (k) und wmgekehrt.

Beweis: Multipliziert man die Gleichung #na =ma mit a-!, so
folgt ne = me und daraus nach Definition der Charakteristik #» = m ().
Der SchluB3 ist umkehrbar.

Ebenso beweist man, daB aus #a = nb und #==0 (k) folgt a = b.

Eine wichtige Rechnungsregel sei noch hergeleitet :

In kommutativen Korpern der Charakteristik p ist

(@ 4+ b)? = a? + b7,
(@ —b)? =a? — b?.
Beweis: Es gilt der Binomialsatz (§ 10, Aufg. 5):
(a+mpzﬂ%«®aﬂﬁ+--~+Q£Jamﬂ+b®

Nun ist aber fiir 0 <7 < p:

() =t =t D o),
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weil der Zihler den Faktor p enthilt, der sich nicht wegkiirzen kann.
Also bleiben nur die Glieder a® und b? stehen:

(@ + b)? = a? 4 2.
Setzt man hier a 4+ b = a’, so kommt
a'? = (a' —Db)? + b7,
(@ —b)? =a'? — b2,
womit beide Behauptungen bewiesen sind.
Aufgaben. 1. Man beweise fiir Charakteristik $ durch Induktion
nach f:
(@ + b)? = a¥ + b7,
(@ — by — a#’ — b,
2. Ebenso:
@+t tap=digt - +a
3. Man wende Aufg. 2 auf eine Summe 1 41 4 -+ - + 1 modulo p an.
4. Man beweise fiir Charakteristik :
p—1
(@ — b)?p—1 = Yaibp—1-7,
i=0
5. Welche Charakteristik haben die Restklassenringe der Prim-
ideale (1 +4), (8), (24 ¢) im Ring der ganzen Gaullschen Zahlen?
(§15, Aufg. 3.)

§ 26. Adjunktion,

Ist A ein Unterkérper von £2, so heiit 2 ein Erweiterungskorper
oder Oberkorper von A . Unser Ziel ist, eine Ubersicht iiber alle moglichen
Erweiterungen eines vorgegebenen Korpers A4 zu erhalten. Damit wiirde
zugleich eine Ubersicht iiber alle iiberhaupt mé&glichen Korper gewonnen
sein, da ja jeder Korper als Erweiterung des darin enthaltenen Prim-
korpers aufgefaBt werden kann. Allerdings ist das gesteckte Ziel nur im
kommutativen Fall in den wichtigsten Teilen als erreicht zu betrachten.

Zunichst sei Q ein vorgelegter Erweiterungskdrper von 4, und © sei
eine beliebige Menge von Elementen aus Q. Es gibt Korper, die 4
und & umfassen; denn L ist ein solcher. Der Durchschnitt aller Korper,
die 4 und & umfassen, ist selbst ein Kérper, der A und & umfalt, und
wird mit 4 (&) bezeichnet. Er ist der kleinste Korper, der 4 und & um-
faBt. Wir sagen, daB 4 (&) aus A durch Adjunktion (und zwar Korper-
adjunktion) der Menge & hervorgeht. Es ist

ACA@)<Q,

und die beiden Extremfille sind: 4 (&) =4, 4(6) = Q.

Zu A (©) gehéren alle Elemente von A und alle von &, also auch alle
die Elemente, die durch Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division aus Elementen von A und & hervorgehen. Diese Elemente
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zusammen bilden aber schon einen Korper, der folglich mit 4 (&) iden-
tisch sein muB. Mithin: A (&) besteht aus allen rationalen Verbindungen
der Elemente von © mit denen von A. Im kommutativen Fall lassen sich
diese Verbindungen einfach schreiben als Quotienten ganzer rationaler
Funktionen der Elemente von & mit Koeffizienten aus 4.

Ist & eine endliche Menge: & = {u,, ..., #,}, so schreibt man fir
A(©) auch 4 (uy, ..., u,). Man spricht dann auch von Adjunktion der
Elemente #,, ..., #, zu A. Die runden Klammern bedeuten demnach
immer Korperadjunktion, wihrend eckige Klammern, z. B. A[x], die Ring-
adjunktion (Bildung aller ganzen rationalen Verbindungen) bezeichnen.

In dem rationalen Ausdruck eines Elements von 4(&) durch Ele-
mente von 4 und von & kommen auf jeden Fall nur endlichviele Ele-
mente von & vor. Jedes Element des Korpers 4(©) liegt also schon in
einem Kdorper 4 (), wo T eine endliche Untermenge von & ist. Demnach
ist A(Q) die Vereinigungsmenge aller Korper A(X), wo T jeweils eine
endliche Untermenge von & ist. Die Adjunktion einer beliebigen Menge
ist damit zuriickgefiihrt auf Adjunktionen endlicher Mengen und Bil-
dung einer Vereinigungsmenge.

Ist € die Vereinigungsmenge von &, und &,, so ist offenbar

A(€) =4(8)) (&) -
Denn A4 (&,) (8,) umfalt 4(&,) und &,, folglich 4, &, und &,, folglich
Aund &, also 4(©), und umgekehrt umfait 4 (&) sicher 4, &, und &,,
also 4(&,) und &,, also 4(&,)(&,).

Die Adjunktion einer endlichen Menge ist demnach zuriickfiihrbar
auf endlichviele sukzessive Adjunktionen eines einzigen Elementes. Er-
weiterungen durch Adjunktion eines einzigen Elements nennt man ein-
fache Kirpererweiterungen. Solche wollen wir im nichsten Paragraphen
studieren, und zwar im kommutativen Fall.

§ 27. Einfache Korpererweiterungen.

Alle in diesem Paragraphen zu betrachtenden Korper sollen kom-
mutativ sein. Es sei wieder 4 C 2, und @ sei ein beliebiges Element
von £; wir untersuchen den einfachen Erweiterungskérper A4(6@).

Dieser Kérper umfa8t zunichst den Ring & aller Polynome 3 a, @
(a, €4). Wir vergleichen & mit dem Polynombereich A[«x] einer Un-
bestimmten x.

Durch die Abbildung f(x) — f(6), genauer:

dexk 92 alc@k
ist A[x] homomorph auf & abgebildet!. Nach dem Homomorphiesatz

1 Im nichtkommutativen Fall ist dies falsch, weil die Variable » immer als
mit dem Koeffizienten a, vertauschbar angenommen wurde, die GroBe @ es aber
nicht zu sein braucht. Nur wenn speziell ® mit allen Elementen von A vertausch-
bar ist, gelten alle Betrachtungen dieses Paragraphen.
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ist also & isomorph einem Restklassenring:

S=dxlp,
wo p das Ideal derjenigen Polynome f(x) ist, welche die Nullstelle ®
besitzen, d. h. fir welche f(@) =0 ist.

Da @ keine Nullteiler hat, so muB auch A [#]/p nullteilerfrei, mithin
das Ideal p prim sein. Weiter kann p nicht das Einheitsideal sein, da dem
Einheitselement ¢ bei der Homomorphie nicht die Null, sondern e selbst
zugeordnet wird. Da in A[x] jedes Ideal Hauptideal ist, so bleiben nur
zwei Moglichkeiten:

1. p =(p(x)), wo @(x) ein in A[x] unzerlegbares Polynom istl.
@(x) ist ein Polynom niedrigsten Grades mit der Eigenschaft ¢ (@) = 0.
Es folgt:

& =4 [)/(p () -
Der Restklassenring rechts ist ein Koérper (§17); also ist auch der
Ring & ein Kérper. Demnach ist & der gesuchte einfache Erweiterungs-
kérper A (60).

2. p = (0). Der Homomorphismus A[x] ~ & wird zu einem Iso-
morphismus. Es gibt auBer der Null kein Polynom f(x) mit der Eigen-
schaft f(@) =0, und mit den Ausdriicken f(®) wird gerechnet, als ob
@ eine Unbestimmte x wire. Der Ring & =< A[x] ist in diesem Fall
noch kein Koérper; aber aus der 1-Isomorphie dieser Ringe folgt eine
Isomorphie ihrer Quotientenkérper: Der Kovper A (0), Quotientenkirper
von &, ist l-isomorph dem Korper der rationalen Funkitonen einer
Unbestimmien x.

Im ersten Fall, wo @ einer algebraischen Gleichung ¢ (@) =0 in
A geniigt, heit @ algebraisch in bezug auf A und der Korper 4 (0) eine
einfache algebraische Evweiterung von A ; im zweiten Fall, wo aus /(@) =0
folgt f(#) == 0, heiBt O transzendent in bezug auf A und der Korper 4 (©)
eine einfache transzendente Erwesterung von A. Mit einer Transzendenten
wird nach dem Obigen gerechnet wie mit einer Unbestimmten: es ist
A(@)22A(x). Im algebraischen Fall dagegen gilt nach dem Obigen:

A0) = &= A[x]/(p(*)),
wo ¢(x) das (unzerlegbare) Polynom niedrigsten Grades mit der Null-
stelle @ ist.

Aus der letzten Relation ergeben sich im algebraischen Fall folgende
Tatsachen:

a) Jede rationale Funktion von @ ist auch als Polynom Ja, @*
zu schreiben. (Denn © war definiert als die Gesamtheit dieser Polynome.)

b) Mit diesen Polynomen wird gerechnet wie mit Restklassen modulo
@(x) im Polynombereich A4 [x].

1 Fir ,,Unzerlegbar in A[#]*“ sagt man gelegentlich auch weniger exakt:
,,Unzerlegbar im Korper 4. Besser ware vielleicht: ,,Unzerlegbar iiber dem
Korper 4«.
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c) Eine Gleichung
f@) =0

148t sich in eine Kongruenz
1(x) = 0(p()

verwandeln und umgekehrt.
d) Da jedes Polynom f(x) modulo ¢(x) auf ein Polynom vom
Grade < # reduzierbar ist, wo # der Grad von @(x) ist, so lassen

n—1
sich alle Groflen von A (@) in der Gestalt f =3 a,0% schreiben.
k=0

e) Da @ keiner Gleichung von niedrigerem als #-tem Grade geniigt,

so ist die Darstellung
n—1

p=3a,0%
k=0

der Elemente von 4 (@) eindeutig.

Die irreduzible Gleichung ¢(x) =0, deren Losung oder Wurzel @
ist, heilt die definierende Gleichung des Korpers A (@). Der Grad des
Polynoms ¢(x) heiit der Grad der algebraischen GréBe @ in bezug
auf 4.

Der Grad ist gleich 1, wenn @ eine Losung einer linearen Gleichung
in A4 ist, also selbst dem Koérper 4 angehért. Man kann dann ¢ (x) =x — 6
wihlen. Der obige Satz c) ergibt somit von neuem die schon in §19
bewiesene Tatsache:

Jedes Polynom f(x) mit der Nullstelle @ ist durch x — O teilbar.

Aufgaben. 1. Man beweise fiir den Fall einer einfachen algebraischen
Erweiterung die Irreduzibilitit des Minimalpolynoms ¢(x) sowie die
Tatsachen a) bise) direkt, d. h. ohne Benutzung des Homomorphiesatzes
und der Korpereigenschaft von A[x]/(¢(x)). [Reihenfolge der Behaup-
tungen: Irreduzibilitit, c), b), a), d), e). Bei a) benutze man c¢).]

2. Man zeige weiter, daB ¢@(x) bis auf konstante Faktoren das
einzige in A[x] irreduzible Polynom mit der Nullstelle @ ist.

3. Was sind der Grad des erzeugenden Elements und die definierende
Gleichung

a) des Korpers der komplexen in bezug auf den der reellen Zahlen;

b) des Korpers l‘(i/3) in bezug auf den Korper I' der rationalen
Zahlen ;

271
c) des Korpers r<eT) in bezug auf den Korper I' der rationalen
Zahlen;
d) des Korpers C[7]/(7) in bezug auf den darin enthaltenen Prim-
korper? (C[7] ist der Ring der ganzen GauBschen Zahlen.)
4. Es sei I ein kommutativer Grundkérper, z eine Unbestimmte,

3
2=TI(z), 4= F<Z—i—1—>. Man zeige, daB X eine einfache algebraische
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Erweiterung von A4 ist. Welches ist die in A irreduzible Gleichung,
der das Element z geniigt?

Zwei Erweiterungen X, 2’ eines Korpers A heiBlen dgquivalent (in
bezug auf A), wenn es einen l-Isomorphismus X =2 2" gibt, der jedes
Element von A4 in sich selbst iiberfiihrt (fest 148t).

Je zwei einfache transzendente Erweiterungen eines Korpers A sind
dguivalent.

=) 1)

Denn vermdége —— OERIC) ist jede einfache transzendente Erweite-
rung 4(0) aqulvalent dem Korper der rationalen Funktionen der Un-
bestimmten x.

Je zwei einfache algebraische Erweiterungen A (x), A(B) sind dgquiva-
lent, sobald o und B Nullstellen desselben in A[x] irreduziblen Polynoms
@ (%) sind, und zwar gibt es dann eine solche 1-Isomorphie, welche die

Elemente von A fest lift und o in B diberfihrt.
Beweis: Die Elemente von A(x) haben die Gestalt Zakoc" und
die von A4 (f) die Gestalt Zakﬂ" Mit diesen Elementen w1rd beide

Male gerechnet wie mit Polynornen modulo ¢(#). Die Zuordnung
2ok — 3 a fE

ist also eine Isomorphie von der gesuchten Art.

Ein in 4 irreduzibles Polynom ¢(x) braucht in einem Erweiterungs-
korper £ nicht irreduzibel zu bleiben. Hat es in £ eine Nullstelle 6,
so spaltet es mindestens einen Linearfaktor x — @ ab. Moglicherweise
zerfallt es in £ noch weiter in lineare und nichtlineare Faktoren:

pE) =@x—0)(x—0,) ... x—0) (%) ... ¢z(%).
Nach dem oben Bewiesenen sind in diesem Fall die Korper 4 (@), 4 (0,),
A(0;) alle dquivalent, und bei den Isomorphismen
AO)=A4Oy)==---=4(0,)
geht @ in 6,, .. ., O, iiber.

Aquivalente Erweiterungen [wie 4 (0), 4(0,), . . ., 4(0,)], die einem
gemeinsamen Oberkorper £2 angehdéren, nennt man untereinander kon-
jugiert (in bezug auf A), und die GroBen @, @,, ..., die bei den be-
treffenden 1-Isomorphismen ineinander iibergehen, heiBen konjugierie
Grifenl. Aus dem Bewiesenen folgt: Alle Nullstellen in Q eines in
A[x] irreduziblen Polynoms ¢ (x) sind untereinander komjugiert in bezug
auf A. Umgekehrt sind konjugierte GréBen, wenn sie algebraisch sind,
stets Nullstellen desselben irreduziblen Polynoms ¢(x);" denn aus
®(©,) =0 folgt, wenn O, durch eine 1-Isomorphie in &, iibergeht,
vermoge ebendieser Isomorphie ¢(@,) = 0.

1 Die Bezeichnung wird hauptsichlich auf algebraische Gré8en @ angewandt.
Transzendente GréBen desselben Kérpers sind stets untereinander konjugiert (s. o.).
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Die Existenz der einfachen Erweiterungen. Bis jetzt war
immer £ ein vorgegebener Oberkérper, und es wurde die Struktur der
einfachen Erweiterungen A (@) innerhalb 2 studiert. Jetzt aber soll
das Problem anders gestellt werden: Gegeben sei ein Korper 4; ge-
sucht ist eine Erweiterung 4 (@), wobei von @ auBerdem verlangt wird,
entweder daB @ transzendent oder da8 @ Nullstelle eines vorgegebenen
in A[«] irreduziblen Polynoms sein soll.

Soll & transzendent sein, so ist die Losung leicht: Man nehme fiir
@ eine Unbestimmte: 0 —x

bilde den Polynombereich A{x] und dessen Quotientenkdrper A (x),
den , Korper der rationalen Funktionen der Unbestimmten x“. Wie
wir sahen, ist A4 (x) bis auf dquivalente Erweiterungen die einzige ein-
fache transzendente Erweiterung; mithin:

Es gibt eine und bis auf dquivalente Evweiterungen nur eine einfache
transzendente Erweiterung A (O) eines vorgegebenen Kirpers A.

Soll zweitens @ algebraisch sein, und zwar Nullstelle des in 4[x]
irreduziblen Polynoms ¢(x), so kénnen wir zunichst annehmen, daB
@ nicht linear ist, da sonst 4 (@) = 4 genommen werden kann.

Der gesuchte Kérper 4(®) muB nach dem Vorigen isomorph dem
Korper der Restklassen

2 = Al ()

sein. Nun ist jedem Polynom f aus A[x] eine Restklasse f in X' zu-
geordnet und die Abbildung ist homomorph. Insbesondere entspricht
jeder Konstanten @ aus 4 eine Restklasse 2 und diese Abbildung von 4
ist nicht nur homomorph, sondern sogar 1l-isomorph, da die Null die
einzige Konstante ist, die = 0 mod ¢(x) ist. Also konnen wir nach
§11, SchluB im Korper X' die Restklassen 4 durch die ihnen ent-
sprechenden Elemente @ von A ersetzen; dadurch geht X’ {iber in
einen Korper 2, der 4 umfaBt und == 2" ist.

Dem Polynom x ist eine Restklasse zugeordnet, welche @ heiflen
moge. Wir konnen also in X' den Kérper 4(@) bilden. (Ubrigens ist
2 = A(O), wie leicht zu sehen.) Aus

P ) = Sart = 0(p ()
folgt vermoge der Isomorphie
s’ﬁk@k =0 (in 2"
und daraus, wenn die a; (Zlurch die a, ersetzt werden:
9 (0) = 3a,0% — 0.
Also ist @ Nullstelle von @ (). '
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Damit ist bewiesen:

Zu einem vorgegebenen Korper A gibt es eine (und bis auf dquivalente
Erweiterungen nur eine) einfache algebraische Erweiterung A (@) von der
Beschaffenheit, dafi @ einer vorgegebenen in A[x] trreduziblen Gleichung
@(x) =0 gendigt.

Der beim Beweis benutzte ProzeB der ,,symbolischen Adjunktion'
mit Hilfe des Restklassenringes und des Symbols @ steht in einem ge-
wissen Gegensatz zur unsymbolischen Adjunktion, die moglich ist,
wenn man von vornherein iiber einen umfassenden Korper £2 verfiigt,
in dem eine GréB8e ® mit den verlangten Eigenschaften schon vorhanden
ist (vgl. den Anfang dieses Paragraphen). Ist 4 z. B. der Kérper der
rationalen Zahlen, so kann man die unsymbolische Adjunktion einer
algebraischen Zahl, d. h. einer Wurzel einer algebraischen Gleichung,
dadurch erreichen, da man von dem auf transzendentem Wege kon-
struierten Korper der komplexen Zahlen 2 ausgeht, in dem nach dem
,,Fundamentalsatz der Algebra* jede Gleichung mit rationalen Zahlen-
koeffizienten tatsichlich lésbar ist. Die obige symbolische Adjunktion
vermeidet diesen transzendenten Umweg, indem sie direkt die alge-
braische Zahl als Symbol einer Restklasse einfitlhrt und Rechnungs-
regeln fiir sie definiert. Dabei werden keine GroBenrelationen (>, <)
oder Realititseigenschaften eingefiithrt. Trotzdem entsteht auf dem
symbolischen und auf dem unsymbolisch-transzendenten Wege stets
(algebraisch gesprochen) derselbe Kérper A(6); denn nach dem zu
Anfang Bewiesenen sind alle méglichen Erweiterungen 4(€), deren @
derselben irreduziblen Gleichung geniigen, dquivalent. Sowohl die sym-
bolische wie die unsymbolische Adjunktion fallen namlich unter den
allgemeinen Adjunktionsbegriff des § 26; der einzige Unterschied ist,
daB der umfassende Koérper £ oder X, der zur Adjunktion erforder-
lich ist, im einen Fall schon vorher bekannt ist, im anderen Fall
ad hoc konstruiert wird.

Genaueres {iber das Verhiltnis von GréBenbeziehungen zu alge-
braischen Relationen findet sich in Kap. 10. .

Aufgaben. 5. Das Polynom xt--1 ist im Kérper I' der ratio-
nalen Zahlen irreduzibel (§ 22, Aufg.3). Man adjungiere eine Null-
stelle ® und zerlege das Polynom im erweiterten Korper I(0) in Prim-
faktoren.

6. Es sei I der Primkoérper der Charakteristik p, x eine Unbe-

1

stimmte, 4 = IT(x). Man adjungiere an A eine Nullstelle { = x? des
irreduziblen Polynoms z2? — x und zerlege das Polynom 2? — x im er-
weiterten Korper I7({).

7. Aus dem Primkorper der Charakteristik 2 konstruiere man durch
Adjunktion einer Nullstelle einer irreduziblen quadratischen Gleichung
einen Korper mit 4 Elementen.
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§ 28. Lineare Abhingigkeit von Groflen in bezug auf einen Korper.

Es sei & ein Ring, der einen Kérper A4 umfaBt?!, wobei das Eins-
element von A zugleich Einselement von & sein soll.

In den nachfolgenden Anwendungen ist & meist ein Erweiterungs-
korper von A; aber die Begriffe werden absichtlich etwas allgemeiner
gehalten, da sie spiter auch auf hyperkomplexe Zahlen anwendbar sein
sollenZ.

Griechische Buchstaben o, f, ... bezeichnen die Elemente des
Grundkorpers 4, lateinische #, v, .. . die des Erweiterungsrings @.

Ein Element v heiit von u,, ..., #, linear-abhingig (in bezug auf
4), wenn

Vo= U o R, U,

ist.

Die Elemente #,, . .., u, heiBen untereinander linear-abhingig, falls
eine Relation
(1) oty + oo Fou, =0
besteht, ohne daB alle &, verschwinden. Ist etwa o, = 0, so ist %, linear-
abhingig von u#,, ..., #,; denn man kann die Gleichung (1) mit oj?

multiplizieren und nach %, auflosen.
Besteht keine Gleichung von der Form (1), ohne daB3

= =0, =0

ist, so heien u,, ..., u, linear-unabhingig. So sind z. B., wenn f ein
algebraisches Element #n-ten Grades in bezug auf A ist, die Potenzen

1,8 8, ..., 671

linear-unabhingig; denn § geniigt keiner Gleichung

atoumf+ - Fa, frt=0

von niedrigerem als #-tem Grad.

Klar ist:

Satz 1. Héingen vy, ..., v, von 1y, . .., u, (linear) ab und ebenso w
VON Uy, ..., Uy, SO hingt w auch von wuy, ..., u, ab.

Satz 2. Sind u,, ..., u,_y linear-unabhingig, aber u,, . . ., u, linear-
abhingig, so ist ug linear abhingig von u,, ..., Us_;.

Beweis: In der Gleichung

Do, u, =0
mubB o, #= 0 sein.

1 A und & brauchen nicht kommutativ zu sein.

2 Die Satze dieses Paragraphen gelten sogar dann noch, wenn & kein Ring,
sondern nur ein 4-Modul (eine Abelsche Gruppe mit 4 als Operatorenbereich;
vgl. Kap. 6) ist. Das Einselement von 4 mufl dann zugleich Einheitsoperator
sein.
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Satz 3. In jeder endlichen Menge {u,, . . ., us} von Grofen, die nich

alle Null sind, gibt es ein linear-unabhingiges Teilsystem {u; , ..., u;},
von dem die tibrigen u; linear abhingen.
Beweis: Man suche aus der Menge {uy, ..., #,} ein Teilsystem

von moglichst vielen linear-unabhingigen GréBen. Von diesen muB
nun nach Satz 2 jedes weitere # linear abhingen.

Man nennt zwei Systeme {u,, ..., u,} und {vy,..., v} (linear-)
dquivalent, wenn jedes u, linear von den v; und jedes v; linear von den
u; abhingt. Die Aquivalenzrelation ist offenbar reflexiv und symme-
trisch und nach Satz 1 auch transitiv. Man kann jetzt Satz 3 auch
so formulieren: Jede endliche Menge ist einem linear-unabhingigen Teil-
system dquivalent.

Zur Gewinnung von Aussagen liber Anzahlgleichheit dquivalenter
irreduzibler Systeme und dgl. bedient man sich zweckmiBig des fol-
genden, von STEINITZ herriihrenden Austauschsatzes:

Satz 4. Sind v, ..., vy untereinander Linear-unabhingig und alle
linear-abhingig von uy, . .., u,, so gibt es in {u,, ..., u,} ein Teilsystem
{u;, ..., u,} von gemau s Elementen, welches man gegen das System
{vs, ..., vs} austauschen kann, so daf das durch diesen Austausch aus
{ur, ..., u,} entstehende System dem urspriimglichen System {u,, ..., u,}
dquivalent ist.

Beweis: Fiir s =0 ist die Behauptung trivial; denn dann gibt es
keine v;, und es wird gar nichts ausgetauscht. Die Behauptung sei
also fiir {v;, ..., v;_,} schon bewiesen, und es sei etwa {ve, ..., 5}
gegen {u;, ..., u;_,} austauschbar. v, hingt vom System {u,, ..., #,}
also auch vom neuen (durch Austausch der %;, gegen die v, entstehenden)
System linear ab. Aber v, hingt nicht von v,, .. ., v,_; allein linear ab
(da vy, ..., v, linear-unabhingig sein sollten). Also kommt im linearen
Ausdruck fiir v, ein u;, das wir #; nennen kénnen, wirklich vor:

Vg = ol - +°€s—1vs—l+“su'io+' ey OCS=*=0.
Multipliziert man diese Gleichung mit oj? und 16st nach #,;, auf, so
folgt, dal umgekehrt #,, von den iibrigen nicht ausgetauschten #; und
den v, (inklusive v;) abhdngt. Tauscht man noch u, gegen v, aus, so
hingen alle #, von den nichtausgetauschten #; und den v, ab (und
umgekehrt), g.e. d.

Aus Satz 4 folgt insbesondere:

(2) s<r

Eine weitere Folgerung ist:

Satz 5. Sind {uy, ..., u,} und {vy, ..., v} zwei untereinander dqui-
valente, einzeln linear-unabhdngige Systeme, so muf v = s sein.

Beweis: Nach dem Obigen ist sowohl 7 = s wie » = s.

Wenn alle GroBen des Bereichs & von endlichvielen #,, . . ., %, in
bezug auf 4 linear abhingen, so heiBt der Bereich & endlich in beaug
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auf A (endlicher Erweiterungsring bzw. -kérper von A). Infolge von

Satz 3 konnen wir aus den u,, ..., #, ein Aquivalentes linear-unab-
hangiges Teilsystem, etwa {u,, ..., #,}, auswahlen. Ein solches linear
unabhingiges System {u,, ..., %}, von dem alle Elemente von &

linear abhingen, heifit eine Basis, genauer A-Basis (auch , Minimal-
basis* oder ,linear-unabhingige Basis; speziell, wenn & ein Korper
ist: , Korperbasis”) des Systems & in bezug auf 4. Wihlen wir statt
{u;, ...,u,} eine andere Basis {v;, ..., v5}, so mul (nach Satz 5) 7 =s
sein; also ist die Anzahl v der Basiselemente eindeutig bestimmi. Man
nennt sie den Grad oder linearen Ranmg der endlichen Erweiterung @
in bezug auf A.

Beispielsweise ist eine einfache Korpererweiterung 4 (6), erzeugt von
einem algebraischen Element #-ten Grades @, stets endlich und vom
Grade #; denn die GroBen 1,6, 02, ..., @»1 bilden eine Basis.

Auf Grund der linearen Unabhingigkeit der Elemente #,, .. ., %,
einer Basis ist die Darstellung eines beliebigen Elements # von @&:
U =ayu + - +a,u,,

stets eindeutig; denn aus
Ay + - oo gy =byuy + - - + byu,
X(a;,—b)u, =0, also a,—b; =0.

Satz 6. Ist & endlich in bezug auf A, so istjedes Teilsystem 2 von &
wieder endlich, und jede Basis {v, ..., v} von § kann zu einer Basis
von @ erginzt werden.

Beweis: Nach Satz 4 gibt es in § hochstens 7 linear-unabhiingige
Elemente. Es sei {v,, ..., v,} ein System von méglichst vielen solchen
linear-unabhingigen GroBen. Dann muB offenbar jede weitere GroBe
aus 9 von v, ..., v, abhingen; also bilden v, ..., v, eine Basis. Es
sei nun weiter {u,, ..., u,} ein das System {v,, ..., v;} umfassendes
System von méglichst vielen linear-unabhingigen GréSen in ¢&; dann
sieht man in derselben Weise, da3 %,, ..., #, eine Basis fiir & bilden.

Satz 7. Ist & endlich vom Grade v in bezug auf A, so bilden je v un-
abhingige Elemente vy, . . ., v, von & eine Basis fiir &.

Beweis: Mehr als » unabhingige Elemente gibt es in & nicht; also
muB jedes weitere Element linear von vy, ..., v, abhingen.

Spezialfall: Hat & den Grad 1, so bildet jedes von Null verschie-
dene Element eine Basis fir &. Da & den Korper 4 umfaft, bildet
z. B. das Einheitselement ¢ von 4 schon eine Basis; jedes Element von
@& hat also die Form ae = o, und mithin ist & = 4. Der SchluB ist
umkehrbar; mithin:

folgt

1 Der Begriff der A-Basis ist zu unterscheiden von dem der Idealbasis (§ 14).
Beide sind Spezialfille des allgemeinen Begriffs einer Modulbasis (Basis eines
Moduls in bezug auf einen Operatorenbereich).

2 D. h. jeder Unterring oder Untermodul oder iiberhaupt jede Untermenge.

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 7
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Der Grad eines A wmfassenden Bereichs ® ist dann und nur dann 1,
wenn @ = A ist.

Aufgaben. 1. Ein hyperkomplexes System in bezug auf einen
kommutativen Kérper, definiert mittels eines Systems von # Symbolen
T, - -+, ¢y (§10, S. 43), hat in bezug auf den Korper den Grad #.
Jede Basis {v;, ..., v,} kann an Stelle von {s;, ..., s,} zur Definition
des hyperkomplexen Systems benutzt werden.

Wir wenden jetzt den Gradbegriff insbesondere auf Korper an. Den
Grad eines endlichen Erweiterungskorpers 2 in bezug auf A bezeichnen
wir mit (2'/A). Wenn der Grad die Werte 2, 3, 4, . .. hat, spricht man
von quadratischen, kubischen, biquadratischen, . . . Erweiterungskorpern.

Satz 8. Sind A, X und Q Korper und ist X endlich in bezug auf
A und Q endlich in bezug auf X, so ist Q endlich in bezug auf A, und es
gilt die Gradrelation:

(3) (Q/4) = (L) (214).

Beweis: Es sei {#;, ..., %,} eine Basis von X' in bezug auf 4 und
{y1, ..., Y} eine Basis von £ in bezug auf X'. Dann ist jedes Element
von £ darstellbar in der Gestalt

w :Zgi:vi (0,€2)
:E(Zk'ézk”ic)% (0::€4)
:Z_lzaik(xlcyi) .

Tk

Jedes Element von £ hingt also von den nm Groflen x;y, linear ab.
Diese Grofen sind untereinander in bezug auf A linear-unabhingig;
denn aus

szzdikxkyi =0 (d:x€4)
14
folgt wegen der linearen Unabhingigkeit der y in bezug auf X'

%’dthk == 0 »

also wegen der Unabhingigkeit der « in bezug auf A4:
d;x=0.

Also ist nm der Grad von & in bezug auf 4, ¢.e. d.

Folgerungen aus (3).

a) Ist AL XL Q2 und (Q/4) = (2]4), so ist  =2X. Aus (8)
folgt dann nédmlich (2/%) = 1. — Ebenso:

b) Ist A L X C Q und (2/F) = (Q/4), soist X =4.

Aufgaben. 2. Welchen Grad hat der Kérper I'(7, J2) in bezug auf
den Korper I' der rationalen Zahlen ?

3. Alle Elemente eines endlichen kommutativen Erweiterungskorpers
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£ eines kommutativen Kérpers 4 sind algebraisch in bezug auf 4, und
ihre Grade sind Teiler des Korpergrades (£2/4).

4. Aus wie vielen Elementen besteht ein Kérper von der Charak-
teristik o, der in bezug auf den darin enthaltenen Primkérper den
Grad » hat ?

§ 29. Algebraische Korpererweiterungen.

In diesem Paragraphen sollen die Begriffe und Methoden der beiden
vorangehenden miteinander verbunden werden. Wir beschiftigen uns
also mit kommutativen Erweiterungskérpern eines kommutativen Kor-
pers 4.

Ein solcher Erweiterungskorper X' heilit algebraisch tiber A, wenn
jedes Element von X' algebraisch iiber 4 ist.

Satz. Jede endliche Evweiterung X von A ist algebraisch und lipt sich
aus A durch Adjunktion endlichvieler algebraischer Elemente gewinnen.

Beweis: Ist # der Grad der endlichen Erweiterung X' und « €2,
so gibt es unter den Potenzen 1, «, «2, . . ., a” eines Elements « héchstens

n
» linear-unabhingige. Es muf also eine Relation 3 ¢, a* = 0 bestehen,

0

d. h. « ist algebraisch; demnach ist der Korper X algebraisch. Als
Erzeugende der Erweiterung ' (d. h. als adjungierte Menge) kann man
eine Korperbasis von X' wiahlen.

Infolge dieses Satzes kann man statt ,endliche Erweiterung’* auch
,,endliche algebraische Erweiterung’ sagen.

Umkehrung. Jede Erweiterung eines Korpers A, die durch Ad-
junktion endlichvieler algebraischer Grofen zu A entsteht, ist endlich (und
folglich algebraisch).

Beweis: Adjunktion einer algebraischen GréBe @ vom Grade #
ergibt eine endliche Erweiterung mit der Basis 1,0, ..., "~ Suk-
zessive Bildung endlicher Erweiterungen ergibt nach Satz 8, § 28 stets
wieder eine endliche Erweiterung.

Folgerung. Summe, Differenz, Produkt und Quotient algebraischer
Grofen sind wieder algebraische Grofien.

Satz. Ist o algebraisch in bezug auf X und X algebraisch in bezug auf
A, so ist o algebraisch in bezug auf A.

Beweis: In der algebraischen Gleichung fiir o mit Koeffizienten aus
2 konnen nur endlichviele Elemente §,y, ... von X als Koeffizienten
vorkommen. Der Korper X' =A(B,y, . ..) ist endlich in bezug auf 4,
und der Korper 2’ («) ist wieder endlich in bezug auf X’; also ist 2’ (x)
auch endlich in bezug auf A, also « algebraisch in bezug auf 4.

Zerfdllungskorper. Unter den endlichen algebraischen Erweite-
rungen sind besonders wichtig die ,,Zerfdllungskirper eines Polynoms
f(x), die durch ,, Adjunktion aller Wurzeln einer Gleichung f(x) =0

T*
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entstehen. Darunter versteht man solche Korper 4(«y, ..., «,), in
denen das Polynom f(x) aus 4 [x] vollstindig in Linearfaktoren zerfallt:

f#) = —o) oo (x—ap),?

und die durch Adjunktion der Wurzeln «, dieser Linearfaktoren zu A
entstehen. Uber diese Korper gelten die folgenden Sitze:
Zu jedem Polynom f(x) aus A[x] gibt es einen Zerfillungskirper.
Beweis: In 4[x] moge f(x) folgendermaBen in unzerlegbare Fak-
toren zerfallen:
1#) = @1(%) @2 (%) - . . @p(%) .

Wir adjungieren nun zunichst eine Nullstelle «, des irreduziblen Poly-
noms @, (%) und erhalten dadurch einen Kérper 4 («;), in dem ¢, (%),
also auch f(#), einen Linearfaktor x — «, abspaltet.

Gesetzt nun, man habe schon einen Kérper 4, = A(uy, .. ., o)
(® << n) konstruiert, in dem das Polynom f(x) die (gleichen oder ver-
schiedenen) Faktoren ¥ — o, ..., x — o abspaltet. In dem Korper 4,
moge f(x) folgendermaBen zerfallen:

@) =(@—o) -« (®— o) Pryr(®) - - - 9y ().
Wir adjungieren nun zu A4, eine Nullstelle a;,; von 9., (%). Im so er-
weiterten Korper Ay (o) = 4 (o, - - ., az,4) spaltet f(x) die Faktoren
X —oy, ..., ¥ — 0y, ab. Vielleicht spaltet sogar f(x) nach der Ad-
junktion noch mehr als diese &+ 1 Linearfaktoren ab, aber das schadet
nichts.

In dieser Art schrittweise weitergehend, findet man schlieSlich den
gesuchten Korper 4, = Aoy, ..., a,). —

Wir werden nun weiter zeigen, daB der Zerfillungskérper eines ge-
gebenen Polynoms f(x) bis auf dquivalente Erweiterungen eindeutig be-
stimmt ist. Dazu benétigen wir den Begriff der Fortsetzung eines Iso-
morphismus. .

Essei4C Xund A4 L X, und es sei ein 1-Isomorphismus 4 22 4 ge-
geben. Ein 1-Isomorphismus 2 o Z heiBt nun eine Fortsetzung des ge-
gebenen 1-Isomorphismus A =~ 4, wenn jede GréBe a von 4, die beim
alten Isomorphismus A =< A das Bild @ hat, beim neuen Isomorphismus
X o X dasselbe Bild @ aus A hat. N

Alle Sitze iiber Fortsetzungen von Isomorphismen bei algebraischen
Erweiterungen beruhen auf dem folgenden:

Geht bei einem 1-Isomorphismus A=< A ein irreduzibles Polynom o (x) aus

A[x] in das (natsirlich ebenfalls irreduzible) Polynom @ (x) aus A[x] iiber,
ist weiter o eine Nullstelle von @ (x) in einem Erweiterungskorper von A

1 Den héchsten Koeffizienten von f (#) wollen wir hier und im folgenden
gleich 1 annehmen, was offenbar nichts ausmacht.
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und o eine Nullstelle von @ (x) in einem Erweiterungskorper von A4, so

Lift sich der gegebene 1-Isomorphismus A =2 A 2u einem 1-Isomorphismus
A(o) =2 A (@), der o in & diberfiikrt, fortsetzen.

Beweis: Die Elemente von A («) haben die Gestalt 3 c o (¢, € 4),
und mit ihnen wird gerechnet wie mit Polynomen modulo ¢ (x). Ebenso
haben die Elemente von A (%) die Gestalt 3¢, a* (¢, € ), und mit ihnen
wird gerechnet wie mit Polynomen modulo @ (x), also genau so, nur mit
Querstrichen. Also ist die Zuordnung

Dok — S ok

(wobei die ¢, die entsprechenden Elemente zu den ¢; im Isomorphismus
A =2 A sind) ein Isomorphismus, der die verlangten Eigenschaften besitzt.

Ist speziell 4 = A und bildet der gegebene Isomorphismus jedes
Element von A auf sich ab, so erhilt man den fritheren Satz zuriick,
daB alle Erweiterungen 4 («), 4 (@), . . ., die durch Adjunktion je einer
Wourzel derselben irreduziblen Gleichung entstehen, dquivalent sind und
daB jede Wurzel durch die betreffenden 1-Isomorphismen in jede andere
ibergefithrt werden kann.

Ein entsprechender Satz gilt nun bei Adjunktion aller Wurzeln
eines Polynoms statt einer einzigen:

Geht bei einem 1-Isomorphismus A=A ein beliebiges Polynom f(x)
aus A{x] tn ein Polynom f(x) aus A[x] iiber, so lift sich der 1-Isomorphis-
mus zu  etnem 1-Isomorphismus eines beliebigen Zerfillungskirpers

Aey,. . ., o) von [ (%) mit einem beliebigen Zerfillungskorper A (&y, . . ., &)
von [(x) fortsetzen, wobei «, ..., «, in einer gewissen Reihenfolge in
&y, ..., &, tibergehen.

Beweis: Gesetzt, man habe (eventuell nach Abinderung der Reihen-
folge der Wurzeln) den 1-Isomorphismus 4224 schon fortgesetzt zu

einem 1-Isomorphismus A (@, . . ., az) 224 (&, . . ., &), Wwobei jedes a;
in a; ibergeht. (Fiir £ =0 ist das tatsichlich der Fall.) In A {x,, ..., o)
moge f(x) so zerfallen:

f) =@ —ay) -« (x— o) Prs1(¥) - - Pa(%) .

Entsprechend zerfillt dann, vermdge des 1-Isomorphismus, f(x) in
A(ey, ..., ) folgendermaBen:

J0) = (B —a) -+ (8 — %) @ryr (0) - Pa(a).

In Ay, ..., a,) bzw. A(&,, ..., &,) zerlegen sich die Faktoren g,
und @, weiter in (¥ —ayy) (¥ — o) bzw. (¥ —&yy) o0 (¥ — ).
Die )y, ..., 2, und o, . .., &, mogen so umgeordnet werden, daB

&1 Wurzel von ¢, (%) und &, Wurzel von @, (x) wird. Nach dem
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vorigen Satz 148t sich dann der 1-Isomorphismus

Aoy, ooy ag) Ay, ..., &)

zu einem ebensolchen

Aoy, vvs )2 A @y, vy Gy )
fortsetzen, wobei oy, in @, iibergeht.
In dieser Weise Schritt fiir Schritt von 2 =0 aus weitergehend,
kommt man schlieBlich zum gesuchten 1-Isomorphismus

Aoy, ..., a)=2A(@y, ..., ,),
wobei laut Konstruktion jedes «; in a; iibergeht. —
Ist jetzt insbesondere 4 = A und 148t der gegebene 1-Isomorphis-

mus A4 22 A jedes Element von A fest, so wird f = f, und der erweiterte
1-Isomorphismus _
(g, ey 2d (o, ..., a,)

148t ebenfalls alle Elemente von A fest, d. h. die beiden Zerfallungs-
kérper von f(x) sind dquivalent. Mithin ist der Zerfillungskorper eines
Polynoms f(x) bis auf dquivalente Evweiterungen eindeutig bestimmd.

Daraus folgt, daB alle algebraischen Eigenschaften der Wurzeln un-
abhéngig von der Art der Konstruktion des Zerfallungskorpers sind.
Zum Beispiel: Ob man ein Polynom zerfillt im Kérper der komplexen
Zahlen oder mittels symbolischer Adjunktion, man wird ,im wesent-
lichen®, d. h. bis auf Aquivalenz, stets dasselbe finden.

Insbesondere hat jede Wurzel oder Nullstelle von f(x) eine be-
stimmte Vielfachheit, in der sie bei der Zerlegung
f#) = — o) - (x—ap)
vorkommt.

Vielfache Wurzeln sind dann und nur dann vorhanden, wenn f(x)
und f'(x) iiber dem Zerfallungskorper einen gemeinsamen Teiler haben,
der keine Konstante ist (§ 19). Der groBSte gemeinsame Teiler von f(x)
und f'(x) tiber irgend einem Erweiterungskdrper ist aber derselbe wie
der groBte gemeinsame Teiler im Grundbereich A[x] (§16, Aufg.1).
Demnach kann man durch Bildung des gréBten gemeinsamen Teilers von
f(#) und f'(») in A[«] schon erkennen, ob f(x) in seinem Zerfillungs-
korper vielfache Nullstellen besitzt.

Zwei Zerfallungskdrper eines und desselben Polynoms, die in einem
gemeinsamen Umfassungskorper 2 enthalten sind, sind nicht nur
dquivalent, sondern sogar gleich. Denn wenn in £ zwei Zerlegungen

@) =@F—o) - (¥—a,),
f#) =@F—a) - (x—a)

stattfinden, so stimmen nach dem Satz von der eindeutigen Faktor-
zerlegung in Q2[x] die Faktoren bis auf die Reihenfolge iiberein.
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Galoissche Erweiterungskdrper. Ein Korper 2 heilit Galoissch
oder normal Uber A, wenn er erstens algebraisch in bezug auf A ist
und zweitens jedes in A[«] irreduzible Polynom g(x), das in % esne Null-
stelle « hat, in X'[x] ganz in Linearfaktoren zerfallt!.

Unsere frither konstruierten Zerfillungskérper sind Galoissch nach
folgendem Satz:

Ein Korper, der aus A durch Adjunktion aller Nullstellen eines oder
mehrerer oder sogar unendlichvieler Polynome aus A[x) entsteht, ist Galoissch.

Zunichst kénnen wir den Fall unendlichvieler Polynome auf den
endlichvieler zuriickfithren; denn jedes Element « des Korpers hingt
doch nur von den Wurzeln endlichvieler unserer Polynome ab, und wir
konnen uns fiir die Zerfillung des irreduziblen Polynoms, welches o«
zur Nullstelle hat, ganz auf den von diesen endlichvielen Wurzeln er-
zeugten Korper beschrdnken.

Sodann kénnen wir den Fall endlichvieler Polynome auf den eines
einzigen zuriickfithren, indem wir sie alle miteinander multiplizieren und
die Nullstellen des Produkts adjungieren; das sind ja dieselben GréBen
wie die Nullstellen aller Faktoren zusammengenommen.

Esseialso X' = A(q,, .. ., a,), wo die «, die Wurzeln eines Polynoms
{(x) sind, und das irreduzible Polynom g(x) aus A[x] habe eine Null-
stelle § in 2. Wenn g(x) in X nicht ganz zerfillt, kénnen wir 2 durch
Adjunktion einer weiteren Nullstelle ' von g(x) zu einem Korper X'(8’)
erweitern; dann ist, da § und g’ konjugiert sind,

AB)=Ap).

Bei dieser Isomorphie gehen die GréBen von A und somit auch die
Koeffizienten des Polynoms f(x) in sich iber. Adjungieren wir nun
links und rechts alle Nullstellen von f(x), so laBt sich die Isomorphie
fortsetzen:

AB, oy, oo, a) 2 AB, 0y, o os g,

wobei die o; wieder in die «;, vielleicht in anderer Reihenfolge, iiber-
gehen. Nun ist 8 eine rationale Funktion von ay, .. ., «, mit Koeffi-
zienten aus A:

B =7, ..., &),

1 Man kann die Definition auch so fassen: Eine algebraische Evweiterung X ist
Galoissch, wenn X zugleich mit einer Grofe o auch alle zu a konfugievten Grifen
(trgend cines umfassenden Korpers) enthdlt. Die zu « konjugierten GréBen eines
beliebigen umfassenden Korpers sind namlich nichts anderes als die Wurzeln
desselben irreduziblen Polynoms g (x), dessen Nullstelle « ist, und der Umfassungs-
korper kann immer so gewihlt werden, daB in ihm g (v) ganz zerfallt. Diese Defi-
nition ist aber hier vermieden worden, da sie auf die Gesamtheit aller umfassenden
Koérper Bezug nimmt, was (abgesehen von der mengentheoretischen Bedenk-
lichkeit dieser Gesamtheit, die sich wohl beseitigen lieBe) weniger schén erscheint,
da es sich in Wirklichkeit um eine Eigenschaft von X und 4 allein handelt.
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und diese rationale Beziehung bleibt bei jedem Isomorphismus erhalten.
Mithin ist auch §’ eine rationale Funktion von &, ..., «,, gehort also
ebenfalls dem Kérper X' an, entgegen unserer Annahme.

Umkehrung. Ein Galoisscher Korper X iiber A entsteht durch Ad-
junktion aller Nullstellen einer Menge von Polynomen und, wenn ev endlich
ist, sogar durch Adjunktion aller Nullstellen eines einzigen Polynoms.

Beweis: Der Korper 2 entstehe durch Adjunktion einer Menge I
von algebraischen GréfSen. (Im allgemeinen Fall kann man etwa & = %
wihlen; im endlichen Fall ist 9t endlich.) Jedes Element von It geniigt
einer algebraischen Gleichung /(%) = 0 mit Koeffizienten aus 4, die
in X ganz zerfillt. Die Adjunktion aller Nullstellen aller dieser Polynome
f(x) (bzw., wenn es nur endlichviele sind, aller Nullstellen ihres Pro-
duktes) ergibt mindestens so viel wie die Adjunktion von I allein, d. h.
sie ergibt den ganzen Korper 2, q. e. d.

Eine irreduzible Gleichung f(x) =0 heiBt Galoissch, wenn der durch
Adjunktion einer Wurzel entstehende Korper schon Galoissch ist, d. h.
wenn in ihm f (%) vollig zerfallt.

Die Termini ,,Galoissche Koérper* und ,,Galoissche Gleichungen‘ er-
kliren sich folgendermaBen: In der fritheren Theorie spielten die Haupt-
rolle die ,,Galoisschen Resolventen einer Gleichung. Eine Galoissche
Resolvente einer Gleichung f(x) =0 ist eine irreduzible Gleichung
g(x) =0 mit der Eigenschaft, da8 die Adjunktion einer Wurzel dieser
Gleichung schon den vollstindigen Zerfillungskorper des Polynoms
f(x) ergibt. (Die Existenz solcher Resolventen werden wir spéiter be-
weisen.) Der durch eine Galoissche Resolvente definierte Korper wurde
nun als Galoisscher Korper bezeichnet und eine Gleichung, die ihre
eigene Galoissche Resolvente darstellt, als Galoissche oder normale
Gleichung.

Aufgaben. 1. Ist ACXCQ und Q Galoissch iber 4, so ist
£ Galoissch iber 2.

2. Man konstruiere den Wurzelkérper von %3 — 2 in bezug auf den
rationalen Grundkérper I'. Man zeige: Ist « eine Wurzel, so ist I («)
nicht Galoissch.

3. Ist f(x) im Korper K irreduzibel, so zerfillt f(«) in einem Galoisschen
Erweiterungskorper in lauter Faktoren gleichen Grades, die in bezug
auf K konjugiert sind.

4. Jeder in bezug auf A4 quadratische Korper ist Galoissch in bezug
auf 4.

§ 80. Einheitswurzeln.

Wir haben im vorangehenden die allgemeinen Grundlagen der
Kérpertheorie dargestellt. Bevor wir die allgemeine Theorie weiter
entwickeln, wenden wir die erhaltenen Sitze auf einige ganz spezielle
Gleichungen und spezielle Kérper an.
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Es sei IT ein Primkorper und % eine natiirliche Zahl, die nicht kon-
gruent Null ist nach der Charakteristik von . (Ist die Charakteristik
Null, so darf # demnach eine beliebige natiirliche Zahl sein.) Unter einer
h-ten Einheitswurzel verstehen wir eine Nullstelle des Polynoms

fl#) =22 —1

in irgend einem kommutativen Erweiterungskérper.

Die h-ten Einhestswurzeln in esnem Kovper bilden bei der Multiplikation
eine Abelsche Gruppe. N

Denn wenn o* =1 und g* =1, so ist auch <%> =1, woraus die

Gruppeneigenschaft folgt. Dal3 die Gruppe Abelsch ist, ist klar.

Die Ordnung eines Gruppenelements « ist Teiler von %4, da «* =1
sein muB.

Der Zerfallungskorper X von f(x) heiBt der Korper der h-ten Ein-
heitswurzeln iiber dem Primkorper I1. Das Polynom f(x) zerfallt in lauter
verschiedene Linearfaktoren; denn die Ableitung

[ (&) = hart

verschwindet, da % nicht durch die Charakteristik teilbar ist, nur fir
% =0, hat also keine Nullstelle mit f(x) gemein. Es gibt also in X genau
h h-te Einheitswurzeln.

Wir zerlegen nun % in Primfaktoren:

m
h =]lg7
=1
In der Gruppe der A-ten Einheitswurzeln gibt es héchstens qi Elemente 4,
A

h 1
fir die a@ = 1 ist; denn das Polynom x¢¢ — 1 hat héchstens —Z— Null-

stellen. Also gibt es in der Gruppe ein a; mit
alie 4= 1.

Das Gruppenelement
by =ah:q;

hat die Ordnung ¢;*. Denn seine g;i-te Potenz ist 1, seine Ordnung also
ein Teiler von g¥; aber seine g;'”*-te Potenz ist von 1 verschieden, seine
Ordnung also kein echter Teiler von ¢*. Das Produkt

)
1

hat nun, als Produkt von Elementen der teilerfremden Ordnungen
9", - .., ¢, genau die Ordnung

m
I gy =h
1
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(§ 7, Aufg. 1). Eine solche Einheitswurzel, deren Ordnung genau 4 ist,
nennen wir eine primitive h-te Einheitswurzel.

Die Potenzen 1, (,(2,...,{* ! einer primitiven Einheitswurzel
sind alle verschieden; da aber die Gruppe im ganzen nur % Elemente
hat, so sind alle ihre Elemente Potenzen von (. Mithin:

Die Gruppe der h-ten Einheitswurzeln ist zyklisch wnd wird von jeder
primitiven Einheitswurzel { erzeugt.

Die Anzahl der primitiven A-ten Einheitswurzeln ist nun leicht zu
bestimmen. Wir geben sie zunichst mit (k) an. @(h) ist die Anzahl
der Elemente der Ordnung h in einer zyklischen Gruppe der Ordnung h.1
Ist zunichst A eine Primzahlpotenz, 4 =g¢*, so sind alle ¢" Potenzen von
{, mit Ausnahme der ¢"~! Potenzen von {?, Elemente A-ter Ordnung;
mithin ist
) ) =g =gt =g gD =g (1—).

g
Ist zweitens % in zwei teilerfremde Faktoren zerlegt: & =rs, so ist
jedes Element A-ter Ordnung eindeutig als Produkt eines Elements
r-ter Ordnung und eines Elements s-ter Ordnung darstellbar (§ 16,
Aufg. 3) und umgekehrt jedes solche Produkt ein Element /-ter Ordnung.
Die Elemente 7-ter Ordnung gehoéren der von {° erzeugten zyklischen
Gruppe r-ter Ordnung an; ihre Anzahl ist demnach ¢(#). Ebenso ist

die Anzahl der Elemente s-ter Ordnung ¢(s); fiir die Anzahl der Pro-
dukte hat man demnach

ph) =g @)
Aus dieser Formel folgt durch wiederholte Anwendung, wenn wie bisher
m
h=]lg;
i
die Zerlegung von 4 in teilerfremde Primzahlpotenzen ist:

) = @(@rgs ... m) = @) @@R) - o),
also nach (1):

ph) =qp~Ha — g~ —1) ... g g — 1)
1 1 o1
=h=g) =) (=2
Mithin:
Die Anzahl der primativen h-ten Einheitswurzeln ist

wm:hﬁ(L_;)

1 Nach § 16, Aufg. 4 ist @ (k) zugleich die Anzahl der zu % teilerfremden
natiirlichen Zahlen < k. Man nennt ¢ (k) die Ewlersche q-Funktion.
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Wir setzen n = (k). Die primitiven A-ten Einheitswurzeln seien
Ciy ..., £, Sie sind die Nullstellen des Polynoms

=0 —0) ... (r— L) = Prln).
Es ist
@) w1 = [[B, (),
alh

wo 4 die positiven Teiler von /4 durchliuft!; denn jede k-te Einheitswurzel
ist primitive d-te Einheitswurzel fiir einen und nur einen positiven Teiler
d von h, und daher kommt jeder Linearfaktor von x* — 1 in einem und
nur einem der Polynome &, (x) vor.

Die Formel (2) bestimmt @, (x) eindeutig. Denn aus ihr folgt zu-
nichst

D (x)=x2—1,

und wenn @, fir alle positiven d < & bekannt ist, so bestimmt sich
®@,, durch Division aus (2).

Da diese Divisionen sich nach dem Algorithmus im ganzzahligen
Polynombereich der Variablen x ausfiihren lassen, so folgt:

Jedes @y, (x) ist etn ganzzahliges Polynom und unabhingig von der
Charakteristik des Korpers II (solange nur h wicht durch sie teilbar ist).

Die Polynome @,(x) heillen, aus einem spiter zu erwihnenden
Grunde, Krersteslungspolynome. Man kann fiir sie explizite rationale
Formeln angeben mit Hilfe der ,,Mébiusschen Funktion u(n), die
folgendermafBen definiert wird:

0, wenn p¥n fiir ein p,,
u(n) =3 (—1)*, wenn n = p, p, ... p; (also n ,,quadratfrei),
1, wenn # =1 ist

(p1, ..., P; sind die verschiedenen Primfaktoren der Zahl #). Die
Mobiussche Funktion hat die wichtige Eigenschaft:

1 fir h=1,
pld) =
dalh 0 fir A >1,
die man etwa beweist, indem man A =g} ... ¢;» setzt, das Produkt

m
II(1 — z,) entwickelt und dann alle z, gleich 1 setzt. Die Glieder
1

(— 1)}'251252 cee 24

dieses Produktes entsprechen namlich genau den quadratfreien Teilern
d =g, gi, - qi; von h, und es ist

(— 1) = n(d).

1 alp (sprich: a teilt b) bedeutet: a ist Teiler von b.
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Setzt man also alle z; = 1, so kommt fiir m >0 (d. h. &z > 1):

m
0=101—-1)=3ud)),
1 alh
wihrend fiir 2 = 1 offenbar 3 u(d) =1 ist.

dlh
Nunmehr behaupten wir:
Die Kreisteslungspolynome werden gegeben durch

(3) D, (x) = [[(x¢ —1)" <§>

aih

Zum Beweis gentigt es, zu zeigen, daB3 die Funktionen rechter Hand

die Gleichung (2) befriedigen, also daB3:
d
ah—1=]J] J[[(x — 1)”('1')
dlh d&]a

ist. Die Exponenten eines festen 44" — 1 sind die Zahlen (%) , wo d Teiler
von 4 und Vielfaches von 4’ ist, d. h. es sind alle u (1), wo 4 Teiler von %
ist. Die Summe dieser Exponenten ist im allgemeinen gleich Null; nur
im Falle —; =1 hat sie den Wert 1. Demnach bleibt rechts aus dem
ganzen Doppelprodukt nur der eine Faktor x* — 1 stehen, und zwar
mit dem Exponenten 1. Die Gleichung (2) wird also durch die Funk-
tionen (3) befriedigt.

Beispiele:

By (0) = (12 — ¥ (a — 1728 — 1)-2(a2 — 1)1
(% 4+ 1)¥1(x2 4+ 1)1 =4 —x2 4 1:
Dy (x) = (€ — 1) (x@ " — 1)-1
=14+ 2?7 420 L 4 gl

fiir jede Primzahl g.

Das Polynom @,(x) kann sehr wohl reduzibel sein; so ist z. B.
fiir die Charakteristik 11

D) =2t — 2+ 1= x2—5x+1) (2 4+ 5x41).

Wir werden aber spiter (§48) sehen, daB im Primkérper der Charak-
teristik Null das Polynom @,(x) irreduzibel, mithin alle primitiven
h-ten Einheitswurzeln konjugiert sind. In §22 haben wir auf Grund
des Eisensteinschen Satzes schon erkannt, daB dies fiir alle Prim-
zahlen % der Fall ist; fir @3 = x* + 1 und @,, = x* — x2 4 1 war es
der Inhalt von Aufg. 3, §22 und Aufg. 5, § 21.

Ein oft benutzter Satz ist der folgende:

Ist  eine h-te Einheitswurzel, so ist

144824 00 01 =
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Summenformel der geo-
metrischen Reihe: Fiir { &= 1 erhilt man

Aufgaben. 1. Der Korper der 4-ten Einheitswurzeln ist fiir un-
gerades & zugleich Korper der 2 A-ten Einheitswurzeln.

2. Die Korper der dritten und vierten Einheitswurzeln iiber dem
Korper der rationalen Zahlen sind quadratisch. Man driicke diese Ein-
heitswurzeln durch Quadratwurzeln aus.

3. Der Korper der achten Einheitswurzeln ist quadratisch in bezug
auf den GauBschen Zahlkérper (7). Man driicke eine primitive achte
Einheitswurzel mit Hilfe einer Quadratwurzel aus einem Element von
I (7)) aus.

4. Im Falle der Charakteristik p sind die (¢* k)-ten Einheitswurzeln
zugleich 4-te Einheitswurzeln. (Das rechtfertigt die zu Anfang gemachte
Beschriankung 4 ==0(p).)

5. Die , Kreisteslungsgleichung’ @, (x) =0 ist stets Galoissch.

§ 31. Galois-Felder (endliche kommutative Kérper).

Wir haben in den Primkérpern der Charakteristik $ schon kommu-
tative Korper mit endlichvielen Elementen kennengelernt. Die endlichen
kommutativen Korper heiflen nach ihrem Entdecker Garois auch Galods-
Felder. Wir untersuchen zunichst ihre allgemeinen Eigenschaften.

Es sei A ein Galois-Feld und ¢ die Anzahl seiner Elemente.

Die Charakteristik von A4 kann nicht Null sein; denn sonst wiirde
der in A liegende Primkéorper [T schon unendlich viele Elemente haben.
Es sei p die Charakteristik. Der Primkorper /7 ist dann 1-isomorph dem
Restklassenring modulo  und hat p Elemente.

Da es in A iiberhaupt nur endlichviele Elemente gibt, so gibt es auch
in A ein grofStes System von linear-unabhingigen Elementen oy, . . ., o,
in bezug auf IT. » ist der Korpergrad (4/II), und jedes Element von A
hat die Gestalt

(1) cioy + o+,
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ¢, aus II.

Fiir jeden Koeffizienten ¢; sind p Werte moglich; es gibt also genau
p" Ausdriicke von der Gestalt (1). Da diese die simtlichen Kérper-
elemente darstellen, so folgt

g=7"

Damit ist bewiesen: Die Anzahl der Elemente eines Galois-Feldes ist eine
Potenz der Charakteristik p; der Exponent gibt den Korpergrad (A/II) an.

Jeder Korper ist nach Weglassung des Nullelements eine multi-
plikative Gruppe. Im Fall des Galois-Feldes ist die Gruppe Abelsch
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und ihre Ordnung ¢ — 1. Die Ordnung eines beliebigen Elements «
muB ein Teiler von ¢ — 1 sein; daraus folgt:

wt-l=1, fiir jedes a 4= 0.
Die hieraus folgende Gleichung
o —a=0

gilt auch fiir « = 0. Alle Korperelemente sind also Nullstellen der Funk-
tion x¢ — x. Sind «y, . . ., , die Korperelemente, so mufl x? — x teil-
bar sein durch

q
I —a,).
i

Wegen der Gradzahlen ist also

x“—x:[q[(x—oci).
1
A entsteht demnach aus I/ durch Adjunktion aller Nullstellen einer
einzigen Funktion ¢ — x. Durch diese Angabe ist aber 4 bis auf 1-Iso-
morphie eindeutig bestimmt (§29); also:

Bei gegebenem p und n sind alle kommutativen Korper mit p* Ele-
menten 1-isomorph.

Wir wollen nun zeigen, daB es zu jedem # > 0 und jedem $ auch
wirklich einen Korper mit ¢ = $" Elementen gibt.

Man gehe vom Primkérper I7 der Charakteristik $ aus und bilde
iiber IT einen Kérper, in dem ¢ — x vollstindig in Linearfaktoren zer-
fallt. In diesem Korper betrachte man die Menge der Nullstellen von
2% — x. Diese Menge ist ein Kérper; denn aus #?" = x und y?" =y
folgt nach § 25, Aufg. 1:

(x - y)p" = xP" — yp",

5 =%

y - y,,u ’

wonach Differenz und Quotient zweier Nullstellen wieder Nullstellen
sind.

Das Polynom x? — x hat lauter einfache Nulistellen; denn seine
Ableitung ist wegen g = 0(p)

und im Falle y < 0:

qxq—l_lz_l,

und — 1 wird nie Null. Die Menge seiner Nullstellen ist also ein Koérper
mit g Elementen.

Damit ist bewiesen:

Zu {eder Primzahlpotenz q = p"(n >0) gibt es ein und bis auf
Isomorphie nur ein Galois-Feld mit genauw q Elementen. Die Elemente
sind die Nullstellen von %% — x.
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Das Galois-Feld mit genau p" Elementen sei im folgenden mit
GF (p™) bezeichnet.

Wir setzen ¢ — 1 ==& und bemerken, daf alle von Null verschie-
denen Elemente des Galois-Feldes Nullstellen von x* — 1, also A-te
Einheitswurzeln sind. Da % zu ¢ teilerfremd ist, so gilt fiir diese Ein-
heitswurzeln alles im vorigen Paragraphen Gesagte:

Alle von Null verschiedenen Kirperelemente sind Potenzen einer ein-
zigen primitiven h-ten Einheitswurzel. Oder: Die multiplikative Gruppe des
Galois-Feldes ist zyklisch.

Durch diese Theoreme ist die Struktur der endlichen kommutativen
Korper vollstindig aufgedeckt.

Es ist ein leichtes, simtliche Unterkdrper von GF (p") zu bestimmen.
Jeder Unterkorper hat einen Grad m, der Teiler von # ist, und besteht
somit aus p™ Elementen, die dadurch gekennzeichnet sind, daB sie
Nullstellen von ¥?™ — x sein miissen. Zu jedem positiven Teiler m von n
gibt es aber auch wirklich einen solchen Unterkorper; denn wenn m Teiler
von # ist, so ist p™ — 1 Teiler von p" — 1 = (p™ — 1) (p"—™  pn—2m
+ - -+ 4 pm 4 1), mithin ¥#™ -1 — 1 Teiler von x?"-1 — 1, also x?™ — x
Teiler von x?" — x. Da das letztere Polynom in GF (p") vollstindig zer-
fillt, muB das erstere es auch tun, und seine Nullstellen bilden einen
GF (p™) . Damit ist bewiesen: Zu jedem Teiler m > O von n gibt es einen
und nur einen Unterkirper m-ten Grades GF (p™) in GF (p™). Ein Element
o <=0 gehort dem Unterkérper an, wenn es der Gleichung a?™~1 =1
gentigt, also wenn seine Ordnung (in der multiplikativen Gruppe) Teiler
von p™ — 1 ist.

Im néichsten Paragraphen werden wir den folgenden Satz brauchen:

Ein Galois-Feld der Charakteristik § enthilt zu jedem Element a

1

genau eine p-te Wurzel ar .

Beweis: Zu jedem Element x existiert im Korper eine p-te Potenz x?.
Verschiedene Elemente haben verschiedene p-te Potenzen wegen

xP — yP = (x_y)zr.

Also gibt es im Korper genau so viele p-te Potenzen wie Elemente.
Alle Elemente sind also p-te Potenzen.

Wir wollen schlieflich noch die 1-Automorphismen des Korpers
& = GF (p™) bestimmen.

Zunichst ist « — «® ein Automorphismus. Denn einerseits ist die
Zuordnung nach dem vorigen Satz umkehrbar eindeutig, und andrer-
seits ist

o+ B7 =+ o,
(@ f)? == a? 7.

Die Potenzen dieses Automorphismus fiihren o iiber in «?, a?®, ...,
m . . .
a?” = or. Damit haben wir m Automorphismen gefunden.
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DaB es nicht mehr als m 1-Automorphismen geben kann, werden
wir im § 32 sehen. Die oben bestimmten  1-Automorphismen o — ?”
sind also die einzigen.

Die fiir GF (p™) giiltigen Sitze ergeben, fiir » = 1 spezialisiert und
auf den Restklassenring C/(p) angewandt, bekannte Sitze der ele-
mentaren Zahlentheorie, ndmlich:

1. Eine Kongruenz nach p hat héchstens so viel Wurzeln mod p,
als ihr Grad betrigt.

2. Der Fermatsche Satz

a?-1=1(p) fir a==0(p)
ist ein Spezialfall des fiir GF (p") giiltigen Satzes:
a™1=1 fir a<0.

3. Es gibt eine ,,Primitivzahl { modulo $“, so daB jede zu p teiler-
fremde Zahl b einer Potenz von { mod p kongruent ist. (Oder: Die
Gruppe der Restklassen mod p mit AusschluB der Nullklasse ist zyklisch.)

4. Das Produkt aller von Null verschiedenen Elemente a,, a,, . . ., a;

eines GF (p") ist — 1 wegen
A
r—1=]J[(x—a,).
1

Fir » =1 ergibt das den ,,Wilsonschen Satz‘‘:
p—Dl=—1().

Aufgaben. 1. Ist « in GF (p") eine Nullstelle des in [I[«] irredu-
ziblen Polynoms f(x) vom Grad m, so sind die simtlichen Nullstellen
(die zu o konjugierten GréBen) gegeben durch

of, of’ ..., 0" = q.

2. Ist 7 teilerfremd zu $” — 1, so ist jedes Element von GF (p7)
eine 7-te Potenz. Ist » Teiler von $™ — 1, so sind die und nur die Elemente
o von GF (p™) r-te Potenzen, die der Gleichung

Lt
a T =1

geniigen. Zahlentheoretische Spezialisierung (,,7-te Potenzreste”)! Wie
lautet die Regel fiir beliebiges » = s-¢, wo s Teiler von p" — 1, ¢ teiler-
fremd zu p™ — 1 ist?

3. Wenn ein Primideal p in einem kommutativen Ring o nur endlich-
viele Restklassen besitzt, so ist o/p ein Galois-Feld.

4. Man untersuche insbesondere die Restklassenringe nach den Prim-
idealen (1 + 2), (8), (2 + 7), (7) im Ring der ganzen GauBschen Zahlen.
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5. Man gebe die in I7 (p = 3) irreduzible Gleichung fiir eine primi-
tive achte Einheitswurzel in GF (9) an, ebenso die in IT (p = 2) irreduzible
Gleichung fiir eine primitive siebente Einheitswurzel in GF (8).

6. Es gibt zu jedem p und m ganzzahlige Polynome f (x) m-ten Grades,
die mod p irreduzibel sind. Alle diese sind (mod p) Teiler von x?™ — x.

§ 32. Separable und inseparable Erweiterungen (Erweiterungen
erster und zweiter Art).

A sei wieder ein kommutativer Korper.

Wir fragen: Kann ein in A[x] irreduzibles Polynom in einem Er-
weiterungskorper mehrfache Nullstellen haben?

Damit f(x) mehrfache Nullstellen besitzt, miissen f(x) und /' (x)
einen nicht konstanten Faktor gemein haben, der sich nach § 16 schon
in A[x] berechnen liBt. Ist f(x) irreduzibel, so kann f(x) mit einem
Polynom niedrigeren Grades keinen nicht konstanten Faktor gemein
haben; es muB also f'(x) = 0 sein.

Wir setzen n

f(#) =Sa,»,
0

fx)=va,x—1.

1
Soll f'(x) = 0 sein, so muB jeder Koeffizient verschwinden:

va,=20 rv=12,....

Im Fall der Charakteristik Null folgt daraus a, =0 fiir alle ¥ &= 0.
Ein nicht konstantes Polynom kann also keine mehrfache Nullstelle
haben. — Im Fall der Charakteristik  ist »a, =0 auch fiir 4, £ 0
moglich; dann muB aber

v=10(p)

sein. Damit f(x) eine mehrfache Nullstelle hat, miissen also alle Glieder
verschwinden mit Ausnahme der Glieder 4, x” mit » == 0 (p) ; mithin hat
f(x) die Gestalt
f) =ag+ aya? + ay, 227 4 - - -
Umgekehrt: wenn f(x) diese Gestalt hat, so ist f'(x) = 0. Wir kénnen
in diesem Fall schreiben:
Hx) = @ (x).

Damit ist bewiesen: Fir Charakieristtk Null hat ein in A[x] irre-
duzibles Polynom f(x) nur einfache Nullstellen; fiir Charakteristik p hat
(%) (wofern es nicht konstant ist) dann wnd nur dann vielfache Nullstellen,
wenn f(x) sich als Funktion von x® schreiben lift.

Im letzteren Fall kann es sein, daBl ¢(x) seinerseits Funktion von
% ist. Dann ist f(x) Funktion von x?°. Es sei f(x) Funktion von x?°:

fx) = p (),

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 8
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aber nicht Funktion von #?°*'. Dann ist g (y) natiirlich irreduzibel.
Weiterhin ist 9’(y) #=0; sonst wire namlich y(y) = x(y?), also
f(x) = z(x*"""), entgegen der Voraussetzung. — Also hat g (y) lauter
einfache Nullstellen. .

Wir zerlegen 9 (y) in einem Erweiterungskdrper in Linearfaktoren:

R

() =1y —p)?

1
Daraus folgt: -

f(®) = II (a%* — B,).

1
Es sei a; eine Nullstelle von x?° — g,. Dann ist
o' =B,
W — B = — o = (x — )7
Also ist «; eine pe-fache Nullstelle von x?° — B;, und es ist

Mo

1) =IT(x — a7
Alle Nullstellen von f(x) haben also die gleiche Vielfachheit pe.

Der Grad #, des Polynoms ¢ heiBt der reduzierte Grad von f(x)
(oder von a,). e heiBit der Exponent von f(x) (oder von «;) in bezug aaf 4.
Zwischen dem Grad, dem reduzierten Grad und dem Exponenten be-
steht die Beziehung

n = nyp°.

n, ist zugleich die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f(x).

Ist @ Nullstelle eines in A[x) irreduziblen Polynoms mit lauter ge-
trennten (einfachen) Nullstellen, so heiit @ separabel oder vonm erster
Art? in bezug auf 4. Auch das irreduzible Polynom f(x), dessen Null-
stellen alle separabel sind, heiBit separabel. Im entgegengesetzten Fall
heiBBen das algebraische Element @ und das irreduzible Polynom f(x)
inseparabel oder von zweiter Avt. SchlieBlich heiBt ein algebraischer Ober-
kérper X', dessen Elemente simtlich separabel in bezug auf 4 sind, sepa-
rabel in bezug auf 4 und jeder andere algebraische Oberkorper tnseparabel.

Im Fall der Charakteristik Null ist nach dem Vorigen jedes irre-
duzible Polynom (mithin auch jeder algebraische Erweiterungskorper)
separabel; im Fall der Charakteristik $ nur die Polynome mit dem Ex-
ponenten ¢ = 0 (und mithin dem reduzierten Grad #, =#). Im Fall der
Charakteristik p ist ein irreduzibles nichtkonstantes ¢ (x) dann und nur
dann inseparabel, wenn es sich als Polynom in x? schreiben li8t.

1 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann der héchste Koeffizient von
y(y) gleich 1 gesetzt werden. #n, ist der Grad von ¥y (y).

2 Der Ausdruck ,,von erster Art” stammt von SteIniTz. Ich schlage das
Wort ,,separabel”” vor, das in mehr suggestiver Weise zum Ausdruck bringen
soll, da8 alle Nullstellen von f(x) getrennt liegen,
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Wir werden spiter noch sehen, daB die meisten wichtigen und inter-
essanten Korpererweiterungen separabel sind, und daB es ausgedehnte
Klassen von Koérpern gibt, die keiner inseparablen Erweiterungen fihig
sind (sogenannte ,,vollkommene Kérper). Aus diesem Grunde sind im
folgenden alle Untersuchungen, die sich insbesondere mit inseparablen
Erweiterungen beschiftigen, mit kleinen Typen gedruckt.

Wir betrachten nun den algebraischen Korper X' = A (@). Wahrend der
Gradn der definierenden Gleichung f (x) =0 zugleich den Kérpergrad (X/A)
angibt, gibt der reduzierte Grad », zugleich die Anzahl der Isomorphismen
des Korpers 2 an, in folgendem prézisierten Sinne: Wir betrachten nur
solche Isomorphismen X' =2 2", welche alle Elemente des Unterkérpers 4
fest lassen, mithin 2 in Aquivalente Korper X’ iberfithren (,,relative
Isomorphismen von X in bezug auf A*), und weiter nur solche, bei denen
der Bildkérper X" mit 2 zusammen innerhalb eines passend gewédhlten
Oberkérpers £2 liegt. Es gilt ndmlich der Satz:

Bei passender Wahl des Oberkirpers 2 hat X = A (O) genau n, rela-
tive Isomorphismen, und bei keiner Wahl von Q hat X mehr als ng solche
Isomorphismen.

Beweis: Jeder relative Isomorphismus muB @ in eine konjugierte
GroBe @' in £ (Wurzel derselben irreduziblen Gleichung f(¥) = 0)
iberfithren. Wihlt man nun £2 so, daB f(x) in £ ganz in Linearfaktoren
zerfillt, so hat @ tatsachlich #, Konjugierte @, @', . . ., und die Kérper
A(©), A(@’), ... sind in der Tat konjugiert oder dquivalent. Wie man
aber auch £ wihlt, niemals hat @ mehr als #n, Konjugierte. Man beachte
nun, daB ein relativer Isomorphismus 4 (@) 22 A4 (@) vollstindig durch
die Angabe @ — @' bestimmt ist. Soll ndmlich @ in @’ iibergehen und
jede GroBe aus A fest bleiben, so muf3

2, 0% (a, € A)
2, 0%

ibergehen, und das bestimmt den Isomorphismus. —

Ist speziell @ separabel, so ist #, = », mithin die Anzahl der rela-
tiven Isomorphismen gleich dem Korpergrad.

Wenn wir im folgenden von den (relativen) Isomorphismen von
2 = 4(0), von den Konjugierten zu @ oder von den konjugierten Kérpern
zu 2 (in bezug auf A) reden, meinen wir immer die Isomorphismen
bzw. Konjugierten in einem passend gewihlten Korper 2, fiir den wir
immer wie oben den Zerfillungskérper von f(x), d. h. den kleinsten in
bezug auf A Galoisschen Korper, der 2 umfaf3t, wihlen konnen.

Wenn man einen festen Oberkérper zur Verfiigung hat, in dem jede
Gleichung f(#) =0 ganz in Linearfaktoren zerfillt (wie es z. B. im
Korper der komplexen Zahlen der Fall ist), so kann man fiir £ ein fir
allemal diesen festen Oberkorper wihlen und den Zusatz ,,in £° bei

8%

in
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Aussagen iiber Isomorphismen immer weglassen. So wird es z. B. in der
Theorie der Zahlkérper immer getan. Dal man sich auch bei abstrakten
Korpern immer ein solches £ verschaffen kann, wird sich in § 60 zeigen.

Aufgaben. 1. Ist II ein Korper von der Charakteristik $ und x

eine Unbestimmte, so ist die Gleichung 2? — x =0 in I (%) [2] irredu-
1

zibel und der durch diese Gleichung definierte Koérper I7 (x7> inse-
parabel iber I7(x).

2. Man konstruiere die relativen Isomorphismen in bezug auf den
rationalen Grundkoérper [

a) des Korpers der fiinften Einheitswurzeln,

b) des Korpers I'(j/2).

3. Wenn @7 =y in A liegt, aber @¥ ™ nicht, so ist das Polynom
¥ —9 in A[«] irreduzibel.

Eine Verallgemeinerung des obigen Satzes ist der folgende:

Wenn ein Obevkorper X aus A entsieht durch sukzessive Adjunktion von m

algebraischen Grofen oy, . .., &y und wenn fedes oy Wurzel einer in Aoy, ..., %; )
trreduziblen Gleichung vom veduzievien Grad wj ist, so hat X' in einem passenden

m
Oberkorper 2 genau IIn} velative Isomorphismen in bezug auf A, und in keinem
1

m
Oberkorper gibt es mehr als II wj solche Isomorphismen von X.
1

Beweis: Der Satz wurde fiir m =1 eben bewiesen. Er moge also fiir
Xy=4,...,%,_,) schon als richtig erkannt sein: es gebe in einem passenden

m—1
£, genau JI #] relative Isomorphismen von X und niemals mehr. Einer dieser

m—1 1 —
IT »} Isomorphismen sei X} — X,. Wir behaupten nun, daB dieser Isomorphis-
1
mus sich in passendem £ auf genau n, Weisen zu einem Isomorphismus
2 =2 () 22 =X (%,) fortsetzen 1aBt und niemals auf mehr als »/ Arten.
®,, geniigt in X, einer Gleichung f, (#) = 0 mit genau #,, verschiedenen Wur-
zeln. Durch die Isomorphie X; — X, moge f,(#) in f,(#) ibergehen. Dann hat

,rl(x) in einem passenden Erweiterungskorper wieder »), verschiedene Wurzeln
und niemals mehr. Eine dieser Wurzeln sei «,,. Nach Wahl von a,, 148t sich der

Isomorphismus X; ©~7 El in einer und nur einer Weise zu einem Isomorphismus
X (o) 22 %) () mit oty — o, fortsetzen; diese Fortsetzung ist namlich gegeben
durch die Formel .

ch Oy, —> sz &fn .
Da man die Wahl von &, auf »}, Arten treffen kann, so gibt es »;, solche Fort-

setzungen zu jedem gewahlten Isomorphismus X} — 2. Da man diesen Iso-
m—1
morphismus seinerseits auf JI »} Arten wihlen kann, so gibt es im ganzen (in
1
einem solchen Oberkérper £, in dem alle in Betracht kommenden Gleichungen
vollstindig zerfallen)

m—1 m
II %5~ mgy = ITg
1 1

relative Isomorphismen fiir 2 und niemals mehr, q.e. d.
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Ist #; der volle (nichtreduzierte) Grad von «; in bezug auf A(xy, ..., %),
so ist #; zugleich der Kérpergrad von A («, . . ., o;) in bezug auf A (o, ..., o;_y);

m

mithin ist der Korpergrad (X/4) gleich IIn;. Vergleichen wir diese Anzahl mit
m 1

der Isomorphismenzahl JI »;, so folgt:
1

Die Anzahl dev velativen Isomovphismen eines endlichen Erweitevungskorpers
Z=Aoy, ..., ap) in bezug auf A (in einem passenden Evweiterungskorper £)
ist dann und nwr dann gleich dem Korpergrad (X]A), wenn jedes o; ssparabel in
bezug auf das zugehdvige A (o, . . ., o;_q) ist. Ist dagegen auch nuy ein «; inseparabel,
so ist die Isomorphismenzahl Rleiner als dev Kovpergrad.

Aus diesem Satz flieBen sofort eine Anzahl wichtige Folgerungen. Der Satz
besagt zunichst, daB die Eigenschaft, daB jedes «; separabel in bezug auf den
Korper der vorangehenden ist, eine Eigenschaft des Koérpers X' darstellt, un-
abhingig von der Wahl der Erzeugenden «,. Da man jede beliebige GroBe f§ des
Korpers als erste Erzeugende wihlen kann, so folgt sofort, daB jede GroBe f des
Korpers X separabel ist, sobald alle «; es im angegebenen Sinne sind. Mithin:

Adjungiert man zu A sukzessiv die Gréflen oy, . . ., &y, und st jedes o; sepavabel

in bezug auf den Korper dev vovangehenden, so ist dev entsichende Korper
sepavabel iber A. E=dlo)
Insbesondere: Summe, Differenz, Produkt und Quotient separabler Gréfen sind
separvabel.
Weiter: Ist B separabel in bezug auf X und X separabel in bezug auf A, so ist
separabel in bezug auf A. Denn § geniigt einer Gleichung mit endlichvielen Koeffi-
zienten ay, ..., &, aus %, ist also separabelin bezug auf 4 (2, . .., &,,). Daheristauch

A0y, ooy Uy
separabel. (e A

SchlieBlich haben wir: Die Anzahl der rvelatwen Isomorphismen eines separablen
endlichen Evweiterungskorpers X von A ist gleich dem Korpergrad (Z[A).

Da nach dem Vorigen alle rationalen Operationen, ausgeiibt auf separable
Elemente, wieder separable Elemente ergeben, so bilden in einem beliebigen
Oberkérper 2 von A die separablen GréBen fiir sich einen Kérper £,. Man kann
£, auch beschreiben als die gréBte separable Erweiterung von A, die in £ liegt.

Ist Q2 algebraisch in bezug auf 4, aber nicht notwendig separabel, so liegt
von jedem Element « von Q die p*-te Potenz in £2,, wenn ¢ der Exponent des
betreffenden Elements ist. Aus den Betrachtungen zu Anfang dieses Paragraphen
folgt namlich unmittelbar, daB a?® einer Gleichung mit lauter verschiedenen
Wurzeln geniigt. Also:

Q entsteht aus Qg durch Ausziehung von lauter p*-ten Wurzeln.

Ist {2 insbesondere endlich in bezug auf A, so sind die Exponenten ¢ natiir-
lich beschrankt. Der groSte unter ihnen, der wieder mit ¢ bezeichnet werden soll,
heiBt der Exponent von 2. Der Grad von £, heiBt der reduzierie Gvad von £.

Man kann natiirlich die Ausziehung der p¢-ten Wurzeln auch durch sukzessive
Ausziehung von p-ten Wurzeln erreichen. Bei Ausziehung einer p-ten Wurzel,
die nicht schon im Korper vorhanden war (also bei Adjunktion einer Wurzel
einer irreduziblen Gleichung z? — § = 0), multipliziert sich der Kérpergrad mit p.
Also wird schlieBlich, wenn man insgesamt f mal eine p-te Wurzel ausgezogen
hat,

(Q14) = (Q/4) - "
oder
Grad = reduzierter Grad . p7,

wie bei einfachen inseparablen Erweiterungen.
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Mit pe-ten Wurzeln rechnet es sich besonders einfach. Ist « eine p*-te Wurzel
aus f, so ist, wie wir schon sahen,
/’V”e— IS - xpe_ Oc”e= (x _ o(’)pe;
also ist eine p°-te Wurzel aus § in jedem Korper, in dem sie iiberhaupt existiert,
eindeutig bestimmt. Weiter ist

pd p& — p_e —
; o+ ﬂ = ]/a + ‘/‘B ’
pd W pe pe —
Vap=7Vu V8,
wie man durch Erhebung in die p°-te Potenz sieht.
Aufgabe. 4. Sind fiir eine endliche inseparable Erweiterung ¢ und f wie oben
definiert, so ist ¢ < /. Bei einer einfachen Erweiterung ist ¢ = f. Man gebe ein

Beispiel fiir ¢ < f. [Adjunktion der p-ten Wurzeln aus zwei oder mehr Unbe-
stimmten.]

§ 33. Vollkommene und unvollkommene Koérper. Wurzelkérper.

Alle in diesem Paragraphen vorkommenden Koérper sollen kommu-
tativ sein.

Ein Koérper A heiBt vollkommen, wenn jedes in A[x] irreduzible
Polynom f(x) separabel ist. Jeder andere Kérper heiBt unvollkommen.

Wann ein Kérper vollkommen ist, kommt in den folgenden beiden
Sitzen zum Ausdruck:

I. Korper von der Charakieristik Null sind immer vollkommen.

Beweis: Siehe §32.

I1. Ein Kérper von der Charakieristik p ist dann und nur dann voll-
kommen, wenn es zu jedem Element im Korper eine p-te Wurzel gibs.

Beweis: Wenn es zu jedem Element eine p-te Wurzel im Korper
gibt, so ist jedes Polynom f(x), das nur Potenzen von x? enthilt, eine
p-te Potenz, wegen:

1) = Say(uo)t = {kz’mxk}v;

d. h. jedes irreduzible Polynom ist in diesem Fall separabel, mithin
der Korper vollkommen.

Andrerseits: Gibt es ein Element « im Kérper, das keine p-te Potenz
ist, so ist das Polynom

f#) =27 —«

irreduzibel und nicht separabel, mithin der Kérper unvollkommen.

Aus diesem Satz II und einem Satz von §31 folgt unmittelbar:

Alle Galois-Felder sind vollkommen.

In einem algebraisch-abgeschlossenen Kérper (Definition siehe § 60)
ist jedes irreduzible Polynom linear; mithin:

Alle algebraisch-abgeschlossenen Kirper sind vollkommen.

Aus der Definition des vollkommenen Koérpers folgen unmittelbar
die beiden Sitze:

Jede algebraische Evweiterung eines vollkommenen Korpers ist in bezug
auf diesen separabel.
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Zu einem unvollkommenen Korper gibt es inseparable Erweiterungen.

Diese inseparablen Erweiterungen erhilt man n4mlich, indem man
irgend eine Nullstelle einer Primfunktion zweiter Art adjungiert.

Die beim Beweis von II gemachte Bemerkung, daf3 in einem voll-
kommenen Korper von der Charakteristik p jedes Polynom f(x), das
nur von x®? abhingt, eine p-te Potenz ist, gilt kraft ihres Beweises
auch fiir Polynome in mehreren Verdnderlichen f(x, v, z, .. .), die zu-
gleich Polynome in %?, y?, 2%, ... sind. Auch dies ist eine oft ver-
wendete Eigenschaft der vollkommenen Koérper von der Charakteristik .

Wurzelkdrper. Es sei 4 irgend ein Korper von der Charakteristik p. Ordnet
man jedem Element » von 4 seine p-te Potenz x? zu, so entsteht eine Zuordnung
von 4 zu einer Untermenge, die wir 4? nennen. Im Falle eines vollkommenen 4
ist, wie wir sahen, 4? = A. Auf jeden Fall ist aber die Zuordnung eineindeutig;

denn wegen
a? — b? = (a — b)?

zieht a? = b? notwendig ¢ = b nach sich, Weiter ist die Zuordnung ein Isomorphis-
mus wegen

a? 4+ b7 = (a 4 b)?,

a? - b? = (a-b)?.

Also ist A? ein mit 4 isomorpher Koérper.
In genau derselben Weise kann man nun umgekehrt aus einem Korper 4

1
einen isomorphen Erweiterungskoérper A? konstruieren, von dem A eine p-te

1
Potenz ist. Man hat nur alle p-ten Wurzeln a ? der Elemente von 4 zu adjungieren,
soweit sie nicht in A liegen, und diese den Rechnungsregeln

==

EY £
a? +b? = (a+b)P,
1

|-

1
af - b? = (a-b)?

1
zu unterwerfen. Die Korpereigenschaften fiir 4P sind mit Hilfe der Isomorphie
1

a — aP miihelos zu beweisen, was dem Leser iiberlassen bleiben moge. Auch ist
1
AP bis auf aquivalente Erweiterungen eindeutig durch A bestimmt.
1
Ist 4 vollkommen, so ist natiirlich 4? = A und umgekehrt.

1 1
Man nennt AP den Wurzelkérper von A. Konstruiert man zu A7 wieder den
Wurzelkorper usw., so entsteht eine Reihe von Korpern
1

11
A4, 47, 47° ...,

deren Vereinigung offenbar ein vollkommener Korper ist, und zwar der kleinste
vollkommene Korper, der 4 umfaBt.

Aufgaben. 1. Man fithre die Beweise durch.

2. Jede algebraische Erweiterung eines vollkommenen Korpers ist vollkommen.

3. Jede endliche algebraische Erweiterung eines unvollkommenen Korpers
ist unvollkommen.

4. Man konstruiere den Wurzelkorper zu I7 (x), wo I1 ein vollkommener Kérper
der Charakteristik » und » eine Unbestimmte ist; ebenso den kleinsten umfassenden
vollkommenen Korper.
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§ 34. Einfachheit von algebraischen Erweiterungen. Der Satz
vom primitiven Element.

Wir wollen untersuchen, in welchen Fillen eine kommutative end-
liche Erweiterung X' eines (kommutativen) Koérpers 4 einfach ist, d. h.
durch Adjunktion eines einzigen erzeugenden oder ,,primitiven’ Elements
entsteht. Auf diese Frage gibt der folgende Satz vom primitiven Element
in einer weiten Klasse von Fillen Antwort. Er lautet:

Es sei Aoy, ..., o) ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper
von A und o, . . ., oy separable Elementel. Dann ist A(xy, - . ., o) eine
einfache Erweiterung:

Aoy, ..., o) =A4(0).

Beweis: Wir beweisen den Satz zunichst fiir zwei Elemente «, f,
von denen zumindest f§ separabel sein soll. Es sei f(x) =0 die irredu-
zible Gleichung fir «, g(x) =0 die fiir . Wir gehen in einen Koérper,
in dem f(x) und g(x) vollstindig zerfallen. Die verschiedenen Null-
stellen von f(x) seien o, ..., a,; die von g(x) seien B, ..., B, es
sel etwa oy = a, f, = .

Wir kénnen voraussetzen, daB3 4 unendlichviele Elemente hat; denn
andernfalls hat auch 4 («, f) nur endlichviele, und fiir endliche Korper
ist die Existenz eines primitiven Elements (sogar einer primitiven Ein-
heitswurzel, von der alle Korperelemente auBer der Null Potenzen sind)
bereits in § 31 bewiesen.

Fir £+ 1 ist §; <& p,, also hat die Gleichung

w0+ xpr =0 +2p
fiir jedes ¢ und jedes % # 1 hochstens eine Wurzel x in 4. Wihlt man

nun ¢ verschieden von den Wurzeln aller dieser linearen Gleichungen,
so ist fiir jedes 7 und & = 1:

%+ cPr oy + chi.
O=o,+ch=a-+ch.
Dann ist @ Element von 4 («, §). Ich behaupte, daBl @ schon die Eigen-

schaft des gesuchten primitiven Elementes hat: 4 (e, f) = 4(0).
Das Element 8 geniigt den Gleichungen

¢B) =0,
1O —ch) =f(@) =0,
deren Koeffizienten in A(@) liegen. Die Polynome g(x), f(@ — cx)
haben auch nur die Wurzel 8 gemein; denn fiir die weiteren Wurzeln
Br(k == 1) der ersten Gleichung ist

O—ch+a (t=1,...,7),
1©—cB) 0.

1 Ob auch o; und damit der ganze Korper separabel ist, ist gleichgiiltig.

Wir setzen

also
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f ist eine einfache Wurzel von g(x); demnach haben g(x) und /(@ — cx)
nur einen Linearfaktor x — § gemein. Die Koeffizienten dieses gréBten
gemeinsamen Teilers miissen schon in A (@) liegen; f liegt also in A ().
Aus o =0 — cf folgt dasselbe fiir o, mithin ist in der Tat 4 («, §) =4 (0).

Damit ist unser Satz fiir 4 = 2 bewiesen. Ist er fiir 2 — 1 (= 2)
schon bewiesen, so hat man

Aoy, s ayg) =4 (),

also

Aoy, ..y o) = A, o) = 4(0),

nach dem schon bewiesenen Teil des Satzes; mithin folgt der Satz
fir A.

Folgerung: Jede separable endliche Evweiterung ist einfach.

Dieser Satz vereinfacht die Untersuchung der endlichen separablen
Erweiterungen oft sehr, da wir Struktur und Isomorphismen dieser Er-
weiterungen vermoge der iibersichtlichen Basisdarstellung

n—1
> a, OF
0

leicht beherrschen. Zum Beispiel ergibt sich jetzt ein neuer Beweis fiir
die in §32 (kleine Typen) mittels sukzessiver Fortsetzung von Iso-
morphismen bewiesene Tatsache, daB esne endliche separable Erweiterung
2 von A so viele Isomorphismen relativ zu A besitzt, wie der Grad (X]A)
angibt. Denn fiir einfache separable Erweiterungen wurde diese Be-
hauptung schon vorher in § 32 bewiesen, und jede endliche separable
Erweiterung ist, wie wir jetzt wissen, eine einfachel.

Im Falle der Charakteristik Null ist jede endliche Erweiterung separabel,
also einfach. Wir konnen aber auch im Falle der Charakteristik  genau angeben,
wann eine endliche Erweiterung einfach ist:

Eine endliche Evweiterung X eines Korpers A von der Chavaktevistik P ist dann
und nur dann einfach, wenn

(1) n = nyp*

ist, wo n der Grad, ny der veduzievte Grad und e dev Exponent dev Evweiterung ist.

Beweis: Zunichst eine Vorbemerkung. Ist X' = A(x, ..., ®,), so ist der
Exponent von X' gleich dem Maximum ¢ der Exponenten von «, . . ., &,. Denn
zunichst ist der Exponent von X sicher > e. Da aber alle Elemente von X sich
rational durch oy, ..., o, (mit Koeffizienten aus 4) ausdriicken, so lassen sich
wegen der Potenzierungsregel die p°-ten Potenzen der Elemente von X rational
durch of’, ..., o?’ ausdriicken; diese p°-ten Potenzen sind mithin separable
Elemente, und der Exponent von X ist genau e. Die separablen Elemente von
2 bilden nach § 32 wieder einen separablen Erweiterungskérper X, in Z.

1 Der frithere (lingere) Beweis mittels sukzessiver Fortsetzung war lehr-
reicher; denn aus ihm lieB sich die ganze Theorie der inseparablen Erweiterungen
entwickeln. Demjenigen Leser aber, der sich hauptsichlich fiir separable Er-
weiterungen interessiert, die ja auch die wichtigsten und hiufigsten sind, sei
der obige Beweisgang mittels des Satzes vom primitiven Element empfohlen.
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Nun sei X einfach: X = A(0). Dann ist @*° € X,. Setzt man also wieder
(Z/Z,) = p?, soist f< e und (wie immer) ¢ < f, mithin ¢ = f; daraus und aus
n = ny p’ folgt die Relation (1).

Umgekehrt sei (1) erfiillt. X, ist eine endliche separable Erweiterung, also

einfach:
2y =4 (x).

Ich suche mir ein Element § von X, das genau den Exponenten ¢ hat. Dann ist
ﬂ”e =, € Zy

und x?° — y, ist irreduzibel in X, da sonst schon 8#*' in X, liegen miiBte (§ 32,
Aufg. 3). X, () hat also den Grad #° in bezug auf X, also den Grad # = n,p° in
bezug auf A. Da auch X den Grad » in bezug auf A hat, so folgt X, (8) = X oder
X =A(x, f). Da « separabel ist, so ergibt sich aus dem Satz vom primitiven
Element, da X einfach ist, q.e. d.

1 1
Aufgaben. 1. Sind » und y Unbestimmte, so ist die Erweiterung 4 (xT, y?)
von 4 (#, y) nicht mehr einfach.
2. Fiir Charakteristik = 2 gilt immer

dagegen nicht fiir Charakteristik 2.

§ 35. Normen und Spuren.

Es sei wieder X' ein endlicher kommutativer Erweiterungskérper
von 4. Die relativen Isomorphismen von X, die X in seine konjugierten
Korper iiberfiihren, filhren jedes Element # von X" auch in zu # kon-
jugierten Elemente {iber. Nehmen wir der Einfachheit halber X als
eine einfache Erweiterung an: X' = A(@), so ist

n=90)=a +a,0+ .- +a, 600"

und wir erhalten bei Ausfiihrung der Isomorphismen, indem wir @ durch
seine konjugierten GroBen ersetzen:

777:"/)(@7) =ay+ 410,,—’— ce +an—1@:~1‘

Dabei sind die konjugierten GréBen @ numeriert von 1 bis # und jede
so oft gezdhlt, als sie vorkommt bei der Linearfaktorzerlegung des in
A[¢] irreduziblen Polynoms ¢(f), dessen Wurzel @ ist. Bei separablem
© wird demnach jeder Isomorphismus einmal, bei inseparablem @
mehrmals gezihlt.

Das Polynom

n

G =1 —n) ==y ©,)
ist symmetrisch in @, ...,0, und seine Koeffizienten sind daher ganz-
rational durch die elementarsymmetrischen Funktionen, d. h. durch die
Koeffizienten von @(¢) ausdriickbar. G(z) hat als Nullstellen nur # und
dessen konjugierten GroBen. Ist g(z) das (irreduzible) Polynom kleinsten
Grades in A[z] mit der Nullstelle y und dem héchsten Koeffizienten 1,
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so muB G(z) einer Potenz von g(z) gleich sein, denn wenn G (z) noch
andere irreduzible Faktoren hiatte, so hitte G (z) auch Nullstellen, die
nicht mit % konjugiert wiren. Mithin ist

1) G(2) = g(2)";
n (=/4)

' )~ @i~ A0

= Grad von g(z)
Setzt man
G@)=2z"—bzn=t 4 ... 4 (—1)"b,,

so sind die Koeffizienten b, die elementarsymmetrischen Funktionen
der 7,. Besondere Namen hat man fiir den ersten und den letzten
Koeffizienten:

n
by= 3, =S () = Spur von 7,
1

n
b, = [[n, = N(n) = Norm von 7.
1
Offenbar ist
Se+p=S®+S(PB,
N(@B) =N (@)-N(p).
Die Norm und Spur hingen nicht nur von % und vom Grundkérper 4
ab, sondern auch vom Oberkorper 2. Wenn man das zum Ausdruck

bringen will, schreibt man Ny und Sy statt N und S. Ist T ein Er-
weiterungskorper von X vom Relativgrad (T/X) =s, so wird:

Gr(2) = g(2)* = Gx(2)
St(n) =s-S=(n),
) Ni(z) = (N=(2)°.
Fir G (2) = J[(z —n,) kann man nunmehr auch schreiben
1 G(2) =N(z—mn),

indem man die Normenbezeichnung in naheliegender Weise auf solche
Ausdriicke ausdehnt, die auBer GréBen von X auch noch Unbestimmte
enthalten. Bei der Berechnung der symmetrischen Funktion

G@) =NGe—n) = [[—v©)

zeigt sich, daB N(z — #) eine homogene Form vom Grade # in
2, a4y, ..., 8, wird. Um das zum Ausdruck zu bringen, ist es an-
gemessen, die a vorher durch Unbestimmte # zu ersetzen, mithin statt
n die GroBe

und daher

Ny =g + 2,0 + -+« +u, 61

zu betrachten. Nach vollendeter Berechnung von G(z, 4) = N (z — %,)
kann man dann immer die Unbestimmten # durch die a ersetzen.
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Das Polynom N (z — #,) ist nun zu charakterisieren als das (natiirlich
irreduzible) Polynom kleinsten Grades in A (u)[2] mit Anfangskoeffi-
zienten 1, das 7, als Nullstelle hat. Gidbe es namlich ein irreduzibles
Polynom kleineren Grades mit Anfangskoeffizienten 1 und der Null-
stelle 7,,, so miiBte zunichst dieses Polynom ein Teiler von N (z — #,)
sein, also nach §21 auch ganzrational in den #, und es wiirde sich
bei der Spezialisierung: w#, =1, {ibrige #, =0 ergeben, daB auch O
einer Gleichung in 4 vom Grad m < #» geniigte, was nicht geht.

Einen anderen Ausdruck fiir das Polynom N (z — #,) bzw. N (z — 7)
erhilt man folgendermafBen. Man wihle irgend eine Korperbasis
(g, ..., w,) von X (am bequemsten wieder die Basis (1, 0, @2, ..., O*-1))
und driicke alle Produkte 7, w; durch diese Basis aus:

n
Ny Wy = ?C}.y (%) Wy

Aus diesen linearen Gleichungen eliminiert man die w,, die ja nicht

Null sind, und erhilt:
17y, — €11 (%) — Cyp ()~ - -
D (nu) = - CZI (M) nu - 022 (u) | = O .

ur

Da die ¢; Linearformen der #, sind, ist D(z) ein Polynom in z und
den # vom Grade #, mit Anfangskoeffizienten 1 und der Nullstelle #,.
Daraus folgt nach dem Vorigen:

Ersetzt man nachher die # durch Koeffizienten a, aus 4, so erhilt
man einen Determinantenausdruck fiir N(z — ):

nw; = chuwy:

Z—0y O
(2) N(E—mn)=| —cy 2—Cyp--
Daraus sind die Koeffizienten &,,...,5, von N(z —#) abzulesen.

Z.B. ist
S(n)zzcvvr N(’?):‘Clui~

k4

Aufgaben. 1. Man beweise direkt die Unabhingigkeit der Deter-
minante (2) von der Wahl der Basis (w,, ..., ®,).

2. Fiir nicht-einfache Erweiterungen kann man entweder die For-
mel (1) oder (2) als Definition von N(z — #) benutzen (letzteres ein-
deutig nach Aufg.1). Man beweise die Ubereinstimmung der beiden
Definitionen.
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§ 36. Einfache transzendente Erweiterungen.

Jede einfache transzendente Erweiterung eines (kommutativen)
Korpers 4 ist, wie wir wissen, dquivalent dem Quotientenkérper A ()
des Polynombereichs A4 [x]. Wir studieren daher diesen Quotientenkérper

2=A4().
Elemente von £ sind rationale Funktionen
_ I
=gy

die in unverkiirzbarer Gestalt (f und g teilerfremd) angenommen werden
konnen. Der gréfite der beiden Grade von f(x) und g(x) heiBt der Grad
der Funktion #.
Satz. Jedes nichtkonstante v vom Grade w ist transzendent in bezug
auf A, wnd A(x) ist algebraisch vom Grade n in bezug auf A(n).
1)

Beweis: Die Darstellung 7 == = T sei unverkiirzbar. Dann ge-

niigt « der Gleichung

gi)m—f() =
mit Koeffizienten aus 4 (5). Diese Koeffizienten koénnen nicht alle Null
sein. Wiren sie es namlich und wire a, ein nichtverschwindender
Koeffizient in g(x), b, der Koeffizient derselben Potenz von x in f(x),

so hitte man
aph — blc =0,

b
mithin # = — == konst., entgegen der Voraussetzung. Also ist x alge-
ar

braisch in bezug auf A4 (n).

Wire nun # algebraisch in bezug auf 4, so wére auch « algebraisch
in bezug auf A, was nicht der Fall ist. Mithin ist % transzendent.

% ist Nullstelle des Polynoms in 4 (x)[z]

g —[(z)

vom Grade #. Dieses Polynom ist irreduzibel in A (n)[z]. Denn sonst
wire es nach § 21 auch in 47, 2] reduzibel; da es linear in # ist, miiBte
ein Faktor von # unabhingig sein und nur von z abhingen; einen
solchen Faktor kann es aber nicht geben, da g(z) und f(2) teilerfremd
sind.

Mithin ist x algebraisch vom Grade # in bezug auf A4 (n). Daraus
folgt die Behauptung (4 (x)/4(n)) =

Wir merken uns fiir spiter noch, da das Polynom

g@)n —1(
keinen von z allein abhingigen (in A[z] liegenden) Faktor hat. Dieser

Tatbestand bleibt erhalten, wenn man % durch seinen Wert % er-
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setzt und mit dem Nenner g(x) aufmultipliziert ; mithin hat das Polynom
in A[x, 2]
g 1®) — ) g®)

keinen von z allein abhingigen Faktor.
Aus dem bewiesenen Satz flieBen drei Folgerungen.

1. Der Grad einer Funktion 7 =£% hingt nur von den Kérpern
A(n) und 4 (x), nicht von der speziellen Wahl der Erzeugenden x des
letzteren Korpers ab.

2. Dann und nur dann ist 4(n) = 4(x), wenn 4 vom Grade 1,
also gebrochen-linear ist. Das heiBt: Kdrpererzeugende sind neben x
alle gebrochenen linearen Funktionen von x und nur diese.

3. Ein Automorphismus von 4 (%), der die Elemente von A4 fest
14Bt, muB x wieder in eine Korpererzeugende iiberfiihren. Fiihrt man
ax +b
cx +d
@(¥) in @(x) dber, so entsteht ein Automorphismus, bei dem die Ele-
mente von A fest bleiben. Also:

Alle relativen Awutomorphismen von A(x) in bezug auf A sind die
gebrochen-linearen Substitutionen
ax +b
cx+d’

umgekehrt x in eine andere Korpererzeugende x =

und jedes

X = ad —bc=+0.

Wichtig fiir gewisse geometrische Untersuchungen ist der folgende

Satz von LUROTH: Jeder Zwischenkirper X mit A C X C A (x) ist
etne einfache transzendente Erwesterung: X = A(0).

Beweis: Das Element x mufl algebraisch in bezug auf X sein;
denn wenn 7 irgend ein nicht in A gelegenes Element von 2 ist, so
ist x, wie gezeigt, algebraisch in bezug auf 4 (), also um so mehr in
bezug auf 2. Das im Polynombereich 2'[7] irreduzible Polynom mit
dem hoéchsten Koeffizienten 1 und der Nullstelle x sei

(1) fo2) = 2"+ a 2"t + - - - +a,.
Wir wollen den Bau dieses f;(z) bestimmen.
Die a; sind rationale Funktionen von x. Durch Multiplikation mit

dem Hauptnenner kann man sie ganzrational machen und auBerdem
erreichen, daB man ein in bezug auf x primitives Polynom (vgl. §21)

erhilt:
[, 2) = bo() 2" + by(¥) 27+ + -+ + b, ().
Der Grad dieses irreduziblen Polynoms in x sei m, der Grad in z ist #.

. . . b; . .
Die Koeffizienten a; =7~ von (1) konnen nicht sdmtlich von »
0

unabhingig sein, da sonst x algebraisch in bezug auf A wire, es mufl
also einer unter ihnen, etwa

b, (x)
@ =a; =

bo(”)_
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oder, unverkiirzbar geschrieben,

_g(#)

6= h(%)
von x wirklich abhingen. Die Grade von g(x) und %(x) sind < m.
Das (nichtverschwindende) Polynom

8 —Oh() = g(0) — 53 h)

hat die Nullstelle z = x, ist also in 2'[z] durch f,(2) teilbar. Geht man
nach §21 von diesen in x rationalen Polynomen zu ganzrationalen
und in x primitiven Polynomen iber, so bleibt diese Teilbarkeit be-
stehen, und man erhilt

h(x) g(2) — g(®) h(z) = q(x,2) (%, 2).
In x hat die linke Seite einen Grad =< m. Auf der rechten hat aber f
schon den Grad m; also folgt, daB der Grad auf der linken Seite genau
m ist und daB ¢ (, 2) nicht von x abhingt. Einen von z allein abhingigen
Faktor hat aber die linke Seite nicht (sieche oben); also ist ¢ (¥, 2) eine
Konstante:
h(x)g(2) —g®) h(2) = q-f(*,2).
Damit ist, da es auf die Konstante ¢ nicht ankommt, der Bau von
7 (%, 2) bestimmt. Der Grad von f(#, z) in x ist m; also ist (aus Symmetrie-
griinden) der Grad in z auch m, mithin # = »n. Mindestens eine der
Gradzahlen von g(x) und %(x) muB den Héchstwert m wirklich er-
reichen; also hat auch @ als Funktion von x genau den Grad m.
Demnach ist einerseits

(A(x)/2) =m,
mithin, da 2" ja 4(6) umfalt:
(2/4(0)) =1,
2 =4(0), g. e. d.
Der Liirothsche Satz hat die folgende Bedeutung fiir die Geometrie:
Eine ebene (irreduzible) algebraische Kurve F (§,7) = 0 heiBt rational,

wenn ihre Punkte bis auf endlichviele dargestellt werden koénnen durch
rationale Parametergleichungen:

§=1@,

n=g().
Es kann nun vorkommen, dafB3 jeder Kurvenpunkt (vielleicht mit
endlichvielen Ausnahmen) zu mehreren Werten von ¢ gehort. (Beispiel:

E=1¢,
n==88+1;

andrerseits
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zu ¢ und — ¢ gehort der gleiche Punkt.) Zufolge des Liirothschen Satzes
kann man das aber immer durch geschickte Parameterwahl vermeiden.
Es sei ndmlich 4 ein Koérper, der die Koeffizienten der Funktionen /, g
enthilt, und ¢ zunichst eine Unbestimmte. X' = A (f, g) ist ein Unter-
korper von A (f). Ist ¢ ein primitives Element von X, so ist etwa

@) = H() (rational),
gt) = g (t) (rational),
t'=o(f.g) =e¢n),
und man verifiziert leicht, daB die neue Parameterdarstellung
§= h (’5’)
N = g ()
die gleiche Kurve darstellt, wihrend der Nenner der Funktion ¢(x, y)
nur in endlichvielen Punkten der Kurve verschwindet, so daB3 zu allen
Kurvenpunkten (bis auf endlichviele) nur ein #-Wert gehort.
Aufgabe. Ist der Korper 4 (x) Galoissch in bezug auf den Unter-
korper A (), so zerfillt das Polynom (1) in ihm in Linearfaktoren.
Alle diese Linearfaktoren gehen durch gebrochen-lineare Transforma-

tionen von x aus einem unter ihnen, etwa aus z — x hervor. Diese
linearen Transformationen bilden eine endliche Gruppe, lassen die

g(#)

Funktion 7 = W) invariant und sind dadurch gekennzeichnet.

§ 37. Die Ausfithrung der korpertheoretischen Operationen in
endlichvielen Schritten.

Wir haben in diesem Kapitel verschiedene Existenzbeweise von Kor-
pern gefiihrt: Existenz des rationalen Funktionenkorpers 4 (x, ¥, . . .},
der einfachen algebraischen Erweiterungen 4 (@) (wo @ einer vorgegebenen
irreduziblen Gleichung geniigt), Existenz des Zerfillungskorpers
Ay, . .., a,) eines Polynoms f(x). Es fragt sich nun, ob sich alle diese
Korper auch explizit rechnerisch konstruieren lassen.

Wir nennen einen Korper A ,explizit gegeben'*, wenn die Elemente
von A eindeutig durch wohlunterscheidbare Symbole dargestellt sind,
mit denen man die Addition, die Multiplikation, die Subtraktion und
die Division in endlichvielen Rechenoperationen ausfithren kann.

Wir zeigen nun zunichst:

Wenn der kommutative Korper A explizit gegeben ist, so ist auch jede
einfache transzendente Erweiterung A (f) sowie jede eimfache algebraische
Erweiterung A(O), deren definierende Gleichung @ =0, die natiirlich
trreduzibel sein muf, bekannt ist, explizit gegeben.

Beweis. Die Elemente von A(¢) sind Quotienten f—) g@#) =+0,

deren Rechnungsregeln im § 12 schon aufgestellt wurden Um Eindeu-
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tigkeit der Darstellung zu erzwingen, kann man noch verlangen, daf3 /
und g teilerfremd sind und der Anfangskoeffizient von g(f) gleich
Eins ist. Bei gegebenem f und g 1aBt sich die Auffindung des gréBten
gemeinsamen Teilers und damit auch die Reduktion auf die teiler-
fremde Form mittels des euklidischen Algorithmus (§ 16, Aufg. 2) tat-
sichlich explizit ausfiihren.

Im Fall A(0®) lassen sich die Korperelemente eindeutig durch
Ausdriicke ay+ a; 0 + - -+ + a,_, @" ! darstellen, und mit diesen
Ausdriicken wird gerechnet wie mit Polynomen, nur da zum Schlull
immer das FErgebnis auf den kleinsten Rest modulo ¢ reduziert
wird (§27). Wie man die Division zweier solcher Ausdriicke auszu-
fihren hat, wurde im §17 schon angegeben (Losung der Gleichung
ax = b im Restklassenring nach einem Primelement).

Wenn man versucht, in dhnlicher Weise mit den Methoden des
§29 den Zerfillungskorper eines Polynoms f(x) zu konstruieren, so
stoBt man auf das Problem der Faktorzerlegung eines Polynoms in
einem gegebenen oder schon konstruierten Kérper. Man hat kein all-
gemeines Mittel, fiir jeden explizit-bekannten Kérper K die Prim-
faktorzerlegung der Polynome aus K[z] in endlichvielen Schritten aus-
zufithren, und es gibt Griinde fir die Annahme, daB eine solche all-
gemeine Methode iiberhaupt unmdglich ist!. Wohl aber haben wir ge-
sehen, daB es fiir besondere Korper (Korper der rationalen Zahlen,
der GauBschen Zahlen, der rationalzahligen rationalen Funktionen von
»n Unbestimmten, der Restklassen modulo $, usw.) solche Methoden
der Primfaktorzerlegung gibt. Wir werden nun zeigen:

1. Wenn im Kirper A die Zerlegung der Polynome einer Unbestimm-
ten in endlichvielen Schritten ausfihrbar ist, so auch die der Polynome
in n Unbestimmien.

2. Wenn im Korper A die Zerlegung der Polynome (in einer oder
mehreren Unbestimmien) in endlichvielen Schritten ausfishrbar ist, so gilt
dasselbe fiir fede einfache transzendente Evweiterung A(t) und fir jede
separable einfache algebraische Erweiterung A (), deren definierende Glei-
chung @(@) =0 bekannt ist.

Der Beweis von 1. beruht auf einem Kunstgriff von KRONECKER.
Ist das Polynom f(x,, ..., %,) gegeben, so wihle man eine Zahl m
groBer als der Grad des Polynoms und mache die Substitution

x, =
, .

Dabei geht ein Glied a,x§'x3* ... x¢» tber in agte-+e,m+...+e,,mn_1,
also verschiedene Potenzprodukte der x in verschiedene Potenzen von ¢

(denn es laBt sich jede ganze Zahl nur in héchstens einer Weise in

1 Siehe B.L.vaN DER WAERDEN: Eine Bemerkung iiber die Unzerlegbarkeit
von Polynomen. Math. Ann, Bd. 102, S. 738. 1930.
v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 9
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der Gestalt g, 4+ gym + -+ + g,m™* ! mit 0 =< o, <m schreiben).
Wenn nun das vorgelegte Polynom f(x,, ...) sich zerlegen 14Bt:

[ =818

so gilt die Zerlegung auch nach der obigen Substitution; sie moge
dann in
*() = g () &5 ¢)

iibergehen. Man kann dann aus den Polynomen gj, g& die urspriing-
lichen g, g, zurlickgewinnen, da ja jedem Glied in g nur ein Glied
in g, entsprechen kann. Also zerlege man f* (f) in allen miglichen Weisen
in zwei Faktoren (das geht, wenn man die Zerlegung in Primfaktoren
kennt) und untersuche jedesmal, welche Polynome g,, g, zu den ge-
fundenen Faktoren gf, gy gehoren konnen. Jedesmal kann man dann
nachpriifen, ob mit diesen g,, g, die Gleichung

=88

stimmt. Tut sie das nie, so ist f unzerlegbar; tut sie es, so untersuche
man g, und g, in derselben Weise wie vorhin f, bis man nach héchstens
m Schritten die vollstindige Zerlegung von f in Primfaktoren ge-
funden hat.

~ Der Beweis von 2. ist ganz einfach in dem Fall einer transzendenten
Erweiterung A (¢). Ein jedes Polynom f(¢, 2) in A (¢) [2] ist durch Multi-
plikation mit einem Polynom in ¢ allein ganzrational in ¢ zu machen,
und nach §21 entspricht dann jeder in ¢ rationalen Zerlegung von
(¢, 2) eine ganzrationale Zerlegung und mingekehrt. Damit ist alles auf
die Polynomzerlegung in A{¢, 2] zuriickgefiihrt.

Im Fall einer algebraischen Erweiterung 4 (@), wo @ einer separablen
irreduziblen Gleichung ¢ (@) =0 geniigt, ist die Sache nicht so ein-
fach. Es sei ein Polynom (6, z) in 4(@)[7] vorgelegt. Man bilde mit
einer Unbestimmten # das Polynom f(@, z — # @), bilde dessen Norm
F(z, u) nach §35 und zerlege F (2, #) in A[z, #] in unzerlegbare Fak-
toren:

N{©,z2—u0) =F(z,u) = Fy(z, u)- Fy(z, u) + - + F,(z, u).
SchlieBlich bilde man den gréBten gemeinsamen Teiler von f (6, z —# 6)
und jedem F,(z, u) in 4(0)[z, u]. Wir werden beweisen, daB diese

Teiler fiir # = 0 gerade die irreduziblen Faktoren von f(@, z) ergeben.
Es sei also

10,2) =1(0,2)-1,(0,2) - - - [,(0,2)
die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in A4 (®)[z]. Dann folgt
1O,2—u0) =0, 2 —u@) - - - },(O,z— uO)
Fiz,u)=N{f{0O,z—u®)=Nfj(0,z—u0) .- - Nf{,(0,z— u0),
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Die Polynome f(0@, z — u @) und N{,(0, z — ) haben in 4 (O) [z, u]
den Faktor f,(0, z — u®) gemein. Die restlichen Faktoren
f(@' zi_ u @)

m@' zjq,f@j :f2(@JZ—M@) LR fk(@,z__/u@)

und

Nf(@,z—u@)_ ) o
7o, —ue) = hO,z—u0,),

(wo der Strich am Produktzeichen bedeutet, daf3 iiber alle konjugierten
O, auBer @ selbst das Produkt gebildet wird) haben keinen Faktor
gemein, denn hitten sie etwa den irreduziblen Faktor f,(0, z — u©)
gemein, so hitte man:

II'{©,,z—u0,) =g(0,z, 4) [0,z — ub)

und der Vergleich der Glieder hochsten Grades in z und # links und
rechts wiirde ergeben:

II' iz — u@,ym = h(O,2, u)- (2 — u O)m,

was ein Unsinn ist, denn keiner der Linearfaktoren z — %@, enthilt
den Linearfaktor z — # 0.

Demnach ist f;(6), 2 — # @) in der Tat der grioBte gemeinsame Teiler
von f(@,z—u0) und Nf,(0, z —u6), also von (@, z — uO) und
einem in bezug auf A rationalen Faktor von F(z, u).

Wenn nun ein Korper 4 sukzessiv erweitert wird durch Adjunktion
von (transzendenten oder separablen algebraischen) GroBen ©,, 0,,
..., 0,, so kann man zufolge der obigen Sitze die Faktorzerlegung
von Polynomen im Koérper 4 (0, 0,, . . ., ©,) schrittweise auf die von
Polynomen in A zuriickfiihren.

Damit sind nun die Hilfsmittel gegeben, die nétig sind, um in den
wichtigsten Fillen die Existenzbeweise dieses Kapitels konstruktiv zu
verfolgen, z.B.: die Konstruktion des Zerfillungskorpers eines Poly-
noms f(x), die des zugehdrigen Galoisschen Korpers zu einem Korper
A0y, ..., 0,), die des primitiven Elementes @, sowie die der Iso-
morphismen des Korpers A4(0,,...,0,) =A4(0) im zugehérigen
Galoisschen Korper.

Sechstes Kapitel.

Fortsetzung der Gruppentheorie.

Inhalt. In den §§38 bis 39 wird eine Erweiterung des Gruppen-
begriffs besprochen. §§40 bis 42 enthalten wichtige allgemeine Sitze
iber Normalteiler und ,,Kompositionsreihen, wihrend §§43 bis 44
speziellere Sitze iiber Permutationsgruppen enthalten, die nur in der
Theorie von Garois nachher gebraucht werden.

g*
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§ 38. Gruppen mit Operatoren.

In diesem Paragraphen soll der Gruppenbegriff erweitert werden,
wodurch alle folgenden Untersuchungen eine grofere Allgemeinheit
erhalten, die fiir spitere Anwendungen (Kap. 5 bis 17) nétig ist. Der-
jenige Leser, der sich im Augenblick nur fiir die Galoissche Theorie inter-
essiert, kann diesen und den nichsten Paragraphen ruhig {ibergehen; er
moge bei den folgenden Paragraphen an (etwa endliche) Gruppen im
bisher betrachteten Sinn denken.

Es sei gegeben: erstens eine Gruppe (im gewohnlichen Sinn) &, mit
Elementen a, b, ...; zweitens eine Menge 2 von neuen Symbolen
9,0, ..., die wir Operatoren nennen. Zu jedem @ und jedem a sei ein
Produkt @ a (,,der Operator @ angewandt auf das Gruppenelement a‘)
definiert; dieses Produkt gehoére wieder der Gruppe & an. Weiter wird
angenommen, daf jeder einzelne Operator @ ,,distributiv‘ ist, d. h. daB

(1) O@ab) =0a-Ob

ist. Anders ausgedriickt: Die ,Multiplikation mit dem Operator @
soll ein Homomorphismus sein, der die Gruppe & auf eine Untergruppe
(moglicherweise auf @& selbst) abbildet!. Sind alle diese Bedingungen
erfiillt, so nennt man & eine Gruppe mit Operatoren, £2 den Operatoren-
bereich.

Eine zuldssige Untergruppe von @ (in bezug auf den Operatoren-
bereich £) soll eine solche Untergruppe § sein, die wieder die Operatoren
von 2 gestattet; das heiBt: wenn a zu 9 gehort, so soll auch jedes
@a zu § gehoren. Ist die zuldssige Untergruppe zugleich Normalteiler,
so spricht man von einem zuldssigen Normalteiler.

Beispiele. 1. Die Operatoren seien die inneren Automorphismen
von &:

Oa=cacl.
Zulissig sind diejenigen Untergruppen, die mit jedem 4 auch jedes
cac~! enthalten, d.h. die Normalteiler.

2. Die Operatoren seien die simtlichen A = Automorphismen von @.
Zulissig sind diejenigen Untergruppen, die bei jedem / = Automorphis-
mus in sich iibergehen; man nennt sie charakteristische Untergruppen.

3. & sei ein Ring, aufgefalt als Gruppe gegeniiber der Addition.
Der Operatorenbereich 2 sei derselbe Ring; das Produkt @a sei ein-
fach das Ringprodukt. Alsdann ist (1) das gewdhnliche Distributiv-
gesetz:

7@+ b)) =ra-trb.
Zulissige Untergruppen sind die Linksideale, d.h. diejenigen Unter-
gruppen, die mit jedem a4 auch alle ra enthalten.

1 Daraus folgt, daB bei der ,,Multiplikation mit ® das Einselement in das
Einselement, Inverses in Inverses iibergeht.
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4. Es kann unter Umstinden von Vorteil sein, die Operatoren ©@
rechts von den Gruppenelementen zu schreiben, also ¢ @ statt Oa zu
schreiben. Dann lautet (1):

(@ad)® =aB-506.

FaBt man z. B. die Elemente eines (als Gruppe mit dem Verkniipfungs-
gesetz der Addition gedachten) Rings als derartige Rechtsoperatoren
auf, wobei a @ wiederum das Ringprodukt sein soll, so erhilt man als
zuldssige Untergruppen die Rechisideale.

5. SchlieBlich kann man einen Teil der Operatoren links, einen
anderen Teil rechts schreiben. Nimmt man z. B. zu einem Ring als
Operatoren sowohl die als Linksmultiplikatoren betrachteten Elemente
des Ringes als auch dieselben Elemente als Rechtsmultiplikatoren, so
erhilt man als zuldssige Untergruppen die zweiseitigen Ideale.

6. Als Modul bezeichnet man, wie gesagt, jede additiv geschriebene
Abelsche Gruppe. Auch ein Modul kann einen Operatorenbereich haben ;
dieser heiBt hier auch Multiplikatorenbereich. Es gilt dann

O@a+b=0a+06b.
Meist nimmt man an, der Multiplikatorenbereich sei ein Ring und es sei

n+0a=na—+0a,

(70)a =n(0a)
(bzw., wenn die Multiplikatoren rechts geschrieben werden, a(n®)
= (an)0). Es folgt dann (p — O)a =na — Oa und 0-a =0 (die erste
Null ist das Nullelement des Ringes, die zweite das Nullelement des
Moduls). Ist p der Ring, so spricht man von o-Moduln oder Moduln
in bezug auf dem Ring v. Wenn der Ring ein Einselement ¢ hat,
so nimmt man sehr oft an, das Einselement sei zugleich , Einheits-
operator’; d. h. es sei ¢-a = a fiir alle a aus @.

7. Jeder Modul gestattet als Operatoren die gewdhnlichep ganzen
Zahlen » im Sinne einer gewdhnlichen Multiplikation; denn es ist

(2)

n(a-+ b =na+ nb.

Alle Untermoduln sind dabei zulissig.

8. Die Gesamtheit aller Homomorphismen einer Abelschen Gruppe
(eines Moduls) in sich (d. h. aller homomorphen Abbildungen auf sich
selbst oder auf echte Teilmengen) ist ein Operatorenbereich, der als
Ring aufgefaBt werden kann, wenn man die Summe und das Produkt
zweier Homomorphismen durch die Formeln (2) (in denen das Plus-
zeichen rechts die Verkniipfung der Gruppenelemente andeutet) definiert.
Dieser Ring heiBt der Awtomorphismenring® der Abelschen Gruppe.

1 Mit ,,Automorphismen* sind also in diesem Fall nicht nur 1-Automorphismen
gemeint, sondern alle homomorphen Abbildungen auf Teilmengen.
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Aus diesen Beispielen ist ersichtlich, wie weit das Anwendungs-
gebiet der Gruppen mit Operatoren reicht. Hinsichtlich weiterer Bei-
spiele siehe das Kapitel ,Lineare Algebra“ (Band II).

Aufgaben. 1. Der Durchschnitt zweier zuldssiger Untergruppen
ist wieder eine zuldssige Untergruppe. Das Entsprechende gilt fiir zu-
lassige Normalteiler.

2. Das Produkt aus einer zuldssigen Untergruppe 9 und einem zu-
lissigen Normalteiler %, d.h. die Menge aller Produkte 4.5, wo a zu
A und b zu N gehort, ist wieder eine zuldssige Untergruppe, und zwar
die kleinste, welche 2 und N umfalt.

Bemerkung: Bei Moduln, wo automatisch jede Untergruppe Nor-
malteiler ist und wo man natiirlich Summe statt Produkt sagt, ergibt
die letzte Aufgabe den Satz: Die Summe oder das Erzeugnis zweier
zuldssiger Untermoduln 9 und R ist wieder ein zulidssiger Untermodul.
Man bezeichnet diese Modulsumme mit (%, ), wie bei den Idealen
(§15).

§ 39. Operatorisomorphismus und -homomorphismus.

Sind @ und & Gruppen mit demselben Operatorenbereich £ und
ist eine Abbildung von & auf eine Untermenge von © gegeben, wo-
bei jedem @ ein a entspricht und wobei einem Produkt ab das Pro-
dukt zb und einem @a das zugehorige @z entspricht, so heiBt die
Abbildung ein Operatorhomomorphismus. Ist die Bildmenge die ganze
Gruppe ®, d.h. gehort jedes Element von ® zu mindestens einem
Element von @, so hat man eine homomorphe Abbildung von & auf
®, im allgemeinen Falle dagegen eine homomorphe Abbildung von &
in ©. Entspricht jedem @ genau ein a, so hat man einen 1-Operator-
isomorphismus.

Zeichen: @& ~ ® fiir Operatorhomomorphismus, & =~ & fiir 1-Opera-
torisomorphismus.

Ist N ein zuldssiger Normalteiler von &, so gehen die Elemente an
einer Nebenklasse ¢ = a9t bei Anwendung des Operators @ in @a-On,
also in Elemente der Nebenklasse @a-% iiber. Diese Nebenklasse @a
nennen wir das Produkt des Operators @ mit der Nebenklasse a. Da-
durch wird die Faktorgruppe @R zu einer Gruppe mit demselben Opera-
torenbereich Q, und zwar ist die Zuordnung a— a ein Operatorhomo-
mor phismus.

Gehen wir umgekehrt von einem Operatorhomomorphismus aus,
so erhalten wir wie in §9 den Homomorphiesatz:

Ist & ~@, so ist die Menge N der Elemente von ®, denen das Ein-
heitselement von & enispricht, etn zulissiger Normalteiler in &, und den
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Nebenklassen von W entsprechen ein-eindeutig und operatorisomorph die
Elemente von &:

GN~.

DaB R ein Normalteiler ist, wissen wir schon aus §9. Da RN zu-
lassig ist, ist klar; denn wenn a auf das Einselement e abgebildet
wird, wird @ a auf @¢ = ¢ abgebildet, d. h. mit a gehort auch @a zu N.

DaB die Zuordnung der Nebenklassen zu den Elementen von @& ein-
eindeutig ist, wissen wir schon; daB sie ein Operatorisomorphismus ist,
folgt daraus, daB die gegebene Zuordnung & — & ein Operatorhomo-
morphismus war.

Bei additiv geschriebenen Gruppen mit Operatorenbereich o
(0-Moduln, speziell Ideale in p) heiit der Operatorhomomorphismus
auch Modulhomomorphismus. Man beachte, daB bei einem solchen
wieder @a in @a iibergeht, also daB @ untransformiert bleibt; das ist
der Unterschied zwischen dem Modulhomomorphismus und dem Ring-

homomorphismus, bei dem ab in ab tibergeht. Nehmen wir ein Beispiel :
Zwei Linksideale aus einem Ring o konnen als o-Moduln aufgefalit
werden; ein Operatorhomomorphismus ordnet dann jedem & ein g und
dem Produkt 7a das Produkt ¢ zu (fiir » aus o). Sie kdnnen aber
auch als Ringe aufgefaBt werden; ein Ringhomomorphismus ordnet
dem Produkt 7a (r im Ideal) nicht »a, sondern 7 a zu.

Wo immer im folgenden von ,,Gruppen‘‘ schlechthin die Rede ist,
sind auch Gruppen mit Operatoren einbegriffen. Mit ,,Untergruppen‘
und ,,Normalteiler* sind dann stillschweigend immer zuldssige Unter-
gruppen und Normalteiler, mit ,,Iso-“ und ,,Homomorphismen‘‘ immer
Operatoriso- und -homomorphismen gemeint. Benutzt werden in den
beiden nichsten Paragraphen ausschlieBlich der Homomorphiesatz und
die Tatsachen, daB3 der Durchschnitt zweier (zuldssigen) Untergruppen
wieder eine solche, das Produkt aus einem Normalteiler und einer
Untergruppe wieder eine (zulissige) Untergruppe ist.

Aufgaben. 1. Die Ideale (1) und (2) im Ring der ganzen Zahlen
sind modulisomorph, aber nicht ringisomorph.

2. Im Ring der Zahlenpaare (a,, a,) (§10, Aufg. 1) sind die durch

(1,0) und (0, 1) erzeugten Ideale ringisomorph, aber nicht operator-
isomorph.

§ 40. Die beiden Isomorphiesatze.

Beim Homomorphismus & ~® = @/N wird jede Untergruppe 9
von & auf eine Untergruppe _fi)' von & homomorph abgebildet. Geht
man nun von 5 wieder zuriick und sucht in & die Gesamtheit & der-
jenigen Elemente, deren Bildelemente (oder Nebenklassen) zu 5 ge-
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horen, so kann & unter Umstinden mehr Elemente als die von §
umfassen. Denn & enthilt neben jedem @ aus § auch alle Elemente
der Nebenklasse at. Bezeichnet man mit §R die Gruppe, die besteht
aus allen Produkten ab von einem a aus § mit einem & aus N (vgl.
Aufg. 2, § 38), so folgt & = YN und weiter H = HN/N. Andererseits
ist § auf § homomorph abgebildet, also § isomorph der Faktorgruppe
von § nach einem Normalteiler von §, der aus denjenigen Elementen
von § besteht, denen das Einheitselement entspricht, d. h. aus den-
jenigen Elementen von §, die zugleich zu : gehoren. Daraus ergibt sich
der erste Isomorphiesatz:

Ist M Normalteiler in & und ist O Untergruppe von &, so ist der
Durchschnitt H N N Normalteiler in 9, und es ist

PR/N=H/(O NN

Dann und nur dann wird die Gesamtheit der Elemente, die auf 5
abgebildet werden, wieder genau § sein, wenn § zu jedem a auch die
ganze Nebenklasse a%t enthilt, d. h. wenn

HON.2
Diesen Gruppen $ON entsprechen mithin ein- elndeutlg gew1sse
Gruppen @ H/M in ®. Auch ergibt jede Untergruppe S) von @ eine

Untergruppe $ O N, bestehend aus allen Elementen aller in § vor-
kommenden Nebenklassen von R. SchlieSlich entsprechen den Rechts-

und Linksnebenklassen von § in & die Rechts- bzw. Linksnebenklassen
von § in @. Ist also  Normalteiler in &, so ist auch § Normalteiler
in & und umgekehrt. Dieses ergibt sich auf anderem Wege auch beim
Beweis des zweiten Isomorphiesatzes:

Ist & = G/N, O Normalteiler in &, so ist die zugehirige Untergruppe
9 Normalteiler in @, und es st

(1) 69 = 6/p.
Beweis: Es ist & ~® und & N(TB/E, also @ ~(B/5, also -@/é)

isomorph der Faktorgruppe von & nach dem Normalteiler, der aus
denjenigen Elementen von & besteht, denen beim Homomorphismus
G~ @/fi) das Einheitselement, d.h. beim ersten Homomorphismus
® ~ ® ein Element von @ zugeordnet wird. Dieser Normalteiler ist §,
q.e. d.

Die 1-Isomorphie (1) 1Bt sich auch so schreiben:

G/9 =~ (G/R)/(H/N) .

1 Bei Moduln hat man natiirlich (9, R) statt HN zu schreiben.
2 In diesem Kapitel verwenden wir einfachheitshalber fiir ,,ist enthalten in*
und ,,umfaBt die Zeichen  und D (statt C und D).
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Aufgaben. 1. Man zeige mit Hilfe des ersten Isomorphiesatzes,
daB die Faktorgruppe der symmetrischen Gruppe &, nach der Vierer-
gruppe B, (§8, Aufg. 4) isomorph der symmetrischen Gruppe &, ist.

2. Ebenso, daB in jeder Permutationsgruppe, die nicht aus lauter
geraden Permutationen besteht, die geraden Permutationen einen
Normalteiler vom Index 2 bilden.

3. Ebenso, daB die Faktorgruppe der euklidischen Bewegungs-
gruppe nach dem Normalteiler der Translationen isomorph der Gruppe
der Drehungen um einen Punkt ist.

§ 41. Normalreihen und Kompositionsreihen.

Eine Gruppe ® heiBt einjach, wenn sie auBer sich selbst und
der Einheitsgruppe keinen Normalteiler besitzt.

Beispiele: Die Gruppen von Primzahlordnung sind einfach, weil
die Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Ordnung der Gesamt-
gruppe sein miiBte, so da auBer dieser und der Einheitsgruppe iiber-
haupt keine Untergruppe, also auch kein Normalteiler existiert. Es
wird spiter gezeigt werden, daB auch die alternierende Gruppe ¥, fiir
n == 4 einfach ist (§43); weiter jeder eingliedrige Modul in bezug auf
cinen Korper als Multiplikatorenbereich, usw.

Eine endliche Reihe von Untergruppen einer Gruppe &:

(1) {(B=6>6,> .->¢=C},

heiit Normalreihe, wenn fiir v =1, ...,/ jedes &, Normalteiler in
@, _, ist. Die Zahl [ heiBt die Linge der Normalreihe; die Faktorgruppen
®,_,/®, heiBen die Faktoren der Normalreihe. Zu beachten: Die Linge
ist nicht die Anzahl der Glieder der Reihe (1), sondern die Anzahl
der Faktoren §,_;/6,.

Eine zweite Normalreihe

(2) {>9,>-->9, =€)
heilt eine Verfeinerung der ersten, wenn alle &; aus (1) auch in (2)
auftreten. Zum Beispiel ist fiir die Gruppe &, (§6) die Reihe
(G DAUD>B,D>E)
(vgl. §8, Aufg. 4) eine Verfeinerung von
{8,>%8,>€¢}.

In einer Normalreihe kann ein Glied beliebig oft wiederholt werden:
G, =,y =:--+-=6,. Kommt das nicht vor, so spricht man von
einer Reihe ohne Wiederholungen. Eine Reihe ohne Wiederholungen,
die sich ohne Wiederholungen nicht mehr verfeinern 1iBt, heift eine
Kompositionsreihe. Zum Beispiel ist in der symmetrischen Gruppe &g

die Reihe
{ @3 P) 9[3 p) G}
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eine Kompositionsreihe, ebenso in &, die Reihe
(D% D>B>{1,(12)(34)}> €.

In beiden Fillen schlieBt man die Unmoglichkeit einer weiteren Ver-
feinerung daraus, daB die Indizes der aufeinanderfolgenden Normal-
teiler in den jeweils vorangehenden simtlich Primzahlen sind. Es gibt
aber andere Gruppen, in denen jede Normalreihe sich weiter verfeinern
14Bt; solche Gruppen besitzen also keine Kompositionsreihe. Ein Bei-
spiel bildet jede unendliche zyklische Gruppe; denn wenn in einer
solchen eine Normalreihe ohne Wiederholungen

(DG, D>--->6,_;>E)

gegeben ist und @, ; etwa den Index m hat, also @&;_; = {a™} ist, so
gibt es zwischen ®,;_; und € immer noch eine Untergruppe {a?™} vom
Index 2 m.

Eine Normalreihe ist dann und nur dann Kompositionsreihe, wenn
sich zwischen je zwei aufeinanderfolgende Glieder ®&,_; und &, kein
von diesen verschiedener Normalteiler von &,_; mehr einschieben 1408t
oder, was nach §40 auf dasselbe hinauskommt, wenn &,_,/®, einfach
ist. Die einfachen Faktoren @,_;/®, einer Kompositionsreihe heilen
Kompositionsfaktoren. In den beiden oben angefithrten Kompositions-
reihen sind alle Kompositionsfaktoren zyklische Gruppen der Ord-
nungen 2, 3; resp. 2, 3, 2, 2.

Zwei Normalreihen heiflen ¢somorph, wenn alle Faktoren @, ,/®,
der einen Reihe in irgend einer Reihenfolge den Faktoren der zweiten
Reihe 1-isomorph sind. Zum Beispiel sind in einer zyklischen Gruppe
{a} von der Ordnung 6 die beiden Reihen

{{a}, {a2}, €},

{{a}. (@}, €]
isomorph; denn die Faktoren der ersten Reihe sind zyklisch von den
Ordnungen 2, 3, die der zweiten Reihe zyklisch von den Ordnungen 3, 2.
— Fiir die Isomorphie von Normalreihen werden wir im folgenden

der Bequemlichkeit halber ebenfalls das Zeichen =< verwenden.
Endigt eine Kette von Normalteilern

{@’D @51>‘ }

mit irgend einem Normalteiler A von &, der nicht gleich € zu sein
braucht, so spricht man von einer Normalrethe von & nach U ; einer
solchen entspricht eine Normalreihe

{B/AD GYA> - - > WA =€)

der Faktorgruppe ®/%, und umgekehrt. Die Faktoren der zweiten
Reihe sind nach dem zweiten Isomorphiesatz isomorph denen der ersten.
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Sind zwei Normalreihen
(G>@, > >0, =C¢)
1659, > ->9 =€)

isomorph, so kann man zu jeder Verfeinerung der evsten eine dazu iso-
morphe Verfeinerung der zweiten finden. Denn jeder Faktor @, ,/®,
ist isomorph einem ganz bestimmten Faktor §,_,/9,; somit entspricht
jeder Normalreihe fiir ®,_,/®, eine isomorphe Normalreihe fiir §,_,/9,
und daher auch jeder Normalreihe von &,_, nach @, eine isomorphe
Reihe von §,_, nach 9,.

Wir kénnen nun den folgenden, von O. SCHREIER herriihrenden
Hauptsatz iiber Normalreihen beweisen: Zwes beliebige Normalreihen einer
beliebigen Gruppe &:

(B>, >8,>--->6,=C},
{(Sj)'bl) @2)"')&%":@}
besitzen isomorphe V erfeinerungen
{@)...)@1>...>@2>...>(§}
(GO D9 O D9 DE),

Beweis. Fiir » = 1 oder s = 1 ist der Satz klar; denn dann lautet
eine der Reihen {® > €}, und die andere ist ganz von selbst eine Ver-
feinerung davon.

Wir beweisen den Satz zunichst fiir s =2 durch vollstindige In-
duktion nach 7, sodann fiir beliebige s durch vollstindige Induktion
nach s.

Fiir s = 2 lautet die zweite Reihe

(B>9>E).

Wir setzen ® = @, N P und P = @,-$; dann sind PR und D Normal-
teiler in ¢. Nach der Induktionsvoraussetzung besitzen nun die Reihen
von den Lingen  — 1 und 2

(B, 06,>--->6,=C} und {G, >DDCE)}
isomorphe Verfeinerungen
(B, 0---D6,>.-->C)
~{G > -D>DD>---DE}.

Auf Grund des ersten Isomorphiesatzes ist weiter

B/H > G/D und P/G, >~ /D,

und

(3)

mithin

“4) {(BPOE,ODOEI={BO>HD>DDCE.
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Die rechte Seite von (3) ergibt eine Verfeinerung der linken Seite von (4),
zu der man eine isomorphe Verfeinerung der rechten Seite finden kann:

(PG> -->D>--->E)
~{P>---DHPDDD>- D E}.
Aus (3) und (5) folgt:
{(BORDODEH DD, D>---DE}
~{EOPD--DHPO>DD- DE},
womit der Satz im Falle s = 2 bewiesen ist.
Fiir beliebige s kénnen wir nach dem eben Bewiesenen die erste

Reihe {& > @, > .-} so verfeinern, daB sie einer Verfeinerung von
{&> 9, > €} isomorph wird:
{5 D> >8> >}

(B> 59> D6}

Die rechts als Teilstiick vorkommende Reihe {§, D> - - > €} und die
Reihe {§;> 9, -+ D 9, = €} besitzen nach der Induktionsvoraus-
setzung isomorphe Verfeinerungen:

(7 (£ DC}x2{9H DD, D --DE}.

Die linke Seite von (7) ergibt eine Verfeinerung der rechten Seite von
(6), zu der man eine isomorphe Verfeinerung der linken Seite von (6)
finden kann. Also:

(B> D> - D> ->E)
~{B> D9, > -DE}
[nach (7)] 2{EBD - DP D DP D -DE}.

Damit ist der Satz allgemein bewiesen.

Streicht man aus zwei isomorphen Reihen alle Wiederholungen weg,
so bleiben sie isomorph. Man kann also die im Hauptsatz gemeinten
Verfeinerungen immer als solche ohne Wiederholungen annehmen.

Aus dem Hauptsatz iiber Normalreihen ergeben sich fiir Gruppen, die
eine Kompositionsreihe besitzen, unmittelbar die folgenden beiden Sitze.

1. Satz von JorDAN und HOLDER: Je zwei Kompositionsreihen
etner und derselben Gruppe & sind isomorph.

Denn diese Reihen sind mit ihren wiederholungsfreien Verfeinerungen
identisch.

2. Besitzt & eine Kompositionsrethe, so lift sich jede Normalreihe
von & 2u einer Kompositionsreihe verfeinern; insbesondere gibt es also
durch jeden Normalteiler eine Kompositionsreihel.

(5)

(6)

1 Einen anderen Beweis dieser beiden Sitze findet man z. B. bei E. NOETHER
Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionen-
korpern, Math. Ann. Bd. 96, § 10, S. 57. 1926.
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Eine Gruppe heiBt auflosbar, wenn sie eine Normalreihe besitzt, in
der alle Faktoren Abelsch sind. (Beispiele: die Gruppen &; und &,,
siehe oben.)

Aus dem Hauptsatz folgt, daB bei einer auflésbaren Gruppe jede
Normalreihe sich zu einer solchen mit Abelschen Faktoren verfeinern
laBt. Hat die Gruppe insbesondere eine Kompositionsreihe, so sind
alle Kompositionsfaktoren einfache Abelsche Gruppen, d.h. im Fall
der gewohnlichen endlichen Gruppen: zyklische Gruppen von Prim-
zahlordnung. (Vgl. die nachstehende Aufg. 3.)

Aufgaben. 1. Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositions-
reihe.

2. Man bilde alle Kompositionsreihen einer zyklischen Gruppe der
Ordnung 20.

3. Eine Abelsche Gruppe (ohne Operatoren) ist nur dann einfach,
wenn sie zyklisch von Primzahlordnung ist.

4. Eine Gruppe der Ordnung " ist nur dann einfach, wenn # = 1
ist [vgl. §8, Aufg. 8].

5. Jede Gruppe der Ordnung p" ist auflosbar. [Man bilde eine
Kompositionsreihe und wende Aufg. 4 an.]

§ 42. Direkte Produkte.

Die Gruppe & heiBit direktes Produkt der Untergruppen U und 9B,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

I. 1. A und B sind Normalteiler in &;

2. G =UADB;

3. AN B =C.

Aquivalent damit ist:

II. 1. Jedes Element von & ist als Produkt

(1) g=ab, a€U, bED

darstellbar;

2. die Faktoren a und & sind durch g eindeutig bestimmt;

3. jedes Element von 9 ist mit jedem von 9B vertauschbar.

Aus I folgt II. Namlich IT 1 folgt aus I 2. II 2 folgt so: Ist
g = a1b; = ayb,, so wird ay 'a; = b, b'; dieses Element a; ', muf
sowohl zu 9 als auch zu B gehoren, mithin nach I 3 gleich dem Ein-
heitselement sein; daraus folgt

@ = ay, by = b,,
also die Eindeutigkeit. II 3 folgt daraus, daB aba-15-! wegen I1
sowohl zu % als auch zu B gehort, mithin wegen 13 das Einheits-
element ist.
Aus II folgt 1. Die Normalteilereigenschaft von U folgt so:

gUgt=abWAdblat=aWa"'=9Y [wegenII3].
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I 2 folgt aus II 1. SchlieBlich ergibt sich I 3 folgendermaBen: Ist ¢
ein Element von % N B, so ist ¢ auf zwei Arten als Produkt eines
Elements von 9 und eines Elements von 8B darzustellen:

c=c¢+1=1-c.

Wegen der Eindeutigkeit [II 3] muBl ¢ =1 sein. Damit ist I 3 be-
wiesen.

Das Produkt AB wird, wenn es direkt ist, auch mit A x B be-
zeichnet. Bei additiven Gruppen (Moduln) schreibt man (%, ®B) fiir die
Summe, ¥ + B fir die direkte Summe.

Kennt man die Struktur von Y und von 9B, so ist auch die Struktur
von & bekannt; denn je zwei Elemente g; = 4,5, und g, = 4,0, werden
multipliziert, indem man ihre Faktoren multipliziert:

g182 = 41050 b, .

Ein direktes Produkt mehverer Gruppen: U; X Uy x---x U,, kann
durch vollstindige Induktion definiert werden:

Ay X Wy o X Wy = (W X+ - XUy 1) XU,

Ein Produkt von # Gruppen ist also direkt, wenn das Produkt eines
jeden Faktors U, mit dem Produkt der vorangehenden Faktoren
Ay, ..o, A, direkt ist. Deutet man das mittels Definition I, so kommt:

1,.. Eine Gruppe ® ist das divekte Produkt der Untergruppen Uy, . . .,
N,, wenn

1. alle N, Normalteiler in & sind;

2. % ... %, =6;

3. . U )N YU =6
Verwendet man aber II, so erhilt man:

11,. Eine Gruppe & ist das divekte Produkt der Untergruppen Uy,

.y N, wenn fedes Element von © eindeutig als Produkt

g=a,a5...0a, (a, €N

darstellbar und jedes Element von N, mit jedem von N, (u =+ v) vertausch-
bar ist.

Aus dieser Fassung erhellt, daB die Faktoren %, ..., %, fir die
Definition gleichberechtigt und im Produkt vertauschbar sind. Es ist
also nicht nur %,,, sondern jedes %, zum Produkt der tibrigen ,,fremd‘:

Uy oo U1 Wy AN U=C.
Bezeichnet man dieses Produkt der {ibrigen Faktoren mit %, , so hat man
G =9%Ax9D,.
Nach dem ersten Isomorphiesatz ist

G/u, ~ B, ; @/B, ~NU,.
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Die Gruppen
@ =AU XxAygx---xXA,
@1 :9[1X912X---X9[n_1,

bilden eine Normalreihe von & mit den Faktoren &,_,/®,=>~=%,_,.;.
Besitzen die Gruppen ¥, Kompositionsreihen, so besitzt auch & eine
Kompositionsreihe (Verfeinerung der obigen Normalreihe (2)), deren
Linge die Summe der Lingen der einzelnen Faktoren ist.

Sehr leicht ist der folgende Satz zu beweisen:

Ist & =UAX DB, @ eine Untergruppe von & und & DA, so ist
& =UX B, wo B’ den Durchschnitt von & und B darstelit.

Beweis: Fiir jedes Element von @& gilt eine Darstellung g = a-b.
Diese Darstellung besteht insbesondere fiir die Elemente von @&’. Die
dabei auftretenden Faktoren & sind in % und auch in @’ enthalten
(da sowohl g wie a in @’ liegt); mithin gehoren die b zum Durchschnitt
®" ~ B. Andererseits kann man fiir 2 und b beliebige Elemente von
A bzw. @' ~ B wihlen und erhilt immer ein Produkt g = a+b aus &'
Daher ist @' =AX (G ~ B), q.e. d.

Aufgaben. 1. Eine zyklische Gruppe {a} der Ordnung # = 7-s mit
(r,s) =1 ist das direkte Produkt ihrer Untergruppen {ar}, {a*} der
Ordnungen s und 7.

2. Eine endliche zyklische Gruppe ist das direkte Produkt ihrer
Untergruppen von den héchstméglichen Primzahlpotenzordnungen.

Eine Gruppe & heilt vollstindig veduzibel, wenn sie ein direktes
Produkt von einfachen Gruppen ist. In diesem Fall ist die zugehorige
Normalreihe (2) schon eine Kompositionsreihe. Nach dem Jordan-
Holderschen Satz sind die Kompositionsfaktoren &,_;/®, >~ %,_,.,
bis auf Isomorphie und bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Satz. In einer vollstindig veduziblen Gruppe & ist jeder Normalteiler
divekter Faktor; d. h. zu jedem Normalteiler © gibt es eine Zerlegung
@ =HxB.

Beweis: Aus & = A; x Ay x - - - X A, folgt

(3) B =96 =9 % U --Ay,.

Mit jedem der Faktoren %, ..., A, kann man nun hierin eine
Operation vornehmen, die darin besteht, daB man den betreffenden
Faktor entweder wegstreicht oder das vor ihm stehende Zeichen - in
das Zeichen X fiir direktes Produkt verwandelt. Ndmlich der Durch-
schnitt des jeweils betrachteten %; mit dem vorangehenden Produkt
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II =9, Ay, ist Normalteiler in A, also entweder = A, oder
= €. Im ersten Fall: IT ~ A, = A, ist A, CII, also der Faktor U,
im Produkt II Y, tberflissig. Im anderen Fall ist das Produkt I7- U,
direkt: I7T- A, = IT x 9.

Nach dem eben Bewiesenen erhilt das Produkt (3) nach Streichung
aller iiberfliissigen 9 die Form eines direkten Produktes:

G =9X WUy XxWyy X+ -+ XA,
Daraus folgt die Behauptung.

§ 43. Die Einfachheit der alternierenden Gruppe.

In §41 haben wir gesehen, dal die symmetrischen Gruppen &;, &,
auflésbar sind. Im Gegensatz dazu sind alle weiteren symmetrischen
Gruppen &, (n > 4) nicht auflésbar. Sie haben zwar immer einen Nor-
malteiler vom Index 2, nimlich die alternierende Gruppe %, ; aber
die Kompositionsreihe geht von %, gleich auf €, nach dem folgenden

Satz. Die alternierende Gruppe N, (n > 4) ist einfach.

Wir brauchen einen

Hilfssatz. Wenn ein Normalteiler N der Gruppe W, (n > 2) einen
Dreierzyklus enthilt, so ist M = N,,.

Beweis des Hilfssatzes: 0 enthalte etwa den Zyklus (1 2 3).
Dann muB % auch das Quadrat (2 1 3), sowie alle Transformierten

6+(213).071 (c€NA,)
enthalten. Wahlt man ¢ = (12) 3 %), wo & > 3 ist, so wird
6-213).61=(12%);

also enthdlt N alle Zyklen von der Gestalt (1 2 %). Diese erzeugen aber
die Gruppe U, (§7, Aufg. 5); also muBl R = A, sein.

Beweis des Satzes: Es sei : ein von € verschiedener Normal-
teiler in A,. Wir wollen zeigen, daBl R = %, ist.

Wir wihlen eine Permutation 7 in %, die, ohne =1 zu sein, mog-
lichst viele Ziffern fest 148t. Dann liBt sich zunichst feststellen:

1. 7 kann nicht aus Zyklen von verschiedener Linge bestehen; denn
wére etwa

T=(a;...a,)(by...0,) ... (n > m),

so wire t™ eine Permutation, die auBer den gegeniiber 7 invarianten
Ziffern auch noch by, ..., b, fest lieBe, aber 4, in a, (= a,) tber-
fiihrte. Diese Permutation wiirde also mehr Ziffern fest lassen als 7,
ohne =1 zu sein.

2. 7 kann nicht mehr als 4 Ziffern verriicken. Andernfalls nimlich

konnte man setzen:
T=(12...) ... (... k) (B > 4).
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Dann besteht entweder v aus lauter Zweierzyklen, also aus mindestens
3 solchen; in diesem Fall stehen die beiden Ziffern 3, 4 in einem Zyklus
nebeneinander. Oder T besteht aus Zyklen von mindestens 3 Ziffern ; dann
stehen die Ziffern & — 2, & — 1 im letzten Zyklus nebeneinander. Auf
jeden Fall gibt es also zwei von 1, 2, % verschiedene Ziffern 7, 7, die in
einem Zyklus nebeneinander stehen. Wir bilden die Permutation

=128 71281 =@2k..)...(..1).

Diese ist von 7 verschieden, da sie 2 in % iiberfiihrt, was 7 sicher nicht
tut. Sie fithrt, ebenso wie 7, die Ziffer ¢ in § {iber und muB auch in R
liegen. Also wird
17

von 1 verschieden sein, in 0 liegen und die Ziffer ¢ fest lassen, also
eine Ziffer mehr fest lassen als 7, entgegen der Minimalvoraussetzung.

3. Da 7 eine gerade Permutation ist, kommen nur mehr die beiden
folgenden Typen in Betracht:

T=(123),
T=(12) (34).

Der erste Fall fithrt auf Grund des Hilfssatzes direkt zu it = %,,. Der
zweite ist fiir » = 4 moglich und fithrt dann auf die Kleinsche Vierer-
gruppe; fiir # > 4 aber ist der Fall ausgeschlossen, denn dann enthilt
N zugleich mit v auch die Permutationen

T = (345)7 (3451 = (12) 45),
T7 = (345),

und die letztere 148t mehr Elemente fest als 7. Damit ist die Behaup-
tung bewiesen.

Aufgabe. Man beweise, daB fiir #» <+ 4 die alternierende Gruppe
A, der einzige Normalteiler der symmetrischen Gruppe &, auBer ihr
selbst und € ist.

§ 44. Transitivitit und Primitivitdt.

Eine Gruppe von Permutationen einer Menge IR heiit fransitiv
siber M, wenn es in M ein Element a gibt, das durch die Permutationen
der Gruppe in alle Elemente x» von 9t ibergefithrt wird, so daB es
also zu jedem x eine Operation ¢ der Gruppe mit ga = x gibt.

Ist diese Bedingung erfiillt, so gibt es auch zu je zwei Elementen
%, ¥ eine Operation v der Gruppe, die x in y iberfihrt. Denn aus

pa =x, ga =Yy
folgt
(co™Mx =0a=y.
v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 10
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Es ist also fiir die Frage nach der Transitivitit gleichgiiltig, von welchem
Element 2 man ausgeht.

Ist die Gruppe @& nicht transitiv iiber IR (sutransitive Gruppe), so
zerfallt die Menge MM in ,, Transitivititsgebiete'’, d.h. Teilmengen, die
durch die Gruppe in sich transformiert werden und iiber welchen die
Gruppe transitiv ist. Zu dieser Einteilung in Teilmengen gelangt man
nach folgendem Prinzip: Zwei Elemente 4, b von IR sollen dann und
nur dann in dieselbe Teilmenge aufgenommen werden, wenn es in @&
eine Operation ¢ gibt, die @ in & iiberfiihrt.

Diese Eigenschaft ist 1. reflexiv, 2. symmetrisch und 3. transitiv;
denn es gilt:

1. oa =a fir c =1.

2. Aus ga = b folgt 0-1b = a.

3. Aus ga = b, 7b = ¢ folgt (to)a =c.

Also ist dadurch tatsichlich eine Klasseneinteilung der Menge IR
definiert.

Ist eine Gruppe ® transitiv tiber It und ist &, die Untergruppe
derjenigen Elemente von &, welche das Element a von It fest lassen,
so fithrt jede linksseitige Nebenklasse 7@, von &, das Element a in
das einzige Element 7« iiber. Den linksseitigen Nebenklassen entsprechen
in dieser Weise eineindeutig die Elemente von &, wie auf Grund der
Transitivitit von @ unmittelbar einzusehen ist. Die Anzahl der Neben-
klassen (der Index von @) ist also gleich der Anzahl der Elemente
von M. Die Gruppe derjenigen Elemente von @, die T4 invariant lassen,

ist durch
¢, =718,
gegeben.

Eine transitive Gruppe von Permutationen einer Menge It heiBt
imprimitiv, wenn es moglich ist, I in mindestens zwei fremde Teil-
mengen M,, M,, . . . zu zerlegen, die nicht alle aus nur einem Element
bestehen, derart, daB3 die Transformationen der Gruppe jede Menge
M, in eine Menge M, iiberfiihren. Die Mengen M;, M,, ... heiBlen
dann Imprimitivitdtsgebiete. Ist eine solche Zerlegung

M= {M;, My, .. .}

unmoglich, so heiBt die Gruppe primitiv.
Beispiele. Die Kleinsche Vierergruppe ist imprimitiv, mit den Teil-

mengen
¢ 12}, (3,4

als Imprimitivititsgebieten. (Es sind iibrigens noch zwei andere Zer-
legungen in Imprimitivititsgebiete méglich.) Dagegen ist die volle
Permutationsgruppe (und ebenso die alternierende Gruppe) von # Dingen
stets primitiv; denn bei jeder Zerlegung der Menge I in Teilmengen,

etwa:
m={{1,2 .., &, {..}, ...} 1<k<n),
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gibt es eine Permutation, die {1, 2, ..., &}in {1, 2, ..., B — 1, A+ 1}
{iberfiihrt, also in eine Menge, die weder zu {1, 2, ..., &} fremd noch
damit identisch ist.

Bei einer Zerlegung M = {IM;, ..., M,} von der obigen Eigen-
schaft, wobei also die Gruppe & die Mengen &, untereinander per-
mutiert, gibt es fiir jedes » eine zur Gruppe gehérige Permutation, welche
M, in M, Gberfithrt. Man braucht ndmlich nur auf Grund der Transitivitit
eine Permutation zu suchen, welche ein beliebig gewihltes Element
von I, in ein Element von M, dberfithrt; diese Permutation kann
dann M, nur in M, iberfithren. Daraus folgt insbesondere, daBl die
Mengen M;, M,, . .. alle aus gleich vielen Elementen bestehen.

Fiir beliebige transitive Permutationsgruppen & einer Menge M
gilt der folgende Satz:

Es sei g die Untergruppe aus denjenigen Elementen von ©, welche
ein Element a von WM invariant lassen. Wenn die Gruppe @& imprimitiv
ist, so existiert eine von § und © verschiedene Gruppe Yy mit

gChCed,

und wmgekehrt, wenn eine solche Zwischengruppe §) existiert, so ist &
imprimitiv. Die Gruppe Y) 1ift ein Imprimitivititsgebiet M, invariant,
und die linksseitigen Nebenklassen von § fiihren M, in die einzelnen
Gebiete M, diber.

Beweis. Es sei zunichst @& imprimitiv und 9 ={M;, M,, ...}
eine Zerlegung in Imprimitivitatsgebiete. 9, enthalte das Element a.
Es sei §) die Untergruppe derjenigen Elemente von ¢, die %, invariant
lassen. Nach der obigen Bemerkung enthilt f) alle die Permutationen
von &, welche a in sich selbst oder in ein anderes Element von R,
uberfithren; daraus folgt ¢ Ch und § 4= g. Es gibt aber in & auch
Permutationen, welche 9¢; etwa in I, {iberfilhren; daher ist ) 4= @.
Ferner: Wenn 7 das System I, in I, iberfiihrt, so fihrt die ganze
Nebenklasse 7Y ebenfalls I, in I, iber.

Es sei nun umgekehrt eine von g und & verschiedene Gruppe §) mit

gChCd
gegeben. @ zerfillt ganz in Nebenklassen 7f), und jede von diesen zer-
fallt wieder in Nebenklassen og. Die letzteren Nebenklassen fithren a
je in ein weiteres Element ga iiber; faBt man sie also zu Nebenklassen
7§ zusammen, so werden auch die Elemente oa zu mindestens zwei
paarweise fremden Mengen ,, M,, . .. zusammengefalit, von denen

jede aus mindestens zwei Elementen besteht. Die 9, sind also definiert
durch

(1) M, =tha.
Jede weitere Substitution ¢ fithrt M, = rha in orha, also wieder in

eine Menge von derselben Art iiber, womit die Imprimitivitat der
10*
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Gruppe bewiesen ist. Bezeichnet man etwa mit R, die aus (1) fir
7 =1 entstehende Menge, so 1iBt Y) (wegen hIM, =hha =Hha =M,
das Imprimitivitatsgebiet I, fest, und die Nebenklassen 7§ fithren M,
(wegen THM; =7vhha = tha) in die ibrigen Imprimitivititsgebiete
M, iiber.

Aufgaben. 1. Ist die Anzahl der Elemente der Menge M eine
Primzahl, so ist jede transitive Gruppe primitiv.

2. Die oben definierte Gruppe § ist iber I, transitiv.

3. Die Menge I sei in 3 Imprimitivititsgebiete zu je 2 Elementen
zerlegt; die Ordnung der Gruppe & sei 12. Was ist

a) der Index von f) in @&,

b) der Index von g in ¥,

c) die Ordnung von g?

4. Die Ordnung einer transitiven Gruppe aus Permutationen end-
lichvieler Objekte ist durch die Anzahl dieser Objekte teilbar.

Bemerkung. Die Anzahl der permutierten Objekte nennt man
auch den Grad der Permutationsgruppe.

Siebentes Kapitel.
Die Theorie von GaLoIs.

Die Theorie von GaLois beschiftigt sich mit den endlichen separablen
Erweiterungen eines kommutativen Korpers K und insbesondere mit
deren 1-Isomorphismen und 1l-Automorphismen. Sie stellt eine Be-
ziehung her zwischen den Erweiterungskorpern von K, welche in einem
gegebenen Galoisschen Korper enthalten sind, und den Untergruppen
einer gewissen endlichen Gruppe. Durch diese Theorie finden ver-
schiedene Fragen iiber die Auflosung algebraischer Gleichungen eine
Losung.

Alle in diesem Kapitel vorkommenden Korper sind kommutativ.

§ 45. Die Galoissche Gruppe.

Ist der Grundkorper K gegeben, so wird nach §34 jeder endliche
separable Erweiterungskorper X' von einem ,,primitiven Element* @
erzeugt: X' = K(@). Nach §32 besitzt X in einem passenden Erweite-
rungskérper 2 so viele ,relative”, d.h. K elementweise festlassende
Isomorphismen, wie der Grad # von X in bezug auf K betrigt. Fir
diesen Erweiterungskorper (2 kann man wihlen den Zerfillungskérper
des irreduziblen Polynoms f(x), dessen Nullstelle @ ist. Dieser Zer-
fallungskorper ist der kleinste in bezug auf K Galoissche Kérper, der
2 umfaBt, oder, wie wir auch sagen werden, der zu X gehirige Galoissche
Korper. Die relativen Isomorphismen von K(@) kénnen dadurch ge-
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kennzeichnet werden, daB sie die GréBe @ in ihre konjugierten GroBen
0,,...,0, in Q iiberfihren!. Jedes Korperelement ¢ (0) =3, 0
(@, €K) geht dann in ¢(0,) = ;@ iiber, und man kann daher,
statt vom Isomorphismus zu reden, auch reden von der Substitution
0—>0,.

Zu beachten ist aber, daB die GroBen @ und 6, nur Hilfsmattel
sind, die Isomorphismen bequem darzustellen, und daBl der Begriff
eines Isomorphismus ginzlich unabhingig von der speziellen Wahl eines
@ ist. Man kann durchaus auch von mehr als einer Kérpererzeugenden
ausgehend die Isomorphismen konstruieren, wie wir nachher noch sehen
werden.

Ist X selbst esn Galoisscher Korper, so fallen alle konjugierten Kirper
K(®,) mit X zusammen.

Denn erstens sind alle @, in diesem Fall in K () enthalten. Aber
die K(®,) sind zu K(0) dquivalent, also selbst Galoissch; also ist auch
umgekehrt @ in jedem K(®,) enthalten.

Umgekehrt: Ist X mit allen konjugierten Korpern K(0,) identisch,
so ist X Galoissch.

Denn unter dieser Voraussetzung ist 2 gleich dem Zerfallungskérper
K(®,, ..., 0,) von f(x), also Galoissch.

Wir nehmen hinfort an, 2’ = K(0) sei ein Galoisscher Kérper. Unter
dieser Voraussetzung werden die Isomorphismen, die 2 in seine konju-
gierten Korper K(0,) tiberfithren, Automorphismen von X. Diese Auto-
morphismen von X (die K elementweise festlassen) bilden offensichtlich
eine Gruppe von # Elementen, die man die Galoissche Gruppe von X
nach K oder in bezug auf K nennt. Diese Gruppe spielt in unseren
weiteren Betrachtungen die Hauptrolle. Wir bezeichnen sie mit &.
Wir konstatieren noch einmal ausdriicklich: Die Ordnung der Galois-
schen Gruppe ist gleich dem Korpergrad n = (Z[K).

Wenn man, wie es bisweilen geschieht, auch bei nicht-Galoisschen
endlichen separablen Erweiterungskérpern 2’ von der Galoisschen
Gruppe redet, so ist damit die Gruppe des zugehorigen Galoisschen
Kérpers X2 2’ gemeint.

Um die Automorphismen zu finden, braucht man keineswegs zuerst
ein primitives Element @ fiir den Korper X zu suchen. Man kann auch
2 durch mehrere sukzessive Adjunktionen erzeugen, etwa in der Ge-
stalt X' =K(ay, ..., a,), und dann zuerst die 1-Isomorphismen von
K(a;) aufsuchen, die «, in seine konjugierten GréBen iiberfithren; so-
dann diese 1-Isomorphismen fortsetzen zu den 1-Isomorphismen von
Koy, @), usw.

Ein wichtiger Spezialfall ist der, daB die «, ..., «, die Wurzeln
einer Gleichung f(«x) = 0 sind2. Unter der Galoisschen Gruppe der Glei-
1 Unter den @, ..., ©, kommt natiirlich © selbst vor.

2 f(#) soll ein Polynom ohne mehrfache Linearfaktoren sein.
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chung f(x) =0 versteht man die Galoissche Gruppe des Zerfillungs-
korpers K(oy, ..., a,) dieser Gleichung. Jeder relative Automorphis-
mus fihrt das System der Wurzeln in sich selbst {iber; d. h. jeder
Automorphismus permutiert die Wurzeln. Ist diese Permutation be-
kannt, so ist auch der Automorphismus bekannt; denn wenn etwa

., ..., &y der Reihe nach in of, ..., o, iibergefiihrt werden, so muB
jedes Element von K(a, . . ., ay), als rationale Funktion ¢ («,, . . ., a,,),
in die entsprechende Funktion ¢ (o], .. ., o;,) libergehen. Also lift sich

die Galoissche Gruppe einer Gleichung auch als eine Gruppe von Permu-
tationen der Wurzeln auffassen. Diese Permutationsgruppe ist immer
gemeint, wenn von der Gruppe der Gleichung die Rede ist.

Es sei A ein ,,Zwischenkérper: K< A4 L 2. Nach einem Satz von
§29 liBt sich jeder (relative) Isomorphismus von A4, welcher 4 in
einen konjugierten Kérper A’ innerhalb X iiberfithrt, fortsetzen zu
einem Isomorphismus von X, also zu einem Element der Galoisschen
Gruppe. Daraus folgt:

Zwei Zwischenkorper A, A" sind dann und nur dann konjugiert in
bezug auf K, wenn sie durch eine Substitution der Galoisschen Gruppe
ineinander dibergefiihrt werden konnen.

Setzt man A = K(a), so folgt ebenso:

Zwei Elemente a, o' von 2 sind dann wund nur dann Ronjugiert in
bezug auf K, wenn sie durch eine Substitution der Galoisschen Gruppe
von X' ineinander tibergefiihrt werden kinmen.

Die Anzahl der verschiedenen Konjugierten einer GroBe « in X' ist
gleich dem Grad der irreduziblen Gleichung fiir «. Ist diese Anzahl
gleich 1, so ist & Wurzel einer linearen Gleichung, also in K enthalten.
Daraus folgt:

Wenn ein Element o von 2 alle Substitutionen der Galoisschen Gruppe
von X ,.gestattet’, d. h. bei allen diesen Substitutionen in sich iibergeht,
so gehort o dem Grundkirper K an.

Aus allen diesen Sitzen ersieht man schon die grofe Bedeutung,
die die Automorphismengruppe fiir das Studium der Eigenschaften
des Korpers hat. Diese Sitze wurden der Bequemlichkeit halber fiir
endliche Erweiterungskérper ausgesprochen, sind aber durch ,.trans-
finite Induktion‘* (Kap. 8) unschwer auf unendliche Erweiterungen zu
iibertragen. Sie gelten sogar noch fiir inseparable Erweiterungen, wenn
man nur den Korpergrad durch den reduzierten Korpergrad ersetzt
und die Behauptung des letzten Satzes abindert in: ,,so gehort eine
Potenz o?’, wo $ die Charakteristik ist, dem Grundkérper K an®. Da-
gegen gilt der im nichsten Paragraphen aufzustellende ,,Hauptsatz der
Galoisschen Theorie’ nur fiir endliche, separable Erweiterungen.

Man nennt den Erweiterungskorper X iiber K Abelsch, wenn die
Galoissche Gruppe Abelsch; zyklisch, wenn die Gruppe zyklisch ist,
usw. Ebenso heilt eine Gleichung Abelsch, zyklisch, primitiv, wenn
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ihre Galoissche Gruppe Abelsch, zyklisch oder (als Permutationsgruppe
der Wurzeln) primitiv ist.

Ein besonders einfaches Beisprel fiir die Galoissche Gruppe liefern
die Galois-Felder GF (p™) (§ 31), wenn man den darin enthaltenen Prim-
korper IT als Grundkorper betrachtet. Der in § 31 betrachtete 1-Automor-
phismus s(x — «?) und dessen Potenzen s2, s, ..., s™ =1 lassen alle
Elemente von II fest und gehéren daher zur Galoisschen Gruppe; da
aber der Korpergrad auch # ist, bilden sie die ganze Gruppe. Diese
ist also zyklisch von der Ordnung m.

Aufgaben. 1. Jede rationale Funktion der Wurzeln einer Gleichung,
die bei den Permutationen der Galoisschen Gruppe in sich iibergeht,
gehort dem Grundkérper an, und umgekehrt.

2. Die Galoissche Gruppe einer doppelwurzelfreien Gleichung
f(x) =0 ist transitiv (§44) dann und nur dann, wenn die Gleichung
im Grundkérper irreduzibel ist.

3. Welche Moglichkeiten fiir die Gruppe einer irreduziblen Glei-
chung 3. Grades gibt es?

4. Die Gruppe einer Gleichung besteht dann und nur dann aus lauter
geraden Permutationen, wenn die Quadratwurzel aus der Diskriminante
im Grundkérper enthalten ist.

5. Man stelle die Galoisschen Gruppen der Gleichungen

x¥3—2=0,
¥4+2x +1=0,
2 —5224+6=0
auf; ebenso die der , Kreisteilungsgleichungen‘

x4+224+1=0,
22 4+1=0

(alles in bezug auf den rationalen Grundkdrper).

§ 46. Der Hauptsatz der Galoisschen Theorie,.

Der ,,Hauptsatz‘‘ lautet:

1. Zu jedem Zwischenkirper A, K A C X, gehirt esne Untergruppe
g der Galoisschen Gruppe ®&, nimlich die Gesamtheit derjenigen Automor-
phismen von X, die alle Elemente von A festlassen. 2. A ist durch g ein-
deutig bestimmi; A ist nimlich die Gesamtheit derjenigen Elemente von
2, welche die Substitutionen von g ,,gestatten‘, d. h. bei ihnen invariant
bleiben. 3. Zu jeder Untergruppe g von & kann man einen Korper A
finden, der zu g in der evwihnten Beziehung steht. 4. Die Ordnung von g
ist gleich dem Grad von X in bezug auf A; der Index von g in & ist gleich
dem Grad von A in bezug auf K.
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Beweis: Die Gesamtheit der Automorphismen von X, welche alle
Elemente von A festlassen, ist die Galoissche Gruppe von X nach 4,
hat also jedenfalls die Gruppeneigenschaft. Damit ist die Behauptung
1. bewiesen, wihrend 2. folgt aus dem letzten Satz von § 45, angewandt
auf 2’ als Oberkérper und A als Grundkérper. Etwas schwieriger ist
die Behauptung 3.

Es sei wieder 2 = K(®) und es sei g eine gegebene Untergruppe
von . Wir bezeichnen mit A die Gesamtheit der Elemente von X,
die bei den Substitutionen ¢ von g in sich iibergehen. Dieses 4 ist offen-
bar ein Korper; denn wenn o und § bei den Substitutionen ¢ fest-
bleiben, so gilt dasselbe fiir « + 8, « — f, «*f und im Falle § 40
fir a:B. Weiter gilt KCAC X Die Galoissche Gruppe von X in
bezug auf 4 umfaBt die Gruppe g, da die Substitutionen von g sicher
die Eigenschaft haben, die Elemente von A fest zu lassen. Wiirde die
Galoissche Gruppe von 2’ nach A mehr Elemente als die von g allein
enthalten, so wire auch der Grad (2/4) gréBer als die Ordnung von g.
Dieser Grad (2/4) ist gleich dem Grad von @ in bezug auf 4, da ja

2 =A4(0) ist. Sind nun oy, ..., o, die Substitutionen von g, so ist @
eine Wurzel der Gleichung A4-ten Grades
1) (x—0,0) (x —0,0) ... (x —0,0) =0,

deren Koeffizienten bei der Gruppe g invariant bleiben, also zu A ge-
horen. Daher ist der Grad von @ in bezug auf A nicht gréBer als die
Ordnung % von g.

Es bleibt also nur die Moglichkeit iibrig, daB g genau die Galoissche
Gruppe von X nach A ist. Damit ist 3. bewiesen. (Nebenbei folgt noch
die Irreduzibilitit von (1) in A4 [«].)

Ist schlieBlich # die Ordnung von &, 4 wiederum die von ¢, § der
Index, so ist

n=(ZK), hr=24), n=h-q,
(Z/K) = (2]4) - (4/K),
mithin
(4[K) =7j.
Damit ist auch 4. bewiesen.

Nach dem nunmehr bewiesenen Hauptsatz ist die Beziehung zwischen
den Untergruppen g und den Zwischenkérpern A eine umkehrbar ein-
deutige. Es entsteht die Frage: Wie findet man g, wenn man 4 hat,
oder 4, wenn man ¢ hat?

Das erstere ist leicht. Wir nehmen an, wir hitten die zu @ konju-
gierten GréBen 6, ..., 0,, ausgedriickt durch @, schon gefunden;
dann haben wir auch die Automorphismen @ — 0,, welche die Gruppe
& ausmachen. Ist nun ein Unterkérper 4 = K(B,, ..., Bi) gegeben,
wo By, ..., Br bekannte Ausdriicke in @ sind, so besteht g einfach
aus denjenigen Substitutionen von &, welche f;, ..., f; invariant
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Jassen; denn diese lassen auch alle rationalen Funktionen von gy, ..., i
invariant.
Ist umgekehrt g gegeben, so bilde man das zugehorige Produkt

(x—0,0) (x —0,0) ... (x —0,0).

Die Koeffizienten dieses Polynoms miissen, dem Beweis des Haupt-
satzes zufolge, in A liegen und sogar A erzeugen; denn sie erzeugen
einen Kérper, in bezug auf den das Element @, als Wurzel der Glei-
chung (1), schon den Grad % hat und der daher kein echter Unter-
korper von A sein kann. Die Erzeugenden von A sind also einfach
die elementarsymmetrischen Funktionen von 6,0, ..., 0,0.

Eine andere Methode besteht darin, daB man sich eine GréBe
% (0) zu verschaffen sucht, die bei den Substitutionen von ¢ invariant
bleibt, aber keine weiteren Substitutionen von & gestattet. Die GroBe
% (0) wird dann dem Korper 4, aber keinem echten Unterkdrper von
/A angehéren, mithin A erzeugen. DaB es eine solche GréBe stets gibt,
folgt z. B. aus dem Satz vom primitiven Element (§ 34).

Durch den Hauptsatz der Galoisschen Theorie erhilt man, wenn
man einmal die Galoissche Gruppe kennt, eine vollstindige Ubersicht
iber alle Zwischenkérper von K und X'. Thre Anzahl ist offenbar end-
lich; denn eine endliche Gruppe hat nur endlichviele Untergruppen.
Auch wie die verschiedenen Kérper ineinander geschachtelt sind, ist
aus den Gruppen zu erkennen; denn es gilt der Satz:

Ist Ay Unterkorper von A,, so ist die zu A, gehirige Gruppe g, Ober-
gruppe der zu A, gehorigen Gruppe §,, und umgekehrt.

Beweis: Es sei erstens A4;CA,. Dann wird jede Substitution,
die alle Elemente von A4, festlift, auch alle Elemente von A4, festlassen.

Es sei zweitens g; > g,. Dann wird jedes Korperelement, das alle

Substitutionen von g, gestattet, auch alle Substitutionen von g, ge-
statten.

Wir wollen zum SchluB noch die Frage stellen: Was geschieht mit
der Galoisschen Gruppe von K(@) in bezug auf K, wenn man den Grund-
korper K zu einem Korper A und dementsprechend auch den Ober-
kérper K(@) zu A(O) erweitert? (Wir setzen natiirlich voraus, daB
A (0) einen Sinn hat, d.h. daB 4 und @ in einem gemeinsamen Ober-
kérper £2 enthalten sind).

Die Substitutionen @ — @,, die nach der Erweiterung Automorphis-
men von / (@) ergeben, ergeben auch Isomorphismen von K (@), mithin,
da K (@) Galoissch ist, Automorphismen von K(®). Daher ist die Substi-
tutionsgruppe nach der Ervweiterung des Grundkorpers eine Untergruppe
der urspriinglichen. DaB die Untergruppe eine echte sein kann, sieht
man sofort, wenn man A speziell als Zwischenkérper von K und K(0)
wihlt. Die Untergruppe kann aber auch mit der urspriinglichen zu-
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sammenfallen; dann sagt man, daB die Erweiterung des Grundkérpers
die Gruppe von K(@) nicht reduziert.

Aufgaben. 1. Zum Durchschnitt zweier Untergruppen der Galois-
schen Gruppe & gehért der Vereinigungskdrper der zu diesen Unter-
gruppen gehérigen Korper, und zur Vereinigungsgruppe gehort der
Durchschnittskérper?.

2. Ist der Kérper X in bezug auf K zyklisch vom Grade #, so gibt
es zu jedem Teiler 4 von # genau einen Zwischenkorper 4 vom Grade d,
und zwei solche Zwischenkérper sind dann und nur dann ineinander
enthalten, wenn der Grad des einen durch den des anderen teilbar ist.
[Vgl. §7, Aufg. 11 und 12.]

3. Mit Hilfe der Galoisschen Theorie bestimme man von neuem
die Unterkérper der GF (p”) (§31).

4. Es sei KC 4, und @ eine separable algebraische GroBe iiber K
in irgend einem Erweiterungskoérper. Man zeige, daB die Gruppe von
K(0) nach K dann und nur dann gleich der von A4 (@) nach A ist, wenn
K@) N 4 =K ist.

5. Mit Hilfe des Satzes von §44 zeige man:

Der Korper K(x,), der durch Adjunktion einer Wurzel einer irredu-
ziblen algebraischen Gleichung entsteht, besitzt dann und nur dann
einen Unterkérper 4, so daB

K4 CK(ay,
wenn die Galoissche Gruppe der Gleichung, als Permutationsgruppe
der Wurzeln aufgefaBt, imprimitiv ist. Insbesondere kann dann 4 so
bestimmt werden, daB der Korpergrad (4/K) gleich der Anzahl der
Imprimitivititsgebiete ist und die Gleichung in A4 in irreduzible Fak-
toren zerfillt, die den Imprimitivititsgebieten entsprechen.

6. Man zeige, daB der Hauptsatz auch fiir inseparable Erweiterungen
(Charakteristik p) gilt mit folgenden Modifikationen. Behauptung 2
wird: Die Gesamtheit der Elemente von 2, welche die Substitutionen
von g gestatten, ist der ,,Wurzelkérper von 4 in 2, d. h. die Gesamt-
heit der Elemente von 2, von denen eine p'-te Potenz zu A gehort.
Behauptung 3 wird: Zu jeder Untergruppe von g kann man genau
einen Koérper 4 finden, der gegeniiber der Operation des Ausziehens
der p-ten Wurzel invariant ist und die Substitutionen von g und nur
diese gestattet. Behauptung 4 gilt fiir die reduzierten Grade.

§ 47. Konjugierte Gruppen, Korper und Korperelemente.

Es sei wieder @& die Galoissche Gruppe von X nach K, und es sei f
ein Element von X. Die Untergruppe g, die zum Zwischenkérper K(f)

1 Die Vereinigungsgruppe zweier Untergruppen bedeutet die durch die Ver-
einigungsmenge erzeugte Gruppe. Entsprechend definiert man den Begriff Ver-
einigungskérper.
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gehort, besteht aus den Substitutionen, die f invariant lassen. Die
iibrigen Substitutionen von @& transformieren 8 in die dazu konjugierten
GroBen, und jede konjugierte GroBe kann so erhalten werden (§45).
Wir behaupten nun weiter:

Die Substitutionen von &, die B in ein vorgegebemes konjugiertes
Element transformieren, bilden eine Nebenklasse vg von g, und jede Neben-
klasse transformiert B in ein einziges konjugiertes Element.

Beweis: Sind g und 7 Substitutionen, die § in dasselbe konjugierte
Element {iiberfiihren:

e(B) =7(B),

Tt e(f) =717 (B) =B

also ist 771p = ¢ ein Element von g, und es folgt ¢ = 7o; mithin liegen
o und 7 in derselben Nebenklasse 7g. Liegen umgekehrt p und 7 in
derselben Nebenklasse, also beide in tg, so ist ¢ =70, wobei ¢ in ¢

liegt; mithin ist
e(f) =va(f) =7(a(f)) =7(f).

Aus diesem Satz folgt von neuem, dal der Grad von g (= Anzahl
der Konjugierten) gleich dem Index von g (= Anzahl der Neben-
klassen) ist.

Ein Automorphismus 7, der § in zf tberfiihrt, fithrt K(8) in den
konjugierten Kérper K(zf) iiber. Wir behaupten: Der Kirper K(zp)
gehort zur Untergruppe tqr—21.

Denn die zu K(zf) gehorige Untergruppe besteht aus den Substitu-
tionen o', welche 78 invariant lassen, fiir die also gilt

so folgt

dr1f=18
oder
tlo'tf =4
oder .
T lo't=0¢ n g
oder

¢ =107,
d. h. es ist genau die Gruppe zgr—1.

Zu konjugierten Koérpern gehéren demnach konjugierte Gruppen.

Nach §45 ist ein Korper 4 iiber K dann und nur dann Galoissch,
wenn er mit allen seinen konjugierten Korpern identisch ist. Daraus
folgt nunmehr:

Ein Korper A, KCACX, ist dann und nur dann Galoissch, wenn
die zugehirige Gruppe § mit allen thren Konjugierten vgv=" in & identisch,
d. h. Normalteiler in © ist.

Wenn nun 4 Galoissch ist, so driangt sich die Frage auf: Welches
ist die Gruppe von 4 in bezug auf K?

Jeder Automorphismus aus & transformiert A in sich selbst und
bewirkt also einen Automorphismus der gesuchten Gruppe von A
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iiber K. Dem Produkt zweier Automorphismen aus @& entspricht
dabei wieder das Produkt der entsprechenden Automorphismen von 4,
also ist @ auf die Gruppe von 4 homomorph abgebildet. Die Elemente
aus @, denen die Einheitssubstitution von A entspricht, sind gerade
die von ¢; daraus folgt nach dem Homomorphiesatz (§ 9), daB die
gesuchte Gruppe l-isomorph zur Faktorgruppe @/g ist. Mithin:

Die Galoissche Gruppe von A in bezug auf K ist isomorph zur Faktor-
gruppe ®fg.

Aufgaben. 1. Alle Unterkorper eines Abelschen Korpers sind
Galoissch und selbst wieder Abelsch. Alle Unterkérper eines zyklischen
Korpers sind wieder zyklisch.

2. Ist KA C X, und A der zu 4 gehorige kleinste Galoissche Kérper
in bezug auf K, so ist die zu A gehérige Gruppe der Durchschnitt der
zu A gehorigen Gruppe mit ihren konjugierten Gruppen.

3. Welches sind die Unterkorper des Korpers I (o, 1/5), wo [ der

. 1—-y-38 . o e . ©p .
rationale Grundkorper, @ :—Qy— eine primitive dritte Einheits-

wurzel ist? Welches sind die Korpergrade? Welche Unterksrper sind
konjugiert, welche normal? _
4. Dieselben Fragen fiir den Korper I'(y2, 1/5).

§ 48. Kreisteilungskorper.

Es sei ' der Korper der rationalen Zahlen, also der Primkérper von
der Charakteristik Null. Die Gleichung, die genau die primitiven A-ten
Einheitswurzeln, jede einmal gezidhlt, zu Wurzeln hat:

(1) Dy (x) =0
(vgl. §30), heiBt in diesem Falle die Kreisteslungsgleichung, und der
Kérper der k-ten Einheitswurzeln heiBit Kreisterlungskorper oder Kreis-
kérper. Das hat folgenden Grund: Die komplexe Zahl

PEL)

o 27 , . . 2=m
(=e = cos —— + ¢ sin =

ist eine primitive A-te Einheitswurzel; aus ihr bestimmt sich cos—hn—

nach der Gleichung
2 cos%{z ={+ 0,

und die Kenntnis dieses Cosinus gestattet die Konstruktion des regel-
méiBigen A-Ecks, also die Teilung des Kreises in 4 gleiche Bogen.
Die folgende Theorie der Kreiskorper gilt natiirlich unabhingig
davon, ob man die primitive Einheitswurzel { als komplexe Zahl deutet
oder als bloBes Symbol auffaBt.
Es handelt sich zundchst darum, zu zeigen, daB die Gleichung (1)
in I irreduzibel ist.
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Die irreduzible Gleichung, der eine beliebig gewihlte primitive Ein-
heitswurzel { geniigt, sei f(x) = 0. Das Polynom f(x) ist Teiler von
a* — 1; zu zeigen ist f(x) =D, (x).

Es sei nun p eine Primzahl, die in 4 nicht aufgeht. Dann ist mit ¢
auch {? eine primitive 4-te Einheitswurzel und geniigt einer irreduziblen
Gleichung g(x) = 0. Wir normieren f und g so, daBl der Koeffizient
der hochsten vorkommenden Potenz von x gleich 1 wird, und wollen
nun zunichst zeigen: f(x) = g(%).

Wiren f(x) und g(x) verschieden, so wire #* —1 teilbar durch beide,
also durch das Produkt f(x)-g(x). Die rationale Polynomzerlegung

at—1 = f(x)-g(x) h(x)
kann nach dem GauBschen Satz (§21) ganzzahlig angenommen
werden. Weiter hat man

1) =0, g(*)=0;

also haben f(x) und g(x?) eine Wurzel gemein, also einen rationalen
Faktor gemein, der wieder ganz-rational angenommen werden kann.

Alle Gleichungen zwischen ganzzahligen Polynomen gelten auch
modulo p. Also haben f(x) und g(#?) auch modulo p einen Faktor
gemein. Nun ist aber modulo p:

g(x?) = {g¥))?;

denn wenn man die Potenzierung rechts wirklich ausfiibrt, wobei g (x)
als algebraische Summe von Potenzprodukten ohne Koeffizienten ge-
dacht werden mag (indem man etwa 2 4% #, als 4% x, + 22 x, ausschreibt),
'so bleiben nur die p-ten Potenzen stehen, und diese bilden g(x?). Dem-
nach haben f(x) und {g(x)}? (mod p) mindestens einen mod p irreduziblen
Faktor ¢(x) gemein. Wenn aber g(x)? mod p durch ¢(x) teilbar ist,
so muB} auch g(x) selbst (mod p) den Faktor ¢(x) enthalten, da ja
fiir Polynome mit Koeffizienten aus dem Korper C/(p) nach §17 der
Satz von der eindeutigen Faktorzerlegung gilt. SchlieBlich ist #* — 1
durch das Produkt f(x)-g(x) teilbar, also modulo $ durch das Quadrat
des Faktors ¢(x). Somit hitte x» — 1 modulo p mit seiner Ableitung
einen Faktor gemein. Die Ableitung zx%~1 aber verschwindet (wegen
h=E0(p)) nicht; iiberdies hat sie als Faktoren nur Potenzen von x,
die nicht in #* — 1 aufgehen. Wir sind damit auf einen Widerspruch
gestoBen.

Also ist in der Tat f(x) = g(«) und {? Nullstelle von ().

Wir wollen nun weiter zeigen: Alle primitiven Einheitswurzeln sind
Nullstellen von f(x). Es sei {* eine primitive Einheitswurzel und

Y=2p1...0,,

wo die p; gleiche oder verschiedene Primfaktoren, aber sicher zu A
teilerfremd sind.
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Da { der Gleichung f(x) =0 geniigt, so muB nach dem eben Be-
wiesenen auch (P es tun. Wiederholung des Schlusses fiir die Prim-
zahl p, lehrt, daB auch (?:?: es tut. So weiterschlieBend, finden wir
(vollstindige Induktion!), daB {” der Gleichung f(x) =0 gentigt.

Alle Nullstellen von @, (x) geniigen also der Gleichung f(x) =0;
da f(x) irreduzibel war, so folgt

Dy (x) = f(x).
Damit ist die Irreduzibilitit der Kreisteilungsgleichung bewiesen 1,

Auf Grund dieser einen Tatsache kénnen wir die Galoissche Gruppe
des Kreisteilungskorpers I () miihelos konstruieren.

Zunichst ist der Kérpergrad gleich dem Grad von @,(x), also
gleich (k) (vgl. §30). Ein Automorphismus von [ ({) wird dadurch
gegeben, daB { in eine andere Nullstelle von @, (x) iibergeht. Null-
stellen von @, (x) sind alle Potenzen {*, wo A zu A teilerfremd ist. Es
sei o, der Automorphismus, der ¢ in ¢ iberfithrt. Dann und nur dann ist

0, = 0,
wenn o~
oder

A=p(h)
ist. Weiter ist:

0,0, (8) = 01(8") = {aa (L)} = e,
also
G0, =0y

Die Automorphismengruppe von I (L) ist demmach isomorph zur Gruppe
der zu h teilerfremden Restklassen mod h. (Vgl. § 17, Aufg. 6.)

Die Gruppe ist insbesondere Abelsch. Folglich sind alle Unter-
gruppen Normalteiler und alle Unterkérper Galoissch und Abelsch.

Beispiel: die 12-ten Einheitswurzeln. Die zu 12 relativ-primen
Restklassen werden reprisentiert durch

1, 5, 7, 11.

Die Automorphismen kénnen demnach mit ¢y, 05, 6;, 05; bezeichnet
werden, wobei { durch den Automorphismus ¢; in {* iibergefithrt wird.
Die Multiplikationstafel lautet:

0y | 05 07 Oy

05 | 07 Oy Oy
07 | Onn 0y Os

03| 07 05 Oy

1 Fiir andere einfache Beweise siehe z. B. E. LANDAU und unmittelbar darauf-
folgend I. Scaur in der Math. Zeitschr. Bd. 29. 1929.



§ 48. Kreisteilungskorper. 159

Jedes Element hat die Ordnung 2. AuBer der Gruppe selbst und der
Einheitsgruppe gibt es also genau drei Untergruppen:

1. {0y, 05},
2. {0y, o7},
3. {0y, oy}

Zu diesen drei Gruppen gehéren quadratische Korper, erzeugt durch
Quadratwurzeln. Um diese zu finden, iberlegen wir uns folgendes:
Die vierten Einheitswurzeln 7, — 7 sind auch zwdélfte Einheits-
wurzeln, liegen also im Korper. Also ist [ (¢) ein quadratischer Unter-
korper.
Ebenso liegen die dritten Einheitswurzeln im Kérper. Da

o=—31+3)-3
eine dritte Einheitswurzel ist, so ist F(V?3) ein quadratischer Unter-
korper.

Aus den beiden Quadratwurzeln ¢ und }J— 3 erhilt man durch
Multiplikation } 3. Also ist I'(} 8) der dritte Unterkérper.

Wir fragen nun, welche Untergruppen zu diesen drei Kérpern ge-
horen.

Wegen ;% = {15 = (3 gestattet 7+ = {3 den Automorphismus o;.
Also gehort [(7) zur Gruppe {0y, 05}.

Wegen o,(* = (28 = (* gestattet o = {* den Automorphismus o7.
Somit gehort I'(Y— 8) zur Gruppe {o;, o,}.

Der iibrigbleibende Korper r(ﬁ) muBl zur Gruppe {o, 0y} ge-
horen.

Je zwei der drei Unterkorper erzeugen den ganzen. Also muB sich
die Einheitswurzel { durch zwei Quadratwurzeln ausdriicken lassen.
In der Tat ist:

f=(30=¢lp=—j ",l+_2y,_,§ . _21/

Wie man fiir Kreisteilungskérper mit Primzahlexponenten die
Unterkorper explizit bestimmen und den Kreiskorper selbst aus diesen
Unterkérpern durch sukzessive Adjunktionen aufbauen kann, werden
wir im nichsten Paragraphen sehen.

Aufgaben. 1. Die GréBe { + {1 erzeugt fiir # > 2 stets einen
Unterkorper vom Grad 1 ¢ (%).

2. Man bestimme Gruppe und Unterkorper des Korpers der 5-ten
Einheitswurzeln, und driicke diese durch Quadratwurzeln aus. Ebenso
fiir die 8-ten Einheitswurzeln.

3. Man bestimme die Gruppe und die Unterkérper des Korpers der
7-ten Einheitswurzeln. Was ist die definierende Gleichung des Korpers

re¢+4ame

|
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§ 49. Die Perioden der Kreisteilungsgleichung.
Der Exponent % der betrachteten Einheitswurzeln sei jetzt eine
Primzahl q. Die Kreisteilungsgleichung lautet in diesem Fall
P, (x) :“—:%:x«—1+x«-2+-- crx41=0.

X

Sie hat den Grad » =g — 1.

Es sei [ eine primitive g-te Einheitswurzel.

Die Gruppe der zu ¢ teilerfremden Restklassen ist zyklisch (§31),
besteht demnach aus den # Restklassen

1, g, & ..., g" %,

wo g eine ,,Primitivzahl mod ¢ oder eine primitive Wurzel der Kon-
gruenz g" == 1(q) ist. Die Galoissche Gruppe ist demnach auch zyklisch
und wird erzeugt von demjenigen Automorphismus ¢, der { in (¢ iiber-
fithrt. Die primitiven Einheitswurzeln lassen sich folgendermaBen dar-
stellen:

£, Lo, 9% .., LY, wo =L

Wir setzen ,
{o" =4,
wobei mit den Zahlen » modulo » gerechnet werden kann wegen
Cgr+n — Cal’.
Es ist

0(&) =0(8) ={o(©)) = (&9 = {9 =i
Der Automorphismus ¢ erhéht also jeden Index um 1. Die y-fache
Wiederholung von ¢ ergibt
0" (§s) = Lisre
Die ;6 =0,1, ..., n — 1) bilden esne Kirperbasis. Um das zu er-
kennen, haben wir bloB zu zeigen, daB sie linear-unabhingig sind. In

der Tat, die {; stimmen bis auf die Reihenfolge mit den ¢, ..., {27!
iiberein; eine lineare Relation zwischen ihnen wiirde also bedeuten:

@i+t a 07 =0,
oder nach Heraushebung eines Faktors {:
Gt alt- - F a0 =0.
Daraus folgt, da { keiner Gleichung vom Grade = ¢ — 2 geniigen kann:
@G =@y =+++=a,_,=0;

die {; sind also linear-unabhingig.
Die Unterkérper des Kreisteilungskorpers ergeben sich sofort aus
den Untergruppen der zyklischen Gruppe (vgl. §7, Aufg. 11 und 12):
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Ist
ef=mn

eine Zerlegung von n in zwei positive Faktoren, so existiert eine Unter-
gruppe g der Orvdnung f, bestehend aus den Elementen

o®, 0-22’ el O'(f—l)‘, O'f",

wober o' das Einselement ist. Diese Untergruppen sind die einzigen.

Wir suchen nun die Elemente «, die ¢¢ (also auch die Untergruppe g)
gestatten, Ist

1) @ =aylo+ -+ ap_18u1,
so ist
Ge(“) = “oce + @ Ce+1 S R ol Ca+n—1'

Soll dies gleich « sein, so muB sein

n-1 " %et+n—-1>

womit den Indizes modulo # gerechnet werden muB. Es folgt
a”‘_—av_*_e :a7+28:' . .;

also kann man in (1) die Glieder zu Gruppen

av(Cv + Cv+e +-- ')

zusammenfassen. Wir setzen deshalb
(2) 777:57"*_57-}—9 +Cy+2e+"'+cv+(f—l)e ('V:O,..., 6'—1)
und schreiben fiir (1):

a=ayNgt am+t-+ aqG_1Me-1-

Daraus liest man ab, dal3 die 7, eine Basis fiir den zu g gehorigen Unter-
korper bilden.

Es ist
o (1) = 71,
a" (1) = 1,
also sind 7, #;, . . . konjugiert und das Polynom
(3) (x—mo) (¥ — 1) .. (¥ —1m,_1)
irreduzibel.

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 11



162 VII. Die Theorie von GaLoIs.

Da der Korper I (1), wie jeder Unterkérper, Galoissch ist, so zerfallt
in ihm das Polynom (3) vollstindig; daraus folgt

Fno) =T (10, -+, Ne-1);

der betrachtete Unterkérper wird also schon von 1), erzeugt.

Die durch (2) definierten GréBen 7, . . ., 7, heifen nach Gausz
die f-gliedrigen Perioden des Kreiskorpers.

Gavusz hat eine Formel angegeben, die es gestattet, ein Produkt
7;m, bequem zu berechnen. Er fiihrt die neue Bezeichnung

7](7) ={r 4 Crae + e+ Crg(f-ne
= 3o

vmod f
ein (wo die Bezeichnung ,,» mod f* bedeutet, daB » ein Reprisentanten-
system der Restklassen nach f durchlauft). 7 ist also fiir » == 0 (mod ¢)
dasjenige 7,, in welchem ein Glied {" vorkommt. Man bemerkt, da8

7](‘7' q‘) —_— 7](‘7‘)
ulld

nO =1+ .- +1=]

ist. Multiplikation zweier 5" ergibt nun:

7/(7)71(3) :2 (Zcryre—(»sq#e)

rmodf «modf

oder mit y =pu’ +»
7](7‘)7](3) :2 (Zcruve+ag(#:+,,)g)

rmodf g’ modf

=23 (ZC(rHa‘”) a"") .
' modf »modf
Die in der Klammer stehende GroBe ist 5" +$9*°%; mithin folgt, wenn
wieder p statt u’ geschrieben wird:
Oyl = Jylr+se#9  (FORMEL VON GAUSZ).
rmod f
Die Indizes der # in dieser Summe stimmen mit den Exponenten iiber-
ein, die man erhilt, wenn man das erste Glied von %" mit allen Glie-
dern von #' multipliziert.

Aus
CHQ b=
folgt noch
Mo+ M+ +M1=—1,
mithin

O =f=—fme+ -+ +1,-1-

Damit kann man jedes in der GauBschen Formel rechts auftretende 7
wegschaffen. Beachtet man, daB die iibrigen ¥’ bis auf die Reihenfolge
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mit den GréBen 7, ..., n,_; ibereinstimmen, so erhilt man also fiir
jedes Produkt #,#, eine Darstellung als Summe von ganzzahligen Viel-
fachen der #;.

Beispiel: ¢ =17. Die Zahl 3 ist eine Primitivwurzel; denn die
Potenzen von 3 sind modulo 17 die folgenden:

Indizes (Exponenten): 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Numeri (Potenzen): 1 3 —8 —-7 —45 —2 —6 —1 —3 8 7
Indizes (Exponenten): 12 13 14 15 16
Numeri (Potenzen): 4 —5 2 6 1
Wir berechnen zunichst die 8-gliedrigen Perioden (¢ =2, f =8):
Bo=C + L8+ L LI L+ 0
R R I e R e SRS
Es ist 34+ 7, =—1 und nach der GauBschen Formel (wegen
No =0, 1, = n®):
Noth = 77(4) + 7](—6) + 7](6) + 77(—5) + 77(—2) + 77(8) + 77(—4) + 77(7)_

Nun ist 4 immer dasjenige 7,, in dem (" vorkommt. Also ist

7O =gt =g =8 =y,
und .
P =glo =8 = =g,
mithin
Moty = 419 + 40 = — 4.
Also sind 7, und 7, die Wurzeln der Gleichung
(4) Y¥+y—4=0,

deren Losung lautet: ) .
y=—5x3 y17.

Die 4-gliedrigen Perioden (¢ =4, { = 4) sind:
=0 +0t 0+,
=0 +8 + I3+
L={8 400 40

s =C7H 8+ 48
& + 52 ="%o>»
i+ & =mn.
Um fiir &, und &, eine Gleichung zu finden, berechnen wir
Eyf, = E-N - ECD 4 ER) L @)

:§3+Eo+§2+§1
= —1.

Es ist

11*
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Also geniigen & und &, der Gleichung

(5) xz—nox—].z()o
Ebenso geniigen & und &; der Gleichung
(6) R—mmx—1=0.

Diese Gleichungen bringen zum Ausdruck, was wir von vornherein
wuBten, daB [ (&) quadratisch in bezug auf I (5,) ist.
Zwei 2-gliedrige Perioden sind

R
W — g f-,
Addition und Multiplikation ergeben:
U [T g
VY (O Ty S I SR S
Also geniigen A‘? und A4 der Gleichung

(7) A2 —§, A+ & =0.
SchlieBlich geniigt { selbst der Gleichung
4 1= )0
oder

-4 1=0.

Damit sind die 17-ten Einheitswurzeln durch quadratische Glei-
chungen ausgerechnet.
Deutet man insbesondere die 17-ten Einheitswurzeln als Zahlen, so

kann man setzen: omi

{=e1,
AV =¢ 4 -1 = 2c052{71.
Die Gleichung (4) hat eine positive und eine negative Wurzel; da nun
N=C+N+ @+ + @+ + @+

= 2(003% + cosl%t +cos§1; + cosi—?) > 2<% —140+4 %) =0

ist, so ist #, die positive Wurzel:
No = — % -+ %‘ 7.
Ebenso haben (5) und (6) je eine positive und eine negative Wurzel; da
& = 2(0052%I + 0058{75) >0,

147 12n
& =2(C03ﬁ +cosl—7> <0
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ist, so sind &, und &, die positiven Wurzeln von (5) und (6). SchlieB-
lich ist

2n 8x
(1) — 3 Z0 = 1)
A1) = 2co0s T 2cos = A

die groBere der beiden (positiven) Wurzeln von (7). Mit Hilfe dieser
Formeln 148t sich die Konstruktion des reguliven 17-Ecks mit Zirkel
und Lineal ausfithren (vgl. § 54).

Aufgaben. 1. Man fiithre die Konstruktion des 17-Ecks wirklich aus.

—1

2. Man beweise fiir die 2 g— -gliedrigen Perioden 7, und 7, all-

gemein die Relationen:
Mo+ m=—1
14 ..
N =50 fiir p= —1(4),

1-— ..
N = 4p furp51(4))

und leite daraus eine quadratische Gleichung fiir #, her.
3. Das 7, von Aufg. 2 ist die ,,Gaullsche Summe‘:

p—1

.
N =23 {2

§=1

§ 50. Zyklische Korper und reine Gleichungen.

Es sei K ein Grundkérper, der die n-ten Einheitswurzeln enthilt
und in welchem das #n-fache des Einselementes nicht die Null ist
(d. h. # nicht teilbar durch die Charakteristik). Dann behaupten wir:
Die Gruppe einer ,yreinen’’ Gleichung

A"m—a=0 (a 4= 0)

in bezug auf K ist zyklisch.
Beweis: Ist @ eine Wurzel der Gleichung, sosind ¢@, £20, . . ., *-10
(wo { eine primitive n-te Einheitswurzel bedeutet) die iibrigen!. Daher

erzeugt @ schon den Kérper der Wurzeln, und jede Substitution der
Galoisschen Gruppe hat die Gestalt

00,
Die Zusammensetzung zweier Substitutionen @ — {*® und @ — (* O
ergibt @ —(#+*@. Es entspricht also jeder Substitution eine be-
stimmte Einheitswurzel {*, und dem Produkt der Substitutionen das

Produkt der Einheitswurzeln. Also ist die Galoissche Gruppe isomorph
einer Untergruppe der Gruppe der #-ten Einheitswurzeln. Da die

1 Offensichtlich sind die Wurzeln alle verschieden, mithin die Gleichung
separabel.
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letztere Gruppe zyklisch ist, ist auch jede ihrer Untergruppen und da-
mit auch die Galoissche Gruppe zyklisch.

Ist speziell die Gleichung 4 — 4 = 0 irreduzibel, so sind alle Wurzeln
£’@. zu O konjugiert und daher die Galoissche Gruppe isomorph der
vollen Gruppe der #n-ten Einheitswurzeln. Ihre Ordnung ist in diesem
Falle #.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daB3 jeder zyklische Kérper #-ten
Grades iiber K durch Wurzeln reiner Gleichungen x" — a =0 erzeugt
werden kann. ;

Es sei also X' = K (@) ein zyklischer Kérper vom Grade #, ¢ die
erzeugende Substitution der Galoisschen Gruppe, also ¢” =1. Wir
nehmen wieder an, daB der Grundkorper K die #-ten Einheitswurzeln
enthalt.

Ist ¢ eine solche #-te Einheitswurzel, so bilden wir die ,,Lagrangesche
Resolvente’*:

(1) 6.0)=0y+0,+ - - + 710, 4,
wo
6, =606
gesetzt ist.
Bei der Substitution ¢ werden die @, zyklisch vertauscht:
o @v = @‘H»-l (On = @0) H
und die Resolvente (£, ©) geht iiber in
0(£,0)= 6,40, + - + 120, + {10,
=10, 486, + 20, + - - - + {"10,_,)
={1(,0).
Daher bleibt die #n-te Potenz (¢, @)™ bei der Substitution o ungeindert;
d.h. (£, 0)" gehort dem Grundkérper K an.
Wir kénnen (¢, @)" rein formal aus (1) durch Potenzieren erhalten
und finden einen Ausdruck von der Gestalt
(2) .0 =P+ P+ -+ 1P, 4,

wo die P, Polynome n-ten Grades in den @ sind, welche nicht davon
abhingen, welche Einheitswurzel { zugrunde gelegt wurde.

Multiplizieren wir (1) mit {~7 und summieren {iiber alle {, so erhalten
wir (unter Beachtung des letzten Satzes von §30):

(3) 3¢ (2,0) =n6,.

Da nach Annahme die Zahl # nicht durch die Charakteristik des
Korpers teilbar ist, 1iBt sich aus (3) die GréBe @, ausrechnen, sobald
die (£, @) bekannt sind. Wegen (2) sind aber die ({, @) durch Aus-
ziehung je einer #-ten Wurzel aus einer GroBe des Grundkérpers K
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zu erhalten. (Es ist nicht a priori ersichtlich, welche der n-ten Wurzeln
die GroBe (£, ©) darstellt; es geniigt aber, irgend eine zu adjungieren
und sie hinterher eventuell mit einer Potenz von { zu multiplizieren.)
Daraus erhalten wir das gesuchte Resultat:

Jeder zyklische Korper n-ten Grades lift sich, wenn die n-ten Ein-
heitswurzeln schon tm Grundkovper liegen und n wicht durch die Charak-
teristik teilbar ist, durch Adjunktion von n-ten Wurzeln erzeugen.

Oft ist die Bemerkung niitzlich, daB auch (£, ®)-({-2, @) sich bei
der Substitution ¢ nicht dndert, weil der erste Faktor dabei mit {-1,
der zweite mit ¢ multipliziert wird. Demnach gehért auch

(€, 0)-(¢-1,0)

dem Grundkérper an. Von je zwei solchen , konjugierten Resolventen
braucht man daher nur eine zu adjungieren.
SchlieBlich gehért auch

(LO) =6y + 6, + -+ +0,_,,

wie sofort ersichtlich, zu K.

Entsteht unser Koérper X' durch Adjunktion der Wurzeln &, ..., &,
einer Gleichung f(x) = 0, so bewirkt ¢ eine Permutation dieser Wurzeln,
also auch eine Permutation ihrer Nummern 1, 2, ..., m, die, in Zyklen
zerlegt, etwa so aussehen moge:

(12...9)G+1...0...

Die iibrigen Permutationen der Galoisschen Gruppe sind die Potenzen
der angeschriebenen und fiihren die Nummer 1in 1, 2, 3, ..., § tber.
Nehmen wir nun an, daB die Gleichung f(x) =0 irreduzibel ist, so
sind alle Wurzeln konjugiert; mithin muB die Wurzel &, in alle anderen
Wurzeln iibergefiihrt werden kénnen, d. h. der eine Zykel (1 2 ... )
schon alle Wurzeln umfassen. Da die erzeugende Permutation des
Zykels die Ordnung » haben mufB,, muB § = # sein. Der Grad m der
Gleichung ist also ebenfalls gleich #, also gleich dem Korpergrad; daher
muB die Adjunktion einer Wurzel schon den ganzen Kérper erzeugen.
Numerieren wir die Wurzeln nun mit 0, 1, ..., » — 1 statt mit 1, 2,

..,m, so konnen wir unsere Korpererzeugende @ =@, gleich &,
wahlen; bei geeigneter Numerierung der iibrigen Wurzeln wird dann
automatisch 0, =00 =0§, = §&;, O, =00, =c¢§&, = &,, usw. Fiir
die ©, in (1) konnen wiv daher die Wurzeln von f(x) in passender Nume-
rierung wihlen.

Enthilt der Grundkérper K nicht die #-ten Einheitswurzeln, so
haben wir, um die obige Auflésungsmethode mittels n-ter Wurzeln
anwenden zu kénnen, zunichst die #n-ten Einheitswurzeln ¢ an K zu
adjungieren. Bei dieser Adjunktion bleibt die Galoissche Gruppe zyklisch,
da eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe stets zyklisch ist.
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Wir wollen nun noch einiges iiber die Irreduzibilitit der reinen
Gleichungen vom Primzahlgrad p beweisen.

Enthilt zunidchst wieder der Grundkorper K die p-ten Einheits-
wurzeln, so ist nach dem zu Anfang dieses Paragraphen Bewiesenen
die Gruppe eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe der Ordnung p
und daher entweder die volle Gruppe oder die Einheitsgruppe. Im
ersten Fall sind alle Wurzeln konjugiert, daher die Gleichung irreduzibel.
Im zweiten Fall sind alle Wurzeln gegeniiber den Substitutionen der
Galoisschen Gruppe invariant; mithin zerfillt die Gleichung schon im
Kérper K in Linearfaktoren. Also: Das Polynom x* — a zerfillt ent-
weder ganz, oder es ist trreduzibel.

Enthilt K die Einheitswurzeln nicht, so 148t sich nicht so viel be-
haupten. Es gilt aber der Satz:

Entweder ist x® — a irreduzibel, oder a ist in K eine p-te Potenz, so
daB in K eine Zerlegung

xP — q == xP — ﬂﬂ
= (¥ — xP—1 xP—-2 e P-1
besteht (x—p)( + B + + g
Beweis: Nehmen wir an, x? — a sei reduzibel:

¥ —a=g*)-p[).
In seinem Zerfillungskorper zerfillt x? — a in folgender Weise:
p—1
% —q=]I(x — {0) (@? =a).
r»=0
Daher muB der eine Faktor ¢(x) ein Produkt von gewissen Faktoren
% — (O sein, und das von x unabhingige Glied & von ¢(x) muB die
Form (’'@* haben, wo {’ eine p-te Einheitswurzel ist:

b=1{06x
0P — @PH — g,

Wegen O < u << pist (4, ) = 1, daher mit passenden ganzen rationalen
Zahlen ¢ und o:
¢ opu+op=1,

a = qet q°P = peP qo? ;

a ist also eine p-te Potenz.

Interessante Sitze iber die Reduzibilitit der reinen Gleichungen enthalten
die Arbeiten von A.CAPELLI: Sulla riducibilitd dell’equazioni algebriche, Rendiconti
Napoli 1898, und G.DarBs1: Sulla riducibilita dell’equazioni algebriche, Annali di
Mat. (4) 4 (1926).

Aufgabe. 1. Wenn nicht vorausgesetzt wird, daB der Grundkérper
K die #-ten Einheitswurzeln enthilt, so ist die Gruppe der reinen Glei-
chung %" — a = 0 isomorph einer Gruppe von linearen Substitutionen

modulo #:
x' =cx 4 b.
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[Der zugehorige Galoissche Kérper ist K (@, {) und fiir jede Substitution
o der Gruppe ist

ol ={¢°,

c@ = (b0).

§ 51. Die Auflosung von Gleichungen durch Radikale.

Bekanntlich lassen sich die Wurzeln einer Gleichung zweiten, dritten
oder vierten Grades aus den Koeffizienten durch rationale Operationen
und Wurzelzeichen ]/, :i/, ... (,,Radikale“) berechnen (vgl. §53). Wir
fragen nun, welche Gleichungen die Eigenschaft haben, daf} ihre Wurzeln
sich aus GroBen eines Grundkérpers K durch rationale Operationen
und Radikale ausdriicken lassen. Dabei kénnen wir uns natiirlich auf
irreduzible Gleichungen mit Koeffizienten aus K beschrinken. Die Auf-

gabe besteht darin, durch sukzessive Adjunktionen von Gré8en 7i/_a
(wo a jeweils dem schon konstruierten Korper angehort) einen Korper
iiber K zu konstruieren, der eine oder alle Wurzeln der vorgelegten
Gleichung enthilt.

Die Fragestellung ist aber in einem Punkt noch ungenau. Das Wurzel-
zeichen 7}'/ist in einem Kérper im allgemeinen eine mehrdeutige Funktion,
und es fragt sich, welche Wurzel jeweils mit 71‘/; gemeint ist. Wenn
man z. B. eine primitive sechste Einheitswurzel durch Radikale aus-

driickt, indem man sie einfach durch %/l_ oder gar durch li/f darstellt,
wird man das als eine unbefriedigende Losung anzusehen haben, wihrend

d1e Losung = i -} — 3 viel befriedigender ist, weil der Ausdruck

2 T3 ]F 3 bel ]eder Wahl des Wertes von 1/ 3 (d. h. einer Lésung

der Glelchung x? 4 3 =0) die beiden primitiven sechsten Einheits-
wurzeln darstellt.

Die schirfste Forderung, die man in dieser Hinsicht stellen kann,
ist die, daBl man erstens alle Losungen der fraglichen Gleichung durch
Ausdriicke der Gestalt

(1) V S R R

(oder dhnlich) darstellen soll und daB zweitens diese Ausdriicke auch
bei jeder Wahl der in ihnen vorkommenden Radikale Losungen der
Gleichung darstellen sollen. (Dabei ist natiirlich, wenn ein Radikal
"i/u im Ausdruck (1) mehrmals vorkommt, dem stets derselbe Wert
beizulegen.)

Nehmen wir an, die erste Forderung sei erfiillt. Dann wird die
zweite auch erfiillt sein, sobald man dafiir sorgen kann, daB bei der

sukzessiven Adjunktion der Radikale ’i/a im Augenblick einer solchen
Adjunktion die jeweilige Gleichung x" — a =0 stets srreduzibel ist.
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Denn dann werden alle moglichen Wahlen der 7i/2 stets konjugierte
GroBen ergeben, welche sich also durch Isomorphismen ineinander iiber-
fithren lassen; wenn also bei einer Wertbestimmung dieser Radikale
der Ausdruck (1) eine Wurzel der fraglichen Gleichung darstellt, so muf}
er bei jeder Wertbestimmung eine Wurzel der fraglichen Gleichung dar-
stellen, da jeder Isomorphismus stets die Nullstellen eines Polynoms
aus K [x] wieder in ebensolche Nullstellen iiberfiihrt.

Nach diesen Vorbemerkungen sind wir imstande, den Hauptsatz
iber die durch Radikale lésbaren Gleichungen zu formulieren:

1. Wenn auch nur eine Wurzel einer in K irreduziblen Gleichung
[(x) =0 sich durch einen Ausdruck (1) darstellen lift und wenn die
Wurzelexponenten wicht durch die Charakteristik des Korpers K teilbar
sindl, so ist die Gruppe dieser Gleichung auflisbar (4. h. thre Kompositions-
faktoren sind zyklisch von Primzahlordnung). 2. Wenn umgekehrt die Gruppe
der Gleichung auflosbar ist, so lassen sich alle Wurzeln durch Ausdriicke (1)

darstellen, und zwar so, daf bei den sukzessiven Adjunktionen der ’i/?z
die Exponenten Primzahlen und die Gleichungen x* — a = 0 jeweils trre-
duzibel sind, vorausgesetzt, daf die Charakieristik des Korpers K Null
oder gréfer als die grofte Primzahl ist, die unter den Ordnungen der
Kompositionsfaktoren vorkommt®.

Der Satz besagt also im wesentlichen, daB die Auflosbarkeit der
Gruppe fiir die Auflosbarkeit der Gleichung durch Radikale entschei-
dend ist. Der Begriff der Auflgsbarkeit durch Radikale ist im ersten
Teil des Satzes moglichst schwach, im zweiten Teil aber mdoglichst
stark gefafB3t, so daB der Satz moglichst viel aussagt.

Beweis: 1. Zunichst kann man alle Wurzelexponenten in (1)
zu Primzahlen machen vermoége

re— e
Va = VV a.

Sodann adjungieren wir zu K alle p;-ten, p,-ten usw. Einheits-
wurzeln, wo $,, p,, ... die als Wurzelexponenten in (1) auftretenden
Primzahlen sind. Das kommt also auf eine Reihe von aufeinander
folgenden zyklischen Galoisschen Kérpererweiterungen hinaus, die wir

noch in Erweiterungen von Primzahlgrad zerlegt denken konnen.
Sind aber diese Einheitswurzeln einmal vorhanden, so ist auch die

Adjunktion eines ’]J/; nach § 50 entweder iiberhaupt keine Er-
weiterung oder eine zyklische Galoissche Erweiterung vom Grade p.

Wir adjungieren nun, sobald wir ein Ii/; adjungiert haben, nacheinander

1 Diese Annahme hat den Zweck, das Auftreten inseparabler Erweiterungen
zu verhiiten. Man kénnte sich von ihr befreien; doch interessiert uns das hier nicht.

2 Wenn man auBer Radikalen von der beschriebenen Art auch noch Einheits-
wurzeln in der Auflgsungsformel zulaBt, so 148t sich die letztere Bedingung er-
setzen durch die schwichere: unter den Ordnungen der Kompositionsfaktoren
soll die Charakteristik nicht vorkommen.
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auch alle p-ten Wurzeln aus den zu a konjugierten GroBen; das sind
entweder gar keine oder zyklische Erweiterungen von Primzahlgrad,
und durch sie erreichen wir, daB unsere Ko6rper hernach immer
Galoissch in bezug auf K bleiben. So kommen wir schlieBlich durch
eine Reihe von zyklischen Adjunktionen:

(2) KA, (A, - Chys

zu einem Galoisschen Korper A, = £2, der den Ausdruck (1), eine
Waurzel von f(#), enthalt. Da der Korper £ Galoissch ist, enthilt er
alle Wurzeln von f (%), d. h. er enthilt den Zerfillungskérper X von f(x).

Es sei & die Galoissche Gruppe von £ nach K. Dann entspricht

der Korperkette (2) eine Kette von Untergruppen von §:

(3) G>6,56,>: >0, =C,

und jede dieser Gruppen ist Normalteiler in der vorangehenden, wobei
die Faktorgruppe zyklisch von Primzahlordnung ist. Das heiBt, die
Gruppe @ ist auflésbar und (3) eine Kompositionsreihe.

Zum Korper 2 gehort eine Untergruppe §, Normalteiler von @,
und nach §41 koénnen wir auch durch 9 eine Kompositionsreihe legen,
welche dann bis auf Isomorphie dieselben Kompositionsfaktoren hat,
eventuell in anderer Reihenfolge:

(4); BOP:09:.0--:29>---D€,
Die Galoissche Gruppe von 2 nach K ist die Gruppe ®/9; fiir sie haben
wir jetzt die Kompositionsreihe

G/OD0/DD 09D+ -D>99H=E,

deren Faktoren nach dem zweiten Isomorphiesatz (§40) zu den ent-
sprechenden Faktoren von (4) l-isomorph, also wieder zyklisch von
Primzahlordnung sind. Damit ist die Behauptung 1 bewiesen.

Zu Behauptung 2 beweisen wir zunichst den

Hilfssatz. Die g-ten Einheitswurzeln (q prim) sind durch ,ivreduzible
Radikale' (d. h. Wuyzeln irveduzibler Gleichungen x? — a = 0) ausdriickbar,
vorausgesetzt, daf die Charakteristik von K Null oder gréfer als q ist.

Da die Behauptung fiir ¢ = 2 trivial ist (die zweiten Einheitswurzeln
-+ 1 sind ja rational), kénnen wir sie fiir alle Primzahlen unterhalb ¢
als bewiesen annehmen. Der Kérper der ¢g-ten Einheitswurzeln ist zyklisch
vom Grade ¢ —1, und wenn wir ¢ — 1 in Primfaktoren zerlegen:
g—1=2p% ... p, so kénnen wir diesen Koérper durch eine Folge
zyklischer Erweiterungen von den Graden ¢, aufbauen. Adjungieren wir
nun vorher die p,-ten, ..., p,-ten Einheitswurzeln, die nach der Induk-
tionsvoraussetzung ja durch Radikale ausdriickbar sind, so kénnen wir auf
die zyklischen Erweiterungen der Grade p, den Satz von § 50 anwenden,
der die Darstellbarkeit der sukzessiven Korpererzeugenden durch Radi-
kale lehrt. Die betreffenden Gleichungen 2 — a = 0 miissen irreduzibel
sein, da sonst die Korpergrade nicht gleich den p, sein kénnten.
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Nunmehr kénnen wir die Behauptung 2 beweisen. Es sei X der
Zerfallungskorper von f(x), und D ;D> - D &, =€ sei eine
Kompositionsreihe fiir die Galoissche Gruppe von X' in bezug auf K.
Zu dieser Reihe von Gruppen gehort eine Reihe von Korpern:

K<A1<“'<Az=2,

deren jeder Galoissch und zyklisch in bezug auf den vorangehenden ist.
Sind ¢, ¢,, ... die in der Reihe vorkommenden Relativgrade, so
adjungieren wir an K zunichst die ¢,-ten, g,-ten usw. Einheitswurzeln,
was nach dem Hilfssatz durch irreduzible Radikale moglich ist. Sodann
lassen sich nach dem Satz von § 50 die Erzeugenden von 4,, 4,, ..., 4,
durch Radikale ausdriicken, wobei die betreffenden Gleichungen
2 —a =0 jedesmal entweder irreduzibel sind oder ganz zerfallen
(§ 50, SchluB); im letzteren Fall ist die Adjunktion des betreffenden
Radikals iiberfliissig. Damit ist 2. bewiesen.

DaB die Behauptung 2 wirklich falsch wird, wenn einer der Grade ¢,
gleich der Charakteristik $ des Korpers wird, zeigt das folgende Beispiel:
Die ,,allgemeine Gleichung 2. Grades” %% 4+ ux + v (#, v Unbestimmte,
die dem Primkérper der Charakteristik 2 adjungiert werden) ist irre-
duzibel und separabel und bleibt irreduzibel bei Adjunktion sdmtlicher
Einheitswurzeln. Adjunktion einer Wurzel einer irreduziblen reinen
Gleichung von ungeradem Grade kann die Gleichung nicht zum Zer-
fall bringen, da jene einen Kérper ungeraden Grades erzeugt. Adjunktion
einer Quadratwurzel kann aber die Gleichung ebensowenig zum Zerfall
bringen, weil dabei der reduzierte Korpergrad sich nicht 4ndert. Die
Gleichung ist also in keiner Weise durch Radikale 15sbar.

Anwendung. Die symmetrischen Permutationsgruppen von 2, 3
oder 4 Ziffern (und ihre Untergruppen) sind auflosbar; daraus erklart
sich die Moglichkeit der Auflésungsformeln der Gleichungen 2., 3.
und 4. Grades (Ausfithrung in §53). Die symmetrischen Gruppen
von 5 und mehr Ziffern sind aber nicht mehr auflésbar (§ 43), und wir
werden sogleich sehen, daB es Gleichungen von jedem Grade gibt,
deren Gruppe wirklich die symmetrische ist; daher gibt es keine all-
gemeine Auflosungsformel fiir die Gleichungen 5. Grades oder héherer
Grade. Nur gewisse spezielle von diesen Gleichungen (wie die Kreis-
teilungsgleichungen) konnen durch Radikale gelost werden.

Solche Kérper oder Gleichungen, deren Gruppe auflosbar ist, heilen
metazyklisch. Bisweilen nennt man auch die Gruppe metazyklisch
(statt auflosbar).

§ 52. Die allgemeine Gleichung n-ten Grades.

Unter der allgemeinen Gleichung n-ten Grades versteht man die
Gleichung

(1) 2" — a2l gz — 4 oo (= 1)"u, =0,
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mit unbestimmien Koeffizienten u,, ..., u,, die dem Grundkérper K
adjungiert werden. Sind ihre Wurzeln v, ..., v,, so ist

ulzvl_}_ e _}-v",

Uy = V1V + Uy Vg4 ++ + + 0y 47,

Uy =V Uy .o Uy

Wir vergleichen die allgemeine Gleichung (1) mit einer anderen
Gleichung, deren Wurzeln Unbestimmte x;, ..., %, sind und deren
Koeffizienten daher die elementarsymmetrischen Funktionen dieser
Unbestimmten sind:

(2 M — 02" gyt — 4 oo 0 + (—1)"0,
= —2x)(z—%)...(2—x,) =0;

alle-}-..._{.xn,

Oy = %%y + %1%+ -+ » +x,_1%,,

Op = %1%y ... %, .

Die Gleichung (2) ist separabel und hat als Galoissche Gruppe in
bezug auf den Korper K (o, ..., 6,) die symmetrische Gruppe aller
Permutationen der x,; denn jede solche Permutation stellt einen
1-Automorphismus des Korpers K (x,, ..., x,) dar, der die sym-
metrischen Funktionen oy, ..., 0, und somit auch alle Elemente des
Korpers K (g, ..., 0,) invariant 1iBt. Jede Funktion der x,, ..., %,,
die bei den Permutationen der Gruppe invariant bleibt, gehért also
dem Koérper K(oy, ..., 0,) an; d.h. jede symmetrische Funktion der x,
ist rational durch oy, ..., 0, ausdriickbar. Damit haben wir einen Teil
des ,,Hauptsatzes iiber symmetrische Funktionen von §24 mit Hilfe
der Galoisschen Theorie neu bewiesen.

Auch den ,,Eindeutigkeitssatz’* von §24, d.h. die Tatsache, daB
keine Relation f (o, . .., 0,) = 0 bestehen kann, wenn nicht das Polynom f
selber identisch verschwindet, erhalten wir miihelos wieder. Denn ge-
setzt, es wire

flog, ..o, 0,) = (%, J%%0, ooy Xy % ... %,) =0,

so wiirde diese Relation bestehen bleiben bei Substitution der GréfBen v;
fir die Unbestimmten x,. Wir hitten also

f( v, Dvvg, oo, 010, ...0,) =0

oder f(uy, ..., u,) =0; also wiirde f identisch verschwinden.
Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt, da die Zuordnung

fluy, ..., u,)—f(oy, ..., 0,)
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nicht nur ein Homomorphismus, sondern ein 1-Isomorphismus der
Ringe K [#,, ..., #,] und K[oy, ..., ¢,] ist. Sie 1Bt sich zu einem
Isomorphismus der Quotientenkorper K (,, ..., #,) und K(oy, ..., )
und nach §29 weiter zu einem Isomorphismus der Nullstellenkérper
K(vy,...,v,) und K (x,, ..., x,) erweitern. Die v, gehen in die x; in
irgend einer Reihenfolge tiber; da die x, aber permutierbar sind, kénnen
wir auch jedes v; in #; libergehen lassen. Damit ist bewiesen:
Es gibt esnen Isomorphismus

K@y, ...,v) =K, ..., %),

der jedes v, in %;, jedes u; in o; viberfihrs.

Vermége dieses Isomorphismus kénnen alle Sitze iiber die Glei-
chung (2) unmittelbar auf (1) iibertragen werden. Insbesondere er-
hilt man:

Die aligemeine Gleichung (1) ist separabel und hat als Galoissche

Gruppe in bezug auf thren Koeffizientenkorper K(u,, ..., u,) die sym-
metrische. Der Grad ihres Zerfillungskorpers ist n!.
Wir setzen

K(ul, ,un) :A,
K(vy, ..., v,) =2

und bezeichnen die symmetrische Gruppe mit &,. Sie besitzt immer
eine Untergruppe vom Index 2: die alternierende Gruppe U,. Der
zugehorige Zwischenkérper 4 hat den Grad 2 und wird von jeder
Funktion der v; erzeugt, welche 9,,, nicht aber &,, gestattet. Eine solche
Funktion ist das Differenzenprodukt

]I(vl —vk) = VDJ

1<k
dessen Quadrat die Diskriminante der Gleichung (1)

D = [[(vi — vg)?
i<k

ist. Die Diskriminante ist eine symmetrische Funktion, also ein Polynom
in den ;. Den Korper A erhalten wir also in der Form

A= A(D).
Fiir » > 4 ist die Gruppe %, einfach (§ 43), daher
(3) 6, > D€

eine Kompositionsreihe. Die Gruppe &, ist also fiir # > 4 nicht auf-
16sbar, und daraus folgt nach § 51 der berithmte Satz von ABEL:

Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist fiir n >4 wnicht durch
Radikale lisbar.

Fiir # = 2 und #» = 3 sind in (3) die Kompositionsfaktoren zyklisch.
Fiir #» = 2 ist sogar A, = §; fiir » = 3 haben die Faktoren die Ord-



§ 53. Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades. 175

nungen 2 und 3. Fiir # = 4 hat man die Kompositionsreihe
6,0 D>B> 8 DE,
wo B, die , Kleinsche Vierergruppe*
{1,(12)(34),(13)(24), (14)(23)}

und 8, irgend eine ihrer Untergruppen der Ordnung 2 ist. Die Ord-
nungen der Kompositionsfaktoren sind

2,3, 2 2.

Auf diesen Tatsachen beruhen die Auflésungsformeln der Gleichungen
2., 3. und 4. Grades, die wir im nichsten Paragraphen behandeln
werden.

§ 53. Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades.
Die Auflésung der allgemeinen Gleichung 2. Grades
2+ px+qg=0
muB nach der allgemeinen Theorie durch eine Quadratwurzel geschehen

konnen; fiir diese kann man wihlen (vgl. den SchluB des vorigen Para-
graphen) das Differenzenprodukt der Wurzeln x,, x,:

% —%=71D; D=p2—4q.

Hieraus und aus

%+ %y =—2p
erhilt man die bekannten Aufl§sungsformeln
—?+1D —p—VD
LI )

Voraussetzung ist dabei nur, da die Charakteristik des Grundkérpers
nicht 2 ist.
Die allgemeine Gleichung 3. Grades

Bt a2t a2+ a3=0
148t sich zundchst durch die Substitution
Z=x—3%a
auf die Gestalt
x4 px4+g=0
bringen!. (Entsprechend der allgemeinen Aufldsungstheorie des vorigen

Paragraphen setzen wir voraus, daB die Charakteristik des Grundkérpers
von 2 und 3 verschieden sei.)

1 Nur zur Vereinfachung der Formeln. Aus dem Beweis ist ebenso leicht zu
entnehmen, wie die Ausfithrungsformeln fiir die urspriingliche Gleichung

28 4 a,22 4 agz + ag =

lauten.
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Gemif der Kompositionsreihe

S DU DE
adjungieren wir zunichst das Differenzenprodukt der Wurzeln:
(1 — x) (1 — %) (1 — %) = YD = | 44 — 27¢°
(vgl. § 24, SchluB, wo wir a4, =0, a, = — p, a; = — ¢ zu setzen haben).
Durch diese Adjunktion entsteht ein Korper 4(}D), in bezug auf den
die Gleichung die Gruppe ¥ hat, also eine zyklische Gruppe 3. Ordnung.

Der allgemeinen Theorie von § 50 entsprechend adjungieren wir zu-
nichst die dritten Einheitswurzeln:

(1) e=—1+17-3, =-3-1Y-3
und betrachten dann die Lagrangesche Resolventen:
(Lx) =% +% +x=0,
(0, %1) = %1 + 0%y + 0%%x4,
(0% %) = %, + 0®%, + 0%3.
Die dritte Potenz einer jeden dieser GréSen mubB sich rational durch
]/Tg und ]/5 ausdriicken. Die Rechnung ergibt:
(0,%)" = 2 + 43 + 8
+ 30x2x, + 3oxix, + 3oxEx,
+ 30%x, %% + 302,42 + 3p2x,42
+ 6x,%,%;3,
und entsprechend ergibt sich (o2, #,)® durch Vertauschung von g und g2.
Setzen wir hierin (1) ein und beachten
VE = (%1 — %) (% — %) (¥ — %)

— 42 2 2 2 2 2
= X%y + XXy 1 X3%; — X ¥y — Xp¥g — ¥g¥Y,

(0, %) =343 — 2 Ja%x, + 6x,2,2, + 37/ —3VD.
(Die Bedeutung der Summenzeichen ist dieselbe wie bei den symme-
trischen Funktionen, §24.) Die hier auftretenden symmetrischen Funk-
tionen lassen sich nach §24 leicht durch die elementarsymmetrischen
Funktionen g, , 0,, 05 und damit durch die Koeffizienten unserer Gleichung
ausdriicken. Es ist

o3 =} + 3 3x%x, + 6%,%,%3 =0 wegen o, =0,

so folgt:

9 9 2 27
— 5010, = — 5 D X% — 5 F1%p¥ = 0 wegen o) = 0,
27 27 27
503 = g 1¥eXy = — 54

3 27
in' — ~2—2x%x2 + 632, %5 = — 5 ¢;



§ 53. Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades. 177

daher 27 3
@x)p=—59+5 J—3VD
und ebenso o7 g

(@)= —F¢—5 1=37D.

Die beiden kubischen Irrationalititen (o, x;) und (g2, #,) sind nicht
unabhingig; sondern es ist (vgl. §50)

(0, %) (0% %) = 2% + 25+ 25 + (0 + %) 1%, + (0 + 02) %145 + (0 + 0%) %2 %
=42 4 ¥% + 42— X X — X Xy — Xp Xy
=02 —30,=—3p.

Man hat also die Kubikwurzeln

2T 3 ——= /2T 3 —=
@ lox) =)/~ Za+ 318D, (@m)=]/-Tq—3y=sD
so zu bestimmen, daB3 ihr Produkt

3) (0, %1) - (0% %) = — 3p
wird.

Die Wurzeln x;, x,, x; bestimmen sich nun mit Hilfe von Glei-
chung (3), §50 folgendermafen:

3.2y =28, %) = (0, %) + (0% %),

8

(4) 32y = 201G 1) = o, %) + 0 (0% M)
l?"xs :ZC~2(C’x1) = 0(0, %1) + 0% (0% %y).

Die Formeln (2), (3), (4) sind die ,,Auflosungsformeln von CARDANO*. Sie
gelten kraft ihrer Herleitung nicht nur fiir die ,,allgemeine”, sondern
auch fiir jede spezielle kubische Gleichung.

Realitatsfragen. Ist der Grundkérper, dem die Koeffizienten p, ¢ angehoren,
ein reeller Zahlkérper, so sind zwei Fille moglich:

a) Die Gleichung hat eine reelle und zwei konjugiert-komplexe Wurzeln. Dann
ist offenbar (¥; — ;) (¥, — %3) (¥5 — x3) rein imaginir, mithin D < 0. Die GréBen
=+ Vl 3 D sind reell, und man kann in (2) fiir (g, ;) eine reelle dritte Wurzel
wahlen. Wegen (3) wird dann auch (p?, x;) reell, und die Formel (4) liefert 3x,
als Summe zweier reeller Kubikwurzeln, wahrend #, und »; durch (4) als konjugiert-
komplexe Grofen dargestellt werden.

b) Die Gleichung hat drei reelle Wurzeln. Jetzt ist ]/B reell, mithin D > 0.
Im Falle D = 0 (zwei Wurzeln gleich) geht alles wie bisher; im Falle D > 0 aber
werden die Gro8en unter dem Kubikwurzelzeichen in (2) imaginar, und man erhilt
mithin die drei (reellen) Ausdriicke (4) als Summen imagindrer Kubikwurzeln,
d.h. nicht in reeller Form.

Dieser Fall ist der sogenannte ,,Casus irreducibilis' der kubischen Gleichung.
Wir zeigen, daB es in diesem Fall tatsichlich unmdglich ist, die Gleichung

B +pr+qg=0
v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 12
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durch veelle Radikale aufzulosen, es sei demn, daf die Gleichung schon im Grund-
korper K zevfdllt.

Die Gleichung #® + px + ¢ = 0 sei also irreduzibel in K und habe drei reelle
Wurzeln #,, #,, #3. Wir adjungieren zunachst ]/f). Dadurch zerfallt die Gleichung
nicht (denn der hochstens quadratische Korper K(]/B) kann keine Wurzel einer
irreduziblen kubischen Gleichung enthalten), und ihre Gruppe wird jetzt ;.
Wenn es nun moglich ist, die Gleichung durch eine Reihe von Adjunktionen
reeller Radikale, deren Wurzelexponenten natiirlich als Primzahlen angenommen
werden konnen, zum Zerfall zu bringen, so gibt es unter diesen Adjunktionen

b—
eine , kritische’* Adjunktion Va (A prim), welche gerade den Zerfall bewirkt, wahrend

vor der Adjunktion der %/a, etwa im Korper A, die Gleichung noch irreduzibel
war. Nach § 50 ist entweder »* — a irreduzibel in A, oder a ist eine k-te Potenz
ciner Zahl aus /. Der letzte Fall scheidet aus, da dann die reelle 4-te Wurzel aus a
schonin /A enthalten wire, also ihre Adjunktion keinen Zerfall bewirken kénnte. Also

B B
ist #* — airreduzibel und der Grad des Kérpers A (]/a ) genau k. In 4 ( V a) ist nach
Voraussetzung eine Wurzel der in A noch irreduziblen Gleichung #34px4-¢ =10

enthalten; mithin ist 4 durch 3 teilbar, also 2 = 3, und etwa A(i/u) =4 (x,).
Der Zerfallungskérper A (x;, #,, #3) hat in bezug auf A ebenfalls den Grad 3;

3
mithin ist auch A(]/a) = A(xl, Xg, xs). Der nunmehr als Galoissch erkannte

3 83— 3 3
Korper A('l/a) muf3 neben ]/a auch die konjugierten GréBen g |/a und p? ‘/—a
enthalten, also auch die Einheitswurzeln ¢ und 2. Damit sind wir auf einen

Widerspruch gestoBen; denn der Kérper A (‘VT;) ist reell und die Zahl g nicht.
Die allgemeine Gleichung 4. Grades
At a2t a2+ az4-a, =0

kann wieder durch die Substitution

in
M4+ px2tgx+r=0

transformiert werden. Zu der Kompositionsreihe

G DUDLB,DZ,DC

gehort eine Reihe von Koérpern
KCK(D)cACA CE.

Die Charakteristik von K sei wieder £ 2 und = 3. Die explizite Bestim-
mung von D ist, wie wir sehen werden, nicht notig. Der Korper A wird
aus K (D) erzeugt durch eine GréBe, welche die Substitutionen von %,
aber nicht die von 9, gestattet; eine solche ist

O, = (%, + %3) (%5 + %) -

Diese GrofBe gestattet, nebenbei bemerkt, auBer den Substitutionen von
B, noch die folgenden:

(12),(34),(1324),(1423)
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(die zusammen mit B, eine Gruppe der Ordnung 8 bilden). Sie hat in
bezug auf K drei verschiedene Konjugierte, in die sie durch die Substi-
tutionen von &, ibergefiihrt wird, niamlich:

O = (% + %) (x5 + %),
Oy = (% + %) (%, + 7y,
O3 = (% + %) (% + %) .
Diese GroBen sind Wurzeln einer Gleichung dritten Grades
(5) 63— 6,02+ 0,0 —b;=0,
worin die b; die elementarsymmetrischen Funktionen von 6, @,, O,

sind:

by=0,+ 0, + 0, =2 Jxx, =2p,

by =30,0, = nix} + 3 3 xix, x5 + 631 %, %5%,
by = 0,0,0, = Y xixgxng 4 2 Jaixyx5%,

+ 2 3 a%xZx + 4 Y aiaZa,n,.
b, und b, konnen durch die elementarsymmetrischen Funktionen
01, Gy, 0y, 04 der x; ausgedriickt werden. Es ist (Methode des §24):

of = 2 x5x% + 2 3 aiwyng + 62,20, %5%, = PP,
0,05 = Datxax, + 4%, %,%5%, =0,
— 40, = —4xy X, X5%, = — 47
by = Xaiaf + 3 Jaixpxg + 623 %, x5%, = P2 — 47,

0,0,05 = 2x3x3%5 + 3 Zadx, x50, + 3 Zafadaf + 8 Y afxaixgxy =0,

2 . _ 3 702 2 _
—oto, = — DA x,% 5%, — 2 ¥ xixsx3x, = 0,

2 _ 2,2,2 < 2,2 — 2

03 = — wiagaf — 2 Jaixgugxn, = —¢q

by = X aixdny + 2 Saingxgxy + 2 Ininfaf + 4 Jniagayxn, = — ¢
Damit wird die Gleichung (5) zu:
(6) O3 —2pO% 4 (P2 —47)0 4 g2 =0.

Diese Gleichung hei3t die kubische Resolvente der Gleichung 4. Grades;
ihre Wurzeln 6,, 6,, 6, kénnen nach CarbpaNo durch Radikale aus-
gedriickt werden. Jedes einzelne @ gestattet eine Gruppe von 8 Permu-
tationen; alle drei gestatten aber nur 8B,, und daher ist

K(O,,0,,0,) =A.

Der Korper A; entsteht aus A durch Adjunktion einer Grofe, die
nicht alle vier Substitutionen von ®,, sondern nur (etwa) das Eins-
element und die Substitution (12) (34) gestattet. Eine solche ist
%, + %, Man hat

(11 -+ %) (¥g + %) =0 und (% + %) + (%5 + %) =0,
12*
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daher etwa N I
x1+x2:1/—@1; x3+x4=—'V-@1.
Ebenso hat man
Byt xy= V=04 %yt x,=—1—0,;
X+ %y =) —06y; ‘x2+x3=—'V~@3.

Diese drei Irrationalititen sind aber nicht unabhingig; sondern
es ist

V“ 0, V_@z‘ 1/“ O3 = (%1 + %) (%1 + %3) (%, + %,)
= a} + 2] (%3 + %3 + Xy) + XXX + XXXy + Xy XXy + Xy %37,
= 2§ (% + %y + X3 + 1) + ¥ %%,
= /¥ %yXy
=-—9q.

Zwei quadratische Irrationalititen braucht man gerade, um von B,
zu € hinunter- oder von A zu X hinaufzusteigen; denn B, hat die
Ordnung 4 und besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 2. Und
tatsidchlich lassen sich durch die drei GréBen @ (die schon von zweien
unter ihnen abhingen) die x; rational bestimmen; denn es ist offenbar

J 20, =1 =0, +1—6,+7—6,,
206, =1 =0, —)—0,— }—06,,
l 2% = — V—@l‘{‘ Y —6,— V‘—@:a’
25, = — =8 — =0, + 10,
Das sind die Auflosungsformeln der allgemeinen Gleichung 4. Grades.
Sie gelten kraft ihrer Herleitung auch fiir jede spezielle Gleichung

4. Grades.
Bemerkung: Wegen

01— 0, = — (%, — %) (¥ — %),

O — Oy = — (%, — %3) (%3 — %),

Oy — O3 = — (¥, — %) (%3 — %)
ist die Diskriminante der kubischen Resolvente gleich der Diskriminante
der urspriinglichen Gleichung. Das gibt ein einfaches Mittel, die Dis-

kriminante der Gleichung 4. Grades zu berechnen, da wir die der
kubischen Gleichung schon kennen; man findet:

D =16p%r — 4 p3¢* — 128 p2#% + 144 p g%y — 27 ¢* + 256 73.
Aufgaben. 1. Die Gruppe der kubischen Resolvente einer be-

stimmten Gleichung 4. Grades ist die Faktorgruppe der Gruppe der
Ausgangsgleichung nach ihrem Durchschnitt mit der Vierergruppe 8B,.
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2. Man bestimme die Gruppe der Gleichung
x4+ 224 x+1=0.
[Vgl. Aufg. 4 §45 und Aufg. 1 §53.]

§ 54. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.

Wir wollen die Frage untersuchen: Wamnn ist esn geometrisches Kon-
struktionsproblem losbar mit Zirkel und Lineal?

Gegeben seien einige elementargeometrische Gebilde (Punkte,
Gerade oder Kreise). Die Aufgabe laute, daraus andere zu kon-
struieren, welche gewissen Bedingungen geniigen.

Wir denken uns zu den gegebenen Gebilden noch ein kartesisches
Koordinatensystem hinzugegeben. Alle gegebenen Gebilde kann man
dann durch Zahlen (Koordinaten) reprisentieren, und das gleiche gilt
fiir die zu konstruierenden Gebilde. Wenn es gelingt, die letzteren
Zahlen (als Strecken) zu konstruieren, so ist die Aufgabe gelost. Alles
ist demnach auf die Konstruktion von Strecken aus gegebenen Strecken
zurtickgefiihrt. Es seien 4, b, . . .die gegebenen Strecken, x eine gesuchte.

Wir konnen nun zunichst eine Aimreichende Bedingung fiir die
Konstruierbarkeit angeben:

Immer dann, wenn eine Lisung x des Problems reell ist und sich
mittels vationaler Operationen und (nicht notwendig veeller) Quadrat-
wurzeln aus den gegebenen Strecken a, b, . . . berechnen lifS, ist die Strecke x
miat Zirkel und Lineal Ronstruierbay.

Am bequemsten ist dieser Satz so zu beweisen, dal man alle kom-
plexen Zahlen $ 4 ig, die in der Berechnung von x vorkommen, in
bekannter Weise! durch Punkte in einer Ebene mit rechtwinkligen
Koordinaten $, ¢ darstellt und alle vorzunehmenden Rechenopera-
tionen durch geometrische Konstruktionen in dieser Ebene ersetzt.
Wie das. ausgefithrt wird, ist hinreichend bekannt: Die Addition ist
die Vektoraddition, die Subtraktion die dazu inverse Operation. Bei
der Multiplikation addieren sich die Argumentenwinkel und multipli-
zieren sich die Betrige; daher hat man, wenn ¢,, ¢, die Argumente
und 7,, 7, die Betrige der zu multiplizierenden Zahlen sind, die ent-
sprechenden Groflen ¢, 7 fiir das Produkt mit Hilfe der Gleichungen

o=@ +@, und 7 =ry7, oder lir;=r,7

zu konstruieren. Die inverse Operation ist wieder die Division. Um
schlieflich eine Quadratwurzel aus einer Zahl mit dem Betrag » und

1 Wir setzen fir den Augenblick die komplexen Zahlen, deren genaue Be-
deutung im Rahmen der abstrakten Algebra wir erst im Kap.10 behandeln
werden, als bekannt voraus.
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dem Argument ¢ zu berechnen, hat man 7;, ¢, aus

¢=2¢, oder ;=139

und
2

r =7 oder l:r;,=ry7
zu konstruieren. Damit ist alles auf bekannte Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal zuriickgefiihrt?!.

Von dem eben bewiesenen Satz gilt nun aber auch die Umkehrung:

Wenn eine Strecke x sich mit Lineal und Zirkel aus gegebenen Strecken
a, b, ... konstruieren lift, so 1ift sich x muttels rationaler Operationen
und Quadratwurzeln durch a, b, ... ausdriicken.

Um dies zu beweisen, sehen wir uns genauer die Operationen an,
die bei der Konstruktion verwendet werden diirfen. Es sind dies: An-
nahme eines beliebigen Punktes (innerhalb eines vorgegebenen Gebiets);
Konstruktion einer Geraden durch zwei Punkte, eines Kreises aus
Mittelpunkt und Radius, endlich eines Schnittpunkts zweier Geraden,
einer Geraden und eines Kreises, oder zweier Kreise.

Alle diese Operationen lassen sich nun mit Hilfe unseres Koordinaten-
systems algebraisch verfolgen. Annahme eines beliebigen Punktes be-
deutet Hinzunahme zweier unbestimmt gelassener Zahlen (der Koordi-
naten des Punktes) oder, was algebraisch auf dasselbe hinauskommt,
Adjunktion zweier Unbestimmten. Alle iibrigen Konstruktionen fithren
auf rationale Operationen, mit Ausnahme der letzten beiden (Schnitt
von Kreisen mit Geraden oder mit Kreisen), die auf quadratische Glei-
chungen, also auf Quadratwurzeln fiihren.

Also 14Bt sich x durch a, b, ... nebst einigen adjungierten Un-
bestimmten #, v, . . . und Quadratwurzeln mittels rationaler Operationen
darstellen. Das Ergebnis muB von den Unbestimmten #, v, ... un-
abhingig sein, weil sonst das geometrische Problem unendlich viele
Losungen hitte. Setzt man nun fiir %, v, ... solche rationale Zahlen
ein, daB alle vorkommenden rationalen Funktionen sinnvoll bleiben
(Quadratwurzeln bleiben immer sinnvoll, wenn man Realitit nicht
verlangt), so kann x sich nicht geindert haben; also 148t sich x mittels
rationaler Operationen und Quadratwurzeln durch a4, b, ... allein aus-
driicken, q.e. d.

Man hat noch zu beachten, daf es bei einem geometrischen Problem
nicht darauf ankommt, fiir jede spezielle Wahl der gegebenen Punkte
eine Konstruktion zu finden, sondern daB eine allgemeine Konstruktion
gefordert wird, die (innerhalb gewisser Schranken) immer die Losung
ergibt. Algebraisch kommt das darauf hinaus, daB eine und dieselbe
Formel (sie darf Quadratwurzeln enthalten) fiir alle Werte von a, b, . . .

1 Einen anderen Beweis erhialt man, wenn man alle vorkommenden Zahlen
in Real- und Imaginirteil spaltet und nach § 66 die komplexen Quadratwurzeln
auf reelle zuriickfithrt, welche dann in bekannter Weise konstruierbar sind.
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innerhalb gewisser Schranken eine sinnvolle Losung x ergibt, welche
den Gleichungen des geometrischen Problems geniigt. Oder, wie wir
auch sagen konnen, die Gleichungen, durch die x bestimmt wird, und
die Quadratwurzeln usw., durch die wir die Gleichungen lésen, miissen
sinnvoll bleiben, wenn die gegebenen Elemente a, b, ... durch U#-
bestimmie ersetzt werden. Wenn also z. B. gefragt wird, ob die Drei-
teilung des Winkels mit Lineal und Zirkel ausfiihrbar ist (ein Problem,
welches vermoge der Beziehung

cos3p =4cos®p —3cosg
auf die Auflésung der Gleichung
(1) 443 — 3% =« (¢ = cos 3 @)

zuriickgefiihrt werden kann), so ist nicht die Frage gemeint, ob fiir
jeden speziellen Wert von « eine Losung der Gleichung (1) mit Hilfe
von Quadratwurzeln gefunden werden kann; sondern es ist gefragt,
ob eine allgemeine Losungsformel der Gleichung (1) existiert; eine
Lésungsformel also, die bei unbestimmtem « sinnvoll bleibt.

Wir haben das geometrische Problem der Konstruierbarkeit mit
Zirkel und Lineal jetzt auf das folgende algebraische Problem zuriick-
gefiihrt: Wann 148t eine GréBe x sich mittels rationaler Operationen
und Quadratwurzeln durch gegebene GréBen a, b, ... ausdriicken ?

Diese Frage ist nicht schwer zu beantworten. & sei der Kérper der
rationalen Funktionen der gegebenen GréBen a, b, . ... Soll sich dann %
mittels rationaler Operationen und Quadratwurzeln durch 4, b, ... aus-
driicken lassen, so mul3 x jedenfalls einem Korper angehéren, der aus &
durch sukzessive Adjunktion endlichvieler Quadratwurzeln, also durch
endlichviele Erweiterungen vom Grade 2 entsteht. Adjungiert man nach
jeder Quadratwurzel auch noch die Quadratwurzeln aus den konjugierten
Kérperelementen, so sind nach wie vor alle Erweiterungen quadratisch,
und es entsteht somit ein Galoisscher Erweiterungskorper vom Grade 27,
in dem x liegt. Also:

Damit die Strecke x mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, ist not-
wendig, daf die Zahl x einem Galoisschen Evweiterungskorper vom Grade 2™
von & angehirt.

Diese Bedingung ist aber auch hinveichend. Denn die Galoissche
Gruppe eines Korpers vom Grade 2™ ist eine Gruppe der Ordnung 2™,
also, wie jede Gruppe von Primzahlpotenzordnung, eine auflisbare
Gruppe (§41, Aufg.5). Es gibt also eine Kompositionsreihe, deren
Kompositionsfaktoren die Ordnung 2 haben, und ihr entspricht nach
dem Hauptsatz der Galoisschen Theorie eine Kette von Kérpern, in
der jeder folgende in bezug auf den vorigen den Grad 2 hat. Eine Er-
weiterung vom Grade 2 148t sich aber immer durch Adjunktion einer
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Quadratwurzel erzielen; demnach 148t sich die GroBe x durch Quadrat-
wurzeln ausdriicken, woraus die Behauptung folgt.

Wir wenden diese allgemeinen Sitze gleich auf einige klassische
Probleme an.
Das Delische Problem der Kubusverdoppelung fiihrt auf die kubische
Gleichung
%3 =2,

die nach dem Eisensteinschen Kriterium irreduzibel ist, so daB jede
Wurzel einen Erweiterungskorper vom Grade 3 erzeugt. Ein solcher
aber kann niemals Unterkorper eines Kérpers vom Grade 2™ sein.
Also ist die Kubusverdoppelung nicht mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar.
Das Problem der Trisektion des Winkels fithrt, wie wir schon sahen,
auf die Gleichung
4x3 —3x —a =0,

wo « eine Unbestimmte ist. Die Irreduzibilitit dieser Gleichung im
Rationalitatsbereich von o ist leicht nachzuweisen: Hitte die linke
Seite einen in « rationalen Faktor, so hitte sie auch einen in o ganz-
rationalen Faktor; aber ein lineares Polynom in «, dessen Koeffizienten
keinen gemeinsamen Teiler haben, ist offenbar irreduzibel. Daraus
schliet man wie vorhin, daB8 die Trisektion des Winkels nicht mit
Zirkel und Lineal ausfiihrbar ist.

Eine algebraisch bequemere Form fiir die Gleichung der Winkel-
trisektion erhdlt man, wenn man zum Rationalititsbereich von
o = cos 3 ¢ noch die Gréfe

isin3¢ = J— (1 — cos? 3 )
adjungiert und die Gleichung fiir

Yy = cos ¢ + isin @
sucht. Sie lautet

(cos @ + isin ¢)® = cos 3¢ + isin 3 ¢,

¥ =p.

Auch aus der geometrischen Deutung der komplexen Zahlen geht leicht
hervor, daB die Trisektion des Winkels 3 ¢ auf diese reine Gleichung
zuriickgefiihrt werden kann.

Die GroBen x und y lassen sich mit Hilfe von Quadratwurzeln durch-
einander ausdriicken.

Die Quadratur des Kreises filhrt auf die Konstruktion der Zahl =.
Ihre Unmoglichkeit wird nachgewiesen sein, wenn gezeigt ist, da =
iiberhaupt keiner algebraischen Gleichung geniigt, m. a. W. transzendent
ist; denn dann kann z nicht in einem endlichen Erweiterungskorper

kurz
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des Korpers der rationalen Zahlen liegen. Hinsichtlich' dieses Beweises,
der nicht in die Algebra gehort, siehe etwa das Buch von G. HESSEN-
BERG, Transzendenz von ¢ und z.

Die Konstruktion der reguliren Polygone mit gegebenem Umbkreis
fithrt im Falle des 4-Ecks auf die GroBe

2eos T = ¢+ L,

27i
wo { die primitive i-te Einheitswurzel ¢ » bedeutet. Da diese GroBe
nur bei den Substitutionen {— { und { — £~ der Galoisschen Gruppe
des Kreisteilungskérpers in sich iibergeht, also einen reellen Unter-

kérper vom Grade g—;) erzeugt, so erhalten wir als Bedingung fiir ihre
@ ()

Konstruierbarkeit, daB “-, also auch ¢(k), eine Potenz von 2 sein
soll. Nun ist fiir 4 =2"¢} ... ¢)" (g, ungerade Primzahlen)
(2) ) =2 "tgp =t gr g — 1) - (g — D).

(Im Fall v =0 fallt der erste Faktor 21 aus.) Die Bedingung besteht
also darin, daB die ungeraden Primfaktoren nur in der ersten Potenz
in % aufgehen diirfen (v, = 1) und auBerdem fiir jede in % aufgehende
ungerade Primzahl g, die Zahl ¢; — 1 eine Zweierpotenz sein soll; d. h.
jedes ¢; muB3 die Form

g, =2F+41

haben. Welche sind die Primzahlen von dieser Gestalt?
k kann nicht durch eine ungerade Zahl g > 2 teilbar sein; denn aus

k=puw, w==0 (mod 2), w>2

wiirde folgen, dafl (2”)* 4 1 teilbar durch 2” -+ 1, also nicht prim wire.
Also muB3 2 = 2* und

g:=2% +1

sein. Die Werte 4 =0, 1, 2, 3, 4 geben in der Tat Primzahlen ¢,,
namlich
3,5,17,257,65537.

Fir 4 =5 und einige groBlere 1 (wie weit, ist unbekannt) ist 22" 1]
aber nicht mehr prim; beispielsweise hat 22° 4 1 den Teiler 641.

Jedes h-Eck, wo % auller Zweierpotenzen nur die genannten Prim-
zahlen 3, 5, 17, .. in héchstens erster Potenz enthilt, ist demnach
konstruierbar (Gausz). Das Beispiel des 17-Ecks haben wir in §49
behandelt. Bekannt sind die Konstruktionen des 3-, 4-, 5-, 6-, 8- und
10-Ecks. Die reguliren 7- und 9-Ecke sind schon nicht mehr kon-
struierbar, da sie auf kubische Unterkérper in Kreisteilungskérpern
sechsten Grades fiihren.
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Aufgabe. Man zeige, daB die kubische Gleichung
W+ px+b

im Casus irreducibilis durch eine Substitution x = f &’ stets auf die
Gestalt der Trisektionsgleichung (1) zu bringen ist und leite daraus
fiir diese kubische Gleichung eine Lésungsformel mit trigonometrischen
Funktionen ab.

§ 55. Die metazyklischen Gleichungen von Primzahlgrad.

Zu einer irreduziblen Gleichung vom Primzahlgrad ¢ gehoért eine transitive
Permutationsgruppe vom ,,Grade ¢, d. h. eine transitive Gruppe ¢ von Permu-
tationen von ¢ Dingen 1, 2, ..., g. Wir wollen diese Gruppen und ihre Normal-
teiler untersuchen, und insbesondere sehen, welche Struktur die Gruppe haben
kann, wenn sie metazyklisch sein soll.

In § 44 wurde schon bemerkt, daB die Untergruppe &,, welche die Ziffer 1
fest 14Bt, den Index ¢ hat; daraus folgt, daB die Ordnung von & durch den Grad
g teilbar sein muB. (Fiir diesen SchluB3 braucht ¢ noch keine Primzahl zu sein.)

Ist § ein Normalteiler von @, so gibt es zwei Moglichkeiten:

Entweder § ist transitiv. Dann ist die Ordnung von § wieder durch ¢ teilbar.

Oder 9 ist intransitiv. Ist dann etwa {1, 2, ..., &} ein Transitivitatsgebiet
von §, und o eine Substitution aus &, welche die Ziffer 1 in eine andere, nicht
zum Transitivitatsgebiet gehorige Ziffer ¢ iberfiihrt, so wird ofl, 2, ..., &k} ein
Transitivititsgebiet von ¢ §o~! sein. Da aber § Normalteiler ist, ist cHo-1 = §;
also ist ¢{l, 2, . . ., k} wieder ein Transitivitatsgebiet von §, welches zudem aus
genau % Ziffern besteht und die Ziffer 7 enthilt. Da ¢ beliebig war, bestehen alle
Transitivitatsgebiete aus gleich vielen, ndmlich % Ziffern; somit ist % ein (echter)
Teiler von gq. '

Ist nun, wie zu Anfang vorausgesetzt, ¢ eine Primzahl, so kommt nur 2 =1
in Frage; in diesem Fall 1aBt aber § alle Ziffern 1, 2, ..., g fest. Also:

Ein Normalteiler § einer transitiven Peymutationsgruppe vom Primzahlgrad q
ist entweder transitiv oder gleich €.

Wir beweisen nun den Satz:

Eine transitive metazyklische Gruppe & vom Primzahlgrad q l1aft sich bei passender
Numerierung der Permutationsobjekte 1, 2, ..., q stets als Gruppe von linearen
Substitutionen modulo q schreiben:

T(@)=az+b(modq) (az=0(q); 2=12,...,9),
und in dev Gruppe kommen stets alle Substitutionen mit a = 1:

o(?)=z2+0d ®=1,...,9),
vor.

Beweis. Die Ordnung der Gruppe & ist durch g teilbar. Ist sie gleich ¢, so
ist die Gruppe zyklisch (denn die Ordnung eines beliebigen von der Einheit ver-
schiedenen Elements ¢ kann, als Teiler von ¢, nur gleich ¢ sein, und dann erzeugt
o schon die ganze Gruppe). Die erzeugende Permutation ¢ muB aus einem einzigen,

alle Ziffern 1, 2, . . ., ¢ enthaltenden Zyklus bestehen; denn sonst ware die Gruppe
nicht transitiv. Bei passender Numerierung ist daher

c=(12...9),
mithin

o(:)=z+1(modg),
0% (2) =2 + b (mod q) =1 ...,9.
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In diesem Fall ist der Satz also bewiesen. Wir kénnen also eine Induktion nach
der Ordnung der Gruppe & vornehmen und voraussetzen, diese Ordnung sei
eine zusammengesetzte Zahl ¢-7 und der Satz sei (bei festem g¢) fiir alle Gruppen
kleinerer Ordnung richtig.

Wegen der Auflosbarkeit von & gibt es einen von € verschiedenen auflés-
baren Normalteiler § von Primzahlindex. Auf Grund des vorangehenden Satzes
ist dieser Normalteiler § transitiv und daher nach der Induktionsvoraussetzung
eine Gruppe von linearen Substitutionen modulo ¢, welche die Gruppe der Sub-
stitutionen z -z + b umfaBt.

Die Substitutionen z— 2z + b sind, wie man leicht sieht, fiir b= 0 stets
g-gliedrige Zyklen. Sie sind in der Gruppe § die einzigen; denn jede andere
Substitution 2z —>az 4+ b 1iBt ein Element z fest, das aus

az+4+ b=z,
(a—1)z=—b
bestimmt werden kann.
Ist nun ¢ die Substitution
c(f)=z+1

und 7 eine beliebige Substitution aus @, so ist 7o 7~ wieder ein g-gliedriger Zyklus
und wieder in 9 enthalten, also wieder von der Form
Totl(e) =2+ a.
Es sei nun 7-1(z) = [, also z =1({),
to(l)=1() +a,
Tl +1)=1() + a.
Hieraus folgt durch Induktion nach »:
T+ =10) +va,
insbesondere fiir { = 0, wenn 7(0) = b gesetzt wird:
T(¥)=va-+b.

Also ist 7 eine lineare Substitution modulog. Und da die Substitutionen o (z) = 21 b
schon séamtlich in § enthalten sind, sind sie auch in ¢ enthalten. Damit ist der
Satz bewiesen.

Umgekehrt: Jede Gruppe & von linearen Substitutionen wmodulo q, die die
Substitutionen

o(®)=z+0

samtlich enthdlt, ist auflosbar.

Beweis. Die eben genannten Substitutionen ¢ bilden einen Normalteiler R
in @; denn mit ¢ ist auch jedes 7or~! ein g-gliedriger Zyklus bzw. die Identitit.
In jeder Nebenklasse Mz, wo v die Substitution

T()=az+b
darstellt, kommt auch die Substitution ¢-17 vor:
o lr(s)y=az.

Die Zusammensetzung zweier Nebenklassen geschieht demnach am bequemsten
so, daB man einfach die Substitutionen 7’(z) = az zusammensetzt. Das geschieht
aber einfach durch Multiplikation der Koeffizienten a (die demnach eine multipli-
kative Gruppe modulo ¢ bilden). Also bilden die Nebenklassen nach R eine Abelsche

Gruppe: G/R ist Abelsch. Da auch R Abelsch ist, ist & aufldsbar.
Folgerungen. Eine von der Identitit verschiedene lineare Substitution

o(2)=az+b
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laBt hochstens ein Element z fest; denn die Kongruenz
(@ — 1) 2= —b (mod q)

hat hochstens eine Losung, es sei denn, daBl a =1 und b = 0 ist. Das heiBt, die
einzige Untergruppe, die zwei Ziffern i, k fest 1aft, ist die Einheitsgruppe.

Die bei unseren Beweisen benutzten Uberlegungen geben uns zugleich das
Mittel, alle Normalteiler der linearen Gruppe & aufzustellen. Es zeigte sich ja,
daB jeder Normalteiler (auBer €) den Normalteiler ! umfassen muB und daB
in jeder Nebenklasse nach 9 eine Substitution 7(z) = az vorhanden ist. Es geniigt
also, in der multiplikativen Gruppe der vorkommenden a (mod g¢) alle Unter-
gruppen zu bestimmen. Nun ist die Gruppe aller Restklassen == 0 (mod ¢) zyklisch,
und jede Untergruppe ebenfalls. Hat die gegebene Gruppe von Restklassen die
Ordnung 4, so gehért also zu jedem Teiler von j eine Untergruppe.

Sind die Permutationsobjekte die Wurzeln einer Gleichung und ist @ die
Galoissche Gruppe der Gleichung, so lassen sich unsere Gruppensatze sofort
koérpertheoretisch deuten. Wir erhalten:

Die Gruppe einer trveduziblen metazyklischen Gleichung vom Primzahlgrad q
tiber dem Korper K 1St sich bei passender Numerierung dev Wurzeln stets als Gruppe
vou lineaven Substitutionen dev Nummern mod q auffassen. Dey Gvad des Zevfdllungs-
korpers Koy, . . ., o) ist g+7, wo jlg — 1. Es gibt etnen Galoisschen Zwischenkorper
vom Grade §, in dem alle andeven Galoisschen Zwischenkdrper enthalten sind. Zu
jedem Teileyv von | gehdrt ein Galoisscher Zwischenkorper. Dey Zwischenkiorper
K(t;, az), der von zwei Wurzeln o, &) erzeugt wird, ist notwendig schon mit dem
ganzen Kovper Klag, ..., a,) identisch.

Aufgaben. 1. Eine metazyklische irreduzible Gleichung vom Primzahlgrad
g ¥ 2 iiber einem reellen Zahlkérper K hat entweder nur eine reelle Wurzel, oder
alle ihre Wurzeln sind reell.

2. Eine irreduzible Gleichung 5. Grades mit genau 3 reellen Wurzeln ist nicht
durch Radikale auflosbar.

3. Mit Hilfe von 2. ist zu beweisen, daB die Gleichung

x5 —4x4+2=0

nicht durch Radikale 16sbar ist. [Zur Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln
kann man Sitze aus Kap. 10, z. B. den Satz von WEIERSTRASzZ und den von ROLLE
heranziehen.]

§ 56. Die Berechnung der Galoisschen Gruppe. Gleichungen mit
symmetrischer Gruppe.

Eine Methode, mit der man (wenigstens in Theorie) die Galoissche
Gruppe einer Gleichung f (%) =0 in bezug auf einen Korper 4 wirk-
lich aufstellen kann, ist die folgende.

Die Wurzeln der Gleichung seien «;, ..., «,. Man bilde mit Hilfe
der Unbestimmten #,, ..., %, den Ausdruck

O=uoy+--+u,u,
iibe auf ihn alle Permutationen s, der Unbestimmten # aus, und bilde

das Produkt
Fz,u) = J[(z —s,0).
8
Dieses Produkt ist offensichtlich eine symmetrische Funktion der
Wurzeln und kann daher nach §24 durch die Koeffizienten von f (x)
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ausgedriickt werden. Nun zerlege man F (z, %) in irreduzible Faktoren
in A u,2]:
Fz,u) =F (2, u) Fyz,u) ... F.(2,u).

Die Permutationen s,, die irgend einen der Faktoren, etwa F;, in sich
iiberfithren, bilden eine Gruppe g. Nun behaupten wir, daf g genau die
Galoissche Gruppe der gegebenen Gleichung ist.

Beweis. Nach Adjunktion aller Wurzeln zerfillt F und daher
auch F, in Linearfaktoren z — X'u;a,, mit den Wurzeln «, in irgend-
einer Anordnung als Koeffizienten. Wir numerieren nun die Wurzeln so,
daBl F, den Faktor z — (w0 + -+ + u,a,) enthdlt. Im folgenden
bezeichne immer s, irgend eine Permutation der #, und s, dieselbe
Permutation der «. Dann 146t offenbar das Produkt s, s, den Ausdruck

O =u,0 + - -+ + u,a, invariant, d. h. es ist
54850 =06
$e® =510

Wenn s, zur Gruppe g gehort, d. h. F, invariant 1i8t, so trans-
formiert s, jeden Linearfaktor von F,, insbesondere den Faktor z — 6,
wieder in einen Linearfaktor von F;. Wenn umgekehrt eine Permuta-
tion s, den Faktor z — @ in einen anderen Linearfaktor von F; trans-
formiert, so transformiert sie F, in ein in A [«, 2] irreduzibles Polynom,
Teiler von F (z, u), also wieder in eins der Polynome F;, aber in ein
solches, das mit F; einen Linearfaktor gemein hat, also notwendiger-
weise in F; selbst; mithin gehért dann s, zu g. Also besteht g aus den
Permutationen der #, welche z — @ wieder in einen Linearfaktor von
F, transformieren.

Die Permutationen s, der Galoisschen Gruppe von f (x) sind solche
Permutationen der «, welche die GrofBe

O=uoy+ - +u,a,

in ihre konjugierten Grofen iberfithren, fiir die also s, @ derselben irre-
duziblen Gleichung wie @ geniigt, d. h. es sind die Permutationen s,,
die den Linearfaktor z — @ in die anderen Linearfaktoren von F,
Uberfiihren. Wegen 5,0 = s ' @ fiihrt dann auch s; ' den Linear-
faktor z — @ wieder in einen Linearfaktor von F; iiber, d.h. s;'* und
damit auch s, gehért zu g. Und umgekehrt. Also besteht die Galoissche
Gruppe aus genau denselben Permutationen wie die Gruppe g, nur
auf die « statt auf die # angewandt.

Diese Methode zur Bestimmung der Galoisschen Gruppe ist nicht
so sehr praktisch von Interesse als wegen einer theoretischen Folgerung,
die so lautet:

Es sei R ein Integrititsbereich mit Einselement, in dem der Satz von
der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt. Es sei p ein Primideal in R,
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R = R/p der Restklassenring. Die Quotientenkorper von R und R seien
A und A. Es sei f(x) =am + -+ ein Polynom aus R [x], f( ) das
thm in der Homomorphie R — R zugeordnete Polynom, beide als doppel-
wurzelfrez vorausgesetzt. Dann ist die Galoissche Gruppe § der Gleichung

f =0 in bezug auf A (als Permutationsgruppe der passend angeordneten
Wurzeln) eine Untergruppe der Galoisschen Gruppe g von f = 0.
Beweis. Die Zerlegung von
F(ZJ“) = ]I(Z—SuQ)
$
in irreduzible Faktoren F.F, ... F; in 4 [z, ] kann nach §21 ganz-
rational in R [z, u] geschehen und iibertrigt sich dann vermdoge des

Homomorphismus auf R [z, u]:
F(z,u)=F,F,...F,.

Die Faktoren F,, . .. konnen eventuell noch weiter zerlegbar sein.
Die Permutationen von g fithren F; und daher auch F, 11n sich, die iibrigen
Permutationen der « fithren F 1 in F s> - .., Fy iiber. Die Permutationen
von ¢ fiihren einen irreduziblen Faktor von F 1 in sich iiber, also kénnen
sie FI nicht in Fz ..., F, iiberfiihren, sondern miissen F, in F, iiber-
fithren, d. h. g ist Untergruppe von g.

Der Satz wird oft angewandt zur Bestimmung der Gruppe g. Ins-
besondere wihlt man das Ideal p oft so, daBl das Polynom f (x) mod p
zerfillt, weil dann die Galoissche Gruppe g von f leichter zu bestimmen
ist. Es sei z. B. i der Ring der ganzen Zahlen und p = (p), wo p eine
Primzahl. Modulo $ zerfalle f (x) folgendermaBen:

TR =(*) @2 (%) .. grl) (D).
Es folgt
/:713152---%-
Die Galoissche Gruppe g von f (#) ist immer zyklisch, da die Automor-
phismengruppe eines Galoisfeldes stets zyklisch ist (§ 31). Die erzeugende
Permutation s von g sei, in Zyklen zerlegt:

12...9)G+1...)...

Da die Transitivititsgebiete der Gruppe ¢ genau den irreduziblen

Faktoren von f entsprechen, so missen die in den [yklen (12. 7) (...,

.. vorkommenden Nummern genau die Wurzeln von @;, von @,, ...
angeben. Sobald man also die Gradey, &, ... von ¢,, ¢,, ... kennt,
ist der Typus der Substitution s bekannt: s besteht dann aus einem
j-gliedrigen, einem k-gliedrigen Zyklus, usw. Da nun nach dem obigen
Satz bei passender Anordnung der Wurzeln g eine Untergruppe von g
ist, so mufB g eine Permutation vom gleichen Typus enthalten.
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Wenn also z. B. eine ganzzahlige Gleichung 5-ten Grades modulo
irgend einer Primzahl in einen irreduziblen Faktor 2-ten und einen
3-ten Grades zerfallt, so enthilt die Galoissche Gruppe eine Permutation
vom Typus (12) (345).

Beispiel. Vorgelegt sei die ganzzahlige Gleichung

%M —x—1=0.
Modulo 2 ist die linke Seite zerlegbar in
(@ + x4+ 1) (8 422 4 1)

und modulo 3 ist sie irreduzibel, denn hitte sie einen linearen oder
quadratischen Faktor, so miilte sie mit x® — x einen Faktor gemein
haben (§ 31, Aufg. 6), also entweder mit #° — x oder mit x® 4 x einen
Faktor gemein haben, was offensichtlich nicht der Fall ist. Also enthilt
ihre Gruppe einen Fiinferzyklus und ein Produkt (¢%) (I m »). Die
dritte Potenz der letzteren Permutation ist (¢Z); diese, transformiert
mit (12345) und dessen Potenzen, ergibt eine Kette von Transposi-
tionen (¢%), (kp), (pgq), (g7), (%), die zusammen die symmetrische
Gruppe erzeugen. Also ist die Gruppe g die symmetrische.

Man kann die erwihnten Tatsachen benutzen zur Konstruktion
von Gleichungen beliebigen Grades, deren Gruppe die symmetrische ist,
auf Grund des folgenden Satzes: FEime transitive Permutationsgruppe
von n Objekten, die einen Zweierzykius und eimen (n — 1)-Zyklus ent-
hdlt, ist die symmetrische Gruppe.

Beweis. Es sei 12 ... » — 1) der (n — 1)-Zyklus. Der Zweier-
zyklus (i5) kann vermége der Transitivitit in (k#) transformiert werden,
wo £ eine der Ziffern von 1 bis (» — 1) ist. Transformation von (k#) mit
(12...n—1) und dessen Potenzen ergibt alle Zyklen (1 %), (2#), ..
(n — 1#), und diese erzeugen zusammen die symmetrische Gruppe.

Um auf Grund dieses Satzes eine Gleichung #-ten Grades (# > 3)
zu konstruieren, deren Gruppe die symmetrische ist, wahle man zu-
nichst ein mod 2 irreduzibles Polynom #-ten Grades, f;, sodann ein
Polynom f,, das in einen mod 3 irreduziblen Faktor (#z — 1)-ten Grades
und einen Linearfaktor zerfillt, und schlieBlich ein Polynom f; vom
Grade n, das sich mod 5 zerlegt in einen quadratischen Faktor und
einen oder zwei Faktoren ungeraden Grades (alle irreduzibel mod 5).
Das geht alles, weil es modulo jeder Primzahl irreduzible Polynome
jeden Grades gibt (§ 31, Aufg. 6). SchlieBlich wihle man f so, daB3

.y

f= 1, (mod 2)
f == f, (mod 3)
1 = f3 (mod 5)

ist, was immer moglich ist. Es geniigt zum Beispiel,

f: _15f1 + lofz + 6f3
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zu wiahlen. Die Galoissche Gruppe ist dann transitiv (weil das Polynom
mod 2 irreduzibel ist), enthdlt einen Zyklus vom Typus (12 ... #n — 1),
und enthilt einen Zweierzyklus multipliziert mit Zyklen ungerader
Ordnung. Erhebt man dieses Produkt in eine passende ungerade Potenz,
so erhilt man einen reinen Zweierzyklus und schlieBt nach dem obigen
Satz, dal} die Galoissche Gruppe die symmetrische ist.

Die angegebene Konstruktionsmethode ist natiirlich lange nicht
die einzige. Man kann z. B., um die Irreduzibilitit der Gleichung und
damit die Transitivit4t der Gruppe zuerzwingen, auch den Eisensteinschen
Satz (§22) benutzen. Fiir Gleichungen ungeraden Grades » >3 kann
man noch einfacher verfahren, indem man Sorge trigt, daB die Gleichung
mod 2 in Faktoren der Grade (» — 1) und 1, mod 3 aber in Faktoren
der Grade (# — 2) und 2 zerfillt. Die Irreduzibilitit ist dann automa-
tisch gewidhrleistet. Fiir alle geraden Gradzahlen > 6 erreicht man das-
selbe, indem man modulo 2 wie vorhin, modulo 3 aber in Faktoren der
Grade 2, 3 und #» — 5 zerfallen 14Bt. Andere Kriterien und Methoden
um Gleichungen der verlangten Art zu bilden findet man bei PH. FURT-
WANGLER, Math. Ann. Bd. 85, S.34—40. Ob es Gleichungen mit ratio-
nalen Koeffizienten gibt, deren Gruppe eine beliebig vorgegebene Per-
mutationsgruppe ist, ist im allgemeinen ein ungelgstes Problem; vgl.
dazu E. NOETHER, Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe. Math.
Ann. Bd.78, S.221. |

Aufgaben. 1. Was ist (in bezug auf den rationalen Zahlkorper) die
Gruppe der Gleichung

2+ 2224+ x5 +3=0?

2. Man konstruiere eine Gleichung 6-ten Grades, deren Gruppe die

symmetrische ist.

Achtes Kapitel.

Geordnete und wohlgeordnete
Mengen.

Das Kapitel enthilt diejenigen allgemeinen Sitze tiber Ordnung
und insbesondere Wohlordnung von beliebigen Mengen, die in der
Theorie der unendlichen Kérpererweiterungen (Kap.9 und 10) Ver-
wendung finden.

§ 57. Geordnete Mengen.

Eine Menge heiBt geordmet, wenn fiir ihre Elemente durch irgend
eine Festsetzung eine Relation a < b definiert ist derart, daB

1. fiir je zwei Elemente a, b entweder a < b oder b < a oder a4 = b ist,

2. die Relationen a < b, b < a, a = b sich gegenseitig ausschlieBen,

3. aus a << b und b < ¢ folgt a < c.



§ 57. Geordnete Mengen. 193

Die Relation a < b braucht keine wirkliche GroéBenbeziehung zu
sein (wie es bei der Relation a < b im Bereich der ganzen Zahlen der
Fall war), sondern sie kann irgendwie definiert sein; nur mu8 fiir irgend
zwel Elemente a, b feststehen, ob 4 < & oder nicht. Zum Beispiel ist eine
Menge geordnet, wenn man ihre Elemente in irgend einer Reihenfolge
anschreibt und @ < b nennt, sobald a frither als & angeschrieben wird.

Aus der Relation a < b definiert man einige abgeleitete Relationen:

a > b soll heilen b < a;

a Z b soll heiBen: entweder a = b oder a < b;

a 2= b soll heilen: entweder ¢ = b oder a > b.

Demzufolge ist a =< b gleichbedeutend mit der Negation von a > b,
ebenso 4 = b mit der Negation von a <C b.

Ist @ < b, so nennt man a frither als b, b spiter als a, und man sagt,
daB a dem b vorangeht.

Es kann vorkommen, daB eine Menge ein ,.erstes Element” hat,
welches allen anderen vorangeht. Beispiel: die 1 in der Reihe der natiir-
lichen Zahlen (mit der gewthnlichen GriéBenrelation @ <& als Ordnungs-
relation). In der Menge aller (positiven und negativen) ganzen Zahlen
gibt es aber kein erstes Element.

Wenn eine Menge geordnet ist, so ist durch dieselbe Relation a << b
auch jede ihrer Untermengen geordnet.

Eine geordnete Menge heiit wohlgeordnet, falls jede nichtleere Unter-
menge (insbesondere die Menge selbst) ein erstes Element besitzt.

Beispiele:

1. Jede geordnete endliche Menge ist wohlgeordnet (vgl. Aufg. 1,
unten).

2. Die Reihe der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,. .. ist wohlgeordnet;
denn in jeder nicht leeren Menge von natiirlichen Zahlen gibt es ein
erstes Element.

3. Die Menge aller ganzen Zahlen ..., —2, —1,0, 1, 2, ... in
,natiirlicher’ Anordnung ist nicht wohlgeordnet; denn sie besitzt
kein erstes Element. Man kann sie aber wohlordnen, indem man sie
anders anordnet, etwa so:

OJIJ——1}2)_2,..-
,2,3...;, 0—1,-—-2 -3,...,

oder so:

wo alle positiven Zahlen allen {ibrigen vorangehen und die Zahlen im
iibrigen nach dem Betrag geordnet werden.

Aufgaben. 1. Man beweise, daB es in jeder geordneten nicht
leeren endlichen Menge ein erstes Element gibt.

2. Fiir die Menge der Paare natiirlicher Zahlen (a, b) definiere man
eine Ordnungsrelation folgendermaflen: Es sei (@, b) < (@', '), wenn
entweder a < a’ oder a = a’, b << b’. Man beweise, daB3 dadurch eine
Wohlordnung definiert ist.

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 13
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3. In einer wohlgeordneten Menge hat jedes Element a4 (mit Aus-
nahme des eventuell vorhandenen letzten Elements der Menge) einen
,,unmittelbaren Nachfolger > a, so daB es kein Element x zwischen
b und a (d.h. mit & > x > a) mehr gibt. Das ist zu beweisen. Hat
auch jedes Element mit Ausnahme des ersten einen unmittelbaren
Vorginger?

§ 58. Das Auswahlpostulat und der Wohlordnungssatz.

ZERMELO hat zuerst bemerkt, daB vielen mathematischen Unter-
suchungen eine Annahme zugrunde liegt, die er als erster ausdriicklich
formuliert und Awuswahlpostulat genannt hat. Sie lautet:

Ist eine Menge von nichtleeren Mengen gegeben, so gibt es eine ,,Aus-
wahlfunktion, d.h. eine Funktion, die jeder dieser Mengen eins threr
Elemente zuordnet.

Man bemerke, daB jede einzelne Menge als nichtleer vorausgesetzt
wurde, daB man also aus jeder dieser Mengen stets ein Element aus-
wihlen kann. Das Postulat besagt nur, da man aus allen diesen Mengen
gleichzeitig durch eine einzige Zuordnung eine Auswahl vornehmen kann.

Wir werden im folgenden immer, wo wir es nétig haben, die Richtig-
keit des Auswahlpostulats annehmen.

Die wichtigste Konsequenz des Auswahlpostulats ist der Zermelo-
sche Wohlordnungssatz:

Jede Menge I kann wohlgeovdnet werden.

ZerRMELO hat fiir diesen Satz zwei Beweise gegeben!; wir geben hier den
zweiten wieder.

Um kurz anzudeuten, worauf der Beweis beruht, denken wir uns die Wohl-
ordnung schon ausgefiihrt. Jedes Element 4 bestimmt dann einen ,,Abschnitt™
U (a) (bestehend aus den Elementen < a) und einen ,,Rest’” R(a) (bestehend
aus den Elementen = a). Der Beweis geht nun darauf aus, zunichst die Menge
dieser Restmengen R (a) zu konstruieren, und zwar wird es so eingerichtet, dag8
a gerade dasjenige Element ist, das in % (a) ausgezeichnet wird, wenn man ver-
moge des Auswahlprinzips in allen Untermengen von It ein Element auszeichnet.
Die Menge, die aus R (a) durch Weglassung von a entsteht, ist wieder ein Rest
(namlich der Rest des auf a folgenden Elements). Ebenso ist der Durchschnitt
beliebig vieler Reste wieder ein Rest. Die gegebene Menge IRt selbst ist auch Rest.
SchlieBlich ist, wenn R (a) und R (b) verschiedene Reste sind, entweder R (a) C R (b)
oder R(a) D R(b) (je nachdem a >b oder a < b ist). Eine Menge von Unter-
mengen mit diesen Eigenschaften soll nun zuerst konstruiert werden.

Die Untermengen von It werden im folgenden mit U, 9B, ... bezeichnet.

Man ordne zunichst, entsprechend dem Auswahlpostulat, jeder nichtleeren
Untermenge A von M ein ,,ausgezeichnetes Element’ a zu. Mit %’ bezeichnen
wir die Menge, die aus 9 durch Weglassung von a entsteht. Die Strichelung soll
in diesem Beweis durchweg dieselbe Bedeutung haben.

Eine Menge K von Untermengen von I heiBt eine @-Kette, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

1. M selbst gehort zu K.

1 Math. Ann. Bd. 59 (1904), S. 514; Math. Ann. Bd. 65 (1908), S. 107.
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2. Wenn U zu K gehort und nicht leer ist, so gehért auch Y’ zu K,

3. Wenn die Elemente ¥, 9B, ... einer Menge A = {%, B, ...} alle zu K ge-
héren, so gehort auch der Durchschnitt D (A) zu K.

Zunichst gibt es eine @-Kette, namlich die Menge aller Untermengen von It.
Weiter ist der Durchschnitt mehrerer @-Ketten offenbar selbst eine @-Kette.
Daher ist der Durchschnitt 4 aller ©-Ketten wieder eine @-Kette. 4 ist offenbar
eine minimale @-Kette; d. h. eine echte Untermenge von A4 ist keine @-Kette mehr.

Wir betrachten insbesondere solche Mengen Y der Kette A, die die Eigenschaft
haben, daB alle iibrigen Mengen der Kette entweder Obermengen oder Unter-
mengen von ¥ sind. Nachher wird sich zeigen, daB diese Eigenschaft allen
der Kette zukommt; jetzt aber stellen wir nur fest, daB It die Eigenschaft hat.
Die echten Obermengen von ¥ innerhalb der Kette bezeichnen wir mit Dy, die
echten Untermengen mit Ug. Ist ein Ug sogar Untermenge von Y’, so bezeichnen
wir es mit Byr.

Nun bilden (fiir ein festes %) die Og zusammen mit U und den By wieder
eine @-Kette; denn:

a) M ist entweder ein Oy oder gleich A.

b) Jedes (Dg)’, abgeleitet aus einem g, ist entweder selbst ein gy oder
gleich 9. Denn wire es das nicht, so miiBite es (als Element von A4) eine Unter-
menge von 9 sein, sogar eine echte. Es gibe also in ¥ ein Element, das nicht zu
(O9r)” gehorte. AuBerdem gibt es noch ein Element in Og, das nicht zu Y gehoért,
also erst recht nicht zu der Untermenge (Dgy)’ gehéren wiirde. Es gabe also zwei
verschiedene Elemente in Og, die nicht zu (Dyg)” gehorten, entgegen der Definition
von (Lyr)’.

c) A sowie jedes By gehort wieder zu A und ist jedesmal Untermenge
von Y’, also ein By.

d) Jeder Durchschnitt mehrerer g, eventuell mit U, ist wieder Obermenge
von ¥ und gehort zu 4, ist also wieder ein Qg oder ¥.

e) Jeder Durchschnitt mehrerer (8g)’ eventuell mit einigen g oder A, ist
Untermenge von A’ und gehort zu A4, ist also wieder ein Bgy.

Damit sind die Ketteneigenschaften nachgewiesen.

Da aber A4 eine minimale ®-Kette war, so erschépfen die Dgr, A und die By
zusammen die ganze Kette 4. Mithin ist jedes g, da es weder 9 noch ein Oy
sein kann, ein Byr.

Daraus folgt, daB auch U’ dieselbe Eigenschaft hat, die von U vorausgesetzt
wurde, d. h. daB alle anderen Elemente von 4 entweder Obermengen oder Unter-
mengen von Y’ sind.

Ist nun weiter 9 ein Durchschnitt mehrerer Mengen ¥, B, . . . von der soeben
fiir 9 vorausgesetzten Beschaffenheit und ist ¥ eine andere Menge aus der Kette 4,
so sind nur zwei Falle moglich: Entweder umfaBt X eine der Mengen U, B, . ..
und damit auch 9, oder ¥ ist in allen ¥, B, ... und damit auch in D als Unter-
menge enthalten. Also hat auch ® die genannte Beschaffenheit.

Da endlich it selbst die von U vorausgesetzte Beschaffenheit hat, so bilden
die so beschaffenen Elemente von 4 wieder eine @-Kette. Da 4 minimal ist,
muB diese @-Kette mit 4 selbst iibereinstimmen. Also haben alle Mengen von 4
die friiher genannte Beschaffenheit, und fiir zwei beliebige Mengen 9, B aus 4
ist entweder % C B oder B C Y.

Jetzt sei R eine beliebige nicht leere Untermenge von M und R, der Durch-
schnitt aller derjenigen Mengen aus 4, welche P umfassen (zu denen jedenfalls
die Menge I gehort). Dann gehdrt auch P, der Kette A an. Das ausgezeichnete
Element p, von P, muB ein Element von § sein, weil sonst B, (die aus R, durch
Weglassung von p, entstehende Menge) alle Elemente von § enthielte, der Kette 4
angehorte und doch nur ein Teil von P, wire. Jede andere § umfassende Menge P,

13*
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aus 4 muB P, umfassen: P, ist echte Untermenge von jedem %,. Daraus folgt
nach dem frither Bewiesenen, daB8 %, sogar Untermenge der Menge B] ist, die aus
B, durch Weglassung des ausgezeichneten Elementes p; von %, entsteht. Also
liegt p, nicht in $PB,, also sicher nicht in . Es gibt also nur eine Menge P, in 4,
welche B winfaft und deven ausgezeichnetes Element in P liegt.

Wahlt man hier = {a}, wo a irgend ein Element von IR ist, so ergibt sich,
daB jedem Element a von I eine einzige Menge von 4 entspricht, in welcher a aus-
gezeichnetes Element ist. Wir nennen diese Menge % (a).

Wiahlt man sodann P = {a, b} (2 F b), so ist das ausgezeichnete Element von
B, entweder a oder b; d. h. es ist entweder By = R (a) oder P, = R (b). Niemals
gilt aber beides gleichzeitig; denn dann miiBte das ausgezeichnete Element sowohl
a wie b sein. Der Fall R (a) = R (b) ist demnach ausgeschlossen, und es bleiben
nur die beiden Moglichkeiten R (a) CR () und R () CR(e). Im ersten Fall
schreiben wir b < a, im zweiten Fall demnach a < b. .

Von den drei Moglichkeiten

a<hb, a=>», b<a

tritt nach dem eben Bewiesenen immer eine und nur eine ein. Das transitive
Gesetz gilt auch; denn aus

R(c) CRO), RE)CR(a)
R(c) CR(a).

Die Relation a < b definiert also eine Ordnung von M.

Um zu zeigen, daB eine Wohlordnung vorliegt, betrachte man eine nicht
leere Untermenge P von M und die zugehorige Menge P, aus A, deren aus-
gezeichnetes Element p, in P liegt. Ist p irgend ein Element von %, so ist, weil
R (p) als Durchschnitt aller » umfassenden Mengen von A definiert war, und weil
B, eine solche Menge von 4 ist:

R(p) S Bo = R(Po),
Pe=P-

Also ist p, das erste Element von B, womit alles bewiesen ist.

Die Wichtigkeit der Wohlordnung beruht auf der Moglichkeit, die
Methode der vollstindigen Induktion, die uns von den abzihlbaren
Mengen her bekannt ist, auf beliebige wohlgeordnete Mengen auszu-
dehnen. Das soll im néichsten Paragraphen geschehen.

folgt

also

§ 59. Die transfinite Induktion.

Der Beweis durch transfinite Induktion. Um eine Eigen-
schaft E fiir alle Elemente einer wohlgeordneten Menge zu beweisen,
kann man so verfahren: Man weist nach, daB die Eigenschaft E einem
Element zukommt, sobald sie allen vorangehenden Elementen zukommt
(also insbesondere, daB sie dem ersten Element der Menge zukommt).
Dann muB die Eigenschaft E iiberhaupt allen Elementen zukommen.
Denn gesetzt, es gibe Elemente, die die Eigenschaft E nicht hétten, so
miifte es auch ein erstes Element ¢ geben, welches die Eigenschaft E
nicht hitte. Alle vorangehenden Elemente hitten dann aber die Eigen-
schaft E, also e auch, was einen Widerspruch ergibt.
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Die Konstruktion durch transfinite Induktion. Gesetzt,
man will den Elementen x einer wohlgeordneten Menge 9t irgend welche
neuen Objekte ¢ (x) zuordnen, und man gibt, um diese zu bestimmen,
eine Relation vor, eine ,rekursive Bestimmungsrelation®, die immer
den Funktionswert ¢ (a) mit den Werten ¢ () (b < a) verkniipfen soll.
Angenommen wird, daB die Relation jeweils ¢ (4) eindeutig bestimmt,
sobald alle Werte ¢ (b) (b < a) gegeben sind und untereinander allemal
die gegebene Relation erfiillen. Statt einer Relation kann auch ein
System von Relationen gegeben sein.

Satz. Unter den angegebenen Voraussetzungen gibt es eine und nur
eine Funktion @ (x), deren Werte die gegebene Relation erfiillen.

Zunichst werde die Eindeutigkeit bewiesen. Gesetzt, es gibe zwei
verschiedene Funktionen ¢ (%), ¢ (), welche die Bestimmungsrelationen
erfiillen, Dann muB es ein erstes a geben, fiir welches ¢ (@) = @ (a) ist.
Fir alle b < a ist ¢ () = @ (b). Vermoge der Voraussetzung, daf3 die
Relationen den Wert ¢ () eindeutig bestimmen sollen, sobald alle ¢ (b)
gegeben sind, ist aber doch ¢ (2) = @ (), entgegen der Annahme.

Um nun die Existenz zu beweisen, betrachten wir die Abschnitte %
der Menge M. (Ein Abschnitt % ist wieder die Menge der Elemente,
die einem FElement @ vorangehen.) Diese bilden (mit der Relation
A C B als Ordnungsrelation) eine wohlgeordnete Menge; denn jedem
Element a entspricht umkehrbar eindeutig ein Abschnitt %, und aus
b < a folgt B CUA. Nehmen wir als letzten Abschnitt noch die Menge M
selbst hinzu, so bleibt die Menge wohlgeordnet.

Wir wollen nun durch Induktion nach % beweisen, da es auf jeder
der Mengen ¥ eine Funktion ¢ () = gy (x) gibt (definiert fiir alle x
in A), welche den gegebenen Relationen geniigt. Diese Existenz sei
also fiir alle Abschnitte, die einem gegebenen Abschnitt ¥ vorangehen,
bewiesen. Nun gibt es zwei Fille:

1. % hat ein letztes Element a. Auf der Menge ', die aus U durch
Weglassung von a entsteht, ist eine Funktion ¢ (x) definiert, da U’
ein fritherer Abschnitt als % ist. Durch die Gesamtheit der Werte
@ (b) (b < a) ist aber vermoge der Relationen ein Wert ¢ (a) definiert.
Nimmt man diesen hinzu, so ist die Funktion g fiir alle Elemente von
A erklart und geniigt ausnahmslos den Relationen.

2. U hat kein letztes Element. Jedes Element a von 9 gehort also
schon einem fritheren Abschnitt ¥ an. Auf jedem friiheren Abschnitt B
ist eine Funktion g@g definiert. Wir wollen definieren:

p(a) = pz(a),
miissen dann aber zuerst nachweisen, daf8 die Funktionen ¢g, ¢, - ..,
die zu verschiedenen Abschnitten gehéren, auf jedem gemeinsamen
Punkt dieser Abschnitte iibereinstimmen. Es seien also 8 und € ver-
schiedene Abschnitte, und es sei etwa 8 (€. Dann sind ¢y und @g
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beide auf B definiert und geniigen dort beide den gegebenen Relationen;
also stimmen sie (nach dem Eindeutigkeitssatz, der schon bewiesen
wurde) iiberein. Damit erhilt also die Definition ¢ () = @g (4) einen
eindeutigen Sinn. Daf die so konstruierte Funktion ¢ den Relationen
geniigt, ist klar; denn alle Funktionen gg tun es ja.

Sowohl im Fall 1 wie im Fall 2 gibt es demnach eine Funktion ¢
auf ¥ mit den angegebenen Eigenschaften, und damit ist die Existenz
der Funktion ¢ auf jedem Abschnitt bewiesen. Nimmt man fiir diesen
Abschnitt insbesondere die Menge I selbst, so folgt die Behauptung.

Neuntes Kapitel.
Unendliche Kérpererweiterungen.

Jeder beliebige kommutative Korper entsteht aus seinem Primkérper
durch eine endliche oder unendliche Korpererweiterung. In den Kapiteln
5und 7 haben wir die endlichen Kérpererweiterungen studiert; in diesem
Kapitel sollen die unendlichen Koérpererweiterungen behandelt werden,
und zwar zunichst die algebraischen, sodann die transzendenten.

Alle betrachteten Korper sind kommutativ.

§ 60. Die algebraisch-abgeschlossenen Korper.

Unter den algebraischen Erweiterungen eines vorgelegten Korpers
spielen naturgemil eine wichtige Rolle die maximalen algebraischen
Erweiterungen, d. h. die, welche sich nicht mehr algebraisch erweitern
lassen. DaB solche existieren, wird in diesem Paragraphen bewiesen
werden.

Damit £ ein solcher maximaler algebraischer Erweiterungskérper
ist, ist eine notwendige Bedingung die, daB jedes Polynom in £ [«]
vollstindig in Linearfaktoren zerfillt (sonst kénnte man nimlich nach
§27 den Korper £ noch erweitern durch Adjunktion einer Nullstelle
einer nichtlinearen Primfunktion). Diese Bedingung reicht aber auch
hin. Denn wenn jedes Polynom in £ [«] in Linearfaktoren zerfillt, so
muB, falls £’ ein algebraischer Erweiterungskorper ist, jedes Element
von £’ einer Gleichung in 2 genfigen, also (indem man die linke Seite
in lineare Faktoren zerlegt) auch einer linearen Gleichung in £2 geniigen,
also schon in £ liegen; mithin ist £’ = 2, und Q ist maximal.

Wir definieren deshalb:

Ein Korper Q heift algebraisch-abgeschlossen, wenn in §2 {x] jedes
Polynom in Linearfaktioren zerfills.

Zum Beispiel ist der Korper der komplexen Zahlen ein solcher
Korper; denn der , Fundamentalsatz der Algebra“ (vgl. spiter, §67)
lehrt geradezu, daB jedes Polynom in diesem Korper vollstindig zer-



§ 60. Die algebraisch-abgeschlossenen Kérper. 199

fallt. Auch der Korper aller komplexen algebraischen Zahlen (Zahlen,
die einer Gleichung mit rationalen Koeffizienten geniigen) ist ein solcher;
denn die komplexen Wurzeln einer Gleichung mit algebraischen Koeffi-
zienten sind nicht nur algebraisch in bezug auf den Kérper der algebra-
ischen Zahlen, sondern sogar algebraisch in bezug auf den Korper
der rationalen Zahlen, also selbst algebraische Zahlen.

Wir werden in diesem Paragraphen lernen, zu jedem Kérper P einen
algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskérper auf rein algebraischem
Wege zu konstruieren. Es gilt der folgende

Hauptsatz: Zu jedem Korper P gibt es einen algebraisch-abgeschlos-
senen algebraischen Erweiterungskorper Q. Und zwar ist dieser Korper
bis auf dquivalente Evweiterungen eindeutig bestimmt: Je zwei algebraisch-
abgeschlossene algebraische Erweiterungen Q, Q' von P sind dquivalent.

Dem Beweis dieses Satzes miissen einige Hilfssitze vorausgeschickt
werden:

Hilfssatz 1. Es sei 2 ein algebraischer Evweiterungskorper von P.
Hinreichend, damit Q algebraisch-abgeschlossen sei, ist die Bedingung,
daf alle Polynome aus P [x] in Q [x] in Linearfaktoren zerfallen.

Beweis: Es sei f(«) ein Polynom aus £ [#]. Wenn es nicht in Linear-
faktoren zerfiele, so kénnte man eine Nullstelle « adjungieren und kime
zu einem echten Oberkérper £'. « ist algebraisch in bezug auf 2 und Q
algebraisch in bezug auf P, also « algebraisch in bezug auf P. Daher
ist « Nullstelle eines Polynoms g (x) in P [x]. Dieses zerfallt aber in
£ [#] in Linearfaktoren. Also ist « Nullstelle eines Linearfaktors in
£ [#], liegt also in £, entgegen der Voraussetzung.

Hilfssatz 2. Ist ein Kirper P wohlgeordnet, so lift sich der Poly-
nombereich P [x] in einer eindeutig bestimmbaren Weise wohlordnen.
P ist in dieser Wohlordnung ein Abschnitt.

Beweis: Wir definieren eine Anordnung der Polynome f(x) aus
P [%] folgendermaBen: Es sei f (x) < g (%) in den folgenden Fallen:

1. Grad von f (x) < Grad von g (x);

2. Gradvon f () = Grad von g (x) = n; etwa f (%) = agx"+ - - - +4a,,
g (%) =bgx"+ -+ +b,; auBerdem fiir einen Index k:

di == bt fﬁr 1: < k;
ay, < b, in der Wohlordnung von P.

Dabei wird dem Polynom 0 ausnahmsweise der Grad 0 zugeschrieben.
DaB so eine Anordnung erhalten wird, ist klar. DaB3 es eine Wohl-
ordnung ist, zeigt man folgendermafBen: In jeder nichtleeren Menge von
Polynomen liegt die nichtleere Untermenge der Polynome niedrigsten
Grades; dieser Grad sei ». Darin liegt die nichtleere Untermenge der
Polynome, deren 4, in der Wohlordnung von P méglichst frith kommt;
darin die Untermenge mit mdoglichst frithem a, usw. Die schlieBlich
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erhaltene Untermenge mit mdéglichst frithem @, kann nur aus einem
Polynom bestehen (da a4y, ..., a, durch die sukzessiven Minimal-
forderungen eindeutig bestimmt werden), und dieses Polynom ist das
erste Element der gegebenen Menge.

Hilfssatz 3. Ist ein Korper P wohlgeordnet und sind auferdem ein
Polynom f(x) vom Grad n und n Symbole oy, . . ., a, vorgegeben, so lift

sich ein Korper P (o, . . ., ay,), tn dem f(x) vollstindig in Linearfaktoren
2
Il (x — ;) zerfillt, eindeutig konstruieren und wohlovdnen. P ist in dieser
1

Wohlordnung ein Abschnitt. ‘

Beweis: Wir wollen die Wurzeln «, . . ., «, sukzessive adjungieren,
wodurch aus P = P, sukzessive die Korper P, ..., P, entstehen mogen.
Nehmen wir an, daB P,_; == P(«,, ..., @, ;) schon konstruiert und wohl-
geordnet ist und daB P ein Abschnitt von P,_; ist, so wird P, folgender-
maben konstruiert:

Zunichst werde nach Hilfssatz 2 der Polynombereich P,_, [x] wohl-
geordnet. f zerfillt in diesem Bereich in irreduzible Faktoren, unter
denen zunichst ¥ — ey, ..., ¥ —a;_; vorkommen; von den iibrigen
Faktoren sei f;(x) der in der Wohlordnung dieses Bereiches erste. Mit
o; als Symbol fiir eine Wurzel von f;(x) definieren wir nun nach §27
den Korper P; =P,_, («;) als Gesamtheit aller Summen

r—1
2010553
0

wo h der Grad von f;(x) ist. Sollte f;(x) linear sein, so ist natiir-
lich P;=P,_; zu setzen; «; ist dann kein neues Symbol, sondern
die Nullstelle von f;(x) in P,. Der Kérper wird wohlgeordnet durch die
-1

folgende Festsetzung: Jedem Korperelement 20} ¢, o} wird ein Polynom
h—1

%’ ¢; x* zugeordnet, und die Korperelemente werden genau so angeordnet
wie die ihnen entsprechenden Polynome.

Offenbar ist dann P,_; ein Abschnitt von P,, also auch P ein Ab-
schnitt von P,.

Damit sind Py, . . ., P, konstruiert und wohlgeordnet. P,, ist der ge-
suchte eindeutig definierte Kérper P (ay, . . ., o).

Hilfssatz 4. Wenn in einer geordneten Menge von Korpern jeder
friihere Korper Unterkirper eines jeden spiteren ist, so ist thre Vereini-
gungsmenge wieder ein Korper.

Beweis. Zu je zwei Elementen «,f der Vereinigung gibt es zwei
Kérper 2, 2, welche o bzw. § enthalten und von denen einer den
anderen umfafBt. In diesem umfassenden Korper sind o + g und o-f
definiert, und diese Definitionen stimmen fiir alle Kérper der Menge,
welche a und # umfassen, lberein, da ja von zwei solchen Kérpern
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immer einer ein Unterkérper des anderen ist. Um nun z. B. das
Assoziativgesetz

af-y=a-By

zu beweisen, suche man aus den Korpern 2, 2, Zy wieder den um-
fassendsten (spitesten); in ihm sind o, 8 und y enthalten und in ihm
gilt auch das Assoziativgesetz. In derselben Weise werden alle Rech-
nungsregeln bewiesen. ,

Der Beweis des Hauptsatzes zerfillt in zwei Teile: die Kon-
struktion von 2 und den Eindeutigkeitsbeweis.

Die Konstruktion von . Hilfssatz 1 zeigt, daB man, um einen
algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskorper £2 von P zu konstru-
ieren, bloB einen solchen iiber P algebraischen Korper zu konstruieren
hat, in welchem alle Polynome von P{x] vollstindig zerfallen.

Man denke sich den Kérper P und demnach auch den Polynombereich
P[x] wohlgeordnet. Jedem Polynom f(x) seien so viele neue Symbole
%, - - -, &, zugeordnet, wie der Grad des Polynoms betrigt.

Jedem Polynom f(x) sollen nunmehr zwei wohlgeordnete Kdorper
P;, 2; zugeordnet werden, und zwar werden diese definiert durch die
folgenden rekursiven Relationen:

1. P; ist die Vereinigungsmenge von P und allen X, mit g <.

2. Die Wohlordnung von P, ist so beschaffen, daB P, sowie alle X,
mit g </, Abschnitte von P, sind. '

3. 2, entsteht aus P, durch Adjunktion aller Wurzeln von f mit
Hilfe der Symbole «, ..., «, nach der Konstruktion von Hilfssatz 3.

Zu beweisen ist, daB durch diese Forderungen in der Tat zwei wohl-
geordnete Korper P, , 2, eindeutig bestimmt werden, sobald alle friiheren
P,, 2'; gegeben sind und den Forderungen geniigen.

Wenn 3. erfiillt ist, so ist zunichst P, Abschnitt von 2. Daraus
und aus 2. folgt, da P und jedes X, (g < f) Abschnitte von 2 sind.
Nimmt man an, daB die Forderungen fiir alle fritheren Indizes als f be-
reits erfiillt sind, so ist also

P Abschnitt von X, fir 4 < {,
2, Abschnitt von 2, fir g <<h </.

Daraus folgt nun, daB die Kérper P und X, (2 < f) eine Menge von
der in Hilfssatz 4 geforderten Art bilden. Also ist die Vereinigungs-
menge wieder ein Koérper, den wir der Forderung 1 entsprechend P,
zu nennen haben. Die Wohlordnung von P; ist aber durch die Forderung2
eindeutig bestimmt. Denn je zwei Elemente a, b von P, liegen schon
in einem der Korper P oder X2, und haben darin eine Reihenfolge:
a < b oder a > b, die in der Wohlordnung von P, beibehalten werden
muB. Diese Reihenfolge ist dieselbe in allen Kérpern P oder 2, welche
sowohl a wie b umfassen ; denn alle diese Korper sind ja Abschnitte von-
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einander. Also ist eine Ordnung in der Tat definiert. DaB es eine Wohl-
ordnung ist, ist auch klar; denn jede nichtleere Menge M in P, ent-
hilt mindestens ein Element aus P oder aus einem 2, also auch ein
erstes Element aus P oder dem betreffenden X, . Dieses ist dann zugleich
das erste Element von .

Also ist der Korper P, samt seiner Wohlordnung durch 1., 2. eindeutig
bestimmt. Da X, durch 3. eindeutig bestimmt wird, so sind die P, und
2, konstruiert.

In X, zerfillt wegen 3. das Polynom f(x) vollig in Linearfaktoren.
Weiter zeigt man durch transfinite Induktion, daB 2, algebraisch in
bezug auf P ist. Angenommen n#mlich, alle X, (g < f) seien schon al-
gebraisch. Dann ist auch ihre Vereinigungsmenge mit P, also P, alge-
braisch. Weiter ist X; nach 3. algebraisch in bezug auf P,, also algebraisch
in bezug auf P. ‘

Bildet man nun die Vereinigung £ aller 2;, so ist sie nach Hilfs-
satz 4 ein Korper; dieser Korper ist algebraisch in bezug auf P, und in
ihm zerfallen alle Polynome f (weil jedes f schon in X, zerfillt). Also ist
der Korper 2 algebraisch-abgeschlossen (Hilfssatz 1).

Die Eindeutigkeit von 2. Es seien £ und £’ zwei Korper, beide
algebraisch-abgeschlossen und algebraisch in bezug auf P. Wir wollen
ihre Aquivalenz beweisen. Zu diesem Zweck werden sie beide als wohl-
geordnet vorausgesetzt. Wir wollen zu jedem Abschnitt % von £2 (wobei
£2 selbst auch zu den Abschnitten gerechnet wird) einen Abschnitt A’
von £2' und einen 1-Isomorphismus

P (%) ~P

konstruieren. Dieser soll den folgenden rekursiven Bedingungen ge-
niigen:

1. Der 1-Isomorphismus P (%) >~ P (Y’) soll P elementweise fest-
lassen.

2. Der 1-Isomorphismus P (%)=~ P(A’') soll fiir B C A eine Fort-
setzung von P (8) o~ P (%’) sein.

3. Wenn ¥ ein letztes Element & hat, also % =% V {4} ist, und wenn
a eine Wurzel des in P () irreduziblen Polynoms f(x) ist, so soll a’ die
in der Wohlordnung von 2 erste Wurzel des vermoge P (8)~P (%)
zugeordneten Polynoms f'(x) sein.

Zu zeigen ist, daB durch diese drei Forderungen in der Tat ein
und nur ein 1-Isomorphismus P (%) o= P (A’') bestimmt wird, falls das-
selbe schon fiir alle friitheren Abschnitte 8 C U der Fall ist. Wir haben
da zwei Fille zu unterscheiden.

Erster Fall: 9 hat kein letztes Element. Dann gehért jedes Element
a schon einem fritheren Abschnitt § an; daher ist ¥ die Vereinigung der
Abschnitte 8B, also P (Y) die Vereinigung der Korper P (8B) mit 8 C «A.
Da jeder der 1-Isomorphismen P (8) o~ P (%8’) Fortsetzung aller frijheren
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ist, so ist jedem Element « in allen diesen 1-Isomorphismen nur ein o'
zugeordnet. Es gibt demnach eine und nur eine Zuordnung P (%) — P (A’),
welche alle fritheren 1-Isomorphismen P (8) — P (8’') umfaBt, nimlich
die Zuordnung o — «'. Diese ist offenbar ein 1-Isomorphismus und ge-
niigt den Bedingungen 1, 2.

Zweiter Fall: 9 hat ein letztes Element a; es ist also Y =BV {a}.
Durch die Bedingung 3 ist das dem a zugeordnete Element a’ eindeutig
festgelegt. Da 4’ in bezug auf P(%’) (im Sinne des 1-Isomorphismus)
,,derselben‘’ irreduziblen Gleichung gentigt wie a in bezug auf P (%), so
148t sich der 1-Isomorphismus P (8)—P (8’) bzw., wenn B leer ist,
der identische Isomorphismus P — P fortsetzen zu einem 1-Isomorphis-
mus P (B, 4) - P (8, a’), wobei « in a’ iibergeht (§27). Und zwar ist
dieser Isomorphismus durch jene Bedingung eindeutig bestimmt; denn
jede rationale Funktion ¢ () mit Koeffizienten aus 8 muf notwendig
tibergehen in ein ¢’ (a’) mit entsprechenden Koeffizienten aus 8’. Dall
der so konstruierte Isomorphismus P (%) — P (') den Bedingungen 1
und 2 geniigt, ist klar.

Damit ist die Konstruktion der Isomorphismen P (%) —P (') ge-
leistet. Bezeichnet Q” die Vereinigung aller P ('), so existiert also ein
1-Isomorphismus P (Q) - 2" oder 2 — 2", der P elementweise fest
laBt. Da £ algebraisch-abgeschlossen ist, so mu3 £'* es auch sein, und
daher ist notwendig £2'' schon das ganze £2". Daraus folgt die behauptete
Aquivalenz von £ und Q'

Die Bedeutung der algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskorper
eines gegebenen Korpers liegt darin, daB sie bis auf dquivalente Erwei-
terungen alle iberhaupt moglichen algebraischen Erweiterungen um-
fassen. Genauer:

Ist 2 ein algebraisch-abgeschlossener algebraischer Erweiterungskorper
von P und X irgendein algebraischer Evweiterungskirper von P, so gibt es
innerhalb Q einen zu X dquivalenten Evweiterungskirper Xy .

Beweis. Man erweitere 2' zu einem algebraisch-abgeschlossenen al-
gebraischen Erweiterungskorper £2'. Dieser ist auch algebraisch in bezug
auf P, also mit £ dquivalent. Bei einem 1-Isomorphismus, der £’ in 2
iberfithrt und P elementweise fest 14B8t, geht insbesondere X' {iber in
einen dquivalenten Unterkérper X, von £.

Aufgabe. Man beweise die Existenz und Eindeutigkeit eines Er-
weiterungskorpers von P, der durch Adjunktion aller Nullstellen einer
vorgegebenen Menge von Polynomen aus P [x] entsteht.

§ 61. Rein transzendente Erweiterungen. Irreduzible Systeme.

Die Frage nach der Struktur aller (kommutativen) Erweiterungs-
korper eines vorgelegten (kommutativen) Korpers P ist durch die obigen
Betrachtungen fiir die algebraischen Erweiterungen weitgehend gelost.
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Alle algebraischen Erweiterungen ergaben sich einerseits als Ver-
einigungsmengen endlicher Erweiterungen (§ 26), deren Struktur schon
frither (Kap.5 und 7) aufgedeckt wurde — andererseits als Unter-
korper eines (im wesentlichen einzigen) universellen algebraischen
Erweiterungskorpers: des algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungs-
korpers (§ 60).

In diesem und dem nichsten Paragraphen. sollen nun auch die
nicht algebraischen oder #ramnszendenten Erweiterungen in die Unter-
suchung. einbezogen werden, und zwar ergibt sich eine vollstindige
Ubersicht iiber diese Erweiterungen dadurch, daB man sie zerlegt in
eine ,retn tramszendente'’ Erweiterung,. die auf die Adjunktion un-
abhingiger Unbestimmten hinauskommt, und eine darauffolgende
algebraische Erweiterung.

Um dazu zu kommen, miissen wir einige neue Begriffe einfiihren.

Es sei 2 ein Erweiterungskoérper eines festen Korpers P. Ein Ele-
ment a von £ heilt (algebraisch-)abhingig von einer Menge It (in bezug
auf den Grundkarper P), falls es algebraisch in bezug auf den Kérper P ()
ist, also einer Gleichung geniigt, deren Koeffizienten nicht sdmtlich ver-
schwinden und rationale Funktionen der Elemente von % mit Koeffi-
zienten aus P sind!. In diesem Fall kann man die Gleichung durch Multi-
plikation mit dem Hauptnenner ganz-rational in den Elementen von I
machen. Da in der Gleichung nur endlichviele Elemente m,, ..., m,
von M vorkommen, 5o hingt a schon von einer endlichen Untermenge
von It ab. Wihlt man diese Untermenge minimal, d. h. so, daB kein
Element mehr weggelassen werden kann (eventuell leer), so muf in
der zugehérigen Gleichung f(a, m,, ..., m,) = 0 jedes m, wirklich vor-
kommen, d. h. eine Potenz von s, muB mit einem nichtverschwinden-
den Koeffizienten versehen sein. Also ist dann auch umgekehrt
jedes m; algebraisch von a und den iibrigen m; abhingig. Die Relation
der algebraischen Abhingigkeit hat demnach die folgenden Eigen-
schaften:

1. a ist abhingig von sich selbst, d. h. von der Menge {a}.

2. Ist a abhingig von M, so hingt es auch von jeder Obermenge
von I ab.

3. Ist @ abhingig von M, so ist a schon von einer endlichen Unter-
menge {m,, ..., m,} von M (die auch leer sein kann) abhingig.

4. Wihlt man diese Untermenge minimal, so ist jedes m,; von a
und den {ibrigen m; abhingig.

Weiter gilt:

5. Ist a abhingig von It und jedes Element von I abhingig von N,
so ist @ abhingig von %.

1 Ein Element o hiangt von der leeren Menge algebraisch ab, wenn « alge-
braisch in bezug auf P ist.
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Das sieht man so ein: Ist @ algebraisch in bezug auf P () und M
algebraisch in bezug auf P (R), so sind nach §29 auch P (M) und weiter-
hin a algebraisch in bezug auf P (). :

Eine Menge N heiBt (algebraisch) abhingig von einer Menge M, wenn
alle Elemente von f es sind. Ist % abhingig von I und I abhingig
von &, so ist auch 9% abhingig von & (Folge von 5).

Sind zwei Mengen I und N gegenseitig voneinander abhingig, so
heiBlen sie dguivalent (in bezug auf P). Die Aquivalenzrelation ist offen-
bar reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Eine Menge I heiBt srreduzibel (in bezug auf P), wenn kein Element
von N algebraisch von den iibrigen abhingt. Man sagt in diesem Fall
auch, die Menge M ,,bestehe aus lauter algebraisch-unabhingigen Ele-
menten‘‘ oder ,,aus lauter unabhingigen Transzendenten®.

Ein irreduzibles System — so kann man auch sagen — ist von keiner
echten Teilmenge abhingig. (Eine leere Menge ist immer irreduzibel.)

Ist I irreduzibel, so kann eine Relation zwischen endlichvielen
verschiedenen Elementen von IR

fomg, oo m) =0,

(wo f ein Polynom mit Koeffizienten aus P ist) nur dann bestehen, wenn
fidentisch verschwindet :
fx, ...,%)=0 (fir unbestimmte x;).

Bildet man nun einen Polynombereich P[¥] in so vielen Un-
bestimmten x;, wie es Elemente in 9t gibt (endlich oder unendlich
vielen), und ordnet man jedem Polynom f(x,, ..., %,) das Korper-
element f(m,, ..., m,) zu, so entsteht offenbar ein Homomorphismus
des Polynombereichs mit der Menge P[] der Kérperelemente
fimy, ..., m,). Dabei gehen aber, falls M irreduzibel ist, verschiedene
Polynome in verschiedene Kérperelemente iiber; man hat also in diesem
Fall einen 1-Isomorphismus:

P[X]>~P[M].
Bildet man auf beiden Seiten den Quotientenkdrper, ndmlich links rein
formal den Korper der rationalen Funktionen der Unbestimmten x;
und rechts den Quotientenkérper P (M) in £2, so sind nach § 12 auch
diese Quotientenkorper l-isomorph. Damit ist bewiesen:

Der Korper P(IR), der durch Adjunktion eines irreduziblen Systems M
an P entsteht, ist isomorph dem Korper der rationalen Funktionen einer
mit WM gleichmichtigen Menge X von Unbestimmien x;, d.h. dem Quo-
tientenkirper des Polynombereichs P [X)].

Man nennt jeden Korper P (), der durch Adjunktion eines irre-
duziblen Systems % an P entsteht, eine rein transzendente Erweiterung
von P. Die Struktur der rein transzendenten Erweiterungen ist durch
den vorigen Satz vollkommen bestimmt: jede solche ist isomorph dem
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Quotientenkérper eines Polynombereichs. Die Struktur hingt demnach
nur von der Michtigkeit des irreduziblen Systems It ab: diese Machtig-
keit ist der im nédchsten Paragraphen zu behandelnde Transzendenzgrad.

§ 62. Der Transzendenzgrad.

Die zu Beginn des vorigen Paragraphen erwihnte Aufspaltung einer
jeden Korpererweiterung in eine rein transzendente und eine algebraische
wird durch den folgenden Satz erméglicht:

Es sei Q eine Erweiterung von P. Dann ist jede Untermenge IR von Q
einem 1n thy gelegenen irreduziblen System I’ dgquivalent.

Beweis. Der Beweis stiitzt sich ausschlieBlich auf die Eigenschaften
1 bis 5 des vorigen Paragraphen.

I sei wohlgeordnet. Die Untermenge N’ werde folgendermafBen
definiert: Ein Element @ von I gehort zu M, falls 4 von dem ihm voran-
gehenden Abschnitt 9 nicht abhingt (also transzendent in bezug auf
P () ist). Von M’ gilt nun folgendes:

1. M ist irreduzibel. Denn hinge ein Element, etwa a,, von anderen Ele-
menten a,, .. ., a; ab, so kénnte man die Menge {a,, . . ., @;} minimal
wihlen, und jedes der «; hinge dann von den tibrigen ab. Insbesondere
wiirde das in der Wohlordnung letzte a, von den ihm vorangehenden
iibrigen abhingen. Dann konnte aber (nach Definition von ') dieses
letzte a; nicht zu IR’ gehoren.

2. M hingt von M’ ab. Denn sonst wiirde es in M ein frithestes
Element a geben, das von M’ nicht abhingt. @ gehért nicht zu M,
hingt also von dem vorangehenden Abschnitt U ab, der seinerseits
(da a das erste nicht von IR’ abhingige Element war) von IR’ abhingt.
Demnach hingt @ doch von IR’ ab, entgegen der Voraussetzung.

Zusatz. Ist MCMN, so lipt sich jedes zu M dquivalente irreduzible
Teilsystem MM von M 2u einem mit N dquivalenten irreduziblen Teilsystem
von N erweitern.

Beweis: Man wihle die Wohlordnung von % so, daB die Elemente
von IR’ vorangehen, und konstruiere %' aus N wie vorhin M’ aus M.
Offenbar umfaft dann N’ insbesondere die Elemente von ',

Dem obigen Satz zufolge ist jeder Erweiterungskérper 2 von P auf-
zufassen als eine algebraische Erweiterung von P (&), wo & ein irredu-
zibles System und daher P(®) eine transzendente Erweiterung von
P ist. Das heiBt also, man erhilt £ aus P durch eine rein transzendente
und eine nachfolgende rein algebraische Erweiterung.

Das durch die vorigen Sitze konstruierte irreduzible System R’ ist
natiirlich nicht eindeutig bestimmt; wohl aber ist seine Méichtigkeit
(also auch der Typ der rein transzendenten Erweiterung P (') eindeutig
bestimmt. Es gilt ndmlich der Satz:

Zwei dquivalente trreduzible Systeme M, M sind gleichmichirg.
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Wir beweisen diesen von STEINITZ herriihrenden Satz hier nur fiir
den Fall, dal mindestens eins der beiden Systeme, etwa IR, endlich sei.
Dieser Fall ist fiir die Anwendungen der wichtigste. Fiir einen all-
gemeinen Beweis siehe die Steinitzsche Originalarbeit in Crelles
Journal Bd. 137, oder auch O. HaupT: Einfithrung in die Algebra II,
Kap. 23, 6.

Die endliche Menge M moge aus den Elementen %4, . . ., %, bestehen.
Jedes Element von ¢ hingt von %, ..., #, ab; aber nicht jedes hingt
von %,, ..., %, allein ab, da sonst ¢ von x,, ..., x,, also auch M von
%y, . . ., %, insbesondere x; von %,, ..., ¥, abhingen wiirde, entgegen
der Irreduzibilitit von M. Es sei y, ein Element von N, das von
%y, . .., %, nicht abhingt. Dann ist das System y,, #,, ..., #,, irreduzibel.
In der Gleichung

f(ylixl’ .. 'an) =Y,

die ausdriickt, daB y, von 9k abhingt, kommt demnach x, wirklich
vor. Also hingt x, von ¥y, %,, ..., %, ab. Daraus folgt die Aquivalenz
der beiden irreduziblen Systeme #y, ..., %, und yq, %,, ... ., %,.

Mit dem System y,, %,, ..., ¥, kann man nun ebenso verfahren
wie zuvor mit %, ..., ¥,: man kann x, gegen ein Element y, von N
austauschen und erhilt ein #quivalentes irreduzibles System y,, ¥,,
X3, . .., %,. S0 fortfahrend, kommt man zu einem mit M, also auch
mit R, dquivalenten irreduziblen System 3, ..., y,. Dieses muBl R
ganz erschopfen, da sonst R nicht irreduzibel wire. Also hat )t genau
7 Elemente, womit die Gleichmichtigkeit von & und R bewiesen ist.

Ein ganz dhnlicher Austauschbeweis wurde schon frither in § 28
gefiihrt. Tatsdchlich gelten fiir die dort betrachtete lineare Abhingigkeit
dieselben Regeln 1 bis 5, die fiir die algebraische Abhingigkeit in § 61
aufgestellt wurden; man kann also alle Beweise wortlich iibertragen.

Die nunmehr eindeutig bestimmte Michtigkeit eines mit £ dqui-
valenten irreduziblen Systems MM’ heit der Transzendenzgrad des
Korpers £ (in bezug auf P).

Satz. Eine Erweiterung, die sich aus zwei sukzessiven Erweiterungen
von den (endlichen) Transzendenzgraden s und & zusammensetzt, hat den
Transzendenzgrad s +¢. 1

Beweis: Es sei PC X'C Q. Es sei € ein in bezug auf P irreduzibles
und mit 2’ dquivalentes System in X' und ¥ ein in bezug auf X irredu-
zibles und mit £2 dquivalentes System in £. Dann hat & die Machtigkeit
s, ¥ die Machtigkeit ¢, und & ist zu ¥ fremd, also hat die Vereinigung
© v ¥ die Michtigkeit s + ¢. Wenn wir beweisen kénnen, da G v ¥
in bezug auf P irreduzibel und mit ©Q dquivalent ist, so sind wir fertig.

! Der Satz gilt zwar auch fiir unendliche Transzendenzgrade, erfordert dann
aber den Begriff der Addition von unendlichen Machtigkeiten, den wir nicht
erklart haben.
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Q ist algebraisch in bezug auf X(¥) und X algebraisch in bezug auf
P (&), also @ algebraisch in bezug auf P (&, ¥), also dquivalent mit
ev I

Bestiinde eine algebraische Relation zwischen endlichvielen Ele-
menten von & V ¥ mit Koeffizienten aus P, so kénnten darin zunichst
die Elemente von ¥ nicht wirklich vorkommen; denn sonst bestiinde
eine Relation zwischen diesen mit Koeffizienten aus ', was der Irre-
duzibilitit von ¥ widerstreitet. Also bestiinde eine Relation zwischen
den Elementen von & allein, was wiederum der Irreduzibilitit von &
widerspricht. @ v I ist also irreduzibel in bezug auf P, womit alles be-
wiesen ist.

Zehntes Kapitel.

Reelle Korper.

Beim Studium der algebraischen Zahlkérper spielen auBer den al-
gebraischen Eigenschaften ihrer Zahlen gewisse unalgebraische Eigen-
schaften: absolute Betrige |a|, Realitit, Positivsein, eine Rolle. DaB diese
Eigenschaften sich nicht mit Hilfe der algebraischen Operationen
-+ und - eindeutig definieren lassen, zeigt sich an folgendem Beispiel.

Es sei w eine reelle, also 1w eine rein imaginidre Wurzel der Gleichung
x* = 2. Bei der Isomorphie

IM(w) =T (iw)
bleiben alle algebraischen Eigenschaften erhalten; aber diese Isomorphie
fiihrt die reelle Zahl w in die rein imaginire {w, die positive Zahl w2 = }/_é
in die negative (fw)2 = — 1/5 iiber, wihrend die Zahl 1 + VE vom Be-
trag > 1 in die Zahl 1 — /2 vom Betrag < 1 iibergeht.

Im Verlauf der Untersuchung wird sich aber zeigen, daB. an diesen
nichtalgebraischen Eigenschaften trotzdem etwas Algebraisches haftet,
daB man nimlich im Kérper der algebraisclien Zahlen (d. h. in dem zu I
gehorigen algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskorper) zwar nicht
etnen, wohl aber eine ganze Schar von Unterkérpern, deren jeder dem
Korper der reellen algebraischen Zahlen .algebraisch-dquivalent ist,
durch algebraische Eigenschaften auszeichnen kann. Bei einer bestimm-
ten Wahl eines solchen Korpers, dessen Elemente dann als ,,reell’ be-
zeichnet werden konnen, lassen sich auch die Betrige und das Positiv-
sein algebraisch definieren. Fiir jeden endlichen algebraischen Zahl-
korper werden dann die Definitionen der Betrige, der Realitit usw.
endlich-vieldeutig.

Bevor wir aber an diese algebraische Theorie herangehen, erdrtern
wir zunichst die in der Analysis iibliche (transzendente) Einfithrung der
reellen und komplexen Zahlen, nicht so sehr, weil es logisch notwendig
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wire, das vorwegzunehmen, als weil die Problemstellung der rein al-
gebraischen Theorie klarer wird, wenn man einmal weil}, was reelle und
komplexe Zahlen iiberhaupt sind, und weil wir zugleich die prinzipiell
wichtigen Begriffe der Anordnung und der Bewertung dabei besprechen
kénnen. Wir beschrdnken uns dabei wieder auf kommutative Korper.

§ 63. Angeordnete Korper.

In diesem Paragraphen sollen eine erste nichtalgebraische Eigen-
schaft: das ,,Positivsein’, und die darauf beruhende ,,Anordnung‘
axiomatisch untersucht werden.

Ein (Rommutativer) Korper K heifle ,,angeordnet'’, wenn fiir setne Ele-
mente die Eigenschaft, positiv (> 0) zu sein, gemdfl den folgenden For-
derungen definiert ist:

1. Fiir jedes Element a aus K gilt genaw eine der Beziehungen

a=0, a>0, —a>0.

2. Ista>0und b >0,s01st a-+b>0 und ab > 0.

Ist — a >0, so sagen wir: a ist negativ.

Definieren wir in einem angeordneten Korper allgemein eine GroBen-
beziehung durch die Festsetzung

a>b, in Worten: a grofer als b,
(oder b << a, in Worten: b kleiner als a),
wenn a — b >0,
so zeigt man miihelos, daB die mengentheoretischen Ordnungsaxiome
(§57) erfiillt sind. Fiir je zwei Elemente a, b ist ndmlich entweder ¢ <b
oder a =25 oder a>b. Aus a >b und b > ¢ folgt a — & >0 und
b—¢>0, also auch a — ¢ =(a —b) + (b —¢) >0, mithin a >c.
Weiter hat man wie im § 3 die Regel, da aus a >b folgt a+¢c> b +¢
und im Falle ¢ > 0 auch ac > bc. SchlieBlich folgt, wenn a4 und & po-
sitiv sind, aus a > b stets a=1 < ! (und umgekehrt), da

1 1) — 4
st ab (b al)y=a—5b

Verstehen wir in einem angeordneten Korper unter dem Befrag |a |
eines Elements a das nicht-negative unter den Elementen @, — a, so
gelten fir das Rechnen mit Betrigen die Regeln

lad] = la] - o],
@+ 8] < fa] + Jb].
Die erstere verifiziert man ohne jede Miihe fiir die vier moglichen Faille
az0, b=0;
a=0, b<0;
a<<0, b=0;

a<<0, b<O0.
v. d. Waerden, Moderne Algebra 1. 14
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Die zweite Regel gilt offenbar mit dem Gleichheitszeichen im Fall
a=0, b=0, da dann beide Seiten gleich der nicht-negativen Zahl
a + b sind, und ebenso im Fall ¢ < 0, b < 0, wo beide Seiten gleich der
nicht-negativen Zahl — (a 4 &) sind. Es bleiben von unseren vier Fillen
noch die beiden mittleren {ibrig; es genligt, den einen: ¢ = 0, b <0, zu
betrachten. Es ist darn '

a+b< a <a—b=/|al+|b],
—a—b<L—b=sa—b=lal+b],

la+ 0| < |a] + 8]
= (—aP=|al2=0,

mit dem Gleichzeichen nur fiir 2 = 0. Daraus folgt weiter, daB eine
Summe von Quadraten stets = 0 ist, und zwar = 0 nur dann, wenn alle
Summanden einzeln verschwinden,

Insbesondere ist das Einselement 1 = 12 stets positiv, ebenso jede
Summe #:1=1+1+4 -+ 4+ 1. Daher kann auch nie -1 =0 sein,
wenn p eine Primzahl ist. Also: Die Charakteristik eines angeordneten
Korpers ist Null.

Hilfssatz. Ist K der Quotientenkorper des Ringes R und ist R an-
geordnet, so kann K auf eine und nur eine Weise so angeordnet werden, daf
die Anorvdnung von R erhalten bleibt.

Es sei namlich K in der gewiinschten Weise angeordnet. Ein belie-

biges Element von K hat die Gestalt a = —ZZ— (b und ¢ in R und ¢ 4= 0).
Aus

also
Man hat auch

—6b~>0bzw. =0 bzw. <0

folgt durch Multiplikation mit ¢? sofort
' be >0 bzw. =0 bzw. < 0.

Also ist die etwaige Anordnung von K durch die von % eindeutig be-
stimmt. Umgekehrt erkennt man leicht, daBl durch die Festsetzung

b
C~>0,wenn bec >0,

tatsichlich eine Anordnung von K definiert ist, bei der die Anordnung
von R erhalten bleibt.

Insbesondere 148t sich also der Korper I der rationalen Zahlen nur
in einer Weise anordnen, da der Ring C der ganzen Zahlen offenbar nur

der natiirlichen Anordnung fihig ist. Es ist also % > 0, sobald m# eine
natiirliche Zahl ist.

Zwei angeordnete Korper heiBen dhnlich-isomorph, wenn es einen
Isomorphismus der beiden Kérper gibt, der positive Elemente stets
wieder in positive tiberfiihrt.
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Ein Koérper heiBt archimedisch angeordmet’, wenn es in einer ge-
gebenen Anordnung zu jedem Korperelement a eine ,natiirliche Zahl*
n > a gibt. Es gibt dann auch zu jedem « eine Zahl — # < @ und zu

jedem positiven @ einen Bruch % < a.Z.B.ist der rationale Zahlkorper I

archimedisch angeordnet. Ist ein Koérper nicht-archimedisch angeordnet,
so gibt es ,,unendlich groBe* Elemente, die gréBer als jede rationale
Zahl, und ,,unendlich kleine* Elemente, die kleiner als jede positive
rationale Zahl, aber gréBer als Null sind.

Literatur iiber nicht-archimedisch angeordnete Korper.

ARTIN, E. u. O. ScHREIEK: Algebraische Konstruktion reeller Kérper. Abh.
Math. Sem. Hamburg. Bd. 5, S. 83—115. 1926.

Bagr, R.: Uber nicht-archimedisch geordnete Kérper. Sitzungsber. Heidelb.
Ak. 8. Abhandlung, 1927.

Aufgaben. 1. Man nenne ein Polynom /(#) mit rationalen Koeffi-
zienten positiv, wenn der Koeffizient der hochsten vorkommenden
Potenz der Unbestimmten ¢ positiv ist. Man zeige, daB damit eine An-
ordnung des Polynomrings I'[#] und daher auch des Quotientenkorpers
I (#) definiert ist und daB die letztere Anordnung nicht-archimedisch
ist (¢ ist ,,unendlich groB‘).

2. Es sei

fx)=24+axt+ ... +a,,

wo die a; einem angeordneten Kérper K entnommen sind. Es sei M das
groBte der Elemente 1 und [a,| 4 - + |a,|. Man zeige, daB

f(s) >0firs>M
(—D"f(s) >0firs<—M

ist. Wenn also f(x) Nullstellen in K besitzt, so liegen diese im Bereich
—MZs< M.
3. Unter den Bezeichnungen von Aufg. 2sei R >0, — S die Summe

. . a, a a . . .
der negativen unter den GroBena;, 3, g - - - » ozt » €5 Sei Mp die grofBte

der Zahlen R und S. Dann ist fiir s > My stets f(s) > 0. (Fir R =1
erhilt man eine Verschirfung der oberen Grenze M von Aufg. 2.)

4. Es sei wieder f(x) = x" + a;4""1 4 -+ + a,, alle 4, = — ¢,
¢ = 0. Man zeige, daB f(s) > 0 fiir s = 1 + ¢. [Man benutze die Un-
gleichung s™ = ¢ (s™~1+4 s™~2+ « + - 4 1).] Durch Ersetzung von x durch
— x bestimme man in derselben Weise eine Schranke — 1 — ¢’, so daf3
(= I)*f(s) > 0 fiir s<— 1 —¢'. Sind auBer dem Anfangskoeffizienten 1

1 Das ,,Archimedische Axiom‘ in der Geometrie lautet nimlich so: Man
kann jede gegebene Strecke PQ (,,Einheitsstrecke’*) von einem gegebenen Punkt P
(,,Nullpunkt‘‘) stets so oft in der Richtung P R abtragen, daB man iiber jeden ge-
gebenen Punkt R hinauskommt.

14*
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auch noch a4, . . ., a, positiv, so 148t sich die Schranke 1 4 ¢ auch durch

14 '1—_!_—(1__:—_’_‘1— ersetzen.
i+ +a,
5. Fir a >b>0 ist a® >b" >0 (n eine natiirliche Zahl). Das

Polynom x" — ¢ hat in jedem angeordneten Korper K héchstens eine

positive Nullstelle 1/?. Fiir ungerades # hat es {iberhaupt héchstens eine
Nullstelle; fiir gerades # hochstens zwei, die dann entgegengesetzt sind.

Existieren 7]7; und 7i/?d beide und ist 0 < ¢ < d, so ist 71/? < 7]73.

§ 64. Definition der reellen Zahlen.

Es sei K ein angeordneter Korper und M eine nichtleere Menge von
Elementen aus K. Wenn alle Elemente von )t kleiner oder gleich einer
festen GroBe s aus K sind, so heiBt s eine obere Schranke von M, und M
heiBt nach oben beschrinki. Wenn es eine kleinste obere Schranke gibt,
so heiBt diese die obere Grenze der Menge M.

Sind alle Elemente von M groBer oder gleich einer festen GroBe s’
aus K, so heiBt s’ eine untere Schranke von MM, und M heiBt nach unien
beschrankt.

Im rationalen Zahlkérper I besitzt nicht jede nach oben beschrankte
Menge 9t eine obere Grenze. Beispiel: It sei die Menge der positiven
Zahlen, deren Quadrat kleiner als 3 ist. Eine obere Schranke von IR
ist jede positive rationale Zahl, deren Quadrat groBer als 3 ist. Eine
Zahl von I, deren Quadrat gleich 3 ist, gibt es nicht, da 42 — 3 in I’
irreduzibel ist. Ist 7 eine positive rationale Zahl und 72 > 3, so ist

, v+ 8r1
- 2
eine kleinere positive Zahl, deren Quadrat auch noch > 3 ist; denn es ist
, v+ 381 7
V=—pg—>5> 0,
, v+ 38r1 y 2l
= 3 < 3 =17,
-1\ 2 — ~1\2
72 = <7+237—> = <r 231—) +3=3, also >3.

Also gibt es zu jeder oberen Schranke 7 in [ eine kleinere obere Schranke
7', und somit existiert keine obere Grenze.

Wir wollen nun versuchen, zu jedem archimedisch angeordneten
Korper K einen angeordneten Erweiterungskdrper 2 zu finden, in wel-
chem jede nach oben beschrinkte nichtleere Menge auch eine obere
Grenze besitzt. Ist speziell K der Koérper der rationalen Zahlen, so wird
{2 der wohlbekannte Korper der ,,reellen Zahlen‘ werden. Von den ver-
schiedenen aus der Grundlegung der Analysis bekannten Konstruk-
tionen des Korpers £ bringen wir hier die Cantorsche Konstruktion

durch ,,Fundamentalfolgen®.
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Eine unendliche Folge von Elementen a,, a,, ... aus einem an-
geordneten Korper K heifit eine Fundamentalfolge {a,}, wenn es zu jeder
positiven GroBe e von K eine natiirliche Zahl #» = n(e) gibt, so daB

(1) la, —a,l<e fur p>n, ¢g>n.
Aus (1) folgt fir ¢ =n + 1:
la, | Slag|+ ay—ag| <|apu|+e=M fir p>n.

Also ist jede Fundamentalfolge nach oben und unten beschrinkt.
Summen und Produkte von Fundamentalfolgen werden definiert

durch Cp=20a,+ b,; Ay =1a,b,.

DaB die Summe und das Produkt wieder Fundamentalfolgen sind,
sieht man so: Zu jedem ¢ gibt es ein %, mit
. }ap_aa‘<%8 fir p>m, ¢g>m
und ein #, mit b, — b,| < }e fir p > ny, ¢ > My,
Ist nun » die groBte der Zahlen #, und #,, so folgt
[(ay 4 by) — (ag + b)) < € fir p>n, ¢>n.
Ebenso gibt es ein M; und ein M, mit
la,| < M; fir p > n,,
[b,] <M, fir p>n,
und weiter zu jedem ¢ ein #' = %, und ein %'’ = 7, mit
[a,,—-aq}<2—:42 fir p>n', g>n,
_E
M,
Daraus folgt durch Multiplikation mit |b,| bzw. |a,|

’

b, — be| < fir p>wu", ¢g>n".

}a,,b,,—aab,,|<% fir p>n', ¢g>n',

|aqb,,—-aqbq|<—2— fir p>n", ¢>n",

also, wenn # die gréBte der Zahlen #’ und »’’ ist,
|ayb, — agb,| <& fir p>un, ¢g>n.

Die Addition und Multiplikation von Fundamentalfolgen erfiillen
offensichtlich alle Postulate fiir einen Ring; es gilt also: Die Fundamen-
talfolgen bilden einen Ring o.

Eine Fundamentalfolge {aj,}, die ,,zu 0 konvergiert”, d. h. bei der
es zu jedem ¢ ein # gibt mit

la,| <e fir p>n,

heiBt eine Nullfolge. Wir zeigen nun:
Die Nullfolgen bilden ein Ideal n im Ring v.
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Beweis. Wenn {a,} und {b,} Nullfolgen sind, so gibt es zu jedem &
ein 7, und ein #, mit

la,| <ie fir p>mn,,

[b,] < 3ie fir p > n,,
also, wenn wieder # die groBSte der Zahlen #,, n, ist,

la,—b,| <e fiir p>un;

mithin ist auch {a, — b,} eine Nullfolge. Ist weiter {a,} eine Nullfolge
und {c,} eine beliebige Fundamentalfolge, so bestimme man ein #’ und
ein M so, daB

le,l <M fir p>u',
und zu jedem ¢ ein # = n(e) = #’, so dafl

la,| < % fir p>mn.
Dann folgt )

layc,| <e fir p>n;

mithin ist auch {a,c,} eine Nullfolge. ‘

Der Restklassenring o/n heiBe 2. Wir zeigen, daBl @ ein Korper ist,
d. h. daB in o die Kongruenz
(2) ax = 1(n)

fir 2 ==0(n) eine Lésung besitzt. Dabei bedeutet 1 das Einselement
von o, d. h. die Fundamentalfolge {1, 1, .. .}.
Es muB ein # und ein # > 0 geben mit

EAPY fir ¢>n.
Denn wenn es fiir alle #» und alle # > 0 noch
lagl <mn (g>mn),

geben wiirde, so wiirde man # bei gegebenem #» auch so groB wihlen
konnen, daB fiir p>n, ¢ >n
l ap — a4 I <7
wire, und daraus wiirde folgen
la,| <27
fiir alle p > n, d. h. die Folge {a,} wire eine Nullfolge, entgegen der
Voraussetzung.

Die Fundamentalfolge {a,} bleibt in derselben Restklasse modulo 1,
wenn wir a,, ..., a, durch # ersetzen. Bezeichnet man diese # neuen
Elemente % wieder mit a4, ..., a,, so ist fiir alle

la,| =#, insbesondere a,=0.
Nun ist {a; '} eine Fundamentalfolge. Denn zu jedem ¢ gibt es ein #,

so daB3 .
la, —a,| <en? fir p>n, ¢g>mn.
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Wire nun |a; ' — a7 '| = ¢ fiir ein p >#» und ein ¢ > #, so wiirde
durch Multiplikation mit |a,| = # und |4,| = # folgen
|aa - aﬂl = \%“q(“[l - aq_l) ‘ =en?,
was nicht zutrifft. Also ist
ta,l—a ] <e fir p>n, ¢g>n.
Die Fundamentalfolge {a; '} 16st offenbar die Kongruenz (2).
Der Korper 2 enthilt insbesondere diejenigen Restklassen mod 1,
die durch Fundamentalfolgen von der Gestalt

{a,a,a,..)}

dargestellt werden. Diese bilden einen zu K isomorphen Unterring K’
von £2; denn jedem a von K entspricht eine solche Restklasse, verschie-
denen a entsprechen verschiedene Restklassen, der Summe entspricht
die Summe, und dem Produkt entspricht das Produkt. Identifizieren
wir nun die Elemente von K’ mit denen von K, so wird £ ein Erwei-
terungskérper von K.

Eine Fundamentalfolge {a,} heilt positiv, wenn es ein ¢ >0 in K
und ein # gibt, derart, daB3 .

a, > ¢€ fir p>n
ist. Die Summe und das Produkt zweier positiver Fundamentalfolgen
sind offenbar wieder positiv. Auch die Summe einer positiven Folge
{a,} und einer Nullfolge {b,} ist stets positiv; das zeigt man, indem man
ein # so groB wihlt, daB

a, > & fir p>un,

lb,| < ie fir p>un
ist, und daraus schlieBt, daB a, + b, > § ¢ ist fiir $ > ». Mithin sind
alle Folgen einer Restklasse modulo n positiv, sobald eine einzige es ist.
In diesem Fall heit die Restklasse selbst positrv. Eine Restklasse %
heillt negativ, wenn — k positiv ist.
Ist weder {a,} noch {— a,} positiv, so gibt es zu jedem & > 0 und
jedem # ein # > » und ein s > %, so daB
a,<¢ und —a,<Ze.
Wihlt man nun # so groB, daB fiir p >#, ¢ >n
|a, —a,| <e
ist, so folgert man, indem man zuerst ¢ = » und # beliebig > # nimmt,
a,=(a,—a,) +a, <e+teée=2¢
und, indem man sodann ¢ = s und p beliebig > » nimmt,
—a,=(a,—a,) —a;,<<&e-}+e=2¢,
mithin la,| < 2¢ fir 2 > n.
Daher ist {a,} eine Nullfolge.
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Also ist stets entweder {a,} positiv oder {— a,} positiv oder {a,}
eine Nullfolge. Daher ist jede Restklasse mod 1 entweder positiv oder
negativ oder Null. Da Summe und Produkt positiver Restklassen wieder
positiv sind, so schlieBt man:

Q ist ein angeordneter Kirper.

Man sieht unmittelbar, daB die Anordnung von Kin Q erhalten bleibt.

Definiert eine Folge {a,} ein Element o« und eine Folge {b,} ein Ele-
ment § von £2, so folgt aus

a,=b, fir p>mn

stets « = B. Wire ndmlich « <, also § — a > 0, so wiirde es zu der
Fundamentalfolge {b,, — a,} ein ¢ und ein m geben, so daB

by—a,>¢e>0 fir p>m

wire. Wiahlt man hier $ = m - #, so kommt man in Widerspruch zur
Voraussetzung a, = b,,.

Aus der Beschrinktheit einer jeden Fundamentalfolge nach oben
folgt, daB es zu jedem Element @ von {2 ein groBeres Element s von K
gibt. Ist K archimedisch angeordnet, so gibt es zu s wiederum eine groBere
natiirliche Zahl #; mithin gibt es zu jedem w auch ein # > w, d. h.
2 ist archimedisch angeordnet.

Nunmehr wollen wir fiir den archimedisch angeordneten Kérper 2
den Satz von der oberen Gremze beweisen:

Jede nach oben beschrinkte wichileere Menge R C Q2 hat in Q eine
obere Grenze.

Beweis. Es sei s eine obere Schranke von I, M eine ganze Zahl > s
(also ebenfalls eine obere Schranke), u ein beliebiges Element von i
und » eine ganze Zahl > — y. Dann ist

—m<<u<M.
Fiir jede natiirliche Zahl $ bilden wir nun die endlichvielen Briiche
k+2-? (k eine ganze Zahl), die ,,zwischen* — m und M liegen:
—m=Zk- 2?7 M.
Wir suchen den kleinsten derjenigen unter diesen Briichen, die noch
obere Schranken der Menge I bilden. Einen solchen gibt es, weil M
selbst diese Eigenschaft hat.
Diese kleinste obere Schranke bezeichnen wir mit @,. Dann ist
a, — 2% keine obere Schranke mehr; mithin ist fiir jedes ¢ > 9
(4) a,—2? < a,< a,.
Daraus folgt
l“n—“ai <27,
mithin

(5) la, —a,| < 2™ fir p>un, ¢g>n
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Bei gegebenem ¢ kann man nun stets eine natiirliche Zahl » > &1
und weiter ein 2* >k > ¢ finden. Dann ist 2" << ¢. Mithin besagt
(5), daB {a,} eine Fundamentalfolge ist, die somit ein Element w von £
definiert. Aus (4) folgt weiter, daB3
ot a,—2?<w=sa,

w ist eine obere Schranke von 9t; d. h. alle Elemente y von It sind
=< w. Wire nimlich g > w, so konnte man eine Zahl 2? > (u — w)™!
finden; dann wire also 27? < y — w. Addiert man dazu a, — 2-? S w,
so folgt a, < w, was nicht geht, da a, eine obere Schranke von IR ist.

w ist die kleinste obere Schranke von . Wire nimlich ¢ eine
kleinere, so kénnte man wieder eine Zahl p mit 2-? << w — o finden.
Da a, — 2-? keine obere Schranke von IR ist, so gibt es ein g in M mit
a, — 27? < u. Daraus folgt

a,—27?<g¢
und durch Addition zum vorigen
a, <o,

was nicht zutrifft. Also ist w die obere Grenze von IR.

Die obige Konstruktion ergibt demnach zu jedem angeordneten
Korper K einen eindeutig bestimmten angeordneten Erweiterungs-
kérper £2, in dem, wenn K archimedisch ist, der Satz von der oberen
Grenze gilt. Ist K speziell der Korper der rationalen Zahlen, so ist 2
der Korper der reellen Zahlen. Eine reelle Zahl ist also in dieser Theorie
definiert als eine Restklasse modulo 11 im Bereich der Fundamentalfolgen
aus rationalen Zahlen. '

Wir kénnen zeigen, daB der Kérper 2 selbst sich nicht mehr durch
Hinzunahme von Fundamentalfolgen erweitern 148t, sondern daB jede
Fundamentalfolge {a,} aus £ zu einer Folge {a} aus lauter gleichen
Elementen von 2 kongruent ist modulo dem Ideal der Nullfolgen aus 2.

Ist {o,} = {«} modulo diesem Ideal, d.h. ist {&, — o} eine Null-
folge, so sagt man, die Folge {u,} konvergiere zum Limes «, geschrieben

lima, = «, kurz lime, =o.

D>
Wir haben also zu zeigen, daB jede Fundamentalfolge {x,} in £ einen
Limes besitzt (Konvergenzsatz von CAUCHY). Zu dem Zweck wihlen wir
zu jedem «,, ein approximierendes @, aus K mit der Eigenschaft

la, —a,| <22

Das geht, weil a, selbst durch eine Fundamentalfolge {a,,, ay,, .. .}
aus K definiert war, deren Elemente fiir hinreichend hohen Index sich
um beliebig wenig von ihrem Limes «, unterscheiden. Man zeigt dann
miihelos, daB diese 4, eine Fundamentalfolge in K bilden, die also ein
Element w von £ definiert, und daB |a, — w| <e ist fiir alle p >n(e).
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Aufgaben. 1. Man zeige die folgenden Eigenschaften des Limes-
begriffs:
) Sind {«,} und {B,} konvergente Folgen, so ist

lim («, + B,) =lima, 41limg,,

lima,f, =lima, -lim §,,.
b) Ist lim 8, 4 0 und alle 8, 4= 0, so ist

lim (8,71) = (lim 8,)~*

c) Eine Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent zum selben
Limes. ‘

2. Die (bis auf dquivalente Erweiterungen) einzige Art, einen archi-
medisch angeordneten Kérper zu einem ebensolchen zu erweitern, in dem
der Cauchysche Konvergenzsatz gilt, ist die obige Konstruktion mittels
der Fundamentalfolgen.

3. Jeder archimedisch angeordnete Korper ist dhnlich-isomorph
einem Unterkorper des Korpers der reellen Zahlen.

4. Jede reelle Zahl s ist als unendlicher Dezimalbruch

s = ao—}—Za 10-7(d. h. s = lim ao—}—Z‘a 10-7) (0 < a, < 10)

n->»oo

darstellbar.

§ 65. Bewertete Korper. --- p-adische Zahlen.

Die im vorigen Paragraphen angegebene Konstruktion des Kérpers £ zu
einem gegebenen Kérper K benutzt! nicht ganz die Anordnung des Kérpers K,
sondern nur die Anordnung der absoluten Betrige | | der Kérperelemente a.
Es liegt daher nahe, zu versuchen, diese Konstruktion auch auf andere als nur
angeordnete Koérper auszudehnen, fiir welche eine Funktion ¢ (2) mit den Eigen-
schaften des absoluten Betrages |a| existiert.

Ein Koérper K heiBt bewertet, wenn fiir die Elemente a von K eine Funktion
@ (a) definiert ist mit folgenden Eigenschaften:

1. @(a) ist ein Element eines festen archimedisch angeordneten Kérpers P.

2. @(a) >0 fir a = 0; ¢(0) =0.

3. p(a) @ (d) = @(ad).

4. p(a+b) < @la) + @)

Aus 2. und 3. folgt sofort:

p(l) =1, ¢(—1) =1, @(a) = p(— a).
Aus 4. folgt
p(c) —p(a) S plc —a),
ebenso
p(a) —pe) S plc —a),

[@(c) —@a)| E @(c — a).

mithin schlieBlich

1 Im Gegensatz zu anderen Verfahren, z. B. zu der Dedekindschen Schnitt-
konstruktion. :
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Nach Aufgabe 3, § 64 kann man fiir P immer den Korper der reellen Zahlen
nehmen, was wir im folgenden tun werden.

Die Eigenschaften 1 bis 4 sind erfiillt, wenn K selbst archimedisch angeordnet
ist und @(a) =| a| gesetzt wird.

Aber auch fir nicht-angeordnete Koérper kann man Funktionen ¢@(a) mit
den obigen Eigenschaften konstruieren. AuBer der ,,trivialen’* Bewertung: ¢ (a) =1
fir a # 0, @(0) =0, die fiir jeden Korper gilt, hat man z. B. fiir den Korper
der komplexen Zahlen die Bewertung

@la+bi)=|a+bi|=7Fa2+ b2
(siehe spater § 69).

Weiter gibt es fiir gewisse Korper, wie z. B. fiir den der rationalen Zahlen,
andere Bewertungen, die nichts mit dem absoluten Betrag zu tun haben und
trotzdem die Eigenschaften 1 bis 4 besitzen. Ist p eine feste Primzahl und schreibt
man jede rationale Zahl @ & 0 in der Form

a=vp",

wo 7 ein Bruch ist, der weder im Zihler noch im Nenner den Faktor p hat, und »
eine ganze Zahl bedeutet, so kann man setzen

pla)=¢"; 9(0)=0.
Diese Funktion geniigt, wie leicht ersichtlich, den Bedingungen 1 bis4. Sie heif3t
die p-adische Bewertung des Korpers [. Bei dieser Bewertung ist die Folge p, $2,
P3, ... eine Nullfolge.
Zu jedem bewerteten Kérper K kann man nun genau nach dem Verfahren
von § 64 einen bewerteten Erweiterungskérper £ konstruieren, fiir den der Cauchy-
sche Konvergenzsatz gilt. Einen solchen Koérper nennt man ,,perfekt’’. Die Be-

weise sind wortlich die gleichen wie in § 64. Die Bewertung von 2 wird so definiert:
Ist & durch die Fundamentalfolge {av} definiert, also a == lim a,, so setze man

¢(x) =lim g(a,).
DaB die ¢(a,) tatsichlich eine Fundamentalfolge in P bilden, folgt aus
Iq7(a;4) - q’(av)!éq’(a,u_“v)‘

Aus dem p-adisch bewerteten Korper der rationalen Zahlen erhilt man so
den perfekten Kirper der p-adischen Zahlen 2, von HENSEL. Die Korper £02,, Q2,,

25, 24, £y, ... sind alle verschieden, d. h. nicht isomorph.
Ist {r,, 75, ...} eine p-adische Fundamentalfolge aus rationalen Zahlen und
setzt man
7, = Z_’L p™ (a, und b, relativprim zu p),

¥
so kann man eine neue Folge {s,} = {¥,p™} (¥, eine natiirliche Zahl) bestimmen
aus der Bedingung

(p(?’,, — ) é p—v.
Dazu hat man namlich nur xI,:l zu setzen fir v <<m
v = m, die Kongruenz

,,» wahrend man for

b,x, =a, (mod p» —my)

zu losen hat. Die Folge {s,} hat dann denselben p-adischen Limes wie {r}.
Entwickelt man die Zahlen s, nach aufsteigenden Potenzen von p mit Ko-

effizienten von 0 bis p — 1 und versteht man fiir festes ganzzahliges # unter s

den Anfang der Entwicklung, abgebrochen bei den Gliedern mit p®, so daB also

s =s, (mod pn+l)

4



220 X. Reelle Korper.

ist, so ist leicht zu sehen, daf fast alle s, (d. h. alle bis auf endlichviele) denselben
Anfang s; haben. Diesen gemeinsamen Anfang nennen wir ¢, und setzen

n

iy = Z a; Pl,_
=—m
Jedes ¢, stellt zugleich den Anfang von .., {5, . . . dar. Die Folge {f;, 45, . . .}
hat nun wieder denselben p-adischen Limes wie {s;, s, . . .}; fiir diesen Limes

kénnen wir also schreiben

[oe]
limt, = 3 a;p*.
A=—m

So lassen sich alle p-adischen Zahlen (eindeutig) als Potenzreihen nach aufstei-
genden Potenzen von p schreiben, und umgekehrt stellt jede solche Potenzreihe,
da sie ‘in .Qp automatisch konvergiert, eine p-adische Zahl dar.

Aufgaben. 1. Man fiihre die Beweise ausfithrlich durch.

2. Man schreibe — 1 und % als 3-adische Potenzreihen.

3. Eine Gleichung f(x¥) = 0, wo f ein ganzzahliges Polynom ist, ist im Kérper
£, dann und nur dann losbar, wenn die Kongruenz

}(x)=0 (mod pv)

fiir jede natiirliche Zahl » eine rationale Losung besitzt.
4. Sind die Gleichungen

2= —1,
22 =3,
22 =1

im Korper £2; l6sbar?

Literatur zu den p-adischen Zahlen.

Henser, K.: Math. Z. Bd. 2, S.433. 1918.
KtrscHAK, J.: J.Math. Bd. 142, S.211—253. 1912.
OsTROWSKI, A.: Acta Mathematica Bd. 41, S.271—284. 1918.

§ 66. Nulistellen reeller Funktionen.

Es sei P der Korper der reellen Zahlen. Wir betrachten nun reell-
wertige Funktionen f(x) der reellen Veridnderlichen x. Eine solche
Funktion heiBt stefig fiir ¥ = a, wenn es zu jedem & > 0 ein § > 0 gibt,

so daf
1@+ h)—f@)]<e fir |h] <.

Man beweist leicht, daB Summen und Produkte stetiger Funktionen
wieder stetige Funktionen sind (vgl. den entsprechenden Nachweis fiir
Fundamentalfolgen in § 64). Da die Konstanten und die Funktion
f(x) = x iberall stetige Funktionen sind, so stellen alle Polynome in %
iiberall stetige Funktionen von x dar.

Der Weierstrafische Nullstellensatz fiir stetige Funktionen lautet:

Eine fiir a < x = b stetige Funktion f(x), fir die f(a) <O und
f(0) > O ist, hat zwischen a und b eine Nullstelle.

Beweis. Es sei ¢ die obere Grenze aller x zwischen ¢ und b, fiir die
/(%) < 0 ist. Dann gibt es drei Moglichkeiten:
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1. f(¢) > 0. Dann ist zunichst ¢ > a und es gibt ein 6 >0, so daB
fir 0 <k <94
\He—h) — ()] <f(c),
H(e) = He —h) < [(e),
fle —h)>0,
flx) >0 (c—d<x=Z0).

Also ist ¢ — § eine obere Schranke fiir die x mit f(x) <<0. Aber ¢
war die kleinste obere Schranke. Der Fall ist also unméglich.
2. f(¢) <0.Dannist ¢ < bund es gibt ein § >0, sodaB fir0 <4 <9,
z. B fir b =1%96,
fe+h) —f) < —1),
fle+h) <o0.

Daher ist ¢ keine obere Schranke aller ¥ mit f(x) << 0. Dieser Fall ist
also ebenfalls unmaglich.

3. f(c) = 0 ist der einzig iibrigbleibende Fall. Also hat f(x) die Null-
stelle ¢.

Der WeierstraBsche Nullstellensatz fiir Polynome ist das Fundament
aller Sitze iiber die reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen. Wir wer-
den ihn spiter auf andere Korper als den der reellen Zahlen, nimlich
auf die sogenannten ,reell-abgeschlossenen Korper” ausdehnen. Alle
weiteren Sitze dieses Paragraphen beruhen ausschlieBlich auf dem
WeierstraBschen Nullstellensatz fiir Polynome und gelten dementspre-
chend auch fiir die spiteren allgemeineren Korper.

Folgerungen. 1. Das Polynom x® — d hat fiir d >0 und jedes
natiirliche n immer eine, sogar eine positive Nullstelle.

Denn fiir ¥ = 0 ist x» — d < 0, und fiir groBe » <z. B.x>1+4 %)
ist a7 —d > 0.

Ausa® — b = (a — b) (™1 4 a"2b + .- - + bn-1) folgt weiter, dall
fiir @ > b > 0 auch a® > b” ist, mithin kann es auch nur eine positive
Wurzel der Gleichung %" = d geben. Diese wird mit 7i/7i, flir n =2
kurz mit ]/;i (,,Quadratwurzel‘) bezeichnet. Ferner setzt man 7]‘/0 =0.
Aus a > b = 0 folgt nunmehr 7]‘/21 > 71‘/6, denn wenn 71/; < VZ wire, so
wiirde a < b folgen.

2. Jedes Polynom ungeraden Grades hat in P eine Nullstelle.

Denn nach Aufg. 2, §63, gibt es ein M so, daB f(M) >0 und
f(— M) <0 ist.

Adjungiert man zum Korper der reellen Zahlen P eine Wurzel ¢ des
in P irreduziblen Polynoms x2 + 1, so erhilt man den Kérper der kom-
plexen Zahlen 2 =P (7).

Wenn von ,,Zahlen‘‘ die Rede ist, sind im folgenden immer komplexe
(und insbesondere reelle) Zahlen gemeint. 4lgebraische Zahlen sind solche
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Zahlen, die in bezug auf den rationalen Zahlkérper I algebraisch sind.
Es ist nun klar, was man unter algebraischen Zahlkorpern, reellen Zahl-
korpern usw. zu verstehen hat. Die algebraischen Zahlen bilden den
Sitzen von § 29 zufolge einen Korper A; in ihm sind alle algebraischen
Zahlkérper enthalten.

Wir beweisen nun:

Im Korper der komplexen Zahlen ist die Gleichung x2 = a + bi
(a, b reell) stets losbar; d. h. jede Zahl des Korpers besitzt im Korper eine
»Quadratwurzel.

Beweis. Eine Zahl x = ¢ 4 di (¢, 4 reell) hat dann und nur dann
die verlangte Eigenschaft, wenn

(c+ di)?=a+ b
ist, d. h. wenn die Bedingungen
2—d2=a, 2¢d =10
erfilllt sind. Aus diesen Gleichungen folgt weiter: (c2 4 d%)% = a2 + 5?2,
also ¢? 4 @% = a2 + b% Daraus und aus der ersten Bedingung be-

stimmt man ¢2 und d2:
g ot IETE

)

2
2 _ —atYat 4
a2 = 3 .

Die rechts stehenden GréBen sind tatsichlich = 0. Also kann man aus
ihnen ¢ und 4 bis auf die Vorzeichen bestimmen. Multiplikation ergibt
4242 = —a? + (a® + 0?) = b?;

mithin kann man die Vorzeichen von ¢ und 4 auch so bestimmen, daf
die letzte Bedingung
2¢cd =10
erfiillt ist.
Aus dem Bewiesenen folgt, da man im Korper der komplexen Zah-
len jede quadratische Gleichung
B+ px4+49g=0
16sen kann, indem man sie auf die Form
N2 pz
(r+5) =51
bringt. Die Losung lautet also
X = — % + w,

2
wenn w irgend eine Losung der Gleichung w? = %—-q bedeutet. Dal
man im Korper £ nicht nur quadratische, sondern beliebige Gleichungen
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l6sen kann, mit anderen Worten, daf3 £ algebraisch-abgeschlossen ist,
wird sich im § 67 zeigen.

Wir wenden uns nun zur Berechnung der reellen Wurzeln eines
Polynoms f(x). Unter Berechnung ist, entsprechend der Definition der
reellen Zahlen, beliebig genaue Approximation durch rationale Zahlen
zu verstehen.

Wir haben in §63 (Aufg. 2) schon gesehen, wie man die reellen
Waurzeln von f(x) in Schranken einschlieBen kann: Ist

f(x) :xn+a1xn—1+ . e +an
und ist M die groBte der Zahlen 1 und |a,| + - - - + |a,], so liegen
alle Wurzeln zwischen —M und + M. (Der Wert von f(x) ist >0
fir » > M und hat das Vorzeichen von (— 1)" fiir ¥ < — M.) Man
kann M durch eine (eventuell gréBere) rationale Zahl ersetzen, diese
wieder M nennen und dann das Intervall — M < ¥ < M durch rationale
Zwischenpunkte in beliebig kleine Teile zerlegen. In welchen dieser
Teile die Wurzeln liegen, kann man feststellen, sobald man ein Mittel
hat, zu entscheiden, wie viele Wurzeln zwischen zwei gegebenen Grenzen
liegen. Durch weitere Unterteilung der Intervalle, in denen Wurzeln
liegen, kann man dann die reellen Wurzeln beliebig genau approximieren.

Das Mittel, zu entscheiden, wie viele Wurzeln zwischen zwei ge-
gebenen Grenzen liegen oder auch wie viele Wurzeln es iiberhaupt gibt,
liefert das

Theorem von STURM. Man bestimme die Polynome X, X,, ..., X,,
von einem gegebenen Polynom X = f(x) ausgehend, folgendermafen:
X, =1 (% (Differentiation),

X =0 X, —X,,
(1) X; =0 X, — X, (euklidischer
e e Algorithmus).
Xr—1 = Qr X,
Fiir jede reelle Zahl a, die keine Nullstelle von f(x) ist, sei w (a) die
Anzahl der Vorzeichenwechsel' in der Zahlenfolge

X(), Xi(a), ..., X,(a),

tn der man alle Nullen weggelassen hat. Sind dann b und ¢ irgendwelche

Zahlen mit b<c, fiir die f(x) nicht verschwindet, so hat die Anzahl der ver-

schiedenen Nullstellen im Intervall b < x < ¢ (mehrfache Nullstellen nur ein-
.

mal gezihlt!) den Wert w(3) —w(c).

1 Unter dem Vorzeichen einer Zahl ¢ verstehen wir das Symbol +, — oder O,
je nachdem ¢ positiv, negativ oder Null ist. Ein Wechsel in einer nur die Zeichen
+ und — in beliebiger Anzahl aufweisenden Vorzeichenfolge liegt vor, sobald
einem - ein — oder einem — ein + folgt. Sind auch Nullen vorhanden, so hat
man diese bei der Zahlung der Wechsel einfach wegzulassen.
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Die Reihe der Polynome X, X;, ..., X, heiBt die Sturmsche Kette
von f(x). Das Theorem besagt also, daB die Anzahl der Nullstellen
zwischen b und ¢ gegeben wird durch die Anzahl der Vorzeichenwechsel,
die beim Ubergang von b nach ¢ verloren gehen.

Beweis. Das letzte Polynom X, der Kette ist offenbar der G. G. T.
von X = f(%) und X; = f'(#). Denkt man sich alle Polynome der Kette
durch ¢- X, dividiert, wo ¢ eine Konstante ist, so hat man f(x) von
mehrfachen Linearfaktoren befreit, ohne die Anzahl der Vorzeichen-
wechsel an einer Nichtnullstelle @ zu beeinflussen; denn die Vorzeichen
der Kettenglieder sind bei der Division entweder alle ungeindert ge-
blieben oder alle umgekehrt worden. Wir kénnen also beim Beweis
diese Division vorher ausgefithrt denken; das letzte Glied der Kette ist
dann eine von Null verschiedene Konstante. Das zweite Glied der Kette
wird nun im allgemeinen nicht mehr die Ableitung des ersten sein; viel-
mehr fithrt, wenn etwa 4 eine l-fache Nullstelle von f(x), also etwa

X=fx)=F—dig(x), gd)+0,
Xi=f) =lx—d)} gl + (x—d)}g(x)
ist, die Weghebung des Faktors (¥ — d)'~1 auf zwei Polynome von der
Gestalt —
X=(x—dgl),
Xy=l-g@x)+@Fx—adgMm,

aus denen fiir die anderen Nullstellen d’, 4/, ... noch weitere Faktoren
herauszuheben sind. Wir bezeichnen die so modifizierten Polynome
der Sturmschen Kette wieder mit X =X, X,, ..., X,.

Unter dieser Annahme werden an keiner Stelle 2 zwei aufeinander-
folgende Glieder der Kette gleich Null. Denn wiren etwa X, (4) und
X1 (a) gleichzeitig Null, so wiirde man aus den Gleichungen (1)
schlieBen, daB auch X,,,(a), ..., X, () gleich Null wiren, wihrend
doch X, = konst. == 0 ist.

Die Nullstellen der Polynome der Sturmschen Kette teilen das
Intervall 8 < x < ¢ in Teilintervalle. Innerhalb eines solchen Teil-
intervalls wird weder X noch irgend ein X, Null, und daraus folgt
nach dem Weierstrafschen Nullstellensatz, daB im Innern eines solchen
Intervalls alle Polynome der Sturmschen Kette ihre Vorzeichen bei-
behalten, mithin die Zahl w(a) konstant bleibt. Wir haben also nur
noch zu untersuchen, wie sich die Zahl w(a) an einer Stelle 4 4ndert,
an der ein Polynom der Kette verschwindet.

Es sei zunichst 4 eine Nullstelle von X, (0 < 2 <7). Auf Grund
der Gleichung

X1 = Qe X — Xpa

haben die Zahlen X,_,(d) und X, (d) notwendig entgegengesetzte
Vorzeichen. Auch in den beiden angrenzenden Teilintervallen haben
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also X, ; und X,,, entgegengesetzte Vorzeichen. Welches Vor-
zeichen nun X hat (4, — oder 0), ist fiir die Anzahl der Vorzeichen-
wechsel zwischen X;,_; und X, ganz gleichgiiltig: es gibt immer genau
einen Wechsel. Also dndert die Zahl w(a) sich beim Durchgang durch
die Stelle d tiberhaupt nicht.

Sodann sei 4 eine Nullstelle von f(x), also nach der zu Anfang ge-
machten Bemerkung etwa

X =@x—dgl, gld)=+0,
Xy=l-g(x) + (@ —d)gx),

wo ! eine natiirliche Zahl ist. Das Vorzeichen von X; an der Stelle 4
und daher auch in den beiden angrenzenden Intervallen ist gleich dem
von g(d), wihrend das von X an jeder einzelnen Stelle gleich dem von
(¥ — d) g(d) ist. Also hat man fir 4 <d einen Vorzeichenwechsel
zwischen X (a) und X, (a), dagegen fiir a > d keinen Wechsel mehr.
Alle etwaigen iibrigen Wechsel in der Sturmschen Kette bleiben, wie
schon gezeigt, beim Durchgang durch die Stelle 4 erhalten. Also nimmt
die Zahl w(a) beim Durchgang durch die Stelle 4 um Eins ab. Damit
ist das Sturmsche Theorem bewiesen.

Will man das Sturmsche Theorem dazu benutzen, die Gesamtzahl der
verschiedenen reellen Nullstellen von f(x) zu bestimmen, so hat man fiir
die Schranke b einen so kleinen und fiir die Schranke ¢ einen so groen
Wert zu nehmen, da3 es fiir x << b und fiir x > ¢ keine Nullstelle mehr
gibt. Es geniigt z. B., » = — M und ¢ = M zu wihlen. Noch bequemer
ist es aber,  und ¢ so zu wihlen, daB alle Polynome der Sturmschen
Kette fir ¥ <b und x > ¢ keine Nullstellen mehr haben. Ihre Vor-
zeichen werden dann durch die Vorzeichen ihrer Anfangskoeffizienten
bestimmt: ayx¥™ + 4, 4™ 1 4 ... hat fiir sehr groBe ¥ das Vorzeichen
von a, und fiir sehr kleine (negative) x das von (— 1)™a,. Um die Frage,
wie grol b und ¢ sein miissen, braucht man sich bei dieser Methode
nicht zu kiimmern: man braucht nur die Anfangskoeffizienten a, und
Grade m der Sturmschen Polynome zu berechnen.

Aufgaben. 1. Man bestimme die Anzahl der reellen Nullstellen
des Polynoms

x3 —5x% + 8x — 8.

Zwischen welchen aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen liegen diese
Nullstellen ?

2. Sind die letzten beiden Polynome X, ;, X, der Sturmschen
Kette vom Grade 1, 0, so kann man die Konstante X, (oder deren Vor-
zeichen, auf das es allein ankommt) auch berechnen, indem man die
Nullstelle von X,_; in — X,_, einsetzt.

3. Ist man bei der Berechnung der Sturmschen Kette auf ein X,
gestoflen, welches nirgends sein Vorzeichen wechselt (etwa eine Summe

v. d. Waerden, Moderne Algebra I. 15
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von Quadraten), so kann man die Kette mit diesem X, abbrechen.
Ebenso kann man stets aus einem X, einen iiberall positiven Faktor
weglassen und mit dem in dieser Weise modifizierten X, die Rechnung
fortsetzen.

4. Das beim Beweis des Sturmschen Satzes benutzte Polynom X,
(ein Teiler von f'(x)) wechselt zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Nullstellen von f(x) sicher sein Vorzeichen. Beweis? Daher hat f'(x)
zwischen je zwei Nullstellen von f(x) mindestens eine Nullstelle (Satz
von ROLLE).

5. Aus dem Satz von ROLLE ist der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung herzuleiten, der besagt, daB fiir a < b

f_(b_):]i‘i) — f'(c)

b—a

ist fiir ein passendes ¢ mit a <c¢ <b. [Man setze
b)—
f) — (@) = 1O () = p).]

6. In einem Intervall a < x =< b, wo f'(x) > 0 ist, ist f (%) eine zu-
nehmende Funktion von x; ebenso, wenn f'(%) < 0ist, eine abnehmende.

7. Ein Polynom f () hat in jedem Intervall 2 = x =< b einen gréBten
und einen kleinsten Wert, und zwar wird er entweder in einer Null-
stelle von f'(x) oder in einem der Endpunkte @ oder 4 angenommen.

§ 67. Algebraische Theorie der reellen Korper.

Die angeordneten Korper, insbesondere die reellen Zahikorper,
haben die Eigenschaft, daB in ihnen eine Summe von Quadraten nur
dann verschwindet, wenn die einzelnen Summanden verschwinden.
Oder, was damit gleichbedeutend ist: —1 ist nicht als Quadratsumme
darstellbarl. Der Kérper der komplexen Zahlen hat diese Eigenschaft
nicht; denn in ihm ist —1 sogar ein Quadrat. Es wird sich nun zeigen,
daB diese Eigenschaft fiir die reellen algebraischen Zahlkérper und ihre
konjugierten Korper (im Korper aller algebraischen Zahlen) charak-
teristisch ist und auch zu einer algebraischen Konstruktion des Kérpers
der reellen algebraischen Zahlen samt den konjugierten Kérpern ver-
wendet werden kann. Wir definieren?:

Ein Korper heift formal-reell, wenn in thm —1 nicht als Quadrat-
summe darstellbar ist.

1 Ist in irgend einem Koérper das Element —1 als Summe Xa? darstellbar,
soist 12+ X af; = 0; somit ist 0 eine Summe von Quadraten mit nicht simtlich
verschwindenden Basen. Ist umgekehrt eine Summe Xb2 = 0 gegeben, wo ein
b = 0 ist, so kann man dieses b; leicht zu Eins machen, indem man die Summe
durch bi dividiert; schafft man die Eins auf die andere Seite, so erhdlt man
—1=2a%.

2 Vgl ’}’Z ARrTIN und O. SCHREIER: Algebraische Konstruktion reeller Kérper.
Abh. Math. Sem. Hamburg, Bd. 5, S.83—115. 1926.
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Ein formal-reeller Korper hat stets die Charakteristik Null; denn
in einem Korper der Charakteristik p ist —1 Summe von p —1 Sum-
manden 12, — Ein Unterkérper eines formal-reellen Korpers ist offen-
bar wieder formal-reell.

Ein Kirper P heift reell-abgeschlossen®, wenn zwar P formal-recll,
dagegen keine echie algebraische Ervwetterung von P formal-reell ist.

Satz 1. Jeder reell-abgeschlossene Kirper kann auf eine und nur
eine Weise angeordnet werden.

Sei P reell-abgeschlossen. Dann wollen wir zeigen:

Ist a ein von 0 verschiedenes Element aus P, so ist @ entweder selbst
Quadrat, oder es ist —a Quadrat, und diese Fille schlieBen einander
aus. Quadratsummen von Elementen aus P sind selbst Quadrate.

Hieraus wird Satz 1 unmittelbar folgen; denn durch die Festsetzung
a >0, wenn 4 Quadrat und von 0 verschieden ist, wird dann offenbar
eine Anordnung des Korpers P definiert sein, und sie ist die einzig
mogliche, da ja Quadrate in jeder Anordnung = 0 ausfallen miissen.

Ist ¢ nicht Quadrat eines Elements aus P, so ist, wenn }/;7 eine Wurzel
des Polynoms %% — yp bedeutet, P(V;) eine echte algebraische Erwei-
terung von P, also nicht formal-reell. Demnach gilt eine Gleichung

—1= S }7 +B)°

k4

oder .
n - n
—1=y;’1a5+§ﬂ3+2w.§’1a,ﬂw

wobei die a, , 8, zu P gehoren. Hierin muB der letzte Term verschwinden,
da sonst 1/; entgegen der Annahme in P lige. Dagegen kann das erste
Glied nicht verschwinden, da andernfalls P nicht formal-reell wire.
Daraus schlieBen wir zunichst, daB y in P nicht als Quadratsumme
darstellbar ist; denn sonst erhielten wir auch fiir — 1 eine Darstellung
als Quadratsumme. D. h.: Ist y nicht Quadrat, so ist es auch nicht
Quadratsumme. Oder positiv gewendet: Jede Quadratsumme in P
ist auch Quadrat in P.
Nunmehr erhalten wir
1+ 542
—y ="

DAL

r=1

Zshler und Nenner dieses Ausdrucks sind Quadratsummen, also
selbst Quadrate; daher ist —y =¢2, wo ¢ in P liegt. Demnach gilt
fir jedes Element y aus P mindestens eine der Gleichungen y = 82,

1 Man hat die kurze Bezeichnung , reell-abgeschlossen’* der préaziseren ,,reell-
algebraisch abgeschlossen’‘ vorgezogen.

15*
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—p =¢?; ist aber y # 0, so konnen nicht beide bestehen, da sonst
—-1= <%)2 ware, was nicht geht.

Auf Grund von Satz 1 nehmen wir im folgenden reell-abgeschlossene
Korper stets als angeordnet an.

Satz 2. In einem reell-abgeschlossenen Korper besitzt jedes Polynom
ungeraden Grades mindestens eine Nullstelle.

Der Satz ist fiir den Grad 1 trivial. Wir nehmen an, er sei bereits
fiir alle ungeraden Grade < # bewiesen; f(x) sei ein Polynom des
ungeraden Grades # (> 1). Ist f(x) reduzibel in dem reell-abgeschlos-
senen Korper P, so besitzt mindestens ein irreduzibler Faktor einen
ungeraden Grad < #, also auch eine Nullstelle in P. Die Annahme,
f(%) wire irreduzibel, soll jetzt ad absurdum gefithrt werden. Es sei
ndmlich « eine symbolisch adjungierte Nullstelle von f(x). P(«) wire
dann nicht formal-reell; also hitten wir eine Gleichung

r

(1) — 1= 3(p, (x))

v=1
wobei die ¢, (¥) Polynome héchstens (n — 1)-ten Grades mit Koeffi-
zienten aus P sind. Aus (1) erhalten wir eine Identitit

T

(2) —1=(p,)*+/(x)g ).

Die Summe der ¢? hat geraden Grad, da die héchsten Koeffizienten
Quadrate sind und sich also beim Addieren nicht wegheben kénnen.
Ferner ist der Grad positiv, da sonst schon (1) einen Widerspruch ent-
hielte. Demnach hat g(x) einen ungeraden Grad = # — 2; also be-
sitzt g(x) jedenfalls eine Nullstelle @ in P. Setzen wir aber 4 in (2)

ein, so haben wir
r

—1= 2((p‘r (a))z’

v=1
womit wir bei einem Widerspruch angelangt sind, da die ¢,(4) in P
liegen.

Satz 3. Ein reell-abgeschlossener Korper ist micht algebraisch-ab-
geschlossen. Dagegen ist der durch Adjunktion von i1 entstehende Korper
algebraisch-abgeschlossen.

Die erste Hilfte ist trivial. Denn die Gleichung #? 4 1 =0 ist in
jedem formal-reellen Kérper unlésbar.

Die zweite Hilfte folgt unmittelbar aus

Satz 3a. Besitzt in einem angeordneten Korper K jedes positive
Element eine Quadratwurzel und jedes Polynom ungeraden Grades min-
destens eine Nullstelle, so ist der durch Adjunktion vom i entstehende
Korper algebraisch-abgeschlossen.

1 ; bedeutet hier und im folgenden stets eine Nullstelle von #2 4 1.
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Zunichst bemerken wir, daB in K(7) jedes Element eine Quadrat-
wurzel besitzt und daher jede quadratische Gleichung lgsbar ist. Der
Beweis geschieht durch dieselbe Rechnung wie fiir den Korper der
komplexen Zahlen im § 66.

Zum Nachweis der algebraischen Abgeschlossenheit von Ki(i)
geniigt es nach § 60, zu zeigen, daB jedes in K irreduzible Polynom f(x)
in K(7) eine Nullstelle besitzt. f(x) sei ein doppelwurzelfreies Polynom
n-ten Grades, wo # = 2™ ¢, g ungerade. Wir wollen Induktion nach
anwenden, also annehmen, daB jedes doppelwurzelfreie Polynom mit
Koeffizienten aus K, dessen Grad durch 2™-1, aber nicht durch 2™ teil-
bar ist, in K{7) eine Wurzel besitzt. (Dies trifft fiir # =1 nach Voraus-
setzung zu.) oy, &, . . ., &, seien die Wurzeln von f(x) in einer Er-

weiterung von K. Wir wihlen ¢ aus K so, daB die M;—l) Ausdriicke

oz, =+ ¢ (a5 4 ap) fiir 1 =< j <k =< » lauter verschiedene Werte haben1.

: . . . . . —1
Da diese Ausdriicke ersichtlich einer Gleichung vom Grade n—(n—2—)—
in K geniigen, so liegt nach Annahme mindestens einer von ihnen in
K (4), etwa ayoty + ¢ (o + o). Zufolge der Bedingung, der ¢ unterworfen
war, ist aber (vgl. § 34)

K (oo, oq +atp) = Koyt + ¢ (g + atp)) ;

also finden wir o; und «, durch Aufl§sung einer quadratischen Gleichung
in K (7).

Aus Satz 3a folgt gleichzeitig (in Verbindung mit §66), daB der
Kérper der komplexen Zahlen algebraisch-abgeschlossen ist. Das ist
der sogenannte , Fundamentalsatz der Algebra‘‘2.

Eine Umkehrung von Satz 3 lautet:

Satz 4. Wenn ein formal-reeller Korper K durch Adjunktion von 1
algebraisch abgeschlossen werden kann, so ist er reell-abgeschlossen.

Beweis. Es gibt keinen Zwischenkorper zwischen K und K(7),
also keine algebraische Erweiterung von K auBer K selbst und K(s).
K(7) ist nicht formal-reell, da —1 in ihm ein Quadrat ist. Also ist
K reell-abgeschlossen.

1 Dies ist moglich, weil f(x) doppelwurzelfrei sein sollte.

2 Der Satz wird so genannt, weil er in der fritheren Algebra den einzigen
Existenzbeweis bildete, der allen Betrachtungen iiber die Wurzeln einer alge-
braischen Gleichung zugrunde liegt. Gausz hat fiir den Satz fiinf Beweise gegeben;
der oben dargestellte ist im wesentlichen der zweite GauBsche Beweis. Andere
Beweise finden sich bei Caucuy: Cours d’analyse, S. 329 (siehe auch WEBER-
Fricke: Algebra I); WevL: Math. Zeitschr. 20 (1914) S. 142.

In der modernen Algebra hat der Satz seine fundamentale Bedeutung ver-
loren, weil man von der Existenz der Wurzeln in einem anderen, mehr symbolischen
Sinn: im Sinne der Steinitzschen Konstruktion (§ 27 und § 29), zu reden gelernt
hat und daher auch, ohne anf komplexe Zahlen Bezug zu nehmen, von den Eigen-
schaften der Wurzeln einer Gleichung reden kann.
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Aus Satz 4 folgt insbesondere, daB der Kérper der reellen Zahlen
reell-abgeschlossen ist.

Die Wurzeln einer Gleichung f(x) = 0 mit Koeffizienten aus einem
reell-abgeschlossenen Korper K liegen in K(4) und kommen daher,
soweit sie nicht in K enthalten sind, immer als Paare konjugierter
Wurzeln (in bezug auf K) vor. Ist a + b7 eine Wurzel, so ist @ — b4
die konjugierte. FaBt man in der Zerlegung von f(x) immer die Paare
konjugierter Linearfaktoren zusammen, so ergibt sich eine Zerlegung
von /() in lineare und quadratische, in K irreduzible Faktoren.

Wir sind jetzt imstande, den ,,WeierstraBschen Nullstellensatz‘* fiir
Polynome (§ 66) auf beliebige reell-abgeschlossene Korper auszudehnen.

Satz 5. Es set f(x) ein Polynom mit Koeffizienten aus einem reell-
abgeschlossenen Korper P und a, b Elemente aus P, fir die f(a) <O,
7(0) > 0. Dann gibt es mindestens ein Element ¢ in P zwischen a und b,
fir das f(c) =0.

Beweis. Wie wir eben sahen, zerfillt f(x) in P in lineare und in
irreduzible quadratische Faktoren. Ein irreduzibles quadratisches

Polynom %2 4 px + ¢ ist in P bestdndig positiv; denn es kann in der
2

Form (x 4 %)2 + <q — %) geschrieben werden, und hierin ist der erste
Term stets = 0 und der zweite wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitdt
positiv. Daher kann ein Vorzeichenwechsel von f(x) nur durch Vor-
zeichenwechsel eines Linearfaktors, also durch eine Nullstelle zwischen
a und b bewirkt werden.

Auf Grund dieses Satzes gelten fiir reell-abgeschlossene Korper
auch alle Folgerungen, die in § 66 aus dem WeierstraBschen Nullstellen-
satz gezogen wurden, insbesondere das Theorem von STURM iiber die
reellen Nullstellen.

Wir beweisen zum SchluB den

Satz 6. Sei K ein angeordneter Korper, K der Korper, der aus K
durch Adjunktion der Quadratwurzeln aus allen positiven Elementen von
K hervorgeht. Dann ist K formal-reeil.

Es geniigt offenbar, zu zeigen, daBl keine Gleichung der Form

3) 1 =§'ch§

besteht, wo die ¢, positive Elemente aus K, die £, aber Elemente aus K
sind. Angenommen, es gibe eine solche Gleichung. In den &, kénnten
natiirlich nur endlichviele der zu K adjungierten Quadratwurzeln wirk-
lich auftreten, etwa Ya,, Ya,, ..., Ja,. Wir denken uns unter allen
Gleichungen (3) eine solche gewihlt, fiir die » moglichst klein ausfallt.
(Sicher ist » = 1, da in K keine Gleichung der Form (3) existiert.)
&, laBt sich in der Gestalt &, =1, + {, 1/;, darstellen, wo 7#,, {,
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in K (ya,, Vay, ..., Ja,_,) liegen. Also hitten wir
n n .. n
(4) —1:20,173—1-210,0;,534—2]/a,zl’cvnv&',.
v=1 v= y=

Verschwindet in (4) der letzte Summand, so ist (4) eine Gleichung der-
selben Gestalt wie (3), enthilt aber weniger als # Quadratwurzeln. Ver-
schwindet er aber nicht, so lage Va, in K (}ay, ..., Ya,_,), und (3)
koénnte mit weniger als » Quadratwurzeln geschrieben werden. Unsere
Annahme fiihrt daher auf jeden Fall zu einem Widerspruch.

Aufgaben. 1. Der Kérper der algebraischen Zahlen ist algebraisch-
abgeschlossen, und der Kérper der reellen algebraischen Zahlen ist
reell-abgeschlossen.

2. Der nach § 60 rein algebraisch konstruierbare algebraisch-
abgeschlossene algebraische Erweiterungskorper zum Korper [ ist
isomorph dem Korper A der algebraischen Zahlen.

3. Es sei P ein reeller Zahlkorper, 2 der Korper der reellen in bezug
auf P algebraischen Zahlen. Dann ist X reell-abgeschlossen.

4. Ist P formal-reell und ¢ transzendent in bezug auf P, so ist auch
P (¢) formal-reell. [Ist —1 = X'¢g, (#)2, so setze man fiir ¢ eine passende
gewithlte Konstante aus P ein.]

§ 68. Existenzsdtze fiir formal-reelle Korper.

Satz 7. Es sei K ein formal-reeller Korper, 2 ein algebraisch-ab-
geschlossener Korper diber K. Dann gibt es (mindestens) einen veell-
abgeschlossenen Korper P zwischen K und Q, fir den Q = P (1) ist.

Beweis. Wir koénnen £ als wohlgeordnet voraussetzen (§58).
Diese Wohlordnung ist von den Anordnungen der vorigen Paragraphen
wohl zu unterscheiden ({2 gestattet ja bestimmt keine Anordnung,
da —1 in ihm ein Quadrat ist); wir schreiben daher jetzt a <,
wenn « in der Wohlordnung vor b kommt.

Wir ordnen jedem Element a von £ zwei Unterkérper P,, 2, von
£ zu, die durch folgende rekursiven Bestimmungsrelationen eindeutig
bestimmt sind:

1. P, ist die Vereinigung von K und allen X, mit 6 < a.

2. 2, =P,(a), wenn P, (a) formal-reell ist, sonst X, =P,.

Wir definieren schlieBlich P als die Vereinigung aller 2.

Wir wollen nun beweisen, daB alle P, sowie P formal-reell sind.
Wir nehmen an, dieses sei fiir alle P, mit < a (bzw., wenn es sich
um P handelt, fir alle P;) schon erfiillt. Wir bemerken: Wenn P,
formal-reell ist, so ist X, es auch (Definition von X3). Sind aber K
und alle X', mit b <{ a formal-reell, so ist ihre Vereinigung P, es auch,
denn wenn in P eine Darstellung — 1 = X a2 existiert, so gehéren die
a, alle schon einem einzigen 2, an. Durch transfinite Induktion folgt
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also, daB alle P, formal-reell sind, und daraus weiter, daB auch P formal-
reell ist.

Es sei nun a ein Element von £2, das nicht in P enthalten ist. Dann
ist @ auch nicht in X, enthalten, also P,(a) nicht formal-reell, also
um so mehr P(a) nicht formal-reell. Das ist zunichst nur méglich,
wenn a algebraisch iiber P ist; denn eine einfache transzendente Er-
weiterung eines formal-reellen Korpers ist wieder formal-reell (§ 67,
Aufg. 4). Jedes Element von £ ist also algebraisch iiber P; d.h. Q ist
algebraisch iber P. Da man weiter fiir @ ein beliebiges algebraisches
Element von £ auBerhalb P nehmen kann, so ist keine einfache echte
algebraische Erweiterung P(4) von P formal-reell, mithin P reell-
abgeschlossen. Nach Satz 3 (§67) ist P(s) algebraisch-abgeschlossen,
mithin mit £ identisch. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. In vielen wichtigen Spezialfillen ist £2 abzihlbar
unendlich und daher die Anwendung des Wohlordnungssatzes un-
notig, z. B. wenn £ der Kérper der algebraischen Zahlen ist oder nur
einen endlichen Transzendenzgrad in bezug auf diesen hat.

Einige Sonderfille bzw. unmittelbare Folgerungen von Satz 7
mogen noch besonders formuliert werden.

Satz Ta. Zu jedem formal-reellen Kirper K gibt es (mindestens)
eine reell-abgeschlossene algebraische Erweiterung.

Wir brauchen zum Beweis bloB fiir £ in Satz 7 die algebraisch-
abgeschlossene, algebraische Erweiterung von K zu wihlen.

Satz 7b. Jeder formal-veelle Korper kamn auf (mindestens) eine
Weise angeordnet werden.

Dies folgt ohne weiteres aus Satz 1 (§ 67) und 7a.

Ist ferner £ irgend ein algebraisch-abgeschlossener Korper der
Charakteristik Null und setzen wir in Satz 7 fiir K den Koérper der
rationalen Zahlen, so haben wir

Satz 7c. Jeder algebraisch-abgeschlossene Korper 2 der Charakteristik
Null enthilt (mindestens) einen veell-abgeschlossenen Unterkirper P, fiir
den Q = P(7).

Fiir angeordnete Korper 148t Satz 7a sich wesentlich verschérfen:

Satz 8. Ist K ein angeordneter Korper, so gibt es eine und — von
dquivalenten Erwesterungen abgesehen — mnuy eime reell-abgeschlossene
algebraische Erweiterung P von K, deven Anovdnung eine Forisetzung
der Anordnung von K ist. P besitzt aufler dem identischen keinen Auto-
morphismus, der die Elemente aus K fest ligt.

Beweis: Wie in Satz 6 (§67) werde mit. K der Korper bezeichnet,
der aus K durch Adjunktion der Quadratwurzeln aus allen positiven
Elementen von K entsteht. Es sei P eine algebraische, reell-abgeschlos-

sene Erweiterung von K. Eine solche gibt es nach Satz 7a, da K bereits
als formal-reell erkannt ist. P ist auch algebraisch in bezug auf K,
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und die Anordnung von P ist eine Fortsetzung der Anordnung von K,

da doch jedes positive Element aus K in K Quadrat ist, also erst recht
in P. Damit ist die Existenz eines solchen P bewiesen.

Es sei jetzt P* eine zweite algebraische, reell-abgeschlossene Erwei-
terung von K, deren Anordnung die von K nicht dndert. f(x) sei ein
(nicht notwendig irreduzibles) Polynom mit Koeffizienten aus K.
Der Sturmsche Satz gestattet uns, bereits in K zu entscheiden, wieviele
Waurzeln f(x) in P oder P* besitzt. Wir brauchen blo8 eine Sturmsche
Kette fiir f(x) =" + a; "' 4 « -+ 4 a, zu untersuchen. Daher hat f(x)
in P ebensoviele Wurzeln wie in P*. Insbesondere besitzt jede Gleichung
in K, die in P mindestens eine Wurzel besitzt, auch in P* mindestens

eine Wurzel und umgekehrt. Seien nun oy, o,, ..., «, die Wurzeln
von f(x)in P, B, B, ..., Bt die Wurzeln von f(x) in P*. Ferner sei
&in P so gewihlt, daB K(&) =K (ay, ..., ,) ist, und F(x) =0 die

irreduzible Gleichung fir £ in K. F(x) besitzt also in P die Wurzel &,
daher auch in P* mindestens eine Wurzel #*; K(&) und K(x*) sind
dquivalente Erweiterungen von K. Da K(&) durch die » Nullstellen
oy, ..., o von f(x) erzeugt wird, muB auch K(n*) durch » Wurzeln
von f(x) erzeugt werden; nun ist K(n*) ein Unterkérper von P*,
also gilt K(n*) =K(f, ..., p*). Demnach sind K(ay, ..., o) und
K5, ..., By) dquivalente Erweiterungen von K.

Um nun zu zeigen, daB P und P* iquivalente Erweiterungen von
K sind, bemerken wir, daB eine isomorphe Abbildung von P auf P*
notwendig die Anordnung erhalten muB, da diese sich ja (nach dem
Beweis von Satz 1, §67) durch die Eigenschaft, Quadrat zu sein oder
nicht zu sein, erkldren 1aBt. Wir definieren daher folgende Abbildung
¢ von P auf P*. Sei « ein Element aus P, p(x) das irreduzible Polynom
in K, dessen Nullstelle o ist, und «,, o5, . . ., «, die simtlichen Wurzeln
von p (%) in P, sonumeriert o; <oty < -+ <, ist; speziell sei o = at,. Sind
dann of, a3, . . ., of die Wurzeln von #(x) in P* und ist of < o - - < ¥,
so sei o () = a;. Offenbar ist o eineindeutig und 148t die Elemente aus K
fest. Es ist nachzuweisen, daB ¢ eine isomorphe Abbildung ist. Sei
zu diesem Zweck f(x) wieder irgend ein Polynom in K; y;, y,, ..., ¥
seine Wurzeln in P;yf, 45, ..., ¥ die in P*. Ferner sei g(x) das Poly-
nom in K, dessen Nullstellen die Quadratwurzeln aus den positiven
Wurzeldifferenzen von f(x) sind. &, d,, . . ., 6, seien die Nullstellen von
g(x) in P; &%, 63, ..., 0f die in P*. Nach dem oben Bewiesenen sind

A=K@y, .70y, ...,8) und A*=K(*, ... p% 8% ..., 8%

dquivalente Erweiterungen von K. Es gibt also eine isomorphe Ab-
bildung 7 von A auf A*, die K elementweise fest 148t. Durch 7 wird
jedem y ein p*, jedem & ein §* zugeordnet. Die Bezeichnung sei so
gewahlt, daB v(y,) =15, (0s) = O} ist. Ist nun y, <y, (in P), so ist
Y1 — & = 0, fiir einen gewissen Index %, also auch ¥} — y§ = 6}2,



234 X. Reelle Korper.

demnach y§ <y{ (in P*¥). 7 ordnet also die Wurzeln von f(x) in P
und P* einander der GréBe nach zu. Da dies folglich auch fiir die
Nullstellen der in K irreduziblen Faktoren von f(x) gilt, haben wir
T(yr) =0o(yr) (R =1,2,...,s). Indem wir also dafiir sorgen, daB zwei
beliebig vorgegebene Elemente «,  aus P sowie « + 8 und «+8 unter
den Wurzeln von f(x) vorkommen, erkennen wir, dal ¢ eine isomorphe
Abbildung von P auf P* ist, und zwar die einzige, die K elementweise
fest 1aBt. Wihlen wir P* =P, so ergibt sich die Richtigkeit unserer
Behauptung iiber die Automorphismen von P.

Da sich der Korper ' der rationalen Zahlen nach § 63 nur in einer
Weise anordnen 148t, so folgt aus Satz 8 unmittelbar:

Satz 8a. Es gibt — von isomorphen Korpern abgeschen — einen und
nur einen reell-abgeschlossenen algebraischen Kirper diber T

Fiir diesen Korper kann man natiirlich den Korper der reellen
algebraischen Zahlen im gewdhnlichen Sinn (§ 64) nehmen, der durch
Aussonderung der algebraischen unter den reellen Zahlen entsteht.
Das ist aber ein transzendenter Umweg, den man durch die rein alge-
braische Konstruktion aus Satz 7 (wobei man K =TI und fiir 2 den
algebraisch-abgeschlossenen algebraischen Erweiterungskérper A iiber
I nimmt) vermeiden kann. Damit ist also auf rein algebraischem Wege
der Kdrper der reellen algebraischen Zahlen, den wir mit P bezeichnen,
konstruiert. Da A abzihlbar ist, ist die ganze Konstruktion sogar ohne
Wohlordnung, in abzihlbar vielen wirklich ausfithrbaren Schritten,
durchzufiihren. Der Korper aller algebraischen Zahlen hat die Gestalt
A =P(@).

Wie wir noch sehen werden, ist P in A nicht der einzige reell-ab-
geschlossene Korper, sondern nur einer unter unendlichvielen #Aqui-
valenten.

Satz 9. Jeder formal-reelle algebraische Ervwesterungskivper K* von
[ ist mit einem Unterkorper von P, also mit einem reellen algebraischen
Zahlkorper isomorph.

Beweis. Nach Satz 7a kénnen wir zu K* stets einen algebraischen,
reell-abgeschlossenen Erweiterungskérper P* konstruieren, der nach
Satz 8a notwendig zu P isomorph ausfillt. Daraus folgt die Behauptung.

Eine gewisse isomorphe Abbildung von K* auf K C P ergibt natiir-
lich auch eine gewisse Anordnung von K*, da alle Unterkorper K von P
von Haus aus angeordnet sind. Umgekehrt kann auch jede Anordnung
von K* in dieser Weise erhalten werden, da der im Beweis von Satz 9
konstruierte reell-abgeschlossene Erweiterungskdérper P* nach Satz 8
so konstruiert werden kann, daB8 bei seiner Anordnung die von K*
erhalten bleibt. Diese Anordnung geht dann beim Isomorphismus iiber
in die (einzig mogliche) Anordnung von P.

Nehmen wir fiir K* speziell einen endlichen algebraischen Zahl-
korper, der nur endlichviele Isomorphismen in A besitzt, so folgt:
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Die Anzahl der Isomorphismen, die K* in einen reellen algebraischen
Zahlkérper diberfiihven, ist gleich der Anzahl der verschiedemen Anord-
nungen, deven K* fihig ist (und insbesondere Null, wenn K* nicht formal-
reell 1ist).

Die Tatsache, daB jeder in A gelegene formal-reelle Kérper zu
einem reell-abgeschlossenen Kérper P* C A erweitert werden kann,
fiihrt zugleich zu der Erkenntnis, daB es unendlichviele solche Korper P*
in A gibt (wiewohl diese nach Satz 8 a alle untereinander isomorph
sind). Denn die Korper K* =T V 9), wo n eine ungerade natiirliche
Zahl und ¢{ eine n-te Elnhe1tswurze1 ist, sind alle isomorph zu F(V 2),
also formal-reell. Sie fithren also zu je einem reell-abgeschlossenen Er-
weiterungskorper Pf, und diese Koérper bei festem # miissen alle ver-
schieden sein, da ein angeordneter Korper nur eine n#-te Wurzel aus 2
enthalten kann (§ 63, Aufg. 5). Die Anzahl #» dieser Korper kann aber
beliebig hoch gewidhlt werden.

Aufgaben. 1. Es sei © eine Wurzel der in I irreduziblen Gleichung
%t — x—1 =0. Auf wieviel Arten kann der Kérper (@) angeordnet
werden?

2. Der Korper [ (¢), wo ¢ eine Unbestimmte ist, kann auf unendlich-
viele Arten angeordnet werden, und zwar sowohl archimedisch als auch
nichtarchimedisch. Auch kann ¢ sowohl unendlichgro8 als unendlichklein
gewihlt werden [vgl. § 63, Aufg. 1].

3. Wieviele Nullstellen hat das Polynom (22 — #)2 — # in einem
reell-abgeschlossenen Erweiterungskorper von ['(f), wenn ¢ unendlich-
klein ist? Wo liegen diese Nullstellen?

§ 69. Die Betridge der komplexen Zahlen.

Unter dem Befrag |« | der komplexen Zahl a = a - b7 versteht
man die reelle Zahl

la| =7 7—%67 ]/oux

wo o die konjugiert-komplexe, d. h. in bezug auf den Korper der reellen
Zahlen konjugierte Zahl a — b1 ist.
Offenbar ist |«| = 0, und zwar |« | =0 nur fiir « = 0. Weiter ist

V-ﬂocﬂ Vococ Vﬂﬂ also
joepl=1{al-|B].

Um die andere Relation
e+ Bl =]a|+|B|

nachzuweisen, gehen wir von der offenbar richtigen Relation

|| = Va2+622]/a2—[a}_2_a:“;-&
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aus, die, auf ocﬁ angewandt, ergibt
2laflzaf +ap,
|+ 1B = Ll + 2|uB] + B2
zw+aﬂ+aﬂ+ﬂﬂ=(a+ﬁ> (@+B) =la+ B2,
la+ 1Bl = ]+ Bl

Die Betrige Ia[ bilden also eine ,,Bewertung’‘ des Kérpers der komplexen
Zahlen im Sinne von § 65.

Fir die Zahlen « eines algebralschen Erweiterungskorpers K* von ' kann man
die Betrige || algebraisch definieren, indem man K* auf einen Unterkorper K
von A = P(¢) isomorph abbildet und dann die Betrige der Zahlen in der Abbildung
bestimmt. Die Abbildung kann bei endlichem K* auf so viele verschiedene Arten
geschehen, als der Grad von K* betrigt (§ 32), und das ergibt ebensoviele ,,Be-
wertungen‘ von K*. Aber diese Bewertungen sind nicht alle verschieden; denn
zu jeder Abbildung K* =~ K gibt es eine konjugiert-komplexe Abbildung (die
jeder Zahl «* die Zahl & zuordnet, wenn die erstere Abbildung die Zahl a ergab),
welche dieselben Betrige liefert. Ist also 7, die Anzahl derjenigen Isomorphismen,
die K* in reelle Zahlkorper iiberfithren, und », die Anzahl der Paare konjugiert-
komplexer Abbildungen, die K* in nicht-reelle Zahlkérper iiberfiihren, so ist die
Anzahl der Bewertungen, die man so erhilt, », 4- »,. DaB diese », + r, Bewer-
tungen wirklich verschieden sind, sieht man etwa so: Es sei K¥* = (©*). Wenn
zwei Isomorphismen 6* — @, und ©* - @, dieselben Betrige ergeben, so muB

[60,]=16e],
[1—6,|=]1-06,],

Il

(le] +|B))2

also
6,6, =0,0,,
{ —6) (1= 6y) =(1-6,) (1-6,),
6, 61 = @2_@2
{ o, +§1=@2+§z.

mithin entweder O, = @, oder ®, = @2 sein; d. h. die beiden Abbildungen miissen
identisch oder konjugiert-komplex sein.

Aufgaben. 1. Die Zahlen », und 7, sind gleich den Anzahlen der reellen bzw.
der Paare konjugiert-komplexer Wurzeln der definierenden Gleichung des Koérpers
K* =T (6").

2. Fiir einen Galoisschen Kérper K* ist », = 0 oder #3 = 0, je nachdem K*
formal-reell ist oder nicht.

§ 70. Summen von Quadraten.

Wir wollen nun die Frage untersuchen, welche Elemente eines
Korpers K sich als Summen von Quadraten von Elementen aus K dar-
stellen lassen.

Dabei kann man sich zunéchst auf formal-reelle Kérper beschrinken.
Ist namlich K nicht formal-reell, so ist — 1 Quadratsumme, etwa:

n
—1=a.
1
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Wenn nun K eine von 2 verschiedene Charakteristik hat, so folgt
daraus fiir ein beliebiges Element py von K die Zerlegung in # 4 1

Quadrate:
- (45 + a7

Hat aber K die Charakteristik 2, so erledigt sich die Frage durch die
Bemerkung, dalBl jede Quadratsumme selbst Quadrat ist:

Sai= (T

DaB Summe und Produkt von Quadratsummen wieder Quadrat-
summen sind, leuchtet ein. Aber auch ein Quotient von Quadrat-
summen ist wieder Quadratsumme:

g = BB

Fir formal-reelle Kérper K beweisen wir nun den Satz:

Ist v in K nicht Summe von Quadraten, so gibt es eine Anordnung
von K, in der y negativ ausfills.

Beweis. Es sei y nicht Quadratsumme. Wir zeigen zunichst, da
K(y —y) formalreell ist. Liegt | —y bereits in K, so ist die Be-
hauptung klar. Andernfalls schlieBt man so: Wére

—1= 12”(%1/:? T

so wiirde man durch genau dieselben Schliisse wie bei Satz 1 (§67)
erhalten:

NERES ]

o

mithin wire py doch Quadratsumme, entgegen der Voraussetzung.
Daher ist K(} — %) formal-reell. Wird nun K(}y —y) nach Satz 7b
(§ 68) angeordnet, so muB —y, als Quadrat, positiv ausfallen. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Auf formal-reelle algebraische Zahlkérper angewandt, ergibt das
(wenn man beachtet, daB alle méglichen Anordnungen eines solchen
nach §68 durch die isomorphen Abbildungen auf konjugierte reelle
Zahlkorper erhalten werden koénnen) den Satz:

Ein Element y eines algebraischen Zahlkorpers K ist Summe von
Quadraten dann und nur dann, wenn bei den Isomorphismen, welche K
in seine rveellen konjugierten Korper diberfithven, die Zahl y wiemals in
eine negative Zahl iibergefiihvt wivd.

Der Satz gilt auch noch, wenn K nicht formal-reell ist, da dann alle
Zahlen von K Quadratsummen sind, wihrend es keine Isomorphismen
der verlangten Art gibt.
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Solche Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers K, die bei jeder iso-
morphen Abbildung von K auf einen konjugierten reellen Zahlkérper stets
in positive Zahlen iibergehen, heiBen fotal-positiv in K. Hat K keine reell-
konjugierten Kérper, so ist demnach jede Zahl von K total-positiv zu
nennen. Der Begriff total-positiv kann auf beliebige Koérper K aus-
gedehnt werden, indem man als total-positiv diejenigen Elemente von K
bezeichnet, welche bei jeder iiberhaupt méglichen Anordnung von K posi-
tiv ausfallen. (Insbesondere sind wieder alle Zahlen von K total-positiv,
wenn es keine Anordnung von K gibt, also wenn K nicht formal-reell ist.)
Die Ergebnisse dieses Paragraphen lassen sich dann dahin zusammen-
fassen, daB in einem Korper der Charakteristik == 2 jedes total-positive
Element sich als Quadratsumme darstellen 1ift.

Literatur zum Kap. 10.

Weitere Sitze iiber die Anzahl der Quadrate, die zur Darstellung der total-
positiven Zahlen eines Zahlkérpers hinreichen, findet man bei E. Lanpau: Uber
die Zevlegung total positiver Zahlen in Quadrate, Gottinger Nachr. 1919, S.392.
Fiir den Fall eines Funktionenkorpers siehe vor allem E. Artin: Uber die Zer-
legung definiter Funktionen in Quadrate. Abhandlungen aus dem Math. Seminar
der Hamburgischen Universitit, Bd. 5, S.100—115. 1926.
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