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ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЯТОМУ ИЗДАНИЮ

Подготовка настоящего (пятого) издания этой книги задержалась
главным образом вследствие необходимости отразить в нем результаты
большого числа работ, тесно связанных с содержанием книги, появив-
шихся после выхода четвертого ее издания и первого издания английского
ее перевода (Гронинген, 1953). Внесение, хотя бы краткого, упоминания
этих результатов в основной текст книги вызвало бы значительную пере-
стройку изложения и изменение нумерации параграфов. Последнее пред-
ставлялось нежелательным, так как затруднило бы читателям отыскание
соответствующих мест, на которые имеются ссылки в статьях различных
авторов, пользовавшихся предыдущими изданиями.

Поэтому я решил оставить почти без изменений текст четвертого
издания книги и добавить к нему новую (восьмую) главу, посвященную
краткому обзору упомянутых выше результатов.

За составление этой главы охотно взялись мои коллеги Г. И. Барен-
блатт (Москва), А. И. Каландия (Тбилиси) и Г. Ф. Манджавидзе (Тбили-
си), активно работающие в данной области и хорошо известные своими
выдающимися результатами. Они самоотверженно проделали весьма тру-
доемкую работу (см. введение к гл. VIII), л я не нахожу слов, чтобы
выразить им свою глубокую благодарность. Выражаю также глубокую
благодарность профессору И. Р. М. Радоку (Австралия), переведшему
третье и четвертое издания этой книги на английский язык и указав-
шему мне ряд опечаток, вкравшихся в предыдущее издание.

Как было сказано, текст четвертого издания (соответствующий пер-
вым семи главам настоящего) не подвергся сколько-нибудь существен-
ным изменениям. Добавлены лишь немногие краткие замечания и весьма
немногочисленные ссылки на некоторые новые работы, главным образом —
монографического характера.

Новым является также Добавление IV в конце книги, в котором дается
один вывод формул общего представления решения уравнений плоской
теории упругости, охватывающий и случай наличия объемных сил.

Первоначально я намеревался исключить Добавления I—III вслед-
ствие их элементарного характера, в особенности Добавление I, написан-
ное более 30 лет назад, когда понятие тензора еще не вошло в широкий
обиход работ прикладного характера. Однако, по совету некоторых
моих коллег, имеющих дело с начинающими инженерами-исследователя-
ми, я решил эти добавления оставить.

При подготовке к печати настоящего издания и при чтении кор-
ректур большую помощь оказал мне Г. И. Баренблатт. Выражаю ему
самую сердечную признательность.

Н. Мусхелишвили.
Тбилиси,

январь 1966 г.
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ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ

Настоящее издание отличается от предыдущего многочисленными
добавлениями и изменениями в тексте, большей частью небольшими по
объему, но иногда довольно существенными. При этом автор имел в виду
как читателей, занимающихся главным образом практическими приложе-
ниями, так и читателей, интересующихся математической стороной вопроса.

Пользуюсь возможностью выразить глубокую благодарность
Г. Ф. Манджавидзе, который с большим вниманием прочел корректуры
всей книги, отметил ряд промахов и сделал некоторые критические заме-
чания, способствовавшие улучшению изложения.

Выражаю глубокую благодарность также А. Я. Горгидзе, который
прочел корректуры первой и седьмой глав и проверил некоторые вычис-
ления.

Н. Мусхелишвили
Тбилиси,

декабрь 1953 г.

ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

Второе издание настоящей книги, вышедшее в 1935 г., почти непосред-
ственно вслед за первым (1933 г.), уже давно разошлось, но, будучи занят
другими работами, я долгое время не мог приступить к подготовке нового
издания. Теплый прием, оказанный книге, и высокая награда, которой
она удостоилась, налагали на меня обязанность отнестись к ее переиз-
данию с особым вниманием. К этому присоединилось еще то, также весьма
отрадное для меня, обстоятельство, что уже вскоре после выхода в свет
первых изданий появилось много работ, в которых изложенные мною
методы применялись к различным конкретным задачам, а так же суще-
ственно дополнялись и обобщались. Естественно, что надо было отразить
в новом издании хотя бы главнейшие результаты этих работ, так же как
и некоторые результаты, полученные мною самим. Я постарался выпол-
нить это, но опасаюсь, что некоторые работы все же остались мне неиз-
вестными, за что приношу свои извинения их авторам.

Общий характер изложения остался в этом издании прежним. Однако
текст книги, за исключением первых двух и последней *) глав, подвергся
коренной переработке и значительно дополнен. Добавлены две новые
главы, а именно главы четвертая и шестая. Содержание главы четвертой
лишь в незначительной части заимствовано из предыдущего издания;
в главе же шестой даны результаты, полученные мною, а также другими
авторами после выхода в свет предыдущего издания 2), если не считать
немногих задач, решение которых было дано, но при помощи других
методов, в предыдущем издании.

Не считая возможным и необходимым указывать все многочисленные
изменения и дополнения, внесенные мною в текст предыдущих изданий,

*) Впрочем, значительно дополнен и отдел IV последней главы, что придало
теории растяжения и изгиба составных брусьев вполне законченный вид.

2) Большая часть этих результатов была внесена мною в книгу «Сингулярные
интегральные уравнения» (1946), но теперь я нахожу, что естественное их место —
в настоящей книге (в coofeeTCTBHH с этим они будут изъяты из следующего издания
«Сингулярных интегральных уравнений»). Здесь изложение этих результатов пере-
работано с целью сделать его независимым от упомянутой книги.



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

считаю нужным обратить внимание читателя на новое изложение отделов
I—III главы пятой (отдел IV — новый). В этих отделах не содержится
принципиально новых по сравнению с предыдущим изданием результа-
тов, однако способ их получения заменен иным, более отвечающим, как
мне кажется, сущности дела. Отмечу, впрочем, что новый способ (на кото-
рый оказали влияние работы И. Племеля по теории функций комплексного
переменного, опубликованные задолго до выхода в свет первых изданий
моей книги, но, к сожалению, не знакомые мне тогда) приводит к тем
же самым приемам вычисления, что и применявшиеся мною раньше.
Вследствие этого, а также вследствие меньшей, пожалуй, элементарности
нового способа изложения, я не совсем уверен, что поступил хорошо,
произведя упомянутую замену. Как бы то ни было, сопоставление нового
и старого подходов может принести известную пользу.

Добавлю в заключение, что тщательно, по мере возможности, назы-
вая авторов тех или иных изложенных мною чужих результатов, я делаю
то же самое по отношению к некоторым своим результатам, иногда даже
второстепенным, приводимым в качестве примеров. Последнее я делаю
не потому, что придаю этим результатам преувеличенное значение, а лишь
во избежание недоумения, могущего возникнуть у читателя, не знакомого
с предыдущими изданиями моей книги и встретившего заимствованные
из нее места без четкого указания источника в некоторых других публи-
кациях (главным образом зарубежных).

Для упрощения ссылок цитируемые произведения перечислены
отдельным списком в конце книги, в алфавитном порядке. При ссылках
называется автор и номер его произведения по этому списку, заключен-
ный в квадратные скобки.

Первому изданию этой книги было предпослано не мало способство-
вавшее ее успеху предисловие покойного академика Алексея Николаевича
Крылова, крупнейшие научные и общественные заслуги которого хорошо
всем известны и к которому я всегда буду питать чувства глубокой благо-
дарности и уважения.

Предисловие А. Н. Крылова воспроизводится ниже без всяких изме-
нений. Я не смог и в этом издании выполнить пожелания, высказанного
А. Н. Крыловым в конце его предисловия, относительно развития мето-
дов численного решения, не потому, конечно, что недооцениваю его спра-
ведливости, а просто потому, что, к большому моему сожалению, я не
умею это сделать достаточно хорошо. Зато пожелание А. Н. Крылова
с успехом выполнено другими авторами, о чем даны указания в тексте
книги.

Н. Мусхелишвили

Тбилиси,
ноябрь 1948 г.

ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Книга эта воспроизводит в значительно переработанном и дополнен-
ном виде содержание цикла лекций, прочитанных мною весной 1931 г.
по приглашению Сейсмологического института Академии Наук СССР
для научных сотрудников Института, а также лекций, прочитанных
в 1932 г. для аспирантов Физико-математического института Академии
Наук и Института математики и механики при Ленинградском универ-
ситете. Лекции предназначались для лиц, в большинстве уже знакомых
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с основами теории упругости, и должны были быть посвящены отдельным
основным вопросам, выбор которых в значительной мере предоставлялся
мне; я, естественно, остановился на вопросах, в области которых рабо-
тал лично.

Таким образом, в этой книге излагаются только немногие главы
теории упругости, но каждая из них представляет собой довольно закон-
ченное целое. Не останавливаясь здесь на содержании книги, представле-
ние о котором можно получить по оглавлению, считаю необходимым
отметить только следующее.

Ввиду того, что затронутые в книге вопросы могут, как я надеюсь,
представить некоторый интерес для более широкого круга лиц, в частности
для лиц, работающих в области технических приложений теории упру-
гости, я старался сделать изложение по возможности доступным и для
читателей, знакомых только с основами дифференциального и интеграль-
ного исчисления и с элементами теории функций комплексного перемен-
ного. Так, например, вопросы, где применяются интегральные уравнения,
выделены в отдельные параграфы, которые можно пропустить при чтении
без ущерба для понимания остального; глава I, в которой изложены
основы математической теории упругости в объеме, достаточном для
понимания дальнейшего (и даже несколько большем), предназначена для
читателей, не специалистов по теории упругости. С целью сделать изло-
жение более доступным, я отказался от применения тензорного исчисле-
ния, которым пользовался в своих лекциях в Сейсмологическом инсти-
туте; элементарные сведения о тензорах даны в Добавлении I. Добавле-
ния II и III посвящены некоторым элементарным вопросам математики,
необходимым для понимания изложенного в книге и обычно недостаточно
освещенным в элементарных курсах анализа.

Н. Мусхелишвили,
Ленинград,

весна 1933 г.



ПРЕДИСЛОВИЕ АКАДЕМИКА А. Н. КРЫЛОВА

К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ1)

Упругость есть основное свойство всех тел природы. Это свойство
приходится приписывать даже тому воображаемому эфиру, самое суще-
ствование которого то признается, то отрицается физикой и вместе с тем
столь широко используется практикой.

Так и упругость тел, можно сказать, инстинктивно использовалась
со времен доисторических для всех построек, начиная от хижин дикарей
до Колизея, величественных дворцов и храмов, для всех орудий и инстру-
ментов обыденной жизни, для всякого рода оружия. Как первобытный
человек каменного века или современный папуас, изготовляя лук для
своих стрел с кремневым или костяным наконечником, пользуется упру-
гостью материала, так Виккерс и Армстронг пользуются тем же свой-
ством при изготовлении 150-тонных 16-дюймовых пушек для броненосцев
«Нельсон» и «Родней» или для укреплений Дувра. Разница лишь в том,
что папуас делает свой лук на основаниях, выработанных бесчисленными
поколениями как бы естественным подбором, а Виккерс и Армстронг —
свою пушку на основании точного математического расчета, разработан-
ного нашим академиком Гадолиным всего лет шестьдесят назад.

Таким образом, если практическое использование человеком свой-
ства упругости тел продолжается неисчислимые века и тысячелетия,
то первая попытка научного его обоснования насчитывает всего 295 лет
и дана Галилеем, изложившим ее в своих знаменитых «Беседах», изданных
в 1638 г.

Через сорок лет англичанин Гук дал разгадку своей анаграммы:
ceiiinosssttuv — ut tensio sic vis («яко растяжение, тако сила»), заключаю-
щей основной закон, которому свойство упругости материалов подчинено.

Проходит еще 60 лет, и в Записках Петербургской Академии Наук
появляются труды Даниила Бернулли и Эйлера, где даны те уравнения,
которыми и посейчас пользуются при большей части практических
расчетов.

Проходит еще 80 лет, пока французский инженер Навье ставит совер-
шенно по-новому задачу об изучении упругости тел, дает общую ее тео-
рию и составляет общие дифференциальные уравнения равновесия и дви-
жения их. Эта теория развивается далее знаменитыми математиками
Коши и Пуассоном, но они сперва прилагают ее к изучению распростра-
нения колебаний в упругой среде, т. е. звука, ибо в то время они еще

') Предисловие академика А. Н. Крылова перепечатано без изменений из пер-
вого издания. Так как А. Н. Крылов разбирает содержание книги по главам, сле-
дует отметить, что глава I I I первого издания, значительно дополненная, составляет
предмет главы V настоящего, а глава IV первого издания соответствует главе VII
настоящего.
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не признавали волновой теории света; в своем же курсе механики, издан-
ном для Политехнической школы, Пуассон развивает теорию Бернулли
и Эйлера.

В это же время в Институте инженеров путей сообщения, за несколько
лет перед тем в Петербурге основанном, состояли профессорами, в чине
подполковников русской службы, французские инженеры Ламе и Кла-
пейрон, которые начали развивать теорию Навье в смысле приложений
ее к строительному делу, но вскоре после своего воцарения Николай I
исключил их из русской службы и выслал на родину.

Здесь в 1852 г. Ламе и издал первое руководство по теории упругости
под заглавием «Lecons sur la theorie mathematique de l'elasticite des corps
solides», ставшее классическим и не утратившее своего значения и по-
ныне.

С развитием постройки железных дорог, металлических для них
мостов, громадных зданий, с развитием машиностроения и железного
судостроения, с учреждением лабораторий как для научного исследова-
ния упругих свойств материалов, так и для проверки обусловленных
контрактами их качеств, пошло быстрое развитие учения об упругих
свойствах материалов и надлежащем их использовании для строительной
практики.

Развитие это пошло по двум направлениям: с одной стороны, разра-
батывалась математическая теория упругости в том виде, как ее создал
Навье и впервые изложил Ламе; с другой стороны, развивалась упрощен-
ная теория, получившая название «Учение о сопротивлении материалов»,
исходя из тех методов, основы которых были положены Бернулли
и Эйлером.

Замечательно, что первое практическое приложение формулы и выво-
ды Ламе получили, по почину Гадолина, в проектировании стальных
орудий, скрепленных кольцами, которые начал изготовлять Крупп,
а вскоре после него и наш, тогда только что основанный, Обухов-
ский завод.

Зачастую сама практика заставляла проверять выводы упрощен-
ной теории выводами теории более строгой и точной, чтобы ближе
подойти к действительности и убедиться, что упрощения не слишком
далеко завели от истины и что ими не упущена из виду самая сущ-
ность дела.

Здесь во многих случаях толчок давали или знаменитые крушения
гигантских железнодорожных мостов, казалось бы, правильно сконструи-
рованных и рассчитанных по всем правилам и нормам, или трещины и раз-
рывы листов палубы на океанских пароходах, или случаи гибели некоторых
длинных пассажирских быстроходных пароходов, которые после столкно-
вения с небольшими судами ломались пополам и тонули, причем о пере-
ломе их можно было ясно судить по скрещению их мачт, прежде чем они
окончательно погружались под воду.

Теория упругости часто приходила на помощь, давала точное коли-
чественное объяснение причин катастрофы, а раз причины становились
известными, то не трудно было находить и средства для предотвращения
вредных от этих причин последствий.

Лет тридцать назад возникло применение железобетона в строитель-
ном деле и стало быстро развиваться, приобретя теперь громадную важ-
ность. Здесь возникли новые задачи, перед многими из которых упрощен-
ные методы Бернулли и Эйлера были бессильны; теория упругости полу-
чила ряд новых применений.
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Отсюда ясно, насколько важно изучение этого предмета ныне, при
нашем колоссальном строительстве и бесчисленном разнообразии форм
его, поэтому книга Н. И. Мусхелишвили отвечает насущной потреб-
ности.

В своем предисловии автор отсылает читателя для ознакомления
с содержанием книги к оглавлению ее, но сухой перечень статей не дает
достаточного представления не только о методе изложения, но даже
и о самом содержании. Поэтому я постараюсь вкратце ознакомить с харак-
тером изложения, отметив прежде всего его оригинальность, благо-
даря которой получилась та сжатость, которая дозволила автору
вместить в его небольшую книгу столь обширный и во многом сове-
ршенно новый материал и вместе с тем сохранить полную ясность из-
ложения.

Книга проф. Мусхелишвили заключает четыре главы.
Глава I. О с н о в н ы е у р а в н е н и я м е х а н и к и у п р у г о г о

т е л а . Здесь на 75 страницах изложены все общие основания теории
упругости, а именно: а) учение о напряженном состоянии тела; б) учение
о деформации; в) связь между напряжением и деформацией; г) выведены
дифференциальные уравнения равновесия упругого тела и поставлены
две основные задачи: 1° определить состояние тела, когда даны силы,
на него действующие; 2° определить состояние тела, когда даны смещения
точек поверхности, ограничивающей тело.

Глава II. П л о с к а я з а д а ч а . О б щ и е ф о р м у л ы и про-
с т е й ш и е п р и л о ж е н и я . Здесь на 100 страницах изложены как
постановка плоской задачи, так и главные методы решения ее. Решение
достигается при помощи функции напряжений и комплексного пред-
ставления ее, причем сперва излагается общая теория методов, а затем
они развиваются практически на ряде примеров. Из этих примеров отме-
тим: а) растяжение пластинки, ослабленной круговым отверстием; б) дей-
ствие сосредоточенной силы, приложенной в точке неограниченной плос-
кости; в) действие сосредоточенной пары; г) рассмотрение напряжений
в кольце, вызываемых заданными силами; д) изгиб кругового бруса;
е) общая теория температурных деформаций и вызываемых ими напря-
жений.

Глава III. П р и м е н е н и е к о н ф о р м н о г о о т о б р а ж е -
н и я и к о м п л е к с н о г о и н т е г р и р о в а н и я к п л о с к о й
з а д а ч е . Здесь на 108 страницах сперва излагаются теория и примеры
конформного отображения и прилагаются к преобразованию уравнений
плоской задачи и граничных в ней условий, после чего показывается
общий метод решения основных задач и поясняется примером решение
этих задач для сплошного эллипса.

Затем автор излагает теорию интегралов Коши и дает здесь новые
и обобщенные формулы, которыми и пользуется в дальнейшем.

Показав общее решение основных задач для областей, ограниченных
одним контуром, и приведение этого решения к уравнениям Фредгольма,
автор дает решения многих примеров для областей разного вида, причем
особенно важны рассмотренные им случаи решения основных задач для
плоскости с вырезами эллиптической формы, а также и со вставками
в виде кругового ядра, а затем он дает решение обеих основных задач для
полуплоскости и для областей более общего вида.

Все эти решения получаются не случайными частными приемами,
а применением общего метода, основанного на выведенных автором свой-
ствах интеграла Коши.
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При чтении этой главы я невольно вспомнил весеннее собрание Обще-
ства корабельных инженеров в 1898 г. На этом собрании проф. Хел-Шоу
(Hele-Shaw) показал в первый раз свой прибор, которым проектируется
на экран с удивительной отчетливостью струйное течение жидкости
и показывается обтекание этими струями разного рода препятствий.
На следующий год я опять был в Лондоне на весеннем собрании Обще-
ства. Между прочими докладами норвежский инженер Брун (Bruhn)
прочитал доклад о влиянии вырезов и отверстий в палубах на общую
крепость судов, а так как незадолго перед этим переломился от столкно-
вения с парусником громадный пароход City of Rome в нескольких милях
от Нью-Йорка и катастрофа эта была у всех свежа в памяти, то доклад
Бруна был прослушан с особенным интересом. Для изучения этого влияния
он взял продолговатый лист резины, разграфил его проведенными парал-
лельно и перпендикулярно длинной стороне прямыми на квадраты, сде-
лал в нем вырезы разной формы и, растянув этот лист в продольном его
направлении, зачерчивал форму тех кривых, в которые обращались
первоначальные прямые линии, начерченные на листе. По этим линиям
получалась картина распределения деформаций, а значит и напряжений.
Брун предлагал, делая подобные модели, изучать на них решение той
плоской задачи, которая так блестяще решена аналитически Н. И. Мус-
хелишвили.

Случайно один из вырезов у Бруна был взят совершенно такой же
формы, как одно из препятствий в опытах Хел-Шоу, показанных за год
перед тем. Получилось почти полное тождество кривых Бруна и струйных
линий Хел-Шоу.

Так как никто на это не обратил внимания, то я достал сообщения
Общества за предыдущий год, попросил слова и объяснил, что это совпа-
дение отнюдь не случайное, что способ Бруна есть механическое, а способ
Хел-Шоу — гидродинамическое решение той же самой обобщенной зада-
чи Дирихле и что нет надобности делать сложных моделей Бруна и слож-
ных обмеров и зачерчиваний получаемых кривых, а стоит только соответ-
ствующей формы препятствие вставить в прибор Хел-Шоу и сделать
снимок струйных линий, проектируя их на обыкновенную светочувстви-
тельную бумагу,— и вся картина деформаций будет получена автомати-
чески. Такое сопоставление явлений из совершенно разных областей
было совершенно неожиданно для собрания, и председательствующий
в нем старый, в высшей степени опытный, инженер Бенжамен Мартель
в своем заключительном слове с особенной благодарностью отметил ска-
занное мною.

Струйное течение теперь изучается многими способами, как пред-
ставляющими видоизменение способа Хел-Шоу, так и другими, ибо оно
имеет очень важное значение для аэродинамики. Может быть, была бы
хорошая задача сопоставить такой «аэродинамический спектр» с теми
решениями, которые даны Н. И. Мусхелишвили, и, исходя отсюда, раз-
работать экспериментальный метод решения плоской задачи теории
упругости.

Невольно приходит на ум и другой метод, столь блестяще разрабо-
танный академиком Н. Н. Павловским,— решение гидродинамической
задачи, так сказать «электрическое», по определению эквипотенциальных
линий и линий тока в проводящей пластинке, снабженной вырезами
данной формы.

Все это представляет осуществление конформных преобразований,
столь изящно в аналитической форме развитых Н. И. Мусхелишвили,
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и показывает взаимную связь через общность дифференциальных уравне-
ний между вопросами из самых, казалось бы, далеких друг от друга
областей физики.

Здесь кстати вспомнить, что и самая функция напряжений введена
в рассмотрение вопросов теории упругости знаменитым королевским
астрономом сэром Дж. Биддель Эри, который, кажется, более 50 лет был
директором Гринвичской обсерватории. В начале 1860-х годов он устраи-
вал для нее новый большой меридианный круг с трубой, имевшей 8-дюй-
мовый объектив. Ему пришлось считаться с гнутием трубы под влиянием
веса объектива и окулярной части ее с разными приспособлениями, что
на Парижской обсерватории вызвало недопустимые при таких точных
наблюдениях, где речь идет о десятых долях секунды, погрешности,
доходившие до двух секунд дуги.

Глава IV. К р у ч е н и е и и з г и б о д н о р о д н ы х и с о с т а в -
н ы х б р у с ь е в . Здесь дается превосходное изложение задачи Сен-
Венана, а затем изучаются брусья из разнородного материала, столь
важные для железобетонных сооружений, по совершенно новым методам,
впервые развитым Н. И. Мусхелишвили.

Даже при беглом чтении книги Н. И. Мусхелишвили бросается
в глаза оригинальность решений не только совершенно новых задач,
им поставленных, но и задач, уже давно решенных другими авторами.
Так, в главе I, в которой по существу ее содержания излагаются вещи,
давно известные, автор многим вопросам придает более полное и отчетли-
вое освещение, нежели это ранее делалось, а новый вывод условий совмест-
ности в форме Сен-Венана и Бельтрами—Мичелла принадлежит автору.

В главе II автору принадлежит новый строгий вывод формул Г. В. Ко-
лосова и ряда других формул, представляющих результаты в простой
форме; обстоятельное исследование аналитического характера решения
плоской задачи для многосвязной и для бесконечной областей дает здесь
возможность обнаружить у многих других авторов ошибочные заклю-
чения.

Также имеет значение принадлежащее автору общее исследование воп-
роса о действии сосредоточенных сил и получение самого общего для них
выражения, причем им также обнаруживаются ошибки многих авторов.

Установление связи температурных напряжений с многозначными
смещениями также принадлежит Н. И. Мусхелишвили.

Все примеры в этой главе впервые решены автором, а если и были
решены ранее, то гораздо более сложными способами.

Глава III целиком принадлежит автору как по оригинальности
и общности решенных в ней задач, так и по общности метода, для этого
примененного, также принадлежащего автору. Насколько этот метод
важен, видно по тому, что автор в § 68 х) общее решение второй основной
задачи для бесконечной плоскости с эллиптическим отверстием дает на
двух страницах крупной печати. Частный случай этой задачи решен
Л. Фепплем (L. Fopp]) в «Zeitschrift i'tir angewandte Mathematik und
Mecbanik», причем это решение занимает 5 больших страниц мельчайшей
печати, которые, если бы их набрать нашим академическим шрифтом,
заняли бы около 20 страниц; в § 69 2) в нескольких строках решен пример,
от которого пример Феппля составляет простейший частный случай.

*) § 82 настоящего издания.
2) § 82а настоящего издания.
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В главе IV, как уже сказано, все относящееся к телам разнородным,
начиная от самой постановки задачи, принадлежит Н. И. Мусхелишвили.

Из этого беглого очерка видно как богатое содержание, так разнооб-
разие и важность рассмотренных в книге вопросов, оригинальность
и общность методов, примененных к их решению.

Остается высказать пожелание, чтобы в будущих изданиях, которые,
несомненно, понадобятся, автор пояснил общие выводы и формулы числен-
ными примерами и схемами расположения вычислений и указаниями
о числе ординат или подразделений при выполнении квадратур по при-
ближенным формулам для достижения в результатах точности, скажем,
до V2%. Этим он окажет большую услугу инженерному делу, сделав
свою прекрасную книгу более доступной тем лицам, которые его выводы
будут применять к решению чисто практических вопросов строительного,
дела.

Академик А. Крылов



Н. И. Мусхелишвили

Некоторые
основные задачи
математической

теории
упругости





ГЛАВА ПЕРВАЯ

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ МЕХАНИКИ УПРУГОГО ТЕЛА

В этой вводной главе мы напоминаем основные понятия математи-
ческой теории упругости, даем вывод полной системы уравнений меха-
ники упругого изотропного тела и доказываем некоторые основные
предложения относительно этих уравнений.

Предполагается, что читатель хотя бы отчасти знаком с физическими
основами теории упругости, и потому мы не вдаемся подробно в эту
сторону дела1). Всв сказанное в отделах I и II настоящей главы отно-
сится ко всякого рода телам, которые можно, с достаточным приближе-
нием, рассматривать как «сплошные» (жидкости, упругие и пластические
тела и пр.). Только начиная с отдела III вводятся предположения,
характеризующие (идеальное) упругое тело как таковое.

Во всей этой главе координаты считаются прямоугольными, прямо-
линейными.

I. НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

§ 1. Объемные силы. В механике сплошных тел различают двоякого
рода силы: объемные силы, относимые к элементам объема (или массы)
тела, и силы напряжения, действующие на поверхностные элементы,
которые можно (мысленно) провести внутри тела или выделить на его

х) Более подробное изложение физических основ, а также ряда общих теоре-
тических и практических вопросов, не затронутых в этой книге, читатель может найти
в курсах теории упругости, из которых назовем: Love [1] (эта вышедшая первым
изданием в 1892—1893 гг. и во многих отношениях значительно устаревшая книга
все же весьма полезна вследствие обилия материала), Папкович [1], Лейбензон [1],
Тимошенко [l],Grammel [1], Burgatti [1], Sokolnikoff [1], Timoshenko a. Goodier [1],
Green a. Zerna [1]; см. также Sneddon a. Berry [1]. Назовем еще курсы теоретической
механики: jKirchhoff [1] и Webster [1], содержащие изложение основ теории упру-
гости; первый из них, несмотря на более чем восьмидесятилетнюю давность, не утра-
тил интереса и в настоящее время.

Краткий, но довольно обстоятельный очерк развития теории упругости дан
в начале курса Лява (Love [1 ]). Очень подробная история теории упругости до 1893 г. с
детальным анализом различных статей и книг дана Тодхёнтером и Пирсоном (Todhun-
ter a. Pearson [1]). В книге Timoskenko [1] по истории сопротивления материалов,
имеются также краткие сведения по истории теории упругости вплоть до 1950 г.
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поверхности. Чтобы пояснить это подробнее, вообразим себе, что из
рассматриваемого сплошного тела выделена мысленно часть V произволь-
ной формы, ограниченная поверхностью S. Мы принимаем, что совокуп-
ность внешних сил, действующих на выделенную часть V, можно
представить состоящей из сил объемных (типичный пример — сила тя.
жести) и сил поверхностных (пример — давление).

Займемся сперва объемными силами. Объемные силы действуют
на различные элементы объема тела, вернее — на массы, заключенные
в этих элементах объема. При этом принимается, что сила, действующая
на бесконечно малый элемент объема dV, имеет вид Ф dV, где Ф — неко-
торый конечный вектор х); за точку приложения вектора Ф можно принять
любую точку (х, у, z) элемента.

Вектор Ф называется объемной силой, рассчитанной на единицу
объема. Если Q обозначает плотность в данном месте тела (количество
массы в единице объема), то вектор Ф/g будет объемной силой, рассчи-
танной на единицу массы.

В случае силы тяжести вектор Ф направлен вертикально вниз и равен
по величине Qg, где g — ускорение силы тяжести.

Вообще говоря, вектор Ф зависит от положения в теле элемента
объема, к которому он относится, или, иными словами, от координат
х, у, z точки, около которой выделен элемент dV, считаемый бесконечно
малым. Кроме того, в случае динамическом, Ф зависит от времени.

З а м е ч а н и е . Математически утверждение, что объемная сила,
действующая на элемент объема dV, может быть представлена векто-
ром Ф dV, приложенным к некоторой точке элемента dV, надо понимать
в том смысле, что главный вектор W объемных сил, действующих на любой
конечный объем V тела, можно представить в виде тройного интеграла

ЧГ= \ JJ <DdV= \ \\ (bdxdydz, (1)
v у

а главные моменты тех же сил относительно осей Ox, Oy, Oz прямоуголь-
ной, прямолинейной системы координат — тройными интегралами:

Мх=\\\ (yZ-zY)dxdydz, M v ^ \ \ [ (zX-xZ)dxdydz,

(xY—yX)dxdydz,

v

где X, Y, Z обозначают компоненты 2) вектора Ф.

J) Векторы мы будем обозначать жирными буквами, например, JP, ИЛИ двумя
буквами обычного шрифта с чертой наверху, например, АВ (Л —начало, В—конец
вектора). Длины векторов Р или АВ будем обозначать через Р или \АВ\.

2) Под компонентами вектора мы всегда будем понимать скалярные величины.
Многие авторы, например Love [1], через X, Y, Z обозначают компоненты объемной
силы, отнесенной к единице массы. При этих обозначениях компоненты вектора Ф
будут: QX, QY, QZ, где g — плотность.
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§ 2. Напряжения. Поверхностные силы действуют на элементы
поверхности £ мысленно выделенной части V (см. § 1). Принимается,
что сила, действующая на бесконечно малый элемент поверхности dS,
имеет вид F dS, где F— некоторый конечный вектор. Точкой приложения
вектора F может считаться любая точка, принадлежащая элементу dS.
Точное математичеокое содержание этого положения определяется совер-
шенно аналогично тому, как это указано в замечании в конце § 1 отно-
сительно объемных сил.

Сила F dS называется силой напряжения, или усилием, действующим
на элемент dS, а вектор F — усилием, рассчитанным на единицу площади,
или напряжением. Часто также мы будем назы-
вать F вектором напряжения.

Усилие F dS выражает собой силу взаимо-
действия частей сплошного тела, примыкающих
с одной и с другой стороны к поверхностному
элементу dS. При этом FdS выражает силу,
с которой часть, находящаяся вне V, действует на
часть, принадлежащую V; сила же, с которой часть,
находящаяся внутри, действует на часть, находя-
щуюся вне V, будет на основании принципа равенст-
ва действия и противодействия равна — FdS. Рис. 1.

Вообще всякая площадка (т. е. поверхностный
элемент), мысленно проведенная внутри тела, разграничивает два элемента
тела, примыкающие к площадке с той и другой стороны. Для того, чтобы
различить эти два элемента тела, проведем нормаль п к рассматриваемой
площадке и будем приписывать ей определенное положительное направле-
ние (рис. 1). Под усилием, действующим на площадку, мы всегда будем под-
разумевать силу, с которой часть тела, находящаяся с положительной сто-
роны нормали, действует на часть, находящуюся с отрицательной стороны
(то же относится и к напряжениям, т. е. усилиям, рассчитанным на единицу
площади). Таким образом, когда мы хотим рассматривать усилия, дей-
ствующие со стороны окружающего тела на поверхность S выделенной
части V, то мы должны рассматривать нормаль к S, внешнюю по отно-
шению к V.

Вектор F зависит, как и объемная сила, от положения элемента dS
и (в динамическом случае) от времени. Но, кроме того, он, очевидно,
зависит от ориентировки площадки в теле, т. е. от направления норма-
ли п. Поэтому, когда требуется указать, что напряжение F относится
к площадке, нормаль к которой есть п, мы будем писать: Fn. Компоненты
этого вектора мы будем обозначать через Хп, Yni Zn.

§ 3. Компоненты напряжения. Зависимость напряжения от ориен-
тировки площадки. Имея в виду изучить зависимость напряжения от ориен-
тировки площадки, возьмем какую-либо прямоугольную, прямолинейную
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систему осей координат Oxyz. Пусть М — данная точка, через которую
проводится площадка. Мы увидим, что достаточно знать напряжения,
действующие на три взаимно перпендикулярные площадки, проходящие
через М, для того чтобы уметь вычислить напряжение, действующее
на площадку, ориентированную любым образом (и проходящую через
ту же точку). За упомянутые три площадки возьмем площадки, перпен-
дикулярные к осям координат Ox, Oy, Oz, причем за положительные
направления нормалей к этим площадкам примем положительные направ-
ления соответствующих осей.

Введем теперь следующие обозначения, которые будем применять
во всем дальнейшем. Компоненты вектора напряжения, действующего
на площадку, нормальную к оси Ох, обозначим через Хх, Yx, Zx; индекс
х указывает на то, что рассматриваемая площадка нормальна к оси Ох.
Хх измеряет нормальную компоненту напряжения, действующего на нашу
площадку, a. Yx, Zx — компоненты касательного или скалывающего напря-
жения. Аналогично обозначим компоненты вектора напряжения, дей-
ствующего на площадку, нормальную к оси Оу, через Xv, Yy, Zv, а ком-
поненты напряжения, действующего на площадку, нормальную к Oz,—

через Хг, Уг, zz.
Величины

хх,
Ху,

Хг,

Ух,
У у,

Уг,

zx,
Zy,

z z,
}
J

вполне характеризуют, как мы увидим, напряженное состояние в окрест-
ности рассматриваемой точки. Поэтому они называются компонентами
напряжения (в данной точке, в данный момент времени). Эти компоненты
изображены на рис. 2. Не надо упускать из виду, что, по нашему опре-
делению, они — скалярные величины. На рис. 2, например, изображена
не сама величина Хх, а вектор, алгебраическое значение которого по
оси Ох равно Хх.

Для того чтобы найти зависимость между величинами (1) и компо-
нентами вектора напряжения Fn, действующего на площадку с нор-
малью п, проходящую через данную точку М, прибегнем к следующему
приему. Проведем через точку М три плоскости, параллельные плоскостям
координат, и, кроме того, проведем на некотором расстоянии k от точки М
плоскость, имеющую нормаль п. Упомянутые четыре плоскости образуют
тетраэдр, три грани которого параллельны плоскостям координат, а чет-
вертая ABC — рассматриваемой площадке (рис. 3).

Будем здесь, как и в дальнейшем, считать (если противное не ого-
ворено особо), что объемные силы и напряжения изменяются непрерывно
с положением точки, к которой они относятся. Будем, кроме того, счи-
тать, что мы имеем дело с равновесием, и выразим на основании известного
принципа статики, что главный вектор совокупности внешних сил, дей-
ствующих на рассматриваемый тетраэдр, равен нулю.
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Имея в виду переход к пределу h -> 0, будем считать размеры тетра-
эдра бесконечно малыми.

Подсчитаем проекцию на ось Ох главного вектора всех внешних сил,
действующих на тетраэдр.

Все рассуждения будем вести в предположении, что отрезки МА,

MB, МС направлены соответственно в те же стороны, что оси Ox, Oy, Oz.

'о

Рис. 2. Рис. 3.

Читатель легко убедится, что результаты останутся справедливыми и для
всех других случаев.

Проекция объемной силы равна (X + е) AV, где AV — объем тетра-
эдра. Значение X берется для точки М, а е — бесконечно малая величина
(в силу непрерывности величины X).

Далее, проекция усилия, действующего на площадку ABC, равна
(Хп + е') а, где а обозначает площадь треугольника ABC, a e' — беско-
нечно малую величину; Хп, Yn, Zn обозначают, напоминаем, компо-
ненты вектора напряжения, действующего на площадку с нормалью п
в точке М.

Наконец, проекция внешнего усилия, действующего на площадку
МВС, нормальную к оси Ох, равна (—Хх + е4) сть где 0j — площадь
треугольника МВС, а е4 — бесконечно малая величина. Здесь берется
—Хх, а не -\-Хх, так как мы имеем дело с силой, действующей на пло-
щадку со стороны части тела, расположенной с отрицательной стороны
нормали к площадке (вспомним, что при определении величины Хх за
положительную нормаль была взята нормаль, направленная так же,
как ось Ох). Для площадок МСА и МАВ получаем, совершенно анало-
гично, величины (—Ху + е2) о2, (—Хг + е3) о"з-

Итак, замечая, что

AV = Y ha, o1 = o cos (п, х), а2 = сг cos (п, у), о3 = о cos (re, z),



20 ГЛАВА ПЕРВАЯ. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ [§ 4

имеем:
v 1 а-\-(—X,; + ei)acos(re, x)-\-

+ (—X f f + 62)0" cos (n, j/) + ( — X2-t-e3)acos(re, z) = 0.

Разделяя на с и переходя к пределу ге-> О, получим окончательно фор-
мулы, из которых две последние написаны по аналогии с первой х):

Хп = Хх cos (re, х) + Ху cos (re, у) -\- Xz cos (re, z), \
Yn = Yx cos (re, x) + Yy cos (re, y) -f Yz cos (re, z), } (2)
Z n — Zx cos (re, x) -j- Zy cos (re, г/) + Zz cos (re, z). J

§ 4. Уравнения, связывающие компоненты напряжения. Из элементов
теоретической механики известно, что главный вектор и главный момент
всех внешних сил, действующих на любое материальное тело, находя-
щееся в равновесии, равны нулю. В случае абсолютно твердого (или,
как мы кратко будем говорить, жесткого) тела это условие дает систему
шести конечных уравнений, вполне характеризующих состояние равно-
весия. В случае же деформируемого тела упомянутое условие, если его
применять ко всему телу как целому, далеко не дает всех элементов,
характеризующих равновесие. Однако из этого условия можно и в нашем
случае извлечь уравнения, дающие (в совокупности с законом, выражаю-
щим зависимость между напряжениями и деформацией, о чем будет речь
впереди) все необходимые соотношения. Но для этого упомянутое условие
следует применить не только ко всему телу, как целому, а к каждой
части, которую можно мысленно из него выделить.

Во всем дальнейшем будем считать, если противное не оговорено
особо, что компоненты напряжения не только непрерывны, но и имеют
непрерывные частные производные первого порядка во всей области,
занятой телом.

Пусть V — произвольная часть рассматриваемого тела (находящегося,
по предположению, в равновесии), ограниченная замкнутой поверхно-
стью S. Выразим сперва условие, что главный вектор всех внешних сил,
действующих на часть V, равен нулю.

Проекция главного вектора объемных сил на ось Ох равна

I I I XdV'v
а проекция главного вектора усилий, действующих на поверхность S,
равна

\ \ Л.ппО.

J) Соотношения (2), так же как и все соотношения, выведенные в § 4, были
впервые найдены Коши (A. L. Cauchy, 1789—1857) в мемуаре, представленном Париж-
•ской Академии в 1822 г.; результаты этого мемуара были опубликованы частями
в 1823-1828 гг.
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Вводя в последнюю формулу, вместо Хп, выражение из (2) § 3 и при-
равнивая нулю сумму проекций на ось Ох объемных и поверхностных
сил, получаем:

XdV + [ [ [Xxcos(n, x) + Xycos(n, y)-\-Xzcos(n, z)]dS = O,
V S

где п обозначает внешнюю нормаль.
Но на основании известной формулы Остроградского — Грина

\ \ [Хх cos (n, х)-\- Ху cos (n, у)-\- Хг cos (n, z)J dS —

дХх , дХу dXz \ , T /

Г"Т яГ.- и 57~ а к -to ' dp
V

Внося это выражение в предыдущую формулу, получаем, наконец:

Вспомним теперь, что предыдущее равенство должно иметь место
для любой области V, выделенной в теле, а это возможно только тогда,
когда подынтегральная функция равна нулю в каждой точке тела 1).
Итак, мы получаем уравнения (два последних написаны по аналогии
с первым):

dXj. 9Х у

• + •дх ^ ду ^ dz

dYr dYtl dYT

дх г ду г 5z

9 2 Ж 3 Z y dZz

' • +

(1)

3a; ' ду ' 9z

Эти уравнения, на которые нам часто придется ссылаться, мы будем
называть для краткости уравнениями равновесия.

Применим теперь условие равенства нулю главного момента внешних
сил относительно начала координат или, что сводится к тому же, усло-
вие равенства нулю главных моментов относительно осей координат.

Если F {х, у, z) — непрерывная функция в данной области и

F{x, у, z)dV = 0ш
v

для любой области V, выделенной из данной, то F (ж, у, z) = 0 во всей области. Дей-
ствительно, пусть, например, F (а;, у, z) > 0 в какой-либо точке (аг0, у0, z j . Тогда,
в силу непрерывности функции F, вокруг точки (х0, у0, za) можно выделить такую
область V, что в ней F ix, у, z) > е, где е — положительная постоянная. Но тогда

ш F dV > eF

v
что противоречит условию.
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Написав, что главный момент относительно оси Ох объемных сил
и напряжений, действующих на поверхность S выделенного объема V,
равен нулю, получим:

J J (yZ-zY)dV + J J (yZn-ZyB)dS = 0. (a)
V S

Но в силу формул (2) § 3

= \ \ {(yZx—zYx)cos(n, x) +
S

-f (yZy—zYy) cos (п, у) ^-(yZz — zYz) cos (n, z)}dS,

или, преобразуя последний интеграл по формуле Остроградского —
Грина,

дх ду dz

Внося это значение в соотношение (а) и принимая во внимание уравнения
(1), получаем

v

Так как область V произвольна, то отсюда следует (см. примечание
на предыдущей странице):

Yz = Zy, ZX = XZ, Xy = Yx. (2)

Две последние формулы получены из первой путем круговой пере-
становки букв (мы бы их получили непосредственно, применяя преды-
дущие выкладки к осям Оу и Oz).

Таким образом, мы видим, что в таблице компонент напряжения

Хх Ху Xz Л

Yx Yv Yz \ (A)

Zx Zy Z z J

члены, симметричные относительно главной диагонали (идущей от верх-
него левого угла к нижнему правому), попарно равны; иными словами,
таблица (А) симметрична.

Среди девяти членов таблицы оказывается только шесть различных:

-Л-Х1 i JI Zz, Yz = /*y, Zx = Ji.z, A j = i j .

Следовательно, можно сказать, что напряженное состояние в данной
точке характеризуется шестью величинами (А).

Формулы (2) можно словесно высказать в виде следующего предло-
жения. Пусть имеются две площадки, проходящие через одну и ту же
точку; тогда проекция напряжения, действующего на первую пло-
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щадку, на нормаль ко второй равна проекции напряжения, действую-
щего на вторую площадку, на нормаль к первой. Собственно говоря, фор-
мулы (2) доказывают непосредственно это предложение только в случае,
когда площадки взаимно перпендикулярны (параллельны двум из пло-
скостей координат). Но легко обобщить этот результат на случай двух
любых площадок и получить таким образом только что формулированное
предложение.

Действительно, пусть а', р', у' — косинусы направления норма-
ли п' к первой площадке, а а", Р", у" — косинусы направления нор-
мали п" ко второй. Тогда компоненты вектора напряжения Fn>, действую-
щего на первую площадку, будут на основании формул (2) § 3 равны:

Х„. = Хха' + Ху$' -+• Xzy', Yn. = Yxa' + Yy$' + Yzy',

Если принять во внимание соотношения (2), то проекция этого напря-
жения на нормаль ко второй площадке будет дана формулой:

npn~Fn, = Хп.а" + У„-р" + Ъп.у" = Хяа'а" + Уур'Р" + Zzy'y" +
+ Yz ф у + р у ) + Ъх (у'аГ + у"а') + Ху (а'р" + а"Р'). (3)

Полученное выражение, как мы видим, содержит совершенно сим-
метрично величины а', Р', у' и а", Р", у" и поэтому не изменится, если
поменять ролями наши две площадки, а это и доказывает высказанное
предложение.

З а м е ч а н и е о т н о с и т е л ь н о о б о з н а ч е н и й . Обо-
значения Хх, Yy и т. д. для компонент напряжения, принятые нами,
были впервые введены Ф. Нейманом (1841 г.) и получили большое рас-
пространение. Они приняты, например, в курсах Кирхгоффа (Kirch-
hoff [1]), Лява (Love [1]) и др. Кроме этих обозначений, применяются
и некоторые другие. Мы упомянем только следующие:

Т'ХХ==-Л-х> '*'уу = *у' tzz — ^zi fyZ = XZy = I z = Ziy,

tzx — ТЖ2: — ^x = Xz, Xxy — 1yx = Xy = Yx,

которые, как и предыдущие, очень распространены (с теми или иными
несущественными видоизменениями) в литературе, особенно современной.
Они весьма удобны со многих точек зрения, главным образом потому,
что согласуются с современными тензорными обозначениями. Часто вместо
т:хх, т у г / , хгг пишут ах, Оу, az.

§ 5. Замена координат. Инвариантная квадратичная форма. Тензор
напряжений. Формула (3) § 4 позволяет ВЫЧИСЛИТЬ проекцию на любое
направление вектора напряжения, действующего на данную площадку.
В частности, мы можем применить эту формулу для вывода формул пере-
хода от одной системы прямоугольных осей Oxyz к другой системе Ox'y'z'.
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Пусть косинусы направлений осей «новой» системы Ox'y'z' по отно-
шению к осям «старой» Oxyz заданы следующей таблицей:

х'

У'

г'

X

« 1

а 2

а 3

У

Pi

Р2

Рз

z

Yi

Y2

Ys

В этой таблице, например, ai, Pi, Yi обозначают косинусы направле-
ния оси Ох' относительно старых осей, т. е.

a! = cos(a;', x), PJ = COS (х', у), Yi = COS (x', z).

Компоненты напряжения относительно новой системы осей обозна-
чим через Х'х', Уу', Z'z', Yz-, Z'x-, X'v- и найдем формулы, выражающие
эти «новые» компоненты через старые: Хх, Yy, . . ., Ху.

Формула (3) § 4 сразу же дает требуемые выражения. Например,
для Х'х> получим:

Х'х- = wpx>Fx>,

где Fx- обозначает вектор напряжения, действующего на площадку, нор-
мальную к новой оси Ох'. Следовательно, в формуле (3) § 4 надо взять

что дает первую из следующих формул, которые мы выписываем для
справок (остальные получаются совершенно аналогичным путем):

X;. = Хха\ + Yjfil + Zzy\ + 2Yzj}lYl

Y'y. = XX

Z'z. = Xxa\

Из этих формул, между прочим, следует одно важное соотношение.
Именно, если сложим первые три из них и примем во внимание известные
формулы

PIYI + P2Y2 + P3Y3 = Yiai + Y2«2 + Y3<*3 = aiPi + а2Рг + «зРз = 0.
то получим:

Х'х' + Y'y + Zz. = Хх Ч- Yv + Zz.
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Предыдущую формулу можно высказать так: выражение

инвариантно по отношению к преобразованию (прямоугольных, прямо-
линейных) координат. Можно дать еще следующую формулировку: сумма
нормальных компонент напряжений, действующих на три взаимно пер-
пендикулярные площадки, не зависит от ориентации этой тройки
площадок.

Вернемся к формуле (3) § 4 и применим ее к вычислению нормальной
компоненты напряжения Fn, действующего на площадку с нормалью п.

Пусть N обозначает искомую нормальную компоненту, т. е. N =
= птрпРп: При N > О будем иметь растягивающее нормальное напряже-
ние, при N < 0 — сжимающее (давление).

Если а, р, у —" косинусы направления нормали п, то формула (3)
§ 4 даст простую и важную формулу:

N = Хжа2 + Уур
2 + Zzy

2 + 2YzpY + 2Zxya + 2X^0. (2)

Введем обозначение
2Q(g, т], £) = Xx£» + YBtf + Z,£«-j-2YlT£+2Z,ffi + 2XJ,6ri- (3)

Функция Q (£, ц, £,) есть однородная целая рациональная функция
второго порядка от £, r\, £, т. е., как говорят, квадратичная форма пере-
менных | , г), £. Она имеет весьма простой геометрический смысл. Дей-
ствительно, пусть _Р = (5, т], ?) обозначает вектор х), нормальный к рас-
сматриваемой площадке, направленный в ту же сторону, что и положи-
тельная нормаль п. Тогда

где Р — длина вектора Р, и формула (2) дает

N-P* = 2Q(t, л, g). (4)

Заметим теперь следующее. Величина 7V по нашему определению
имеет непосредственный физический смысл и потому не должна зависеть
от выбора осей координат. Так же точно величина Р2 (квадрат длины
вектора) не зависит от выбора осей координат. Следовательно, квадра-
тичная форма Q (|, г\, £) не должна зависеть от выбора осей координат,
т. е. должна быть инвариантной по отношению к преобразованию (прямо-
угольных, прямолинейных) координат.

Иными словами, если £', г\', £' обозначают компоненты вектора I*
относительно новых осей, а Q' (£', ц , £') — квадратичную форму, сос-
тавленную из | ' , т]', £' и Х'Х', Yy>, . . ., Х'у', таким же образом, как
Q (Е> г\, С) составлена из | , т), t,, Xx, Yv, . . ., Xv, то мы должны иметь

О'(Е',л',&') = О(£.л. £), (5)
г) Вообще через (g, rj, Q мы иногда будем обозначать вектор, имеющий компо-

нентами I, т), £. Так же обозначается точка с координатами | , т|, £, но смешение здесь
невозможно.
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или, подробнее,

= Xxl* + Yyrf + Zz? 4- 2YZT]Z + 2ZXH 4 2Хв£т|- (5')

Это равенство должно обратиться в тождество, если в левую часть
вместо Х'х>, . . ., Х'у' подставить их выражения (1), а в правую вместо
£, т], £ — их выражения через новые компоненты, т. е. согласно
известным формулам аналитической геометрии положить:

p 3 E , } ()
Y3£'. J

Легко непосредственной проверкой убедиться, что это действительно
так и будет. Для этого достаточно внести в правую часть формулы (5')
выражения (6) и сравнить в обеих частях Полученной формулы коэф-
фициенты при | ' 2 , т]'2, Z,'2, r\'t,', £'£'. 1'ч\. Тогда увидим, что для Х'х-, Y'y-
и т. д. получатся как раз выражения (1).

Таким образом, для получения формул перехода (1) мы можем поль-
зоваться только что указанным правилом, весьма удобным для практики.
Именно, для получения этих формул достаточно написать формулу (5'),
внести в правую часть (или левую, если мы хотим получить формулы
перехода от новых компонент напряжения к старым) выражения | , т), £
через | ' , т]', £' (или обратные выражения \', ц', Z,' через £, т], ?) и срав-
нить коэффициенты при квадратах и произведениях переменных £', г\', К>'
(ИЛИ \, Т), I).

Свойство инвариантности квадратичной формы Q (|, т], £) показывает,
что компоненты напряжения Хх, . . ., Z y суть компоненты (симметрич-
ного) тензора второго ранга *); этот тензор называется тензором напря-
жений.

2) В основном тексте этой книги мы не будем предполагать у читателей знаком-
ства с тензорным исчислением. Для понимания некоторых подстрочных примечаний
достаточно прочесть Добавление I в конце книги. Для понимания же сказанного
в основном тексте достаточно знать следующее.

Пусть имеется квадратичная форма

2Q(|, г], Z,) = Txxl2 + Tyy4* + xzz¥ + 2Tyzr)t, + 2 т „ К + 2тяу |т1,,

где I, т), £ — компоненты некоторого вектора (произвольного), а коэффициенты
Ххх, . . . , Хху — величины, не зависящие от | , т), £, но зависящие от направлений
осей (прямоугольной, прямолинейной) системы координат. Если при переходе от
одной системы осей к другой коэффициенты ххх, . . . , Хху изменяются по такому
закону, что квадратичная форма п остается илвариантной, то говорят, что совокуп-
ность величин Ххх, . . . , Хху (зависящих от двух индексов) представляет симметрич-
ный тензор второго (по числу индексов) ранга. Величины Ххх и т. д. называются ком-
понентами тензора.

При обозначениях, принятых в тексте, ххх = Хх и т. д. (см. замечание в кон-
це § 4). Определение несимметричного тензора второго ранга см в Добавлении I.
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§ 6. Поверхность напряжений. Главные напряжения. Рассмотрение
квадратичной формы Q (|, т), £), введенной в § 5, позволяет дать очень
простое и наглядное геометрическое представление зависимости вектора
напряжения от ориентировки площадки, к которой он относится; речь
здесь идет о площадках, проходящих через какую-либо определенную
точку тела.

Возьмем для сокращения письма начало координат в рассматривае-
мой точке. Формула (4) § 5

дозволяет вычислить нормальную компоненту напряжения, действую-
щего на площадку, нормаль к которой имеет направление вектора Р =
= (|, т), £); длина Р этого вектора может быть взята совершенно про-
извольно.

В дальнейшем мы будем считать, что форма Q {£, т], £) не равна
тождественно нулю, ибо очевидно, что если эта форма равна тождественно
нулю, то напряжения вообще отсутствуют (в данной точке).

Пользуясь произвольностью длины Р, будем подбирать ее так, чтобы
N-P2 = ± с2, где с — произвольная, но раз навсегда выбранная постоян-
ная, отличная от нуля *); мы не исключаем случая, когда при некоторых
ориентациях площадки N = 0; при N = 0 мы будем считать Р = оо.

Таким образом,

33 <- ту 31 L //I \
Jf > — p 2 ~ ' У '

причем знак перед с2 будем подбирать так, чтобы ± с 2 и N имели одина-
ковый знак (иными словами, будем брать + с 2 , если имеем дело с растя-
гивающим нормальным напряжением, и —с2, если напряжение сжи-
мающее).

Будем откладывать вектор Р = ОН от начала координат О. Тогда
конец Н ( ,̂ т|, £) вектора Р будет находиться на поверхности

2п ( |, ть £) = ± с2, (2)
или, подробнее,

л = ± с 2 . (3)

При этом знак в правой части должен быть выбран вполне опреде-
ленным образом, в зависимости от знака N, в соответствии со сказанным
выше.

Поверхность (2) или (3) при определенном знаке в правой части есть,
очевидно, центральная поверхность второго порядка (с центром в начале
координат). Она называется поверхностью напряжений, относящейся
к данной точке тела («квадрика напряжений Коши»). Мы увидим ниже,
что возможны два случая: в одном — знак в правой части уравнения (2)

х) с2 имеет размерность силы.
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или (3) должен оставаться неизменным для всех возможных ориентации
площадки; в другом — приходится брать то один, то другой знак в зави-
симости от ориентации площадки. В последнем случае мы будем, таким
образом, иметь в сущности дело не с одной, а с двумя поверхностями
второго порядка *):

2Q= 4-с2 и 2 Q = — с2;

эти две поверхности имеют, очевидно, общие оси (см. ниже).
Если поверхность напряжений построена, то нахождение нормаль-

ного напряжения, действующего на данную площадку (проходящую через
начало координат), никакого затруднения не
представляет: достаточно найти пересечение II
нормали п к площадке с поверхностью (3) [мы
увидим ниже, что это пересечение всегда суще-
ствует, но при вполне определенном выборе
знака в правой части]. Тогда нормальное напря-
жение определится по формуле (1), где Р — | ОН \ .

Далее, легко также построить направление
р и с 4 вектора напряжения, действующего на площадку.

Действительно, формулы (2) § 3 могут быть

переписаны так, если вспомнить, что cos (п, х) = ~ и т. д.:

1 дЯ
4- -XzS) = —

У = _ 1 _ ^ 5 . 7 — 1 dQ

п Р дг\ ' n P dt, "

Эти формулы показывают, что вектор Fn параллелен нормали к поверх-
ности (2), проведенной в точке Н (|, r\, Q. Значит, чтобы найти направ-
ление Fn, достаточно провести в точке Н касательную плоскость к поверх-
ности напряжений и опустить на нее перпендикуляр из начала коорди-
нат. Вектор Fn расположен на этом перпендикуляре (рис. 4). Так как,
далее, проекция N вектора Fn на нормаль п к рассматриваемой площадке
уже известна, то построение самого вектора Fn никакого труда не пред-
ставляет.

Вектор Fn будет направлен по нормали п к площадке только в том
случае, если радиус-вектор ОН перпендикулярен к касательной пло-
скости в точке Н. Тогда на рассматриваемую площадку будет действо-
вать только нормальное напряжение, скалывающего же (касательного)
не будет.

Как известно, радиус-вектор ОН может быть перпендикулярен к каса-

тельной плоскости в точке Н только тогда, когда ОН, а следовательно,

!) Можно было бы раз навсегда зафиксировать знак перед с2 и иметь всегда
дело с одной поверхностью, но тогда пришлось бы ввести в рассмотрение мнимые
геометрические элементы.
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и нормаль п к площадке имеет направление одного из главных диаметров
(осей) поверхности (3); тогда сама площадка совпадает с главной диа-
метральной плоскостью, нормальной к этой оси.

Таких главных диаметров (осей), как известно, имеется в общем
случае три, и они взаимно перпендикулярны. Только в частном случае,
когда поверхность напряжений есть поверхность вращения, таких диа-
метров будет бесчисленное множество: один из них совпадает с осью
вращения, а все остальные перпендикулярны к ней. Наконец, если поверх-
ность напряжений есть сфера, то каждый диаметр будет главным.

Направление, обладающее тем свойством, что на перпендикулярную
к нему площадку действует только нормальное напряжение, называется
главным направлением напряжений или главной осью напряжений, а соот-
ветствующее нормальное напряжение — главным напряжением.

Как мы сейчас видели, таких направлений всегда существует три
(и в общем случае — только три), и они взаимно перпендикулярны;
в частных случаях их может быть бесчисленное множество; из них, однако,
всегда можно выбрать три взаимно перпендикулярных.

Если направить оси координат по трем главным осям напряжений,
т. е. по осям поверхности (3), то в ее уравнении, как известно, исчезнут
члены, содержащие произведения координат, и оно примет вид:

N£^N^ + N^=±0*. (5)
Здесь через Nt, N2, N3 обозначены значения величин Хх, Yy, Zz для
новых осей координат. Из этого уравнения (а также и на основании самого
определения главных осей напряжений) видно, что относительно новых
осей координат компоненты Yz, Zx, Xy обращаются в нуль, т. е. на пло-
щадки, расположенные в плоскостях координат, скалывающие напря-
жения не действуют J ).

Величины Ni, N2, N3 суть по определению главные напряжения
(в данной точке). Характер распределения напряжений вокруг точки О
зависит от знаков этих величин; мы предполагаем пока, что все они отлич-
ны от нуля.

Рассмотрим сперва случай, когда все главные напряжения положи-
тельны:

Л*1>0, N2>0, N3>0.
Тогда, очевидно, в правой части уравнения (5) необходимо взять знак + ,
и оно примет вид:

^i&2 + W + W = + c 2 . (5a)
Поверхность, выражаемая этим уравнением, есть, следовательно, эллип-
соид. Из формулы (1) следует:

ЛГ , С*

Ч ОН р '
1) Разумеется, речь идет все время о площадках, проходящих через данную

точку (в нашем случае — через начало координат). При переходе от одной точки
-тела к другой главные направления, вообще говоря, изменяются.
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откуда видно, что нормальная компонента напряжения, действующего
на любую площадку (проходящую через О), будет растягивающей.

Рассмотрим теперь случай, когда все главные напряжения отрица-
тельны (Ni < О, N2 < 0, N3 < 0). Тогда в уравнении (5) необходимо
взять знак минус, и оно примет виД:

Поверхность напряжений есть опять эллипсоид, но нормальное напря-

жение вычисляется уже по формуле N = 0 „ 2 , показывающей, что,

____ в отличие от предыдущего случая, оно будет для
" , всех площадок сжимающим.

Наконец, рассмотрим случай, когда главные
напряжения имеют различные знаки, например:

iVjX), i v 2 > o , л

Тогда уравнение (5) примет вид:

или
tfi62 + tf24

2—|#з|£2=—С. (5г>
Поверхность (5в) есть однополостный гиперболоид,,
поверхность (5г) —двуполостный. Обе поверхности
разделены общим асимптотическим конусом

N& + N2rf-\N3\? = 0 (6)
[см. рис. 5, на котором поверхность (5в) помечена
+с 2 , поверхность (5г) —с 2 ].

Если нормаль к площадке проходит вне асимптотического конуса,
то она пересекает поверхность (5в); следовательно, для нормального
напряжения получаем формулу

?г
/V —

Рис. 5.

| ОН | 2 '

и оно будет растягивающим.
Если же эта нормаль проходит внутри асимптотического конуса,

то она пересекает поверхность (5г); тогда для нормального напряжения
находим

•N= -

и оно будет сжимающим.
Наконец, если нормаль к площадке направлена по одной из обра-

зующих асимптотического конуса, то | ОН | = оо и N = 0. Следова-
тельно, на соответствующих площадках действуют только скалывающие
напряжения.

Случай Ni < 0, N2 < 0, N3 > 0 отличается от предыдущего лишь
тем, что меняются ролями зона, где имеется растяжение, и зона сжатия.
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Остальные случаи распределения знаков отличаются от двух преды-
дущих только тем, что меняются ролями оси координат.

Выше мы исключили случаи, когда одна или две из величин Nit

N2, N3 равны нулю а ). В случае, когда равна нулю одна из величин Nit

N2, N3, поверхность напряжений вырождается в цилиндрическую, и мы
имеем так называемое плоское напряженное состояние в данной точке,
которое будет подробно рассмотрено в § 8. Случай же, когда две из этих
величин обращаются в нуль, настолько прост, что читатель легко его
разберет сам; в этом случае поверхность напряжений вырождается в сово-
купность двух параллельных плоскостей.

§ 7. Нахождение главных напряжений и главных осей. Вопрос
о нахождении главных напряжений и соответствующих главных осей
сводится, как мы видели, к отысканию такой системы координат, в кото-
рой квадратичная форма Q (£, т), ?) принимает «канонический» вид:

Это эквивалентно нахождению главных диаметров поверхности напря-
жений, т. е. приведению ее уравнения к виду

Решение этого вопроса можно найти в любом курсе аналитической гео-
метрии или высшей алгебры. Оно дано также в Добавлений I в конце
книги 2).

Напомним, что значения коэффициентов Nu N2, N3 уравнения (1),
т. е. значения главных напряжений, являются корнями уравнения
третьей степени 3) относительно N:

Хх—N, Xy, Xz

Yz
у
1 у J

Yx,
Zx, Zy, Zz — N

где для краткости введены обозначения:

= _ TV3 + QN2

(2)

(3)
Z% + XI -YyZz- ZZXXу'-'г'

Хх, Ху
Y Y
1 xi 1 и

-XxYy,

xz
Yz
Z7

или в раскрытом виде
В — XxYyZz -\- 2,YzZxXy—XXYZ—YVZX — ZzXy.

Так как корни Nit N2, N3 не зависят от выбора осей координат, то
коэффициенты уравнения (2), т. е. величины в , А, В, также не должны
зависеть от него. Иными словами, эти выражения инвариантны по

J ) Случай JV± = N2 = -W3 = 0 соответствует отсутствию н а п р я ж е н и й .
2) В § 8 будет дано решение вопроса д л я случая плоского напряженного состояния.
3) См. Добавление I.
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отношению к преобразованию прямоугольных, прямолинейных осей.
Инвариантность выражения

была уже доказана выше непосредственной проверкой. Это обстоятель-
ство очевидно также на основании того, что сумма корней уравнения (2)
должна равняться коэффициенту в , откуда следует:

(4)

§ 8. Случай плоского напряженного состояния. Напряженное состоя-
ние тела называется плоским, параллельным плоскости П, если, взяв
эту последнюю плоскость за плоскость Оху, будем иметь во всех точках
тела

X Z = Y 2 = Z2 = O. (1)

В этом случае будут отличны от нуля только три компоненты:

Хх, Yy, Xy.

Если соотношения (1) имеют место не во всем теле, а в какой-либо
данной точке, то говорят о плоском напряженном состоянии в данной
точке.

Формулы (2) § 3 показывают, что для компонент вектора напряже-
ния, действующего на любую площадку, проходящую через данную точку,
будем иметь: Zn = О,

Хп = Хх cos (га, х) •+• Ху cos (га, у),
(2), у). J

Из равенства Zn = О следует, что при любой ориентации площадки
действующее на нее напряжение будет параллельно плоскости Оху.

Квадратичная форма 2Q (|, ц, £) предыдущих параграфов в нашем
случае принимает вид

2Q (Е, п) = Хх%* + 2Ху |г! + Yyrf, (3)

и уравнение поверхности напряжений будет

ХЛа + 2Хв5т1 + У„т1«=±Л (4)

В нашем случае это — цилиндрическая поверхность, след которой
на плоскости Оху есть кривая второго порядка (4), имеющая центр в начале
координат.

Если рассматривать площадки, нормальные к плоскости Оху, то для
всех построений, указанных в § 7, достаточно ограничиться рассмотре-
нием этой кривой, а не всей цилиндрической поверхности.

Найдем теперь формулы перехода от компонент напряжения

Хх, Yy, Xy

к компонентам

X ' V Т'
Х', I у', Л.у-
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Рис. 6.

относительно новой системы осей, получаемой из старой путем поворота
системы осей Оху в своей плоскости на угол а. Мы будем отсчитывать
угол а (рис. 6) от старой оси Ох к новой Ох'
в положительном направлении вращения на
плоскости Оху (т. е. ведущем кратчайшим \У'
путем от Ох к Оу).

Формулы перехода можно получить из
формул (1) § 5, но мы предпочтем вывести
их заново, пользуясь свойством инвариант-
ности квадратичной формы Q (£, ц) (см.
конец § 5). Вспоминая известные формулы
перехода от компонент вектора (|, т)) к ком-
понентам (£', т)') того же вектора относительно новой системы:

£ = I ' cos a — r|' sin а,

т] = | ' sin а -f- т)' cos а

и внося эти выражения в правую часть равенства

Х'Л'2 + 2Х'у.£ц' + У^п'« = ХХЪ* + 2Ху1ц + Yyr\\ (a)
получаем:

Х'Л'* + 2Х'у1'1\' + Y'y-ц'2 = Хх &' cos a - Ti' sin а)2 +

+ 2ХУ ( | ' cos а — r\' sin а) (£' sin а + т)' cos а) + Уу (%' sin а + т)' cos а)2.

Отсюда, сравнивая коэффициенты при | ' 2 , т)'2, 5'т]', выводим:

Хж' = Хж cos2 a-\-Yy sin2 a + 2ХУ sin а cos а,
= Хж sin2 а + Yy cos2 а — 2X^3^1010030;,

(5)

^ [ (6)
Ху' = (—Xx-\-Yv) sin а cos а -4- Xv (cos2 а — sin2 а). )

После очевидных преобразований эти формулы можно переписать

и так:
Хх—Yv

2 ' 2
ŷ sin 2a,

- cos 2a—X y sin 2a,

Х'у = — • • sin 2а -|- Xy cos 2а.

(7)

Непосредственная проверка показывает, что из предыдущих формул
следует:

Хх> -\- Yy' = Хх -\- Yy,

Y'y-X'x.
(8)

Первая из этих формул давно известна и была доказана выше для
более общего случая [см. формулу (2) § 5]. Вторая, весьма важная и удоб-
ная, формула была указана Мичеллом (Michell [3]) и найдена независимо
от него Г. В. Колосовым [1].
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Если внести в эту формулу e2ia = cos 2a + i sin 2а и отделить дей-
ствительные части от мнимых, то получим выражения для Yy> — Х'х- и Х'У'
через старые компоненты. Комбинируя эти выражения с первой из фор-
мул (8), получим выражения для Х'х>, Y'y>, X'y- в отдельности, которые,
как легко проверить, совпадают с выражениями (7).

Отметим еще одну формулу, получаемую вычитанием двух преды-
дущих:

2 / "V * V"' \ V I "V" /\^~ Y" i О7 "У" \ s>2,ici /Q'\

l-̂ *-xf — lAу') — -Л.пс —— -* у — \ и — *̂ х̂ —I— " ' - "-и ) ^ * \ ^ *

Вернемся к формулам (7). Они дают возможность весьма просто
найти главные оси напряжений и главные напряжения.

Действительно, если Ох', Оу' суть искомые главные оси х), то должно
быть Х'у> = 0, откуда на основании последней из формул (7) следует:

2Хиtg 2а = у у-. (9)
лх * у

Здесь а обозначает угол, отсчитываемый по указанному выше правилу,
который главная ось Ох' составляет с осью Ох; мы исключаем случай,
когда одновременно Хх = Yy и 1 , = 0, ибо в этом случае всякое направ-
ление в плоскости Оху является, очевидно, главным.

Предыдущая формула дает для а два значения; если одно из них

обозначим через а0, то второе будет ао-\--^-; остальные значения отли-

чаются от предыдущих на кратное я. Для а можно, очевидно, взять любое

из этих значений. Подставив это значение в первые две формулы (7),

получим значения главных напряжений Л^, N2; именно, первая формула

дает значение главного напряжения Nit соответствующего углу а, а вто-

р а я — значение N2, соответствующее углу а-|- —.

Если за старые оси координат взять главные оси, то получим

Х АТ V \Т V П
x — lVi, Iy — 1\2, Лу — V,

и формулы (7) примут более простой вид:

Х'Х'=
 i+

2

 2-f- 1 - ^ 2 cos 2а, 1

Последняя формула показывает, что максимальное по абсолютному
значению скалывающее напряжение равно

max —

Третья главная ось есть, очевидно, ось Ог.
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т. е. равно абсолютному значению полуразности главных напряжений.
Оно достигается для двух взаимно перпендикулярных площадок, деля-
щих пополам углы между главными направлениями Ох, Оу (речь идет
о площадках, перпендикулярных к плоскости Оху).

Выпишем, наконец, формулы, по которым можно определить вели-
чины Хх, Yv, Xv, если даны главные напряжения Nt и N2 и угол а, кото-
рый главная ось, соответствующая iV1? образует с осью Ох. Эти формулы
получим из формул (10), поменяв ролями старые и новые системы и заме-
нив угол а на —а. Именно, будем иметь:

Формулы (11) эквивалентны следующим, которые также вытекают
непосредственно из формул (8):

=-(Nl-N2)e-™*. (12)

З а м е ч а н и е . Легко видеть, что формулы перехода от компонент
Хх, Yy, Xv к компонентам Х'х>, Yy>, X'y- при повороте осей Оху в своей
плоскости останутся теми же, что и приведенные выше, и в том случае,
когда мы имеем дело с напряженным состоянием общего вида (а не только
плоским), но при условии, что ось Oz является одной из главных
осей (в рассматриваемой точке). Действительно, в этом случае

Xz = Yt = X'z-=±Y'z. = Q

(в рассматриваемой точке). Тождество (5') § 5 примет в этом случае вид:

ХХ1
2 + 2Ху1ц + Yyrf + N3t? = Х'Л'г + 2X'yl'i\' + Y^'» + N£\

ибо по предположению ось Oz остается неизменной, а следовательно,
£' = £; N3 обозначает главное напряжение, соответствующее оси Oz, т. е.

N 3 = ZZ = Z'Z:

Из предыдущего равенства следует равенство (а) настоящего пара-
графа, откуда и были выведены упомянутые выше формулы.

II. ДЕФОРМАЦИЯ

.§ 9. Общие замечания. Под деформацией сплошного тела мы пони-
маем такое изменение положений точек тела, при котором изменяются
взаимные расстояния между ними.

Отнесем рассматриваемое тело к прямоугольной, прямолинейной
системе осей Oxyz и будем обозначать через х, у, z координаты какой-либо
точки тела до того, как произошла деформация, а через х*, у*, z* — коор-
динаты той же точки после деформации.

Пусть V обозначает область, занятую телом до деформации. Каждая
точка тела, занимавшая до деформации положение (х, у, z) в области V,
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займет после деформации вполне определенное положение (х*, у*, z*).
Это есть наше основное предположение. Таким образом, координаты
х*, у*, z* должны быть определенными функциями координат х, у, г
той же точки до деформации тела:

** = U К у, z), у* = /2 (х, у, z), z* = /3 (х, у, г). (1)

Мы будем предполагать, что функции Д, /2, /3 непрерывны в области V
(т. е. что деформация происходит без разрывов). Точки (х*, у*, z*),
соответствующие точкам (х, у, z) области V, заполнят некоторую область
F*; эта последняя есть область, занятая телом после деформации. Мы
будем предполагать, что, обратно, координаты х, у, z суть определенные
функции координат х*, у*, z* [иными словами, что уравнения (1) одно-
значно разрешаются относительно величин х, у, z, ] и что х, у, z — также
непрерывные функции от х*, у*, z* в области V*.

Формулы (1), рассмотренные с геометрической точки зрения, харак-
теризуют некоторое преобразование тела V в тело V*. Заметим, что не
всякое такое преобразование, т. е. не всякие соотношения вида (1), опре-
деляет деформацию тела в собственном смысле этого слова. Действитель-
но, если мы переместим рассматриваемое тело как жесткое целое (такое
перемещение мы будем называть жестким), то координаты х*, у*, z*
новых положений точек тела будут определенными функциями от х, у, z;
однако здесь мы не имеем дела с деформацией, т. е. с относительным
смещением точек тела друг относительно друга. Для дальнейшего весьма
важно, имея заданными уравнения (1), уметь отделять собственно
деформацию от жесткого перемещения; иными словами, важно найти
величины, характеризующие деформацию как таковую.

§ 10. Аффинное преобразование. Преобразование вида (1) § 9 назы-
вается аффинным, если координаты х*, у*, z* нового положения точки
являются линейными функциями координат х, у, z старого положения,
иными словами, если соотношения (1) § 9 принимают вид:

х* =^ (1 + ап) х A-ai2y + a13z + а,

| (1)

где ait, al2, . . ., a, b, с — постоянные (по соображениям, которые станут
ясными в дальнейшем, мы обозначили коэффициенты при диагональных
членах через 1 + ап, 1 + а22, 1 + а33, а не просто через ап и т. д.).
На основании принятого в § 9 мы должны предположить, что эти урав-
нения однозначно разрешимы относительно х, у, z, т. е. что определитель

а32> 1 "*~ а ЗЗ

(2)

отличен от нуля.
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Аффинное преобразование обладает многими простыми важными
свойствами, из которых отметим только некоторые.

Прежде всего очевидно, что и обратное преобразование будет аффин-
ным, так как, разрешив уравнения (1) относительно х, г/, z, получим,
очевидно, для х, у, z также линейные выражения относительно х*, у,*, z*:

\ (3)
z = Ъ31х* + Ъзгу* + (1 + b33)z*+ с', )

где bn, bi2, • . ., а', Ь', с' — постоянные.
Далее, легко показать, что точки, находившиеся до преобразования

на некоторой плоскости П, будут находиться и после преобразования
на некоторой плоскости П*1). Действительно, пусть Ах + By + Cz + D =
= 0 есть уравнение плоскости П. Подставив вместо х, у, z их выражения
(3), увидим, что это уравнение преобразуется в уравнение, линейное
относительно х*, у*, z*, т. е. в уравнение вида А*х* + В*у* + C*z* +
+ D* = 0. Значит, мы опять получаем уравнение некоторой плоскости
П*. В этой плоскости будут лежать точки, находившиеся до преобразова-
ния в плоскости П.

Из указанного свойства следует, что точки, находившиеся до пре-
образования на некоторой прямой А, перейдут в точки, находящиеся
также на некоторой прямой А*. Действительно, прямую А можно рас-
сматривать как пересечение двух каких-то плоскостей Hif П 2 . После
преобразования точки прямой А, т. е. точки, принадлежавшие одновре-
менно плоскостям Hi и П2, обратятся в точки, принадлежащие одновре-
менно плоскостям П* и П*, преобразованным из плоскостей П4 и П2, а это
и доказывает наше утверждение.

Отсюда легко заключить также, что любой прямолинейный отрезок
преобразуется в прямолинейный отрезок и любой вектор — в вектор.

Пусть вектор Р = (£, •ц, £) после преобразования обратился в вектор

Пусть, далее, начало и конец вектора Р суть соответственно точки (х0,
у0, z0) и (х, у, z), так что

1 = х — х0, г\ = у — уо, t, = z — z0.

Вектор Р* будет иметь компоненты:

1* = х*—х*0, л*==г/*—г/*. С* = z*—z*,
где в силу формул (1), например,

х* = (1 -h аи) х + ai2y + ai3z + а, х* ̂  (1 + а и ) xQ + al2y0 + ai3z0 + a.
х) Можно показать, что это свойство в соединении со свойством непрерывности

преобразования (т. е. что точкам на конечном расстоянии соответствуют точки на
конечном расстоянии и двум бесконечно близким — две бесконечно близкие) является
характерным для аффинного преобразования, так что всякое преобразование, обла-
дающее этими свойствами, будет аффинным.
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Вычитая эти два равенства, получаем первую из нижеследующих фор-
мул (две другие написаны по аналогии):

(4)

Из этих формул х) непосредственно следует, что два равных вектора
(т. е. имеющих одинаковые компоненты | , ц, £) переходят после преобра-
зования в два равных вектора и что два параллельных вектора переходят
в два параллельных, причем отношение их длин остается неизменным 2).
Из первого свойства следует еще, что две одинаковые и одинаково ориен-
тированные фигуры (расположенные в разных частях пространства),
составленные из прямолинейных отрезков, преобразуются также в две
одинаковые и одинаково ориентированные фигуры. Но так как всякая
геометрическая фигура может быть рассматриваема как предел фигуры,
составленной из прямолинейных отрезков, то указанное свойство имеет
место для всяких фигур. Это значит, что все части тела, независимо от
их положения, деформируются одинаковым образом. Поэтому деформа-
ция, производимая аффинным преобразованием, часто называется одно-
родной.

З а м е ч а н и е 1. Легко видеть, что из формул преобразования
вида (4) для компонент вектора вытекают формулы вида (1) для координат
точки, т. е. что формулы (4) характеризуют аффинное преобразование
в смысле первоначально данного нами определения.

З а м е ч а н и е 2. Мы условились всегда считать координаты не
только прямолинейными, но и прямоугольными; однако очевидно, что
все сказанное в настоящем параграфе остается в силе и в случае, когда
рассматриваются прямолинейные косоугольные координаты.

Почти само собой очевидно, что характер соотношений (1) или (4)
не изменится, т. е. эти соотношения останутся линейными, если вместо
одной прямолинейной системы координат взять другую (также прямо-
линейную). Это непосредственно следует из линейности формул пре-
образования координат.

§ И . Бесконечно малое аффинное преобразование. Преобразование,
выражаемое формулами (1) § 10, будем называть бесконечно малым,
если ац, . . . , «зз, 0-1 Ь, с — бесконечно малые величины, квадратами
и произведениями которых можно пренебречь по сравнению с самими

1) Формулы (4) выражают попросту (см. Добавление I, п. 5), что вектор (£*,
Л*, £*) е с т ь линейная вектор-функция вектора (£, т|, £). Следовательно (см. там же),
величины 1 + аи, о1 2, о13, а2и 1 + a 2 2 и т- Д-> и л и , короче, ац + 6ц, суть компо-
ненты некоторого тензора. Но так как (6и) есть тензор, то и (<HJ) есть тензор, полу-
чаемый из предыдущего вычитанием тензора (6,7).

2) Отношение длин непараллельных векторов, вообще говоря, изменяется.
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этими величинами. Из упомянутых формул следует, что при этом пред-
положении разности

х* — х = апх - r ai2y + ai3z + a,
У*—У = a2ix + а22у + a23z -\- Ъ,
z*—z = a3ix -j~ a32y -f a33z -j- с

между координатами одной и той же точки до и после преобразования
будут бесконечно малыми величинами.

Рассмотрим результат двух последовательных бесконечно малых
преобразований. Пусть совершается одно аффинное бесконечно малое
преобразование

\ (1)

c, J
а вслед за ним над полученными координатами х*, у*, z* — другое бес-
конечно малое преобразование

* + Ъ12у*^-Ъ^* + а', Л
\ (2)

Эти два последовательных преобразования переводят в конечном
счете точку (х, у, z) в точку (х**, у**, z**). Зависимость между коорди-
натами этих точек получим, если внесем выражения (1) в выражения (2).
Производя эту подстановку и отбрасывая произведения величин btj,
atj, a, b, с, получаем без всякого труда:

\ (3)
Z** = С31Х + С32у + (1 + С33) Z -;- С", j

где

Cij — aij-\-bij (i, / - - 1 , 2 , 3); a" = a- j-a ' ; b"=b-\-b'\ c" = c-\-c'. (4)

Прежде всего эти формулы показывают, что результат двух аффин-
ных преобразований есть также аффинное преобразование (которое мы
будем называть «результирующим»). Этим свойством, как читатель легко
сам проверит, обладают какие угодно аффинные преобразования (а не
только бесконечно малые).

Однако два свойства, непосредственно вытекающих из формул (3)
и (4), справедливы, вообще говоря, только для бесконечно малых преобра-
зований. Это следующие свойства: а) результирующее преобразование
не зависит от порядка, в котором производятся данные преобразования;
б) коэффициенты си, а", Ъ", с" суть суммы соответствующих коэффи-
циентов данных преобразований.

Мы будем говорить, что результирующее преобразование получается
путем наложения двух данных. Все сказанное непосредственно обобщается
на случай наложения любого числа преобразований.
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§ 12. Разложение бесконечно малого преобразования на чистую
деформацию и жесткое перемещение. Так как нас интересует вопрос о де-
формации, то мы можем в дальнейшем ограничиться рассмотрением фор-
мул преобразования (4) § 10 для компонент вектора. Если даны эти фор-
мулы, т. е. заданы величины ап, . . . , а33, то формулы для преобразо-
вания координат точки, т. е. формулы (1) § 10, будут, правда, опре-
делены не вполне: останутся не заданными величины а, Ь, с. Но ведь
эти величины, очевидно, не оказывают никакого влияния на деформацию,
а влияют только на жесткое, притом поступательное, перемещение тела
как целого. Формулы (4) § 10 перепишем так:

(1)

где
6 6 - Г - Е , бт1 = т!*-ть 6£ = £«-£ (2)

обозначают компоненты векторной разности Р*— Р = ЬР, т. е. вектор-
ного приращения вектора Р, произошедшего вследствие преобразования.

Выясним теперь, каким условиям должны удовлетворять величины:

Яц> я 1 2 , ai3, Л
а 2 1 ' a 22i а23> | (3)
а31> а32> аЗЗ> J

которые мы будем называть коэффициентами рассматриваемого преобра-
зования х), для того чтобы преобразование (1) не сопровождалось никакой
деформацией, т. е. выражало жесткое перемещение.

Условием, необходимым и достаточным для этого, является неизмен-
ность при преобразовании длины Р любого вектора Р или, что все равно,
квадрата этой длины

Ограничимся в дальнейшем бесконечно малыми преобразованиями
и вычислим приращение ЬР длины Р. Предыдущая формула вместе с (1)
дает с точностью до величин высших порядков

t? + (а23 + а32) r\t, -f (a31 + ai3) Ц + (а12 + а21) \г\. (4)

Для того чтобы имело место равенство ЬР = 0, каковы бы ни были
| , т|, t,, очевидно необходимо и достаточно, чтобы

ап = а22 = азз = 0, а23 + а32 = a3i + а13 = а12 + a2i — 0. (5)

х) Они, как было уже сказано (§ 10, примечание), представляют собой ком-
поненты некоторого тензора второго ранга.
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Это и есть искомое условие того, чтобы преобразование (1) своди-
лось к жесткому перемещению. Его можно кратко записать так 1):

(iij=—a-ji ( £ , / = 1 , 2 , 3 ) ; ( 5 ' )

действительно, при i Ф j мы получаем вторую группу формул (5); при
i — j получаем ан — —аи, откуда ап = 0; это дает первую группу фор-
мул (5).

Таким образом, формулы (1) могут быть в нашем случае переписаны
так:

6t = g£ —Л1, 8t] = rl — pt,, 8£ = p\) — ql, (6)
где введены обозначения:

р — а32=—а23, q — ai3 =—a3i, r = a2i =—а12. (7)

Это — хорошо известные формулы кинематики, выражающие жесткое
(бесконечно малое) перемещение тела. Величины р, q,r суть, как известно,
бесконечно малые углы поворота вокруг осей координат и называются
компонентами вращения 2). Из этих формул выпали члены, выражающие
поступательное перемещение, ибо здесь у нас речь идет о компонентах
вектора, а поступательное перемещение не изменяет этих компонент.

Чтобы получить формулы преобразования для координат точки,
занимавшей до перемещения положение М (х, у, z), достаточно приме-
нить предыдущие формулы к вектору

М0М = {х—х0, у — г/о, z—z0),

где Мо (х0, у0, z0) — произвольная, но раз навсегда выбранная точка
тела. Подставляя в формулы (6) х — х0, у — у0, z — z0 на место | , т), С,
получим формулы, также хорошо известные из кинематики:

(8)

6z = c + p(y — yo) — q(x—xo). j

Здесь положено:
а=-8х0, Ь = бгу0, c = 6z0;

иными словами, вектор (а, Ъ, с) выражает перемещение точки (х0, у0, z0).
Если в качестве точки Мо возьмем начало координат, то формулы (8)
несколько упростятся, а именно:

— гу, 8у — Ь^гх — pz, 8z = c-\~py — qx, (8')

где вектор (а, Ь, с) выражает перемещение точки, находившейся до пре-
образования в начале координат.

х) Условие (5') выражает, как известно, что тензор (ац) — антисимметричный
(см. Добавление I, п. 2).

2) Совокупность величин (р, д, г) можно рассматривать как вектор (см. Добав-
ление I, п. 3); это есть то, что в кинематике называется вектором (бесконечно малого)
вращения.
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Вернемся к формуле (4). Она показывает, что изменение длины век-

тора Р характеризуется величинами

а и , а2 2, а33, аз2 + агз> « i 3 J r a 3 n a2i + ai2»

для которых мы теперь введем обозначения:

a33=--ezz, -^

(9)

Собственно деформация характеризуется изменением расстояний
между точками, т. е. изменением длин векторов. Значит, собственно
деформация определяется величинами ехх, еиу, ezz, eyz, ezx, exy, числом 6,
которые поэтому и называются компонентами деформации г).

Введем далее обозначения 2 ):

p = y ( a 3 2 —a 2 3 ) , q--=^(ai3—a3l), r^-j(aZi — ai2). (10)

При этих обозначениях будем, очевидно, иметь 3 ) :

азг = еУг + р, ai3 = ezx + q, a2i = exy + r, |

a 2 3 = = e y z — Pi a3l = ezx — <7> al2z=z exy r > J

и формулы (1) могут быть переписаны так:

\ (12)

— q\. j

Эти формулы показывают, что наше аффинное преобразование может

быть разбито на два: на преобразование вида

(13)

и на преобразование вида (6), выражающее жесткое перемещение.
Преобразование вида (13), содержащее только компоненты дефор-

мации, мы будем называть собственно деформацией, или чистой дефор-
мацией, при этом однородной (см. выше).

J ) Т а к к а к величины ац суть компоненты некоторого тензора второго ранга,

то и величины ехх, . . ., еху представляют собой компоненты симметричного тензора

второго ранга на основании сказанного в Добавлении I (п. 3); это обстоятельство

будет доказано ниже непосредственно.

2) Величины -Tj- (ajy — ац) суть компоненты антисимметричного тензора вто-

рого ранга, который мы представляем при помощи вектора (р, q, r) (см. Добавле-

ние I) .
3) Формулы (11) дают не что иное, к а к разбиение тензора (аи) на сумму сим-

метричного и антисимметричного.
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Характерной особенностью формул (13) является то, что таблица
коэффициентов

^XXI ^Xyi ^XZi

e
yxi

 e
yyi

 e
yzi

&zxy ^zy> &zz

симметрична.
Каждая из компонент деформации имеет очень простое геометриче-

ское значение.
Геометрическое значение компонент ехх, еуу, егг можно непосред-

ственно получить из формулы (4), которая при наших новых обозначе-
ниях напишется так:

РЬР = exxl* + еуух? + ezzt? + 2евгт|£ + ^егхЦ + 2еху\х\. (4')

Рассмотрим какой-либо вектор JP = (|, 0, 0), параллельный до
деформации оси Ох. Для этого вектора будем иметь:

trof — exxt,

или, замечая, что в нашем случае g2 = Р2,

еХх = ^ . (14)

Итак, ехх представляет собой относительное удлинение вектора (или
•отрезка), первоначально параллельного оси Ох. Аналогичные значения
имеют компоненты еиу, егг.

Если все компоненты деформации, за исключением одной ехх, равны
нулю и если мы рассматриваем чистую деформацию, т. е. если

то из формул (13) вытекает:

6£ = ежж£, бт] = б^ = О.

Следовательно, в нашем случае все векторы, параллельные оси Ох, растя-
гиваются в одном и том же отношении (относительное удлинение 6£/£ =
= ?хх)\ векторы же, перпендикулярные к этой оси, не изменяют не только
направления, но и длины. Таким образом, мы имеем дело с простым
и однородным растяжением в направлении оси Ох.

Аналогичные результаты получим для случаев, когда не равна нулю
только одна из компонент еуу или ezz.

Для того чтобы выяснить значение компоненты eyz, вычислим изме-
нение угла, первоначально прямого, между двумя векторами 1*1 = (0, щ, 0)
и JP2 = (0, 0, £2)1 направленными первоначально так, как оси Оу и Oz.

Обозначим значение угла между упомянутыми векторами после

деформации через у — e y z . (Значит, гуг > 0, если угол уменьшился,

и eyz < 0, если угол увеличился.)
По известной формуле для косинуса угла между двумя векторами:

(fill, Tii + H . 6У и (б|2, 6т)2, £2 + 6£2)
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имеем
cos

я \ _
2 еУг ) —

Но с точностью до бесконечно малых высших порядков

cos (̂ -y —e H Z J=8j , 2 .

Отбрасывая также в правой части бесконечно малые высших поряд-
ков, получаем:

Но на основании формул (12), которые мы применим последовательно
к векторам Р 4 = (0, TJI, 0) и Р 2 (0, 0, £2), будем иметь:

б&1 = ег1/т11 + рт11, бт12==еуг^2 —р^ 2 ;

внося эти значения в предыдущую формулу, получаем:

e y z = ezy + eyz = 2eyz. (15)

Итак, величина 2еу2 представляет собой уменьшение угла, первоначально
прямого, между двумя векторами, имевшими направления (положитель-
ных) осей Оу, Oz. Аналогичные значения получим для 2ezx и 2еху.

Рассмотрим чистую деформацию, при которой не равна нулю только
одна компонента eyz. Пусть ОВ, ОС — два вектора, проведенные для
наглядности из начала координат и направленные по осям Оу и Oz, и пусть
ОВКС — прямоугольник, построенный на этих двух векторах (рис. 7).
После деформации прямоугольник этот обратится в параллелограмм
ОВ'К'С (мы предполагаем, что начало координат не сместилось *)).

На основании формул (13) точка В перейдет в точку В' на прямой
ВК, а точка С — в точку С на СК, причем

BB' = ezy-OB, CC' = eyz-OC.

Так как с точностью до бесконечно малых высших порядков можно
принять, что

предыдущие соотношения дают:
/ \ / \

ВОВ'= СОС =eyz,

откуда еще раз получаем:

Если путем жесткого поворота вокруг оси Ох совместить отрезки ОВ'
и ОВ (разность их длин есть, очевидно, бесконечно малая высшего поряд-

1) В противном случае мы можем вернуть начало координат на старое место жест-
ким поступательным перемещением.
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ка), то параллелограмм ОВ'К'С займет положение ОВК"С" (рис. 8),

причем угол СОС" будет как раз равен углу eyz (мы считаем, что точка С"
находится на прямой СК, так как, очевидно, это будет соблюдено с точ-
ностью до бесконечно малых высшего порядка).

Значит, наша деформация представляет собой сдвиг плоскостей,
параллельных плоскости Оху в направлении оси Оу, причем смещение

К'

В

Рис. 7. Рис. 8.

каждой плоскости пропорционально расстоянию до плоскости Оху. Вели-
чина СС" измеряет «абсолютный сдвиг», а величина

СС
ОС

= t g гух --= eyz — 2eyz

— «относительный сдвиг» или угол сдвига. Рассмотренная деформация
носит название простого (и однородного) сдвига.

§ 13. Инвариантная квадратичная форма, связанная с деформацией.
Поверхность деформаций, главные оси. Замена координат. Формула (4')
§ 12 может быть записана так:

где введено обозначение

2F (I, г\, £) = ех£

(1)

(2)

F есть квадратичная форма переменных | , г\, £. Так как левая часть
формулы (1), т. е. величина Р6Р, имеет смысл, совершенно не завися-
щий от выбора осей координат, то, следовательно, квадратичная форма
F (£, т|, 0 инвариантна по отношению к замене одной системы осей дру-
гой. Иными словами, если еХ'Х', • • • , ех-у> суть компоненты деформации
в новой системе координат, а £', г\ £' — компоненты вектора Р в той же
новой системе, то будем иметь равенство

еХ'х'1'г + еуу'Г)'2 + .. . + 2exVS'Ti' = ехх\
2 4- еуух? + . . . 4- 2еху%ц, (3)

которое обратится в тождество относительно £', ц', £,', если в правой
части заменить величины £, ц, £, их выражениями через £', ц', £,'.
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Это показывает, что совокупность величин

&xxi &xyi ^xzi

eyxi еуу eyzi

представляет собой симметричный тензор второго ранга (см. конец § 5Г

примечание). Отсюда следует (см. конец § 5), в частности, что компо-
ненты деформации в новой системе координат связаны со старыми теми
же формулами (1) § 5, что и новые компоненты напряжения со старыми
(в упомянутых формулах надо теперь вместо Хх взять ехх, вместо F r

взять eyz и т. д.).

Подобно тому, как в § 6 при изучении напряжений мы ввели в рас-
смотрение поверхность напряжений

можно и здесь ввести аналогичную поверхность.
Именно, формулу (1) мы можем переписать так:

или
P*e = 2Fa, ц, £),

где е = ЬР IP обозначает относительное удлинение вектора _Р = (£, т), £)-
Эта величина, как мы знаем, не зависит от длины вектора _Р, а только
от его направления. Поэтому для каждого направления мы можем так
выбирать длину Р, чтобы Р2е = ± с2, где с — произвольная, но раз-
навсегда выбранная постоянная, отличная от нуля; с имеет размерность
длины.

Если взять начало вектора Р в начале координат, то конец Н этого-
вектора будет находиться на поверхности

2F (I, л , Б) = ± с 2, и л и ехх¥ +...+ 2 е ^ Л =- ± с 2, (4>

называемой поверхностью деформаций (квадрика деформаций Коши).
Если эта поверхность построена, то можно сразу найти относитель-

ное удлинение е любого вектора. Для этого достаточно провести парал-
лельную ему полупрямую ОН из начала координат до пересечения Н
с нашей поверхностью; при этом для того, чтобы точка пересечения суще-
ствовала (т. е. была действительной), необходимо определенным образом
выбрать знак перед с2 в правой части. Относительное удлинение рас-
сматриваемого вектора будет равно

Все это совершенно аналогично тому, что было сказано в § 6 отно-
сительно вычисления нормальной компоненты N напряжения, и поэтому
мы здесь не повторяем сказанного.
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Если за оси координат выбрать главные оси поверхности (4), то урав-
нение ее примет вид

где через e l t e2, е3 обозначены значения ехх, еуу, ezz для новой системы;
компоненты eyz, ezx, exy в новой системе равны нулю.

Следовательно, новая система осей обладает тем свойством, что углы
между осями и после деформации остаются прямыми. Значит, всегда
существует такая тройка взаимно перпендикулярных прямых, что углы
между ними остаются прямыми и после деформации. Такие три прямые
называются главными осями деформации. Величины е1; е2, е3 называются
главными удлинениями.

В общем случае существует только одна такая тройка прямых. Но-
если поверхность (4) есть поверхность вращения (это имеет место тогда,
когда две из величин е4, е2, е3 равны между собой), таких троек будет
бесчисленное множество.

Если за оси координат взять главные оси деформации, то формулы (13)
§ 12, выражающие чистую деформацию, примут вид:

6£ = ej|, бт) = е2х\, 6£ = е3£.

Следовательно, всякую чистую деформацию можно представить себе-
как результат трех простых растяжений по трем взаимно перпендику-
лярным направлениям, которые и суть направления главных осей дефор-
мации.

Заметим, наконец, что главные удлинения elt e2, е3 суть корни урав-
нения третьей степени относительно е (ср. § 7):

&хх б, еху, exz

£ух> ^УУ ^i **yz

ZZXJ ^zyi **zz e

где, в частности, коэффициент 9 определяется формулой:

Q = exx + eyy + ezz. (7)
Так как коэффициенты уравнения (6) должны быть инвариантны

(ср. § 7), то, в частности, 0 есть инвариант. Очевидно, что Э представляет
сумму корней уравнения (6), т. е.

Э = ехх + еуу + ezz = et + e2 -f e3. (8)

Величина 8 имеет очень простое геометрическое значение. В самом
деле, рассмотрим прямоугольный параллелепипед, построенный на отрез-
ках О А, ОВ, ОС главных осей, имеющий объем

V = lil2l3,

где

li = OA, 12 = ОВ, 13 = ОС.
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После деформации рассматриваемый параллелепипед обращается
опять в прямоугольный параллелепипед со сторонами

объем которого равен

V = Ш3 (1 + et) (1 + е2) (1 + е3) = F (1 + ^ + е2 + в3).
Здесь мы отбросили бесконечно малые высших порядков.

Следовательно,
V v

—У— = ех + ег + е3. (9)

Эта формула показывает, что величина 8 есть относительное объемное
расширение.

§ 14. Деформация общего вида. Рассмотрим теперь деформацию
сплошного тела самого общего вида. Пусть точка М тела, имевшая до
деформации координаты х, у, z, переходит вследствие деформации в поло-
жение

М*(х*, у*, z*).

Положим:
х* = х + и, y* = y + v, z*=--z + w; (1)

и, v, w обозначают компоненты вектора ММ*, который выражает смещение
точки М, происшедшее вследствие деформации. Этот вектор мы будем
называть вектором смещения или просто смещением, а и , v, w — компо-
нентами смещения. Так как различные точки тела смещаются, вообще
говоря, различным образом, то и, v, w будут функциями координат х, у, z
первоначального положения рассматриваемой точки J ) :

и = и (х, у, z), v = v (х, у, z), w = w (х, у, z). (2)

Во всем последующем (если противное не оговорено особо) мы будем
считать, что функции и, v, w не только однозначны и непрерывны, но
имеют непрерывные производные до третьего порядка включительно.

Выделим вокруг какой-либо точки М (х, у, z) рассматриваемого тела
бесконечно малую его часть и посмотрим, как изменится она вследствие
деформации. Для этого достаточно изучить изменение бесконечно малых
векторов, имеющих начало (до деформации) в точке М. Пусть

один из таких векторов. После деформации точка М перейдет в М*, а точ-
ка N — в N*, так что вектор JP обратится в вектор M*N* = _P*. Вычис-
лим векторное приращение Ы* вектора _Р, т. е. векторную разность
6 Р = JP* - Р .

!) Смещения могут зависеть также от времени; мы здесь рассматриваем дефор-
мированное состояние в какой-либо определенный момент.
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Координаты точки М* суть:

х + и (х, у, z), у 4- v (х, у, г), z + u> (ж, у, z),

координаты же точки N*, имевшей до деформации координаты

будут:

х +1 4- и (х 4- I, у + Л, z + £), г/ + л 4- у (ж 4-1, у + л, z 4- С).

Поэтому компоненты вектора _Р* будут:

g + u(a; + g, у + т], z + l) — u(x, у, z),

т] + у (ж 4-1, г/ + Ti, z + g) — v (х, у, z),

г; + и;(ж + ! , 2/ + Л. z + ^)— м;(ж, у, z).

Наконец, компоненты б| , 6т], 6£ вектора 6J* будут:

«(ж-j-i, У + Л. z + t,) — u(x, y,z); v(x + l,y+r\, z + £,) — v(x, y, z),

w{x + l, у + ц, z + t,) — w(x, y, z).

Но на основании известной формулы дифференциального исчисления
имеем:

м(х + 1 , J/ + TI, z + £)—и(ж, г/, z) = - ^ g 4 - ^ - Ti + ^ - g + e,

где е обозначает бесконечно малую высшего порядка по сравнению с £, г), S-
Отбрасывая ее и поступая аналогично с остальными компонентами, полу-
чаем окончательно:

ди f. ди ди

г1 + С (3)
dw *. . dw , dw

^ л +

в этих формулах значения ~ и т. д. берутся для точки (ж, г/, z) и не зави-

сят от ^, т], ^.
Эти формулы показывают, что с точностью до бесконечно малых

высших порядков относительно линейных размеров рассматриваемого
элемента тела изменение этого элемента выражается аффинным преобра-

v - ди ди

зованием с коэффициентами ап = к-, ai2 = ^- и т. д.
До сих пор мы не делали никаких ограничительных предположений

относительно порядка малости компонент смещения и, v, w. Будем теперь
считать (это условие мы принимаем раз навсегда), что компоненты сме-
щения и, v, w, а также их производные по ж, у, z суть бесконечно малые
величины, квадратами и произведениями которых можно пренебречь
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по сравнению с самими этими величинами. Тогда преобразование (3)
будет бесконечно малым преобразованием и к нему применимо все ска-
занное в предыдущих параграфах.

Мы знаем, что чистая деформация рассматриваемого элемента выра-
жается формулами (§ 12):

(4)
\ = ezxl + ezyf\

где ехх, . . ., exy суть компоненты деформации, определяемые форму-
лами *):

9м dv dw

ox dxt dz

, -, (5)
1 f dw dv Л 1 / du dw Л 1 f dv ди Л Л

U V dy dz J 2 V dz dx J 2» V dx du J

К чистой деформации присоединяется, вообще говоря, еще жесткое
перемещение рассматриваемого элемента, состоящее из бесконечно малого
вращения с компонентами:

1 / dw dv \ 1 Л du dw \ 1 / 9г> 9м \ .„.

и поступательного перемещения, равного перемещению самой точки
М (х, у, z); компонентами этого поступательного перемещения будут
значения и, v, w в точке М (х, у, z).

Существенная разница между рассматриваемой здесь деформацией
и однородной (§ 10) заключается в том, что здесь компоненты деформа-
ции ехх, . . . и т. д. зависят от положения рассматриваемого элемента
тела, т. е. от координат х, у, z. В частности, направления главных осей
деформации изменяются при переходе от одной точки к другой.

Так же точно, конечно, компоненты вращения зависят, вообще говоря,
от х, у, z.

Напомним, наконец, что величина
п _ , , ди dv dw .^ .

v-exx , еуу + ezz — -^ + -^ •+- -^ (I)

инвариантна по отношению к преобразованию прямоугольных координат
и представляет собой относительное объемное расширение. Так как здесь
мы имеем уже дело с неоднородной деформацией, то речь идет, конечно,
о расширении элемента объема, выделенного в окрестности данной точки.

Существенная часть изложенных выше свойств деформации была
впервые получена Коши 2 ).

г) Обращаем внимание читателя на то, что в литературе иногда (например,
тт ч a dw dv

у Лява) через eyz, ezx, еху обозначаются величины =—(- — и аналогичные, а не поло-
су OZ

вины этих величин, как принято в нашем изложении (а также у многих других авторов).
2) В упомянутом выше (конец § 3, примечание) мемуаре 1822 г.
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§ 15. Определение смещений по компонентам деформации. Условия
совместимости Сен-Венана. В § 14 мы вывели формулы, дающие воз-
можность вычислять компоненты деформации по компонентам смещения,
заданным как функции координат х, у, z. Мы ставим теперь обратную
задачу: вычислить компоненты и, v, w смещения, если заданы компоненты
деформации ехх, . . ., еху как функции х, у, z. Решению этой задачи мы
предпошлем несколько предварительных замечаний, позволяющих зара-
нее предугадать некоторые результаты.

Компоненты деформации определяют, как мы видели, изменение
формы бесконечно малого элемента тела вблизи данной точки. Таким
образом, задание компонент деформации как функций координат х, у, z
определяет изменение формы каждого бесконечно малого элемента тела.
На основании сказанного почти очевидно, что указанное задание опре-
делит и деформацию всего тела как целого, т. е. определит значения сме-
щений и, v, w как функций от х, у, z; ясно также, что определение
и, v, w не может быть совершенно полным. Действительно, если найдены
смещения, соответствующие данным компонентам деформации, то, при-
соединив произвольное (бесконечно малое) перемещение всего тела как
жесткого целого, мы получим другие значения смещений, соответствую-
щих тем же самым компонентам деформации, ибо жесткое перемещение
всего тела никакого влияния на деформацию не оказывает. Чтобы сделать
задачу определенной, можно, например, дополнительно задаться сме-
щением какой-либо произвольно выбранной точки Мо тела, а также
компонентами вращения в этой точке.

Заметим еще следующее. По принятому выше условию компоненты
и, v, w однозначны и имеют непрерывные производные до третьего поряд-
ка. Значит, задаваемые компоненты деформации ехх, . . ., еху должны
быть также однозначны и иметь непрерывные производные до второго
порядка; это условие мы будем считать выполненным. Легко, однако,
убедиться заранее, что величины ехх, . . ., еху должны удовлетворять еще
определенным соотношениям, для того чтобы задача имела решение.
Это следует уже из такого грубого рассмотрения. Представим себе тело
разбитым на бесконечно малые элементы, скажем, кубики (не считая
элементов, примыкающих к границе). Если мы подвергнем каждый кубик
деформации с заданными компонентами и затем попытаемся вновь сло-
жить полученные бесконечно малые параллелепипеды так, чтобы точки
их граней, соприкасавшихся до деформации, снова соприкасались, то это
окажется, вообще говоря, невозможным: при попытке сложить отдельные
элементы между некоторыми из них или образуются зазоры, или грани
элементов, которые должны были бы совпасть, окажутся сдвинутыми
друг относительно друга, или, наконец, для некоторых элементов не ока-
жется достаточно места. Это и показывает, что компоненты деформации
должны удовлетворять некоторым соотношениям, для того чтобы была
возможна деформация без разрывов.
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Все это мы сейчас строго докажем, фактически решая поставленную
задачу. Итак, пусть требуется найти функции и, v, w, удовлетворяю-
щие условиям:

ди dv dw -\
в Iy аг I

_ 9 ди ди „ |dw . dv „ ди . dw 9 ди ди | ' '
~дТ *e i

где exx, . . ., exy — заданные однозначные функции от х, у, z, имеющие
непрерывные производные до второго порядка.

У нас, таким образом, имеется шесть уравнений для определения
трех неизвестных функций. Это еще раз указывает на то, что задача
не может иметь решения, если заданные функции ехх, . . ., еху не под-
чинены некоторым дополнительным условиям; эти условия мы найдем,
решая нашу задачу.

Пусть V — область, первоначально занятая телом; это есть область
изменения х, у, z, в которой заданы функции ехх, . . ., еху и в которой
ищутся функции и, v, w.

Мы будем предполагать пока, что область V односвязна. Напомним,
что односвязной называется область, обладающая следующим свойством:
всякий замкнутый контур, проведенный внутри области, может быть
стянут в одну точку путем непрерывного изменения, не выводящего
контур из области. Такою областью является, например, область, занятая
шаром, кубом и пр. (подробнее об этом см. в Добавлении II).

Пусть Мо (х0, у0, z0) — какая-либо точка нашей области, и0, vQ,
w0 — значения компонент смещения, а р0, q0, r0 — значения компонент
вращения в этой точке. Пусть Мх (Xi, y^, Zi) — какая-либо другая точка
области V. Поставим себе задачей найти значения компонент смещения
в этой точке.

Пусть MQMI обозначает какую-либо линию, соединяющую точки Мо

и Mi и находящуюся в области V. Если бы значения частных производ-

ных ^ , ^ , ~ функции и были нам известны во всей области V, мы
оз* оу oz

смогли бы найти значение и4 функции и в точке Мх по формуле
f ди , ди j ди , \

^ d + d + d z ) , (2)

о^ д^ ^ {6)

q и г определяются формулами (6) предыдущего параграфа.

Следовательно,

\ (ехх dx -f-еху dy + exz dz) + ^ (qdz — rdy). (a)
M0M1

где интеграл взят по кривой MQMI. Н О МЫ имеем:

ди ди ди
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Под знаком первого интеграла фигурируют исключительно заданные
функции. Займемся теперь вторым. Имеем:

(qdz — rdy)=

откуда, интегрируя по частям, получаем:

qo(zl — zo) — ro(yl — yo) — ^ {(yl-y)dr-(z1-z)dq). (б)

Чтобы вычислить последний интеграл, необходимо знать выражения
для dr, dq или, что все равно, выражения для частных производных
первого порядка функций г и q. Но, как показывает непосредственная
проверка,

дг
дх

dq

dx

деху

дх

дехх

dz

°ехх

ду '

dezx

dx '

дг
ду
dq

dv

деуу

дх

деух

~~ dz

dexy

dy '

deyz

дх '

dr

dz ~

dq

dz '

deyz

dx

de'zx

dz

dezx
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dezz
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Подставляя эти значения в выражения

, dr , , dr , , dr j
dr = -̂ — dx + -^— dy + -5— dz,

dx ' dy y ' dz

7 dq , , dq , , dq • ,
dq -— -^- d + x-£- d + м-55- dz,4 dx dy a dz

получаем на основании (а) и (б) первую из нижеследующих формул; две
другие получены из первой путем круговой перестановки букв:

(Uxdx + Uy dy+Uz dz),
М0М1

r, dz),

(Wxdx+Wydy+W^z),
•J

где для краткости введены обозначения:

Значения Vx, Vy, Vz и Wx, Wy, Wz получаются из предыдущих путем
круговой перестановки букв (одновременно переставляются между собой
буквы U, V, W и буквы х, у, г).
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Формулы (4) по существу совпадают с формулами, найденными Воль-
терра (V. Volterra) г) путем преобразования формул, данных Кирхгоф-
фом 2). Приведенный здесь вывод их принадлежит Чезаро (Е. Cesaro) 3 ),
который придал формулам Вольтерра более симметричный вид.

Полученные формулы (4) определяют компоненты u b vit Wi смещения
в любой точке М^ (хи у и zt) тела, если даны компоненты смещения
(и0, v0, w0) и вращения (р0, qo, г0) в какой-либо одной, раз навсегда
выбранной, точке Мо (х0, у0, z0).

Выражения, полученные для смещений, содержат интегралы, взятые
по некоторой линии, соединяющей точки Мо и М4. Но ведь и, v, w должны
быть функциями от х\, уи zt и не зависеть от пути интегрирования M0Mi.
Следовательно, для того чтобы наша задача имела решение, необходимо,
чтобы интегралы, фигурирующие в формулах (4), не зависели от пути
интегрирования.

Как легко видеть, для независимости интеграла

от выбора пути необходимы и достаточны условия 4)

dUz dUy dUx dUz dUy dU X

ду dz ' dz dx ' дх ду '

Для двух других интегралов получим аналогичные условия путем
круговой перестановки букв. Эти условия должны быть соблюдены во
всех точках (х, у, z) в области V и для всех значений (хи уи zt) в той
же области.

Представляя эти условия в явной форме, увидим, что все они сво-
дятся к шести следующим:

d2evv
dz*

дх*

ду*

Например

, d*ezz

Zx
dz*

' dx* '

, условие

2

2

2
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) •

1

(6)

J

!) Vol ter ra [1], p . 406.
2) Kirchhoff [1] , X X V I I Vorles., § 4.
3 ) Rendicont i d. R. Accademia di Napol i , 1906 (цитирую по мемуару [1 ] Vol.

t e r r a , где воспроизводится на стр. 416 и 417 вывод Чезаро) .
4 ) См. Добавление I I .
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дает на основании формул (5) после некоторых сокращений

dxdz

-( ^ С d2ezx d2eyz > i / \ С
-(Vi — У) \^~dy^~ ~dx~dy~J+{Zi z ) \ dzdy dxdy

Так как это соотношение должно быть справедливо при всяких yit

в данной области, то должно быть:

ду dz дх dz дуг дх ду ' 9z 2 дх dz dz ду дх ду

Эти соотношения совпадают с двумя последними соотношениями пра-
вого столбца формул (6). Таким же образом получим все остальные.
Заметим, что формулы, фигурирующие во второй и третьей строках (6),
могут быть получены из формул первой строки путем круговой пере-
становки.

Условия (6) называются условиями совместимости Сен-Венана (Ваггё
de Saint-Venant, 1797—1886), так как были впервые найдены им х). Они
дают нам математическое выражение тех соотношений, которым должны
удовлетворять компоненты деформации, для того чтобы была возможна
деформация без разрывов (см. начало настоящего параграфа), и потому
называются иногда условиями неразрывности.

При соблюдении этих условий формулы (4) дают вполне определен-
ные выражения для и, v, w, не зависящие от выбора пути интегриро-
вания, и легко непосредственно проверить, что найденные таким образом
смещения действительно удовлетворяют уравнениям (1). При этом пос-
тоянные

и0, v0, w0, р о . <7о. г0

остаются совершенно произвольными, как мы и предвидели заранее.
Изменяя эти постоянные, мы сообщим только жесткое перемещение всему
телу, как это видно из формул (8) § 12.

В частности, если

еХх
 = &уу = • • • = еху — и

во всей области, то мы получим, полагая для простоты х0 = г/о = z0 = О
и отбрасывая значки у xit yu z4:

ox—poz, w = wo-\-poy — qox,

т. е. только жесткое перемещение тела как целого.
До сих пор мы предполагали, что область V односвязна. Рассмотрим

теперь случай многосвязной области, т. е. такой области, что внутри

1) Доложены Societe Philomathique в 1860 г., опубликованы в 1861 г.
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нее существуют замкнутые контуры, которые нельзя стянуть в одну
точку, не разрывая их и не выводя из области. Примером многосвязной
области может служить тор, т. е. тело, образованное вращением круга
вокруг оси, лежащей в его плоскости и не пересекающей его (рис. 9).

Многосвязное тело можно превратить в односвязное, производя
надлежащие разрезы х ); например, в случае тора достаточно разрезать
его по одному из меридиональных кругов, изображенных на рис. 9. К раз-
резанной таким образом области применимо все сказанное выше. Именно,
при соблюдении условий совместимости Сен-Венана компоненты и, v, w,
определяемые формулами (4), будут однозначными функциями кбординат
точки Mt (xt, ух, Zi); при этом, конечно, мы предполагаем, что путь

интегрирования M0Mi не выходит из раз-
резанной области, т. е. нигде не пересекает
разрезов. Но при приближении точки M t

к какой-либо точке разреза величины и, v,
w будут, вообще говоря, принимать раз-
личные значения в зависимости от того,
с какой стороны приближается точка М,
к разрезу.

Рис. 9. Пусть и+, г;+, w+ и и' w~ суть
значения и, v, w, получаемые при прибли-

жении к некоторой точке разреза с той или с другой стороны. Условие
неразрывности деформации для всего тела в целом будет выполнено только
в том случае, если наряду с условиями совместимости (6) соблюдены
и дополнительные условия:

и+ = и~, v+ = v~, w+ = w~ (7)

вдоль всех разрезов, мысленно проведенных в теле с целью сделать его
односвязным. При несоблюдении добавочных условий (7) придется допус-
тить наличие разрывов вдоль упомянутых разрезов и даже проникнове-
ние частей тела друг в друга в этих местах.

Из сказанного ясно, что если условия (7) не соблюдены и если мы
станем определять функции и, v, w по формулам (4) в неразрезанной
области, т. е. допускать, что линия интегрирования может пересекать
разрезы, тогда функции и, v, w окажутся многозначными функциями
от хи J/J, z4: при обходе по некоторым замкнутым контурам функции
и, v, w не будут возвращаться к своим исходным значениям; это может
иметь место, как легко видеть, только в случае контуров, не сводимых
к точке путем непрерывного изменения (см. также Добавление II).

На это обстоятельство впервые указал Мичелл (Michell [1]). Тимпе
(Timpe [1]) указал для случая плоской задачи теории упругости воз-
можность физической интерпретации многозначных смещений. Для общего

Подробнее см. в Добавлении I I .



§ 16] III. ОСНОВНОЙ ЗАКОН. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 57

случая трех измерений вопрос о значении многозначных смещений был
подробно исследован Вольтерра в ряде работ; сводка этих работ дана
в его уже названном мемуаре *). Этот вопрос будет нами подробно изучен

для двумерного случая в главе II (отдел III) .

III. ОСНОВНОЙ ЗАКОН ТЕОРИИ УПРУГОСТИ.
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Все сказанное до сих пор может быть отнесено к любым сплошным
телам. Для того, чтобы получить уравнения, характеризующие тела,
которые мы называем упругими (вернее, идеально упругими) твердыми
телами, необходимо еще иметь закон, выражающий связь между напря-
женным состоянием тела и вызванной им деформацией.

§ 16. Основной закон теории упругости (обобщенный закон Гука).
1. Первая, весьма неполная, формулировка закона, связывающего напря-
жение с деформацией, принадлежит Гуну (Robert Hooke, 1635—1702).
Закон, называемый его именем, был найден им в 1660 г., опубликовав?
в виде анаграммы в 1676 г., а в явном виде в 1678 г. В переводе на сов-
ременный язык содержание, которое вкладывает Гук в свой закон, можно-
передать приблизительно так: «Деформация упругого тела пропорцио-
нальна действующему на него усилию». В эту формулировку можно вло-
жить определенное содержание в том только случае, когда «усилие»,
действующее на тело, и вызванная им деформация могут быть охаракте-
ризованы одной величиной каждая.

Например, если мы имеем длинный и тонкий цилиндрический стер-
жень, растягиваемый продольными силами, приложенными на концах,
то можно принять, что усилие, которому подвержено тело, характери-
зуется заданием величины F растягивающей силы, а деформация —
удлинением AZ стержня. В этом случае закон Гука дает AZ = C-F, где
С — постоянная зависящая только от первоначальной длины I стержня,
формы и размеров поперечного сечения и материала стержня^2). Можно
привести еще много примеров подобного рода.

Эксперименты подтвердили, что закон Гука хорошо согласуется с дей-
ствительностью для многих твердых тел, но всегда при условии достаточно'
малых деформаций. Начиная с определенной величины деформации, закон
пропорциональности перестает быть даже приблизительно справедливым.

Однако и в случае малых деформаций, когда закон пропорциональ-
ности можно считать справедливым, приведенный выше закон Гука

*) Краткое изложение результатов Вольтерра имеется также в последнем изда-
нии курса Love [1] (добавление к главам VIII и IX) и в книге Burgatti [1].

2) Ниже будет показано, что в случае длинного и тонкого стержня С = 1/ES,
где I — длина стержня, S — площадь поперечного сечения, Е — постоянная, зави-
сящая только от свойств материала стержня (который мы предполагаем однородным
и изотропным).
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не может дать полной картины того, что в действительности происходит
в деформированном теле. В самом деле, мы видели, что деформирован-
ное и напряженное состояния характеризуются шестью величинами
каждое, причем эти величины изменяются от одной точки тела к другой,
так что мы в действительности имеем дело с бесчисленным множеством
величин, характеризующих состояние тела в целом.

Например, в приведенном выше случае мы говорили о растягиваю-
щих силах F, приложенных к концам цилиндрического стержня. На са-
мом деле «сила» F выражает только суммарный эффект внешних напряже-
ний, приложенных вблизи концов стержня. Эти напряжения могут быть
распределены самым различным образом; например: могут быть распреде-
лены на основаниях или на участках боковой поверхности вблизи основа-
ний; распределение может быть равномерным или неравномерным и пр-

Ясно, что от способа распределения внешних напряжений суще-
ственно зависит распределение напряжений и деформаций внутри стержня.
Только в том случае, когда размеры поперечного сечения стержня малы
в сравнении с длиной, способ распределения внешних усилий около
концов не отражается заметно на состоянии стержня (и то только в частях,
не очень близких к концам), и мы можем ограничиться рассмотрением
только суммарной «силы» F (об этом см. также § 23).

Итак, очевидно, что если мы не хотим ограничиться грубым, при-
митивным описанием явлений, мы должны заменить закон Гука более
общим, глубже проникающим в сущность дела.

Наиболее естественным обобщением закона простой пропорциональ-
ности двух величин можно считать закон линейной зависимости между
несколькими величинами. Поэтому как наиболее естественное обобщение
первоначального закона можно рассматривать следующий основной закон
теории упругости или обобщенный закон Гука:

Компоненты напряжения в данной точке тела суть линейные и одно-
родные функции компонент деформации в той же точке (и обратно).

Речь, конечно, идет о малых деформациях г).
В этом, по существу, виде закон был дан Коши в несколько уже

раз упомянутом (см. стр. 18) мемуаре, доложенном Парижской Акаде-
мии в 1822 г. В следующей работе, опубликованной в 1828 г., Коши выво-
дит этот закон, базируясь на молекулярной теории, при простейших
предположениях относительно сил взаимодействия между молекулами,
которые рассматриваются им как материальные точки. Тот же результат
был получен Пуассоном (S. D. Poisson, 1781—1840) аналогичным методом
в мемуаре, доложенном Парижской Академии в 1828 г. и опубликован-
ном в 1829 г.

Мы не станем здесь излагать выводов Коши и Пуассона, тем более
что они оказались недостаточными (см. ниже), и примем обобщенный

О пределах применимости закона Гука см., например, Grammel [1].
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закон Гука как исходный пункт нашей теории, базируясь на том, что
закон этот при малых деформациях достаточно хорошо согласуется с дей-
ствительностью для очень многих материалов.

2. Прежде, чем идти дальше, необходимо сделать следующее заме-
чание. Так как вообще напряжения и деформации различны в различных
местах тела, то можно говорить только об их компонентах в данной точке.
Так мы и поступали выше. Однако выражение в «данной точке» мы пони-
мали различным образом в применении к компонентам деформации
и к компонентам напряжения. Именно, когда мы говорили, например,
что ехх есть функция координат х, у, z, мы под (х, у, z) понимали поло-
жение точки до деформации. Это же относится к компонентам и, v, w
смещения. Когда же мы говорили, например, что Хх есть функция от
х, у, z, мы под (х, у, z) понимали положение точки при окончательном
(напряженном, а следовательно, и деформированном) состоянии тела.

Однако при рассматриваемых яами малых деформациях это разли-
чие несущественно, так как, например, значения величины Хх в точках
(х ь уи Zi) и (х, у, z), где (х, у, z) есть положение точки (хи уи Zj) до
деформации, различаются на величину, малую по сравнению с Хх. Таким
образом, значение функции Хх в данной точке (xl7 yu z4) деформирован-
ного тела мы можем заменять значением этой функции в точке (х, у, z).

Во всем последующем мы будем брать значения всех рассматривае-
мых функций в (геометрических) точках, представляющих собой началь-
ные положения точек деформированного тела.

В соответствии с этим, говоря в дальнейшем об области V, занятой
телом, и о ее границе S, мы всегда будем иметь в виду Область, занятую
телом до деформации, и ее границу.

3. Вернемся к обобщенному закону Гука. Этот закон при помощи
формул может быть записан следующим образом. Если Хх, Yy, Zz, Yz,
Zx, Xy суть компоненты напряжения в данной точке тела, а ехх, еуу,
tzz-, Cyz, ezx, exy — компоненты деформации, то

Хх = спехх -\- ci2eyy -f- c13ezz -\- 2с 1 4е г / 2 -I- 2cliezx -\- 2ci6exy,

Zz = c3iexx + c32evy + c33ezz + 2c3ieyz -f 2c3bezx,+ 2c36exy,

Z — Lilcxx T~ ui2Kyy I bi3cZZ ~Г ^ ° 4 4 е у 2 I ^ L 4 5 e 2 X ~г ^С46 ежу>

Zx — c5iexx + c52eyy + c53ezz + 2c5ieyz + 2c55ezx + 2c56exy,
Xy = c6iexx + ce2eyy + c63ezz + 2 c 6 4 e y z + 2c6bezx + 2c6eexy;

множитель 2 в некоторых членах правых частей введен для удобства;
см. ниже соотношения (2).

Так как на основании принятого основного закона компоненты
деформации суть также определенные линейные функции от компонент
напряжения, то предыдущие уравнения должны быть разрешимы отно-
сительно ехх, . . ., еху, т. е. определитель, составленный из коэффициен-
тов Сц, должен быть отличен от нуля.
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Величины СЦ, с12, . . ., с66 суть постоянные, характеризующие упру-
гие свойства тела в данной точке. Они носят названия упругих постоянных.
Слово «постоянные» надо понимать в том смысле, что эти величины не зави-
сят от значений компонент деформации и соответствующего напряжения
в данной точке. Однако они могут иметь различные значения в различ-
ных точках тела. Тогда мы будем говорить, что тело (в смысле упругих
свойств) неоднородно. Если же упругие постоянные одни и те же для
всех точек тела, то тело будет однородным.

Формулы (1) содержат, как мы видим, 36 упругих постоянных.
Однако при помощи соображений, основанных на законе сохранения

энергии и на рассмотрении потенциальной энергии деформации, можно-
показать, что между этими постоянными должны существовать соотно-
шения

си = сл (i, / = 1,2, . . . , 6 ) , (2)
иначе говоря, что таблица коэффициентов ctj симметрична *). Таким
образом, число упругих постоянных в самом общем случае может быть
сведено к 21.

Как мы увидим в следующем параграфе, в случае изотропного тела
число упругих постоянных сводится к двум.

По старой теории Коши, основанной на рассмотрении молекулярных
сил, число упругих постоянных в самом общем случае равно не 21, а 15;
в случае же изотропного тела, по теории Коши, мы должны иметь всего-
одну упругую постоянную 2). К тому же результату пришел Пуассон.
Однако это не подтвердилось на опыте. Не надо, впрочем, думать, что
к неправильному результату привела молекулярная теория и что, исходя
из нее, нельзя получить должного числа постоянных. Дело только в том,
что Коши и Пуассон применяли молекулярную теорию в слишком упро-
щенном виде. Основываясь на современных взглядах на строение мате-
рии, можно получить полный результат, т. е. все 21 постоянную. Это-
и было сделано сравнительно недавно Борном (М. Born) 3 ) .

Мы не останавливаемся подробнее на всем этом, так как в дальней-
шем будем изучать только изотропные тела. В этом же случае можно
получить окончательные формулы при помощи очень простых сообра-
жений.

§ 17. Случай изотропного тела. Как известно, тело называется
изотропным, если свойства его по всем направлениям одинаковы. Точнее,

х) З а с л у г а применения этих соображений, а т а к ж е получения указанного резуль-

тата (1837) принадлежит Грину (G. Green), мемуар которого опубликован в 1839 г.

Более полное обоснование этих результатов при помощи первого и второго

законов термодинамики дал в 1855 г. К е л ь в и н (В. Томсон) [Kelvin (W. T h o m s o n ) ] .

Более подробно см. Love [1] .
2) В первом из упомянутых выше мемуаров, где К о ш и не базируется на моле-

к у л я р н о й теории, он получает две постоянные д л я изотропного тела.
3) Born [1]; см. также Love [ I ] (Note В в конце книги) .
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если вырезать из изотропного тела объемный элемент определенной формы
(например, кубик), то этот элемент будет не отличим от всякого другого
элемента той же формы (вырезанного в том же месте тела), но ориенти-
рованного иначе, чем первый. Например, дерево не есть изотропное тело,
так как брусок, вырезанный в продольном направлении (по волокнам),
резко отличается, хотя бы в смысле сопротивления разрыву, от бруска,
вырезанного в поперечном направлении. Неизотропными являются и все
кристаллические тела. В природе нет идеально изотропных тел, но есть
много важных в техническом отношении материалов, которые с известным
приближением можно считать изотропными.

Многие такие материалы (например, металлы) состоят из мелких
неизотропных частиц (кристалликов), беспорядочно расположенных друг
относительно друга, и эта беспорядочность создает то, что не слишком
малые тела из этих материалов ведут себя в среднем, как изотропные.

Тело называется не только изотропным, но и однородным, если свой-
ства элементов объема, вырезанных в различных местах тела, одни и те же.

Надо еще отметить, что тело, изотропное или однородное относительно
одних свойств, может быть неизотропным или неоднородным относительно
других.

В дальнейшем мы будем рассматривать только изотропные и одно-
родные тела, понимая под этим однородность и изотропность в смысле
упругих свойств.

Математически это обстоятельство выразится, очевидно, следующим
образом: коэффициенты сп, . . ., с66 в формулах (1) § 16 не должны зави-
сеть от ориентации осей координат относительно тела и от положения
рассматриваемой точки тела. Благодаря этому свойству упомянутые
формулы принимают очень простой вид, как это будет сейчас показано.

Легко прежде всего показать, что в каждой точке изотропного тела
главные оси деформации совпадают с главными осями напряжений.

Действительно, примем временно главные оси деформации в данной
точке за оси координат. Тогда будем иметь:

eyz ^ ^ £-zx г = = ^ху =zz ^-

На основании обобщенного закона Гука будем иметь в частности:

Yz = Aexx-+-Beyy + Cezz, (a)

где А, В, С — постоянные. Введем теперь новую координатную систему
Ox'y'z', получаемую из старой путем простого поворота вокруг оси Oz
на 180°. Ось Oz' новой системы будет совпадать с Oz, а оси Ох', Оу' при-
мут направления, прямо противоположные осям Ох, Оу. Так как коэф-
фициенты А, В, С не должны зависеть от выбора осей, будем иметь в новой
системе:

У'г- = Аех.х.+Веу-у + Сег.г.. (б)
Но очевидно:

е х ' х ' = & х х ь C y ' y ' ~ C y y i & z ' z ' — € z z i ^ г ' = - * z -
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Сопоставляя формулу (а) с (б), видим, что должно быть:

•Авхх "Т" *3£уу ~г" ̂ &ZZ = А.ехх Евцу l^ZZ>

откуда следует *):

А = В = С = 0.

Значит, Yz = 0. Так же точно докажем, что Zx = Ху = 0. А это значит,
что координатные оси суть главные оси напряжений. Таким образом,
наше утверждение доказано.

Итак, в дальнейшем будет излишним различать главные оси напря-
жений и деформации: те и другие мы будем просто называть главными
осями.

Будем продолжать считать, что за оси координат приняты главные
оси. На основании обобщенного закона Гука можем, в частности, написать

Хх = аехх + Ъеуу + cezz,

где а, Ъ, с — постоянные.
Пусть Ox'y'z' — оси новой системы координат, полученные из ста-

рых путем поворота на 90° вокруг оси Ох. В новой системе мы должны
иметь снова

Х'х- = аех.х- + Ъеуу + сег.г..

Но очевидно, что в нашем случае

Л.Х' = Л.х, &х'х' — &xxj ^У'у' = ^zzi Vz'z' = Vyyi

откуда
Хх = аехх -\- bezz + сеуу.

Сравнивая эту формулу с предыдущей, видим, что должно быть: b = с.
Итак, имеем:

Хх = аехх + Ъ (еуу + ezz) = Ъ (ехх + еуу + ezz) + (a—b) exx.

Введем, наконец, обозначения:

Ь = к, а — Ь = 2|А.

Тогда предыдущая формула запишется так:

Хх = I (ехх + еуу + егг) + 2)iexx = ЯЭ + %№хх,

где введено обозначение
9 = ехх + evv + ezz.

Ввиду изотропии из формулы для Хх мы можем получить формулы
для Yу, Zz простой заменой всюду буквы х на у или на ъ.

Следовательно, будем окончательно иметь:

(в)

г) Мы используем здесь следующее положение, которое считаем очевидпьда
(или доказанным экспериментально): компоненты ехх, . . ., еху деформации в данной
точке могут принимать произвольные (разумеется, достаточно малые) значения npw
надлежащем выборе внешних воздействий на рассматриваемый элемент тела.
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Здесь мы ввели обозначения Nu N2, N3 для главных напряжений
и е\, е2, е3 для главных удлинений. Выбранные оси координат мы теперь
будем обозначать через Ox', Оу', Oz'. He забудем, что они по условию
главные оси.

Чтобы теперь найти формулы, связывающие компоненты Хж, . . •••,-'-3Lv

напряжения с компонентами ехх, . . ., еху деформации в любой системе
координат Oxyz, достаточно выразить по известным формулам перехода
от одной системы осей к другой величины Хх, . . ., Ху через Ni, N2, N3.
Тогда мы получим, при помощи формул (в) выражения для Хх, . . ., Ху

через еи е2, е3. Выражая, наконец, еи е2, е3 через ехх, . . ., еху, найдем
требуемые формулы. Фактическое выполнение этого потребовало бы
довольно громоздких выкладок, которых легко избежать при помощи
следующего простого приема.

Совокупность формул (в) можно заменить одной-единственной, кото-
рую получим, умножив равенства (в) соответственно на | ' s , т)'2, £'2, где
£', т)', £' обозначают компоненты некоторого произвольного вектора Р от-
носительно осей Ox'y'z', и сложив, что дает:

N&2 + ВД2 + W 2 = М (£'« + т|'« + V2) + 2|Л (е,Г«•+ егЛ'2 + Ы'2)- (г)
Сделаем теперь переход от осей Ox'y'z' к осям Oxyz. Мы знаем, что

при этом квадратичная форма iVi£'2 + iVVn'2 + Л^С'2 обратится в квад-
ратичную форму (см. § 5)

а квадратичная форма е&а + е2ц'2 + ез?'2 — в форму (см. § 13)

ехх1
г + еууг\2 + ezzl? + 2еугч\Ъ + 2ezxt,% + 2ежу |т1.

Здесь | , т), С обозначают компоненты вектора .Р относительно осей Охуг.
Далее, очевидно,

Что касается величины
б = ei + е2 + е3,

то ее значение, выраженное через компоненты относительно новых осей,
будет:

(см. конец § 14). Следовательно, в новой системе координат равенство (г)
перепишется так:
V £2 i \ r

 YI2 _L_ 7 7"2 _i_ 9 V v& _1_ 9 7 7"£ _1 9 Y" £п
-̂ •жб ~Г -* г/'| T ^ z t I " zT |b ~Г "^xfeb ~t~ ^ ^ y g l

+ 2(х (еж ж | 2 + e^if -
Но так как предыдущее равенство справедливо для компонент любого

вектора Р, т. е. при всяких значениях величин | , т], £, то коэффи-
циенты при | 2 , . . ., £TJ должны быть равны между собой, и следова-
тельно,

, = Ле + 2 ^ в в , Zz = XQ + 2ixezz,) ^

xyi J
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где
Q = exx+evy + ezz (2)

представляет собой относительное объемное расширение.
Формулы (1) и дают искомую зависимость между компонентами

напряжения и деформации в изотропном теле. Величины X, (х представ-
ляют собой постоянные, характеризующие упругие свойства данного
тела х). Обозначения эти были введены Ламе 2) (G. Lame, 1795—1870);
поэтому К и (1 называются постоянными Ламе. Для каждого данного
материала они должны быть определены экспериментально 3 ).

По условию, высказанному в формулировке обобщенного закона
Гука, уравнения (1) должны быть разрешимы относительно компонент
деформации ехх, . . ., еху. Посмотрим, каким условиям должны удов-
летворять Я, и \х, чтобы упомянутое условие было соблюдено. Для этого
попытаемся фактически решить уравнение (1) относительно компонент
деформации. Складывая три первых уравнения (1), получаем:

Хх + Yy + Zz ^ (31 + 2̂ i) 9 = (ЗА, + 2ц) (ехх + eyv + ezz). (3)

Это уравнение будет разрешимо относительно ехх + еуу + егг только
в том случае, если ЗА. + 2ц Ф 0. Далее, для разрешимости трех послед-
них уравнений (1) относительно eyz, ezx, еху должно быть ji Ф О4).

Мы должны предполагать, что указанные условия выполнены. Внося
значение 0, взятое из (3), в уравнения (1), получаем формулы:

(V J 7 \

*r M1

. (4)

PyZ = Ом z ' ^ZX = Ом ж ' ^ ' = "2U" " '

выражающие компоненты деформации через компоненты напряжения.

§ 18. Основные уравнения статики упругого изотропного тела.
Теперь мы имеем возможность выписать полную систему уравнений ста-
тики упругого тела. Эта система состоит из «уравнений равновесия»,

J ) Формулы (1) остаются, очевидно, справедливыми и в случае, когда рассматри-

ваемое тело, будучи изотропным, неоднородно. В этом случае величины X и \i пред-

ставляют собой функции координат х, у, z рассматриваемой точки. Некоторые фор-

мулы и предложения, выводимые ниже, также остаются в силе и д л я случая неодно-

родного тела, что читатель легко установит сам.
2) Lame [1] .
3 ) Экспериментально определяются не самые величины к и ц, а другие вели-

чины, через которые они выражаются и которые поддаются непосредственно экспе-

риментальному измерению.
4) Мы увидим в § 19, что д л я всех реальных тел к > 0, ц > 0.
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связывающих компоненты напряжения (§ 4), и из уравнений (1) § 17,
связывающих напряжения с деформацией. Вот эта полная система *):

дх

дх

• + ду

ду

ду

+ Л = U,

причем
ди dv dw

dw dv

~dz~
ди dw dv du

~dx"i"dy'

(1)

(2)

(3)

где и, v, w обозначают компоненты смещения и для краткости введено
обозначение

a i т d u . d v . d w , / ч

0 = ехх + evy + ezz = -д—(- -=—|- -д— . (4)
К этим уравнениям следует присоединить еще формулы, дающие

компоненты вектора напряжения, действующего на площадку с нор-
малью п (§ 3):

Xn — Xxcos{n, x)-\-Xvcos(n, y)-\-Xzcos (п, z), 1
Yn = Yx cos (re, x) + Yy cos (n, y) + Yz cos (n, z), \ (5)
Zn= Zxcos(n, x)-\-Zy cos (и, y)-\-Zzcos (n, z). j

Сделаем теперь одно общее замечание относительно уравнений (1) и (2)
статики упругого тела. Эти уравнения линейны и однородны относительно
компонент смещения и, v, w, компонент напряжения Хх, . . ., Ху и ком-
понент объемных сил X, Y, Z.

Отсюда следует, что если

и', v', w', Х'х, ..., Х'у и и", v", w", X"x, . .., Х"у

суть два решения уравнений (1) и (2) при объемных силах X', У , Z' для
первого решения и X", Y", Z" — для второго, то выражения

и = и' -\- и", v = v' -\- v", w = w' -f- w", I

у _i_ Y" Y V I Y" I ' '

дадут решение той же системы при объемных силах с компонентами

(7)

Мы будем говорить, что решение (6) получается наложением двух
данных. Формулы (5) показывают, что внешние напряжения, приложен-
ные к поверхности тела (при этом под п в упомянутых формулах надо

*) То, что это действительно полная система, будет показано в § 20.
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понимать внешнюю нормаль), соответствующие последнему решению,
суть суммы внешних напряжений, соответствующих данным решениям.

В частности, если и", v", w", Х"х, . . ., Х"у есть какое-либо решение,
соответствующее отсутствию объемных сил (X" = Y" = Z" = 0), то реше-
ние (6) будет удовлетворять тем же уравнениям с теми же объемными
силами, что и решение и', г/, w', Х'х, . . ., X'v.

§ 19. Простейшие случаи упругого равновесия. Основные упругие
постоянные. Прежде, чем идти дальше, остановимся на нескольких про-
стейших случаях упругого равновесия, имея в виду определение физи-
ческого смысла постоянных, характеризующих упругие свойства тела.

Заметим прежде всего, что при отсутствии объемных сил, т. е. при

X = y = Z = 0, (1)

уравнениям статики упругого тела можно, в частности, удовлетворить,
считая компоненты деформации ехх, . . ., еху постоянными (произвольно
заданными), т. е. считая деформацию однородной. Действительно, на
основании соотношений (2) § 18 компоненты напряжения также будут
постоянными, и, следовательно, уравнения (1) § 18 будут тождественно
удовлетворены (так как, по условию, X = Y = Z = 0). Далее, будут,
очевидно, удовлетворены условия совместимости Сен-Венана (§ 15), так что
всегда можно будет найти смещения и, v, w, соответствующие данным
компонентам деформации. В нашем простом случае это можно показать
непосредственно, найдя фактически выражения для смещений; именно,
непосредственная подстановка показывает, что компоненты смещения,
представляемые формулами

и = еххх+exyy + exzz + qz — ry + a, )
v = eyxx+eyyy + eyzz+rx—pz + b, \ (2)
w = ezxx + ezyy + ezzz + py — qx + c, J

удовлетворяют при постоянных ехх, . . ., exy соотношениям (З) § 18.
Здесь a, b, с, p, q, r — произвольные постоянные; члены, их содержащие,
выражают поэтому жесткое перемещение тела как целого х).

На основании сказанного в § 15 решение (2) — единственное возмож-
ное при данных ехх, . . . , еху.

Точно так же, очевидно, уравнениям статики упругого тела можно
удовлетворить, полагая компоненты напряжения равными произвольно
заданным постоянным. Действительно, уравнения (2) § 18 дадут для
компонент деформации определенные постоянные значения, и мы получим
предыдущий случай.

Рассмотрим теперь некоторые простейшие частные случаи.
Положим сперва:

Yy = Zt = Yz = Zx = Xy = 0. (3)

Формулы (2) можно также сразу написать на основании формул (12) § 12.
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Тогда уравнения (2) § 18 или, что все равно, уравнения (4) § 17 дадут

X гг, .л

2(j,(3X, + 2jx) Y > ™

Предположим, что рассматриваемое упругое тело есть призма или
цилиндр с образующими, параллельными оси Ох, и основаниями, пер-
пендикулярными к ней.

На основании формул (5) § 18 очевидно, что на боковой поверхности
Хп = Yn = Zn = О, т. е. боковая поверхность свободна от внешних
напряжений. На основании, обращенном в сторону положительной оси Ох,
будем иметь: Yn = Zn = О, Хп = Т, а на другом основании Yn = Zn = 0,
Хп = — Хх = — Т.

Следовательно, внешние усилия, действующие на цилиндр, суть
равномерно распределенные на основаниях растягивающие напряжения
(если Т > 0) или сжимающие (если Т < 0). Т обозначает растягивающее
или сжимающее усилие, приходящееся на единицу площади основания.

Мы будем считать очевидным (или, если угодно, доказанным экспе-
риментально), что при этих условиях и при Т > 0 произойдет удлинение
цилиндра в продольном направлении и сжатие в поперечном; это значит,
что при Т > 0 должно быть: ехх > 0, eyv < 0, ezz < 0. На основании
формул (4) это дает:

Значит, в частности, к + \х Ф 0; кроме того, из этих неравенств следует
(если разделить одну на другую левые части):

Ь. >о.

Введем обозначения:

Величины £ и а на основании только что сказанного положительны для
всех материалов.

Величина Е называется модулем упругости или модулем Юнга
(Th. Young, 1773—1829), а величина о — коэффициентом Пуассона. Физи-
ческое значение величины Е получаем из первой формулы (4):

Т = Е-ехх. (8)

Значит, Е есть отношение растягивающего напряжения к вызываемому
им относительному продольному удлинению (или сжимающего напряже-
ния к продольному относительному сжатию).

Физическое значение величины о также следует из формул (4), пока-
зывающих, что
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Значит, отношение относительного поперечного сжатия к относительному
продольному удлинению (или при Т < 0 отношение поперечного расши-
рения к продольному сжатию) есть величина постоянная, не зависящая
от формы сечения растягиваемого стержня и от величины растягивающего
усилия. Это отношение а и называется коэффициентом Пуассона.

Рассмотрим теперь другой частный случай. Пусть

y z = 7' = c o n s t , XX = YU = ZX = ZX = XU = O. (10)

Тогда формулы (2) § 18 дают, очевидно,

&yz = 2 ц > ^хх = вуу — &гг = &zx = &ху = U. ( 1 1 )

Значит, соответствующая деформация есть простой сдвиг.
Если рассматриваемое тело в недеформированном состоянии представ-

ляет собою прямоугольный параллелепипед с гранями, параллельными
плоскостям координат, то, как легко видеть
на основании формул (10), грани, перпен-
дикулярные оси Ох, не подвержены внешним
усилиям. Усилия же, приложенные к другим
граням, сводятся к скалывающим усилиям,
приложенным при Т > 0, как указано на
рис. 10, где изображено только сечение тела

" плоскостью, параллельной Oyz.
Угол, первоначально прямой, между

гранями, первоначально параллельными
р и с . ю. плоскостям Оху и Oxz, отмеченный на чер-

теже, уменьшается на величину гуг, равную
2еу2 (см. § 12). Следовательно, будем иметь на основании формул (11):

(12)

Значит, |и есть отношение величины скалывающего усилия Т к углу
вызванного сдвига. Поэтому ц называется модулем сдвига.

Рассмотрим, наконец, случай:

Хх = Yy = Z z = — р = const, Yz = Zx = Xy --= 0. (13)

В этом случае формулы (5) § 18 показывают, что напряжение, действую-
щее на любую площадку с нормалью п, дается формулами:

Хп= —pcos(n, х), У „ = — pcos(n, у), Zn^

выражающими, что вектор напряжения параллелен нормали и имеет
постоянную величину \р\. Следовательно, на каждую площадку действует
только нормальное напряжение; если считать р > 0, то напряжение
будет сжимающим. Поверхность любой части рассматриваемого тела
будет подвергнута только равномерному нормальному внешнему давлению
(«гидростатическое давление»).
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Сложение трех первых формул (2) § 18 приводит к формуле:

Так как 0 представляет относительное объемное расширение (а следова-
тельно,— 0 есть объемное сжатие), то величина

называется модулем всестороннего сжатия. Мы считаем очевидным (или
доказанным экспериментально), что при р > О происходит действительно
уменьшение объема, а это значит, что к > О для всех материалов.

Мы ввели в рассмотрение, кроме Я и ц , еще следующие постоянные:
Е — модуль упругости, о — коэффициент Пуассона, к — модуль всесто-
роннего сжатия. Величины Я и ц можно выразить через любые две из них.
Например, решив уравнения (7) относительно Я и ц , получим:

К = (1+о)(1-2о) ' ^ = 2(1+о) '

а подставив эти значения в выражение (14), будем иметь

Последняя формула показывает, что для всех материалов должно быть

Формулы же (15) показывают, что *)

Я > 0 ,

Заметим, что по старой теории Коши и Пуассона для всех тел должно
было бы быть: а = V4 или, что все равно, Я = ц. Но это не подтвердилось
на опыте. Все же для очень многих тол а имеет приблизительно одно и то же
значение, близкое к х / 3 (а не к 1 / 4 ).

Если вместо Я и ц внести в формулы (4) § 17 величины Е и о, они
примут более простой вид:

(18)

е - 1 + Р Y е - 1 + а Z е - 1 + q X
-D Zi /3f

З а м е ч а н и е . В литературе 2) часто под «пуассоновым числом»
понимают величину 1 /а, обозначаемую часто через т.

х) То обстоятельство, что ц > 0, можно было бы считать очевидным и на осно-
вании физического значения ц (модуль сдвига).

2) Например, Grammel [1].
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Модуль сдвига ц часто обозначается через G. Новейшие численные
данные относительно упругих постоянных для различных материалов
можно найти, например, в книге Grammel [1].

§ 20. Основные граничные задачи статики упругого тела. Един-
ственность решения. Вернемся к основным уравнениям статики упругого
тела (§ 18), которые мы теперь перепишем так:

оЛх ^Ау о л.

~dx~Jr~dy' *~
ЗУ,. dY-r

(1)

где
P du dv dw

'Ыс + ~ду + ~dz~ -

Уравнения (1), (2), числом девять, содержат столько же неизвестных
функций и, v, w, Хх, . . ., Ху. Выше мы назвали систему (1), (2) полной
системой уравнений статики упругого тела. Для того, чтобы убедиться,
что это действительно так и есть, следует доказать, что система (1), (2)
вполне определяет упругое равновесие *) тела, если известны те внешние
воздействия, которым оно подвергнуто, а кроме того, внутренние 2) объем-
ные силы.

Внешние воздействия состоят, во-первых, из внешних объемных сил
и, во-вторых, из внешних усилий, приложенных к поверхности тела.

В связи с этим возникает следующая п е р в а я о с н о в н а я
г р а н и ч н а я з а д а ч а :

I. Найти упругое равновесие тела, если заданы внешние напряжения,
действующие на поверхность тела. Здесь, как и во всем последующем,
мы считаем, что объемные силы 3) заданы раз навсегда.

х) Мы считаем, что упругое равновесие тела известно, если известны компо-

ненты н а п р я ж е н и я в каждой точке или, что сводится к тому же благодаря уравне-

ниям (2), если известны компоненты деформации.
2) Н е надо думать, что объемные силы суть исключительно внешние. Н а п р и м е р ,

силы тяготения между частями упругого тела суть внутренние объемные силы.
3 ) Н а п р а к т и к е дело обстоит следующим образом: объемные силы, действующие

на элемент объема, зависят обычно от массы, заключенной в этом элементе, и от поло-

жения этого элемента по отношению к другим массам (конкретные примеры: сила

тяжести, центробежная сила при вращении тела и п р . ) . П р и деформации изменяется

к а к положение элемента, так и плотность его, так что объемные силы (X, Y, 2 ) ,

относимые к единице объема, вообще говоря, несколько изменяются при деформации.

Н о ввиду малости деформаций и смещений эти изменения ничтожно малы и ими можно

пренебречь.
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По отношению к уравнениям (1), (2) наша задача сводится к следую-
щей: найти функции и, v, w, Xx, . . ., Ху, удовлетворяющие уравне-
ниям (1), (2) в области V, занятой телом *), и, кроме того, на поверхности
(границе) S тела следующим граничным условиям [см. формулы (5) § 18]:

Xxcos(n, x)+Xvcos(n, y)+Xzcos(n, z) = fu Л
Yxcos(n, x)+ YV cos (n, y) + Yzcos(n, z) = fz, \ (3)

Zx cos (re, x) + Zv cos (n, y) + Zz cos (re, z) = /3, j

где п обозначает внешнюю нормаль к поверхности тела, а /4, /2, /з —
заданные на поверхности функции (представляющие собой компоненты
заданного вектора напряжения, действующего на поверхность тела).

Кроме указанной выше первой основной задачи, представляет зна-
чительный интерес в т о р а я о с н о в н а я г р а н и ч н а я з а д а ч а :

II. Найти упругое равновесие тела, если заданы смещения точек его
поверхности. Физически это соответствует случаю, когда подходящими
усилиями, приложенными к точкам поверхности, этим точкам сообщают
заданные смещения и закрепляют поверхность в этом виде. В отношении
же уравнений (1), (2) это сводится к нахождению такого их решения,
которое удовлетворяет на поверхности тела следующим граничным усло-
виям:

" = £i. v = g2, w = g3, (4)

где gu g2, g3 — заданные на поверхности функции.
Наконец, во многих вопросах играет большую роль о с н о в н а я

с м е ш а н н а я г р а н и ч н а я з а д а ч а , когда заданы смещения на
одной части поверхности, на остальной же — внешние напряжения.

Кроме указанных задач, можно поставить ряд других, имеющих не
меньшее значение для приложений; некоторые из этих задач будут рас-
смотрены ниже, в применении к плоскому случаю.

Во всем дальнейшем, если противное не оговорено особо, мы будем
считать, что и, v, w — однозначные функции, имеющие внутри области,
занятой телом, непрерывные производные до третьего порядка включи-
тельно. При этих условиях компоненты деформации и напряжения будут
однозначными и непрерывными функциями, имеющими непрерывные
производные до второго порядка внутри той же области.

Мы будем предполагать, кроме того, что компоненты смещения и ком-
поненты напряжения непрерывны вплоть до границы области V, занятой
телом. Это предположение, не будучи высказано явно, имелось в виду
и выше, например, когда мы писали формулы (3) и (4).

Относительно поверхности S тела, представляющей его границу, мы
будем предполагать, что она удовлетворяет условиям, которые обычно
принимаются для того, чтобы обеспечить справедливость известных фор-
мул интегрального исчисления, которыми мы будем пользоваться ниже.

х) Под областью V мы будем подразумевать область, первоначально занятую
телом (см. § 16), а под S — границу этой области.
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Имея в виду доказать «теоремы единственности», т. е. что система
уравнений (1), (2) может иметь только одно определенное решение для
каждой из названных основных задач, выведем сперва одну важную
формулу.

Рассмотрим двойной интеграл, распространенный на поверхность
S тела:

/ = \[ (Хпи + Ynv + Znw) dS, (5)
s

где Xn, Yn, Zn определяются формулами (5) § 18, в которых под п надо
понимать внешнюю нормаль к поверхности.

Внося в интеграл (5) упомянутые выражения, получаем:

/ — \ \ [Р cos (п, x) + Qoos(n, у) -\-R cos (п, z)\ dS,
s

где для краткости введены обозначения:

На основании формулы Остроградского — Грина имеем:

V

Но в нашем случае

дР дО дВ. /" vX о л ал \ s с*У дх oY

~дх~~т'~ду~~г dz -"• \ дх ^ ду ^ dz J'1'" {

к~дх~~~г~~ду~'т dzI

ди dw \ , у- f dv ди
dz ' dx у ' v \ дх ' dy у

или на основании формул (1)

где положено:.

2W = Ххехх + Yyevy + Zzezz + 2Yzeyz + 2Zxezx + 2Xvexy. (6)

Таким образом, получаем окончательно:

\ \ (Xnu + Ynv + Znw)dS+ [ \ \ (Xu + Yv + Zw)dxdydz =
S V

(7)
v

Выражение W, вошедшее в эту формулу, представляет собой, как
будет показано в § 24, потенциальную энергию деформации тела, заклю-
ченную в единице объема; но это в данный момент не имеет значения.
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Внося в правую часть формулы (6), вместо компонент напряжения,
их выражения (2) § 18 через компоненты деформации, получаем после
очевидных упрощений формулу

2W - к (ехх + еуу + ezzf + 2\i (е\х + е\у + е\г + 2e\z + 2е\х + 2еху), (6')
показывающую, что W есть положительная квадратичная форма компо-
нент деформации, притом неособенная, т. е. обращающаяся в нуль только1

тогда, когда все компоненты деформации равны нулю; это следует из того,
что К и (л — положительные величины, как было показано выше.

Можно также просто выразить W через компоненты напряжения;
W будет, очевидно, также положительной квадратичной формой этих
компонент.

Предположим теперь, что одна из поставленных выше задач допу-
скает два решения. Пусть и', v', w', Х'х, . . ., Х'у — компоненты смеще-
ний и напряжений, соответствующих первому решению, а и", v", w",
Х"х, . . ., Х'у — аналогичные величины, соответствующие'второму. Соста-
вим «разность» этих двух решений, т. е. положим:

и = и"—и', ...,Ху = Х"у—Х'у.
Очевидно, что (см. конец § 18) функции и, v, w, Xx, . . ., Ху удовлетво-
ряют тем же уравнениям (1), (2), в которых надо только положить:

X = y = Z - 0 ;

иными словами, наша «разность» решений удовлетворяет основным урав-
нениям статики упругого тела при отсутствии объемных сил.

Значит, для величин и, v, w, Xx, . . ., Ху будем иметь формулу,
получаемую из (7) при X = Y = Z = 0:

J J (Xnu + Ynv + Znw) dS = 2^^Wdx dy dz. (T)
S V '

Заметим теперь следующее: в случае задачи I величины Хп, Yn, Znr

составленные для «разности» двух решений, равны нулю на S, так как
и то и другое решение по предположению удовлетворяет условиям (3)
при одних и тех же значениях fu /2, /3 для обоих решений. Следовательно,
для разности этих двух решений получим:

Xn = Xxcos(n, x)-\-Xycos(n, y) + Xzcos(n, z) = 0, Уп = 0, Zn = 0.

Далее, в случае задачи II будем подобным же образом иметь и = v =
= w = 0 на S. Наконец, в случае смешанной задачи на одной части
поверхности равны нулю и, v, w, а на другой Хп, Yn, Zn. Во всех трех
случаях выражение Хпи + Ynv + Znw равно 0 на S. Значит, формула
(7') даст

\ J J Wdxdydz = 0.
v

Но ведь всюду И / > 0 . Следовательно, предыдущее равенство возможно
только в случае, если W = 0 во всех точках области V.

На основании сказанного выше это в свою очередь возможно только
при соблюдении условия ехх = еуу = ezz = eyz = ezx = еху = 0 во всем
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т е л е . Н о в е д ь ехх = е"хх — е'хх и т. д . , где е"хх, . . ., е"ху, е'хх, . . ., е'ху —
компоненты деформаций, соответствующих двум рассматриваемым реше-
ниям. Значит, оба решения дают одинаковые компоненты деформации
л, следовательно, одинаковые компоненты напряжения. Следовательно,
оба решения тождественны в том смысле, что они дают одинаковые напря-
женные состояния (и деформации). Теорема единственности, таким обра-
зом, доказана 1).

Заметим, однако, что смещения могут оказаться' не вполне тождест-
венными. Действительно, из равенства нулю ехх, . . ., еху не следуют
равенства и = v = w = 0, а только равенства

u = a-\-qz — ry, v = b-\-rx — pz, w = c + py — qx (8)

(где a, b, с, р, q, r — постоянные), выражающие жесткое перемещение тела
как целого. Значит, при решении первой основной задачи мы хотя и полу-
чим всегда одни и те же напряжения (и деформации), но можем получить
для смещений различные значения, разнящиеся друг от друга только
жестким перемещением тела как целого. Это, конечно, следовало пред-
видеть заранее, ибо такое перемещение никакого влияния на напряжения
и деформацию не имеет. Такое различие решений мы будем считать
несущественным.

В случаях же второй и смешанной задач и этого различия быть не
может, так как смещения заранее заданы на всей или на части поверх-
ности.

Заметим, наконец, что из доказанной теоремы единственности следует
как частный случай предложение: Если объемные силы равны нулю
и, кроме того, равны нулю: а) либо внешние напряжения, б) либо смеще-
ния точек поверхности, в) либо внешние напряжения на одной части
поверхности и смещения на другой, то во всем теле напряжения равны
нулю (следовательно, отсутствует и деформация).

Приведенное доказательство единственности справедливо как для
односвязных, так и для многосвязных тел, ибо мы нигде не вводили
предположения об односвязности 2 ). При доказательстве весьма сущест-
венным является предположение, что компоненты смещения суть одно-
значные функции координат. Как мы уже сказали, в случае многосвяз-
ного тела можно допустить существование смещений и неоднозначных.
При этом обобщенном рассмотрении вопроса приведенное выше доказа-
тельство единственности теряет силу и сама теорема несправедлива. О фи-
зической интерпретации указанного случая см. ниже (глава II).

Мы доказали только следующее: если названные выше основные
задачи теории упругости допускают решение, то оно единственно. Но
этим, конечно, далеко не доказано, что решение существует. Доказатель-

*) Теорема и приведенное здесь доказательство принадлежат Кирхгоффу (1858 г.).
2) Это доказательство применимо без всяких изменений и в случае неоднород-

ных тел, т. е. когда Я и ц являются функциями координат х, у, z (ср. примечание 1 на
стр. 64).
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ство существования решения представляет гораздо больше трудностей,
чем доказательство теоремы единственности, и требует применения самых
могущественных средств современного анализа. Этим и объясняется факт,
что доказательства существования решений основных задач найдены
сравнительно недавно.

Рамки и характер настоящей книги не позволяют нам остановиться
на этих вопросах *). Поэтому мы ограничимся указанием, что существо-
вание решения первой и второй основных задач доказано в настоящее
время с полной математической строгостью при достаточно общих усло-
виях. При этом для существования решения первой основной задачи должно
быть соблюдено, очевидно, следующее условие: главный вектор и глав-
ный момент совокупности объемных сил и (заданных) внешних напря-
жений, приложенных к поверхности, должны равняться нулю. Это условие
вытекает из основного принципа статики, а также может быть выведено
из самих уравнений (1).

Действительно, проекция главного вектора упомянутых сил, напри-
мер на ось Ох, равна

J J J Xdxdydz+ J J XndS.
V S

Но, как было показано в § 4, предыдущее выражение равно

ш дХх dXv ЭХ,

дх л ду ^ dz
V

этот тройной интеграл равен нулю в силу уравнений (1).
Далее, главный момент упомянутых сил, например относительно

оси Ох, равен

J J J (yZ—zY) dxdydz+ J J {yZn-zYn)dS.
V S

Предыдущее же выражение, как было показано в § 4, равно в силу урав-
нений (1)

J $ \(Zy-Yz)dxdydz,
v

т. е. равно нулю, так как Zv = Yz.

х) Интересующихся отсылаем к оригинальным работам, в которых даны упомя-
нутые доказательства. Из довольно многочисленных работ этого рода укажем только
некоторые. Для в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч и : Fredholm [I ] , Lauricella [I,
2], Korn [1, 2], Lichtenstein [1], Шерман [21]. Для п е р в о й о с п о в н о й з а -
д а ч и : Когп [3], Weyl [1]. Доказательства для плоского случая будут указаны
в главе V.

Отметим, что в литературе под первой основной задачей разумеют обычно, ту,
которую мы назвали второй, и наоборот.

Добавим, что после выхода предыдущего (четвертого) издания настоящей книги
опубликованы работы: Купрадзе [1], Гегелия [1], Михлин [14], в которых изучаются
пространственные задачи с помощью многомерных сингулярных интегральных урав-
нений.
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§ 21. Основные уравнения в компонентах смещения. Система урав-
нений (1), (2) предыдущего параграфа содержит одновременно и компо-
ненты смещения и компоненты напряжения. Можно, однако, составить
систему, содержащую только те или другие компоненты. Проще всего
составить систему, содержащую компоненты смещения. Для этого доста-
точно внести выражения (2) § 20 в уравнения (1) § 20; тогда после очевид-
ных упрощений получим:

= 0. | (1)

где положено по-прежнему
р. ди dv dw

дх ду dz '

а символ А обозначает операцию Лапласа, т. е.

Навье (Navier, 1785—1836) еще в 1821 г. J) получил, исходя из пред-
ставления упругого тела как системы материальных точек, уравнения,
которым должны удовлетворять смещения точек упругого тела как в дина-
мическом, так и в статическом случае.

Уравнения Навье, относящиеся к последнему случаю, совпадают по
существу с уравнениями (1), если в этих последних положить: X = ц.
Нахождение этих уравнений можно рассматривать как один из сущест-
веннейших этапов в развитии теории упругости, и поэтому Навье по
справедливости причисляется к числу главнейших ее основателей.

Уравнения (1) весьма удобны по своей симметрии и еще потому, что
содержат только три неизвестных.

§ 22. Уравнения в компонентах напряжения. Часто, однако, гораздо
удобнее иметь дело с уравнениями, содержащими только напряжения.
Не надо думать, что при этом можно ограничиться уравнениями

дХх дХу dXz

дх ди dz

дх ду dz

dZi x o/jTt dZi •

~dx~+~dy + ~bT~~f* = u ' j

которые мы называли «уравнениями равновесия»

(1)

J) Мемуар Навье, представленный Парижской Академии в 1821 г., был напе-
чатан в 1827 г.
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Действительно, если величины Хх, . . . * Ху удовлетворяют предыду-
щим уравнениям, это еще не значит, что они выражают некоторое воз-
можное в действительности напряженное состояние, а именно: необходимо
еще, чтобы можно было найти смещения (и, v, w), которые связаны с этими
напряжениями соотношениями (2) § 20. А для этого в свою очередь необ-
ходимо и достаточно *), чтобы компоненты деформации, данные форму-
лами (18) § 19, которые мы теперь перепишем так:

1 + а -у- ^ п !«•]
_ 1 + а у __ 1 + а „ _ 1 + а у Г ^ )

J

где для краткости положено: 0 = Хх + Yv + Zz, удовлетворяли усло-
виям совместимости Сен-Венана [§ 15, формулы (6)].

Подставляя значения (2) в формулы (6) § 15, после некоторых упро-
щений из формул первой строки получаем соответственно:

+ a 1 %2 "Г 9 z 2 ]• - ^ ду dz '

^ ^ _ ^ _ _ ^
dydz l±o dydz дх \ дх + ду "" 5

круговой перестановкой получим еще четыре подобных соотношения,
соответствующих остальным условиям совместимости.

Уравнения (3) и (4) можно несколько упростить, пользуясь уравне-
ниями (1). Действительно, дифференцируя второе из уравнений (1) по у,
а третье по z и складывая, получаем:

dydz + Зу* + dz* "^ to \ % ^z J V 9г/ + 3z / '

Но на основании первого из уравнений (1)

% ^z ) ~ дх 9x3 !
внося это значение в предыдущую формулу, будем иметь:

, ЭХ dY dZ \
\ дх + ду + dz ) +

дХ
ду dz дх2 gy2 QZZ \ дх ~ ду ~ dz J ~ дх '

а внося найденное выражение в правую часть уравнения (3), получаем
после очевидных преобразований:

a f д2в д2в ^ , d2(Yy+zz) , d*(Yy + Zz) дгхх

дХ SY , dZ \ in дХ
дх ду dz J дх

Наконец, замечая, что Yy -f Zz == 0 — Хх, получаем после простых при-
ведений

1 + а --(£+£+£)+»£• о
г) С некоторой оговоркой в случае многосвязности тела (см. конец настоящего

параграфа).
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Складывая последнее равенство с двумя аналогичными, получаемыми из
него круговой перестановкой букв, находим формулу, которая важна
сама по себе:

дх ' ду ' d

Внося это значение Д 6 в уравнение (а), получаем, наконец:

Это и есть одна из требуемых формул, из которых две аналогичные получим
путем круговой перестановки.

Займемся теперь преобразованием соотношения (4). Дифференцируя
второе из уравнений (1) по z, третье по у и складывая, получаем:

dxdz ' dydz^ dz* ^ дхду г дг/2 ^ ду dz ' \ ду ^ dz

Складывая это уравнение с уравнением (4), которое можно переписать-

так:

' dx* дхду dxdz 1 + ст ду dz ~~ 'dy dz dx2 dx ду dx dz 1 -j- a dy dz

после очевидных приведений получаем:
1 д*в / dz , ay

Остальные уравнения этого типа получим круговой перестановкой.
Итак, мы видим, что компоненты напряжения должны удовлетво-

рять девяти уравнениям: уравнениям (1), уравнению (6) и двум аналогич-
ным и уравнению (7) и двум аналогичным.

Уравнения (6) и (7) были получены Мичеллом (Michell [1], стр. 112—
ИЗ); для случая отсутствия объемных сил эти уравнения были найдены
еще раньше Бельтрами (Beltrami) (1892 г.). Поэтому мы будем называть-
уравнения (6) и (7) и четыре аналогичных, получаемых круговой пере-
становкой, условиями совместимости Бельтрами — Мичелла.

Из самого приведенного вывода вытекает, что при соблюдении усло-
вий (6) и (7) (и аналогичных, получаемых круговой перестановкой) ком-
поненты деформации, соответствующие компонентам напряжения, удов-
летворяющим уравнениям равновесия (1), будут удовлетворять условиям
совместимости Сен-Венана.

Таким образом, уравнения (1) вместе с уравнениями типа (6) и (7)
не только необходимы, но и достаточны.

Некоторая оговорка нужна только в случае многосвязного тела, когда
смещения, соответствующие компонентам напряжения, удовлетворяющим
всем перечисленным условиям, могут оказаться многозначными. В этом
случае надо либо поставить дополнительно условие однозначности сме-
щений, либо допускать существование многозначных смещений, чему, как
было уже сказано, можно приписать определенный физический смысл.
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§ 23. Замечание о фактическом решении основных задач. Принцип
Сен-Венана. Решение упомянутых выше основных граничных задач для
общего случая представляет на практике громадные затруднения, если
имеется в виду фактическое осуществление вычислений. Так называемые
общие методы дают (в общем случае) только теоретическое решение, т. е.
в конечном счете доказывают лишь существование его г).

Часто решение той или иной задачи значительно упрощается приме-
нением так называемого принципа Сен-Венана 2), который можно форму-
лировать следующим образом: если к небольшому участку поверхности
тела приложена совокупность усилий, статически эквивалентная нулю 3),
то эта система усилий не оказывает заметного влияния на части тела, не-
находящиеся вблизи упомянутого участка. Принцип Сен-Венана можна
выразить еще другими словами: если совокупность усилий, действующих
на небольшой участок поверхности тела, заменить совокупностью усилий
(приложенных к тому же участку), статически эквивалентной первой, то
такая замена не вызовет заметного изменения в упругом равновесии
частей тела, не находящихся вблизи упомянутого участка. Обе формы, в ко-
торых мы высказали принцип Сен-Венана, очевидно, вполне равносильны..

Принцип Сен-Венана позволяет, таким образом, изменять (при опре-
деленных, указанных выше, условиях) заданные на поверхности напря-
жения и этим упрощать задачу. Этим принципом мы широко воспользуемся
в гл. VII.

§ 24. Динамические уравнения. Об основных задачах динамика
упругого тела. Хотя в этой книге мы будем заниматься только вопросами
равновесия, мы все же выведем уравнения динамики упругого тела, ука-
жем постановку простейших основных задач относительно этих уравне-
ний и докажем единственность решения этих задач. Попутно мы получим
выражение для потенциальной энергии деформированного тела.

Вывод уравнений динамики упругого тела никаких затруднений не-
представляет. Эти уравнения могут быть сразу получены из уравнений
статики на основании принципа Даламбера. Действительно, для этого
достаточно написать уравнения статики, присоединив к объемным силам
еще силы инерции.

В рассматриваемом теперь случае компоненты смещения, деформации
и напряжения представляют собой функции не только координат х, у, z,

1) Эти общие методы даны в работах, у к а з а н н ы х в примечании н а стр. 75.
2) Высказан в 1855 г. в мемуаре Saint-Venant [1 ] . П р и н ц и п Сен-Венана очень

хорошо согласуется с действительностью. Однако математическое обоснование его-

(которое должно заключаться в оценке в л и я н и я системы усилий, статически экви-

валентной нулю) довольно затруднительно, по крайней мере в общем случае.
3 ) Под системой сил, статически эквивалентной нулю, понимается система,

эквивалентная нулю с точки зрения статики абсолютно твердого тела, т. е. систе-

ма, главный вектор и главный момент которой равны нулю. Статически эквивалент-

ными системами называются системы, имеющие одинаковые главные векторы и моменты.
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но и времени t. Компоненты ускорения точки, занимавшей при недефор-
мированном состоянии тела положение (х, у, z), будут:

д*и (х, у, z, t) d*v (х, у, z, t) д*ш (х, у, z, t)
dt* ' df* ' д&

Компоненты же силы инерции, приложенной к элементу объема dV,
заключающему массу dm, будут:

--^dm, -^dm, —^ dm.

Но так как dm = qdV, где Q — плотность х), то компоненты силы инер-
ции, рассчитанной на единицу объема, будут:

Присоединяя силу инерции к объемной силе, т. е. заменяя компоненты
X, Y, Z последней на

и внося эти значения в уравнения (1) § 18, получаем:

дХх дХ7,
+ 'дх ' ду т dz - г л - « dt*

dYs dYv ™

дх * ду ' dz

dZx dZy dZz

дх ~ dy ' dz

Этими уравнениями и надо заменить «уравнения равновесия», т. е.
уравнения (1) § 18. Уравнения же, связывающие напряжения с дефор-
мациями, выражающие обобщенный закон Гука, остаются без изменения,
так как объемные силы в них не фигурируют. В случае изотропного
тела — это уравнения (2) и (3) § 18. Без изменения остаются также
формулы (5) § 18.

В рассматриваемом случае удобнее всего пользоваться уравнениями
в смещениях, которые получаются совершенно тем же путем, как в § 21,
и в случае изотропного тела имеют вид:

(2)

J) Под V, как уже говорилось (§ 16), подразумевается область, занятая телом
до деформации. В соответствии с этим dV обозначает первоначальный объем элемента
тела, заключающий массу dm, a e — плотность этого элемента до его деформации;
эта плотность может зависеть от координат х, у, z рассматриваемой точки, но не от
времени t.
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Эти уравнения отличаются от уравнений Навье, полученных им
в 1821 г. (см. § 21), тем, что в последних фигурирует только одна упругая
постоянная. Уравнения Навье получаются из уравнений (2), если счи-
тать, что К = ц.

Относительно динамических уравнений можно поставить задачи,
совершенно аналогичные тем основным задачам, которые были сформу-
лированы выше (§ 20) для статического случая. Существенным различием
является то, что к граничным условиям присоединяются еще и «началь-
ные условия», т. е. задание смещений и скоростей точек тела в определен-
ный «начальный» момент времени t0. Математически эти задачи форму-
лируются так:

П е р в а я о с н о в н а я з а д а ч а . Найти функции и (х, у, z, t),
v (х, у, z, t), w (x, г/, z, t), удовлетворяющие уравнениям (2) и следующим
дополнительным условиям:

Xn = fn Yn = f2, Zn = f3 (3)

на поверхности S тела во все моменты времени, начиная с t0, и

ди ' dv ' dw ' . . .
U = U0, V = V0, W = W0, ~ы=Щ, -Qf = VO, -gf^Wo (4)

в области V, занятой телом при t = t0.
В предыдущих формулах /4, /2, /3 обозначают функции, заданные на

поверхности S тела и зависящие, вообще говоря, также от времени.

Далее, и0, v0, wa, u0, v0, wQ суть заданные функции от х, у, z. Равенства
(3) выражают граничные условия, а равенства (4) — начальные условия.

В т о р а я о с н о в н а я з а д а ч а отличается от первой только
тем, что граничные условия (3) заменяются следующими:

M = gj, v = g2, w = g3 (5)

на поверхности S; gu g2, g3 — заданные функции на 5, зависящие, вообще
говоря, также от времени.

С м е ш а н н а я з а д а ч а отличается от двух предыдущих тем, что
на части поверхности даются условия (3), а на другой части — условия (5).

Кроме этих основных задач, важное значение имеет ряд других,
но на этом мы не останавливаемся.

Во всех перечисленных случаях мы считали, что объемные силы
заданы во всех точках тела и во все моменты времени, начиная с t0. Мы
не будем здесь касаться трудного вопроса о математическом доказатель-
стве существования решений этих задач, а докажем только, что если решение
данной задачи существует, то оно единственно.

Прежде, чем приступить к доказательству, выведем одну формулу,
представляющую значительный самостоятельный интерес и выражающую
закон сохранения энергии в применении к рассматриваемому случаю.

Рассмотрим какое-либо определенное движение данного упругого тела
и примем за начальный момент t0 времени тот момент, когда тело
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находилось в «естественном» состоянии равновесия, т. е. при отсутствии
объемных сил и напряжений и, следовательно, при отсутствии деформации.
Пусть R (t) обозначает работу, произведенную внешними напряжениями
и объемными силами, начиная от момента t0 до рассматриваемого момента t.
Подсчитаем эту работу и начнем с того, что вычислим работу dR упомя-
нутых сил за промежуток времени (t, t + dt), считая dt бесконечно малым.

Точка, занимавшая до деформации положение (х, у, z), занимает
в момент времени t положение, характеризуемое координатами:

х + и(х, у, z , t), y + v ( x , у, z , t), z 4 - w ( x , у, z , t ) .

Смещение этой точки, происшедшее за промежуток времени (t, t + dt),
имеет, очевидно, следующие компоненты:

и dt, vdt, w dt;

мы для краткости обозначаем точками частные производные по t, так
что, например,

' _ди_ " _ д*и

Работа внешних напряжений, приложенных к элементу dS поверх-
ности тела, произведенная за промежуток t, t + dt, равна

(Xnii + Ynv + Znw) dS-dt,

а работа объемных сил, приложенных к элементу объема dV, равна

(Xu + Yv + Zw)dV-dt.

Значит, работа dR всех упомянутых сил за промежуток времени dt
будет дана формулой

— =, \ \ (Xnu + Ynv + Znw)dS+ [ [ \ (Xu + Yv-{-Zw)dV. (a)
S V

Внося в первый из предыдущих интегралов вместо Хп, Yn, Zn их выра-
жения (5) § 18, преобразуя его совершенно аналогично тому, как мы
преобразовали интеграл / в § 20, получаем, принимая во внимание урав-
нения (1):

—— = \ \ \ Q(uuJrvvJ

rww)dVJ\-

Xxexx + Yy'eyv + Zzezz + 2Yzeyz + 2Zxezx + 2Xyexy) dV. (6)

v
Но мы имеем

dT_
dT

$ $ $ • < " •

где

2 j ) J e " • ( 6 )
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Легко видеть, что Т есть кинетическая энергия рассматриваемого тела, т. е.
сумма живых сил отдельных его элементов. Действительно, по самому
определению, живая сила элемента массы dm = QdV равна

у dm • (и2 + v2 4- w2) = у Q (и2 4- v2 4- г>) dV.

Преобразуем теперь второй член правой части формулы (б).
Считая рассматриваемое тело изотропным х) и вводя в рассмотрение

функцию

W = т I (ехх 4- eyv + ezzf + fx (е%х 4- е\у 4 е\г 4- 2е\г 4- 1е\х 4 2еху), (7)

сразу убеждаемся, что
dw v _ dw „ _ aw i

^ ж ж оеуу oezz i

OV - ?W Э7 - dW OY - W ' I
oeyz oezx oeXy j

откуда следует, что выражение под знаком второго интеграла в формуле

(о) равно -д- , а сам интеграл равен

V V

Таким образом, формула (б) принимает вид:

у

Интегрируя обе части этого равенства в пределах от t0 до t и принимая
во внимание, что в начальный момент тело находилось в естественном
состоянии покоя (и, значит, Т = W = 0 в этот момент), получим для
работы R, произведенной внешними напряжениями и объемными силами
за промежуток времени (t0, t), выражение

R = T + U, (10)
где

JJ (И)
v

Формула (7) показывает, что W зависит исключительно от состояния
деформации в данный момент в данной точке; следовательно, U зависит
от состояния деформации рассматриваемого тела в данный момент t.
Величина U представляет собой потенциальную энергию деформации
тела, т. е. работу, которую должны затратить объемные силы и внешние
напряжения, чтобы вызвать данное состояние деформации. Действительно,
если под воздействием этих сил тело перешло из «естественного» состояния
покоя в новое, деформированное состояние покоя, то согласно формуле
(10) будем иметь: R — U, ибо при состоянии покоя Т = 0.

При выводе формулы (б) не было надобности считать тело изотропным,
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Формула (10) показывает нам, что работа объемных сил и внешних
напряжений затрачивается на создание кинетической энергии Т и потен-
циальной энергии деформации; это и выражает закон сохранения энергии.

Величина W, определяемая формулой (7), есть потенциальная энер-
гия деформации, рассчитанная на единицу объема. Действительно, из фор-
мулы (11) следует, что количество потенциальной энергии, приходящейся
на элемент объема dV, равно W-dV. Выражение W было нами введено
еще в § 20; напомним, что W есть неособенная положительная квадратич-
ная форма компонент деформации; это непосредственно следует из форму-
лы (7).

Вернемся теперь к вопросу о единственности решения наших основ-
ных задач. Пусть какая-либо из них допускает два решения с одинаковыми
граничными и начальными условиями и одинаковыми объемными силами.
Составим «разность» этих двух решений (ср. § 20). Полученное новое
решение (и, v, w) будет удовлетворять тем же уравнениям, что и два
данных, но при отсутствии объемных сил; кроме того, в случае первой
задачи будем иметь:

Xn = y n = Z n = 0 на S, (3')

а в случае второй задачи:
u = v = w = 0 на S; (5')

в случае смешанной задачи на одной части поверхности будут соблюдены
условия (3'), а на другой — условия (5').

Во всех случаях будем иметь, что

Xnii + Ynv + Znw = 0 на S.

Действительно, в случае (3') Хп = Yn = Zn = 0; в случае же (5') и =
= v = w = 0 (на S) во все моменты времени, начиная с t0, и, следова-
тельно, также

ди dv dw n o

аналогично для смешанной задачи.
Далее, в начальный момент мы должны, очевидно, иметь

ибо оба данных решения удовлетворяют одинаковым начальным условиям.
Из сказанного следует, что работа R, вычисленная для решения

и, v, w, равна нулю, и, значит, на основании формулы (10)

Но это возможно, очевидно, только тогда, когда Т — 0, U = 0, и,
следовательно, во все моменты времени, начиная с t0, будем иметь:

а • •

и = v = w = 0, ехх = еуу = ezz — eyz = ezx = еху = 0.
Первая группа этих равенств показывает, что смещения не зависят

от времени, т. е. что мы должны иметь статический случай. Из второй
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группы следует, что деформация равна нулю и, значит, решение и, v, w
может выражать только жесткое перемещение тела. Наконец, из условия,
что в начальный момент все смещения равны нулю, следует, что отсут-
ствует и это жесткое перемещение. Таким образом, будем иметь во всех
точках тела и во все моменты времени и = v — w = 0. Отсюда следует,
что два решения, о которых шла речь, должны совпадать полностью,
а это и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е . Из формулы (7) § 20 вытекает, что потенциальная
энергия

v
деформированного тела, находящегося в равновесии, может быть вычис-
лена по формуле

U = T S J (XnU + Ynv + Znw)dS + ± J J J (Xu + Yv + Zw)dV, (12)
S V

а при отсутствии объемных сил — по формуле

\[ S, (13)
s

где двойной интеграл берется по всей поверхности тела.
Напомним, что в силу соотношений (11) и (7) при наличии (не нуле-

вой) деформации всегда U > 0.
Формулы (12), (13) легко запомнить: они показывают, что потен-

циальная энергия деформированного тела равна половине той работы,
которую затратили бы внешние напряжения и объемные силы, если бы
они с самого начала имели те значения, которые они фактически прини-
мают, когда устанавливается упругое равновесие (на самом же деле
начальные их значения равны нулю).



ГЛАВА ВТОРАЯ

ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Значительные трудности практического характера, связанные с реше-
нием основных задач теории упругости, заставляют искать эффективные
методы решения для более или менее широких классов частных случаев,
имеющих значение на практике. Один из важнейших классов такого
типа охватывается так называемой «плоской теорией упругости», или
«плоской задачей теории упругости», которой посвящены главы II—VI
этой книги.

Наше изложение основано главным образом на комплексном пред-
ставлении общего решения уравнений плоской теории упругости, которое
будет указано ниже. Это комплексное представление, главная заслуга
введения которого, безусловно, принадлежит Г. В. Колосову х), оказалось
весьма плодотворным для эффективного решения основных граничных
задач, а также для исследований общего характера, что подтверждается
большим числом важных работ, опубликованных у нас за последнее вре-
мя 2). Некоторые из этих работ будут изложены или упомянуты ниже

!) Основные результаты Г. В. Колосова изложены в его работах [1, 2], а также
в позднее вышедшей его книге [6].

Необходимо отметить, что среди рукописей и черновых материалов, разобран-
ных после смерти С. А. Чаплыгина, были обнаружены его работы по теории упру-
гости, относящиеся приблизительно к 1900 г., в которых содержатся некоторые резуль-
таты, полученные впоследствии Г. В. Колосовым, а также другими авторами. См.
Чаплыгин [1], стр. 420 (статья Н. В. Зволинского и Д. Ю. Панова).

2) Нельзя сказать того же об иностранной литературе, где время от времени
появляются работы, в которых используются комплексные представления решений
(зачастую весьма несовершенного вида) и приводятся результаты, большей частью
либо содержащиеся в работах наших авторов, либо непосредственно вытекающие
из результатов последних. К разряду таких работ относятся, например, обширные
статьи Stevenson [I], Poritsky [2]; см. также примечание на стр. 112.

Предыдущий текст сноски перенесен без изменений из третьего и четвертого
изданий книги. За последнее время в зарубежной печати появилось значительное
число весьма интересных работ, в которых, за немногими исключениями, отдается
должное нашим авторам. К таким исключениям принадлежит недавно вышедшая
книга Milne-Thomson [1].
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в соответствующих местах. Здесь же ограничимся упоминанием, что
некоторые методы, основанные на комплексном представлении, могут
быть с успехом обобщены на случай анизотропных тел, о чем будет кратко
сказано в § 104.

Отметим, наконец, что главную сущность излагаемых ниже резуль-
татов из области плоской теории упругости (главы II—VI) следует видеть,
конечно, не в новом выводе формул Г. В. Колосова х) и аналогичных,
а в применении этих формул к решению основных граничных задач при
систематическом использовании свойств интегралов типа Коши и кон-
формного отображения 2 ).

I. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Уравнения плоской теории упругости непосредственно применяются
к двум случаям равновесия упругого тела, представляющим большой
интерес для практики, а именно: к случаю плоской деформации и к слу-
чаю деформации тонкой пластинки силами, приложенными к ее обводу
и действующими в ее плоскости 3 ) . Эти два случая подробно охарактери-
зованы в двух следующих параграфах.

§ 25. Плоская деформация. Мы будем говорить, что тело подвержено
плоской деформации, параллельной плоскости Оху, если компонента
смещения w равна нулю, а компоненты и, v зависят только от х, у, но не
от z. В этом случае будем иметь:

п ди dv

и из формул (2) § 20 получим выражения для компонент напряжения:

Предыдущие уравнения показывают, что компоненты напряжения
также не зависят от координаты z (так как и, v от нее не зависят).

у) Эти формулы можно вывести многими способами, в том числе чрезвычайно

простыми. Избранный нами способ, хотя и вполне элементарный, требует несколько

более длинных выкладок, чем некоторые другие выводы; но мы остановимся на нем,

так к а к он дает попутно ряд формул, полезных д л я дальнейшего, гарантирует пол-

ную общность полученного решения и не предполагает заранее аналитичности этого

(решения. См. т а к ж е Добавление IV в конце книги.
2) Отметим, что и до Г. В. Колосова некоторые авторы [например, Файлон

L. N. G. Fi lon)] получали те или иные комплексные представления решения, но

никакой (или почти никакой) пользы из этого не и з в л е к а л и .
3) Результаты, связанные с уравнениями плоской теории упругости, приме-

няются также к задаче равновесия упругой пластинки, нагруженной нормальными

к ее плоскости усилиями, о чем будет сказано в гл. V.

Недавно И. Н . Векуа [6] показал, что эти ж е результаты могут быть исполь-

зованы д л я эффективного решения граничных задач теории упругих оболочек.
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Далее, первые два уравнения (1) того же § 20 примут вид:

дхх дху дХу дуу

дх ~^~ ду + ^ - = 0 ' ~дх~ + ~ду~

а третье обратится в равенство Z = 0, показывающее, что при плоской
деформации компонента объемной силы по направлению, перпендикуляр-
ному к плоскости деформации, должна быть} равна нулю. Предыдущие
же уравнения показывают, что компоненты X, Y объемной силы не зави-
сят от z.

Итак, в конечном счете, уравнения статики упругого тела в случае
плоской деформации, параллельной плоскости Оху, сводятся к следую-
щим:

дХх дХу дХу 9]

ду ~*~ ' дх "• Ъдх (1)

(2)

причем все входящие в эти уравнения величины не зависят от коорди-
наты z; компонента Zz (также не зависящая от z) дается формулой Zz = Я9

или, замечая, что в силу уравнений (2)

формулой

(3)

где а — коэффициент Пуассона.
Мы намеренно выделили уравнение (3),

определяющее Zz, так как решение системы (1)
и (2) представляет собой основную задачу, a Zz

определяется по формуле (3) после ее решения.
Остается теперь указать те случаи, когда

может иметь место только что охарактеризо-
ванная плоская деформация.

Предположим, что мы имеем дело с цилиндрическим (призматическим)
телом, образующие боковой поверхности которого параллельны оси Oz,
ограниченным с двух сторон плоскостями (основаниями), нормальными
к боковой поверхности (рис. 11).

Предположим, далее, что внешние напряжения, приложенные к боко-
вой поверхности, параллельны плоскости Оху и не зависят от координаты z
и что тому же условию удовлетворяют объемные силы. Объемные силы,
а также внешние напряжения на боковой поверхности будем считать
заданными.

Посмотрим, возможна ли при этих условиях плоская деформация
нашего цилиндра. Для этого необходимо и достаточно, чтобы уравнения
1) и (2) имели решение и, v, Xx, Yv, Xy, удовлетворяющее на боковой



§25] I. УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 89

поверхности цилиндра граничным условиям:

Хх cos (п, х) + Ху cos (п, у) = Хп,
Yx cos (п, х) + Yy cos (п, у) = Yn,

 (

где Хп, Yn — заданные компоненты вектора внешнего напряжения,
действующего на боковую поверхность, а п обозначает внешнюю нормаль;,
условия (4) получаются из формул (2) § 3, определяющих вектор напря-
жения, действующего на площадку с нормалью п 1). Мы пришли, таким
образом, к задаче, вполне аналогичной первой основной граничной задаче-
теории упругости для общего случая (§ 20); здесь мы имеем только более
простой случай, так как неизвестные функции и, v, Xx, Yy, Xv зависят
лишь от двух переменных х, у и вместо рассмотрения всей области, заня-
той телом, можно ограничиться рассмотрением лишь одного из его сечений
плоскостью, параллельной плоскости Оху. Иными словами, мы имеем дело-
с двумерным аналогом задачи § 20.

При некоторых условиях общего характера можно показать (см. гл. V),
что наша двумерная задача всегда имеет решение, цритом единственное-
(с точностью до жесткого перемещения тела, параллельного плоскости Оху),
если только совокупность объемных сил и сил, приложенных к боковой
поверхности, статически эквивалентна нулю.

Пусть и, v, Xx, Yy, Ху — решение нашей двумерной задачи. Вычис-
лив Zz по формуле (3) и считая w = Zx = Zv = 0, мы получим решение,
отвечающее всем поставленным условиям.

Мы видим, что при этом основания цилиндра не свободны от напря-
жений, но подвержены нормальным усилиям, а именно: на верхнее осно-
вание 2) действует нормальное напряжение Zz, определяемое формулой
(3), а на нижнее — напряжение (—Zz). Приложение этих напряжений, как
мы видим, необходимо для поддержания деформации плоской.

Как было сказано, задание объемных сил и напряжений, действую-
щих на боковую поверхность, определяет функции 3) и, v, Хх, Yv, Xy и,
следовательно, и Zz. Таким образом, выбор напряжений, приложенных
к основаниям, уже от нас не зависит.

Это обстоятельство на первый взгляд умаляет значение рассмотрения
плоской деформации. Но на самом деле это неудобство очень легко устра-
нить в случае длинного цилиндра (цилиндра, высота которого велика
по сравнению с поперечными размерами). Действительно, для устранения
упомянутых напряжений, действующих на основания, достаточно на полу-
ченное решение наложить решение задачи равновесия нашего цилиндра

2) Третья из упомянутых формул дает тождество, так к а к , по условию, на боко-

вой поверхности Zn = 0, Zx = Zy = 0 и cos (га, z) = 0.
2) Д л я краткости мы называем «верхним» основание, обращенное в сторону

положительных z.
3 ) Ф у н к ц и и и, v определяются с точностью до слагаемых, выражающих произ-

вольное жесткое перемещение тела, параллельное плоскости Оху, но эти слагаемые-

н е существенны.
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в предположении, что объемные силы отсутствуют и что его боковая
поверхность свободна от внешних напряжений, а основания подвержены
усилиям, равным по величине и противоположным тем, которые мы желаем
устранить.

Рассмотрим эти последние усилия, приложенные к одному из осно-
ваний. Так как все они параллельны оси Oz, то совокупность их статиче-
ски эквивалентна одной силе, параллельной той же оси, приложенной,
скажем, в (геометрическом) центре тяжести основания, и паре, плоскость
которой также параллельна оси Oz. Совокупность напряжений, прило-
женных к другому основанию, статически эквивалентна силе и паре,
статически уравновешивающим предыдущие.

Но вопрос об упругом равновесии (длинного) цилиндра под влиянием
усилий, приложенных к основаниям и статически эквивалентных растя-
гивающим силам и изгибающим парам, принадлежит к числу наиболее
простых вопросов теории упругости и решается элементарным путем
(см. главу VII). Поэтому всегда весьма простым приемом мы можем устра-
нить усилия, приложенные к основаниям.

Тогда из полученного решения задачи о плоской деформации цилиндра
усилиями указанного выше типа, приложенными к боковой поверхности,
получим решение задачи равновесия цилиндра под влиянием тех же
усилий, но в предположении, что основания свободны от напряжений;
в этом последнем случае деформация уже, вообще говоря, не будет
плоской.

§ 26. Деформация тонкой пластинки силами, действующими в ее
плоскости. Уравнения плоской теории упругости применяются и в дру-
гом, важном для практики, случае, именно в случае тонкой пластинки

при определенных видах нагрузки.
Под пластинкой мы подразумеваем

цилиндр весьма малой высоты, которую
мы обозначим через 2h и будем назы-
вать толщиной. Примем среднюю пло-
скость пластинки (т. е. плоскость, па-
раллельную основаниям и находящуюся
по середине высоты) за плоскость Оху
(рис. 12).

Будем считать основания свобод-
ными от внешних напряжений и пред-

положим, что внешние напряжения, приложенные к боковой поверхности,
параллельны основаниям и распределены симметрично относительно
средней плоскости. То же будем предполагать относительно объемных
сил. С практической точки зрения достаточно предположить относительно
внешних напряжений, действующих на боковую поверхность, что сово-
купность этих напряжений, приложенных к любому элементу боковой
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поверхности, заключенному между двумя образующими, статически
эквивалентна силе, приложенной на середине высоты элемента и располо-
женной в средней плоскости; в самом деле, на основании принципа Сен-
Венана (§ 23) каждую такую совокупность можно заменить статически ей
эквивалентной совокупностью, удовлетворяющей поставленным вначале
условиям.

По соображениям симметрии очевидно, что точки средней плоскости
после деформации останутся на ней J), что компонента смещения w будет
весьма мала и что изменения компонент и, v по толщине пластинки будут
незначительны. Поэтому ясно, что возможно получить вполне достаточное
представление об упругом равновесии пластинки, рассматривая не сами
величины и, v, а их средние значения по толщине; эти средние значения,
которые мы обозначим через и*, v*, определяются равенствами:

+h +h

u* ^ y ^ = z ~ ^ h \ u (Ж ) Vl z ) d z ' v* ( ж ' y) = "2T I v (*' '̂ z ) dz-
-h -h

По условию, функции Xz (x, у, z), Yz (x, y, z) TIZZ(X, y, z) обращаются

в нуль на основаниях, т. е. при z = ± h (так как, по условию, основания
свободны от внешних напряжений). Поэтому из уравнения

• = 0
ох • оу oz

следует, что

" dz

при z = ± h. Действительно, из условия Zx (х, у, ±h) = 0 следует:

dZx (х, у, ±h) _ п .
дх ~ U )

dZx

дх
, My
1 ду

dZz

1 z

1 dz

= 0

аналогично
dZy (x, у, ±h)

=-0.

Итак, величина Zz (x, у, z) не только сама обращается в нуль при
z = ±h, но обращается в нуль при этих значениях и ее производная по z.
Поэтому очевидно, что Zz будет весьма малой величиной по всей толщине
пластинки, и мы с большим приближением можем считать, что Zz = 0
всюду.

Напишем теперь уравнения:

dXz dYx dYu dYz

дх ^ ду ^ dz ^ ^ - " ' дх ' ду

г) Мы отвлекаемся от жесткого перемещения, которое можно сообщить все-
му телу.
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и возьмем средние значения (по толщине) обеих частей каждого из них,
т. е. проинтегрируем по z от —h до -\-h и разделим на 2h. Имеем:

±+^^ 1 + "-0 i X dY* dz- * ГУ1+" - 0
i u ) a z ~ 2 h [ Y z i h - v -

2h ) dz a z ~ 2h[Azi-h-u< 2h ) dz
-h - f t

Следовательно, из предыдущих уравнений получим (звездочкой, как
выше, обозначается среднее значение соответствующей величины, взятое
по толщине):

М + ^ _ + Х* = 0, М + -§1 + У* = 0. (1)
дх ду дх ду v '

Далее, из соотношения
. (ди ди дш \ „ dw _ „ „

\ дх ду dz J ' r dz z

следует:
Эй; X / ди dv \

Внося это значение -^- в уравнения

, /• ди dv . dw \ су ди, -у- „ / ди , dv . дш

получаем:
Эк 9 А „ 9м у _ 21ц

Переходя в этих уравнениях, а также в уравнении

к средним значениям, получаем, наконец:
У*_1*а* 1 P.. Su* V*— 1*Я* I 9.. dv* Y* (ди* dv*\

где введены обозначения:

Сравнивая уравнения (1) и (2) настоящего параграфа с уравнениями
(1) и (2) предыдущего, убеждаемся, что средние значения компонент
смещения и, v и компонент напряжения Хх, Yy, Xy удовлетворяют точно
таким же уравнениям, что и в случае плоской деформации, с той только
разницей, что, вместо постоянной Ламе Я,, надо взять постоянную, опре-
деляемую формулой (3).

Напряженное состояние пластинки, при котором Zz = 0 повсюду,
а Хг, Yz обращаются в нуль на основаниях, мы, следуя Ляву г), будем
называть «обобщенным плоским напряженным состоянием». Такое состоя-
ние было впервые рассмотрено Файлоном 2), который и установил приве-

*) Love [1], § 94 и 146.
2) Filon [1]; см. также Filon [2] и Coker a. Filon [1].
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денные выше уравнения для средних значений. Эти уравнения, разумеется,
пригодны и для пластинок конечной толщины. Мы видели, что если толщи-
на пластинки мала, то при соблюдении указанных вначале условий напря-
женное состояние ее может считаться с большим приближением обобщен-
ным плоским состоянием г).

Пусть ds — линейный элемент на плоскости Оху. Рассмотрим принад-
лежащую пластинке, перпендикулярную к плоскости Оху прямоугольную
площадку высоты 2h, след которой на плоскости Оху есть элемент ds
(рис. 12). Проекции на оси Ох, Оу среднего значения напряжения (по тол-
щине), действующего на эту площадку, равны

X*, У*,
где

XI = Хх cos (п, х) + X*v cos (п, у), У* = Yx cos (n, x) + У* cos (п, у), (4)

а п обозначает положительную нормаль к площадке. Проекции же уси-
лия, действующего на эту площадку, равны 2hX£ds, 2hYnds. Величины
X*ds, Ynds мы можем назвать проекциями среднего значения усилия,
рассчитанного на единицу высоты (толщины) пластинки, действующего
со стороны нормали п к элементу ds.

§ 27. Основные уравнения плоской теории упругости. Мы видели,
что в обоих случаях, рассмотренных в двух предыдущих параграфах,
дело сводится к рассмотрению системы уравнений:

дХх dXv dYx dYv

дх ' ду + А ~ и ' дх + ду + Г - и ' У1)

v lfl I о., ди v -г, 0 dv v f dv ди \ , о ,
Л-х — ЛО —р *£1Х —=— , _Г у = = Л и —р ZLI -г— , At . = LI ( -^ г— I , 1^1

ох " оу и \ ох оу у '

где

e = | ! i + |fL. (3)
дх ' ду v '

ТОЛЬКО В случае § 26 («обобщенное плоское напряженное состояние»)
следует заменить компоненты смещения, напряжения и объемной силы,
входящие в эти уравнения, их средними значениями по толщине пла-
стинки, а постоянную X — величиной X*, определяемой формулой (3) § 26.

Все сказанное в дальнейшем относится к обоим упомянутым случаям.
Так как все величины зависят только от х, у, то мы, конечно, можем

•ограничиться рассмотрением точек, расположенных в плоскости Оху,
которую мы считаем плоскостью одного из нормальных сечений рассмат-
риваемого цилиндра, в частности средней плоскостью в случае § 26. Поэто-
му, когда мы будем говорить, например, об области, занятой телом, мы
будем обычно подразумевать двумерную область, а именно: сечение S
тела плоскостью Оху.

') Обоснование того, что в рассматриваемом нами случае тонкой пластинки
можно с достаточной точностью считать Zz = 0, заимствовано нами у Мичелла
(Michell [1]), который приводит еще дополнительные соображения по этому поводу.
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Далее, вместо того, чтобы говорить об усилиях, приложенных к пло-
щадкам, перпендикулярным к плоскости Оху, мы будем говорить об уси-
лиях, приложенных к линейным элементам ds сечения S. Так, в случае-
§ 25 мы будем говорить, что к линейному элементу ds приложено усилие-
с компонентами Xnds, Ynds, где п — нормаль к элементу ds; на самом же-
деле это — компоненты по осям Ох, Оу усилия, приложенного к прямо-
угольной площадке, перпендикулярной к плоскости Оху, с основанием
ds и высотой, равной единице (компонента по оси Oz этого усилия равна
нулю). В случае же § 26 под Xnds, Ynds мы будем подразумевать величины,,
обозначенные в конце § 26 через X^ds, Y%ds.

Будем считать, как и в главе I, что компоненты смещения — одно-
значные непрерывные функции, имеющие непрерывные производные вплоть
до третьего порядка внутри области, занятой телом. Тогда на основании
формул (2) компоненты напряжения будут однозначными функциями,
имеющими непрерывные производные до второго порядка.

Так же, как и в общем случае (глава I, § 21), систему (1), (2) можно
заменить системой, содержащей только смещения. Для этого достаточно
положить w = О в уравнениях § 21 или же просто подставить значения
(2) в уравнения (1), что дает так же, как в § 21:

где А обозначает операцию Лапласа для двух переменных, т. е., например,.

Аи = дх"- • ду2 '

Если найдено какое-либо решение этой системы, то соответствующие-
напряжения найдутся по формулам (2) простым дифференцированием.

Нетрудно также составить уравнения, содержащие только напряжения.
Мы увидим сейчас, что уравнения эти состоят из уравнений (1) и из одного
дополнительного уравнения, заменяющего в нашем случае шесть условий
совместимости Бельтрами — Мичелла. Это дополнительное уравнение-
выражает условие, которое должно быть соблюдено для того, чтобы
к функциям Хх, Yy, Xv, удовлетворяющим уравнениям (1), можно было
подобрать функции и, v, связанные с Хх, Yv, Xy соотношениями (2).

Условие это можно было бы, разумеется, получить как частный слу-
чай из упомянутых условий совместимости, но мы предпочитаем вывести
его заново. Мы приведем два вывода.

Первый вывод, как и вывод условий Бельтрами — Мичелла для обще-
го случая, основан на условиях совместимости Сен-Венана.

В случае плоской деформации, когда ехх, еуу и еху не зависят от zy

а е = ezx = егг = 0, условия эти [§ 15, формулы (6)] сводятся, очевидно,,
к одному следующему:

ду* ~1~ дх2 ~ дхёу '
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Подставляя сюда значения

1 I \Г Л / 17" г 17" \ I /Сл\

- — X

выводимые из формул (2), легко получаем:

д*Хх

Это и есть искомое условие. Его можно значительно упростить, если
принять во внимание, что Хх, Yy, Xv удовлетворяют уравнениям (1).
Именно, дифференцируя первое из упомянутых уравнений по х, а второе
по у и складывая, получаем:

дХу дХх d*Yy a z dY

дхду dx* "т" ду2 """ дх • ду

2 у

Внося это значение для — % - „ — в предыдущее уравнение, будем иметь

после очевидных упрощений:

ах dY\ _
— + _ j . (7)

Это и есть то дополнительное уравнение, которое следует присоеди-
нить к уравнениям (1) и которое выражает условие совместимости в пло-
ской теории упругости.

При выводе мы исходили из условий совместимости Сен-Венана.
Приведем еще один вывод, основанный непосредственно на уравнениях
(1) и (2) плоской теории упругости, дающий попутно способ вычисления
смещений по заданным компонентам напряжения (или, что все равно,
по компонентам деформации), более элементарный и практически более
удобный, чем указанный в § 15 для общего случая.

Так как вопрос заключается в нахождении условий, которым должны
удовлетворять компоненты напряжения Хх, Yy, Xy для того, чтобы
существовали функции и, v, связанные с ними уравнениями (2), то попы-
таемся действительно вычислить и, v по соотношениям (2), предполагая,
что Хх, Yy, Xy есть данное решение системы (1).

Первые два уравнения (2) могут быть переписаны так, если решить
ди ди

их относительно =- , -^ :
дх ' ду
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Пусть (а, Ь) некоторая (произвольная) точка тела. Ограничимся
пока рассмотрением только тех точек (х, у), которые расположены внутри
некоторого прямоугольника с центром в (а, Ь), не выходящего за пределы
тела.

Уравнения (5') дают, если для краткости ввести обозначение Р =

х -Г I у.

х Л

2им (х у)= \ J ' ' ' " ч

а

У

гД е /i {y)i /2 (ж) — не известные пока функции указанных аргументов.
Полученные выражения удовлетворяют условиям (5'), т. е. первым двум
соотношениям (2).

Остается удовлетворить третьему из них. Подставляя в него най-
денные выражения (8), получаем, дифференцируя под знаком интеграла:

? дХх X дР л S r dYy X д

i + J
Ь

Этому соотношению можно удовлетворить только тогда, когда левая
часть его может быть представлена как сумма двух функций, из которых
одна зависит только от х, а другая — только от у. А для этого в свою

очередь необходимо и достаточно, чтобы вторая производная ~—г- левой

части была тождественно равна нулю х ). Дифференцируя левую часть
один раз по х, а другой раз по у и приравнивая результат нулю, получаем
как раз уравнение (6), откуда в свою очередь следует соотношение (7).

Если условие (7) соблюдено, то левая часть формулы (9) имеет вид

и условие (9) сводится к условию

которое может иметь место только тогда, когда обе части равны одной
и той же постоянной, которую мы обозначим через

Если F (х, у) = Fi (x) + F2 (у), то

и обратно. При соблюдении последнего условия будем, как легко видеть, иметь

F(x, y) = F(x, b)+F(a, y)-F (a, b).
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Тогда из предыдущего равенства получаем:

(10)

где а, Р — произвольные постоянные. Внося эти выражения в (8), найдем
выражения для и и v, определенные с точностью до слагаемых вида:

о' = — гу + а, v'=ex + $, (И)

U (х) =-- - J F2 (x) dx + 21лех +

где а, (3, е — произвольные постоянные.
Эти слагаемые выражают только жесткое перемещение тела (в своей

плоскости) и никакого влияния на деформацию и напряжения не имеют.
Постоянные а, р, е получат вполне определенные значения, если задать
значения компонент смещения и, v и компоненты вращения

в какой-либо определенной точке рассматриваемой области, например
в (а, Ь).

Мы ограничились рассмотрением точек (х, у), расположенных в прямо-
угольнике с центром в (а, Ь), не выходящем из области, занятой телом.
Для нахождения значений и, v в других точках области возьмем какую-
либо точку (а', Ъ') внутри нашего прямоугольника, вблизи его границы,
и построим второй прямоугольник с центром в (а', Ь'), частично выходящий
за пределы первого прямоугольника, но не выходящий из области, занятой
телом. Тогда мы сможем найти значения и, v во всех точках второго пря-
моугольника (частично выходящего за пределы первого) по указанному
выше способу, заменяя точку (а, Ь) точкой (а', Ь'). Для того, чтобы полу-
ченные таким образом значения и, v совпадали в части, общей обоим
прямоугольникам, со значениями, вычисленными раньше, мы должны
так подобрать произвольные постоянные, входящие в формулы для второго
прямоугольника, чтобы значения и, г; и г в точке (а', Ъ') совпадали со зна-
чениями этих величин, полученными из формул для первого прямоуголь-
ника. Таким образом, формулы для второго прямоугольника не будут
содержать никаких новых произвольных постоянных. Повторяя этот
прием достаточное число раз, мы сможем вычислить смещения для любой
точки тела х).

Здесь, однако, возникает следующий вопрос. Пусть (xt, г/4) какая-
либо точка тела, отличная от исходной точки (а, Ь). Для того, чтобы

х) Ср. хорошо известный процесс аналитического продолжения функции ком-
плексного переменного.
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вычислить значения и, v в точке (хх, г^), мы должны согласно указанному
способу построить цепь частично перекрывающих друг друга прямоуголь-
ников, первым звеном которой является прямоугольник с центром в (а, Ь)т

а последним — прямоугольник, содержащий (#i,!/i). Но таких цепей мож-
но построить бесчисленное множество; спрашивается, будет ли выбор той
или иной цепи влиять на значения и, v в точке (х4, г/4); иначе говоря, будут
ли и, v однозначными функциями положения (хи г/4).

На этот вопрос в данный момент легче всего ответить, опираясь не
на формулы, выведенные в настоящем параграфе, а на формулы, выра-
жающие компоненты смещения и, v через компоненты напряжения Ххт

Yy, Xy при помощи криволинейных интегралов, взятых по произвольным
линиям, соединяющим точки (а, Ь) и (хи у}). Эти формулы легко получить
из формул (4) § 15 (формулы Вольтерра), положив в них w = eyz = ezx =
= ezz = 0 и заменив компоненты деформации ехх, еуу, еху их выражениями
через компоненты напряжения Хх, Yy, Xy по формулам (5).

Совершенно аналогично тому, что было сказано в § 15, легко убе-
диться, что и, v будут необходимо однозначными функциями, если область,
занятая телом, односвязна.

В случае многосвязной области компоненты и, v могут оказаться
многозначными функциями, несмотря на соблюдение условия (7). Поэтому
в случае многосвязной области к условию (7) следует отдельно присоеди-
нить условие однозначности смещений г). Ниже мы еще вернемся к этому
вопросу и рассмотрим его более подробно.

З а м е ч а н и е . Необходимость условия (7) может быть выведена еще
так: дифференцируя первое из уравнений (4) по х, а второе по у и скла-
дывая, получаем

Замечая, далее, что на основании двух первых уравнений (2)

9 =

и внося это значение 9 в предыдущее уравнение, снова получаем урав-
нение (7).

§ 28. Приведение к случаю отсутствия объемных сил. Решение
уравнений плоской теории упругости значительно упрощается в случае
отсутствия объемных сил, т. е. когда X = Y = 0. С другой стороны,
общий случай всегда можно свести к этому последнему: для этого доста-
точно найти одно какое-нибудь частное решение системы уравнений (1),
(2) § 27. Пусть XT, Yv°\ Xf, uw, vm — это частное решение. Полагая

и т. д., u = u™ + uw и т. д., (1>

*) Мы, разумеется, считаем, что компоненты напряжения—-всегда однозначные
функции.
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видим, что функции Х(х\ • • • , va) удовлетворяют тем же уравнениям,
что и Хх, . . . , г;, но при X = Y = 0.

Что касается нахождения частного решения Х£\ • • • , г><0>, то мы
укажем здесь такие решения лишь для двух видов объемных сил, которые
почти исключительно и встречаются на практике: это случаи силы тяже-
сти и силы инерции при (равномерном) вращении вокруг оси, перпенди-
кулярной к плоскости деформации х).

При отыскании частных решений можно, смотря по удобству, поль-
зоваться или системой уравнений в напряжениях (1), (7) § 27, или систе-
мой уравнений в смещениях (4) § 27. Для примера мы прибегнем к пер-
вому способу в случае силы тяжести и ко второму в случае силы инерции.

Рассмотрим сперва случай силы тяжести. Считая, что ось Оу направ-
лена вертикально вверх, будем иметь: X = 0, У = —gg>, где g — уско-
рение силы тяжести, Q — плотность, которую мы считаем постоянной.

Поэтому уравнения (1) и (7) § 27 примут вид:

дХх dXv dYx 9У„

Ясно, что предыдущим уравнениям можно удовлетворить, полагая,
например,

Хж = Хй = 0, Yy = Qgy. (2)

Смещения, соответствующие этому частному решению, вычисляются
по указанному выше правилу. Именно, формулы (8) § 27 дают:

Подставляя эти значения в соотношение

v , ди \ „

получаем уравнение

которому можно удовлетворить, полагая, например,

Таким образом, для смещений получим:

и

х) Нахождение частного решения для произвольно заданных объемных сил
также не представляет принципиальных затруднений; см. § 57а, а также Добав-
ление IV в конце книги.
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Перейдем теперь ко второму из намеченных случаев и воспользуемся
на этот раз системой (4) § 27.

Если тело равномерно вращается вокруг оси, перпендикулярной
плоскости Оху, проходящей через О, то сила инерции (центробежная сила),
отнесенная к единице объема, будет дана формулами

X = QCO2 х, У =

где со — угловая скорость. Поэтому система (4) § 27 примет вид:

(X + ц) -^ + (хАы + QGAC = 0, (X + \i) -^- + цАи -f Q(o2y = 0.

Легко догадаться, что этим уравнениям можно удовлетворить выраже-
ниями вида:

и = ах3 + bxy2, v — ау3 + Ьх2у.

Действительно, подставляя эти выражения в предыдущие уравнения,
увидим, что оба будут удовлетворены, если

2 (За + Ь) (X + 2|л) + QW2 = 0,
или

Отсюда видно, что мы можем еще произвольно распорядиться одной из
величин а, Ъ. Мы можем, например, положить *):

и тогда будет:

Соответствующие напряжения будут даны формулами:

-Л. л —
JXQC02

И. ФУНКЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ. КОМПЛЕКСНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

§ 29. Некоторые термины и предложения. Переходя к основному для
нас вопросу комплексного представления общего решения уравнений пло-
ской теории упругости, мы уточним некоторые термины, которыми будем
пользоваться (и отчасти уже пользовались), и напомним несколько про-
стых предложений.

1) При этом смещения станут чисто радиальными.
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•m+t

1. В дальнейшем, говоря о линиях {дугах, контурах), мы будем
иметь в виду (если противное не оговорено) простые (т. е. не пересекающие
самих себя) разомкнутые или замкнутые непрерывные линии. Далее, мы
будем считать, часто не оговаривая особо, что рассматриваемые линии глад-
кие или, более обще, кусочно-гладкие. Напомним, что линия называется
гладкой, если она обладает непрерывно изменяющейся касательной;
линия называется кусочно-гладкой, если она состоит из конечного числа
гладких дуг х).

2. Мы будем считать (если противное не оговорено), что область,
занятая телом, представляет собой связную, конечную или бесконечную,
часть S плоскости, ограниченную одним или несколькими (простыми,
гладкими или кусочно-гладкими) замкнутыми
контурами. Граница области S, если эта область
конечна, состоит, таким образом, из конечного
числа замкнутых контуров £ц, Ьг, • • • , Lm,
Lm+i, не имеющих общих точек, из которых
один, скажем Lm+i, охватывает все остальные;
эти же последние не охватывают друг друга
(пластинка с отверстиями; рис. 13).

При т = 0 граница состоит из одного
замкнутого контура и область S односвязна;
при т > 1 область S многосвязна2), именно
т + 1-связна.

В случае бесконечной области внешний
контур Lm+1 отсутствует (или, как часто гово-
рят, удален в бесконечность). В этом случае
область S представляет собой бесконечную плоскость с отверстиями 3 ) .

Вообще, во всем дальнейшем (если противное не оговорено) под
областью мы будем подразумевать (конечную или бесконечную) область
указанного выше вида.

Границу L области S мы не будем причислять к S. Если же какое-
либо свойство справедливо не только для точек области S, но и для точек
границы L или для точек некоторой части L' границы, то мы будем гово-
рить, что свойство это справедливо для S + L или соответственно для
S + U.

Под частью границы мы всегда будем подразумевать часть, состоя-
щую из одной или нескольких непрерывных дуг или контуров.

*) Мы считаем излишним давать здесь более детальные определения этих хорошо

известных понятий.
2) Определение односвязной и многосвязной областей дано в § 15; подробнее

см. Добавление I I .
3) Бесконечную область S, ограниченную одним (простым) замкнутым контуром

(бесконечная плоскость с одним отверстием), можно с одинаковым правом считать

односвязной или многосвязной (двусвязной) в зависимости от того, причисляем л и

мы бесконечно удаленную точку к области S или нет.

Рис. 13.
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3. Пусть F (х, у) — некоторая функция, заданная в области S (но не на
ее границе L) и непрерывная в S.

Мы будем говорить, что функция F (х, у) непрерывно продолжима на
часть U границы L (L' может совпадать с L), если возможно приписать
функции F (х, у) такие значения на L', чтобы полученная в результате
этого функция была непрерывна в S + L'. В этом случае мы будем часто
просто говорить, что функция F (х, у) непрерывна в S + L' или непре-
рывна в области S вплоть до L', подразумевая таким образом, что функции
F (х, у) приписаны надлежащие значения на L'.

Введем еще следующий термин. Пусть (х0, у0) — некоторая точка
границы L и пусть F (х, у) стремится к определенному пределу, когда
точка (х, у) стремится к точке (х0, у0), оставаясь внутри S, а в остальном
произвольнох). Тогда мы будем говорить, что F (х, у) имеет (или прини-
мает) определенное граничное значение в точке (х0, у0) или что F (х, у)
непрерывно продолжима на точку (х0, у0). Под граничным значением
мы будем понимать упомянутый выше предел.

Легко показать, что если функция F (х, у) непрерывно продолжима
на все точки (х0, у0) некоторой части L' границы L (L' может быть всей
границей) и если обозначить через F (х0, у0) граничное значение F (х, у)
в точке (х0, у0), то F (х0, у0) будет непрерывной функцией точки (х0, у0)
на L'.

Из самого определения непрерывности следует тогда, что если F (х, у)
непрерывно продолжима на все точки части L' границы L, то F (х, у)
будет непрерывна в S + L', т. е. непрерывна в S вплоть до L', если под
F (х, у) при (х, у) на L' подразумевать соответствующее граничное значение.

В дальнейшем, говоря, что F (х0, у0) есть граничное значение функции
F (х, у) или что F (х, у) принимает граничное значение F (х0, у0), мы
всегда будем подразумевать, что F (х0, у0) есть предел, к которому стре-
мится F (х, у), когда точка (х, у) стремится к точке (х0, у0) произвольно,
подчиняясь лишь требованию оставаться внутри S. Иначе говоря, приме-
няя термин граничное значение в данной точке или на данной части гра-
ницы, мы всегда будем подразумевать, что рассматриваемая функция
непрерывно продолжима на данную точку или на данную часть границы.

4. Пусть границы двух неперекрывающихся областей Si и S2 имеют
общую часть L, представляющую собой простую гладкую (или кусочно-
гладкую) дугу или замкнутый контур, и пусть Fi (z), F2 (z) — функции
комплексного переменного z = x + iy, голоморфные 2) соответственно

J) Это часто выражают, говоря, что точка (ж, у) стремится к точке (х0, у0) по любо-
му пути, оставаясь внутри S; не следует при этом считать, что «путь»— обязательно
непрерывная линия: он может состоять, например, из ряда отдельных точек.

2) Сведения из теории функций комплексного переменного, достаточные для
понимания дальнейшего, читатель найдет, например, в курсе В. И. Смирнова [1],
т. I I I . Термин «голоморфный» эквивалентен термину «регулярный», применяемому
в названной книге. Голоморфная в данной области (односвязной или многосвязной)
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в 5) и 5 2 и непрерывные вплоть до L (рис. 14). Пусть, далее, F% (z) =
= F2 (z) на L. Тогда функция F (z), определенная следующим образом:

Г Ft (z) при г в >?, и на L

\ F2 (z) при z в ^2 и на L

будет голоморфной в области S, получаемой соединением областей St

и S2, включая L. Доказательство этой теоремы можно
найти в курсах теории функций комплексного пере-
менного.

Из этой теоремы вытекает, в частности, следующее
заключение. Пусть функция F (z) голоморфна в некото-
рой области S и пусть на некоторой части L' границы
этой области функция F (z) имеет граничное значение,
равное нулю. Тогда F (z) = 0 во всей области S.

В самом деле, присоединим к области S некоторую
часть S' плоскости, примыкающую к L' с другой стороны, р .,
и положим F (z) = 0 в iS". Тогда на основании преды-
дущего функция F (z) будет голоморфна в области, получаемой соедине-
нием областей S и S', и так как она равна нулю в S', она будет равна
нулю всюду, ибо аналитическая функция, равная нулю в части обла-
сти х), равна нулю во всей области.

Если при тех же обозначениях и условиях, что выше, граничное
значение F (z) на L' имеет постоянное значение С, не обязательно равное
нулю, то F (z) = С во всей области S. Это вытекает из предыдущего
заключения, если применить его к функции F (z) — С.

§ 30. Функция напряжений. 1. В дальнейшем (если противное
не оговорено особо) мы будем заниматься уравнениями плоской теории
упругости при отсутствии объемных сил. В этом случае напряжения
могут быть выражены через одну вспомогательную функцию, называемую
функцией напряжений или функцией Эри, играющую большую роль
в плоской теории упругости.

функция всегда предполагается однозначной. В дальнейшем под аналитической функ-
цией комплексного переменного z в данной области S подразумевается функция,
которая может быть многозначной, но каждая непрерывно изменяющаяся ветвь кото-
рой голоморфна (следовательно, и однозначна) в любой конечной односвязной части
области S.

Слово «аналитическая» обозначает, что такая функция (вернее, каждая ее ветвь)
может быть разложена в окрестности любой точки а области S в ряд вида

Иногда под аналитической в S функцией мы будем подразумевать функцию,
аналитическую (в указанном выше смысле) в области, получаемой из S исключением
некоторых отдельных точек; в этих случаях мы всегда будем делать соответствую-
щую оговорку.

х) Под частью области мы подразумеваем также некоторую область.
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Действительно, в рассматриваемом случае имеем:

дХх дХу дХу dYу

— 1 = 0, — — -\ — = 0. (1^
дх ду дх ду

Первое из этих уравнений представляет собой необходимое и достаточное
условие того, чтобы существовала некоторая функция В (х, у), удовле-
творяющая условиям:

дВ _ х дВ „
дх и ' ду ~ х'

Второе же из уравнений (1) есть необходимое и достаточное условие
существования некоторой функции А (х, у), удовлетворяющей условиям:

дА _ у дА _ __ „

Сравнение двух выражений для Ху показывает, что должно быть
дА _ дВ
ду ~ дх '

откуда в свою очередь следует существование некоторой функции U (х, у),
такой, что

А~~дх~-' ^ — ~ду~'

Подставляя эти значения А и В в предыдущие соотношения, убеждаемся,
что (при отсутствии объемных сил) всегда существует некоторая функция
U (х, у), через которую напряжения выражаются следующим образом:

Q2jj g2{j (Э2£/
х ду* ' " дх ду ' " 9а;2 '

Этот факт был впервые отмечен Эри (G. В. Airy) в 1862 г.
Функция U и называется функцией напряжений или функцией Эри.
Так как по принятому нами раньше (§ 27) условию функции Хх, Yv, Xv

однозначны и непрерывны вместе со своими производными вплоть до
второго порядка, то функция U должна иметь непрерывные производные
вплоть до четвертого порядка, причем эти производные, начиная со вто-
рых, должны быть однозначными функциями во всей области, занятой
телом.

Очевидно и обратное: если функция U обладает указанными свойст-
вами, то величины Хх, Ху, Yy, определяемые равенствами (2), будут
удовлетворять уравнениям (1). Однако, как мы знаем, это еще не значит,
что эти величины соответствуют некоторой действительной деформации.
Для этого надо еще, чтобы было соблюдено условие (7) § 27, которое
в случае отсутствия объемных сил сводится к следующему:

Д(Х х + Ув) = 0, (3)
или, замечая, что
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4417-0». «- + 2 ^ + «--а (4,

к уравнению

Предыдущее уравнение называется бигармоническим х), а всякое его-
решение — бигармонической функцией.

Однако под бигармоническими функциями в дальнейшем мы будем
понимать только такие функции, удовлетворяющие бигармоническому
уравнению, производные которых вплоть до четвертого порядка непре-
рывны, а производные, начиная со второго порядка, однозначны во всей
рассматриваемой области.

Если рассматриваемая область односвязна, то однозначность вторых
производных влечет за собой однозначность и самой функции. В много-
связной же области это не обязательно, как мы увидим ниже.

Итак, мы доказали, что функция напряжений должна быть бигармо-
нической. Мы знаем, что это условие, которое есть не что иное, как усло-
вие (7) § 27, также достаточно для того, чтобы ей соответствовала некото-
рая действительная деформация, если временно не придавать значения
факту, что соответствующие смещения могут оказаться (в случае много-
связной области) многозначными.

2. Выше (§ 27) мы заранее наложили некоторые ограничительные
условия на рассматриваемые смещения и напряжения, а именно: мы
условились считать, что функции и, v однозначны и имеют непрерывные
производные вплоть до третьего порядка; непрерывность и однозначность
компонент напряжения и их производных до второго порядка являются
при этом непосредственным следствием соотношений

С точки зрения некоторых выводов общего характера удобно слегка
видоизменить эти условия, заменяя их несколько менее ограничительными.
А именно, все сказанное ниже останется справедливым, если начиная
с этого момента считать, что в области S, занятой телом, соблюдены сле-
дующие условия:

а) Условия относительно напряжений. Компоненты Хх, Yy, Ху —
однозначные, непрерывные функции, имеющие непрерывные производные
вплоть до второго порядка и удовлетворяющие уравнениям (1) и (3). След-
ствием этих условий является то, что функция U — бигармоническая
(в указанном выше смысле).

б) Условия относительно смещений. Компоненты и, v — непрерыв-
ные однозначные функции, имеющие частные производные первого поряд-
ка, связанные с компонентами напряжения соотношениями (5).

*) То, что функция напряжений должна удовлетворять уравнению (4), было-
впервые отмечено Максвеллом.
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Мы увидим ниже, что условия а) гарантируют существование произ-
водных любого порядка функций Хх, Yy, Xy; больше того, мы увидим,
что функции эти — аналитические (см. § 32).

Точно так же условия б) совместно с условиями а) гарантируют суще-
ствование производных любого порядка (и даже аналитичность) функ-
ций и, v (см. в том же § 32). Заметим еще, что во многих случаях доста-
точно принять предыдущие условия, отбросив условие однозначности
функций w, v. Например, в случае односвязной области эта однозначность
является необходимым следствием остальных условий, перечисленных
в а) и б); это следует из сказанного в следующем параграфе.

3. Если дана (бигармоническая) функция напряжений U, то соответ-
ствующие напряжения даются формулами (2); смещения, соответствую-
щие этим напряжениям, могут быть найдены по правилу § 27. Однако мы
приведем здесь другие формулы, значительно более удобные, чем пре-
дыдущие. Эти формулы были впервые указаны Лявом (Love [1]), который
получил их несколько иным путем.

Область S, занятую телом, мы будем пока (вплоть до § 35) считать
односвязной.

Наша задача состоит в нахождении функций и, v по уравнениям:

. а . 0 ди d»U . „ , о dv d2U ( dv . ди \ дЮ .„.
А6 L 2и Ш + 2u -_— = -^-s- , u ( -д ^—— ) = — ^—д-. (6)

' г ду дх2 г \ дх ' ду J дх Эу v '' ^ дх ду2 ' г ду дх2 г \ дх ' ду J дх Эу

Первые два из этих уравнений, решенные относительно

ди dv
~дх~ ' ~ду~'

дают:

ей ею i А и 2 , dv _ ею х
^ ' ^ ду - " t o T 27ГТЙТ"А и 2 ,

^ дх - ду2 2Q. + V) ' ^ ду - t o T 27ГТЙТ"

Вводя обозначение

AU = P, (7)

d2U n дЮ

заменяя в первом уравнении —-^ через Р — -^ и поступая аналогичносо вторым, получаем:

ди
р 2 _

*г дх - дх2 + 2(Я + ц) ^ ' ^ ду ~ ~W+

Функция Р, как видно из формулы (3), гармоническая, ибо

р

Пусть Q обозначает гармоническую функцию, сопряженную с Р, т. е.
удовлетворяющую условиям Коши — Римана:

дР _ dQ_ дР_ 3Q
дх ду~ ' ду ~ ~дх~ '
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эта функция определяется при заданном Р с точностью до произвольного
постоянного слагаемого х ).

Тогда выражение

f(z) = P(x,y) + iQ(x,y) (9)

будет функцией комплексного переменного z = х + iy, голоморфной
в области S, занятой телом. Положим далее:

^ ( z ) d z . (10)

Имеем, очевидно

откуда, замечая еще, что в силу условий Коши — Римана
dp dq dp dq
дх " ду ' ду ~ дх~ '

получаем:
dp

p
дх ду ~~ 4 ' ду дх

Таким образом,

дх ду

и поэтому уравнения (8) можно написать так:

v '

2 ди ^_ dW 2 ( ^ + 2ц.) др ? ду дЮ 2(А, + 2(Х) dq
г дх дх* "*" Х + ц дх ' г ду ду* "*" Х + ц ду '

Интегрируя, получаем:

гД е /i (у) и /г (̂ ) — некоторые функции, соответственно, только от у и
только от х. Подставляя эти значения в третье из уравнений (6) и заме-
чая, что

получаем:

/; (у)+/;w=о,
откуда следует (ср. § 27), что функции /4 (у) и /2 (х) имеют вид:

/! = 2ц(—еу + а), f2 = 2yL(BX + $),

где а, р, е — произвольные постоянные (множитель 2\i введен для удоб-
ства). Отбрасывая эти выражения, дающие только жесткое перемеще-
ние, получаем формулы, по существу совпадающие с формулами Лява
<Love [1]):

См. Добавление I I I .
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Так как функция <р (z), определяемая равенством (10), очевидно голо-
морфна х) в области S (которую, напоминаем, считаем односвязной), то
и и v оказываются однозначными функциями во всей области.

Таким образом, мы видим, что всякая бигармоническая функция 2)
определяет некоторую деформацию, удовлетворяющую всем требуемым
условиям.

Заметим в заключение, что, отбросив в правых частях формул (12)
слагаемые, выражающие жесткое перемещение, мы ничего не теряем
в общности, ибо, как легко видеть, сами функции, фигурирующие в пра-
вых частях формул (12), определяются по заданным компонентам напря-
жения не вполне, а лишь с точностью до некоторых слагаемых, которые
и дают произвольное жесткое перемещение тела как целого (см. об этом
в § 34).

§ 31. Комплексное представление бигармонической функцпи. Как
сейчас будет показано, всякая бигармоническая функция U (х, у) двух
переменных х, у может быть весьма просто представлена при помощи
двух функций комплексного переменного z = х + iy. Это обстоятельство
имеет громадное значение для теории бигармонического уравнения
и, в частности, для плоской теории упругости, так как свойства функций
комплексного переменного хорошо изучены вообще.

В § 30 уже была введена формулой (10) функция комплексного пере-
менного

Ф (z) = Р + iq-

Легко непосредственно проверить на основании формул (11) § 30, что
функция U — рх — qy гармоническая, т. е. что

А (С/ — рх—ду) = О.
Поэтому

где pt — некоторая гармоническая функция в рассматриваемой области S.
Пусть теперь % (z) обозначает аналитическую функцию комплексного-
переменного z, действительной частью которой является р±

 3 ) . Если область
S, как мы пока предполагаем, односвязна, то функция % (z) будет голо-
морфной в этой области.

Тогда, очевидно, можем написать:

£/ = Re{zcp(2) + x(z)}, (1)

где Re заменяет слова «действительная часть», а

г) См. Добавление I I I .
2) Удовлетворяющая р а з навсегда поставленным выше условиям.
3 ) Чтобы найти % (z), надо вычислить гармоническую функцию gj, сопряжен-

ную с рх. Тогда pt + iq% = х (z).
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вообще, если А обозначает некоторое комплексное число а + ib, то через

А мы будем обозначать комплексно сопряженное число а — ib, так что,

например,

Ф1Г") = Р — Щ -

При этих обозначениях формулу (1) можно написать так:

2U = 2ф (Z) + Z<f (z) + %(z) + % (2). (2)

Это и есть искомое выражение. Оно было впервые дано Гурса (Goursat [2])
в несколько ином виде и получено совершенно иным путем г). Однако
в дальнейшем нам придется пользоваться не этим выражением для функ-
ции U, а выражениями для ее частных производных, так как именно
производные функции U имеют непосредственное физическое значение.

Легко вычислить, что

д и _

2 %- = i [-Ф (z) + zq>' (z) + Ф ( 2 ) - z Ф ' (z)

(3)

При первом взгляде на эти формулы убеждаемся, что вместо рассмот-
рения выражений для

dU dU
дх ' ду

удобнее рассматривать выражение для комплексной комбинации

,, . аи , . аи

которое гораздо проще. Именно ясно, что

±f s аи , . аи (4)

1) Вывод Гурса состоит в следующем. Пусть дано уравнение

ДД£/=0.

Введем вместо х ж у новые переменные: z = х + iy и z = х — iy; тогда преды-
дущее уравнение примет вид

•откуда непосредственно вытекает:

и = щ (г) + ф 2 (Г) + ГХ! (Z) + ZX2 (Г),

где ф4, ф2, Xii %2 —«произвольные» функции своих аргументов. Для обоснования
этого формального вывода требуются дополнительные рассуждения, довольно, впро-
чем, простые; ср. сказанное в Добавлении IV в конце книги.

Если U — действительная функция, то, как легко видеть, следует положить:

Ф2 (z) = ф7(г). Х2 (Z) = Х7(Г).

я мы получим формулу (2).
Доказательство, приведенное в тексте, было дано автором [4].
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где для краткости положено:

• «-"ТИТ (5)

Возвращаясь к выражению (2), заметим, что, обратно, всякое выра-
жение вида (2) представляет собой бигармоническую функцию, если
Ф (z), х (z) — голоморфные функции комплексного переменного z.

Действительно, дифференцируя первое из уравнений (3) по х, а вто-
рое по у, и складывая, получаем сразу:

AU = 2 [Ф' (z) + Ф ' (z)] = 4 Re 1Ф' (*)], (6)

откуда следует, что АС/ — гармоническая функция. Следовательно,

ДАС/ = О.

Формула (6) показывает кроме того, что задание выражения AU

вполне определяет действительную часть функции ф' (z).

§ 32. Комплексное представление смещений и напряжение. Умножая

вторую из формул (12) § 30 на i и складывая с первой, получаем:

и , . 0U

откуда на основании (4) § 31 следует весьма важная и удобная формула:

2(i (u+ iv) = хф (z) — z ф' (z) — г|э(г), (1)

которая по существу совпадает с формулой, впервые указанной Г. В. Ко-
лосовым [1] и полученной иным путем; здесь

У В введено обозначение

В случае тонкой пластинки («обобщен-
ное плоское напряженное состояние»; § 26}
вместо х надо брать величину х*, получае-
мую из предыдущей при замене X на %*, т. е.

° Х ^+3(х 3-а (2>)

( 2 )

Очевидно, что х > 1, х* > 1.
Перейдем теперь к представлению компонент напряжения при помо-

щи тех же функций ф, г|з. С этой целью найдем выражение для усилия,
действующего на элемент какого-либо профиля, проведенного в пло-
скости Оху.

Рассмотрим на этой плоскости какую-либо дугу А В. Для определен-
ности припишем ей некоторое положительное направление, а именно от
А к В, и будем проводить нормаль п к ней вправо по отношению к наблю-
дателю, движущемуся в положительном направлении. Иными словами,
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предположим,, что положительные направления нормали и касательной
расположены друг относительно друга так же,, как направления осей
Ох, Оу (рис. 15).

Под усилием (Xnds, Ynds)> действующим на элемент ds дуги контура,
будем, как всегда, подразумевать усилие, действующее со стороны поло-
жительной нормали. Имеем:

Я2ТТ Я2ГТ

Xn=-Xxcos(n, x) + Xycos(n, y) = -j^-cos(n, x) — -^-^-cos(n, у),

n = Yxcos(n, x) + Yycos(n, 1/) = -^-cos (re, y) — -^^-cos(n, x).

Но, как легко видеть,

cos(n, ж) = cos (*, 2/) = - J - , cos(n, y)= —cos(t, x)= ^ - ,

где t — положительное направление касательной. Внося эти значения
в предыдущие формулы, получаем:

d ( д и \ у _ d ( dU

или в комплексной форме
. d
i ...

I F ^ g f ^ ) ^ ^ ¥ x ^ ) (4)
или еще

(g g) (5)
Внося в эту формулу выражение (4) § 31, получаем:

(Хп + iYn) ds = —id {ф (г) + яр' (z)+ ̂  (г)}. (6)

Придадим элементу ds сперва направление оси Оу. Тогда

ds = dy, dz = idy, dz=—idyt Xn = Xxx Yn — Xy,

и из предыдущей формулы следует:
Xx + iXy = y\(z) + ̂ )-z^r(z~)-tyr(z). (7)

Придадим затем ds направление оси Ох. Тогда

ds = dx, dz = dz = dx, Xn=—Ху, Yn=—Yy

и из формулы (5) после умножения на i получаем:

У и - Ж у = Ф'(*)+ Ф'(*)-МФ" (*) + !>'(*)• (8)
Формулы (7) и (8) дают искомые выражения для компонент напря-

жения. Их можно заменить более простыми. Именно, складывая и вычи-
тая равенства (7) и (8) и заменяя во втором результате i на —i, получаем:

Хх + Yy = 2 [q/ (z) + ф' (г)] = 4Re Ф ' (z) = 4Re Ф (z) = 2 [Ф (z) + Ф (z)], (9)

Yv-Xx + 2iXv~2[z<t"(z) + V(z)] = 2№>' (z)+ ¥(*)], (10)

где для краткости введены обозначения:

Ф(г) = Ф'(2), Y(z) = ip'(2)- (11)
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Весьма полезные формулы (9) и (10) также принадлежат Г. В. Колосову
[1], который получил их иным путем, без посредства функций напря-

жений 1).

Полученные выражения для компонент смещения и напряжения
показывают, что эти компоненты при принятых выше условиях являются
аналитическими функциями 2) переменных х, у внутри рассматриваемой
области, ибо этим свойством обладают функции ф (z), t|) (z), Ф (z), W (z).

З а м е ч а н и е . В ряде работ можно встретить ссылки на «полу-
обратный метод Вестергарда». Вестергард в 1939 г. опубликовал работу
(Westergaard [1 ]), в которой показал, что в ряде случаев плоской деформа-
ции нормальные и касательные напряжения выражаются через одну
аналитическую функцию Z (z) комплексного переменного z = х + iy
следующим образом:

—ylmZ', Yy = ReZ + y lmZ', Xy=—yReZ', (12)

x) В недавно опубликованной статье Стевенсона (Stevenson [1]) выводятся фор-
мулы, совпадающие по существу с формулами Г. В. Колосова, а также с некоторыми
моими, опубликованными значительно раньше (не только у нас, но также в весьма
распространенных заграничных журналах); однако никаких ссылок на работы
Г. В. Колосова и мои автор не делает.

В опубликованной еще позднее статье Поритский (Poritsky [2]) существенно
использует формулы, лишь по виду отличающиеся от некоторых выведенных выше
формул; в довольно неясной ссылке автор приписывает часть этих формул мне, цити-
руя мою статью [8] 1933 г. О более ранних моих работах и о работах Г. В. Колосова
автор вовсе не упоминает, хотя эти работы (содержащие формулы, о которых идет
речь, и опубликованные значительно раньше) названы мною в той самой статье, кото-
рую цитирует автор.

К предыдущему тексту сноски, перешедшему без изменений из третьего и чет-
вертого изданий, считаю долгом добавить следующее. В промежутке между поступ-
лением статьи Stevenson [1] (1940) и ее опубликованием (1945) вышла другая статья
того же автора Stevenson [2] (1943), в которой автор упоминает работы Г. В. Коло-
сова и мои, давая им высокую оценку. Я, разумеется, сделал упущение, не ознако-
мившись своевременно с этой последней статьей.

Некоторым оправданием мне может служить то обстоятельство, что в статье
Стевенсона, опубликованной в 1945 г., нет никакого упоминания (хотя бы в виде
краткого примечания при чтении корректур) ни о его статье 1943 г., ни о работах,
с которыми автор ознакомился после представления первой статьи.

2) Напомним, что функция действительных переменных х, у называется ана-
литической в данной области S, если вблизи каждой точки (х0, у0) внутри этой области
она может быть разложена в (двойной) ряд по целым неотрицательным степеням

(х — х0), (у — у0), т. е. в ряд вида ^ар1д (х — xo)v (у — уо)ч. (Это определение рас-

p,q
пространяется на любое число переменных.)

Как известно, всякая функция комплексного переменного z = х + iy, голо-
морфная в данной области, является аналитической в том смысле, что разлагается
в ряд по целым неотрицательным степеням (z — z0) вблизи любой точки z0 = х0 +
4- iy0 области. С другой стороны, легко показать (см., например, Goursat [1]), что
всякая аналитическая функция комплексного переменного z = х -\- iy является
аналитической функцией переменных х, у(
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где Im заменяет слова «мнимая часть». Подбирая функцию Z, Вестергард
получил решения ряда задач (задача о плоскости с разрезом, растягивае-
мой на бесконечности перпендикулярно к линии разреза, задача о штампе
и т. д.). Нетрудно видеть, что решение Вестергарда представляет собой
простейший частный случай указанного выше общего решения, соответ-
ствующий

Все решения, которые можно получить по методу Вестергарда,
должны на линии у — 0 удовлетворять условиям Ху = 0 и Хх = У„.

В отделе II гл. VI (§ 112—120) рассмотрено много подобных и более
общих задач; решения задач, полученные Вестергардом, содержатся
в этом отделе в качестве простейших частных случаев. Заметим, что
решения этих задач были уже приведены во втором издании настоящей
книги, опубликованном в 1935 г. и, по-видимому, оставшемся неизвестным
Вестергарду.

§ 33. Механическое значение функции / . Выражения для главного
вектора и главного момента. 1. Введенная в § 31 функция

d U , _. d U „ /_ ч , __., , _ ч , .,. /_ ч , . ч

имеет весьма простое механическое значение, которое мы выясним, найдя
выражение для главного вектора усилий, приложенных к данной дуге
АВ, расположенной в области S, занятой телом. Мы будем иметь в виду
усилия, действующие на элементы дуги АВ справа, если двигаться по
этой дуге в направлении от А к В,— иначе говоря, действующие со сто-
роны положительной нормали п, проведенной так, как в предыдущем
параграфе (рис. 15).

Обозначим через (X, У) упомянутый главный вектор. Из формул (5),
(6) предыдущего параграфа следует:

= J
А В

= — t [ф (z) + zq>' (z) 4- ^ (Z)]A, (2)

где символ [ ]A обозначает, как обычно, приращение выражения, заклю-
ченного в скобки, при перемещении по дуге АВ из А в В.

Если в предыдущей формуле считать точку А зафиксированной раз
навсегда, а точку В — переменной, и обозначить ее аффикс через z =
= х 4- iy, то получим:

f(x, y) = <t(z

= i \ (Xn + iYn). ds + const = i (X -|- iY) -+-const, (3)
AB
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где (X, Y) представляет собой главный вектор усилий, приложенных со
стороны положительной нормали к произвольной дуге, соединяющей
фиксированную точку А с переменной точкой В (х, у), причем положи-
тельная нормаль считается обращенной вправо по отношению к наблюда-
телю, движущемуся по рассматриваемой дуге от А к В.

Этот главный вектор, как следует из предыдущего, а также из механи-
ческих соображений (см. п. 3), не зависит от формы дуги, соединяющей
А и В, лишь бы, разумеется, эта дуга не выходила из области S.

Формула (3) и определяет механическое значение функции / (х, у).
2. Выведем теперь формулу, аналогичную формуле (2), для главного

момента М рассматриваемых усилий относительно начала координат.
Имеем:

М= J (xYn-yXn)ds.
АВ

На основании формул (3) § 32 эту формулу можно переписать так:

, аи

АВ

откуда, интегрируя по частям, выводим:

аи , аи

АВ

или, наконец,

Заметим теперь, что

аи , _ аи ^_ г / аи . а и
Z ~ Iдх ду

и что на основании формулы (4) § 31

аи . аи— i - = — = ф (г

Внося это выражение в предыдущую формулу и вспоминая еще, что

получаем окончательно:

z)]i (5)

Формулы эти были указаны в моей работе [11].
3. Если, как мы предполагали до сих пор, рассматриваемая область S

односвязна, то функции ф (z), г|) (z), % (z) однозначны в ней. Поэтому если
точка В совпадает с А, т. е. если рассматриваемый профиль — замкнутая
кривая, то значения этих функций в точках В т. А совпадают, и мы будем
иметь, как и следовало ожидать,

Х = У = М = 0. (6)
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Формулы (6) выражают не что иное, как тот факт, что совокупность внеш-
них усилий, действующих на часть находящегося в равновесии тела,
заключенную внутри какого-либо замкнутого контура, статически экви-
валентна нулю.

§ 34. Степень определенности введенных функций. Перейдем теперь
к изучению важного вопроса о том, насколько определены функции Ф,.
*¥, ф, хр заданием напряженного состояния тела или же заданием смещений,
точек тела.

Начнем с вопроса о степени определенности этих функций при задан-
ном напряженном состоянии. Выражаясь более подробно, вопрос заклю-
чается в следующем. Пусть Хх, Yy, Ху — компоненты напряжения при
некотором заданном состоянии упругого равновесия тела. Как было
показано в § 32, существуют функции Ф (z), *F (z) комплексного пере-
менного z, связанные с Хх, Yy, Xy соотношениями

; (1)

-±V(S)]. (2)

Мы спрашиваем себя: определяются ли вполне функции Ф (z), W (z),
а также функции

Ф (z) = J Ф (z) dz, г | ф ) = J V(z)dz (3)

заданием компонент Хх, Yy, Xy, или в выборе их остается некоторый
произвол? Какова степень этого произвола?

Ответить на эти вопросы не представляет никакого затруднения.
Пусть Ф ь Ч ь̂ ф ь i|>i — какая-либо другая система функций, связанных
с заданными компонентами Хх, Yy, Xy и друг с другом теми же соотно-
шениями (1), (2), (3), что и функции Ф, W, ф, ij), т. е.:

Х3, + У!/ = 4КеФ 1(г); (1')

Yv-Хх + 2iXy = 2 [ГФ; (z) + W, (г)], (2')

Ф1 (2) = J Oi (z) dz, tp, (z) = J Yl (z) dz. (3')

Посмотрим, чем могут отличаться функции Ф1, Yi, фь i|3i от функций
Ф, Y, ф, -ф.

Сопоставляя соотношение (1) с (1'), убеждаемся, что функции Ф4 (z)
и Ф (z) имеют одинаковые действительные части; значит, функции эти
могут различаться только произвольной, чисто мнимой постоянной *) Ci,
так что

Ol(,z)=--O(z) + Ci, (4)

где С — действительная постоянная.

См. Добавление I I I .
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Отсюда на основании соотношений (3) и (3') следует:

где у = а + ф — произвольная комплексная постоянная.
Замечая дальше, что в силу (4) Ф^ (z) = Ф' (z), и сопоставляя соотно-

шения (2) и (2'), получаем очевидно:

и, наконец, на основании (3) и (3')

где у' = а + ф' — произвольная комплексная постоянная. Таким обра-
зом, мы имеем следующий результат.

При заданном напряженном состоянии функция W (z) определена
вполне, функция Ф (z) — с точностью до слагаемого Ci, функция ф (z) —
с точностью до слагаемого Ciz + у и функция i|) (z) — с точностью до
слагаемого у', где С — действительная, а у, у' — произвольные ком-
плексные постоянные.

Очевидно, что, обратно, напряженное состояние не изменится, если

функцию ф(г) заменить на ф (z)-\-Ciz-\- у,

» ^(z) » » 'ф (z) -р у',

где С — действительная, а у, у' — комплексные произвольные постоян-
ные. При этом функция Ф (z) = ф' (z), очевидно, заменяется на Ф (z) +
+ Ci, a W (z) остается без изменения.

Перейдем теперь к выяснению вопроса о том, в какой мере умень-
шается произвол в выборе рассматриваемых функций, если заданы ком-
поненты смещения и, v.

Задание компонент смещения вполне определяет компоненты напря-
жения. Поэтому ясно, что при заданных компонентах смещения мы не
можем производить замены, отличной от замены типа (А). Посмотрим,
влияет ли эта замена на компоненты смещения, определяемые, как мы
видели в § 32, формулой

(и-f-w) = хф (z) — гф' (z) — i|)(z).

Непосредственная подстановка показывает, что при указанной замене

2ц (и -(- iv) переходит в 2ц (и4 + iv^),
где

2^ (щ + ivj = 2\х (и + iv) + (х + 1 ) Ciz + ху — у'. (8)

Следовательно, полагая у = а + ф, у' = а' + ф', имеем:

vt = v + v0. (9)

Здесь
(х+1)С х а - а ' _ (х+1)С
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Мы видим, что добавочные члены имеют вид:

Щ= — еу + а0, г>о = еа; + Ро. (И)
где

и выражают попросту жесткое перемещение тела как целого. Этот резуль-
тат следовало, конечно, предвидеть заранее, так как смещения, соответ-
ствующие данному напряженному состоянию, определены с точностью
до жесткого перемещения тела как целого.

Формула (8) показывает, что замена вида (А) может быть произведена
без изменения смещений только в том случае, если

С = 0, X Y _ Y ' = 0. (13)

Следовательно, при заданных смещениях нельзя произвольно задавать
постоянные С, у, у'; если, например, произвольно задать одну из постоян-
ных у. у', то этим исчерпывается весь произвол.

Произвольным постоянным, входящим в наши функции, можно при-
давать, в зависимости от удобства, те или иные определенные значения.

Предполагая для определенности, Что начало координат находится
в области S, занятой телом, мы можем выбирать эти произвольные посто-
янные, например, следующим образом.

При заданных напряжениях, когда все три постоянные С, у, у' нахо*
дятся в нашем распоряжении, мы можем выбирать их так, чтобы

ф(0) = 0, мнимая часть ф'(0) = 0, т|)(0) = 0. (14)

Первое достигается подходящим выбором у, второе — подходящим выбо-
ром С, третье—подходящим выбором у'.

Условия (14), очевидно, не оставляют уже никакого произвола в выбо-
ре функций ф и i|).

При заданных смещениях мы можем подходящим выбором постоянных
Y или у' достигнуть того, чтобы по произволу

ф (0) = 0 или т|з(О) = О. (15)

Любым из этих двух условий вполне фиксируются обе функции ф и гр.
Заметим еще следующее. Очевидно, что задание выражения

ч аи . аи ——

вполне определяет напряженное состояние тела *).
Выясним теперь вопрос, какому условию должны удовлетворять

постоянные С, у, у' для того, чтобы при замене (А) не изменялось не
только напряженное состояние, но и значение выражения (16).

Я/Т Л/Т

*) Действительно, этим вполне определяются величины —%—, —z—, а значит, и вто-

рые произродные функции U, характеризующие компоненты напряжения.
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Легко убедиться, что при замене (А) выражение это заменяется на

аи . . аи
+ 1

г, dU , .dU
Следовательно, если выражение ^- + i — задано, то мы должны иметь
у + у' = 0. Значит, мы можем произвольно выбрать С и одну из величин
у, у'. Мы можем, например, положить:

ср(О) = О или i|>(0) = 0, мнимая часть ср'(0) = 0, (17)

и это вполне фиксирует функции <р и г|).

§ 35. Общие формулы для конечной многосвязной области. Обратимся
теперь к случаю, когда область S, занятая телом, многосвязна, и начнем
с рассмотрения конечной области.

Согласно сказанному в § 29 (п. 2) мы будем предполагать, что область
ограничена несколькими простыми замкнутыми контурами Lu L2, . . .
. . . , Lm, Lm+i, из которых последний охватывает все предыдущие, как
показано на рис. 16 (пластинка с отверстиями); предполагается, что эти
контуры не имеют общих точек J ).

Напомним, что по условию компоненты напряжения и смещения —
однозначные функции. Несмотря на это, функции ср, -ф могут оказаться
в нашем случае многозначными. Заметим, однако, что на основании ска-
занного в предыдущих параграфах эти функции будут голоморфны и, сле-
довательно, однозначны в любой односвязной части, выделенной из обла-
сти S, занятой телом 2 ). Таким образом, функции ф, г|з являются анали-
тическими (см. § 29, п. 4, примечание) в области S.

Исследуем теперь характер многозначности наших функций. Прежде
всего формула

показывает, что действительная часть функции Ф (2) однозначна (так
как однозначна, по условию, левая часть равенства). Но это еще не значит,

2) Согласно условию, принятому в том же § 29, мы считаем, что контуры эти
гладкие или кусочно-гладкие.

2) Поясним это подробнее. Пусть S' — какая-либо односвязная часть тела S. Мы
можем определить функции ср, г|5, соответствующие данному состоянию упругого рав-
новесия части S', зафиксировав (произвольно) те неопределенные постоянные, кото-
рые входят в эти функции (§ 34). Эти функции, как было показано выше, будут голо-
морфными в 6". Но если мы станем аналитически продолжать эти функции за область
S' (оставаясь, разумеется, все время в S), то, описав замкнутый путь и вернувшись
в S', мы можем уже не вернуться к прежним значениям функций <р, г|). Легко, однако,
видеть, что новые значения этих функций могут отличаться от старых только чле-
нами указанного в § 34 вида, ибо и Те и другие значения соответствуют одному и тому
же упругому равновесию. Это также следует из формул (10) и (11) настоящего пара-
графа.
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что и мнимая часть ее однозначна. А именно, при однократном обходе
(например, против часовой стрелки) какого-либо замкнутого контура Ь'ь,
охватывающего один из контуров £ft, эта мнимая часть может испытать
приращение вида Bhi, где Bk — действительная постоянная *). Вместо
постоянных Bh мы введем другие действи-
тельные постоянные А^, полагая

Bh = 2nAh.

Рассмотрим теперь функцию

Ф*(г)=Ф(г)—S Akln(z (1)

Рис. 16.

где zi, z2, . . . , zm обозначают постоян-
ные точки, произвольно выбранные внут-
ри контуров Lu L2, . . . , Lm (т. е. вне
области S; рис. 16).

Так как In (z — z&) при обходе (про-
тив часовой стрелки) вокруг контура Lk

получает приращение 2я£, то выражение
Ah\n (z — zh) прирастает как раз на величину 2niAk\ остальные же
члены под знаком суммы в формуле (1) возвращаются к прежним значе-
ниям. Следовательно, функция Ф* (z) вернется к прежнему значению при
обходе по любому замкнутому контуру в области S.

Итак, имеем:
m

где Ф* (z) — голоморфная и, следовательно, однозначная функция в обла-
сти S.

Далее, для функции ф (z) получаем:
Z

ф (z) = \ Ф (z) dz + const =

•-=^Ak{(z — zk)\n(z-zk) — (z — z f t )}+J O*(z)dz + const,

где z0 — произвольная постоянная точка области S.
Но интеграл

Ф* (z) dz

представляет собой функцию комплексного переменного z, которая при
обходе вокруг одного из контуров Zft может получить приращение вида

3) См. Добавление I I I .
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где сА — постоянная, вообще комплексная (множитель 2ni введен для
удобства). Следовательно, аналогично предыдущему можно написать:

2 ГП

\ <D*(z)(2z = 2 c * ' n ( z — z f t ) "Ь однозначная функция.

Внося это выражение в предыдущую формулу и соединяя вместе члены
вида Akzk\n (z — zk) и ch\n (z — zk), получаем:

m m

<?(z) = z 2 Ah\n(z — zh)+ S yhla(z — zh) + (f*(z), (3)
ft=i fe=i

где ф* (z) — функция, голоморфная в области S, a yk — некоторые (вооб-
ще комплексные) постоянные.

Наконец, на основании формулы

Yv - Хх + 2iXy = 2 [гФ' (г) + ¥ (z)]

убеждаемся, что Y (z) — голоморфная функция. Отсюда для функции

следует аналогично предыдущему, что
т

где y'h — некоторые (вообще комплексные) постоянные, a \J>* (z) — голо-
морфная функция.

Напишем еще формулу для

ос 0 0 =

Совершенно аналогично предыдущему будем иметь:
m m

X (2) = z 2 Y* 1 п (г-г*) + S YHn (г-гА) + Х* (г), (5)

где yl — вообще комплексные постоянные, а %* (z) — голоморфная функ-
ция в области S.

До сих пор мы не обращали внимания на условие однозначности сме-
щений. Выразим теперь это условие. По формуле (1) § 32 имеем:

2\i (и + iv) — хф (z) — гф'(г) —г|?(г).

Подставляя в эту формулу найденные выше выражения для ф (z) и
•ф (z), непосредственно убеждаемся, что

2\i[u }-iv]L-k = 2ni{(x + l) Ahz + xyk + Yk}, (6)

где символ [ \ьк означает приращение выражения, заключенного в скобки,
при обходе контура L'k против часовой стрелки.

Значит, для однозначности смещений необходимо и достаточно, чтобы
в формулах (1)—(5) было

-yk = O ( Ы , 2 и). (7)
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Покажем теперь, что величины yh, уь могут быть очень просто выра-
жены через величины Xk, Yh, где (Xh, Ун) означает главный вектор внеш-
них усилий, приложенных к контуру Lh (к = 1, 2, . . . , т), т. е. усилий,
приложенных к L/, со стороны внешней по отношению к S нормали п
(рис. 16).

Вычислим этот главный вектор. С этой целью мы можем воспользо-
ваться формулой (2) § 33, которая очевидно справедлива и в рассматри-
ваемом здесь случае многосвязной области S, лишь бы контур АВ, фигу-
рирующий в упомянутой формуле, был целиком расположен в S. Формулу
эту можно применять и в случае, когда контур А В целиком или частично
принадлежит границе области, если сделать некоторые предположения
относительно поведения функций ц> (z), 1J3 (z) вблизи границы (об этом
будет подробно сказано в § 42).

Здесь же мы можем обойтись без каких-либо дополнительных пред-
положений, заменив рассмотрение усилий, приложенных к Lh, рассмот-
рением усилий, приложенных с надлежащей стороны (а именно, со сторо-
ны, обращенной в сторону контура L^) к любому замкнутому контуру
L'hi расположенному в S, охватывающему контур Lh и не охватывающему
других контуров, составляющих границу (рис. 16). Главный вектор
(Xk, Yh) последних усилий не зависит от выбора контура L'h, если только
контур этот удовлетворяет указанным условиям. Это очевидно по меха-
ническим соображениям и вытекает также из приводимой ниже формулы
(8). В частности контур L'k может быть взят сколь угодно близким к кон-
туру Lh.

Исходя из этого, естественно, не налагая никаких условий на пове-
дение функций ф (z), ij) (z) вблизи контура Lh, принять, что по определе-
нию главный вектор внешних усилий, приложенных к Lk, есть главный
вектор усилий, приложенных к Z.& с надлежащей стороны.

Аналогичное определение можно дать и для главного момента.
Формула (2) § 33, примененная к замкнутому контуру L'h, дает

Xh + iYk = — i [Ф (z) + щ' (z) 4 )

где на этот раз контур L'h обходится в направлении часовой стрелки,
так как направление обхода должно быть выбрано так, чтобы рассматривае-
мые усилия действовали на контур L'k справа.

Приняв это во внимание, легко получим на основании формул (3)
и (4):

Xk + iYh=-2n(yh-yk). (8)

Мы видим, что, как и следовало ожидать, главный вектор (Xh, Yh)
не зависит от выбора контура Z4, если этот контур один раз охватывает
контур Lh и не охватывает других контуров, составляющих границу
области S.
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Из формул (7) и (8) получаем:

Принимая во внимание предыдущие формулы (а также и то, что
Ак = 0), можем написать формулы (3) и (4) в следующем окончательном
виде:

m

1 n(z-zh) + y*(z), (10)

-zh) + V(z)- (11)
ft=i

§ 36. Случай бесконечной области. С точки зрения приложений
представляет большой интерес также рассмотрение бесконечной области.
Мы ограничимся пока изучением случая, когда область S состоит из
всей плоскости Оху, из которой удалены конечные части, ограниченные
простыми замкнутыми контурами (бесконечная пластинка с отверстиями).

Граница такой области состоит из одного или нескольких простых
замкнутых контуров Lu L2, . • • , Lm. Такая область есть предельный
случай области, рассмотренной в предыдущем параграфе, когда контур
Lm+i целиком уходит в бесконечность.

Формулы, выведенные в предыдущем параграфе, разумеется, справед-
ливы для любой конечной части области S. Остается изучить поведение
наших функций в окрестности бесконечно удаленной точки плоскости Оху.

Опишем из начала координат, как из центра, окружность LR радиуса
Я, достаточно большого для того, чтобы все контуры L^ находились
внутри LR. ДЛЯ ВСЯКОЙ ТОЧКИ Z, находящейся вне LR, будем, очевидно,
иметь:

и, следовательно,
' ' zft

= In z -j- функция, голоморфная вне LR.

Поэтому из формул (10) и (11) предыдущего параграфа получаем:

где
vi m

v V v v V V /9\
Л = 2j ЛA^ Y =

 Z J
 r hi (^)

а ф** (z), \j;** (2) обозначают функции, голоморфные вне Ьц, за исклю-
чением, быть может, бесконечно удаленной точки х ) .

!) Функция называется голоморфной в точке z = со, если в окрестности этой
точки (т. е. при достаточно больших | z |) она представляется рядом вида
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Величины X и У, очевидно, представляют собой компоненты главного
вектора всех внешних усилий, приложенных к границе области S, т. е.
к совокупности контуров Lu L2, . . . , Lm.

Согласно теореме Лорана х) функции ф** (z) и ч|)** (z) могут быть
представлены вне LR рядами:

Ф** (z) = 2 anz
n, Г* (*) = 2 anzn, (3)

— о о — о о

причем эти ряды равномерно сходятся во всякой конечной области, лежа-
щей вне LR. Это — все, что можно сказать о функциях ф и гр, если не вве-
дены добавочные условия относительно распределения напряжений
в бесконечно удаленных частях плоскости.

Введем теперь следующее условие: компоненты напряжения остаются
ограниченными во всей области S. Посмотрим, каковы должны быть
функции ф и i|) для того, чтобы было соблюдено это условие.

По формулам (9) и (10) § 32 имеем:

[ф' (z) -j- ф' (z)], (a)

Внося в первую из этих формул выражение (1) для ф (z) и заменяя ф** (z)

рядом (3), получаем очевидно:
+ ОО

Единственные члены, которые могут неограниченно расти вместе с jzj,

происходят от ряда

2 ( ) 2
n=2 n=2

где введено обозначение z = ге{®. Отсюда, очевидно, следует, что для

того чтобы сумма Хх + Yy оставалась ограниченной при г, стремящемся

к оо, должно быть

!) Теорема Лорана заключается в следующем. Если функция / (z) голоморфна
внутри кругового кольца, ограниченного концентрическими окружностями Li и L2,
то в этой области она разлагается в ряд вида

+ОО

2
мы считаем здесь, что начало координат взято в центре окружностей.

В частности, окружность Li может сводиться к одной точке, а окружность L2

быть бесконечно большой. В тексте мы имеем как раз последний случай: роль L^ испол-
няет LR, а роль L2 — бесконечно большая окружность.

Доказательство теоремы Лорана можно найти, например, в книге В. И. Смир-
нова [1], т. I I I .
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Считая это условие соблюденным, легко убедиться подобным же
образом на основании формулы (б), что для ограниченности выражения

необходимо и достаточно, чтобы оставался ограниченным ряд

71=2

откуда следует:

Обратно, если эти условия соблюдены, то, очевидно, Хх, Yy, Xy будут
огр аниченными.

Следовательно, будем иметь окончательно:

l n Z

где
Г = £ + ГС, Г' = £ ' + гС' (6)

— постоянные 1), вообще комплексные, а ф0 (z), i|50 (z) — функции, голо-
морфные вне LR, включая бесконечно удаленную точку, т. е. имеющие
при достаточно больших \z\ разложения вида2)

^ ^ £ + £+••• (7)
Ha основании сказанного в § 34, не изменяя напряженного состояния,

всегда можем считать:
ао = а'о = О,

т. е.
ф0(со) = г|)0(со) = 0

и, кроме того, С = 0.
Действительные постоянные В, В', С, вошедшие в формулы (4) и (5),

через посредство Г, Г', имеют весьма простой физический смысл. Действи-
тельно, из формул (а) и (б) следует непосредственно, что при z\, стре-
мящемся к оо, будем иметь:

= 2T' = 2{B' + iC'), (8)

откуда следует, что Хх, Yy, Xy стремятся к определенным пределам:

Хх

т) = 2В—В', Y{

y

cx>) = 2B + B', Х(

У

СО) = С. (9)

Значит, в бесконечно удаленных частях плоскости мы имеем равно-
мерное распределение напряжений (вернее, распределение, бесконечно
мало отличающееся от равномерного). Пусть Ni, N2 — значения главных

J) Мы ввели обозначения:

2) Вместо а_4, а_2 и т. д. мы теперь пишем at, a2 и т, д.
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напряжений на бесконечности, а а — угол, который главная ось, соот-
ветствующая iVi, составляет с осью Ох.

Сравнивая формулы (8) с формулами (12) § 8, получаем:

(10)

Постоянная С, не влияющая на напряжения, может быть выражена через
вращение бескопечно удаленной части плоскости.

Действительно, значение вращения е *) определяется формулой
v ди

откуда, хотя бы на основании формул (12) § 30, получаем 2 ) :

Х + 2ц ( dg dp\_i+Kfdq Э р Л _ 1 + х (f'(z)-^Jz) , , , , .
Ь - 2ц (X -|- Ц) V дх ду J 4ц \дх ду j 2ц 2i ' ^ ;

Из этой формулы и из формул (4), (7) сразу выводим, что предел е при
z -*• оо равен

_ 1 + х с

и, значит,

^ (12)

Отметим кстати, что напряженное состояние, характеризуемое линей-
ными функциями

Ф (z) = {В + гС) z + const, г|з (г) = {В' + г"С") z + const,

является однородным: напряжения распределены равномерно, т. е. ком-
поненты напряжения (а следовательно, и компоненты деформации) —
постоянные величины. А именно, компоненты напряжения выражаются
формулами (9), если отбросить значок оо.

Возвращаясь к общему случаю, выясним поведение смещений на
бесконечности при принятых нами условиях. Для этого воспользуемся
формулой (1) § 32, из которой на основании формул (4) и (5) следует:

.., (13)

а) Через е мы обозначаем то, что в § 14 было обозначено через г.
2) Вспомним, что

dp dq
ду дх

и что

отсюда

дх дх

Я 1 г _ , , . -
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где не выписаны величины, остающиеся ограниченными при сколь угодно,
больших значениях \z\.

Отсюда видно, что при принятых нами условиях смещения, вообще
говоря, не остаются ограниченными на бесконечности. Чтобы они остава-
лись ограниченными, должны быть, очевидно, соблюдены еще следующие
условия:

X = Y = 0, Г=--Г = 0. (14)

Первая группа этих условий требует, чтобы главный вектор всех
внешних усилий, приложенных к границе области, равнялся нулю,
а вторая группа — чтобы напряжения равнялись нулю на бесконеч-
ности, и, кроме того, чтобы бесконечно удаленная часть плоскости не
испытывала вращения.

Обратим внимание на то, что даже в случае обращения напряжений
в нуль на бесконечности и отсутствия вращения (С = 0) смещения все же
возрастают, как In (zz) = 21n r, если главный вектор (X, Y) не равен
нулю.

З а м е ч а н и е 1. В формулах (4) и (5) функции ф0 (z), тр0 (z)
голоморфны вне любой окружности, охватывающей все контуры
L'U L4, . . ., Lim-

Если имеется лишь один такой контур L4 (плоскость с одним отвер-
стием), то легко видеть, что ср0 (z), \Ji0 (z) будут голоморфны во всей
области S, если только начало координат взято вне области S (т. е. внутри
отверстия). Действительно, в этом случае формулы (10) и (11) предыду-
щего параграфа совпадают с формулами (1) настоящего параграфа, если
в первых взять

2, = 0,

вместо cp*(z), t|)*(z) написать соответственно <p**(z), г|з**(г). Но функции
*(z), o|)*(z) формул предыдущего параграфа, как мы знаем, голоморфны

во всей области S, за исключением, быть может, бесконечно удаленной
точки, а отсюда легко следует наше утверждение.

3 а м е ч а н и е 2. Само собою разумеется, что рассмотрение тел,
занимающих бесконечную область, является лишь математическим
приемом. Этот прием (которым широко и с успехом пользуются на прак-
тике) позволяет при надлежащем его применении значительно упростить
(приближенное) решение ряда конкретных задач для тел конечных раз-
меров (которые только и мыслимы с физической точки зрения).

Имея в виду, что тело, занимающее бесконечную область, является
лишь математической идеализацией, не следует считать, например, пара-
доксальным то обстоятельство, что смещения не остаются ограничен-
ными на бесконечности, если не соблюдены условия (14). Это обстоятель-
ство указывает лишь, что полученные для бесконечной области формулы
следует применять на практике только к той части области, в которой
смещения достаточно малы. Ср. аналогичное замечание в конце § 57.
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§ 37. Некоторые свойства, вытекающие из аналитического харак-
тера решения. Об аналитическом продолжении через данный контур.
Из аналитического характера общего решения уравнений плоской теории
упругости вытекает ряд важных свойств, на которых мы остановимся
в настоящем параграфе.

Функции ф (z), г|з (z), Ф (z), W (z), через которые выражается это обнее
решение, являются аналитическими функциями z во всей области, заня-
той телом, и в том случае, когда эта область многосвязна. Это следует
из выражений для названных функций, выведенных в предыдущих пара-
графах. Разница со случаем односвязной области только та, что функ-
ции ф (z) и i|) (z) могут оказаться неоднозначными вследствие присут-
ствия логарифмических членов *). Так как аналитическая функция ком-
плексного переменного z = х + iy является в то же время аналитиче-
ской функцией действительных переменных х, у (см. § 32, примечание),
то, как и в случае односвязной области, компоненты напряжения Хх,
Yy, Xy и компоненты смещения u, v суть аналитические функции пере-
менных х, у во всей области, занятой телом.

Из этого свойства решений непосредственно вытекает предложение,
которое с первого взгляда может показаться несколько неожиданным.

Если какая-либо часть 2) тела (даже сколь угодно малая) находится
в «естественном» состоянии, т. е. в ней отсутствуют напряжения, то
и все тело находится в естественном состоянии, иначе говоря, напряже-
ния отсутствуют всюду.

Действительно, если Хх = Yy = Ху = О в какой-либо части обла-
сти S, занятой телом, то это будет иметь место во всем теле, ибо аналити-
ческая функция не может быть равна нулю в части области, не будучи
равной нулю во всей области.

Перейдем теперь к доказательству одного простого и важного пред-
ложения, касающегося аналитического продолжения решения через дан-
ный контур.

Пусть имеются две области S+ и S~, не перекрывающие друг друга,
но границы которых имеют общую часть, представляющую собой некото-
рую (разомкнутую или замкнутую) гладкую линию L. Предположим,
что компоненты смещения и напряжения удовлетворяют в каждой из
областей 5 + и 5 " принятым в § 27 условиям. Тогда, как было сказано
выше, они будут аналитическими функциями в каждой из отдельных
областей S+ и S~.

Выясним теперь необходимые и достаточные условия того, чтобы
они были аналитическими в области S, получаемой соединением S+ и S~
(включая L).

й) Если допускаются многозначные смещения, то может оказаться многозначной
и функция Ф (z).

2) Под частью мы понимаем часть, представляющую собой некоторую область.
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Если компоненты смещения и напряжения и, v, Хх, Yy, Xv — ана-
литические во всей области S, то, очевидно, они непрерывно продолжимы
на L как из S+, так и из S~, причем их граничные значения с той и дру-
гой стороны от L равны между собой. Отмечая граничные значения,
получаемые переходом к пределу из S+ и из S~, соответственно знач-
ками (+) и (—), будем иметь, в частности, необходимые условия

и+ = и~, v+ = v~, Xi = Xn, Yt = Yn на L, (1)

где (Хп, Y£) и (Хп, Yn) обозначают соответственно векторы напряже-
ний, приложенных в данной точке на L к элементу этой линии, вычис-
ленные соответственно в предположении, что элемент принадлежит соот-
ветственно части S+ и части S~, т. е. точнее:

XI = Х% cos (и, х) + Х+ cos (п, у), У+ = Х+ cos (п, х) + Y+ cos (n, у), (2)

и аналогично для Хп, Уй» причем п обозначает нормаль к L в данной
точке, направленную в определенную сторону (выбранную произвольно).
Докажем теперь, что условия (1) достаточны *) (в предположении, что
существуют граничные значения компонент смещения и напряжения
с той и другой стороны). В самом деле, из первых двух равенств (1) сле-
дует, что выражение

2\i.(u-\-iv) — Хф(г) — z(p' (z) — ty{z) (3)

непрерывно продолжимо на L с той и другой стороны и что граничные
значения с обеих сторон равны между собой. Далее, из двух последних
равенств (1) следует, что тем же свойством обладает выражение

_ ^L_L j <Ю_ — (z)4-z~r(z) + гЬЫ (4)

если только надлежащим образом выбрать произвольные постоянные,
которые можно прибавить, не изменяя смещений, к функциям ф, г() в обла-
стях S+ и S~. Это станет очевидным, если принять во внимание формулу (3)
§ 33, которая показывает, что значения предыдущего выражения как
в S+, так и в S~ можно при надлежащем выборе упомянутых постоян-
ных представить в виде

где интеграл взят по произвольной линии I, остающейся целиком (кроме
точки а) в S+ или S~ и соединяющей некоторую постоянную точку а
линии L с точкой z в S+ или S~; приближая из S+ или из S~ точку z
к какой-либо точке t линии L, мы можем выбрать линию / настолько

J) Эти условия выражают попросту, что смещения остаются непрерывными при
переходе через линию раздела, а напряжения, приложенные к элементам этой линии
с той и другой стороны, удовлетворяют принципу равенства действия и противо-
действия.
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близкой г) к L, чтобы интеграл в правой части (5) был сколь угодно блиаок
к интегралу (при надлежащем выборе направления нормали п к L)

t t

x+

n+art) ds = i $ (Xn+arn) ds,

взятому по дуге линии L, соединяющей a и t.
Путем сложения выражений (3) и (4) непосредственно убеждаемся,

что и функция ф (z) непрерывно продолжима на L из S+ и из S~ и что
ее граничные значения с той и другой стороны равны. Следовательно,
на основании сказанного в § 29 (п. 4) функция ф (z) будет аналитической
в S; значит, и q>'(z) будет аналитической. После этого становится оче-
видным, что и функция г|> (z) непрерывно продолжима на L с обеих сторон
и что граничные ее значения равны между собой. Значит, г|з (z) так же,
как и ф (z), будет аналитической во всей области S. Это доказывает наше
утверждение.

Из сказанного выше легко вывести еще следующее предложение:
Если на какой-либо части (сколь угодно малой) границы тела

Хп = У„ = в = » = 0, (6)

то напряжения отсутствуют во всем теле 2 ).
Действительно, пусть S — область, занятая телом, a L' — та часть

границы, на которой соблюдено условие (6). Возьмем какую-либо область
S', примыкающую к U и расположенную вне S. На основании сказан-
ного выше и на основании условия (6) мы можем аналитически продол-
жить функции Хх, Yy, Ху,' и, v из области S в область S', положив
попросту, что Хх, Yy, Xy, и, v равны нулю в S'. Но тогда на основании
сказанного в начале этого параграфа мы получим, что Хх = Yv = Ху =
= и = v = 0, ибо эти функции, аналитические в области, полученной
соединением S и S', равны нулю в части S'.

З а м е ч а н и е . Доказанное выше предложение об аналитическом
продолжении через данный контур можно несколько обобщить. А именно,
оставляя в силе требование, чтобы компоненты смещения были непре-
рывно продолжимы на L как из S+, так и из S~, мы можем заменить ана-
логичное требование относительно компонент напряжения менее силь-
ным и более естественным с физической точки зрения требованием, чтобы
было непрерывно продолжимо на линию L выражение (4). Это требова-
ние, как легко видеть, сводится к следующему. Возьмем какую-нибудь
(гладкую) дугу Z+ (или /"), целиком расположенную в £+ (или S~), близ-
кую к £ , и предположим, что эта дуга стремится к некоторой дуге I линии L;
пусть, далее, (X, У)— главный вектор усилий, приложенных к дуге 1+

:) Мы подразумеваем близость не только в смысле расстояний, но и в смысле
направлений касательных.

2) Это предложение принадлежит Альманзи (Almansi [3]), который доказал
его иным путем для общего случая трех измерений.
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(или 1~) со стороны, обращенной к S+ (или S~). Тогда при приближе-
нии /+ (или /') к / этот главный вектор стремится к определенному век-
тору (Х+, У+) [или (Х~, У")], который представляет собой по опреде-
лению главный вектор усилий, приложенных со стороны тела S+ (или S~)
к дуге I границы этого тела.

При соблюдении указанных требований условия (1) можно, как
легко видеть, заменить следующими:

и+ = иг, v+ = v~, Х+ + Х~ = 0, У+ + У- = 0, (Г)

где (Х+, У+) и (Х~, У") обозначают соответственно главные векторы уси-
лий, приложенных со стороны тел S+ и S~ к произвольной дуге I линии
раздела L.

Точно так же условия (6) можно заменить следующими:

X = Y = u = v = 0, (6')

где (X, У)— главный вектор усилий, приложенных к произвольной дуге
рассматриваемой части границы.

§ 38. Замена прямоугольных координат. Посмотрим теперь, как
изменяются введенные нами функции, соответствующие данному на-
пряженному состоянию тела, при переходе от одной системы прямо-
угольных прямолинейных координат к другой.

Рассмотрим сперва эффект переноса начала в новую точку (х0, у0).
Пусть (х, у) и {хи j/j)— координаты одной и той же точки относительно
старой и новой систем и пусть

Очевидно,

z = zt + zQ, (1)

где

Zo = х0 + iy0-
Будем исходить из формул

Xx + Yy = 4Re$)(z), Yv-Xx + 2iXy = 2№>'(z) + 4(z)]. (2)

Обозначим через O t (z4) и ¥ 4 (zj) функции, играющие ту же роль
в новой системе, что функции Ф (г) и f (z) — в старой.

Так как при переносе начала компоненты напряжения не изме-
няются, то мы должны иметь на основании первой из формул (2)

Re Ф (г) = Re Ot (Zj) = Re Ot {z — z0),

откуда

Ф(г) = Ф1(г —z0); (3)

в правой части можно было бы прибавить любую чисто мнимую постоян-
ную, которая никакого влияния на распределение напряжений не имеет.
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Далее, согласно второй из формул (2) получим:

гФ' (2) + ¥ (г) = ф[ (zj + % (zd) = (z — z0) Ф; (Z — z0) + ̂  (z —20) =

= г Ф ; (Z — ZO) + ̂ j (Z — Zo) — 2 0 Ф; (2 - 20),

откуда, принимая во внимание равенство (3),

¥(2) = ¥1(2-20)-20Ф;(2-20). (4)

Интегрируя по z равенства (3) и (4), получаем также

ф(г) = ф1(2 — Z0), 0(}(2) = %(2 —20) —2 0 ф;(2-2 0 ) ; (5)

в предыдущих формулах отброшены произвольные постоянные, не влияю-
щие на распределение напряжений.

Мы видим, что функция -ф (г) не инвариантна по отношению к пере-
носу начала, т. е. значение для старых координат не получается простой
заменой в я^ (z4) переменной Zj через z — z0. Наоборот, функция ф (z)
инвариантна по отношению к переносу начала.

Рассмотрим теперь эффект поворота осей без переноса начала. Если
новая ось OXi повернута относительно старой Ох на угол а, то

х = Xi cos а — ух sin а,

у = хх sin а -)- ух cos а,
откуда

x + iy = (xt + iyt) eia,
т. е.

z=z1e
ia, zi = ze~ia. (6)

Ввиду инвариантности суммы Хх + Yy будем на основании первого
из равенств (2) иметь:

Re Ф (z) = Re Ot (zj) = Re Ф± (ze-ia),

откуда, отбрасывая чисто мнимое постоянное слагаемое, получаем:

(S(z) =--(&! (ze~ia). (7)

Далее, выражение, аналогичное выражению

Yy — Хх -\- 2iXy,

но составленное для новой системы координат, будет на основании фор-
мулы (8) § 8 равно

Значит, из формулы, аналогичной второй формуле (2), составленной для
новой системы, следует:

z > ; (z,) + % (Zl) = [2Ф' (2) + ¥ (2)] е^,

откуда

гФ' (г) + ¥ (2) = [zela<${ (ze~ia) + Yj (ze~ia)] e~2ia.

Замечая, далее, что на основании (7) Ф' (z) = е~тФ[ (ze~ia), получаем:

W(z) = Wl(ze-ia)e-2ia. (8)
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Интегрируя обе части равенств (7) и (8) по z и отбрасывая произволь-
ные постоянные, не влияющие на распределение напряжений, полу-
чаем еще:

Ф (z) = <pj (ze~ia) eia, Tl)(z) = TMze- i a)e- i a. (9)

Наконец, интегрируя второе из предыдущих равенств, получим:

X(z) = X i (ze- i a ), (Ю)

причем опять отброшена произвольная постоянная.
З а м е ч а н и е . Если бы мы не отбрасывали произвольные постоян-

ные, то, например, вместо формул (9) получили бы:

ф (z) = ф! (ze- i a) eia + Ciz + a + ib, о|э (z) = ^ (ze~ia) e~ia + a' + ib',

где С, a, b, a', b' — произвольные действительные постоянные, не влияю-
щие на распределение напряжений. Мы приняли выше, что

С = а = Ъ = а' = V = 0.

Благодаря такому подбору постоянных, не только напряжения, соответ-
ствующие новым и старым функциям, будут одними и теми же, но и сме-
щения не будут отличаться друг от друга (они могли бы отличаться жест-
ким перемещением). Далее, благодаря тому, что мы отбросили произ-
вольную постоянную в формуле (10), функция напряжений U, состав-
ленная при помощи новых и старых функций, будет одна и та же. При
другом подборе постоянных это могло бы не иметь места, так как функции

напряжений, соответствующие одному и
тому же напряженному состоянию, могут
отличаться друг от друга произвольным
слагаемым вида Ах + By + С.

§ 39. Полярные координаты. Во многих
случаях удобно представлять напряжения
и смещения в полярных координатах.

Примем начало О системы Оху за полюс,
& Ох — за полярную ось. Тогда, если г и •&
суть полярные координаты какой-либо точки

М (х, у) на плоскости, будем иметь при обычном правиле отсчета углов:

z = х + iy = re1*. (1)

Проведем через точку М две оси: одну (г), являющуюся продолже-
нием радиуса-вектора (в сторону возрастания г), а другую (Ф) перпенди-
кулярно к первой (в сторону возрастания Ф) (рис. 17).

Пусть vT и v$ обозначают проекции смещения в точке М на оси (г)
и (Ф). Эти величины называются компонентами смещения в полярных
координатах. На основании известных формул аналитической геометрии

ц == vT cos •&—v$ sin Ф, v = vr sin •д + v& COS Ф,

x

Рис. 17.



§ 39] II. КОМПЛЕКСНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 133

где (и, v) суть компоненты того же смещения в декартовых координатах
Оху, будем, очевидно, иметь:

u + w = (Wr + iy«)ef*, i;I. + ii7* = (a + ii;)e-'*1 (2)

откуда на основании формулы (1) § 32 следует

= е-'* [x<P(*)-z<p'(*)-*l>(z)]. (3)

Эта формула даст выражения для vT и v$ в полярных координатах, если
в правую часть внести на место z выражение reib и отделить действитель-
ную и мнимую части.

Компонентами напряжения в полярных координатах называются
компоненты, которые определяются совершенно так, как компоненты
в декартовых координатах, с той разницей, что роль осей Ох и Оу играют
оси (г) и (0), проходящие через точку М, в которой рассматриваются
напряжения.

Если временно обозначить ось (г) через Мх', а ось {&) через My',
то упомянутые компоненты будут:

Для них мы примем обозначения, распространенные в литературе:

Таким образом, гг обозначает проекцию на ось (г) напряжения, дей-

ствующего на площадку, нормальную к (г); ЪЪ обозначает проекцию

на ось {&) напряжения, действующего на площадку, нормальную к {&).

Наконец, л& есть проекция на ось ($) напряжения, действующего на пло-
щадку, нормальную к (г), или же проекция на ось (г) напряжения, дейст-
вующего на площадку, нормальную к {&).

На основании формул (8) § 8 имеем:

Эти формулы позволяют вычислить компоненты напряжения в поляр-
ных координатах.

Из соотношений (4) вычитанием получаем еще одну полезную фор-
мулу

г г — irQ = Ф (z) + Ф (z) — е** [гФ' (г) + У (z)], (5)

дающую напряжения, действующие на дугу окружности г — const со сто-
роны, противоположной центру.

Формулы эти аналогичны формулам, данным Г. В. Колосовым в не-
сколько ином виде.
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§ 40. Основные граничные задачи. Единственность решения. 1. Ос-
новными граничными задачами мы будем называть задачи, вполне
аналогичные задачам, формулированным в § 20 для случая трех изме-
рений, а именно следующие *):

П е р в а я о с н о в н а я з а д а ч а ( з а д а ч а I). Найти упру-
гое равновесие при заданных внешних напряжениях, приложенных к грани-
це L области S.

В т о р а я о с н о в н а я з а д а ч а ( з а д а ч а I I ) . Н а й т и упругое р а в -
новесие при заданных смещениях точек границы L.

Под областью S мы разумеем область рассмотренного в § 35 и § 36
вида, а под L — совокупность контуров Lu L2, . . ., Lm, Lm+i (если
область конечна — случай § 35) или контуров Lit L2, • • ., Lm (если
область бесконечна — случай § 36).

Во всем дальнейшем (если противное не оговорено) мы будем счи-
тать, что все рассматриваемые контуры — гладкие линии.

Если область S бесконечна, мы будем считать, что напряжения
в бесконечно удаленной части плоскости удовлетворяют условиям § 36,
т. е. остаются ограниченными.

Кроме того, в случае задачи I для бесконечной области мы будем
считать заданными значения этих напряжений на бесконечности, что на
основании сказанного в § 36 сводится к заданию постоянных:

Re Г = 5, T' = B' + iC (1)

Так как, далее, постоянная С (напомним, что Г = В + iC) не влияет
на распределение напряжений, мы будем обычно полагать С = 0.

В случае задачи II для бесконечной области мы будем считать, что
заданы величины:

, r = B' + iC, X, У, (2)

т. е. заданы не только значения напряжений на бесконечности, но и зна-
чение вращения (см. § 36), и, кроме того, главный вектор (X, Y) всех
внешних усилий, приложенных к границе области 2).

Кроме указанных задач, важную роль играет о с н о в н а я с м е -
ш а н н а я з а д а ч а , в которой задаются смещения на одной части
границы и напряжения, приложенные к другой части. В случае сме-
шанной задачи для бесконечной области мы будем считать, что, как
и в задаче II, дополнительно заданы значения X, Y, Г, Г'. В главе VI
мы рассмотрим еще некоторые задачи иного типа.

Докажем, что если формулированные выше задачи допускают реше-
ние, то оно будет единственным. Для конечной области доказательство
вполне аналогично доказательству, приведенному нами в общем случае

*) Мы по-прежнему считаем, что объемные силы отсутствуют.
2) На первый взгляд последнее задание кажется излишним. Но на самом деле

оказывается, что при отсутствии этого задания задача остается неопределенной, т. е.
допускает бесчисленное множество решений.
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трех измерений; в случае же бесконечной области (такая область в случае
трех измерений нами не рассматривалась) оно требует некоторых допол-
нений.

При доказательстве мы будем считать, что компоненты напряжений
и смещений, соответствующих рассматриваемым решениям, непрерывны
вплоть до границы L (см. также замечание в конце п. 3 настоящего пара-
графа).

2. Начнем со случая конечной области (односвязной или много-
связной). Рассмотрим интеграл (ср. § 20)

/ = J (Xnu + Ynv) ds,
L

где
Xn = Xxcos(n, x) + Yycos(n, y), Yn = Yxcos(n, x) + Yycos(n, у) (З)

обозначают компоненты напряжения, приложенного к границе L, а п —
внешнюю нормаль к ней.

Применяя формулу Остроградского — Грина, получаем:

xu + Yxv)cos(n, х) + (XyU+ Yvv)cos(n, y)]ds =

, л г ди , т7- /" dv , ди \ , л г dv Л -, ,+ Хх -̂ + Х„ ( -1Г- + -н- ) + Yv -=- [ dx dy.~ х дх ~ « \ дх ~ ду J ' v dy J y

Замечая, что

°Ах , бху_г\ dYxi_oYv_f

в силу уравнений (1) § 30, что согласно нашим обозначениям

ди ди до ди „
дх = е*х' ~dJ = eW ~дх~+~дЦ = гех«

и что, наконец,

Хх = IB + 2\iexx, Yy = lQ + 2\ieyy, Xy = 2\iexy,

•будем иметь окончательно:

(Xnu + Ynv) ds = J J {№ + 2(x (e%x + e\y + 2e%y)} dx dy. (4)
S

Если и, v, Xn, Yn, exx, evv, exy относятся к «разности» двух решений
одной из задач I, II или смешанной, то выражение Хпи + Ynv равно
нулю на границе L (ср. § 20). Отсюда заключаем, что двойной интеграл
в правой части равен нулю. Но так как подынтегральная функция пред-
ставляет собой неособенную положительную квадратичную форму, то
это может быть только в том случае, если
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Значит, и Хх, Yy, Ху, составленные для «разности» двух решений, рав-
ны нулю, т. е. оба решения тождественны в том смысле, что дают одина-
ковые напряжения и деформации.

Смещения же могут отличаться друг от друга выражениями вида

Щ = — еу + a, v0 = ex + Р,

соответствующими произвольному жесткому перемещению тела в пло-
скости Оху. В случае задачи II и смешанной и этой разницы быть не
может, так как смещения в обоих решениях должны быть одинаковы
вдоль всего контура или части его.

3. Обратимся теперь к случаю бесконечной области. Предположим,
как и выше, что задачи I и II или смешанная допускают два решения,
и составим разность этих двух предполагаемых решений. Пусть и, v, Хп, Yn

и т. д. относятся к этой разности. В случае задачи I будем иметь Хп =
= Yn = 0 на границе. Значит, главный вектор (X, Y) всех усилий,
приложенных к границе, равен нулю. В случае же задачи II или сме-
шанной этот вектор считается по условию заранее заданным для обоих
решений, поэтому он и здесь будет равен нулю для разности двух решений.

Итак, во всех рассматриваемых случаях X — Y = 0. Кроме того,
величины Г, Г', соответствующие разности двух решений, равны нулю,
так как по заданию они одинаковы для обоих решений, если считать
в случае задачи I, что мнимая часть Г равна нулю, на что мы имеем право,
так как она не влияет на напряжения.

Применим теперь формулу (4) к конечной области, ограниченной
контурами L±, . . ., Lm и окружностью LR радиуса R с центром в О,
охватывающей все контуры Х4, . . . , Lm.

Докажем, что

\ )ds (5)

стремится к нулю, когда радиус R окружности LR стремится к бесконеч-
ности.

Действительно, по формулам (4), (5), (7) § 36, в которых надо поло-
жить

Х = У = Г = Г = 0,
при | z\ > R будем иметь:

Формула

—zcp' (z)—ij)(z)

показывает, что при этих условиях u, v остаются ограниченными. Далее,
формулы
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показывают, что величины Хх, Yv, Xy при возрастании \z\ не только

стремятся к нулю, но будут порядка р- (по меньшей мере). Значит, выра-

жение Хпи + Ynv будет на окружности LR порядка -^-г. Так как, с дру-

гой стороны, путь интегрирования в интеграле (5) равен по длине 2nRt

то интеграл (5) будет порядка •=- и, значит, будет стремиться к нулю

при R -*• оо.

Таким образом, если применить формулу (4) сперва к области, заклю-
ченной между L и LR, И затем увеличивать R беспредельно, то интеграл
в левой части будет стремиться к интегралу, взятому по границе L, и, зна-
чит, интеграл правой части будет также стремиться к пределу, который
по обычному определению будет представлять собой интеграл, распро-
страненный на бесконечную область S.

Итак, формула (4) справедлива для всей бесконечной области Sr

и, следовательно, наши заключения о единственности решения остаются
в силе и для этого случая.

З а м е ч а н и е . В пп. 2 и 3 мы предполагали при доказательстве,
что компоненты смещений и напряжений непрерывны вплоть до границы.
Это предположение можно заменить значительно более общим. Мы огра-
ничимся здесь следующим замечанием.

Приведенное доказательство останется, очевидно, в силе, если счи-
тать, что компоненты смещений и напряжений, соответствующие раз-
ности рассматриваемых решений, непрерывно продолжимы на все точки
границы, за исключением конечного числа точек Ch, вблизи которых они
ведут себя так, что интегралы

(Xnu + Ynv)ds,

взятые по принадлежащим области S дугам ул бесконечно малых окруж-
ностей, описанных из точек сь, как из центров, стремятся к нулю вместе-
с радиусами окружностей.

Ниже, в § 42, теоремы единственности для первой и второй основных
задач будут доказаны при несколько иных, чем в настоящем параграфе,
предположениях.

4. Относительно вопроса существования решения заметим пока сле-
дующее. С точки зрения математической, первая основная задача вполне
эквивалентна, по крайней мере для конечных односвязных областей *),
задаче равновесия упругой тонкой пластинки, заделанной по краям, при
наличии нагрузки, нормальной к ее плоскости. Действительно, эта по-
следняя задача может быть сведена к нахождению бигармонической

О случае многосвязных областей будет сказано в § 41а, п. 1.
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функции U по заданным значениям ее частных производных
dV dU
дх ' ду

на границе области х).
К такой же математической задаче может быть сведена и наша

первая основная задача (см. следующий параграф).
Задачу нахождения бигармонической функции по заданным значе-

аи эи -. „
ниям производных к- и — на контуре мы будем называть основной
бигармонической задачей. Эта задача (или эквивалентная ей задача равно-
весия пластинки, заделанной по краям) была предметом многочисленных
исследований, особенно начиная с 1907 г., когда она была объявлена пред-
метом премии Парижской Академии наук. Премия была получена Ада-
маром (Hadamard [1]), Лауричелла (Lauricella [3]), Корном (Когп [4])
и Боджо (Boggio). Указанными авторами вопрос был вполне решен для
случая конечной области, ограниченной простым замкнутым контуром,
удовлетворяющим некоторым условиям общего характера 2 ).

Применение функций комплексного переменного дало за последнее
время возможность получить решение как первой, так и второй основ-
ных задач для областей, ограниченных произвольным числом замкнутых
контуров. Решена также основная смешанная задача и ряд других важ-
ных общих задач. Некоторые из упомянутых общих результатов будут
изложены в главе V; о других будут даны краткие указания.

Здесь же отметим только, что в случае конечной области первая
основная задача имеет, разумеется, решение только тогда, когда глав-
ный вектор и главный момент заданных внешних усилий, приложенных
к границе L области, равны нулю.

Но в случае бесконечной области решение существует и тогда, когда
условие это не соблюдено, даже если потребовать, чтобы напряжения
на бесконечности равнялись нулю. Это объясняется тем, что если мыс-
ленно выделить часть тела, заключенную между границей L области S
и окружностью, охватывающей эту границу, то хотя внешние напря-
жения, действующие на окружность, и стремятся к нулю при беспредель-

: ) См. один из курсов, названных в списке литературы. Обычно задачу сводят
к определению U по заданным граничным значениям U и нормальной производной
dUldn. Но, очевидно, по этим заданиям можно сразу определить граничные значения

ЭЦ_ д£_

~дх~ ' ~dj •

Имеем, действительно:

dU dU ,f . , dU , . dU dU ,t . , dU

где s обозначает дугу контура, a t — направление касательной. Таким образом, при-
ходим к задаче, указанной в тексте.

2) В весьма общей постановке основная бигармоническая задача решена
С. Л. Соболевым [1].
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ном возрастании радиуса, но в совокупности они могут дать конечные
главный вектор и главный момент, ибо они распределены вдоль окруж-
ности, длина которой возрастает беспредельно. Главные вектор и момент
внешних усилий, приложенных к совокупности границы L и окружности,
всегда равны нулю.

Возвращаясь к упомянутым общим решениям основных задач, заме-
тим, что именно в силу своей общности эти решения часто оставляют
многого желать в смысле практических применений. Поэтому приходится
искать частные методы решения, дающие возможность практически
вычислить решения для более или менее обширных классов областей,
важных с точки зрения приложений. Таким методам посвящена большая
часть глав III — VI этой книги.

§ 41. Приведение основных задач к задачам теории функций ком-
плексного переменного. 1. Так как напряженное состояние и смещения
могут быть выражены через две функции комплексного переменного
<р (z), oj) (z), то формулированные в предыдущем параграфе задачи сво-
дятся к разысканию этих функций по некоторым условиям, которым они
должны удовлетворять на границе области, занятой телом.

Будем считать, что, как в предыдущем параграфе, компоненты сме-
щений и напряжений непрерывны вплоть до границы L области S. Точки
границы L, а также аффиксы этих точек, мы будем обозначать обычно
через t, так что t — х + iy, где х и у — координаты рассматриваемой
точки границы. Часто, однако, там, где это не может вызвать неудоб-
ства,— мы будем обозначать точки границы так же, как и прочие точки
плоскости, т. е. обычно через z.

Пусть / (t)— некоторая (действительная или комплексная) функция
точки t границы L. Так как положение точки t на каждом из контуров,
составляющих L, вполне определяется дугой s, отсчитываемой в опреде-
ленном направлении по данному контуру от некоторой фиксированной
его точки, то на каждом из этих контуров / (t) представляет собой функ-
цию действительной переменной s; поэтому мы будем иногда писать / (s)
вместо / (£)> не вводя нового символа вместо /. Далее, интегралы вида

\f(s)ds,
tot

взятые по некоторой дуге tot контура, от точки t0 до точки t, мы будем
обозначать также через

t

\f(t)ds,

to

как иногда поступали и раньше.
2. Для большей ясности мы начнем рассмотрение со случая, когда

S •— конечная область, ограниченная одним простым замкнутым кон-
туром L.
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В с л у ч а е з а д а ч и I I граничное условие выразится, очевидно,
следующим образом:

^ r ( W на L, (1)

где g! = gi (s) = gi (t) и gz — g2 (s) = gi (t) — значения заданных на L
компонент смещения. Они представляют собой заданные и в силу при-
нятых выше условий непрерывные функции точки t контура L области S
или соответствующей дуги s этого контура. Положительное направление
на L может быть выбрано произвольно.

При этом, разумеется, запись (1) следует понимать условно. А именно,
под левой частью равенства (1) следует подразумевать граничное значе-
ние выражения

xcp(z) — zcp'(z) — ty(z),

когда z, оставаясь внутри S, стремится к точке t контура L; это гранич-
ное значение существует, так как предыдущее выражение равно 2\i (u+iv),
а и и v, по предположению, непрерывны вплоть до контура.

В с л у ч а е з а д а ч и I граничное условие можно выразить
двумя различными способами, которыми следует пользоваться, смотря
по удобству. Мы укажем пока только один из них; второй будет указан
в п. 6 настоящего параграфа.

Способ, на котором мы сейчас остановимся, заключается в следую-
щем. Пусть Хп (t), Yn (t) или, при иных обозначениях, Хп (s), Yn (s) —
заданные значения компонент внешнего напряжения в данной точке t
контура; через s обозначена, как всегда, дуга контура, соответствующая
точке t, отсчитываемая в положительном направлении от некоторой фик-
сированной точки t0- За положительное направление на L мы примем
теперь то, которое оставляет область S слева.

На основании формулы (3) § 33 имеем:

Ф (г) + *<р' (*) +1|5 (0 = U + if2 + const, (2)
где положено:

U + if 2 = h ( 0 + if г (t) = fi (s) + if г («) =
t s

= i 5 (Xn + iYn) ds = i J (Xn + iYn) ds. (3)
<o 0

Выражение в левой части формулы (2) следует понимать как гранич-
ное значение выражения

при стремлении z к точке t контура L. Это граничное значение, как легко
видеть, существует вследствие принятого нами условия относительно
непрерывности компонент напряжения вплоть до контура L. Заметим
еще, что формулу (2) мы написали, опираясь на формулу (3) § 33, которая
была выведена в предположении, что дуга, обозначенная в § 33 через АВ,



§ 41] II. КОМПЛЕКСНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 141

целиком расположена в S. Однако, как легко видеть, в нашем случае
последняя формула применима и в случае, когда дуга А В принадлежит
границе L; это вытекает из того же условия непрерывности компонент
напряжения вплоть до границы.

Таким образом, граничное условие задачи I выражается форму-
лой (2), понимаемой в указанном выше смысле. При этом функции
1\ = /i (0 и /г = /г (t) являются заданными на L действительными функ-
циями, определяемыми формулой (3).

Заметим теперь следующее. Как мы знаем из предыдущего пара-
графа, задание Хп (s), Yn (s) вполне определяет напряженное состояние
тела. Но при этом функции ф (z), гр (z) оказываются не вполне определен-
ными; действительно, мы видели в § 34, что замена

Ф (z) на

гЬ(г) на

где С — действительная, а у = а + Ф и у' = а' + *Р' — комплексные
постоянные, не изменяет напряженного состояния и что, обратно, всякая
замена, не изменяющая напряжений, должна иметь вид (А). При
этом (§ 34)

заменяется на ф(г) + гф' (z)-{-*р (z) + у + у'. (Б)

Отсюда следует, что путем подходящего выбора постоянных у и у' можно
придать любое значение постоянной, фигурирующей в условии (2). Таким
образом, эту постоянную можно зафиксировать произвольным образом.

В случае задачи II граничные задания вполне определяют смещения
во всех точках тела (§ 40). Поэтому мы можем произвольно зафиксиро-
вать заранее только одну из величин ф (0) или гр (0) на основании ска-
занного в § 34 (мы считаем, что начало координат находится в области 5).
Мы будем обычно полагать в зависимости от удобства:

<р(0) = 0 или г|з(О) = О. (4)

В случае задачи I, когда граничные условия вполне определяют
напряженное состояние тела (но не смещения)1), можно (§ 34) произ-
вольно зафиксировать обе величины ф (0), ар (0) и, кроме того, мнимую
часть величины ф' (0).

Но если мы определенным образом зафиксируем постоянную, фигу-
рирующую в правой части формулы (2), то из двух величин ф (0), яр (0)
можно произвольно фиксировать только одну 2).

J) Смещения же определяются с точностью до жесткого перемещения тела.
2) Если ф и г|) — какие-либо функции, решающие задачу I, то, произведя заме-

ну (А), получим функции, решающие ту же задачу. Для того, чтобы было удовлетво-
рено условие (2) при определенном, заранее заданном значении постоянной, фигу-
рирующей в правой части, величине у -f у' надо придать вполне определен-
ное значение, как это следует из (Б). Если, например, задать у, то это вполне
определит у'.
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Поэтому в случае задачи I мы можем считать, например,

ф(0) = 0 или г|)(0) = 0; мнимая часть ср'(О) = О. (5)

Дополнительные условия (4), (5) вполне фиксируют функции ф (z),
ty (z), если зафиксирована в случае задачи I постоянная в правой части
формулы (2).

Относительно задачи I добавим еще следующее. Как мы знаем, эта
задача может иметь решение лишь при условии, что главный вектор и глав-
ный момент внешних усилий, приложенных к границе области S 1), равны
нулю.

Условие равенства нулю главного вектора можно, очевидно, выра-
зить равенством

^(Xn + iYn)ds = 0. (6)
L

На основании формулы (3) это условие, т. е. условие равенства нулю глав-
ного вектора внешних усилий, эквивалентно условию непрерывности функ-
ции f± -f- if2, заданной на L. Действительно, при соблюдении условия (6)
функция /4 + '/2 точки t контура L возвращается, очевидно, к своему
первоначальному значению, когда t описывает весь контур, и обратно.

Посмотрим теперь, как выразится условие равенства нулю главного
момента через заданные на L функции ft и /2.

Условие равенства нулю главного момента относительно, скажем,
начала координат, выражается формулой

-yXn)ds^0. (7)
L

Но на основании формулы (3)
Хп ds = df2, Yn ds = — dft.

Следовательно, применяя интегрирование по частям, получаем:

J (xYn-yXn) ds = - J (x dU + у dj2) = -\xU + yh\L + \ (h dx + /2 dy),
L L L

где символом [ ]L обозначено приращение выражения в скобках при
обходе контура L. Если главный вектор усилий, приложенных к L, равен
нулю, то функции ft и /2 непрерывны на L, и поэтому

Таким образом, при условии равенства нулю главного вектора, условие
равенства нулю главного момента выразится формулой

y) = 0. (8)

3. Рассмотрим теперь случай бесконечной области S, ограниченной
простым замкнутым контуром L (бесконечная плоскость с отверстием).

Напомним, что мы рассматриваем здесь конечную область.
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И в этом случае граничные условия задач II и I запишутся соответственно
в виде (1) и (2). В формуле (2) и в нашем случае функция / t + */г опре-
деляется на контуре L формулой (3) при прежнем условии относительно
положительного направления обхода контура, т. е. условии, чтобы
область S оставалась слева *).

Однако между рассматриваемым здесь случаем и предыдущим имеется
и довольно существенная разница. Дело в том, что в случае конечной
односвязной области функции <р (z) и i|) (z) голоморфны (и, следовательно,
однозначны) во всей области, тогда как в нашем случае это, вообще говоря,
не имеет места. А именно, на основании формул § 36, считая для опре-
деленности, что начало координат находится внутри контура L (т. е. вне
области S), имеем:

( г ) = — 2лТ+Ю 1 п 2 + Г 2 + Фо(*), 1

* ) , J
где фо, ipo голоморфны в S, включая бесконечно удаленную точку.

Напомним, что X и Y обозначают компоненты главного вектора внеш-
них усилий, приложенных к L, а Г и Г' — постоянные (вообще комплекс-
ные), определяющие распределение напряжений на бесконечности, а-,
также вращение на бесконечности.

Постоянные X и Y должны считаться заданными: в случае задачи II —
по условию (§ 40, п. 1), в случае же задачи I — вследствие того, что
они могут быть вычислены по заданным внешним напряжениям, а именно
по формуле

^{Xn + iYn)ds. (10)

Далее, по условию, принятому в § 40 (п. 1), считаются заданными:
в случае задачи II — постоянные Г и Г' и в случае задачи I — постоян-
ные Re Г и Г'; мнимая часть Г на распределение напряжений не влияет.

Пользуясь формулами (9), мы можем привести рассматриваемые
задачи к определению голоморфных (и, следовательно, однозначных)
в S функций ф0 (z), "фо (z). А именно, граничное условие задачи II на
основании формул (1) и (9) можно записать так:

Кфо(*)-*фЛО-%(t) = 2v(gl+igl) на L, (И)
где положено:

2^ (g\ + igl) = 2ц (gl + ig2)+^+£L In (ft) -

-ёи^т-{кТ-Г)'+т~'*- (12)

x) Значит, в нашем случае контур L обходится в положительном направлении
по часовой стрелке, тогда как в случае, рассмотренном в п. 2,— против часовой стрелки.
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Правая часть формулы (11) представляет собой однозначную, непрерыв-
ную на L функцию, так как этим свойством обладают все члены правой
части формулы (12), в частности функция

In {it) = 2 In 111.

В случае задачи I будем иметь аналогично:

Фо(г) + 'ф7(г) + Ы О = fl + ifl + const на L, (13)
где положено:

Предыдущая формула показывает, что правая часть формулы (13)
представляет собой однозначную и непрерывную функцию точки t кон-
тура. В самом деле, формула (3) показывает, что когда точка t контура
L описывает весь этот контур в положительном направлении, вы-
ражение fi + if2 получает приращение, равное

L

но такое же приращение с обратным знаком получает при этом выра-
жение *)

и, следовательно, выражение /J + £/° возвращается к первоначальному
значению.

Мы видим, кроме того, что правая часть формулы (14), как и следовало
ожидать, фактически не содержит мнимой части постоянной Г (ибо
Г -f- Г — 2 Re Г), так как эта мнимая часть не влияет на распределение
напряжений.

В случае задачи II мы можем считать (по произволу):

Ф 0 (оо) = 0 л
или (15)

i|>o(oo) = 0 I J

ибо, как мы знаем из § 34, мы имеем право прибавить к одной из функ-
ций ф (z), a)) (z) произвольную постоянную, не изменяя смещений.

В случае же задачи I при заранее зафиксированной произвольной
постоянной в правой части формулы (13) мы можем считать (ср. случай
конечной области):

<р0(оо) = 0 или ij)0(oo) = 0; мнимая часть Г = 0. (16)

!) При обходе контура L в положительном направлении (т. е. в нашем случае
по часовой стрелке) In t получает приращение (—2ni), a In / — приращение (-)-2яг).



§ 41] II. КОМПЛЕКСНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 145

Дополнительные условия (15) или (16) вполне фиксируют искомые
функции ф0 (z), г|;о (z), если в случае задачи I зафиксирована постоянная
в правой части формулы (13).

4. Перейдем теперь к общему случаю, когда граница состоит из не-
скольких контуров: Lit L2, . . . , Lm, Lm+i (конечная область) или
1ц, L2, . . ., Lm (бесконечная область), и начнем со случая конечной
области.

В рассматриваемом случае, так же как в случае предыдущего пункта,
искомые функции ф (z), г|з (z), вообще говоря, многозначны. А именно,
на основании формул (10), (11) § 35 имеем:

i l n ( z —

2я(Г+х) 2
ft=i

(17)

где фо (z), i|)0 (z) — функции, голоморфные (и, следовательно, однознач-
ные) в области S, a ẑ  — произвольные фиксированные точки, располо-
женные внутри контуров Lk (к = 1, 2, . . . , т). Через (Xk, Yk) обозна-
чен главный вектор внешних усилий, приложенных к контуру Lh.

В случае задачи I величины Xk, Yh известны заранее, так как они
могут быть непосредственно вычислены по заданным внешним напряже-
ниям.

В случае задачи II эти величины заранее не известны и подлежат
определению вместе с функциями ф0 (z), "ф0 (z). Граничное условие этой
задачи дается формулой (1), где теперь под L следует подразумевать
совокупность контуров L±, L2, . . . , Lm, Lm+1.

Граничное условие задачи I в нашем случае можно, очевидно, запи-
сать так:

на Lk (A = l , 2, . . . , т + 1), (18)

где Ck — некоторые постоянные, а

ds на Lh; (19)

в последней формуле t^ обозначает точку, произвольно зафиксирован-
ную на i j , а положительным направлением отсчета дуг считается то,
которое оставляет область S слева.

Постоянные Ch не известны заранее, но одну из них, например С т + 1 ,
можно зафиксировать произвольно, так как выражение ф (z)'-j-z<p'(z)-f-
-f- if (z) определяется при заданных напряжениях с точностью до произ-
вольного постоянного слагаемого (см. п. 2). Остальные же постоянные:
Сii С2, • • • 1 Cm являются неизвестными и подлежат определению вместе
с функциями фо (z), 1|з0 (z).
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Граничное условие (18) может быть заменено следующим, путем
переноса в правую часть членов, соответствующих логарифмическим
членам формул (17):

на Lh (/c = l, 2, . . . , т + 1), (20)

где /J + ifl представляет собой функцию, заданную на контурах
Li, L2, • . . , Lm+1, однозначную и непрерывную на каждом из этих
контуров. Явного выражения для этой функции мы здесь выписывать
не будем *). Заметим, что однозначность и непрерывность выражения
fl -f- ifl на внешнем контуре Lm+i является следствием условия (кото-
рое мы считаем выполненным), что главный вектор всех внешних усилий,
приложенных к границе L, равен нулю; мы предоставляем проверить
это читателю.

Искомые функции <р0 (z), г|э0 (z) могут быть вполне зафиксированы
при помощи дополнительных условий, вполне аналогичных тем, которые
были указаны в п. 2. А именно, принимая, что начало координат располо-
жено в области S, мы можем в случае задачи II считать:

Фо(О) = О или г|эо(О) = О, (21)

а в случае задачи I, считая постоянную Cm+i зафиксированной,

ф0 (0) = 0 или % (0) = 0; мнимая часть ф̂  (0) = 0. (22)

Случай бесконечной области может быть рассмотрен совершенно
аналогично тому, что было сделано в двух предыдущих пунктах, и по-
этому мы на нем останавливаться здесь не будем.

5. Граничные условия о с н о в н о й с м е ш а н н о й з а д а ч и
могут быть также легко представлены аналогично предыдущему, а именно:
мы будем иметь условия вида (1) на тех частях границы, где заданы сме-
щения, и условия вида (2) на тех частях, где заданы напряжения. Под-
робнее на этом мы останавливаться здесь не будем.

6. В заключение укажем еще один вид, в котором можно представить
граничное условие задачи I. Будем считать заданными нормальную и каса-
тельную компоненты N и Т внешнего напряжения, действующего на гра-
ницу L 2). Мы будем считать, что N представляет собой проекцию напря-
жения, приложенного к дуге границы, на внешнюю нормаль п, а Т —
проекцию того же напряжения на касательную к границе, направленную
влево, если смотреть вдоль п.

Тогда мы будем иметь

2(N-iT) = Xx + Yy-(Yv — Xx + 2iXy)e2ia на L,

где а — угол, который нормаль п составляет с осью Ох и который отсчи-
тывается от этой последней. Чтобы получить эту формулу, достаточно
принять временно нормаль п за ось О'х', касательную — за ось О'у'.

х) Это выражение будет приведено в § 98.
2) Если заданы Хп, Yn, то тем самым будут заданы N, Т, и обратно.
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Тогда

и наша формула совпадает с формулой (8') § 8.
Внося в предыдущую формулу выражения (9) и (10) § 32, получаем

= N — iT на L, (23)

где в правой части фигурируют заданные на границе функции.
Этот вид граничного условия, которым главным образом пользо-

вался Г. В. Колосов [1, 2], часто более удобен, чем тот вид, который был
указан выше, потому что функции Ф (z) и W (z) однозначны также в слу-
чае многосвязной области. Но в некоторых случаях указанное в преды-
дущих пунктах представление граничного условия имеет большие пре-
имущества. Одно из главных преимуществ то, что при таком представле-
нии граничное условие первой основной задачи очень сходно с гранич-
ным условием второй основной задачи, вследствие чего очень сходны
и методы решения этих задач.

Кроме того, в случае конечной односвязной области граничное усло-
вие (2) в таком же точно виде применяется к задаче о заделанной по краям
пластинке («основная бигармоническая задача»). В случае многосвязной
области между этими задачами имеется некоторая разница, о чем будет
сказано в следующем параграфе (п. 1).

§ 41а. Дополнительные замечания. 1. Разница, о которой только что
говорилось, между основной бигармонической задачей и первой основной
задачей плоской теории упругости в случае многосвязной области, не
очень существенна и заключается в следующем.

Будем пока иметь в виду конечную область. В основной бигармони-
ческой задаче выражение

задается на каждом из контуров Lk вполне; в случае же первой основной
задачи плоской теории упругости это выражение задается лишь с точ-
ностью до (не известных заранее) постоянных С^ на контурах L^, и только
одна из этих постоянных может быть зафиксирована произвольно.

Кроме того, имеется разница в условиях, налагаемых на искомую
функцию U (х, у): в основной бигармонической задаче требуется обычно,
чтобы частные производные

эи аи
~дх~ ' ~~df

были однозначны в S или даже чтобы сама функция U была однозначна
(например, когда речь идет о равновесии пластинки, заделанной по краям);
в случае же первой основной задачи плоской теории упругости от функ-
ции U (х. у) требуется, чтобы были однозначны соответствующие ей



148 ГЛАВА ВТОРАЯ. ПЛОСКАЯ ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ 1§ 41а

компоненты напряжения и смещения. В случае односвязной области и те
и другие условия эквивалентны однозначности самой функции U (х, у).

В случае бесконечной области между двумя рассматриваемыми зада-
чами имеется еще разница в условиях, обычно налагаемых на поведение
решений в окрестности бесконечно удаленной точки.

2. Несмотря на то, что решение граничных задач представляет
в общем случае большие практические трудности, в некоторых частных
случаях очень легко угадать решение по самому виду граничного условия.

Например, предположим, что граница конечного (вообще многосвяз-
ного) тела подвержена равномерно распределенному нормальному растя-
гивающему усилию Р (при Р < 0 будем иметь не растяжение, а давление).

Обозначая через п внешнюю нормаль к границе, получаем:

Xn + iYn = P [cos (n, x) + icos(n, y)]= — Pi -г--, . , •— - * ,

откуда следует на основании формулы (19) § 41, что на каждом из кон-
туров Lk, составляющих границу, Д + £/2 = Pi -f const. Поэтому гра-
ничное условие (18) § 41 запишется так:

на Lk (& = 1, 2, . . . , тге + 1 ) ,

откуда сразу видно, что этому условию можно удовлетворить, полагая:

на основании теоремы единственности все другие решения могут отли-
чаться от предыдущего лишь жестким перемещением.

Компоненты соответствующего напряжения определяются формулами
(вытекающими из формул § 32):

Хх = YV = P, Ху = 0.

Отметим еще любопытные случаи, когда граничные задачи решаются
непосредственно, почти без всяких вычислений.

Рассмотрим сперва первую основную задачу для такого же тела,
что и выше, и предположим, что функция /4 — if2 точки t границы L,
получаемая переходом к сопряженным значениям в обеих частях фор-
мулы (19) § 41, совпадает с точностью до постоянных слагаемых на каж-
дом из контуров Lfc, с граничным значением некоторой функции F (z),
голоморфной в S. Тогда граничное условие (18) § 41 запишется так (если
перейти к сопряженным значениям):

b на Lh,

и, очевидно, мы получим решение задачи, если положим:

ф(2) = 0, ^(z)=F(z), C1 = C 2 = . . . = C m + 1 = 0.

Из теоремы единственности вытекает, что задача других решений иметь
не может, кроме решений, отличающихся от предыдущего жестким пе-
ремещением.



§ 42] II. КОМПЛЕКСНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 149

Совершенно аналогичное замечание можно сделать относительно
второй основной задачи.

Аналогичные замечания относятся и к случаю бесконечной области.
Рассмотрим в качестве простейшего примера произвольное (односвязное
или многосвязное) тело и предположим, что F (z) = Qz, где Q — дей-
ствительная постоянная. Это соответствует случаю, когда

т. е.
Хп = — Q cos (п, х), Yn = Q cos (п, у).

Таким образом, к границе тела приложены равномерно распределенные
внешние напряжения, равные по величине Q, но направленные не по
внешним нормалям, а по направлениям, представляющим собой отраже-
ния нормалей в оси Оу.

Решение задачи в этом случае имеет вид

Для компонент напряжения получим по формулам § 32:

Если, например, рассматриваемая область есть прямоугольник со сто-
ронами, параллельными осям координат, то мы имеем решение задачи
для случая, когда на стороны, параллельные оси Ох, действуют растяги-
вающие, равномерно распределенные усилия, а на стороны, параллельные
оси Оу, — такие же сжимающие усилия.

§ 42. Понятие регулярного решения. Единственность регулярного
решения. 1. В § 40 при постановке основных граничных задач и при дока-
зательстве единственности решения мы предполагали, что компоненты
и, v смещения и компоненты Хх, Yy, Xy напряжения непрерывны вплоть
до границы L области S. То же предположение мы сделали в § 41.

Условие непрерывности вплоть до границы компонент смещения
эквивалентно условию непрерывности вплоть до границы выражения

2(г (в + гу) = хф (z) — zq/(z)—i|;(z), (1)
Из условия же непрерывности вплоть до границы компонент напря-

жения следует непрерывность вплоть до границы выражения

но не обратно: выражение (2) может быть, очевидно, непрерывно вплоть
до границы без того, чтобы этим свойством обладали компоненты напря-
жения.

Между тем постановка граничных задач в том виде, как это сделано
в § 41, кроме п. 6, требует лишь непрерывности вплоть до границы выра-
жений (1) и (2), без обязательного требования непрерывности компонент
напряжения.
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Поэтому представляется естественным заменить требование непре-
рывности компонент напряжения менее ограничительным требованием
непрерывности вплоть до границы выражения (2),— иными слова-
ми, требованием, чтобы выражение (2) было непрерывно продолжи-
мо на все точки границы L (§ 29, п. 3). Такая постановка вопро-
са представляется наиболее естественной и с механической точки
зрения.

Однако при применении методов эффективного решения граничных
задач, которыми мы будем пользоваться ниже, целесообразно, в целях
значительного упрощения рассуждений, наложить на искомые функции
несколько более ограничительное условие, заключающееся в следую-
щем требовании: функции ф (z), ф' (z) и ij) (z) непрерывно продолжимы на
все точки границы L области S.

Решение, обладающее этим свойством, мы будем называть регу-
лярным.

Если решение регулярно в только что указанном смысле, то выра-
жения (1) и (2), очевидно, непрерывно продолжимы на L. Обратное же,
вообще говоря, несправедливо: из непрерывной продолжимости на L
выражений (1) и (2) следует, очевидно, непрерывная продолжимость
функции ф (z) и комбинации гф' (z) -f-i|>(z) или, что сводится к тому же,
комбинации z ф' (z) + i|) (z), но не функций ф' (z), ty (z) в отдель-
ности х).

В дальнейшем (если противное не оговорено), мы будем считать рас-
матриваемые решения регулярными.

2. В § 40 были доказаны теоремы единственности решений основных
граничных задач в предположении, что компоненты смещения и напря-
жения непрерывны вплоть до границы.

Легко доказать теоремы единственности для первой и второй основ-
ных задач в предположении, что рассматриваемые решения регулярны 2).
При доказательстве мы будем считать, что рассматриваемая область S
конечна, так как распространение доказательства на случай бесконечной
области никаких затруднений не представляет.

Начнем с первой основной задачи. Если через ф (z) и if (z) мы обозна-
чим функции, соответствующие разности двух предполагаемых решений,
то эти функции будут голоморфны во всей области S, так как при вычи-
тании логарифмические члены формул (17) § 41 сократятся. Граничные

*) Заметим, что условие регулярности решения с известной точки зрения являет-
ся гораздо менее ограничительным, чем условие непрерывности вплоть до границы
компонент напряжения, но не вытекает из последнего, так же как из регулярности
решения не вытекает непрерывность вплоть до границы компонент напряжения.

2) Ниже воспроизводится доказательство, данное в моей работе [И]. При
несколько более общих условиях теорема единственности для основной бигармониче-
ской задачи доказана С. Г. Михлиным [6]. Теорема единственности для смешанной
задачи при аналогичных условиях доказана Г. Ф. Манджавидзе [2].
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условия для этих функций запишутся так:
dU dU

-д—Ь i -Q— '-= ф {t) + *ф (t) + ij)(t) = Ch на Lft (« = 1, 2, . . . , m-\-1). (3)

Здесь, как всегда, t = х -\- iy обозначает точку границы; Ch — некоторые
(неизвестные заранее) постоянные. Под

следует подразумевать соответствующие граничные значения.
Рассмотрим интеграл

взятый в положительном направлении по всей границе области. Через
Р ъ. Q обозначены действительная и мнимая части функции 4<р' (z), так
что

4tf'(z) = P + iQ;

вспомним также, что Р = AU (§ 30, п. 3). Но в силу условий (3)

dU dU a ,

^ = СХ*' ~df=Ph H f t Z f t '

где ай, РЙ — некоторые (действительные) постоянные. Поэтому

m+l m+1

/ = 2 а* J (Qdx + Pdy)- 2'Pft J (Pdx-Qdy).

Ho

2 Z Z

4cp(z)= ? ( P + i^)dz-f const = ^ (Pdx — Qdy) + i \ (Q dx + P dy) -f const,
2o z o го

где интегралы берутся по некоторому пути, заключенному в 5, соединяю-
щему произвольную фиксированную точку z0 с переменной точкой z.
Так как функция ф (z) голоморфна (и, следовательно, однозначна) в S,
то, как легко видеть на основании предыдущей формулы

J ((?da; + Pdi/) = O (A = l , 2, . . . , m + l ) ,

в силу чего / = 0.
С другой стороны, преобразуя криволинейный интеграл (4) в двой-

ной согласно формуле Остроградского — Грина, получаем после элемен-
тарных выкладок:

/ = \[ (AUfdxdy. (5)
V

Следовательно, в силу того, что / = 0, будем иметь: Р = AU = 0.
Отсюда следует, что ср' (z) = Ci, где С — действительная постоянная,
и, следовательно, ф (z) = Ciz + Y» гД е V — постоянная. Из формулы (2)
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следует тогда, что
аи . эи , ,

Отсюда и из (3) находим, что функция г|з (z), голоморфная в S, принимает
на контурах Lh постоянные значения. На основании сказанного в п. 4
§ 29 это возможно лишь в случае, если ty (z) = const во всей области S.

Таким образом,

где у' — некоторая постоянная. Это доказывает, что разность двух пред-
полагаемых решений дает лишь жесткое перемещение всего тела как
целого, а это и требовалось доказать.

Единственность регулярного решения задачи II доказывается анало-
гично при помощи рассмотрения интеграла

J*= J {(Qu-Pv)dx + (Pu + Qv)dy), (6>
L

который получим, если в правой части (4) напишем и, v вместо
dU_ dU_

~te~' ду '

и здесь, конечно, тоже предполагается, что речь идет о разности двух
возможных решений.

Преобразуя предыдущий интеграл в двойной и пользуясь формулами
(12) § 30, легко показать, что

2ц (X + |х) /* = J J [jxP2 + (Я, + 2ц) <?»] dx dy. (7)

Но, по условию, и = v = 0 на L. Следовательно, на основании фор-
мулы (6) /* = 0 и яа основании соотношения (7) Р = Q — 0 в области Sr

откуда следует, что ф (z) = const = у. Формула (1) показывает тогда,
что 2fi (и — iv) = — т|э (z) -f ху. Но так как и = v = 0 на L, то гра-
ничное значение функции — "ф (z) -f- *«Y равно нулю на L. Следовательно,
— г|з (z) -\- ху = 0 во всей области S, откуда следует, что и = v = О
во всей этой области.

Таким образом, теорема единственности для задачи II доказана.
З а м е ч а н и е . Приведенные доказательства теорем единственности

можно, очевидно, непосредственно распространить на более общие слу-
чаи, аналогичные тем, которые были указаны в замечании к п. 3 § 40 *).

*) В недавно опубликованной статье Tiffen [1] автор дает некоторые (довольно
очевидные) обобщения приведенных теорем единственности, пользуясь тем же мето-
дом, но при несколько иных обозначениях. Используемые этим автором основные
формулы и предложения, касающиеся комплексного представления решения, почему-
то приписываются им Стевенсону, работы которого опубликованы гораздо позже, чем
работы Г. В. Колосова и мои (в частности моя работа [11], на которую в числе про-
чих ссылается автор), где все эти результаты содержатся. То же относится и к статьям
[2, 3] того же автора.
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§ 43. О сосредоточенных силах, приложенных к границе. В преды-
дущем мы подчиняли решения уравнений плоской теории упругости тем
или иным условиям, обеспечивающим, в частности, непрерывность выра-
жения

дх ду

вплоть до границы L области. Не надо думать, что требование непрерыв-
ности выражения (1) вплоть до границы принадлежит к числу условий
чисто математического характера, обычно налагаемых с целью упроще-
ния рассуждений. Условие, о котором здесь идет речь, имеет существен-
ное механическое значение и может быть выражено так: главный вектор
усилий, приложенных с определенной стороны к данной, произвольно-
расположенной дуге, стремится к нулю вмес-
те с длиной этой дуги. Посмотрим, что про-
изойдет в одном из простейших случаев на-
рушения этого условия.

Пусть АВ — некоторая дуга, принадле-
жащая границе L области, и пусть выраже-
ние (1) непрерывно продолжимо на все точки
дуги АВ, за исключением одной лишь точки
С этой дуги. Мы знаем (§ 29, п. 3), что при —о
этом условии граничные значения выражения
(1) будут непрерывны вдоль АВ, за исклю- Р и с - 18-
чением, быть может, точки С. Будем считать
для простоты, что точка С является точкой разрыва первого рода для
граничных значений выражения (1) и что сама функция U (х, у) непре-
рывно продолжима на все точки дуги АВ, включая точку С г).

Пусть

Г — J - - ^ L 1 — Г — 1 • Гд и 1

обозначает скачок граничного значения выражения (1) при переходе-
через С, если двигаться по АВ в положительном направлении (оставляя
область S слева).

Вырежем мысленно из тела бесконечно малую часть С DC" и под-
считаем главный вектор внешних усилий, действующих на дугу С DC"
(рис. 18) границы оставшегося тела. Этот главный вектор (X, Y) по-

!) Это условие относительно функции U (х, у) заведомо будет соблюдено, если
выражение (1), а следовательно, и частные производные

dU дЦ_

дх ' ~ду~

остаются ограниченными в S вблизи С. Последнее же требование является вполне-
естественным с механической точки зрения: оно означает, что главный вектор уси-
лий, приложенных к дуге конечной длины, остается ограниченным, как бы эта дуга
ни была близка к границе области.
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формуле (2) § 33 определяется равенством

х ' ду J c
Сближая точки С и С", получаем в пределе:

Главный момент (относительно начала координат) тех же усилий, как
легко подсчитать по формуле (4) § 33, равен в пределе г):

где х, у обозначают координаты точки С. Значит, усилия, приложенные
к бесконечно малому контуру С DC", эквивалентны одной конечной силе
(X, Y), приложенной к точке С; компоненты этой силы определяются
формулами (2).

Таким образом, точку разрыва С выражения (1) на контуре, обла-
дающую указанными выше свойствами, следует рассматривать как точку
приложения сосредоточенной силы (X, Y), определяемой формулами (2).
О сосредоточенных силах вообще см. еще § 57.

§ 44. Зависимость напряженного состояния от упругих постоянных.
Отметим теперь одно важное свойство решения первой основной задачи.

Рассмотрим сперва случай конечной односвязной области. В этом
случае искомые функции ф, \р голоморфны в области S. Так как, далее,
граничное условие (2) § 41 не зависит от упругих постоянных X, |л, то
функции ф, г);, дающие решение первой основной задачи, будут давать ре-
шение этой задачи (при тех же заданных внешних напряжениях) для тела
той же формы, но сделанного из любого другого (однородного и изотроп-
ного) материала.

Итак, при заданных внешних напряжениях напряженное состояние одно-
связного (конечного) тела зависит только от его формы, но не от мате-
риала 2). Деформация и смещения, конечно, будут зависеть от материала,
так как постоянные X и ц входят в формулу, выражающую смещения
через функции ф и •*)).

1) Ибо по предположению lim [U]^' = 0.
2) В случае точной задачи о плоской деформации предложение это, разумеется,

справедливо только в отношении компонент Хх, Yy, Xy, ибо компонента Ъг зависит

от X и |я (точнее, от отношения этих величин). Н о в случае тонкой пластинки, при

«обобщенном плоском напряженном состоянии» (§ 26), предложение справедливо

вполне, ибо в этом случае Z 2 = 0.

Доказанную теорему о независимости напряженного состояния от упругих

постоянных (речь все время идет о компонентах н а п р я ж е н и я Хх, Yy, Xy), вряд ли

справедливо называть теоремой М. Леви, к а к это делает Г. В. Колосов [3, 4 ] . Правда,

Леви (Levy [1]) подчеркивает то обстоятельство, что уравнения, которым должны

удовлетворять Хх, Yy, Xy, не содержат упругих постоянных. Но из этого обстоя-

тельства не следует в общем случае независимость напряженного состояния от упру-

гих постоянных (см. ниже).
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Рассмотрим теперь случай многосвязного тела. И в этом случае постоян-
ные к, |л не фигурируют в граничных условиях. Но зато эти постоянные
(через посредство х) фигурируют в формулах (10), (11) § 35:

(1)

&к-iYk) In(z-zk) +у* (z).
i

Предположим, что мы решили первую основную задачу для тела
из данного материала, т. е. нашли соответствующие функции ф, т|э. Посмот-
рим, могут ли эти самые функции дать решение той же задачи при тех же
заданных контурных напряжениях для тела той же формы, но из дру-
гого материала, для которого постоянные К, ц имеют другие значения
A,', \i'. Соответствующее значение х мы обозначим через х'.

Функции ф и г|) будут, конечно, и для второго тела удовлетворять
данным граничным условиям, ибо упругие постоянные в этих условиях
не фигурируют. Однако смещения, соответствующие этим функциям,
могут оказаться многозначными. Именно, для однозначности смещений
по формуле (7) § 35, в которой вместо х надо теперь написать х' и вместо

Ун и у'ь,
написать соответственно:

Xh -f iYh

2я (1 + х) 2л(1 + х)
должно быть:

, Xh + iYh Xh + iYh

ИЛИ

(к u'\
 X h

Это может быть при х' Ф х только тогда, когда Xh — Yh = 0.
Значит, одни и те же функции ф и гр будут давать решение для тел

из различных материалов (с различными постоянными х) тогда и только
тогда, когда главные векторы внешних усилий, приложенных к каждому
из контуров Lh, в отдельности равны нулю. В этом и только в этом случае
напряженное состояние не зависит от упругих постоянных. В противном
случае оно зависит, от значения постоянной х или, что все равно, от отно-
шения Я,/(д..

Этот результат принадлежит Мичеллу (Michell [1]). Он представляет
большой интерес для экспериментов над моделями, сделанными из того или
иного материала, удобного с точки зрения экспериментирования. Мы
видим, при каких условиях выбор материала не влияет на результат х).

2) Г. В. Колосов [3, 4] дал формулы, позволяющие выяснить влияние упругих
постоянных и в случае наличия объемных сил, компоненты которых — аналитиче-
ские функции координат. Однако результаты Г. В. Колосова требуют дополнитель-
ного исследования в случае многосвязной области.
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Ьп,

Более подробные указания практического характера насчет влияния
выбора материала моделей многосвязных тел читатель найдет в статье
Файлона (Filon [3]), а также в книге Кокера и Файлона (Coker a. Filon [1J).
Считаем необходимым отметить, что вывод всех результатов Файлона может-
быть значительно упрощен, если исходить из приведенных выше формул.

III . МНОГОЗНАЧНЫЕ СМЕЩЕНИЯ. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

§ 45. Многозначные смещения. Дислокации. Условие однозначности
смещений, которое мы до сих пор считали всегда выполненным, кажется
на первый взгляд совершенно неизбежным с физической точки зрения.
Мы увидим, однако, что можно дать весьма простую физическую интер-

претацию и многозначным смеще-
ниям.

Будем по-прежнему считать, что
компоненты напряжения и, следо-
вательно, компоненты деформации —
однозначные функции в области,
занятой телом; точнее, будем считать,,
что соблюдены все условия, пере-
численные в п. 2 § 30, кроме условия
однозначности смещений.

Напомним, что в случае одно-
связной области однозначность компо-
нент смещения является необходимым

следствием остальных принятых нами условий (см. § 30). Поэтому нам
остается рассмотреть случай многосвязной области. Как и в § 35, мы
будем предполагать, что область S, занятая телом, ограничена несколь-
кими простыми замкнутыми контурами Lit L2, • •. , Lm, Lm+i, из которых
последний охватывает остальные.

Напомним, что в § 35, при выводе формул (1)—(6) мы не опирались
на условие однозначности смещений; это условие было введено лишь
начиная с формулы (7). Поэтому, в частности, формулы (3) и (4) § 35
сохраняют силу и при тех условиях, которые мы рассматриваем теперь.

Для того, чтобы изучить характер многозначности компонент сме-
щения, превратим (мысленно) область S в односвязную, проведя т раз-
резов (купюр) aibt, a2b2, • . . , ambm, соединяющих контуры Lu L2, . • •
. . . , Lm с внешним контуром Lm+1 и не пересекающих друг друга
(рис. 19) (эти купюры можно провести и иным образом, например, соеди-
нить какую-нибудь точку контура Ly с какой-нибудь точкой контура L2,
затем какую-нибудь точку контура L2 с какой-нибудь точкой контура L3

и т. д., дойдя таким образом до какой-нибудь точки контура Lm+i; но мы
для простоты будем проводить купюры, как указано выше).

В разрезанной таким образом области функции ф, ip, а следовательно,
и смещения, будут однозначны. На каждой купюре мы будем различать

Рис. 19.
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два края, которые будем отмечать значками (+) и (—), причем эти обо-
значения будем выбирать так, чтобы, идя (оставаясь в разрезанной обла-
сти) от какой-либо точки (х, у) края (—) купюры ahbh к соответствую-
щей точке края (+) той же купюры (т. е. к точке с теми же координатами
х, у), приходилось огибать контур Lh против часовой стрелки.

При таком обходе на основании формулы (6) § 35 будем иметь:

u+-u- + i(v+-v-)=--^r{(K + l)Ah(x + iy) + xyk + y'k}, (1)

где Ак— действительная, a yh = ah + i$k, y'k = с4 + i$'h — комплекс-
ные постоянные, фигурирующие в формулах (3) и (4) § 35; и+, v+ и и~, гг
обозначают значения компонент смещения соответственно в точке края
( + ) и точке края (—), которые совмещены в геометрической точке (х, у).

Формулу (1) можно переписать так:

и+ - иг = - ehy + a°h, v+-v~ = ekx + pfc, (2)
где

я(х + 1)Ак 0 я ( — x p f t + Pft̂  „ n(xak + a'h)

Физическая интерпретация полученных многозначных смещений не
представляет никаких затруднений х ). А именно, чтобы получить объяс-
нение таких смещений, достаточно предположить, что вдоль каждой
купюры akbk спаяны два края тела, получившихся благодаря тому, что
из тела до его деформации была удалена (весьма узкая) полоса, края
которой a'hb'h и a'hb'h (рис. 19) были конгруэнтны и так расположены, что
линия a'hb"h получается из а'иЬ'ъ. путем жесткого перемещения, состоящего
из поворота на угол еА вокруг начала координат и из поступательного
перемещения с компонентами а%, $%. Подразумевается, что перед спайкой
были совмещены те точки краев, которые соответствуют друг другу при
только что указанном жестком перемещении. Обозначения выбраны
нами так, что линия a'hb'k обращается после деформации в край (—) купю-
ры ahbk, а линия a'hb'h — в край (+) 2)-

Для простоты выше мы говорили об удалении полосы с краями а\Ь'ъ
и a'hb'h. Но при некоторых значениях еА, а%, $% может случиться, что

') Напомним, что мы рассматриваем лишь весьма малые деформации тела; в соот-
ветствии с этим величины ед, а£, Р£ должны быть также весьма малыми.

2) Для того чтобы стало яснее, как при этом получаются соотношения (2), пред-
ставим себе, что указанная в тексте операция спайки осуществляется, например, так:
край а"кЪ"ь удерживается па месте, а край a'hb'h перемещается как жесткое целое, до
совпадения с краем а"ф"к- Тогда и~= v~= 0, и+ =— е^у + a£> y + — ehx + $k и> следова-
тельно, имеют место формулы (2). Если после этого спаять края, предоставить тело само-
му себе и, кроме того, подвергнуть любой обычной деформации, соотношения (2) не
нарушатся, ибо соприкасающиеся точки спаянных краев будут перемещаться одинаково
и никакой дополнительной разницы между (и+, v+) и (и~, гг) не возникнет. Ясно, что
в окончательном состоянии форма линии афь отличается, вообще говоря, от формы
Ч b'k и a"kb"k-
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(до деформации) край ahb'h заходит за край a'ib"h так, что фактически
приходится не удалять полосу, а прибавлять. Может также случиться,
что край a'hb'h заходит за край a^b'h лишь частично; тогда приходится уда-
лять в одном месте и прибавлять в другом. Однако для краткости мы
в дальнейшем будем говорить только об «удалении» полосы. Ясно также,
что при наложении краев a'kb'k и а'ъЪ'ь конечные точки этих линий могут
не вполне совпасть друг с другом, так что после спайки на границах
области могут образоваться (малые) зазубрины, на которые мы не будем
обращать внимания.

Указанная интерпретация многозначных смещений в частном случае-
кругового кольца указана впервые Тимпе (Timpe [1]) 1). Несколько-
позднее Вольтерра 2) получил более общие результаты, относящиеся
к многосвязным телам произвольного вида. Этот автор называет описан-
ный нами вид деформации тела «distorsion». Ляв (Love [1]) предложил
вместо этого термин «дислокация» (dislocation), которым мы и будем поль-
зоваться.

Отметим следующее важное свойство дислокаций, указанное Воль-
терра. Если переместить купюры akbh и изменить их форму, так, однако,
чтобы точки ah и bk оставались соответственно на контурах Lk и Lm+t

и чтобы купюры нигде друг с другом не пересекались, то величины eky

а£, p£, определяемые формулами (3), останутся, очевидно, без изменения.
Иными словами, величины эти не изменяются при замене одной системы
купюр другой, топологически ей эквивалентной.

Мы видели, что при требовании однозначности смещений напряже-
ния внутри тела вполне определяются внешней нагрузкой. Требование
однозначности смещений равносильно требованию

eft = a°fe = pn

f t-0 (A = 1, . . . , m ) .

Легко видеть, что напряжения будут также вполне определены зада-
нием внешней нагрузки и произвольным заданием (малых) величин е^,
«А, Р£; действительно, «разность» двух решений (если их существует два)
даст, очевидно, решение, для которого внешняя нагрузка отсутствует и

eft = a°ft = p°fe = 0,

т. е. смещения однозначны. При этих условиях, как мы знаем, напряже-
ния всюду равны нулю.

Величины eft, a°k, $%, числом 3m, мы будем называть характеристи-
ками дислокации (caracteristiques de la distorsion, no Вольтерра).

!) Случай кругового кольца будет в качестве примера подробно рассмотрен
в § 60.

2) См. мемуар Вольтерра (Volterra [1]), где дана сводка его результатов, а также-
две его книги [2] и [3]. Случай плоской деформации рассмотрен также в статье Фай-
лона (Filon [3]), где даны интересные результаты, касающиеся вопроса изучения
напряженного состояния при помощи экспериментов над моделями из различных
материалов (см. также Coker a. Filon [1]),
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З а м е ч а н и е . Сам собой напрашивается вопрос: почему исключена
возможность дислокаций в односвязном теле? Ведь можно, например,
из круговой шайбы вырезать, скажем, радиальный клин, привести в со-
прикосновение свободные края и спаять; тогда, конечно, в шайбе возник-
нут напряжения, и мы будем, по-видимому, иметь дело с таким же случа-
ем, как для многосвязного тела.

Но разница здесь та, что в этом случае напряжения не будут удов-
летворять условиям непрерывности, поставленным выше (§ 30), ибо мы
видели, что в случае односвязного тела смещения не могут быть много-
значными при соблюдении этих условий непрерывности.

Совершенно аналогично следует ответить на вопрос, почему мы огра-
ничились рассмотрением дислокаций, вызванных удалением (или прибав-
лением) полос с конгруэнтными краями, совмещая края определенным
образом.

§ 46. Температурные напряжения. Между рассмотренными выше
дислокациями и напряжениями, вызванными в теле неравномерным распре-
делением температуры, существует замечательная связь, к выяснению
которой мы сейчас и перейдем. Но прежде всего необходимо ознакомиться
с законом, выражающим действие неравномерной температуры на упругое-
тело. Уравнения теории упругости, которые мы до сих пор применяли,
относились к случаю, когда температура одна и та же во всех точках тела.

На основании закона, высказанного Дюамелем (Duhamel) и Ф. Нейма-
ном J ), в случае неравномерного нагрева между компонентами деформации
и напряжения существует следующая связь:

u . dw \ „ / dv ди \ I

Здесь Т обозначает температуру в данной точке, причем за «нуль» шкалы
температур принята температура тела в «естественном» состоянии; v обо-
значает некоторую положительную постоянную, зависящую от свойств
вещества тела 2). Соотношения (1) заменяют в нашем случае обобщенный
закон Гука и отличаются от соотношений, выражающих последний только
слагаемыми —vT в правых частях первых трех формул (1).

Компоненты напряжения должны, разумеется, удовлетворять тем же
уравнениям (1) § 18, так как при выводе этих последних о температуре
ничего не предполагалось.

*) См., например, Love [1], гл. I I I .
2) Закон этот применим только при не слишком больших разностях температур

хотя бы уже потому, что коэффициенты X, \i, v меняются с температурой, и этим изме-
нением при больших разностях температур уже нельзя пренебречь.
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Рассмотрим теперь случай плоской деформации цилиндрического
тела, указанный в § 25 (w = 0, и, v не зависят от координаты z), и будем
считать, что Т не зависит от координаты z. Будем также считать, что объем-
ные силы отсутствуют. Тогда

Yz=Xz = 0 ,
п

дХх дХу = 0 dYx дУу _ j (2)
дх ду дх ду

причем Zz определяется равенством

Zz = kd-\T, (4)

откуда, замечая, что в силу формул (3)

получаем:

Предположим, что мы имеем дело с установившимся потоком тепла,
так что температура Т зависит только от х, у, но не от времени. Тогда,
как известно,

АТ = 0, (5)

т. е. Т есть гармоническая функция переменных х, у. Обозначим через
F (z) аналитическую функцию комплексного переменного х) z — х + iy,
имеющую действительной частью Т (х, у), и положим:

и*(х, y) + iu*(x, y)=^F(z)dz. (6)

Очевидно, будем иметь:

~дх~ ~~ ~ду~ ~~~ ' ду ~~ дх ' ^ '
Положим далее:

гдеы.', v' — две новые функции. Подставляя эти выражения в формулы
(3) и принимая во внимание формулы (7), легко убеждаемся, что

Хя = Ж + 2 ^ , Уу = Ж + 2 ^ ( Xy = n(-g- + ̂ ) , (9)
где

о ' ди' i dv'

Конечно, здесь нельзя опасаться смешения с координатой z.
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Итак, мы видим, что функции Хх, Yy, Ху, и', v' удовлетворяют хорошо
нам известным уравнениям плоской теории упругости, как если бы тело
было равномерно нагрето (а именно, если бы Т = 0), причем и', v' играют
роль смещений х).

Таким образом, задача об изучении напряжений в цилиндрическом
теле, вызванных установившимся потоком тепла, в случае, когда речь
идет о плоской деформации, сводится к обычной задаче (т. е. к задаче
при Т = 0) для тела той же формы при той же внешней нагрузке на боко-
вой поверхности.

Эту последнюю задачу (т. е. задачу, касающуюся Хх, Yy, Xy, и', v')
мы будем называть вспомогательной. Весьма замечательно то обстоятель-
ство, что напряжения Хх, Yy, Xv одинаковы как в исходной, так и во
вспомогательной задачах.

Рассмотрим сперва случай односвязного тела. Предположим, что внеш-
няя нагрузка (на боковой поверхности) отсутствует. Тогда, как известно,
вспомогательная задача будет иметь только следующее решение (если
отбросить не имеющее значения жесткое перемещение):

Xx = Yu = Xu = 0, u' = v' = 0.

Значит в односвязном цилиндре установившийся поток тепла (зави-
сящий только от координат х, у) не создает напряжений Хх, Yy, Xy.

Смещения же будут даны формулами, получаемыми из формул (8):
VU* VV*

где и*, v* определяются по температуре Т (х, у) формулой (6).
Не надо думать, что напряжения вообще отсутствуют. Действительно,

компонента Zz будет, вообще говоря, отлична от нуля и дана формулой
(4') (где надо теперь положить Хх = Yv = 0):

Z . — ^ Г (*.»)• (И)

Мы видим, что к основаниям цилиндра должны быть приложены
нормальные напряжения, определяемые предыдущей формулой (прило-
жение этих напряжений необходимо для поддержания деформации
плоской).

Если мы хотим найти решенке, когда и основания свободны от напря-
жений, мы можем в случае длинного цилиндра поступить следующим
образом (ср. сказанное в § 25).

Напряжения, приложенные, скажем, к «верхнему» основанию, опре-
деляемые формулой (11), статически эквивалентны силе, направленной
параллельно образующим цилиндра и паре, момент которой параллелен

!) Это свойство было указано в статье автора [1 ] и в несколько дополненном
виде в статье [2]; краткое изложение результатов дано также в заметке автора [3].
Долгое время спустя Поритский (Poritsky [1]) опубликовал аналогичные результаты.
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основанию; за точку приложения силы можно взять, например, центр
тяжести его.

Напряжения, приложенные к «нижнему» основанию, приводят к силе
и паре, противоположным предыдущим.

На полученное выше решение наложим теперь решение задачи растя-
жения и изгиба цилиндра силами и парами, обратными предыдущим 1).

Тогда мы получим (приближенное) решение поставленного вопроса.
Действительно, напряжения, приложенные к основаниям, будут теперь
статически эквивалентны нулю. Значит, в силу принципа Сен-Венана
(§ 23) их можно считать вообще отсутствующими (если размеры основа-
ний малы в сравнении с длиной цилиндра). Решение это заметно отли-
чается от точного только вблизи оснований.

Добавим еще, что, как мы увидим в главе VII, при упомянутых
растяжении и изгибе компоненты Хх, Yy, Xy будут равны нулю. Значит,
и в окончательном решении будет по-прежнему Хх = Yy = Ху = 0.
Только компонента Zz будет отлична от нуля.

В случае, когда размеры оснований не малы по сравнению с высотой,
придется искать более точные решения, учитывая не только главные
векторы и моменты усилий, приложенных к основаниям, но и фактиче-
ское распределение напряжений по основаниям.

Рассмотрим теперь случай многосвязной области вида, рассмотрен-
ного в предыдущем параграфе. В этом случае функция F (z), действитель-
ной частью которой является (однозначная) функция Т (х, у) (темпера-
тура в данной точке), может быть многозначной. Именно, рассуждая
совершенно так же, как относительно функции Ф (z) § 35, убеждаемся,
что

m

F(z)= 2 Bk\n(z — Zft) + голоморфная функция, (12)

где Bh (к = 1, . . . , пг)— действительные постоянные, a zft — произволь-
ные постоянные точки внутри контуров Lh. Далее 2):

^(z)dz = zy, Bkln(z — zk) +

+ 2 ( а£+Ф£)1п(2 — zft) + голоморфная функция, (13)

где at, f>t — некоторые действительные постоянные 3 ) . При обходе (про-
тив часовой стрелки) по контуру, охватывающему контур Lh, это выра-
жение испытывает приращение (ср. обозначения предыдущего параграфа):

*h), (14)
х) Мы увидим в главе V I I , что решение это д л я любого (длинного) цилиндра

получается совершенно элементарным путем.
2) Ср. вывод формулы (3) § 35.

3 ) Постоянные В^, a j , (3| должны считаться заданными, если задана темпера-

тура Т (х, у) в каждой точке.
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Будем считать, что рассматриваемое тело не было подвергнуто дисло-
кациям, т. е. что компоненты и, v смещения исходной задачи однозначны.

Тогда на основании формул (8) должно быть

О = („'+ _ и'~) + i (»'+ - V") + {(u*+ -u*-) + i(v*+- v*')

откуда, принимая во внимание формулу (14), получаем:

^ £ f t Z + «z*+iP£). (15)

Эта формула показывает, что смещения и', v' «вспомогательной задачи»
таковы, как если бы тело, не подвергаясь нагреванию, было подвергнуто
дислокации с характеристиками [ср. формулы (2) § 45]:

(16)

Значит, вспомогательная задача состоит в определении упругого
равновесия при ревномерной температуре (Т = 0) и при заданных харак-
теристиках дислокации.

Если внешние напряжения на боковой поверхности отсутствуют,
то напряжения Хх, Yy, Xv (как во вспомогательной, так и в исходной
задачах) таковы, как если бы тело было подвергнуто при отсутствии
внешней нагрузки и при равномерной температуре заданной дисло-
кации.

Если боковая поверхность цилиндра загружена произвольным обра-
зом, то надо наложить еще решение обыкновенной задачи плоской теории
упругости при заданных внешних напряжениях на границе.

Что касается напряжений, приложенных к основаниям, то здесь
остается в силе все сказанное относительно случая односвязной области,
с той только разницей, что напряжение Zz будет определяться не фор-
мулой (11), а общей формулой (4'), ибо в нашем случае величина Хх -\- Yv,
вообще говоря, отлична от нуля.

IV. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОСНОВНЫХ ФОРМУЛ
ПРИ КОНФОРМНОМ ОТОБРАЖЕНИИ

§ 47. Конформное отображение г). Пусть z и £ — две комплексные
переменные, связанные соотношением

z = ©(£), (1)
1) Мы напоминаем в этом параграфе простейшие свойства конформного отобра-

жении, не останавливаясь на доказательствах. Элементарное изложение теории кон-
формного отображения читатель найдет в курсе В. И. Смирнова [1], т. I I I , и в кни-
ге С. А. Янчевского [1]. Более подробное изложение теоретических вопросов можпо
найти в книге И. И. Привалова [1] и А. И. Маркушевича [1].

Рекомендуем также книгу М. А. Лаврентьева и Б. В. Шабата [1].
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где со (£) — однозначная аналитическая функция в некоторой области 2
на плоскости переменной £. Соотношение (1) приводит в соответствие
каждой точке £ области 2 вполне определенную точку z на плоскости
этой последней переменной. Эти точки заполняют на плоскости z некото-
рую определенную область S. Предположим, что, и обратно, каждой
точке z области «? в силу соотношения (1) соответствует одна вполне
определенная точка области 2. В этом случае говорят, что соотношение (1)
определяет взаимно однозначное *) конформное преобразование или кон-
формное отображение области S на область 2, и обратно.

Отображение называется конформным благодаря следующему свой-
ству, характерному для соотношения вида (1), где со (£) — аналитиче-
ская функция: если в области 2 взять два линейных элемента, выходя-
щих из некоторой точки Z, и составляющих между собой некоторый угол а,
то соответствующие им элементы в области S будут составлять такой же
угол а, причем направление отсчета углов сохраняется.

В дальнейшем (если противное не оговорено особо) мы будем иметь
в виду только области, ограниченные одним или несколькими простыми
замкнутыми контурами.

Области 2 и S могут быть как конечными, так и бесконечными (при-
чем, в частности, одна из них может быть конечной, а другая — беско-
нечной). Если, например, область 2 конечна, а область S бесконечна, то
функция со (£) должна обращаться в некоторой точке области 2 в бес-
конечность (иначе мы не имели бы в области 2 точки, которой бы соответ-
ствовала бесконечно удаленная точка области S). Легко показать, что
функция со (£) должна иметь в этой точке простой полюс, т. е. если считать
для определенности, что точке z = оо соответствует точка £ = 0, то
функция со (£) должна иметь вид

со ( 0 = - р + голоморфная функция, (2)

где с — постоянная, причем других особенностей в области 2 быть не
может, иначе отображение не могло бы быть взаимно однозначным.

Если области 2 и S обе бесконечны, причем бесконечно удаленные
точки соответствуют друг другу, то функция со (Z) по той же причине
должна иметь вид

со(£)=7?£ + г о л о м о Р Ф н а я функция, (2')

где R — постоянная. Напомним, что под функцией, голоморфной в беско-
нечной области, подразумевается функция, которая голоморфна в любой
конечной части этой области, а при достаточно больших | Z, | может быть
представлена рядом вида

г) В нижеследующем, говоря о конформном отображении, мы всегда будем
иметь в виду взаимно однозначное отображение.
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Далее можно показать, что производная со' (t) не может обращаться
в нуль в области 2, иначе отображение не было бы взаимнооднозначным.

Возникает теперь вопрос: если даны две произвольные области 2
и S, возможно ли всегда найти функцию со (£) такую, чтобы соотношение (1)
давало конформное отображение S на 2, и обратно. Этот вопрос решен
в настоящее время с чрезвычайно большой общностью. Мы ограничимся
здесь только несколькими общими указаниями.

Прежде всего очевидно, что нельзя получить (взаимно однозначного)
отображения односвязной области на многосвязную.

Рассмотрим сперва случай, когда каждая из двух областей односвявна
и ограничена простым замкнутым контуром. Тогда всегда можно найти
соотношение вида (1), отображающее одну область на другую, причем ото-
бражение будет непрерывным вплоть до контуров. Кроме того, функ-
цию со (Q всегда можно выбрать так, чтобы произвольно заданной точке £0

области 2 соответствовала произвольно заданная точка z0 в области S
и чтобы соответствовали друг другу направления произвольно выбран-
ных линейных элементов, проходящих через £0 и z0. Эти дополнительные
условия вполне определяют функцию со (£,).

Предположим для простоты, что область 2 есть круг радиуса 1 с цен-
тром в начале координат. Окружность этого круга обозначим через у.
Таким образом, на у будет |£ | = 1.

Вследствие того, что отображение непрерывно вплоть до контуров,
функция со (0 непрерывно продолжима на у; граничное ее значение мы
будем обозначать через ш (а), где а = eifll — точка окружности у.

В дальнейшем нас будет интересовать также поведение производной
со' (£) вблизи у и на у, в особенности вопрос о том, может ли со' (£) обра-
титься в нуль в какой-либо точке контура. Ответ на это дает следующее
предложение J).

Если координаты точек контура области S имеют непрерывные про-
изводные по дуге вплоть до второго порядка (это значит, что контур
имеет непрерывно изменяющуюся кривизну), то функция со' (£) непре-
рывно продолжима на Y. причем, если обозначить ее граничное значение
через со' (а), то будет

и, кроме того.
со' (а) Ф О всюду на у (4)

(мы знаем уже, что со' (£) Ф О всюду внутри у).
Если, сверх того, координаты точек контура области S имеют так-

же непрерывные производные третьего порядка по дуге, то и вторая

х) В. И. Смирнов [2]; для простоты мы формулируем предложение при менее
общих условиях, чем у названного автора; то же относится и к следующему в тексте
предложению относительно второй производной.
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производная со " (£) непрерывно продолжима на у, причем для ее гранич-
ного значения со" (о) имеем:

со'» = ^ . (3')

В дальнейшем (если противное не оговорено особо) мы будем счи-
тать, что имеем дело с контурами, удовлетворяющими указанным
условиям.

Заметим еще, что если нам удалось отобразить область S на круг
радиуса 1, то мы всегда сможем отобразить эту же область на беско-
нечную плоскость с круговым отверстием. Для этого достаточно произ-
вести подстановку

действительно, когда £ описывает наш круг, т. е. область | £ j < l , то
£t описывает бесконечную плоскость с круговым отверстием, т. е. область
|£i| > 1. Значит, если рассматривать z как функцию от £ ь получим тре-
буемое отображение.

В дальнейшем мы почти всегда будем отображать конечные одно-
связные области на круг | £ | <С 1, а бесконечные односвязные области —
на область | £ | > 1, т. е. на бесконечную плоскость с круговым отвер-
стием. Можно было бы ограничиться в обоих случаях отображением
на круг | Z, | < 1, но указанный способ несколько удобнее в практическом
отношении.

Скажем еще несколько слов относительно многосвязных областей.
Очевидно, отображать друг на друга можно только области одинаковой
связности.

Например, двусвязную область S (область, ограниченную двумя
замкнутыми контурами, ибо областей более общего вида мы не рассма-
триваем) можно всегда отобразить на круговое кольцо. Но, в противо-
положность случаю односвязных областей, это круговое кольцо не может
быть выбрано совершенно произвольно: отношение радиусов внутренней
и внешней окружностей должно быть определенной величиной, завися-
щей от вида области S.

Укажем теперь две простые теоремы, весьма полезные для прак-
тики:

I. Пусть 2 — конечная или бесконечная область на плоскости
комплексной переменной £, ограниченная простым замкнутым конту-
ром у х)) и пусть со (£) — функция, голоморфная в области 2 2) и
непрерывная вплоть до контура. Пусть, далее, точка, определяемая
равенством z = со (£), описывает на плоскости z (двигаясь все время в

1) Ничего другого здесь относительно контура не предполагается.
а) Включая бесконечно удаленную точку, если область бесконечна.
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одном и том же направлении) некоторый простой замкнутый контур L,
когда £ описывает контур у 1). Тогда соотношение z = со (£) дает кон-
формное отображение области S, заключенной внутри L, на область 2, и
обратно 2).

Эту теорему можно обобщить на случай многосвязных областей сле-
дующим образом 3 ) .

II . Пусть 2 — конечная или бесконечная [связная) область, ограни-
ченная несколькими простыми замкнутыми контурами у^, Y2i • • • i YA
(не имеющими общих точек). Пусть со (£) — функция, голоморфная в 2
и непрерывная вплоть до границы, и пусть точка z, определяемая соот-
ношением z = со (£), описывает на плоскости z простые замкнутые кон-
туры £ц, . . . , Lk {не имеющие общих точек), ограничивающие некото-
рую (связную) область S, когда £ описывает контуры уи . . . , yk. При
этом предполагается, что когда точка £ описывает границу области
2 в положительном направлении (т. е. оставляя ее все время слева), тогда
соответствующая точка z описывает границу области S также в положи-
тельном направлении.

При этих условиях соотношение z = со (£) устанавливает конформ-
ное отображение области 2 на S, и обратно.

Предыдущие теоремы легко обобщить в различных направлениях
(например, на случай, когда в состав границы входят разомкнутые линии),
но мы на этом не останавливаемся.

З а м е ч а н и е . Легко видеть, что если области 2 и S конформно
отображены друг на друга соотношением вида (1), то при обходе границы
области 2 в положительном направлении (т. е. когда область 2 остается
слева) соответствующая точка z будет обходить границу области S также
в положительном направлении 4 ).

Мы не ввели этого условия в формулировку теоремы I, так как оно
для доказательства не нужно; тех условий, которые перечислены в этой
формулировке, уже достаточно, чтобы доказать теорему. Значит, напра-
вление обхода контура S непременно будет таким, как сказано выше.
Но в формулировку теоремы II это условие ввести необходимо: в про-
тивном случае теорема может оказаться несправедливой.

J ) Предполагается, что различным точкам у отвечают различные точки L.
2) Osgood [1] , стр. 377. Доказательство (вполне элементарное) проведено у этого

автора в предположении, что контуры у и L — кусочно-гладкие.
3 ) Доказательство почти ничем не отличается от доказательства предыдущей

теоремы, приведенного у Осгуда.
4 ) Пусть v — нормаль к границе области 2 , н а п р а в л е н н а я внутрь области,

а т — касательная, проведенная в положительном направлении обхода; тогда по

условию v направлена влево от т . Такое же соотношение должно быть между соот-

ветствующими направлениями нормали п и касательной t в точках границы обла-

сти S ввиду того, что конформное отображение сохраняет не только углы, но и направ-

ление их отсчета. Здесь мы предполагаем, что отображение конформно вплоть до к о н -

тура, но легко доказать указанное в тексте свойство и д л я общего случая.
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§ 4 8 . П р о с т е й ш и е п р и м е р ы к о н ф о р м н о г о о т о б р а ж е н и я . 1. Д р о б -
н о - л и н е й н а я п о д с т а н о в к а . Рассмотрим случай, когда z

дробно-линейная функция от £:

l + d
где а, Ь, с, d — постоянные (вообще комплексные), причем ad — be =И= О *).
В этом случае говорят, что z получается из £ дробно-линейной подстанов-
кой (или преобразованием). Решая соотношение (1) относительно £, полу-
чаем обратную подстановку, также дробно-линейную:

— dz + Ъ ц/ч
ъ cz — a " v '

Значит, каждой точке плоскости £ соответствует вполне определен-

ная точка плоскости z, и обратно. Мы не исключаем и бесконечно уда-

ленных точек. Именно, точке Z, = соответствует точка z =оо, а точ-

ке z = точка Z = оо.
с ь

Таким образом, мы имеем взаимно однозначное соответствие неогра-
ниченных плоскостей z и £ 2).

Дробно-линейная подстановка обладает тем замечательным свойством,
что она сохраняет круги, т. е. любой окружности плоскости £, она при-
водит в соответствие также окружность плоскости z, и обратно. При
этом прямые рассматриваются как частные случаи окружностей. Проще
всего это доказать следующим образом. Уравнение любой окружности
на плоскости z, как известно, имеет следующий вид:

A(x2 + y2) + Bx + Cy + D-^0, (a)

где А, В, С, D — действительные постоянные (при А = 0 имеем прямую).

Замечая, что х = z~~, у = ^А, х2 + у2 = zz, можно это уравнение

написать и так:

Azl+Mz + Mz + D = O, (б)
где А и D — действительные, а М, М — сопряженные комплексные
постоянные. Легко убедиться, что, обратно, уравнение предыдущего
вида всегда приводится к виду (а), если вернуться к действительным
переменным х и у. Чтобы теперь получить уравнение линии, соответ-
ствующей на плоскости £ нашей окружности, достаточно внести в (б) выра-
жение (1). После устранения знаменателя и элементарных приведений
получаем уравнение

х) Если бы ad — be = 0, то правая часть (1) была бы постоянной, не зависящей
от £.

2) Можно показать, что соотношение вида (1) есть единственное, обладающее
указанным свойством.
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где А 0, Do—действительные, а Мо, Мо— сопряженные комплексные
постоянные. Следовательно, мы опять получаем уравнение окружности,
а это и требовалось доказать.

Одним из простейших частных случаев преобразования (1) является
преобразование

* = -f-, £ = •£-, (2)
где R — действительная постоянная; мы будем считать R > 0. Для того
чтобы дать наглядное представление об этом преобразовании, напомним
понятие отражения точки в окружности. Пусть Г — окружность радиуса
R на плоскости с центром в начале О;
пусть z — некоторая точка на этой пло-
скости. Построим другую точку z', свя-
занную с z следующим образом:

Z-Z — Л. . (О)

Если z = re1®, то, очевидно, z' = г'е**,
где г = | z\ и г' = | z' | — расстояния то-
чек z и z' до О, связанные соотношением

Гг'^-R*. (3')

Таким образом, точки z и z' распо- р и с 2о.
ложены на одном и том же луче, выхо-
дящем из О, и их расстояния до О связаны соотношением (3').

Точка z', связанная с точкой z указанным образом, и называется
отражением точки z в окружности Г. Ясно, что в свою очередь z является
отражением z' в том же смысле. Преобразование (3), связывающее z и z',
называется также инверсией. Точки z и z' называются также сопряжен-
ными относительно окружности Г. Когда дана одна из них, то другую
легко построить при помощи циркуля и линейки: если, например, данная
точка z расположена вне Г, то для построения соответствующей точки z'
достаточно провести касательную из z к Г и из точки касания опустить
перпендикуляр на луч Oz (рис. 20).

При инверсии, очевидно, точки окружности Г соответствуют самим
себе, точке z = оо соответствует точка z' = 0; внешние по отношению
к Г точки переходят во внутренние, и наоборот.

Вернемся теперь к преобразованию (2). Представим себе для большей
наглядности, что плоскость £ наложена на плоскость z так, что начала
и направления осей координат совпадают. Тогда, очевидно, точка £, соот-
ветствующая точке z = гег®, будет определяться формулой

Следовательно, точку £ можно построить так: отразить точку z
в окружности Г и полученное отражение z' отразить (зеркально) в дейст-
вительной оси; это последнее отражение и будет точкой Z, (рис. 20).
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Рассмотрим более подробно еще дробно-линейную подстановку вида

(4)z = 1+OZ '

где а — действительная положительная постоянная.
Точкам Z, = 0 и £ = 1 /а плоскости Z, соответствуют точки z = О

и z = оо плоскости z; точке £ = оо соответствует точка z = — 1 /а.
Значит, прямым, проходящим через точку £ = 0 на плоскости £,

будут соответствовать на плоскости z окружности, проходящие через
точки

0 ( 2 = 0 ) И O ' f * = ;

(рис. 21а, 216). Далее, концентрическим окружностям с центром в точке
L, = 0 на плоскости £ будут соответствовать окружности на плоскости z,

Рис. 21а.

пересекающие ортогонально окружности, проходящие через z = 0 и z =
= —1/а (в силу конформности отображения); центры этих окружностей
лежат, очевидно, на оси Ох.

Возьмем на плоскости Z, окружность у радиуса Q С центром в точке
Z, = 0. Точкам

£ = + Q и £ = - е

соответствуют на плоскости z точки оси Ох:

' = г^- ъ'=-т. (5)
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Значит, абсцисса с центра окружности L, соответствующей окруж-
ности у, и радиус г ее определятся формулами:

„2n2 ' (6)

мы будем считать, что г < 0, если точка Ъ' расположена левее точки Ъ".
Если Q <С 1 /а, то 6' > 0 и г > 0. Когда Q приближается к 1 /а, то г и с

беспредельно возрастают и окружность L обращается в прямую, перпен-
дикулярную к Ох, проходящую через точку К с абсциссой — 1 /2а.

Если Q > 1 /а, то соответствующая окружность на плоскости z на-
ходится уже по другую сторону упомянутой прямой 2).

Рассмотрим теперь две окружности Lj и L2 на плоскости z, со-
ответствующие окружностям Yi и уг с радиусами Q4 И Q2 ПЛОСКОСТИ £, и

Рис. 216.

будем считать, что о4 <С Q2 < 1 /я. Тогда, очевидно, соотношение (4) дает
конформное отображение области, заключенной между эксцентрическими
окружностями Li и L2, на кольцо, заключенное между Yi И Y2-

Если даны элементы, определяющие первую область, т. е. радиусы

окружностей Lit L2, и расстояние I между их центрами (I < г2 — г^,
то легко найти величину а, фигурирующую в формуле (4), и радиусы р^
и Q2 окружностей Yi И Y2- Именно, для определения этих величин имеем

х) Легко видеть, что эта прямая (перпендикулярная к оси Ох и делящая попо-
лам отрезок между точками О и О') есть общая радикальная ось всех окружностей L.
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уравнения

_ __ Ql _ _ Qz <Ч& ^°i __ i (п\

откуда после элементарных выкладок получаем1):

У(г!-г|)»-2/Я(г» + г» + 1« ' (

i _ V l + 4r|a i I

Таким же образом легко найти отображение бесконечной области,
состоящей из точек, расположенных вне двух данных окружностей Lt и Ls

(рис. 21а), на кольцо, заключенное между двумя концентрическими
окружностями Yi и у3 с радиусами Qt и Q3- В этом случае Q3 > I/a.

2. У л и т к а П а с к а л я . Положим:

, R>0, 4
Полагая z = x + iy, t, — Qe'1*, получаем:

x+iy = R (РУ* + w?Q2e2i*),

откуда
x == i?(g cos ft + mQ2 cos 20), y = i?(esinO + mQ2sin2d). (10)

Когда точка С описывает окружность у радиуса Q = 1, то точка (х, у)
описывает на плоскости z кривую L, параметрически представляемую
равенствами

у = R (sin # + т sin 2*). (И)

Эта кривая называется улиткой Паскаля 2). Если, как мы предполагаем,

то кривая эта не пересекает саму себя и при изменении д от 0 до 2я точка
z описывает ее в одном и том же направлении. Значит, на основании
сказанного в конце предыдущего параграфа соотношение (9) дает кон-
формное отображение области, заключенной внутри улитки Паскаля,
на круг радиуса 1.

При т — 0 улитка Паскаля обращается в окружность, при т =
= 1 / 2 — в кардиоиду. В этом последнем случае кривая имеет точку

1) Величины a, Q 4, Q2 весьма просто также построить при помощи ц и р к у л я и линей-

ки. Например, легко видеть, что точки Z = 0 H Z = — I/a суть точки, сопряженные

одновременно относительно обеих окружностей L t и L2, а это свойство дает возмож-

ность сразу построить упомянутые точки; таким образом будет найдена величина

I/a — расстояние между ними.
2) Улитка П а с к а л я есть частный случай эпитрохоиды, которая будет рассмотрена

в следующем пункте.
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возврата при z, соответствующем значению £ = — 1 ; для этого значения
<о' (0 = 0i) .

Окружностям радиусов g < 1 на плоскости £ соответствуют также
улитки Паскаля, параметрическое представление которых получим,
полагая

Q = const
в уравнениях (10). Радиусам окружности у соответствуют на плоскости
z кривые, параметрическое представление которых получим, полагая

в формулах. (10)
# — const

(параметром будет Q, 0 <. Q •< 1); кривые эти, как легко убедиться,—

=/

Рис. 22а. Рис. 226.

параболы. На рис. 22а изображены кривые, соответствующие окружно-
стям Q = const и лучам ft = const, изображенным на рис. 226. Эти
кривые пересекаются под прямыми углами, в силу конформности отобра-
жения.

3. Э п и т р о х о и д а . Положим:

где п — целое число, большее единицы. Если, как раньше, положить
z = х + iy, Z, = Qel®, то

x = R(Qcosft-}- m.Qncos nft), у = R(Q sin ft ^rmQn sin nft). (13)

Окружности | £ | = Q = 1 плоскости t, соответствует на плоскости z

кривая L, имеющая следующее параметрическое представление:

х = R (cos ft-\-mcos n$), y = R(sin ft-\-msin nft). (14)

Эта кривая есть эпитрохоида. Действительно, если круг радиуса
Г) катится без скольжения (на плоскости z) по кругу радиуса г2, касаясь

х) То обстоятельство, что <о' (Q обращается в нуль на у, не противоречит ска-
занному в предыдущем параграфе, так как в нашем случае (кардиоиды) граница ото-
бражаемой области имеет особую точку (точку возврата).
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его извне, то точка М, связанная с подвижным кругом и находящаяся на
расстоянии / от его центра, описывает кривую

х = (Г) + r2) cos Ф -|-1 c o s n®i У~ {rl

J

rr2)s,\nb-\-ls\nrib, (14')
где О обозначает полярный угол точки взаимного касания кругов, а
п = (/*! -(- r2)/ri. Если положить:

= — , r2 = R
га — 1

Z = mR,

то кривая (14') совпадает с кривой (14). Так как, по условию, т <: 1/п,
то 1^Сгх. При т<С.1/п точка М находится внутри катящегося круга,
и поэтому кривая не пересекает саму себя. В предельном случае т =
= 1 In точка М находится на окружности катящегося круга, и наша кри-
вая обращается в эпициклоиду, имеющую п —1 точек возврата. На рис. 23
изображен случай п = 11т = 4.

На основании теоремы, указанной в § 47, легко заключить, что соот-
ношение (12) отображает область S, заключенную внутри кривой L, на

область 1.
Окружностям Q =const плоскости £ соответствуют на плоскости z

также эпитрохоиды, параметрическое представление которых мы полу-
чим, полагая Q = const в формулах (13).

При п = 2 кривая L обращается в
улитку Паскаля, рассмотренную в пре-
дыдущем пункте.

4. Г и п о т р о х о и д а . Положим:

t".

n
(15)

где п — целое положительное число.
В этом случае контур L, соответ-

ствующий окружности | £ | = 1, есть, как
легко видеть, гипотрохоида, не пересе-
кающая саму себя, описываемая точкой М
круга радиуса rit катящегося без сколь-

жения по кругу радиуса г2 и касающегося его изнутри, причем если /
обозначает расстояние точки М до центра катящегося круга, то

r, = - I = mR:

Легко видеть, что соотношение (15) отображает часть плоскости z,
находящуюся вне L, на область | £ I > 1 плоскости £. Окружностям £ | =
= Q = const > 1 плоскости £ соответствуют на плоскости z также
гипотрохоиды. В случае п = 1 контур L обращается в эллипс; этот случай
будет рассмотрен в следующем пункте. При т = 1 In контур L обращается
в гипоциклоиду, имеющую п 4- 1 точек возврата.
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При п = 11т = 2 или п = 11т = 3 контур L имеет соответственно
три или четыре точки возврата и приближается по форме к треуголь-
нику или квадрату. Окружностям радиусов Q > 1 плоскости £ соответ-
ствуют на плоскости z гипотрохоиды, также приближающиеся, если Q
близко к единице, по форме к треугольнику или квадрату с закруглен-
ными углами 1 ) . На рис. 24 и 25 изображены соответственно случаи.

Рис. 24. Рис. 25.

п = \lm = 2 и п = 1 /та = 3. Если в формуле (15) заменить £ на 1/£г

то мы получим отображение рассматриваемой области на круг ]£| < 1;
в этом случае

(15')

(16)

(17)

5. Э л л и п т и ч е с к о е к о л ь ц о . Положим:

), т > О,

или при тех же обозначениях, что выше,

( о -| ) cos д, у = Л ( о ) sin #.

Окружности радиуса Q = Qi соответствует на плоскости г эллипс,
параметрическое представление которого есть

Если Q̂  > те, то полуоси эллипса будут:

т
Qi

и точка z описывает его против часовой стрелки, если точка с, движется

по окружности Q = Qi также против часовой стрелки.

1) Ясно, что соотношение (15) дает отображение бесконечной плоскости с отвер-
стием, ограниченным такой кривой, на бесконечную плоскость с круговым отвер-
стием радиуса g. Подстановкой £ = рХ' мы можем сделать радиус равным единице
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Значит, если мы на плоскости £ возьмем две окружности Yi И "Уг
радиусов Qt и Q2, причем Q2 > @i > V т, то на основании сказанного
в конце § 47 получим отображение области, заключенной между эллипса-
ми Li и L2, соответствующими этим окружностям, на круговое кольцо,
заключенное между Yi и у2- Наши эллипсы будут конфокальны, так как
расстояние с от фокусов эллипса Lt до начала координат дается формулой
с2 = а\ — Ъ\ — AmR2, т. е. не зависит от Qj.

Окружностям, соответствующим различным значениям Q (QI < Q <
< £>г)> будут соответствовать эллипсы, заключенные между I , и £ 2 и кон-
фокальные с ними. Лучам О = const плоскости £ будут соответствовать
конфокальные гиперболы, имеющие те же фокусы, что и эллипсы. Эти

эллипсы и гиперболы пересекаются, конечно,
под прямыми углами (рис. 26).

Мы можем увеличить Q2 ДО бесконечности.
Тогда мы получим отображение бесконечной
области, состоящей из точек, расположенных
вне эллипса Lu на бесконечную область,
состоящую из точек, находящихся вне Yi-
В этом случае мы всегда будем брать для про-
стоты Qi = 1 и, следовательно, т < 1 . При

р и с 9g m = 1 эллипс обращается в прямолинейную
щель. При т = 0 мы получим окружность.

Если в формуле (16) заменим £ на 1/£, т. е. положим:

r = co(Q = /fr'y + m^V Я > 0 , 0 < т < 1 , (16')
то получим отображение плоскости с эллиптическим отверстием на круг

6. Как было только что сказано, соотношение

отображает на круг | Z, \ < 1 бесконечную плоскость zd с эллиптическим
отверстием. Уравнение границы отверстия будет

^ i | Ц\ л С2Г\\
D2 Л( I »и\2 Т г>2 /I „^2 \^^)

Как было сказано, при т = 1 эллипс обращается в прямо-
линейную щель. Произвздя подстановку

± (21)

что приводит к соотношению

получим отображение на круг [ £ | < 1 конечной области, Р и с 27.
ограниченной так называемой лемнискатой Бута (Booth).
Когда тп мало отличается от единицы, то область эта мало отличается от
фигуры, состоящей из двух касающихся друг друга кругов. На рис. 27
изображена кривая, соответствующая m = 0,8.
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Если же вместо подстановки (21) произвести подстановку

с _ 1
zl — с '

где точка с расположена вне эллипса (20), то, как легко видеть, получим
отображение на круг | £ | < 1 некоторой области, которая при т = 1
обращается в бесконечную плоскость, разрезанную вдоль дуги окруж-
ности1).

§ 49. Криволинейные координаты, связанные с конформным отобра-
жением на круговую область. В дальнейшем нам придется пользоваться
конформным отображением данной области S, находящейся на плоскости
z, на область 2 плоскости £, представляющую собой либо круг, либо
круговое кольцо, либо бесконечную плоскость с круговым отверстием;
начало Z, = 0 мы будем брать в центре.

Во всех этих случаях естественно ввести в рассмотрение полярные
координаты Q и Ь на плоскости Z,, положив t, = ое**.

Окружностям Q = const и радиусам # = const плоскости £, соответ-
ствуют на плоскости z некоторые кривые, которые мы также будем обо-
значать через Q = const и •& = const.

Если S — конечная область, ограниченная одним замкнутым конту-
ром L, а 2 — круг радиуса Q = 1 с центром в точке £ = 0, то можно
всегда считать, что точки z = 0 и £ = 0 соответствуют друг другу. Тогда
кривые Q = const на плоскости z суть простые замкнутые линии, окру-
жающие точку z = 0. Кривые же •& = const все выходят из точки z = 0
и кончаются на контуре L. Сам контур L соответствует Q = 1.

В случае, если S — бесконечная область, ограниченная простым зам-
кнутым контуром L, а 2 — бесконечная плоскость с круговым отвер-
стием и если точки £ = оо и 2 = оо соответствуют друг другу (этого
всегда, как известно, можно достигнуть), то кривые Q = const суть замкну-
тые линии, окружающие контур L, а кривые •& = const начинаются на
контуре L и уходят в бесконечность. Такое же расположение линий
Q = const и ф = const будем иметь в случае, когда бесконечная область
S отображается на круг |£ | < 1.

Легко также уяснить себе расположение кривых Q = const и •О =
= const в случае области S, ограниченной двумя замкнутыми контурами
и отображаемой на круговое кольцо 2 .

Величины Q и •& можно рассматривать как криволинейные координаты
точек (х, у) плоскости z. Величины хну связаны с Q И $ соотношением
(при обозначениях предыдущих параграфов)

= a &) = &№*)•, (1)

J) Действительно, при т = 1 эллипс обращается в отрезок прямой, а соответ-
ствующий ему контур — в дугу окружности, ибо при дробно-линейной подстановке
прямая обращается в окружность (в частном случае остается прямой).
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линии Q = const и § = const будут координатными линиями; эти линии
в силу конформности отображения ортогональны между собой.

Пусть дана какая-либо точка плоскости z. Проведем через нее линии

Q = const и "& = const.

Пусть (Q) обозначает касательную к линии ft = const, проведенную в сто-
рону возрастания Q. Пусть (й) есть касательная к линии Q = const, про-
веденной в сторону возрастания •&. Эти касательные мы будем называть
осями криволинейных координат, связанными с точкой (Q, d). Система
осей (Q), {&) в указанном порядке ориентирована так, как и система Ох,
Оу, т. е. если смотреть вдоль оси (Q), ТО ОСЬ (0) будет направлена влево.
Это следует из того, что при нашем конформном отображении направление
отсчета углов не изменяется.

Пусть теперь А — некоторый вектор на плоскости z, имеющий начало
в точке z = со (ge ie) (рис. 28). Проекции этого вектора на Ох и Оу обозна-

чим через Ах, Ау, а на оси (Q) И (Ф) —
через Ар, А$. Найдем связь между

ними. Имеем очевидно:

(2)

*"" где а — угол, составляемый осью (Q) С
осью Ох и отсчитываемый от этой по-
следней в положительном направлении.

.̂  Чтобы вычислить eia, поступим так.
^1 х Придадим точке z смещение dz в

Рис. 28. направлении касательной (Q). Тогда
соответствующая точка L, получит сме-

щение dt, в радиальном направлении. Имеем поэтому:

dz = eia\dz\, dt, = ei{>\dt,\,

откуда

gm _ .
dz _ со' (g) dt, _

dz\~ | со' (?) | • | dt, \ '
«'(?) ш'(?)

(3)

g — id = = g—i . <a'(E)
I a ' (?) I

«'(?)

Значит, окончательно:

<o' (С)
©' (?) \

Q I <o' ( ? ) I

т(А«4£Л)- (4)

В даль-§ 50. Преобразование формул плоской теории упругости.
нейшем нам потребуются выражения величин

dU dU_

~~fa ' ~ду

(производные функции Эри), компонент смещения и напряжения, через
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новую переменную £, вводимую соотношением

z = co(Q. (1)
Обозначим через

ф 1 (г) , ^ ( z ) , Ф±(г), W^z)

то, что раньше было обозначено соответственно через

и введем такие новые обозначения:

ф! (z) = ф, ((о (£)), I|J ( 0 - 44 («) = 4>i (a (£)). (2)

Ф1(г) = - ^ = « - , Y( 0 = Y l W = ̂ § . (3,

При,этих обозначениях формула (4) § 31 примет вид

а формула (1) § 32— вид

) = КФ(0-^^ФЛ0~-^М0. (5)

Легко также найти компоненты vp, v$ смещения относительно наших
криволинейных координат, т. е. проекции смещения на оси (Q), (•&). Имен-
но, на основании формулы (4) § 49 имеем:

^ ^ y (6)

откуда

l | ^ ^ { | i | ? 7 ? } (7)
Найдем, наконец, компоненты напряжения в наших криволинейных

координатах.

Будем эти компоненты обозначать через QQ, ЪЪ, Q'd, понимая под этим
следующее: если взять прямолинейные, прямоугольные координаты О'х'у'
такие, что ось О'х' совпадает с осью (Q), а ось О'у' — с осью (#), то

QQ = X ; . , && = Y'y, ^Ъ = Ху,

(ср. § 39). На основании формул (8) § 8 будем иметь:

QQ + M = Xx-t-Yu, M~^ + 2i^ = (Yy-Xx + 2iXv)e^, (8)

откуда на основании формул (9) и (10) § 32 и формулы (3) предыдущего
параграфа, которая дает:

С» (0)' (£))« £» (О)'
2ia =

Q2 I «' (£) J2 Q2
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легко получаем:

£ + O(£)j, (9)

+ *>'(С)

Наконец, из формул (9) и (10) получаем вычитанием еще формулу:

^ ^ 1 ^ ? ) + < О ' ( Р ( Ш , (И)

дающую напряжения, действующие на контур Q = const с той стороны,
в какую возрастает о. Формулы (7), (9)—(11) аналогичны формулам,
данным Г. В. Колосовым 11, 2].

Добавим еще одну формулу, относящуюся к бесконечной области S,
отображенной на бесконечную область 2 так, что точке £ = оо соответ-
ствует точка z = оо.

В этом случае при больших | z | мы имеем по формулам (4) и (5) § 36:

(12)

Ш* + Г ' * + ti<*). J

где q>J, 4[)J обозначают функции, голоморфные при z = оо. Далее, мы имеем
при достаточно больших |£| и \z\ [см. § 47, формула (2')]:

^-+£|+... (13)

Внося это выражение в (12), получаем:

где ф0 (£), г|)0 (£) обозначают голоморфные при £ = оо функции.

§ 51. Граничные условия в преобразованной области. Рассмотрим
сперва случай, когда область S (конечная или бесконечная) ограничена
одним простым замкнутым контуром L. Отобразим эту область на круг
радиуса 1 или на бесконечную область, находящуюся вне этого круга
(принципиально безразлично, каким отображением пользоваться, но
вообще в практических вопросах удобнее брать первое отображение
в случае конечной области S, а второе — в случае бесконечной).

Граничные условия первой основной задачи (заданы внешние напря-
жения, действующие на границу) могут быть выражены двояко. Во-
•Иервых, можно исходить из условия в виде (2) § 41, которое в новых
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обозначениях запишется так:

dU , . dU
О + % (t) = А + if2 + const на L.

Введя сюда переменную £ соотношением z = со (£) и обозначая через
о = е>« произвольную точку на окружности у» соответствующей конту-
ру L, придадим этому условию вид [см. формулу (4) предыдущего параграфа]:

ц, (а) + ^Ж'^) + ^(a) = h +if2 +const на у. (1)
СО ( 0 )

Выражение /4 + if2 в правой части этой формулы следует, разумеется,
рассматривать теперь как заданную функцию точки а = elf> окружности у
или, что сводится к тому же, как функцию дуги •& этой окружности. Функ-
ция /j + if2 определяется на у следующим образом.

Согласно формуле (3) § 41 выражение

Xn+iYn)ds (2)

является заданной функцией точки t контура L. Но так как между точка-
ми t и с контуров L и Y имеется однозначно обратимое соответствие t =
= со (а), то /i + if2 является определенной функцией точки о; эту функ-
цию, таким образом, мы можем считать заданной.

Граничное условие первой основной задачи можно выразить и при
помощи функций Ф и 4я, если исходить из формулы (11) § 50, которая
дает (при Q = 1 ) :

Ф ( а ) 4 - Ф ( а ) — = ^ = г {со (а) Ф' (а) + со' (ст) Ч1" (ст)} = QQ — ioft на у, (3)
СО' ( 0 )

причем QQ и Q§ следует считать заданными функциями точки а или, что
все равно, дуги •& контура у.

Граничное условие второй основной задачи напишется на основании
формулы (5) § 50 так:

4 ^
со (о)

на у, (4)

где gi, g2 представляют собой граничные значения компонент смещения и
и v (относительно старых осей координат Ох, Оу), представляющие собой
заданные функции точки а или дуги •& окружности Y-

Совершенно аналогично можно поступить в случае двусвязной области,
ограниченной двумя простыми замкнутыми контурами Li и L2, отобразив
ее на круговое кольцо (ср. сказанное в § 41).



ГЛАВА ТРЕТЬЯ

РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
ПРИ ПОМОЩИ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ

В настоящей главе дается решение некоторых простейших граничных
задач плоской теории упругости при помощи степенных рядов. Этот спо-
соб решения непосредственно применяется к областям, ограниченным
одной окружностью или двумя концентрическими окружностями. Кон-
формное же отображение дает возможность распространить способ на
области более общего вида.

I. О РЯДАХ ФУРЬЕ

§ 52. О рядах Фурье в комплексной форме. В дальнейшем нам при-
дется пользоваться разложением данных функций в ряды Фурье, причем
будет удобнее представлять их в комплексной форме; об этой форме мы
и скажем несколько слов.

Пусть / (Ф) — действительная функция, заданная в промежутке

При весьма общих условиях г) ее, как известно, можно представить

*) Для того чтобы функция / (О) была разложима в ряд Фурье, достаточно, напри-
мер, чтобы она удовлетворяла в рассматриваемом промежутке (0, 2л) так называемым
условиям Дирихле, которые заключаются в следующем: функция непрерывна в рас-
сматриваемом промежутке, за возможным исключением конечного числа разрывов
первого рода, и имеет конечное число максимумов и минимумов. Под разрывом пер-
вого рода мы понимаем разрыв, обладаюгций тем свойством, что если Фф есть точка
разрыва, то при приближении аргумента •& к значению Фо слева или справа функция
/ ($) стремится к конечным (различным) пределам («предел слева» и «предел справа»),
которые условно обозначаются соответственно через / (#о — 0) и / (О0 -(- 0). Условия
Дирихле предполагают также, что при приближении •& к концам промежутка 0 и 2я
функция / (д) стремится к определенным пределам; эти пределы обозначаются через
/ ( + 0 ) и / ( 2 я - 0 ) .

При соблюдении условий Дирихле ряд Фурье (1) сходится во всех точках про-
межутка (0, 2я) к функции

2 '

совпадающей в точках непрерывности с/ (%). На концах 0 и 2п промежутка ряд дает



§52] i. о РЯДАХ ФУРЬЕ 183

в виде ряда Фурье

со

/ (•&) = ~к- O.Q + 2 (ah c o s ^'б' + Рй Sill fed), (1)

где
2 я 2 я

1 С ' 1 С>
г,^ * \ f (&} гпя kft rift R. \ ^ ^А\ a J n J-Л /7Л ^ t Л А 9 ^ /ON

о о

Подставляя в формулу (1) известные выражения

cos /сб1 = ——%^- , sin k$ = —
Zl

получаем разложение

2 { } (1')
или, вводя обозначения

^o_ ah — if>h_ «ft + iPft /9/4
2 — a o > 2̂  — ft' 2 — — ^ '

/ (О) = «о + S (aAe*** + a_fte-ift*). (3)
ft=i

Предыдущую формулу можно переписать, очевидно, еще так:
+ОО

/(#) = 2e»« i W , (4)
—00

где значок суммирования J) пробегает все целые значения от — оо до
+ оо.

.величину
/( + 0) + / ( 2 я - 0 )

2

Если / (д) не только удовлетворяет условиям Дирихле, но и непрерывна во всем
промежутке 0 <; •& ^ 2я, и если, кроме того, / (0) = / (2я), то ряд Фурье дает зна-
чение / (•§) во всем промежутке, включая концы; в этом случае ряд сходится равно-
мерно.

Доказательство приведенных здесь утверждений см., например, в курсе
В. И. Смирнова [1], т. II .

Заметим, наконец, что функции, удовлетворяющие условиям Дирихле, пред-
ставляют частный случай так называемых «функций с ограниченной вариацией». Все
сказанное в тексте (как здесь, так и в дальнейшем) останется справедливым, если
заменить условия Дирихле менее стеснительным требованием, чтобы функция имела
ограниченную вариацию.

х) Для полной строгости ряд (4) следует рассматривать как сокращенную запись
ряда (3), т. е. как

fe=+JV

lim 2 а^М-
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Чтобы получить выражение для коэффициентов ah, заметим, что

f e l n*dG = ( 0 ' еСЛИ " ЦеЛОе ЧИСЛ0' П = ^ ° ' (5)
g [2я, если п = 0.g 2я, если п = 0.

Умножая обе части формулы (4) на e~in®, где п — любое целое число или
нуль, и интегрируя по Ф от 0 до 2п, получаем:

2я +со 2я

0 fc=-co 0

Но на основании формулы (5) единственный член в правой части,
отличный от нуля, получим при к = п, и этот член равен 2тс-ап. Следо-
вательно,

2л
a» = &\ /(*)e-"4>dO. (6)

о
Результат (6) справедлив всегда, когда функция / (•&) разлагается

в обычный ряд Фурье. Чтобы в этом убедиться, достаточно заметить, что
результат (6) получается непосредственно, если в формулах (2') заменить
ak и рА их выражениями (2).

Рассмотрим теперь выражение f± (•&) + if2 {&), где /i и /2 — действи-
тельные функции, разлагающиеся [в промежутке (0,2л)] в обычные
ряды Фурье, а следовательно, и в ряды вида (4). Умножив второй из этих
рядов на i и прибавив к первому, получаем, очевидно, опять разложе-
ние вида

/i(0) + i/2(G)= S a*e l w . (7)
ft=-oo

где
2я

an = ~L\ {fi + ih)e-in«dd (n = 0, 1, - 1 , 2, - 2 , . . ) - (8)
о

Разница с предыдущим случаем только та, что в первом случае величины
ani о--п — сопряженные комплексные числа, как это следует из выраже-
ний (2') или формулы (6). В общем же случае ап, а_п не будут сопряжен-
ными величинами.

З а м е ч а н и е . Из формулы (7), отделяя действительную часть
от мнимой, можно, обратно, найти обычные ряды Фурье для функций
U (Ф) и / г (®) в отдельности. Именно, полагая ah = ah + if>k (где aft, pft

действительны), получаем:

fi + ifz= 21 (aft + ipA)(cosA:*+isin^)=---
ft=-oo

= S (ak cos kft — pA sin kft) + i 2 (PA C O S A * -+ «ft s i n A * ) =
h=—со h=— со
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= ао+ 2
со

+ ipo+i S
ь 1

Значит,

/2 (*) = 4" 4 + 2 (4* C0S M + S* Sin

где

у Л 0 = а0, 4 f t = aA + a_ft, Bk = —

= l, 2, 3, . . .

Из этого, между прочим, следует, что разложение вида (7) возможно
только единственным образом, ибо это утверждение справедливо, как
известно, для обычных рядов Фурье. Задание же коэффициентов обычных
рядов Фурье вполне определяет, как это видно из предыдущих формул,
все коэффициенты а^, р^.

§ 53. О характере сходимости рядов Фурье. Напомним еще одна
простое предложение, касающееся характера сходимости рядов Фурье.

Если функция / (д) непрерывна и имеет непрерывные *) производные
вплоть до порядка v —1 в промежутке 0 <; Ф <;2я и, кроме того, произ-
водную порядка v, удовлетворяющую условиям Дирихле 2) в том же
промежутке, то коэффициенты ak, pA ряда Фурье (1) § 52 удовлетворяют-
неравенствам вида

^ J+r (A = l , 2, . . . ) , (1)

где С — положительная постоянная 3 ) .
Из этого, очевидно, следует, что коэффициенты а^ комплексного

ряда Фурье (7) § 52 удовлетворяют также неравенствам вида

•|aft |<Yr |+r ( * = ± 1 . ± 2 , . . . ) , (2)

если только /i (d) и /2 (0) удовлетворяют условиям, которые были пере*
числены выше для / (О).

х) Для краткости, говоря, что функция непрерывна в промежутке 0 <; О <; 2я,

мы подразумеваем, что функция !не только непрерывна в этом промежутке, но и что-

ее значения на концах промежутка равны между собой.
2) Сказанное ниже остается справедливым, если относительно v-й производной

мы предположим только, что она имеет ограниченную вариацию.
3 ) Доказательство см., например, в курсе В. И. Смирнова [1] , т. I I .
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Уже при v = 1, т. е. в случае, когда функция имеет первую произ-
водную, удовлетворяющую условиям Дирихле, будем иметь:

с

откуда следует, что ряд Фурье для / (д) будет равномерно *) и абсолютно
•сходящимся. Действительно имеем:

2С
| ah cos к® + pft sin Atf | < | ak | + [ рй | < -^ ;

значит, члены ряда (1) меньше по абсолютной величине, чем члены сходя-
щегося ряда с положительными членами, не зависящими от Ь:

1 Ь = 1

I I . РЕШЕНИЕ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ, ОГРАНИЧЕННЫХ ОКРУЖНОСТЬЮ

§ 54. Решение первой основной задачи для круга 2 ). Возьмем начало
координат в центре круга, радиус которого обозначим через R. Пусть
Хп, Yn — заданные компоненты внешнего напряжения, действующего
на окружность L этого круга. Мы будем считать их непрерывными (и одно-
значными) на L и рассматривать как функции полярного угла ft, отсчиты-
ваемого, как и дуга s, от положительной оси Ох.

Положим согласно формуле (3) § 41:

Xn + iYn) ds = iR J (Xn + iYn) dik (1)

Мы знаем, что для существования регулярного решения функции
/i и /2 должны быть непрерывными и однозначными на L (§ 41, п. 2), т. е.
должно быть

jj (Хп + 1У»)<Ю = 0 (2)
о

(условие равенства нулю главного вектора). Кроме того, условие равен-
ства нулю главного момента (§ 41):

J) Равномерная сходимость обеспечивается уже непрерывностью функции / (•&)
и условием, чтобы эта функция была ограниченной вариации (или, в частности, чтобы
она удовлетворяла условиям Дирихле).

2) Различные решения этой задачи даны многими авторами. В § 80 будет дано
более простое, но менее элементарное решение.
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принимает в нашем случае вид

[ (— Д sin ft + /2 cos •&) dfl = 0. (3)
0

Мы будем считать условия (2) и (3) выполненными.
Граничное условие (2) § 41 напишется так (если в нем положить

•const = 0):

--fi + if2 на L; (4)

мы применяем здесь для точек границы L то же обозначение z, что и для
внутренних точек области.

Выражение /j + if2 мы можем представить в виде ряда
+ 00

/i + »/2 = S Апв™, (5)
— оо

коэффициенты которого вычисляются по правилу § 52; поэтому мы будем
считать эти коэффициенты заданными.

Функции ф (z), г|) (z), как мы знаем, должны быть голоморфны внутри
L, причем можно считать на основании сказанного в § 41, что ф (0) = 0.
Значит, функции ф (z) и 1(з (z) должны разлагаться при | z | < R в степен-
ные ряды вида

со со

ф(2)= 2 akz\ i | ) (z)=2 a'hz
k; (6)

fe=l ft=0

в первом ряду отсутствует постоянный член вследствие условия ф (0) = 0.
Имеем далее:

ф Ч У 2 ft, ^ ( ) 2 л ( )

Предполагая, что указанные ряды сходятся не только внутри, но и
ва L, и внося их в (4), получаем:

оо оо оо

2 ahz
h-\z 2 *aAzfe-1+ 2 flk^^/i + i/2 на Z.

fc=l fe=l й = 0

Но на окружности L имеем: z = Re1®, z = Re'1®. Внося эти выраже-
ния в предыдущую формулу и замечая, что

со оо оо

z- 2 АаА?-1= 2 W?he-<fc-2)io = ^д в 1*+ 2
h = l fe=l fe=0

получаем, принимая во внимание формулу (5):

со оо

2 afti?Vfeo + a1/?e*o+ 2 (к + 2)
h=l ft=0

ft=0 -00
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Сравнивая коэффициенты при e i i9, получаем:

iR = AL, а^ + а^-^-. (7)

Сравнивая коэффициенты при егп® (п > 1), получаем:

anR
n = An{n>\).

Наконец, сравнивая коэффициенты при e~in® (n > 0), получаем:

n=A_n(n>0). (8)

Равенство (7) возможно только в случае, если величина Ai действи-
тельна, так как a1

Jrai = 2a1 ; где а4 — действительная часть коэффици-
ента а4. Итак, для возможности решения задачи должно быть:

Ai = действительная величина. (9)

Значение этого условия мы выясним ниже.
Если это условие выполнено, то действительная часть ai коэффициен-

та ai определится формулой

Ree^a^A. (Ю)

Мнимая часть коэффициента at остается, как и можно было ожидать,
неопределенной, ибо она есть мнимая часть ср'(О), которую можно фикси-
ровать произвольно (§ 41), например положить равной нулю.

Далее, коэффициенты ап (га > 1) определяются из формулы (7'):

ап = ^г ( п > 1 ) , (И)

и, наконец, коэффициенты^ (п > 0) — из формулы (8) (в которой нужно
заменить все величины сопряженными):

^ = ̂ _ ( „ + 2 ) ^ ( п > 0 ) . (12)

Таким образом, все коэффициенты разложений (6) определены и зада-
ча может считаться решенной, если только будет показано, что найденные
ряды для ф (z), ij) (z) действительно удовлетворяют условиям задачи.
К этому вопросу мы сейчас вернемся, но прежде выясним смысл условия (9).
Имеем (см. § 52):

2л

о
2я 2я

/j cos •& + /;> sin •d)*& +i [ (/2cosd — /4 sin ft) dd.
о о

Значит, условие (9) сводится к условию (3), которое выражает, что глав-
ный момент внешних усилий равен нулю.

Остается выяснить вопрос, действительно ли удовлетворяют найден-
ные ряды для ф (z) и i|> (z) всем условиям задачи. Мы дадим положитель-
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ный ответ на этот вопрос, ограничиваясь для простоты случаем, когда
функции Хп и Yn не только непрерывны, но и имеют первые производные,
удовлетворяющие условиям Дирихле *). Легко показать, что при этом
условии ряды

•будут абсолютно и равномерно сходящимися на самой окружности L,
а значит, и внутри L. Следовательно, функции ф, г|), ф' будут непрерывны-
ми вплоть до контура и найденное решение — регулярным.

Для доказательства сходимости предыдущих рядов на L рассмотрим
ряды, составленные из модулей их членов при \z\ = R:

Так как Хп и Yn имеют первые производные, удовлетворяющие услови-
ям Дирихле, то функции /t и /2 имеют вторые производные, удовлетворяю-
щие условиям Дирихле. Поэтому на основании сказанного в § 53 полу-
чаем:

где С — некоторая постоянная. Используя эти неравенства, на основа-
нии формул (И) и (12) легко выводим

где С", С" — некоторые постоянные. Отсюда непосредственно следует
сходимость рядов (а), а следовательно, равномерная и абсолютная сходи-
мость рядов для ф, ф', г|).

З а м е ч а н и е . Решая задачу, мы воспользовались граничным усло-
вием в виде (2) § 41. Мы могли бы воспользоваться и условием в виде
(23) того же § 41. Предоставляем сделать это читателю (ср. § 56, где ана-
логичная задача будет решена именно этим способом).

§ 55. Решение второй основной задачи для круга2). Это решение
совершенно аналогично предыдущему. Именно, из условия (1) § 41 имеем:

Иф (г) — гф'(z)— г|) (z) = 2|л (gt -j- ig2) на L. (1)

Представляя заданное выражение 2ц (gt + ig2) в виде комплексного ряда
Фурье

S (2)
h=—оо

J) Нетрудно доказать пригодность решений и при несколько более общих усло-
виях, но мы на этом не останавливаемся.

2) В § 81 будет дано другое решение.
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и внося в формулу (1) разложения (6) предыдущего параграфа, получаем,
как в упомянутом параграфе:

оо оо

к 2 aftflV
ft«—•ojfle*»—2 (k + 2)ah+2R

k+2e-ih*—
h=\ ft=0

CO CO

- 2 a'hR
ke-^ = 2 Ahe^,

ft = 0 - c o

откуда (ср. предыдущий параграф)

R(Kat — aj) = ^ ! , (3)

). (4)

Предыдущими формулами определяются все коэффициенты. Коэффициент-
а{ также вполне определяется формулой (3), в противоположность случаю-
предыдущего параграфа х ). Именно, из равенства (3) и равенства, полу-
чаемого переходом к сопряженным значениям, следует:

откуда

а, =

(вспомним, что всегда у. > 1).
Как в предыдущем параграфе, легко покажем, что найденные ряды

действительно удовлетворяют условиям задачи, если, например, gx и gz

имеют производные второго порядка, удовлетворяющие условиям Дири-
хле.

§ 56. Решение первой основной задачи для бесконечной плоскости
с круговым отверстием 2). Эту задачу можно решить методом, совершенно
аналогичным методу § 54. Однако для разнообразия мы решим ее, приме-
няя граничное условие в виде (23) § 41.

Пусть начало координат взято в центре отверстия радиуса R. При
этом условии и при обозначениях § 39 будем иметь 3 ) :

гг — irfr = N — iT на обводе отверстия, (!)•

х) Этого следовало ожидать, так к а к в случае задачи I I нельзя произвольно-

фиксировать мнимую часть ф' (0).
2) В § 82 эта задача будет решена иным методом д л я более общего случая эллип-

тического отверстия. См. также § 87а.

3) Легко проверить справедливость равенства (1), т. е. справедливость равенств

Определение гг и гд дано в § 39. Н е надо упускать из виду, что оси (г) и (д) н а п р а в -

лены в нашем случае противоположно и и г. Зато гг и гФ относятся к н а п р я ж е н и ю ,

действующему со стороны, противоположной направлению л.
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где N ш Т (см. § 41, п. 6) обозначают проекции внешнего напряжения, дей-
ствующего на окружность L отверстия, взятые соответственно на нормаль
га, внешнюю по отношению к телу (т. е. направленную к центру отверстия),
и на касательную t, направленную влево, если смотреть вдоль положитель-
ного направления нормали.

Условие (23) § 41 может быть получено непосредственно из формулы
(5) § 39, которая дает х):

~ z) + W(z)]=N — iT на L. (2)

Обратимся теперь к формулам (4), (5) и (7) § 36 и заметим, что в нашем
случае разложения (7) § 36 имеют место во всей области S, т. е. вне окруж-
ности L (см. замечание в конце § 36). Дифференцируя упомянутые форму-
лы, получим для Ф (z) = ф' (z) и Y (z) = i|>'(2) разложения вида:

со оо

Ф(г)= 2 ahz-\ ¥(z) = 2 akz-k; (3).
ft=0 ft=0

мы ввели здесь обозначения для коэффициентов, отличные от обозначений;
§ 36.

В частности, в предыдущих формулах коэффициенты а0, а'о, аи а'ь
имеют следующие значения:

ао = Г = Б, ао = Г = В' + (С\ (4)

а _ а

2я(1+х) ' 1 2я(1

мы считаем, что мнимая часть Г положена равной нулю, на что мы имеем
право.

Формулы (5) не нужны нам для решения задачи. Надо, конечно,
только использовать условие однозначности смещений, которое в нашем
случае выразится формулой 2)

ха4 + «; = 0. (6)
Подставляя выражения (3) в формулу (2) и считая, что ряды сходятся

на самой окружности L, получаем после очевидных преобразований
(ср. § 54):

R R R Ь o/t+2 e -
fc=0 fe=0 fe=0

= N — iT на L. (7)-

Разложим заданную на L функцию N — iT в комплексный ряд Фурье

N — iT= 2 Ake
ih<>. (8)

J) В формуле (23) § 41 вместо е2г® было бы е 2 ш , где a = d ± я есть угол, состав-

ляемый нормалью п с осью Ох. Но е 2 г * = е 2 ш , так как е ± 2 л г = 1.
2) См. формулу (7) § 35. Величины, обозначенные там через Yft и y'k, относятся

к контуру ift. Теперь у нас только один контур L = L^\ величины Yft и Y* § 35 суть-

величины, обозначенные теперь через aj и а[.
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Внесем это выражение в правую часть формулы (7) и сравним коэффи-
циенты при различных степенях ei&. Сравнение постоянных членов и
коэффициентов при е**, e2 i* дает:

О„ а 2 _ л а1 а1 _ Л а2 п' — А /О\
ла0 Д Г " — Л 0 1 д" ~д~— Ali -Цр ао — л2- \у)

Сравнение коэффициентов при еы® (п > 3) дает:

| £ = Л П ( » > 3 ) . (10)

Наконец, сравнение коэффициентов при e~ini9 ( я > 1 ) дает:

Формулы (10) определяют коэффициенты а„, начиная с а3

:

an = 4 n i ? " («>3) . (12)
Далее, мы знаем, что

ао = Г, а ; = Г\ (4')

где Г, F' — заданные величины, характеризующие распределение напря-
жений на бесконечности. Значит, последняя из формул (9) определит а2:

a2 = f'R2 + A2R
2. (13)

Для определения «i и а[ необходимо принять во внимание условие (6)
однозначности смещений, которое вместе со второй из формул (9) дает:

A,R , xAiR

a a1 1+x 1 1+x

Согласно первой из формул (9) получим:

а; = 2ГД 2 —A 0 R\ (15)

и, наконец, формула (11) определяет все коэффициенты а'п, начиная с а'3:

a'n^(n — l)R*an-2—RnA-n+2 (n>3) . (16)

Таким образом, задача определения коэффициентов решена.
При помощи элементарных рассуждений, таких, как в § 54, легко

показать, что если функции N и Т имеют вторые производные, удовле-
творяющие условиям Дирихле, то ряды, полученные для Ф (z), Ф' (z),
W (z), будут равномерно и абсолютно сходящимися на L (а следовательно,
и вне L), откуда непосредственно вытекает, что они решают задачу.

З а м е ч а н и е . Если бы мы исходили не из граничного условия (2),
а из условия (2) § 41, то получили бы для ср (z), о)з (z) ряды, относительно
которых могли бы показать элементарным способом, примененным в § 54,
что они решают задачу, если Хп и У„ имеют только первые производные,
удовлетворяющие условиям Дирихле.

Таким образом, при применении граничного условия (23) § 41 [усло-
вие (2) настоящего параграфа] приходится налагать на задаваемые функ-
ции более ограничительные условия, чем в случае условия (2) § 41. Однако
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легко видеть, что эти дополнительные ограничения обусловливаются не
существом дела, а применяемым элементарным методом доказательства
пригодности решения. В самом деле, почти очевидно (и это легко прове-
рить непосредственно), что, исходя из условий (2) § 41, мы найдем для
<р (z), г|э (z) ряды, получающиеся почленным интегрированием рядов для
Ф (z), ^¥ (z), найденных в настоящем параграфе. Но раз ф (z), i|) (z) удовле-
творяют условиям задачи, то, очевидно, и функции Ф (z) = ф'(г), У (z) =
= я|/ (z) решают задачу.

§ 56а. Примеры. 1 . О д н о с т о р о н н е е р а с т я ж е н и е п л а -
с т и н к и , о с л а б л е н н о й к р у г о в ы м о т в е р с т и е м . Пусть
края кругового отверстия свободны от внешних напряжений и пусть на
бесконечности действует растягивающее напряжение р в направлении
оси Ох:

Тогда, как показывают формулы (10) § 36 (вспомним, что, по условию,
С = 0),

Г = | , Г ' = - ^ | . (1)

Далее, так как на контуре N — IT = 0, то в формулах § 56 надо поло-
жить Ak = 0 при всех к. При этих условиях из формул (12) я (16) § 56
находим:

ап = 0 (w>3); a'n = 0 (ге>5).

Далее, из формул (4), (14), (13), (15), (16) § 56 (из последней при п = 3
и 4) следует:

4 2 2

t*2 Q * 3 * 4 9 '

Следовательно, будем иметь окончательно:

и задача решена *).
Найдем теперь компоненты соответствующих напряжений в поляр-

ных координатах.
Формулы (4) § 39 дают, если положить z = re i 0 :

^ c o s 2 f t ),

У - r H - 2ir&= 2 [гФ' (Z) + W (z)] e2i» = (3)

x) Впервые эта задача была решена Киршем (Kirsch) (Ztschr. d. Ver. d. Ing., 1898)
совершенно иным путем. Ср. еще решение Г. В. Колосова [1], стр. 20—24. В § 82а
будет дано решение для эллиптического отверстия.
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откуда, отделяя действительные и мнимые части и комбинируя с (3),
получим окончательно:

На контуре отверстия (т. е. при г = R), как и следовало ожидать,

Значения М на контуре даны формулой

М = р ( 1 — 2cos2§) на L.

Максимальные значения ЪЬ получим при cos 2# = — 1 , т. е. при

= ±— •

они равны

т. е. утроенному значению растягивающего напряжения.
Для нахождения смещений вычислим функции

ф (z) = \ Ф (z) dz, г|з (z) = \ Y (z) dz.

Получаем, отбрасывая несущественные постоянные:

Тогда на основании формулы (3) § 39 будем иметь:

R i s (2')

2ц (vr + iv#) = е-™ [хф (z) — гф' (z) — я|з (z)] =

откуда, отделяя действительные и мнимые части, получаем:

2. В с е с т о р о н н е е р а с т я ж е н и е . Еще проще решается
задача о всестороннем растяжении пластинки, ослабленной круговым
отверстием, когда на бесконечности

•у(°°) v(°°) n Y<-co'> Л
-л-х —Ху —Р> Л у = U .

Тогда на основании формул (10) § 36 будем иметь:

Г = | , Г' = 0,
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и совершенно так же, как в предыдущем примере, получим, что

ао = -§-. а г — PR2

и что все остальные коэффициенты разложений функций Ф (z), W (z) рав-

ны нулю. Значит,

и

, )_P_z . , , рВ^ f 5,v

Напряжения и смещения вычисляются, как в предыдущем примере,

по формулам (4) и (3) § 39, из которых непосредственно имеем:

Я>=о, (6)

|. (6')

Это решение можно было бы получить непосредственно и из решения
предыдущего примера, налагая два односторонних растяжения соответ-
ственно по осям Ох и Оу.

3. Р а в н о м е р н о е н о р м а л ь н о е д а в л е н и е , п р и л о -
ж е н н о е к о б в о д у . к р у г о в о г о о т в е р с т и я . Рассмотрим
теперь случай, когда обвод отверстия подвержен равномерному нормаль-
ному давлению Р, а на бесконечности напряжения равны нулю. Тогда
мы будем иметь:

N=-P, Т = 0, Г = Г' = 0.

В формуле (8) § 56 будем иметь:

Ао=-Р, Ak = 0 (кфО);

в соответствии с этим на основании формул § 56 легко получаем, что

и что все остальные коэффициенты разложений Ф и ¥ равны нулю. Значит,
мы будем иметь:

<p(z)=O, №)=-*£-, (7)

на основании чего легко получаем, как и выше, что

м
4. С о с р е д о т о ч е н н а я с и л а , п р и л о ж е н н а я в т о ч -

к е н е о г р а н и ч е н н о й п л о с к о с т и . Пусть на бесконечности

напряжения равны нулю (Г = Г' = 0), а напряжения, приложенные
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к контуру кругового отверстия, имеют постоянную величину и на-
правление:

Х ¥ ( 8 )

где X, У — постоянные. Очевидно, (X, У) — главный вектор внешних
усилий.

При этих условиях нормальное и касательное напряжения N, Т
определяются формулами *):

откуда
^i& N iT ^ ( Х — г У ) е ^ на контуре.

Значит, в формуле (8) § 56 не равен нулю только один коэффициент:

Ai~ 2лЯ '

и по формулам (14) и (16) (при п = 3) того же параграфа будем иметь:

„ ,._ x + i Y , _K{X-iY) , X + iY
1 — 2я(1 + х) ' 1 — 2я(1+х) ' 3 ~

все остальные коэффициенты а„, а'п равны нулю
Таким образом, нашу задачу решают функции

Ф Ы - x + i Y i 4 F / 7 ^ 4 ( Z - ' Y ) 1

Предположим теперь, что радиус отверстия беспредельно умень-
шается, а напряжение (Хп, У„) беспредельно возрастает так, что главный
вектор (X, У) остается неизменным. Тогда предыдущие формулы прини-
мают вид:

Ш ^ ~ 2я(1 + х) 2' Т ^ ~ 2я(1+х) Т • ^

При указанных условиях мы будем говорить, что в точке О при-
ложена сосредоточенная сила (X, У). Напряженное состояние, соответ-
ствующее действию сосредоточенной силы, определяется функциями
Ф, W, которые даются формулами (9).

Вычисление компонент напряжения и смещения никаких затруднений
не представляет. Например, компоненты напряжения в полярных коорди-
натах будут даны формулами (вычисления производятся, как в преды-
дущих примерах):

<^>_ х —1 X cosfl + У sin ft
r

'"•£• У. — 1 X s in ft—У cos ft i

** = 2n(* + l) ' • J
x) He забудем, что нормаль п к контуру направлена к центру, так что она состав-

ляет с осью Ох угол ft ^ я.
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З а м е ч а н и е . Если мы рассматриваем тонкую пластинку («обоб-
щенное плоское напряженное состояние»), то в предыдущих формулах,
вместо х, надо взять

»_ 3 —о
Х - 1 + о

(см. § 32) и, кроме того, под X, Y следует подразумевать величины
У (О)

~2h~ ' ~2й~'

где XW и У(°) —• компоненты сосредоточенной силы, приложенной к пла-
стинке, a 2h — толщина пластинки. Действительно, не надо забывать, что
X и Y рассчитываются на единицу высоты пластинки.

5. С о с р е д о т о ч е н н а я п а р а . Рассмотрим теперь случай,
когда к краю отверстия приложено постоянное касательное напряжение
Т. Напряжения же на бесконечности пусть будут равны нулю. В этом
случае будет:

г г = 0, г& = Т на контуре,

и в разложении (8) § 56 только один коэффициент Ао = —iT будет отли-
чен от нуля.

Формулы § 56 дают:

все остальные величины ап, а'п обращаются в нуль. Следовательно, вводя
обозначение

2л '

будем иметь:

<P(Z) = O, W(z)=-^±-. (10)

М, очевидно, обозначает главный момент (относительно центра) внешних
усилий, приложенных к обводу отверстия. Эти формулы остаются спра-
ведливыми и в предельном случае, если уменьшать беспредельно R и
увеличивать Т, так, однако, чтобы момент М оставался постоянным.
В этом предельном случае формулы (10) определяют то, что мы будем
называть действием на бесконечную плоскость сосредоточенной пары
с моментом М, приложенной в начале координат.

Простые вычисления дают для компонент напряжения:

^ 7 ^ ^ (И)

Ср. еще замечание в конце предыдущего примера.

§ 57. О сосредоточенных силах вообще. В § 56а (пример 4) мы нашли
выражения для функций Ф и ? , соответствующих сосредоточенной силе,
приложенной (в начале координат) к неограниченному телу. Пусть теперь
область £ имеет любую форму и пусть, кроме усилий обычного типа,
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которым соответствуют функции Ф н 1 , голоморфные в S, на тело дей-
ствует сосредоточенная сила (X, Y), приложенная, скажем, в точке z = 0.
Действие этой сосредоточенной силы налагается на действие напряжений
обычного типа, и поэтому вблизи точки z = 0 функции Ф и Т будут иметь
вид [см. формулы (9) § 56а]:

где Фо и Wo — голоморфные функции в окрестности точки z — 0. Если
сосредоточенная сила приложена не в точке z = 0, а в произвольной точке
z = z0, то, взяв временно z0 за начало вспомогательной системы коорди-
нат, будем вместо формулы (1) иметь:

где zt = z — z0. Возвращаясь к старой системе, получаем по формулам
(3) и (4) § 38:

• хр
(2)

v ' " 2я(1 + х) z—z0 2JI(1+K)(Z—Z

Индексом 0 отмечены функции, голоморфные в окрестности точки z = z0.
Для функций ф и я|э получаем, интегрируя:

x + iY _ _
(3)

Совершенно аналогичным путем для сосредоточенной пары, приложенной
к точке z = z0, получаем, исходя из формул (10) § 56а:

^ ^ z), (4)

. _ _ Ш 1 _

Мы видим, что место приложения изолированной сосредоточенной си-
лы или пары есть изолированная особая точка функций ф, ijj, Ф, Ч'. Обрат-
но, каждую изолированную особую точку z0 = х0 + iyQ этих функций
(если мы вообще допустим существование таких точек) можно рассматри-
вать как точку приложения сосредоточенных сил и пар. Чтобы определить
аналитический характер функций ф и г|з в окрестности этой точки, достаточ-
но применить рассуждения § 35, выделив точку z0 достаточно малым
замкнутым контуром Lo и рассматривая этот контур как одну из границ
области S. Тогда на основании § 35 будем иметь в окрестности точки
z = zn:

In i
(6)
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где ф* и г|з* однозначны около точки z0; X, Y суть компоненты главного
вектора внешних усилий, приложенных к контуру Lo (или к любому
другому контуру, окружающему точку z0).

Функции ф*, о|;*, однозначные в окрестности изолированной особой
точки z0, могут быть представлены рядами Лорана:

Ф* = 2 (an + i%)(z-z0)
n, г|У = 2 (a; + *p;)(z —zo)

B. (7)
— OO — ОЭ

Простой подсчет, основанный на формуле (5) § 33, показывает, что
главный момент относительно начала координат усилий, приложенных
к Lo (с внутренней стороны), равен (если контур бесконечно мал)

0 = 2jxp_iH IJ^ = 2яР-!— 1 + х f-zor —УоХ. (о)

Если принять во внимание, что главный вектор этих усилий есть
(X, Y), то для главного момента М относительно точки z0 по известной
формуле механики получим:

М = Мо-(хоУ-уоХ) = 2лр_1-
Хо\-у

к

оХ . (9)

Значит, точка z0 есть точка приложения сосредоточенной силы (X, Y)
и сосредоточенной пары с моментом М.

Однако, как мы видим, задание X, Y и М еще далеко не определяет
особенностей функций ф и 1|з. Действительно, в разложениях (7) коэффи-
циенты при отрицательных степенях z — z0, которые и характеризуют
особенности функций ф и г|з, могут быть какими угодно (лишь бы ряды
сходились), за исключением мнимой части коэффициента a'_j + ipij,
определяемой формулой (9).

Итак, вопрос об особенностях, вызываемых действием сосредоточен-
ной силы и пары, является в широкой мере неопределенным, если не вво-
дить добавочных условий.

Если выше мы и получили вполне определенные выражения для этих
особенностей [см. формулы (2)—(5)], то только потому, что ввели сосре-
доточенную силу и пару путем определенного предельного перехода.

Точно такие же выражения получаются и при ряде других предель-
ных переходов. В качестве одного из простейших примеров, более или
менее точно воспроизводящих обычные условия приложения «сосредото-
ченных» силы и пары, укажем на следующий. Представим себе, что в кру-
говое отверстие, просверленное в бесконечной пластинке, вставлена жест-
кая шайба того же радиуса и спаяна с пластинкой вдоль своей окружности.
Пусть на эту шайбу действует некоторая сила и пара (в плоскости пла-
стинки). Решение задачи упругого равновесия пластинки при этих усло-
виях будет дано ниже 1 ) . Если мы станем беспредельно уменьшать радиус

х) См. § 83а, примеры 3 и 4; там дано решение для более общего случая эллип-
тической шайбы.
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шайбы, оставляя неизменными силу и пару, то упомянутое решение даст
в пределе результат, совпадающий с полученными выше результатами.

В дальнейшем, говоря о сосредоточенных силах и парах, прило-
женных к внутренним точкам, мы будем считать, что соответствующие
им особенности выражаются формулами (2) — (5).

Аналогично, говоря о сосредоточенных силах, приложенных к гра-
нице, мы будем иметь в виду случай, описанный в § 43.

З а м е ч а н и е . В окрестностях точек приложения сосредоточенных
сил Компоненты напряжения и смещения перестают быть ограниченными,
что, очевидно, не допустимо с физической точки зрения; помимо этого,
сами уравнения теории упругости перестают быть справедливыми для
этих окрестностей.

Однако полученные для подобных случаев решения могут быть с успе-
хом использованы на практике, если применять их к частям тела, не слиш-
ком близким к местам приложения сосредоточенных сил.

Кроме того, следует иметь в виду, что в местах приложения сосредо-
точенных сил (вернее, конечных сил, приложенных к весьма малым участ-
кам) могут образоваться небольшие пластические зоны, что приводит
к перераспределению напряжений в этих зонах и ликвидирует особен-
ности.

Аналогичное имеет место и для сосредоточенных пар.

§ 57а* Применение к случаю наличия объемных сил. Приведенные
выше формулы можно применить к нахождению частных решений уравне-
ний плоской теории упругости при наличии объемных сил, что дает воз-
можность привести эти уравнения к уравнениям для случая отсутствия
объемных сил (§ 28). Для этого можно поступить, например, следующим
образом. Отбросив в формулах (2) и (3) § 57 слагаемые Фо, 4%, ф0, тр0, мы
получим некоторое частное решение (при отсутствии объемных сил),,
соответствующее действию сосредоточенной силы (X, Y), приложенной
в точке г0 = х0 + iy0.

Компоненты смещения, соответствующие этому решению, даются фор-
мулой

; [I + W Щ [(*-„) (i-z,)] + £=^ | 5 g , (1)g
вытекающей из формулы (1) § 32 и из формул (3) § 57.

Аналогично могут быть вычислены компоненты напряжения на осно-
вании формул (9), (10) § 32 и формул (2) § 57.

Возьмем теперь, вместо X ж Y, величины X (х0, у0) dS0, Y (х0, у0) dS0,
где X (х0, у0) и Y (х0, у0) — некоторые (действительные) функции точки
х0, у0, a dS0 = dxodyo —(бесконечно малый) элемент площади, заключаю-
щий эту точку. Мы получим тогда компоненты смещений и напряжений,
(приближенно) соответствующих действию объемных сил [с компонентами
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X (х0, у0), Y (х0, у0)] на часть тела, соответствующую элементу dS0. Про-
суммировав полученные значения по всем элементам dS0, мы получим,
как легко предвидеть, некоторое частное решение, соответствующее дей-
ствию объемных сил (X, Y) на рассматриваемое тело в целом.

В частности, для компонент смещения получим:

2ц (в + iv) = — 25Г

Соответствующие компоненты напряжения могут быть вычислены
либо непосредственно, аналогичным предыдущему путем, либо при помо-
щи выражений для компонент напряжения через компоненты смещения,
которые даются формулой (2) (см. также Добавление IV в конце книги).
Можно непосредственно проверить, что при достаточно общих предполо-
жениях относительно функций X (х0, у0), Y (х0, у0) мы действительно
получим некоторое частное решение рассматриваемых уравнений.

§ 58. Некоторые случаи равновесия бесконечной пластинки со вста-
вленной круговой шайбой из другого материала г). При помощи простого
видоизменения формул, полученных в § 56а, легко решить ряд задач,
важных с точки зрения технических приложений, касающихся равнове-
сия бесконечной пластинки с круговым отверстием, заполненным шайбой
из того же или из другого материала (также однородного и изотропного).

Для решения некоторых из этих задач нам придется воспользоваться
решением задачи о равновесии упругой круглой (сплошной) шайбы под
влиянием равномерного нормального давления, распределенного по обво-
ду. Это решение уже указано нами для шайбы произвольной формы в § 41а
(п. 2); для нашего случая его, конечно, можно сразу получить из формул
§ 54, но проще всего воспользоваться тем фактом, что условия задачи
будут, очевидно, удовлетворены, если положить:

Хх=—Р, Yy——Р, X у = 0 (1)

(во всей шайбе), где Р обозначает величину постоянного давления, прило-
женного к обводу 2).

*) Рассматриваемые здесь задачи являются частными случаями задач о равно-
весии упругих однородных тел из различных материалов, разграниченных концен-
трическими окружностями. Некоторые указания на работы, касающиеся этих задач,
будут даны в § 59а, п. 3.

2) Действительно, при таком распределении напряжений, напряжение, дей-
ствующее на произвольным образом ориентированный элемент, сводится к нормаль-
ному давлению Р\ это непосредственно следует из формул (8) § 8. Значит, в частности,
и контур подвержен нормальному давлению Р. Сказанное остается в силе и в случае
шайбы произвольной формы.
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Легко проверить, что функции Ф (z), W (z), ф (z), \p (z), соответствую-
щие напряженному состоянию (1), имеют вид (если отбросить несущест-
венные произвольные слагаемые, влияющие только на жесткое пере-
мещение):

ф ( * ) = _ * . , ¥ ( z ) = 0 , q , ( z ) = _ * £ , ^(z) = 0. (2)

Полярные компоненты напряжений и смещений легко вычисляются
по формулам (4) и (3) § 39, которые дают:

^ = М = — Р, г& = 0; (3)
Р (х — 1) г А , о / .

Перейдем теперь к решению намеченных задач.
1. Б е с к о н е ч н а я п л а с т и н к а с к р у г о в ы м о т в е р -

с т и е м , в к о т о р о е в л о ж е н а у п р у г а я к р у г о в а я
ш а й б а , и м е в ш а я п е р в о н а ч а л ь н о н е с к о л ь к о б о л ь -
ш и й р а д и у с . Мы будем предполагать, что трение между шайбой
и пластинкой отсутствует, так что взаимодействие этих тел сводится
к нормальному давлению на обводы шайбы и отверстия. Ввиду полной
симметрии давление это будет постоянным вдоль контуров. Поэтому оче-
видно, что решение нашей задачи может быть составлено из решения при-
мера 3 § 56а — для пластинки с отверстием и из только что полученного
решения (3), (3') —• для шайбы, если удастся вычислить величину давле-
ния Р, которое оказывают друг на друга пластинка и шайба.

Пусть шайба имела в недеформированном состоянии радиус R + г,
где R — радиус отверстия в пластинке до деформации 1). Будем отмечать
значком 0 все элементы (упругие постоянные, компоненты напряжения
и пр.), относящиеся к шайбе. Например, vn

r будет обозначать радиальное
смещение точки шайбы, тогда как vT — радиальное смещение точки окру-
жающей пластинки.

Из условия задачи вытекает, что после того, как шайба вложена
в отверстие, вдоль общей границы шайбы и пластинки должно быть 2)':

уР —i;? = e. (4)

Но на основании формул (7') § 56а и формул (3') настоящего параграфа
мы имеем:

J) Мы, разумеется, считаем е малой величиной того же порядка, что и допу-
скаемые смещения.

2) Радиальное смещение vr точки обвода шайбы можно представить себе соста-
вленным из радиального смещения — е, необходимого для того, чтобы уменьшить
радиус шайбы до величины R, и из смещения vT, которое она совершает вместе с точ-
кой обвода отверстия, с которой она соприкасается. Значит, v°r = — е -f- vT, откуда
и следует формула (4).
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Полагая в этих выражениях х) г = R и подставляя их в соотношение

(4), находим:

PR Р ( х о - 1 ) Д

~ '
откуда и получаем значение Р:

Р--
1)]- (5)

Таким образом, задача решена.
В случае абсолютно жесткой шайбы, вместо соотношения (4), мы

-будем иметь условие
vr = e, (4')

откуда, так же, как и выше, получаем:
г»

(5')х - д •

Это же значение Р мы получили бы, полагая, что в формуле (5) ^ 0 =
= оо, а и 0 — конечная величина.

В этом случае формулы (7') § 56а дают для пластинки:

(6)

|

2. Р а с т я ж е н и е п л а с т и н к и с о в л о ж е н н о й и л и
в п а я н н о й ж е с т к о й ш а й б о й . В § 56а (пример 1) мы получили
решение задачи о растяжении пластинки, ослабленной круговым отверсти-
ем радиуса R. Функции <р (z), oj? (z), дающие решение этой задачи, могут
быть переписаны так:

п f RR2"

где
Р = 2, Y = 1 . б = — 1 . (8)

Напряжения и смещения, соответствующие этим функциям ф (z)
и ajj (z), каковы бы ни были действительные постоянные р, Y> S» легко
вычисляются на основании формул (4) и (3) § 39 (ср. аналогичные вычи-
сления в § 56а):

гг = -
г

р
2 С '

у Д !

Г 2 |

} Д 2

7-2

Г 2РД
V 1 7-2

Г . 36 Л

, ЗбД4 Л
' г* )

2 3^

i N

- J со

sin 2

д*-\

s2d ]•

2д] ,

(9)

J) В сущности для точек обвода шайбы следовало бы взять г = Д -f- 8, но ввиду
иалости е это не имеет значения.
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(10)

Если постоянные р, у, б имеют только что указанные значения (8)г

то мы получаем найденное раньше решение задачи растяжения пластинки,,
ослабленной круговым отверстием. Придавая же этим постоянным другие
(действительные) значения, можем получить решение других задач, пред-
ставляющих не меньший интерес.

Так, например, легко получить решение задачи о растяжении пла-
стинки, в которой до деформации было вырезано круговое отверстие
и заполнено абсолютно жесткой шайбой того же радиуса R.

Предположим сперва, что жесткая шайба спаяна с окружающей пла-
стинкой вдоль обвода. Мы можем считать, что при растяжении пластинки
жесткая шайба осталась на месте; действительно, в противном случае
достаточно было бы сообщить всей системе жесткое перемещение, чтобы
вернуть шайбу на старое место. Тогда условия задачи выразятся форму-
лами

vr = 0, vd = 0 при т-= Д. (И)

Задача будет решена, если удастся так подобрать постоянные р, у, б,
фигурирующие в формулах (9) и (10), чтобы были соблюдены условия (И).
На основании формул (10) из этих условий следует:

х—1 + 2у = 0, (х + 1)Р + 2 + 26 = 0, (х— 1)р 4-2 — 26 = 0,

откуда легко находим:

Р=Чг« Y=-'^- 1, 6 = 4 , (12)

или, вспоминая, что х = (к + 3[х) /(X + ц),

и задача решена г).
Так же легко решить задачу, когда шайба не впаяна в отверстие,

а вложена, предполагая, что между шайбой и окружающей пластинкой
трение отсутствует. Тогда вместо условий (11) будем иметь 2 ):

vr = 0, 7& = 0 при r = R. (13)

J) He трудно решить задачу и в том предположении, что на впаянную жесткую
шайбу действуют произвольно заданные сила и пара. См. § 83а, где задача решена
и для эллиптической шайбы.

2) В рассматриваемом случае мы не можем утверждать, что v$ = 0 на контуре,
ибо точки обвода отверстия могут свободно скользить по обводу шайбы.
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Так же, как в предыдущем примере, легко убедимся, что условия
{13) будут удовлетворены, если в формулах (9) и (10) взять:

о 4 х—1 s у. — 1

Р У б

или

*~ Я + м-

ж задача решена.
Следует заметить, однако, что первое из условий (13) предполагает,

что материал пластинки вдоль всего обвода вплотную прилегает к шайбе,
нигде не отставая от нее; при ином предположении задача делается зна-
чительно труднее г). Не трудно убедиться, что при найденных в этом
предположении значениях (14) для В, у, б нормальное напряжение гг
в некоторых местах обвода принимает положительные значения, т. е. что
в некоторых местах шайба не давит на окружающий материал, а тянет
•его к себе. Но это невозможно физически, ибо шайба и пластинка
не спаяны.

Чтобы сделать задачу физически возможной, достаточно, например,
предположить, что радиус жесткой шайбы несколько больше, чем был
радиус отверстия до растяжения пластинки и до того, как в нее была вло-
жена шайба. Решение, соответствующее этому предположению, мы полу-
чим, налагая только что полученное решение и решение, даваемое форму-
лами (6). В этих последних формулах следует взять е настолько большим,
чтобы вдоль всего обвода мы имели (для решения, полученного нало-
жением двух указанных) rr -< 0.

3. Р а с т я ж е н и е п л а с т и н к и с о в л о ж е н н о й и л и
в п а я н н о й у п р у г о й ш а й б о й . Обобщим теперь предыдущие
результаты, считая, что шайба, вставленная в пластинку, тоже упругая.
Упругие постоянные материала шайбы будем отмечать значком 0; также
будем отмечать значком 0 все элементы, относящиеся к шайбе.

Постараемся удовлетворить условиям задачи, считая, что в области,
занятой пластинкой (т. е. при г > R), упругое равновесие определяется
по-прежнему формулами (7)

а упругое равновесие в области, занятой шайбой (т. е. при г < R), форму-
лами

( 3 ) !>„(*)=—1-6<*. (15)

Такая задача рассмотрена в статье М. П. Шереметьева [1].
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где р\ у, б, ро, у0, ^о — действительные постоянные, подлежащие опре-
делению 1).

Напряжения и смещения, соответствующие функциям ф (z) и гр (z),.
даны формулами (9) и (10).

Напряжения и смещения, соответствующие функциям ф 0 (z) и ipo(z)r

вычисляются по формулам § 39. После элементарных преобразований
имеем:

и

= ЩГ0 {Ро(х 0 —1)+ 2Д,]

Предположим сперва, что шайба впаяна в отверстие и что радиусы
шайбы и отверстия были одинаковы до деформации. Тогда должны быть,
соблюдены граничные условия:

тто = 7т7 г$°=7$, v°r = vr, У& = У<> при г = Д. (18)

Подставляя в эти равенства значения, даваемые формулами (16), (17),.
(9), (10), получаем уравнения, определяющие постоянные р\ у, б, ро,.

Yo» б о :

.Ро = 1—Y, бо = 1-2р-3б, 3 Y o - 6 o = - l - P - 3 6 ,

\i0

Решая эту систему, легко получаем значения искомых постоянных:

ft 2 ( | х 0 — ц ) AJ ^ ( х о — 1 ) — М"о(х—•!) к Н о " " ^

: О ~ 1 ) _ ^ о ( - + 1)'г + ^ ' ( 1 9 )

Обратим внимание на то обстоятельство, что благодаря равенству
= 0 функции ф0 (z) и \р0 (z), характеризующие упругое равновесие-

J) Излагаемый способ решения задачи носит (внешне) искусственный характер,,
так как мы частично заранее предугадываем вид решения. Можно было бы, конечно,
избавиться от всякой искусственности, беря вместо выражений (7) и (15) бесконечные-
ряды. Тогда при решении задачи оказалось бы, что все коэффициенты рядов, кроне
оставленных нами в тексте, равны нулю. Это замечание относится и к остальным при-
мерам этого параграфа.
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шайбы, линейны:

Фо(*) = ^'ро*. Ы з ) = —f-60z; (15')

значит, шайба подвергается однородной деформации. В прямоугольных
координатах компоненты напряжения — постоянные величины; а именно,
как легко вычислить:

В направлении оси Ох шайба подвержена растягивающим усилиям;
в направлении же оси Оу — растягивающим или сжимающим, в зависи-
мости от знака разности р 0 — б0.

В предельном случае \i0 = оо (абсолютно жесткая шайба) получаем
для р1, у, б значения (12); в предельном случае (х0 = 0 (пустое отверстие)
получаем для этих постоянных значения (8). Наконец, если \\, = \и0,
•л — и0, то мы имеем дело со сплошной однородной пластинкой. В этом
случае формулы (19) показывают, что р = у = б = Yo = 0, р о = б0 = 1
и функции ф (z), yp (z), характеризующие равновесие как шайбы, так:
и пластинки, имеют один и тот же вид:

Ф (*) = -!-*, Ч>(2) |-г, (15")

как и следовало, конечно, ожидать.
Перейдем теперь к случаю, когда шайба вложена в отверстие, считая,

что радиусы шайбы и отверстия были одинаковы до деформации и что
трение отсутствует.

Тогда, очевидно, граничные условия имеют вид:

7г° = 7?, г&° = 0, Я> = 0, v% = vr при r = R. (21)

Подставляя сюда значения, даваемые формулами (16), (17) и (9), (10).,
получаем:

Ро = 1 — Y. 60 = 1 — 2 р - 3 6 , 3Y o—6 0 = 0, 1

Решая эти уравнения, получаем г):

(х л I
+ l ) ' и° > ( х о + 3) + цо(Зх + 1)- J

Как легко видеть, значения гг° и гг на некоторых участках границы
получаются положительными, что физически невозможно. Задачу можно

х) Для фактического вычисления удобно применить следующие равенства:

Po = l - Y , <50 = 3Y 0, P = 2 - 3 Y 0 , 6 = - 1
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сделать физически возможной, если на полученное решение наложить
решение примера 1 (ср. сказанное в конце п. 2) г).

Полагая в формулах (22) (д,0 = 0 или ц,0 = оо, получаем для р\ у, б
соответственно значения (8) или (14).

III. РЕШЕНИЕ ДЛЯ КРУГОВОГО КОЛЬЦА

§ 59. Решение первой основной задачи для кругового кольца 2 ).
Рассмотрим случай, когда область S, занятая телом, есть круговое кольцо,
ограниченное двумя концентрическими окружностями Li и L2 радиусов
i?! и R2 (i?i •< R2), с центром в начале координат. Пусть заданы внешние
напряжения, действующие на Li и L2, т. е. заданы значения выражения
г? — irft на Li и на L2 как функции угла •&. Разлагая это выражение как
на Li, так и на L2 в комплексные ряды Фурье, будем иметь:

на Lt, rr—irft^= 2 Akeih* H a U.- (1)
fe=—oo fe= — oo

Граничные условия напишутся так (ср. § 56):

2 Ak ik* при r~Ri,
Ф (z) + Ф (z) — e2 i* [аФ' (z) + Y (z)] = .

На основании формулы (2) § 35

(2)

при г =

где А — действительная постоянная, а функция Ф* (z) голоморфна внутри
кольца и, следовательно, разлагается в ряд Лорана. Функция Y (z) голо-
морфна в рассматриваемой области (§ 35) и, следовательно, также разла-
гается в ряд Лорана. Таким образом, внутри S будем иметь:

Ф(г) = А1пг+ 5jakz
h, Y ( z ) = 2 a'hz

h. (3)
— оо —со

Требование однозначности смещений выражается равенствами (7) § 35 3 ) :

А = 0, ха-1 + а'_1 = 0. (4)

Но мы пока не будем обращать внимания на это условие, что даст нам
возможность получить некоторые интересные результаты.

J) Случай (более сложный), когда шайба может отставать от окружающего мате-
риала, рассмотрен М. П. Шереметьевым в цитированной выше статье [1].

2) Другое решение, при помощи определенных интегралов, опубликовано
Г. В. Колосовым [5].

3 ) В нашем случае имеется только один внутренний контур £ц. При обозначе-
ниях § 35 величины у&, y'k суть коэффициенты при членах вида a In z в разложениях
функций

( р ( 2 ) = 5 ф ( г ) й г и i | > ( 2 ) = I yV(z)dz.

При наших теперешних обозначениях этими членами в функциях <р и г|з будут соответ-
ственно a_j In z и <Ct In z.
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В частности, мы будем пока считать А произвольно заданной действи-
тельной величиной.

Внося выражения (3) в условия (2), получаем после очевидных про-
стых преобразований:

— A+ *2.(l—

+ 0 0 * при г = Hi,

; : п (2')
2 4fteift* при г = R2.

—со

Сравнение членов, не зависящих от Ф, дает:

2A\nRl — А + 2а0 —a'_jR? = A'o, 2AlnR2—A + 2a0 — a:2R;? = Al; (5)

мы ввели здесь предположение, что а0 = а0, т. е. что а0 — действительная
величина, как мы всегда имеем право сделать х).

Сравнение членов при e i f t* дает при к = ± 1 , ± 2 , . . .:

Этим исчерпываются все условия. Исключая из уравнений (5) а'_2, полу
чаем:

АЪЩ-А'0Щ А Л(Д11пД2-Д?1пД!) m
0 2(Д1 —Д?) + 2 Д | —Д? " ^ '

Возможность этого равенства требует, так как а0 — действительная
величина 2), чтобы

мнимая часть {A"0R\—A'0Rl) = 0. (8)

Как показывают простые вычисления, это условие выражает, что глав-
ный момент внешних усилий должен равняться нулю.

Перейдем к определению остальных искомых коэффициентов. Разде-
лив первое уравнение (6) на R%"8, а второе на R%~2 и вычтя одно из другого,
получаем первую из следующих формул:

(l-k) (Rl-R^)ah + (R22k+2-RT2h+2)a-k^Bh, |

(Rlh+2 - Д? f t+2) ah + (1 + к) (Д| - Д?) fl_h = 5_ft, j

где для краткости положено:

" + 2 Л к Д Г к + 2 . (Ю)
х) Как уже говорилось много раз, член вида Ci (при С действительном) в выра-

жении Ф (z) никакого влияния на распределение напряжений не имеет.
2) Если бы мы не считали ай действительной величиной, то в левой части (7)

вместо UQ была бы величина -̂ - (ао-\-ао) и наше заключение осталось бы справед-

ливым.
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Второе уравнение (9) получено из первого заменой к на —к и переходом
к сопряженным значениям 1).

Система двух уравнений (9) при данном значении к дает возможность
определить ak, a_h, если только определитель этой системы

(H)
отличен от нуля.

Определитель D обращается в нуль при к = 0, + 1 , — 1 , и легко
убедиться, что при всех других значениях А; он отличен от нуля 2 ) .
Значение к = 0 нас не интересует. При к — + 1 уравнения (9) дают
систему

0---Б,, (Rt-R\)ai + 2(Rl-Rl)a-1 = B-i. (12)

При к — —1 мы, как и следовало ожидать, не получим ничего нового
(получим систему, выводимую из предыдущей путем перехода к сопря-
женным значениям). Итак, чтобы решение задачи было возможным должно
быть, кроме условия (8), еще Bi = 0, т. е.

A'iRz — A'lRl = 0. (13)

Простые выкладки показывают, что это условие есть не что иное, как
условие равенства нулю главного вектора внешних усилий 3 ) .

При соблюдении этого условия система (12) становится разрешимой,
но не дает возможности вычислить оба коэффициента а4 и а_±; один из

х) Достаточно рассматривать системы (9) только при к = 1, 2, 3, . . ., так как
при к = — 1 , —2, . . . мы не будем получать ничего нового (будем получать системы,
выведенные из предыдущих путем перехода к сопряженным значениям).

2) Действительно, имеем:

где

£ = f ^ Y > l и /(6) = (l_
Легко проверить, что

/(1)-/'(1) = /"(1) = /"'(!) = 0, / I V ( a
Если | к | > 2, то последнее выражение положительно при % > 0. Значит, при % >> 1
будем иметь:

/'" (В > о, /" (I) > о, /' (I) > о, / (Б) > о.
3 ) Д л я точек внешней окружности имеем, к а к легко проверить:

Обозначая через (X", Y") главный вектор внешних усилий, приложенных |к внешней
окружности, будем иметь:

2я 2я
X" — lY"=\i (Xn — iYn) R1d$ = j

0 О

по самому определению А'[. Для внутренней окружности имеем аналогично:
X' — iY' = — 2nRlA'1.
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них может быть взят произвольно, пока не принято во внимание условие^
однозначности смещений.

Все остальные коэффициенты ak (к = ± 2, + 3, . . .) найдутся реше-
нием уравнений (9). При данном к одновременно определяются ак и a_k~
Решая фактически систему (9), получаем для ah:

( * = ± 2 , ± 3 , ...)•
Значения для а_к мы не выписали, ибо оно получается из предыдущего'
при замене к на —/си переходе к сопряженному значению. Предыдущая,
формула дает все искомые коэффициенты ak (при к ф О, + 1 , —1).

Наконец, коэффициенты a'h вычисляются по одному из двух уравне-
ний (6) и только а'_2 вычисляется по одному из уравнений (5). Так как
все коэффициенты ак, за исключением аи а_и уже вычислены, то мы полу-
чим определенные значения для всех а'к, за исключением a'_i и а'_3. Легко
было бы выписать и явные выражения для них.

Введем теперь условие однозначности смещений, т. е. равенства (4).
Тогда из выражения (7) для а0 получится значение

_ AlRl-A'QR\
°~ 2{R\-R\) ' (' '

Величины а_х, а'_^ определятся из второго уравнения (4) и, например,
из первого уравнения (6) при к = + 1 , которое дает:

a-i — ait = A[Rt. (15)

Решая совместно уравнения (4) и (15), получаем:

наконец, at найдем из второго уравнения (12):

-1 24ii?i
а, = Д4 Д4

Формулы (16) можно было бы сразу написать на основании формул (9
§ 35 (см. также примечание 3) на стр. 210). Таким образом, все коэффи-
циенты разложений функций Ф, W найдены; в частности, мы можем
теперь вычислить и а'_3 из уравнений (6), ибо at и a_t вычислены.

Относительно сходимости полученных рядов заметим следующее: ряды
для Ф (z), Ф' (z), W (z) будут, очевидно, абсолютно и равномерно сходя-
щимися в кольце (включая контуры), если сходятся ряды:

\ah\Rl

2 \a-h\RT\ 'Zk\a_k\Rih-1, S \aLk\Ri\
fe=i fe=i k=i

(17)



212 ГЛАВА ТРЕТЬЯ. РЕШЕНИЕ ПРИ ПОМОЩИ РЯДОВ [§ 59а

Сходимость же предыдущих рядов будет наверное обеспечена, если
предположить, что заданные на L^ и L2 величины гг и л& имеют вторые
производные по Ф, удовлетворяющие условиям Дирихле. Действительно,
в этом случае коэффициенты A'k и A'h рядов (1) будут удовлетворять нера-
венствам вида (§ 53):

£ fcKi^Tj ( * = ± 1 , ± 2 , . . . ) •

Отсюда при помощи простых выкладок легко заключить на осно-
вании формул (10), (14) и (6), что имеют место неравенства (при
к= 1, 2, . . . ) :

откуда непосредственно следует сходимость рядов (17) 1).
Совершенно аналогично решается вторая основная задача.
Если сравнить приведенное здесь решение задачи с решением, осно-

ванным на применении функций Эри 2), становятся ясными преимущества
введения функций комплексного переменного.

§ 5 9 а . П р и м е р ы и о б о б щ е н и я . 1 . Т р у б а , п о д в е р ж е н н а я
р а в н о м е р н о м у в н е ш н е м у и в н у т р е н н е м у д а в л е -
н и я м . Пусть внутренняя и внешняя окружности подвергаются равно-
мерно распределенным нормальным давлениям pi и р2, так что гг = — р 4

на Li и гг = —р2 на L2, r$ = 0 на Lu L2.
В этом случае имеем:

- ^ о = Pit -"о= Pi-

Все остальные коэффициенты A'h, A"h равны нулю. Условие существова-
ния решения, очевидно, соблюдено. Из формул (7') и (5) § 59 следует

. (Pi-P2)RIRI
а " 2 " " Rl-R\

Для всех остальных коэффициентов получим значения, равные нулю.
Таким образом,

- - (P2-Pi) Д?Д1 1 { ( }

2) Если исходить из граничных условий вида (18) § 41, то таким же образом
можно доказать пригодность решения, считая, что Хп и Yn имеют на i j и L2 первые
производные, удовлетворяющие условиям Дирихле (ср. замечание в конце § 56).

2) См. Almansi [2]; Michell [1]; Timpe [1]. У Тимпе одно только выражение
граничных условий, которые нами представлены формулами (2'), занимает около
страницы. Коэффициенты определяются последовательно по восемь за один прием
из системы восьми линейных уравнений с восемью неизвестными.
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Для полярных компонент напряжения легко получим:

А А _ Р2Д1-Р1Д! (P2-PI) д^д! 1 . I О)
w ^ д | - д | Д1—щ п ' j

г* = 0. J

Задача эта решена еще Ламе.
2. Р а с п р е д е л е н и е н а п р я ж е н и й п р и в р а щ е н и и

к о л ь ц а в о к р у г ц е н т р а . Пусть наше кольцо вращается в своей
плоскости вокруг центра О с постоянной угловой скоростью ю и пусть
на него не действуют никакие внешние силы. Пусть система осей Оху
вращается вместе с телом и неподвижна относительно него. Тогда задача
сводится к статической при условии приложения центробежных сил.

Одно из частных решений уравнений равновесия дается формулами
§ 28. Напряжения, выражаемые формулами (6) § 28, имеют, как легко
вычислить, следующие компоненты в полярных координатах:

Если мы хотим приложить наше решение к тонкой пластинке (§ 26), надо
взять вместо А. величину X*, и тогда получим:

2Х* + Зц _34-q 21* + и _ 1 + За ,r \
8 ' 4(А* + 2н,)"~ 8 - W

Напряжения (4) не удовлетворяют граничным условиям на краях
пластинки. А именно, на краях nfr = 0, но гг принимает постоянные зна-
чения, которые мы обозначим соответственно через р± и р2.

Решение нашей задачи получится наложением напряжений (4)
и напряжений (3) при

Таким образом, задача решена.
В случае тонкой пластинки следует взять к* вместо Я. Полученное

таким образом решение дает только средние значения напряжений по
толщине. Для не очень тонких пластинок этого недостаточно. Существуют
и более полные решения (см. по этому поводу, например, Love [1], § 102).
Как частный случай (Rt = 0), получаем случай сплошного вращающегося
диска.

3. Н е к о т о р ы е о б о б щ е н и я . С точки зрения технических
приложений представляет значительный интерес решение более общих
задач, когда рассматриваемое тело состоит из нескольких концентрических
колец с различными упругими постоянными, которые или спаяны между
собой, или соприкасаются вдоль разграничивающих их окружностей,
причем внешняя окружность может быть удалена в бесконечность, а внут-
реннее кольцо может сводиться к сплошному диску.
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Такие задачи решаются при помощи разложений в ряды, подобно
тому, как это сделано в предыдущем параграфе.

Задача для случая, когда тело состоит из двух концентрических колец,
спаянных между собою, решена С. Г. Михлиным [8]. Более общие задачи
указанного выше типа рассмотрены в ряде работ Г. Н. Савина, Д. В. Вайн-
берга и других авторов. Изложение большей части этих работ и соответ-
ствующие литературные указания даны в монографиях Г. Н. Савина
(8] и Д. В. Вайнберга [1], что дает нам возможность не останавливаться
здесь на этом более подробно.

§ 60. Многозначные смещения в случае кругового кольца. Возвра-
тимся теперь к общему случаю и выясним, к какому результату приведут
нас формулы § 59, если мы отбросим условие однозначности смещений,
которое выражается формулами (4) § 59:

Л = 0, xa_j4al i = 0. (1)

Если эти условия отброшены, тогда граничные условия (2) § 59
недостаточны для полного определения функций Ф и ? ; некоторые из
коэффициентов разложений этих функций окажутся не вполне определен-
ными и будут содержать известное число произвольных постоянных,
о чем будет сказано подробнее ниже. Зафиксировав произвольным обра-
зом эти постоянные, мы получим определенные выражения для Ф и f,
удовлетворяющие всем условиям задачи, за исключением условия одно-
значности смещений. А именно, если мы опишем замкнутый путь L',
выходящий из некоторой точки z, огибающий внутреннюю окружность
против часовой стрелки и снова возвращающийся в z (рис. 29), то при-
ращение выражения и -f iv, при обходе этого пути, представится форму-
лой

[и+ fo]L. = ^{(x + l)Az + xa_1+ £_!}, (2)

вытекающей из формулы (6) § 35 (мы ввели здесь обозначения § 59).
Мы уже видели (§ 45), что, несмотря на многозначность смещений,

нашему решению можно приписать определенный и весьма простой физи-
ческий смысл.

Прежде всего решение это имеет самый обычный смысл, если мы станем
применять его не к целому кольцу, а к части, полученной удалением из не-
го полосы, ограниченной двумя линиями а'Ъ' и а"Ъ", идущими от внутрен-
ней окружности к внешней (на рис. 29 удаленная часть заштрихована).
Тогда мы будем иметь односвязное тело —«круговой брус», ограниченный
двумя круговыми дугами и линиями а'Ъ', а"Ъ". В этой односвязной части
функции и и v будут уже однозначными. Функции Ф и f соответствуют
некоторому определенному состоянию упругого равновесия бруса, при
котором внешние напряжения, прилаженные к круговым границам, имеют
заранее заданные значения, а именно те, которые фигурировали в гра-
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ничных условиях § 59 при решении задачи для сплошного кольца. Что же
касается внешних напряжений, приложенных к краям а'Ъ' и а"Ъ", то
они могут быть вычислены по функциям Ф и W при помощи не раз уже
применявшихся формул. Задача о рав-
новесии кругового бруса будет рассмот-
рена в следующем параграфе.

Вернемся к случаю сплошного коль-
ца. Мы видели в § 45, что рассматривае-
мое решение, допускающее многозначные
смещения, соответствует особому виду де-
формации, называемому дислокацией.
Опишем эту деформацию применительно
к нашему частному случаю, отчасти повто-
ряя сказанное в § 45.

Проведем купюру ab, соединяющую Рис. 29.
внутреннюю окружность с внешней, и
будем различать на этой купюре края (+) и (—), как показано на рис. 29.
Тогда при обходе по замкнутому контуру L', ведущему от некоторой
точки (х, у), рассматриваемой как принадлежащей краю (—), к той же
точке, рассматриваемой как принадлежащей краю ( + ) , компоненты
смещения получат согласно формуле (2) следующие приращения:

и+—и~ = — е у - \ - а , v+ — v~ = гх-\-$, (3)

где положено:
_ лА (1+х) \

т - > W
a + ip = —(«a- j+al j ) ; J

(и+, v+) и (и~, v) обозначают смещения точки (х, у), рассматриваемой как
принадлежащей соответственно краям ( + ) и (—).

В соответствии со сказанным в § 45 многозначность смещений в нашем
решении можно интерпретировать предположением, что из кольца до
его деформации была удалена (узкая) поперечная полоска с краями а'Ъ',
а"Ъ" (рис. 29) и что по удалении оставшиеся свободными края были спая-
ны. При этом предполагается, что до деформации края а'Ъ' и а"Ъ" были
конгруэнтны и расположены так, что край а"Ь" получается из края'а'Ь'
путем жесткого поворота этого последнего (вокруг начала координат)
на угол е и жесткого поступательного перемещения (a, P). При спайке
должны быть совмещены те точки краев, которые совмещаются друг с дру-
гом при только что упомянутом жестком перемещении.

Напомним, что, как было сказано в § 45, величины е, a, p не зависят
ни от формы купюры ab, ни от ее положения в кольце; в нашем случае
это непосредственно вытекает из формул (4). Значит, та поперечная поло-
ска, которую надо предварительно вырезать из кольца, может быть взята
в любом месте кольца; один ее край, например а'Ъ', может быть взят
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любой формы в любом месте, и тогда положение другого края определится
величинами е, а, р.

Напомним еще, что об «удалении» полоски мы говорим лишь условно,
так как на самом деле иногда фактически мы имеем дело с прибавлением
или с удалением в одной части и прибавлением в другой.

Величины е, а, р представляют собой согласно принятой в § 45 тер-
минологии характеристики дислокации. Согласно сказанному в упомяну-
том параграфе, задание этих величин вместе с заданием внешних напря-
жений, приложенных к контурам Lu L2, вполне определяет деформацию
рассматриваемого тела. В нашем случае это обстоятельство проверяется
непосредственно, ибо, как легко видеть, указанные задания вполне опре-
деляют все коэффициенты разложений функций Ф (z) и W (z)1); действи-
тельно, эти коэффициенты могут быть определены совершенно так же,
как в § 59, с той только разницей, что условия (4) § 59, т. е. условия
однозначности смещений

А = 0, xa-l + aLi = 0,

заменяются теперь более общими условиями (4) при заданных е, а, р.
Мы проведем вычисление коэффициентов разложений функций Ф (z)

и 4r(z) в том частном случае, когда внешняя нагрузка отсутствует
(т. е. N = Т = 0 на Lt и L2). В этом случае все величины A'k и А\ равны
нулю 2).

Формулы (4) дают:

/1 = - ,J" . , xa_1-l-eL1 = -t.(a + ip). (4')
л (1 + х ) ' * niv ' ' v

Последнее равенство вместе с равенством a-i — a_j = 0, получаемым из
уравнения (15) § 59, дает:

_ ц (а-ИР) i • _ ^ (а— г'Р) i ,r,
a - i - я(1 + х) ' a - i - я(1 + х) • W

Далее, из формулы (7) § 59 следует:
е це(Я£1пД2-Д; In Д4) .„.0

и, наконец, из второго уравнения (12), а также из уравнений (5) и (6)
(при к = 1) того же параграфа, получаем:

2ц(а —f_ 2ц(а fp)t , 2цеД;Д1 , Д2 л
1 я(1+х)(Л} + Д1) ' ~ 2 я(1+х)(Д1-Д1) Д1 '

' 2(x(«x + fP) i Д^Д1

Все остальные коэффициенты равны нулю. Итак, имеем:

^ ^ + ̂  + ̂ , (8)
х) За исключением мнимой части ад, не имеющей значения.
2) Мы все время применяем обозначения § 59.
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где коэффициенты А, а0, аг, а_4, а'_и а'_2, а'_3 имеют только что указанные
значения.

В частном случае, когда е = а = р = 0 (эти равенства характеризуют
однозначность смещений), мы будем иметь: Ф (z) = Y (z) = 0, что и сле-
довало предвидеть, ибо, как мы знаем (§ 40), если смещения однозначны,
то при отсутствии внешней нагрузки тело не может находиться в напря-
женном состоянии.

Если внешняя нагрузка не равна нулю, то соответствующее решение
можно получить, налагая только что полученное решение (8) на реше-
ние, полученное в § 59 в предположении однозначности смещений.

Как уже было сказано в § 45, интерпретация многозначных смещений
в случае кругового кольца была впервые указана Тимпе (Timpe [1]);
им же найдены формулы, эквивалентные формулам, полученным в настоя-
щем параграфе.

Возвращаясь к дислокации, соответствующей формулам (8), заме-
тим, что ее можно разбить на три простейшие, соответствующие случаям:

1°. е Ф 0, а = р = 0. Эту дислокацию получим, например, вырезав
из кольца радиальный клин с прямолинейными краями и углом раствора
е и спаяв кольцо так, чтобы соединение прямолинейных краев достигалось
жестким поворотом одного из них на угол е.

2°. е = 0, а Ф 0, Р = 0. Эту дислокацию получим, например, если
разрежем кольцо вдоль положительной оси Ох, произведем жесткое сколь-
жение нижнего края по верхнему *) на величину а и снова спаяем сопри-
касающиеся части. Такую же дислокацию получим, если вырежем 2) вдоль
положительной оси Оу полоску ширины а и спаяем кольцо, приведя
в соприкосновение прямолинейные края, подвергнув их жесткому посту-
пательному перемещению параллельно оси Ох.

3°. е = 0, а = 0, Р Ф 0. Этот случай получим из предыдущего, меняя
ролями оси Ох и Оу.

Таким образом, нам достаточно иметь формулы, относящиеся, напри-
мер, к случаям 1° и 3°. Приводим эти формулы и выражения компонент
напряжения в полярных координатах, которые получаются из формул
(4') — (8) путем элементарных выкладок, подобных тем, которые мы уж&

не раз производили3). Вместо и мы подставляем значение . , **.

1°. ефО, а = Р = 0.

[Да 1 [ ( У >

1 ) То есть расположенному со стороны положительных у.
2) П р и а > 0 надо фактически прибавить полоску.
3) Приводимые формулы д л я н а п р я ж е н и й совпадают с формулами, получен-

ными Тимпе (Timpe [1]) иным путем. У к а з а н н ы м здесь путем они получены автором

в статье [1] .
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I n r - i - 1 - - Д * Д ' In Rz Д ' 1 п R2~ R*lnRi} 1

I n r - - R*R* 1 п Д 2 д 1 1 п Д 2 — Д | 1 п Д 1 . ,-] . 1 0 .
г n2 n x Л) л 2 — til J

qo _ л л

\ Д | + Д1 г J '

_

1 Д 2 Д 2 11 '

Т+Д|+Д1"Р/ •

Д| + Д | + г Д? + Д| г з / COS\7,

1 Д|Д§
. ^ s i n O . j

г

В случае тонкой пластинки (§ 26) надо вместо к подставить Я*.
До сих пор мы считали, что внешняя нагрузка отсутствует. При

произвольной внешней нагрузке решение получится наложением преды-
дущих решений на решение с однозначными смещениями (§ 59).

§ 61. Приложение. И з г и б к р у г о в о г о б р у с а у с и -
л и я м и , п р и л о ж е н н ы м и н а к о н ц а х п р и п р о и з в о л ь -
н о р а с п р е д е л е н н о й н а г р у з к е н а к р у г о в ы х г р а -
н и ц а х . Предположим, что мы имеем дело не с целым кольцом, а с его
частью, ограниченной двумя радиусами («круговой брус»).

Будем считать сперва, что круговые границы свободны от внешних
напряжений. Решения, полученные в § 60, удовлетворяют, конечно, всем
уравнениям статики упругого тела и дают нулевые внешние напряжения
на круговых границах. Смещения будут однозначными в нашей области
(ибо мы не имеем возможности описать замкнутый контур, охватывающий
•окружность Lj). Напряжения же, приложенные к прямолинейным краям
(«концам») бруса, будут отличны от нуля и будут зависеть от трех постоян-
ных: а, р\ е. Вообще говоря, невозможно подобрать эти три постоянные
так, чтобы получить на концах заранее заданное распределение внешних
напряжений. Однако, как мы сейчас увидим, всегда можно устроить так,
чтобы напряжения, приложенные к одному из концов, были статически
эквивалентны данной силе и паре, т. е. имели заданные главный вектор
и главный момент. Тогда усилия, приложенные на другом конце, будут
статически эквивалентны противоположным силе и паре.

Если длина бруса велика по сравнению с его шириной, то задание
главного вектора и момента усилий, приложенных к концу, практически
заменяет на основании принципа Сен-Венана (§ 23) задание фактического
распределения усилий на этом конце.
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Когда мы в дальнейшем будем говорить, что к концу бруса прило-
жены сила и пара, мы под этим будем разуметь, что к рассматриваемому
концу приложены какие-то внешние напряжения, статически эквивалент-
ные в своей совокупности указанным силе и паре.

Мы можем, например, считать, что один из концов бруса заделан;
тогда в месте заделки возникает реакция, статически уравновешивающая
•силу и пару, приложенные к другому концу.

Итак, рассмотрим часть кольца, соответствующую значениям й в про-
межутке $! ~< Ф <; $2-

Рассмотрим сперва решение 1° § 60. Главный вектор усилий, прило-
женных к любому из концов, будет равен нулю. Действительно, легко

видеть, что если •&•& определяется формулой (10) § 60, то

J М dr = 0.
Hi

Главный момент усилий, действующих на край # = Ф2 (и рассчи-
танных на единицу толщины бруса в направлении, перпендикулярном
плоскости Оху) относительно О, определится формулой:

•л-5

4(Л|-Д|)
El

Значит, мы получим решение задачи изгиба кривого кругового бруса
парами, приложенными на концах, если в формулах (10) § 60 возьмем:

. 4М(Д|-Д» т

Легко видеть, что знаменатель правой части всегда положителен х).
Рассмотрим теперь решение 3° § 60 и будем считать, что оси координат

проведены так, что г% = -у- ^ сечении О = 0 2 будем иметь, как показывают

формулы (12) § 60, •&•& = 0. Таким образом, внешние усилия, приложен-
ные к этому концу (и рассчитанные на единицу толщины бруса), стати-
чески эквивалентны силе, параллельной оси Оу, проходящей через О,

х) Действительно,

(Д1-Д|)»-4Д!

где положено:

Легко убедиться, что

/(1) = /' (!) = /"(!) = /'" (1)=0, }-(х) = ^ ^ - .

Значит, /"' (х) > 0 при х > 1, откуда следует, что /" (х) > 0, /' (х) > 0, / (х) > 0
при х > 1.
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величина которой (проекция на ось Оу) равна

Hi

Значит, мы решим задачу изгиба бруса поперечной силой, приложен-
ной на конце ff = ®2, положив в формулах (12) § 60:

4

Легко убедиться, что знаменатель в правой части всегда положителен х).
Таким же образом решается задача для случая силы, нормальной

к концевому сечению. Решение можно найти либо непосредственно, как
в предыдущем случае, либо исходя из предыдущего случая.

Действительно, рассмотрим часть кольца, заключенную между радиу-
сами •& = 0 и •& = я/2. Предыдущее решение дает на конце ft = л /2 систе-
му усилий, статически эквивалентную одной силе, параллельной Оу
и проходящей через О. Следовательно, усилия, приложенные к конце-
вому сечению Ф = 0, будут эквивалентны равной по величине и противо-
положно направленной силе, т. е. силе, нормальной к прямолинейной
границе •& = 0; линия действия этой силы проходит через О.

Налагая уже найденное решение для изгиба парой, выбрав подходя-
щим образом момент М, можно всегда получить силу, линия действия
которой проходит через произвольную точку 2).

Итак, мы имеем полное решение нашей задачи для случая, когда
круговые границы свободны от внешних напряжений. Предположим теперь,
что границы эти также загружены произвольным образом. Тогда мы
можем получить решение следующим приемом.

Дополним мысленно наш брус до полного кольца и зададим произ-
вольно нагрузки на круговых границах дополнительной части, так,
однако, чтобы эти нагрузки вместе с заданными нагрузками на круговых
частях нашего первоначального бруса были статически эквивалентны
нулю, и решим затем задачу (для полного кольца) методом § 59.

Решение это в части кольца, соответствующей первоначальному бру-
су, будет удовлетворять заданным условиям на круговых границах.
Останется только так подобрать решения настоящего параграфа, чтобы
по их наложении получить на прямолинейных концах усилия, дающие
заданные силы и пары (разумеется, эти последние должны быть заданы

1) Ср. предыдущее примечание.
2) Предыдущие р е ш е н и я задачи и з г и б а к р у г о в о г о бруса силами и п а р а м и , при-

л о ж е н н ы м и к концам (а т а к ж е д л я некоторых д р у г и х видов н а г р у з к и ) , были найдены
еще X . Головиным [1] ; с т а т ь я Г о л о в и н а осталась неизвестной за г р а н и ц е й , и реше-
н и я Головина были вновь найдены впоследствии н е с к о л ь к и м и д р у г и м и авторами
независимо от него.
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так, чтобы статически уравновешивать заданные на круговых границах
усилия).

Заметим еще следующее: изменяя задания на круговых границах
.дополнительной части кольца, мы будем получать различные решения.
Это не противоречит теореме единственности, ибо мы не вполне задаемся
распределением напряжений на прямолинейных границах, а задаемся
только их главными векторами и моментами. Все упомянутые различные
решения будут соответствовать различным распределениям внешних
напряжений на концах (но дающим одни и те же главные векторы и момен-
ты). Все эти решения в силу принципа Сен-Венана будут мало отличаться
друг от друга в частях бруса, не слишком близких к концам, если ширина
бруса мала по сравнению с длиной.

З а м е ч а н и е . Напомним, что в случае плоской деформации (§ 25)
плоские границы бруса, параллельные плоскости Оху, подвержены" нор-
мальным напряжениям, не зависящим от нашего произвола.

В случае же, когда толщина бруса (в направлении, перпендикуляр-
ном плоскости Оху) мала, мы можем считать, что имеем дело с обобщен-
ным плоским напряженным состоянием (§ 26), и тогда упомянутые грани-
цы свободны от внешних напряжений. Не забудем, что в этом случае
постоянная А,должна быть заменена постоянной Я*.

§ 62. Температурные напряжения в полом круговом цилиндре. Так
как задача о дислокации кругового кольца решена (§ 60), то на основании
результатов § 46 задача о деформации полого цилиндра, поперечное сече-
ние которого представляет круговое кольцо, установившимся плоским
потоком тепла должна также считаться решенной. Мы ограничимся рас-
смотрением одного простого приложения.

Будем придерживаться обозначений § 46. В нашем случае область S
ограничена двумя линиями Lu L2, представляющими собой концентри-
ческие окружности радиусов Ru R2 (Ri < R2) с центром в О.

Предположим, что рассматриваемый полый цилиндр нагревается уста-
новившимся потоком тепла, причем Т = Т^ при г = Ri и Т = Т2 при
г = R2, где Tt, Т2 — постоянные, а г — расстояние точки (х, у) до начала
координат. Тогда, как легко проверить (см. замечание в конце параграфа),

т _ T2-Tt , TllnR2-T2\nR1 ,
1 ~~lni?2 — lniJi + 1пД2-1пД1 ' ( '

Отсюда, обозначая через F (z) то же, что в § 46, и отбрасывая чисто мни-
мую произвольную постоянную, получаем:

T 2 T i hiz I г 1 1 п Д 2 - г » 1 п Д 1 (2)
Z + Infllnfl • {A>

Значит, в нашем случае согласно формуле (6) § 46 будем иметь (отбрасывая
опять постоянную):
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Мы видим, что в рассматриваемом случае (при обозначениях § 46 у нас
только один внутренний контур LJ

Значит, мы получим решение «вспомогательной» задачи (§ 46), если в фор-
мулах (9) и (10) § 60 положим [см. формулы (16) § 46]:

„ _

Так как напряжения Хх, Yy, Xy во вспомогательной задаче те же,
что и в данной, то эти напряжения получатся непосредственно из формул
(10) § 60 при только что указанном значении е. Таким образом, мы полу-
чаем хорошо известные формулы г). Чтобы вычислить смещения, следует
найти смещения и', v' вспомогательной задачи (что требует самых эле-
ментарных выкладок). Тогда и, v будут даны формулами (8) § 46 и форму-
лой (3) настоящего параграфа.

З а м е ч а н и е . Сделаем еще несколько указаний, касающихся рас-
сматриваемого здесь случая, т. е. когда сечение — круговое кольцо.

Если температура Т не дана непосредственно, а заданы только ее
значения на окружностях ЬГ И L2, TO ее можно вычислить таким образом 2).

По определению функции F (z) имеем:

2T = F(z) + F~(z), (6)
причем на основании формулы (12) § 46, взяв zi = 0, получаем:

F(z) = Alnz+% ahz\ (7>
—GO

где А — действительная постоянная.
Функция F (z) должна быть определена по граничным условиям:

= 21l{b) при r = Ru

F(z) + F (z) = 2/2 (•&) при г = R2,

где fi (О), /2 {Щ — заданные значения температуры Т на контурах L4 и L2.
Мы представим эти функции разложенными в комплексные ряды Фурье 3 ) :

-|-со + 0 0

Л (*> = 2 А'ке^, /2 (О) = S
') См., например, A. Foppl [1].
2) Задача нахождения Т есть частный случай так называемой первой основной

задачи теории логарифмического потенциала (задачи Дирихле), состоящей в нахо-
ждении гармонической в некоторой области функции (в нашем случае Т) по заданным
ее значениям на контуре области. Можно показать, что задача эта всегда имеет одно
и только одно решение (при весьма общих предположениях). В тексте дается общее-
решение этой задачи для случая, когда область есть круговое кольцо.

8) Заметим, что ввиду действительности функций /t (•&) и /2 (О) будем иметь (§52):

в частности,

т. е. А'о и Л5 — действительные величины.
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Тогда граничные условия напишутся так:
-\-оэ

+оэ + с ю _ ь ZjAhe при г — пи

2А In г + 2 aAr V f t e + S ahr
ke-ih<> = ,Ц

— с о — с о ~ ! ^ н

— о о

Значит, будем иметь:

ak^i ~г a—k-"l = ^ Л ь au/i2-|-a_fc/x3 = / Л И (/с=т=и). (1")

Из уравнений (9) определяются А и UQ -f- ao>
 T- e- удвоенная действитель-

ная часть а0; каждая пара уравнений (10) определит а^ и a_ft (достаточно,
чтобы определить все коэффициенты, придавать к только значения
-)- 1, +2, . . .). Мнимая часть а0 останется, как и следовало ожидать,,
не определенной, и ее можно задать произвольно.

Например, если Т = Tt при г = Ri и Т = Т2 при г = R2, где Ти

Т2 — постоянные, мы будем иметь:

Тогда мы получим для F (z) как раз формулу (2).
Заметим еще следующее важное обстоятельство: многозначные члены в

функции \ F (z) dz могут произойти только от члена A In z и члена a-iz'1

в разложении (7). Постоянные же А, а_1 определяются, как это показы-
вают формулы (9), (10), исключительно величинами А'о, А"а, А[, А\. Сле-
довательно, характеристики дислокации во вспомогательной задаче,
а поэтому и напряжения Хх, Yy, Xy в исходной задаче зависят исключи-
тельно от величин

2л 2я

или, что все
2л

{*

\
и

в

равно

d$,

2з

, ОТ

2я

\к
0

2 я

0

0
2 я

Лью
0

величин

(ft) d®,

f1 ("&) s i n

2я

S ^
0

ftdd

(*)cos

2я

b

4i' =

®d

(ft)

0
2 я

0

2 я

b

s in •& d u .

/2 (ft) cos * dd,

IV. ПРИМЕНЕНИЕ КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ

Мы видели в предыдущих отделах этой главы, что в случае областей,
ограниченных одной окружностью или двумя концентрическими окружно-
стями, решение граничных задач путем разложения неизвестных функций
в степенные ряды дает эффективные результаты. Во многих случаях путем
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конформного отображения данной односвязной или двусвязной области
на круг или на круговое кольцо и последующего разложения неизвест-
ных функций в степенные ряды можно также добиться эффективных
результатов.

В настоящем отделе мы вкратце коснемся этого вопроса *).

§ 63. Случай односвязной области. 1. Рассмотрим сперва случай
конечной односвязной области S, ограниченной простым замкнутым кон-
туром L, которую мы представим себе отображенной соотношением z =
= со (Q на круг | £ | < 1; окружность | £ |= 1 этого круга мы обозначим
через у.

Так как при обозначениях § 50 функции (pt (z), \pt (z) голоморфны
в 5, то функции ф (£), я|э (£) голоморфны внутри у. Поэтому внутри у
должны иметь место разложения

со оо со

Ф(£) = 2 Я * £ \ Ч> (£)=•-= 2 «*С. Ф'(£) = 2*в*£"-1. (1)
0 0 0

Мы можем попытаться решить основные граничные задачи, подста-
вляя предыдущие ряды (предполагая их сходящимися также на у, т. е. при
£ = а = е1®) в равенство (1) или (4) § 51, что даст некоторую систему
уравнений для определения коэффициентов ak и a'k.

Поясним это, например, в случае первой основной задачи. Граничное
условие (1) § 51 перепишем теперь так:

4^
со (а)

(2)

отбросив произвольную постоянную в правой части. Мы можем всегда
«читать, что точке 2 = 0 соответствует точка Z, = 0, т. е. что <в (0) = 0.
Как мы знаем, мы можем произвольно фиксировать величины ф4 (0) и
мнимую часть ф̂  (0) или, переходя к функции ф (£) = ф4 [ю (£)], величины
ф (0) = а0 и мнимую часть ф' (0)/а/ (0), т. е. мнимую часть с^/со' (0).
Поэтому в дальнейшем мы будем полагать а0 = 0, оставив пока неоп-
ределенной мнимую часть величины сц/со' (0).

Предположим далее, что выражение со (а) /со' (о) может быть (при

а = е'°) представлено в виде ряда

4 2 м У 1 л , О)
со' ( a ) •L- —

— со —оэ

т. е. в виде комплексного ряда Фурье; будем, далее, считать, что этот
ряд абсолютно сходящийся. Легко показать, что это условие будет выпол-

') Однако наиболее эффективные применения конформного отображения дости-
гаются иным путем, который будет указан в главах V и VI.
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нено наверное, если контур L удовлетворяет условиям, указанным
в § 47 !).

Разлагая выражение /t + if2 в комплексный ряд Фурье (предпола-
гая, что такое разложение возможно):

/, + i/2=SV*=SV' (4)
— OQ — СО

и подставляя выражения (1), (3), (4) в равенство (2), получаем:
С О О Э О"» СГ> - | - О О

2 «*<*''-!- 2 to'- 2 Ь,а-'1 + 1+ 2 й<г* = 2U*<y\ (5)
fei ; ь 1 h o

Перемножая ряды в среднем члене левой части, а эта операция будет,
как известно, законна, если, например, предположить, что ряд для ф' (а)
сходится абсолютно, так же как и ряд (3), и сравнивая коэффициенты
при ат (то = 1, 2, . . .), получаем:

2
ft=i

сравнивая же коэффициенты при о~т (т = О, 1, 2, . . .), находим:

ат+ 2 какЬт+к^ = Ат (то = 1, 2, . . . ) ; (6)
ft=i

ат-|- 2 каьЬ-m+k-i =-А^т (то = О, 1, . . . ) . (7)
h = l

Уравнения (6) представляют собой систему бесконечного множества
уравнений с бесконечным множеством неизвестных коэффициентов ah.
Каждое из отдельных уравнений (6) следует рассматривать как систему
двух действительных уравнений относительно величин ссА, (ift, где

Если удастся тем или иным путем решить эту систему, то этим опре-
делится функция ф (£). Коэффициенты же разложения dm функции \р (£)
определятся последовательно по формулам (7).

Таким образом, основную задачу составляет решение системы (6),
т. е. нахождение функции ф (£).

Если, далее, полученные таким образом ряды для ф (£), ty (£), ф' (̂ )
окажутся при | £,\ = 1 равномерно сходящимися 2 ), а ряд для ф' (£,), кроме

J) Это следует из известной теоремы С. Н. Вернштейна [1], гласящей, что если

функция / (О) удовлетворяет условию Гёльдера (Holder) при показателе а > -^ (опре-
Li

деление этого термина см. в § 65, п. 3), то ряд коэффициентов Фурье этой функции
абсолютно сходится.

В нашем случае функция со (о)/со' (о) имеет непрерывную первую производную
и, значит, удовлетворяет условию Гёльдера при о = 1.

2) Равномерная сходимость при | £ | = 1 влечет, очевидно, за собой равномер-
ную сходимость при | £ | <; 1 и, следовательно, непрерывность функций <р, ф', г|з вплоть
до контура, т. е. регулярность решения (§ 42).
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того, абсолютно сходящимся, то мы можем быть уверены, что условия
задачи будут удовлетворены г).

Практическое решение полученной системы уравнений во многих
случаях не представляет затруднений 2 ). Мы ограничимся только следую-
щими замечаниями общего характера относительно системы (6), начав
с рассмотрения того простого случая, когда со (£) есть полином:

а(1) = с& + с2р+...+сп£
1 (ЪФО, спф0). (8)

Будем в дальнейшем пользоваться следующим способом обозначе-
ний 3). Если

— некоторый полином, то под /(£), гД е черта ставится только над /, мы
будем подразумевать полином, получающийся из / (£) путем замены
коэффициентов на сопряженные, так что по определению

7 (£) = ao+ai£+...+«»£".
При таких обозначениях будем иметь (вспомним, что сг = е**, а =

JJa) =

Применяя указанные обозначения к выражению со (а) /со' (а), фигури-
рующему в условии (2), получаем:

со (о) _ со (a) _ е1а + сга
ъ + • • • -\-спа

п _

W (а) & (—

с, + е2ст+...+е„а"-1

Правая часть, рассматриваемая как функция комплексной перемен-
ной о* на всей плоскости (это — рациональная функция), не имеет вне
окружности у, включая саму окружность, никаких полюсов, кроме полюса
в точке о = оо, ибо со' (£,) внутри и на у в нуль не обращается (§ 47), и,

!) Заметим, что, найдя функцию ф (£), можно определить функцию a|) (Q непо-

средственно, не прибегая к формулам (7). В самом деле, если функция <р (£) известна,

то граничные значения на окружности [ £ | = 1 функции if) (£) даются формулой

со (а)
4>(<J) = /i — ̂ 2—Ф(о) — ̂ ^ - ф ' (а),

вытекающей из условия (2). Следовательно, ф у н к ц и я -ф (£) вычислится непосредственно

по формуле Коши.
2) Аналогичная система получена в одном частном примере Д . М. Волковым

и А. А. Назаровым [1, 2] и решена методом последовательных приближений. Е щ е

раньше П. Соколов [1] дал решение ряда частных задач, Имеющих значение д л я тех-

ники, при помощи аналогичного приема.
3 ) Этот способ обозначений представляет собой частный случай несколько более

общего способа, который будет пояснен в § 76 и которым мы будем широко пользо-

ваться.
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следовательно, т ' ( т ) н е обращается в нуль ни вне, ни на у х). Зна-

чит, мы будем иметь разложение вида
оо

пригодное для I о| > 1, в частности, при а = е1®. Таким образом, в нашем
случае ряд (3) будет содержать только конечное число членов с положи-
тельными степенями а, а именно будем иметь:

ЬА = 0 (/c>rc-f-l). (9)

Уравнения (6) сведутся к следующим:

и
ai Л~ a i ^ i ~\~ 2а2Ъ2 -\- . . . -\- папЪп = Л 1 ;

а2-\-а^Ъ2-\-2а2Ъ3-\- . . . +(п — 1) а„_1Ь„ = А2,

ап-\-афп = Ап;

формула же (7) приводится к виду:
_ m+n+l _
а'т+ S каф-т+к-1 = А-т (т = 0, 1, . . .)• СП

Таким образом, для определения величин аи . . ., ап имеем п урав-
нений (6"), которые представляют собой 2ге действительных уравнений
для определения 2га действительных величин <хй, (5ft (к = 1, . . ., п), где
ah + £рА = ak. Если уравнения (6") имеют решение, то остальные коэффи-
циенты определятся по формулам (6') и (7'), и легко непосредственно
показать, что полученные таким образом ряды для <р (£), \р (Q будут удов-
летворять условиям задачи, если только заданные функции ft и /2 доста-
точно регулярны, например: имеют вторые производные по ft, удовлетво-
ряющие условиям Дирихле 2).

— А 1 Лх) Если бы в некоторой точке £0, при | £0 | > 1, мы имели со' ( у ) = 0, то, пере-

ходя к сопряженным значениям, имели бы со' ( — ) = 0 или со' (£i) = 0, где f j = ^-,
^ С " - 7 Со

I Ci | -^ 1, что невозможно.
2) Действительно, в этом случае будем иметь неравенства вида

^ ("* = ± 1 ± 2 , . . . ) . (а)

откуда на основании формулы (6') следует абсолютная и равномерная сходимость
рядов для ф (£), ф' (£) при | £ | <; 1. Далее, формула (7') показывает, что
л'п = — ст$- А_т, где

m+n+l

Но ряд 2М_ т абсолютно сходится в силу условия (а); также абсолютно сходится
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Итак, мы получим решение задачи, если система (6") допускает
решение.

Однако ясно, что система (6") не может дать определенных значений
для всех величин at, p t, . . ., ап, (3„; действительно, мы знаем заранее,
что мнимая часть величины с^/со' (0) = (a t + гр^/со' (0) остается всегда
совершенно произвольной. Значит, определитель системы (6") должен
быть равен нулю, а из этого, как известно, следует, что для существования
решения величины Аи . . ., Ап должны удовлетворять некоторому доба-
вочному условию, которое получим, исключив неизвестные из уравнений
(6"). Оно будет, очевидно, выражать условие равенства нулю главного
момента внешних усилий *), ибо при этом (и только при этом) добавоч-
ном условии наша задача имеет решение 2 ). Из теоремы единствен-
ности решения следует, что все коэффициенты а4, а2, . . ., ап определятся
полностью, если (произвольно) зафиксировать мнимую часть выражения
«i/d)' (0). О системе (6") будет несколько более подробно сказано в § 84
(замечание 2).

2. Рассмотрим, например, случай, когда контур L есть у л и т к а
П а с к а л я . В этом случае можно взять согласно § 48, п. 2 (мы пишем
теперь а вместо иг):

Имеем:
co(g)

<о' (а) 1 + 2аа

= «ш» + (1-2а«)а-2а(1-2а»)2 (-1)" ( | ) \

Значит, в нашем случае п = 2,

Ьг = а, 6,==1—2а 2 , &_* = ( — 1)"+ 1(2а)' 1 + 1(1 — 2а2),

(А = 0, 1, 2, . . . ) .

Система (6") сводится к следующей:

at + а4(1 —2а2)-{-2а2а = Alt a2 -f ata --= Аг.

Внося значение а2 = — ааг + А2, взятое из второго уравнения, в первое,
получаем соотношение

и ряд 2 с т , ибо члены его находятся в числе членов абсолютно сходящегося ряда,
получаемого перемножением абсолютно сходящихся рядов 2кпь и 2Ьд. Отсюда
непосредственно вытекает абсолютная и равномерная сходимость ряда для i}> (Q при

I U < 1 .
х) Условие равенства нулю главного вектора уже обеспечено тем, что выраже-

ние /j -\- if2 предполагается непрерывным на контуре.
2) См. ниже доказательства теорем существован (глава V).
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определяющее действительную часть at. Для возможности решения задачи
надо, чтобы мнимая часть А^—2аА2 равнялась нулю. Легко непосред-
ственно проверить, что это есть условие равенства нулю главного момента
внешних усилий.

Полагая для определенности мнимую часть а1 равной нулю, найдем:

и затем все остальные коэффициенты по формулам

_ т+З _

ат = Ат(т>Ъ), Я т = — 2 &aftb-m+A-i +А-т (>и>0),
k=i

и задача решена. Получаемые для ф (g) и -ф (£) ряды легко суммируются
и выражаются через интегралы типа Коши, но на этом мы не останавли-
ваемся, так как соответствующие формулы легко получить иным путем
(см. § 84).

3. Вернемся к общему случаю, когда со (£) не есть полином. Отбросив
в разложении

все члены, начиная с с„+1 £"+1, получим вместо со (£) полином со„ (£), кото-
рый отображает на круг | £| < 1 не заданную область S, а близкую к ней
область Sn, которая тем ближе к S, чем больше п. Решение задачи для обла-
сти Sn не представляет, как мы видели, принципиальных затруднений.
Упрощение, вносимое заменой со (£) полиномом со„ (£), сводится в конеч-
ном счете к отбрасыванию в системе (6), (7) всех членов, содержащих
bk при к > п + 1.

Мы видели, что в этом случае дело сводится к решению конечного
числа линейных уравнений с конечным числом неизвестных коэффициентов,
а именно: к решению системы (6") и к вычислению остальных коэффи-
циентов при помощи соотношений (6') и (7'). Это есть один из способов
приближенного решения бесконечной системы (6), (7), т. е. приближен-
ного решения первоначальной задачи. Если теперь увеличивать беспре-
дельно п, то область £„ будет стремиться к S, и найденное приближенное
решение будет стремиться к точному, т. е. функции ср и г|;, найденные для
области Sn, будут стремиться к определенным функциям, дающим точное
решение для области S. Это можно строго доказать при известных общих
предположениях относительно контура области S и относительно функций
/i и /2, заданных на контуре 1).

4. Совершенно аналогичные замечания можно сделать по поводу реше-
ния второй основной задачи. Эта задача даже проще, так как в случае
заданных контурных смещений коэффициент at должен определиться
вполне и граничные задания не должны подчиняться никаким добавоч-

Несколько более подробно об этом будет сказано в главе V, § 89.
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ным условиям. Значит, система, аналогичная системе (6"), будет всегда
иметь одно вполне определенное решение.

5. В случае бесконечной области, отображаемой на круг | £ ] < 1
функцией вида

с о ( О - | + с1£ + ^ 2 + - - - + с „ £ " , (8')

получаются результаты столь же простые, что и для конечной области
в рассмотренном выше случае, когда со (£) — полином. Мы не останавли-
ваемся подробнее на этом, так как в упомянутых случаях (а также в более
общих) можно получить эффективные решения иным путем (см. следующие
главы).

Способ решения основных задач, изложенный в настоящем параграфе
(это изложение воспроизведено без существенных изменений из предыдущих
изданий книги), несколько более подробно и с некоторыми интерес-
ными добавлениями приведен в книге Л. В. Канторовича и В. И. Кры-
лова [1], глава VI,

§ 64. Пример применения отображения на круговое кольцо. Решение
основных задач для сплошного эллипса. Естественно попытаться обоб-
щить способ, изложенный в предыдущем параграфе, на случай двусвязной
области, пользуясь отображением на круговое кольцо. Однако даже для
областей простейшего вида непосредственное применение этого способа
не приводит к простым результатам J). He останавливаясь на этом вопросе,
мы применим отображение на круговое кольцо к решению основных
задач для сплошного эллипса 2). Дело в том, что конечная область,

*) Первая основная задача для области, ограниченной двумя пеконцентрическими
окружностями, решена Джефри (Jeffery [1]) способом, по существу близким к ука-
занному. Решение для области, ограниченной двумя конфокальными эллипсами, дано
недавно М. П. Шереметьевым [2] и А. И. Каландия [5]. Отметим, что решение, данное
ранее для этого случая Тимпе (Timpe [2]), оказалось неправильным, как показала
ближайшая проверка. А именно, Тимпе пытается получить решение задачи путем
разложения соответствующей функции Эри в ряд по некоторой системе частных реше-
ний бигармонического уравнения. Но, как нетрудно проверить, система частных
решений, построенная Тимпе, неполная. Полную систему легко построить, исходя
из комплексного представления бигармонической функции и используя конформное
отображение на круговое кольцо. Указания на некоторые другие работы, касающиеся
задач аналогичного типа, можно найти в монографии Г. Н. Савина [8].

2) Эти задачи были решены Тедоне (Tedone [1]) и Боджо (Boggio [3]) иным, более
сложным путем. Приводимое здесь решение было дано мною в статье [16] и в пре-
дыдущих изданиях этой книги. Позднее Д. И. Шерман [18] дал решение, основан-
ное на интегральных уравнениях Лауричелла. Окончательные формулы Д. И. Шер-
мана совпадают с моими прежними формулами, если несколько преобразовать эти
последние. А именно, раньше для вычисления величин с&, фигурирующих в форму-
ле (23), мною были даны лишь формулы (21), (21'). Если же ввести в рассмотрение
коэффициенты разложения (24), то из названных формул непосредственно вытекает
формула (27). Внося даваемое ею выражение для с& в правую часть формулы (19),
мы получим формулу, совпадающую (если не считать обозначений) с формулой
Д. И. Шермана.



I 64] IV: ПРИМЕНЕНИЕ КОНФОРМНОГО- ОТОБРАЖЕНИЯ 231

ограниченная эллипсом, может быть, как и всякая область, ограничен-
ная одним замкнутым контуром, отображена на круг. Но соответствующая
преобразующая функция в этом случае сложна и неудобна. Вот почему
мы предпочитаем применить другое отображение.

Представим себе, что эллипс разрезан по отрезку, соединяющему его
фокусы. Этот разрез мы можем рассматривать так же, как эллипс (конфо-
кальный с данным), малая полуось которого равна нулю. Таким образом,
мы имеем предельный случай области, заключенной между двумя конфо-
кальными эллипсами. Эту область мы можем отобразить на кольцо,
заключенное между концентрическими окружностями Yi И у2 плоскости £,
положив (§ 48, п. 5):

( | ) Д>0. (1)

Окружности радиуса Q на плоскости £ соответствует на плоскости z
эллипс, параметрически представляемый уравнениями

— у ) sin*. (2)

Окружности Q = 1 плоскости £ будет соответствовать отрезок АВ

оси Ох (на плоскости z), заключенный между точками

ж = — 2R и х= + 2R.

Когда точка £ описывает окружность Q = 1, соответствующая точка z
дважды пробегает упомянутый отрезок, следуя закону:

(а = е**), (3)

так что точкам о = е** и о = е~г® на плоскости Z, соответствует одна
и та же точка отрезка АВ.

Таким образом, за окружность Yi МЫ ДОЛЖНЫ принять окружность

радиуса 1; радиус же окружности у2 мы обозначим через Q 0 (Q0 > 1).

Величина Q0 определится заданием линейнохо эксцентриситета 2R и боль-

шой полуоси эллипса а = R ( Q0 + — ), откуда для р 0 получается
V Qo/

выражение
_ а+уа-г

6 0 2Л
(—) перед радикалом дал бы Q O < 1] .

При обозначениях § 50 функции ф4 (z) и -фА (z) должны быть голоморф-
ны внутри неразрезанного эллипса. Тем более они должны быть
голоморфны в разрезанном вдоль АВ эллипсе. Значит, <р (£) и \р (£)
должны быть голоморфны в кольце между Yi И уг ^ и мы будем иметь

х) Можно легко показать, что функции ф (£) и г|) (£) должны быть продолжимы

аналитически внутрь окружности Yi ДО окружности радиуса о' = — . Для этого доста-
Qo

точно рассмотреть часть двулистной римановой поверхности, наложенной на пло-
скость z, с точками разветвления в А и В, ж заключенной внутри нашего эллипса.
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разложения вида
+оо -foo

сходящиеся при 1 < 1£ | < Q0 ( И даже при ^- < | £ | < Q0 *) Y

При Q = Qo эти функции должны удовлетворять граничному условию

где /4 — г/2 — заданная функция от •&; ср. формулу (2) предыдущего пара-
графа (мы перешли к сопряженным значениям исключительно ради неко-
торого упрощения письма).

Кроме того, на окружности yi МЫ ДОЛЖНЫ иметь:

ибо точкам 0 и а соответствует одна и та же точка отрезка АВ на пло-
скости z. Обратно, если это последнее условие соблюдено, то функции
ф4 (z) и if»! (z) будут принимать одни и те же значения при приближении z
к разрезу АВ с той или иной стороны и, значит, будут представлять
собой аналитические функции в неразрезанном эллипсе.

Из формул (5) и (7) следует:

Внося ряды (5) в формулу (6), замечая, что при Q = Qo

(a'(Z)=R(l—-.

и умножая обе части равенства (6) на 1 — ̂ -, получаем:

+со +с°

On У •*—I * V С О\ ) •£-!

( - ^ ) При Q = Q0. (9)

Мы ввели здесь обозначение

=2 w,
— оо —оо

Соотношение (1) дает отображение этой двулистной фигуры на кольцо

а отсюда легко вывести наше утверждение.
х) См. предыдущее примечание.
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так что
bh = a'h — <*fe+2. (И)

Разлагая правую часть формулы (9) в комплексный ряд Фурье

(/i-<72)(l-Qo-V-2*>)^2 ЛАе<"» (12)
— оо

полагая Z, = Qoeio и сравнивая коэффициенты при eikf>, получаем без вся-
кого труда:

Q0-
fea_ft — Q - * - * £ . A _ 2 + (к + 2) Qo

fe+2aA+2 + /co0

fe-2aA + 6AQ* = Ah,

или, замечая, что на основании первой формулы (8) a_ft = ah, a_ft..2 = a A + 2 ,

Заменяя к на — /с — 2 и замечая, что на основании равенств (8) и (11)

b-h-2 — a-fc-2 — fl-fc = Oft+2 — "ft = — ^Ai (8')

получаем еще:

— (A + 2)ei-k-4a*+ 2 + Qj+2e*« —fterk«*—QS-2a* —b*QiTk-2 = ^-*-2- (13')

Исключая из уравнений (13) и (13') величину bh, получаем:

(к+2) (Qj-Qo-1

где
Z?A-.4ftQ0-

ft + /l- f t-2pi+2. (15)

Уравнения (14) дают возможность последовательно определить коэф-
фициенты ак

 х), если известны а0 и а4. Величина а0 может быть задана
произвольно, так как к функции <р (£) может быть всегда прибавлена
произвольная постоянная. Уравнения (14) показывают, что, как и следо-
вало ожидать, величина а2 (а следовательно, и величины а4, я6, . . .)
не зависит от величины а0; действительно, при А; = 0 из уравнений (14)
выпадают члены, содержащие а0.

Чтобы вычислить а4 = а_1( положим в уравнениях (14) к = — 1, что
дает:

* + • ' - т п Й г т •"£!&••
Это соотношение позволяет вычислить действительную часть at

и вместе с тем показывает, что для возможности задачи должно быть
А-1 = действительная величина. (17)

Легко непосредственно проверить, что условие это выражает условие
равенства нулю главного момента внешних усилий (равенство нулю
главного вектора обеспечивается уже тем, что мы считаем fx и /2 непре-
рывными на контуре эллипса).

х) Каждое из уравнений (14) разбивается на два, если отделить действительные
части от мнимых. Вместо этого к каждому уравнению (14) можно приписать второе,
полученное переходом к сопряженным значениям (см. также ниже).
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Мнимая часть а\ остается произвольной, как это можно было пред-
видеть 1 ). Легко непосредственно проверить, что влияние этой мнимой

части не отразится на о3, а следовательно, на я5> я? и т. д.
Зафиксировав произвольно а0 и мнимую часть а4 и определив после-

довательно все остальные коэффициенты по уравнениям (14), получим
значение функции ф (£).

После этого коэффициенты Ък определятся последовательно по одной
из формул (13), (13'). Таким образом, мы получим:

-j-co со со

fc=-oo ft=0 fc = l

или, вспоминая, что 6_ft = — bh-2 (значит, в частности, b-i = — 6_t = 0),

Мы увидим ниже, что при определенных условиях полученные ряды

сходятся в рассматриваемой области. Правая часть формулы (18) обра-

щается в нуль при £ = ± 1, и, следовательно, функция г|э (£), получаемая

делением правой части на 1 — ^, не будет иметь особенностей при

£ = ± 1 2)-
Таким образом, задача решена. Совершенно аналогично можно ре-

шить и вторую основную задачу.
Прежде чем перейти к вопросу о сходимости полученных рядов,

заметим, что вычисление коэффициентов ah (к = 2, 3, . , .) можно упро-
стить следующим образом. Полагая для сокращения письма

к (о! - Q0-
2) ak + (Q2* _ Q-2ft) aA = Cft, (19)

будем иметь согласно уравнениям (14):

Cft+2—CA = £ f t . (20)

Полагая в этой формуле последовательно к = 0, 2, . . ., 2га — 2, склады-
вая полученные результаты и замечая, что с0 = 0, получаем:

S S (21)

x) К функции ф! (z) мы можем всегда прибавить выражение вида Ciz, где С —
произвольная действительная постоянная. Следовательно, к <р (£) можем прибавить
выражение вида

Ciz==CiR (\ + -у-

2) Заметим, что после того, как найдена функция ф (£), функцию я)) (Q можно
вычислить непосредственно, исходя из граничного условия и применяя формулу
Коши; ср. сказанное в предыдущем параграфе (первое примечание на стр. 226).
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Точно так же, полагая в формуле (20) последовательно к = 1, 3, . . .,
2п — 1 и складывая, получаем:

( 1 е 2 i ) (21')
W=l k = l

где на основании формул (19) и (16)

c1 = (Ql — Q?)(a1 + al) = A-lQ0. (22)

Таким образом, мы получили явные выражения для величин ch.
Величины же ah весьма просто выражаются через ск. А именно, присоеди-
нив к формуле (19) равенство, полученное переходом к сопряженным
значениям, и решая относительно ah, получим:

fc(Qg-QoVft
а*-~ *»(fiJ_eir«)S

Выражения (21), (21') для величин ck, фигурирующих в предыдущей
формуле, можно еще упростить, если ввести в рассмотрение, вместо коэф-
фициентов Ак разложения (12), коэффициенты Ск разложения функ-
ции Д — if2 в комплексный ряд Фурье:

U-ih= 2 Che^. (24)
k= — оо

Сравнивая последнюю формулу с формулой (12), имеем:

Ah^Ck-Q-4:k+2. (25)

Выражение (22) для Cj получает теперь вид

C l = C_ i e o —С^- 1 . (26)

Внося выражения (25), (26) в правые части формул (21), (21'), легко
получаем весьма простую формулу:

ck = C-hQ$-ChQ^ (A = l , 2 , . . . ) • (27)
Переходя теперь к вопросу о сходимости полученных выше рядов,

предположим, что функции /i и /2 имеют вторые производные, удовле-
творяющие условию Дирихле (или, более обще, вторые производные
с ограниченной вариацией). Тогда для коэффициентов Ch разложения (24)
будем иметь неравенства вида

I C * I < W (Л = ± 1 ' ± 2 , . . . ) -
Отсюда на основании формул (23), (27) и (13) или (13') легко выте-

кают неравенства вида

l G * ^ o < W ' l ^ l Q o f e < - ^ ( ^ = ± l , ± 2 , . . . ) , (28)

из чего непосредственно следует абсолютная и равномерная сходимость

рядов для ф (£), ф' (£), I 1 — р-2- J I|J (£) при

и, значит, пригодность найденного решения.



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

ОБ ИНТЕГРАЛАХ ТИПА КОШИ

В последующих главах будут широко использоваться так называемые
интегралы типа Коши. Систематическое изложение свойств этих интегра-
лов можно найти в книге автора [25], но для удобства читателя, желаю-
щего ограничиться лишь теми сведениями, которые действительно необ-
ходимы для понимания дальнейшего, мы даем их в настоящей главе.
Некоторые предложения мы приводим без доказательств; эти доказатель-
ства можно найти в упомянутой книге автора или в книге И. И. При-
валова [1]. Кроме того, в настоящей главе дается ряд элементарных
формул и предложений, имеющих значение для практики и не содержа-
щихся в упомянутых книгах.

I. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ

§ 65. Некоторые обозначения и термины. 1. В дальнейшем (если про-
тивное не оговорено) под L мы будем подразумевать либо простой замкну-
тый гладкий контур на плоскости Оху, либо простую разомкнутую конеч-

ную гладкую дугу на этой плоскости, либо,
наконец, совокупность конечного числа
раздельно лежащих таких разомкнутых дуг
и замкнутых контуров (рис. 30). Мы будем
называть L простой гладкой линией, часто
опуская слова «простая» и «гладкая», кото-
рые всегда будут подразумеваться.

Таким образом, линия L может состоять
из раздельно расположенных частей. Если в
состав L входят разомкнутые дуги, то концы
этих дуг мы будем называть концами линии L.

Мы будем всегда считать, что на L выбрано определенное положи-
тельное направление; в случае если L состоит из раздельных частей, это зна-
чит, что положительное направление выбрано на каждой из этих частей.

Если из какой-либо точки (простой, гладкой) линии L, не совпадаю-
щей с ее концами, описать круг достаточно малого радиуса, то он разобьет-
ся линией L на две части, одна из которых будет расположена слева

Рис. 30.
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от L, а другая — справа (по отношению к наблюдателю, смотрящему
вдоль положительного направления, выбранного на L; рис. 30). В соответ-
ствии с этим мы можем различать «левую» и «правую» окрестности каждой
точки t, расположенной на L и не совпадающей с ее концами. Например,
левая окрестность точки t состоит из точек, не расположенных на L и при-
надлежащих левой части круга достаточно малого радиуса, описанного
из t, как из центра.

Аналогично мы можем различать левую и правую окрестности любой
части линии L, концы которой не совпадают с концами L. Под частью
линии L мы всегда, как и раньше, будем подразумевать часть, состоя-
щую из (конечного числа) разомкнутых дуг, взятых на L, или замкну-
тых контуров, входящих в состав L.

Левую и правую окрестности мы будем различать соответственно
знаками (+) и (—).

2. Напомним и отчасти дополним сказанное в § 29. Пусть F (z) —
какая-либо функция х), заданная в окрестности линии L, но не на самой
этой линии, и будем считать, что F (z) непрерывна в этой окрестности.
Пусть t — некоторая точка линии L, не совпадающая с ее концами (если
таковые имеются). Мы будем говорить, что функция F (z) непрерывно
продолжима на точку t слева (справа), если F (z) стремится к определен-
ному пределу, когда z стремится к t по любому пути, оставаясь, однако,
все время слева (справа) от L 2). Пределы функции F (z) при z -*- t слева
или справа мы будем обозначать соответственно через

F+(t) или F~(t)

и будем называть их граничными значениями функции F (z) соответ-
ственно слева или справа.

Эти обозначения, как и термин «граничное значение», мы будем при-
менять исключительно в тех случаях, когда соответствующие пределы
существуют при стремлении z к t no любому пути слева или справа от L,
иначе говоря, когда функция F (z) непрерывно продолжима на t слева.
или справа.

Пусть L' — некоторая часть L, концы которой (если таковые имеются)
не совпадают с концами L. Мы будем говорить, что функция F (z) непре-
рывно продолжима на L' слева (или справа), если существуют пределы
F+ (t) [или F- (t)\ для всех точек /, принадлежащих L'.

Как было уже упомянуто в § 29, если функция F (z) непрерывно
продолжима на L' слева (или справа), то функция F+ (t) [или F- (t)]
непрерывна на L'. Отсюда следует, что если к левой (или правой) окрестно-
сти линии L' (подразумевается левая или правая окрестности относительно

х) Через F (z) мы обозначаем здесь некоторую (не обязательно аналитическую)
функцию точки z = х -\- iy. Вместо F (z) мы можем писать, например, F (х, у), как
мы и делали в § 29.

2) Иными словами, z при стремлении к t может принимать любые значения,
принадлежащие любой левой (правой) окрестности точки t.
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линии L) присоединить саму линию L' и приписать функции F (z) значе-
ния F+ (t) [или F- (t)} на L', то функция F (z) будет непрерывной в левой
(или правой) окрестности, к которой присоединена сама линия L'.

3. Пусть / (t) — некоторая, вообще комплексная, функция точки t
линии L:

(t), (1)

где /t (t) и f2 (t) — некоторые действительные функции точки t на L.
В дальнейшем через t мы будем по-прежнему обозначать как саму

точку, так и аффикс этой точки, т. е. считать t = х + iy, где х, у —
координаты точки t.

Мы будем говорить, что / (t) удовлетворяет на L условию Гёльдера
или, короче, условию Н, если для каждых двух точек tit t2 линии L имеет
место неравенство

где А и \i — некоторые положительные постоянные, причем О <С ц <; 1;
А называется постоянной Гёльдера, а ц — показателем Гёльдера.

Легко видеть, что условие (2) эквивалентно условию

(3)

где В — некоторая положительная постоянная, а а 1 2 — длина дуги линии
L, заключенной между ti и t2; в случае, когда £4 и t2 принадлежат замкну-
тому контуру, входящему в состав L, под oi2 подразумевается кратчайшая
из двух дуг, соединяющих ^ и t2; если L состоит из нескольких раздельных
частей, то следует подразумевать, что условие (3) выполняется для любой
пары точек, расположенных на одной и той же части х).

Если в неравенстве (2) или (3) ц > 1, то, как легко видеть, производ-
ная / (t) по дуге s линии L равна нулю; поэтому в этом случае / (t) = const
на L или, если L состоит из раздельных частей, на каждой из этих частей.
Этот случай интереса не представляет; поэтому-то мы ограничили ц усло-
вием (д, < 1.

З а м е ч а н и е . Если для данной точки t0 контура L имеет место
неравенство

\f(t)-f(t0)\<A\t-t0\»,

х) Эквивалентность условий (2) и (3) вытекает из следующих легко доказываемых
предложений: 1) Если условие (2) соблюдено для любой пары точек, расстояние между
которыми не превышает некоторого фиксированного числа б, то оно будет соблюдейо
и на всей линии L, возможно с другим, большим значением постоянной А. 2) Для
любой пары точек tt, t2, расстояние между которыми не превосходит некоторого фик-
сированного числа б,

012

где к — некоторая положительная постоянная. Доказательство этих простых пред-
ложений можно найти, например, в книге автора [25].
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выполняющееся для всех t на L, достаточно близких к t0, то говорят, что
/ (t) удовлетворяет условию Н на L в данной точке t0; это еще не значит,
что / (t) удовлетворяет условию Н в окрестности точки t0, т. е. что имеет
место неравенство (2) для любых двух точек из некоторой окрестности
точки t0 на L.

4. В дальнейшем мы будем иногда применять следующие известные
обозначения. Пусть g обозначает переменную величину, пробегающую
некоторое множество значений и стремящуюся к 0 (или к оо). Тогда
О (£) будет обозначать такую величину, что отношение О (|)/£ остается
ограниченным при достаточно малых (достаточно больших) значениях |
Иными словами, при указанных значениях £

где С — конечная постоянная. Далее, о (£) будет обозначать такую вели-
чину, что отношение о (£) 1\ сколь угодно мало (по модулю), когда | \ \
достаточно мало (достаточно велико); точнее:

где с — положительная величина, зависящая лишь от | 11 и стремящаяся
к нулю при \ -*• 0 (£ -»- оо).

Например, если / (t) удовлетворяет условию Н в окрестности точки tOr

то это условие можно записать так:

для всех точек tx, t2, достаточно близких к t0.
Отметим еще один частный случай указанных обозначений. Рассмотрим

выражение О (| | | а ) , где а — некоторое действительное число. По опре-
делению, отношение О (\ £ | а)/ | £ | а остается ограниченным, когда | | | -у- О
( | | | -»-оо) . В частности, при а = 0 выражение О ( | ^ | а ) обращается
в О (1). Таким образом, О (1) обозначает величину, остающуюся ограни-
ченной при достаточно малых (достаточно больших) значениях | £ |. Анало-
гично о (1) обозначает величину, стремящуюся к нулю при | g |->-О
(| £| -»- оо); точнее: [ о (1) | < е, где е зависит лишь от модуля | £|
и lim е = 0 при | | | ->- 0 (| 11 ->- оо).

Например, то обстоятельство, что функция / (t) непрерывна на L,
можно записать так:

п р и \t2 — ti | -*• 0.

§ 66. Интегралы типа Коши. Пусть L обозначает то же, что и в пре-
дыдущем параграфе, и пусть / (t) = fi (t) + if2 (t) — некоторая, вообще-
комплексная функция, заданная на L. Мы будем всегда считать (если
противное не оговорено), что функция / (t) абсолютно интегрируема
в обычном (римановом) смысле.
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Интегралом типа Коши, взятым по линии L, называется интеграл
вида

1 Г t(t)dt ,
~2яГ } t — z ' (a)

L

где z — некоторая точка плоскости х ).
Будем предполагать пока, что точка z не расположена на L. Тогда

интеграл (а) имеет вполне определенный смысл и представляет собой
функцию комплексного переменного z, определенную на всей плоскости,
за исключением точек линии L. Обозначим эту функцию через F (z),
так что

Легко видеть также, что функция F (г) голоморфна на всей плоскости,
кроме, может быть, точек линии L. Если линия L содержит замкнутые
контуры, как на рис. 30, то под предыдущим утверждением следует пони-
мать, что функция F (z) голоморфна внутри каждой части, на которые
разбивается плоскость линией L 2).

Легко видеть далее, что при z, уходящем в бесконечность, F (z) стре-
мится к нулю, так что

F(oo) = 0. (2)

§ 67. Значения интеграла типа Коши на линии интегрирования.
Главное значение интеграла по Коши. До сих пор мы предполагали, что
в формуле (1) § 66 точка z не расположена на линии интегрирования L.
Пусть теперь точка z совпадает с некоторой точкой t0, расположенной
на L. Напишем пока чисто формально:

И 4 ^2ni

Если / (t0) ^Ф 0, то подынтегральная функция обращается при t = t t

в бесконечность, как \t — t^-1. Поэтому интеграл в правой части не
имеет смысла, если оставаться в рамках обычного определения. Однако
интегралу (1) можно при некоторых предположениях относительно функ-
ции / (t) приписать вполне определенный смысл. Именно, предположим,
что точка t0 не совпадает ни с одним из концов линии L (если таковые
имеются), и выделим из L около точки t0 достаточно малую дугу tit2,
содержащую t0 и такую, что расстояния точек t% и t2 до t0 равны между
собой, т. е.

I'l — * о | = «а —*о|. (2)
х) Множитель 1/2лг не имеет, разумеется, существенного значения; он введен

для упрощения внешнего вида ряда формул, связанных с интегралами типа Коши.
2) Не следует думать, что при переходе z из одной части в другую значения

F (z) аналитически продолжают друг друга; это будет ясно из дальнейшего.
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Обозначим дугу £4£2 через I, а оставшуюся часть линии L — через
L — I и рассмотрим интеграл

1 Г f(t)dt ...

Этот интеграл имеет уже вполне определенный обычный смысл, так
как, когда t пробегает путь интегрирования L — I, всегда | t — to\ > б,
где б — некоторое положительное число.

Предположим теперь, что £4 и t2 стремятся к t0, так, однако, что все
время соблюдается условие (2). Если при этом интеграл (3) стремится
к определенному пределу, то этот предел
называется главным значением интеграла
(1) по Коши.

Ясно, что если интеграл (1) имеет
обычный (риманов) смысл, то существует
и его главное значение х), но обратное
утверждение, вообще говоря, несправед-
ливо.

Главное значение интеграла, если
оно существует, мы будем обозначать тем о.
же символом, что и обычный интег-
рал 2), т. е. символом (1), подразумевая, Рис. 31.
что если интеграл не имеет обычного
смысла, то берется его главное значение (когда оно существует).

Мы не станем заниматься разысканием возможно общих условий
существования главного значения, а укажем один весьма важный случай
(вполне достаточный для наших целей), когда это существование навер-
ное обеспечено. А именно, главное значение интеграла (1) существует,
если функция f (t) удовлетворяет в окрестности точки t0 условию Н:
т. е. условию (см. § 65, п. 3):

/(^г) — /(^i)l-^-4 Нг — h 1*\ 0 < ц < [ 1 . (4)

Мы докажем это утверждение путем фактического выражения глав-
ного значения интеграла через обычный интеграл.

Вернемся для этого к интегралу (3) и рассмотрим сперва случай
(рис. 31), когда L состоит из одной простой разомкнутой дуги аЪ, т. е. рас-
смотрим интеграл

1 г / ( о л ( 3 ' )
2ni J t —10

аЪ — l

!) Интеграл (1) имеет обычный смысл, если интеграл (3) стремится к определен-
ному пределу, когда £j и t2 стремятся к i 0 по произвольному закону, а не обязательно
так, чтобы все время соблюдалось условие (2).

г) Некоторые авторы, наоборот, отмечают главное значение особым знаком,
например штрихом (') или буквами VP (valeur principale).
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Обозначения мы выбрали так, что положительное направление на аЪ ведет
от а к Ъ.

Этот интеграл мы можем представить следующим образом:

1 Р f{t)dt I f 1(t)-tit0), f(t0) r> dt
\ ] ' 2ni ) t-t0 ' ( '2m \ t-t0 " 2m ] t-t0 ' 2ni ) t-t0

ab — l ab — l аЪ — l

Первый интеграл правой части стремится при ^ -*- t0, t2 -*• tQ к вполне
определенному пределу

2л1 J t —10 '
ab

ибо этот интеграл — сходящийся в обычном (т. е. римановом) смысле.
Действительно, на основании условия (4) имеем:

I/(«)-/(*о) I ^ А
1'-'°!

и так как 1 — jx < 1, то это неравенство обеспечивает сходимость нашего>
интеграла в силу хорошо известного элементарного признака сходимости.

Обратимся ко второму интегралу правой части формулы (5). Он легко»
вычисляется в конечном виде :

4" I T ^
l

I
ab — l

где под In (t — £о) н а частях ati и t^b линии аЪ подразумеваются любые
ветви этой функции, непрерывно изменяющиеся вместе с f на каждой
из частей atu t2b в отдельности. Эти ветви могут быть выбраны произ-
вольно на каждой из упомянутых частей, но для определенности мы
свяжем их следующим условием: значение In (t — t0) при t = £2 полу-
чается из значения In (t — £0) при t = ti путем непрерывного изменения
In (t — t0) при движении точки t из положения <i в положение £2 по
(бесконечно малой) полуокружности, расположенной слева от L (по отно-
шению к наблюдателю, смотрящему вдоль положительного направления,
выбранного на L; рис. 31, пунктир). Тогда выбор ветви In (t — £0)

 н а

ati вполне определяет выбор ветви на t2b, и, подразумевая, что этот-
выбор сделан, мы можем написать:

J _ Г dt

 =

 1 1 п

6 - ' о I 1 Ь * 1 " * 0 (6)
2ixj ) « —10 2Л1 и - ( 0

т 2 ш h—h'
ab — l

где следует подразумевать

1п£=£»=Ш(* —*„) —1п(а — * 0 ) ,
а — 'о

1 п ' 4 ^ = in (^—г 0 )—In (i 2—? 0)
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при только что указанном выборе логарифмов. Так как, далее, по усло-
вию \ti — to\ A] t2 — *о| = li T 0

In——- = г'9, (а)

где 8 — угол, указанный на рис. 31. Ясно, далее, что при ti —>- t0, t% —>- t0

будем иметь: lim 6 = я . Поэтому, переходя к пределу в выражении (6),,
получаем:

1 Г -dt _ 1 . 1 , b — t0

ab-l

Следовательно, интеграл (3') стремится к определенному пределу х ); этот-
предел и есть по определению главное значение интеграла

1 ? f (t) dt .
2ni J t — tQ '

ab

оно дается формулой, вытекающей из предыдущих:

1

bab ab

где в правой части фигурирует интеграл в обычном (римановом) смысле.
Пусть теперь L — произвольная линия указанного в п. 1 § 65 вида.

Тогда, выделив на L произвольную дугу ab, содержащую точку t0 (так,
чтобы а и Ъ не совпадали с t0), можем переписать интеграл (3) так:

j _ p /(o<fr__ I e f(t)dt 1 (• / (о д

L — I аЪ — l Ь—аЪ

При it ->• t0, t2-^- t0, если при этом соблюдается условие (2), первый
интеграл правой части стремится, как было показано, к определенному
пределу; второй же интеграл от t^ и t2 не зависит. Следовательно,
интеграл (3) стремится к определенному пределу, который и есть по
определению главное значение интеграла (1); на основании предыдущего
это главное значение дается формулой:

j ( t ) d t 1 1 , , м 1 b-t0

: 1 Р /(*)-/- / ( * о Ь , , 1 С / (0

ab L—ab

Эта формула мало симметрична, и мы ею в дальнейшем пользоваться
не будем; мы вывели ее лишь для того, чтобы показать, что главное

х) Подразумевается: при соблюдении условия (2). Если бы это условие не было
соблюдено, то вместо (а) мы имели бы:

где положено: г^ — \ ц — t0 | , г2 = | t2 — t0 |; поэтому, если отбросить условие (2),
величина (б) не будет стремиться ни к какому пределу.
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значение по Коши, при указанном выше условии насчет функции / (t),
существует и может быть выражено при помощи обычных интегралов.

З а м е ч а н и е 1. Формула (8) значительно упрощается, если L —
простой замкнутый контур. Мы можем получить формулу для этого случая
исходя из формулы (7), представив себе, что конец b дуги аЪ прибли-
жается к концу а, так что в пределе мы получим замкнутый контур L.
Считая для определенности, что положительное направление на этом
контуре выбрано так, что, идя в этом направлении, мы оставляем конеч-
ную часть плоскости, ограниченную контуром L, слева, будем, как легко
видеть, иметь в пределе (при b = a):

In ! = | ? = О,

и формула (7) примет вид

1 П ( 0 Л 1 , , , , , 1 U(t)-f(to),t

t-t0 — v- /
L L

З а м е ч а н и е 2. Считая, что / (t) удовлетворяет условию Н при
рассматриваемых значениях t, отметим следующее обстоятельство.

При определении главного значения интеграла по Коши нет необхо-
димости полагать, что условие (2), т. е. условие \t2 — to\ = \tt — to\,
соблюдается точно. Достаточно считать, что при t2 —*- t0, t^ —»- t0

lim \12~[0, = 1 ,

т. е. что ГГ = | ti — to\ и r2 = | t2 — to\ — эквивалентные бесконечно
малые величины. Действительно ясно, что и при этом условии мы будем
также иметь *):

n 4 m
h—го

и что поэтому все наши предыдущие рассуждения и формулы останутся.
в силе. В частности, условие (2) можно заменить следующим:

^ = ст2, ( 2 ' )

где о"! и о2 обозначают длины дуг t\t0 и t0t2; иначе говоря, точка tQ раз-
деляет дугу tYt2 на две равные по длине части.

З а м е ч а н и е 3. Очевидно, что формулы и заключения этого
параграфа останутся в силе и в случае, если функция / (t) удовлетво-
ряет при данном t0 условию Н лишь в точке £о (§ 65, п. 3, замечание),
т. е. условию

I/(<)-/Со) K4*-*of
(при t, достаточно близком к t0), не обязательно удовлетворяя условию Н
для любых двух точек в окрестности to- Однако в этом случае заключения
и формулы будут, вообще говоря, справедливы лишь для данного зна-
чения t0.

См. формулу (б) в предыдущем примечании.
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§ 68. Граничные значения интеграла типа Коши. Формулы Сохоц-
кого — Племеля. От значения интеграла типа Коши

^ • < • >

на самой линии интегрирования, рассмотренного в § 67, следует отли-
чать его граничные значения, т. е. пределы F (z) при стремлении z к точ-
ке tv линии L слева или справа от L. Относительно этих граничных значе-
ний имеет место следующее важное предложение.

Если функция f (t), заданная на L, удовлетворяет условию Н в окрест-
ности г) точки t0 линии L, отличной от ее концов, то интеграл F (z)
непрерывно продолжим 2) на L как слева, так и справа; иначе говоря,
существуют граничные значения F+ (t0) и F~ (t0).

Эти граничные значения определяются формулами

^ , (2)

где в правых частях фигурируют главные значения интеграла.
Формулы (2) и (3) можно заменить эквивалентными им формулами

F+{to)-F-(to) = fito)t (4)

№. (5)

Формулы, эквивалентные предыдущим, были впервые даны Ю. В. Со-
хоцким [1], который, впрочем, при доказательстве ограничился случаем,
когда L — прямолинейный отрезок, a z стремится к t0 по нормали к L.
Долгое время спустя формулы (2), (3) или, что все равно, (4), (5) были
найдены Племелем (Plemelj [1]), который доказал их при тех же при-
мерно предположениях, которые приняты нами здесь.

Поэтому мы будем называть формулы (2) — (5) формулами Сохоц-
кого — Племеля.

Далее имеет место следующее предложение.
Если функция f (t) удовлетворяет условию Н на некоторой части V

линии L, то граничные значения F+ (t0) и F~ (t0) также удовлетворяют
условию Н на L', за исключением, быть может, сколь угодно малых окрест-
ностей концов части V (если таковые имеются).

Это предложение было впервые дано Племелем (Plemelj [1]) и уточ-
нено И. И. Приваловым.

') Речь, разумеется, идет об окрестности, состоящей из точек линии L, так как
функция / (t) в других точках плоскости не задана.

2) См. § 65, п. 2.
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Доказательство формул и предложений настоящего параграфа можно
найти в книгах И. И. Привалова [1], А. И. Маркушевича [1] и в книге
автора [25].

З а м е ч а н и е 1. Формула (4) есть следствие формул (2) и (3),
которые получены в предположении, что / (t) удовлетворяет условию Н
в окрестности точки t0. Но ее можно распространить (в известном смысле)
и на случай, когда / (t) лишь непрерывна в окрестности точки tQ. Проведем
через t0 некоторую прямую Д, не совпадающую с касательной к L в t0,
и возьмем на этой прямой две точки t' и t" с той и другой стороны от L
так, чтобы точка t0 была серединой отрезка t't". Тогда, если функция / (t)
непрерывна (на L) в окрестности точки t0, то разность

F(t")-F(t')

стремится к пределу / (t0) при t' —>• to, t" -+- t0 (при условии, что точки t'
и t" находятся все время на равных расстояниях от t0).

Если поэтому под F+ (t0) — F~ (t0) условно подразумевать только что
указанный предел, то формула (4) может считаться справедливой и при
указанном выше условии насчет / (t).

Это обстоятельство также отмечено Племелем (Plemelj [1]); доказа-
тельство можно найти в книге автора [25]; можно также показать, что
стремление F (t") — F (£') к пределу / (t0) происходит равномерно (по
отношению к положению точки t0 на некоторой достаточно малой части L),
если нетупой угол между прямой А и касательной K L B точке t0 не меньше
некоторого фиксированного острого угла (доказательство см. там же).

З а м е ч а н и е 2. Из сказанного в предыдущем замечании непосред-
ственно вытекает следующее предложение: если функция / (£) непрерывна
на L в окрестности точки t0 и если существует граничное значение F+ (t0)
[или F~ (t0)], то существует и граничное значение F~ (t0) [или/1"1" (t0)],
и эти граничные значения связаны соотношением (4).

З а м е ч а н и е 3. В противоположность тому, что было сказано
в замечании 3 к предыдущему параграфу, для существования граничных
значений F+ (t0), F~ (t0) недостаточно предположить, что функция / (t)
удовлетворяет условию Н лишь в данной точке t0 (см. § 65, п. 3, заме-
чание), а не во всей (впрочем, сколь угодно малой) окрестности ее (на L).
Однако и при таком предположении существуют пределы функции F (z)
при стремлении z к t0 слева или справа, если считать, что это стремление
происходит по путям не касательным к L, а не по произвольным путям.

З а м е ч а н и е 4. Пусть L — простая разомкнутая дуга, концы
которой мы обозначим через а и Ъ в предположении, что положительное
направление на L ведет от а к Ъ. Легко выяснить, как ведет себя функ-
ция F (z) вблизи этих концов, если считать, что / (t) удовлетворяет усло-
вию Я в окрестности рассматриваемого конца (включая этот конец).

Действительно, предположим сперва, что / (а) = 0. Тогда, продолжив
линию L за конец а, например отрезком касательной, и положив на
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добавленной части / (t) = 0, мы придем к случаю, когда точка а не являет-
ся уже концом. Поэтому, применяя сказанное выше, легко заключаем,
что F (z) стремится к определенному пределу, когда z стремится по любому
пути к концу а *). Если же / (а) Ф О, то, переписав формулу (1) в виде

1 ?f(a)dt 1 Р f(t)-f(a), _ / ( а ) , b-z 1 Р / ( Q - / (а) ,

ab ab ab

легко заключаем на основании предыдущего, что вблизи точки а

F (z) = Щ In — 4- /•• (z), (6)

где Z1* (z) стремится к определенному пределу при z —>• а. Аналогично
для конца 6

где F** (z) стремится к определенному пределу при z —>- Ь.
Сказанное непосредственно переносится на случай, когда линия L

имеет в своем составе произвольное число разомкнутых дуг ahbk-

§ 69. О производных интеграла типа Коти. 1. Пусть по-прежнему

где / (t) и L обозначают то же, что в начале § 66, а z — точка, не рас-
положенная на L. Производные любого порядка функции F (z) мы можем
получить простым дифференцированием интеграла в правой части по
параметру z, так что

1 ? f(t)dt

L

и вообще

Fm, . _

L

Возникает вопрос о поведении этих производных, когда z прибли-
жается к линии L с той или другой стороны. На этот вопрос очень легко
ответить, если считать, что функция / (t), заданная на L, удовлетворяет
некоторым условиям.

Предположим, например, что функция / (t) имеет на некоторой
дуге ab, принадлежащей L, первую производную по t, удовлетворяющую
на L условию Н. Под производной / (t) no t мы, конечно, подразумеваем
предел

х) На основании формул Сохоцкого — Племеля (2) и (3) будем иметь F+ (а)
— F~ (о), ибо в нашем случае / (t0) — f (a) = 0.
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когда t' стремится к t по произвольному закону, но оставаясь все время
на дуге ab; эту производную мы будем, как обычно, обозначать через /' (t)
или df (t)/dt.

Разобьем интеграл правой части формулы (2) на два, один из кото-
рых взят по дуге ab, а другой — по остальной части L. Второй интеграл,
очевидно, представляет собой функцию от z, голоморфную в окрестности
любой точки дуги ab, не совпадающей с ее концами. Первый же интеграл
интегрированием по частям можно преобразовать так:

f(t)dt _ 1 ? .,,. , 1 _ 1 г / ( О Г = ь , 1 ? f'(t)dt
t — z)* 2ni

ab ab ab

Так как по предположению /' (£) удовлетворяет на ab условию Н, то
на основании сказанного в § 68 ясно, что правая часть предыдущей
формулы непрерывно продолжима на дугу ab как слева, так и справа,
если не считать ее концов (т. е. точек а и Ь); следовательно, то же имеет
место относительно функции F' (z).

Переходя последовательно к производным высших порядков, легко
докажем, что если функция / (t) имеет производную га-го порядка по t,
удовлетворяющую на некоторой дуге ab линии L условию Н, то функ-
ция FW (z) непрерывно продолжима на дугу ab как слева, так и справа,
если не считать ее концов.

Применяя сказанное в § 68, можем еще, очевидно, утверждать, что
при указанном условии граничные значения [/w (t)]+ и [FW (t)]~
удовлетворяют на ab условию Н, если исключить (произвольно малые)
окрестности концов а и Ь.

2. Вернемся к первой производной F' (z). Если не налагать на функ-
цию / (t) никакого другого ограничения, кроме условия Н, то уже нельзя
утверждать, что производная F' (z) непрерывно продолжима на L; она
может оказаться даже неограниченной вблизи границы.

Следующая простая оценка модуля этой производной бывает часто
полезна.

Пусть tQ — точка линии L, находящаяся на конечном расстоянии от
ее концов (если таковые имеются), и пусть / (t) удовлетворяет условию Н
в окрестности этой точки. Тогда для точек z, достаточно близких к t0,

( z ) l < S t ( 4 )

где б — кратчайшее расстояние точки z до линии L, а а — постоянная,
меньшая 1 1).

Эта оценка непосредственно вытекает из одной оценки, приведенной
в книге автора [25].

J ) А именно, если fx—показатель Гёльдера для / (t), то, считая ц < 1 (что

всегда допустимо), можно взять а ' = 1 — ц.
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З а м е ч а н и е . Если мы будем определять положение точки t на ab
дугой s, отсчитываемой в положительном направлении от некоторой
фиксированной точки на L (скажем, от точки а), то, очевидно:

где а — угол, составляемый положительной касательной к L в точке t
с осью Ох. Отсюда

у т ^ df М ds ._. c-ia df M (6)

Линию L мы условились считать гладкой, т. е. такой, что угол а
непрерывно изменяется вместе с t (или вместе с s). Отсюда, конечно,
еще не следует, что угол а удовлетворяет условию Н. Поэтому, если /' (t)
удовлетворяет условию Н, это еще не значит, что df{t)lds удовлетво-
ряет названному условию.

Если же мы предположим дополнительно, что угол а удовлетворяет
условию Н, то тогда из того, что /' (t) удовлетворяет условию Н, выте-
кает, что и df (t)/ds удовлетворяет условию Н, и обратно.

Далее, из существования второй производной /" (t) no t

t" <t\ - *Г W
' V>~ dt

еще не вытекает существования d2f(t)/ds2, даже если считать, что а
удовлетворяет условию Н. Но если предположить, что существует про-
изводная da/ds (эта производная, как известно, представляет собой
кривизну линии L в точке t), то тогда существует и производная d2f (t) Ids2,
которую можно вычислить по формуле, вытекающей из формулы (5):

эта производная будет удовлетворять условию Н, если названному усло-
вию удовлетворяет /" (t), а также da/ds.

Аналогично для производных высшего порядка.

§ 70. Некоторые элементарные формулы, облегчающие вычисление
интегралов типа Коши. Приведем теперь ряд простых формул, значи-
тельно облегчающих вычисления во многих случаях.

Пусть L обозначает простой замкнутый гладкий контур. Обозначим
через S+ конечную часть плоскости, ограниченную L, а через S~ — бес-
конечную часть плоскости, состоящую из точек, расположенных вне L.
Контур L мы не причисляем ни к S+, ни к S~. Область, состоящую из S+

и из точек линии L, мы, как обычно, будем обозначать через S+ + L,
а область, состоящую из S' и точек линии L,— через S~ + L. В качестве
положительного направления на L мы выберем то, которое оставляет
область S+ слева.
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Напомним теперь следующие, хорошо известные формулы.
I. Пусть/ (z) — функция, голоморфная в 5 + и непрерывная в S+ -\- L.

Тогда

- o п р и г в , - ;

формула (1) представляет собой известную формулу Коши, а формула (2) —
непосредственное следствие теоремы Коши, ибо в этом случае подынте-
гральная функция f{t)l(t— z), рассматриваемая как функция от t,
голоморфна в 5 + и непрерывна в S+ + L.

II . Пусть / (z) — функция, голоморфная в S~, включая бесконечно
удаленную точку х), и непрерывная в S~ + L. Тогда

_j_ у_ш.= _Пя)+Псо) п р и z B s-t {Г)

'ё в ^ ; (2')

формулу (1') мы будем называть формулой Коши для бесконечной обла-
сти S~. Знаки правых частей в формулах (1') и (2') изменятся на обратные,
если положительное направление на L выбрать так, чтобы область S~
(а не область S+) оставалась слева.

Напомним, как выводятся формулы (Г) и (2') из формулы и теоремы
Коши для конечной области. Будем временно считать, что / (оо) = О
Пусть Г — окружность с центром в начале, настолько большого радиуса,
что контур L и точка z находятся внутри Г. Тогда, считая, что z находится
в области, заключенной между L и Г, имеем по формуле Коши:

Я! J t — z 2я£ J t — z 2ЯГ .) *2Я!
Г+L

под Г + L подразумевается совокупность контуров Г и L, причем поло-
жительным направлением на Г считается направление вращения часовой
стрелки; знак (—) в правой части обусловлен тем, что при движении
по L и Г в положительном направлении область, заключенная между
L и Г, остается справа (а не слева, как это обычно предполагается в фор-
муле Коши).

а) Это значит, напоминаем, что при достаточно больших | z | имеем разложение
вида

коэффициент с о =/( оо).
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Покажем теперь, что интеграл

/ (0 dt
2ni J t — z

Г

равен нулю. Действительно, значение / не изменяется, если произвольно
увеличивать радиус R окружности Г, так как функция / (t) голоморфна
вне L. С другой стороны, так как / (оо) = 0, то при достаточно боль-

ших 11 имеет место оценка

1/(01<щ.
где С — положительная постоянная х). Поэтому, полагая

t--=Re^, откуда dt = iRei®df>, \dt\=-R\db\,

будем иметь:
2я 2я 2я

, . 1 f | / (о | л d® . 1 Г rfft _ С
) R — г " Л — г '
0

2я J | t — z | ^ 2л J Я | t — z | ""-- 2л
О 0 0

где г = \z\. Следовательно, если R—>• оо, то / —> 0. Но так как / не
изменяется с возрастанием R, то / = 0. Таким образом, формула (1')
доказана пока в предположении / (оо) = 0.

Для того, чтобы доказать формулу (2') при том же временном пред-
положении, будем считать, что точка z находится в S+. Тогда функция

/(0
t — z '

рассматриваемая как функция от t, голоморфна в области, заключенной
между, L и Г. Поэтому по теореме Коши

J _ p f(t)dt= I U(t)dt I P j(t)dt

2ni } t — z 2ni .3 t — z ^ 2ni ] t — z
T+L L Г

Но последний интеграл, обозначенный нами выше через /, равен нулю;
отсюда и следует требуемая формула (2') при / (оо) = 0.

Если теперь с0 = / (оо) Ф 0, то, применяя выведенные формулы
к функции / (z) — с0, исчезающей на бесконечности, и отмечая, что

codt f0 при z в S~,

2ni J t — z |с 0 П р И z в s+f

получаем формулы (1'), (2') для общего случая.
Имея в виду обобщить предыдущие формулы, условимся предвари-

тельно в следующем. Пусть а — некоторая конечная точка на плоскости z
и пусть в окрестности этой точки функция / (z) имеет следующий вид:

См. предыдущее примечание.
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где /о (z) — функция, голоморфная в окрестности точки а *) и

причем Ai, А2, . . ., Ai — некоторые постоянные.
Тогда мы будем говорить, что / (z) имеет в точке а полюс порядка I

с главной частью G (z).
Аналогично, если в окрестности точки z = оо, т. е. при достаточно

больших \z\, имеет место формула (а), где на этот раз /0 (z) — функция,
голоморфная в окрестности точки z = оо и исчезающая в этой точке, а

G(z) = A0 + Aiz+...+Alz
l (в)

(Ао, Ai, . . ., Ai — постоянные), то мы будем говорить, что / (z) имеет
в точке z = оо полюс порядка I с главной частью G (z),

Обратим внимание на то, что в случае бесконечно удаленной точки
мы причисляем постоянную Ао к главной части 2 ) .

Докажем теперь следующие простые формулы.
I I I . Пусть функция / (z) голоморфна в S+ и непрерывна в S+ -\-.L,

за исключением, быть может, точек а1ч а2, . . . , ап области S+, где она
может иметь полюсы с главными частями Gt (z), G2 (z), . . . , Gn (z). Тогда

I t££ = f{z)-G1(z)-G2(z)-...-Gn(z) при z в S+ (3)

j = _ G l ( Z ) - G 2 ( z ) - . . . -Gn(z) при z в ST. (4>
L

IV. Пусть функция / (z) голоморфна в 5~ и непрерывна в S~ -\- Lr

за исключением, быть может, конечных точек аи аг, . . . , ап этой обла-
сти, а также точки z = оо, где она может иметь полюсы с главными-частями
G, (z), G2(z), . . . , Gn (z), G^ (z). Тогда

/ ( Z ) + G I ( 2 ) + - - - + G " ( 2 ) + G K ) (Z) при z в 5- (3')

(О Л = d (z) + . . . . + GB (z) + Goo (z) при z в S+. (4')
t — z

') Такая функция, напоминаем, разлагается в окрестности точки а в ряд вида

2) Таким образом, даже в том случае, когда / (г) голоморфна в окрестности
бесконечно удаленной точки, т. е. при достаточно больших | z |

мы будем говорить, что / (z) имеет в точке z = оо полюс нулевого порядка с главной
частью, равной с0.
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Эти формулы очень просто доказать. Вследствие единообразия дока-
зательств мы ограничимся доказательством формулы (3) и (3'); остальные
две формулы читатель легко докажет сам.

Докажем сперва формулу (3). Применяя формулу Коши к функции

голоморфной в S+, получаем (считая, что z находится в S+):

4 / - ) = i f / o ( * ) ^ =

 1 C / ( 0 d f * ? G i ( t ) d t 1 Р Gn(t) dt
^ ' 2ni J t — z 2ni J t — z 2ni i t — z ' ' ' 2ni } t — z '

L L L L

Но каждая из функций Gh (z) (к = 1, . . . , n) голоморфна в S~
и исчезает на бесконечности, ибо эти функции имеют вид (б). Следова-
тельно, в силу формулы (2')

_1 Р Gk (t) dt

2л

Поэтому

а отсюда и следует формула (3).
Перейдем к доказательству формулы (3'). Пусть Г — окружность

с центром в начале, настолько большого радиуса, что контур L и точки
z, аи а2, . . . , ап находятся внутри Г. Применяя формулу Коши
к функции

/о (z) = / ( s O - G 1 ( z ) - . . . - G n (?)-£»(*) ,

голоморфной в области, заключенной между L и Г (при прежнем условии
относительно положительного направления на Г), получаем:

L f /о (0 ̂  L С /о ( 0 r f t 1 Г /о (0 ^
2ni ] t-z - 2ni ) t-z 2m ] t — z

L+Г L Г

(мы считаем, разумеется, что точка z находится в S~).
Но последний интеграл равен нулю в силу формулы (2'), так как

функция /о (z) голоморфна вне Г и исчезает на бесконечности.
Следовательно,

i_ p foB*L = _ J_ Г Щ_^ +

L L

,J_? Gi (t) dt , , J _ ? Gn (t) rft , J _ f G^(t)dt
2ni } t — z "^ ' ' ' ' 2ni } t — z " " " 2 ^ 1 . ; i — z

Но интегралы правой части, содержащие Gi (t), . . . , Gn (t), G«, (t),
равны нулю, так как эти функции голоморфны в S+, а точка z, фигури-
рующая в предыдущих интегралах, находится в S'. Следовательно,

а отсюда сразу следует формула (3').
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§ 71. Об интегралах типа Коши по бесконечной прямой. До сих
пор мы рассматривали лишь интегралы, взятые по конечным линиям.
Не представляет никакого труда распространить определение интегралов
типа Коши на случай, когда линия интегрирования простирается в бес-
конечность; следует добавить лишь рассмотрение вопроса о сходимости
таких интегралов, связанного с тем, что интегрирование производится
в бесконечных пределах.

В дальнейшем нам придется иметь дело лишь с тем случаем бес-
конечной линии интегрирования, когда она представляет собой прямую.
Не нарушая общности, можно считать, что линия интегрирования —
действительная ось. Этот случай мы и рассмотрим подробнее.

Итак, пусть теперь L обозначает действительную ось. Рассмотрим
интеграл типа Коши:

1 Р j { t ) d t I ( j ( t ) d t . ,
2 i u ) t — z 2ni J t — z ' v '

L - o o

в данном случае t — действительная переменная, пробегающая все дей-
ствительные значения, а / (t) — функция (вообще комплексная) действи-
тельной переменной t:

где /4 (t) и /2 (t) — действительные функции. Мы будем всегда считать
(если противное не оговорено), что функция / (t) абсолютно интегрируема
в обычном смысле на всяком конечном отрезке прямой L.

Будем считать пока, что точка z не расположена на L. Интеграл (1)
будет наверное сходящимся, если при достаточно больших |{ | имеет
место неравенство

т^г, (2)

где В и (л — положительные постоянные х ) . Действительно, в этом случае
при больших | t\ подынтегральная функция будет порядка | t\~l~v и наше
утверждение делается очевидным на основании известного критерия
сходимости интегралов с бесконечными пределами.

Но в дальнейшем нам придется иметь дело с более общим случаем,
когда / (t) при | t j —>• оо стремится к конечному пределу с, одному и тому
же при t—>- -j- оо и t-*• — оо. Этот предел с мы можем обозначить
через / (оо).

Будем считать, что при достаточно больших | 11 имеем:

') Условие это достаточно, но, разумеется, не необходимо.
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В этом случае при с Ф О интеграл (1) будет расходящимся, т. е.
выражение

N"
f (t) dt[ Ш.

не будет стремиться к определенному пределу, когда N' и N" стремятся
соответственно к —• оо и + оо, независимо друг от друга. Действительно,
имеем:

t—z T J г—z (aV
N' N'

Элементарное рассмотрение показывает, что
N"

где а обозначает угол (О <Г а < я), заключенный между прямыми, соеди-
няющими точку z с точками N', N" (рис. 32), а г', г" — расстояния точки zr
соответственно до N' и N". При этом
знак (+) берется в случае, когда z на-
ходится в верхней полуплоскости, а
знак (—), когда z — в нижней полу-
плоскости.

Если N' и N" стремятся (незави-
симо друг от друга) соответственно
к — оо, + оо, то а стремится к л, но

г« Рис. 32.

In -r не стремится ни к какому пределу.
Значит, предыдущий интеграл не будет стремиться ни к какому пределу,
и то же можно сказать относительно левой части (а), ибо первый инте-
грал правой части — сходящийся на основании условия (3). Однако если
увеличивать N' TIN" не независимо друг от друга, а считать, что все

г"

время N' = — N", то In —стремится к нулю, и на основании предыду-

щего будем иметь:
+JV +00

1- Г f(t)dt f f(t) — c ,. , , ..

Выражение, стоящее в левой части, называется, по Коши, главным
значением интеграла

С / it) dt ? f (С)

взятого между бесконечными пределами. В дальнейшем, применяя инте-
гралы, с бесконечными пределами, мы будем подразумевать главные их
значения, если эти интегралы не существуют в обычном смысле.
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Как мы видели, при соблюдении условия (3) главное значение суще-
ствует х), причем

где в левой части фигурирует главное значение, а в правой — интеграл
в обычном смысле; знак (-(-) берется для z в верхней, а знак (—) для
z в нижней полуплоскости.

Таким образом, термин «главное значение» мы применяем в двух
различных, но аналогичных смыслах: когда подынтегральная функция
обращается в бесконечность в некоторой точке (как в предыдущих пара-
графах) и когда пределы интегрирования бесконечны.

Предположим теперь, что точка z = t0 расположена на самой линии
интегрирования, т. е. на действительной оси L. Тогда под интегралом

г / (0 dt _ p f(t)dt

L —oo

мы будем понимать его главное значение в обоих указанных смыслах,
т. е. будем определять главное значение так:

JV

= l i m •[. \
N->oo ^JN

t — t0 J t —

если указанный предел существует (е и N стремятся к своим пределам
независимо).

В частности, как легко видеть,

^ dt = 0 . (б)
J t—t,

—oo

Ясно, что главное значение (6) наверное существует, если соблюдено
условие (3) и если / (t) удовлетворяет условию Н в окрестности точки t0.

Легко видеть на основании (б), что при соблюдении указанных усло-
вий главное значение (6) можно представить любой из следующих формул:

-f-OO -[-СО

р / (0 dt р(0 dt р /(0-/(оо) ,

=цг - \ г=т^~dt

t-t0

x) При этом при определении главного значения нет надобности считать, что
в точности N' •= — N"; достаточно считать, что



§ 71] I. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ 257

где в правых частях можно подразумевать главные значения лишь в одном
из указанных выше смыслов, а именно: интеграл в правой части можно
рассматривать в первом случае как предел:

lim f(-f(t)~f M dt + [1SQ=U£
-co *0+C

так как оба интеграла в фигурных скобках — сходящиеся; во втором же
случае — как предел обычного интеграла:

limT ™-fMdt,

так как подынтегральная функция интегрируема в окрестности t0 в обыч-
ном смысле.

Пусть / (t) удовлетворяет условию (3) и, разумеется, условию абсо-
лютной интегрируемости, наложенному с самого начала. Тогда функ-
ция F (z), определяемая формулой

f(t)dt _ 1 С f(t)dt
) t — z ~Ш ] t-z ' \'>
L —СО

будет, очевидно, голоморфна как в верхней, так и в нижней полупло-
скости (но, вообще говоря, не на L). Будем обозначать эти полуплоскости
соответственно через S+ ж S~; граница L не причисляется ни к 5 + , ни к S~.
Формулы Сохоцкого — Племеля и теоремы о граничных значениях,
высказанные в § 68, без всякого труда переносятся на рассматриваемый
здесь случай.

Именно, если t0 — точка на L (расположенная на конечном расстоя-
нии) и / (t) удовлетворяет условию Н в окрестности этой точки, то

5й- \ Ц±^\ (9)

здесь, напоминаем, F+ (t0) и F~ (tQ) обозначают пределы F (z) при стремле-
нии z к t0 по любым путям соответственно слева и справа от L, т. е. в нашем
случае из S + или из S'. Если, далее, / (t) удовлетворяет условию Я на
некотором отрезке прямой JJ, то F+ (t0) и F~ (t0) удовлетворяют усло-
вию Н на этом отрезке, за исключением, быть может, окрестностей концов
отрезка.

Далее, сказанное в замечаниях в конце § 68 остается справедливым
и для нашего случая.

Для того, чтобы убедиться в справедливости формул (8), (9) и ска-
занного после них, достаточно, например, представить интеграл (7)
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в виде (5) и разбить интеграл в правой части на два, один из которых
распространен по конечному отрезку, содержащему точку t0, а другой —
по остальной части прямой.

До сих пор, говоря о поведении функции F (z) вблизи точек границы L
и о граничных значениях, мы имели в виду точки границы, расположен-
ные на конечном расстоянии. Для того, чтобы изучить поведение функ-
ции F (z) и ее граничных значений вблизи бесконечно удаленной точки х ),
можно, например, поступить следующим образом.

Произведем замену переменной:

г — \ . (Ю)

При этой замене бесконечно удаленная точка плоскости z переходит
в точку £ = 0 плоскости Z, и, наоборот, действительная ось плоскости z
переходит в действительную ось плоскости £, верхняя полуплоскость
переходит в верхнюю, нижняя — в нижнюю. Когда точка z = t пробегает
действительную] ось в положительном направлении от / = — оо до t =
= 4" °°» соответствующая ей точка

о =—\ (10')

плоскости Z, пробегает также действительную ось, тоже в положительном
направлении в такой последовательности: от о = 0 до а = + ° ° , далее,
о т а = — оодо ст = 0 (точки сг = — оо и ст = + °° представляют собою
одну и ту же точку Z, = оо плоскости £).

Производя в формуле (7) замену переменной (10), а также замену
переменной интегрирования (10') и вводя обозначения

*•(*)=*• (-!)=*••(£), /(*)=/(-4-
получаем:

+00

Считая временно (для некоторого упрощения рассуждений), что / (t)
удовлетворяет условию Н в точке t = 0, можем, как легко видеть, пере-
писать предыдущую формулу так:

+ОО +°°
* ^ f*(c)da .

все предыдущие интегралы понимаются в смысле главных значений по
Коши 2 ) . Второй интеграл правой части предыдущей формулы есть вели-
чина постоянная, и поэтому изучение функции F (z) вблизи точки z = оо

1) Бесконечно удаленная точка z = оо в нашем случае принадлежит границе L.
а) Эти главные значения существуют, если, как мы предполагаем, функция / (/)

удовлетворяет условию Н при t = 0, а при больших \ t\ — условию (3).
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сводится к изучению интеграла

1 С" /* (Р) da ,.VK

— СО

вблизи точки £ = 0, т. е. к знакомому нам вопросу 1).
Для того, чтобы непосредственно воспользоваться уже известными

результатами, наложим на функцию / (t) такое условие, чтобы функция
/* (а) удовлетворяла условию Н в окрестности точки а — 0, т. е. условию

Это приводит к условию относительно / (t):

< 1 (14)

п р и д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х | ti\, \ t2\- У с л о в и е (14) м ы б у д е м н а з ы в а т ь усло-
вием Н для, окрестности бесконечно удаленной точки. Заметим, что усло-
вие (3) есть, очевидно, следствие условия (14) для окрестности бесконечно
удаленной точки, но не обратно. Условие (3) можно назвать условием Н
для точки z = оо (а не для ее окрестности).

Считая, что / (t) удовлетворяет условию Н в окрестности точки z = оо,
т. е. условию (14), покажем, что существуют граничные значения функ-
ции F (z), когда z уходит в бесконечность по любому пути, оставаясь
все время в верхней или нижней полуплоскости. Эти граничные значе-
ния мы будем обозначать соответственно через F+ (оо) и F~ (оо). Для того,
чтобы показать их существование и вычислить их, обратимся к фор-
муле (13).

Если z->oo, оставаясь в верхней или нижней полуплоскости, то
t, -*• 0, оставаясь также в верхней или нижней полуплоскости. Поэтому,
применяя к первому интегралу правой части (13) формулу (8), получаем:

-}-со

4 i S ^k
J) Мы могли бы вообще свести изучение интеграла (1) к изучению интеграла

такого же вида, взятого по конечной замкнутой линии,, например окружности. Для
этого достаточно, например, произвести замену

При этой замене действительная ось L плоскости z переходит в окружность I плос-

кости £, касательную к действительной оси в начале координат и проходящую через

точку £ = —i. Тогда интеграл (1) представится в виде:

1 ? /* (a) da 1_ С /* (о)ida
2ni ) а —£ 2m

I
где

Заметим, что соотношение (А) дает конформное отображение полуплоскости S+

на круг, ограниченный окружностью I.
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откуда непосредственно вытекает первая из следующих формул:

Lt Zi

вторая из этих формул доказывается совершенно аналогично.
Очевидно, что принятое временно предположение относительно по-

ведения функции / (i) вблизи точки t — 0 можно отбросить.
Отметим еще следующие свойства интеграла F (z), определяемого

формулой (7). Предположим, что вблизи бесконечно удаленной точки не
только функция / (t), но и произведение tf (t) удовлетворяет условию Н х).
Тогда произведение zF (z) стремится к определенным пределам, когда
г->оо по любым путям, оставаясь все время в верхней или нижней
полуплоскости. В самом деле, полагая

*/(0=-=М0. (16)
имеем:

4-оо +°° +°°

' 2 ' = 2ni ] ~i (t — z) ~ Zni \ t—z 2яГ J t '
— QO —CO —OO

откуда на основании формул (15) находим:
Ц-со -|-со

lim[zF(z)]= ±4-/1(00) — -J-^- \ ti{t]dt = ± 4 / i ( c o ) — -9^- W(Od*, (17)
2 _ 0 0 & аи j 1 & Am j

—00 —00

где верхний и нижний знаки берутся соответственно для верхней и ниж-
ней полуплоскости.

Эта формула может быть записана и так: в каждой из полуплоскостей

где А — постоянная (могущая иметь различные значения в различных

полуплоскостях), а о ( — ) обозначает, как всегда, величину, такую, что

z-o (— ) стремится к нулю, когда \z\ беспредельно возрастает.
Ч z У
Аналогично можно показать, что если наряду с tf (t) и произведение

fif (f\ 4 (f\ (1Q\
I \ ) — / 2 \ / \ А * ^ /

удовлетворяет условию Н в окрестности бесконечно удаленной точки,
то в каждой из полуплоскостей имеем для производной F' (z):

(20)

где А — постоянная, та же, что и в формуле (18). При доказательстве
мы можем, как легко видеть, ограничиться случаем, когда существует

х) Легко видеть, что если tf (t) удовлетворяет условию Н вблизи бесконечно
удаленной точки, то и / (t) удовлетворяет тому же условию; кроме того, очевидно,
/ (оо) = 0, так что на основании формул (15) F+ (со) = F~ (oo) = 0.
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непрерывная производная /' (t) для всех значений t, а не только в окрест-
ности бесконечно удаленной точки г ) .

Путем интегрирования по частям получаем:
+оо -foo

F , M = _±_ Г / (0 dt 1 Р /' (0 «К
^ ; гт \ (t—z)2 ' 2л£ j t—z '

— с о — о о

откуда, замечая, что
1 Р 1 г

i — z "~ z 2 ( i — г )

легко выводим:

Переходя к пределу z-»-oo, получаем на основании формул (15):

F' (г)\= ±±f2(co)—±r

и легко проверить, что правая часть совпадает с правой частью форму-
лы (17), взятой с обратным знаком 2 ) .

Точно так же легко показать, что если, кроме произведений (16) и (19),
и произведение

t3f"(t) = fs(t) (21)

удовлетворяет условию Н в окрестности бесконечно удаленной точки, то

(22)

где А обозначает ту же постоянную, что и выше.
Полученные результаты мы можем кратко формулировать так: при

указанных условиях обе части равенства (18) можно дифференцировать,
причем допускается дифференцирование под знаком о.

Обобщение на производные любого порядка очевидно; но нам не
придется иметь дела с производными выше второго порядка.

§ 72. Продолжение. Для облегчения вычисления интегралов типа
Коши, взятых по бесконечной прямой L, можно привести ряд формул,
вполне аналогичных формулам § 70. Мы ограничимся выводом простей-
ших из этих формул, которые читатель легко сможет обобщить сам.

х) В самом деле, в противном случае мы можем заменить функцию / (t) другой
функцией /0 (t), обладающей указанным свойством и отличающейся от / (t) лишь на
некотором конечном отрезке а <; t <; Ь. Оценки же для разности соответствующих
интегралов производятся совершенно элементарно.

2) Легко проверить, что /2 (со) = — f± (со) проще всего убедиться в этом при
помощи подстановки

t== L
сг
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I. Пусть / (z) обозначает функцию, голоморфную в 5 + и непрерывную
в S+ + L, включая бесконечно удаленную точку, и пусть / (оо) = а.
Тогда

Л П -£ /л\ J л. Л

'• в S\ (1)

П. Пусть/ (z) — функция, голоморфная в S~ и непрерывная в5"4- £,
включая бесконечно удаленную точку, и пусть / (оо) = а. Тогда

То обстоятельство, что функция / (z) предполагается непрерывной

в 5 + + L (или в 5~ + L) и при z = оо, можно выразить так *):

/(z) = /(oo) + o(l) = c + o(l) при z-»oo в S+ + L (или в S~ + L). (3)

Формулы (1) и (2') можно назвать формулами Коши соответственно
для областей S+ и S~.

Докажем, например, формулу (1). Опишем из О, как из центра,
окружность настолько большого радиуса R, чтобы точка z попала внутрь
этой окружности. Рассмотрим замкнутый контур Г, состоящий из отрез-
ка АВ действительной оси, заключенного в окружности, и из той полу-
окружности, которая находится в S+; положительное направление на Г
выберем так, чтобы часть АВ проходилась в направлении Ох. Так как
по предположению точка z заключена внутри Г, то на основании формулы
Коши имеем:

L f f (t) dt = L С f {t) dt 4- - L _ If {t) dt
ы - - L . f f (t) dt = - L . С f {t)

> 2ni ] t — z 2 я£ ) t —
Г В

2m J t—z '
Г АВ у

где у — полуокружность, входящая в контур интегрирования.
Второй интеграл правой части, как показывают самые элементарные

рассуждения, стремится при R -v оо в силу формулы (3) к величине

ni 1 ..
а- 2ni ~ 2

следовательно, и первое слагаемое стремится при R ->• оо к определенному

пределу, а именно к пределу / (z) —»" а- Но предел

!) В формуле (3) через о (1) обозначена величина, равномерно стремящаяся
к нулю при | z | —>• оо (см. § 65, п. 4).
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и есть по определению главное значение интеграла

1 Р / (t) dt

2ni ) t — z '
L

Таким образом, формула (1) доказана. Заметим, что одновременно дока-
зано существование главного значения предыдущего интеграла, что не
очевидно заранее, так как в нашем случае функция / (t) подчинена усло-
вию / (t) = а + о (1), а не условию / (t) = а + О (| t\~»), при котором
было доказано раньше существование главного значения.

Совершенно аналогично доказываются и другие приведенные выше
формулы.

I I . О ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

§ 73. Некоторые общие предложения. Пусть L — простой замкнутый
контур, S+, S~ — конечная и бесконечная части плоскости, разграничен-
ные контуром L; пусть положительным направлением на L считается то,
которое оставляет S+ слева. Контур L не причисляется ни к 5 + , ни к 5" .

Пусть, далее,

— непрерывная функция, заданная на L.
Поставим себе вопрос: является ли / (t) граничным значением неко-

торой функции F (z) = U (х, у) + iV (х, у), голоморфной в S+; здесь,
разумеется, речь идет о граничных значениях при стремлении z к t из S+.

Легко видеть, что если непрерывная функция / (t) задана на L про-
извольно, то этого, вообще говоря, не будет. В самом деле, известно,
что достаточно задать на L граничное значение fy (t) гармонической в <Sr +

функции U (х, у) для того, чтобы эта функция была вполне определена 1);
но тогда будет вполне определена и сопряженная с ней функция V (х, у),
если не считать произвольного постоянного слагаемого, а следовательно,
и граничное значение /2 (t) этой функции, если оно вообще существует 2).
Ясно, что можно поменять ролями /t (t) и /2 (£)•

Следовательно, если потребовать, чтобы функция / (t) = /4 (t) +
+ if2 (t) была граничным значением некоторой функции, голоморфной
в S+, то из двух действительных функций /t (t), /2 (t) можно задать про-
извольно лишь одну.

Поэтому представляет большой интерес найти необходимое и доста-
точное условие того, чтобы непрерывная функция / (t), заданная на L,
представляла собой граничное значение некоторой функции F (z),

*) Задача определения гармонической функции по ее граничным значениям пред-
ставляет собой хорошо известную задачу Дирихле.

2) Из того, что существует граничное значение функции U (х, у), еще не сле-
дует, что существует граничное значение сопряженной с ней функции V (х, у).
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голоморфной в S+; аналогичный вопрос возникает в отношении обла-
сти S~. На этот вопрос дают ответ следующие предложения:

I. Для того чтобы заданная на L непрерывная функция / (t) была
граничным значением некоторой функции, голоморфной в S+, необходимо
и достаточно, чтобы

Ъа¥-ёт=0 даявсехгв5-. (1)
L

II . Для того чтобы заданная на L непрерывная функция j (t) была
граничным значением некоторой функции, голоморфной в S~ (включая
бесконечно удаленную точку), необходимо и достаточно, чтобы

\1ё^-а Для всех г в 5*. (2)
ь

где а — некоторая постоянная; эта постоянная равна значению на бес-
конечности упомянутой голоморфной функции.

На основании сказанного в предыдущих параграфах эти предложения
почти очевидны. Действительно, если / (t) — граничное значение неко-
торой функции, голоморфной в S+, то условие (1) имеет место, как это
следует из формулы (2) § 70; следовательно, условие (1) необходимо.
Оно также достаточно. Действительно, будем считать, что оно соблюдено,
и положим:

Если принять во внимание, что F (z) = 0 при z в S~, а следовательно,
F~ (t0) = 0 на Z, то на основании формулы (4) § 68 и замечания 2 к § 68
получим:

*••(*„) = /(*„),

т. е. при соблюдении условия (1) функция / (t) представляет собой гра-
ничное значение F+ (t) функции F (z), определяемой формулой (3).

Совершенно аналогично доказывается и второе предложение. Если
/ (t) — граничное значение функции, голоморфной в S~, то условие (2)
необходимо в силу формулы (2') § 70; оно также достаточно, так как
при его выполнении функция

' о —
голоморфна в S~ и принимает граничное значение F~ (t0) = / (t0); это
последнее следует из (2), из формулы (4) § 68 и замечания 2 к § 68.

До сих пор мы предполагали, что функция / (t) лишь непрерывна.
Если предположить, что, кроме этого, функция удовлетворяет на L усло-
вию Н (§ 65), то условиям (1) и (2) можно придать иной вид, во многих
отношениях весьма удобный. А именно, подразумевая под t0 любую
точку на L и переходя в формулах (1) и (2) к пределу z ->- t0 соответствен-
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но из S~ и из iS+, на основании формул Сохоцкого — Племеля (§ 68) по-
лучаем соответственно:

(для всех t0 на L). Эти условия эквивалентны соответственно условиям ;(1)
и (2). В самом деле, условие (1') выражает, что граничное значение
функции

] t — z '
L

голоморфной в S~, равно нулю на всей границе L области S~; следо-
вательно, всюду в S~ имеет место F (z) = О *), а это и есть условие (1).
Аналогично для условий (2') и (2). Условия (1'), (2') были указаны Пле-
мелем (Plemelj [1]).

До сих пор мы предполагали, что L — простой замкнутый контур.
Рассмотрим теперь случай, когда L — бесконечная прямая, которую
мы примем за действительную ось. Будем, как в § 71, обозначать соответ-
ственно через S+ и S~ верхнюю и нижнюю полуплоскости. Аналогично
предыдущему, легко доказать следующие предложения.

Пусть / (t) обозначает функцию, непрерывную на L и такую, что
при больших | t

/(«) = в + О(|*Гц) = /(оо) + О(|*Г11), (5)

где а и [i — постоянные, \i > 0.
Тогда будем иметь следующие предложения:
I I I . Для того чтобы функция / (t) была граничным значением функ-

ции, голоморфной в S+ и непрерывной в S+ + L (включая точку z = оо)г

необходимо и достаточно, чтобы

\ j ^ i в*-. (6)
L

IV. Для того чтобы функция f (t) была граничным значением функции,
голоморфной в S~ и непрерывной в S~ + L (включая точку z = оо), необ-
ходимо и достаточно, чтобы

1 ? Щ * 1 а д л я в с е х z в 5+
iri J (— z 2

L
ziri J

L

Если, кроме того, функция / (t) удовлетворяет на L условию Н,
включая бесконечно удаленную точку [см. § 71, формула (14)], то

J) Это следует из формулы Копта, примененной к области S~, или из сказан-

ного в § 29, п. 4.
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условия (6) и (7) можно соответственно заменить следующими:

для всех t0 на L.
Доказательство этих предложений мы предоставляем читателю.

§ 74. Обобщение. Формулы и предложения предыдущего параграфа,
относящиеся к случаю областей, ограниченных одним простым замкну-
тым контуром, непосредственно переносятся на случай, когда граница
состоит из нескольких таких контуров.

Легко видеть, что изложенные в предыдущем параграфе результаты,
именно условия (1), (2), (1'), (2'), останутся в силе, если под S +

подразумевать конечную область, ограниченную простыми замкну-
тыми непересекающимися контурами L\, L2, • • ., Lm, Lm+i, из которых
последний охватывает все остальные, под L — совокупность этих конту-
ров и, наконец, под S~ — часть плоскости, дополняющую £ + + L до
полной плоскости. Часть S~ состоит, таким образом, из конечных обла-
стей iSj, S%, • • ., Sm, ограниченных соответственно контурами Li, L2, • • •
. . ., Lm, и из бесконечной области S^+1, состоящей из точек, располо-
женных вне контура Lm+1. Под функцией/1 (z), голоморфной в S~, следует
теперь подразумевать совокупность функций, голоморфных соответствен-
но в областях Si, S~, . . ., 5„ + 1 .

§ 75. Теорема Гарнака (Harnack). Из результатов предыдущих
параграфов почти непосредственно вытекает одна теорема, принадлежащая
Гарнаку (Harnack [1]), которая часто бывает полезна.

Пусть L — простой замкнутый контур и пусть S+, S~ — конечная
и бесконечная части плоскости, на которые разбивается плоскость конту-
ром L (контур этот не причисляется ни к S+, ни к S~). Пусть / (t) — дей-
ствительная функция точки контура L, непрерывная на L. Тогда если

2Й

L
то f (t) = 0 всюду на L. Если же

т 5 = ? = 0 для всех z в

L

то / (t) = const на L.
В самом деле, из формулы (1) на основании сказанного в § 73 выте-

кает, что/ (t) — граничное значение некоторой функции F (z) = U (х, у)-\-
+ iV (х, у), голоморфной в 5", т. е. / (t) = U~ + iV~. Но так как / (t) —
действительная функция, то граничное значение V~ гармонической в iS~
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функции V (х, у) равно нулю всюду на L. Следовательно, V (х, у) = О
всюду в S". Поэтому должно быть U = С = const в S~ и, значит, / (t) =
= U- = С на L.

Подставляя это значение в формулу (1) и замечая, что
1 Г Cdt

2m ] t-z - ~ '
L

убеждаемся, что С = 0.
Точно так же убеждаемся, что из формулы (2) следует / (t) = С =

= const,] однако здесь уже нельзя вывести заключения, что С = 0, так как,
подставляя в формулу (2) / (t) = С, получаем тождество 0 = 0.

Таким образом, теорема доказана. Читателю предоставляется обоб-
щить ее на случай областей, рассмотренных в предыдущем параграфе 1).

Легко также сформулировать теорему, аналогичную предыдущей для
случая, когда L — бесконечная прямая.

З а м е ч а н и е 1. Из теоремы Гарнака непосредственно вытекают
следующие заключения (имеем в виду случай, когда L — простой замкну-
тый контур).

Пусть /4 (t) и /2 (t) — две действительные непрерывные функции,
заданные на L. Тогда если

1 Г fy(t)dt 1 Г U{t)dt .,, / О Ч

~2~у \ — - ~ — = -у-г- \ f_ Для всех z в л + , (3)

то /i (0 = /2 (') на i ; если же

-„—г- \ — Y Z : = ~Г~^ \ t^— д л я в с е х z в '**' (^)

то /2 (i) = /л (<) + const на L.
Для того, чтобы в этом убедиться, достаточно применить теорему

Гарнака к разности /2 (t) — /4 (t).
З а м е ч а н и е 2. Нетрудно показать, что предыдущая теорема

останется в силе, если не считать функцию / (t) непрерывной, а допустить
наличие конечного числа разрывов первого рода, но мы на этом не оста-
навливаемся. Заметим лишь, что теорема, надлежащим образом сформу-
лированная, имеет место и при гораздо более общих условиях.

§ 76. Некоторые специальные формулы для круга и полуплоскости.
В случае, когда линия L — окружность или прямая, формулам предыду-
щего параграфа можно придать специальный вид, удобный для даль-
нейших применений.

1. Условимся сперва о некоторых обозначениях. Пусть

г (z) =- и (х, у) + iV (x, у) (1)

') В этом случае из формулы (1) вытекает, что / (t) = Ck на Lh (к = 1, . . ., т),
f (t) = Она Lm+i, а из формулы (2) вытекает, что/ (t) — Сна L. Здесь С, С,, . . ., Ст —
постоянные.
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— некоторая функция комплексного переменного z, определенная в неко-
торой области плоскости z. Тогда через F (z) (черта ставится здесь только
над символом F) мы будем обозначать функцию, принимающую сопря-

женные с F (z) значения в точках z, пред-
ставляющих собой зеркальное отражение
точек z в действительной оси, т. е. попросту
сопряженных с z (рис. 33).

Таким образом, по определению

или иначе
J(z) = U(x, -y)-tV(x, -у). (2')

Например, если F (z) — полином:

F(z) = aoz
n + aiz

n-1 + ... +ап, (3)'
то, очевидно, на основании (2)

Р и с - 33- F(Z)=aoz
n + alZ

n-i+...+an, (3')

т. е. F (z) получается из F (z) заменой коэффициентов на сопряженные.
Точно так же, если F (z) — рациональная функция:

то

j
V

Легко видеть, что если функция F (z) голоморфна в некоторой обла-
сти S, то функция F (z) голоморфна в области S, представляющей собой
зеркальное отражение области S в действительной оси х) (рис. 33). Если
функция F (z) голоморфна в S, за исключением некоторых точек, где она
иуеет полюсы, то функция F (z) будет обладать тем же свойством в Sг.

J) Действительно, положим:

F(z)=Ui(x, y) + iVi(x, у);

тогда согласно формуле (2')

Ui(x,V) = U(x, -у), Vj(x, y)=-V(x, -у).

Следовательно, если функции U (х, у), V (х, у) удовлетворяют условиям Коши —

Римана:
dU _ dV dU _ dV
дх ~~ ду ' ~ду ~~~~ дх

в области S, то функции Ut (х, у), Vt (х, у) будут удовлетворять условиям Ь'оши —

Римана:
J)UA_dV± dUj. = dVj
дх ду ' ду дх

в области S.
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причем ее полюсами будут точки, представляющие собой зеркальное
отражение полюсов функции F (z) в действительной оси.

Заметим еще, что функцию F (z), сопряженную с F (z), можно пред-
ставить так:

T& = F(z); (5)

это следует из формулы (2) при замене z на z.
Предположим теперь, что функция F (z) определена в одной из полу-

плоскостей S+, S~, на которые разбивается плоскость z действительной
осью, скажем, в области £+. Тогда функция F (z) будет определена
в области S~. Если, далее, существует граничное значение F+ (t), где
t — некоторая точка действительной оси, то, как это непосредственно
следует из формулы (2), существует и граничное значение F~ (t), причем *)

F- (t) = 'FUt). (6)

Очевидно, можно поменять ролями S+ и S~; тогда будем иметь ана-
логично:

F+ (t) = F~(t). (6')

2. Пусть у обозначает окружность радиуса 1 с центром в О на пло-
скости комплексного переменного £; точки на у мы будем обозначать
через а, так что

0 = ei1», 0 < д < 2 л . (7)

Обозначим соответственно через 2 + и 2~ области | £ | < 1 и | £ | > 1
и выберем на у за положительное направление то, которое оставляет
область 2 + слева.

Пусть F (£) — функция, определенная в области 2 + (или 2~). Рас-
смотрим функцию Fm (£), определенную в области 2 " (или 2+) следую-
щим образом:

^() (8)

или иначе, если вспомнить значение символа F,

(8')

Последняя формула показывает, что функцию F^ (£) можно опреде-
лить так: функция F^ (£) принимает значения, сопряженные с F (£)
в точках, являющихся отражениями 2) точек Z, в окружности у (рис. 34).

х) Если в формуле (2) z —>• t из S , то z —>• t из S+.
2) Напомним (§ 48, п. 1), что цтражением точки £ в окружности у называется

точка

'-Т
(ибо в нашем случае радиус окружности равен 1).
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Легко видеть, что если функция F (?) голоморфна в 2 + (или 2"),
то функция Ft (?) голоморфна в 2~ (или 2 + ), и наоборот.

Например, если функция F (?) голоморфна в 2 + , то, как известно,
она представляется рядом

абсолютно сходящимся в 2 + , т. е. при | ? | < 1; функция же Fm (?) будет
представлена рядом

(9')

> 1.абсолютно сходящимся в 2 , т. е. при
Предположим теперь, что функция F (?), определенная в 2 + , имеет

граничное значение F+ (а) при ? —*- а, где а •— точка на у. Тогда, как
легко видеть на основании формулы (8'), имеет граничное значе-

ние F~# (а) и функция F^ (?), определен-
ная в 2", причем

F~(a) = F+(a), (10)

ибо если в формуле (8') ? стремится к точке
о на у, оставаясь в 2~, то ?' = 1/? стре-
мится к точке 1/ а = а, оставаясь в 2+_
Ясно, что можно поменять ролями 2 + и
2"; тогда, вместо формулы (10), будем
иметь:

F+(a) = ^-(o). (И)

3. Пользуясь тем, что каждой голо-
морфной в 2 + (или 2~) функции F (?)

соответствует голоморфная в 2" (или в 2 + ) функция

можем в случае круговой границы несколько видоизменить формули-
ровку предложений I и II § 73, имеющих место в общем случае. А имен-
но, легко доказать следующие предложения:

I. Для того чтобы непрерывная на окружности у функция / (a) была
граничным значением некоторой функции, голоморфной внутри окруж-
ности у, необходимо и достаточно, чтобы

1 С JJ&jde

Рис. 34.

2ni а -
— а для всех ? внутри у, (12)

где а — постоянная; эта постоянная равна значению упомянутой голо-
морфной функции в точке £ = 0.

II. Для того чтобы непрерывная на окружности у функция f (a)
была граничным значением функции, голоморфной вне у, необходимо
и достаточно, чтобы

/ (а) da r, „

' — 0 для всех L, вне у.
(13)
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Условия (12) и (13) являются непосредственными следствиями усло-

вий (2) и (1) § 73 и сказанного в настоящем параграфе. Например, если

функция / (а) должна быть граничным значением F+ (а) некоторой функ-

ции F (£), голоморфной внутри у, то функция / (сг) должна быть гранич-

ным значением F~ (а) функции Ft (£) = F I -у ) , голоморфной вне у; это

непосредственно следует из формулы (10). Применяя поэтому условие (2)

§ 73, мы получаем непосредственно условие (12); при этом а = Ft (оо) =

= F(0) = Щ).
Совершенно аналогично доказывается условие (13). Здесь, однако,

следует отметить одно обстоятельство: если условие (13) выполнено
и требуется фактически найти функцию F (£), голоморфную вне у и при-
нимающую на у граничное значение / (сг), и если для этого мы хотим
воспользоваться формулой Коти для бесконечной области 2" (§ 70):

f r H ( 1 4 >
У

то мы должны знать еще величину F (оо). Эта последняя, как легко видеть,.
дается формулой х):

У

Подставляя выражение (15) в формулу (14), можем еще написать:

* i w - 2ni ] О ( О_С ) • ( 1 4 )
v

Выпишем еще следующие формулы, которыми будем в дальнейшем
пользоваться. Пусть

^ - ф ' ( О ) + . . . (16)

— функция, голоморфная внутри у и непрерывная вплоть до у. Тогда

(* = 0, 1, 2, . . . ) (17)
V

для всех Z, внутри у. В самом деле, акц> (а) есть граничное значение функ-

ции £*<р I -у ), голоморфной вне у, кроме точки £ = оо, вблизи которой

х) Согласно формуле (2') § 70 при £ внутри Y
1 f1 /(a) da __

у

откуда при £ = 0 следует формула (15). Формулу (15) можно, очевидно, заменить,
следующей:

где £0 — любая точка внутри у.
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она имеет вид

и формула (17) следует непосредственно из формулы (4') § 70.
В частности, при к = 0 будем иметь для всех £ внутри у:

У

Последняя формула есть та же формула (12), записанная несколько
иначе.

4. Аналогично предыдущему, пользуясь тем, что каждой функции
F (z), голоморфной в верхней (или нижней) полуплоскости S+ (или S~),
соответствует функция F (z), голоморфная в нижней (или верхней) полу-
плоскости S~ (или S+), из условий (7), (6) § 73 непосредственно выводим
следующие предложения.

Пусть / (t) обозначает, как в § 73, функцию, заданную на действи-
тельной оси L, непрерывную на L и такую, что при больших | t\

/(*) = « + 0(1* Г") = /(<») + О (КГ1*). (1 = const > 0 . (19)
Тогда будем иметь следующее:

I I I . Для того чтобы функция f (t) была граничным значением функ-
ции, голоморфной в S+, необходимо и достаточно условие

= 1 « Для всех 2 в S+. (20)
2ni .) t — i

L

IV. Для того чтобы / (t) была граничным значением функции, голо-
морфной в S~, необходимо и достаточно условие

§ 77. Простейшие приложения: решение основных задач теории
потенциала для круга и полуплоскости. В качестве простейших приме-
ров приложения предыдущих результатов дадим решение основных задач
теории логарифмического потенциала для круга и полуплоскости.

Под п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч е й (задача Дирихле) мы
подразумеваем задачу нахождения гармонической в данной области
функции по заданным ее граничным значениям 1).

В т о р а я же о с н о в н а я з а д а ч а (задача Неймана) состоит
в нахождении гармонической в данной области функции по заданным
граничным значениям ее нормальной производной.

1. П е р в а я о с н о в н а я з а д а ч а д л я к р у г а . Для сокра-
щения письма примем радиус круга равным 1 и поместим начало координат

J) В § 62 (замечание в конце параграфа) было указано решение задачи Дирихле
для кругового кольца при помощи разложений в ряды.
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в центре. Окружность круга обозначим по-прежнему через у, а точки на
у будем обозначать через а = е г #; другие точки на плоскости будем обо-
значать через £.

Обозначим искомую гармоническую функцию через Р и пусть Q —
гармоническая функция, сопряженная с Р. Эта функция определяется,
как мы знаем, с точностью до произвольной постоянной, если известна
функция Р.

Положим:
F(Q = P + iQ; (1)

функция F (£) должна быть голоморфной внутри у.
По условию задачи искомая функция Р должна принимать опреде-

ленные граничные значения Р+ при стремлении £ (разумеется, изнутри у)
к точкам а на у, равные заданной на у действительной функции /. Эту
функцию мы можем обозначить через / (а) или / (д); мы выберем послед-
нее обозначение и будем считать, что заданная функция / (д) непрерывна
на всей окружности 1). Граничное условие задачи в соответствии с пре-
дыдущим запишется так:

P = fW, (2)
где для упрощения мы пишем Р вместо Р+.

Мы несколько ограничим задачу, считая, что определенные граничные
значения принимает не только функция Р, но и сопряженная с ней функ-
ция Q 2), а следовательно, и функция F (Q. Обозначая F+ (а) просто
через F (а), мы можем теперь записать граничное условие (2) так:

F(o) + Fjo) = 2f($). (3)
, - I do f.

Умножая предыдущее равенство на ^— ——г , где с, — точка внутри у,
и интегрируя по Y> получаем:

_1_ Р F(a)da , 1 ? fjo) do 1 ? f (ft) do ,
2ki .\ a —I ' 2лi J a — t, ni J a — g ' ^ 4 '

v v v
На основании теоремы Гарнака (§ 75), это условие вполне эквива-

лентно предыдущему (см. замечание 1 в конце § 75).
Первый интеграл левой части по теореме Коши равен F (Q; второй

же интеграл на основании формулы (18) § 76 равен

где а0 и Ро — действительные (пока неизвестные) постоянные.
Таким образом, имеем:

1) В сущности, если мы считаем, что Р принимает (определенные, конечные)
граничные значения во всех точках на у, то заданную функцию / (О) мы необходимо
должны считать непрерывной; это следует из сказанного в § 29, п. 3.

2) Это условие не является необходимым; мы принимаем его для упрощения
рассуждений.
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Остается определить а 0 — ipV Для этого положим в предыдущей фор-
муле £ = 0; тогда получим:

In

у 0

По предыдущей формуле определяется а 0; величина же р 0 остается
совершенно произвольной, ибо функция Q, сопряженная с Р, определена
только с точностью до произвольной действительной постоянной, а сле-
довательно, функция F (£) — с точностью до чисто мнимой постоянной.

Внося значение а 0 в формулу (5), получаем:

Y V Y

Последняя формула есть известная формула Шварца; искомая гармо-
ническая функция Р получается из нее отделением действительной части:

/ ( * ) -£££. (7')
у

Мы доказали только, что если решение задачи, удовлетворяющее
всем поставленным условиям, существует, то оно необходимо дается
предыдущей формулой. Остается показать, что она действительно дает
решение.

Мы покажем это, предполагая, что заданная функция / (Ф) удовле-
творяет условию Н *). В этом случае на основании сказанного в § 68
функция F (£), определяемая формулой (7), принимает определенные
граничные значения, и эти граничные значения, как вытекает из самого
вывода2), удовлетворяют условию (3); следовательно, функция Р удо-
влетворяет условию (2).

*) Существование и единственность решения можно доказать и при гораздо
более общих условиях [достаточно, чтобы функция / (Ф) была непрерывна], но здесь
мы на этом не останавливаемся (см. любой курс теории функции комплексного пере-
менного или теории потенциала).

2) А именно, из эквивалентности условий (3) и (4). То, что F (£) удовлетворяет
условию (3), можно проверить и непосредственно на основании формулы (2) § 68.
Действительно, по упомянутой формуле, обозначая через а0 =• е 1* 0 некоторую точку
на Y. имеем:

Y

Подставляя под знаком интеграла a = е1*, сг0 = е**°, получаем после простых пре-
образований:

2л

F+ (ao) = / ( O 0 ) + ^ [ / W c | g ~T <*0 + 'Ро —/(fy))+ чисто мнимая величина,

откуда
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Полагая в формуле (7')

легко получаем известную формулу Пуассона:
2я

р
1 Р (

2л J 1 — 2
О
J 2Q cos (О — i | ))+Q 2 '
О

решающую поставленную задачу без посредства комплексной переменной.
2. В т о р а я о с н о в н а я з а д а ч а д л я к р у г а . Пусть F (£)

обозначает то же, что выше; будем считать, что производная F' (£) при-
нимает определенные граничные значения F' (а).

Из равенства

IP = F (£) + Щ) =
выводим:

2 - ^ = e*F' (<***) + е**/?' (Qe**) = !•/?'(£) + 1 F l f ) . (9)

Граничное условие рассматриваемой задачи имеет вид (через п обо-
значаем внешнюю нормаль):

•g- = /(#) или — = /(#) на Y, (Ю)

где / (#) — заданная непрерывная функция.
На основании формулы (9) граничное условие можно переписать так:

aF' (а) + oF' (а) = 2/ (#) на Y- (И).

Применяя тот же прием, что и выше, получаем:

1 £ qf" (a) da , J _ P aF' (a) da __ 1 Р / (ft) rfq

V Y Y

где £ — произвольная точка внутри у. Отсюда, применяя формулу Коши
и формулу (18) § 76 и замечая, что aF' (о) обращается в нуль при а = 0,
выводим:

Y

Эта формула определяет F' (£) и показывает, что для разрешимости
задачи правая часть формулы (12) должна обращаться в 0 при £ = 0.
Значит, условие разрешимости задачи будет:

2я

Ж^ = 0 или j/(d)(*0 = O. (13)
V 0

В противоположность задаче Дирихле, задача Неймана допускает
решение не всегда, а только при добавочном условии (13).

При соблюдении этого условия функция F' (£), определяемая форму-
лой (12), будет голоморфной и при £ = 0. Функция F (t) определяется
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квадратурой:

тде const обозначает произвольную комплексную постоянную. Значение
искомой функции Р = Re F (£) определяется, таким образом, с точностью
до произвольной (действительной) постоянной. Это надо было предвидеть,
ибо если Р есть решение задачи Неймана, то Р + const, очевидно, будет
решением той же задачи.

Легко видеть (ср. предыдущий случай), что полученные формулы
действительно решают поставленную граничную задачу, если, например,
заданная функция / (д) удовлетворяет условию Н.

Проинтегрировав правую часть (14) под знаком интеграла, заметив,
что

и принимая во внимание условие (13), получим формулу, указанную
Боджо (Boggio [4]):

F{®= ~Ж S / Win (or-D ̂  +const = --i- jj /(O)ln(a-£)dd-L-const;
у О

(15)

отделяя же действительную часть от мнимой, получаем формулу Дини
(Dini [1]):

2я

In г dd + const, (16)
о

где г = \а — £|, а const — действительная произвольная постоянная.
В большинстве приложений удобно, однако, пользоваться формулами

(12) и (14).
3. П е р в а я и в т о р а я о с н о в н ы е з а д а ч и д л я п о л у -

п л о с к о с т и могут быть сведены к соответствующим задачам для круга
путем конформного отображения полуплоскости на круг *) либо решены
непосредственно способом, аналогичным тому, каким мы решили эти
задачи для круга в настоящем параграфе. Ввиду полной аналогии с пре-
дыдущим мы ограничимся краткими указаниями.

Пусть / (t) — действительная непрерывная функция, заданная на
действительной оси L, и пусть требуется найти функцию Р (х, у), гармо-
ническую в верхней полуплоскости S+ и принимающую на L граничные
значения Р+ = f (t), включая бесконечно удаленную точку, так что
при z —v оо (в S+ + L), Р —>• а, где а — действительная постоянная:

а = /(оо). (17)

1) Такое отображение указано в § 71 (см. примечание на стр. 259).
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Вводя функцию комплексного переменного

F(z) = P + iQ, (18)

голоморфную в S+, и считая, что эта функция принимает определенные
граничные значения F+ (t) для всех точек на L, включая бесконечно
удаленную точку, можем записать граничное условие задачи так:

на L, (19)

где вместо F+ (t) мы пишем просто F (t). Вводя обозначение:

F(cx>) = a-\- ib,

где а определяется по (17), a b — некоторая другая действительная
к I dt

постоянная, умножая обе части предыдущего равенства на к—; -.— , где

z — произвольная точка из S+, и интегрируя по L, получаем:
J _ Г F (t) dt _ 1 _ С* FJtjdt _ J _ Г f jt) dt
2ni J t — z~ *~ 2ni J t — z ~~ ~пГ J t — z '

L L L

Замечая, что F (t) есть граничное значение функции F (z), голоморф-

ной в верхней полуплоскости, a F (t) — граничное значение функции F (z),

голоморфной в нижней полуплоскости, причем F (оо) = а + ib, ~F~(°o) —

= а — ib, и применяя формулы (1), (1') § 72, заключаем, что первый
1 1

интеграл в левой части равен F (г)—^-(а + ib), а второй равен у (а—ib).
Следовательно,

S
L

величина Ь, как и следовало ожидать, остается произвольной.
Легко проверить, что если, например, функция / (t) удовлетворяет

условию Н (включая бесконечно удаленную точку; см. § 71), то форму-
ла (20) решает задачу.

Аналогично решается вторая основная задача.



ГЛАВА ПЯТАЯ

ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ
К РЕШЕНИЮ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ

ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Как уже говорилось выше, решение основных граничных задач
теории упругости для областей общего вида представляет большие труд-
ности практического характера. Однако существуют классы областей,
для которых решение может быть получено эффективно и сравнительно
простыми средствами. Один из таких классов в плоской теории упругости
составляют области, которые конформно отображаются на круг рацио-
нальными функциями (мы уже встречались в § 63 с частным случаем
этого класса). Этот класс на первый взгляд может показаться слишком
узким; однако, как будет подробнее разъяснено в § 89, областями этого
класса можно с любой точностью приблизиться к практически произ-
вольным односвязным областям.

Почти вся настоящая глава посвящена решению граничных задач
для областей указанного вида. Лишь в начале главы (§ 79) приводится
решение первой и второй основных задач для произвольных областей,
ограниченных одним замкнутым контуром, при помощи метода, органи-
чески связанного с методом решения для областей указанного выше
частного вида, а в конце главы, кроме кратких сведений о других мето-
дах, подробно излагается данное Д. И. Шерманом решение упомянутых
задач для областей, ограниченных произвольным числом замкнутых
контуров (§ 102).

Мы увидим, что интегралы типа Коши представляют собой весьма
удобный аппарат как для теоретического решения вопросов в общем
случае, так и для получения практически применимых результатов.

I. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ,
ОГРАНИЧЕННЫХ ОДНИМ ЗАМКНУТЫМ КОНТУРОМ

В этом отделе мы излагаем один общий метод решения первой и вто-
рой основных задач для областей, ограниченных одним простым замкну-
тым контуром (§ 79). Эти решения даются интегральными уравнениями,
которые в свою очередь непосредственно получаются из функциональных
уравнений, выводимых в § 78. Упомянутые функциональные уравнения
и являются основой для практических методов, излагаемых в следующих
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отделах главы, и могут быть использованы непосредственно, без приве-
дения к интегральным уравнениям. Поэтому читатель, не владеющий
элементами теории интегральных уравнений, может пропустить § 79,
так как чтение следующих отделов, содержащих решение задач для
частных случаев, не требует знакомства с упомянутым параграфом.

§ 78. Приведение основных задач к функциональным уравнениям.
1. Пусть S — конечная или бесконечная часть плоскости z, ограни-
ченная одним простым замкнутым контуром L, удовлетворяющим усло-
виям § 47. Отобразим S на круг ] Z, | < 1 плоскости Z, соотношением

z = co(£); (1)
окружность нашего круга мы по-прежнему обозначим через у.

Будем считать, что в случае конечной области S точке £ = О соответ-
ствует точка z = О, а в случае бесконечной области S точке Z, = О соот-
ветствует точка z = оо. Таким образом, при конечной области будем
иметь:

ю(0) = 0, (2)

а при бесконечной области (см. § 47)

со (£) = ~ + голоморфная функция. (3)

Не забудем, что со' (£) не обращается в 0 ни внутри, ни на окружно-
сти у (§ 47).

Будем, далее, предполагать (временно), что в случае бесконечной
области не только напряжения, но и смещения остаются ограниченными
на бесконечности. Это равносильно (см. § 36) предположению, что напря-
жения равны нулю на бесконечности, что главный вектор внешних уси-
лий, приложенных к границе, равен нулю и что равно нулю вращение
на бесконечности.

При этих условиях и при обозначениях, принятых в § 50, функции
<р4 (z) и г|з! (z) будут голоморфны в области S (включая точку z = оо в слу-
чае бесконечной области; см. § 36). Следовательно,, функции ср (£), т|> (£)
будут голоморфны внутри круга | £| < 1. Мы будем считать, что функции
<Р (£)> ф' (£)> Ф (£) непрерывны вплоть до окружности у рассматриваемого
круга !), т. е. считать решение регулярным (§ 42), и будем искать только
такие решения.

Кроме того (§ 41), в случае конечной области мы можем всегда счи-
тать г|5! (0) = 0, а в случае бесконечной \pt (оо) = 0. Значит, мы можем
в обоих случаях считать 2)

х) Иными словами, что эти функции принимают определенные граничные значе-
ния при стремлении £ к точкам на у по произвольным путям.

2) Вместо условия (4) можно ввести условие <р (0) = 0, как было сделано в пре-
дыдущих изданиях настоящей книги. Но условие, принятое здесь, несколько упро-
щает рассуждения.
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В случае первой основной задачи для конечной области можно,
кроме того, произвольно фиксировать мнимую часть величины ф[ (0),
т. е. мнимую часть величины

Ф'(0)
ю'(0) '

2. Граничное условие п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч и при-
нимает вид (см. § 51):

(5)

где, напоминаем, а = е1® обозначает произвольную точку на окружности у,
а под <р (а), ф' (о), а|э (а) следует подразумевать граничные значения при
£ -*• о изнутри у.

Предыдущее условие, переходя к сопряженным значениям, можно
записать и так:

Величина / = /i + i/г определяется на контуре L равенством (см. § 41):
S

/ - /i 4 if2 = i J Wn + iYn) ds + const, (7)
о

где s — дуга контура L, а постоянная в правой части должна быть зафикси-
рована произвольно. Это выражение надо считать заданной функцией от ft
(ибо s есть известная функция от ft) или, что все равно, от а.

Мы будем считать, что величина / не только однозначна и непрерыв-
на г), но что она имеет непрерывную производную по ft, удовлетворяющую
условию Н (§ 65, п. 3). Для этого, очевидно, достаточно, чтобы функ-
ции Хп и Yn удовлетворяли условию Н.

Заметим теперь следующее. Если нам тем или иным путем удастся
найти функцию ф (£), то функцию ij) (£) можно будет вычислить непосред-
ственно, исходя из граничного условия. В самом деле, это последнее
даст граничные значения \р (а) функции г)) (£), которая поэтому определит-
ся формулой

1 Г ^ (") da

Если внесем сюда значение г|з (а), определяемое формулой (6), и вспом-
ним, что по формуле (18) § 76,

2m J о —£
v

J) Напомним, что однозначность и непрерывность функции / = /i + г/2 была бы
невозможна, если бы главный вектор (X, Y) внешних усилий был отличен от нуля,
ибо тогда при полном обходе контура L величина f± + г/2 получила бы приращение
i (X -J- iY), т. е. не вернулась бы к прежнему значению.
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то получим:
Jdo

У У

Итак, нам остается найти функцию ф (Q. Для этой цели мы составим
функциональное уравнение, содержащее лишь ф (£) и непосредственно
вытекающее из граничного условия. А именно, перепишем граничное
условие (5) так:

"... / _ ч , , _ ч W (О") . , , _ ч .

со (о)
(9)

обозначая правую часть временно через F (а), выразим, что функция
F (а) должна представлять собой граничное значение некоторой функции
г|) (£), голоморфной внутри у и обращающейся в 0 при Z, = 0. Для
этого же, как мы знаем (см. § 76, п. 3), необходимо и достаточно, чтобы

2л;
у

? F (a) do n ^
-. \ —-̂ у- = U для всех £ внутри у;
1 J а—Q

постоянная а в правой части формулы (12) § 76 в нашем случае равна
нулю, так как по условию т|) (0) = 0.

Внося в предыдущую формулу, вместо F (а), правую часть формулы (9),
получаем 1):

2л£ ,} о — t, 2ni ,
ш (а) ф' (а) do

у у

или окончательно

ф (Q -I-.—;: \ ^т— = А (£) для всех £ внутри у< (Ю)
v

где для краткости через А (£) обозначена заданная функция

T
Y

Это и есть функциональное уравнение, из которого должна быть
определена функция ф (£).

Мы увидим в следующем параграфе, что это уравнение вполне опре-
деляет искомую функцию, если, в случае конечной области, зафиксировать
мнимую часть отношения ф' (0)/G>' (0).

До сих пор мы предполагали, что в случае бесконечной области
главный вектор (X, Y) внешних усилий, приложенных к контуру Lr

и значения напряжений на бесконечности равны нулю; мы считали так-
же равным нулю вращение на бесконечности. Отбросим теперь эти

1) Мы используем то обстоятельство, что

(a) do
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предположения. В этом общем случае функции ф4 (z), i|)i (z) для бесконечной
области имеют вид (см. § 36):

z) ^ ( z ) = S 1П

где ф̂  (г), ty! (z) обозначают функции, голоморфные в S (включая точку
z = оо), и где Re Г и Г' следует рассматривать как заданные величины;
кроме того, можно произвольно зафиксировать мнимую часть Г. Вели-
чины X и У могут быть заранее вычислены, так как внешние напряжения,
действующие на контур, известны.

Принимая во внимание формулу (3), предыдущие формулы можно
привести к виду х ):

^ g ^ C), (13)
где ф0 (£), t|)o (С) — функции, голоморфные внутри у и непрерывные
вплоть до Y-

В дальнейшем при решении первой основной задачи мы будем всегда
-считать, что мнимая часть величины Г взята равной нулю, так что Г = Г.
Иными словами, мы будем считать, что вращение исчезает на бесконеч-
ности; это, очевидно, не нарушает общности.

Подставляя значения (13) в (5), увидим, что функции ф0 (£), "фо (£)
должны удовлетворять точно тому же условию (5), что и функции ф (£),
TJ; (£), с той только разницей, что вместо / следует теперь взять /0, где

, _ X + iY . Те a) (a) f X — iY J _ TV| , к (X + tF)
;°/ Ш 0 Г а j^Toj 12 ' ^

f Х-.-У п_Ггп2\_Г'га (14)
\ 2 ( 1 + ) I

или, замечая, что ст = —,

Вместо In а можно в предыдущем выражении написать просто id.
Легко видеть, что выражение /0 будет однозначной непрерывной функ-

цией на Y> производная которой по •в1 удовлетворяет условию Н, если
заданные функции Xn, Yn удовлетворяют (как мы предполагаем) усло-
вию Н.

Однозначность выражения /0 следует из того, что при полном обходе
по у (против часовой стрелки, что соответствует обходу контура L по
часовой стрелке, оставляющему бесконечную область S слева) выражение /
прирастает на величину i (X + iY) и на такую же величину прирастает
(X + iY) 1пег/2я.

Таким образом, для нахождения фо (£) и ipo (С) м ы имеем точно такие
же условия, как имели выше для нахождения ф (£) и ty (£). Значит, мы
всегда можем свести общий случай к предыдущему.

х) Ср. формулы (14), (15) § 50. Не забудем, что там мы отображали область S
на внешнюю часть круга, а здесь отображаем на внутреннюю.
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3 . П е р е й д е м к о в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч е . Г р а н и ч н о е
у с л о в и е в э т о м с л у ч а е и м е е т в и д (§ 51) :

со'(а)
(15)

где gi, g2 — заданные граничные значения компонент и, v смещения.
Мы видим почти полную аналогию с первой основной задачей. Считая

сперва, что (в случае бесконечной области)

Х = У = 0, Г = Г' = 0,

т. е. считая ф (£) и я|} (£) голоморфными и поступая, как в случае первой
основной задачи, получаем уравнение, аналогичное уравнению (10):

I Ш ^ 1 а а В Ю ДЛЯ ВСеХ & ВНУТРИ
у

где В (£) — заданная функция

Y

Уравнение (16) представляет собой функциональное уравнение, кото-
рое вполне определяет функцию ф (£); это будет показано в следующем
параграфе.

После того, как будет найдена функция ф (£), функция г|) (£) опреде-
лится по формуле, аналогичной формуле (8):

m J a — Z, 2т J со (ст)
Y v

(18)

Случай, когда величины X, У, Г, Г' не равны нулю, а произвольно
заданы (здесь, разумеется, мы имеем в виду бесконечную область), можно
свести к предыдущему, совершенно аналогично тому, как мы поступили
при рассмотрении первой основной задачи.

4. Совершенно аналогично можно составить функциональное уравне-
ние, определяющее ф (£) для случая о с н о в н о й с м е ш а н н о й
з а д а ч и , когда на одной части границы заданы внешние усилия, а на
другой — смещения. В этом случае уравнение имеет несколько более
сложный вид, и мы на нем останавливаться не будем (см. также конец
§ 79, п. 4).

§ 79. Приведение к уравнениям Фредгольма. Теоремы существова-
ния х ). 1. Функциональные уравнения (10) и (16) § 78 принадлежат
к не совсем обычному типу интегральных уравнений, но их легко можно
привести к обычным уравнениям Фредгольма (второго рода).

*) Доказательства теорем существования, приводимые в настоящем параграфе,
повторяют без существенных изменений доказательства, данные в моей статье [11].
Здесь, однако, введены некоторые упрощения и исправлены два элементарных, но



284 ГЛАВА ПЯТАЯ. РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ [§ 79

В случае бесконечной области мы будем считать, что

так как наши задачи всегда могут быть приведены к этому случаю,

(см. § 78).

2. Займемся сначала п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч е й . Чтобы

привести уравнение (10) § 78 к уравнению Фредгольма, перепишем его

следующим образом:

4 ^ ^
(а) (а —

(1).

где для краткости введено обозначение

к ^ ф' (0) (2)
со' (0)

Легко видеть на основании формулы (18) § 76, что левая часть уравнения
(1) тождественна с левой частью формулы (10) § .78. В случае бесконечной
области со' (0) = оо, и поэтому к = 0.

Дифференцируя уравнение (1) по £, получаем:

откуда, заставляя стремиться t, к произвольной точке а0 контура,,
выводим:

2лг ,) доо
со (а) — со((То)"1

= А

Легко видеть, что проделанная нами операция перехода к пределу
вполне законна вследствие принятых выше условий относительно функции
/ и контура L. Именно, мы приняли, что / такова, что ее первая производ-
ная удовлетворяет условию Н. Поэтому А' (£,) будет (§ 69) функцией,
непрерывной внутри у, непрерывно продолжимой на у; в формуле (4)
А' (о"0) обозначает граничное значение этой функции.

Далее, условия, принятые относительно контура L, обеспечивают
непрерывность вплоть до контура у функций со (£), со' (£), со" (£), за
исключением, в случае бесконечной области, точки £ = 0, и неравенство

досадных промаха, допущенных мною в рассуждениях упомянутой статьи. На один
из них в свое время любезно обратил мое внимание С. Г. Михлин, и исправление-
было внесено уже в первое издание книги. Другой, несмотря на свою очевидность,
и элементарность (вернее, именно благодаря этому), оставался долгое время незаме-
ченным и был обнаружен мною лишь при подготовке третьего издания.

Краткое изложение этих доказательств было дано в моих заметках [9, 10].
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нулю со' (£), а отсюда следует непрерывность функции

К ( Г П\__А д rto(g)-»(D _Q)(a)-cu(g)-(g-g)u)>(D

для всех значений а и £ внутри и на у *)» кроме, в случае бесконечной
области, значений а = 0 и £ = 0.

Кроме того, по предположению (см. § 78) функции <р (£), <р' (£), 1|з (С)
непрерывны вплоть до контура.

Уравнение (4) легко может быть также выведено из уравнений полу-
ченных иным путем В. А. Фоком [1, 2], который, впрочем, ограничи-
вается рассмотрением конечной области 2 ).

Предыдущие формулы относятся как к случаю конечной, так и к слу-
чаю бесконечной области. Однако в случае бесконечной области им можно
придать несколько иной вид, более удобный для нашей цели.

Прежде всего в этом случае к = 0. Значит, вместо уравнения (1)
можем написать:

Ф (» + Ы \ ̂ 7 " ( n VUdo-A®. (1')
tni J а ' (С) (a —£)

Далее, замечая, что согласно нашим условиям

где соо (С) — функция, голоморфная внутри у, будем иметь:

со (а) — а>&) _ соо(а) —сйО(£) с_

Подставляя это выражение в уравнение (1'), получаем:

( ) (сг—

ибо, как легко видеть,
2л

J _ Г ф'(д) ̂ £. = J _ f ф'(ст) d ^ ^ о
2 l " J со' (a) ff 2 л •' СУТСГ)со' (a)

!) Действительно, по формуле Тейлора, с остаточным членом в виде определен-
ного интеграла, имеем:

а

со (а) — со (£) — со' (С) ( а — £) = \ »" (0 (o — t)dt,

I

где интеграл можно брать по прямолинейному отрезку, соединяющему о и %. Про-
изведя замену переменной интегрирования: t = 0 — "к (а — Q, получаем:

1

о

а отсюда непосредственно следует наше утверждение.
2) См. заметку В. А. Фока и Н.: И. Мусхелишвили [1].
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В самом деле, величина, сопряженная с интегралом правой части,
2л

1 Г ф' (а) ,„ _ J _ ? ф' (о) da
2я ,з со' (a) 2ni J at' (а) а '

6 V

равна нулю, ибо очевидно, ф' (a) lam' (а) есть граничное значение функ-
ции, голоморфной внутри у.

Из уравнения (1") дифференцированием выводим:

и, переходя к пределу Z,—*-а0, совершенно аналогично предыдущему полу-
чаем интегральное уравнение

и s &
Итак, уравнение (4), которое мы теперь перепишем так:

ц>'(ао) + ~^К(ао, а) ф' (о) da +-A©' (<т0) = Л' (<т0), (6)
Y

пригодное в обоих случаях, может быть в случае бесконечной области
заменено уравнением (4'), т. е.

Ф' (сто) + 2^. I Ко (сто, а)ф'(о-) da = А' (о0), (6'.>
Y

где введено обозначение

A )

Исследуем теперь полученные интегральные уравнения отдельно для
конечной и бесконечной области.

Начнем со с л у ч а я б е с к о н е ч н о й о б л а с т и . Если в урав-
нении (6') положим

Ф ' ( ° ) = < р ; + « Р Г
и

^о (сто, a) = Kl + iK2

и разделим действительные и мнимые части, то получим систему двух
действительных уравнений Фредгольма; обычным путем эта система
может быть сведена к одному уравнению. Нам бесполезно выписывать
его, достаточно только знать, что уравнение (6') сводится к одному урав-
нению Фредгольма (второго рода).

Предположим, что уравнение (6') имеет (непрерывное) решение ф'(ст).
Если подставить это решение во второе слагаемое левой части формулы
(1'"), то эта формула определит некоторую функцию ф' (£), голоморфную,
как легко видеть, внутри у и принимающую определенное граничное
значение на у. Легко далее видеть, что это граничное значение совпадает
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с функцией ф' (а), фигурирующей во втором члене левой части формулы
(I'")1), иными словами, что определенная указанным образом голоморф-
ная функция ф' (£) действительно решает функциональное уравнение (Г").

Легко видеть, наконец, что мы получим решение ф (£) функциональ-
ного уравнения (l")i если определим эту функцию самим равенством (1"),
подразумевая, что на место функции ф' (а), фигурирующей во втором
слагаемом левой части, подставлено рассматриваемое решение интеграль-
ного уравнения (6').

После того, как функция ф (£) найдена, функция г|) (£) определяется
формулой (8) § 78:

Ш ^ ^ (7)
У У

Так как найденные функции ф (£), \|з (£), а также производная ф' (£),
непрерывны вплоть до у 2 ), то ф (£), т|з (£) дают регулярное решение задачи.

Итак, каждому (непрерывному) решению ф' (а) интегрального урав-
нения (6') соответствует определенное регулярное решение нашей задачи.

Докажем теперь, что интегральное уравнение (6') всегда имеет реше-
ние, притом единственное. Для этого, как известно, достаточно доказать,
что соответствующее однородное уравнение

<P'(a") + 2Si I Ko(a<" °)W)do = 0 (6")-
Y

не имеет решения, отличного от нуля. Это последнее почти очевидно-
на основании предыдущего. Действительно, если бы это уравнение имело>
решение, отличное от нуля, мы смогли бы при помощи этого решения
получить решение нашей основной задачи, соответствующее случаю
/ = О, при этом такое, что ф' (£) отлично от нуля. А это значило бы, как
легко видеть, что существует решение, соответствующее случаю, когда
внешние напряжения, приложенные к контуру, равны нулю, а напряже-
ния внутри тела отличны от нуля, что невозможно на основании теоремы
единственности решения (см. § 40, п. 3 и § 42, п. 2; см. так же § 41, п. 3).

Таким образом, существование решения первой основной задачи для
бесконечной области доказано.

Переходя к с л у ч а ю к о н е ч н о й о б л а с т и , будем пока
считать, что постоянная к в уравнении (1) произвольно зафиксирована.

1 ) Действительно, переходя к пределу £ —у- а0 в равенстве (Г") и принимая во

внимание, что ф у н к ц и я <р' (а), фигурирующая во втором члене левой части, удовле-

творяет уравнению (4'), убеждаемся, что ф' (£) —v ф ' (ст0).
2) Относительно ф' (£) у ж е говорилось выше; относительно ф (Q утверждение

очевидно; относительно -ф (£) это следует из самого хода рассуждений, а т а к ж е из того,

что формулу (7) можно еще представить так:
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Для того чтобы избавиться от члена кол (£) в этом уравнении, произведем
подстановку:

Ф ( С ) = - * < О ( £ Ь - Ф О ( £ ) , (8)

где ф0 (£) — новая искомая голоморфная функция. Подставляя это выра-
жение в уравнение (1), получаем, очевидно:

u j со (а) (а—g)() (

откуда, как и выше, следует:

и при £ —>- о*о

V

Так же, как и в случае уравнения (6'), мы можем свести предыдущее
уравнение к системе двух интегральных уравнений Фредгольма, а эту
последнюю — к одному уравнению Фредгольма (второго рода).

Ниже будет показано, что уравнение (11) всегда имеет (единственное)
решение.

Теперь же мы займемся вопросом о том, как построить решение
исходной задачи, если найдено какое-либо (непрерывное) решение ф„ (а)
этого уравнения.

Подставив это решение во второй член левой части (9), мы определим
функцию ф0 (£).

После этого функция ф (£) будет дана соотношением (8); эта функция
будет решением функционального уравнения (1) при данном значении
постоянной к. Однако, для того чтобы определенная таким образом функ-
ция ф (Q приводила к решению исходной задачи, необходимо и достаточно
так подобрать постоянную к, чтобы имело место соотношение (2), т. е.
чтобы

со'(0) '

или, принимая во внимание соотношение (8),

* + *=1Ш-. (-12)
о)'(0)

Это, очевидно, возможно лишь в случае, когда

-2!«LLL Г - действительное число. (13)
<о' (0)

Предположим, что последнее имеет место. Тогда формула (12) опреде-
лит действительную часть к. Зафиксировав произвольно мнимую часть к.
мы получим определенное значение для искомой функции ф (£); вычис-
лив соответствующую функцию т|5 (£) по формуле (8) § 78, мы получим,
наконец, некоторое регулярное решение исходной задачи.
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Легко выяснить физический смысл условия (13). В самом деле, вве-
дем в рассмотрение некоторую функцию г|)0 (о), положив:

ср0(о) + ^ ф Л ) + | о ( а ) /1 + 7 2 + 4 ( ) 'ш (а) со' (0)

или, что все равно,

^ ^ ^ o)==fl-if2+^^^~(o~j. (15)

Легко непосредственно проверить, что в силу уравнения (9) функция
т|50 (о") представляет собой граничное значение некоторой функции о|з0 (£),
голоморфной внутри у *) (и обращающейся в нуль при £ = 0; последнее
обстоятельство не имеет для нас значения).

Умножая равенства (14), (15) соответственно на со' (a) do = dz и
<о' (а) do = dz, складывая, интегрируя по у и замечая, что

\ фо (а) со' (ст) do f \ со (а)ф„(о)do= \ d [ф0 (а) со (о)] = О,
J J •)
•у V У

п п

фо (ст) со' (а) do + \ со (а) ф^ (о) do = \ d [ср0 (о) со (а)] = О,

V у у

\ г|)0(ст) со' (а) do = \ г|з0 (о) со' (а) d a = О,

Y У
л rt п

со ( а ) со' ( a ) do = \zdz, \ со ( а ) со' ( a ) do = \ z dz

У L у L

и что, как это показывает интегрирование по частям,

\ z dz= — \ z dz,

получаем:

Но
С - С г»
\ z dz = \ (жож + а aw) + t \ (У dx — xdy)—- —2iS,
.! .1 J
L L L

где 5 — площадь области S. Следовательно,

г) Действительно, подразумевая под -фо (а) выражение, даваемое формулой (14),
и принимая во внимание уравнение (9), будем, как легко видеть, иметь:

1 С у о (a) do

у

что на основании сказанного в § 76 (п. 3, предложение I) доказывает наше утвер-
ждение.
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Выражение в фигурных скобках только множителем отличается от мнимой
части ф„(0)/<а' (0). Значит, условие (13) эквивалентно условию:

&) = 0, (17)

а это есть условие равенства нулю главного момента внешних напряжений,
приложенных к контуру L.

Вернемся теперь к уравнению (11) и покажем, что оно имеет одно
и только одно решение.

Рассмотрим для этого соответствующее однородное уравнение:

1 f rr —'•

У

К этому уравнению мы придем, если станем решать указанным выше
путем первую основную задачу при отсутствии внешних напряжений,
т. е. при /i = /2 = 0 на L. Так как при этом условие (17), очевидно, будет
соблюдено, то для любого решения ф„ (о) уравнения (11') будет соблюдено
условие (13). Подобрав действительную часть постоянной к согласно
формуле (12) и произвольно зафиксировав ее мнимую часть, мы сможем,
исходя из % (а), построить указанным выше путем решение первой основ-
ной задачи при /4 = /2 = 0. Если функция ц>'0 (а) не равна нулю всюду
на у, то построенное таким образом решение не будет соответствовать
отсутствию напряжений. В самом деле, функция ф (£) в нашем случае
определяется формулой: ф (£) = —ка> (£) + ф0 (£), а при отсутствии
напряжений мы должны иметь ф (Q = Сш (£) + const, где С — действи-
тельная постоянная. Следовательно, при отсутствии напряжений должно
быть: ф0 (£) = mm (£) + const, где т — некоторая постоянная. Под-
ставляя это значение в уравнение (9), где в нашем случае А (£) = 0, полу-
чаем, очевидно: т<а (£) = const, что возможно лишь в случае т = 0, т. е.
фо (£) = const, а следовательно, ф„ (Q = 0.

Следовательно, наличие ненулевого решения уравнения (11') влечет
за собой наличие решения первой основной задачи, отвечающего напря-
женному состоянию при отсутствии внешних усилий, что невозможно
по теореме единственности.

Таким образом, однородное уравнение, соответствующее уравнению
(11), не имеет- отличных от нуля решений, а потому уравнение (11) имеет
одно и только одно решение.

Решив это уравнение и предполагая, что условие (17) выполнено, мы
сможем, подобрав действительную часть к согласно условию (12), найти
функцию ф (£) по формуле (8), а затем определить и функцию г|з (Q по
формуле (8) предыдущего параграфа и таким образом решить исходную
задачу. Мнимая часть к остается произвольной, что можно было предви-
деть заранее, так как в выражении для ф (Q слагаемое вида Cirn (£), где
С — действительная постоянная, не влияет на распределение напряжений.
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Напомним, что условие (17) есть условие равенства нулю главного
момента внешних напряжений. Условие равенства нулю главного вектора
обеспечивается непрерывностью функций /4 и /2 на L; поэтому оно не появ-
ляется в явном виде.

Таким образом, мы доказали существование решения первой основной
задачи и для конечной области.

Вместе с тем дан и (теоретический) метод решения задачи как для
конечной, так и для бесконечной области.

3. Перейдем ко в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч е . Она сводится,
как мы видели, к решению уравнения (16) § 78, совершенно аналогичного
уравнению, получаемому для первой основной задачи. Методы решения
первой и второй задач настолько схожи, что не имеет смысла повторять
рассуждения.

Некоторое различие появляется только в случае задачи для конечной
области, а именно: вместо формулы (8) мы здесь должны взять

Ф (£) = •£ со (£) + Фо(£). (18)

а для определения к будем иметь уравнение

/С — — = ^ U : , (19)
х со (0)

которое дает для к вполне определенное значение (вспомним, что и > 1)
без какого-либо добавочного условия существования решения.

Итак, существование решения второй основной задачи доказано
и вместе с тем дан (теоретический) метод решения ее.

4. Методом, аналогичным предыдущему, может быть решена и
о с н о в н а я с м е ш а н н а я з а д а ч а . На этот раз указанный метод
непосредственно приводит не к уравнению Фредгольма, а к так называе-
мому сингулярному интегральному уравнению, которое легко в свою
очередь привести к интегральному уравнению Фредгольма. Этим путем
смешанная задача решена Д. И. Шерманом [10]. Решение может быть
значительно упрощено, если воспользоваться разработанной впоследствии
общей теорией сингулярных уравнений.

5. Д. И. Шерману [7] принадлежит также более углубленное иссле-
дование полученных выше интегральных уравнений для первой и второй
основных задач. А именно, он вводит в эти интегральные уравнения
некоторый параметр Я,, как это делается в общей теории уравнений Фред-
гольма *), и доказывает, что все характеристические значения этого пара-
метра действительны и расположены вне отрезка — 1<;Х-^1.

Этот факт имеет практическое значение, так как показывает, что
упомянутые интегральные уравнения могут быть решены методом после-
довательных приближений, иными словами, что ряды Неймана будут

х) Разумеется, здесь к не имеет никакого отношения к постоянной Ламе, обо-
значаемой той же буквой.
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сходящимися для тех значений параметра Я,, которым эти уравнения соот-
ветствуют, а именно: интегральное уравнение для первой основной задачи
соответствует значению Я, = 1, а для второй основной задачи — значению
л = —1/к (вспомним, что к > 1).

Кроме того, в упомянутой статье попутно получен ряд других резуль-
татов, представляющих самостоятельный интерес.

Относительно теорем существования для областей более общего вида,
а также относительно некоторых других общих методов решения основ-
ных задач, будет сказано в последнем отделе этой главы.

§ 79а. О некоторых других применениях предыдущих интегральных
уравнений. Интегральные уравнения, рассмотренные в предыдущем
параграфе, могут быть применены и к некоторым другим важным задачам
теории упругости. Мы имеем в виду (приближенную) теорию изгиба
пластинки, загруженной усилиями, нормальными к ее плоскости. Мы
уже говорили выше, что случай, когда п л а с т и н к а з а д е л а н а
п о к р а я м , приводится к так называемой основной бигармонической
задаче, т. е. к той же граничной задаче, что и первая основная задача
плоской теории упругости.

Оказывается, что случай пластинки с о с в о б о д н ы м и к р а я-
м и может быть приведен к той же граничной задаче, что вторая основная
задача плоской теории упругости; только постоянная х должна быть
заменена некоторой другой постоянной, также большей единицы. Это было
показано С. Г. Лехницким [3] и позднее, независимо от него, И. Н. Ве-
куа [3].

И. РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ, ОТОБРАЖАЕМЫХ
НА КРУГ РАЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ. ПРИЛОЖЕНИЕ

К ПРИБЛИЖЕННОМУ РЕШЕНИЮ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ ОБЩЕГО ВИДА

Как уже было сказано, интегралы типа Коши дают возможность
получить не только теоретическое, но и практическое решение основных
задач для некоторых довольно обширных классов областей. Основным
исходным пунктом являются при этом формулы (10) или (16) § 78 или
аналогичные формулы, которые будут указаны ниже. Особенно простым
является случай, когда отображающая функция со (£) рациональная;
решение в этом случае получается совершенно элементарным путем, как
будет показано ниже *). Но для большей наглядности мы начнем с непо-
средственного решения задач для некоторых простейших областей.

*) В своих работах Д. М. Волков и А. А. Назаров [1, 2] указывают метод, даю-
щий, по-видимому, возможность находить решение элементарным путем и в более
широком классе случаев. Однако этот класс не охарактеризован авторами с доста-
точной точностью, так что нельзя заранее сказать, в каких случаях, кроме случаев,
указанных мною в тексте, можно рассчитывать получить решение в элементарном
ниде. Именно с целью указать случаи, когда можно наверное получить элементарное
решение, применяя вполне определенные приемы, я и ограничился в своих работах,
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Большая часть излагаемых в этом отделе результатов содержится
в работах автора [4, 5, 7, 8].

§ 80. Решение первой основной задачи для круга х ). Эта задача уже
была решена нами в § 54 при помощи рядов. Интегралы типа Коши при-
водят к цели быстрее и дают решение, более удобное для приложений.

Пусть радиус нашего круга S есть R; окружность круга обозначим
через L. В нашем случае можем взять

г = с о ( 0 - Я£; (1)

мы применяем здесь и в дальнейшем обозначения § 78. В частности, у будет
обозначать окружность |£ | = 1, а а = е'* — точку на этой окружности.

Граничное условие в нашем случае запишется так:

| = А + Г/2 = /. (2)
или, если перейти к сопряженным значениям,

Считая для определенности, что т|? (0)-= 0, и учитывая, что правая
часть равенства

-снр'(а) (3')

должна быть граничным значением некоторой функции \р (£), голоморф-
ной внутри у и обращающейся в нуль при £ = 0, получаем, применяя
формулу (12) § 76:

_L С / r f q _ j _ Г Ф (о) da i_ ? oq/Tojrfo _ n

2ni ) a — t, 2ni ) a — t, 2ni J 0 —£ ~ U '
V V У

что приводит к функциональному уравнению

' ( а ) ^ _ 1 С Ida
- ? ~ 2 л О o -

V У

Предыдущее уравнение есть не что иное, как функциональное урав-
нение (10) § 78 для случая, когда со (£) = Щ; приведенный здесь вывод
представляет собой повторение вывода § 78 применительно к этому част-
ному случаю.

В рассматриваемом здесь случае функциональное уравнение решается
весьма просто, без всякого перехода к интегральному уравнению, так
как интегральный член в левой части вычисляется непосредственно в ко-
нечном виде.

посвященных элементарным методам, рассмотрением случая, когда со (О — рацио-
нальная функция. Должен, кроме того, заметить, что я не согласен с Д. М. Волковым
и А. А. Назаровым, что их метод приводит к более простым выкладкам (см. приво-
димый в § 87а пример).

х) Как было уже сказапо (см. § 54), известно мпого решений этой задачи. Упо-
мянем здесь только решения Г. В. Колосова [1, 2], Г. В. Колосова и Н. И. Мусхе-
лишвили [1], а также опубликованное в 1931 г. решение Г. В. Колосова [5].
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В самом деле, рассмотрим разложение функции ф (£), выписав только
первые три его члена (больше нам не понадобится):

1£ + а 2 £ а + . . . ; (5)
отсюда

Ф'(£) = в1 + 2 в 2 £ + - . . ,
и, следовательно, на основании формулы (17) § 76 будем иметь:

ст —
у

Таким образом, из формулы (4) получаем:

- i^-. (6)
Y

Последнее соотношение и определяет функцию ср (£) с точностью
до выражения а^ + 2а2. Остается определить не известные пока постоян-
ные а±, а2- Для этого следует выразить условие, что постоянные аи а2

представляют собой коэффициенты разложения (5) при £ и £2 соответ-
ственно *). Выразим эти условия. Для этого достаточно положить £ = 0
в уравнениях, полученных из соотношения (6) дифференцированием по £
один и два раза, и принять во внимание, что по определению аг — ф' (0),
2а,2 = ф" (0). Это дает соответственно2):

. — 1 Г , da -г,,
а + й Н (7)

da

Последняя формула определяет постоянную а2-
Формула (7) дает, если положить / = /i + ifz, о

2л

!) Если это условие но выполнено, то, очевидно, функция ф (£), определяемая
формулой (6), не будет удовлетворять уравнению (4).

2) Соотношения (7), (8) можно получить и так (что, впрочем, сводится к тому
же): подставить в формулу (6) разложение

Y V V

и сравнить коэффициенты при £ и
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Этому условию возможно удовлетворить лишь в случае, когда правая
часть — действительная величина, т. е. когда

2я

)dd = 0. (9)

Это условие разрешимости задачи выражает, как и следовало ожидать,
условие равенства нулю главного момента внешних усилий [ср. § 54,
формула (3)].

Если это условие удовлетворено, то действительная часть a t вполне
определится формулой (7), а мнимая, как и следовало ожидать, останется
произвольной; полагая для определенности эту мнимую часть равной
нулю, на основании формулы (7) получаем:

Окончательно имеем:

где аг и а2 определяются формулами (10) и (8).
Найдя ф (£), можно сразу определить функцию oj) (£), ибо ее граничное

значение г|) (о) дается формулой (3'). Определяя я|з (Q по формуле Коши
и принимая во внимание, что *)

у

оср' (a) da_J С ср' (а) da _<p'(S) a i

получаем:

Легко видеть, что полученное решение будет наверлое регулярным
(в смысле § 42), если заданная на контуре функция / имеет производную,
удовлетворяющую условию Н.

Таким образом, задача решена. Заметим, что последние члены в пра-
вых частях формул (11) и (12) можно отбросить, ибо постоянные слагаемые
в выражениях для ср (£), г|з (£) никакого влияния на напряжения не имеют.
Мы вычислили эти постоянные слагаемые только с той целью, чтобы
иметь также решение «основной бигармонической задачи», где постоянные
слагаемые имеют значение.

Мы пользуемся формулой (18) § 76 и формулой (3) § 70.
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Если отбросить упомянутые постоянные, то вместо формул (11) и (12)

будем иметь более простые формулы:

V

В этом случае граничное значение выражения

аи эи
дх ду

может отличаться от / = fx + if 2 постоянным слагаемым. Если же взять

формулы (11) и (12), то упомянутое граничное значение будет в точности

равно /.

Полученное решение очень удобно для практики, как это станет ясным

из приводимых в следующем параграфе примеров.

§ 80а. Примеры. 1. К р у г о в о й д и с к п о д д е й с т в и е м

с о с р е д о т о ч е н н ы х с и л , п р и л о ж е н н ы х к к о н т у р у 1 ) .

Пусть к обводу кругового диска приложены сосредоточенные силы

(Х4, У,), (Х2, У2), . . . , (Хп, У„)

в точках

Zi = Reia*, z2 = Reia*, ..., zn^Reian (О^сц < а 2 < . . . < а „ < 2л).

Этим точкам на плоскости переменной Z, соответствуют точки

a! = e iai, . . . , an = eian.

При этих условиях выражение / = /i + if2 будет постоянным на каж-

дой из дуг o"iO"2, о'гО'з! • • • > an°i (ибо эти дуги свободны от внешних

напряжений), но будет изменяться скачком 2 ), равным i (Хь + iYh) при

переходе через точку oh (см. § 43).

Мы можем принять, например, что / = 0 на дуге опох. Тогда на дугах

счо"21 о"2О"3и т. д. будем иметь соответственно: / = i (Xi + ГУ 4 ) ,/ = i (Xi +

+ iYt) + i (X2 + iY2) и т. д.

Для того чтобы / приняло прежнее значение 0 3) при возвращении

на дугу onOi, мы должны, очевидно, иметь Xi + Х2 + . . . + Хп — 0 г

1) Решение этой задачи было найдено еще Герцем (Н. Hertz) в 1883 г. и изучено
более подробно Мичеллом (Michell [2]) методами, совершенно отличными от приво-
димых в тексте (см. еще Love [1], § 155).

2) При выводе формул предыдущего параграфа, которыми мы здесь будем поль-
зоваться, мы предполагали, что заданная на контуре функция /4 -{- г/2 непрерывна
(и даже имеет производную, удовлетворяющую условию Н). Однако легко убедиться
путем непосредственной проверки окончательного результата, что эти формулы при-
водят к решению и в рассматриваемом здесь случае.

3) А это необходимо, ибо выражение -г— 4- i -^- должно быть однозначным внут-

ри у, так как мы имеем дело с односвязной областью.
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У4 + Y2 + . . . + Yn = 0, т. е. главный вектор приложенных сил
должен, как и следовало ожидать, равняться нулю.

Имеем далее:
О2 On CTl

J Г Jda __ J_ P J_ P J_ г _
2Л1 J a —£ 2ni J 2ni J ~ 2 n i .}

Y Ol < J n - l CTn

2я

•••+' 2Й о„
Последний член р а в е н нулю, но мы н а п и с а л и его д л я симметрии.

После очевидных приведений получим:

Совершенно аналогично получим:

Остается т о л ь к о определить постоянную а 4 . Мы можем воспользо-
ваться д л я этого формулой (10) § 80; еще проще поступить следующим
образом. Т а к к а к по условию (ц = a t = q/ (0), то по формуле (11) § 80,
если подставить вместо и н т е г р а л а в п р а в о й части найденное значение,
продифференцировать по £ и п о л о ж и т ь £ = 0, получим:

Для того чтобы это было возможно при действительном аи необхо-
димо, чтобы правая часть была действительной величиной. А это, как
легко видеть, сводится к условию 2 (xkYk — ykXh) = 0, где xh + iyk =
= zh = akR, т. е. к условию равенства нулю главного момента.

Если указанные выше условия (равенство нулю главного вектора
и момента) соблюдены, то решение задачи на основании формул (11') и
(12') § 80 имеет вид:

п п

4 * n ) l n ( a f t - £ ) - ^ 2 (Xk + iYh)^h, (1)

Легко установить, что функция напряжений С/ будет непрерывной вплоть
до у, так что мы будем действительно иметь данные сосредоточенные силы
в указанных точках.
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Пусть, например, на контур диска действуют две равные и противо-
положные силы (р, 0) и (—р, 0), параллельные оси Ох и приложенные
в точках z4 = Reia и z2 = Rei <л-а> = —Re'ia (рис. 35).

В этом случае, возвращаясь к старой переменной z = Rt,, получим из
формул (1), (2):

^ I (z)=ij?; (z) - — - 2 - 1 ^ ^ - z-—i - {4_lz)2 - (Z21 z ) 2 } •

Напряжения будут даны формулами:

Подставляя сюда найденные значения Ф4 и
 x¥i, замечая, что

zi=Reia, z 2 = — Re~ia

и что
zi—г = г±е-™1, z2 — z——r2e

1

(обозначение см. на рис. 35; д, и й 2 положительны, когда точка z находится
выше линии действия сил; отрица-
тельны, когда она находится ниже),
легко получаем:

Y , у 2р fcos $ч . cos Ь2

R

р j cos 3di + cos O4 , cos 3ft2 +
 c o s ̂ 2*1

Рис. 35. я

откуда после очевидных преобразований:

sin 3ft, + sin
r2

inO2l

v 2p f sin" •&! cos •&! i sin2ft 2cosd 2-)
у == — г > — —

v л I ri r2 J n
2p fsi ! sin fl2 cos2 #2

- cos a,
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Так же легко получить выражения для смещений, а именно: на осно-
вании формулы

2ц (и + iv) = xq>! (z) — zcp; (z) — % (z)

будем иметь:

z t —z Z j — г Z l — z Z 2 — z Л

Для входящих в эту формулу многозначных логарифмических функ-
ций следует взять одну какую-либо ветвь. Если взять другие ветви,
то получатся смещения, отличающиеся от первых только жестким пере-
мещением всего тела.

Отделяя действительные и мнимые части и подставляя, вместо х,

значение , , , получаем:
А-(-(Д

^ 2 d 1 -

В этих формулах а; + гг/ = z. В последней формуле вместо у можно
написать у — I, где I — расстояние центра до линии действия сил (это
сводится к присоединению жесткого поступательного перемещения).
В этом случае все точки, находящиеся на линии действия сил, оста-
нутся на ней и после деформации.

Если мы имеем дело не с плоской деформацией, а с тонким диском

(§ 26), то вместо X надо взять X*, а под р подразумевать величину т̂ ,

где F — сосредоточенная сила, а 2/г — толщина диска (действительно,
во всем предыдущем р означает силу, действующую не на точку, а на
прямую, перпендикулярную к плоскости Оху и рассчитанную на единицу
длины этой прямой).

Можно привести еще большое число примеров подобного рода, пред-
ставляющих интерес для технических приложений. В частности, можно
очень просто получить решение для всех случаев, рассмотренных иным,
искусственным, путем Мичеллом (Michell [2]) 1).

2. Д и с к п о д в л и я н и е м с о с р е д о т о ч е н н ы х с и л
и п а р , п р и л о ж е н н ы х к в н у т р е н н и м т о ч к а м . В ука-
занном случае решение получается также с чрезвычайной простотой
из общих формул предыдущего параграфа. Для этого достаточно снабдить
искомые функции ф, -vp определенными особенностями в точках прило-
жения сосредоточенных сил и пар, как это указано в § 57. Предоставляя
читателю найти общее решение, мы ограничимся для краткости при-
мером двух прямо противоположных сил, одна из которых приложена

См. Колосов и Мусхелишвили [1].
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в центре, а другая — в произвольной точке диска. Не нарушая общности,
мы можем считать, что вторая сила приложена к одной из точек оси Ох
(и направлена по ней). Таким образом, мы имеем две сосредоточенные
силы: (— р, 0), приложенную к точке О, и ( + р, 0), приложенную к точке
z0, где z0 — действительная величина.

В рассматриваемом случае функции ф£ (z) и -ф± (z) будут иметь сле-
дующий вид (см. § 57):

^ ^ ^ ^

или, переходя к новой переменной £ = ~:

где фо (?) и г|50 (£) обозначают функции, голоморфные внутри у, а £0 =

Граничное условие (края диска мы предполагаем свободными) напи-
шем так:

или, подставляя значения (4),

где

а значит,

Функции ф0 (£) и г|з0 (Q мы найдем по формулам (11') и (12') § 80,
где вместо ф, г|5, / надо взять ф0, î 0» /о-

Вычисление входящих в эти формулы интегралов не представляет

ни малейшего труда. Именно, замечая, что функция In голоморф-

на вне у и обращается в.О при £ = оо, а функция In (1 — £0£) голоморфна
внутри у 1)i будем иметь на основании формул § 70 и на основании

J) Выбор ветвей многозначных функций In ~° = In ( 1 — ~- J и In (1 — ££0)

зависит от нас; однако эти ветви надо выбирать так, чтобы на у они представляли
собой сопряженные друг с другом величины. Для первой функции мы выбираем ветвь,
голоморфную вне у и равную нулю при Z, = оо, для второй — ветвь, голоморфную
внутри у и равную нулю при £ = 0.
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формулы Коши:

Y Y

Далее, на основании тех же формул:

1

2я1 } {a a —to °2 ) о — с,
у

Значит, будем иметь:

_1_ С foda хр , ,. -. у, . pi, ( t, — to И

Y

i o-t 2n(l+x)-
Y

Чтобы вычислить а ь заметим, что 2at равно значению производной
при £ = 0 от предпоследнего выражения (см. предыдущий параграф).
Элементарное вычисление дает:

(x-l)pSo
1 4л(1+х)

Таким образом, на основании формул (И') и (12') § 80 получим после
элементарных преобразований:

и) \ 1 —
р (х — !

2n

В последнем выражении отброшено постоянное слагаемое. Наконец,
для (р (£) и i|> (?) на основании формул (4) будем иметь выражения:

f С —to A

b o W 2x(l + x) 1 - U
P 1-й ,

2я(1 + х) (1—Cot)2 ' J
Таким образом, задача решена. Если мы имеем в виду-тонкую пластинку,
то вместо и надо взять х*.

Так же просто решается задача для системы произвольно располо-
женных сил (разумеется, статически эквивалентной нулю).

3. В р а щ а ю щ и й с я д и с к с п р и к р е п л е н н ы м и
с о с р е д о т о ч е н н ы м и м а с с а м и . Пусть упругий тонкий диск
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вращается с угловой скоростью Q вокруг своего центра и пусть к нему
прикреплены (в произвольных точках) сосредоточенные массы в любом
количестве. Достаточно найти решение для случая, когда имеется одна
масса т, ибо решение для общего случая получится наложением несколь-
ких таких решений.

Действие сосредоточенной массы сводится, очевидно, к действию
сосредоточенной центробежной силы, направленной радиально и рав-
ной по величине F = mlQ2, где I — расстояние точки прикрепления груза
до оси вращения; ось вращения будет оказывать реакцию, равную и про-
тивоположную этой силе и приложенную в центре. Таким образом, реше-
ние нашей задачи получим, наложив на решение задачи о вращении
диска без прикрепленной массы (конец § 59а) решение задачи, рассмотрен-

нои в предыдущем примере. В нашем случае р = -кг — —кг- , где In —

толщина диска (ибо р рассчитывается на единицу высоты).

Так же просто может быть решена задача о вращении кругового
диска вокруг эксцентрической оси.

§ 81. Решение второй основной задачи для круга. В этом случае
при обозначениях предыдущих параграфов граничное условие примет вид

хф (о-) — стер' (о-) - яр (а) = 2ц (gj + igz) - 2\ig, (1)

или, что все равно,

хф (а) — Стф' (а) — т|з (а) = 2ц (gi - ig2) = 2\ig, (2)

где gi, g2 — заданные компоненты смещения точек границы.
Ввиду полной аналогии с задачей § 80 мы ограничимся тем, что

приведем окончательное решение:

+«1£ + 2а2, (3)

где

i j i i ^ j ^ (5,

Полученное решение будет наверное регулярным, если заданная на
контуре функция g имеет производную, удовлетворяющую условию Я.
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§ 82. Решение первой основной задачи для бесконечной плоскости
с эллиптическим отверстием -1). В этом случае мы воспользуемся отобра-
жением рассматриваемой области S на область | £ | > 1, т. е. на беско-
нечную плоскость с круговым отверстием 2).

Отображение дается формулой (§ 48, п. 5)

~ \ (R>0, 0<«г<1). (1>

Окружности | t, | = 1 соответствует эллипс L с центром в начале

координат и полуосями

а = R{\-{-m), b=rR(l — т).

Подобрав подходящим образом Rum, мы можем получить эллипс
любого размера и формы. Если т = 0, то эллипс обращается в окруж-
ность. В предельном случае т = 1 эллипс обращается в отрезок оси Ох
длины AR, заключенный между точками х = + 2R, и область S обра-
щается в бесконечную плоскость с прямолинейной щелью 3 ) .

В нашем случае будем иметь:

со (от) 1 02 + т ш (а) Л-\-та2

ш' (а) а l—ma*

и граничное условие примет вид

или, переходя к сопряженным значениям,

Т 2

Будем сначала считать, что 4)

Х = У = 0, Г = Г' = О,

т. е. что главный вектор внешних напряжений, приложенных к контуру,
равен нулю и что напряжения обращаются в нуль на бесконечности,
так же как и вращение. Тогда функции <р (£) и г|э (£) будут голоморфны
вне у, включая бесконечно удаленную точку. Кроме того, мы можем
и будем считать

ф(со) = 0.

Выражая, что функция гр (а) точки окружности у должна предста-
влять собой граничное значение некоторой функции а|) (Q, голоморфной

J ) Решение дано автором [ 4 ] .
2) Можно т а к ж е воспользоваться отображением на круг, к а к это сделано в преж-

них работах автора.
3) Этот случай представляет особый интерес д л я приложений (в теории тре-

щин, см. гл. V I I I , отдел VI).
4 ) Обозначения те же, что в § 50; см. формулы (14) и (15).
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вне у, получаем, применяя формулу (13) § 76:

J_ Р ±da_ 1 ?<p{o)do 1 Г 1 ĝ  + m -JJ-- do
2ni ) a — t, 2ni ] c — l 2m J a l-mor* ф ^ a ' a—? ~" '2ni

у

где t, — произвольная точка вне у. Замечая, что на основании формулы
(1') § 70, т. е. формулы Коши для бесконечной области,

1 С ф(а) da

v

получаем:
1 f I a2 + m , .- da I f f

Y

Это уравнение, соответствующее функциональному уравнению (10)
§ 78 для общего случая, решается в нашем случае сразу, ибо выражение

— А 2 Ф ' ( Р )

о 1—ma 2 T v '

представляет собой граничное значение функции

голоморфной внутри Y х)> вследствие чего интеграл в левой части (а)
обращается в нуль.

Таким образом, получаем весьма простую формулу:

определяющую ф (Q. После этого становится известным по формуле (3)
граничное значение г|) (а) функции т)) (£), и поэтому функция t|j (?) опреде-
лится формулой Коши [§ 70, формула (1')1:

1) Т а к к а к ф у н к ц и я ф (£) г о л о м о р ф н а в н е у и ф (со) = 0, т о

ф ( О — 1—п—\~ • • • п р и I £ ^> 1.

С л е д о в а т е л ь н о ,

ф' (0= —% £г— ••• П Р И I C O 1 »

и, значит,
_ / 1 \ _ - I , -

ф ' -тг- ) = — "А2 — 2 а 2 ; 3 — . . . п р и | С 1 < 1 -
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внося сюда значение г|) (а) из формулы (3) и замечая, что, как легко
видеть х),

~( , , . da r 1 + m t 2 , ,...

И Б ^ (S)
у у

получаем окончательно, отбрасывая постоянную г|) (сю), не влияющую
на распределение напряжений 2 ):

V

Легко видеть, что полученные формулы дают регулярное решение
задачи, если / имеет производную, удовлетворяющую условию Н.

Рассмотрим теперь общий случай и поступим согласно общему пра-
вилу § 78. На основании формул (14) и (15) § 50

) о(а (6)

где ф0 (С) и ijjo (£) голоморфны при | £ | > 1, причем можно считать

ф0(со) = 0;

кроме того, как всегда при решении первой основной задачи, мы будем
считать, что вращение на бесконечности отсутствует, т. е. что Г = Г.

Подставляя эти выражения в формулу (2), увидим, что ф0 (£) и ty0 (£)
удовлетворяют точно такому же граничному условию (2), с той только
разницей, что вместо / надо взять выражение /о, причем

Л Г'Д , X

!) Достаточно заметить, что ф (а) есть граничное значение функции ф ( — • i голо-

морфной внутри у, а
1 + т с т 2

— граничное значение функции, голоморфной вне у и исчезающей на бесконечности
(см. предыдущее примечание.)

2) Постоянную -ф (со) можно определить по формуле (15) § 76, а именно:

Y

Если на место т() (а) подставить выражение, даваемое формулой (3), и принять во вни-
мание, что, как легко видеть,

1 Г" ф~(о) da

2лг
Y

получим:

Г" ф(о) da . 1 f l
\ 5LLJ = о —_ \ -
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Напомним, что выражение /о однозначно на у, ибо приращение /
при обходе по у будет компенсироваться приращением логарифмического
члена.

Функции ф0 (£) и ij)o (0 найдутся по формулам, указанным выше:

Y

Таким образом, задача решена полностью.

§ 82а. Примеры. 1 . Р а с т я ж е н и е п л а с т и н к и с э л л и п -
т и ч е с к и м о т в е р с т и е м . Пусть контур отверстия свободен от
внешних напряжений и пусть напряженное состояние на бесконечности
представляет собой растяжение величины р в направлении, составляю-
щем угол а с осью Ох. В этом случае X = Y = 0 и, как показывают
формулы (10) § 36 (в них надо положить Л^ = р, N2 = 0),

Г = Г = | , Г' = — | - в - 2 Ч (1)

В нашем случае / = 0. Поэтому формула (8) § 82 дает:

( 1 — ma*)J ' 2a

pRe~2ia

Функция . ,̂  _ "la^ голоморфна внутри у, за исключением точки

Z, = 0, где она имеет полюс с главной частью -^ ; функция £ Д _ ^ голо-

морфна вне 7> кроме точки £ = оо, где она имеет вид mt, -f- О Г -=- J .

Поэтому на основании формул § 70 будем иметь:
1 Г 0 2 +

2ni ] о(1 —2ni ] о(1 —то2) а —
v

„ 1 + ^ Д 2 do у 1-Ь
о 2 a S ~ Ь 2̂

У

Далее, очевидно:
1 {' о do ~ I f do

2ni Z a - ? " ' 2

Таким образом, формулы (4') и (5') § 82 дадут:

PR(2e2ia-m)
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и, наконец, на основании формул (6), (7) § 82:

(2)

наша задача решена *).
Вычисление компонент напряжения и смещения не представляет

никакого труда. Мы ограничимся только вычислением суммы

где на основании предыдущей формулы

* ^ W CD' (С) P С2-™ ^ ( 0 2 e 2 i 0 _ m ) ( e 2 e - 2 i # _ m ) *

Знаменатель последней дроби — действительная величина, равная

Q4 — 2mQ2cos2ft+m2.

Отделяя действительную часть в числителе, получаем:
"""• i чГ$ Q4 — 2 Q 2 C O S 2 ( O — a ) — m 2 + 2mcos2a

На границе отверстия Q = 1 и QQ = 0. Поэтому значения 40 вдоль
края отверстия будут даны формулой

•Р 1 —2m cos 2fl + m 2 '

эта формула, если не считать обозначений, совпадает с формулой, данной
Пёшлем (Poschl [I]) 2 ) .

В случае в с е с т о р о н н е г о р а с т я ж е н и я , когда на бес-
конечности

N^N^p, Г = | , Г' = 0,

получим либо непосредственно, либо налагая два предыдущих решения

для а = 0 и. a = -S-:

х) Решение этой задачи было дано Инглизом (Inglis [1]) совершенно иным путем
и в 1921 г. вновь найдено Пёшлем (Poschl [1]). Мы видим, что это решение содержится
как весьма частный случай в общем решении первой основной задачи для бесконечной
плоскости с эллиптическим отверстием, которое было опубликовано мною еще в 1919 г.
[4]; см. также [7]. Частный случай этой задачи (растяжение в направлении большой
оси отверстия) решен еще в 1909 г. Г. В. Колосовым [1J.

Сравнительно недавно Л. Фёппль (L. Foppl, [1]) опубликовал решение (очень
сложное) для упомянутого частного случая, которое он рассматривает как иллюстра-
цию к предлагаемому им методу решения задач при помощи конформного отображе-
ния. В чем состоит общий метод автора (изложенный в той же статье), весьма трудно
понять (по крайней мере мне это не удалось).

2) В формуле, приведенной Пёшлем в указанном месте, имеется опечатка.
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2 . Э л л и п т и ч е с к о е о т в е р с т и е , к р а й к о т о р о г о
п о д в е р ж е н р а в н о м е р н о м у д а в л е н и ю . В э т о м с л у ч а е

Хп~—Pcos(n, х), Yn=—PcQs(n,y),

где Р — величина давления; следовательно,

(Xn + iYn) ds = —P(dy-idx) = Pidz.
Поэтому

Подставляя эти значения в формулы (4), (5) § 82 (мы считаем, что
р напряжения на бесконечности равны ну-

< ^ лю), получаем почти без всяких вычи-
НПМННП I слений:

Р и задача решена.
Рис. 36. При вычислении смещений и напря-

жений мы ограничимся предельным слу-
чаем т = 1 (т. е. случаем прямолинейной щели; см. рис. 36); вычисление
в общем случае также не представляет ни малейших затруднений.

Элементарные выкладки, основанные на формулах (7), (9) и (10)
§ 50, дают:

QQ--P-

(Q4_2 e2cos2fl+1) 2 ' y (e 4 —2Q 2 cos 20+1) 2 "

PR (1 + X)Q 2COS20 + 1—x — 2 Q 2 _ PRQ (1-х) sin 20
2W Уе 4 —2Q 2 COS 20 + 1 2ц Уе 4 —2Q 2 COS 20 + 1

Пользуясь этим примером, отметим некоторые свойства распределе-
ния напряжений и смещений вблизи концов щели, характерные и для
более общих случаев 2 ).

Мы видим прежде всего, что напряжения вблизи концов щели пере-

стают быть ограниченными. Вычислим, например, компоненты Хх, Yy, Xy

напряжения вблизи конца х — 2R щели, в точках оси Ох, расположен-

ных справа от этого конца. Для этих точек •& = О, Q > 1 , XX = QQ,

Yv = $•&, Xy=Q$ и предыдущие формулы дают:

г > 2 - ^ 'Q 2 ' А
, _ ^ _ I -*

— 'у— г Т г

 0 2 _ i '
А

См. гл. VIII, отдел VI.
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Обозначая через s расстояние рассматриваемой точки до конца

х = 2R, легко получаем, что при s -*- 0 Хх = Yy = — ! ^ = - + ограни-

ченная величина.
То же самое будет иметь место для точек оси Ох, расположенных

слева от другого конца х = — 2 R .
Легко, далее, подсчитать, что смещения остаются ограниченными

вблизи концов.
3. Э л л и п т и ч е с к о е о т в е р с т и е , к р а й к о т о р о г о

п о д в е р ж е н р а в н о м е р н о м у к а с а т е л ь н о м у н а п р я -
ж е н и ю Т. В этом случае

Как в предыдущем примере, получаем (считая, что на бесконечности
напряжения равны нулю):

,у, TRmi / 5 Л TRi

Ф (£) Ф (£)

4. Э л л и п т и ч е с к о е о т в е р с т и е , ч а с т ь к р а я к о т о -

р о г о п о д в е р ж е н а р а в н о м е р н о м у д а в л е н и ю . Рас-

смотрим теперь случай, когда равномерному давлению Р подвержена

М

Рис. 376.

только часть границы г^Мгг (рис. 37а), а напряжения на бесконечности

по-прежнему равны нулю.

В этом случае (ср. пример 2) можно взять (начав обход из точки zt):

на дуге ztMz2;

/ = — P z 2 , на дуге z2Nzt.

Если описать весь контур (против часовой стрелки) и вернуться
в точку Zj, выражение / получит приращение, равное
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По формуле (8) § 82 имеем:

, , . X + iY , . X — iY o* + m
/ / Н l n a + ^, - , , 2 я * " » - г 2п(х + 1 ) 1 - m o »

ибо X + £У = iP (zj — z2) [см., например, формулу (7) § 78; не забу-
дем, что в упомянутой формуле за направление обхода контура прини-
мается то, которое оставляет область, занятую телом, слева, т. е. в нашем
случае — направление вращения часовой стрелки].

Значение многозначной функции In а должно быть зафиксировано
произвольным образом в какой-нибудь точке (например, в точке о^ = е'*»,
соответствующей точке zt). При перемещении по у мы должны изменять
In а непрерывным образом, так что при полном обходе (против часовой
стрелки) всей окружности In а приобретет приращение 2ni и выражение
/о вернется к прежнему значению; оно будет, следовательно, однознач-
ным и непрерывным на всем контуре 1).

Теперь остается вычислить функции ф0 (£) и т|з0 (£) по формулам (4'),
(5') § 82. Имеем, обозначая через а2 точку на у, соответствующую точке
z2 (рис. 376):

da

0П 02

_ 1 Р /0 da _ PR С / , m Л do . Pz2 ? da
2ni J a — ^ 2яг J V a J a—Z, 2m j a—

V 01 02

i -P(zi-z2) 1 f In a ^ g P ( 7 t - ^ ) 1 С _a^
2JU 2ni j a — t, 2ni(i-\-y) 2ni j 1 —

da
-ma2 о — ̂

у у

Но

причем под In — следует подразумевать величину i&, где 0 — угловое

расстояние между точками a 4 ) a2i отсчитываемое от o"j против часовой
стрелки; далее:

- ln

 Pl-£ 1 f 02 + m do 2)

02 V

Остается вычислить интеграл
In a

x) Если бы выражение /0 имело разрывы, то это давало бы сосредоточенные
силы в местах разрыва, а сосредоточенные силы по предположению отсутствуют.
Заметим, что производная f'o разрывна в точках, соответствующих точкам z4 и z%, но,
как легко непосредственно проверить, наши формулы дают решение задачи.

2) Так как подынтегральная функция голоморфна внутри у.
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Проще всего поступить так. Имеем:

dl 1 Г In о ,_ 1 Р , _ , 1 _ 1 r l n a - i o = e i . 1

v У У

Но по формуле Коши для бесконечной области

i J a(a-£)#

2n»Jo(a -0~ С
v

In a "I a = a i - 2 л t

J
ибо In a при обходе у увеличивается на 2лг. Значит,

dl _ 1 1

следовательно
/ (Q = ln (ot—•£) — In ^ +const.

Таким образом, отбрасывая некоторые постоянные слагаемые, будем
иметь:

где

Совершенно таким же образом вычисляется г|з0 (£); после некоторых
элементарных выкладок получаем окончательно:

Если загружен весь контур, то

Zj = z 2, ff4 = <т2, In ^ = 2 Я Г ,
°i

и мы получим простые формулы, выведенные выше непосредственно для
этого случая (см. пример 2).

Если, наоборот, уменьшать беспредельно дугу ztMz2 и вместе с тем
увеличивать Р так, чтобы lim P \ z2 — zt\ = F был конечным числом,
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получим в пределе случай сосредоточенной нормальной силы, приложен-
ной к точке края отверстия.

Так же очень легко найти непосредственно решение для случая
любого числа произвольных сосредоточенных сил, приложенных к точ-
кам контура или к внутренним точкам тела (ср. аналогичное решение
для кругового диска).

5. П р и б л и ж е н н о е р е ш е н и е з а д а ч и о б и з г и б е
п о л о с ы ( б а л к и ) с э л л и п т и ч е с к и м о т в е р с т и е м .
Функции напряжений

соответствует следующее напряженное состояние:

Хх=—Ау, У„ = Х„ = 0. (3)

Если из тела вырезать полосу, ограниченную прямыми у = ± а,
то края этой полосы будут свободны от внешних напряжений. На любое
поперечное сечение полосы, параллельное оси Оу, будут действовать

справа нормальные усилия Хх = — Ау.
Эти усилия статически эквивалентны
паре, момент которой

+а
М= J Ay*dy-J^Aa*; (4)ь

Рис. 38. усилия рассчитываются на единицу
толщины пластинки (в направлении,

перпендикулярном к плоскости Оху). Таким образом, наша функция
решает задачу об изгибе сплошной полосы (балки) парами сил, прило-
женными на концах (рис. 38). Функции qpj (z) и гр4 (z), соответствующие
функции U, будут, как легко проверить, иметь вид:

, > Aiz* Aiz*

<Pi (*) = - § - . •*! («) = g~ • ( 5 >

Предположим теперь, что в полосе вырезано эллиптическое отвер-
стие с центром в начале координат.

Мы решим задачу об изгибе такой балки приближенно, заботясь
только о том, чтобы края отверстия были свободны от внешних напря-
жений и чтобы на больших расстояниях от отверстия напряженное состоя-
ние стремилось к состоянию (3); таким образом, мы предполагаем, что
размеры отверстия малы по сравнению с шириной балки 1), и будем решать

Об этом будет еще сказано в конце настоящего параграфа.
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задачу так, как если бы эллиптическое отверстие находилось в неогра-
ниченной пластинке. При этом допущении мы должны будем иметь:

/ \ п / \ i Aiz2

P ( ) p ; ( H

где ф ,̂ ipl — функции, голоморфные вне эллипса, включая бесконечно
удаленную точку.

Будем считать для простоты, что большая ось эллипса направлена
по оси балки. Решение в общем случае будет только немногим сложнее г).

Вводя переменную ?, будем иметь при очевидных обозначениях:

(7)

Внося эти значения в граничное условие (2) или (3) § 82, где надо
положить / = 0, увидим, что функции фо (О и чр0 (?) удовлетворяют тому
же условию, если вместо / или J взять соответственно:

1 \

Подставляя эти значения в формулы (4'), (5') § 82, замечая, что
правые части предыдущих формул представляют собой функции, голо-
морфные внутри у, за исключением точки а = 0, где они имеют полюсы
с главными частями, равными соответственно:

и применяя формулу (4) § 70, получаем сразу:
1 Г /о da

о — S 1 ^ S2 —"»j Ф о ^ ' 8 ^ 4^2 g 2 _ m -
Y

(9)
и задача решена.

Полагая т = 0, получим решение задачи для кругового отверстия.
Полагая т = 1, получим случай прямолинейной щели; в этом случае,
как легко было предвидеть, ф0 (Q = т̂ о (?) = 0, т. е. продольная щель
не оказывает влияния на напряженное состояние.

!) Решение для частного случая, когда большая ось эллипса перпендикулярна
к оси балки, было найдено (иным путем) А. С. Локшиным [1].
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Так же легко решается задача об изгибе поперечной силой и другие
аналогичные задачи.

Ряд таких задач для случаев кругового, эллиптического и некоторых
других отверстий (а именно отверстий, ограниченных гипотрохоидами,
близкими к правильному треугольнику и квадрату; § 48, п. 4) был решен
и подробно исследован М. И. Найманом [1] указанным в этой книге
методом. Многие важные с точки зрения приложений задачи были решены
Г. Н. Савиным [2], с доведением до удобных вычислительных формул
и числовых таблиц, что дало возможность сопоставить некоторые из полу-
ченных результатов с экспериментальными данными; детальное изло-
жение дано в монография того же автора [8]. О работах Г. Н. Савина
будет еще сказано ниже (§ 89). Некоторые случаи изгиба полосы (балки)
с круговым отверстием были несколько раньше изучены С. Г. Лехницким
[2]. Еще раньше Тупи (Tuzi [1]) нашел решение задачи чистого изгиба
балки с круговым отверстием (это решение получается из приведенного
выше нашего решения при т = 0).

Эксперименты над моделями показали, что решение остается практи-
чески достаточно точным и тогда, когда размеры отверстий не малы по
сравнению с шириной полосы, достигая 3/5 ширины полосы в случае
кругового отверстия (Туци) и 1 / 3 ширины в случае квадратного отвер-
стия (Г. Н. Савин).

Все упомянутые выше решения — приближенные, основанные на
рассмотрении бесконечной плоскости с соответствующим отверстием, как
это было сделано нами выше. Имеется также (довольно сложное) точное
решение первой основной задачи теории упругости для бесконечной
полосы (конечной ширины) с симметрично расположенным круговым
отверстием; оно дано в статье Хоуленда и Стевенсона (Howland a. Steven-
son [1]).

§ 83. Решение второй основной задачи для бесконечной плоскости
с эллиптическим отверстием. В этом случае граничное условие имеет вид

^ r ^ (1)
или

^ i ± ^ (2)

где g( и g2 — заданные компоненты смещения точек контура эллипса.
Предполагая сначала, что смещения остаются ограниченными

на бесконечности (а это значит, что X = Y — Г = Г' = 0), получаем
совершенно тем же путем, что в § 82:

Ф' (£) + • ( » ) . (4)
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Если оставить значение г|э (оо) произвольным, то граничное условие будет
удовлетворено с точностью до постоянного слагаемого. Для определения

гр (оо) умножим обе части равенства (2) на -^—. — и проинтегрируем по у.

Тогда, как легко видеть, получим г):

у

и наша задача решена для случая, когда мы требуем, чтобы смещения
оставались ограниченными на бесконечности.

В общем случае будем иметь, считая, как в § 82, что Г = Г, т. е. что
вращение на бесконечности равно нулю:

£ ^ , (6)
) . (7)

Подставляя эти выражения в формулу (1), увидим, что ф0 (?) и тр0 (?)
удовлетворяют тому же граничному условию, что и <р (£), г|з (£), с той
разницей, что вместо 2fig надо взять теперь

Г'Я X — iY p2 + m
(8)

или еще:

( ^ i + ma2) ^±^i + ma2 . (9)

Мы получим значения ф0 (?) и г|)0 (?), заменив в формулах (3) и (4)
Ф, г|> через ф0, гр0, а^, g — через ^0- go- Таким образом, после элементар-
ных выкладок (ср. § 82а, пример 1) получаем:

Фо(У = — ~ 2 ^

. . . .
оо), (11)

где T|)0 (°°) определяется по формуле, вытекающей после элементарных
выкладок из формул (5) и (9):

у у

Легко видеть, что полученное решение будет регулярным, если
заданная на контуре функция g имеет производную, удовлетворяющую
условию Н.

В предельном случае т = 1 мы получаем решение второй основной
задачи для бесконечной плоскости с прямолинейной щелью.

х) Ср. второе примечание на стр. 305.
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§ 83а. Примеры. 1. Р а с т я ж е н и е б е с к о н е ч н о й п л а -
с т и н к и с ж е с т к и м э л л и п т и ч е с к и м я д р о м . Пусть
бесконечная пластинка со впаянным жестким эллиптическим ядром
подвергается такому же одностороннему растяжению, как в примере 1

§ 82а (рис. 39). Мы будем считать,
что на жесткое ядро не действуют
внешние силы, кроме напряже-
ний, вызванных окружающим ма-
териалом; поэтому мы должны
считать X = У = 0. При обозна-
чениях § 82а (пример 1) будем
иметь:

Г = Г = — Г' = — — pe-2ia

Приложенное растягивающее
усилие может вызвать (жесткое)
поступательное перемещение и
поворот ядра. Так как поступа-

1'ис. 39. тельное перемещение может быть

устранено жестким поступатель-
ным перемещением всей системы, мы можем от него отвлечься и при-
нять, что ядро повернулось вокруг своего центра на (неизвестный пока)
угол е. Контурные значения компонент смещения будут при этом:

6 1 — — е £ / > 6 2 — ~\~ЪХ, \1)

так что

g = £е (х -j- iy) = isz — ieR f о -f- —

Так как далее

gda da isRm

1 Г g da _ ieR

и, на основании формулы (12) § 83, г|з0 (°°) = 0, то по формулам (6,) (7)г

(10) и (11) § 83, в которых следует положить X = Y = 0, находим:

(2цте£ + Тт + Г) -
R_

iHO = r'J (2)

Остается определить угол е из условия, что главный момент усилий,

действующих на ядро со стороны окружающего материала, равен нулю.

Этот момент мы вычислим при помощи формулы (5) § 33.
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Так как в нашем случае ф (£), о|з (£) и, следовательно, ф! (z), % (z)
однозначны, главный момент Мо усилий, действующих со стороны ядра
на окружающее тело, будет равен приращению Re%i(z) при обходе
по контуру эллипса (по часовой стрелке). Значит, достаточно вычислить
многозначные члены в выражении

Re Xi (z) = Re \ % (z) dz = Re [ г|) (£) со' (£) d£.

Вторая из формул (2) показывает, что, если положить Г' = В' -\- iC,
эти многозначные члены суть:

Следовательно, будем иметь:

М 0 = 4 л ц в Д * ( 1 + ^ ) - 2 я т Д » С ' ( 1 + - 1 ) . (3)

Условие М о = 0 дает:
m(l+x)C _ pm (1 + и) sin 2a ,.

Таким образом, задача решена. В случае кругового ядра (т = 0)
поворот равен нулю. В предельном случае прямолинейного ядра, т. е.
жесткого тонкого стержня, т = 1 и

В с л у ч а е в с е с т о р о н н е г о р а с т я ж е н и я , когда

Г = Г = | , Г' = 0,

будем иметь, очевидно, е = 0; в результате простых вычислений получаем:

2. С л у ч а й , к о г д а э л л и п т и ч е с к о е я д р о у д е р -
ж и в а е т с я о т п о в о р о т а . Если при условиях предыдущего при-
мера (одностороннее растяжение) эллиптическое жесткое ядро удержи-
вается в первоначальном положении подходящей парой сил, то е = 0,
и из формул (2) следует:

Момент Мо пары, удерживающей ядро от поворота, равен по фор-
муле (3)

Мо= —2nmR*C ( l + 1 ) = -npmR* ( l + 1 ) sin 2a. (7)

3. С л у ч а й , к о г д а н а э л л и п т и ч е с к о е я д р о д е й -
с т в у е т п а р а с з а д а н н ы м м о м е н т о м . Будем считать,
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что на бесконечности напряжения равны нулю. Тогда из формул (2)
находим:

(8)

при этом величина е определяется по формуле (3):

4. С л у ч а й , к о г д а н а э л л и п т и ч е с к о е я д р о д е й -
с т в у е т с и л а , п р и л о ж е н н а я к ц е н т р у . Будем считать,
что напряжения на бесконечности равны нулю. Легко видеть, что ядро-
не испытает вращения *). Мы можем, далее, считать, что оно вообще
остается на месте (ибо этого можно достигнуть жестким поступатель-
ным перемещением всей системы). Значит, в формулах (10), (11) и (12)
§ 83 будет: g = 0, Г = Г' = 0, откуда следует, если (X, Y) есть прило-
женная сила:

Фо(£) = О, ^ 0 ( Е ) = й

и, значит, на основании формул (6), (7) того же параграфа

X+iY l t xtX-rt^ X + iY 1 + m* m(X + i

§ 84. Общее решение первой основной задачи для областей, отобра-
жаемых на круг при помощи полиномов. То обстоятельство, что нам
удалось получить столь простые и элементарные решения для обла-
стей, рассмотренных в предыдущих параграфах этого отдела (§ 80—83),
не случайно. Действительно, мы покажем, что решение основных задач
всегда получается в элементарной" форме, а именно, выражается че-
рез интегралы типа Коши, когда отображающая функция со (£) рацио-
нальная 2).

Рассмотрим сперва п е р в у ю о с н о в н у ю з а д а ч у и начнем
со случая, когда функция ш (£), отображающая S на круг | £ | < 1, есть
полином 3 ) :

(с^О, сп^0); (1)

2 ) Н а основании симметрии это очевидно в том случае, когда сила н а п р а в л е н а

по одной из осей эллипса. Н о общий случай получается комбинацией двух таких

частных случаев.
2) Решение основной бигармонической задачи д л я случая, когда со (£) — полином,

было дано впервые Альманзи (Almansi [1]). Б о д ж о (Boggio [1, 2]) у к а з а л способ

решения второй основной задачи д л я случая, когда со (£) — р а ц и о н а л ь н а я ф у н к ц и я .

Н а ш метод совершенно отличен от методов упомянутых авторов и, по нашему мнению,

гораздо проще. Он впервые изложен в статье [4] , а более подробно в [ 5 ] .
3) Значит, область S д о л ж н а быть в этом случае конечной; о случае бесконечной

области см. в конце параграфа.
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с4 не может обращаться в нуль, ибо иначе со' (£) обращалась бы в нуль
в нашем круге и отображение не было бы взаимно однозначным. Посто-
янный же член, не нарушая общности, можно считать равным нулю,
т. е. считать, что точка £ = О соответствует точке z = 0.

В рассматриваемом случае функциональное уравнение (10) § 78:

АМ (ICKD. (2)

определяющее функцию <р (£), решается элементарно и весьма просто.
В этом уравнении, напоминаем, А (£) — заданная функция:

Y

мы будем считать, как в § 78, что функция / = /i + if г, заданная на уг

имеет производную, удовлетворяющую условию Н.

В нашем случае выражение со (а)/а>' (о) представляет собой гра-
ничное значение рациональной функции

голоморфной вне у (ср. § 63), кроме точки £ = оо, где она имеет полюс
порядка п. Поэтому эта функция может быть вне у представлена в виде

оэ

fe=l

Заметим сейчас же, что для проведения решения до конца нет никакой
надобности вычислять все коэффициенты разложения (5): достаточна
вычислить только величины b0, bt, . . ., Ъп, для чего требуются, как
известно, самые элементарные алгебраические операции.

Вследствие того, что ю (а)/со' (а) имеет указанный частный вид,
интеграл в левой части (2) вычисляется совершенно элементарно.

Действительно, ф' (а) представляет собой граничное значение функ-

ции ф' ( у ) . голоморфной вне у (§ 76, п. 2). Следовательно, выражение

есть граничное значение функции

голоморфной вне у, кроме точки £ = оо, где она имеет полюс порядка
не выше п.
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Для того чтобы найти главную часть разложения этой функции
в окрестности бесконечно удаленной точки, напишем разложение ф (£)
по степеням £:

<?а) = ао + а11 + а2¥+...+аЛп + ап+£п+1+... ( | £ | < 1 ) (6)

(заметим сейчас же, что члены разложения, кроме выписанных, нам не
понадобятся). Отсюда

Ф' (С) = «1 + 2а£ + . . . + n c S 7 1 " 1 + (п + 1 ) a n + i l n + . . .

и, следовательно,

Поэтому при | £ | > 1 будем иметь:

где О ( Y ) обозначает функцию, голоморфную вне у и обращающуюся

в нуль при £ = сю, и

Ki = aibl + 2a2b2 + ... +(п — 1) ап-фп-^ + nanbn,

1 2 . п 1 т j. ^j

Принимая во внимание формулу (7), получаем на основании фор-
мулы (4') § 70:

1 f о) (а) ф (а) rfq ^ , к Т , , в - м /пч

со' (а) (а —

Таким образом, формула (2) дает сразу выражение для ф (^):

^~ = А(1). (10)
Y

В этом выражении содержатся еще не известные пока постоянные
величины

Ко, Кх, К2, . . . , Кп;

эти величины должны быть определены из условия, что постоянные
аи а2, . . ., ап, an+i, фигурирующие в выражении (10) для ф (£,) через
посредство их комбинаций Ко, КГ, . . ., Кп, представляют собой дей-
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ствительно коэффициенты разложения (6). Выразим это условие. Заме-
чая, что

имеем:

(11)

2я
тде

Сравнивая коэффициенты при £, t?, . . .,
мулы (10), получаем п + 1 уравнений:

А» (А = 1, 2, .

= 0, 1, 2, . . . )• (12)

в обеих частях фор-

(13)

Последнее из этих уравнений дает непосредственно значение для

do. (14)

Остальные уравнения, на основании формул (8), запишутся так:

ai + « A +2a2b2+...+{n —

а2 +alb2 +2a2b3+...+(n — =•• А 2 ,

(15)

Мы получили таким образом систему линейных алгебраических урав-
нений для определения неизвестных постоянных alt a2, . . ., ап; эта
система совпадает с системой (6") § 63, которую мы получили, решая
задачу иным путем.

Полагая ak = ak -f- i$h и отделяя в уравнениях (15) действительные
части от мнимых, получаем систему 2га действительных линейных урав-
нений с 2п действительными неизвестными 2 ):

А, РА = 1, 2, . . . , п).

г) Вместо этой системы можно составить систему относительно (комплексных)
неизвестных ak, од (fc = 1, 2, . . ., п), присоединив к системе (15) другую, полу-
чаемую переходом к сопряженным значениям.
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Эта система должна допускать решение, если соблюдено условие
равенства нулю главного момента внешних усилий, т. е. имеет место
равенство 1)

l(fidx + f2dy) = O; (16)
L

действительно, мы знаем, что при этом условии исходная задача имеет
решение, а следовательно, система (15) не может быть несовместимой.

Кроме того, на основании теоремы единственности ясно, что рас-
сматриваемая система вполне определит искомые постоянные, если
/произвольно) зафиксировать мнимую часть величины

ф 1 (V>) ~~ ш' (0) ~ о' (0) •

Зафиксировав (произвольно) эту мнимую часть, найдя величины
аи а2, . . ., ап, удовлетворяющие системе (15), подставив их в выраже-
ния для Ко, Ки . . ., Кп, так же, как и значение (14) величины ап+1,
и внеся полученные значения в формулу (10) 2), получим выражение для
Ф (£), тождественно удовлетворяющее соотношению (2).

После этого функция i|) (£) вычислится по формуле (8) § 78:

V Y

В нашем случае второй интеграл в правой части выражается в конеч-
ном виде через функцию <р (£).

В самом деле, функция

^ ф»
со'(а)

Условие (16) эквивалентно, очевидно, следующему:

J dz = 0,

И Л И

Y V

откуда, принимая во внимание формулы (1) и (12), получаем:

с 1 Л 1 + 2 с 2 Л 2 + . . . +пспАп — CiAi — 2c2A2— . . . — пспАп = 0.
2) Постоянная an+i фигурирует лишь в выражении для Ко; так как эту послед-

нюю постоянную можно отбросить, не изменяя напряжений, то фактически нет падоб-
ности вычислять an+i и Ко.

Далее, подстановку величин щ, а2, . . ., ап в выражения (8) для Ки К2, . . .
. . . , Кп фактически производить не придется, так как значения постоянных Kit

К2, . . ., Кп могут быть в силу уравнений (13) вычислены по формулам:
Kk = Ak — ak -(k=i, 2 и).

Отметим, наконец, что специальный вид системы алгебраических уравнений (15)
дает возможность применить к ее решению частные способы, значительно облегчаю-
щие вычисления, как показал М. М. Холмянский [1].
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представляет собой граничное значение функции

голоморфной внутри у, за исключением точки Z, = 0, а именно: на осно-
вании формулы (7) имеем, как легко видеть, внутри у *):

°>( у ' - 1 - 1
У ф'(£) ^ + + ^ ^ г + голоморфная функция.

Значит, на основании формулы (3) § 70

— ~ ( 1 ^

ЙЙ ) со'(о) (а-С) = ш' (О Ф (

так что формула (17) принимает вид

Все сказанное с очевидными незначительными изменениями при-
ложимо к с л у ч а ю б е с к о н е ч н о й о б л а с т и б1, отображаемой
на круг | £ | < 1 функцией вида

<в(С) = | + с,£+. . -+<:„£". (1')

Задачу следует сперва привести к случаю, когда ф (Q и \f (£) голо-
морфны внутри у (§ 78), и затем поступить, как указано выше. Здесь
решение будет даже несколько проще, ибо система, аналогичная систе-
ме (15), будет всегда допускать (единственное) решение без добавочного
условия (16).

З а м е ч а н и е 1. Решение рассмотренной в настоящем параграфе
задачи можно получить еще следующим путем, приводящим по существу
к тем же выкладкам, что и выше.

Если положить временно:

то согласно обозначениям § 76 (п. 2)

^
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Замечая, что функция

Голоморфна вне у и имеет на бесконечности полюс порядка не выше п,
т. е. что она представима в виде (7), где Ко, Ки . . ., Кп — не известные
заранее постоянные, получаем, как и выше, формулу (10). Постоянные же
Ко, К± ,. . ., Кп можно определить путем непосредственной подста-
новки выражения для ф (£), получаемого из соотношения (10), в исходное
функциональное уравнение (2), что дает:

Интегралы, входящие в левую часть, легко вычисляются в конечном
виде, совершенно так же, как был вычислен интеграл формулы (9) х),
и левая часть соотношения (19) обращается в полином степени п, коэффи-
циенты которого содержат линейным образом величины Ко, Ки Ки . . .
. . .,Кп, Кп; приравнивая нулю эти коэффициенты, получим систему линей-
ных уравнений относительно указанных величин, к решению которой
и сводится решение исходной задачи.

З а м е ч а н и е 2. При исследовании системы (15) мы опирались
не только на теорему единственности решения, но также на менее элемен-
тарную теорему существования, доказанную в § 79. Легко, однако,
обойтись без применения теоремы существования, ограничившись теоре-
мой единственности, и получить таким образом элементарное доказа-
тельство теоремы существования для интересующего нас здесь частного
случая, когда со (£) — полином.

В самом деле, легко непосредственно проверить (предоставляем это
читателю), что в силу условия (16), которое следует считать выполненным,
одно из 2га уравнений, получаемых разделением действительных и мни-
мых частей в уравнениях (15), является следствием остальных 2п — 1
уравнений2). Поэтому, если к этим 2га — 1 уравнениям присоединим
уравнение, выражающее, что мнимая часть величины ^/©'(О) равна (про-
извольно) заданной постоянной а (например, нулю), мы получим систему
2п линейных уравнений с 2ге неизвестными, которая наверное разрешима,

х) При этом следует использовать разложение (11), вернее п -f- 2 его пер-
вых члена

2) При этом выясняется и то, что при несоблюдении условия (16) система оказы-
вается неразрешимой. Заметим, что фактически удобнее оперировать не с системой
упомянутой в тексте, а с системой, получаемой присоединением к уравнениям (15)
комплексно сопряженных уравнений, как это указано в примечании на стр. 321.
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ибо соответствующая ей однородная система, получаемая при / = О,
а = 0, не имеет отличных от нулевого решений в силу теоремы един-
ственности.

§ 85. Обобщение на случай отображения при помощи рациональных
функций. Случай областей, отображаемых на круг при помощи поли-
номов и при помощи функций вида (1'), указанного в § 84 (стр. 323),
есть частный случай областей, отображаемых при помощи рациональ-
ных функций общего вида. И в этом более общем случае решение может
быть получено тем же путем, что и выше; единственной принципиальной
разницей является то, что на этот раз приходится, вообще говоря, вычис-
лять корни некоторого алгебраического уравнения.

Рассмотрим снова функциональное уравнение (10) § 78:

здесь обозначения те же, что в предыдущем параграфе, однако на этот
раз со (£) — рациональная функция общего вида, но, разумеется, такая,
что осуществляет требуемое конформное отображение данной области S
на круг | £ | < 1. В случае, когда область S бесконечна, мы по-прежнему
будем считать, что точке z = оо соответствует точка £, = 0.

И в рассматриваемом теперь случае интеграл в левой части уравне-
ния (1) может быть вычислен элементарным путем, как будет сейчас
показано.

Рассмотрим отношение со (о)/со' (о). Оно представляет собой гра-
ничное значение рациональной функции

Хт
<•>'

Так как теперь со (£) может иметь полюсы вне у не только в точке £ = оо,

то со ( у j может иметь полюсы внутри у не только в точке £= 0, как это

имело место в случаях, рассмотренных в предыдущем параграфе. Вне

и на у функция со ( — J полюсов, кроме точки £= оо, иметь не может1).

Обозначим полюсы функции со (£) 2), отличные от полюса £ = оо (если
таковой имеется), через £j, £2, . . ., £„; они все расположены вне у. Тогда

J) Внутри и на у отображающая функция со (£) должна быть непрерывна, кроме
точки £ = 0 в случае, когда область S бесконечна. Вспомним также, что ю' (£) не
может иметь нулей ни внутри, ни на у.

2) Для того чтобы найти полюсы функции со (£), придется найти корни алгебраи-
ческого уравнения 1 /to (О = 0. Это есть уравнение, о котором говорилось в начале
настоящего параграфа.
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полюсами функции со ( у j , отличными от полюса £ = О, будут:

z— > Ьг - = - > • • • i Ъп — i
Si fe2 fen

все они расположены внутри у. Эти же точки и, вообще говоря, точка

£ = 0 будут всеми теми полюсами функции со Г -=- j /со' (£), которые распо-

ложены внутри у. Поэтому, очевидно, указанная выше функция может

быть представлена следующим образом:

где с0, с,, сАг — известные постоянные, a R (£) — рациональная функ-
ция, голоморфная внутри и на у, исчезающая при £ = 0; т0, ти . . ., т „
обозначают соответственно порядки полюсов 0, £j, . . ., t,n.

Рассмотрим теперь произведение

»Ст
Это произведение, очевидно, представляет собой функцию, голоморфную
внутри у, за исключением точек 0, £,[, . . ., Сп> где она может иметь полюсы
порядков т0, mi, . . ., тп (но не выше) и поэтому может быть предста-
влена в виде, аналогичном (2):

т0 п mh

Щ0-А.+ 2& + 2 S ^ 7 ^ + fio«). (3)
; = i 6 h = i г=1 ^ *=>*>

где Со, С(, Сйг — постоянные, a Qo (V) — функция, голоморфная внутри у
и исчезающая при £ = 0.

Легко видеть, что имеет место следующее, важное для нас обстоя-
тельство: постоянные Ct (1=1, 2, . . ., т0) являются линейными ком-
бинациями (с известными постоянными коэффициентами) величин

Ф'(О), ф"(0), ...,Ф< то)(О), (а)

а постоянные См — аналогичными комбинациями величин

<p'(ft), <p"(Q, •;., ф ( т А ) ( ^ ) (А = 1, 2, . . . , п ) . (б)

Эти комбинации легко выписать в явном виде.
Далее, как легко видеть, постоянная Со является линейной комби-

нацией тех же величин (а), а также величины ф ( т п"+ 1 ) (0). Мы увидим ниже,
что для решения рассматриваемой здесь задачи (т. е. первой основной
задачи) нет надобности фактически вычислять постоянную Со- В даль-
нейшем, говоря о величинах Сг, мы будем считать I > 1.

Перейдем теперь к выражению
со(о) , , .

-^=ТФ (0)'
со'(а)
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фигурирующему в интеграле левой части уравнения (1); оно является
граничным значением выражения

Это последнее на основании формулы (3) представляется в виде
<не забудем, что Z'h = I /£ft)

2 2^5(1) (4)

где Q0[YJ — функция, голоморфная вне у и исчезающая при£ = оо.

Величины Ci, Сhi являются, очевидно, линейными комбинациями
величин, сопряженных с величинами (а) и (б); аналогично относительно
величины Со-

Применяя теперь формулу (4') § 70, получаем сразу х ):

а (а) ф' (a) da у, , У ут г1 , у у ch&kZ

Внося это выражение в левую часть уравнения (1), получаем наконец:

Отсюда мы получаем выражение для ф (£), представляющее собой
функцию, голоморфную внутри у (и непрерывную вплоть до у), ибо
точки t,h расположены вне у.

Остается выразить, что величины (а), (б), линейными комбинациями
которых являются величины Ct и Ckt, представляют собой значения соот-
ветствующих производных в соответствующих точках функции ф (£),
определяемой равенством (5).

Эти условия легко выразить, дифференцируя соответствующее число
раз равенство (5) и подставляя на место Z, соответствующие значения О

х) Легко видеть, что выражение

то " тк

C O + 2 J C ^ + 2J 2J T
i=i ^=1 i=i ^

можно представить в виде
то п тк г ,

1=1 ft=l l = l v b **'

где C'o, Ckl — постоянные, т. е., если пользоваться обозначениями § 70, в виде
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Например, мы должны иметь:

и т. д. Таким образом, мы получим систему т0 + wii -f . . . + тп линей-
ных уравнений (с постоянными коэффициентами) относительно неизвест-
ных величин (а), (б) и сопряженных с ними. Эта система (ср. сказанное
в предыдущем параграфе) будет однозначно разрешима, если в случае
конечной области произвольно зафиксировать мнимую часть отношения
ф' (0)/со' (0) и если также в случае конечной области соблюдено необ-
ходимое условие существования решения задачи:

^ ) = 0. (6)

Найдя величины (а), (б), мы найдем и значения постоянных Сг, См;
подставив их значения в формулу (5), мы определим искомую функцию
Ф (£) с точностью до постоянной Со, которую можно отбросить, так как
она не влияет на распределение напряжений. Если же эту постоянную-
все же требуется найти для какой-либо цели, то достаточно вычислить
по формуле (5) значение ф("!о+1) (0) и подставить это значение вместе
с найденными значениями величин (а), (б) в ту линейную комбинацию,
которой выражается Со.

Найдя ф (£), мы сможем определить г|э (£) по формуле (8) § 78:

1 Р fda I P co(o)<p'(c)dg
О — С 2я*)<в'(а) а —£

V

со (а) , / \

откуда, если принять во внимание, что , ' ф (а) есть граничное значе-

ние функции Q (£), получаем непосредственно:
- Г 1 т о

постоянное слагаемое — ф (0) и здесь можно отбросить.
Таким образом, задача решена. В случае бесконечной области иногда

более удобно *) (главным образом в смысле наглядности) пользоваться
отображением на область | С | > 1- Все сказанное выше с очевидными
небольшими изменениями применимо и к этому способу отображения.

З а м е ч а н и е . И здесь с очевидными изменениями можно приме-
нить способ решения, указанный в замечании 1 в конце предыдущего
параграфа. Сказанное в замечании 2 к тому же параграфу также легко
перенести на рассматриваемый здесь случай.

J) Но вовсе не обязательно, так как изложенный в тексте способ одинаково
относится к конечным и бесконечным областям
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Вообще, изложенный выше метод решения можно различно варьи-
ровать и этим достигать в тех или иных конкретных случаях иногда
значительных упрощений. Например, иногда выгодно предварительно
умножить обе части равенства, выражающего граничное условие, на над-
лежащим образом выбранный полином. Один из таких способов указан
в двух первых изданиях настоящей книги; вообще говоря, он приводит
в конечном счете примерно к тем же выкладкам, что и изложенный здесь
способ; однако в некоторых отдельных случаях он упрощает эти выкладки.

§ 86. Решение второй основной задачи. О решении основной смешан-
ной задачи. В предыдущих параграфах мы для определенности рас-
смотрели первую основную задачу. Однако, если сравнить граничные
условия первой и второй основных задач, взятые в виде, указанном
в § 78, станет ясным, что изложенные выше способы решения почти без
всяких изменений переносятся на случай второй основной задачи. Поэто-
му нет надобности излагать указанный метод отдельно в применении
ко второй основной задаче.

Решение основной смешанной задачи несколько сложнее, однако
и в этом случае эффективное решение может быть получено элементарным
путем, когда, как и в предыдущих параграфах, отображающая функция
со (£) рациональная. Такое решение указано Д. И. Шерманом в уже
названной его работе [10]. Но здесь мы на этом останавливаться не будем,
так как в следующей главе будет изложен более простой способ.

§ 87. Другой способ решения основных задач. Возвращаясь к пер-
вой основной задаче, заметим, что в некоторых случаях удобнее в прак-
тическом смысле исходить не из граничного условия (1) § 51, а из условия
(3) § 51, которое мы перепишем так:

Ф(а)+Ф(сг)]со'(а)—а 2[о(а)Ф'(а) -\-ау'(а)^ (а)]= [QQ — IQ*]<O' (а),

или, что все равно, если перейти к сопряженным значениям

[Ф (а) + Ф (о)] ш' (а) — а2 [со (а) Ф' (а) + со' (а) ¥ (а)] = [QQ + £Q*] СО' (cr); (2)

под левыми частями предыдущих равенств следует подразумевать соот-
ветствующие граничные значения, существование которых предпола-
гается.

Изложенный в предыдущем параграфе метод приводит и в этом слу-
чае к элементарному решению, когда со (£) — рациональная функция.

Способ применения метода столь очевиден на основании изложен-
ного выше, что мы не станем останавливаться на деталях 1 ), ограничи-
ваясь одним простым примером, приводимым в следующем параграфе.

Добавим лишь, что указанный только что способ особенно удобен
в случае, когда область, занятая телом, бесконечна, ибо в этом случае

Этот способ детально изложен в работе автора [5].
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функции ф (£), г|э (£) не однозначны, тогда как функции Ф (£), V (£) голо-
морфны во всей рассматриваемой области.

Аналогично можно видоизменить и способ решения второй основной
задачи, заменив граничное условие (15) § 78, которое можно записать
и так:

хФ (о) - со (а) Ф (а) — ф (о) = 2ц (gt + igz), (3)

условием, полученным дифференцированием обеих частей предыдущего
равенства по д, что дает, если принять во внимание соотношение а = е1*
и если умножить обе части получаемого равенства на —ie~~lf>:

1^\. (4)

§ 87а. Пример. Р е ш е н и е п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч и
д л я б е с к о н е ч н о й п л о с к о с т и с к р у г о в ы м о т в е р -
с т и е м 1 ) . В этом случае можно положить:

2 = (о(£) = ЯЕ, (1)

где R — радиус отверстия 2 ) .
Граничное условие (1) предыдущего параграфа примет вид

ф (а) + Ф (ст) — о-Ф' (а)—CT21F (ст) = JV - iT. (2)

N и Т обозначают внешние нормальное и касательное напряжения при
том же правиле выбора знаков, что и в § 56 (а именно: N есть проекция
внешнего напряжения на нормаль п к окружности, направленную к центру,
а Т — проекция на касательную, направленную влево, если смотреть
вдоль п).

Будем для простоты считать, что напряжения на бесконечности равны
нулю. Тогда функции Ф (£), W (£) не только голоморфны вне у, включая
бесконечно удаленную точку, но и исчезают на бесконечности, если
считать, что вращение на бесконечности равно нулю. Таким образом,
при больших | £ |

Ц) (1) | (1) (3)

кроме того, если мы хотим, чтобы смещения были однозначны, должно
быть соблюдено условие 3)

xfitj + a ^ O . (3')

х) Этот пример решен в § 56 иным путем.
2) Т а к и м образом, мы пользуемся отображением на круг ] £ | > 1.
3) Ср. формулу (6) § 56 коэффициенты oj и а[ можно вычислить заранее (см.

§ 56), но мы этим пользоваться не будем.
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Вычисления несколько упростятся, если умножить обе части фор-
мулы (2) на о" 1 = е-'*, что дает:

1 ф ( с т ) + 1 ф^о7) - Ф' (о) -o-Y (а) = - (Хп- iYn), (4)

или, если перейти к сопряженным значениям,

оФ (а) + а Ф (о) - Ф' (а) - о ¥ (о) - - (Хп + iYn), (5)

ибо, как легко видеть,

N-iT=-{Xn-iYn)e*. (6)

Будем считать, что функции Ф (£), Ф' (£), Чг (£) непрерывны вплоть
до границы, каждая в отдельности.

Выражая теперь, что функция точки контура oW (а), определяемая
формулой (4), есть граничное значение функции t,W (Q, голоморфной
вне у, получаем на основании формулы (13) § 76:

1 е рФ(о)^а , 1 f оФУ) da 1 ? W~~(a) da I

Y У У У

где ^ — произвольная точка вне у, или *)

откуда, наконец,

Постоянная а4 не определяется самим функциональным уравнением 2)
(7), которое удовлетворяется найденным значением Ф (£) при всяком аи

как это следует из самого вывода. Это не должно нас удивлять, так как
Д1Ы пока не учли условия однозначности смещений.

Вычислим теперь функцию t,W (£). Мы знаем ее граничное значение,
ибо оно дается формулой (4), если под Ф (£) понимать значение (8). Для
того же, чтобы найти функцию t,W (Q по формуле Коши, надо знать еще
ее значение а[ при £ = оо; это значение мы найдем по той же формуле (4),

1) Мы применяем формулы § 70 и принимаем во внимание, что аФ (а) есть гра-

ничное значение функции £Ф (£), голоморфной вне у и равной aj при £ = оо, а аФ (а)

и Ф' (а) — граничные значения функций £Ф( у ) > ^ ' ( " г ) 1 г о л о м о Р Ф н ы х внутри у.
2) Если мы выразим, что aj в правой части формулы (8) равняется коэффициенту

при tr1 в разложении Ф (£), то получим тождество ai = oj.
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- 1 do

умножив обе ее части на ^—: — и проинтегрировав по у, что приводит

к соотношению *)
2л

v -v \ d a t f , y . v , ,„ X — iY)
У 0

где (X, Y) — главный вектор внешних усилий, приложенных к обводу
отверстия. Предыдущее соотношение вместе с соотношением (3') опреде-
ляет величины а± и а[, а именно 2 ) :

д - x+iY ._*(X-iY) 9

После этого, применяя формулу Коши к вычислению функции
t,W (С) по ее граничному значению, определяемому формулой (4), полу-
чаем после очевидных упрощений:

т
Y

Таким образом, задача решена формулами (8) и (10), в которых at

и а[ обозначают величины (9).
В качестве простого частного примера 3) рассмотрим случай, когда

на правую половину обвода ( — - ^ - ^ Ф ^ - ? - ) действуют равномерно рас-

пределенные усилия, параллельные оси Ох, а другая половина свободна
от напряжений 4 ) .

Тогда

Хп = р При - | |

Хп = 0 для остальных значений

Yn = 0 для всех •&.

х) -~2 Ф (о) и — Ф' (а) суть граничные значения функций, голмофорных вне у

и исчезающих на бесконечности к а к £~3; поэтому соответствующие интегралы равны

нулю. Далее, —^Ф (а) есть граничное значение ф у н к ц и и - ^ Ф ( -=- J , голоморфной вну-

три Yi кроме Х> — 0, где она имеет простой полюс с главной частью о 4 /?. Наконец,

Y (а) есть граничное значение функции, голоморфной вне у и имеющей при боль^

ших | £ ] вид

2) Как было сказано, эти значения можно было написать заранее.
3) В упомянутой выше статье Д . М. Волков и А. Н . Назаров [1] непосредственно

решают эту частную задачу, не выводя общих формул, таких, к а к формулы (8), (10).
4) Легко проверить, что предыдущие формулы применимы, несмотря на то, что

Хп имеет разрывы.
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Поэтому
я
2

X = R \ Xn d® = nRp, Y = О,
_я

2

и, значит,

1 —

Остается вычислить интегралы, фигурирующие в формулах (8) и (10);
оба эти интеграла равны следующему (так как Yn = 0):

+i +i
da ? da

p \- i - i

где интеграл взят в положительном направлении по правой половине
окружности, откуда

S Xn da м ,1. 4,a=+i i £, — i

a_t =*P [In (£ - a)]a==li = p I n > —
v

при надлежащем выборе ветви логарифма.
Подставляя найденное значение в формулы (8), (10), найдем явные

выражения для Ф (£), Y (S), которые считаем излишним выписывать.
§ 88. Дальнейшие примеры. Приложение к некоторым другим гра-

ничным задачам. 1. Изложенный в § 84—87 метод решения применим.
в частности, ко всем односвязным областям, конформные отображения
которых на круг указаны в качестве примеров в § 48. Из числа этих
примеров случай бесконечной плоскости с эллиптическим отверстием
подробно рассмотрен нами в § 82, 83. Случай конечной области, ограни-
ченной улиткой Паскаля, рассмотрен в § 63, где мы применили метод
разложения в ряды; применение метода § 84 гораздо быстрее приводит
к цели. Мы предоставляем читателю решение основных задач для этого
случая только что указанным способом. Случай бесконечной плоскости
с гипотрохоидальным отверстием (§ 48, п. 4) подробно изучен при помощи
метода § 84 Г. С. Шапиро [1] в применении к некоторым практически
важным задачам (см. еще в следующем параграфе о работах Г. Н. Савина).

Решение первой основной задачи для области, Ограниченной лем-
нискатой Бута (§ 48, п. 6), дано при помощи метода, указанного в § 85
Г. Н. Бухариновым [1].

Некоторые другие примеры, более интересные с точки зрения при-
ложений, будут указаны в следующем параграфе.

2. Методом, аналогичным указанному в § 84—87, легко решается
задача о соприкасании упругого тела с жестким профилем при отсут-
ствии трения, когда область, занятая упругим телом, отображается на круг
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при помощи рациональной функции. Решение задачи таким способом
было дано автором в статье [19] и подробно изложено во втором издании
этой книги. Более простое решение было дано в третьем издании и повто-
рено в четвертом издании. Оно воспроизводится в следующей главе
(§ 128).

3. Как было уже сказано в § 79а, задача об изгибе пластинки под
влиянием нормальной нагрузки сводится в случае, когда края пластинки
з а д е л а н ы , к основной бигармонической задаче, т. е. к такой же
граничной задаче, что и первая основная задача плоской теории упру-
гости, а в случае, когда края с в о б о д н ы,— к такой же задаче, что
вторая основная задача. А. И. Каландия [1] и М. М. Фридман [2] (при-
близительно одновременно) показали, что случай, когда края пластинки
о п е р т ы , приводит к задаче, аналогичной некоторой задаче плоской
теории упругости, а именно той, которая упомянута в предыдущем пункте
(см. также § 128 и замечание к нему).

Поэтому, если область, занятая пластинкой, отображается на круг
при помощи рациональной функции, к упомянутым случаям может быть
непосредственно (или почти непосредственно для третьего случая) при-
менен изложенный выше метод эффективного решения. Относительно
третьего случая см. Каландия [2] х).

Отметим еще, что, как показал Л. А. Галин [3], метод комплексного-
представления решений в соединении с конформным отображением дает
возможность получить точное решение первой основной граничной задачи
для бесконечной плоскости с круговым отверстием и в тех случаях, когда
часть тела, полностью охватывающая отверстие, испытывает пластиче-
скую деформацию. Некоторые точные решения для такой же области
при иных условиях нагружения приведены в монографии Г. Н. Савина [8].

Подобным же образом П. И. Перлин [1, 2] рассмотрел упруго-пла-
стические задачи для бесконечной плоскости с отверстием довольно
общего вида, как при полном, так и при частичном охвате отверстия
пластической зоной, а также для некоторых двухсвязных областей.

Задачи такого типа, вообще говоря, весьма сложны, так как линия
раздела упругой и пластической зон не известна заранее.

§ 89. Приложение к приближенному решению в общем случае. Как
уже упоминалось во введении к настоящей главе, изложенные выше
методы эффективного решения могут быть с успехом применены и к при-
ближенному решению основных задач для односвязных областей, огра-
ниченных практически произвольными контурами. Укажем теперь,
как можно это сделать; при этом нам придется отчасти повторить сказан-
ное в конце § 63.

х) См. также ранее опубликованные статьи А. И. Лурье [1, 2] и заметку
М. М. Фридмана [1].



§ 89] II. РЕШЕНИЕ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ ЧАСТНОГО ВИДА 3 3 5

Пусть S — заданная область, ограниченная одним простым замкну-
тым контуром L, и пусть соотношение

* = «>(£) (1)
отображает область S на круг £ | < 1. Будем сперва считать область S
конечной. Тогда функция со (£) голоморфна при | £ | < 1, и поэтому она
разлагается для указанных значений £ в ряд

<»(£) = с1£ + с 2 С а + . . . ; (2)

мы считаем, что с0 = со (0) = 0, но это, конечно, не обязательно.
Если теперь в разложении (2) взять лишь п первых членов, т. е.

вместо со (£) взять полином

то соотношение
* = <МС) (4)

будет отображать на круг | £ | <; 1 не область S, а некоторую другую
область Sn. Если взять п достаточно большим, то, как уже было сказано
в § 63, при известных, весьма общих предположениях относительно
контура L области S, область Sn будет сколь угодно близка к данной
области S. Практически же обычно достаточно оставить весьма неболь-
шое число членов в разложении (2) для того, чтобы получить область,
достаточно для данной цели близкую к S.

В очень многих случаях достаточно даже самое грубое приближение.
Если, например, речь идет о применении уравнений теории упругости
к таким телам, как горные породы (а это нередко делается на практике),
которые лишь весьма отдаленно напоминают однородные тела, подчиняю-
щиеся закону Гука, то ясно, что в этих случаях большая точность в вычис-
лениях совершенно неуместна.

Итак, оставив достаточное для данной цели число членов разложе-
ния (2), мы можем практически решить данную задачу для области Sn;
это решение будет вместе с тем приближенным решением для данной
области S.

В случае бесконечной области, вместо разложения (2), будем иметь
разложение вида

« Ю = - | - + с 1 £ + с 2 £ 2+. . . (2')

(и здесь можно считать с0 = 0), а вместо (3) —

и все сказанное выше применимо также к данному случаю.
Вместо разложения со (£) в степенной ряд можно, конечно, восполь-

зоваться любым другим разложением в ряд по рациональным функциям.
Можно доказать, что при известных общих предположениях отно-

сительно контура L и относительно выбранного способа разложения,
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решение, полученное для области Sn, стремится к решению для данной об-
ласти S, когда п—>оо; доказательство можно найти в статье автора [6]
и при более общих предположениях — в статье Д. И. Шермана [5].

Указанный только что прием приближенного решения дает хорошие
результаты даже в том случае, когда контур L не гладкий, а имеет угло-
вые точки, например представляет собой многоугольник.

Для отображения области, ограниченной прямолинейным много-
угольником на круг, можно воспользоваться известной формулой Кри-
стофеля — Шварца 1 ) , которая оказалась практически весьма полезной
для интересующей нас здесь цели.

Указанный выше прием был с успехом применен Г. Н. Савиным
к решению ряда практически важных задач. Отсылая читателя в первую

Рис. 40.

очередь к монографии Г. Н. Савина [8], а также к другим его работам
[1, 2] и к статье А. Н. Динника, А. Б. Моргаевского и Г. Н. Савина [1],
мы ограничимся двумя примерами, заимствованными из статьи Г. Н. Сави-
на [ I ] 2 ) , наглядно показывающими практическую пригодность интере-
сующего нас приема3).

В качестве первого примера рассмотрим область, представляющую
собой бесконечную плоскость с отверстием в виде равностороннего тре-
угольника. В этом случае отображающая функция со (£) может быть
представлена в виде

t 2

<D(C)= -A jj (l_*3)3-|L + c o n s t i

i
где А — некоторая действительная постоянная, определяющая размеры
треугольника. Разлагая в ряд, получим при надлежащем выборе произ-
вольной постоянной в правой части:

Если в этом разложении взять первые два или первые три члена,
то вместо треугольника получим контуры, изображенные соответственно
на рис. 40 и 41.

1) См., например, Лаврентьев и Шабат [1].
s) См. также Савин [8].
3) См. также статью Gray [1].
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В качестве второго примера рассмотрим бесконечную плоскость
с квадратным отверстием. В этом случае можно взять

ш (Q)•— — - -£ +const,

где А — действительная постоянная, определяющая размеры квадрата.
Разлагая в ряд и подбирая надлежащим образом произвольную постоян-
ную в правой части, получаем:

со — А ( i — ~t34- i I7 — 1

Ч £ 6 ь + 56 * Т76"6

Оставляя в этом разложении два, три или четыре члена, вместо квад-
рата получаем контуры, указанные на рис. 42, 43, 44.

Рис. 42. Рис. 43. Рис. 44.

176 6 /

Мы видим, что уже три члена дают достаточно хорошее приближе-
ние х). В цитированных работах Г. Н. Савина подробно рассмотрены
также случаи прямоугольных отверстий с различными отношениями
сторон.

Для того чтобы больше не возвращаться к этому вопросу, упомянем
здесь же, что указанный выше прием может быть также применен к полу-
бесконечным областям, которые будут рассмотрены в следующем отделе
этой главы.

Отметим, наконец, что указанный выше прием приближенного реше-
ния может быть с успехом применен и к случаю областей, ограниченных
несколькими контурами, если соединить его с так называемым «альтер-
нированным методом» («алгорифмом Шварца») или методом последова-
тельных приближений, аналогичным тому, который был применен Швар-
цем к решению задачи Дирихле.

Этот метод позволяет свести решение данной граничной задачи для
области, ограниченной несколькими контурами, к последовательному
решению такой же задачи для нескольких областей, ограниченных одним

х) Несколько изменяя коэффициенты оставляемых членов разложения, можно
получить еще лучшие приближения; см. § 154.
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контуром каждая, при последовательно изменяющихся граничных зада-
ниях. Точное решение требует бесконечного числа таких операций, но
можно получить практически пригодное приближенное решение, если
остановиться на определенном этапе.

Каждую отдельную задачу для областей, ограниченных одним кон-
туром, можно также решать приближенно, пользуясь указанным выше
приемом.

Описанный только что метод последовательных приближений разра-
ботан С. Г. Михлиным [5, 9, 13] и Д. И. Шерманом [5]; изложение резуль-
татов можно найти в книге С. Г. Михлина [13]. Отметим также работы
А. Я. Горгидзе [1, 2]. Доказательство сходимости алгорифма Шварца
при весьма общих условиях дано С. Л. Соболевым [2].

Метод последовательных приближений был применен С. Г. Михли-
ным [4] к решению первой основной задачи для полуплоскости с эллип-
тическим вырезом. Другим способом эта задача решена Д. И. Шерма-
ном [4].

Отметим, наконец, сравнительно недавно опубликованные работы
Д. И. Шермана [24—26], в которых даны новые удачные приемы эффек-
тивного решения некоторых граничных задач, представляющих значи-
тельный практический интерес.

III. РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ
И ДЛЯ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ ОБЛАСТЕЙ

До сих пор мы рассматривали только такие области, граница кото-
рых состоит из (конечных) замкнутых контуров. Изучение случая, когда
граница есть разомкнутая линия, уходящая в бесконечность в обе сто-
роны («полубесконечная область»), не представляет новых существенных
затруднений. В подобных случаях удобно применять конформное отобра-
жение области не на круг, а на полуплоскость х ). Не останавливаясь
здесь на общем случае, мы ограничиваемся решением основных задач
для полуплоскости и для полубесконечных областей определенного
класса 2).

х) Разумеется, никакой принципиальной разницы между этими двумя спо-
собами нет.

2) Общий случай полу бесконечной области рассмотрен С. Г. Михлиным [7].
В недавно опубликованных статьях Тиффен (Tiffen [2], [3]) дает гораздо более, на
мой взгляд, сложное решение задач, рассмотренных в настоящем отделе, в котором
воспроизводится без существенных изменений изложение, данное во втором (1935 г.),
третьем и четвертом изданиях настоящей книги. В частности, в статье [3] способ реше-
ния при помощи конформного отображения излагается применительно к тому самому
случаю параболического контура, что у меня (см. § 95). Никаких ссылок на
мои работы в этой статье не содержится, хотя в предшествующих статьях того же
автора [1], [2] эти работы, в частности третье издание настоящей книги, упо-
минаются.
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в

Рис. 45.

§ 90. Общие формулы и предложения для случая полуплоскости.
1. Пусть область S, занятая телом, состоит из «нижней» полуплоскости

(рис. 45), ограниченной осью Ох, т. е. состоит из всех точек, для которых
у -< 0. В § 90, 91 настоящего отдела мы временно вернемся к обозначе-
ниям отдела II главы II , т. е. будем
снова писать

ф(г), 'ф(г), Ф(г), Ч* (z),

а не ф! (z), op! (z) и т. д.
Отяосительно компонент напряже-

ния мы будем предполагать, что они
удовлетворяют условиям непрерывно-
сти и дифференцируемости, принятым
во всем предыдущем.

Кроме того, мы будем считать, что
напряжения, а также вращение *),
стремятся к нулю, когда z удаляется в бесконечность по любому пути,
оставаясь внутри S.

Если бы контур области S не простирался в бесконечность, а был
замкнутой кривой, то из этого условия следовало бы, что функции Ф
и W при больших | z | имеют вид:

*-тч / \ Yi Y2 1ТР / Yi 1 Y2

(см. § 36).
Мы поставим условие, что и в нашем случае функции Ф и W при

больших | z\ могут быть представлены так 2 ):

у ( 1 Л ur/ \ _ JYL_i_ fJ-Л ф' (z)— Y , 0 /̂ _1 Л

'(1)
где у, у' — постоянные (по этому поводу см. также замечание в конце
§ 93).

Кроме того, очевидно, Ф (z) и W (z) будут голоморфны во всякой
конечной области, заключенной в S.

К условиям (1) мы присоединим еще условие, что при больших
имеем 3 ) :

ф (г) = у In z + о (1) + const,

•ф (z) = у' In z + о (1) + const;
(2)

J) Последнее несущественно, но несколько упрощает изложение.
2) Напомним, что символом of — ) обозначается величина такая, что

где е зависит лишь от модуля | ъ \ и стремится к нулю при | z
3) Напомним, что о (1) обозначает величину, такую, что | о (1) | < е, где е зави-

сит лишь от | z | и стремится к нулю при | z | —*- сю. Условия (2) получались бы путем
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в этих формулах следует выбрать одну какую-либо определенную ветвь
многозначной функции In z, например In j z j -f- ^> где $ (аргумент z)
изменяется от ft = — я до •& = 0.

Наконец, добавим еще следующее условие: главный вектор внешних
усилий, приложенных к отрезку АВ оси Ох, стремится к определенному
пределу, когда концы его уходят в бесконечность г) (А — влево, а В —
вправо).

Выразим это условие. Если X', Y' суть компоненты главного век-
тора внешних усилий, приложенных к АВ, то по формуле (2) § 33 имеем 2 ) :

X

где, напоминаем,

dU , • dU

дх
(4)

Для того чтобы иметь право применить формулу (2) § 33 к отрезку
АВ самой границы, следовало бы наложить некоторые условия на пове-
дение выражения (4) вблизи границы. Но можно обойтись и без каких-
либо предположений, кроме сделанных выше, если заменить вычисление
главного вектора усилий, приложенных к отрезку АВ, вычислением
главного вектора усилий, приложенных к любой простой дуге А'В',
расположенной в S, концы А', В' которой бесконечно близки к точкам
А, В (ср. сказанное в § 35). Например, в качестве дуги А'В' можно взять
дугу, получаемую из полуокружности АСВ (рис. 45) удалением беско-
нечно малых ее частей, примыкающих к точкам А, В.

В дальнейшем для упрощения обозначений мы будем писать А, В
вместо А', В', что не может вызвать недоразумений.

Если А и В находятся достаточно далеко и по разные стороны от О,
то формулы (1), (2), (4) дадут:

8U , . 9U -\в г" . . -, , г" -, „
+ l J l +V in^-Y^i + e, (3')

где г' и г" — расстояния точек А и В до О, а е — сколь угодно малая
величина (стремящаяся к нулю при возрастании г' и г"). Для того чтобы
предыдущее выражение осталось ограниченным при всяких (не завися-
щих друг от друга) сколь угодно больших г' и г", очевидно необходимо

интегрирования из условий (1), если бы в правых частях (1), вместо of — j , мы бы

взяли, например, о ( ) , где ji — положительная постоянная (сколь угодно

малая).
*) Это условие всегда выполнено, если загружен лишь конечный участок границы.
2) Мы берем в правой части знак -)-, так как, двигаясь от А к В, мы оставляем

область S справа, а не слева.
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и достаточно условие

Y _|_ у' = 0, (5)

каковое мы и примем. Тогда главный вектор (X, У) внешних усилий,
приложенных ко всей оси Ох, будет дан формулой

X (6)

Из формул (5) и (6) следует:

X + iY
Y

X — iY

Итак, будем иметь окончательно при больших | г |:

(1')

Ф (z) = -

г|>(г) =

_2я

X — iY
к

— In z + о (1) + const,

In z + o (1)-{-const.

Заметим наконец, что при принятых нами условиях компоненты

Xxi Yy, Xv

напряжения будут иметь порядок О ( — ) , а компоненты смещения будут
V z У

при больших | z | иметь вид

2[д.(и + iv) = ку Inz — у' lnz—-у-^т + о (1)-(-const =

z

) , i ' - f i y . - , X — iY z , ,..
2 1 2 i l + + °( 1 )

Если X = У = 0, тоХж, Yy, Ху будут иметь порядок of — ) , аи -{- iv

будет ограниченной величиной.
Относительно области S можно поставить такие же основные задачи,

как и в случаях, рассмотренных в предыдущих отделах настоящей главы.
Надо только заботиться о том, чтобы поведение задаваемых на границе
величин согласовывалось на больших расстояниях с поставленными
здесь условиями.

2. В п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч е задаются Yy = N (t),
Ху = Т (t) на оси Ох как функции абсциссы t. Легко вычислить на осно-
вании формул (1'), что эти величины должны удовлетворять при больших

t | условиям:
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Во в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч е заданные на Ох функции

и и v должны удовлетворять на основании формулы (8) условиям:

2\i(u-\-iv)= j—(X-\- iY) In t -j- с ~\- о (1) при t > 0, I

(Ю)

при t < 0,

г д е с — п о с т о я н н а я .
А н а л о г и ч н ы е у с л о в и я д л я о с н о в н о й с м е ш а н н о й з а д а ч и

ч и т а т е л ь л е г к о с о с т а в и т с а м .
В случае второй основной задачи, а также смешанной, мы будем счи-

тать заданными величины X, Y.
3. Решение только что указанных основных задач будет дано ниже

(§ 93, 94, ИЗ, 114). Здесь же мы ограничимся теоремами единственности.
Теоремы единственности для нашего случая легко доказываются

способом, вполне аналогичным тому, который был изложен в § 40 для
случая бесконечной области. В нашем случае следует применить инте-
гральную формулу (4) § 40 к области, ограниченной отрезком АВ гра-
ницы и полуокружностью АСВ (рис. 45), и затем перейти к пределу,
когда А и В уходят в бесконечность в противоположные стороны. Ука-
занное доказательство непосредственно применимо к случаю, когда ком-
поненты смещений и напряжений непрерывны вплоть до границы, не
считая бесконечно удаленной точки, где они ведут себя согласно при-
нятым выше условиям.

Таким же образом легко переносятся на наш случай доказательства
теорем единственности для первой и второй основных задач, приведен-
ные в § 42, в предположении, что рассматриваемые решения регулярны,
т. е. что соответствующие им функции ф (z), cp' (z), г|з (z) непрерывно про-
должимы на все конечные точки границы.

Добавим, что в силу теорем единственности, решения второй и сме-
шанной задач определяются вполне, а решение первой основной задачи —
с точностью до жесткого перемещения, но лишь п о с т у п а т е л ь н о г о ;
последнее вытекает из того, что в силу принятого условия, вращения,
соответствующие рассматриваемым решениям, исчезают на бесконечности.

З а м е ч а н и е 1. Формулы (1), (2) или (1'), (2') можно заменить
другими, более удобными для изучения поведения рассматриваемых
функций вблизи границы. Например, вместо формул (2'), можем, оче-
видно, написать:

<p(z)= —^—In (z— го) + ф* (z)-|-const, "]

X-iY
l n ( 3 — Z0) + \|>*(z) +COllSt.
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где z0 — произвольная постоянная точка вне S (т. е. точка верхней полу-
плоскости), а ф* (z), т|з* (z) — функции, голоморфные в S, порядка о (1)
при больших | z | .

З а м е ч а н и е 2. О с о с р е д о т о ч е н н ы х с и л а х , п р и -
л о ж е н н ы х к г р а н и ц е . Если в формулах (2') оставить только
первые члены, т. е. взять

и применить их ко всей полуплоскости S, то, как легко видеть, они будут
соответствовать действию сосредоточенной силы (X, Y), приложенной
к границе в начале координат. Действительно, легко вычислить, что при
обходе по бесконечно малому полукругу вокруг точки О (снизу) выра-

д(7 , . oil , ,-яг i , т л «

жение а—\-i з— прирастет на i (X + iY), а следовательно, главный
вектор усилий, приложенных (сверху) к этому полукругу, равен как раз
(X, У); кроме того, как легко подсчитать, главный момент тех же усилий
относительно начала координат равен нулю.

Компоненты напряжений и смещений, соответствующие функциям ф
и I|J, т. е. действию сосредоточенной силы, легко вычислить по общим
формулам § 32 или § 39.

Например, для полярных компонент напряжения по формулам § 39
имеем:

7?+ ОТ = 4Веф'(г) = — 4Re X ^ Y e-i1> = — -^- (Xcos& + Y sin •&),

М — 7r + 2i7& = 2 [гф" (z) + \J/ (z)] e 2 i e = -^ (X cos * + Y sin ft),

откуда

7r == — — (Xcosft + Ysinft), M = 0, 7^ = 0. (12)

Полученное решение задачи о действии сосредоточенной силы на гра-
ницу полуплоскости х) совпадает по существу с решением, найденным
Фламаном (Flamant) 2 ) .

§ 91. Общие формулы для полубесконечных областей. Перейдем
теперь к рассмотрению п о л у б е с к о н е ч н ы х о б л а с т е й и на-
чнем с обобщения формул предыдущего параграфа на этот случай.

Пусть L — граница области S, представляющая собой простую
разомкнутую линию, уходящую обоими концами в бесконечность. Линия
L разбивает плоскость на две части, одна из которых и есть S; вторую
часть мы будем обозначать через 5 ' . Положительным направлением на L
мы будем считать то, которое оставляет область S слева.

J) Эта задача представляет собой двумерный аналог задачи о действии сосредо-
точенной силы на границу тела, занимающего полупространство (границей которого
служит неограниченная плоскость), т. е. так называемой з а д а ч и Б у с с и н е с к а .

2) См. Love [1], § 149 и 150.
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Мы будем считать, что линия L обладает следующим свойством:
если Мо есть некоторая постоянная точка, то лучи М0А, М0В, проведен-
ные к двум точкам А, В на L, стремятся к определенным положениям,
когда А и В уходят в бесконечность, двигаясь по L в противоположных
направлениях.

Пусть П (Мо) обозначает угол (снабженный знаком), который описы-
вает луч М0М, когда точка М', двигаясь по L в положительном направле-
нии, описывает всю эту линию. Мы будем говорить, что П (Мо) есть угол,
под которым видна L из Мо. Легко видеть, что значение П (Мо) для всех
точек, расположенных по одну сторону от L, будет одним и тем же и что-
углы П, П', под которыми видна L из точек, расположенных соответствен-
но в областях S и S', связаны соотношением

П—П' = 2я: (1>

Например, если S есть нижняя полуплоскость, то граница ее L распо-
ложена вдоль оси Ох, но положительным направлением L следует счи-
тать направление, противоположное Ох (ибо, двигаясь по L в положи-
тельном направлении, мы должны иметь область S слева). Поэтому для
точек Мо нижней полуплоскости мы будем иметь П = я , а для точек Мо

верхней — будем иметь П' = — я .
Мы примем, что и в рассматриваемом случае полубесконечной обла-

сти функции Ф (z), W (z), Ф' (z) подчинены условию иметь при больших
\z\ вид (ср. предыдущий параграф):

или, что, очевидно, сводится к тому же,

(2>

где z0 — некоторая (произвольная) постоянная точка области S' (т. е. не
/" 1 \ ^ '1 \

принадлежащая 5); в последних формулах о ( — ) , о ( -§ ) суть символы
функций, голоморфных в S и имеющих при больших | z | указанный
порядок.

К этим условиям мы присоединим еще следующие (ср. предыдущий
параграф):

ф(г) — у In (z—zo) + о (1) +const,

—zo) + o ( l ) +const; | ( 3 )

в этих формулах о (1) есть символ функций, голоморфных B I S H стремя-
щихся к нулю, когда jz|—>-оо.

Будем, далее, считать, как в предыдущем параграфе, что главный
вектор внешних усилий, приложенных к дуге АВ контура L, стремится
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к определенному пределу (X, Y), когда точки А и В уходят в бесконеч-
ность в противоположных направлениях.

В нашем случае вместо формулы (3') § 90, будем, как легко видеть,
иметь:

^ ] B ^ ^ , (3')

где, как выше, ГГ есть угол, под которым видна линия L из точек области
S', а а, Р обозначают углы (со знаком), составляемые с осью Ох пре-
дельными положениями лучей М0А и М0В, проведенных из какой-либо
неподвижной точки Мо, когда А ж В уходят в бесконечность, двигаясь
по L, первая в отрицательном направлении, вторая — в положительном;
г' и г" обозначают расстояния точки z0 соответственно до А и В, а е — вели-
чина, стремящаяся к нулю при удалении А и В в бесконечность. Ясно,
что можно считать

Р — а = П'. (4)

Так же, как в предыдущем параграфе, заключаем, что должно быть

Y + ? = 0 (5)
и что *)

или, принимая во внимание формулу (5),

X + iY=-.2Yl'Y-i(e
2i
V — e

2ia
)y. (6)

Будем теперь считать, что П' Ф 0, т. е. что П Ф 2п. Тогда, присоеди-
няя к формуле (6) соотношение, получаемое переходом к сопряженным
значениям, и решая относительно у, у, легко получаем

21Г (X + iY) + i (e2iV-e2ia) (X-iY) 7

V 4(П' 2 —sin 2 n ' ) ' К '

и на основании формулы (5)

, 21Г (X-iY)-i ( e - 2 * P - e - 2 i « ) (X + iY) (R

* ~~ 4(П'а — s i n ^ n ' ) ' K '

Мы считали при выводе этих формул, что П' Ф 0. Если ГГ = 0, то
формула (6) дает X = Y = 0. Это показывает, что при П' = 0 для суще-
ствования решения, подчиняющегося поставленным выше условиям,
необходимо, чтобы главный вектор внешних усилий, приложенных к гра-
нице, был равен нулю.

') В аналогичной формуле предыдущего параграфа мы считали, что граница
области S описывается в отрицательном направлении; поэтому в той формуле мы взяли

, . Г 3U , . dU 1 + с о . Г dU , . dU П
+ 1 -з И —=— вместо — i —= И - з —
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§ 92. Основные формулы, связанные с конформным отображением
ла полуплоскость. При решении задач теории упругости для полубеско-
нечных областей удобнее применять отображение не на круг, а на полу-
плоскость *).

Так же, как при отображении на круг, удобно ввести на плоскости z
упругого тела криволинейные координаты, связанные с отображением.

Рис. 46а. Рис. 466.

Будем по-прежнему обозначать нашу область через S, а ее границу
через L. Пусть

г = й>(£) (z = x + iy, Z = l + ii\) (1)

— соотношение, отображающее S на нижнюю половину плоскости £,
т. е. на полуплоскость г\ < 0, так, чтобы конечным точкам соответство-
вали конечные.

Прямым т] = const, принадлежащим этой полуплоскости, соответ-
ствуют, очевидно, некоторые разомкнутые линии в области S, уходящие
обоими концами в бесконечность; эти линии мы будем обозначать через (£).
Точно так же полупрямым £ = const, которые принадлежат нижней
половине плоскости £, соответствуют в S линии (т)), начинающиеся на L
и уходящие в бесконечность (рис. 46а, 466).

Так как каждой паре величин (|, г\) при т| < 0 соответствует в обла-
сти S вполне определенная точка z = со ( | + щ) плоскости z, мы можем
рассматривать | и т] как криволинейные координаты на плоскости z.
Линии (£) и (т]) образуют ортогональную сеть координатных линий.

Пусть z — некоторая точка области S. Проведем из z касательные
к линиям (|), (г\), проходящим через нее, соответственно в сторону воз-
растания £ и т]. Эти касательные, которые мы также будем обозначать
через (|) и ("п), будут осями криволинейных координат в точке z (рис. 46а);
все это совершенно аналогично тому, что было сказано в § 49.

Как уже было сказано, принципиальной разницы здесь нет.
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Пусть А — некоторый вектор с началом в точке z = а ( | + щ)
и пусть Ах, Ау — его проекции на оси Ох, Оу, а А^, Ац — проекции на
оси (|) и (г\). Имеем, как в § 49:

где а — угол, составляемый осью (|) с осью Ох и отсчитываемый от Ох
в положительном направлении.

Для вычисления eia придадим точке z смещение dz в направлении
касательной (|); тогда соответствующая точка £ получит смещение d% > О
в направлении оси £ на плоскости £. Имеем, очевидно:

dz = | dz | eia =--1 to' (£) | eia dg, dz = со' (Q dt,,

откуда выводим:

e™ = " ' ( E )

 e - i a ^ _ ^ L . (3)

Итак, имеем формулу

" ^ | Т ( Л Х + ^ , ) . (2')

Будем обозначать через i\, v^ компоненты смещения по отношению

к осям (|), (TI) криволинейных координат, а через ££, туп, gr| — компо-
ненты напряжения по отношению к тем же осям. Имеем на основании
формулы (2'):

^ (4)

тде и, v — компоненты смещения по отношению к осям Ох, Оу.

Связь компонент напряжения £|, т]Т), £т] с компонентами Хх, Yy, Xy

выражается формулами (§ 8):

e*«, (5)

причем, на основании формулы (3)
со' (£) со' (I) со' (£)

со' ( 0 со' (Q со' (?) ^ •*

Выражения компонент смещения и напряжения через функции ком-
плексного переменного £ мы можем найти совершенно так, как в § 50,
если условимся обозначать через

<Pi(z), *i(a). <Di(z), ^ . ( 2 )

то, что в начале главы II (а также в начале этого отдела) было обозначено
через

<p(z), y{z), Ф(г), V(z),

и положим, как в § 50:

] , Ч» ( О = Ч
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Пользуясь теперь формулами, выражающими компоненты Хх, Yy, Xv

через функции <р1г ури Ф^ Yj (§ 32), и формулами (5), (3'), получим без-
всякого труда

(7)

(8)

Выражение для v^ + ivn легко получим, пользуясь формулой (4)
и формулой

2(Л (и + ГУ) = хш (£)— ф' (С)—•'Ф(С)- (9)
ш' (5)

Наконец, складывая формулы {7) и (8), получим еще одну полезную
формулу:

г (10)

§ 93. Решение первой основной задачи для полуплоскости. Пусть
тело S занимает нижнюю полуплоскость. По условию задачи имеем:

Yu = N(t), Xy=--T(t) на Ох, (1)

где N (t) и Т (t) — заданные функции абсциссы t (нормальное и касатель-
ное напряжения).

По формуле (8) § 32 имеем, применяя обозначения § 90, 91:

» + ¥(*). (2)
Значит, граничное условие может быть написано так х ) :

Ф (О + Ф (t) + №' (t) + W (t) = ЛГ—iT, (3)

или, что все равно,

Под левой частью формулы (3) следует подразумевать граничное зна-
чение правой части формулы (2); аналогично для формулы (4). В даль-
нейшем для простоты мы будем считать (если противное не оговорено),.
что существуют и граничные значения Ф (t), Ф' (t), W (t) функций Ф (z),
Ф' (z), W (г) в отдельности.

Мы будем предполагать далее, что N и Т — непрерывные функцииг

удовлетворяющие условию (9) § 90, т. е.

1) Можно было бы, конечно, воспользоваться для составления этого условия
формулой (23) § 41; не надо только упускать из виду, что величина, обозначенная
нами здесь через Т, есть величина — Т упомянутой формулы; это происходит от того,
что, двигаясь по оси Ох в положительном направлении, мы оставляем область S справа,
а не слева.
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Выражая, что функция W (t), определяемая условием (4), представ-
ляет собой граничное значение некоторой функции W (z), голоморфной
в нижней полуплоскости и исчезающей на бесконечности х), получаем,
применяя формулу (21) § 76:

-|-0О 4~°° -\-ОГУ -)-О0

tO'{t)dt _ ( )1 P N—iT' , 1_ Г Ф (г) rf< 1_ Р Ф (О ^г l _ r
2nt J £— z 2.ти J < — z 2лг J i — z 2яг J

- c o —QO — o o — с о

где z — произвольная точка нижней полуплоскости.
Если теперь примем во внимание, что Ф (t) — граничное значение

функции Ф (z), голоморфной в нижней полуплоскости и исчезающей
на бесконечности, а Ф(£)> *Ф' (t) — граничные значения функций Ф (z),
гФ' (z), голоморфных в верхней полуплоскости и также исчезающих
на бесконечности2), то на основании формул (2'), (2) § 72 заключаем, что
в предыдущей формуле второй интеграл равен — Ф (z), а два последних
равны нулю. Следовательно,

Найдя Ф (z), мы найдем и W (z), применяя формулу (2') § 72, так как
граничное значение W (t) дается формулой (4). Таким образом, получим
после простых преобразований, основанных на формулах § 72:

Jdt z {• N-iT
л ) t'—z + 2лГ .\ {t-z)*

— оо — с о

— \ ' /Jf _[ V / Af (1\
} тт | у I /г An i (t ^ I 2

— ОО —ОГ>

Легко проверить на основании сказанного в § 68, в п. 1 § 69 и в конце
§ 71, что если функции N (t), T (t) и их первые производные N' (t), T' (t)
удовлетворяют условию Н в конечных точках, а произведения tN (t),
tT (t), t2N' (t), t2T' (t) удовлетворяют условию // также в окрестности
бесконечно удаленной точки, то выражения, полученные для Ф (z)
и f (г), удовлетворяют всем поставленным условиям. В частности, функ-
ции Ф (z), Ф' (z), ¥ (z) непрерывны вплоть до границы, а при больших
: z\ имеют требуемый вид, определяемый формулами (1) и (5) § 90. Таким
образом задача решена.

!> Это следует из формул (1) § 90.
2) См. предыдущее примечание.



350 ГЛАВА ПЯТАЯ. РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ [§ 93

Результат по существу совпадает с результатом Г. В. Колосова [1]г

полученным иным путем. Позднее М. А. Садовский [1, 2] дал также (неза-
висимо от Г. В. Колосова) решение этой задачи *).

З а м е ч а н и е 1. Легко непосредственно проверить на основании
результатов, указанных в § 68 и в п. 2 § 69, что если N (t) и Т (t) удовлетво-
ряют лишь условию Н (включая бесконечно удаленную точку), то ком-
поненты смещения и напряжения, соответствующие функциям Ф(з),
Ч? (z), определяемым формулами (6), (7), будут непрерывны вплоть до
границы и что граничное условие (1) будет удовлетворено. Функции
же Ф' (z) и ^¥ (z) при этом могут не быть непрерывно продолжимы на
границу, что и не требуется постановкой задачи; непрерывно продол-
жимыми на границу будут функция Ф (z) и комбинация г ф ' (z) + Y (z).

З а м е ч а н и е 2. Правые части формул (6) и (7) представляют собой,
очевидно, голоморфные функции как в нижней, так и в верхней полу-
плоскости, но они, вообще говоря, не являются аналитическими на об-
щей границе Ох полуплоскостей. Однако ясно, что если какой-либо уча-
сток границы остается незагруженным, то правые части формул (6) и (7)
будут аналитическими также на этом участке и что, следовательно, функ-
ции Ф (z), W (z) могут быть аналитически продолжены из нижней полу-
плоскости в верхнюю через этот участок.

Легко доказать это свойство решения непосредственно, не опираясь
на формулы (6) и (7). Действительно, введем обозначение

Q(z) = — Ф(г) — гФ'(г) — ¥(z); (8)

так как по предположению функции Ф (z) и ? (z) голоморфны в нижней
полуплоскости, то Q (z) также голоморфна в ней. Рассмотрим далее
функции

Ф(г), Q(z)=— Ф(г)— гФ'(г) — W (z),
голоморфные в верхней полуплоскости. Как показывают формулы (3)»
(4), на любой незагруженной части оси Ох будем иметь:

O(t) = Q(t), Ф ( 0 = О ( 0 . (9)
где под Ф (t), Q (t) подразумеваются граничные значения, принимаемые
соответствующими функциями при z —>- t из нижней полуплоскости,
а под Ф (t), Q (t) — граничные значения, принимаемые соответствую-
щими функциями при z —>- t из верхней полуплоскости.

Из первого равенства (9) следует, что функция il (z), голоморфная
в верхней полуплоскости, представляет собой аналитическое продол-
жение функции Ф (z) из нижней полуплоскости в верхнюю, что и дока-
зывает аналитическую продолжимость функции Ф(г). Аналогично, на
основании второго равенства (9), заключаем, что функция Q (z) аналити-
чески продолжима в верхнюю полуплоскость, где она принимает значение-
Ф(г). Отсюда на основании формулы (8) следует и аналитическая про-
должимость функции W (z). Таким образом, наше утверждение доказано.

х) У названных авторов отсутствует строгое исследование решения.
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Из него, в частности, следует, что если загружен только конечный
участок границы, то функции Ф (г) и f (z) разложимы в ряды Лорана
при достаточно больших \z\.

Полученные здесь результаты дают простое средство изучить пове-
дение функций Ф (z) и W (г) при больших \z\, если задан характер пове-
дения компонент напряжения на бесконечности. Вспомним, что в § 90
мы a priori задались поведением функций Ф (z), W (z) на бесконечности,
что, конечно, носит искусственный характер. Теперь же легко устранить
(или уменьшить) эту искусственность, а именно: нетрудно доказать,
что функции Ф (г) и ? (г) необходимо имеют вид, определяемый форму-
лами (1) § 90, если загружен только конечный участок границы и если
напряжения подчинены, например, условию, что величины

Y v Y а
Лх, I у, Л.у, у

стремятся к нулю, когда z удаляется в бесконечность по любому пути
(оставаясь, разумеется, в нижней полуплоскости). Мы не останавли-
ваемся здесь на доказательстве, которое читатель может легко провести.

З а м е ч а н и е 3. В работах Л. А. Галина, (см. его монографию
[4]) решения основных задач для полуплоскости S выражаются через
две аналитические функции (л± (z), со2 (z), определяемые формулами
(при наших обозначениях):

\ - _J_ { Ndt ) 1 ? Tdt
I— z

Эти функции легко выразить через функции Ф (z), W (z), а именно,
из формул (6) и (7) непосредственно вытекает, что

Так же просто выражаются функции Ф (z), Ч* (z) через функции (Oj (z),
со2 (z), а именно:

Ф (z) = — щ (z) -|- гсо2 (z),

4 f (z)= —2г'(о2 (z) + zo)j(z) — iz(a'2(z).

Поэтому использование функций coi (z), co2 (z) вместо функций Ф (z),
W (z) не приводит к принципиально новым методам решения основных
граничных задач.

§ 93а. Пример. В качестве примера рассмотрим случай, когда отрезок

— а < £ < +а

оси Ох подвержен равномерному давлению р, остальная же часть гра-
ницы свободна от внешних усилий. В этом случае Т = 0 для всех
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значений t,
N=—р при

JV = 0 для остальных значений t, и формулы (6), (7) § 93 дают *):

+а +а

откуда

z-j-a
Y (z) = — -

(*—*)

paz

2 '

ni (z 2 — a 2) • (1)

Под выражением In —— следует понимать приращение функции

In (z — t) при непрерывном изменении t от —а до -\-а. Для большей
ясности положим z — t = qe'm, где Q = | z — Z | , а 0 обозначает угол,
составляемый вектором, имеющим начало в t, а конец — в z, с осью Ох,

У причем этот угол мы считаем за-
Р ключенным между 0 и я и отсчи-

тываем его от положительного
направления Ох по часовой стрелке
(рис. 47).

Тогда можем считать (обозна-
чения см. на рис. 47):

In (z — 2) = Ing— £0, \

%-а 0! ^ 2 )

z-|-a Q 2 * ' 2/' JРис. 47.

6, — 02 представляет собой угол, под которым виден загруженный отре-
зок из точки z.

Вычислим компоненты напряжения. Имеем по много раз применяв-
шимся формулам:

откуда наконец:

я

— a2)
2 — а 2 ) я ( г 2 — a 2 ) ( z 2 — а 2 )

2 — а 2 ) 2 + 4а2!/2] '

(4)

(5)

х) Мы применяем результаты предыдущего параграфа, несмотря на то, что в нашем
случае заданная функция N (t) имеет разрывы; правильность окончательного резуль-
тата может быть проверена непосредственно.
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Решение этой задачи дано впервые Мичеллом (Michell [3]) и затем
получено Г. В. Колосовым [1, 2] *) иным путем.

Закон распределения напряжений станет более наглядным, если
в формуле (4) представить z2 — а2 следующим образом:

2 — а2 =z* — a? =

откуда

Yy — Xx + 2iXy= — - ^ ^ - е*<91+в2),

что вместе с формулой (3) дает:

Хх = —
( 9 1 9 2 )

ycos(6t-e2)

Х и = — 2ра-!

(5')
sin (в, + е2)

QiP.2

Эти формулы непосредственно показывают, что компоненты напря-
жения непрерывны вплоть до границы, если исключить точки t = —а,
t = + a , где они перестают быть непрерывными, оставаясь, однако, огра-
ниченными 2 ). Ясно также, что граничное условие удовлетворено.

Легко также вычислить компоненты смещения и убедиться, что они
остаются непрерывными вплоть до всей границы (включая точки t =

- ± а ) , если не считать бесконечно удаленной точки 3).
Так же просто получается решение для случая постоянного каса-

тельного напряжения, приложенного к отрезку границы.

§ 94. Решение второй основной задачи. В этом случае граничное
условие можно написать так (применяем обозначения § 90, 91):

или

хФ (t)-ty' (t)-q(t) = 2|i (gi-igj. (2)

Будем считать, что на бесконечности смещения остаются ограничен-
ными; это эквивалентно условию X = У = 0 согласно сказанному в § 90
(более общий случай, рассмотренный в § 90, легко свести к предыдущему
при помощи приема, аналогичного тому, который мы не раз уже при-
меняли 4); ср. § 78).

*) В обоих местах у Г. В. К о л о с о в а опечатка в в ы р а ж е н и и д л я Ху: вместо а
папечатано а2.

2) Это станет ясным, если заметить, что у = —• рд s in 9i = — Q 2 s in 9 2 .
3 ) П р и | z | -+ oo к о м п о н е н т ы смещения возрастают к а к In | z |.
4) Можно еще заменить условие (1) условием, получаемым дифференцированием

(1) по V, тогда н а м п р и д е т с я иметь дело л и ш ь с ф у н к ц и я м и Ф (z), ¥ (z), и трудности,
с в я з а н н ы е с присутствием логарифмических ч л е н о в в го (z), i)> (z), у с т р а н я т с я ; таким
способом задача будет р е ш е н а в § 113, п. 2.
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При этом и при введенных раньше (§ 90) условиях функции ф (z),
•ф (z), ф' (z) = Ф (z), я|/ (z) = Y (z), голоморфные в нижней полуплоско-
сти, должны будут удовлетворять условиям (1'), (2') § 90, в которых сле-
дует положить X = Y = 0. Из этих условий мы будем теперь учитывать
лишь следующие:

(3)

где с — некоторая постоянная, не заданная заранее х); мы отбросили
постоянное слагаемое в выражении для ф (z), что всегда можно сделать,
не нарушая общности.

Далее, мы должны на основании формулы (10) § 90 считать, что при
больших | 11 заданные функции подчинены условию

g i + ig2 = G + o(l), (4)

где G — постоянная, вообще комплексная. Мы будем кроме того, считать,
что gi + igz удовлетворяет условию Н, включая бесконечно удаленную
точку.

Выражая, что функция ty (t), определяемая условием (2), должна
быть граничным значением функции г|э (z), голоморфной в нижней полу-
плоскости, получаем согласно формуле (21) § 76:

-|-оэ -j-оэ Ч-с0

С + i f ( ) * 1 f t<p'(t)dt 1 -
| j

яг J г—z ~^2яг J г—z 2ЯГ
1
2 'г—Z 2

—со

где z — произвольная точка нижней полуплоскости, или, применяя
формулы § 72 2),

+

Для того чтобы получить значение с, перейдем в предыдущей формуле
к пределу z -*• <х> (в нижней полуплоскости); тогда, применяя вторую
формулу (15) § 71, получаем:

Таким образом,

После этого функция я|) (z) легко определится по своему граничному
значению, даваемому формулой (2), а именно: применяя формулу (2')

!) Таким образом, мы несколько расширяем постановку задачи по сравнению
с условиями § 90.

2) При этом следует учесть в частности, что t ф' (f) есть граничное значение функ-

ции гф' (z), голоморфной в верхней полуплоскости и исчезающей на бесконечности.
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§ 72, получаем:
-j-oo 4-°°

df - £ I С 1 с
t-z 2ni ,\ t-z +2ni } t-z + 2 C '

— со — с о — o o

или, применяя опять формулы § 72 J) и подставляя значение с,

^=^Л-2ф'(2)-|1С. (6)

Легко видеть на основании сказанного в § 71, что полученные функции
ф (z), i|) (z) удовлетворяют всем условиям задачи, включая условия (3),
если, например, выражение gt + igz и его производная g[ + ig'2 no f
удовлетворяют условию Н, а вблизи бесконечно удаленной точки этому
условию удовлетворяют выражения t (gi + ig2 — G), t2 {g[ + ig'2)

 2).
Таким образом, задача решена3).

§ 95. Решение основных задач для областей, отображаемых на полу-
плоскость при помощи рациональных функций. Случай параболического
контура. В случае, когда данная область S отображается на полупло-
скость при помощи рациональной функции со (£), основные граничные
задачи могут быть решены элементарным путем, как в аналогичном
случае § 84 и след.

Ввиду аналогии этих случаев мы ограничимся тем, что разъясним
способ решения на одном примере, а именно в случае, когда контур
L — парабола, а область S — часть плоскости, находящаяся вне пара-
болы (т. е. не со стороны фокуса).

Рассмотрим отображение

z = ©(£) = £(£ — ia)* ( f l>0) , (1)

х=-2\{х\-а), y = &-(i\-a)K (1')

Действительной оси т) = 0 плоскости £ соответствует на плоскости
Оху линия, представляемая параметрически уравнениями:

х = 2аЪ, у = 1*—а\
т. е. линия

х2 = 4а2 (у + а?); (2)

это есть парабола L, параметр которой равен 2а2, ось направлена по
Оу, а вершина расположена в точке (0, —а2); начало координат есть
фокус параболы.

!) П р и этом следует, в частности, учесть, что <р (t) есть граничное значение функ-

ц и и ф (z), голоморфной в верхней полуплоскости и исчезающей на бесконечности.
2) Е с л и мы хотим, чтобы были удовлетворены не только условия (3), но и все

у с л о в и я ( Г ) , (2') § 90, то достаточно дополнительно предположить, что и t3 (g'{ -f-

+ ig'i) удовлетворяет условию Н вблизи бесконечно удаленной точки.
3 ) Решение этой задачи (иным путем) дано также М. А. Садовским [1, 2 ] . У этого

автора отсутствует строгое исследование характера решения и условий его существо-

в а н и я .
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Когда £ пробегает ось £ слева направо, то соответствующая точка z
пробегает параболу также слева направо.

Легко проверить, что соотношение (1) дает отображение области S,
внешней по отношению к параболе, на полуплоскость ч\ < 0. Коорди-
натные линии (£) и (г\) суть, как легко видеть, параболы, имеющие общий
фокус в начале координат; оси парабол (|) и (ц) обращены в противопо-
ложные стороны. На рис. 46а (стр. 346) изображены некоторые параболы
семейства (|) (т. е. т) = const) и части парабол \ = const, заключенные в S.

Легко видеть, что угол, под которым видна парабола из внутренних
точек, равен —2я, так что в формулах § 91 следует теперь взять

П' = — 2я. (3)

Решение основных задач для S не представляет никаких затруднений.
Решим, например, п е р в у ю о с н о в н у ю з а д а ч у (вторая решает-
ся совершенно аналогично).

Будем обозначать через а точки действительной оси на плоскости £.
Тогда на основании формулы (10) § 92 граничное условие напишется так:

, (4)

где N и Т —I- граничные значения нормального и касательного напряжений

г)Т] и | | , которые следует считать заданными 1).
Умножая обе части формулы (4) на а + га, мы перепишем это условие

так 2 ):

(o + ia)<I>(o) + (o + ia)W(&) + {^f¥<I)'(o)-(o-ia)4(o) = F, (5)
где положено:

(6)

Условие (5) можно переписать еще так, если перейти к сопряженным
значениям:

(o — ia) Ф (о-) + (о — id) Ф(о) + ( с т ~ ' а ) 2 ф ' (а) — (о + ia) WJa) =7. (7)

Искомые голоморфные в нижней полуплоскости функции Ф (£), Т (С)
на основании формул (1) § 90 и формулы (1) настоящего параграфа удо-
влетворяют при больших | £ | условиям:

• £ ) , Ф'(9 = 0 ( -£-) . (8)
Выражая, что функция (о •— ia) Y (а), определяемая условием (5),

есть граничное значение функции (£ — ia) Ч? ( 9 , голоморфной в нижней

х) Мы, разумеется, считаем, что N и Т заданы так, чтобы не противоречить тем
условиям, которое мы ставим относительно поведения напряжений в бесконечно
удаленных точках (ср. § 90).

2) Можно, конечно, применить указываемый ниже способ решения непосред-
ственно к условию (4) так, как оно написано; таким способом решена рассматриваемая
задача во втором издании книги. Излагаемый здесь способ быстрее приводит к. цели.
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полуплоскости и исчезающей на бесконечности, получаем, применяя
формулу (21) § 76:

Р°° Ida , 1 ? (a — ia) Ф (a) rfcr 1 С (а — га) Ф ( о ) da

~T ) a I *~Ъй ) а —£ •"

+со
(СТ — U

где £ — точка нижней полуплоскости. Замечая, что (а — ш) Ф (а) —
граничное значение функции (£ — ia) Ф (£), голоморфной в нижней полу-
плоскости и исчезающей на бесконечности, а (а — ia) Ф (а) и (о — ш)2Ф'(а)—

граничные значения функций (С — ш) Ф (Q и (£ — ia)2 Ф' (£), голо-
морфных в верхней полуплоскости и исчезающих на бесконечности, полу-
чаем, применяя формулы § 72:

откуда

После этого функция (£ — ia) Y (Q легко определится по своему гра-
ничному значению, которое дается формулой (5). После простых приве-
дений получим:

+СО

[ ZJg ^ (g + ia)2 (Ю)

Легко видеть, что найденное решение удовлетворяет поставленным
условиям, если заданная функция F и ее первая производная F' по a
удовлетворяют условию Л", а в окрестности бесконечно удаленной точки
этому условию удовлетворяют выражения oF и o2F'.

Таким образом, задача решена.

IV. НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ. ОБОБЩЕНИЯ Ц

В § 78, 79 был изложен один из общих методов решения основных
граничных задач плоской теории упругости для односвязных областей.
В настоящем отделе мы даем краткие сведения о некоторых других общих
методах (пригодных также для многосвязных областей), ограничиваясь
лишь теми, которые либо представляют собой обобщение методов, изло-
женных в предыдущих отделах настоящей главы, либо так или иначе
тесно связаны с ними.

Подробно, с полными доказательствами, мы излагаем лишь новый
метод Д. И. Шермана (§ 101, 102) решения первой и второй основных задач.

Этот отдел может быть пропущен без ущерба для понимания дальнейшего.
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В конце отдела (§ 104) мы указываем некоторые другие общие задачи
теории упругости, к которым могут быть применены аналогичные методы.

§ 96. Об интегральных уравнениях С. Г. Михлина. Метод приведе-
ния основных задач к интегральным уравнениям, изложенный в § 79,
не применим непосредственно к многосвязным областям, так как он тре-
бует конформного отображения рассматриваемой области на круг, а такое
отображение (взаимно однозначное) невозможно, если данная область
многосвязна.

Однако С. Г. Михлину удалось видоизменить упомянутый метод так,
что он становится применимым и к случаю многосвязных областей. Сущ-
ность этого видоизменения заключается в следующем. Как известно *),
задача конформного отображения на круг области S, ограниченной одним
простым замкнутым контуром L, эквивалентна нахождению так назы-
ваемой функции Грина для этой области, т. е. действительной функции
G (х, у), определяемой так:

1°. G (х, у) — регулярная гармоническая функция во всей области S,
кроме данной точки (х0, у0), где она имеет логарифмическую особенность.
Точнее:

G(x, y) = \n± + G0(x, у),

где г — расстояние между точками (х0, у0) и (х, у), a Go (x, у) — регу-
лярная гармоническая функция.

2°. Граничное значение G (х, у) равно нулю на L.
Если Но (х, у) — гармоническая функция, сопряженная с Go (x, у),

то аналитическая функция комплексного переменного z

М (z) = In — Ц - + Go (х, у) + Шо (х, у),
Z ZQ

где z0 = х0 + Ч/о> называется комплексной функцией Грина. Как пока-
зывает предыдущая формула, функция М (z) многозначна благодаря
присутствию логарифмического члена.

Так как комплексная функция Грина, кроме z, зависит также от z0,
то вместо М (z) целесообразнее писать М (z, z0).

То обстоятельство, что задача нахождения функции Грина эквива-
лентна, как было сказано, задаче конформного отображения данной обла-
сти на круг, позволяет так видоизменить метод, изложенный в § 78, 79,
что применение конформного отображения заменяется рассмотрением
функции М (z, z0).

С другой стороны, понятие функции Грина, как действительной, так
и комплексной, применимо и к многосвязным областям, ограниченным
несколькими контурами. Поэтому только что упомянутый метод может
быть обобщен на случай многосвязных областей.

Этим путем С. Г. Михлин привел первую и вторую основные задачи
плоской теории упругости для многосвязных областей к интегральным

!) Об этом см. в курсах теории функций комплексного переменного.
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уравнениям Фредгольма, несколько более сложным (как и следовало
ожидать), чем уравнения § 79 (применимые лишь к односвязным обла-
стям), но вполне пригодным для общих исследований, в частности для
доказательства теорем существования, что и сделано в ряде работ С. Г. Мих-
лина [1—3, 7, 9]. Мы отсылаем читателей к этим работам, а также к книге
[13] того же автора, в которой дано достаточно полное изложение резуль-
татов.

Кроме первой и второй задач для многосвязных областей, С. Г. Мих-
лин решил своим методом и другие граничные задачи, представляющие
большой интерес, как, например, задачи об упругом равновесии тел,
определенным образом составленных из различных однородных частей
с различными упругими постоянными (имеется в виду плоский случай);
этим последним задачам посвящена работа С. Г. Михлина [10], а некоторые
частные случаи рассмотрены элементарным путем в уже упоминавшейся
его статье [8].

§ 97. Об одном общем методе решения задач для многосвязных
областей. Заслуживает внимания один общий метод решения граничных
задач, разработанный Д. И. Шерманом [1, 5] и С. Г. Михлиным, позво-
ляющий составить уравнение Фредгольма для данной многосвязной обла-
сти, если тем или иным путем получены общие решения соответствующей
граничной задачи для областей, каждая из которых ограничена одним
из простых контуров, входящих в состав границы данной многосвязной
области, причем эти общие решения должны быть представлены опреде-
ленным образом, например в виде, который дается решением интеграль-
ных уравнений, указанных в § 79.

Особенно простые и применимые практически уравнения получаются
в том случае, когда упомянутые отдельные области отображаются на круг
рациональными функциями и когда, следовательно, к ним приложимы
эффективные методы решения, изложенные выше. К последнему случаю
относится, например, область, представляющая собой полуплоскость
с эллиптическим вырезом, рассмотренная Д. И. Шерманом в уже упоми-
навшейся статье [4].

Возвращаясь к общему случаю, заметим, что полученные упомяну-
тым выше путем интегральные уравнения обладают следующим, имеющим
практическое значение, свойством: если решать эти уравнения хорошо
известным алгорифмом последовательных приближений (т. е. путем раз-
ложения решения в так называемый ряд Неймана), то этот алгорифм
совпадает по существу с алгорифмом, обобщающим известный алгорифм
Шварца для задачи Дирихле; об этом обобщении алгорифма Шварца
мы уже упоминали выше (см. конец § 89).

Изложение упомянутого метода можно найти, кроме указанных вы-
ше работ Д. И. Шермана, в книге С. Г. Михлина [13]; изложение С. Г.
Михлина несколько отлично от изложения Д. И. Шермана, так как
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последний исходит из интегральных уравнений, полученных мною (§ 79),
а С. Г. Михлин — из своих уравнений, упомянутых в предыдущем пара-
графе.

§ 98. Интегральные уравнения, предложенные автором. Интеграль-
ные уравнения, приведенные в § 79, хотя и вполне пригодны для общих
исследований и дают эффективные, практически применимые результаты
в ряде важных частных случаев, о которых говорилось выше, все же
обладают одним существенным недостатком: уже для их составления
требуется найти отображающую функцию ю (£). Аналогичным недостатком
обладают и уравнения С. Г. Михлина (§ 96), так как для их составления
требуется нахождение комплексной функции Грина М (z, z0).

Между тем интегральные уравнения давно перестали быть лишь
средством для общих теоретических исследований: за последнее время
разработаны довольно эффективные методы численного их решения,
в особенности для случая, когда они содержат лишь простые (а не крат-
ные) интегралы, как это имеет место в интересующем нас случае. Поэтому
весьма важно иметь такие интегральные уравнения, ядра которых непо-
средственно и просто связаны с элементами линий, составляющих границу
области, и не содержат элементов, определение которых требует пред-
варительного решения вспомогательных граничных задач, вроде задачи
Дирихле (или ей эквивалентной), что требуется для нахождения функций
со (£) или М (z, z0).

К числу таких уравнений принадлежат уравнения Лауричелла —
Шермана, которые будут подробно рассмотрены в § 101, 102; эти урав-
нения, как мне кажется, являются наиболее простыми и наиболее соот-
ветствующими цели общих исследований из всех мне известных.

Однако я позволю себе сказать здесь несколько слов об уравнениях,
полученных в свое время мною [17, 18] *), так как ход идей, приведший
к этим уравнениям, тесно связан с тем, который привел к результатам
предшествующих отделов настоящей главы, и так как они, по-видимому,
представляют и теперь некоторый самостоятельный интерес 2 ) . Кроме того,
уравнения эти были предметом ряда исследований других авторов (в пер-
вую очередь Д. И. Шермана), которые заслуживают упоминания, так как
разработанные ими методы исследования могут быть с успехом перенесены
на решение других аналогичных задач.

Переходя к выводу упомянутых уравнений, начнем для большей
ясности со случая конечной области S, ограниченной одним простым

х) Эти уравнения весьма схожи с уравнениями Лауричелла (см. § 101), но все-
таки принципиально отличны от них. У самого Лауричелла его уравнения имеют
(по крайней мере внешне) довольно сложный вид, так что в свое время упомянутого
сходства я не заметил, а, наоборот, считал, что полученные мною уравнения гораздо
проде.

2) См. примечание на стр. 362.
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замкнутым гладким контуром L; положительным направлением на L
мы будем, как обычно, считать то, которое оставляет область S слева.

Мы будем рассматривать одновременно первую и вторую основные
задачи. Граничные условия для обеих этих задач можно записать так:

г д е п р и о б о з н а ч е н и я х § 4 1 , в с л у ч а е п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч и

/ ( 0 = h (t) + if2 (t) = i \ ( X n + i Y n ) d s , ( 2 )

о

а в с л у ч а е в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч и к = — х ,

f(t)=-2]i (gl + ig2); (3)

под ф (t), ф' (t), a|) (/) следует, конечно, подразумевать соответствующие
граничные значения, существование которых, таким образом, предпола-
гается, т. е. искомое решение предполагается регулярным; к правой части
(2) можно прибавить любую, раз навсегда зафиксированную, постоянную.

Выразим теперь, что правая часть равенства

эквивалентного граничному условию (1), должна представлять собой
граничное значение некоторой функции г|з (z), голоморфной в S.

Мы знаем, что необходимым и достаточным условием для этого-
является равенство (см. § 73)

j _ p T

L
J t—z
L

для всех z, расположенных вне S, или

Ф (0 dt . 1
i T=l ( ) « в с е х z в н е

L L

где для краткости через A (z) обозначена заданная функция

Мы получили, таким образом, функциональное уравнение для опре-
деления ф (z). Если нам тем или иным путем удастся найти функцию
Ф (z), голоморфную в S и удовлетворяющую уравнению (5), задача будет
решена, так как функция ty (t) определится из условия (4) формулой Коши:

к
J О t — z ~ 2лг J t — z
L L L L

( з д е с ь , к о н е ч н о , z п р и н а д л е ж и т о б л а с т и S).
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Функциональное уравнение (5) можно легко привести к уравнению
Фредгольма следующим образом г). Пусть в (5) z стремится к некоторой
точке tQ контура- L (оставаясь, разумеется, вне S). Тогда на основании
формул Сохоцкого — Племеля (см. § 68) получаем, предполагая, что
Ф (t), ф' (t) и / (t) удовлетворяют условию Н на L:

dt . .. . , .f w(t) dt I - , .. . . 1 f W' (t)

L L

где для краткости через A (t0) обозначено граничное значение функции
A (z) при z ->- t0 извне S, т. е.

A (t0) = - 4 Ш) + Г^ S т 5 ? = а (

через a (t0), Ъ (t0) обозначены действительные функции, которые следует
считать заданными.

Уравнение (а), которое не есть, конечно, уравнение Фредгольма,
можно упростить следующим образом. Выражая, что ф (t) и ф' (t) должны
быть граничными значениями функций, голоморфных в S, получаем по
формуле (Г) § 73:

переходя к сопряженным значениям, первое из этих условий можно
записать еще так:

S f̂-o. (.)
Умножая равенства (б) и (в) соответственно на — t o n на к и складывая
с уравнением (а), получаем:

Ь L

и, наконец, преобразуя второй интеграл левой части интегрированием
по частям,

- А J W)dln.^-± \ V(t)d^ = A(to). (9)

х) Представляло бы интерес исследовать функциональное уравнение (5) само-
стоятельно, не сводя его к уравнению Фредгольма. Это дало бы, по всей вероятности,
возможность найти новые классы областей, для которых основные граничные задачи
решаются эффективно.

Справедливость этого замечания (сделанного в двух предыдущих изданиях)
подтверждается, в известной мере, интересными результатами, полученными в работах
Д. И. Шермана [25, 26], о которых уже упоминалось в конце § 89.
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Это и есть интегральное уравнение, которое упоминалось выше и кото-
рое мы намеревались вывести.

Его можно переписать еще иначе, а именно: полагая

t — lo=:rei(>, (10)

где г = \ t — to\ , a. ft = ft (t0, t) — угол, составляемый вектором tot
с осью Ох, отсчитываемый в положительном направлении, будем иметь:

In 4 ^ = - 2iG, -^Ч 0 " = e~2i* = cos 2fl— i sin 2#;

внося эти значения в уравнение (9), получаем:

e-™<f(t))du=—A(t0). (9')
L

Предыдущее уравнение можно переписать и в виде системы двух
действительных уравнений, если положить:

<?(t) = p(t) + iq{t), (И)

тде р (t) и q (t) — действительные функции, и разделить в уравнении (9')
действительные и мнимые части:

kp(t0) — 4" \

1 г ( 9")
k4(h) ~ \ {p(t)s\n2ft + q(t)(k — cos2ft)}dft = b(t0).

L

Б этих уравнениях

где s •— дуга контура, соответствующая точке t. Легко видеть, что имеет
место равенство х)

где a = a (tg, t) — угол, заключенный между внешней нормалью в точке t

контура и вектором tot.
Если предположить, что угол, составляемый нормалью (или каса-

тельной) к L в точке t с некоторым фиксированным направлением (рас-
сматриваемый как функция от t или от s), удовлетворяет условию Н,
то, как не трудно убедиться а ),

cos a _ К (t0, t)

2) Для того чтобы в этом убедиться, достаточно вспомнить, что в силу условий
Коши — Римана

дЪ__д\ъ.г_\_ дг
ds дп г дп '

ибо In г и О —• действительная и мнимая части функции In (f — t0) комплексного
переменного t (при фиксированном £0); через п обозначена нормаль, направленная
вправо, если смотреть вдоль положительной касательной.

2) См., например, Мусхелишвили [25].
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где ц —• постоянная, 0<[|л < 1, а К (t0, t) — непрерывная на L функ-
ция (и даже удовлетворяющая условию Н).

Поэтому система (9") представляет собой обычную систему уравнений
Фредгольма. В соответствии с этим мы можем называть уравнение (9)
или (9'), эквивалентное системе (9"), уравнением Фредгольма.

Хотя исследование полученных интегральных уравнений в случае
односвязной области не представляет никаких затруднений х), мы на нем
не останавливаемся и ограничимся указанием следующих результатов 2 ).

Прежде всего заметим, что, как легко видеть, в силу принятых нами
условий всякое (непрерывное) решение ф (t) уравнения (9') будет удо-
влетворять условию Н всюду на L. Но нам требуется найти решение такое,
чтобы и производная ср' (t) удовлетворяла на L этому условию 3 ) . Выпол-
нение последнего требования будет, как не трудно проверить, обеспечено,
если предположить, что линия L имеет в каждой точке кривизну, удо-
влетворяющую условию Н, и что заданная на L функция / (t) имеет про-
изводную по t, удовлетворяющую условию Н, что мы и будем предпо-
лагать.

Рассмотрим сперва п е р в у ю о с н о в н у ю з а д а ч у . В этом
случае к = 1 и f (t) дается формулой (2). Так как по принятому нами
предположению функция / (t) непрерывна на L, то условие равенства
нулю главного вектора внешних усилий удовлетворено само собой; усло-
вие же равенства нулю главного момента выражается равенством (§ 41)

J(/,da: + /2dy) = 0. (12)
L

Легко предвидеть заранее, что однородная система, получаемая иа
уравнения (9") при a (t) = Ъ (t) = 0, имеет решение, даваемое формулой

p(t) + iq(t) = iet + a + if>, (13)

где е, а, р — действительные постоянные; это следует из того, что (см. § 34),
не изменяя напряженного состояния и правой части формулы (1), к ср (z)
можно прибавить выражение вида iez + а + i$. В том, что р (<), q (t)r

даваемые формулой (13), удовлетворяют системе (9"), легко убедиться
и непосредственно.

Формула (13) содержит линейно три произвольных действительных
постоянных и дает три линейно независимых решения однородной систе-
мы4); можно показать, что других линейно независимых решений одно-

J ) Исследование для случая односвязной области изложено в книге С. Г. Мих-

лина [13] применительно к случаю к = 1.
2) Н и ж е будут у к а з а н ы специальные работы, где читатель найдет соответствую^

щие доказательства.
3) Ибо при выводе уравнения мы предположили, что ф' (t) удовлетворяет усло-

вию Я .
4) В качестве этих трех решений можно в з я т ь , например, если положить t =

= I + Н\--
1) Р = - ч , 9 = 1; 2) р = 1, 9 = 0; 3) р = 0, д=1.
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родная система не имеет. Поэтому, как это следует из общей теории урав-
нений Фредгольма, для разрешимости системы (9") правые ее части
должны удовлетворять трем условиям хорошо известного вида. Однако
ближайшее исследование показывает, что два из этих условий удовле-
творяются сами собой вследствие того, что функции a (t), b (t) не произ-
вольные, а таковы, что a (t) + ib (t) представляет собой граничное зна-
чение функции, голоморфной вне S и исчезающей на бесконечности,
а третье условие сводится, как и следовало ожидать, к условию (12).

Итак, при соблюдении условия (12) система (9") или, что все равно,
уравнение (9') имеет решение, определенное, разумеется, с точностью до
выражения (13). Можно, кроме того, показать (это не очевидно заранее),
что всякое решение <р (t) уравнения (9') будет граничным значением
функции, голоморфной в S; эта функция qp (z) определится по ф (t) фор-
мулой Коши, после чего определится и функция г|) (z) формулой (7).
Таким образом, мы получим решение первой основной граничной задачи.

В случае в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч и , когда к — —х и / (t)
дается формулой (3), мы имеем совершенно аналогичные результаты; раз-
ница лишь в том, что однородная система, соответствующая системе (9"),
имеет лишь два линейно независимых решения, даваемых формулой

(t) = a + i$, (14)

где а и Р — произвольные действительные постоянные. Система (9"),
весмотря на наличие решений соответствующей однородной системы,
всегда разрешима (это есть следствие специального вида правой части),
т/1 ее решение дает решение исходной задачи, как в предыдущем случае.

До сих пор мы предполагали область S конечной и односвязной.
Предположим теперь, что область S ограничена несколькими простыми
замкнутыми контурами Lu L2, . . ., Lm, Lm+i, из которых последний
заключает внутри себя все остальные, как в § 35 (рис. 16); контур Lm+i

может отсутствовать, и тогда область S будет бесконечной (бесконечная
плоскость с отверстиями); мы будем считать, что отдельные контуры L^
удовлетворяют в смысле гладкости условиям, указанным выше. Через
L = Ьх + L2 + . . . + Lm + Lm+i мы будем, как всегда, обозначать
полную границу области S; положительным направлением на L мы будем
считать то, которое оставляет область S слева.

Разница со случаем конечной односвязной области здесь лишь та, что
искомые функции ф (z), и i|) (z) могут быть (и, вообще говоря, будут) мно-
гозначными. А именно, согласно формулам (10), (11) § 35:

} (15)

3 = 1
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где (Xj, Yj) — главный вектор внешних усилий, приложенных к конту-
ру Lj, Zj — произвольно фиксированные точки, расположенные соот-
ветственно внутри контуров Lj (/= 1, . . ., т), а ср0 (z) и г|)0 (z) — функ-
ции, голоморфные в S, если область эта конечна (т. е. контур Lm+i имеется
налицо). Если же область S бесконечна (т. е. контур Lm+l отсутствует), то»
(см. § 36)

Фо(2) = Г2 + ф*(2), ^0(z) = r 'z + ^ * ( 2 ) , (16)

где <р* (z), ty* (z) — функции, голоморфные в S, включая бесконечно уда-
ленную точку. Как в случае первой, так и в случае второй основной
задачи мы считаем (§ 40), что постоянные Г, Г' заданы заранее; кроме-
того, в случае второй основной задачи для бесконечной области мы будем
считать, что дополнительно заданы величины:

т т

X — 2J XJ, Y=2J YJ,
3 = 1 3 = 1

т. е. главный вектор внешних усилий, приложенных ко всей границе L.
области S.

В дальнейшем ради краткости мы будем предполагать, что область.
S конечна, т. е. контур L m + 1 имеется налицо; случай бесконечной области)
рассматривается совершенно аналогично.

Начнем с рассмотрения п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч и . В этом
случае граничное условие запишется так (как и в случае односвязной
области):

Cj на Lj (; = 1, 2 т, т + 1), (17)

где на этот раз, вместо формулы (2), будем иметь:
S

/(0 = i J (Хп + iYn) ds на Lj (j = 1, 2, .. ., т, т + 1), (18>
о

причем дуга s отсчитывается (в положительном направлении) на каждом
из контуров Lj от произвольно зафиксированной точки этого контура,
a Cj— постоянные, имеющие, вообще говоря, различные значения на
различных контурах Ly, эти постоянные не задаются заранее, кроме
одной, например Ст.л, которую можно зафиксировать произвольно; мы
будем предполагать, что Cm+i = 0.

Если подставим в равенство (17) выражения (15), то легко получим:

<to{t) + t<p'o(t) + yo(t) = fo(t) + Cj на Lj (; = 1, 2, . . . , m, m + 1 ) , (19)

где

У, >~l j . (20)
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Теперь в граничном условии (19) слева фигурируют граничные зна-
чения голоморфных (т. е. однозначных аналитических) функций, а справа
также однозначная непрерывная функция (разумеется, при условии
выбора определенных ветвей на каждом контуре Lj), ибо при обходе
в положительном направлении (оставляющем S слева) контура
Lj (/ = 1, . . ., т) функция f(t) получает приращение i (Xj + iYj),
а второй член правой части (20) — такое же приращение, но с обратным
знаком; аналогично для контура Lm+i при условии, которое мы подра-
зумеваем, что главный вектор (X, Y) всех внешних усилий, приложен-
ных к L, равен нулю.

Так как в первой основной задаче величины Xj, Yj известны заранее,
то функция /о (t) в граничном условии (19) определена на каждом из
контуров Lj.

Применяя к граничному условию (19) те же рассуждения, что в слу-
чае одного контура, мы получаем точно такое же уравнение (9) при к = 1
или эквивалентное ему уравнение (9'), только в качестве неизвестной
вместо <р (t) мы будем иметь теперь ср0 (t), а в правой части вместо / (t)
будет фигурировать /0 (t). Кроме того, на этот раз в правых частях будут
присутствовать не известные заранее постоянные Си Сг, • • ••, Ст, кото-
рые должны получить определенные значения в процессе решения задачи.

В случае в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч и , поступая совершенно
аналогично, мы получим при прежних обозначениях граничное условие

t) = fo(t), (21)
где на этот раз

m

/0 (0 = - 2|х (gl + ig2) - n{i*+K) ^ (Xj + iYj) \n\t- zj

Таким образом, мы получим точно такое же уравнение (9) при к = — х,
что и в случае одного контура, если в этом уравнении вместо ф (t) подра-
зумевать ф0 (t), а вместо / (t) — выражение /0 (t). Только теперь в правых
частях фигурируют не известные заранее постоянные Xj, Yj, которые
должны быть определены вместе с функцией ф0 (t).

Можно показать, что и в рассматриваемом случае многосвязной обла-
сти приведенные выше интегральные уравнения дают возможность решить
до конца соответствующие граничные задачи.

Предварительное исследование этих интегральных уравнений было
дано в цитированных уже заметках автора [17, 18], в которых для опре-
деленности была рассмотрена первая основная задача; исследование-
было проведено в предположении, что теоремы существования для много-
связных областей уже доказаны каким-либо иным путем.
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Вскоре Д. И. Шерман [2, 3, 6, 11] дал весьма полное исследование
этих уравнений, не опираясь ни на какие другие доказательства теорем
существования, а, наоборот, доказав их непосредственно при помощи
самих рассматриваемых уравнений.

Д. И. Шерману принадлежат также различные видоизменения этих
уравнений, более удобные для исследований общего характера и для
приложений. В частности, в работе [11] подробно исследован вопрос
распределения характеристических чисел интегральных уравнений, полу-
чаемых определенным видоизменением уравнений, приведенных выше,
и введением некоторого параметра X, как это делается в общей теории
уравнений Фредгольма. Это исследование показывает, что для значений
К, отвечающих первой и второй основным задачам, решения соответствую-
щих интегральных уравнений могут быть разложены в ряды Неймана,
иначе говоря, могут быть получены методом последовательных прибли-
жений.

При помощи изложенного в настоящем параграфе метода Д. И. Шер-
ман [6] решил также один частный случай основной смешанной задачи,
когда на одних замкнутых контурах, ограничивающих область, заданы
внешние напряжения, а на других — смещения.

Далее, методом, аналогичным предыдущему, Д. И. Шерман [8] дал
решение первой и второй задач для тел, составленных определенным
образом из различных однородных частей; как было сказано в § 96, та
же задача была решена несколько раньше С. Г. Михлиным иным путем.

О дальнейших работах Д. И. Шермана, содержащих иное решение
рассмотренных выше граничных задач, а также решение некоторых дру-
гих граничных задач при помощи обобщения указанного в настоящем
параграфе метода и иных методов, будет еще сказано ниже.

Упомянем еще одну интересную задачу, решенную Г. Н. Савиным [7]J)
при помощи метода, аналогичного изложенному в настоящем параграфе,
которая заключается в определении равновесия упругой плоскости с бес-
конечным рядом одинаковых, периодически расположенных вырезов,
подверженных одинаковым внешним усилиям. Изложение решения можно
найти также в книге С. Г. Михлина [13].

§ 99. Применение к контурам с угловыми точками. Самый вид урав-
нения (9') или системы (9") § 98 наводит на мысль, что эти уравнения,
«ели рассматривать входящие в них интегралы как интегралы Стильтьеса,
могут быть применены к областям, ограниченным контурами гораздо
более общего вида, чем это предполагалось при выводе.

Исследования Л. Г. Магнарадзе [1—3], опирающиеся на известные
результаты Радона (Radon) и отчасти Карлемана (Carleman), показали,
что это действительно имеет место и что упомянутые уравнения, пони-
маемые в надлежащем обобщенном смысле, применимы, например, в слу-

*) См. также Савин [8].
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чае, когда контуры, ограничивающие область, имеют угловые точки,
отличные от точек возврата. Число угловых точек может быть даже беско-
нечно велико; достаточно, чтобы граница области состояла из контуров,
обладающих так называемым «ограниченным вращением» (по Радону).

Отметим, что Л. Г. Магнарадзе [4] удалось распространить полу-
ченные им результаты и на один весьма общий класс трехмерных упругих
тел, поверхности которых могут иметь угловые линии (даже бесчисленное,
но счетное их множество); разумеется, в этом случае приходится приме-
нять соответствующие интегральные уравнения для трехмерных тел.

§ 100. О численном решении интегральных уравнений плоской тео-
рии упругости. Уравнение (9') или эквивалентная ему система (9") § 98
благодаря своей простоте могут с успехом служить для численного реше-
ния соответствующих граничных задач плоской теории упругости. Один
из способов численного решения намечен в заметке автора [21 ] и более
подробно изучен А. Я. Горгидзе и А. К. Рухадзе [1], которые проверили
этот способ на некоторых примерах, а также дали оценку погрешности.

Упомянутый способ может дать, по-видимому, удовлетворительные
результаты и в случае, когда граница области имеет угловые точки.

§ 101. Интегральные уравнения Шермана — Лауричелла. Д. И. Шер-
ману [15—17] удалось получить заслуживающие большого внимания
интегральные уравнения для решения первой и второй, а также сме-
шанной, основных граничных задач плоской теории упругости. К этим
уравнениям, по-видимому, естественнее всего придти следующим путем 1),
основанным на одной простой общей идее, аналогичной той, которую при-
менил Фредгольм для получения интегральных уравнений, соответствую-
щих второй основной задаче в трехмерном случае 2 ) .

Будем сперва предполагать, что рассматриваемая область S конечна
и ограничена одним простым замкнутым контуром, удовлетворяющим
тем же условиям, что в § 98.

Граничные условия первой и второй основных задач мы теперь запи-
шем так, применяя те же обозначения, что в § 98:

~(~W (1)
х) Сам автор исходит непосредственно из приводимых ниже формул (3), (4), не

указывая пути, которым они получены (при этом он рассматривает отдельно случаи
А- = — х и к= 1).

2) Fredholm [1]. Идея Фредгольма, говоря схематично, заключается в следую-
щем. Если вместо рассматриваемого тела взять полупространство и написать изве-
стные формулы, решающие соответствующую граничную задачу в явном виде, при
помощи определенных интегралов, распространенных на плоскость — границу полу-
пространства, то эти формулы, примененные к дашгому телу (при этом интегралы,
распространенные на плоскость, заменяются интегралами, распространенными на
поверхность данного тела), уже не решая, разумеется, граничной задачи в явном
виде, приводят к интегральным уравнениям, которые при наличии некоторых усло-
ипй оказываются уравнениями Фредгольма.
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напомним, что к = 1 соответствует первой основной задаче, а & = — к
второй.

Напишем теперь решение граничной задачи (1) в предположении, что
5 — полуплоскость, скажем верхняя, a L — действительная ось, и что
ф (z), ty (z), гф' (z) исчезают на бесконечности. Решение это дается фор-
мулами 1 ) :

(t)dt „ , , л л _ 1
\ \
L L

Внося во вторую из этих формул выражение для ф' (г) из первой фор-
мулы, и вводя обозначение

«(0 = ̂ / ( 0 , (2)

получаем, после очевидных преобразований 2 ) :

'(г) rfl J _ Р гсо (/) tf;

Ь L L

Преобразуя последний интеграл интегрированием по частям, мы можем
переписать последнюю формулу еще так:

к г <o(t)dt 1 р ш' (о(t)dt 1 р ш'
=^ Ы \ ~ t

L L

Вернемся теперь к случаю, когда S не есть полуплоскость, и попы-
таемся найти решение граничной задачи (1) в виде формул (3), (4), где
теперь со (t) обозначает некоторую функцию точки контура L, не извест-
ную заранее и подлежащую определению.

Мы будем считать, что искомая функция со (t) имеет производную
со' (t), удовлетворяющую условию Н. Это, как легко видеть, обеспечи-
вает непрерывность функций q>(£)i ф' (t), г|з (t) вплоть до границы, т. е.
регулярность решения (в смысле § 42).

Пользуясь формулами Сохоцкого — Племеля для граничных значе-
ний интегралов типа Коши и подставляя граничные значения функций
Ф (z), а|з (z), определяемых формулами (3), (4'), а также функции

в (г) dt 1 Г со' (t) dt

J) Решение для k = — x мы уже получили в § 94 (в нашем случае G = 0, а раз-
ница в знаках происходит от того, что в § 94 решена задача для нижней полуплоско-
сти). Решение для к — 1 получается совершенно аналогично. Оно может быть также
получено из решения первой основной задачи для полуплоскости, найденного в § 93.

2) В случае, когда L — действительная ось (как мы пока предполагаем), t = t.

dt = dt; причина, по которой мы пишем во втором интеграле правой части (4) dt

вместо dt, а в третьем интеграле t вместо t, сделается ясной из дальнейшего.
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(последнее выражение получено интегрированием по частям), в формулу
(1), получаем после некоторых простых преобразований интегральное
уравнение

- W " - ^ \ ^W)d^- = f(t0). (5)

Это и есть интегральное уравнение, полученное Д. И. Шерманом в цити-
рованных статьях [15, 16]. Оно, как мы видим, весьма похоже на уравне-
ние (9) § 98, которое для облегчения сравнения мы перепишем теперь так
(переходя к сопряженным значениям):

но существенно отличается от него знаком при первом интегральном
члене, правой частью и, главное, характером условия, налагаемого на
искомую функцию: в уравнении (5) искомая функция не подчинена ника-
ким условиям, кроме условий, касающихся характера непрерывности,
а в уравнении (а) искомая функция <р (t) должна быть граничным значе-
нием функции, голоморфной в S. Это последнее условие, как было уже
сказано в § 98, выполняется само собой в случае конечной односвязной
области, который мы сейчас рассматриваем, но в общем случае оно играет
существенную роль.

Вернемся к уравнению (5). Полагая, как в § 98, t — t0 = re1®, полу-
чаем:

/rcotfoH— $ {Аю(*)-в«МО}<Ю:=/(*о). (5')
L

Полагая, далее,

<»(t) = p(t) + iq(t), /(*) = /i(0-H/2(0. (6)

получаем систему двух уравнений Фредгольма:

Ар («о)-г 4" S 0> (0 (А - cos 20) - g (0 sin 20} dd = /,(*„),

Относительно последней системы надо заметить следующее. При
к = 1, т. е. в случае первой основной задачи, система эта обращается
в систему, полученную Лауричелла (Lauricella [3]) для решения основ-
ной бигармонической задачи, которая, как уже говорилось, эквивалентна
(с некоторой оговоркой в случае многосвязной области) первой основной
задаче плоской теории упругости. При к = —х, т. е. в случае второй
основной задачи, система уравнений (5") соответствует системе, также
полученной Лауричелла (Lauricella [1, 2]) для второй основной задачи
в трехмерном случае.
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Однако у самого Лауричелла, который не пользуется интегралами
типа Коши, связь между функциями, непосредственно фигурирующими
в соответствующих задачах (бигармоническая функция U в основной
бигармонической задаче, компоненты смещения во второй основной за-
даче), и вспомогательными функциями р, q точки контура L представ-
лена в весьма сложном (по крайней мере внешне) виде и сами интеграль-
ные уравнения записаны далеко не в таком простом виде, как система
уравнений (5"). Это последнее обстоятельство, разумеется, не имеет прин-
ципиального значения, но зато большое значение имеют формулы (3),
(4), устанавливающие связь между функциями ф (z), г|з (z) и функцией
<о (t) = p (t) -\- iq (t), а также форма (5) интегрального уравнения, ясно
показывающая связь с интегралами типа Коши. Именно выявление этой
связи чрезвычайно упрощает исследование, в особенности в случае мно-
госвязных областей (о которых будет сказано ниже), и, кроме того, дает
возможность получить простые (конечно, относительно) решения ряда
других важных граничных задач. Поэтому представляется справедливым
назвать уравнение (5) или (5') уравнением Шермана — Лауричелла.

В случае многосвязной области целесообразно, следуя Д. И. Шерма-
ну, несколько видоизменить формулы (3), (4) и вытекающие из них ин-
тегральные уравнения, что приводит к чрезвычайно простым (конечно,
относительно) результатам; об этом будет подробно сказано в следующем
параграфе.

§ 102. Решение первой и второй основных задач по методу Д. И. Шер-
мана г). Пусть область S ограничена одним или несколькими простыми
непересекающимися замкнутыми контурами Lt, L2, . . . , Lm, Lm+i, из
которых последний содержит внутри все остальные, и пусть Z = L1 + - . .
- . . + Lm+1 обозначает полную границу области. Мы будем предпола-
гать, кроме того, что каждый из контуров Lj имеет кривизну, удовле-
творяющую условию Н. Конечные области, ограниченные контурами
£ / ( / = 1 , 2 , . . . , т), мы будем обозначать через Sj, а бесконечную область,
ограниченную контуром Lm+i, через Sm+i.

Начнем с решения п е р в о й о с н о в н о й з а д а ч и . Не нарушая
общности, мы можем считать, что главные векторы (Х^, Уд) внешних
усилий, приложенных к контурам L^ (к = 1, 2, . . . , т), равны нулю
и что, следовательно, искомые функции ср (z) и i|) (z) однозначны, так как
в противном случае мы можем выделить из них многозначные члены
(известные заранее) и перенести их в правую часть равенства, выражаю-
щего граничное условие 2 ), что и приведет к предыдущему случаю. Кроме
того, мы должны, очевидно, считать для разрешимости задачи, что и глав-
ный вектор усилий, приложенных к контуру Lm+i, равен нулю.

*) Шерман [15, 16]. Мы воспроизводим здесь названные статьи лишь с незна-
чительными изменениями.

2) См. § 98, формулы (15), (19), (20).
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Граничное условие напишется так:

?} на Lj 0 = 1, 2, . . . , m + i), (1)

где / (t) — заданная функция (однозначная и непрерывная на каждом
из контуров Lj), а Си С2, •. . , Ст, Cm+i — не известные заранее постоян-
ные, лишь одну из которых можно произвольно зафиксировать; мы будем
считать:

С т + 1 = 0.

Будем, следуя Д. И. Шерману, искать решение в следующем виде:

^ + S-i^. (2)

_ _
1 Р со (0 rft 1 [ в ( 1 ) й 1 Г to (t) dt ^ bj ,,,.

L ь L 3=1

где со (t) — функция точки контура, подлежащая определению, Zj — про-
извольно зафиксированные точки областей Sj, / = 1, . . . , т (так что они
расположены вне S), a bj — действительные постоянные, связанные
с со (t) следующим образом х ):

0 = 1,2, ...,т). (4)

Мы будем разыскивать лишь регулярные (в смысле § 42) решения
исходной задачи. Для этого достаточно считать, что искомая функция
со (t) имеет производную со' (t), удовлетворяющую условию Н, что мы
и примем.

Подставляя граничные значения функций ср (z), cp' (z), гр (z), опреде-
ляемых равенствами (2), (3), в (1), получаем совершенно так, как в пре-
дыдущем параграфе:

± £±-± J

(* = 1, 2 m+1) .

Представляется целесообразным еще видоизменить предыдущее урав-
нение, прибавив к левой его части выражение

!) Введение величин bj и дает то видоизменение интегральных уравнений, о кото-
ром говорилось в конце предыдущего параграфа. В случае односвязной области
(т = 0) формулы (2), (3) обращаются в формулы (3) и (4) § 101 при к = 1.
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где bm+i — чисто мнимая постоянная, связанная с со (£) формулой *)
; 1 f Гш (t) j . , СО (Г) , - 1 , „ ,

I.

мы считаем, что начало координат находится в области S.
Таким образом, мы получаем уравнение

(А = 1, 2, . . . , го + 1 ) ,
где надо считать zm+1 = 0.

Свяжем, кроме того, неизвестные постоянные Ch с искомой функцией
со (t) соотношениями:

\ (fc = l , 2, . . . , т ) , (7)

где ds — дифференциал дуги контура Lk.
Если теперь в левой части уравнения (5') подразумевать под bj и Cj

выражения (4), (6) и (7), то уравнение (5') обратится в интегральное урав-
н е н и е , не содержащее никаких неизвестных, кроме функции со (t). Е с л и
разделим в уравнении (5') действительные и мнимые части, как это было
сделано в предыдущем параграфе, то получим систему двух уравнений
Фредгольма; выписывать эту систему бесполезно.

Интегральное уравнение (5') мы будем называть уравнением Шерма-
на. В случае односвязной области (т = 0) оно отличается от уравнения
(5) предыдущего параграфа лишь членом

h tQ V t0

Будем считать в дальнейшем, что заданная на L функция / (£) имеет
производную /' (t), удовлетворяющую условию Н. Не трудно показать,
что при этом условии и при условиях, принятых нами относительно гра-
ницы L, всякое (непрерывное) решение со (t) уравнения (5') имеет произ-
водную со' (t), удовлетворяющую условию Н.

Покажем теперь, что если уравнение (5') имеет решение, то необхо-
димо bm+i = 0, если только соблюдено условие равенства нулю главного
момента внешних усилий, которое, как легко видеть (ср. § 41), можно
представить в виде 2 ):

Re J f(t)dt=O. (8)

х) См. примечание на стр. 373.
2) Вспомним, что, по условию, главные векторы внешних усилий, приложенных

к каждому из контуров L^ в отдельности, равны нулю это обеспечивается непрерыв-
ностью функции / (t) на каждом из контуров Ь А .
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В самом деле, уравнение (5') можно, очевидно, записать так:

н а Lh (!')

если под ф (t), ф' (t) и г|з (t) подразумевать граничные значения выражений,
даваемых формулами (2) и (3). Умножая обе части последнего равенства
на dt и интегрируя по L, получаем после простых преобразований инте-
грированием по частям:

{Ф (t) dt-q^t) dt} + bm+l [ {-£ + ~ } + 2itibm+1 = J f (t) dt.
L L

Так как последнее слагаемое в левой части предыдущего равен-
ства — действительная величина, а все остальные его члены — чисто
мнимые величины, то bm+i = 0, а это и требовалось показать.

Таким образом, при соблюдении условия (8) всякое решение ю (t)
уравнения (5') есть в то же время решение исходного уравнения (5), а сле-
довательно, оно дает решение граничной задачи (1), причем постоянные
Cj будут даны формулами (7).

Докажем теперь, что уравнение (5') всегда разрешимо 1 ) . Рассмотрим
для этого однородное уравнение, получаемое из уравнения (5') при
/ (t) = 0, и докажем, что оно не имеет отличных от нуля решений. Пусть,
со0 (t) — какое-либо решение этого однородного уравнения, а ф0 (z)
•фо (z), С) — соответствующие значения функций ф (z), i|) (z) и постоян-
ных С, определяемые формулами (2), (3), (4) и (7), если в них вместо о) (t)
взять coo (t); в частности, согласно формулам (2) и (3),

L j = l

где b" обозначают постоянные, даваемые формулой (4) при со (t) = ш0 (t)\
мы несколько преобразовали выражение для г|)0 (z) интегрированием
по частям. Функции ф0 (z), г|з0 (z) удовлетворяют граничному условию

) — C4 = O на Lj (/ = 1, . . . , m + 1, C^+1 = 0), (11)

как это следует из равенства (1'), если принять во внимание, что в нашем
случае / (J) = 0, а также bm+l = 0, ибо, очевидно, условие (8) удовлетво-
рено. Следовательно, ф0 (z), i|)0 (z) решают первую основную задачу
при нулевых внешних усилиях, и поэтому на основании теоремы един-
ственности имеем:

, (12)

!) Если бы мы не добавили к левой части уравнения (5) выражения (а), то это
уравнение было бы разрешимо лишь при условии (8).
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где е действительная, а с — вообще комплексная постоянная; следова-
тельно, на основании условия (11), если принять во внимание, что Cm+i = 0,

l>o(z)=-F, (13)

причем, очевидно,

CJ=O (; = 1, 2, . . . , т + 1). (14)

Из формул (9), (10), (12) и (13) следует:

- 1 P Шо_(О_Л 1 P tenQrft
2ni J t - z 2я( J t —z

L L 3=1

Введем теперь обозначения:

т ь«

3=1

Ь)
j

3 = 1

Тогда, как легко видеть, равенства (9'), (10') можно переписать так:

b * (t) dt „ с

i ± - = 0 для всех Z в 5,
L L

а это показывает (см. § 74), что ф* (i), я]з* (<) представляют собой гранич-
ные значения функций ф* (z), ty*{z), голоморфных в областях St, S2, • • -
. . ., Sm+i, причем ф* (оо) = яр* (оо) = 0.

Вспомним теперь, что в нашем случае Ьт+1 = 0, где bm+i дается
формулой (6), если вместо со (t) подразумевать ю0 (£)• Подставляя в фор-
мулу (6), при Ьт+1 = 0, на место со (t) значение со0 (t), получаемое из
формулы (15), и учитывая только что указанное свойство функции ф* (t),
легко заключаем, что е = 0.

Далее, исключая из формул (15) и (16) функцию со0 (£)> легко полу-
чаем:

т

Ш+iV (0 + Г (0 = * S V Ь = г - i=i7 + (г=Ы ~ 1 Г с н а L-
3 = 1 3

Умножая обе части предыдущего равенства на dt и интегрируя по
контуру Lh (к = 1, 2, . . ., /п), получаем после простых преобразований
равенство

из которого следует в силу того, что Ъ) — действительные величины:

Ы=0 (й = 1, 2, . . . , то). (17)
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Поэтому

Следовательно, функции ф* (z), \J)* (z) решают первую основную задачу
для областей Sk (к = 1, 2, . . ., т -\- 1) при отсутствии внешних усилий.
По теореме единственности для области Sm+i и в силу условия ф* (оо) =
= я|з* (оо) = 0 получаем ф* (z) = I|J* (z) = 0 в 5 m + 1 , откуда следует
с = 0. Далее, в силу теоремы единственности для областей Sk (к = 1, . • -
. . ., то), получаем (помня, что с = 0):

ф*(г) = iekz-\-ch, if>* (z) = — с к на Lh (/c = l, 2, . . . , то),

откуда на основании формул (15)—(17) следует, что

соо(2)=—zkt-\-ich на Lk (к = 1, 2, . . . , то);

кроме того, так как ф* (z) = г|э* (z) = 0 в Sm+i, то

со0(г) = 0 на Lm + 1.

Наконец, используя последовательно равенства (4), (17), (7), (14),
легко убеждаемся, что eft = ch = 0 для всех к, и поэтому со0 (t) = 0
всюду на L.

Итак, однородное уравнение, соответствующее уравнению (5'), не
имеет решений, отличных от нулевого.

Следовательно, уравнение (5') всегда имеет одно и только одно реше-
ние со (t).

Подставив это значение со (t) в формулы (2), (3), мы получим регу-
лярное решение поставленной задачи, если только соблюдено условие (8)
равенства нулю главного момента внешних усилий х) [равенство нулю
главного их вектора обеспечено непрерывностью функции f (t) на L].
Таким образом, задача решена.

Перейдем теперь ко в т о р о й о с н о в н о й з а д а ч е . В этом
случае граничное условие мы запишем так:

где при прежних обозначениях

(19)

Принимая во внимание формулы (3) и (4) § 101 (при к = —• к),
а также вид функций ф (z), г|з (z), определяемый формулами (10), (11) § 35,
будем искать решение задачи в виде:

тЙт+2 Ajln^zj), (20)

j = l

J) Если это условие не соблюдено, то ф (z) и \р (z) не будут удовлетворять гра-
ничному условию (1), так как в этом случае 6m+i Ф 0 и решение уравнения (5') не
будет решением уравнения (5).
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где Aj — постоянные. При этом мы свяжем эти постоянные с искомой

функцией со (t) соотношениями

Aj = \ со (t) ds. (22)

Ч
Смещения, соответствующие функциям ф (z), ty (z), будут, как легко

видеть, однозначны в S.
Мы будем, как и в предыдущем случае, разыскивать регулярные

решения задачи. Для этого, как выше, достаточно считать, что искомая
функция со (t) имеет производную со' (t), удовлетворяющую условию Н,
что мы и примем.

Так же, как в предыдущем случае, получим для определения со (t)
интегральное уравнение

L
т

-f- 2J х {In (t0—Zj)Jrln(t0—Zj)} \ со (t) ds — g (t0) на L, (23)
3=1 Lj

где под In (t0 — Zj) -f- In (t0 — Zj) следует подразумевать однозначную
функцию, равную 2 In | t — Zj\.

В дальнейшем мы будем считать, что заданная функция g (t) имеет
производную g' (t), удовлетворяющую условию Н. Тогда аналогично
тому, что имеет место для уравнения (5'), всякое (непрерывное) решение
со (t) уравнения (23) будет иметь производную со' (t), удовлетворяющую
условию Н.

Интегральное уравнение (23) оказывается всегда разрешимым. Для
того, чтобы это показать, рассмотрим однородное уравнение, получающееся
из предыдущего при g (t) = 0. Пусть соо (0 — какое-либо решение этого
однородного уравнения, а фо (z), i|)0 (z) — соответствующие значения
функций ф (z), г|з (г). Тогда

Следовательно, в силу теоремы единственности будем иметь:

фо (z) — с, 1|>0 (z) = хс,

где с — постоянная. Вследствие однозначности функций фо (z), г|?о (z),
которые попросту являются постоянными, получим на основании фор-
мулы (20) или (21), что

A°j=O (/ = 1, 2, . . . , т/г), (24)

где А] определяется формулой (22) при со (t) = co0 (t).

Далее, из формул (20) и (21) следует:

С = 27п ) °t-z '

х С" (H0(t)dt I f" ta>'0(t)dt

2ni .) I — z 2ni J t — i
L L
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откуда легко заключаем (ср. случай первой основной задачи), что функ-

ции y*(t), 'Ф*(0> определяемые формулами:

-»;(*) + хс, (25)

являются граничными значениями некоторых функций ф* (z), г|з* (z),
голоморфных в областях Slt S2, • • -, Sm+i, причем ф* (оо) = г|)* (оо) = 0.

Исключая со0 (t) из формул (25), получаем:

Иф*"(0 — Щ>*'(t) — W)= — 2гхс~ на Lk (A = l , 2, . . . , тге + 1). (26)

Применяя теорему единственности для второй основной задачи к каждой

из областей S^, получаем х ) :

ф*(г) = сА, i|)*(z) = xcft + 2ixc в Sk {к= 1, 2, . . . , т + 1);

так как в области Sm+i имеем: ф* (оо) = ijr* (оо) = 0, то с т + 1 = 0, с = 0.

Следовательно,

<i*(z)=-c f t -Цэ* (z) = xcft В 5 Й ( Ы , . . . , т ) ; ф* (z) = гр* (z) =-0 в Smn.

Но тогда на основании формул (25) имеем:

uo(t) = ich на Lh (А = 1, . . . , m); со0(0 = ° н а -f-m+i-

Отсюда на основании равенства (24) следует, если принять во внимание
формулу (22), что все ck = 0 и тогда со0 (i) = 0.

Следовательно, однородное уравнение, соответствующее уравнению
(23), не имеет решений, отличных от нуля, и поэтому уравнение (23)
всегда имеет одно и только одно решение. Таким образом, наша задача
решена.

Все сказанное с очевидными незначительными изменениями приме-
нимо и к случаю, когда контур L m + 1 отсутствует и, следовательно, S —
бесконечная плоскость с отверстиями.

§ 103. О решении основной смешанной задачи и некоторых других
граничных задач по способу Д. И. Шермана. Способ, изложенный в пре-
дыдущем параграфе, может быть с успехом перенесен на решение неко-
торых других важных граничных задач.

Назовем в первую очередь о с н о в н у ю с м е ш а н н у ю з а д а -
ч у. Эта задача для областей того же вида, что и в предыдущем пара-
графе, решена Д. И. Шерманом [17], который пользуется в этом случае
тем же представлением функций ф (z), i ^ z ) , что и в случае второй основной
задачи, т. е. представлением (20), (21) § 102. Однако на этот раз инте-
гральное уравнение, к которому непосредственно приводит указанное
представление, уже не является уравнением Фредгольма, а принадлежит
к одному классу сингулярных интегральных уравнений, изученному

х) Функции ф* (z) = 0, г|>* (z) = 2г'хс, очевидно, решают вторую основную задачу
для Sh при граничном условии (26); самое же общее решение на основании теоремы
единственности мы получим, прибавив к ф* (z) любую постоянную с^, а к г))* (z) —
постоянную хсд (см. § 34, формула (13) и сказанное после нее).
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впоследствии Г. Ф. Манджавидзе [1, 2]. Сам Д. И. Шерман, не разраба-
тывая общей теории упомянутого класса сингулярных уравнений, ука-
зывает без детального исследования способ решения, основанный на при-
ведении к уравнению Фредгольма 1). Непосредственное же полное иссле-
дование сингулярного уравнения Д. И. Шермана дано Г. Ф. Манджа-
видзе [2] при помощи им же разработанной общей теории, упомянутой
выше. Подробное изложение этого исследования дано в гл. V второго
издания моей книги [25].

Методом, аналогичным предыдущему, Д. И. Шерман [20] дал новое,
более простое, чем данное С. Г. Михлиным [10] и им самим [8], решение
первой основной задачи для тела, определенным образом составленного
из нескольких однородных частей с различными упругими постоянными;
об этой задаче (а также о соответствующей второй основной задаче) уже
упоминалось в § 96 и 98.

Наконец, Д. И. Шерман [22] дал (при помощи метода, аналогичного
предыдущему) общее решение следующей задачи. Пусть S — область
такого же вида, что и в предыдущем параграфе. Требуется найти упругое
равновесие (однородного) тела, заполняющего S, если на границе L обла-
сти S заданы нормальная компонента vn смещения и касательная компо-
нента Т внешнего напряжения. При Т = 0 эта задача представляет собой
задачу о соприкасании рассматриваемого тела с жесткими профилями
вдоль границы L при отсутствии трения. В следующей главе будет при-
ведено решение этой последней задачи для того случая, когда область
S односвязна и отображается на круг при помощи рациональной функции,
как об этом было уже упомянуто в § 88, п. 2.

Отметим, наконец, что аналогичные методы применяются к задачам
равновесия пластинки, подверженной нормальной к ее плоскости нагруз-
ке, при различных граничных условиях: когда края пластинки заде-
ланы, свободны или оперты, а также когда на различных частях гра-
ницы задаются различные условия, соответствующие указанным только
что случаям. Мы ограничимся здесь ссылкой на следующие основные
работы: Халилов [1], Манджавидзе [2], Каландия [1, 2, 4], Фридман [2].
См. также второе издание книги автора [25], гл. V.

§ 104. Обобщения на случай анизотропных тел. Изложенные в настоя-
щей главе методы решения могут быть с успехом обобщены на случай
однородных анизотропных тел, обладающих определенным видом упру-
гой симметрии. И в этом случае, как показал С. Г. Лехницкий, можно
дать комплексное представление решения, разумеется более сложное,
чем для изотропного тела. При помощи комплексного представления
и надлежащего обобщения изложенных выше методов был решен ряд
задач, как общих, так и частных. Рамки этой книги не позволяют нам

г) О другом способе решения для случая односвязной области, также указанном
Д. И. Шерманом, было упомянуто в § 79.
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изложить, хотя бы кратко, упомянутые вопросы. Поэтому мы ограни-
чиваемся указанием некоторых работ; подробные указания на литературу
даны в обзорной статье М. М. Фридмана [3].

Мы не перечисляем интересных работ С. Г. Лехницкого, так как
главнейшие из них изложены в его монографиях [1, 4]. Из работ теорети-
ческого характера, дающих общее решение некоторых основных гранич-
ных задач, назовем работы С. Г. Михлина [11], Г. Н. Савина [3, 4],
Д. И. Шермана [9, 19] и И. Н. Векуа [2] *).

Решение многих частных, но практически важных задач дано в только
что названных книгах С. Г. Лехницкого; в этих книгах излагаются, кроме
результатов самого автора, также результаты, полученные другими. По-
этому работ, дающих решения частного характера, мы здесь перечислять
не будем, ограничиваясь ссылкой на упомянутые книги и на две работы
Г. Н. Савина [5, 6] (см. также его монографию [8]).

§ 105. О других применениях общих представлений решения. Некото-
рые обобщения. Изложенные в настоящей и предыдущей (а также сле-
дующей) главах методы решения граничных задач плоской теории упру-
гости основаны на общем представлении решения соответствующих диф-
ференциальных уравнений при помощи функций комплексного переменно-
го. Таким общим представлениям решений дифференциальных уравнений
в частных производных при помощи «произвольных» функций придава-
лось на заре развития математической физики преувеличенное значение,
аналогичное тому, которое в свое время придавалось интегрированию
обыкновенных дифференциальных уравнений при помощи квадратур. Но
вскоре выяснилось, что нахождение «общего решения» далеко не исчер-
пывает вопроса и что для решения соответствующих граничных задач
такие общие решения зачастую почти ничего не дают.

Это вызвало обычную в таких случаях реакцию и привело к другой
крайней точке зрения, господствовавшей до самого последнего времени,
что из «общих решений» вообще нельзя извлечь почти никакой
пользы.

Дело обстоит, однако, далеко не так. Общие решения, если их воз-
можно найти, при целесообразном применении оказываются часто чрез-
вычайно полезными, особенно в вопросах прикладного характера. В ряде
же случаев они дают возможность построить также вполне законченную
теорию данного вопроса проще и полнее, чем это можно сделать другими,
до сих пор известными методами; примером может служить плоская
теория упругости 2 ).

!) См. еще гл. VIII, § 163
2) В противоположность этому, известные до сих пор общие решения уравнений

теории упругости в трехмерном случае не дали возможности построить законченную
общую теорию; однако они оказались полезными для решения ряда задач частного
характера и как вспомогательное средство при решении некоторых общих задач.
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Поэтому представляется весьма желательным распространить методы,
аналогичные изложенным выше, как на другие разделы самой теории
упругости, так и на более широкий круг вопросов.

В этом направлении уже имеются результаты, заслуживающие боль-
шого внимания и дальнейшего развития.

Не имея возможности подробно остановиться на этом круге вопро-
сов, упомянем лишь работы И. Н. Векуа, в которых метод комплексного
представления решения распространен на обширный класс дифферен-
циальных уравнений эллиптического типа, к которому принадлежат
и уравнения плоской теории упругости (в статическом случае). Сводное
изложение этих работ дано в книге И. Н. Векуа [1]; поэтому мы их пере-
числять не будем, ограничиваясь указанием на его работы, относящиеся
к теории упругих оболочек [4, 5]; см. также И. Н. Векуа и Н. И. Мус-
хелишвили [1].

Метод общих представлений также с успехом применяется к некото-
рым задачам упругих колебаний, но мы не имеем возможности на этом
останавливаться.

Мы не останавливаемся также на общих решениях уравнений тео-
рии упругости в трехмерном случае г ), указанных Буссинеском, Б. Г. Га-
леркиным, П. Ф. Папковичем и другими. Некоторые сведения о них можно
найти в курсах Л. С. Лейбензона [1], П. Ф. Папковича [1] и Love [1].

За последнее время все большее значение приобретает теория обоб-
щенных аналитических функций, разработанная И. Н. Векуа, Л. Берсом
(L. Bers)n др. (Л. Берс применяет термин «псевдоаналитические функции».)
В частности, эта теория нашла в работах И. Н. Векуа важные примене-
ния в так называемой безмоментной теории оболочек. Не имея возмож-
ности останавливаться на этих вопросах, мы отсылаем читателя к фун-
даментальной монографии И. Н. Векуа [8].

См. предыдущее примечание.



ГЛАВА ШЕСТАЯ

РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ
ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ПУТЕМ ПРИВЕДЕНИЯ К ЗАДАЧЕ СОПРЯЖЕНИЯ

Многие важные задачи теории упругости, в том числе и задачи, рас-
смотренные в отделах II и III предыдущей главы, могут быть чрезвы-
чайно просто решены путем приведения к одной граничной задаче теории
функций комплексного переменного, которую я называю задачей линейного
сопряжения граничных значений, или, короче, задачей сопряжения х ) .
Формулировка этой задачи и ее решение для некоторых частных случаев
(которые только и понадобятся нам в дальнейшем) будут даны в отделе I
этой главы.

I. ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ

§ 106. Кусочно-голоморфные функции. Пусть, как в § 65, L обозна-
чает совокупность конечного числа простых разомкнутых дуг и простых
замкнутых контуров плоскости комплексного переменного z, не име-
ющих общих точек; эти дуги и контуры мы будем всегда предполагать
гладкими. Как в § 65, мы будем называть L простой гладкой линией
и будем предполагать, что на ней (т. е. на каждой дуге или контуре,
входящем в ее состав) выбрано определенное положительное направление.
Концы разомкнутых дуг (если таковые имеются), входящих в состав L,
мы будем называть концами линии L.

Эти разомкнутые дуги мы будем часто обозначать через аЪ или, если
таких дуг несколько, через ahbh (к = 1, 2, . . .), выбирая обозначения
так, чтобы положительное направление вело от а к Ъ или от ak к bh.

Мы будем, как в § 65, различать «левую» и «правую» окрестности каж-
дой точки t, расположенной на L и не совпадающей с ее концами.

Обозначим через iS" часть плоскости, полученную удалением из
полной плоскости точек, принадлежащих L; иначе говоря, >S" есть пло-
скость комплексного переменного z, разрезанная вдоль L. Если L состоит
лишь из разомкнутых дуг, то 6" представляет собой связную область.

х ) М н о г и е а в т о р ы н а з ы в а ю т э т у з а д а ч у з а д а ч е й Р и м а н а ; м о ж н о б ы л о
б ы н а з в а т ь ее, с н е к о т о р ы м п р а в о м , з а д а ч е й Г и л ь б е р т а , к а к э т о с д е л а н о
в п е р в о м и з д а н и и м о е й к н и г и [ 2 5 ] . Т е п е р ь я п р и м е н я ю т е р м и н , у к а з а н н ы й в т е к с т е .
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если же в состав L входят замкнутые контуры, то S' состоит из несколь-
ких связных областей, разграниченных замкнутыми контурами.

Пусть F {z) — некоторая функция, заданная в S' (но не на L), удовле-
творяющая следующим условиям:

1°. Функция F (z) голоморфна всюду в S'.
2°. Она непрерывно продолжима на все точки L слева и справа, за

исключением, быть может, концов ah, bk.
3°. Вблизи концов ак, 6Й имеет место неравенство

где с обозначает любой из концов а^, b^, A — положительную постоян-
ную, а ц, — постоянную, подчиненную указанному условию.

Такую функцию F(z) мы будем называть кусочно-голоморфной на
всей плоскости или просто кусочно-голоморфной. Линию L мы будем
называть линией скачков функции F (z) или границей.

Граничные значения функции F (z) слева и справа в точке t линии
L мы будем, как в § 65, обозначать соответственно через F+ (t) и F~ (t).

Мы будем иногда рассматривать и функции, удовлетворяющие пре-
дыдущим условиям всюду, кроме конечного числа точек z4, z2, . . . , не
расположенных на L, где функция F (z) может иметь полюсы (других
особенностей мы допускать не будем). Тогда мы будем говорить, что функ-
ция F (z) кусочно-голоморфна всюду, кроме точек zu z2, . . . В частности,
мы часто будем иметь дело с функциями, кусочно-голоморфными всюду,
кроме бесконечно удаленной точки, в которой она имеет полюс, т. е. раз-
лагается при достаточно больших | z | в ряд вида

F (z)^Cmz'n + Cm^z^ f ...+C0 + -^ + ̂ f + . . . (2)

Условимся еще в следующем: говоря, что F (z) обращается в нуль
в некоторой точке t0 границы L, не совпадающей с концом, мы будем
подразумевать, что F+ (t0) = F~ (t0) = 0; если t0 — один из концов, то
мы будем говорить, что F (z) обращается в нуль в t0, если F (z) стремится
к пределу 0 при z -> t0.

З а м е ч а н и е . Определение понятия кусочно-голоморфной функ-
ции можно, разумеется, распространить и на случай, когда функция
задана не на всей разрезанной плоскости .S", а лишь на некоторой ее части.
Пусть, например, So — некоторая область, ограниченная одним или
несколькими контурами, совокупность которых мы обозначим через
Lo, и пусть совокупность L замкнутых контуров и разомкнутых дуг,
рассмотренная выше, целиком расположена в SQ.

Если функция F (z), заданная в So (кроме точек линии L), удовлетво-
ряет условиям 1°— 3° и, кроме того, принимает определенные граничные
значения на границе Lo области So, то ее можно назвать функцией, кусоч-
но-голоморфной в So. Такую функцию можно дополнить до кусочно-



§ 108] I. ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ 385

голоморфной функции, заданной на всей плоскости (кроме линий Lo

и L), положив, например, F (z) = 0 вне So.
В дальнейшем (если противное не оговорено) мы будем считать, что

кусочно-голоморфная функция задана на всей плоскости (кроме самой
линии скачков).

§ 107. Задача сопряжения. Пусть L — заданная гладкая линия,
удовлетворяющая условиям предыдущего параграфа. Поставим себе такую
задачу:

Найти кусочно-голоморфную функцию F (z) с линией скачков L, гра-
ничные значения слева и справа которой удовлетворяют условию

F+(t) = G(t)F-(t) + f(t) на L (1)

(кроме концов), где G (t) и f (t) — заданные на L функции, причем G (t) Ф 0
всюду на L.

Мы будем, кроме того, предполагать, что заданные на L функции
G (t) и / (t) удовлетворяют условию Н.

Мы сделали оговорку, что условие (1) должно быть удовлетворено
на L, кроме концов, так как понятие граничных значений слева и справа
не определено для концов линии L. В дальнейшем обычно эту оговорку
мы будем опускать, всегда ее подразумевая.

Поставленную задачу мы будем называть задачей линейного сопря-
жения граничных значений J ), или просто задачей сопряжения.

В случае, когда / (t) = 0 всюду на L, задача называется однородной.
Однородная задача была впервые поставлена Гильбертом для случая,
когда L — простой замкнутый контур; неоднородная задача (для того же
случая) была поставлена И. И. Приваловым (при несколько более общих
предположениях). Однако полное решение, притом весьма простое, было
найдено лишь впоследствии. Это решение с соответствующими литера-
турными указаниями изложено в книге автора [25].

Здесь же мы рассмотрим лишь тот частный и весьма простой случай,
когда G (t) — постоянная величина, ибо только этот случай и понадо-
бится нам в дальнейшем. При этом для большей наглядности мы рас-
смотрим отдельно случаи, когда G (t) = 1, G (t) = g, где g — произ-
вольная постоянная величина, отличная от единицы.

§ 108. Определение кусочно-голоморфной функции по заданному
скачку. Простейшим случаем задачи, поставленной в предыдущем пара-
графе, является тот, когда G (t) = 1. В этом случае задача сводится
к определению кусочно-голоморфной функции F (z) по заданному скачку
/ (t) на L:

F+(t)-F-(t) = j{t) на L. (1)

J) Ибо граничные значения связаны (сопряжены) линейным соотношением
(с переменными вообще коэффициентами).
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Решение этой задачи можно написать сразу. А именно, рассмотрим
интеграл типа Коши:

L

На основании сказанного в § 68 Fo (2) представляет собой кусочно-
голоморфную функцию х ), исчезающую на бесконечности, причем согласно
формуле (4) того же параграфа

F+(t) — F-(t) = f(t) на L (кроме концов). (а)

Следовательно, Fo (z) — одно из решений нашей задачи. Рассмотрим

теперь разность F (z) — Fo (z) = F^ (z), где F (z) — искомое решение.

На основании формул (1) и (а)

K(t)-F-m{t)=--0 на L.

Следовательно, на основании известного свойства функций комплексного
переменного (§ 29, п. 4) значения функции F^ (z) слева и справа от L
аналитически продолжают друг друга. Поэтому, если приписать функ-
ции Ft (z) надлежащие значения на L, то эта функция будет голоморф-
ной на всей плоскости, кроме, быть может, окрестностей концов ад, Ъи
линии L. Но так как в окрестности любого из этих концов с на основании
условия (1) § 106

| ^ Ц 0 < 1 , (б)

то, очевидно, точка с является устранимой особенностью 2), и мы можем
считать Fm (z) голоморфной на всей плоскости. Следовательно, в силу
теоремы Лиувилля F (z) = С = const на всей плоскости, и общее реше-
ние нашей задачи имеет вид F (z) = Fo (z) + С, или

L

где С — произвольная постоянная. Если мы хотим, чтобы F (оо) = 0,
то должны положить С = 0.

Найдем теперь решение несколько более общей задачи. А именно,
будем считать, что искомая функция F (z) кусочно-голоморфна всюду,

1) На основании замечания 4 § 68 функция Fo (z) удовлетворяет в окрестности
любого конца с линии L условию (1) § 106, т. е.

А

к-
даже при сколь угодно малом положительном \х.

2) В силу неравенства (б) произведение (z — с) F* (z) остается ограниченным
в окрестности точки с; следовательно, в точке с имеем лишь устранимую особенность
нашего произведения (см., например, Привалов [1]). Поэтому функцию (z — с) F% (z)
мы можем считать голоморфной в окрестности с, т. е. (z — с) F*(z) = F** (z), где
F** (z) — голоморфная функция. Значит F* (z) может иметь в с лишь полюс первого
порядка; но в силу неравенства (б) и этот полюс отсутствует, ибо (z — с) F* (z) -» 0
при z -+ с.\
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кроме бесконечно удаленной точки, где она может иметь полюс порядка не
выше т, т. е. иметь вид, определяемый формулой (2) § 106.

Тогда, как легко видеть (применяя обобщенную теорему Лиувилля 1)),

где Рт (z) — произвольный полином степени не выше т:

Рт (2) = Cmzm + Cm.,zn^ + ... + Со; (4)

Со, Ci, . . ., Ст обозначают произвольные постоянные.
Если, наконец, мы допускаем решения F (z), имеющие полюсы поряд-

ков не выше ти т2, . . ., mi, т. в заданных точках zi, z2, . . ., zt, се,
то, как легко видеть,

*(*> = 4 $ ^ ' + *<*>• <5>
где R (z) — произвольная рациональная функция с полюсами заданного
вида, т. е.

{ ^ ^ ^ } (6)
где Cjh, Ck — произвольные постоянные.

З а м е ч а н и е . Из сказанного вытекает, что всякую кусочно-голо-
морфную функцию F (z) можно представить при помощи интеграла типа
Коши следующим образом:

где через / (t) обозначен скачок F (z) на линии скачков L, т. е.

а С — постоянная.
Если, далее, F (z) — кусочно-голоморфная функция в некоторой

области So, не совпадающей со всей плоскостью, как в замечании в конце
§ 106, то эту функцию всегда можно представить в виде суммы голо-
морфной в So функции и интеграла типа Коши:

L

где L — линия скачков, расположенная внутри So, f (t) = F+ (t) — F~ (t),
a F* (z) — голоморфная в So функция. Разумеется, равенство (7) спра-
ведливо всюду в So, кроме точек линии L, на которой функция F (z)
вообще не определена.

J) Эта теорема заключается в следующем: если функция F (z) голоморфна на
всей плоскости, кроме точки z = оо, и если при больших | z

*•(*) = О (*"»),

где т — целое положительное число, то F (z) есть полином степени не выше т.
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Справедливость равенства (7) вытекает из того, что разность

L

представляет собой функцию, голоморфную в So, кроме точек линии L,
причем очевидно

F*+(t) — F*-(t) = O на L,

и, следовательно, функция F* (z) голоморфна всюду в So, если приписать
ей надлежащие значения на L.

Функцию F* (z) можно также представить в виде интеграла Коши,
взятого по границе Lo области So.

§ 109. Одно приложение. Укажем здесь одно интересное приложение
формулы (7) § 108, данное Д. И. Шерманом [14]. Пусть дано упругое
тело, представляющее собой пластинку, с некоторым числом отверстий
и пусть в эти отверстия вставлены сплошные шайбы из того же мате-
риала, контуры которых при ненапряженном состоянии были несколько
отличны от контуров соответствующих отверстий. Предполагается при
этом, что контуры вставляемых шайб и соответствующих отверстий при-
водятся в соприкосновение без зазоров и спаиваются между собою (или
удерживаются от скольжения друг по другу силами трения).

Полученное таким образом тело мы обозначим через So, а его гра-
ницу через Lo. Мы будем считать, что Lo — простой замкнутый контур х ) .

Обозначим, далее, через L совокупность контуров отверстий, в кото-
рые вставлены шайбы.

Пусть при наших обычных обозначениях ср (z) и г|з (г) — функции,
определяющие упругое равновесие тела So. Эти функции определены
в каждой из областей, на которые разбивается область So линией L,
и голоморфны в них 2); однако они претерпевают разрывы при переходе
через L.

Мы будем считать, что заданы внешние усилия (Хп, Yn), действующие
на границу тела So, и, кроме того, скачки смещения при переходе через
линии раздела, иначе говоря, значения разностей:

u^—u--^gi(t), v+—v- = g2{t) на L. (1)

Заданные функции gt (t) и g2 (t) зависят от очертаний, которые имели
отверстия и вставленные в них шайбы до деформации, и от способа, кото-

х) Всо сказанное ниже (с очевидными незначительными дополнениями) останется
в силе, если считать, что Lo состоит из нескольких замкнутых контуров; это соот-
ветствует случаю, когда шайбами заполняются не все отверстия и когда сами встав-
ляемые шайбы могут иметь отверстия

2) Это очевидно относительно областей, занятых шайбами, ибо они предпола-
гаются односвязными. Однозначность же функций ф (z), 1J5 (z) в области, занятой
окружающим шайбы материалом, следует из того, что главные векторы (а также глав-
ные моменты) усилий, приложенных к обводам первоначальных отверстий со стороны
шайб, равны, очевидно, нулю.
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рым были приведены в соприкасание точки краев шайб и окружающего
тела перед спайкой.

Цри этих предположениях мы будем иметь следующие граничные
условия:

на Lo, (2)

) + t (p'~(t) + ijT(£) на L, (3)

ia L, (4)

где при наших обычных обозначениях

Хп + iYn) ds на Lo, g (t) =-- g i (t) + ig2 (t) на L (5)$
о

— заданные функции.
Условие (2) выражает, что заданы внешние напряжения, действующие

на границу Lo тела So. Условие (3) выражает то, что напряжения, дей-
ствующие с той и другой стороны на элементы линий раздела, уравно-
вешивают друг друга. Наконец, условие (4) выражает, что заданы скачки
смещений на линии раздела.

В сущности, условие (2) должно быть удовлетворено лишь с точно-
стью до произвольной постоянной; аналогично, условие (3) должно быть
удовлетворено лишь с точностью до произвольных постоянных на каждом
из замкнутых контуров, составляющих L. Но легко видеть, что эти по-
стоянные можно включить в искомые функции.

Складывая равенства (3) и (4), получаем:

ф + ( * ) - ф - ( * ) = ! ^ на L. (6)

Далее, переходя в условии (3) к сопряженным значениям и принимая
во внимание условие (6), находим:

г И 0 - Г ( 0 = 4 т т н а L- (7)

где положено:

tg'(t), S'{t) = ^ L \ (8)

таким образом, h (t) — заданная на L функция.
Из условий (6) и (7) получаем на основании сказанного в замечании

в конце предыдущего параграфа:

где ф0 (z), -vp0 (г) — функции, голоморфные в So.
Полагая для сокращения письма
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будем иметь:

+ lMz;; (И)

голоморфные в So функции ф0 (z), -vp0 (z) подлежат определению, тогда
как ф„ (z), т|)„ (z) — известные кусочно-голоморфные функции, определяе-
мые формулами (10).

Внося выражения (11) в граничное условие (2), получаем:

ffo(t) + t%(t) + ̂ 0(t) = f0(t) на Lo, (12)

где

— заданная на Lo функция.
Мы пришли, таким образом, к обычной первой основной задаче для

тела So.
Найдя ф0 (z) и 1|>0 (z), мы найдем ф (z) и г|) (z) по формулам (9) или, что

все равно, (11).
Мы видим, следовательно, что рассматриваемая задача непосредствен-

но приводится к обычной первой основной задаче для той же области So-
Если на Lo заданы не напряжения, а смещения, то тем же путем мы

придем к обычной второй основной задаче.
В случае, когда материалы шайб и окружающего тела имеют раз-

личные упругие свойства, дело обстоит иначе; о решении граничных
задач для этого случая говорилось выше.

§ 109а. Пример. Рассмотрим простейший случай, когда в отверстие
кругового кольца с радиусом внешней окружности, равным единице,
и радиусом отверстия г вставляется круглая шайба, имевшая до деформа-
ции радиус г + е, где е — заданная постоянная. Тогда So представляет
собой круг радиуса 1, Lo — окружность этого круга, L — окружность
радиуса г < 1.

Если считать, что начало координат помещается в центре и что по-
ложительное направление на L (как и на Lo) противоположно направле-
нию движения часовой стрелки, то, как легко видеть, будем иметь, пола-
ГЭ.Я Z == QJS I

of
g (t)= —- е ( c o s •& + i s i n •&)= — еег® = н а L,

-te (t) = = —г- на L.

Следовательно, как легко видеть, из формул (10) следует:

{-_,;fre

<vs при | 2 | < г i ° ° P H | z | < r

(0 при \z\>r
1
z п р и z l > r
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и функции ф0 (z), г|;0 (z) определятся по граничному условию

т 0 \ / I— т О \ Л —I— т О \ / ' JO \ ) Н а От

где *)

Таким образом, для решения нашей задачи мы должны решить обыч-
ную первую основную задачу для круга, прибавив к фактически действую-
щей на Lo нагрузке, характеризуемой функцией / (t), фиктивную
нагрузку, соответствующую второму слагаемому правой части предыду-
щего равенства. Эта фиктивная нагрузка представляет собой, как легко
видеть, равномерно распределенное нормальное растяжение величины

4цг
, , Е.

Решение задачи можно сразу написать, применяя формулы § 80 2 ).

§ 110. Решение задачи F+ = gF~ -\- f. Рассмотрим теперь случай,
когда G (t) = g, где g,=/= 1 —заданная постоянная, вообще комплекс-
ная. Граничное условие имеет в этом
случае вид

F+(t)-gF-(t) = f(t) (1)

на L, кроме концов.

Мы будем считать теперь, что L /' , ..

состоит из п простых разомкнутых /
гладких дуг Lh (к = 1, 2, ... , п) без (

общих точек 3); эти дуги, как было уже \
условлено, мы будем обозначать еще \
через ah bk, где ak, bh — концы Lk, обо-
значенные так, что положительное на-
правление ведет от ah к bh (рис. 48).

Будем сперва искать решения, могущие иметь полюс произвольного
порядка на бесконечности, и начнем с однородной задачи

F+(t)-gF-(t) = O. (Г)
х) В нашем случае ф„ (t) = ф^ (t) = 0 на Lo, ибо ф* (z) = 0 при | z | > г, а

-—т-г 4ixer I 4ixer r

t|x(t(<)= —-—— = t на LQ.
2) Некоторые другие простые приложения даны у Н . Д . Тарабасова [1, 2] и

А, Г. Угодчикова [1]; более сложный случай рассмотрен в статье Д . И. Шермана [23].
3) Случай, когда L состоит лишь из замкнутых контуров, как легко видеть,

непосредственно сводится к задаче предыдущего параграфа. Например, если L состоит
из одного простого контура, разбивающего плоскость на две области S+ и S~, при-
мыкающие к L слева и справа, мы можем, вместо функции F (z), рассмотреть функ-
цию F* (z), определенную так: F* (z) = F (z) в S+, F* (z) = gF (z) в S~; тогда усло-
вие (1) примет вид F% {t) — / " ; / = / (t). Аналогично для случая, когда L состоит из
нескольких замкнутых контуров.

В случае, когда L состоит из замкнутых контуров и разомкнутых дуг, задача
т а к ж е легко решается, но мы на этом не останавливаемся.
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Попытаемся найти частное решение Хо (z) этой задачи в виде

X0(z)= U {z-ajr^iz-bjy-1, (2)
i—i

где у = а + £|$ — постоянная.
Функция Хо (z) голоморфна в S', т. е. на разрезанной вдоль L пло-

скости, если под этой функцией подразумевать определенную ветвь,
например ту, для которой lim [zn Xo (z)] = 1, иными словами, ту ветвь,

2-*-со

которая при больших | z | имеет вид

Xo( Z ) = ^ r + c ^ + . . . ; (3)

в дальнейшем {если противное не оговорено) мы будем подразумевать
именно эту ветвь.

Легко проверить, если проследить за изменением аргумента z — ад
или z — bk, когда z, выходя из точки t дуги ahbh, описывает замкнутый
путь, не пересекающий L, ведущий от левой стороны дуги а^Ъ^ к правой
и охватывающий конец ak (как на рис. 48) или конец bh (этот случай
на рис. 48 не изображен), что имеет место равенство г)

т. е.
X+

a(t) = e^vX~o(t). (4)
Следовательно, Х о (z) будет удовлетворять граничному условию (1') г

если e 2 n iv — gt T. e .

Y = a + i P = ^ = M l i + « , (5)
1 г 2ш 2т 2л ' v

где Э обозначает аргумент постоянной g. Этот аргумент определен с точ-
ностью до слагаемого вида 2кп, где к — целое число, но мы выберем его
так, чтобы

0 < 9 < 2 я ; (6)
х) По определению степени с комплексным показателем

где под In | z — ад | подразумевается действительное значение, или еще

(a-«ft)-Y=H*-«ftr
Y«- iv*,

где О = arg (z — а&) и где под \ z — од j ~ Y следует подразумевать однозначно опре-
деленное выражение

-Yln|z-a. I
е й .

Когда z переходит с левой стороны L^ на правую, огибая точку а/;, как на рис. 48,
то О получает приращение + 2 я , следовательно, (—г-уд) прирастает на —2лгу, и потому
выражение (z — ajO~v приобретает множитель е~2лгу.

Если же z переходит с левой стороны L^ на правую, огибая точку 6ft, то д =
= arg (z — bk) прирастает на (—2л) и

(3 —b f t)V-i = | a _ b f c | V - i e * t v - i ) *

приобретает множитель е ~ 2 я г ^ - ! ) = e~
2jI1v> такой же, как в первом случае, ибо е 2 Я ! = 1.
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последнее условие вполне определяет 6. Если, в частности, g — дейст-
вительное положительное число, то 0 = 0; если же g — действительное
отрицательное число, то 0 = я .

Проверим еще, удовлетворено ли неравенство вида

^ , (7)

где с — любой из концов ah, bh, которому должна, по условию, удовле-
творять всякая кусочно-голоморфная функция.

На основании условия (6) имеем:

0<а<1. (8)

Если g не есть действительное положительное число, то а Ф 0,
1 — а < 1. Поэтому, если исключить случай, когда g — действительное
положительное число, неравенство (7) будет соблюдено при с = ah можно
взять *) ц = а, при с = Ьь можно взять [i = 1 — а.

Итак, мы нашли частное решение Хо (z) однородной задачи (при
условии а Ф 0); оно выражается формулой (2), если под у подразумевать
величину (5). Это частное решение нигде на конечном расстоянии в нуль не
обращается и неограничено, как соответственно \ z — а& | ~ а и [ z — b^ \ a ~ i ,
вблизи концов ah, bh.

Найдем теперь самое общее решение однородной задачи, могущее-
иметь полюс на бесконечности. Для этого заметим, что функция Хо (z),
будучи решением однородной задачи, удовлетворяет условию

XJ(*) = gX-(0 на L, (9)

откуда

Внося это выражение на место g в граничное условие (1'), получаем:
F+(t) F~ (t)

_ Q

или K(t)-F-At) = O на L,

Имеем (см. предыдущее примечание):

где г = | z — я* |, О = arg (z — ak).
Поэтому

где 0 = e^® ' * a * P l n i ' \ откуда следует, что | 6 | = e&®. Когда z находится в окрест-
ности точки ад на разрезанной вдоль L плоскости, тогда аргумент # заключен в конеч-
ных пределах (ибо z не может пересекать L), и, следовательно, | 6 | — ограниченная
величина, притом такая, что | 0 | > а, где а — положительная постоянная. Ана-
логично для окрестности точки Ъ^.
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где Ft (z) обозначает кусочно-голоморфную функцию F (г)/Х0 (z). Из
предыдущего соотношения вытекает, что функция Ft (z) голоморфна на
всей плоскости, если приписать ей надлежащие значения на L (ср. § 108),
кроме точки z = оо. Так как, далее, F^ (z) может иметь на бесконечности
лишь полюс, то по обобщенной теореме Лиувилля Fr (z) — полином.

Итак, самое общее решение однородной задачи дается формулой

F(z) = X0(z)P(z), (10)

где Р (z) — произвольный полином.
Если мы хотим получить решение, голоморфное также на бесконечно-

сти, то должны считать, что степень полинома Р (z) не превосходит п\
это вытекает из поведения Хо (z) на бесконечности, определяемого фор-
мулой (3). Если мы хотим, чтобы F (оо) = 0, то под Р (z) мы должны под-
разумевать полином степени не выше п — 1.

Решения (10) вообще не ограничены вблизи концов. Но если мы
хотим получить решения, ограниченные вблизи заданных концов cj, с2, . . .
. . ., ср, то должны выбрать полином Р (z) так, чтобы он обращался в нуль
в этих точках, иначе говоря, взять

P(z) = (z-cl)(z-c2) ... (z-cp)Q(z),

где Q (z) — полином. Тогда решение F (z) будет не только ограниченным
вблизи заданных концов, но и обращаться в нуль на них *). Полагая

Xp(z) = Xo(2)(z- C l )(«-C 2 ) . . . (Z-Cp),, (И)

мы можем представить все решения, ограниченные вблизи концов cit

с2, . . ., ср, так:
F(z) = Xt(z).Q(z), (12)

где Q (z) — произвольный полином.
Х р (z) представляет собой, разумеется, частное решение однородной

задачи, аналогичное Х о (z), но ограниченное вблизи заданных концов;
оно обращается в нуль на этих концах, однако так, что вблизи этих концов

xp(z) = |z—с^.е, о < ^ < 1 , (13)
где 9 — ограниченная величина, такая, что | 0 | > а = const > 0 2 ) .

Среди решений Х р (z) отметим два следующих: решение
п п

X(z) = X0(z) П (z-aj)(z-bj)= П (z-aj)l-y (z-bj)y, (14)

'остающееся ограниченным вблизи всех концов (и обращающееся в нуль
л а них), и решение

п п

X, (z) = Хо (z) П (z - bj) = П Г %=± 1 v , (15)

x) Решений, ограниченных вблизи данных концов и не обращающихся в нуль
на них, как мы видим, не существует (мы все время предполагаем пока, что а Ф 0).

г) См. примечание на предыдущей странице.
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остающееся ограниченным вблизи концов bj, j = 1, . . ., п (и обращаю-
щееся в нуль на них).

Решения X (z) и X» (z) ведут себя при больших j z | следую-
щим образом:

X (Z) =-" Z» + P^Z"-1 + . . . + Ро + Ь± + . . . ; (16)
,6

X,(2)-l + ^ + ^ + . . . (17)

Вернемся теперь к неоднородной задаче. Пользуясь формулой (9'),
перепишем граничное условие (1) так:

F+(t) F~(t) f(t)

или

где введены обозначения: /"„ (z) = .F (z)/X0 (z), /„ (£) = / (t)/X^ (t).
Применяя теперь сказанное в § 108, получаем;

L

где Р (z) — произвольный полином. Это и есть общее решение задачи при
допущении полюса на бесконечности.

Если мы хотим получить решение, голоморфное на бесконечности, то
должны считать, принимая во внимание формулу (3), что Р (z) — полином
степени не выше п:

Р (г) = Coz
n + С^'1 +...+ C n _ l Z + Сп, (19)

где Со, Си . . ., Сп — произвольные постоянные. Если, кроме того, мы
хотим, чтобы F (оо) = 0, то должны считать Со = 0.

Решение F (z) , вообще говоря, не ограничено вблизи концов ah, bh.
Путем надлежащего подбора полинома Р (z) мы можем, однако, добиться,
чтобы оно было ограниченным вблизи заранее заданных концов c t, с2, . . .
. . ., ср. Это проще всего показать непосредственно, построив общее реше-
ние, обладающее указанным свойством. А для этого, в свою очередь, доста-
точно буквально повторить рассуждения, приведшие к формуле (18),
но взяв, вместо частного решения Хо (z), решение Х р (z), определяемое
формулой (11) г).

' ) И в н а ш е м с л у ч а е м ы п р и х о д и м к у с л о в и ю : F% (t) — Fj, (t) = /* (t), г д е н а этот
р а з

F M-ZW. f m „ f i t ) .

теперь, однако, Хр (z) обращается в нуль на концах q, . . . , ср; но так как по усло-
вию искомая функция ограничена вблизи этих концов, то | F* (z) | < А/ | z — CJ \ | i ,
О <Г [i <; 1, и прежние рассуждения остаются в силе, если не обращать внимания
на то, что функция /„ (i), вообще говоря, не ограничена вблизи концов CJ. Это послед-
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Таким образом получим общее решение, ограниченное вблизи концов

J(t)dt - + Xp(z)P(z), (20)
( 0 ( * z ) Р 'X p ( 0 ( * z )

где P (z) — произвольный полином.
Из формул (11) и (3) вытекает, что при больших I z

Xp(z) = zP-" + 8 m z p - n - 1 + . . . ; (21)

поэтому функция Хр (z) голоморфна на бесконечности лишь при
Если /?<и + 1, то первое слагаемое правой части (20) остается

ограниченным при z ^ - о о и для получения решения, голоморфного также
при z = оо, следует считать, что Р (z) — полином степени не выше п — р;
ори р = п + 1 следует считать Р (z) = 0.

Если же р > п + 1, то голоморфные на бесконечности решения
существуют лишь при соблюдении некоторых условий, которые мы сей-
час укажем. Принимая во внимание, что при больших

t—Z ~~~ ~Z Z 2 Z 3 •• • '

имеем разложение, пригодное для достаточно больших

f(t)dt _ Л 1 Л 2

где
Ak=-^-A-—'^L (k = \, 2, . . . ) . (23)

Если поэтому мы хотим, чтобы решение (20) было голоморфным на
бесконечности при р > п + 1, то мы должны положить Р (z) = 0 и, кроме
того, подчинить / (t) условию: Ah = 0, к = 1, 2, . . ., р — и — 1, т. е.

^ = 0 (А = 1, 2 л - » —1). (24)

Итак, при р > и + 1 голоморфные на бесконечности решения, огра-
ниченные на концах с ь с2, . . ., ср, существуют лишь при соблюдении
условий (24).

Если, далее, мы хотим, чтобы F (оо) = 0, то в предыдущей формуле
мы должны взять к = 1, 2, . . ., р — п.

До сих пор мы исключали случай, когда а = 0, т. е. когда g — дей-
ствительное положительное число. При а = 0 (считая по-прежнему,

нее обстоятельство, как не трудно показать, также не имеет значения, если учесть
характер поведения /,. (t) вблизи концов в нашем случае (см. Мусхелишвили [25]).
Мы в сущности доказываем в тексте, что если решение требуемого вида существует,
то оно дается формулой (20); но можно показать (см. там же), что первое слагаемое
правой части (20) действительно остается ограниченным вблизи концов с1} с^, • • ., ср.
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что g Ф 1) мы можем воспользоваться частным решением Х„. (z),
определяемым формулой (15). Это решение, как легко видеть, в нашем
случае, когда у = ф Ф 0, остается ограниченным вблизи всех концов
и нигде в нуль не обращается.

Рассуждая совершенно аналогично предыдущему, получаем, что
общее решение задачи дается формулой

где Р (z) — произвольный полином; в нашем случае решения необходимо
ограничены вблизи всех концов г). Если мы хотим получить решение,
голоморфное при z = оо, то должны, принимая во внимание формулу (17),
положить Р (z) = С = const; если же, кроме того, требуется, чтобы
F (оо) = 0, то следует положить Р (z) = 0.

Формула (25), разумеется, пригодна и для а Ф 0; в этом случае она
обращается в частный случай формулы (20), давая все решения, ограни-
ченные на концах bt, b2, . . ., bn.

Найдем, наконец, общее решение нашей задачи при допущении, что
оно может иметь полюсы порядков не выше т\, т2, • . ., mi, m, в заданных
точках zif z2, . . ., zt, оо. Рассуждая совершенно аналогично предыдущему
и принимая во внимание формулу (5) § 108, легко получаем формулу для
•общего решения требуемого вида, пригодную при а Ф 0:

где R (z) — рациональная функция вида [ср. формулу (6) § 108]:

где Р (z) — произвольный полином, степени не выше т + п 2 ).
В случае а = 0 мы будем иметь аналогичную формулу, получаемую

заменой Хо (z) на Х„ (z); в этом случае степень полинома Р (z) не должна
превосходить т 3 ) .

г) Можно показать (ср. предыдущее примечание), что первое слагаемое в правой
части (25) остается ограниченным.

2) Полином Р (z) должен быть таков, чтобы полюс функции Р (z) Xo (z) на бес-
конечности был порядка не выше т но, как мы знаем, при больших | г |

3) Ибо в этом случае при больших | z |
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Отметим в заключение частный случай рассматриваемой задачи, когда

g = — 1; в этом случае граничное условие принимает вид

F+(t) + F-{t) = f(t). (28)

Имеем в нашем случае:

7 = а+ф = ДЬ!1=1. (29)

Следовательно, согласно формуле (2)

и согласно формулам (14) и (15)

— ai)(z — bi) ... (z—an)(z — bn), (31)

X ( ~ ) _ V ( z - b i ) ••• ( Z ~M_ . (32)
Viz — ay) ... (z — a n )

Самое общее решение задачи, допускающее полюс на бесконечности,
дается формулой (18), в которой вместо Х о (z) следует взять выражение
(30); если принять во внимание, что в нашем случае Хо (z) = 1 /X (z), для
этого общего решения будем иметь:

F ( A - * Г X+jt)f(t)dt P(z) m

* (Z) - 2л1Х (z) \ t=z Г " Щ ' (66}'
L

где X (z) определяется формулой (31), а Р (z) — произвольный полином.
Решение, остающееся голоморфным и на бесконечности, получим, считая»
что степень полинома Р (z) не превосходит п.

Решение, ограниченное вблизи всех концов, получим по формуле,
вытекающей из общей формулы (20) г):

Ч
L

Если мы хотим получить решение, голоморфное также на бесконеч-

ности, то должны считать Р (z) = 0 и, кроме того, подчинить заданную

функцию / (t) условиям, вытекающим из условий (24):

. ^ 5 т ^ - ° ( * = 1 - 2 »-•>• (35>
L

Если же мы хотим, кроме того, чтобы F (оо) = 0, то в предыдущей
формуле следует взять к = 1, 2, . . ., п.

З а м е ч а н и е 1. Во многих случаях интегралы, входящие в фор-
мулы настоящего параграфа, легко вычисляются в конечном виде. Это,
например, имеет место в случае, часто встречающемся на практике, когда
/ (t) — полином:

/ (t) =-- Amt • + А^Г-1 + . . . + Ао. (36)
J) В нашем случае р = 2га и Хр (г) обращается в функцию, обозначенную нами

просто через X (г).
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Действительно, рассмотрим интеграл

/ (t) dt
I(z) = Xp(t)(t —Z) '

(37)

фигурирующий в формуле (20); в частности, при р = 0 мы получим инте-
грал формулы (18).

Рассмотрим, наряду с предыдущим, другой интеграл:

где Л обозначает совокупность п замкнутых контуров Л ь А2, . . ., АП1

окружающих дуги Lt, Lz, • • •, Ln, с
положительными направлениями по
движению часовой стрелки, как пока-
зано на рис. 49; при этом предпола-
гается, что точка z остается вне этих
контуров.

Принимая во внимание формулу
(21), заключаем, что при больших

. . . + a o + c + Р + . . . , [6Щ

где q = п — р + т, причем коэф-
фициенты aq, ag_i, . . ., a 0 (другие
нам не понадобятся) легко вычисляются ИС-

элементарным путем *); при q << 0 следует считать, что все они равны
нулю.

Поэтому на основании формулы (3') § 70 2) получаем:

(если q < 0, то полином в правой части исчезает).
С другой стороны, стягивая контуры Ah к дугам Lk и замечая, что

при этом Х р (0 в интеграле (38) стремится к XJ (t) или Хр (г), смотря

х) Действительно, 1/Хр (0 есть произведение биномов вида
разлагаются в биномиальные ряды:

. (X —1) с 2

1-2 t 2

— с)\ которые

Сумма показателей X равна согласно формуле (21) п — р, т. е. целому числу
(или нулю).

2) В упомянутой формуле интеграл берется по одному замкнутому контуру,
но, очевидно, это не имеет значения. Разница в знаках происходит оттого, что положи-
тельные направления пути интегрирования здесь и в § 70 выбраны различно.
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по тому, на какой из частей контура Ak находится £, легко заключаем *):

Г / (£) di = г f (t) dt с f (t) dt

Ak ahbh bhah
я

или, принимая во внимание, что на L^ имеем Хр (t) = — Хр" (t) и что при

замене пути bhah на путь akbh мы должны изменить знак перед интегралом
на обратный,

Г /(£)«*£ = ( 1 ^ ? f (t) dt

откуда, очевидно, следует:

С 1(V)dt, ,,
\ — ( Л — 0

\ "V (Т\ IT ?\ ^ ^

Следовательно, для интересующего нас интеграла / (z) получаем:
т /~\ _ Г / W dt 2ni p, , > _ 2nt Г / (z) „ "1 ,/Q>

L

Интегралы вида

\ Ч^г' (41)

где /с — целое число, также легко вычисляются; при /с<.0 предполагаем,
что точка z = 0 не расположена на L.

В самом деле, аналогично предыдущему легко заключаем, что
k~4 W dt _

Хр (t)

где Л обозначает то же, что выше. С другой стороны, еслиа_ь обозначает
коэффициент при £~ft в разложении (39), то по теореме о вычетах

и, следовательно,
""1/ (0 dt _

Совершенно аналогичные результаты получим, когда / (t) — рацио-
нальная функция, а не только полином.

Следует иметь в виду, что если / (t) представляется на различных
дугах Lh, составляющих L, различными полиномами (или различными

*) То обстоятельство, что функция 1/Хр (£) может быть неограниченной вблизи
концов, как легко видеть, не имеет значения, так как вблизи любого конца с

1 ^ const
<

и поэтому интегралы, взятые по бесконечно малым окружностям, описанным около
концов (см. рис. 49), стремятся к нулю.
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рациональными функциями), то вычисление предыдущих интегралов уже
не может быть, вообще говоря, осуществлено столь просто.

Если L состоит лишь из одной дуги и если функция / (t) не есть поли-
ном, то все же в большинстве практически интересных случаев ее можно
с достаточным приближением заменить подходящим полиномом с весьма
небольшим числом членов и тем более рациональной функцией.

З а м е ч а н и е 2. Выше для решения поставленной граничной
задачи мы пользовались определенным образом выбранным частным
решением Х р (z) соответствующей однородной задачи. Но очевидно, что
ничего ве изменится, если заменить Х р (z) на СХР (z), где С — произ-
вольная постоянная, отличная от нуля. Важно только, чтобы в формуле
(20) и связанных с нею формулах под Xp" (t) на L подразумевалось значе-
ние, принимаемое на L слева выбранной нами функцией Х р (z).

Пусть, например, g = — 1, a L представляет собой отрезок аЪ дей-
ствительной оси. Согласно принятому нами выше условию под функцией

в формуле (33) подразумевается ветвь, такая, что при больших
1 j.

f А
 ь V а + Ь (а — Ъ)2 .

Эта функция принимает на отрезке аЬ чисто мнимые значения. Но иногда
удобнее иметь дело с функцией, принимающей на этом отрезке действи-
тельные значения. Такой функцией будет, например,

Если мы выберем нижний знак, т. е. положим

Y(z — a)(b—z) = — iX (z),

то получим функцию, которая, как легко видеть, принимает положи-
тельные значения на левой стороне отрезка ab оси Ох. Этой функцией
можно заменить функцию X (z).

§ 111. Случай разрывного коэффициента. Не представляет также
никакого труда найти решение задачи в случае, когда коэффициент G (t)
в граничном условии

F+(t)-G(t)F-(t) = f(t) на L, (1)

оставаясь постоянным на различных участках линии L, изменяется скач-
ком при переходе от одного участка к другому; под участками мы пони-
маем части, на которые можно разбить линию L конечным числом точек Cj,
взятых на ней. Только в этом случае следует допустить, что функция
F (z) может быть неограниченной вблизи точек разрыва с,- так же, как
и вблизи концов линии L, удовлетворяя, однако, такому же условию, как
вблизи концов; вообще точки Cj играют роль, аналогичную концам.
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Рис. 50.

Предоставляя читателю составить решение в общем случае, мы рас-
смотрим здесь следующий случай, который только и понадобится нам
в дальнейшем.

Пусть L — простой замкнутый контур и пусть на этом контуре взято
п дуг: Lt = ajfoj, L2 = u2b2, • • ., Ln = anbn без общих концов (рис. 50);

обозначения выбраны так, чтобы, обходя L в
положительном направлении, мы встречали
точки <2j, blt а2, Ъ2, . . . в указанном порядке.

Обозначим через L' совокупность дуг
Lh (к = 1, 2, . . ., п), а через L" — остальную
часть£,т. е. совокупность дуг bta2, b2a3,..., bnaiy

и предположим, что

G(t) = g на L', G(t) = l na L", (2)

где g Ф 1—постоянная, вообще комплексная.
Таким образом, граничное условие (1) запи-
шется так:

F+(t)-gF-(t) = f(t) н а £ / ,
F+(t)-F-(t)=f(t) на L".

Мы будем считать, что заданная функ-
ция / (t), удовлетворяя условию Н на ча-

стях L' и L" в отдельности, может изменяться скачком при переходе
через точки a,-, bj.

Рассмотрим сперва однородную задачу:

F+(t) — gF-(t) = O на L', F+(t) — F-(t) = O на L". (3')

Второе из предыдущих равенств показывает, что значения искомого
решения F (z) внутри и вне контура L аналитически продолжают друг
друга через часть L" контура L, иначе говоря, что часть L" фактически
не является линией скачков.

Таким образом, мы приходим к той же однородной задаче, что и в пре-
дыдущем параграфе:

F + (0 — gF-(t) = O на L'; (3")

здесь F (z) — функция, голоморфная на разрезанной вдоль L' плоскости.
Следовательно, например, функция Хо (z), определяемая формулами (2)
и (5) § 110, является при а =?= 0 частным решением задачи (3'), в чем,
впрочем, легко убедиться непосредственно; при a = 0, вместо Хо (z),
следует взять функцию X* (z), определяемую формулой (15) § 110.

Перейдем теперь к неоднородной задаче (3). Пользуясь решением
Хо (z) и замечая, что согласно формуле (9') § 110 (вспомним, что здесь
через U обозначено то, что в предыдущем параграфе было обозначено
через L)

L (4)
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и что

| Ш = 1 на L", (5)

ибо функция Хо (z) голоморфна всюду, кроме точек линии L', можем
переписать граничное условие (3) в виде одной формулы:

F+ (0 F- (0 __ / (0
Х+ (0 Хо (0 Х+ (0

откуда, как в § 108, следует:

на L,

где Р (z) — произвольный полином *); мы допускаем здесь наличие
полюса F (z) в бесконечно удаленной точке. Если мы хотим, чтобы функ-
ция F (z) была голоморфна и при z = оо, мы должны считать, что степень
Р (z) не превосходит п; если же F (z) должна исчезать на бесконечности,
то степень Р (z) не должна превосходить п — 1.

Если g — действительная положительная величина, то в формуле (6),
вместо Х о (z), следует взять X, (z).

В случае, когда допускается наличие полюсов функции F (z) в за-
данных точках, не расположенных на L, формула (6) должна быть заме-
нена формулой, совершенно аналогичной формуле (26) § 110.

II . РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ
И ДЛЯ ПЛОСКОСТИ С ПРЯМОЛИНЕЙНЫМИ ЩЕЛЯМИ

Результаты, изложенные в предыдущем отделе, дают возможность
чрезвычайно просто решить главнейшие граничные задачи для случая,
когда рассматриваемая область представляет собой полуплоскость или
плоскость с прямолинейными щелями (вдоль одной и той же прямой),
в том числе первую и вторую основные задачи для полуплоскости, уже
рассмотренные в предыдущей главе. В этом отделе мы рассмотрим неко-
торые из таких задач, а также задачу о соприкасании двух упругих полу-
плоскостей, имеющую важное значение (§ 119) 2).

При этом нам придется применять некоторые из результатов пре-
дыдущего отдела и к случаю, когда линия L представляет собой неогра-
ниченную прямую. Несмотря на то, что случай, когда L простирается
в бесконечность, не был рассмотрен в предыдущем отделе, распростра-

>) Формула (6) не отличается по внешнему виду от формулы (18) § НО; однако
здесь дело в обозначениях: в формуле (18) § 110 интеграл взят, при обозначениях
настоящего параграфа, не по L, а по V. Формула (6) настоящего параграфа действи-
тельно совпадает с формулой (18) § НО, если / (t) = 0 на L", что и понятно, так как
в этом случае мы имеем дело фактически с одной и той же задачей.

2) По ряду рассматриваемых здесь вопросов см. монографию Л. А. Галина [4],
а также монографию И. Я. Штаермана [4J.
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нение соответствующих результатов на этот случай осуществляется столь
просто, что мы на этом останавливаться не будем, ограничиваясь некото-
рыми замечаниями в соответствующих местах.

§ 112. Преобразование общих формул для полуплоскости 1). 1. Пред-
положим, что рассматриваемое упругое тело занимает нижнюю полу-
плоскость у < 0, которую мы обозначим через 5~, так что область S"
остается справа, если двигаться по оси Ох в положительном направлении
согласно нашему постоянному условию. Верхнюю полуплоскость мы

обозначим через S+, а ось Ох будем
также обозначать через L (рис. 51).

+ Напомним сперва общие формулы,
которыми мы постоянно пользовались:

fO(z)], (1)

z) + W(z)], (2)

Рис.51. ~ г х ' ' " ' T V / т ^~У&' ^ *
где Ф (z) = ф' (z) и ¥ (z) = а|/ (z) —

функции, голоморфные в S~. Мы будем считать, как в отделе I I I преды-
дущей главы, что главный вектор (X, Y) внешних усилий, приложенных
к границе, конечен и что напряжения и вращение исчезают на бесконеч-
ности, в соответствии с чем мы примем, как в § 90, что при больших | z \

ф(г)= ~—lnz-fo (1) +const, \!p(z)——^~—Inz--j-o(l)-(-const. (5)

Выпишем еще формулу, вытекающую из формул (1) и (2):

Yv — 1Ху = Ф(г) + Ф(г) + 2Ф'(г) + Чг(г) (6)
и формулу

(7)

получающуюся из формулы (3) дифференцированием по х; здесь

эти обозначения мы будем применять и в дальнейшем.
2. Преобразуем теперь предыдущие формулы, распространив опре-

деление функции Ф (z) также на верхнюю полуплоскость. Это распростра-
нение можно выполнить множеством способов, ибо функция Ф (z) вообще
не определена в верхней полуплоскости. Однако полезные для примене-
ний формулы мы получим, произведя это распространение лишь определен-

х) Ср. статью автора [22].
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ными способами, один из которых будет сейчас указан 1). А именно, мы
определим функцию Ф (z) в верхней полуплоскости так, чтобы ее значения
аналитически продолжили значения Ф (z) в нижней полуплоскости через
незагруженные участки границы (если таковые имеются).

Как это сделать, легко догадаться на основании формулы (6) 2).
А именно, на основании этой формулы легко заключить, что на незагружен-
ных участках границы, где, следовательно, Yy = Ху = 0, будем иметь:

Ф-(О—Ф+(<)--0, (а)

если мы определим функцию Ф (z) в верхней полуплоскости следующим
образом:

<S(z)=—&(z) — zGJ'(z) — W(z) (при г в 5+). (9)

Это будет сейчас пояснено подробнее.
Мы применяем здесь обозначения, введенные раньше, а именно:

значками (+) и (—) мы обозначаем граничные значения, принимаемые
функцией слева и справа от L (в нашем случае — из верхней и нижней
полуплоскостей), а через F (z) обозначаем функцию, получаемую из
F (z) следующим образом (§ 76):

F(z) = F(z); (10)

если функция F (z) голоморфна в S~ (или S+), то функция F (z) голо-
морфна в S+ (или S~).

Напомним еще [§ 76, формулы (6), (6')], что если функция F (z)
определена, скажем, в нижней полуплоскости и если существует гра-
ничное значение F~ (t) в точке t действительной оси, то существует и гра-
ничное значение F+ (t), причем

F-(t) = F+(t); (10')

аналогично, если поменять ролями верхнюю и нижнюю полуплоскости,

W(tj=F~-(t). (10")

На основании сказанного ясно, что выражение в правой части (9)
представляет собой функцию, голоморфную в верхней полуплоскости S+,
и что на незагруженных участках границы действительно имеет место
равенство (а).

Напишем в формуле (9) z вместо z, считая, что z находится в S~ (а сле-
довательно, z находится в S+), и перейдем к сопряженным значениям в обе-
их частях равенства. Тогда получим:

ф(г) = —ф(г) — гФ' (z) — W (z),
откуда

-zO'(z); (11)

*) Другой аналогичный способ будет указан в следующем параграфе (приме-
чание 2) на стр. 408).

2) Ср. § 93, замечание 2.
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эта формула выражает функцию Ч* (z) для z в S~ через функцию Ф (z),
распространенную и на верхнюю полуплоскость *).

Внося полученное значение 4я (z) в формулу (2), получаем выражение
компонент напряжения через одну функцию Ф (z), определенную как
в верхней, так и в нижней полуплоскости:

(12)

(13)

откуда 2) или непосредственно из формулы (6) следует:

Yv - iXy = Ф (z)—Ф (z) + (z — z) Щг). (14)

Далее, из формулы (7) получаем:

2ц (в' + iv') = хФ (z) + Ф (z) — (z—z) WJz). (15)

Легко также получить выражение непосредственно для 2\а (и -|» iv),
если распространить и функцию ф (z) на верхнюю полуплоскость, требуя,
чтобы и в верхней полуплоскости q>' (z) = Ф (z). Замечая, что на осно-
вании формулы (9) в верхней полуплоскости Ф (z) = — [гф'_Дг) + 'Ф (z)l>
будем иметь:

<p(z)=—гф'(z) — tp(z)-f- const при z в S+, (16)

откуда, аналогично предыдущему,

i|)(z) = — ф ( г ) — г ф ' (z) -f const при z в S~. (17)

Внося это значение ty (z) в (3), .получаем:

2ц (и -f- iv) = хф (г) + ф(г) — (z—г;ф' (z) + const; (18)
мы видим, что при заданной функции Ф (z) смещения определяются
с точностью до жесткого поступательного перемещения всего тела, как
и следовало ожидать 3 ) .

Отметим еще формулу, вытекающую из формулы (17) и из формулы
(4) § 31:

дх
(19)

Добавим, наконец, что из определения (9) функции Ф (z) в верхней
полуплоскости и условий (4), (4'), относящихся, разумеется, к нижней

х) Б е з такого распространения формула (11) не имела бы смысла, ибо в ней

фигурирует выражение Ф (z), равное по определению Ф (z); но д л я того, чтобы выра-

жение Ф (z) при z в нижней полуплоскости (значит, при z в верхней полупло-

скости) имело смысл, надо, чтобы функция Ф (z) была определена и в верхней полу-

плоскости.
2) Путем сложения равенства (12) и равенства, получаемого из формулы (13)

переходом к сопряженным значениям.
3 ) Если допустить, что вращение на бесконечности не исчезает, то произвольная

постоянная, в л и я ю щ а я на вращение тела к а к жесткого целого, входит в саму функ-

цию Ф (z) и через нее — в функцию ф (z), фигурирующую в правой части формулы (18).

При принятом же нами условии, что вращение исчезает на бесконечности, ф у н к ц и я

Ф (z) при заданном напряженном состоянии вполне определена.
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полуплоскости, вытекает, что условия (4) сохраняют силу и для верхней
полуплоскости.

3. В дальнейшем мы будем считать, что функция Ф (z) непрерывно
продолжима слева и справа на все точки t действительной оси, кроме,
быть может, конечного числа точек tu t2, • . ., th, которые будут особо
указываться х), и что

Птг/Ф'(2) = 0 (z = x + iy) (20)
z-*t

для.любой точки t действительной оси, кроме, быть может, tu t2, • • •, th.
Мы будем считать далее, что вблизи точек tj имеет место оценка

^ - , 0<а<1, (21)
tj

иначе говоря, распространяя естественным образом определение, дан-
ное в § 106, на случай, когда линия скачков простирается в бесконеч-
ность, мы будем считать, что функция Ф (z) кусочно-голоморфна, при-
чем линией скачков является действительная ось.

Предыдущие условия обеспечивают непрерывную продолжимость
компонент напряжения на все точки границы, кроме, быть может, точек tu

t2, ... , th (эти исключительные точки введены нами для того, чтобы не
потерять решений, важных с точки зрения приложений). Кроме того,
эти условия обеспечивают, как легко видеть, непрерывную продолжи-
мость компонент смещения, а также выражения (19) на все без исклю-
чения конечные точки границы. Напомним, что непрерывная продолжи-
мость выражения (19) на границу исключает наличие сосредоточенных
сил, приложенных к границе (§ 43).

Отметим, наконец, что принятые условия обеспечивают непрерывную
продолжимость производных и', v' на все точки границы, кроме точек
*i> t2, ••• , th. При этом, как легко видеть, производные по t от граничных
значений и, v равны граничным значениям производных и', v , т. е.

dv-
dt •L дх \ - dt ' I d x J -

§ 113. Решение первой и второй основных задач для полуплоскости
Решение первой и второй основных задач было дано в предыдущей главе
(§ 93, 94); мы приведем здесь новое решение, основанное на предыдущих
формулах, в качестве простейшего примера их применения.

1. П е р в а я о с н о в н а я з а д а ч а . В этой задаче задаются
внешние напряжения: давление 2) Р (t) = — У„ и касательное напряже-
ние Т (t) = Ху, приложенные ко всей границе Ох, которую будем обо-
значать через L. Мы будем считать, что Р (t) и Т (t) удовлетворяют усло-
вию Н на L, вкл ючая бесконечно удаленную точку, и исчезают при t = оо.

х) Отсутствие указания будет обозначать, что таких исключительных точек нет.
2) Через Р (t) обозначено то, что в § 93 было обозначено через — N (t).
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Согласно формуле (14) § 112 граничное условие принимает вид

W(t)-qr(t) = P(t) + iT(t), (1)

ибо при z, стремящемся к t из нижней полуплоскости, Ф (z) стремится
к Ф~ (t), Ф (z) стремится к Ф+ (£), a (z — z) Ф' (z) = 2iy Ф' (z) стремится
к нулю согласно условию (20) § 112.

Решение же граничной задачи (1), исчезающее на бесконечности, мы
можем сразу написать на основании результатов § 108, а именно1):

Таким образом, задача решена, ибо функция Ф (z) определяет ком-
поненты напряжения и смещения по формулам предыдущего параграфа.

Полученное здесь решение совпадает с решением, полученным в § 93
см. еще замечание 1 к упомянутому параграфу). Относительно поведе-
ния Ф (z) на бесконечности ср. сказанное в том же параграфе.

2. В т о р а я о с н о в н а я з а д а ч а . В этой задаче задаются
граничные значения компонент смещения и, v: u~ = gi (t), v~ — g2 (t)
на L. Мы будем предполагать, что заданные функции gt (t) и g2 (t) имеют
производные g[ (t), g'.2 (t), удовлетворяющие условию Н, включая бес-
конечно удаленную точку, и исчезают при t = оо.

Из граничного условия

u~+iv- = gl(t) + ig2(t) на L (3)

получаем, если продифференцировать обе части по U

(u-)'+i{vry = g[{t) + ig't(t),

или, принимая во внимание формулу (22) § 112,

u'- + w'- = g'1{t) + ig't(t). (4)

На основании формулы (15) § 112, это условие принимает вид:

Ф+ (t) + кф- (*) = 2ц [g; (0 + ig't (01 на L. (5)

Обозначим временно через Q (z) кусочно-голоморфную функцию,
определенную так 2 ) : Q (z) = Ф (z) в S+, Q (z) = — хФ (z) в S~. Тогда
формула (5) принимает вид

Q+ (t) — О- (t) = 2̂ л [g[ (t) + ig'% (*)] на L, (6)

1) В § 108 был рассмотрен случай, когда линия L — конечна, но применимость
полученной там формулы к нашему случаю очевидна.

2) Вводимую указанным образом кусочно-голоморфную функцию Q (г) можно
снова обозначить через Ф (z); тогда мы получим распространение первоначальной
функции Ф (z) на верхнюю полуплоскость, отличное от того, которое было указано
в предыдущем параграфе. Этот новый способ распространения характеризуется тем
что значения Ф (z) в верхней полуплоскости аналитически продолжают значения
в нижней полуплоскости через участки границы (если таковые имеются), на кото-
рых и' = v = 0.



§ 114] II. ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ И ПЛОСКОСТИ СО ЩЕЛЯМИ 409

откуда получаем сразу, как в предыдущем случае:

так что окончательно
Q(z) при г/>0,

где Q (z) определяется формулой (7). Относительно поведения получен-
ного решения на бесконечности ср. сказанное в конце п. 1.

Легко также получить решение исходя непосредственно из формулы
(18) § 112; но приведенное здесь решение удобнее, так как не требует
дополнительных рассмотрений, связанных с тем, что функция ф (z) не
голоморфна на бесконечности, а ведет себя как In z, если не наложить
на искомое решение дополнительных условий, уменьшающих общность,
как это было сделано в § 94.

§ 114. Решение основной смешанной задачи1). 1. Пусть Ь' = 1ц -\-
-\- L2 -\- ... -f- Ln — совокупность конечного числа отрезков akbk действи-
тельной оси Ох , обозначенных так, что, проходя эту ось в положитель-
ном направлении, мы встречаем концы в последовательности alt bt, а2,
b2, ... , ап, bn, и пусть на L' заданы компоненты смещения, а на осталь-
ной части L" границы — компоненты внешнего напряжения. Мы счи-
таем по-прежнему, что упругое тело занимает нижнюю полуплоскость S~;
границу его, т. е. действительную ось, мы будем по-прежнему обозначать
через L = L' -f- L".

Умея решать первую основную задачу, мы, очевидно, всегда можем
свести рассматриваемую смешанную задачу к случаю, когда заданные
на L" компоненты Yv, Xy внешнего напряжения равны нулю. Поэтому
будем считать, что часть L" границы свободна от внешних напряжений,
т. е. что

у- = Ху = 0 на L" (1)

(легко также получить непосредственно решение и для общего случая,
о чем будет сказано в замечании в конце параграфа).

Ввиду значительного практического интереса нашей задачи мы рас-
смотрим, наряду с обычной основной смешанной задачей в том виде, как
она сформулирована выше, и которую мы будем называть задачей А,

х) В случае п = 1 довольно простое, но не эффективное решение этой задачи
(при п = 1 задачи А и В, сформулированные ниже, совпадают) было получено мною [20]
в 1935 г.; два года спустя В. М. Абрамов [1] дал более эффективное решение, поль-
зуясь интегралами Меллина, также для случая п = 1. Приводимое здесь решение
для произвольного п, полученное мною в статье [22], несравненно проще. Решение,
несколько более сложное, но по существу близкое к изложенному здесь, было несколько
позднее получено Н. И. Глаголевым [1, 2], который не был знаком с моей статьей [22].



410 ГЛАВА ШЕСТАЯ. ПРИВЕДЕНИЕ К ЗАДАЧЕ СОПРЯЖЕНИЯ [§ 114

также несколько видоизмененную задачу, которую будем называть
задачей В.

В обеих этих задачах граничное условие на L' имеет вид:

vr + iv- = g(t) + c(t) на L', (2)

где g (t) = gi (t) -f ig2 (t) — заданная на L' функция.
В задаче А предполагается, что с (t) — с = const на L' и что допол-

нительно задан главный вектор (X, Y) внешних усилий, приложенных
к L'. Не нарушая общности, можно, например, положить с = 0, ибо
значение с влияет только на жесткое поступательное перемещение всей
системы.

В задаче В предполагается, что с (t) = ch на Lk, где ck — постоянные,
не задаваемые заранее, вообще различные на различных отрезках. В этом
случае предполагается, что заданы главные векторы (Xh, Yk) внешних
усилий, приложенных к каждому отрезку L^ в отдельности. Не нару-
шая общности, можно произвольно зафиксировать одну из постоянных
ch, например положить Cj = 0. При п = 1 задача А совпадает с зада-
чей В.

Поясним механический смысл этих задач. Представим себе, что над
участками Lh = ahbh границы расположены жесткие штампы, основания
которых имеют заданную форму, и что точки участков Lh границы упру-
гого тела определенным образом приведены в соприкасание с точками
оснований штампов и неизменно сцеплены (спаяны) с ними. Предполо-
жим далее, что к штампам приложены заданные силы и что штампы
вынуждены перемещаться лишь поступательно. Задача о равнове-
сии упругой полуплоскости при этих условиях есть наша задача А,
если штампы жестко связаны между собой; если же штампы могут пере-
мещаться (поступательно) независимо друг от друга, то мы приходим
к задаче В.

Для большей ясности приведем следующий частный пример. Пусть
имеется один штамп, профиль основания которого до приведения штампа
в соприкасание с упругой полуплоскостью имел уравнение у = / (х)
(а<;г<;&). Предположим далее, что штамп вдавливается в упругую
полуплоскость заданной силой, перпендикулярной к границе, и что тре-
ние между штампом и упругим телом настолько велико, что скольжение
не может иметь места. Тогда, предполагая, что в соприкасание со штампом
вошел участок L' = аЪ границы, получим граничное условие (2), в кото-
ром g (t) = gx (t) + ig2 (t), причем gY (t) = 0, g2 (t) = / (t), а с (t) = с —
постоянная, которую можно считать равной нулю. Аналогично для слу-
чая нескольких штампов, связанных или не Связанных между собой х).

*) Эти задачи представляют собой идеализацию задачи давления фундамента
на грунт при наличии столь большого трения (вернее, сцепления), что скольжение
и отставание исключаются.
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Указанную выше задачу о штампах можно обобщить, предполагая,
что штампы имеют возможность не только перемещаться поступательно,
но и вращаться (об этом будет сказано ниже, см. п. 4).

Легко показать, что каждая из задач А и В не может иметь более
одного решения, если отвлечься от перемещения всей системы (упругой
полуплоскости и штампов) как жесткого целого. В самом деле, мы можем
почти буквально повторить доказательство, приведенное в § 40 (см.
также § 90, п. 3), если заметим, что и в рассматриваемом здесь случае
интеграл по границе L области от выражения (Хпи -}- Ynv) ds, состав-
ленного для разности двух возможных решений, равен нулю. Действи-
тельно, на части L" границы Хп = Yn = 0. Далее, в случае задачи А
можно считать для разности решений и — v = 0 на границе; в случае же
задачи В (в этом случае для разности решений и = const, v = const на L^)
все интегралы

(иХп + vYn) ds = u^ Xndt + v <\)Yndt = uXh + vYk

Lh Lk Lk

равны нулю, так как для разности двух решений главные векторы (Х^,
Yh) внешних усилий, приложенных к участкам Lh, равны нулю.

В дальнейшем нам придется применять .теорему единственности
и к случаям, когда компоненты напряжения не продолжимы непрерывно
на точки ah, bk. В этих случаях, как было уже отмечено в § 40 (п. 3,
замечание), теорема единственности остается в силе, если интегралы от
выражения (Хпи -f Ynv) ds, составленного для разности решений, взя-
тые по бесконечно малым полуокружностям, описанным из точек ah, bh,
как из центров, и расположенным в S~, стремятся к нулю вместе с радиу-
сами полуокружностей. Во всех рассматриваемых ниже случаях это
условие будет соблюдено, что читатель легко сможет каждый раз про-
верить.

Мы будем считать по-прежнему, что функция Ф (z) удовлетворяет
условиям, указанным в § 112 (п. 3), причем роль точек tj играют здесь
концы UJ, bj отрезков Lj. Будем, кроме того, считать, что заданная функ-
ция g (t) имеет первую производную g' (t), удовлетворяющую условию Н
на L'.

В обеих задачах А и В граничное условие (2) дает: (и~)' -j- i (v~)' —
= g' (t) на U, откуда на основании формулы (15) § 112 х)

0 на U. (3)

Граничное же условие (1) эквивалентно требованию, чтобы Ф + (t) —
— ф - (t) = 0 на L", т. е. чтобы функция Ф (z) была голоморфной на
всей плоскости, разрезанной вдоль L', что мы и будем предполагать.

Условие (3) существенно отличается от условия (5) § 113 тем, что
теперь L' представляет собой лишь часть оси Ох.

См. также формулы (20) и (22) § 112.
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Решение граничной задачи (3), исчезающее на бесконечности, может
быть сразу написано на основании формулы (18) § 110. В нашем случае
согласно формуле (5) § 110

In (—х) In к . 1
Y = 2л* = ~2тГ + ~2 '

или

где через (5 обозначена действительная величина *):

Поэтому согласно формуле (2) § 110

Хо(г) = ft (z-akf*
+i\z-bhf~*~* .

В дальнейшем для упрощения письма мы будем обозначать Хо (z) просто
через X (z), a X+ (t) через X (t). Таким образом,

Х(г)= Й (z-akf2
+i\z-bhfz-* (5)

И.— 1

и

Х(0 = Х+(*)= И (t-ahf-2+i\t-bhf*-iSi , (6)
fe=i

где в правой части следует подразумевать значения, принимаемые X (z)
на верхней стороне оси Ох (т. е. слева от Ох); если точка t находится
вне U, т. е. на L", то значения слева и справа совпадают: Х~ (t) —
= Х+ (t) = X (t); если же t находится на L', то по самому определению
функции X (z) имеем: Х + (t) -\- xX" (t) = 0, откуда

Х-(*)=—£-Х+(*)=—£-Х(«). (7)
Применяя теперь формулу (18) § 110, получаем:

и
где Р„-! (z) — полином степени не выше п — 1:

Р„_, (z) = CQZ"-1 + C.z""2 + . . . + С».,, (9).

ибо, по условию, функция Ф (z) должна исчезать на бесконечности.
Остается определить коэффициенты Со, Си . . ., Cn_ t полинома

Pn-i (z), исходя из дополнительных условий задач А и В.
2. Рассмотрим сперва задачу В; в этом случае дополнительными

условиями служит задание главных векторов (Xh, Yk). Чтобы выразить

это условие, вычислим нормальное давление Р = —Yy и касательное
напряжение Т = Х~у, действующие на границу полуплоскости под штам-
пами, т. е. на L'.

*) Здесь через р мы обозначаем величину, которая по обозначениям § 110 рав-
на (-Р).
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По формуле (14) § 112 для точки t0 на L' имеем:

P(to) + iT(to) = G>+(t0)-G>-(to), (10)

или, принимая во внимание (3),

= ^-G>+(to)~^g'(to) на U. (И)

Применяя к правой части формулы (8) формулу Сохоцкого — Племеля,
легко выводим:

Ф+ (,0) = W ' (.о) + ^ \ ^ ^ + X (to) Р„ («,);

внося это значение Ф+ (t0) в формулу (11) и вводя для сокращения письма
обозначение

ф / М цХ (t0) С g' (0 dt
Фо (to) = — ^ — ] хЩ*=Ц . (12)

получаем:

Р (<о) + «Т (*о) = *{*~1) 8' (to) + Ц1- Фо (to) +

X(t0)Pn-i(t0) на U. (13)

Выражая, что

= l, 2, . . . , п ) , (14)

получаем систему и линейных уравнений для определения и постоянных
Су, эта система однозначно разрешима, как легко заключить на основа-
нии единственности решения исходной задачи.

3. Переходим к задаче А. Так как найденное решение удовлетворяет
условию и'~ -f- iv'~ — и~' + iv~' — 8' (t) на U (что, кстати, легко про-
верить непосредственной подстановкой), мы будем на отрезках Lh иметь:

u--Jriv- = g(t) + ch,

где ch — постоянные. Остается учесть условие, что,

с1 = с 2 = . . . = с „ ; (15)
если нам удастся удовлетворить этому условию, то мы сможем удовле-
творить и условию с4 = с2 = . . . = сп = 0 за счет произвольной постоян-
ной в правой части формулы (18) § 112.

Для того чтобы выразить условия (15), вычислим значения и'~-\-
-\- iv'~ на незагруженной части L" границы. На основании формулы (15)
§ 112 имеем для точек t0 на L";

2\L (и" + iv-) = (х + 1) Ф (*„) = (х + 1) Фо (t0) -г (х + 1 ) X (t0) Рп-{ (t0), (16)
где Фо (t0) дается формулой (12), причем на этот раз t0 находится на Ох
вне L' (т. е. на L"). Очевидно, что условия (15) сводятся к следующим:

ak+i

g ( a h + l ) — g ( b h ) = J ( u ' - + i v ' - ) d t 0 ( A = l , 2 , . . . , n — 1 ) . ( 1 7 )
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Подставляя в эту формулу и'~ -f- iv'~ из формулы (16), получаем,
очевидно, систему п — 1 линейных уравнений для Cj. Еще одно урав-
нение дается условием, что главный вектор (X, Y) внешних усилий, при-
ложенных к L', задан. Проще всего выразить это последнее условие,
исходя из первой формулы (4) § 112, откуда следует

(18)
ZK

Применяя это к выражению (8), получаем сразу, что коэффициент
при zn~l полинома Pn-i (z) дается формулой

Ц^~. (19)

Таким образом, остается определить лишь коэффициенты Cit С2, . . .
. . ., Cn-i, для которых мы имеем упомянутую выше систему п — 1 линей-
ных уравнений. Эта система всегда однозначно разрешима аналогично
предыдущему случаю.

В частном случае, когда g' (t) = 0 (штампы или фундаменты с пря-
молинейными основаниями, параллельными оси Ох), формулы (8) и (13)
принимают весьма простой вид, так как интегральный член обращается
в нуль.

4. До сих пор мы считали, что штампы могут перемещаться лишь
поступательно. Рассмотрим теперь случай, когда штампы могут вра-
щаться (разумеется, в своей плоскости).

Пусть в задаче А (когда штампы жестко связаны друг с другом)
е обозначает угол поворота системы штампов, отсчитываемый против
часовой стрелки 1 ) . Тогда в граничном условии (2) следует заменить g (t)
на g (t) + iet, что повлечет во всех последующих формулах замену g' (t)
на g' (t) -\- ie. В соответствии с этим в выражении для Ф (z) появится
добавочное слагаемое, содержащее е в качестве множителя 2 ) .

Величина е может не быть задана непосредственно; вместо этого
может быть, например, добавочно задан главный момент М внешних сил,
действующих на систему штампов, относительно начала координат 3 ) .

1 ) Тогда компоненты и0, v0 добавочного смещения точки t границы под штам-

пами, вызванного поворотом штампов, будут даны формулами: и0 = О, v0 = &t, ибо

вообще при жестком повороте на угол е вокруг начала координат смещение (u 0 , v0)

точки (х, у) дается формулами: и0 = — гу, v0 = ex, на границе ж е у = 0, х = t.
2 ) Это добавочное слагаемое вычисляется в конечном виде (см. следующий пара-

граф, пример 2) .
3 ) Под внешними силами, приложенными к штампу, мы подразумеваем силы,

отличные от усилий, приложенных к основанию со стороны упругого тела; эти

последние усилия уравновешивают внешние силы, приложенные к штампу. Очевидно,

что главный вектор (X, Y) и главный момент М внешних сил равны главному вектору

и главному моменту усилий, действующих на границу упругого тела со стороны

штампа.
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Тогда для определения е мы будем иметь добавочное соотношение:

М = — у0Р (t0) dt0. (20)
L'

В случае задачи В углы ей (к = 1, 2, . . ., п) поворотов различных
штампов могут быть различными; если они не заданы непосредственно,
а заданы, скажем, моменты Mk внешних сил, действующих на отдель-
ные штампы, то мы будем иметь п добавочных уравнений для опреде-
ления еА:

Mk = - ^ t 0 P (t0) dt0. (21)
Lk

Легко показать, что эти задания вполне определяют решение с точ-
ностью до жесткого поступательного перемещения всей системы; дока-
зательство совершенно аналогично тому, которое было указано выше для
случая, когда штампы могут перемещаться лишь поступательно.

З а м е ч а н и е . Если часть L " границы загружена заданными внеш-
ними напряжениями, то граничное условие принимает вид

Ф+(0 — АФ" (*) = /(*) на L, (22)
где

к=— х на U, & = 1 на L", (23)

а / (0 — заданная функция:

/ (t) = 2 д е ' (t) н а U, f(t) = P (t) + IT (t) н а L", (24)
где Р (t) и Т (t) обозначают, как в § 113, давление и касательное напря-
жение; мы будем считать, что Р (t) и Т (t) удовлетворяют условию Н на L"r

включая бесконечно удаленную точку, и исчезают при t = оо.
Мы приходим, таким образом, к задаче, рассмотренной в § 111.

Применяя формулу (6) § 111 г ) , получаем при обозначениях настоящего
параграфа:

ф (*) = 4 г г S W ^ b r + х М р~ <2>' <25>
LJ

где интеграл берется уже по всей границе L. Коэффициенты полинома
Pn-i (z) определяются аналогично предыдущему. О поведении Ф (z)
в окрестности бесконечно удаленной точки ср. сказанное в § 93, вслед
за формулой (7).

§ 114а. Примеры. 1. Ш т а м п с п р я м о л и н е й н ы м г о р и -
з о н т а л ь н ы м о с н о в а н и е м . Рассмотрим случай одного штампа
(п = 1) с прямолинейным основанием, параллельным оси Ох, причем
этот штамп может перемещаться лишь вертикально 2 ) , так что

g'(*) = 0 на L'\ (1)
х) Формула эта была выведена в предположении, что L — замкнутый контур.

Но применимость ее к нашему случаю очевидна.
2) Как было уже сказано, решение для этого случая было дано В. М. Абрамс-

вым [1] совершенно другим путем.
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предположим кроме того, что внешние силы, действующие на штамп,
имеют равнодействующую, направленную вертикально вниз, так что

Х = 0, Y=-POl (2)

где Ро — заданная положительная постоянная.
Отрезок L' границы, соприкасающийся со штампом, мы будем считать

симметрично расположенным относительно начала координат; длину
L' мы обозначим через 21, так что для точек t отрезка L' имеем: J— I <; t < I.

При этих обозначениях и при обозначениях предыдущего параграфа

^
+ i P

( z - Z f 2-
i p
, (3)

и из формулы (8) § 114 получаем:

<t>(z) = C
0
X(z)

или, принимая во внимание формулу (19) § 114

^ ^ -^ (z-lf^, (4)

и наша задача решена.
Вычислим давление Р (t) и касательное напряжение Т (t), действую-

щие на тело под штампом; они находятся по формуле (11) § 114:

Подставляя сюда значение, даваемое формулой (4), получаем:

(-lKt<l), (5)

где под X (t) подразумевается, как было условлено, Х + (£), т. е. зна-
чение, принимаемое функцией X (z) на левой стороне отрезка (— I, -\- I);
вспомним также, что под X (z) подразумевается ветвь, определяемая
условием zX (z) -*- 1 при z ->- оо.

Легко проверить, что при указанных условиях

1 Г
* - Г — e L ' - ' J _ . e

где радикал )/Z2 — t2 считается положительным, а логарифм — действи-
тельным. Принимая во внимание, что

н ~ 2л '

можем еще написать:

Х(О= / - е Р '-* = . L ^ ^ j cos В In -4±f-

( — l^t<l). (6)
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Подставляя это значение в формулу (5), получаем, отделяя действитель-
ную и мнимую части:

PW °0S LГ
 l a x In l + t 1 П)

L 2я l n l-t J ' О
(8)

Эти формулы совпадают с формулами, полученными В. М. Абрамовым [1].
Из формулы (7) следует, что величина Р (t) изменяет знак бесчис-

ленное множество раз, когда t приближается к значениям — I и -f- l, так
что фактически на некоторых участках границы под штампом, вместо
давления, действуют растягивающие усилия.

Но легко подсчитать, что эти участки расположены в весьма малых
окрестностях концов отрезка — I, + I. Действительно, точка t, в кото-
рой величина Р (t), положительная при t = 0, обращается в первый раз
в нуль, когда t приближается к одному из значений ± I, определяется
из равенства

Р«»т±Ь-±тг.
или

l+t , Я*
In l — t ~~ -^ lnx '

откуда

( = ± l t h 1 K ' (9)

Но для всех реальных тел 1 < к < 3 *); поэтому наименьшее возмож-
ное значение для | t\ получим, полагая в предыдущей формуле х = 3,
что дает (приближенно):

« = ±0,9997/.

Таким образом, перемена знака Р (t) происходит лишь в тех местах,
вблизи которых полученное решение вообще не может выражать дей-
ствительного состояния тела из-за отступлений от закона Гука, которые
вызываются большими напряжениями около углов 2).

2. Ш т а м п с п р я м о л и н е й н ы м н а к л о н н ы м о с н о -
в а н и е м . Рассмотрим случай такого же штампа, что и в предыдущем
примере, но будем теперь считать, что главный вектор внешних сил,
действующих на штамп, равен нулю, а основание штампа составляет
с осью Ох угол е, отсчитываемый от Ох в положительном направлении

Вспомним, что

2) Ср. замечание в Конце § 57.
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(рис. 52). Таким образом, в нашем случае

g(t) = gi + igi = iitt, g'(t) = ie (10)

и
X = F = 0. (11)

Следовательно, по формуле (8) § 114 будем иметь при обозначениях,
принятых в предыдущем пункте:

dt

- (
X(t)(t-z) '

(12)

где X (z) дается формулой (3), а X (() = Х+ (t).

У

Рис. 52.

На основании замечания 1 в конце § 110 последний интеграл вычис-
ляется в конечном виде. В нашем случае, при больших \z\,

и из формулы (40) § 110 получаем:

V
-1

Внося это значение в правую часть формулы (12), получаем:

®(z) = -£fr{l-(z-W)X(Z)}, (13)
и наша задача решена.

Вычислим значение Р (t) -\- iT (t) для точек t под штампом. Имеем:

т. е. согласно принятым нами обозначениям

р и\ л- :т it\._ 2(ш' ,. (14)
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Внося вместо X (£) значение (6) и разделяя действительные и мни-
мые части, получаем явные выражения для Р (t) и Т (t), которые не выпи-
сываем.

До сих пор мы предполагали, что угол е задан и что, следовательно,
штамп удерживается в заданном положении некоторой парой внешних
сил, не заданной заранее. Можно поставить задачу иначе, а именно:
считать, что задан момент М пары внешних сил, действующих на штамп,
и что требуется найти соответствующий угол наклона е.

Вычислим для этого момент М, соответствующий данному е; этот
момент дается формулой

i

М= — \ tP(t)dt (15)

(положительным направлением вращения считается направление, обрат-
ное движению часовой стрелки), где под Р (t) следует подразумевать
значение, определяемое формулой (14).

Интеграл формулы (15) есть действительная часть интеграла

I= — \ t[P(t) + iT(t)]dt, (16)

который легко вычислить в конечном виде. В самом деле, внося значе-
ние, определяемое формулой (14), получаем:

(t)dt. (17)

Последний интеграл можно вычислить при помощи того же приема,
которым был вычислен интеграл (42) в § 110. Именно: рассмотрим интеграл

)d£, (18)

взятый по замкнутому контуру Л, охватывающему отрезок L' (—
<; £<; I) и пробегаемому в направлении движения часовой стрелки.

Стягивая Л к отрезку L', получаем:

/ 0 = V t ( t — 2 $ l ) X + ( t ) d t + \ t ( t — 2i$l)X-{t)dt

или, вспоминая, что X~ (t) = X+ (t) = X (t),

h = ^~^ \ t{t — 2if>l)X{t)dt,

и, следовательно,

т ^ r 0 1 т

97*
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С другой стороны, при больших | £ | имеем разложение:

откуда следует, что коэффициент при £ - 1 в разложении выражения
£ (£ - 2*р/) X (£) равен

2

Поэтому применяя к интегралу в правой части (18) теорему о вы-
четах, получаем:

и, следовательно,

1 х + 1 Е-

Мы видим, что / — действительная величина. Поэтому М = Re/ = /,
и, значит,

М^^ЩР^г. (19)
При заданном М угол е наклона штампа определяется по формуле

Подставляя это значение е в формулу (13), получаем решение задачи
равновесия штампа под действием заданной пары.

3. Д е й с т в и е э к с ц е н т р и ч е с к и п р и л о ж е н н о й
с и л ы . Пусть на штамп с прямолинейным основанием, который может
и перемещаться поступательно и наклоняться, действует эксцентрически
приложенная сила, направленная вертикально вниз. Действие этой
силы эквивалентно действию такой же силы, но приложенной симметрич-
но, и некоторой пары. Поэтому мы получим решение задачи, складывая
решения, полученные в п. 1 и 2.

§ 115. Задача давления жестких штампов при отсутствии трения *).
Рассмотрим теперь задачу давления одного или нескольких жестких

1) Эта задача впервые была решена М. А. Садовским [1] для одного частного
случая. Во втором издании настоящей книги было дано общее решение для случая
п = 1, которое было затем обобщено А. И. Бегиашвили [1] на случай произвольного п.

Решение, гораздо более простое, приводимое в тексте, было дано автором
в статье [22]; одновременно ( и независимо) А. В. Бицадзе нашел решение, близкое
по существу к этому последнему решению.
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штампов на границу упругой полуплоскости в предположении, что тре-
ние отсутствует. Предположим сперва для большей ясности, что мы
имеем один жесткий штамп, основание которого имеет заданную форму.
Пусть у = f (х) — уравнение профиля основания штампа до того, как
он стал вдавливаться в упругую полуплоскость. Если предположить,
что штамп может перемещаться лишь поступательно в направлении,
нормальном к границе, то профиль его основания после вдавливания
будет иметь уравнение у = f (х) -\- с, где с — действительная постоян-
ная. Предположим, что в соприкасание со штампом вошел участок аЪ
границы упругого тела. Так как точка границы упругого тела, занимав-
шая до деформации положение (t, 0), а после деформации — положение
(t + и, v), где и, v — компоненты ее смещения, должна находиться на
линии у = f (х) -{-с, то должно быть v = / (t -f и) -f- с. Считая, как
всегда, что и, v — малые величины и что / (х), /' (х) также малые вели-
чины (это предположение вытекает из требования малости деформации),
будем иметь, отбрасывая малые величины высших порядков: v = f (t) -f
-f с ( о < < < ^ ) , где v = v~ — нормальное смещение точки границы

упругой полуплоскости. Аналогично для случая нескольких штампов.
В соответствии со сказанным граничные условия задачи давления

системы штампов, могущих перемещаться лишь поступательно, при отсут-
ствии трения формулируются аналогично условиям задачи § 114, с той
лишь разницей (мы применяем обозначения § 114), что теперь

Ху = 0 всюду на L, Yy = 0 на L", (I)

а на L' задается лишь нормальная компонента смещения

v~ = f{t) + c(t) на L'; (2)

здесь по-прежнему L обозначает всю действительную ось, L' — совокуп-
ность отрезков Lh = ahbh (k = 1, . . ., п), a L" — остальную (незагружен-
ную) часть границы L. Первое из условий (1) распространяется на всю
границу L, так как вследствие отсутствия трения касательное напряже-
ние на границе и под штампами равно нулю.

В формуле (2) / (t) обозначает заданную на L' функцию, характери-
зующую форму оснований штампов. А именно, уравнение у = / (х), где
х принадлежит L', представляет собой уравнение совокупности профилей
оснований штампов до их смещения; с (t) определяется так: либо с (t) = с
на L' (жестко связанные штампы), либо с (t) = ch на L^ = а^Ък (не
связанные штампы), причем с и ch обозначают теперь действительные
постоянные. Не нарушая общности, в первом случае можно считать
с = 0, а во втором, например, ci = 0; остальные постоянные с̂  не за-
даются заранее.

В первом случае дополнительно задается главный вектор (0, У)
внешних сил, прижимающих всю систему штампов к упругому телу,
во втором — главные векторы (0, Yh) для каждого штампа в отдельности.
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Мы предполагали, что штампы могут перемещаться лишь поступа-
тельно; случай, когда они могут наклоняться, сводится к предыдущему
совершенно так, как в предыдущих параграфах. В этом случае должны
быть дополнительно заданы либо углы поворотов штампов, либо глав-
ные моменты внешних сил, действующих на них.

Легко показать, что поставленные таким образом задачи могут иметь
лишь одно решение, если отвлечься от поступательного перемещения
всей системы как жесткого целого; доказательство совершенно аналогично
доказательству для случая § 114.

Заметим еще, что поступательное перемещение штампов в направлении,
параллельном границе L, никакого влияния на упругое равновесие не
оказывает (с той точностью, которой мы всегда ограничиваемся).

Мы будем считать, что /' (t) удовлетворяет условию Н на каждом
из отрезков Lk = a^b^.

Граничные условия (1) показывают, как в § 114, что функция Ф (z)
голоморфна на разрезанной вдоль L' плоскости. Кроме того, легко уста-
новить, что первое из условий (1) дает на основании формулы (14) §112 *):

Ф+(г) + Ф+(г) = ф-(0 + Ф~(0 всюду на L,
откуда следует, что функция Ф (z) -f- Ф (z) голоморфна на всей плоскости;
так как, далее, она исчезает на бесконечности, то она равна нулю всюду.
Следовательно,

Ф > ) = - Ф ( 2 ) . (3)

После этого граничное условие (2), которое мы теперь перепишем так:
v-'(t) = f'(t) на U, (4)

дает на основании формулы (15) § 112 2 ) :

^ Р на//. (5)
Таким образом, мы пришли к граничной задаче § 110, а именно

к тому частному случаю, когда g = — 1. Применяя формулы (31), (33)
§ 110, получаем:

ф л л - 2 ^ [ X(t)f'(t)dt iPn-qx) (6)

L/

где через iPn-i (z) обозначен произвольный полином степени не выше
п — 1 и

X(z) = V(z-ai)(Z-bi) ... (z-an)(z-bn), (7)
На основании упомянутой формулы

_

откуда, переходя к сопряженным значениям и вспоминая (§ 112), что Ф~ (t) = Ф + (t),

ФЧ^) = Ф- (t), _ _
вычитая эти равенства, получаем:

— 2г"Ху = ф - (*) + Ф- (г)
откуда и следует утверждение в тексте.

2) См. также формулу (22) § 112.
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причем под X (z) подразумевается ветвь, однозначная на разрезанной
вдоль L' плоскости, такая, что z~" X (z) -> 1 при z -*• 00; для упрощения
письма мы обозначаем Х+ (t) просто через X (t), так что по определению

= V(t-ai)(t-bi)...(t-an)(t~bn)=X+(t); (8)

отметим еще, что
Х-(0=-Х+(0=-Х(г). (8')

Нам следует еще удовлетворить условию (3), т. е. условию Ф (z) =
= — Ф (z). Легко проверить, что первое слагаемое правой части формулы
(6) этому условию удовлетворяет *); второе слагаемое будет ему удовлетво-
рять тогда и только тогда, когда все коэффициенты полинома Pn-t (z) —
действительные числа 2 ) .

Итак, общее решение исходной задачи дается формулой (6), где под

P n _, (z) = Doz"-1 + DiZ

n~2 + . . . + Dn-i (9)

следует подразумевать полином с действительными коэффициентами.
Вычислим давление Р (t), оказываемое штампами на границу полу-

плоскости. На основании формулы (14) § 112 имеем:

P{t)=-Yy = <S)+{t)-G>-{t), (10)

откуда легко получаем на основании формул Сохоцкого — Племеля 3 ) :
X (0 /' (t) dt 2iPn-i (<0) ....

+ X(t0) * * ;
I £ I \ (t )

Коэффициенты Dj полинома Pn-i (z) могут быть определены из доба-
вочных условий, упомянутых при формулировке задачи, аналогично тому,
как это было сделано в § 114.J

1) Обозначим временно это первое слагаемое через Фо (z), т. е. положим:
l ( t ) f ' ( t ) d t

L'

вспоминая, что по определению Ф о (z) = Ф о (z), получаем:

ибо /' (<) — действительная функция. Легко видеть далее, что X (z) = X (z), ибо

из формулы (7) непосредственно следует, что X (z) выражается тем же радикалом,

что X (z), и сомнение может быть лишь в знаке: X (z) = ± X (z); рассматривая же

поведение X (z) и X (z) на бесконечности (обе функции ведут себя при больших | z |

как zn), убеждаемся, что следует оставить верхний знак. Наконец, в силу предыду-

щего и в силу формулы (10") § 112:

X (t) = Х+ (t) = Х- (() = Х- (г) = - X (г);
следовательно,

Ф о ( * ) = - Ф о ( « ) .
2) Ибо (см. предыдущее примечание) X (z) = X (z). ;
3) Следует вспомнить, что X" (t0) = — Х+ (/„) = — X (t0).
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Остановимся, например, на случае, когда даны главные векторы
(О, Yh) сил, прижимающих отдельные штампы. Тогда должно быть

-Yh = J Р (t0) dt0 (к = 1, 2, ..., п), (12)
Н

где под Р (t0) следует подразумевать выражение (11). Мы получим, та-
ким образом, систему п линейных уравнений с неизвестными Do, Di, . . .
. . ., £>„-!• Легко показать, опираясь на единственность решения задачи,
что эта система всегда однозначно разрешима *).

Мы предполагали до сих пор, что штампы могут перемещаться лишь
поступательно. Как было уже сказано, случай, когда штампы могут
наклоняться, легко сводится к предыдущему.

§ 116. Продолжение. Изучим несколько более подробно решение,
полученное в предыдущем параграфе. Для упрощения изложения рас-
смотрим случай одного штампа, соприкасающегося с осью Ох вдоль
одного сплошного отрезка аЪ; общий случай может быть рассмотрен совер-
шенно аналогично.

1. В нашем случае мы будем иметь, вместо формул (6) и (11) § 115,
соответственно:

ф( 2 ) = . ?ц Г Vit-a)(b~t)f'(t)dt D
n(y, + i)V(z — a)(b — z) J l-~z V(z — a)(b — z)

-]/{t-a){b~t)r (t)dt D_

a)(b — z) J 1~~z ~\/(z — a){b —

И

-\/(t-a)(b~t)i' (t)dt . ID
K0> ji(x + l ) V ( i ^ a ) ( b - f 0 ) J ' - ' o y{t0-a)(b-t0) '

где D — действительная постоянная. В эти формулы мы ввели (см. заме-
чание 2 в конце § 110), вместо X (z) = |/(z — a) (z — b), функцию
Y(z — а) (Р — z)> вследствие чего выражение для Р (t) представляется
в действительной форме. Под Y(t — а) {р — t) при а < t <C b мы можем
подразумевать положительную величину, а под Y(z — а) (Р — z) —
ветвь, голоморфную на разрезанной вдоль ab плоскости, принимающую
положительные значения на верхней стороне ab. Эта ветвь, как легко
видеть (см. замечание 2 в конце § 110), характеризуется тем, что при
больших | z

(3)
Постоянная D легко определяется из условия

и

^P(t)dt = P0, (4)

!) Метод, вполне аналогичный изложенному, приводит весьма просто к решению
задачи, связанной с вопросом о напряжениях в породе над угольными пластами,
поставленной и решенной (более сложным путем) С. Г. Михлиным [12].
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где Р о — заданная величина силы, прижимающей штамп, и где под Р (t)
следует подразумевать выражение, даваемое формулой (2). Еще проще
определить D, замечая, что из формул (1) и (3) следует при больших | z

откуда, сравнивая с формулой (4) § 112, получаем:

Рис. 53.

Для того, чтобы полученное решение было физически возможным,
очевидно, должно быть Р (£)>0 (при а<£<;Ь). Таким образом, после-
того, как решение получено, следует
проверить, соблюдено ли это условие.

При решении задачи мы предпо-
лагали, что участок аЪ соприкасания
штампа с упругой полуплоскостью за-
дан заранее. Это соответствует, напри-
мер, случаю, когда штамп имеет форму,
указанную на рис. 53, и когда сила,
прижимающая штамп, достаточно ве-
лика для того, чтобы углы А и В
штампа вступили в соприкасание с упругим телом. Наличие углов А, В
и объясняет возникновение бесконечно больших напряжений в точках а,
Ъ упругого тела, совпадающих с углами А, В штампа.

2. Представляет значительный интерес и тот случай, когда жесткий
профиль, прижимаемый к упругой полуплоскости, не имеет углов (напри-

мер, случай прижимания жесткого кру-
\"о гового диска) или когда прижимающая

сила не достаточно велика для того, чтобы
углы А и В вступили в соприкасание с
упругим телом, как на рис. 54.

В этом случае концы а и Ъ участка
соприкасания неизвестны заранее. Однако
полученные формулы позволяют решить
задачу и в этом случае. В самом деле,
формула (2) для давления Р (t0) под штам-
пом содержит теперь две не известные за-

ранее постоянные а, Ъ х). Для определения этих постоянных мы имеем
тоже два соотношения:

Р(а) = 0, Р(Ъ) = О, (6)

выражающие условие, что давление Р (t0) непрерывно переходит в нуль,
когда точка t0 выходит за участок соприкасания. Это условие можно заме-
нить более общим (и вместе с тем физически еще более очевидным) усло-

Рис. 54.

Постоянная D дается формулой (5).
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вием, что давление Р (to) остается ограниченным вблизи точек а, Ь, если
эти точки не являются угловыми точками профиля штампа.

Действительно, мы увидим, что условие ограниченности давления
P(to) вблизи точек а, Ъ влечет за собой и соотношения (6).

Для того, чтобы выразить условие ограниченности Р (t0) в окрестно-
стях точек а, Ъ, введем временно обозначение

Q(t) = (t-a){b-t)

и перепишем формулу (2) так:

Q(t)f(t)dt ID
я (x -fl) У<? (t0) J W ( 0 ( ' - ' o ) У<?('о)

__ 4цУ<?(<„)
J V~O(t)(t — tn)YQ(t)(t~

-(?(fo) /'(Qtf* i

или, замечая, что

еще так:

где положено:
ь

J

I' f / ' ( t ) d f

J У^То
/' (t)

a ' " ' ' a

Первый член в правой части формулы (а) не только ограничен вблизи
точек а, Ъ, но и обращается в нуль в этих точках *). Следовательно, для
ограниченности Р (t0) вблизи точек а, Ъ необходимо и достаточно, чтобы
А = 0, В + 2D = 0 или, принимая во внимание формулу (5),

С /' (0 dt = n P tf'(t)dt =

J -\/(t — a)(b—t) ' J y(t — a)(b—t)

При соблюдении этих условий формула (а) дает:
ъ

как было сказано, это выражение обращается в 0 при t0 = a, t0 = Ъ.

х) Это можно легко показать, пользуясь оценками для значений интегралов
типа Коши вблизи концов, данными в книге автора [25].
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Заметим еще, что, преобразовав формулу (1) совершенно аналогично
тому, как мы преобразовали формулу (2), легко убедиться, что при соблю-
дении условий (7)

f(t)dt

)
— а)(Ь — t) (t — z)

а

Добавим, что формулу (9), а также условия (7), мы могли бы полу-
чить, разыскивая с самого начала решение (для нашего частного случая
п = 1) граничной задачи (5) предыдущего параграфа, остающееся огра-
ниченным вблизи концов, и применяя соответствующие формулы § 110 г ) .

Итак, для определения а и Ъ мы имеем два соотношения (7), кото-
рые, вообще говоря, их однозначно определяют, если учесть также усло-
вие, что под штампом Р (£)>0 (см. ниже примеры).

Мы рассмотрели случай, когда штамп может перемещаться лишь
поступательно. Случай, когда он может наклоняться, рассматривается
совершенно аналогично (см. ниже примеры).

§ 116а. Примеры 1. Ш т а м п с п р я м о л и н е й н ы м г о р и -
з о н т а л ь н ы м о с н о в а н и е м . В этом случае /' (t) = 0 и формула
(1) § 116 дает, если принять во внимание формулу (5) § 116 и положить
а = — I, b = I, где I — половина длины основания:

(1)
Р°

Для давления Р (t) под штампом получаем, применяя формулу

Р (t) = ф+ (t) — Ф~ (t):

P(t) = *1 . (2)

Это решение было получено (иным путем) М. А. Садовским [1].
2. Ш т а м п с п р я м о л и н е й н ы м н а к л о н н ы м о с н о -

в а н и е м. Пусть угол наклона равен е (ср. § 114а, п. 2, рис. 52).
В этом случае /' (t) = е и по формулам (1) и (5) § 116 (мы считаем и здесь
а = — I, b = I) находим:

I

!=*л + u=
Интеграл в правой части вычисляется в конечном виде по формуле

(40) § 110. В нашем случае g = — 1,1 /Хр (z) = Y^ — z 2 ! т а к к а к соглас-
но формуле (3) § 116

*) При этом первое условие (7) совпадает с условием существования такого реше-
ния, а второе условие (7) выражает, что коэффициент при z"1 разложения функции
Ф (z) при больших | z \ равен заданной величине, определяемой величиной Ро силы,
прижимающей штамп.
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то формула (40) § 110 дает
i

= ni

Следовательно,

ф ( 2 ) =
2 — Z 2

Для давления Р (£) под штампом, пользуясь формулой Р (t) =
= Ф+ (0 — Ф~ (t) получаем:

Р U) = Ро ^ . (4)
w

 я у г 2 г 2 (Ч + 1 ) у72И72 v '

Решение будет физически возможным, если Р ( £ )>0п р и —
т. е. если

(Ь)

Легко также вычислить главный момент

М = — [ tP(t)dt

внешних сил, удерживающих штамп в данном положении, а именно:
применяя тот же прием, что в § 114а (пример 2), или вычисляя интеграл
обычным элементарным путем, легко получаем:

3. Ш т а м п с з а к р у г л е н н ы м о с н о в а н и е м . Пусть
штамп представляет собой полосу, ограниченную вертикальными пря-
мыми х = — I, х = -\- I и дугой А В окружности радиуса R, симметрично
расположенной и обращенной выпуклостью вниз (рис. 53 и 54). Мы
будем считать радиус В. весьма большим J). С обычной степенью при-
ближения можно положить 2):

Тогда из формул (1) и (5) § 116 следует в предположении, что вся
дуга А В приходит в соприкосновение с упругим телом:

Ф( 2 ) = 2^ \ 1Х1^2 dt
Rn (x+1) yi2— z* ^ t — z 2л У > — z2 '

Интеграл в правой части и здесь вычисляется в конечном виде,
а именно: принимая во внимание, что при больших | z

x) Радиус мы должны считать большим, чтобы иметь дело с малыми деформа-
циями.

2) Таким образом, мы заменяем дугу окружности дугой параболы, имеющей
ту же кривизну в вершине.
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получаем, применяя формулу (40) § 110:

t~yi*—t
t — z

откуда

Для давления Р (i) под штампом получаем по формуле Р (t) =
= Ф + (t) — Ф" (*):

р 2,г (*'-*') + _ _ g o _ ( 8 )

Решение физически возможно, если Р (<)>0 при — l^.t^.1,
т. е. если

Если Ро не удовлетворяет предыдущему условию, это значит, что
сила величины Ро не достаточна для того, чтобы вдавить штамп до полного
соприкасания дуги АВ с упругим телом.

Найдем дугу А'В', которая действительно вступит в соприкасание при
заданном Р о , удовлетворяющем условию

Вследствие симметрии очевидно, что отрезок а'Ъ' границы упругой
полуплоскости, вступающий в соприкасание, имеет середину в начале,
так что можно положить а' = — Г, Ъ' = V, если IV — длина отрезка
а'Ъ'. Функцию Ф (z) и давление Р (£), соответствующие данному V, мы
найдем, заменяя в формулах (7) и (8) I на Г'. Из условия Р (£) = 0 при
t = ± V получаем *):

Можно, наоборот, считать заданным V и вычислить величину Р о

силы, необходимой для того, чтобы длина отрезка соприкасания была
равна 21'. Соответствующие данному V функции Ф (z) и Р (t) даются
формулами:

2 ( гУГ^£ 2

!) Достаточно выразить, что -Р (f) остается ограниченным при t — ± Г; резуль-
тат будет тот же, как и следовало ожидать на основании сказанного в предыдущем
параграфе.
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§ 117. Равновесие жесткого штампа на границе упругой полупло-
скости при наличии трения 1 ) . Задача равновесия жесткого штампа
на границе упругой полуплоскости решена в предыдущих параграфах
в двух крайних случаях, когда коэффициент трения равен нулю (§ 115—
116) и когда он бесконечно велик (§ 114); в последнем случае предполага-
лось даже большее, а именно, что упругий материал не может отставать-
от штампа и что, таким образом, допустимо наличие отрицательных дав-
лений, даже сколь угодно больших.

Используя метод, указанный в предыдущих параграфах, можно полу-
чить решение задачи также при конечном коэффициенте трения, что
только и может иметь место в действительности. При этом мы ограни-
чиваемся рассмотрением того лишь случая, когда штамп находится на
пороге равновесия 2); точнее, предполагаем, что на границе упругой
полуплоскости, под штампом, Т = кР, где Р и Т обозначают соответ-
ственно давление и касательное напряжение, приложенные к точкам
границы полуплоскости, а. к — коэффициент трения, предполагаемый
постоянным 3 ).

Направим по-прежнему ось Ох по границе упругой полуплоскости,
а ось Оу перпендикулярно к ней, так, чтобы упругое тело занимало
нижнюю полуплоскость у < 0. При таком выборе осей Р = — Yy,.
Т = Х-у.

Будем, далее, предполагать, что штамп соприкасается с упругой полу-
плоскостью вдоль одного сплошного отрезка 4) L' = аЪ.

Кроме того, будем считать 6), что штамп может перемещаться лишь
поступательно.

*) Этот параграф представляет собой воспроизведение статьи автора [24] с незна-

чительными изменениями. Приблизительно одновременно с этой статьей была опуб-

ликована статья Н . И. Глаголева [1], в которой дается решение рассматриваемой

здесь задачи д л я частного случая штампа с прямолинейным основанием. Несколько

позже Н . И. Глаголев [2] дал решение д л я случая, когда профиль основания имеет

произвольную форму и когда коэффициент трения может зависеть от места контакта.

Л . А. Галин [1] дал несколько отличный способ решения (также и д л я анизотропного

тела); см. также монографию Л . А. Галина [ 4 ] .
2) Очевидно, что полученное при этом решение приложимо и к случаю медлен-

ного скольжения штампа по границе полуплоскости.
3 ) Л . А. Галин [2] дал остроумное решение задачи о вдавливании жесткого

штампа с плоским основанием в предположении, что отрезок контакта разбивается

на три участка, причем на среднем имеет место сцепление, а на крайних — проскаль-

зывание. В одновременно опубликованной статье С. В. Фальковича [1] дается реше-

ние той ж е задачи в предположении, что на участках проскальзывания трение отсут-

ствует. См. также Галин [4].
4 ) Результат легко обобщается на случай, когда область соприкасания состоит

из конечного числа раздельных отрезков (ср. предыдущие параграфы).
5) Случай, когда штамп может наклоняться, легко сводится к предыдущему,

аналогично тому, к а к это было сделано выше (см. также пример 2 в следующем пара-

графе).
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Граничные условия нашей задачи имеют вид:

T(t) = kP(t) на U, (1)

v' = / (t) + const на L',
T(t) = P(t) = O вне U на Ох. к г

Здесь по-прежйему t обозначает абсциссу точки оси Ox, v — проекцию
смещения на ось Оу, f (t) — заданную функцию, определяющую профиль
штампа, а именно: у = f (x) есть уравнение этого профиля. Мы будем счи-
тать, что / (t) имеет производную /' {t), удовлетворяющую условию Н.

Кроме того, мы будем считать заданной величину

(t)di, (3)

т. е. суммарное давление штампа на полуплоскость. Суммарное каса-
тельное напряжение будет тогда очевидно То = кР0; таким образом,
будет задан главный вектор (X, Y) = (То, — Ро) внешних сил, действую-
щих на штамп и уравновешиваемых реакцией упругой полуплоскости.

При обозначениях и общих предположениях, принятых в § 112,
граничные условия (1) и (2) нашей задачи могут быть записаны на осно-
вании формул (14) и (15) § 112 соответственно в виде 1):

(t) + (l + ik)O-(t) н а / / , (4)

— Ф~ (t) = ii\if (t) н а / / , (5)

причем условие Р (i) = T (t) = 0 на Ох вне L' эквивалентно условию
голоморфности функции Ф (z) вне отрезка L' = аЪ.

Формула (4) показывает, что функция (1 — ik) Ф (z) —}— (1 —]— 1к)~Ф (z)
голоморфна на всей плоскости, и так как она должна исчезать на беско-
нечности, то

(1 — 1к)Ф(г) + (1 + 1к)Ф(2) = 0 (6)

на всей плоскости. Выражая при помощи формулы (6) Ф (z) через Ф (z)
и внося в формулу (5), получаем граничное условие для Ф (z):

Ф+(О = *Ф-(') + /о(О на//, (7)
где положено:

ik{y, — 1) ' ! о К > х + 1 — ik(K — 1) '

Предыдущие выражения можно упростить, вводя постоянную а,
определяемую условиями (вспомним, что х > 1, к > 0):

^ i | . (8)

х) Вместо условия (2) мы используем, как в предыдущих параграфах, соотно-
шение
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Тогда

•л + 1 ± ik (и — 1) = У(х +1)2 + к2 (х — I) 2

cos яа
и, следовательно,

" " " ^ ^ ) - (9)

Применяя к решению задачи (7) способ, указанный в § 110, и заме-
чая, что в нашем случае х)

и что в качестве функции Х о (z) в формуле (18) § 110 можно взять выраже-
_ i _ - - +

ние (z— а) 2 (Ъ — z) 2 ( с м . замечание 2 в конце § 110), получаем:

к ? 2 2
? ( t - a ) 2 ( Ь - Q 2 f'(t)dt ,

j \ — — |-

+ r^ r— ' (10)
2 + a 2~°

(z-a)Z (6-z)

- + - -
где Co — постоянная, а под (z — a)2 (b — z)2 подразумевается ветвь,
голоморфная вне отрезка ab и принимающая на верхней стороне этого

1 :1

отрезка действительные положительные значения (t — a) 2 (b — t ) 2 ;
указанная ветвь характеризуется, как легко видеть, тем, что

2-VQO

Постоянная Со сразу определяется на основании формулы (4) § 112,
которая дает:

откуда на основании формулы (11) следует:

2л

г) Напомним, что по условию, принятому в § 110, мы должны взять то значение
логарифма, для которого

Величина, обозначенная в § НО через а, обозначена теперь через -у + а, а функция

/ (г) обозначена теперь через /0 (t).
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и формула (10) принимает вид:

ф 2ц (1 + Щ enia cos ла £ (t—af (b — tf f (t) dt
- 4 - -

enia cos ла £ ( t f (b tf

z — a f (b )2

1 1_

2n(z — af (b — z)"

Легко проверить, что все условия задачи будут удовлетворены, если,
как мы условились, считать, что /' (t) удовлетворяет на L' условию Н.
Таким образом, задача решена, ибо функция Ф (z) вполне характеризует
напряженное состояние.

Разумеется, решение будет физически возможным лишь в случае,
если давление Р (t) в точках t под штампом, вычисленное на основании
формулы (12), удовлетворяет условию Р (г)>0. Давление это легко
вычисляется. В самом деле, на основании формулы (14) § 112 имеем:

Вычисляя последнюю разность по формулам Сохоцкого — Племеля,
легко получаем:

4a sin ла cos ла

x + 1 /'('„) +
-4- '

4 2 ( t - a ) 2 ( Ь — i f f ' ( t ) d t

Ро cos ла

+a a \
) (b—tof

2 + а 2~"

я (г0 —a) (b — t0)

При к = 0 (тогда и a = 0) снова получаем решение для идеального

случая, когда трение отсутствует.

§ 117а. Примеры 1. Ш т а м п с п р я м о л и н е й н ы м г о р и -
з о н т а л ь н ы м о с н о в а н и е м . В этом случае /' (() = 0 и фор-
мулы (12), (13) § 117 дают:

Ф ( 2 ) = , ( 1 )

2+" 5-°
2 л ( г — a) (b — z)"

p/t\_ Рр COS ла ,„ч

n(t-a)Z (b-tf

2. Ш т а м п с п р я м о л и н е й н ы м н а к л о н н ы м о с н о -
в а н и е м . Пусть основание штампа составляет с осью Ох (малый) угол е.
Тогда можно взять / (t) = zt -f- const, /' (t) = e.
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Подставляя в формулу (12) § 117 на место /' (t) постоянную е и пола-
гая для упрощения письма а = — /, Ъ = + /, получаем, применяя фор-
мулу (40) § 110 х ) :

ч __ (1 -f ik) enia PQ (* + 1 ) — 8лцга1 — 4w[tez
Ф ^ - 2я(х+1) ЦТ" Ц^~ "̂

(l + zf (l-zf

Давление Р (t) под штампом дается формулой:

(l+t)2 (l-t)2

Решение физически возможно, т. е. Р (t) > 0 на отрезке — /<; t <. 1Г

при условии

(1 — 2а)

Легко также вычислить момент
+i

М= — [ tP(t)dt,

равный главному моменту внешних сил, действующих на штамп, а имен-
но: поступая совершенно так, как в § 114а, п. 2, получаем:

Последнее соотношение определяет е по данным М и Ро. В частности,
если М = 0, т. е. если внешние силы, действующие на штамп, эквива-
лентны одной силе, приложенной в середине основания, то

так как 0 < а < - 2 - , это значение е удовлетворяет условию возможно-

сти (5).

§ 118. Другой способ решения граничных задач для полуплоскости.
В предыдущих параграфах решение граничных задач для нижней полу-
плоскости мы сводили к разысканию функции Ф (z), надлежащим образом
распространенной на верхнюю полуплоскость.

Очевидно однако (ср. способы решения, изложенные в предыдущей
главе), что предыдущие задачи можно было свести к разысканию непо-
средственно функции

Ф (z) = J Ф (z) dz,

В нашем случае при больших | z |

1 , 1
1 2 + ° 2~" • Г 1

v—r^r = (' + z) (' — z) = — 1 е я г а (z4-2la) 4-0 ( —
Лр (z) V z
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также распространенной на верхнюю полуплоскость [см. § 112, форму-
лу (16)].

Некоторое неудобство представляет то обстоятельство, что ср (z), вооб-
ще говоря, многозначна. Однако это неудобство можно устранить выде-
лением из ф (z) многозначной части, что делается очень просто.
С другой стороны, введение в рассмотрение ф (z) вместо Ф (z) имеет то
преимущество, что при составлении граничных условий, содержащих гра-
ничные значения смещений, не приходится предварительно дифференци-
ровать эти значения.

§ 119. Задача соприкасания двух упругих тел (обобщенная плоская
задача Герца). Рассмотрим два упругих тела Si, S2, близких по форме
к полуплоскостям, соприкасающихся вдольучастков аЪ их границ (рис. 55).
Участок соприкасания аЪ не задан заранее и подлежит определению.
Заранее заданы: форма границ
(близких к прямолинейным) до
деформации и главный вектор
внешних сил, прижимающих,
скажем, тело S2 к телу Si. Счи-
тается, что трение отсутствует.
Кроме того, считается, что на-
пряжения и вращения для Si и Р и с 55.
S2 равны нулю на бесконечности.

Эта задача, представляющая большой самостоятельный интерес,
важна еще потому, что она решает задачу о соприкасании двух тел произ-
вольной формы (здесь имеется в виду двумерный случай), если участок
соприкасания весьма мал по сравнению с размерами тел; тогда, если нас
интересуют напряжения и деформации вблизи места контакта, мы мо-
жем без заметной погрешности считать, что рассматриваемые тела близ-
ки по форме к полуплоскостям.

В трехмерном случае задача соприкасания двух упругих тел была
впервые поставлена и решена Герцем при некоторых ограничительных
допущениях, в частности при допущении, что площадка соприкасания
весьма мала и что уравнения недеформированных поверхностей вблизи-
места соприкасания могут быть с достаточным приближением представ-
лены в виде z = Ахг + 2Вху + Су2 при подходящем выборе осей коор-
динат *).

Таким образом, сформулированная выше задача соприкасания двух
тел, близких к полуплоскостям, представляет собой двумерный аналог
задачи Герца, но несколько обобщенный, так как мы не считаем участок
соприкасания малым и в соответствии с этим не делаем никаких допущений

*) И, Я. Штаерман [2] привел трехмерную задачу Герца к интегральному
уравнению при более общих предположениях.
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относительно формы границ, кроме условия, что они близки к прямой
(и достаточно гладкие).

Эта задача рассматривалась несколькими авторами. И. Я. Штаер-
ман [1, 3] х) приводит ее к уравнению Фредгольма первого рода (пишем
его в наших обозначениях):

ь
P(t)\n\t — to\dt = f(to) +const, (a)

где Р (t) — искомое давление одного тела на другое в точке t участка
соприкасания тел, а / (t) — заданная функция. К такому же точно урав-
нению приводится задача давления жесткого штампа на упругую полу-
плоскость, как это было сделано во втором издании настоящей книги
(§ 87); уравнение это легко решается в квадратурах (см. там же, § 88)
при заданных а и Ъ.

А. В. Бицадзе [1] приводит эту задачу к сингулярному интеграль-
ному уравнению 2), явное решение которого находится сразу.

Ниже приводится решение задачи методом, вполне аналогичным тому,
которым мы решили задачу в случае, когда одно из соприкасающихся тел
абсолютно жесткое (§ 115).

Будем считать, что тело St занимает нижнюю полуплоскость S~,
а тело S2 — верхнюю S+, и будем отмечать соответственно значками 1 и 2
компоненты напряжения и смещения, а также постоянные^, [А, х, отно-
сящиеся к Si и iSV

Пусть <Х>1 (z) — кусочно-голоморфная функция, соответствующая
телу Si и определенная так, как в § 112; пусть Ф 2 (z) — такая же функ-
ция для тела Sz; эти функции голоморфны на всей плоскости, за исклю-
чением отрезка ab оси Ох, ибо границы тел свободны от внешних на-
пряжений вне этого отрезка. Ввиду того, что по условию трение отсут-
ствует, будем иметь [Xy]t = 0 на Ох, отсюда, как в § 115, заключаем,
что Ф4 (z) = — <&i (z); точно так же заключаем, что Ф 2 (z) = — Ф 2 (z).
Если, далее, Р (t) обозначает давление одного тела на другое в точке t,
то, как в § 115,

Р(0 = ФИ0-ФГ(0: (1)
совершенно аналогично

Р ( 0 = Ф - ( 0 - Ф , + (0- (2)
Сравнивая эти равенства, получаем, что № t + Ф 2 ] + = №i + Ф2]~,

откуда следует, что сумма Ф4 (z) + Ф 2 (z) голоморфна на всей плоскости;
так как, далее, она исчезает на бесконечности, то Ф4 (z) -j- Ф 2 (z) = 0.
Итак, в результате сказанного имеем:

Ф1(г)=—Ф1(г), Ф2(г)=—Ф2(г), Ф2(г) = — ф, (z). (3)

!) См. также Штаерман [4].
2) Уравпение А. В. Бицадзе может быть получено дифференцированием обеих

частей уравнения (а).
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Если теперь

У = А(О. У = /г (О

— уравнения границ тел Si и S2 до деформации 1 ), то после деформации
мы должны иметь на участке соприкасания 2 ):

/i(0 + T ( 0 = /2(*)4-X(*).
откуда

на-efr, (4)

или еще [ср. формулу (22) § 112]

v'i~ — »? = < — <=t'{t) н а аЪ, (5)

где положено:

f(t) = h(t)-h(t). (6)
Мы будем считать, что /' (t) удовлетворяет условию Н.

Выражая теперь граничное условие (5) при помощи формулы (15)
§ 112, примененной соответственно к Si и S2, легко получаем, принимая
во внимание соотношения (3):

0 = Н а пЬ ( 7 )

где положено для сокращения письма:

Мы пришли, таким образом, к той самой математической граничной
задаче, к которой приводит задача давления абсолютно жесткого штампа
на полуплоскость, т. е. к задаче, соответствующей граничному условию,
выражающемуся формулой (5) § 115; только в нашем случае, вместо
Ф (z) в упомянутой формуле, мы должны взять Ф4 (z), а вместо постоян-
ной 4(j,/(x + 1) в правой части этой формулы — постоянную ПК. Кроме
того, в нашем случае, участок соприкасания, как в § 116, п. 2, не задан
заранее и, так же как в § 116, п. 2, требуется найти решение Ф4 (z),
исчезающее на бесконечности и ограниченное вблизи концов а, Ъ.

Пользуясь формулами § 116 или непосредственно результатами
§ 110, приходим к следующему заключению.

Функция Ф! (z) дается формулой [см. формулу (9) § 116]

ф i{z)=V(EME±\ -7=m£L . (9)
W 2лК ) -\/{t ) ( b t ) ( t z) V

1) /j (t) и f-> (t) должны быть малыми величинами, так же как и производные

ti(t), / i(0.
2) Ср. § 115. В сущности следовало бы написать: /4 (t) -\- vj = F (t + wj),

/2 (<) _j_ y+ = F {t + ut), если у = F (t) есть уравнение линии контакта после дефор-

мации; однако с той степенью точности, которая принята нами, можно считать, что

F (t -\- щ) = F (t -\- м | ) , и мы получаем соотношение, приведенное в тексте.
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Для определения а и Ъ мы имеем два соотношения 1см. формулы (7)
§ 116]:

\ / ГУ" - = П (10)
0 V ( t — а)(Ь — t)( а)(Ь — t)
а

И

где Р о обозначает величину главного вектора внешних сил, прижимающих
тело Sz к 5 4 (или б1! к S2); эту величину мы считаем заданной.

Под У (z — a) (b — z) подразумевается, как в § 116, такая ветвь,
что при больших | z

V(z—a)(b — z) - -iz + O (1), (12)

а под У (t — а) ( b — t) при a < ( < 6 подразумевается положительное
значение радикала.

Давление Р (t0) = Ф* (t0) — Ф7 (t0) дается формулой:

Р(to) = У«о-*НЪ-М \ _ПЬ
а

Если функция / (t) — четная, т. е. если
(14)

то, руководствуясь соображениями симметрии, мы можем заранее взять
а = — /, Ь = + I, где / подлежит определению. В этом случае условие
(10) выполняется само собой, а для определения / у нас остается соотно-
шение

При предположении (14) и а = — Ъ полученные нами окончательные
формулы совпадают с теми, которые получил А. В. Бицадзе в упомяну-
той выше статье.

Как было показано в § 110 (замечание 2), интегралы, фигурирующие
в предыдущих формулах, вычисляются совершенно элементарно, если
/' (t) рациональная функция, в частности полином. Полагая, например,

где А — постоянная, а п — целое положительное число, сразу получим
решение, найденное И. Я. Штаерманом [1]. Полагая

что соответствует случаю, когда Si и 5 2 ограничены окружностями радиу-
сов i?i и R2 (больших по сравнению с участками соприкасания), полу-
чим решение1), найденное Л. Фёплем (L. Foppl [1]) иным путем.

1) С точки зрения вычислений мы имеем тот же случай, что в примере 3 § 116а.
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Некоторые другие примеры можно найти в статье И. Я. Штаермана
[3] и в его книге [4].

При учете трения между соприкасающимися телами задача значитель-
но усложняется. Решение некоторых контактных задач при наличии
трения, представляющих значительный практический интерес, дано
Н. И. Глаголевым; часть этих результатов опубликована в статье Н. И.Гла-
голева [3].

§ 120. Граничные задачи для плоскости с прямолинейными раз-
резами *). Методом, аналогичным предыдущему, можно легко решить
основные граничные задачи, а также некоторые другие, когда область,
занятая телом, представляет собой всю плоскость с прямолинейными
щелями, расположенными вдоль одной и той же прямой, которую мы
примем за действительную ось. Мы начнем с вывода некоторых формул,
аналогичных формулам § 112.

1. О б щ и е ф о р м у л ы . Пусть область S', занятая упругим
телом, представляет собой всю плоскость, разрезанную вдоль п отрезков
Lh = dht>h (к = 1) ••• i га) оси Ох; совокупность этих отрезков мы теперь
обозначим через L.

Мы не будем считать в этом параграфе, что напряжения исчезают
на бесконечности, а будем лишь предполагать их ограниченными на бес-
конечности.

Тогда функции Ф (г) и f (z) голоморфны в S', включая бесконечно
удаленную точку, и при больших \z\ согласно формулам (4), (5) § 36:

(1)

где (X, Y) обозначает главный вектор внешних усилий, приложенных
к краям совокупности разрезов L,

Т = В + iC, Г = В' + 1С (2)

— постоянные, имеющие значения, определяемые формулами (§ 36):

\ , C = ̂ - , Г' = -4-(^-^ 2 ) в -2Ч (3)

где JVi, N2 — значения главных напряжений на бесконечности, а — угол,
который ось, соответствующая Ni, составляет с осью Ох, а е» — значение
вращения на бесконечности.

Применяя наши обычные обозначения, введем в рассмотрение функ-
цию

2) + Y(z), (4)

!) Этот параграф воспроизводит содержание статьи автора [23] почти без вся-
ких изменений.
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также голоморфную в S' и имеющую на основании формул (1) при боль-
ших | Z | ВИД

Заменяя в формуле (4) z на z и переходя к сопряженным значениям,
получаем:

Y(z) = Q(z) — Ф(г) —z<D'(z). (6)

Так как компоненты напряжения выражаются через Ф (г) и ? (z), то
мы можем выразить их также через Ф (г) и О (г).

В частности, на основании формулы (8) § 32 будем иметь:

-z)O' (z). (7)

Аналогично могут быть выражены компоненты смещения, если вместо
г|> (z) ввести функцию

to (z) = ^ Q (z) dz = гФ (z) + ij) (z) + const, (8)

определяемую по функциям Ф (z), W (z), как и функции ф (z), г|э (z), с точ-
ностью до аддитивной постоянной. Тогда формула (1) § 32 примет вид:

2ц, (u-\-iv) = x(p(z) — m(z) — (z—г)Ф'(г)-\- const. (9)

В дальнейшем мы будем считать, что функции Ф (z), Q (z) кусочно-
голоморфны в смысле определения § 106, так что, в частности, вблизи
любого из концов ah, bh

1<

где А, а — положительные постоянные, причем а < 1, а с обозначает
соответствующий конец. Кроме того, мы будем считать, что для всех tr

принадлежащих L, но не совпадающих с концами,

Iimj/O>'(z) = 0 (z = z + iy). (И)

2. П е р в а я о с н о в н а я з а д а ч а . Перейдем теперь к реше-
нию первой основной задачи 1 ) , т. е. будем считать заданными значения
Yy, Xy, Yy, Ху на L; значками ( + ) и (—) отмечены, как всегда, граничные
значения, принимаемые соответственно на верхнем и нижнем краях
щелей (разрезов).

Кроме того, мы будем считать заданными постоянные ReF = В
и Г' = В' -f- iC, т. е. значения напряжений на бесконечности. Так как
речь идет о распределении напряжений, то, не нарушая общности, мы
будем считать, что С — 0, т. е. что

На основании формул (7) и (11) граничные условия принимают вид:

t) = Yj — iXy на L. (12)

1) Решение (менее простое) этой задачи было дано Д. И. Шерманом [12].
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Складывая и вычитая, получаем:

l<b(t)-\-Q(t)]++[O(t) + Q(t)]-=:2p(t) на L, (13)

[Ф(0—Q(01 + — [Ф(0 — Й(0Г = 2?(0 на L, (14)
где р (£), g (£) — заданные на L функции:

p(O = {[y;+y»i-{[xj+ij],)

Мы будем считать, что р (t) ж q (t) удовлетворяют на L условию Н.

Так как Ф (оо) — Q (оо) = — Г', то общее решение граничной
задачи (14) дается формулой (§ 108):

\im±-f. (16)

Далее, полагая
п I 1

X(z)=H(z-ak?(z-bh)* (17)

и применяя формулу (33) § 110, получаем общее решение граничной
задачи (13), ограниченное на бесконечности х ):

L

где Рп (z) обозначает полином степени не выше п:

Pn(z) = Coz
n + CiZ

n-i+...+Cn; (19)

под X (t) подразумевается значение, принимаемое функцией X (z) на левой
стороне L.

Из формул (16) и (18) следует:

ф(г) = ф о( 2) + ̂ — | - Г ' , Q(2) = Q0(2) + % - | | + y f ' , (20)

где

L

g (0
() ^

При наших условиях относительно р (t) и q (t) условие (11) удовле-
творено на основании сказанного в § 69 (п. 2).

Остается определить полином Рп (t). Будем считать для определен-
ности, что под X (z) подразумевается ветвь, имеющая при больших \z\
вид

Х ( 2 ) = + 2 " + а п _ 1 г п - 1 + . . . (17')

-1) Это последнее условие вытекает из формул (1) и (5).
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Коэффициент Со сразу определяется по первой формуле (20) и по
условию Ф (оо) = Г:

С0 = Г + | г . (23)

Остальные коэффициенты должны быть определены из условия одно-
значности смещений. На основании (9) это условие заключается в том,
что выражение хер (z) — со (z) должно возвращаться к своему первона-
чальному значению, когда точка z описывает замкнутые контуры Ah, охва-
тывающие отрезки ahbk = Lk. Стягивая контуры Ak к отрезкам Lh, легко
убедиться, что условие однозначности выражается следующими равен-
ствами *):

|j Р ( У \ $ [U+

o(t)-Q-o(t)]dt = Q (24)

которые представляют собой систему линейных уравнений относительно

Эта система всегда разрешима. В самом деле, однородная система,
получаемая в случае Г = Г" = 0, Y% = Ху = Yy = Ху = 0, не может
иметь решения, кроме решения Cj = Cz = . . . = Сп = 0, ибо исходная
задача, как легко установить обычным путем, имеет в этом случае лишь
тривиальное решение Ф (z) = Q (z) = 0. Поэтому неоднородная систе-
ма (24) всегда однозначно разрешима. Таким образом, наша задача
решена.

В частном случае, когда края щелей свободны от напряжений (з а-
д а ч а р а с т я ж е н и я п л а с т и н к и , о с л а б л е н н о й т р е -
щ и н а м и ) , Фо (z) = Wo (z) = 0 и решение принимает чрезвычайно
простой вид:

ф<2) = 1Щ-~тГ'' Q ( z ) = i W + T r ' ' ( 2 5 )

причем коэффициенты полинома Рп (z) определяются условиями:

^ ^ = 0 ( * = l, 2, . . . . п). (26)

При п = 1 (одна щель), полагая at — — a, bt = а, получаем весьма
простые формулы:

Решение (менее простое) задачи для частного случая п = 1 фактиче-
ски содержится в § 82а как частный случай задачи равновесия пластинки
с эллиптическим отверстием под влиянием заданных усилий, приложен-
ных к обводу.

*) Выражения OJ — Ф^ и Q.% — Q~ легко вычисляются по формулам Сохоц-
кого — Племеля.
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3. В т о р а я о с н о в н а я з а д а ч а . Рассмотрим теперь вторую
основную задачу, т. е. будем считать, что на L заданы значения смещений
и+ (t), v+ (t) на верхнем крае и и~ (t), v~ (t) на нижнем, причем, если
и (ak)< v (ak) и и (bk), v (bk) обозначают (заданные) смещения точек ak,
bh, то

н.+ (аА) = ы-(ад) = «(ай), v+(ak) = v~ (ah) = v (ah), ]

Кроме того, мы будем считать заданными постоянные Г и Г' (на
этот раз мы не считаем С = 0), а также главный вектор (X, Y) внеш-
них усилий, приложенных к L.

Для того чтобы не рассматривать непосредственно функций ф (z),
to (z), которые могут быть многозначными, будем исходить при составле-
нии граничных условий не из формулы (9), а из формулы, получаемой
из нее дифференцированием по х:

/) = хФ(г) — Q ( z ) - (z —z)CD'(z), (29)

где и', v' — частные производные и, v по х. Согласно предыдущей фор-
муле граничные условия запишутся так J ):

t)—Q- (t) = 2|x (u+r + iv+l),

Складывая и вычитая, получаем:
[хФ (t) — Q (t)]+-\- [хФ (t)—Q (t)]~ = 2/ (t) на L, (31)

[хФ (t) -f Q ( 0 Г — [*Ф (t) + ^ ( 0 Г = 2g(I) на L, (32)

где / (t), g (t) — заданные на L функции:

Мы будем считать, что эти функции удовлетворяют на L условию Н.
Подобно предыдущему, общие решения граничных задач (32) и (31)

даются соответственно формулами:

^ ' + Г- + хГ + Г, (34)

4ШШ+«|М, (35)
L

где X (z) есть функция, определяемая формулой (17), а Х ( ( ) — значение
этой функции на левой стороне L.

Предыдущие формулы определяют искомые функции Ф (z) и W (z)
•с точностью до слагаемого, содержащего полином

Первые два коэффициента Со и Ct этого полинома непосредственно оп-
ределяются из формулы (35), если принять во внимание, что в силу

Ср. конец § 112.
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формул (1) и (5) при больших | z | должно быть:

хФ(2) — Q(z) = xr — Г —Г' — -4-V-J^- + 0(Ar^) . (36)
v ' v ' я ( х + 1 ) z ' v z2 J х '

Легко видеть на основании формул (28) и (30), что смещения и, vr

вычисленные при помощи формулы (9) по найденным функциям Ф (z)r

W (z), будут однозначными. Однако эти смещения будут принимать на
разрезах Lh заданные значения лишь с точностью до некоторых постоян-
ных слагаемых, которые могут оказаться различными на различных
разрезах. Обозначим через си с2, • • . , сп постоянные, на которые отли-
чается выражение 2|л (и -|- iv), вычисленное по функциям Ф (z), fi (z),
от заданных значений на разрезах Li, L2, . . . , Ln

 J ) . Функции Ф (z)
и О. (z) будут удовлетворять условиям задачи лишь в том случае, если
ci = с2 = • • • = сп

 2). Легко видеть на основании формулы (29), что
эти условия могут быть выражены так:

[хФ (0 - Q (*)] dt = 2ц {a (ah+i) - и (bh) + i [v (ak+1) — v(bk)\} (37)

(* = 1, 2, . . . , n —1),
где в правой части фигурируют заданные величины — те же, что в фор-
мулах (28).

Внося в левую часть выражение (35), получим систему п — 1 линей-
ных уравнений для вычисления оставшихся еще неопределенными п — 1
коэффициентов Сг, . . . , Сп; как легко видеть, подобно предыдущему,
эта система всегда однозначно разрешима. Таким образом, задача решена.
Решение для частного случая п = 1 было получено нами в § 83 иным
путем.

Аналогично предыдущему решается задача в случае, когда смещения
заданы лишь с точностью до постоянных слагаемых, которые могут быть
различными на различных щелях, но зато дополнительно задаются глав-
ные векторы внешних усилий, действующих на каждую щель в отдель-
ности.

4. О д н а с м е ш а н н а я з а д а ч а . Решим в заключение одну
задачу, рассмотренную Д. И. Шерманом [13]. В этой задаче задаются
внешние напряжения, приложенные, скажем, к верхним краям щелей,
и смещения на нижних краях 3 ). На основании формул (7) и (29) гранич-
ные условия запишутся так:

Ф+(t) -\- Q~ (t) = Yy — iXy, хФ"(/) — Q+(t) = 2(j, (u~' -\-iv~') на L. (38)

*) Эти постоянные одинаковы на верхней и нижней сторонах каждого разреза,

ибо, к а к легко убедиться при принятых нами условиях, выражение 2ц (и -\- iv}

стремится к определенному пределу, когда z приближается к одному из концов яд, Ь^.
2) Тогда можно добиться и того, чтобы cj = с2 = . . . = сп = 0 за счет произ-

вольной постоянной, входящей в правую часть формулы (9).
3) Д . И. Шерман решает задачу довольно сложным путем, приводя ее к системе

(правда, простой) сингулярных интегральных уравнений. В решении Д . И. Шермана

имеется одно упущение, о котором будет сказано ниже.
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Умножая второе из этих равенств сперва на —i/"j/x, затем на -fi/j/x
л складывая с первым х), получаем условия на L:

(39)

где Д (£) и /2 (0 — заданные на L функции; мы будем считать, что эти
-функции удовлетворяют условию И на L.

Таким образом, функции

0 ( z ) + ^ Q ( a ) , $(z)^Q(z)
ук ух

определяются решением граничных задач (39) и (40), представляющих
собой частные случаи задачи, решенной в § 110. По обозначениям § 110
для задачи (39) g = i\'к, для задачи (40) g = — iYx.

Решая эти задачи по способу, указанному в § 110, и учитывая пове-
дение функций Ф (z), Q (z) на бесконечности, получаем:

где

причем

( 4 3)

Y l

In у.
2т

Под Х4 (z) и Х 2 (z) подразумеваются ветви, голоморфные на разрезанной
вдоль L плоскости.

Складывая и вычитая формулы (41) и (42), получаем явные выраже-
ния для Ф (z) и Q (z), которые мы не выписываем.

Для определения 2п -f- 2 коэффициентов полиномов Р(п} и /"£" мы
имеем следующие условия. Во-первых, условия, выражающие, что функ-
ции Ф (z) и Q (z) ведут себя на бесконечности так, как того требуют пер-
вая из формул (1) и формула (5); мы считаем, что величины Г, Г', X, У,
входящие в эти формулы, заданы 2 ). Во-вторых, условия, выражающие

г) Ср. Шерман [13], стр. 333.
2) Главный вектор усилий, приложенных к верхним краям щелей, опреде-

ляется по заданным значениям Yy, Xy на L; кроме того, мы считаем заданным глав-
ный вектор усилий, приложенных к нижним краям. Сумма этих главных векторов
и есть вектор (X, Y).
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однозначность смещений, как в случае, рассмотренном в п. 2. Наконец,
условия, что на нижних краях щелей выражение 2\i (и -\- iv) принимает
заданные значения, а не только лишь с точностью" до некоторых постоян-
ных; при этом, как в п. 3, достаточно выразить, что 2\х. (и + iv) прини-
мает на нижних краях щелей заданные значения с точностью до постоян-
ной, одной и той же для всех щелей. Выразив эти условия, мы получим
как раз систему 2п + 2 линейных уравнений J) для определения 2и -j- 2
неизвестных коэффициентов, и легко заключить на основании теоремы
единственности (имеющей, как легко видеть, место при принятых нами
условиях), что эта система всегда однозначно разрешима 2).

Рассмотрим, например, случай, когда имеется лишь одна щель L = ab,.
нижний край которой удерживается неподвижно (и~ = v = О на L)y

верхний край свободен от напряжений (Yy = Ху = 0 на L), и когда
напряжения и вращения равны нулю на бесконечности (Г = Г' = 0).
Будем, далее, считать, что главный вектор внешних сил, приложенных
к нижнему краю, равен (0, —Ро)-

Этот случай можно представить себе так: к нижнему краю припаяна
жесткая прямолинейная полоска, на которую действует симметрично-
приложенная сила величины Ро, перпендикулярная к ней и направлен-
ная вниз (в сторону отрицательных у).

В нашем случае п — 1, fi (t) = /2 (t) = 0,

и, так как Ф (z), Q (z) должны исчезать на бесконечности (ибо Г = Г' = 0),
будем иметь на основании формул (41) и (42):

cp(z) = C1X)(z) + C2X2(z), Q ( z ) - — 1 1 Л ; № ( * ) + » 1ЛёС2Х2(г),
где Ci и С<1 — постоянные. Эти постоянные определятся на основании
условий, вытекающих из формул (1) и (5): при больших

откуда, считая, что под Xt (z) и Х 2 (z) подразумеваются ветви, такие,
что lim zXj (z) = lim zX2 (z) = 1 при z —>• со, получаем:

т. e.

2

J) Первая группа условий дает 4 уравнения. Вторая дает п уравнений, но одно
из них является, как легко видеть, следствием остальных в силу уравнений первой
группы. Третья группа дает п — 1 уравнение.

2) Д. И. Шерман [13] не налагает на искомое решение условий, обеспечивающих
единственность, в противоположность тому, что сделано в его же статье [12], в кото-
рой решается первая основная задача. Поэтому решение только что рассмотренной
нами задачи, построенное Д. И. Шерманом, содержит постоянные, не поддающиеся
определению без дополнительных условий. Сам автор исследования решения не дает
и считает упомянутые постоянные произвольными.
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I I I . РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЛАСТИ,
ОГРАНИЧЕННОЙ ОКРУЖНОСТЬЮ, И ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛОСКОСТИ,

РАЗРЕЗАННОЙ ВДОЛЬ ДУГ ОКРУЖНОСТИ

Совершенно аналогично предыдущему можно весьма просто решить
важнейшие граничные задачи для круга и для бесконечной плоскости
с круговым отверстием. Решение первой, второй и смешанной задач
для этих случаев, а также для более общего случая, который будет рас-
смотрен в следующем отделе, было дано И. Н. Карцивадзе в кандидат-
ской диссертации, часть которой опубликована в статьях [1, 2], где
для краткости рассматривается лишь случай конечной области, так
как в случае бесконечной области решения получаются вполне анало-
гично х). В § 121—123 излагаются результаты И. Н. Карцивадзе, отно-
сящиеся к области, ограниченной окружностью.

В § 124 я указываю решение основных задач для бесконечной обла-
сти с разрезами вдоль дуг окружности.

§ 121. Преобразование общих формул для области, ограниченной
окружностью. Пусть L — окружность радиуса 1, с центром в начале
координат, и пусть S+ — круг, ограниченный этой окружностью, а
S~ — остальная часть плоскости (за вычетом L).

Пусть упругое тело занимает одну из областей S+, S~. Введем поляр-
ные координаты г, ф соотношением

z — х + i у = reif*

и обозначим, как в § 39, через гг, •&$, г& компоненты напряжения в поляр-
ных координатах. Формулы, выражающие эти компоненты через функции
Ф (z) и W (z) (§ 39), мы запишем теперь так 2):

(1)

rr + irft = Ф (г) + Ф (z) — z Ф' (г) — -- W (z). (2)

Напомним еще формулу

2|л (и -(- iv) = хер (z) —-zcp' (z) — \|з (z) -f- const, (3)

выражающую компоненты смещения и, v (в декартовых координатах)
через функции <р (г), -ф (z), связанные с Ф (z) и W (z) соотношениями
ф' (z) = Ф (z), г|/ (z) = ¥ (z), и присоединим к ней формулу

2ц (и' + iv') = iz [ иФ (г) — Щг) + гФ7^) +-^-W(z) ] , (4)

х) Б. Л. Минцберг [1] опубликовал решение смешанной задачи для бесконечной
области с круговым отверстием, будучи, по-видимому, знаком лишь с первой из цити-
рованных статей И. Н. Карцивадзе.

2) § 39, первая формула (4) и формула (5); в последней формуле мы переходим

к сопряженным значениям и пишем z/z вместо е~ .
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получаемую из формулы (3) дифференцированием по Ф; в этой формуле

, ди , dv

Функции Ф (z) и ¥ (z) голоморфны в рассматриваемой области (S+

или iS"). В случае, когда рассматриваемая область есть S~, функции
Ф (z) и W (z) при больших | z | имеют вид:

где при прежних обозначениях

T = B + iC, T' = B' + iC';' (7)

Я=4<ЛГ, + ЛГ2), С - ^ Й " . Г' = - 1 ( ^ - Л Г 2 ) е - 2 * а . (8)

Пользуясь много раз применявшимися обозначениями (см. § 76),
распространим определение функции Ф (z), первоначально определенной
в S+ (или в 5"), также на область S~ (или 5+), положив в области S~
(или S+), т. е. при | z | > 1 (или | z j < 1) *),

Заменяя в предыдущей формуле, справедливой по условию, при

> 1 (или при | z | < 1), величину z на 1/z, считая теперь

= | z | < 1 (или | z | = | z | > 1), получаем:

откуда, переходя к сопряженным значениям, выводим:

Так как компоненты напряжения и смещения выражаются через
функции Ф (г) и Т (z), то их можно выразить, пользуясь формулой (10),
и через одну функцию Ф (z), определенную уже на всей плоскости (за
вычетом линии L).

В случае, когда область, занятая телом, есть S+, функция Ф (z)
голоморфна как в S+, так и в S~, включая бесконечно удаленную точку;
последнее следует из формулы (9). Однако поведение Ф (z) на бесконеч-

х) Это распространение мы производим так, чтобы значения Ф (г) справа и слева
от L аналитически продолжали друг друга через незагруженные участки (ср. § 112).
исходя из этого, легко приходим к формуле (9), руководствуясь формулой (2) и заме-
чая, что на L имеем:

1
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ности должно быть подчинено некоторым условиям для того, чтобы соот-
ветствующая ей функция W (z) была голоморфной в S+. Действительно,
пусть

Ф()А + А + А2 + . . . при | z

при -1.

Тогда, выражая, что функция Y (z), определяемая формулой (10), голо-
морфна также и при z = 0, легко получаем требуемое условие:

А0 + В0 = 0, В 1 = 0. (12)

В дальнейшем мы будем считать это условие выполненным.
В случае, когда область, занятая телом, есть S~, функция Ф (z)

голоморфна как в S~ (включая бесконечно удаленную точку), так и в S+,
кроме точки z = 0, где она может иметь полюс. Действительно, форму-
ла (9) вместе с формулами (5), (6) показывает, что вблизи точки z = 0

ф (z) =-' -р- + 2Ml"+x)'> У + г о л о м о Р Ф н а я Функция. (13)

Компоненты напряжения будут выражены через функцию Ф (z)
формулами (1) и (2), если в последней подразумевать под W (z) выраже-
ние (10). Для того чтобы придать этой последней формуле вид, удобный
для наших целей, заметим, что в силу (10)

Ф(г) — гФ'(г) = г 2 ¥(г) — Ф( -4- ) ;
\ z У

внося предыдущее выражение в формулу (2), получаем:

1
гт-+ г ;•# = Ф(z)-Ф ^-_-j+z(^z-^J1F(z), (14)

где в правой части под ¥ (z) следует подразумевать выражение (10).
Аналогично из формулы (4) получаем:

где, как и в предыдущей формуле, под ¥ (z) подразумевается выражение
(10) и по-прежнему

ди , dv

w v = w
В дальнейшем мы будем предполагать, что функция Ф (z) непрерывно

продолжима на L из S+ и из S~, кроме, быть может, конечного числа
точек ck на L, вблизи которых

l c o n s t 0 < а < 1 ; (17)
I z — ch \
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кроме того, мы будем считать, что для всех точек t на L, за исключе-
нием, быть может, точек ck,

l im(l—г)Ф'(г) = 0 (z = rei&). (18)
z-+t

Легко видеть на основании формулы (10), что в силу этого условия
будем иметь также:

limfz—-') ¥(z) = lime- i« (г-—*) Y(z) = 0, (19)

за исключением, быть может, значений t = с^.
Если на L имеется незагруженный участок L', т. е. если на L' имеем

тт = л& = 0, то, как показывает формула (14), Ф+ (t) — Ф~ (t) = О
на U. Следовательно, значения Ф (z) вне и внутри L аналитически про-
должают друг друга через незагруженные участки границы, как в случае
полуплоскости. Именно для достижения этого свойства и было выбрано
определение (9) функции Ф (z) в S~ (или в S+).

При помощи предыдущих формул легко решить ряд основных гра-
ничных задач для круга, подобно тому, как это было сделано в предыду-
щих параграфах для полуплоскости.

§ 122. Решение первой и второй основных задач для области, огра-
ниченной окружностью. Эти задачи были нами решены в предыдущих
главах разными способами. Здесь для иллюстрации нового способа мы
укажем их решение при помощи формул предыдущего параграфа, огра-
ничиваясь вследствие простоты краткими указаниями.

1. П е р в а я о с н о в н а я з а д а ч а д л я к р у г а . В этом
случае область, занятая телом, есть S+, и граничное условие имеет вид:

QQ++ieb+ = N(t) + iT(t), (1)

где N и Т — нормальное и касательное напряжения на L, которые мы
считаем заданными и удовлетворяющими условию Н.

На основании формулы (14) § 121 это граничное условие принимает
вид:

(t). (2)

Мы пришли, таким образом, к задаче, решенной в § 108; в нашем случае
требуется найти решение, ограниченное на бесконечности. Применяя
формулу (2) § 108, получаем:

L

где Бо = Ф (оо) — не известная пока постоянная. Для определения этой
постоянной, а также для выяснения условий разрешимости задачи обра-
тимся к равенствам (12) § 121, которые должны быть удовлетворены по
условию.
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Вычислим для этого постоянные Ао и В± формул (И) § 121. Имеем:

2я

L 0

2я

[ O ( ) B ]

Условия (12) § 121 дают соответственно:

2Я

о
2я

J (Л" + Щ е™ d® = 0. (4)
о

Предпоследняя формула показывает, что должно быть
2я

\ Т dfl = 0; (5)
о

при соблюдении этого условия
2Я

R e £ 0 = — -^ [Ndft. (6)
о

Равенства (4) и (5) выражают соответственно условия обращения
в нуль главного вектора и главного момента внешних усилий, которые
необходимы для существования решения.

Формула же (6) определяет действительную часть постоянной Во;
мнимая ее часть остается неопределенной, как и следовало ожидать, ибо
она влияет лишь на жесткое вращение тела как целого. Таким образом,
задача решена.

2. П е р в а я о с н о в н а я з а д а ч а д л я п л о с к о с т и
с к р у г о в ы м о т в е р с т и е м решается совершенно аналогично
предыдущей. В этом случае имеем:

(7)

где N (t) и Т (t) — заданные внешнее нормальное и касательное напряже-
ния; как в § 87а и § 56, под N подразумевается проекция на нормаль,
направленную к центру, а под Т — проекция на касательную, направлен-
ную влево, если смотреть вдоль положительной нормали. Мы будем счи-
тать, что N (t) и Т (t) удовлетворяют условию Н.

На основании формулы (14) § 121 это условие принимает вид:

Ф + ( 0 - Ф - ( * ) = - [ # ( * ) +*Г (01, (8)
вполне аналогичный виду условия (2).
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Однако в нашем случае требуется найти решение, имеющее на беско-
нечности заданное значение Г, а в точке z = О — полюс с главной частью

z2 ' 2я(1+х) z '

это следует из формул (5) и (13) § 121. Поэтому, применяя сказанное
в § 108, получаем сразу:

L

Величины X, Y (компоненты главного вектора внешних напряжений)
вычисляются непосредственно по граничным заданиям, а именно, как
легко видеть

2л

X + iY = — [ (N+ iT)e™d-&.
о

Величины же Г и Г', определяющие напряжения и вращение на
бесконечности, следует считать заданными. Легко проверить, что усло-
вие однозначности смещений выполняется.

Таким образом, задача решена. Легко проверить, что при Г = Г' = 0
полученное для Ф (z) выражение совпадает в области S~ с выражением,
полученным в § 87а (где предполагалось, что напряжения и вращение
исчезают на бесконечности).

3. В т о р а я о с н о в н а я з а д а ч а д л я S+ и S~ решается
совершенно аналогично предыдущим, если исходить из формулы (15) § 121.
Предоставляем читателю написать решение.

§ 123. Основная смешанная задача для области, ограниченной
окружностью. Эту задачу мы еще не решали.

Пусть Lh = ahbk (к = 1, 2, . . ., п) — заданные дуги на окруж-
ности L, обозначенные так, что, описывая окружность против часовой
стрелки, мы встречаем концы в последовательности а±, Ъи . . ., ап, &„, а\.
Совокупность этих дуг мы обозначим через L', так что

а остальную часть окружности — через L".
Пусть на L' заданы компоненты смещения, а на L" — компоненты

напряжения.
Так как решение задачи для случая, когда внешние напряжения

заданы вдоль всей границы, нами уже получено, то мы можем свести
рассматриваемую смешанную задачу к случаю, когда на участках hu =

= ahbk заданы смещения, а остальная часть границы свободна от внеш-
них напряжений г).

х) Легко также получить решение непосредственно для общего случая (см. заме-
чание в конце настоящего параграфа).
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1. Р е ш е н и е с м е ш а н н о й з а д а ч и д л я к р у г а . Рас-
смотрим сперва случай, когда область, занятая телом, есть S+, т. е. круг,
ограниченный окружностью L.

Тогда граничное условие принимает вид:

u+ + iv+ = g{t) на L', (1)

гг+ + irf>+ = 0 на L", (2)

где g (t) — заданная на V функция. Мы будем предполагать, что произ-
водная g' (t) этой функции удовлетворяет условию Н.

На основании формулы (15) § 121 легко получаем из условия (1):

иФ+ (*) + Ф- (t) = 2\ig' (t) н а ! ' , (3)
где

Условие же (2) сводится, как уже было замечено выше, к условию
Ф+ (t) — Ф~ (t) = 0 на L", выражающему, что функция Ф (z) голоморфна
на всей плоскости, разрезанной вдоль L'.

Таким образом, задача определения Ф (z) сводится к нахождению
ограниченного на бесконечности решения задачи, рассмотренной нами
в § 110.

В нашем случае постоянная, обозначенная в § 110 через g, равна ,

а функция

Согласно формуле (5) § 110

V I
2ni — 2ni "•" 2 '

т. е.

где

Поэтому в нашем случае согласно формуле (2) § 110

Х„(*)= U.(z-a^~'2^^-bhp
+i\ (6)

где под Хо (z) подразумевается ветвь, такая, что при больших | z \

xW + W + (7)
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Применяя теперь формулу (18) § 110 и принимая во внимание, что
функция Ф (z) должна быть ограничена на бесконечности, получаем:

g' (t)dt v , . p , . /m

+ X ° ( Z ) P ( z ) ( b )) t (t) (t-z) + X ° ( Z ) Pn ( z ) ' ( b )

где Pn (z) — полином степени не выше п:

Pn(z) = Coz
n + Ciz

n-1+...+Cn. (9)

Остается определить постоянные Со, Ct, • • •» Сп так, чтобы были
удовлетворены все требования, вытекающие из постановки исходной
задачи. Во-первых, следует удовлетворить условиям (12) § 121, а во-вто-
рых, требованию, чтобы выполнялось граничное условие (1), а не только
условие (3), полученное из предыдущего дифференцированием по •&.
Последнее можно заменить требованием, чтобы условие (1) выполнялось
с точностью до постоянной, одной и той же для всех L^, ибо тогда можно
удовлетворить условию (1) и точно за счет подбора произвольной постоян-
ной в правой части формулы (3) § 121. Легко видеть, что последнее требо-
вание может быть выражено равенствами:

t0 = 2\i[g(ah+1)-g(bh)], (10)

(/с = 1, 2, . . . п, an+i = ai),

где под Ф+ (t0) и Ф" (t0) следует подразумевать выражения, получаемые
из формулы (8). Так как на дугах bkak+i имеем Ф+ (t0) = Ф" (t0), то пре-
дыдущие условия дают:

п

(х + 1) ^ ®o(to)dto+%AhjCj = 2iL[g(ah+i)-g(bh)], (И)

VA+I j = 0

где
g'(t)dt

пЫ )

X0(t)tn-idt. (13)

l

Итак, мы получили re линейных уравнений относительно Со, Cit . .., Сп.
Остается удовлетворить условиям (12) § 121. Легко показать, что второе
из этих условий есть следствие уже полученных условий (11). Действи-
тельно, из условий (11), эквивалентных условиям (10), следует, как
легко видеть, что х)

Следует иметь в виду, что в силу условия (3)

to = 2v.-[g (bk)—g (a\
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Но вследствие того, что Ф (z) голоморфна в S+, интеграл от первого
слагаемого равен нулю; следовательно,

J Ф - (*0) dt0 = О,

а это как раз и означает, что коэффициент Bi в разложении Ф (z) по убы-
вающим степеням z вблизи бесконечно удаленной точки равен нулю.

Нам, таким образом, остается выразить первое из условий (12) § 121,
которое можно записать и так:

Ф(0) + Ф(оо) = 0,

откуда следует на основании формулы (8):

В конечном счете мы имеем га + 1 линейных уравнений (11) и (14)
для определения постоянных Со, С±, . . ., Сп или, лучше сказать, систему
2п -+- 2 линейных уравнений для определения действительных и мнимых
частей этих постоянных.

Остается показать, что полученная система всегда разрешима. Для
этого в свою очередь достаточно показать, что однородная система, полу-
чающаяся при g (t) = const, не имеет решений, кроме Со = С\ = . . . ̂ =
= Сп = 0. Это же последнее есть простое следствие из теоремы о единст-
венности решения смешанной задачи.

2. Р е ш е н и е с м е ш а н н о й з а д а ч и д л я п л о с к о с т и
с к р у г о в ы м о т в е р с т и е м получается совершенно аналогично
предыдущему г). В этом случае граничные условия принимают вид:

u- + iv- = g(t) на L', (15)

г?' +1г&- = 0 на L"; (16)

из условия (15), на основании формулы (15) § 121, следует:

ф+(*) + хОг(0 = 2де'(*). (17)

а из условия (16): Ф+ — Ф~ = 0 на L", как и в предыдущем случае.
На этот раз требуется найти решение Ф (z), ограниченное на беско-

нечности (как и в предыдущем случае) и имеющее в точке z = 0 полюс
не выше второго порядка, как то следует из формулы (13) § 121.

Мы будем считать заданными значения компонент напряжения
и вращения на бесконечности, т. е. значения постоянных Г, Г', входящих
в формулы (5), (6) § 121, а также главный вектор (X, Y) внешних уси-
лий, приложенных к L'.

х) Как было уже упомянуто (примечание на стр. 447), решение для этого случая
(при частном предположении п = 1) было опубликовано Б. Л. Минцбергом [1] в не-
сколько более сложном виде, чем здесь.
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Для решения задачи (17) применимы, как и в предыдущем случае,
результаты § 110. На этот раз / (t) = 2\ig' (t) и

ln(—х) _ lnx 1
Y

2ni ~*~ 2 '

т. e.

г - 2 l

где Р обозначает то же, что и выше:

n lux
Р = 2я •

В нашем случае

X0(z) = Д ( z - a f t ) " " 2 + t P (z-fe f t)""2"'P, (18)
ft=i

где подразумевается ветвь, удовлетворяющая условию (7); общее реше-
ние задачи (17), удовлетворяющее указанным выше условиям, дается
формулой [§ 110, формула (26)]

где Рп (z) — полином степени не выше п, a Du D2 — постоянные. Эти
постоянные сразу определяются из условия [§ 121, формула (13)], что
вблизи точки z = 0

°2 4 Di 1 Г7 x(Z + tT) 1
p + 2я(х+1)

Так же сразу определяются коэффициенты Со и Ci при zn и z""1 поли-
нома Рп (z) из условия [§ 121, формула (5)], что при больших \z\

в частности Со — Г. Остальные коэффициенты С2, . . ., Сп определяются
из условий, вполне аналогичных условиям (10). Легко видеть, что тре-
бование однозначности смещений будет при этом удовлетворено.

З а м е ч а н и е . Мы считали, что часть L" границы свободна от
внешних напряжений. Легко, однако, сразу написать решение и в слу-
чае, когда эта часть подвержена действию произвольно заданной нагрузки;
для этого достаточно воспользоваться сказанным в § 111 (ср. замечание
в конце § 114).

§ 123а. Пример1). Пусть к дуге L' — аЪ кругового отверстия радиуса 1
приложен жесткий штамп, имеющий форму дуги окружности того же

х) Этот пример приведен в названной выше статье Б. Л. Минцберга [1]. Автор
исходит из полученной им общей формулы, более сложной, чем приведенная в пре-
дыдущем параграфе; поэтому ему приходится вычислять некоторые интегралы, тогда
как по способу, изложенному в тексте, решение получается почти без всяких вычис-
лений. Так же, почти без вычислений, можно решить и другой пример, приведенный
в названной статье.
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радиуса, неподвижно сцепленный с упругим телом и вдавливаемый нор-
мальной силой величины Ро, приложенной симметрично. Предполагается,
что напряжения и вращение на бесконечности равны нулю.

Будем считать, что середина дуги аЪ находится на положительной
части оси Оу и что, следовательно, X = О, Y = Ро. В нашем случае
п = 1, g (t) = const, g' (t) = О, Г = Г' = 0. Поэтому формула (19}
§ 123 дает сразу:

где

при условии limz Хо

X 0(z) =

(z) = 1

(*- -а) 2

(2-Ь)

1
2

Из условия (20) § 123 следует, если принять во внимание, что Г' = 0,
X + iY = Ро:

а из условия (21) § 123, если принять во внимание, что Г = 0 и что при
больших \z\ имеем Х о (z) = z" 1 + О (1):

O 0 -U, О , - — 2л (Ч 4-1) •

Легко, далее, установить, если проследить за изменением аргументов,
(z — а) и (z — Ь) при переходе точки z из положения, удаленного в на-
правлении Ох, в положение z = 0, что

Хо (0) - ёе»Р,

где со — центральный угол, соответствующий дуге ab, и, следовательно,
иР0в-"Р

1 2п(х + 1)"

Внося полученные значения постоянных в выражение для Ф (z), полу-
чаем окончательно:

n -1 + W —9~«Р »Р
ф ( 2 ) Й ( 2 а ) 2 ( 2 f e )

Таким образом, задача решена.

§ 124. Граничные задачи для плоскости, разрезанной вдоль дуг
окружности г ) . Пусть упругое тело представляет собой плоскость, разре-
занную вдоль дуг Li = atbi, . . ., Lk = ahbh одной и той же окружности.
Мы будем считать, как выше, что, обходя окружность против часовой

*) Решение этих задач, насколько известно автору, никем еще опубликовано-
не было (примечание к третьему изданию).
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п,
стрелки, мы встречаем концы дуг в последовательности aly bif . . ., а
bn, at. Совокупность этих дуг мы обозначим теперь через L, так что

L = Ll + L 2 + . . . + L n .

Радиус окружности мы примем равным единице, а начало координат
поместим в центре.

Решение граничных задач для рассматриваемого тела можно легко
получить совершенно аналогично случаю плоскости с прямолинейными
щелями (§ 120).

Будем исходить из формул (1) — (3) § 121, в которых на этот раз
функции Ф (г) и ¥ (z) определены на всей плоскости, разрезанной вдоль L,
•а введем вместо W (z) функцию Q (z), определенную следующим образом:

(1)

откуда

(2)

Из формулы (1) следует, что функция Q (z) голоморфна всюду на раз-
резанной вдоль L плоскости (включая точку z = оо), кроме точки z = 0,
где она имеет полюс не выше второго порядка. А именно, легко видеть
на основании формул (5), (6) § 121, что в окрестности точки z = 0

о / \ Г7 x.{X + iY) 1 , v » ,, ,.зч
Q (z) = — -р- - 2л (и+1) i l + г о л о м ° Р Ф н а я функция1). (3)

Далее, для того, чтобы функция W (z), определяемая формулой (2),
была голоморфна в окрестности точки z = О, функция Q (z) должна
удовлетворять некоторым условиям, а именно: если

Ф (z) = Ао + Atz -j- • •. при

Q (z) = 5 0 - ) — - + . . . при

то для голоморфности W (z) вблизи точки z = 0 необходимо и достаточно,
чтобы

Напомним еще, что при больших | z\

Так как компоненты напряжения и смещения выражаются через
•функции Ф (z) и Ч? (z), то они могут быть выражены также через

J) Если условие (3) выполнено, то, как легко проверить, функция W (z), опре-
деляемая формулой (2), будет удовлетворять условию (6) § 121.
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функции Ф (z) и Q (z). Мы выпишем только формулы:

1 \ , - / - 1
^ J ( ^ f j (7)

и

-z (г-^Щг)] , (8)

где под Y (z) следует подразумевать выражение (2) и

, ди , dv
1=w v =w

Мы будем считать в дальнейшем, что для всех точек t = e i # на L
кроме концов ak, bh функции Ф (z) и Q (z) непрерывно продолжимы на L
слева и справа и что

— r)W(z) = 0. (9)

Кроме того, мы будем считать, что вблизи любого конца с

_ const <-> / ч I _, c o n s t
; 1 ^ 1. (10)

Приведенные здесь формулы дают возможность решить граничные
задачи, решенные в § 120 для случая прямолинейных щелей, при помощи
способа, совершенно аналогичного примененному там способу.

Ввиду полной аналогии мы ограничимся решением п е р в о й ос-

н о в н о й з а д а ч и , когда на обеих сторонах L заданы внешние напря-

жения, т. е. заданы значения rr+ + i rd + и rr~ + ir®~ на L.
Кроме того, мы будем считать заданными значения напряжений на

бесконечности, т. е. значения постоянных В и Г', определяемых форму-
лами (8) § 121. Вращение на бесконечности мы можем считать равным
нулю, т. е. считать, что С = 0, и поэтому Т = Т — В.

На основании формул (7) и (9) будем иметь:

a>^(t) + Q-(t) = fr++if&+, 4>-{t) + u+(t) = r?--rir&- на L, (11)

откуда, складывая и вычитая, находим:
[<D(t) + Q(t)]+ + [a>(t) + Q(t)\- = 2p(t) (12)

на L,
[Ф ( 0 - Q ( 0 Г - 1 Ф ( 0 - G (0Г = 2g (t) (13)

где р (t) и q (t) — заданные на L функции:

1 _ _ i _ _ (14)
? (0 = у [^г+-гг-] + i - [гФ+—гв-1;

мы будем считать, что эти функции удовлетворяют условию Н на L.
Принимая во внимание, что функция Ф (z) — Q (z) ограничена на

бесконечности и имеет согласно формуле (3) в точке z = 0 полюс с главной
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частью
г 7 ,
z2 ~ 2л(х+1) z '

получаем из формулы (13) на основании формулы (5) § 108:

L

где Do — постоянная.
Аналогично из формулы (12) получаем на основании формулы (26)

§ НО 1 ) :
t , 1

где X (z) обозначает одну из ветвей функции

(15)

однозначную на разрезанной вдоль L плоскости, а через X (t) для упро-
щения письма обозначено значение Х+ (t), принимаемое функцией X (z) на
левой стороне L; далее, D^ и D2 обозначают постоянные, а

(16)

— полином степени не выше п.
Таким образом,

т м _ 1 С X ( t ) p ( t ) d t , 1 f q ( t ) d t

- 1 С X ( Q p ( 0 ^ I f g(Q
~ 2KiX (z) ,\ Г ^ 2Й7 J i -

L L
J z

Г

Достоянные Dt w D2 сразу определяются из условия (3), которое на
основании формулы (18) принимает вид:

4я(х

вблизи точки z = 0. Если постоянные Z)4 и Z)2 удовлетворяют этому
условию (которое определяет их однозначно), то правая часть формулы
(17) будет голоморфна вблизи точки z = 0.

х) В нашем случае Х о (z) = 1/X (z), где X (z) дается формулой (15) настоящего
параграфа.
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Остальные постоянные, входящие в предыдущие формулы, а именно

постоянные

числом п -\- 2, определятся из следующих условий: из условия, что
ф (оо) = Г, из условий (5) и из условий однозначности смещений; послед-
ние условия (числом тг) выражаются аналогично случаю прямолиней-
ных щелей (§ 120, п. 2).

Легко показать, основываясь на теореме единственности, что эти
условия однозначно определяют искомые постоянные 1).

Мы предоставляем читателю составить решение второй основной
задачи, а также смешанной задачи, когда на левом крае заданы внешние
напряжения, а на правом — смещения.

§ 124а. Пример. Р а с т я ж е н и е п л о с к о с т и с р а з р е з о м
в д о л ь д у г и о к р у ж н о с т и . Пусть упругая плоскость разрезана
вдоль дуги ab окружности, пусть края разреза свободны от внешних
напряжений и пусть заданы напряжения на бесконечности, т. е. заданы

постоянные Г и Г', причем Г = Г (что обозначает отсутствие вращения
на бесконечности).

Мы примем по-прежнему радиус окружности равным единице и поме-
стим начало координат в центре, направив ось Ох к середине дуги ab так,
что если 20 — центральный угол, соответствующий дуге ab, то

a = e~ie, b = e№. (1)

В нашем случае п = 1, р (t) = q (t) = 0, X = Y = 0. По формулам

(17) и (18) § 124 имеем:

где в нашем случае

X (z) = ]/~{z — a){z — b)= Y & — 2 z c o s e + I . (4)

г) Число названных условий для определения постоянных (20) равно п + 3, т. е.
на единицу больше, чем число искомых величин. Это происходит оттого, что мы счи-
тали величину X -j- iY, входящую в формулу (3), вычисленной заранее по заданным
граничным напряжениям. Ее, однако, можно считать не определенной заранее, и тогда
она определится из перечисленных условий вместе с постоянными (20). Точно так же
мы могли бы считать не определенным заранее коэффициент при z~2 в формуле (3),
но тогда к перечисленным условиям надо было бы добавить условие Ч'(оо) = Г".
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Мы будем считать, что z"1 X (z) -*• 1 при z -*• оо. Легко видеть, что при
этом условии X (0) = — 1 , и, следовательно, вблизи точки z = 0

^ s 2 6 ; • + . . . (5)

Поэтому при малых | z
Д 2 А + -Рг cos 6 Д t cos6 1 -f 3 cos 29 n , p v

2z2 2z 2 8 U2+-- W

Условие (19) § 124 дает:

D2 = T', £>!=— Г'cos9. (7)

Для определения постоянных Z)Oi Co, C^ мы можем воспользоваться
формулой (6) § 124, которая в нашем случае примет вид:

при больших \z\, (8)

и условиями (5) § 124. Принимая во внимание, что при больших | z

1 _ * I c o s 6 I /q\

X ( Z ) ~ Z +

 Z 2 + •••' ^

получаем на основании формул (2) и (8):

Со-\- DQ=2T, Cj + Со cos 9 = 0. (а)
Второе условие (5) § 124 не дает ничего нового (оно совпадает с последним
из предыдущих равенств). Для того же, чтобы выразить первое из упо-
мянутых условий, заметим, что на основании формул (2), (6) и (7)

+ •) (
A°-^(U)-2X(O) 2 8

и что на основании формулы (3)

c o s 9 i ± l ? o s 26 л , -Do _ Ct DQ

о - - D o

поэтому первое из условий (5) § 124 дает:

С 0 - / ) 0 = - С 1 + О 0 + у Г ' з т 2 6 . (б)

Соотношения (а) и (б) определяют все искомые постоянные, а именно,

простые вычисления дают:
_j_ , -, . 2 _£ 2 в

С0 = у ( г ' — r ' ) s i n 2 | - H ' j ш 2 c o s 2 ^ ( 1 0 )

Легко проверить, что условие однозначности смещений соблюдено 1 ) .
Таким образом, задача решена.

х) Нам не пришлось им воспользоваться, так как мы использовали другие условия,
имеющие следствием однозначность смещений.



§ 124а] I I I . ОБЛАСТИ С КРУГОВЫМИ ГРАНИЦАМИ 463

В частности, если напряжения на бесконечности сводятся к рас-
тягивающему напряжению р в направлении, составляющем угол а с

Рис. 56.

осью Ох (рис. 56), то

—Р Г' I-Р-2га
- 4 , 1 - 2 е

Если же мы имеем всестороннее растяжение р, то

Г = - | , Г' = 0.

В этом случае

1 ^ v 7 U 9 '

и, следовательно,

Q (z) = •

2 l+sin2-^-

z — cos Э . , 9 1
2j

(12)

(13)

9 '

(15)

В частности, для случая, когда разрез представляет собой полу-

окружность ( 0 = -̂ - ) , эти формулы принимают весьма простой вид:
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IV. РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ,
ОТОБРАЖАЕМЫХ НА КРУГ ПРИ ПОМОЩИ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Методы решения граничных задач, изложенные в предыдущих отде-
лах, легко распространяются на случай областей, отображаемых на круг
при помощи рациональных функций. Мы видели в предыдущей главе,
что первая и вторая основные задачи для таких областей легко решаются
в замкнутом виде.

Новый способ, излагаемый ниже, приводит к тому же результату,
и для получения решения приходится в конечном счете производить при-
мерно такие же выкладки, что и по способу, указанному в предыдущей
главе.

Однако способ, излагаемый здесь, позволяет также весьма просто
решить и о с н о в н у ю с м е ш а н н у ю з а д а ч у , а также некото-
рые другие граничные задачи.

§ 125. Преобразование основных формул х ). Пусть S —конечная или
бесконечная область на плоскости z, ограниченная одним простым глад-
ким замкнутым контуром L, и пусть

* = со(£) (1)
— соотношение, отображающее S на круг | £ | < 1 плоскости £; окруж-
ность этого круга мы обозначим через у и в качестве положительного
направления на ней выберем направление, обратное движению часовой
стрелки.

Функция со (£) голоморфна внутри у, если область S конечна; если
область S бесконечна, то функция со (Q голоморфна всюду внутри у,
кроме одной лишь точки (соответствующей точке z = оо), где она имеет
простой полюс. Не нарушая общности, можно считать, что эта точка
расположена в центре у, т. е. в точке £ = 0; при этом предположении, кото-
рое мы примем,

^ , (1')

где функция й 0 (С) голоморфна внутри у, а с — постоянная, отличная
от нуля.

Напомним формулы, выражающие компоненты напряжения и сме-
щения в соответствующих криволинейных координатах, через функции
Ф (Q и ¥ (£) комплексной переменной Z, = Qei1* (§ 50):

(2)

(3)

со' (I) | (vp + iv«) = | с ^ Ш {жр (£)-© (ОЩО-Щ)}, (4)
х) Результаты, излагаемые в § 125—127, принадлежат И. Н. Карцивадзе [2];

автором настоящей книги внесены некоторые упрощения.
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где ф (Б), Ир (Б) — функции, связанные с Ф (Б), Y (Б) соотношениями:

ф'(Б) = Ф(Б)»'(Б), г|з'(Б) = Чг(Б)со'(Б). (5)
Вместо формулы (4) в большинстве случаев удобнее пользоваться

формулой, выражающей компоненты смещения и, v в декартовых коорди-
натах:

-•*(£)• (6)

Если непосредственно заданы функции ф (£), г|з (£), то функции Ф (£),
Y (£) вполне определены; если же непосредственно заданы функции Ф (£),
Y (Q, то функции ф (£), -ф (£) определяются с точностью до произволь-
ных постоянных.

Поэтому в последнем случае формулу (6) можно записать так:

2\i (и + iv) = хф (£) — со (£) Ф (£) — ф (С) + const, (6')
выделив явно произвольную постоянную.

Будем теперь считать, что со (£) — рациональная функция, и распро-
страним определение функции ' Ф (Q на область [ Z, | > 1, положив J ):

Из предыдущей формулы легко выводим, заменив Z, на S"1 (' | С | = | S | < 1)
и перейдя к сопряженным значениям:

ф({)}-со(|)ф'(О. (8)

Последняя формула выражает значения W (t,) для | Z, \ < 1 (для других
значений эта функция нами не определяется) через значения Ф (Z) как
для | L, | < 1, так и для | ^ | > 1.

Мы можем также распространить определение функции ф (£) на
область | Z, | > 1, поставив условие, чтобы и в этой области имело место
соотношение

$ (9)

интегрируя обе части формулы (7) по £, легко получаем, отбрасывая
произвольную постоянную:

( } ) - ^ ( { ) при |£ |>1, (7')

откуда, аналогично предыдущему, выводим:

£|<1. (8')

х) Указываемое распространение мы производим так, чтобы значения Ф (£) слева

и справа от у аналитически продолжали друг друга через участки, соответствующие

незагруженным участкам границы L области S, т. е. через участки, на которых QQ =

= QO = 0; при этом мы руководствуемся формулой (3).
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Таким образом, мы можем выразить компоненты напряжения и сме-
щения через одну функцию Ф (£), определенную как при | £ | < 1, так
и при | £ | > 1.

Выражение (2) для QQ + •&•& остается тем же, а выражение (3) для

QQ + JQU1 можно, как легко видеть, представить следующим образом *):

где теперь под Y (£) следует подразумевать выражение, определяемое
формулой (8).

Для компонент смещения и, v будем иметь, заменяя г|э (£) в формуле
(6') выражением (8'):

2ц (u+iv) = хФ (?) 4-Ф ( 1 ) _{со(£)-со ( ± ) } ФЩ + const. (И)

Напишем здесь же аналогичную формулу:

) } 7 (12)

вытекающую из формулы (4) § 50.
В дальнейшем нам понадобится также выражение для и' + iv', где

ди , dv
о ft Ч I/ ~ r\

Это выражение мы найдем, продифференцировав по й обе части формулы
(6), а затем преобразовав полученное выражение подобно тому, как мы
преобразовали правую часть формулы (3). Таким образом, легко получим:

При наших обычных условиях функции Ф (£) и Y (£) голоморфны
внутри Y- Нам следует теперь выяснить поведение функции Ф (£), распро-
страненной формулой (7) на область | £| > 1, в этой последней области,
т. е. вне у; при этом нам достаточно будет изучить поведение произведе-
НИЯ Ф (Е) СО' (Е) = ф' (Е).

Обратимся для этого к формуле (7), определяющей функцию Ф (£)
при | £ | > 1. Рациональная функция со (£) может иметь полюсы в конеч-
ном числе точек; все эти точки расположены вне у, кроме случая, когда

х) Для получения формулы (10) мы поступаем так: вычитаем из правой части

(3) функцию Ф ( — J и прибавляем ту же функцию, но замененную ее выражением,

получаемым из формулы (8), после предварительного перехода к сопряженным зна-
чениям.
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область S бесконечна и когда, следовательно, со (£) имеет полюс первого
порядка при £ = 0.

Обозначим через £i> £2> • • •> £г полюсы функции со (£), располо-
женные вне у, не считая точки С = °°i которая также может быть полюсом-
Если mi — 1, т2 — 1, • • ., тпг — 1 — порядки этих полюсов, то в тех
же точках функция со' (£) будет иметь полюсы порядков т 4 , m2i • • ••> mr'i
далее, если m + 1 — порядок полюса функции со (£) на бесконечности,
то со' (£) будет иметь на бесконечности полюс порядка т .

Таким образом, функция Ф (£) со' (£) будет иметь полюсы порядков
не выше mu m2, • • ., mr в точках £lf Z,2, . . ., £г; эти полюсы происхо-
дят от первых двух слагаемых правой части формулы (7), ибо, как легко
видеть, третье слагаемое представляет собой голоморфную вне у функ-
цию, включая бесконечно удаленную точку. Кроме того, точка £ = с»
может быть полюсом порядка не выше т.

Заметим еще, что в случае бесконечной области функция Ф (£) со' (£)
может иметь внутри у, а именно в точке Z, = 0, полюс не выше второго
порядка.

Таким образом, нам заранее известны все возможные полюсы функции
Ф (£) со' (£) и максимальные их порядки.

Заметим, наконец, что данной функции Ф (£), определенной как
внутри, так и вне у и имеющей полюсы указанного типа, не всегда соот-
ветствует функция W (С), голоморфная, как это требуется нашими усло-
виями, внутри у. А именно, формула (8) показывает, что функция ¥ (£),
соответствующая данной функции Ф (£), может иметь полюсы в точках

* ' _ 1 Г' - Х

Si £r

а также в точке t, = 0, расположенных внутри у.
Условия голоморфности функции Y (С) вблизи указанных точек *)

дают нам известное (конечное) число линейных соотношений, связываю-
щих некоторое (конечное) число первых коэффициентов разложений.

При этом следует иметь в виду, что главная часть полюса произведения

в точке £fe может быть сразу получена из главной части полюса функции

со' (О Ф (О
в точке ££• А именно, если вблизи точки £fc

ш ' (S) Ф (£) = /?:—ГТГ Ч~ • • • + т — j — Ь голоморфная функция,

то вблизи точки £ft = £д

- / 1 Л — / 1 \ ( — l)lBi£hV В&'Л
со' ( у ) Ф ( T J = — ^ — р т ] г • • • — -—р~ + голоморфная функция.

Аналогично для полюса в точке £ = 0.
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функции Ф (£) вблизи точек £j, . . ., 'Q'r:

&-&)*+... (A = l, 2, . . . , / • ) ,

с коэффициентами главных частей полюсов функции Ф (£) со' (£) в точках
£i, £21 • • •) £п а также известное число аналогичных линейных соотно-
шений, соответствующих точке £ = 0.

Этих соотношений мы выписывать не будем, а обозначим их кратко
через

^ = 0 , F2 = 0,..., FN = 0. (14)

Их всегда легко составить для каждой конкретной области, т. е. для
каждой конкретной функции со (£).

Особенно просто составляются эти условия в случае, если со (£) есть
полином:

<u(£) = Cl£ + c 2 £ 2 +. . .+c m + I £"H-i , (15)

когда область S конечна, или

co(£) = | -+ .c 1 £+. . .+c m + 1 £ m + 1 , (16)

когда область S бесконечна. В этом случае функция Ф (£)со'(£) может
иметь полюсы лишь в точках £ = о о и £ = 0 ( в последней лишь тогда,
когда область S бесконечна).

Заметим еще, что в случае, когда область S бесконечна, будем иметь
в окрестности точки £ = 0 [ср. формулы (14) и (15) § 50]:

(17)

(18)

где с — постоянная, фигурирующая в формуле (1'), и при наших обычных
обозначениях:

(19)

а X, Y обозначают, как всегда, компоненты главного вектора внешних
усилий, приложенных к границе S.

В дальнейшем мы будем считать, что функция Ф '(£), определенная
при | £ | •< 1 и при | £ | > 1, непрерывно продолжима на все точки а
окружности у как слева, так и справа, за исключением, быть может,
конечного числа точек YA = e"*fe, вблизи которых

1; (20)
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мы будем считать, кроме того, что для всех точек а = е1* окружности у,
кроме, быть может, тех же точек yk = e i #*,

lim(l-Q)(D'(C) = 0 (£ = (*'*); (21)

тогда на основании формулы (8) будем иметь также, при тех же возмож-
ных исключениях:

= 0. (22)

Наличие точек yh мы будем всегда явно оговаривать; отсутствие ого-
ворки будет означать, что таких точек нет.

З а м е ч а н и е 1. Легко видеть на основании формул (21) и (22), что
при £ -»- о два последних слагаемых в правых частях формул (10) и (13)
стремятся к нулю, за исключением, быть может, значений а = yk.

З а м е ч а н и е 2. Иногда, в случае бесконечной области S, удобнее
пользоваться отображением на область | £ | > 1 , а не на круг | £ [ < 1;
но в этом нет ничего принципиального. Читатель легко выяснит сам те
видоизменения некоторых предыдущих формул, которые при этом про-
изойдут.

§ 126. Решение первой и второй основных задач. Эти задачи для
областей рассматриваемого вида были уже решены нами в предыдущей
главе. Формулы, приведенные в предыдущем параграфе, дают также
возможность весьма просто решить эти задачи. Например, в случае пер-
вой основной задачи, когда граничное условие имеет вид

= N(o) + iT{o), (1)

где N (а) и Т (о) — заданные функции точки о окружности у, а именно:
заданные внешние нормальное и касательное напряжения в точке t кон-
тура L, соответствующей точке а, из формулы (10) предыдущего пара-
графа выводим:

Ф+ (а) — Ф" (а) = N (а) + iT (a). (2)

Таким образом, для определения функции Ф (£) мы получили точно
такое же граничное условие, как и в случае, когда область S — круг
(§ 122, п. 1). Существенная разница лишь в том, что на этот раз искомая
функция Ф (£) может иметь полюсы вне у, и это последнее обстоятельство
надо учесть при- составлении общего решения граничной задачи (2).

С практической точки зрения удобнее несколько видоизменить усло-
вие (2), а именно представить его в виде

[Ф (а) со' (а) ] + -[Ф (а) со' (а)]" = [JV (а) + iT (а)] со' (а) (2')

и в качестве искомой функции взять функцию Ф (£) со' (£). Распределение
полюсов этой последней было указано в предыдущем параграфе; напом-
ним, что в случае, когда область S бесконечна, функция Ф (£) со' (£) может
иметь полюс (не выше второго порядка) также внутри у, а именно в точке
£ = 0.
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Общее решение задачи (2') имеет вид

), (3)
у

где R (£) — рациональная функция, общее выражение которой легко
написать, так как нам известны все возможные полюсы функции
Ф (£) co'(Q и их максимальные порядки.

Неопределенные постоянные коэффициенты, входящие в выражение
R (£), определятся из следующих дополнительных условий:

1°. Функция W (£), определяемая формулой (8) § 125, должна быть
голоморфной внутри у.

2°. В случае, когда область S бесконечна, напряжения должны иметь
заданные значения на бесконечности, а смещения должны быть одно-
значными.

Условие 1° выражается соотношениями (14) § 125, представляющими
собой линейные алгебраические уравнения относительно действительных
и мнимых частей искомых коэффициентов; аналогичными уравнениями
выразится условие 2°. Эти уравнения полностью определяют искомые
постоянные, за исключением одной действительной постоянной в соот-
ветствии с тем, что функция Ф (£) определяется лишь с точностью до сла-
гаемого вида iC, где С — произвольная действительная постоянная. В слу-
чае конечной области упомянутые уравнения будут совместимы лишь
при условии, что главный вектор и главный момент внешних усилий
равны нулю.

Высказанные утверждения непосредственно вытекают из теоремы
единственности и существования решения 1 ) .

Совершенно аналогично решается и вторая основная задача, сводя-
щаяся на основании формулы (13) § 125 к определению функции Ф (£)
по граничному условию

[иФ (а) со' (0)]+ + [Ф (о-) со' (а)]" = 2pg' (а), (4)

где

причем g (а) = gi + ig2, где g4 и g2 — граничные значения компонент
и, v смещения.

Вычисления, которые приходится производить при решении первой
и второй основных задач по указанному здесь способу, приводят к тем же
примерно вычислениям, что и по методу, изложенному в предыдущей
главе. Поэтому мы на подробностях останавливаться не будем, тем более
что первая и вторая основные задачи представляют собой частные случаи

1) Проведя более детальный анализ, можно доказать эти утверждения, не опи-
раясь на теорему существования, а используя лишь теорему единственности (ср. заме-
чание 2 в конце § 84); это сделано в цитированной статье И. Н. Карцивадзе.
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основной смешанной задачи, которая будет более подробно рассмотрена
в следующем параграфе.

З а м е ч а н и е 1. Условия 2°, относящиеся к случаю первой основ-
ной задачи для бесконечной области S, выражаются соотношениями (17),
(18) § 125, в которых следует считать заданными значения действитель-
ной части В постоянной Г и постоянную Г', определяемые значениями
компонент напряжения на бесконечности. Постоянные X и У можно оста-
вить неопределенными: они сами определятся из остальных условий, наз-
ванных выше. Однако можно их заранее вычислить по заданным гранич-
ным значениям напряжений; тогда, требуя, чтобы функции Ф (£), ¥ (£)
удовлетворяли условиям (17), (18), мы получим лишние соотношения,
которыми можно заменить некоторые из других менее простых соотно-
шений между искомыми величинами.

В случае второй основной задачи для бесконечной области постоян-
ные X и У следует считать заданными, как и постоянные Г, Г'.

З а м е ч а н и е 2. При решении первой и второй основных задач
можно, конечно, исходить соответственно из формул (12) и (11) § 125.
Это особенно удобно в случае конечной области, ибо тогда искомая функ-
ция ф (£) однозначна. Но и в случае бесконечной области многозначность
искомой функции легко устранить путем выделения логарифмического
члена, подобно тому, как мы поступали в предыдущей главе.

§ 127. Решение основной смешанной задачи х). Перейдем теперь
к решению основной смешанной задачи. Пусть Lt = ajfti, L2 = a2bz, . . •
. . . ,Ln — anbn — дуги контура L, ограничивающего упругое тело S, обозна-
ченные так, что, проходя L в положительном направлении (оставляющем
S слева), точки аи bi, . . ., ап, Ъп встречаются в указанной последова-
тельности. Пусть L' = Li + . . . -f- Ln, a L" — остальная часть контура L.

Пусть на L' заданы значения смещений, а на I " — внешние напря-
жения. Не нарушая общности, мы можем считать, что часть L" свободна
от внешних напряжений 2 ).

Обозначим через ай, рА точки окружности у, соответствующие точкам
ah, bh контура L, через у' — часть окружности, соответствующую L',
а через у" — остальную ее часть. Точки а&, р\ будут играть роль точек у^,
о которых говорилось в конце § 125.

Тогда граничные условия задачи на основании формул (10) и (13)
§ 125 напишутся так:

Ф+(ст) — ф-(ст) = 0 на у", (1)

1 = /(о-) на Y \ (2)

х) Решение, аналогичное (в смысле характера результата) приводимому здесь,
но более сложное, было впервые дано Д. И. Шерманом [10].

2) Легко непосредственно решить задачу и в общем случае (см. замечание в конце
настоящего параграфа).
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где, если gu g2 обозначают граничные значения компонент и, v смещения»
заданные на L',

мы будем считать, что / (а) удовлетворяет условию Н п&у'.
Формула (1) показывает, что часть у" границы не является линией

скачков для функции Ф (£), т. е. что функция Ф(£) голоморфна на раз-
резанной вдоль у' плоскости, за исключением конечного числа точек, где она
может иметь полюсы; то же, разумеется, относится к функции Ф (£) со' (£).

Для определения этой последней функции у нас имеется граничное
условие (2), точно такое же, как условие, с которым мы имели дело при
решении основной смешанной задачи в случае, когда область S — круг
(§ 123, п. 1); только на этот раз искомая функция может иметь полюсы
в заранее заданных точках £4, £2> • • •> Сп °° порядков не выше, чем
заданные числа т^ т2, . . ., тТ, m (§ 125), а также, в случае, когда
область S бесконечна, полюс в точке £ = 0 не выше второго порядка.

Полагая, как в § 123 (п. 1),

Р = ^ Г - (4)

Х 0 ( О = П (£-aA)""2~ iP(£-pA)"T+iP
r (5)

fe=i
где под Хо (£) подразумевается ветвь, такая, что

lim£"X0(£) = l, (6)

получаем, применяя формулу (26) § 110:

со' (о Ф (0=Ц£ \
У'

где R (Q обозначает рациональную функцию вида

ь = 1 г = 1

(в случае конечной области 5 имеем: Di = D2 = 0).
Остается определить постоянные Dj, Cj, Bui, входящие в выражение

(8). Эти постоянные должны быть определены на основании следующих
условий:

1°. Функция XY (Q, соответствующая функции Ф( Q, т. е. связанная
с ней формулой (8) § 125, должна быть голоморфна внутри у. Это усло-
вие выражается равенствами (14) § 125.

2°. В случае бесконечной области S компоненты напряжения и вра-
щения должны принимать заданные значения на бесконечности, компо-
ненты главного вектора внешних усилий, приложенных к L', должны
также иметь заданные значения, а компоненты смещения должны быть,
однозначными. Эти условия эквивалентны условиям (17), (18) § 125 при
заданных Г, Г', X, У.
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3°. Наконец, надо учесть то обстоятельство, что если удовлетворены
все предыдущие условия, компоненты смещения и, v будут принимать
на дугах akfth заданные значения лишь с точностью до некоторых посто-
янных сй (к = 1, 2, . . ., п), ибо, решая задачу, мы исходили из требо-
вания, что на этих дугах принимают заданные значения производные и и v
по •§. Таким образом, к предыдущим условиям следует добавить условие

с.=с2— . . . = сп = 0, (9)

которое можно заменить более слабым:

с1 = с 2 = . . . = с „ , (10)

ибо при соблюдении последнего условия можно удовлетворить и условию
(9) за счет произвольной постоянной, входящей в правую часть формулы
(6') § 125.

Условия же (10) могут быть выражены совершенно аналогично тому,
как это было сделано в § 123 для случая, когда S — круг. Поэтому мы
считаем излишним выписывать здесь соответствующие формулы.

Выразив перечисленные выше условия, мы получим известное число
линейных алгебраических уравнений для нахождения неизвестных посто-
янных, которые и определят их полностью, как легко заключить на осно-
вании теорем единственности и существования решения х).

Особенно просто решается задача в случае, когда контур L разбит
лишь на две дуги ахЪх = L' и Ъ^ах = L"', т. е. когда п — 1; тогда отпа-
дают условия (10).

З а м е ч а н и е 1. Легко также непосредственно решить задачу
в случае, когда часть L" контура L не свободна от внешних напряжений,
а несет заданную внешнюю нагрузку. Тогда граничные условия, опре-
деляющие функцию Ф(£), можно представить в виде:

1[Ф (с) со' (о")]+ -\ [Ф (от) со' (о)] = / (о") на у',

(11)
[Ф (а) со' ( а ) 1 + - [Ф (а) ю' (а)]~ = / (а) на у",

где / (а) — заданная на у функция:

, / ч 2ix f dg< , . dgo I , 1

x X d a d° > Y | (12)

+ iT(a)} на у"; J

x) Теорема единственности доказана в § 40. Существование решения доказано
в цитированных уже статьях Д. И. Шермана [17] и Г. Ф. Манджавидзе [2]. Несколько
более подробное рассмотрение системы линейных алгебраических уравнений, о кото-
рой сказано в тексте, дозволяет доказать ее однозначную разрешимость, не опираясь
на теорему существования, а лишь при помощи теоремы единственности (ср. заме-
чание 2 в конце § 84).
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N (а) и Т (а) обозначают то же, что в § 126. Мы будем считать, что / (о)
удовлетворяет условию Н на каждой из частей у' и у" (но может изме-
няться скачком при переходе через точки а^, (3 )̂.

Применяя сказанное в § 111, получаем формулу, вполне аналогичную
формуле (7):

где Хо СО и R (£) обозначают то же, что и выше, т. е. даются формулами
(5) и (8), но интеграл берется уже по всей окружности у, а / (о) опреде-
ляется формулами (12). Остальные рассуждения те же, что и выше.

З а м е ч а н и е 2. При решении задачи можно (а иногда удобнее)
исходить из более простых формул (11), (12) § 125 (ср. замечание 2 в конце
предыдущего параграфа). Не надо при этом упускать из виду, что, разы-
скивая функцию ф (£) по соответствующему граничному условию, мы
должны потребовать, чтобы она оставалась ограниченной вблизи точек
ak, |3ft, как это следует из условия, наложенного нами на функцию Ф (£).

§ 127а. Пример. Р е ш е н и е о с н о в н о й с м е ш а н н о й
з а д а ч и д л я п л о с к о с т и с э л л и п т и ч е с к и м о т в е р -
с т и е м . Применяя конформное отображение на круг г) | £ | < 1, будем
иметь в этом случае при обозначениях § 48, п. 5:

Я>0, 0<m<l; (1)

формулы (7) и (8) § 125 принимают в нашем случае вид:

— т г ; * ( т ) П Р И

<о'(£)¥(£) = -R [} —g-) Ф Ю - J

- Д ^ + ̂ ) Ф ' ( £ ) при

формулы же (17), (18) § 125 напишутся так:

(2)

(3)

(5)

Будем считать для простоты, что п = 1, т. е. что контур L отверстия
разделен на две части а^аг и а2аи из которых вторая свободна от внеш-
них напряжений, а на первой заданы смещения.

J) Можно также (и даже несколько удобнее) воспользоваться отображением
на область | g | > 1, но мы пользуемся отображением на круг, чтобы иметь возмож-
ность непосредственно пользоваться формулами предыдущего параграфа.
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Тогда, обозначая через а4 и а 2 точки окружности у, соответствующие
точкам а1 и а2 эллипса, будем иметь:

X0(Q = ( S - c r i r ^ " i P ( S - a 2 r ^ + i P , ¥>= — • (6)

Положим:

at = e'*i, о2=-е^2, д 1 = # 0 - ^ , O2 = «o + f , (7)

где tf0 — аргумент середины дуги Oi02, а со — центральный угол, соот-
ветствующий этой дуге.

При больших | £ | будем иметь:

X (£)=— ' -^-4- (8)

где

а = ЧЩр+1р(о1 — ог) = е**о( cos~- + 2psm^- . (9)

Легко далее проверить, что

Х о(О)=-в-е«-*»о, (Ю)

так что при малых | £

X0(Q = X0(0)[l -~] 2 [ 1 - Т " ] 2 =Х0(0)[1+а0Е+...], (Н)

где

(12)

Формула (2) показывает, что функция со' (£) Ф (£) должна быть
голоморфна вне у, включая бесконечно удаленную точку; далее, так как
функция Ф (£) голоморфна внутри у, то со' (£) Ф (£) имеет полюс не выше
второго порядка при £ = 0.

Поэтому согласно формуле (7) § 127

Ol 02

где Со, Cj, Di, D2 — постоянные, подлежащие определению.
Постоянные Z)t и D2 определяются сразу из условия (4); действи-

тельно, на основании формул (13) и (11) главная часть полюса в точке
£ = 0 функции со' (£) Ф (£) равна

откуда путем сравнения с формулой (4) выводим:

хо(О)£>2--=-дг, х

из этих формул получаются значения для Z)2 и / ) 4 , которые мы не выпи-
сываем.
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Коэффициенты же Со и С4 определятся при помощи условия (5).
Для того, чтобы его выразить, найдем главную часть полюса при £ = О
функции со' (£) 4я (£), определяемой формулой (3). Простые вычисления
показывают, что эта главная часть равна

Ci-mD2X0(0) С о
Г2 ~Г

Сравнивая с формулой (5) и учитывая первое соотношение (14),
получаем, переходя к сопряженным значениям:

T ^±^ (15)

Таким образом, все постоянные определены, и задача решена. При
т = 0 получим решение для бесконечной плоскости с круговым отвер-
стием. Этот случай был непосредственно рассмотрен нами в § 123 (п. 2).

§ 128. Задача соприкасания с жестким профилем. 1. П о с т а -
н о в к а з а д а ч и . Е д и н с т в е н н о с т ь р е ш е н и я . В очень
многих случаях, с которыми приходится иметь дело на практике, граничные
задания обусловливаются соприкасанием поверхности рассматриваемого
упругого тела с поверхностями других тел.

Некоторые частные случаи задач этого типа были уже рассмотрены
нами выше (§ 58, 115—119).

Мы рассмотрим здесь случай, когда данное упругое тело соприка-
сается с абсолютно жестким телом данной формы, причем соприкасание
происходит вдоль всей границы упругого тела. Мы будем, далее, считать,
что поверхности тел — абсолютно гладкие, так что силы трения отсут-
ствуют.

Эта задача, насколько известно автору, была впервые поставлена
и решена Адамаром (Hadamard [2]) для случая упругого шара.

Решение задачи для плоских областей, отображаемых на круг при
помощи рациональных функций, было дано автором в статье [19] и вос-
произведено с некоторыми дополнениями во втором издании настоящей
книги. Ниже (в п. 2) будет приведено решение, несколько отличное по
форме, но то же самое по существу.

Ограничимся в дальнейшем плоским случаем и будем считать, что
граница рассматриваемого тела состоит из одного простого замкнутого
контура; при этом тело может быть конечным или бесконечным (беско-
нечная упругая пластинка с отверстием). В соответствии с этим мы будем
иметь дело с одним из двух случаев.

А. С л у ч а й к о н е ч н о й о б л а с т и . В отверстие данной фор-
мы, проделанное в неподвижном жестком теле (пластинке), вкладывается
упругая шайба, контур которой до деформации мало отличался по форме
и положению от контура отверстия 1).

Ибо, как всегда, мы рассматриваем малые деформации и смещения.
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Б. С л у ч а й б е с к о н е ч н о й о б л а с т и . В отверстие, про-
деланное в бесконечном упругом теле (пластинке), вкладывается абсолют-
но жесткая шайба, контур которой мало отличался от контура отверстия
до деформации; положение жесткой шайбы считается заданным. В этом
случае (бесконечной области) считается, что заданы значения напряжений
и вращения на бесконечности (т. е. при прежних обозначениях — зна-
чения постоянных Г, Г') и, кроме того, главный вектор (X, Y) внешних
усилий, действующих со стороны шайбы на окружающую внешнюю пла-
стинку. Этот главный вектор равен, очевидно, главному вектору сил,
приложенных извне к жесткой шайбе (сюда не включаются силы, дейст-
вующие на контур шайбы со стороны упругой пластинки).

Составим граничные условия, соответствующие нашей задаче, хотя
мы могли бы просто сослаться на сказанное в § 115, правда, для частного
случая прямолинейной границы. Но здесь мы дадим несколько иное
обоснование, быть может, немного более наглядное, а также добавим
некоторые замечания.

Прежде всего из условия отсутствия трения следует, что на границе
упругого тела

7 = 0,

где Т — касательная компонента напряжения, действующего на контур.
Выразим, далее, условие соприкасания контуров упругого и жест-

кого тел. Мы будем считать во всем дальнейшем, как было уже условлено,
что соприкасание происходит вдоль всей границы.

Для большей ясности представим себе дело так, останавливаясь
пока на случае А. Пусть упругая шайба предварительно наложена на от-
верстие в жесткой пластинке (в виде покрышки), так что ее края несколь-
ко заходят за края отверстия. Пусть, далее, при помощи подходящих уси-
лий, приложенных к контуру шайбы, точкам этого контура сообщаются
нормальные смещения vn

 г) такой величины, чтобы контур шайбы совпал
с контуром отверстия, после чего шайба вкладывается в отверстие и предо-
ставляется самой себе. Шайба придет в некоторое состояние упругого рав-
новесия, которое и требуется определить. Так как точки края шайбы
могут свободно скользить по краю отверстия, то касательная компо-
нента vt смещения точки контура нам заранее не известна. Зато нам
известна нормальная компонента vn этого смещения, ибо она определяется
взаимным положением контура отверстия и контура шайбы до деформа-
ции. Итак, граничные условия нашей задачи сводятся к следующим:

Г = 0, vn-=f на контуре, (1)

где / — заданная действительная функция дуги контура.
Обратим внимание еще на следующее обстоятельство. Операцию

сжимания шайбы до размеров отверстия (сообщением нормальных

*) Ввиду малого различия контура шайбы и отверстия, безразлично, считать ли
п нормалью к краю шайбы или к краю отверстия.
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смещений vn) можно выполнять, исходя из различных положений шайбы
до деформации; все эти положения могут быть получены из одного, опре-
деленного при помощи жесткого перемещения шайбы как целого (как всег-
да, речь, разумеется, идет о малых смещениях). Если исходить из какого-
либо положения шайбы (до деформации), отличного от того, которое было
взято при выводе второго условия (1), то величина /, фигурирующая в этом
условии, будет иметь другое значение /', которое отличается от / нор-
мальной компонентой того жесткого перемещения, при помощи которого
одно первоначальное положение шайбы получается из другого; гранич-
ные условия будут уже такими:

Г = 0, un = f' н а контуре. (1')

Но очевидно, что, решив задачу (1), мы сможем получить решение-
задачи (1'), наложив на первое решение только что упомянутое жесткое
перемещение, не влияющее, как известно, на распределение напряжений;
таким же образом из решения задачи (1') можем вывести решение
задачи (1).

Перейдем теперь к случаю Б (бесконечная область). Повторяя почти
буквально сказанное выше, мы опять придем к условиям (1), к которым
следует присоединить еще условия, перечисленные раньше (а именно
следует присоединить задание величин Г, Г', X, Y). Добавим еще, что
жесткие перемещения упругой пластинки сводятся в нашем случае исклю-
чительно к поступательным, ибо величина С х ), характеризующая враще-
ние на бесконечности, задана по условию.

Легко показать, что задача, соответствующая граничным условиям
(1), не может допускать двух различных решений. Действительно, вспом-
ним, что для доказательства единственности решения основных задач
главную роль играло равенство нулю (на контуре) выражения

Xnu + Ynv,

составленного для «разности» двух решений (§ 40). Но это выражение
равно нулю и для рассматриваемой теперь задачи. В самом деле, выра-
жение это есть скалярное произведение вектора (Хп, У„), изображаю-
щего напряжение, приложенное к контуру, и вектора (и, v), изображаю-
щего смещение точки контура. Так как, далее, для «разности» двух реше-
ний, удовлетворяющих граничному условию (1), мы имеем:

Т = 0, vn = 0,
то векторы (Хп, Yn) и (и, v) взаимно перпендикулярны, а следовательно,
их скалярное произведение Хпи + Ynv равно нулю.

Поэтому, повторяя буквально рассуждения § 40, мы убедимся, что
компоненты напряжения в обоих решениях одинаковы, а следовательно,
смещения могут различаться только жестким перемещением тела как
целого.

Напомним, что по нашим обычным обозначениям Г =
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Очевидно далее, что если исключить случай, когда тело ограничено
окружностью, и этого различия в смещениях быть не может. В случае
круговой шайбы решения, очевидно, могут отличаться друг от друга жест-
ким поворотом вокруг центра; в случае бесконечной пластинки с круго-
вым отверстием мы опять имеем полную определенность, ибо мы считаем,
что вращение на бесконечности задано.

Мы доказали, что если решение поставленной задачи существует, то
оно единственно; то, что решение на самом деле существует, было дока-
зано Д. И. Шерманом [22]. Мы не будем останавливаться на этом дока-
зательстве, а укажем эффективный способ решения для областей, отобра-
жаемых на круг при помощи рациональных функций х).

2. Р е ш е н и е д л я о б л а с т е й , о т о б р а ж а е м ы х н а
к р у г п р и п о м о щ и р а ц и о н а л ь н ы х ф у н к ц и й . Метод,
при помощи которого мы будем решать нашу задачу, вполне аналогичен
методу, подробно изложенному в § 126 для случая первой и второй основ-
ных задач 2 ) . Поэтому мы сделаем здесь только общие указания и затем
поясним применение метода на примерах.

Пусть область S отображена на круг | £ | < 1 3) соотношением

* = <»(£), (2)
где, по условию, со (£) — рациональная функция; окружность £ | = 1
мы по-прежнему обозначим через у, а положительным направлением на
ней выберем направление, обратное движению часовой стрелки.

Граничные условия (1), при обозначениях § 50, запишутся так:

Qft = 0, fP = / на контуре. (3)

Выражения для Qfr и vp через функции комплексного переменного
могут быть получены соответственно из формул (11) и (7) § 50. Чтобы

получить выражение для Q#, достаточно почленно вычесть равенство (11)
§ 50 из равенства, полученного переходом к сопряженным значениям

(тогда в левой части получим 2ipj9-). Аналогично получим выражение
для vp из формулы (7) § 50. Внося эти выражения в равенство (3), полу-
чаем граничные условия задачи в следующем виде:

стгсо'(ст) {со (а) Ф' (а) + ев' (а) Y (а)}—а2 со' (от) {со (а) Ф' (а) + со' (а) Y (а)} = 0,

асо' (а) {x^)_-jgL ф'(о)-ф(о)} +

+ aio>) \щ\а) — Щг^Щ ~W)\ =4ц/(о) | со' (а):,*• со (а) >
2 ) Относительно случая, когда граница тела — прямолинейный многоугольник,

см. статью Г. Н . Положего [1], в которой даны ссылки и на другие его статьи.
2) В цитированной моей статье (а также во втором издании настоящей книги)

решение было дано при помощи метода, примененного нами в предыдущей главе к реше-
нию основных задач.

3 ) Можно пользоваться и отображением на область | £ | > 1.
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где всюду подразумеваются граничные значения рассматриваемых функ-
ций при £ ->• а изнутри у; / (а) обозначает заданную действительную
функцию точки а контура, относительно которой мы будем считать, что
она удовлетворяет условию Н.

Будем пока считать, что в случае, когда область S бесконечна, глав-
ный вектор (X, Y) внешних усилий, приложенных к обводу отверстия
(т. е. к границе области S), равен нулю. Будем, кроме того, считать,
что напряжения исчезают на бесконечности.

Тогда функции ср (Q и ty (Q будут голоморфны внутри у, так же как
и функции Ф (£), х¥ (£).

Введем теперь кусочно-голоморфные (за исключением конечного
числа полюсов) функции Qt (£), Q2 (£)> определенные следующим образом:

f £2со' (С) [ ю ( ! ) Ф' (£) + со'

при

Тогда предыдущие граничные условия могут быть, очевидно, запи-
саны так:

1 V / 1 V / ' V /

QJ (а) — Q" (а) = 4(х | а»' (а) | / (а). (7)

Функции Q t (t), Q2 (£)> K a K было уже сказано, кусочно^-голоморфны,
за исключением конечного числа полюсов, т. е. они голоморфны в каж-
дой из областей | £ | < 1, | £ | > 1, кроме конечного числа точек, где они
имеют полюсы.

Полюсы эти и их максимальные порядки заранее известны, так как
они происходят от полюсов рациональной функции со (Z) и от множителей
£-1, £ в правой части (5). Легко видеть, что каждому полюсу £ ,̂ распо-
ложенному внутри (вне) у, соответствует полюс £& = l/£ft того же поряд-
ка, расположенный вне (внутри) у.

Применяя теперь результаты § 108 к решению граничных задач (6), (7),
получаем соответственно:

Qi (£) = i?i (С), (8)

V

где /?! (Q и R2 (t) — рациональные функции с неопределенными коэф-
циентами, имеющие в заданных точках полюсы не выше заданных
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порядков. Общие их выражения легко написать, но мы этого делать
не будем, а заметим лишь следующее. По самому определению (4) и (5)
функций Q t (£) и Qz (£), мы должны иметь:

откуда на основании формул (8) и (9) легко заключаем, что рациональ-
ные функции i? t (£) и i?2 (£) должны тождественно удовлетворять следую-
щим условиям:

| . — . (11)
Y

При выводе последнего условия мы воспользовались тем, что если / (а) —
действительная функция и если

,__2£. Г / (о) da

у
то

1?( 1 Л _ 2ц Р / (о) do"

da

— 1или, замечая, что а = — ,

дг /- 1 Л _ 2ц Р £/ (a) do _ 2ц Р / (a) da , 2ц

ЧТУ ~~^ J a(s-o)- ~"ST ) -~V=T + lu
Y Y Y

Соотношения (10), (11) налагают определенные условия на коэф-
фициенты рациональных функций Ri (£) и R2 (£); эти условия вместе
с другими, которые будут указаны ниже, и послужат для определения
упомянутых коэффициентов.

Применяя формулы (8), (9) к точкам, расположенным внутри у,
получим на основании формул (4) и (5):

(13)

Применение формул (8), (9) к точкам, расположенным вне у, ничего
нового не даст, а приведет лишь к условиям (10), (11), которые мы будем
считать выполненными. Поэтому мы можем ограничиться рассмотрением
предыдущих уравнений.

Разделяя предыдущие уравнения соответственно на £2оо'(£) и £(о' (?)
и замечая, что

со' (£) Ф ( 0 = Ф' ( 0 ,
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можем переписать эти уравнения так:

tfltr 1? со'(6 Ф«) = Я(£), (15)
где G (£), Н (£) — известные функции, содержащие линейным образом
некоторое число неопределенных пока постоянных.

Из предыдущих уравнений легко исключить функцию if (£). Действи-
тельно, дифференцируя второе и складывая с первым, получаем после
простых приведений:

(х + 1 ) Q (£) Ф ' (£) + xQ' (£) ф (С) = G (£) + Н' (£), (16)
где

57 (т)

Таким образом, функция ф (£) удовлетворяет линейному дифферен-
циальному уравнению первого порядка:

Ф'ат^-ФШ=/чр, (is)
где

— известная функция, содержащая линейным образом некоторое число

неопределенных постоянных, а

( 4 0 (20)

Интегрируя уравнение (18), получаем:

Ф(О-[Й(£)ГГ [К+ I F(Q[Q(Q]vd£] , (21)
где К — постоянная.

Найдя ф (Q, можем определить г|) (̂ ) по формуле (15). Неизвестные
постоянные, фигурирующие в выражениях для ф (£) и о|з (С), определятся
из условий (10), (11), а также из условия голоморфности этих функций
внутри у-

Мы считали в случае, когда область S бесконечна, что напряжения
исчезают на бесконечности. Это условие несущественно. Если считать,
что напряжения имеют на бесконечности заданные конечные значения,
то предыдущие рассуждения останутся в силе. Следует лишь учесть, что
в рассматриваемом случае функции ф (£) и if (£) имеют полюсы первого
порядка при £ = 0 с заданными главными частями, что может отразиться
лишь на виде рациональных функций Д4 (Z), R2 (£).

Мы считали, кроме того, что в случае бесконечной области главный
вектор (X, Y) равен нулю.
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Если главный вектор (X, У) отдичен от нуля, то этот случай легко
сводится к предыдущему при помощи не раз примененного выше приема
(см. следующий параграф, пример 2).

З а м е ч а н и е . Совершенно аналогично решается несколько более
общая задача, которую получим, заменив условие Т = 0 условием, что
Т равно заданной функции от t.

§ 128а. Примеры. 1. К р у г о в а я ш а й б а . В этом случае можем
положить:

г = а.(О = Д£, (1)

где R — радиус шайбы, и граничные условия (6), (7) § 128, написанные
в развернутом виде, принимают вид (мы сокращаем первое уравнение
на R2, а второе на R):

[оФ' (а) + o«F (а)Г- [ i Ф" ( | ) + ̂  V ( 1 ) ] " = 0, (2)

-[-хаф(1) + ф'(1) + 1^(А)] = 4|х/(а).

(3)
Дальнейшие выкладки несколько упростятся, если мы будем считать

Ф(0) = 0, (4)

что мы имеем право сделать, не нарушая общности.
Решая граничные задачи (1) и (3) и принимая во внимание, что

функции

голоморфны г) при | £ | > 1 и первая из них исчезает на бесконечности,
а функции

голоморфны при | £ | < 1, получаем, что внутри у

(5)

(6)

где а — постоянная. Условие (10) § 128 удовлетворено само собой, а усло-
вие (11) § 128 дает

Y 0

(множитель | со' (а) | = R не фигурирует в правой части, так как выше
мы произвели сокращение на R).

х) Голоморфность второй из этих функций при £ = оо вытекает из условия (4).
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Сравнивая уравнения (5), (6) с уравнениями (14), (15) § 128, видим,
что при обозначениях § 128J

^ , (8)

где для краткости положено:

V

На основании формул (17) и (19) § 128 имеем в нашем случае:

и на основании формулы (21) § 128
y-2v

i

где К — постоянная, или еще

^Ъ + ̂ 1 + £1. (10)
о

Нижний предел интеграла в последней формуле можно взять равным
нулю, ибо, как легко видеть, вблизи начала координат разложение выра-
жения

[Л (С)-4(0)-£4 ' (£) ]£-*>

начинается с члена, содержащего £~2v+2, причем, как мы знаем,

Постоянные К ж а следует определить из условия голоморфности
функции ф (£) внутри у и из условия (7), ибо условие (4) удовлетворено.

Очевидно, что ф (£) будет голоморфной *) тогда и только тогда, когда
К = 0, ибо 2v — число не целое (оно заключено между 1 и 2).

Условие же (7) определяет действительную часть величины а; мни-
мая часть ее остается произвольной, как и следовало предвидеть 2 ) . Пола-
гая эту мнимую часть равной нулю и замечая, что правая часть формулы
(7) равна —А (0), получаем:

г) Второй член правой части формулы (10), как легко видеть, есть голоморфная
функция, ибо многозначность множителя £~ под знаком интеграла компенсируется
многозначностью множителя £ перед интегралом,; Мы, конечно, подразумеваем,
что ветви £2v и £~2v выбраны так, что

r-2v__

2) Ибо мнимая часть а влияет лишь на жесткий поворот шайбы.
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и по формуле (10) окончательно имеем:

после чего яр (£) определится по формуле (6):

ЛР; (12)

легко проверить, что правая часть голоморфна в точке £ = 0.
Таким образом, задача решена.
2. Б е с к о н е ч н а я п л о с к о с т ь с к р у г о в ы м о т в е р -

с т и е м . Применим в этом случае отображение на область | £ [ >• 1, так
что формула (1) остается в силе.

Если под / подразумевать нормальное смещение, считаемое поло-
жительным, когда оно направлено внутрь тела, т. е. от центра, то гра-
ничные условия примут вид (по сокращении соответственно на R2 и R):

= 0, (13)

. (14)

Будем пока считать, что главный вектор (X, У) равен нулю и что
напряжение и вращение исчезают на бесконечности. Тогда функции
Ф (£), гр (£) будут голоморфны при | £ | > 1, включая бесконечно удален-
ную точку, и при больших

кроме того, не нарушая общности, мы можем считать гр (оо) = 0.
Учитывая только что указанные свойства искомых функций и решая

граничные задачи (13), (14), получаем для точек области | £ | >• 1:

a, (15)

v
где a, b — некоторые постоянные, подлежащие определению. Их можно
найти на данном же этапе. Действительно, условие (10) § 128 дает:

= а,

а условие (11) § 128 (если учесть, что мы сократили на R):
2я
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Кроме того, полагая в уравнениях (15) и (16) £ -> оо и замечая, что

1
~R- » = - 4 [&!>(£)];=«,,

получаем:

Ъ=^— Да.

Из предыдущих равенств легко получаем:

b=—Ra=— -£- J /(a)dft. (17)
о

Сравнивая уравнения (15), (16) с уравнениями (14), (15) § 128, легко
убеждаемся, что в нашем случае

где А (0 определяется формулой (9); только в нашем случае £ находится
вне у-

Таким образом, мы приходим опять к уравнению (18) § 128, причем
теперь

Р 1 ( 1 ;
fК —I— 1 \ Q ^fi 54 -4- 1

Таким образом, на основании формулы (21) § 128 будем иметь:

за нижний предел интеграла мы выбрали оо. Это мы имеем право сделать,
ибо интеграл, как легко видеть, сходящийся; с другой стороны, нижний
предел можно выбирать произвольно.

Очевидно, что ф (£) будет голоморфной только при условии К — 0 2 ) .
Значит, будем иметь окончательно:

(18)

Вспомним, что

так что если при больших | £ |

2) Ибо 2v число не целое (ср. сказанное в п. 1).
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Найдя ф (£), можем найти г); (Z) по формуле (16):

£ Ф ( О - { Ф ' ( £ ) + } Л ( £ ) + { . (19)

где Ъ дается формулой (17).
Мы предполагали до сих пор, что главный вектор усилий (давлений),

действующих на пластинку со стороны шайбы, равен нулю. Если он
отличен от нуля х), то, применяя тот же прием, что и в аналогичных
случаях первой и второй основных задач (ср. § 78), легко найдем, что
решением будут функции:

где ф (0, г|) (£) даются теми же формулами, что и выше, и

(20)

I h П

Легко также непосредственно проверить, что функции ф0 (С), ^о (£)
решают нашу граничную задачу при / = 0 и при заданном главном век-
торе (X, У).

Полученное нами решение ф + Фо» Ч3 ~Ь Фо соответствует тому случаю,
когда на жесткую шайбу, вставленную в упругую пластинку, действуют
внешние силы, совокупность которых эквивалентна силе (X, Y), прило-
женной к центру 2 ).

Так же просто решается задача для случая, когда напряжения не
исчезают на бесконечности, а имеют заданные (конечные) значения.

3. Б е с к о н е ч н а я п л о с к о с т ь с э л л и п т и ч е с к и м
о т в е р с т и е м . В этом случае мы могли бы воспользоваться, как
м в случае первой и второй основных задач, отображением на область
S £, | > 1. Однако вычисления несколько упрощаются, если произвести
отображение на круг | Z, | < 1.

Итак, положим:

z = ( o ( £ ) = f l ( | + m £ ) , / ? > 0 , 0 < т < 1 . (22)

Следовательно, в нашем случае:

( ) ({)= я(™-£2)- (22')
Будем считать, что напряжения и вращение обращаются в нуль на

•бесконечности; кроме того, будем считать, что главный вектор усилий,
г) Напряжения по-прежнему мы считаем равными нулю на бесконечности, как

и вращение.
2) Если бы эта сила не проходила через центр, то равновесие шайбы было бы

невозможно, ибо в силу условия Т = 0 главный момент (относительно центра) уси-
лий, приложенных к ее контуру, равен нулю.
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приложенных к обводу отверстия, равен нулю (мы всегда можем при-
вести общий случай к этому уже не раз применявшимся способом).

При этом условии ф (£) и i|> (£) будут голоморфны внутри у и, кроме
того, вблизи начала

££ ^§ . (23)
Принимая во внимание предыдущие формулы, легко убеждаемся, что

функция £2j (£), определяемая формулой (4) § 128, голоморфна как внут-
ри, так и вне у (включая точку £ = оо).

Функция же Q2 (£), определяемая формулой (5) § 128, может иметь
в точке £ = 0 полюс первого порядка с главной частью

Сделаем теперь следующее замечание, которое значительно облегчит
дальнейшие выкладки. Мы знаем, что, не изменяя смещений (а следо-
вательно, и напряжений), можно прибавить к <р (£) любую комплексную
постоянную а и одновременно прибавить к ij) (£) постоянную %а. Эту
постоянную, как легко видеть, всегда можно подобрать так, чтобы г)

хтеф(0) + ^ ( 0 ) = 0. (24)

Таким образом, не нарушая общности, мы можем считать, что условие
(24) соблюдено.

Тогда функция Q2 (£) будет голоморфна при | £ ] -< 1, а также, как
легко видеть, при £ | > 1, включая бесконечно удаленную точку.

Поэтому в нашем случае функции Ri (£) и R2 (£) формул (8), (9) § 128
попросту постоянные, которые мы обозначим соответственно через а и br

и формулы (12), (13) § 128 напишутся так:

£*со' (£) {п ( { ) Ф' (£) + со' (£) ¥ (£ )}= а, (25)

( | ) ( £ ) = Л(£) + 6 (26)

(для | £ | < 1), где введено обозначение
л i n - 2V- С /(о) 1 to' (g) j da

у

Из условий (10) и (11) § 128 имеем соответственно:

2л

а = а, b + b = - - | ^ / ( a ) | c o ' ( o - ) | - ^ - = - - f J/(а)|<в'(<т)|<И>. (28)
V О

Сравнивая уравнения (25) и (26) с уравнениями (14), (15) § 128,
убеждаемся, что при обозначениях § 128:

JJ(t\ А(® I
 Ь

in—
' ( О ^ Е«п'(С)"

*) Напомним, что m ^ l (m < 1).
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Наконец, замечая, что в нашем случае

получаем по формуле (19) § 128:

F(r\ B(&) | 2 b a — b

где для краткости введено обозначение

±^} (30)
Функция ф (?) выражается формулой (21) § 128, которую теперь мы

перепишем так:

П v ,

где К — постоянная. Подынтегральная функция имеет внутри у только
две особые точки: £ = ±Vm-> ибо т < 1, и легко видеть, что интеграл
в правой части сходящийся (не забудем, что v > 0). Легко, далее, видеть,
что второй член правой части (31) остается конечным при £,-*• — Ym-
Значит, для голоморфности ф (£) вблизи Z, = —У^т необходимо, чтобы
К = 0. Итак, мы должны иметь:

| (£)Ч. (32)

Далее, для того чтобы ф (?) оставалась конечной и при Z,
очевидно необходимо, чтобы

+ Vm

Легко видеть, что при условии (33) правая часть (32) будет голо-
морфной внутри у.

Считая, что это условие соблюдено, и подставляя найденное для ф (Q
выражение в формулу (26), найдем выражение для г|з (£), которое, как
легко проверить, будет также голоморфным внутри у. Нетрудно про-
верить также, что условие (24) будет соблюдено.

Нам остается найти постоянные а, Ъ, фигурирующие в найденных
для ф (£) и 1|) (£) выражениях. Для этого у нас имеются соотношения
(28) и условие (33). Мы можем считать, что интеграл в правой части (33)
взят по отрезку —]fm, -\-\fm действительной оси и что на пути инте-
грирования выражение

— положительная величина.
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Условие (33) мы можем переписать так:

J + {2Kt — K2)b + K2a = 0, (34)

где положено:

1 (&)**• <35>
+ Y~m . + V"m

-Ym - Ym

Постоянные Ki и K2 — действительные величины, которые мы можем
считать раз навсегда вычисленными для эллипса с данным эксцентриси-
тетом (ибо т зависит лишь от эксцентриситета). Легко видеть, что К2 < Kt.

Величина / может считаться также заданной, ибо функция / (а)
задана.

Уравнение (34) вместе с условием (28) определяют а и Ъ. В самом
деле, вычитая из уравнения (34) уравнение, полученное переходом к со-
пряженным значениям, получаем:

что вместе со вторым соотношением (28) определяет Ъ. После этого а
найдется из соотношения (34).

Таким образом, задача решена. Легко также обобщить полученное
решение на случай, когда напряжения имеют на бесконечности заданные
конечные значения и когда главный вектор (X, Y) отличен от нуля.



ГЛАВА СЕДЬМАЯ

РАСТЯЖЕНИЕ, КРУЧЕНИЕ И ИЗГИБ
ОДНОРОДНЫХ И СОСТАВНЫХ БРУСЬЕВ1)

В настоящей главе рассматривается задача растяжения, изгиба
л кручения цилиндрических (призматических) брусьев, имеющая большое
значение для многих областей техники.

Первый отдел посвящен классическим результатам, относящимся
к задаче кручения и изгиба однородных брусьев (решение задачи растя-
жения в этом случае тривиально) и принадлежащим в основном Сен-
Венану.

Ввиду того что эти результаты с достаточной полнотой излагаются
почти во всех курсах теории упругости, здесь даются только основы
теории; более подробно, с примерами, излагаются лишь некоторые резуль-
таты, принадлежащие автору, касающиеся применения теории функций
комплексного переменного.

Остальные отделы настоящей главы посвящены результатам, относя-
щимся к задаче растяжения, кручения и изгиба брусьев, составленных
из различных материалов, которая возникла в связи с некоторыми зада-
чами строительной механики, касающимися железобетонных сооружений.
Эти результаты принадлежат в основном автору настоящей книги.

!) Отделы I—III настоящей главы воспроизводятся здесь в том же виде, как они
были напечатаны в первом (1933 г.) и втором (1935 г.) изданиях, если не считать незна-
чительных изменений чисто редакционного характера. В третьем издании было суще-
ственно дополнено, в отделе IV, исследование решения задач растяжения и изгиба
парами бруса, составленного из различных материалов с различными коэффициентами
Пуассона (§ 146, 147, 149), а также добавлено (§ 150) решение задачи изгиба попе-
речной силой такого бруса, данное в основном А. К. Рухадзе.

В настоящем (пятом) издании воспроизводится текст третьего издания без каких-
либо существенных изменений.

Не имея возможности коснуться хотя бы вскользь интересных рез ультатов,
полученных А. Я. Горгидзе и А. К. Рухадзе, относящихся к (приближенному) реше-
нию задачи растяжения, изгиба и кручения брусьев, составленных из различ-
ных материалов и близких к призматическим, а также к учету «вторичных эффек-
тов» для составных призматических брусьев, я ограничиваюсь ссылкой на работы
А. Я. Горгидзе [3—10], А. К. Рухадзе [4—7], А. Я. Горгидзе и А. К. Рухад-
зе [2, 3].
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I. КРУЧЕНИЕ И ИЗГИБ ОДНОРОДНЫХ БРУСЬЕВ
(ЗАДАЧА СЕН-ВЕНАНА)

§ 129. Постановка вопроса. Рассмотрим однородный изотропный
брус, ограниченный цилиндрической (призматической) поверхностью
(«боковая поверхность») и двумя плоскостями («основаниями»), нормаль-
ными к боковой поверхности.

Предположим, что объемные силы отсутствуют, что боковая поверх-
ность бруса свободна от внешних напряжений и что к его основаниям
приложены заданные усилия (удовлетворяющие, разумеется, условиям
равновесия абсолютно твердого тела).

Направим ось Oz параллельно образующим боковой поверхности,
а плоскость Оху возьмем на одном из оснований бруса, которое будем
условно называть «нижним». «Верхнее» основание будет расположен»
на высоте z = +/, где I — длина бруса.

Если поставить вопрос об упругом равновесии нашего бруса при
указанных условиях во всей полноте, то он сводится к следующей мате-
матической задаче (см. § 20).

Найти величины Хх, Yv, Zz, Yz, Zx, Xy, и, v, w, удовлетворяющие
в области V, занятой брусом, уравнениям:

дХх

'~dx

~дх~~

dZ*
дх '

' ду

"~ду

d_Z^

' ду

- = о , (1)

d u j d w

Zz = XQ +

dv

dw
~dz
du/ UU WU \ •

(2)

где
ди
дх'

dv dw
"dz

и, кроме того, следующим граничным условиям:

Xxcos(n, x) + X ! /cos (n, у) = 0 Л

Yxcos(n, х) + Yy cos (п, у) = 0 [ н а б о к о в о й поверхности; (3)

Ъх cos (n, x)-\-Zy cos {n, y) = 0 J

Xz, Yz, Zz — заданные функции на основаниях, (4)

т. е. при z = 0, z = I.
Поставленная в таком виде задача представляет значительные мате-

матические трудности, если искать не только теоретическое решение,
а такое, которое поддавалось бы фактическому вычислению.
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К счастью, оказывается, что для практических целей в большинстве
случаев нет надобности (и даже не имеет смысла) ставить задачу с такой
полнотой.

Действительно, редко бывает известно фактическое распределение
внешних напряжений на основаниях бруса; с большей или меньшей
точностью бывают известны главный вектор и главный момент этих напря-
жений; иными словами, бывает известна совокупность силы и пары, стати-
чески эквивалентная совокупности усилий, приложенных к данному
основанию.

С другой стороны, на основании принципа Сен-Венана (см. § 23),
«ели мы имеем дело с брусом, длина которого весьма значительна по срав-
нению с размерами оснований, мы должны заботиться только о том,
чтобы главный вектор и главный момент усилий, приложенных к осно-
ваниям, имели заданные значения; действительное же распределение
напряжений на основаниях практически не имеет влияния на части
бруса, не находящиеся вблизи оснований.

Таким образом, появляется довольно широкий произвол в выборе
решения. Этим произволом можно воспользоваться для упрощения задачи
следующим образом: заранее частично задаться формой решения, остав-
ляя его, однако, достаточно общим для того, чтобы можно было получить
на основаниях бруса совокупность напряжений, статически эквивалент-
ных данным («полуобратный метод» Сен-Венана).

При этом приходится заботиться только об одном из оснований.
Действительно, задание главного вектора и главного момента усилий,
действующих на одно из оснований, определяет эти элементы и для дру-
гого, так как совокупность усилий, приложенных к обоим основаниям,
должна быть статически эквивалентна нулю (т. е. удовлетворять условию
равновесия абсолютно твердого тела). С другой стороны, всякое решение
уравнений (1) всегда дает такое распределение напряжений на поверх-
ности тела, которое статически эквивалентно нулю (см. конец § 20).

Сен-Венану принадлежит большая заслуга полного теоретического
решения вопроса в такой упрощенной (ему же принадлежащей) поста-
новке и применения к ряду технически важных случаев.

Результаты] Сен-Венана изложены в двух его обширных мемуарах
{Saint-Venant [1, 2]) и в ряде других работ, в частности в обширных
примечаниях к французскому переводу книги Клебша (Clebsch [2]).

А. Клебш (1833—1872), значительно более молодой и раньше умер-
ший современник Сен-Венана, дал очень стройное решение интересую-
щего нас вопроса (Clebsch [1, 2]); он показал, что если заранее поставить
условие:

Xx = Yy = Xy = 0 в области V, (5)

то остается как раз столько произвола, чтобы удовлетворить условиям
на основаниях и на боковой поверхности, и что это условие приводит
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к решению, которое Сен-Венан получил иным, более длинным путем.
Клебш назвал «задачей Сен-Венана» определение упругого равновесия
цилиндра (с незагруженной боковой поверхностью) при добавочном
условии (5).

Условие (5) имеет, очевидно, следующий физический смысл: если
представить себе данный цилиндр состоящим из ряда продольных «воло-
кон» (т. е. продольных тонких призмочек), то эти волокна не оказывают
друг на друга давлений и скалывающих усилий в поперечном направле-
нии (т. е. волокна могут оказывать друг на друга только скалывающие
усилия в продольном направлении).

При соблюдении равенств (5) условия (3) на боковой поверхности,
очевидно, сводятся к следующему одному:

Zxcos(n, x) + ZV cos (re, y) = 0, (3'>

ибо два первых условия (3) будут удовлетворены сами собой.
Мы не будем здесь придерживаться метода изложения Клебша х ) г

а применим менее стройный, но более простой метод, по существу совпа-
дающий с тем, которым пользуется Ляв (Love [1], гл. XIV и XV).

Отметим еще, что результаты Сен-Венана можно получить, исходя
из следующей постановки задачи, принадлежащей В. Фохту (W. Voigt) a ) :
найти упругое равновесие рассматриваемого цилиндра (с незагруженной
боковой поверхностью), исходя из предположения, что компоненты
напряжения зависят линейным образом от координаты z.

Будем для определенности рассматривать усилия, приложенные
к верхнему основанию. Совокупность этих усилий статически эквивалент-
на силе, приложенной в некоторой (произвольной) точке О' и паре. В каче-
стве точки О' мы возьмем точку пересечения оси Oz с верхним основа-
нием. Силу мы можем разложить на две компоненты: по направлению
оси Oz и по направлению, к ней перпендикулярному. Точно так же пару
можем разбить на две: момент одной из них будет параллелен оси Oz-
(«закручивающая пара»), а момент другой расположен в плоскости осно-
вания («изгибающая пара»).

В соответствии с этим задачу нашу можно разбить на следующие
четыре:

1° кручение парами, действующими в плоскостях оснований;
2° растяжение (или сжатие) продольными силами, приложенными:

к основаниям;
3° изгибание парами, плоскости которых перпендикулярны к осно-

ваниям;
4° изгибание поперечной силой, приложенной к одному из оснований

и действующей в его плоскости (к другому основанию должна быть,.

*) Хорошее изложение можно найти, например, у Вебстера (Webster [1]); см.
также Todhunter a. Pearson [1].

2) Изложение см. у Лява (Love [1], гл. XVI).
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следовательно, приложена сила, равная и противоположная предыдущей,
а также пара сил, так, чтобы вся эта система сил уравновешивалась).

Следует хорошо помнить, что во всем нижеследующем речь идет,
конечно, не о сосредоточенных силах и парах сосредоточенных сил,
а о силах и парах, статически эквивалентных некоторому распределению
напряжений на основаниях.

§ 130. Некоторые формулы. Напомним, для облегчения справок, что
уравнения (2) § 129 могут быть заменены следующими, им эквивалент-
ными (§ 19):

f ' J —«'*--<-'-" — =

(1)
dw dv __ 2(1 + о) у ди dw _2(l-\
~~ду "г" дг~ Ё z ' ~dz ' ~dx ~~ ~Ё

dv Э и _ 2 ( 1 + а ) у
dx ду Е у '

где Е — модуль Юнга, а а — коэффициент Пуассона, которые связаны
с X и \х соотношениями (§ 19):

Еа Е
(1— 2а) ' ^ ~ 2(1+0) " ^ '

Напомним еще уравнения совместимости Бельтрами — Мичелла
(§ 22), которые в нашем случае отсутствия объемных сил имеют вид:

х ' 1 + a dz dx у ' 1 + а дх ду

где

e = XK+y,4-Zz. (5)

Всякая совокупность функций Хх, . . ., Ху, удовлетворяющих этим
условиям (которые в дальнейшем будем называть просто условиями
совместимости) и условиям (1) § 129, соответствует некоторому возмож-
ному распределению напряжений в теле (при условии однозначности
смещений).

В дальнейшем под уравнениями статики упругого тела мы будем
подразумевать совокупность уравнений (1) и (2) § 129, а под уравнениями
равновесия — по-прежнему уравнения (1) § 129.
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§ 131. Общее решение задачи кручения. Мы переходим к решению
поставленных задач и начинаем с кручения.

Пусть оси координат выбраны, как в § 129. Координатную систему
будем считать правой. Пусть усилия, приложенные к основаниям, ста-
тически эквивалентны закручивающим парам, т. е. парам, векторные
моменты которых перпендикулярны к плоскостям оснований. Пусть М
обозначает (скалярный) момент пары, действующей на верхнее основание
(М > 0, когда пара стремится закручивать против часовой стрелки,
если смотреть сверху, так как, согласно условию, система координат —
правая).

На первый взгляд представляется естественным простейшее предпо-
ложение, что все поперечные сечения цилиндра остаются плоскими и толь-
ко поворачиваются (каждое в своей плоскости) вокруг Oz на некоторый
угол е. Если нижнее основание удерживается неподвижным, то естест-
венно предположить, что угол е пропорционален расстоянию z рассма-
триваемого сечения до нижнего основания, т. е.

e = tz, (1)

где т — постоянная, которая измеряет угол взаимного поворота попереч-
ных сечений, отстоящих друг от друга на единицу высоты. Поэтому т
называется степенью закручивания или круткой.

При наших предположениях компоненты смещения будут г):

и=—ег/=—xzy, v = xzx, w = 0.

Если по этим компонентам вычислим компоненты напряжения, то увидим,
что уравнения (1) § 129 будут удовлетворены; но легко также убедиться,
что условия (3) § 129 не могут быть выполнены, если только мы не имеем
дела с круговым цилиндром (это станет очевидным на основании изло-
женного ниже). Поэтому ясно, что мы сделали слишком ограничительную
гипотезу.

Следующим этапом является предположение (которое, как мы уви-
дим, приведет к цели), что сечения не остаются плоскими, а искривляются
(причем все сечения искривляются одинаково). Это предположение при-
водит, очевидно, к следующим выражениям для компонент смещения:

и==—xzy, v = xzx, w = X(f(x,y), (2)

где х — постоянная (степень закручивания), а ф (х, у) — некоторая
функция от х, у, подлежащая определению (в выражении для w мы ввели
множитель т для удобства).

Формулы (2) § 129 дадут для компонент напряжения, соответствую-
щих смещениям (2):

J) При жестком бесконечно малом повороте плоской фигуры Оху вокруг начала
координат на угол е имеем:

и = — г у , v = ex.
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и
XX = YV = ZZ = XU = Q. (4)

Подставляя эти значения в уравнения (1) § 129, увидим, что они
будут удовлетворены, если

Иными словами, ф должна быть гармонической функцией двух пере-
менных х и у в области, занятой телом; так как ф не зависит от z, то доста-
точно, конечно, рассматривать какое-либо нормальное поперечное сечение
S нашего цилиндра.

Далее, условие (3') § 129 (выражающее условие отсутствия внешних
напряжений на боковой поверхности) принимает вид:

{\~й~У)cos(re> х)+ \~щ; + х ) c o s ( n > У) = ° н а L>
где через L обозначена граница области S, а через п — внешняя нормаль
к ней (т. е. нормаль, направленная наружу S). Замечая далее, что

получаем окончательно граничное условие в следующем виде:

~- = ycos(n, x) — жсой(ге, у) на L. (6)

Таким образом, функция ср, называемая функцией кручения, должна
удовлетворять следующим условиям: она должна быть однозначной г)
и гармонической в области S, а на контуре этой области ее нормальная
производная должна принимать заранее заданное значение, а именно
значение

ycos(n, x) — жсоэ(?г, у).

Задача определения ф есть, таким образом, частный случай одной из
основных задач теории потенциала —«задачи Неймана», о которой мы
уже имели случай говорить (§ 77).

Как известно, задача Неймана 2), т. е. задача определения функции
ф (х, у), гармонической в области S, по граничному условию

-r- = f на L,
dn '

где / — заданная на L непрерывная функция, имеет решение тогда и толь-
ко тогда, когда соблюдено условие

/ ds = О,
L

х) Ибо иначе компонента смещения w была бы многозначной функцией, а мы
не рассматриваем здесь многозначных смещений.

2) Ниже (§ 140) будет дано решение более общей задачи.
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где ds — элемент дуги контура L; при соблюдении этого условия реше-
ние определяется с точностью до произвольного постоянного слагаемого 1 ) .

Эта постоянная не существенна, ибо замена ф на ф + const не изме-
няет напряженного состояния, как это следует из формул (3), а вызывает
лишь жесткое поступательное перемещение бруса как целого в направ-
лении оси Oz. Это следует из формул (2).

Легко показать, что в нашем случае условие существования решения
задачи Неймана соблюдено.

Действительно, предполагая, что в качестве положительного направ-
ления на L выбрано то, которое оставляет область S слева, и подразу-
мевая под s дугу, отсчитываемую по L в этом направлении, будем иметь:

cos (re, х) = cos (t, у) — j - , cos (n, у) = —cos (t, x) = —-^ ,

где t — положительная касательная.
Поэтому

jj fds= jj [i/cos (ra, x) — xcos(n, y)]ds= J (ydy + xdx)= ^ d~ (x2 -}- г/2) = 0,
L L h L

а это и требовалось показать.
Таким образом, мы можем определить функцию ср (х, у), решив задачу

Неймана.
Формулы (3), (4) показывают, что основания бруса испытывают

лишь касательные напряжения.
Легко показать, что если <р удовлетворяет поставленным выше усло-

виям, то главный вектор этих напряжений равен нулю, т. е. что

\\xzdxdy = 0, \\Yzdxdy = O. (7)
s s

Действительно, на основании последнего из уравнений (1) § 129
имеем:

d X z , d Y z _ u .

дх + ~ду ~ '

поэтому

И
S

, + *(«-' + *£)} dxdy =

= \ \ {^Г-+д~Щг} dxdy= \ *{X«C0S(n' s) +^zcos(n, y)}ds;
S L

но последний интеграл равен нулю в силу условия (3') § 129. Это дока-
зывает первую из формул (7). Точно так же доказывается и вторая формула.

х) Разумеется, что сказанное справедливо при некоторых (весьма общих) усло-
виях, налагаемых на границу L области S.
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Главный момент внешних напряжений, приложенных к верхнему
основанию, определится формулой

т. е.
М = т£», (8)

где

(9)

Формула (8) показывает, что закручивающий момент пропорциона-
лен степени закручивания т. Коэффициент пропорциональности D назы-
вается жесткостью при кручении. Мы видим, что он представляет собой
произведение модуля сдвига \i и величины, зависящей только от формы
сечения, но не от материала.

Если функция кручения ср найдена, то тем самым будет определена
величина D.

Мы покажем сейчас, что всегда D > 0. Поэтому при заданной закру-
чивающей паре, т. е. при заданной величине М, постоянная т опреде-
лится по формуле (8), и задача будет решена.

Остается показать, что D > 0. Проще всего это заключение выводится
из рассмотрения потенциальной энергии, запасенной в закрученном
брусе. Действительно, мы знаем, что эта энергия U дается формулой
(см. замечание в конце § 24):

• Znw) dS,

где интеграл берется по всей поверхности бруса. Но в нашем случае
подынтегральное выражение равно нулю на боковой поверхности и на
нижнем основании, и поэтому остается лишь интеграл, распространенный
по верхнему основанию. Но на верхнем основании (z = /)

т/7/ 7? т1 v Y V V V 7 7 П
— t i ' / l и — TLJL, Лп — -Л 2 , I п — 1 z , £ i n = ZJZ = V,

и, следовательно,

s

Так как при наличии деформации U > 0, то D > 0, что и доказывает
наше утверждение.

Это утверждение можно доказать и непосредственно. В самом деле,
принимая во внимание условие (6), получаем:

\\ [ х -^- — у ~ )dxdy=\\ I - ^ ip-i )dxdy--=
J ] \ ду * дх J у J J V % дх J у

S S
= — \ ф {у cos (п, х) — х cos (п, у)} ds= —Лц>^ ds-

L
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Но по известной формуле имеем для всякой гармонической функции ф:

L S

Таким образом, имеет место соотношение

А С ? Г dm dm /" dm \ 2 , / З ф \ 2 " 1

Умножая обе части последнего равенства на (л и складывая почленно
с формулой (9), получаем формулу:

s
из которой и следует наше утверждение J ).

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, что, не изменяя напряжений, мы
можем прибавить к найденным значениям и, v, w соответственно члены
вида

a + qz — ry, p + rx— pz, y + py — qx,

выражающие жесткое перемещение бруса как целого.
З а м е ч а н и е 2. Так как мы исходили из формул (2), две первые

из которых выражают жесткий поворот сечения вокруг оси Oz, то может
показаться, что, взяв вместо Oz другую ось, ей параллельную, вокруг
которой будем производить поворот сечений, мы получим иное решение
задачи. Однако это не так. Действительно, пусть Ох (а, Ъ) — точка пере-
сечения новой оси с плоскостью Оху. Тогда мы будем иметь:

м4 = — rz(y — b), vl--=xz(x—a), wt = tq^ (x, y), (2')

где uj, Vi, &>i — компоненты смещения, a cpi — функция кручения, соот-
ветствующие новому положению оси.

Соответствующие напряжения будут даны формулами:

(3')

Так же, как и выше, покажем, что функция ср4 гармоническая и что на L
она должна удовлетворять условию:

- ^ = (г/ — &)cos(ra, х) — (х—a) cos (и, у) =

— ycos(n, х) — xcos(n, у) — 6cos(«, ж)-j-я cos (/г, у).

Предыдущее условие можно, очевидно, переписать так:

—ау)=г у cos (n, x) — xcos(n, г/).

*) Е с л и б ы D = 0, то б ы л о бы

дц> дф
дх ду

во всей области S; но это,, очевидно, невозможно, ибо у их — х dy не есть полный
дифференциал.
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Таким образом, гармоническая функция ф4 + Ъх — ау должна удо-
влетворять тем же условиям, что и функция ф, откуда следует, что эти две
функции могут отличаться только постоянной, т. е. что

<р±(х, г/) = ф(ж, у) + ay — bx-\- const. (10)

Следовательно, на основании формул (2) и (2') будем иметь:

vt = v — xaz, wl = wJ

rray— tfox + const.

Члены, которые отличают (и, v, w) от (щ, v±, Wi), выражают только жест-
кое перемещение и потому на напряжениях не отражаются; это также
легко проверить непосредственно по формулам (3'), которые дают те же
значения напряжений, что и формулы (3).

§ 132. Комплексная функция кручения. Функция напряжений. Иногда
удобно вводить в рассмотрение вместо функции кручения ф (х, у) сопря-
женную с ней гармоническую функцию г|> (х, у), связанную с ф (х, у)
условиями Коши — Римана:

Зф д\р dcp _ di |) ,•.
~дх~=^='ду' ~ду ~~ ~ ~дх " { '

Легко выразить граничное условие (6) § 131 при помощи функции г]з.
Предположим для большей общности, что рассматриваемый брус

может содержать продольные (цилиндрические) полости, так что гра-
ница L области может состоять из нескольких простых замкнутых конту-
ров Z/j, L2, • . ., Lm+i, из которых последний охватывает все предыдущие
(рис. 16 на стр. 119).

Пусть t обозначает касательную к одному из контуров Lh, прове-
денную в положительном направлении обхода (оставляющем область
S слева). Тогда имеем:

cos (?г, x)~cos(t, y) = -^-, cos (га, у)•=—cos(t, х)=—-^ ,

где s — дуга контура L^, откуда следует на основании условий (1):

~т~ ~ IT-
 c o s (п> х) + 1г- cos (п, у) = -^--г + -г-^г = -г-,

dn дх v ' ' ' ду v > »/ дх ds ' ду ds ds '

ИЛИ

^ Ф <Ц^ г ? )

dn ds ' к"'

Кроме того,
у cos (и, х)-хсо8(п, у) = х J + J/g = £ | ( ^ 2 + .V2). (3)

Таким образом, условие (6) § 131 примет вид

dip d I , „ . ,,

откуда следует:

^ + Ск на Lh, (4)
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где Ck — постоянные, могущие иметь различные значения на различных
контурах Lh-

Функция г|з, сопряженная с данной однозначной гармонической
функцией, может быть, вообще говоря, многозначна *). Но в нашем слу-
чае этого быть не может, ибо, как показывает формула (4), функция ty
возвращается к прежнему значению при обходе по любому из конту-
ров Lk.

Мы знаем, что функция ср определена с точностью до произвольной
постоянной; следовательно, ее производные определены вполне, а отсюда
следует, что функция "ф определяется равенствами (1) с точностью до
произвольной постоянной.

Из этого заключаем, что постоянные С4, . . ., С т + 1 , фигурирующие
в граничных условиях (4), не могут быть фиксированы произвольным
образом. Можно зафиксировать произвольно только одну из них 2 ),
например положить Cm+i = 0; тогда все остальные должны иметь вполне
определенные (не известные заранее) значения.

Предположим, что мы придали постоянным Ch какие-либо определен-
ные значения. Тогда задача определения г|э есть задача нахождения гар-
монической функции по заданным ее значениям на контуре, т. е. «задача
Дирихле», о которой мы упоминали уже в § 62 (замечание) и в § 77 и кото-
рая, как известно, имеет всегда одно вполне определенное решение.
Найдя г|), мы можем найти и ф из уравнений (1). Но если постоянные Сд
были выбраны наудачу, то функция ф может оказаться многозначной.
Таким образом, постоянные С^ должны быть определены из условия одно-
значности функции ф (х, у); как мы сказали, одна из них может быть
зафиксирована произвольно.

Потому-то в случае многосвязной области, вообще говоря, удобнее
оперировать непосредственно с функцией ф, а не с функцией -ф.

В случае же односвязной области, ограниченной одним простым
замкнутым контуром L, однозначность функции ф будет обеспечена сама
собой; в граничном условии будет фигурировать одна-единственная
постоянная, которую можно произвольно фиксировать. В этом случае
часто гораздо удобнее оперировать с функцией ij).

Часто бывает также очень удобно рассматривать функцию F (з) ком-
плексного переменного 3) 3 = х + iy, определяемую равенством:

*'(8) = ф + "|>, (5)
где ф — функция кручения, a f — сопряженная с ней функция.

Функцию F (5) можно назвать комплексной функцией кручения. Она,
очевидно, голоморфна в области S.

г ) См. Добавление I I I в конце книги.
2) То, что мы можем произвольно р а с п о р я ж а т ь с я одной из постоянных, явствует

из того, что мы имеем право прибавить любую произвольную постоянную к функции г|з.

3) Теперь х -\- iy мы обозначаем через g, а не z, так к а к z у нас обозначает третью

координату.
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На основании формул (3) § 131 имеем:

откуда, применяя наши обычные обозначения,

Xz-iYz = \ix{F'(i)-ii}. (6)

Можно также с удобством пользоваться так называемой функцией
напряжений, определяемой равенством:

W(x, у) = у(х, у)-\{х* + у*). (7)

Через эту функцию компоненты напряжения выражаются так:

X. = | i T ^ , У , « _ р т ^ . (8)

Функция Y уже не гармоническая, она удовлетворяет, очевидно,
уравнению

AW=— 2. (9)

На границе L функция напряжений удовлетворяет условию

Y = Cft на Lh (Л = 1, 2, . . . , т + 1), (10)

где СИ — постоянные, те же, что в условии (4).
Линии, определяемые в плоскости сечения S уравнением

У(х, у) = const, (И)

суть «линии касательных напряжений», т. е. линии, касательные к кото-
рым в каждой данной точке имеют направление вектора напряжения
(Xz, Yz), действующего на элемент сечения S (рассчитанного, разумеется,
на единицу площади). Это непосредственно следует из формул (8). Гра-
ницы области всегда являются линиями напряжений, что, конечно, оче-
видно и a priori.

С точки зрения практической представляет большой интерес нахож-
дение тех точек сечения, где абсолютное значение касательного напря-
жения

рУг (12)
достигает наибольшего значения, ибо такие точки являются наиболее
опасными в смысле разрушения материала.

Легко показать, что эти точки расположены на контуре области. Дей-
ствительно,

"-•"-[(£)•+(£>']•
Простые вычисления показывают, что, принимая во внимание урав-

нение (9), будем иметь:
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Значит, во всей области А (Г2) >• 0 1). А отсюда на основании извест-
ной теоремы 2) следует, что функция Т2 может достигнуть своего макси-
мума только на границе области, что и доказывает наше утверждение.

§ 133. О решении задачи кручения для различных частных случаев.
Мы видели, что задача кручения может быть сведена либо к задаче Ней-
мана (относительно функции ц>), либо к задаче Дирихле (относительно
функции i];; в случае многосвязной области требуется еще определить
постоянные С^ из условия однозначности ср; см. предыдущий параграф).

Поэтому для ее решения можно применять все известные методы
решения задач Неймана и Дирихле, в настоящее время хорошо разра-
ботанные.

Кроме того, ввиду особой простоты граничных значений величин i|>
или d(f/dn, можно рассчитывать на успешное применение более частных
методов, специально приспособленных к интересующему нас случаю.

Сам Сен-Венан решил и подробно исследовал (составляя таблицы
и графики) задачу кручения для большего числа сечений различного вида,
представляющих интерес для техники. Для многих сечений (эллипс,
равносторонний треугольник и др.) он получил решение при помощи
чрезвычайно простых средств. Для случая прямоугольного сечения он
дал решение при помощи хорошо сходящихся рядов.

Мы отсылаем читателя к мемуару Сен-Венана (Saint-Venant [1]),
к курсам теории упругости и к посвященной специально кручению неболь-
шой книге А. Н. Динника [1], где можно найти решения для значитель-
ного числа различных сечений; см. также книгу Тодхёнтера и Пирсона
(Todhunter a. Pearson [1]). Недавно вышла обширная монография
Н. X. Арутюняна и Б. Л. Абрамяна [1], в которой вопросы кручения
изложены с большой полнотой.

Приведем здесь (почти очевидное заранее) решение для случая, когда
сечение есть круг или круговое кольцо. Если взять начало координат

1) Знак равенства не может иметь места, так как в силу уравнения (9) по край-

ней мере одна из величин —-^ , -5—^ по модулю не меньше 1. [Совершенно элемен-

тарное рассмотрение показывает, между прочим, что А (Г2) > 4ц2т/2.]
2) Если некоторая функция U, имеющая непрерывные производные второго

порядка в области S, удовлетворяет неравенству AU > 0, то эта функция может
достигнуть максимума только на границе. Действительно, предположим, что U дости-
гает максимума в некоторой внутренней точке (XQ, y0). Описав из этой точки, как

из центра, окружность у достаточно малого радиуса, будем иметь -г- <; 0, где п —

внешняя нормаль к окружности. С другой стороны, по известной формуле Грина

у о

где а — круг, ограниченный у. Так как Д£/ > 0, то получается противоречие, а отсюда
и следует наше утверждение.
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в центре, то, очевидно, у cos (п, х) — х cos (n, у) = 0 на границе. Поэтому
на всей границе должно быть

Значит, ф = const, и мы можем взять ср = 0. Смещения и напряжения
будут даны формулами:

и=—xzy, v = xzx, w = Q, (1)

Xz —- — \x,xy, Yz = (хта (2)

(остальные компоненты напряжения равны нулю).
Как мы видим, поперечные сечения в нашем частном случае остаются

плоскими, чего нет в других случаях.
Жесткость при кручении согласно формуле (9) § 131 будет равна

(3)
s

где / — полярный момент инерции сечения относительно центра. В случае
кругового сечения радиуса R, как известно,

^ (4)

а в случае кругового кольца

/ = - |-(Д!-Д1), (5)

где /?! и R2 — радиусы внутренней и внешней окружностей.

§ 134. Применение конформного отображения х) Задача кручения
может считаться решенной, если мы сумеем отобразить область S на
круг (в этом случае, конечно, S должна быть односвязной областью).
Пусть, действительно,

i=x + iy = (u(t,) (1)

есть соотношение, отображающее область S на круг | £ | < 1 , окружность
которого, как раньше, обозначим через у.

Если мы выразим комплексную функцию кручения F (j) через £,
и положим:

(2)

то / (£) будет функцией, голоморфной внутри у. Действительная часть \р
функции

±/(£)-1>-i<p (3)

J) Изложенные в настоящем параграфе результаты были даны автором в статьях
[12, 13]. Подробное изложение этих результатов с некоторыми новыми их приме-
нениями дано в книге И. С. Сокольникова (Sokolnikoff [1]).
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будет удовлетворять на у следующему граничному условию [см. § 132,
формула (4)]:

1 1 ~

•ф — у (х2 + у2) + const = у 53 + const,
или, в силу соотношения (1), обозначая, как всегда, через а = eif> точ-
ки на у>

я|> = у со (а) со (о-) на у; (4)

мы отбросили справа произвольную постоянную.
Но мы имеем уже готовую формулу, позволяющую найти голоморф-

ную внутри у функцию по граничным значениям ее действительной части.
Именно, по формуле (5) § 77 имеем:

1 ,,~, 1 f со (а) со (а)

•v

откуда, наконец,
, / 5.ч 1 (' со ( а ) со (о) , . . / [ Г Ч

f &) = 2^ \ с-е ^ с о п ' ( ^
v

и задача решена.

Если со (£) — рациональная функция, то произведение со (а) ю (а) =

= со (а) со ( — j будет также рациональной функцией от о. Интеграл
в правой части (5) вычислится в этом случае без всякого труда при помощи
теоремы о вычетах и даст, очевидно, рациональную функцию от £, так
что решение задачи выразится через элементарные функции.

Вообще, если выражение со (0) со ( — ) , рассматриваемое как функция

от а, представляет собой однозначную аналитическую функцию внутри у
(или вне у), непрерывную вплоть до Y и имеющую внутри (вне) у конечное
число полюсов, то интеграл в правой части (5) сразу вычисляется на
основании теоремы о вычетах.

Для вычисления жесткости при кручении D можно воспользоваться
простой формулой, которую сейчас выведем *).

Имеем (§ 131;:

J J J J ( ^ ^ ( 6 )
s s

где / есть полярный момент инерции площади S относительно О, а
D°= S \(*%-У %)*>*, = \ I {^)-1ш}ахЛу. (7)

S S

Применяя формулу Остроградского — Грина, получаем:

А>= — \ <f-(xdx + ydy)= — jj qd\r\ (8)
L

где L — контур области.

J) Эта формула указана в работах автора [12, 13].
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Замечая, что на контуре г2 = j j = со (а) со (а) и что
1

можем переписать последнюю формулу так:

(о)ыТо)}. (9)

v

Если со (£) — рациональная функция, то / (Q будет также рацио-

нальной (см. выше), а значит, будут рациональными и функции / ( — j ,

со f — j , и предыдущий интеграл легко вычислится в конечном виде на

основании теоремы о вычетах.
В этом случае иногда удобно также преобразовать выражение для

= — \ xy(xdx-ydy).
L

Замечая, что

• " " " 2 '

легко выводим:

_ ь —

Но, очевидно,

\ Isdb = \ Ь3db = 0, J fb d~b = \ b2d \ З2 = - \ fb db
L L I. L L

(последнее равенство мы получаем, интегрируя по частям). Таким обра-
зом, получаем:

L У

Эта формула в случае, когда функция со (£) рациональна, позволяет
элементарно вычислить / в конечном виде.

Так же легко решить задачу кручения в случае двусвязной области,
когда известна функция со (£), отображающая эту область на круговое
кольцо. Действительно, в этом случае задача сводится к определению
функции / (£), голоморфной внутри кольца и удовлетворяющей следую-
щим граничным условиям:

Re 4 / It) = 4 со (О соТГ) 4 С, на v l f

на у2,
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где Yi и у2 — окружности, ограничивающие кольцо, a Cj, C2 — две дей-
ствительные постоянные, из которых одна может быть зафиксирована
произвольно. Мы приходим таким образом к задаче, решенной в § 62
(замечание).

В нашем случае роль функции F (z) играет функция — /(£), а в раз-

ложении (7) § 62 (где надо написать £ вместо z) следует положить А = 0г

ибо иначе / (£) была бы многозначной.
Роль функций fi (О) и /2 (д) § 62 играют соответственно функции:

I f f l f o e ^ c o t e ^ + C,, ^co(Q2e«)co(Q2e^) + C2; (12)

здесь Qj и Q2 обозначают то, что там было обозначено через i?i и i?2.
Если положить С2 = 0, то постоянная Су определится при помощи

уравнений (9) § 62.
Вычислив / (£), мы можем для вычисления напряжений либо вер-

нуться к старым переменным х, у, либо же выразить компоненты напря-
жения при помощи криволинейных координат, связанных с конформным
отображением (см. § 49).

Обозначим через Т вектор касательного напряжения, действующего
в некоторой точке сечения S. Его проекции на оси Ох и Оу суть Х2, Yz.

Проекции же Тр, Т$ этого вектора на оси (Q), (ft) криволинейных
координат будут даны формулой (4) § 49, которую мы напишем так, перейдя
к сопряженным значениям:

Тр— iT# = - j ш , ( D j (Xz— iYz),

откуда, подставляя на место Xz — iYz значение (6) § 132 и замечая, что

' У0> ~ d) - dl со' (О '

получаем окончательно весьма простую и удобную формулу:

На границе области должно быть Тр = 0; поэтому предыдущая фор-
мула позволяет непосредственно определить контурное значение каса-
тельного напряжения Т® и, в частности, найти его максимум.

§ 134а. Примеры. Применим изложенный в предыдущем параграфе
метод к некоторым частным примерам.

1. Э п и т р о х о и д а л ь н о е с е ч е н и е . Пусть сечение S огра-
ничено эпитрохоидой, рассмотренной в § 48, п. 3 (рис. 23 на стр. 174).

В этом случае х)

j = o)(£) = b(t,n + al,) (п — целое число > 1 , b ~> 0, а>п). (1)

2) Мы несколько изменяем обозначения § 48, а именно: пишем теперь Ь вместо
R-m и 1/о вместо га.
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s 1 \
По формуле (5) § 134 имеем I если заменить а на — 1 :

откуда на основании формулЬг (3) § 70 сразу получаем:

f(t) = ib*a!?-1 (2)

{мы отбросили здесь произвольное постоянное слагаемое), и задача

решена.
Для компонент Тр, Т® напряжения получим по формуле (13) § 134:

или, полагая £ = Qeii& и отделяя действительные части от мнимых,

т _ [хтаЬ2(га — 1 ) Q " - 2 ( 1 — Q 2 ) sin (n—1)0
р • I

T „ ,2 ° Q " - 2 h - ! - ( " + ! ) Q2] cos ( r c - 1 ) 0 - /

где

|co'(Q| = | / ю ' (£) © W = bVnYn'2-\- 2anQn~1 cos (n— 1) Ь + а\

На контуре (т. е. при Q = 1) будем иметь: Тр = 0 и

rr rp r п^гЧа. cos (n— 1) 0 + а2

-I = i Л = IXTO 7 =

У"2У " 2 + 2an ros (re — 1) О + a2
ЕСЛИ п <i а, т. е. если контур не имеет точек возврата, то макси-

мальное значение для Т соответствует точкам контура, определяемым
уравнением cos (п •— 1) Ф = — 1 ; это — точки, ближайшие к центру.
Максимальное значение Т равно:

а2 — 2а + я

Если а приближается к п, то Тт&х возрастает беспредельно. В случае
контура с точками возврата, как на рис. 23, Т обращается в оо в этих
точках.

Для жесткости при кручении легко получим при помощи формул (9)
и (10) § 134:

2. Л е м н и с к а т а Б у т а 1 ) . Об отображении области, ограни-
ченной этой кривой, было сказано в § 48, п. 6 (рис. 27). Изменяя несколько

х) Решение этого примера (как и других, приводимых в настоящем параграфе)
было опубликовано автором в 1929 г. в цитированных выше статьях и воспроизве-
дено в первом издании этой книги. В 1942 г. Хиггинс (Т. J. Higgins) опубликовал
решение тойжезадачи, полученное более сложным путем (см. Sokolnikoff [1 ], стр. 184).
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обозначения, положим:

); (3)

тогда для функции / (£) получим формулу:
1 р

Y

Подынтегральное выражение, рассмотренное как функция от сг, имеет
вне у два простых полюса: а4 = i ]/а и ст2 = — i К я ; при больших | о |
она порядка 1 /о3.

Поэтому на основании теоремы о вычетах

где Ау и А2 — вычеты, соответствующие точкам o"i и о"г-
Имеем

таким же образом получаем:

л fe2V«

откуда, наконец,

Компоненты напряжения вычисляются, как в предыдущем примере.
Мы ограничиваемся вычислением значения Т = Т$ на контуре. После
простых вычислений имеем:

Максимальное значение Т получается при cos 2й = 1, т. е. на концах
малой оси:

т
m a x ~
max~(a+l)(e-1)2

Для жесткости при кручении легко получим:

п
2(a2_l)4 "

3. П е т л я л е м н и с к а т ы Б е р н у л л и . Приведем еще при-
мер односвязной области, когда со (С) не есть рациональная функция.

Положим, считая | £ | < 1:

УГ1 ( а > 0 ) , ( 5 )
причем выбирается та ветвь многозначной функции |/^1 + £, которая рав-
на 1 при С = 0. Иначе говоря (рис. 57а),
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Когда Z, описывает окружность у радиуса 1, то

и

г = 2cos~2- .

Следовательно,

Если R и г|з обозначают модуль и аргумент $, то на основании преды-
дущей формулы

R = a у 2COS-2-,

откуда
os2y. (6)

Значит, § описывает одну петлю лемнискаты Бернулли (рис. 576)

У

X -1

Плоскость С
Рис. 57а.

Плоскость г

Рис. 576. Рис. 58.

и соотношение (5) отображает область, заключенную внутри этой петли,
на круг | £ ( < 1.

Для функции / (£) имеем формулу

Y V

где следует взять ту ветвь функции (1 + a)/lAr, которая положительна
на у. Для этого надо взять

У а = е* .
Подынтегральная функция будет однозначна в области, ограничен-

ной у и разрезанной, как указано на рис. 58.
Поэтому (обозначения указаны на чертеже; в частности, Yi обозначает

бесконечно малую окружность)

Р Y1
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где А — вычет, соответствующий точке сг = £, равный, очевидно,

1+1
VI •

Путем простого преобразования интегралов, взятых по а и р (инте-
грал по Yij очевидно, бесконечно мал), получаем:

1

? 1 + а do 1-К 1 (* 1 — t dt / Q

(8)Л/а ° — £ Л/t п 0 Т/г
Y о

откуда после элементарных выкладок получим, отбросив аддитивную
постоянную:

где под

следует понимать ветвь, определяемую рядом

Таким образом, задача решена.
4. К о н ф о к а л ь н ы е э л л и п с ы . Н е к о н ц е н т р и ч е -

с к и е о к р у ж н о с т и . Легко также получается решение при помощи
отображения на круговое кольцо для случая, когда сечение (полого)
цилиндра ограничено двумя конфокальными эллипсами или двумя (не-
концентрическими) окружностями.

Решение для этого последнего случая можно непосредственно полу-
чить из приводимого ниже решения примера 1 § 140а.

§ 135. Растяжение продольными силами. Здесь решение совершенно
элементарно; оно в сущности уже получено нами в § 19. Именно, если
возьмем:

Z z = —у-, А х — У у = 1 z = Z x = Ху —- 0, (1 )

где F — величина заданной силы, считаемая положительной в случае
растяжения, a S — площадь поперечного сечения бруса, то, очевидно, все
требуемые условия будут удовлетворены. Полученное решение соответ-
ствует равномерному распределению нормальных напряжений на осно-
ваниях. Совокупность напряжений, приложенных к верхнему основанию,
будет эквивалентна одной силе F, приложенной к его центру тяжести.

Если заданная сила приложена не в центре тяжести основания, то
ее все же можно перенести туда, присоединив пару, плоскость которой
перпендикулярна основанию (т. е. изгибающую пару). Таким образом,
на полученное решение придется наложить решение задачи об изгибе
парой, указанное в следующем параграфе.
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Смещения, соответствующие напряжениям (1), как показывает непо-
средственная проверка, будут:

_ _ _ о ^ _ oF _ F (2)

или всякие другие, отличающиеся от предыдущих жестким перемеще-
нием бруса как целого.

Величина SE, являющаяся коэффициентом пропорциональности
между растягивающей силой F и относительным удлинением бруса, может
быть названа жесткостью при рас- %7

тяжении (сжатии).

§ 136. Изгиб парами, приложен-
ными на концах. И в этом случае
решение вполне элементарно.

Согласно распространенному х
обычаю будем изображать на чертеже Рис. 59.
брус расположенным горизонтально,
направив ось Oz слева направо, а ось Ох — вертикально вниз, как
указано на рис. 59 (ось Оу не изображена; она направлена от читателя,
ибо мы применяем правую систему координат).

Основания, которые мы раньше называли «нижним» и «верхним»,
теперь будут соответственно «левым» и «правым».

Кроме того, будем считать, что точка О взята в центре тяжести
левого основания, так что ось Oz есть «центральная ось», т. е. ось, про-
ходящая через центры тяжести сечений.

Постараемся удовлетворить условиям задачи, полагая
Zz = ax, Xx = Yy = Yz = Zx = Xv = 0. (a)

Эти значения, очевидно, удовлетворяют уравнениям равновесия
и уравнениям совместимости (§ 130). Посмотрим, будут ли напряжения,
приложенные (справа) к какому-либо поперечному сечению S, эквива-
лентны изгибающей паре г).

Главный вектор этих усилий равен нулю, так как

\ \ Zzdxdy = а\ \ xdxdy = 0.
s s'

Последний интеграл равен нулю в силу того, что начало координат нахо-
дится в центре тяжести сечения.

Главный момент упомянутых усилий относительно оси, проходящей
через центр тяжести сечения и параллельной оси Оу, равен

М = — \ \ Zzx dxdy = —а \ \ x2dxdy= —al, (б)
V s

где / — момент инерции основания S относительно оси Оу.
г) Ясно, что раз усилия, приложенные, скажем, к правому основанию, должны

быть эквивалентны паре, то усилия, приложенные справа к любому поперечному
сечению, должны быть эквивалентны той же паре.
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Наконец, главный момент этих усилий относительно оси, прохо-
дящей через центр тяжести сечения и параллельной оси Ох, равен

\ \ Zzy dx dy = а \\ ху dx dy. (в)
S S

Если

\ \ ху dx dy = 0,
V

т. е. если оси координат Ох, Оу суть главные оси инерции сечения S
(относительно центра тяжести его), то момент (в) равен нулю и усилия
эквивалентны паре, векторный момент которой параллелен оси Оу и
определяется формулой (б). При заданной величине М постоянная а
определится формулой

М
а=--г.

Предположим, что координатные оси выбраны только что указанным
образом. Тогда мы получим решение задачи изгиба бруса парами, прило-
женными на концах, моменты которых параллельны одной из главных
осей инерции сечения относительно центра его тяжести.

Резюмируем полученный результат. Пусть на правое основание бруса
действует пара, векторный момент которой направлен по одной из глав-
ных осей инерции основания относительно центра тяжести. Если за оси
Ох, Оу взять главные оси инерции какого-либо сечения, например левого
основания (относительно центра тяжести), направив ось Оу параллельно
моменту пары, то решение задачи изгиба будет дано формулами:

Zz — j — х, Xx — Yy = Yz = Zx = Xy = 0. (1)

Здесь / обозначает момент инерции основания относительно оси Оу,
а М — алгебраическое значение момента пары (положительное, если век-
торный момент направлен так же, как ось Оу).

Непосредственной проверкой легко убедиться, что смещения, соот-
ветствующие предыдущему распределению напряжений, даются форму-
лами:

и = ̂ ш(г2 + ох2— оу2), v=-TE-exy, w=—ж xz; (2)

к правым частям можно еще прибавить члены, выражающие жесткое
перемещение всего бруса.

Плоскость х = 0 является «нейтральной плоскостью»: волокна, рас-
положенные в ней, не растянуты и не сжаты. Волокна, расположенные
с одной стороны этой плоскости, растянуты, а расположенные с другой —
сжаты.

Нормальное напряжение распределяется на сечении по линейному
закону, выражаемому формулой (1) (см. также рис. 59).
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Точки «центрального волокна», имевшие до деформации координаты
(О, 0, z), переходят, как показывают формулы (2), в точки с координа-
тами £, т], I, где

S 2 t l 0 ? <3>

Значит, центральное волокно остается в плоскости Oxz, называемой
поэтому плоскостью изгиба. Она параллельна в нашем случае плоскости
изгибающей пары. Радиус кривизны R этой линии (после деформации)
определяется (с точностью до малых величин высшего порядка) форму-
лой *) (мы считаем, что R < 0, если выпуклость направлена вниз):

откуда вытекает важное соотношение:
\ М
R — EI ' ( 4 )

выражающее так называемый закон Бернулли — Эйлера', кривизна цен-
трального волокна пропорциональна изгибающему моменту. Величина EI
называется жесткостью при изгибе. Так как для R получилось постоян-
ное значение, то центральное волокно в изогнутом состоянии представляет
собою окружность 2) радиуса R, который надо считать весьма большим

ввиду малой деформации, а именно: величина-^ должна быть того же

порядка малости, который допускается для деформаций.
Точки, расположенные до деформации в нормальном сечении z = с,

переходят после деформации в точки с координатами | , т], £, причем,
в частности, на основании последней из формул (2)

У М

l + cx
Заменяя в правой части х через £, что мы имеем право сделать ввиду

малости множителя -=• , получаем:

') По известной формуле имеем:

_
я

где штрихи обозначают производные по г. Но ввиду малости деформации можно отбро-
сить все члены указанного разложения, кроме первого, а это приводит к фор-
муле текста.

2) Уравнение (3) этой линии

представляющее уравнение параболы, не противоречит этому утверждению, так как
эта парабола отличается от окружности радиуса R величинами высших порядков.
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это есть уравнение плоскости (перпендикулярной к плоскости изгиба).
Итак, нормальные сечения остаются плоскими.

Если момент изгибающей пары не направлен по одной из главных
осей сечения, то эту пару всегда можно разложить на две, каждая из
которых удовлетворяет этому условию, и решение задачи получим, нала-
гая два решения только что указанного вида. В этом общем случае пло-
скость изгиба не совпадает с плоскостью пары; однако и здесь она перпен-
дикулярна к нейтральной плоскости, существующей и в этом случае.

Мы предоставляем читателю доказать эти простые свойства.

§ 137. Изгиб поперечной силой. Расположим оси координат так же,
как и в предыдущем параграфе, т. е. возьмем начало координат в центре
тяжести одного из оснований («левое основание»), а оси Ох, Оу направим
по главным осям инерции этого основания относительно центра тяжести.

О
-^—

X

— г — 1
1

1

i

W

z

Рис. 60а.

х

Рис. 606.

Пусть усилия, действующие на правое основание, эквивалентны одной
силе W, приложенной к его центру тяжести и направленной параллельно
оси Ох (рис. 60а, 606). Главный момент М усилий, приложенных (справа)
к какому-либо поперечному сечению S, отстоящему от левого основания
на расстояние z, относительно оси, проходящей через центр тяжести этого
сечения и параллельной оси Оу, будет, очевидно, определяться формулой:

где / — длина бруса.
Если бы на рассматриваемое сечение действовала только пара с момен-

том М, тогда мы могли бы принять на основании результата предыдущего
параграфа, что

7 М_
z I

•х,

где / — момент инерции сечения относительно оси, проходящей через
центр тяжести и параллельной оси Оу.

Попытаемся и теперь удовлетворить условиям задачи, приняв, что

_ м _ — z ) x
(2)
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Ясно, однако, что теперь мы не можем уже считать, что все осталь-
ные компоненты напряжения равны нулю, ибо тогда усилия, действую-
щие на сечение, не могли бы дать главного вектора W, расположенного
в плоскости сечения. Но все же попытаемся решить задачу, считая

Хх = Yy = Ху = 0. (о)

Подставляя эти значения в уравнения (1) § 129, получаем:

dz

дх ду (4)

Из двух предпоследних уравнений следует, что Хг и Yz не зависят
от z. Уравнение же (4) можно переписать так:

dXz д ( Wxy

~дх~+~ду~ {Xz-r—j—

откуда еледует, что
Y _ dQ dQ Wxy .-у

Л*~~ду~' *г~ д~х Т~ ' { )

где Q — некоторая функция от х и у. Подставляя выражения для компо-
нент напряжения в уравнения совместимости (4) § 130, увидим, что пер-
вое, второе, третье и шестое из них удовлетворяются тождественно, а два
остальных дают:

w
дх U > ду — (1 + 0)1

откуда следует, что

где через — 2(хт обозначена некоторая постоянная.
Замечая, что имеем тождественно:

W» - 2 , x ,

можем написать:

где ifi — некоторая гармоническая функция.
Если ф! обозначает гармоническую функцию, с которой сопряжена

функция tyi, т. е. такую, что

dq>i __ dipi 9ф 4 __ dipi
дх ~~ ду ' ~ду~ ~~ Ъ1Г '
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тогда, очевидно, соотношения (5) могут быть написаны так:

Наконец, мы всегда можем написать:

где ф — функция кручения, определенная выше (§ 131), а
новая гармоническая функция.

Тогда будем иметь окончательно:

— некоторая

7 (I-,)

(10)

X.

Легко вычислить смещения, соответствующие этим напряжениям х ).
Читатель легко проверит, что следующие выражения удовлетворяют
соотношениям (2) § 129:

и= -xzy

W a{l — z)xy, (И)

Значит, самые общие выражения для смещений получим, прибавив
еще жесткое перемещение бруса как целого.

Последняя из формул (И) показывает, что функция % должна быть
однозначной, так как w и ср однозначны.

Если подставить в граничное условие на боковой поверхности

X,cos(n, x) + Yzcos(n, y) = 0 (a)

выражения (10) и принять во внимание условие (6) § 131, которому
должна удовлетворять функция кручения ф, то получим:

-g-=-[~a^2+(l i-o-)j/2]cos(ra, x) — (2 + о) ху cos(n, у) (12)

на границе L области S.
Значит, для нахождения функции % мы должны решить задачу Ней-

мана, так же как и для нахождения функции кручения.

]) Эти вычисления можно произвести по общим формулам § 15; можно так же
применить простые элементарные приемы (см., например, Love [1], гл. XV).



§ 137] I. КРУЧЕНИЕ И ИЗГИБ ОДНОРОДНЫХ БРУСЬЕВ 519

Легко видеть, что условие существования решения задачи Неймана

J {[4-<™ 2+(l ^-a)j/2]cos(n, x) + (2 + a)xycos(n, у)} ds = O
L

соблюдено в нашем случае. Действительно, если применить формулу
Остроградского — Грина, левая часть обратится в

2(1 +о) [ [ xdxdy.
V

Но последний интеграл равен нулю, так как, по условию, центр тяжести
S находится в О.

Легко вычислить, что главный вектор внешних напряжений, прило-
женных к правому основанию, параллелен оси Ох и равен W по алге-
браическому значению. В самом деле, учитывая формулу (4), имеем:

= { x[Xzcos(n, х) + Yz cos (га, y
L

так как последний интеграл равен нулю в силу соотношения (а)
Аналогично:

и *-.
S S

= ^ y[Xzcos(n, x) + Yzcos(n, y)\ds + — \ \ xydxdy = 0,
L s

ибо первый интеграл правой части равен нулю в силу соотношения (а),
а второй — в силу того, что оси Ох, Оу являются главными осями инер-
ции сечения S.

Однако, если оставить т произвольным, то усилия, приложенные
к этому основанию, дадут еще закручивающую пару; именно: члены,
содержащие т, дадут пару с моментом, определяемым формулой (8) § 131,
а члены, содержащие W,— пару с моментом

Чтобы избавиться от закручивающей пары, достаточно придать т
такое значение, чтобы сумма указанных моментов равнялась нулю.

Члены, содержащие W, определяют изгиб бруса. И здесь плоскость
х = 0 является нейтральной плоскостью, плоскость Oxz — плоскостью
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изгиба. Центральная линия (т. е. линия х = 0, у = 0, проходящая через
центры тяжести сечений) обращается в кривую, расположенную в пло-
скости Oxz, причем радиус кривизны ее (в данной точке, определяемой
координатой z) подчиняется тому же закону Бернулли — Эйлера:

где
M = W(l—z)

обозначает момент усилий, действующих (справа) на поперечное сечение,
проходящее через данную точку, относительно оси, находящейся в пло-
скости сечения и параллельной оси Оу.

Кроме того, члены, содержащие т, сообщают брусу закручивание
вокруг оси Oz.

Непосредственно ясно, что в случае сечения, симметричного относи-
тельно оси Ох, будем иметь т = 0 и закручивание отсутствует.

Наконец, если сила W не параллельна одной из главных осей инер-
ции основания и не проходит через его центр тяжести, то точку прило-
жения можно все же перенести в центр тяжести, присоединив подходя-
щую закручивающую пару, а затем разложить силу на две компоненты,
параллельные главным осям инерции. Тогда искомое решение получится
наложением решения задачи кручения и двух задач изгиба силами, парал-
лельными главным осям.

Вернемся к рассмотренному выше случаю. Вместо функции % можно
ввести сопряженную с ней функцию %', определяемую равенствами:

J x = i x l 9х = ах'
дх ду ' ду дх '

Тогда, принимая во внимание соотношение [ср. § 132, формула (2)]
d% _ dt'
dn ~ ds '

получим для %' граничное условие:

%' = Fk(s) + Ck н а L h ( k = l , 2 , . . . , ш + 1 ) , (15)

где Lh обозначают, как в § 132, замкнутые контуры, входящие в состав
границы L области S, Ck — постоянные и

(n, x)ds — (2 +or) ^xycos(n, y)ds =

1 /* 1 *\ (* Г 1 1
= — y f 1 — у о) y3+ \ | (2 + a) xy dx — у ox2 dy j + const,

где интегралы взяты по L^, начиная от произвольной точки этого кон-
тура до переменной точки (х, у).

Замечая, что

\ x2dy = x2y—2 \ xy dx -\- const,
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можем предыдущую формулу заменить следующей:

Fk(s)= — ( 1 — -т<0 -| °" -^#- + 2 ( 1 + о) [ xydx+const. (16)

Так как последний интеграл, будучи распространен на весь контур
Lh, вообще говоря, не равен нулю г), то функция %' будет многозначной.
Но в случае односвязного сечения, ограниченного одним замкнутым
контуром L, интеграл, взятый по всему контуру L, будет равен нулю 2)
и %' будет однозначной функцией, как и следовало ожидать.

Иногда удобно так же, как и в случае кручения, рассматривать
функцию комплексного переменного

(17)

§ 138. О решении задачи изгиба для различных сечений. Сен-Венан
в своем основном мемуаре об изгибе (Saint-Venant [2]), а также в других
статьях дал решение задачи изгиба для ряда сечений, в частности для
прямоугольного. Решения Сен-Венана сопровождаются, как и для случая
кручения, подробным исследованием, численными примерами и графиче-
скими изображениями. Мы отсылаем читателя к упомянутому мемуару,
а также к курсам теории упругости и к книге Тодхёнтера и Пирсона
(Todhunter a. Pearson [1 ]).

И в случае изгиба конформное отображение может оказать такие же
услуги, как и в случае кручения. Легко, в частности, применить (с оче-
видными изменениями) сказанное в § 134 к интересующему нас случаю 3)
и решить таким образом задачу изгиба для всех случаев, рассмотренных
в § 134а. Но мы на этом здесь не останавливаемся и ограничиваемся
простым примером, приводимым в следующем параграфе.

§ 138а. Пример. И з г и б к р у г о в о г о ц и л и н д р а и л и т р у б ы 4 ) .
Рассмотрим сечение, имеющее форму кругового кольца, ограниченного
концентрическими окружностями Z,j и L2 радиусов Д4 и R2 (i?i < /?г)-

Мы имеем в нашем кольце (ср. § 62, замечание):

% (1)

По формуле Остроградского — Грина

\ ху dx = ^р \ \ xdxdy,

где S^ обозначает часть плоскости, которая охватывается контуром L^. Верхний з н а к

надо взять д л я контура Lm+U а н и ж н и й — д л я всех остальных. Предыдущий инте-

грал будет равен нулю только в том случае, когда центр тяжести S^ находится на

оси Оу.
2) См. предыдущее примечание; вспомним, что, по условию, начало координат

находится в центре тяжести основания.
3 ) Это сделано в заметке Д . 3 . Авазашвили [1]; см. т а к ж е Ghosh [1] .
4) Ср. Love [1] , г л а в а XV.
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откуда, полагая % = re i #,
+00

S n. (2)

Будем в обеих частях формулы (12) § 137 подразумевать под п нор-
маль, направленную от центра; тогда очевидно:

cos (л, a;) = cosu, cos (n, y) = sin®.

Замечая, далее, что, как показывают элементарные выкладки,

[-|-о-:г2+(Ч - 4 " с т ) У2] cosQ + (2 + o)xyfAnQ =

= f-^+^-a^)}-2cos-&—~r2cos2^ (3)
и что

d% _ д%
dn дг '

получаем граничные условия в виде:

~ + 2 ^ («ft cos кЪ—bh sin Щ г*1'1 =

| при r = i?!, R2;

откуда, сравнивая коэффициенты при cos kft, sin /с&, легко получаем:

4 = 0, 6ft = 0 ( А = ± 1 , ± 2 , . . . ) , «ft = 0 (A^=0, ± 1 , ± 3 ) ,

Решая последние уравнения, получаем:

а3 = -j-, а-з = 0.

Величины а0, Ьо остаются произвольными, как и следовало ожидать.
Окончательно для % (х, у) имеем выражение

t, (4)

и задача решена.
Полагая i?i = 0, получаем решение для сплошного бруса с круговым

сечением.

II. КРУЧЕНИЕ БРУСЬЕВ, СОСТАВЛЕННЫХ ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ1)

§ 139. Общие формулы. 1. Перейдем теперь к изучению вопроса кру-
чения брусьев, составленных из призматических (цилиндрических) тел,
сделанных из различных материалов и спаянных между собой вдоль

1) Результаты, изложенные в настоящем отделе, были даны в статьях авто-
ра [14, 15].
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боковых поверхностей. Каждую составную часть мы будем предполагать
однородной и изотропной.

Поперечное нормальное сечение S бруса будет состоять из несколь-
ких областей (участков) So, Si, S2, • • • , Sm, соответствующих различ-
ным материалам, разграниченных некоторыми линиями, которые мы
будем называть линиями раздела. В даль-
нейшем, говоря о части бруса, имеющей
сечением область Sj, мы будем иногда на-
зывать ее просто частью Sj.

Хотя большинство излагаемых ниже
результатов справедливо в самом общем
случае, мы для определенности будем
иногда проводить рассуждения примени-
тельно к случаю, который будем условно
называть основным, когда рассматривае-
мый брус состоит из ряда параллельных
сплошных стержней, не касающихся друг
друга и окруженных упругой средой, заполняющей пространство между
стержнями и ограниченной снаружи цилиндрической поверхностью,
образующие которой параллельны стержням.

Поперечное нормальное сечение S такого бруса будет состоять из
ряда раздельных областей St, S2, . . . , Sm, соответствующих стержням,
и области So, соответствующей окружающему материалу. Границу обла-
сти Sj (/' = 1, 2, . . . , тп) мы обозначим через Lj\ граница же области
So будет состоять из замкнутых контуров Lt, Lz, . . . , Lm, Lm + 1, из
которых последний содержит внутри себя все предыдущие (рис. 61).

2. Постараемся удовлетворить условиям задачи кручения, полагая,
как для случая однородного бруса:

/77+/

Рис. 61.

=—xzy, у), (1)

где постоянная т (степень закручивания) и функция ср (х, у) подлежат
определению; эту функцию мы будем по-прежнему называть функцией
кручения.

Тогда на основании формул (2) § 129 получим, что в каждой из обла-
стей Sj (/' = 0, . . . , т) будем иметь так же, как и в случае однородного
бруса:

(2)

где \Xj обозначает модуль сдвига, соответствующий области SJ; остальные
компоненты напряжения обращаются в нуль.

Подставив эти значения в уравнения (1) § 129, убедимся, что эти
уравнения сводятся так же, как в случае однородного бруса, к уравне-
нию Лапласа

Дш =•: 0 .
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Итак, и здесь функция ф должна быть гармонической в каждой из обла-
стей Sj.

Разница со случаем однородного бруса проявляется только в гранич-
ных условиях. Эти условия сводятся к следующим:

1°. Боковая (внешняя) поверхность бруса свободна от внешних
напряжений.

2°. Усилия, действующие на элементы поверхностей раздела различ-
ных материалов, равны по величине и противоположно направлены.

3°. Компоненты и, v, w смещения остаются непрерывными при пере-
ходе через поверхности раздела (ибо по предположению различные части
бруса спаяны между собой).

Условие 1° сводится, очевидно, к следующему:

Xzcos(n, х) + Yzcos (п, у) = 0 (3)

на границе области S, а условие 2° сводится к равенствам

[Xzcos(n, x) + Yzcos(n, y)]j=\Xzcos(n, x) + Yzvos(n, y)\h (4)

на линиях раздела участков Sj, Sh. Здесь п обозначает нормаль к соот-
ветствующему контуру, причем в формуле (4) подразумевается, что в обеих
частях равенства нормаль направлена в одну и ту же сторону. Индексы же
/, к указывают, что выражения, заключенные в скобки, вычисляются
для материалов, находящихся соответственно в областях Sj, Sk.

В случае, который мы назвали о с н о в н ы м , условия (3) и (4)
запишутся соответственно следующим образом (при указанных в п. 1
обозначениях):

Xzcos(re, x) + Yzcos(n, г/) = 0 на Lm+i (3')

и
[Xzcos(n, x) + Yzcos (n, y)\j =

= [Xzcos{ra, x)4-Yzcos(n, у)]в на Lit L2, ...,Lm, (4')

где под п мы будем подразумевать нормаль, внешнюю по отношению к So.
Подставляя на место Xz, Yz их значения (2), условия (3) и (4) можно

объединить в одной формуле:

г, х) — xcos(n, у)] (5)

на линиях раздела, если условиться относить к линиям раздела также
контуры, соответствующие свободным поверхностям, считая, что \ij = О
для свободного пространства.

В о с н о в н о м случае предыдущие условия запишутся так:

("> x)—xcos(n, у)] на Lj (5')

1),

если условиться считать (Xm+j = 0.
Условие же 3° сводится, очевидно, к требованию, чтобы функция ф

оставалась непрерывной при переходе из одного материала в другой.
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Иными словами, функция ф должна быть непрерывной во всей области

включая линии раздела.
Легко показать, что если функция ф удовлетворяет предыдущим

условиям, то главный вектор (X, Y, Z) усилий, приложенных к любому
из оснований, скажем к верхнему, равен нулю.

Действительно, прежде всего ясно, что Z = 0 (ибо Zz = 0 всюду).
Далее, принимая во внимание, что в каждой из областей Sj (/ = О,
1, . . . , т)

axz arz =Q
дх *~ ду '

будем иметь:

S

i= о
Преобразовывая последние интегралы по формуле Остроградского —

Грина, получаем, наконец:

X = 2 ^x[Xz cos (у, х) + Yz cos (v, у)] ds,

' LJ

где Lj обозначают границы участков Sj, a v — нормаль, внешнюю по
отношению к областям Sj. Интегрирование по линиям раздела двух участ-
ков производится два раза, так как эти линии принадлежат границам
двух областей. Выражение Xz cos (v, x) -f Yz cos (v, у) принимает в силу
условий (4) при этих двух интегрированиях противоположные знаки,
не изменяя абсолютного значения *); поэтому интегралы по линиям
раздела взаимно уничтожаются. Также равны нулю интегралы по линиям,
составляющим границу области S, в силу условия (3).

Таким образом, X = 0; совершенно аналогично У = 0.
Из предыдущего следует, что усилия, приложенные к основаниям,

сводятся к закручивающим парам. Момент М пары, действующей на
«верхнее» основание, получим, вычисляя главный момент упомянутых
усилий относительно оси Oz. Именно, будем иметь очевидно:

M = %D, (6)
где

т

Я=2 \ \ ^ + y> + x^-y^)dXdy. (6')
3= 0 S ;

J) В формуле (4) предполагается, что положительная нормаль п берется одна
и та же для участков, примыкающих к линиям раздела с той и другой стороны. Здесь
же нормаль v имеет для таких участков прямо противоположные направления.
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D есть жесткость при кручении. Легко показать совершенно анало-
гично тому, как это было сделано в § 131, что всегда D > 0. При задан-
ном М постоянная т вычисляется по формуле (6).

Итак, задача в конечном счете свелась к определению гармонической
функции ф, непрерывной во всей области S, нормальные производные
которой заданы на границе области S и имеют заданные разрывы на ли-
ниях раздела участков Sy, и те и другие задания выражаются форму-
лами (5), если понимать их в указанном выше смысле.

В случае, названном нами о с н о в н ы м , искомая гармоническая
функция ф, непрерывная во всей области S, должна быть определена
по условиям (5').

3. Ограничиваясь основным случаем, мы дадим в следующем пара-
графе решение несколько более общей задачи, заменив условия {5')
условиями:

\ ( ) * ' H a L ' О - * . * . . . . m + 1), (7)

где fj обозначает функцию, заданную на контуре Lj.
В случае задачи кручения имеем:

/j = (М-о — р/) [у cos (n, x) — xcos(n, у)]. (8)

Легко показать, что приведенные условия определяют искомую
функцию ф с точностью до произвольной постоянной.

Действительно, имеем:
7П+1 Ш+1

S

3= 1 Lj

где L обозначает совокупность контуров Lit L2, • . • , Lm+i.
С другой стороны, хорошо известна формула

S

где ф обозначает функцию, гармоническую в некоторой области S, огра-
ниченной контуром L, a dyldn — производную по направлению внешней
нормали. Принимая во внимание, что для областей Slt . . . , Sm при
наших обозначениях п является внутренней нормалью, получаем окон-
чательно:

(9)

Из последней формулы следует, что если на всех контурах Lj имеем
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то
dip = Эф = Q

дх ду

во всей области S, а следовательно, ф = const.
Если теперь ф! и ф2 обозначают два решения нашей задачи, то

ф = ф4 — ф 2

будет также решением, соответствующим случаю fj = 0 на всех контурах.
Отсюда выводим:

Ч>1 — ф2 = const,

а это и требовалось доказать.
Перейдем теперь к вопросу о существовании решения и нахождении

его.
Прежде всего из условия (7) легко выводим:

m+l m

2
3 = 1 j j

откуда, принимая во внимание, что интеграл от нормальной производной
гармонической в данной области функции, взятый по границе области,
равен нулю, следует:

m+l

[ (10)

Следовательно, условие (10) является необходимым для существо-
вания решения. Оно оказывается также и достаточным, как мы увидим
ниже. Условие это всегда соблюдено в случае задачи кручения, ибо если
fj имеет форму (8), то

Ч
для каждого контура Lj в отдельности (см. § 131). Тем более будет соблю-
дено условие (10).

§ 140. Решение при помощи интегральных уравнений г). Будем счи-
тать, что мы имеем дело с основным случаем (§ 139, п. 1).

Принимая во внимание непрерывность искомой функции ф во всей
области S и разрывность ее нормальных производных на контурах Ljr

естественно попытаться представить эту функцию в виде потенциала
простого слоя, распределенного на этих контурах, так как потенци-
ал простого слоя обладает как раз этими свойствами. Мы придем

J) Читатель, не знакомый с теорией интегральных уравнений, может пропустить
этот параграф.
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таким образом к обобщению известной задачи Робена — Пуанкаре ! ) .
Итак, положим:

ф(я, у)=-- § Q(s)ln~ds= 2 I Q(s)ln-^-ds; (1)

здесь /• обозначает расстояние точки (х, у) до точки s, расположенной
на одном из контуров L/, Q (S) (ПЛОТНОСТЬ СЛОЯ) обозначает искомую непре-
рывную функцию точки s. Буквой s мы вместе с тем обозначаем дугу
того из контуров Lj, по которому производится интегрирование.

На основании известных свойств потенциала простого слоя функция
Ф, определяемая предыдущим равенством, будет непрерывной во всей
области. Нормальная же производная будет разрывна при переходе
через контуры Lj. А именно, имеют место известные соотношения:

,2, . . . , т ) , 1

здесь ( -£-) и ( -р- J относятся к точке t одного из контуров Lj, r обо-

значает расстояние между точками s и t, а г|з — угол между вектором ts

и нормалью и в точке t (напомним, что п всегда обозначает нормаль,

внешнюю по отношению к области Sn; рис. 61).
Граничные условия (7) § 139 обращаются на основании равенств (2)

в уравнения:

л (^о+v-j) Q (0 + (мч> — v-j) ^ е (s) J^^^~- ̂  =--= /̂  (0. (3)
L

где < обозначает точку на контуре Lj (/ = 1, . . . , яг + 1).
Мы получили, таким образом, уравнение Фредгольма, которое можно

записать так:

Q(t) \AK(t, s)Q(s)ds = f(t), ( 4 )

L

где положено:

K(t,s)= nZ~lL ^ , / ( 0 = я ( ! '+„•) при f на Ly. (5)

Выясним, при каких условиях уравнение (4) имеет решение. Одно-
родное уравнение

Q(f)+ |[ K(t, S)Q(s)ds = O, (6)
L

получаемое из уравнения (4), если положить / (t) = 0, т. е.

/,(0 = 0 (/ = 1, . . . , m + l),

имеет одно-единственное линейно независимое решение.

М ы п р и м е н я е м э т о н а з в а н и е , с л е д у я П л е м е л ю ( P l e m e l j [2]) .
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Действительно, функция ф, определяемая равенством (1), где Q (S)
есть решение однородного уравнения (6), будет удовлетворять граничным
условиям (7) § 139 при /_,• = 0. На основании доказанного в предыдущем
параграфе такая функция ф есть постоянная во всей области S. Но при
ф = const равенства (2) дают:

Итак, решение Q однородного уравнения (6) есть плотность слоя,
распределенного на внешней границе Lm+l области S и дающего постоян-
ный потенциал в этой области; это, таким образом, есть двумерный аналог
«естественного распределения» электричества на проводнике. Как извест-
но 1 ) , плотность такого распределения определена с точностью до посто-
янного множителя, а это и доказывает наше утверждение.

На основании известной теоремы Фредгольма союзное однородное
уравнение, т. е. уравнение

Q(s)+\iK(t,s)Q(t)dt = O, (7)

будет также допускать одно-единственное (линейно независимое) решение.
Легко найти это последнее. Именно, легко проверить, что этим решением
будет

Q*(t) — |io-f- Hj (когда t находится на Lj; ;' = 1, . . . , т п + 1). (8)

Действительно, если точка s взята на Lj (/ < т + 1), то

\ К U, s)dt = —-—;—г- \ ±-dt =

Л\- I I- 7 O l \A>V - - —

Л Lin

+I

Все это следует из хорошо известных формул:
О, если s вне L;,

COS 1J)
dt=\ л, если s на

2л, если s внутри Lj

(для Lm+1 знак меняется на обратный, так как в этом случае по нашим
обозначениям п будет внешней нормалью по отношению к этому контуру,
а не внутренней, как по отношению к другим контурам Lj).

Принимая во внимание эти формулы, сразу устанавливаем, что
величина Q*, определяемая формулой (8), удовлетворяет уравнению (7),
если точка s взята на Lj (/ < т + 1). Наконец, если точка s взята на

г) См., например, Plemelj [2], стр. 63.
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в § 154. В работе О. И. Бабаковой [2] решается задача о кручении полого
стержня с использованием приближенного конформного отображения на
кольцо двусвязной области определенного вида, построенного автором
в другой работе (Бабакова [1]).

К этому же кругу вопросов относятся работы: Л. К. Капаняна [1],
Г. А. Тирского [1], В. Н. Яковлевой [1—3], Динка и Бойку (Dinca,
Boicu [1]), Дейча (Deutsh [3]), Морриса и Хоули (Morris a. Hawley
Ш) и др.

В работах Угодчикова [7, 8] дается метод решения задач кручения
брусьев с односвязным и двусвязным сечениями, связанный с электро-
моделированием конформного отображения.

Милн-Томсон (Milne-Thomson [2]), исходя непосредственно из
равенств вида (8) § 138, изучил задачу изгиба, сведя ее к отысканию одно-
значной аналитической функции Ф (z) по граничному условию *•.)

[ £ ] а ( 0 , (4)

где a (t) = Im \ -т-_ (р -f qt -f- rt) t \ , p, q, r — известные постоянные.

К этой работе Милн-Томсона примыкают работы Соломона (Solo-
mon [1, 2)) и Дейча (Deutsh [4, 6]).

§ 168. Составные брусья. В работе Д. И. Шермана [42] методом,
указанным в предыдущем параграфе, решена задача кручения эллипти-
ческого цилиндра, армированного круговым стержнем из другого мате-
риала.

Ю. А. Амензаде [5] решил задачу кручения бруса с квадратным сече-
нием, армированного круговым стержнем.

И. В. Сухаревский [1] построил новые интегральные уравнения для
задачи кручения составного бруса, решение которых дает непосредственно
распределение касательных напряжений на границе.

В ряде работ дано эффективное решение задач кручения или изгиба
составных брусьев частного вида: Кутателадзе [1], Чаттерджи (Chat-
tarji [1]), Динка и Бойку (Dinca, Boicu [2]), Думитреску и Станеску
Dumitrescu, Stanescu [1]) и др.

До сих пор речь шла о задачах кручения и изгиба однородных и состав-
ных брусьев, боковая поверхность которых свободна от внешних напряже-
ний. В работах Альманси (Almansi [4]) и Мичелля (Michell [4]) была
поставлена и решена задача о деформации однородного цилиндрического
бруса, на боковой поверхности которого действуют внешние усилия, не

*) Задача (4) представляет собой частный случай задачи Римана — Гильберта
(см. Мусхелишвили [25]); для односвязных и двусвязных областей задача (4) имеет
неотрицательный индекс, в остальных случаях индекс отрицателен.
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§ 140а. Примеры. В некоторых частных случаях можно, конечно,
получить решение задачи, не прибегая к интегральным уравнениям.
И здесь конформное отображение может иногда оказать большие услуги,
как это будет показано в первом из нижеследующих примеров.

1. К р у ч е н и е к р у г о в о г о ц и л и н д р а , а р м и р о -
в а н н о г о п р о д о л ь н ы м к р у г о в ы м с т е р ж н е м и з
д р у г о г о м а т е р и а л а 1 ) . Пусть сечение S бруса состоит из обла-
сти S±, ограниченной окружностью Lu и области S2, ограниченной той же
окружностью Li и окружностью L2, охватывающей первую. Пусть первой
области соответствует модуль сдвига \it, а второй — модуль \i2.

Легко непосредственно убедиться, что если окружности L% И L2

концентрические и если начало координат взято в центре, то функция
кручения будет постоянной. Следовательно, закручивание стержня
и окружающего полого цилиндра происходит так, как если бы эти тела
не были связаны друг с другом и жесткость при кручении составного
бруса равна сумме жесткостей составных частей.

Случай же, когда L^ и L2 не концентричны, значительно сложнее.
Будем пользоваться обозначениями § 48, п. 1, только вместо z = x -+- iy
будем теперь писать g. Пусть

8 = 1 ^ = <»(£) (1)

— соотношение, отображающее плоскость $ на плоскость £ так, чтобы
окружностям Li и L2 соответствовали концентрические окружности yi
и у2 на плоскости £, радиусов Qj И Q2 (QI < Q 2). ЭТИ радиусы и постоянная
а связаны с радиусами г^ и г2 окружностей L{ и L2 и с расстоянием I
между их центрами формулами (7) и (8) § 48. Не забудем, что (§ 48)

0<Qi<e2<4"- (2)

Области Si будет в силу формулы (1) соответствовать круг | £ |<Qi ,
а области S2 — круговое кольцо Qi < ) £, \ < Q2.

Пусть ф — функция кручения; ее значения в областях St и S2 будем
обозначать соответственно через фл и ф2. Пусть г|э — функция, сопряжен^
ная с ф (определяемая отдельно в областях 5 4 и S2); ее значения в St

и S2 будем обозначать через tyi и г|з2. Функции ф ь ф2, %, г|)2 — гармони»
ческие в соответствующих областях.

х) Решение для этого случая вычислено И. Н. Векуа и А. К. Рухадзе (в то время
аспирантами) и изложено в их статье [1]; часть этой статьи мы воспроизводим здесь
почти без изменений.

Решение для случая, когда вместо стержня имеется ничем не заполненная полость,
дапо Макдональдом (Macdonald [1]). Другое решение той же задачи дано Вейнелем
(Weinel [1]). См. также статью Бартельса (Bartels [1]).
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Граничные условия, которым удовлетворяют ф! и ср2, таковы (см.
§ 139):

dn
•ycos(n, x) — zcos(rc, у) на L2,

; = ф 2 на Z/j,

>(n, x) — a;cos(n, у)] на

)
(3)

'• J
В настоящем параграфе под п мы будем понимать нормаль, направ-

ленную от центра соответствующей окружности, под s — дугу, отсчиты-
ваемую против часовой стрелки.

Считая, что частные производные первого порядка функций <pt, ijjj,
ф2, о|)2 непрерывны вплоть до границ областей их определения (это под-
твердится после получения решения), и принимая во внимание соотно-
шения

tfcpi _ dtyj rfcpt __ di|) t dq>2 _ dty2 dy2 dip2

dn ds ' ds dn ' dn ds ' ds dn

вытекающие из соотношений Коши — Римана, мы можем заменить усло-
вия (3) следующими:

= -у (з2 + J/2) + const на L2,

- Т г е " н а ̂ i«

на 4. J
Пусть F ($) = ф + ia|> — комплексная функция кручения и пусть

/(£) = ф-|_гЧ|, (5)

— та же функция, выраженная через переменную Z,. Пусть /4 и /2 —
значения этой функции в областях a t и а2, где а4 есть круг j С | < Qi, a a 2 —
кольцо Qi < | £ | < Q2.

Тогда мы будем иметь:

fi(t,)= 2 (a'h-\-ib'k)t^ в области а4, (6)

/2 (£) = S (aft + ̂ fe)S't B области сг2, (7)
ft=—со

откуда, полагая £ = <эе1*:
ОГ>

•ф = &'-|-2 («ft sin АО + 6* cos АО) о\ (6')
i

со

р̂2 — ^о~Ь 2 J (Q^̂ fe — Q~haL^) sin АО-)- (Qhbft -|- Q~'ibLft) cos АО. (7 ')

Заметим далее, что

1 -
— -о"53 — о ;2 (1_ej)(i_ej) 2 (1-^)(1_
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Но мы имеем:

"1

Предыдущий ряд (абсолютно) сходится при Q <С —. Значит, мы

будем иметь:

Подставляя ряды (6'), (7') и (8) в условия (3') г) и сравнивая коэффи-
циенты при cos /сф, sin к$, получаем без всякого труда для к > 1:

где

до начала коор-c4 и с2 равны расстояниям центров окружностей Zj и
динат [см. § 48, формула (6)].

Постоянные Ь'о, Ъ"о остаются совершенно произвольными, как и сле-
довало ожидать. Условие же непрерывности <р дает, как легко видеть,
а'й = а!'й; общее значение а'о и а"а остается произвольным. Мы можем поэто-
му положить:

Из формул (9) следует:

b'Lk=— /
„2ft

va«
(11)

где

(12)

*) Среднее из них может быть заменено следующим: ^ — ̂ -^ (при Q = gj).

Действительно, как легко видеть, -~ , ^-? только множителем отличаются от —$^, тг^?.
an an VQ OQ
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Подставляя эти значения в формулы (6) и (7), получаем окончательно:

1£пГ . "\~~\ 1 Ot h 1 о h I

h = l l~V a h [ (13)
oo со 1 v '

Эти ряды и их производные, как легко видеть, сходятся абсолютно
и равномерно в соответствующих областях, включая и контуры.

Если v = 0, т. е. если щ = |л2, получим для /4 и /2 одно и то же
выражение

т. е.

Это — комплексная функция кручения, соответствующая случаю
однородного цилиндра. Если начало координат возьмем в центре, то
получим:

F (j) = const

(см. § 131, замечание 2).
Таким образом, можем сказать, что функция /2 (0 , определяемая

второй из формул (13), состоит из двух частей: части, соответствующей
случаю, когда мы имеем сплошной однородный брус (первый член), и части,
выражающей «возмущение», вызванное присутствием стержня.

Раз функции /4 (£) и /2 (С) найдены, то вычисление компонент напря-
жения при помощи формул § 134 не представляет никаких затруднений х ).
Жесткость при кручении D тоже легко вычисляется при помощи формул
§ 134. После элементарных выкладок и преобразований получим:

k—l

где

/ обозначает полярный момент инерции сплошного круга радиуса г2

относительно его центра, а / ' — полярный момент инерции сплошного
круга радиуса rt относительно центра первого круга.

Если D' обозначает жесткость при кручении отдельно взятого стерж-
ня с модулем сдвига \ли a D " — жесткость при кручении окружающего

См. упомянутую статью И. Н. Векуа и А. К. Рухадзе.
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полого цилиндра, из которого удален стержень 1), то

2j ( l - a 2 Q | a f t y ( 1 6 )

Из формул (16) и (14) выводим:

ft=i

откуда следует, что
D' + D"<D, (18)

как это можно было предвидеть заранее.
Для однородного цилиндра (ni = \л2)

 м ы вместо D имели бы

D0 = \i2I.

В общем случае при малом r t имеем приближенно, пренебрегая
четвертой и высшими степенями Q4:

откуда следует приближенная формула

D .
1

Эта формула совпадает при Ц! = 0 с формулой Макдональда (Macdo-
nald [I ]) для полого цилиндра.

Если цилиндр армирован не одним, а несколькими продольными
стержнями из одного и того же материала и если стержни настолько
тонки и удалены друг от друга, что районы вызываемых ими «возму-
щений» практически не перекрываются, то, очевидно, приближенная
формула (19) может быть применена и к этому случаю, если подразуме-
вать под / ' сумму моментов инерции их сечений относительно центра
окружности Li.

Еще проще решается задача о кручении в случае, когда I t и £ 2 —
конфокальные эллипсы 2 ), а также и для случая, когда границы — опре-
деленным образом расположенные эпитрохоиды 3 ) .

2. К р у ч е н и е п р я м о у г о л ь н о г о б р у с а , с о с т а в -
л е н н о г о и з д в у х т а к ж е п р я м о у г о л ь н ы х б р у с ь -
е в 4 ) . Можно часто также получить решение задачи кручения в случаях,

х) Эту последнюю величину получим из формулы (14), положив \it = 0.
2) См. статью И. Н . Векуа и А. К. Рухадзе [2] .
3) См. статью А. К. Рухадзе [2] .
4 ) Решение задачи д л я однородного бруса, принадлежащее Сен-Венану, см.,

например, у Л я в а (Love [1], § 221).
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исключенных нами из рассмотрения при приведении задачи к интеграль-
ному уравнению, например в случаях, когда контуры имеют угловые

точки. Один из таких случаев рассмотрен
в нижеследующем примере.

Рассмотрим прямоугольный брус, со-
ставленный из двух также прямоуголь-
ных брусьев, сечения которых — прямо-
угольники со сторонами аи 26 и а2, 2Ь,
спаянных вдоль грани шириной 2 Ъ (рис. 62).

Модули сдвигов составляющих брусь-
ев обозначим соответственно через (х4 и (х2-
Направим ось Оу по линии раздела обла-
стей Si и S2, соответствующих различным

материалам, и возьмем начало координат в середине этой линии; обозна-
чим через ф1 и ф2 значения функции кручения ф в областях St и S2.

Введем, далее, гармоническую функцию Ф = ф + ху, значения
которой в областях S± и S2 обозначим через Ф' и Ф". Как легко непо-
средственно убедиться, граничные условия сводятся к следующим:

b

О*

b

X

аг

Рис 62.

ЭФ' ЭФ"
= 2у (х = а2, — i

ЭФ'
дх

ЭФ"
^ дх

Ф'

ЭФ'

ду

ЭФ"
дУ

9 (ч

= Ф"

= 0

п

(3 =

(и
\У —

(и
\У

о,

±

±

ъ,

ъ,

0 h < и <

-b<y<b),

a-i^x^ ),

0 < a ; < a 2 ) .

. (а)

(б)

(в)

(г)

Будем искать гармонические функции Ф' и Ф" в виде рядов:

' = 2 (^2n+i sh тх + В2п+i
п=0

sin ту,

Ф" = 2 (Л'2П+i sh тх + В2п+1 ch mx) sin ту,
п=0

где для краткости введено обозначение

т = { 2 п ± ^

(д)

(е)

Каждый член обоих предыдущих рядов есть, очевидно, гармониче-
ская функция. При этом числа т подобраны так, что удовлетворены
условия (г); ясно также, что удовлетворено условие (в).
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Остается удовлетворить условиям (а) и (б). Для этого заметим, что
функцию 2г/ можно в промежутке (—Ъ, +Ь) представить в виде ряда 1 )

оэ

2у = 2 mA2n+i sin Щ), (ж)
71=0

где для краткости введено обозначение

mA2n+i = 4b (4)2т£гХ7Г2- . (з)

т. е.

(2п + 1)в •

На основании (ж) условия (а) будут удовлетворены, если

A'2n+i chmaj — 5 2 n + i shmai = Azn+i,

A^n+i chmo2 + B2n+i sh ma2 =

а условия (б) — если

Решая три предыдущих уравнения относительно А'2П+1, A^i, В2п+*
и подставляя найденные значения в ряды (д), получаем после некоторых
очевидных преобразований:

X1 (— 1)" [\i2+(\i'i }:i2)chma2\chm,(x+ai) + H2sb.ma2shmx p.1chma2chma .
Х 2j (2n + l)S (j,j ch ma2 sh ma^ + (i2 ch ma^ sh m«2 Sin myt

n=0

vi ( l ) [[ii+((Xi|J-2)chma : l]chm(a;a2) + Hishma1shma:4n,2chma1chmz .
•^-l(2ra+l)3 Hi ch ma2sh maj + |x2 ch mai sh mo2

n=0
Форма коэффициентов показывает, что полученные ряды сходятся

довольно быстро (притом равномерно и абсолютно). Так же очевидна
законность почленного дифференцирования, которым мы пользовались
в процессе вывода.

Функция кручения дается формулами:

ф 1 = ф'—Ху в £,; ф2 = ф"_Ху в S2.

г) Этот ряд представляет собой ряд Фурье для функции, определенной в про-
межутке (—26, -(-26) следующим образом. Функция равна:

Чу в промежутке (—Ь, -\-Ъ)
4Ь — 2у » (6, 26)

— 46 — 2 ^ » ( — 6 , —26)
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Жесткость при кручении D вычисляется по формуле (6') § 139,
которая в нашем случае принимает вид:

Si

Внося в эту формулу предыдущие выражения для ф4 и ф2, получаем
путем совершенно элементарных выкладокх) (ср. случай однородного
бруса, Love [1], § 225):

V ^ ch /па2 + Ц| ch ma t — ((if + Цр ch mal ch ma2

-<—I (2ra + l ) 5 ([it ch ma2 sh ma4 + p,2 ch maj sh ma2)
n=0

OO

^ ch maj-f-ch ma 2 — ch m (a j— a 2 ) — 1
-^J (2ra -j-1)6 (jii ch ma2 sh may + (x2 ch may sh ш 2 ) '

n=0

Если a t и a2 велики по сравнению с Ъ (практически при a t > 5b,
ЪЪ), то можем с достаточной точностью принять:

sh mal . sh maz . 1 1 1 1 Q

ch mai ' ch ma2 ' sh may ch mat sh ma2 ch ma '

и тогда получим для D приближенную формулу (ср. аналогичное зна-
чение для случая однородного бруса, Love [1], § 225):

n=0

3. Отметим в заключение сравнительно недавно опубликованную
статью Д. И. Шермана [27], в которой решена задача кручения эллипти-
ческого цилиндра, армированного круговым стержнем. Метод решения,
указанный в этой статье, может быть с успехом применен для приближен-
ного решения задач интересующего нас здесь типа и в ряде других слу-
чаев, представляющих практический интерес.

В частности, мы пользуемся известным соотношением

со

ZJ (2n + l)i ' 96 '(2га+ 1)* ' 96
n=0
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III. РАСТЯЖЕНИЕ И ИЗГИБ БРУСЬЕВ, СОСТАВЛЕННЫХ
ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ С ОДНИМ И ТЕМ ЖЕ

КОЭФФИЦИЕНТОМ ПУАССОНА !)

Перейдем теперь к рассмотрению остальных случаев упругого равно-
весия бруса, перечисленных в § 129; речь теперь идет о брусьях, состав-
ленных из различных материалов так, как указано в п. 1 § 139.

В этом отделе мы будем предполагать, что различные материалы,
составляющие брус, имеют один и тот же коэффициент Пуассона а, но,
вообще говоря, различные модули упругости.

Если вспомнить, что для очень многих материалов значения а мало
разнятся друг от друга, становится ясным, что это ограничение не так
уж значительно2). С другой стороны, оно весьма упрощает решение. Имен-
но вследствие этого мы рассматриваем отдельно случай, когда коэффи-
циент Пуассона — один и тот же для всех материалов, составляющих
брус. Общий случай будет рассмотрен в следующем отделе.

В частности, для случаев растяжения (сжатия) и изгиба парой почти
никакого усложнения, по сравнению с однородным брусом, не полу-
чается, как будет показано в § 142, 143.

§ 141. Обозначения 3 ) . Введем в рассмотрение величину

^SjEj, (1)
s з

где Е обозначает модуль упругости, соответствующий данной точке сече-
ния и принимающий постоянные значения Ej в отдельных участках Sj
сечения, соответствующих различным материалам; площади этих уча-
стков обозначены теми же буквами Sj.

Далее, под «приведенным центром тяжести» сечения будем понимать
центр тяжести, который получится, если отдельным участкам сечения
приписать поверхностные плотности, равные соответствующим модулям
упругости; таким образом, если начало координат взято в приведенном
центре тяжести сечения, то

И Ex dx dy = \\ Еу их dy = 0. (2)

J) Содержание настоящего отдела заимствовано из статьи автора [15].
2) По старой теории Пуассона величина а должна быть одинакова для всех

^однородных, изотропных) материалов и равна -у-. Однако это не подтвердилось в дей-

ствительности. Все же колебания а для различных материалов значительно меньше,

чем колебания Е. Например, для меди — = 2,87, Е = 1 250 000 кг/см2, а для алю-

миния— = 2,92, Е — 740 000 кг/см2. (См. также замечание 2 в конце § 146).
3 ) Понятия, вводимые в настоящем параграфе, и соответствующие формулы

применимы и в случае, когда коэффициенты Пуассона различны для различных мате-
риалов.
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Под «приведенным моментом инерции» сечения будем подразумевать
момент инерции, вычисленный при том же предположении относительно
плотностей отдельных участков сечения. В частности, приведенный
момент инерции относительно оси Оу, находящейся в плоскости сечения,
который будем обозначать через 1Е, определится формулой:

1Е = J J Ex
' s j

где Ij — обычный момент инерции площади Sj относительно той же оси.
Наконец, главные оси инерции сечения, соответствующие указанному

предположению относительно плотностей, будем называть «приведен-
ными главными осями».

Если оси Ох, Оу совпадают с приведенными главными осями инер-
ции, то будем иметь:

^ (4)

Здесь, а также ниже, в § 142, 143 и в начале § 144, нет надобности
считать, что мы имеем дело с «основным» случаем (§ 139, п. 1); достаточно
предположить, что брус состоит из ряда однородных, изотропных цилиндри-
ческих тел (сплошных или полых), спаянных вдоль боковых поверхностей.

§ 142. Растяжение. Легко видеть, что при указанных обозначениях
задача о растяжении бруса продольными силами, приложенными к при-
веденным центрам тяжести сечений, решается следующими формулами
[ср. § 135, формулы (1) и (2)]:

EjF
ZZ = —F,— в области Sj,

SE
 J (1)

oF vF F

(остальные компоненты напряжения равны 0); здесь F обозначает (алге-
браическую) величину растягивающей силы (при F •< 0 имеем сжатие).

Жесткость бруса при растяжении (сжатии) равна SE (ср. § 135).

§ 143. Изгиб парой. Задача об изгибании парой, момент которой
расположен в плоскости основания, также мало чем отличается от задачи
для однородного бруса (§ 136).

Возьмем начало координат в приведенном центре тяжести «левого»
основания, а за оси Ох, Оу примем приведенные главные оси инерции.

Если момент пары, действующей на «правое» основание, параллелен
оси Оу и его алгебраическая величина есть М, то решение дается фор-
мулами:

ME]
Zz = j—х в области Sj (1)

1Е
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(остальные компоненты напряжения равны нулю) и

u = ^ ( z 2 + cra2-m/2), v = -^-axy, w=-~xz. (2)
61Е IE JE

Непосредственная подстановка в уравнения статики упругого тела
показывает, что все они удовлетворяются этими значениями; так же,
очевидно, удовлетворяются граничные условия.

Главный вектор внешних напряжений, приложенных, скажем,
к правому основанию, равен нулю, так как

\ \ Zz dx dy = O
V

в силу формулы (2) § 141.
Момент этих напряжений относительно оси Оу равен в силу форму-

лы (3) § 141

- \ \
ss E s

наконец, момент относительно Ох равен

\ \ yZz dx dy = у— ^ \
s ''s

в силу формулы (4) § 141.
Таким образом, наше решение действительно удовлетворяет всем

поставленным условиям.
Легко вычислить, что и в рассматриваемом случае имеет место закон

Бернулли — Эйлера, который теперь выражается формулой
1 - М П\

Жесткость при изгибе равна 1Е.

§ 144. Изгиб поперечной силой. Перейдем теперь к решению задачи
об изгибе поперечной силой. Возьмем начало О координат в приведен-
ном центре тяжести «левого» основания и направим оси Ох, Оу по при-
веденным главным осям инерции.

Мы всегда можем свести задачу к случаю, когда поперечная сила,
приложенная к «правому» основанию, приложена к приведенному центру
тяжести его и параллельна оси Ох (ср. § 137).

Принимая во внимание вид формул (10), (11) § 137, относящихся
к однородному брусу, попытаемся удовлетворить условиям задачи выра-
жениями следующего вида:

v = TXZ + Аа (I — z)xy, [ (1)
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где ф обозначает функцию кручения, рассмотренную в предыдущем отде-
л е» 1 — % (х> У) — некоторую функцию, подлежащую определению^
/ — длину бруса; х, А — некоторые постоянные.

Вычисляя компоненты напряжения, соответствующие этим смеще-
ниям, получаем: Хх = Yy = Ху = 0 (как в случае однородного бруса)
и, в областях Sj (/ = 0, 1, . . ., т),

где Bj, Kj — постоянные, которые могут принимать различные значения
для различных областей Sj, а именно:

^ = i 4 ^ = 2TT+S)' К, = АЕ3. (3)

Подставляя далее выражения (2) в уравнения равновесия, т. е.
в уравнения (1) § 129, легко убеждаемся, что функция % должна, как
и функция ф, удовлетворять уравнению Лапласа в каждом из участков.
Sj', обратно, при этих условиях упомянутые уравнения будут удовле-
творены.

Перейдем теперь к граничным условиям. Для того, чтобы смещения
и, v, w были непрерывны во всем теле, функция % должна быть, очевидно,
непрерывна во всем сечении S (так как функция кручения ф по опреде-
лению также непрерывна во всей области S).

Условия же относительно напряжений так же, как и в случае кру-
чения, сводятся к требованию, чтобы выражение

Xz cos (п, х) + Yz cos (n, у) (а)

обращалось в нуль на свободной боковой поверхности и было непре-
рывно при переходе через поверхности раздела различных материалов.

Подсчитаем теперь главный вектор и главный момент напряжений^
действующих на правое основание. Ясно прежде всего, что компонента
главного вектора по оси Oz равна нулю. Компонента его по оси Ох равна

dx dy.
V

Вспоминая теперь, что выражения (2) тождественно удовлетворяют
уравнениям равновесия, в частности уравнению

dXz 3YZ dZz __ 0

дх "•" ду "^ dz — •'

и внося сюда на место Zz соответствующее выражение из (2), получаем:

дх ду
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На основании этого тождества можно написать:

; s/ } Bj

Но, как было показано в § 139, при названных выше условиях отно-
сительно выражения (а)

SJ

следовательно,
г* г»

Далее, по условию, должно быть X = W, где W — заданная сила.
Это условие определяет постоянную А:

Л-%. (5,

Для компоненты главного вектора по оси Оу получим совершенно
аналогичным путем:

ЛЛ

"S" j cj

Отсюда следует, на основании формулы (4) § 141, что У = 0.
Так как, наконец, при z = I имеем Z z = 0, то на правом основании

не будет изгибающей пары.
Момент же закручивающей пары будет дан формулой

3=0 j

( ^ ^ ( ± ~ ) } x d y , (6)

где D есть жесткость при кручении.
Постоянная х должна быть определена из условия М = 0, что всегда

можно сделать, когда вычислены функции ср и %.
Вычислять ф мы умеем на основании сказанного в предыдущем отде-

ле. Остается вычислить функцию %.
Считая для определенности, что мы имеем дело с «основным» слу-

чаем (§ 139, п. 1, рис. 61), легко убеждаемся на основании формул (2),
(3), что граничные условия сводятся к следующим при обозначениях
предыдущего отдела1):

), (7)

Не забудем, что, по условию, цт+1 = 0.
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где

/;=-(Ио-^){[!<" 2 + (1-|-)г/2]соз(п, x) + (2 + a)xVcos(n, г/)} .
(8)

Таким образом, мы имеем точно такую же задачу, что и в случае
кручения, только функции fj, заданные на контурах, имеют здесь не
те же значения, что в упомянутом случае.

Посмотрим теперь, удовлетворено ли условие существования реше-
ния (9) § 140. Имеем:
m+l

2

= — Но § { [ y O : r 2 + ( 1 —у o j ?/2]cos(n, x) + {2 + o)xycos(n, г/)} ds +
L

m

+ 2 to \ {[YOX2 + C1~ T ^) j / 2 ] c ° s (n . x) + {2^ o)xycos(n, г/)} ds,
i L

или, преобразовывая интегралы по формуле Остроградского — Грина,
m+l

3=1 Ly- So

3=1

2^+a^ ^^dxdy=~ И £жdxdy;

S

но последний интеграл равен нулю, так как по предположению начало
координат находится в приведенном центре тяжести.

Итак, условие существования выполнено, и наша задача всегда
допускает решение, получаемое с помощью того же интегрального урав-
нения, что и в предыдущем отделе, но только при значениях fj, опре-
деляемых формулой (8).

В частности, остается в силе замечание, сделанное в предыдущем
отделе, относительно применимости решения для иных видов сечения,
например для случая составной трубы.

Заметим, наконец, что из формулы, определяющей и, т. е. из пер-
вой формулы (1), следует, что кривизна центральной линии (линии, соеди-
няющей приведенные центры тяжести сечений) удовлетворяет соот-
ношению

иными словами, закон Бернулли — Эйлера имеет место.

§ 144а. Пример. И з г и б с о с т а в н о й к р у г л о й т р у б ы
п о п е р е ч н о й с и л о й , п р и л о ж е н н о й к о д н о м у и з
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к о н ц о в . Пусть сечение бруса состоит из двух концентрических
круговых колец Si, S2, из которых первое охватывает второе, как
указано на рис. 63.

Обозначим через R2, i?4, Ro соответ-
ственно радиусы внутренней, средней и
наружной окружностей, а через Е\, Е2 —
модули упругости, соответствующие уча-
сткам Si и S2.

Пусть поперечная сила проходит че-
рез центр окружностей и параллельна
оси Ох. Ввиду полной симметрии ясно,
что т = 0, т. е. закручивания не будет.
Найдем теперь функцию % (х, у). Зна-
чение ее в зонах Si и S2 обозначим
соответственно через Xi и Хг-

Пусть г, •& обозначают полярные
координаты на плоскости Оху. Имеем по формуле (3) § 138а:

х

Рис. 63.

= —-|-га cos (a)

В соответствии с этим граничные условия примут вид:

; cos ЗО1 при г = 7?(

Xi = Х2,

4£- = -**Jcos0-f-|-'

R\ cos при г =,

при г = R2;

(б)

здесь для краткости положено
3

и в среднее уравнение вместо модулей сдвига (Aj, \I2 введены пропорцио-
нальные им модули упругости Ei, E2.

Разлагая гармонические функции xi и %2 по известным формулам
в ряды и подставляя в предыдущие соотношения, найдем эти функции.
Однако легко догадаться, что предыдущим условиям можно удовлетво-
рить, полагая (ср. решение для однородного полого кругового цилинд-
ра, данное в § 138а):

cos т г 3 cos
i < r <• д<>)'
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Подставляя эти выражения в соотношения (б), сразу получаем, что

все условия будут удовлетворены, если

а1Щ—а'1=—кЩ, агВ.\—а'2=—к11\,

Решение этих уравнений дает для а4 и а2 выражения:

затем а\ и а2 определяются по формулам:

Таким образом, задача решена.
Решение для случая, когда окружности не концентрические, дано

А. К. Рухадзе [1]. Решение для случая, когда границы — конфокаль-
ные эллипсы, дано И. Н. Векуа и А. К. Рухадзе [2]. В статье А. К. Рухад-
зе [2] дано решение для случая, когда границы — эпитрохоиды.

Легко так же решить задачу изгиба прямоугольного бруса, рассмот-

ренного в § 140а.

IV. РАСТЯЖЕНИЕ И ИЗГИБ В СЛУЧАЕ РАЗЛИЧНЫХ
КОЭФФИЦИЕНТОВ ПУАССОНА х)

В общем случае, когда коэффициенты Пуассона различных материа-

лов также могут быть различными, задачи растяжения и изгиба зна-

чительно усложняются. Именно, оказывается, что здесь уже нельзя,

как в случае Сен-Венана и как в случае одинаковых коэффициентов

Пуассона, принять Хх = Yv = Ху = 0.

Вследствие этого приходится привлечь к рассмотрению одну вспомога-

тельную задачу о плоской деформации, которой мы и займемся.

§ 145. Одна вспомогательная задача о плоской деформации. Вспо-
могательная задача, о которой только что говорилось, состоит в сле-
дующем. Требуется найти упругое равновесие бруса, составленного из
различных материалов так, как это было описано выше (в начале § 139),
в предположении, что он подвержен плоской деформации, параллельной
плоскости Оху (т. е. что w = 0, а и, v зависят лишь от х, у, но не от z),
при следующих условиях:

2) Задачи растяжения и изгиба парами были решены автором в статье [15].
Здесь дано новое, более подробное исследование решения (примечание к третьему
изданию).
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1°. Внешние напряжения, приложенные к боковой поверхности
бруса, равны нулю:

Хп = 0, У„ = 0, (1)

где, как всегда,

Хп = Хх cos (n, х)-\- Ху cos (n, у), Yn = Yx cos (n, x) -f- Yy cos (n, у),

а и обозначает нормаль к боковой поверхности.
2°. На поверхностях раздела различных материалов:

(Xn)j = (Xn)h, (Yn)j = (Yn)h. (2)

где п обозначает нормаль к (цилиндрической) поверхности раздела,
направленную в определенную сторону, а значки /, к указывают, что
берутся значения для материалов, занимающих области с номерами
/, к, примыкающие к поверхности раздела. Условия (2) выражают, что
напряжения, приложенные к элементам поверхности раздела с той
и другой стороны, уравновешивают друг друга.

3°. На поверхностях раздела смещения претерпевают заданные раз-
рывы, т. е.

Uj — uh = g, vj — vh = h, (3)

где (iij, Vj), (uk, vk) — значения смещений с той и другой стороны
поверхности раздела, a g, h — заданные на ней функции (не зависящие
от z).

Так как речь идет о плоской деформации и все рассматриваемые
функции не зависят от z, то мы можем ограничиться рассмотрением одного
какого-либо поперечного сечения бруса, как мы делали в предыдущих
главах.

Легко показать обычным путем, что если существует решение постав-
ленной задачи, то оно будет единственным (с точностью до жесткого
перемещения тела как целого). То, что решение всегда существует, можно
считать физически очевидным. Действительно, наша задача соответствует
следующей физической задаче, которую краткости ради мы сформулируем
для случая, когда имеем только две составные части с поперечными сече-
ниями Si и 5 2 , разделенными линией L. Возьмем два бруса, состоящих
из тех же материалов, что и данные, но имеющих сечения «Ŝ , S'2, отлич-
ные от St и S2. Именно, будем считать, что сечение iŜ  получается из St

путем сообщения точкам линии L смещений (—Uj, —г^), а сечение S'2 —
из сечения S2 путем сообщения точкам той же линии смещений (—ц2,
— v2); при этом будем считать, что

Ui — u2=g, Vi — v2 = h.

Если теперь вынудить соответствующие боковые поверхности наших
брусьев, с сечениями S\ и S'2, придти в соприкосновение так, чтобы сопри-
коснулись соответствующие точки, и спаять вдоль этих поверхностей,
поддерживая деформацию плоской, то в полученном составном брусе
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возникнут напряжения и деформации, как раз соответствующие, нашей
задаче.

Существование решения (при некоторых обычных предположениях
общего характера) можно также доказать математически. Это сде-
лано в упомянутой уже в главе V (§ 103) работе Д. И. Шермана [20], ко-
торый рассматривает случай, названный нами основным (§ 139, п. 1). На
доказательстве мы здесь останавливаться не будем.

Напомним для дальнейшего, что при плоской деформации

Xt = Yz — 0 во всем брусе, (4)

х = к>\~Ш + ~д^)=а}(Хх + ¥у) н а У ч а с т к а х SJ> i ' J)

где Xj, Oj — значения постоянной Ламе X и коэффициента Пуассона о
для участка Sj.

§ 146. Задача растяжения в изгиба парами. Б случае составного
бруса, но при условии одинаковости коэффициентов Пуассона, нам уда-
лось весьма просто решить задачи о растяжении и об изгибе парами,
причем оказалось возможным рассмотреть раздельно задачу о растяже-
нии силой с линией действия по оси Oz, и изгиба парами, плоскости кото-
рых параллельны плоскостям Oxz и Oyz. Возможность такого раздель-
ного рассмотрения была обусловлена специальным выбором системы
осей Оху в плоскости «левого» («нижнего») основания (а именно, начало О
было взято в приведенном центре тяжести, а оси Ох, Оу были направлены
по главным приведенным осям инерции этого основания).

Мы увидим ниже, что в случае различных коэффициентов Пуассона
только что указанный выбор осей координат, вообще говоря, уже не дает
возможности решить упомянутые задачи раздельно 1). Поэтому в этом
параграфе мы под Оху будем подразумевать любую (прямоугольную)
систему координат в плоскости левого основания S и не будем счи-
тать, что плоскость изгибающей пары параллельна одной из плоско-
стей Oxz, Oyz.

1. Обозначим через Му и Мх проекции векторного момента изги-
бающей пары на оси Оу и Ох, а через F — величину растягивающей
силы, с линией действия по оси Oz.

Начнем с того, что, руководствуясь видом решений для случая оди-
наковых коэффициентов Пуассона, постараемся удовлетворить условиям

х) Однако, как мы увидим в § 148, можно и в нашем случае найти специаль-
ную систему координат, позволяющую раздельное рассмотрение упомянутых задач;
но нахождение такой системы связано с решением некоторых вспомогательных задач
о плоской деформации.
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задачи линейной комбинацией следующих трех решений:

Zz = Ejx, и= — -j(z2 + OjX2 — Ojy2), v=—Ojxy, w = xz, (1)

Zz = Ejy, u^—CjXy, v=--——(z

2^rOjy2 — aJx
2), w = yz, (2)

'Lz = Ej, u=--—OjX, v=—ejy, w = z (3)

в областях Sj (остальные компоненты напряжения равны нулю).
Если бы все коэффициенты Пуассона были одинаковы и если бы

оси координат были выбраны так, как было указано в начале параграфа,
то эти решения, умноженные на подходящие постоянные х), дали бы
соответственно решения задач об изгибе парой в плоскости Oxz, об изгибе
парой в плоскости Oyz и о растяжении силой, направленной по Oz.

В действительности же, построенные таким образом решения не удо-
влетворяют условиям упомянутых задач уже потому, что соответствую-
щие смещения имеют разрывы на линиях раздела участков Sj, Sk-

Для того, чтобы устранить эти разрывы, построим решения трех
вспомогательных задач о плоской деформации, которые представляют
собой частные случаи задачи, сформулированной в § 145, соответственно
при следующих значениях функций g, h, фигурирующих в формуле (3)
§ 145:

£i = Y(<^-° A ) (z 2 — У2), Ъ = (о, — ок)ху, (1а)

g2 = iOj — ok)xy, ho = ~(oj — oh)(yi — x2), (2a)

e3 = (Oj — ak)x, h3 = (aj — ck)y (За)

на линиях раздела областей Sj, Sk.
Эти три задачи мы для краткости будем называть соответственно

задачами (1а), (2а), (За) и будем считать их решенными.
Будем обозначать компоненты смещений и напряжений, соответствую-

щих этим трем вспомогательным задачам, верхними значками (1>i <2)' <3>.
В частности, будем иметь в областях Sji

Z?=aj(X™+Y<»), (lb)

Z<? = Oj(X? + Y™), (2b)

Z?> = Oj(X™ + Y™). (3b)

Наложение решений (1), (2), (3), умноженных соответственно на неко-
торые постоянные ai7 а2, а3, и решений (1а), (2а), (За), умноженных
соответственно на те же постоянные, даст, как легко видеть, решение
задачи об изгибе и растяжении бруса при следующих значениях моментов

х) «Умножить решение на постоянную» — значит умножить на эту постоянную
компоненты смещения и напряжения.
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Му, Мх изгибающих пар и величины F растягивающей силы:

— Му = (1и + Ки) в 1 + (/12 + Ка) а2 + (Il3 +Ка) а3, Л

Mx = (I2l + K2i)a1 + (I22 + K22)a2 + {I23 + K23)a3, \ (4)

F = (I3i + K3i) a, 4- (/32 + Кзг) а2 + (133 • \- К33) а3. )

Здесь введены следующие обозначения:

dx dy = 2 Ej [ [ x^xW dx dy, (5)

J (6)
s

где а, P = 1, 2, 3 и где под х{1\ х(2\ х<3) следует подразумевать соответ-
ственно х, у, 1. Подробнее:

/ц = \ \ Ex2dxdy, / 2 2 = \ \ Ey2dxdy, / 1 2 = / 2 1 = \ \ Exydxdy,
S S S

/ 3 3 = \ \ Edxdy = SE, /5м

г j3 = = -* 31 = = \ \ Exdxdy = SEX(j, •' 2з= =-^з2= : : \ \
J J J J

где £ £ = ^EjSj обозначает то же, что раньше, а х0, у0 •— координаты
i

приведенного центра тяжести основания S; 1ц и / 2 2 представляют собой
приведенные моменты инерции основания S относительно осей Оу и Ох,
a Il2 = I2i — приведенный центробежный момент инерции относительно
этих осей.

Далее:

Ки = И xZ'1' dx dy, К12 = Н xZf dx dy, # 1 3 = H xZ^3) dx dy,
J sJ JgJ j g b

# 2 1 = \ \ yZ^dxdy, K22= \ \ yZz dxdy, K23— \ \ yZ? dx dy,
«„J J_J "„"

'dxdy, K33— \ \ ZTdxdy;

(6')

s

эти постоянные мы будем считать вычисленными.
Наша задача будет решена, если мы определим неизвестные постоян-

ные ui, а2, а3 из системы (4) при заданных Mv, Mx, F.
Определитель этой системы

1 ~Ь -^21 -̂ 22 Ч" -^22 -̂ 23 + ^ 2

+ ^31 ^32 + -^32 ^33 + # 3
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как будет показано ниже (п. 3), всегда отличен от нуля; точнее, А > 0.
Поэтому система (4) однозначно определяет постоянные ai} а2, а3, и нашу
задачу можно считать решенной.

2. Прежде, чем перейти к доказательству неравенства А > 0, остано-
вимся на некоторых формулах, связанных с выражением для потенциаль-
ной энергии деформации, на которые нам придется опираться.

Вспомним, что в § 20 было введено в рассмотрение выражение

2W (е) = X (ехх + ет + ezzf + 2ц (е\х + е\у + е\г |- 2е\г + 2е\х + 2е%у), (7)

представляющее собой рассчитанную на единицу объема, удвоенную
потенциальную энергию, соответствующую деформации с компонентами
£хх, • • •) еху; эту деформацию мы будем кратко обозначать через (е);
в соответствии с этим мы пишем теперь W (е) вместо того, чтобы, как
в § 20, писать просто W.

Выражение W (е) представляет собой неособенную положительную
квадратичную форму J) компонент деформации (е), обращающуюся в нуль
лишь при (е) = 0 (то есть при ехх = еуу = ezz = еуг = ехг = еху = 0).

Вспомним теперь, что компоненты напряжения, соответствующего
деформации (е), выражаются формулами:

, Zx -= 2цегх, Xy = 2\iexy I (8)

(6 = exx + eyy + ezz) j

и что в соответствии с этим выражение (7) может быть переписано еще
так:

2W (е) = Ххехх + Yyeyy + Zzezz + 2Yzeyz + 2Zxezx + 2Xyexy. (9)

Рассмотрим теперь две различные деформации (е1) и (е") и будем
отмечать соответствующие компоненты деформаций и напряжений одним
и двумя штрихами. Введем в рассмотрение выражение, аналогичное (9):

2W (е', е") = Х'хе"хх + Yye'yy 4 Z'zezz + 2Yze'yz + 2Z'xe"zx + 2X'yexv =

= X'xexx + Y"vevy + Z"ze'zz + 2Y'ze'Vz + 2Z"xezx + 2Xvexy. (10)

Если под компонентами напряжения Х'х и т. д., Х"х и т. д. подразуме-
вать их выражения через компоненты деформации е'хх и т. д., е"хх и т. д.,
то W (е', е") представляет собой билинейную форму этих последних
компонент. Равенство между собой двух выражений в первой и второй
строках формулы (10) доказывается непосредственной проверкой; оно

*) Напомним, что квадратичная форма Q (хи х2, • • ., хп) переменных я,,
х2, . . . , хп называется неособенной положительной, если Q (xlt хг, . . ., хп) ^> 0
при всех (действительных) значениях переменных, кроме xt = х2 — . . . = хп = 0.
Форма эта называется особенной положительной, если при всех значениях переменных
Я (xj, хг, . . ., хп) > 0, причем существуют и такие (действительные) значения
л-,, х2, • • ., хп, не все равные нулю, что Q (xit х2, . . ., хп) = 0.
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показывает, что
,e'), (10')

т. е. что билинейная форма W (е', е") симметрична.
Если деформации (е') и (е") совпадают, т. е. (е') = (е") = (е), то

W(e,e) = W(e), (11)

где W (е) обозначает то же, что в формуле (7) или (9).
В § 20 была доказана формула

J jj J W(e)dxdydz = 2U, (12)

где 2 обозначает поверхность деформированного тела, п — внешнюю
нормаль, a F — область, им занятую; через U обозначена потенциальная
энергия деформации всего тела.

Совершенно аналогично доказываются формулы (мы предоставляем
доказательство читателю):

2Ui2= J J (X'nu" + Y'nv" + Z'nw")dl1 = 2 jj jj jj W(e', e")dxdydz,

2U2l = J J (X;w' + П » ' + Z > ' ) d2 = 2 J J J W (e", e') dx dy dz;
z" v

обозначения ?7i2 и С/21 введены для сокращения письма.
Из формулы (10') следует равенство Ui2 = U2i, или подробнее:

(X"nu' + Y"nv' +Z"nw')dX, (14)
"2 "2"

выражающее так называемую теорему Бетти (Betti) (вернее, теоремой
Бетти называется несколько более общее равенство для случая, когда
имеются также объемные силы).

Нам придется применять предыдущие формулы лишь в случае пло-
ской деформации бруса. В этом случае Xz = Yz = w = 0 и все рассма-
триваемые функции не зависят от z. Поэтому
W ( е \ е") = Х'хе"хх + Y'ye"yy + 2Х'уеху = Х"хе'хх -f- Y"ye'yy -f 2X"ye'xy =

= Я. (ei* + еУу) (4ж + е'уу) + 2,а ( е ^ е ^ -f eme"vv + 2е;уежУ) (15)

и
W (e, e)=^W (е) = 'к(ехх-\-еуу)

2-\-2\х(е%х~\-е1У-\-2еХу). (16)

В случае плоской деформации удобнее применять формулы (12) — (14)
не ко всему брусу, а к слою высотой 1, заключенному между двумя нор-
мальными поперечными сечениями.

Тогда вместо формулы (12) будем, очевидно, иметь формулу

(Хпи + Ynv) ds = 2 \ \ W (e) dx dy — 2U, (17)
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где U теперь обозначает потенциальную энергию, рассчитанную на еди-
ницу длины (высоты) бруса, а вместо формул (13), (14) — формулу

2иа=2u2i = j (X'nu
n+У;»") «г» = ^ ( х ; » # + № ) <** =

= 2 £ [ W(e', e")dxdy. (18)
s

В предыдущих формулах S обозначает поперечное сечение бруса,
a L — его границу.

В случае, если, как во вспомогательной задаче о плоской деформации
§ 145, компоненты смещения претерпевают разрывы на линиях раздела
участков Sj, под L следует подразумевать совокупность границ этих
областей. Поэтому, если Lj — граница участка Sj, интеграл берется
по всем Lj, причем те части контуров Lj, которые принадлежат границам
двух соседних участков Sk, Si, проходятся по два раза: один раз в каче-
стве границы участка Sk, другой раз в качестве границы участка Si [см.
ниже формулы (21) и (22)].

3. Вернемся к интересующему нас вопросу. Будем обозначать через
(е(1)), (е(2>), (е(3)) деформации, соответствующие вспомогательным задачам
о плоской деформации (1а), (2а), (За), а через Ua& (а, р = 1, 2, 3) — выра-
жения (18), вычисленные в предположении, что в качестве(е'), (е") взяты
соответственно (е(а)), (е<Р>), и докажем, что

Я а Р - 2 Е / а Р (а, р = 1, 2, 3), (19)

где Ка$ — постоянные, определяемые формулами (6); из этого, в част-
ности, будет следовать, что Ка$ = К$а.

Для доказательства преобразуем формулу

о/Т \ г "У^^ДР) t \^а)т,(Р)1 Л л /ОП\
^иаР— \ 1-Л.п U -[- I п V \ US l ^ U ;

L

следующим образом. Как было сказано, под L следует подразумевать
совокупность всех контуров, ограничивающих участки S} области S.
Поэтому

^ сер — / | \ i-Л-п Uj —j— 17i "7 ' J as, \L. 1 /

где Lj — границы участков Sj, a u) , vf — граничные значения ком-
понент u<P>, vW> при приближении к границе Lj из области Sj\ n обозна-
чает нормаль к Lj, внешнюю по отношению к Sj.

Замечая теперь, что на границе области S, по условию, Хп = Yn = 0
и что при интегрировании линии раздела Lkl двух участков Sk, Si про-
бегаются по два раза, легко заключаем, что формулу (21) можно написать
еще так:

" Р " Р — v(^)}ds, (22)



554 ГЛАВА СЕДЬМАЯ. РАСТЯЖЕНИЕ, КРУЧЕНИЕ, ИЗГИБ [§ 146

где на этот раз линии L^i проходятся по одному разу и где v обозначает
нормаль, направленную от Sk к Si.

Пользуясь этой формулой, легко доказать справедливость соотно-
шений (19). Докажем, например, что Ki2 = K2i = 2/742. Имеем согласно
предыдущей формуле:

2t/12 = 2 J {Х<" (4 2 ) - и}1') 4 П " К ' - »Г)} ds.
"• ' Hi

Замечая, что в силу формул (2а)

и^-и'Г^Ы-а^ху, ^ > - ^ > = l(a f t-0,)(j/2-x-2)

и внося эти выражения в предыдущую формулу, получаем:

Преобразуя теперь последнее выражение, подобно тому, как мы
преобразовали формулу (21) в (22), только в обратном порядке, получаем:

2£/12 = 2 ai\ [ Х™ХУ + Т П 1 > ̂ -х^ ] ds'
i Lj

где Lj и п обозначают то же, что в формуле (21).
Замечая, далее, что

ХУ = X? cos (n, х) + Х(

у

1) cos (n, у),

Y™ = У"» cos (n, х) + У«> cos (n, у)

и преобразуя интегралы по формуле Остроградского — Грина, полу-
чаем -1):

или, наконец, принимая во внимание формулу (1Ь),

s

Точно так же, применяя для вычисления 2Ui2 = 2U2i формулу

)
L

получаем: 2f/12 = Ki2. Таким образом, 2U12 = Ki2 = KZu а это и тре-
бовалось показать.

Остальные равенства (19) доказываются совершенно аналогично; про-
ведение доказательств мы предоставляем читателю.

') При этом следует принять во внимание, что

а у (1)

* Я/v» i Я.»
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На основании формул (19) мы можем рассматривать определитель Д
как дискриминант следующей квадратичной формы величин alt а2, а3:

2Q(au а2, a3) = 2G0(a1, a2, a3) + 2G(a1, a2, а3), (23)

где
з з

2G0(av a2, а3)= 2 2 1а$ааа&, (24)
а = 1 0=1

3 3 3 3

2G(ait а2, а3)== 2 2 Карааа$ = 2 f, j] £7вРоаар. (25)
а=10=1 а=1р=1

Легко видеть, что квадратичная форма Go — неособенная положитель-
ная, т. е. что Go («ii #2i a3) >• 0, если не все «ц, а2, аз равны нулю. Дей-
ствительно, из самого определения постоянных 1а$ следует, что

2G0(ai, я 2 , а 3 ) = \ \ ^ ( а ^ - ! - а2у-\~ а3)
2 dx dy,

' s

откуда и следует наше утверждение.

Отметим, что Go (ах, а2, а3), как легко проверить при помощи фор-
мулы (12), представляет собой рассчитанную на единицу длины бруса
потенциальную энергию деформации, полученной наложением дефор-
маций, соответствующих решениям (1) — (3), умноженным соответственно
на at, аг, а3 (при этом следует считать, что составные части бруса дефор-
мируются независимо друг от друга, т. е. не спаяны между собой).

Легко также доказать, что квадратичная форма G (а4, а2, а3) — неосо-
бенная положительная, если не все коэффициенты Пуассона равны между
собой (если коэффициенты Пуассона одинаковы, то, очевидно, все Ка$
равны нулю и форма G (аи а2, а3) равна нулю тождественно). Именно,
не трудно показать, что G {а^, а2, а3) представляет собой рассчитанную
на единицу длины бруса потенциальную энергию деформации, соответ-
ствующей наложению решений вспомогательных задач (1а), (2а), (За),
умноженных соответственно на а4, а2, а3.

В самом деле, пусть по-прежнему (еа )), {е(2)), (е<3)) — (плоские)
деформации, соответствующие задачам (1а), (2а), (За), и пусть (е) обо-
значает деформацию:

т. е. деформацию, компоненты ехх, . . ., еху которой равны соответ-

ственно:

Для рассчитанной на единицу длины потенциальной энергии этой

деформации имеем согласно формуле (17)

2U = J jj W(e)dxdy,
' s
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где W (е) определяется формулой (16). Но, как легко видеть,

W (е) = a\W (е(1)) + a2

2W (е<2)) + a^V (е(3)) + 2a2a3W (e(i\ е(3)) +

+ 2a3UiW(e<3), etv)

и, следовательно, принимая во внимание определение величин Ua$,
2U = 2G (аи а2, а3), а это мы и хотели показать.

Легко видеть, что если не все коэффициенты Пуассона одинаковы
и если хоть -одна из величин а ь а2, аз отлична от нуля, то деформация
необходимо имеет место г), и, следовательно, U> 0. Таким образом, наше
утверждение доказано.

Форма Q (ai, а2, а-з), будучи суммой двух положительных форм Go

 и G,
одна из которых, а именно Go, наверное неособенная, является тем более
неособенной положительной. Но, как известно, дискриминант Д такой
формы наверное положителен, и утверждение, высказанное относительно
Д в конце п. 1, доказано.

З а м е ч а н и е 1. То обстоятельство, что форма Q (аи а2, а3) —
неособенная положительная, можно было бы доказать проще, не разби-
вая ее на сумму форм Go и G. Такое доказательство можно провести,
основываясь на том, что, как легко непосредственно показать, Q = Go +
+ G представляет собой потенциальную энергию деформации, соответ-
ствующей указанной выше комбинации решений (1) — (3) и (1а) — (За).

Однако мы поступили иначе, желая явно выделить добавочные коэф-
фициенты Ка$, характеризующие влияние неодинаковости коэффициен-
тов Пуассона различных материалов.

З а м е ч а н и е 2. Коэффициенты Ка$, вообще говоря, весьма малы,
если коэффициенты Пуассона различных материалов мало разнятся
друг от друга; точнее, они имеют тот же порядок, что квадраты и про-
изведения разностей Oj — oh. В самом деле, обозначая временно через
Ojk разности Oj — стй, фигурирующие в правых частях формул (1а) — (За),
и рассматривая Ojh как некоторые независимые величины, легко убеж-
даемся, что решения вспомогательных задач, соответствующих формулам
(1а) — (За), зависят от oJh линейно. Далее, принимая во внимание фор-

х) Если деформация отсутствует, то, очевидно, на линиях раздела Lj^ участков
Sit $h будем иметь:

U} — uh=—ejhy + ajh, vj — vk — ejhx + $jh,

где Sjk, ajh, Pj£ — постоянные; с другой стороны, на основании (1а) — (За) на этих
линиях должны быть:

М 2

сравнивая эти выражения, легко убеждаемся, при помощи элементарных рассужде-
ний, что если О]Ф ОЙ, то необходимо ах = а2 = а3 = 0, ejh = ajh ~ fijk = 0.
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мулу (22) и то обстоятельство, что Х{"\ У^а) линейно зависят от o,ft,
убеждаемся, что Ка$ линейно зависит от квадратов и произведений вели-
чин Ojk, а это и доказывает наше утверждение.

§ 147. Частные случаи. 1. Р а с т я ж е н и е б р у с а , о б л а -
д а ю щ е г о о с ь ю с и м м е т р и и . Предположим, что ось Oz является
осью симметрии бруса, причем симметрия понимается как в смысле гео-
метрическом, так и в смысле упругих свойств.

Тогда очевидно, что О является приведенным центром тяжести «лево-
го» основания. Направив оси Ох, Оу по приведенным осям инерции этого
основания, будем иметь: / 1 2 = 0. Далее, на основании симметрии и вида
функций g3, h3 формулы (За) предыдущего параграфа, легко заключаем,
что решение соответствующей этой формуле вспомогательной задачи
о плоской деформации будет также симметрично относительно О и, в част-
ности,

Z?{-x, -y) = Z™(x,y).
Отсюда следует, что

КЯ1 = К13 = [ \ xZ? dx dy = 0, К32 = К23 = J J yZ? dx dy =-. 0.
s s

Поэтому уравнения (4) предыдущего параграфа принимают вид (не
забудем, что в нашем случае х0 = у0 = 0):

+ K22)a2, \
F = (SE+K33)a3. J

Если мы хотим решить задачу растяжения силой величины F, на-
правленной по оси симметрии Oz, мы должны в предыдущих уравнениях
взять Му = Мх = 0, что дает:

ai=^a2 = 0,

Если коэффициенты Пуассона различных материалов, составляющих
брус, все равны между собой, то К33 — 0, и мы имеем результат, полу-
ченный раньше. Если же не все коэффициенты Пуассона одинаковы, то
необходимо К33 > 0 х).

Так как а3 представляет собой относительное удлинение бруса под
действием растягивающей силы F, то SE + K33 есть жесткость при рас-
тяжении, и предыдущая формула показывает, что различие коэффициентов
Пуассона (при неизменном SE) увеличивает жесткость при растяжении,
независимо от знаков разностей Oj — a^.

х) В этом случае форма 2G (а1? а2, а3) неособенная положительная, и поэтому
коэффициенты Кп, Кц, К33 все положительны; последнее следует из того, что КЦ =
= 2G (1, 0, 0); аналогично для ЛГШ и К33.
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2. И з г и б п а р о й б р у с а , о б л а д а ю щ е г о п л о с к о -
с т ь ю с и м м е т р и и . Пусть плоскость Oxz является плоскостью
симметрии бруса (как в смысле геометрическом, так и в смысле упругих
свойств). В этом случае мы можем считать, что О совпадает с приведен-
ным центром тяжести «левого» основания; оси Ох и Оу будут главными
приведенными осями инерции этого основания относительно О.

При таком выборе осей в формулах (4) предыдущего параграфа
Лз = -̂ гз = -̂ 12 = 0. Далее, на основании симметрии и вида функций
gi, hi формул (la) предыдущего параграфа, легко заключаем, что решение
соответствующей задачи о плоской деформации также симметрично отно-
сительно оси Ох; в частности Zz (х,— у) = Z[ (х, у). Аналогично легко
заключаем, что Z[2) (х,— у) = —Z(

z

2)(x, у). Поэтому

Ка = К21 = ^ yZ™ dx dy = 0, К23 = K3Z = J J ZT dx dy = 0,
s s

и уравнения (4) предыдущего параграфа принимают вид:

(2)

a3. J
Е с л и м ы х о т и м р е ш и т ь з а д а ч у о б и з г и б е п а р о й , п л о -

с к о с т ь к о т о р о й п е р п е н д и к у л я р н а к п л о с к о с т и
с и м м е т р и и , т о д о л ж н ы п о л о ж и т ь Му = 0 , F = 0 , ч т о д а е т :

ai = аз = -0,
М , Q .

•/22+ 22

Если не все коэффициенты Пуассона одинаковы, то К22 > 0.
Если же мы хотим решить з а д а ч у о б и з г и б е п а р о й ,

п л о с к о с т ь к о т о р о й п а р а л л е л ь н а п л о с к о с т и
с и м м е т р и и , то должны положить Мх = 0, F = 0, что дает:

( 4 )

где для краткости положено:

ту- V- К\з _ $ЕКЦ-\- КЦКЗЗ — -^13 /с\

" £ + ^33 " В i Л 33

Если не все коэффициенты Пуассона одинаковы, то К > 0, ибо

кпк33 -к\,>о ч.
Легко видеть, что в обоих рассмотренных случаях изгиба закон

Бернулли — Эйлера имеет место и что жесткость при изгибе в первом

*) КпК33 — К\3 есть дискриминант неособенной положительной квадратичной
формы переменных «ц, аз:

2G(ait 0, а3) =
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случае равна

/22 + #22, (6)
а во втором

Iu+К; (7>

не забудем, что I22 и In представляют собой приведенные моменты инер-
ции соответственно относительно осей Ох и Оу.

Мы видим, что в обоих случаях различие коэффициентов Пуассона
увеличивает (при неизменных Iii и / 2 2) жесткость при изгибе, независимо
от знаков разностей о"; — ov

В § 149 будут приведены некоторые простые примеры.

§ 148. Главная ось растяжения и главные плоскости изгиба. Урав-
нения (4) § 146 можно значительно упростить, если вместо произвольной
системы координат Оху в плоскости «левого» («нижнего») основания
взять некоторую другую систему О'х'у' в той же плоскости, придав новой
оси О' z' то же направление, что и старой оси Oz. А именно, как мы сейчас
увидим, эту новую систему координат можно подобрать так, чтобы в пра-
вых частях уравнений (4) § 146 исчезли все коэффициенты, не располо-
женные на главной диагонали.

Пусть К'а$ обозначают постоянные, вычисленные для системы О'х'у'
так, как были вычислены постоянные Ка!$ для системы Оху. Легко най-
ти формулы, выражающие величины К'а$ через величины Ка$; мы пре-
доставляем читателю найти эти формулы перехода (см. также замечание
в конце параграфа), а сами ограничимся выводом лишь тех из них, кото-
рые понадобятся нам в процессе рассуждений.

Для большей наглядности мы осуществим переход к новым осям
в два приема, произведя сначала перенос начала, а затем поворот осей
координат.

Пусть новая система осей О'х'у' отличается от старой Оху лишь
положением начала и пусть а, Ъ обозначают координаты нового начала О'
относительно старых осей, так что для новых и старых координат одной
и той же точки будем иметь:

х' = х — а, у'— у — Ь.

Легко видеть, что в нашем случае К'33 = К33. Действительно, во
вспомогательной задаче, соответствующей формулам (За) § 146, но постав-
ленной применительно к новой системе О'х'у', будем иметь для скачков
смещений на линиях раздела:

Uj — Mft = (oj — Од) x' = (Oj — Ok) {x — a) = (oj — a f t)a; + const,

b) = (a, — ah) у + const,

и ясно, что решение этой задачи приводит к тому же распределению
напряжений, что решение задачи при следующих скачках:

Uj — uk = (а; — ok) x, vj — vk = (Oj — ok)y,
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ибо постоянные, фигурирующие в правых частях предпоследних формул,
можно устранить жестким перемещением некоторых из частей, составляю-
щих брус. Таким образом, в частности, компонента напряжения Z?>
будет одной и той же для этих вспомогательных задач в системах Оху
и О'х'у'.

Значит, величина

s

остается неизменной при переходе к новой системе.
Вычислим еще величины К[3 = К'31 и К'13 = К'32. Принимая во вни-

мание формулы (6') § 146 и только что сказанное насчет Zf\ будем иметь:

К\3=\\ x'Z[a>dx'dy'=\ \ (x-a)Zfdxdy,
V 's

откуда
K[3 = Ki3-aK33 (1)

и аналогично

-^23 = ^ 2 3 ЬК33. (2)

Обозначая через 1а$ величины, вычисленные для системы О'х'у'
так, как были вычислены величины /ар для системы Оху, подберем а, Ъ
так, чтобы

/ ; 3 +к ' 1 3 = sExQ + к'13=о, / ; 3 + к ' 2 3 = sEy
l

0 + к;3 = о,
или на основании предыдущих формул, если принять во внимание, что

*о = *о — а, Уо = г/о — Ь,
SEX0 Ч- Ki3

"£"ГЛ33 " .ЕТ Л-зз

Если придать а и & предыдущие значения, то формулы, соответствую-
щие формулам (4) § 1461 но составленные для новой системы осей, приобре-
тают следующий, более простой вид:

(4)

F = (SB+Ka3)a3; J
для упрощения письма мы отбросили штрихи, т. е. написали Му, Мх,
1а$, Кар вместо Му>, МХ', /ар> Кар- В соответствии с этим новую систему
О'х'у' мы будем теперь обозначать опять через Оху.

Прямую, на которой расположена новая ось Oz, мы будем называть
главной осью растяжения (сжатия) 1).

г) Главную ось растяжения можно определить еще так. Возьмем в формулах
(4) § 146 «i = о2 = 0, а3ф 0, тогда получим:

Ми=— (SEx0 + Ki3)a3, Mx = (SEy0 + K23)a3, F = (SE + K33) a3.

Таким образом, в нашем случае усилия, приложенные к «правому» основанию, ста-
тически эквивалентны растягивающей силе величины F Ф 0, направленной по оси Oz,
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Это название оправдывается тем, что если к основаниям бруса при-
ложены растягивающие силы величины F, имеющие линией действия
главную ось растяжения, то решение задачи растяжения мы получим,
положив:

а4 = а2 = О,
F

a

так что растяжение не будет сопровождаться изгибом.
Предыдущая формула показывает, что жесткость при растяжении

равна
SE-\-K33. (5)

Так как при неодинаковых коэффициентах Пуассона К33 > 0, то мы
видим, что различие коэффициентов Пуассона (при неизменном SE) уве-
личивает жесткость при растяжении независимо от знаков разностей
Oj — ak,— факт, отмеченный нами выше лишь для случая осевой сим-
метрии.

Можно еще упростить формулы (4) путем поворота координатных
осей Оху в своей плоскости.

Если новая система Оху' повернута относительно старой на угол а,
то, согласно известным формулам,

ж = а;'cos a — у' sin a, у = х' sin a + у' cos a; (6)

x' = x cos a-|- у sin a, y' =—x sin a 4- у cos a. (7)

Выразим величины К'Х1, К'12 — K21, K'2i, составленные применительно
к новой системе, через величины Кп, Ki2 = K2i, К22. Для этого сравним
вспомогательные задачи о плоской деформации, соответствующие форму-
лам (1а), (2а) § 146, с такими же вспомогательными задачами, но постав-
ленными применительно к новой системе.

Имеем для скачков смещений в упомянутых задачах для старой
системы:

И " "A = -2-(Oj — CTA)(Z2 — у2), Vj — Vh = (Oj — Oh)xy (I)

в случае первой задачи и

Uj—uh = (Oj — ok)xy, vj — vk = -^(aj — ak)(y2-x2) (И)

в случае второй задачи. Для соответствующих же задач, поставленных

применительно к новой системе, будем иметь:

u'j—u'h =-{dj — ah) (x'2—y'2), v'j— v'k = (<т —<тА) х'у' (Г)

и

u)—u'k = {Oj — ah)x'y', v'j — v'k=-.-(Oj—ok)(y'2—x'2). (IF)

и паре, момент которой перпендикулярен к линии действия силы. Но такая система
сил, как известно, статически эквивалентна одной силе той же величины и того же
направления. Линия действия этой последней силы, как легко подсчитать, и есть
главная ось растяжения, определенная в тексте.
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Для сравнения этих задач, выразим граничные условия (Г), (II'),

пользуясь старой системой координат Оху. А именно, внося в правые

части формул (Г) на место х'', у' выражения (7), получаем:

u'j — u'h = у (о,-—-стА) (х2 — у2) cos 2а + (aj — ah) xy sin 2а;

v'j — v'h = (Oj — СТА) яг/COS 2 а — у (о,-— Од) (ж2—у2) sin 2а.

Вводя теперь на место компонент скачков щ — u'k, v'j — v'k компоненты
щ — uk, Vj — vh тех же скачков в старых координатах и принимая во
внимание, что

Uj — uk = (u'j—u'k)cos a —(v'j— i^)s ina ,

Vj — vh = (u'j—u'k) sin a-\-(v] — p f t)cosa,

получаем х ) :

Uj — uk = у (aj—ak) (x2—y2) cos a + (a,- — ak) xy sin a,

t (8)
vj — vh •= (Oj — ffA) xy cos a + — (a} — ah) (y2 - xz) sin a.

Мы видим, таким образом, что решение задачи, соответствующей
условиям (Г), мы получим, сложив решения задач, соответствующих
условиям (I) и ( II ) , предварительно умножив их соответственно на cos a
и sin a.

Таким образом, если через Z'z
n) мы обозначим компоненту Zz напря-

жения, соответствующего задаче (Г), а через Zl

z

v, Zf — по-прежнему
компоненты Zz напряжений, соответствующих задачам (I), ( I I ) , то

(9)

Аналогично получим, что для задачи (1Г)

(10)

Пользуясь формулами (9) и (10), легко выразить К'п, К'п, К'г2 через
Кп, Ki2, KZ2- Например, для К'12 будем иметь:

= \ \ (— х sin a -)- У cos a) (Zz

v cos a + Zl2) sin a) dx dy,
8

откуда

A";a = tf,2cos2a—-^(Ан—.fiT22)sin2a. (11)

Выражение для К'и и К'г2 мы предоставляем написать читателю (см. также
замечание в конце параграфа).

*) Вывод формул (8) можно упростить, если вместо х, у рассматривать j = х -\- it/,
а вместо и, v рассматривать и -\- iv.
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Найдем теперь выражение для приведенного центробежного момента
инерции 1\г относительно новой системы. Имеем:

Гп = \ \ Ex'y' dx' dy' = \ \ Е (х cos а 4 у sin а) (— х sin а 4- у cos а) dx dy,
s s

откуда

I'n = Ia cos 2 a — у (7И—/ 2 2) sin 2a; (12)

мы видим полную аналогию с формулой (11) (см. также замечание в конце
параграфа).

Подберем теперь угол а так, чтобы

Гы + К'и = 1'п + К'п = 0. (13)

Пользуясь формулами (11) и (12), получаем:

откуда

z— . (14)
22

Придав а одно из значений, удовлетворяющих этому условию (осталь-
ные значения отличаются целым кратным прямого угла), мы придем
к системе осей Ох'у', для которой уравнения (4) принимают весьма простой
вид, о котором говорилось в начале параграфа:

а2, F = (SE + K33)a3,

ибо, как легко видеть, и для новой системы 1'13 + К13 = SEx'o 4- К'13 = О,
Гы + #23 = SEV'O + К'м = 0 и, кроме того, K'ss = К33.

Плоскости Ox'z и Oy'z мы будем называть главными плоскостями
изгиба.

Мы видим, что если ось Oz совмещена с главной осью растяжения,
а плоскости Ox'z, Oy'z — с главными плоскостями изгиба, то задачи
о растяжении силами, имеющими линией действия ось Oz, и об изгибе
парами, плоскости которых параллельны плоскостям Ox'z, Oy'z, могут
быть решены независимо друг от друга.

Отбрасывая штрихи, мы запишем последние уравнения так:

— М„ = (1и + Ки)аи Mx = (I22 + K22)a2, F = (SE + K33) а3. (15)

Легко видеть, что закон Бернулли — Эйлера имеет место для изгиба
парами, параллельными плоскостям Oxz и Oyz, и что жесткости при
изгибе равны соответственно

1п+Кп, 122 + К22; (16)

жесткость при растяжении равна

как было уже отмечено выше.
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З а м е ч а н и е . Мы предоставляем читателю проверить 1 ) , что при
переходе от одной системы осей Оху к другой О'х'у' величины Ка$ преобра-
зуются по тем же формулам, что величины / а р.

Например, при переносе начала координат О в новое положение
О'(а, Ъ) будем иметь:

/;,= \ \ Ex'*dx' dy' = \ \
s "ss

в соответствии с этим

Из сказанного вытекает, что с точки зрения упрощения обозначений
было бы целесообразно не рассматривать отдельно величины Ка$, / а р,
а рассматривать лишь их суммы: /£р = 1а$ + Ка$, которые только и фи-
гурируют в уравнениях (4) § 146. Мы не сделали этого (ср. замечание 1
к § 146) с целью явно выделить слагаемые Ка$, появляющиеся лишь
в случае, когда коэффициенты Пуассона различны.

§ 149. Применение комплексного представления. Примеры. 1. При
решении встретившихся нам вспомогательных задач о плоской деформа-
ции удобно, как и во многих других случаях, пользоваться функциями
комплексного переменного

% = x + iy.

Общее решение уравнений плоской теории упругости для однород-
ного изотропного тела (§ 32) запишем теперь так:

= 2[w"'(b) + V Ш, (2)
где ф (з), г|з (•$) — аналитические функции комплексного переменного %
в рассматриваемой области. Мы ввели здесь новые обозначения:

(3-4q)(l + q) I _ l + g „

В интересующем нас случае вспомогательной задачи § 145 постоян-
ные а, р принимают различные значения a.j, $j для различных областей
Sj, составляющих сечение S бруса, а функции ф (j), г|з (j) голоморфны
в каждой из этих областей 2 ).

Напомним еще, что компоненты Хп, Yn вектора напряжения, при-
ложенного к элементу ds любого контура со стороны положительной
нормали и, определяются формулой:

^J (4)

г) Вместо простой проверки можно вывести указываемое свойство путем рас-
смотрения общего выражения для потенциальной энергии деформированного бруса.

2) Многозначные члены в функциях ф, г|) отпадают в нашем случае, так как глав-
ные векторы усилий, приложенных к границам участков Sj, все равны нулю.
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причем предполагается, что положительные направления нормали п
и элемента ds расположены друг относительно друга, как соответственно
оси Ох, Оу.

В соответствии с этим условие (1) § 145 может быть выражено так:

ф(5) + »Ф' (Э) Н- ^ О) = const (5)

на границе области S, а условие (2) того же параграфа — так:

[ф (8)+8Ф' (8) + V (8)Ь- = 1ф (8) + 8Ф' (8) + 1> (8)1* + c o n s t (6)

на линиях раздела участков Sj, S^.
Далее, условие (3) § 145 напишется так:

= / (7)

на линиях раздела областей Sj, S^, где / — заданная на этих линиях
функция. В случаях (1а), (2а), (За) § 146 будем иметь соответственно:

/ = £1 + £A1 = i-(o,_<7k)8*, (8,)

f = g2+ihz=—L(aJ-ah)f, (82)

f-=gs + iha = (oj — ah)i. (83)

2. Рассмотрим в качестве примера случай, когда свободная поверх-
ность есть круговой цилиндр, а поверхность раздела двух сред — также
круговой цилиндр с той же осью. Область Si пусть будет ограничена
окружностью радиуса i? l t а область 5 2 — той же окружностью и окруж-
ностью радиуса R2 > Ri', начало координат О мы поместим в центре этих
окружностей.

Вследствие симметрии очевидно, что ось Oz будет совмещена с глав-
ной осью растяжения, а плоскости Oxz, Oyz — с главными плоскостями
изгиба.

В нашем случае легко найти решение вспомогательных задач, раз-
лагая функции ф и 1J; в области Si по положительным степеням
5 и в области $2 — по отрицательным и положительным степеням. Под-
становка в равенства (5), (6) и (7) сразу определит коэффициенты; про-
извольные постоянные, которые могут остаться, не имеют никакого
влияния на распределение напряжений (это следует из единственности
решения задачи).

Однако интересующие нас случаи настолько просты, что легко сразу
угадать форму решения и вместо бесконечных рядов брать с самого
начала только несколько членов (см. ниже).

3. Решим сперва з а д а ч у о р а с т я ж е н и и . Легко дога-
даться, что в этом случае достаточно взять:

^1(8) = 0 в области Su

ф2 (Ь) = &2h ife (8) = —- в области S2,
ь



566 ГЛАВА СЕДЬМАЯ. РАСТЯЖЕНИЕ, КРУЧЕНИЕ, ИЗГИБ [§ 149

где Ai, А2, В2 — действительные постоянные, а значки 1 и 2 при ф и aj)
указывают на принадлежность функций областям St и S2.

Условия (5), (6) и (7) при / = (ст4 — сг2)$ дают соответственно, если
отбросить фигурирующие в этих условиях произвольные постоянные:

при |а | = Д2.

при | з | = R» (9)

Полагая, далее, j = reif>, g = ге~1^, получаем по сокращении на е'*:

2A2R2 + % = 0, 2A1Ri = 2Л2/?! + А ,
Л 2 Л!

Предыдущие уравнения определяют коэффициенты
Именно:

л fai —а 2 )(Д1 —Д?)

Н (Pi — <*2) Д 1
Л 2 (а 1 -р 1 )№--Я!) + ( а 2 - Р
„ = 2(а 1-о 2)Д^Д1
1 3 2 ( о р ) ( Д | Д ! ) + ( а р ) Д ! + 2 р Д Г J

Напомним, что а 1 ( p l 5 а 2 , р 2 даются формулами (3), где Е и а надо взять
с соответствующими значками, так что

о 2(1 + 00(1-20!) о 2(l + a 2 ) ( l -2a 2 ) ft l + a2
ai — Pi = - ^ , a 2 —P2 = Y2 ' Р 2 = = - Ё 2 ~ -

Так как коэффициенты Пуассона а всегда меньше 1 / 2 , то предыдущие
величины все положительны.

Налагая полученное решение вспомогательной задачи, умноженное
на постоянную а3, на решение (3) § 146, также умноженное на а3, полу-
чим решение исходной задачи, если придадим а3 значение:

^ (ID

где F — величина растягивающей силы,

^ З Д + ад^лЬВД + СД2,-^)^] (12)

S

=• Oj (Хж3> + Y(y>) в Sj (/ = 1, 2); мы применяем здесь обозначе-
ния § 146.

В нашем случае

oj (Х«> + У<3>) = ioj Re Ф ; (з) = 4OJAJ в Sj ( / = 1 , 2 ) .
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Поэтому

как и следовало ожидать, при CTj Ф а2, К33 > 0 и содержит множителем
{о"1 — ст2)

 2-
4. Перейдем теперь к з а д а ч е о б и з г и б е п а р о й , считая,

что плоскость пары параллельна плоскости Oxz. В этом случае усло-
виям вспомогательной задачи о плоской деформации, соответствующей
формуле (8i), можно удовлетворить, полагая:

<Pi=4i5 2 . l>i = O в S L 1

Ф2-Л2З2, Ъ = -%- + С2 в S2, j < 1 4 >

где Aif А2, В2, С2 — действительные постоянные.
Подстановка этих значений в соотношения (5), (6) и (7) при / =

= -п ( ai ~~ °z) Ьг Д а е т ) к а к легко видеть, четыре уравнения для опреде-
ления постоянных Ai, A2, В2, С2, решая которые без всякого труда полу-
чаем значения этих постоянных. Мы выписываем значения трех пер-
вых, так как постоянная С2 не влияет на распределение напряжений:

(Pi-Pa)

1- (at-a2)
132 г ^ ^

Напряжение Zz1', соответствующее этой вспомогательной задаче,
выражается формулой

Z™ = Oj{X™+Y<») = 4ajRe<p'(i) = 8ajAjx в S} (/ = 1,2).

Поэтому согласно обозначениям § 146

Я ц - Д ^ а ; 2 ^ ^ ^ = 80И1 \ \ x2dxdy + 8o2A2 *\ [
S Si S2

или на основании формулы (15)

Таким образом, жесткость при изгибе равна
/в + Ки (17)

(мы пишем / Е вместо / Ц ) , где ЛГЦ дается предыдущей формулой, а

/Е=-?-[ед+я2(я;-д;)]; (18)

как и следовало ожидать, при a t ^= a2, ЛГЦ > 0 И содержит множитель
(o-i — а 2 ) 2 .
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§ 150. Задача об изгибе поперечной силой х). Направим ось Oz
по главной оси растяжения, а в качестве плоскостей Oxz, Oyz возьмем
главные плоскости изгиба (§ 148).

Для такой системы при обозначениях § 146 будем иметь:

•̂13 + К\з — $ЕХО + -̂ 13 = 0, /гз + К-23 = SEy0 -\- К23 = 0,

/1 2 + # 1 2 = 0, (1)

где х0, г/о обозначают координаты приведенного центра тяжести «левого»
основания.

Предположим, что изгибающая сила величины W приложена в точке,
где ось Oz пересекает «правое» («верхнее») основание, и направлена
параллельно оси Ох.

Решение для общего случая найдем, комбинируя соответствующее
указанному случаю решение с аналогичным решением, которое полу-
чим, поменяв ролями оси Ох ш Оу, и с решением задачи кручения (§ 139).

Принимая во внимание вид решения, полученного нами в § 144 для
случая одинаковых коэффициентов Пуассона, естественно и в нашем
случае пытаться найти решение задачи в виде:

— z)xy, | (2)

у)—A

в областях, соответствующих сечениям Sj; в этих формулах т, А — посто-
янные, подлежащие определению, ф (х, у) — функция кручения, опре-
деленная так, как в § 139, а % (х, у) — некоторая функция, непрерывная
во всей области S и подлежащая определению.

Компоненты напряжения, соответствующие смещениям (2), выража-
ются в областях с сечениями Sj формулами:

Xj/

0> = 0, (3)

^ [ f + (2 + a , ) a ! y ] , } (4)
Z?=-Kj(l-z)x, )

где
BJ = AHJ, KJ = AEJ. (5)

Однако деформация (2) не может удовлетворять условиям задачи
потому, что компоненты смещения и, v не являются непрерывными при

*) Приводимое в этом параграфе решение было дано в статье А. К. Рухадзе [3]
однако не все утверждения, высказанные в этой статье, справедливы. Они станут
справедливыми, если под системой осей Oxyz подразумевать систему, принятую нами
в тексте, а не ту, которой пользуется А. К. Рухадзе, и если внести в его рассуждения
одно (несущественное) изменение.
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переходе через линии раздела областей 5,-, Sh. А именно, на этих линиях:

иТ-иГ = \А{а~oh)(l-z)(x*-y>), ) ( 6 )

vy-vF=.A(oj-ok)(l-z)xy. ]

Эти разрывы уже нельзя устранить при помощи наложения некото-
рого решения задачи о плоской деформации, так как разрывы зависят
и от координаты z.

Мы все же начнем с решения вспомогательной задачи о плоской
деформации, сформулированной в § 145 при следующих значениях ком-
понент скачков смещения на линиях раздела:

uj — ukr=g = ^{aj — ah)(x2 — г/2), vj—vk = h = (oi — oh)xy; (7)

это есть задача (1а) § 146.
Будем, как в § 146, обозначать компоненты смещений и напряжений,

соответствующих этой задаче, верхним значком ш и, считая вспомога-
тельную задачу решенной, рассмотрим пространственную деформацию,
характеризуемую следующими компонентами смещения:

u* = (l — z)u(V, v* = (l — z)v(1\ w* = 0. (8)

Компоненты напряжения, соответствующего смещениям (8), даются

формулами:

X* = (/-*) Х«\ Yl = (l-z)Y<», X;-(Z-z)X» ' , (9)

Z* = (l-z) Z»> = oj (I -z) (X!» + У;1'), (10)

Xt = -iiju% Уг = -рра> • (11)

в областях, соответствующих сечениям Sj.
Составим, наконец, деформацию, полученную наложением деформа-

ций, соответствующих смещениям (2) и смещениям (8), умноженным
на — А, т. е. деформацию, соответствующую смещениям:

и = и(0) — Аи*, v = v(0)—Av*, w = ww\ (12)

Компоненты напряжения, соответствующего этим смещениям, даются
формулами:

Y V<o> л У * V _ V< 0 > AV* 7 7 < 0 )

Л.* — Л-х —ЛЛ.Х, 1 у—I у — A I у, Лг — Liz —
V V l 0 ) AV* 7 7 ( 0 ) A 7* Y Y ( o )

l z — X z — - A l z , Ax — ZJX — A / s x i -Л-у — Л-у —

Подставив эти значения в уравнения равновесия, легко убедимся, что
они будут удовлетворены, если функция % (х, у) удовлетворяет урав-
нению

Дх(з. V) = Q(X, У) {Щ

каждой из областей Sj, где через Q (X, у) обозначена функция, опре-

деляемая формулой

о(., ,) = ̂ ± ^ е - в<» = - ^ + ̂  в области^; (15)

эту функцию мы считаем заданной, так как считаем решенной вспомо-

гательную задачу о плоской деформации.

(13)
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Предполагая, далее, для определенности, что мы имеем дело с о с н о в -
н ы м с л у ч а е м составного бруса (§ 139, п. 1), и выражая граничные
условия на свободной боковой поверхности и на поверхностях раздела,
легко получаем при прежних обозначениях:

0), (16)

где fj обозначает заданную на Lj функцию:

U = — { у (h>0o — \ijOj) х2 +

( ^ ) ( ) ] } COS (n, х)-
(п, у). (17)

Мы пришли, таким образом, к знакомой нам граничной задаче (16), но
только на этот раз искомая функция х (я> У) удовлетворяет не уравне-
нию Лапласа Ах = 0, а несколько более общему уравнению Пуассона (14).

Легко, однако, свести эту задачу к случаю, когда искомая функций
удовлетворяет уравнению Лапласа. Пусть, в самом деле, Хо (х> У) —
какое-либо частное решение уравнения (14); такое частное решение всегда
легко найти *). Полагая

%{х, У) = %о(х, у) + %*(х, у), (18)

где х* (я, у) — новая искомая функция, удовлетворяющая уже, очевидно,
уравнению Ах* = 0, приходим к граничному условию:

Ч Л Г Л ~ ^ Ч ^ Г Л = /* Н а ^ ( / = 1. 2, . . . .ти-Ы; ^ , = 0), (19)

где
4* 4 II / лО \ I ,, / "АО \ п я11 и ru ^ d n j Q rj ^ d r e уу.

Мы знаем, что условие разрешимости задачи (19) заключается в сле-
дующем:

m+l

(21)

Преобразуем несколько последнюю формулу. Внося на место /* выраже-
ние (20), получаем:

m+l m+l

i = l Lj

x) Таким частным решением, например, будет, как известно, логарифмический
потенциал

Хо(*. У) = -%Г \ I Q (S, Л) l n r ^ d - n ,

где г2 = (х — I)2 + (у — т))2. Однако на практике обычно удобнее находить частное
решение при помощи различных элементарных приемов.



§ 150] IV. РАСТЯЖЕНИЕ И ИЗГИБ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ о 571

или, преобразуя последние интегралы по известной формуле Грина,
m-fl m

2 J fjds—ро J J Axodxdy— 2 И-у jj J A%odxdy =
1 L S 1 S

или

Ч

, наконец,

So

вспоминая,
m+l

3=

ЧТО ,

= 1

ДХс

SJ

, = Q

m+l

3=1 S

O. (22)

Проверим, удовлетворено ли в нашем случае это условие. Внося
в условие (22) значения /;-, даваемые формулой (17), и преобразуя
интегралы по формуле Остроградского — Грина, легко получаем, что
условие (22) сводится в нашем случае к следующему:

s s
или, принимая во внимание, что

[ ^ ц8 ( 1 ) dx dy — *\
s b

к следующему:

- J J Ex dx dy - J J Zi1' da; dy = 0,

или, наконец,

но это последнее условие удовлетворено в силу формулы (1).
Таким образом, граничная задача (16) в нашем случае разрешима;

решение ее определено с точностью до произвольного постоянного сла-
гаемого, не влияющего на распределение напряжений.

Если взять в формулах (2) в качестве % (х, у) только что указанное
решение, то формулы (12), (13) определят решение нашей исходной задачи,
удовлетворяющее всем требуемым условиям на боковой поверхности
и на поверхностях раздела.

Покажем теперь, что постоянные А ж % можно всегда подобрать
так, чтобы усилия, приложенные к «правому» («верхнему») основанию,
также удовлетворяли требуемым условиям.

Вычислим для этого главный вектор (X, Y, Z) и главный момент
этих усилий. Так как при z = I имеем Zl

z

0> = Z* = 0, то, очевидно,
Z = 0.

Далее,

Х= J ^Xzdxdy. (23)
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Преобразуем эту формулу. В силу уравнений равновесия имеем:

dZx dZy d Z z ^ 0 ;

дх ' ду dz

внося сюда на место Zz = Zf — AZ* значение, вытекающее из формул
(4), (5) и (10), получаем соотношение:

C ' ^ . T I U i А / ТП 1 П1\\\ Г\ О / 24^

дх '

Таким образом, мы можем написать:

= 0 в

Следовательно, формулу (23) можно переписать так:

\ Ex*dxdy+ J
s s

Первый интеграл, как было показано в § 139, равен нулю. Следова-
тельно, согласно обозначениям § 146,

Х~А(1и + Кп). (25)

Далее, применяя тот же прием к вычислению интеграла

Y=\\Yzdxdy,
V

легко получаем:

откуда в силу формулы (1) следует, что У = 0.
Итак, главный вектор внешних усилий, приложенных к «правому»

основанию, параллелен оси Ох.
Легко, далее, видеть, что главный момент этих усилий относительно

точки, где ось Oz пересекает «правое» основание, параллелен оси Oz
и что его величина М дается формулой:

SJ

, (26)

где D — жесткость при кручении; мы знаем, что всегда D > 0.
Следовательно, мы удовлетворим всем условиям задачи, если под-

берем постоянную А так, чтобы X = W, а т так, чтобы М = 0. Первое
условие, если принять во внимание формулу (25), определяет А;

А= , ZK ' ( 2 7 )
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второе же условие на основании формул (26) и (27) определяет т, ибо
D Ф 0.

Таким образом, задача решена. Легко видеть, что закон Бернулли —
Эйлера имеет место и в рассматриваемом случае и что жесткость при
изгибе равна

1и + Ки, (28)

как и в случае изгиба парой.
В случае, когда линии раздела и внешняя граница области S — кон-

центрические окружности, как в примерах предыдущего параграфа,
задача легко решается в конечном виде.



ГЛАВА ВОСЬМАЯ

КРАТКИЙ ОБЗОР НЕКОТОРЫХ РАБОТ
ПОСЛЕДНЕГО ВРЕМЕНИ J)

Со времени выхода четвертого издания этой книги (1954 г.) и
английского ее перевода2), осуществленного И. Р. М. Радоком с третьего
русского издания (1949 г.), появилось большое число работ, тесно связан-
ных с изложенными в ней методами. В этой главе дается краткий обзор
полученных различными авторами новых результатов, охватывающий
примерно десятилетний период после сдачи в печать предыдущего
издания книги.

Представлялось совершенно невозможным отразить все работы,
так или иначе связанные с методами, изложенными в этой книге, так
как таких работ оказалось чрезвычайно много. Поэтому пришлось произ-
вести определенный отбор, что представляло, по понятным причинам,
весьма трудную задачу. Задача была несколько облегчена тем, что за по-
следние годы появились обширные обзоры по затронутым здесь вопросам3)
и систематическое изложение плоской теории упругости в книгах Грина
и Зерна (Green a. Zerna [1]) и Снеддона и Берри (Sneddon a. Berry [1]).
Здесь упоминаются также некоторые работы, вышедшие ранее четвер-
того издания, но не упомянутые в нем по тем или иным причинам.

Мы сочли возможным почти не касаться здесь вопросов, связанных
с анизотропными телами, так как они не излагаются и в основном тексте

х) Н а с т о я щ у ю г л а в у составили Г. И . Б а р е н б л а т т , А. И. К а л а н д и я и Г. Ф . Манд-
ж а в и д з е .

2) N . I . Muskhe l i shv i l i , Some basic p r o b l e m s of t h e m a t h e m a t i c a l t h e o r y of ela-
s t i c i t y . P . Noordhoff, G r o n i n g e n , 1953 (в 1963 г. в ы ш л о второе издание) .

3 ) Отметим обзорные работы: Гудьера и Х о д ж а ( G o o d i e r a . H o d g e [1]), Д в о р ж а к а
(Dvorak [1]), Д . И. Ш е р м а н а [ 3 6 ] . У п о м я н е м т а к ж е к н и г у Б а б у ш к и , Р е к т о р и с а
и Вычихло (Babuska, R e k t o r y s , VyCichlo [1]) , в к о т о р о й подробно и з л а г а ю т с я с н е к о -
торыми дополнениями и и з м е н е н и я м и г л а в н е й ш и е р е з у л ь т а т ы н а с т о я щ е й к н и г и .

Н е к о т о р о е удивление н а общем фоне вызывает недавно в ы ш е д ш а я к н и г а М и л н -
Томсона (Milne-Thomson[ l ] ) вследствие не совсем обычного способа ц и т и р о в а н и я деталь-
но и з л а г а е м ы х в ней р е з у л ь т а т о в , полученных р а н е е д р у г и м и авторами. Авторы эти
либо вовсе не упоминаются, либо упоминаются л и ш ь в с в я з и со второстепенными
вопросами.
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и так как этим вопросам посвящены известные монографии С. Г. Лех-
ницкого [1, 4] и Г. Н. Савина [8], которые упоминались в § 104.

Как было уже сказано, нас будут преимущественно интересовать
исследования, основанные на методах решения задач теории упругости,
изложенных в основном тексте настоящей книги. Из всех этих мето-
дов, непосредственно связанных с именем Н. И. Мусхелишвили, самое
широкое применение благодаря своей чрезвычайной простоте и эф-
фективности находит метод, использующий совместно аппараты интег-
ралов типа Коши и конформного отображения (§§ 78—85). Во всем
дальнейшем, упоминая о методе Мусхелишвили без ссылок и пояснений,
мы будем иметь в виду именно этот метод.

В этой главе применяются некоторые термины, не применяемые
в основном тексте книги, но получившие широкое распространение.

Так, аналитические функции ф (z), a|) (z) комплексного переменного
z —х + iy, фигурирующие в формулах общего комплексного предста-
вления смещений и напряжений [§ 32, формулы (1), (9), (10)], в литера-
туре часто называются комплексными потенциалами Колосова — Мусхе-
лишвили. В нашем изложении мы будем иногда пользоваться термином
«комплексные потенциалы», подразумевая под этим функции ф (z) и i|) (z).

I. ОДНОРОДНАЯ СРЕДА С ОДНИМ
ИЛИ НЕСКОЛЬКИМИ ОТВЕРСТИЯМИ

Наиболее эффективные способы решения граничных задач плоской
теории упругости, использующие аппарат теории функций комплексного
переменного, основываются на возможности построения в простой ана-
литической форме (в виде полинома или рациональной функции) функции,
реализующей точно или приближенно конформное отображение данной
области на единичный круг. По этой причине методы теории функций
оказываются все еще мало приспособленными к эффективному решению
задач для многосвязных областей.

Тем не менее для некоторых частных классов многосвязных областей
удается построить достаточно эффективные решения, о чем будет сказано
в следующих параграфах.

§ 151. Эффективные решения граничных задач для двусвязных
областей. Метод Д. И. Шермана. За последнее время был разработан
способ эффективного построения решений граничных задач плоской тео-
рии упругости для некоторого класса двусвязных областей. Этот класс
включает в себя конечные и бесконечные области, ограниченные двумя
замкнутыми контурами специального вида. Условием, определяющим
упомянутый класс областей, служит требование, чтобы для односвязной
области, внешней либо внутренней по отношению к одному из замкнутых
контуров, входящих в состав полной границы и содержащей внутри
себя второй контур, изучаемая задача допускала эффективное решение.
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Таким образом, полная граница области может состоять из окруж-
ностей, эллипсов, правильных многоугольников с закругленными вер-
шинами и т. п.

Метод, о котором идет речь, был предложен Д. И. Шерманом [28, 24].
Этот метод, примененный в его первоначальном виде к решению задач
кручения и изгиба упругих брусьев, был впоследствии использован
в задачах о плоской деформации. При подборе конкретных примеров
особое внимание уделялось специальным вопросам плоской теории упру-
гости, представляющим интерес для математического исследования проб-
лем горного дела. В частности, в связи с этими проблемами был рассмотрен
ряд конкретных задач о весомых средах в виде плоскости и полуплос-
кости, ослабленных двумя отверстиями.

Отверстия в весомой полуплоскости при использовании рассматри-
ваемого здесь метода Д. И. Шермана следует считать расположенными
на значительном расстоянии от прямолинейной границы. При таком
предположении можно по выделении так называемых начальных напря-
жений отказаться от точного удовлетворения условий на границе полу-
плоскости. Это позволяет при определении дополнительных напряжений,
обусловленных наличием вырезов, заменить полуплоскость без заметного
искажения картины напряженного состояния вблизи отверстий всей
плоскостью комплексного переменного.

Дадим краткое описание метода. Предположим, что рассматриваемая
упругая, изотропная и однородная среда заполняет конечную или бес-
конечную двусвязную область S, ограниченную линией L, состоящей
из двух простых, не имеющих общих точек, замкнутых контуров Li и L2.
В случае конечной области будем считать L2 внешней границей среды,
a Li — внутренней. Задача сводится к определению в области S голоморф-
ных функций ф0 (z), i|)0 (2) по граничному условию (см. § 41; мы несколько
изменяем обозначения)

на Lj(j = 1, 2), (1)

где 2 / (t) — заданная непрерывная функция на L (в § 41 она обозначена
через /° -f if°2), подчиненная в случае конечной области условию-

Re ^ f(t)di = O,
L

а Сj — постоянные, подлежащие определению. В случае, когда S — конеч-
ная область, одну из постоянных Cj можно выбирать произвольно. В слу-
чае бесконечной области, если считать решения фо, "фо исчезающими
на бесконечности, обе постоянные определяются единственным образом.

Предлагаемый способ позволяет свести рассматриваемую задачу
для двусвязной области к вспомогательной задаче для односвязной
области, а затем после решения этой последней — к уравнению Фред-
гольма для вспомогательной функции, вводимой только на одном из кон-
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туров Li или L2. Для некоторого важного класса задач это уравнение
Фредгольма с практической точки зрения значительно проще, чем другие
известные уравнения Фредгольма, построенные другими методами.

Рассмотрим для определенности случай конечной области и введем
вспомогательную функцию ю (t), определенную на одном из контуров,
скажем, на Ьг, согласно равенству

Фо(О —*ФЛО — Ы 0 = 2а>(0 на L2. (2)

Складывая и вычитая почленно равенства (1) (при / = 2) и (2), полу-
чим, считая С2 = 0:

-Фо(0 1<в(0 + *<»' («)] + [/(t)-tf' (01-
Доопределим искомые функции ф0, \|)0, положив их вне контура Lz

равными нулю. Предыдущие равенства на основании известных формул
предельного перехода в интегралах типа Коши позволяют утверждать,
что голоморфные в области S функции ф (z), г|з (z), определяемые соот-
ношениями:

! Г a>{t)dt „ .2 ~ ] ~i±-z F(z),
(3)

Ъ(Я)~Ъ(*) + ЪП-\ШУЧ7-.: "dt-G(z),

где

F(z) =
2ni , t — z ' " v - 2ni

аналитически продолжимы через контур £г и, таким образом, предста-
вляют собой функции, регулярные всюду вне контура L4. В этих вновь
введенных функциях ф и i|) граничное условие (1) на контуре ЬГ примет вид:

О + Ф(*) = Я[«>(О] наЬ„ (4)
где Q- некоторый линейный оператор.

Равенство (4) представляет собой граничное условие первой основной
задачи для бесконечной односвязной области Si, ограниченной контуром
Li, при некоторой, пока неизвестной правой части Q; эту задачу мы
будем называть вспомогательной. Будем временно считать функцию
to (t) заданной и допустим, кроме того, что ф и i|) могут быть эффективно
найдены по граничному условию (4). Предполагая процесс определения
(р (г) и ij) (z) выполненным, можно считать эти функции представленными
в форме некоторых вполне определенных операторов, зависящих от со (t).

Подставляя, далее, соответствующие значения ф0 (z) и i|)0 (z) в равен-
ство (2), получаем искомое соотношение для определения вспомогатель-
ной функции со (t). При определенных предположениях относительно
контура Li это соотношение будет представлять собою интегральное
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уравнение Фредгольма второго рода. В частности, это будет иметь
место, если область, ограниченная контуром Lif может быть конформно
отображена на круг при помощи рациональной функции и если вспо-
могательная задача решается методом Мусхелишвили. Уравнение не будет
содержать неизвестной величины С\, точнее, оно будет ее содержать в виде
определенного функционала от искомой функции со (t).

Мы не будем заниматься здесь исследованием полученного инте-
грального уравнения, требующим отдельного рассмотрения случаев
конечной и бесконечной областей. Отсылая за подробностями к названным
выше работам Д. И. Шермана, отметим только, что этим путем оказалось
возможным довести решение до конца для обширного класса случаев.

Упомянутое выше интегральное уравнение Фредгольма решается
во всех рассмотренных конкретных случаях посредством сведения его
к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений относи-
тельно коэффициентов разложения со (t) в комплексный ряд Фурье.
Исследование получающейся при этом системы, составляющее, как пра-
вило, весьма существенную часть решения задачи, показывает, что эта
система во всех рассмотренных случаях регулярна при любых относи-
тельных размерах области. В случае, когда границы Li и L2 не очень
близки одна к другой, система оказывается вполне регулярной и допу-
скает применение метода последовательных приближений.

§ 151а. Некоторые конкретные задачи. Метод Д. И. Шермана при-
менительно к плоским задачам теории упругости впервые был проиллю-
стрирован на сравнительно простом случае весомой полуплоскости,
ослабленной двумя неодинаковыми круговыми отверстиями (Шерман [24]).
В более поздних исследованиях того же автора (например, [29]) метод
неоднократно подвергался существенной переработке. В результате
удалось в значительной степени сократить число промежуточных этапов
решения и объем вычислительных операций, что и позволило сделать весь
процесс решения более обозримым и придать ему в основной своей части
рекуррентный характер.

Впоследствии Д. И. Шерманом и его учениками был решен ряд кон-
кретных задач плоской теории упругости, представляющих интерес
с точки зрения приложений. Мы укажем на некоторые из них.

Самому Д. И. Шерману принадлежат решения задач об упругой
весомой полуплоскости, ослабленной двумя заглубленными и близко
расположенными одно относительно другого эллиптическим и круговым
отверстиями [30], периодически расположенными отверстиями круговой
и некруговой формы [31, 32] (см. также § 152), одним эллиптическим отвер-
стием, расположенным близко от прямолинейной границы [33], и дру-
гих аналогичных задач.

Л. Н. Кислер [1 ] решала задачу о весомой среде с эллиптическим
и круговым отверстиями в несколько более общей постановке, когда
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отверстия расположены одно относительно другого произвольно.
Несколько модифицировав промежуточные этапы расчетного процесса,
она значительно упростила вычислительную схему. Это позволило ей
сравнительно легко выполнить численные расчеты и провести подробный
анализ поля напряжений для некоторых, практически наиболее инте-
ресных случаев взаимного расположения отверстий. Частный случай
двух круговых, несимметричных относительно прямолинейной границы
отверстий изучался Л. Н. Кислер несколько ранее [2].

И. Г. Араманович [1] рассмотрел практически интересную задачу
о напряжениях в упругой полуплоскости с незаглубленным отверстием
круговой формы, подкрепленным упругим же кольцом из другого мате-
риала. Внешние воздействия здесь могут быть разнообразными, как,
например, нормальное давление на внутреннем контуре впаянного кольца,
растяжение полуплоскости параллельными прямолинейной границе
силами, сосредоточенная нагрузка на краю полуплоскости и др.

Применяя изложенный 'выше метод, И. Г. Араманович построил
интегральное уравнение Фредгольма на действительной оси. Интегральное
уравнение заменяется затем бесконечной системой алгебраических линей-
ных уравнений, квазирегулярной при любой близости кругового отвер-
стия к краю полуплоскости. Из рассмотренных в той же работе конкрет-
ных примеров, детально разобранных до конца и доведенных до числен-
ных результатов, особый интерес представляет случай близких между
собой границ.

В другой работе И. Г. Арамановича [2] рассматривается случай полу-
плоскости, ослабленной круговым отверстием, когда на прямолинейной
границе среды задаются условия смешанного типа (равновесие жестокого
штампа на границе полуплоскости, ослабленной отверстием). Несколько
видоизменяя метод Д. И. Шермана, автор сначала сводит задачу к инте-
гральному уравнению Фредгольма, а затем к бесконечной системе линей-
ных алгебраических уравнений, квазирегулярной при любых относи-
тельных размерах области.

Впоследствии этот же метод неоднократно применялся к изучению
напряженного состояния конечных и бесконечных двусвязных областей
при довольно общих конфигурациях их границ (Перлин [3, 4], Гурьев [1 ],
Мошкин [1, 2]).

Упомянем, далее, некоторые другие работы о двусвязных областях,
выполненные различными способами.

М. 3. Народецкий [1] построил решение в специальном случае
неограниченной пластинки с двумя круговыми отверстиями, когда внеш-
ние усилия, действующие на среду, представляют собой равномерные
нормальные давления на контурах отверстий. В работах Соломона и Дрэ-
гическу (Solomon, Draghicescu 11]), а также Сейка (Seika [1]) дается
применение обобщенного алгоритма Шварца для некоторых конечных
областей. В первой из названных работ рассмотрен квадрат, ослабленный
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симметричным квадратным отверстием, при простейшем нагружении,
а во второй — конфокальное эллиптическое кольцо, сжатое двумя про-
тивоположными сосредоточенными силами, приложенными к точкам внеш-
него контура и направленными вдоль большой оси эллипса. Анализ
в обоих случаях базируется на методах Мусхелишвили, используемых
для решения последовательно чередующихся плоских задач для внутрен-
них и внешних односвязных областей; в случае квадратов используются
конформное отображение (посредством интеграла Кристофеля — Шварца)
и интегралы типа Коши, в случае же эллипсов — отображение на кру-
говое кольцо с последующим применением степенных рядов. На конкрет-
ных примерах проведены подробные вычисления. Позже в работе Сейка
(Seika [2]) рассмотрен случай круга, симметрично ослабленного квадрат-
ным отверстием.

Более прямой и удобный алгоритм для софокусного эллиптического
кольца был ранее предложен М. П. Шереметьевым [2], удачно применив-
шим метод функциональных уравнений Мусхелишвили в соединении
с методом степенных рядов. Этот подход позволит, по-видимому, полу-
чить сравнительно простые решения и в некоторых других случаях.

В работе Ю (Yi-Yuan Yu [2]) исследована методом степенных рядов
весьма интересная задача о тяжелом круговом кольце, опертом в одной
точке. В статье М. 3. Народецкого [2] рассмотрен квадрат, симметрично
ослабленный круговым вырезом; на противоположных сторонах квадрата
приложены равномерные растягивающие усилия. Приближенные выра-
жения для искомых комплексных потенциалов автор берет в виде спе-
циально подобранных полиномов от z и 1 /z и получает для определения
неизвестных коэффициентов полиномов конечную систему линейных
алгебраических уравнений. Для некоторых конкретных значений пара-
метров проведены численные расчеты и построены эпюры нормальных
напряжений на контуре отверстия.

§ 152. Пластинки со многими отверстиями. Периодическая задача.
Д. И. Шерман предложил улучшенный вариант метода степенных рядов
для случая бесконечной или полубесконечной области с двумя одинако-
выми круговыми отверстиями (Шерман [34]).

Опыт численного решения конкретных задач показал, что бесконеч-
ные системы линейных алгебраических уравнений, получаемые в резуль-
тате использования степенных рядов непосредственно для комплексных
потенциалов ср и г}>, в ряде случаев весьма неудобны по своей структуре.
К тому же ряды для напряжений оказываются, как правило, медленно
сходящимися. Для устранения этого неудобства Д. И. Шерман вводит
вместо функции ij) (z) новую функцию

непосредственно связанную (по крайней мере на действительной оси)
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с компонентами напряжения. Рассуждениями, вполне аналогичными
приведенным в § 78 при построении функционального уравнения (18),
вновь введенная функция % исключается из рассмотрения, л получаемое
на этот раз функциональное уравнение после надлежащего разложения
функции ф в степенной ряд непосредственно приводит к системе линей-
ных алгебраических уравнений. Оказывается, что полученная таким
образом система более удобна для исследования и ведет к цели гораздо
быстрее *).

Эти соображения были использованы Д. И. Шерманом для изучения
периодической задачи плоской теории упругости, к которой мы сейчас
переходим.

Представим себе упругую изотропную и однородную бесконечную
среду, ослабленную бесконечным рядом одинаковых и периодически
расположенных отверстий круговой формы. Центры отверстий будем счи-
тать расположенными на одной и той же прямой.

В случае полуплоскости дополнительно считается, что указанная
прямая параллельна границе полуплоскости и находится от нее на рас-
стоянии, значительно превосходящем радиус отверстий.

Способ эффективного построения решения периодической задачи
в указанной постановке был еще в 1935 г. предложен в работе Хоуленда
(Howland [1]). Автор рассматривает бесконечную пластинку, подвер-
женную на бесконечности параллельным или нормальным к линии цент-
ров отверстий растягивающим усилиям. Эффективное рассмотрение осно-
вано в этой работе на некотором алгоритме последовательных приближе-
ний, сходимость которого доказывается при малом значении отношения
радиуса отверстия к расстоянию между двумя ближайшими центрами.
Численные расчеты приводятся при указанном отношении — назовем
его е,— равном 0,25.

Д. И. Шерман методом, примененным им в случае двух одинаковых
круговых отверстий [34], рассмотрел периодическую задачу (с круговы-
ми же отверстиями) для весомой полуплоскости [31]. Сущность этого
метода, как указывалось выше, заключается в одновременном использо-
вании специально подобранных представлений комплексных потенциа-
лов в форме степенных рядов и функционального уравнения, аналогич-
ного уравнению § 78. Решение задачи, как и в рассмотренных выше непе-
риодических случаях, было сведено к бесконечной системе линейных
алгебраических уравнений.

Этот подход позволил Д. И. Шерману проследить за распределением
напряжений вблизи отверстий в значительном диапазоне изменения числа
е, характеризующего относительные размеры области, и провести анализ
поля напряжений для достаточно близких между собой отверстий.

*) Следует отметить, что введение функции % (z), вообще говоря, упрощает схему
решения основных задач не только при их рассмотрении методом степенных
рядов.
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В другой работе Д. И. Шермана [32] изучается более общий случай
некруговых периодических отверстий. Ослабляющие среду отверстия
имеют здесь форму криволинейного квадрата, отображение внешности
которого на внешность круга дается двучленной формулой, содержащей
С и £~3. Рассмотрение базируется на том же методе, приводящем к систе-
ме линейных уравнений.

Периодическая задача в случае криволинейных отверстий довольно
общих очертаний изучалась еще раньше в работе И. И. Воровича
и А. С. Космодамианского [1].

Авторы на основе присущих рассматриваемой ими задаче геометри-
ческой и силовой симметрии находят некоторые интегральные предста-
вления искомых периодических функций комплексного переменного
через новые функции комплексного же аргумента, голоморфные в беско-
нечной плоскости с одним отверстием и исчезающие на бесконечности.
Затем эти вновь введенные функции разлагаются в ряды по степеням
предполагаемого малым параметра d/l, где d — диаметр отверстия,
а I — расстояние между центрами ближайших отверстий.

После этого задача сводится к бесконечному ряду последовательно
решаемых плоских задач для односвязной области — плоскости с одним
отверстием.

Подход авторов позволяет в принципе довести решение до расчетных
формул каждый раз, когда отображение внешности, отверстия на внеш-
ность круга осуществляется посредством рациональной функции. Вопрос
о сходимости процесса не был рассмотрен.

Подробный анализ с численными расчетами был проведен в случае
одинаковых и одинаково ориентированных эллиптических отверстий,
когда пластинка растягивается на бесконечности усилиями, направленны-
ми под некоторым углом а к оси Ох, являющейся линией центров отвер-
стий. Границы отверстий считаются незагруженными.

Так же до конца, с доведением до численных результатов, был
разобран случай, когда в круговые отверстия в пластинке при тех же
внешних воздействиях впаяны жесткие шайбы (вторая основная задача).
Все численные расчеты проводились при с = 0,15.

Как видно из приведенных в работе графиков для максимальных
напряжений, в случае первой задачи при а = 0 (растяжение пластинки
усилиями, параллельными линии центров) наибольшее влияние сосед-
них отверстий наблюдается при малых отношениях alb полуосей эллипса
(а — полуось в направлении Ох). При этом максимальное напряжение
в пластинке уменьшается по сравнению со случаем, когда среда имеет
лишь одно отверстие.

При растяжении же усилиями, перпендикулярными линии центров,
наибольшее возмущение вносится, наоборот, при больших отношениях
alb, причем максимальные напряжения возрастают с переходом от одного
отверстия к ряду отверстий.
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В случае второй задачи получается обратная картина. Здесь при

а. = О концентрация напряжений вблизи отверстий увеличивается с пере-

ходом от одного отверстия к ряду отверстий, а при а = у , наоборот,

уменьшается.
Случай конечного числа одинаковых круговых отверстий при

специального вида внешних воздействиях на бесконечности рассмат-
ривался методом Д. И. Шермана [34] в работе А. С. Космодамиан-
ского [1].

В этом же направлении следует отметить работы группы китайских
ученых, которыми были рассмотрены вопросы концентрации напряжений
в плоскости с конечным числом отверстий различной формы и высказаны
некоторые соображения о возможности применения указанного метода.
Достаточно полную библиографию этих работ можно найти в статье
Чен Лин-си [1].

Этим же методом П. И. Перлиным и Л. Ф. Толченовой [2] была в ус-
ловиях циклической симметрии рассмотрена задача для кругового кольца,
ослабленного двумя рядами круговых отверстий; центры отверстий, при-
надлежащих какому-либо одному из рядов, расположены на одной и той
же концентрической с кольцом окружности.

Для отверстий, близко расположенных друг к другу, А. С. Космо-
дамианский [2] применил способ, позволяющий использовать в задачах
такого типа метод Бубнова — Галеркина. Вместе с тем как для конеч-
ного, так и бесконечного числа одинаковых криволинейных отверстий,
как это показано в других работах А. С. Космодамианского (например,
[3]), представляется в ряде случаев целесообразным применить к
практическому расчету схему, основанную на методе Мусхелишвили.
Указанные выше приближенные способы использовались А. С. Кос-
модамианским [4, 5] при изучении напряженного состояния пластинки,
ослабленной конечным числом отверстий различных очертаний. В слу-
чае неодинаковых отверстий А. С. Космодамианский [6] использовал
метод последовательных приближений.

В статье В. М. Буйвола [1] изучается напряженное состояние кру-
говой области, ослабленной конечным числом одинаковых и равноотстоя-
щих одно от другого круговых отверстий, центры которых расположены
на одной и той же окружности, концентрической с границей. К решению
задачи применяется уравнение Лауричелла — Шермана (§ 101), которое
на основе присущего задаче свойства циклической симметрии преобра-
зуется к более простому виду, удобному для численного решения. Это
видоизмененное уравнение решается затем численно способом, указанным
в работе А. Я. Горгидзе и А. К. Рухадзе [1].

В выполненных в последнее время работах Койтера (Koiter [1, 2])
были поставлены в наиболее общей форме и решены представляющие
значительный теоретический и прикладной интерес задачи о поле
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напряжений в бесконечном упругом теле, ослабленном двоякопериодичес-
кой системой конгруэнтных отверстий произвольной формы. Исследованию
задачи теории упругости Койтер предпослал специальную работу мате-
матического характера (Koiter [1]), в которой изучил свойства надлежа-
щим образом обобщенного интеграла типа Коши. Обобщение заключается

л

в том, что вместо обычного ядра Коши -— вводится ядро £ (z — t),
t Z

где Z, — дзета-функция Вейерштрасса. Койтер обобщил на введенные
таким образом интегралы формулы Сохоцкого — Племеля (§ 68), сфор-
мулировал и доказал соответствующую теорему о граничных значениях
двоякопериодических и квазипериодических функций и для случая,
когда отверстия имеют круговую форму, исследовал разложения таких
функций. В работе Koiter [2] автор рассмотрел первую граничную
задачу теории упругости для тела с двоякопериодической системой отвер-
стий и привел ее, используя комплексное представление, указанное
в гл. II настоящей книги, к задаче определения двоякопериодических
аналитических функций вида, рассмотренного в его работе Koiter [1].
Далее, он доказал единственность решения поставленной таким образом
задачи теории упругости и получил функциональное уравнение для функ-
ции Ф (z) = ф' (z), которое привел к уравнению Фредгольма второго
рода. Это уравнение представляет собой соответствующее обобщение на
случай бесконечносвязной области уравнения (9) § 98, соответствующего
случаю односвязной области.

Используя полученное интегральное уравнение Фредгольма и опи-
раясь на известные свойства этих уравнений, Койтер показал в работе
Koiter [2] существование решения поставленной задачи теории упру-
гости, а также наметил исследование предельных случаев.

Следует отметить, что плоские задачи теории упругости для беско-
нечного тела с двоякопериодической системой круговых отверстий были
впервые рассмотрены В. Я. Натанзоном [1] и позднее Сайто (Saito [1]),
которые путем разложения в ряды обоих комплексных потенциалов ср
и г|э получили для коэффициентов упомянутых разложений двоякобеско-
нечную систему уравнений. Преимуществом указанных выше рассмотре-
ний Койтера является их более общий характер (отверстия могут иметь
произвольную форму), а также, по-видимому, более эффективный подход
к теоретическому исследованию. Следует отметить также работы Хорвея
(Horway [1, 2]), в которых задача теории упругости (с учетом температур-
ных членов) для тел с двоякопериодической системой отверстий рассмат-
ривалась при помощи некоторого приближенного метода.

Многие из упоминающихся выше задач, в частности задача о равнове-
сии тяжелой полуплоскости при наличии ослабляющих ее отверстий,
тесно связаны с важным вопросом о напряженном состоянии массива гор-
ных пород с выработками тех или иных размеров и очертаний. Подобные
задачи делаются особенно трудными в случае более чем одного отверстия,
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когда в качестве основного фактора, определяющего напряженное состоя-
ние среды, выступает взаимное влияние близлежащих отверстий.

В случае двух круговых и эллиптических, а затем и бесконечного
числа таких же периодически расположенных отверстий характер и сте-
пень этого взаимного влияния были подробно исследованы Д. И. Шерма-
ном и его учениками. Детальное изучение этого круга вопросов позво-
лило впоследствии высказать некоторые суждения по поводу явления
горного удара (Д. И. Шерман [30]).

§ 153. Бесконечная плоскость с одним отверстием. Случай одного
отверстия в однородной бесконечной среде поддается исследованию срав-
нительно легко. Вопрос о концентрации напряжений в этом случае давно
привлекал внимание исследователей, так что к настоящему времени он
изучен с достаточной полнотой.

Здесь мы дополним то, о чем было кратко сказано в § 89 настоящей
книги.

Если функция, реализующая конформное отображение внешности
отверстия на круг, рациональна, то при решении задачи не возникает
принципиальных затруднений. В случае более общего очертания конту-
ров отверстий, когда эта функция уже не рациональная, обычно исполь-
зуется способ решения, основанный на приближенном конформном ото-
бражении. Один из возможных подходов такого рода был предложен
в свое время Г. Н. Савиным. Напомним сущность его метода (см. § 89).

Будем рассматривать задачу о напряжениях в бесконечной плоско-
сти, ослабленной отверстием в форме прямолинейного многоугольника.
Отобразим данную область посредством интеграла Кристофеля — Шварца
на единичный круг вспомогательной плоскости £ и представим отображе-
ние в виде разложения в ряд по степеням £. Удержав в этом ряду конеч-
ное число первых его членов, мы получим приближенное отображение,
переводящее окружность в близкую к исходному контуру кривую, при
помощи рациональной функции вида:

) (I)
h = l

или в частном случае

2 = с ( | + тГ), (2)

где С, Ск1 т — некоторые постоянные. Изменяя в формуле (1) число п
и постоянные С, С&, можно получить отверстия различных форм и раз-
меров. Отсюда как частные случаи получаются отверстия, имеющие
форму круга, эллипса, криволинейного четырехугольника и треуголь-
ника, овала, близкого к прямоугольнику, закругленному полуокружно-
стями у коротких сторон, и др. Например, последняя из перечисленных
форм отверстия, представляющая значительный практический интерес,
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получится при помощи отображения (1) при п = 3 и С2 = 0. Плоская
задача в случае такого отверстия была, по-видимому, впервые исследо-
вана в работе Гринспэна (Greenspan [1]).

Если отображение представлено в указанной только что форме, метод
Мусхелишвили немедленно приводит к требуемому результату.

Этим приемом Г. Н. Савиным и его учениками было рассмотрено
большое число конкретных задач в случае криволинейных отверстий
названного вида для различных их расположений по отношению к внеш-
ним усилиям и различных отношений характерных размеров. Решения
почти во всех примерах представлены в легко обозримом виде и сопрово-
ждаются графиками распределения напряжений по контуру отверстия,
таблицами и диаграммами. Значительная часть этих результатов подробно
изложена в монографии Г. Н. Савина [8].

Подход Г. Н. Савина дал широкие возможности для применения мето-
дов теории функций к- эффективному рассмотрению известного класса
конкретных практических задач. В результате этих исследований интерес
к концентрации напряжений в ослабленных отверстиями упругих телах
значительно возрос. Круг вопросов существенно расширился и стал пред-
метом изучения многих авторов.

Следуя Г. Н. Савину, А. А. Бойм [1] рассмотрел задачу о равновесии
тяжелой полуплоскости, ослабленной сводчатым отверстием, отображение
внешности которого на круг дается четырехчленной формулой вида (1)
(см. также Бойм [2 ]); Г. С. Грушко [1 ] исследовал поле напряжений вблизи
полукруглого отверстия, определяемого приближенно формулой отобра-
жения (1) с пятью членами, в изгибаемой моментами изотропной балке.
В. Н. Кожевникова [1 ] в задаче о пластинке с прямоугольным отверстием,
изгибаемой в своей плоскости, удержала в разложении отображающей
функции слагаемые до девятой степени £. Далее, в работах Ю (Yi-Yuan
Yu [3]) и Э. С. Хачияна [1] рассмотрен случай овалообразного отверстия,
определяемого трехчленным выражением, причем в первой из этих работ
изучены напряжения возле жесткого подкрепления, а во второй — в рас-
тягиваемой пластинке без подкрепления. Е. Ф. Бурмистров [1, 2] рас-
смотрел более общий случай одного класса криволинейных отверстий,
как в случае плоской деформации, так и применительно к задаче об изги-
бе тонких пластинок и провел на конкретных примерах подробные вычи-
сления. Аналогичные задачи рассматривались также в работах Эван-
Ивановского (Evan-Iwanowski [1]), Е. П. Аникина [1] и Исида (Isida [1]).
В работе Конроя (Сопгоу [1 ]) рассмотрен случай общего вида симметрич-
ного относительно прямой отверстия в ненагруженном на бесконечности
однородном теле, когда на взаимно симметричных и равных по полярному
углу участках обвода отверстия приложены равномерные нормальные
усилия одной и той же интенсивности. Решение здесь дается при помощи
метода, основанного на применении конформного отображения и степен-
ных рядов, указанного в § 63 настоящей книги.
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§ 154. Продолжение. В рассмотренных выше работах, относящихся
к вопросу о напряжениях в среде с отверстиями, форма контура отверстия
задавалась посредством тех или иных конкретных отображений, доста-
вляемых в большинстве случаев конечными отрезками рядов в разложе-
ниях интеграла Кристофеля — Шварца. Для многих практически важ-
ных форм контура отверстия аппроксимация отображения отрезками
упомянутых рядов с небольшим числом членов оказывается далеко не
достаточной. Распределение напряжения вблизи отверстий существенно
зависит от дифференциальных свойств контура отверстия, и поэтому
весьма важно уметь находить более точные отображения, оставаясь при
выполнении последующих операций в рамках умеренных в целом вычи-
слительных трудностей.

М. И. Найман (см., например, [1]) в случае отверстия в форме пра-
вильного прямолинейного многоугольника с закругленными углами рас-
сматривал, наряду с отрезками рядов, получаемых разложением интеграла
Кристофеля — Шварца, аналогичные им полиномы с неопределенными
коэффициентами. Эти коэффициенты он определял из условия равенства
нулю кривизны в отдельных точках границы и таким путем достигал
при равных количествах удержанных в отображающей функции членов
заметного выпрямления сторон многоугольника по сравнению с разло-
жением интеграла Кристофеля — Шварца. Тем же автором были рас-
смотрены и некоторые другие формы отверстий и найденные отображения
с успехом применены к решению задач кручения круговых цилиндров,
ослабленных теми или иными продольными выточками. Подобные отобра-
жения использовались впоследствии и в случае плоской деформации для
некоторых простейших профилей.

Несколько иной подход был предложен Кикукава (Kikukawa [1]).
Рассматривая бесконечную упругую среду с вырезом, этот автор исходит
из некоторого приближенного отображения в простой форме, например
в случае прямолинейного многоугольника с закругленными вершинами —
из отображения вида (1) § 153 с небольшим числом членов. Это отобра-
жение, принимаемое за начальное, уточняется затем с помощью извест-
ной формулы так называемого близкого отображения г):

V

Здесь у — окружность единичного радиуса в плоскости £, о = е'# —
точка на ней, а бге0 (о) — расстояние по нормали между заданной точной
кривой и приближенной, соответствующей отображению со0 (£). Разложив
интеграл в правой части (1) в степенной ряд и удержав в нем несколько
первых членов, автор находит отображение более точное, чем соо (£),
и принимает найденную таким образом в явной форме функцию со (£) за
отображающую. Все остальное делается как обычно при использовании

') См., например, М. А. Лаврентьев и Б. В. ПТабат [1].
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метода степенных рядов, основанного на конформном отображении (см.
гл. III) ; исходные граничные условия задачи в криволинейных коорди-
натах, установленные автором, представляют собой хорошо известные усло-
вия (той же первой основной задачи) в форме, предложенной Г. В. Колосо-
вым (§ 51, формула (11)). Анализ завершается приведением к системе линей-
ных алгебраических уравнений, решаемой приближенными способами.

Кикукава рассмотрел ряд вырезов различных очертаний и довел
решение во многих конкретных примерах до численных результатов.
Помимо бесконечных областей, ограниченных замкнутыми, кривыми,
лежащими в конечной части плоскости, ему удалось включить в рас-
смотрение и некоторый класс областей, границы которых удаляются
в бесконечность.

Как выяснилось из проведенных автором численных расчетов, попра-
вочный член в отображении (1) вносит существенное изменение в распре-
деление напряжений вблизи отверстий. В случае, например, отверстия,
имеющего форму ромба с закругленными углами, заметное влияние на
концентрацию напряжений оказывают лишь два первых члена в разло-
жении поправочного интеграла. Тем не менее для получения окончатель-
ной картины напряженного состояния, приемлемой при более или менее
точном анализе, приходится в большинстве случаев удержать значитель-
ное количество членов разложения.

Методом, примененным Кикукава, Брчич (Brcic [1]) рассмотрел кон-
кретную задачу для случая бесконечной плоскости, ослабленной двусто-
ронними вырезами в форме прямолинейных полуполос с закругленными
углами.

И. КУСОЧНО-ОДНОРОДНАЯ СРЕДА. ПОДКРЕПЛЕННЫЕ ОТВЕРСТИЯ

С точки зрения практических приложений представляет значитель-
ный интерес задача об определении напряженного состояния в различных
по форме и упругим свойствам деталях, соединенных тем или иным спо-
собом в одно сплошное тело. Речь идет о напряжениях в пластинке, имею-
щей некоторое количество отверстий, в которые вставлены сплошные или
ослабленные отверстиями шайбы с заданным упругим натягом.

Соединение деталей на практике осуществляется обычно посредством
прессовки или посадки в горячем либо холодном состоянии. Предпола-
гается, что контуры сопряженных между собой упругих частей приводятся
в соприкасание без зазоров и удерживаются от скольжения друг по дру-
гу J ). Полная граница L полученного таким образом составного тела будет,

х) В случае, когда контур шайбы в недеформированном состоянии совпадает
с контуром соответствующего отверстия в пластинке, мы будем полагать, что шайба
впаяна в отверстие вдоль обвода, либо будем допускать наличие большого трения
между (вложенной) шайбой и окружающей пластинкой. В иных предположениях,
за исключением весьма частных случаев внешних воздействий на составное тело,
иолучается смешанная задача теории упругости.
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очевидно, состоять из наружного контура пластинки (если, разумеется,
она не простирается в бесконечность во все стороны), из контуров непод-
крепленных отверстий и, наконец, из внутренних контуров вставленных
шайб, если они имеются. Тело может испытывать воздействия, вызывае-
мые натягом, и, кроме того, может подвергаться любым внешним усилиям,
приложенным внутри и на границе. Условия на границе L будут здесь при
любом нагружении обычными (мы всегда будем иметь в виду случай пер-
вой основной задачи), на линиях же раздела контактирующих тел должен
быть задан скачок упругих смещений при соблюдении равенства соответ-
ствующих векторов внешнего напряжения.

§ 155. Включения из того же материала. Общий способ исследова-
ния задачи в случае, когда пластинка имеет конечное число отверстий
и сопряженные между собой упругие детали изготовлены из одного и того
же материала, был предложен Д. И. Шерманом [14]. Этот способ изложен
в § 109 настоящей книги. Напомним для удобства некоторые относящиеся
к нему положения.

Будем для простоты считать, что вставляемые в отверстия упругие
детали представляют собой сплошные шайбы. Тогда, согласно упомянуто-
му способу, рассматриваемая задача приводится к обычной плоской
задаче для полной составной области, занимаемой сопряженными телами
(без каких-либо условий на линиях раздела). Порядок связности состав-
ной области, очевидно, меньше порядка связности области, занимаемой
пластинкой, на число вставленных в нее шайб. При этом, однако, вновь
полученная задача будет соответствовать уже несколько измененным
внешним усилиям. Линию раздела как бы можно устранить за счет
подходящего дополнительного воздействия на всю упругую систему в
целом.

В случае, когда упругие включения имеют круговую форму, попра-
вочный член в правойчасти граничного условия, соответствующий фиктив-
ному воздействию, может быть представлен в явном виде. Он имеет осо-
бенно простую форму в часто встречающемся в приложениях случае,
когда скачок смещения направлен по нормали к линии раздела и величина
его постоянна.

В конечном счете в случае круговых включений, заполняющих все
отверстия в пластинке, метод Мусхелишвили приводит к замкнутому
решению, если односвязная область, занимаемая сопряженными телами,
конформно отображается на круг посредством рациональной функции.

Именно этим путем решение задачи в ряде случаев было найдено
в замкнутом виде и доведено до численных результатов. При этом, наряду
с задачей о плоской деформации или обобщенном плоском напряженном
состоянии (плоская задача), рассматривались аналогичные задачи о попе-
речном изгибе тонких пластинок. Ряд конкретных результатов в этом
направлении дан в работах: Ю. А. Амензаде и С. А. Алескеровой [1],
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Д. В. Вайнберга и А. Г. Угодчикова [1 ], П. И. Перлина и Л. Ф. Толчено-
вой [1], А. Г. Угодчикова [1—5], Н. Д. Тарабасова [4—6] и В. В. Туни-
на [1].

Отметим, что в работе А. Г. Угодчикова [1 ] составная область может
представлять собой любую конечную односвязную область плоскости
комплексного переменного. Для эффективного применения метода
Мусхелишвили следует здесь, разумеется, заменить рассматриваемую
область другой, близкой к ней областью, соответствующей некоторому
полиномиальному отображению на круг. Это приближенное отображение
строится методом электрического моделирования конформных отображе-
ний, разработанных тем же автором [6].

В работе Хэмпла (Hample [1]) указано элементарное решение задачи
в случае двух одинаковых круговых или же бесконечного ряда круговых
периодических включений в неограниченной пластинке. Решение нахо-
дится этим автором непосредственно через функцию напряжения, без
привлечения аппарата комплексного переменного.

§ 156. Включения из различных материалов. Жесткому подкреплению
отверстий вполне равносилен в смысле трудностей, сопутствующих реше-
нию, случай тех же отверстий, ничем не подкрепленных; в первом случае
на обводе отверстия должны быть соблюдены граничные условия второй
основной задачи, а во втором — аналогичные условия первой задачи.
Эти два случая по существу не отличаются друг от друга, и поэтому задачу
о жестких включениях отдельно рассматривать мы не будем.

Иначе обстоит дело для упругих включений с упругими характери-
стиками, отличными от упругих характеристик окружающей пластинки:
здесь задача становится значительно сложнее.

Метод решения, аналогичный изложенному выше (§151) для случая
двусвязных областей, был применен Д. И. Шерманом [35] в задаче о напря-
жениях в кусочно-однородных средах, когда составное неоднородное тело,
занимающее конечную односвязную область, состоит из соединенных
между собой двух различных по упругим свойствам деталей. Отверстие
в однородной пластинке конечных размеров, ограниченной двумя замкну-
тыми контурами, заполняется сплошной шайбой из другого материала.
На внешней границе пластинки задаются обычные условия первой задачи,
а на линии раздела двух сред требуется равенство напряжений при нали-
чии заданного скачка упругих смещений.

Для нахождения вспомогательной функции со (t), вводимой на этот
раз на границе пластинки, получается, как и прежде, система инте-
гральных уравнений Фредгольма, полностью решающая в теоретическом
смысле исходную граничную задачу. В частном случае круговой пластин-
ки с эксцентрическим круговым включением, рассмотренном для иллю-
страции метода, интегральные уравнения заменяются бесконечной систе-
мой линейных алгебраических уравнений.
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В работе Хардимана (Hardiman [1]) рассмотрена неограниченная пла-
стинка с впаянным без предварительного натяга эллиптическим ядром,
подвергнутая на бесконечности однородному растяжению, и указано
решение этой задачи в замкнутом виде. Любопытно, что индуцированное
при этих условиях поле напряжений в эллиптическом диске также ока-
залось однородным.

Случай концентрических круговых включений в пластинке, когда
каждая из последовательно включаемых в отверстие деталей представляет
собой концентрическое круговое кольцо, легко поддается эффективному
рассмотрению методом степенных рядов. Решение задачи для этого слу-
чая давно известно (см., например, Г. Н. Савин [8]). Это решение для
одного включения при некоторых простейших видах нагружения на
бесконечности и на внутреннем контуре подкрепляющего кольца содержит-
ся также в статье Хардимана (Hardiman [2]).

Метод степенных рядов применительно к задаче о кольцевых подкре-
плениях отверстий оказывается принципиально пригодным для эффектив-
ного решения каждый раз, когда бесконечная односвязная область, заня-
тая сопряженными телами, конформно отображается на внешность круга
посредством рациональной функции и подкрепляющее кольцо переходит
при этом в концентрическое круговое. Эффективное решение задачи для
случая отображения вида (2) § 153 было дано М. П. Шереметьевым [3],
[7], который скомбинировал метод степенных рядов с методом интегралов
типа Коши. Частный случай крепления в форме софокусного эллиптическо-
го кольца (п = 1) рассматривался позже в работах Ода (Oda [1 ] ) и Левина
(Levin [1]). В первой из этих работ приводятся два численных примера
применительно к задаче о давлении окружающих пород на крепь туннеля
с круговым и эллиптическим поперечными сечениями. Во второй работе
решение представлено в форме степенных рядов, достаточно удобных для
численных расчетов.

И. А. Прусов [1] рассмотрел задачу об усилении отверстия в растяги-
ваемой бесконечной пластинке кольцом переменного сечения, ограничен-
ным по внешнему контуру окружностью, а по внутреннему — эллипсом.
Задача решается приближенно методом, основанным на приведении к зада-
че линейного сопряжения, примененным впервые к решению задач плоской
теории упругости в работе Н. И. Мусхелишвили [22] (см. гл. VI настоя-
щей книги). В другой работе И. А. Прусов [2] рассмотрел тем же методом
случай полуплоскости с подкрепленным круговым отверстием; ранее эта
задача иным методом была решена в упомянутой в § 151а работе И. Г. Ара-
мановича [1].

§ 157. Усиление отверстий тонкими кольцами. Плоские задачи
об усилении кольцами отверстий (так же как и аналогичные им задачи,
относящиеся к поперечному изгибу тонких пластинок) можно значительна
упростить в случае, когда подкрепляющее кольцо представляет собой



592 ГЛАВА ВОСЬМАЯ. КРАТКИЙ ОБЗОР РАБОТ ПОСЛЕДНЕГО ВРЕМЕНИ [§ 157

в плане тонкую криволинейную полосу. Такое кольцо обычно принимают
за упругую линию, напряженное и деформированное состояния которой
описываются элементарными уравнениями теории сопротивления мате-
риалов.

Усилия Хп, Yn, действующие на кольцо со стороны окружающей
пластинки, будем временно считать известными и определим, исходя
из теории малых деформаций криволинейных стержней, напряженное
состояние кольца при заданных на всей его границе внешних воздей-
ствиях *). Тогда все основные величины, характеризующие деформацию
кольца,— изгибающий момент, нормальные и поперечные силы, а также
упругие смещения оси кольца — выразятся через внешнюю нагрузку
в элементарной форме. Если теперь найденные выражения для упругих
смещений точек внешнего контура кольца подставить в соответствующее
условие сопряжения на линии раздела сред, то получатся два комплексных
соотношения для определяемых в области пластинки функций ф и г|з;
в эти соотношения войдут неизвестные усилия Хп, Yn. Влияние подкре-
пления тонким кольцом выражается, таким образом, в том, что в обычных
условиях первой и второй основных задач на обводе отверстия контурные
усилия и смещения будут, помимо известных величин, содержать две
подлежащие определению в ходе решения задачи действительные функции.

После этого применение методов, изложенных в настоящей книге,
приводит к эффективному решению задачи, если область вне контура спая
конформно отображается на внешность круга при помощи рациональной
функции. Подобным образом эта задача изучалась для определенного
класса отверстий при различных предположениях относительно характера
деформации кольца и нагружения пластинки. Существенные результаты
в этом направлении были получены в работах Г. Н. Савина, М. П. Шере-
метьева, Радока, Н. П. Флейшмана и некоторых других авторов. Оста-
новимся вкратце на некоторых, сравнительно новых публикациях.

В работе М. П. Шереметьева [4] рассмотрена растянутая в двух
направлениях бесконечная плоскость с подкрепленным отверстием. Под-
крепляющее кольцо постоянного сечения принимается за плоский упру-
гий стержень, работающий на изгиб и растяжение. Выводятся соотноше-
ния общего вида, характеризующие деформации такого стержня, после
чего в соответствии с изложенной выше схемой задача ставится в терминах
теории функций комплексного переменного. Полученная задача решается
для случая кругового отверстия методом рядов. Следует отметить, что
та же задача с той же полнотой была решена немного позже Радоком
(Radok [1]), который, по-видимому, не был знаком с работой М. П. Шере-
метьева. В другой работе М. П. Шереметьева [5] изучается изгиб беско-
нечной тонкой пластинки, подкрепленной кольцом постоянного сечения,

х) Предполагается, что на внутреннем контуре кольца задаются условия, соот-
ветствующие первой основной задаче.
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приложенными по краю моментами и нормальными усилиями. Кольцо,
подкрепляющее край отверстия в пластинке (или край пластинки)* рас-
сматривается как нерастяжимая упругая линия, работающая на изгиб
и кручение. Метод решения здесь вполне аналогичен указанному выше
для случая плоского напряженного состояния. Подробный анализ по-
прежнему ограничивается случаем кругового отверстия при однородном
поле на бесконечности, когда на бесконечности действуют равномерно
распределенные изгибающие и крутящие моменты.

Влияние кольцевого подкрепления в изгибаемых пластинках изу-
чалось также в статьях Н. П. Флейшмана [1, 2]. На той же основе, что
и в предыдущих работах, автор существенно упростил схему решения
в случае кругового отверстия и подробно рассмотрел два примера об изги-
бе неограниченной пластинки, подверженной на бесконечности действию
односторонних изгибающих и всесторонних крутящих моментов соответ-
ственно. На этих же примерах автор указал эффективный способ подбора
оптимального крепления, при котором полностью или почти полностью
устраняется концентрация напряжений.

Задача в случае эллиптического отверстия в изгибаемой пластинке
была сведена М. П. Шереметьевым [6] к некоторой линейной граничной
задаче типа задачи линейного сопряжения теории аналитических функций,
причем линия скачков представляет собой окружность. Эта последняя
задача решается методом последовательных приближений, причем за
начальное приближение принимается решение для случая кругового
отверстия.

Г. Н. Савин и Н. П. Флейшман [1] рассмотрели общую задачу о под-
креплении края пластинки весьма тонким стержнем переменного сечения,
работающим на изгиб (при изгибе пластинок) или растяжение (в случае
плоского напряженного состояния). Устанавливается некоторое прибли-
женное условие на подкрепленном крае пластинки, обобщающее известные
граничные условия основных задач плоской теории упругости и задач
теории изгиба тонких пластинок.

Полученная задача теории функций допускает, подобно основным
плоским задачам, решение в замкнутой форме, если область пластинки
конформно отображается на круг посредством рациональной функции.
Это и иллюстрируется на примере эллиптического отверстия в бесконеч-
ной пластинке.

Не имея возможности остановиться на этих вопросах более детально,
мы отсылаем читателя для ознакомления с некоторыми подробностями
и обобщениями на случаи более общего вида подкрепления отверстий
к книге М. П. Шереметьева [7], а также к работам А. Н. Кулика [1]
и Т. Л. Мартиновича [1, 2] х ).

х) После сдачи рукописи в печать появилась монография Г. Н. Савина
и Н. П. Флейшмана [2], содержащая детальное рассмотрение этого круга вопросов.
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III. СПЛОШНАЯ ОДНОРОДНАЯ СРЕДА (СПЕЦИАЛЬНЫЕ СЛУЧАИ).
НЕКОТОРЫЕ СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

Изучение напряженного состояния в сплошных пластинках в послед-
ние годы шло главным образом в направлении рассмотрения сложных
по очертанию и характеру нагружения упругих деталей, весьма трудных
для точного анализа, но особо интересных для приложений. Значительное
внимание уделялось неограниченным пластинкам, ослабленным надреза-
ми различных форм у границы среды, полигональным пластинкам, а также
пластинкам тех или иных очертаний, подверженным действию разрывных
нагрузок.

§ 158. Пластинки с полигональным контуром. Разрывные нагрузки.
Методы теории функций комплексного переменного стали в последнее
время с успехом применяться к конечным полигональным пластинкам.
Для решения задачи функция, реализующая отображение нагруженной
области на круг, представляется при помощи интеграла Кристофеля —
Шварца в явном виде (в виде степенного ряда), после чего используется
метод степенных рядов. При этом часто, особенно если функция, выра-
жающая контурные воздействия, не является регулярной, к рассмотре-
нию привлекаются функциональные уравнения Мусхелишвили (§ 78).
Укажем некоторые, наиболее характерные работы в этом направлении.

Упомянем прежде всего работу Грэя (Gray [1]). В начале работы
автор воспроизводит с некоторым изменением содержание § 84 настоящей
книги. Отличие заключается в том, что автор использует разложения
в степенные ряды не функций

т
как в § 84, а функций

с* (о, £ - § .
Поэтому полученные автором системы алгебраических уравнений несколь-
ко отличаются от соответствующих систем § 84 настоящей книги. В работе
подробно рассмотрен пример квадрата, растянутого вдоль диагонали
сосредоточенными силами, приложенными в противоположных вершинах.
Весьма любопытно, что систему уравнений в этом случае удается решать
методом итераций.

В работе Хоскина и Радока (Hoskin a Radok [1 ]) в связи с расчетом
стреловидного крыла рассмотрена задача о напряжениях в квадратной
пластинке при некотором сложном нагружении. К противоположным
вершинам квадрата приложены направленные по диагонали сосредоточен-
ные силы, и, кроме того, две смежные стороны его подвержены распре-
деленным по определенному закону касательным напряжениям. Рас-
сматриваемый нагруженный квадрат заменяется близким к нему криво-
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линейным четырехугольником с закругленными вершинами, соответствую-
щим пятичленному выражению для отображающей функции, после чего
задача решается применением функциональных уравнений Н. И. Мусхе-
лишвили. В работе особое внимание уделено количественному анализу
изучаемого упругого состояния. Приводятся численные результаты в виде
таблиц и графиков при различных значениях параметров задачи.

В работе Уинслоу (Winslow [1]) рассматривается прямоугольная
пластинка при специальном ее нагружении, когда компоненты внешних
усилий Хп, Yn представляют собой полиномы от х и у.

В работе Деверола (Deveral [1 ]) к многоугольным пластинкам, изги-
баемым поперечными силами, применяется метод степенных рядов,
изложенный в § 63. Сохраняя в отображающей функции три или
четыре члена, автор находит приближенное решение для нагруженных
равномерными усилиями квадрата, прямоугольника и равностороннего
треугольника. Проводятся численные расчеты, и значения максимальных
прогибов в пластинке сравниваются с их значениями, найденными други-
ми авторами иным путем.

Для области с кусочно-прямолинейными границами Г. Н. Положий
[1—3] изучал третью основную задачу теории упругости. Так принято
иногда называть задачу о соприкасании с жестким профилем, когда на
границе среды задаются нормальные смещения и касательные напряжения
(см. § 128). В граничных условиях этой задачи, после их надлежащего
преобразования, при старших производных искомых функций появляется
коэффициент, содержащий кривизну контура в качестве множителя. Бла-
годаря этому в случае контуров, состоящих из отрезков прямых, задача
существенно упрощается и приводится к двум последовательно решаемым
граничным задачам теории аналитических функций. Этим путем Г. Н. По-
ложий построил решение задачи в случае, когда граница области, конеч-
ной или бесконечной, представляет собой полигональный контур довольно
общего вида. При решении задачи автор сформулировал некоторые физи-
ческие условия, касающиеся порядка роста напряжений вблизи углов,
при которых теорема единственности решения остается справед-
ливой.

В. Е. Жуков [1] рассмотрел представляющий интерес для прило-
жений случай специального вида многоугольника с резко меняющимися
линейными размерами. Автор, отправляясь от приближенного отобра-
жения в виде конечного ряда по Кристофелю — Шварцу, применяет
к решению задачи метод Мусхелишвили в несколько измененном виде.
Этот видоизмененный метод впервые использовался в работах Д. М. Вол-
кова (например [1]). В одном конкретном примере разрывной нагрузки
(к отдельным участкам контура пластинки приложены распределенные по
некоторому закону растягивающие усилия) решение доводится до числен-
ных результатов, причем в отображающей функции удерживается член,
содержащий £25.
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В работах М. М. Фридмана [4], Г. Г. Чанкветадзе [1] и вышедшей
несколько позже работе Ю (Yi-Yuan Yu[4])npn помощи метода Мусхе-
лишвили дано решение в замкнутой форме задачи о поперечном изгибе
круглой пластинки, когда в нескольких точках края, а также во внут-
ренних точках срединной плоскости приложены сосредоточенные силы
и моменты.

Басали (Bassali [1 ]) нашел тем же методом решение задачи для несколь-
ко более общего случая, когда на круглую пластинку, помимо сосредото-
ченных сил, действуют нормальные усилия, распределенные по площади
некоторого эксцентрического круга. Эта последняя нагрузка имеет вид:
p 1 = poi?™~2, где р0— постоянная, Ro — расстояние от переменной точки
до центра круга, а п > 2. В другой работе того же автора (Bassali [2])
рассмотрена та же задача для пластинки с круговым отверстием. В работе
Bassali a. Dawoud [1 ] решена в замкнутой форме задача об изгибе заделан-
ной по контуру пластинки, подверженной действию сосредоточенной
нагрузки. Здесь предполагается, что область пластинки, представляющая
собой плоскость с криволинейным отверстием, соответствует двучленному
или трехчленному отображению вида (1) § 153. Укажем еще на работу
(Bassali a. Nassif [1]), где рассмотрен упруго заделанный по контуру круг,
изгибаемый нормальной нагрузкой, распределенной равномерно по пло-
щади некоторого эллипса, имеющего общий центр с кругом. Басали и его
соавторами опубликовано значительное количество работ по конкретным
задачам теории изгиба тонких пластинок. Указания на некоторые из них
читатель может найти в только что названной статье (Bassali a. Nassif tl ])•

§ 159. Пластинки с границами, уходящими в бесконечность. Способ
решения, указанный в цитированной выше работе Грэя (Gray [1]), был
применен тем же автором к задаче о плоской деформации прямолинейной
полосы, изгибаемой в своей плоскости сосредоточенной нагрузкой, прило-
женной в точке ее края перпендикулярно к граничной линии (Gray [2]).
Полученная в этом случае система уравнений, не поддающаяся уже реше-
нию методом итераций, приводится к удобному виду при помощи некото-
рых преобразований. После этого система решается численно и дается
подробный анализ напряженного состояния. Отметим, что заданную сосре-
доточенную силу на границе полосы автор заменяет совокупностью некото-
рых двух систем сосредоточенных сил, приложенных к границе, и искомое
решение представляет, таким образом, в виде наложения решений двух
частных задач для той же полосы. Одна из этих задач, а именно задача
о полосе, сжимаемой двумя прямо противоположными, нормальными
к границе сосредоточенными силами, приложенными в противоположных
точках границы, поддается рассмотрению по схеме автора сравнительно
легко. Отметим, что эта частная задача решалась в замкнутом виде различ-
ными способами. Данное в работе Зоннтага (Sonntag [1]) ее решение,
основанное на конформном отображении полосы, отличается от известных
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ранее решений быстрой сходимостью содержащихся в нем несобственных
интегралов.

Н. С. Курдин [1] указал решение в замкнутой форме для случая
внешности параболы, когда среда подвержена действию сосредоточенной
нагрузки, приложенной в точке ее края.

В работе Бухвальда и Тиффена (Buchwald a. Tiff en [I ]) изучается попе-
речный изгиб свободно опертой по краям неограниченной тонкой пластинки,
когда срединная поверхность ее представляет собой полуплоскость или
прямолинейную полосу. Условия свободного опирания по контуру, как
было указано выше, вырождаются на его прямолинейных участках, а это
позволяет авторам найти решение для рассматриваемых случаев элемен-
тарно, в интегралах типа Копти и интегралах Фурье. Рассмотрение авторов
включает доказательство теоремы единственности упругого состояния,
справедливой при известных условиях на бесконечности, и подробное
решение для одного частного случая (внутренних) сосредоточенных на-
грузок.

Некоторые случаи односвязных областей с границами, уходящими
в бесконечность, рассматривались также в работах Сейка (Seika [3])
и Шиоя (Shioya [1 ]). В первой из этих работ рассмотрена задача о плоской
деформации полуплоскости, растянутой равномерными усилиями на
бесконечности, когда прямолинейная ее граница ослаблена симметричным
вырезом в форме буквы U. Растягивающие усилия параллельны прямо-
линейной границе полуплоскости у = О, граница упругой среды свободна
от внешних усилий. Полуплоскость с указанным вырезом, близким по
форме к полуовалу, отображается при помощи функции

(1)

где R, тп, п — действительные постоянные, на полуплоскость с выброшен-
ным у границы полукругом. После обычной процедуры представления
искомых потенциалов в виде сумм двух функций, первые слагаемые кото-
рых дают напряжения в растягиваемой сплошной полуплоскости, а вторые
соответствуют дополнительным напряжениям, возникшим вследствие
ослабления среды, искомые функции представляются (без надлежащего
обоснования) специально подобранными рядами Лорана. Использование
степенных рядов дает здесь возможность свести задачу к некоторой беско-
нечной системе линейных уравнений, которая решается затем приближен-
но методом возмущений. За параметры возмущения берутся считаемые
малыми числа man, входящие в формулу (1) и характеризующие форму
и размеры выреза. В названной работе Shioya [1] точно таким же путем
рассмотрена задача об одностороннем изгибе неограниченной пластинки,
занимающей полуплоскость с удаленным у границы полуэллипсом. В обеих
работах до конца разобраны численные примеры для различных парамет-
ров задачи, приведены таблицы для коэффициента концентрации напря-
жений и построены эпюры напряжений и моментов. Судя по полученным
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здесь численным результатам, таким путем можно, по-видимому, полу-
чить картину напряженного состояния, достаточно близкую к истинной.
Тем не менее подход этот требует обоснования.

§ 160. Различные специальные вопросы. Недавно С. М. Белоносову
И—3] удалось получить интегральные уравнения плоской задачи, при-
годные, вообще говоря, и в случае угловых точек х ). Рассматриваемая
область (конечная или бесконечная), ограниченная кусочно-гладким
контуром L, отображается на правую полуплоскость Re t, > 0 плос-
кости вспомогательного переменного £ = | + it]. Затем для иско-
мых комплексных потенциалов ф и г|э, регулярных в правой полупло-
скости, получаются функциональные уравнения, аналогичные уравне-
ниям, данным в § 78. Эти функциональные уравнения после применения
к ним одностороннего преобразования Лапласа приводят к интегральному
уравнению с действительным симметричным ядром относительно неизвест-
ной плотности интегрального представления. Если контур L не содержит
угловых точек и вообще достаточно гладок, то ядро уравнения, определен-
ное для обеих переменных на всей бесконечной прямой, является фредголь-
мовым. В общем случае при наличии угловых точек оно уже не будет
фредгольмовым, но будет принадлежать к типу ядер Карлемана. Для
частных случаев клина- и бесконечной полосы интегральное уравнение
допускает обращение по формуле Римана — Меллина и решение задачи
находится в замкнутом виде (в квадратурах). Ядра интегральных операто-
ров, входящих в решение задачи, не выражаются, правда, в элементарных
функциях, но их всегда можно аппроксимировать с достаточной точностью
простыми кусочно-аналитическими функциями. В названной выше работе
С М. Белоносова [2] рассмотрен с доведением до численных расчетов
пример клина, когда к одной из его граней на некотором расстоянии от
вершины приложена сосредоточенная нагрузка. Аналогичная задача была
также решена в статье Годфри (Godfrey [1 ]) с помощью преобразования
Меллина.

Тем же путем, при помощи конформного отображения на круговое
кольцо и последующего (не взаимно-однозначного) отображения на пра-
вую полуплоскость Re L, > 0, С. М. Белоносов построил в другой работе
{4] аналогичные интегральные уравнения для произвольной двусвязной
области. Детальное изучение этих уравнений, проведенное на примере
кругового кольца, позволило автору построить для этого случая решения
в замкнутой форме (в квадратурах) обеих основных задач. Найденное

1) Как показал Л. Г. Магнарадзе (указания см. в § 99), интегральные урав-
нения Мусхелишвили (§ 98) сохраняют силу и для контуров с углами, если вхо-
дящие в уравнения интегралы понимать в некотором обобщенном смысле. Интеграль-
ные уравнения С. М. Велоносова, построенные при помощи предварительного кон-
формного отображения (см. ниже), отличны от уравнений Мусхелишвили.
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решение второй задачи сравнивается с известным в литературе решением
той же задачи в степенных рядах 1 ) .

Следует отметить, что в ряде случаев, представляющих интерес для
приложений, те или иные интегральные уравнения, служащие цели общих
исследований граничных задач, могут быть непосредственно применены
и к построению эффективного решения. Мы имеем в виду прежде всего
возможности, доставляемые уравнениями Лауричелла — Шермана (§ 101).
Идея практического применения интегральных уравнений основывается
на следующем соображении.

Предположим, что нам известна функция, реализующая конформное
отображение занятой упругой средой односвязной области или области,
дополняющей эту последнюю до полной плоскости комплексного пере-
менного, на единичный круг. Если с помощью этой функции произвести
замену переменной в упомянутом интегральном уравнении плоской задачи,
то оно преобразуется в уравнение на окружности единичного радиуса,
причем ядро вновь полученного уравнения будет выражено в явном виде
через граничные значения отображающей функции. При элементарных
полиномиальных отображениях вида (1) § 153 ядро это будет сохранять
простую структуру, и к решению интегрального уравнения можно при-
менить обычный метод рядов Фурье. Этот прием решения, впервые при-
мененный Д. И. Шерманом к задаче о сплошном эллипсе, использовался
впоследствии в ряде конкретных случаев. Мы ограничимся ссылкой на
работы Л. Д. Корбуковой [1, 2] и Н. Д. Тарабасова [4].

Хиллом (Hill [1 ]) для несжимаемого материала (а = 1 /2) была
обнаружена любопытная зависимость между решениями первой и второй
основных плоских задач. Пусть <р и г|э — решение задачи о плоской деформа-
ции, например, при некоторых, заданных на границе среды внешних уси-
лиях ХпиУп. Тогда, как показал Хилл, упругие смещения точек контура
и *, v*, соответствующие комплексным потенциалам ср* = £ф и г | ) * =
= i\|), могут быть определены непосредственно по заданным Хп и У„,
минуя решение самой задачи. Решение первой задачи, таким образом,
всегда может быть приведено к решению второй, сопряженной в указан-
ном смысле задачи теории упругости. При том же предположении относи-
тельно упругих свойств материала имеет место, разумеется, и обратная
зависимость.

IV. СМЕШАННЫЕ И КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ ПЛОСКОЙ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Смешанные и контактные задачи относятся к числу наиболее важных
для приложений и, по-видимому, наиболее трудных задач линейной теории
упругости.

х) Указанные здесь результаты подробно изложены в появившейся недавно
монографии С. М. Белоносова [5].
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Общий метод решения некоторого типа смешанных и контактных
задач, использующий аппарат теории функций комплексного переменного,
и решение ряда конкретных задач изложены в гл. VI настоящей книги,
а также в гл. V второго издания книги Н. И. Мусхелишвили [25].

§ 161. Смешанные задачи плоской теории упругости и теории изгиба
пластинок. Как было уже упомянуто в § 103 настоящей книги, Д. И. Шер-
ман [17] дал способ решения основной смешанной плоской задачи теории
упругости для многосвязной области. Г. Ф. Манджавидзе [1, 2] подробно
исследовал сингулярное интегральное уравнение Д. И. Шермана, построен-
ное для решения указанной задачи. Это же уравнение позволило Г. Ф. Ман-
джавидзе [2 ] решить смешанную задачу изгиба нормально нагруженной
тонкой изотропной пластинки, когда часть края пластинки заделана,
а остальная — свободна. Если область, занятую пластинкой, можно ото-
бразить конформно на круг при помощи полинома, то эту задачу, как
и основную смешанную задачу (см. § 127), можно решить эффективно. Это
сделано в статьях М. Е. Карапетяна [1] и Станеску (Stanescu [1]).

А. И. Каландия [2] построил систему сингулярных интегральных
уравнений для решения общей задачи изгиба Пластинки, когда часть края
заделана, другая — оперта, а остальная — свободна. Им же была построе-
на система интегральных уравнений Фредгольма для решения задачи
изгиба пластинки, когда часть края пластинки заделана, а остальная
часть оперта (Каландия [1]).

В работе А. И. Каландия [10] предлагается способ, позволяющий
находить приближенное решение некоторых задач об изгибе тонких пла-
стинок, а также плоских задач теории упругости, когда упругая среда
занимает полукруг. Задача решается приведением к некоторому сингу-
лярному интегральному уравнению и последующим применением к этому
уравнению численного метода решения; в работе способ изложен примени-
тельно к задаче изгиба пластинки, имеющей форму полукруга, когда плас-
тинка заделана но полуокружности и свободна по диаметру.

В работах Д. И. Шермана [37, 38] были построены вполне регулярные
бесконечные алгебраические линейные системы для решения задачи изги-
ба равномерно нагруженной круглой пластинки, когда одна часть дуги
круговой границы оперта, а по оставшейся части дуги пластинка заделана
или свободна. В работах Зорского (Zorski [1—4]) с помощью метода сингу-
лярных интегральных уравнений и теории граничных задач линейного
сопряжения решены задачи изгиба пластинок, когда пластинка имеет вид
полуплоскости, квадрата или полуполосы и когда заданы смешанные
граничные условия (край пластинки частично заделан, частично оперт или
частично свободен).

При помощи метода интегральных уравнений Фредгольма в работах
Новацкого (Nowacki [1 ]) и Калиского и Новацкого (Kaliski a. Nowacki
[1 ]) были изучены смешанные задачи для прямоугольных пластинок.
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Л. М. Куршин [1] построил интегральное уравнение для решения
смешанной задачи для квадранта, когда на одной стороне квадранта равны
нулю смещения, на другой — внешние напряжения и когда во внутренней
точке квадранта приложена сосредоточенная сила.

В работе Я. С. Уфлянда [1] при помощи преобразования Меллина
решена задача о плоской деформации клина, на одной грани которого
заданы смещения, а на другой — напряжения. Следует отметить, что при-
менение метода интегральных преобразований к задачам теории упруго-
сти подробно рассматривается в монографиях Снеддона (Sneddon [2])
и Я. С. Уфлянда [2].

И. Г. Альперин [1 ] решил задачу смешанного типа: бесконечная поло-
са сжимается в поперечном направлении полубесконечными абсолютно
жесткими тисками на постоянную величину, без трения.

В работе М. Я. Беленького [1] рассмотрена смешанная задача для
полосы, когда на части ее границы задано нормальное смещение, па остав-
шейся части — нормальное напряжение, касательное же напряжение равно
нулю вдоль всей границы; построено и исследовано интегральное уравне-
ние для нахождения нормального напряжения; для одного частного слу-
чая дано приближенное решение.

Ряд работ посвящен решению смешанных задач для полосы методом
Винера — Хопфа. Построив приближенное решение интегрального урав-
нения типа Винера — Хопфа, Койтер (Koiter [3]) дал решение задачи изги-
ба пластинки в виде полосы, когда одна грань заделана или оперта, дру-
гая грань частично заделана, частично оперта.

Тем же методом в работе Соколовского (Sokolowski [2]) решена зада-
ча, рассмотренная в указанной выше работе И. Г. Альперина [1], а также
рассмотрен случай, когда нормальное смещение изменяется по показа-
тельному закону.

В работах Соколовского (Sokolowski [1]), Мачинского (Matczyiiski
[1]) методом Винера — Хопфа решены некоторые задачи смешанного типа
для полосы (часть полосы оперта, остальная часть упруго закреплена;
часть полосы свободна от напряжений, остальная часть упруго сжи-
мается).

Г. П. Черепанов [1], используя граничные задачи линейного сопря-
жения, решил в общей постановке основную смешанную задачу плоской
теории упругости для плоскости с разрезами, расположенными на одной
прямой (ср. § 120 настоящей книги). Им же (Черепанов [2]) дано решение
основных граничных задач плоской теории упругости в неоднородной
бесконечной пластинке с разрезами вдоль одной прямой или окружности.

В § 128 упомянута работа Д. И. Шермана [22], в которой выведены
уравнения Фредгольма для решения рассматриваемой там задачи о сопри-
касании упругого тела с жестким профилем. В последующей работе
Д. И. Шермана [39] выведена другая, более удобная система уравнений
Фредгольма для решения той же задачи.
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§ 162. Контактные задачи плоской теории упругости. В работе
В. И. Моссаковского и П. А. Загубиженко [1] применением метода, изло-
женного в § 120, решается контактная задача для бесконечной упругой
плоскости, ослабленной прямолинейной щелью, которая сжимается сила-
ми, направленными под углом к линии щели. Ширина щели в недефор-
мированном состоянии считается постоянной, тогда в средней части
противоположные края щели смыкаются. Границы участка смыкания
определяются из условия конечности напряжений на концах этого участка,
аналогичного соответствующему условию § 116.

Как уже упоминалось выше, И. Г. Араманович [1 ] построил квазире-
гулярную бесконечную линейную систему для решения контактной задачи
о давлении штампа с прямолинейным основанием на полуплоскость, имею-
щую круговое отверстие, симметрично расположенное вблизи места ее
соприкосновения со штампом.

В работе М. П. Шереметьева [1] рассматривается несколько задач
об упругом равновесии бесконечной пластинки с круговым отверстием,
в которое вложена круглая абсолютно жесткая или упругая шайба того
же радиуса. Для решения этих задач построены интегро-дифференциаль-
ные уравнения типа уравнения Прандтля теории крыла конечного размаха.

В работе В. В. Панасюка [1] также построено интегро-дифференци-
альное уравнение для решения задачи о давлении абсолютно жесткого
круглого диска, вставленного в круговое отверстие того же радиуса
в бесконечной пластинке, когда к диску приложена сосредоточенная сила.

В. В. Панасюк [2, 3] построил интегро-дифференциальное уравнение,
являющееся обобщением интегро-дифференциального уравнения кон-
тактной задачи на случай, когда штамп произвольной формы (близкой
к круговой) давит на круговое отверстие вдоль части их общей границы,
причем площадку соприкосновения уже нельзя считать малой.

В работе А. И. Каландия [6] это уравнение получено другим методом;
кроме того, построено интегро-дифференциальное уравнение для контакт-
ной задачи, когда в круговое отверстие в бесконечной упругой среде
вставлена упругая круглая шайба того же радиуса, но с другими, вообще
говоря, упругими постоянными.

Упомянутые интегро-дифференциальные уравнения сходны с уравне-
нием типа Прандтля теории крыла конечного размаха. Для решения
этих уравнений был предложен приближенный метод Мультоппа. В работе
А. И. Каландия [7 ] дается обоснование приближенного метода Мультоппа,
а также некоторые применения этого метода к плоским контактным задачам.

А. И. Каландия [8, 9] решил также контактные задачи для случая,
когда в круговое отверстие, проделанное в бесконечной упругой среде,
вложена упругая шайба из другого материала, имевшая первоначально
несколько меньший радиус.

М. П. Шереметьев [8] предложил способ приближенного решения
уравнения типа Прандтля, построенного в его работе [1].



§ 163] Y. ОБОБЩЕНИЕ БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 603

В работе А. Г. Угодчикова и А. Я. Крылова [1] решается задача
о контакте между круговым диском, нагруженным в центре сосредоточен-
ной силой, и круговым кольцом, по внешнему контуру которого действует
заданная нагрузка.

В работе Буффлера (Buffler [1 ]) построена система двух сингулярных
интегральных уравнений для определения напряженного состояния в слу-
чае, когда две пластинки, близкие по своей форме к полуплоскостям,
соединены вдоль отрезка.

V. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ОБОБЩЕННОМУ
БИГАРМОНИЧЕСКОМУ УРАВНЕНИЮ

В этом отделе мы коснемся двух вопросов, на первый взгляд имеющих
мало общего между собой, но на самом деле тесно связанных, так как оба
приводят к рассмотрению некоторого уравнения четвертого порядка,
представляющего обобщение бигармонического уравнения.

§ 163. Плоская статическая задача теории упругости для анизо-
тропных тел, обладающих плоскостью упругой симметрии. Об этой задаче
кратко упоминалось в § 104 основного текста книги. Здесь мы скажем
о ней несколько более подробно.

Методы теории функций комплексного переменного, как показал
впервые С. Г. Лехницкий (его работы были опубликованы в тридцатых
годах; см., например, [1]), применимы и к случаю однородного анизотроп-
ного тела, имеющего в каждой точке плоскость упругой симметрии, парал-
лельную данной плоскости, которую мы примем за плоскость Оху. Если
тело подвергается плоской деформации, параллельной этой плоскости,
то функция напряжений (функция Эри) удовлетворяет вместо бигармони-
ческого уравнения более общему уравнению (имеется в виду случай отсут-
ствия объемных сил):

дЧ1 д*У , д*Ц , д*Ц ,
а О - ^ Г + а 1 дхЗду + « 2 дх2ду2 + « 3 дхду3 + « 4 Qyi - U , (1)

где а0, . . ., а4 — действительные постоянные, зависящие от упругих
свойств рассматриваемого тела (аналогичное уравнение имеет место и для
обобщенного плоского напряженного состояния пластинки).

И в этом случае удается построить общее представление решения
плоской теории упругости при помощи двух функций комплексных пере-
менных. Это представление существенно зависит от корней так называемо-
го характеристического уравнения

aQ + ats + a2s
2 + a3s

3 + a4s
4 = 0. (2)

Как показал С. Г. Лехницкий, это уравнение не имеет действительных
корней.

Если уравнение (2) имеет кратные корни
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то общее действительное решение уравнения (1) представится в виде

0 + xW, (3)
как в случае изотропного тела, но на этот раз комплексное переменное
г имеет вид

z = х + sy = (х -J- ау) + ФУ, (ж, г/) в 6",

где S обозначает область, занятую телом.
Произведя аффинное преобразование

х'=х + ау, у' = $у, (4)

мы придем к обычному комплексному переменному

z' = x' + iy',

изменяющемуся в области S', получаемой из области S аффинным пре-
образованием (4).

Формула (3) и вытекающие из нее выражения для компонент напря-
жения и смещения, которые мы не приводим, показывают, что этот слу-
чай [т. е. случай кратных корней уравнения [2) ] представляет собою почти
полную аналогию со случаем изотропного тела, и поэтому мы на нем не
останавливаемся.

В случае, когда уравнение (2) не имеет кратных корней, т. е. имеет
четыре различных попарно сопряженных корня:

sl = ai + i$i, Sj = at — i$u s2 = a2+if>2, s2 = a2—ф2,

ебщее действительное решение уравнения (1) представляется в виде

2U(x,y) = F1(zl) + F~M + F2(z2) + F2~$2~) (5)

при помощи двух аналитических функций переменных

zi=x + siy, z2 = x + s2y,

которые можно заменить обычными комплексными переменными

z' = x' + iy', z" = x"+iy",

изменяющимися соответственно в областях S', S", полученных из области
S соответствующими аффинными преобразованиями, аналогичными пре-
образованию (4); контуры этих областей мы обозначим соответственно
через L' и L". Мы для простоты предполагаем область S, занятую телом,
односвязной.

Мы видим, что рассматриваемый случай значительно сложнее, чем
случай изотропного тела, так как здесь приходится иметь дело с функция-
ми двух различных комплексных переменных, изменяющихся в двух
различных областях. Однако и в рассматриваемом случае удается полу-
чить решения граничных задач при помощи методов, аналогичных изложен-
ным в основном тексте книги, но более сложных. Ряд важных результатов
в этой области принадлежите. Г. Лехницкому, С. Г. Михлину, Г. Н. Сави-
ну, Д. И. Шерману и др.

Мы ограничимся указанием одного общего и важного результата.
В общем случае первая и вторая основные граничные задачи сводятся
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к решению следующей граничной задачи теории функций комплексное
переменного: найти две функции

<Di(z'), ФгСО,

аналитические, соответственно, в областях S' и S", по следующему гранич-
ному условию:

Ф2 (Г) = А& (П + А2ФЖ) + F (*'), (6)

где Ai и А2 — определенные постоянные; F (tr) — заданная функция точ-
ки контура L'; t" — точка контура L", соответствующая точке t'. Основная
смешанная задача сводится также к задаче вида (6), но в этом случае
коэффициенты А^ и А2 являются кусочно-постоянными, а функция Ft(t')
задана с точностью до кусочно-постоянного слагаемого, не определенного
заранее.

Применяя конформное отображение областей iS" и S" на заданную
область 2, скажем на единичный круг (в случае, когда область S одно-
связна), получаем граничную задачу вида

ф 2 (а (*)) - а,Ф, (0 + я2фГ(0 + / (0, (')

где а ь а2, /, а — заданные функции на границе Г области 2 (при этом функ-
ция a (t) переводит контур Г в самого себя взаимно-однозначно), a q)j
и ф2 — искомые аналитические функции в области 2.

Граничная задача (7) или (6) принадлежит к типу задач, которые
называются «задачами сопряжения со сдвигом», так как точки, в которых
сопрягаются граничные значения искомых функций, сдвинуты друг отно-
сительно друга. Задачи этого типа хорошо изучены за последнее время
Д. А. Квеселава, Н. П. Векуа (см., например, второе издание книги
Н. И. Мусхелишвили [25]) и др.

С такой точки зрения основная смешанная задача плоской теории
упругости анизотропного тела изучена Г. Ф. Манджавидзе [3].

§ 164. Стационарные динамические смешанные задачи. Представ-
ляют интерес работы, посвященные применению методов теории функций
комплексного переменного к решению стационарных динамических сме-
шанных задач теории упругости. Впервые такие задачи были поставлены
и исследованы в работах Л. А. Галина [1, 4].

Л. А. Галин рассмотрел задачу о штампе, движущемся с постоянной
скоростью V, меньшей скорости распространения поперечных волн с2 =

= 1/ — , вдоль границы упругой полуплоскости г). Он исходил из дина-

мических уравнений теории упругости в смещениях. Перейдя от непо-

движных координат х, у к подвижным координатам х = х + Vt, у = у,

J) В работах Л. А. Галина имеются неточности; мы приводим его формулы
в исправленном виде.
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в которых задача оказывается стационарной, Л. А. Галин выразил ком-
поненты смещения через вторые производные некоторой функции, для
которой после преобразования переменных получил линейное уравнение
в частных производных четвертого порядка с постоянными коэффициента-
ми, аналогичное тому, которое получается для функции напряжений
в плоской задаче теории анизотропной упругости. Следуя С. Г. Лехницко-
му, Л. А. Галин составил общее решение упомянутого уравнения, которое
приводит к следующим выражениям для напряжений и смещений:

и = — 2 Im [Ay («О + В^ (z2)], v = 2 Re [C<p (z,) + Щ (z2)],

где А, В, С, D, L, F, G, II, M, N — величины, зависящие от упругих
постоянных материала и безразмерной скорости штампа т = vlc2.

Здесь и далее используются обозначения:

A,, fJ- — постоянные Ламе, Q — плотность материала. Функции ср (zj)
и г|з (z2) представляют собой аналитические функции комплексных пере-
менных

zt = x + ik^y, z2 -- х + ik2y,

производные которых связаны линейными зависимостями с другими ана-
литическими функциями wi и w2. Эти последние функции в свою оче-
редь определяются формулами:

Далее, имеет место соотношение

dv

дх J ij=o

где введены обозначения:
2Е

/ " 1 —2а I"! Г . 1 — 2сг , 1 -1/2

В силу формул Сохоцкого — Племеля (§ 68) имеем на границе полу-
плоскости при z = х:

оо

ui=z \ (Yv)y=o^z^, vi^a{Yy)

Предыдущие формулы дают возможность привести задачу о стацио-
нарно движущемся штампе к задаче Римана — Гильберта для функций
Wi И W2.
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Л. А. Галин предполагает, что на поверхности штампа действуют силы
кулонова трения с коэффициентом к, так что к (Уу)у=о = (Ху)у=о- Таким
образом, если штамп простирается от х = а до х = Ъ, то задача Римана —
Гильберта для определения аналитической в нижней полуплоскости функ-
ции wi (z) принимает вид

i>! = 0 (— оо < х^а,

— pnf (x) = ul-\-kqvi

В частности, для случая, когда коэффициент трения равен нулю, для
определения м̂  (z) получается смешанная задача, та же, что и для непо-
движного штампа. Когда u^ (z) изв'естна, w2 (z) находится элементарно.
Решение этих задач получается в замкнутом виде применением хорошо
известных методов (см. Мусхелишвили [25]). Л. А. Галиным подробно
исследованы различные частные случаи (в частности, случай параболическо-
го штампа) и вычислены распределения нормальных и касательных напря-
жений под штампом.

Стационарные динамические задачи для полуплоскости были незави-
симо, но позднее рассмотрены методом, близким к изложенному, Снеддо-
ном (Sneddon [4]), исследовавшим также частный случай равномерно дви-
жущейся по границе полуплоскости сосредоточенной силы. Радок (Radok
[1]) также независимо пришел к изложенному методу, исходя из уравне-
ний в напряжениях. Им были рассмотрены примеры движущегося парабо-
лического штампа, движущейся дислокации и движущейся трещины посто-
янной длины в однородном поле растягивающих напряжений. Следует
отметить, что две последние задачи были исследованы ранее, соответствен-
но, в работах Эшелби (Eshelby [1]) и Иоффе (Yoffe [1]), использовавших
другой метод.

В работе Крэггса (Craggs [1]) была по существу тем же методом рас-
смотрена задача о полубесконечной прямолинейной трещине, распростра-
няющейся с постоянной скоростью под действием перемещающейся с той
же скоростью нагрузки.

В работе Г. И. Баренблатта и Г. П. Черепанова [2], выполненной,
одновременно с предыдущей, была исследована стационарная задача
о расклинивании хрупкого тела движущимся с постоянной скоростью
тонким жестким полубесконечным клином, так что перед клином дви-
жется свободная трещина.

В обеих последних работах было обнаружено любопытное обстоятель-
ство: оказалось, что при стремлении скорости перемещения нагрузки
(или клина) к скорости распространения поверхностных волн Релея,.
несколько меньшей скорости распространения поперечных волн, насту-
пают своеобразные резонансные явления. В частности, напряжения во всех
точках тела стремятся при этом к бесконечности, а длина свободной трещи-
ны перед клином стремится к нулю. Это привело авторов указанных работ
к заключению, что релеевская скорость является предельной скоростью.
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распространения трещин. Следует отметить, что резонансные явления
возникают при стремлении скорости к релеевской не только в задачах,
связанных с трещинами, но и в задачах о подвижном штампе и прочих
стационарных динамических задачах рассматриваемого типа.

Во всех перечисленных работах скорость движения нагрузки предпо-
лагалась дозвуковой. В работе Коула и Хута (Cole a. Huth [1]) задача
о перемещении сосредоточенной силы по границе полупространства, иссле-
дованная впервые Снеддоном (Sneddon [4]), была рассмотрена для про-
извольных скоростей, в том числе лежащих в интервале между скоростью
распространения поперечных и скоростью распространения продольных
волн и скоростей, больших скорости распространения продольных волн.

В работе Эрингена (Eringen [1]) была рассмотрена задача о диске,
по поверхности которого с постоянной угловой скоростью движется
нагрузка. Эта задача естественно обобщает рассмотренные выше задачи
о нагрузке, движущейся с постоянной скоростью вдоль границы полу-
плоскости.

VI. ТЕОРИЯ ТРЕЩИН

В последние годы значительное внимание привлекли к себе задачи
теории трещин, связанные с математической теорией хрупкого разруше-
ния. Теория хрупкого разрушения, предполагающая, что тело сохраняет
свойство линейной упругости (т. е. подчиняется обобщенному закону
Гука) вплоть до разрушения, берет свое начало от работ Гриффитса (Grif-
fith [1, 2]). Длительное время считалось, что область применимости этой
теории ограничена немногими материалами типа стекла вследствие нали-
чия в разрушающихся телах значительных областей пластических дефор-
маций. Интенсивное развитие теории хрупкого разрушения началось
после работ Ирвина (Irwin [1]) и Орована (Orowan [1]), показавших, что
в большом числе практически важных случаев разрушение происходит
квазихрупким образом, т. е. так, что пластическая область хотя и существу-
ет, но имеет очень малые размеры и сосредоточивается в непосредственной
близости поверхности трещин. Эта важная идея открыла возможность
применять теорию хрупкого разрушения во многих практических задачах.

Методы, развитые в настоящей книге, находят широкое применение
в теории хрупкого разрушения. Изложение теории трещин, как и во
всей этой главе, ведется, в основном, именно с точки зрения методов на-
стоящей книги, поэтому в ряде случаев результаты различных авторов
излагаются иначе, чем они были первоначально получены.

§ 165. Постановка задач. Основные представления. Трещины мате-
матически рассматриваются как поверхности разрыва смещений в не-
деформированном теле, ограниченные некоторой гладкой линией — конту-
ром трещины. Для простоты ограничимся здесь изложением теории
трещин нормального разрыва, когда претерпевает разрыв только нормаль-
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нормальная компонента смещения; теория непосредственно распростра-
няется на общий случай.

Возьмем вблизи произвольной точки О гладкого контура поверхно-
сти разрыва нормальных смещений окрестность, характерный размер
которой мал сравнительно с радиусом кривизны контура в точке О. Де-
формацию в этой окрестности можно считать плоской и соответствующей
прямолинейному бесконечному разрезу в бесконечном теле под действием
некоторой системы симметричных относительно поверхности разреза на-
грузок (рис. 64). Нагрузки могут быть приложены на поверхности разреза
и внутри тела; нагрузки, приложенные на поверхности разреза, не

\ \

X + о

Рис. 64.

уменьшая общности, можно считать нормальными. Поле упругих элемен-
тов можно представить в виде суммы двух полей (рис. 64), первое из которых
соответствует сплошному телу под действием нагрузок, приложенных внут-
ри тела, а второе — телу с разрезом под действием симметричных нагрузок,
приложенных только на поверхности разреза. Форма деформированной
поверхности разреза определяется только вторым напряженным состояни-
ем, так как нормальные смещения на месте разреза для первого напря-
женного состояния равны по симметрии нулю. Этот прием приведения
нагрузки к распределенной по поверхности разрыва обоснован в наиболее
общем виде Бюкнером (Bueckner [1]). Анализ первого напряженного
состояния выполняется обычными методами; его можно считать известным.

Примем, что линия разреза (сечение поверхности разреза) соответству-
ет положительной полуоси Ох; нормальные напряжения g (х), приложен-
ные на линии разреза во втором напряженном состоянии, представляют
собой разность напряжений, приложенных на поверхности разреза в сум-
марном поле G (х), и напряжений на месте разреза, соответствующих пер-
вому напряженному состоянию.

Для определения второго напряженного состояния воспользуемся
методом § 120. Имеем в силу формул (8) § 32 и формул (7) и (9) § 120:

(Z), (1)

2ц (ит + ivm) = жр (z)—-co (z)—.(z — z) Ф (г)

(2)

(3)
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(индексом 2 отмечены величины, относящиеся ко второму напряженному
состоянию). В силу формул (20)—(22) § 120, без труда распространяемых
на случай полубесконечного разреза, имеем:

^ | (5)
о v v

На разрезе (х > 0, у — 0) и его продолжении (х < 0, у = 0) выполняются
соотношения

i < i ? > I m Ф (z). (6)

Отсюда и из формул, описывающих поведение интеграла типа Коши вбли-
зи концов линии интегрирования (Мусхелишвили [25]), получается выра-
жение для растягивающих нормальных напряжений вблизи конца разреза
на его продолжении

со

Ь \ ^ (7)

(s4 — малое расстояние рассматриваемой точки от конца разреза). Для
распределения нормальных смещений точек линии разреза вблизи его
конца получаем:

р<ю = ± 40_-а_2_) v \1Ш«+р (#.) (8)
о *•

(s2 — малое расстояние рассматриваемой точки линии разреза от его
конца; знаки плюс и минус отвечают соответственно верхнему и нижнему
берегам разреза).

Из соотношений (7) и (8) непосредственно вытекают формулы для
характеристик суммарного напряженного состояния вблизи контура
произвольной поверхности нормального разрыва:

+G(O) + 0 ( ^ 7 1 ) , ,, Т у + 0 ( ^ ) , (9)

где N — «коэффициент интенсивности напряжений», т. е. величина, завися-
щая от действующих нагрузок, конфигурации тела и поверхностей разрыва
в нем, а также от координат рассматриваемой точки О. В зависимости от
знака N могут, вообще говоря, встретиться три возможности.

Если N > 0, то в точке О контура поверхности разрыва действует бес-
конечное растягивающее напряжение. Форма деформированной поверх-
ности разрыва и распределение нормальных напряжений У у вблизи точки
О имеют вид, представленный на рис. 65 а.
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Если N < 0, то в точке О контура действует бесконечное сжимающее
напряжение. Форма деформированной поверхности разрыва и распреде-
ление напряжений Yу вблизи точки О имеют вид, представленный на
рис. 65 б. В этом случае противоположные берега трещины заходят один
за другой, как бы перехлестываясь: непосредственно очевидно, что этот
случай физически нереален. Если, наконец, N = 0, то действующее вбли-
зи контура растягивающее напряжение ограничено и при подходе к точке

•У

rff

Рис. 65 а. Рис. 65 6. Рис. 65 в.

О напряжение стремится к приложенному на поверхности в этой точке
контура нормальному напряжению, так что имеют место непрерывность
напряжений Уу на контуре и плавное смыкание противоположных
берегов поверхности разрыва на контуре (рис. 65 в).

Исследование распределения напряжений и деформаций вблизи края
поверхности нормального разрыва было начато Вестергардом (Wester-
gaard [I, 2]), Снеддоном (Sneddon [I, 2]), Снеддоном и Эллиотом (Sned-
don a. Elliott [1]) и продолжено Г. И. Баренблаттом [1], Уильямсом (Wil-
liams [1]) и Ирвином (Irwin [2—4]). Полученные результаты относятся
к произвольной поверхности нормального разрыва смещений. Покажем,
что для равновесной трещины во всех точках контура N = 0. Рассмотрим
возможное состояние упругой системы, которое отличается от действи-
тельного равновесного состояния только некоторым изменением формы кон-
тура трещины в малой окрестности произвольной его точки О (рис. 66 а,б)).
Новый контур представляет собой некоторую кривую, окружающую точ-
ку О и лежащую в плоскости трещины. Эта кривая касается исходного
контура трещины в точках А и В, близких к О; во всех остальных местах
контуры всех трещин остаются неизменными. Ввиду близости точек каса-
ния А и В к точке О исходный контур трещины на участке АВ можно счи-
тать прямолинейным. Распределение нормальных смещений точек новой
поверхности трещины и распределение растягивающих напряжений в этих



612 ГЛАВА ВОСЬМАЯ. КРАТКИЙ ОБЗОР РАБОТ ПОСЛЕДНЕГО ВРЕМЕНИ [§ 165

точках до образования новой поверхности трещины имеют, согласно пре-
дыдущему, с точностью до малых величин вид

7v , . N
v= ± Е (10)

где N — коэффициент интенсивности напряжений в точке О.
Энергия 6W, освободившаяся при образовании новой поверхности

трещины и равная работе, потребной для закрытия этой новой поверх-
ности, составляет

= \

OS

Ъ h

[ dx
i 6

Них-
2 ( 1 — (И)

где hS — величина площади новой поверхности трещины.
Равновесная трещина отличается от произвольной поверхности

нормального разрыва именно тем, что освободившаяся энергия 6W обра-
щается в нуль. Отсюда и из (11) следует:

JV = O. (12)

Таким образом, справедливо важное утверждение, характеризующее
структуру равновесной трещины вблизи ее контура:

1. Растягивающее напряжение на контуре трещины конечно.
2. Противоположные берега трещины плавно смыкаются на ее контуре.
В гипотетической форме условие конечности напряжений и плавно-

сти смыкания противоположных берегов на краях трещины было впервые

i

у
x=a

У

•itч<
x=b

Рис. 66 6.

предложено С. А. Христиановичем (Желтов иХристианович [1], Баренблатт
и Христианович [1]). Приведенное выше доказательство этого условия
дано в работе Г. И. Баренблатта [2]. Формула (11) для случая плоской
деформации вне связи с конечностью напряжений и плавностью смыка-
ния на краю трещины была указана в работах Ирвина (Irwin [2—4]).

Условие С. А. Христиановича (12) позволяет при заданной системе
сил, действующих на тело, сформулировать задачу теории равновесных
трещин. В рамках плоской задачи и для простейшего случая, когда сим-
метрия тела и приложенных нагрузок обеспечивает развитие прямоли-
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нейных трещин, эта задача ставится следующим образом. Для данного рас-
положения начальных трещин и данной системы сил, действующих на
тело, требуется найти напряжения, деформации и координаты концов
трещин так, чтобы удовлетворить дифференциальным уравнениям равно-
весия, граничным условиям и обеспечить конечность напряжений и плавное
смыкание противоположных берегов
на краях трещин. V LP /д

Разберем решение этой задачи I
на примере изолированной прямоли- ^^^-—
нейной трещины в бесконечном упру- ^^^^--^ _--•-' J"
гом теле, сжатом на бесконечности I
всесторонним напряжением q. Трещи- / *Р \
на поддерживается в раскрытом состо-
янии сосредоточенными силами Р,
приложенными в противоположных
точках ее поверхности (рис. 67). Используя результаты § 82а, можно полу-
чить решение уравнений равновесия, удовлетворяющее граничным усло-
виям, при произвольной длине трещины 21. Напряжения и смещения при
этом выражаются формулами (1) и (8) § 32, причем

Уравнения равновесия и граничные условия не определяют длины трещи-
ны 21. Распределения напряжений Yv на продолжении трещины и нормаль-
ных смещений v точек линии трещины вблизи ее конца представляются
в виде

Конечность напряжений и плавность смыкания берегов трещины на ее
концах одновременно обеспечиваются при условии

nq '

которое и определяет размер трещины при данных нагрузках Р и д .
Попытаемся теперь определить размер 21 изолированной прямоли-

нейной трещины в бесконечном теле, растягиваемом на бесконечности одно-
родным напряжением р0 в направлении, перпендикулярном трещине.
Если считать, что концы трещины свободны от напряжений, то из резуль-
татов п. 1 § 82а вытекает, что растягивающее напряжение на продолже-
нии трещины вблизи ее конца зависит от расстояния от конца Sj следующим
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образом:

V2T,
Отсюда получается, что ни при каком I напряжение Yv в конце трещины
не будет конечным и равновесной трещины не существует. Этот парадок-
сальный результат объясняется тем, что из-за предположения о том,
что поверхность трещины свободна от напряжений, здесь не приняты во
внимание силы сцепления, действующие вблизи концов трещины на ее
поверхности, и, таким образом, неполностью отражены нагрузки, действу-
ющие на тело.

Итак, для построения адекватной теории трещин хрупкого разруше-
ния необходимо дополнить модель хрупкого тела сравнительно с класси-
ческой моделью упругого тела путем учета сил сцепления, действующих

вблизи края трещины на ее поверхности.
Известно, что интенсивность сил сцепления,
действующих между двумя телами, существен-
но зависит от расстояния между этими телами,
сначала возрастая с увеличением расстояния до
некоторой весьма значительной максимальной
величины и затем быстро убывая. В настоящее
время не существует достоверных данных, по-
зволяющих определить зависимость сил сцеп-
ления от расстояния и тем более распределение
сил сцепления по поверхности трещины. Тем
не менее имеющиеся сведения о силах сцепле-
ния дают возможность сформулировать весьма
общие предположения, позволяющие сущест-

венно упростить анализ и, в конечном счете, вообще исключить силы
сцепления из рассмотрения.

Поверхность трещины естественно разделить на две части (рис. 68).
В первой части — внутренней области трещины — противоположные
берега трещины далеко отстоят один от другого, так что их взаимодействие
пренебрежимо мало и поверхность трещины можно считать свободной
от напряжений, обусловленных взаимодействием противоположных бере-
гов. Во второй части, прилегающей к контуру трещины,— концевой обла-
сти трещины — противоположные берега трещины, близко подходят
один к другому, так что действующие на этой части поверхности силы
сцепления имеют значительную интенсивность. (Для трещин квазихруп-
кого разрушения за поверхность трещины следует принять границу пла-
стической и упругой областей, так что концевая область включает в себя
границу пластической головки трещины.)

Физическ ий анализ приводит к следующим двум основным гипотезам.
П е р в а я г и п о т е з а . Ширина d концевой области мала срав-

нительно с размером всей трещины.

Рис. 68.



§ 165] VI. ТЕОРИЯ ТРЕЩИН 615

В т о р а я г и п о т е з а . Форма нормального сечения поверхности
трещины в концевой области {и, следовательно, локальное распределение
сил сцепления по поверхности трещины) не зависит от действующих
нагрузок и для данного материала при данных условиях {температура,
состав и давление окружающей атмосферы и т. п.) всегда одинакова. Под
нормальным сечением здесь понимается сечение плоскостью, нормальной
к контуру трещины. Вторая гипотеза означает, в частности, что вблизи
концов форма поверхности трещин в условиях плоской задачи всегда
одинакова.

Согласно второй гипотезе концевая область при расширении трещи-
ны как бы поступательно перемещается в другое место. Вторая гипотеза
применима только для тех точек контура трещины, где достигается макси-
мально возможная интенсивность сил сцепления, так что при сколь угодно
малом увеличении приложенных к телу нагрузок в этой точке происходит
расширение трещины.

Равновесные трещины, на контуре которых имеется хотя бы одна
такая точка, естественно назвать подвижно-равновесными в отличие от
неподвижно-равновесных трещин, этим свойством не обладающих и не
расширяющихся при бесконечно малом увеличении нагрузки.

Приведенные выше гипотезы являются единственными предположе-
ниями, лежащими в основе теории трещин. В явной форме они были
сформулированы в работах Г. И. Баренблатта [3—7].

Рассматриваемое тело, по предположению, является линейно упру-
гим вплоть до разрушения, так что поле упругих элементов в теле с тре-
щинами можно представить в виде суммы двух полей: поля, вычисленного
без учета сил сцепления, и поля, соответствующего действию одних только
сил сцепления. Поэтому величину N, входящую в формулы (9) и равную,
по доказанному, нулю, можно записать в виде N = No -(- Nm, где iV0

соответствует действующим на тело нагрузкам и той же конфигурации
трещин, но без учета сил сцепления, a Nm — той же конфигурации тре~
щин и одним только силам сцепления.

В силу первой гипотезы можно считать при определении Nm, что
упругое поле соответствует рассмотренной выше конфигурации бесконеч-
ного тела с полубесконечным прямолинейным разрезом, на поверхности
которого приложены симметричные нормальные напряжения. Отсюда и
из (7) следует, что

__ . 1 ?G(t)dt_ I P G(t)dt

где G (t) —• распределение сил сцепления, отличных от нуля только в кон-
цевой области 0 < ; i < d .

В силу второй гипотезы интеграл в правой части (15) представляет
собой константу, являющуюся характеристикой данного материала при
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данных условиях. Эта константа, обозначаемая через К:

J ill Cll / A f*\

•47т—' ( 1 6 )

и называемая модулем сцепления, является единственной характеристикой
сил сцепления, входящей в формулировку задач о трещинах при приня-
тых предположениях. В некоторых случаях используется другая харак-
теристика сил сцепления: плотность поверхностной энергии — энергия,
затрачиваемая на образование единицы площади новой поверхности тре-
щины Т. Величины К и Т связаны соотношением

(17)

Из формул (15) и (16) следует, что для точек контура трещины, в кото-
рых достигается максимальная интенсивность сил сцепления и, следова-
тельно, выполняется вторая гипотеза, имеет место условие

No = -K, ( Ш
я

так что растягивающее нормальное напряжение в точках тела, лежащих
на продолжении трещины, вычисленное без учета сил сцепления, стре-
мится к бесконечности по закону

Y « = - ^ + O ( i ) , (19)

где s — малое расстояние до конца трещины. Выполнение условия (18)
или (19) для одного из концов трещины означает достижение системой
трещин в данном теле состояния подвижного равновесия. Важно отме-
тить, что достижение трещиной состояния подвижного равновесия не сле-
дует, вообще говоря, связывать с началом неустойчивого быстрого разви-
тия трещины и тем более полным разрушением тела. Дело в том, что под-
вижно-равновесная трещина может быть как устойчивой, так и неустойчи-
вой; только в случае неустойчивости подвижного равновесия условие
(18) будет условием начала быстрого развития трещины.

Если на контуре трещины существуют точки, где интенсивность
сил сцепления меньше максимально возможной (например, точки кон-
туров нерасширенных надрезов или точки контуров трещин, получив-
шихся при уменьшении нагрузки из трещин, существовавших при
большей нагрузке), то в таких точках вторая гипотеза неприменима.
Силы сцепления, действующие в концевой области поверхности трещины
вблизи таких точек, меньше сил сцепления, действующих в концевой обла-
сти вблизи точек рассмотренного выше типа. Поэтому для таких точек
выполняется условие

N0<~K- (20)
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При повышении нагрузки силы сцепления в концевой области возра-
стают, обеспечивая конечность напряжения и плавность смыкания на
краю трещины. Однако трещина не распространяется, пока силы сцеп-
ления на данном ее конце не достигнут максимальной интенсивности,
так что станет применима вторая гипотеза и будет выполняться усло-
вие (18).

Условия (18) и (20) позволяют при определении положений концов
трещин вообще исключить силы сцепления из рассмотрения, ограничив-
шись их суммарной интегральной характеристикой, модулем сцепле-
ния. Специальные оценки показывают, что влияние сил сцепления на поля
напряжений и смещений существенно только в окрестности концов тре-
щин, имеющей размер порядка ширины d концевой области. Силы сцепле-
ния определяют структуру трещин вблизи их концов и только через
свою интегральную характеристику К — положение концов трещин.

Полученные условия дают возможность сформулировать основные
задачи теории равновесных трещин. В общей форме основная задача
теории равновесных трещин ставится следующим образом. Задается неко-
торая система начальных трещин в теле и процесс нагружения, т. е. систе-
ма действующих на тело нагрузок, зависящая от одного монотонно возра-
стающего параметра %. Для исходного состояния значение параметра А,
можно считать равным нулю. Требуется определить форму трещин, а также
найти распределение напряжений и смещений в теле, соответствующее
каждому X > 0. Предполагается, что изменения нагрузок достаточна
медленные, так что динамические эффекты не учитываются.

Решение этой задачи для общего случая криволинейных трещин весь-
ма затруднительно. В принципе оно должно осуществляться методом
последовательных шагов, причем направление развития трещины опре-
деляется условием локальной симметрии напряженного состояния вблизи
конца трещины, вытекающим из второй гипотезы.

В случае, когда симметрия тела, нагрузок и начальных трещин обеспе-
чивает возможность развития системы прямолинейных трещин и растяги-
вающие нагрузки монотонно возрастают с увеличением X, конфигурация
системы трещин в теле определяется только текущей нагрузкой, а не
всей историей процесса нагружения, как в общем случае.

Задача теории трещин формулируется при этом следующим образом:
в теле, ограниченном контуром 2, задана система начальных прямоли-
нейных трещин Го. Требуется найти поле упругих элементов и положе-
ние системы прямолинейных трещин Г, охватывающей первоначальную
систему Го, соответствующие данной нагрузке, т. е. данному значе-
нию к.

Сформулированная задача математически сводится к решению системы
дифференциальных уравнений равновесия теории упругости в области,
ограниченной контуром 2 и прямолинейными разрезами, при граничных
условиях, соответствующих данной нагрузке. При этом концы трещин
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системы Г должны быть определены так, чтобы в концах системы трещин
Го выполнялись условия (18) или (20).

Может оказаться, что решения поставленной задачи не существует.
Это означает, что приложенная нагрузка превосходит разрушающую,
так что при ее приложении наступает разрушение тела. Предельное зна-
чение параметра X, до достижения которого существует решение задачи,
соответствует разрушающей нагрузке.

§ 166. Частные задачи. Ниже мы остановимся на ряде конкретных
задач теории трещин, рассмотренных к настоящему времени. Как видно
из предыдущего, основным этапом в решении задач о равновесии систем
трещин является вычисление коэффициентов интенсивности N, соответ-
ствующих каждому из концов трещин. Большинство полученных резуль-
татов основано на использовании методов, развитых в настоящей книге.

Начнем с изолированной прямолинейной трещины, причем будем
считать, что на обоих ее концах достигнута максимальная интенсивность
сил сцепления. Предполагается, таким образом, что изолированная пря-
молинейная подвижно-равновесная трещина в бесконечной плоскости про-
стирается от х = а до х = Ъ. Обозначим через р (х) распределение нор-
мальных напряжений, которые возникают на месте трещины в сплошном
теле при тех же нагрузках; это распределение находится обычными мето-
дами и считается заданным. Для нахождения упругих полей в теле без
учета сил сцепления можно воспользоваться результатами § 120. Имеем:

(1)
2ni V(z — a)(z — b) * ' —"

откуда для коэффициентов интенсивности напряжений в концах а и Ъ

(без учета сил сцепления) получаем:

a
a

4 =
п\/Ь — a -Jv a

Удовлетворяя в точках а и Ъ условию (18) § 165, получаем:
ь ь

/bX V (3)

В частности, в случае симметричной трещины а = — Ъ = — I, p (х) =

= р (—х) имеем:
i
Р р (х) dx _ К .£.
} yj2—^ yYl '
о v

Соотношения (3) и (4) представляют собой конечные уравнения, опреде-
ляющие координаты концов трещины. Отметим, что в принципе эти урав-
нения аналогичны, соответственно, условиям (10)—(11) и (11') § 119,
определяющим положения концов площадки контакта в задаче о вдавлива-
нии штампа.
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Упомянем некоторые важные частные случаи. При р (х) = р0 =
= const (однородное поле напряжений) формула (4) дает

Это соотношение было получено Гриффитсом (Griffith [1, 2]) гораздо
более сложным путем, так как он использовал решение Инглиза (Inglis
[1]). Если р (х) = Рд (х) (6 (х) — дельта-функция 1); этот случай соответ-
ствует трещине, поддерживаемой сосредоточенными силами Р, прило-
женными посредине ее противоположных берегов), то формула (4) дает

1 = ~ . (6)

Представляет особый интерес развитие изолированной трещины при
пропорциональном нагружении (когда все нагрузки меняются пропорци-
онально некоторому параметру). В случае симметричной прямолинейной
трещины имеем р (х) = % f (x). Переходя к безразмерной переменной
g = х/l, приводим соотношение (4) к виду

Г - <'»
Таким образом, зависимость размера трещины I от параметра нагружения
X вполне определяется функцией ф (I), входящей в формулу (7). Функция
<р (Z) обладает следующими свойствами:

1°. Если на краю трещины не приложены сосредоточенные силы, то
при малых I функция ф (I) -> оо по закону

Ф(/) =
 г—г-- (8)

2°. Если растягивающие нагрузки, приложенные к телу с каждой
стороны трещины, ограничены и равны ХР, то при I -> оо функция ф (I) -*•
->- оо по закону

Ф(О = Ф - (9)
Из этого следует, что при выполнении сделанных предположений функ-
ция ф (Г) имеет по крайней мере один положительный минимум и по одно-
му участку убывания и возрастания. Если нагрузка с обеих сторон тре-
щины не ограничена, то функция ф может не иметь участков возрастания.

Сформулированные свойства функции ф (Г) важны при анализе устой-
чивости трещины. По определению, равновесная трещина является устой-
чивой, если никакое достаточно малое изменение положения ее концов

х) Эта обобщенная функция удовлетворяет соотношениям:
со

6(ж)==0 (хфО), X 8(x)dx = l.
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не приводит к возникновению сил, стремящихся еще более удалить тело
от нарушенного состояния равновесия. Очевидно, что неподвижно-равно-
весные трещины всегда устойчивы. Можно показать, что для устойчивости
подвижно-равновесной трещины необходимо, чтобы ее размер I возрастал
с увеличением параметра нагружения X, откуда и из (7) получаем, что
устойчивы только те состояния подвижного равновесия трещины, описы-
ваемые уравнением (7), для которых ф' (Z) > 0, т. е. соответствующие
участкам возрастания кривой (7).

Полученные сведения дают возможность полностью проанали-
зировать развитие изолированной прямолинейной трещины при про-

порциональном нагружении. Пусть, на-
пример, функция ф (I) имеет вид, представ-
ленный на рис. 69, а начальная длина
трещины при нулевой нагрузке, 10,
соответствует первому неустойчивому
участку. Тогда при увеличении пара-
метра X до значения, определяемого ор-
динатой точки 1, размер трещины не
меняется, трещина остается неподвижно-
равновесной. По достижении точки 1 тре-
щина становится подвижно-равновесной и

при малейшем увеличении нагрузки изображающая точка переска-
кивает на устойчивую ветвь кривой <р (Г). Это означает, что размер
трещины скачком меняется от 10 до 12. При дальнейшем увеличении
параметра X размер трещины непрерывно увеличивается до достижения
точки 3, после чего происходит полное разрушение тела. Значение пара-
метра X, соответствующее точке 3, определяет разрушающую нагрузку.
Исследование развития изолированной прямолинейной трещины при про-
порциональном нагружении в случае других форм зависимости ф (/)
проводится вполне аналогично. В частности, очевидно, что если растяги-
вающие нагрузки по обе стороны трещины ограничены, то значение X,
отвечающее разрушающей нагрузке, бесконечно.

Разнообразные задачи, связанные с развитием изолированной прямо-
линейной трещины в различных условиях, были рассмотрены в работах
Снеддона и Эллиота (Sneddon a. Elliott [1 ]), Ю. П. Желтова и С. А. Христиа-
новича [1], Ю. П. Желтова [1], Масубути (Masubuchi [1]), Дагдейла
(Dugdale [1]), В. В. Панасюка [4, 5], М. Я. Леонова и В. В. Панасюка
[1], Е. А, Морозовой и В. 3. Партона [1]. Изложенное здесь исследование
задачи о развитии изолированной прямолинейной трещины было выполне-
но в работах Г. И. Баренблатта [1, 4, 5, 8].

Для приложений существенное значение имеет рассмотрение задач
о трещинах, выходящих на поверхность тела. Получение эффективных
аналитических решений в этом случае затруднено, так как отображение
соответствующей области на полуплоскость не может быть выполнено
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при помощи рациональных функций. Поэтому приходится прибегать
к численным решениям. В важной работе Бови (Bowie [1]) рассмотрена
задача о системе к симметрично расположенных трещин одинаковой
длины, выходящих на свободную поверх-
ность кругового выреза в бесконечном теле
(рис. 70). Тело растягивается на бесконеч-
ности всесторонним растягивающим напря-
жением или одноосным растягивающим на-
пряжением (в последнем случае рассматри-
вается случай одной или двух трещин, пер-
пендикулярных направлению растяжения).
Для приближенного решения задачи Бови
воспользовался методом § 89, подобрав функ-
цию z = со (£), отображающую область, р

изображенную на рис. 70, на внешность еди-
ничного круга | £ | > 1 следующим образом. Для получения достаточно
точного описания поля напряжений и деформаций в окрестности концов
трещины Бови взял производную отображающей функции в виде

а>'(0 = (!-£-")* (О. (Ю)

где g (£) — полином, все нули которого лежат внутри единичного круга.
Используя далее приближенное полиномиальное представление функ-
ции Ф (£), автор получил из условия обращения в нуль коэффициентов

при положительных степенях лорановского раз-
у ложения Ч? (£) систему линейных алгебраических

уравнений для коэффициентов этого полиноми-
ального представления. Для обеспечения удовлет-
ворительной точности численных расчетов Бови
пришлось удерживать около тридцати членов

О в представлении отображающей функции (числен-
ные расчеты были выполнены для случаев к = 1
и к = 2). На основе полученного приближенного
решения Бови вычислил изменение потенциаль-
ной энергии тела из-за наличия трещин и опре-

Р и с - 71. делил критические напряжения, при которых тре-
щины становятся подвижно-равновесными.

Задача о прямолинейной трещине, выходящей на прямолинейную
свободную границу полуплоскости (рис. 71), была независимо рассмотрена
в работах Уиглсуэрта (Wigglesworth [1]) и Ирвина (Irwin [5]). Уиглсуэрт
исследовал случай произвольного распределения нормальных и каса-
тельных напряжений по краям трещины. При симметричном распределе-
нии напряжений, используя методы, аналогичные методам отдела II гл. 6,
он привел задачу к интегральному уравнению для функции w (х) = и (х) +
-f iv (x), где и (х) и v (x) — упругие смещения точек верхнего края
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трещины:
х

L(х, t) w (t) dt=-A{i~a2) ^p (x) dx; (11)
о

L (x, t) — некоторое сингулярное ядро, а р (х) выражается через за-
данные на разрезе распределения напряжений. Уравнение (11) решается
автором методом интегральных преобразований; подробные вычисления
делаются для частного случая постоянных нормальных напряжений
и касательных напряжений, равных нулю. Результаты вычислений дают
возможность определить коэффициенты интенсивности напряжений
и используя условие (18) § 165, найти критические напряжения.

Ирвин (Irwin [5]) исследовал только частный случай, когда граница
полуплоскости и трещина свободны от напряжений, а на бесконечности
приложены постоянные напряжения, параллельные границе полуплоско-
сти. Он представил искомое решение в виде суммы трех полей, первое
из которых соответствует трещине в безграничном теле под действием
постоянных растягивающих напряжений на бесконечности, второе —
такой же трещине под действием приложенных на ее поверхности сим-
метрично распределенных по закону Yy = Q (х) нормальных напряже-
ний, третье — полуплоскости £ > 0 без трещины, на границе которой
х = 0 задано симметричное относительно оси х распределение нормальных
напряжений Хх = Р (у). Удовлетворяя граничным условиям на свободной
границе и краях трещины, Ирвин получил для функций Q (х) и Р (у) систе-
му интегральных уравнений, которую решал методом последовательных
приближений. На основе полученного решения Ирвин нашел выражение
для коэффициента интенсивности напряжений и тем самым для критичес-
ких напряжений. Более полное, чем в работе Бови (Bowie [1 ]) решение для
случая одной трещины, выходящей на границу круговой полости, свобод-
ной от напряжений, было дано в работе Уиглсуэрта (Wigglesworth [2]).
Уиглсуэрт предполагал, что на поверхности трещины действуют распре-
деленные по произвольному закону нормальные и касательные напря-
жения, и, используя методы, аналогичные развитым в отделе III гл. 6
(см. также монографию Грина и Зерна (Green and Zerna [1 ]), привел зада-
чу к сингулярному интегральному уравнению, которое решал методом
интегральных преобразований.

Бюкнер (Bueckner [2]) независимо от Уиглсуэрта рассмотрел задачу
об одной прямолинейной трещине, выходящей на границу круговой полости
в бесконечном теле. На бесконечности и на границе полости напряжение
не приложено, на поверхности трещины касательные напряжения отсут-
ствуют, а нормальные — приложены симметрично и меняются по произ-
вольно заданному закону — р (х). Такая постановка задачи возникает
при расчете разрыва вращающихся дисков. Как и Уиглсуэрт, Бюкнер
исходил из сингулярного интегрального уравнения для поперечного сме-
щения точек поверхности трещины. Он построил однопараметрическое?
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семейство точных частных решений этого уравнения, соответствующих
некоторым специальным распределениям р„ (х). В общем случае Бюкнер
предлагает представить р (х) в виде линейной комбинации рп (х):

т

р(ж)= 2 апрп(х),
п=0

причем коэффициенты ап предлагается определять по методу наименьших
квадратов или по методу коллокаций. Коэффициент интенсивности напря-
жений выражается через коэффициенты ап простым соотношением. Если
длина трещины много меньше радиуса круговой полости, то в пределе
получается случай прямолинейной границы. Расчеты Бюкнера для этого
частного случая при р (х) = const хорошо согласуются с результатами
расчетов Уиглсуэрта (Wigglesworth [1]) и Ирвина (Irwin [5]).

В той же работе Бюкнер рассмотрел задачу о трещине, выходящей
на поверхность бесконечно длинной полосы конечной ширины при произ-
вольной симметричной относительно линии трещины нагрузке. Он пока-
зал, что с высокой степенью точности можно заменить получающееся
в этом случае интегральное уравнение уравнением с вырожденным ядром.
Численное решение проведено в этой работе для случая, когда нагрузка
создается парами, приложенными на бесконечности.

Во всех работах, рассматривавших трещины, выходящие на границу
полости, полученные результаты относились к случаям, когда подвижно-
равновесные трещины неустойчивы. Таким образом, при повышении
нагрузок развитие начальной трещины не происходит, пока она не стано-
вится подвижно-равновесной, после чего происходит разрушение тела.
Следовательно, нагрузка, при которой начальная трещина становится
подвижно-равновесной, совпадает с разрушающей, что, вообще говоря,
не имеет места.

Перейдем теперь к рассмотрению задач о трещинах в ограниченных
телах и системах трещин. Задача о прямолинейной трещине в полосе
конечной ширины была рассмотрена в работе Г. И. Баренблатта и Г. П. Че-
репанова [1], а также в неопубликованной работе Тэйта (R. I. Tait, см.
Sneddon [3]). Трещина предполагается симметричной относительно сред-
ней линии полосы, направление ее распространения — нормальным к сво-
бодной границе. Нагрузку, поддерживающую трещину в открытом состоя-
нии, считаем симметричной относительно линии трещины и средней линии
полосы.

В соответствии с приближенным методом, указанным в § 89, в каче-
стве первого приближения удобно взять решение задачи теории упругости
для внешности периодической системы разрезов. Решение этой последней
задачи в работе Г. И. Баренблатта и Г. П. Черепанова [1 ] получено двумя
методами: предельным переходом при п -*• оо из решения задачи о плоско-
сти с одинаковыми и одинаково загруженными п разрезами, которое
получается методом, изложенным в § 120, и непосредственно, путем
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отображения внешности периодической системы разрезов на бесконечно-
листную риманову поверхность и решения соответствующей краевой
задачи. В этой же работе были проведены оценки возможности использо-
вать первое приближение в рассмотренных задачах, а также на основе
полученных решений предложены соотношения, определяющие размеры
трещин при данных нагрузках.

Тэйтом решение рассматриваемой задачи было получено в рядах
с использованием метода решения соответствующих дуальных интегральных
уравнений, развитого Трантером (Tranter [1]). Тэйт рассмотрел также
при помощи аналогичного метода в том же приближении задачу о паре сим-
метричных и произвольно симметрично нагруженных трещин, выходящих на
границу полосы. Отметим, что частные случаи задачи о трещине внутри по-
лосы были в том же приближении рассмотрены ранее: случай равномерной
нагрузки был рассмотрен Вестергардом (Westergaard [1]) и независимо
Койтером (Koiter [1]), который построил решение с помощью предель-
ного перехода при п —*• оо из решения задачи о плоскости с одинако-
выми разрезами, подвергнутой на бесконечности однородному растяги-
вающему напряжению. Задача о периодической системе трещин, под-
держиваемых равными и противоположно направленными сосредото-
ченными силами, приложенными в противоположных точках поверхности
трещин, была решена Ирвином (Irwin [2, 3]) путем непосредственного
подбора комплексного потенциала Вестергарда (см. стр. 112).

Был рассмотрен также ряд задач о системах прямолинейных трещин,
расположенных вдоль одной прямой. Как видно, методы, изложенные
в § 120, позволяют свести к квадратурам решение любой подобной задачи.
Одной из простейших задач такого типа является задача о развитии систе-
мы из двух коллинеарных прямолинейных трещин одинаковой длины
в бесконечном теле, растягиваемом на бесконечности однородными напря-
жениями. Эта задача была рассмотрена Уилмором (Willmore [1 ]) и позднее
В. В. Панасюком и Б. Л. Лозовым [1]; в работе Винна и Вундта (Winne
and Wundt [1]) дано неправильное решение этой задачи.

В работе Г. И. Баренблатта и Г. П. Черепанова [1] дано решение
задачи о двух равных коллинеарных трещинах при одинаковой произ-
вольной симметричной нормальной нагрузке, приложенной на поверхно-
сти трещин, полученное методом § 120. Численные расчеты в этой работе
проведены для случая, когда нагрузка представляет собой сосредоточен-
ную силу. Эта же задача была рассмотрена в работе Трантера (Tranter
[2]) методом преобразований Фурье путем надлежащего обобщения тех-
ники дуальных интегральных уравнений. В работе В. В. Панасюка
и Б. Л. Лозового [2] методом § 120 рассмотрена задача о системе двух
коллинеарных трещин неравной длины в бесконечном теле, растягиваемом
приложенным на бесконечности однородным напряжением.

В работе В. В. Панасюка и Б. Л. Лозового [3] рассмотрены задачи
об изгибе полосы при наличии в ней поперечных трещин. Исследованы
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частные случаи чистого изгиба полосы с трещиной, изгиба консольной
балки с трещиной, изгиба балки с равномерно распределенной нагрузкой.
Как и в работе Бюкнера (Bueckner [2]), решение строилось приближенно
в смысле п. 5 § 82; учитывалось, что часть поверхности трещины смыкает-
ся, причем на участке смыкания возникают касательные напряжения,
подчиняющиеся закону Кулона. Задачи в упомянутом приближении при-
ведены авторами к сингулярному интегральному уравнению; границы
участка контакта определены из условия конечности напряжений, рас-
смотренного в § 116. Из условия (18) §165 найдены предельные нагрузки,
при которых трещина становится подвижно-равновесной; ввиду неустой-
чивости подвижного равновесия для всех рассмотренных задач эти предель-
ные нагрузки совпадают с разрушающими.

В работе KoiiTepa (Koiter [2]) исследована задача о бесконечном ряде
параллельных трещин в однородном поле напряжений сдвига. В случае,
когда расстояние между трещинами 2Ь велико сравнительно с длиной
трещин 2с, автор получает приближенное решение, суммируя надлежа-
щим образом решения для изолированных трещин (§ 120) и осуществляя
затем разложение в ряд по малому параметру с 1Ъ. В противоположном слу-
чае, когда расстояние между трещинами мало сравнительно с длиной
трещин, приближенное решение приводится автором к решению смешан-
ной задачи теории упругости для бесконечной полосы, которое получается
путем применения преобразования Фурье и использования для решения
получающегося уравнения метода Винера — Хопфа. Численные расчеты
показали, что при расчете упругой энергии полученные асимптотики
с большой точностью совпадают на некотором интервале значений отноше-
ния длины трещин к расстоянию между ними, что позволяет ограничиться
этими асимптотиками для расчета упругой энергии и, следовательно, кри-
тических напряжений во всем диапазоне значений параметра с/Ь.

В связи с теорией трещин большой интерес представляет так называе-
мая задача о расклинивании: задача о развитии трещин в упругом теле
при забивании в него жесткого клина. Задача о расклинивании представля-
ет собой смешанную задачу теории упругости и к настоящему времени
рассмотрена только для бесконечного тела. Наиболее характерным свой-
ством расклинивания является то, что поверхность клина никогда пол-
ностью не соприкасается с телом: в передней части клина всегда имеется
свободный участок и перед клином образуется свободная трещина, кото-
рая смыкается на некотором расстоянии от передней точки клина (рис. 72).

Задача о расклинивании бесконечного тела неподвижным клином была
рассмотрена в работах Г. И. Баренблатта и С. А. Христиановича [1],
Г. И. Баренблатта [4] и Г. И. Баренблатта и Г. П. Черепанова [2].

Предполагается, что однородное изотропное тело расклинивается тон-
ким, симметричным, абсолютно жестким полубесконечным клином, имею-
щим на бесконечности толщину 2h (рис. 72а, б). Впереди клина образуется
свободная трещина, которая плавно смыкается в некоторой точке О;
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положение точки О относительно передней точки клина С заранее неизвест-
но и должно быть определено в ходе решения задачи. Если клин имеет
закругленную переднюю часть (рис. 72 а), то положение точек схода кли-
на с поверхности трещины заранее неизвестно и также должно быть опре-

делено в ходе решения задачи. Если
же клин имеет срезанную переднюю
часть (рис. 72 6), как, например, в
случае клина постоянной толщины,
то положение точек схода вполне
определено: они совпадают с углами
передней части клина. Однако напря-
жения в точках схода в этом случае
бесконечны.

Поле упругих напряжений и де-
формаций удовлетворяет во внешно-
сти трещины уравнениям теории
упругости. Ввиду сделанного пред-
положения о тонкости клина можно
снести граничные условия со всей
линии трещины на ось Ох (рис. 72 а
и б). Если считать, что силы трения на
линии соприкосновения клина с рас-

клиниваемым телом равны нулю, граничные условия без учета сил,
действующих в концевой области трещины, записываются в виде

Рис. 72 а и б.

ei2>
v= ±f(x — li), Xy = 0 ( Z 2 < z < o o , г/ = 0), v ;

где lt и l2 — расстояния от точки смыкания трещины соответственно до
передней точки клина и до точек схода поверхности трещины с клина;
/ (t) — функция, определяющая уравнение поверхности клина в системе
координат с началом в передней точке клина, знаки плюс и минус соот-
ветствуют верхнему и нижнему берегам разреза.

Как видно, задача о расклинивании представляет собой смешанную
задачу, являющуюся своеобразной комбинацией контактной задачи тео-
рии упругости и задачи теории трещин.

Положение точек схода поверхности трещин с клина в случае клина
с закругленной передней кромкой и положение точки смыкания берегов
трещины относительно передней точки клина определяются из следую-
щих двух условий:

1°. Напряжения в точках схода поверхности трещины с клина должны
быть конечными. Это условие аналогично соответствующему условию
для контактной задачи, сформулированному в § 116.

2°. Напряжения в конце трещины конечны, или, что то же, имеет место
плавное смыкание противоположных берегов трещины на ее конце. Так
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как интенсивность сил сцепления в конце трещины максимальна, растя-
гивающее напряжение Yv вблизи конца трещины, вычисленное без учета
сил сцепления, должно стремиться к бесконечности согласно формуле
(19) § 165.

В цитированных выше работах было дано решение поставленной зада-
чи двумя методами. Согласно первому методу она сводится при помощи
результатов § 95 к интегральному уравнению Фредгольма первого рода
и затем к сингулярному интегральному уравнению и некоторому условию
на бесконечности. Решение сингулярного интегрального уравнения, удо-
влетворяющее упомянутому условию, находится сразу. Согласно второму
методу решение задачи приводится к решению смешанной задачи теории
аналитических функций для полуплоскости, которое легко получается
применением формулы Келдыша — Седова (см. Мусхелишвили [25]).

Сформулированные выше два условия приводят к следующей системе
уравнений для определения неизвестных констант lt и 12'-

(13)

t ' E

В частности, когда толщина клина постоянна, первое условие (13) не имеет
места и заменяется условием Z4 = l2 = I, второе условие дает выражение
для длины свободной трещины перед забиваемым клином:

В работе Г. И. Баренблатта и Г. П. Черепанова [2] рассмотрены так-
же другие частные формы клина: клин с малым закруглением в передней
части и клин, закругленный по степенному закону. Исследование первого
из названных примеров показало, что малое закругление оказывает незна-
чительное влияние на длину свободной трещины перед клином. В этой
работе исследован также случай, когда на щеках клина действуют силы
кулонова трения.

И. А. Марку зон [1] рассмотрел задачу о расклинивании бесконечного
тела клином конечной длины. Численные расчеты проведены И. А. Марку-
зоном для случая клина постоянной толщины. В этой работе исследовано
также влияние однородного сжимающего или растягивающего напряже-
ния на бесконечности на длину свободной трещины, образующейся при:
расклинивании тела клином конечной длины.

Г. П. Черепанов [1] рассмотрел и в замкнутом виде решил некоторую
задачу линейного сопряжения для двух функций, к которой, в частности,
сводится общая смешанная задача плоской теории упругости для внешно-
сти произвольной системы прямолинейных разрезов, расположенных вдоль
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одной прямой, и, следовательно, многие задачи теории трещин. Г. П. Чере-
пановым рассмотрен конкретный пример задачи о расклинивании упру-
гого тела полубесконечным клином постоянной толщины, на поверх-
•ности которого имеет место полное сцепление клина с расклиниваемым
телом, а не проскальзывание, соответствующее ранее рассмотренному слу-
чаю отсутствия сил трения на щеках клина. Выражение для длины сво-
бодной трещины получено Г. П. Черепановым в весьма простом конечном
виде; расчеты показали, что изменение длины трещины вследствие полного
сцепления незначительно.

VII. КРУЧЕНИЕ И ИЗГИБ БРУСЬЕВ

За время, прошедшее после выхода предыдущего издания этой книги,
появилось довольно значительное число работ, продолжавших исследова-
ние кручения и изгиба призматических брусьев. Мы ограничимся лишь
краткой информацией об этих работах, имея в виду, что в самое последнее
время вышла книга Н. X. Арутюняна и Б. Л. Абрамяна [1], специально
посвященная проблемам кручения упругих тел, содержащая подробный
обзор литературы. Следует также отметить монографии Цан Вэй-чана,
Линь Хун-суня, Ху Хай-чана и Е Кай-юаня [1] и Вебера и Гюнтера
(Weber u. Gunther [1]), посвященные проблемам кручения стержней.

§ 167. Однородные брусья. Как было показано в § 132 настоящей
книги, решение задачи кручения призматического бруса, который имеет
продольные (цилиндрические) полости, можно свести к отысканию гармо-
нической в области сечения функции ty (х, у) по граничному условию

•ф = у (х2 + у2) + Ck на Lk (1)

(к = 1, 2, . . ., т -\- I; £ц, Lz, • . ., Lm+i составляют полную границу
сечения) или, что то же самое, к отысканию однозначной аналитической
функции / (£) = iF (t) (F (£) — так называемая комплексная функция
кручения) по граничному условию

f(t)-\-f(t) = \ t |2 + cft на Lh; (2)

Ck (ch) — действительные постоянные, одну из которых можно зафикси-
ровать произвольно.

Аналогично задачу изгиба поперечной силой для таких брусьев
можно свести (§ 138) к отысканию аналитической (вообще говоря, неодно-
значной) функции / (£) по граничному условию

/ ( 0 + / ( 0 = ^ * ( 0 + СА
 н а ^, (3)

где ck — действительные постоянные, одну из которых можно зафиксиро-
вать произвольно, а Х^ (t) — заданные функции:
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Д. И. Шерман предложил метод эффективного решения этих задач
для двусвязных областей определенного вида, заключающийся в следую-
щем х): на одном из контуров, ограничивающих область сечения, вводится
вспомогательная функция, для определения которой строится интеграль-
ное уравнение типа Фредгольма, которое затем решается при помощи
разложения вспомогательной функции в ряд по степеням параметра, харак-
теризующего частично размеры сечения, главным образом сравнитель-
ную близость граничных контуров; для решения задачи с высокой сте-
пенью точности оказалось достаточным найти незначительное число при-
ближений. В работах Д. И. Шермана [40], [41], [44—47], Д. И. Шермана
и М. 3. Народецкого [1] этим методом решены задачи кручения и изгиба
брусьев, поперечные сечения которых являются двусвязными областями,
ограниченными окружностью и эллипсом, окружностью и квадратом
с закругленными вершинами, неконфокальными эллипсами и т. п. В ра-
боте Р. Д. Степанова и Д. И. Шермана [1] изучено кручение круглого
бруса, ослабленного двумя продольными цилиндрическими круговыми
полостями. В работе Д. И. Шермана [43] изучены бесконечные системы
линейных уравнений, построенные для решения задач, рассмотренных
в упомянутых выше работах (Шерман [40], Степанов и Шерман [1]).

Этому же кругу вопросов (кручению и изгибу брусьев, поперечными
сечениями которых являются двусвязные области) посвящены работы:
Амензаде [1—4, 6—9], Бахтияров [1], Исмаилов [1] и др.

В работе Якоба (Jacob [1]) задача кручения трактуется как видо-
измененная задача Дирихле, решение которой было дано в работах Якоба
и Мусхелишвили; в той же работе задача кручения решена в явном
виде (в квадратурах) для кругового цилиндра, имеющего радиальные
трещины.

Как было указано в § 134 настоящей книги, задача кручения может
считаться решенной, если (в случае односвязной области) мы сумеем
отобразить область сечения на круг 2). В этом направлении отметим рабо-
ты: А. В. Батырева [1], Е. А. Ширяева [1, 2], Басали (Bassali [3]), Гам-
бургера, Динка, Маня (Hamburger, Dinca, Manea [1]), Герцига (Herzig
[1]) и др., в которых задача кручения решается для односвязных обла-
стей частного вида; иногда для этой цели удобно использовать отображе-
ние на полукруг; см. работы Дейча (Deutsh [1, 2, 5])ЧВ случае двусвязной
области такую же существенную роль играет отображение на круговое
кольцо (причем часто задача решается приближенно путем приближенного
построения функции, реализующей конформное отображение).

М. И. Найман [2] решил задачу о кручении кругового цилиндра,
имеющего отверстие в виде правильного прямолинейного многоугольника
с закругленными вершинами, используя отображения, указанные выше

х) Об аналогичном методе уже говорилось более подробно в § 151.
2) То же самое справедливо, очевидно, и для задачи изгиба.
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зависящие от координаты z (ось z направлена вдоль образующих цилин-
дра). Для случая, когда эти усилия полиномиально зависят от z, задача
решена в работе (Almansi [4]) и позже — другим методом Г. Ю. Джане-
лидзе [1, 2].

Г. М. Хатиашвили [1—6] изучил упомянутые выше задачи для брусь-
ев, составленных из различных материалов; он же дал эффективное реше-
ние для некоторых частных случаев.

VIII. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ЗАДАЧИ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

В последние годы методы решения плоских задач, основанные на
использовании аппарата комплексного переменного, стали применяться
к пространственным осесимметричным задачам определенного класса. Воз-
можность такого применения появилась благодаря зависимостям между
осесимметричными и плоскими состояниями упругого тела, которые уда-
лось установить в явной форме при некоторых условиях.

§ 169. Метод суперпозиции плоских решений. Из данного состоя-
ния плоской деформации сплошного цилиндра можно при дополнитель-
ном условии симметрии упругих полей получить некоторое осесимметрич-
ное состояние. Достигается это путем суперпозиции плоских решений,
осуществляемой вращением плоского деформированного состояния, экви-
валентной с аналитической точки зрения некоторому интегральному пре-
образованию. Обратный переход от осесимметричного состояния к вспомо-
гательному плоскому осуществляется посредством некоторого линейного
перемещения данного осесимметричного состояния.

Установление этих связей в аналитической форме позволяет (А. Я. Алек-
сандров; см. ниже) выразить напряжения и смещения осесимметричного
состояния через аналитические функции комплексного переменного,
а это дает в свою очередь возможность свести осесимметричные задачи
упругого равновесия к граничным задачам теории аналитических
функций. К этим последним задачам в ряде случаев можно применить
метод степенных рядов. При помощи этих же комплексных представлений
осесимметричного напряженного состояния удается в частных слу-
чаях, например для шара и пространства с шаровой полостью, полу-
чить решение основных задач в замкнутой форме (в квадратурах). С этими
и некоторыми другими результатами применения теории аналитических
функций к пространственным задачам теории упругости можно познако-
миться по работам А. Я. Александрова- [1—6], А. Я. Александрова
и В. С. Вольперта [1], А. Я. Александрова и Ю. И. Соловьева [1],
В. И. Моссаковского [1] и Н. А. Ростовцева [1, 2]. Укажем еще на
работу М. Я. Беленького [2], где используется идея Вебера (Weber [1])
о преобразовании функции Эри в функцию напряжения для осесим-
метричного случая.
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§ 170. Применение р-аналитических функций. В задачах о напря-
женном состоянии в условиях осевой симметрии Г. Н. Положим [4, 5]
были использованы так называемые р-аналитические функции комплексно-
го переменного. Пусть пара действительных функций их (г, £), vt (r, t,)
от действительных переменных г, | удовлетворяет системе уравнений

ди\ 1 dvi ди^ 1 di\

lfr=j~dl' ~df=~J~drr'

где р — заданная функция от тех же аргументов. Функция вида / (С) =
= иу -f- ivt называется р-аналитической функцией от комплексного аргу-
мента £ = г -f- i£ с характеристикой р.

Если в условиях осевой симметрии обозначить через г, 6, | цилиндри-
ческую систему координат, то, как показал Г. Н. Положий [4], комбина-
цию 2\х (ru -f- iw), где и, w — компоненты вектора смещений в направле-
нии осей г и £, можно выразить через две произвольные /^-аналитические
функции от Z, = г -\- £| с характеристикой р = 1 /г по формуле, вполне
аналогичной представлению Колосова — Мусхелишвили для случая пло-
ской деформации. Эта формула после использования соответствующим
образом определенных аналогов интегралов типа Коши для р-аналити-
ческих функций позволяет свести решение основных граничных задач
в рассматриваемом случае к решению некоторых одномерных интеграль-
ных уравнений относительно граничных значений ^-аналитических функ-
ций комплексного переменного.

Г. Н. Положим были также установлены формулы, позволяющие
выразить друг через друга элементы напряженного состояния для случаев
осевой симметрии и плоского случая. Путем сведения к плоской задаче
решение ряда задач о напряжениях в условиях осевой симметрии было
найдено в замкнутом виде. Для ознакомления с этим кругом вопросов
мы отсылаем читателя к названным выше работам Г. Н. Положего [4, 5],
а также к работам Г. Н. Положего и В. С. Чемериса [1, 2], Г. Н. Положе-
го и О. М. Капшивого [1] и В. С. Чемериса [1, 2].
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ДОБАВЛЕНИЕ I

О ПОНЯТИИ ТЕНЗОРА

1. Тензорное исчисление быстро завоевывает себе место в современ-
ной математике, как чистой, так и прикладной, и начинает проникать
в техническую литературу, в частности в литературу по теории упругости.

Поэтому мы считаем необходимым дать по крайней мере самые эле-
ментарные сведения о понятии тензора, ограничиваясь для простоты
применением исключительно прямоугольных координат 1). Чтобы сделать
более естественным приводимое ниже определение тензора, начнем с неко-
торых замечаний относительно понятия вектора (вектор есть частный вид
тензора, а именно тензор первого ранга).

Будем считать известным обычное геометрическое определение векто-
ра как отрезка, имеющего направление.

Будем, далее, обозначать оси координат не через Ox, Oy, Oz, как
в элементарной аналитической геометрии, а через Oxt,Ox2, Ox3. В соответ-
ствии с этим компоненты вектора _Р будем обозначать не через | , ц, £,, как
в тексте книги, а через | 1 ? £2> £з-

Мы будем обращать внимание только на Длину и направление вектора,
а не на положение начала; таким образом, будем считать вектор вполне
заданным, если даны его компоненты | 4 , | 2 , £з (проекции на оси коорди-
нат). Вектор J* с компонентами | l t | 2 , | 3 мы будем обозначать так: ( | l 7 £2,
£з) или, еще короче, так: ( | г); индекс i принимает значения 1, 2, 3.

Итак, вектор в пространстве характеризуется тремя скалярными
величинами.

Существует много физических и геометрических величин, которые
при данном выборе осей координат также характеризуются тремя скаляр-
ными величинами, например: скорость, сила (приложенная к данной
точке) и пр. Но не всякую из них целесообразно представлять вектором,
как это мы, например, делаем со скоростью или силой. Дело в следующем.
Пусть ID | 2 , | 3 — числа, характеризующие данную физическую ве-
личину при данном выборе осей координат. Мы, конечно, всегда можем

: ) Надо, впрочем, отметить, что главные преимущества тензорного исчисления
выступают как раз при применении криволинейных координат общего вида.
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построить вектор
= (Ei, Е2, Ез)

с компонентами £,, £2, Ез и сказать, что он изображает данную физическую
величину при данном выборе осей координат. Но это соответствие между
данной физической величиной и вектором может нарушиться при замене
одной системы осей координат другими. А именно, может случиться, что
числа | j , | j , £3» характеризующие нашу физическую величину в новой
системе координат, не совпадут с компонентами вектора Р в этой новой
системе, и вектор Р', имеющий (в новой системе) компоненты Ej, £^, Е3>
может быть отличным от Р. Для того, чтобы представление нашей физи-
ческой величины вектором не зависело от случайного выбора системы
осей координат, очевидно надо, чтобы при переходе от одной системы
осей к другой величины Ei, Ег> Ез, характеризующие физическую величину,
изменялись по тому же закону, что и компоненты вектора. Только в этом
случае мы будем говорить, что данная физическая величина представлена
вектором или что она — векторная величина. Векторную величину мы
будем часто называть просто вектором, отождествляя ее с вектором, кото-
рый ее представляет.

Вспомним теперь закон изменения компонент вектора при переходе
от одной системы к другой. Изменим несколько обозначения, принятые
в книге. Именно, косинусы углов осей старой и новой систем будем теперь
обозначать так:

х\

х'2

х'3

Xj

*31

х2

М2

'22

^32

х3

*13

^23

/зз

(Л)

Тогда соотношения, связывающие новые компоненты gj, ^ , | 3 векто-
ра Р со старыми En £2> Ез> напишутся так:

Ей =
3

(1)

Между элементами таблицы (А) существуют следующие известные
соотношения:

з з
j = 8ftm, ZJ likhm ~ &km, (2)

1 = 1

где символ 6km имеет следующее значение: 6 й т = 1, если к = т, и 6hm =
= 0, если к Ф т.
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Рассмотрим теперь два вектора:

A = (at, а2, а3) и Р — ( £ i , | 2 , Ы-

Скалярное произведение этих векторов определяется формулой
з

Л . Р = а1 |1 + а2Е2 + а 3 | з= 2 аг£г-

Ha основании известного определения скалярного произведения *)

^ • Р = 4-Р-соз(4, Р)

видим, что оно не зависит от выбора осей координат, т. е. что

а[1[ + а'г1'г + а'£3 = а^ -f я212 + «з̂ з- (3)
Читатель легко проверит это также непосредственно, применяя фор-

мулы (1) и (2).

Обратно, если at, а2, а3 суть три числа, связанные с осями координат

так, что линейная форма
з

F = a^t + а2£2 + а3%3 = 2 «*S<. (4)
i l

где | 4 , | 2 i 1з ~~ компоненты произвольного вектора, инвариантна при пере-
ходе от одной системы осей к другой, то тройка чисел (al7 a2»

 аз) представля-
ет собой векторную величину (т. е. вектор). Для того, чтобы это показать,
достаточно проверить, что величины аи а2, а3 преобразуются при переходе
от одной системы осей к другой по тому же закону (1), что и компоненты
вектора. Сделаем эту проверку. Имеем по условию:

3 3

внося в правую часть вместо А̂ выражение (1), получаем:
3 3 3 3 3

t = l ft=l i = i i = l fc=l

Так как предыдущее равенство должно быть справедливым при вся-

ких значениях ^ , ^ 1з' т о коэффициенты при ££ должны быть равны:
з

O-i = Z: hkahi

что совпадает со второй из формул (1), если вместо а писать £. Таким
образом, наше предложение доказано. Итак: если линейная форма

з

2 «г̂ г

инвариантна при замене координат, причем £г суть компоненты некоторого
произвольного вектора, то и at суть компоненты некоторого вектора.

г) Буквами -А, Р обычного шрифта мы обозначаем длины векторов А, Р, а че-
рез (А, Р) — угол между ними.
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2. Положив в основу обобщения понятия вектора только что указан-
ное его свойство, мы придем естественным путем к понятию тензора.
А именно, вместо линейной формы (4) п. 1 рассмотрим билинейную форму

зз з

i i j i i j l

+ вз^зТЬ + «згЕзЛг + ДззЕзЛз. (1)

зависящую линейно от компонент каждого из двух векторов:

Р = (Ъи %2, 1з) и $ = (%, TI2, т]3).

Потребуем от коэффициентов а̂ - этой формы, чтобы при переходе
от одной системы осей к другой они изменялись по закону, оставляющему
форму F инвариантной. При этом условии мы будем говорить, что совокуп-
ность девяти величин аи, зависящих от двух индексов i, j , представляет
тензор второго (по числу индексов) ранга; а^ называются компонентами
этого тензора (относительно данной системы осей). Тензор этот будем
обозначать символом {atj).

Легко на основании определения найти закон изменения компонент
пи при замене системы координат. Пусть a\j, | j , г\\ — компоненты тензора
(аи) и векторов Р , Q в новой системе. По определению имеем:

з з
S аИъ'гЦ'}= S ahmbhy\m-

г, т = 1 fe, m = l

Внося в правую часть выражения
3 3

получаем после перестановки знаков суммирования:
3 3 3

2 а'гЦ'гЧз = 2 ^Л] 2 hhl'jmflhm,
г, 3 = 1 г , 3 = 1 ft, т п = 1

откуда, сравнивая коэффициенты при произведениях Ц-т̂ -, имеем:
з

aij — 2j 4khmakm- \^Г
h, m=\

Это и есть искомые формулы преобразования.
Тензор второго ранга называется симметричным, если ац = ауг.

Легко видеть на основании формулы (2), что это свойство симметричности
сохраняется при переходе от одной системы координат к другой.

В случае симметричного тензора можно для его определения пользо-
ваться, вместо билинейной формы (1), квадратичной формой 2Q (£17 | 2 ,
£з), которую получим из F, полагая | г = r\t. Тогда мы получим определе-
ние, данное в § 5 настоящей книги (примечание на стр. 26). Формулы пре-
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образования для компонент тензора напряжения, данные в § 5, совпадают
с формулами (2), если последние переписать в старых обозначениях.

Простейшим симметричным тензором является тензор (6и), опреде-
ляемый формулой:

( 1 при i = j ,

О при гф). ( 3 )

Что (&ij) есть тензор, видно из того, что выражение

3

г, 3 = 1

есть, очевидно, инвариант (скалярное произведение векторов Р и Q).
Тензор (fiij) называется единичным.

Тензор называется антисимметричным, если atj = —. а^. Так как
в частности, по условию, должно быть: ап = — аИ, то в антисимметричном
тензоре ап = агг = а33 = 0. Таким образом, антисимметричный тензор
характеризуется всего тремя величинами: ри р2, р3, где для краткости
положено:

Pi = « 3 2 = — « 2 3 . jP2 = a 1 3 = — a 3 1 , Рз = а21=— aiZ.

Легко видеть на основании (2), что свойство антисимметричности
сохраняется при замене одной системы осей другой.

3. Два тензора (а^) и (btj) называются равными, если а^ = bij. Сум-
мой тензоров (аи) и (Ьц) называется тензор (ctj), компоненты которого
равны суммам соответствующих компонент данных тензоров:

Что (с^) есть тензор, следует из того, что

3 3 3

i, 3 = 1 г, ; = 1 г, з"=1

Так как слагаемые правой части инвариантны, то и левая часть инвари-
антна, а это и доказывает тензорный характер совокупности величин Сц.
Аналогично определяется разность.

Если (пи) есть тензор, то величины a*j = ал определяют некоторый
тензор (а*;).; это также следует непосредственно из определения тензора.

Всякий тензор (а^) может быть (единственным образом) представлен
как сумма симметричного тензора (ец) и антисимметричного (рц). Действи-
тельно, положим: аи = etj + ptj. Переставляя значки i, j и замечая, что,
по условию, ен = еи, рн = — ри, получаем: an = etj — ри. В соедине-
нии с предыдущим равенством это дает:

ап). (1)
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Легко видеть, что тензоры (еи) и (ри) удовлетворяют поставленным
условиям.

Приведем несколько примеров тензоров.
Пусть (at) и (bi) — два вектора. Положим: си = atbj. Совокупность

величин c,j есть тензор. Действительно, пусть (£,), (г]г) — два произволь-
ных вектора. Имеем:

3 3 3 3

2i, 5 = 1 г, 3=1 i = l 5 = 1

Правая часть есть инвариант (произведение двух инвариантов). Сле-
довательно, и левая часть есть инвариант, а это и доказывает утвер-
ждение.

Мы знаем, что (с*ц), где c*j = cji = ujbt, есть также тензор. Следова-
тельно, если положить

Pij = Cij—cij = ajbi — aibj, (2)

то (ри) есть также тензор, очевидно антисимметричный.
Этот тензор называется векторным произведением двух данных векто-

ров. В векторном исчислении векторное произведение рассматривается
не как тензор, а как вектор. Чтобы сделать это понятным, заметим сле-
дующее. Введем обозначения:

Pi = Рз2 = а2Ь3 — a.3b2, p2--^pi3 = a3b1 — aib3, р3 = p2i = aib2 — a2b1. (3)

Посмотрим, будет ли совокупность величин (pt, p2, р3) вектором. Для
этого применим критерий, указанный в конце п. 1 настоящего Добавле-
ния, т. е. рассмотрим произвольный вектор (|i, £2? 1з) и проверим, будет
ли выражение

Pili + Рг1г + Рз1з
инвариантом. Очевидно, имеем:

li h 1з
Pili + P2I2 + Р-Лз = а3

b.

(4)

Но из аналитической геометрии известно, что предыдущий опреде-
литель представляет собой объем параллелепипеда, построенного на векто-
рах (£;), (at), (bi); при этом объем этот снабжен знаком, который зависит
от ориентации осей координат: объем меняет знак, когда мы переходим
от левой системы осей к правой, или наоборот. Знак не будет меняться,
если ограничиться только правыми или только левыми системами коорди-
нат. Только при этом условии выражение (4) будет инвариантом и сово-
купность величин рх, рг, р3 можно рассматривать как вектор, не завися-
щий от выбора осей координат J ).

J) Легко показать (предоставляем это читателю), что при переходе от правой
системы к левой или обратно вектор (plt pz, р3), определяемый формулами (2) и СЗ),
будет изменять направление на обратное.
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Покажем, наконец, что при только что указанном ограничении отно-
сительно выбора осей координат всякий антисимметричный тензор второго
ранга может быть представлен вектором1). Действительно, пусть (ри) —
любой антисимметричный тензор второго ранга. Составим сумму

з
2 Pijlini= — (А£1-Т-Р2£2 + РЗ£З). (а)

г , 7 = 1

где (£,-), (т);) — два произвольных вектора и где положено:

Pl = P32=—P23. P2 = Pl3=— Рз1> Рз = Р21= —Pl2. ]

С1 = ?гЛз —ёзЛг- ?2 = 1з% — ^Лз. 3̂ = Eî 2 —егЛх- I
Но на основании сказанного выше (£4, £2, £3) есть вектор. С другой

стороны, левая часть формулы (а) есть инвариант. Следовательно, и правая
часть есть инвариант, причем (£t, £2> £з) — произвольный вектор. Значит,
(Ри Рг, Рг) есть вектор, а это и требовалось доказать.

4. Аналогично тому, как мы ввели понятие тензора второго ранга,
можно ввести понятие тензора любого ранга п. Для этого достаточно
ввести в рассмотрение, вместо билинейной формы, я-линейную форму,
линейно зависящую от компонент каждого из п произвольных векторов.

Например, совокупность коэффициентов aijk трилинейной формы
3 3 3

^ = 2 2 2 a-ijblwjlb,
t=l j=i h=l

где £,-, Г),, 1,1 — компоненты трех произвольных векторов, определяет
тензор третьего ранга (а^ь), компонентами которого являются числа
aijh. Так же определяется тензор любого ранга п. Вектор с этой точки
зрения следует рассматривать как тензор первого ранга, который опреде-
ляется при помощи линейной формы

з
2 «iSi-

i = l

5. Вернемся к тензору второго ранга (аи). Пусть (£;) — некоторый
вектор. Составим выражения:

Й= 2 «»£,-. (!)
3 = 1

Легко показать, что (£*) = (£*, I*, I*) есть вектор. Действительно,
пусть (т)г) — произвольный вектор. Тогда

з з
2 1*^1 = 2 aiNilj
i = l ' i, j = l

есть инвариант, ибо правая часть есть инвариант на основании самого
определения тензора.

1) Речь все время идет о пространстве трех измерений. В других случаях это
утверждение неправильно.
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Очевидно, что, обратно, если величины £*, £*, |*, определяемые
формулой (1), где £j, £2> Ез представляют компоненты произвольного
вектора, суть компоненты вектора, то ац суть компоненты тензора.

Итак, соотношение (1) приводит в соответствие каждому вектору (| г)
вполне определенный вектор (£*). Поэтому вектор (|*) называется линей-
ной векторной функцией вектора ( | г), определяемой тензором (ац).

Пример такой векторной функции мы встречали в тексте книги.
Именно: соотношения (2) § 3 показывают, что вектор напряжения (Хп,
У„, Zn), действующего на площадку с нормалью п, есть линейная вектор-
ная функция вектора п, определяемая тензором напряжений. Здесь
п обозначает вектор длины 1, имеющий направление нормали п.

Особый интерес представляет случай, когда тензор (ац) симметрич-
ный, т. е. когда atj = ац. На этом случае мы и остановимся. Введем в рас-
смотрение квадратичную форму

з
2QG,, Е2. £з)= 2 саМ} =

1 , 3 = 1

lUx + 2ai2U2. (2)

Тогда соотношения (1) можно записать так:

Мы докажем важное предложение: подходящим выбором новых осей
координат1) Ox'v Ox'2, Ох'3 всякая квадратичная форма 2 Q может быть
приведена к «каноническому виду»

2Q = U ; 2 + X2E;« + W , (4)

где A,i, Я,2> ^ з — действительные постоянные (мы предполагаем, что вели-
чины atj — действительные). Это предложение равносильно следующему.
При подходящем выборе новых осей координат можно добиться, чтобы
новые компоненты а'ц данного симметричного тензора (аи), имеющие раз-
личные индексы, обратились в нуль, т. е. чтобы

п' = п' — п' —• О
"23 "31 "12

(остальные же, т. е. «диагональные», компоненты:

будут при этом, вообще говоря, отличны от нуля).
Если форма 2Q имеет указанный канонический вид, то соотношения

(3) в новой системе координат сведутся к следующим:

i;*=u;. E;* = U ; , t3* = x3t3. <5>
Эти соотношения показывают, что если вектор (|{) направлен по одной
из новых осей координат, то соответствующий ему вектор (£!*) будет ему
параллелен. Например, вектор (Ц), параллельный оси Ох[, имеет компо-

х) Речь все время идет о прямолинейных прямоугольных координатах.



П. 5] ДОБАВЛЕНИЕ I 643

ненты £j, 0, 0 при £j =jf= 0. Соответствующий ему вектор будет иметь ком-
поненты £,[* = A,iSi> 0, 0, т. е. будет ему параллелен.

Поэтому, чтобы привести форму 2Й к требуемому виду, надо прежде
всего разыскать направления, обладающие указанным свойством.

Итак, поставим себе вопрос относительно соотношений (1): при каком
направлении вектора (£,), не равного нулю, соответствующий вектор (£*)
параллелен ему? Для того чтобы векторы (£;) и (£*) были параллельны,
как известно, необходимо и достаточно, чтобы

б*
Si —

t*

6

где X — некоторое число. Внося сюда значения (1) для £*, получаем систе-
му уравнений:

(ап — X) lt -f- о12£2 + «13̂ 3 = О,

«2lll + (°22—Л) | 2 + а 2 з 1 з = 0> (6)

+ («зз—А,)£з = 0.

— X

« 2 1

« 3 !

« 1 2

«22—^

« 3 2

« 1 3

« 2 3

«зз — А

Для того чтобы предыдущая система линейных однородных урав-
нений относительно | l t £2> ^з допускала решение, отличное от решения
?i = 1г = Ез = 0, необходимо и достаточно, как известно, чтобы опреде-
литель этой системы равнялся нулю, т. е. чтобы

= 0. (7)

Предыдущее уравнение есть уравнение третьей степени относитель-
но X. Как будет показано ниже, все его корни действительны. Теперь
же заметим только, что это уравнение, как уравнение нечетной степени,
имеет по крайней мере один действительный корень. Обозначим его
через А-з-

Если в системе (6) придать Я значение % з, то эта система будет допу-
скать такие решения, что не все ^ равны одновременно нулю. Пусть £J,
\\, %\ — одно из таких решений. Вектор (£°) определяет такое направ-
ление, что для любого вектора (£;), параллельного ему, соответствующий
вектор (£*) будет также ему параллелен.

Всякое такое направление называется главным направлением,
соответствующим тензору (аи).

Возьмем теперь новую систему осей Ох[, Ох'2, Ox"z, направив ось 0х"3

по найденному главному направлению. Две другие оси (перпендикуляр-
ные к этому направлению и между собой) оставим пока произвольными.

Будем обозначать компоненты тензоров и векторов относительно
новой системы теми же буквами, что и раньше, но снабженными двумя
штрихами. Система уравнений (6), которая кратко может быть записана



644 ДОБАВЛЕНИЯ [п. 5

так:
£* ISSi = Agj,

в новых координатах примет вид

si
где

i* = Щ,

3 = 1

Подробнее она перепишется так:

(а'и—я.) I'; + < & + а ^ = о,
fl2lil + («22 — *<) ̂ 2 + п1Л1 = 0 -

При X = А.З эти уравнения должны иметь решение (О, О, 2Q П Р И &з ̂  О-
Отсюда следует:

а1з = °> а и = °' азз = ^з-
Следовательно, в новой системе координат квадратичная форма 2 £2

примет следующий вид:

Если aj2; = 0, то цель, достигнута. В противном случае достаточно,
не изменяя оси Ох"3, повернуть оси Ox"v Ох"г в их плоскости так, чтобы
в выражении 2Й исчез член с произведением !][££.

Это всегда можно сделать. Действительно, пусть новые оси суть Ох\,
Ох'2, Ох'3 и пусть ось Ох\ составляет с осью Ох\ угол а. Тогда мы будем
иметь формулы перехода:

Подставляя эти выражения в формулу (8), после элементарных пре-
образований получаем:

2Q = ang;2 + 2а'1г££2 + а'г& +- Klh (9)

где, в частности,
а\„_ = — (ajj — a"t2) sin a cos a + a"l2 (cos2 a — sin 2 a) =

1
= — у ( Й П — «|j) s i n 2a -j- a,"2 cos 2a.

Очевидно, â 2 = 0, когда

tg2« = a - . ^ r . (10)
a l l "22

Если a 0 есть какой-либо угол, удовлетворяющий этому условию, то

тоже удовлетворяет ему, а также все углы вида
кл

где к — целое число.
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Таким образом, мы найдем две взаимно перпендикулярные оси,
удовлетворяющие поставленному условию (обе эти оси перпендику-
лярны к оси Ox's, совпадающей с Ох"3). Взяв одну из них за ось Ох[ (а пер-
пендикулярную к ней ось за ось Ох'2), приведем форму 2Q к требуемому
виду (4), где Xi, Х2, Хз — действительные числа. Таким образом, мы не
только доказали возможность указанного приведения, но и получили
способ фактически его произвести и найти направления соответствующих
новых осей.

Мы знаем, чтоЯ,3 есть один из корней уравнения (7). Покажем, ч т о ^
иЯ,2 суть два другие корня того же уравнения. Для этого заметим сперва,
что определитель

«11 «12 «13

UQ = Я21 «22 «23

«31 «32 «33

( И )

есть инвариант, т. е. не изменяется при замене осей координат (этот
определитель называется дискриминантом квадратичной формы 2Q).
Действительно, при переходе к новым осям Ох'х, Ох'г, Ox's этот определи-
тель превратится в

где в силу формул (2) п. 2 настоящего Добавления (стр. 638)

зз з

l ftl
« i j = ZJ

где временно введено обозначение

з
"hj = 2J v'm«ftm-

m = l

На основании известной теоремы умножения определителей имеем:

11 ^12 *13

^ 3 3

где Д = 21 23

Сол fr4

На основании той же теоремы умножения:

^11

Ъ2\
Ьз1

"12

*22

^32

Кз
^23

&33

- А -
«и

21

31

«12

«22

«32

Й13

«23

«33

Следовательно, D'o = A2Z)0- Но на основании хорошо известного
свойства косинусов 1ц, А = ± 1, откуда следует D'o = Do, что и требо-
валось доказать.
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Рассмотрим теперь тензор с компонентами Aih = aik — %Ь1к, где Я, —
произвольное число, а (6;^) — единичный тензор (см. стр. 639). Опреде-
литель, составленный из компонент тензора (Aik),

а21 а22

32 ^ 3 3

на основании сказанного не зависит от выбора координат, т. е. D\ есть
инвариант.

Пусть теперь новые оси Ох\, Ох'.г, Ох3 выбраны так, что новые ком-
поненты a'ih тензора (aih), имеющие различные индексы, равны нулю,
а значит, квадратичная форма 2Q принимает вид:

Определитель D^, составленный применительно к новым осям, будет
равен

. ± — я . о о
О Я2—Я. О = (Я.4 — Я) (А,а — А.) (А.з — Я.).

О О Я3—Я

Следовательно, будем иметь тождество

ц — к ai2 al3

a2i a22 — Я, а2з

откуда и видно, что действительные числа Я.i, Яг. Яз суть корни уравнения

Нами, таким образом, попутно доказана важная теорема алгебры, глася-
щая, что все корни уравнения (7), называемого вековым уравнением,
действительны (при существенном предположении, что atj действительны
и, кроме того, dij = а^).

Вернемся к рассмотрению линейной векторной функции, определя-
емой равенством (1), продолжая предполагать пц = ац. Мы видим, что
всегда можно найти по крайней мере одну тройку взаимно перпендику-
лярных главных направлений и что, если придать координатным осям
эти направления, форма 2Q примет вид:

а соотношения (1) — вид:

(мы теперь отбрасываем штрихи в обозначении компонент вектора отно-
сительно новой системы).

Выясним теперь вопрос, существуют ли какие-либо главные направ-
ления, отличные от трех найденных. Если (£ ь | 2 . Ез) е с т ь вектор, парал-
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лельный какому-либо главному направлению, то на основании опреде-
ления вектор (!*) должен быть параллелен вектору ( | ;), т. е. должно быть:

На основании соотношений (12) отсюда получаем:

(Xi-X)ti = O, (Я 2 -Я)5 2 = 0, (к3 — к)13 = 0, (13)

откуда еще раз заключаем, что X может иметь только одно из трех зна-
чений Ки Х2, Х3 (иначе должно было бы быть £4 = £2 = 1з = 0).

Предположим сперва, что A,i, A,2) Я.з различны между собой. Полагая
в формуле (13) X = А,ц видим, что уравнениям (13) удовлетворяют толь-
ко следующие значения: £i = произвольная величина, \2 = Ез = 0.
Таким образом, вектор (£;), соответствующий X = Хь параллелен оси Оху,
это дает одно из возможных главных направлений (уже нам известных).
Так же точно убедимся, что значениям X =Я, 2 иЯ, = Х3 соответствуют
направления осей Ох2 и Ох3.

Таким образом, если все три корня уравнения (7) различны, мы име-
ем только три главных направления; эти направления взаимно перпен-
дикулярны.

Пусть теперь Я-i = Х2¥= Х3- Тогда при X = Х3 получим опять только
одно направление, а именно направление оси Ох3. Но при X — Xi = Xz
увидим, что решение уравнений (13) будет: | j = произвольная величина,
Ъ,2 = произвольная величина, | 3 = 0- Значит, главными направлениями,
соответствующими этому значению X, будут все направления, перпенди-
кулярные к оси Ох3 (и только эти направления). Из этих направлений
всегда можно выбрать бесчисленное множество пар взаимно перпендику-
лярных направлений (которые будут также перпендикулярны к направ-
лению Ох3).

Наконец, очевидно, если Xi = Х2 = Х3, то при X = Xi = Х2 = Хя

уравнения (13) удовлетворяются при всяких значениях | l t | 2 i £з- Иначе
говоря, в этом случае всякое направление будет главным.



ДОБАВЛЕНИЕ II

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ФУНКЦИИ ПО ЕЕ ПОЛНОМУ
ДИФФЕРЕНЦИАЛУ В МНОГОСВЯЗНОЙ ОБЛАСТИ

1. Начнем со с л у ч а я д в у х и з м е р е н и й . Пусть S обозна-
чает некоторую область на плоскости Оху. Мы будем рассматривать толь-
ко такие связныег) области, которые ограничены одним или несколькими
простыми2) замкнутыми контурами. Такие области могут быть и беско-
нечными (бесконечная плоскость с отверстиями), но пока мы ограничимся
рассмотрением конечных областей.

Область S называется односвязной, если любой разрез, проведенный
от одной какой-либо точки ее границы до другой, нарушает ее связность,
т. е. разбивает ее на раздельные области.

Область называется многосвязной, если могут быть проведены такие
разрезы, которые, идя от одной точки границы до другой, не разбивают
область на части.

Легко видеть, что область, ограниченная одним простым замкнутым
контуром, односвязна. Напротив, область, ограниченная несколькими
простыми замкнутыми контурами, многосвязна. Действительно, пусть
граница области состоит из контуров Lit L2, . . ., Lm, Lm+i, из которых
последний охватывает все остальные (рис. 73). Если разрезать область
по какой-либо линии a^bi, соединяющей точку ах контура Ьу с точкой 6 t

внешнего контура Lm+1, то такой разрез («купюра») не нарушает ее
связности.

Если, кроме atbi, провести еще аналогичные разрезы a2b2, • • •
... ambm, не пересекающие друг друга, то связность все же не нару-
шается, но, как легко видеть, всякий новый разрез уже нарушит связность.
Таким образом, разрезы а^Ъи . . ., ambm числом т обращают нашу
область в односвязную.

Если для превращения данной области в односвязную требуется про-
вести т разрезов, то говорят, что область (т + 1)-связна или что ее
связность равна т + 1.

*) Область называется связной, если любые две ее точки могут быть соединены
непрерывной линией, не выходящей из области.

2) Простым называется контур, не пересекающий сам себя.
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Мы видим, что в нашем случае связность области равна числу замкну-
тых контуров, ее ограничивающих. Например, область, заключенная
между двумя концентрическими окружностями,— двусвязная.

Односвязная область отличается от многосвязной еще следующим
свойством. Если провести внутри односвязной области S любой простой
замкнутый контур, то область, ограниченная этим контуром, целиком
принадлежит области S; этот контур путем непрерывной деформации
может быть сжат в одну точку, все время
оставаясь в области.

В случае же многосвязной области
существуют такие контуры, которые этим
свойством не обладают. Например, на
рис. 73 контур L\ (пунктир) есть один из
таких контуров: его нельзя сжать в одну Ьг

точку, не разрывая его и не выводя из
области S.

2. Пусть дано дифференциальное
выражение

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy, (1)

где Р (х, у) и Q (х, у) — однозначные и
непрерывные функции в некоторой обла-
сти S, обладающие непрерывными произ-
водными первого порядка. Поставим себе вопрос: каким условиям должны
удовлетворять функции Р и Q, для того чтобы выражение (1) было пол-
ным дифференциалом некоторой однозначной функции F (х, у), т. е.
чтобы существовала однозначная фукция F (х, у), удовлетворяющая
условию

dF = Pdx + Qdy (2)

или, что сводится к тому же, условиям

Рис. 73.

-L (2')

Хотя этот вопрос излагается во всех, даже элементарных, курсах
анализа, мы все же считаем нужным остановиться на нем, чтобы обра-
тить внимание читателя на некоторые обстоятельства, весьма существен-
ные для наших целей.

Предположим сперва, что область S односвязна. Возьмем в ней какую-
либо постоянную точку Мо (х0, Уо) и соединим ее произвольной линией
М0М, не выходящей из S, с переменной точкой М (х, у). Если функция
F (х, у), удовлетворяющая условию (2), существует, то, интегрируя обе
части этого равенства вдоль пути М0М, получаем:

F(x, у) = |j (Pdx + Qdy) + C, (3)

где С = F (х0, уо) — постоянная.
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По условию, F (х, у) есть однозначная функция от х, у; значит, зна-
чение ее в точке М (х, у) должно зависеть только от положения М, но
не от пути интегрирования М0М. Таким образом, если функция F (х, у)
существует, то криволинейный интеграл

\ (Pdx + Qdy)
М0М

не должен зависеть от пути интегрирования (расположенного, разу-
меется, в области S). Это условие можно выразить и так: интегралы

(Pdx + Qdy),

взятые по любым замкнутым контурам L (целиком расположенным вну-
три S), должны равняться нулю. Действительно, соединив какие-либо

ом Две точки А и В любого замкнутого контура L соот-
ветственно с точками Мо и М (рис. 74), будем иметь
по условию:

\ - \ =<*
M0ADBM MoAD'BM

но так как интегралы по линиям М0А и ВМ в обоих
членах левой части равны между собой, то

о — S — S — S -
*Mg ADB AD'B L

Рис. 74.

а это и требовалось доказать.
На основании известной формулы Остроградского — Грина имеем:

(Pdx + Qdy)=^(^—^-)dxdy, (4)
L а

где о обозначает область, ограниченную контуром L. Из сказанного сле-
дует, что интеграл в правой части должен равняться нулю для всякой
части о области S. Значит, подынтегральная функция должна быть рав-
ной нулю в каждой точке области £, т. е. мы должны иметь:

3Q дР_
дх ду (5)

во всей области S. Это есть, как мы видим, необходимое условие сущест-
вования функции F (х, у). Оно оказывается также достаточным.

Действительно, при соблюдении этого условия криволинейный
интеграл

J (Pdx + Qdy)

не зависит от пути интегрирования, а только от конечной и началь-
ной точек пути. Это непосредственно следует из предыдущего: если
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А и В— две любые точки области S, a ADB и AD'B — два любых пути,
соединяющих эти точки, то

S - S •
ADB AD'B

ибо (рис. 74)

AD-B L

а последний интеграл равен нулю в силу формулы (4) и условия (5). Мы
подразумевали при этом, что пути ADB и AD'B не пересекают друг дру-
га, так что их соединение образует простой замкнутый контур. Но легко
убедиться, что это несущественно: если пути пересекаются в одной или
нескольких точках, то разность интегралов по этим путям может быть
сведена к сумме интегралов по двум или большему числу замкнутых
контуров.

В частности, интеграл в правой части формулы (3) при зафиксиро-
ванной точке Мо (х0, у0) будет представлять собой однозначную функцию
от х и у, и, значит, формула (3) определит однозначную функцию F (х, у),
если придать С произвольное (постоянное) значение. Легко, далее, про-
верить, что мы действительно будем иметь равенства (2').

В самом деле, продолжив путь интегрирования в формуле (3) пря-
молинейным отрезком ММ', параллельным Ох, до точки М' (х -\- Ах, у),
-будем, очевидно, иметь:

х+Ах

P{x,y)dx,

-откуда следует
х+Ах

дР ,. F(x + Ax, у) — Fix, у) 1 (•+
~ l i m "Ax \

т. е. первое из равенств (2'); таким же образом доказывается и второе.
Мы видим, таким образом, что условие (5) необходимо и достаточно

для существования однозначной функции F (х, у), удовлетворяющей
условию (2) или условиям (2'). При соблюдении этого условия функция
F (х, у) определяется формулой (3) с точностью до постоянной С, которая
совершенно произвольна.

До сих пор мы считали область S односвязной. Посмотрим теперь,
какие добавления требуются в случае многосвязной области.

Условие (5) и здесь является необходимым: вывод ничем не отличает-
ся от вывода для случая односвязной области. Надо только при применении
формулы (4) брать такие контуры L, чтобы области а, ими ограничива-
емые, целиком принадлежали S (в случае односвязной области это вы-
полняется само собой). Выясним теперь вопрос о достаточности этого
условия. Мы покажем, что и в нашем случае условие это обеспечивает
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существование функции F (х, у), определяемой формулой (3), но что функ-
ция эта будет, вообще говоря, многозначной.

Начнем со следующего замечания. Разрежем область S купюрами

«А, • • ., атЬт,

как было указано в предыдущем пункте, и полученную таким образом
односвязную область обозначим через S*.

Мы должны представлять себе, что вдоль каждой линии а^Ъ^ сопри-
касаются два края разрезанной области, так что каждая точка этой линии
должна считаться за две, одна из которых принадлежит одному, а дру-
гая — другому краю. В соответствии с этим на каждом разрезе мы будем
различать два края, которые условно будем обозначать знаками (—) и ( + ) .

Так как область S* односвязна, то функция F (х, у), определенная
формулой (3), где путь интегрирования не должен выходить из S*, т. е.
не должен пересекать купюр, будет на основании сказанного выше одно-
значна в S*.

Это, однако, не значит, что в точках, принадлежащих различным
краям одной и той же купюры, значения функции F будут одинаковы
(ибо эти точки должны считаться различными точками области S*). Возь-
мем, например, какую-либо точку А на купюре аф^ и обозначим через-
F+ и F~ значения функции F в точках А+, А~ краев ( + ) и (—), совмещен-
ных в геометрической точке А. Имеем по формуле (3):

F~= J (Pdx + Qdy) + C, F+= J (Pdx + Qdy) + C,
M0A~ M0A+

где первый интеграл взят по любой линии МоА~, находящейся в S*
и идущей из Мо к точке А, подходя к ней со стороны (—); второй же
интеграл взят по пути М0А

+, также выходящему из Мо, но подходящему
к А со стороны (+) (рис. 73; на нем не изображены точка Мо и упомянутые
пути интегрирования). В качестве пути интегрирования для второго
интеграла мы можем взять путь интегрирования М0А~ первого интеграла,
дополнив его линией L[, один раз окружающей контур Lt и ведущей
от края (—) к краю ( + ) , не выходя из разрезанной области S*. Таким
образом, будем иметь:

где /j определяется формулой

причем L[ есть простой замкнутый контур, ведущий по области S* от
края (—) к краю (+) купюры a^bi и не пересекающий других купюр
(рис. 73). Этот контур пересекает купюру aiblf переходя со стороны ( + )
на сторону (—).
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Легко видеть, что / 4 не зависит от выбора контура L'v лишь бы он
один раз окружал контур Lu идя по S* от края (—) к краю (+) купюры
Uibi. Действительно, пусть L[ есть другой такой контур, пересекающий
афу в некоторой точке В. Рассмотрим замкнутый контур, не выходящий
из S*, составленный из отрезка АБ положительного края купюры,
пути L"x, пройденного в отрицательном направлении х), далее из отрезка
В А отрицательного края купюры и, наконец, контура L[.

Имеем:

где интеграл взят по только что указанному замкнутому контуру. Так
как, далее, интегралы по АВ и В А взаимно уничтожаются, то остается:

Ч
а это и доказывает наше утверждение [перед первым интегралом мы
взяли знак (—), считая, что L\ обозначает контур, пройденный в поло-
жительном направлении].

Совершенно аналогично получим для любой купюры ahbh, что

где

4
a L'k — любой замкнутый контур, окружающий Lk, пересекающий только
одну купюру ahbh, переходя со стороны (+) на сторону (—).

Интеграл в формуле (6) может, в частности, быть взят по самой гра-
нице Lh, если функции Р и Q непрерывны вплоть до границы.

Легко теперь выяснить, какую функцию F (х, у) определяет формула
(3), если рассматривать неразрезанную область, т. е. если допустить,
что путь интегрирования может пересекать купюры.

Обозначим через Fo (x, у) то значение, которое дает формула (3)
в разрезанной области, т. е. когда путь интегрирования не пересекает
купюр.

Рассмотрим теперь произвольный путь интегрирования М0М (рис. 75);
пусть он пересекает купюры несколько, скажем п, раз. Будем следовать
из точки Мо по пути интегрирования до первой встречи с одной из купюр
•cikbk- На части пути интегрирования после перехода через эту купюру,
но до следующей встречи с какой-либо из купюр, возьмем две последо-
вательные точки А и В и заменим участок АБ пути линией АМ0В, идущей
из А в Мо и возвращающейся в В, не пересекая ни одной из купюр. Это,
конечно, не изменит значения интеграла (ибо при замене мы оставались

То есть ведущего по области S* от края (-f) к краю (—).
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6,

в разрезанной области). Первоначальный путь от Мо до М оказывается
замененным замкнутым контуром М0АМ0, один раз охватывающим кон-
тур Lk, и путем М0ВМ, который пересекает купюры уже не п, а п — 1 раз.

Интеграл, взятый по замкнутому контуру М0АМ0, равен на основа-
нии формулы (6) + Jh или — /Й, в зависимости от того, пересекает ли

путь интегрирования купюру ahbh, переходя
от края ( + ) к краю (—), или наоборот.
Таким образом, мы можем выбросить из
(видоизмененного) пути интегрирования зам-
кнутую часть MQAMQ при условии, что к
окончательному результату прибавляется

± /ft-

Продолжая действовать таким образом,
мы можем свести путь интегрирования к
пути, не пересекающему ни одной купюры.
К интегралу, взятому по этому пути, надо
будет добавить величины ± J^', каждую иа
них следует добавить столько раз, сколько
раз первоначальный путь интегрирования
пересекает соответствующую купюру; знак

( + ) надо брать в случае пересечения от стороны ( + ) к стороне (—);
знак же (—) следует брать в противном случае.

Так как путь интегрирования, не пересекающий купюр, дает значе-
ние Fo (х, у), то мы будем иметь окончательный результат в следующем
виде:

F(x, y)=F0(x, y) + niJi + n2

J2+ ••• +nmJm, (7)

где щ, . . . , пт — целые числа (положительные или отрицательные),,
которые легко подсчитываются на основании сказанного выше по числу
пересечений пути М0М с купюрами (при этом следует принимать во вни-
мание направление пересечения). Например, в случае рис. 75

Рис. 75.

F(x,y) = F0(x
Для того чтобы функция F (х, у) была однозначной, необходимо-

и достаточно, чтобы наряду с условием (5) было соблюдено условие

Все сказанное выше можно применить и к случаю, когда контур
Lm+1 уходит целиком в бесконечность, так что область S превращается
в бесконечную плоскость с отверстиями.

3. В с л у ч а е т р е х и з м е р е н и й имеем совершенно ана-
логичные результаты. И здесь следует различать односвязные и много-
связные трехмерные области (тела). Односвязной называется область,
обладающая тем свойством, что всякая замкнутая линия, проведенная
внутри тела, может сжаться в одну точку путем непрерывной деформации,
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не выходя из области (примеры: шар и куб). В противном случае область
многосвязна. Примерами многосвязных областей могут служить, напри-
мер, тор (т. е. тело, полученное вращением круга вокруг оси, лежащей
в его плоскости'и не пересекающей его) или куб, имеющий одно или
несколько сквозных отверстий, и т. п.

Тор есть тело двусвязное, ибо его можно сделать односвязным путем
проведения одного разреза (перегородки); здесь уже, в противополож-
ность случаю двух измерений, разрез будет не линией, а поверхностью.

Вообще тело будет (т + 1)-связным, если его можно сделать одно-
связным при помощи т разрезов. Обратим внимание на то, что тело,
ограниченное одной замкнутой поверхностью, не обязательно односвязно
(пример: тор); наоборот, тело может быть ограничено несколькими замк-
нутыми поверхностями, но быть односвязным (пример: область, заклю-
ченная между двумя концентрическими сферами).

Пусть теперь дано дифференциальное выражение

Р(х, у, z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x, у, z)dz, (1)

где Р, Q, R — однозначные и непрерывные функции, имеющие непрерыв-
ные первые производные в некоторой о д н о с в я з н о й области V.

Совершенно аналогично сказанному в предыдущем пункте, можем
показать, что для существования однозначной функции F (х, у, z), удо-
влетворяющей условию

необходимо и достаточно, чтобы

O, (3)

где L — любой замкнутый контур в области V.
При этом условии функция F определится формулой

F(x,y,z)= J (Pdx + Qdy + Rdz)+C, (4)
м'ом

где С — произвольная постоянная, а интеграл взят по любому пути
(находящемуся в V), соединяющему постоянную точку Мо с переменной
точкой М (х, у, z).

Преобразуем условие (3). Для этого вспомним известную формулу
Стокса:

J J { ( ) ( n , x)
a

дР d

где а — любая (разомкнутая) поверхность (не выходящая из V), имеющая
своей границей контур L, а п — нормаль к этой поверхности а,
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проведенная в определенную сторону. В силу этой формулы условие (3)
примет вид

ЭР дВ.f f Г /' dR

причем оно должно быть соблюдено для любой поверхности а (находя-
щейся внутри V). Взяв в качестве а какую-либо площадку, нормальную
к оси Ох, получим, в частности:

И (•£-•£)**-••
откуда выводим (ввиду произвольности площадки а) первую из следующих
формул:

dR dQ ЭР dR dQ ЭР

ду dz ' dz дх ' дх ду (7)

(две последние формулы выводятся круговой перестановкой).
Обратно, условия (7) являются, очевидно, достаточными для наличия

условия (3) и, значит, для существования однозначной функции F (х, у, z),
определяемой формулой (3).

В с л у ч а е м н о г о с в я з н о й о б л а с т и при наличии усло-
вий (7) функция F (х, у, z), определяемая равенством (4), может оказаться
многозначной. Именно, рассуждениями, совершенно аналогичными рас-
суждениям предыдущего пункта (читатель легко воспроизведет их сам),
можно установить следующее. Если мысленно провести т разрезов (пере-
городок) так, чтобы обратить данную (т + 1)-связную область в одно-
связную, а через Fo (x, у, z) обозначить функцию, определяемую форму-
лой (4), при условии, что путь интегрирования не пересекает перегородок,
то при произвольном пути интегрирования будем иметь:

F (х, у, z) — Fo {х, у, г) + п^\ + ... + nmJm, (8)

где щ, . . . , пт — целые числа, а / 4 , . . . , Jт — постоянные, предста-
вляющие собой интегралы по замкнутым путям. А именно:

x + Qdy-^Rdz), (9)

где /<Й — простой замкнутый контур, который пересекает только перего-
родку с номером к, переходя от стороны ( + ) к стороне (—). Целые числа
щ определяются по такому же правилу, как в предыдущем параграфе.

Для того чтобы функция F была однозначна, необходимо и доста-
точно, чтобы наряду с условиями (7) были соблюдены условия:

/ 1 = / 2 = - . . . = У | й = 0. (10)



ДОБАВЛЕНИЕ III

ОПРЕДЕЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО
ПЕРЕМЕННОГО ПО ЗАДАННОЙ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ЧАСТИ.

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ ОТ ГОЛОМОРФНОЙ ФУНКЦИИ

1. Пусть
р(х, y) + iq{x, y) = f(z) (1)

— функция комплексного переменного z = х + iy, голоморфная в неко-
торой области S плоскости z. Как известно, в этом случае действитель-
ная и мнимая части р и q связаны соотношениями Коши — Римана:

дх ду ' ду дх ' ( '

Из элементов теории функций комплексного переменного известно,
что, обратно, если две однозначные действительные функции р и q,
имеющие непрерывные первые производные, связаны соотношениями (2),
то р + iq является голоморфной функцией переменной z в данной
области 1 ) .

Функция q, связанная с данной функцией р соотношениями (2),
называется сопряженной с ней.

Не всякая функция р может быть действительной частью голоморф-
ной функции комплексного переменного. Действительно, дифференцируя
уравнение (2) соответственно по х и по у и складывая, получаем:

значит, функция р должна быть гармонической; точно так же можно
показать, что q должна быть гармонической. Под гармонической функ-
цией во всем дальнейшем мы будем понимать функцию, удовлетворяю-
щую (в данной области S) уравнению (3) и имеющую непрерывные про-
изводные до второго порядка. Мы будем считать также во всем даль-
нейшем, что функция р однозначна.

Легко показать, что ко всякой гармонической функции р можно
подобрать сопряженную функцию q. Действительно, на основании

!) Голоморфная функция, как известно, имеет производные любого порядка
(и больше того: разлагается в ряд Тэйлора в окрестности любой точки). Значит, и функ-
ции р, q обладают тем же свойством.
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уравнения (2) имеем для определения q:

dq=-%-dx + ?E-dy.
^ dy Ox a

Условие существования функции q (см. Добавление II) в нашем
случае сводится к следующему:

которое соблюдено в силу уравнения (3). Следовательно, функция q
определяется с точностью до произвольной постоянной формулой

где М0М — произвольный путь, соединяющий некоторую (произвольную)
постоянную точку Мо с переменной точкой М (х, у) и не выходящий
из данной области S.

Формулу (4) можно переписать в несколько более простом виде.
Пусть t обозначает касательную к пути интегрирования (направленную
в сторону движения от Мо к М), а п — нормаль, направленную вправо,
если смотреть вдоль t (рис. 15 на стр. 110). Тогда

dx = ds-cos (t, x) = — d s - c o s (n, у), dy = ds-cos (t, y) = ds-cos (n, x),

где ds — элемент пути интегрирования, и, следовательно,

Значит, формула (4) может быть переписана так J ):

ч(х> У)= \ l k d s + c- (4'>
мом

В случае, когда область S односвязна, функция q, определенная фор-
мулой (4) или (4'), будет однозначна, и на основании сказанного функция

= р + iq

будет голоморфна в области S; она определяется при заданном р с точ-
ностью до чисто мнимой произвольной постоянной Ci.

В случае многосвязной области функция / (z) = р + iq, где q опре-
деляется формулой (4) или (4'), будет голоморфной во всякой односвязной
области, выделенной из S (и, в частности, в разрезанной области S*;
см. Добавление II). Но если ничем не ограничить путь интегрирования
(кроме условия, чтобы он заключался в S), функция / (z) может оказаться

2) Формула (4') может быть сразу написана, если заметить, что

dq dp

ds dn

Это соотношение непосредственно выводится из соотношений Коши — Римана.
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многозначной. А именно, при обходе по замкнутому контуру, охваты-
вающему один из контуров Lfc. (обозначения здесь те же, что в Добавле-
нии II), функция q прирастает на некоторую постоянную Bk, а следо-
вательно, функция / (z) получает чисто мнимое приращение iB^.

Постоянные В^ определяются формулами:

L'k L'k

интегралы могут быть взяты также по самим линиям Lh, если частные
производные функции р непрерывны вплоть до границы.

Для того чтобы функция / (z) была однозначна в многосвязной обла-
сти S, необходимо и достаточно, чтобы все постоянные Bk равнялись
нулю.

2. В связи с предыдущим сделаем еще одно замечание относительно"
неопределенного интеграла от голоморфной в некоторой области S функ-
ции / (z). Под неопределенным интегралом

\j(z)dz

мы понимаем функцию, определяемую равенством
2

F(z)= С f(z)dz + const, (1)

где интеграл взят по произвольному пути, не выходящему из S, соеди-
няющему произвольную неподвижную точку z0 с переменной точкой zr

a const — произвольная (вообще комплексная) постоянная.
Если S — односвязная область, то F (z) будет однозначной функцией.

Это следует из того, что в силу известной теоремы Коши интеграл

\f(z)dz,

взятый по любому замкнутому контуру, равен нулю, а значит,
2

J / (z) dz
го

не зависит от пути интегрирования (ср. аналогичные рассуждения в Доба-
влении I I , п. 2).

Если же область S — многосвязная (мы будем считать, что она,
имеет вид, указанный в п. 1 Добавления II), то функция F (z) может/
оказаться многозначной, именно: при обходе по контуру L'h, один раз.
охватывающему Lh (обозначение см. в Добавлении II), она получит
приращение

ak + ifik=\f(z)dz. (:2>
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Интеграл в правой части, вообще говоря, будет отличен от нуля,
ибо область, заключенная внутри L'k, не принадлежит целиком обла-
сти S. Величина ak + if>k не зависит от выбора контура L'k, лишь бы он
один раз охватывал контур Lk , не пересекая других купюр, кроме ahbk,
и описывался в определенном направлении. Это может быть доказано
совершенно тем же путем, как аналогичное обстоятельство относительно
функции F (х, у), доказанное в п. 2 Добавления П. Рассуждая точно
так же, как в Добавлении II, легко установить, что функция / (г), опре-
деляемая формулой (1), может быть представлена в виде

/ {г) = /о (z) + щ (<ц + гр\) 4- .. . + пт (ат + ф т ) , (3)

где /о (z) — однозначно определенная функция в разрезанной области S*,
а щ, . . . , пт — целые числа, определяемые совершенно так же, как
в Добавлении II .



ДОБАВЛЕНИЕ IV

ОДИН ВЫВОД ФОРМУЛ КОМПЛЕКСНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

1. В гл. II был приведен простой вывод формул общего предста-
вления решения уравнений плоской теории упругости при отсутствии
объемных сил, по существу совпадающих с формулами Г. В. Колосова.

Эти формулы можно, разумеется, вывести и другими простыми спо-
собами. Одним из них является тот, которым пользовался сам Г. В. Коло-
сов [1, 2]. Я не остановился на этом в основном тексте, так как способ
получения формул общего представления существенного значения не имеет:
существенно лишь то, как используются эти формулы для решения кон-
кретных задач. Однако вследствие того, что некоторые авторы придают
способу вывода формул общего представления определенное (на мой
взгляд — преувеличенное) значение, я счел целесообразным сказать здесь
несколько слов об упомянутых способах и привести один из них, охва-
тывающий также случай наличия объемных сил.

2. Большинство выводов, приводимых различными авторами, осно-
вано на следующем приеме. Вместо действительных переменных х, у
вводятся комплексные переменные

z = x + î > z=--x—iy,

так что различные функции действительных переменных, скажем функ-

ция / (х, у), представляются в виде функций двух переменных z, z:

2 ' 2 у

при этом с функцией ф (z, z) оперируют иногда как с функцией двух

н е з а в и с и м ы х комплексных переменных z и z. Например, общее

решение уравнения

^ = - = ф(г, z), (**)

где ф (z, z) — заданная и Ф = Ф (z, z) — искомая функции, пишут в виде

Ф(г, z) = \ ф (z, z) dz -\-W (z), (***)

где Ч*1 (z) —«произвольная» (подразумевается — аналитическая) функция
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от z. Очевидно, что таким рассуждениям можно придать определенный
смысл лишь в частных случаях (о некоторых из них см. ниже п. 3)
и при весьма существенных оговорках1). Формулы вида (***) иногда
применял и Г. В. Колосов; см.-, например, его книгу [6], § 8 и статью [3].
Следует, однако, отметить, что выводы формул общего представления (при
отсутствии объемных сил), данные в его основных работах [1, 2], пред-
шествующих названным, можно считать вполне строгим, если добавить
к ним некоторые, впрочем почти очевидные, пояснения.

Ниже, в п. 4, приведем один вывод, аналогичный упомянутым выше,
но строго обоснованный, и начнем с некоторых предварительных замечаний.

3. Введем в рассмотрение следующие операции:

fa ~ 2 \ дх ' ду J ' dz ~ 2 \ дх ду ) ' ^ '

применимые к любым дифференцируемым в некоторой области S функциям
F (х, у) = U (х, у) ~\- iV (х, у), где U и F — действительные функции дей-
ствительных переменных х, у:

dF _ l [ d F . d F - \ _ l Г dU _ dV I i Г dU dV "1 ^

dz 2 [_ дх ду j 2 [ дх ду J 2 L ду дх J ' |

dF 1 Г dF . dF 1 1 Г dU , dV'] i Г dU dV 1 |

7 ^ ^
Если

- ^ = 0,
dz

то, в силу условий Коши — Римана, F (х, у) — ц> (г), где ф (z) — аналити-
ческая функция от z, и обратно, а если

dz - и '

то F (х, у) = ф (г), где ф (z) — аналитическая функция от z, и обратно.
Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение

!T = f(x' y) = fAx, V)+if2(x, У), (3)
dz

где F = F (x, у) — искомая, а / (x, у) — заданная функции, или в раскры-
том виде систему дифференциальных уравнений

аи dv 0 , , . аи , dv п , , , , ч ч
-3i-a^ = 2h(^ Vh -^ + ̂  = 2f2(x, у). (За)

Если / (х, у) = 0, то уравнение (3) и эквивалентная ему система (За)
обращаются в однородные и выражают условие Коши — Римана. Ясно,
что общим решением однородного уравнения, соответствующего уравне-

*) Если иметь в виду обычное определение понятия функции / (х, у) двух дей-
ствительных переменных х, у, то уже само представление такой функции в виде (*)
не имеет определенного смысла, так как его можно осуществить бесчисленным множе-
ством способов; с одинаковым правом мы можем, например, написать, как это часто
и делают (см., в частности, ниже п. 5), что / (х, у) = ф (z) или что / (х, у) = яр (г),
подразумевая под этим, что каждому значению z = х -\- iy или z = х — iy соответ-
ствует определенное значение / (х, у).
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нию (3), является произвольная аналитическая функция F (г) комплекс-
ного переменного z и что общее решение неоднородного уравнения (3)
получим, прибавив к какому-либо его частному решению произвольную
аналитическую функцию от z.

Что же касается частных решений, то при некоторых общих усло-
виях, которые будут указаны ниже, одним из таких решений будет
функция Fo (х, у), определяемая формулой х)

о

где z = х + iy — произвольная точка области S, а £ '= £ + щ.
Мы будем считать здесь и в дальнейшем, что область S подчинена

тем же общим условиям, как и в основном тексте книги, и что в случае
бесконечной области

f(xy) O[ а = const > 0. (4a)
4 \z\ т У

Справедливость утверждения, что функция ^о (х, у), определяемая
формулой (4), является (частным) решением уравнения (3), можно дока-
зать при некоторых условиях, налагаемых на функцию / (х, у), непосред-
ственной проверкой, не совсем, впрочем, простой, так как дифференци-
рование под знаком интеграла здесь недопустимо вследствие сильной сингу-
лярности подынтегрального выражения2). В п. 5 настоящего Добавления
мы приведем доказательство, применимое к случаю, когда функция / (х, у)
непрерывно дифференцируема в области S. В п. 6 будут указаны и более
общие условия, при которых наше утверждение остается справедливым.

Общее решение уравнения (3) будет дано формулой

F(x, y) = F0(x, y) + Q(z),

где Q (z) — произвольная аналитическая функция.
Аналогично одно из частных решений F*(x, у) уравнения

„ 1 (/у» 7 / | - Т | 'У 7 / \ I i т / /у1 7/ i 1 1 1

дается формулой

F* (х, у) = \ \ _ ._ , (6)

а общее решение — формулой

F(x, y) = Ft(x, y) + Q(z),

где Q (z) — произвольная аналитическая функция.

J) Формула эта была, по-видимому, впервые указана Д. Помпеи (Pompeiu [1, 2]).
2) Если бы было допустимо дифференцирование под знаком интеграла, мы

получили бы —^ — 0, что неверно.
dz
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Отметим еще, что во многих частных случаях можно получить реше-
ние уравнений (3) или (5) совершенно элементарно.

Например, если / (х, у) представляет собою полином или, более общо,
рациональную функцию от х, у, то эту функцию можно представить в виде
полинома или рациональной функции от z и z:

(теперь уже такое представление имеет определенный смысл) и тогда,
например, решение уравнения (5), как легко непосредственно проверить,
представится в виде

F(x, y)=^ /0 (г, z)dz+-g(z), (7)

где g (z) — произвольная аналитическая функция от z, а интеграл вычис-
ляется так, как если бы величина z оставалась постоянной г). Как было
уже сказано в п. 2, формула (7) теряет смысл в общем случае.

Вообще на практике можно часто обойтись без применения формул (4)
или (6), пользуясь теми или иными приемами. Приведем два простых
примера, которые нам понадобятся в дальнейшем.

Пусть требуется решить уравнение вида (5):
dF \

s
где / (£, г|) — заданная непрерывная функция в S, удовлетворяющая
в случае бесконечной области условию (4а) при а > 1.

Замечая, что, очевидно,

Т ^ = - - | - [ I n ( £ - z ) + I n ( £ - * ) ] = -

можем представить уравнение (8) в виде

dz - л ]

s

(дифференцирование под знаком интеграла здесь допустимо), откуда
непосредственно следует, что одним из частных решений уравнения (8)
будет

F0(x, у) = 4 И / ( Е > 4)ln|£-z|dSdTi. (9)

Поступая аналогично, мы можем представить частное решение урав-
нения

dF _ I Г? / ( j,

в виде
±[\^lfa,i\)dldr\. (11)

х) Этот прием с определенными оговорками может быть распространен на слу-
чай, когда/ (х, у) — аналитическая функция от х, у. См., например, И. Н. Векуа [1].
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4. Перейдем теперь к упомянутому выше выводу формул общего
представления 1). Будем исходить из уравнений плоской теории упру-
гости в смещениях (и, v) [§27, формула (4)]:

цДи + (Х + ц ) | | - + Х = 0, |лДу + (а,4-ц)Ц- + У = 0 (1)

в области S, где, как всегда, и, v — компоненты смещения, X, Y — ком-
поненты объемной силы и

а да dv

Уравнения (1) можно записать в виде одного комплексного уравне-
ния:

4р-™-+2(К + й£ + Р = 0 (2)
dz dz dz

где положено

W = u + iv, F = F(x, y) = X + iY. (3)
Отметим, что

а dW , dW
« z dz

~ 04V д fd\V\
Операцию = следует рассматривать как — -^~ , понимая операции

dz dz dz \ o z J

— и — , как указано в п. 3 [формулы (1)].
dz dz

Уравнение (2) можно еще представить в виде

- Л (3')

откуда, применяя формулу (4) п. 3, выводим

2(l+%'W, (4)

где £ = \ + Щ, ф' (z) — произвольная аналитическая функция, которую
мы представили в виде производной от произвольной аналитической
функции, а множитель 2 (1 + к) введен для удобства; как всегда,

х = , , ^ ^ 3 —4а.

Складывая формулу (4) с формулой, полученной переходом к сопря-
женным значениям, находим:

Подставляя это значение 0 в формулу (4) и пользуясь на этот раз
формулами (9) и (11) п. 3, получим после простых выкладок и введения

х) Вывод этот принадлежит И. Н. Векуа; он был опубликован в статье Векуа
и Мусхелишвили [1].
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надлежащих обозначений следующую формулу:

где IJJ (2) — некоторая произвольная аналитическая функция.
Формула (5) дает общее представление решения уравнений плоской

теории упругости в смещениях. Если в (5) положить F (£, т)) = 0, то
получим формулу, относящуюся к случаю отсутствия объемных сил,
которой мы постоянно пользовались в основном тексте. Полагая же
Ф (z) = 1|) (z) = 0, мы получим как раз то частное решение уравнений
плоской теории упругости при наличии объемных сил, которое было най-
дено иным путем в § 57а.

Для вывода формул, выражающих компоненты напряжения, вос-
пользуемся формулами:

X —У +2iX - 4 и ~
oz

вытекающими из формул (2) § 25.
Подставляя в эти формулы выражение (5) для W, получим без труда:

И

~^ТЧ \ \ F& Л)Т |^^йг1 + 2[2ф"(2) + ̂ (Ю1- (6)
S

\ \
S

Эти формулы при отсутствии объемных сил, т. е. при F (х, у) = О,
совпадают с приведенными в основном тексте.

Следует еще отметить, что аналогичные выводы формул общего
представления при наличии объемных сил имеются и в некоторых рабо-
тах Г. В. Колосова, например в его книге [6]. Однако выводы эти нельзя
признать строгими (по крайней мере без существенных оговорок), так как
автор пользуется приемом, о котором говорилось в п. 2, в частности
формулами вида (***).

Для случая, когда существует потенциал объемных сил, т. е. когда

Y ev v _ _ i Z
Л ~ дх ' ду '
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где V — V (х, у) — некоторая функция от х, у, формулы общего предста-
вления были даны С. Г. Михлиным [10].

Этот же случай был позднее рассмотрен Стевенсоном (Stevenson [1, 2]).
В первой из указанных работ этот автор пользуется формулами вида
(***)п. 2, во второй же он дает вывод формул общего представления,
не пользуясь формулами вида (***). В полученных им формулах

общего представления фигурирует некоторая функция W (z, z), опреде-
ляемая условием

автор не дает явного выражения для этой функции.
Формулы общего представления при наличии объемных сил и неко-

торые их приложения даны также Ю (Yi-Yuan Yu [I ]) и Ф. Шеленгов-
ским [1].

5. Приведем в заключение временно опущенное нами доказатель-
ство утверждения, что формула (4) п. 3 дает одно из частных решений
уравнения (3) п. 3. Это относительно простое доказательство было сооб-
щено мне И. Н. Векуа.

Для упрощения обозначений мы будем теперь вместо / (|, т}) писать
/ (£), где по-прежнему £ = | + щ, а вместо Fo (x, у) писать F (х, у) или
F (z), так что формула (4) п. 3 представится в виде

Мы будем по-прежнему считать, что в случае бесконечной области
при больших | £ |

1/(£)| = 0(у^+- а -), а > 0 . (la)

Кроме того, мы будем считать, что функция / (£)•, т. е. функция / (|, т])
формулы (4) п. 3, непрерывно дифференцируема, т. е. имеет непрерывные
частные производные по \ и г\.

Нам надлежит доказать, что в любой точке z = x-\-iy области S

Очевидно, достаточно доказать справедливость этой формулы для сколь
угодно малой окрестности So произвольно фиксированной точки z0

области S. В качестве So мы возьмем круг радиуса е с центром в точке z0,
целиком расположенный в области S. В дальнейшем мы будем считать,
что z изменяется внутри круга So-

Функцию F (z) можно теперь представить в виде

F(z) = F0(z) + Ft(*),

где /"о (z) и Fi (z) обозначают интегралы вида (1), но взятые соответ-
ственно по областям So и S — So.
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Очевидно, что /\ (z) — голоморфная в So функция и поэтому

dz

в области So- Следовательно, нам остается показать, что в этой области

-f>-=/(z),
dz

где

A- F (?\ 1 С С f ( О d g d T )

So

Распространим теперь функцию / (£), фигурирующую в предыдущем
интеграле и заданную в круге So, на всю плоскость так, чтобы полученная
новая функция /„ (£), определенная уже на всей плоскости и совпадающая
в области So с функцией / (£), была непрерывна и непрерывно дифферен-
цируема всюду и удовлетворяла условию (1а). Такое распространение
можно, как легко видеть, осуществить бесчисленным множеством способов.

Положим теперь:

Л г) ,1 ц Z
р

где Р обозначает всю плоскость, a Fo (z) и F^ (z) — интегралы, рас-
пространенные соответственно по областям So и Р — So.

Ясно, что F^ (z) — голоморфная в So функция и поэтому

dF.Jjz) = 0

Таким образом, нам остается показать, что в области So

д Р \ ( г ) _ , \ f ,

d~z *

Заменой переменных интегрирования функцию F^ (z) можно представить
в виде г)

р

Отсюда сразу вытекает, что функция F^ (z) непрерывно дифференцируема
на всей плоскости Р. Дифференцируя под знаком интеграла (что теперь
допустимо), получим:

х) Мы могли бы произвести такую замену и в интеграле (3). Но тогда область
интегрирования сделалась бы переменной (зависящей от г) и при дифференцировании
интеграла пришлось бы учитывать это обстоятельство.
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или еще

ф = _ ± И т Г \ А г/.(е+»)-1 dgd

где P/j обозначает область, заключенную между концентрическими окруж-

ностями | £ | = Л и | £ | = -^ , а /г — положительная величина.

Применим теперь формулу Остроградского — Грина, преобразую-
щую двойной интеграл в простой. Как легко видеть, эту формулу можно
в комплексной форме представить так:

где S — некоторая конечная область на плоскости, a i — ее граница,
снабженная определенным положительным направлением; мы пред-
полагаем, что область S и ее граница L подчинены тем же условиям, что
в основном тексте книги.

В нашем случае эта формула дает

2л 2я

о
2л 2л

5 J
0 0

и утверждение доказано.
6. Можно показать, что равенство (2) п. 5 имеет место и в случае, когда

функция f (z) = f (x, у), не будучи дифференцируемой, удовлетворяет
условию Гёльдера г ) . Доказательство этого предложения дано в моно-
графии И. Н. Векуа [8], гл. 1, § 8.

Если функция / (х, у) лишь непрерывна, то формула (2) п. 5, вообще
говоря, несправедлива, так как в этом случае функция F (х, у) может
не иметь частных производных по х и у в обычном смысле. Но можно
обобщить понятие частных производных таким образом, чтобы функция
F (х, у) оставалась дифференцируемой и в этом случае. А именно, если
понимать частные производные в смысле С. Л. Соболева, то в случае,
когда функция / (х, у) лишь непрерывна, равенство (2) п .5 имеет место
почти всюду в S. Более того, это равенство имеет место почти всюду
в 5, если функция / (х, у) лишь интегрируема по Лебегу. Доказательство
этих результатов дано И. Н. Векуа [8].

') То есть условию

Уъ) — f (Ж1- У\) I <const-[ | x2—xi 1̂  + 1 г/2—г/i \% p. = const > 0 .
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теории упругости для бесконечной плиты. Докл. АН СССР, т. 128, № 1, 1959,
стр. 57—60.

[2] Некоторые зависимости между решениями плоской и осесимметричной задач
теории упругости и решение осесимметричных задач при помощи аналити-
ческих функций. Докл. АН СССР, т. 129, № 4, 1959, стр. 754—757.

[3] Решение осесимметричных задач теории упругости при помощи аналитических
функций. Докл. АН СССР, т. 139, № 2, 1961, стр. 337—340.

[4] О решении осесимметричных задач теории упругости методами теории функций
комплексного переменного. Сб. «Некоторые проблемы математики и механики».
Сиб. отд. АН СССР, 1961, стр. 42—46.

[5] Решение осесимметричных задач теории упругости при помощи зависимостей
между осесимметричными и плоскими состояниями. Прикл. матем. и механ.,
т. XXV, вып. 5, 1961, стр. 912—920.

[6] О решении пространственной осесимметричной упругой задачи с объемными
силами или температурными напряжениями при помощи аналитических функ-
ций. Изв. АН СССР, ОТН, Механ. и машиностр., № 4, 1962, стр. 130—133.

А л е к с а н д р о в А. Я. и В о л ь п е р т B . C .
[1] О применении одного метода решения осесимметричных задач теории упруго-

сти к задаче о шаре и о пространстве с шаровой полостью. Изв. АН СССР,
Механ. и машиностр., № 6, 1961, стр. 106—109.

А л е к с а н д р о в А. Я. и С о л о в ь е в Ю. И.
[1] Одна форма решения пространственных осесимметричных задач теории упру-

гости при помощи функций комплексного переменного и решение этих задач
для сферы. Прикл. матем. и механ., т. XXVI, вып. 1, 1962, стр. 138—145.

А л ь п е р и н И. Г.
[1] Напряжения в бесконечной полосе равномерно сжатой на пловине длины.

Харьковский гос. унив. Уч. зап., т. XXVIII; Зап. научн.-иссл. и-та матем.
и механ. и Харьковск. матем. общества, серия 4, т. XX, 1950, стр. 109—118.

А м е н з а д е Ю. А.
[1] О регуляризации бесконечной системы уравнений в задаче изгиба круглого-

призматического бруса с эллиптической полостью. Докл. АН Аз. ССР, т. XI,.
№ 3, 1955, стр. 155—160.
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[2] К вопросу изгиба полых призматических стержней. Тр. Аз. НИИ по добыче
нефти, вып. 1, 1954, стр. 54—60.

[3] Изгиб круглого призматического бруса с эллиптической полостью. Инж. сб.,
т. XXIV, 1956, стр. 97—113.

[4] Изгиб призматического бруса, ослабленного круговою полостью. Тр. Аз.
НИИ им. М. Азизбекова, вып. XIV, 1956; ДАН СССР, т. 114, № 1, 1957; Изв.
АН Арм. ССР, сер. физ.-мат. наук, т. X, № 3, 1957, стр. 47—63.

[5] Кручение призматического бруса с квадратным сечением, армированного кру-
говым стержнем. Сообщ. АН Груз ССР, т. XVIII, № 3, 1957; Изв. АН Аз.
ССР, № 2, 1958, стр. 35—53.

[6] Местные напряжения при кручении круглого призматического бруса с эллипти-
ческим несоосным отверстием. Докл. АН СССР, т. 119, № 6, 1958.

[7] Местные напряжения при изгибе круглого призматического бруса с эллипти-
ческой несоосной полостью, Докл. АН СССР, т. 122, № 3, 1958, стр. 356—359.

[8] Местные напряжения при кручении призматического бруса квадратного сече-
ния с круглым несоосным отверстием. Изв. АН СССР, ОТН, Механ. и машино-
стр., 1959, № 5, стр. 143—148.

[9] MicueBi напруження при 3rim круглого призматичного бруса з елшсощальною
HecniBBicHoio порожниною. Прикладна механ., т. VII, вып. 2, 1961, 135—147.

А м е н з а д е Ю. А. и А л е с к е р о в а С. А.
[1] Однонаправленное растяжение пластин звена втулочно-роликовойцепи. Докл.

АН Аз. ССР, т. 15, № 2, 1959, стр. 111—117.
А н и к и н Е. П.

[1] Концентрация напряжений в пластинке с прямоугольным вырезом. Тр. Даль-
невосточного политехи, ин-та, вып. 45, 1956, стр. 63—81.

А р а м а н о в и ч И. Г.
[1] О распределении напряжений в упругой полуплоскости, ослабленной подкре-

пленным круговым отверстием. Докл. АН СССР, т. 104, №3,1955, стр. 372—375.
[2] Задача о давлении штампа на упругую полуплоскость с круговым отверстием.

Докл. АН СССР, т. 112, № 4, 1957, стр. 611—614.
А р у т ю н я н Н. X. и А б р а м я н Б. Л.

[1] Кручение упругих тел, Физматгиз, Москва, 1963.
Б а б а к о в а О. И.

[1] О приближенном конформном отображении двусвязной области на кольцо.
Тр. Харьк. политехи, ин-та им. В. И. Ленина, т. V, сер. инж.-физ., вып. 1,
1955, стр. 35—50.

[2] Кручение стержня квадратного сечения с круглым отверстием. Тр. Харьк. по-
литехн. ин-та им. В. И. Ленина, т. XIV, сер. инж.-физ., вып. 2, 1958, 53—58.

Б а р е н б л а т т Г. И.
[1] О некоторых задачах теории упругости, возникающих при исследовании

механизма гидравлического разрыва нефтеносного пласта. Прикл. матем.
и механ., т. XX, вып. 4, 1956, стр. 475—486.

[2] Об условиях конечности в механике сплошных сред. Статические задачи теории
упругости. Прикл. матем. и механ., т. XXIV, вып. 2, 1960, стр. 316—332.

[3] О равновесных трещинах, образующихся при хрупком разрушении. Общие
представления и гипотезы. Осесимметричные трещины. Прикл. матем. и механ.,
т. XXIII, № 3, 1959, стр. 434—444.

[4] О равновесных трещинах, образующихся при хрупком разрушении. Прямо-
линейные трещины в плоских пластинках. Прикл. матем. и механ., т. XXIII,
№ 4, 1959, стр. 706—721.

[5] О равновесных трещинах, образующихся при хрупком разрушении. Устойчи-
вость изолированных трещин. Связь с энергетическими теориями. Прикл.
матем. и механ., т. XXIII, № 5, 1959, стр. 893—900.
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[6] О равновесных трещинах, образующихся при хрупком разрушении. Докл.
АН СССР, т. 127, № 1, 1959, стр. 47—50.

[7] Об основных представлениях теории равновесных трещин, образующихся при
хрупком разрушении. Сб. «Проблемы механики сплошных сред», Изд. АН СССР,
М.—Л., 1961, стр. 41—58.

[8] Математическая теория равновесных трещин, образующихся при хрупком
разрушении. Ж. прикл. мсхан. и техн. физ., 1961, № 4, стр. 3—56.

Б а р е н б л а т т Г. И. и Х р и с т и а н о в и ч С. А.
[1] Об обрушении кровли при горных выработках. Изв. АН СССР, ОТН, № 11,

1955, стр. 73—86.
Б а р е н б л а т т Г. И . и Ч е р е п а н о в Г. П.

[1] О влиянии границ на развитие трещин хрупкого разрушения. Изв. АН СССР,
ОТН, сер. механ. и машиностр., 1960, № 3, стр. 79—88. Поправки: там же,
1962, № 1, стр. 153—154; и Ж. прикл. механ. и техн. физ., 1966, № 1.

[2] О расклинивании хрупких тел. Прикл. матем. и механ., т. XXIV, № 4, 1960,
стр. 667—682.

Б а т ы р е в А. В.
[1] Кручение цилиндрических стержней. Уч. зап. Ростовск. гос. ун-та, т. XVIII,

вып. 3, 1953, стр. 3—16.
Б а х т и я р о в И. А.

[1] Кручение призматического бруса коробчатого профиля. Изв. АН СССР, сер.
физ.-мат. и техн. наук, № 6, 1959, стр. 145—158.

Б е г и а ш в и л и А. И.
[1] Решение задачи давления системы жестких профилей на прямолинейную гра-

ницу упругой полуплоскости. Докл. АН СССР, т. XXVII, № 9, 1940,
стр. 914—916.

Б е л е н ь к и й М. Я.
[1] Смешанная задача теории упругости для бесконечно длинной полосы. Прикл.

матем. и механ., т. XVI, вып. 3, 1952, стр. 283—292.
[2] Некоторые осесимметричные задачи теории упругости. Прикл. матем. и механ.,

т. XXIV, вып. 3, 1960, стр. 582—584.
Б е л о н о с о в С М .

[1] Новая форма интегральных уравнений плоской статической задачи теории
упругости. Тр. Воронежск. гос. ун-та, физ.-мат. сб., т. 27, 1954, стр. 30—42.

[2] Плоская задача теории упругости для клина при заданных на границе напря-
жениях или смещениях. Докл. АН СССР, т. 131, № 5, 1960, стр. 1042—
1045.

[3] Плоская задача теории упругости для бесконечной полосы при заданных на
границе напряжениях и смещениях. Докл. АН СССР, т. 131, № 6, 1960,
стр. 1291—1293.

[4] Об одном методе решения плоских статических задач теории упругости для
двусвязных областей. Сиб. матем. журн., 1961, т. II, А° 3, стр. 341—365.

[5] Основные плоские статические задачи теории упругости для односвязных
и двусвязных областей, Изд. Сиб. отд. АН СССР, 1962.

Б е р и ш т е й н С. Н.
[1] Об абсолютной сходимости тригонометрических рядов. Сообщ. Харьковск.

матем. об-ва, сер. II, т. XIV, № 3, 1914, стр. 139—144; А» 5, 1915, стр. 200—201.
Б и ц а д з е А. В.

[1] О местных деформациях при сжатии упругих тел. Сообщ. АН Груз. ССР,
т. V, № 8, 1944, стр. 761—770.

Б о й м А. А.
[1] Про напруги у вагомш швплощиш, ослабленш склепистим отвором. Прикладна

механ. АН УРСР, т. II, вып. 4, 1956, стр. 388—391.
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[2] Про напруження в безконечнш стистнутш пластинщ, послабленш трапецо!-
дальним або склепистим отвором, край якого тдкршлений пружним кшьцем.
Прикладна механ. АН УРСР, т. III , вып. 4, 1957, стр. 471—476.

Б у й в о л В. М.
[1] Б1гармошчна задача для багатозв'язних систем з цикл!чнок> симетр1ею.

Прикладна механ. АН УРСР, т. V, вып. 3, 1959, стр. 276—287.
Б у р м и с т р о в Е. Ф.

[1] О концентрации напряжений около овальных отверстий некоторого вида.
Инж. сб., т. 17, 1953, стр. 199—202.

[2] К вопросу о концентрации напряжений около некруглых отверстий в изгибае-
мых тонких плитах. Инж. сб., т. 30, 1960, стр. 99—106.

Б у х а р и н о в Г. Н.
[1 ] Решение плоской задачи теории упругости для области, ограниченной криволи-

нейным контуром частного вида. Сб. «Экспер. методы определения напряжений
и т. д.» (работы Лаборатории оптического метода Ин-та мат. и мех.Ленинградск.
гос. ун-та, Л.—М., 1935, стр. 135—149.

В а й н б е р г Д. В.
[1] Напряженное состояние составных дисков и пластин, Киев, 1952.

В а й н б е р г Д. В. и У г о д ч и к о в А . Г.
[1] Напряжения изгиба в тонкой плите при соединениях с натягом. Прикладна

механ. АН УРСР, т. IV, вып. 4, 1958, стр. 396—400.
В е к у а И. Н.

[1] Новые методы решения эллиптических уравнений, М.-Л., 1948.
[2] Приложение метода акад. Н. Мусхелишвили к решению граничных задач

плоской теории упругости анизотропной среды. Сообщ. АН Груз. ССР, т. 1,
№ 10, 1940, стр. 719—724.

[3] Об изгибе пластинки со свободным краем. Сообщ. АН Груз. ССР, т. III, № 7,
1942, стр. 641—648.

[4] Интегрирование уравнений сферической оболочки. Прикл. матем. и механ.,
т. IX, вып. 5, 1945, стр. 368—388.

[5] К теории тонких пологих упругих оболочек. Прикл. матем. и механ., т. XII,
вып. 1, 1948, стр. 69—74.

[6] О решении граничных задач теории оболочек. Сообщ. АН Груз. ССР, т. XV,
№ 1, 1954, стр. 3—6.

[7] Об одном методе расчета Призматических оболочек. Тр. Тбилисск. матем.
ин-та, т. 21, 1955, стр. 191—215.

[8] Обобщенные аналитические функции, Москва, 1959.
В е к у а И. Н . и М у с х е л и ш в и л и Н. И.

[1] Методы теории аналитических функций в теории упругости. Тр. Всесоюзного
съезда по теорет. и прикл. механике (27 янв.—3 фев. 1960), Изд. АН СССР,
1962, стр. 310—338.

В е к у а И. Н. и Р у х а д з е А. К.
[1] Задача кручения кругового цилиндра, армированного продольным круговым

стержнем. Изв. АН СССР, № 3, 1933, стр. 373—386.
[2] Кручение и изгиб поперечной силой бруса, составленного из двух материалов,

ограниченных конфокальными эллипсами. Прикл. матем. и механ., т. I, вып.
2, Л., 1933, стр. 167—178.

В о л к о в Д. М.
[1] Некоторые эффективные методы решения плоских статических задач теории

упругости. Ученые записки Ленинградск. ун-та, № 96, 1948.
В о л к о в Д. М. и Н а з а р о в А. А.

[1] Об одной предельной задаче и ее применении к плоской теории упругости.
Матем. сб., т. 40, вып. 2, 1933, стр. 210—228.
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[2] Плоская задача теории упругости в случае односвязной и двусвязной областей.
Прикл. матем. и механ., т. 1, вып. 2, Л., 1933, стр. 209—227.

В о р о в и ч И. И. и К о с м о д а м и а н с к и й А. С.
[1] Упругое равновесие изотропной пластинки, ослабленной рядом одинаковых

криволинейных отверстий. Изв. АН СССР, ОТН, Механ. и машиностр., № 4,
1959,. стр. 69—76.

Г а л и н Л. А.
[1] Смешанная задача теории упругости с силами трения для полуплоскости.

Докл. АН СССР, т. XXXIX, № 3, 1943, стр. 88—93.
[2] Вдавливание штампа при наличии трения и сцепления. Прикл. матем. и механ.,

т. IX, вып. 5, 1945, стр. 413—424.
[3] Плоская упруго-пластическая задача. Пластические области у круговых отвер-

стий в пластинках и балках. Прикл. матем. и механ., т. X, вып. 3, 1946, стр.
367—386.

[4] Контактные задачи теории упругости. М.—Л., 1953.
Г е г е л и я Т. Г.

[1] О некоторых основных пространственных задачах теории упругости. Тр.
Тбилисск. матем. ин-та, т. 28, 1962, стр. 53—78.

Г л а г о л е в Н. И.
[1] Упругие напряжения вдоль основания плотины. Докл. АН СССР, т. XXXIV,

№ 7, 1942, стр. 204—208.
[2] Определение напряжений при давлении системы жестких профилей. Прикл.

матем. и механ., т. VII, выи. 5, 1943, стр. 383—388.
[3] Сопротивление перекатыванию цилиндрических тел. Прикл. матем. и механ.,

т. IX, вып. 4, 1945, стр. 318—333.
Г о л о в и н X.

[1] Одна из задач статики упругого тела. Изв. СПб. технолог, ин-та за 1880—
1881 гг., СПб., 1882.

Г о р г и д з е А. Я.
[1] Метод последовательных приближений в применении к плоской задаче теории

упругости. Докл. АН СССР, 1934, т. IV, № 5—6, стр. 254—256.
[2] Об одном применении метода последовательных приближений в теории упруго-

сти. Тр. Тбилисск. матем. ин-та, т. IV, 1938, стр. 13—42.
[3] Вторичные эффекты в задаче растяжения бруса, составленного из различных

материалов. Сообщ. АН Груз. ССР, т. IV, № 2, 1943, стр. 111—114.
[4] Вторичные эффекты кручения составного бруса. Сообщ. АН Груз. ССР, т. VII,

№ 8, 1946, стр. 515—519.
[5] Растяжение и кручение составных брусьев, близких к призматическим. Сообщ.

АН Груз. ССР, т. VIII, № 9—10, 1947, стр. 605—612.
[6] Кручение растянутого призматического бруса, составленного из различных

материалов. Сообщ. АН Груз. ССР, т. IX, № 3, 1948, стр. 161—165.
[7] Кручение и изгиб составных брусьев, близких к призматическим. Тр. Тбилисск.

матем. ин-та, т. XVI, 1948, стр. 117—141 (на груз, яз., с кратким резюме на рус-
ском яз.).

[8] Изгиб парой сил растянутого призматического бруса, составленного из различ-
ных материалов. Сообщ. АН Груз. ССР, т. IX, № 9—10, 1948, стр. 539—545.

[9] Изгиб парой сил закрученного составного стержня. Тр. Грузинск. политехи.
ин-та, № 17, 1948, стр. 79—87.
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