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ОТ ИЗДАТЕЛЬСТВА 

Автор этой монографии Ни,колай Гурьевич Четаев (1902--
1959) - выдающийся русский ученый, крупнейший специалист 
н области аналитической 1\rеханики, теории устойчивости движения 
11 качественной теории дифференциальных уравнений. Он внес 
огромный вклад в развитие теории устойчивости движения, создан
ной гениадЬНЫJ\t А. М. Ляnуновым (1857 -1918) в конце прошлого 
ето:�етия. 

Иссдедования Ляпунова по теории устойчивости опередили свое 
uремя. При жизни у него не было учеников и последователей в 
атой обдасти на�·ки, и теория �·стойчивости Ляпунова ддительное 
время после ее создания не только не развивалась, но и не приме
ня.!Iась сколько-нибудь серьезно. И только в конце 20-х годов 
1юзник в нашей стране интерес к :1япунов�кой теории устойчиво
(�ти. По-видиl\fому. Н. Г. Четаев одним из первых понял физиче
СК)'Ю сущность теории Ляпунова, увидел ее огромное принципи
альное значение и возможности технических придожений. В на
•Iале 30-х годов он установил свою общую теорему о неустойчи
вости движения и получил первые после Ляпунова результаты по 
обращению знаменитой теоре.мы Лагранжа об устойчивости равно
весия. организовал широкие исследования по развитию теории 
�·стойчивости и приложенияJ\1 ее к решениям важных техничесних 
задач, став. по существу, научным преемниRОJ\f и продолжателем 
.ilяпунова. ' Большую ро.1ь в разработне методов исследования 
устойчивости. в особенности метода функций Ляпунова, и решении 
многих важных проблем устойчивости сыграла созданная и воз
t·."Iавлявшаяся Н. Г. Четаевым казанская школа механинов. 

В 1946 г. была опубщшована монография Н. Г. Четаева «Ус
тойчивость движению>, явившалея nервой в мир,овой дитературе 
после Ляпунова книгой по теории устойчивости движения. Не
большая по объему, ланонично написанная, эта книга содержит 
систематическое и строгое изложение теории устойчивости и ее 
�rетодов, в особенности метода функций Ляпунова. Основное ее 
содержание составляют исследования по устойчивости движения, 
начатые Ляпуновым и продолженные автором применением и раз
витием метода фуннций Ляпунова, причем автор ограничился лишь 
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теми исследованиями , которые имеют наибольшее значение дщf 
приложеиий. Важную роль играют в Rииге многочислеиные при
меры, ряд из которых не только иллюстрирует теорию, но и содер
жит ее развитие. 

Монография Четаева явилась ценным научным руководством , 
получившим широкое призиаиие. После ее опубликования значи
тельно возрос интерес к проблемам устойчивости и появилось 
большое число работ многих авторов .по теории устойчивости дви
жения и ее приложеииям к технике. Вслед за советс.кими уче
ными проблемами теории устойчивости интенсивно заиялись мно
гие зарубежные ученые. 

Мировая научная литература по устойчивости движения содер
жит в настоящее время тысячи публикаций, в том числе сотни 
монографий и учебников многих авторов. Она весьма богата ре
зультатами как по развитию теории , так и по разнообразным при
ложеииям. 

Разработка теории устойчивости двюкеиия ведется по многим 
иаправлеиинм. Здесь надо назвать развитие и примеиеиие первого 
и особенно второго методов Ляпунова , в том числе метода вектор
функций Ляпунова , установление новых теорем, расширяющих 
и углубляющих эти методы ; анализ существования функций Ля
пунова и их эффективного построения;  исследования устойчивости 
по первому приближению и в критических случаях, а также при 
постоянно действующих возмущениях ; исследования устойчиво
сти периодических и иеустановившихся/ движений и устойчиво
сти на конечном интервале времени ; развитие теории приводимых 
и правильных систем, а таRже качествеиной теории дифференци
альных уравнений; исследования устойчивости движения по от
ношению к части перемеиных, устойчивости гамильтоновых систем 
и устойчивости в случае внутренних резонансов; разработка ме
тодов исследования устойчивости на ЭВМ; распространение ме
тодов Ляпунова на системы, описываемые аппаратом, отличным 
от обыкновенных дифференциальных уравнений (уравнения 
с последействием) , на системы с распределенными параметрами. 
на сплошные среды и многие другие . Метод функций Ляпунова 
с успехом применяется та�же во многих областях анализа ,  на
пример , в получении оценоR приближеиных интегрироваиий, 
в теории оптимального управления и оптимальной стабилизации, 
в теории дифференциальных игр , в теории иелинейных колебаний 
и во многих других областях науки . 

Несмотря на существеиное развитие теории устойчивости за 
последние сорок с лишним лет, прошедшие со времени первого 
издания, книга Н. Г. Четаева не утратила своего важного значе
ния ценного научного руководства, содержащего компактное 
и ясное изложение основ теории устойчивости движения. Наряду 
с «Общей задачей об устойчивости движениЯ>> А .  М . Ляпуиова она 
навсегда вошла в сокровищницу науки и служит и будет служить 
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богатым источником идей для новых по.колений ученых. Книга 
может быть использована в качестве пособия по основам теории 
устойчивости движения для аспирантов и студентов старших 
курсов университетов . 

Третье издание книги , вышедш�е в 1965 г., воспроизводило без 
изменений второе, исправленное издание 1955 г . 

В настоящем, четвертом, издании исправлены замеченные не
многочисленные опечатки . Курсивом выделены формулировки ос
новных результатов и определяемые термины. 

Существенную помощь издательству при подготовке нового 
издания оказал член-корреспондент АН СССР В. В. Румянцев. 
Им подготовлены помещенные в конце книги примечания,  содер
жащие некоторые пояснения и сведения об обращении основных 
теорем метода функций Ляпунова , а также дополнения некоторых 
изложенных результатов , опубликованные автором после выхода 
первого издания книги (1946 г . ) . Ссылки на эти примечавин 
в тексте даны звездочками. 

ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 
КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 1955 r. 

Вопросы устойчивости имеют принципиальное и прикладвое 
значение.  Перед техникой и физикой все чаще встают задачи об ус
тойчивости , при решении которых приходится применять точные 
методы Ляпунова , так как более грубые подходы к ним не явля
ются удовлетворительными. Изучение методов Ляпунова и при
менение этих методов становятся все более и более необходимыми 
для повседневной технической практики.  

Указанные соображения обусловили одну из основных целей, 
иреследуемых содержанием книги. В ней излагаются те исследо
вания Ляпунова ,  которые мне представляютел наиболее важными 
для прикладных задач об устойчивости движений. Однако я не 
стремился при этом к полному изложению всех полученных ре
зультатов . 

Я стремился изложить результаты Ляпунова просто , без лож
ной :модернизации; привел нужные сведения из теории систем 
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи
циентами ; изложилнекоторые свои результаты. Некоторые из при
меров (о продольной устойчивости самолетов и т . п. ) исходят из 
известного :моделирования систем с бесконечным числом степеней 
свободы и приведены без дискуссии о справедливости или неспра
ведлцвости :моделирования. 
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Чтобы упростить цитирование использованных мест из сочине
ния Ляnунова <<Общая задача об устойчивости движению>, после 
номера параграфа поставлен в квадратные скобки номер соответст
вующего параграфа уназанного труда. 

Второе издание нниги повторяет первое; исправлены замечен
ные опечатни и неноторые задачи заменены другими. 

Успехи, достигнутые в теории устойчивости движения после 
первого издания нниги. не нашли отражения в настоящем изда
нии. Д.'Iя их полного описания требуется много книг и они не ис
черпываются прекрасными книгами В. В. Немыцкого и В. В. Сте
панова 1), И. Г. Малкипа 2) , А. И. Лурье 3) , Г. Н. Дубоmина 4) , 
М. А. Айзер!'tшна 5 ) , Ф. Р. Гантмахера 6}, А. М . Летова 7). Иссле
дования Н. Н. Боголюбова. R. П. Персидсного, Н. П. Еругина, 
М. Г. Rрейна, Е. А. Барбаmина, Н. Н. Краеовеного и др. заслу
i-Бивают отдельных нниг, написанных в свойственном авторам сти
.:It> из.'юа;ения. 

1) Н е�� ы ц к  и й В. В., Степ а н о в В . В. Rачественная теория диф
ференциальных уравнений.- М.: Гостехиздат, 1949. 

2) М а л к и н И. Г. Методы Пуанкаре и Ляпунова в теории нелинейны.х 
колебаний.- М.: Гостехиздат, 1949; М а л к и н И. Г. Теория устойчивос
ти движения.- М.: Гостехиздат, 1952. 

3) Л у р ь е А. И. Некоторые нелинейвые задачи теории автоr.штиче
ского регулирования.- М.: Гостехиздат, 1951. 

�) Д у б о шин Г. Н. Основы теории устойчивости движения.-· М.: 
И:щ-во МГУ, 1952. 

6) Айз е р  м а н М. А. Теория автоматического регулирования дви
r·ателсй.- М.: Гостехиздат, 1952. 11) Г а н т r.1 а х  е р  Ф. Р. Теория матриц.- М.: Наука, 1988. 

') Л е т о в А. М. Устойчивость нелинейных регулируе11tых систем.-
М.: Гостехиздат, 1955. 



ГЛАВА 1 

ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ 

Два замечания 

1. Динамика является наукой о действительных равновесиях 
и движениях материальных систем. Галилей и Ньютон открыли ее 
начала и показали их достоверность опытами над падением тяже
лых тел и объяснением движений планет. Но не каждое состояние 
механической системы, отвечающее математически строгому реше
нию как уравнений равновесия, так и дифференциальных уравне
ний движения, наблюдается в действительности. Никто, например, 
не видел, чтобы тяжелый карандаш стоял вертикально на гладком, 
горизонтальном столе, опираясь на свой остро отточенный конец. 
Ненаблюдаемость состояний, отвечающих подобным строгим ре
шениям, объясняется неучитываемыми малыми силами и незна
чительными отклонениями в начальном состоянии материальной 
системы. какие в действительности неизбежно существуют и воз
мущают равновесия и движения в одних случаях слабо, а в дРУ-; 
гих сю1ьно. Равновесия и движения, слабо изменяющиеся прИ 
возмущениях, были названы устойчивыми, а прочие неустойчи
выми. 

Общего принцила для выбора решений, отвечающих устой
чивым состояниям, в механике не было дано; она приняла харак
тер науки об идеализированных системах и для своего строгого 
применения к нашей природе принципиально каждый раз требует 
решения задач устойчивости. Лишь Торричелли в статике рассмат
риваемых в его время тяжелых тел предлагал принцип, корни 
которого теряются в глубокой древности и который давал лишь 
устойчивые положения равновесия. 

Принцилу Торричелли обязан своим происхождением другой 
принцип, которым воспользовались для решения с большой лег
костью различных вопросов статики. Этот принцип заключается 
в следующем: в системе тяжелых тел, находящихся в равновесии, 
центр тяжести занимает относительно наиболее низкое положение, 
какое только возможно 1). 

1) Л а r р а и ж Ж. Аналитическая механика. Т. 1: Пер. с фр.- 2-е 
взд.- М . :  Гостехвздат, 1950.- (См. ч. 1, отдел 1, п. 16). 
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В динамике подобного принципа для отбора строгих решений, 
отвечающих устойчивым движениям, дано не было,  хотя задачей 
устойчивости зани:мались :многие выдающиеся :механики - Лаг
ранж, лорд Кельвин, Раус , Жуковский, Пуанкаре. Лагранж 
обобщил принцип Торичелли , доказав теорему об устойчивости 
изолированного равновесия :механической системы, когда силовая 
функция действующих на систему сил имеет :макси:му:м в это:м по
ложении равновесия. Раус , развивая :метод игнорирования цик
лических координат, путем простого переноса указанной теоремы 
Лагранжа нашел критерий устойчивости для некоторых цикличе
ских движений. 

Общую задачу об устойчивости движения в ее классичес
кой постановке разрешил Ляпувов в своем знаменитом сочи
нении «Общая задача об устойчивости движению> (Харьков, 
1892 ) 1). 

2. Содержание инженерного искусства также ставит вопросы 
о действительности на:меченного к реализации проекта, который 
опирается по существу на некоторое решение либо уравнений рав
новесия, либо дифференциальных уравнений движения задуман
ной :механической системы. Необходимость решения этих вопро
сов неизбежно приводит и техни:ку к задачам устойчивости , по
скольку реализация проекта сопровождается не:которы:ми допус
ками в изготовлении , & са:мо инженерное сооружение вынуждено 
работать под воздействием сил , не учитываемых полностью 
в прое:кте . 

Например,  если конструируется пассажирский самолет , то его 
прое:ктны:м движениям нужно обеспечить известного рода устой
чивость, чтобы те:м са:мы:м получить :машину, спо:койную в полете 
и безаварийную на взлете и посадке. Коленчатый вал нужно рас
считать та:к , чтобы он не поломалея от вибраций, какие :могут воз
никнуть в реальных условиях работы двигателя. Чтобы обеспе
чить артиллерийскому орудию наибольшую :мет:кость и :кучность 
боя, надо строить орудия ,  снаряды и :мины та�t, чтобы была извест
ного рода устойчивость траекторий и правильиость полета снаря
дов . 

Можно привести :много примеров, но они ничего не прибавят 
к то:му, что при решении вопроса о действительных движениях не
обходимо из возможных решений уравнений :мехапи:ки останав
ливаться на решениях , отвечающих устойчивым состояниям, и что 
в тех случаях, когда желательно избежать в действительности ка
кого-либо решения, разумно путем векоторого изменения в конст
рукции :механической системы делать отвечающее этому решению 
состояние движения неустойчивы:м. 

1) Л я п у н о в А. М .  Общая задача об устойчивости движения . - М . :  
Гостехиздат, 1 950. 



ПОСТАИОВНА ВОПРОС А  

llостановка вопроса 

3 [1J 1) .  Рассмотрим какую-либо голономную механическую 
систему. Пусть q1, • • •  , q.,. обозначают ее независимые лагранжены 
координаты, а q�, ... , q/.- обобщенные скорости. В динамиче
ской задаче , когда силы определенным образом заданы, перемен
вые q1 удовлетворяют некоторым k обыкновенным дифференциаль
ным уравнениям второго порядка. Частному решению этих урав
нений 

qj = fJ (t) (j = 1, . . .  , k) 
соответствует некоторое определенное движение нашей системы. 
Сравнивая его в известном отношении с другими движениями , воз
можными для нее при тех же силах , движение это будем называть 
nевоа,м,ущенн,ы,м,, а все остальные, с которыми оно сравнивается,  
воа,м,ущен,ны,м,и. 

Пусть t0 есть момент времени, условно принимаемый за началь
ный, а q10 и qj0 обозначают начальные значения переменной q; 
и ее производной по времени qj. Пусть для невозмущенного дви
жения 

а для возмущенного 

qlo = fJ (to) + 8J, qjo = fi (to) + в.f , 
где в1, вj суть некоторые вещественные постоянные, которые ус
ловимся называть воа,м,ущения,м,и. Заданием этих постоянных воз
мущенное движение полностью определяется,  так как действую
щие на систему силы предполагаются неизменными. 

Говоря о возмущенных движениях , близких к невозмущенно
му, будем разуметь движения, для которых возмущения численно 
достаточно малы. 

При этом для возмущенного движения,  близкого к невозмущен
ному, разность между значениями координат q1 и скоростей qj 
в этих двух движениях , будучи малой по определению в началь
ный момент и по непрерывности для значений t, мало отличных 
от t0, может не быть малой для моментов времени , достаточно уда
ленных от начального. 

Отклонения возмущенных движений от невозмущенного могут 
быть замечаемы в действительности через разности в значениях 
некоторых измеряемых в наблюдении или опыте величин, завися
щих от движений. Имея в виду не опустить случаи , когда наблю
даются величины, отличные от координат q1 и скоростей qj, рас
смотрим некоторые данные непрерывные вещественные функции 
Q., ... , Qn величин q1, qj и времени t. 

1) Rак уже указывалось в предисловии, цифры в квадратных скобках 
означают ссылки на соответствующие параграфы сочинения А. М. Ляпунова. 
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Для певозмущенноrо движения функции Q.� после замены 
qj = fj (t) и qj = fi (t) обратятся в некоторые известные функции 
t, которые обозначим соответственно через F1, • • •  , F," а для воз
мущенного движения (сохраним за ними прежнее обозначение Q8) 
они будут некоторыми функциями времени t и возмущений 
Ej. вj . 

Когда все возмущения Bj, в.i равны нулю, разности 
Xs = Qs- Fs 

будут так/-hе равны нулю для всякого t. Но если возмущения Bj, 
вj, не будучи нулями, предполагаются все произвольно малыми, 
то возникает вопрос, можно ли назначать такие произвольно ма
Jiые постоянные. которых абсолютные величины разностей Xs ни
когда не иревосходили бы. 

Мы будем заниматься исключительно теми случаями, когда 
решение рассматриваемого вопроса не зависит от выбора момента 
t0, в который сообщаются возмущения. 

Примем следующее определение Ляпунова. 
Пусть L1, • • •  , L11 суть произвольно задаваемые подожитель

ные числа. Если при всяких L." как бы малы они ни были. могут 
быть выбираемы полоаштельные числа Е1, • • • , Е1,, Е�, . . .  , Е;, 
так, чтобы при всяких возмущениях Bj, вj, удовлетворяющих ус
ловиям 

и при всяком t, иревосходящем t0, вьшолнялись неравенства 

о невозмущенное движение по отношению к величинам Q1, • • • Q .. 
устойчиво, в противном случае - пеустойчиво *. 

Может случиться, что удовлетворяющих этому определению 
пределов Е i" Ej нельзя найти, если рассматривать всякие возму
щения, и что такие преде.т1ы возможно найти для возмущений, под
чиненных некоторым условиям вида 

! =О или f >О, 
где f есть пекоторая функция возмущений Bj, в}, обращающаяся 
в нуль, когда все возмущения полагаются равными нулю. В таких 
случаях будем говорить, что невозмущенное движение устойчиво 
для возмущений, подчиненных таким-то условиям. 

В определении устойчивости Ляпунов использовал понятие 
чис.ла, а не бесконечно малой величины. Поэтому существо понятия 
устойчивости по Ляпунову леашт не столько в характере измене
ния величин 1 Q8 - Fs 1 при стремлении возмущений Ej, ej к ну
лю, сколько в оцею.ах численных величип возмущений при задан
ных численных оценках разностей 1 Q,. - F 8 1 для устойчивого 
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по отношению к функциям Q8 певозмущеппого двия>ения. Следо
вательно, нельзя утверждать, что устойчивость в смысле Ляпуно
ва имеет предельный смысл ипфипитезимальпой устойчивости при 
бесконечно малых возмущениях. когда чис.ТJа е1, е; стремятся к 
нулю*. 

Уравнения возмущенных движений 

4. Решение вопроса об устойчивости зависит от исследования 
дифференциальных уравнений, которым удовлетворяют разности 
Х8 = Qs - F8 • Уравнения эти условимся называть уравнения.мu 
воа,м,ущенного движения, а их очевидное решение х1 = О, . . . . х1, = 
= О - невоа,м,ущенны,м, движением. 

Если вопрос об устойчивости изучается по отношению к неза
висимым перемеппым механической системы, то дифференциальные 
уравнения возмущенного движения дают закон изменения откло
нений, или вариаций, этих перемепных. 

Представим для примера некоторую голопомпую механиче
скую систему. паходящуюся под действием сил, допускающих си
ловую функцию. Пусть q1 • • • • •  q.,. - ее координаты, Pt, . . . • Pk -
импульсы, а Н (t, q1, • . • , qk, Pt· . . . , р,.) - функция Гамильтона. 
Уравнепия движения можно взять в известной капонической 
форме: dp. ан _J=--. dt aqi 

Предположим, что мы намерены изучить по отношению к пере
менным q1, р1 устойчивость движения, отвечающего пекоторому 
частному решению канонических уравнений 

qi = qi (t). Pi = Pi (t). 

Значения координат q1 и импу.Тiьсов Pi для возмущенного движе
ния пусть будут 

qi = qi (t) + 61, Pi = Pi (t) + Чi• 
где 61, Чi суть отклонения, или вариации, соответственно qi, р1 • 
Обозначая для простоты функции q1 (t), р1 (t) через q1, Pi и заме
чая, что возмущенное движение представляет одно из движений 
нашей системы при тех же силах, имеем следующие уравнения: 

d (q1 + �1) ан (t, q1 + �;' Р1 + ТJ1) dt apj d (pi + 'I'Jj) дН (t, q1 + ;1, Р1 + '111) 
dt aqj 

где для сокращения положено 

н (t, qj + Sit Pi + :I'Ji) = 
=Н (t, ql + 61, · · . , qk + Sro Pt + :I'Jt• • • · •  Pk + :I'Jk). 
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Разлагая иравые части этих уравнений в ряды Тейлора по малым 
отклонениям �i• :rtJ и используя уравнения для иевозмущеииого 
движения,  имеем 

d�1 \1 ( д' Н аsн ) 
Тt = L;owJ дpiдqi 

�� + арiдр, 
flt +XJ, -

1 
dfJJ \1 ( аsн а• н ) 
Тt = - L;owJ дq/qi 

�� + дчiР, 
flt +YJ, 

1 
где Х1, У1 обозначают члены, зависящие от отклонений�. :11 в сте 
пеии выше первой. Это - уравнения возмущенного движения. 

Если в последних уравнениях отбросить члены Х1, У1, то ос
тающееся при этом первое приближение носит также название 
уравнений в вариациях _Пуан1(аре. 

Когда стоит вопрос об устойчивости отмеченного иевозмущеи
иого движения механической системы по отношению к некоторым 
функциям Q1, • • •  , Qm зависящим от t, q, р и голоморфвыи отно
сительно q, р, то из явного выражения разностей 

следует 

где Q: обозначает полную пронаводную по времени от функции Q,, 
взятую согласно уравнениям движения:  

Q: = дQв + \1 ( дQ, дН _ дQв дН ) • 
дt L;owJ дqj дрj дрj дqj 3 

Если функции Q 8 иезависимы между собою и их число равня
ется n = 2k , то ,  выражая �i• :lli согласно предыдущим соотноше
ниям через х87 можем дифференциальные уравнения возмущенно
го движения привести к нормальному виду 

dx8 
Тt =Х" 

где функции Х 8, уиичтожающиеся, когда переменвые х8 суть 
все нули, будут голоморфвымя функциями величии х1, • • • , Xn 
с коэффициентами, являющимиен известными функциями времени. 

Может случиться ,  что к нормальному виду возможно привес
ти уравнения возмущенного движения,  если число n исследуемых 
функций Q 8 меньше удвоенного числа .степеней свободы механиче
ской системы. Мы будем предполагать число n и функции Qs та-
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киии, чтобы уравневин возмущенного движения приводились 
к указанному пориальпому виду. 

5. [2). В дальнейшеи иы будем заниматься дифференциальны
ми уравнениями возмущенного движения 

dx 
dt

s = Хв (s = 1, . . . , n), (1) 
отвлекаясь от исходных уравнений движения механической сис
темы и от вида функций Q8, в предположении, что венкой системе 
вещественных значений возмущений в1, вj, численно достаточно 
малых, будет соответствовать пекоторан система вещественных 
начальных значений переменных х80 и , как бы ни было мало дан
ное положительное число А , эти последние всегда можно будет 
сделать удовлетворяющими неравенству 

�х=0<А, 
s 

подчиняя возмущения в1, вj условию , чтобы они по абсолютной 
величине не иревосходили достаточно малых , но отличных от 
пуля Е 1, Ej. 

Мы предположим также , что , как бы малы ни были данные 
положительные числа Е1, Е}, всегда возможно найти такое поло
шительвое А, чтобы величине х�0 + . . . + х�, не превышающей 
А , отвечали одна или несколько систем вещественных значений 
в1, вj, абсолютные величины которых 1 в1 1 , 1 ej 1 были бы соот
ветственно меньше Е1, Е;. При этоАI условии начальные значения 
переменных х8 могут играть такую же роль при решении вопроса 
об устойчивости , как и величины в1, вj , если только заданием х80 
переменвые х8, удовлетворяющие уравнениям (1), определяются 
вполне . Это последнее условие мы будем предполагать всегда 
выполненным; поэтому далее вместо величин в1, вj будем всегда 
рассматривать х80, перенося на последние и название возмущений. 

Мы предположим , что правые части дифференциальных урав
нений возмущенного движения (1) для всякого t, иревосходяще
го t0 , разлагаются в сходящиеся степенные ряды по целым степе
ням переменных х1, • • •  , Xn, когда последние удовлетворяют ус
.;:ювию 

с коэффициентами Psn р�т, ... mп>, являющимися определенными 
вещественными непрерывными функциями t: 

х + + _t_ � p(m1 ... щп) m1 ntn в= PsiXl • • • PsnXn j ""' s xl . . . Xn , 
I'де суммирование распространено на все целые неотрицательные 
числа т1, • • • , тт удовлетворяющие условию 

т.+ ... + тn > 1. 
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Определение устойчивости Ляпувова перефразируется в пе
ремеввых х следующим образом. 

Если при всяком произвольно задаваемом чис.ТJе А, как бы 
мало оно ни бы.Тiо, может быть выбираемо положительвое число Л 
так. чтобы при всяких воамущевиях х10, • • • • .r110, удовлетворяю
щих условию 

и при всяком t, иревосходящем t0, выполнююсь веравеяство 

�х�<А. 8 
то невозмущенное движение - устойчиво. в противном случае
неустойчиво. 

В определении устойчивости предполагается, что возмущаю
щих сил нет в том смысле, что возмущенвые движения происхо
дят под действием тех же внешних сил, которые учитывались при 
определении вевозмущенвого движения. а число А произвольво 
и может быть сколь угодно малым. 

Если вевозмущеввое движение устойчиво. то условия, кото
рые имеются в определении устойчивости. будут выполняться. 
начиная, быть может, с малых. во все же конечных А и Л. 

Ляпувов не интересовался вопросом, сколь велико может 
быть значение Л ,  хотя в доказательстве своей теоремы об устой
чивости он дал практически полезвый способ построения Л для 
определенного, ограниченного сверху числа А* . 

Задача об устойчивости при возмущающих силах не имеет 
смысла, если последние ничем не стеснены. Если возмущающие 
силы меняются от случая к случаю так мало , что их изменение 
не влияет на линейвые члены в функциях Х 8, то возникает практи
чески важная задача об устойчивости по первому приближению 
независимо от членов выше первого порядка в функциях Х �· 
Задачу эту разрешил Ляпунов, причем в ее решении он видел свое 
главвое достижение. 
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ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ПРЯМОГО МЕТОДА ЛЯПУНОВА 

Некоторые определения 

6. Развитый Jlяпуновым прямой �•етод изучения устойчивости 
состоит не в интегрировании дифференциальных уравнений воз
)Jущенного двюnения. а в отыскании некоторых функций перемсн
ных t, х1 • • • •  , х,., полные производвые которых по времени 
в сиду уравнений (1) об.1адают некоторыми свойствами. 

По признанию Jlяпунова на это метод его натодкнудо изуче
ние ваашого мемуара Пуанкаре <<0 кривых, опредедяемых диф
ференциадьны:ми уравненияМИ>) 1). 

7 [ 15f. Мы будем рассматривать вещественные функции ве
щественных перюtенных t. х1 • . . . . х11, подчиненных усJrовиям 

� �,......н f ;:;; ' f 0 И д Xs """' , (2) 
где t0 и Н суть постоянные. приче:м Н всегда будет предподагаться 
от.1ичной от нудя. При этом �IЫ всегда будем предполагать. что 
функции эти непрерывны, однозначны и уничтоа;аются, когда 
nеременвые .1· .• суть все нуди. 

Когда при усдовиях (2). есди в них t0 едедать достаточно 
большим, а Н достаточно �Ia.1ЪIM. рассматриваемая функция V 
принимает. кpol\te нуJiевых. значения тодько одного знака, то 
такую функцию будем называть ана�>оnостоянной. Когда а;е по
щедаем отметить ее знак, то буде�• говорить. что она поJiожитель
иая или отрицатедьная. 

Есди анакопостоянная функция V не аависит от t. а постоян
ная Н может быть выбрана достаточно малой для того. чтобы при 
ус.1овиях (2) функция V уничтоn:iа.'lась лишь тогда, когда все 
переменвые Х8 суть нуJiи, то такую функцию V будем называть 
зпакоопреде.:�енной. а желая обратить внимание на ее знак,
опредеденно-по.ttожительной и.1и опреде.ttенно-отрицате.ttъной. 

Функцию V, зависящую явно от t. будем называть знакоопре
деленной только при условии. ес.1и ддя нее возможно найти такую 

1) П у а н к ар е А. О кривых. опредсляе�tых дифференциа.1ьныliiИ урав
нениями: Пер. с фр.- М.: Гостехиздат, 1947. 
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не зависящую от t определенво-положительную функцию W, 
чтобы одно из двух выражений 

V - W или - V - W 
представляло функцию положительную. Так , каждая из функ
·ций 

х� + х: - 2х1х2 cos t, t (х� + х:) - 2х1х2 cos t 
положитеJiьва . Но первая есть только знакопостояввая, а вторая 
будет к тому ше звакоопределеввой , если в задаче нет других . 
кроме х1 и х2, перемеввых ; за функцию W можем принять xi + 
+ х:, так как при t0 > 2 и произвольпои положительвом Н раз
ность V - W при условиях (2) никогда не будет отрицательной*. 

В пространстве перемеввых х1, • • •  , Xn в области , ограничен
вой вторым из веравенети (2), уравнения V = с = const пред
ставляют некоторые вепрерыввые поверхности , подвижные , если 
V зависит явно от t; притом через начало , в котором все перемен
вые Х8 предполагаются равными нулю, проходит поверхность 
v =0. 

Если функция V - знАкоопределеввая и не зависящая от t, 
то поверхности V = с  обладают тем свойством, что не существует 
викакого непрерывного пути из начала в произвольвую точку 
сФеvы (А) 

� х: = А (А <;,Н), 
8 

не Iiересекающего поверхности V = с, если числовое значение с 
не иревосходит наименьшего значения модуля 1 V 1 на этой сфере . 
Геометрическое место первых точек поверхности V = с на всех 
возможных непрерывных путях из начала (х1 = О, . . .  , Xn = 0) 
к точкам сферы (4) представляет при этом некоторую замкнутую 
пqверхвость, которую условимся называть (n - 1)-.мерны.м цип
до,м V = с. При непрерывном изменении с к нулю циклы V = с  
представят замкнутые поверхности , вложенные друг в друга и 
стягивающиеся к началу в области численно достаточно малых 
значений перемеввых х8• · Если функция V определенво-положительва и зависит явно 
от t, то по определению существует не зависящая от t определен
во-положительная функция W такая ,  что V - W представляет 
положительную функцию. Если с ве иревосходит при этом наи
меньшего значения функции W на сфере (А), то любой вепрерыв
вый путь,  проведеввый из начала до произвош,ной точки цикла 
W = с, обязательно либо по меньшей мере один раз пересечет 
поверхность V = с, либо он на вей окончится.  Называя ципдо.м 
V = с геометрическое место первых точек поверхности V = с 
для векоторого t > t0 на непрерывных путях из начала до точек 
цикла W = с, замечаем, что при этом цикл V = с  содержится 
внутри или охватывается циклом W = с. 
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Если при условиях (2) значения 1 V 1 не иревосходят векото
рого конечного числа , то функцию V будем называть ограничен
ной. При достаточно малом значении А такой будет в силу непре
рывности всякая не зависящая от t функция V. 

Если ограниченная функция V такова , что для всякого поло
жительного l, как бы мало оно ни было выбрано , найдется такое 
отличное от нуля число Л, что при 

t>to и �х;<; Л 
8 

будет выполняться неравенство 

1 v l<l, 

то будем говорить,  что V допус,.ает бес,.онечно .малый высший пре
дел. Этому требованию удовлетворяеr в силу непрерывности вся
кая не зависящая от t функция V. Но функции, зависящие от t, 
хотя бы и ограниченные , могут ему не удовлетворять. Например , 
из функций 

sin2 [(xi + ... + х;) t], ( 2 ' 1 2 ) • 2 t Х1 -г • • • 1 Xn SIП 

лишь вторая допускает бесконечно малый высший предел; кстати , 
ни одна из этих положительных функций не является знакоопре
деленной. 

Если функция V допускает бесконечно малый высший предел, 
то в пространстве переменных х ни одна точка поверхности 
1 V 1 = l, сколь бы мало l ни было , никогда для t > t0 не войдет 
в область 

где Л есть пекоторая зависящая от l положительная постоянная. 
У еловне знакооuределенности функции V содержит известное 

ограничение для изменения с течением времени цикла V = с 
наружу в том смысле , что цикл W = с представляет наружную 
границу области W <; с  пространства (х1, • • •  , Хп) , внутри кото
рой лежит цикл V =с в любой момент времени t > t0• 

У еловне существования бесконечно малого высшего предела 
у функции V содержит ограничение для изменений поверхности 
1 V 1 = l вовнутрь в том смысле, что ддя всякого положительно
го l, скодь бы мало оно ни было , существует отличное от нуля 
положительное число Л ,  опредедяющее область 

�х:-<л. 8 

внутри которой ни для какого t > t0 нет точек, принадлежащих 
поверхности 1 V 1 = l .  
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Одновременно с функцией V будем рассматривать ее полную 
производную по t, взятую в предположении, что переменвые х� 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям возмущенного дви
жения 

Jl' = дV - дV Х дt дхl 1 

Теорема Ляп�нова об устойчивости 

дV ·--Х . д;r n n 

8 [161. Т е о р е  .и а. Если дифференциальные уравнения воа
,м,ущеппого движения та,;овы, что воа;м,ожпо найти апа,;оопреде
леппую фуп,;цию V. производпая ,;оторой V' в силу этих уравне
ний была бы или апа,;опостояппой фуп,;цией противоположного 
ana,;a с V или тождественпо равной пулю, то певоа,;и,ущеппое дви
жение устойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V - определенно-положи
тельная функция. а V' - отрицательная или нуль. По определе
нию зпакоопреде.'lенной функции, найдется не зависящая от t 
определенно-подопштельная функция W такая, что при достаточ
но большом t0 и достаточно малом Н в области. определенвой 
условиями (2), будут иметь место неравенства 

V' < О. V > W. (3) 
Надо показать, что для произвольного полопштельпоrо числа А 
найдется такое пщюа.;ительное число Л, что при начальных воз-
мущениях Х80, удовлетворяющих не равенству � х�о< Л, зпаче-

s 
ния перемеппых х8, начавшие свое из11епение согласно уравне
ниям возмущенного двип.;ения в момент t = t0 с начальных зна
чений х80, для .'lюбоrо момента t > t0 будут удовлетворять не
равенству 

Пусть А есть векоторое отличное от нуля, произво.льно малое 
полошительвое чис.ло (которое во всяком случае будем предпола
гать меньшим Н); пусть l есть точная низшая граница функции W 
на сфере (А): 

� х� =А. 
s 

Число l необходимо отлично от нуля и положительно, так как W 
представляет определенпо-положительную функцию. Рассмотрим 
функцию V (t0, х1, • • • , х"); она, как не зависящая явно от t, 
допускает бесконечно малый высший предел; и следователь
но. для l найдется такое Л, что для значений перемеввых х,, 
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удовлетворяющих условию значения функции 
s 

V {t0• х1 .. • • • х") будут удовлетворять неравенству 
V (to. х,, . . . , Х11) < l. 

Если начальные значения .т .• 11 переменных .r8 выбрать согласно 
неравенству 

то из соотношения 

где 

f 
11 - г о = s 11' dt, 

i. 

V o -= V <to· Xto• . . • , x,Jo) < l, 
согласно (3) выводим, что переменвые х8 при своих изменениях 
в силу дифференциа.ТJьных уравнений возмущенного движения 
будут удовлетворять условиям 

W::;;;,:; V <  V0< l. 

а тем самым и ус.ТJовию 
� 2 -'.! Xs <А, 8 

так как l есть точная низшая граница функции· W на сфере (А}. 
Теорема доказана. 

Функцию V, удовлетворяющую условиям этой теоремы, усло
вимся называть фун�цией Ляпунова 1). 

В доказате.ТJьстве теоремы, выполненном в духе е-доказа-
тельств, следует отметить предложенный Ляпуновым практически 
полезный способ нахождения для заданного положительного чис
ла А , меньшего Н, с помощью функций V и W положительного 
числа Л, обладающего свойством: если начальные значения х80 
стеснены перавеяством 

то во все последующее время значения переменных х6 будут удов
летворять неравенству 

1) Вопрос о существовании функции Ляпунова для всякого устойчивого 
невозмущенного движения разрешил профессор R. П. Персидекий (П е р
е и д с кий R. П. Об одной теореме Ляпунова// ДАН СССР.- 1937.
Т. 14, .N! 9.- С. 541-544). 
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Ляпувов использует лишь нужное ему обстоятельство, что 
для произвольвого положительного А ,  сколь бы :мало оно ни бы
ло, соответствующее Л существует, и не останавливается на во
просе о наибольшем значении Л для заданного А * .  

П р  и м е р. Рассмотрим уравнения возмущенного движения 
в виде 

dx 
dt = -(х-ру)(1-ах2-Ьу2), 
dit = -(у + ах)(1- ах2- Ьу2) 

с положительными постоянныl\IИ а, �. а, Ь; пусть для определен
ности а < Ь, а < �· 

Определенно-положительная функция 
V = ах2 + �у2 

удовлетворяет условиям теоремы; ее полная производпая по вре
:\Iеви , согласно заданным уравнениям, является отрицательной 
в области достаточно :малых значений х, у: 

V' = -2(ах2 + ру2)(1-ах2 - Ьу2). 

Значит, вевоз:мущеввое движение х = О , у = О устойчиво. 
Иллюстрируем доказательство. Область х2 + у2 <Н, где функ

ция V определенно-положительна , а производпая V' имеет отри
цательные и нулевые значения ,  определяется соотношением 

1 
Н=ь· 

Рассмотриl\I некоторую окружность х2 + у2 = А; ее касается из
нутри эллипс 

ах2 + �у2 = А а. 

Квадрат радиуса наибольшей окружности , вписаввой в этот эл
липс , есть Л = А а!�. Если А< Н, то движение, вачавшеесн из 
произвольной точки х0, у0, лежащей внутри последней окруж
ности 

х: +у:< л, 
не выведет движущуюся точку х, у за окружность х2 + у2 = А, 
так как в рассматриваемой области значения производвой V' 
отрицательны и ,  следовательно, при движении согласно заданным 
уравнениям точка Р (х, у) в поле подобных и подобно располо
женных эллипсов V = const должна переходить на внутренние 
эллипсы. А это и доказывает , что , исходя из указанного началь
ного положевин (х0, у0), движущаяся точка никогда не попадет на 
эллипс ах2 + �у2 = Аа, лежащий внутри круга х2 + у2 < А . 
Так как приведеиное определение Л возможно для всякого А . 
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сколь бы мало последнее ни было,  заключаем об устойчивости 
невозмущенного движения. 

9 [16). С л е д с т в и е .  Есди ддя дифферепциа.л,ьных уравне
ний воаJttущенного движения существуют интеграды U1, • • • , Um, 
уничтожающиеся , 10огда все пepeJttenныe х8 суть одновреJttенно 
нуди ,  и есди найдена фующия V, удовдетворяющая ycдoвuяJtt (3) 
при прежнеJtt аначении W тодьк,о ддя переJttенных, ддя к,оторых 
U1 = О , .. . , Um =О, то JltЫ ааlr,/l,ючиди бы , что невоаJttущенное 
движение устойчиво при воаJttущениях, стесненных уравненияJttи 
U1 = О , . . .  , Um =О. 

Частным случаем этого следствия является одна теорема Рау
са 1) . В само:r.1 деле , пусть q1, • • •  , qk- независимые лагранже
вы координаты пекоторой голономной механической системы, для 
которой Т- живая сила , а U- силовая функция. Предполо
жим, Ч'l'О переменвые q8н, ... , qk (s < k) являются циклически
ми в том смысле , что для них дL = 0 ( L 1 k) д а= s -, , . . .  , , qa 
где L = Т + U обозначает так называемую функ,цию Л а гранжа . 
У равнения движения такой системы .!!..(�)-� = 0 (i = 1, . . .  , k) dt дq� дql 
имеют k - s первых интегралов дL -, =�а• дqа. 
где �а суть постоянные . 

Если ввести функцию R, определенную равенством 

R = L- �q��a.. а. 
и в ней заменить q;,. через их выражения , полученные из выписан
ных первых интегралов , то для R получим выражение в виде 
функции от t, q1 , • • •  , qs, qi, ... , q;, �s+l• • • •  , �k· Вариация по
следней есть, если j = 1, . . . , s ;  а= s + 1, . . .  , k , l:дR LдR , L дR 6R = д. 6qi + -, 6q; + дГ 6�а.; 

. q} . дq3. t'a. 3 3 а. 
вариация той же функции R согJiасно формуле , ее определяющей, 
есть 

6R = L �L 6qi + L д� 6qj- L q�6Pa· j qj j дq; а. 

1) R о u t h Е. Р .  The advanced part of а treatise on the dynamics of 
а system of rigid Ьodies; 4th ed.- 1884. 
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Сравнение ноэффициентов при одинановых вариациях в этих двух 
выражениях приводит н соотношениям 

дL дR дL дR ' дR 
дqj = дqj' дq� = дq� ' -qa = дра.' 

согласно ноторым уравнения ЛаграюБа д.ТJЯ нециклических ко
ординат принимают вид 

_!__ (дR ) - дR = 0 (j = 1, . .. , s). dt дq'. дqj . 1 

Функция R не зависит от циклических координат qa и их ско
ростей q:X. Последние уравнения кан бы игнорируют циклически� 
ноординаты и сводят динамическую задачу к задаче о движении 
механической системы с новой фуннцией Лагранжа R и с меньшим 
числом степеней свободы. Значения циюшческих координат qa 
после того , как проинтегрированы последние уравнения, опреде
ляются квадратурами 

Представим себе,  что при некоторых значениях �а уравнения 
движения доnускают частное решение q1 = О (j = 1, . . . , s) . Это
му решению отвечает стационарное движение, в котором будут 
изменяться одни циклические координаты qo.. Уравнениями возму
щенного движения (при фиксированных значениях постоянных �а.) 
будут уравнения для нециклических ноординат q1 с функцией 
Лагранжа R. 

Если R не зависит явно от t, то эти уравнения имеют первый 
интеграл , соответствующий интегралу живых си.ТI : 

Н= " д� qj- R = lz. � дq i 

Теорема Рауса состоит в том, что если функция V = Н - Н., 
будет знакоопределенной от переменных qi, qj, то (согласно теоре
ме Ляпунова ,  так как V' ==О) стационарное движение будет ус
тойчивым при условии , если значения постоянных �а. не возмуща
ются;  Н 0 обозначает фуннцию Н, ног да в последней все нецинличе
ские ноординаты q1 и их скорости qj положены равными нулю . 
Интересно заметить,  что стационарное движение может быть ус
тойчивым, ногда фуннция Н -Н 0 не является знакоопределенной. 

10. П р  и м е р. Рассмотрим тяжелое твердое тело с одной не
подвижной точкой О. Пусть подвижные оси ноординат Oxyz со
впадают с главными осями эллипсоида инерции тела ,  построенного 
для неподвижной точни . Моменты инерции тела относительно осей 
х. у, z обозначим соответственно через А, В, С. 



TEOPE:\IA .'IЯПУНОВА ОБ УСТОйЧИВОСТИ 23 

Случай Лагранп'а представится , когда А = В, а координаты 
центра тяжести тела суть .х = О, у -= О, z > О. 

Пусть р, q, г- проекции мгновенной угловой скорости на глав
ные оси х, у , z эллипсоида инерции; у, у', у" - направляющие 
косинусы вертикали z1 с подвижными осями х, у, z. 

Практпческий интерес имеет задача об устойчивости верти
�>а.'Iьного вращения: -

р = о, q =О, г ---=Го, 'i' с= О, у' =О, у" = 1. 
Этой ::�адаче посвящено много исследований. Мы изучим вопрос 
об устойчивости по отношению к переменным р, q, г, у, у', у". 

Обозначим вариации переменных для возмущенного движения 
так: 

р =- �' lf = 11, r -=- Го + �' у = а, у' '''" �' у" -с=с 1 + 6. 
Чтобы решить поставленный вопрос об устойчивости, будем ис
кать функцию Ляпунова среди интегралов уравнений возмущен
ных двиn-; енпй. 

В случае Лаграю�>а известны следующие интегралы : 

А (р2 + q2) + Cr2 + 2mgzy" --- h. 
А (ру + qy') + Cry" -= k, 

у2 + у'2 + у"2 =- t ' 
r с..-ос г0• 

Отсюда уравнения возмущенных движений имеют такие интегралы: 

V1 -"'А (�2-+ Ч2) +С ( �2 + 2r0�) + 2mgz6, 
V2 А (�а + Ч�) + С (6� + rofJ -1 �),  
V з а2 + �2 + (')2 + 26, 
v4 �· 

Функцию Ляпунова будем искать в квадратичной связке интегра
:юв 

V --- V1 -! 2ЛV2 - (mgz + Сr0Л) V3 + 1-t v: - 2 (Cr0 + СЛ) V.1 = - _  А�2 + 2ЛА �а - (mgz + Сr0Л) а2 + 
·t· А f\2 + 2ЛА Ч� - (mgz + Сr0Л) �2 + (С ·i- f-1) '2 -:-

+ 2ЛС � - (mgz ·+· Сr0Л) 62• 
Чтобы первые две однотипные формы были положительными, 

}. необходимо и достаточно выбрать так, чтобы их дискриминант 
был положительным: 

\А АЛ \.....__О АЛ - (mgz + Сr0Л) / ' 
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или 

А Л11 + Сr0Л + тgz < О. 
Последнее неравенство возможно,  если полином имеет два различ
ных вещественных иорня 

А 

Cr0 2 mgz 

или 

С2� - 4Aтgz > О . 
Последняя форма будет положительной , если положителен ее 
дисириминант 

или 

I C + �-t  ел \ >О С'), - (mgz + Сr0'Л) ' 

(с �:f.t ) Л2 + Сr0Л + тgz < O. 

Чтобы этот вопрос свести и уже рассмотренному, выберем 1-1 
таи , чтобы 

или 

При этом 

Итаи , если 

cz -- = А , C + f.t  
С (С - А) /-1 = 

А • 

C11r� - 4Aтgz > О, 
то Л можно выбрать таи , чтобы ивадратичный интеграл V был оn
ределенно-положительным относительно всех переменных р ,  q, 
r, а , � . б .  А это согласно теореме Ляпунова об устойчивости застав
ляет заилючить об устойчивости вертииа.11ьного вращения волчиа 
Лагранжа * .  

1 1  [16] . Д о п  о л н е н и е о б а с и м п т о т и ч е с  и о й  
у с т о й  ч и в о с т и .  Если а1ю:поопределеппая футщия V до 
пус�tает бес�tопечпо малый высший предел , а ее производпая V' 
представляет апа�tоопределеппую фуп�tцию противоположного ana
�ta, то вся1t0е возмущенное движение, достаточно блиа1t0е " невоа 
мущенному, будет приближаться " не.М.у асимптотичес�tи . 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если функции V и V' суть знако
определенные, то по определению существует такое t0 и такое по
ложительное число Н, что для t > t0 и для значений переменных 
Х8 , удовлетворяющих условию 

� х: < н. 8 
существуют не зависящие от времени определенно-положительные 
функции W, W' такие,  что , если V положительна,  

V - W > О и -V' - W' > О. (4) 

Определим область начальных возмущений }1 х�о< Л, для 
которых значения переменных Х8 не покидают области }1 х: < А, 
как указано в доказательстве основной теоремы Ляпунова об ус
тойчивости (п .  8) .  Пусть l есть точная низшая граница функции 
W на сфере (А) .  Тогда за Л мы выбираем число,  определяющее 
область �; < Л, в которую не проникает ни одна точка поверх
ности 

V ( t0 ,  х1 ,  • • •  , Xn ) = l. 

Легко убедиться ,  что для любых возмущений Xs 0 ,  лежащих 
в области (Л) , 

при указанных свойствах функций V и V' нельзя найти такого 
положительного числа е, которое было бы меньше всех значений, 
получаемых функцией V в соответствующем возмущенном движе
нии при t ;;;;;. t0 • В самом деле, если бы для некоторых начальных 
значений Xso существовало такое число е, то по свойству функции 
V как функции, допускающей бесконечно малый высший предел , 
существовало бы такое число е , определяющее область (е) 

� х: <  е , 
s 

для любых точек которой значения V были бы меньше е. Следова
тельно , если бы такое е существовало , то значения переменных 
Xs лежали бы где-либо в области 

Обозначим через l' точную низшую границу функции W' в этой 
замкнутой области . Граница эта неизбежно будет некоторым 
положительным числом, ибо W' представляет функцию опреде
ленно-положительную. Отсюда , согласно второму из условий (4) , 
для любого t > t0 значения функции V' в этой области будут 



26 ГЛ. 2. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ПРЯМОГО МЕТОДА ЛЯПУНОВ А 

удовлетворять условию 

- V' > W' > l' > О; 
из уравнения 

V - V0 = � V' dt 

выводим 

V < V0 - l' (t - t0). 

А это невозможно,  ибо левая часть неравенства есть определенно
nоложительная функция t ,  а права я при достаточно большо:м t 
делается отрицательной. 

Итак , как бы мало ни было число е, всегда наступит момент . 
когда функция V сделается меньше е. А будучи убывающей фун
кцией t, она затем всегда будет оставаться меньше е .  Следовательно, 
если за е мы примем точную низшую границу функции W в обJiа
сти 

то всегда наступит момент , когда функция V сделается и будет за
тем оставаться меньше е; начиная по крайней мере с этого момента . 
значения переменных х8 будут всегда оставаться в области 

� x: < l-1 · s 
Отсюда замечаем. что при всяких начальных возмущениях :.rs 0 , ле
жащих в об.т�асти (Л) , значения переменных х .• с беспреде:•1ьным 
возрастанием t стремятся к нулю * .  

12.  Ес.ли дифферепциа.льпые уравнения возмущенного движепил 
та-повы , что существует фуппция V ( t, х1 , • • • , Хп) та-пая, что фупн
ция V - е ( t) W (е ( t0) = 1) яв.ляется постояппо-по.ложите.ль
пой при опреде.лен.по-по.ложите.льпой и не зависящей от вре.мени  
фуппции W и при .монотонно возрастающей до  бес-понечпости в.ме
сте с росто.м t фуп-пции е (t) ,  а ее по.лпая производпая по вре.мепи V' 
яв.ляется постояппо-отрицате.льпой и.ли пу.ле.м, то невоз.мущепное 
движение аси.мптотичес-пи устойчиво, а об.ласть возможных зпа
чепий пере.меппых х1 , • • •  , xn опреде.ляется перавенство.м 

w < :;t) ' 
в -поторо.м V0 обозначает значение фуп-пции V в пача.льпый .мо.-",ен.т 
t0 при пача.льпых значениях пере.меппых х10 ,  • • •  , Xn o · 

Наиболее простые определения области возможных значений 
х1 , • • •  , Xn получаются , если за функцию W приня!а функция 
fA. (х� --1- • • •  + х�) , где fA. - положительная постоянная . 
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Теорема о неустойчивости 

13. Чтобы обнаружить неустойчивость невозмущенного движе
ниR, достаточно заметить всего одну траекторию, выходRщую за 
заданную область (2) , при сколь угодно малых числовых значе
ниRх возмущений Xs o · 

Совокупность значений переменных Х8 , удовлетворRющих при 
предположении (2) неравенству V > О, условимся называть 
областью V > О, -а поверхность V = О  - границей последней. Если 
функциR V зависит Rвно от t, то при изменении t область V > О 
будет таюке изменRтьсR .  

Если ограниченнаR в области V > О  функция W такова , что 
ДJIR всRкого положительного l, как бы мало оно ни было выбрано,  
найдетсR такое отличное от нулR число Л, что при 

t ;;;;. t0 , � х� < Л, V ;;;::;. О 
8 

будет выполнRтьсR неравенство 

1 W ! < l , 

то будем говорить,  что W допускает беспонечно JJtалый высший пре
дел в области V > О. Этому требованию удовлетворяет всRкаR 
допускающаR бесконечно малый высший предел функциR W. 

Функцию W ( t , х1 ,  . . •  , хп) будем называть анапоопределепной 
в области V >  О , если она может обращаться в нуль в этой области 
лишь на границе V = О и если длR произвольного положитель
ного 8, как бы мало оно ни было выбрано , найдетсR такое отлич
ное от нулR число l ,  что при Х8 ,  удовлетворяющих условию 
1 V 1 ;;;::;. 8, и длR всRкого t > t0 имеет место неравенство 

1 W j ;;;;. l . 

Очевидно,  что знакоопределенной в области V> О будет функ
ЦИ R 

ЛV + W, 

если W представлRет функцию положительную или тождественно 
равную нулю , а Л есть отличнаR от нуля положительная постоян
наR . Если V не зависит от t, то знакоопределенной в области V > О  
будет всRкаR не зависящаR от t функция W, если последняя нигде 
не уничтожаетсR в области V > О, а на границе области , т .  е .  при 
V = О,  может уничтожатьсR.  ВсRкая функциR V определенно-по
ложительна в своей области V > О. 

ВсякаR знакоопределенная функциR U будет знакоопределен
ной в области V > О, если функция V допускает бесконечно малый 
высший предел в области V > О. Действительно, если V допускает 
бесконечно малый высший предел в области V > О, то согласно 
определению длR заданного 8 , сколь бы мало оно ни было , найдется 
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такое число Л, что область V > е будет лежать вне сферы � х; = 
= Л. Если и есть знакоопределенная ,  пусть положительная, 
функция,  то по определению будет существовать не зависящая от 
t определенно-положительная функция W, такая ,  что функция 

и - W  
будет неотрицательной. Поэтому точная низшая граница (неиз
бежно положительная) функции W в области 

Л < }3 х: < н 

будет низшей границей для значений функции и в области V > е . 
Т е о р е м  а .  Если дифференциальные уравнения воа:мущеппого 

движения та�tовы,  что воа:можпо найти фуп�tцию V, ограпичеп
пую в области V > О ,  существующей при вся�tо:м t ;;:;;. t0 и для с�tоль 
угодно :малых по абсолют1tой ведичипе апачепий пере:меппых Xs, 
производпая �tоторой V' в сиду этих уравнений бЫда бы определен
по-подожительпой в области V > О, то певоа:мущеппое движение 
пеустойчиво . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Для ограниченной функции V най
дутся такие постоянные t0 и Н, что при всех значениях переменных 
Xs в области V > О, удовлетворяющих кроме того условиям (2) , · 
будет выполняться неравенство 

V < L. (5) 

Надо показать , что для такого Н не найдется столь малого по
ложительного Л, чтобы при любых начальных возмущениях Xs0, 
стесненных равенством 

ни для какого t > t0 второе из неравенств (2) не было нарушенй . 
Доказательство будем вести от противного , предполагая ,  что 

такое Л существует . Выберем начальные возмущения Xso на сфере 
(Л) так , чтобы начальное значение функции V0 было отлично от 
нуля и положительно . Как бы мало V0 ни было, для V' , определен
но-положительной в области V > О ,  найдется такое отличное от 
нуля число l ' , что для переменных х8 , удовлетворяющих условиям 

V >  V0, 

значения функции V' будут удовлетворять неравенству V' ;;;;;. l ' . 
Поэтому, пока не было нарушено неравенство V ;;;;;._ V0 для всех 

значений t, больших t0 , согласно уравнению 
t 

V - V0 = � V' dt 
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выводим 

V ;;;;.. V0 + l' (t - t0) . 

Неравенство это может существовать совместно с неравенст
вом (5) только при значениях t, меньших величины 

L - V0 to + -l-, - . 

Нарушение же неравенства (5) говорит в этом случае о наруше
нии второго из условий (2) .  А этим обнаруживается неустойчи
вость невозмущенного движения * .  

1 4  [16). Ляпунов предложил две теоремы о неустойчивости , 
которые весьма просто получаются из предыдущей. 

Первая теорема : если дифферепциа.льпые уравнения возмущен
ного движения таковы , что возможно найти функцию V, которая 
облада.ла бы в cUJty этих уравнений зпакоопределеппой производпой 
V' , притом допуска.ла бы бесконечно малый высший предел и бЫJtа 
бы такова, чтобы при всяком t, большем пекоторой постоянной , 
надлежащим выбором величип х8 , абсолютно сколь угодно ма.лых, 
ее можно бЫJtо сделать величиной одинакового знака с ее производ
пой, то певозмущеппое движение пеустойчиво . 

Для доказательства достаточно заметить, что функция V этого 
предложения удовлетворяет условиям, сформулированным в тео
реме п .  13 ,  ибо знакоопределенная, пусть положительная,  про
изводная V' будет определенно-положительной в области V > О. 
так как V допускает бесконечно малый высший предел . 

Вторая теорема : если дифферепциа.льпые уравнения возмущен
ного движения таковы, что возможно найти ограниченную функ
цию V, производпая которой в силу этих уравнений приводUJtась 
бы к виду 

dV 7t = ЛV + JV, 

где Л - помжительпая постоянная , а W или тождественпо равна 
пулю,  UАи представляет некоторую зпакопостояппую функцию, 
и если в последнем случае naйдenna.q, функция V такова, что при 
всякож t ,  большем не-которого числа, надлежащим выбором вели
чип Xs , сколь угодно численпо ма.лых, ее можно сделать величи
ною одипакового знака с W, то певозмущеппое движение пеустой
чиво . 

В самом деле, производпая V' есть знакоопределенная функция 
в области , где V имеет значения знака ,  совпадающего со знаком 
W, если W не есть тождественно нуль . Если W равна тождествен
во пулю, то V' будет знакоопределенной как в области V > О, 
так и в области V < О* . 



30 Г."I. 2. ОБЩИF. ТЕОРЮIЫ ПРЯ!\ЮГО МЕТОДА ШШУНОВ А  

Но всех случаях , :nогда это будет возможно , для доказательства 
неустойчивости }IЫ будем пользоваться теоремами Ляпунова 1) .  

15 [ 16 ] .  П р и м е р . Пусть уравнения возмущенного движе
ния суть 

dx8 = дJl 
- (s = 1 , . . .  , n), dt дхs 

где V есть не зависящая от t го.тюморфная функция переменных 
.х8 , разложение nоторой начинается членами не ниже второго 
порядка . 

Имеем 

, ( дt' ) 2 дV ) % 
V _-_,_ дхi + . . .  + ( axn • 

Поэтому всякий раз .  когда V есть функция определенно-отрица
тельная , невозмущенное движение будет устойчивым. Напротив, 
оно будет неустойчивым , если V может принимать положительные 
;шачения в сколь угодно малой окрестности точки х1 = О, . . .  • • • •  Xn = О и есди только мы не имеем дедо со случаем, когда 
системе уравнений 

возможно удов.1етворить не равными одновременно нудю вещест
венными значениями переменных х8 , сколь угодно малыми по 
абсодютной величине . Случай этот, наверное, не представится, 

ес.·ш определить \ \ a::;�,. ll не обращается в ну.чь.  когда все nеремен

вые Xs суть нули . 
П р и м е р . Рассмотрим <' Истему дифференциальных уравне

ний 

где непрерывные о граниченные функции ps1• (t) при r ,  не равном 
s .  обладают свойствоъ1 Psr = -p1.s . 

Если при этом :nоэффициенты Pss либо суть нули , либо могут 
обратиться в нуль для некоторых значений t ;;:;;. t0 , оставаясь для 
других значений отрицатедьными . .  'lибо для t ;;,.  t0 все они суть 
отрицате.11ьные, то устойчивость невозмущенного движения следует 

ф 1Т 1 � 11 из того , что определенно-положительная ункция r = 2 � Xs 
имеет , согласно заданным: уравнению\1, отрицательную или 

1) Можно отметить еще одну теорему о неустойчивости, где вводятся 
две функции (Ч е т  а е в Н. Г. О иеустойчивости равновесия, когда силовая 
функция не есть максимум // Учен . зап. Iiазан. ун-та . - 1938 . - Т. 98, М 9)* .  
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rождественно равную нулю полную провзводную по t 

V' = � PskXsXk = � РвsХ� . s, k 8 

З J  

Если для любого t ;;;_;;, t 0 и:меют место неравенства рsь < - lt < О .  
где /� - положитеJiьная постоянная , то  производпая V '  
будет при этом определенно-отрицательной; в это1\r случае невоз
мущенное движение устойчиво . а близкое возмущенное движение 
будет стремиться к нем�· асимптотически .  

Если Pss удовлетворяют условиям Pss > k > О, где k - не
которое положительное чис.rю . то в это:м случае невозмущенное 
движение не устойчиво . 

П р  и 1\1 е р . Устойчивость nocmoя1t1tЫX враще1tий .  Случай 
Эйлера в движении ?Вердого тела с одной неподвижной точкой 
представится , когда .центр тяжести тела совпадает с закрепленной 
TO'IIKOЙ. Изучим устойчивость частного решения 

, 

Ро = О. qo = О, ,. = Го > О. 

Вариации переменных обозначим для возмущенного движения : 

р = � .  q = t] , ,. = г0 + � -
Уравнения возмущенных двишений будут 

А ��  = (В - С) 11 (Го + �) .  

dч . Б Тt = (С - А) (r0 - ,- �) � .  

С �� = (А - ВН11·  
Вопрос об  устойчивости постоянного вращения вокруг наиболь
шей (А > В > С) и наименьшей (А < В < С) полуосей эллип
соида инерции разрешается из существования знакоопреде.ТJенного 
интеграла уравнений возмущенного движения 

А В с �2 + В  А с 112 + [А�2 + В112 + 2Cro� -[- С�2)2 .  

Неустойчивость вращения вокруг средней оси эллипсоида инерции 
(А < С < В) док_азывается рассмотрением функции 

v = �11· 
Ее производпая 

V' = (ro + �) [B А С 112 + С В А �2] 
Если � + r0 уничтожается, то неустойчивость очевидна . Если 
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� + r0 > О, то V' будет определенно-положительной в области 
V > О. V, ка'к не зависящая явно от t, допускает бесконечно 
малый высший предел ; на основании теоремы о неустойчивости 
(п .  13) выводим, что вращение вокруг средней полуоси неустой
чиво . 

П р  и м е р . Область V > О  может распадаться на отдельные 
полости . Для применения теоремы п .  1 3 нас может интересовать 
всего Rакая-либо одна связная полость С области V > О. Для 
определения С одним неравенством W > О достаточно рассмотреть 
непрерывную функцию W, равную V в полости С и равную 
- 1 V 1 вне С. 



Г Л А В А  3 

УСТОЙЧИВОСТЬ Р АВНОВЕСИЙ 
ПРИ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ СИЛАХ 

Теорема Лаrранжа 

Торричелли в формулировках своей эпохи ус�ановил теорему 
об устойчивости nоложен�й paв}IOBeCIUI ТJJЖ�лых те;�� , которую 
Лаrранж обобщил для прои�.вольных ,потенциал�ных сил .  Для 
наиболее элементарных случаев Ляnунов дал обращение теоремы 
Лаrранжа. �ассматривая слуЧУi, к&"rда пот(}нциа:�ьная функция 
зависит от некоторо1·о nараметра,  Пуаик,аре nqложи.11 начало тео
рии раз�етврения равнов�ий.·· 

16. Вообразим механическую систему ,  стесненную некоторыми 
rолономными и не зависящими от времени связя?.IИ и находящуюся � 1 ' 
в положении равновесия nод д�иствием потенциаЛ:ьных сил .  

Обоз]lачим через q1 , • • • , q ;.  е е  независимЬl:е лаr.ранжевы . коор
динаты." �е умен�mая обЩно�ти , ,всегда можно' 'пред�олощить ,  
что для рассм�трИВВ;еr.юrо поло;nения РВ;ВНОВесия материальной 
систе,:мы �н�ч�ния всех переменных qs равны ,нулю . Пусть Т обоз
нача�т живую си�у , а и - силовую функцию действуЮ�их на 
систему сил . При не зависящих от времени связях жирая сила Т 
представляет опреДеленно-nоло;tителъную квадратичную форму 
от скоростей q� , . . . , q/. . Силовая функцИя и предполагается за
висящей только о'т координат. q1 , • • • , q,. , причем ее мы условим
ся считать равной нулю для положения равновесия . 

При этих предполоЖениях дифференЦиал�ными уравнениями 
возмущенного движения будут уравнения дви;n�ния расс,матривае
r.IОЙ механической системы , ' если , вопросы об устойчи.вости иссле
дуются по отношению к координатам q1 , • • •  , q,. и к скоростям 
qJ. , • • .  , qfc . 

Т е о р е м а Л а r р а н ж а,. Если в по:д.ожепии равновесия 
силовая фуп"ция и имеет иаолировапцый .ма"сижуж, то ща"ое ' • ... 1 ,. 
под,о�епие равновесия устоичиво . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если силовая функция и имеет 
в nоложении равновесия изолированный r.шксимум и равняется 
нулю, то по крайней r.1epe в Достаточно малой области для :м:алых 
по абсолютной величине анаЧений переменных qs значе,ния функ-

2 Н. Г. Четаев 
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ции и будут отрицательны . Это значит, что в области малых зна
чений переменных qs функция и представляет определенно-от
рицательную функцию лагранжевых координат q1 , • • • , qk . По
этому полная энергия механической системы Н = Т - -u будет 
представлять определенно-положительную функцию по отнош�нию 
к координатам q1 , • • •  , qk и скоростям - q1 ,  . . • , q/. .  Ее полная 
производпая по времени равна нулю, Н' / О, так как для урав
нений движения при не зависящих от времени связях существует 
интеграл живых сил . Следовательно , Н удовлетворяет всем усло
виям теоремы Ляпунова 'об устойчивости , что и доказывает тео
рему. 

17. Рассмотрим теперь случай, когда в области м;шых по 
абсолютной величине значений переменных q1 существует область , 
где силовая функция и (обращаясь в ну�ь ,  когда все qs - нули) 
имеет положительные значения .  Силовая функция и должн;а опре
делять действующие на материальную систему силы ,  поэтому 
она должна иметь всюду в рассматриваемой области (пуст� непре
рывные) частные производные. 

Дифференциальные уравнения возмущенного движения возь
мем для простоты в форме канонических уравнений Гамильтона 

dqi дН dpi дН 
dt = др j ' dt = - дq j ' 

rде имг. у.Тiьсы р1 определяются формулами 
д Т 

Pi = -8 , . qj 
Уравнения эти имеют интеграл жи;вых сил Н = Т - и = lt. 

Ограничимся случаем, когда силовая функцИя и представляет 
некоторую однородную функцию степени т относительно пере-
менных qs 

и =  ит 
и когда при этом для сколь угодно малых по абсолютной ве,личине 
ЗJ,Iачений переменных q8 она может принимать положител;ьные 
значения. 

Положение равновесия является при этом неустойчивыж 1) . 
Дейст:вителыiо , рассмотрим функцию 

W = - H � p1qi . j 
В области малых по абсолютной величине значений коорди

нат q1 ,  • • • , qk и импульсов р1 ,  • • • , Pk выделим существующую 
при наших предположениях для сколь угодно малых по абсощот-

1) Ч е т  а е в Н. Г. Sur la reciproque du theorem de Lagrange // Comptes 
Rendus .- 1930 . .  - V. 190. 

Ч е т а е в Н .  Г. О неустойчивости равновесия, коrда силовая функция 
ве есть максимум // Учен. зап.  Назан. ун-та.- 1938.- Т. 98, М 9 .  
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ной величине значений переменных q1 , р1 область С, опреде,лен
ную таки,ми совместными неравенства:ми: 

Н < О и � p1q1 > О. 
j 

Полная производпая по .  t от функции W имеет в силу дифферен
циальных уравнений во�мущенного движения вид 

W' н [ � dqi 1 � dpj] = - � Pi Тt '  k.Jqi Тt · 
; j 

Подс1:авляя сюда явные выражения 
д Т Н = Т - Uщ и р1 =-, ,  
дq; 

согласно уравнениям движения и теор�Аiе Эйлера об однородных 
функциях имеем 

W' = - H [2T + mUщ - 22��. q1 ] .  
j J 

В рассматриваемой области С значения полной энергии Н долж
ны быть отрицательны По определению области С;' а так иак Н = 
= Т - Um , то в этой области С должно быть Uщ > О. Вследствие 
того что связи , наложенные на материальную систему, предпола
гаются не зависящими от времени t, живая сила системы Т пред
ставляет опрёделенно-положительную функцию относительно 
импульсов р1 

s, r 
с коэффициентами gs7 , являющимвся некоторыми функциями 
иоординат q1 , • • •  , q�; . Для всех возможных значений координат q1 все главные диагональные миноры дискриминанта живой силы 
Н grs \1 должны быть положительными ; в положении равновесия, 
где все иоординаты q8 равны нулю , эти главные миноры равны ве
иоторым положительным величинам , ограниченным снизу .  
Позтому главные диагональные миноры дискриминанта ивадра
тичной относительно р 1 формы 

.Е ( 2g,r - .Е д:;r qi) PaPr 
в, r ' i 

для достаточно малых по абсолютной величине значений 
координат q8 также будут все положительными , а сама форма 

2Т - � ;т q1 будет определенно-положительной относитель-� qi 
но Ps ·  Итак , стоящее в W' в ивадратных скобках выражение 
в области С будет положительно ; иными словами , в области С 

2• 
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для численно достаточно малых значений координат q значения 
производной W' будут положительны, т. е. одного знака с W. 

В области С функция W удовлетворяет всем условиям теоремы 
о неустойчивости п . 13 ,  что и доказывает неустойчивость рассма
триваемого положения материальной системы .  Так же просто , 
исходя из прежнего определения функции W и об�щсти С , можно 
доказать неустойчивость положения равновесия , "огда потенциаль
ная фун"ция и.меет вид 

и =  ит + итн + · • • • 
причем д�tя c"o.ltь угодно малых q8 фун"ция и .может прини.мать 
nо�tожите.1 ьные значения , и в области С ана" вырQJ�Сений и m -! 
+ иm+t + . . . и т ит + (т + 1 ) иm+l + . . .  опреде.f/.Яется. фор
жой ит . 

Случай. когда т = 2 и когда знак силовой функции и опре
деляется чаенами второго порядка , без необходимости рассматри
вать члены высших порядков , был исследован впервые Ляпуно
вым 1 )* .  

Ко:-ффнциеиты устойчивости Пуанкаре 

18.  Для конкретных приложепий теоремы Лагранжа полезно 
знать критерии минимума потенциальной функции V = - и. 

В области , близкой к положению равновесия :материальной 
системы, где переменвые qs все имеют нулевые значения, разло
жение функции V в ряд Маклорева начинается в общем случае 
с квадратичных членов 

V = � Laliqtqi + . · . , 
i , j 

так как свободный член V (0 , . . .  , О) обращается в нуль согласно 
условию п .  16 , а линейные члены разложения уничтожаются 
в силу уравнений равновесия 

( дv )  - о дqв О - • 

Суммирование распространяется по всем возможным значенияи 
индексов i , j = 1 ,  . . . , k ;  через a;j здесь для сокращения письма 
обозначены вторые частные производвые от V в положении рав
новесия 

1) Л я п у и о в А. М. О иеустоiАивости равновесия в некоторых слу
чаях, когда функция CИJI не есть максимум // Л я п у и о в А. М. Общая 
ааnача об устойчивости движения.- М. : Гостехиэдат, 1950. 
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Линейным иреобразованием переменных qs квадратичная форма 

2/ = � a11q, q1 i , j 
может быть приведена к сумме квадратов . Действительно, в k-мер
ном вспомогательном евклидовом пространстве проведем взаимно 
ортогональные оси q1 , • • • •  q" и рассмотрим уравнение квадрики 

2f = � aiJq1q1 = 1 .  
Его левая часть будет в виде суммы квадратов , если оси коорди
нат будут совпадать с собственными осями квадрики . Осью квад
рики , по определению,  является прямая, проходящая через центр 
и вершину , или иначе через ту точку квадрики , где радиус-вектор 
совпадает с нормалью . 

Условие коллинеарности нормали к квадрике и радиуса-век
тора имеет вид 

д/ - = xq, (i = 1 ,  . . . , k) , дq, 

где х - некоторый пока неопределенный множитеш�: или в явном ' 
виде : 

(6) 

Эта система будет иметь отличное от нулевого решение, если оп
ределитель , составленный из коэффициентов , равен нулю: 

all - x  . . .  aik 

i.\ (х) = = О.  

0kt 0k k -
х 

Уравнение это носит название ве"ового ;  оно �пределяет k вещест
венных корней х 1 ,  • • •  , х" ,  теснейшим образом связанных с вели
чинами полуосей рассматриваемой квадрики .  

Т е о р е м а С и л ь  в е с т р а .  Корпи ве"ового уравпепия все 
веществеппы . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если х является корнем векового 
уравнения , то система (6) имеет для qs решение, отличное от н,уле
вого . Если этот корень х комплексный, то комплексными будут и qs . 
Пусть 'ii s обозначает величину , сопряженную с qs . 

Умножим уравнения системы (6)  соответственцо на q i и сложим: 

� a11q,q1 =  x � q1 'ij 1 ; 
jj i 

сопряженное выражение будет иметь вид 

� a,1q,q1 = х � q,q1 • ij ' 
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Отсюда , если учесть симметричность коэффициентов а;1 = а1 ; 
рассматриваемой квадратичной формы f, непосредственно полу
чается соотношение 

� a,fi;qj � ai,fjiqi -Х = = = Х , � qiqi � qiqi 

которое доказывает вещественность корня х , ибо только вещест
венвые количества равняются своим сопряженным. 

Чтобы определить геометрический смысл корня векового урав
пения х ,  умножим уравнения (6) соответственно па q1 и сложим 

2f = x � q�. 
i 

Если корень х положителен , то (из-за того , что решения qs 
системы (6 ) ,  удовлетворяющие уравнению квадрики 2/ = 1 , 
представляют координаты вершины) выражение � qf представляет 
квадрат соответствующей полуоси квадрики. Если корень х от
рицателен, координаты вершины, отвечающей полуоси , в силу 
�оследпего соотношения ,  будут чисто мнимыми , а � qf будет пред
ставлять собой квадрат мнимой полоуев квадрики 2f = 1 .  

В обоих случаях согласно последнему соотношению числовое 
значение х равняется обратной величипе квадрата соответствую
щей полуоси квадрики . 

Пусть х1 , • • •  , х" - корпи векового уравнения , а а1 , • • •  

. . . , а" - отвечающие им полуоси квадрики , вещественные для поло
жительных корпей и мнимые для отрицательных. Из известного 
канонического вида уравнения квадрики в ее осях 

\"1 х� .?� -t = 1  
i а� 

вытекает , что заданную форму f путем линейного иреобразования 
к новым переменным х; возможно привести к виду 

2f = � XiX�. 
i 

Корни векового уравнения х 1 ,  • • •  , х" определяют характер 
формы f. Если они все положительны, то форма 1, а вместе с ней и 
потенциальная энергия V = 1 + . . . будут определевпо-положи
телж.пыми и будут иметь минимум в положении равновесия.  Если 
среди корпей х найдется хотя бы один отрицательный, то потен
циальная энергия V = 1 + . . . при соответствующем выборе 
численпо сколь угодно малых значений перемевпых q8 может быть 
сделана отрицательной. Пуапкаре предложил называть корпи х 
"оэффициента.ми устойчивости, а число отрицательных Хв -
степенью неустойчивости. 
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В этих терминах теоремы Лагранжа и Ляпунова можно выска
зать словами : если в положении равновесия все коэффициенты 
устойчивости положительны, то равновесие устойчиво ; если име
ется хотя бы один отрицательный коэффициент устойчивости, то 
равновесие неустойчиво . 

19. П р  и м е р . Однородный тяжелый трехосный эллипсоид 
лежит на горизонтальной плоскости . Определить коэффициенты 
устойчивости Пуанкаре для его положений равновесия .  

Пусть уравнение эллипсоида относительно его осей будет сле
дующее : 

А х2 + Ву2 + Cz2 - 1 = О.  

Положениями равновесия трехосного эллипсоида будут те по
ложения ,  в которых нормаль к эллипсоиду в точке касания бу
дет Коллинеарна с радиусом из центра в точку насания ;  другими 
словами , положениями равновесия будут положения ,  в которых 
точка касания с неподвижной плоскостью совпадает с вершиной 
какой-либо из полуосей. 

Касательная плоскость 
А хХ + ВуУ + CzZ - 1 = О 

в точке касания (х, у ,  z) отстоит от центра (тяжести) на расстоя
нии 

б = 
1 

V A2xi + IJ'1y2. + C2z2 
Отсюда , если эта касательная плоскость есть та горизонтальная 
плоскость, на которой лежит эллипсоид, то потенциальная функ
ция в области положения равновесия (х = О, у = О) имеет вид 

v = - и  = mgo = 
mg 

V А (А - С) х1 + В (В -- С) ys + С _ mg [ 1 _ ..!_ (А (А - С) 2 + В (В - С) 2) _,_ ] 
- ..,..-с 2 с х с У � . . .  • 

и следовательно ,  коэффициенты устойчивости положения равно
весия х = О, у =  О суть 

mg А (А - С) mg В (В - С) 
xi= - 2 VC с ' х2 = - 2VC с . 

Отсюда , если эллипсоид лежит на вершине малой полуоси (А < 
< В < С), то это положение равновесия устойчиво (х1 > О , х2 > 
> О) ; если эллипсоид лежит на вершине средней полуоси (А < 
< С < В), то такое равновесие неустойчиво с одной степенью не
устойчивости ; если эллипсоид лежит на вершине большой полу
оси (А > В >  С) , то равновесие неустойчиво с двумя степенями 
веустойчивости. 
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Критерий знакоопределенности квадратичных форм 

20. Для задач устойчивости имеют значение не столько вели
чины коэффициентов устойчивости Пуанкаре , сколько их знаки . 
Для определения же знака корней нет необходимости разрешать 
вековое уравнение ; достаточно знать необходимые и достаточные 
условия, при выполнении которых потенциальная функция будет 
определенно-поло;nительной. 

Для решения последней задачи мо;nно использовать извест
ный критерий Гурвица отрицательности вещественных частей кор
ней алгебраического полинома , в данном случае полинома А (-Л) . 
Наиболее простым и удобным для вычислений является метод Лаг
ран;nа , заключающийся в постепенном выделении полных квад
ратов из квадратичной формы. Интересен метод Кронекера приве
дения квадратичпой формы к сумме квадратов , так как он приво
дит к неравенствам, которые весьма просто связаны с "ритерие.м 
Сrмьвестра . 

Вещественная "вадратичная фор.ма 

qJ = � CijX;Xj (C;j = Cjl) ij  

тогда и толь"о тогда будет определенно-положительной , "огда 
все главные диагональные .миноры ее дис"риминанта положительны : 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Для сокращения письма обозначим 
главные диагональные миноры дискриминанта через 

а через С,.8 обозначим минор (со знаком) дискриr.шнанта С,. , от
вечающий элементу C1·s · 

П реобразованием персменных 

с .  
Xi = и; +  Cm и11 (i < n) , 

rm Xn = и,. 

форму <r приводим к виду 

u чем r.rожно убедиться непосредственной подстановкой. Отсюда 
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с .. отношение -с-- равняется одному из коэффициентов устойчивости n-1 
формы ер в переменных и1 , • • •  , Un . 

Продолжая этот процесс дальше над формой 
n-1 
� CijU tUj1 
1 

убеждае�1ся в достаточности условий теоремы. 
Необходимость условий теоремы доказывается просто . Если 

форма 

является определенно-положительной, то уравнения 

(i = 1, . . . , п) 

необходимо должны совместно удовлетворяться лишь при нуле
вых значениях всех переменных Xs = О (s = 1, . . . , n ) ;  отсюда 
необходимо, чтобы определитель из коэффициентов c i i  последней 
системы был бы отличен от нуля :  Сп =1= О . Если ер (х1 , • • •  , Хп-н Хп) 
является определенно-положительной, то определенно-положи
тельной по отношению к х1 ,  • • • , Xn-1 будет также и форма 
ер (х1 , • • • , Xn-1 , 0), а отсюда следует Cn-I =1= О. Продолжая эти 
рассуждения, выводим, что если ер определенно-положительная 
форма , то все главные диагональные миноры ее дискриминанта 
необходимо отличны от нуля: Cr =1= О (r = 1 ,  . . . , n) , и тем самым 
указанное иреобразование формы ер к сумме нвадратов возможно 
на каждом шаге ; а из приведеиной к сумме квадратов определен
но-положительной формы ер следует необходимость условий тео
ремы. 

3 а м е ч а н и е .  В дальнейшем мы будем рассматривать иног
да более общие квадратичные формы от комплексных переменпыж 
х 1 с комплексными коэффициентами 

ер = }j CjjXtXj , 
ij 

для которых с ; 1 = ё1; . Такие формы носят название эрмитовых .  
Условия знакоопределенности и именно положительности формы 
ер имеют тот же вид, что и в критерии Сильвестра 1) .  

1) Доказательство этого предложения читатель может найти в книге 
П . А. Ш И р о К  о в а «Тевзориое ИСIIИСЛеиие&, ч. 1 ,  § 25 {М. : ГТТИ , 1 934) , 
где в § 20 можно также найти и более развервутое доказательство критервя 
Сильвестра. 
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21 .  П р  и м е р . Материальная система с тремя степенями 
свободы находится под действием сил, потенциальная функция 
которых имеет вид 

V = � [ а2 (q� + q�) + 2aqs (q1 + q2) + b2q:] , 

где q8 суть независимые координаты материальной системы, а, Ь , 
а - некоторые вещественные постоянные. 

Пусть положение, для которого все qs суть нули, является 
изолированным положением равновесия. Требуется определить 
условия устойчивости этого положения равновесия. 

Согласно теореме Лагранжа это положение равновесия будет 
устойчивым, есЛи в нем потенциальная функция V имеет минимум. 

Для того чтобы V была определенно-положительной , ее диск
риминант 

должен иметь все главные диагональные миноры положительными.  
Отсюда вытекают условия 

а2 > О, а2Ь2 - 2а2 > О. 

П р  и м е р . Свободная материальная точка массы т движется 
в пространстве под действием сил , потенциальная функция кото
рых в цилиндрических координатах r , 0 , - .;  имеет вид V = q:> (r , z) . 

Живая сила 

и потенциальная функция не зависят явно от О ; поэтому О явля
ется циклической координатой (п. 9) ,  которой отвечает интеграл 
mr110' = � · Отсюда функция Рауса имеет вид 

т 11.2 
R = - (r'2 -L z'2) - m - _.,_ • 2 ' '�" 2mr2 

Для стационарного движения должны выполняться условия 

дR = о  дR 
= О· 

дr ' дz ' 

пусть этим условиям удовлетворяют r = r0,  z = z0 • Это стацио
нарное движение будет устойчивым: согласно теореме Рауса,  ес
ли измененная потенциальная функция 

Р' W - m + -- '�" 2mr1 
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имеет для него минимум. Пусть т = т0 + � . z = z0 + '1'] ;  тогда 

И' (т , z) - W (то, Zo) = ; [ IPrrS2 + 21Prz�'ll + 'Pzz'l12 + � 'Pr�2 J + · · · • 

где IPr • IPrr - значения частных провзводных от «р по уназанным 
переменным для рассматриваемого стационарного движения.  По
этому в случае его устойчивости все главные диагональные мино
ры дискриминанта 

1 3 

1 
'Prr Т r;;- 'Рг 'Prz 

'Prz 'Pzz 

должны быть положительными . Это дает два неравенства 

'Prr + :0 'Pr > О, ( 'Prr + � 'Pr) 'Pzz - «p�z > О. 
П р  и м е р . Пусть' потенциальная функция V пекоторой ма

териальной системы зависит от координат х, у , определяющих 
положение системы, и имеет минимум в положении равновесия 
Хо , Уо · 

Введем обозначения Х = (:�)у' У = (:;)х' где индексами 
обозначены величины, nри nостоянстве которых берутся частные 
производные . Из условия устойчивости рассматриваемоi'О поло
жения равновесия в силу критерия Сильвестра имеем в этом nо
ложении : 

(ах ) ( аУ ) (ах )2 0 д'i у ау х - ау х > ' ( аУ ) > О. ду х 
Вообразим, что условие равновесия Х = О нарушается за счет 

некоторого изменения величины х; если при этом величина у ос
тается nостоянной, то изменение Х определяется производной (:�)У . Если же величина у изменяется, восстанавливая другое 
уравнение равновесия У = О , то изменение Х при этом оnределя-u (ах) ется производпои 8- : Х У=О 

а (Х,  У) (ах )а (ах )  а (Х, У) а (х, у) (ах ) ау х 
д'i У=о = д (х, У) = д (Х, У) = д'i 11 - ( аУ ) · 

д (х, у) ду х 

Следовательно, если (�� )х не равна нулю, то 

О < (�: )У=О < (�: )у · 

Нераnенства эти выражают некоторый частный случай принципа 
Ле-Шателье - Брауна . 
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Бифуркации раввовесвй 

22. Во многих задачах мехапики потенциальная энергия мате
риальвой системы зависит не только от перемеввых, определяю
щих положение системы, во еще и от некоторых параметров . На
пример, в задаче о сжатом стержне потенциальная функция V 
зависит не только от перемеввых , определяющих форму стержня 
в возмущенном состоянии, во и от продольной нагрузки Ро 

Общую теорию положений равновесия таких материальных 
систем при различных значениях параметров предложил Пуавкаре. 

Пусть потенциальная энергия V векоторой материальвой си
стемы зависит от координат х1 , • • • , Xn , определяющих положе
ние системы, и от одного перемениого параметра а. 

Для фиксированного значения параметра а положения равно
весия определяются уравнениями 

Пусть 

� -- 0 ( 1 ) s = , . . . • n . 
ах, 

(i) ( i )  ( i) п Х1 = CJJ1 (а) • • • •  , Xn = ер� (а) 
представляют :швейные последовательности вещественных кор
ней уравнений равновесия;  мы предполагаем, что функции cp�i) (а) 
являются непрерывными функциями параметра а. 

В (n + 1 )-мерном пространстве переменных (а, х1 , • • •  , Xn) 
последние уравнения определяют линии С i,  составляющие в сово
купности некоторую вещественную кривую В, различные точки 
которой отвечают возможным различным состояниям равновесия.  

Отдельные ветви Ci пересекаются между собой в точках , где 
ю.1еется со�падение по меньшей мере двух вещественных корней 
уравнений равновесия.  В окрестности такой точки уравнения av 

-;;- = О  (s = 1 ,  . . .  , n) их8 
не имеют однозначного решения ;  в таких точках должен унич
то;�>аться функциональный определитель 1) ( av av ) 

8 дх1 ' · · . ,  axn // a•v \\ А = а (xt • • . .  , xn) = axiJxi • 

Другими словами, если в пекоторой точке М кривой В гессиан по
тенциальной энергии А обращается в нуль , то такая точка иожет 

1) Г у р с  а Э .  Rypc t.fатематическоrо анализа.  Т. f ,  ч .  1 :  Пер . с фр. 
М . :  ГТТИ , 1933. - (Си. § 38) . 
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быть точкой пересечения ветвей С i ;  точки М называются 1Сритиче
С1Сrиtи, или точ�Са.М.и бифур�Сации (ветвления). 

Некоторые точки яривой В отвечают устойчивым состояви я.м 
равновесия, а - некоторые - веустойчивым. С жена устойчивости 
на ветвях С; жожет происходить лишь в точ1еах бифур�Сации. 
В самом деле , для определенвой ветви С; ноордиваты Х8 являются 
некоторыми фувнциями параметра ct ,  Х11 = JP�i) (а) и , следователь
но , для ветви С; определитель также является функцией ct ,  если 
в � замевить х8 = JP�i> (а) . При переходе по ветви Ci от точки 
к точке будут изменяться значения � .  

Для определенного состояния равновесия, отвечающего веко
торой точке ветви С i ,  устойчивость определяется коэффициентами 
Пуавкаре , или , иначе , норними отвечающего векового уравне
ния 

Здесь и во всем дальнейшем б;1 есть символ Rровекера;  бu равня
ется нулю, если i и j различны, и раввиетси t ,  если i и j равны . 
Разложение полинома 11 (х) на линейные множители : 11 (х) == 

- (х1 - х) . . .  (xn - х) непосредственно дает 

.:1 = 11 (О) = х1 • • • х,. . 

Так нак в точке бифуркации � -= О, то в ней по крайней мере 
один из ноэффициентов устойчивости Пуавнаре Х ; обращается 
в нуль и наоборот . Но норви векового уравнения А (х) = О всегда 
вещественны.  Поэтому на ветви С; устойчивость линейной после
довательности равновесий может пропадать (или появлиться) 
лишь в точках бифуркации, так как при потере (или приобретении) 
устойчивости по меньшей мере один из коэффициентов устойчи
вости , мении свой знак , будет проходить через нуль. 

Пусть М есть векоторая точка бифуркации ; отвечающее ей 
значение параметра ct примем равным нулю. 

В различных задачах механики интересуются преимуществен
но реальными ветвями яривой равновесия .  Отмети!\r без доказа
тельства два предложения ,  относящиеся сюда 1) .  

Представим себе , что нан-либо выяснены реальные ветви С1 ,  • • 
. . . , ck яривой в, проходящие через рассматриваемую точку би
фуркации М. Проведем две плоскости ct - 8 = О и ct + 8 = О, 
причем 8 предполагается столь малой положительвой постоиввой, 
чтобы каждаи из ветвей (\ , . . . , С" пересекала ил осиости ct2 -
- 82 = О. 

1) Р о i n с а  r е А .  Sur l ' equilibre d ' une masse fluide animee d ' un mou
vement de rotation // Acta mathematica . - 1 885 . - V .  7 .  

Ч е т а е в Н . Г.  Ueber die von den Ellipsoiden abgeleiteten Gleichge� 
wichtsfiguren // Изв.  Назав . физ .-иат. о-ва . - 1 929-1930.- Т. 4 .- С. i -36. 
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Пусть известные ветви С1 ,  • • •  , С� иерееекают плоскость а 
- 8 = О  в точках Pi ,  а плоскость а + 8 = О  в точках Qi .  Для то
чек Pi и Qi :можно определить знаки гесспапа L1 .  

Оказывается , что череа точ-пу М доподпитедьпо -п выяспеппыж 
ветвяж С 1 , • • • , С k пройдут по женьшей же ре еще r реадьпых вет
вей -привой равновесия В 

r = � \ L [L1P,] -L [L1q,] \ ' 
где сужжировапие распространяется по всеж умааппыж точ-паж, 
а [f] обоапачает + 1 ,  есди f > О, и - 1 ,  есди f < О. 

Распределение устойчивых и неустойчивых положений равно
весия для фиксированного значения а подчиняется закону сме
ны устойчивости , состоящему в следующем. Уравнения равнове
сия для фиксированного значения параметра а = б определяют 
в плоскости а - б = О пространства (а, х1 1 • • • , Xn) отвечаю
щие состояниям равновесия точки Р. Уравнения 

дV дV а =  б, -д = О, • . .  , д- =  О Xt xn 
определяют некоторую линию L1 , лежащую в плоскости а 
- б = О и nроходящую через все точки равиовесий. Выбирая 
какие-либо направления обхода связных и без двойных точек час
тей линии L1 ,  мы можем занумеровать точки Р j'в порядке их встре
чи.  Пусть Pi и Рtн принадлежат векоторой свизиой, без двойных 
т очек , части линии L1 • Оказывается ,  что 

[ L1p , ) + [l1p i+1 J = о, 
а так как L1 = х1 • • • Xn , видим, что при переходе от равновесия 
Р i -п равновесию Р i+l степень' пеустойчивости жепяется па печетпае 
ЧUC.ItO . 

23. Эти общие теоремы о числе реальных ветвей, проходящих 
через точку бифуркации , и о смене устойчивости имеют весьма 
тривиальный смысл для того практически интересного случая , 
когда в области точки бифуркации отличен от нуля определитель (дV дV ) д дхs ' • • •  , дxn J L11 = --.."...,---.......,..= 

д (xt, . . .  , xn) 

В зто:м случае вблизи точки бифуркации возможно разрешить од
нозначно относительно пере:меиных х2 , • • • , Xn систему уравие-
иий 

получить 

дV дV -д = 0 , . . .  , - = 0, Xs дхn 

(i = 2 , . . .  , п) 
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и , пользуясь этим решением, исключить переиенвые х2 , • • •  , Xn• 
После такой замены иы будем иметь всего одно уравнение равно
весия 

iJV -0 = f (x1, a) = 0. Xt 

Изображающее вспомогательное пространство будет при этом плос
костью (а, х1) . На кривой равиовесий В, определяемой в этой 
плоскости уравнением f = О , бифуркации определятся точками, 
где уничтожается 

Пусть прямая а = const сечет линию равиовесий f = О в точ
ках Р 1 ,  какие иы занумеруем последовательно при обходе прямой 
а = const слева направо.  Выражение б , очевидно , меняет свой 
знак при переходе от точки Р i к точке Р i+l ,  если ни одна из этих 
точек не есть точка бифуркации. Смысл б петрудно определить.  
Rогда механическая система имеет . всего одну степень свободы, 
то б непосредственно является единственным коэффициентом ус
тойчивости Пуаикаре. В общем случае имеем 

Если решения xi = xi (х1 , а) вставить обратно в исходные 
уравнения, то получии тождества , которые возможно дифферен
цировать по переменной х1 : 

n 
д2V L asv дх 0 -- -- + -- 8 

-- OXJ дх . дх . дхв OXJ 
( i = 2, . . . , п) .  

� 8=2 � 

Предшествующее соотношение и эта система уравнений будут 
иметь иетривиальиое решение для 

1 
дх2 дхп 

' дх1 ' ' • ' '  дх1 ' 

когда определитель,  составленный из их коэффициентов , равен 
нулю 

д'V д'V -Ь -i-
дх� OXJOXn 

. = 0, 
asv a•v 

дхпдх1 . . .  дх� 
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откуда 
& 6 = -х; . 

Согласно приведению квадратичных форм к каноническому ви
ду по методу Кронекера замечаем, что б в соответствующих пере
менных равняется одному из коэффициентов устойчивости . Из 
предположенного соотношения �1  ::1= О следует , что каждой точке 
бифуркации � = О в полной систе111е переменных (а , х1 , • • • • • • , хп ) отвечает точка бифуркации б = О приведеиной системы 
и наоборрт. При это111 в точке бифуркации будет уничтожаться 
один и только один коэффициент устойчивости 6 .  В самом деле, 
если уничтожаются два коэффициента устойчивости , то канониче
ский вид квадратичной формы в разложении V должен сводиться 
к сумме n - 2 квадратов , и поэтому все миноры первого порядка 
определителя � должны были бы обращаться в нуль ,  что противо
речит предположению- �1 ::/= О. 

Рассмотрим интересвый д;�я приложений случай , когда при 
приведении квадратичной формы V к ее каноническому виду по 
методу Кронекера все коэффициенты приведеиной формы, кроме 
б , всегда положительны. Тогда устойчивость или неустойчивостъ 
равновесия будет зависеть лишь от знака б; при б положительном 
равновесие устойчиво , при отрицательном б-неустОЙ'JИВО. В плос
кости (х1 , а) ,  где ось х1 идет горизонтально слева направо , а ось 
а снизу вверх , устойчивыми будут те ветви равновесий f = О ,  
справа о т  которых значения f положительны ( 6  > 0). 



Г Л А В А  4 

О ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭффИЦИЕНТАМИ 

Частвые решении 

Если в уравнениях возмущенных движений иравые части 
зависят явно от времени, то соответствующее невозмущенное 
движение Раус предложил называть неустановившижся; когда 
же они не зависят явно от t . невозмущенное движение называется 
установивши;н,ся. В последнем случае уравнения в вариациях 
будут получаться с постоянными ио:эффициента:ми. 

24. Рассмотрим систему линей н ы :\  дифференциальных урав
нений с постояиными коэффициента:.ш P;J  

dx 1 dt = Pi!Xl + . . . + P;nXn (i -= 1 ,  . . . , п) . 

Будем искать частное решение вида 

где А ki и Л суть некоторые постоянные; среди постоянных А н 
некоторые должны быть отличными от нуля;  положительную 
целую степень т требуется определить для каждого Л возможно 
наибольшей. 

Если это выражение подставить в заданную систему диффе
ренциальных уравнений, то nосле сокращения на общий мно
житель еМ получим 

(Ali  �m-:! + • · • + Ami) + Л  (Ан �; + A2i �т-�! + . . . -j - A nнt , i) = 

= .Е Pii ( Ali �; + А21 �m-�! + · · · + Атн, J) · 
' 

Соотношения эти должны иметь место при произвольных 
:шачениях t; позтому коэффициенты при одинаковых степенях t 
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должны быть равны :между собой: 

� (PIJ - бi;Л) А11 = 0, j 
� (Рн - бi;Л) А2; = Ali , .  

j 

(i = 1 ,  . . . , n) .  

(7) 

Первая из этих систем уравнений (7) будет тогда иметь не
тривиальное решение для А 1 1 ,  когда равен нулю определитель 
из ее коэффициентов 

Рн - Л PJz Pln 

L\ (Л) = 
Р21 Р22 - Л P2n = 0. 

Pnl Pn2 Pnn - Л 
Корни этого характеристического уравнения определяют зна

чения показателя Л. 
Пусть Л = Л0 есть некоторый корень характеристического 

уравнения.  Первая из систем (7) определяет одно нетривиальное 
решение для постоянных A li , если отличен от нуля по крайней 
:мере один из миноров первого порядка определителя ..L\ (Л0) . 
Она определяет k линейно независимых решений для А 1; , если 
корень Л0 обращает в нуль все :миноры определителя L\ (Л0) до 
порядка k - 1 включительно , не обращая в нуль по крайней 
мере одного из миноров k-го порядка. 

25 . Сначала остановимся на случае , когда корень 1. = Л0 
не обращает в нуль по крайней мере один из миноров первого по
рядка .  Не уменьшая общности , допустим, что последний есть L\н.  
Тогда решение первой из систем (7) может быть записано (если 
учесть, что нас интересует частное решение с точностью до об
щего всем А 1; :множителя) известными формулами 

А 1; = L\1; (j = 1 , . . .  , n) , (8) 

где L\ i i  обозначает минор (со знаком) определителя L\ (Л) , отве
чающий элементу i-й строки и j-й колонки; при этом полагается 
А. = 1.0• Среди постоянных А 1; найдется при сделанных предпо
ложениях хотя бы одна отличная от нуля,  а именно А н . 

Если 1. остается переменны:м параметром и не привяло значе
ния отмеченного корня Л = Л0 или какого-либо другого фикси
рованного значения , то соотношения (8) определяют А tJ в виде 
некоторых полиномов от Л. Если эти полиномы А 1; подставить 
в уравнения ( i = 2, . . .  , n) первой из систем (7 ) ,  то получим соот
ношения 
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которые будут удовлетворены тождественно относительно Л, так 
как левые части представляют определители n-ro порядка с двумя 
одинаковыми строчками. Тождества эти возможно дифференци
ровать по Л сколько угодно раз. 

Дифференцируя их последовательно k раз (k = 1 , 2 , . . .  ) ,  
заключаем, что полиномы 

1 ( k) 9 Аkн, ; = kl А1; , ( ) 

где А��> обозначает k-ю провзводную от А11 по Л, удовлетворяют 
уравнениям ( i = 2 , . . . , n) любой системы (7) независимо от 
значений Л. 

Подставовка же полиномов А11, определенных формулами (8) 
при произвольлом Л, в первое уравнение первой из систеl\1 (7) 
дает соотношение 

� (Pli - 611Л.) А11 = А (Л.) .  j 
Согласно этому соотношению первой системе (7) будут удов

летворять значения полиномов А11 при Л, равном корню харак
теристичесного уравнения А (Л) = О. 

Пусть Л = Л0 является простым корнем характеристического 
уравнения. Тогда полиномы А ki • определенные формулами (8) 
и (9) , при значении Л, совпадающем с корнем Л0, не могут удов
летворять второй системе (7) ,  и ,  следовательно , наивысшая сте
пень т рассматриваемых нами решений равна нулю. Действи
тельно , если Л =  Л0 является простым корнем определителя А (Л) , 
то значение первой производной по Л от А (Л) должно быть при 
Л = Л0 отлично от нуля. Поэтому, если один раз продифференци
ровать последнее соотношение и использовать определение А21 
по формулам (9) , получим при Л = Л0 

А' (Л.о) = � (Pli - 611Ло) А21 - Ан =1= О; 
j 

таким образом, первое уравнение второй системы (7) не удовле
творяется.  Пусть теперь Л =  Л0 является корнем кратности fA · 
При таком предположении значения всех провзводных опреде
лителя А (Л) до порядка J.L - 1 включительно будут нулями при 
Л = Л0 , а производпая J.L-гo порядка при Л = Л0 будет отлична 
от нуля. Дифференцируя предпоследнее соотношение последо
вательно k раз (k = 1 , 2 , . . .  ) и используя определения (9) 

�� А (k) (Л.) = L (Pli - 611Л.) Аtн, i - Akl• 
; 

заключаем, что значения полиномов A ri (r = 1 ,  . . . , Jt) при 
Л = Л0 будут удовлетворять J.L первым системам (7) и не удовле
творять (J.L + 1 )-й. Следовательно , наибольшая степень т будет 
в этом случае на единицу меньше кратности корня т = J.L - 1 .  
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Найденные значения постоянных А kJ удовлетворяют не только 
полной системе (7) ,  но и любой ее части , получающейся исклю
чением векоторого числа систем снизу. Обстоятельство это дока
зывает существование частных решений исследуемого вида , в ко
торых степень вековых членов начинается с произвольного чис
ла , :меньшего чем т-. Другими словами , одновременно с искомым 
частным решением наивысшей степени т для отмеченного корня 1 

х; = /; (t)e'-t , 
где 

tш 
/; (t) = Ali  -1 + · · · +· Атн, i •  т . 

существуют производвые от него , частные решения вида 

х; = t1k> (t)e� t ,  

где /�k ) ( t )  обозначает k-ю провзводную по t от  полинома /; (t) 
(k = 1 , . . .  , т) . Таким образом, для рассматриваемого харак
теристического корня Л = Л0 кратности � = т + 1 мы определим 
полную группу из � частных решений, очевидно , линейно неза
виси:мых между собой, потому что наивысшие степени t в вековых 
членах этих решений все различны. 

26. Остановимся теперь на общем случае , когда корень Л = /..0 
обращает в нуль все миноры определителя А (Л) до порядка k - 1 
включительно , не обращая в нуль по крайней мере одного из 
миноров k-го порядка. 

В этом случае первая из систем (7) определяет k линейно не
зависимых решений для А i i ·  Эти k линейно независи:мых решений 
мы определим следующим образом. ПуGть (Л - Л0)11r· является 
множителем наивысшей степени �r для общего наибольшего де
лите.тrя D n-1• миноров r-го порядка определителя А (Л) (r = 1 ,  . . .  
. . . , k). Рассматривая производвые от этих миноров по Л и заме
чая,  что они выражаются линейно через миноры на единицу выс
шего порядка , убеждаемся в существовании неравенств 

� > �� > • · • > �IH > �k = 0 , 
где � обозначает кратность корня Л = /..0 для характеристического 
определителя А. (Л) . 

Среди миноров r-го порядка выделим минор (со знаком) 1) 

�i1 • • •  i, ,  j1 • • •  j7 • 

получающийся после вычеркиваний из определителя L\ строчек 
i 1 ,  • • •  , ir и колонок j 1 ,  • • • , ir •  который бы имел Л = Л0 корнем 

1) Минору �i, . . .  ir, ;, . . .  jr• полученному вычеркиванием из определите
ЛII строк с указателяr.1и i1 , . . .  , ir и колонок с указателями j1 , . . .  , ir, yc-i,+ . . .  + i H1+ . . .  +ir+IJ б ловимся приписывать знак (-f )  r , где а о означает сумку 
нарушений порядка в рядах i1 , • • •  , ir и j1 , • • •  , ir · 
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точно нратности f.Lr• а :минор L\ i, . . . ir-l• ;, . . .  ;r-l имел бы Л = ).0 
корнем нратности f.Lr-l · Предполагая Л отличным от ).0 ,  составим 
выражении 

/i .  . . . . 
А 

_ ., . . .  t,, 1• · · · 1r-1 18 1 . -' J в  
(Л - Лo)IJ.r 

(s = r, r +  J ,  . . .  , n) .  (tO) 

Они определиют А 118 (s = r, . . .  , п) в виде полиномов от Л, из 
ноторых по н райней :мере один и именно А lir не уничтожаете и 
при ). = Л0• Не вошедшие в это определение А 1 1 , ,  • • • ,А 11• . .т-1 
положим равными нулю. Выражении А �;1 (k = 2 ,  3 , . . . ) опре-
делим при этом согласно формуле (9) . 

Так определенные полиномы А 1 1 подставим в первую систему 
из систем (7) 

L (P ii - бijЛ.) А11 = 1 fJ. 1: (P ii8 - 6ij8A) L\i, . . .  i, , j, . . .  j1._1 ;8 
i (Л - Ло) r j8 

Стоищая здесь в правой части сумма будет тождественно нулем, 
коль скоро i = i,. ,  а k > r, потому что тогда она будет пропор
циональна определителю, у которого будут две одинаковые строч
ки. Если i = i1 0  а k < r, то , оставлии без выиснении знак , 
имеем 

L +А . . . . .  . 
( .1! � ) А 

- 1t· · · 1 k-1 1k+1• • • 1r • Ja . .  • Jr-1 Pi�;i - Uik ill. Ii = 
j (Л - Лo)IA.r 

Согласно выбору! L\1, . . .  ir• 1, . . . ;r в правой части этого соотношении 
стоит полином от Л, имеющий ). = Л0 корнем нратности , по нрай
ней :мере , не меньшей f.Lr-l - f.Lr•  если k < r, и точно равной 
f.Lr-I - f.Lr• если k = r. 

Итак , приниты:ми выраженними А 1 1 в первой из систем (7) 
будут тождественно удовлетворены все уравнения i = i�c неза
висимо от значений Л, если k > r, а уравнении при k = 1 ,  . . . , r 
будут удовлетворены согласно последнему соотношению, если 
положим Л = Л0 • 

Дифференцируи по Л тождественно удовлетворенные уравне
нии (i = ik , k >  r) первой из систем (7 ) ,  замечаем, что при наших 
определенних величин A ki будут удовлетворены все подобные 
уравнении (i = ik , k > r) веикой из систем (7 ) везависимо от 
значении Л. А так как правые части последних соотношений (i = = ik ,  k < r) имеют Л = Л0 норнем во веяном случае нратности 
не ниже f.Lr-l - f.Lr • то значения всех провзводных от этих выра
жений до поридна f.Lr-t - f.Lr - t внлючительно будут равны нулю 
при Л = Л0 , а это согласно (9) обозначает , что оставшиеси урав· 
нении (i = ik , k < r) первой , второй , . . . , (Jir-l - f.Lт)-й системы 
(7 ) будут удовлетворитьси звачевиими полиномов А ki при Л = Л0 • 
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В системе же (f.'т-1 - 1-'r + 1 )-й не будет удовлетворяться по 
крайней мере ее i = i7-e уравнение, так как (!-lт-1 - f.lт)-я про
изводная от 

/1 .  . . . 1 ,  . . . tr-1• ,, . . .  3r-1 

(/.. - l..o)JJ.т 

отлична от нуля при Л = Л0• 
Итак , при взятых определениях (10) и (9) значения полино

мов А ki при Л = Л0 удовлетворяют f.'т-1 - f.lr системам (7) ,  
и ,  следовательно , наивысшая степень т при таких определениях 
будет т = f.'r-1 - f.lr - 1 . 

Применяя этот прием к минорам порядка r = 1 ,  . . . , k, мы 
получим k частных решений с наивысшими степенями т = 1-'r-1 -
- 1-lr - 1 .  Каждое из этих решений, как было замечено рапее , 
дает группу из f.lт-1 - 1-'r решений путем дифференцирования 
по t полиномов , стоящих в производящем решении множителями 
при еМ. 

Итак , для рассматриваемого характеристического корня Л = Л0 
кратности 1-1 найдено k групп решений (r = 1 ,  . . .  , k) , каждая 
из которых состоит из f.'r-1 - 1-lr решений. Общее число найден
ных решений равно , очевидно , кратности корня 

k 
� (l!т-1 - 1-lr) = J.t• 

r=l 
Полученные решения линейно независимы между собой. В самом 
деле,  мы видели, что решения какой-либо отдельной группы 
между собою линейно независимы, так как имеют различные на
ивысшие степени t в своих вековых членах. Пусть цепочка исход
ных миноров 

L\1 · · · ir, i1 . . · iт 
определяется какими-либо одинаковыми индексами при r = 1 ,  . 
. . . , k. Переменное х;,, входя во все решения группы, отвечающей 
минору r = 1 ,  будет нулем по определению для всех других групп 
ч�стных решений. Поэтому если существует наная-либо линей
ная зависимость между найденными решениями, то среди послед
них не может находиться по крайней мере ни одного решения 
из группы r = 1 ,  так как без этого условия не будет существовать 
линейной зависимости частных решений для переменной х1,. 
Подобными соображениями можно поназать , что в линейную за
висимость частных решений не может входить также ни одного 
решения группы r = 2, так как х;.,  входя в эту группу решений, 
не входит по определению ни в одну из групп r > 2. Продолжая 
это рассмотрение дальше и исключая шаг за шагом из предполо
женной линейной зависимости группы решений r = 1 , 2, . . . , k, 
тем самым доказываем линейную независимость между собою 
всей системы из 1-1 найденных для корня Л = Л0 частных решений. 
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Рассматривая теперь все различные и веодиваковые корни 
характеристического урав.вевия,  мы получим указаиным приемом 
систему из n частных решений, линейная независимость которых 
очевидна , если после доказаиного обратить внимание на разли
чие множителей f1.t в решениях , соответствующих веодиваковым 
корням Л. 

3 а м е ч а в и е. Можно привести много других способов оп
ределения частных решений. Не нарушая приведеиных рассуж_ 
девий, мы можем определить поливомы A lis вместо (10) следую. 
щими формулами: 

А. о о • о о 
А 

_ 1s . .  o 'r •  1s • o o 1r-l 38 
lis - D n-r 

где Dn-r есть общий наибольший делитель миноров r-го порядка . 

Элементарные делители . 

27 1) .  Для определения общих наибольших делителей миноров 
характеристического определителя А (Л) выработаны элементар
ные приемы, на одном из которых мы остановимся.  

Эле.ментарным,и преобрааования.ми Л-матрицы 2) называются 
следующие операции: 

1° .  Переставовка двух строчек или двух колонок . 
2° .  Умножение всех элементов какой-либо строчки (колонки) 

на один и тот же отличный от нуля постояввый множитель. 
3° . Сложение элементов векоторой строчки (колонки) ,  умно

жеиных на один и тот же поливом от Л, с соответствующими эле
ментами другой строчки (колонки) . 

Эти элементарные иреобразования обладают следующим, важ
ным для вашей задачи свойством: если все определители i-го 
порядка Л-матрицы, в частиости миноры определителя А (Л) , 
имеют :множителем поливом q> (Л) , то этим множителем будут 
обладать все определители i:..го порядка каждой из Л-матриц, 
получаемой из начальной путем элементарных преобразований. 
Действительно , для иреобразований 1 о и 2° это обстоятельство 
очевидно . Чтобы показать;  что оно справедливо и для иреобразо
ваний 3° , присоединим к элементам р-й колонки Л-матрицы соот
ветствующие элементы q-й колонки , умноженные на полином 
'Ф (Л) . Всякий определитель i-го порядка Л-матрицы,  в который 
не входит р-я колонка , равно как и всякий определитель i-го 
порядка , заключающий кроме р-й колонки также и q-ю колонку , 
остается без изменения.  Определитель i-го порядка , заключаю- · 

1) Б о х  е р  М .  Введение в высшую алгебру. - М . :  ГТТИ , 1934 .- (См. 
rл. 1 2) .  

2) Т о  есть матрицы, злементами которой являются полииоМЬI о т  А.. 
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щий р-ю колонку, во в ко'!орый не входит q-я колонка , после ире
образований принимает вид 

А ±  '!'В, 
где А и В являются" определителями i-го порядка начальной 
Л-матрицы. Отсюда непосредственно следует справедливость выска
занного предложения.  

Элементарные иреобразования не могут изменить общего на
ибольшего делителя D 1 определителей i-го порядка начальной 
Л-матрицы. Согласно предыдущему, они могли бы лишь увеличить 
на векоторый множитель общий наибольший делитель определи
телей i-го порядка в иреобразоваввой Л-матрице ; во увеличить 
этот общий делитель они не могут , так как элементарные операции 
обратимы, а обратвое иреобразование иреобразовавной Л-матрицы 
к начальной тогда дало бы иное выражение для D 1 • 

· 
Элементарные иреобразования ценны тем, что , сохраняя общие 

наибольшие делители определителей i-го· порядка Л-матрицы ,  
они могут привести последнюю к так называемому папоничеспо.му 
виду, для которого не представляет никаких затруднений опреде
лить общие наибольшие делители определителей любого порядка. 

Если первый элемент Л-матрицы f (Л) не обращается тождест
вепво в пуль и не является множителем всех остальных элемен
тов , то можно получить элементарными иреобразованиями такую 
матрицу , первый элемент которой не равен тождествепво нулю 
и будет меньшей степени , вежели f (Л) .  Действительно , предполо
жим, что в первой же строке находится на j-й колонке элемент 
ft (Л) , не делящийся на f (Л) . Если /1 (Л) имеет степень меньшую, 
нежели f (Л) , то желаемого можно достичь простой перестановкой 
первой и j-й колонок . Во всех других случаях 

!t (Л) = q (Л)/ (Л) + r (Л) , 
г� r (Л) представляет полипом степени низшей, вежели f (Л) . 
Тогда , �рисоедивяя к элементам j-й колонки элементы .первой 
колонки, умноженные на - q (Л) , получаем в иреобразованной 
Л-матрице элемент r (Л) в первой строке и j-й колонке ;  если этот 
элемент персместить на место первого , то получим требуемый 
результат. 

Рассуждения эти переносятся и на тот случайt когда не деля
щийся на f (Л) элемент находится в первой колонке . 

Пусть теперь не делящийся на f (Л) элемент стоит в i-й строке 
и j-й колонке. Пусть элемент первой строки и j-й колонки есть 
'Ф (Л) f (Л) . Присоединяя тогда элементы 1-й колонки, умноженвые 
на - 'Ф  (Л) , к элементам j-й колонки, в 1-й строке и j-й колонке 
получим О. Присоединяя j-ю колонку к первой, получим f (Л) 
в качестве первого элемента , а в первой колонке и i-й строке будет 
стоять элемент, не делящийся на f (Л}, пользуясь которым,  мы уже 
умеем уменьшать степень первого элемента . 
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Таким путем мы всегда можем сделать первым элементом 
Л-матрицы элемент с паивизшей степевью Л и притои не обращаю
щийся тождественно в нуль , если исходная Л-матрица не состояла 
сплошь из нулей. Если этот элемент не является общим множите
леи остальных, то повторяем снова указанвый процесс , каждый 
раз понижал степень первого элемента , так что после конечного 
числа операций возможность применевил fКазаииоrо приема долж
па прекратиться (а именно , когда первый элемент станет общим 
множителем всех остальных) . 

Преобразоваииями 3° все элементы первой строки и первой ко
;юики могут быть тогда приведеиы к нулю, за исключением пер
вого элемента Е1 , и питересующая вас квадратная матрица А (Л) 
ранга n примет вид 

о ь11 2 • • • ьnn 
при этом Е1 (Л) $ О является делителем всех Ьтs · 

Продолжая этот процесс дальше по отношению к матрице 
j b ii 1 и к дальнейшим, мы приведем исходную А (Л)-иатрицу к виду 

Е1 О О 
О Е2 О 

О О En 
ибо ранг исходвой матрицы в интересующем вас случае хара,кте
ристического определителя А (Л) равен n. В каждом поливоме 
Е i (Л) коэффициент при высшей степени Л сделаем равным еди
нице. Поливом Е, (Л) согласно процессу своего образования 
являетс,я делителем Е1 (Л) , если j > i .  

28. Общий наибольший делитель определителей i-го порядка 
последвей матрицы равен 

D i (Л) = Е1 (Л) • • •  Ei (Л) . 

Если окончательная м,атрица получилась от элементарных 
иреобразований А (Л)-м;атрицы,  то корнями полиномов Ei (Л) 
являются корни характеристического уравнения А (Л) = О, ибо 
значение определителя А (Л) , очевидно , пропорциоиальио произ
ведению 

Et (Л) • • •  En (Л) . 
Обозначим через 

Л1 , • • • , л. 

различные и неодииаковые корни характеристического опреде
лителя А (Л) , а разложение полинома Е i (Л) на элементарные 
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множители запишем форйулой 
1 8 

Е; (Л.) = (Л. - Л.1)еi • • . (Л. - Л.8)еi (i = 1 ,  . . .  , n) . 

Входящие в функции Е; (Л) множители 
j 

(Л. - л.ii 
с отличными от нуля показателями е{ называются эле.м.ептарпы
.м.и делителями . Для каждого корня Л.1 отвечающие показатели е{ 
удовлетворяют веравеяству 

е{ > el-1 (i = 2 , . . .  , п) , 

так как при приведении Ll (Л) к каноническому виду полином 
Е; получалея делителем всякого Е1, если j > i . 

Элементарные делители Ll (Л) определяют структуру частных 
решений для линейных дифференциальных уравнений с постоян
ными коэффициентами. Действительно , пусть вас интересуют ре
шения,  отвечающие корню Л = Л.0, для которого элементарные 
делители имеют вид 

(Л - Л.0)�1 .  
Минор порядка т является определителем порядка i = п - r .  

Отсюда кратность J.Lr корня Л = Л.0 для общего наибольшего дели
теля Dn-r миноров порядка т будет 

J.Lr = е1 + . . . + en-r • 
и , следовательно , разиость 1-Lr-I - I-Lr • определившая в п .  26 
число частных решений в соответствующей группе корня Л = = "-о· есть J.Lr-1 - 1-Lr = en-r+1 · 

Этим устанавливается , что по"азатели ei эле.м.ептарпых дели
телей равняются числа.м. решений в соответствующей группе , 
принадлежащей "орпю Л.1 • 

29. П р  и м е р . Зададимся системой дифференциальных урав-
вевий 

dx , 
dt = х , 

dy , 
dt -:- у ' 

dx' , - = - х - 2х , dt 
dy' 2 ' 1 ( ..L ') dt = - Y - Y -г f..L x , x . 

Если угодно , пример этот возможно моделировать двумя меха
ническими системами с указанными силами, из которых первая 
через посредство некоторых следящих систем создает силы 
J1 (х + х') , действующие на вторую систему. 

Будем следовать правилу п .  25,  26 . 1 о. Сначала нужно выясвить элементарные делители характе
ристической матрицы Ll (Л) . 
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2°. Для векоторого корня Л = Л0, начиная с отличного от 
нуля при Л = Л0 минора точно наивысшего порядка k, определить 
цепочку миноров (со знаком) 

L\ ;, . . .  , ir ,-, . . .  jr ' 
с какими-либо одинаковыми индексами при r = 1 ,  . . .  , k так , 
чтобы при переходе от r к r - 1 кратность корня Л = Л0 повыша
лась для этих миноров точно на величину 

и далее для каждого из значений r = 1 , . . .  , k определить nen-r+I 
полиномов 

(р = 1 ,  • . .  , en-tr+l - 1 ;  s = r, . • .  , n) ; все A lis при s < r поло
жить равными нулю . По этим полиномам , положив в них Л = Л0, 
определить числа А и составить порождающее решение с наивыс
шей степенью вековых членов т =  en-r+l - 1 группы (r) 

Xi = ( Ali � + · · · + Anнl, i) е'лt (Л = Л0) .  

Для определения элементарных делителей матрицы: 
-Л 1 О О 
-1 -2-Л О О А (Л) = о о -Л 1 

J.L J.L -1 -2-Л 

прибавим к первой колонке 
иестим вторую колонку на 

вторую , умноженную на Л, и пере
место первой 

1 
-2-Л 

о 

,... 

о о о 
- (Л +  1):& О О 

о -Л 1 
J.L (Л + 1 ) -1 -2-Л 

Все элементы первой колонки , кроме первого , элементарными 
операциями со строчками можно сделать равными нулю. Предпо
лагая это выполненным, умноженную на Л + 2 третью строчку 
прибаним к четвертой строчке, после чего переменим местами 
вторую и третью строчки, а четвертую колонку передвинем на 
иесто второй, оттеснив третью колонку на место четвертой, а вто
рую на место третьей: 

1 о о о 
О 1 О -Л 
о О -(Л + ' )а о 
О О J.L (Л + 1) -(Л +  1)1 
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Все элементы второй строчки , кроме второго , делае:м нулями. 
В веканонизироваввой части матрицы Л + 1 является общим мно
жителем всех ее элементов.  Предполагая ._. отличным от пуля, 
четвертую строчку, умноженную на Л +  1/f!, прибавим Б третьей 
и поменяем их местами : 

1
1 о о 
о 1 о 
о о А. + 1 
о о о 

о 
о 
о 

(А. + 1)3 
Следовате.11ьно , элементарными делителями .1 (Л) будут 

(Л + 1 ) ,  (Л + 1 )3 •  

Характеристическое уравнение .1 (Л) = О имеет один корень 
). = -1 четвертой кратности ; которому, согласно структуре 
элементарных делителей , в силу ранее изложенного, будут отве
чать две группы частных решений: одна с одним, а другая с тремя 
частными решениями . 

Разумеется, в практических вычислениях, как только выяспев 
:множитель Еа. , :матрицу надо сразу сокращать до ее векаионизи
рованной части . 

Определим теперь частные решения. В соответствии с выяснен
вой канонической формой :матрицы .1 (Л) заключаем, что все ее 
миноры первого порядка будут уничтожаться при Л = -1 , 
а среди миноров второго порядка найдется отличный от ну : IЯ 
при Л = - 1 . Среди :миноров .1 (Л) выделим цепочку общих наи-
больших делителей (правило 2°) , например 

.1н,зs = 1 , .1ы = - J.'  (Л + 1 ) .  
Группу частных решений т = 2 ,  отвечающую элементарному 

делителю Л +  1 ,  вычисляем согласно 2°. Числа A li суть 

А11 = - 1 , А 12 = 1 ,  А13  = О , А14 = О ; 
отсюда группа т = 2 состоит из частного решения 

х. = -е-1 , х ' = г-r , у = О, у' = О. 
Чтобы определить группу частных решений т = 1 ,  отвечаю 

щую элементарному делителю (Л + 1 )3 , следуем правилу 2° ; по
линомы А i, 1 для этой группы имеют вид 

А 11 = -(Л + 2) (Л + 1 ) ,  А 19 = А +  1 , 
А13  = - f! , Ан = - f!Л. 

Отсюда дифференцированием получаем 

А 21 = -2Л - 3, А 29 = 1 , А13  = О, А 2• = - f! ,  
А 31 = -1 , А 32 = О , А 33 = О, А 3с = О. 

Подставляя в эти полиномы ). = - 1 ,  находим постояввые А ,.1 
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и составляем производящее решение группы: 

х = ( - t  - 1) e-t, х' = te-t, 
t• ( t'� ) у = - f.L т e-t , у'!= f.L т - f.Lt e-t . 

6 1  

Остальные два производных частных решения группы r = 1 
получим путем дифференцирования полиномиальных множителей 
в производящем решении 

х = -e-r , х' = е-с ,  у = - f.Lte-t , у ' = (f.Lt - J1)  e-r ,  

:r = О, х '  = О, у = - f.Le-t , у' = f.Le-t1 ) . 

Канонический вид первого приближенив 
30 [ 18] . Для изучаемой системы дифференциальных уравне

ний с постояиными коэффициентами 
dx8 • 
Тt = Рэ1Х1 + · · · т p.,1xr1 

будем искать n везависимых интегралов вида 

U = У1Х1 + • • • + УпХп , 
где Yi суть некоторые функции t. Уравнения , каким удовлетворяют 
функции у i , получаются дифференцированием 

dU � dyi � , Тt = L.� xi dt + L...J Y i (Pi lxl т · · · + Pinx,t) = 

i i 

Так как это тождество должно иметь :место при произвольных 
начальных значениях переменных xi ,  а за начальный момент :мы 
вольны принять всякий, в том числе и рассматриваемый, то 

dyi dt + P1iY1 + · · · + РпiУп = 0. 
Эта система дифференциальных уравнений называется присое

диненной к исходной системе . Ее характеристическое уравнение 
имеет вид 

D (J1) = 1 1 Pi i + 6л f.L 1 1 = О. 
1) Необходимо заметить, что если предложенный пример разрешать 

вередко применяемым :методом огульного исключения переменных ,  приводя 
а _ ( d ) d 

систему к уравпению А dt у = О, в котором степени оператора dt обоз-
качают порядок производиых, то неизбежно придем к ошибочному резуль
тату о существовании частного решения с вековым членом t3, которого в за
даче ва самом деле нет. 
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Словом:, характеристический определитель присоединенной сиGте-
1tiЫ получается из исходного L1 (Л.) заменой Л. на - 1-' и заменой 
строчек на колонки, а колонок на строчки. Поэтому характеристи
ческие корни присоединенной системы J.Ls отличаются лишь знаком 
от характеристических корней Лs исходной системы. 

Пусть 
(J.L + Л.8)n, (s = 1 ,  • • .  , k) 

представляют все элементарные делители характеристической 
матрицы D (J.L) для присоединенной системы в предположении, 
что каждый корень повторяется столько раз , сколько соответст
вует ему групп решений. Степень ns соответствующего элементар
ного делителя обозначает, как :мы знаем, число решений в группе, 
отвечающей корню J.L = -Л.s ;  числа ns перебирают все покаватели 
элементарных делителей :матрицы L1 (Л.) .  Пусть группа частных 
решений присоединенной системы для делителя (s) есть 

(s) ( (s) tm (s) ) _"_ t Yi = Ан т! + · · · + Amнi е 8 (т = О, 1 ,  . . . , n8 - 1) ,  

где A�l суть постоянные, определение которых выяснено . Под
ставляя эти частные решения у 1 в выражение искомого интеграла 
и, найдем ns следующих интегралов системы уравнений в вариа
циях: 

(s) ( ( s )  tm 1 ( s )  ) _"_ t и = z1 т! -,- . . .  + Zтн е 8 (т = О , 1 , . . . , n8 - 1), 

где z�s) суть линейные формы относительно пере:менных х1 , • • •  
• . • , х11 с постоянными коэффициентами : 

Z(s) - ""' А<�>х . ( 1 ) r - ..::J r1 1 r = ' . . . , nв • 

i 
( 1 1) 

Все n = n1 + . . . + n�; интегралов, которые получим:, давая s 
все значения от 1 до k включительно , будут линейно независи:мы:ми 
по построению . Отсюда независи:мым:и будут n линейных форм 
z�s> (r = 1 ,  . . . , n8 ; s = 1 ,  . . .  , k) , которые, следовательно , :можно 
принять за новые переменвые вместо х1 , • • •  , Xn · Дифференцируя 
интеграл - и<s> с наивысшей степенью т = ns - 1 ,  имеем 

= 0,� 
откуда 

(s = 1 , . . . , k ; j = 2, . . . , ns) • 
(12) 
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Итан , при помощи неособоrо 1) линейного иреобразования с по
стоянными коэффициентами (1 1 )  система дифференциальных урав
нений в вариациях иреобразуется к паноничеспо.му виду (12) .  

Канонические переменвые z�s) разбивают пространство (х1 , • • • 
• • • , Xn) на k подпространстве (z�s> , • • •  , z�>) , где s = 1 ,  . . , k 8 
в том смысле, что начальное возмущение какой-либо одной пере-
иенной z�s> не затрагивает переменных z�> при �. отличном от s, 
и при � =  s, a. < j. 

В случае существования компленсных характеристических 
корней Лs отвечающие им канонические переменвые z}s> будут 
также комплексными . Если желаем иметь дело с вещественными 
переменными, то следует произвести дополнительную замену 
переменных . 

Допустим, что сопряженным корням 

Лi = Л  + J.L f-1 , Л2 = Л - J.L f- 1 
соответствуют следующие величины z: 

<t> .. r-
Zj = Uj + Vj J' -1,  

<2> .. r-Zj = Uj - Vj J' -1 (j = 1 ,  . . . , n1 = n2) . 

_ За новые переменвые вместо z�1> , z�2> можно принять величины 
u1 , v1 , которые будут линейными формами величин Xs с постояи
ными вещественными коэффициентами. Дифференциальные 
уравнения, каким удовлетворяют u1 , v1 , получаются из (12) путем 
отделения вещественных и мнимых частей: 

du1 � • dt = r..Ul - J.LVl, 
dv1 � , . _  dt = r..Vl Т J.I.Ul , 
du1 dt = AUj - J.LVJ - ИJ-1> 
dv . 

d: = i.v1 + J.LUJ - VJ-i (j = 2, . . .  , n1) . 
Такие группы уравнений получим для каждой пары ко�плекс

вых сопряженных корней. Для вещественных корней будем иметь 
группы вида (12) .  

31 . П р  и м е р . Рассмотрим уравнения 

1) Под неособы:и линейным преобрааование:и понимается такое , опреде
литель Из коэффициентов котороrо отп::цчеи от нуля. 
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Чтобы определить канонические пере1t1енные (s) Zj ' выпишеи 
матрицу присоединенной системы 

J.1 о о 1 1 
о 1-1- J.t  - 1 о о о 

D (J.t) = о 1 1 - J-J.t о о о 
-1 о о 1 + J-t о 1 

о о о - 1 1 -L- J.1 - 1  

-1 о о о 1 2 + J-L 

Эле!llентарные делители этой �штрицы суть 

J.12 + 2J.1 + 2, (J.L2 + 2J.1 + 2)2 • 
Следовательно , характеристическое уравнение присоединенной 
системы D (J.L) = О имеет два комплексных сопряженных корня 
J.1 = -1 + i и J.1 = - 1  - l, каждое третьей кратности ; характе
ристическое же уравнение заданной системы L\ (Л) = О будет 
поэтому иметь корни Л = 1 - i и Л = 1 + i той же кратности. 

Для определения постоянных AL8] , входящих в выражения 
канонических переменных zLs) и в выражения решений присоеди
ненной системы, рассмотрим такую цепочку миноров 

D42, 5з = - J.t  (2 + J.t) , D,., 5 = J.t (2 + J.L) (J.t2 + 2J.1 + 2) ,  
удовлетворяющих пр,авилу п .  29 для .'lюбого корня хар�кте
ристического уп,авнения присоединенной системы D (J.1) = О. 

Сначала определим постоянные А111, связанные tв известном 
смысле с простым элементарным де;rштелем (J.t + 1 + i) .  Соглас
но фор1t1уле 

определим полиномы 

А 11 = О, А 12 = J.1 (1 + J.t) (2 + J.t) ,  А1з = -J.1 (2 + J.1),  
А 14 = О, А15 = О, А 16 = О, 

откуда для выбранного корня J.L = - 1 - i имеем 

А12 = 2i ,  А13 = 2, 
и следовательно , согласно формуле ( 1 1 )  

zi1 > = 2 (х3 + ix2) .  
Определим теперь канонические переменвые другой группы 

того же корня. Поскольку все миноры первого порядна опре
делителя D (J.1) имеют общий множитель J.L2 + 2J.L + 2 ,  иы можем 
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определить поливомы A1i, следуя _замечанию в п. 26 ,  по формулам 
D4J А Ii = f!' + 2�-t + 2 • 

Имеем 

А11 = - (2 + lt)�, А 12 = О, .413  = о, 
.4 16 = .4 14 = (i + l-t) · (l-1-2 + 2lt + 2) • .4 1 5  = J1 (2 + lt) ,  

Отсюда по формуле (9)  
.421 = -2 (2 + lt) ,  • 4 24 = (J-'2 + 2J.L + 2) + 2 (1  

= -2 (1 + J.L). 

.422 = о, .4 23 = о, 
+ J-')2 • .4 25 = 2 (1 + lt),  .4 28 = -2 . 

Подставляя в эти полиномы значение норвя J.L = - 1 - i ,  имеем 

А11 = 2i .  А 12 = О, .4 13 = О. 
А14 = О, А 15 = -2, .4 16 = 2i , 
.4 21 = -2 + 2i ,  А22 = о , А 23 = о, 
.4 24 = -2 , .4 25 = - 2i ,  .4 28 = - 2, 

отнуда каноничес кие переменвые этой группы определяются по 
формулам (1 1 ) 

z�2> = 2 i (х1 + х6 + ix5 ) ,  z�2> = -2 (х1 + Х6 + ix5) + 2i (х1 + ix4) .  
Канонические переменвые для сопряженного корня получаются 
nереходом к сопрюкеввым формам z�l) ' z�2) '  z�2) .  

32 [ 17 ] .  Частвые решения уравнений п.  24  или легко полу
чающиеся после их подставовки в уравнения (Н)  решения кано
нических �·равнений (12) 

z�s) = <p�8>is1 (<р�! ) ( t )  - полиномы) 
приводят к вепосредствевным выводам об устойчивоети в первом 
приближении . 

Если среди корней Л8 = а" + Фs характеристического урав
нения А (Л) = О имеется хотя бы один корень с положительной 
вещественной частью, то невозмущенное движение (xt = О , . . .  • • • , Xn = О) не устойчиво в первом приближении. Если все эти 
корни имеют отрицательные вещественные части ,  то невозмущен
вое движение устойчиво в первом приближении. EcJIИ часть кор
вей имеет вещественные части равными нулю nри прочих корнях 
с отрицательными вещественными частями , то вевозмущенное 
движение будет устойчивым или веустойчивым в первом прибли
жении, смотря по тому, будут ли все злементарные делители , от
вечающие нулевым и чисто мнимым корням определителя А (Л) , 
nроотыми (с покааателяУи е�. не иревосходящими 1 )  или среди 
них найдется хотя бы один не простой (с показателем е1 , большим, 
вежели 1 ). 
3 Н. Г. Четаев 
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Для упражнения все это можно доказать также прямым мето
дом, рассматривая функцию 

V = }1 (as - в) [zis>zi•> + (а8 - в)2Z�8>z�s) + . . .  + (а8 - в)11<n,-1>z�>z�>] , 8 8 в 

где в - пекоторая отличная от ad вещественная постоянная. Пол
ная производпая по t от этой функции V в силу канонических 
уравнений (12) есть 

V' = 2вV + � (а8- в)2 [2z�8>zis> + 2 (а8 - в)11z�8>z�s) + . . . + 
s 

+ 2 (as - в)2(n8-1>z�>z�> - (as - в) (zi.s)�s) + z18)Z�8)) - • • • -8 8 
- (а - 8)2ng-3 (z(s)_ z(s) + z<s>_ z(s))] . s n8 1 n8 n8 1 n5 

Дискриминант квадратичной формы Эрмита , стоящей в квад
ратных скобках под знаком последней суммы, есть 

2 -1 . . .  о 
- 1 2 . . .  о 

о о . . . 2 

если за переменвые для простоты принять (а8 - е)" z��1• 
Главные диагональные миноры L\r этого дискриминанта все 

положительны 1) ,  поэтому ·стоящие в квадратных скобках формы 
будут определенно-положительными каждая относительно своих 
переменных zis> , . . . , z�], а вся сумма будет тем самым опреде
ленно-положительной относительно переменных х1 , • • •  , Xn· 

Если среди корней Л8 = ct8 + Фs характеристического урав
нения .1 (Л) = О имеется хотя бы один, положим корень л�. , с по
ложительной вещественной частью (а1 > 0) ,  то,  выбирая е рав
ным пекоторому положительному числу, не превыmающему наи
меньшей положительной вещественной части корней, замечаем, 
что функция V при таком выборе 8 удовлетворяет всем условиям 
второй теоремы Ляпунова о неустойчивости, так как при выборе 
переменных х1 , • • •  , Xn согласно условиям z�s> = О (s > 1 )  зна
чения функции V будут положительными. Невозмущенное дви
жение будет поэтому неустойчивым. 

Если все корни Л8 = а8 + iP8 имеют отрицательные вещест
венные части а8 < О,  то,  выбирая 8 согласно перавеяству а8 < 
< 8 < О, замечаем, что функция V будет определенно-отрица
тельной, а ее производпая определенно-положительной. Согласно 
теореме Ляпунова невозмущенное движение будет устойчивым, 
а близкие возмущенные движения будут стремиться к нему асим
птотически. 

1) Разложение Ar, eCJiи r ;;;> 3, по ЭJiементам поСJiедней колонки приво
. дит к соотношению Ar - Ar-1 = Ar-1 - Ar_2, откуда пoCJie вычиСJiенил 

Ai = 2, А1 = 3 получается Ar = r + 1 .  
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Известный произвол в выборе е указывает , что при построении 
функции V, разрешающей вопросы об устойчивости или неустой
чивости в первом приближении, точное знание корней Л8 и кано
нических переменных z�> не является необходимым. Практиче
ское использование этого обстоятельства будет показано ниже. 

Теорема Гурвица 

33. Во многих задачах, когда требуется найти лишь условия, 
которым должны удовлетворять коэффициенты Prs•  чтобы обеспе
чить устойчивость или неустойчивость невозмущенного движения 
в первом приближении, нет смысла вычислять корни характерис
тического уравнения А (Л) = О; достаточно знать лишь знаки 
их вещественных частей. 

Необходимые и достаточные условия отрицательности вещест
венных частей всех корней полинома с вещественными коэффи
циентами были найдены впервые Раусом. Более известны усло
вия , предложенные Гурвицем. 

Полином 

с вещественными коэффициентами а назовем гурвицевы�. если все 
его корни имеют отрицательные вещественные части. В плоскости 
комплексного перемениого z = х + iy все корни гурвицева полинома 
лежат внутри области Ф, ограниченной мнимой осью у и левой 
полуокружностью достаточно большого радиуса R с центром 
в начале координат. 

Пусть 

f* (z) = zn - a1zn-l + . . . + ( - 1 )n an = (-1 )n / (-z) .  

Рассмотрим полином степени n + 1 

F0 = (z + с) f (z) , 
где с есть векоторая положительная постоянная;  если полином 
f (z) является гурвицевым, то таким же будет , очевидно , и поли
ном F0• 

Полином (n + 1 )-й степени 
FIJ. = (z + с) f (z) + fLZ/* (z) 

при непрерывном изменении параметра fL от О до 1 изменяется 
от F0  до  полинома F1 = ( z  + с) f (z) + zf* (z) . 

Если полином f (z) есть гурвицев , то полином FIJ. при непре
рывном изменении параметра fL от О до 1 может перестать быть 
гурвицевым, если для какого-либо значения параметра fL на ин
тервале (О, 1 ) по крайней мере один из корней полинома FIJ. перей
дет через границу области Ф изнутри наружу. Но при указанных 
значениях параметра fL полином Fv. не имеет корней на левой по-

з• 
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луокружности достаточно большого радиуса R .  так как , полагая 
па пей z = Rei0, имеем: 

F JA. = (1 + J.L) яn+lei(n+l)O + . . .  
Позтому , если некоторые корни F JA. по кидают область Ф,  то зто 
может произойти лишь при переходе :корня через мнимую ось. 
Но и этого не может быть при О <;:  J.L < 1 . Действительно , разла
гая полипом f (z) на линейные множители , отвечающие его :кор
ням а11 ,  а полипом f* (z) - на линейные множители , отвечающие 
:корням а: = -а1 0 непосредственно убеждаемся . что па оси у 
(если полином f (z) есть гурвицев) 

где 

1 f (z) \ - Р1Р2· • • Р,1 _ 1 
f* (z) - р�р: . . .  р: -

' 

Pli = 1 z - a�r 1 . pt = 1 z - а� 1 = 1 z -t- а,. 1 .  
ибо па оси у (z = iy) имеем Pt = р�. 

При наших условиях с > О и О < J.L < 1 полипом FJA. не может 
быть нулем на оси у (z = iy) , так :как в таком случае было бы 

или 

что невозможно . 

1 = 1 (z + с) f (z) 1 = 1 z + с 1 JlZf* (z) f.LZ 
с2 + (1 - J.L2) у2 = О , 

Ита:к , если f (z) представляет гурвицев полином, то гурвице
вым будет и полином 

Ft = (z + с) f (z) + zf* (z) (с > 0) .  
Обратный процесс по:казывает , :ка:к для гурвицева полино

ма F1 степени n + 1 строится rурвицев полином f (z) степени n .  
В самом деле , рассмотрим полином 

ФJА. = (z - 2а1) f (z) - J.Lzf* (z) (а1 > 0) .  
где параметр J.L изменяется о т  нуля д о  1 . Если f (z) представляет 
гурвицев полином, то полином Ф0 = (z - 2а1) f (z) будет иметь 
n :корней в левой полуплос:кости nеременяого z и один :корень 
z = 2а1 ;::> О в правой. При оговоренном интервале изменения JJ 
ни один из полиномов Ф11 не может иметь чисто мнимых :корней 
(до:казывается точно так же , :как это до:казывалось для полинома 
F11) . При 1..t -. 1  полином 

ФJА. = (1 - J.L) znн - (1 - J.L) a1zn + [а2 (1 - J.L) - 2а�] zn-l + • • .  
будет иметь два вещественных и удаляющихся в бес:конечность 

:корня вида + а1 V 1 
2 Jl (1 + . . . ) , где невыписанные члены при 
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J! ,  стремищемся к единице , стремятся к нулю. Эти корни разных 
знаков ; поэтому поливом (n - 1 )-й степени 

Фt = (z - 2at)  1 (z) - zl* (z) 
все свои корни имеет в левой полуплоскости ; и стало быть , если 
1 (z) представляет гурвицев поливом, то гурвицевым будет и по
ливом Ф1 •  

Теперь возможно перейти к изложению теоремы Гурвица . Из 
коэффициентов поливома 1 (z) составим табличку 

а1 1 о о о о 
а3 а2 а1 1 О О 
as а, а3 а2 а1 1 

в которой все am = О, если т > n. На ее главвой диагонали 
стоят последовательно а1 , а2 , а3 , • • •  Главвые диагональные ми
норы этой таблички обозначим через 

Т е о р е м а Г у р в и ц а. Н еобходи,м,ым и достаточным ус
Jtовие.м. д.л,я того, чтобы nОJtино,м, 1 (z) u,м,eJt все "орни с отрицате�tь
ны.м.и вещественными часmя.м.и, яв.л,яются неравенства 

где 

At > О , А2 > О , . • . , An 9 О . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть с = 2а > О. Тогда 

Fl = 2 �  Aтzn+l-r, 
2A r = [ 1 + (-1YJ ar + 2aar-1 . 

Обозначим через Av определители Гурвица для поливома 1 (z) , 
1 а через Dv определители Гурвица для поливома 2 F1 • Имеем 

а 1 О О 

Dv = аа2 аа1 + а2 а 1 

аа, аа3 + а4 ааа аа1 + аа 

Вынесем из вечетвых колонок множитель а, после чего каждую эту 
колонку вычтем из четвой на единицу большего номера ; вывоси 
множитель а и из четных колонок , будем иметь 

1 о о 
D'\1 = а'�� а: aJ 1 а'�� "' = Llv-1 • 

Необходимым и достаточным условием того , чтобы поливом F1 
был бы гурвицевым, является условие , что поливом 1 (z) является 
гурвицевым. Допустим теперь , что критерий Гурвица справедлив 
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для полиномов степени < n. Если д-v > О (v = 1 ,  . . .  , n) , то 
полином f (z) - гурвицев и, следовательно , полином F1 будет 
гурвицевым, и для него нeoбxoдUltto будут существовать условия 

Dr > О (r = 1 , . . .  , n + 1 ) . 

Если Dr > О (r = 1 ,  . . .  , n + 1 ) ,  то отсюда А8 > О  (s = 1 ,  . . . 

. . • , n) и ,  значит, полином f (z) будет гурвицевым согласно гипо
тезе о справедливости критерия Гурвица для полиномов степе
ни n. Но условие, что f (z) - гурвицев полином, является доста
т очны.м. для того , чтобы гурвицевым был и полином F1 (z) . Стало 
быть, если критерий Гурвица справедлив для полиномов степе
ни n, то он будет справедлив (D 1 = а > О) и полиномов степени 
n + 1 ,  ибо каждый гурвицев полином степени n + 1 можно пост
роить из векоторого гурвице�а полинома степени n, как поли
ном F1 строился из f (.z) . Для полиномов первой, второй степени 
критерий Гурвица , очевидно , справедлив ; метод математической 
индукции дает , что он будет справедлив всегда. 

П р и м е р  1) . Вопрос об устойчивости вертикального вра
щения тяжелого твердого тела с одной неподвижной точкой в слу
чае Лагранжа по отношению к углу нутации е приводится к 
изучению дифференциального уравнения для и = cos е 

( �� ) : = (а - аи) (1 - и2) - ф - Ьr0и)2 = / (и) , 

в котором а, � .  а , Ь суть некоторые постоянные, причем а и Ь по
ложительны; r0 - проекция на ось z начальной угловой скорости 
вращения твердого тела. Для механической задачи все корни 
полинома f (и) вещественны, а значения переменной и лежат на 
замкнутом интервале между наименьшими корнями полинома 
1 (и) . 

Найдем условия,  при которых корни полинома f (и) будут 
большЕ' 1 - ll. где ll - произвольно заданная малая положитель
ная величина . 

Рассмотрим полином 

F (z) = -! (1 - ll - .z) = az3 + a1z2 + a2.z + аз. 
Его корни будут все отрицательными, если корни полинома f (и) 
больше 1 - ll; и наоборот, если все корни полинома F (.z) отрица
тельны, то все корни полинома f (и) будут больше 1 - ll. 

У слови я отрицательности всех корней полинома F (.z) полу
чаются согласно теореме Гурвица в виде перавеяств 

а1 > О, а1а2 - ааз > О , аз > О. 

Для практически наиболее интересного случая е0 = О , е� > О; 
ф� = о ' или � - br о = о' е�2 = а - а нерапенства эти будут 

1) Ч е т  а е в Н. Г. О достаточных условиях устойчивости вращатель
воrо движения сваряда // Прикл. мат. и мехав.- 1943 . - Т. 7 . - С. 81 -96. 
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иметь следующий явный вид , если воспользоваться невыписан
ными выражениями для коэффициентов at , а2 , а3 : 

b2r� - 2а + 0�2 + 3аб > О, 
-2 (Ь2Т: - 2а + 0�2) 6�2 + б [2  (b2r� - 2а + 0�2)2 - 4a0�2J + 

+ б28а (b2r� - 2а + 002) + 8а2б3 > О, 
-2002 + б (b2r� - 2а + 0�2) + аб2 > О. 

Нас интересует наименьшее значение б ,  для которого имеют мес
то эти три веравевства ; такое б будет паивизшей верхвей rрави-
цей для функции 1 - и. Если запас устойчивости s = b2r� -
- 2а > О принять удовлетворяющим веравеяству 

(s + Оо2)2 - 4а002 > о, 
то при 

?1}'2 
б = �  

s + 0�2 

все три веравеяства будут удовлетворены. А следовательно , при 
таком запасе устойчивости они по непрерывности останутся удов
летворенными и для несколько :меньших значений б . Поэтому при 
указанном значении запаса устойчивости s 

20'2 
1 - и < � · s +  00 

П р  и :м е р . Рассмотрим случай, когда в уравнениях воз:му
щёнвого движения 

dz8 
dt = Рв1Х1 + . . . + PsnXn (s = 1 ,  . . . , n) 

коэффициенты Psr являются непрерывными , ограниченными функ
циями вещественного параметра et. Различным значениям et :могут 
отвечать различные вевоз:мущевные движения. Последовательно
сти изучаемых вевоз:мущеввых движений (xt = О • . . .  , Xn = О) 
отвечает в пространстве пере:менвых (et ,  Xt , • • •  , хп) ось et .  Те точ
ки последней , где харак�еристическое уравнение 

Л (Л) =  11 Psr - б srA il = (-1 )n(лn + atЛn-1 + . . .  + an) = О 
имеет все корни с отрицательными вещественными частями , от
вечают аси:мптотически устойчивым невоз:мущенным �вижевия:м; 
при этом все определители Гурвица должны быть положитель
ными : 

Определители L\8 будут некоторыми функциями et . Если невоз
иущенное движение , отвечающее et = et0, аси:мптотически устой-
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чиво , то при дальнейшем изменении параметра а в каком-либо 
направлении, начиная со значения а0,  устойчивость может те
ряться либо когда , по меньшей мере, один из корвей характерис
тического уравнения становится равным нулю, либо когда два 
корня становятся чисто мнимыми; в первом случае уничтожается 
коэффициент an ,  во втором уничтожается t\n_1• Первое утвержде
ние не требует доказательств. Для доказательства второго ра
зобьем характеристический поливом на сумму членов с четными 
и вечетными степенями 

(-1 )nA (1..1 = (l..n + asA.n-2 + . . .  ) + (atлn-1 + азлn-з + . . .  ) . 
Сумма числа членов первого из взятых в круглые скобки выраже
ний (пусть f.1 + 1) и числа слагаемых во второй скобке (пусть 
v + 1 )  равняется числу n + 1 всех членов полинома ( - 1 )n L\ (А.) . 
Отсюда 

f.1 + v = n - 1 . 
Рассмотрим полиномы 

<р (z) = zi-L + a2zi-L-1 + . . . , 'i' (z) = a1z" + a3zv-l + 
Если полином L\ (А.) имеет чисто мнимый корень А. = i� ,  то поли
номы <р (z) и '\J (z) будут иметь по построению, по меньшей мере, 
один совместный корень и именно z = - �2• Но поливомы <р и 'IJ 
имеют общие корни тогда и только тогда , когда уничтожается 
их результант 

R = ±�n-t •  
Пусть на оси а точке Р ,  где а = а0,  отвечает асимптотически 

устойчивое вевозмущенвое движение и ,  следовательно , все .:\• 
положительны. При дальнейшем увеличении а определители .:\. 
будут как -то изменяться; при этом первыми неизбежно будут 
уничтожаться an или L\n-t · Если при первом нарушении вера
веяств Гурвица уничтожается а," то для отвечающей точки М 
уравнения возмущенного движения будут иметь в силу канони
ческого вида уравнений (12) ,  по меньшей мере , один линейвый ин
теграл или новую последовательность «раввовесий» , проходящую 
через М, так как L\ (А.) имеет при этом, по меньшей мере, один 
равный нулю корень. Если же при первом нарушении условий 
Гурвица уничтожается t\n-t • то в области отвечающей точки С 
будем иметь однопараметрическую (по меньшей мере) последова
тельность периодических движений, отвечающую квадратичному 
интегралу уравнений возмущенного движения,  неизбежному в си
лу канонического вида уравнений (12)  при паре мнимых корвей L\ (А.) 1) . 

1) Когда уравнения возмущенного движения не ограничиваются линей
ными членами, вопросом о существовании периодических движений: заин
калея П .  А. Кузьмин (К у з ь  м и н П .  А. Замечание о смене устойчивости 
установившихся движений // Сб. тр . Казан. авиац. ин-та.- 1 939 . -
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Из сказанного мы должны также заключить , что если при из
менении а от а0 до векоторого значения а1 не уничтожаются 
ни an , ни �n-t • то невозмущенное движение,  отвечающее а = а1 •  

будет при этом асимптотически устойчивым. 
34 [ 1 9 ,  20] .  Согласно предложению п .  32 , перавеяства Гур

вица ( �8 > О, s = 1 ,  . . .  , n} , выписанные для характеристиче
ского полинома f (z) == � (z) , дают необходимые и достаточные 
условия асимптотической устойчивости . 

Существуют многочисленные алгебраические видоизменения 
теоремы Гурвица . Ими мы заниматься не будем; заметим , как 
аналогичные предложения можно получить путем непосредствен
ного рассмотрения задач устойчивости . Для этого рассмотрим 
одну задачу , весьма полезную в дальнейшем. 

Пусть корни характеристического уравнения Л.1 , • • •  , Л.п 
имеют простые элементарные делители . Каждому корню Л.8 отве
чает тогда всего одно решение и одно каноническое переменвое 
Zs (s = 1 ,  . . .  , n) .  При этом полная производпая по t от выраже-
ни я 

где а1 , • • .  , а,. суть целые неотрицательные числа ,  имеет в силу 
канонических уравнений первого приближения ( 12) следующий 
вид:  

du(a, . . . a:,.) ( ) � � ) U а, . . .  a:n dt = (a11'v1 -+ · · · + a,1l'vn • 
Изучим уравнение в частных провзводных первого порядка 

dV Тt = W, (13) 

в котором непрерывная , ограниченная,  уничтожающаяся ,  когда 
все Xs суть нули , функция W в рассматриваемой области измене
ний переменных х1 , • • • , Xn разлагается в равномерно сходя
щийся ряд по полиномам u<a, . . .  a:n> : 

W - � А u<а, . . . ап> - -'J (а, . . .  a:n) • 
Будем искать решение в виде 

v - � с u<a, . . . an> 
- -'J (а1 • • • а11) • 

Подставляя это выражение в уравнение ( 13) и сравнивая коэф
фициенты при u<а • . . .  ап> , получаем 

{а1Л1 + . . .  + anЛn) С<а:, . . . а11). = А <а, . . .  а:11> · -------
N! 10) ,  а вопросы о поведении траекторий как в области точек бифуркации М ,  
так и в точках ответвления периодических орбит С рассматривал Н .  Н .  Бау
тин (Б а у т и и Н .  Н .  Поведение динамических систем вблизи границ об
ласти устойчивости .- М . : Гостехиздат, 1950) . 
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Значения C(a, . . . an' определяются однозначно , если 

а1Л1 + · . .  + апЛ.п � О. 
Следовательно , если норни харантеристичесного уравнения L1 (Л) 
допуснают n групп решений и выражение а1Л1 + . . . + anЛn 
ниногда не нуль при целых неотрицательных а8 , то уравнение (13) 
всегда имеет однозначное формальное решение. 

Если норни Л.8 в плосности номпленсного перемениого отметить 
изображающими их точнами и нагрузить последние неотрица
тельными массами as ,  то выражение а1Л1 + . . .  + а,,Л.п будет 
равняться М (� + i'l'}) ,  где М =  а1 + . ·  . . + an - общая масса , 
а � . '1'} - ноординаты центра масс нагруженных точен . Центр 
масс ниногда не выходит за пределы выпунлой области , содержа
щей нагруженные точни ; поэтому,  если все но рви л. лежат по одну 
сторону от иеноторой прямой, проходящей через начало , то ни 
при наних неотрицательных а� выражение а1Л1 + . . .  + anЛ.n не 
может быть нулем. · • 

Например , если вещественные части всех -норней 
отрицательны, то равенство а1Л1 + . . . + ctnЛ.n = О 
существовать при неотрицательных ct8 ; уравнение 
в этом случае однозначное решение . 

Лl ,  . . . , Лn 
не может 

( 13) имеет 

Если же существуют целые неотрицательные числа �1 , • • •  , �n • 
для которых 

�1Л1 + · · · + �nАп = О, 
то уравнение ( 13) имеет решение с точностью до члена 
Cн� . . . .  � n> u<fJ· · · - fJ п >  с произвольным ноэффициентом c(fJ, . . . tJ-n> • 
если A (fJ, . . . fJn> = О . Если же А <11 . . . . � 11> ;е: О, то ограниченного 
решения исномого вида для V не существует , в фуннции V члену 
A 0� . . . . tJn> u<�· ·  . . fJп> будет отвечать 

[A <
tJ . . . . �п> t + CctJ . . . . �п> l  u<tJ . . . .  �п> 

с произвольной постоянной с(� . . . . tJn> ·  
Рассмотрим теперь общий случай. Пусть 

"� · • • . , Л�с 
суть норни харантеристичесного уравнения в предположении , 
что наждыи норень повторяется стольно раз, снольно соответст-
вует ему групп решений. 1\аноничесние переменвые z�s) удовлет
воряют уравнениям (12) .  

Рассмотрим формы т-й степени 
(s) 

Ur = П (z�">)
a

3 (� a�s) = m) . 
;s 
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Таких форм будет конечное число . Формы эти занумеруем лекси
кографически так , чтобы произведение степеней переменных 
всякой группы (s) (s = 1 , . . . , k) с покавателями 

(s) (s) (s) (s) 
а1 , • • • , а;-1 , а; , . . .  , an. 

относилось к номеру r · большему, нежели номер , отвечающий по-
казателям 

(s) (s) + 1 (s) 1 (s) 
а1 , . . . , а; -1 , а.; - , • . . , ап. · 

Это можно достигнуть различными способами .  Предполагая 
такую нумерацию U r выполненной, рассмотрим уравнение 

d:e = 12 ArU т •  
r 

где А7 суть некоторые постоянные . Разыскивая решение этого 
уравнения под видом 

и подставляя это выражение V в интересующее нас уравнение , 
получим, согласно произведенной нумерации ur ,  

� Cr [(а1Л1 + . . . + a,.Лk) Ur + � p�>u11] = � Ar Uт , r 1J. т 
где а1, • • • , ak суть некоторые неотрицательные числа; а1 + . . , 
. . .  + ak = т; ��> суть некоторые неположительные числа , 
когда J.L < r ,  и нули , когда J.L > r. Сравнение коэффициентов при 
одинаковых Ur дает следующие алгебраические уравнения для 
определения коэффициентов 

Cr (а.1Л1 + · . · + а"Л") + � Р�Р>сР = Аг·  р 
Эта система уравнений будет иметь отличное от нулевого решение 
для С7 ,  если определитель D ,  составленный из ее коэффициентов , 
будет отличен от нуля.  Но определитель D имеет вид треугольни
ка , так как в его i-й строке все элементы до i-го будут нулями; 
по диагонали определителя D будут стоять величины 

а�� + . . . + а"Л" . 

Поэтому определитель D будет отличным от нуля,  если не уни
чтожается ни одно выражение а1Л1 + . . .  + а"Л"- при целых 
неотрицательных а8, даюЩJIХ в сумме т. В этом случае интере
сующее нас уравнение будет иметь для V единственное решение. 

Перефразируя этот результат в начальных переменных х8 , 
имеем теорему Ляпунова: 1Wгда -порпи Л1 , • • •  , Лn хара-птерис
тичес-пого уравпепия � (Л) та1Wвы, что при даппо.м цело.м 
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подожuте.11ыtом т ддя пих певозможпы nиi'Oanиe соотношения 
вида 

а1Л1 + . . . + апЛп = О , 

в поторых все as быди бы цедыми пеотрицате.льпыми чисдами, 
дающими в сумме т ,  то всегда можно найти и притом тодьпо 
одпу цедую однородную фующию V степени т ведичип х� ,  удов.лет
воряющую уравн.епию 

L (pSlxl --!- • • • + Ps11X,J :� = и 
s s 

при производьпо заданпой цедой однородпой функции и ведичип 
х .• той же степепи т.  

35. Можно заметить , что пеобходимым и достаточпым усдо
вием ддя того , чтобы характеристичеспий подипом А (Л) и.мед 
все порпи с отрицатедьпыми веществеппы.ми частями,  явдяется 
опредедеппая подожительпость квадратичной формы V, разре
шающей уравпепие 

L ( РнХI + · · • + PsnXп) :� = U, 
s 

где и представдяет капую угодно опредедеппо-отрицатедьпую 
пвадратичпую форму пере.меппых х8 • 

Действительно , достаточность · этого условия следует непо
средственно из теоремы Ляпунова об устойчивости и дополнения 
к ней об асимптотической устойчивости . 

Необходимость усматривается не более сложно . Если все кор
ни Лs имеют отрицательные вещественные части , то ни для наних 
целых неотрицательных чисел а, дающих в сумме 2, не существует 
соотношения вида 

а1Л1 + . . . + апЛ� = О ; 
а это по предыдущей теореме п .  34 означает , что интересующее 
нас уравнение будет иметь единственное решение в виде пекото
рой квадратичной формы V переменных Х8 • При этом форма V 
будет такова , что выбором значений переменпых Xs ее нельзя сде
лать отрицательной, так как иначе она удовлетворяла бы всем 
условиям теоремы Ляпунова о неустойчивости ; но движение не 
может быть неустойчивым, если все корни характеристического 
уравнения имеют отрицательные вещественные части . Итак , V 
необходимо будет по крайней мере положительной. Если предпо-
Jiожить ее прлведенной к сумме квадратов V = v� + . . . + v;., 
где v i обозначают независимые между собой Jiинейные формы 
переменных Х8 , замечаем, что т не может быть меньше п, так как 
тогда производпая V', обращаясь в нуль при v1 = О, . . .  , lJm = 
= О, не могла бы совпадать со знакоопредеJiенной функцией и.  
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Доказанное предложение позволяет установить , в зависимости 
от вида определенно-отрицательной формы U, ряд критериев , 
равносильных критерию Гурвица . Критерии эти состоят из не
равенств , какие выражают положительность всех главных диаго
надьных миноров дискриминанта квадратичной форl\IЫ V. Хотя 
они ничуть не проще перавеяств Гурвица , однако имеют то удоб
ство , что позводяют посде продедаиных вычисдений при опреде
:Iении перавеяств непосредственно писать н ужную функцию V 
nрямого метода . 

36. П р и м е р .  Рассмотрим твердое тедо массы т с момен
тами инерции А , А , С относитедЪНО осей х, у ,  z центрадъного 
:�:шипсоида инерции . Есди и ,  v, ш и р ,  q, r еуть проекции на эти 
оси соответственно скорости центра инерции и угдовой скорости 
»ращения теда , то живая сида будет : 

2 Т  -=- т (иz +- v2 + ш2) + (Ар2 + A q2 + Cr2) . 

Нообразим ,  что на тело действуют : сила ( - аи, -av, - aw) , 
прилоп-;енная в постоянной точке теда (0 , О , l) , сида (0 , О , Z) ,  
придоженпая в центре тяжести , и пара сид с моментом (0 , О , N) .  
Пусть для  простоты подожитедъные функции а и Z зависят от 
11 , v, ш, р ,  q, а функция N зависит от и ,  v ,  w, р ,  q, г ;  пусть А > С. 

Дифференциадъные уравнения движения такого теда возьмем 
з;:I Я удобства в известной форме Кирхгофа 

т �� -= �rv - qw) - аи , А �� = (А - С) qr t alv, 
d v  т dt -= т (pw - гu ) - au. dq Л dt = (С - А )  rp - alu . 
dw т dt ·-= т (qu - ри) - aw -:- Z, dr C a; --o N , 

Допустим , что уравнени я ;�ти имеют частное решение 

u :-" О , v " '  О, ш = ю0 > О, р - ·  О , q -- О , r -= г 11  > О ; 

оно существует , если 

Z0 - сr0ш0 =� О и N 0 =: О . 

Зададимся вопросо111 об условия х ,  при которых ато частное 
решение будет асимптотически устойчивым в первом приближе
нии по отношению к переменным .u, v, ш, р , q, r. 

Дифференциадьные уравнения первого прибдижения ддя 
возмущенного движения по отношению к интересующим нас ве
дичинам и, v,  ю, р , q , г имеют следующий вид, есди вариации этих 
переменных соответственно обозначить через ct, � . у ;  � .  rJ ,  � : 

da d� 
т dt = т  (r0� - W0rJ) - cr0a , т Тt = т (100� - r0a) - 00�, 
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dy _ д (Z - aw) , д (Z - aw) А т 
Ift - дu CG т дv t' + 

, д (Z - aw) , д (Z - aw) t 
+

д (Z - aw) 
т дw '\' т др \о дq 11· 

А �; = (А - С) r011 + a0lj}, 
dfJ А Ift = (С - А) r06 - a0la, 

с �  т , т А т , т  , т  т dt = дU а т iJv t' + дw '\' -,- ар 6 т дq 11 + Тr �. 
где все частные производвые взяты при значениях 

и = v = р = q = О , w = w0, r = r0 • 
Для этих уравнений в вариациях характеристическое урав

нение имеет вид 
� (Л) = (ел - а: ) ( т"л - а (Z;; av) ) х 

х 

-a0 - mf.. mr0 
-mr0 -а0 - тА. 

о 

(С - A) r0 

Отсюда непосредственно вытекают два условия 
дN < О  и 

д (Z - aw) < О 
дr дw 

-mw0 
о 

(А - C) r0 = О. 
-АЛ 

для отрицательности двух очевидных корней уравнения 
� (Л) = О . У словил отрицательности вещественных частеи дру
гих четырех корней уравнения могут быть получены по теореме 
Гурвица путем развертывания в полином выписанного определи
теля четвертого порядка и вычисления диагональных миноров � i 
отвечающей матрицы Гурвица . После некоторых вычислений при 
этом можно установить, что �1 и �4 всегда положительны, усло
вие �3 > О эквивалентно перавеяству l < О, при котором �z 
положительно.  Другими словами, все вещественные части остав
шихся четырёх корней будут отрицательными, если l < О. 

Результат этот можно получить много проще. Определитель 
четвёртого порядка , корни которого нас интересуют , является 
характеристическим для первых четырех уравнений в вариациях . 
Если l < О, то в рассматриваемом случае (w0 > О, о-0 > О) функция 

mw0 
2V = т ( сх2 + �2) - - А (62 + 112) a0l / 

будет определенно-положительной относительно а, � . �. 11 · Ее 
производпая по t является отрицательной: 

V' = -О"о (а2 + �2) . 
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Следовательно, если а или � отличны от нуля, то значения 
функции V при изменении переменных согласно уравнениям 
в вариациях будут уменьшаться;  если в некоторый момент а = 
= О, � = О , то в силу первых уравнений по крайней мере в сле
дующий достаточно малый промежуток времени а и � будут от
личны от нуля, если нулями не были � .  '1') ;  словом, V будет умень
шаться при l < О, сколь бы малые значения она ни имела.  А это 
и доказывает интересующий нас результат . 

П р  и м е р . Вопрос о выборе параметров устойчивой механи
ческой системы имеет прикладвое значение . 

Чтобы иметь сравнимые между собой данные , ограничимся 
рассмотрением различных сuстояний одной и той же механической 
систеJ,IЫ, описываемой определенными переменными . 

Пусть в уравнениях возмущенных движений 
dxs - ' r • dt - PslXl -, - • . .  ··- PsnX,. (s = 1 ,  . . . . n) (14) 

коэффициенты Psr постоянны и зависят от некоторых параметров. 
Будем предполагать, что при рассматриваемых значения-А. пара
�rетров невозмущенное движение асимптотически устойчиво . 

Определенно-положительную функцию Ляпунова V определим 
при этоl\1 уравнением 

(15) 

Пусть 

2V = � a8r.X8Xr (ars = asr ) ·  

Экстремум функции V на сфере х� + . . . + х� = с (с - поло
жительная постоянная) определяется по методу Лагранжа рас
смотрением 

Отсюда 
V - Л (х� + . . .  + х� - с) . 

� (asr - 2Мsт) х, = О (s = 1 ,  . . •  , n);  (16) 

следовательно , мноilштель Лаграюl\а Л должен быть корнем веко
вого уравнения 

1 1  asr - 2Msr 1 1  = О. 
Так как V представляет определенно-положительную квадратич
ную форму, то все корни Лs этого уравнения будут положитель
ными ; пусть О < Л1 < . . .  < Лп . 

Умножая равенства ( 16) соответственно на х8 и складывая ,  
будем иметь, что экстремальные значения V*  н а  сфере х� + . . . 
. . . + х� = с удовлетворяют равенствам 

V * = Лс 
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и, следовательно .  

лl (х� + . . . + .х;> < v < л,l (xi + . . .  + х� ) .  ( 17) 
Отсюда в силу уравнений ( 1 5) и уравнений возмущенных движений 
(1 4) имеем 

� dV ___.. 
V 

� , dJ' 
-r.l dt � � - л, .  dt 

И•1И 
( 18) 

Мы долашы отсюда заключить.  что верхпял граница воа:мож

ных аначепий V будет :мепьше ддя той системы , ддя -поторой Л,, 
есть :мини:му:м ,  есди начадъпые значения одипа-повы . Если же на-
чальные значения Xs лежат на сфере xi + -i- х�1 -= А ,  то из 
перавеяства (1 7) найдем 

Л1А < Уо <: Л пА · 
Вследствие перавеяства ( 1 8) отсюда вытекает : 

t t 
АЛ1е

- r.- .:;:;;:; V < АЛ. .. е-
лn . 

Точки (х1 • • • • , хп) , в которых функция Ляпунова имеет значе
ние V, сог.тtасно (17) находятся внутри или на сфере :ri + . . .  
. . . + х� =- е ,  где 

t 
у 1 - г-e = -x;- <:Vo l; e  п ,  

и , следовател ьно , одно значение V0 в фиксированной точке про
странства (х1 , • • •  , Хп) не характеризует времени переходиого 
процесса.  

При начальных возмущениях , лежащих на сфере 

будет 
х� + . . .  + х� = А , 

л - .!..._ 
е <;: А � е  л,. . Лt 

Отсюда время вхождения точки (х1 ,  • • •  , х,, ) со сферы А в сферу 
� не больше 

АЛп Л,. ln .-- . 811.1 
Этот предел будет минимальным при заданных А и е ,  если пара
метры системы выбраны согласно условию, что 

есть минимум * . 
Л ln АЛr, n еЛ, 
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Нормальные координаты 

37 .  Рассмотрим голономную материальную систему в поло
жении равновесия ,  для которого значения всех ее лагранщевых 
координат q1 , • • •  , qn предполагаются равными нулю . 

Уравнения в вариациях для возмущенного движения могут 
быть получены, если в выражениях живой силы Т и потенциаль
ной функции V мы ограничимся членами паинизшего измерения 
и примем вблизи рассматриваемого положения равновесия эти 
выражения в виде вещественных (симметричных) квадратичных 
форм с постоянными коэффициентами 

2Т = � a i iq�qj и 2V = � buqiqi . 
ij ij 

где a i i  = a1i и b i i  = bii . 
Если материальную систему вывести из положения равновесия 

и предоставить самой себе, то дифференциальные уравнения воз
мущенного движения в первом приб;шжении будут иметь вид 
уравнений Лагранжа 

или 

d ( дТ  ) дf,. 

dt дq; . = - дq; • 
� aiiqj + � buq1 = О . 
j j 

Уравнения эти возможно упростить .  Пусть мы переходим от коор
динат q1 , • • •  , q11 к новым независимым переменным х1 , qf, . . •  . . . , q�-1 путем .тrинейных иреобразований с постоянными коэф
фициентами 

(i = 1 ,  . . . , n ) .  

Лагранжиан по переменной х в новых переменных есть 
d (дТ ) дV _ � [ d ( дТ ) , дV J Тt дх' + дх - � mi dt дq� т дq i • 
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Отсюда , чтобы nолучить уравнение Лагранжа для nеременной х, 
умножим уравнения двРжения на nостоянные множители тi и 
сложим: 

зададимся далее целью оnределить множители т; так , чтобы 
имело место соотношение 

х == 2: m1aiiqi =  + LтibiiqJ, 
iJ ij 

справедливое при всяких значениях nеременных qi ; отсюда 

}1 (Лaii - bii) mi = О. (19} i 
При этом уравнение Лагранжа для х будет весьма простым: 

х" + Лх = О . (20) 

Уравнения ( 19) будут иметь нетривиальное решение для мно
жителей тi только тогда , когда Л будет корнем уравнения 

.1 (Л) = \ 1  Лаu - bi i  1 1 = О. 
По теореме Сильвестра , доказываемой и в этом случае nодобно 
п. 18 ,  все корни уравнения � (Л) = О будут вещественны. 

Матрица � (Л) имеет простые iNte.мenmapnыe де.�итеди. 
Доказательство этого nредложения , вnервые nодмеченного 

Вейерштрассом, возможно изложить так 1) . Пусть Л - некоторый 
корень уравнения � (Л) = О. Независимо от nростоты связанных 
с Л элементарных делителей система уравнений (19) будет иметь 
по крайней мере одно решение , если nоследнее считать с точностью 
до nроизвольного и общего всем т1 множителя. И значит, во вся
ком случае , будет существовать по крайней мере одна nеременпая 
х. линейно связанная с nеременными Лагранжа q1 , • • •  , qn и удов
.11етворяющая уравнению (20) . Заменим переменвые q, новыми 
nеременными х, qf ,  . . .  , q:_1 - и для nростоты nисьма новые не
ременные q: запишем без звездочек : q8 • После такой замены выра
il>ения живой силы Т и nотенциальной функции V неизбежно 
должны принять вид 

так как уравнение Лагранжа , взятое по nеременной х, должно 
совnадать с уравнением (20) . Живая сила Т по своему оnределе
нию nредставляет всегда оnределенно-nоложительную функцию 

1) 1 о r d а n С. // Comptes Rendus. - 1 872 . - V .  74, - Р .  1 395. 
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относительно скорое тей ;  поэтому :квадратичная форма 

является определенно-положительной относительно 

qi '  • . . ' q;.-1 -
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Следовательно , уравнения Лагранжа , взятые по переменным 
q1 , • • •  , qn-l• будут зависеть только от стоящих в последних вы
ражениях Т и V сумм и будут допускать по крайней мере одно 
преобрааование переменных, подобно рассмотренному. Продол
жая этот процесс дальше и замечая, что в преобрааованных вы
ражениях живой силы всегда ва-за их званоопределенности бу
дут оставаться суммы, содержащие незамененные q; ,  приведем 
тем самым Т и V в итоге к виду 

2Т = х�2 + . . . + х; , 2V = Л1х� + . . . + l..nx� .  
А это и доказывает, что уравнения (19) имеют n нетривиальных ре
шений для m1 , • • •  , тп, т. е . все элементарные делители мат�ицы 
11 (А.) имеют степени, равные 1 .  Определение множителей m1 по
добно изложенному в п. 24 определению Ali .  

Переменвые Xv называются поржtмьпы.м.и -,.оордипатажи. 
Уравнения Лагранжа в нормальных координатах имеют вид 

х� + A.vxv = О (v = 1 ,  . . . , n) . 

Уравнения эти легко интегрируются : 

Ху = Av COS (fA.vt + Bv) при Лv > О, 

при Лv = О, 
- А t=Гvt + В -t=Гvt 

� < О Xv - ve ve при лv , 

где ·A v , Bv обозначают постоянные интегрирования . Отсюда за
ключаем, что если все :корни A.v для уравнения 11 (А.) = 11 MiJ -
- Ь11 11 = О положительны, то в первом приближении равновесие 
устойчиво и возмущенными движениями являются гармонические 
колебания нормальных :координат xv соответственно с частотами 
YA.v· Для прочих случаев равновесие в первом приближении бу
дет неустойчивым, и нормальная :координата х" отвечающая не
положительному :корню 1..8 ,  будет изменяться с течением времени 
либо по линейному, либо по экспоненциальному закону. 

Следует подчер:кнуть , что при приведении к нормальным :ко
ординатам существенную роль играла знакоопределенность живой 
силы Т. Это означает, что при существовании в механической си
стеме некоторых цик.цических :координат , когда уравнения дви
жения хотя и приводятся игнорированием циклических коорди-
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пат к виду уравнений Лагранжа (п. 9) ,  однако для этих послед
них уравнений функция R не всегда будет определенно-положи
тельной относительно скоростей нециклических координат и ,  
следовательно , в задачах устойчивости стационарных движений 
может случиться ,  что нормальные ноординаты не существуют. 

Влияние новой связи 

38. Допустим, что на материальную систему наложена новая 
связь , совместимая с рассматриваемым положением равновесия. 

В первом приближении при малых абсолютных значениях нор
:\Iальных координат xv новую связь можно записать уравнением 

� AvXv = О ИЛИ � Av6Xv = О, 
" " 

rде постоянные Av не все нули , а бхv обозначают возможные ва
риации нормальных координат. Уравнения движения могут быть 
получены при этом из принципа Даламбера ,  выражающегося 
в нормальных ноординатах уравнением 

� (х� + л,.rv) бхv = о. " 

У множа я уравнение связи на неопределенный множитель J.' 
и складывая его с предыдущим выражением, имеем 

� (х� + Лvх11 + f.1Av) бхv � О, " 
отнуда 

х� + Лvxv + f.1Av = О (v = 1 ,  • • .  , n) . 

Для тех из нормальных координат, которым отвечают равные 
нулю постоянные Av, дифференциальные уравнения движения 
будут сохранять свой прежний вид и, следовательно , новая связь 
не оказывает влияния на законы изменения таких переменных. 
Затронутыми наложением новой связи оказываются лишь пере
менные , которые отвечают отличным от нуля постоянным Av . 

Чтобы найти характеристические покаватели для переменных 
Xv , стесненных связью , положим 

Xv = Bve y::)_t, f.1 = 111 е �t 

и подставим эти значения как в последние уравнения 

Bv (Лv - Л) + AvM = О, 
так и в уравнение связи 
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Исключая Bv из последнего соотношения , имеем 
'\l А2 

/ (Л) -=. L...J J.. \v = О. 
v 

85 

В это выражение войдут лишь те Лv, ,  . . .  , Лv8 из Лv ,  которым от
вечают отличные от нуля постоянные Av . Рассматривая знаки 
функции f (Л) на интервале (Лvi ' Лvi+l) при значениях Л , близких 
к концам интервала (корни Лv1 занумерованы в порядке возрас
тающих значений) , замечаем, что f (Л) при изменении Л на интер
вале (Лvр Лviн) будет переходить от положительных значений 
к отрицательным и, следовательно , она будет иметь на этом инQ 
тервале по крайней мере один корень. Отсюда выводим, что ха
ра-птеристичес-пие по-пааатели Л для системы, стесненной повой 
свяаью , будут пережежаться с -порня.ми Лv, • . . .  , Лv. · Для пере
менпых xv , не стесненных связью , числа Л будут совпадать с отве
чающими значениями Лv . 

Если s = 1 ,  что случится,  когда в уравнении связи отлична 
от нуля всего одна постоянная Av, , то для Л будут возможны все 
значения Лv .  кроме Лv, • Значение Лv, будет как бы выпадать при 
этом. 

Следовательно , если начальное положение равновесия было 
устойчивым (все Лv > 0) , то перемежающиеся с Лv значения Л 
будут также все положительны, тем самым при наложении новой 
связи будет сохраняться устойчивость положения равновесия. _ Если равновесие имело степень неустойчивости больше 1 (чис
ло неположительных Лv ) ,  то неустойчивость равновесия сохранит
ся и при наложении одной новой связи. Если же число неположи
тельных Лv было равно 1 , то наложением одной подходящей новой 
связи равновесие системы возможно упрочнить . 

Влияние диссrшативных сил 
39. Пусть f представляет определенно-положительную вещест

венную (симметричную) квадратичную форму от скоростей х� 
с постоянными коэффициентами Ca.jl = с11а : 

2j = � Са.j!Х�хб . cr.jl 
Обобщенные сиды Xv , составляющие которых определяются соот
ношениями 

лорд Кельвин предложил называть диссипатиsными. R таким си
лам принадлежат обычные сиды трения , действующие на точки 
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материальной системы в направлении, противоположном их ско
рости, и пропорциональные величине последней. Функцию f на
зывают фуиrщией рассеяния или диссипативиой фующией Редея . 
Если эта функция Релея f содержит производвые всех нормальных 
координат, то диссипацию называют nодпой ; в противном случае 
частичной .  

Допустим, что на  материальную систему, кроме рассматривае
мых потенциальных сил , действуют диссипативные силы с функ
цией Релея j. Уравнения малых движений такой материальной 
системы вблизи ее положения равновесия будут 

dxv , dx� дf dt = Xv ,  dt = - 'ЛvXv - дх' . 
'V 

(2 1 )  

Влияние диссипативных сил на устойчивость равновесия изу
чил лорд Кельвин ; он доказал следующие теоремы. 

Диссипативиые сиды ue иарушают устойчивости. 
В самом деле , если положение равновесия устойчиво под дейст

вием одних потенциальных сил , то все 'Лv положительны. Полная 
энергия системы 

н 
1 '\1 '2 1 '\1 � 2 = 2 L...J Xv + 2 L...J "'vXv 

'V 'V 
будет определенно-положительной квадратичной формой скорос
тей х� и координат xv . Ее полная производпая по времени в силу 
уравнений (21 ) 

Н' = -2/. 

представляет постоянно-отрицательную функцию. Согласно тео
реме Ляпунова об устойчивости , отсюда выводим, что при допол
нительном присоединении диссипативных сил положение равно
весия остается устойчивым. 

Если равновесие устойчиво при потеициа.л,ьиых сидах, то ouo 
становится аси.м,птотичес-пи устойчивым при добавлении дисси
пативиых сид с подпой диссипацией. 

Действительно , рассмотрим функцию 

W = Н �]- � � XvX� . 
'V 

Постоянную � всегда возможно выбрать так , чтобы функция W 
была определенно-положительной. Дискриминант W имеет вид 

11 /l �ij 11 1 11 ��ij 11 11 
11 �бij 11 1 11 'J..jбij �� � . 

Если все 'Л1 суть положительные числа , то всегда возможно вы
брать � столь малым, чтобы все главные диагональные миноры 
этого дискриминанта были положительны. 
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Полная производпая по времени от функции W в силу урав
нений (21 ) есть 

, г� , , � 2 � , ] 
W = - '-"" (cii - 6ii�) XiX; + � � Лixi + � д ciJ XiX; 

u i u 
Дискриминант стоящей в квадратных скобках формы 

11 ciJ - t'\;J� II \ II { cii ll 
11 � cii 11 \ 11 PЛJt'\ii 11 

при достаточно малом положительном � . когда при определении 
знака главных диагональных миноров возможно пренебрегать 
членами с высшими степенями � по сравнению с членами с низшей 
степенью � .  будет иметь положительными все свои главные диа
гональные миноры, ибо диссипативная функция Релея f является 
определенно-положительной. 

Итак , при достаточно малом положительном � функция W 
будет определенно-положительна ; как не зависящая явно от t ,  
она допускает бесконечно малый высший предел ; ее провзводная 
W' при указанном выборе � будет функцией определенно-отрица
тельной. Выполнение этих условий согласно теореме Ляпунова 
об асимптотической устойчивости доказывает наше утверждение. 

Разумеется , если диссипация неполная, то устойчивость рав
новесия, существующая при одних потенциальных силах , не бу
дет упрочняться от добавления таких диссипативных сил до асимп
тотической устойчивости. 

И ao.ttиpoвannoe и пеустойчивое при потепцимьпых cU.ttax рав
новесие ne может быть стабU.ttиаирова:но диссипативпыми cU.tta.ми 
с пмной диссипацией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть среди Лv существует по мень
шей мере один отрицательный коэффициент и нет ни одного , рав
ного нулю. Рассмотрим функцию 

W = Н +  � � Лvxv x� . 
'У 

Ее полная производпая по времени в силу уравнений (21 ) есть 

W' = - [� (c11v - 611v�Лv) х�х� + � � Л�х; + � � Лvc11vx�xv] . J1'Y 'У J1'Y 
Дискриминант квадратичной формы, стоящей в квадратных скоб
ках , есть 

/1 CJ1'Y - t'\J1'Y�A'Y 11 \ \\ {- CJ1'YA'Y 11 
11 � c11vЛv ll \ 11 flЛ�t'\11v \1 



88 ГЛ. 5. ДЕйСТВИЕ ВОЗМУЩАЮЩИХ СИЛ НА Р АВНОВЕСИЕ 

При достаточно малом положительном � . когда при определении 
знака главных диагональных миноров этого дискриминанта воз
можно препебрегать членами с высшими степенями � по сравне
нию с членами с низшими степенями � . все главные миноры бу
дут положительны, если диссипация полная и ни одно из Лv не 
есть пуль . При таком выборе � производпая W' будет определен
но-отрицательпой функцией переменных �.  xv . Функция W до
пускает бесконечно малый высший предел , как функция, не за= 
висящая явно от t; при этом функцию W надлежащим выбором 
значений х� , X-v в сколь угодно малой окрестности точки х� = О,  
Xv = О можно сделать отрицательной. Этим функция W, удовлет
воряя всем условиям теоремы Ляпунова о пеустойчивости , дока
зывает утверждение. 

Случаи неизолированного положения равновесия возможны, 
когда некоторые из Лv суть нули. Если неиулевые корпи все по
ложительны, то пеустойчивость при потенциальных силах су
ществует за счет вековых членов , появляюЩихся в выражениях 
для переменпых xv, отвечающих пулевым корням ; такую пеустой
чивость диссипативные силы могут стабилизировать ; например , , 
сила Х1 = -kx� (k > О) стабилизирует равновесие в случае , 
когда Л1 = О, а остальные Л-v положительны. 

Доказательство пеустойчивости при добавлении диссипатив
пых сил в случае , когда среди Лv имеется по крайней мере один 
отрицательный корень и несколько равных нулю, приводится 
к рассмотренному переходом к новым переменным 

X-v = Y-vf!!'t , 

где в есть подходящим образом выбранная постоянная . 

Влииние гироскопических сил 

40. Силы 

Xv = � gv11X� (gvl1 = - gl1v) , 11 

работа которых на действительном перемещепии всегда равна пу
лю , лорд Кельвин предложил называть гирос1Юпичес-,.uжи. 

Равновесие , устойчивое при одних потенциа.яьных cu.ttax, сохра
няет устойчивость при добавлении гирос-,.опичес-,.их и диссипатив
ных Cu.tt . 

В самом деле , при добавлении таких сил дифференциальные 
уравнения возмущенного движения вблизи положения равновесия 
имеют вид 
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Если равновесие устойчиво при одних потенциальных силах , то 
все Лv положительны. При этом полная энергия системы 

Н = + СЕ х'; + ,Елvх�) v 'V 
представляет определенно-положительную функцию. Ее полная 
производпая Н' в силу уравнений возмущенного движения 

Н' =  -2/ 

не будет положительной , независимо от того , будут :�и диссипатив
ные силы обладать полной или частичной диссипацией или их 
совершенно не будет (/ = 0).  Отсюда , согласно теореме Ляпунова 
об устойчивости , непосредственно вытекает утверждение 1\ельви
ва о сохранении устойчивости равновесия при добавлении гиро
скопических и диссипативных возмущающих сил. 

Иаодированпое равновесие, неустойчивое под действиеж потеп
цимьных сид , остается неустойчивыж при добавдении гироскопи
ческих сид и сид диссипативных, есди посдедние обдадают подной 
диссипацией. 

Доказательство легко проводится рассмотрением функции 

W = Н + �  � Лvx�xv , v 
которая при отличных от нуля Л и при полной диссипации будет 
иметь определенно-отрицательную провзводную W' , если положи
тельная постоянная � будет выбрана достаточно малой. Функция 
W, как не зависящая явно от t, допускает бесконечно малый выс
ший предел ; и сколь бы малы по абсолютной величине х� , xv ни 
были , их можно подобрать так , чтобы W была отрицательной, ибо 
среди Лv будет существовать по меньшей мере одно отрицательное. 
Неустойчивость следует по теореме Ляпунова п . 14. 

Есди неустойчивость иаодированного подожеfi-ия равновесия под 
действиеж одних потенцимьных сид UN.eeт нечетную степень,  то 
гироскопическая стабидиаация равновесия невоажожна. 

Действительно ,  при отсутствии диссипативных сил (что несу
щественно и принято лишь для упрощения формул) уравнения 
движения суть 

х� = - AvXv + � gщ.�.х� (gi.IV = - gvl.l) . 
1.1 

Пусть число отрицательных Лv нечетно. Для изолированного по
дожения равновесия все Лv отличны от нудя . Характеристическое 
уравнение для этой системы уравнений возмущенного движения 
есть 

4 (Л) = = о. 
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Имеем 
� (О) = Л1 • • • Лn и � (Л)). .... оо > О. 

При нечетном числе отрицательных Лv выражения � (О) и � (оо ) 
будут разных знаков. Следовательно , уравнение � (Л) = О имеет 
при этом по меньшей мере один положительный корень для Л.  
Этим неустойчивость доказана. 

- Л ри иавестных усдовиях равновесие , неустойчивое под действием 
одних потенциа.л,ьных cUJt, можно упрочнить UJtи стабUJtиаировать 
добQ&/tением подходящих гиросJЮпичес-пих cUJt, есди степень неус
тойчивости не бЫJtа нечетной и при этом не добавмются диссипа
тивные cUJtы, обдадающие nодной диссипацией. 

Чтобы доказать возможность гироскопической стабилизации 
в таких случаях , выделим пары нормальных координат, отвечаю
щие отрицательным Лv . Пусть одна такая пара переменных имеет 
следующие уравнения с добавлением гироскопических сил: 

х" = -а.х + gy ' ,  у" = - �у - gx' ,  
rде а и � отрицательны. Характеристическое уравнение такой си
стемы 

� (Л) = Л• + Л2 (g2 + а + �) + а� = О 
будет иметь чисто мнимые корни , если для Л2 оно имеет отрица
тельные корни .  Последнее произойдет , если 

, g2 + а + � > О, (g2 + а + �)2 - 4а� > О. 
Если постоянная g удовлетворяет последним неравенствам , рав
новесие будет стабилизировано . Предложение доказано. 

Но если на ::материальную систему действуют силы с рассеи
ванием энергии при любых действительных пере::мещениях , то 
гироскопическая стабилизация по доказанному выше невозможна . 
А так как в действительности ::малые диссипативные силы с полной 
диссипацией всегда существуют, то гироскопическая стабилиза
ция имеет для нашей действительности временное значение и на
рушается, коль скоро на систему подействуют диссипативные 
силы с полной диссипацией. Поэтому лорд Кельвин предложил 
называть временной устойчивость равновесия, получающуюся от 
гироскопической стабилизации, а устойчивость равновесия, су
ществующую при действии одних потенциальных сил , он пред
ложил называть ве�tовой . 

П р  и ::м е р . Центр тяжести артилерийского снаряда дви
жется в вертикальной плоскости стрельбы �� вдоль оси � . которую 
при::ме::м для простоты горизонтальной. Пусть х - ось снаряда ; 
v - постоянная скорость его центра тяжести ; 1 - проекция оси 
снаряда на плоскость стрельбы; а - угол ::между 1 и х; � - угол 
::между � и 1; � - горизонтальная ось, � - вертикальная,  а '1 -
третья ось левой системы (�'1 �) .  Задача эта является известным 
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приближением для движения снаряда по весьма настильной 
траектории . 

Подвижную систему осей (xyz) , имеющую начало в центре 
тяжести снаряда , определим кинематически, чтобы тем самым 
показать голопомпость переменных, которые будут определять 
положение снаряда относительно его центра тяжести . Сначала 
повернем систему (�'1 �) вокруг оси f) на угол � таи , чтобы ось � 
перешла в ось 1, новое положение оси � назовем через z, полу
чим систему (/f)z) ; последнюю повернем вокруг оси z на угол сх 
так ,  чтобы ось 1 перешла в ось х, полученную систему назовем 
(xyz) . Пусть ю обозначает угол поворота снаряда вокруг его оси х в системе (xyz) . Из  кинематического определения непосредственно 
следует голопомпость переменных ю ,  сх, � -

Мгновенная скорость вращения снаряда является результи
рующей угловых скоростей ю' , сх ' ,  �' , соответственно направлен
ных по положительным осям х. z. f) ;  отсюда ее проекции р ,  q, r 
на оси х. у ,  z будут равны 

р = ю' + �' sin сх ,  q = �' cos сх ,  r = сх' . 
Живая сила вращательного движения снаряда имеет извест-

ный вид 
2 Т = Ар2 + Bq2 + Cr2 ,  

где А ,  В ,  С обозначают моменты инерции снаряда относительно 
осей х, у, z. Для обычных продолговатых снарядов , представляю
щих тело вращения вонруг своей оси, все эти моменты инерции 
представляют постоянные величины С = В > А .  

Момент действующей на снаряд опрокидывающей пары на
правлен ортогонально плоскости , проходящей через скорость 
центра тяжести v и ось снаряда х в сторону, откуда вращение 
от Р R х кажется положительным. Другие пары сил. действую
щих на снаряд , не принимаются во внимание . Величина опроки
дывающей пары К � а sin у зависит от положительной величины 
а = а (v) и от угла у между скоростью полета v и осью х ;  cos у = 
= cos сх cos �- Величины обобщенных лагранжевых сил Q полу
чаются непосредственно из выражения возможной работы опро
нидывающей пары 

а sin убу = -аб cos у = а sin сх cos � бсх + а cos cx sin � б� . 
Дифференциальными уравнениями вращательного движения 

снаряда являются уравнения Лагранжа для переменных ю, сх, � 
Одно из  уравнений непосредственно приводит к первому интегралу 
Ар = const, отвечающему циклической координате ю; два других 
имеют вид, установленный А. Н . Крыловым: 

Вех" + В�'2 sin сх cos сх - Ар�' cos сх = а sin сх cos � .  

В�" cos сх - 2Всх' �' sin сх + Арсх' = а sin � -
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Умножая эти уравнения один раз соответственно на а' , �, cos а , 
а другой - на s in  � . - sin а cos � и складывая по отдельности 
каждый раз ,  после некоторых простых иреобра зований и внтеr
рирования получаем два первых интеграла : 

в 2 (а'2 + �'2  cos2 а) + а cos а cos � = h, 
В (а' sin � - �,  sin а cos а cos �) + Ар cos а cos � = k. 

За невозмущенное движение снаряда мы примем частное ре
шение а = О, � = О, а' = О, �, = О дифференциальных урав
нений движения. Для такого невозмущенного движения уравне
ниями возмущенного движения будут дифференциальные 
уравнения А. Н . Крылова . Первый из интегралов является ин
тегралом Н =  h, получающимся по методу (п . 9) игнорирования 
циклической координаты ro ;  при этом функция V = Н - Н0 не 
является знакоопределенной. 

Для решения задачи устойчивости по отношению к перемен
ным а , �. а' , ��  умножим первый из интегралов на Ар,  второй 
на - 2а и сложим: 

ВАр W = -т (а'2 + �'2 cos2 a) -

- 2Ва (а' s in  � - �� s in а cos а cos �) - Ара cos а cos � .  

Первое приближение интеграла W + А ра = W2 + . . . есть 

W - ВАр '2 - 2В ' R 
+ 

Ара R2 + ВАр R' 2  ' 2В R' + Ара 2 
2 - 2 а аа '"' 2 '"' 2 '"' т а'"' а 2 а 

. 

Квадратичная форма W2 состоит из двух однотипных квадратич
ных форм; достаточно рассмотреть одну из них 

1 - ВАр ' 2 2В 'R + 
Ара R2 

- -2- а - аа
'"' -2- '"' . 

Форма 1 будет тогда знакоопределенной относительно входящих 
в нее переменных ,  когда положительным будет ее дискриминант 

ВАр -
2

- -Ва 
-Ва Ара 

2 
т. е .  

А
2
р2 - 4Ва > О. 

Это - искомое условие . Если оно удовлетворено , то форма 1 
будет знакоопределенной относительно а' , � ;  вместе с формой f 
будет при этом знакоопределенной относительно а , � .  а' , �� форма 
W2 ,  а тем самым и интеграл W + Ара. Таким образом, W + Ара 

удовлетворяет всем условиям следствия из теоремы Ляпунова 
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об устойчивости ; отсюда заключаем, что если соблюдено последнее 
веравенство , то рассматриваемое невозмущенное движение сна
ряда (а = � = а' = �� = О) будет устойчивым. 

Рассмотренная стабилизация снаряда имеет гироскопическую 
природу и в согласии с предложением Кельвина должна пропа
дать цри существовании полной диссипации . Действительно,  
добавим к первым приближениям дифференциальных уравнений 
движения :малые диссипативные силы, производвые от пекоторой 
функции Релея 

2j = Ьа' 2  + 2еа' � � + с� ' 2 • 
где :малые постоянные коэффициенты Ь, е, с удовлетворяют усло
вию определенной положительности Ь > О, Ьс - е2 > О. Будем 
иметь 

Вех" = аа + А р�'  - Ьа' - е�' ,  
В�" = а� - Ара' - еа' - с�' .  

Чтобы доказать вполне строго , что диссипативные силы раз
рушают гироскопическую стабилиз-ацию,  рассмотрим квадратич
ную форму 

W = � В (а' 2+ �'2) - � (а2 + �2) - 2вВ (шх' + ��' ) . 

Положительную постоянную в определим после.  Производпая от 
W в силу уравнений первого приближения будет 

W' = -[(Ь + 2вВ)а '2 + 2еа'�' - 2вЬа'а + 
+ 2 (Ар - е) вех' � + (с + 2вВ) �'2 - 2 (Ар + е) в �' а -

- 2св�' � + 2ваа2 + 2ва �2) .  
Дискриминант квадратичной формы - W' есть 

Ь + 2еВ е -Ье (Ар - е) е 
е с + 2�;В - (Ар + е) е -се 

-Ье - (Ар + е) е 2ае О 
(Ар - е) е -се О 2ае 

Вывося из третьей и четвертой колонок этого определителя общий 
положительный :множитель в, заключаем, что при достаточно 
малом в, когда при определении знака всех главных диагональ
ных :миноров дискриминанта возможно иренебречь членами с выс
шими степенями в по сравнению с членами с низшими степенями 
в, эти :миноры будут положительными ; следовательно , при таком � 
рассматриваемая форма W' будет определенно-отрицательной . 

Форма W допускает бесконечно :малый высший предел как 
функция ,  не зависящая от времени ; выбором численно сколь 
угодно :малых а,  �. а' , � � форму W всегда возможно сделать отри
цательной, т. е. одного знака с W' .  Отсюда в силу теоремы Ляпу-
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нова о неустойчивости заключаем, что диссипативные силы раз
рушают гироскопическую стабилизацию снаряда и что гироско
пическая стабилизация снаряда является временной. 

Некоторые вынужденные движении 

41 . Большинство вынужденных движений какой-либо меха
нической системы берет свое начало в конечном счете в движении 
пекоторой другой системы, которая воздействует на первую и 
в свою очередь сама находится под ее воздействием. Нередко 
движение второй системы рассматривается при этом приближенно ,  
как заданное с игнорированием воздействия с о  стороны первой 1 ) . 

Остановимся на случае,  когда обе системы находятся в воз
_мущенном движении вблизи их положения равновесия, и вы
числение будем вести в нормальных координатах для возможно 
более простого случая .  Пусть движения двух систем (х) и (у) 
задаются уравнениями 

х" = -а х - хх' + J..Ly' , 
(22) 

у " = - �у . 
Сдучай этот может представиться ,  если в системе (у) пренебре
гается составляющей гироскопической силы -f,1x' ; диссипация 
является частичной . Постоянные х и f..L пусть положительны. 

Рассмотрим случай, когда а и �  одновременно положительны, 
иными словами, случай , когда без иренебрежения гироскопи
ческой силой - f.1x' имела бы место вековая устойчивость в смысле 
Rельвина . Пусть для простоты а = n2, � = р2, тогда 

А . t у = - sш р . 
flP 

Уравнение для системы (х) при этом принимает вид 

х" + хх' + n2x = А cos pt. 
Примем 

х = а cos (pt - е) 

и подставим в уравнение 

а (n2 - р2) cos (pt - е) - хра sin (pt - в) 
= А cos в cos (pt - в) - А sin в sin (pt - в). 

откуда , приравнивая коэффициенты при cos (pt - в) и sin (pt - е), 
имеем 

а (n2 - р2) = А cos 8 , арх = А sin 8 , 

1) С т р е т  т Дж. В .  (лорд Рэлей) . Теория звука. Т. 1 :  Пер . с анrл . -
2-е изд . - М. : Гостехиздат, 1955 . - (См. п.  51 ) .  
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так что (частное) решение может быть записано следующим об
разом: 

где 

А sin 8 х = -- cos (pt - e),  рх 

tg e = рх 
n2 - p'1. 

Такое колебание называется вынужденным; оно является от
ветом на воздействие силы J.tY' , оказанное на систему (х) извне . 
Амплитуда вынужденного колебания пропорциональна ампли
туде силы А , а пеvиод тот же,  что и период силы. 

Работа возмущающей силы на вынужденном движении сис
темы (х) за период силы всегда положительна 

2:rt 

� А2 sin2 F � J.t у' х' dt = . cos2 pt d pt -рх о 

ибо 

2:rt 
- s ш  pt cos p t d pt = ' А2 sin 8 cos 8 � . л:А1 sin2 8 

рх • рх 

2:rt 

о 

2:rt � cos2 и dи = л: ,  
о 

� s i n и cos и dи = О. 
о 

Рабо та эта имеет наибольшую величину при sin 2 е = 1 ,  т. е .  
когда фаза вынужденного колебания отстает на четверть периода 
от фазы силы, что имеет :место , если период возмущающей силы 
совпадает с собственным периодом колебаний системы (х) , иначе 
п = р .  

В едучае равных периодов трение до.л,жно быть принято во 
вниж.ание, ��:ах: бы .мадо оно ни б�о и х:ах: бы ни бы.л, неаначите.л,ен 
его реау.л,ьтат при п и р ,  не равных друг другу . 

Э то соображение высказано Релеем. 
Если трение отсутствует и периоды равны п = р ,  то отвечаю

щая характеристическая Л-матрица 

11 ли + nll -J.tA. 11 1 О 1.' + n2 U 
ииеет непростой элементарный делитель 

(1..2 + п2)2 , 

и, значит,  сколь бы мала ни была амплитуда колебаний у,  необ
ходимо появя'Рся вековые члены. Равновесие системы (х) будет 
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неустойчивым. Уравнения в вариациях для вынужденного дви
жения 

А у = - cos pt, 
fJP 

х = � t sin pt 
2р 

будут того же типа , лишь вместо х, у будут стоять их вариации; 
элементарные делители будут теми же , и, значит, вынужденное 
движение будет неустойчивым. 

Когда же периоды равны n = р и существует трение х > О, 
элементарные делители для характеристической Л-матрицы сис
темы (22) 

будут простыми (Л2 + n2) ,  л� -t- хЛ + п2• 

Стало быть , как бы мало трение ни было , в решении системы (22) 
уже не будет вековых членов:  равновесие систе:иы будет устой
чивым в том смысле, что всегда возможно найти столь малое А , 
чтобы абсолютные значения х не иревосходили заказанную на
перед грань. 

42. В настоящей главе установлены предложения лорда Кель
вина , имеющие большое значение . Возмущенные движения меха
нической системы вблизи устойчивого положения равновесия, 
где потенциальная функция действующих сил и:меет минимум, 
имеют колебательный характер , и наоборот. Добавление дисси
пативиых сил не нарушает устойчивости и неустойчивости равно
весия материальной системы. существующего при потенциальных 
силах . Добавление же гироскопических сил . не нарушая устой
чивости таких положений равновесия ,  в некоторых случаях , 
когда равновесие имеет иеустойчивость четной степени, а дисси
пативиые силы не имеют полной диссипации,  :МОiБет стабилизиро
вать неустойчивое равновесие . 

Первое из этих предложений имеет свое строгое выражение 
в теореме Лагранжа об устойчивости изолированного положения 
равновесия при максимуме силовой функции. Что же касается 
других предложений, то в связи с ними возиикает вопрос , будут 
или не будут сохраняться в действительности явления, подмечен
ные лордом Кельвином из рассмотрения перво'го приближения 
уравнений возмущенного движения .  

К последнему вопросу приводят многие важные инженерные 
задачи. 
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УСТОЙЧИВОСТЪ ПО ПЕРВОМУ ПРИБЛИЖЕНИЮ 

Основные теоремы 

До работ Ляпунова в исследованиях устойчивости ограничи
вались рассмотрение:м одного первого приближения . В подобных 
исследованиях можно прийти к ошибОчным выводам. Ляпунов 
поставил и разрешил вопрос , когда уравнения первого прибли
жения полностью разрешают задачу об устойчивости и неустой
чивости . 

43 [24 ] .  Пусть дифференциальные уравнения возмущенного 
движения имеют вид 

dx8 dt = PSIXI + · · · + PsnXn + Xs (s = 1 , · . . , n) , (23) 

где Х8 суть голоморфвые функции х1 , • • •  , Xn , начинающиеся 
в своих разложениях с членов не ниже второго порядка , а Psr 
суть постоянные . 

Т е о р е м а Л я п у н о в а .  Если вещественные части всех 
n,opneй /..8 хараr>теристическ,ого уравнения первого приближения 
отрицательны, то невоажущенное движение асижптотичесr>и ус
тойчиво, неаависижо от членов выше первого порядrоа жалости Х 8 • 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Если вещественные части всех кор
ней Л.8 отрицательны, то ни для каких неотрицательных т1, • • •  , тп, 
имеющих в сумме 2 ,  не может уничтожиться выражение 

тlЛl + . .
. . + тпЛп .  

Следовательно , существует определенно-отрицательная квадра
тичная форма с постоянными коэффициентами W, удовлетворяю
щая уравнению 

Тогда 

'\1 дW 1 _ 2 2 L... дх8 (p8lxl т . .  · + РsпХп) - xl + . . . + Хп · 

4 Н Г. Четаев 
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будет определенно-положительной не зависимо от Х 8 ,  что и до
.казывает теорему. 

44 [24 ) .  Т е о р е м а . Если среди 1>орней Л.8 хара1iтеристиче
спого уравнения найдется по женьшей жере один с по.ложите.льной 
вещественной частью ,  то невоажущенное движение неустойчиво, 
неаависижо от членов выше первого поряд-па жа .. мсти . 

Д о н а з  а т е л ь  с т в о . Пусть норень Л1 имеет наибольшую 
положительную вещественную часть и пусть х - положительноЕ' 
число , меньшее а1 = Re Л� "  Уравнение 

� дV 2 2 2 
� дхs (PstXl + . . .  + РвnХп) = xV + Xt + . . .  + Xn 

может быть согласно теореме Эйлера об однородных функциях 

2V = � :v Х8 � хв 
записано следующим образом: 

� дV [ _j + ( ) . -L ] _ 2 • 1 з � дх8 PstXl т · · · Рs в - Х Хв т • • • , PsнX·n - Xt т · · · т Xn · 

Уравнение это - изученного типа ; харантеристичесное уравне
ние . связаввое с ним, 

Ll (f.1) = \ 1  Psr - 6sr (х + f.1) \\ = О 
будет •�:меть норвями величины 

f.1s = Лs - Х , 
из ноторых по меньшей мере f.1t будет иметь положительную ве
щественную часть . Какими бы норви Л.8 ни были, всегда можно 
найти таное х < Re �. что ни для наних неотрицательвых т1, • • •  
• • • , тn , имеющих в сумме 2 ,  не будет уничтожаться выражение 

т1Л1 + . . .  + тпЛn - 2х . 

А это значит, что функция V существует и ее соответствующим 
выбором перемеввых х1 , • • • , Xn можно сделать положительной. 

Отсюда 
dV 2 V ( 2 2 • � дV Х ) dt = х + х1 + . . . + x,t -г � дхв в • 

В скобнах стоит определенво-положительная фувнция независи
мо от Х,. По теореме Ляпувова непосредственно следует веусто 'i 
чивость. 

3 а :м е ч  а в и е .  Предыдущие теоремы Ляпунова приложи
м:ы, новечво, не н одному тольно случаю,  ногда Xs не зависят яв
но от t,  ибо последнее обстоятельство не играло особой роли 
'В доназательстве. Коэффициенты P�m, . . .  mn> в функциях Х, могли 
быть непрерывными, оrравичеввы:ми , вещественными функциями t, 
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удовлетворяющими перавенетвам 

l p�m, . . . m,.) l < М 

Am,+ . . .  + mn ' 

где А - пекоторая положительная постоянная. 
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45. П р  и м е р . В перво�1 приближении дифференциальные 
уравнения возмущенного движения регулятора с серnомотором 
имеют вид 

Та6 ' - 11 � = о. 
т;ч· + т,.rt ' + бч + 6 = о, 

т; � , - 11 = о. 

где все коэффициенты при вариациях переменных машины 6, Ре
L'улятора ч и сервомотора � являются положительными постоян
ными , известным образом зависящими от конструктивных элемен
тов системы. 

Спрашивается , каким ус;ювиям должны удовлетворять эти 
коэффициенты, чтобы была устойчивость при возмущении началь
ных значений переменных 6 ,  Ч ·  ч ' ,  � независимо от дальнейших 
членов второго и высших порядков в точных уравнениях возму
щенного движения. Аналогичные вопросы возникают всякий раз , 
когда припятая наперед точность не позволяет строго доверять 
ч.1енам выше первого порядка . 

Согласно доказанным теорема111 , чтобы существовала устой
чивость по первому приближению , характеристическое уравнение 

TsTa T;f.."' + Та Т,, Т8Л3 + 6 Та Т8"л2 + T8f.. + 1 = О  

дОШI\НО иметь все корни с отрицательными вещественными частл
}IИ , для чего теорема Гурвица дает неравенства 1) 

6 Т1, Та > т; и Ts (б Т�.. Та - т;) > Та Т� .  
П р и м е р . Гироскопическая стабилизация неустойчивого 

при одних консервативных силах положения равновесия имеет 
временный характер , а разрушение гироскопического упрочнения 
от действия диссипативных сил с полной диссипацией не может 
быть изменено членами более чем первого порядка в уравнениях 
возмущенного движения , так как первое приближение допускает 
функцию Ляпунова со знакоопределенной н имеющей 'вид квад
ратичной формы производной (п. 40) . Позтому гироскопическая 
стабилизация вращательных движений снаряда является времеи
иой, пока иа систему не действуют диссипативные силы с полной 
диссипацией. 

1) В о з н е с е и с к и й  И .  Н .  О принципах и схемах автоматичесноrо 
р{'rул ирования // Прикл . мат. и иехап . - 1942. - Т. 6 . -- (См. с. 109) . 

... 
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Критические случаи 
46 1) .  Доказанные теоремы оставляют невыяснеиными слу

чаи , когда некоторые из корней характеристического уравнения 
имеют отрицательные вещественные части , в то время как другие 
корни имеют такие части равн,ы:ми нулю. Случаи эти являются 
критичесни:ми в том смысле, что для них устойчивость и иеустой
чивость не может быть выяснена рассмотрением одного nервого 
приближения. 

В таких критичесних случаях дальнейшие приближевил Х • 
:могут давать как устойчивость , так и иеустойчивость . Другими 
словами, функции Х, всегда возможно бывает при этом подобрать 
так , чтобы имела место устойчивость либо иеустойчивость , по же
ланию.! 

Не уменьшал общности , :можно ограничиться рассмотрением 
одной группы уравнений, отвечающей непросто:му элементарному 
делителю корня, вещественвал часть которого равняется нулю. 

Пусть для начала рассматривается нулевой норень : 

�;� = zl, 
dz . 
dt� = - zн + zi (i = 2, . . .  , m) . 

Рассмотрим функции q>1, • • •  , q>m,  определяемые последова
тельно из уравнений 

q>s = Z: + q>:+l (s = т, т - 1 ,  . . . , 1 )  

при условии (j)mн = О. Если принять� 

Z, = 2z8н{j)8н - zвf. ,  
т о  определенно-положительная по построению функция q>1 будет 
иметь своей полной производвой по времени функцию 

q>� = -2�/1 - 22q>az:.ta - 23q>a(j)з.Z:/з - • • • - 2mq>a • • • (j)тz�fm, 
определенно-отрицательную или определенно-положительную 
в зависимости от того , выбраны ли все /, определенно-положитель
ными или они выбраны все определенно-отрицательными. В пер
вом случае невоз:мущенное движение будет асимптотически устой
чивым, а во втором - и�устойчивым. 

Для пары чисто мнимых корней Л = ± i� рассмотрим группу 
dz1 "А + z llt = �t'zl 1 • 

dz1 . fit = фzj - Zj-1 + Zj (j = 2, . . . , m) . 
-------1) Л я п у н о в А. М. К вопросу об устойчивости движеНИII 11 Сообщ. 

Харьк. мат. о-ва.- 1 893 . - Т .  3 // Л я п у н о в А. М. Общая задача об 
устойчивости движения.- М. : Гостехиздат, 1950. 
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Пусть функции q>1 ,  • • • , <J>т определяются последовательно из 
уравнений 

при условии 
<l'm+t = О. 

Если принять Z8 = 2zs+t<J>s+1 - zJ,, где /8 имеют знакоопре
деленные вещественные части , то определенно-положительная 
функция q>1 будет иметь полную провзводную по времени 

<J>i = -Z1Z1 (/1 + Т 1) - 2q>:aZzZ:� (fa + fa) - • • •  - 2m-1q>2 • • . • • • <J>тZmZm (fт + Т т) 

определенно-положительной или определенно-отрицательной в за
висимости от того , будут ли функции Re !а все определенно-отри
цательными или они будут определенно-положительными. Невоз
иущенное движение будет в первом: случае неустойчивым:, а во 
второи случае асииптотически устойчивым. Таким: образом:, чле
иы более высоких порядков могут упрочнять неустойчивость пер
вого приближения, существующую за счет вековых членов в реше
нии уравнений в вариациях. 

Если функции Ха стеснены некоторыми структуриым:и ограни
чениями, то вопрос об устойчивости в некоторых случаях разреша
ется первыи приближением, несмотря на наличие критического 
случая. Например , если уравнения возмущенного движения име
ют форму канонических уравнений Гамильтона, то устойчивость 
равновесия будет иметь место , если в функции Гаиильтона наиниз
шве квадратичные члены представляют знакоопределенную функ
цию. 

47. Доказанные теоремы об устойчивости по первому прибли
жению позволяют непосредственно разрешать также вопросы об 
устойчивости при возмущающих силах, если последние дают 
в дифференциальных уравнениях возмущенного движения (23) 
члены не ниже второго порядка малости . Обстоятельство это прак� 
тически весьма важно, так как наиболее часто встречающиеся 
в технике задачи об устойчивости предполагают существование 
не только отклонений от начальных значений переиенных, но и су
ществование некоторых возмущающих сил , неопределенных 
в малых членах . 

Зададимся целью оговорить в доказательстве, предложенном 
для теоремы об устойчивости по первому приближению (п. 43) , те 
свойства функций Ха, какие только и были в нем использованы . 

Введем ту же функцию. Если все корни характеристи��ского 
полинома L1 (Л) имеют отрицательные вещественные части, то урав
нение 
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имеет решение в виде определенно-отрицательной квадратичной 
формы V (п . 34 , 35) . Имеем: 1 2 \! LдV v = xl + . . . + Xn + -д Xs . хв 5 
Обрати:мся теперь к доказательству теоремы п . 8 об устойчивости 
и собственно к способу Ляпунова,  предложенному для построе
ния числа Л по заданному числу А .  Определим также те стеснения ,  
которые достаточно наложить на функции Х 8 ,  чтобы это построе
ние числа ). по заданному достаточно малому числу А было не за
висящим от численных значений Х8•  

Наша функция V не зависит от t и является определенно-отри
цательной . Пусть l есть точная низшая граница ее абсолютных 
значений на сфере (А ) 

� х; = А. 

Для положительного l найдется,  по свойству допускающей беско
нечно малый высший предел функции V (п . 7), такое отличное от 
нуля число Л. что при 

� 2 k,J Xs <: Л  s 
будет выполняться неравенство 

1 v 1 < l . 
Выбере!'t[ начальные возмущения Xso согласно неравенству 

� х; <: л.. Из соотношения 

(24) 

выводим, что если в области �х� < А функции Х 8 будут стеснены 
веравенетвами 

\ Х, I < Л, 
то 

1 V 1 <: 1 Vo 1 < l .  

(25) 

(26) 

В самом деле , при А столь малом , чтобы при условии � < А 
было удовлетворено неравенство 

1 - � � :� J > o. 
при сделанных предположениях (25) о функциях Х8, для значе
ний переменных х. , удовлетворяющих условиям: 

Л. <; � х� <: А, 
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будем иметь ' � l дJ' 1 ) ' 2 . 2 � дV ---. � 2 ( .L...J дхs 
/ Xs l 

V = Х1 + . . .  т х,� + .L...J дхs Xs :;::7 .L...J Xs , 1 - Л , > О 
независимо от числовых значений Х8• Из последнего же пера
веяства и соотношения (19) непосредственно следует перавеяство 
(21 ) ,  а теАI самым и следующее : 

� х: < А, 

так нак l есть точная низшая граница абсолютных значений V на 
сфере (А ) . 

Если дJtЯ проиавольного пможитмьного числа А ,  с"оль бы Jtuм.o 
оно ни бЫJtо, фующии Х11 могут быть стеснены неравенстважи (25) , 
где Л обозначает число, построенное по описанножу способу Ляпуно
ва, то невоам.уUfенное движение будет устойчивыJit неаависимо от 
численных аначений Х8• 

В приведеином анализе следует отметить способ находить для 
заданного положительного числа А .  меньшего Н и удовлетворяю-
щего условию 1 -L 1 ::8 1 > О при L х; < А,  с помощью функции 

V положительного числа Л, обладающего свойством: ecJIИ началь
ные значения xs. и функции Х8 стеснены перавенетвами � Х�о < Л, I Xs i < Л  (s = 1 , . . . • �). 
то во все последующее время значения переменвых х, будут удов
летворять веравеяству 

Развитием приведеиного анализа мы заниматься не будем 1 ) . 

1) Вопросами об устойчивости при постоянно действующих возмущениях 
занимались Г. Н .  Дубошин, Н. А. Артемьев и И .  Г. Малкин. См. : Д у б о
ш и и Г. Н .  К вопросу об устойчивости движения относительно постоянпо 
действующих возмущений // Труды ГАИШ . - 1 940 . - Т. 1 4 ,  М i ;  А р  т е м ь
е в Н. А. Осуществимые движения // Изв. АН СССР . Сер . мат . - 1 939 . 
М 3 ;  М а л к и п  И .  Г. О б  устойчивости при постоянно действующих воз
мущениях // Прикл . мат. и мнан. - 1 944 . - Т. 8, М 3 .  



Г J[ А В А 7 

СЛУЧАЙ С ОДНИМ НУ ЛЕВЫМ КОРНЕМ 

Вспомогательное преобразование 

48 [28 ] . Пусть характеристическое уравнение имеет один ко
рень, равный нулю, при прочих с отрицательными вещественны
ми частями. В этом случае уравнения первого приближения име
ют один линейный интеграл , очевидный из их канонического вида 
n. 30. Принимая этот интеграл х за переменную, мы приведем 
уравнения возмущенного движения к виду 

dx 
dt = X, 
dx 
d/ = PSIXl + . . .  + PsnXn + PsX + Xs (s = 1 , . . . , п), 

где Х, Х8 суть голоморфвые функции переменных х, х1 , • • • , Xn , 
начинающиеся с членов не ниже второго порядка ; постоянные Psi 
таковы, что уравнениеJ 

.!\ (Л) = 1 1 Psi - BsJЛ 1 1 = О 
имеет все корни с отрицательными вещественными частями . 

Обозначим через Х0, Х� значения функций Х, Х8, когда в по
следних все nеременвые х1 , • • • , :lin положены равными нулю. Пу
тем простого иреобразования всегда можно добиться,  чтобы паи
низшая степень х в функции Х0 была не выше таковых для функ-
ций Х�, если Х0, � не равны тождественно нулю, и чтобы все 
постоянные р8 были нулями. 

Действительно , рассмотрим следующую 

Рв1Х1 + • • • + PвnXn + РвХ + Хв = О 
систему уравнений: 

(s = 1 ,  . . . , n) . 
Эта система уравнений удовлетворяется нулевыми значениями пе
ременных х, х1 , • • • , Xn · Ее функциональный определитель относи
тельно переменных х1 , • • • , Xn для нулевых ·значений х, х1 , • • • , Xn 
отличен от нуля и равен .!\ (0) .  Поэтому существует решение 

х, = и8 (х) (s = 1 ,  . . .  , n) , 
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где Us суть некоторые голоморфвые функции х, уничтожающиеся ,  
когда переменпая х равна нулю . 

Если в исходной системе Ps и х� суть нули, то решения Us бу
дут также нулями . Но в этом случае система , удовлетворяя желае
мым свойствам, не требует дополнительного преобразования.  
Если этого нет ,  то введем новые переменвые z1 ,  • • • , zn согласно 
равенствам 

Xs = Zs + Us • 
Преобразованная система будет иметь вид 

dx 
lit = Z, 
dz 8 - + 1 1 z (it - PВ1Zl • • • т PsnZn Т в (s = 1 ,  . . .  , n) , 

(27 )  

где Z обозначает функцию Х после подстановки Х8 = z8 + u8 , а z. 
обозначает выражение 

' dus PВ1Ul + • · • т PsnUn + PsX + Хв - -;r; X 

после той же подстановки . Обозначая через .zo , Z� значения функ
ций Z, Z8, когда переменвые Z8 все положены нулями, и принимая 
во внимание уравнениР., определяющие u8 ,  выводим соотношения 

du zo = _ _  s zo 8 dx ' 

из которых следует, что в разложенивх Z� по степеням х не будет 
членов , степень которых была бы ниже паинизшей степени в раз
ложении zo по степеням х. Если zo тождественно равно нулю, то 
такими же будут и �. При указанном иреобразовании задача ус
тойчивости по отношению к х, х1 , • • •  , Xn равносильна задаче ус
тойчивости по отношению к х1 , z1 , • • •  , Zn · Поэтому при анализе 
устойчивости возможно исходить из уравнений (27 ) .  

Анализ различнЫх случаев 

49 [29 ] .  Вначале рассмотрим случай, когда паинизшая сте
пень х в разложении zo есть четное число . Пусть для начала это 
чис.тю есть 2 :  

Z = gx2 + Р х  + Q + R, 
где Р - линейная ,  :а Q - квадратичная формы переменных z1 , • • •  
. . . , zn ; R не имеет членов ниже третьего измерения ; g - постоян
ная .  

Рассмотрим функцию 

V = х + Ux + W, 
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где и - линейная, а W - квадратичная формы переменных 
z1 , • • •  , zn .  В силу уравнений (27) имеем 

dV = gx2 + Рх + Q + R + иz + dt 
� дU 

. 
+ Х L..J дzв (PstZl + • • • + PвnZn + Zs) + 

s 

+ L �� (PstZI + • • • -1- PsnZn + Z,) .  
§ 

Неопределенные nока функции и, W определим так,  чтобы 

L дU д (pВlzl + · · · + Psn Zn )  + Р = О, 
zs s 

Из n .  34 заключаем, что такое определение и, W всегда возможно , 
так как все корни nолинома 11 (Л) = \1 Рвr - б8rА 11 имеют отрица
тельные вещественные части . При таких и и W имее)I : 

dV (' 2 2 2 S dt = g Х -1- Zt -1- . . . -1- Zn) -1- , 

где S имеет nорядок паинизших членов, по меньшей мере 3 .  Произ-
dV водная Тt представляет знакоопределенную функцию знака , сов-

nадающего со званом постоянной g; V не зависит явно от t ,  а пото
му допускает бесконечно малый высший предел . Функцию V можно 
сделать одного знака с g, а это в силу теоремы Ляпунова о не
устойчивости (п. 14) доказывает, что в этом случае невоз)rущен
ное движение является неустойчивым. 

Рассмотри�r теперь общий случай : 

Z = gxm + P<l)x + . . .  + РР''-1>хш-t + Q + R, 
Z _ p(l)X + + p<ш-l)Xm-t + z' .s - s • • • в ·s , 

где p<i ! , P�i) - линейные , а Q - квадратичная формы перемен
ных z1 , • • •  , z,, : 

где v, v<s> ,  vli' l'��) обознача ют t·оломорфные функции переменных 
х, z1 ,  • • •  , zn ,  причем v, v,i уничтожаются, когда последние все 
делаются нулями. Если т представляет четное число , рассмотрим 
функцию 

v = х + и<1>х + . . . + и<m-1) xn•-l + w, 
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где U<i> - линейные , а W - квадратичная формы nеременных z8 • 
Имеем согласно уравнениям (27) :  

m -1 d; = gxnl + p<l>x + . . .  + p<m-l)xm-1 + Q + R + L ru< r>xr-1 z + 
7=1 

m-1 m -1 
1 � � r дUr [ + + + � p(i) i + z' ] , т � L..J Х дzs PнZl • • • PsnZ,. .6 • Х s т 

r=l 1 1=1 

Функции UИ,  W оnределим nоследовательно (г = 1 ,  . . . , т - 1)  
согласно уравнениям 

� дu<• > . � � au<a> <11> и _  � -в;- (p81Z1 + · · · + PsnZn) + L.J L..J --az;- Ps + Р - О, 
8 s o.+l\=1 8 
� дW . ) Q ( 2 • а )  L..J дzs 

(PsiZl + • · • + PsttZn + = g Zt -t- • • • + Zn • 
8 

При таком, в рассматриваемом случае всегда возможном, выборе 
функций U<1 ) '  w имееl\1 

где 

dV ( n. 2 + 2 ) S dt = g х + z1 • • . + Zn + , 

w, w1i обозначают голоморфвые функции переменных х, z1 , • • •  , z,.,  
уничтожающиеся ,  когда nоследние все делаются нулями. 

Функция V, как не зависящая от t , допускает бесконечно ма
лый высший предел и при nодходящем выборе сколь угодно ма
лых по абсолютной величине х, z1 , • • • , Zn может принимать зна-dV чения любого знака.  Ее провзводная Тt является при этом зна-
коопределенной знака , совпадающего со знаком постоянной g. 
Следовательно, по теореме Ляnунова (п . 13)  невоамущенное дви
жение является в этом случае (т - четное) неустойчивым. 

Теперь допустим, что т есть нечетвое число . 
Функцию V будем искать вида 

v = +х2 + u<t>x2 + . . .  + u<m-l)xm + w, 

где U<i> - линейные , а W - квадратичная формы переменных z • •  
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Имеем 

�� = gxm+l + р(1)х2 + . . .  + p<m-1)xm + xQ + xR + 
m-1 m-1 

+ L (r + 1) U(r)x"Z + L _E xr+1 д�:r) {Ps1Z1 + . • • + Pвn'Zn + 
r=1 r=l а в 

\=11 p<i>xi + z•) \1 дW 
+ � • в + � az (PstZ1 + · · · + Pвn Zn+ Z8) ·  

i = l  8 8 

Выберем квадратичную W и линейные U(r) формы последователь
но (r = 1 ,  . . . , т - 1 )  согласно уравнениям 

\1 вuИ � \1 au<a.> <ll> < > 
� � (Psizl + · · · + P,nZn) + � � Р8 + P r  = 0, 

а a.+ =r s • 
\'1 дW (  2 2 
� az Рв1Z1 + • • · + PsnZn) = g (zl + • • • + Zn) • 

8 8 

Это всегда возможно, так как все корни полинома А ().) = 11 р,,. 
- б8rA II имеют отрицательные вещественные части (п. 34) .  При та
ком выборе U(r) , W 

где 

dV 
( m+l + 2 + + 2 ) S � = g Х ZJ • • • Zn + '· 

S = vxm+I + � ViJZiZJ ,  
ij 

v, v11 обозначают некоторые голоморфвые функции перенеиных 
х, z1, • • •  , Zn , уничтожающиеся , когда последние делаются все ну-

лями. Производпая � является званоопределенной функцией ; 

ее знак совпадает со знаком постоянной g. 
Если при этом g положительно, то из-за того, что подходящим 

выбором значений переменных х, z1 , • • •  , Zn функцию V можно 
сделать положительной или, другими словами, одного знака со � dV 
знаком производпои dt '  выводим, что невозмущенное движение 

неустойчиво .  
Если g отрицательно , то  из-за того, что квадратичная форма 

W будет (п .  35) nри этом определенно-положительной относи
тельно .z1 , • • •  , z,. ,  выводим, что функция V буде:r определенно
положительной относительно всех переменных х, z1 , • • •  , z,. и ,  
как не зависящая явно от  t ,  будет допускать бесконечно малый 
высший предел. На основании теоремы Ляпунова об асимптоти
ческой устойчивости (п. 12) заключаем, что в этом случае невоз
мущенное движение является устойчивым, а всякое достаточно 
близкое возмущенное движение стремится к нему асимптотически. 



АНАЛИЗ РАЗЛИЧНЫХ СЛУЧАЕВ 109 
Итак,  певоажущеппое движение будет пеустойчивыж, если т 

есть четпое число и если т печетпое, а g положительно; если т 
есть печетпае число, а постояппая g отрицате.п.ьпа, то певоа.м,у
щеппое движение асижптотичес"и устойчиво. 

50. П р и :м е р .  Рассмотрим задачу, которая в известном 
смысле :может являться приближением для задачи об устойчи
вости прямолинейного полета нейтрального самолета по отноше
нию к продольным движениям. 

Самолет, летящий в воздухе, представляет совместно с воз
духом :механическую систему, состоящую из твердого тела и 
сплошной среды. В практических исследованиях такую систему 
обычно упрощают и рассматривают один самолет, находящийся 
под действием заданных ускоряющих сил . Мы будем предпола
гать, что эти ускоряющие силы явно не зависят от времени и от ко
ординат центра тяжести самолета , по крайней мере для всех 
возмущенных движений, достаточно близких к рассматриваемому 
прямолинейному полету самолета в однородной, спокойной ат
мосфере. 

Пусть т - :масса самолета ; v - скорость его центра тяжес
ти G; J - центральный момент инерции;  ер - угол, образуемый 
скоростью v с горизонтальной плоскостью ; е - угол хорды кры
ла с горизонтальной плоскостью ; а = е - ер - угол атаки. 
Пусть тяга винта Ф (v, ro) проходит через центр тяжести G, имеет 
постоянное направление относительно самолета и составляет угол 
� со скоростью v. Подъемную силу, силу сопротивления и резуль
тирующий момент (относительно центра тяжести) обозначим че
рез cav2 , CuP2 и CmV2 • Будем считать,  что Cm не зависит от v и от 
угла е , когда переменными задачи выбраны v, а , е, е· = (1). Для 
простоты положим, что Са ,  С111 зависят только от а. 

Естественные уравнения продольных движений самолета в его 
плоскости симметрии суть 

т �: = Ф cos � - тg sin cp - c111v2, 

mv �� · = Ф sin � - тg cos ер + cav2, 

1 d\16 - 2 dti" - CтV • 
Будем расс:матрива·rь установившийся прямолинейный полет , 

в котором переменвые v, а, е имеют постоянные значения ,  удов
летворяющие уравнениям 

Ф cos � - тg sin ср - C111V1 = О, 
Ф sin � - тg cos ер + cavl = О, 

Cm = О. 
Обозначая соответственно через s, 1') ,  �. �· вариации перем:ев

вых v, а, е, е• ,  им:ее:м следующую систему дифференциальных 
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уравнений в вариациях (q = 6а = б� ) :  

т �; = � ( - 2cwL' + �� cos � ) - 11 ( а;; - Са) v2 -

дФ 
- �mg cos qJ + � · дW cos � . 

mv � = t (- 2c lJ - дФ s in R ) - n ( дca + с ) v2 _ _  
dt "' а ди t' " 1  да. W 

- �mg sin <р + �· ( mv - �: si n �) . 
..!5.... = ,.. , 

dt ." '  
d'�' ' де де l -"'- = 11 ___!!!. v2 . ' ,.. , ___!!!. v2 .  
dt да. т ."  дю 

Мы будеr.r заниматься задачей устойчивости установившегося 
прямолинейного полета для нейтрального самолета,  т .  е .  такого,  
который в рассматриваемом невозмущенном движении обладает 
свойством 

дет - = 0. да. 
)(арактеристическое уравнение при этом будет 

11 (Л) = -- л ( д;;; v2 - IЛ) х 

х 

дФ -- cos IJ - 2cwv - mJ,. д и - -- - С U ( дсw ) s да. а ( деа ) - -- -L e  v• - mvJ,. да. 1 w 

= 0. 

Отсюда мы должны заключить, что характеристическое уравнениt:' 
задачи о продольной устойчивости нейтрального самолета на пря
молинейном пути при сделанных допущениях всегда имеет один 
нулевой корень . Пусть другие корни имеют отрицательные ве
щественные части , а посему удовлетворяются веравеяства Гурвица 

дет - < О, дю 

v ( �� cos � - 2cwv ) - ( �� + Cw) v2 < О, 
{ дФ ) ( де ) ( дФ ) ( де ) \ дiJ cos � - 2сwи ди

а + Cw + 7fV sin � + 2cav а: - Са < О. 
Вопрос об устойчивости должен разрешаться по методу Ляпу

вова с учетом членов более высокого порядка малости . Предва
рительно следует заметить ,  что для практического вычисления 
постояввой g, введенвой в п . 48, 49, нет необходимости непремен-
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во полностью вычислять функции иs ; достаточно в этих послед
них определить члены не выше (т - 1 )-й степени х. 

В рассматриваемой задаче линейный интеграл х для уравнений 
в вариациях есть 

де 
х = /�' - -'-'' v2� • • дw 

Чтобы получить простые вычисления,  исключим перемен
ную � и будем рассматривать полную систему дифференциаль
ных уравнений возмущенного движения в пере:менных х, х1 = �. 
;с2 = 'tJ ,  Хз = �, . И11еем 

dx ' ' 2 дет 2 (ft = Х = с111 (а. -г х2• ro -г х3) (v + х1) -
дw v х3 • 

Нас интересует выражение 
Z<0> = Х (х, v + и1 , а. + U2 , ro + из) ·  

Приравнивая нулю правую часть дифференциального уравнения 

Пусть для вейтрального самолета уничтожаются все произ
аРе 

включительно , а производпая ___!!!... да.Р 
д�-' е 

водные � до порядка р - 1 да. 
отлична от нуля.  

Из последнего уравнения имеем 

Следовательно , 

др е т 
1 оа.Р Р u3 ---= - -Р1 � u 2  + . . .  . т а;;-

де 2 дре Z(O) _ ( + ) ( ):! ш 2 _ V т Р - с т а. u2 , u) + и3 v + u 1  - -_,- v u3 ·- -1 -Р- и2 + . . . ff(J) р. да. 

Если и2 --= Axq + . . . , то степень т паинизшего члена gхщ 
в разложении функции Z<0> в ряд по возрастающим степеням х 
есть т = pq,  а коэффициент 

Для устойчивости невоз?trущенного движения степень т должна 
быть нечетной, а постоянная g - отрицательной ; поэтому числа 
р и q должны быть одновременно нечетными и должно иметь место 
неравенство g < О. 



1 12 ГЛ. 7. СЛУЧАй «..: UДНИ:М НУЛЕВЫМ НОРНЕМ 

Наннизшие члены фуннции и2 определятся из системы урав
нений 

( дФ ) ( деи· ) дV cos � - 2cwv u1 - да. 
- Са v2u2 + mg c o s  q: 

х = О, де • .--!!!.. и• дrо 
- ( �� s i n  � + 2cav) Ui - ( :� + Cw) v2u2 + �:�in: х = О, 

-- U  aro 
откуда 

Когда А положительно, что имеет место для самолетов 1) , если 
удовлетворены предыдущие неравенства, то последнее условие дР е 
устойчивости принимает вид __.!!!:... < О, р - нечетно.  

да.Р 
51 [30, 31 ] . Нам осталось рассмотреть случай, ногда Z<0> ,  z�o> 

уничтожаются тождественно . Тогда уравнения (27) допускают оче
видное решение 

х = с , z1 = О , . . .  , z,1 = О, 
:щвисящее от произвольной постоянной с .  

Сделаем подстановку 

х = с +  z , 

разумея под с nроизвольную вещественную nостоянную , абсо
лютная величина которой ·не ·  должна тольно иревосходить пеко
торого достаточно малого числа . Получим 

(s ·= 1 ,  . . .  , n) . 

где Cs r  будут голоморфными функциями постоянной с , уничто
жающимися П,РИ с = О, а z: будут голоморфными функциями nе
ременных z ,  z1 , • • •  , zn ,  разJiожения которых начинаются членами 
не ниже второго порядi<а и обладают rоломорфными относительно 
с коэффициентами . Такой же nолучится и фунFция 

z = clzl + . . . + CnZn + Z' .  

1) Это дополнение к изложенному из моих лекций по устойчивости само
летов, сделавшее беспредметным рассмотрение случая А <  О , выполнил 
Е .  П .  Гроссмаи (Г р о с с м а и Е . П .  Продольная динамическая устойчи
вость иейтральных самолетов // Тр . ЦАГИ. - 1935 . - .N! 21 7) . 
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Рассмотрим уравнение в частных производных I: ((Psi + Csl) Z1 + · · · + (Psn  + С8" ) Zn + z;) :: = 
8 s 

1 13 

= clzl + . . .  + CnZn + Z' 
и будем искать для него голоморфвое решение вида "" 
где V1 обозначет форму степени i относительно переменных . Для 
определения форм V1 сравнение однородных членов даст сле
дующую систему уравнений : 

� av. 
� HPsi + cSl) zl + . . . + (Psn + Cs" )  Zn] дz� = ui, 

r 
нде U 1 будут представлить известные однородные формы перемен-

ных z1 , • . .  , Zn степени i ,  зависящие от форм VJ с указателем j, 
ке превышающим i - 1 . Вследствие нашего допущения, что все 

орни уравнения � (Л) = 1 1 Pii - {ji /Л 11 = О обладают отрицатель-н 
б u 

с ыми вещественными частями , при с ,  по а солютвои величине до-
таточно малом, все корни уравнения D (Л) = \1 P i i + c1 J -

- l51 1Л \\ = О также будут иметь отрицательные вещественные 
части . При таком с условия теоремы п . 34 будут удовлетворены, и ,  
следовательно , последние уравнения однозначно определят все V1 
в порядке возрастания, индекса i .  Все коэффициенты в формах V1 
будут голоморфными функциями постоянной с при достаточно ма
лых абсолютных значениях последней. 

Отсюда заключаем, что 
х = с + z (z1 , • • •  , Zn , с) 

представляет некоторый неразрешенный относительно постоян
ной с интеграл системы (27 ) ,  и ,  следовательно,  им можно заменить 
первое из дифференциальных уравнений этой системы . Тогда 
прочие уравнения системы приведутся к виду 

dz8 , 
dt = (Pst + cSl) zl + . . . + (Psn + Csn ) Zn + Zs, (28) 

где z: будут голоморфными функциями z1 ,  • • •  , Zn с коэффициен
тами , являющимися голоморфными функциями постоянной с ;  
причем разложения Z� будут начинаться с членов не ниже второго 
порядка относительно z1 ,  . • •  , Zn .  

Наша задача об устойчивости по  отношению к величинам z , 
z1 , • • • , Zn равносильна задаче об устойчивости по отношению к ве
личинам с ,  z1 , • • •  , Zn . Действительно , всяким численно достаточ
но малым значениям одних ведичин отвечают сколь угодно чис
ленно малые значения других. 
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При всяко�I с, достаточно малом по абсолютной величине , 
вопрос об устойчивости по отношению к величина�1 z1 , • • • , Z71 
приводится к исследованию уравнений (28) , характеристическое 
уравнение которых 

D (Л) = и p;j + Cjj - 6;iЛ II = о 

имеет при таком с все корни с отрицательны�IИ вещественными 
частями . Вследствие этого при всяком с, достаточно малом по аб
солютной величине , для всякого данного положительного а най
дется таКО(' полощительное число е ,  чтобы при выполнении в на
чальный мо�шнт времени условия 

� z�0 < e  
; 

во все пос.rrедующее время движения выполн я:юсь следующее : 

� z� < a 
i 

и чтобы при тех а.:е условиях функции Zs с беспредельным воз
растанием t стре�1ились к нулю. 

Однако отсюда мы еще не имеем права заключать, что невоз
мущенное движение устойчиво . Для того чтобы такое заключение 
было законно , необходимо , чтобы при 1 с 1 ,  не иревосходящем не
которого числа , можно было выбирать е не зависящим от с .  

Расс�ютрим определенно-отрицате.rrьную квадратичную фор
му V, определенную уравиение�1 

� (  ) w  2 2 L...J Ps1Z1 + • • • + PsnZn дzs -= Zt + • • · + Zn· 
s 

Полная производпая по t от такой функции V, взятая в силу урав
нений (28) , есть 

dV 2 2 . '\1 , • дV dt = Z1 + • • · + Zn -t- L...J (cSlzl + · • • + CsnZ n + Zs) дz8 • 
s 

Постоянные C ; j  являются голоморфными функциями с , уничто
жающимися при с, равном нулю, значит , для значений с, доста
точно ·малых по абсолютной величине, правая часть последнего ра
венства будет представлять определенно-положительную функ
цию в области достаточно малых абсолютных значений перемен
ных z1 , • • • , z,н независимо от значения с, меньшего векотороrо 
достаточно �1алого числа . Это обстоятельство и доказывает воз
можность выбрать число е не зависящим от с (п. 8). 

Таким образом, приходим к заключению, что в случае, "огда Z0, 
Zs обращаются в пуль, иевоа.м.ущеииое движение устойчиво, а воа
�ущеииое движение, достаточно блиа"ое " иевоа.м.ущеиио.му, будет 
ас�птотичес� приближаться " ue"omopo�y устаиовивше�уся 
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движению 
х -= с ,  z1 = О, . . . • Z11 '= О . 

52 [32J .  П р и м е р . Дана система 

:: = ах2 + b.ry + су2 , �; = - у +  kx + lx2 + тху + пу" 

с постоянными а ,  Ь .  с ,  k, l ,  т, n . Из уравнения 
-у --1-- k.x + lx2 + тху + ny2 = О 

находим 

где 
в2 = l + тk + nk2 . 
Вз = (т +  2nk) В2 • • • •  

Отсюда 
zo =- ах2 + bxu + си2 = А2х2 + А3ХЗ + А 4х4 + . . .  , 

где 
А 2 = а + bk + ck2 , 
А з  = (Ь + 2ck) В2, 
А 4  -= ( Ь  + 2ck) В3 + сВ� , 

1 15 

Если А2 отлично от нуля ,  то невозмущенное движение неустой
чиво . 

Пусtь А 2 -= а + bk + ck2 = О .  Если при этом В2 = О (что вле
чет за собой равенство нулю и всех остальных ноэффициен
тов В и А ) ,  то невозмущенное движение будет устойчивым. 

Допустим, что в2 не нуль . устойчивость будет определяться 
званом А з , ноrда Ь + 2ck отлично от нуля.  А если Ь + 2ck = О, то 
при с, отличном от нуля,  ноэффициент А 4 будет отличен от нуля 
и, следовательно , будет иметь место неустойчивость; при с = О из 
уравнений Ь + 2ck = О, А 2 = О следует а = О, Ь = О,  а тем са
мым Z<0> - .:; 0: невозмущенное движение будет устойчиво. 
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ПАРА ЧИСТО МНИМЫХ КОРНЕЙ 

Преобрааование уравнений 

53 [33 ] .  Путем определения вещественных канонических пе
ре1118ВВЫХ (п. 30) ,  отвечающих паре чисто мнимых корвей +iA., 
систему дифференциальных уравнений возмущенного движения 
можем иреобразовать в таком случае к следующему виду: 

dx dy dt = - А.у +  Х, dГ = Лх +  У, 
dx8 

1It = Рв1Х1 + · · · + РвпХп + asx + �sY + Х, 

(s = 1 ,  . . . , n) . 

(29) 

Здесь Х , У, Х8 суть голоморфвые функции веществеиных пере
меввых х, у , х19 • • • , Xn , разложения которых начинаются члена
ми не ниже второго порядка и обладают постоянными веществен
ными коэффициентами; Psr • as ,  �s суть некоторые вещественвые 
постоянные, причем все корни уравнения 

\ \ Psr - бsrX \\ = О 

имеют отрицательвые вещественвые части ; для определенности 
будем считать Л положительвой постоянной. 

Можно предположить, что функции Х и У обращаются в нуль, 
когда х и у делаются нулями. Действительно, допустим, что этого 
нет. Определим х и у как голоморфвые функции перемеввых 
х1, • • •  , xn,  удовлетворяющие уравнениям 

L (PвtXl + • • · + РвпХn + asX + �sY + Х8) :: • = - Лу + Х, 
8 8 

L (PstXl + • · • + PsnXn + asX + PsY + Xs) ::8 = Лх + У 
8 

и содержащие в своих разложенних члены не ниже второго по
рrщка 

х = U2 + и3 + . . .  , у = v2 + v3 + . . .  , 
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где ит ,  Vm суть однородные функции степени т от пере:меввых 
Хн • • •  , Xn • Для последовательного определения ит , Vm получим 
уравнения 

'{'1 

дит � (PвtXl + · · · + P!nXn) дхв = - Лvm + Р т •  
8 

где Рт , Qт - однородвые функции х1, • • •  , Xn степени т, зави
сящие от и�r , v11 (k < т) .  

Допустим, что все функции и11 ,  v" (k < т) определены. То1•да ,  
сохраняя обозначения п.  34, будем искать ит ,  Vm в виде 

Uт = � AтUr, Vm = � BrUr, 

функции Рт,  Qт при это:м будут известными функциями х1 , • .. .  , Xn: 
Рт = � ptUr, Qm = � qrUr .  

Подставляя эти значения в предыдущие уравнения, получим для 
определения постояиных А т,  Вт систему алгебраических линей
ных неодиородных уравнений 

А, (m1x1 + . · . + mnxn) + � ��s> Аа = - ЛВr + Pr• 8 
Вr (т1х1 + . . .  + mnXn) + � ��s>в .. = ЛАr + qr•· 8 

где т1 , • • •  , mn - какие-то веотрицательвые целые числа , даю
щие в сумме т; х1, • • • , Xn суть корни уравнения \1 P i J - бiJX 11 = = О ;  ��s) суть некоторые иеположительвые постоянные, когда 
r < s, и нули, когда r > s. Определитель этой системы уравнений 
есть 

Та1с как согласно п.:.эедположевию все корни Xs имеют отрицатель
вые вещественвые части, то ни для каких веотрицательвых чисел 
т17 • • •  , тп,  дающих в су:м:ме т, выражение т1х1 + . . .  + тnXn 
не :может равняться ±Лi ;  следовательно , определитель D не об
ращается в нуль и из последних уравнений постояиные Ar, Br 
будут определяться одвоэначво. 

Пусть 
х = и = и2 + и3 + . . .  , у =  v = v2 + v3 + 

суть найденвые указаиным путем решения.  Вводя вместо пере:мев
вых х, у переменвые ж, jj 

х = и + ж, у = v + у, 
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иреобразуем заданные уравнения к виду, в котором члены Х, У 
будут уничтожаться,  когда х,  у делаются нулями. 

Поэтому мы предположим, что при составлении уравнений (29) 
выполнено указанное иреобразование (если в нем была надобность) 
и что , следовательно , функции Х и У уничтожаются,  когда х, у 

делаются нулями. 
54 [33] . Вместо переменных х, у введем полярные координа

ты r ,  6 :  
х = r cos 6 ,  у = r sin 6 .  

Будем иметь 

:; = Х cos 6 + У sin 6. r :� = Л.r + У cos 6 - Х sin 6 . 

Из допущения, что Х , У уничтожаются, когда х, у делаются 
нулями , выводим, что правые части последних уравнений унич
тожаются,  когда уничтожается r . Поэтому после сокращения на r 
второе уравнение дает 

d6 
dt = Л. + 8, 

ГДе 6 обозначает ГОЛОМорфную фунКЦИЮ перемеННЫХ r ,  Х1 , , • •  Xn , 
уничтожающуюся при одновременном равенстве последив� 
нулю и имеющую в своем разложении коэффициентами целые 
рациональные функции от sin 6 и cos 6. Из этого уравнения видно , 
что пока величины 1 r j ,  1 Xs 1 не иревосходят некоторых постоян
ных, 6 будет непрерывной возрастающей функцией t. Отсюда яс
но, что при решении задач об устойчивости переменпая е может 
играть такую же роль,  что и t. Примем ее за независимую пере
менную вместо t. Тогда 

dr 
d6 = rR, 

(30) 

где R , Qв обозначают функции такого же характера , как и 8 ;  
при этом функции Qв в своих разложеюiях н е  будут содержать 
членов ниже второго измерения относительно величин r, Xs ; 

Первое из уравнений (30) показывает , что если начальное значение 
r есть нуль, то r будет равным нулю для всякого 6. Следовательно, 
r будет сохранять знак своего начального значения по крайней 
мере до тех пор , пока величины r, Х8 остаются все достаточно 
малыми по абсолютной величине . Мы будем предполагать , что 
r не п�лучает отрицательных значений. 
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55 [34, 35] .  Дли решении задачи уравнении (30) придетси 
подвергнуть пекоторому преобразованию, какое находитси в сви
зи с вопросом о возможности для них nериодического решениЯ 

r = с  + u<2>c2 + u<3>c3 + . . .  , 
(31 ) 

где с - произвольпаи постоиива и ,  а u<k> , и�''> - не зависищие от 
нее периодические функции е с общим периодом 2л:.  Такое перио= 
дическое решение не всегда будет возможно . 

Дли определении функций u( l•> , и�"> сделаем подстановну (31 ) 
в систему дифференциальных уравнений (30) и сравним коэф
фициенты при одинаковых степених с. Получим 

du<ln ( lt)  
--;ш- = и ' 
d щ  и. <k> + + < k > + < е + ь . е) < �> >  -+ и<" > d'iJ о= q81Ut • • • q811U n а8 COS 8 Slll U - s , 

где и о•> , и� '• > суть известные целые рациональные функции от 
тех u<11> , и�11> , дли которых f.t < k, с коэффициентами, представ
лиющими целые рациональные функции от sin е и cos е; при k = 1 
все функции и суть нули ; k = 1 , 2 ,  . . . 

Функции и�1> всегда будут периодическими вида 

u�1> = A s  cos е + Bs sin е ,  

где А 8 , Bs - некоторые постоянные . Наиболее просто это можно 
доказать через приведение уравнений для u�k) к каноническому 
виду (п. 30) 

dv�k) ( k ) (/;) • е ' . , , (k) dO = X8Vs - (J8Vs-1 + (as COS + b5 sш e) u  + V8 , 

где v�'• > , . • .  , v<);> - канонические переменные
·
, а постоинные а; , ь; 

суть линейные комбинации коэффициентов а. ,  ь. ;  новые v�k) бу
дут таюне известными целыми рациональными функциями от тех 
u<11 > , v�"'> , дли которых f.t < k, с коэффициентами, представлию
щими целые рациональные функции от sin е и cos е; при этом 
ВСе V�l) равны нулю ; Хн • , . ,  Х" ИВЛЯЮТСИ КОрНИМИ уравнеНИИ 

! \ qi j  - бijX \\ = 0, 

постоииные crs суть либо нули , Jшбо 1 ;  cr1 = О, s = 1 ,  . . .  , n ;  
k = 1 ,  2 ,  . . .  

Из этих уравнений имеем1 
о 

v�k) = еи.в � е-и.в [(а� cos е + ь: sin е) u(k) - cr.v��l + y�k)] de , 
-оо 
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и, следовательно , всякий раз, когда стоящие здесь в квадратных 
скобках выражения представляют целые рациональные функции 

sin е и cos е ,  такими же будут получаться и функции v�k) '  а тем 
самым и u�k> , линейно зависящие от последних 1) . 

Для k = 1 функции u�1> получаются указанного вида , ибо 
u<1> = 1 '  а все v�l) суть пули . 

Возможность или певозможпость k-го шага в процессе после
довательного определения функций u<11 > , v�k ) зависит от возмож
ности или невозможности периодического решения для u<k> 

е 
иЩ = � u<k>ae . 

о 

Допустим, что все функции и<�>> , v�"> , для которых lt меньше не
которого числа т, найдены и представляют периодические функ
ции е . Тогда функцию u<m> можно будет представить ПОД видом 
конечного ряда синусов и косинусов целых кратных дуг е, и если 
в этом ряду не окажется постоянного члена , то функция и< т> , 
а следовательно ,  и все и�т> будут периодическими . В противном 
случае функция u<m> будет вида u<m> = ge + v, где g есть пеко
торая отличная от нуля  постоянная, а v - конечный ряд синусов 
и косинусов кратных дуг е. При этом в функции vi'm) войдут ве
ковые члены. 

Допустим, что имеет место этот последний случай . 
Предполагая ,  что вычисление было вылоляело таким образом , 

чтобы все функции u<P> , u�P> , v (р < т) были вещественными для 
вещественного е,  преобразуем уравнения (30) посредством под
становки 

r = z + u<2>z2 + . . . + u(nt-I)zm-1 + vzm , 

Xs = u<1>z + u�2>z2 + . . .  + u�m-1)zШ-I + Z8 ,  

где z , Z1 , • • •  , zn суть новые переменвые вместо прежних r ,  х1 , • • •  

• • • , Xn . Преобразованные уравнения будут иметь вид 

где 

dz 

dz 
dO = zZ , 

dO
s 

= qSlzl + · · · + qsнZп + Zs , 

zZ = r R - u<2>z?. - . . .  - u<m-1>zm-1 - ( u<ш> - g) z"' 

1 + 2u(2)z + . . . + (т - 1 )  u<m-1>zm 2 + mvzm-1 ' 

(32) 

1) Г у р с  а Э. R ypc математического анализа.  Т .  1 , ч .  1: Пер . с фр . 
М . : ГТТИ ,  1933. - (См. § 103) . 
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Zs = Q8 - U�1>z - . . . - U�щ-t>zm-t + (ав cos е + Ь8 sin е) vzm -
- [и�1> + 2u�2>z + . . .  + (т - 1) u�m-l>zm-2) zZ. 

ФунRции Z, Zs являются голоморфными функциями переменных 
z, z1 , • • • , Zn с коэффициентами, зависящими от вещественных 
значений е под видом конечных рядов синусов и косинусов целых 
кратностей е. Функции эти уничтожаются при равенстве нулю 
всех Zs и z; причем Zs не содержат в своих разложениях членов 
первого порядка . 

Если через z<o> , z�o> обозначить функции Z, Zs , когда в послед-
них положено 

z1 = О , . . . , Zn = О, 
то разложение Z<0> по восходящим целым степеням z будет начи
наться (m - 1 )-й степенью с постоянным коэффициентом g, 
а разложения функций z�o> будут содержать z в степенях не ниже 
т-й. 

Таким образоl\1 , уравнения (32) обладают всеми свойствами, 
к каким мы стремились при исследовании устойчивости в случае 
одного корня,  равного нулю. 

Критерий устойчивости и неустойчивости 

56 [37] . Пусть 

zZ = gznt + P<1>z + . . . + p<m-1)zm-1 + R , 
Z _ _ _  p<t>z + + p<m-1)zm-t + R 8 - s • • • s s , 

где pm ,  p�i > суть линейные формы переменных z1 , • . •  , Zn с пе
риодическими относительно е коэффициентами ; R - голоморфпая 
функция переменных z,  z8 , разложение которой имеет такие же 
коэффициенты, причем R<o> содержит z в степенях не ниже (т + 
+ 1 )-й , а линейные относительно z1 , • • •  , Zn члены содержат z 
в степени не ниже т-й ; Rs - голоморфвые функции z ,  Zs ,  раз
ложения которых в членах , линейных относительно z1 , • • • , zm 
могут содержать z только в степенях выше (т - 1 )-й ; при z1 = . . .  = Zn = О функции Rs содержат z в степенях не ниже т-й .  

Д.т1я решения задачи об  устойчивости рассмотрим функцию 

V = z + W + W(l)z + . . . + И:i(m-1)zm-1 , 

ГДе WШ СУТЬ .тiИНеЙНЫе формы, а W - КВадраТИЧНаЯ форма ОТ 

переменных z1 , • • . , Zn . Коэффициенты в W будем предполагать 
постоянными, а в WШ - некоторыми периодическими функция
ми е .  

Постараемся коэффициентами в формах wm , W распорядиться 
так , чтобы полная производпая от функции V по е была знако-
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определенной при z ;> О 
dV { т + 2 2

) S d(Г = g Z ZJ + • • • + Zn + , 
приче!\1 

s ,  r 
где v, Vsr - накие-то голоморфвые функции z ,  z1 , • • •  , Zn , унич
тожающиеся, когда все переменвые z , Zs делаются нулями . 

Согласно уравнениям (32) имеем 

:: = zZ + (W<t> + 2W<2>z -+ . . .  + (т - 1) w<m-t>zш-2) zZ + 

+ L :� (qнZt + · · · + qsnZн + Zs) + 
. . 

Если сюда подставить значения функций Z, Z8 , то получим 

:�· = [ 1 + w<t> -:- 2W<2>z + . . . + (т - 1) w<ш-t>zm-2) х 

�< (gzm + p<l>z + . . .  -! - p<m-t>zm-1 + R) + 

+ L :� (qstZI -+ • · • + QsпZn + Z8) + 
s • 

� � дWИ - !- L...J L...J Z1 � (qslZl + · • · + qsпZn + 
s r=l 

111-1 ( )  + P(l)z - ' ' - p(t11-l)z•n-I ' R ) '- � zr дW r 8 1 • • • 1 s т s "l L...J д6 • 
r=l 

Сравнивая это выражение с желаемым видом этой полной про
наводной, получим для определения функций W, wm такие 
уравнения 

L дW ( + ' ) - ( 2 1 L 2 ) -д- qsizl · · · т qsпZn - g Zt -г · · · т Zn • 
s 

zs 

' L ('p<t> дw<··-t) _1_ -L p<r-t) дw<t> ) = О 
-г s д ' • • • 1 s д s zs za 

(r = 1 ,  . . .  , т - 1 ) .  
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Функция W определяется однозначно , так как все корни урав� 
пения 

11 qi i  - бi р< 11 = о 
ИАiеют отрицательные вещественные части (п. 34) . Функции 

W(l) , . . . , w<m-I> 

определяются последовательно в порядке возрастания указателя r. 
Предполагая , что все предшествующие функции W<�> для не
которой W<1'> определены, имеем для определения W<r> уравнение 

aw<r> � aw<r> -во- + .L..J az (qslZl + · · · + qsnZn} = Alzl + · · · + AnZn, 
s 8 

в котороАI А будут известными конечными рядами синусов и ко
синусов целых кратностей е. Отсюда для определения коэффи
циентов а формы 

W<r> = alzl + . . . + anZn 

uuJtyчим следующую систему уравнений: 

(s =  1 , . . . . n) . 

Так каh ларактеристическое уравнение этой систеАIЫ не имеет 
чисто мнимых корней, то существует и притом только одно такое 
решение, в котором все а будут конечныАш рядами синусов и ко
синусов целых кратностей е .  

При таком определении W, W<r> величина найденной произ-
водной �� при условии z ;;;;;. О представит функцию, знакоопре
деленную по отношению к z, z1 , • • •  , Zn при достаточно малых 
числовых значениях z, z1 , • • •  , Z11 и имеющую знак постоянной g. 
Если g отрицательно , то при z > О функция V будет определенно
положительной по отношению к z, z1 , • • •  , Zn o так как согласно 
п . 35 функция W будет определенно-положительной относитель
но переменных z1 , • • •  , Zn .  Напротив , если g > О, то W будет 
определенно-отрицательной относительно переменных z1 1 • • •  , zn ;  
функцию же  V выбором z > О,  z1 = О, . . .  , Zn = О можно сделать 
положительной, т. е .  одного знака с g; функция V допускает бес
конечно малый высший предел . 

Отсюда в силу теорем Ляпунова об устойчивости и неустой
чивости мы должны заключить, что в едучае отрицатедьиого g 
н.еводАtущеииое движеиие устойчиво по отиошеиию " z, z1 , • • • , z,10 
а me-'1. Са-'f.ъиt и " r, х1 1 • • • , Xn , и вся"ое достаточио бдиа"ое воа
-"'УЩеииое движеиие стре-'l.ится " ue-'l.y аси-'f.nmотичес"и, а в еду
чае nо.А.Ожитедьиого g иеводАtущеииое движеиие иеустойчиво. 

57 [36 ] .  Для действительного вычисления постоянной g нет 
необходимости непременно идти указанным путем. Для этой 
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цели предпочтительнее рассматривать непосредственно уравне-
ния (29) . 

. 

Введем новую независимую переменную т вместо t :  
't t - t0 = Т (1 + h2c2 + h3c3 + . . .  ) ; 

коэффициенты h остаются пона неопределенными ; с есть иеното
рая постоянная . Значениями постоянных h распорядимся тан , 
чтобы иреобразованным уравнениям (29) 

�; = (- у + � )<1 + h2c2 + . . .  ) , 

:: = ( х + r )<1 + 1t2c2 + . . .  ) , 

�; = ( qs1X1 + • • · + qsnX,� + asx + Ь8у + �s )(1 + h2c2 + · • . ) , 

где qsr •  а8 , Ь8 имеют прежние значения п .  54, удовлетворяли 
ряды 

х = х<1>с + х<1>с2 + . . . , 
у = у<•>с + y<Z>c" + . . . , 

Xs = х�1>с + х�2>с• + . . .  , 

в которых все функции х<11> , у<11> ,  х�11> были бы периодическими 
функциями т с общим периодом 2л и и е зависели от постоянной с . 

Для последовательного определения ф ункций х<11> ,  у<11> , х<:> 
при этом получаются уравнения 

d (r) ) + = -- y<r> - hr-tY<l> + x<r ' 

d (r) ) + = x<r> + hr-lx(l) + y<r ' 
dx�r) (r) + + (r) x<r) � = qs1X1 • • • qsnXn + s 

(s = 1 , . . . , п ; r = 1 , 2, . . .  ) , 

(33) 

где x<r>, y<r> будут некоторыми известными целыми рациональ
ными функциями от всех х<11> ,  у<11> ,  х�11> , имеющих верхний зна
чок J1 меньше r, и будут зависеть от всех постоянных hj, для 
которых j < r - 1 .  Функции Xlr> дополнительно будут зависеть 
от x<r> ,  y<r> и hr-t · При этом следует положить:  h0 = О, h1 = О, 
X(l) = О, Y(l) = О .  

Если допустить ,  что из уравнений для r = 1 ,  . . . , т - 1 
вычислены последовательно все функции х<11> ,  у<11> , х�11> , для ко
торых 11 < т, и все постоянные hj, для которых j < т - 1 ,  
то для определения функций х<т> ,  у<т> ,  х�т> и постоянной hm-1 
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будем иметь из уравнений (33) систему, отвечающую r = т. 
Из последней видно, что если можно будет найти периодические 
x<m> , у<т> , то функции х�т> всеrда возможно будет найти периоди
ческими, так как все корни уравнения 11 q1 J - бtf>' 1\ = О имеют 
отрицательные вещественные части и, следовательно , уравнения 
(s = 1 ,  . . . , n; r = т) при таких предположениях не будут при
надлежать к случаю резонанса . 

"Уравнениям, которые получа�тся для определения х<1> ,  y(l) ,  
всеrда можно удовлетворить предположением 

х<1> = cos т, y(l) = sin т. 

Дальнейшие вычисления х<11> ,  y<s.�> можно будет вести так , чтобы 
они делались нулями при т = О. Останавливаясь на таком пред
положении, заметим, что X<m> , Y<m> представятся тоrда в виде 
конечных рядов синусов и косинусов челых кратностей т :  

x<m> = А1 cos т + А2 s in т + . . .  , 

y<m> = В1 соs т + B2 sin т + . . .  , 
rде А1,А2, В1 , В2 , • • • суть некоторые известные постоянные . 

Предполагая 
x<m> = а1 cos т + а2 sin 't' + · . · , 

у< т> = ь. cos т + ь2 sin т + . . .  ' 

из уравнений (33) , отвечающих r = т , для определения постоян 
ных а1 , а2 , Ь1 , Ь2 , hm-1 получим соотношения 

а2 + Ь1 = А1, -а1 + Ь2 + hm-t = А2, 
-а2 - Ь1 = В2 , -а1 + Ь2 - hm-t ' В1 • 

Соотношения эти будут совместны только при условии 

А 1 + В2 = о . 
Коrда последнее выполнено , функции х<т> , у<т> можно будет оп
ределить, так как при определении коэффициентов а , Ь в рядах 
х<т> , у<т> мы встр�тим особениость (в виде возможности появле
ния вековых членов) только для членов , содержащих синус или 
косинус первой кратности т. Для полиоrо определения всех коэф
фициентов разложения x<m> ,  y<m> нужно будет использовать усло
вия x<m> (О) = О , у<т> (О) = О. 

Если для некотороrо значка т условие А1 + В2 = О не вы
полняется, то искомые решения невозможиы. Можно показать, 
что в таком случае число т и постояиная 

А1 + Bz g = 2 

были бы те самые ,  с которыми мы имели дело в предыдущем па
раrрафе.  
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На других возможных способах определения знака постоян
ной g останавливаться не будем. 

58. П р  и м е р . Пусть дифференциальные уравнения воз&Iу
щениого движения приводятся к одному уравнению следующего 
вида : 

::: + х = F ( х, :: ) , 
где F есть голоморфпая функция указанных аргументов , не со
держащая в своем разложении членов нише второго порядка 

dx 
относительно величин х и х' = dt '  по отношению к которы&l ста-

вится вопрос об устойчивости иевозмущеввого движения (х == О, 
х' = 0) . 

В функции F выделим члены с нечетными и четными степеня
ми скорости х' 

F = ax'f (х, х'2) + g (х, .х ' 2) , 

где /, g - голоморфвые функции своих аргументов ; j не содержит 
членов ниже первого порядка, а g - ниже второго nорядка относи
тельно х. Будем предполагать, что функции f и g не зависят от 
постояввой а , а паинизшая форма fk (х, .х' 2) в разложении f = = fk + fkн + . . . является положительной . Задача эта пред
ставляет известный интерес ; к вей приводятся некоторые практи
ческие вопросы и, в частности , вопрос об устойчивости положения 
равновесия (х = О) механической системы, находящейся под 
действием попятной из уравнения обобщенвой силы. 

Делая 

х = r s in в,  х' = r cos в,  
выводим из вашего уравнения 

dr R 2 R а d6 = 2r + зr + . . .  ' 

где все R означают функции одного в .  При этом все функции 

R2, R3,  • • • •  Rk , Rн1 - а cos2 6/k (sin в, cos2 в) 
не будут зависеть от постоянной а . Поэто&lу при отыскании ре
шения последнего уравнения под видом ряда 

r = С -!- U2C2 -!- u3c3 + , , , , 
расположенного по восходящим степеням произвольной постояв 
ной с , все функции 

в 
и2, ztз, . . . , uk , иkн - а � cos2 Ofk (sin е , cos2 8) dв 

о 
получатся не зависящими от а .  



ИРИТЕРИй УСТОйЧИВОСТИ И НЕУСТОйЧИВОСТИ 12 'i 

Но если бы а было нулем , то предложенное уравнение до
пускало бы не зависящий от t голоморфвый интеграJI ,  в котором 
совокупность членов паинизшего измерения будет х2 + х' 2 • Дейст
вительно , из получающегося при этом после исключения t урав
нения 

d ( 2 . '2) х ,- х 2 ( 1 2) 
dx = g 

х, х ' 
в котором правая часть 2g (х, х' 2) = 'Р (х , х2 + х' 2) представляет 
голаморфную функцию величин х и х' 2 + х2 , в силу известной 
теоремы найдем х2 + х' 2 = с + 'Ф (х, с) , где 'Ф будет голоморф
ной функцией х и с ,  уиичтожающейся при х = О ; с представля
ет значение х' 2 , когда х есть нуль. Последнее же уравнение 
непосредственно обнаруsкивает существование интеграла указан
ного характера . 

Достаточно малые по абсолютной величине значения этого 
знакоопределенного интеграла будут отвечать некоторым замкну
тым орбитам в плоскости х , х' , или некоторым периодическим ре
шениям заданного уравнения при а = О .  В существовании этих 
периодических решений возможно убедиться также непосредст
венно , так нак уравнения для х и х' не изменяются при замене 
t на - t и х' на -х' . 

Поэтому интересующие нас не зависящие от а фуннции 
в 

и2, и3 • • • • , и1. , uk+l  - а S cos2 6!1: (sin 6, cos2 6) d6 
о 

все будут периодическими , и , следовательно,  если а не нуль , 
постоянная g найдется по формуле 

21'1 

g = 2
а
11 � cos2 6f�: (sin 6, cos2 6) d6 . 

о 
Если /1: положительно (k - четно) , то при а >  О невозмущенное 
движение пеустойчиво , а при а <  О - устойчиво . 

Можно заметить, что устойчивость невозмущенного движения 
при а = О очевидна , так как указанный выше знакаопределенный 
интеграл удовлетворяет условиям теоремы Ляпунова об устой
чивости . 

П р  и м е р . Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

dx а ( 2 1 2) т = - у - т х т У х. 

:� = х - -]- (х2 + у2) у , 
dxJ 

+ (  2 + 2) dt = - xl х у • 
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Исследование будем вести согласно п. 57.  Делая 

t - t0 = (1 + h2c2 + h3c3 + . . .  ) 't', 

будем искать периодическое решение в виде рядов , расположен

ных по восходящим степеням произвольной постоянной с, 

х = х<1>с + х<2>с2 + . . .  , 
у = y<l>c + у<2)с2 + . . .  , 
х1 = xi1>c + х�2> с2 + 

Описанным в п .  57 последовательным� процессом определим 

х<1 > = cos 't' ,  у<1> = sin -r,  xi1> = О, 

х<2> = О, у<2> = О,  х�2> = 1 , 
а для х<3> , у<3> получи:&I следующие уравнения :  

dх<з> • а � = - у<з> - h2 sш т - 2 соs т, 

d (З) а + = х<з> + h.2 cos т - 2 s in  т, 

dЗ которых , кроме невозможности искомого периодического реше

ния при отличном от нуля а, для постоянной g получается равен-
- а  

ство g = -2 - .  Следовательно , невозмущенное движение будет 

устойчивым при положительном а и неустойчивым при отрица
тельном а .  

Следует привести одно замечание Ляпунова . Вопрос об  устой
чивости по отношению к переменным х, у разрешается непосред

ственно теоремами Ляпунова п .  8,  1 3 и рассмо'fрением функции 
V = х2 + у2 • Однако было бы ошибочно полагать , что этим зада
ча устойчивости будет уже потому разрешена , что всегда можно 
найти единственные ряды х8 = fв (х, у) ,  расположенные по целым 
положительным степеням х, у и не содержащие постоянных чле
нов так , чтобы формально удовлетворялись уравнения для х8 
системы (29) .  В нашем случае уравнение 

[- у - Т  х (х2 + у2) J �� + [ х - Т у'(х2 + у2) J д
ах: = 

= - xl + х2 + у?. 
определяет формально удовлетворяющий ему ряд 

(х2 + у2) + а (х2 + у2)2 + 1 · 2 · а2 (х2 + у2)а + 
+ 1 · 2 -'3 · а3 (х2 + у2.).� + . . .  , 

расходящийся при всяких отличных от нуля х и у .  
59 [38 ] .  В занимающем нас случае пары чисто мнимых корней, 

как мы видели ,  решение вопроса об устойчивости связано с воп-
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росо:м о возможности иекотороrо периодическоrо решения для 
системы (30) . Но, к сожалению, все способы, какие :можно пред
ложить для решения последиеrо вопроса приводят к цели только 
в случае, если на иеrо должен получиться отрицательный ответ. 
Если зто периодическое решение существует ,  то иевозмущеииое 
движение устойчиво. 

Допустим, что как-либо вам удалось уставовить существование 
иитересующеrо периодическоrо решения и те:м самым существо
вание и сходимость рядов (31 ) . Тоrда иреобразование 

r = z + u<2>z<2> + u<3>z<3> + . . . , 

Xs = Z8 + u�1>z + u�2>z2 + . . . 

приведет к уравнениям вида (32) , в которых будут уничтожаться 
функции Z<0> , z�o> . Мы приходим к случаю, подобиому рассмотреи
ному в п. 51 . 

В этом случае система, (32) имеет полвое иитеrральиое соот
ношение с одной произвольвой постояивой с:  

z = с + � �  p�>ck (т, k = t,  2, . . .  ), (34) т 1! 

rде р� > суть однородвые формы т-й степени перемеиных z1 , • • • , z11 , 
а коэффициенты форм р�> суть конечные ряды сииусов и коси
иусов целых краткостей 6.  

Действительно, в уравнении, определяющем z, .Е дz дz .Е дz 
(qslZl + . . . + qsnZn) -д- + дiГ = zZ - Zs -д- ' 

8 � s � 
в правой части не будет членов , не зависящих от Z3, так как Z<0> , 
z�o> суть нули . Пусть результат подстаковки z в правую часть 
представится в виде 

Q� > обозначает форму т-й степени перемеииых z" зависящую 
от тех p�i> , для которых i + j < т + k.  

Для определения форм р�> получим уравнения 
� ( , + ) ар�> ар�> Q<k> � qSlzl т • · • qsnZn � + д6 = - m · 

8 

Предполаrая, что найдены все формы p�i> , для которых i + j < 
< т +  k, и что они обладают описанными выше периодическими 
относительно 6 коэффициентами, замечаем, что Q�> представляет 
форму с такими же коэффициентами. Отсюда для определения 
коэффициентов формы р�> :мы получим неоднородную систему 

S И. Г. Четаев 
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обыкновенных линейных дифференциальных уравнений, у кото
рой согласно изложенному в п. 34 характеристическое уравнение 
будет иметь корнями выражения вида - (т1х1 + . . .  + тnxn), 
rде т8 - некоторые неотрицательные целые числа , имеющие сум
мой т, а х1, • • • , Xn суть норни уравнения 11 q,1 - бlix 11 = О; 
известные члены будут периодическими относительно е .  Такая 
система (из-за того , что все корни х8 имеют отрицательные вещест
венные части) всегда допускает (и только одно) периодическое 
решение . 

Указанным последовательным процессом определятся все коэф
фициенты р�> и ряд для z. Докажем сходимость последнего для 
достаточно малых по абсолютной величине с, z1 ,  • • . , Zn .  

Систему дифференциальных уравнений для коэффициентов фор-
мы р�> приведем к каноническому виду (п. 30) .  Коэффициенты 
формы р�> будут связаны с новыми каноническими величинами А 
некоторыми формулами линейного преобразования,  вообще с ком
плексными и ограниченными по модулю коэффициентами . В про
цессе последовательного определения ноэффициентов А будем 
иметь дело с уравнением 

dA dO + (mlxl + · · · + тnХ11) А = - В,. 

где В по формулам указанного линейного иреобразования зависит 
от коэ·рфициентов формы Q�> и еще, быть может, от предыдущего 
А в »иде дополнительного слагаемого . В будет периодической 
функцией е с ограниченным модулем. 

Отсюда 
"" 

А = е -(m,x,+ . . .  + mnxn)8 � e(m ,x,+ . . .  +mnxn)8 В de. 
в 

Из этого выражения для А 'следует, что мы получим некоторые 
высшие границы для модулей коэффициентов форм р�>, годные 
в равной степени для всех вещественных значений е. Следова
тельно,  z будет голоморфной функцией величин z1 , • • •  , Z11 , с при 
достаточно малых значениях последних и для всех вещественных 
значений е .  

Обратимся к нашей задаче . Заменим первое из уравнений (32) 
полным интегральным соотношением (34) . Остальные уравнения 
(32) после замены z согласно (34) примут вид 

dz , 
dO = (qsl + Csl) zl + . . .  + (qвn + Csn) Zn + Zs, 

где C8r суть голоморфвые функции постоянной с, уничтожающие
ся,  когда с равно нулю, коэффициенты которых представляют 
вещественные периодические функции е ;  z� суть голоморфвые 
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функции величии z1 , • • • , Zn• с, разложения которых начинаются 
с членов не ниже второго измерения относительно перемеввых z8 
и имеют периодические относительно е вещественвые коэффициен
ты. Все назваввые функции голаморфны для всех веществеиных 
значений е.  

Подобно п .  51 рассмотрим определенво-отрицательную квад-
ратичную форму W, определенную уравнением 

I:( ) дW 2 2 qSlzl + · · · + qsnZn -д- = Z1 + • · · + Zn· 
ZB s 

Взятая в силу последних уравнений полная производпая по е 
от этой формы W будет 
dW 2 2 /16 = Z1 + · · · + Zn + 

'\1 дW '\1 , дИ' + .L...J (cslZl + · · · + C8r1Zn) дz� + .L...J Zs 7ii;" · 
8 8 

Так как Csr суть голоморфвые функции с для всех вещественных 
значений е, уничтожающвеся при с = О, то можно назначить 
некоторую положительную постоянную h, чтобы при с. численно 
не иревосходящем h, квадратичная форма: 

2 2 '\1 ( , ) дJV Zt + • • • + Zn + .L...J Cs1Z1 + • • · Т C8nZn --а:;-
8 � 

была определенво-положительной относительно Z8 для всех ве
щественных значений е .  При этом для достаточно малых по абсо-
лютной величине значений Z8 (пусть }1 z: < R) провзводная dd� бу
дет определенно-положительной . А это в силу теоремы Ляпунова 
(п. 1 1 )  доказывает, что вевозмущенное движение будет устойчи
вым по отношению к переменвыи z1 , • • • , Zn, независимо от зна
чений с, лишь бы абсолютвые значения последней были меньше h, 
причем достаточно близкое возмущенное движение будет асимпто
тически стремиться к движению z = с, ·z1 = О, • . .  , Zn = О. 

Определенно-положительная функция V = - W имеет не за
висящие от с постоянные коэффициенты. Пусть l есть точный верх-
ний предел функции V на сфере z� + . . . + z; = А . Функция 
V, как не зависящая явно от е, допускает бесконечно малый выс
ший предел и ,  стало быть, для l найдется число г такое, что при 

}1 z: < в 
8 

будет иметь место неравенство V < l. Так определенвое число Е 
ве зависит от с. Отсюда при всяком значении 1 с 1 ,  лишь бы оно 
было меньше h, для всякого положительного числа А < R опре
деленное выше ве зависящее от с число в обладает тем свойством, 

s• 
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что при начальных во�мущениях, подчиненных условию 

� z:O < е, 8 
для любого вещественного О будет выполняться перавеяство 

� z� < A. 
g 

Этиж до�Шашается устойчивость невоажущенного движения по 
отношению ��: величина;и, z1, • • •  , Zm с, что равнозначно его устой
чивости по отношению ��: z, z1 , • • • , zn, а теж са;и,ы;и, и ��: началь
ны;и, переженны;и, х, у , х1 , • • •  , Xn· 

60 [39 ,  41 ) . П р и м е р . Рассмотрим дифференциальные урав
нения возмущенного движения 

:: = - Лу + Х, :: = Лх + У, 

где Х, У суть голоморфвые функции х, у, начинающиеся в своих 
разложенивх с членов по меньшей мере второго порядка и удов
летворяющие уравнению 

� +  дУ 
= 0. 

дх ду 
Согласно последнему соотношению существует пекоторая голо
морфпая функция 'Ф (х, у) ,  начинающаяся в разложении с членов 
третьего порядка , такая, что 

дф 
Х = - ау ·  

дф У = - ·  дх 
Предложенные уравнения являются каноническими и будут иметь 
следующий интеграл : 

2 х2 + у2 + Т 'Ф (х, у) = с, 

где с - пекоторая постоянная ,  неизбежно положительная дл я 
достаточно малых по абсолютной величине значений х, у . Делая 
подстанооку х = r cos О, у = r sin О и разрешая полученный ин
теграл относительно r, получим выражение r в виде периодиче
ской функции о.  

Следовательно , невозмущенное движение будет устойчивым 
(п. 59) ,  что можно заметить танже в силу общей теоремы Ляпу
нова об устойчивости, если за функцию V принять левую часть 
указанного определенно-положительного интеграла . 

П р и м е р .  Даны уравнения 
dx dy й dz k -;п- + у = a.yz, (ft - х = ,.xz, (ft + z = уху, 

в которых k обозначает положительную, а а., р ,  у - какие угод
но веществеиные постоянные. 
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Периодическое решение будем: искать по способу, изложенному 
в п. 57. Замечая,  что предложеиные уравнения не :меняются при 
замене х на -х и у на -у, получаем: 

х = с cos 't' + x<s>c3 + х<о>с6 + . . .  , 
у = с sin т + у<з>с3 + у<ъ>с& + . . .  , 
z = z<2>c2 + z(4)c4 + . • •  

Для определения функции z<2> получаем: уравнение 

dz(Z) у � + kz(ll) = т sin 2-r,, 

которое имеет периодическое решение 

(2) - у 1 (k . 2 2 2 ) Z - 2 (kll + 4) S lll 't' - COS 't' .  

Для определения х<3> , у<3> и:м:ее:м: уравнения 
dx(S) � + y<s> = - h2 sin т + cxz<s> sin т,. 

d (3) + - х<з> = h2 cos 't' + �z(2) cos т .  

Подставляя в правые части этих уравнений найдеиное выражение 
для z<2> ,  и:м:ее:м: при разложении по сииусам и косинусам: кратных 
дуr выражений Х<3> = cxz<2> sin т и У<3> = �z<2> cos т следующие 
интересующие нас члены: 

х(з) a.yk y<s> �yk = 4 (k• + 4) cos т + . . . , = 4 (k' + 4) sin т + . . .  , 
откуда 

- (а. + �) yk 
g - 8 (k2 + 4) . 

Поэтому (п . 56) если (сх + р) 'V < О, то 11 евоз:м:ущенное движение 
устойчиво , а если (сх + р) у >  О, то неnоз:м:ущенное движение 
иеустойчиво . Если (сх + �) у = О, то предложенная система урав
нений допускает интеграл 

х2 + у2 = const , 
и ,  следовательно, если делается подстаковка х = r cos О, у = 
= r sin 6 ,  то r будет периодической функцией О (r = с) . В п .  55 
:м:ы установили, что если u<v> будут получаться периодическими 
(в расс:м:атривае:м:о:м: случае все u<v> = О при v = 2, 3, . . .  ), то 
искомое периодическое решение (31 ) будет формально всегда су
ществовать (:можно доказать, что при этом: ряды (31 ) будут сходя
щим.ися) . Мы должны заключить (п. 39) ,  что иевозмущеииое дви
жение будет при (сх + �) у  = О устойчивым:. 
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3 а м е ч  а н и е .  Критичесний случай, ногда уравнения пер
вого приближения имеют постоянные коэффициенты, а характе
ристическое уравнение имеет нулевой норень второй кратности 
с непростым злементарным делителем, быЛ рассмотрен Ляпуно
вым 1) для n = 2 .  Другие критические случаи исследовали 
И. Г. Малкии 11) и Г. В . Камеиков 3) . Случаи эти, как представ
ляющие специальный интерес , мы рассматривать не будем. 

1) JI я п у и о в А. М .  Исследование одного из особеиных случаев за
дачи об устойчивости движения // Мат .  сб . - 1883 . - Т.  1 ,  .N! 2 // Л я п у
и о в А. М .  Общая задача об устойчивости движения. - М . :  Гостехиздат, 1950. 

2) М а л н и и И .  Г .  Неноторые вопросы теории устойчивости движения 
в смысле Ляпуиова // Сб . тр . Казан. авиац. ии-та. - 1937 . - .N! 7 .  

М а л н и и И .  Г .  Некоторые основные теоремы теории устойчивости 
движения в нритических случаях // Прикл . мат. и механ. - 1942 .- Т. 6, .N! 6 .  3 )  К а м е и к о в Г .  В .  О б  устойчивости движения // Сб .  т р .  Казав. 
авиац. ии-та . - 1939 . - .N! 9 .  
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ПЕ УСТАНОВИВШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ 

Характеристичные числа функций 
Методы исследования устойчивости неустановившихся движе

ний разработаны с меньшей полнотой, чем методы, предложенные 
для установившихся движений. Ииеющиеся здесь теоремы су
ществования,  не решая вопроса эффективно , дают в известном 
смысле ясное представление о тои, что может или должно иметь 
место , а этого в отдельных задачах достаточно для их полиого 
решения. 

61  [6 ) .  Будем рассматривать функции х веществеиного пере
мениого t, определенные для всякого t, большего или равного t0 • 
Причем будем рассматривать только такие функции, для модулей 
которых при изменении t от t0 до какого угодно даниого числа Т, 
большего t0 , существовали бы высшие границы. 

Функцию называют ограниченной , если ее модуль при t > t0 
остается всегда меньше векоторой постоянной. Функцию, модуль 
которой может делаться большим всякой данной положительной 
величины, как бы она велика ни была , называют неограниченной . 
Ограниченную функцию, которая с беспредельным возрастанием t 
стремится к нулю, называют исчезающей . 

Непосредственно из этих определений вытекают предложения : 
Если х есть ограниченная функция t, то xe-'At при всякои 

положительпои Л есть функция исчезающая .  
Если х не  есть исчезающая функция t ,  то  xe'At при всякои 

положительном Л есть функция иеограиичеииая .  
Л е и и а .  Если 

z = xe'At 

представляет фун�:цию, исчезающую при Л = Л1 и неограниченную 
при Л = Л' , причеJИ. Л1 и Л' суть не�:оторые вещесmвенные постоян
ные, то всегда воаJИ.ожно найти та�:ое вещественное число Л0, что 
фун�:ция z при Л = Л0 + 8 будет неограниченной для вся�:ого поло
жительного постоянного 8 и исчеааюUfей для вся�:ого отрицатедь
ного постоянного 8.  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Между числами Л1 и Л' всегда мож
но вставить два бесконечных ряда чисел : 

неубывающий: Л1, Л1 , Л3 , • • • 
и невозрастающий: Л' , Л" , Л' " , • • . , 

таких , чтобы каждое число первого ряда было меньше каждого 
числа второго ; чтобы функция 

xe'A.nt 
для велкого n была исчезающей, а функция 

xe'A..<n> t 
для всякого n была неограниченной и , наконец, чтобы разность 

j.(n) - An 
для достаточно большого n была сколь угодно малой. Этого мож
но достичь последовательными вставками пары чисел на интер
валах (i.8 , Л<s>) . 

Эти два ряда определяют сечение i.0 , не меньшее ни одного из 
чисел первого ряда и не большее ни одного из чисел второго. 
Число Л0 и будет искомым. Это число Ляпунов предложил назы
вать хара10теристичны.м. чuc.tto.м. функции х. 

Если xe'At есть исчезающая или неограниченнал функция при 
всяком вещественном Л, то условимся R первом случае характе
ристичному числу приписывать значение +оо ,  во втором - ос .  

П р  и м е р ы. · •  
Для всякой отличной от нуля постоянной характеристичное 

число есть нуль . 
Для всякой ограниченной функции характеристичное число 

есть нуль.  
Для полинома конечной степени характеристичное число есть 

нуль.  
Для функции e±t si n  t характеристичное число равно -1 . 
Из определ�ния характеристичного числа следует, что если 

надлежащим выбором t, больше :произвольно заданного числа , 
величнну 1 Л - f (t) l можно сделать сколь угодно �алой и если 
при этом для всякого положительного постоянного 8 , как бы мало 
оно ни было, можно найти такое чИсло Т, что Л - f (t) < 8 для 
всех t > Т, то Л есть характеристичное число функции e-tf(t > . 

62 [6 ) .  В случае, когда характеристичные чисJtа данных функ
ций конечны, можно доказать следующие предложения :  

Хара10теристичное чис.ttо су.м..м.ы .  двух фун10ций равно наи.м.ень
ше.м.у ua хара10mеристичных чисе.tt этих фун10ций , 10огда эти чис.ttа 
рамичнw, и не .меньше их, 10огда они равны. 

В самом деле, пусть Лt и Л. суть характеристичные числа функ
ций х1 и х8 и пусть 11 < "'-· Тогда . функция 

(xl + Х:�) e('A,+s)t = xle<'J...+в)t + Xze<Ao+ТI)t ' 
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где ТJ = д1 - д2 + е, будет исчезающей для всякого отрицатель
ного постоянного е . Поэтоr.1у характеристичное число суммы х1 + 
+ х2 во всяком случае не меньше д1 • Если характеристичные 
числа д1 и � не равны между собой, то делая е положительным и 
удовлетворяющим неравенству 

0 < е < д� - дl , 

имеем, что при этом '1') оудет отрицательно и , следовательно ,  пер
вое слагаемое в правой части последнего равенства будет неогра
ниченным, а второе исчезающим; при таком условии характерис
тичноЕ' число суммы х1 + х2 равно д1 •  

Хара�теристичное число проиаведения двух фун�ций не меньше 
су.м.мы их хара�теристичных чисел. 

В самом деле , пусть снова д1 и д2 являются характеристичными 
числами функций х1 и х2 • Функция 

(л.+ ..!... ) t (л.+ ..!...) t хlх2е<Л.+Л.+е)t = xle 2 х2е 2 

есть исчезающая для всякого отрицательного е. Это и доказывает 
предложение. 

Что характеристичное число произведения может быть больше 
суммы характеристичных чисел множителей , доказывается при
мером 

Каждая из этих функций имеет характеристичное число - 1. , 
а характеристичное число их произведения равно нулю.  

С л е д с т в и е . Су,м,.м,а хара�теристичных чисел фун�ций х 
1 

и - не больше нуля. :z; 
Если 

х = e-<f+i�P)t, 

где i = V -1 , а 1 и ер суть не�оторые вещественные фун�ции t, 
то для того , чтобы су�а хара�теристичных чисел фун�ций х 

и ..!.. бЫ.4а равной нудю, необходи�о и достаточно ,  чтобы фун�ция :z; 
1 с беспредельным воарастание.м t приближалась � не�оторо.му пре
делу . 

Достаточность очевидна , ибо если фуннция 1 стремится с неог
равичевным возрастанием t R неRоторому пределу д, то последний 
служит характеристичным чиса:о:м функции х. 

Необходимость следует из того , что если д и -д с�·тъ характе
ристичные числа функций х и 1 /х, то при всяком данном положи
тельвом е , иак бы мало оно ни было, функции 

e-t(e-Л+f) и е-t(е+Л-1) 
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будут исчезающими , и последнее возможно только при условии 

l i· - f l < в  

для всех значений t , больших векоторого числа .  
Если суJ�М�,а хараА:теристичных чисел фунА:ций х и 1 /х равна 

нулю, то хараА:теристичное число проиаведения фунА:ции х на А:а
А:ую-либо фунА:цию у равняется суJ�М�,е хараА:теристичных чисе.д. 
этих последних. 

Пусть Л, f.L , S суть характеристичные числа функций х, у,  
z = ху. Тогда , прилагая предложение о характеристичном числе 
произведеник к функцикм 

1 z = ху, у = z 7 , 

найдем 
S > Л + f.L , fL > S - Л, 

откуда 
s = л + fL · 

Пусть х есть интегрируемая функция t. Условимся рассматри
вать интеграл 

t 
и = � x dt, 

t. 
если характеристичное число функции х отрицательно или нуль, 
и интеграл 

00 
и = � x dt,. 

t 
если это число положительно. 

Характеристичное число интеграла не женьше хараА:теристич
ного числа подынтегральной фунА:ции. 

Пусть Л есть характеристичное число подынтегральной функ
ции х. Если Л > О ,  рассмотрим интеграл 

и = � [ xe<�-'ll>t] e-<�-'ll)tdt, 
t 

где О < lJ < Л. Функция xe<�-'ll>t при всякой положительной пос
тоянной :11 будет исчезающей и, следовательно , ограниченной. 
Обозначая через М высший предел ее модуля при t > t0 , имеем 

00 
1 и 1 < М  � e-<�-'ll >tdt = Л� 'I'J e-<�-'ll)t . 

t 
Следовательно , функция 

ue<�-г)t 
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будет исчезающей при всяком е, большем WJ· Но WJ :можно выбрать 
сколь угодно :малым. Поэтому последняя функция есть исчезаю
щая при всяком положительном е. А это и доказывает утвержде
ние для положительного Л. 

Если А. < О,  то для произвольиого положительного :11 
t 

откуда 

1 и 1 < М \ e-<).-'ll)t dt = м e-().-'ll)t + const, J 1) - �  t, 

ue().-e)t 

есть исчезающая функция при всяком е, большем :t'J, а следова
тельно , и при всяком положительном е . 

Характеристичные числа решений 

63 [71 .  Мы будем рассматривать частные решения линейной си
стемы дифференциальных уравнений 

dx8 
([Г = PsxXx + · · · + PвnXn (s = 1 , · · . , n) (35) 

с коэффициентами р87 - вещественными , ограниченными , непре
рывными функциями t .  

Рассмотрим какое-либо решение 

Xt , • • • , Xn 

линейных дифференциальных уравнений (35) .  Под характеристич
ным числом этого решения условимся понимать наименьшее из ха
рактеристичных чисел функций, входящих в это решение. 

Всегда найдется система n линейно иезависимых решений. 
Т е о р е  :м а .  Вся"ое нетривиальное решение систежы диффе

ренциальных уравнений (35) ижеет "онечное хара"теристичное 
число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала рассмотрим веществеиное 
решение, в котором все Х8 суть веществеиные функции t. 

Введем новые переменвые 

Z8 = X8eAt , 

где Л обозначает некоторую веществеиную постоянную. Тогда за
данные уравнения (35) иреобразуются в следующие: 

dz8 ([Г = Ps1Z1 + · • • + (Рвв + А.) Zв + · • • + PвnZn, 
из которых выведем 

+ :е .Е z: = .Е (Рвт + бвтА.) ZвZr · 
s s. r 
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Вторая часть этого равенства представляет некоторую веществен
ную квадратичную форму величин z с коэффициентами, зависящи
ми от Л и t. В силу предположенной ограниченности функций Psr • 

всегда можно найти такие значения Л = Л' , при которых все глав
ные диагональные миноры дискриминанта 

будут положительными для всех рассматриваемых значений t· 
Для такого значения Л' эта квадратичная форма будет оnределенно
положительной. 

Найдутся также такие значения Л = Л1 , при которых главные 
диагональные миноры буд�т знакопеременны, начиная с отрица
· нтьного Рн + Л1 ; для такоГо Л1 стоящая в правой части последнего 
равенства квадратичная форма будет определенно-отрицательной. 

Отсюда , при всяком Л = Л' + ; , где в - произвольпая по
ложительная постоянная, имеем перавеяство 

:е L z� > в ,E z� , 
s g 

из которого интегрированием выводим 

� z� > Cez1 
8 

для всякоi'О рассматриваемого значения t; С обозначает некото
рую положительную постоянную, не иревосходящую � z�0e-et, , 
где Z80 - начальные значения переменных Z8 , отвечающие на
чальному моменту t0 • 

При Л = Л1 - � имеем 

откуда 

d � 2 \1 2 dt L...J Zs < - 8 "-.J Zs , 
8 s 

для всякого рассматриваемого значения t; С' обозначает положи
тельную постоянную, не меньшую eet, � z;0 • 

Следовательно , для Л = Л' + � , при произвольном положи
тельном е , среди функций Z8 найдется по меньшей мере одна не-

е ограниченная,  а для Л = Л1 - 2 все функции z8 будут исчезающи-
ми. Таким образом, наименьшее из характеристичных чисел функJ 
ций Х8 рассматриваемого вещественного нетривиального решения 
системы (35) не меньше Л1 и не больше Л' . 
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Чтобы обнаружить справедливость теоремы вообще, достаточ
но заметить, что всякое :комплексное частное решение 

Х8 = и8 + f- 1 V8 (s = 1 , . . •  '· п) 

составляется из двух вещественных частных решений и, и V8• 
П р и м е ч а н и е. Теорема легко распространяется на слу

чай :комплексных Psr • лишь бы они были непрерывными и ограни
ченными по модулю функциями t. 

С л е д с т в и е. Если "оэффициенты Рвr дифференциа.л,ьных 
уравнений (35) та"овы, что главные диагона.л,ьные жиноры определи-
те.л,я 

11 Psr + Prs 11 
ана"опереженны, причеж Рн отрицательно д.л,я всех аначений t, 
превышающих не"оторую постоянную t0 , то хара"теристичные 
числа частных решений та"ой систежы все положительны * .  

64 [SJ . Пусть для уравнений (35) найдена какая-либо система 
линейно независимых решений 

х1 1 0  • • •  , Xnk (k = 1 , . . .  , п) . 
Составляя из этих решений надлежащие линейные комбина

ции,  мы можем вывести вся:кую другую полную систему незави
симых решений. 

Каждая система независимых решений имеет n характеристич
ных чисел, отвечающих входящим в нее п независимым частным 
решениям. Если все эти характеристичные числа различны, то ха
рактеристичное число любого другого частного решения, выра
жающегося линейно через эти независимые решения, согласно 
предложению о характеристичном числе суммы (п. 62) ,  будет рав
няться :какому-либо из характеристичных чисел такой системы 
независимых решений. Поэтому система уравнений (35) не может 
иметь больше п нетривиальных решений, характеристичные чис
ла которых были бы все различны. 

Если система независимых решений имеет одинаковые харак
теристичные числа, то может случиться,  что можно найти новую 
систему независимых частных решений, сумма характеристичных 
чисел которой будет больше аналогичной суммы для начальной. 
Так как число характеристичных чисел ограничено (не может 
быть больше n) ,  то существует полная система частных независи
мых решений, для которой сумма характеристичных чисел всех 
составляющих решений достигает своего наибольшего значения; 
такую систему независимых решений назовем норжа.л,ьной. 

Система независимых решений, характеристичные числа кото
рой все различны, есть, очевидно , нормальная. 

65 [8] .  Рассмотрим определитель, составленный из функций 
X8r системы независимых частных решений, 

� = \\ Хвr \\ . 
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Полная производпая по t от него в силу уравнений (35) есть 
n 

�' = � � Pss · S=l 
Интегрирование дает формулу Лиувилля 

� = Се S !. Psвdt , 

где С - векоторая постоянная. 
Обозначим через 

Лt ,  • • .  , Лn 

характеристичные числа системы независимых решений х1" ,  • • • • • • , Xnk (k = 1 ,  . . .  , n). Предложения о характеристичном чис
ле суммы и произведения (п. 62), применеиные к формуле � = 
= 11 X8r \1 , приводят к заключению, что характеристичное число � 
не меньше суммы 

Л1 + . . .  + Лn . 

Другими словами, cyJIМta хара"теристичных чисед систе.мы не
аависи.мых решений уравнений (35) не превосходит хара�ристич
ного чисда фун"ции 

С л е д с т в и е. Есди хара"теристичное чисдо пасдедней фун"
ции отрицатедьно , то среди хара"теристичных чисед А-8 будет су
ществовать по .меньшей .мере одно отрицатедьное. 

С л е д с т в и е . ВсяJШЯ систе.ма n неаависи.мых решений, д.л,я 
�торой cyJIМta хара"теристичных чисед всех решений равна хара"
теристично.му чисду фун"ции 

eS :Е Pssdt ' 
есть нор.ммьная. 

Следует иметь в виду, что не всегда нормальная система обла
дает таким свойством. Например , для системы уравнений 

dJe1 = (sin ln t + cos ln t) х2, 

��� = (sin ln t + cos ln t) х1 
функция 

eS :Е Pвsdt. 
будучи постоянной, имеет характеристичное число , равное нулю, 
а система независимых решений 

х11 = et sin In t ' ·  х21 = et sin In t ,  

х12 = е-' sin In t , х22 = _ e-t sin In '• 
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являясь , очевидно , нормальной (так как всякая их линейная ком
бинация не может увеличить общего им всем характеристичного 
числа) , имеет сумму характеристичных чисел (именно - 2) мень
ше нуля. Характеристичные числа решений определяются здесь 
подобно последнему из примеров п . 61 ; достижимые при t, боль
шем любого заданного наперед числа , высшие пределы функций 
± sin ln t равны + 1 .  

Характеристичные числа системы везависимых решений, оп
ределяя в известном смысле рост функций Х87 при веогравичевво 
возрастающем t, непосредственно дают условия устойчивости или 
веустойчивости тривиального решения х1 = . . . = Xn = О си
стемы (35) . 

Если все хара��:теристичпые числа системы пеаависи.мых реше
ний пможительпы ,  то все фуп��:ции х8, будут исчезающими, а не
возмущенное движение (х1 = . . .  = Xn = О) устойчивым. 

Если среди характеристичных чисел системы везависимых 
решений найдется хотя бы одно отрицательное , то среди функций 
Xsr найдется по меньшей мере одна веогравичеввая , и , следова
тельно, вевозмущеввое движение будет веустойчиво. 

Таким образом, задача об устойчивости или веустойчивости 
для линейных уравнений с перемеввыми коэффициентами сводит
ся к вопросу о вычислении по меньшей мере знака наименьшего 
характеристичного числа какой-либо из полных систем ее везави
симых частных решений. Задача эта не является разрешенной. 

Т е о р е м  а .  Если в cucme.мe линейных уравнений (35) 11:0аффи
циепты стре.мятся 11: определенпыж пределам с8, при пеограпичеп
по.м увелиЧении t, то ее паипиашее хара��:теристичпое число совпа
дает с паипиаши.м хара��:теристичпы.м число.м предельпой системы 
уравнений 

dx8 dt = Св1Х1 + • • • + CsnXn (s = 1 , · · · , п) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Сделаем подставовку 

Zs = Xse'flt , 

rде 11 обозначает некоторое постояввое число . Заданные уравнения 
(35) иреобразуются при этом в систему 

dz8 
tft = Рв1Z1 + • • • + (Рвв + ТJ) Za + · • • + PвnZn, (36) 

а предельная система теоремы при той же подставовке иреобразу
ется в предельную систему для (36) : 

dz8 /it = Св1Z1 + · • · + (сsв + ТJ) Zs + • • • + CвnZn ·  (37) 

Обозначим корни характеристического уравнения системы (37) 

1 1  Csr - бвr (х - '11) \ 1 = О 
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через 

Если не существует никаких целых неотрицательных чисел т1, • • • 

• • • , тпо имеющих в сумме 2 , дл11 которых уничтожалось бы вы-
ражевне 

т1Х1 + · · · + тпХпо  
то согласно п.  34 будет существовать квадратична11 форма W с пос
токнны:ми коэффициентами, удовлетворкющак уравнению 

� :W [C81Z1 + • • • + (Css + ТJ) Zs + • • • + CsnZn] = Z� + • • • + z�. � zs 8 
Форма W будет определенно-отрицательной, если вещественные 
части всех корней Xs отрицательны (п. 35) ; она будет дл11 некото
рых значений пере:мениых ·z• ,  . . .  , Zп принимать положительные 
значеник, если среди корней х1, • • •  , Xn будет и:метьс11 хотк бы 
один корень с положительной вещественной частью. 

Полная провзводная по t от такой функции W в силу уравне
ний (36) будет dW 2 2 � ( ) дW (ft = Zt + • • • + Zn + � Psr - Csr Zr � • 

sr 8 

Так как W представлкет квадратичную форму с постокнны:ми 
козффициента:ми, то найдется такое отличное от нул11 положитель
ное число е ,  что при выполнении веравенети 

1 Psr - Сsт 1 < 8 

иравак часть последиего соотиошеии11 будет представлкть опреде
ленно-положительную квадратичную форму переменных Zн • • • , Zп· 

По условию теоремы коэффициенты Psr стре:м11тс11 с неограни
ченны:м ростом t к числам c,r . Поэтому дл11 положительного чис
ла е , сколь бы :мало оно ни было, найдетс11 такое t0 , что при зна
чениях t > t0 абсолютные значения всех величин Рsт - Свт бу
дут :меньше е и, следовательно , для всех таких значений t произ-

dW б • водная Тt удет представлять. определенно-положительную 

функцию. 
А зто в силу общих теорем Ляпунова об устойчивости и не

устойчивосrи заставляет заключить ,  что если при сде.л.аппо.х пред
положении о порпях х1, • • •  , Хп паибольшая ua их вещественных 
частей отрицательна, то певоа.хущеппые движения пап в систе.хе 
(37) ,  тап и в cucme.xe (36) устойчивы; если же паибольшая вещеет
веипая часть порпей х1 , • • •  , Xn положите.яьпа, то певоиt.ущеппые 
движения пап в систе.хе (37) ,  тап и в систе.хе (36) пеустойчивы. 

Сделанное предположение о корнях х1 , • • • , Xn не будет вы
полнкться лишь длк конечного числа значений 11 · Из вида при:ме-
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неиной на:м:и подстановки :мы должны заключить ,  что наименьшие 
характеристичные числа функций Zн . . . , Zn ,  когда х1 ,  . . . , Xn 
прини:м:аются за частные решения как заданных уравнений, так 
и предельной системы, :могут равняться нулю одновременно при 
одном: определенном: значении постоянной '11 · А это доказывает 
теорему * . 

66. Если коэффициенты Psr и:м:еют вид 

Рвr = Csr + вfвп 
где в есть некоторый пара:м:етр , постоянные с87 не зависят от в ,  
а lsr - ограничены, то к уравнениям: (35) :можно отнести уравне
ния С ПОСТОЯННЫМИ Коэффициентами С87 •  Делая О КОрНЯХ А.� урав
НеНИЯ 

прежнее допущение ,  что они удовлетворяют условию 

т1Л1 + . . . + тnЛn =F О 
при любых целых неотрицательных числах т1, . . . , тпо имею
щих в су:м::м:е 2, и строя квадратичную фор:м:у 

удовлетворяющую уравнению 

I: дV 2 2 (cвlXl + . . .  + CsnXn) -д- = Xt + . .  • + Xn ,  
xs � 

за)rеЧае:м:, что при достаточно :малом 1 в 1 и положительном: j.t ,  
:меньшем: 1 , фор:м:а V '  - j.t (х� + . . . + х�) :может быть сделана 
положительной для произвольных значений пере:м:енных. При 
этом:. аси.м.птотичес"ая ус11Wйчивость ши неустойчивость невоа
;м,ущенного движения (х1 = О, • • .  , Xn = О) уравнений с постоян
ны.м.и 1Wффициента;м,и с87 отвечают та"овы.м. системы (35) ;  ве
дичина в, д.д,я "оторой та"ое соответствие беаусдовно существует, 
опредедяется n неравенства;м,и * 

где 

D =  r 
hн h17 

(r = 1 , . . . , n) , 

hrв = бrs + Т L (a.rJis + a.sJir)• 
i 

Дополнительно :можно заметить, что ограниченные функции 
f sr :могут быть функциями не только t , но и пере:м:енных 

& Н. Г. Четаев 
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х1, • • • •  х ,. .  стесненных всегда предполагающимвся условиями : 

при t ;р t0 � х� <;: А.  

Н этоl\I случае уравнения (35) будут представлять «линеариза
цию» некоторых нелинейвых уравнений, а веравеяства Dr > 
> О  (r -= 1 ,  . . .  , n) будут определять 8 и А ,  для которых указан
ное соответствие безусловно существует. Во многих задачах бы
вает достаточно за постояввые С87 принять значения ксэффициев
тов Psr для векоторого фиксированного момента времени и для ву
левых значений переменных х1 * . 

Можно указать еще один прием для решения задачи устойчи
вости для линейного уравнения (35) с перемеввыми коэффициен
тами p.,r ( t) .  Для каждого значения невависимой переменвой t 
уравнение 

L\ ( t) = 1 1 Рвr -- бsrA \1 = О 

определяет n корвей Л1 • • • •  , Л,. , изменяющихся с изменением 
времени t . 

Если ни для какого t � t0 не существует целых веотрицатель
ных чисел m1, • • •  , mm равных в сумме 2 ,  для которых уничто
жается выражение т1Л1 + . . . + тпЛт то для таких значений t 
будет существовать квадратичная форма 

V = � asrXsXr (asr = ars) 

с ограниченными коэффициентами ars• зависящими от t, удовле
творяющая уравнению в частных провзводных первого порядка 

L дV ( ) 2 1 ...1... 2 
-а- PstX1 т . . .  + PsnXn = х1 1 . . . 1 Xn• 

xs 
н котором t играет роль параметра . 

Форма V будет отрицательна , если вещественвые части всех 
корвей i.8 отрицательны ; для некоторых значений перемеввых х, 
она будет принимать положительвые значения,  если среди корвей 
Л1 7 • • •  , Лn существует хотя бы один корень с положительвой ве
щественной частью . Ее полная производпая по времени в силу 
уравнений (35) есть 

dV 2 2 дV (lt = Х1 + • • • + Xn + at • 

Главвые диагональные миноры дискриминанта этой квадратичной 
формы суть 

(r = 1 ,  . . . , n) , 



где 
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' dars a,.s = -сп- · 

1 4 7  

Пусть для всех рассматриваемых t > t0 пронаводные а;8 ограни
чены, а все D r не меньше векоторого положительного числа ; про
изводная V7 по известному критерию Сильвестра будет тогда 
определенно-положительной квадратичной формой переменных 
х1, • • •  , Xn · При этих условиях ес.ли V представ.ляет опреде.ленно
отрицате.льную квадратичную фор;м,у, то невоа;м,ущенное движение 
устойчиво : ес.ли V еще и допускает бесконечно жа.лый высший пре
де.л, то устойчивость невоажущенного движения будет аси;м,птоти
ческой. Ес.ли же фор;м,а V допускает бесконечно жа.лый высший пре
де.л и ;может принижать по.ложите.льнQе аначение, то иевоа."ttущеи
ное движение неустойчиво * .  

Н е  лишне заметить, что условия устойчивости могут быть 
R отдельных случаях улучшены путем варьирования функции V. 

Правильные системы 

67. Согласно предложению о характеристичном числе прои:J
ведения (п .  62) сумма характеристичных чисел функций 

eS 1': Pssdt и е- s 1': Peil 
не больше нуля . Поэтому если f.1 обозначает характеристичное чис
ло второй из этих функций, то сумма S характеристичных чисел 
решений нормальной системы не может иревосходить числа -t.t· 
Притом равенство S = - t.t  возможно только при условии , что 
сумма характеристичных чисел рассматриваемых двух функций 
равна нулю. 

Систему дифференциальных уравнений (35) условимся пазы· 
вать прави.льной. если для нее существует равенство 

S + Jl = О; 

в противном случае - иеправи.льиой. 
Уравнения с постоянными коэффициентами являются , оче

видно, правильными. В дальнейшем будет доказано предложе
ние Ляпунова,  что всякая система уравнений (35) , в которой все 
коэффициенты суть периодические функции t с одним и тем же 
вещественным периодом, есть правильная . · 

Пусть предложена правильная система (35) .  Через Л,. обозна
чим характеристичное число решения 

нормальной системы ее независимых решений (k -= 1 , . • . • п). 
Согласно определению правильной системы сумма S = Л1 + . . .  
. . . + Лn равняется взятому с обратным знаком характеристич-

е• 
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ному числу функции 

е- s � Pssdt . 

Обозначим через .1. определитель,  составленный из функций 
x.•r нормальной системы решений уравнений (35) 

.1. = 11 Xar \\ ; 
его · минор (со знаком) , соответствующий элементу х;1, обозначим 
через !!11• 

Рассмотрю.! функции 

& sr 
Ysr = -г (s = 1 , . . . , n) . 

Неносредственным дифференцированием убеждаемся, что при 
всяком фиксированном r функции Ys = Ysr удовлетворяют при
соединенной системе линейных дифференциальных уравнений 

dys . 
--;[Г + P!SYl + · · · + PnsYn = О  (s = 1 ,  · · . , n) . 

Решения Ysr присоединенной и Xsr заданной системы удовлетво
ряют очевидным соотношениям 

� XskYsr = бkr • 
8 

Обозначим через Jlr характеристичное число решения Уtт • • . .  , Ynr присоединенной системы уравнений. Из предыдущих со
отношений при k = r имеем 

!lr + Ar < О. 
Если заданная система уравнений есть правилъная, то из 

формулы 

у = &вr = ce- S � p83 dt л  ( 1 ) s r & Llsr s = ' . . .  , n 

согласно теоремам о характеристичных числах произведений и cyмi\I 
имеем: 

хар.  число Ysr ;;;;;;. -J.r (s = 1 , . . . , n) . 

Перавеяство это справедливо при любом индексе s, а следователь
но , и при его значении, отвечающем среди у171 • • • , Ynr функции 
с наименьшим характеристичным числом llr• которое по определе
нию принимается за характеристичное число решения Ytr• • . .  • • · • Ynr : 

!lr > -Лг 
Это перавеяство совместно с установленным ранее приводит к со
отношению 

Jlr + Ar = О (r = 1 , . • •  , n) . 
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Отсюда сумма характеристичных чисел f11 + . . . + f1n nрисоеди
ненвой сис·rемы равняется взятому с обратным знаком харак-S:ЕР dt 
теристячному числу функции е • •  . А это доказывает, что 
система, nрисоединенпая к nравильвой системе уравнений, есть 
также nравильная, а у sr представляют нормальную систему реше
ний присоединенвой системы. 

3 а м е ч  а в и е .  Если система (35) есть правильвая, то сумма 
характеристичных чисел функций 

eS � Рsв dt и е- s :Е Рsв dt 

равняется пулю. Но это условие является только необходимым 
для пра:вильвых систем, в чем убеждает пример веправильвой си
стемы п. 65 . 

68. П р и м е р . Рассмотрим свойства уравнений в вариациях 
для канонических уравнений Гамильтопа (п. 4) 

d
d
� = L ( д:;�i �i + д�:�Рi 1li) • 

i 
(38) 

где коэффициенты суть вепрерыввые ограниченные вещественвые 
функции t .  Уравнепия эти имеют существенвое значение в иссле
дованиях устойчивости движений консервативных механических 
систем . 

Пуавкаре установил , что если � • • 1]8  и �: .  ч: суть какие-либо 
два частных решения уравнений в вариациях (38) , то 

� (�.ч; - n.�:) = с . .  8 

где С - пекоторая постоянная. Доказательство элементарно и 
осуществляется дифференцированием по t .  

Для каждого �" 1ls всегда найдется по меньшей мере одно
другое решение ��. 1]; , для которого постоянная С в инварианте 
Пуавкаре будет отлична от пуля. В самом деле, для нетривиаль
ного решения � • • fls какая-либо из величип �.0, 1lso начальных зна
чений в момент t0 будет отлична от пуля ; тогда второе частное ре
шение всегда можно определить начальными значениями �;0, 1J;o 
так , чтобы интересующая вас постоящ1ая была отлична от пуля .  

Пусть для двух решений уравнений в вариациях �8 ,  1]8 и �;. 1]; 
значение постоянной С отлично от пуля, а Л и Л' суть отвечающие 
этим решениям характеристичные числа.  Пользуясь инвариантом 
Пуанкаре , выводим веравевство 

Л + Л' < О. 
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Следовательно , если уравнения в вариациях (38) имеют хотя бы 
одно частное решение с отличным от нуля характеристичным 
числом. то для них будет существовать тогда по меньшей мере одно 
решение с отрицательным характеристичным числом - невозму
щенное движение будет при этом неустойчивым (в первом прибли
жении) . 

Н евоа.мущенное движение .может быть устойчивым, дишь в еду
чае , погда хараптеристичные чисда всех реLиений систе.мы (38) 
суть нуди . 

След, то есть � р88, для уравнений (38) всегда равен нулю; 
позтому , если невозмущенное движений устойчиво , то сумма ха
рактеристичных чисел любой системы независимых решений урав
нений (38) равняется взятому с обратным знаком характеристич 
ному числу выражения 

Следовательно , для устойчивого невоа.мущеюtого движения систе.ма 
уравнений в вариациях (38) всегда будет правильной (п .  67) , а: вся
кал полная система независимых решений уравнений (38) - -- - нор
мальной (п.  67 и 65) .  

ОбозначиАr через 

�вт • 'l'l sr (r = 1 ,  . . . , 2п) 

систему независимых решений уравнений (38) , определенных для 
f = t0 значениями 

Если невозмущенное движение устойчиво , то решения �sr •  'fl sr 
имеют не только равные нулю характеристичные числа , но явля
ются также и ограниченными . Позтому новая система переменных 

(r = f ,  . . . , 2п) ,  

определенная линейным иреобразованием с ограниченными коэф
фициентами . с равным + 1 определителем иреобразования и с ог
раниченными минорами последнего , имеет такое же обратное 
преобразование. Переменвые Z8 удовлетворяют уравнениям с пос
тоянными коэффициентами 

(r = 1 ,  . . . . , 2п) . 

Следовательно , если невоа.муи,енное движение устойчиво , то от
вечающие уравнения в вариациях Пуанпаре (38) являются приводи
.мы.ми (при по.мощи линейных преобрааований с ограниченны.ми по
эффициента.ми, допуспающих такое же обратное преобрааование) 
n систе.ме уравнений с постоянны.ми поэффициента.ми. 
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Зададимся вопросом о группе преобразований, описывающей 
возмущенные движения консервативных систем .  

Решения �8 ,  '11s уравнений в вариациях Пуанкаре (38) , опреде
ленные начальными данными s� . ')')� . суть 

n 
�s = � (s1ssj + Тl��s. n+j), 

j=l 
n 

Т\в = � (��'lsi + rt7fls, n+j) (s = 1 , · · . ,  n). 
j=l 

Определитель этих линейных преобразований есть .1 = 1 .  Значит , 
соотношения между s8 , fl 8  и �� . fl� представляют группу унимоду
лярных линейных преобраэований. 

Но если neвoa.lltyщennoe движение устойчиво , то уравпепия в ва
риациях (38) , буду'!и пpивoдU.lltЫ.lltи , до.л,жпы и.lltеть апак.оопреде
леппую к.вадратичпую фop.llty ,  полпая проиаводпая по вpe.lltenи от 
к.оторой в си.л,у уравпепий в вариациях есть пуль * . 

Об устойчивости по первому приближению 

69 [ 1 2 , 1 3] .  Характеристичные числа уравнений первого при
ближения позволяют во многих случаях судить об устойчивости 
и неустойчивости невозмущенного движения в силу полной си
стемы дифференциальных уравнений возмущенного движения 

(s = 1 . . . . . n). 
где коэффициенты первого приближения Psr и коэффициенты го
ломорфных относительно х1 , • • • , Xn функций Х 8 представляют 
вещественные непрерывные ограниченные функции t . 

Т е о р е м  а Л я п у н о в а .  Если cиcтe.llta дифферепциа.льпых 
уравпепий первого приближения есть прави.л,ьпая и если все ее ха
рак.теристичпые числа положительны, то neвoa.lltyщennoe движение 
устойчиво . 

Ляпунов осуществил доказательство этой важной теоремы при 
помощи некоторых рядов,  удовлетворяющих уравнениям возму
щенного движения . Но ее можно доказать также и прямым ме
тодом. 

Расемотрим нормальную систему независимых решений 
х1п . . .  , Xnr (r = 1 , . . . , п) для уравнений первого приближения. 
Составцм далее нормальную систему независимых решений при
соединенной системы по формулам 

_ fj.sт 
Увт - -fj.- '· 

rде Л = 11 Х8т 1 1 . а Л8т обозначает минор определителя Л , отвечаю
щий элементу Xsr (п . 67) . Пусть /..1 ,  • • •  , Лn суть характеристичные 
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числа решений заданных уравнений в вариациях; так как задан
ная система предполагается правильной, характеристичными 
числами решений присоединенной системы будут -Л1 , • • •  , -Лп .  

Введем новые переменвые 

� -(1. -e)t Z = х у  е r r в вr s 
(r = 1 ,  . . . , n), 

где е обозначает некоторое положительное число , :меньшее любого 
из характеристичных чисел Лr .  Пользуясь выписанным преобразо
вание:м, в силу предположенной правильиости уравнений в ва
риациях , находим 1) : 

хар . число {zr} > хар . число {х8} - е ;  
обратное иреобразование 

� Zre<"'т-г>tXa1• = � Х8 (� YsrXar )  = Ха 
r в r 

приводит к неравенству 
хар . число {х8} > хар . число {z, }  + е. 

Следовательно , 
хар . число {zr}  = хар . число {х8} - е . 

Рассмотрим знакоопределенную относительно z1 7 • • •  , Zn квад
ратичную форму 

Ее полная производпая по t есть 

где 

dV � s R dt = - k.J (Лr - е) Zr + , 
r 

R = � z Х у e-<1.,-e)t . � r в вr ' )', 8 
как функция новых пере:менных R (t ,  z1 , • • •  , z,.. ) имеет коэффи
циентами в своем разложени11 по целым положительным степеням 
пере:менных z1 , • • • , Zn исчезающие функции t при всяком поло
жительном е; разложение R начинается с членов по :меньшей :мере 
третьей степени. 

д - • 
ля численно :малых значении пере:менных z7 производпая Тt 

будет определенно-отрицательной функцией величин z1 , • • •  , Zn · 
В силу теоремы Ляпунова об устойчивости заключаем отсюда , 
что невоз:мущенное движение устойчиво по отношению к пере-

1) Символом {zr}J обозкачается система фуикций z1 , • • •  , Zn. 
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менным z1 , • • •  , zn ; причем всякое возмущенное движение , доста
точно близкое к невозмущенному, стремится к последнему по зна
чениям Zr асимптотически. 

Для всякого положительного 11 ·  сколь бы мало оно ни было, и 
для всякого t , большего векоторой постоянной Т,  в силу свойств 
функции R ( t , z1 , • • • , Zn) , как функции с исчезающими коэффи
циентами и начинающейся в своем разложении с членов по край
ней мере третьего измерения относительно z8, можно найти область 
достаточно малых численных значений z1 , • • •  , Zn ,  внутри ко
торой 

При этих условиях во все время t > Т, пока значения пере
:м:енных z1 , • • •  , Zn не покинули указанную область (если Л1 есть 
наименьшее из характеристичных чисел Л1 , • • •  , Лn) , имеем: 

:t · -}  ,Еz� < -- (Л1 - е - 11) ,Ez�, 
r r 

и следовательно , если начальные значения z80 выбраны так , чтобы 
при изменении t от t0 до Т значения пере:м:енных находились в ука
занной области , а постоянная 11 удовлетворяла неравенству Л1 >  > е + 11 • при дальнейшем изменении t будем иметь� 

Отсюда 

и ,  следовательно , 

� z� < Ce-2(Л.-e-'ll)t . 
r 

хар . число {zr }  > Л1 - 8 - 11 · 
хар . число {х8} ;;;;;. Л1 - 11 > О. 

Этим: доказывается устойчивость невоз:м:ущенного движения по 
отношению к пере:м:енны:м: х1 ,  • • •  , Xn и то , что всякое достаточно 
близкое возмущенное движение стремится к нему аси:м:птотически. 

70. Т е о р е м  а .  Есди систе.м,а дифференцимьных уравнений 
первого прибдижения есть прави,д,ьная и среди ее хараптеристич
ных чисед и.меется хотя бы одно отрицатедьное, то невоз.мущен
ное движение неустойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем: новые пере:м:енные 
� -Л t Zr = д ХвУвrе т · 8 

Отсюда характеристичное число функции Zr не меньше наи-
ф v -л t меньшего из характеристичных чисел ункции X8Y8re r ,  а по-

следнее не меньше характеристичного числа системы функций 
х1 , • • •  , Xm ибо характеристичное число Ysre-лrt не :меньше нуля , 
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если уравнения первого приближения правильны. Это соотноше
ние имеет место при всяком r, поэтому 

хар . число {z7 } ;;;:. хар . число {х8 } .  
Для переменных z,. имеем следующие дифференциальные 

уравнения:  

(r = f ,  . . . , n) . 

Допустим , что среди характеристичных чисел J..1 • • • • , J..n по 
меньшей мере одно , пусть J..1 ,  отрицательно. Неустойчивость не
возмущенного движения (по отношению к переменным х1 ,  • • • , .т .. ) 
будем доказывать от противного. 

Если невозмущенное движение устойчиво , то для заданного 
малого положительного числа А будет существовать такое поло
жительное число R,  что при произвольных начальных возмуще
ниях х10 ,  • • •  , Хпо • удовлетворяющих неравенству 

(39) 
s 1 

для всякого t .  .iольшего t 0 •  будет выполняться веравеяство 

Из уравнения r = 1 последней системы уравнений следует 

z1 = ce-).,t + e-�,t � � Х8у81 dt, 
s 

(40) 

где с - векоторая постоянная . Разложения функций Х, по целым 
положительным степеням х1 , • • • , Xn начинаются с членов второго 
измерения� функции Xs предполагаются ограниченными для вся
кого t ,  большего t0 , и ' для всяких х1, • • •  , Xn • удовлетворяющих 
условию (40)� поэтому при выборе начальных значений х10 , • • •  
• • • , Xno согласно неравенству (39) при достаточно малом R вы
водим. что если невозмущенное движение устойчиво , характери
стичное число второго слагаемого правой части последнего ра
венства в силу предложения о характеристичном числе интеграла 
(п .  62) не меньше нуля . Следовательно , характеристичное число 
функции z1 будет равно J..1 , ибо при сделанных предположениях 
постоянная с отлична от нуля . 

Но хар . число {х8 } < хар . число {z, } ,  поэтому 

хар . число {ха} < лl < о. 
Это перавеяство несовместимо с усповием (40) .  Мы должны по
этому заключить , что каково бы ни было значение R , стесняющее 
выбор начальных возмущений х10 ,  • • • , Xno • среди последних пай-
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дутся такие , при которых неравенство (40) перестает выполняться 
для некоторых значений t , больших t0 •  

Таким образом, теорему :можно считать доказанной . 
П р и :м е ч а н и е .  Если система дифференциальных уравне= 

ний первого приближения не есть правильная, то , обозначая через S сумму всех характеристичных чисел нормальной системы ее ре
шений, а через � характеристичное число фующии 1 i Ll . будем 
иметь 

S + � = -а, 

где а - некоторое положительное число . В этом случае харак

теристичное число функции �1i не :меньше - ')..i - а .  А на ос но
� 

вании этого петрудно доказать (рассуждениями , подобными из
ложенным здесь и в п. 69) следующие предложения * .  

Пусть система дифференциальных уравнений первого приб.л,и
жения не есть прави.л,ьная; ес.л,и она имеет все хара1>теристичные 
•tис.л,а бо.л,ьше а, то невоажущенное движение устойчиво , а ес.л,и 
среди ее хара1>теристичных чисе.л, найдется по 1>райней мере одно 
отрицате.л,ьное, чис.л,ен.но бо.л,ьшее а, то невозжущенное движение 
неустойчиво 1 } .  

1 )  Друrие критерии устойчивости п о  nepвo11ty приближению были nред
ложены в работах:  

Р е  r r о n  О .  D ie Stabilitatsfrage bei Differentialgleichungen //  Math . 
Zeitschrift . - 1 930 . - Bd 32.  

П е р  с и д с к н ii К. П. К теории устойчивости интеrралов системы 
дифференциальных уравнений // Изв.  физ . -мат . о-ва при Казан. ун-те. -· 
1 939 . - т. 1 1 . - с. 29-45 . 

М а л к и н Г .  Д .  Die Stabllitatsfrage bei Differentialgleichungen // Сб. 
тр . Казан . авиац. ин-та . - 1 934 . - .М 2 .- С. 21 -28 .  
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Иивариаитнаи подстаковка и структура 
частных решений 

71 [ 46] . Рассмотрим систему линейных дифференциальных 
уравнений 

(s = 1, . . . , n) (41 )  

в предположении, что все коэффициенты Psr являются . вещест
венными, периодическими, ограниченными, непрерывными функ
циями вещественного перемениого t с одним и тем же веществен
ным периодом ro ( ro > 0) . Уравнения в вариациях для ведущего 
периодиче(fкого движении во многих практически интересных 
случаях представляют дифференциальные уравнения такого вида . 

Задачи устойчивости невозмущениого движения (х1 = 0, . . •  • • • , Xn = О) приводят к определению характеристичных чисел 
для рассматриваемых уравнений. К сожалению, этот последний 
вопрос не является вполне разрешенным, хотя решение его и об
легчается существованием инвариантной подстаковки 

S _ ( t, Xt , • • •  , xn) - t + ro, X:t, • • •  , xn 
' 

не изменяющей вида рассматриваемых уравнений (41 ) . 
Инвариантная подстаиовка, будучи применениой неограиичеи

иое число раз к значениям t на отрезке (0,  ro ) , воссоздает всю 
числовую прямую веществеиного перемениого t. Другими слова
ин, по поведению общих решений x.s при изменении t на отрезке 
(0, ro) возможно определить поведение всякого частиого решения 
Хв при иеограииченно измеияющемся t. 

Допустим, что для уравнений (41 ) найдено n независимых 
решений 

Функции 
Xlr t  • • • t Xnr (r = 1 , , , . ,  n) , 

Xlr (t + ro), , . .. , Xnr (t + ro) 
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по свойству периодических уравнений,, допускающих инвариант
ную подстановну S , представляют также их решение. Поэтому они 
будут ЛИНеЙНО выражаТЬСЯ чеvез незаВИСИМЫе решеНИЯ Х87 :  

Х87 ( t  + оо) = а17Х81 (t) + . . .  + anrXвn (t) (s = 1,  . . . , n) , 
где а117 являются некотор�ми постоянными для всякого r, взято
го из ряда 1 ,  . . .  , n . 

От выбранных нами независимых решений мы можем перейти 
к другой подобной системе путем линейных преобразований с по
стоянными коэффициентами , и ,  в частности ,- мы можем перейти 
к векоторому решению 

Хв = �1Хв1 + • . .  + �nXвn t 
обладающему фундаментальным свойством 

Х8 ( t + оо) = ХХ.в (t) (s = 1 ,  . . . , n) . 

Для определения постоянных �r отсюда получаются соотношения 

�� ·{ aнXs t (t) + . • • + anlXвn · (t) ] + • • · + �n [ alnXsi (t) + . . . · · · · + annXвn (t)] = Х [ �1Xs 1 (t) + • • • + �nXвn (t) ) . 

Такие соотношения (s = 1 ,  . . •  , n) должны удовлетворяться не
зависимо от значений t; поэтому, в силу свойств линейно незави
симых систем решений, должны быть приравнены коэффициенты 
при одинаковых Хsт: 

а11�1 + · • • + aln�n = Х�1 • 

anl�l + • • • + ann�n = X�n · 
Полученная систем� линейных однородных алгебраических урав
нений с постоянными коэффициентами будет допускать нетри
виальное решение для постоянных �7 ,  если составленный из ее 
коэффициентов определитель 

Х (х) = 1\ai i  - бi ix 11 = О. (42) 

Корни х1 , • • •  , Xn этого определителя х (х) связаны с фувда
ментальными частными решениями наших уравнений. 

72 [46] .  Допустим, что корни х8 все различны между собой. 
Они характеризуют выражения n фундаментальных независимых 
решений. В ·самом деле , пусть х - какой-либо из этих корней. 
Ему отвечает решение, обладающее по определению свойством 

Xs (! + оо) = хх, (t) (s = 1 ,  . . .  , п) . 

Общий вид непрерывных однозначных ограниченных на (0 , оо) 
функций Х8 (t) , удовлетворяющих последнему соотношению, за
писывается формулой 

..!.. ln х 
Х8 (t) = е ю <р8 (t) ,  
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t•де CJJs суть непрерывные ограниченные однозначные функции 
с периодом w .  Если корни Xr все различны, то получающиеся n 
фундаментальных решений будут образовывать систему n незави
симых решений, обладающую, очевидно , свойствами нормальной 
системы . 

Rогда существуют кратные корни Xr , не всегда бывает воз
можно найти n независимых решений указанного фундаменталь
ного вида . В этом случае возможно найти фундаментальную систе
му независимых решений. определенную для каждого из различ
ны х корней х (х) соотношениями 

х�1> ( t + ro ) = xx�l )  (t} , 
х�2> (t + ro ) = хх�2> ( t) -+ х�1> ( t) ,  (43) 

x�m+l ) ( t + ro) = xx�m+t )  ( t) + x�m ) (t) 
(s = 1 ,  . . . , n) , • ( i )  (i ) 1 де х1 , • • • , Xn обозначают искомые фундаментальные решения , 

связанные е кратным корнем х . 
Пусть 

(i) - A_(i) ' ..L R_(i ) 
Xs - t'l Xsl Т • • • , t'n Xs,. • 

Дия определения постоянных ��i) и наивысшего значения дия т 
после подстановки этих выражений в предыдущие соотношения 
и после сравнения коэффициентов при одинаковых функциях 
х ... (t )  получим следующие системы уравнений (i = 1 ,  . . .  , п) :  

� ( aii - бiJX) ��l) = О. 
j 

� (aiJ - бiJX) ��2> = ��1> . 
j 

� (aij - бijX) �}m+l) = ��т>. 
j 

Эти системы уравнений совпадают с системами (7) ,  подробно изу
ченными в п .  24-28. Приведем полученный результат .  

Пусть все элементарные делители определителя х (х) суть 

(х - xl)n • ,  . . . , (х - xk)n" , 
I'де х1 , • • • , х,. обозначают корни определителя 'Х (х) ; среди них 
могут быть и одинаковые . Для всякого такого корня х = Х7 (r = 
= 1 ,  . . .  , k) число т отвечающей группы (43) фундаментальных 

(i ) ( i ) решений х1 , • • • , Xn будет 

т = пт - 1 . 
Сумма 

n1 + . . .  + n.,. = п . 
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Формулы для определения постоянных ��i )  нас не интересуют, 
так как постоянные ан и частные решения Х87 нам известны nQкa 
лишь из теоремы существования . Структура функций x�i> , входя
щих в фундамента.'lьную систему решений и отвечающих корню х ,  
определяется соотношениями (43) . В самом деле,  система (43) 
допускает последовательные опреде.Тiения структуры функций 

(j)  (j)  х1 , • • •  , Xn и именно 

! x�l) (t) --- е-;;) ln \p�l) (t) . 
t 

х�2) (t) -= е-;;) l n·x ,. IPp> (t) 1 �w (t) + IP�J!) (t) . , . 

(m +l) (t) -= -i;- 1n x [ ( 1 )  (t) { r - (t)) • • •  (t - т оо)  + 
Xs е IPs -т т ' х (t) т .  

, {2 ) (t) ( 1  -- (t)) • • •  (t - (т  - 1 )  (t)) 
т IPs x•н-J (t)m-1 (т - 1 ) !  

' - • ( /1 1  t 1 )  (t) ] 
-t . . •  + (jJ� ' 

где все функции <p�j) суть ограниченные и периодические е перио
дом ro .  В этом возможно убедиться непосредственно подстанов
кой t + ro вместо t ,  а т�кже последовательным инте1·рирование:м 
уравнений в конечных разностях (43) . 

Исходя из структуры фундаментальных решений,  3амечаем, 
1 

что вещественные части величин - - ln х, (r - =  1 ,  . . .  , k) соста(t) 
вят совоку�ность n1 + . . . + n ,.  = n характеристичных чисел 
системы уравнений (41 ) .  Полная система фундаментальных реше-u (j) { j )  ' нии х1 , • • •  , Xn составит нормальную систему n1 · ;- • • •  
. . . + п,. = n независимых решений ,  потому что всякая линейная 
комбинация с постоянными коэффициентамИ из эти х решений 
имеет характеристичным чисдом , очевидно , наименьшее из харак
теристичных чисел , входящих в комбинацию фундаментальных 
решений. 

Что найденная система независимых решений есть нормальная ,  
возможно доказать также едедующим способом .  

Определитель � = 11 X s  r ;j • составленный из  системы фунда� 
ментальных решений. в силу соотношений (43) удов.Тiетворяет 
равенству 

1 ( t + <u) = х�· · • • •  x/!J•�  (t) .  

в чем убеждаемся непосредственно путем операций с колонками. 
Но согласно формуле Лиуви.тшя (п .  65) имеем 

{о) 
S 2: Р.м dl 

А (t + ro) = А (t) е о 
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Сравнение с предыдущей формулой дает равенство 
(1) 
S 2: Рsв dt 

х�' . . •  xnk = ео 
k • 

Логарифмируя это равенство , получим после деления на ro , 
что сумма характеристичных чисел фундаментальной системы не
зависимых решений равняется 

(1) 
·- -

1 \ ,.., р dt · (J) J "'-' 88 ' 
о 

эта величина является , с другой стороны, характеристичным чис
лом функции 

так как выражение 
t (1) � L Pss dt -� � L Pss dt 
о о 

представляет ограниченную периодическую (с периодом ro ) функ
цию . Отсюда заключаем, что фундаментальная система независи
мых решений будет вормальвой и что рассматриваемая система 
дифференциальных уравнений с периодическими коэффициен
тами является правильной (п .  64,  65 , 67) . 

73 [ 47 ] .  Рассмотрим систему уравнений 
dy 
dt

s + РнУ1 + · .  • ; + PnsYn = О, . .  
присоединенную к заданной.  Она также имеет периодические 
коэффициенты с вещественным периодом ro; для нее возможно 
также определить фундаментальную систему независимых реше
ний, разбивающихся на группы, <:'твечающие элементарВЬiм де
лителям 

(r = 1 ,  . . . , k) 

определителя х (J.L) присоединенвой системы. 
Пусть производящее решение группы отмеченного элементар

ного делителя есть 

Ys - е 'Фs <n 1) n 1 + · · · + 'Фs • _ � ln l!r [ (1) (t - ro) • • . (t - (nr - 1) ro) (ns>] 
1-tr r (J) r (nr - 1)1 

где 'Ф�л суть функции ограниченвые и периодические с периодом ro . 
Подставляя это решение в коэффициенты линейного интеграла 
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заданных уравнений (41 )  

У1Х1 + • • • + YnXn = С, 

получим после очевидного иреобразования выражение 

[ (1 ) t nт-l и] ...!._ ln 11r Z1 (пт _ 1 ) ! + · · · + Zn е ro = с , 

16t 

где все z�! > обозначают некоторые линейвые формы величии Хг 
с периодическими ноэффициевтами; с - постоявваJJ. Изменяя r 
от 1 до k, получим n линейных, независимых форм z�r> , какие 
можно принять за новые переменвые вместо х1 ,  • •  : . , х11 •  

Дифференцируя последнее выражение по t и ,  прираввивая 
нулю коэффициенты при одинаковых степенях t ,  имеем 

где 

d (r) zl ( r) -;л- = Лrzl ' 
d (r) 

_2_ - � (•·) - (r) 
dt - 11. тZз Zз-l 

е = 2 ,  . . . , пт) ' 
, r = 1 ,  . . .  , k 

1 Лт = - - ln ftr · (!) 
Следовательно , система (41 ) иреобразована в систему с nостоян
ными коэффициентами; при этом преобразование выполнено по
средством неособенnой линейной подстановки с периодическими 
ограниченными коэффициентами , не :меняющими характеристичных 
чисел нормальвой системы независимых решений . Отсюда вы
водим, что 

ln Х7 + ln ft7 = О , 
т .  е . характеристичные числа уравнений присоединенной системы 
равны взятым с обратными знаками характеристичным числам 
данной, а степени элементарных делителей корней х7 и J.tr равны 
между собой 1) . 

Из замеченвой зависимости характеристичных чисел от корвей 
характеристичного уравнения х. (х) = О (42) и теорем об устой
чивости и веустойчивости для правильных систем (п . 69 , 70) вы
водим теорему: 

Когда хараптеристичное уравнение 'Х (х) = О об.ладает то.льпо 
1t0р�и. .м,оду.ли 1't0торых rиеньше 1 '  невоа.м,ущенное движение 
устойчиво , пеаависи.м.о от ч.ленов выше первого порядпа Х8 , и при
том тап, что всяпое возмущенное движение, достаточно б.лиа1t0е 

1) Общие исследования о приводимости линейных уравнений к уравне
ниям с постояиными коэффициентами, начатые А. М . Ляпуновым, развил 
Н. П. Еруrин (Е р у r и в Н .  П .  Приводимые системы // Тр . Мат. ии-та 
им. В .  А. Стеклова . - 1 946 . - .М 13) .  
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,. нежу , прибд.ижается ,. нежу асижптотичес,.и . Когда же в чисд.е 
�>орней названного ураенения находятся та,.ие, жоду.л,и �>оторых 
бодьше 1 ,  движение это неустойчиво независи.мо от Х'в . 

Сомнительными по отношению к устойчивости , при существо
вании членов Х 3 в дифферен_циальны:х уравнениях возмущенного 
движения, остаются поэтому только случаи , когда характеристич
ный полином х (х) . не имел корней с :модулями , большими 1 ,  
имеет корни с :мою•ля:ми , равными 1 .  

Приближенные методы определения 
характеристичного уравнения 

74. Определение характеристичного уравнения для Jiинейных 
дифференциальных уравнений с периодиче�ки:ми коэффициента
ми составляет трудную задачу . Если для уравнений с постоянными 
коэффициентами составление характеристичного определителя � (Л) 
не требует знания частных решений, то в случае уравнения с перио
дическими коэффициентами при современном состоянии вопроса 
такое знание необходимо для того , чтобы можно было построить уравнение х (х) = О . Лишь свободный член этого уравнения может 
быть найден непосредственно из формулы: 

(!) 
.\' E.p,,dt 
о Xt• • • Xn = е  

Для определения характеристичного уравнения х (х) = О 
обычно применяется тот или иной приближенный метод интегри
рования дифференциальных уравнений. При этом наиболее 
удобными являются те независимы:е частные решения уравнений 
(41 ) .  какие определены для t = О следующими начальными зна-
чениями: 

Xs r (О) = ljsr • 
Элементы asr характеристичного определителя х (х) вычисляются 
тогда по таким равенствам (п . 7 1 ) : 

asr = Xs r (ro ) ,  
и ,  значит ,  

Х (х) = 1 !  х , "  (ro ) - ljsrX 11 · 
Задачи устойчивости по существу проще задач интегрирова

ния; они не требуют точного знания характеристичных чисеЛ·; 
надо знать только знаки последних .  А для решения такой задачи 
могут хорошо служить способы, которые в задачах интегрирова
ния приводят к расходящи:мся процесса:м. Эту идею впервые 
при:менил Ляпунов в исследовании устойчивости установившихся 
движений в критических случаях. Но , разумеется, каждый кон
кретный результат , добытый подобными приема:ми , должен быть 
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дополнительно испытан строгими теоремами об устойчивости или 
неустойчивости . 

75. Рассмотрим прием , который состоит в замене коэффициен
тов Ргr в заданных уравнениях их  средними значениями за период 

(J) 
( 1) 1 \ Cs r = IO J Psr dt .  

о 
Устойчивость (неустойчивость) в силу усредненной системы 

dx, (1 ) (1) dt = Csl Xl + · · · + Csn Xn (s = 1 ,  . . . , n) 
иногда сопровождает устойчивость (неустойчивость) невозмущен
ного движения согласно заданным уравнениям (41 ) .  Но это не всег
да бывает так . Поэтому важно знать , когда такая подмена уравне
ний разрешает поставленную задачу об устойчивости . 

Будем вычислять независимые решения Xsr системы (41 ) .  оп-
ределенные начальными данными х��> = Х87 (О) = llsr •  по извест
ному методу последовательных приближений Пикара: 

t 
( k )  \ � ( k-1 ) X8r  = l\87 + .)  � PsiXir dt 

о i 
(k = 1 ,  2, . . . ) . 

При этом характеристичное уравнение сиетемы (41 ) 

Х (х) = \1 Xsr (ro) - ll8rX \1 = О 

определяется в k-м приближении как 

(k) Xk (x) = 1\ Xsr (ro) - llsrX 11 = О . -
В k-м приближении мы можем отнести системе (41 ) уравнения 
с постоянными коэффициентами 

где 
(/) 

(k)  1 \ '\1 (1Н) d Csr = (;) J L..J PsiXir t . 
о i 

(44) 

Корни )}[> • • . .  , л�> характеристичного уравнения системы (44) 

�k (Л) = !1 С�� > - llsrЛ \1 = О 

(k)  (k )  
( ) о связаны с корнями х1 , • • •  , Xn уравнения Х�> х = соотно-

шениями 
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Если ни для: каких целых иеотрицательиых значений mlt 
. . .  , mn , имеющих в сумме 2 , не уничтожается выражение 

mlЛl + . . .  + тп"-n • 
где Лs суть корни �k (Л) ,  то согласно изложенному в п .  34 для си
стемы (44) возможно найти веществеиную квадратичную форму 
с симметричными коэффициентами Ь78 = Ь87 

2 Vk = � ЬвrХвХr 1'8 
таную, чтобы 

\'1 ( (k) (k) ) дV k 2 2 ""-.J Csl Xl + • • • + Csn Xn дхв 
= Xl + • • • + Xn· 

8 
Полная производпая от V k по t ,  взятая в силу заданных уравне
ний (41 ) ,  есть 

r ,  в,  i 
Эта производпая V� будет определенно-положительной, если най
дется положительное число .,._ такое, чтобы веществеиная квадра
тичная: форма с периодическими коэффициентами 

v� - .... (х� + . . . + х�) = � Ьsi (Pir - f1C��)) X6Xr 
irs 

имела дискриминант 

11 h�� ) \\ . 
главные диагональные миноры которого были бы все положи
тельны, причем 

h<k> _ 1 \, [Ь ( <k >) Ь ( <k> ] h <k> rs - 2  L...J ri Pi s - f!Cis + si Pir - .... Cir ) = sr • 
i 

Но если V � определенно-положительна, то асимптотическая ус
тойчивость (иеустойчивость) иевозмущенного движения в уравне
ниях (44) сопутствует таковой в заданных уравнениях (41 ) . 

В первом приближении (k = 1 ) система (44) совпад�ет с усред:
неиной системой, а только что сделанный вывод дает достаточные 
условия: (в виде определенно-положительности V�) для того, чтобы 
асимптотическая устойчивость (иеустойчивость) иевоз:мущеииоrо 
движения: в усредиеиИЬiх · уравнениях (k= 1 ) сопутствовала асимп
тотической устойчивости (иеустойчивости) иевозмущеииого дви
жения в задаиных уравнениях (41 ) * .  

П р и м е ч а и и е .  Если в каком-либо и з  рассмотреиных слу
чаев корни Лs таковы, что существуют целые иеотрицательиые чис
ла т8 , имеющие в сумме 2, для которых уничтожается выраже
ние т1Л1 + . . .  + тn"-п • и существует по крайней :мере одно от
рицательное характеристичное число Лв , то введением новых 
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пере:менных 

при достаточно :малом положительном 11 :мы сведем вопрос к рас
с:мотренно:му случаю, так как изменения пере:менных Хв с течением 
времени не будут все ограниченны:ми, если некоторые из пере:мен
ных и1 будут неограниченны:ми . Определение независи:мых решений 
Х87 по :методу Пикара при нулевом приближении 

(О) R Хвт = Uвт 
приводит вообще к недостаточно быстрой сходимости последова
тельных приближений, так как приходится произвести достаточное 
число приближений, чтобы в нарастающих степенях t накопить 
достаточное число членов экспонента eat , который в это:м процессе 
не :может появиться,  кроме как разложенны:м в ряд. 

П р  и :м е р . Рассмотрим систему 
dx ' 1 ) dt = \- 2 + еа cos 2t х + (1 - еа sin 2t) у, 

:� = (-1 - ea sin 2t) x+ (- � - ea cos 2t) y, 

где а - некоторое положительное число , а е - пара:метр . Их 
осредненные уравнения суть: 

dx t 
dt = - 2 х + у, 
dy 1 
dt = - Х - 2 У· 

Для последних функция V, о какой была речь , представляет оп
ределенно-отрицательную квадратичную форму 

V = -(х2 + у2) , 

Другими словами, невоз:мущенное движение (х = О ,  у = О) аси:м
птотически устойчиво в системе уравнений с осредненны:ми коэф
фициентами . Полная производпая по t от этой функции V в силу 
заданных уравнений есть: 

V ' = х2 + у2 - 2еа [ (х2 - у2) cos 2t - 2ху sin 2t] ;  

дискриминант V ' имеет все главные диагональные :миноры поло-
1 жительиы:ми ,  если численная величина е :меньше 2а • Стало быть, 

1 
если 1 е \ < 2а , то невоз:мущенное движение в силу заданных урав-
нений будет аси:мптотически устойчивым. Можно заметить, что 

3 при е = 2ii" заданные уравнения делают невоз:мущенное движение 

неустойчивы:м. 
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Способ Ляпунова 

76 ( 48 ] .  Ляпунов развивал другой способ вычисления незави
симых решений Хsт •  определенных начальными данными х��> = бвr ·  

Рассмотрим случай , когда в системе (41 ) коэффициенты р8 ,  
зависят от векоторого вещественного параметра � ·  Допусти:м . что 
коэффициенты Рsт могут быть представлены рядами по целым по
ложительным степеням ._.,, сходящимвся абсолютно и равномерно 
для всех вещественных значений t по крайвей мере при � ·  абсолют
ная величина которого 1 J.1 1 не иревосходит некоторое число 1W. 
Допустим также, что пока 1 ._., 1 не иревосходит М, коэффициенты 
Рвт являются непрерывными ограниченными функциями для 
всякого t > О, и пусть период оо не зависит от � · 

Пусть р есть ряд,  расположенный по целым положительным 
степеням � ,  коэффициенты которого представляют nериодическиЕ' 
функции t ; значения этих коэффициентов при любой степени J.1 
и для всякого t > О  равны наибольшему из модулей коэффици
ентов разложевий Рвт • отвечающих той же степени J.1 и тому же 
значению t .  

Если при 
1 �  1 = М  

ряд р равпом.ерпо сходится д.л,я всех веществеюtых апачениit t ,  то 
ряды , "оторыми представ.л,яются апачепия 

Х8т (оо) (s,  r = 1 , . . . , n) 
фуп"ций x,r системы пеаависимых решепий,  определеппых пачадь
пыми условиями Х8т (О) = х��> = бm будут при сделапных пред
положепиях абсолютпо сходящимися д.л,я 1 ._., 1 = :м. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Рассмотрим систему 
dx8 
dt = 8 (Рв1Х1 + • • · + РвпХ") 

с новым вспомогательным параметром 8 .  Решения х8 ,  для послед
них уравнений будем искать в виде 

- 1\ + 
(1) + 2 (2) + . X8r - Usr 8Х81• 8 Xsr • • •  , 

функции х��> определяются последовательно по формулам 
t 

откуда 

(k) (' ""'  (IH) Xsr = J .t::J PsJXjr dt 
о j 

t 
(1) (' 1 Xsk 1 < n J р dt, 

о 
t t 

(k = 1 ,  2 , . . .  ) , 

1 х��> 1 < n2 � (Р � р dt ) dt . 
о о 
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Интегрируя по частям выражение, стоящее в правой части по
следнего веравевства, можем преобразоватJ:о его и получить 

и авалогично 

1 
1 x��> l <  ;' ( � p dt ) '

, 
о 

k t 
1 (k ) ", ( \ )" Х8,. 1 <. 1 , 2 • . .  k J р dt • 

о 
С.'Iедоватмъво , при е >  О и t ;;;;> О имеем 

1 
le l n f  p dt 

1 ех��> 1 + 1 е2х��> 1 -г . . . <. е 0 - 1 . 
ДJIЯ е =  1 и t = (J) из последнего неравевства при сделанных 

предположениях мы должны заключить, что х8,. ((!)) разлагаются 
в абсолютно сходящиеся ряды по степеням J.L при 1 J.L ! = М. Пред
ложение доказано . 

Допустим теперь, что мы умеем интегрировать систему (41 ) 
в предположении J.L = О . Тогда если функции Xs при J.L =/= О будем 
искать в виде рядов ,  расположенных по степеням параметра J.L• 
то для определения коэффициентов в этих рядах получим системы 
дифференциальных уравнений, которые будут интегрироватъся 
в известной последовательности посредством квадратур . 

77 [49 ] .  Рассмотрим уравнение 
d1x 
-. +• рх = 0, dt· (45) 

i'де р есть ограниченная непрерывная периодическая функция 
t с вещественным (пусть положительным} периодом (J) ,  В соответ
ствии с изложенным методом малого параметра J.t заменим это урав
нение таким :  

d1x 
dt1 = J.LpX, 

и ищем независимые решения последнего уравнения в виде 
х = 1 = i + �-t/1 + J.L2f: + . . .  , 
.х = q> = t + J.LIP1 + J.L11P2 + · · . ,  

rде fr• • q>11 суть функции t , уничтожающнеся вместе с первыми про
взводными , когда t равно нулю . Функции fn • IJ'n вычисляются по
следовательно по формулам 

t t 
fn = S dt � Pfn-ldt, 

о о 
при условии /0 = 1 ,  q>0 = t .  

1 t 
IPn = � dt � PIPn-i dt 

о о 
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Если :мы заменим уравнение системой линейных уравнений 
dx , dx' 
dt = Х ' dt = JJ.pX, 

то получим (п .  71 ) , что характеристичное уравнение будет 

1 f (ro) - х f' (ro) 1 
Х (х) = 

q> (ro) q>' (ro) _ х = х2 - 2Ах + 1 = О, 

где 2А = f (ro) + q>' (ro) . 
Если А 2 > 1 ,  то корни характеристичного уравнения будут 

вещественными и один из них численно больше, другой численно 
:меньше 1 ;  если А 2 < 1 ,  то характеристичные корни будут :мни
мыми и будут иметь :модули , равные 1 .  

Из формулы 00 
1 � , А = 1 + Т -'..J [/71 (ro) + fPn (ro)] J-tn 

n=l 
и из того обстоятельства , что при р < О функции fп (ro) , q>� (ro) 
получаются положительными для четного n и отрицательными для 
нечетного n ,  заключаем: есди фун,,;,ция р .м,ожет прин,и.м,атъ тодъ,;,о 
отрицатедъпые иди пудевые апачепия (ne будучи пуде.м, тождест
веппо) , то ,;,орпи хара,;,теристичпого уравнения, отвечающего 
аадаппо.м,у уравнению (f.t = - 1), всегда будут вещественпыжи и один 
иа них, по .м,одудю, будет бодъше, а другой .м,епъше 1 .  

Оставовимея теперь на случае , когда функция р может иметь 
только неотрицательвые значения, не обращаясь тождественно 
в нуль . 

Интегрируя по частям и используя соотношения f 0 = 1 ,  q>0 = t ,  
получаем равенство 

(1) 
/1 (ro) -1- q>� (ro) = ro � р dt . 

о 
Для положительного t и при n > 1 функции fп (t) , q>� (t) удов

летворяют неравенству 
t 

Sn = (/n-1 + fP�-1) t � Р dt - 2n (/11 + q>�) > О. 
о 

Действительно , из формулы 

непосредственно имеем 

t dS 
Sn = � dt

n dt 
о 

t 
Sn = � (Fn + pФn) dt, 

о 
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t t 
F n = tf�-1 � р dt + (fп-i + <р�-1) � р dt - 2nj�, 

о о t 
Фп = t<pn-2 � Р dt + (/ n-1 + <j)�-1) t - 2n<pn-i · 

о 
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Совершая над F п• Фп преобразование , подобное совершенному 
над функцией Sn , получим 

где 

t t 
Fn = H2f�-1 � p dt + pun) dt, 

о о 
t 

t 
Фп = � (2pt<pn-2 + Vn) dt, 

о 

Un = (<pn-2 + tfп-2) � Р dt + <р�-1 + tf�-1 - (2n - 1) fn-1• 
о 

t 
Vn = (<pn-2 + t<p�-2) � Р dt + fn-1 + tf�-1 - (2n - 1) <р�-1 · 

о 
При сделанных предположениях о неотрицательности р функции 
fп , f� ,  <pn, <р� для всякого n будут получаться положительными 
для t > О. И ,  следовательно , функции Fn , Фп будут положитель
ными, если положительными будут un , Vn .  А если над функциями 
Un, Vn произвести преобразование, применеиное к Sn ,  Фп , Fn, то 
можно получить 

t 
Un = � (2р (<pn-2 + tfп-2) + F n-1) dt, 

о 
t t 

Vn = � ( 2/�-1 + 2<р'п-2 � р dt + рФn-1 ) dt. 
о о 

Из этих формул заключаем, что , если для положительных зна
чений t имеют место неравенства Fn-1 > О ,  Фn-l > О, то для таких 
же значений t будут иметь место неравенства F n > О, Фп > О,  
а тем самым и веравеяство Sn > О.  

Для n = 2 и положительного t имеем 
t t t 

//2 = 2 Н(� p dt) i + 2p<p�} dt > о. Ф2 = 2 � (pt2 + 2/1) dt > о. 
о о о 

Этим неравенство Sn > О можно считать доказанным. Полагая 
в ием t = ro , будем иметь 

(!) 
fn (ro) + <р� (ro) < [fп-1 (ro) + <р�-1 (ro)] ;: � р dt. 

о 
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Выражение А для уравнения (45) принимает вид 
"" 

f '\1 ' 
А =  1 + Т  L..J (-1)n [/n (ro) + (j)n (ro)] . 

n=1 
В силу последнего веравевства находим 

ю "" ro 

1 - � � p dt + +  L (1- 4n� 2 � p dt) [/2,. (ro) + ЧJ�,. (ro)] < A . 
О n=l о 

"" ю 
А < 1 - + L ( 1 - :n � p dt) [/2n-t (ro) + (jJ�n-t (ro) ] .  

n=l о 
Следовательно , если 

то необходимо будет 
- 1 < А <  1 ;  

этим доказывается следующая теорема Ляпувова . 
Есди фун-пция р та-пова, что :может подучать тодь-по подожи

тмьные или равные нудю значения (не будучи нумж тождестsеюю), 
и есди притож фун-пция эта удовмтворяет усдовию 

то -порни хараптеристичного уравнения, соответствующего урав
нению (45) , всегда будут жнижыжи, обдадая жодуд.ЯЖи, равныжи 1 1 ) .  

Теорема дает лишь достаточные условия . Если р есть положи
тельная постоянная, то корни характеристичного уравнения 
х (х) = О, отвечающего вещественному периоду ro , будут иметь 
модули. равные единице . Но если р есть положительная перио
дическая функция, можно привести примеры, в ноторых харак
теристичное уравнение обладает вещественными корнями , из ко
торых один по модулю будет больше, другой меньше 1 .  

Исследование устойчивости в критических случаях, когда ха
рактеристичное уравнение х (х) = О имеет один равный единице 
корень или два мнимых корня с модулями, равными единице, 
подобно исследованию тех же вопросов для уравнений с постоян
ными коэффициентами. Случаи эти рассмотрены Ляпуновым в 
в п .  56-64 его труда «Общая задача об устойчивости движений» .  

1) Дальнейшие исследования А .  М .  Ляпунова, связаввые с уравнением 
(45) , опубликованы в Записках Академии Наук (8-я серия . - 1 902 . - Т. 1 3, 
.м 2) .  
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К е. tO. «Остроумие ляпуновекого определения устойчив )СТИ состоит 
в том, что определение это ие беспредельно широко , иначе оно было бы 
безынтересным, и сужено оно ровно настолько , чтобы охватить все коренное во 
всевозможных задачах устойчивости . •  (Ч е т  а е в Н. Г. О некоторых зада= 
чах об устойчивости движения в 111еханике. // ПММ . - 1956 . - Т. 20, вып. 3 . 
С. 309-31 4 . )  

К е. Н .  Это обстоятел:::.ство позволяет с успеХО)I при111енять ляпуноJ:= 
скую теорию устойчивости для решения важных прикilадных задач , возмож
ность чего впервые была от111ечеиа Н .  Г .  Четаевым еще в начале 30-х годов 
в его лекциях по устойчивости самолетов .  

К е t4. «В большинстве инженерных задач требуется удовлетворить 
выписанным в определении устойчивости керавенетвам при заданных зиаче� 
киях ;, , А за ограниченный промежуток времени от начального момента t0 
до векоторого мо111ента Т. При фиксированных значениях величин ;.,  А ,  t0 , 
Т в определении устойчивости возиикает определение (i., А ,  t0 , Т)-устойчи
вости в конечном за ограниченный про111ежуток времени.  

Из111еняя ,  если требуется, иравые части дифференциальных уравнений 
возмущенного движения в задаче о (Л , А ,  t0 , Т)-устойчивости соответствен
ным образом в областях 

� х� < Л, А < � х2 < Н 
• • 

для всякого 1 ;;;;. t0 , а в области 

Л < � х: < А 
s 

для значений t, иревосходящих Т , мы можем привести поставленную задачу 
о (Л , А ,  t0 , Т)-устойчивости к векоторой накрывающей ее задаче Ляпуиова 
об устойчивости с тем дополнительным ограничением, чтобы для иреобразо
ванных уравнений функции Ляпунова обладали оговоренными у Ляпунова 
свойствами, начиная с заданного t0 , и чтобы для заданного числа А получае
мое по методу Ляпунова число ;. превышало или равнялось заданной для Л 
величине. 

Обстоятельство это делает прямой метод Ляпунова  весьма ценным для 
тех из прикладных задач об устойчивости в конечном за ограниченный про
межуток времени, для которых существует накрытие задачей Ляпунова . »  
(Ч  е т а е в Н .  Г .  О некоторых вопросах, относящихся R задаче о б  устойчи-

•> Составлены В. В . Румянцевым 
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вости веустановившихся движений //  ПММ. - 1 960. - Т.  24,  вып. 1 .
С. 6-19 . )1 

К с. 16. сВведеввое Ляпувовы мповятие знакоопределеввой функции, 
eCJiи она зависит явно от t , отличается от обычного понимания званоопре
деленвой функции. Например, при n = 2 функция 

e-t (ж� +  Ж:> 

для всех рассматриваемых значений t есть определевво-положитепьвая 
квадратичная форма в обычном смыСJiе CJioвa и не является звакоопределев· 
иой в смыме Ляпунова• (примечавие (6] Н. Г. Четаева к книге Ляпунова , 
уRазаввой в примечании 1) ва с. 8) .  

К с .  20. Для прикладиых задач имеет значение ве только факт сущест
вования чима i.. по задавиому чиму А , во и оценка этих чисел и Проверка 
пригодности оценок в конкретных умовиях задачи, для чего особенно эф
фективным оказывается метод функций Ляпунова. 

К с. 24. На этом примере Н. Г .  Четаев предпожил метод построения 
функции Ляпувова в виде связки интегралов уравнений возмущенных 
движений, оказавшейся весьма эффективным и широко применяемым для 
решения задач устойчивости в работах многих исмедователей. Вообще этот 
метод состоит, коротко, в медующем. Пусть известны некоторые голоморф
вые интегралы уравнений возмущенных движений 

(i = 1 ,  . . .  , m) , v� === о.  

Функция Ляпуиова строится в виде связки интегралов 
m k 

V (жt, • • •  , .xn) = -� )..1 Vi + -� J.tjVJ (О � k � m) , 
t=l з=l 

где Ai - некоторые постояииые,  подбираемые так, чтобы сумма линейных 
членов в разложении функции V (ж1 , • • •  , .xn) в степеивой ряд по переменвыи 
ж8 в окрестности иевозмущеввого движения .х8 = О тождественно равнялась 
нулю, так что разложение этой функции начинается с квадратичной фор
мы v<2>: 

ао 
v = � v<r> . 

r=2 
Оставшиеся не определеиными коэффициенты i..1 и J.tj выбираются такими, 
чтобы квадратичная форма v<z> была зиакоопределениой, тогда в области до
статочно малых по абсолютвой величине значений перемевиых :х8 будет 
звакоопределеииой и функция V, причем V' = О. 

Так по�учеввые достаточные умовия устойчивости в ряде мучаев, как 
и в рассматриваемом примере ,  оказываются совпадающими (с точиостью до 
знака равенства) с необходимыми умовиями устойчивости. Интересно отме
тить, что для получения таких умовий устойчивости иногда достаточно ис
пользовать лишь часть известных первых интегралов (см. , например: Р у 
м я в ц  е в В .  В .  Об устойчивости вращения тяжелого твердого тела с одной 
веподвижиой точкой в случае С. В .  Rовапевской. // ПММ - 1954 . 
Т . 18 ,  вып. 4 .- С. 457-458) . 
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К е. 26. Воnросы! существования функции Ляпунова, удовлетворяющей 
условиям теоремы об асимптотической устойчивости, веследовались рядом 
авторов .  В результате доназава обратимость теоремы Ляпувова об асимпто
т�есной устойчивости (см. : R р а с  о в с R и й Н .  Н .  Некоторые задачи 
теории устойчивости движения . - М . :  Физматгиз, 1 959, с. 21 1 ) .  

К е .  29*. Вопрос о существовании фувнции V (t, .х) , удовлетворяющей 
условиям теоремы Н .  Г .  Четаева для веяного веустойчивого вевозмущениого 
движения, разрешипи И .  Врноч (Обращение теоремы Четаева 1/ Чехослов .  
мат. жури. - 1 955 .- Т.  5 (80)) и Н.  Н. Rрасовсний (см. монографию, ува
заиную в примечании R с. 26) .  

К е. 2 9** .  Из двух теорем Ляnувова о н е  устойчивости вторая обратима, 
а первая обратима не всегда (R р а с  о в с R и й Н .  Н .  Некоторые задачи 
теории устойчивости движения . - М . : Физматгиз, 1 959 . )  

К с. 30. Эта теорема сформулирована следующим образом: 
Если дифференциальные уравнения возмущенного движения таковы , 

что: 1 )  для веноторой допускающей бесконечно высший предел функции 
V (t, х) существует область, где VV' > О, и 2) для некоторых значений ве
личин .х8, численно сколь угодно малых, в области VV' > О возможно выде
лить область , в которой иеноторая функция W > О  и на границе которой 
W = О значения полной nроизводной W' суть одного наного-либо определен
ного звана, то невозмущенное движение неустойчиво . 

Следует отметить, что при решении вопросов о неустойчивости целесооб
разно рассматривать интервал изменения времени [ t0 , оо] закрытым и сущест
вование области V > О понимать нан се непустоту ни для наного t на этом 
интервале.  

Если рассматриваемая в теореме область VV' > О ограничена V = О 
и при этом V' ;;;;. О, то за функцию W теоремы возможно взять функцию V. 

В качестве функции W можно также выбрать V' , тогда получается пер
воначальная формулировна теоремы о веустойчивости, данная в работе: 
Ч е т а е в Н .  Г . Sur la reciproque du theoreme de Lagrange // С.  R .  Acad . 
Sci . - Paris , 1 930. - V.  1 90. - Р .  360-362 . 

К с. 36. Элементарные (т. е. путем явного построения функции V) 
доказательства для ряда других более сложных и тонних случаев обращения 
теоремы Лагранжа были даны в статье: Ч е т а е в Н .  Г .  О иеустойчивости 
равновесия в некоторых случаях, когда функция сил не есть максимум // 
ПММ. - 1 952. - Т. 1 6 , выи. 1 . - С. 89-93. 

Из  этих случаев приведем два наиболее общих: 
1°. Пусть силовая функция имеет вид U = U111 + Umн + . . . + U�c_1 + 

+ U�c + U�rн + . . . , где все однородвые формы Um , . . . , U�c_1 постоянно 
отрицательны, формы U1r+1 , • • •  , U�r+2 , • • • постоянно nоложительны, а фор
ма U�t знаноперем:евиа, причем функция Um + U111н + . . . + Uk-1 + U�t 
для численно достаточно малых значений nеремеивых q8 может быть сделана 
положите.!Jьвой. Тогда положение равновесия q8 = О неустойчиво . 

Доказательство проводится рассмотрением функции 



174 ПРИМЕЧАНИН 
n 

2°. Пусть 1 )  для численно сколь угодно малых q8 , таких что � q: � l, 
8= 1 

существует векоторая� область С ,  в которой функция сил U > О; 2) сущест-
вуют некоторые непрерывные в С вместе со своими частными провзводными 
первого порядка функции /. (q1 , . • .  , qn) , обладающие свойствами: fs (О) = 
= О, все главные диагональные )Шпоры оnределителя 

дfs дfr 1/ ь 11 ь ·- - ..L -rs ' rs - дqr • дq1 (r, s = 1 ,  . . .  , n) 

ограничены снизу положительными числами в области С ;  функция 
n 
� дU � дqЕ /5 определенно положительва в области С .  Тогда nоложение равно-

s=l 
весия неустойчиво . 

Доказательство проводится рассмотрением функции V = -Н �p8f8 • 
8 

i:Jти теоремы Четаева сыграли важную роль в обращениях теоремы Лаr
ранжа , данных впоследствии в работах ряда авторов.  

К с. 80. Этот, при)шр содержится в статье:  Ч е т а е в Н .  Г .  О выборе 
nараметров: устойчивой механической системы // ПММ . - 1951 . - Т. 1 5, 
вып. 3 . - С. 371 -372.  Целью ее был показ несостоятельности интегральных 
оценок для отдельных траекторий, соответствующих избранным начальным 
условиям, для полной характеристики оптимальных свойств линейных сис
тем и получение настоящих оценок методом функций Ляпунова. 

Значение этой работы выходит за рамки рассмотренной конкретной за
дачи: общие соображения , лежащие в основе предложенного Четаевым мето
да получения оценок качества переходиого процесса в системе, примеиимы 
к значительно более общим случаям, когда может быть построена функция 
Ляпуиова и подмечена связь между оценками свойств этой функции и ее 
полной производной и параметрами системы. Этот метод получил широкое 
распространение и рядо•( иселедователей 11айдеиы полезные для практикв 
эффективные оценки скорости затухания переходиого процесса в нестацио
нарных линейных и иелинейных системах . 

К е .  87. Оно остается справедливым и при одновре111енном добавлении 
гироскопических с ил . 

К с. 141 . Определенные Ляпуновым пределы характеристичных чисеп: 
возможно уточнить (см. статью Н. Г .  Четаева, упоминаемую в примечанив 
к с. 14) , а именно: 

хар . число ехр � а  dt :;;:. хар . число {х,} :;;:. хар . число ехр ) � dt, 

где а и � обозначают, соответственно,  наименьший и наибольший корив 
уравнения 

С л е д с т в и е. Наименьшее характеристичное число решений уравне
ний (35) будет положительно , есп:и положительным будет характеристичное 
ЧИС.'IО фуНКЦИИ ехр ) � dt. 
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К е. 145•. «Вопрос об устойчивости вевоз:мущеввоrо движения :z8 = О  
для. уравнений (35) разрешается.! знаком вав:мевьшеrо характеристичного 
числа;  это сохраняется. , если задаввые уравнения. правильвы и в них допол
ввтельво существуют члены Х4, вачивающиеся. в своих разложевия.х по це
лым положительным степеням с членов не ниже второто измерения. . Эти 
обстоятельства делают приведеиную теорему практически полезной, так как 
задача об устойчивости сводится при помощи иее к алгебраическому урав
нению 

11 C8r - �srЛ IJ = (- 1)
n (Л11 + a1л.n-l -;- • • •  + а11) = О. 

Согласно теореме Гурвица « . . .  необходимое и достаточное условие для поло
жительности наименьшего характеристичного числа уравнений (35) с коэф
фициентами Psr • стремящимвся к определенным пределам с8т при неоrрави
чеивом росте t , состоит из веравенети А1 > О  (j = 1 ,  . . .  , п) , rде А., суть 
I'Лаввые диагональны�> :миноры матрицы 

11 U J  

1 0 0 

. . .  1·1 а.3 • а� а1 1 . . . .. • 

(Ч е т  а е в Н .  Г .  О наименьшем характеристичном числе // ПММ . -· 
1945 .- т. 9 ,  вып. 3 . - с. 1 93-196) . 

К с. 145• . Для случая устойчивости можно уточнить данную оценку 
(см. статью Четаева , цитируемую в примечании к с. 14) . 

К с. 146• • .  В статье Н .  Г .  Четаева «Об устойчивости грубых систем• 
(ПММ . - 1 960 . - Т. 24, вып . 1 . - С. 20- 22) для случая устойчивости выве
девы оценки наибольших и наименьших отклонений возмущенных перемеи
вых,  получившие в дальнейшем большое приложеиве в практических рас
четах .  

К с. 147. См. примечаиве • •  к с .  145 .  
К е. 151 . В п .  68 Н.  Г. Четаев дает доказательство своей фундаменталь

вой теоремы, которая обобщает теорему Лаrравжа для равновесий и теорем�· 
Пуавкаре - Ляпунова для периодических движений (Ч е т а е в Н .  Г .  
Об  одной задаче Коши // ПММ . - 1 945 . - Т.  9 ,  вып. 2 . - С.  139- 1 42) . 

К с. 155. См. : Ч е т а е в Н .  Г .  О некоторых вопросах об устойчивости 
и веустойчивости для веправильиых систем // ПММ . - 1 948 . - Т. 1 2 .  
вып: 5 . - с.  639- 642 . 

К е. 164. Предложенвый Н .  Г .  Четаевым метод приближенного опреде
ления характеристичного уравнения и оценок характеристичных чисел пу
тем усреднения коэффициентов имеет большое значение для практических 
р асчетов . 
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