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Vorwort zur ersten Auflage.

In dem Vorwort zu Teil I der vorliegenden Vorlesungen (Arith-
metik, Algebra, Analysis) bezeichnete ich es noch als zweifelhaft, ob
der der Geometrie gewidmete Teil IT so bald werde erscheinen kénnen.
Nun ist es doch gelungen, ihn fertigzustellen, wozu die Arbeitskraft
von Herrn Hellinger, wie ich gern hervorhebe, ihr wesentliches Teil
beigetragen hat.

Uber Entstehung und Zweck der ganzen Vorlesungsserie habe ich
hier dem, was in der Vorrede von I gesagt ist, nichts Besonderes mehr
hinzuzufiigen. Wohl aber scheint ein Wort nétig iiber die neue Form,
welche dieser zweite Teil angenommen hat.

Diese Form ist in der Tat eine ganz andere wie bei Teil I. Ich habe
mich entschlossen, vor allen Dingen einen Gesamtiiberblick iiber das
Gebiet der Geometrie zu geben, in dem Umfange, wie ich ihn jedem
Lehrer an einer hoheren Schule wiinschen méchte; die Erérterungen
tiber den geometrischen Unterricht wurden also zuriickgedringt und
zum Schluf3, soweit noch Raum blieb, nun aber im Zusammenhange
gegeben.

In einem gewissen MaBle hat bei der so charakterisierten Neuan-
ordnung der Wunsch mitgewirkt, nicht in eine zu stereotype Form zu
verfallen. Es lassen sich aber auch wichtigere innere Griinde anfiihren.
Wir haben in der Geometrie keine solchen einheitlichen, dem allge-
meinen Stande der Wissenschaft entsprechenden Lehrbiicher, wie wir
sie fiir Algebra und Analysis dank dem Vorbilde der franzosischen
Cours besitzen; vielmehr findet man hier diese, dort jene einzelne Seite
des viel umfassenden Gegenstandes dargestellt, wie sie gerade von der
einen oder anderen Gruppe von Forschern zur Entwicklung gebracht
worden ist. Demgegeniiber schien es bei den pidagogischen und all-
gemein wissenschaftlichen Zwecken, die ich verfolge, ein wesentliches
Erfordernis, eine mehr einheitliche Zusammenfassung zu versuchen.

Ich schlieBe mit dem Wunsche, daB die beiden einander ergian-
zenden, nun vollendet vorliegenden Teile der , Elementarmathematik
vom hoéheren Standpunkte aus‘ in der Lehrerwelt dieselbe freundliche
Aufmerksamkeit finden mégen, wie die im Vorjahre von Herrn Schim-
mack und mir herausgegebenen Vortrige iiber die Organisation des
mathematischen Unterrichts.

Gattingen, Weihnachten 1908.
Klein.



VI Vorwort.

Vorwort zur dritten Auflage.

GemiB dem Gesamtplane, den ich im Vorwort zur dritten Auflage
des ersten Bandes iiber die Neuherausgabe meiner autographierten
Vorlesungen entwickelte, sind Text und Darstellung des vorliegenden
zweiten Bandes bis auf kleine Anderungen im einzelnen und wenige
Einschiebungen ungeidndert gebliebenl). Die beiden Zusitze, die sich
auf im urspriinglichen Texte nicht beriicksichtigte Literatur wissen-
schaftlicher und pidagogischer Art beziehen, wurden nach wieder-
holter Riicksprache mit mir auch dieses Mal von Herrn Seyfarth ver-
faBt. Dieser nahm wiederum den groSten Teil der firr die Herausgabe
notwendigen Arbeit auf sich. Beim Korrekturenlesen halfen ihm
die Herren E. Hellinger, H. Vermeil und A. Walther. Herr Vermeil
iibernahm die Herstellung der beiden Register. Den genannten Herren
und der Verlagsfirma Julius Springer, die bei jeder Gelegenheit bereit-
williges Entgegenkommen zeigte, bin ich zu groBem Danke verpflichtet.

Gottingen, Mai 1925.
Klein.

1) Neu hinzugefiigte Anmerkungen sind durch eckige Klammern kenntlich
gemacht worden.
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Einleitung.

Meine Herren! Die Vorlesung, die ich heute beginne, soll die un-
mittelbare Fortsetzung und Erginzung meines Kollegs vom letzten
Winter?) bilden. Hier wie dort ist die Absicht, alles, was Sie in Ihren
Studienjahren an Mathematik getrieben haben, soweit es fiir den kiinf-
tigen Lehrer nur irgend von Interesse sein kann, zusammenzufassen
und insbesondere auch in seiner Tragweite fiir den Betrieb des mathe-
matischen Schulunterrichts zu erldutern. Im Winter habe ich dieses
Programm der Reihe nach fiir die Arithmetik, Algebra, Analysis durch-
gefiihrt; im laufenden Semester soll die Geometrie zu Ehren kommen,
die damals beiseite geblieben war. Dabei sollen unsere Betrachtungen
natiirlich auch unabhingig vom vorigen Kolleg verstindlich sein,
und ich will iibrigens auch den Ton des Ganzen ein wenig anders nehmen:
Im Vordergrunde soll das — ich will einmal sagen — enzyklopddische
Moment stehen; Sie sollen einen Uberblick iiber das Gesamigebiet der
Geometrie erhalten, in den Sie alle Einzelkenntnisse, die Sie im Laufe
Ihres Studiums gewonnen haben, wie in einen festen Rahmen einordnen
kénnen, um sie so zu jeder Anwendung bereit zu halten. Erst hinterher
wird ganz von selbst auch das Inferesse am mathematischen Schulunter-
7icht hervorkommen, von dem ich im Winter immer ausging.

Ich nehme noch gern Bezug darauf, daB in den Osterferien 1908
hier in Gottingen ein Ferienkursus fiir Oberlehrer der Mathematik
und Physik stattgefunden hat; dort habe ich iiber meine Winter-
vorlesung berichtet, und im Anschlu daran sowie an den Vortrag
von Professor Behrendsen vom hiesigen Gymnasium ergaben sich sehr
interessante, angeregte Diskussionen iiber die Neugestaltung des Schul-
unterrichts in Arithmetik, Algebra und Analysis sowie insbesondere
iber die Einfilhrung der Differential- und Integralrechnung auf
der Schule?). Die Teilnehmer zeigten dabei ein #uBerst erfreuliches
Interesse an diesen Fragen, wie iiberhaupt an unseren Bestrebungen,

1) [Erschienen als Teil I dieser Vorlesungen iiber ,,Elementarmathematik vom

héheren Standpunkte aus. Berlin 1924, 3. Auflage. Die Zitate ,,Teil I be-
ziehen sich auf die 3. Aufl.]

%) Vgl. das freie Referat von R. Schimmack: ,,Uber die Gestaltung des mathe-
matischen Unterrichts im Sinne der neueren Reformideen* in der Zeitschrift
fir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht Bd. 39, S. 513—527.
1908. (Auch separat: Leipzig 1908.)

Klein, Elementarmathematik II. 1



2 Einleitung.

Universitdt und Schule in lebendige Beriithrung zu bringen. Im Sinne
dieser Bestrebungen soll auch meine gegenwirtige Vorlesung wirken;
hoffen wir, daB sie ihren Teil zur Abstellung der alten Klagen beitragt,
die wir — und leider oft mit Recht — von der Schule her immer héren
muBten: der Hochschulunterricht bringe zwar vieles Spezielle, aber er
lasse den angehenden Lehrer durchaus unorientiert {iber so manche all-
gemeinen wichtigen Dinge, die er spiter tatsichlich brauchen konne.

Was nun den Stoff der Vorlesung anlangt, so bemerke ich nur, daB3
ich wie in der vorigen Vorlesung gelegentlich Hauptsétze aus allen Ge-
bieten der Mathematik, wie sie IThnen sonst vorgetragen werden, als
bekannt werde voraussetzen miissen, um den Nachdruck auf den Uber-
blick iiber das Ganze legen zu konnen; dabei werde ich freilich Threr Er-
innerung immer so weit durch kurze Angaben nachzuhelfen suchen,
daf Sie sich in der Literatur leicht vollstindig orientieren kénnen. Dem-
gegeniiber will ich — gleichfalls ganz wie im ersten Teil — viel mehr,
als es sonst geschieht, auf die historische Entwicklung der Wissenschaft,
auf die Leistungen ihrer groBen Pfadfinder, hinweisen. Durch Er-
orterungen dieser Art denke ich, wie ich gerne sage, Thre mathematische
Allgemeinbildung zu férdern: neben die Kenntnis der Einzelheiten, wie
sie die Spezialvorlesungen liefern, soll die Erfassung des sachlichen und
historischen Zusammenhanges treten.

Noch eine letzte allgemeine Bemerkung gestatten Sie, um ein
MiBverstandnis zu vermeiden, wie es die duBere Trennung dieses ,,geo-
metrischen“ Teiles meiner Vorlesungen vom ersten ,,arithmetischen‘
sonst vielleicht hervorrufen kénnte. Ich vertrete dieser Trennung un-
geachtet hier wie {iberhaupt stets in solchen allgemeinen Vorlesungen
eine Tendenz, die ich am liebsten mit dem Stichwort ,,Fusion der
Avithmetik und Geometrie’* bezeichne — Arithmetik dabei in dem auf
der Schule iiblichen Sinne verstanden, als Gebiet, zu dem nicht nur
die Lehre von den ganzen Zahlen, sondern auch die gesamte Algebra
und Analysis gehoren. Man gebraucht sonst, besonders in Italien, dieses
Wort ,,Fusion' als Schlagwort fiir Bestrebungen, die sich auf die Geo-
metrie beschranken. Es ist namlich von altersher auf der Schule wie auf
der Universitat {iblich, erst die Geometrie der Ebene und dann ganz ab-
gesondert davon die des Raumes zu behandeln; dabei kommt die Raum-
geometrie aber leider oft zu kurz, und das edle Organ der Raumanschau-
ung, das wir von Hause aus besitzen, verkiimmert. Demgegeniiber wollen
die ,,Fusionisten von vornherein Ebene und Raum gleichzeitig neben-
einander behandeln, um unser Denken nicht erst kiinstlich auf zwei
Dimensionen zu beschrinken. Auch diesen Bestrebungen schlieBe ich
mich hier an, denke aber, wie gesagt, gleichzeitig an eine noch weiter-
gehende Fusion: Im vorigen Semester habe ich die abstrakten Er-
orterungen der Arithmetik, Algebra und Analysis stets durch Figuren
und graphische Methoden belebt, die einem die Dinge viel naher



Strecke, Flacheninhalt, Rauminhalt als relative GroBen. 3

bringen und vielfach erst verstindlich machen, warum man sich mit
ihnen beschiftigt; analog will ich jetzt die Raumanschauung, die natiir-
lich an erster Stelle stehen bleiben muB}, von vornherein durch analy-
tische Formeln begleiten, welche in héchstem MaBe die prizise Formu-
lierung geometrischer Tatsachen erleichtern.

Wie das gemeint ist, werden Sie am besten sehen, wenn ich mich
sogleich unserem Gegenstande zuwende; da soll uns zuerst die Be-
trachtung einer Reihe einfacher geometrischer Grundgebilde beschaftigen.

Erster Teil.

Die einfachsten geometrischen Gebilde.

I. Strecke, Fldcheninhalt, Rauminhalt als relative GréB8en.

Sie sehen bereits an dieser Kapiteliiberschrift, daB ich getreu der
soeben allgemein ausgesprochenen Absicht von Anfang an die ent-
sprechenden GroSen auf der Geraden, in der Ebene, im Raum neben-
einander behandle; gleichzeitig wollen wir aber auch der allgemeineren
Tendenz der Fusion Rechnung tragen, indem wir uns zur analytischen
Formulierung von vornherein prinzipiell des gewdhnlichen rechtwinkligen
Koordinatensystems bedienen.

Haben wir nun zunichst eine Sirecke, so denken wir sie auf die
x-Achse gelegt; sind die Abszissen ihrer Endpunkte %, und x,, so ist
ihre Linge x; — %5, und diese Differenz kann man offenbar als folgende
Determinante schreiben:

Ganz analog ist der Inhalt eines Dreiecks der x-y-Ebene, das von
den 3 Punkten 1, 2, 3 mit den Koordinaten %,, y,; %, ¥s; %3, ¥3
gebildet wird:

] %, v 1
(1:2’3)=m Xo Yo 1 )
%3 Y 1

und endlich hat man fiir den Rauminhalt des Tetraeders aus den 4 Punk-
ten 1; 2; 3; 4 mit den Koordinaten x,, ¥;, 25 . . .; %4, V4, 2,:

R SR |
1 Xy Yy 2y 1
(1,2,3,4) = ?
1-2-3 ”‘s Ys 23 1
%y Vs % M

l*



4 Die einfachsten geometrischen Gebilde.

Gewohnlich sagt man nun, daB die Linge bzw. der Inhalt gleich
dem absoluten Werte der angegebenen GroBen ist, wihrend doch tat-
sdachlich unsere Formeln noch dariiber hinaus ein ganz bestimmtes Vor-
zeichen liefern, das von der Reihenfolge abhingt, in der die Punkte
gegeben sind. Wir wollen uns zum Grundsatz machen, solche Vorzeichen,
welche die analytischen Formeln liefern, durchweg auch in der Geometrie
zu verwenden; demgemaB haben wir zu fragen, was bes diesen Inhalis-
bestimmungen das Vorzeichen geometrisch bedeuten mag.

Dafiir ist es von Wichtigkeit, wie wir das rechtwinklige Koordinaten-
system wihlen, und dariiber wollen wir vorab eine ein fiir alle Mal
bindende, an sich natiirlich willkiirliche Verabredung treffen. Im Falle
etner Dimension zunichst moge die positive x-Achse immer nach rechts
hin zeigen. In der Ebene sei die positive x-Achse nach rechts, die positive
y-Achse nach oben gerichtet (vgl. Abb. 1); wiirde man diese nach unten

: z hin weisen lassen, so ergabe
sich ein wesentlich anderes
Koordinatensystem, das zu
dem ersten spiegelbildlich
ist und das man mit ihm z
durch bloBe Bewegung in
der Ebene, d. h. ohne inden

Abb. 1. Raum hinaus zu gehen, Abb. 2.
nicht zur Deckung bringen
kann. Das rdumliche Koordinatensystem endlich moge aus jenem ebenen
entstehen, indem man eine nach vorn positiv gerichtete z-Achse hinzu-
nimmt (vgl. Abb. 2); die Wahl der entgegengesetzten Richtung ergibe
wieder ein wesentlich anderes Koordinatensystem, das man mit dem
unsrigen durch keine Bewegung im Raume zur Deckung bringen kénnte?).

Indem wir immer an diesen Verabredungen festhalten, werden
wir nun die Deutung unserer Vorzeichen in einfachen geometrischen Eigen-
schaften der durch dic gegebene Numerierung bedingten Reihenfolge der
Punkte finden.

Fiir die Strecke (1, 2) ist diese Eigenschaft fast selbstverstindlich:
Der Ausdruck x, — %, der Linge fillt positiv oder negativ aus, je nachdem
der Punkt 1 rechis oder links von 2 liegt.

Fir das Dredeck ergibt sich: Die Formel liefert fiir den Inhalt
einen positiven oder negativen Wert, je nachdem der Umlaunfungssinm,
der auf dem Dreiecksumfange von der Ecke 1 iiber 2 zu 3 fiihrt, dem Uhr-
zeigersinne enigegengesetzt oder gleich ist. Wir werden das beweisen,
indem wir bei einem moglichst bequem gelegenen speziellen Dreieck
die den Inhalt ausdriickende Determinante unmittelbar ausrechnen,

¥
Y

1) Man unterscheidet diese beiden Systeme als ,,rechtshandiges* und ,,links-
héandiges®, da sie der Stellung der ersten 3 Finger an der rechten und linken Hand
entsprechen. (Vgl. Teil I, S. 70.)
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und mit Hilfe einer Stetigkeitsbetrachtung den allgemeinen Fall er-
ledigen: Wir betrachten das Dreieck, das zur ersten Ecke den Einheits-
punkt der x-Achse (x; =1,y, =0), zur zweiten den der y-Achse (¥, =0,
¥y, = 1), zur dritten den Nullpunkt (x; = 0, y3 = 0) hat. Nach unseren
Verabredungen iiber das Koordinatensystem ist dieses Dreieck entgegen-
gesetzt dem Uhrzeigersinne zu umlaufen (vgl. Abb. 3), und unsere

Formel ergibt fiir seinen Inhalt den positiven Wert: v
1 0 1 g
o 1 1|{=+41%
0 0 1
e 1 AN
Wir kénnen die Ecken dieses Dreiecks nun gewi3 [3 7
durch stetige Deformation in die Ecken jedes Abb. 3.

andern in demselben Sinne umlaufenen Drei-

ecks iiberfithren, ohne daB sie dabei jemals alle drei in eine Gerade
zu liegen kommen. Dabei #4ndert sich aber unsere Determinante
stetig, und da sie bekanntlich nur verschwindet, wenn die Punkte 1, 2, 3
auf einer Geraden liegen, muB sie bei diesem ProzeB stets positiv
bleiben. Damit ist in der Tat bewiesen, daB der Inhalt jedes ent-
gegengesetzt dem Uhrzeigersinne umlaufenen Dreiecks positiv ist. Ver-
tauscht man zwei Ecken des Ausgangsdreiecks, so sieht man sofort,
daB jedes #m Uhrzeigersinne umlaufene Dreieck unserer Formel zufolge
negativen Inhalt bekommt.

Ganz analog konnen wir nun das Tefraeder behandeln. Wir gehen
wieder von einem méglichst bequem gelegenen Tetraeder aus: zur
ersten, zweiten, dritten Ecke moge es bzw.
den Einheitspunkt der x-, y-, z-Achse, zur
vierten den Anfangspunkt haben (vgl. Abb. 4).
Sein Inhalt ist daher:

¥

1 0
0 1
0 O
0 O

: =+, ’

S = O O
= e e e

Abb. 4.
und wie vorhin folgt, daB jedes Tetraeder, das

man durch stetige Deformation aus ihm herleiten kann, ohne daB
die vier Ecken jemals in eine Ebene fallen (d. h. die Determinante ver-
schwindet), positiven Inhalt besitzt. Alle diese Tetraeder kann man
aber durch den Umlaufssinn charakterisieren, den das eine Seitendreieck
(2, 3, 4) von der Ecke 1 aus betrachtet aufweist. Solcherweise ergibt sich
folgendes Resultat: Der durch unsere Formel bestimmie Inhalt des Tetraeders
(1,2, 3, 4) ist positiv, wenn von der Ecke 1 aus betrachtet die Ecken 2, 3, 4 ent-
gegen dem Sinme des Uhrzeigers aufeinander folgen; andernfalls ist er negativ.
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Wir haben so aus den analytischen Formeln tatsichlich geometri-
sche Regeln gewonnen, die jeder Strecke, jedem Dreieck, jedem Tetra-
eder ein bestimmtes Vorzeichen zuzuordnen gestatten, wenn die Ecken
in einer bestimmten Reihenfolge gegeben sind. Damit sind groBe Vor-
teile gegeniiber der gewdhnlichen Elementargeometrie gewonnen, die
Lange und Inhalt als absolute GroBen betrachtet; wir werden nimlich
allgemeine einfache Theoreme auch da aufstellen kénnen, wo jene
Elementargeometrie je nach dem besonderen Aussehen der Figuren zahl-
reiche Fille unterscheiden muB.

L'assen Sie mich mit einem ganz primitiven Beispiele beginnen,
dem Schmittverhilinis dreier Punkte auf einer Geraden, etwa der x-Achse.
Bezeichnen wir die drei Punkte (vgl. Abb. 5), wie es in Riicksicht auf
das folgende am bequemsten ist, mit 1, 2 und 4, so ist ihr Schnitt-
verhéltnis gegeben durch:

Xy — X,
1 2
S=2 2

X1 — %y

und es ist klar, da dieser Quotient positiv oder negativ ist, je nachdem

S>0 der Punkt 1 auBerhalb oder innerhalb der
¥ 3 4~ Strecke (2, 4) liegt. Gibt man, wie in den ele-
— . mentaren Darstellungen iiblich, nur den ab-

S<0 2 7 4 lx —x ‘
Abb. 5. soluten Wert |S|=-2—"21 so muB man

|2 — %, |
stets noch ausdriicklich auf die Figur verweisen oder i'rl Worten hinzu-
figen, ob man einen Punkt innerhalb oder auBerhalb im Sinne hat, und
das ist natiirlich viel umstandlicher. Die Einfithrung des Vorzeichens
tragt also dewn verschiedenen Moglichkeiten der Anovdnung der Punkte
auf einer Gervaden Rechnung — eine Tatsache, auf die wir im Laufe der
Vorlesung noch 6fters hinzuweisen haben werden.

Nehmen wir nun einen vierten Punkt 3 hinzu, so konnen wir das
Doppelschnittverhilinis der vier Punkte bilden, das man meist kurz
als Doppelverhilinis bezeichnet:

D=1"% %" % (% — %) (%5 — %,) )
Xy — %y Xyg— %y (% — %) (% — %)
Dieser Ausdruck besitzt wiederum ein bestimmtes Vorzeichen, und
zwar sieht man unmittelbar, daB D < 0 ist, wenn die Punktepaare 1

3 R T2 /R
<o 0>0
Abb. 6. Abb. 7.

und 3 einerseits und 2, 4 andererseits sich gegenseitig trennen, D > 0
aber im entgegengesetzten Falle, d. h., wenn 1 und 3 gleichzeitig
auBlerhalb oder innerhalb der Strecke 2, 4 liegen (vgl. Abb. 6 und 7).
So gibt es wieder immer zwei wesentlich voneinander verschiedene
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Lagen, die denselben Absolutwert von D liefern. Wenn man nur
diesen gibt, muB man daher die Lagenbestimimung noch ausdriick-
lich angeben; definiert man z. B. harmonische Punkte durch |D| =1,
wie es leider auf der Schule noch meist iiblich ist, so muB man
unbedingt die Forderung getrennter Lage der beiden Punktepaare in
die Definition aufnehmen, wihrend wir mit der esmen Angabe D= — 1
auskommen. — Besonders niitzlich ist die Beriicksichtigung des Vor-
zeichens in der projektiven Geo-
metrie, in der das Doppelver-
hiltnis bekanntlich eine maB-
gebende Rolle spielt. Wie man
weil}, besteht da der Satz, daB
4 Punkte einer Geraden das-
selbe Doppelverhaltnis haben,
wie die aus ihnen durch Projek-
tion von einem beliebigen Zen- Abb. 8.
trum aus (Perspektive) auf einer
anderen Geraden entstehenden Punkte (vgl. Abb. 8). Betrachtet man nun
das Doppelverhiltnis als relative, mit einem Vorzeichen versehene GroBe,
so gilt auch die folgende ausnahmelose Umkehrung dieses Theorems:
Zwei Punktequadrupel auf zwei Geraden, die das gleiche Doppel-
verhiltnis D haben, lassen sich stets durch einmalige oder durch
wiederholte Perspektive auseinander ableiten — so zum Beispiel in
Abb. 8 die Quadrupel 1, 2, 3, 4 und 1", 27, 3, 4 durch Pro-
jektion aus den Zentren P und P’. Kennt
man jedoch nur den absoluten Wert von D,
so gilt das entsprechende Theorem nicht in
dieser einfachen Form; man miif3te vielmehr
noch eine besondere Voraussetzung iiber die
Lage der Punkte aufnehmen.

Ein weit ergiebigeres Feld haben wir vor
uns, wenn wir zu Anwendungen wunserer Abb. 9.
Dreiecksformel aufsteigen. Legen wir (vgl.
Abb. 9) zunichst einmal in das Innere eines Dreiecks (1, 2, 3) irgend-
wie einen Punkt 0 und verbinden ihn mit den drei Ecken, so ist die
Summe der in elementarem Sinne als absolute GroSen aufgefaBten
Inhalte der entstehenden Teildreiecke gleich dem Inhalt des Aus-
gangsdreieckes:

1(1,2,3)] =1(0,2,3) |+ | (0,3, 1) | + [ (0,1, 2)|.

Bei den Lageverhiltnissen der Figur folgen die Ecken in der an-
gegebenen Reihenfolge allemal entgegen dem Uhrzeigersinne auf-
einander; die Dreiecksinhalte (1, 2,3), (0,2,3), (0,3,1), (0,1,2) —
im Sinne unserer allgemeinen Definition mit Vorzeichen versehen —
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sind also simtlich positiv, und wir kénnen unsere Formel auch wie
folgt schreiben:
(1,2,3) = (0,2,3) + (0,3,1) + (0,1, 2).

Ich behaupte aber nun, daf dieselbe Formel auch gilt, wenn 0 aufer-
halb des Dreiecks liegt, und iiberhaupt, wenn 0, 1, 2, 3 irgend vier be-
liebige Punkte der Ebene sind. In der Tat, wenn wir beispielsweise die
Lage der Abb. 10 nehmen, ist (0, 2, 3) und (0, 3, 1) entgegen, (0, 1, 2)
aber entsprechend dem Uhrzeigersinne umlaufen, so daB unsere Formel
fiir die absolut gerechneten Inhalte ergeben wiirde:

1(1,2,3)|=1(0,2,3) [+ (0.3, 1) —[(0,1,2)|.
Die Richtigkeit dieser Gleichung bestatigt die Figur sofort.

Allgemein werden wir unsere Behauptung
aus der analytischen Definition beweisen, wobei
wir in unserer Formel einen bekannten Satz der
Algebrabzw. Determinantenlehre erkennen werden.
Wir nehmen der Bequemlichkeit halber — was
offenbar keine wesentliche Spezialisation ist —
0 als Koordinatenanfang ¥ =0, ¥ =0 und tragen

Abb. 10. fir die 4 Dreiecksinhalte die betreffenden Deter-

minanten ein; dann ist also, wenn wir noch iiberall

den Faktor § fortlassen, zu beweisen, daB fiir beliebige Werte «,, . . ., ¥,
die Beziehung gilt:

% oy 1 0 0 1’
Xo Yo A|=|% Yo 1|+ |x3 ¥3 1|+ % vy, 1
‘xa ys 1 %3 y3 1 % v o1 Xy Yo 1

Der Wert jeder auf der rechten Seite stehenden Determinante wird
nicht gedndert, wenn wir die zweite und dritte 1 der letzten Kolonne
durch Nullen ersetzen, da diese Elemente bei Entwicklung nach Unter-
determinanten der ersten Zeile nur in die mit den beiden Nullen multi-
plizierten Unterdeterminanten eingehen; vertauschen wir in den beiden
letzten Determinanten die Zeilen noch zyklisch, was bei Determinanten
dritter und iiberhaupt ungerader Ordnung ja erlaubt ist, so kénnen
wir unsere Gleichung in der folgenden Form schreiben:

o o 1] o o 1]

% oy 1| [0 0 1 % ¥y O |z oy 0
Xy Yo 1= ‘ X3 Yo O[4+1|0 O 1|4 (x5 ¥y, Of.
%3 Y 1 l %3 Y3 O %3 ¥y3 O 0 0 1

Das ist aber eine identisch richtige Gleichung: rechts stehen lediglich
die Unterdeterminanten der letzten Kolonne der linken Determinante,
und es liegt sonach nur die bekannte Entwicklung dieser Determinante
nach Elementen einer Kolonne vor. Damit ist unser Satz mit einem
Schlage fiir alle moglichen Lagen der 4 Punkte bewiesen.



Strecke, Flacheninhalt, Rauminhalt als relative GroBen. 9

Wir kénnen nun diese Formel sofort dahin verallgemeinern, daB3
sie den Inhalt beliebiger Polygone gibt. Denken Sie dabei etwa an eine
Aufgabe der Geodisie: Es sei der Fliacheninhalt eines Grundstiickes
mit geradlinigen Seiten zu bestimmen, nachdem man die Koordinaten
der Ecken 1, 2, ..., » —1, n gemessen hat (vgl. Abb. 11). Wer nicht
gewohnt ist, mit Vorzeichen zu operieren, der
wird sich die Gestalt des Polygons danach
skizzieren miissen, es etwa durch Diagonalen
in Dreiecke zerlegen und dann je nach der
besonderen Gestalt — speziell in Riicksicht
darauf, welche Winkel iiberstumpf sind —
den Inhalt als Summe oder Differenz der
einzelnen Dreiecksinhalte bestimmen miissen.
Wir aber konnen sofort eine allgemeine
Formel angeben, die das Richtige ganz
mechanisch liefert, ohne einen Blick auf
die Figur zu verlangen: Ist 0 irgendein Punkt der Ebene, etwa der
Koordinatenanfang, so ist der Inhalt unseres im Sinne 1, 2,...,# um-
laufenen Polygons:

(1,2,3,...,%) =(0,1,2) +(0,2,3) + --- + (0, — 1, ) & (0, n,1),
wobei die Dreiecke mit dem durch den angegebenen Umlaufssinn be-
stimmten Vorzeichen zu nehmen sind. Die Formel liefert den Polygon-
wnhalt positiv oder negativ, je nachdem die Umlaufung des Polygons im
Sinme1,2,. .., n eine solche enigegen oder entsprechend dem Uhrzeigersinn
ist. Die Angabe dieser Formel mag hier geniigen. Den Beweis werden
Sie sich leicht selbst zurechtlegen kénnen.

Ich méchte hier lieber noch auf einige besonders interessante Fille
eingehen, die beim Feldmessen {freilich
nicht vorkommen koénnen, nidmlich auf
Polygone, die sich selbst #berschlagen, wie
etwa nebenstehendes Viereck (vgl. Abb. 12).
Wollen wir hier iiberhaupt von einem be-
stimmten Inhalt reden, so wird es nur
der Wert sein konnen, den unsere Formel
liefert; wir haben uns zu iiberlegen, was Abb. 12.
dieser Wert geometrisch bedeutet. Zu-
ndchst macht man sich leicht klar, daB er selbstverstindlich unab-
hingig von der speziellen Lage von 0 ist. Legen wir 0 also, moglichst
bequem, in den Uberschlagungspunkt des Vierecks, so werden die
Dreiecke (0, 1, 2) und (0, 3, 4) Null, und es bleibt:

(1’ 2,3, 4) :(O’ 2, 3) + (0»4: 1);

das erste Dreieck hat negativen, das zweite positiven Inhalt, und
daher ist der Inhalt unseres sich iiberschlagenden Vierecks, wenn

Abb. 11.
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wir ihm den Umlaufssinn (1, 2, 3, 4) zuschreiben, gleich dem ab-
soluten Inhalt des entgegen dem Uhrzeigersinne umlaufenen Teiles
(0, 4, 1), vermindert um den des im Uhrzeigersinne umlaufenen Teiles
(0,2, 3).
Als zweites Beispiel betrachten wir das nebenstehende Sternfiinf-
eck (vgl. Abb. 13). Legen wir 0 in den mitt-
leren Teil, so sind in der Summe:

(0: 1»2)-{_(0: 2, 3)+ "i" (0’511)

alleTeildreiecke positiv umlaufen; ihre Summe
bedeckt den Inhalt des fiinfeckigen Kernes
unserer Figur doppelt, jeden der 5 Zipfel
einfach. Halten wir wieder den einmaligen
Umlauf auf unserem-Polygon (1, 2, 3, 4, 5, 1)
daneben, so sehen wir, daB jeder Teil ent-
Abb. 13. gegen dem Uhrzeigersinne, und zwar der
~ bei der Inhaltsbestimmung doppelt zu rech-

nende zweimal, der einfach zu rechnende einmal umlaufen wird.
Aus diesen beiden Beispielen abstrahieren wir sogleich die folgende
allgemeine Regel: Fiir jedes geradlinige, sich beliebig oft iiberschlagende
ebene Polygon liefert unsere Formel als Inhalt die algebraische Summe
der einzelnen Flichenstiicke, die der Polygonaug begrenztf, wobei fjedes
Stiick so oft in Rechnung zu stellen ist, als es ber einmaliger Durchlanfung
des Umfanges (1,2,3,...,n, 1) umlaufen wird, und zwar jedesmal mat
posttivem oder negativem Vorzeichen, je machdem es emtgegengesetzt oder
entsprechend dem Ubhrzeigersinne umlaufen wird. Auch diesen Satz
mogen Sie selbst allgemein bestitigen. Sie werden dabei keinerlei
Schwierigkeiten haben. Um so mehr empfehle ich IThnen, sich diese
interessanten Inhaltsformeln an einzelnen

Beispielen ganz zu eigen zu machen. —
Wir wollen nun, meine Herren, von
Polygonen zu krummlinig begrenzten Flichen-
stticken ibergehen. Wir betrachten also
irgendeine geschlossene Kurve, die sich noch
A beliebig oft iiberschlagen kann; wir geben
Abb. 14. auf ihr einen bestimmten Umlaufungssinn und
fragen, welchen Inhalt sie begrenzt. Natur-
gemif finden wir ihn, wenn wir die Kurve (vgl. Abb. 14) durch Poly-
gone mit sehr vielen, sehr kleinen Seiten annihern und den Grenz-
wert des in der soeben erdrterten Weise bestimmten Polygoninhaltes
bilden. Sind P(x,y) und P,(x 4+ dx,y + dy) zwei benachbarte Eck-
punkte eines solchen Niherungspolygones auf unserer Kurve, so setzt
sich sein Inhalt aus einer Summe von Elementardreiecken (O, P, P,) zu-

sammen, also aus lauter Summanden:

P
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0 o 1
= % 1| = ¥ (xdy — ydx).

x4+dx y+dy 1
In der Grenze geht diese Summe iiber in das lings der Kurve im ge-
gebenen Sinne erstreckte Linienintegral:

3/ (vdy — ydx),

und dadurch ist der von der Kurve begrenzte Flicheninhalt definiert.
Wollen wir diese Definition geometrisch interpretieren, so kénnen wir das
fiir Polygone ausgesprochene Resultat auf den neuen Fall sofort iiber-
tragen: Jedes von der Kurve. umschlossene Flichenstiick kommt in dem

(2 O D

Abb. 15. Abb. 16. Abb. 17.

Integrale so oft positiv zur Geltung, als es entgegen dem Uhrzeigersinne, und
so oft megativ, als es im Uhrzeigersinne umlaufen wird, wihvend man die
Kurve einmal im vorgeschriebenen Sinme durchliuft. Bei einer einfachen
Kurve wie in Abb. 14 erhalten wir demnach durch das Integral genau
den von ihr umschlossenen Flicheninhalt mit positivem Vorzeichen. In
Abb. 15 ist der dullere Teil einmal, der innere zweimal positiv gerechnet,
in Abb. 16 der linke negativ, der rechte positiv, so daB im ganzen ein
negativer Inhalt herauskommt; in Abb. 17 ist gar ein Teil gar nicht zu
rechnen, da er einmal positiv, einmal negativ umlaufen ist. Natiirlich
konnen so auch Kurven vom Inhalt Null entstehen, zum Beispiel, wenn
man die Kurve der Abb. 16 symmetrisch zum Uberschlagungspunkt an-
nimmt; dieser Fall hat nichts Absurdes an sich, wenn man bedenkt, daB die
ganze Inhaltsbestimmung nur auf zweckmaBigen Verabredungen beruht.

Wie zweckmaBig aber diese Begriffsbestimmungen sind, will ich
Thnen jetzt zeigen, indem ich Thnen das

Polarplanimeter von Amsler

vorfithre. Dieser in der Praxis sehr viel gebrauchte, hochst sinnreiche
Apparat, der 1854 von dem Schaffhausener Mechaniker Jakob Amsler
konstruiert wurde, fithrt in der Tat die Bestimmung von Flacheninhalten
gerade in dem erdrterten Sinne aus.
Lassen Sie mich zunichst den theore- /-\
tischen Grundgedanken der Konstruk- Ay 2 A,
tton besprechen!

Wir denken uns eine Stange 4, 4,
(vgl. Abb. 18) von der Linge ! so
iiber die Ebene hingefiithrt, daB A4, Abb. 18.
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und 4, je eine geschlossene Kurve beschreiben und die Stange
selbst wieder in ihre Ausgangslage zuriickkehrt. Wir wollen den
Inhalt der Flache bestimmen, die sie dabei iiberstreicht, und zwar
rechnen wir dabei naturgemaB in einer sogleich niher festzusetzenden
Weise die einzelnen Teile dieser Fliche positiv oder negativ, je nach-
dem sie von der Stange im einen oder anderen Sinne iiberstrichen
werden. Wir ersetzen zu diesem Ende entsprechend dem bei jeder
Integration vorzunehmenden GrenzprozeB die kontinuierliche Be-
wegung durch eine Folge beliebig kleiner, ruckweiser ,,Elementar-
bewegungen‘ aus einer Lage 1 2 in eine benachbarte 1’ 2’. Die wihrend
der Bewegung tatsichlich tiberstrichene Fliche ist dann gleich dem Grenz-
wert der Summe aller bei diesen Elementarbewegungen beschriebenen
7 ,,Elementarvierecke’ (1,1’,2’,2), und zwar
|  kommt — wie leicht zu sehen — der
iy ______1 4 Sinn der Bewegung der Stange gerade
| A richtig zur Geltung, wenn jedes Elemen-
72—~  tarviereck mit dem diesem Umlaufungs-
Abb. 19. sinne 1, 1/, 2/, 2 entsprechenden Vor-
zeichen genommen wird.
Wir kénnen nun jede Elementarbewegung der Stange A;A4, aus
drei Schritten zusammensetzen (vgl. Abb. 19):

1. Einer Verschiebung ¢z der Richtung der Stange um ein Stiick ds,
2. einer Verschiebung normal zu ihrer Richtung um ein Stiick 49,

3. einer Drehung um das Ende 4, durch einen Winkel 4 .

2
Dabei werden bzw. die Flachen 0-ds, I-dp, %dtp iiberstrichen; man

wird das Elementarviereck (1,1, 2’,2) einfach durch die Summe
dieser Flachen ersetzen kénnen, da die hierbei begangenen Fehler klein
von hoherer Ordnung sind und beim Grenziibergange (der ja ein einfacher
IntegrationsprozeB ist) verschwinden. Wesentlich ist, daB diese Summe:

12
l'd?+7'd¢

auch im Vorzeichen mit dem Vierecksinhalt (1, 1/, 2/, 2) iibereinstimmt,
wenn man d@ stets entgegen dem Uhrzeigersinne positiv miBit und
dp bei Verschiebung nach der Seite wachsender ¢ hin positiv
nimmt.

Die Integration iiber die Bewegungsbahn ergibt hieraus fiir das
ganze von A, 4, bestrichene Flichenstiick den Inhalt:

]=lfdp+§~fd<p.

Hier stellt f de den ganzen Winkel dar, um den sich die Stange gegen
ihre Ausgangslage gedreht hat. Da wir sie in ihre Ausgangslage zuriick-
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filhrten, so ist, wenn sie sich inzwischen nicht etwa um einen vollen
Winkel gedreht hat, f dep =0, und unser Flichenstiick ist:

(1) J=1fdp.

Sollte aber, was ja bei passenden Wegkurven von 4, und 4, wohl méglich

ware, die Stange ein oder mehrere Male sich um einen vollen Winkel

‘gedreht haben, ehe sie in die Ausgangslage zuriickkehrt, so ist f de ein

Vielfaches von 2 7, und es ist daher fiir jede volle Umdrehung in positivem

Sinne rechts der Wert - zl2, fiir jede in negativem Sinne dagegen

der Wert — 72 hinzuzufiigen. Wir wollen jedoch der Einfachheit halber

diese kleine Komplikation hier bei- 2 g

seite lassen. 7 77
Nun kénnen wir aber weiterhin 2" 7’

diesen selben Fliacheninhalt J in % 7

etwas anderer Weise bestimmen

(vgl. Abb. 20). Moge die Stange

bei der Folge der Elementarbe-

wegungen der Reihe nach die Lagen Abb. 20.

12, 1’2, 1""2”, ... annehmen, so

wird J gleich der Summe der Elementarvierecke:

] — (1’ ,1/, 2/’ 2) + (1/, ,1//, 2//’ 2/) + (1//’ 1///’ 2///’ 2//) + ceey

oder, genauer gesagt, gleich dem den Grenzwert dieser Summe dar-
stellenden Integral; dabei ist jedes Elementarviereck genau wie oben
mit dem bestimmten hier angedeuteten Umlaufssinn zu nehmen. Nach
unserer fritheren Polygonformel haben wir daher, wenn 0 der irgendwie
gelegene Koordinatenanfang ist:

J=0,1 1 )+0,1, 22)+(0,2, 2)4+(©0,2, 1)
+ (O, ,1/’ 1// ) + (0’ 1”, 2// ) + (0’ 2//’ 2/ ) + (O, 2/’ 1/ )
+ (0, /lll, ,1///) + (O, 1///, 2///) + (O, 2[’/, 2//) + (O, 2//, 1//)

Hier tritt in jeder Zeile an zweiter Stelle dasselbe Dreieck auf, wie
in der folgenden an vierter Stelle, jedoch mit entgegengesetztem Um-
laufssinne, [(0, 1/, 2') = — (0, 2',1"), (0,1”,2") = — (0, 2", 17), ...], so
daB sich diese Summanden samtlich fortheben; ferner aber tritt, da sich
die Reihe der Elementarvierecke schlieBt, in der letzten Zeile noch der
Summand (0, 1, 2) auf, der den Summanden (0, 2, 1) der ersten Zeile zu
Null erganzt. Es bleiben also nur die ersten und dritten Dreiecke jeder
Zeile iibrig; die ersten geben aber zusammen nach dem fritheren gerade
das Polygon (1,1°,1”, 1’7, ...), und das ist in der Grenze der In-
halt F, der vom Stabende A, beschriebenen Kurve. Ebenso ergeben die
dritten Summanden, wenn man iiberall ein Minuszeichen herausnimmt,
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(2,2, 27,2",...), das heiBt in der Grenze den Inhalt F, der von A,
durchlaufenen Kurve. Es folgt also schlieBlich:

(2) ]=F1~‘F2:

und dabei kénnen offenbar beide Kurven sich ganz beliebig iiberschlagen,
wenn wir nur F; und F, unter genauer Beachtung unserer Vorzeichen-
regel definieren.

In den beiden Formeln (1) und (2) ist nun die geometrische Theorie
des Planimeters enthalten. Lassen wir namlich A4, auf einer Kurve be-
kannten Flacheninhaltes F, laufen und den ,,Fahrstift“ 4, auf der den
gesuchten Flicheninhalt F; umschlieBenden Kurve gleiten, so konnen wir:

(2) F,=F,+1fdp

sofort bestimmen, wenn wir eine Vorrichtung haben, die f dp zu messen
gestattet. Eine solche Vorrichtung hat nun Amsler — und das ist der
zweite, mechanische Teil seiner Erfindung — geschaffen, indem er auf

der Stange 4,4, als Achse eine Rolle an-

Az E{" Ar brachte, die bei der Bewegung der Stange
2 Ef’ auf dem Papier abrollt. Ihre Entfernung
Abb. 21. von A, sei 4, ihr Radius ¢ (vgl. Abb. 21).

Ihr Drehungswinkel v wihrend der Be-
wegung wird sich additiv aus ihren Drehungen d v wihrend der Elementar-
bewegungen zusammensetzen ; ein jedes dy wiederum kénnen wir additiv
zusammensetzen aus den Drehungen dv,, dv,, dy, bei den drei einfachen
Bewegungen der Stange, aus denen wir jede Elementarbewegung oben
(S. 12) konstruierten. Bei der Langsverschiebung 1 zunichst wird
sich die Rolle nicht drehen: dw,=0; bei der Verschiebung 2 von
A, A, normal zu sich um dp rollt ein Stiick dp = pdy, der Rolle ab,

. 1 . .
also ist dy, = ?dp; bei der Drehung 3 um A, durch den Winkel do
endlich muB ein Stiick Adp = pody, der Rolle abrollen, so daB
A
dyg = ——d(p wird. Wir erhalten also schlieBlich:

dy = —-dﬁ + -—dw

Integrieren wir iiber die gesamte Bewegungsbahn, so ist f dp =0,
wenn A4, A, ohne Totaldrehung in seine Ausgangsstellung zuriickkehrt,
und der gesamte Drehungswinkel der Amslerschen Rolle wird also:

(3) w=—1é-/d15.

Sollte sich aber die Stange einmal oder mehrmals um einen vollen Winkel

Yl
drehen, so treten rechts noch geeignete Vielfache von 27— hinzu,
wovon wir jedoch, wie oben, wieder absehen wollen.
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Halten wir nun die Formeln (2’) und (3) zusammen, so ergibt sich

schlieBlich:

Fi—Fy=1l-0-y
d. h. der Unterschied der von den beiden Enden der Stange umfahrenen
Flicheninhalte wird durch den Drehungswinkel w der Rolle gemessen.

Bei der Ausfithrung des Instrumentes wird man nun zweckmiBig
F, zu Null machen. Das erreichte Amsler in konstruktiv ausgezeichneter
Weise dadurch, daBl er 4, an einem Arme
befestigt, der um einen festgehaltenen e
Punkt M drehbar ist (vgl. Abb. 22). 4, A1
kann dann nur auf einer Kreisperipherie «4s
hin und her laufen und daher keinen In-
halt umschlieBen — wenn wir auf die Abb. 22.
mogliche Komplikation, daB es den Kreis
in dem einen oder andern Sinne, evtl. auch mehrfach, umliuft, keine Riick-
sicht nehmen wollen. Im Hinblick auf diesen ,,Pol'* M spricht man vom
Polarplanimeter. Man verwendet den Apparat nun einfach so, da man
mit dem durch einen , Fahrstift’‘ markierten Punkte A; den auszu-
messenden Inhalt umfihrt, an der Rolle den Winkel y abliest und dann
als umschlossenen Flicheninhalt:

Fi=l-0-y
hat; die Apparatkonstante /¢ bestimmt man durch Ausmessen einer
bekannten Fliche, etwa des Einheitsquadrates.

Ich kann Thnen hier ein Bild des Polarplanimeters vorfithren
(vgl. Abb. 23); natiirlich M
miissen Siesich dannden
Apparat selbst ansehen
und ihn zu handhaben
versuchen, wenn Sie ihn
véllig verstehen wollen. = m—")
Damit der Apparat wirk- L%_/ fl
lich zuverldssig funk- R A
tioniert, muB er selbst- Abb. 23.
verstindlich etwas kom-
plizierter aufgebaut sein, als es die theoretische Grundlage allein fordern
wiirde. Ich bemerke in dieser Hinsicht nur noch einiges Wenige: Der
Punkt M ist an einer schweren Masse festgelegt, und von ihm liuft eine
Stange zum Punkte A4, hiniiber; die theoretisch wichtige Stange 4,4,,
von der wir immer sprachen, ist nicht der zweite Metallstab, den Sie
am Apparat bemerken; sondern die diesem Stabe parallele ideelle Ver-
langerung der Achse der neben ihm angebrachten Rolle R, die durch
den Fahrstift 4; geht. Letzterer ist noch von einem unten stumpfen
Parallelstift begleitet, der ein Eindringen der Spitze von 4, ins Papier
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verhindern soll. Die Rolle ist mit einem Nonius zur feineren Ablesung
sowie einem Zahlrade fiir volle Umdrehungen versehen.

Ich moéchte jedoch hier, statt weitere Einzelheiten aufzufiihren,
noch gern allgemein davor warnen, bei der Betrachtung solcher Appa-
rate iiber der Theorie die wirkliche praktische Ausfiihrung zu vernach-
lassigen, wozu der reine Mathematiker leider oft gar zu sehr neigt;
das ist eine ebenso unberechtigte Einseitigkeit wie der entgegengesetzte
extreme Standpunkt des Mechanikers, der, ohne an der Theorie Inter-
esse zu nehmen, sich in konstruktiven Einzelheiten verliert. Hier soll die
angewandte Mathemattk das Bindeglied herstellen; sie soll insbesondere
dem Rechnung tragen, daB die theoretische Formulierung des Prinzipes
am Apparat in Wahrheit nie genau zutrifft; denn stets werden z. B. die Ge-
lenke des Apparates etwas schlottern, die Rolle wird auf dem Papier auch
gleiten, statt nur abzurollen, schlieBlich ist das Zeichenpapier selbst keiné
gleichmaBige Ebene, und man wird auch nie mit dem Fahrstift ganz genau
die Kurve entlang fahren kénnen. In welchem MaBe solche Momente Ein-
fluB haben, auf wieviel Stellen infolgedessen das an der Rolle abgelesene
Resultat genau sein kann, das ist natiirlich fiir die Praxis von allergr6Bter
Bedeutung, und das hat die angewandte Mathematik zu untersuchen.

Ich will im AnschluB an diesen Exkurs die gegenwirtige Vorlesung
abgrenzen gegen zwei frithere Vorlesungen dhnlichen Titels, die gleich-
falls autographiert vorliegen: ,,Anwendung der Differential- und Inte-
gralvechnung auf Geometrie, eine Revision der Prinzipien'* [S.-S. 1901;
ausgearbeitet von C. H. Miiller!)]* und ,,Etnleitung in die hihere Geo-
metrie’’ [W.-S. 1892/93 u. S.-S. 1893 ; ausgearbeitet von Fr. Schilling?)].
In der ersten Vorlesung steht ndmlich der soeben beriihrte Unterschied
zwischen abstrakter und praktischer Geometrie im Vordergrund ; wirhaben
damals im Seminar geradezu einen Vortrag iiber die Fehlerquellen beim
Amslerschen Polarplanimeter gehabt. In der andern Vorlesung hin-
gegen habe ich die Theorien der abstrakten Geometrie weitergehend
ausgebaut, so wie sie der Spezialist braucht, der im Sinne der heutigen
Forschung selbstandig auf diesem Gebiete arbeiten will. In dem gegen-
wirtigen Kolleg endlich will ich ein drittes: ich méchte sozusagen das
Elementartheoretische dev Geometrie darstellen, das, was jeder Lehramts-
kandidat unbedingt wissen sollte, insbesondere auch das, was fiir die
Anwendungen in Physik und Mechanik von fundamentaler Wichtigkeit
ist; auf Dinge, die zu jenen ersten beiden Gebieten gehéren, werde ich
jeweils nur gelegentlich hinweisen kénnen. —

Wenn ich nun wieder zu unseren allgemeinen Betrachtungen iiber
Flachen- und Rauminhalte zuriickkehren darf, so will ich zunichst

1) Neuer Abdruck, Leipzig 1907. [Erscheint in Kiirze als Bd. III der vor-
liegenden Auflage der ,,Elementarmathematik®.]

%) 2 Teile. Neuer Abdruck. Leipzig 1907. [Vergriffen. Wegen des Planes
einer neuen Herausgabe vgl. die Vorrede zu Bd. I, S. VII.]
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eine historische Notiz nachholen. Ich will Thnen den Mann nennen, der
zuerst das Prinzip der Vorzeichen in der Geometrie konsequent an-
gewendet hat, den groBen Geometer A. F. Mébius in Leipzig. Das Buch,
in dem er diesen bahnbrechenden Fortschritt macht, ist ein Jugendwerk
aus dem Jahre 1827: , Der barycentrische Calcul'‘t), eines der Werke,
die iiberhaupt fiir die neuere Geometrie grundlegend sind. Seine Lektiire
bietet auch schon der schonen Darstellung wegen besonderen GenuB.
Der Titel bezieht sich darauf, daBl Mébius von der folgenden, mit Schwer-
punkten operierenden Betrachtung ausgeht. In irgend drei feste Punkte
0, 0,, O; der Ebene seien drei Massen m,, m,, m, gelegt (vgl. Abb. 24),
die wieim Falle elektrischer Ladungen positiv oder negativ sein kénnen;
dann ist ihr Schwerpunkt P eindeutig bestimmt, und zwar kann er bei
Variation von m,, m,, m, die ganze Ebene iiberstreichen. Die 3 Massen
my, My, My werden nun als Koordinaten von P

05/”143)
aufgefaB3t, wobei klar ist, daB P nur von den Ver- °
haltnissen dieser 3 GréBen abhingt; damit ist zum of
ersten Male das, was wir heute Dreieckskoordinaten o
nennen, in die Geometrie eingefiithrt. So viel zur 0ylmey) pz/.mz )
Erklarung des Titels jenes Mobiusschen Buches; Abb. 24.

von seinem sonstigen, sehr interessanten Inhalt

kommen fiir uns an dieser Stelle vor allem die §§ 17—20 in Betracht,
wo das Vorzeichenprinzip auf die Inhaltsbestimmung von Dreieck und
Tetraeder angewandt wird und genau die Definitionen geschaffen
werden, die ich Ihnen vortrug.

Ich muB noch erwédhnen, daBl Mdbius als alter Mann im Jahre 1858
diese Resultate durch eine weittragende Entdeckung erginzt hat,
die aber erst in der Arbeit: ,,Uber die Bestimmung des Inhalls eines
Polyeders**?) aus dem Jahre 1865 verdffentlicht wurde. Dort hat er
namlich gezeigt, dafi es Polyeder gibt, denen man auf keine Weise einen
bestimmien Rauminhalt betlegen kann, wihrend man doch, wie wir frither
sahen, fiir jedes sich noch so kompliziert durchsetzende Polygon der
Ebene einen bestimmten Flacheninhalt definieren kann. Auf diese
merkwiirdige Erscheinung miissen wir nun noch eingehen.

Ich gehe dabei von der frither aufgestellten Formel fiir den Inhalt
des Tetraeders aus:

1 N &4
Yo Yo 2y
X3 Y3 %3
X4 Yo %

('1, 2,3, 4) =%

e e

1) Leipzig 1827 = Gesammelte Werke I (Leipzig 1885), 633 Seiten.

%) Berichte iiber die Verhandlungen der Kéniglich Sachsischen Gesellschaft
der Wissenschaften (mathematisch-physikalische Klasse), Bd.17 (1865), S.31 = Ge-
sammelte Werke II (Leipzig 1886), S. 473.

Klein, Elementarmathematik II. 2
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Entwickeln wir die vorstehende Determinante nach Unterdeterminanten
der letzten Kolonne, so kommt das — genau wie wir es frither (S. 7f.)
beim Dreieck sahen — darauf hinaus, daf3 wir unser Tetraeder in 4
andere zerlegen, die seine 4 Seitenflichen zu Grundflichen und den
Koordinatenanfang 0 zur Spitze haben. Nach den Vorzeichenregeln der
Determinantentheorie ergibt sich dabei, wenn wir auf die zyklische
Reihenfolge von 1, 2, 3, 4, achten, folgende Formel:

(1’ 2, 3» 4) =(07 2, 3’ 4) - (0> 3; 4» 1)+(0, 4, 1, 2) - (0: 1,2, 3);

dafB dabei Minuszeichen auftreten, wihrend beim Dreieck nur Pluszeichen
vorkamen, hat darin seinen Grund, daB Determinanten gerader Ord-
nung bei zyklischer Vertauschung ihr Zeichen wechseln, Determinanten
ungerader aber nicht. Natiirlich konnen wir durch geeignete Zeilen-

vertauschungen auch hier die Minuszeichen fort-
7 schaffen, miissen aber dann auf die zyklische

2 Reihenfolge verzichten, z. B. kénnen wir schreiben:
(1’ 2’ 3«' 4) = (0: 2) 3) 4) + (0; 4’ 3: 1) + (0; 4: 1) 2)

¥ 2 +(0,2,1,3).
v Um die hierin enthaltene GesetzmaBigkeit zu
durchschauen, denken wir uns die Tetraederober-

7 flache etwa aus Papier ausgeschnitten und in die
Abb. 25. Ebene 2, 3, 4 hineingeklappt, wodurch die Ecke 1
drei verschiedene Lagen erhilt (vgl. Abb. 25). Dann
gehen in die letzte Formel die Ecken jedes Seitendreiecks in einer Reihen-
folge ein, die in Abb. 25 einem Umlauf entgegen dem Sinne des Uhr-
zeigers entspricht, also dem gleichen Sinne in allen Dreiecken.

Diesen Sachverhalt konnen wir natiirlich auch ohne jene Umklappung
fiir die rdumliche Figur aussprechen. Da gehort jede der 6 Kanten
2 Seitendreiecken an, und man sieht, daf bei Umlaufung aller Dreiecke
wm angegebenen Sinne jede Seite das eine Mal im einen, das andere Mal
wm andern Simne durchlaufen wird. Durch diese Regel, die Mdbius das
Kantengesetz genannt hat, ist offenbar ein Umlaufssinn aller Seitendrei-
ecke bestimmt, wenn man ihn in einem Dreieck willkiirlich festlegt. Und
nun besagt unsere Formel: Ein Tetraeder (1,2, 3, 4) kann als Summe von
4 Teiltetraedern mit derselben ersten Ecke 0 aufgefaft werden, indem man je
3 Ecken in der Reihenfolge auf 0 folgen Lif3t, wie sie sich durch Fortsetzung
des Umlaufssinnes (2, 3, 4) nach dem Mobiusschen Kantengeselz ergibt.

Ganz wie wir frither (S.9) die Zerlegungsformel fiir Dreiecke zur
Definition des Inhaltes beliebiger Polygone verallgemeinerten, werden
wir jetzt von dem letzten Resultat aus zur Definition des Rauwminhaltes
beliebiger Polyeder aufzusteigen versuchen. Hierbei miissen wir sowohl
zulassen, daf} die Seiten eines einzelnen das Polyeder begrenzenden Poly-
gons sich durchdringen, als auch, daf} die Flichen verschiedener solcher

7
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Polygone sich irgendwie durchsetzen. Man wird nun irgendeinen Hilfs-
punkt 0 hinzunehmen und zunichst einmal den Inhalt einer etnzelnen
Pyramide definieren, die von 0 aus ein Seitenpolygon projiziert.

Dazu muB man erst auf ihrer Grundfliche [es sei etwa die Seiten-
flache (1, 2,3,4,5,6) des Polyeders der Abb. 26] einen Umlaufungs-
sinn haben. Jetzt hat dies Polygon nach dem fritheren einen bestimmten
Inhalt, und wir werden wie in der Elementargeometrie den Raum-
inhalt der Pyramide (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) gleich dem durch 3 dividierten
Produkte dieser Grundfliche in die Hohe setzen und nur ein positives
oder negatives Vorzeichen hinzufiigen, je nachdem der Umlauf. (1, 2, 3,
4,5, 6) von 0 aus entgegen oder iibereinstimmend mit dem Uhrzeiger-
sinn erscheint. Man sieht unmittelbar, daB diese Definition die fritheren
das Tetraeder betreffenden Festsetzungen als Spezialfall enthalt; man
kann sie iibrigens naturgemdfB aus jenen herleiten, indem man das
Polygon, wie zu seiner eigenen Inhaltsbestimmung, P
durch eine Summe passend umlaufener Dreiecke 7
ersetzt und die Pyramide als Summe der diese
Dreiecke projizierenden Tetraeder definiert. 6

Um nun im allgemeinen Fall das Polyeder
als Summe solcher Teilpyramiden darstellen zu
kénnen, wird man auf jeder Seitenfliche einen
bestimmten Umlaufssinn festlegen miissen, und
dafiir kann nach dem Vorausgeschickten nur das
Kantengesetz maBgebend sein: Man bestimme fiir ein Polygon den
Umlaufungssinn beliebig und setze thn dann so fort, daf3 jede Kante in
beiden angrenzenden Polyederflichen in verschiedenem Simne durchlaufen
wird. LaBt sich diese Bestimmung auf der ganzen Oberfliche wider-
spruchslos durchfithren, so ist der Polyederinhalt als Summe der von 0
ausgehenden Teilpyramiden nach den so wmlaufenen Begrenzungspolygonen
bestimmt, und man sieht leicht, daB diese Bestimmung eindeutig und
von der Lage von 0 unabhingig ist.

Nun ist es aber duferst merkwiirdig, daf sich dieses Kantengesetz nicht
notwendig fiir jede geschlossene Polyederoberfliche widerspruchslos dwrch-
fiihren ldft, d. h. daBl es Polyeder

5
Abb. 26.

gibt, bei denen jede bestimmte g 2
Vorzeichendefinition versagt und

denen man daher auf keine Weise 8, Ay
einen bestimmten Inhalt zuordnen Abb. 27.

kann. Diesist die groBe Entdeckung,

die Mobius 1865 veroffentlicht hat. Er bespricht da unter anderem die
spater als Mdbiussches Blatt bezeichnete Fliche, die man so erhilt. An
einem langen schmalen Rechteck 4, B; 4, B, (vgl. Abb. 27) aus Papier hefte
man, indem man es einmal tordiert, die schmalen Seiten A;B;, 4,8, so
zusammen, da 4, auf 4,, B, auf B, fillt; dabei kommt offenbar die

2%
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Vorderseite des Blattes mit der Riickseite in Zusammenhang, so daB eine
Fliche mit nur einer Seite entsteht. Etwas drastisch gesagt: ein Maler,
der das Blatt einmal herum anstreichen soll, wiirde gerade doppelt so
viel Farbe brauchen, als er nach der Linge des Blattes vermutet; denn
hat er einmal das Blatt seiner Linge angestrichen, so ist er der Aus-
gangsstelle gegeniiber angelangt und muB noch einmal herumgehen,
ehe er wirklich zu ihr zuriickkommt.

Statt dieses gekriimmten Blattes kann man sich auch eine (nicht
geschlossene) Polyederfliche mit lauter ebenen Teilen derselben Eigen-

2 N N LAY

5 3 7
Abb. 28.

schaft herstellen, indem man das Rechteck etwa mit einer Dreiecks-
teilung versieht und lings deren Kanten knickt; fir die entsichende
Dreieckszone 1St sich dann bereits das Kantengesetz nicht mehr dwrch-
fithven. Man braucht dazu mindestens § Dreiecke, die man wie in
der beistehenden Abb. 28 anzuordnen hat; dabei sind die Halbdrei-
ecke rechts und links bei der Zusammenfaltung zu einem Dreieck
(4, 5, 1) vereinigt. Setzt man da den positiven Umlaufssinn von (1,2, 3)
nach links hin nach dem Kantengesetz fort, so hat man der Reihe nach die
2 Sinne (3, 2, 4), (3,4, 5), (5,4, 1), (5,1, 2), und so
wird 1 2 schlieBlich wieder im selben Sinne durch-
laufen, wie bei (1, 2, 3), entgegen dem Kantengesetz.
” Von oben gesehen erscheint das gefaltete Blatt als
eine fiinfeckige Figur, deren Diagonalen die 5 Seiten
13,35, 52, 24, 41 werden, wie nebenstehend (vgl.
A Abb. 29) skizziert. Aus dieser Dreieckszone stellt
Abb. 29. nun Mé&bius weiter ein geschlossenes Polyeder her,
indem er ihre freien Kanten — eben jene 5 Diago-
nalen — mit irgendeinem, am besten symmetrisch iiber der Mittel-
linie des Fiinfecks gelegenen Raumpunkte 0 durch Dreiecke ver-
bindet —, mit andern Worten, eine iiberschlagene fiinfseitige Pyramide
aufsetzt. Auf diesem geschlossenen, aus 10 Dreiecken gebildeten Polyeder
148t sich das Kantengesetz natiirlich gleichfalls nicht durchfiihren, und
man kann daher bei ihm von einem Inhalt nicht sprechen?).
Ein weiteres einseitiges Polyeder, das geschlossen und von sehr
einfacher Bauart ist, erhdlt man leicht auf folgende Weise aus

1) Man vergleiche die Anwendung dieses einseitigen Polyeders in der graphi-
schen Statik in meiner Arbeit: ,,Uber Selbstspannungen ebener Diagramme*,
Mathematische Annalen Bd. 67, S. 438. [= Klein, F.: Gesammelte Mathematische
Abhandlungen Bd. II, S.692. Berlin 1922.]
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einem Oktaeder ABCDEF (vgl. Abb. 30). Man wihit von den
Seitenflichen des Oktaeders vier aus, die nicht benachbart sind, also
keine Kante gemeinsam haben, aber in je einer Ecke zusammen-
stoBlen (etwa: AED, EBC, CFD, ABF) und nimmt dié drei Diago-
nalebenen ABCD, EBFD, AECF hinzu. Das so entstehende
,,Heptaeder‘!) hat dieselben Kanten wie das Oktaeder, denn in jeder
Seitenkante des letzteren stoBen, wie man unmittelbar sieht, zwei
benachbarte Seitenflichen des Heptaeders (ndmlich je eine Seiten- und
Diagonalfliche des Oktaeders) aneinander. Die Diagonalen des Oktaeders
sind nicht als Kanten des Hepta-
eders anzusprechen, da fiir dieses
die Diagonalebenen nicht benach-
bart sind; die Diagonalen AC,
BD, EF sind vielmehr Linien,
langs deren das Polyeder sich selbst
durchdringt. Den Nachweis der
Einseitigkeit dieses Heptaeders
liefern wir ohne weiteres wieder
mit Hilfe des Kantengesetzes.
Greifen wir ndmlich die aufein-
anderfolgenden Flichen AED,
EDFB, ECB, ABCD heraus,
legen fiir die erste einen Umlaufs-
sinn fest und bestimmen fiir die Abb. 30.

folgenden den dem Kantengesetz

entsprechenden, so zeigt sich, daB die Kante 4 D zuletzt zweimal in
demselben Sinne durchlaufen wird.

Damit beende ich die Behandlung der Inhaltszahlen und will
nun zu der Betrachtung weiterer geometrischer Elementargrofen iiber-
gehen. Wie uns bisher der Name Mé&bius leitete, so werden wir jetzt
an die Gedanken des groBen Stettiner Geometers Hermann Grafimann
anschlieBen, die er zuerst 1844 in seiner , Jinealen Ausdehnungslehre'* %)
niedergelegt hat. Dieses Buch ist wie das Mébiussche duBerst ideenreich,
aber im Gegensatz zu ihm ganz ungewdhnlich dunkel und undurch-
sichtig geschrieben, so daBl es jahrzehntelang unbeachtet und unver-
standen blieb; erst als man anderweitig auf @hnliche Gedankenginge
gekommen war, erkannte man sie nachtriglich in GraBmanns Buch
wieder. Wollen Sie einen Eindruck von dieser abstrakten Schreibweise
erhalten, so betrachten Sie nur die Kapiteliiberschriften der Einleitung

1) [In der Literatur zuerst erwahnt bei Reinhardt, C.: Zu Mobius’ Polyeder-
theorie. Verhandlungen der Kéniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften
(mathematisch-physikalische Klasse) Bd. 37, 1885.]

%) Leipzig 1844. Vgl. Gesammelte mathematische und physikalische Werke I,
(Leipzig 1894), — 2. Aufl. Leipzig 1898.
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dieses Buches. Sie lauten: Ableitung des Begriffes der reinen Mathe-
matik, Ableitung des Begriffes der Ausdehnungslehre, Darlegung des
Begriffes der Ausdehnungslehre, Form der Darstellung — dann folgt
noch ,,Ubersicht der allgemeinen Formenlehre®, und erst, nachdem man
sich durch diese allgemeinen Darlegungen durchgekimpft hat, kommt
man zu der immer noch sehr schwer verstidndlichen, rein begrifflichen
Darstellung des eigentlichen Stoffes. Erst in einer spiteren Neu-
bearbeitung, der ,,Awusdehnungslehre’‘) von 1862 benutzt GraBmann
eine ein wenig leichter zugingliche, analytische Darstellung mit
Koordinaten. Das Wort ,,Ausdehnungslehre’ iibrigens hat sich GraB-
mann neu gebildet, um anzudeuten, daB sich seine Entwicklungen
auf beliebig viele Dimensionen beziehen, wihrend ,,Geometrie!* fiir ihn
nur die Anwendung dieser neuen, ganz abstrakten Disziplin auf den
gewohnlichen Raum von 3 Dimensionen ist. Dieses neue Wort hat sich
jedoch nicht eingebiirgert, sondern man spricht heutzutage kurzweg
von n-dimensionaler Geometrie. ' )

Wir wollen hier von der uns geldufigen analytischen Koordinaten-
darstellung aus die GraBmannschen Begriffe kennen lernen. Indem wir

uns zundchst auf die ebene Geometrie beschrinken, iiberschreiben wir
das nichste Kapitel:

I1. Das GraBmannsche Determinantenprinzip fiir die Ebene.

Wir kniipfen wieder an die Grundlage der Erérterungen des ersten

Kapitels an; da hatten wir aus den Koordinaten dreier Punkte uns die
Determinante:

oy 1|
Xe Voo 1
%3 Vs 1

gebildet und als doppelten Inhalt eines Dreiecks, d. h. als Inhalt eines
Parallelogrammes gedeutet. Nunmehr wollen wir auBerdem auch die
aus den Koordinaten zweier bzw. eines Punktes gebildeten Schemata:
% oy 1
Xy Y2 A
betrachten, die wir Matrizen nennen; jede solche Matrix soll die Ge-
samtheit der Determinanten reprisentieven, die sich aus ihr durch Fort-
lassen einer bzw. zweier Kolonnen ergeben. So erhalten wir aus der ersten

Matrix durch Fortlassen der ersten bzw. zweiten Kolonne die zwei-
reihigen Determinanten:

bzw. |%, vy, 1

Y=y—9, X=x—1%
und durch Fortlassen- der dritten ebenso:
N =%y, — %1;
1) Berlin 1862. Vgl. Werke I,, Leipzig 1896.
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die Bezeichnungen sind so gewihlt, wie es sich fiir die Raumgeometrie
als zweckmiBig erweisen wird. Wir haben zu untersuchen, was fiir ein
geometrisches Gebilde durch diese 3 Determinanten X, Y, N festgelegt
wird; dieses Gebilde werden wir dann mit derselben Berechtigung wie
bisher den Dreiecksinhalt als eine neue geometrische ElementargroBe
auffassen. Bei der zweiten einreihigen Matrix entstehen als einreihige
Determinanten neben der Zahl 1 die Koordinaten x,, y, selbst; sie
bestimmen den Punkt mit diesen Koordinaten als einfachste Elementar-
groBe und verlangen also keine weitere Untersuchung mehr.

Es wird danach jetzt verstandlich sein, wenn ich sogleich das
Grafimannsche Prinzip allgemein ausspreche: Es sollen in der Ebene
wie im Raumeé alle Matrizen (mit weniger Zeilen als Kolonnen) betrachiet
werden, deren Zeilen je aus den Koordinaten eines Punktes und einer 1
gebildet sind, es soll sodann untersucht werden, welche geometrischen Gebilde
durch die Determinanten festgelegt sind, die man aus thnen durch Weg-
streichen hinveichend vieler Kolonmen erhdlt. Wir werden in diesem Prin-
zip, das hier gewissermaBen willkiirlich aufgestellt wird und sich nur
allmihlich als ein zweckmiBiger Wegweiser durch die Menge der geo-
metrischen Grundgebilde erweist, spater einen naturgemaBen Ausflufl
eines groBen, die ganze geometrische Syste-
matik umfassenden Ideenkreises erkennen.

Doch nun wieder zum konkreten ebenen
Problem: Was ist an der Figur (vgl. Abb. 31)
zweier Punkte 1, 2 gegeben, wenn man die
Determinanten X, Y, N kennt? Offenbar
bleibt alsdann in der Lage der Punkte noch
etne Freiheit, da sie vollstindig erst durch
4 GréBen bestimmt ist. Ich behaupte: man Abb. 31.
erhdlt dann und nwur dann dasselbe Werte-
iripel X, Y, N, wenn 1 der End-, 2 der Anfangspunkt eimer Strecke
von bestimmier Linge und Richtung ist, die auf einer bestimmien Geraden
sonst beliebig verschoben werden kann, den die Richtung andeutenden
Pfeil denken wir uns hier wie im folgenden stets so gesetzt, daB er von 2
als Anfangspunkt nach 1 als Endpunkt zeigt.

DaB durch X, Y, N zunichst die Verbindungsgerade 1 2 bestimmt
ist, folgt unmittelbar.aus der Tatsache, daB man ihre Gleichung:

x v A
% vy, 1|=0
X3 Yo 1

auch in der Form schreiben kann:

Y x—X-y+4+ N=0;
hieraus erkennt man noch weiter, daB diese Gerade bereits durch
die Verhilinisse X :Y : N bestimmt ist. Ferner aber entnehmen wir
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unseren fritheren Betrachtungen itber Streckenlingen und Dreiecks-
inhalte, daB X und Y die Projektionen der Strecke (1, 2) mit der Rich-
tung von 2 nach 1 auf die x- und y-Achse, N aber den doppelten Inhalt
des Dreieckes (0, 1, 2) mit dem Umlaufssinne 0, 1, 2 darstellt; offenbar sind
daher die einzigen Lagednderungen der Punkte 1, 2, bei denen diese
drei GroBen samtlich ungedndert bleiben, die Verschiebungen der
Strecke (1, 2) unter Erhaltung ihrer Lange und ihres Sinnes lings ihrer
Geraden. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. GraBmann nannte eine
solche Strecke bestimmter Richtung und Linge auf einer bestimmten
Geraden einen Linienteil; jetzt ist in der deutschen Literatur der Name
Vektor iiblicher, und zwar genauer ,,linsenfliichtiger Vektor' -— von einem
Vektor schlechtweg oder einem ,,freien Vektor'* spricht man, wenn der
Strecke jede Parallelverschiebung (unter Erhaltung von Linge und
Sinn) auch aus ihrer Geraden heraus gestattet ist. Ein linienfliichtiger
1 N

Xz V2
X, Y, N, ist also das erste geometrische Elementargebilde, das wir nach

dem GrafSmannschen Prinzip in Betracht ziehen.

Ich bemerke hier sogleich, daB die GréBen X, Y fiir sich einen
freien Vektor bestimmen, da sie auch bei Parallelverschiebung der
Strecke aus ihrer Geraden heraus ungeindert bleiben — analog wie die
zwei GroBen dquivalenten Verhiltnisse X : Y : N nur die unbegrenzte Ge-
rade bestimmen, nicht die Lange einer Strecke auf ihr. Der freie Vektor
und die unbegrenzte Gerade sind also zwei Nebengebilde, auf die wir
hier stoBen; das Prinzip, das fiir die Einfithrung solcher Nebengebilde
malgebend ist, wird erst spiter entwickelt werden.

Diese Begriffsbildungen spielen in der Mechanik bei den Elementen
der Statrk eine duflerst wichtige Rolle; sie haben sich dort schon von
altersher ganz naturgemiB von selbst dargeboten. Es kommt hier zu-
ndchst, solange wir in der Ebene operieren, die Statik ebener starrer
Systeme in Betracht. Man kann da nimlich den Linienteil fiir die

;  geometrische Behandlung als vollstdndiges Aqui-
valent der am System angreifenden Kraft auffassen,
deren Angriffspunkt man eben wegen der Starrheit
des Korpers beliebig in der Kraftrichtung ver-

2 schieben kann. Stellen Sie sich hier die Kraft ganz
Abb. 32. im Sinne der alten Mechanik vor: Am Punkte 2

ist ein Seil angebracht, an dem ein durch die Lange

der Strecke 1 2 reprisentierter Zug ausgeiibt wird (vgl. Abb. 32); ichhebe
gern als ein Beispiel der lebendigen Denkweise der alten Mechanik im
Gegensatz zuder abstrakten modernen Darstellung hervor, da man friiher
immer eine an dem Seile ziehende Hand mit abzubilden pflegtel). Von den

Vektor, bestimmit durch die Matrix

1] . .
1 } bzw. die Determinanten

1) Vgl. z. B. die Tafeln in Varignon: Nouvelle mécanique ou statique. Paris
1775.
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Koordinaten des Linienteils heiBen nun X, Y die Komponenten der Kraft,
N das Drehmoment um den Anfangspunkt O; denn aus der Gleichung

, und daher

der Geraden folgt als ihr Abstand von O: p = ——:N

VX2+ 2
ist N tatsichlich gleich dem Produkt aus p in die Lange JX?2 + Y?
der Strecke, d. i. die GréBe der Kraft. Die 3 Grofen zusammen kann
man die Koordinaten der Kraft nennen; die analytische Definition
ergibt fiir sie — und das ist besonders wichtig — in jedem Falle wohl-
bestimmte Vorzeichen, die man natiirlich wie frither auch geometrisch
deuten kann. Hierbei ist freilich anzumerken, daB wir in Riicksicht
auf die Symmetrie der Formeln von der in der Mechanik meist gebrauch-
lichen Bestimmung des Vorzeichens des Drehmomentes abgewichen
sind; sonst verwendet man namlich die aus den Koordinaten des An-
fangspunktes 2 und den beiden Koordinaten X, Y des freien Vektors
gebildete Determinante:

o Vo| __ | %2

XY

Yo
Xy— % Y1— V2|
die offenbar unserem N entgegengeseizt gleich ist. Diese kleine Dis-
krepanz wird indessen, nachdem sie einmal hervorgehoben ist, zu Ver-
wechslungen wohl kaum AnlaB geben.

Die erste Aufgabe der Mechanik starrer Korper ist nun, ein be-
liebiges System solcher Krifte X;, Y;, N; (1=1,2,...,7%) zu einer
Resultante zusammenzusetzen; das kommt analytisch darauf hinaus,

den linienfliichtigen Vektor mit den Koordinaten ZXz, Z Y,
Z’N zu bilden. Die graphische Stattk entwickelt zur geometnschen

1=1

Losung dieser Aufgabe ihre sehr eleganten Methoden; bei 2 Kraften
benutzt man einfach den bekannten Parallelogrammsatz, wahrend man
sonst mit , Kraftepolygon“ und ,,Seilpolygon“ vorgeht und im all-
gemeinen zu jedem Kriftesystem einen eindeutig bestimmten linien-
fliichtigen Vektor als Resultante findet. Es gibt indessen Ausnahmen,
z.B. schon, wenn das Kriftesystem aus zwei parallelen, entgegengesetzt
gleichen, in verschiedenen Geraden wirkenden Kriften X, Y, N; und
—X, =Y, Ny(N;+ —N,) besteht; die Resultante hat die Kompo-
nenten 0, 0, N; + N,, das sind Zahlenwerte, die offenbar niemals Ko-
ordinaten eines Linienteiles sein kénnen. Die elementare Darstellung
weil mit dieser Erscheinung nichts rechtes anzufangen, sie mufl daher
immer mit dem Auftreten solcher nicht weiter reduzierbaren sog.
. Kriftepaare’ rechnen, welche die Einfachheit und Allgemeingiiltigkeit
der Theoreme storend beeintridchtigen. Man kann jedoch diese schein-
baren Ausnahmen nun auch leicht unserem System einordnen, wenn man
davon ausgeht, daB -unsere fritheren Formeln — rein formal auf die
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Komponenten 0, 0, N; + N, angewandt — fiir die Intensitit der Re-

sultierenden J02 4 02 = 0 und fiir ihren Abstand vom Anfangspunkt
p_ Nt N,
0
lichen Kraft den Abstand p vom Anfangspunkt O so unendlich und
ihre Intensitit Y X2+ Y2 so Null werden, daB das Produkt p-VX2+ Y3
welches das Drehmoment darstellt, endlich bleibt, so gehen die Kompo-
nenten gerade in jene Ausnahmewerte {iber, und man darf daher die Resul-
tierende 0,0, N+ N, eines Kriftepaares als unendlich kleine, unendlich ent-
fernt wivkende Kraft von endlichem Drehmoment ansprechen. Diese Fiktion
ist fiir die fortschreitende Wissenschaft duBerst bequem und niitzlich, sie
entspricht ja ganz der sonst gebrauchlichen Einfithrung unendlich ferner
Elemente in die Geometrie. Vor allem aber kénnen wir auf Grund
dieser Erweiterung des Begriffes der Kraft den ausnahmelos giiltigen Satz
aussprechen, dafl beliebig viele in ein und derselben Ebene wirkende
Krifte in jedem Falle etne Kraft zuy Resultierenden haben, wahrend die
elementare Darstellung hierbei stets noch die Alternative des Krafte-
paares mitschleppen muB.

Ich will nun unsere Eroérterungen dadurch vervollstindigen, da@3
ich das Verhalien unserer Elementargrofien bei Transformationen des
rechtwinkligen Koordinatensystems untersuche; das wird uns dann ein
wertvolles Klassifikationsprinzip liefern, durch welches die GraBmann-
sche Systematik erst ihre feinere Ausfiihrung erhalt.

Die Formeln der Koordinatendinderung, d. h. die Ausdriicke der Ko-
ordinaten x’, 9’ eines Punktes in bezug auf die neue Lage der Achsen
durch die urspriinglichen Koordinaten %, y lauten bekanntlich fiir die
vier fundamentalen Transformationen des rechtwinkligen Koordinaten-
systems folgendermaBen:

= oo ergeben wiirden. LaBt man also bei einer gewohn-

1. fiir die Parallelverschiebung:

mo{”=x+“

Y =y+b
2. fiir die Drehung um den Winkel @:
% = xcos® 4 ysing
(Ao \ 0 :
Y = —xsme 4 vy cos @;
3. fir die Spregelung an der x-Achse:
= x
4 '
w{nZ "

4. fur die Verdinderung des Mafstabes:

(A){”zlx
4 y/=1y.
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Setzt man Transformationen dieser vier Arten fiir alle méglichen
Werte der Parameter a, b, ¢, 1 miteinander zusammen, so entstehen
die Gleichungen fiir den allgemeinsten miglichen Ubergang von einem
rechtwinkligen Koordinatensysteme zu einem anderen bei gleichzeitigem
Wechsel des MaBstabes; die Zusammensetzung aller moglichen Ver-
schiebungen und Drehungen entspricht den samtlichen eigentlichen
Bewegungen des Koordinatensystems innerhalb der Ebene. Die Ge-
samtheit aller dieser Transformationen bildet eine ,,Gruppe, d. h.
irgend 2 von ihnen zusammengesetzt geben wieder eine Transforma-
tion derselben Gesamtheit und die Inverse jeder Transformation ist
immer vertreten. Die speziellen Transformationen (4), aus denen man
alle andern zusammensetzen kann, heiBen die Erzeugenden der Gruppe.

Bevor wir nun zusehen, wie diese einzelnen Transformationen
unsere Determinanten X, Y, N verdndern, will ich zwe: allgemeine
Prinzipien aussprechen, die ich bei diesen grundlegenden geometrischen
Erorterungen von jeher mit besonderem Nachdruck an die Spitze ge-
stellt habe; mogen sie auch in dieser Allgemeinheit zunichst etwas
dunkel klingen, so sollen sie doch bei den konkreten Erorterungen
sogleich ganz deutlich werden. Das eine ist, daff die geometrischen
Eigenschafien irgendwelcher Figuren sich stets in Formeln aussprechen
miissen, die micht gedndert werden, wenn wman das Koordinatensystem
abdndert, d. h. die Koordinaten samtlicher Punkte der Figur gleich-
zeitig einer unserer Transformationen unterwirft; wnd daf wumgekehrt
auch jede Formel, die in diesem Sinne invarviant gegen die Gruppe
dieser Koordinatentransformationen 1ist, eine geometrische Eigenschafi
darstellen muf. Als einfachste Beispiele, wie sie jeder kennt, sei da nur an
den Ausdruck der Entfernung oder des Winkels in der Figur zweier
Punkte oder zweier Geraden erinnert; von diesen und vielen andern
dhnlichen Formeln wird ja im folgenden immer wieder zu handeln sein.
Hier nur noch zur Verdeutlichung auch ein ganz triviales Beispiel fiir
nicht invariante Formeln: die Gleichung y = 0 fiir die aus einem Punkt
%,y der Ebene bestehende Figur sagt aus, daB dieser Punkt auf
der x-Achse liegt, die doch eigentlich eine ganz willkiirliche, dem Wesen
der Figur fremde, nur ihrer bequemen Beschreibung dienende Zutat
ist. So wird jede nicht invariante Gleichung irgendeine Beziehung der
Figur zu duBeren willkiirlich hinzugefiigten Dingen, insbesondere
dem Koordinatensystem, aber keine geometrischen Eigenschaften der
Figur selbst darstellen.

Das zweite Prinzip bezieht sich darauf, daB man-ein System von
analytischen GroBen hat, die aus den Koordinaten mehrerer Punkte
1,2, ... gebildet sind — wie z. B. unsere 3 GroBen X, Y, N. Hat dies
System die Eigenschaft, daf8 es sich bei allen unseren Koordinatentrans-
formationen in bestimmier Weise tn sich selbst transformiert, d. h., daBl
sich das aus den neuen Koordinaten der Punkte 1, 2, ... in gleicher
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Weise gebildete GroBensystem, allesn durch die aus den alten Koordi-
naten gebildeten GréBen ausdriickt (ohne daBl man die Koordinaten
werte selbst hinzunehmen muB), so sagen wir, es definiert ein neues
geometrisches, d. h. ein vom Koordinatensystem unabhingiges Gebilde;
1@ wir werden sogar alle analytischen Ausdriicke geradezu nach der Art
Rlassifizieren, wie sie sich bei Koordinatentransformationen verhalten und
zwei Serien von Ausdriicken, die sich in gleicher Weise transformieren, auch
geometrisch als gleichwertig, d. h. als gleichartige geometrische Gebilde de-
finierend ansehen.

Das alles wollen wir nun sogleich an dem von den GraBmannschen
ElementargroBen gelieferten Material niher erldutern. Wir unterwerfen
dazu unsere beiden Punkte x,, y,; %,, y, der gleichen Koordinaten-
transformation; beginnen wir mit der Parallelverschiebung (4,) und
setzen also: ¥=x4a, He=r+ta
Yi=»-+b  ¥%=y+b.

Vergleichen wir die Koordinaten des Linienteils vor und nach der Trans-
formation:

X =x—2%, Y =y—9, N=x9—%Yy,
X' =x—2%, Y=y—y, N=xy,—xuy,
so ergibt sich unmittelbar:
X' =X
B) { V=Y
N =N-+4bX —aY.
Ganz genau so erhilt man als Transformationsformeln:
2. bei der Drehung (4,):
X'= Xcosp+ Ysing
(Bg) 1 YV=—Xsing+ Y cosg

N = N.
3. bei der Spiegelung (4,):
X'= X
(Bg) \ YV=-Y
N =—N
4. bei der MaBstabanderung (4,):
X' =1X
(By) § VY =1Y
N =22N.

In den letzten Formeln (B,) tritt ein Unterschied in dem Verhalten
der einzelnen GréBen auf, indem der Exponent der Potenz von 4, mit
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der sie multipliziert werden, nicht iiberall derselbe ist. Diesem Unter-
schied wird man in der Physik durch die Einfithrung des Dimensions-
begriffes gerecht: X, Y haben die Dimension 1 einer Linie, N hat die
Dimension 2 eines Flicheninhalts.

Wir bemerken zunichst, indem wir diese 4 Formelgruppen iiber-
blicken, daB der durch die 3 Determinanten X, Y, N definierte Linien-
teil tatsdchlich unserer allgemeinen Definition der geometrischen
Gro6Be gentigt: die neuen Koordinaten X’, Y’, N’ driicken sich allemal
lediglich durch die alten X, Y, N aus.

Aber noch mehr: Betrachten wir tiberall nur die beiden ersten
Gleichungen. In sie geht N gar nicht ein; die beiden ersten Koordinaten
X’, Y’ des Linienteils im neuen Koordinatensystem sind also lediglich
von den urspriinglichen Werten X, Y dieser Koordinaten abhéngig,
und zwar dndern sie sich bei Parallelverschiebungen gar nicht, bei allen
andern Transformationen stehen X, Y zu X’, Y’ in genau derselben
Beziehung wie die alten Koordinaten x, y eines Punktes zu den neuen
x’, ¥'. Wir kénnen also dem soeben ausgesprochenen zweiten Prinzip
gemafB behaupten, daf bereits die zwei Koordinaten X, Y vom Koordi-
natensystem unabhingig ein geometrisches Gebilde festlegen, und wir
wissen ja bereits, da3 dies Gebilde der freie Vektor ist. Wir haben hier
also das frither angekiindigte systematische Prinzip gefunden, das die
Einfiihrung dieses Gebildes neben dem Linienteil veranlaBt.

Auf demselben Gebiete liegt auch die folgende Betrachtung: Da in
alleni 4 Formelgruppen X’, Y’, N’ als homogene lineare Funktionen von
X, Y, N auftreten, so ergibt sich durch Division je zweier Gleichungen,
daBl die Verhaltnisse X’:Y’:N’ auch nur von den Verhiltnissen
X :Y : N abhingen: Also miissen auch diese Verhilinisse X : Y : N
ohne Riicksicht auf die wirklichen Werte der drei GréB8en ein geometyi-
sches Gebilde unabhingig vom Koordinatensystem bestimmen, und in der
Tat stellten wir ja schon frither dieses Gebilde als die unbegrenzie
Gerade fest.

Wenden wir nun unsere Formeln (B) insbesondere auf ein ,,Kriftepaar'
an, fiir das ja X =Y =0 zu setzen ist, dann ergeben sie natiirlich
X’ =Y’ =0, wahrend in den 4 einzelnen Fillen:

€) N= N
€) N= N
C) N=-N

€) N =kN

wird. Indem wir den iiblichen Ausdruck Invariante fir eine Grole be-
nutzen, die bei den Operationen einer Transformationsgruppe sich
hochstens um einen Faktor #ndert, und die Invariante noch eine
absolute oder relative nennen, je nachdem dieser Faktor 1 ist oder nicht,
konnen wir die Formeln (C) in die Worte fassen: Das Drehmoment
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eines Kriftepaares ist gegeniiber allen rechtwinkligen Koordinatentrans-
formationen der Ebene eine relative Invariante.

Vergleichen wir damit das Verhalten der am Anfang unserer Be-
trachtungen studierten geometrischen Elementargro8e, des Dreiecks-
inhaltes

% oy 1]
d=%ix, vy, 1
%3 ys 1

bei unsern Koordinatentransformationen! Die Verschiebung (4,) dndert
diese Determinante nicht, da sie nur zu den Elementen der ersten
Kolonne a, zu denen der zweiten b, d. h. das a-fache bzw. b-fache der
Elemente der letzten Kolonne addiert.:

(Dy) 4'=4.
Ebenso ergibt sich ganz leicht bei den anderen drei Arten von Trans-
formationen: (D,) A— 4

(D) 4=—4
(D) A =124

>

was man natiirlich alles auch aus der geometrischen Bedeutung des
Dreiecksinhaltes unmittelbar schlieBen kénnte. Diese Formeln stimmen
nun aber genau mit (C) iiberein: E4n Dretecksinhalt und so schliefSlici
jeder Flicheninhalt (der ja als Summe von Dreiecken darstellbar ist)
verhdlt sich bei beliebigen Koordinatentransformationen genaw so, wie
das Drehmoment eines Kriftepaares. Nach unserem zweiten allgemeinen
Prinzip haben wir beide Dinge daher geometrisch'als gleichwertig an-
zusehen, und wir konnen uns den Sinn dieser Aussage in folgender Weise
verdeutlichen: Haben wir irgendein Kriftepaar mit dem Drehmoment
N in der Ebene und definieren wir irgendwie einen Dreiecksinhalt
4 =N, so bleibt gegeniiber jeder Koordinatentransformation diese
Gleichheit erhalten, d. h. wir konnen das Drehmoment eines Kriftepaares
unabhingig vom Koordinatensystem durch den Flicheninhalt eines Dreiecks
oder Parallelogrammes oder sonst einer Figur versinnlichen. Wie diese
Zuordnung geometrisch zu geschehen hat, werden wir spater bei den
ganz analogen, nur etwas komplizierteren und daher lehrreicheren
Verhiltnissen im Raume sehen.

Ich will damit die Geometrie der Ebene verlassen, in der diese Be-
griffsbildungen ja eine nahezu triviale Einfachheit haben. Allen analy-
tischen Formeln 148t sich unmittelbar ihre gute geometrische Bedeutung
zuweisen, wobei von selbst auch die volle analytische Allgemeinheit in
die Geometrie hineinkommt. Eine wesentliche Voraussetzung ist dabei
immer, wie noch einmal betont sei, daB ein fiir allemal die richtigen Ver-
abredungen {iber die Vorzeichen der geometrischen Gebilde getroffen sind.



Das Gra8mannsche Prinzip fiir den Raum. 31

III. Das GraBmannsche Prinzip fiir den Raum.

Wir wollen nun die entsprechenden Untersuchungen fiir den Raum
in vélliger Analogie zu den vorhergehenden Betrachtungen durchfiithren
und gehen daher aus von den Matrizen, die aus den Koordinaten von
1, 2, 3 oder 4 Punkten gebildet sind:

%oy, o 1 % Y1 % 1
% 2z, 1 1A x 2, 1
lxl % ”, 1 1 A , lxe oy, oz 1), 2 Y2 R
Xo Yo %y 1 %y Vs 73 A X3 Y3 2 1
3 Y3 23
g Vo 2% 1

Die Determinanten der ersten Matrix stellen die Punktkoordinaten
selbst dar und erfordern keine weiteren Erorterungen. Die vierte Ma-
trix ist bereits eine vierreihige Determinante und gibt, wie wir wissen,
den sechsfachen Tetraederinhalt (1,2, 3,4), den wir in Ubereinstimmung
mit den im folgenden eingefithrten Benennungen. als Raumteil bezeich-
nen konnen; wir diirfen sie tibrigens auch

einfach als Inhalt des Parallelflachs mit den

Kanten 41, 42, 43 ansprechen (vgl. Abb. 33), 3

das Grafimann Spat nennt (das Wort Spat

ist der Bergmannsprache — Kalkspat! —

entnommen).
Die neuen Gebilde liefert die zweite und ¥ 7
die dritte Matrix. Die zweireihige Matrix Abb. 33.

stellt den Inbegriff der folgenden 6 Deter-
minanten zweiter Ordnung dar, die sich durch Wegstreichen je zweier
Kolonnen bilden lassen:

(,1) {X=xl_x2» Y:yl_y2» Z::zl.-zz:

L=y,z,— 1,2, M =22, — 2,%,, N =%y, — %9y,
und ebenso reprasentiert die dreireihige Matrix folgende 4 Determinanten
dritter Ordnung:

i % 1 2 % 1 % Y 1
R=Iyv, 2, 1|, M=z, % 1|, N=|% y, 1|,
ys 23 1 23 %3 1 %3 Ys 1
(2)
%1 Y1 %
P=—% v 2.
X3 Y3 23

Was zunichst die 6 Determinanten (1) anlangt, so kénnen wir aus den
entsprechenden Erorterungen fiir die Ebene leicht entnehmen, da8
X, Y, Z die Projektionen der von 2 nach 1 reichenden Strecke auf die
Koordinatenachsen sind, L, M, N aber die doppelten Inhalte der Projek-
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tionen des Dreiecks (0, 1, 2) mit dem Umlaufungssinne 0,1, 2 (vgl. Abb. 34)
auf die Koordinatenebenen. Alle diese GréBen bleiben offenbar un-
gedndert, wenn man die Strecke (1, 2) unter Erhaltung ihrer Linge
und ihres Sinnes lings ihrer Geraden verschiebt, sie stellen also das dar,
was wir einen Linienteil oder linienfliichtigen Vektor des Raumes
nennen werden. X, Y, Z bleiben selbst noch ungeindert, wenn man
den Vektor aus seiner Geraden heraus parallel mit sich verschiebt,
und bestimmen also fiir sich genommen einen freien Vekior; dhnlich
bleiben die fiinf Verhaltnisse X : Y : --- : N ungeindert, wenn man
Lange und Sinn des Linienteils auf der festgehaltenen Geraden beliebig
verandert, sie bestimmen also die unbegrenzie Gerade.

Die 4 Determinanten (2) bestimmen vor allem einmal die Ebene
z der drei Punkte 1, 2, 3; denn deren Gleichung:

x vy z 1

%1 Y1 & A
% o Yo 2 1
O ¢ %y Yz % 1
>Z kann man offenbar schreiben:
Abb. 34. x4+ My +RNz+ P=o0,

so daB bereits die Verhiltnisse £ :I :N:P die unbegrenzte Ebene
festlegen. Weiterhin aber sehen wir sofort, daB &, M, N gleich den
doppelten Inhalten der Projektionen des Dreiecks (1, 2, 3) in die Koor-
dinatenebenen, stets mit dem Umlaufssinne 1, 2, 3 genommen, sind
und daB P gleich dem sechsfachen Volumen des Tetraeders (0,1, 2, 3) ist,
wiederum mit dem dieser Reihenfolge der Ecken entsprechenden Vor-
zeichen. Diese 4 GroBen bleiben nun offenbar dann und nur dann un-
verdndert, wenn man das Dreieck (1, 2, 3) derart in seiner Ebene ver-
schiebt und deformiert, daB sein Inhalt und sein Umlaufungssinn
ungedndert bleibt, und sie bestimmen also ein Dreieck oder ein ebenes
Flachenstiick von dieser Beweglichkeit, was GraBmann einen Ebenenteil
oder eine Plangriffe nennt. Die drei ersten Koordinaten £, M, N des
Ebenenteils bleiben auch dann ungeédndert, wenn man noch die Dreiecks-
ebene parallel mit sich verschiebt; sie bestimmen also ein frei im Raume
parallel mit sich verschiebbares Dreieck nach Inhalt und Umlaufssinn,
eine sog. freie Plangroﬁe

Wollen wir nun mit dem Lmtenml uns ndher beschaftigen, so
haben wir zuerst zu bemerken, daB er im Raume durch 5 frei variable
Parameter festgelegt wird, da seine beiden Endpunkte zusammen zwar
6 Koordinaten haben, aber der eine Endpunkt nur lings einer Ge-
raden beliebig bewegt werden kann. Also kénnen die 6 Koordinaten X,
Y,Z, L, M, N des Linienteils, die wir oben definierten, keine vonein-
ander unabhéngigen Grofen sein, sondern sie miissen einer Bedingung
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gentigen. Wir leiten diese am einfachsten aus der Determinantenlehre
her, die ja iiberhaupt stets der Schliissel zu unseren Theorien ist.
Wir betrachten die folgende Determinante:

die gewil} identisch verschwindet, da zwei Zeilen Element fiir Element
iibereinstimmen. Wir entwickeln sie als Summe von Produkten ent-
sprechender Unterdeterminanten der ersten und letzten beiden Zeilen:
der erste Summand enthilt die beiden durch Umrahmung angedeuteten
Unterdeterminanten, ist also einfach gleich N -Z, und analog ergibt
sich fiir die ganze Determinante der Wert 2 (N-Z + M - Y 4+ L - X).
Daher besteht die Identitit:

(3) X-L+Y-M+Z-N=0

als notwendige Bedingung fiir die 6 Koordinaten eines jeden Linienteils.
Man kann sich leicht tiberzeugen, daB3 das Bestehen der Gleichung (3)
zwischen 6 Grofen auch gerade hinreicht, damit man sie durch die
Formeln (1) als Koordinaten eines Linienteils darstellen kann ; ich brauche
auf die Durchfithrung dieser ganz elementaren Uberlegung hier wohl
nicht erst einzugehen.

Ich will nun wieder zur Anwendung dieser Begriffe auf die Mechanik
iibergehen. Als Reprisentanten einer am starren rdumlichen Kirper
angreifenden Kraft haben wir genau wie in der Ebene (S. 24) einen Linien-
teil, der Angriffslinie, Gré8e und Richtung der Kraft darstellt. Von den
Koordinaten des Linienteils heiBén X, Y, Z die. Komponenien der Kraft
parallel zu den Koordinatenachsen, L, M, N ihre Drehmomente um diese?).
Die 3 Komponenten X, Y, Z legen auBer der GroBe die Richtung der
Kraft bzw. des Linienteils fest, deren Richtungskosinus gegen die Achsen
sich wie X : Y : Z verhalten; man erhilt sie als Diagonale des Parallel-
flachs, das die auf den Koordinatenachsen abgetragenen Stiicke
X, Y, Z zu Kanten hat. Durch dieselbe Konstruktion kann man aus
den drei GroBen L, M, N eine bestimmte Richtung gewinnen, die
Richtung der Achse des resultievenden Drehmomentes heiBt. Die Be-
dingungsgleichung (3) bedeutet nun nach einer bekannten Formel
der Raumgeometrie, daf die Richtung der Kraft und die der Achse
des vesultierenden Drehmomentes aufeinander senkrecht stehen. Genau
wie in der Ebene werden wir auch hier als ,,Krdftepaar‘ den Grenzfall,
daB X =Y =7 =0 ist, wihrend L, M, N nicht simtlich verschwin-

1) Wiederum haben wir hier das entgegengesetzte Vorzeichen von dem,
welches man in der Mechanik gewdhnlich gebraucht (vgl. S. 25).

Klein, Elementarmathematik II. 3
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den, in den Begriff des Linienteils einschlieBen; ein einfacher Grenz-
iibergang ergibt, daB man darunter eine wnendlich ferne, unendlich
kleine Kraft zu verstehen hat, deren Drehmomente endlich bleiben. Die
elementare Theorie scheut wieder diese Sprechweise und kennt das
Kraftepaar nur als Zusammenwirken zweier gléich groBer paralleler,
aber entgegengesetzt gerichteter Krifte lings verschiedener Geraden:
X, Y, 7z, L, My, N;, wnd - X, —-Y, —Z, L,, M,, N,, deren
Summe in der Tat gerade solche Koordinaten 0, 0,0, L, + L,, M, 4+ M,,
N, + N, ergibt, wie wir sie soeben annahmen.

Wir haben nun von der Zusammensetzung ejnes Systems irgendwie
gegebener Krifte am starren Korper:

X, Y, 2, L;, M;, N; (t=1,2,...,n)
zu sprechen. Auf dieses Problem pflegt man in elementaren Biichern
und Vorlesungen lange Zeit zu verwenden, wihrend wir es hier sehr
schnell werden erledigen konnen, da unsere analytischen Formeln alle
die in der schwerfalligen elementaren Darstellung beim Nichtgebrauch
der Vorzeichenregeln notig werdenden Fallunterscheidungen iiberfliissig

machen. Das Grundprinzip der Zusammensetzung ist, daB wir die
Summen:

bilden und sie als Koordinaten des Kraftsystems oder nach einem von
Pliicker eingefiihrten zweckmiaBigen Ausdruck als Koordinaten der
Dyname bezeichnen; wir unterscheiden dabei wieder die drei Kompo-
nenten lings der Achsen und die drei Drehmomente um die Achsen. Nun
wird aber diese Dyname im allgemeinen keine Einzelkraft sein, denn die
6 Summen werden nicht notwendig wieder der fiir die Koordinaten
eines einzelnen Linienteils geltenden Bedingung:

Z=A+H-M+Z.N=o0

geniigen. Das ist also gegeniiber der Ebene das Neue, daB sich ein
System von Kriften am starren Korper nicht notwendig wieder auf e i ne
Kraft reduziert.

Um nun vom Wesen einer Dyname eine konkrete Vorstellung
zu gewinnen, wollen wir sie in moglichst iibersichtlicher Weise als
Resultierende moglichst weniger Krafte darzustellen versuchen. Iz
der Tat kann man jede Dyname auffassen als Resultierende einer Einzel-
kraft und eines Kriftepaares, dessen Achse der Wirkungsgeraden jener
Einzelkraft, der sog. Zentralachse der Dyname, parallel ist,
und zwar ist diese Zerlegung nur auf eine Art moglich. Diese Theorie
der Kriftezusammensetzung am starren Korper hat ihre klassische
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Darstellung gefunden in Poinsot’s Eléments de statique, die 1804 zum
ersten Male erschienen sind und seitdem zahlreiche neue Auflagen?)
erlebt haben; man spricht daher auch wohl von der Posnsotschen Zentral-
achse. Ubrigens behandelt Poinsot die Theorie sehr umstandlich ele-
mentargeometrisch, wie sich das bis heute im Anfangsunterricht er-
halten hat.

Um nun das ausgesprochene Theorem zu beweisen, bemerken wir,
daB jede Einzelkraft, die nach Abzug eines Kriftepaares aus der Dyname
entstcht, jedenfalls die Achsenkomponenten =, H, Z haben muB; also
miissen die Drehmomente des Kriftepaares proportional = : H: Z sein,
wenn anders seine Achse der Zentralachse parallel ist. Wir haben seine
6 Koordinaten demnach anzusetzen als:

0,0,0, k=, kH, kZ,

wobei & ein noch zu bestimmender Parameter ist. Zu unserer gegebenen
Dyname =, H, Z, A, M, N wird dieses Kriftepaar erganzt durch die
folgende Dyname:

S H Z, AN—k=, M—kH, N—kZ
und der Satz wire bewiesen, wenn man %k so bestimmen konnte, daB
dieses GroBensystem eine Einzelkraft darstellt. Dazu ist notwendig

und hinreichend, daB die Koordinaten der Bedingung (3) geniigen,
d. h. daB3:

Z(A — kZ) + H(M — kH) + Z(N — 2Z) = 0.

Hieraus folgt eindeutig:
ZA+HM 4 ZN

Gy TR

denn den Nenner kénnen wir von 0 verschieden annehmen, da sonst
bereits ein Kriftepaar statt einer eigentlichen Dyname vorlige. Er-
teilt man % diesen Wert, den Pliicker Parameter der Dyname nennt,
so hat man'in der Tat die gewiinschte Zerlegung der Dyname in Krifte-
paar und Einzelkraft erhalten, und der Beweisgang 148t zugleich die
Eindeutigkeit dieser Zerlegung erkennen.

Nun ist die Frage, was fiir geometrische Vorstellungen man mit dieser
Zerlegung verbinden kann. Auch diese Untersuchungen gehen wieder
auf Mébius zuriick, und zwar auf sein Lehrbuch der Statitk?) von 1837.
In diesem stellt er die Frage nach den Acksen voran, in bezug auf welche
die Dyname das Dyrehmoment Null hat, den sogenannten Nullachsen; das
System aller dieser Nullachsen bezeichnet er als Nullsystem, und in diesem
Zusammenhang hat dieses IThnen gewiB bekannte Wort seine Wurzel.

‘) 12. édition par J. Bertrand. Paris 1877.
%) Leipzig 1837, vgl. Werke III, Leipzig 1886.

g*
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Wir miissen nun erst den hier zur Verwendung kommenden all-
gemeinen Begriff des Drehmomentes oder Momentes definieren. Es
seien zunichst zwei Linienteile (7, 2) und (Z’, 2’) im Raume gegeben
(vgl. Abb. 35). Wir bilden aus ihren 4 Ecken das Tetraeder (1, 2, 1/, 2),
dessen Rauminhalt:

oY 4 1
L% Ve % 1
RN E7AE A A

Xy Yy % A

ist. Diese Determinante rechnen wir nun so als Summe von Produkten
der Unterdeterminanten des ersten und des letzten Zeilenpaares aus, wie
wir das oben mit der identisch verschwindenden Determinante (S. 33)
taten, und erhalten:

FXL +YM +ZN' +LX' + MY '+ N2,

wobei X', ..., N’ die Koordinaten des Linienteiles (17, 2’) sind. Die hier
auftretende bilineare Kombination der Koordi-
naten der beiden Linienteile:

XL'+YM' +ZN' +LX'+ MY +NZ’

nennen wir das Moment des einen Linientetles
i bezug auf den anderen; es ist gleich dem
6-fachen Inhalt des von den Endpunkien beider
Abb. 35. Linienteile gebildeten Tetraeders und daher eine
vom Koordinatensystem unabhingige geo-
metrische GroBe. Sind7 und #’ die Langen der Linienteile, ¢ ihr Winkel
und p der kiirzeste Abstand (gemeinsames Lot) ihrer beiden Geraden,
so sieht man elementargeometrisch leicht ein, daB das Moment gleich
7+7 +p-sin @ ist, wenn man iiber das Vorzeichen von ¢ passend verfiigt.
Geben wir nun statt des Linienteils (1, 2) eine unbegrenzie Gerade,
so werden wir unter dem Moment des Linienteils (1, 2) in bezug auf
sie sein Moment im vorigen Sinne verstehen, bezogen auf einen in der
unbegrenzten Geraden liegenden Linienteil von der Linge » =1, also
den Ausdruck 7p sin ¢. Er geht aus dem.vorigen Ausdruck nach
Division durch 7= |{X2 + Y2 | 22 | hervor, so daB schlieBlich das Mo-
ment eines Linienteiles X', Y', Z', L', M’, N' in bezug auf eine unbegrenzte,
den Linienteil X, Y, Z, L, M, N enthaltende Gerade gleich:

XL+ YM +ZN +LX' +MY + NZ

V3§ vt 2]
wird; dieser Wert hingt in der Tat nur von den Verhiltnissen der
6 GroBen X, ..., N sowie. einem ihnen gemeinsamen Vorzeichen ab,

so daB er vollig bestimmt ist, wenn nur die umnbegrenzie Gerade und
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eine Richtung auf thr gegeben ist. Dieses Moment eines Linienteiles

ist genau das, was man in der Statik Drehmoment der durch den

Linienteil reprisentierten Kraft um die Gerade als Achse nennt, wobei

man nur oft wiederum (vgl. S. 33) ein abweichendes Vorzeichen ver-

wendet.

Wir wollen nun zu dem Momente oder Drehmomente eines Kriifte-

n n

systems, einer Dyname == D X;,..., N= D' N; aufsteigen; wir
<1 =

werden darunter naturgemiB die Summe der Momente der Einzel-

krifte verstehen, also den Ausdruck:

‘NXL,+ YM,+ZN,+LX: + MY, +NZ
Iated
_ XA+ YM4ZN4 LE+ MH+NZ

ICasaya

Identifiziert man hierin die unbegrenzte Gerade von X , ..., N der Reihe
nach mit den 3 positiven Achsen, so nimmt der Ausdruck die Werte
A, M, N an, womit die fiir diese GroBen friiher (S. 34) eingefiihrten
Bezeichnungen gerechtfertigt sind.

Nun kénnen wir die oben angegebene Mébiussche Fragestellung
in Angriff nehmen. Eine gegebene Dyname =, H, ..., N hat in bezug auf
eine Gerade X:Y::--:N das Moment 0 (diese ist Nuilachse), wenn:

AX+MY+NZH+ZL+HM+ZN=0

=1

ist. Also ist das Nullsysiem der Dyname die Gesamtheit der durch diese
Gleichung dargesteliten Geraden X :Y : --- : N. Das ist aber die all-
gemeinste lineare homogene Gleichung fiir die 6 GréBen X, ..., N, da
die Koeffizienten A,...,Z als Koordinaten einer Dyname 6 willkiir-
liche GroBen sein konnen. Genau solche Gesamtheiten gerader Linien,
die durch eine willkiirliche lineare homogene Gleichung definiert
sind, hat Pliicker, neben Mobius der bahnbrechende Pfadfinder in
der analytischen Geometrie des 19. Jahrhunderts, in einem Zusammen-
hange, iiber den wir spiter noch ausfiihrlicher zu reden haben, unter
dem Namen lineare Komplexe untersucht. Das Mébiussche Nullsystem
ist also genaw dasselbe wie der Pliickersche lineare Komplex.

Wir wollen uns nun von diesem Nullsystem ein mdglichst deutliches
Bild zu machen suchen, wobei freilich von einer geometrischen ,,Ge-
stalt” im eigentlichen Sinne dieses Wortes keine Rede sein kann, da
die Nullgeraden den ganzen Raum unendlich oft tiberdecken. Trotzdem
wird sich ihre Gruppierung sehr einfach verstehen lassen. Wir wollen
dabei, wie es im Sinne der in dieser Vorlesung immer einzuschlagen-
den Methode liegt, das Koordinatensystem in eine méglichst bequeme
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Lage bringen, und das ist erreicht, wenn wir die Zentralachse unserer
Dyname als z-Achse wahlen. Da die Dyname, wie wir wissen, sich als
Resultierende einer Einzelkraft 1angs der Zentralachse und eines Krifte-
paares mit zu ihr paralleler Achse darstellt, miissen bei dieser Wahl
der z-Achse die 4 Koordinaten =, H, A, M der Dyname verschwinden,
wihrend Z die GroBSe der Einzelkraft, N das Drehmoment des Krifte-
paares um seine Achse darstellt. Der Parameter der Dyname ist daher:
k_EA—{—HM—{—ZN_ N
= Siwrz 7
Die Gleichung des linearen Komplexes hat in diesem neuen Koordinaten-
system einfach die Form:
NZ4+ZN=0

oder nach Division durch Z:
(1) k-Z+N=o.

Diese Gestalt legen wir der weiteren Diskussion zugrunde. Sind
Py(xy, ¥1, 24) und P, (x,, ¥y, z,) zwei Punkte auf einer Geraden
X:Y:Z:L:M:N des Nullsystems, so ist ja Z =2 — 2, und
N = x,y, — %,y;, und daher ergibt (1) fiir die Koordinaten je zweier
Punkte einer Nullgeraden die Bedingung:

(2) k(zy — 25) + (2,9, = %,9,) = 0.

Halten wir nun P, fest, so ist (2) eine Gleichung fiir die Koordinaten
%1, Y1, 2; aller Punkte P;, die mit P, auf einer Geraden des Nullsystemes
liegen; schreiben wir der Deutlichkeit halber an Stelle von x,, y;, 2
laufende Koordinaten %, y, 2z, so erkennen wir, daB alle jene Punkte
P, eine Ebene mit der Gleichung:

(2) Yo¥ — %oy + k-2 =Fkz

erfiillen. Diese Ebene geht durch den Punkt P, selbst hindurch, da
die Gleichung durch x = x,, ¥ =1¥,, 2 = 2, befriedigt wird. — Wir haben
damit gezeigt, daf} durch jeden Raumpunkt P, umendlich viele Null-
geraden gehen, die ein die Ebene (2) erfiillendes ebenes Strahlenbiischel
bilden. Unsere Aufgabe wird gelGst sein, wenn wir uns von der Lage
dieser jedem Punkte P, zugehérenden Ebene (,,Nullebene®) ein deut-
liches Bild gemacht haben.

Die beiden in (2) eingehenden Ausdriicke N =ux,y, — y1%,,
Z = z; — 2, haben die Eigenschaft, bei Parallelverschiebungen des
Raumes parallel der 2-Achse sowie bei Drehungen um diese ungedndert
zu bleiben; denn die Verschiebungen lassen x und y, also auch N,
und auBerdem auch die Differenz z, — 2z, ungedndert, die Drehungen
aber haben auf die z-Koordinaten, also auch auf Z gar keinen Einflul
und lassen ebenfalls N als Flacheninhalt in der x-y-Ebene ungedndert.
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Mithin wird die Gleichung (2) und daher auch das durch sie bestimmte
Nullsystem bei Schraubenbewegungen des Raumes um die Zentralachse —
denn das ist ja die Bedeutung der z-Achse — wund Verschiebungen
lings thr in sich iibergefiihrt.

Dieser Satz erleichtert nun unsere Aufgabe ungemein: Wissen wir
nur, welche Ebene 1m Nullsysiem jedem Punkte der positiven x-Halbachse
zugehirt, so kennen wir damit ganz von selbst auch die jedem beliebigen
Raumpunkte zugehiorige Nullebene; denn durch
Verschiebung jener Halbachse lings der
z-Achse und Drehung um sie kann man

Z
. S . 7T
jeden Raumpunkt mit einem ihrer Punkte ’
zur Deckung bringen, wobei dann nach \//é \/ / z
unserem Satze die zugehorigen Nullebenen !

ineinander ibergehen miissen. Mit anderen / ! /\ /
Worten: Die Nullebenender Punkte cines jeden [ |

zur Zentyalachse senkrechten Halbstrahles haben

zu diesem und der Zentralachse eine von der Abb. 36.
besonderen Wahl des Strahles unabhdingige Lage.

Indem wir uns nun auf die x-Achse beschrinken, setzen wir
¥ = 2, =0 und erhalten aus (2') als Gleichung der zum Punkte P, mit
der Abszisse x, gehoérigen Ebene:

kz — 2,9y =0;

sie geht durch die x-Achse selbst hindurch, da die Gleichung durch
y =z =0 identisch befriedigt ist (vgl. Abb. 36).

o
Indem wir die Gleichung in der Form -;- = % =z “\)\\t“q'
schreiben, schliefen wir, daB der Neigungs-
winkel ¢ der Ebene gegen die Horizontalebene > <
(x-y-Ebene) die trigonometrische Tangente: /l K] >y
X3
tgg =+ Abb. 37.

hat, und dadurch ist jetzt die Lage unserer Ebene véllig bestimmt;
in Abb. 37 ist ihre Spur in der vertikalen y-z-Ebene skizziert.

Wir kénnen das Resultat nach dem oben Gesagten auch ganz unabhin-
gig vom speziell gewdhlten Koordinatensystem aussprechen: Zu jedem im
Abstande r von der vertikal gedachten Zentralachse liegenden Punkie gehirt
im Nullsystem eine das Lot von diesem Punkiec auf die Zentralachse ent-
haltende Ebene, deven Neigungswinkel gegen die Horizontalebene die trigo-

nometrische Tangente -]% hat; bewegt man den Punkt also- auf irgend-

einem zur Zentralachse senkrechten Halbstrahle, so liegt die zugehorige
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Ebene des Nullsystems fiir » = 0 selbst horizontal und richtet sich mit
wachsendem 7 nach der einen oder anderen Seite hin auf (je nachdem
k=0), um sich mit unbegrenzt wachsendem 7 schlieBlich asympto-
tisch der vertikalen Lage zu nidhern. Ich kann Ihnen diese Verhiltnisse
an einem Schillingschen Modelle naher erlautern (vgl. Abb. 38); hier ist
an einem beweglichen, um die Zerntralachse drehbaren und verschieb-
baren Arme ein ebenes Blatt angebracht, das bei Verschiebung nach
auBen hin sich in richtiger Weise aufrichtet.
Wir wollen jetzt noch besonders die Normalenrichtung auffassen,
die zu der Ebene durch den Punkt P, gehort; ihre Richtungskosinus
gegen die drei Achsen verhalten sich be-
kanntlich wie die Koeffizienten der Ebenen-
gleichung (2'), d. h. wie:
3) Yo i(— %) 1k,

Diese selbe Richtung koénnen wir auch
dem Punkte P, als Bewegungsrichtung
einer gewissen unendlich kleinen Schranben-
bewegung des Raumes zugeordnet denken.
Drehen wir namlich den ganzen Raum wie
einen starren Korper um die z-Achse durch

Abb. 38. den endlichen Winkel @ und verschieben
ihn gleichzeitig parallel der z-Achse um ein
Stiick ¢, so wird jeder Punkt x, y, z tbergefiihrt in die durch die

Gleichungen: , .
% =% cosw —y sinw

vy =2x sin w + y cos W
2 =z2+4c

gegebene neue Lage. Wir gehen von dieser endlichen Schraubung zu
einer unendlichkleinen iiber, indem wir @ durch die unendlichkleine
Grole —dw ersetzen und gleichzeitig ¢ = kdw annehmen. Das Minus-
zeichen bedeutet, daB3 bei 2 >0 die Drehung in der x-y-Ebene negativ
ist, wenn die Translation in der positiven z-Richtung erfolgt, d. h.
daBl der Schraubungssinn negativ ist (Linksschraubung). Wir haben nun
GroBen zweiter und hoherer Ordnung in dw zu vernachlassigen, also
cosdw =1, sindw =dw zu setzen und erhalten daher:

¥ =x+ydw
y=—xdo+y
Z=z+kdw.

Die Inkremente der Koordinaten eines bestimmten Punktes P, bei
dieser unendlich kleinen Schraubung sind also:

A%y =9, 0, dy,= —x,d®, dz, =kdw,
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d. h. P, wird in der Richtung:
A%y 1 dyy :d2y =79y : (—%xs) 1 R

verschoben. Das ist in der Tat genau die Normalenrichtung (3). Nimmi
man also mit dem Raume eine solche umendlich kleine Schraubung um
die Zentralachse vor, dafl die Verschiebung das k-fache des (negativ ge-
nommenen) Drehwinkels tst, so ist die 1tm Nullsystem wmit dem Para-
meter k zu jedem Raumpunkte gehorige Ebene normal zu dem von ihm
durchlaufenen Bogenstiick.

Da die Vorstellung der Schraubenbewegung eine sehr anschauliche
ist, kann man sich hiernach ein lebendiges Bild von der Anordnung der
Ebenen des Nullsystems machen. Je groBer z. B. der Abstand 7 eines
Punktes von der Zentralachse ist, um so langer ist die Horizontalprojek-
tion rdw des Bogenelementes, das er bei der |2
Schraubung durchlduft, um so flacher verlauft
daher dieses selbst, da seine Hohe % - dw kon- g
stant ist, — um so steiler steht also die zum
Bogenelement normale Ebene des Nullsystemes.
Setzt man unendlich viele solche unendlich 2 r .
kleine Schraubungen zu einer kontinuierlichen / 3

Schraubenbewegung des Raumes zusammen, so

durchlduft jeder Punkt in der Entfernung » Abb. 39.

von der Zentralachse eine Schraubenlinie, deren A
Neigung gegen die Horizontale die trigonometrische Tangente — >

hat, und deren Ganghohe daher stets denselben von » unabhingigen Wert
27nk besitzt; die Normalebenen dieser Schraubenlinien sind die Ebenen des
Nullsystems.

Wir wollen jetzt zum SchluB, nachdem wir bisher nur von den
Ebenen des Nullsystems gesprochen haben, uns auch ein unmittelbar
anschauliches Bild von den Nullachsen selbst zu machen suchen. Nehmen
wir irgendeine Nullachse g (vgl. Abb. 39) und konstruieren ihre kiirzeste
Entfernung von der Zentralachse, d. h. die gemeinsame Senkrechte, die die
Zentralachse in O und g in P treffen mdge. Dann gehort PO als senk-
rechter Halbstrahl von P auf die Zentralachse dem Nullsystem an, und
daher muBl O Pg die zu P gehorige Ebene des Nullsystems sein. Da aber g
senkrecht auf PO steht, muBl es mit der Horizontalen denselben Winkel
@ bilden, wie jene Nullebene, d. h. es ist tgp = %, wobei 7 = O P ist.
Wiy erhalten also alle Nullachsen, indem wir durch jeden Punkt P eines jeden
auf der Zentralachse semkvechien Halbstrahles dasjenige Lot auf ihm er-
richten, dessen Neigungswinkel gegen die Horvizontale die trigonometrische

Tangente tg ¢ = z besitzt, wobes v der Abstand des Punkies P von der Zen-
tralachse ist.
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Noch ein wenig anschaulicher konnen wir diese Konstruktion so
darstellen: Wir stellen uns den Kreiszylinder mit dem Radius v um die
Zentralachse als Achse her und zeichnen auf thm alle Schraubenlinien

(vgl. Abb. 40), welche die aus tg ¢ = —;i bestimmie Neigung @ gegen die

Horizontale' haben; dann ist offenbar die Gesamtheit der Tangenten
dieser Schrauwbenlinien identisch mit der Gesamtheit der Nullachsen im
Abstand v von der Zentralachse. Durch Variation von v erhilt man dann
sdmtliche Nullachsen. Diese Schraubenlinien werden nach auflen hin
offenbar immer steiler; sie haben in jedem Punkte die zugehorige Null-
ebene zur Schmiegungsebene und verlaufen daher senkrecht zu den
vorhin erwihnten Schraubenlinien, die in jedem Punkte
normal zu der Nullebene stehen.

Wir kénnen es nach diesen Erorterungen, die
einen doppelten Zusammenhang des Nullsystems mit
den Schrauben gelehrt haben, verstehen, da8 man
diese ganze Theorie auch kurzweg als Schraubentheorie
bezeichnet hat; diese Bezeichnung hat besonders Sir
Robert Ball in seiner ,,theory of screws*!) angewandt,
wo er in der Tat alle mit einer gegebenen Dyname an
einem .starren Koérper in Zusammenhang stehenden

Abb. 40. geometrischen Verhiltnisse behandelt.

Lassen Sie uns' nun zu unsern systematischen
Entwicklungen zuriickgehen. Wir hatten nach dem GraBmannschen
Prinzip als die 4 geometrischen Elementargebilde des Raumes den
Punkt, den Linienteil, den Ebenenteil und den Raumieil erhalten. Genau
wie in der Ebene ist es unsere nichste Aufgabe, das Verhalten dieser
Gebilde bei Transformationen des rechtwinkligen Koordinatensystems
zu untersuchen und sie gemif dem frither ausgesprochenen allgemeinen
Prinzip danach zu klassifizieren.

IV. Klassifikation der ridumlichen Elementargebilde nach
ihrem Verhalten bei rechtwinkligen Koordinatentrans-
formationen.

Vor allem miissen wir natiirlich einen Uberblick iiber alle méog-
lichen Transformationen eines rdumlichen rechtwinkligen Koordinaten-
systems gewinnen; sie sind iiberhaupt fundamental fiir die gesamte
Raumgeometrie, so daB wir schon deshalb in dieser Vorlesung nicht
an ihnen vorbeigehen kénnten. Die allgemeinste in Betracht kommende
Anderung des Koordinatensystems setzt sich wie in der Ebene zu-
sammen aus: 1. Parallelverschiebung; 2. Drehung um den Anfangs-
punkt; 3. Spiegelung; 4. Anderung des MaBstabes.

1) Dublin 1876.
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Die Gleichungen der Parallelverschiebung sind natiirlich

(4,) ¥=x+a, yY=y+b, Z=z4c.
Die Gleichungen der Drehung haben jedenfalls die Form:

l ¥=a,%+by+ ¢z
(4s) 1Y =ay% + by + cp2

I 7= azx + b3y + ¢52;
auf die Bestimmung der Koeffizienten, die hier wesentlich verwickelter
als in der Ebene ist, werden wir sogleich eingehen. Die Zusammen-
setzung aller moglichen Transformationen dieser beiden Arten liefert
die simtlichen eigentlichen Bewegungen des raumlichen Koordinaten-
systems.

Die Spiegelung kénnen wir, wie in der Ebene an einer Achse, so

hier an einer Koordinatenebene, etwa der x-y-Ebene, vornehmen und

erhalten: X=x y=y, Z=—z.

Wir kénnen diese Formeln aber auch symmetrischer gestalten, indem
wir drei Minuszeichen verwenden:

(43) ¥=—x y=—y 2=—z;

das ist eine Spregelung am Anfangspunkie O selbst, die man auch wohl

als Imversion') bezeichnet. In der Ebene stellt ' = —x, 3’ = —y keine

Spiegelung, sondern eine Drehung um 180° dar, und so ist iiberhaupt die

Inversion am Anfangspunkt nur in Raumen ungerader Dimensionenzahl

eine Spiegelung, bei solchen gerader Dimensionenzahl aber eine Drehung.
Die Mapstabinderung endlich wird einfach durch:

X =Aix
(4y) y =2y, wobei 4> 0 ist,
=1z

dargestellt; fiir 4 << 0 enthilt diese Transformation auBer der MaBstab-
dnderung noch eine Spiegelung.

Wir haben uns nun noch mit den Formeln der Drehung niher zu
beschiftigen. Die allgemeine Drehung um den Anfangspunkt O hingt
bekanntlich von 8 Parametern ab, da einmal die drei Richtungskosinus
der Drehungsachse zwei voneinander unabhingige GréBen reprisen-
tieren und dann der Drehwinkel willkiirlich ist. Eine symmetrische
Darstellung aller Drehungen durch 3 voneinander unabhingige Para-
meter liefert die Quaternionentheorie, wie ich das in der Vorlesung vom
Wintersemester gelegentlich ausgefithrt habe?); iibrigens hat schon

!) Gelegentlich wird die Bezeichnung ,,Inversion* auch fiir die von der
obxgen Splegelung ganz verschiedene Transformatxon durch reznproke Radxen
gebraucht.

“%) Siehe Teil T, S. 64fi.
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Euler die in Betracht kommenden Formeln aufgestellt. Hier will ich die
Darstellung geben, die man gewdhnlich auch in den Lehrbiichern der
Mechanik findet und die die 9 Richtungskosinus der neuen Achsen
gegen die alten benutzt. Wir gehen von der oben angegebenen Gestalt
(Ay) der Transformationsgleichungen aus:
¥=a,x+ by + ¢z

(1) Y = a,x + byy + 52

1 2= azx + byy + c32.
Betrachten wir einen Punkt x,y = 0, 2z =0 der alten x-Achse, so hat
er in bezug auf das neue System die Koordinaten ' = a, %,y = a,-%,
2 =uay-x,d. h. ay, a,, a; sind die Kosinus der Winkel der drer neuen
Achsen gegen die alte x-Achse, und ebenso sind b,, by, b3 und ¢, ¢, c5
ihre Richtungskosinus gegen die y- und z-Achse.

Diese 9 Koeffizienten der Transformationsgleichungen sind nun
durchaus nicht unabhangig voneinander. Man kann die Beziehungen
zwischen ihnen entweder aus der soeben angegebenen Deutung erhalten,
oder auch von der bekannten Relation aus, die bei jeder ,,orthogonalen
Substitution’’, d. h. bei jeder Drehung oder Spiegelung mit festbleiben-
dem Anfangspunkt besteht:

(2) x’2+y’2+2’2=x2+y2+32
und die Invarianz der Entfernung von O aussagt. Wir schlagen hier
den zweiten Weg ein:

&) Indem wir (1) in (2) einsetzen, erhalten wir durch Koeffizienten-
vergleichung folgende 6 Relationen zwischen den 9 Grolen a4, . . ., c,:

@+ a} +a =1 B b3 4 b =1 4+ d+cd =1
byci+bycatb3c3=0 cya,4cCoas+c3a,=0 a,b,+ab,+a0,=0 .
B) Multiplizieren wir nun die drei Gleichungen (1) mit den drei

GroBen a bzw. b bzw. ¢ und addieren, so folgt auf Grund von (3)
ihre Auflésung in der Gestalt:

¥=a, % + ayy + a,2’
(4) Y = b2 4 by 4 byd
z2=10,% + ¢y + 37 ;
das ist ersichtlich die sogenannte transponierte lineare Substitution zu (1),

die durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen des Koeffizienten-
schemas entsteht.

7) Andererseits ergibt sich nach den Regeln der Determinanten-
theorie als Losung der Gleichungen (1):

4
¥ b o a b o

/ .

Y by ¢y|,..., wobei d=|ay, by, ¢,
’

2 by oy ag by ¢

1

x=-A—
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die Determinante des Gleichungssystemes ist. Der Koeffizient von x'
hierin muB derselbe sein wie in der ersten Gleichung (4), d. h.:

(5 5

by ¢

=a1’
by ¢

und ebenso muf jeder Koeffizient der orthogonalen Substitution gleich
sein der zugehorigen Unterdeterminante des Koeffizientenschemas, dividiert
durch die Determinante A.

d) Wir wollen nun diese Determinante 4 des Koeffizientensystems
selbst berechnen, und bilden dazu nach dem Multiplikationstheorem der
Determinanten ihr Quadrat:

@ byool | by oo ai+a3 +a  biaytbyaytbyay c1a,+Caytcsay
ay by Cy|-|@y by Col=|ayby+asbytashy BB 4B e by Feabytcabs),
ag by cy| |ag by cy| a6t AsCatascs bicytbacytbge; i 4o
wobei die Kolonnen der ersten mit den Kolonnen der zweiten Deter-

minante multipliziert sind. Nach den Formeln (3) ist die Produkt-
determinante einfach gleich:

- =1,

S O =
S =~ O
- O O

so daB schlieBlich: A= 41

folgt. Um uns nun fiir eine dieser beiden Méglichkeiten zu entscheiden,
bedenken wir, da wir bisher nur die Relation (2) benutzt haben, die
bei Drehung und Spiegelung gleichmiBig erfiillt ist. Unter allen diesen
orthogonalen Transformationen sind nun die Drehungen dadurch aus-
gezeichnet, daB sie durch kontinuierliche Variation der Koeffizienten aus
der ,dentischen Tramsformation x' =x, y' =y, 2’ =z hervorgehen,
entsprechend einer stetigen Bewegung des Koordinatensystems aus der
urspriinglichen in die neue Lage; dementgegen entsteht die Substitution,
die wir allgemein Spiegelung nennen, durch kontinuierliche Abdnderung
aus der einen Inversion x’'= —x, y'= —y, z’= —2z, wihrend sich die
Inversion selbst nicht stetig aus der identischen Transformation erzeugen
laBt. Nun ist die Substitutionsdeterminante eine stetige Funktion der
Koeffizienten und muB sich also stetig @ndern, wenn wir die identische
Transformation kontinuierlich in irgendeine Drehung iiberfithren; bei
dieser Ausgangstransformation hat sie aber den Wert:

1 0 O
0 1 O0l=+1,
0 0 1

und da sie, wie wir sahen, iiberhaupf nur +1 oder —1 sein kann, muB
sie notwendig stets +1 bleiben. Denn ein plétzlicher Ubergang in —1
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wiirde eine Unstetigkeit bedeuten. Bei jeder Drehung ist also die Deter-
minante:

a b ¢
(6) A=|ay by co|l=+1,
as by ¢

und ganz ebenso ergibt sich, daBl be: jeder Spiegelung A = —1 ist.
Die Formel (5) nimmt jetzt die einfache Gestalt an:

?) =" o

’

3 Cs
und so ist jeder Koeffizient im Schema der Drehungssubstitutionen des rechi-
winkligen Koordinatensystems gleich der zugehorigen Unterdeterminante.

Wir kommen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe, festzustellen,
wie sich die Koordinaten der riumlichen Elementargebilde, des Linien-
teils X,Y,Z,L, M, N, des Ebenenteils £, M, N, B und schlieBlich des
Raumteiles T bei den vier Arten der Anderung des rechtwinkligen
Koordinatensystems verhalten.

Die Transformationsformeln simtlich hinzuschreiben, wiirde zu viel
Raum beanspruchen und schlieBlich auch langweilig sein; ich will daher
nur einige Punkte hervorheben, die besonderes Interesse verdienen.
Zunichst bemerke ich, wie Sie selbst leicht bestitigen werden, daB in
allen Transformationsformeln der Koordinaten eines Linienteils die ersten
drei Koordinaten X', Y’, Z’ im neuen System sich allein und zwar
homogen linear durch X, Y, Z ausdriicken, ohne daB die L, M, N
eingehen; also muf dem frither (S. 271.) ausgesprochenen allgemeinen
Prinzip zufolge der Inbegriff der 3 Grifen X, Y, Z bereits fiir sich ein
vom Koordinatensystem unabhingiges, geometrisches Gebilde bestimmen. Es
ist der freie Vektor, den wir ja schon erwihnten (S. 32). Ebenso trans-
formieren sich auch bei der PlangroBe die drei Koordinaten &, I, N fir
sich, ohne Riicksicht auf die vierte B, so daB auch sie eine geometrische,
von den Koordinaten unabhingige Bedeutung haben: sie stellen die gleich-
falls schon genannte freie Plangrife dar (S. 32).

Wir wollen nun speziell ausrechnen, wie sich die dre: Koordinaten
des freien Vektors X, Y, Z bei unseren Transformationen (4,), ..., (4,)
(S. 43) verhalten; wir ersetzen dazu nurin X' =] —#;,... diex} ,...
vermoge der Substitutionsformeln (4,) durch x, ¥, z und erhalten ohne
weiteres:

1. bei Parallelverschiebung:
(By) X'=X, Y=Y, Z=2Z
2. bei Drehung:

X'=aX+bY+c¢Z
(By) Y'=a,X+bY +c,Z
Z'=a; X+ bY 4 ¢, 7 ;
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3. bei Inversion:

(By) X'=-X, Y==-Y, Z/=-Z7;
4. bei Maflstabanderung:
(By) X'=1X, Y'=1Y, Z'=1Z.

Bei Verschiebung des Koordinatensystems dndern sich also die Koordi-
naten des freien Vektors gar wicht, sonst aber verhalten sie sich genau wie
die Punktkoordinaten selbst.

Damit wollen wir nun die Transformationsformeln fiir ein Krdifte-
paar vergleichen, die wir aus den Transformationsformeln der Koordi-
naten eines Linienteils erhalten, indem wir nachtriglich X =Y =Z2=0
setzen: es wird dann natiirlich X' = Y’'= Z' = 0, und fiir die Dreh-
momente in bezug auf die neuen Achsen ergeben sich die Formeln:
1. bei Verschiebung:

' L'=L, M'=M, N'=N,
2. bei Drehung:
J L'=a,L+bM+c,N
(C,) M’'=a,L +b,M + c,N
l N'=a;L+b;M+ ¢;N;

(€)

3. bei Inversion:

(Cy) LI'=L, M'=M, N'=N;
4. bei Maf}stabdnderung:
(Cy) L'=2L, M'=12M, N=2N.

Die Koordinaten eines Kriftepaares dndern sich also bei Verschiebung des
Koordinatensystems und beir Inversion nicht, sie verhalten sich bev Drehung
wie Punkthoordinaten und multiplizieren sich bei Mapfstabinderung mit
dem Faktor 2%, d.h. sie haben die Dimension 2 (eines Flicheninhalts),
wihrend der freie Vektor, wie die Punktkoordinaten, die Dimension 1 hat.

Die Herleitung der Formeln (C,), (C;), (C,) macht gar keine
Schwierigkeit; nur fir (C,) sind vielleicht einige Erlduterungen an-
gebracht. Man erhélt ndamlich mit Hilfe der Drehungsformeln (A4,):

i \ ApXy + bpyy + Co21 s Ag¥ + bgy1 + 32
Vs % As¥g + byYs + CaZy,  AgXy+ byys + €32,
Multiplizieren wir die letzte Determinante aus, so ergeben sich 3 -3 + 3 -3
=18 Glieder, von denen sich offenbar dreimal je 2 (z. B.
Ag%1 " AzXy — Ag%1* do%s, . . .) gegenseitig fortheben; die iibrigbleibenden
12 Terme fassen sich zu folgender Summe von Determinantenprodukten
zusammen:

L'= =

by ¢ Co @) |51 % az by

a; by

X1 YN

X Yo

. .

Y1 %4 +
Yo %2

L' = +

by ¢, C3 Q3| |22 X
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Die ersten Faktoren sind nach der Formel (7) fiir die Unterdeterminan-
ten des Koeffizientensystems einer Drehung (S. 46) gerade gleich a,, b, ¢;,
wiahrend die zweiten Faktoren gleich L, M, N sind, Damit ist in der
Tat die vorhin fiir L' angegebene Formel gewonnen, und ebenso
folgen die beiden anderen Formeln fiir M’ und N'.

Als drittes Gebilde ziehen wir endlich die freie Plangréfe heran;
ganz einfache, der obigen dhnliche Rechnungen, die ich Ihnen wohl
selbst iiberlassen darf, fithren zu dem Ergebnis, daf sich die Kompo-
nenten &, I, N der freien Plangréfe in allen Fillen genau so wie die
Koordinaten L, M, N eines Kriftepaares transformieren.

Fassen wir der besseren Ubersicht halber diese Ergebnisse in eine
kleine Tabelle zusammen. Sie gibt die transformierten ersten Koordinaten
an, aus denen die anderen durch zyklische Vertauschung entstehen:

i Verschiebung | Drehung Invetsion Magstabanderung
freier Vektor X X +b,Y +¢,Z —X AX
Kriftepaar L ayL + bM + ¢, N L 2L
freie PlangréBe g a8 + by + ¢y N 2 e

Damit haben wir nun die prizise Grundlage fiir eine Reihe geo-
metrischer Aussagen gewonnen, die in den Lehrbiichern vielfach gar-
nicht oder doch nur beildufig und in einer Form herauskommen, in
der man ihren einfachen geometrischen Inhalt nicht so leicht auffassen
kann. Hiufig werden die verschiedenen geometrischen Gebilde, die wir
hier betrachten, durchaus nicht in dieser reinlichen Weise getrennt, wie
wir es fiir erforderlich halten, und dadurch wird dann eine ganze Reihe
interessanter Beziehungen vollkommen verwischt. So sind z. B. schon bei
Poinsot die Begriffe Kriftepaar (,,couple’‘) und freie PlangréBe (,,aire’)
stets von vornherein miteinander verkoppelt, was natiirlich das Ver-
stindnis notwendig erschwert; fiir uns hier zeigt erst der Vergleich der
letzten beiden Zeilen unserer Tabelle nach einem frither ausgesprochenen
allgemeinen Prinzip, daf Kriftepaar und freie Plangrife als geometrische
Grundbegriffe derselben Art anzusehen sind, weil sie sich bei allen Ande-
rungen des rechtwinkligen Koordinatensystems genau iibereinstimmend
verhalten. Machen wir uns den Inhalt dieser Aussage niher klar: Ist
etwa ein Kriftepaar L, M, N gegeben und ordnen wir ihm eine Plan-
groBe &, M, N durch:

L=L, M=M, R=N

zu (oder machen wir dasselbe in umgekehrter Reihenfolge, von &, I, N
ausgehend), so bleibt diese Ubereinstimmung der Koordinaten bei jeder
Koordinatentransformation erhalten und muB sich daher auch rein geo-
metrisch -ohne Benutzung des Koordinatensystems beschreiben lassen.
Zu diesem Ende wollen wir von der PlangréBe &, It, M ausgehen und
werden nun am bequemsten das Koordinatensystem so spezialisieren,
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daB & =M =0 wird; dann stellt die freie PlangréBe ein parallel der
x-y-Ebene oder speziell in ihr liegendes Dreieck (1, 2, 3) dar, derart,
daBB % gleich dem doppelten Dreiecksinhalt, d.h. gleich dem Inhalte
des Parallelogramms (1, 1/, 2, 3) wird, das mit dem durch den Um-
laufssinn 1 12 bestimmten Vorzeichen zu versehen ist (vgl. Abb. 41).
Ich behaupte nun, daB das zugehérige Kriftepaar mit den Momenten
L =0, M =0, N =% aus zwei gegeniiberliegenden Parallelogramm-
seiten (1, 1') und (2, 3) mit den Pfeilspitzen in 1 und 2 zusammen-
gesetzt werden kann. Zum Beweise lege ich das Koordinatensystem
in der x-y-Ebene noch bequemer, nimlich die y-Achse in die Gerade
11" und die x-Achse durch den Punkt 2 (in der Abb. 41 punktiert ge-
zeichnet). Dannhaben zunichst die beiden
Linienteile (1, 1') und (2, 3) und daher

auch das aus ihnen zusammengesetzte
Kriftepaar die Drehmomente L = 0 und g
M =o0. Ferner ist fir den Linienteil

(1, 1) auch das dritte Drehmoment Null,

so daf3 schlieBlich N gleich wird dem Dreh-
moment von (2, 3):

a

Xo Ve
X3 Y3

= X5° Y3,

Abb. 41.

(denn nach unserer Annahme ist x, = x,
und y, =0). Andererseits ist aber fiir diese Lage des Koordinaten-
systems die dritte Koordinate der PlangréBe:

0 y, 1
N=|x%, 0 1]|=12,-9,
% Y3 1

(d. h. gleich Grundlinie y; mal Hohe x, des Parallelogramms); also ist
tatsachlich, auch im Vorzeichen, N = % und damit ist unsere ganze
Behauptung bewiesen.

Wir kénnen dieses Resultat sofort auch allgemein ohne Riicksicht
auf ein spezielles Koordinatensystem aussprechen: Eine durch ein Par-
allelogramm von bestimmtem Umlaufssinne reprisentierte freie Plangripe,
sowie das Kriftepaar, das aus zwei gegentiberliegenden Parallelogramm-
setten mit je einer jenem Umlaufssinne entgegengerichieten Pfeilspitze be-
steht, sind geometrisch dquivalente Gebilde, d. h. sie haben in bezug auf jedes
rechtwinklige Koordinatensystem gleiche Komponenien. Dieser Satzgestattet
also sowohl ein Kréaftepaar durch ein Parallelogramm, als auch ein
solches durch ein Kriftepaar jederzeit zu ersetzen.

Wir brauchen uns jetzt um die zweite Zeile unserer Tabelle (S. 48)
nicht mehr zu kiimmern und wollen die erste und dritte, also den freien

Klein, Elementarmathematik II. 4
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Vektor und die freie Plangrife, vergleichen. Da sehen wir zuerst, daB
beide sich bei Verschiebungen und Drehungen genau gleich verhalten, da3
aber ein Unterschied auftritt, sowie wir Spiegelungen oder gar MaBstabs-
dnderungen hinzunehmen. Um das im einzelnen zu verfolgen, denken
wir in dem uns geldufigen (rechtshindigen) Koordinatensystem eine
PlangroBe &, M, N gegeben und koppeln mit ihr einen freien Vektor
durch die Gleichungen X =&, 'Y =M, Z=N. Diese Gleichungen
werden. zwar bestehen bleiben, wenn wir uns auf Bewegungen des Ko-
ordinatensystems beschrianken, aber bei Spiegelungen oder MaBstabs-
dnderungen werden sie sich modifizieren, und wenn wir sie geometrisch
aussprechen wollen, werden wir daher ohne Benutzung des Sinnes des
Koordinatensystems und des MaBstabes nicht auskommen. In der Tat,
legen wir das Koordinatensystem wieder wie vorhin so, daB @ =t =0
und daB N gleich dem Inhalt des
Ay s Parallelogrammes (1,1’,2,3) der x-y-
7 Ebene wird, dann wird bei den Verhilt-
nissen der Figur (vgl. Abb. 42) % >0,
und der Vektor X =0, Y=0, Z=%
hat die positive Richtung der z-Achse.
Diese Tatsache kann man unabhingig
von der speziellen Lage des Koordinaten-
systems offenbar so aussprechen: Um
z bet vechtshindigem Koovdinatensystem zu
Abb. 42. einer gegebenen freien Plangrofe den freien
Vektor mit den gleichen Koordinaten zu
evhalten, ervichte man in ihrer Ebene ein Lot nach der Seite, von der aus die
Umlaufsrichtung des reprisentierenden Parallelogrammes dem Uhrzeiger ent-
gegengerichtet evscheint und trage auf ihm eine Strecke gleich dem Inhalt des
Parallelogrammes ab. Die Ubereinstimmung der Koordinaten dieses Vek-
tors und der PlangroBe bleibt erhalten, wie man auch das Koordinaten-
system verschiebt und dreht; sie hért indessen auf, sowie man MaB-
stabdnderungen oder Inversionen vornimmt; miBt man z. B. in Dezi-
metern, statt vorher in Zentimetern, so geht die MaBzahl des Inhalts
in ihren 100-sten Teil iiber, die MaBzahl der als Vektor abgetragenen
Strecke aber nur in ihren 10-ten Teil, und ebenso wird bei Inversion
der Vektor das Vorzeichen wechseln, nicht aber die PlangroBe.

Die freie Plangr68e und den freien Vektor kann man also nur dann
vollig identifizieren, wenn man sich ein fiir alle Male auf einen bestimmten
Sinn des Koordinatensystems und eine bestimmte Lingeneinheit fest-
legt. Eine solche Beschrinkung bleibt natiirlich jedem einzelnen fiir
seinen Gebrauch unbenommen, nur muB er sich ihrer Willkiirlichkeit
immer bewuBt bleiben, um sich mit anderen verstindigen zu konnen. Alle
diese Dinge sind, wie Sie sehen, duBerst klar und einfach, und doch
muBl man immer wieder auf sie zuriickkommen, da in der heutigen
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Physik die historische Entwicklung vielfach eine gewisse Verwirrung
zurtickgelassen hat. Ein Wort daher noch iiber die Geschichte dieser
Sachen.

GraBmanns Ausdehnungslehre von 1844 hat wegen ihrer schon
hervorgehobenen schwer lesbaren Darstellung auf unsere Physik und
Mechanik sehr wenig eingewirkt. Viel mehr EinfluB hat iiber Eng-
land die von W. R. Hamiltorn in Dublin um dieselbe Zeit inaugurierte
Entwicklung gewonnen; Hamilton ist der Erfinder der Quaternionen,
itber die ich in der Wintervorlesung ja ausfiihrlich gesprochen habe?).
Hier brauche ich nur zu erwihnen, daB er auch das Wort Vektor ge-
schaffen hat fiir das, was wir freien Vektor nannten, wihrend er den
Begriff des linienfliichtigen Vektors nicht ausdriicklich gebraucht.
Ferner aber kennt er keinen Unterschied zwischen freier Plangrife und
freiem Vektor, indem er eben von vornherein eine bestimmte Festsetzung
iiber Sinn und MaBstab der Koordinaten getroffen denkt. Dieser Ge-
brauch ist nun in die Physik iibergegangen, und man hat dort lange Zeit
eigentliche Vektoren und Plangr6Ben nicht unterschieden. Freilich
machte sich allmihlich bei feineren Untersuchungen doch die Not-
wendigkeit einer Scheidung je nach dem Verhalten der gleichmiBig als
Vektoren bezeichneten Gebilde gegeniiber Inversionen geltend, und dazu
hat mandenn die Adjektive,,polar'‘ und,,axial benutzt: Ein polarerV ektor
dndert sein Vorzeichen bet Spiegelungen, ist also genau mit unserem freien

Vektor identisch, ein axialer dndert es wicht und stimmt daher mit unsever
freven Plangrife iiberein (wobei wir auf die ,,Dimension® nicht achten).
Die Physik muBte also hier — und sie tut es noch heute in den iblichen
Darstellungen — hinterher eine gewissermaBen iiberraschende Unter-
scheidung konstatieren, die sich bei unserer allgemeinen Auffassung
ganz naturgemdB von vornherein ergibt. Um es zum SchluB noch ganz
prizise an einem Beispiele auszusprechen: Die Aussage, daB die elek-
trische Erregung ein polarer Vektor ist, bedeutet, daB sie durch 3 GréB8en
X, Y, Z gemessen wird, die sich nach der ersten Zeile unserer Tabelle
(S. 48) transformieren; und daB die magnetische Feldstirke ein axialer

Vektor ist, soll besagen, daB ihre 3 Bestimmungsstiicke sich nach
dem Schema der letzten Zeile der Tabelle substituieren. Dabei lasse
ich freilich noch dahingestellt, wie es mit der Dimension dieser Be-
stimmungsstiicke steht, denn das wiirde uns zu weit in die physi-
kalischen Einzelheiten hineinfiihren.

Hamilton hat nun neben dem Wort Vektor auch das Wort Skalar
geschaffen, das gleichfalls noch heute in der Physik eine groBe Rolle
spielt. Evn Skalar ist wichts als eine Invariante gegeniiber allen unseren
Koordinatentransformationen, d.i. eine GroBe, die sich bei Anderungen
des Koordinatensystems nicht oder nur um einen Faktor indert. Im

1) Siehe Teil I, S. 641f.
4%
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einzelnen kann man danach verschiedene Schattierungen des Skalarbegriffes
unterscheiden. Betrachten wir zuerst als Beispiel den Rawmieil oder

Tetraederinhalt:
% Y1 %4 1

Xp Y2 % 1|
Xy Yy 23 1)
t Xy Vs % 1

er geht, wie man leicht durch Rechnung bestitigt,

T=}

bei Verschiebung Drehung ] Inversion | MaBstabinderung

tiber in T T | -7 | s

Eine solche GroBe, die bei Verschiebungen und Drehungen un-
gedndert bleibt, bei Spiegelung aber ihr Vorzeichen dndert, nennt man
einen Skalar zweiter Art, wahrend ein Skalar erster Art auch bei Inversion
ungeidndert bleiben soll. Dabei ist die aus der vierten Kolonne sich er-
gebende Dimension wieder beiseite gelassen.

Wir konnen leicht auch Skalare erster Avt bilden; die ein-
fachsten Beispiele sind X2+ Y2472, wo X, Y, Z die Koordinaten
eines ‘freien Vektors sind, und £2 4+ M2 + N2, wo L, M, N die Koordi-
naten einer freien PlangréBe sind. DaB diese GroSen in der Tat bei
allen Bewegungen und Spiegelungen (nicht bei MaBstabinderungen)
ungeédndert bleiben, ist aus der Tabelle von S. 48 sofort zu entnehmen,
wenn wir noch die Gleichungen (3) (S. 44) fiir die Koeffizienten der
Drehung beriicksichtigen ; es muf ihnen daher auch eine rein geometrische
Bedeutung zukommen, und wir wissen in der Tat, daB sie das Quadrat
der Linge des Vektors bzw. des Flicheninhalts des Ebenenteils dar-
stellen.

Wir wollen nun zusehen, wie man durch Kombination aus gegebenen
Grundgebilden (Vektoren und Skalaven beider Arten) weitere Gebilde der-
selben Gattungen gewinmen kann. Zunichst ein ganz einfaches Beispiel:
T sei ein Skalar zweiter Art, also etwa ein Tetraederinhalt, und X, Y, Z
seien die Koordinaten eines polaren Vektors; wir betrachten das GroBen-
tripel T-X, T-Y, T-Z. Bei Bewegungen werden sich diese drei
Grofen genau so transformieren wie die Vektorkomponenten X, Y, Z
selbst; bei Inversion aber bleiben sie ungeidndert, da beide Faktoren
das Zeichen wechseln. Also stellen die drei GréBen einen axialen Vektor
dar, und ebenso erkennt man, daBl man von einem axialen Vektor &,
M, N ausgehend einen polaren T -8, T - M, T - N erhilt.

Nun wollen wir 2 polare Vektoren X,, Y,, Z, wnd X,, Y,, Z,
nehmen und allerlei charakteristische Kombinationen aus ihnen bilden,
wobei wir zunichst rein analytisch verfahren. Wir untersuchen das
Verhalten der neu gebildeten GréBen bei Koordinatentransformationen
und schlieBen daraus, was fiir eine Art geometrischer GréBen sie vorstellen:
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1. Wir beginnen mit den 3 Summen:
X, +X,, Y, +Y, Z,+2Z,;

sie transformieren sich offenbar genau in derselben Weise, wie die Vektor-
komponenten selbst, und stellen daher einen neuen polaren Vektor dar,
der mit jenen beiden gegebenen Vektoren in einer vom Koordinaten-
systeme unabhingigen rein geometrischen Beziehung steht.

2. Die bilineare Kombination beider Vektorkomponenten:

X1X2 _Jf— Yl Y2 + ZIZ2

bleibt, wie die Rechnung ergibt, bei allen Bewegungen und Spiegelungen
ungeidndert und stellt also einen Skalar erster Art dar, der als solcher
wiederum rein geometrisch sich definieren lassen muB.

3. Die 3 Unterdeterminanten der aus den Komponenten gebildeten

Matrix: Xl Yl Zl
X2 Y2 ZZ

verhalten sich, wie leicht auszurechnen, genau wie die Koordinaten
etner freien Plangrofe oder eines axialen Vektors; auch dieser muB un-
abhingig vom Koordinatensystem mit den gegebenen Vektoren ver-
kniipft sein.

4. Wir betrachten endlich 3 polare Vektoren und bilden aus ihren
9 Komponenten die Determinante:

X, Y, Z
X, Yy, Z,|;
Xy, Yy Z4

sie bleibt bei allen Bewegungen ungeindert, wechselt aber bei Spiege-
lungen das Vorzeichen, so dal} sie einen Skalar zweiter Avt definiert.
Ich gebe nunmehr die geometrische Deutung dieser Gebilde -an;
die Beweise werden Sie, nachdem einmal das Resultat ausgesprochen
ist, sich leicht selbst erginzen kénnen, wenn Sie
nur immer von passend spezialisierter Lage des ﬂ
Koordinatensystems ausgehen.
Zu 1. Die Deutung der hier definierten sog. AL, 4.
Summe der beiden Vekioren ist allbekannt; 148t ‘
man die beiden Vektoren von demselben Punkt ausgehen, so stellt sie
die Diagonale des von thnen gebildeten Parallelogrammes, von jenem Punkt
weg gerichtet, dar [Regel vom ,,Krifteparallelogramm (vgl. Abb. 43)].
Zu 2. Haben die Vektoren die Linge 7,4, 7, und
bilden ihre Richtungen den Winkel ¢ (vgl. Abb. 44),
so ist jene bilineare Kombination gleich r,7, cos .
Zu 3. Wir betrachten wiederum ein Parallelo-
gramm, dessen Seiten den Vektoren 1 und 2 parallel Abb. 44.
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sind, und denken es in dem durch die Aufeinanderfolge der Richtungen der
Vektoren 1 und 2 gegebenen Sinne umlaufer. (vgl. Abb. 45); dann hat
man eine vollstindig bestimmte freie Plan-
groBe, und das ist gerade die oben durch ihre
N z drei Koordinaten definierte. Ubrigens ist der
7 absolute Betrag ihres Flicheninhaltes durch
Abb. 45. 7173 |sing | gegeben.
Zu 4. Verlegt man die 3 Vektoren an
einen Punkt, so bilden sie 3 Kanten eines Parallelflachs (vgl. Abb. 46);
sein Inhalt — mit einem geeignet bestimmten Vérzeichen — wird jenem
durch die Determinante definierten Skalar zweiter
! Art gleich.

i Lassen Sie mich nun davon sprechen, in
{ welcher Form diese Prozesse sonst in der Litera-
/"% _____ [~ tur auftreten, wo man nicht, wie wir es hier
>- tun, die Untersuchung des Verhaltens gewisser
Abb. 46. analytischer Ausdriicke gegeniiber Koordinaten-
transformationen, d. h. eine rationelle und ein-
fache Invariantentheorie an die Spitze stellt. Man hat da in der Mechanik
und Physik nach dem Vorgange von GraBmann und Hamilton eine
besondere Sprechweise ausgebildet und redet von der sog. Vektor-
algebra und Vektoranalysis, die jene Neubildung von Vektoren und
Skalarent aus gegebenen Vektoren' mit den elementaren Rechenope-

rationen der gewdhnlichen Zahlen vergleicht.

Das erste ist, wie schon angedeutet, dal man die unter Nr. 1 auf-
gefiihrte Operation schlechtweg als Addition der beiden Vektoren 1 und 2
bezeichnet. Die Berechtigung dieser Benennung findet man in der
Giiltigkeit gewisser formaler Gesetze, welche die Addition der gewdhn-
lichen Zahlen ‘charakterisieren, so insbesondere des kommutativen und
des assoziativen Gesetzes: Das erste besagt, daB die Definition der
»Summe‘‘ unabhingig von der Reihenfolge ist, in der man die beiden
Vektoren 1, 2 verwendet, das zweite, daB die Addition der Summe von 1
und 2 zu einem Vektor 3 dasselbe Resultat ergibt, wie die Addition von 1
zur Summe von 2 und 3. — In sehr viel freierer Weise hat man die unter 2
und 3 definierten Operationen Multiplikation genannt, und zwar unter-
scheidet man sie als innere oder skalare (Nr. 2) und dGupere oder vektorielle
Multiplikation (Nr. 3). Hier trifft nimlich die wichtige Eigenschaft zu,
die man als Distributivitit der Multiplikation in bezug auf die Addition
bezeichnet und die in der Gleichung a,(a,+ 4;) = a,a, + a,a5 ent-
halten ist; in der Tat hat man ja fiir die innere Multiplikation:

X1 (Xo+ Xa) + Y1 (Vo4 Vo) +Z,(Z, + Z5) = (X1 X, + Y1 Y, + 2, 2y)
+ (X1X3 + Yl Y3 + Zl‘Zs) ’
und dhnlich einfach ist die analoge Eigenschaft fiir die duBere Multipli-
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kation abzuleiten. Was die anderen formalen Gesetze der Multiplikation
angeht, — ich habe in der letzten Wintervorlesung?) ausfiihrlich von
ihnen gehandelt —, so will ich nur noch erwihnen, daB fiir die innere
Multiplikation auch das kommutative Gesetz gilt (a-b = b - a), fir die
duBere aber nicht; denn die kleinen Determinanten der das duB3ere Pro-
dukt definierenden Matrix wechseln bei Vertauschung der Vektoren 1
und 2 ihr Vorzeichen.

Ich mé6chte hier noch bemerken, da man vielfach das duBere
Produkt zweier polarer Vektoren schlechtweg als ,,Vektor definiert,
ohne seinen axialen Charakter hinreichend zu betonen. Natiirlich
kénnen wir auch sofort auf Grund der oben (S. 50) gegebenen allgemeinen
Zuordnung die freie PlangroB8e durch einen Vektor ersetzen und erhalten
folgende Regel: Das dufere Produkt zweier Vektoren 1 und 2 ist ein
Vektor 3 wvom der Linge vivy|sing |, der auf der Ebene von 1 und 2
senkrvecht steht und so gerichiet ist, daf 1 zu 2

Produkt
2u 3 liegt, wie die positive x-, y- und z-Achse 2
zuernander (vgl. Abb. 47). Man darf aber 7
keinesfalls vergessen, daB diese Definition
von der Art des Koordinatensystems und Abb. 47.

dem MafBstab ganz wesentlich abhingt.

Warum sich diese Sprechweise der Vektoranalysis so eingebiirgert
hat, kann ich nicht ganz verstehen; es mag aber wohl damit zusammen-
hingen, daB vielen Leuten solche formale Analogien mit den gewdhn-
lichen von alters her iiblichen Rechenoperationen grofies Vergniigen
machen. Jedenfalls sind diese Namen fiir die Vektoroperationen wenig-
stens leidlich allgemein angenommen; was aber eine weitgehende Diver-
genz der Meinungen hervorgerufen hat, das ist die Festlegung einer be-
stimmten symbolischen Schreibweise fiir diese Operationen und ins-
besondere fiir die verschiedenen Arten der Multiplikation. Ich habe
Thnen schon in der vorhergehenden Vorlesung?) erzihlt, wie weit man
trotz aller Bemithungen hier von einer Einigung entfernt ist. Unter-
dessen hat man neuerdings auf dem Mathematikerkongre in Rom gar
eine internationale Kommission eingesetzt, die eine einheitliche Bezeich-
nungsweise vorschlagen soll; aber ob auch nur innerhalb der Kommission
iiberhaupt eine Einigung zustande kommen wird und ob dann die Gesamt-
heit der Mathematiker solche Vorschlige auch annehmen wird, das muBl
man erst abwarten. Es ist nun einmal ungeheuer schwer, eine groBere
Zahl einzelner Menschen, die nur moglichst bequem ihrer Gewohnheit
folgen wollen, unter einen Hut zu bringen, wenn nicht die zwingende
Gewalt einer Legislative oder materieller Interessen dahinter steht. —
Ich ziehe es hier vor, von der Bezeichnungsweise der Vektoranalysis gar
nicht zu reden — sonst schaffe ich unversehens noch eine neue!

1) Siehe Teil I, S. 10. 2) Teil I, S. 71.
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Ich moéchte diesen Exkurs nicht abschlieBen, ohne mit allem Nach-
druck darauf hinzuweisen, daB fiir unseren allgemeinen Standpunkt die
Fragestellungen der gewohnlichen Vektoranalysis nur einen Awusschnitt
darstellen aus einer Fiille allgemeiner Probleme. Denn z. B. die linien-
fliichtigen Vektoren, die gebundenen Plangrifen, die Schrauben wund
Dynamen finden in der Vektoranalysis zunédchst keine Beriicksichtigung.
Aber auch schon fiir das wirkliche Verstindnis der Operationen derVektor-
algebra selbst ist es notwendig, sie in einem groBeren Zusammenhang zu
sehen; erst dann kommt das ihnen innewohnende Prinzip, die Definition
geometrischer GroBen durch ihr Verhalten gegen die einzelnen Arten recht-
winkliger Koordinatentransformationen, klar zum Ausdruck. — WasLite-
ratur zu all diesen Fragen anlangt, so nenne ich Thnen einmal die Arbeit, .
in der ich letzthin unser allgemeines Klassifikationsprinzip erneut darge-
stellt und insbesondere auf die oben beriihrte Schraubentheorie angewandt
habe: ,,Zur Schraubentheorie von Siv Robert Ball'‘1), sowie andererseits die
Enzyklopédiereferate von E. Timerding (,,Geometrische Grundlegung der
Mechanik eines starven Korpers', Enz. IV, 2y und M. Abraham (,,Geometri-
sche Grundbegriffe der Mechanik deformierbarer Korper'‘, Enz. IV, 14).

[Auch die in Rom zur Vereinheitlichung der Vektorbezeichnungen
eingesetzte Kommission hat, wie zu erwarten war, nicht den geringsten
Erfolg gehabt. Auf dem folgenden internationalen Kongre zu Cam-
bridge (1912) muBte sie erkldren, daB sie mit ihren Arbeiten nicht fertig
geworden sei, und um eine Verlingerung ihres Mandats bis zum nichsten
Kongref3 bitten, der 1916 in Stockholm stattfinden solite, aber infolge
des Krieges nicht zustande kam. Ein dhnliches Schicksal scheint dem
Ausschuf} fiir Einheiten und FormelgréBlen (AEF genannt) beschieden
zu sein. Dieser veréffentlichte 1921 einen Entwurf zur Bezeichnung von
VektorgriBlen und weckte damit sofort auf vielen Seiten den schirfsten
Widerspruch. Der Entwurf ist in Band I (1921) der Zeitschrift fiir an-
gewandte Mathematik und Mechanik auf S. 421f. abgedruckt, die Er-
widerungen der Gegner im zweiten Bande (1922) derselben Zeitschrift. —
Die in der Vektorrechnung heute iiblichen Terminologien entspringen
historisch im wesentlichen zwei Quellen, dem Hamiltonschen Quater-
nionenkalkul und der GraBmannschen Ausdehnungslehre. Die schwer
lesbaren Ausfithrungen GraBmanns blieben, wie schon erwahnt wurde,
den deutschen Physikern unbekannt; sie bildeten lange Zeit eine Art
Geheimlehre enger mathematischer Kreise. Die Hamiltonschen Ideen
dagegen drangen vor allem durch Maxwell in die englische Physik ein.
In seinem ,,Treatise on Elektricity and Magnetism‘‘ (2 Bde., Oxford 1873)
wihlt jedoch Maxwell fiir Vektorengleichungen fast durchweg die Kom-
ponentendarstellung. Aus Furcht, nicht verstanden zu werden, macht

1) Zeitschrift fir Mathematik und Physik 47, S. 237{f. und Mathematische

Annalen. 67, S.419. = F.Kletn: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. 1,
S. 503 ff. .
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er von einer besonderen Bezeichnungsweise nur wenig Gebrauch, ob-
wohl es nach seiner Meinung fiir viele Zwecke der physikalischen Uber-
legung wiinschenswert ist, die Einfithrung der Koordinaten zu ver-
meiden und von vornherein die Aufmerksamkeit auf einen Punkt im
Raum anstatt auf seine drei Koordinaten und auf die Richtung und
GroBe einer Kraft zu lenken statt auf ihre drei Komponenten. Das, was
man heute die Vektorrechnung der Physiker nennt, geht auf die Arbeiten
des englischen Telegrapheningenieurs Heaviside und des Amerikaners
J. W.Gibbs zuriick. Der letztere gab 1881 seine ,,Elements of Vector-
Analysis® heraus. Obwohl Heaviside sowohl wie Gibbs von Haus aus
Hamiltonianer sind, nehmen beide in ihren Kalkul GraBmannsche Ideen
auf. Auf dem Umwege iiber die Arbeiten dieser Autoren dringt nun die
Vektorrechnung und damit GraBmannsche Ausdehnungslehre wie Hamil-
tonscher Quaternionenkalkul in die deutsche Physik ein. Das erste Buch,
welches in den Kreisen deutscher Physiker die Vektorrechnung bekannt
machte, und zwar in der Art, wie sie Heaviside ausgestaltete, war die
1894 erschienene ,,Einfithrung in die Maxwellsche Theorie von
A. Foppl. — Bei GraBmann und Hamilton 148t sich zunichst in der
Hinsicht eine Ubereinstimmung konstatieren, daB beide sich zum Ziele
setzen, mit den gerichteten GréBen selbst zu operieren und erst spater
zu den Komponenten iiberzugehen. Merkwiirdig ist, dal beide die Be-
deutung des Wortes ,,Produkt’ verallgemeinern. Das mag damit zu-
sammenhédngen, dafl sie ihre Theorien von vornherein mit der Lehre
von den mehrgliedrigen komplexen Zahlen verbinden (vgl. unsere Dar-
stellung-der Quaternionentheorie in Bd. I, S. 64ff.). Sonst aber sind die
Kunstausdriicke beider vollstindig verschieden, wie bereits ausgefithrt
wurde. Von GraBmann stammen die Bezeichnungen Linienteil, Ebenen-
teil, PlangroBe, inneres und duBeres Produkt, wihrend von Hamilton dic
Worte Skalar, Vektor, skalares und vektorielles Produkt herrithren.
Indem von den sonst strenggliubigen Jiingern GraBmanns die sehr
zweckmiBigen Bezeichnungen des Meisters zum Teil durch andere er-
setzt werden, von den Physikern die bestehenden Terminologien ver-
schmolzen oder modifiziert werden, ebenso hinsichtlich der Zeichen,
welche die einzelnen Operationen andeuten, die groBte Willkiir geiibt
wird, entsteht schlieBlich eine selbst fiir den Fachmann groBe Uniibersicht-
lichkeit auf dem mathematisch durchaus einfachen Gebiete. Ein durch
diesen Wirrwarr sicher hindurchfithrender Leitstern ist das auf
S. 27 ausgesprochene Prinzip. Nach ihm lassen sich die Theoricn
Hamiltons und Grafimanns so charakterisieren: Wihrend Grafimann in
seiner , linealen Ausdehnungslehre’* die Theorie der Invarianten betreibt,
welche zur Gruppe der den Koordinatenanfangspunkt festlassenden
affinen?) Transformationen gehéren, legen der spitere GraBmann in seiner

1) Im vorliegenden Buche werden diese Transformationen erst spater
(vgl. S. 75ff.) besprochen.
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,,vollstindigen Ausdehnungslehre” und Hamilton in seinem ,,Quater-
nionenkalkul* jhren Betrachtungen die Gruppe der Drehungen zu-
grunde. Dabei verfihrt Hamilton in durchaus naiver Weise; daf} in
der Auswahl der orthogonalen Gruppe eine Willkiir liegt, weil er nicht.
Daneben koénnen, wie bereits erliutert wurde, noch weitere Unter-
schiede dadurch zustande kommen, daB8 die Inversion, d. i. die Spiege-
lung der simtlichen Koordinatenachsen an dem Anfangspunkt, das eine
Mal zugelassen, das artdere Mal als iiberfliissig weggelassen ist. Den
ganzen Sachverhalt kann man sich am besten klar machen an den Be-
griffen ,,duBeres Produkt (freie Plangr6Be), ,,Vektorprodukt und
,,Vektor'. Wer die Gruppe der orthogonalen Transformationen aus-
wihlt, dabei aber die Inversion ausschlieBt, macht zwischen den drei
GroBen keinen Unterschied. Daher stellt auch GraBmann in seiner ,,voll-
stindigen Ausdehnungslehre die freie PlangroBe (das mit einem Dreh-
sinn versehene Parallelogramm) durch einen Vektor dar, den er die ,,Er-
ginzung'‘ der Plangré8e nennt und der vollstindig dem Vektor ent-
spricht, welcher als das Vektorprodukt der Physiker bezeichnet wird.
Wird aber die Inversion zugelassen, so sind ,,Plangr68e und ,,Vektor-
produkt‘ als gleichartige, aber vom ,,Vektor‘‘ verschiedene geometrische
Gebilde aufzufassen. Dies entspricht der in der Physik iiblichen Unter-
scheidung zwischen skalaren und axialen Vektoren. Geht man nun zur
Gruppe der affinen Transformationen iiber, so kann man auch die
GraBmannsche freie Plangr6B8e und das Vektorprodukt nicht mehr als
geometrische GroBen von derselben Art bezeichnen.]

V. Erzeugnisse der Grundgebilde.

Damit ist das beendet, was ich hier iiber die Elementargebilde der
Geometrie sagen wollte, und ich habe nun noch iiber die hdheren Gebilde
2u reden, die sich aus thnen zusammensetzen lassen. Ich will das in Azsto-
rischer Form tun, damit Sie ein gewisses Bild der Entwicklung der
Geometrie in den verschiedenen Jahrhunderten bekommen.

A. Bis zum Ende des 18. Jahrhunderts benutzte man als Elementar-
gebilde im wesentlichen nur Punkte, andere kamen wohl gelegentlich, nie
aber systematisch vor. Als Erzeugnisse von Punkten betrachtete man
Kurven und Flichen sowie allgemeinere aus Stiicken verschiedener
Kurven und Flichen bestehende Konfigurationen. Lassen Sie uns ganz
kurz iiberlegen, wie mannigfach das damit bezeichnete Gebiet ist:

1. Im elementaren Unterricht und manchmal auch in der Anfangs-
vorlesung iiber analytische Geometrie sieht es so aus, als ob sich die
ganze Geometrie auf Gerade und Ebene, Kegelschnitte und Flichen zweiter
Ordnung beschrankte. Natiirlich ist das ein recht drmlicher Standpunkt,

auf einzelne hohere Kurven, die sie als ,,geometrische Orter betrach-
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teten; freilich waren diese Dinge wohl noch nicht in den reguliren
Unterricht eingedrungen.

2. Vergleichen wir damit den Stand der Kenntnis um 1650, als die
analytische Geometrie mit Fermat und Descartes einsetzte. Man unter-
schied damals geometrische und mechanische Kurven; erstere waren
besonders Kegelschnitte, aber auch einzelne héhere Kurven der Art, die
man heute algebraische Kurven nennt; mit der zweiten Benennung meinte
man Kurven, die man durch irgendeinen Mechanismus definierte, z. B.
Zykloiden, die durch das Abrollen eines Rades entstehen; sie gehéren
meist zu den ,,transzendenten Kurven'*.

3. Beide Arten von Kurven ordnen sich dem Begriff der analytischen
Kurye unter, den man spiter aufstellte; das sind Kurven, deren
Koordinaten x, v sich als analytische Funktionen eines ‘quqmeg'e_g:sw t,d. h,
kurzweg als Potenzreihen in ¢ darstellen lassen.

4. Neuerdings hat man vielfach Betrachtungen iiber nichtanalytische
Kurven angestellt, deren Koordinaten x = ¢(f), y = y(#) sich nicht
mehr in Potenzreihen entwickeln lassen, z. B. stetige Funktionen ohne
Differentialquotienten sind; hiermit ist dann ein allgemeinerer Kurven-
begriff gegeben, von dem jene analytischen Kurven nur ein besonders ein-
facher Spezialfall sind.

5. Endlich ist in neuester Zeit durch die Entwicklung der Mengen-
lehre, von der wir ja bereits?) sprachen noch ein frither gar nicht

Das sind Gesamtheiten von unendlich vwlen Punkten, Punkthaufen
die nicht gerade eine Kurve bilden, aber doch durch ein bestimmtes Ge-
setz definiert sind. Will man in unserer konkreten Anschauung etwas die-
sen Punktmengen ungefihr Entsprechendes finden, so mag man z. B. an
die Milchstrae des Sternhimmels denken, in der man ja bei genauerem
Hinsehen immer mehr Sterne erblickt — natiirlich ist bei diesem Bilde
das exakte Unendlich der abstrakten Punktmengenlehre durch das Un-
endlich der Approximationsmathematik ersetzt.

Fiir die mit dieser kurzen Aufzihlung umschriebenen Disziplinen,
insbesondere die Infinitesimalgeometrie, die Punktmengenlehre, wird im
Rahmen dieser Vorlesung leider kein Raum mehr bleiben, obgleich sie
natiirlich gleichfalls wichtige Teilgebiete der Geometrie sind?). Sie werden
indessen in besonderen Vorlesungen und Biichern haufig eingehend ge-
lehrt, so daB wir uns hier mit diesem Hinweis auf ihre Stellung innerhalb
der gesamten Geometrie begniigen kénnen, um uns lieber ausfiihrlicher
mit anderwirts seltener behandelten Dingen beschiftigen zu kénnen.

Vorher kniipfe ich jedoch an diese Aufzihlung gern eine Erorterung
iiber den Unterschied zwischen analytischer und synthetischer Geome-

1) Vgl. Teil I, S.2711f.

2) Uber diese Dinge wird Bd. III der Elementarmathematik einiges ent-
halten.
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trie, der ja in jene Gebiete immer wieder hineinspielt. Ihrer urspriing-
lichen Bedeutung nach sind Synthese und Analyse verschiedene Ar-
ten der Darstellung: Die Synthese beginnt mit den Einzelheiten und
setzt daraus allgemeinere und schlieBlich allgemeinste Begriffe zu-
sammen, die Analyse im Gegenteil stellt das Allgemeinste an die Spitze
und zergliedert es feiner und immer feiner in seine Einzelheiten. Genau
diesen Sinn hat auch der Unterschied, der in den Bezeichnungen syn-
thetische und analytische Chemie zum Ausdruck kommt. Auch in der
Schulgeometrie redet man entsprechend von einer Analysis geometyi-
scher Konstruktionen: Man nimmt da an, das gesuchte Dreieck sei
gefunden, und zergliedert nun die gestellte Aufgabe in einzelne Teil-
aufgaben. In der héheren Mathematik haben diese Worte aber merk-
wiirdigerweise einen ganz anderen Sinn angenommen: Da ist die
synthetische Geometrie die, welche die Figuren als solche ohne Hinzu-
nahme von Formeln studiert, wihvend die analytische Geometrie sich
konsequent der mach Einfiihvung eines passenden Koordinatensystems
hinschreibbaren Formeln bedient. Richtig verstanden besteht freilich
zwischen beiden Arten von Geometrie nur ein gradueller Unterschied,
je nachdem man mehr die Formeln oder mehr die Figuren voranstellt;
analytische Geometrie, die ganz von geometrischer Vorstellung ab-
strahiert, kann man kaum mehr Geometrie nennen, und die synthe-
tische Geometrie kommt nicht weit, wenn sie nicht zum prizisen Aus-
druck ihrer Resultate eine zweckmiBige Formelsprache heranzieht.
Nach dieser Erkenntnis haben wir im vorigen gehandelt, wenn wir
von Anfang an die Formeln benutzten und dann nach ihrer geome-
trischen Deutung fragten.

Doch auch in der Mathematik neigen, wie iiberall, die Menschen
zur Parteibildung, und so entstanden Schulen reiner Synthetiker und
reiner Analytiker, die auf absolute ,,Reinheit der Methode“ den Haupt-
wert legten und die also einseitiger waren, als es die Natur der Sache
verlangt. Da verloren sich denn die analytischen Geometer oft in ein
blindes Rechnen ohne jede geometrische Vorstellung, wihrend die
Synthetiker in einer gekiinstelten Vermeidung jeder Formel alles Heil
sahen und dabei doch schlieflich nichts taten, als daB sie eine eigene,
von der gewohnlichen abweichende Formelsprache entwickelten. Solche
Ubertreibungen der zugrunde liegenden sachlichen Prinzipien in wissen-
schaftlichen Schulen fithren allemal zu einem gewissen Versteinerungs-
prozef, und eine neue, die Wissenschaft wesentlich weiter férdernde An-
regung kommt dann meist von ,,Outsidern’“. So haben hier in der
Geometrie erst die Funktionentheoretiker z. B. den Unterschied zwischen
analytischen und nichtanalytischen Kurven klar herausgebracht, der
weder bei den wissenschaftlichen Vertretern noch in den Lehrbiichern
der beiden Schulen jemals hinreichend zur Geltung kam. Und ebenso
haben erst, wie schon erwihnt wurde, die Physiker die Vektoranalysis
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in Gang gebracht, wenn sich auch die Grundbegriffe schon bei GraB-
mann finden; ist doch in geometrischen Lehrbiichern heute noch von
Vektoren als selbstindigen Dingen hiufig kaum die Rede!

Man ist verschiedentlich dafiir eingetreten, die Geometrie als selb-
standigen Lehrgegenstand von der Mathematik abzutrennen und iiber-
haupt die Mathematik fiir den Lehrbetrieb in ihre einzelnen Disziplinen
aufzulésen; in der Tat hat man besonders an auslindischen Hochschulen
eigene Professuren fiir Geometrie, Algebra, Differentialrechnung usw. ge-
schaffen. Ich méchte aus den letzten Erérterungen gerade die Folgerung
ziehen, daB sich die Aufrichtung so enger Schranken nicht empfiehlt,
sondern daBl nach Méglichkeit eine lebendige Wechselwirkung der ver-
schiedenen in einer Wissenschaft zusammenwirkenden Interessenzweige
zugelassen werden soll, indem jeder einzelne sich im Prinzip als Ver-
treter der gesamten Mathematik fiihlt. Ich rede sogar, derselben Idee
folgend, auch méglichst lebendigen Beziehungen der Mathematiker zu
den Vertretern der verschiedensten anderen Wissenschaften das Wort.

Beenden wir damit diesen Exkurs und betrachten, der geschicht-
lichen Entwicklung weiter nachgehend

B. den gewaltigen Impuls, den die geometrische Forschung von 1800 an
evhielt, als die sogenannte neuere Geometrie in den Vordergrund trat. Wir
nennen sie heute lieber projektive Geometrie, da in ihr die Operation des
Projizierens — wir werden spiter ausfiihrlich von ihr zu reden haben —
cine Hauptrolle spielt; die Bezeichnung ,,neuere’ ist zwar heute noch
vielfach. im Gebrauch, aber eigentlich unangebracht, da seither viele
abermals ,,neuere’ Tendenzen dazu gekommen sind. Als den ersten
bahnbrechenden Forscher habe ich hier J. V. Poncelet zu nennen,
der 1822 seinen ,,Traité des propriétés projectives des figures”?) er-
scheinen lie8.

In der weiteren Entwicklung dieser projektiven Geometrie spielte
auch wieder von vornherein der Uwniterschied zwischen synthetischer und
analytischer Richtung eine Rolle; als Vertreter der ersteren nenne ich
von deutschen Forschern J. Steiner und Ch. v. Staudt, als Vertreter der
letzteren neben A.F. Mobius vor allem J. Pliicker. Ich lege Thnen hier
die Fundamentalwerke auch dieser Minner vor, die ja heute noch
lebendig nachwirken: Es sind Steiners ,,Systematische Entwicklung der
Abhingigkeit geometrischer Gestalten voneinander ‘%), Staudts ,,Geometrie
der Lage'*®), Mobius’, ,,Baryzentrischer Kalkul*®) und endlich Pliickers
wAnalytisch-geometrische Entwicklungen''s).

Soll ich nun die wichtigsten leitenden Gesichtspunkte dieser
,,heueren‘‘ Geometrie hervorheben, so nenne ich an erster Stelle

1) 2. éd. Paris 1865/66.

2) Berlin 1832 = Gesammelte Werke Bd.I (Berlin 1881), S.229ff. Abge-
druckt in Nr. 82 und 83 von Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften.

3) Ntrnberg 1847. 4) Zitiert S. 17. 5) 2 Bde. Essen 1828, 1831.
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1. als Hauptleistung von Poncelet die erstmalige Hervorkehrung
des Gedankens, daB es dem Punkie gleichberechtigie Gebilde gibt, und
zway, daB innerhalb der Ebene dem Punkt die unbegrenzie Gerade, im
Raume aber die unbegrenzte Ebene entgegengestellt werden darf, daB
man in einem groBen Teile der geometrischen Sitze stets das Wort
,,Punkt mit ,,Gerade bzw. mit ,,Ebene‘‘ vertauschen kann. Das ist
die Aussage des Prinzips der Dualitit.

Poncelet kniipft seine Entwicklungen an die ,,Théorie des polaires
réciproques”, die Polarentheorie der Kegelschnitte an. In bezug auf einen
bestimmten Kegelschnitt gehért bekanntlich jedem Punkt p eine Ge-
rade 7 als Polare zu, die etwa als Verbindungsgerade der Beriihrungs-
punkte der von p aus an den Kegelschnitt gehenden Tangenten definiert

r ist (vgl. Abb. 48); umgekehrt gehort dann

\ - auch jeder Geraden 7 ein Pol $ zu, und es be-

#  steht die ,,Reziprozititsbeziehung®, daB die

Polare #’ eines auf 7 gelegenen Punktes ¢’

durch p geht. Ausdieser speziellen durch einen

Kegelschnitt bewirkten Zuordnung von Ge-

o’ raden und Punkten der Ebene sowie der ana-

Abb. 48. logen Beziehung von Punkten und Ebenen im

Raume in bezug auf eine Fliche zweiter Ord-

nung erschloB nun Poncelet, daf man alle Sétze der Geometrie, die sich
nur auj Lageneigenschaften, das Ineinanderliegen von Punkien, Geraden,
Ebenen beziehen, tn der oben bezeichneten Weise , dualisieren’ darf. Ein
berithmtes Beispiel ist der Pascalsche Satz iiber das dem Kegelschnitte

eingeschriebene Sechseck, der durch Dua1151erung in den Brmnchonschm
Satz fiber das ihm umgeschriebene Tangentensechsseit iibergeht.

2. In der Folge hat man sehr bald das Dualititsprinzip tiefer auf-
gefaft, indem man es von der Polarentheorie abléste und als einen Aus-
flup des ganzen ergenartigen Aufbaues der projektiven Geometrie erkannte.
Diese schone Systematik tritt zuerst bei Gergonne und Steiner auf; Sie
miissen nur lesen, wie Steiner in der Vorrede seiner ,,systematischen Ent-
wicklung‘‘?) in begeisterten Worten schildert, wie erst die projektive Geo-
metrie Ordnung in das Chaos der geometrischen Sitze bringe und wie
sich in ihr alles in natiirlicher Weise aneinanderreihe.

Wir werden im Laufe dieser Vorlesung noch oft von dieser Syste-
matik zu reden haben; einen kurzen Uberblick iiber sie mochte ich schon
jetzt geben. Dabei wird das Prinzip der Dualitit darin zum Ausdruck
kommen, daf in die Grundbegriffe und Grundsitze (,,Axiome’) der Geo-
metrie stets Punkt und Ebene bzw., wenn wir uns auf die Ebene beschrinken,
Punkt und Gerade ganz symmetrisch eingehen, d.h. daB diese Axiome
und also auch die aus ihnen logisch abzuleitenden Sitze stets paarweise

1) a. a. O. S. 233.
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dualistisch sind. Diesogenannten,,MaBbeziehungen der elementaren Geo-
metrie wie Entfernung, Winkel usw. treten zunichst in dieser Systematik
gar nicht auf; wir werden spiter sehen, wie sie sich nachtriglich einordnen.

Des ndheren gestaltet sich der Aufbau so:

a) Drei Arten von Gebilden werden als einfachste zugrunde gelegt:
der Punkt, die (unbegrenzte) Gerade, die (unbegrenzie) Ebeie.

b) Zwischen diesen Grundgebilden bestehen folgende Beziehungen
(Verkniipfungssitze oder ,,Axiome der Verkniipfung’ genannt), deren
ausnahmslose Giiltigkest durch geschickte, spiter noch niher zu erérternde
Einfithrung uneigentlicher (unendlich ferner) Elemente erreicht wird:
2 Punkte bestimmen eine Gerade, 3 wicht zufillig in einer Geraden gelegene
Punkte eine Ebene; 2 Ebenen bestimmen eine Gerade, 3 nicht durch eine
Gerade gehende Ebenen etnen Punkt.

c) Wir bilden nun die hnearen Grundgebilde (d.h. diejenigen, die
analytisch durch lineare Gleichungen definiert sind):

1. Die Grundgebilde 1. Stufe aus je ool Elementen:
a) die Gesamtheit der Punkte einer Geraden: gerade Punkireihe.
B) Die Gesamtheit der Ebenen durch eine Gerade: Ebenenbiischel.
7) Die Geraden durch einen Punkt in einer Ebene: (ebenes) Ge-
radenbiischel.

I1. Grundgebilde 2. Stufe aus je oo® Elementen:

a) Die Ebene als Ort ihrer Punkte: Punkifeld.

o) Die Ebene als Ort ihrer Geraden: Geradenfeld.

p) Die Ebenen durch einen festen Punkt: Ebenenbiindel.

p’) Die Geraden durch einen festen Punkt: Geradenbiindel.
I11. Grundgebilde 3. Stufe von je oo3 Elementen:

a) Der Raum als Ort seiner Punkte: Punktraum.

p) Der Raum als Ort seiner Ebenen: Ebenenraum.

In diesem ganzen Aufbau tritt in der Tat iberall vollkommene
Dualitdt zutage, und man kann auch von den damit gegebenen
Grundlagen aus das ganze Gebdude der projektiven Geometrie auf zwei
zueinander duale Arten auffithren, indem man einmal von den Punkten,
das andere Mal von den Geraden ausgeht, wenn es sich um die Geometrie
der Ebenehandelt, oder von den Ebenen, wenn man Raumgeometrie treibt.

3. Dieser Aufbau 1it sich wieder bequemer darstellen, wenn wir
weiterhin den analytischen Weg einschlagen und dazu zunichst einmal
zusehen, in welcher Form das Prinzip der Dualitit bei Pliicker erscheint.
Man kann in der Ebene die Gleichung einer geraden Linie, wenn das
konstante Glied nicht gerade Null ist, bekanntlich wie folgt schreiben:

ux +vy+1=0.

Die Gerade ist bestimmt, wenn man die Werte der Koeffizienten %, v
kennt, die ibrigens bei dieser Schreibweise ganz symmetrisch mit den
laufenden Koordinaten x,y auftreten. Es ist nun Pliickers Gedanke,
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diese u, v als .,,Koordinaten der Geraden'* mit den Punktkoordinaten %,y
als gleichberechtigt anzusehen und sie unter Umstinden stait dieser als
variabel gelten zu lassen. Bei dieser neuen Auffassung sind x,y feste
Werte, und unsere Gleichung driickt die Bedingung aus, daf3 eine variable
Gerade durch einen festen Punkt x, y geht: sie ist die Gleichung dieses
Punktes 1n Geradenkoordinaten. SchlieBlich braucht man auch keines der
beiden Gebilde in der Ausdrucksweise zu bevorzugen und kann ganz un-
entschieden lassen, welches Gr6B8enpaar man als konstant und welches
man als variabel ansieht: dann stellt die Gleichung die Bedingung fiir
,verernigte Lage'* von Punkt und Gerade dav. Das ‘Prinzip der Dualitit be-
ruht nun darauf, dap jene Gleichung in x, y einerseits und u, v andererseits
genaw symmetrisch ist, und in dieser Eigenschaft liegt alles, was wir vor-
lin als die in den Sdtzen der Verkniipfung liegende Dualitit aussprachen.

I'm Raume tritt natiirlich an Stelle der Geradengleichung die Ebenen-
gleichung:

ux + vy +wz4+1=0.

Infolge dieser Betrachtungen kann man die Geometrie analytisch
sowohl so entwickeln, daB man x, v, z, als auch so, daB man #, v, w
als grundlegende Variable auffaBt, wobei sich die Worte Punkt und
Ebene einfach vertauschen. So entsteht der bekannte doppelte Aufbau
der Geometrie, den Sie in vielen Lehrbiichern in der Gestalt ausgeprigt
finden, daB links und rechts von einem .vertikalen Striche die zueinander
dualen Theoreme stehen. Werfen wir rasch einen Blick auf die so ent-
stehenden, immer esnander dualen hoheren Gebilde, wodurch wir gewisser-
maBen eine Fortsetzung des obigen in sich dualen Schemas der linearen
Gebilde erhalten!

Wir beginnen damit, daB wir x, y, z als bestimmie, nicht konstante
Funktionen @, x, y eines Parameters t auffassen. Durch die drei Funk-
tionen wird dann eine Rawumkurve dargestellt, die speziell (wenn die
Funktionen ¢, %, ¥ identisch einer linearen Gleichung mit konstanten
Koeffizienten geniigen) eine ebene Kurve sein kann, oder endlich (wenn
sie zwei solche lineare Gleichungen befriedigen) in eine Gerade ausartet.
Sehen wir ebenso #, v, w als Funktionen von ¢ an, so erhalten wir
eine enfach unendliche Aufeinanderfolge von Ebenen, die wir uns am
bequemsten durch die von ihnen umhiillte abwickelbare Fliche vergegen-
wirtigen. Als Spezialfille erhalten wir hier erstens den, daB alle Ebenen
durch einen Punkt gehen, d. h. dal sie einen Kegel umhiillen, und
zweitens den, daB sie gar alle durch eine feste Gerade gehen.

Betrachten wir zweitens x,y, z als Funktionen zweter Para-
meter t, t', so erhalten wir eine Fliche, die insbesondere in eine Ebene
ausarten kann; das Duale dazu ist die Gesamtheit der zweifach un-
endlich vielen eine Fliche umhiillenden Ebenen, deren Ausartung das
durch einen festen Punkt gehende Ebenenbiindel ist.
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Schreiben wir diese Ergebnisse in eine kleine Tabelle zusammen:

x=¢ (t Kurve u = ¢ ({) | Abwickelbare Fliche
(ebene Kurve) v=y(f) (Kegel)
(t (Gerade) w =y (i) (Gerade)
PO ) Escne “=? G e
£GE) o) v=200)
z:z,u(t,t) w=’P(¢:¢)

Das geniige als Beispiel eines solchen dualen Schemas, wie man sie
lange Zeit hindurch gern entwickelt hat.

4. Bereits bei Plicker findet sich eine sehr wesentliche Weiterbildung
dieses ganzen Ansatzes. Genau so, wie er die 3 Koeffizienten der Ebenen-
gleichung als variable Ebenenkoordinaten ansieht, erfaBt er die Idee,
ganz allgemein die Konstanten, von denen ivgendein geometrisches Gebilde
abhingt — z. B. die 9 Koeffizienten der Gleichung einer Fliche zweiter
Ordnung — als variable Koordinaten dieses Gebildes anzusehen und zu
untersuchen, was trgendwelche Gleichungen zwischen thnen bedeuten
mogen. Von ,Dualitit” im eigentlichen Sinne ist jetzt f{freilich
nicht mehr die Rede; sie beruhte auf der speziellen Eigenschaft der
Ebenen- bzw. der Geradengleichung (S. 63£.), symmetrisch in Koeffi-
zienten und Koordinaten zu sein. .

Pliicker selbst hat diesen Gedanken besonders fiir die Geraden des
Rawumes ausgefithrt. Eine Raumgerade ist in Punktkoordinaten durch
2 Gleichungen bestimmt, die Pliicker in der Form schreibt:

X=7rz+4+ 0
{y:sz—{—o.

Die 4 Konstanten v, s, 0, o dieser Gleichungen werden als Koordinaten
der Geraden im Raume zu bezeichnen sein; es ist leicht festzustellen,
wie sie mit den frither (S. 32ff.) benutzten, nach dem GraBmannschen
Prinzip aus zwei Punkten der Geraden hergeleiteten Bestimmungs-
stiicken X : Y : --- : N zusammenhingen. Nun betrachtet Pliicker zu-
nichst eine Gleichung f(r, s, 0, 0) = 0 zwischen den vier Koordinaten;
sie scheidet aus den simtlichen vierfach unendlich vielen Geraden drei-
fach unendlich viele aus, deren Inbegriff er einen Linienkomplex nennt;
den einfachsten Fall eines solchen, den lnearen Komplex, haben wir
bereits frither besprochen (S. 371f.). Zwei Gleichungen f(r, s, @, 6) =0,
g(7,s, 0,0) =0 bestimmen eine Linienkongruenz, wofiir manche auch
Strahlensystem sagen; das erste Wort soll besagen, daB es sich um die
Geraden handelt, in denen die beiden Komplexe f=0, g =0 iiber-
einstimmen. Endlich wird durch 3 Gleichungen f = g = h = 0 derselben
Art eine einfach unendliche Schar von Geraden bestimmt, die eine ge-
wisse Fliache {iberdecken, eine Linien- oder Regelfliche.

Klein, Elementarmathematik II. 5
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Diese Darstellung hat Pliicker in seinem Werke: ,,Newue Geometrie
des Raumes, gegriimdet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raum-
element'‘t) von 1868/69 gegeben; er starb, als die Drucklegung des ersten
Teiles dieses Werkes fast beendet war, und ich durfte mir als sein
damaliger Assistent die Sporen mit der Herausgabe des zweiten Teiles
verdienen.

Das allgemeine Pliickersche Prinzip, irgendwelche Gebilde als Raum-
elemente, ihre Konstanten als Koordinaten zu verwenden, hat auch
weiterhin zu interessanten Entwicklungen AnlaB gegeben. So hat der
hervorragende norwegische Mathematiker Sophus Lie, der lange in Leipzig
gewirkt hat, mit seiner Kugelgeometrie groBen Erfolg gehabt. Hier wird
die Kugel als Raumelement benutzt, die wie die Gerade von 4 Para-
metern abhingt. Ich erwdhne ferner noch aus spiterer Zeit Studys
Geometrie der Dynamen'’?), wo an den uns bereits geldufigen Begriff
der Dyname eine ganze Reihe hierher gehériger interessanter Unter-
suchungen gekniipft werden.

C. Uber diese im vorigen behandelte ,,neuere Geometrie**, die im
Grunde doch auf der Hervorhebung der unbegrenzten Geraden und der
unbegrenzten Ebene als Raumelement beruht, hinaus geht die von Grag-
mann 1844 eingeleitete Entwicklung, die den begrenzten Linien-
teil, Ebenenteil, Raumteil voranstellt und ihnen Komponenten nach dem
. Determinantenprinzip’ beilegt; wir haben ja ausfiihrlich davon ge-
sprochen. Das Schoéne daran ist, daB so den Bediirfnissen der
Mechanik und Physik in ungleich wirksamerer Weise entsprochen
wird, als es z. B. durch die Liniengeometrie und das Prinzip der
Dualitit geschieht.

Natiirlich sind diese verschiedenen Richtungen keineswegs so scharf
voneinander getrennt, wie ich das hier der besseren Ubersicht halber
darstelle. In der Tat verhilt es sich nur so, daB Pliicker mehr auf die
unbegrenzte Gerade, GraBmann mehr auf den Linienteil Gewicht legte,
wihrend bei jedem auch gelegentlich das andere Gebilde vorkommt.
Namentlich Study kénnte eigentlich ebenso wie in der vorigen Rubrik
auch in dieser angefithrt werden.

Nun habe ich aber zu betonen, daB sich GraBmann keineswegs auf
unmittelbar anwendbare Dinge beschrinkt hat, vielmehr frei schaffend
weit dariiber hinausgegangen ist. Das wichtigste ist, daB er allgemein
n Punktkoordinaten x,, %,, . . ., %, statt dreier x, y, z einfithrte und so
zur Geometrie des Raumes R, von n Dimensionen aufstieg, deren eigent-
licher Schopfer er ist. Nach seinem allgemeinen Prinzip betrachtet er
in einem solchen héheren Raume die Matrizen aus den Koordinaten
von 2, 3,...,n -+ 1 Punkten, deren Unterdeterminanten ihm dann eine
ganze Reihe fundamentaler, dem Linienteil und Ebenenteil entsprechen-

1) Abt. 1. 2. Leipzig 1868 u. 1869. 2) Leipzig 1903.
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der Grundgebilde des R, liefern. Ich erwihnte schon, daB GraBmann
die so entstehende abstrakte Disziplin als Ausdehnungslehre bezeichnete.

Diese Auffassung des R, hat in neuerer Zeit eine Erweiterung dahin
erfahren, daB man wnendlich viele Koordinaten x, %y, %3, ... 11 infin.
in Betracht zieht und demgemiB vom wunendlich-dimensionalen Rauwme
R. spricht. Dal} solche Betrachtungen einen Sinn haben, erkennen Sie,
wenn Sie etwa an das Operieren mit Potenzreihen denken: Eine Potenz-
reihe ist festgelegt durch den Inbegriff ihrer unendlich vielen Koeffizien-
ten und kann insofern durch einen Punkt im R. gedeutet werden.

Das Merkwiirdige und heute bei den Mathematikern allgemein An-
erkannte ist dabei nur, daB eine solche geometrische Sprechweise bei 7
und sogar bei unendlich vielen Variablen einen wirklichen Nutzen ge-
wihrt; die Uberlegungen werden dadurch viel lebendiger, als wenn
man bei abstrakt analytischen Ausdriicken bleibt, und man eignet sich
bald eine solche Gewandtheit im Gebrauche der neuen geometrischen Vor-
stellungen an, als ob man in R, oder R zu Hause wire. Was freilich
in Wahrheit hinter dieser Erscheinung steckt, ob dabei gar eine
natiirliche Veranlagung des Menschen zutage tritt, die nur durch die
Begrenztheit unserer Erfahrung fiir gewdhnlich allein in 2 und 3
Dimensionen ausgebildet wird, das mégen die Psychologen und Philo-
sophen entscheiden!

Wenn ich Sie hier aber auch iiber die Rolle der Mathematik in der
allgemeinen Kultur orientieren soll, so muf3 ich noch mit einem Worte
die Wendung berithren, die diese mehrdimensionale Geometrie 1873
durch den Leipziger Astronomen Ziliner erhielt. Hier liegt einer der
seltenen Fille vor, daB3 eine mathematische Sprechweise ins allgemeine
BewuBtsein iiberging — Redensarten mit der ,,vierten Dimension* ge-
braucht ja heutzutage jeder Mensch. Diese Popularisierung der ,,vierten
Dimension* ging von Versuchen aus, die der Spiritist Slate Zéliner
vormachte. Slate gab sich als ein Medium aus, das in direktem
Verkehr mit den Geistern stiinde, und seine Vorfithrungen bestanden
unter anderem darin, daB8 er Gegenstinde verschwinden und wieder
auftauchen lieB. Zollner glaubte an diese Experimente und stellte zu
ihrer Erklarung eine physikalisch-metaphysische Theorie auf, die
Verbreitung erlangt hat: Fiir das wirkliche physikalische Geschehen soll
ein vier- oder mehrdimensionaler Raum in Betracht kommen, von dem
wir kraft unserer Veranlagung aber nur einen dreidimensionalen Aus-
schnitt x, = 0 wahrnehmen kénnen; ein besonders veranlagtes Medium,
das etwa mit auBerhalb dieses unseres Raumes lebenden Wesen in Ver-
bindung steht, kann beliebig Gegenstinde aus ihm entfernen, die uns
dann unsichtbar werden, oder sie wieder zuriickbringen. Man macht
sich diese Verhiltnisse gern amn Bilde von Wesen klar, die an eine zwei-
dimensionale Fliche gebunden sind und nur innerhalb dieser ihre Wahr-
nehmungen machen kénnen; man denke z. B. an die Lebensweise ge-

B*
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wisser Tiere, etwa der Milben. Nimmt man aus der Fliche, in der diese
Wesen leben, einen Gegenstand fort, so scheint er fiir sie (so denkt man
sich die Sache) génzlich zu verschwinden, und ganz analog stellt sich
Zollner Slates Experimente vor. Man hat sich vielfach die Existenz
dieser zweidimensionalen Wesen niher ausgemalt; besonders amiisant
ist das in einer anonym erschienenen englischen Schrift ,,Flatland‘Y)
geschehen. Da schildert der Autor ganz genau das Aussehen einer zwei-
dimensionalen Welt; die einzelnen Wesen unterscheiden sich durch ihre
geometrische Gestalt, die um so verwickelter ist, je héher organisiert
sie sind. Regulidre Polygone sind die h6chsten Wesen; die Frauen, von
denen der Autor eine sehr geringe Meinung hat, haben einfach die Ge-
stalt eines Striches, und so geht das weiter.

Ich brauche hier wohl nicht ausdriicklich auszufithren, daB die
mathematisch aufgefaBte mehrdimensionale Geometrie mit Zéllners
metaphysischen Betrachtungen nichts zu schaffen hat; die Mathematik
erweist sich hier, um ein modernes Wort zu gebrauchen, als rein norma-
tive Wissenschaft, welche die formal méglichen Verkniipfungen der
Dinge betrachtet und ganz unabhingig von naturwissenschaftlichen
oder metaphysischen Tatsachen besteht.

Nach diesem Exkurs méchte ich nun noch etwas niher auf die
hoheren Gebilde eingehen, die sich als Erzeugnisse der Grafmannschen
Elementargebilde — insbesondere der Vektoren — den im vorangehenden
aufgefithrten Erzeugnissen von Punkten, Ebenen usw. an die Seite stellen
lassen. Wir kommen hier zu der weiteren Awusgestaltung der eigentlichen
Vektoranalysts, die namentlich durch Hamilton ja eines der wertvollsten
Instrumente der Mechanik und Physik geworden ist; ich lege Thnen
Hamultons ins Deutsche iibertragene ,,Elemente der Quaternionen’* 2) sowie
die bereits frither (S.57) erwihnte ,,Vector Analysis’3) des gleichfalls
sehr verdienten Amerikaners J. W. Gibbs vor.

Der neue Gedanke, der hier namentlich zu den uns schon bekannten
Begriffsbildungen von Vektor und Skalar hinzukommt, ist der, dsese
Groflen an die Punkte des Rawmes anzukniipfen: Man ordnet jedem
Raumpunkte (x,y, 2) einen bestimmten Skalar zu:

S=fx,y,2)

und spricht dann von einem Skalarfeld; andererseits heftet man jedem
Raumpunkte einen bestimmten Vektor an:

X=9¢kx,y,2, Y=vvy2, Z=y[7v,2
und nennt die Gesamtheit dieser Vektoren Vektorfeld.

1) A romance of many dimensions. By a Square. London 1884. Der Autor
verfolgt hier im Grunde den Zweck, die Moglichkeit einer mehrdimensionalen
Geometrie begreiflich zu machen.

) Deutsch von P. Glan. 2 Bde. Leipzig 1882/84.

3) Ed. by E. B. Wilson. New York 1901.
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Hierdurch sind zwei der wichtigsten geometrischen Begriffe be-
zeichnet, die man in der modernen Physik iiberall benutzt; es geniigt
wohl, wenn ich durch ganz wenige Stichproben an ihre groBe Verbreitung
erinnere: Die Dichte einer Massenverteilung, die Temperatur, die poten-
trelle Energie eines kontinuierlich ausgedehnten Systems, immer als
Funktion des Ortes aufgefaBt, sind Beispiele von Skalarfeldern. Das
Kraftfeld, in dem an jedem Punkte eine bestimmte Kraft angreift, ist
das typische Beispiel eines Vektorfeldes. Weitere Beispiele sind in der
Elastizititslehre das Feld der Verschiebungen eines deformierten Korpers,
wenn man jedem Punkte die Strecke seiner Verschiebung zugeordnet
denkt, dhnlich in der Hydrodynamik das Geschwindigkeitsfeld, endlich
in der Elektrodynamik das elektrische und magnetische Feld, in dem
jedem Punkte ein bestimmter elektrischer und ein magnetischer Vektor
zugeordnet ist. Da man fiir jeden Punkt den Vektor der magnetischen
Feldstarke, welcher ax@lpg}_\]atur ist, mit dem polaren Vektor der elek-
trischen Feldstarke zu einer Schraube zusammenfassen kann, 1Bt sich
das elektromagnetische Feld auch als das Beispiel eines Schrauben-
feldes deuten.

mmmmmmmm Hamilton hat nun gezeigt, wie man diese Felder in einfachster
Weise den Methoden der Differential- und Integralrechnung zuginglich
machen kann.

Dabei ist die eine zugrunde liegende Bemerkung die, daB die
Differentiale:

dx, dy, dz,

deren Verhiltnisse eine Fortschreitungsrichtung durch einen Raum-
punkt bestimmen, einen freien Vektor darstellen, d. h. dafB sie sich bes
Koordinatentransformationen wie freie Vektorkomponenten verhalten. Das
folgt leicht daraus, daB sie durch Grenziibergang aus den Koordinaten
einer kleinen, durch den Punkt x,y,z gehenden Strecke entstehen.
Wichtiger, aber auch schwerer aufzufassen, ist die zweite Be-

0

x’ 0y’ 0z
den Charakter von freien V ektorkomponenten haben, d.h. dall be1m Ubergang
zu einem neuen rechtwinkligen Koordinatensystem #’, y’, 2’ die neuen

0 . .
Symbole FrE 6—y” o7 sich aus den alten ergeben wie die trans-

merkung, daf auch die Symbole der partiellen Dz}‘ferentmtwn

formierten Koordinaten eines Vektors (und zwar eines polaren
Vektors).

Das wird sofort deutlich, wenn wir die betreffende Rechnung fiir
eine Drehung des Koordinatensystems:
¥=a;x+by+ ¢z
(1) V'=ay% + byy + 2
2= ayx + byy + cyz
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wirklich durchfithren. Diese Drehungsformeln sind, wie wir frither
ausfithrlich darlegten (S. 44), dadurch charakterisiert, daB8 ihre Auf-
16sung einfach durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen des
Koeffizientensystems erhalten wird:

=%+ ayy’ + a7
() y = by’ + by + by
2= & + ¥ + c37 .
Haben wir nun irgendeine Funktion von x,y, 2, so kénnen wir sie
mittels (2) auch als Funktion von ', y’, 2’ darstellen, und nach den be-
kannten Regeln partieller Differentiation wird:
0 0 dx 0 dy 0 Oz
97— 0x0x "oy ox T 0z0%"
) 0 dx 0 dy 0 9z
oy T ox oy T oy ay Tazay
0 0 Ox 0 dy 6 0z
7= 0x07 oy a7 T oz 87
Die Ableitungen von x, vy, z nach x', ¥', 2’ kann man sofort aus (2) ent-
nehmen und erhilt:

) 0 0
Pl +b1@+ a5,
0 0 0 0
oy = o +b25;+ G2y
) d 0 a

a_zz:‘-“sé;‘{"ba@‘*‘csa_z:
und der Vergleich mit (1) ergibt in der Tat Ubereinstimmung mit den
Transformationsformeln der Punktkoordinaten, also auch der Vektor-
komponenten. ‘

Eine wesentlich einfachere Rechnung wiirde ebenso zeigen, daB bei

. . . d o0 0 .

Verschiebung des Koordinatensystems die 3 Symbole 7% 9y’ sich
iiberhaupt nicht 4dndern, daB sie bei Inversion aber das Vorzeichen
wechseln, womit die Behauptung bewiesen ist. Freilich haben wir dabei
MaBstabanderungen nicht beriicksichtigt, d. h. auf die Dimension keine
Riicksicht genommen; tun wir das noch, so ergibt sich, daB unsere
Symbole die Dimension —1 haben, da die Differentiale der Koordinaten
im Nenner auftreten.

o o0 9
Mit diesem Hamiltonschen Vektorsymbol (——, =, —-> wollen wir

0x’ dy’ 0z
nun die Operationen vornehmen, die wir frither mit Vektoren vor-
genommen haben. Ich schicke die Bemerkung voraus, daB man das

]
Resultat der Anwendung der Operation P auf eine Funktion f(x, v, 2),
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0 0 .
also 5%, symbolisch als Produkt von o und [ bezeichnen kann, da die

formalen Gesetze der Multiplikation, soweit sie fiir das Folgende in Be-

g _ 5l %)

tracht kommen, insbesondere die Distributivitit ( = z—
dx dx ' Ox

fiir diese Zusammensetzung gelten.

Es sei nun ein Skalarfeld S = f(x, y, z) gegeben, und wir wollen im
soeben festgelegten Sinne diesen Skalar mit den Komponenten des
Hamiltonschen Vektorsymbols multiplizieren, d.h. wir bilden den Vektor:

of 9f of
9x’ dy’ o0z’

‘Wir haben frither gesehen (S. 52), dal das Produkt eines Skalars in einem
Vektor wiederum ein Vektor ist, und da beim Beweise dieses Satzes nur
solche Eigenschaften der Multiplikation heranzuziehen sind, die bei
unserer symbolischen Multiplikation auch bestehen, folgt, daB jene 3
partiellen Ableitungen des Skalavfeldes einen Vektor definieren, der noch
vom Punkt x,y,z abhingt, also ein Vektorfeld; dieses Vektorfeld hingt
mit dem Skalarfeld in einer vom speziell gewdihiten Koordinatensystem
unabhingigen Weise zusammen. Man nennt dieses Vektorfeld, noch mit
negativem Zeichen versehen, mit einem aus der Meteorologie stammen-
den Worte den Gradienten des Skalarfeldes. So finden Sie z. B. in den
bekannten Wetterkarten der Zeitungen als Skalarfeld S den Luftdruck
an jedem Orte dargestellt, indem die Kurven S = Konst. ausgezogen und
die zugehorigen Werte von S angeschrieben sind; der Gradient gibt dann
die Richtung der schnellsten Abnahme des Luftdruckes an und zeigt
stets normal zu jenen Niveaukurven.

Aus 3 Vektorkomponenten X, Y, Z kann man nun stets (vgl. S. 52)
einen Skalar X2 4 Y2 4+ Z2 bilden; danach erhalten wir hier aus den
Gradienten eines Skalars ein newes Skalarfeld:

52) +lag) + (3
(5; + 3y + 3z
das mit jenem und daher auch mit dem urspriinglichen Skalarfelde in
einer vom Koordinatensystem unabhingigen Weise zusammenhingen
muf. Dieser Skalar ist bekanntlich gleich dem Quadrat der Linge des
Gradienten oder, wie man sagt, gleich dem Quadrat des Gefilles des

Skalarfeldes f.
Unter Anwendung desselben Satzes wollen wir weiter aus dem

0 0 . ) .
Vektorsymbol P ’a—y ' 37 selbst einen symbolischen Skalar bilden,

indem wir jede Komponente symbolisch mit sich selbst multiplizieren,
d. h. die durch sie bezeichnete Operation zweimal anwenden. Das gibt
dann die Operation: 52 o2 o2
EPel +
%

gy o
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die also skalaren Charakter hat, d. h. bei Koordinatentransformationen
invariant bleibt. ,,Multiplizieren* wir dieses skalare Symbol mit einem
Skalarfeld f, so ergibt sich notwendig wieder ein Skalarfeld:

o2f  oxf o

AT
das mit jenem ersten in einer vom Koordinatensystem unabhingigen
Weise zusammenhingt. Denkt man sich im Feld eine Fliissigkeit
strémen, deren Dichte anfinglich gleich 1 ist und deren Geschwindig-
keit an jedem Orte durch den Gradienten von f gegeben sein soll, so
nimmt an jeder Stelle im ersten Zeitmoment d¢ die Dichte der Fliissig-
keit um einen Betrag zu, der gleich jenem Skalar multipliziert mit d¢
. [02f  o2f 62/‘) .- .
;Sotn IIJVIan nennt daher 7. + 3y + £l die Divergenz des Gradienten
Man bezeichnete frither nach einer von Lamé herrithrenden Aus-
drucksweise ein Skalarfeld S = f(x, v, 2) auch wohl als eine Punki-

funktion (fonction du point) und nannte dann das erste damit verbundene

0f\2 (0f\2 [0f\2 ) .
Skalarfeld (— + (— 4+ \==) den ersten Differentialparameter, das
O0x Jy, 0z
.0} o orf 0 . . .
zweite P + W + ] den zweiten Differentialparameter. ;

Wir wollen nun in dhnlicher Weise unser Vektorsymbol éi , —af)— '
y’ 0z

mit einem gegebenen (polaren) Vektorfelde: .

X:(p(x’y:z)’ 'sz(xryrz): Z—:W(xry’z)

kombinieren, und zwar mit Hilfe der beiden Arten von Multiplikation
zweier Vektoren, die wir kennengelernt haben:

a) Durch innere Multiplikation entsteht ein Skalar, der hier bei der

d

bereits geldufigen Deutung der symbolischen Multiplikation mit -

0
heiBen wird: 0X o8V 0Z g

ox Ty Taz
Er ist natiirlich wiederum von x, y, z abhingig, stellt also ein skalares
Feld dar, das mit dem gegebenen Vektorfelde in einer vom Koordinaten-
system unabhingigen Beziehung steht ; es heiBt in dem vorhin definierten

Sinne seine Divergenz.
b) Die dauflere Multiplikation liefert die Matrix:

o 4 0
ox dy 0z|,
X Y Z|

deren drei Determinanten zu lesen sind als:
0Z_dy X 0z oY X
dy 0z’ 0z dx’ dx dy’
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Sie definieren nach dem Fritheren. eine Plangrife oder einen axialen
Vektor bzw. ein axiales Vektorfeld, und der Zusammenhang der beiden
Vektorfelder ist wieder unabhingig von der Wahl des Koordinaten-
systems. Nach Maxwell nennt man dieses Vektorfeld den Curl des ge-
gebenen, wofiir man in Deutschland wohl auch das auf die gleiche
germanische Wurzel zuriickgehende deutsche Wort Quirl gebraucht;
gelegentlich sagt man dafiir wohl auch Rotor oder Rotation.

So haben wir jetzt durch systematische geometrische Uniersuchung
alle die GroBen erhalten, die der Physiker bei seinen Untersuchungen
der verschiedensten Vektorfelder stets zur Hand haben muB. Es ist
retne Geometrie, was wir hier treiben. Das muB ich um so mehr betonen,
als man diese Dinge vielfach als zur Physik gehérig ansieht und sie
demgemil in den physikalischen statt in den geometrischen Biichern
und Vorlesungen behandelt. Das ist aber sachlich durchaus unbegriindet
und nur als ein Residuum der historischen Entwicklung zu verstehen;
denn die Physik muBte sich hier seinerzeit erst das Riistzeug schaffen,
das sie riotwendig brauchte und in der Mathematik nicht fertig vorfand.

Es waltet hier dasselbe Mtﬂvgg_lggﬁlims ob, auf das ich Sie schon
im vorigen Semester auf dem Gebiete der Analysis mehrfach aufmerk-
sam machen muBte. Die Physik hat im Laufe der Zeit allerlei mathe-
matische Bediirfnisse entwickelt und dadurch der mathematischen
Wissenschaft vielfach #duBerst wertvolle Anregungen gegeben. Der
mathematische Unterricht aber, wie er besonders auf Schulen noch
meist erteilt wird, beriicksichtigt diese Anderungen nicht; er geht in
den alten seit Jahrhunderten emgefahrenen Gleisen weiter fort und
iiberlaBt es der ihre Hilfsmittel mithsam selbst zurecht-
en mathematische Verarbeitung _einen
viel geelgneteren Stoff abgeben wiirde als die herkdmmlichen Gegen-
stande. Sie sehen, meine Herren, auch im geistigen Leben gibt es ein
Tragheitsgesetz; alles geht auf seiner alten Bahn geradlinig weiter, und
jeder Anderung, jedem Ubergang auf neue moderne Wege wird ein
groBer Widerstand entgegengesetzt.

Ich verlasse damit den ersten Hauptteil, der uns die verschiedensten
Arten geometrischer Gebilde, die Objekte der Geometrie, kennen gelehrt
hatte. Nunmehr soll uns eine besondere Methode beschiftigen, die fiir
die genauere Erforschung dieser Gebilde von gréfter Bedeutung ist.




Zweiter Teil

Die geometrischen Transformationen.

Es ist eines der wichtigsten Kapitel der wissenschaftlichen Geo-
metrie, das wir jetzt beginnen. In seinen Grundideen und seinen ein-
facheren Teilen liefert es aber — und darauf méchte ich in dieser Vor-
lesung besonders hinweisen — auch fiir den Schulunterricht sehr an-
regendes Material; sind doch die geometrischen Transformationen
schlieBlich nichts als eine Verallgemeinerung des einfachen Funktions-
begriffes, den unsere modernen Reformtendenzen durchaus in den
Mittelpunkt des mathematischen Unterrichts stellen wollen.

Ich beginne mit der Behandlung der Punkttransformationen, welche
die einfachste Klasse der geometrischen Transformationen ausmachen. Sie
lassen den Punkt als Raumelement bestehen, d. h. sie ordnen jedem
Punkte wieder einen Punkt zu — gegeniiber solchen Transformationen,
die den Punkt in andere Raumelemente, wie Gerade, Ebenen, Kugeln
u. dgl. iberfithren. Ich stelle auch hier wieder die analytische Behandlung
voran, da sie jeweils den genauesten Ausdruck der Tatsachen gestattet.

Das analytische Abbild einer Punkttransformation ist das, was die
Analysis Einfiihrung neuer Verdnderlicher x',y’, 2’ nennt, die als Funk-
tionen der alten Variablen x, y, z gegeben sind:

¥ = P9, 2)
y=71(x1y 2
Z=vy(x9,2).

Ein solches Gleichungssystem kann man freilich in der Geometrie auf
zweierlei Arten, ich moéchte sagen ak#tv und passiv, interpretieren:
Passiv stellt es eine Anderung des Koordinatensystems dar, d.h. dem
Punkte mit den Koordinaten x,v, z werden die neuen Koordinaten
x',y', 2’ zugeschrieben. Von dieser Deutung haben wir bisher stets bei
dem Studium der Anderungen des rechtwinkligen Koordinatensystems
Gebrauch gemacht; fiir allgemeine Funktionen ¢, y, v ist natiirlich in
jenen Formeln dariiber hinaus auch der Ubergang zu ganz andersartigen
Koordinatensystemen, wie z. B. Dreieckskoordinaten, Polarkoordinaten,
elliptischen Koordinaten u. dgl. einbegriffen. Demgegeniiber hilt die
aktive Auffassung das Koordinatensystem fest und gestaltet den Raum
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um: Jedem Punkte x,y, z wird der Punkt x’,y’, 2’ zugeordnet, und da-
mit ist tatsichlich eine Transformation der Raumpunkie gegeben; diese
Deutung ist es, mit der wir uns im folgenden beschiftigen wollen.
Die ersten Beispiele von Punkttransformationen werden wir diesen
Erorterungen gemdB natiirlich erhalten, indem wir die Formeln her-
nehmen, die uns frither (S. 43f.) — passiv aufgefaBt — eine Verschie-
bung, Drehung, Spiegelung, MaBstabinderung des rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems darstellten, und sie nun aktiv deuten. Man
iiberzeugt sich ganz leicht, daB die ersten beiden jener Formelgruppen
eine Verschiebung des Raumes — als starres Gebilde aufgefalit — bzw.
eine Drehung um O gegen das festgehaltene Koordinatensystem dar-
stellen; die dritte Gruppe gibt eine Inversion der
Raumpunkie am Nullpunkt O [jedem Punkt x, vy, z
wird der symmetrisch zu O gelegene —x, —y, —z
zugeordnet (vgl. Abb. 49)], die letzte endlich
stellt eine sogenannte Ahnlichkeitstransformation 5
des Raumes vom Nullpunkt O aus dar. Abb. 49.
Unsere eigentlichen Untersuchungen beginnen
wir nunmehr mit einer besonders einfachen Gruppe von Punkttrans-
formationen, welche die genannten Transformationen samtlich als
Unterfille umfaBBt, mit derjenigen der affinen Transformationen.

P

I. Affine Transformationen.

Eine affine Tfansformation ist analytisch dadurch definiert, dal
x',y', 2’ beliebige ganze lineare Funktionen von x,y, z sind:

¥=ax+by+cz+d
(1) Y = a,% + b,y + 32 + d,
Z=ay,x 4+ byy + 3z + dy.

Der Name, der iibrigens auf Mdbius bzw. Euler zuriickgeht, soll be-
sagen, daB} bei einer solchen Transformation unendlich fernen Punkten
stets wieder unendlich ferne entsprechen, also gewissermafen die ,,Enden‘’
des Raumes erhalten bleiben; in der Tat ergeben die Formeln sofort, dafl
x',y’, 2’ gleichzeitig mit x, y, z unendlich werden. Das ist ein Gegensatz
zu den spiter zu behandelnden allgemeinen projektiven Transforma-
tionen, bei denen %, ', z’ gebrochene lineare Funktionen von x, y, z
werden und demgemiB gewisse im Endlichen gelegenen Punkte ins Un-
endlichweite transformiert werden. In der Physik spielen diese affinen
Transformationen unter dem Namen homogene Deformationen eine grof3e
Rolle; das Wort ,,homogen‘* bringt hier (im Gegensatz zu heterogen) die
Unabhingigkeit der Koeffizienten von der betrachteten Raumstelle zum
Ausdruck, das Wort ,,Deformation‘‘ erinnert daran, daB im allgemeinen
die Gesstalt eines jeden Korpers durch die Transformation gedndert wird.
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Die Transformation (1) kann man offenbar zusammensetzen aus je
einer Verschiebung des Raumes um die GréBen d,, d,, d; parallel zu den
3 Koordinatenrichtungen und der keine konstanten Terme mehr ent-
haltenden homogenen linearen Transformation:

¥=ax+by+cz
() Y = ay% + byy + cp2

7= agx + byy + ¢4z,
welche die Lage des Nullpunktes ungedndert 148t (zentroaffine Trans-
formation) und die etwas bequemer zu untersuchen ist. Wir beginnen
die Betrachtung dieses Typus (2)

1. mit der Frage, wie es mit der Awfldsbarkeit des Gleichungs-
systems (2) steht. Wie die Determinantentheorie lehrt, kommt es dabei

wesentlich darauf an, ob die Determinante des Koeffizientensystems der
Transformation:

a, b ¢
3) Ad=lay b, 02!
az by 4

verschwindet oder nicht. Der erste Fall wird uns spater noch besonders
beschiftigen; vorldufig nehmen wir A % 0 an. Dann ist (2) eindeutig los-
bar, und zwar in der Form :

x=dax + by + 7

4) y = ayx’ 4+ by + ¢57
2= ayx + bhy' + 42,
wobei af, ..., ¢; die durch 4 dividierte Unterdeterminanten von 4

selbst sind. Es entspricht also jedem Punkte x, y, z nicht nur einer,
sondern auch nur ein Punkt %', y’, 2/, und der Ubergang von x’, y’, 2’
zu x, y, z ist wieder eine affine Transformation.
2. Wir kénnen nun fragen, wie sich die Raumgebilde bei diesen Affi-
nititen verdindern. Haben wir zunichst eine Ebene:
Ax+By+Cz+ D=0,
so ergibt sich, indem wir die Ausdriicke (4) fiir », v, z eintragen, als
Gleichung des entsprechenden Gebildes:
A'x"+B'y'+C'2’4+ D' =0,
wo sich die 47, ..., D' in gewisser Weise aus den 4, ..., D und den
Transformationskoeffizienten zusammensetzen. In Hinblick auf Nr. 1
entsteht dabei jeder Punkt der zweiten Ebene aus einem passenden
Punkt der ersten; einer jeden Ebene entspricht also wieder eine Ebene.
Da eine Gerade der Schnitt zweier Ebenen ist, muf weiterhin notwendig
jeder Geraden auch wieder eine Gerade emtsprechen; Transformationen
dieser letzteren Eigenschaft nennt Mébius Kollineationen, da 'sie die
,,Kollinearitat* dreier Punkte, d.h. die Eigenschaft, auf einer Geraden
zu liegen, erhalten. Die Affinitit ist also gewif eine Kollineation.
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Untersucht man ebenso eine Fldche 2. Grades:
Ax2 +2Bxy +Cy2+4 --- =0,

so ergibt sich, wenn wir vermoge der Gleichungen (4) x, y, z durch
x’,y’, 2" ersetzen, ebenfalls eine quadratische Gleichung, d. h. die Affi-
nitdt fihrt jede Fliche zweiten Grades wieder tn eine solche und ebenso
jede Eliche n-ter Ovdnung wieder in eine n-ter Ovdnung iber.

Es werden spiter die Flichen besonderes Interesse haben, die einer
Kugel entsprechen. Zunichst sind es nach dem vorigen Flachen 2. Gra-
des, da die Kugel eine spezielle Fliche dieser Art ist; da aber ferner alle
Punkte der Kugel im Endlichen liegen und daher keiner ins Unendliche
geworfen werden kann, miissen es notwendig ganz im Endlichen gelegene
Flachen 2. Grades, das heit Ellipsoide sein.

3. Wir wollen nun zusehen, was aus einem freten Vektor mit den
Komponenten X =x;, —x%,, Y=y, —v,, Z=2 —2, wird. Indem
wir fir die Koordinaten der Punkte 1 und 2 die Transformations-
formeln (2) ansetzen, erhalten wir fiir die Komponenten X' = »; — #;,
Y' =y, —vy;, Z' =2 — 2, der entsprechenden Strecke 1'2’:

X=aX+bY +Z
(5) Y =a,X + b,Y + ¢,Z
72 =a,X +b,Y +c,Z.

Diese neuen Komponenten hingen also nur von den X, Y, Z, nicht von
den Einzelwerten der Koordinaten x,, y;, 2;; %5, V2, 25 ab, d. h. simtlichen
Strecken 1 2 mit den gleichen Komponenten X, Y, Z entsprechen Strek-
ken 1’2" mit den gleichen Komponenten X', Y’, Z’, oder mit anderen
Worten: Jedem freien Vektor entsprichi bei der Affinitit wieder ein freier
Vektor. In dieser Aussage ist wesentlich mehr enthalten, als in der, da3
jeder Geraden eine Gerade

entspricht. Nehmen wir

nimlich auf zwei parallelen ——

Geraden gleiche und gleich- 7 —

gerichtete Abschnitte an, /M
so stellen diese denselben 2 z

freien Vektor dar, also
miissen auch die ent- Abb. 50.

sprechenden Strecken einen

und denselben Vektor darstellen, d.h. parallel, unter sich gleichgerichtet
und gleich sein (vgl. Abb. 50). Jedem Systeme paralleler Geraden ent-
sprechen also wieder parallele Geraden, und gleichen Abschwitten auf ihnen
entsprechen gleiche Abschnitte. Diese Eigenschaften sind recht merkwiirdig,
da — wie man sich leicht iiberzeugen kann — die absolute Linge einer
Strecke und die absolute GroBe des Winkels zweier Geraden durch affine
Transformation im allgemeinen gedndert werden.
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4. Betrachten wir jetzt zwei wungleich lange Vektoren auf derselben
Geraden. Diese gehen bekanntlich durch Multiplikation mit einem Skalar
auseinander hervor; da X', Y’, Z’ in den Formeln (5) homogene lineare
Funktionen von X, Y, Z sind, unterscheiden sich auch die entsprechenden
Vektoren lediglich durch genau den gleichen Faktor, und das heiBt, daB
ihre Lingen sich verhalten wie die Lingen der ersten Vektoren. Wir
konnen das auch so aussprechen: Zwer tn einer Affinitit esnander ent-
sprechende Geraden sind ,,dhnlich'* aufeinander bezogen, d. h. entsprechende
Strecken der beiden Geraden haben je dasselbe Verhiltnis.

5. Endlich wollen wir noch zwei entsprechende Tetraederinhalte
T=(1,2,3%3,4) und T'= (1', 2/, 3', 4') vergleichen.

Es ist:

xp ¥y A A ax by 62y, agxy+bayy 02y, ag¥+bgy sz, 1
_ Xy Vs % 1 @t byyatiZy, axXatbaYatCota, AgXatbayatcazs, 1

% Yy % 1 layxsbyygtcizy, Ag¥atbayaCoZs, Asxatbyyscazs, 1|

%y ¥y % 4| % tbYatcizs, ap%y+05Ya+CaZs, As%atbaystcazy, 1

oder nach Anwendung des bekannten Multiplikationstheorems der
Determinanten:

a by ¢ O | yi o2 1
a, by, ¢, O] |x 2, 1
6T — 2 O €y F2 Y2 % :
as by c3 O |x3 y3 23 1
0 0 0 1| |x v, 2z 1
der erste Faktor ist 4, der zweite 6 T, so.dall wir haben:
T'=A4-T.

Bei affinen Transformationen multiplizieren sich also alle Tetraeder-
inhalte und so iiberhaupt alle Rauwminhalte (als Summen von Tetracder-
inhalten oder Grenzwerten solcher Summen) mat einem konstanten Faktor,
ndmlich der Substitutionsdeterminante A.

Diese wenigen Sitze, die wir so aus der analytischen Definition der
Affinitdt gewonnen haben, reichen nun hin, um uns eine durchaus an-
schauliche geometrische Vorstellung von dieser Transformation zu ver-
schaffen. Dabei hat sich ihre Ableitung einfacher gestaltet, als man sie
sonst vielfach zu geben piflegt, da wir in dem Vektorbegriff das zu ihrer
Darstellung richtige Hilfsmittel zur Hand hatten.

Das deutlichste geometrische Bild der affinen Transformation er-
halten wir, wenn wir von einer Kugel im Raum R der «x,y, z aus-
gehen; ihr wird, wie wir wissen, im Raume R’ der x’, y’, 2’ ein Ellipsoid
entsprechen. Betrachten wir nun ein System paralleler Sehnen der Kugel,
so miissen diesen nach Nr. 3 auch parallele Sehnen des Ellipsoids ent-
sprechen (vgl. Abb. 51). Ferner miissen, da entsprechende Punktreihen
dhnlich sind (Nr. 4), den Halbierungspunkien der Kugelsehnen auch



Affine Transformationen. 79

die Halbierungspunkte der Ellipsoidsehnen entsprechen, und da jene
auf einer Ebene liegen, miissen endlich wegen der Fundamentaleigen-
schaft Nr. 2 auch diese auf einer Ebene liegen, die eine Diametral-
ebene des Ellipsoids heiBt. Nun.enthalten bekanntlich alle Diametral-
ebenen der Kugel deren Mittelpunkt M, der jede durch ihn gehende
Sehne (Kugeldurchmesser) halbiert; daher liegt der entsprechende
Punkt M’ (Mdttelpunkt des Ellipsoids) in allen Diametralebenen und
halbiert jede durch ihn gehende Sehne (Durchmesser des Ellipsoids).

Es ist weiter von Wichtigkeit, zu sehen, was einem System von
3 aufesnander senkrvechten Diametralebenen der Kugel entspricht. Ein sol-
ches hat offenbar die charakteri-
stische Eigenschaft, daB jede der 3
Ebenen die der Schnittgeraden der
beiden anderen parallelen Sehnen
halbiert. Diese Eigenschaft bleibt
bei der affinen Transformation er-
halten, und daher entspricht jedem
der umendlich vielen Tripel von Abb. 51.
aufeinander senkrechten Diametral-
ebenen der Kugel ein Tripel von Diametralebenen des Ellipsotds von der
Beschaffenheit, dap die der Schunittlinie irgend zweier der Ebenen parallelen
Sehnen von der dritten Ebene halbiert werden. Solche drei Ebenen heiBen
Tripel komjugierter Diametralebenen, ihre drei Schnittlinien Tripel kon-
jugierter Durchmesser.

Nun besitzt — ich darf das hier wohl als bekannt voraussetzen — ein
Ellipsoid 3 sogenannte Hauptachsen, das ist esn Tripel konjugierter Durch-
messer, von denen jeder auf den beiden andern senkrecht steht. Thnen ent-
sprechen nach dem soeben Ausgefithrten vermoge unserer Affinitit in R
drei aufeinander senkrechte Durchmesser der Kugel. Wir nehmen nun der
Einfachheit halber an, daB die Mittelpunkte des Ellipsoids und der Kugel
Koordinatenanfangspunkte in R’ bzw. R sind und machen alsdann durch
geeignete Drehung die genannten beiden senkrechten Achsentripel zur
x'-,y'-, 2’- bzw. x-,y-, z-Achse in R’ bzw. R ; dabei bleibt es der Willkiir
iiberlassen, ob wir uns den Raum oder das Koordinatensystem gedreht
denken. Jedenfalls werden beide Operationen durch lineare homogene
Koordinatensubstitutionen der frither ausfithrlich betrachteten speziellen
Art dargestellt, und da die Aufeinanderfolge mehrerer linearer homogener
Substitutionen stets wieder eine Substitution derselben Art ergibt, so
werden die Gleichungen unserer R in R’ iiberfithrenden Transformation
auch in den neuen Koordinaten wieder von der Form (2) sein:

Vo

2 =ax + by +¢y2
Y'= % + byy + Caz
2= azx + byy + c52.
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Nun entspricht aber nach unserer Wahl des neuen Koordinatensystems
der x-Achse die x'-Achse, d. h. fiir y =z = 0 ist stets auchy’ =2’ = 0;
daraus folgt aber a, = a3 = 0, und ebenso folgt auch b; = by =c¢; = ¢, = 0.
Jede Affinitit ist daher, abgesehen von passenden Drehungen, nichis als eine
sog. ,,vetne Affinitit:

¥ =Ax
(6) Y =uy, wobei A4Z0
=z

oder, wie die Physiker sagen, eine reine homogene Deformation (englisch:
pure strain). Den Inhalt dieser Gleichungen kann man offenbar
in einfachster Weise geometrisch interpretieren: Der Raum wird
parallel der x-Achse auf das A-fache ausgedehnt (bzw. komprimiert, wenn
| 4| <1) und auferdem moch gespiegelt, wenn A <O und ebenso parallel
den anderen beiden Koordinatenrichtungen auf das p- bzw. v-fache; wir
koénnen die reine Affinitdt also kurz als gleichformige Streckung des Rawu-
mes nach drer zueinander senkrechten Richtungen bezeichmnem und haben
damit ein geometrisches Bild, wie man es anschaulicher kaum verlangen
kann.

Wollen wir schiefwinklige Parallelkoordinaten zulassen, so gestalten
sich die Verhaltnisse noch einfacher. Wir nehmen im Raume R, ohne die
Lage des Nullpunktes zu dndern, irgendein beliebiges, recht- oder schief-
winkliges Achsensystem x, ¥, z an und benutzen im R’ die 3 diesen Achsen
vermoge der Affinitit entsprechenden Geraden als Achsen eines — allge-
mein zu reden — schiefwinkligen Koordinatensystems %', ', z’. Nun sind
die Ubergangsformeln von rechtwinkligen zu schiefwinkligen Parallelkoor-
dinaten bei festem Nullpunkt bekanntlich lineare homogene Gleichungen
von der Form (2), und da die Zusammensetzung solcher Substitutionen
stets zu Substitutionen derselben Art fithrt, miissen die Gleichungen der
Affinitat auch bei Verwendung der soeben festgelegten schiefwinkligen
Koordinaten die Gestalt (2) haben. Nach unserer Koordinatenbestim-
mung fithren sie aber die 3 Achsen von R in die von R’ iiber, und daher
koénnen wir durch genaue Wiederholung der vorhin angestellten Uber-
legung schlieBen, daB die Gleichungen tatsichlich sich auf die zuletzt an-
gegebene Form (6) reduzieren. Verwenden wir also (schiefwinklige) Paral-
lelkoordinaten in bezug auf irgend zwei korrespondierende Achsentripel, so
haben die Gleichungen der Affinitit ohme weiteres diese einfache spezielle
Form (6).

Im AnschluB an unsere Erérterungen ergibt sich eine sehr schone
Lésung der Aufgabe, einen Mechanismus zu finden, mit dessen Hilfe man
affin transformieren kann. Diese Aufgabe stellte ich im Wintersemester
1908/09 in einer Vorlesung iiber Mechanik. Die beste Lésung, sowohl im
Hinblick auf den Grundgedanken als auch hinsichtlich der zweckmaBigen
technischen Ausgestaltung des Mechanismus, brachte R. Remak. Das
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von Remak benutzte kinematische Grundelement ist eine sog. ,,Nirn-
berger Schere’, d. i. eine Kette von gelenkig verbundenen Stiben,
die eine Reihe von einander dhnlichen Parallelogrammen bilden. Die
je zwei aufeinanderfolgenden dieser Parallelogramme gemeinsamen Eck-
punkte S,, S;, S,, ... durchlaufen dann bei allen Deformationen des
Gelenksystems dGhnliche Punktrethen auf ihrer Verbindungsgeraden g,
-der gemeinsamen Diagonale der Parallelogramme (vgl. Abb. 52), Bildet
man aus drei solcher Scheren ein Dreieck, indem man sie an irgend-
welchen der Eckpunkte S
gelenkig verbindet, -so
wird sich das aus sdmt- ,___,
lichen Gelenkpunkten S
bestehende Punktsystem
bei jeder Verdnderung des
gesamten Gelenksystems
affin transformieren; man erkennt das unmittelbar (vgl. Abb. 53), in-
dem man die Diagonalgeraden zweier der Scheren zu Achsen eines
schiefwinkligen Koordinatensystems macht. Weitere Punkte, die gleich-
zeitig derselben affinen Transformation unterliegen, erhilt man, in-
dem man zwischen irgend zwei Gelenkpunkten des Dreiecks weitere
Scheren derselben Art einspannt und deren Gelenkpunkte S betrachtet
(in der Figur sind die Scheren durch ihre

Diagonalgeraden angedeutet). Nach diesem FARN

Prinzip lassen sich die verschiedensten ,f( /F\

ebenen und auch riumlichen Modelle affin d F R
/ \.

verinderlicher Systeme aufbauen?). J / /N

Ich will hier nicht weiter auf die Dis- / / ,\R\
kussion aller Eigenschaften der Affinititen ¢ 4 ¢ 4 R
eingehen, sondern will Thnen lieber zeigen, é:__ s -df—— -df—— _4_::0
wozu man diese Transformationen gebrau- Abb. 53.
chen kann.

Zunichst ein Beispiel dafiir, wie sie ein ausgezeichnetes Hilfsmiuttel
aur Ablettung neuer geometrischer Theoveme bilden; die oben erdrterte af-
fine Umwandlung der Kugel in ein Ellipsoid gestattet namlich, aus be-
kannten Eigenschaftender Kugel neue Satze #ber das Ellipsoid zu gewinnen.
Konstruieren wir beispielsweise drei auf einander senkrechte Durch-
messer der Kugel und in ihren Endpunkten die 6 Tangentialebenen, so
entsteht esn der Kugel wmgeschyiebener Wiirfel vom Rauminhalt J = 88,
wenn 7 der Kugelradius ist. Unsere affine Transformation fiihrt jede
Tangentialebene der Kugel offenbar in.eine Tangentialebene des Ellip-

') Eine Reihe derartiger Modelle sind im Verlage der Firma Martin Schilling
in Leipzig erschienen. Vgl. F. Klein und Fr. Schilling, Modelle zur Darstellung
affiner Transformationen in der Ebene und im Raume. Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik Bd. 58, S. 311. 1910.

Klein, Elementarmathematik II. 6
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soids iiber, und daher folgt mit Hilfe der besprochenen Sitze, daB
jenem Wiirfel des Raumes R im Raume R’ ein dem Ellipsoid wum-
schriebenes Parallelflach entspricht, dessen- Seitenflichen an den End-
punkten dreier zueinander konjugierter Durchmesser berithren und

den zugehérigen Diametralebenen par-

(In der Ebene gilt Entsprechendes fiir
Kreis und Ellipse; vgl. Abb. 54.)
Diese SchluBweise 148t sich offenbar
sofort auch umkehren: Jedem dem
Ellipsoide  umschriebenen Pzrallel-
flach der bezeichneten Art entspricht
ein der Kugel umschriebener Wiirfel, da drei einander konjugierten
Durchmessern des Ellipsoids drei aufeinander senkrecht stehende Kugel-
durchmesser entsprechen. Nun wissen wir aber (S. 78), daBl bei der
Affinitiat jeder Rauminhalt sich mit der Substitutionsdeterminante 4
multipliziert, und daher gilt fiir den Inhalt eines jeden dem Ellipsoid
umschriebenen Parallelflachs jener Art:

J'=J-4d=8n-4.

R
: R allel . sind und dessen Kanten jenen
\ Durchmessern beziiglich parallel sind.

/
N\

Abb. 54.

Diese Formel ist offenbar unabhingig davon, wie das Parallelflach
liegt; das Parallelflach hat mithin immer denselben konstanten Raum-
inhalt, gleichgiiltig zu welchem Tripel konjugierter Durchmesser es
gehért, Verwenden wir insbesondere das Hauptachsentripel, dessen
Geraden rechte Winkel miteinander bilden, so erhalten wir ein recht-
winkliges Parallelflach, dessen Inhalt offenbar 8 @ b ¢ ist, wenn
2 a, 2b, 2 ¢ die Lingen der Hauptachsen sind. Damit haben wir jenen
konstanten Rauminhalt bestimmt, und unser Theorem lautet also schlieB3-
lich: Alle einem Ellipsoid umschriebenen Parallelflache, deven Seitenflichen
dret einander konjugierten Diametralebenen parallel sind, haben ein und
denselben Rawminhalt |J' = 8abc, wenn a,b,c die Lingen der halben
Hauptachsen sind. Um die Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes fiir jedes Ellip-
soid zu zeigen, hat man noch zu iiberlegen, daB sich jedes beliebige Ellipsoid
aus einer Kugel durch affine Transformation erzeugen 14B8t. Dasergibtsich
aber sogleich aus der Form (6) der Gleichungen der Affinitit; sie lassen
niamlich erkennen, daB die Achsen des aus der Kugel entstehenden Ellip-
soides sich wie 4: u: v verhalten, wobei 4, u, » drei willkiirliche Zahlen sind.

Wenn ich mich auf dieses kleine Beispiel fiir die Anwendungen der
Affinititen in der theoretischen Geometrie beschrinke, so will ich nun
um so mehr betonen, dal die Affinitidten auch in der Praxis die grofite
Bedeutung haben.

Was da zunichst das Bediirfnis des Physikers angeht, so ist zu er-
wihnen, daf3 die affinen Transformationen in der Elastizititslehre, der
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Hydrodynamik, tiberhaupt in jedem Zweige der Mechanik der Kontinua
eine grundlegende Rolle spielen. Ich brauche das wohl kaum niher zu
erlautern. Dennwer sich nur einmal mit diesen Disziplinen beschiftigt hat,
weil} ja zur Geniige, dafl man es da immer, sowie man die Betrachtung
auf hinreichend kleine Raumelemente beschrinkt, mit homogenen line-
aren Deformationen zu tun hat.

Ausfithrlicher will ich hier lieber die Anwendung auf das richtige
Zeichnen behandeln, das ja der Physiker ebenso wie der Mathematiker
braucht. Soweit es sich da wm Parallelprojektionen handelt, liegen nim-~
lich immer nur affine Transformationen des Raumes zugrunde. Auf diesem
Gebiete des richtigen Zeichnens wird nun leider ungemein viel gesiindigt;
Sie kénnen sowohl in mathematischen Biichern bei der Abbildung rdum-
licher Konfigurationen als auch in
Physikbiichern bei der Darstellung
von Apparaten ganz unglaubliche

Fehler finden. Besonders hiufig trifft

man, um nur ein Beispiel zu nennen,

daBl bei der Abbildung einer Kugel

der Aquator als Kreisbogenzweieck Abb. 5.

(vgl. Abb. 55 links) gezeichnet wird.

Natiirlich ist das durchaus verkehrt; denn in Wahrheit muB er sich, wie
wir sogleich sehen werden, stets als Ellipse darstellen.

Das Prinzip des geometrisch richtigen Zeichnens besteht nun darin,
daB die abzubildende Figur durch geradlinige Strahlen von einem Punkt
aus auf die Zeichenebene projiziert wird. Am einfachsten werden die
Verhiltnisse, wenn man sich jenen Zentralpunkt ins Unendliche hinaus-
geriickt denkt, d. h. die Abbildung durch ein paralleles Strahlenbiindel
vollzieht; dies ist der Fall, der uns hier interessiert. Ubrigens betreten
wir mit diesen Erorterungen das Gebiet der darstellenden Geometrie.
Ich will sie hier keineswegs systematisch vortragen, sondern will
Thnen nur zeigen, wie sie sich in das
Gebdude der allgemeinen Geometrie ein-
ordnet. Daher werde ich auch auf die
Einzelheiten der Beweise nicht immer ein-
gehen kénnen.

Beginnen wir damit, die Abbildung
einer ebenen Figur, d. h. die Projektion einer
Ebene E auf eine andere E' vermige eines
Parallelstrahlenbiindels zu untersuchen. Wir
legen dazu den Koordinatenanfang O in die
Schnittgerade von E und E’ (vgl. Abb. 56) Abb. 56.
und diex-Achsein ihre Richtung; die y-Achse
legen wir in E beliebig, z. B. senkrecht zur x-Achse, durch O und be-
stimmen die y’-Achse als ihre durch die Strahlen des projizierenden

6*

£
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Parallelstrahlenbiindels auf E’ entstehende Projektion, so daBl wir in E’
gegebenenfalls ein schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem haben.

Dann stehen die Koordinaten zweier korrespondierender Punkte von E
und E’ in der Beziehung:

2 =x

y=py,
wo u eine von der gegebenen Lage der Ebenen und des Parallelstrahlen-
biindels abhingige Konstante ist; es liegt also tatsichlich eine affine Trans-
formation vor. Der Beweis dieser Gleichungen ist so einfach, daB ich mich
bei ihm kaum aufzuhalten brauche. Ubrigens sind diese Gleichungen
gegeniiber der allgemeinen Form (6) der Affinitdtsgleichungen insofern
spezialisiert, als 4=1, also ' gleich x ist. Das liegt natiirlich daran,
daB die x-Achse Schnittgerade von Original- und Bildebene ist, also
jeder Punkt auf ihr mit seinem Bilde zusammenfillt. Alle wesentlichen
Eigenschaften unserer Abbildung erhalten wir sofort, wenn wir die
frither fiir den Raum abgeleiteten Sitze fiir die Ebene spezialisieren; so
entspricht z. B. jedem Kreis in FE eine Ellipse in E’ usw.

Es liegt nun nahe, die umgekehrie Frage aufzuwerfen: Kann man
wgend zwei in gegebener Weise affin aufeinander bezogene Ebenen E, E' in
solche Lage zueinander bringen, daf die eine durch Parallelprojektion aus der
anderen entsteht? Um das zu entscheiden, gehen wir von einem beliebigen
Kreise in E und der entsprechenden Ellipse in E’ aus (wir kénnten statt
dessen auch zwei beliebige entsprechende Ellipsen verwenden). Es ent-
spricht dann dem Kreismittelpunkt M der Ellipsenmittelpunkt M’ (vgl.
Abb. 57). Wir legen nun den Kreis von E in die Ebene E' mit dem Zentrum
nach M', so wird er die Ellipse entweder in 4 Punkien schuneiden oder
keinen Punkt mit thy gemein
haben. Den Ubergangsfall
der Berithrung wollen wir
hier der Einfachheit halber
nicht ausdriicklich beriick-

sichtigen.
Im ersten Falle, den
Abb. 57. die Abbildung zeigt, be-

trachten wir die beiden
Ellipsendurchmesser 4’A4] und B’Bj, die durch die 4 in E’ liegenden
Schnittpunkte hindurchgehen ; ihnen entsprechen vermoge unserer Affini-
tat zwei Kreisdurchmesser A4, und BB, in E, denen sie — so haben wir
sie ja konstruiert — obendrein noch gleich sind. Daher sind nach einer all-
gemeinen Eigenschaft der Affinititen (Nr. 4, S. 78) iiberhaupt ent-
sprechende Strecken auf den Geraden A4, und A'4] bzw. BB, und B'B;
gleich. Legen wir nun die Ebene E so auf E’, daB M nach M’ fillt und
eines dieser Geradenpaare, etwa A4, und 4’4}, zusammenfallen, und
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drehen E um diese Gerade als Achse in den Raum hinaus, so haben wir
eine affine Transformation der beiden Ebenen, bei der jeder Punkt der
Schnittgeraden sich selbst entspricht. Man kann dann leicht zeigen — ich
fithre wiederum den Beweis nicht im einzelnen aus —, daB, gleich-
giiltig welchen Winkel die Ebenen bilden, die Verbindungslinien ent-
sprechender Punkte simtlich untereinander parallel sind, d.h. dag
sich die Affinitit der Ebenen in der Tat durch Parallelprojektion er-
zeugen lipt.

Schneidet aber unser Krets die Ellipse nicht, d. h. ist sein Radius
Kleiner als die kleine oder groSer als die groBe Halbachse der Ellipse, so
werden — in der Sprache der Analysis — jene beiden gemeinsamen
Durchmesser imaginir, und fiir den Zeichner sind sie iiberhaupt nicht
vorhanden; die ganze Konstruktion ist unmoglich. Dann bleibt, wenn
man doch zu einer Herstellung durch Parallelprojektion gelangen will,
nichts iibrig, als eine Ah#lichkeitstransformation zu Hilfe zu nehmen und
den Kreis so weit zu vergroBern oder zu verkleinern, bis der vorige Fall
eintritt; solche Ahnlichkeitstransformationen verwendet man ja als
,,Umzeichnen des Bildes in einen anderen MaBstab‘“ beim Entwerfen von
Bildern ohnehin stets. Wir gelangen so schlieBlich zu dem Hawupttheorem,
dap sich jede affine Verwandtschaft zweier Ebenen auf unendlich viele ver-
schiedene Weisen durch Kombination einer Ahnlichkeitstransformation
und einer Pavallelprojekiton herstellen 1ifs.

Viel interessanter und wichtiger als diese Abbildung einer Ebene auf
eine andere ist das Problem der Abbildung des ganzen Raumes auf eine
Ebene durch Parallelprojektion, zu dem wir jetzt iibergehen; wir wollen
dabei, um Weitldufigkeiten zu vermeiden, von vornherein eine VergroSe-
rung oderVerkleinerung des Bildes durch Ahnlichkeitstransformation stets
mit zulassen. So entsteht das in der darstellenden Geometrie als Axono-
metrie bezeichnete Verfahren, das in der Praxis eine auflerordentlich be-
deutende Rolle spielt. Jede Photographie ist nahezu eine axonometrische
Abbildung, wenn der abgebildete Gegenstand nur hinreichend weit vom
Apparat entfernt war (genau genommen ist sie eine Zentralprojektion);
vor allem aber wird die genaue Axonometrie in den meisten Fillen be-
nutzt, wenn man rdumliche geometrische Figuren, physikalische Appa-
rate, Architekturteile u. dgl. abbilden will. Sehr interessante Beispiele
von allen moglichen solchen axonometrischen Darstellungen, die auch
fir den Unterricht unmittelbar brauchbar sind, finden Sie in dem
Leitfaden der Projektionslehre von C. H. Miiller und O. Pressler?); da
sehen Sie z. B., wie man eine Tangentenbussole, einen Trommelanker,
Kristalle der verschiedensten Art oder, um noch Beispiele aus einem
ganz anderen Gebiet, der Biologie, anzufiihren, Zellgewebe, einen Bienen-
stock und vieles andere axonometrisch richtig zeichnet.

1) Ein Ubungsbuch der konstruierenden Stereometrie. Leipzig 1903.
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Lassen Sie mich nun sogleich den Satz angeben, der diese Axono-
metrie mit unsern vorhergehenden Erorterungen iiber Affinititen in Zu-
sammenhang bringt: Die Abbildung des Raumes vermittels Parallel-
projektion und Ahnlichkeitstransformation (Axonometrie) auf eine Ebene
wird analytisch durch eine affine Transformation mit verschwin -
dender Determinante dargestellt:

¥ =a,%+ by + ¢z a;, b ¢
(1) Y = a,x + b,y -+ ¢z, wobei: A= |a, by, c¢,|=0.
2= ayx + by + 32 a; by ¢

Das ist also gerade der Ausnahmefall, dessen Behandlung wir uns noch
vorbehalten hatten. Sie sehen, wie wichtig diese ,,ausgearteten* Trans-
formationen sind, die man leider vielfach ungebiihrlich vernachlissigt.
Es gilt weiter auch die Umkehrung, daB jede solche Substitution mit
A = 0 eine axonometrische Abbildung ergibt. Dabei sollen allerdings nicht
etwa gar alle Koeffizienten der Substitution oder auch nur alle Unter-
determinanten zweiter Ordnung aus ihnen verschwinden ; denn dann wiir-
den sich noch weitere Ausartungen ergeben, die ich hier iibergehen darf,
da sie leicht nach dem folgenden Muster untersucht werden kénnen.

Uberzeugen wir uns, um den Beweis unserer Behauptung zu fiihren,
zundchst, daf tatsichlich alle durch (1) gelieferten Punkte x', y', 2’ (ftir
beliebige x,y, 2) in einer Ebene liegen, d. h. daB es drei Zahlen %, &,, &,
gibt, so'daB identisch in %, y, z:

(2 kX' 4 Ry + kg2’ =0 st
Diese Id entitét ist ndmlich vermége (1) 4quivalent mit den 3 homogenen
linearen Gleichungen:

[ Ryay + kyay + kga; =0
2) Ryby + kyby + k3by =0

Rycy+ kycy + kgeg=0,

und diese bestimmen bekanntlich gerade dann die Verhiltnisse &, : &, : A3
eindeutig, wenn die Koeffizientendeterminante 4 verschwindet, ohne
daB alle 9 Unterdeterminanten Null sind. Daher liegen tatsichlich alle
Bildpunkte x', ', 2’ in der durch die Gleichungen (2') bestimmten
Ebene (2).

Wir wollen nun im Raume R’ ein neues rechtwinkliges Koordinaten-
system derart einfithren, daB die Ebene (2) zur x'-y'-Ebene (2'= 0)
wird. Dann muB jedem Punkte von R ein Punkt aus 2’ = 0 entsprechen,
und die Gleichungen unserer Affinitdt haben daher in den neuen Koor-
dinaten notwendig die Form:

l ¥=dx+ By + Cyz
©)) ] y' = dpx + Byy + Cp2
Z=0.
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Hierbei sind die 6 Konstanten A4, . . ., Cy durchaus willkiirlich, da wegen
der speziellen Form der letzten Zeile die Substitutionsdeterminante
ohnehin verschwindet; nur diirfen deren 3 Unterdeterminanten nicht
sdmtlich verschwinden (d. h. es darf nicht 4,:B;:C;=4,:B,:C,
sein), da sonst die anfangs ausgeschlossene weitere Ausartung vorliegt.

Ich will nun den Beweis, daB die so analytisch definierten Abbil-
dungen des Raumes R auf die x'-y’-Ebene E’ geometrisch tatsdchlich
mit den oben definierten axonometrischen Projektionen identisch sind,
in einzelnen Schritten darstellen, indem ich zugleich die Haupteigen-
schaften dieser Abbildung (3) &hnlich wie frither (S. 75ff) die der
Affinjtidten mit nichtverschwindender Determinante entwickele:

1. Zunichst ist klar, daB jedem Punkte x,y,z des R eindeutig ein
Punkt #',y" in E’ entspricht. Geben wir umgekehrt einen Punkt x', 9’ in
E’, so besagen die Gleichungen (3), daB der entsprechende Punkt %, y, 2
in R auf 2 bestimmten Ebenenliegt, deren Koeffizienten unserer Annahme
nach nicht proportional sind und die daher eine im Endlichen gelegene
Schnittgerade haben; die simtlichen Punkte dieser Geraden miissen in
unserer Transformation dem gegebenen Punkte x’, v’ entsprechen. Variie-
ren wir nun x’, y’, so verschieben sich jene beiden Ebenen je parallel mit
sich selbst, da die Koeffizienten 4,, B,, C; bzw. 4,, B,, C, ungedndert
bleiben. Also bleibt auch ihre Schnittgerade sich selbst parallel, und wir
haben das Resultat, daf jedem Punkte von E' die similichen Punkie je
etner von zweifach unendlich vielen Parallelgeraden in R entsprechen.
Hierin ist der Zusammenhang unserer Abbildung mit der Parallelpro-
jektion des Raumes bereits angedeutet.

2. Genau wie unter Nr.3 (S. 77) bei der allgemeinen Affinitit
finden wir jetzt fiir die Komponenten der einem freien Vektor X, Y, Z
von R entsprechenden Strecke X', Y’ in E’ die Formeln:

X'=4,X+BY+C(CZ
4 Y'=A4,X+B,Y+ C,Z

Z'=0.
Das besagt aber wiederum, daf jedem freien Vekior in R ein freter Vekior
X', Y’ der Bildebene E’ entspricht, oder genauer: Verschiebt man eine
Strecke im Raume R irgendwie parallel mit sich unter Aufrechterhaltung
ihrer GroBe und ihres Sinnes, so bewegt sich die entsprechende Strecke in
der Ebene E’ gleichfalls parallel mit sich und behélt ihre Lange und ihren.
Sinn bei.

3. Wir betrachten speziell den Einheitsvektor X =1, Y =Z = 0 auf

der x-Achse, der vom Punkte 0,0,0 nach dem Punkte 1,0,0 geht.
Thm entspricht in E’ nach (4) der Vektor:

X' =4,, Y =4,,
der vom Anfangspunkte O’ nach dem Punkt mit den Koordinaten 4,, 4,
geht. Genau ebenso entsprechen den Einheitsvektoren der y- und z-Achse
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die beiden Vektoren von O’ nach den Punkten B,, B, bzw. C,,C,. Diese
drei Vektoren in E’ — nennen wir sie kurz (4), (B), (C) (vgl. Abb. 58) —
konnen nun ganz beliebig angenommen werden, denn sie legen durch
die Koordinaten ihrer Endpunkte gerade die willkiirlichen 6 Para-
meter der Affinitit (3) fest, so daB durch sie die Abbildung voll-
kommen bestimmt ist; nur diirfen sie
nicht etwa alle dret in die gleiche Gerade
fallen, und wir wollen uns der Ein-
fachheit halber vorstellen, daB auch
keine zwei von ihnen in einer Geraden
liegen. Die 3 Eimheitsvektoren auf den
Koordinatenachsen von R werden also —
das ist das Resultat — auf 3 beliebige Vektoren durch den Anfangspunkt
0" in E' abgebildet, die ihrerseits die Affinitit vollkommen bestimmen.

4. Um nun auch geometrisch die Abbildung aus (4), (B), (C) herzu-
stellen, gehen wir zunichst von irgendeinem Punkte p (¥, y, z = 0) der
x-y-Ebene aus; wir erhalten den Vektor von O nach p, indem wir den
Einheitsvektor der x-Achse mit der skalaren Zahl x und den der y-Achse
mit der Zahl y multiplizieren und die Produktvektoren addieren (vgl.
Abb. 59). Diese Konstruktion kénnen wir aber sofort auf E’ iibertragen,
da die Beziehung zwischen der x-y-Ebene und E’ offenbar eine gewshnliche
zweidimensionale Affinit4t (mit nichtverschwindender Determinante) ist.
Wir erhalten also den Bildpunkt p' von p, indem wir den Vektor (A) mit x,
den Vektor (B) mity skalay multiplizieren und die Prodwkte nach dem Paralle-
logrammgesetz addieven (Abb. 60). So kénnen wir in E’ das Abbild jedes
Punktes der x-y-Ebene und so jeder Figur in ihr punktweise konstruieren.

5. Ubertragen wir diese Uberlegungen auf einen beliebigen Punkt des
Raumes R, so ergibt sich leicht (vgl. Abb. 61): das Bild ¢’ eines Punktes p

c"/ 62 51, Bz

Abb. 58.

¥
\ x y'/ﬁ) f4

V4
N
g (B)

7

7 z
o i o’ (A) Z-(A)
Abb. 59. Abb. 60.

mit den Koordwinaten x,vy,z entsteht durch nach dem Parallelogramm-
gesetz vorgenommener Vektoraddition der beziiglich mit x, vy, 2 multipli-
zierten Vektoren (1), (B), (C). Wegen der Kommutativitit der Addition
kann man diese Konstruktion auf 1+2-3 = 6 verschiedene Arten aus-
fithren, und man erhilt 4’ so als Endpunkt von 6 verschiedenen, aus
parallelen und gleichen Stiicken bestehenden Linienziigen. Die von ihnen
gebildete Figur (vgl. Abb. 61) ist offenbar das Abbild desjenigen recht-
winkligen Parallelflachs des Raumes R, das von den 3% Koordi-
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natenebenen und den durch p zu ihnen parallel gelegten Ebenen begrenzt
wird. Wir sind von Jugend auf gewohnt, derartige ebene Figuren sogleich
als Bilder rdumlicher Figuren aufzufassen, besonders wenn dem An-
schein noch durch Verstiarkung der vorn gelegenen Kanten nachgeholfen

ist. Diese Gewohnheit ist so stark, daB uns o
diese Abbildung des Parallelflachs fast ‘-
trivial erscheint, wihrend sie tatsichlich
doch ein sehr bemerkenswertes Theorem
darstellt.
6. Mit Hilfe dieser letzten Konstruk-
tion kénnen wir nun in E’ das Bild jeder '
Raumfigur, d. h. aller ihrer Punkte her- ¢’
stellen. Ich will nur ein Beispiel betrachten: A‘zl;gq)m
Haben wir eine Kugel mit dem Radius 1 um T
den Anfangspunkt O, so werden wir vor allen Dingen die Kreise be-
betrachten, in denen sie die Koordinatenebenen schneidet. Der Schnitt-
kreis in der x-y-Ebene beispielsweise hat die Einheitsvektoren der x- und
y-Achse zu konjugierten, d. h. aufeinander senkrechten Halbmessern;
da eine affine Beziehung statt hat, entspricht ihm also eine Ellipse, (vgl.
Abb. 62) die O’ zum Mittelpunkt und die Vektoren (4) und (B) zu kon-
jugierten Halbmessern hat, die also dem aus den Vektoren 2 (4) und
2 (B) gebildeten Parallelogramm eingeschrieben ist. Ebensohaben die den
anderen beiden Schnittkreisen entsprechenden Ellipsen O’ zum Mittel-
punkt und (B) und (C) bzw. (4) und (C) zu konjugierten Halbmessern.
7. Nachdem wir uns so von der Natur dieser Affinititen (3) mit ver-
schwindender Determinante ein vollstindiges Bild gemacht haben, haben
wir noch den letzten entscheidenden
Schritt in unserer Betrachtung zu tun,
niamlich zu zeigen, daB jene Affinititen
tatsidchlich in der frither behaupteten
Weise durch axonometrische Projektion
entstehen. Dabei kommt hauptsichlich
der sog. Fundamentalsatz der Axonometrie
von Pohlke in Betracht, den K. Pohlke,
Professor der darstellenden Geometrie
an der Bauakademie in Berlin, 1853
entdeckt und 1860 in seinem Lehrbuch
der darstellenden Geometriel) veroffentlicht hat. In einer Arbeit vom
Jahre 18632) hat H. A. Schwarz zum ersten Male einen elementaren Be-
weis dieses Satzes veroffentlicht und gleichzeitig dessen interessante Ent-
deckungsgeschichte ausfiihrlich geschildert, die Sie dort nachlesen mégen.

1) 2 Abteilungen, 4. Aufl. Berlin 1876. — Der Satz findet sich in Abteil. 1, S. 109.
2) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd. 63, S. 309 = Ge-
sammelte mathematische Abhandlungen. Bd. II, S. 1. Berlin 1890.
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Pohlke selbst definiert die Axonometrie nicht analytisch, sondern
geometrisch als Abbildung des Raumes durch Parallelstrahlen (unter
Umstéanden noch verbunden mit einer Ahnlichkeitstransformation); sein
Theorem sagt dann aus, daf durch eine solche Abbildung die Einheits-
vektoren auf den Koovdinatenachsen des Raumes in3 beliebige, durch O'
gehende Vektoren dev Ebene E' #bergehen konnen. Dal unsere analytisch
definierte Abbildung tatsachlich zu 3 beliebigen solchen Vektoren fiihrt,
konnten wir in Nr. 3 leicht einsehen; fiir uns ist daher die tiefliegende
Aussage des Pohlkeschen Satzes, daf man unsere analytisch definierte
Abbildung (3) (S. 86) geometrisch durch Pavallelprojektion und Mapfstab-
dnderung erhdlt, wobei die in Nr. 1 erwihnten Parallelgeraden zu Pro-
jektionsstrahlen werden.

8. Ich mochte hier noch den ungefihren Gang fiir einen direkten
analytischen Beweis des so formulierten Satzes andeuten. Richten wir
unser Augenmerk auf die beiden Scharen von Parallelebenen von R:

Aix+Byy+ Ciz= ¢
Ayx + Byy + Coz =1

(wo &, n variable Parameter), so bestimmt jedes Wertepaar &, 7 eine
der genannten Parallelgeraden. Geldnge es nun, in den Raum R eine
Bildebene E’ und in sie ein rechtwinkliges Koordinatensystem x’, y’ mit
einem passenden MaBstab so zu legen, daB jeder Strahl &, 7 die Bildebene
E’ im Punkte ¥’ = &, y' = ) durchst6B8t, dann wire die Abbildung (3)
tatsdchlich in der gewiinschten Weise geometrisch hergestellt.
Zu diesem Ende miissen zu-
20 (&7) nichst die Ebenen & =0, 7 =0 jene
Ebene E’ in den Koordinatenachsen
0y, bzw. 0'x’, d. h. in aufeinander
£' senkrechten Geraden schneiden; sind
&,, ¢, die (die Lage von E’ be-
stimmenden) Winkel dieser Achsen
gegen die Gerade &=#n=0 (vgl
| Abb. 63) und bezeichnen wir mit &
den (bekannten) Winkel der Ebenen
& =0, n =0, soist nach dem Kosinus-
satz der sphirischen Trigonometrie,
Abb. 63. wenn dieser auf das von den Ebenen
& =0, 7 = 0und E' gebildete Drei-
kant angewandt wird, der Cosinus des Winkels der Geraden O'x", O'y’
gleich cos ¢, cos ¥, + sin &, sin ¥, cos &, und daher ist dieser Winkel ein
Rechter, wenn:
(a) ctgd, - ctgd, = —cosx .

Nun schneidet jede Ebene 4;x 4 B,y + C,z = £ in £’ eine Gerade
x' = konst ein; ist Q" ihr Schnitt mit der a’-Achse, so ist der zugehorige
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x'-Wert bis auf den noch zu bestimmenden MaBstabfaktor 4 des Koordi-
natensystems in £’ gleich O’Q’. Fillen wir die Lote Q'S und Q'R auf die
Ebene £ = 0 bzw. die Gerade & = % = 0, so ist:

o OR , Q'S
0 = = —
Q sind,’ R sinx’
und da Q'S sich als senkrechter Abstand der beiden Ebenen 4,x + B,y

4+ C,z2=0 und 4,x+ B,y + C,z2 =& nach einer bekannten Formel
der analytischen Raumgeometrie leicht ausdriickt, so folgt schlieBlich:

¥=2.00 =1 S E )
VA2 + B} + Ci-sind, -sina
Ganz analog ergibt sich als y’-Koordinate der von der Ebene 4d,x 4 B,y
+ Cyz =1 in E’ eingeschnittenen Punkte:

Y= U
VA2 Bi+ C2-sind,-sina
Damit nun, wie wir es ja wiinschen, jeder durch die Parameterwerte

&, 5 bestimmte Parallelstrahl die Ebene E’ in dem Punkte x' = &,y =17
durchst68t, muB:

(b) A=YVA}+ B+ Ci-sind), -sina = JA3 + B3 + C3+sin - sinx
sein, woraus sich fiir ¥, 9, die zweite Gleichung:

© sind, - VAT Bl + Ci = sin ) 4T + B3 + C

ergibt. Eine sehr einfache Rechnung zeigt, daB die Gleichungen (a), (c) nur
ein einziges reelles, bis aufs Vorzeichen bestimmtes Losungspaar ctg ¢,
ctg ¥, besitzen, d. h. es gibt im wesentlichen nur eine (und natiirlich in bezug
auf die gemeinsame Normalebene von § = 0, 71 = O symmetrische) Lage der
Ebene E', in der die Affinitit x' = &, y' = 0 axonometrisch vealisiert ist,
wofern man den MaBstab des rechtwinkligen Koordinatensystems in
E’ gemiB (b) wihlt. Man kann diesen ganzen Gedankengang auch mehr
geometrisch fassen, wenn man von der Bedingung ausgeht, daf3 die Ein-
heitspunkte der 4'- und y’-Achse auf die Geraden § = 1,7 = 0und £ =0,
7 =1 fallen. Dann liegt die Aufgabe vor, eine Ebene E’ zu finden, die
ein gegebenes dreiseitiges Prisma in einem rechtwinklig-gleichschenk-
ligen Dreieck schneidet.

Nach dieser ausfiihrlichen Darlegung brauche ich auf die friiher gleich-
falls schon ausgesprochene Umkehrung, daf jede axonometrische Projek-
tion eine affine Transformation mit verschwindender Determinante darstellt,
wohl kaum noch niher einzugehen. Man wird diese Umkehrung bestatigen,
indem man #hnlich wie frither (S. 83) in der Projektionsebene E’ zu-
nichst das durch die Parallelprojektion aus der x- und y-Achse von R
entstehende schiefwinklige Koordinatensystem benutzt und dann nach-
traglich durch eine lineare Substitution zu dem in E’ von vornherein
gegebenen rechtwinkligen Koordinatensystem iibergeht.
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Indem ich damit dieses Kapitel von den Affinititen beschlieBe,
weise ich Sie noch darauf hin, daB man das Entstehen der axono-
metrischen Abbildung gewissermafBen experimentell sich dadurch an-
schaulich machen kann, daBl man durch eine Projektionslampe (die
wir uns unendlich fern denken miissen) Schattenbilder einiger einfacher
Modelle, (Quadrat, Kreis, Ellipse, Wiirfel) auf den Projektionsschirm
wirft; Sie werden da genau unsere Resultate und Figuren bestitigt
finden und koénnen insbesondere auch den Pohlkeschen Satz leicht ex-
perimentell nachpriifen, indem Sie das Schattenbild dreier aufeinander
senkrechter Stangen durch Bewegung des Modells sowohl wie auch der
Projektionsebene allen moglichen Anderungen unterwerfen.

Wir gehen jetzt zu einem neuen Kapitel iiber, das von allgemeine-
ren, die Affinititen als Spezialfille umfassenden Transformationen han-
delt, ndmlich von den projektiven Transformationen.

II. Projektive Transformationen.

Auch hier méchte ich von vornherein den dreidimensionalen Raum
vornehmen und stelle wieder

1. die analytische Definition der projektiven Transformation an die
Spitze. Wir setzen jetzt #', ¥, 2’ nicht mehr als ganze, sondern als ge-
brochene lineare Funktionen von %, v, z an, die nur simtlich — das ist
ganz wesentlich — einen und denselben Nenner haben miissen:

x4+ by +cz+d;
ayx 4+ by + cyz +d,
;A% by 4 coz - d,
agx 4+ byy + ¢y 2+ d,
= W% + by + c3z + d,

a;x + by +c,z2+d,

Jedem Punkte x,vy,z entspricht danach ein bestimmter endlicher
Punkt x', v, 2, wofern nur. der gemeinsame Nenner von Null verschieden
ost. Néhert sich aber x,y,z der Ebene aux + by + ¢,z +d, =0, so
entfernt sich — das ist gegeniiber der Affinitit das Neue — der ent-
sprechende Punkt x', ', 2’ ins Unendliche, er ,,entflieht‘‘ gewissermafBen;
man nennt jene Ebene daher Fluchtcbene, ihre Punkte Fluchtpunkte und
sagt, daB sie in der projektiven Transformation dem Unendlichweiten des
Raumes, der sog. unendlichfernen Ebene bzw. den unendlichfernen Punk-
ten entsprechen.

2. Bei der Behandlung der hier entstehenden Probleme ist es be-
kanntlich sehr zweckm:‘iBig, homogene Koordinaten einzufiihren, d. h. an
Stelle der drei Punktkoordinaten x, vy, z vier GréBen &, 7, £, T zu setzen,
die durch die Gleichungen:
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definiert werden; diese vier GréBen sollen wunabhingig voneinander ver-
dnderlich sein, nur sollen sie nicht alle 4 gleichzeitig verschwinden, und
keine von thnen soll jemals unendlich werden. Jedem Punkte x, y, z gehéren
dann noch unendlich viele Wertsysteme @&, 07, 0, 07 zu, wo ¢ ein will-
kiirlicher Faktor (% 0) ist; umgekehrt legt jedes Wertsystem §,%,¢, 7,
wo 7+ 0, einen bestimmten endlichen Punkt x, v, z fest (und alle Wert-
systeme 0-&, 0-1, 0+, o-t denselben Punkt). Nur wenn t=0 ist,
wird mindestens einer der Quotienten «, y, z unendlich, und man setzt
demgemB fest, daf jedes Wertsystem &, 1, L, 1= 0 einen ,,unendlichfernen
Punkt' bedeuten soll, und zwar alle Systeme 0+ &, 0 -7, 0 - £, 0 einen und
denselben Punkt; hiermit sind in préziser analytischer Weise die Punkte
eingefiihrt, die man als ,,unendlichferne’ den gewohnlichen endlichen
Punkten hinzuzufiigen pflegt.

Das Operieren mit homogenen Koordinaten hat erfahrungsgemaf
jedenfalls fiir den Anfinger etwas Unbehagliches; ich glaube, daB
das gewissermaBen Unbestimmte, FlieBende dieser GroBen, das der
willkiirliche Faktor ¢ mit sich bringt, daran schuld ist, und es mag viel-
leicht zur Beseitigung dieses Unbehagens beitragen, wenn das einmal
deutlich ausgesprochen wird.

Zu demselben Zwecke wird es gut sein, hier einige Erérterungen iiber
gewisse geometrische Vorstellungen einzuschalten, die man mit den homo-
genen Koordinaten verbinden kann. Ich spreche da zunichst nur von
einer Ebene E. In diesem Falle setzen wir fiir die beiden rechtwinkligen
Koordinaten:

p=, y=1,
T T

Wir wollen nun &, n, © als rechtwinklige Koordinaten eines Rawmes
deuten und in diesem Raume die Parallelebene 7= 1 zur &-n-Ebene als
die Ebene E auffassen (vgl. Abb. 64), indem wir inihr x = &, y =7 setzen.
Verbinden wir nun den Punkt %,y von E mit O durch einen geradlinigen

Strahl, so ist bekanntlich auf ihm —f— und —Z— AT &myv
konstant, und zwar muB: g /[ E
;Z‘l‘rl \\ \
&
— =X, —n— =y =71 Z

T T 7
sein, da ja fiir t=1 gerade é=x und 7=y _
sein sollte. Die Einfithrung homogener Koordi- 9 d

naten bedeutet hiernach einfach die Abbildung AbD. 64.

der Ebene E auf das sie aus dem Nullpunkt O des dreidimensionalen Hilfs-
raumes projizierende Strahlenbiindel: die homogenen Koovdinaten eines
Punktes sind die Rawmkoordinaten der Pumkte des thn projizierenden
Strahles dieses Biindels; da jedem Punkt von E die unendlich vielen
Punkte des Strahles zugehéren, ist die Bedeutung der Unbestimmtheit
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der homogenen Koordinaten véllig klargestellt. DaB das Wertesystem
& = 5 = 7= 0 ausgeschlossen ist, hat seinen geometrischen Grund darin,
daB durch den Punkt O allein noch kein Strahl und daher kein Punkt in E
bestimmt ist. Auch daB wir keine unendlichen Werte &, 7, T brauchen,
ist selbstverstandlich, da wir alle Strahlen bereits durch Verbindung von
O mit im Endlichen gelegenen Punkten erhalten. Und endlich wird an-
schaulich, wie wir unendlich groBe Werte der Koordinaten vermeiden,
indem wir das Unendlichferne der Ebene durch die in 7= 0 gelegenen
Parallelstrahlen durch O ersetzen.

Auch die bekannte Sprechweise von der unendlich fernen Geraden er-
hélt hier einen anschaulichen geometrischen Inhalt. Analytisch ist sie
nur der Ausdruck der abstrakten Analogie, daB alle ,,unendlich fernen
Punkte® der linearen Gleichung 7= 0 geniigen, genau wie jede endliche
Gerade eine lineare Gleichung besitzt. Jetzt konnen wir aber ganz geo-
metrisch sagen: jeder Geraden von E gehért im Biindel O ein ebenes
Strahlenbiischel zu, und umgekehrt bestimmt jedes ebene Strahlen-
biischel im Biindel O eine Gerade in E — abgesehen von dem ebenen
Biischel 7= 0; darum erscheint es zweckmiBig, auch den Inbegriff der
ihm in der Parallelebene E zugehérigen Punkte als eine Gerade zu
bezeichnen, und damit hat man eben ,,die unendlich ferne Gerade‘.

Ganz analoge Vorstellungen kénnen wir uns bilden, wenn wir in
einem dreidimensionalen Raume homogene Koordinaten einfithren. Wir
denken ihn uns als Ausschnitt 7=1 eines vierdimensionalen Hilfs-
raumes &, %, £, v und beziehen ihn auf das Strahlenbiindel, das ihn aus
dem Nullpunkt des Hilfsraumes projiziert. Wir kénnen dann alle weite-
ren Betrachtungen in fast wortlicher Analogie zum vorigen ohne jede
Schwierigkeit durchfithren und insbesondere auch die Deutung der un-
endlich fernen Elemente iibertragen. Natiirlichist dabei die Benutzung des
vierdimensionalen Raumes lediglich ein Mittel der bequemen Ausdrucks-
weise, dem keineswegs irgend eine mystische Meinung beizumessen ist.

3. Fithren wir nun in den Gleichungen (1) der projektiven Trans-
formation fir beide Riume R, R’ homogene Koordinaten ein, so kénnen
wir sie, da allemal derselbe Nenner auftritt, unter Einfithrung eines will-
kiirlichen Proportionalititsfaktors ¢” in die folgenden 4 Gleichungen zer-
spalten:

O =a &+ b+ ol 4 dyr
@) O = ay§ + by + ¢y L+ dy
- ,Q’:'=a3£+b3n—f—63f+d31

07 =a,&+ b+ c,C +d,r.
Das ist, abgesehen vom willkiirlichen Faktor ¢’, die allgemeinste homo-
gene lineare Substitution in 4 Variablen und stellt also eine affine Ver-
wandtschaft der beiden vierdimensionalen Hilfsriume P, Py dar, in denen
wir nach dem Verfahren von Nr. 2 die homogenen Koordinaten deuten.
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Konkreter 148t sich das wieder vorstellen, wenn wir uns von Haus
aus auf eine Ebene beschrianken: Die allgemeinste projektive Transfor-
mation einer Ebene evhalten wiv, indem wir den Raum des sie projizieren-
den Strahlenbiindels bei fesigehalienem Anfangspunkt O einer sonst will-
kiirlichen affinen Transformation unterwerfen und hinterher die Ebene mit
dem transformierten Biindel schneiden. Dabei erhalten wir allemal die-
selbe Projektivitit, wenn wir, dem Faktor o’ entsprechend, eine beliebige
Ahnlichkeitstransformation des Raumes von O aus hinzufiigen ; denn diese
fithrt jeden der durch O gehenden Strahlen, auf deren Schnitte mit der
Ebene es fiir die Projektivitdt allein ankommt, in sich iiber.

Das Verfahren, das wir hier verwandt haben, indem wir die Hilfs-
rdaume P, P’ benutzen, nennt man Prinzip des Projizierens und Schnei-
dens; es erweist sich auch sonst vielfach als sehr niitzlich, indem es —
allgemein zu reden — kompliziertere Verhilinisse in Rdiumen von n
Dimensionen durch Hilfsbetrachtungen in Riwmen von n + 1 Dimensionen
ewnfacher und verstindlicher erscheinen Lift.

4. Wir haben nun die Transformationsgleichungen (2) umzukehren;
die Determinantentheorie lehrt, daf auch &, 3, C, v lineare homogene
Kombinationen von &', n’, {’, v sind, natiirlich wieder mit einem willkiir-
lichen Proportionalititsfaktor o:

oé=a & + by + i’ +di7
on=ay¥ + by + sl +di7
ol=a & + by + i+ a7
ot =ai& + by + iU+ di 7

vorausgesetzt nuy, daf die Determinante:

(3)

A=

ag by ¢y dy

’

von (2) nicht verschwindet. Die Wertsysteme &, 1, €, T und &', ', ',z
entsprechen dann also einander eineindeutry (bis auf jene gemeinsamen
willkiirlichen Faktoren).

Ich bemerke sogleich, wie Sie nach unsern Erfahrungen bei der
Affinitit sofort glauben werden, daB auch hier der Fall 4 = 0 tatsich-
lich besonders interessant ist und nicht iibergangen werden darf; er stellt
eine Abbildung des Raumes auf eine Ebene dar, wie wir sie bei jeder Zen-
tralprojektion, z. B. bei der Photographie, haben. Zunichst wollen wir
jedoch den allgemeinen Fall 4 # 0 erledigen.

5. Aus (2) und (3) geht sofort hervor, daB jedesmal, wenn zwischen
&, n, £, T eine lineare Gleichung besteht, eine solche auch zwischen &, 7',

', v’ besteht, und umgekehrt. Jeder Ebene entspricht also eine Ebene, ins-



96 Die geometrischen Transformationen.

besondere z. B. entspricht der unendlichfernen Ebene von R’ eine be-
stimmte im allgemeinen endliche Ebene in R, d. i. die frither bereits ge-
nannte Fluchtebene. So erweist sich die Sprechweise von der unendlich
fernen Ebene als duBerst zweckmaBig, da nur sie den Ausspruch solcher
ausnahmslos giiltigen Sitze gestattet. Weiter folgt unmittelbar, daf jeder
Geraden notwendig eine Gerade entspricht. Nach der Mobiusschen Ter-
minologie (S. 76) ist also jede projekitve Transformation eine Kollineation.

6. Nun ist aber das Schoéne, daB dieser Satz umkehrbar ist: Jede
Kollineation des Raumes, d. h. jede eineindeutige Transformation, die jeder
Geraden eine Gerade zuordnet und die noch gewissen, fast selbstverstindlichen
Bedingungen geniigt, ist esne Projektivitit (d. h. eine analytisch durch die
Gleichungen (1) bzw. (2) definierte Transformation).

Ich fithre den von M¢bius herrithrenden Beweis dieses Satzes hier der
Bequemlichkeit halber nur fiir die Ebene aus; fiir den Raum wiirde er ganz
analog verlaufen. Der Gedankengang des Beweises ist der: Wir entnehmen
einer beliebigen vorgelegten Kollineation 2 entsprechende Punktqua-
drupel und werden zunichst unter ‘a) zeigen, daB es stets eine Projektivitdt
gibt, die zwei beliebige solche Quadrupel ineinander iiberfithrt. Eine
Projektivitit ist aber gleichfalls eine Kollineation, und wir werden ferner
unter b) beweisen, daBl es unter gewissen Bedingungen nur eine Kolli-
neation geben kann, in der sich dieselben Punktquadrupel entsprechen.
Also muB3 die Projektivitdt mit der vorgelegten Kollineation tatsdchlich
identisch sein, und das enthdlt die Behauptung. Nun zur Einzelaus-
fihrung der beiden Beweisteile!

a) Wir bemerken, daB die Gleichungen der Projektivitit in der Ebene:

o8 =a,&+ by +dir

0N = ay& 4+ byy + dy1

0T = agé + by + dyt
9 — 1 =8 Konstante enthalten (die Abadnderung von ¢’ dndert die
Transformation nicht). DaB zwei vorgegebene Punkte einander in einer
Projektivitit entsprechen, sind nun 2 lineare Bedingungen fiir die Kon-
stanten der Projektivitit, da es nur auf die Verhdltnisse der 3 homo-
genen Koordinaten ankommt. Das Entsprechen zweier Punktquadrupel
stellt also 2-4 = 8 lineare Bedingungen dar, genauer gesagt, 8 lineare
homogene Gleichungen fiir die 9 GroéBen a,, ..., d;. Solche Gleichungen
haben bekanntlich stets eine Losung, und man hat damit die Konstanten
einer Projektivitit gewonnen, die die gegebenen Quadrupel ineinander viber-
fihrt. DaB dies freilich eine esgentliche Projektivitit von nichtverschwin-
dender Determinante und daB sie eimdeutrg bestimmt ist, kann man
— wie leicht zu sehen — nur garantieren, wenn jedes der beiden ge-
gebenen Punktquadrupel ,,in allgemeiner Lage* sich befindet, d. h. wenn
‘keine 3 Punkte des einzelnen Quadrupels in gerader Linie liegen; nur
fiir diesen Fall brauchen wir hier den Satz.
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b) Wir denken uns nun eine beliebige Kollineation der Ebenen E, E’
gegeben. Sind dann 1, 2, 3, 4 irgend vier Punkte in E, von denen keine
drei in gerader Linie liegen, und sind 1’, 2’, 3’, 4 die entsprechenden
der gleichen Bedingung geniigenden Punkte in E’, so lautet unsere
Behauptung, daf die Kollineation durch das Entsprechen dieser beiden
Punktquadrupel vollig eindeutig festgelegt ist. Den Beweis fithren wir,
indem wir zeigen, daB sich die Kollineation aus diesen beiden ent-
sprechenden Quadrupeln allein unter Benutzung ihrer beiden charakte-
ristischen Eigenschaften (Eineindeutigkeit und gegenseitiges Entsprechen
von Geraden) auf eine und nur eine Weise aufbauen 148t. Als Haupt-
hilfsmittel verwenden wir die sogenannten Mdbiusschen Netze, das sind

Abb. 65.

Systeme von Geraden, die wir gleichsam wie die Netze einer Spinne iiber
die Ebene ausspannen.

Zunichst ziehen wir in jeder Ebene (vgl. Abb. 65) die 6 Geraden,
welche die 4 gegebenen Punkte paarweise verbinden; sie miissen ein-
ander in der Kollineation entsprechen, denn z. B. der Geraden 1 2 muB3
in E’ genau eine Gerade zugeordnet sein, die sowohl den Bildpunkt 1’
von 1 als auch den Bildpunkt 2’ von 2 enthilt, und das kann nur die
Gerade 1'2’ sein. Ebenso miissen aber nun auch notwendig die neben
den 4 Grundpunkten neu entstehenden Schnitte entsprechender Ge-
raden einander zugeordnet sein, z. B. der Punkt (14, 23) dem Punkte
(1"4', 2'3"); auch das folgt sofort aus der Kollinearitit und der Ein-
deutigkeit. Verbinden wir diese neuen Punkte miteinander wieder durch
Geraden, schneiden sie mit den fritheren Geraden, verbinden abermals
und setzen dieses Verfahren immer fort, so entsteht schlieflich in jeder
Ebene ein immer dichter werdendes Netz von Punkten und Geraden, und
diese Punkte und Geraden miissen in der gesuchten Kollineation notwendig
einander paarweise zugeordmet sein.

Hat man nun einen beliebigen vorgegebenen Punkt etwa in E, so
wird er entweder selbst einmal ein Eckpunkt des Netzes, oder man kann
ihn, wie man sich leicht klarmacht, in unbegrenzt enger werdende Ma-

Klein, Elementarmathematik II. 7
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schen des Netzes einschlieBen, d. h. als Grenzpunkt von Netzecken dar-
stellen. Im ersten Falle ist sofort der entsprechende Punkt in E’ als ent-
sprechende Netzecke eindeutig bestimmt. Um den zweiten Fall zu er-
ledigen, miissen wir aber noch einen Zusatz zur Definition der Kollineation
machen, der Mébius so selbstverstindlich erschien, daB er ihn ausdriick-
lich auszusprechen nicht fiir nétig hielt. Sie soll ndmlich eine stetige Abbil-
dung sein, d. h. jedem Grenzpunkt esner Punkimenge in E soll der Grenzpunks
der entsprechenden Punkimenge in E' zugeordnet sein. Daraus folgt dann
auch im zweiten Falle nach der vorhergehenden Bemerkung offenbar ein-
deutig der entsprechende Punkt in E’. Damit ist dann schlieB8lich unsere
Behauptung 6. fiir eine stetige Kollineation als richtig erkannt. Ubrigens
wiirde man ebenso beweisen, daB3 eine stetige Kollineation im Raume
durch 5, allgemein im #-dimensionalen Raume durch # - 2 Paare ent-
sprechender Punkte bestimmt ist.

Rufen wir uns nun die Uberlegung vom Beginn dieser Nr. 6 zuriick
(S. 96), so haben wir als Resultat folgendes prizise Theorem gewonnen:
Die projektiven Transformationen sind die einzigen stetigen einetndeutigen
Transformationen, die ausnahmslos Gerade in Gerade viberfiihren.

Nach dieser Abschweifung setzen wir diein Nr. 5 (S. 95 u. 96) begonnene
Untersuchung des Verhaltens der geometrischen Grumdgebilde bei einer
projektiven oder, wie wir jetzt auch sagen konnen, kollinearen Trans-
formation fort. Wir hatten da gesehen, daB eine unbegrenzte Ebene
oder Gerade durch eine Projektivitit in ein Gebilde der gleichen Art
itbergefithrt wird, so daB diese Begriffe also den Projektivitiaten gegen-
ilber eine unverdnderliche bestimmte Bedeutung haben. In dieser
Eigenschaft stimmen die allgemeinen Projektivititen mit den affinen
Transformationen {iiberein; sie unterscheiden sich aber von diesen be-
reits durch ihr

7. Verhalten gegeniiber dem Begriffe des Parallelismus. Bei projek-
tiven Transformationen bleibt ndmlich der Parallelismus zweier Geraden
nicht mehr notwendig erhalten, wie das bei affinen noch der Fall war
(vgl. S. 77). Vielmehr kann ja die unendlich ferne Ebene des einen Rau-
mes in irgendeine im Endlichen gelegene Ebene des anderen, dessen
Fluchtebene, tibergehen, und dabei entspricht dem zwei Parallelen ge-
meinsamen unendlichfernen Punkte im allgemeinen ein im Endlichen
gelegener Punkt der Fluchtebene, in dem sich dann die den beiden Par-
allelen entsprechenden Geraden schneiden; man kann das etwa mit
Hilfe der homogenen Koordinaten genau verfolgen. Freilich sehen wir
dabei auch, daB der Begriff des Parallelismus nicht sinnlos zerstort wird,
sondern daB er in einer ganz bestimmten allgemeinen Anschauung auf-
geht: Die unendlich fernen Punkie des Rauwmes erfiillen eine Ebene, die pro-
jektiv in jede andere (endliche) Ebene des Raumes tibergefiihrt werden kann
und insofern mit allen diesen Ebenen durchaus gleichberechtigt evscheint;
sie ist nur gewissermaBen willkirlich durch das Pridikat ,,dte unendlich
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ferne'* ausgezeichnet. Parallel heiflen dann Geraden (oder auch Ebenen),
deren Schunitt auf dieser ausgezeichneten Ebene liegt; eine projektive Um-
formung kann bewirken, daB sie sich auf einer anderen festen Ebene tref-
fen, und dann nennt man sie eben nicht mehr parallel.

Mit dieser Eigenschaft steht nun im Zusammenhange, daf auch die
Grassmannschen Grundgebilde den Projekttvititen gegeniiber keine invariante
Bedeutung mehy haben; der freie Vektor wird keineswegs mehr in einen
freien Vektor, der linienfliichtige nicht mehr in einen linienfliichtigen
iibergefithrt, usw. In der Tat, betrachten wir einen Linienteil des Rau-
mes R mit den 6 Koordinaten:

X=12x;,—%,, Y=19,—19,, Z=2—12,
L=y,2,—y,21, M =2%2—2%, N =%y, — 1%
und bilden die analogen GroBen X', ..., N’ aus den Koordinaten der

vermoge der projektiven Transformationen (1) (S. 92) den Punkten
%y, V1, % Ve entsprechenden Punkte %'y, y'y; %5, ¥s:

,_a1x1+bly1+0121+d /_“1x2+b13’2+c122+d1

X = usw., = usw.
! A%y +byy; +c42y + 4y ? ay%y + byyy + €42, + dy

Durch diese Formeln werden X', . .., N’ zu Briichen, deren Zihler sich

zwar als lineare Kombinationen der 6 GroBen X, ..., N allein mit kon-

stanten Koeffizienten darstellen, wihrend der allen gemeinsame Nenner:

(ag%y + byy; + €42y + dg) (@g%s + byyy + €423 + do)

die Punktkoordinaten selbst enthilt und sich nicht durch X, ..., N allein
ausdriicken 148t. Die Koordinaten des transformierten Linienteils hin-
gen also nicht nur von denen des urspriinglichen ab, sondern auch von
der speziellen Lage seines Anfangs- und Endpunktes, und wenn wir die
Strecke (1, 2) lings ihrer Geraden verschieben, so daB sich X,..., N
nicht dndern, so werden sich im allgemeinen X’, ..., N’ doch dndern,
d. h. die Strecke (1', 2') ist kein Linienteil im Grafmannschen Sinne.

DaB dementgegen die unbegrenzie Gerade bei projektiven Transfor-
mationen als solche erhalten bleibt, erklirt sichin diesem Zusammenhange
so, daB sie durch die Verhdlinisse der GroBen X’ : Y’ :--- N’ dar-
gestellt wird, aus denen sich der allen 6 GroS8en gemeinsame stérende
Nenner wieder forthebt; es driicken sich also diese Verhiltnisse tatsich-
lich allein durch die Verhidltnisse X :Y : --- : N aus.

8. Ich habe nun noch einige wichtige Gebilde zu nennen, die durch
projektive Transformationen wieder in Gebilde derselben Art dibergehen.
Zunichst geht jede quadratische Gleichung in #', 9, 2, wie man durch
Multiplikation mit dem Quadrat des gemeinsamen Nenners a,x + b,y
+ ¢4z + d, sieht, aus einer quadratischen Gleichung in ¥, y, z hervor
und umgekehrt. Das besagt, daf jeder Fliche zweiter Ordnung in
etnem Raume R eine ebemnsolche in R’ entspricht. Daher wird auch der

T*
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Schnitt einer solchen Fliche mit einer Ebene, d. h. cine Kurve zweiter Ord-
nung gleichfalls in einc Kurve zweiter Ordnung iibergefiihrt. Ebenso wird
siberhaupt jedes algebraische Gebilde, das durch eine oder mehrere Gleichun-
gen in den Koordinaten definiert ist, in ein gleichartiges Gebilde derselben
Ordnung transformiert; die Art dieser Gebilde ist also gegeniiber projek-
tiven Umformungen invariant.

9. Neben diesen durch Gleichungen definierten invarianten Gebilden
mubB ich noch eine zahlenmdifige Gréfe hervorheben, deren Wert bei allen
projektiven Transformationen ungeindert bleibt; sie bietet einen ge-
wissen Ersatz des Begriffes der Entfernung und des Winkels, deren Werte
ja bekanntlich schon nicht einmal bei affinen Transformationen, ge-
schweige denn bei projektiven invariant sind. Es handelt sich hier, um
zuerst von der Geraden zu reden, um eine géwisse Funktion der Eni-
fernungen von 4 irgendwie gelegenen Punkten 1, 2, 3, 4, nimlich das
schon frither erwihnte Doppelschnittverhilinis oder Doppelverhilinist)
(vgl. S. 6):

2 32 12-34

TR TR TR
In der Tat kann man die Invarianz dieser GroBe gegeniiber projektiven
Transformationen leicht rechnerisch bestitigen, was wir iibrigens spiter
noch einmal von anderen Gesichtspunkten aus tun werden (vgl. S.1571.).

Ganz analog ist es bei den Strahlenbiischeln, nur miissen wir da nicht
die Winkel selbst, sondern ihre Sinus verwenden. Wir bekommen also,
wenn 1, 2, 3, 4 Strahlen oder Ebenen eines Biischels sind, fiir ihr
Doppelverhidltnis den Ausdruck:

sin (1,2) sin(3,2) sin (1, 2)sin (3, 4)
sin (1,4) "sin (3,4) sin (1, 4) sin (3, 2)’

Da das die ersten zahlenmiBigen Invarianten projektiver Trans-
formationen waren, die man kennen lernte, betrachteten es die projek-
tiven Geometer vielfach als erstrebenswertes Ziel, alle weiteren In-
varianten der Projektivititen auf Doppelverhiltnisse zurtickzufithren,
wenn das auch manchmal nur sehr kiinstlich ging. Wir werden spédter
auf diese Beziehungen eingehender zuriickkommen.

Diese wenigen Andeutungen werden geniigen, um Ihnen zu zeigen,
wie man das ganze Material der Geometrie nach ihrem Verhalten gegen-
iiber den projektiven Transformationen streng scheiden kann. Alles,
was bei solchen Umformungen erhalten bleibt, bildet den Gegenstand
jener im letzten Jahrhundert entstandenen projektiven Geometrie, von der
ich frither schon sprach und auf die wir weiterhin noch tiefer einzugehen
haben werden. Dieser Name, der jetzt allgemein tiblich ist, ist besser als
der frither viel gebrauchte ,,Geometrie der Lage'', mit dem man den

1) Der erste Name stammt von Mébius, der zweite von Steiner.
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Gegensatz zu der die simtlichen, auch die nicht projektiv invarianten,
geometrischen Eigenschaften umfassenden ,,Geometrie des Mafes' oder
,.elementaren Geometrie’* bezeichnen wollte. Denn der idltere Name ver-
deckt ganz und gar, daBl auch manche MaBeigenschaften, insbesondere
die Werte des Doppelverhiltnisses, hierher gehoren.

Ich mochte nun noch, genau wie frither bei den Affinitédten, iiber die
Anwendungen der projektiven Fransformationen sprechen. Ich beginne
hier mit Ausfithrungen zur

1. darstellenden Geometrie und kann da natiirlich lediglich unter Ver-
zicht auf jede Systematik einige charakteristische Beispiele hervor-
heben. Das erste sei

a) die Abbildung des Raumes auf eine Ebene durch Zentralperspekiive,
die die direkte Verallgemeinerung der Axonometrie (Parallelperspektive)
ist; hier gehen die Projektionsstrahlen von einem beliebigen endlichen
statt von einem unendlich fernen Punkte aus. Wir wollen das Projek-
tionszentrum speziell in den Koordinaterianfang O legen und die Bildebene
zur Ebene z =1 machen (vgl. Abb. 66). Dann ist fiir den Bildpunkt
p'(#', 9, 2') jedes Punktes p(x, v, z) jedenfalls:

Z'=1,
und ferner ist, da p, " auf demselben Strahl durch O liegen:
iy i =x1y:2.
Daher lauten die Gleichungen unserer Ab-
bildung:

, X
X =—
2

p_ Y

Y z
z’:__z_

P Abb. 66.

Das ist also eine spezielle projektive Transformation, und die Analogie zu
den Verhiltnissen bei der Axonometrie 148t bereits vermuten, daf sie eine
verschwindende Determinante besitzen wird. In der Tat, gehen wir zu

homogenen Koordinaten iiber, so wird:

E=¢
o =1
=t
v =¢,
und die Substitutionsdeterminante ist:
1 0 0

0
A= 0
0
0

0 1
0 0
0 0

- e O
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Die einzelnen Eigenschaften dieser Transformation werden Sie sich
nach Analogie unserer fritheren Betrachtungen leicht ableiten kdnnen,
wenn sie nur beachten, da jede Ebene auf die Bildebene im allgemeinen
durch eine projektive (zweidimensionale) Transformation von nicht-
verschwindender Determinante bezogen ist. Daraus folgt insbesondere
z. B., daBB das Doppelverhiltnis von je 4 Punkten einer Geraden oder
je 4 Strahlen durch einen Punkt bei der Transformation ungein-
dert bleibt.

b) Das zweite Beispiel betrifft eine die Zentralperspektive als Grenz-
fall einschlieBende Projektivitat von nichtverschwindender Determinante,
die sog. Reliefperspektive. Ein Relief eines Gegenstandes soll so gearbeitet
sein, dall es nach dem an einem bestimmten Punkte aufgestellten Auge
des Beschauers dieselben Strahlen sendet, wie sie das Original nach dem
entsprechend aufgestellten Beobachter gehen lassen wiirde. Fiir ein
geeignet orientiertes Koordinatensystem besagt das wieder, da Original-
punkt und Bildpunkt je auf demselben Strahle durch den Anfangspunkt
liegen:
(1) 2y =x1y:2.
Der Unterschied gegen den vorigen Fall ist aber, daB das Original
nicht in eine Ebene abgebildet, sondern nur auf ein gewisses schmales
Raumstiick endlicher Breite komprimiert wird.

Ich behaupte sogleich, daB das durch die folgenden Formeln:

(2) P R (T R (R

2+ k"’ T oz4k Y

geleistet wird, die zunichst jedenfalls eine Projektivitit darstellen und
offenbar den Gleichungen (1) geniigen. Wir bilden ihre Deferminante aus
den zugehorigen homogenen Gleichungen:

¥=(1+kE
on'=01+ky
l=01+kKC
7 =C+kr;
sie lautet:
14k 0 0 0
0 14+ k 0 0
4= =k(1 + k)3
0 0 14+%k 0 (+5
0 0 1 k
und ist also von Null verschieden, auller wenn k2 = 0 oder & = —1 ist.

Fiir £ = 0 geht (2) genau in die obigen Formeln der Zentralperspek-
tive iiber, d. h. das Relief artet vollstindig zur Ebene aus; ¥ = —1 ergibt
aber x'=19'=2'=0, d. h. jeder Raumpunkt wird in den Nullpunkt
abgebildet — eine offenbar ginzlich unbrauchbare triviale Ausartung.
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Wir nehmen der Bestimmtheit halber £ >0 an. Um die Abbil-
dung (2) uns geometrisch klarzumachen, bemerken wir zunichst, da
jede Ebene z = konst in eine Parallelebene mit dem Koordinatenwert :

1+ k)z
@ ‘=
iibergeht. Die durch Projektionsstrahlen aus O erfolgende Abbildung bei-
der Ebenen aufeinander ist durchaus anschaulich, und nur das Gesetz (3)
selbst muB noch verdeutlicht werden.

Fir z=o00 (bzw. t=0) wird 2'=1 -+ k. Die Parallelebene zur
x-y-Ebene im Abstande 1 + k ist mithin die Fluchtebene des Bildyraumes und
bildet gewissermafen den Hintergrund des Reliefs, auf den der unendlich ferne
Hintergrund des Objekiraumes abgebildet erscheint. Eine wichtige Rolle
spielt noch die Ebene z = 1, in der Objekt und Bild zusammenfallen; denn
tatsdchlich wird fir z =1 auch 2’ =1. Liuft 3
nun z von 1 wachsend bis zu oo, so wichst 2z’ f[:
monoton von 1 bis 1 4 &, d. h. beschrinken wir 2
uns auf Objekte hinter der Ebene z =1, so er-
halten wiv tatsiichlich ein Relief von endlicher Otert
Tiefe k als Bild. Eine solche Beschrankung
wird in der Praxis stets stattfinden konnen 5//4{
und miissen (vgl. Abb. 67). +2-7

Was sonst die Zuordnung (3) angeht, so gilt
fiir das Doppelverhiltnis der Punkte 2,1, 2',0: 0 o'

2—1 2Z—0_ z—1 (1+kz 14k Abb. 67.
2—02—1 2z kiz—1) k
Allgemein gehiren also zwei solche Werte z, 2’ zusammen, die mit den Punk-
ten 1 und 0 esn Doppelverhiltnis von festem Betrage bilden.

In unserer mathematischen Sammlung haben wir ein Modell, das eine
Kugel auf einem Wiirfel, einen Rotationskegel und einen Rotationszylin-
der in Reliefperspektive darstellt; aus der richtigen Entfernung betrachtet
vermittelt es in der Tat einen sehr deutlichen Eindruck der Originalkérper.
Hierbei spielen natiirlich psychologische Momente sehr stark mit. Denn
die Tatsache, dafl die gleichen Lichtstrahlen in ein Auge treten, vermag
allein den korperlichen Eindruck nicht zu bestimmen ; sehr maBgebend ist
dabei jedenfalls auch die GewShnung. Da wir namlich weit 6fter eine Kugel
auf einem Wiirfel als ein schmales Ellipsoid auf einem schmalen Hexaeder
gesehen haben (das ist die Gestalt des reliefperspektivischen Bildes), so
sind wir von vornherein geneigt, den Lichteindruck auf die erstere Ur-
sache zurtickzufithren. Die ndhere Zergliederung der hierbei in Betracht
kommenden Momente moge indessen dem Psychologen iiberlassen
bleiben.

Das mag gentigen, um Ihnen einen ersten Einblick in die Verwendung
der projektiven Transformationen in der darstellenden Geometrie zu

jrl"’"’k

4z7=7
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geben. Natiirlich bediirfen diese' Ansitze dringend der Vertiefung, und

ich mochte dies Gebiet nicht verlassen, ohne Sie zu einenr eingehenden

Studium der darstellenden Geometrie aufzufordern, die, wie mir scheint,
fir jeden Lehrer der Mathematik un-
entbehrlich ist.

2. Die zweite Anwendung der pro-
jektiven Transformationen; von der
ich nun noch reden will, betrifft die
Herleitung geometrischer Sitze
und Auffassungen: Zu demselben
Zwecke hatten wir jafriiher (S. 81 ff.) die

affinen Transformationen verwendet.
a) Wir gehen davon aus, daf en

Krms wenn wiy thn projektiven Um-
}‘ormungen bzw. Zentralperspektiven

unterwerfen, in einen beliebigen ,, Kegel-

schwitt* dibergeht, d. h. in den Schnitt

des Kegels, dessen Mantel aus den nach

den Punkten der Kreisperipherie lau-

Abb. 68. fenden Projektionsstrahlen gebildet

wird, mit einer beliebigen Ebene; ich

habe hier ein Modell, das in dieser Weise die Entstehung von Ellipse,
Hyperbel, Parabel zeigt (vgl. Abb. 68).

b) Fiir die projektive Geometrie gibt es also nur einen einzigen Kegel-
schnitt, denn je zwei lassen sich in den Kreis und daher auch ineinander
projektiv iiberfithren. Die Einteilung in Ellipse, Parabel, Hyperbel be-
zeichnet von diesem Standpunkt
aus aber keinen absoluten inne-
ren Unterschied, sondern betrifft
nur die zufillige Lage gegen die
eine Gerade, die man als ,,un-
endlich fern fiir gewohnlich
auszeichnet.

c) Nun soll der folgende
Fundamentalsatz vom Doppel-
verhilinis ber Kegelschnitten ab-
geleitet werden: Irgend 4 feste
Punkte eines Kegelschnittes 1, 2,

Abb. 69. 3, 4 werden von einem fiinften

beweglichen Punkte P desselben

Kegelschnittes durch 4 Strahlen projiziert, die ein festes, von der speziellen
Lage von P unabhingiges Doppelverhilinis haben.

Zum Beweise gehen wir auf den Kreis zuriick, aus dem der betrach-
tete Kegelschnitt durch Zentralperspektive entsteht; da dabei die Dop-
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pelverhdltnisse ungedndert bleiben, ist unser Satz allgemein jedenfalls
richtig, wenn nur beim Kreise die 4 entsprechenden Punkte 1’, 2/, 3/, 4’
(vgl. Abb. 69) aus zwei beliebigen weiteren Punkten P;, P, durch
Strahlen desselben Doppelverhdltnisses projiziert werden. Das ist aber
unmittelbar klar, denn nach dem Satze vom Peripheriewinkel sind die
Winkel des Strahlenbiischels Pj (1',2',3, 4') einerseits und Py (1',2',3', 4")
anderseits paarweise gleich, und also sind es gewiBl auch die aus den
Sinus dieser Winkel gebildeten Doppelverhiltnisse der beiden Strahlen-
quadrupel.

d) Diesem Satz gemiB hat nun Steiner iiberhaupt die Kegelschnitte
definiert, indem er von zwei ,,projektiv aufeinander bezogenen‘* Strahlen-
biischeln ausging, in denen zwei entsprechende Strahlenquadrupel glei-
ches Doppelverhiltnis haben; der Kegelschnitt ist dann der geometrische Ort
der Schnitte korrespondierender Strahlen dieser projektiv aufetnander bezoge-
nen Biischel.

Diese wenigen Andeutungen mogen hier gentigen, um Ihnen die groBe
Bedeutung der projektiven Transformationen fiir die Theorie der Kegel-
schnitte verstindlich zu machen. Niheres dariiber konnen Sie in jedem
Lehrbuche der projektiven Geometrie finden.

Wir gehen jetzt in dem groBen Gedankengange dieses Hauptteiles
weiter zu neuen Klassen geometrischer Transformationen, die nicht mehr
zu den linearen Transformationen gehéren, welche wir bisher von den Be-
wegungen bis zu den allgemeinsten Projektivititen aufsteigend betrachtet
haben.

III. Hohere Punkttransformationen.

Wir werden namlich jetzt solche Transformationen untersuchen, die
nicht mehr durch lineare, sondern durch hohere rationale, algebraische oder
auch transzendente Funktionen dargestellt werden:

¥ = P x, v, 2), y = xﬂ(x» ¥, 2), 7= y(x, 9, 2).
GemilB der Tendenz dieser Vorlesung will ich hier keine allgemeine
Systematik geben, sondern nur eine Reihe besonderer Beispiele hervor-
heben, die in der reinen Mathematik sowie vor allem auch in den An-
wendungen eine allgemeine Bedeutung haben.

Zunichst werde ich von der wohl an1 meisten gebrauchten derartigen
Transformation reden, der Transformation durch reziproke Radien.

I. Die Transformation durch reziproke Radien.

Bei dieser Transformation wird bekanntlich jedem Punkie p derjenige
Punkt p' auf seiner Verbindungsgeraden Op mit dem Koordinatenanjang
O zugeordnet, fiir den das Produkt Op-Op’ gleich einér gegebenen Kon-
stanten ist (vgl. Abb. 70); diese Gleichung gibt der Transformation auch
ihren Namen.

Sie wissen, daB diese Transformationen in der reinen Mathematik
vor allem in der Fumktionentheorie komplexer Variabler eine groBe
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Rolle spielen. Nicht minder hdufig kommen sie aber in der Physik und
anderen Anwendungen — von einer Anwendung werden wir noch ganz
besonders sprechen — vor.

Bei der Behandlung unserer Transformation gehe ich wiede-
rum aus

1. von der Aufstellung ihrer Gleichungen in rechtwinkligen Koordi-
naten. Da p und ¢’ auf derselben Geraden durch O liegen, muB:

A (1) ¥y i =x:1y:2
/ sein, und die Relation fiir die Entfernungen Op,
5 09’ ergibt, wenn wir die Konstante der Einfach-

Abb. 70. heit halber gleich 1 setzen:
(2) @yt @yt =1

Demnach lauten die Gleichungen der Transformation:

3 ad / y ' z

r=— _— 2 _—
x2+y2+z2’ y x2+y2+z2’ x2+y2+zz’

und genau sa ergibt sich, daB auch umgekehrt:

J ’ 4

R TR A S AR S—
x2+y2+2/2 x’2+y'2+z’2’ x/2+:y’2+z/2

Somit werden sowohl die Koordinaten von p durch diejenigen von '
als auch umgekehrt die Koordinaten von p” durch die von p als rationale
Funktionen, und zwar beide Male durch dieselben Funktionen dargestellt.
Der Nenner ist ein quadratischer Ausdruck; es liegt hier ein beson-
derer Fall einer sog. quadratischen birationalen Tramsformation vor.
Ubrigens gibt es eine ausgedehnte Klasse solcher birationaler (im all-
gemeinen eineindeutiger) Transformationen, die in beiden Richtungen
sich durch rationale Funktionen darstellen; sie sind unter dem Namen
Cremonatransformationen Gegenstand einer weit ausgebildeten Theorie
geworden, auf die ich hier bei der Behandlung ihres einfachsten Re-
prdsentanten wenigstens hinweisen will.

2. Die Gleichungen (3), (4) zeigen, daB jedem Raumpunkt p ein
Punkt p" und umgekehrt jedem Punkte p’ ein Punkt p zugeordnet ist, mit
Ausnahme zunichst des Nullpunktes. L4Bt man aber x, y, z gleichzeitig
sich der 0 ndhern, so verschwindet der Nenner in (3) von hoherer Ordnung
alsdie Zahler, und daher werden «’, y’, 2’ unendlich ; wir kénnten den Null-
punkt also einen Fluchipunkt der Transformation nennen. Gehen um-
gekehrt x, ¥, 2’ irgendwie ins Unendliche, so werden nach (4) stets #, y, 2
gleich Null; wollten wir uns also der frither eingefithrten Termino-
logie bedienen, so miiten wir sagen, daB ein einziger Punkt der ganzen
unendlich fernen Ebene entspricht. Aber diese ,,unendlich ferne Ebene*
war ja nur eine bequeme Ausdrucksweise, die den projektiven Transfor-
mationen angepaBt war; sie deutete an, daB sich bei diesen Transfor-

ist.
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mationen das Unendlichweite des Raumes wie eine Ebene verhilt, d. h.
in die Punkte irgendeiner endlichen Ebene tibergefiihrt wird, und sie er-
moglichte es, die Theoreme ohne Fallunterscheidungen und Angabe von
Ausnahmen auszusprechen. Esliegt kein Grund vor, der uns hindert, hier
eine davon verschiedene Ausdrucksweise einzufithren und durch sie fiir
unseren jetzigen Zweck zu ebenso ausnahmslos giiltigen Sitzen zu
gelangen: Das Unendlichweite wird durch unsere Transformationin einen
Punkt iibergefithrt; also sagen wir einfach, es gibt nur einen unendlich
fernen Punkt, und der emispricht bei umnserer Transformation eben dem
Koordinatenanfangspunkt. Dann ist unsere Transformation tatsichlich
ausnahmslos eineindeuntig.

Man kann nicht genug betonen, daB an metaphysische Vorstellungen
iiber die wahre Natur des Unendlichfernen hier ebenso wie frither nicht
im entferntesten gedacht werden soll. Es gibt allerdings immer wieder
Menschen, die, an die eine oder andere Redeweise einseitig gewohnt,
ihr einen transzendentalen Sinn unterlegen mochten, und solche Ver-
treter der beiden Anschauungen geraten auch wohl manchmal miteinan-
der in Streit. Tatsdchlich haben sie beide unrecht: sie vergessen, daB es
sich um willkiirliche, nur fiir den einen oder anderen Zweck jeweils ge-
eignete Festsetzungen handelt.

3. Die hauptsichliche Eigenschaft unserer Transformation ist, da
sie — allgemein zu reden — Kugeln in Kugeln sberfiihrt. Die Gleichung
jeder Kugel hat ndmlich die Form:

(5) Ax'2+y2 4+ 2%+ Bx' 4+ Cy' + D2 +E=0;

indem wir hierin #', ¥’, 2z’ selbst aus den Transformationsgleichungen (3)
und den quadratischen Term %2 + 32 + 2’2 aus der Relation (2) (S. 106)
ersetzen, folgt nach Multiplikation mit x'2 4 y'2 + 2'2:

A+Bx+Cy+Dz+ E@x2+ y2+2%) =0,

also tatsichlich wieder eine Kugelgleichung. Dabei ist freilich zu be-
merken, daB in (5) fiir A = 0 auch die Ebenen mit einbegriffen sind, und
wir werden sie zweckméiBigerweise hier als spezielle Kugeln ansprechen,
und zwar als solche, die den unendlich fernen Punkt enthalten. Sie ver-
wandeln sich bei unserer Transformation in Kugeln durch den dem un-
endlich fernen Punkt entsprechenden Nullpunkt ; ebenso gehen umgekehrt
solche Kugeln in Kugeln durch den unendlich fernen Punkt, das sind
Ebenen, iiber. Mit diesen Festsetzungen gilt demnach das Theorem, daf3
Kugeln Kugeln entsprechen, tatsichlich ausnahmslos.

Da sich 2 Kugeln (und ebenso Kugel und Ebene) in einem Kreise
schneiden, so gilt auch weiterhin, dag jedem Kreise ein Krets entspricht;
dabei sind gerade Linien insbesondere als ,,Kreise durch den unendlich
fernen Punkt, denen vermoge der Transformation Kreise durch den
Nullpunkt entsprechen, mit einbegriffen.
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5. Dieser letzte Satz bleibt natiirlich auch bestehen, wenn man die
Transformation durch reziproke Radien nur innerhald einer Ebene vor-
nimmt, und er liefert da eine elegante Losung des Problems der Gerad-
fithrung, das ja duBerst elementar ist und eigentlich auch dem Inter-
essengebiete des Nichtmathematikers angehort. Es handelt sich dabei
um die Aufgabe, durch gelenkig verbundene starre Stangen einen Punkt
so zu fithren, daB er eine Gerade beschreibt; frither legte man bei der
Konstruktion von Dampfmaschinen besonderes Gewicht auf solche
Mechanismen, die die Vermittelung zwischen dem geradlinig hin und
her gehenden Kolben und dem auf einem Kreise oszillierenden Endpunkt
der Kurbel iibernehmen sollten.

Hier interessiert uns der Inversor, den Peaucellier, ein franzésischer
Offizier, 1864 konstruierte und der damals groBes Aufschen erregte, ob-
wohl seine Konstruktion sehr einfach und ziemlich naheliegend ist. Es
sind bei diesem Apparat zunichst 6 Stangen
1 durch Gelenke verbunden (vgl. Abb. 71):

zwei von der Linge [/ sind an einem

4 7’ festen Punkte O angebracht, die anderen 4,
‘ m die die Linge m haben, bilden einen
mit 2 gegeniiberliegenden Ecken an den

Enden der Stangen / befestigten Rhombus;
die beiden freien Ecken dieses Rhombus
mogen p und 9’ heiBen. Dieser Apparat hat 2 Freiheitsgrade: erstens
kann man die beiden Stangen ! beliebig gegeneinander neigen und
zweitens kann man sie gemeinsam beliebig um O drehen. Bei jeder
solchen Bewegung bleibt aber stets, wie eine ganz einfache geometrische
Betrachtung lehrt, O’ eine Gerade, und es ist das Produkt:

Op-0p" =12 — m? = konst.

Abb. 71.

unabhingig von der jeweiligen Lage von p; der Apparat vermittelt also
tatsachlich eine Transformation durch veziproke Radien mit O als Zentrum.
Nun braucht man nur $ auf einem Kreise durch O laufen zu lassen, um
— nach den Sitzen von Nr. 4 — ¢’ wirklich zu einer Bewegung auf einer
Geraden zu zwingen; das erreicht man aber sofort, wenn man an $ noch
einen siebenten Arm pC anbringt, dessen zweiter Endpunkt C in der
Mitte zwischen O und der Anfangslage von p befestigt ist; dann bleibt nur
noch ein Freiheitsgrad {ibrig, und p" wird in der Tat auf einer Geraden ge-
fiihrt. Ubrigens muB man bemerken, daB der Punkt ' nicht etwa die
ganze unbegrenzte Gerade durchlaufen kann; vielmehr ist erin seiner Be-
wegungsireiheit so auf ein Stiick von ihr beschrankt, daB seine Ent-
fernung von O immer kleiner als / 4 m bleibt, da die gegebenen Stangen-
lingen eine weitere Bewegung nicht gestatten. Bei manchen Modellen
kann man f{ibrigens auch C ein wenig verschieben; dann geht der
Kreis, den ¢ durchliuft, dicht an O vorbei, und daher beschreibt p’
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keine Gerade mehr, sondern einen Kreis von sehr grofiem Radius; auch
diese Anwendung des Apparats kann gelegentlich niitzlich sein?).

6. Von allgemeinen Eigenschaften der Transformation durch rezi-
proke Radien habe ich endlich noch die der Winkeltreue hervorzuheben,
die darin besteht, daB der Winkel, den irgend zwei Flichen an einer beliebigen
Stelle threr Schnitthurve miteinander bilden, vor und nach der Transforma-
tion derselbe ist. Auf den Beweis gehe ich nicht ein, da es mir hier fiir
diesen Uberblick auf die Durchfiihrung von Einzelheiten nicht ankommt.

Als ein besonderer Ausschnitt der Transformation durch reziproke
Radien kann die stereographische Projektion, die gerade auch in den
Anwendungen die gréBte Rolle spielt, angesehen werden. Man erhalt
sie folgendermafen:

7. Wir wollen die Kugel betrachten, die durch unsere Transforma-
tion (3) in die feste Ebene z' = 1 iibergefithrt wird. Nach der dritten der
Substitutionsformeln (3) ist die Gleichung dieser Kugel:

z
R
Dafiir konnen wir auch schreiben:

249t @ — =1

Das gesuchte Original der Ebene 2’ =1 ist also eine Kugel mit dem
Radius % um den Punkt z = % der z-Achse, die durch den Nullpunkt geht
und die Bildebene 2’ =1 berithrt (vgl. \Z
Abb. 72). Die Einzelheiten der Beziehung
zwischen Ebene und Kugel koénnen wir z’-7 o’ P’
uns nun unmittelbar vor Augen fithren, 7
wenn wir das vom Nullpunkt ausgehende
Strahlenbiindel zum Aufsuchen entspre-
chender Punkte zu Hilfe nehmen; ich
hebe hier nur ohne Beweis folgendes
hervor:

1. Die Abbildung ist ausnahmelos ein-
eindeutig, wenn wir das Unendlichweite
der Ebene als einen Punkt auffassen, der dann auf den Kugelpunkt O
abgebildet wird.

2. Kreisen der Kugel entsprechen Kreise der Ebene, insbesondere
entsprechen Kreisen durch O Kreise durch den unendlich fernen Punkt,
das sind Gerade.

3. Die Beziehung beider Flichen ist winkeltreu oder — wie man auch
sagt — konform.

1

Abb. 72.

1) [Vgl. auch A. B. Kempe, How to draw a straight line, London 1877 und
G. Hessenberg, Gelenkmechanismen zur Kreisverwandtschaft, Heft 6 der Natur-
wissenschaftlich-medizinischen Abhandlungen der Wiirttembergischen Gesellschaft
zur Foérderung der Wissenschaften, Abteilung Titbingen 1924.]
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DaB diese stereographische Projektion in der Funktionentheorie die
groBte Bedeutung hat, diirfte Thnen allen bekannt sein; haben wir sie
doch schon in der vorigen Vorlesung!) hiufig mit Vorteil angewandt.
Von den Anwendungen, in denen sie eine nicht minder wichtige Rolle
spielt, méchte ich hier besonders die Geographie und Astronomie hervor-
heben; schon den antiken Astronomen war sie bekannt, und noch heute
finden Sie in jedem Atlas Darstellungen der Halbkugeln und der Polar-
gegenden der Erde in stereographischer Projektion.

Dem zuletzt bezeichneten Anwendungsgebiet will ich noch einige
weitere Beispiele entnehmen:

2. Einige allgemeinere Kartenprojektionen.

Ein Exkurs in dieser Richtung scheint mir gerade in der gegen-
wirtigen Vorlesung besonders angebracht. Ist doch die Theorie der geo-
graphischen Karten ein Gebiet, das im Rahmen des Schulunterrichts von
groBter Bedeutung ist; gewiB wird es jedem Knaben interessant sein, zu
horen, nach welchen Gesichtspunkten eigentlich die Karten in seinem
Atlas gezeichnet sind, und der Mathematiklehrer wird fiir seinen Unter-
richt sicher gréBere Teilnahme erzielen kénnen, wenn er hieriiber ge-
legentlich den erwiinschten AufschlufB gibt, als wenn er ausschlieBlich
abstrakte Fragen behandelt. So sollte jeder Lehramtskandidat von
jenem Gebiete Kenntnis haben, das iiberdies auch dem Mathematiker
interessante Beispiele von Punkttransformationen liefert.

Es wird am zweckmiBigsten sein, wenn wir uns von vornherein die
Erdkugel stereographisch auf die x-y-Ebene abgebildet denken; dann ist
von einem Pol aus jede andere Abbildung auf eine &-7-Ebene durch
2 Gleichungen:

E=py), n=72xxy)
gegeben.

Eine erste in der Praxis oft gebrauchte Art von Abbildungen sind die
winkeltreuen ; man erhilt sie, wie die Funktionentheorie lehrt, wenn man
die komplexe Variable &+ in als analytische Funktion der komplexen
Variablen x + iy auffaft:

Etin=fx+iy)=@ y) +ixk ).

Ich méchte aber hier ausdriicklich betonen, daB gerade in der geogra-
phischen Praxis auch sehr vielfach nicht winkeltreue Abbildungen ver-
wandt werden, so daB man keineswegs, wie es manchmal geschieht,
diese als die allein wichtigen ansehen darf.

Unter den konformen Abbildungen kommt ganz besonders die sog.
Merkatorprojektion in Betracht, die der Mathematiker Gerhard Merkator,
der eigentlich den guten deutschen Namen Kremer fithrte, ums Jahr 1550

1) Siehe Teil I, S. 1131f.
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entdeckt hat. Merkatorkarten der Erde finden Sie bekanntlich ebenfalls
in jedem Atlas.

Die Merkatorprojektion ist dadurch bestimmt, daB unsere analy-
tische Funktion f speziell der Logarithmus ist. Sie wird also dargestellt

durch die Gleichung: . .
E+in=1log (x +1y).

Wir konnen als Mathematiker die Eigenschaften der Projektion
aus dieser kurzen Formel sofort ableiten, wdhrend fiir den nicht
mathematisch gebildeten Geographen die Behandlung der Merkatorpro-

7
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Abb. 73. Abb. 74.

jektion natiirlich recht schwer ist. Fithren wir in der x-y-Ebene Polarkoor-
dinaten (vgl. Abb. 73) ein, d. h. setzen wir x + iy = 7 - ¢'%, so wird:
E+in=log(r-¢7) =logr+igp,
also:
E=logr, n=o0p.

Wir nehmen an, daB der Siidpol der Erde das Zentrum der verwende-
tenstereographischen Projektion ist; dann entspricht der Nullpunkt O der
x-y-Ebene dem Nordpol und die durch O gehenden Strahlen ¢ = konst.
der x-y-Ebene entsprechen den Erdmeridianen. Daher werden (vgl.
Abb. 74) diese in der Merkatorprojektion zu Parallelen % = konst zur
§-Achse; der Nordpol (£= —oc) liegt auf ihnen links, der Siidpol
(§ = 4 00) rechts im Unendlichweiten. Da der Winkel ¢ bis auf Viel-
fache von 27 unbestimmt ist, ist die Abbildung unendlich vieldeutig,
und jeder Parallelstreifen von der Breite 27 parallel zur &-Achse stellt
bereits ein Bild der ganzen Erdoberfliche dar. Die Breitenkreise, denen
in der stereographischen Projektion die Kreise # = konst entsprechen,
werden in der Merkatorprojektion zu den Parallelen &= konst, also,
wie das ja auch der Winkeltreue halber selbstverstindlich ist, zu senk-
rechten Trajektorien der Bildgeraden der Meridiane; dem Aquator (» = 1)
insbesondere entspricht die #-Achse (& = 0).
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Dieses eine Beispiel mag geniigen, um Sie zu weiterer Beschiftigung
mit den zahlreichen Transformationen der geographischen Kartenlehre
anzuregen; ich will hier lieber noch auf einen allgemeineren Satz dieser
Theorie eingehen. Wer sich von Ihnen mit Geographie beschiftigt hat,
hat dort gewiB von den Tissotschen Sditzen gehort, die Tissot in seinem
von Hammer in Stuttgart tibersetzten Lehrbuch?) entwickelt hat. Wir
werden von unserem Standpunkte aus ihren Inhalt uns sehr einfach klar-
machen koénnen.

Es mogen 2 geographische Karten, Abbildungen der Erdkugel auf
eine x-y-Ebene und eine &-n-Ebene, vorliegen, die beide ganz beliebig
sein kénnen, also auch nicht konform sein miissen. Diese beiden Ab-
bildungen stehen dann jedenfalls in einer Beziehung:

E=px ), n=yxy2)
zueinander.

Wir wollen nun nur die Umgebung zweier korrespondierender
Stellen #x,, ¥, und &,, %, untersuchen, wo also:

So= (%0, ¥o) » Mo= % (%> ¥o) -
Dazu fithren wir neue Variable %', y", &, %" durch die Gleichungen:

E=xy+x, y=y+Y;
§ = Eo'f‘ 5/; n =770+ 77/'
ein und haben dann als Entwicklungen von ¢, x nach dem Taylorschen

Satze:
, aq) (0(;;) ,
5_—(.6__)0.95’_}_3_0.3)_1....,

_(%x) . 01) ,
=<a_;)o.x +<W o.y + cee,
wobei die Ableitungen fiir die Stelle x =1x,, ¥ =y, zu berechnen sind und
durch die Punkte Glieder héherer Ordnung in %', y" angedeutet werden.
Wir beschrinken uns nun auf eine so kletne Umgebung der Stelle
%o, Yo, daB die angeschriebenen linearen Glieder bereits eine hinreichende
Anniherung an die wirklichen Werte von &', 1’ geben; dabei schlieBen wir
natiirlich solche singuldre Stellen x,, v, aus, bei denen eine derartige
Umgebung nicht existiert, also z. B. solche, an denen alle 4 ersten partiel-
len Ableitungen gleichzeitig verschwinden, so daB die linearen Glieder gar
keine brauchbare Annidherung liefern. Sehen wir uns nun die so ent-
stehenden linearen Gleichungen zwischen %', y’, &, %’ an, so haben wir
unmittelbar den fundamentalen Satz, der die Grundlage der Tissotschen
Betrachtungen bildet: Zwei geographische Abbildungen desselben Tervains
hingen in der Umgebung einer beliebigen nicht gerade singuliren Stelle

!) Die Netzentwiirfe geographischer Karten nebst Aufgaben {iber Abbildung
beliebiger Flachen aufeinander. Stuttgart 1887.
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angendhert durch eine affine Transformation zusammen. Wendet man
nun unsere fritheren Theoreme iiber die affinen Transformationen an, so
erhilt man tatsdchlich alle die sogenannten Tissotschen Sitze.

Ich will nur an wenige Hauptpunkte erinnern. Wir wissen, daB es
vor allem auf die Determinante der affinen Transformationen, hier also

2, (22

E 0 5; 0

(5%), (%)

53; 0 .é_; 0
ankommt, die man bekanntlich als Funktionaldeterminante der Funktionen
@, x an der Stelle x = x,, y = y, bezeichnet. Den Fall A = 0 wird man bei
diesen Anwendungen stets vermeiden; denn in ihm wird das kleine den
Punkt x,, y, umgebende Flichenstiick der »-y-Ebene auf ein Kurvenstiick
der &-n-Ebene abgebildet, und derartiges wird der Geograph kaum als
brauchbare Karte ansehen. Wir haben hier also stets A &0 anzu-
nehmen. Das Zustandekommen einer solchen affinen Transformation
hatten wir uns aber frither (S. 78 f.) ausfiihrlich veranschaulicht, und
wir kénnen daher jetzt aus dem Fritheren sofort den Satz {ibernehmen:
Man erhilt die Umgebung des Punkies &,, 1, aus der des Punktes x,, vy,
mit der hier in Betracht kommenden Genauigkeit, indem man die letztere
nach zwei zuetnander senkvechten Richtungen v einen Deformationen unter-
wirft und sie dann noch um einen passenden Winkel dreht. Sie werden
bei Tissot finden, daB er tatsichlich diesen Satz ad hoc in anschaulicher
Weise ableitet, und Sie haben hier ein interessantes Beispiel dafiir, wie
die Vertreter der Anwendungen von sich aus den mathematischen An-
forderungen ihrer Disziplinen geniigen; dem Mathematiker erscheint die
Sache natiirlich dann immer sehr einfach, aber es ist doch fiir ihn lehr-
reich zu wissen, was jenen Anwendungen not tut.

Ich will nun endlich noch eine letzte allgemeine Klasse von Punkt-
transformationen erortern:

3. Die allgemeinsten eineindeutigen stetigen Punkttransformationen.

Alle bisher zur Verwendung gelangten abbildenden Funktionen
waren stetig und beliebig oft differenzierbar, ja sogar analytisch (in
eine Taylorsche Reihe entwickelbar); dafiir lieBen wir aber auch mehr-
deutige, sogar unendlichvieldeutige Funktionen (z. B. den Logarithmus)
zu. Jetzt wollen wir gerade das Hauptgewicht darauf legen, daf unsere
abbildenden Funktionen ausnahmslos umkehrbar eindeutig seien, und im
tibrigen von thnen nur Stetigkeit verlangen, iber die Existenz von Differen-
tialquotienten usw. aber nichts voraussetzen; wir fragen dann nach den
Eigenschaften von geometrischen Figuren, die bei diesen allgemeinsten
eineindeutigen und stetigen Transformationen ungedndert bleiben.

Klein, Elementarmathematik II. 8
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Denken Sie etwa, daB Sie eine Fliche oder ein Raumstiick aus Kautschuk
hergestellt und irgendwelche Figuren in ihm markiert haben. Was bleibt
von diesen Figuren erhalten, wenn sie den Kautschuk in ganz willkiir-
licher Weise verzerren, ohne ihn zu zerreifen?

Die Gesamtheit der Eigenschaften, die man bei der Behandlung
dieser Frage erhdlt, bildet das Gebiet der sog. Amalysis situs, man
konnte sagen, der Lehre von den reinsten von Grofenbeziechungen ganz
unabhingigen Lageverhiltnissen. Jener Name rithrt von Riemann her,
der sich in seiner berithmten Arbeit von 1857 iiber die ,,Theorie der
Abelschen Funktionen't) von funktionentheoretischen Interessen aus zu
solchen Untersuchungen veranlaBt sah. Ubrigens hilt man es seitdem
oft so, daBB man von der Analysis situs in der Geometrie ganz schweigt
und sie nur in der Funktionentheorie heranzieht, wenn man sie braucht.
Anders macht es jedoch Mdbius, der sich in einer Arbeit vom Jahre
1863%) von rein geometrischem Interesse aus mit der Analysis situs be-
schaftigt; er nennt dort Figuren, die durch eineindeutige stetige Ver-
zerrungen auseinander hervorgehen, elementarverwandt, weil die gegen-
iiber diesen Transformationen invarianten Eigenschaften die einfachsten
itberhaupt moglichen sind.

Wir wollen uns nun hier auf die Untersuchung von Flichen beschrin-
ken. Da ist zunichst eine erst von Mgbius entdeckte Eigenschaft zu
nennen, die Riemann noch entgangen war: Die Unterscheidung nimlich,
ob eine Fliche einseitig oder zweiseitig ist. Wir hatten ja schon frither
(S. 19 1.) von dem esnsestigen Mobiusschen Blatte gesprochen, auf dem man
durch stetiges Hinwandern lings der Fliche unvermerkt von der einen
Seite nach der anderen gelangen konnte, so da8 eine Unterscheidung zweier
Seiten keinen Sinn mehr hat. Es ist klar, daB diese Eigenschaft bei allen
stetigen Verzerrungen erhalten bleibt und dafB man daher tatsichlich in
der Analysis situs von vormherein einseitige und zweiseitige Flichen zu
unterscheiden hat.

Wir wollen uns hier der Einfachheit halber nur mit zweiseitigen
Flichen beschiftigen, zumal sie allein in der Funktionentheorie benutzt
zu werden pflegen; iibrigens ist die Theorie der einseitigen Flichen nicht
etwa wesentlich schwieriger. Da ergibt sich denn, daB fiir eine Fliche im
Sinne der Analysis situs 2 ganze natirliche Zahlen vollkommen charakteri-
stisch sind: die Anzahl u threr Randkurven und die Anzahl p ihrer sie nicht-
zerstiickelnden Riickkehrschnitte (das sog. ,,Geschlecht') ; genauer gesagt, zwet

1) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 54 = Gesammelte
mathematische Werke (2. Aufl. Leipzig 1892), S. 88. — Das Wort ,,Analysis* ge-
braucht Riemann hier an Leibniz ankniipfend in seinem urspriinglichen metho-
dischen Sinne, nicht in dem Sinne, den es als mathematischer Terminus ange-
nommen hat.

2) .»Theorie der elementaren Verwandtschaft.* Berichte iiber die Verhandlungen
der Koniglich Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-physi-
kalische Klasse, Bd. 15, S. 18 ff. = Gesammelte Werke Bd. IT (Leipzig 1886), S. 4331f.
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zweiseitige Flichen konmnen dann und nur dann aufeinander eineindeutig
und stetig bezogen werden, sie sind ,,elementarverwandt'‘ oder — wie man heute
sagt — homoeomorph, wenn jene beiden Zahlen p und u fiir sie tiberein-
stimmen. Es wiirde zu weit fithren, wenn ich dieses Theorem hier be-
weisen wollte; ich kann nur an einigen Beispielen die Bedeutung der beiden
Zahlen p und p erldutern.

Stellen wir uns nebeneinander eine Kugel, eine Ringfliche und
endlich eine Doppelringfliche (von der Form einer Brezel) vor, wie
sie in Abb. 75 schematisch angedeutet sind. Alle drei sind ge-

L7 £
Abb. 75.

schlossene Fldchen, d.h. sie -haben keine Randkurve: g =0. Im
ersten Falle zerfillt durch jeden geschlossenen Schnitt die Fliche
in 2 getrennte Teile, d. h. es ist auch p = 0. Im zweiten Falle stellt
eine Meridiankurve € einen in sich zuriicklaufenden Schnitt dar,
der die Fliche nicht zerlegt; ist er aber einmal gezogen, so zer-
stiickelt jeder weitere Riickkehrschnitt tatsichlich die Fliche, und
das meinen wir, wenn wir p =1 sagen. Im dritten Beispiele endlich
ist p = 2, wie die beiden verschiedenen Meridiankurven €,, €, auf den
getrennten Henkeln zeigen. Durch Anfiigung weiterer Henkel kénnen
wir nun sofort zu Flichen mit beliebigem p aufsteigen. Wollen wir aber
auch noch x4 einen beliebigen ‘von O verschiedenen Wert erteilen, so
brauchen wir nur in diesen Flichen u kleine Locher, sog. ,, Punktierun-
gen'‘, anzubringen, die jedesmal eine Randkurve liefern. So kénnen wir
tatséchlich Flichen mit beliebigen Werten von 4 und pherstellen, und die-
sen miissen dann alle anderen Flichen mit demselben p, # homoeomorph
sein, wenn sie auch ein von jenen noch so verschiedenes Aussehen haben.
Die Funktionentheorie liefert ja viele Beispiele solcher Flichen.

Tch muB noch hier den weiteren Terminus Zusammenhang erkliren,
den Riemann einfiihrt; er versteht darunter die Zahl 2 $ + # und nennt
die Fliche (2p + u)-fach zusammenhingend. Ist eine Fliche einfach
zusammenhingend (2p + p=1), so folgt p =0, u=1, d.h. sie ist
einer Kugel mit einer Punktierung homoeomorph, die
man durch Verbreiterung dieses Loches auch stetig
in eine ecbene Kreisscheibe verwandeln kann (vgl.
Abb. 76).

Weiterhin fithrt nun Riemann den Begriff des

Querschnittes ein, d.i. eines Schnittes, der von einem
Randpunkt zu einem anderen fithrt. Man kann von
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Querschnitten also nur reden, wenn tatsichlich Randkurven vor-
handen sind, also u > 0ist. Es gilt der Satz, daf jeder Querschnitt den
Zusammenhang um 1 vermindert, so daf man insbesondere jede Fliche mit
u>0 durch 2p 4+ u—1 Querschnitte in eine einfach zusammen-
héngende verwandeln kann. Nehmen wir z. B. eine Ringfliche (vgl. Abb. 77)
mit einer Punktierung (p = g = 1), so legen wir erst den Querschnitt ¢,
von dieser Punktierung aus und dann den Querschnitt g¢,, der von
jenem ersten Schnitt ausgeht und wieder in ihn einmiindet und iibrigens
genau wie der frithere nicht zerstiickelnde Riickkehrschnitt verlduft. Dann
ist der Zusammenhang tatsidchlich von 2:1 4+ 1 =3

auf 1 erniedrigt.
Was Literatur zur Analysis situs anlangt, so ist

‘ eine zusammenfassende Darstellung nicht nur fir

Flachen, sondern auch fiir beliebig ausgedehnte

Gebilde in der Emnzyklopidie der. mathematischen

Abb. 77. Waissenschaften in dem Referat von M. Dehn und

P. Heegaard (111 A B3) gegeben, das freilich sehr ab-

strakt geschrieben ist. Eine leichter lesbare, auch dem Neuling zu-

géngliche Darstellung, die der abstrakten Theorie eine Entwicklung der

allgemeinen Ideen an einfachen Beispielen vorausschickt, wire sehr
wiinschenswert?).

DaB die Analysis situs in der Physik, insbesondere in der Potential-
theorie, Anwendung findet, ist bekannt. Aber auch in den Schulunter-
richt greift sie ein, und zwar mit dem Eulerschen Polyedersatze, iiber den
ich zum "SchluB noch ein Wort sagen will. Euler bemerkte, dag fir ein
ebenflichiges gewohnliches Polyeder mit E Ecken, K Kanten und F Seiten-
flichen stets die Gleichung :

E+F=K4+2

git. Wenn man nun das Polyeder irgendwie eineindeutig und stetig
deformiert, so wird an jenen 3 Zahlen und daher an dieser Gleichung nichts
gedandert, und sie gilt daher schlieBlich noch, wenn E, F, K die Anzahlen
der Ecken, Flichen, Kanten einer beliebigen Einteilung der Kugel oder
iiberhaupt einer dieser homoeomorphen Fliche bezeichnen, wofern nur jedes
Teilgebiet einfach zusammenhingend ist. Nun kann man das Theorem
aber sogleich auf Flichen beliebigen Geschlechts verallgemeinern:
Teilt man irgend eine Fliche, die genaw p wicht zerstiickelnde Riickkehr-
schnitte aulift, durch K Linienstiicke in F einfach zusammenhingende
Flichenstiicke, wobei E Ecken auftreten, so gilt:

E+F=K+2—2p.

1) [Eine neuere Darstellung ist: B. v. Kerékjart6, Vorlesungen iiber Topo-
logie (bisher erschien Bd. I). Berlin: Springer 1923. — In der Enzyklopidie
der mathematischen Wissenschaften wird demnichst von H. Tiefze ein weiteres
Referat iiber Analysis situs erscheinen.]
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Ich iberlasse es Ihnen, sich hierfiir Beispiele zurechtzulegen und sich
den Beweis selbst zu iiberlegen oder bei Dehn-Heegaard nachzulesen;
natiirlich gibt es noch sehr viel weitergehende Verallgemeinerungen
dieses Satzes. —

Wir verlassen damit endlich die Lehre von den Punkttransforma-
tionen iiberhaupt und wollen nunmehr einen Uberblick iiber die wich-
tigsten Klassen solcher Transformationen zu gewinnen versuchen, die
Punkte in andersartige Raumelemente iiberfiihren.

IV. Transformationen mit Wechsel des Raumelements.

1. Die dualistischen Transformationen.

Als erste Klasse bieten sich da die Zuordnungen dar, die im zwei-
dimensionalen Gebiete Punkt und Gerade, im dreidimensionalen Punkt
und Ebene vertauschen. Ich beschrinke mich hier auf den ersten Fall
und folge im iibrigen dem Gedankengange, den zuerst Pliicker 1831 im
zweiten Teile seiner Dbereits frither (S.61) genannten ,,Analytisch-
geometrischen Entwicklungen' benutzt hat. Bei diesem liefert die ana-
lytische Formulierung den Ausgangspunkt.

Die erste dort verwendete Idee ist, wie ich es ja schon -frither
(S. 63 f.) ausfiihrte, die, die Konstanten %, v der etwa in der Form:

(1) ux +ovy=1

geschriebenen Geradengleichung als Geradenkoordinaten mit den gewShn-
lichen Punktkoordinaten durchaus in Parallele zu stellen und mit beiden
Koordinatenarten in ganz analoger, ,,dualer’ Weise das Gebdude der
analytischen Geometrie aufzufithren. So entsprechen sich insbesondere
in der Ebene die durch die Punktgleichung f(x, y) = 0 als geometrischer
Ort von Punkten dargestellie Kurve und die durch die Geradengleichung
g (u, v) = 0 als Umhiillungsgebilde einer einfach unendlichen Geradenschar
definierte Kurve.

Eine eigentliche Transformation, wie wir sie jetzt betrachten wollen,
erhalten wir natiirlich erst, wenn wir neben die bisher betrachtete eine
Ebene E noch eine zweite E’ stellen und die Geradenkoordinaten %, v in
E zu den Punktkoordinaten %', 9’ in E’ in Beziehung setzen. Die all-
gemeinste Transformation dieser Art wire also durch 2 Gleichungen:

(2) u=op@,y), v=y,y)

gegeben, d. h. jedem Punkt %', 9" in E’ wird die Gerade in E zugeordnet,
deren Gleichung sich durch Eintragen dieser Worte in (1) ergibt. Be-
trachten wir zunachst

1. das einfachste Beispiel einer solchen Transformation, das durch die
Gleichungen:

3) u=y%, v=y
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gegeben ist ; durch sie wird also dem Punkte %', ¥’ der Ebene E’ in E ein-
fach die Gerade:

(3a) xx+yy=1
zugeordnet. Es ist bekannt, daB dies diejenige Gerade ist, die dem

Punkte #',y" (wir denken uns jetzt die Ebenen E, E’ so aufeinander-
gelegt, daB ihre Koordinatensysteme sich decken) in bezug-auf den Ein-

Plxy) Y gt heitskreis um den Nullpunkt (x4 y2=1) als

*\: \\\\\\\ ’ Polare zugehort, so daB unsere Transformation

\\ also die bekannte Polarenverwandischaft des
[ /lo _ Kreises ist (vgl. Abb. 78).

. Wir bemerken, daB3 an Stelle der beiden
J Gleichungen (3) auch die eine Gleichung (3 a)
allein zur Definition der Verwandtschaft

hinreicht, da sie die Gleichung der jedem
Punkt «',9’ entsprechenden Geraden dar-
stellt. Da sie in x, y einerseits, %', ¥" andererseits véllig symmetrisch
ist, so miissen die beiden Ebenen E, E' fiir unsere Verwandtschajt genau die
gleiche Rolle spielen, d. h. es muB auch jedem Punkte von E eine Ge-
rade in E’ entsprechen, und bei aufeinandergelegten Ebenen muB
einem Punkte dieselbe Gerade entsprechen, gleichgiiltig, ob wir ihn nach E
oder nach E’ rechnen. Im Hinblick auf die erste Eigenschaft bezeichnet
man die Transformation im engeren Stnne als dualistisch, im Hinblick auf
die zweite als reziprok. Man kann also, ohne die beiden Ebenen zu unter-
scheiden, schlechtweg von der Zuordnung einer bestimmten Polare zu
einem Pole sprechen und dann die Reziprozititseigenschaft in der bereits
frither (S. 62) angegebenen Weise ausdriicken.

Hinsichtlich der weiteren Eigenschaften dieser Transformation be-
merke ich hier nur, da8 wir einer vom Punkte #’, 9" durchlaufenen Kurve
der Ebene E’ gemafl dem Dualitatsprinzipe als entsprechendes Gebilde die
von den entsprechenden Geraden #, v umbhiillte Kurve der Ebene E zu-
ordnen werden.

2. Man kann nun leicht ganz analog zu unseren fritheren Erérterungen
iiber die allgemeinsten ,,Kollineationen‘‘ beweisen, daB3 die allgemeinste
dualistische Verwandtschaft entsteht, wenn man in Verallgemeinerung des
Ansatzes (3) u, v gleich allgemeinen linear gebrochenen Funktionen von
%',y mit dem gleichen Nenner setzt:

" a %"+ by + ¢
g% + byy' + c
v — ay % + by + ¢
agx’ + byy' + ¢y
Fiithrt man diese Ausdriicke fiir # und v in die Gleichung (1) ein, so
entsteht nach Heraufmultiplizieren mit dem gemeinsamen Nenner wegen

Abb. 78.

(4)
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der Willkiirlichkeit der 9 Koeffizienten ay, . . ., ¢c; die allgemeinste sowohl
n %,y als auch in x',y" lineare Gleichung:
(4a) @ xx’+ b2y % + agyx + byyy -y — @ ¥ — by — ¢y = 0.
Umgekehrt stellt aber auch jede solche in x, y und x',y' ,,bilineare’* Gleichung
eine dualistische Transformation zwischen den Ebenen E, E' dar; denn so-
wie man das eine Koordinatenpaar festhilt, d. h. einen festen Punkt in
einer der beiden Ebenen betrachtet, ist die Gleichung eine lineare
Funktion in den anderen beiden Koordinaten und stellt daher eine
jenem Punkte zugeordnete Gerade der anderen Ebene dar.

3. Diese Verwandtschaft ist aber im allgemeinen nicht auch reziprok
im oben definierten Sinne, vielmehr ist sie das nur dann, wenn immer zwei

symmetrische Terme in (4a) denselben Koeffizienten haben, wenn jene
Gleichung also lautet:

(5)  Axx'+ By +yx) +Cyy+ Dx++)+E(y+y)+F=0.
Die hierdurch bestimmte Transformation ist wieder aus der Kegel-

schnittlehre wohl bekannt; sie ist die Zuordnung von Pol und Polare
i beaug auf den Kegelschnitt:

Ax*4+2Bxy+Cy242Dx+2Ey 4+ F=0.

Jede solche Polarenverwandtschaft ist eine dualistische reziproke Ver-
wandtschaft.

Man kann hieran die Betrachtung einer wesentlich allgemeineren
Klasse von Transformationen mit Wechsel des Raumelements unmittel-
bar anschlieBen, ndmlich die der Beriihrungstransformationen.

2. Die Beriihrungstransformationen.

Man erhdlt diese von Sophus Lie so benannten Transformationen,
wenn man statt der bilinearen Gleichung (4a) irgendeine beliebige,
selbstverstdandlich den notwendi-
gen Stetigkeitsbedingungen genii- c o X
gende hohere Gleichung in den @ - N
4Punktkoordinatenbeider Ebenen: < N
(1) QEy;«,y)=0 ;Y
an die Spitze stellt, die man nach N
Pliicker als Aegquatio divectrix oder
Leitgleichung bezeichnet. Fiir die
Ebene sind die in Betracht
kommenden Entwicklungen bereits simtlich in Pliickers oben ge-
nanntem Werkel) enthalten. Halten wir zunichst x,y fest, d.h. be-
trachten wir einen bestimmten Punkt P(x,y) in E (vgl. Abb. 79), so
stellt Q2 = 0 als Gleichung fiir die ldufenden Koordinaten %', y’ eine be-

1) a. a. O. S. 259—265.

fbene£: fbenef’:

N

Abb. 79.
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stimmte Kurve C’ in der Ebene E’ dar, und diese Kurve ordnen wir als
neues Element der Ebene E’ — so wie bisher die Gerade — dem Punkte
P zu. Nehmen wir aber nun einen festen Punkt P’'(x’,y") in E’, etwa: auf
der Kurve C’ an, so bestimmt dieselbe Gleichung Q = 0, in der wir jetzt
dem zweiten Variablenpaare x', y' feste Werte erteilen und x, y als
laufende Koordinaten auffassen, eine bestimmte Kurve C in E, die
natiirlich durch jenen ersten Punkt P gehen muB. Damit haben wir die
Punkte P in E den oo? Kurven C’ in E’ und die Punkte P’ von E’den
oo? Kurven C von E zugeordnet, genau wie vorhin die Punkte den
Geraden.

Bewegt sich nunmehr ein Punkt P in E auf einer ganz beliebigen
(gestrichelt gezeichneten) Kurve K, so entspricht jeder einzelnen Lage
von P eine bestimmte Kurve C’ in E’. Um aber aus der von diesen Kur-
ven C’ gebildeten einfach unendlichen Kurvenschar eine einzige Kurve
in E' zu erhalten, die wir der Kurve K in E entsprechen lassen konnen,
iibertragen wir das allgemeine, schon bei der dualistischen Verwandtschaft
angewandte ,, Umbiillungsprinzip* auf unsern gegenwirtigen Fall: Wir
ordnen K diejenige Kurve K' in E' zu, die von den vermige Q =0 den
einzelnen Punkten von K entsprechenden Kurvenw C' umhiillt wird. So
haben wir aus der Leitgleichung Q = 0 tatséchlich eine Transformation
der Ebenen gewonnen, in der jeder Kurve der einen eine bestimmte
Kurve der andern entspricht; denn ganz dieselben Erdrterungen
kénnen wir auch von einer beliebigen Kurve K’ in E’ ausgehend
anstellen.

Um diese Betrachtungen analytisch zu verfolgen, denken wir uns die
Kurve K durch ein geradliniges Polygon mit lauter sehr kleinen Seiten
ersetzt, wie man das in der Differentialrechnung der Anschaulichkeit
halber gern tut, und fragen erst einmal, was einer einzigen solchen Poly-
gonseite denn entspricht. Hierbei ist natiirlichimmer an den Grenziiber-
gang zur Kurve zu denken, so daB wir unter der Polygonseite schlieB-
lich nichts als den Inbegriff eines Punktes P und seiner Fortschreitungs-
richtung (die Tangentenrichtung von K
Eée”"f LbeneL': in ihm), ein sog. Linienelement, zu ver-

stehen haben. Wir nehmen nun in

\ dieser Richtung von P einen Punkt P,
P' (vgl. Abb. 80) mit den Koordlnaten

% +dx, y+dy an, wobel dx, dy

beliebig kleln sind und schlieBlich
Abb. 80.

gegen Null konvergieren, aber %

stets den bestimmten, die gegebene Richtung charakterisierenden Wert p
besitzt. Dem Punkte P entspricht in E’ die Kurve C’, deren Gleichung in
laufenden Koordinaten #/, y':

Q(x,y; 2,y) =
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ist, dem Punkte P, aber entspricht die Kurve C] mit der Gleichung:
Qx+dx,y+4dy; %,y)=0,

oder wenn wir nach dx und 4y entwickeln und wegen des schlieBlichen
Grenziiberganges nur die linearen Glieder beriicksichtigen:

RN e 00
QWAth)+3;dx+5;dy—0.

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Koordinaten ', 9" des
Schnittes P’ von C’ und Cy, der in der Grenze der Berithrungspunkt von

4
C’ mit der Enveloppe K’ ist; wir kénnen die Gleichungen, da k—i =
war, auch ersetzen durch:
Q(x,y;%,y) =0

(2) 0Q 00
x TayP=0

Weiterhin aber haben C’ und Cj im Punkte P’ in der Grenze die Tangen-
ay’ " .
tenrichtung ¢’ = a—% gemein, die gleichzeitig auch die Richtung der
Enveloppe K’ in P’ ist. Da £ = 0 die Gleichung von C’ in laufenden
Koordinaten %', ' ist, bestimmt Lbenef: Ebene E':

. . . Hr : 7
diese Tangentenrichtung sich "
aus der Gleichung:
oQ ., 002 Hy
oder: #i
a8 on n A
(3) W—l’wﬁ =0. Abb. 81.

Kennt man von K also nur einen Punkt P und die Tangentenrichtung
$ in ihm, so ist bereits ein Punkt P’ der entsprechenden Kurve K’ nebst
deren Richtung p’ in ihm bestimmt. Man sagt daher, daf unsere Trans-
formation jedem Linienelement x, v, p der Ebene E ein bestimmies Linien-
element ', y', p' der Ebene E' vermoge der Gleichungen (2), (3) zuordnet.

Indem wir diese Betrachtung auf jede Seite des die Kurve K an-
nidhernden Polygones bzw. auf jedes ihrer Linienelemente anwenden,
erhalten wir in E’ die Seiten eines die entsprechende Kurve K’ an-
ndhernden Polygones bzw. die Linienelemente dieser Kurve. Die Glei-
chungen (2) stellen daher nach x', y' aufgelost die Kurve K' analytisch dar,
wenn man x, y, p die Werte dev Koovdinaten bzw. der Tangentenrichtung
aller Punkte von K durchlaufen lift (vgl. Abb. 81).

Nun wird auch klar, warum Lse diese Transformationen Berihrungs-
transformationen nannte. Denn berithren sich 2 Kurven in E, so heiBt
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das nichts anderes, als daB sie ein Linienelement gemein haben; also
miissen auch die entsprechenden Kurven in E’ ein Linienelement, d. h.
einen Punkt und die Richtung in ihm gemein haben. Die Beriihrung zweier
Kurven ist also eine bei der Transformation invariante Eigenschaft,
und das soll jener Name aussagen. Lie hat die Lehre von diesen Be-
rithrungstransformationen namentlich im Rawume wesentlich weiter ent-
wickelt; eine zusammenfassende Darstellung hat er gemeinsam mit
G. Scheffers 1896 in der .,Geometrie der Beriihrungstransformationen’’ be-
gonnen, die leider nicht weit iiber den ersten Band herausgekommen ist?).

Nachdem ich so die Theorie der Transformationen mit Wechsel des
Raumelements kurz dargelegt habe, will ich sie wenigstens durch
einige wenige Beispiele anschauungsmiBig beleben, um zu zeigen, was
man in den Anwendungen mit diesen Dingen anfangen kann.

3. Einige Beispiele.

Lassen Sie mich zunichst von den dualistischen Transformationen
reden und der Rolle, die sie in der Lehre von den Gestalten algebraischer
Kurven spielen. Wir wollen zusehen, wie sich typische Kurvengestalten
bei dualistischen Umformungen, etwa bei der reziproken Polaren-
verwandtschaft in bezug auf einen Kegelschnitt, verindern, wobei wir
uns natiirlich auf ganz wenige charakteristische Félle beschrinken
miissen. So hebe ich zunéchst bei der Kurve dritter Ordnung den Typus
des unpaaren Zuges hervor, der von jeder Geraden in einem oder drei
reellen Punkten geschnitten wird. In der nebenstehenden Skizze (vgl.

Abb. 82) hat er I Asymptote; man kann daraus aber
sofort eine Gestalt mit 3 Asymptoten herleiten, indem
man die Ebene derart projektiv transformiert, daB eine
die Kurve dreimal schneidende Ge-
rade in die unendlich ferne Gerade iiber-
geht. Jedenfalls aber hat die Kurve 3
reelle Wendepunkte, und diese haben die
besondere Eigenschaft, in einer Geradeng
zu liegen. Bei der Dualisierung ent-
steht nun aus dieser Kurve eine Kurve

Abb. 82,  dritter Klasse, an die von jedem Punkt Abb. 83.

aus eine oder drei reelle Tangenten
gehen. Dem Wendepunkt entspricht dabei eine Spitze, was man freilich
sich durch eingehende Uberlegung klarmachen muB; Sie finden solche
Betrachtungen iibrigens ausfiihrlich in meinen fritheren geometrischen
Vorlesungen. Die Kurve dritter Klasse, die hier entsteht (vgl. Abb. 83),
hat also im ganzen 3 Spitzen, und die Tangenten daselbst miissen

1) Bd. I. Leipzig 1896. Die drei ersten Kapitel des zweiten Bandes sind
posthum in den Mathematischen Annalen Bd. 59 (1904) abgedruckt worden.
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durch ein und denselben Punkt P’ gehen, welcher dual der die 3 Wende-
punkte enthaltenden Geraden g entspricht.

Analoge kurze Angaben will ich noch iiber die Kurve vierter Ordnung
und vierter Klasse machen. Bei einer Kurve vierter Ordnung kann die
Gestalt eines Ovales mit einer Einbuchtung auftreten; ja es konnen so-
gar Gestalten mit 2, 3 und 4 Einbuchtungen auftreten (vgl. Abb. 84). Im
ersten Falle sind im
Reellen 2 Wendepunkte
und 1 Doppeltangente,
in den weiteren bis zu
8 Wendepunkten und
4 Doppeltangenten vor-
handen. Dualisieren wir,
so haben wir dem oben
bereits Gesagten noch
die Uberlegung hinzuzu- Abb. 84.
filgen, daB einer Doppel-
tangente dual ein Doppelpunkt entspricht. Es entstehen also Typen
von Kurven vierter Klasse mit 2 bis 8 Spitzen und 1 bis 4 Doppel-
punkten, wie skizziert in Abb. 85. Es hat einen eigenen Reiz, die
Gestalten der algebraischen Kurven eingehender durchzuarbeiten; ich
kann sie hier leider nicht ndher verfolgen und mufB mich mit diesen kurzen
Hinweisen begniigen?). Sie zeigen aber wohl hinreichend, wie unsere dua-
listischen Transformationen Dinge unter das gleiche Gesetz bringen,
die fiir die naive Anschauung so verschieden wie nur méglich sind.

Ich komme nun zu den A nwendungen der T heovie der Beriihrungstrans-
formationen; hier zeigt es sich interessanterweise, daB3 die Idee der
Beriihrungstransformation wie die meisten

theoretisch wirklich guten Gedanken in der
Praxis ein weites Anwendungsfeld findet,
ja daBl man sie dort schon lange vor ihrer
theoretischen Durcharbeitung wirklich ge-
handhabt hat. Esist die alte Lekre von den

Zahnrddern, die ich hier besonders im Auge Abb. 85.

habe. Sie bildet ein spezielles Kapitel der

Kinematik, der allgemeinen Lehre von den Bewegungsmechanismen, die
von zentraler Bedeutung z. B. fiir die Maschinentechnik ist. In diese Kine-
matikgehoren ja auch die Geradfithrungen hinein, von denen wir neulich ein
Beispiel hatten. Auch fiir die Kinematik gilt, was ich - Thnen schon oft in
dieser Vorlesung sagen mufte: Ich kann hier natiirlich immer nur kleine

1) [Siehe F. Klein: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. II, S. 89ff.,
S. 1361f., S. 99{f., Berlin: Springer 1922, die beiden Arbeiten ,,Uber eine
neue Art Riemannscher Flichen und die erste Arbeit ,,Uber den Verlauf der
Abelschen Integrale bei den Kurven 4. Grades“.]
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Teile jeder einzelnen Disziplin herausgreifen und an einfachen Bei-
spielen ihren Sinn und ihre Bedeutung moglichst handgreiflich schildern.
Im einzelnen miissen Sie sich dann nach diesen Anregungen in Spezial-
darstellungen zurechtzufinden suchen; als Hauptorientierungsmittel in
dem Gesamtgebiet der Kinematik empfehle ich das einschligige Enzyklo-
pddiereferat von A. Schoenflies (IV3), das auch iiber die gewaltige Literatur
gut Auskunft gibt.

Die Aufgabe der Zahnradkonstruktionen ist, gleichformige Bewegung
von einem Rade auf ein anderes zu vibertragen. Da dabei aber auch Krafte
ibertragen werden sollen, so geniigt es nicht, die Réder aufeinander ab-
rollen zu lassen (vgl. Abb. 86), sondern man mufl dem einen Rade Vor-
spriinge, Zihne, geben, die in Liicken des anderen eingreifen. Das

Abb. 86. Abb. 87.

Problem ist daher, die Profile oder Flanken dieser Zihne so zu gestalten,
daf eine gleichformige Drehung des einen Rades auch eine gleichformige
Drehung des anderen bewirkt. Das ist gewiB eine auch geometrisch sehr
interessante Fragestellung. Ich gebe sogleich den wichtigsten Teil der
Losung dieses Problems an. Die Zihne des einen Rades kinnen wesentlich
willkiirlich gewdhlt werden, mit den selbstverstindlichen durch die
praktische Verwertbarkeit bedingten Beschrinkungen, daB die einzelnen
Zshne nicht miteinander kollidieren u. dgl., die Zihne 'des zweiten Rades
sind aber dann notwendig bestimmt, und zwar leiten sie sich durch eine ein
fir allemal feststehende Beriihrungstransformation aus den Zihnen des
ersten Rades ab.

Es mag hier geniigen, wenn ich das Zustandekommen dieses Theo-
rems kurz erldutere, ohne es vollstindig zu beweisen. Man bemerkt un-
mittelbar, daB es nur auf die Relativbewegung beider Rider gegeneinan-
der ankommt. Man darf also etwa das eine Rad R, iiberhaupt fest-
gehalten denken, wihrend das andere R, neben seiner Drehung um
R, herumlauft. Dabei beschreibt jeder Punkt, der mit R, fest verbunden
ist, in der ruhenden Ebene von R, eine Epizykloide (vgl. Abb. 87), und zwar
ist diese gestreckt, hat Spitzen oder ist verschlungen, je nachdem der
betrachtete Punkt innerhalb, auf oder auBerbalb der Peripherie von R,
liegt. Damit ist jedem Punkt der beweglichen Ebene von R, in der festen
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Ebene von R, eine bestimmie Kurve zugeordnet, und wenn wir zu der diese
Zuordnung vermittelnden Gleichung nach dem vorhin angegebenen
Verfahren die Berihrungstransformation ermitteln, so haben wir gerade
die in Aussicht gestellte, fiir die Zahnriader charakteristische Beriithrungs-
transformation. Man iiberzeugt sich namlich leicht, daB zwei einander
vermodge dieser Beriihrungstransformation entsprechende Kurven bei
der Bewegung tatsichlich aufeinander abschroten.

Endlich noch ein Wort dariiber, wie sich das hiermit angedeutete
theoretische Prinzip bei der praktischen Konstruktion der Zahnrider
gestaltet. Ich rede nur von dem einfachsten Fall,
der sog. Triebstockverzahnung. Da sind die Zahne @
von R, einfach Punkie (vgl. Abb. 88) oder viel- \
mehr, da diese keine Kraftiibertragung geben
wiirden, kleine Fkreisformige Zapfem, die sog.
Triebsticke. Jedem solchen kleinen Kreis ent-
spricht durch die Berithrungstransformation eine
Kurve, die sich sehr wenig von einer Epizy-
kloide unterscheidet, namlich eine Parallelkurve zu ihr in einem dem
Radius des Triebstockes gleichen Abstande. Auf diesen Kurven rollen die
Kreise bei der Drehung von R, ab, sie bilden also die Flanken der Zihne,
die man auf R, aufsetzen muB, damit die kreisférmigen Zihne, die
Triebstocke, von R, gerade richtig eingreifen. In dem Modell, das
ich Thnen hier vorlege, sehen Sie in der Tat jeweils die Anfinge dieser
Kurven als Profile der Zahne von R, realisiert — jede Kurve so weit,
daB immer gerade ein Zahn nach dem andern eingreift.

Ich zeige Ihnen noch die Ausfithrungen zweier gleichfalls in der Praxis
viel benutzter Verzahnungen, der Evolventen- und der Zykloidenverzah-
nung?). Bei der ersten bestehen, wie ich hier nur
ganz kurz berichten will, die Zahnprofile beider
Réider aus Kreisevolventen (vgl. Abb. 89), das
sind Kurven, die durch das Abwickeln eines
gespannten Fadens von einem Kreise entstehen
und deren Evoluten also Kreise sind; bei der
andern sind sie aus Zykloidenstiicken zu- Abb. 89.
sammengesetzt.

Ich hoffe Thnen damit wenigstens eine erste Orientierung dariiber ge-
geben zu haben, um welche Probleme es sich in der Lehre von den Trans-
formationen mit Wechsel des Raumelements handelt; ich habe jetzt, be-
vor wir diesen zweiten von den Transformationen iiberhaupt handelnden
Hauptteil verlassen, nur noch anhangsweise iiber ein wichtiges Kapitel zu
reden, das in einer Enzyklopidie der Geometrie nicht fehlen darf, nim-
lich tiber die Benutzung imaginirer Elemente.

1) Alle diese Modelle sind von F. Schilling konstruiert (Verlag von M. Schil-
ling, Leipzig).

Abb. 88.
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V. Die Imaginirtheorie.

Die Lehre vom Imaginéren ist bekanntlich zuerst in der Algebra und
Analysis ausgebildet worden, insbesondere in der Gleichungslehre und der
Funktionentheorie komplexer Variabler, wo sie ja ihre gréBten Triumphe
gefeiert hat. Weiterhin hat man aber auch frithzeitig in der analytischen
Geometrie den Variablen x, y komplexe Werie x = x, + 1%, v =y, + 1V,
erteilt und damit — zunichst ohne mit dieser der Analysis entnommenen
Sprechweise irgendeinen eigentlichen geometrischen Sinn zu verbin-
den — den reellen Punkten eine groBe Mannigfaltigkeit komplexer Punkte
hinzugefiigt.

Der Nutzen dieser Neueinfithrungen soll natiirlich darin bestehen,
daB sie die bei Beschrinkung auf reelle Variable nétigen Fallunter-
scheidungen iiberfliissig machen und das Aussprechen allgemeiner, aus-
nahmsloser Sitze gestatten. Ganz analoge Uberlegungen hatten uns ja
bereits in der projektiven Geometrie zur Einfithrung der unendlich fernen
Punkte sowie der von ihnen erfiillten unendlich fernen Ebene bzw. Gera-
den gefithrt. Das eine wie das andere Mal tun wir das, was man passend
als ,, Adjunktion unergentlicher Punkie’ zu den eigentlichen, anschaulich
erfaffbaren Punkten des Raumes bezeichnet.

Wir wollen nunmehr beide Adjunktionen gleichzeitig vollziehen.
Zu diesem Zweck fithren wir, wie frither, homogene Koordinaten ein,
setzen also, um zunichst in der Ebene zu bleiben, x :y :1 =& : 9 : T und
lassen fiir &, 17, 7 auch komplexe Werte zu. Das Wertesystem 0, 0, 0 schlieBen

wir aus. Betrachten wir dann beispielsweise eine homogene guadratische
Gleichung :

(1) A8 4 2BEnp+Cn2+2Dét+2Ent+ F2=0,

so werden wir den Inbegriff aller ihr geniigenden reellen und komplexen
Wertsysteme &, 7, 7 (gleichgiiltig, ob sie endliche oder unendlich ferne
Punkte darstellen) eine Kurve zweiter Ordnung nennen. Man sagt dafiir
auch wohl manchmal einfach Kegelschnitt, aber das kann, wenn nicht bei
den Leuten, die die Sache kennen, so doch bei den vielen, denen die Be-
trachtung imaginidrer Elemente nicht geldufig ist, MiBverstdndnisse her-
vorrufen; braucht doch z.B. eine Kurve nach dieser Definition keinen
einzigen reellen Punkt zu enthalten.
Kombinieren wir nun (1) mit einer linearen Gleichung:

(2 ab+fn+yr=0,

die wir als Definition einer Kurve erster Ordnung, d.h. einer Geraden,
auffassen. Diese beiden Gleichungen haben dann genau 2 Lésungstripel
& :m 1t gemein, d. h. eine Kurve erster und eine zu *iter Ordnung ,,schnei-
den'* sich stets genaw in 2 Punk*zn, die freilich reell oder komplex, endlich
oder unendlich fern, getrennt oder zusammenjallend sein kénnen. -Freilich
sind Ausartungen, die Ausnahmen von diesem Satze herbeifiihren,



Die Imaginartheorie. 127

denkbar. Zerfillt die linke Seite von (1) in 2 Linearfaktoren und ist
der eine von ihnen mit der linken Seite von (2) identisch, d. h. ist die
Kurve zweiter Ordnung ein,,Geradenpaar‘‘ und (2) mit einer ihrer Geraden
identisch, so ist eben jeder Punkt von (2) gemeinsamer Punkt. Daskommt
darauf hinaus, daB die quadratische Gleichung, die durch Elimination
einer Variablen aus den beiden gegebenen Gleichungen entsteht, in
diesem Falle durchweg verschwindende Koeffizienten hat. Noch weiter-
gehende Ausartungen treten natiirlich ein, wenn die linke Seite einer
oder gar beider gegebenen Gleichungen selbst identisch verschwindet
(A=B=:-+=F=0 oder « ==y =0). Ich will jedoch alle diese
und #hnliche Besonderheiten, die dem Wesen der Sache nach simtlich
trivial sind, im folgenden ganz beiseite lassen. Dann diirfen wir z. B.,
wenn wir zur Betrachtung zweier Kurven zweiter Ordnumg aufsteigen,
den Satz aussprechen, daB sie stets gerade 4 Punkte gemein haben.

Fihren wir nunmehr auch im Rawme homogene Koordinaten
%:y:2:1=~8&:n:{:7 ein und erteilen ihnen, wieder von dem Werte-
system 0:0:0:0 abgesehen, beliebige komplexe Werte; die Gesamt-
heit der Losungen einer in diesen 4 Variablen linearen bzw. quadra-
tischen homogenen Gleichung werden wir dann Fliche erster Ordnung
(Ebene) bzw. Fliche 2weiter Ordnung nennen. Dann gilt wiederum
allgemein — von trivialen Ausnahmen abgesehen —, daf eine Fliche
zweiter Ordnung von einer Ebene in einer Kurve zwetter Ordnung geschnitten
wird, und daf zwei Flichen zweiter Ordnung sich in einer Rawmkurve
vierter Ordnung schneiden, die ihrerseits mit jeder Ebene 4 Punkte gemein
hat. Dabei ist es unentschieden, ob diese Schnittkurven reelle Aste haben
oder nicht, ob sie im Endlichen oder Unendlichfernen verlaufen.

Nun hat bereits Poncelet 1822 in seinem schon genannten ,, Traité des
propriétés projectives des figures' diese Begriffe auf Kreise und Kugeln an-
gewandt; freilich benutzte er nicht homogene Koordinaten und die durch
sie ermdglichten prizisen analytischen Formulierungen, sondern er
folgte mehr seinem starken Gefiihle fiir geometrische Kontinuitit. Gehen
wir, um seine merkwiirdigen Resultate in genauer Form kennenzulernen,
von der Kreisgleichung

(c—ap+(y—tp=r
aus, die wir homogen schreiben:
(E—ar)24+ (n—br)2—r2e2=0.
Der Schnitt mit der unendlich fernen Geraden 7 = 0 wird also gegeben
durch: E42=0, 1=0.
Aus diesen Gleichungen sind die den zugrunde gelegten Kreis

charakterisierenden Konstanten a, b, 7 herausgefallen. Jeder beliebige
Kreis schneidet also die unendlich ferne Gerade in denselben beiden festen

Punkten: 5772:*:1’, =0,
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die man kurz die (imagindren) Kreispunkte nennt. Ganz genau so leitet
man ab, daf alle Kugeln des Raumes die unendlichferne Ebene in ein und
demselben imagindren Kegelschnitt schneiden

g4+ +2=0, =0,

den man auch schlechtweg (imaginiren) Kugelkreis nennt.

Es gilt aber auch das Umgekehrte: Jede Kurve zweiter Ovdnung, die
durch die beiden Kreispunkte der unendlich fernen Geraden threr Ebene
geht, ist ein Kreis, und jede Fliche zweiter Ordnung, die die unendlich ferne
Ebene im Kugelkreis schneidet, ist eine Kugel, so daB wir hier charakte-
ristische Eigenschaften von Kreis und Kugel haben.

Ich habe absichtlich nicht gesagt ,,unendlich ferne* Kreispunkte
und ,,unendlich ferner’* Kugelkreis, wie es wohl manchmal geschieht.
Der Abstand der Kreispunkte vom Koordinatenanfangspunkt ist nimlich
nicht bestimmt unendlich, wie man zunichst vielleicht glauben mochte,

8+
T

sondern er hat die Form 22 +y2 = = % und ist demnach wunbe-

stimmt ;' je nach dem Grenzitbergang zu den Kreispunkten kann man ihm
jeden beliebigen Wert erteilen. Ebenso ist die Entfernung der Kreis-
punkte von jedem endlichen Punkte unbestimmt, und dasselbe gilt
auch fiir die Entfernung eines jeden Punktes des Kugelkreises von
einem endlichen Raumpunkte. Das ist nun keineswegs wunderbar,
denn wir haben ja von den Kreispunkten gleichzeitig verlangt, daB sie
von einem endlichen Punkte den Abstand » haben (auf dem Kreis mit 7
um ihn liegen, wobei 7 einen beliebig gegebenen Wert haben kann) und un-
endlich fern von ihm sein sollen; diesen scheinbaren Widerspruch kann
die analytische Formel nur dadurch ausgleichen, daB sie jene Unbestimmt-
heit liefert. Man muB sich diese einfachen Dinge einmal ganz klarmachen,
um so mehr, als hiufig Falsches dariiber geredet und geschrieben wird.

Die Kreispunkte und der Kugelkreis gestatten es, die Theorie der
Kreise und Kugeln der allgemeinen Theorie der Gebilde zweiter Ordnung aufs
schonste unterzuordnen, wihrend fiir die elementare Betrachtung gewisse
Verschiedenheiten zu bestehen scheinen. So spricht man in der elemen-
taren analytischen Geometrie immer nur von zwei Schnittpunkten zweier
Kreise, da die Elimination einer Unbekannten aus ihren Gleichungen nur
auf eine quadratische Gleichung fithrt. Nun haben die beiden Kreise aber
noch auf der unendlichfernen Geraden die beiden Kreispunkte gemein,
die die elementare Darstellung nicht beriicksichtigt, und so kommen wir
tatsichlich auf die durch das oben genannte allgemeine Theorem fiir
2 Kurven zweiter Ordnung erforderliche Anzahl von 4 Schnittpunkten.
Ganz analog spricht man zunichst immer nur von einem Kreise, in dem
2 Kugeln sich treffen und der iibrigens reell oder imaginir sein kann;
wir wissen aber jetzt, daB die Kugeln in der unendlichfernen Ebene
noch iiberdies den Kugelkreis gemein haben, und dieser erginzt jenen
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endlichen Kreis zu der Raumkurve vierter Ordnung, die unser allge-
meiner Satz als Schnittkurve fordert.

Ich mochte nun im AnschluBl daran einige Worte iiber die so-
genannte Imagindriransformation sagen. Man versteht darunter Kolls-
neationen mit imagindven Koeffizienten, die imaginire Punkte, fiir die
man sich gerade vorzugsweise interessiert, in reelle Punkte iiberfiihren.

So wird man hier in der Theorie der Kreispunkte mit Vorteil die Trans-
formation:

‘=&, =iy, T=1
verwenden ; denn durch sie geht die Gleichung £2 4 %2 =0iné’2 — '2=0
iiber, und daher werden die Kreispunkie Ay
=1, T =0 in die reellen unendlich-
fernen Punkte:
=41, =0

verwandelt, das sind die unendlich fernen £#8° g
Punkte der beiden um 45 ° gegen die Achsen
geneigten Richtungen. Alle Kreise werden
also in Kegelschnitte ibergefiihrt, die
durch diese beiden reellen unendlichfernen
Punkte gehen, und das sind einfach
sdamtliche gleichseitigen Hyperbeln, deren
Asymptoten jene Winkel 4 45° mit den Achsen bilden (vgl. Abb. 90).
An demn Bilde dieser Hyperbeln kann man sich nun alle Theoreme iiber
Kreise anschaulich klar machen, was fiir viele Zwecke — besonders auch
bei den analogen Entwicklungen im Raume — #uBerst bequem und
niitzlich ist. Im Rahmen dieser Vorlesung muB ich es jedoch mit diesen
Andeutungen genug sein lassen; nihere Ausfithrungen pflegt man in
den Vorlesungen und Biichern iiber ,,projektive Geometrie* zu geben.

Es entsteht nun die Frage, ob man diesen imaginiren Punkten,
Ebenen, Kegelschnitten usw. nicht auch rein geometrisch nahe kommen
kann, ohne sie — wie wir es bisher taten — gewaltsam aus der Formeln
der Analysis zu iibernehmen. Die édlteren Geometer, Poncelet und auch
Steiner, hatten hieriiber noch keine Klarheit gewonnen; bei Steiner sind
die imagindren GroBen in der Geometrie noch ,,Gespenster’, die gleich-
sam aus einer hoheren Welt heraus sich in ihren Wirkungen bemerkbar
machen, ohne dafl wir von ihrem Wesen eine klare Vorstellung gewinnen
kénnen. Erst v. Staudt hat in seinen schon frither genannten Werken, der
,,Geometrie der Lage'') und den ,,Beitrigen zur Geometrie der Lage'?),
jene Frage vollkommen geldst, und mit seinen Betrachtungen miissen
wir uns noch ein wenig befassen. Ubrigens sind diese Staudtschen Biicher
recht schwer lesbar, da er seine Theorien ohne Bezugnahme auf ana-
lytische Formeln und ohne induktive Hinweise sogleich in ihrer end-

Abb. 90.

1) Niurnberg 1846. 2) Niirnberg 1856 — 1860.

Klein, Elementarmathematik II. 9
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giilltigen Form deduktiv entwickelt. Bequem verstindlich ist ja immer
nur die genetische Darstellung, die dem vom Autor bei der Entstehung
seiner Ideen vermutlich eingeschlagenen Wege folgt.

Den beiden Werken v. Staudts entsprechen zwes verschiedene Stadien
der Entwicklung seiner Theorie, die ich nun beide 'kurz darlegen will. In
dem Werke von 1846 handelt es sich zunichst nur um die Betrachtung
irgend welcher Gebilde zweiten Grades mit reellen Koeffizienten — ich
sage Gebilde, weil ich die Anzahl der Dimensionen (Gerade, Ebene oder
Raum) unentschieden lassen will. Betrachten wir etwa eine Kurve
zweiter Ordnung in der Ebene, d. h. irgend eine in drei Variablen homo-
gene quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten:

A& +2BEn+Cy2+2Dér+2Ent+ Fi2=0.
Fir die analytische Behandlung ist es dann véllig gleichgiiltig, ob diese
Gleichung iiberhaupt reelle Lésungen hat oder nicht, d. h. ob die Kurve
zweiter Ordnung einen reellen Zug besitzt oder nur komplexe Punkte
aufweist. Die Frage ist, was sich im letzteren Falle der reine Geometer
Anschauliches unter einer solchen Kurve denken, wie er sie mit geo-
metrischen Mitteln definieren soll. Dieselbe Frage entsteht im ein-
dimensionalen Gebiet, wenn wir die Kurve mit irgend einer Geraden,
etwa der » -Achse 5 = 0 schneiden; dann werden die Schnitte — gleich-
giiltig, ob sie reell oder imaginir sind — durch die folgende Gleichung
mit reellen Koeffizienten:
AL +2D&ér 4+ F12=0

geliefert, und die Frage ist, ob man im Falle komplexer Wurzeln irgend
einen geometrischen Sinn damit verbinden kann.

Staudts Idee ist nun zunichst folgende : Er betrachtet statt der Kurve
zweiter Ordnung das ihr zugehorige Polarsystem, von dem wir ja frither
(S.119) sprachen, d. h. eine dualistische reziproke durch die Gleichung:
AEE+BEY +&n) +Cyn +D(EY+E7) +E(ne +7'7) + Ftr'=0
dargestellte Verwandtschaft. Wegen der Realitit der Koeffizienten ist
das eine durchaus reelle Beziehung, die jedem reellen Punkie eine reelle
Gerade zuordnet — mag nun der Kurvenzug selbst reell sein oder nicht.
Das Polarsystem bestimmt aber seinerseits die Kurve vollkommen als
Gesamtheit der Punkte, die auf ihren eigenen Polaren liegen, wobei es von
vornherein unentschieden bleibt, ob solche Punkte im Reellen existieren.
In jedem Falle bildet aber das Polarsystem einen stets reellen Reprisen-
tanten der dwrch die Gleichung definierien Kurve zweiter Ordnung, der
statt der Kurve zweckmiBig an die Spitze der Untersuchung gestellt
werden kann.

Schneiden wir nun die Kurve mit der x-Achse, d. h. setzen wir # und
7' gleich 0, so haben wir ganz analog auf ihr eine eindimensionale stets
reelle Polarverwandtschaft, die durch die Gleichung:

AEE+D@Ev+ &7 +Fid' =0
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dargestellt wird und immer 2 reelle Punkte einander reziprok zuordnet.
Die Schnittpunkte der x-Achse mit der Kurve sind die beiden in dieser
Polarenverwandtschaft sich selbst entsprechenden Punkte, ihre so-
genannten Grund- oder Ordnungspunkte. Sie kénnen reell oder imaginir
sein, jedenfalls wird auf sie selbst das Interesse erst in zweiter Linie ge-
richtet, und voran steht wieder die Polarenverwandtschaft als ihr stets
reeller Reprisentant.

Man nennt die Paare (é , —i) zweier sich in einer solchen ein-
T T

dimensionalen Polarenverwandtschaft entsprechenden Punkte mit einem
aus dem 17. Jahrhundert von Desargues herrithrenden Ausdruck Punkte-
paare einer , Involution*, und zwar unterscheidet man 2 Hauptarien
solcher Involutionen, je nachdem die Grundpunkte reell oder imagindr
sind, und einen Ubergangsfall, in dem sie zusammenfallen. Die Haupt-
sache aber ist fiir uns hier der Involutionsbegriff schlechtweg; die Unter-
scheidung von Fillen, d. h. die Frage nach der Natur der Wurzeln der
quadratischen Gleichung, hat erst sekundires Interesse.

Mit diesen Betrachtungen, die sich- natiirlich unmittelbar auf
3 Dimensionen iibertragen lassen, ist zwar das Imaginire nicht gedeutet,
aber doch — was Gebilde zweiter Ordnung angeht — ein Standpunkt
oberhalb des Unterschiedes von Reell und Imagindr gewonnen. Jedes Gebilde
zweiter Ovdnung wivd durch ein veelles Polarsystem dargestellt, und man
kann mit diesen Polarsystemen geometrisch ebenso operieren wie ana-
lytisch mit den reellen Gleichungen der Gebilde.

Ein Beispiel soll das naher zeigen. Denken wir uns eine Kurve zweiter
Ordnung, d.h. also ein Polarsystem in der Ebene gegeben und nehmen eine
Gerade hinzu. Da sind fiir die unmittelbare Anschauung sehr viele ver-
schiedene Fille moglich, je nachdem die
Kurve iiberhaupt reelle Punkte hat oder
nicht und im ersten Falle die Gerade reell
schneidet oder nicht. Jedenfalls aber wird
durch das ebene Polarsystem auf der Geradeng
(vgl. Abb. 91) ein lineares Polarsystem, d. h.
eine Involution festgelegt: Jedem Punkte P Abb. 91.
von g entspricht in ersterem eine Polare #’,
und diese schneidet in g einen Punkt P’ ein; die Punkte (P, P’) durchlaufen
diein Redestehende Involution. Nachtréglich kann man dann nach deren
Grundpunkten fragen und sehen, ob sie reell oder imaginir sind. Wir
haben damit in geometrischer Sprache genau das zum Ausdruck gebracht,
was wir zu Beginn dieser Erorterungen aus den Gleichungen schlossen.

Wir wollen nun diese Betrachtungen insbesondere auf die imagindren
Kreispunkte und den Kugelkreis anwenden. Wir sagten frither, daB 2 be-
liebige Kreise die unendlichferne Gerade in denselben beiden Punkten,
eben den Kreispunkten, schneiden; das wird jetzt also geometrisch be-

9¥
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deuten, daf thre Polarsysteme auf der unendlichfernen Geraden ein und
dasselbe eindimensionale Polarsystem, dieselbe Involution hervorrufen. In
der Tat, ziehen wir (vgl. S. 62) die Tangenten von einem unendlichfernen
Punkte P an einen Kreis, so steht dessen Polare ] als Verbindung der
Beriihrungspunkte der von P ausgehenden Tangenten auf ihrer gemein-
samen Richtung senkrecht (vgl. Abb. 92). Da alle nach demselben un-
endlichfernen Punkte gehenden Geraden parallel sind, steht auch dessen
Polare p,inbezug auf irgend einen zweiten Kreis auf derselben Richtung

P senkrecht wie ] und ist daher zu ] par-
m allel; mit anderen Worten, ] und 7
i , p Schneiden die” unendlichferne Gerade

m 2! ihrerseits in demselben Punkte P’.
: Die Polarsysteme aller Kreise schuneiden
N
|
|

~

also — das ist das Resultat — in die
unendlichferne Gerade ein und dasselbe
Polarsystem, die sogenannie ,,absolute
Involution ein, deven Punktepaare, von
einem beliebigen endlichen Punkie aus
Abb. 92. betrachtet, jeweils in zueinander senk-
rechten Richtungen erscheinen.

Wir wollen diese Uberlegung nun ins Analytische iibertragen. Gehen

wir von der homogenen Kreisgleichung:

E—an?+(—>b1)2—r2=0
E4n—2akt—2bnt+ @+ — )2 =0
aus, so ist die zugehorige Polarenverwandtschaft:
EE 4y —a(@r +E1)—bnd +9'1) + (@ + b2 — 1) 17 = 0;

wir erhalten daraus die auf der unendlichfernen Geraden erzeugte Ver-
wandtschaft, wenn wir 7 = 7' = Q setzen:

>/

oder:

E8+ =0, 1=0, 7T=0

Diese Gleichungen sind in der Tat von den speziellen Konstanten a, b, »
des Ausgangskreises unabhingig. Dazu lehrt aber die analytische Geo-
metrie, daBl wegen der ersten Gleichung zwei nach den Punkten &, %, 0
und &', ', 0 gehende Geraden aufeinander senkrecht stehen, so daB wir
wirklich wieder den oben ausgesprochenen Satz erhalten haben.
Ganz analoges gilt auch fiir die Kugeln des Raumes. Sie alle legen
auf der unendlichfernen Ebene ein und dieselbe, die sogenannte absolute.
Polarenverwandtschaft fest, die durch die Gleichungen:

§&8 4y +{0=0, =0, 17=0

gegeben ist; da die erste Gleichung aussagt, daB die Richtungen &:% :{
und & :%’':{’ aufeinander senkrecht stehen, so entspricht dabei jedem
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unendlichfernen Punkte P diejenige unendlichferne Gerade, die von einer
auf der nach P weisenden Richtung senkrechten Ebene ausgeschnitten wird.
Damit haben wir ein reelles geometrisches Aquivalent der Sitze iiber den
imagindren Kugelkreis.

Man kann freilich sagen, daB in diesen Betrachtungen das Imagi-
ndre mehr umgangen als gedeutet wird. Eine wirkliche Interpretation
einzelner imagindrer Punkte, Geraden und Ebenen hat v. Staudt erst in
seinen ,,Beitrdgen’* von 1856/60 durch Weiterbildung jenes Ansatzes ge-
geben. Ich will auch diese Interpretation hier auseinandersetzen, weil sie
im Grunde hochst einfach und sinnreich ist und nur in der abstrakten
Darstellung Staudts duBerst fremdartig und schwierig erscheint. Dabei
schlieBe ich mich durchaus der analytischen Darstellung an, wie sie Stolz
18711) gegeben hat. Stolz, der damals mit mir zusammen in Gottingen
war, hatte Staudt gelesen, was ich selbst nie fertig gebracht habe. Von
ihm lernte ich dann im persdnlichen Verkehr die verschiedenen auch in
anderer Hinsicht sehr interessanten Staudtschen Ansitze kennen, iiber
die ich spéterhin vielfach gearbeitet habe. Ich méchte im folgenden nur
wieder die wichtigsten Ziige des Gedankenganges hervortreten lassen,
ohne alle Einzelheiten vollstindig auszufiihren ; dabei wird es vollkommen
geniigen, wenn ich mich auf die Ebene beschrinke.

Es sei also zunichst einmal ein tmagindrer Punkt P durch seine drei
komplexen Koordinaten &, 7, = gegeben; es sei, in die reellen und imagi-
niaren Bestandteile getrennt:

(1) E=§+1i&,, 17=77_1+‘i772, T=17+11,.

Wir wollen nun eine reelle Figur konstruieren, durch die dieser Punkt P
seine Deutung findet, und zwar soll der Zusammenhang ein projektiver
sein, d. h. genauer gesagt, er soll durch beliebige reelle projektive Um-
formungen nicht geindert werden. Der erste Schritt dazu ist, daB wir

1. die beiden reellen Punkte P,, P, ins Auge fassen, deren homogéene
Koordinaten die reellen bzw. die mit — ¢ multiplizierten imaginiren
Bestandteile der gegebenen Koordinaten von P sind:

(1a) Pir&,m, v Py by, m, 1.

Diese beiden Punkte sind verschieden, d. h. es ist nicht & :#,:7,
=&,:7,:7,, da sonst & :% :7 sich wie drei reelle GroBen verhalten und
daher einen reellen Punkt darstellen wiirden. Daher bestimmen P,, P,
eine reelle Gerade g, deren Gleichung bekanntlich:

& 7 1
(2) & m Tt |=0
Ey Ny T

1) ,,Die geometrische Bedeutung der komplexen Elemente in der analytischen
Geometrie.” Mathematische Annalen Bd. 4, S.416. 1871.
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ist; auf ihr liegen sowohl der gegebene imaginire Punkt P als auch sein
Ronjugiert imagindrer Punkt’* P mit den Koordinaten:

(1) §=§& —1&, nN=n—1in, T=1—1i1,
denn beide Koordinatentripel (1), (1) geniigen ersichtlich der Geraden-
gleichung (2).

2. Natiirlich wird das so konstruierte Punktepaar P,, P, keineswegs
als reeller Reprisentant des imaginiren Punktes P gelten kénnen, denn
es hingt ganz wesentlich von den Einzelwerten von &, 7, © selbst ab, wih-
rend fiir den Punkt P nur die Verhiltnissen dieser Zahlen charakteristisch
sind. Es wird also genau derselbe Punkt P dargestellt, wenn wir statt &,
7, T ihre Produkte mit einer beliebigen komplexen Konstanten:

e=01+ 10,
schreiben:
Q‘f =016 — @bt i(06 + 01 6)
3) 01 = 0171 — Qa7 + (a2 + 0175) ;
0T =017y — 0275 + 1(Qa Ty + 01 75);
dann erhalten wir aber, indem wir wieder den reellen von dem imagi-

néren Teil trennen, statt der Punkte P, und P, andere reelle Punkte
P{ und P; mit den Koordinaten:
(32) { Pl iniivi= 016 — 026210111 — Qa2 0171 — Q272

Py Gimpitg= 00614 015 102+ 0172 1 02T + 0175
Betrachten wir die Gesamtheit der so fiir alle Werte von g, , o, entstehen-
den Punktepaare P, P;, so haben wir ein geometrisches Gebilde, in dem
nur mehr die Verhaltnisse & : 7 : 7, d. h. der ,,geometrische’* Punkt P zur
Geltung kommen, das also zur Représentation von P durchaus geeignet
ist. Uberdiesist der Zusammenhang mit P in der Tat projektiv, denn trans-
formiert man &, , 7 irgendwie reell linear, so erleiden sowohl &f, 71, 7{
als auch &, 73, 75 offenbar die gleiche Substitution.

3. Um nun die geometrische Natur dieser Gesamtheit von Punkte-
paaren niher zu untersuchen, bemerken wir zunichst, daB die Punkte
. . P, P;jedenfalls (vgl. Abb. 93), was auch ¢

A B PF A sei, auf der Geraden P, P, liegen, da ihre

Abb. 93. Koordinaten offenbar die Gleichung (2) be-

friedigen. Lassenwir weiter g alle komplexen,

d.h. o, und g, alle reellen Werte durchlaufen (wobei es auf einen gemein-

samen reellen Faktor nicht wesentlich ankommt), so durchlduft Pj alle

reellen Punkte von g, und P; stellt jedesmal einen ihm eindeutig zuge-

ordneten zweiten reellen Punkt von g dar; so entstehen z. B. (fiir

01 =1, 0, =0) P, und P, als zugeordnete Punkte. Die Zuordnung wird
iibersichtlicher, wenn wir das Verhiltnis:

& _ _,
(451
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einfithren; dann wird ndamlich:

fur Pi: &imiig =&+ A&y +Anin 47,
b . L 1 1 1
(3b) fur P; 52:772:12=51—752:771——7172.11—712.

4. Aus diesen Formeln kann man weiter leicht folgern, daB8 bei
variablem A die Punkte P, und P, gerade die simtlichen Punkiepaare
etner Involution auf der Geraden g durchlaufen. Denn fithrt man auf g ein
eindimensionales Koordinatensystem ein, so werden die homogenen
Koordinaten eines jeden Punktes P; bzw. P, bekanntlich ganze lineare
Funktionen des Parameters 4 =4 bzw. 1= —% der Gleichun-
gen (3b). Daher liefert die Gleichung 4i-4; = — 1 zwischen den
beiden Parametern eine symmetrische bilineare Relation zwischen den
linearen Koordinaten von P{ und P; , und damit ist gemaB der Definition
von S. 131 (vgl. auch S. 119) die Behauptung erwiesen.

5. Die Grundpunkte, d. h. die sich selbst entsprechenden Punkte

dieser Involution erhalten wir firr A = —-:11—, also fiir A = ¢; sie sind

beide imagindr, und zwar ist der eine gerade der Punkt P, von dem wir
ausgingen, der andere der konjugiert imaginire P. Wir haben also bisher
lediglich eine neue Darstellung des alten Staudtschen Ansatzes erreicht.
Wir haben aufer P den Punkt P in Betracht gezogen, dev P zu einem durch
etnereelle quadratische Gleichung bestimmien eindimensionalen Gebilde zwei-
ten Grades erginzt, und haben dann als reellen Reprisentanten die zugehorige
Involution konstruters. Ich bemerke noch, da8 eine solche Involution be-
stimmt ist, wenn man zwei threr Punkiepaare, etwa Py, P, und P, P,
kennt; damit diese Involution imaginidre Grundpunkte hat, ist notwendig
und hinreichend, daB sich diese Punktepaare ,,in verschrinkier Lage'
befinden, d.h. daB der eine der Punkte P, P, zwischen P, und P,, der
andere auBerhalb von ihnen liegt.

6. Zur vollstindigen Losung unserer gegenwirtigen Aufgabe fehlt
nun nur noch ein Mittel, diesen ge- A0 A0 250 Amoo  A<0
meinsamen Reprdsentanten von P > pn 2 ; P g
und Pin einen Reprisentanien von P 2 ! Abb1. 94. y
allein (oder von P allein) zu verwan-
deln, und dieses hat v. Staudt erst 1856 durch einen sehr feinen Gedanken
gefunden. Der Punkt P; mit den Koordinaten & + 4&;: %, + 47,
7, 4+ 47, durchlduft nimlich die Gerade g in einer ganz bestimmien
Richtung (vgl. Abb. 94), wenn wir 4 von 0 durch positive reelle Werte
nach + oo und dann wieder durch negative zuriick nach 0 laufen lassen.
Man iiberzeugt sich leicht, daB man zu genau demselben Sinn auf g ge-
fithrt wiirde, wenn man von den mit einem beliebigen @ multiplizierten
Koordinaten von P ausginge, d. h. den Punkt & + &3, ... betrachtete,
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und daB ferner bei reeller projektiver Transformation von P die Pfeil-
richtung des Bildpunktes durch dieselbe Transformation aus der soeben
bestimmten hervorgeht. Wir treffen daher eine unseren Anforderungen
geniigende Festsetzung, wenn wir ein fiir alle Male dem urspriinglichen
Punkte P mit den Koordinaten & + &, , . .. diese Pfeilvichtung zuordnen.
Da der konjugiert imaginire Punkt P die Koordinaten &, + i(—&,), ...
hat, so ist ihm danach der Bewegungssinn des Punktes &, + A(—§&,), ...
bei positiv. wachsendem 4, also gerade der dem vorhergehenden ent-
gegengesetzte Sinn der Geraden g zuzuordnen, und damit ist die ge-
wiinschte Unterscheidung erreicht: Wiy unterscheiden, kurz gesagt, esnfach
zwischen 41 und — 1, indem wir zwischen der positiven und der negativen
Durchlaufung der rveellen A:-Werte unterscheiden.

Damit haben wir schlieBlich folgende Regel fiir die eindeutige und
projektiv invariante Bildung einer den imaginiren Punkt & + i&,:
Ny 410y 1 Ty - 1T, reprisentierenden reellen geometrischen Figur gewonnen:
Man konstruiere die. Punkte Py(&,:n, : 7)) und Py(&y:0,: 1,), thre Ver-
bindungsgerade g und diejenige Punktinvolution auf g (bzw. noch ein weiteres
threr Punktepaare), in der immer die Punkie :

Pi(&,+ A8 in + Ay 1gy + }*Tz)mldpé(ﬁ - %52 T — —;:’72 ST — %72)
gepaart sind; man fiige endlich den Pfeil bei, der der Bewegungsrichtung
von Py bei ‘positiv wachsendem A entsprich.

7. Es bleibt nun nur noch zu iiberlegen, daf auch umgekehrt jede
solche veelle Figur, bestehend aus eimer Geraden, 2 auf thr verschrinkt
liegenden Punktepaaren P,, P, und P;, P, (bzw. einer Punktinvolution
ohne reelle Doppelpunkte) sowie einer Pfetlvichtung, einen und nur einen
1magindren Punkt reprisentiert. In der Tat kann man leicht — ich brauche
wohl auch das hier nicht im einzelnen auszufilhren — durch Hinzu-
fiilgung eines passenden reellen konstanten Faktors den Koordinaten von
P, solche Werte &, ,, 7, erteilen, daB die Koordinaten von P;und P,

. 1 1 1
proportional &, +4&,: %, + A9, 7, 4+ A7, und &, — 752:171 — T
sind, oder, was dasselbe ist, daB die Doppelpunkte der angegebe-
nen Involution die Koordinaten &,4-14&,, ... haben; iiber das Vor-

zeichen von 4, das danach noch willkiirlich bleibt, verfiige man so, daB
die Bewegungsrichtung des Punktes & + A&,:#, 4+ 49, : 7, + A7, bei
von 0 aus positiv wachsendem 4 dem Sinne des gegebenen Pfeiles ent-
spricht. Dann wird dem Punkte P mit den Koordinaten &, 4 #&,, . ..
auf Grund der vorangehenden Entwicklungen tatsichlich gerade die
gegebene Involution mit der gegebenen Pfeilrichtung als reeller Reprasen-
tant entsprechen. Man iiberzeugt sich weiterhin, daB man auf die
gleichen Koordinatenverhiltnisse, d. h. auf denselben Punkt P gefiihrt
wird, wenn man von einem anderen Punktepaar der Involution ausgeht.
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Nachdem wir so unser Problem fiir den Punkt erledigt haben,
konnen wir fiir die Ebene die Lésung nach dem Prinzip der Dualitit so-
fort auch auf die Gerade iibertragen. Danach wird eine komplexe Gerade
im Reellen eindeutig reprisentiert durch einen reellen Punki, zwei dem
Strahlenbiischel durch ihn entwommene, verschrinkt liegende Strahlenpaare
(bzw. etne Strahleminvolution ohne veelle
Doppelstrahlen) sowie endlicheinen bestimmten
Umlaufssinn im Biischel (vgl. Abb. 95).

Diese Darstellungen gestatten, und
darin liegt ihr groBer Wert, auch alle Be-
ziehungen zwischen komplexen Elementen
oder zwischen komplexen und reellen Ele-
menten durch greifbare Eigenschaften durch- Abb. 95.
aus reeller geometrischer Figuren darzu-
stellen. Um das an einem konkreten Beispiele deutlich zu machen, will
ich Ihnen darlegen, was es in dieser Représentation heiBt, daf ein (recller
oder imagindrer) Punkt P auf einer (reellen oder imaginiren) Geraden g
lregt. Wir haben da natiirlich 4 Fille zu unterscheiden:

1. reeller Punkt und reelle Gerade;

2. reeller Punkt und imaginire Gerade;

3. imagindrer Punkt und reelle Gerade;

4. imagindrer Punkt und imaginire Gerade.

Der Fall 1. bedarf keiner besonderen Erlduterung; hier haben wir eine
Grundbeziehung der gewohnlichen Geometrie vor uns. — Im Falle 2. muf3
durch den gegebenen reellen Punkt neben der gegebenen imaginiren Gera-
den notwendig auch die konjugiert imaginire gehen, und er muB daher
mit dem Scheitel des Strahlenbiischels identisch
sein, das wir zur Darstellung der imaginiren
Geraden benutzen. Ebenso muB im Falle 3.
die reelle Gerade identisch mit dem Triger
der geradlinigen Punktinvolution sein, die den
gegebenen imagindren Punkt reprisentiert. —
Am interessantesten ist der Fall 4 (vgl.
Abb. 96) ; beithm muB offenbar der konjugiert
imagindre Punkt auch auf der konjugiert
imagindren Geraden liegen, und daraus folgt,
dal jedes Punktepaar der P darstellen-
den Punktinvolution auf einem Strahlenpaar der g reprisentierenden
Geradeninvolution liegen muB, d. h. daB diese beiden reprisentierenden
Involutionen perspektiv zueinander liegen miissen; iiberdies ergibt sich
noch, daB die Pfeile der beiden Involutionen gleichjalls perspektiv liegen.

Uberhaupt bekommt man n der allgemeinen, auch das Komplexe
beriicksichtigenden analytischen Geometrie der Ebene ein vollstindiges reelles
Bild der Ebene, wenn man der Gesamtheit der veellen Punkte und Geraden
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Abb. 96.
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der Ebene die Gesamtheit der in Rede stehemden Involutionsfiguren mit
Pfeilvichtung als neue Elemente adjungiert. Es mag hier geniigen, wenn
ich nur in groBen Umrissen andeute, wie sich der Aufbau dieses reellen
Bildes der komplexen Geometrie gestalten wiirde. Ich folge dabei der-
jenigen Anordnung, in der man die ersten Sdtze der elementaren Geo-
metrie jetzt gewohnlich darzustellen pflegt. Man beginnt da

1. mit den Existenzsitzen, welche das Vorhandensein der soeben an-
gedeuteten Elemente eines gegen die gewdhnliche Geometrie erweiterten
Bereiches genau zu umschreiben haben.

2. Hierauf folgen die Sdtze der Verkniipfung, die aussagen, daB auch
in dem in 1. definierten erweiterten Bereiche durch 2 Punkte eine und
nur eine Gerade geht, und daB 2 Gerade cinen und nur einen Punkl
gemein haben. Man hat dabei je nach der Realitdt der gegebenen Ele-
mente ganz wie soeben jedesmal 4 Fille zu unterscheiden, und es ist
sehr interessant, genau durchzudenken, in welchen reellen Konstruk-
tionen mit Punkt- und Geradeninvolutionen jene komplexen Beziehungen
ihr Abbild finden.

3. Was nun die Geseize der Anordnung angeht, so treten hier gegen-
iiber den reellen Verhiltnissen vollig neue Umstinde auf; insbesondere
bilden die simtlichen reellen und komplexen Punkte auf einer festen
Geraden und ebenso die simtlichen Strahlen durch einen festen Punkt je
ein zweidimensionales Kontinuum. Jedermann ist ja auch von der Funk-
tionentheorie her gewohnt, die Gesamtheit der Werte einer komplexen
Variablen durch die siémtlichen Punkte einer Ebene darzustellen.

4. Was die Siitze der Stetigkeit angeht, so will ich hier nur hervorheben,
wie sich die in beliebiger Nihe eines reellen Punktes liegenden komplexen
Punkte reprisentieren werden. Man hat dazu durch den reellen Punkt P
(oder durch einen reellen Nachbarpunkt) eine reelle Gerade zu legen und

s auf dieser zwei solche Punktepaare
v - ~ P,P, und P[P, in verschrinkter
Z LA 3 Lage zu betrachten (vgl. Abb. 97),
Abb. 97. daB zwei Punkte P,, P] verschiede-

ner Paare nahe aneinander und an P
liegen; 1aBt man nun P; und P; zusammenriicken, so artet die durch
jene Paare bestimmte Involution aus, d. h. ihre beiden vorher komplexen
Doppelpunkte fallen mit P,;= P; zusammen. Jeder der beiden durch
die Involution (mit dem einen oder anderen Pfeile) dargestellten imagi-
ndren Punkte geht also stetig in einen Punkt in der Nihe von P oder
gar in P selbst iiber. Man muB sich in diese Stetigkeitsvorstellungen
natiirlich erst besonders hineinarbeiten, um sie mit Nutzen gebrauchen
zu konnen.

Ist dieser ganze Aufbau auch, verglichen mit der gewdhnlichen reellen
Geometrie, recht umstindlich und beschwerlich, so kann er doch unver-
gleichlich viel mehr leisten; insbesondere kann er algebraische Gebilde als
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Gesamtheit ihrer reellen #nd komplexen Elemente zu voller geometrischer
Anschaulichkeit erheben, und man kann mit ihm an den Figuren selbst
Sitze wie den Fundamentalsatz der Algebra oder das Bezoutsche Theorem,
daB 2 Kurven m'" und #'* Ordnung im allgemeinen gerade m - #
Punkte gemein haben, sich anschaulich deutlich machen. Zu diesem
Ziele miiBte man die Ansitze freilich viel genauer anschaulich durcharbei-
ten, als das bisher wohl geschehen ist; iibrigens findet sich alles wesent-
liche Material zu solchen Untersuchungen bereits in der Literatur vor.

In den meisten Fillen diirfte allerdings die Anwendung dieser geo-
metrischen Deutung bei allen ihren theoretischen Vorziigen doch solche
Komplikationen mit sich bringen, daB man sich mit ihrer prinzipiellen
Moglichkeit zufrieden geben und sich tatsichlich auf den mehr naiven
Standpunkt zuriickziehen wird: ein komplexer Punkt ist der Inbegriff
komplexer Koordinatenwerte, mit dem man in gewisser Weise ebenso
operieren kann wie mit reellen Punkten. Tatsdchlich hat sich diese
von allen prinzipiellen Erérterungen absehende Heranziehung imaginirer
Elemente namentlich immer dann als fruchtbar erwiesen, wenn man mir
den imaginiren Kreispunkten und dem Kugelkreise zu tun hatte. Zuerst
hat, wie schon gesagt, Poncelet das Imaginire in diesem Sinne benutzt ;
ihm sind andere franzgsische Geometer, so namentlich Chasles und
Darboux, darin nachgefolgt ; in Deutschland hat besonders Lie von dieser
Auffassung des Imaginiren mit groBem Erfolge Gebrauch gemacht.

Mit diesem Exkurs iiber das Imagindre beschlieBe ich den gan-
zen zweiten Hauptteil dieser Vorlesung und wende mich einem neuen
Abschnitt zu.



Dritter Teil.

Systematik und Grundlegung
der Geometrie.

I. Die Systematik.

Wir benutzen zundchst die geometrischen Transformationen, um
uns eine systematische Einteilung des Gesamtgebietes der Geometrie
zu verschaffen, die von einem Standpunkte aus die einzelnen Teile wie
ihre Zusammenhinge zu iiberschauen gestattet.

1. Uberblick iiber die Gliederung der Geometrie.

Es handelt sich hier um Betrachtungen, wie ich sie in meinem
Erlanger Programm') von 1872 systematisch entwickelt habe; iiber die
Weiterbildung dieser Ideen seit dieser Zeit finden Sie in dem Enzyklopi-
diereferat von G. Fano: ,,Die Gruppentheorie als geometrisches Einteilungs-
prinzip’ (Enz. III A. B. 4 b) Auskunft.

1. Wir werden uns, wie bisher, auch weiterhin zur Beherrschung der
geometrischen Verhaltnisse konsequent der Analysis bedienen, indem
wir die Gesamtheit der Raumpunkte durch die Gesamtheit der Wertetripel
dev 3 ,,Koordinaten* x,y, z reprisentiert denken. Jeder Transformation
des Raumes éntspricht dann eine gewisse Transformation dieser Koordi-
naten. Gleich von Beginn unserer Erérterungen an waren uns 4 Arten
von Transformationen als besonders bedeutsam entgegengetreten, die
durch gewisse spezielle lineare Substitutionen von x,y, z dargestellt
werden: Parallelverschiebungen, Drehungen wm den Koordinatenanfangs-
punkt O, Spiegelungen an O, Ahnlichkeitstransformationen von O aus.

2. Es besteht nun nicht etwa, wie man nach der Einfithrung von
Koordinaten zunichst vielleicht annehmen kénnte, vollstindige Iden-.
titdt zwischen der Analysis dreier unabhingiger Verinderlichen x, y, z
und der Geometrie im spezifischen Sinne. Vielmehr handelt, wie ich das
ja auch frither schon gelegentlich hervorhob (vgl. S. 271.), die Geometrie
nur von solchen Beziehungen zwischen den Koordinaten, die bei den un-

1) ,,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen.
Erlangen 1872. Abgedruckt in den Mathematischen Annalen. Bd. 43, S. 63ff. 1893
und in F. Klein: Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Bd. I, S. 460ff.
Berlin: Springer 1921.
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ter 1. aufgefithrten linearen Substitutionen ungeéndert bleiben — mag
man diese nun als Verinderungen des Koordinatensystems oder als
Transformationen des Raumes auffassen; die Geometrie ist also die In-
variantentheorie jener lzneare@§@b¥_@yt@9nen Alle nichtinvarianten Glei-
chungen zwischen Koordinaten hingegen, z. B. die Aussage, daB ein Punkt
die Koordinaten 2,5, 3 hat, beziehen sich nur auf ein bestimmtes, ein fiir
allemal festes Koordinatensystem und gehoren einer Wissenschaft an, die
jeden Punkt fiir sich individualisieren und seine Eigenschaften gesondert
auffassen muB: der Topographie oder — wenn man will — Geographie.
Zur niheren Erlduterung will ich noch an einige Beispiele geometrischer
Eigenschaften erinnern: Zwei Punkte haben eine bestimmte Entfernung,
wenn nur einmal eine Einheit festgelegt ist; das bedeutet in der gegen-
wirtigen Auffassung, daB man aus ihren Koordinaten x, y, z;, %5 Vs 25
einen Ausdruck 1/ (% — %9)2 + (¥; — ¥2)2 + (2; — 25)% aufbauen kann,
der bei allen jenen Substitutionen ungedndert bleibt oder sich doch nur
mit einem von der speziellen Lage der Punkte unabhingigen Faktor multi-
pliziert. Ahnliche Bedeutung haben die Aussagen, daB zwei Gerade einen
bestimmten Winkel bilden, daBl ein Kegelschnitt bestimmte Hauptachsen
und Brennpunkte hat usw.

Die Gesamtheit dieser geometrischen Eigenschaften werden wir auch
als ,,metrische Geometrie’* bezeichnen, um von ihr sogleich verschiedene
andere ,,Arten von Geometrien'* zu unterscheiden. Wir werden diese ge-
winnen, indem wir nach einem bestimmten Prinzip gewisse Gruppen von
Satzen der metrischen Geometrie aussondern und fiir sich betrachten;
demnach sind alle diese neuen Arten von Geometrie wemgstens fur die

‘fassendsten ,,Art von Geometrie.

3. Wir gehen von den frither ausfiihrlich studierten affinen Trans-
formationen, d. h. den ganzen linearen Substitutionen m

%= a;x 4 by + ¢z + dy,

Y = ay% + by + ¢z 4 d,,

2= agx + byy + c3z + dg,
unter denen die unter 1. betrachteten Transformationen als spezielle
Fille enthalten sind, und heben von simtlichen geometrischen Begriffen
und Theoremen den engeren Kreis derjenigen hervor, die bei beliebigen
affmen Transformatlonen ungeédndert bleiben; ihren Inbegriff betrachten
wir als die erste neue Art Geometrie, die sogenannte affine Geometrie oder
Invarmntentheorw der affmen Tmnsjormatwnen
““““““““ Aus unserer Kenntnis der affinen Transformationen kénnen wir
danach sofort Begriffe und Sitze dieser Geometrie entnehmen ; ich erinnere
hier nur an einiges wenige: Von Entfernung und Winkel wird in der
affinen Geometrie nicht mehr die Rede sein kénnen, ebenso wird der Be-
griff der Hauptachsen eines Kegelschnittes oder der Unterschied zwi-
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schen Kreis und Ellipse verwischt. Erhalten aber bleibt die Unterschei-
dung von Endlichem und Unendlichweitem des Raumes und alles, was sich
darauf bezieht: der Begriff des Parallelismus zweier Geraden, die Ein-
teilung aller Kegelschnitte in Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln und dgl.,
ferner die Begriffe Mittelpunkt und Durchmesser eines Kegelschnittes und
insbesondere die Beziehung konjugierter Durchmesser.

4. Weiter ziehen wir die projektiven Umformungen, d. h. die gebroche-
nen linearen Transformationen:

¥ = (a2 + by + 1z +dy): (@ + byy + caz + dy)

Y = (% + byy + €z + dy): (ag% + by + cyz + dy),

7 = (a3% + by + c3z2 + dy): (agx + byy + c,2 + dy)
heran, welche die affinen Transformationen als Spezialfille umfassen. Blei-
ben geometrische Eigenschaften allen diesen Transformationen gegeniiber
ungeéndert, so miissen sie gewiB auch der affinen Geometrie angehéren;
damit wird aus dieser die sogenannte projektive Geometrie als Invari-
antentheorie dey projektiven Transformationen ausgeschieden. Die schritt-
weise Aussonderung der affinen und projektiven Geometrie aus der metri-
schen konnen wir dem Vorgehen des Chemikers vergleichen, der aus einem
Stoff durch Anwendung immer stirkerer Zersetzungsmittel immer wert-
vollere Bestandteileisoliert ; unsere Zersetzungsmittel sind erst die affinen,
dann die projektiven Transformationen.

Was die Sétze der projektiven Geometrie angeht, so sei nur her-
vorgehoben, da nunmehr die ausgezeichnete Stellung des Unendlichen
und alle damit zusammenhidngenden Begriffe der affinen Geometrie in
Fortfall kommen. Es gibt nur noch eine At von eigentlichem Kegelschnitt,
es bleibt aber beispielsweise die Beziehung zwischen Pol und Polare
und ebenso die Erzeugung des Kegelschnittes durch projektive Strahlen-
biischel bestehen, von der wir frither (S.104f.) sprachen.

Wir kénnen nun aber nach demselben Prinzip von der metrischen
Geometrie aus auch zu anderen Arien von Geometrien aufsteigen; eine der
wichtigsten ist

5. die Geometrie der reziproken Radien. Sie umfaBt die Gesamtheit
derjenigen Theoreme der metrischen Geometrie, welche bei allen mog-
lichen Transformationen durch reziproke Radien erhalten bleiben; es hat
alsoin dieser Geometrie z. B. der Begriff der Geraden oder Ebene keine
selbstindige Bedeutung mehr, wohl aber der Begriff Kreis oder Kugel,
dem Gerade bzw. Ebene als Spezialfille untergeordnet werden.

6. Endlich hebe ich noch eine Art von Geometrie hervor, die ge-
wissermafen durch das schirfste Atzungsmittel gewonnen wird und daher
die wenigsten Theoreme umfaBt: die Analysss situs, die ich ja schon frither
(S. 113 ff.) erwdhnte. Hier handelt es sich um die Gesamtheit der Eigen-
schaften, die allen eineindeutigen, nur durchaus stetigen Transformationen
gegentiber erhalten blesben,; um dem Unendlichfernen, das die so definier-
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ten Transformationen stets in sich iiberfithren wiirden, keine ausgezeich-
nete Stellung einzuriumen, kdnnen wir noch entweder die projektiven
Transformationen oder die Transformationen durch reziproke Radien hin-
zunehmen. —

Das so skizzierte Schema werden wir jetzt noch schérfer umschrei-
ben, indem wir den fundamentalen Begriff der Gruppe einfithren. Wir
nennen, wie auch schon friiher ausgefithrt wurde, eine Gesamtheit von
Transformationen dann eine Gruppe, wenn die Zusammensetzung von
2 ihver Transformationen wieder eine Transformation derselben Gesamitheit
ergibt und die Inverse jeder Transformation auch zu der Gesamtheit gehort.
Beispiele von Gruppen sind der Inbegriff der Bewegungen oder derjenige
der Kollineationen (projektiven Transformationen); denn 2 Bewegungen
setzen sich wieder zu einer Bewegung, 2 Kollineationen wieder zu einer
Kollineation zusammen; auBerdem ist in beiden Fillen zu jeder Trans-
formation die inverse vorhanden.

Blicken wir nun auf unsere verschiedenen Arten von Geometrie zu-
riick, so werden wir sehen, dafB3 die Transformationen, die in jeder eine
Rolle spielen, gerade immer eine Gruppe bilden. Die simtlichen linearen
Substitutionen zunichst, die die Beziehungen der metrischen Geometrie
ungeéndert lassen, die Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen und
Ahnlichkeitstransformationen, bilden ersichtlich eine Gruppe, die man als
Hauptgruppe der vaumlichen Transformationen bezeichnet. Ebenso leicht
tiberzeugt man sich von der analogen Bedeutung der affinen Gruppe aller
Affinitéten fiir die affine, der projektiven Gruppe aller Kollineationen fiir
die projektive Geometrie. Die Theoreme der Geometrie der reziproken
Radien bleiben erhalten bei allen Transformationen, die man durch
Zusammensetzung irgendwelcher Transformationen durch reziproke Ra-
dien mit Substitutionen der Hauptgruppe erhilt; sie alle bilden wieder
eine Gruppe, die ,,der reziproken Radien‘. Und fiir die Analysis situs
endlich kommt die Gruppe aller stetigen eineindeutigen Verzerrumgen in
Betracht.

Wir wollen noch feststellen, von wie vielen voneinander unabhingigen
Parametern die einzelne Operation in jeder dieser Gruppen abhingt. Inder
Hauptgruppe sind die Bewegungen mit 6 Parametern enthalten, und dazu
kommt noch ein Parameter fiir die MaBstabinderung, so daB im ganzen
7 Parameter vorhanden sind ; wir driicken dies aus, indem wir die Haupt-
gruppe als eine G, bezeichnen. Die Gleichungen der allgemeinen affinen
Transformation enthalten 3 - 4 = 12 willkiirliche Koeffizienten, die der
projektiven 4 - 4 = 16, wobei aber bei den letzteren ein allen gemein-
samer Faktor unwesentlich ist; also ist die affine Gruppe eine G,,, die
projektive eine Gy5. Die Gruppe der reziproken Radien ist, wie ich hier
nur referierend angebe, eine G,,, und die Gruppe aller stetigen Verzer-
rungen schlieBlich besitzt iiberhaupt keine endliche Parameterzahl, ihre
Operationen hingen vielmehr noch von willkiirlichen Funktionen oder,
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wenn wir wollen, von unendlich vielen Parametern ab (sie ist
eine G).

In dem Zusammenhang der verschiedenen Arten von Geometrie und
der Gruppen von Transformationen, den wir so festgestellt haben, kann
man nun ein fundamentales Prinzip zur Charakterisierung aller iiber-
haupt moglichen Geometrien erblicken; es ist das, das eben den Haupt-
gedanken meines Erlanger Programmes ausmacht: Es ser irgendeine
beliebige Gruppe rawmlicher Transformationen gegeben, welche die Haupt-
gruppe als Teil wmfaft; dann gibt die Invariantentheorie dieser Gruppe eine
bestimmte Art von Geometrie, und man kann so jede mogliche Geometrie er-
halten. Als Charakteristikum jeder Geometrie wird ihre Gruppe stets in den
Vordergrund der Betrachtung gestellt.

Dies Prinzip ist in der Literatur vollstindig durchgefiihrt nur fiir die
in unserem Schema zuerst genannten 3 Fille, und mit ihnen als den wich-
tigsten oder bekanntesten wollen wir uns noch ein wenig beschiftigen und
dabei zunichst namentlich auf den Ubergang vom einen zum anderen
achten.

Ich wihle die Reihenfolge umgekehrt wie vorhin und beginne mit der
projektiven Geometrie, also mit der G, aller projektiven Transformationen,
die wir homogen schreiben:

QIE, =a; ¢+ by + ol +dr

01 = ax€ + by + 0 + dyr

0’0 = asé + by + 50 + dyv

0’7 = a,& by + ¢ 8+ dyr.
Um von hier aus zu der affinen Gruppe zu kommen, gehen wir von
der Bemerkung aus, daB eine Projektivitit dann eine Affinitit ist, wenn
sie die unendlichferne Ebene in sich iiberfithrt, d. h. wenn jedem Punkte
mit verschwindendem 7 ein Punkt mit verschwindendem ¢’ entspricht.

Denn dies besagt, daB} @y =b,=c, =0 ist, und daher folgt aus den
Gleichungen (1) durch Division fiir die inhomogenen Gleichungen, wenn

(1)

wir noch die Quotienten a, : d,, . .. einfach durch 4, ... ersetzen:
¥=ax+by+cz+d
(2) V' = ayx + by + cox + dy

7 =asx+ byy + cyz + dy,

das sind in der Tat-die alten Formeln der Affinitit: Die Bedingung, daf
die unendlich jerne Ebene ungeindert bleibt, scheidet also aus der projek-
tiven G, esne 12-parametrige ,,Untergruppe’ aus, eben die affine Gruppe.

In ganz analoger Weise gelangt man zu der Hauptgruppe G,, indem
man diejenigen Projektivititen bzw. Affinititen bestimmt, die aufer der
unendlich fernen Ebene noch den imagindren Kugelkreis in sich iiberfith
ren, d. h. bei denen auch jedem den Gleichungen:

E4n+=0 und =0
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geniigenden Punkt ein dieselben Gleichungen erfiillender entspricht. Sie
werden diese Behauptung leicht bestitigen. Sie brauchen nur zu be-
achten, daB unsere Bedingung die 6 (homogenen) Konstanten des dem
Kugelkreis vermoge einer Affinitdt in der Ebene 7" = 0 entsprechenden
Kegelschnittes gerade bis auf einen konstanten Faktor bestimmt und
daher den 12 Konstanten der Affinitit 6 — 1 = 5 Bedingungen auferlegt
— womit eben die 12 — 5 = 7 Parameter der G, iibrigbleiben.

Diese ganze Art der Betrachtung hat nun durch den groBen eng-
lischen Geometer A. Cayley') 1859 eine wichtige Wendung, erfahren:
wahrend es bisher schien, als ob die affine und projektive Geometrie
drmere Ausschnitte der metrischen seien, macht es Cayley méglich, um-
gekehrt die affine sowohl als die metrische Geometrie der projektiven als
besondere Fille etnzuovdnen: ,,projective geometry is all geometry*‘. Dieser
zunéchst vielleicht paradox erscheinende Zusammenhang entsteht so,
daB man den zu untersuchenden Figuren bestimmte Gebilde, nimlich
die unendlich ferne Ebene bzw. den Kugelkreis in ihr hinzufiigt; dann
sind die affinen bzw. metrischen Eigenschaften einer Figur wichts als die
projektiven Eigenschaften der so erweiterien Figur.

Lassen Sie mich dies zunichst an zwei ganz einfachen Beispielen er-
lautern, wobei ich nur von frither her bekannte Tatsachen in ein wenig
abgednderter Form ausspreche. DaB8 2 Geraden parallel sind, hat in der
projektiven Geometrie zunichst gar keine Bedeutung; nehmen wir aber
die unendlich ferne Ebene zu den gegebenen Gebilden (den beiden Gera-
den) hinzy, so liegt (vgl. S. 98) die rein projektive Aussage vor, daB zwei
gegebene Geraden sich auf einer gegebenen Ebene schneiden. Ahnlich ist
es, wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht. Wir konnen das
(vgl. S. 132f.) auf eine Polarenbeziehung — das ist ja eine projektive
Eigenschaft — der durch Hinzunahme des Kugelkreises erweiterten Figur
zuriickfithren (vgl. Abb. 98): Der Spurpunkt P,
der Geraden und die Spurlinie g, der Ebene
in der unendlich fernen Ebene sollen in bezug
auf den Kugelkreis Pol und Polare sein.

Ich mochte nun den hiermit kurz ange-
deuteten Gedankengang genauer ausfithren und
zeigen, wie er zu einem vollkommen systemati-
schen Lehvgebiude der Geometrie fithrt. Das
groBte Verdienst darum haben sich die Eng-
linder erworben; Cayley habe ich schon ge- Abb. 98.
nannt, und ihm habe ich noch zur Seite zu
stellen J. J. Sylvester und G. Salmon in Dublin. Diese Méinner haben
von 1850 an diejenige algebraische Disziplin geschaffen, welche man

1) In ,,A sixth memoir upon quantics“. Philosophical Transactions of the
Royal Society of London, 1859 = Collected mathematical papers, II (Cambridge
1889), S. 5611f.

Klein, Elementarmathematik II, 10
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im engeren Sinne Invariantentheorie der linearen homogenen Substitu-
tionen') nennt und welche unter Voranstellung des Cayleyschen Prinzips
eine vollstindige Systematik der Geometrie auf analytischer Basis er-
moglicht. Zum Verstdndnis dieser Systematik wird es nétig sein, daB wir
uns vorerst mit der Invariantentheorie selbst ein wenig befassen:

2. Exkurs iiber die Invariantentheorie der linearen Substitutionen.

Natiirlich werde ich dabei lediglich kurz referierend die Haupt-
gedankenginge und Resultate vortragen kénnen, ohne auf Einzelheiten
und auf Beweise einzugehen. Was Liferatur dieses groBen Gebietes an-
langt, so verweise ich vor allem auf ‘den Bericht von W. Franz M. eyer: ,,Die
Fortschritte der projektiven Invariantentheorie im letzten Vierteljahr-
hundert' in Bd. I der J ahresberichte der deutschen M athematiker-V ereinigung
(1892) sowie auf das Enzyklopddiereferat ,, Invariantentheorie’ desselben
Autors (Enz. Bd.I B 2). Was man von der Invariantentheorie in der
Geometrie braucht, findet man besonders in den Lehrbiichern von
G. Salmon?), die zur Verbreitung der hier in Betracht kommenden Ideen
wohl am meisten beigetragen haben und auch in der deutschen Be-
arbeitung von W. Fiedler stets ungemein viel benutzt worden sind. In
derselben Richtung liegen auch die Vorlesungen von A. Clebsckd), die
Lindemann herausgegeben hat.

Wenn wir nun zu unserem Gegenstand iibergehen, so denken wir uns

1. irgendeine- Anzahl von Variablen gegeben und sprechen je nach-
dem vom bindren, terndren, quaterndiren, . . . Gebiet. Indem wir uns vor-
behalten, die Variablen in den ersten 3 Fallen schlieSlich als homo-
gene Koordinaten in einer Geraden, einer Ebene oder einem Raume auf-
zufassen, bezeichnen wir sie mit:

5)1; E:n:t; E; 77) C,'E,

wobei dann 7= 0 allemal die unendlich fernen Elemente charakteri-
sieren soll.

2. Wir betrachten die Gruppen aller homogenen linearen Substitutionen
dieser Variablen, wobei wir aber zunidchst nicht bloB, wie es spiter in der
projektiven Geometrie geschieht, die Verhéltnisse der Variablen, sondern

1) Man gebraucht das Wort ,,Invariantentheorie’* auch im weiteren Sinne
mit Bezug auf beliebige Transformationsgruppen; im engeren Sinne, wie er auch
in der Folge fiir uns mafgebend ist, hat es zuerst Sylvester angewendet.

2) Analytische Geometrie I. der Kegelschnitte; II. der hoheren ebenen Kurven;
II1. des Raumes; IV. Vorlesungen iiber die Algebra der linearen Transformationen.
Deutsch bearbeitet von W. Fiedler. Leipzig (Teubner). Jeder Band in mehreren
Auflagen. [I neu herausgegeben von F. Dingeldey; III von K. Kommerell
und A. Brill].

3) Vorlesungen iiber Geometrie, bearbeitet von F. Lindemann. Leipzig
(Teubner). 1. Aufl. (1876ff.). 2. Aufl. (1906{f.).
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auch ihre Einzelwerte selbst in Betracht ziehen wollen; wir schreiben
diese Substitutionen:
E=a,E+by+d
N=ay§+ by + dyt
U=a,&+ by + dy;

F=a,+bn+c i+ dy
< =ay€ +byn +l + dy7T

{'= agé 4+ by 4 cgl +dst

U=a,E+byn+c 4 dyt.
Die Parameterzahl dieser 3 Gruppen ist bzw. 4, 9, 16.

Um im folgenden alle Dimensionszahlen bequem umfassen zu
kénnen, wollen wir in den Formeln immer nur die Variablen £ und t
und die auf sie beziiglichen Glieder ausschreiben und dazwischen Punkte
setzen; will man dann das bindre Gebiet behandeln, so hat man diese
Punkte einfach zu ignorieren, fir das ternire und quaternire aber
hat man sie durch Glieder in % bzw. 7 und { zu ersetzen, die den aus-

geschriebenen Termen analog sind. Wir reden also allgemein von den
Variablen:
E,.... T

und von den linearen Substitutionen in ihnen:

§/=a1$+"‘+d11

Y—a ity
U= a,&+ d,;

(1) .
U=af+ -+ d,rT.
3. Was nun die Objekte der Invariantentheorie angeht, so wollen wir

hier 2 Stufen der Fragestellung unterscheiden: Einmal seien srgendwelche
einzelne Wertsysteme der Variablen:

El)-'wrl; 52:"-712; §3t'~-)r3;

gegeben, die wir im Anklang an die Geometrie ja wohl schon hier kurzweg
als Punkte 1; 2;3; ... bezeichnen diirfen. Jedes dieser Wertsysteme
fiir sich wird den Substitutionen der Gruppe (1) unterworfen, und es
handelt sich darum, solche Verbindungen unserer Wertsysteme zu bilden,
die bei diesen simultanen Substitutionen invariant bleiben.

4. Die zweite Stufe der Problemstellung zieht neben solchen Punkten
auch Funktionen der Variablen heran, und zwar in erster Linie ganze 7atio-
nale Funktionen; man kann sich dabei auf homogene rationale ganze
Funktionen, welche die Invariantentheorie Formen nennt, beschrinken,
da sich wegen der Homogenitit der Substitutionen die Terme gleicher
Dimension ohnehin fiir sich substituieren. Wir werden da also lineare

Formen: @=0aft...+ o7
betrachten, ferner quadratische Formen:
f=A8 4. +2GEr 4. 4 Kt
und so fort. Auch mehrere Formen gleicher Dimension werden wir gleich-
10*
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zeitig herannehmen konnen und unterscheiden sie dann durch Indizes,
z. B.: Py =018+ + 0,7, @a= K&+ -+ Oy7;
Ebenso konnen Formen von mehrerenV ariablenreihen, z. B. Bilinearformen :

= Aélfg +-+ A48+ -+ Ny &4 ﬂ""l'cz,
den Ausgangspunkt bilden.

Um das hier entstehende allgemeine Problem deutlich zu machen,
miissen wir erst zusehen, wie die Koeffizienten dieser Formen sich
transformieren, wenn wir die Variablen den Substitutionen der Gruppe (1)
unterwerfen und dabei den Formenwert ¢ bezw. f als unverdnderlich
festsetzen. Betrachten wir zunichst die Linearform und setzen:

p=af+ +or=0F+ .-+ 7.

Fithren wir die Ausdriicke (1) von &', . . ., 7’ ein, so muB in den Variablen
&, ..., 7t die Identitit bestehen:

0‘5+"'+5"=°"(a15+"‘+d1'5)+"'+5’(“4§+"'+d47)
= (&'ay+-- -+ a) 4+ (ady +-- -+ Fdy),
und daraus folgt:
oc—-aloc 4. +a46’
(2)
6_—dloc +-.. —l—dé’

Die neuen Koeffizienten &', . .., ¢’ der Linearform hingen also mit den
alten &, ..., 8 wiederum durch eine lineare Substitution zusammen, die
sich in einfacher Weise aus (1) ergibt: man vertausche vertikale und hori-
zontale Reihen des Koeffizientenschemas (,,transponiere’‘ die Substitu-
tion) und vertausche obendrein noch die Stellung der alten (nichtge-
strichenen)und der neuen (gestrichenen) GroBen. Die so entstehende Sub-
stitution nennt man kontragredient zur urspriinglichen (1) und sagt kurz,
dapB sich die Koeffizienten &, ..., 0 einer Linearform kontragredient zu
den Variablen &, . . ., T substituieren. Die vorhin betrachteten Variablen-
reihen &, ...,7; &, ..., 7,; ..., diesamtlich jeweils der gleichen Trans-
formation (1) zu unterwerfen sind, heiBen in analoger Terminologie
kogrediente Verinderliche.

Gehen wir nun zur quadratischen Form f iiber, so iiberlegen wir vorab,
wie die in sie eingehenden quadratischen Terme &2,...,¢&7,
sich bei der linearen Substitution (1) verhalten; wir finden aus (1) sofort
fir die quadratischen Terme der neuen Verinderlichen:

2 =aif +-. +2a1d1§1+ A+ B2
3) Er=a1a4§2+ —{—(az1 4—i—al‘, )5r+ —{—dd-ﬂ

/2 = a2£2 —I— + 2a4d4§t + + d272
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und konnen das kurz so ausdriicken: Die quadratischen Terme der Varia-
blen erleiden gleichzeitig mit diesen eine aus (1) sich unmittelbar ergebende
homogene lineare Substitution. Nun ist f eine /ineare Form dieser quadra-
tischen Terme, also erkennen wir durch genaue Wiederholung der vorigen
Uberlegungen, daB sich die Koeffizienten A, ..., 2G, ..., K linear
homogen, und zwar kontragredient zur Substitution (3) der Terme &, . ..
&t, ..., transformieren; d. h. die Gleichungen zwischen 4, . . ., 2G, ..., K
und 4°,...,2G’, ..., K’ entstehen genau so aus (3) wie die Gleichungen
(2) aus (1). ’

5. Nun konnen wir das allgemeine Problem der Invariantentheorie
formulieren. Sind irgendwie eine Reihe von Punkten 1; 2; . . . sowie von
linearen, quadratischen, evtl.auch hoherenFormen @ ; @,; . .. ; /15 fas . --
vorgegeben, so versteht man unter einer I nvarianteeine solche Funktion
der Koordinatené,,...,7;;&,,...,7,;... und der Koeffizientena,, ..., d;;
Oy, oy 0 ooy Ay, ..., Ky; Ay, ..., Ky ..., die bei den linearen
Substitutionen (1) der Variablen und den zugehorigen, soeben bestimm-
ten Substitutionen der Koeffizientensysteme ungeindert bleibt. Es soll
die Gesamtheit der iberhaupt moglichen Invarianten studiert werden.

Man gebraucht in der Literatur gelegentlich auch die Worte Ko-
variante und Kontravariante fiir besondere Arten der hier allgemein als
Invarianten bezeichneten Gebilde. Sind nidmlich in dem invarianten Aus-
druck die Variablenreihen &,, ..., 7;; &, ..., T,; . . . selbst enthalten, so
spricht man von Kovarianten, und treten in ihm Koeffizienten von Linear-
formen &, ..., d;; &,, ..., 0,; ... auf, sosagt man Kontravariante; das
Wort Invariante beschrinkt man dann auf solehe Ausdriicke, die weder
solche Koordinaten &, ... noch Koeffizienten &, ... enthalten und
lediglich aus den Koeffizienten quadratischer oder héherer Formen zu-
sammengesetzt sind. DaB man jene beiden Fille hervorhebt und einander
entgegenstellt, geschieht in Riicksicht darauf, daB die Variablenreihen
&,..., teinerseitsund «, . . ., d andererseits ein gewissermaBen reziprokes
Verhalten aufweisen: Erleiden die einen von ihnen eine lineare Substi-
tution, so erfahren die anderen gerade die kontragrediente, gleichgiiltig,
von welcher Reihe man ausgeht; aus jeder invarianten Bildung in GréBen
der einen Art kann man also durch passende Umsetzung eine ebensolche
in GroBen der anderen herleiten. Fiir die geometrische Deutung ist
hiermit offenbar das Prinzip der Dualitit ausgesprochen, denn «, . . ., §
werden homogene Geraden- bzw. Ebenenkoordinaten, wenn wir &, ..., t
als Punktkoordinaten auffassen. — Ubn'gens hat jener Unterschied, ob
Wertsysteme &, ...,7bzw. «, ..., 8 in den aufzustellenden Ausdriicken
vorkommen oder nicht, natiirlich keinerlei fundamentale Bedeutung,
und wir werden daher im allgemeinen weiterhin das Wort Invariante
1m umfassenderen Simme gebrauchen.

6. Wir wollen jetzt diesen Begriff der Invariante nach anderer Rich-
tung schirfer fassen, um einen geordneten Aufbau der Theorie zu er-
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moglichen. Wir betrachten als Invarianten fortan nur rationale Funk-
tionen der Koordinaten und Koeffizienten, die obendrein noch in den Ko-
ordinaten jedes einzelnen auftretenden Punktes und den Koeffizienten
jeder einzelnen auftretenden Form homogen sein mogen. Jede solche ratio-
nale Funktion konnen wir als Quotienten von zwei ganzen rationalen homo-
genen Funktionen darstellen, und diese werden wir fiir sich untersuchen.
Da ein gemeinsamer Faktor von Zahler und Nenner den Wert des Quotien-
ten nicht dndert, werden sie freilich nicht mehr notwendig Invarianten im
bisherigen Sinne sein miissen, sondern sie werden sich bei jeder linearen
Substitution moglicherweise mit einem gewissen Faktor multiplizieren
kénnen.

Man kann nun zeigen, daB dieser Faktor nur von den Koeffizienten
der Substitution abhingt und daB er notwendig eine Potenz der Substi-
tutionsdeterminante:

sein muB. Wir kommen so schlieBlich dazu, solche ganze rationale homo-
gene Funktionen der gegebenen Grifenvethen au betrachten, die sich bet den
linearen Substitutionen der Variablen und Koeffizienten, wie wir sie vorhin
aufstellien, mit einer Potenz v* der Substitutionsdeterminante multipli-
zieren. Man nennt sie relative [nvarianten, da sie sich nur unwesentlich
dndern, und ganz ungeindert bleiben bei allen Substitutionen, fiir die
v = 1 ist. Der Exponent 4 hei3t das Gewicht der Invariante. Tm Gegen-
satz dazu nennt man das, was wir bisher Invariante schlechtweg nannten,
absolute Invariante; jede absolute Invariante ist also ein Quotient relativer
Invarianten gleichen Gewichies.

7. Damit ist tatsdchlich ein Gesichispunkt zur Systematisierung der
Invarianientheorie gewonnen. Die einfachsten relativen Invarianten
werden die sein, die Polynome mdglichst niedrigen Grades in den gegebenen
GroBenreihen sind; von ihnen aus wird man zu denen hoheren Grades
aufsteigen. Sind f,, 7, irgendwelche relative Invarianten, so ist jedes
Produkt von Potenzen 45 - j3* wieder eine relative Invariante; denn er-
halt 7, bei der Substitution den Faktor 7%, j, den Faktor #*, so reprodu-
ziert sich §7 - 45 bis auf den Fa<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>