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Vorwort.

Auf Anregung meines verehrten Lehrers Professor M. Radakovid
habe ich im Frihjahr 1919 noch als Nichthabilitierter an der Uni-
versitit Graz eine Reihe von Vortrigen iiber Quantenstatistik und
Quantentheorie gehalten, auf welche die Grundgedanken der vorliegen-
den Darstellung zuriickgehen. Der bereits in Ausfilhrung begriffene
Plan, eine systematische Bearbeitung des Inhaltes dieser Vortrige
und spéterer Vorlesungen an der Wiener Universitit und Technischen
Hochschule zu einem Buche zu formen, wurde zuriickgestellt, als der
Herausgeber des Bandes Physik der Encyklopidie, Professor Sommer-
feld, am ersten deutschen Physikertag 1921 in Jena die Einladung an
mich richtete, einen Encyklopidieartikel ther Quantenstatistik zu schrei-
ben, welcher auch das Wichtigste tiber die Grundlagen der Quanten-
theorie enthalten sollte. Unter diesen Umstéinden war es unvermeid-
lich; daB manches von der Ausfithrlichkeit des geplanten Buches auf
den Encyklopidieartikel iiberging, welcher dadurch einen im allge-
meinen nicht iiblichen Umfang angenommen hat. Die Niederschrift
des Artikels hat sich zu meinem Bedauern aus mancherlei persén-
lichen, namentlich gesundheitlichen Griinden durch mehrere Jahre hin-
gezogen; es ist mir kaum moglich, genug Worte des Dankes fiir die
Geduld zu finden, welche der Herausgeber, Professor Sommerfeld, und
der Verlag den sich immer wieder erneuernden Verzogerungen gegen-
iber bewiesen haben! Diese Verzogerungen haben es nun allerdings
mboglich gemacht, vieles von der reichen Ernte der Quantenfrucht aus
letzter Zeit mit aufzunehmen, was sonst hiitte unberiicksichtigt blei-
ben milssen; andererseits aber mogen sie gewisse UngleichmaBigkeiten
in der Behandlung des Stoffes verschuldet haben, deren vollige Be-
seitigung spiter nicht mehr ausfilhrbar war. — Da es ein Buch &hn-
lichen Umfanges tiber Quantenstatistik oder Quantentheorie in der
Fachliteratur bisher nicht gibt, habe ich mich mit Zustimmung von
Professor Sommerfeld zu der selbstindigen Herausgabe des Artikels
in Buchform entschlossen, welche hier vorliegt.

Fiir stete Anregung, Forderung und Kritik bei meiner Arbeit habe
ich vor allem Geheimrat Professor Sommerfeld meinen lebhaftesten



VI Vorwort.

Dank zu sagen, ferner ganz besonders Professor K. F. Herzfeld (Miin-
chen), dem ich eine bis ins einzelne gehende Kritik meines Manu-
skriptes sowie zahlreiche wichtige Zusitze und Verbesserungen ver-
danke. Manche wertvolle Anregung schulde ich weiterhin inshesondere
den Herren Prof. P. Ehrenfest (Leiden), Dr. W. Pauli (Hamburg),
Prof. M. Radakovi¢ (Graz), Prof. Cl Schaefer (Marburg a. d. Lahn),
Prof. W. Schottky (Rostock), Prof. W. Wirtinger (Wien). Meinem ver-
ehrten Freunde Prof. H. Thirring danke ich besonders herzlich fiir
unermiidliche freundschaftliche Forderung und Ermutigung!

Endlich méchte ich es auch nicht unterlassen, den Verlag meiner
dankbaren Anerkennung fiir sein dauerndes verstindnisvolles Entgegen-
kommen zu versichern.

Tiers, den 15. August 1925.
Adolf Smekal.
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Bezeichnungen.

1. Makroskopische bzw. makroskopisch-statistische GriSen.

E Energie des warmen Korpers (Gas, Festkorper oder Hohlraumstrahlung)
V Volumen.

p Druck.

a* duBere makroskopische Parameter.

A #uBere Kraft.

¥ empirische Temperatur.

T absolute Temperatur.

¢y spezifische Wiarme bei konstantem Volumen.

dQ reversibel*) zugefiihrte Wirmemenge.

S Entropie.

¥ Plancksche Warmefunktion.

F Freie Energie.

¢ (v, T) Strahlungsdichte tiir die Frequenz ».

k = 1,372 - 10~ erg/grad Boltzmann-Plancksche Konstante.

2, Statistische GroBSen.

N Anzahl der Molekille (bzw. Atome, Eigenschwingungen, Teilsysteme)
in V.
I"Raum = Phasenraum des statistischen Gesamtsystems.
g-Raum = Phasenraum des Einzelmolekiils.
N, ; Anzahl der Molekiilphasenpunkte in der I** y-Raum-Zelle bei der in-
dividuellen Zustandsverteslung Z, .
& Volumen einer p-Raum-Zelle.
R(Z;) Anzahl der Realisierungsméglichkeiten (29) von Z,.

*) Man vgl. hierzu etwa Nr. 87 im II. Bande des im Literaturverzeichnisse
angefiihrten Werkes von Cl. Schaefer.
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L*
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L=1
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Vorbemerkung. Die Aufstellung des Planckschen Strahlungs-
gesetzes um die Jahrhundertwende bedeutet den Beginn einer einzig-
artigen Krise in der theoretischen Physik, deren Beendigung wir auch
heute noch nicht vorauszusehen vermogen. Die Anfiinge ihrer Frucht,
der Quantentheorie, finden sich diesem Ausgangspunkte gemif in
V 23: Theorie der Strahlung von W, Wien behandelt, welche Dar-
stellung dem eigentlichen Thema des vorliegenden Artikels historisch
daher am nichsten steht. Die neuere Entwicklung hingegen, ge-
kennzeichnet durch die Namen FEinsiein, Bohr, Sommerfeld, hat die
Quantentheorie im wesentlichen immer deutlicher zu einer Theorie der
Malerie fortgebildet; als Inbegriff molekularer Gesetzmdifigkeiten ist
sie dadurch nicht nur in Beziehung zu den makroskopischen Gesetzen
der gesamien Klassischen®) Physil getreten, sondern hat auch — worauf
es hier allerdings nicht ankommen wird — in mancherlei Hinsicht
die Chemze der Physik tributpflichtig gemacht.

Die Auffassung, daB in der Quantentheorie im wesentlichen eine
Theorie der Materie zu erblicken sei, legt den Versuch nahe, die
allgemeinen quantentheoretischen GesetzmiBigkeiten als jene Bedin-
gungen hinzustellen, welchen Atome und Molekiile in ihrer Vielheit
als gemeinsame Triger der makroskopischen mechanischen und elektro-
dynamischen Erscheinungen zu geniigen haben. Es ist klar, daB nur
die Methoden der statistischen Physik: berufen sein konnen, eine der-
artige Briicke zwischen den ZXlassischen und den Quantengeselzen zu
schlagen. Von einer solchen, liickenlosen Darstellung der allgemeinen
Grundlagen der Quantentheorie ist man gegenwiirtig zwar noch ziem-
lich weit entfernt, namentlich was die elektrodynamischen Fragen
anbetrifft. Nach der mechanischen und thermodynamischen Seite hin-
gegen ist eine statistische Fundierung der Quantentheorie bereits in
ziemlichem Umfange moglich. Da dieser Weg zugleich eine rationelle
Behandlung der Quantenstatistik vorzubereiten gestattet, ist er in vor-
liegendem Berichte zum Ausgangspunkte gew#hlt worden.

Aus diesen Griinden wird im ersten Abschnitte die jiingste Ent-
wicklung der statistischen Mechanik dargelegt, soweit sie auf rein
klassischen Grundlagen beruht und als fiir die Quantentheorie frucht-
bar angesehen werden kann. Die Darstellung dieser Entwicklung,
welche grundlegend mit dem Namen P. Ehrenfests verkniipft ist, kann
darum in vieler Hinsicht als Erginzung und Fortsetzung von IV 32:
Begriffliche Grundlagen der statistischen Auffassung in der Mechanik

*) Die Bezeichnung ,klassisch wird hier wie im folgenden stets im Gegen-

satz 2u ,,quantentheoretisch“ benutzt, so daB in diesem Zusammenhange z. B.
auch die Relativitiatstheorie zur ,klassischen Physik gerechnet wird.
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von P. und T. Ehrenfest angesehen werden. In diesen Abschnitt geht
ferner ein Teil jener Entwicklungen der hoheren Dynamik ein (IV 11
und 12, P. Stdckel, VI 2,12, E. T. Whittaker), welche von den ein-
zelnen Autoren meist im Zusammenhang mit speziellen Quantenpro-
blemen behandelt worden sind. Nachdem die Quantenstatistik soweit
geflihrt ist, als dies ohne Kenntnis der feineren Quantengesetze des
Atombaues tunlich erscheint, wird im zweiten Abschnitte eine mog-
lichst deduktive Darstellung der grundlegenden quanitentheoretischen Ge-
sichtspunkte zu geben versucht und iiber derer Anwendungsgebiet so-
wie iiber die Stellungnahme der Quanientheorie zu den Strahlungsfragen
berichtet. Da eine eingehendere quantentheoretische Behandlung der
allgemeinen spektroskopischen Gesetamdfligheiten einer abgesonderten
Darstellung vorbehalten war, muB beziiglich dieser Fragen auf die
Berichte V 26 von C. Runge und V 27 von A. Kralzer verwiesen
werden. Der SchluBabschnitt endlich ist einer Reihe von Anwen-
dungen gewisser im zweiten Teile gewonnener Erkenntnisse auf die
Quantenstatistik gewidmet. Da die Quantentheorie des festen Aggregat-
zustandes bereits in V 25 durch M. Born eine selbstindige Behand-
lung erfahren hat, beschrinken sich diese Anwendungen zunichst auf
thermische Eigenschaften der Gase; die anschlieBende quantenstatistische
Untersuchung der chemischen Gleichgewichte und der quantenstatisti-
schen Bedeutung des Nernstschen Wiirmetheorems besitzt gewisse Be-
rithrungspunkte mit der Behandlung dieser Fragen durch K. F. Herz-
feld in seinem Berichte V 11, Physikalische und Elektrochemie.

1. Die Entwicklung der klassischen statistischen Mechanik
zur Quantenstatistik.

1. Einleitung. Allgemeine Richtlinien. Die Aufgabe der physi-
kalischen Statistik besteht darin, die molekularen GesetzmiBigkeiten mit
den makroskopischen zu verkniipfen. Der Ubergang von den ungeheuer
vielen Gleichungen der molekularen Vorgiinge zu den wenigen be-
kannten phinomenologischen Gesetzen wird dabei durch Mittelbildungen
iiber die molekularen Zustandsveréinderlichen vollzogen?), so daB die

1) Unter gewissen, allerdings wesentlich von Anniherungen besonderer Art
Gebrauch machenden Voraussetzungen konnen die phinomenologischen Gesetze
mit Hilbert auch als Bedingungen dafiir aufgefaft werden, daf die Gleichungen
der Molekularvorgiinge aufldsbar sind; sie erscheinen dann als Eliminations-
resultat dieser Gleichungen. Vgl. die Hilbertsche Gastheorie, D. Hilbert, Grund-~
zlige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912,
sowie die Einleitung zu M. Born, Dynamik der Kristallgitter, Leipzig 1915.

Die Frage nach der Bestimmtheit makroskopischer Prozesse auf Grund der
Molekulartheorien behandelt 7. Ehrenfest-Afanassjewa, Versl, Akad. Amsterdam
26 (1917), p. 1088; vgl. ferner IV 32, Nr. 15.
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phiinomenologischen, direkt meBbaren GroBen, ihrer experimentellen
Bedeutung nach, als zeitliche oder zeitlich-riumliche Mittelwerte aufzu-
fassen und darzustellen sind. Die Losung dieser Aufgabe fiir das Gebiet
der phinomenologischen Zhermodynamik insbesondere ist einer der
Hauptgegenstinde der stafistischen Mechanik. Ausgangspunkt der Be-
trachtung ist in jedem Falle die Aufstellung eines geeigneten Modells
fir das zugrunde gelegte physikalische System, welches formal den
Bedingungen des oben angedeuteten Uberganges zu geniigen hat. Nun
ist klar, daB es viele derartige Modelle geben kann, deren Anwendung
auf die wirklichen Korper versagt oder nur innerhalb beschrinkter
Grenzen erfolgreich ist. Man wird daher trachten, das zu benutzende
Modell so allgemein als mdoglich zu wihlen, um es den speziellen
Eigenschaften der wirklichen Korper gegeniiber moglichst anpassungs-
fihig zu erhalten. Bevor wir uns aber der Behandlung des nach dem
heutigen Stande der Theorie in dieser Hinsicht erfolgreichsten Mo-
delles zuwenden, erscheint es notwendig, einen kurzen Uberblick tiber
jene Richtungen der statistischen Mechanik vorauszuschicken, welche
deren neuere Entwicklung gekennzeichnet haben.

Die phidnomenologische Thermodynamik fordert, daB die makro-
skopischen Zustandsgrifen eines warmen Kérpers durch seine Gesamt-
energie E und eine Anzahl unabhdngiger ,duferer makroskopischer Para-
meter (Volumen V, Schwere-, elektrische, magnetische Felder usw.)
allein darstellbar sind, welch letztere in ihrer Gesamtheit mit dem
Buchstaben a* bezeichnet werden mégen. Das Verschwinden der zahl-
reichen molekularen Zustandverinderlichen aus den Ausdriicken fiir
die makroskopischen ZustandsgroBen ist nun bisher auf folgende beide
Arten erreicht worden®), von denen aber namentlich in der #lteren
Statistik meist gleichzeitig Gebrauch gemacht worden ist:

A. Man wihlt die Differentialgleichungen, denen die Bewegung
des angenommenen Modelles gehorcht, so, daB die Zeitmittelwerte der
fir die Thermodynamik in Betracht kommenden molekularen Zustands-
funktionen (,Phasenfunktionen“) nur von E und den a* abhingen.

B. Man liBt die Natur dieser Differentialgleichungen vollstindig
offen, 168t die Bewegung jedoch willkiirlich beliebig oft unstetig werden
und verfiigt itber das Verhalten des Modells an den Unstetigkeits-
stellen durch , Wahrscheinlichkeits“-Annahmen; letztere konnen dann
mit Leichtigkeit so eingerichtet werden, daf die genannten Zeitmittel-
werte auch nur wieder E und die a* enthalten. — Diesen letzteren
Weg hat von Anfang an besonders die kinetische Gastheorie entwickelt®),

2) Vgl. A. Smekal, Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 245.
3) Vgl, IV 82, Nr. 1.
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wobei die ,Zusammenst5Be” mit ausreichender Genauigkeit durch der-
artige Bewegungs-Singularititen ersetzt werden konnten.

Die Quasiergodenhypothese. Wie P. und T. Ehrenfest in 1V 32
eingehend ausgefiihrt haben, liegen der &lteren klassischen statistischen
Mechanik teils bewuBt, teils unbewuBt, durchwegs Modelle zugrunde,
fiir welche die Bigenschaft A von entscheidender Bedeutung ist; es
sind dies die von Bolizmann und Maxwell vielbenutzten ergodischen
mechanischen Systeme. Ein solches System soll im ,,J"Raume® nur eine
einzige Phasenbahn (,,G-Bahn“) besitzen, welche exaki durch jeden
Phasenpunkt seiner , Energiefliche hindurchgeht.#) Die seinerzeit von
P. und T. Ehrenfest geiuBerten Zweifel hinsichtlich der Widerspruchs-
losigkeit dieser Definition haben inzwischen ihre Bestitigung gefunden:
wie Rosenthal®) und Plancherel®) zeigen konnten, ist sie aus mengen-
theoretischen Griinden wnhaltbar. Indessen hatten bereits P. und 7.
Ehrenfest in der Quasicrgodenhypothese eine viel weniger weitgehende
Annahme formuliert”), welche nur fordert, daB jede beliebige G'-Bahn
jedem Punkte der Energiefliche beliebig nahe kommi.®) Bei Hinzu-
nahme einiger weiterer Einschrinkungen?) ist sie imstande, die Ergoden-

4) Vgl. IV 32, Nr. 10a. Betreffs der oben sowie im folgenden verwendeten
Begriffe der statistischen Mechanik vergleiche man, wenn nicht anders bemerkt,
ebenfalls IV 32, namentlich Nr. 9 und 12.

5) A. Rosenthal, Ann. d. Phys. (4) 42 (1918), p. 796.

'6) M. Plancherel, Ann. d. Phys. (4) 42 (1913), p. 1061.

7) IV 32, Anm. 89 a), 90).

8) Mit Riicksicht auf den Poincaré-Carathéodoryschen Wiederkehrsatz (vgl.
C. Carathéodory, Berlin. Ber. 1919, p. 580) kann man dies in Strenge nur bis auf
eine Punktmenge vom Lebesgueschen Maf Null fordern, was praktisch jedoch
nicht von Belang ist. ,

Die Bewegungsgleichungen eines quasiergodischen Mechanismus konnen
auBer dem Energieintegral kein weiteres eindeutiges Integral besitzen.

H., A. Lorentz [1], p. 20, hat nun gegeniiber der Ergoden- bzw. Quasi-
ergodenannahme auf die Notwendigkeit einer Beriicksichtigung der Existenz der
Schwerpunktsintegrale hingewiesen, deren Vorhandensein (ebenso wie jenes der
Flachensiitze) vor allem auch erforderlich ist, um die makroskopisch-mechanischen
Eigenschaften der betrachteten thermischen Systeme zutreffend darstellen zu
konnen. Indessen zeigt er selbst, daB die Beriicksichtigung dieses Umstandes
wegen der ungeheuren Zahl der molekularen Freiheitsgrade praktisch nichts
ausgibt, was bereits von P. Hertz, Math. Ann. 74 (1913), p. 1563; vgl. p. 157,
Anm. 2, angedeutet worden war. Formal a8t sich diese Schwierigkeit jedoch
stets iiberwinden, wenn man die Quasiergodenhypothese nur auf die um die
Schwerpunkts- und Flichenintegrale reduzierte Bewegung des Modelles bezieht.
Vgl. dazu ferner gewisse Betrachtungen, die jiingst von @. Jaff¢, Ann. d. Phys.
76 (1925), p. 680, angestellt worden sind.

9) Vgl. IV 82, Anm. 90) und 93), sowie P. Hertz, Statistische Mechanik in
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hypothese hinsichtlich ihrer Bedeutung fiir die statistische Mechanik,
namentlich in bezug auf die Formulierung A vollstindig zu ersetzen.
DaB mechanische Systeme wirklich moglich sind, bei denen Bahn-
kurven von quasiergodischem Typus auftreten, hat Arfin'%) an einem
von G. Herglotz anfgefundenen mechanischen Problem von zwei Frei-
heitsgraden nachgewiesen; indessen kommt diese Eigenschaft keines-
wegs sdmtlichen Bahnkurven dieses Problems zu, sondern nur einer
allerdings {iberwiegenden Mannigfaltigkeit von ihnen.'') — Eine Uber-
tragung der Quasiergodenhypothese auf die Quantenstatistik ist von
Szarvassi vorgenommen worden.'?)

Die statistische Mechanik von P, Hertz. Die Annahme -eines
quasiergodischen Modelles fiir den warmen Korper enthilt zuniichst
noch nichts Niheres iiber seine molekulare Konstitution; mit den oben
erwihnten Zusatzvoraussetzungen garantiert sie bloB, daB die Zeit-
mittelwerte aller'?) zeitlich veriinderlicher Phasenfunktionen von den
Weber-Gans, Repertorium der Physik, Bd. I, 2 (Leipzig 1916), p. 436—600 (,,Rep.*),
insbesondere Nr. 250, p. 483.

10) W. Artin, Vortrag am Naturforschertag 1922 in Leipzig, Abh. Math.
Sem. Hamburg 3 (1924), p. 170. Allerdings wird der Wiederkehrbereich (Anm. 66)
der Bahnkurven des Artinschen Beispieles von Singularititen begrenzt, welche
die Erfiillung der in der vorigen Anmerkung zitierten Bedingungen unmoglich
machen diirften. Bei Abwesenheit solcher Singularititen sind nach T. M. Cherry,
Trans. Cambridge Phil. Soc. 23 (2924), p. 43, quasiergodische Bahnkurven wnmdg-
lich (Zusatz bei der Revision).

11) Neben oo® quasiergodischen Bahnkurven gibt es hier nimlich noch oo
viele periodische und co? einfach- und doppelt-asymptotische Bahnkurven.

Neuerdings ist es E. Fermi, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 261, gelungen zu
beweisen, daB jedes mechanische System, welches auBer dem Energieintegral
keine weiteren eindeutigen, analytischen, von der Zeit unabhingigen Integrale
besitzt, unter gewissen Zusatzvoraussetzungen (daf es ein ,Normalsystem' ist,
vgl. Anm. 849) quasiergodische Bahnkurven haben kann; beziiglich ihrer Mannig-
faltigkeit vgl. man auch W. Urbasiski, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 47. Auch hier
gibt es stets Partikularlosungen, welche diese Eigenschaft nicht besitzen, so daf
keineswegs simtliche Bahnkurven quasiergodisch sind.

Hinsichtlich der Bedeutung, welche man den nicht-quasiergodischen Parti-
kularlésungen beimessen kann, vgl. Anm. 165), aber auch Anm. 380).

12) A. Szarvassi, Denkschr, Wien Akad. 95 (1918), p. 391, auf p. 420, Vgl
dazu Anm. 184).

13) Diese Eigenschaft ist zweifellos viel zu weitgehend gegeniiber den For-
derungen der Thermodynamik, welche sich jedenfalls nur auf makroskopisch be-
obachtbare Zeitmittelwerte erstrecken kénnen (vgl. die Formulierung A). Bisher
liegen nur zwei Versuche vor, die erwithnte Unabhingigkeitsforderung blo8 fiir
bestimmie Zeitmittelwerte zu kliren. J. Kroo, Bull. Acad. Cracovie (A) 1913,
p. 548, diskutiert so das Zeitmittel der kinetischen Emnergie, 4. Smekal, Wien.
Ber. 126 [IIa] (1917), p. 1515, §§ 5—7, die Bedingungen fiir das Zustande-
kommen des Gleichverteilungssatzes der kinetischen Energie. — Keine allgemeine



1. Allgem. Richtlinien. Neueste Entwickl. der ,,gastheoretischen® Richtung. 871

"D

willkiirlichen Integrationskonstanten der Bewegung, abgesehen von der
Gesamtenergie E, unabhingig werden. Dies ist ein mechanisches, bzw. ein
Problem der Theorie der Differentialgleichungen, ebenso wie die Berechnung
dieser Zeitmittelwerte als Funktion von E und a* selbst, welches u. a. mit
Notwendigkeit zum Gleichverteilungssatze der kinetischen Energie fithrt.'4)

Diese Ergebnisse reichen indessen nicht hin, um die kinetisch-
statistische Bedeutung der Temperatur sowie aller iibrigen mit dem
II. Hauptsatze der Thermodynamik zusammenhiingenden Fragen klar-
zustellen. Setzt man, wie wir dies hier zunichst getan haben, die An-
nahme eines quasiergodischen Modelles voran, so lifit sich dies erst
auf dem Wege einer Zerlegung des ganzen Systems in Teilsysteme
erreichen, ohne daB es wesentlich wire, hierbei bis auf die einzelnen
Molekiile und Atome zuriickzugehen. Das Verdienst, diesen sehr be-
achtenswerten Weg konsequent verfolgt und ausgebaut zu haben, ge-
bithrt P. Herls.'®) Fiir jene Art der Statistik, die wir heute grund-
sitzlich als alleinberechtigt ansehen miissen, die Quantenstatistik, vermag
dieser Weg jedoch kaum Nennenswertes zu leisten, wie schon der
Hinweis darauf zeigt, daB die Quasiergodenhypothese bereits unab-
hiingig von jeder spezielleren Modellvorstellung unweigerlich den Gleich-
verteilungssatz zur Folge hat.

Behandlung scheint jedoch bisher in der Literatur die Hauptfrage gefunden zu
haben, fiir welche Arten von Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zeitfreie Inte-
grale existieren, die von E und den a* allein abhingen und sich unendlich lang-
samen, umkehrbar erfolgenden Parameterverschiebungen gegemiber invariant ver-
halten — wie es die makroskopische Thermodynamik von der Ewntropie folgert.
Die Hilfsmittel zur Bearbeitung dieser Frage liegen gegenwiirtig in der T'heorie
der Parameterinvarianten (Nr. 8A) bereit, welche vielleicht eine restlose Beant-
wortung und damit auch eine Entscheidung iiber die Brauchbarkeit von Mo-
dellen der Beschaffenheit 4 tberhaupt, ermdglichen wird. Bisher ist die Euxi-
stenz derartiger Integrale nur fiir rein periodische (Boltzmann, Clausius), mono-
zyklische (Helmholtz) und quasiergodische Systeme (P. Hertz) sichergestellt [vgl.
Anm. 48) und 114)]; ihre Nichtexistenz fir bedingt periodische Systeme (vgl. Nr. 15a)
wurde von Boltzmann in Spezialfillen bereits vermutet, ist aber erst jingst auf
Grund gewisser Ergebnisse von Burgers (s. Anm. 71) beweisbar geworden. DaB
rein periodische und monozyklische Systeme keine brauchbaren Modelle warmer
Korper zu liefern vermdgen, ist von Anfang an keinerlei besonderen Zweifeln
begegnet. Vgl. zu diesen Fragen seither die Darstellung bei A. Smekal, Mole-
kulare und statistische Theorie der Wirme, im Handbuch der Physik, herausge-
geben von H. Geiger und K. Scheel, Bd. 9, Berlin, Springer 1926 (im Erscheinen).

14) Vgl. P. Hertz, Rep. 1. c. Anm. 9), Nr. 250—235; A. Smekal, L c.
Anm. 13, § 2, ferner unten, Nr. 7a.

15) P. Hertz, Rep. 1. ¢. Anm. 9), ferner Ergebn. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922),
p. 60. Fiir die Wechselwirkungen der Teilsysteme muB dann wesentlich von
einer Annahme der Art B Gebrauch gemacht werden.
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Die neueste Entwicklung der ,,gastheoretischen* Richtung. Die
iibrige Entwicklung der statistischen Mechanik wihrend der letzten
zehn Jahre hat darum auch im wesentlichen den alten Weg von
Boltzmann und Mazwell weitergefiihrt, den sie allerdings wesentlich
vertieft und erweitert: sie geht wieder direkt von der molekularen
Konstitution der Materie aus. Wie in der kinefischen Gastheorie (V 8,
L. Boltzmann und J. Nabl) wird der warme Korper aus einer Viel-
heit gleichbeschaffener Molekiile aufgebaut gedacht, die, besonders aus-
gesprochen im Gase, als Modell von der Art B zusammenwirken; diese
Molekiile sind jedoch nicht mehr Massenpunkte oder starie Korper,
vielmehr wird der EinfluB ihres Feinbaues und der Ungleichwertigkeit
ihrer Freiheitsgrade®) weitestgehend beriicksichtigt (z. B. Nr. 24). Auch
die ,Wahrscheinlichkeits“- Annahmen sind nicht mehr die alten ,,Gleich-
miglichkeits“- Behauptungen; an ihre Stelle treten zunichst unbestimmt
bleibende Amsitze iiber relative Hiufigkeiten (Nr. 3, 4), die hinterher
aus der Erfahrung direkt bestimmbar werden und so zu den Grund-
annahmen der Quantentheorie filhren (Nr. 9).

Allerdings haben P.und 7. Ehrenfest mit allem Nachdruck darauf
hinweisen miissen, daB die statistische Mechanik bis 1911 zumindest
an einer Stelle von der bedenklichen Ergodenhypothese Gebrauch zu
machen gendtigt war: zur Rechtfertigung der Gleichseizung von raum-
lichen und zeitlichen Mittelwerten.'") Wenngleich nach dem Obigen an
Stelle der Ergodenhypothese nunmehr die Quasiergodenhypothese ge-
setzt werden konnte, so war dies zunichst nur durch einen Verzicht
auf eine ausdriickliche Rechtfertigung der angedeuteten Verallgemeine-
rungen moglich — eine von fast allen Autoren vollstindig ignorierte
Schwierigkeit. Erst Szarvassi'?) hat durch Einfihrung pergogonalert
Systemgesamtheiten diese Liicke mit BewuBtsein auszufiillen gesucht, bis
v. Mises'®) einen wahrscheinlichkeitstheoretischen Weg angegeben hat,
durch den die Verwendung der Quasiergodenhypothese oder einer an-
deren Annahme vom Typus A an dieser Stelle iiberhaupt entbehrlich ge-
macht worden ist (Nr. 4). Damit ist die statistische Mechanik auch von
einer teilweisen Beniitzung eines Modells der Art A vollsténdig gereinigt,
soweit man nicht eine solche Voraussetzung, wie z. B. fiir die Translations-
bewegung nicht-entarteter Gase (Nr.3), aus praktischen Griinden als
innerhalb bestimmter Grenzen brauchbare Annahme bewuBt festhalten will.

Da der modernen Behandlung der Atomtheorie des festen Zustandes
(Dynamik der Kristallgitter) durch M. Born in V 25 eine selbstindige,

16) Vgl. IV 32, Nr. 29.
17) Vgl. IV 82, Nr. 1113,
18) R. v. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 225, 256.
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eingehende Darstellung zuteil geworden ist, braucht auf die von ihr
dargebotenen statistischen Probleme nur hinsichtlich einiger grund-
sitzlicher Fragen, und dies erst an spiterer Stelle (Nr. 6b), eingegangen
zu werden. Tragfihige Grundlagen fiir eine allgemeine molekular-
statistische Theorie des fliissigen Aggregatzusiandes sind bis heute noch
nicht aufgestellt worden. So bleibt fiir das Weitere zunéchst nur die
statistische Behandlung von Gasmodellen iibrig, deren moglichst all-
gemein gehaltener Darstellung wir uns nunmehr zuwenden. Wir be-
trachten hierbei einstweilen nur chemisch einheitliche Gase von ein-
oder mehratomigen Molekiilen, oder Gasgemische, deren Komponenten
miteinander nicht chemisch reagieren. Die allgemeine Theorie der
Dissoziationsgleichgewichte wird erst in Nr. 25 behandelt.

2. , Mechanische* Eigenschaften des Gasmodells. Das Gas, bzw.
jede Komponente eines Gtasgemisches, bestehe aus N untereinander
gleichartigen Molekiilen. Jedes Molekiil werde als beliebig kompliziert
gebautes Gebilde angesehen, dessen genauere Struktur (Nr. 13) wir
hier noch offen lassen, eventuell sogar direkt als unbekannt auffassen
konnen. Vorausgesetzt sei nur, daB die auf seinen ruhenden Massen-
schwerpunkt bezogene oder ,innere®, von verinderlich duBeren Kréften
ungestorte Bewegung (einschlieflich der Rotation) durch ein System
von s totalen Differentialgleichungen von zweiter Ordnung nach der
Zeit t beschrieben werden kann, in denen auBer Funktionen von s
unabhingigen Koordinaten (und unter gewissen Umstiinden auch von #),
nur noch die in Nr. 1 erwihnten, im allgemeinen konstanten duferen
Parameter a* vorkommen. Ein solches System von Differentialglei-
chungen?®®) 1iBt sich dann auf die Form von 2s ,kanonischen” Diffe-
rentialgleichungen nach Art der Hamiltonschen kamonischen Differen-
tialgleichungen der Mechanik bringen, welche nunmehr zwei Reihen
voneinander unabhingiger Verinderlicher, die s Koordinaten g, und s
dazu kanonisch komjugierte Impulse p, (k=1,2,...,s) enthalten:

d 0H d oH
1) dif:a"@’ 7%=—-2—q,‘ k=1,2,..,5).
Dann sei H(q,, p,, a*) wie in der Mechanik als Hamiltonsche Funktion be-
zeichnet, sals Anzahl der ,inneren”Freiheitsgrade*°); H fallt meist mit der
Gesamtenergie E(q,, p;, @*), der inneren Energie des Molekiils, zusammen.

19) Aber auch wegentlich allgemeinere $ysteme von Differentialgleichungen.
Vgl. z. B. E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, 2. Aufl. Cambridge 1917, Nr. 110,
. 265/267. Im allgemeinen muB dazu vorausgesetzt werden, dad die Bewegungs-
gleichungen aus einem Variationsprinzipe ableitbar sind.

20) Die Wahl der Bezeichnungen hat hier etwas anders erfolgen miissen

als beispielsweise in IV 32. Vgl die Ubersicht iiber die Bezeichnungsweise am
Eingang dieses Berichtes.
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Diese kanonischen Bewegungsgleichungen heiBen im engeren Sinne
. »e 8
des Wortes ,mechanische’, wenn das Molekiil z. B. aus 3 + 1 Massen-

punkten bestiinde, zwischen denen Newtonsche Anziehungskrifte wirkten
(Mehrkorperproblem). In Ubereinstimmung mit der Bezeichnung: sta-
tistische Mechanik sei diese Terminologie innerhalb des vorliegenden
Abschnittes auch noch dann festgehalten, wenn der Aufbau ‘des Mole-
kills wesentlich auf elektrodynamische Weise gedacht ist, wie beim
Bohr-Rutherfordschen Atommodell (Nr. 13).#") Die Berechtigung oder
Notwendigkeit der Wahl obiger Differentialgleichungen fiir die innere
Bewegung der Molekiile ist iibrigens keineswegs direkt nachweisbar;
sie wird aber in hohem MaBe nahegelegt durch den Umstand, daB in
der gesamten makroskopischen Physik héhere als die zweiten Diffe-
rentialquotienten der Koordinaten nach der Zeit keine selbstéindige
Rolle spielen. **)

Bezeichnen z, y, z die kartesischen Koordinaten des Massenschwer-
punktes, p_, p,, p, die dazugehorigen Impulse und M die Gesamtmasse
des Molekiils, so bestebt seine Translationsenergie E(z,y, 2, p,,D,, D,, a*)
aus der von den Impulsen allein abhiingigen kinetischen Energie
(2) ﬁz-(zfﬁ-kpz +97),
zu der allenfalls eine von den vorhandenen #uBeren Parametern ab-
hiingige potentielle Energie @ (z, y, #, a*) hinzukommen kann.?*)

Der Momentanzustand eines Molekiils ist demnach durch die
2.(s+8)=2.r GroBen ¢, p, (k=1,2,...5), 29,2, p,, D,, P,, — seine
,Phasen“ — vollstindig bestimmt; die wiibrend seiner freien Bewegung
unverinderliche Gesamtenergie ist E (g;, p;, *) 4 E, (9, D, 0., %, Y, 2, @*).

21) Dies muB deswegen besonders betont werden, weil zahireiche Autoren
von der makroskopischen Physik her nur alles das als ,mechanisch* zu be-
zeichnen scheinen, was ,nicht* ,elektrisch* ist. Vgl. auch Anm. 246).

22) Man wird diesen Standpunkt daher jedenfalls so lange beizubehalten
haben, als seine Unzuliinglichkeit nicht nachgewiesen ist, wovon gegenwiirtig
noch keine Rede sein kann. Er ist dbrigens keineswegs wesentlich fiir die nach-
folgende Entwicklung der statistischen Mechanik, welche noch ganz bedeutend
allgemeinere Ansiitze zuliefe; hingegen konnten derartige Verallgemeinerungen
fir die Quantentheorie von Interesse werden. S. Nr.14, 16h.

~ 23) Von dem quantitativ nur hochst selten in Betracht kommenden Falle,
daB & auch von der ,inneren’* Bewegung des Molekiils abhingt, sehen wir im
folgenden der Einfachheit halber ab, ebenso wie auch stets @ =0 gesetzt wer-
den soll, da z. B. der Fall des Gases im Schwerefelde innerhalb der gewdhn-
lichen Daxstellungen der kinetischen Gastheorie behandelt werden kann und hier
keine neuen Gesichtspunkte liefert. Desgleichen muB hinsichtlich der iiblichen
Auffassung des Verhaltens der Molekiile in der Nihe von GefiBwinden auf jene
Darstellungen verwiesen werden.
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Man kann die Bewegung des einzelnen Molekiils daher in einem 27-
dimensionalen Ehrenfestschen up-Raum?®) abbilden, in dem alle seine
Phasen als Koordinaten aufgefaBt werden.

Beziiglich der Gesamtheit von N Molekiilen der obigen Beschaffen-
heit endlich setzen wir voraus, daf sie sich in einem geschlossenen
GefiBe vom Volumen V befinden (ebenso von den simtlichen Kom-
ponenten des Gasgemisches). Der Einfachheit halber vernachlissigen
wir hier sowohl das endliche Volumen der Molekiile gegeniiber V als
auch ihre wechselseitigen Beeinflussungen.?®) Indessen sollen die Mole-
kiile sich dann doch nicht so vollstéindig unabhingig voneinander be-
wegen, als wie wenn jedem Kinzelmolekiil ein Raumgebiet V fiir sich
allein zur Verfiigung stiinde. Wihrend einer fortlaufenden Reihe von
im iibrigen ganz ,zuféllig aufeinanderfolgenden Zeitpunkten sollen
sich die Momentanwerte der Phasen eines oder mehrerer Molekiile
des Gases ,unstetig“ um beliebige endliche Betrige #ndern kdnnen
(s. Nr. 1, Annahme B): dies also die Wirkung, welche wir dem gleich-
zeitigen Vorhandensein der N Molekiile in V zuschreiben. In der kine-
tischen Gastheorie werden die ,ZusammenstoBe® durch derartige Un-

24) Vgl. IV 32, Nr. 12a.

25) Beziiglich der Beriicksichtigung dieser Punkte vgl. Anm. 104) und Nr. 17
sowie Nr. 19 und 24 ¢, wo auch die Fragen der Gasentartung beriihrt werden. —
Uber die Dimensionen der Molekiile, Atome und Ionen, sowie die Methoden zu
ihrer Bestimmung vgl. den zusammenfassenden Bericht von K. F. Herzfeld, Jahrb.
d. Rad. 19 (1923), p. 259.

Die GroBenordnung der zwischenmolekularen elektrischen Felder ist von
P. Debye, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 160, auf Grund des Bohr- Rutherfordschen
Atommodells abgeschiitzt worden, die genaue Rechnung hat J. Holtsmark, Phys.
Ztschr. 20 (1919), p. 162; Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 577; Phys. Ztschr. 25 (1924),
P. 73, ausgefiihrt und auf das Problem der Verbreiterung der Spektrallinien an-
gewendet [vgl. dazu auch Nr. 16b, Anm. 333) und 375)].

Der elektrische Ursprung der van der Waalsschen Kohdsionskrifte ist eben-
falls von P. Debye, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 179, aufgeklirt worden, Phys.
Ztschr. 22 (1921), p. 302 auch jener der bei groBer Annéherung zweier Molekeln
geweckten abstoBenden Krifte. Vgl. dazu ferner W. H. Keesom, Phys. Ztschr.
22 (1921), p. 129, 648; 28 (1922), p. 226; F. Zwicky, Phys. Ztschr. 22 (1921),
p. 449; H. Falkenhagen, Diss. Gottingen 1920; Phys. Ztschr. 28 (1922), p. 87;
O. Klein, Fysisk Tidsskrift 20 (1922), p. 127,

Unabhiéingig von den modernen atomelektrischen Fragestellungen haben
S. Chapman und D. Enskog in weiterer Verfolgung der klassischen Arbeiten von
Boltzmann und Maxwell die kinetische Theorie der Vorgiinge in ,mifig ver-
diinnten* Gasen behandelt. Literaturangaben bei .D. Enskog, Diss. Upsala 1917,
Ark, f. Math. Astr.och Fys. 16 (1921), Nr. 16; K. Svenska Vet. Handl. 63 (1922), Nr. 4.
Betreffs der ilteren Literatur s. V 9 (L. Boltzmann und J. Nabl), insbesondere
Nr. 22--25, 29, 30, sowie V 10 (H. Kammerlingh Onnes und W. H. Keesom).
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stetigkeitsansitze approximiert.?®) Man muB dann annehmen, daB die
Molekiildimensionen auch gegeniiber den ,mittleren freien Weglingen®
vernachldssighar klein sind; in der Tat betrigt dieses Verhiltnis unter
normalen Umstédnden 10~ und wird bei hoch verdiinnten Gasen noch
wesentlich kleiner. Von der gleichen GroBenordnung ist dann auch
das Verhiltnis der im Mittel wihrend beliebiger Beobachtungsdauern
als Summe der ,,StoBdauern® vernachlissigten Zeiten gegeniiber diesen
Beobachtungsdauern selbst. Es empfiehlt sich aber, fiir das Folgende
von dieser speziellen physikalischen Rechtfertigung der eingefiihrten
Unstetigkeiten einstweilen abzusehen, da sie fiir die formale Entwick-
lung der statistischen Mechanik belanglos ist; dies wird uns zugleich
ermoglichen, den Fall der Wechselwirkungen der Gasmolekiile mit dem
sie umgebenden Strahlungsfelde unter einem zu erledigen. — Wie man
sieht, haben die gemachten Annahmen zur Folge, daB die Gesamt-
energie E des Gases in jedem Augenblicke durch die Summe der Energien
der einzelnen Molekiile gegeben ist; wihrend die letzteren an den Un-
stetigkeitsstellen sich um beliebige Betriige verindern konnen, bleibt E
dauvernd konstant.?7)

3. Die Struktur des Molekiilphasenraumes. ,,Riumliche* a priori-
Haufigkeitseigenschaften des Gasmodells, Um das Verhalten des Gas-
modells an den Unstetigkeitsstellen seiner Bewegung niher zu kenn-
zeichnen, ist es erforderlich, die Bewegung selbst geeignet beschreiben
zu konnen. Die iltere statistische Mechanik verwendet hierzu meist
abwechselnd den I'"Raum und den uy-Raum. Ersterer kommt fiir uns

26) Nach v. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 225, 2566, liegt die genauere
Rechtfertigung hierfiir darin, daB8- Bewegungszustiinde zweier Molekiile vor dem
StoBe, die nur ,unendlich* wenig voneinander verschieden sind, endlich grope
Unterschiede der Bewegungen der beiden Molekiile nach dem StoSe zur Folge
haben konnen. (Wenn z B. die beiden Molekiile geradlinig aufeinander los-
fliegen, so kann jedes von ihnen durch den ZusammenstoB entweder ,rechts“
oder ,links* aus seiner urspriinglichen Bewegungsrichtung abgelenkt werden, je
nachdem, ob diese um ,unendlich* wenig nach rechts oder links von der Ver-
bindungslinie der beiden Molekiilschwerpunkte abgewichen war.) Der Umstand,
daB es sich hier um eine AuBerung tatsichlich vorhandener Bewegungssingulari-
titen (cxakt zentrales Aufeinanderlosfliegen der Molekiile) handelt, rechtfertigt
es auch und zwingt sogar dazu, fiir das physikalische Geschehen in der Um-
gebung einer solchen Stelle Hdufigkeitsansditze (,, Wahrscheinlichkeitsannahmen*)
einzufithren (Nr. 3 und 4) und so die unmittelbar-kausale Determination der Me-
chanik durch die mehr mittelbare der Wahrscheinlichkeitsgesetze zu ergdnzen.
Das gleiche gilt naturgemii auch fiir die ,,Umgebung* der Singularititen be-
liebiger nicht-mechanischer Vorginge.

27) Betreffs der Schwankungen, die E infolge des thermischen Kontaktes
des Gases mit seiner Umgebung in Wirklichkeit dauernd mitmacht, vgl. Nr. 7b.
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hier jedoch nicht notwendig in Betracht, da von einer Annahme vom
Typus A (Nr. 1) nicht Gebrauch gemacht werden soll; seine Benutzung
wird jedoch unerldBlich im Falle der Untersuchung von Dissoziations-
gleichgewichten (Nr. 25). Der y-Raum gestattet hingegen in bequemer
Weise die hier festgehaltene Unverinderlichkeit und Gleichartigkeit
der Molekiile zur Geltung zu bringen.

(I) Die dltere klassische statistische Mechanik teilt den y-Raum
in ,sehr kleine aber endliche” und untereinander gleich groBe Zellen
(oder ,Elementargebiete der Wahrscheinlichkeit“) ein, deren Form im
iibrigen beliebig und daher z. B. parallelepipedisch sein kann. Werden
die Phasenpunkte séimtlicher N Molekiile zu einem bestimmten Zeit-
punkt ¢ in diesen u-Raum -eingetragen gedacht, so werden sich in
jeder der fortlaufend mit 1,2,... 1,... numerierten Zellen bestimmte
Anzablen N, ,, N, o,.., N, ... solcher Punkte vorfinden. Die Ge-
samtheit der Zahlen NV, | stellt eine bestimmte Verteilung der N Molekiil-
bildpunkte tiber die Zellen dar und heiBt die Zustandsverteillung Z,
der Molekiile zur Zeit ¢.%) Als MaB fiir die ,, Wahrscheinlichkeit® einer
solchen Zustandsverteilung wird dann — besonders seit dem syste-
matischen Gebrauch, den Planck von dieser Grofe gemacht hat®®) —
die Anzahl simtlicher individueller Realisierungsmoglichkeiten oder
Komplexionen von Z,,

N
3) N Nl N, 1

Y

angesehen. Um diese kombinatorische GroBe zu berechnen, wird an-
genommen:

(a;) daB alle innerhalb der gleichen Zelle befindlichen ,Molekiile“
physikalisch als hinreichend gleichwertig gelten kdnnen und daher
untereinander vertauschbar, Molekiile verschiedener Zellen aber nicht
vertauschbar sind,

(b)) daB die Aufenthalte jedes Molekiils in gleich groBen Zellen
a priori als gleichhiiufig anzusehen sind. —

Die Annahme (b;) kann in der lteren Theorie mittels der Ergoden-
oder Quasiergodenhypothese unter Berufung auf den Liouvilleschen Saiz
gerechtfertigt werden, der zugleich die Veranlassung zur Wahl gleich
grofer Zellen gibt. (a;) pflegt hingegen keine nihere Begriindung zu
erhalten und steht anscheinend in befremdlichem Gegensatze zu der
Willkiirlichkeit, die nach Obigem hinsichtlich der Grife des Volumens 8

28) Vgl. IV 32, Nr. 12a.
29) M. Planck [1] nennt sie wenig glicklich ,thermodynamische Wahr-
scheinlichkeit*; sie ist identisch mit Ehrenfests P(Z), vgl. IV 82, Gl. (36).
Smekal, Allgem. Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 57
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der gewshlten Zellen tibrigbleibt. Indessen sieht man leicht, daB auch
hier die Ergoden- oder Quasiergodenhypothese, die ja grundsitzlich
keinen Punkt des I und y-Raumes®) vor einem anderen auszeichnet,
eine wesentliche Rolle spielt: Man braucht etwa nur dafiir zu sorgen,
daB jeder Verkleinerung von Q2 eine Zunahme von N parallel geht,
so daf fir & — 0 und gleichzeitig N—> oo das Produkt & - N einem
endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert zustrebt. Die Annahme
(a;) hat also fiir & von endlicher GréBe eigentlich keinen Sinn und
zeigh sich nur im Falle dieses Grenziiberganges hinterher gerecht-
fertigt, dessen Ausfiihrbarkeit in der #lteren Theorie mit Riicksicht
auf die Ergoden- oder Quasiergodenhypothese nur dem Bedenken be-
gegnen konnte, daB die Molekiilzahl N eine grundsdielich endliche,
wenn auch ungeheure GroBe darstellt. Durch wirkliche Ausfiihrung
des angedeuteten Grenziiberganges kann man daher nur zu einer stetigen
Approximation der bei Festhalten an obiger Methodik prinzipiell dis-
kontinuierlichen Phasenfunktionen ¢ (Z) des Gases gelangen.’!) Will
man der Endlichkeit von N schon vorher Rechnung tragen, so darf
man die & eine von N abhiingige endliche GroBe nicht unterschreiten

lassen.®?)
(IT) Aus dem Obigen geht hervor, da mit dem Verzicht auf die
Ergoden- oder Quasiergodenhypothese eine wesentliche Revision der

30) Die Annahme der Ergoden- oder Quasiergodenhypothese fiir das Gas-
modell (I'-Raum) zieht notwendig auch jene fiir das Einzelmolekiil (u-Raum)
nach sich, nur daB letzteres hierbei keinen energetischen Einschriinkungen zu
unterliegen braucht.

31) Vgl. IV 32, Nr. 12¢.

32) Der im Vorstehenden auseinandergesetzte Sachverhalt findet sich bei
P. und T. Ehrenfest, IV 82, Anm. 110), nur kurz angedeutet. Wir haben es fiir
notwendig befunden, ihn hier so eingehend darzustellen, um die fast bei jedem
Schritte wesentliche Rolle der Ergoden- oder Quasiergodenhypothese klarzu-
stellen, welche im Nachfolgenden vollstindig verlassen werden wird. Wie man
sieht, bedingt hier also die Endlichkeit von N allesn die Endlichkeit der Zellen-
grofe, welche der quasiergodische Mechanismus nicht zu begriinden vermag, ja,
welcher er geradezu widerspricht; daher bleibt auch die nihere Struktur der
Zellen (iiber die ja nur der Mechanismus des Modells etwas aussagen konnte)
vollstindig unbestimmt und drrelevant. — Bei der Quantenstatistik (Nr. 10) hin-
gegen ist es gerade der Mechanismus des Modells, der diese Endlichkeit und zu-
gleich auch eine bestimmie Zellensiruktur festlegt, so daB der grundsitzlichen
Beriicksichtigung der KEndlichkeit von N keine weiteren Schwierigkeiten ent-
gegenstehen.

. Der Vollstindigkeit halber sei endlich auch noch darauf hingewiesen, daB
& beim quasiergodischen Mechanismus natiirlich auch nicht beliebig groB ge-
wihlt werden darf, sondern stets ,sehr klein gegeniiber der feinsten physika-
lischen Unterscheidbarkeit* bleiben muB.
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Betrachtungen und Haufigkeitsansiitze fiir das Gasmodell im y-Raum
erforderlich wird. Da nach Nr. 2 die innere Bewegung der Molekiile
vollkommen unabhingig von ihrer Translationsbewegung erfolgen soll,
kann der 2r-dimensionale y-Raum in einen 2s-dimensionalen fiir die
innere Bewegung und einen 6-dimensionalen fiir die Translation ge-
spalten werden, die nun nacheinander behandelt werden sollen.

Innere Bewegung. Als Grundannahme hinsichtlich der Bedeu-
tung einer brauchbaren Zelleneinteilung des p-Raumes muB mit Riick-
sicht auf (a;) und (b;) (s. oben) offensichtlich festgehalten werden: -

(a;;) daB die a priori- Hiufigkeit aller Molekiilzustinde, welche
durch die p-Punkte einer bestimmien Zelle dargestellt werden, bei un-
begrenzt fortgesetzt gedachter Unterteilung gleich grof wird, damit
von ihnen iiberdies noch angenommen werden kann, daf sie physi-
kalisch als hinreichend gleichwertig und ununterscheidbar, und daher
einander ersetzbar (vertauschbar) angesehen werden konnen.

(by) Von Zelle zu Zelle hingegen wird diese a priori-Hiufigkeit
nun im allgemeinen verschieden sein und nicht mehr durch das Volumen
der Zellen allein bestimmt werden miissen. —

Im Gegensatz zu (a;) und (b;) enthalten (a;;) und (b;) keinerlei
Behauptungen tiber Eigenschaften der Molekiile, sondern Ansdtze, welche
fir die Anwendung der kombinatorischen Methodik der statistischen
Mechanik unerliBlich sind.32%) Welche spezielle Form diese Ansitze fiir
werkliche Molekiile besitzen, kann und muf der spiteren Entscheidung
durch die Erfahrung iberlassen bleiben (Nr. 9); dies gilt namentlich
auch von dem Ansatz verschiedener a priori-Hiufigkeiten (by), der
erstmals von P. Ehrenfest®) in die Statistik eingefiithrt worden ist.)

32a) In einem, bis vor kurzem aber kaum fiir abéinderungsfihig oder -be-
diirftig angesehenen, jedoch fundamenialen Punkte enthilt (ayr) ebenso wie der
klassische Ansatz (a;) allerdings eine Behauptung — zwar nicht besztiglich der
Eigenschaften des Einzelmolekiils, wohl aber iiber Eigenschaften des Zusammen-
wirkens der Molekiile zu einem statistischen System. Nach der oben und im
folgenden vertretenen Auffassung haben die Molekiile, deren Phasenpunkte in
die gleiche p-Zelle fallen, als voneinander statistisch unabhdngig zu gelten, was
anschaulich zwar naheliogt, begrifflich jedoch keineswegs notwendig ist. Wenn
man die statistische Unabhdngigkest der Insassen jeder einzelnen p-Zelle aufgibt,
g0 gelangt man zu einer jingst von S. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178
vorgeschlagenen und von A. Einstein, Berl. Ber. 1924, p. 261; 1925, p. 3, be-
fiirworteten abweichenden Methodik, deren Bedeutung am Ende von Nr. 27 kurz
besprochen werden wird; vgl. namentlich Anm. 795), 796), 797).

33) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657. In einem speziellen strah-
lungstheoretischen Falle hat P. Ehrenfest diesen Ansatz bereits schon frither be-
handelt, vgl. Ann. d. Phys. 86 (1911), p. 91, § 5. — Hinsichtlich der Bedeutung
einer nicht konstanten a priori-Haufigkeit oder ,,Gewichtsfunktion s. auch Anm.99).

57*
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Mit Riicksicht auf (a;) und (by) erweist es sich — ohne dab
damit der Allgemeinheit irgendwie Abbruch getan werden wiirde —
als vorteilhaft, Molekiilznsténde, deren a priori-Gleichhiufigkeit auf
Grund der Bewegungsgleichungen (1) von vornherein als feststehend
angesehen werden muB, jedenfalls nicht in verschiedenen, sondern stets
nur in ein und derselben Zelle unterzubringen. Hinsichtlich dieser
Zustinde gibt der als Aziom anzusehende Satz Auskunft, daB zwei
Molekiilzustinde, von denen der eine kausal, d. h. eben auf Grund
von (1), aus dem andern hervorgeht, a priori gleiche Hiufigkeit be-
sitzen.?®) Denkt man sich daher die ganze umendliche u-Kurve eines
Molekiils in den u-Raum eingetragen, die seiner ungestorten Bewegung
bei Wahl irgendwelcher bestimmter Anfangsbedingungen nach (1) ent-
gpricht, so hat man eine Gesamtheit solcher a priori gleichhéufiger
Molekiilzustinde.

Die vollstindige Integration der Gleichungen (1) der jetzt etwa
als konservativ vorauszusetzenden inneren Bewegung erfolgt bekannt-
lich am einfachsten mittels der Hamilton-Jacobischen partiellen Diffe-
rentialgleichung.®®) Fihrt man in F (g,, p;, 0¥) an Stelle der Impulse p,
durch die s Gleichungen

28
) Pe= gy (h=1,2..,9)

84) In der ilteren statistischen Mechanik war man der Meinung, daB (by)
die einzig zuliissige Annahme sei, weil sie mittels des Liouvilleschen Satzes aus
den Bewegungsgleichungen (1) allein gefolgert werden kénne; wie unter (I) her-
vorgehoben worden ist, bendtigt man hierzu aber noch die Ergoden- oder Quasi-
ergodenhypothese. Auch H. Poincaré hatte sich dieser Meinung angeschlossen,
vgl. J. de Phys. (3) 2 (1912), p. 5, verwendet aber in der gleichen Arbeit bereits
ebenfalls einen Ansatz von der Art (byy), unabhiingig von Ehrenfest. —

Der in der ilteren statistischen Mechanik als ,,MaB fir die Wahrschein-
lichkeit* benutzten absoluten Integralinvariante

(@3)
f: . ;/:zQ1v A ] dQAv dplv bR dpx

entspricht in der neueren ,stetigen* Statistik die absolute Integralinvariante
@9
S fou iy g g, dp,, . dp,

[siche die Gleichungen (15), (46), (34aa) und (50)], in welcher g(qz, px, @) ein
(eindeutiges) zeitfreies Integral der Bewegungsgleichungen (1) sein muB. Vgl.
E. T. Whittaker, Analytical dynamics, 2. Aufl. Cambridge 1917, p. 283. Der
Liouvillesche Satz geht daraus einfach fiir g =1 hervor].

35) Zur genaueren Erklirung der Bedeutung dieser oder #hnlicher Aus-
sagen vgl. z. B. P. Hertz, Rep. L c. (s. Anm. 9), Nr. 247.

36) Vgl. etwa I A5, E. v. Weber (Partielle Differentialgleichungen), insbes.
Nr. 31, oder E. T. Whittaker, Analytical dynamics, 2. Aufl. Cambridge 1917.
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die partiellen Differentialquotienten einer Funktion S ein, so erhilt
man diese Differentialgleichung, indem man noch E der willkiirlichen
(Energie-)Konstante «, gleichsetzt:

- 28 08
(5) E(@yy - 950975, %) = a5

0% 04,
Wenn nun
(6) Sy -9 8 Oy - &y 0%+ C
eine vollstindige Losung von (5) ist, worin e, ... &, und C weitere
willkiirliche Konstanten bedeuten, so stellen die Gleichungen

08 05 .

(M a—al=t+ﬁ17 a—ai“_:ﬂi (1=23,..,9)

zusammen mit den Gleichungen (4) die allgemeine Losung der Be-
wegungsgleichungen (1) dar; 8, ..., 8, sind ebenfalls willkiirliche Kon-
stanten, ¢ bedeutet wieder die Zeit. Die Gleichungen (4) und (7) ge-
statten einerseits die Phasen g, p, als Funktionen der ¢;, §;, a* und
der Zeit auszudriicken:

(8) . {Qk=Qk(“17"'7“nt+ﬁ1) Bey - B, »“*)I(k=12_”s)
.pk=.pk(a17"'7“"t+ﬁl7ﬂﬂ7"'7ﬁ‘7a*)’r o ’

oder umgekehrt die ,Integrale“ 4,, B, als Funktionen der ¢, p,, a™®

darzustellen:

(9) {E(Qky Py a®) = 4, (@ v %) =@, B (@, pp 0™ =1+ B,
4;(0 Py 0%) =, Bi(g, Py a®) =4 (=23,..,9).

Jede u-Kurve eines Molekiils als geometrischer Ort a priori gleich-
hiufiger Molekiilzustinde wird also mittels der Gleichungen (8) er-
halten werden konnen, indem man den willkiirlichen Konstanten
gy vy Oy By -, Bs bestimmte feste Werte erteilt und ¢ -+ 8, alle
Werte von — oo bis 4~ oo annehmen 1iBt; sie kann auch, was auf
dasselbe hinauslduft, als Schnitilinie der 2s — 1 zeitfreien Integral-
»Hyperflichen 4, =, (¢ =1,2,..,5), B,=0;((=2,3,..,5) im
u-Raume interpretiert werden.

Indessen sind die w-Kurven der ungestérten inneren Molekiil-
bewegung nicht die einzigen Orte nach (1) a priori gleichhaufiger
Molekiilzustinde im g-Raume. Wenn in der Thermodynamik mit einem
warmen Korper ein adiabatisch-reversibler Proze8 ausgefiihrt wird, so
bedeutet das eine ,,unendlich langsame* umkehrbare Anderung der diufleren
Parameter a*, die an jedem einzelnen der Gasmolekiile wirksam wird.
Die dadurch verursachten Storungen der inneren Molekiilbewegung
lassen sich — weil unendlich langsam erfolgend — nun ebenfalls
mittels der Gleichungen (1) berechnen, und man schliet #hnlich wie
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oben: Alle durch unendlich langsame®, umkehrbare Anderungen makro-
skopischer®") Parameter erreichbaren u-Kurven verbinden Molekiilzustinde
von a priori gleicher Hiufigkeit. Damit sind zugleich simtliche der-
artigen Zustéinde eruiert: weitere Beeinflussungsmoglichkeiten der Mole-
kiile sind makroskopisch nicht realisierbar.

Die 2s — 1 zeitfreien unter den Integralen (9) sind Phasenfunk-
tionen des Molekiils, welche sich dem zeitlichen Ablauf der ungestirien
Bewegung des Molekiils gegeniiber invariant verhalten; einer ,unend-
lich langsamen®, umkehrbaren Parameterverschiebung da* gegeniiber
werden sie sich im allgemeinen jedoch verdndern. Diese Verinderung
betriigt, wie in Nr. 3 A niher erbrtert werden wird, z. B. fiir A4;:

A, (2 Ppr 0 %)
(10) 04, =Lttt §a* — §a,

wobei durch den Querstrich der sestliche Mittelwert von g%, genommen

iiber die ganze unendliche Erstreckung der wumgestorten Ausgangs-
bewegung (der anfinglichen u-Kurve) angedeutet werden soll. Funk-
tionen der zeitfreien Integrale J(E, 4,,..., 4,, B,, ..., B,) (also wieder
derartige Integrale), welche die Eigenschaft haben, daB fiir sie

(11) 0T =0,

heiBen Parameterinvarianten oder adiabatische Invarianten®®) in bezug
auf die Parameter a* Wenn u die Anzahl simtlicher eindeutiger
voneinander unabhingiger Parameterinvarianten I der Bewegungs-
gleichungen (1) darstellt, so ist ein ,,Biindel“ von allen durch unendlich
langsame, umkehrbare Parameterinderungen ineinander {iberfithrbaren
w-Kurven einfach durch irgendwelche feste Werte dieser I,, I,, ..., I,
bestimmt (Nr. 3A); die Werte der iibrigen, von den J unabhingigen
zeitfreien Integrale (2s—w — 1 an der Zahl) sind dann beliebig
wihlbar und bestimmen zusammen mit den I die einzelnen y-Kurven
dieses Biindels.

37) Nur mittels solcher Parameter a* werden ja die einzelnen Molekiile will-
kvrlich beeinfluBbar. Uber die Ausdehnung der Betrachtung auf similiche am
Molekiil auftretenden Parameter a einschlieflich der molekularen vgl. Nr. 8 A
und 14, sowie namentlich Anm. 285).

38) Letztere Bezeichnung rithrt von P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916),
P- 327 her; sie hat den Nachteil, daB das Eigenschaftswort ,,adiabatisch* mehr
an die rasch verlaufenden adiabatischen Vorginge der technischen Thermodyna-
mik erinnert, als an die hier wesentlichere Reversibilitit der Parameterinderung.
Da die Ermittlung dieser Invarianten (s. Nr. 8A) tiberdies nichts mit Thermo-
dynamik zu tun hat, sondern ein Problem der Dynamik darstellt, hat 4. Smekal,
8. Anm. 41), die Bezeichnung ,,Parameterinvarianten® fiir sie in Vorschlag ge-
bracht, an der im folgenden auch festgehalten werden soll.
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Um nun die Zellen des 2s-dimensionalen u-Raumes der inneren
Bewegung abzugrenzen, wird man Gebiete wihlen, welche von einander
benachbarten derartigen Biindeln ausgefiillt werden®?), und wird diese
letzteren nach (a;) auch untereinander als a priori gleichhiufig gelten
lassen. Nach geeigneter Normierung der I (s. unten) kann man hierzu
etwa u Flichenscharen

(12) 1.=19 1 =1" 1L =1%. ,1=1I0),... (r=1,2,..,u)%)

in Ansatz bringen, welche die Struktur des u- Raumes bestimmen®!);
die I"») bedeuten hierbei festzuhaltende Spezialwerte der den Inte-
gralen I gleichzusetzenden willkiirlichen Konstanten, welche fiir alle
n, der Bedingung gentigen:

(13) I:(<"r_1) <1:‘"r) <I1E"r+1),
=)

=)

Die Scharen (12) miissen ferner so gewahlt werden, daB sie das ganze
Gebiet des u-Raumes iiberdecken, dessen Punkte physikalisch reali-

39) Diese Bedingung kann keineswegs fiir ganz beliebige mechanische Sy-
steme (1) erfiilllt werden, sondern nur fiir solche, welche eine kontinuierliche
Mannigfaltigkeit ,stabiler*, d. h. ganz im Endlichen verlaufender Bahnkurven
besitzen. S. Nr. 3A, wo diese Systeme zu den Klassen (A) und (B) zusammen-
gefaBt sind. In Anbetracht der erfahrungsgemifen weitgehenden Stabilitat von
Atomen und Molekiilen bedeutet dieser Umstand hier jedoch keinerlei Ein-
schrinkung.

Soweit sich die nachfolgenden und die Ausfilhrungen von Nr. 3A auf die
Einteilung des p-Raumes beziehen, soll stets stillschweigend vorausgesetzt wer-
den, daB man es nur mit Systemen der Art (A) in Nr. 3 A (Existenz kontinuier-
licher Mannigfaltigkeiten stabiler Losungen von (1) von genau 2s Dimensionen)
zu tun hat. Im Falle (B) wire derjenige Teil des g-Raumes, dessen Punkte
physikalisch realisierbaren, also vor allem stabilen Molekiilzustinden entsprechen,
und auf den sich daher die Einteilung (12) zu beziehen hitte, von ¢(<2s) Di-
mensionen; formal bliebe davon alles unberiihrt, bis auf die Schreibweise von
(14), sowie (14’) und (14”) in Nr.3 A und die Begrindung dieser Beziehungen
in Anm, 74).

40) Die allgemeinste zuliissige Einteilung bestiinde darin, jede I,.-Fliche
nicht zur gemeinsamen Begrenzung eines ganzen Zellstreifens zu verwenden, son-
dern nur zur gegenseitigen Abgrenzung zweier Nachbarzellen. Fir die allge-
meine Entwicklung der Theorie ist die Spezialisierung (12) belanglos; sie ist die
einzige, die bisher und ausnahmslos praktische Bedeutung erlangt hat. —

Eine Verwechslung des hier gebrauchten Index r mit der frither benutzten
Anzabl 7 = s+ 8 der inneren und Translationsfreiheitsgrade der Molekiile braucht
wohl nicht befiirchtet werden, um so mehr als letztere Bezeichnung im folgenden
nicht mehr auftreten wird.

41) A. Smekal, Wien. Anz. 1921, p. 126; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3)
2 (1921), p. 47 (vorlaufige Mitteilung).
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sierbaren Molekiilzustinden entsprechen.*?) — Die von den Flichen
I=1""YundI =17 (r = 1,2, ..., u) begrenzte Zelle kann durch
ganze Zahlen, z. B. die Indizes n,, n,, ..., n, gekennzeichnet werden;
die erwihnte Normierung der I, kann so erfolgen, daB das Volumen
dieser Zelle L, n,, .., n, fir s = u direkt durch das Produkt

(14) Sz’”n Moyernyty = H(I}E""‘) - 1;""_ 1))

r=1

gegeben ist.43)

Uber die Wahl der Grofen I 1iBt sich a priori gar nichts aus-
sagen, da die Bewegungsgleichungen (1) hieriiber — im Gegensatz
zur #lteren Theorie (I), welche wegen (b,) die Gleichheit aller Zell-
volumina nahelegte — keine Aussage zu folgern gestatten. Wir kénnen
und miissen diese Frage, wie schon erwihnt, offen lassen und ihre
spitere Beantwortung der Erfahrung tiberweisen. Nach dem Ansatz (12)
mogen die L, ,,..., ., also beliebig groB und voneinander verschieden
ausfallen, unter Umstinden sogar von verschiedener Dimensionszahl
sein, infinitesimal werden oder auf Null zusammenschrumpfent). Auf
Grund von (a;;) schreiben wir endlich jeder Zelle einen bestimmten
mittleren Energiewert E, ., ..., zu und ebenso bestimmte derartige
Werte fiir die anderen in Betracht kommenden Phasenfunktionen der
Molekiile oder deren Zeitmittelwerte.%5)

Nach (b;;) haben wir schlieBlich bestimmte Ansétze fiir die a priori-
Hiufigkeiten der verschiedenen Zellen einzufiihren. Diese a priori-
Hiufigkeiten sind als Phasenfunktionen der Molekiile aufzufassen, die
sich sowohl dem zeitlichen Ablauf der ungestérten Bewegung, als auch
unendlich langsamen, umkehrbaren Parameteriinderungen gegentiber
invariant verhalten miissen. Auf letztere Eigenschaft namentlich schlieBt
man ebenso wie im vorangehenden.*®) Mit P. Ehrenfest®®) sei im ganzen
von Zellen bedeckten Teil des u-Raumes eine nicht negative Funktion

42) Die Notwendigkeit dieser Bedingung hat in der Quantenstatistik be-
sonders M. Planck, Verhandl. Deutech. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407, 438; Ann,
d. Phys. 50 (1916), p. 385, § 3, betont. 8. ferner Anm. 39).

43) 8. Nr. 8 A, wo auch der Fall u <s angefiihrt wird. — Ein Beispiel,
welches die Anwendung der Ansitze dieser Nummer illustriert, findet sich in
Nr. 6 b, wozu auch Nr. 9, p. 954/955 verglichen werden mdge.

44) Um diese letzte, von der Erfahrung zugelassene Moglichkeit mitbe-
riicksichtigen zu kénnen, sind in (13) auch Gleichheitszeichen geschrieben worden.

45) Diese Annahme steht offensichtlich in engstem Zusammenhange mit
der Struktur des p-Raumes selbst: GroBe und Form der einzelnen Zellen miissen
go gewihlt sein, daB derartige mittlere Werte iiberhaupt existieren.

46) Diese wichtige Bemerkung (vgl. Nr. 8) scheint sich an dieser Stelle
nirgends in der Literatur zu finden.
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9(qy, p;, a*) — die ,,Gewichisfunktion — definiert, von welcher inner-
halb jeder Zelle ein ganz bestimmter Wert g, ., ..., als a priori-
Haufigkeit oder ,Gewicht* der Zelle n, n,, ..., n, gewdhlt werdet);
dann mub g(q,, p,, a*) als eine ,reine” Funktion aller voneinander
unabhingiger eindeutiger Parameterinvarianten I. von (1) dargestellt
werden konnen:

(15) 9@ o 0¥ =9 I, L, .., L)

In der Tat folgt hieraus fiir eine Parameterverschiebung da* nach (11)

(16) dg =200 .51 = 0)

r=1
Translation. Die Anwendung der im vorstehenden enthaltenen
Gesichtspunkte auf die Frage nach der Struktur des 6-dimensionalen
Translations-p-Raumes fiihrt zunichst zu der Feststellung, daB die

47) Namentlich wenn die Gewichtsfunktion als stetig angenommen wird,
148t sich ihre Einfiihrung bei endlichen Zelldimensionen auch n#her als ,,Wahr-
scheinlichkeitsfunktion* im Siune Reichenbachs bewerkstelligen. Vgl. H. Reichen-
bach, Diss. Erlangen 1915; Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 150; 4 (1921), p. 448.

P. Ehrenfest (vgl. Aum. 33) fithrt die Gewichtsfunktion direkt als a priori-
Wahrscheinlichkeit ein und fordert demgemiB, daf ihr Integral iiber den ganzen
u-Raum erstreckt, die Einheit ergebe; er hebt aber hervor, daf dieses Integral
fiir alle bekannten Gewichtsfunktionen divergiert. Dies ist indessen nicht ver-
wunderlich, wenn man bedenkt, daf g doch nur relative Hdiufigkeiten miSt und
als echte Wahrscheinlichkeit einen im Grenzfalle unendlich grof werdenden
Nenper erhalten miite. In der Tat kann diese Schwierigkeit behoben werden,
wenn man anstatt g den Quotienten l% als a priori- Wahrscheinlichkeit einfihrt
und beachtet, daB die angegebene Integration nur bei gleichzeitiger Ausfihrung
eines Grenziiberganges von der Art des auf p. 878 angedeuteten legitimiert wer-
den kann, in welchem Falle dann das Integral im allgemeinen konvergiert.

48) Zufolge (14) kann daher auch das Zellvolumen als Gewichtsfunktion
gewihlt werden, #hnlich wie in der 4lteren Theorie (I). Uber die Tragweite
dieses Umstandes s. Nr. 24.

Hingegen hat z. B. das von der ,,Energiefliche des Molekils im w- Raum
umschlossene Volumen (,,Phasenvolumen*), falls es iberhaupt endlich ist, nicht
diese Eigenschaft. Diese trifft vielmehr nur in ganz speziellen Fillen zu, z. B.
fiir periodische Systeme von eimem Freiheitsgrade oder fiir quasiergodische Glei-
chungen (1). Der erstgenannte Satz ist von Boltzmann bewiesen worden (siehe
Anm. 114), der letztere von P. Hertz, vgl. z. B. Rep. 1. c., Anm. 9), Nr. 270 (s.
auch Anm. 68). — P. Ehrenfest, vgl. Anm. 83), hat in dieser Arbeit §§ 3, 4 ein
Integraltheorem bewiesen, nach dem das dber den p-Raum erstreckte Integral
einer beliebigen Fumktion dieses Volumens die Eigenschaft (11) bzw. (16) hat. Der
dort aus dem Verschwinden von (82a) gezogene SchluB, daB eine beliebige Funk-
tion dieses Volumens fiir g gewihlt werden diirfe, ist wegen (15) also nur fiir die
genannten speziellen Systeme berechtigt.
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Translationsbewegung keinerlei Parameterinvarianten besitzt (s. Nr.3 A).
Eine bestimmte Zelleneinteilung, die von der Natur der Bewegung
gselbst in einem #hnlichen Sinne wie oben gefordert wiirde, ist hier
also nicht angebbar. Konsequenterweise ist daher eine beliebige Phasen-
raum-Einteilung vorzunehmen und mit ihr der auf p. 878 angedeutete
Grenziibergang auszufihren. Der Annahme einer ganz beliebigen Ge-
wichtsfunktion,
9.2, 9, 2 p,, Py, p.),

wiirde hier wegen des makroskopischen Charakters der Dimensionen
von V unter Umstinden bereits die unmittelbare makroskopische Er-
fahrung widersprechen. Da in Nr. 2 die Wechselwirkungen der Mole-
kille ginzlich vernachlissigt worden sind, kann man schlieBen, daB
g, von z,y, # unabhiingig sein muB, ferner wegen der Willkiirlich-
keit der Orientierung des kartesischen Koordinatensystems der z,y, 2,
daB g, nur die Quadratsumme der p, also allein die Translations-
energie F, (2) enthalten konnte. Die Erfahrung hat hier bekanntlich
bis zu dem noch hypothetischen Enfartungsgebict der Gase ausnahms-
los fiir

an g, = const.

entschieden.*?) Diese Umstéinde zeigen, daB wir auf die Translation
die in der Alteren Theorie (I) aus der Quasiergodenhypothese gefolgerten
Annahmen (a;) und (b;) ohne weiteres iibertragen diirfen; da aus (a)
und (b;) allein die Quasiergodenhypothese jedoch nicht deduziert werden
kann®), ist es mdglich, sie auch bei der Behandlung der Translation
zu vermeiden.

3A. Theorie der Parameterinvarianten oder adiabatischen In-
varianten.®®) Die in Nr. 3 eingefiihrten ,réumlichen“ Hiufigkeits-
ansitze haben die Bedeutung der Parameterinvarianten eines beliebigen
mechanischen Systems fiir die Begriindung einer rationellen Statistik
bereits erkennen lassen. Da die Existenz solcher Invarianten auBerdem
unter Umstinden Schliisse iiber den Bau von Atomen und Molekiilen
zu ziehen erlaubt und fiir die Quantentheorie dieser Gebilde von grund-
sitzlicher Bedeutung ist (Nr. 14), soll an dieser Stelle eine kurze Uber-
sicht tiber ihre Theorie eingeschaltet werden, die im Grunde genom-
men ein sehr spezielles Kapitel der htheren Dynamik darstellt.

Wie in Nr. 2 werde vorausgesetzt, daB die innere Bewegung der
Molekiile durch die kanonischen Bewegungsgleichungen (1) bestimmt
sel; die zugehdrige Huamiltonsche Funktion H(g;, p,, @), bzw. die Ge-

49) Vgl. hierzu Nr. 9.
50) Vgl. hieriiber Nr. 4, insbesondere Anm. 80).
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samtenergie der inneren Bewegung E(g,, p,, @) enthalte aber nun be-
liebig viele Parameter a, die keineswegs similich makroskopischer Natur
2u sein brauchen. Werden irgendwelche dieser Parameter ,junendlich
langsam* verschoben, so ist fiir die ,,Umkehrbarkeit dieses Prozesses,
wie sich leicht einsehen liBt, erforderlich, daB es Bahnkurven des
mechanischen Problems mit infinitesimal benachbarten Parameterwerten
gibt, welche im allgemeinen die gleichen analytischen Eigenschaften
besitzen und vor allem ,stabil in dem Sinne sein miissen, daB ihre
¢; und p, fiir alle Zeiten zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen
bleiben.5') Nach dem Poincaré-Carathéodoryschen Wiederkehrsatze®®) er-
filllen derartige stabile Bahnkurven einen endlichen Bereich von einer
Dimensionszahl 8 <C 2s iiberall dicht5?), so daB sich zu jedem beliebigen
Punkte einer Bahnkurve mit dem Parameterwerte a -+ da stets be-
liebig viele Punkte der Bahnkurve mit dem Parameterwerte a finden
lassen, welche von ersterem hdchstens einen Abstand von der GroBen-
ordnung |da| besitzen, und umgekehrt. Bahnkurven, welche ins Un-
endliche laufen, haben diese Higenschaft naturgemif nicht, so da es
bei ihnen nicht moglich ist, das ,gestorte* System (a -4 da) zu jedem
beliebigen Zeitpunkte durch junendlich langsame® Ausfiihrung einer
Parameterverschiebung — d'a in seinen ungestérten Bewegungszustand
(@) zuriickzufithren. Mit Riicksicht auf diese Erfordernisse hat man
demnach zwischen folgenden Arten von mechanischen Problemen zu
unterscheiden:

(A) Die stabilen Losungen bilden kontinuierliche, 2s-dimensionale
Mannigfaltigkeiten.

(B) Die stabilen Losungen bilden kontinuierliche, ¢-dimensionale
Mannigfaltigkeiten (6 < 25).

(C) Es gibt iiberhaupt keine kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten
stabiler Losungen.

(D) Es gibt iiberhaupt keine stabilen Losungen.
Die Fille (C) und (D) scheiden somit von der fernerem Betrachtung
aus; zu (D) gehort z. B. die Translationsbewegung der Molekiile, fiir
welche daher keine Parameterinvarianten angegeben werden koénnen.
Im Falle (B) hat man offenbar zwischen solchen Parametern zu unter-
scheiden, durch deren Verschiebung das mechanische System aus einer

51) Beziiglich der verschiedenen i{iblichen Stabilitdtsdefinitionen vgl. man
etwa VI2,12 (E. T. Whittaker), Prinzipien der Stérungstheorie und allgemeinen
Theorie der Bahnkurven in dynamischen Problemen, Nr. 7 und 8.

52) C. Carathéodory, Berl. Ber. 1919, p. 580.

53) Abgesehen von einer im allgemeinen belanglosen Punktmenge vom
Lebesgueschen MaB Null.
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stabilen Bahnkurve wieder in eine solche tibergefithrt wird, und solchen,
durch deren Verschiebung das System ¢nstabil wird®) (Instabilitits-
Parameter). Zu den Systemen der Klasse (B) gehdrt z. B. das Newton-
sche bzw. Coulombsche Drei- und Vielkorperproblem. Die erfahrungs-
mifige Stabilitit der Atome und Molekiile verlangt also, daB zu-
mindest die makroskopischen Parameter a* nicht zu ihren ,Instabili-
tits- Parametern gehoren, falls molekulare Gebilde mit ausreichen-
der Berechtigung als Coulombsche Vielkorpersysieme angesehen werden
konnen (vgl. dazu Nr. 13, 14).%) Im folgenden mogen etwaige In-
stabilitits-Parameter stabiler Losungen der Gleichungen (1) von der
Untersuchung ausdriicklich als ausgeschlossen gelten; bei den iibrigen
Parametern sollen ferner nur solche Werte und Verschiebungen zu-
gelassen werden, welche keine Anderungen des analytischen Charakters
der betrachteten stabilen Bahnkurven zur Folge haben.5®)

Um nun den EinfluB ,unendlich langsamer“ Parameterverschie-
bungen auf die Bewegung des betrachteten mechanischen Systems zu
berechnen, hat man derartige Vorgiinge durch die folgenden Annahmen
zu prizisieren®), wobei es wegen der Unabhingigkeit der einzelnen

54) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294.%

55) ,Unendlich langsame* umkehrbare Parameteriibergiinge zwischen Fa-
milien von stabilen Partikularlésungen von (1) wverschiedenen analytischen Cha-
rakters (z. B. von doppeltperiodischen zu einfachperiodischen oder beliebigen
mehrfachperiodischen zu quasiergodischen Familien) fithren zu Schwierigkeiten,
auf welche an dieser Stelle nicht genauer eingegangen werden kann. Vgl. z. B.
P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327, § 9; J. M. Burgers [1], §§ 38—40;
N. Bohr [2], Teil I, § 8. Als Grenzfall solcher Vorginge kann auch das unend-
lich langsame Anwachsen #uferer Kraftfelder angesehen werden, wenn hierbei
vom feldfreien Zustande ausgegangen wird (@ =0) und das Feld den analyti-
schen Charakter der Bewegung modifiziert. S. Nr. 15b.

E. Fermi, Nuovo Cimento 25 (1923), p. 171, zeigte neuerdings an einem
einfachen Beispiele, daf das Ergebnis unendlich langsam ausgefiihrter Para-
meterverschiebungen von endlichem Betrage durchaus davon abhingig ist, ob
die durchlaufenen Zwischenzustinde simtlich zur gleichen Bahnkurvenfamilie wie
der Ausgangs- und Endzustand gehéren oder nicht. Allerdings handelt es sich
hier auch noch darum, daB zur Ausfihrung des betreffenden Verschiebungspro-
zesses mindestens zwes verschiedenartige Parameter verindert werden miissen.
Eine allgemeine Behandlung dieses Umstandes und seiner Konsequenzen fiir
Bahnkurven gleichen analytischen Charakters hat E. Fermi, Nuovo Cimento 25
(1923), p. 271, zu formulieren versucht, wobei der in Anm. 66) vermutete Satz
ohne Beweis verwendet wird; alle Resultate Fermis lassen sich jedoch aus be-
reits bekannten Ergebnissen (vgl. Anm. 68) folgern, wenn man die ganze Frage-
stellung auf jene weiter unten im Text, p. 892, behandelte, nach der Existenz
sibereinstimmender Parameterinvarianten fiir beliebig verschiedene Parameter zurlick-
fithrt. (Anm. bei der Korrektur.)

56) J. M. Burgers, Proc. Acad. Amsterdam 20 (1917), p. 149.
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Parameter voneinander zuniichst offenbar gentigt, sich auf einen ein-
zigen derselben zu beschriinken:

(a) Selbst nach Ablauf eines Zeitraumes, wihrend dessen der
Phasenpunkt des Systems jedem Punkte seines Poincaré-Carathéodory-
schen Wiederkehrbereiches®) beliebig nahe gekommen ist, kann die ge-
samte Parameterverschiebung da als kleine Grofe erster Ordnung an-

gesehen werden.

da

(b) Die Anderungsgeschwindigkeiten ~; konnen bei der ange-

strebten Genauigkeit als konstant angesehen werden.57)

(c¢) Die Bewegungsgleichungen (1) bleiben wihrend der Parameter-
verschiebung innerhalb der angestrebten Genauigkeit giiltig®®), so daB
der Einfluf der letzteren wegen (a) z. B. nach den Methoden der
Storungstheorie berechnet werden kann.®?)

Um die durch eine unendlich langsame Parameterverschiebung da
bewirkte totale zeitliche Anderung eines beliebigen der zeitfreien Inte-
grale 4, (9) von (1) zu berechnen, hat man dessen Momentaninderung

04, (g, Prs @) . da
da dt

tiber die durch
T

da
.f-gt—'dt=6a
Q

bestimmte Zeitdauer T zu integrieren. Zufolge (b) erhilt man
T r
. aAi(kaka@. _@. 1 'BA;'(QMZ’/C,“) . .
0d; = | === dt o T= T'/——a;%-dt da;
0

oa
0

57) Die Tragweite dieser Annahme ist noch nicht untersucht, und daher
strenggenommen mit Sicherheit auch noch nicht angebbar, ob das Ergebnis
einer unendlich langsamen Parameterverschiebung von der Art, wie ¢ mit der
Zeit variiert, unabhiingig ist. Mit J. M. Burgers — [1], p. 242 — kann man
dies indessen als sehr wahrscheinlich ansehen, wenn die Parameterverschiebung

nur keine Resonanz mit dem ungestdrten System zur Folge hat, oder da dauernd

at
als unendlich klein gegentiber irgendwelchen der %%’“— angesehen werden kann.
Vgl. dazu ferner 4. Sommerfeld (1], p. 376, 720, und H. Kneser, Math. Ann. 91
(1924), p. 165.

58) Diese Annahme ist wegen den Bestehenbleibens des Energiesatzes im
allgemeinen unbedenklich, wie man z. B. unmittelbar sieht, wenn die zu variie-
renden Parameter nur in die Kriiftefunktion eingehen.

59) Das Auftreten sikularer Stérungen, welche die erforderliche Stabilitit
aufheben, ist durch die vorangegangenen Festsetzungen fiber die im folgenden
zu betrachtenden Parameter bereits ausgeschlossen.
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wegen (a) konnen unter dem Integralzeichen fiir die ¢, und p, die ent-
sprechenden Werte fiir die ungestorte Ausgangsbewegung (konstantes a)
eingesetzt werden®), wegen des Wiederkelrsatzes®®) kann iiberdies der

Zeitmittelwert von aa“i" iiber T’ durch dessen Grenzwert fiir 7 — oo

ersetzt werden, falls letzterer existiert. Da sich dieser Grenzwert
wiederum wegen des Wiederkehrsatzes vom Zeitmittelwert, genommen
iiber die ganze unendliche Erstreckung der Bahnkurve, nicht unter-
scheidet, ergibt sich schlieBlich in Ubereinstimmung mit (10), unab-
hingig vom Beginne der Parameterverschiebung
(10 04, = Al lo ) 5q 0

1

Um simtliche durch (11) definierten Parameterinvarianten der
Bewegungsgleichungen (1) i besug auf cinen speziellen Parameter a
zu finden, fithrt man a zunichst als willkiirliche Funktion der Zeit

ein und setzt hinterher (ZI_? = const. %) Wihrend die vollstindige Losung

(6) der Hamvilton-Jacobischen Differentialgleichung (5) im Falle a = const.
zu den Integrationskonstanten o, B; in (9) fiihrt, bestimmt sie im Falle
a = a(f) mittels (4) und (7) eine Beriihrungstransformation, welche
von den urspriinglichen kanonischen Verdnderlichen g¢,, p, zu den neuen
kanonischen Variablen e, B, iiberzugehen erlaubt. Da die charakte-
ristische Funktion S dieser Transformation jetzt von der Zeit ab-
hingt, lauten die Bewegungsgleichungen (1) in den neuen Variablen
geschrieben nunmehr

, d ey 0K dg; 0K .
1) {Tﬁ=_a—ﬁz7 W=§z} <i=1y2;"'7‘9)7

60) J. M. Burgers, 1. c.; vgl. auch die genauere Durchfiihrung fiir einzelne
Spezialfille bei N. Bohr [2], namentlich p. 23/24.

61) DaB dieser Betrag im allgemeinen von der speziellen Wahl der be-
nutzten kanonischen Variablen g, p, unabhingig ist, hingt wiederum mit dem
Wiederkehrsatz, bzw. mit der vorausgesetzten Stabilitit der fiir diese Betrach-
tung zugelassenen Bahnkurven von (1) zusammen. Wenn die Bewegung mehr-
fach periodisch ist und mittels mehrfacher Fourierscher Reihen dargestellt wer-
den kann, 1Bt sich dies durch direkte Ausrechnung zeigen. Beziiglich einer
Anwendung dieses Satzes vgl. man Anm. 73).

62) @. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 908; A. Smekal, Wien
Anz. 1921, p. 126; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 (1921), p. 47; ferner auch
G. Krutkow und V. Fock, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 195, § 1. — Eine andere
allgemeine Methode, die auf der Theorie der kontinuierlichen Gruppen beruhen
soll, wurde jiingst von V. F. Lenzen, Phys. Rev. (2) 20 (1922), p. 201 angekiindigt.

Der Grundgedanke obiger Methode findet sich, auf einen Spezialfall ange-
wendet, bereits bei J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25 (1917), p. 1055;
auch (1], § 39.
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wobei sich K zu
B ¢8 d 95, B;na) d
1" K(ai,ﬂ“a)zﬂ_i_%.ai::al JE‘}P'F?

ergibt.®®) Setzt man jetzt in (1) %% = const. und integriert, &hnlich

wie vordem bei der Ableitung von (107, beide Seiten dieser Glei-
chungen nach der Zeit, so ergibt sich mit Riicksicht auf (1)

W
BA,.= 6“;=—W' Ga,
(107) _cadks (=1,2,...5).%
S ’
O0B,— 0p, = 5.5 da

Mit Hilfe von (10”) ist es nun im allgemeinen wenigstens grund-
sitzlich moglich, simtliche Parameterinvarianten (11) der Bewegungs-
gleichungen (1) als Funktionen der 4, und B, zu ermitteln. Ebenso
wie bei den gewChulichen Integralen von (1) konzentriert sich das
Interesse vor allem auf jene Parameterinvarianten, die als eindeutige
Funktionen der ¢, und p, dargestellt werden konnen. Solche Parameter-
invarianten miissen offenbar durch simtliche voneinander unabhéngigen,
gewohnlichen eindeutigen Integrale von (1) ausgedriickt werden konnen
und sind letzteren an Zahl daher hochstens gleich.®) Beziiglich ihrer
Ermittlung m8ge darauf hingewiesen werden, daB beliebige, iiber sta-
bile Bahnkurven erstreckte Zeitmittelwerte, wie sie auch die rechten
Seiten von (10”) einnehmen, im allgemeinen nur von eindeutigen Inte-
gralen von (1) abhingen konnen.%) LiaBt man daher bei der Bestim-

63) Vgl. z. B. E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, 2. Aufl. Cambridge
1917; Nr. 138 in Verbindung mit Nr. 142 und dem Energiesatz.

64) Fiir 1 =1 ist an Stelle von B,, B, —¢ zu setzen. — Ein #hnlicher
MittelungsprozeS wie in (10”) findet ganz allgemein auch in der iibrigen Sto-
rungstheorie Anwendung, wenn es sich um die Bestimmung einer ersten Nahe-
rung handelt. Vgl. z. B. N. Bohr [2], p. 62/64, oder Nr. 15b.

65) Bei Problemen, deren Hamslton-Jacobische Differentialgleichung (5)
durch Separation der Variablen integriert werden kann (bedingt periodische
Systeme, 5. Nr. 18), betriigt die Anzahl der eindeutigen Integrale im allgemeinen s;
beim Vielkorperproblem geben iiber diese Frage die bekannten Theoreme von
Bruns und Poincaré Auskunft, vgl. z.B. V¢, 12 (E. T. Whittaker), Nr.4 oder das
in Anm. 63) zitierte Buch des gleichen Verfassers, ferner E. Fermi, Phys. Ztschr.
24 (1923), p. 261. Die gleiche Frage bei beliebigen Problemen von zwei Freiheits-
graden behandeln in letzter Zeit E. T. Whittaker, Proc. Edinb. Roy. Soc. 37 (1917),
p. 95 und H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, § 8. Nach T. M. Cherry,
Proc. Cambr. Phil. Soc. 22 (1924), p. 287, gibt der Poincarésche Satz allerdings
nur die Anzahl jener eindeutigen Integrale richtig an, welche nach Potenzen
eines Parameters entwickelbar sind.

66) Dieser Satz ist bisher allerdings nur fiir Spezialfille beweisbar. Seine
Allgemeingiiltigkeit wiirde das Zutreffen folgender beider Annahmen zur Voraus-
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mung der Parameterinvarianten von den Gleichungen (10”) alle jene
weg, welche sich auf die Anderung eines Integrals beziehen, das auf
den rechten Seiten aller dieser Gleichungen nicht auftritt, so wird man
nur die eindeutigen Parameterinvarianten von (1) erhalten.®")

Der Umstand, daB die rechten Seiten von (10”) unter den Zeit-
mittelwerten partielle Ableitungen nach dem speziell ins Aunge ge-
faBten Parameter ¢ aufweisen, zeight, daB man im allgemeinen fiir
verschiedene Parameter a, verschiedene Systeme unabhingiger Parameter-
invariantern erhalten wird. Alle bisher in Betracht gekommenen und
rechnerisch beherrschbaren Systeme lassen sich indessen auf die Form
mehrfach-eyklischer Systeme bringen, fiir welche die Unabhéingigkeit der
eindeutigen Parameterinvarianten von der speziellen Wahl der Para-
meter leicht nachgewiesen werden kann. Ein solches System be-
sitzt die Eigenschaft, daB seine Hamilfonsche Funktion H bzw. seine
Gesamtenergie E nur von den Impulsen p, und den Parametern,
nicht aber von den Koordinaten g, abhingt. Um die ausgezeichmete
Stellung derartiger Systeme gebiihrend hervortreten zu lassen, mégen

setzung haben miissen: 1. Jeder Zeitmittelwert kann durch einen Zahimittelwert
tiber den 3-dimensionalen Poincaré-Carathéodory schen Wiederkehrbereich der be-
treffenden Bahnkurve ersetzt werden. 2. Dieser Wiederkehrbereich selbst wird
ausschlieflich durch eindeutige Integrale von (1) ,begrenzt'. — Beide Annahmen
gind fiir bedingt periodische Systeme (s. Nr.15) auf Grund eines Satzes von
P. Stickel beweisbar, vgl. J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25 (1916),
p. 849, 918. Der Beweis ist ohne weiteres auf bedingt periodische, durch
Fouriersche Reihen darstellbare Partikularlosungen allgemeinerer Systeme iiber-
tragbar; in allen diesen Fillen ist {ibrigens auch das Verhalten der Funktion S
in (10”) leicht zu tbersehen, vgl. J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25
(1917), p. 1055. — Bei quasiergodischen Systemen (s. Anm. 10 und 11) gilt 1. so-
zusagen durch Definition, s. Anm. 9), beziiglich 2. vgl. man E. Ferms, Phys.
Ztschr. 24 (1923), p. 261 und W. Urbasiski, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 47. Hier
ist 3=2s5— 1, und alle Zeitmittelwerte hingen ausschlieBlich von der Energie-
konstante ¢, ab. — Im Zusammenhang mit 2. sei auch auf die Bemerkungen von
H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, §§ 7—9, iiber die Rolle der eindeutigen
Integrale hingewiesen. (Der Begriff , Ergodenhypothese* ist hier nicht im iib-
lichen Sinne gefaBt.) Vgl. ferner Anm. 55), zweiter Absatz.

67) Wirde man von der Zeitmittelbildung iiber die rechten Seiten von (1)
absehen wollen und die Gleichungen (1) fiir %%—_: const. integrieren, so wiirden
sich im allgemeinen genau 2s—1 Integrale von (1') als Parameterinvarianten
ergeben, die aber keineswegs simtlich eindeutige Funktionen der ¢, und p; sein
und mit den nach der obigen Methode bestimmten iibereinstimmen wiirden.
Nur bei s =1 fallen die beiden Ergebnisse notwendig zusammen, wie auch
G. Krutkow und V. Fock, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 195, am ,,Rayleighschen
Pendel* (periodisches System von eimem Freiheitsgrade) direkt rechnerisch ge-
zeigh haben.
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fiir sie im folgenden anstatt p,, ¢, k=1, 2,...,s) die Bezeichnungen

I,w, (r=1,2,.., u (ZL5s)) benutzt werden. Dann folgt aus den

Hamiltonschen Gleichungen (1) wegen gﬂ = 0, I, = const, und wenn
w,

man z—g = o, setzt, w, = o 4 J,, wobei die GriBen J, ebenso wie

die Werte der I, willkiirliche Integrationskonstanten darstellen. Wegen
(4) hat die vollstindige Losung S der Hamilton-Jacobischen Differential-
gleichung (5) eines derartigen Systems die Gestalt

(5’) S=21r'wr+07
r=1

ist also unabhdngig von similichen an dem System vorkommenden Para-
metern. Indem wir jetzt an Stelle der «;, 8, in den Gleichungen (1)
die kanonisch konjugierten Variablen I, w, wihlen, erhalten wir fiir
die wihrend der Verschiebung beliebiger Parameter giiltige Hamalton-

sche Funktion (1”) wegen g—i—'= 0 einfach K = H (I, a) und somit
119 0I.=0 (r=12,..,u).
Hinsichtlich der w, findet man, daB die Beziehungen %‘;—’ = o, wihrend

der Parameterverschiebungen unveriindert ihre Giiltigkeit bewahren,
80 daB iiber das Verhalten der fiir die Bewegung selbst belanglosen
GréBen 0, in diesem singuliren Falle keine weiteren Aussagen gemacht
werden konnen. Die Impulse eines mehrfach-zyklischen Systems sind
demnach in bezug auf jeden beliebigen seiner Parameter Parameter-
invarianten oder adiabatische Invarianten.®)

68) Man iiberzeugt sich leicht, daB dies auch fiir die zyklischen Impulse
von Systemen gilt, die nicht beziiglich aller Koordinaten zugleich zyklisch sind,
8. z. B. G. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 908, § 6.

Die fundamentale Frage nach den notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen dafiir, daf die eindeutigen Parameterinvarianten eines dynamischen Pro-
blems fiir alle nach den einleitenden Festsetzungen dieser Nr. in Betracht kom-
menden Parameter miteinander tbereinstimmen, ist, da die ganze Fragestellung
in der Literatur noch iiberhaupt keine Beachtung gefunden hat, bisher nicht
niiher untersucht worden. Indessen scheint es aber einen derartigen Fall zu geben,
bei dem die Zuriickfiihrung auf zyklische Variable unmdglich ist, so daB diese
Eigenschaft dafiir im allgemeinen nicht ausreichend sein diirfte. Wenn die be-
reits bekannten Probleme mit quasiergodischen Bahnkurven (s. Anm. 10 und 11)
die in Anm. 9) niher zitierten Zusatzbedingungen erfiillen sollten, so daf die
Berechtigung der Annahme 1. in Anm. 66) fiir sie dadurch gewihrleistet ware,
dann konnte der Beweis fiir die Parameterinvarianz des sogenannten ,,Phasen-
volumens® (s. Anm, 48) ergodischer Systeme unmittelbar auf sie iibertragen werden.
Dieser Beweis stammt von P. Hertz, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 225, 537, § 11
(vgl. auch die in Anm. 48) zitierte Stelle) und ist von speziellen Eigenschaften

Smekal, Allgem. Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 58
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Bei allen Systemen mit stabilen Bahnkurven, deren kartesische
Koordinaten g, und die dazugehdrigen kanonisch konjugierten Impulse
p. (k=1,2,...5) sich durch geeignete Beriihrungstransformationen
in die Variablen w,, I (r =1,2,...u) eines mehrfach-zyklischen Sy-
stems tberfiihren lassen, haben sich die g,, p, als mehrfach-periodische
Funktionen der w, darstellen lassen®®), wobei der ,Periodizititsgrad” w
stets < s ist. Sie sind dann im allgemeinen in u-fache Fouriersche
Reihen nach den , Winkelvariablen® w, entwickelbar™), in welchen sie
die Periode 1 besitzen mdgen. Daraus geht unmittelbar hervor, daB
die w, bei allen diesen Systemen von der Dimension einer reinen Zahl
sind, die I, somit sdmtlich von der Dimension einer Wirkungsgrofe.
Fiir die aus diesem Grunde auch als ,,Wirkungsvariable“ bezeichneten
I, erhiilt man dann (vgl. Nr. 15a)

1 3
n a
(1) L=faw, D p o (r=12,...u).
[} k=1

Der Beweis dafiir, da die GroBen (11”) Parameterinvarianten oder
adiabatische Invarianten sind, wurde fiir die einzelnen, die Quanten-
theorie interessierenden Spezialfille bereits vor der im vorstehenden
auseinandergesetzten allgemeinen Theorie erbracht. Fiir rein periodische
und quasi-periodische Systeme hat dies P. Ehrenfest auf Grund eines
mechanischen Theorems von Boliemann gezeigt, fir nichi-entartete
(u = s) sowie fiir entartete (u < s) bedingt periodische Systeme (Nr. 15)
Burgers.™) Alle diese Systeme gehtren zu der eingangs dieser Nr.

des benutzten Parameters unabhingig; G. Krutkow, 1. c¢. § 8 hat ihn, von (10”)
ausgehend, wiederholt. S. auch P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327,
§ 6. — Bei allen nicht-quasiergodischen Systemen hingegen hat sich fir die ge-
nannte Unabhéngigkeit der Parametersnvarianten von den speziellen Eigentiimlich-
keiten der verschiedemen Parameter die Zuriickfihrbardeit auf mehrfach-zyklische
Systeme als notwendig erwiesen. — Vgl. dazu Anm. 55), zweiter Absatz.

69) Die Umkehrung dieses Satzes ist von G. Herglolz bewiesen, aber nicht
publiziert worden (vgl. J. M. Burgers [1], p. 48, und A. Smekal, Ztschr. f. Phys.
11 (1922), p. 294, wo dieser Beweis erwihnt wird), nachdem er schon friiher ent-
weder bekannt oder vermutet worden war, s. K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916,
p. 548. Spiter hat H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, § 6, ohne Kenntnis
desselben, einen davon vollig unabhingigen Beweis gegeben.

70) Dabei soll, um die Eindeutigkeit dieser Entwicklungen zu gewihrleisten,
stets vorausgesetzt sein, daB zwischen den u Grofen g-? =w, keine Linearbezie-

r
hungen mit rationalen Koeffizienten bestehen, was sich immer durch geeignete
‘Wah! der Beriihrungstransformationen erreichen lift. Beispiele hierfiir etwa bei
J. M. Burgers [1], insbesondere §§ 10—14.

71) P. Ehrenfest, Versl. Akad. Amsterdam 22 (1913), p. 586; Ann. d. Phys,
51 (1916), p. 327, s. ferner auch Anm. 114) und H. Kneser, Math. Ann. 91 (1924),
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unter (A) aufgefiihrten Klasse von mechanischen Problemen. Be-
schrinkt man sich auf die im Anschluf an die Verhiltnisse bei der
Klasse (B) zugelassenen Parameter, so gilt die Parameterinvarianz
von (117) auch fiir beliebige, mittels mehrfacher Fourierscher Reihen
darstellbare Familien von bedingt periodischen Partikularlosungen beliebig
allgemeinerer Probleme.™) ™)

Fiir die in Nr. 3 eingefiihrten ,riumlichen Haufigkeitsansiitze
des Gasmodells kommen offensichtlich nur eindeutige Parameterinvari-
anten in Betracht, die unabhiingig von den verschiedenen Arten makro-
skopischer Parameter a* sind. Man kann erwarten, daB die innere Be-
wegung der Molekiile zumindest dann so beschaffen sein wird, daB
diese Bedingung erfiillbar ist, wenn die in Nr. 3 eingefithrte Gewichis-
funktion hinterher an der Erfahrung gepriift, sich als von einer Kon-
stante verschieden herausstellt (Nr. 9). Die in Nr. 3 mit Riicksicht auf
die y-Raum-Struktur gewiinschte Normierung der Parameterinvarianten
ist notwendig, um der Unbestimmtheit zu begegnen, welche in dem
Umstande begriindet ist, daB jede ,reine“ Funktion irgendwelcher
Parameterinvarianten immer wieder eine Parameterinvariante ist. Sie
lauft darauf hinaus, das Volumelement dQ des w-Raumes mit Hilfe
von Parameterinvarianten auszudriicken. Wenn der Periodizitétsgrad w
irgendeines der oben erwihntén Systeme, welche die Parameterinva-
rianten (11°) besitzen, gleich der Anzahl der Freiheitsgrade ist, hat

p. 185; J. M. Burgers, Ann. d. Phys. 52 (1917), p. 195; Versl. Akad. Amsterdam
25 (1917), p. 849, 918. Von (10”) ausgehend, hat spiter auch G. Krutkow einen
eleganten Beweis fiir nicht-entartete, bedingt periodische Systeme gegeben, Versl.
Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 294, § 7. Bedingt periodische Losungen, welche
nicht durch Separation der Variablen bei der Integration der Hamilion-Jacobi-
schen Differentialgleichung erhalten worden sind, hat ebenfalls Burgers unter-
sucht, Versl. Akad. Amsterdam 25 (1917), p. 1055, vgl. auch den Beweis von Bohr
und Kramers, N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, Anm. 1) auf p. 182, end-
lich M. v. Laue, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 619. Beuziiglich einer beim Burger-
schen Invarianzbeweise auftretenden Schwierigkeit vgl. man Anm. 357).

72) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294. Die Einzelheiten des Be-
weises verlaufen genau so wie bei J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25
(1917), p. 1065.

73) Allen in diesem Absatze erwihnten Systemen (bzw. Partikularlésungen)
ist gemeinsam, daB ihre Gesamtenergie H (g, p;, @) = E(qk, 13, @) auf die Form
E(I,,a) gebracht werden kann. Die ,Kraftt, welche an dem System durch
Verschiebung des Parameters a hervorgerufen wird, berechnet sich mittels (10%)
zu —-%% und betrigt auf Grund des in Anm. 61) angefiihrten Satzes einfach

0 E (1, a)
—
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man einfach

(14) A =dl, -dl,...dl, (u = 5).™)
Der Fall u < s erfordert eine nihere Untersuchung des speziellen vor-
liegenden Problemes; man erhilt allgemein

14" dQ = d(Ip) - d(Ip) . . . d(I), (u < s)
wobei f,+ fy+ -+ +f, = 5™)

4, ,,Zeitliche® a priori-Hiufigkeitseigenschaften des Gasmodells.
Seine Zeitgesamtheit. Nachdem in Nr. 8 die Hilfsmittel fiir eine
Beschreibung der Bewegung des Gasmodells in einer Weise entwickelt
worden sind, die der kombinatorischen Methodik der statistischen Me-
chanik angepaBt ist, kann nunmehr auch auf das Verhalten des Mo-
dells an den Unstetigkeitsstellen seiner Bewegung eingegangen werden.
Auch hieriiber 14Bt sich zuniichst nur ein Ansafz einfithren, tiber de..
die Erfahrung niher zu entscheiden haben wird (Nr. 9, 11, 26). Als
Vorldufer eines solchen hinsichtlich der Translation allein, ist der ,,Stof-
zahlansatz* der kinetischen Gastheorie in seiner statistischen Weiter-
bildung anzusehen.’)

Die Zellen des Translations-u-Raumes mogen in beliebiger Weise
numeriert sein und %, bzw. n,” zwei beliebige dieser Zellen bedeuten.
Anderseits seien die beiden Zellen n,’, ny, ..., n, baw. n,”", 0", .. , n,”

b u
des p-Raumes der inneren Bewegung ins Auge gefaBt. Denkt man

sich die beiden Riume als Projektionen des einheitlichen 2(s 4 3)-
dimensionalen u-Raumes der inneren und Translationsbewegung, so
kennzeichnen die beiden Indexkombinationen

r ’ 4 ’ ’ ” ” ” ” rr
@) n/,n 0. m/, 7)) nS 00",y

74) Da der Ubergang von den p, q; zu den I, w, durch eine Beriihrungs-
transformation vermittelt wird und fiir jede solche die Funktionaldeterminante
der p;, ¢; nach den I,,w, der Einheit gleich ist, erhdlt man

ffdpl. .dpydg, .. fde LdILdw, ..

‘Wird nun entsprechend der Elntellung (12) iiber alle w, von 0 bis 1 1ntegrxert
80 gelangt man zu (14°). Der Beweis von (14’") kann auf ahnlichem Wege ge-
fiihrt werden. $S. aber auch Anm. 39).

75) In direktem Zusammenhange mit der Quantentheorie und unabhiingig
von der Frage der Parameterinvarianten werden die Normierungsfragen behan-
delt von M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407, 438; Ann,
d. Phys. 50 (1916), p. 885; speziell mit bedingt periodischen Systemen beschif-
tigen sich K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548, und P. S. Epstein, Berl.
Ber. 1918, p. 435. Vom obigen Standpunkte aus sei auf G. Krutkow, Versl
Akad. Amsterdam 29 (1920), p. 69 verwiesen, dessen Betrachtungen sich indessen
formal auf den I-Raum beziehen.

76) Vgl. IV 82, Nr. 3—6, insbesondere aber Nr. 18. Ferner L. Boltzmann,
Vorlesungen iiber Gastheorie, 2 Biinde, 2. Aufl. Leipzig 1912.
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zwei beliebige Zustandsgebiete oder Zellen (»') und (n”) der inneren
und Translationsbewegung eines Molekiils. Besteht nun eine der Be-
wegungsunstetigkeiten des Gasmodells darin, daB eines der in (n") be-
findlichen Molekiile innerhalb einer vernachléssighar kurzen Zeit nach
(n") iibergeht, so sei die a priori-Hiufigkeit eines solchen Uberganges
wihrend der Zeitstrecke d¢ durch

(18) Oy - dt ' (' — n")
und fiir den inversen Vorgang durch
(18a) Cy - dt (W —n")

gegeben.') Befinden sich zu Beginn von dt¢ gerade N;” bzw. N
Molekiile in den Zellen (n") bzw. (n”), so wird die durch die Wechsel-
wirkung mit (n”) verursachte Anderung von N wihrend dt im Mittel
(19) A" N, = (N G — N O - dit
betragen. Uber die Natur derjenigen Vorginge, welche die Existenz
und GroBe dieser ,Ubergangswahrscheinlichkeiten* (18), (18a) be-
dingen, braucht an dieser Stelle noch keine spezielle Annahme ein-
gefiihrt zu werden.™)

Wie aus der Formulierung dieser Ansiitze hervorgeht, sind sie
im allgemeinen nicht an die Voraussetzung gebunden, daB das Gas-
modell gegen seine Umgebung energetisch abgeschlossen ist (Nr. 5),
sondern werden auch dessen Wechselwirkungen mit anderen warmen
Kérpern, sowie der Hohlraumstrahlung zu beriicksichtigen gestatten
(Nr. 7, 8). In letzteren Fillen wird dem Gase fortdauernd in ganz
unregelmiBiger Weise Energie zugefiihrt oder von ihm abgeleitet
werden; an Stelle der Konstanz der Energiesumme aller Molekiile
tritt dann bei stationdirem Verhalten des Gases die Bedingung eines
fir hinreichend lange Zeiten konstanten miftleren Gesamtenergiebe-
trages E (Nr. 7). In der vorliegenden Nummer beschrinken wir uns

77) Besiiglich der Zeitdauer eines derartigen Uberganges vgl. man insbe-
sondere Anm. 192). — Der Index t weist wie im Vorhergehenden stets auf die
Translationsbewegung der Molekiile hin, wihrend die Zeit ¢ stets als Argument
geschrieben wird.

78) Uber jene Zellen bzw. Molekilzustinde (n'), (n”), zwischen denen tiber-
haupt keine Ubergangsmoglichkeiten bestehen, fiir die also die GroBen (18) und
(18a) zugleich verschwinden, gibt in der Quantentheorie das Bohrsche Korrespon -~
denzprinzip Auskunft. Vgl Nr. 14.

Man wird bemerken, daB das Verschwinden des ,,Gewichtes* g,, einer Zelle
(n") notwendig das Verschwinden von

¢, und CZ’
fir alle n nach sich zieht, und umgekehrt. Vgl. Anm. 80) aber auch 90).
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jedoch im wesentlichen auf den Fall dauernder energetischer Isolie-
rung des Gasmodells. o

Die GroBen (18) bzw. (18a) miissen naturgemif von der Zeit
unabhingig sein; im Gegensatz zu den. ,rdumlichen“ a priori-Hiufig-
keiten g hingegen kann fiir sie eine Parameterinvarianzbedingung von
der Art (16) weder erwartet noch begriindet werden, da sie im all-
gemeinen von der Gesamtenergie des Gases abhingen miissen, wie
auch aus der spiter zu erwihnenden Stationarititsbedingung (32) (und
in Verbindung mit (41) und (64a)) unmittelbar hervorgeht. Dieser
Umstand erschwert es betrichtlich, von vornherein genauere Angaben
iiber ihre Abhingigkeit von den zeitfreien Integralen in (9) und von
der Translationsenergie E, (2) der Molekiile zu machen. Jene Schwie-
rigkeit wird aber zunichst vollstindig wettgemacht durch die Tat-
sache, daB die GroBen (18) und (18a) fiir die Ableitung des thermi-
schen Gleichgewichtes im Gase keine wesentliche Rolle spielen (s.
weiter unten), und ebenso auch bei den iibrigen der statistischen Be-
handlung zuginglichen warmen Koérpern (Nr. 6). — Nihere Ausfiih-
rungen tber die Bedeutung und Unabhingigkeit der ,» Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten® (18), (18a) bei speziellen Problemen finden sich
in den Nr. 11, 12, 26. ‘

Da nach Nr. 3 jeder beliebigen Zelle (n') oder (n”) ganz be-
stimmte Werte der Molekiilenergie E(q;, p, a*) + E,, etwa Ey 4 E,
bzw. E,.+ E, . zuzuordnen sind, kann die Numerierung aller Zellen
nach zunehmenden Energiewerten vorgenommen werden. Dann be-
zeichne N, N, ... N, ... die Anzahl der zur Zeit ¢, in der 1,
2,.., 0% .., Zelle befindlichen Molekiile oder deren Zustandsvertei-
lung Z(¢,). Hierbei gilt dauernd fiir alle m

(20) SN =N
I=1
und
(21) glvz(m) ' (El + Et,l) = E;

wobei nach Annahme fiir alle {
(22) E':—1 + Et,l—-l < Ez + Et,l < Et+1 + Et,l+1

ist. Geht man von einer beliebigen Anfangsverteilung Z (%)) aus, so
verindern sich die N,® nach den gemachten Annahmen wihrend di
in ganz zufilliger Weise zu einer Z(?,), die natiirlich in keiner Weise
vorausberechenbar ist; shnliches tritt nach Ablauf weiterer Teilstrecken
dt ein und nach m solchen Intervallen sei Z(f,) erreicht. Die Auf-
einanderfolge dieser einzelnen Zustandsverteilungen nennt man die Zeit-
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gesamtheit des Gasmodelles. Betrachtet man nun eine sehr groBe Zahl
m von solchen zeitlich aufeinandergefolgten Zustandsverteilungen, so
werden sich die einzelnen Zustandsverteilungen darin immer wieder-
holen, einige 6fter, andere seltener, Um den unter Umstéinden makro-
skopisch beobachtbaren Zeitmittelwert einer bestimmten molekularen
GroBe @ (z. B. der Arbeitsleistung eines #uBeren Feldes am einzelnen
Molekiil bei der Parameterverschiebung da*) zu berechnen, hat man
nun folgendermaBen zu verfahren:

Der Index L kennzeichne eine beliebige dieser Zustandsvertei-
lungen N1, Nis, ... Nz, ..., welche 7;-mal wihrend der Zeit
t, — t, aufgetreten ist. Die Gesamtzahl aller verschiedenen Z; sei
L*; dann ist jedenfalls

*
(23) Stp-dt=1t, -t
L=1

Der ,réumliche* Mittelwert von ¢, d. h. der Mittelwert iber den u-
Raum, etwa [¢p];, ist dann offenbar

(24) ol = éNL,z * @i,

wenn ¢, den Wert von ¢ in der I Zelle des u-Raumes bedeutet.
[¢]: éndert sich, sowie die Z; in der Zeitgesamtheit durch eine an-
dere abgelost wird. Die gesuchte Grofle entspricht also dem zeit-
lichen Mittelwert von [¢]z,

L L o
x = 1 N7 1
(25) 9= T Z"L’L' dt - [p], = ;‘/m_—-—t.,ZZTLNL’Z <+ dt,
L L=11=1

=1

und zugleich einem zeitlich-rdumlichen Mittelwert von ¢."®) Durch Ver-
tauschung der beiden Summationen nach L und ! erhilt man, wenn

I
(26) -N; = tm—it‘o‘Z‘FL.N-L,z . dt
L=1

von nun an die mittleren Anzahlen von Molekiil-Phasenpunkten in der
I** Zelle des y-Raumes bedeuten:

@7 [7 =z‘—§17N; “ 9
Die mittels der z; definierten mittleren Anzahlen N, werden,

79) Im Gegensatz zu der Bezeichnung der Zeitmittelwerte iiber die innere
Bewegung des einzelnen Molekiils durch einen einfachen Querschnitt (s. Gl. (10)),
seien im folgenden die nach (25) bzw. (27) und (82) tber das ganze Gas gebil-
deten Mittelwerte (im allgemeinen stets fiir lim t,, — ¢, = 0o) durch zwei Quer-
striche angedeutet.
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auch wenn man in (26) bzw. (25) und (27) zum Limes ¢, — {,= oo
iibergeht, im allgemeinen fiir riumlich voneinander getrennte, im
iibrigen aber vollig gleichbeschaffene Gasmodelle beliebig wverschieder
ausfallen konnen, je nachdem, wie bei ihnen gerade zufillig die ein-
zelnen Zustandsverteilungen aufeinandergefolgt sind. Die Benutzung
der Ansitze (18), (18a) zusammen mit jenen von Nr.3 gestattet nun
jedoch, Aussagen iiber ihr wahrscheinliches mittleres Verhalten, iiber
ihre wahrscheinliche mitilere Grofle zu machen®) Indem man wieder
von einer beliebigen, aber bestimmten Anfangsverteilung Z, zur Zeit
{, ausgeht, kann man nimlich die Frage stellen, mit welcher relativen
Hiufigkeit das Auftreten einer bestimmten, beliebigen anderen Zu-
standsverteilung Z, nach Ablauf von d¢ zu erwarten sein wird, wobei
natiirlich an den Bedingungen (20) und (21) festgehalten werden muB.
Diese relative Haufigkeit ist auf Grund der in Nr. 3 und eingangs
dieser Nummer gemachten Ansitze ohne weiteres berechenbar, ebenso
jene dafiir, daB nach Ablauf von m Zeitstrecken d¢ gerade die m in-
dividuellen Zustandsverteilungen Z,, Z,, Z,,. .., Z,, aufeinandergefolgt
sind®); usf. In dieser Reihe von Zustandsverteilungen wird z. B. die
Ut Zelle des p-Raumes eine ganz bestimmtbe Anzahl von Malen die
Anzahl N* von Molekiilphasenpunkten enthalten haben. Fragt man
nun nach der Relativhdufigkeit, mit der N;* Molekiile in der I**® Zelle
wihrend einer ganz beliebigen, mit (20) und (21) vertriglichen Reihe

von m zeitlich aufeinandergefolgten Zustandsverteilungen, die aus Z,

80) Hierin kommt am wesentlichsten der Unterschied zutage zwischen jenen
Modellen, die allein mit Haéufigkeitsansitzen arbeiten, und den quasiergodischen-
Bei letsteren ist die Realisierung jeder Z, zu irgendeinem Zeitpunkte sicher —
laut Definition der quasiergodischen Mechanismen; bei ersteren, falls die fiir 2 -
in Betracht kommenden ,,Ubergangswahrscheinlichkeiten* (18), (18a) von Null
verschieden sind, was keineswegs notwendig ist, mdglich und wahrscheinlich —
mdoglich bleibt aber auch das Gegenteil! DaB man durch geeignete Verfiigung
iiber die g oder die Ubergangswahrscheinlichkeiten (vgl. Anm. 78) bei den Hiufig-
keitsmodellen diec Realisierung beliebig zahlreicher Zustandsverteilungen unmdglich
machen kann, begrindet ihre weitaus grofere Allgemeinheit und Anpassungs-
tahiglkeit. —

Diese Gegeniiberstellung hinsichtlich der Sicherheit, mit der iiberhaupt
realisierbare Zustandsverteilungen erwartet werden konnen, verliert sehr viel an
Schirfe, wenn man bedenkt, daB die statistische Deutung der Irreversibilitiit
auch beim quasiergodischen Gasmodell den gleichen Schwierigkeiten unterworfen
ist, die eben jeder wahrscheinlichkeitstheoretischen’ Untersuchung achaften. Siehe
IV 32. — Nach der Auffassung des Referenten ist den Bemerkungen von P. und
T. Ehrenfest iber die Stellung der ,Wahrscheinlichkeits-Hypothesen* in der
Physik — IV 382, Nr. 80 — an dieser Sielle auch heute nichts Trostlicheres hinzu-
zufiigen.

81) R.v. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 225, 256.
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hervorgegangen sind, vorkommen, so ergibt sich hierfiir eine be-
stimmte, von Z,, E, N, m und N* abhingige GroBe. Wenn fir E, N
und m sehr grofle Zahlen gewihlt werden, so zeigt sich bei geeigneten
Annahmen iiber das Verhalten der ,Ubergangswahrscheinlichkeiten*
(18), (18a), daB diese Relativhiufigkeit an einer bloB von E abhin-
gigen, von Z, und den ,Ubergangswahrscheinlichkeiten® hingegen unab-
hiingigen®), im allgemeinen unganzzahligen Stelle N* — N, ein Ma-
zimum besitzt und tiberdies nur in einer sehr engen Umgebung von
N, von Null merklich verschiedene Betrige annimmt.%) Da dieses
Maximum in der Grenze fir N — oo, m — oo beliebig steil gemacht
werden kann und fiir beliebige Zellenindizes ! existiert, zeigt sich das
wahrscheinliche zeitliche mittlere Verhalten des Gases durch einen mitt-
leren Verteillungssustand der Molekiile gekennzeichnet, welcher durch
die Gesamtheit aller Zahlen N, gegeben ist.*)

82) Diese Ubergangswahrscheinlichkeiten werden sich auBer bei statisti-
schem Nichigleichgewicht im allgemeiner nur bei Schwankungserscheinungen
#auBern konnen, zu deren Beobachtung die gewdhnlichen ,makroskopischen‘
Beobachtungszeiten viel zu lange andauern.

83) Diese Uberlegungen, deren eingehende Darstellung gelegentlich an an-
derer Stelle verdffentlicht werden soll, verlaufen ganz dhnlich wie die in der
Anm, 81) zitierten von v. Mises. Bei v. Mises wird das Gasmodell jedoch nicht
als energetisch abgeschlossen betrachtet und nur die Frage nach der Wahr-
scheinlichkeit beantwortet, mit der in seiner Zeitgesamtheit die Gesamtenergie E
auftritt (,kanonische Gesamtheit, vgl. Nr. 7h). Der Beweis ist bei ». Mises
einstweilen nur fiir zwei Spezialfille durchgefiihrt, nédmlich: 1. rubende Planck-
sche Oszillatoren von einem Freiheitsgrade, 2. Browmsche Molekularbewegung.
Aus dem Beweisgange ist, wie auch schon v. Mises nachdriicklich betont hat,
zu entnehmen, daB dessen Ubertragung auf wesentlich allgemeinere Fiille keinen
prinzipiellen Schwierigkeiten begegnen kann; allerdings werden die zur Aus-
fibrung der Grenziiberginge N - 0o, m > oo notwendigen Umformungen sehr
weitldufig und untibersichtlich — vielleicht wird sich auch hier der von C. G.
Darwin und R. H. Fowler (s. Anm. 94, 95) entwickelte Formalismus als niitzlich
erweisen konnen. Welcher Art die Einschréinkungen sind, die bei der Beband-
lung der allgemeinsten F#lle hinsichtlich der Wahl der g und der ,,Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten® (18), (184a) einzufiihren sein werden, ist noch nicht unter-
sucht. Vgl. aber Anm. 85) und 90).

Den wesentlichsten Punkt der angedeuteten Beweisgiinge stellt die Berech-
nung m-facher, im Limes unendlicher Wahrscheinlichkeitsprodukte dar; sie wird
durch einen Satz von v. Mises selbst ermdglicht, R.v. Mises, Math. Ztschr. 4
(1919), p. 1, L. Teil. Es sei noch hervorgehoben, dafl die erwihnten Sitze und
Beweisfiihrungen bei v. Mises in der Terminologie der ,,Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung® des gleichen Autors, Math. Ztschr. 5 (1919), p. 52 aus-
gesprochen sind, aber auch unabhiingig von ihr formuliert werden k&nnen.

84) Wie man bemerken wird, konnen die im allgemeinen unganzen Zahlen
N, keine Zustandsverteilung bestimmen; vgl. auch Anm. 89). Uber ihre Appro-
aimation durch eine solche hingegen vgl. Nr. §b.
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Der Umstand, daf die gewShnlich unbekannten oder schwer zu
ermittelnden , Ubergangswahrscheinlichkeiten (18), (18a) fiir die
Grofen N, im allgemeinen belanglos sind®), ermoglicht es, die N,
mittels eines geeigneten fingierten Gasmodelles auf wesentlich ein-
facherem Wege zu berechnen. Man braucht hierzu nur etwa ein
Modell zu betrachten, in dessen Zeitgesamtheit sich alle mit den Be-
dingungen (20) und (21) vertriglichen individuellen Zustandsvertei-
lungen Z gleich oft und gleich lange Zeit realisiert zeigen®) Der
hierbei auftretenden besonderen Gesamtheit von Zustandsverteilungen
hat man unabhéingig von deren zeitlicher Aufeinanderfolge auch fiir
jedes beliebige (wirkliche oder fingierte) Gtasmodell eine eigene Bedeu-
tung beigelegt und sie als Raumgesamiheit des Gases dessen Zeitge-
samtheit gegeniibergestellt. Sie ist offenbar eine rein theoretische
Konstruktion®”); man erhilt sie, indem man sich eine sehr grofe An-

85) Die Beschriinkung auf derartige Gasmodelle ist charakteristisch fiir den
gegenwirtigen Stand der Statistik und kann in gewissem Sinne als eines ihrer
Postulate angesehen werden. Denn die hier im Anschluf an die ». Misessche
Untersuchung .vorangestellte Ableitung des mittleren Verteilungszustandes (31)
wird von den meisten Autoren iiberhaupt gar nicht angestrebt; dieser mittlere
Verteilungszustand pflegt vielmehr entweder einfach der Raumgesamtheit des
Gasmodelles (s. im Text weiter unten) entnommen und durch eine der Quasi-
ergodenhypothese verwandte Annahme (8. z. B. Anm. 12) gerechtfertigt zu wer-
den, oder eine derartige Rechtfertigung unterbleibt iiberhaupt. Ja, die Frage-
stellung wird sogar umgekehrt, (31) wird als giiltig vorausgesetzt, und es wird
versucht, daraus Aussagen iber die Ubergangswahrscheinlichkeiten (18), (18a)
abzuleiten (vgl. Nr. 11, 26), siehe auch Anm. 90).

Wenn man bedenkt, da die Unabhiingigkeit der IV, von den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (18), (18a) wesentlich durch die ungeheure Gripe der Mole-
killanzahl N mitbewirkt wird, so ergibt sich jedoch, daB obige Beschrinkung
praktisch kaum von groBer Tragweite sein diirfte. Die Frage nach der Existenz
und Bedeutung allgemeinerer Verteilungseigenschaften ist noch unerledigt (vgl.
Anm. 83). Man kann jedoch vermuten, daB sie bei der statistischen Behandlung
sogenannter ,unvollstindiger Gleichgewichte** eine Rolle spielen konnten. Uber
die Position der bisherigen Statistik gegeniiber solchen Gleichgewichten vgl. man
W. Schottky, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 481.

86) Ein solches fingiertes Modell wiirde den ,ergozonalen* Modellen von
Szarvassi (s. Anm. 12) entsprechen, Denkt man sich den in Nr. 3 (I) angedeu-
teten Grenziibergang zu infinitesimalen p-Raumzellen ausgefiihrt, so wiirde ein
solches Modell in ein quasiergodisches ibergehen (s. Nr. 1). Alle &dlteren Darstel-
lungen beschiftigen sich von vornherein ausschlieSlich mit derartigen speziellen
Modellen, so daB an dieser Stelle die Benutzung der Quasiergodenhypothese
oder einer verwandten Annahme fir sie wunerldplich war. Vgl. Nr. 1 Ende, so-
wie Anm. 17).

87) Solche Gesamtheiten iiberhaupt nennt P. Hertz, Rep., s. Anm. 9), vir-
tuelle Gesamtheiten. Nach obiger Definition erscheint die Raumgesamtheit hier
somit als Spezialfall einer virtuellen Gesamtheit.
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zahl von kongruenten, in Zellen eingeteilten w-Réumen vorstellt, in
deren jedem sich eine bestimmte Zustandsverteilung von N Molekiilen
mit der Energiesumme E realisiert vorfindet. Eine bestimmte Zu-
standsverteilung Z;, gegeben durch die Molekiilanzahlen

(28) NL’l,NL,g,...NL’;,...

wird in ihr um so héufiger vorkommen, je gréBer die Zahl ihrer Reali-
sierungsmoglichkeiten R(Z;) ist. Wenn man beriicksichtigt, daB nach
Nr. 3 der ' Zelle das Gewicht g, zukommt, daB die relative Hiufig-
keit fiir das gleichzeitige Vorkommen von N;; Molekiilen in dieser
Zelle also g

betrigt, so erhdlt man hierfiir®®)

Nt N N, Ny
(29 R(Z;) = cg Brg e gl ht
(29) (Z2) NNt . g 9

Damit ist die Relativhiufigkeit jeder beliebigen Zustandsverteilung Z;
in der Raumgesamtheit des Gases bestimmt, wenn die N ; iiberdies
der Bedingung

(30) _ﬁNL,,(E, 4+ E)=E

(vgl (21)) geniigen. Fiir den Mittelwert der in der It Zelle des u-
Raumes jeweils vorhandenen Anzahl von Molekiilphasenpunkten er-

hilt man
L*

ZR@) N,
(31) N, = —F—9),

ZR(ZL)

und dies wird bei tiber alle Grenzen wachsender Anzahl der y-Réume
mit dem zeitlichen Mittelwerte von Ny, fiir das oben erwdhnte fin-
gierte Gasmodell identisch (vgl. auch (26)!). Wie aus der vorange-
gangenen Argumentation hervorgeht und auch durch direkte Rech-
nung erhiirtet werden kann, miissen fir N — oo die GroBen IV, in
(31) nun auch mit den vorhin aus der Zeitgesamtheit eines beliebigen
Gasmodells abgeleiteten, gleichbezeichneten GroBen identisch werden.
Der wahrscheinliche, zeitlich-mittlere Verteilungszustand der Molekiile
eines Dbelichigen Gases mit den ,Ubergangswahrscheinlichkeiten® (18),

88) P. Ehrenfest, s. Anm. 33). — Betreffs des kombinatorischen Faktors vgl.
(8), ferner IV 32, Anm. 115) u. 116), wo das Volumen des Z,-,Sternes* in glei-
cher Weise berechnet wird wie R(Z)).

89) Wihrend die NV, , nach Definition ganze Zahlen darstellen, ist das fiir
die N nicht mehr mit Notwendxgkelt der Fall.
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(18 a) wird fiir groe Werte von N also direkt aus dessen Raumgesami-
hest mitlels (31) berechenbar.

Da die mittleren Anderungen der N, offenbar verschwinden miissen,
folgt jetzt aus (19) fiir zwei beliebige Zellen (#") und (#”) eine Be-
ziebung von der Form

(32) Nn"ﬁan"'_C————Zi,

welche die Bedingung der Stationaritit der Bewegung des Gasmodells
zum Ausdruck bringt; die in sie eingehenden GroBen C stellen nun-
mehr im allgemeinen gewisse zeitlich-riumliche Mittelwerte der , Uber-
gangswahrscheinlichkeiten® (18), (18a) dar.?®) Fiir den zeitlich-raumlichen
Mittelwert einer beliebigen Molekiilphasenfunktion ¢ (vgl. (27)) ergibt sich

(33) 5=, 9%

Den durch die Zahlen N, charakterisierten mitileren Verteilungs-
zustand im Gase bezeichnen wir im folgenden als Boltzmannsche Ver-
teilung®®); sie stellt nicht das wirkliche mittlere zeitliche Verhalten

90) Diese oft gefolgerte und ‘benutzte (vgl. Nr. 11, 26) Beziehung ist wohl
hinreichend fiir die gewiinschte Stationaritit, aber keineswegs motwendig, wie
zuerst M. Radakovi¢ und E. Schridinger anliBlich von Vortrigen hervorgehoben
haben. Seien etwa (a), (b), (¢) drei Zellen des p-Raumes, fir welche nur die
Mittelwerte der Ubergangswahrscheinlichkeiten C%, C und C° oder bloB diese
selbst von Null verschieden seien, so wird bei

N, Go=N, G=N,C
die Bewegung stationir bleiben und #hnliches auch bei Aufnahme beliebig vieler

weiterer Zellen in diesen ,,Zykel* bestehen kdénnen. Man sieht leicht, daB Sta-
Yionaritit dberhaupt nur durch Einfiihrung soleher ,,Zykel* erreicht werden kann,
wenn 0;‘7 und C:f,

nicht zugleich verschwinden. — Man wird bemerken, daB die N, bzw. N, in
(32) auf einem von der Benutzung der C vollkommen freien Wege, nimlich
mittels der Raumgesamtheit zu berechnen sind. Auf die noch offene Frage hin-
sichtlich der den Ubergangswahrscheinlichkeiten aufzuerlegenden Beschriinkungen
ist bereits in Anm. 83) hingewiesen worden; (32) stellt ersichtlich eine hierbei
stets zu beriicksichtigende Bedingung dar. Bexzliglich eines Beispiels, welches
den Zusammenhang der ¢ und C illustriert, vgl. man Nr. I1, p. 972, ferner
Nr. 26.

91) Wenn ¢ eine zeitlich verinderliche Molekiilphasenfunktion ist, so hat
man in (33) anstatt ¢, dessen Zestmittelwert g, (s. Anm. 79) einzufiihren. Vgl.
z. B. A. Smekal, Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 276, § 2.

92) P.und 7. Ehrenfest haben — vgl. IV 82, Nr. 3 u. Nr. 13 — die ehe-
mals sehr verbreitete Bezeichnung ,,Maxwell-Boltzmannsche Verteilung® fiir jene
Zustandsverteilung Z von der Energie E festgehalten, fiir welche R(Z) (29) den
groften Wert annimmt (s. auck Nr. 5b). Obige, auch der Kiirze halber empfeh-
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des individuellen Gases dar, sondern nur das mit erdriickend groBer
Wahrscheinlichkeit zu erwartende. Dieser Umstand ist fiir die stati-
stische Interpretation der Irreversibilititsfragen des II. Hauptsatzes der
Thermodynamik, sowie fiir den Nachweis des Boltzmannschen H-Theo-
rems von entscheidender Bedeutung, wie P. und 7. Ehrenfest in IV 32
niher ausgefiihrt haben. Im folgenden soll er jedoch, damit zugleich
dem allgemeinen Sprachgebrauch folgend, nur an jenen Stellen eigens
betont werden, wo eine besondere Veranlassung dafiir vorliegt.

5. Die Boltzmannsche Verteilung des Gasmodells. Um die
Boltzmannsche Verteilung rechnerisch zu ermitteln, haben wir die in
(31) auftretenden Summen auszufihren. Der Ubersichtlichkeit halber
stellen wir die von den Ansitzen der fritheren Nummern formal hier-
zu erforderlichen nochmals zusammen:

(a) Jede Zelle (n) des u-Raumes besitzt ein bestimmies a priori-
Gewicht g,.

(b) Jeder Zelle (n) des u-Raumes ist ein bestimmier DMolekiil-
energiewert E, + E, . zugeordnet.

(c¢) Die Summe der Energien aller IV Molekiile betrigt E (30).
Bedeutet ferner { eine beliebige komplexe Veréinderliche, so sei die
mittels der Ansiitze (a) und (b) definierte Funktion

39 () = g, &P gyt
= Zm'glgEz +Epy
I=1

als ,, Verteillungsfunktion® der Gasmolekiile bezeichnet®®); bei geeigneter
Wahl der Molekiilenergiewerte und vor allem der ,Gewichte“ wird sie
wegen (22) innerhalb des Einheitskreises |§| < 1 als konvergent voraus-
gesetzt werden konnen.

lenswerte Bezeichnung betrifft definitionsgeméf keine einzelne Zustandsverteilung,
sondern eine mitilere. Wegen des auBerordentlichen Uberwiegens der ,,Maxwell-
Boltzmannschen Verteilung® (vgl. Nr. ) fallen die beiden Verteilungen aber
praktisch miteinander vollstindig zusammen.

98) Unter Verteilungsfunktion des Gasmodells hingegen soll aus spiiter
ersgichtlichen Griinden die INte Potenz von F'(f) verstanden werden. — Da die
Gewichtsfunktion nach Anm. 47) nur relative Hiufigkeiten miBt, kann sie mit
einem beliebigen konstanten, dimensionslosen Faktor multipliziert werden, ohne
daf damit an ihrer physikalischen Bedeutung etwas geiindert werden wiirde. Die
gleiche Unbestimmtheit haftet demnach der Definition der Verteilungsfunktionen
F(¢) an; sie #uBert sich daher iiberall dort, wo in den statistischen Gréfen
keine Differentialquotienten von log F'(¢) auftreten. Vgl. z. B. Nr. 8a. Uber die
Festlegung dieses Faktors durch die Quantentheorie s. Nr. 24¢, 25, 27.
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5a. Die strenge Methode. Betrachtet man mit Darwin und
Fowler™) die Potenzentwicklung von

(35) (FE1,

so folgt aus dem Polynomialsatz wegen (30), daB der Koeffizient von
& in (35) gleich der im Nenner von (31) auftretenden Summe

L* I*
N! N N I
36) R= >»R(Z;) = ca ¥y g Ve o ¥La
(36) ;: (Zz) gNz,ﬂNL,z!---NL,z’--- 917" 9 9
ist. Nach den Cauchyschen Integralformeln betrigt dieser Koeffizient

(37) R =g [ [FQ,

wenn die Integration in der komplexen Zahlenebene etwa lings eines
Kreises vom Radius || <1 erfolgt. Um fiir die Gesamtenergie E
eine dhnliche Integraldarstellung zu erhalten, bildet man die Doppel-
summe

L* ©
(36a) R-E -—_—;gR(ZL) ;gNL,I (B + E.»),
welche ersichtlich mit dem Koeffizienten von £E in
a
(3ba) E ¢ [F(©1"

iibereinstimmt. Hieraus folgt

1
(38) R-E= oSxi §E+1 gdé- [F(g)]N
Y
Fiir die Boltemannsche Verteilung ergibt sich aus (31) und (36)
I+
(36D) R-N, =L§R(ZI,) - Nz,

und auf dhnlichem Wege wie in den friitheren Fillen erhilt man fiir
den Koeffizienten von £E—(E+E,) in

(851b) N-[FO1P-,

(39) R-N=N- é—iﬂftiﬂgz §EFED - [F(OI .

7
Integrale von der Form (37), (38), (39) lassen im Falle sehr

84) C. G. Darwin und R. H. Fouwler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 450.
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grofer N und E asymptotische Entwicklungen zu®), die eine Zuriick-
fihrung von (38) und (39) auf (37) ermdglichen. Die SchluBweise
ist dabei etwa die folgende®): Die Integranden aller dieser Integrale
werden auf der reellen positiven Halbachse fiir { = 0 und { =1 un-
endlich und besitzen an einer einzigen dazwischenliegenden Stelle &
ein Minimum. Fithrt man den Kreis y gerade durch ¢ = & hindurch,
so findet man, daB unter allen Werten dieser Integranden lings der
Peripherie von ¢, jene, welche dem auf der positiven reellen Halb-
achse liegenden Punkte entsprechen, desto steilere Maxima sind, je
groBer N und E gewihlt wurden. Man kann also die Integrale durch
die Werte ihrer Integranden an der reellen Stelle { = & ersetzen und
zur Bestimmung von & von jenen ihrer Faktoren absehen, welche
keine durch die GroBe von N und E bedingten steilen Maxima be-
sitzen. Von diesen letztgenannten Faktoren abgesehen, lautet die

95) Uber derartige Entwicklungen vgl. z. B. I A 12 (H. Burkhardt), Nr. 109.
— Darwin und Fowler (1. ¢.) benutzen hierfiir eine Form, die sie als ,method
of steepest descents** bezeichnen. Zu deren Rechtfertigung machen sie hinsicht-
lich des komplexen Linienintegrals

E dé‘
e [ O [2]
v
folgende Voraussetzungen: @(f) ist analytisch und nach zunehmenden Potenzen
von { entwickelbar; seine Entwicklung, deren Koeffizienten reell und positiv sind,
beginnt mit einer negativen Potenz und hat einen endlichen Konvergenzradius,
der ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gleich Eins angenommen werden kann;
die Exponenten dieser Reibe sind nicht von der Form « 4 f-d, worin & und g
bestimmte ganze Zahlen sind und d alle ganzen Zahlen durchlduft. (f) ist
analytisch und besitzt keine Pole innerhalb des Einheitskreises, ausgenommen
etwa fiir {=0. y bedeutet einen einmaligen geschlossenen, positiv zu durch-
laufenden Integrationsweg um den Ursprung.
In den obigen Fillen ist offenbar

N
@)= -[FE]E

und alle erwiithnten Bedingungen sind entweder trivial oder stets erfiillbar, bis
auf die notwendige Konvergenz der Verteilungsfunkiion (34) selbst, die von der
Reihe der Molekil-Energiewerte E,+ E, , abhingt, welche durch geeignet ge-
wdihlte rationale Zahlen beliebig weitgehend approximiert zw denken sind. Nach
Darwin und Fowler soll die Konvergenz von (34) im Quantenfalle durch das
Bohrsche Korrespondenzprinzip (Nr. 14) stets gesichert sein; vgl. indessen Anm. 209)
und Nr. 24b, wo ein unter allen Umstéinden konvergenzerzeugender Gesichts-
punkt herangezogen wird. —

Die Methode von Darwin und Fowler ist engstens verwandt mit der ,,Me-
thode der Sattelpunkte, die P. Debye [Miinchen Akad. 1910, Nr. 5; Math. Ann.
67 (1910), p. 535] zur asymptotischen Darstellung der Zylinderfunktionen benutzt
und die schon frither von Riemann skizziert war. Im Reellen geht sie in Lord
Kelvins ,,Methode der stationiren Phase* iiber,
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Minimumbedingung fiir die Integranden in (37), (38), (39) gemeinsam
d
2 {ee FEP) = 0.

Wenn & (0 <9 < 1) also ihre einzige reelle Losung bedeutet, hat
man in Ubereinstimmung mit (38)

. dlog F'(9)
(40) E=N-0.—5—
Aus (39) folgt jetzt fiir die Boltzmannsche Verteilung:
. g, 88+ ED g, ot E
(41) N=N-"g =8 .
29;’9( 1+ Ey, )
i=1

Auf dhnlichem Wege wie (41) berechnen Darwin und Fowler auch
das mittlere Schwankungsquadrat von N, und finden®)

N(Ez‘l'Et,z-'%)zl
L
ad
(41) gibt also die mitflere Molekiilanzahl an, die nach Nr. 4 in
einer beliebigen Zelle des y-Raumes bei hinreichend langer Beobach-
tungszeit anzutreffen sein wiirde. Uber die Bedeutung der durch (40)
bestimmten GréBe © und ihren Zusammenhang mit dem Temperatur-
begriff (Nr. 6, 7) kann an dieser Stelle noch nichts ausgesagt werden.
Da E wegen (80) zugleich mit den Molekiilenergiewerten £ 4 E, von
den Parametern a* abhiingt (Nr. 2), kann man aus (40) zunichst nur
folgern, daB auch & von diesen Parametern abhingig ist.

42) Wn—Ny=nN-|1+3014

5b. Das #ltere Verfahren. Wihrend obige Approximations-
methode mathematisch vollig einwandfrei durchgefiihrt werden kann,
weist der bisher iibliche Weg zur Ableitung der Verteilung (41) eine
gewisse Liicke auf, welche durch die Benutzung der nur fiir groBe
Anzahlen n giiltigen (abgekiirzten) Stirlingschen Formel
(43) nleo Nt e
verursacht wird; andererseits kommt ihm aber groBere Durchsichtig-
keit und Anschaulichkeit zu als der allgemeinen Darwin-Fowlerschen
Methode. Wenn mit Riicksicht auf die GréBe von N angenommen
wird, daB einer der Summanden von (36) alle iibrigen um Grofen-

96) Das zweite Glied in der geschweiften Klammer kann nur weggelassen
werden, wenn sich das Gas mit einem sehr groBen Wirmereservoir in thermi-
scher Berihrung befindet (Nr. 7). — Die Mittelwerte beliebig hoher Schwankungs-
potenzen haben Darwin und Fowler ebenfalls nach ihrer Methode berechnet,
vgl. Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), p. 391.
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ordnungen tibertrifft, so kann die ganze Summe durch die ,Anzahl
der Realisierungsmiglichkeiten” jener Zustandsverteilung Zyp (Mazwell-
Boltzmannsche Verteilung®®)) ersetzt werden®’), welche R(Z) zu einem
Mazimum macht.®®)

Indem man die Stirlingsche Formel ohne Riicksicht auf die GroBe
der N, auf R(Z;) anwendet, erhilt man

log R(Zy) = N -log N — N+ > (Np.1- log - + Ni)-
=1 L,

Um dies mit Beriicksichtigung der beiden Nebenbedingungen®)

(204a) ZNL,I =N
i=1
und
(30) l%'NL,z(Ez + E,)=Et

zu einem Maximum zu machen, hat man mittels zweier willkiirlicher
Lagrangescher Multiplikatoren ¢ und &, den Ausdruck

44 logR(Z;) + o N — #,E

zu bilden und dessen Anderungen fiir beliebige d.N;,; gleich Null zu
setzen:

(44a) d[log R(Z;) + oN — &,E] = 0.

97) Den Nachweis, da8 die ,,wahrscheinlichste** Zustandsverteilung Z, , den
Einfluf aller tibrigen Z in (36) iiberwiegt, hat (ebenfalls mit Benutzung der Stir-
lingschen Formel) K. F'. Herzfeld, Phys. Zeitschr. 15 (1914), p. 783, erbracht.

98) Diejenigen Autoren, welche vom Boltzmannschen Prinzip

(90) S=Fk-log R(Z,p)

ausgehen (vgl. Nr. 8b), pflegen die Bevorzugung von Z, , mit Riicksicht auf den
II. Hauptsatz zu rechtfertigen, indem sie die Entropie $ aus Irreversibilitéits-
grinden mit der Zustandsverteilung Z, , maximaler ,, Wahrscheinlichkeit" (siehe
Anm. 29) R(Z,,,) verkniipfen. Ganz abgesehen von den gegen die unmittelbare
Begriindung von (90) zu erhebenden Einwendungen, ist dieser Vorgang auch
methodisch bedenklich, da man an dieser Stelle noch iiber keine statistische
Temperaturdefinition verfiigt.

99) Der Einflu eventueller weiterer Nebenbedingungen [z B. die Forde-
rung der Giiltigkeit der Schwerpunkts- und Flidchensiitze fir das gesamte Gas-
modell (vgl. dazu Anm. 8)] 148t sich, wie P. Ehrenfest gezeigt hat, auf die Ein-
fithrung einer im u-Raume nicht konstanten (im allgemeinen allerdings von &
abhiingigen) Gewichisfunktion zurickfihren und braucht daher hier nicht weiter
beriicksichtigt zu werden. Vgl. P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91,
Anm. 1 auf p. 95 und Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 528. Ein Beispiel fiir einen
solchen Fall ist in Nr. 24b, ferner auch in einer Arbeit von 4. March, Phys.
Ztschr. 22 (1921), p. 429, zu finden. — Umgekehrt kann eine nicht konstante Ge-
wichtsfunktion als Reprisentant derartiger Nebenbedingungen angesehen werden.

Smekal, Allgem. Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 59
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Die Ausfiithrung dieser Rechnung ergibt fiir Zy5, wenn o mittels (20a)

eliminiert wird,
e N ETEyY

(45) Nysi=N.-2 P
g, e By
der Lagrange-Faktor &, ist hierbei durch die Nebenbedingung (30)
bestimmt.1%)
Wie der Vergleich von (41) und (45) dartut, stimmt die Zu-
standsverteilung Z,p mit der Bollzmannschen Verteilung vollkommen
tiberein, wenn man =

setzt. Die Einzelverteilung Zy leistet also praktisch genau dasselbe
wie die mittlere Boltzmann-Verteilung. Sieht man von der nicht voll-
stindig legitimen Anwendung der Stirlingschen Formel ab, so ist da-
mit zugleich der Beweis geliefert, daB die Zustandsverteilung Zyp tat-
sichlich alle tibrigen Z; zeitlich und rdumlich erdriickend iberwiegt't),
wie es die Ausgangsannahme fordert.

5 e. Das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz. Macht
man von der in Nr. 2 und 8 der Bequemlichkeit halber eingefiihrten,
in dieser Nummer bisher jedoch noch nicht benutzten Unabhingig-
keit der inneren Bewegung der Molekiile von ihrer Translationsbewe-
gung Gebrauch, so zeigt sich, daB man an Stelle der einheitlichen
Verteilungsfunktion F(£) (34) der Gasmolekiile auch das Produkt zweier
solcher hitte benutzen konnen; die eine derselben,

(349) 0 =Zoutm,

moge sich nur auf die innere Bewegung der Molekiile beziehen, die
andere hingegen

(84) 10 = Songhon
allein auf die Translation. Die Grofen ... E,, ... sollen jetzt die

nach zunehmenden Betrigen geordnete Reihe der inneren Energien

100) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 156 (1914), p. 657.

101) Damit ist der Beweis der diesbeziiglichen Bolizmannschen Behauptung
(IIT) bei P. und 7. Ehrenfest, 1V 32, Nr.13, ohne Benutzung der Ergoden- oder
Quasiergodenhypothese erbracht. Vgl. dazu auch K. Lichtenecker, Phys. Ztschr.
20 (1919), p. 919, und Anm. 166).

Fiir konstante Gewichtsfunktionen stimmen (41) und (45) auch vollkommen
mit jener y-Raumverteilung iberein, die formal der Gibbsschen kanonischen I'-
Rawmverteilung entspricht. Vgl. IV 32, Nr. 21, ferner im Text weiter unten,
Nr. 7b, und Anm. 136).
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bedeuten, welche den einzelnen Zellen des p-Raumes der inneren Be-
wegung (Nr. 3) zugeordnet sind, ... E,,, ... die entsprechende Reihe
der Translationsenergien. Denkt man sich jetzt (34a) und (34b) mit-
einander multipliziert, so ergeben sich in der Tat lauter Glieder von
der Form der einzelnen Summanden von F'({) und nur diese.

Die angedeutete Zerlegung der Verteilungsfunktion ermoglicht
es, von der speziellen Beschaffenheit (17) der Translations-Gewichts-
funktion Gebrauch zu machen und mit Riicksicht auf sie die Summe
(41) bzw. (45) durch ein Integral iiber den zuldssigen Teil des u-
Rawmes der Translation zu approximieren.!?®) Indem man fiir alle
Zellen dieses y-Raumes

dxdydzdp: dpy dp;
(46) = e dpy

setzt, worin @, eine hier nicht niher bestimmbare MaBkonstante be-
deutet®®), erhilt man

@ 1 f{a 2, 2
(34Dbb) f,(g)=?1;_ [ . f gﬁ(p‘”i’“’)-dxdydzdpzdpydp,,
e/
wobei die Integration nach z, y, # iiber das Volumen V%) nach p,,

102) Vgl. Nr. 3 (D).

103) Um die Dimension von F'(¢) durch diese Approximation nicht zu ver-
indern, muB die einstweilen unbestimmt bleibende Konstante G, (vgl. aber
Nr.25,27) die Dimension der dritten Potenz einer Wirkungsgrio8e erhalten. [Offen-
bar besitzt ' (¢) die Dimension der Gewichtsfunktion, die man stets zu Null
wihlen kann und wird; ¢ mwp ersichtlich die Dimension Null (bzw. logarith-
mische Dimension) haben und daher ebenso auch &, vgl. (64).] —

Beziiglich einer eingehenderen Rechtfertigung des angedeuteten Grenziiber-
ganges zum Integral sei auf C. G. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge
Phil. Soc. 21 (1922), p. 262, insbes. § 5, verwiesen. Vgl. auch Phil. Mag. 44
(1922), p. 450, § 12, 13.

104) Wenn die endliche Ausdehnung der Molekiile und der EinfluB von
zwischen ihnen wirkenden Kriiften beriicksichtigt werden soll, so wird dadurch
die Berechnung des Integrales (34bb) in einigen wesentlichen Punkten abge-
dndert; die einzige dadurch bewirkte Anderung in den nachfolgenden Formeln
besteht also darin, daf f;(§) im allgemeinsten Falle nicht durch (47) ersetzt, son-
dern von Fall zu Fall besonders ermittelt werden mu8. — Literaturangaben zur
van der Waalsschen T'heorie sind in Anm. 25) angefiihrt; sie enthilt bis jetzt noch
keinerlei quantentheoretische Elemente (vgl. dazu aber Nr. 24b). Innerhalb der
statistischen Mechanik sind die mit ibr zusammenhingenden Fragen, vor allem
die allgemeine Berechnung des Integrales (34bb) ganz ausfiihrlich in der Leidener
Diss. von L. S. Ornstein ,,Toepassing der statistische Mechanica van Gibbs op
molekulair-theoretische vraagstukken* (1908) behandelt worden, sllerdings mit
Bezugnahme auf den I'-Raum. Vgl auch L. S. Ornstein, Arch. Néerl. (LI A) 4
(1918), p. 203.

59*
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Py P, von — 00 bis - 00'®) zu erstrecken ist. Wegen { <1 er-
gibt sich

(1) .0 = (“’—’-‘l’{ )ﬁ

og —
°¢
und daher fiir die einheitliche Verteilungsfunktion (34)
3 @
\ 2 zy 1
(34¢) F(§) = "’—1 - E g,5F . 208)
logz et

Die Boltzmannsche Verteilung (41) erhilt jetzt die Gestalt'?)
2 L
2 M\ 21 9
(48) N,=N(L1) v
logﬂ—

@3+, +9)+E,

- —-dzdydzdp,dp,dp,.
g™

Die allein von der Translationsbewegung herrithrenden Faktoren dieses
Ausdrucks

-3 1 g 2o 9
(49) M(V, a)=<@) L gn ) qu qy dedp,dp, dp,

1 v
logg
sind offenbar fiir alle Gase gemeinsam; mit N multipliziert gibt (49)
die mittlere Zahl aller Gasmolekiile an, die sich innerhalb des Vo-
lumens zwischen  und z 4 dz, y und ¥y + dy, 2 und 2 4 dz be-
finden und deren Impulse zwischen den Grenzen p, und p, 4 dp,,
1
p, und p, -+ dp,, p, und p, + dp, liegen. Fiir & = ¢ ¥7 (T abso-
lute Temperatur, s. Nr. 8a) entspricht (49) also dem Mazwellschen Ge-
schwindigkeitsverteilungsgesetz, wie man unmittelbar sieht, wenn man
anstatt der ImpulsgroBen die Geschwindigkeiten &, ¢, 7 einfithrt.2%) —

105) Eigentlich tiber p3 -+ p}+ p2<2M-E, doch ist dieser Unterschied
wegen der enormen GrioBe von E belanglos.

106) An Stelle des Summationsindex I, in (34a) schreiben wir hier und im
folgenden der Bequemlichkeit halber wieder 7.

107) Man beachte, daB die MaBkonstante G, nur in der Verteilungsfunkiion
(34 bb) und (47), bzw. (84 c¢) auftritt, aus der Boltzmannschen Verteilung (48) und
ebenso aus dem Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz (49) hingegen
verschwindet (s. auch Anm. 93). Das Gleiche gilt hinsichtlich der MaBkonstante
G in (34aa) gegeniiber (50). Uber die Bestimmung von G, vgl. Nr. 24 ¢, iiber
jene von G Nr. 25, 27.

108) Vgl. z. B. W. Lenz, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1175, 1260; A. Wag8-
muwth, Wien Ber. (IIa) 130 (1921), p. 159. — Den Nachweis, daB die Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung als Z,; im y-Raume der Translation aufgefaBt, R(Z)
wirklich zu einem Maximum macht, hat, unabhdngig von der Stirlingschen For-
mel, R.v. Mises, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 81, erbracht und auch die Frage
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Wenn die in Nr. 3 eingefiihrte Gewichtsfunktion fiir die innere
Bewegung der Molekiile eine im p-Raum #berall konstante oder wenig-
stens stetige Funktion darstellt, so kann auch die Verteilungsfunktion
(34a) der inneren Bewegung durch einen Integralausdruck approxi-
miert werden; der Vorgang ist dann ein ganz #hnlicher wie bei der
Translationsbewegung.1%®) Man erhiilt so

@9)

(34s0)  fO—g f f 9(gs Py @) - E¥ 0™ . G,

wobel dt ein Volumelement des 2s-dimensionalen u-Raumes der
inneren Bewegung dg,, dg,...dq, dp,...dp, und G eine MaBkon-
stante von der Dimension der st Potenz einer WirkungsgroBe be-
deutet.’*®) Die Boltzmannsche Verteilung (48), die mit Benutzung von
(49) die Form erhilt

E,
(482) N,=N-M(V,9) .- 2%
o™
1=1

)

wird dann

n 9F (g, ,a*)_
(50) Ny=DN-M®V,9) 9@, Drr 0% BE O P . 4oy

25) 3
f. . :/g(qk’.pkr a*) 9@ ppa®) . do
die in (34aa) und (50) auftretende Integration ist offenbar iiber den
ganzen von der Zelleneinteilung (12) bedeckten Teil des up-Raumes
der inneren Bewegung zu erstrecken.
An Stelle der g¢,, p, konnen hier endlich noch iberall die in
Nr. 3 zur Zelleneinteilung des p-Raumes herangezogenen eindeutigen
Parameterinvarianten 1, der Bewegungsgleichungen (1) eingefiihrt
werden (vgl. Nr. 3A). Da gezeigt werden kann, daB die Molekiil-
energie als Funktion der I, und a* allein darstellbar ist’®), und die

nach der Ganzzahligkeit der Losung (die aber nur fiir eine Z, , ¢inen Sinn hat —
vgl. Anm. 89) behandelt. Beztiglich der ilteren Literatur muf auf V 9 (L. Boltz-
mann und J. Nabl) und IV 32, Nr. 4 verwiesen werden.

Einen nicht ganz direkten, experimentellen Nachweis des Maxwellschen Ge-
schwindigkeitsverteilungsgesetzes hat 0. Stern an Molekularstrahlen erbracht,
Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 49; 3 (1920), p. 417; Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 582.
Zu diesen Experimenten vgl. ferner M. Born und E. Bormann, Phys. Ztschr. 21
(1920), p. 678, sowie den Bericht iiber Atomstrahlen von W. Gerlach, Erg. d. ex.
Naturwiss. 3 (1924), p. 182.

109) Wibrend bei der Translation Form und GroBe der Zellen beliebig
waren, muf bei der inneren Bewegung eine Zelleneinteilung des p-Ranmes von
der bestimmten Form (12) auch wdihrend der Ausfiihrung des Grenziiberganges zum
Integral beibehalten werden.

110) Vgl. Anm, 103) und 107).
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Gewichtsfunktion g nach (15) nur von den I, abhingt, erhilt man
z. B. anstatt (50)

. E(Ir:a*)_
(50a) N,—=N-MQV,9)- 9(Z)- & ae,

(u) )

P fo@. 926 ag

worin df entsprechend (14) jetzt das Volumendifferential des -
Raumes, ausgedriickt in den I, bedeutet.

6. Die Boltzmannsche Verteilung bei beliebigen statistischen
Gebilden.

6a. Gasgemische. N Molekiille eines Gases 1, N® Molekiile
eines Gases 2, ... sollen im gleichen Volumen V miteinander ver-
einigt sein und die Gesamtenergie E besitzen; die ,Verteilungsfunk-
tionen® (34) der einzelnen Molekiilsorten seien F,(¢), Fy(f), . .
Bei sinngemiBer Ausdehnung der in Nr. 2—4 gemachten Voraus-
setzungen auf das Gasgemisch wird man den Zustand desselben zu
einem bestimmten Zeitpunkte kennzeichnen konnen, indem man die
momentane Zustandsverteilung jeder einzelnen Molekiilsorte in ihrem
eigenen u-Raume ohne Riicksicht auf die gleichzeittg in V befind-
lichen Fremdmolekiile angibt. Auf dem in Nr. 4 geschilderten Wege
gewinnt man wieder die Berechtigung, die zu erwartende mittlere zeit-
liche Haufigkeitsverteilung im Gasgemische durch jene seiner Raum-
gesamtheit (vgl. (31)) zu ersetzen. Die Anzahl der Realisierungsmog-
lichkeiten einer aus den bestimmten Partial-Zustandsverteilungen Z,
Z(Lz:, ... bestehenden Total-Zustandsverteilung Z&"*" ist dann gleich
dem Produkte von lauter Ausdricken R(Z%)), R(Z%), ... die analog
(29) gebaut sind:
(29A) R(Z3™ ) =R@E) RIS ...
Um entsprechend (36) die Summe R®2--) fiir alle mit der gegebenen
Gesamtenergie E vertriglichen Z&%) zu berechnen, wird man sich
mit Darwin und Fowler®*) wieder der Verteilungsfunktionen bedienen.
Dann erhdlt man R®%-) als den Koeffizienten von ¢ in der Poly-
nomialentwicklung von

(35A) [F O [F,(O1 - [F(©P”. ..

in der Form

1 a 2
@) R = o [ REP - HBEP
Y
und findet die den Gleichungen (38) und (39) entsprechenden Be-
ziehungen, indem man dort ebenfalls an Stelle von [F(£)]¥ das Pro-
dukt (35A) einsetzt. Die gleiche Argumentation wie in der vorigen
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Nummer fiihrt zu der Bedingungsgleichung

e I OT ROF FEF...) =0

fir die GroBe &, welche die asymptotische Darstellung dieser und

aller verwandt gebauten Integrale fiir sehr groBe E, NW, N3 NO® .,
ermdglicht. Man erhilt so

N dlog F,(9) dlog Fy(®) dlog Fy(8)
(4:OA.) E —-N(l)@- *‘—“‘d-’a’—“——*—.N’(s)’& —d—ﬂ”.—_‘i—N(s)'ﬂ T + .

Die Energie, welche z. B. der ersten Komponente des Gasgemisches
zukommt, ist nun keine konstante GroBe mehr; sie schwankt um einen
Mittelwert E,, der mittels einer &hnlich wie (36) gebauten Summe zu
. e dlog Fy(9)

(OlA) EI—-N()Q‘)-——&F‘—

gefunden werden kann. Gleiches gilt naturgemaB auch fiir die iibrigen
Komponenten des Gasgemisches. Man hat also

(40AA) E—E +E+E +---

und bemerkt, daf die Ausdriicke (51) fiir die einzelnen Gemischkom-
ponenten formal vollstindig mit Gleichung (40) fiir das energetisch
abgeschlossene Einzelgas tibereinstimmen. Fiir die Bolfzmannsche Ver-
teilung jeder Molekiilsorte erhalt man iibereinstimmend mit dem Fritheren

@414) No— Nw. g¥ETR)

1
Egl B+ E )
i=1

) D, @) 8F QB g
(50A) N® = NO. M(l)(v,a).m)g(% Py &7 O W S, usf;
.f' ) './'g(QInpk, a*) §F @ P @) | g

hierbei unterscheiden sich die Maxzwellschen Geschwindigkeitsvertei-
lungsausdriicke M®O(V, 9), M®(V, 9), ... nach (49) nur hinsichtlich
der den einzelnen Molekiilsorten zukommenden Massen M;, M,, .. ..

6b. Fester Korper und Hohlraumstrahlung. Die bisherigen
Methoden und Ergebnisse sind mit Leichtigkeit auch auf beliebige
statistische Gebilde anwendbar, wenn auf sie eine sinngemife Erwei-
terung der in den Nummern 2—4 gemachten Ansitze moglich ist.
Dazu ist'vor allem erforderlich, daf sich ein solches Gebilde aus
einer sehr groBen Anzahl von im allgemeinen voneinander unabhin-
gigen, gleichartigen Zeilgebilden zusammensetzen 1iBt, deren Wechsel-
wirkungen als von vernachlissighar kurzer Dauer angesehen werden
konnen und denen ein hinreichend grofler Energiebetrag gemeinsam
ist. Beispiele solcher Gebilde sind die gebriuchlichen Modelle belie-
biger fester Korper, insbesondere von Kristallen, deren Molekile (Ionen,

usf.,
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Atome, eventuell Elektronen) durch quasielastische Kriifte aneinander
gebunden sind (V 25, Afomtheorie des festen Zustandes (M. Born)), ferner
die Hohlraumstrahlung (V 23, Theoric der Strahlung (W. Wien)).

In den genannten beiden Féllen stellt es sich als moglich heraus,
den Bewegungszustand des Gebildes mit Hilfe von Normalkoordinaten
zu beschreiben!'!); die Bewegungsgleichungen zerfallen dann in lauter
gleichgebaute Beziehungen von der Form
(52) i At g=0,
welche man als Schwingungsgleichung eines linearen harmonischen
Oszillators zu bezeichnen pflegt, wenn die darin auftretende Koordi-
nate ¢ als Elongation eines um seine Ruhelage linear schwingenden
Massenpunktes m aufgefaBt wird. Die Frequenzen » in (52) entspre-
chen den verschiedenen Eigenschwingungen des festen Korpers, be-
ziehungsweise des durchstrahlten Hohlraumes. Die Anzahl der Eigen-
schwingungen, welchen eine Frequenz zwischen » und » 4 dv zu-
kommt, betrigt fiir beliebig geformte Volumina V%) beim festen.
Korper
(53a) Nex(v)-dv =2277202y

(v eine mittlere Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir transversale und
longitudinale Wellen), bei der Hohlrawmstrahlung hingegen

2. dy
(53b) Nus@)-dv =220y

(¢ Lichtgeschwindigkeit). Die Hohlraumstrahlung besitzt unbegrenzt
viele Freiheitsgrade, ihr Frequenzspektrum kann als stetig angesehen

111) Betveffs der Kristalle vgl. fiir das Folgende V 25 (M. Born), insbes.
Nr. 18 und 19. Beziiglich der Hohlraumstrahlung siehe V 23 (W. Wien), ferner
P. Debye, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1427; M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44 (1914),
p. 1197; H. A. Lorentz [1], p. 23; A. Rubinowicz, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 96,
und M. Planck [1]. — Eine Gegeniiberstellung von Kristall und Hohlraumstrah-
lung findet sich z. B. bei L. Flamm, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 116, 166, und
M. Planck [1].

Fiir Flissigkeiten ist ein allgemeiner, fiir obige Zwecke verwendbarer An-
satz noch nicht bekannt geworden. Hingegen sind #hnliche Ansitze wie beim
festen Korper auch auf die T'ranslationsbewegung von Gasen bei sehr tiefen Tem-
peraturen angewendet und zur Berechnung des quantentheoretischen Ausdrucks.
fir die chemische Konstante benutzt worden. 8. dariiber Nr. 19.

112) Hinsichtlich der Unabhingigkeit von Form und GroBe des Volumens
vgl. F. Hasenohrl, Phys. Ztschr. 7 (1806), p. 837; H. Weyl, Math. Ann. 71 (1911),
p. 441; Crelles J. 141 (1912), p. 163; 143 (1914), p. 177; Palermo Rend. 89 (1915),
p.- 13 M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 1197; ferner V 24, Wellenoptik
(M. v. Laue), Nr. 44.
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werden und erstreckt sich ins Unendliche. Der feste Korper hingegen
besitzt eine endliche, wenn auch sehr grofie Zahl von Freiheitsgraden
Npg, denen genau genommen eine diskrete Reihe von Frequenzen
entspricht; er hat daher eine endliche kleinste, sowie eine groBte
Frequenz, von denen erstere jedoch praktisch stets Null gesetzt und
letztere, die Debyesche Gremsfrequenz vp, durch die Beziehung

*D
(532" 2ry, fv2 - dv = Npx
¢ 0
approximiert werden kann.

Es ist nun leicht zu sehen, daB die statistische Behandlung des
Festkdrpers oder der Hohlraumstrahlung ganz analog jener eines Gas-
gemisches erfolgen kann. An Stelle jeder Komponente des Gasge-
misches treten simtliche Eigenschwingungen gleicher Frequensz, die
das betrachtete Gebilde besitzt. Um die Uberlegungen von Nr. 4 und
5 auch hier anwenden zu kOnnen, muB man voraussetzen:

(1) daB zwischen den Eigenschwingungen gleicher Frequenz
ungehinderter Energieaustausch stattfinden konnen mus,
(2) daB dies auch fiir Bigenschwingungen verschiedener Fre-
quenz mdglich ist.!*%)
Bedeutet nun F(v,£) die Verteilungsfunktion einer Eigenschwingung
(eines Oszillators) von der Frequenz v, so hat man zur Aufsuchung

113) Im Falle der Hohlraumstrahlung pflegen diese Annahmen tatsichlich
anch explizit ausgesprochen zu werden; in der Tat entspricht die Rolle des
Planckschen Kohlestiubchens, welches dazu bestimmt ist, die Umkehrbarkeit der
mit der Hohlraumstrahlung vorgenommenen thermodynamischen Prozesse sicher-
zustellen (vgl. M. Planck [1], § 68), diesen Voraussetzungen. — Fiir den festen
Korper scheint nur H. A. Lorentz [1], Note VIII, p, 112/114, besonders auf die
Notwendigkeit derartiger Annahmen hingewiesen zu haben, die tbrigens auch
mit dem Problem der Wiirmeleitfihigkeit eines Kristalls in engem Zusammen-
hang stehen. [Ohne unmittelbare Beziehung zu (1) uwnd (2) auch vermutet bei
M. Born, Phys. Ztschr. 156 (1914), p. 185, SchluBabsatz. Der dort behandelte
und zu dieser Vermutung fiihrende Fall stellt ein ,unvollstindiges Gleichge-
wicht* dar, beziiglich dessen auf Anm.85) verwiesen werden moge.] Das Problem
der Wirmeleitfihigkeit muf gegenwirtig noch als ghnzlich ungeklirt ange-
sehen werden [s. V 26 (M. Born), Nr. 35 Ende], doch ist es wohl wahrschein-
lich, da8 man dabei kaum ohne Beriicksichtigung dieser Annahmen wird aus-
kommen k&nnen, auch dann, wenn man wie bei hohen Temperaturen unelastische
Schwingungen im Kristall zulassen muB (vgl. V 25, Nr. 34). Strenggenommen
ist die gewdhnliche und Quantenstatistik (und damit die Thermodynamik, siehe
Nr. 7) der Festkorper als nicht ganz einwandfrei begriindet anzusehen, solange
man sich der Notwendigkeit obiger Annahmen nicht bewuBt wird. Vgl. auch
Anm. 137).
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des Boltzmannschen Verteilungszustandes analog (35A) das Produkt
(35B) P( =]I[F(» grerar

zu bilden, worin N(v) - dv, je nachdem, ob es sich um den Festkorper
oder die Hohlraumstrahlung handelt, den Ausdruck (53a) oder (53b)
bedeutet; Approximation durch ein Integral ergibt

(35BB) log P(§) = [ F(v, £) - N(v) - dv,

wobei vorausgesetzt werden muf, daf (35B) bzw. (35BB) fir |{| < 1
konvergieren. Die in (35BB) auftretende Integration hat beim festen
Korper von v = O bis v = vp zu erfolgen, bei der Hohlraumstrahlung
von v =0 bis v = co. An Stelle von (37A) tritt jetzt fiir eine ge-
gebene Gesamtenergie E des Festkorpers bzw. der Hohlraumstrahlung

1 d
(37B) R=§;,—if—§g—f—; P(%)
und man findet Y
. dlog P@®)

Dem Mittelwert der Energie der Molekiile einer beliebigen Komponente
des Gasgemisches entspricht nun hier die mittlere, auf die N(v) - dv
Eigenschwingungen (Oszillatoren) des Frequenzintervalles dv entfal-
lende Energie E, - dv. Analog (51A) betrigt sie

¢log F(n, @)
(51B) E,-dv=DN(Q) -dv-&—55"—,
und wegen (35BB) ist ersichtlich
(40BB) E—/E, dv,

mit dem gleichen Integrationsbereich wie (35BB). —

Die wirkliche Ausfithrung obiger Formeln sowie auch die Auf-
stellung der zu (41 A) analogen Bolizmannschen Verteilung fiir die
Eigenschwingungen (Oszillatoren) selbst, erfordert die Kenntnis der
Verteilungsfunktion F'(v,¢), zu deren Ermittlung auf die Schwingungs-
gleichung (52) zuriickgegangen werden muB. Fassen wir sie, was
formal ohne Einschrinkung der Allgemeinheit mdglich ist, direkt als
Oszillator-Bewegungsgleichung des Massenpunktes m auf, so entspricht
ihr die Energie
(54) E(g,p,v) = -21% + 27*mrig? = «,
welche nunmehr an Stelle der Molekiilenergie der bisherigen Betrach-

tungen zu treten hat. Der py-Raum dieses Gebildes von einem Frei-
heitsgrade ist zweidimensional, und die ,Energiefliche“ (54) stellt in
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ihm zugleich die einzige, zu E = « gehorige u-Kurve dar. Die beiden
Halbachsen der Ellipse (54) in der g, p-Ebene sind J/2m« und V -

2nimy®
ihr Flicheninhalt betrigt daher %; fir verschiedene Werte von « er-

hélt man eine Schar konzentrischer Ellipsen, derem Flicheninhalte
also proportional « anwachsen.

Um die Zelleneinteilung der p-Ebene vornehmen zu kénnen, hat
man nach Nr. 3 zunichst als a priori gleichhdufige Oszillatorzustinde
die p-Kurve (54) und alle aus ihr durch umkehrbare, unendlich lang-
same Parameterverinderungen hervorgehenden up-Kurven aufzusuchen.
Als makroskopisch beeinfluBbarer Parameter a* kommt hier nur die
Frequenz v in Betracht; wird nimlich das Volumen des Festkorpers
oder eines durchstrahlten Hohlraumes umkehrbar unendlich langsam
(,;adiabatisch reversibel®) geéindert, so #ndern sich hierbei auch die
Frequenzen aller Eigenschwingungen in der gleichen Art. Bei einer

solchen Anderung von v #ndert sich nun auch «, die GroBe % hin-

gegen bleibt, wie Ehrenfest unter Benutzung eines Satzes von Boltz-

mann gezeigt hat'), invariant. Nach der in Nr. 3 und Nr. 3A ver-
wendeten Bezeichnungsweise ist also

(55) I = Eg,p,7v)

v
eine Parameterinvariante (Adiabatische Invariante) des Oszillators bzw.
jeder Eigenschwingung des Festkorpers oder des Hohlraumes, und

zwar, wie man leicht einsieht, die einzige. Entsprechend (12) wird
man also eine Ellipsenschar

(56) I=hy, I=h, 1=h, ..., I=h,

wihlen konnen, um die Zellen der u-Ebene festzulegen; (56) kann
mit Benutzung von (55) auch in der Form geschrieben werden
(56a) E=hyw, E=hhv, E=hyw, ..., E=hpy,

Die Konstanten &y, h;, ks, . .., h,,... sind ersichtlich von der Dimen-
sion einer Wirkungsgrofe; hinsichtlich ihrer besonderen Wahl kann,
wie bereits in Nr. 3 hervorgehoben, a priori gar nichts ausgesagt wer-
den'%), vielmehr darf dariiber nur mit Berufung auf die Erfahrung

114) P. Ehrenfest, Proc. Amsterdam Akad. 16 (1914), p. 591; Ann. d. Phys.
51 (1916), p. 327, Anhang I; ferner L. Boltzmann, Wiss. Abh. Bd. I, p. 26, 228;
Prinzipien der Mechanik (Leipzig 1904), Bd. I[, § 39, 40, 41, 48; R. Clausius,
Pogg. Ann. 142 (1870), p. 211. Siehe auch Anm. 48) und 71).

115) Da E mit h, zugleich verschwindet und der Fall 2, <0 physikalisch
bedeutungslos ist, kann nur geschlossen werden, daB %, == 0 zu setzen ist, was
dem Ursprung der p, g-Ebene entspricht. Vgl. Anm, 42).
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(Nr. 9) entschieden werden. Wenn entsprechend (13) h,_, < h, < h, 4
=) (=)

vorausgesetzt wird, so sieht man, daB die Fliche der n*» Zelle durch
(561b) n=h,—h,_,

(vgl (14)) bestimmt ist. Die geometrische Bedeutung von (55) ist
also die folgende: Verindert man die Frequenz v der Oszillatoren
bzw. der Eigenschwingungen umkehrbar unendlich langsam, so ver-
indern in der u-Ebene die Ellipsen (56a) ihre Gestalt, jedoch so,
daB der Flicheninhalt (56b) zwischen je zweien von ihnen ungeindert

bleibt.
Um die Verteilungsfunktion hinschreiben zu konnen, hat man

jetzt nach Nr. & jeder Zelle der uy-Ebene ein bestimmtes a priori-
Gewicht zuzuschreiben, welches nach Nr. 3, Gleichung (15) nur von
(55) abhéingen kann: Wahlt man in der nte® Zelle einen bestimmten
Punkt ¢,, p,, durch den die Bahnkurve

(57} E(QM pn’ 'y) = k(n) ‘v
hindurchgeht, so wird nun der Zelle zugeordnet
(a) das Gewicht

’E + LRy ‘n
(57a) g, = g(I) = g [P 2m 2] — g (jm) 15),
(b) die Energie
(57Db) E, = E(q,,p,,v) =h"-».

Uber die spezielle Form der Gewichtsfunktion g(I) kann nach Nr. 3
von vornherein ebensowenig etwas Genaueres ausgesagt werden, als
iiber die Struktur (56) bzw. (b6a) der Phasenebene. Auch ¢hre end-
giiltige Bestimmung muB der Erfahrung tiiberlassen bleiben; doch
wird es sich im nachfolgenden wenigstens fiir die Hohlraumstrahlung
als moglich herausstellen, einige qualitative Angaben iiber ihren Ver-

lauf vorherzusagen. — Mit diesen Ansitzen erhilt man nun fiir die
gesuchte Verteilungsfunktion
(58) F(v, ) = 29,87

Da g, nach (57a) und (55) sich umkehrbaren, unendlich langsamen
v-Anderungen gegeniiber invariant verhilt, ist im Oszillator-Spezial-

116) DaB die Gewichtsfunktion bei der Hohlraumstrahlung von der Form
(57a) sein muB, hat P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 86 (1911), p. 91, mittels des sta-
tistischen Analogons zum II. Hauptsatz der Thermodynamik gezeigt. Vgl. Nr. 8,
wo darauf hingewiesen wird, daf die bloB wahrscheinlichkeitstheoretisch begriin-
dete Forderung (15) bzw. (57a) hinreichend ist fir die Giiltigkeit des II. Haupt-
satzes bei den vorliegenden statistischen Modellen.
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falle F(v, £) fir derartige Anderungen von der Form

(58a) F(v, §) = F,(§) = Fy(v - log).

Wenn g(I) stetig'”) ist, kann (58) durch ein Integral ersetst werden,
wobei man dann zur Rechtfertigung der Gleichungen (35B), (35BB),
(37B), (40B) und (51B) den Grenzibergang N(v) - dv — oo (vgl.
Nr. 3 (I)) ausfiithren muB, Dann ergibt sich entsprechend (34aa)

1 (ffrE \ Dy
F(’V, c) = Z;{;/fgl:_._(g;w:} . gE(%P”) . dq . dp ,
0 0

wo G einen MaBfaktor von der Dimension einer WirkungsgriBe be-
deutet '8); fithrt man anstatt von ¢ und p die Variable I (55) ein,
so findet man

(58b) P, ) =& [o(D) - g -aL.

Mit (58) bzw. (58b) erhilt man jetzt fiir die Boltzmannsche Ver-

teilung der Oszillatoren bzw. der Eigenschwingungen analog (41A)
und (H0A)

ROR"
(41 B) _N”(y) . d,v — N('V) . d’))——g;”ﬂ —
Zgnﬂh(ﬂ).,,
n=1
I.v
(508B) N,(v)- dv = N(v) - dp ST 240

Joy-877 . ar
0

Die Anwendung von (58) bzw. (58b) auf (40B) und (51B) soll
im folgenden bloB auf die Hohlraumstrahlung''®) erfolgen; die aus-

117) P. Ehrenfest (s. die vorige Anm.) hat auBerdem den Fall berticksich-
tigh, daB g fiir einzelne Werte von I (,Punktbelegung) von der gleichen GroBen-
ordnung wird, wie die gleichzeitig vorhandene stetige Gewichtsfunktion, integriert
tiber einen endlichen Bereich von I (,Streckenbelegung“). Man kann diesen Fall
dadurch beriicksichtigen, daf man fiir F(», {) die Summe von zwei Ausdriicken
der Form (58) und (58b) setzt; die Bedeutung von (58) ist dann aber insofern
eine etwas geinderte, als dann z. B. g, exakt nur das Gewicht der y-Kurve (57)
darstellt, wihrend es in (57a) fiir alle innerhalb der m*® Zelle verlaufenden
u-Kurven steht. Eine formal andere Méglichkeit bestebht darin, F(», ) als
Stieltjessches Integral anzusetzen, was auch bei beliebigen Molekillen fir ¥ (§)
geschehen kann. 8. Nr. 9, Gl. (344a').

118) Vgl. Anm, 108).

119) Die Ableitung obiger Formeln fiir den festen Korper und die Hohl-
raumstrahlung nach der hier befolgten Methode der Verteilungsfunkiionen (Nr. 5a)
ist allein fiir den quantentheoretischen Fall, d. h. mit spezialisierter Gewichts-
funktion, von C. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21
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fiihrliche Darstellung der endgiiltigen quantentheoretischen Behand-
1

lung'™) des Festkdrpers mittels dieser Formeln ist fir & — e *7
(T absolute Temperatur) bei M. Born, V 25, Nr. 25—35 zu finden.

Bezeichnet man, wie iiblich, die auf die Volumeneinheit ent-
fallende mittlere Energie der Hohlraumeigenschwingungen von der
Frequenz v als rdumliche Strahlungsdichie o(v), so folgt hierfiir aus
(51B) in Verbindung mit (53b) und (58)

8nw? olog F, (v - log® 8 wv®
(39) o) =27r.p Toelil8®) _ 3% by 1ogs),

wobei & durch die Energic £ der Gesamistrahlung

(60) %=fg(v)~d1/=877:/41/3-17'8(1/-10gﬁ)-dv
§ §

nach Gleichung (40b) festgelegt ist. Der zeitlich-rdumliche mittlere
Strahlungszustand im Hohlrawme ist also durch die Zustamdsgrofle &
bestimmt, welche in die Strahlungsdichte o(v) nur in der Verbindung
v - log & eingeht. Dies entspricht der Aussage des Wienschen Verschie-
bungsgesetzes, das sonst meist auf thermodynamisch-elektrodynamischer
Grundlage abgeleitet zu werden pflegt.!®) Obige Begriindung setzt
namentlich die dazu unerlifllichen elektrodynamischen Voraussetzungen
klar in Evidenz, welche sich auf das Frgebnis der Abzihlung der Hohl-
raumeigenschwingunger (53b) und die Benutzung der harmonischen

(1922), p. 262 angegeben worden. Des dlteren Verfahrens (Nr. 6b) bedienen sich
sowohl im sogenannten , klassischen* (g = const.), wie im quantentheoretischen
Falle alle iibrigen Autoren, vor allem M. Planck [1]. Den allgemeinen Fall be-
liebiger Gewichtsfunktion g(I) hat bei der Hohlraumstrahlung — ebenfalls mit-
tels des dlteren Verfahrens (Nr. 5b) — P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91
behandelt. Vgl. diesbezfiglich die Anmerkungen 116) und 117).

120) d. h. mittels der von der Quantentheorie bzw. von der Erfahrung ge-
forderten speziellen Gewichtsfunktion; vgl. Nr. 9.

121) Vgl. etwa V 23 (W. Wien) oder M. Planck [1], § 71—90. — L&Bt man
die auf p. 917 genannte Bedingung (2) fallen, so erhiilt man das Verschiebungs-
gesetz fiir die Eigenschwingungen gleicher Frequenz » gesondert, wobei diesen
dann eine bestimmte, willkiirlich vorgegebene Energie E® und ein durch (51 B)
daraus abzuleitender Zustandsparameter <7 entspricht, der nun fiir verschiedene
v beliebig verschieden ausfallen kann. Die entsprechenden Ergebnisse der auf
etwas verschiedenen Voraussetzungen beruhenden elektromagnetischen Uberlegung
finden sich z. B. bei M. Planck [1], § 91—106. — Wird von der Bedingung (2)
beim festen Korper abgesehen, so zeigt sich mit Hilfe der in den beiden nach-
folgenden Nummern angestellten Uberlegungen, daB diese Ergebnisse die Unmdg-
lichkeit eines thermodynamsschen Gleichgewichiszustandes bei ihm zur Folge hitten —
woraus sich namentlich die UnerldBlichkeit der Bedingung (2) besonders drastisch
demonstrieren 1a8%.
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Schwingungsgleichungen (52) beschrinken.®?) — Indem man in das
Integral (60) anstatt v die GroBe v-log® als neue Integrationsver-
dnderliche einfiihrt'®), ergibt sich ferner, daf die Gesamistraklung der
vierten Potenz von T(;lg_rﬁ proportional wird, was dem Stefan- Bolizmann-
schen Gesetse fir die Gesamistrahlung entspricht, jedoch erst mittels
der in den folgenden beiden Nummern erfolgenden Klarstellung des
Temperaturbegriffes abschlieBend begriindet werden kann,'*)

Die bisher gezogenen Folgerungen gelten fiir ganz beliebige Ge-
wichtsfunktionen g(I), soferne diese die Bedingung (60) fiir die End-
lichkeit der Energie der Gesamistrahlung erfillen.'®) Man sieht aber
leicht, daB diese Bedingung keineswegs von jeder Gewichisfunktion
befriedigt werden kann; setzt man z. B. g =1, so wird aus (58b)

(B8bb) Fr,) =g —

v-log—;v

122) Der in Anm. 114 zitierte Boltzmannsche Satz gilt fir beliebige perio-
dische Systeme (vgl. Nr. 3A), so daB die Beschrinkung auf die spezielle harmo-
nische Schwingungsgleichung bei obigen Betrachtungen (und #hnlich fast iiberall
in der Strahlungstheorie) wmwesentlich ist, wenn nur die Frequenz (reziproke Pe-
riode) des Systems von dessen Energie unabhingtg ist.

123) Vgl. z. B. M. Planck [1], § 86.

124) C. G. Darwin und R. H. Fowler (vgl. Anm. 119) haben hervorgehoben,
daB eine solche Ableitung des Stefan- Bolizmannschen Strahlungsgesetzes weder
Existenz noch Grofe eines Straklungsdruckes p voraussetzt, ein solcher jedoch
umgekehrt daraus gefolgert werden kann, In der Tat erhilt man aus diesem
Gesetze rein thermodynamisch

pV=1E
und daraus geht hervor, daf die elektromagnetischen Voraussetzungen zur Ab-
leitung des Maawellschen Strahlungsdruckes mit jenen tibereinstimmen, welche
oben fiir das Wiensche Verschiebungsgesetz namhaft gemacht worden sind. Eine
spezielle Wahl der Gewichtsfunktion ist fiir seine Begriindung also ebensowenig
erforderlich, wie fiir das Stefan-Boltzmannsche Gesetz.

125) Da sich (53a) und (53Db) bloB um einen Zahlenfaktor voneinander
unterscheiden, gelten diese Folgerungen gleicherweise fiir den festen Korper, wo
z.B. dem Stefan-Boltzmannschen Gesetze, bzw. seinen Differentialquotienten nach T,
das bekannte Debyesche T-Gesetz der spezifischen Wiirme bei tiefen Temperaturen
entspricht [vgl. V25 (M. Born), Nr.26]. Das T®-Gesetz des Festkorpers hat
also keine speziellere Gewichtewahl zur Voraussetzung als die schwarze Strah-
lung; iiber seine Grenzem vgl. CL Schaefer, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 287;
M. Planck [1], p. 217. Wegen der Endlichkeit der Debyeschen Grenzfrequenz vy
sind die weiter unten jaus der Endlichkeit der Gesamtstrahlung (60) gezogenen
Schliigse tber die Gewichtsfunktion fiir den festen Kérper jedoch erst dann bin-
dend, wenn man das 7%-Gesetz als Erfahrungssatz ansieht, dem die Gewichts-
wahl angepaBt werden muB.
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und das Integral (60) divergiert (,,Rayleigh-Jeans-Katastrophe“ nach
Ehrenfest, weil dieser Ansatz zum Rayleigh-Jeansschen Strahlungs-
gesetze fiihrt). Die genauere Diskussion der Bedingung (60) ist von
Ehrenfest'®) ausgefiihrt worden, kann hier aber nur hinsichtlich
einiger ihrer Ergebnisse wiedergegeben werden. Ehrenfest bezeichnet
die Bedingung der Konvergenz von (60) als ,Violettforderung®, die
weitere, daB Fy(v-log®) sich fiir kleine Werte von »-log® wie
(58bb) verhalte, als ,Rotforderung”. Er findet dann:

(A) Die Violettforderung ist mit einer stetigen Gewichisfunktion g(I)
(yreiner Streckenbelegung®) unmvertriiglich.

(B) Damit sie erfiillbar wird, muB der Energiewert £=0 (I = 0)
ein Sondergewicht g, erhalten und ¢(I) bei Anniherung an I=0
stiirker als von der zweiten Ordnung gegen Null gehen.

(C) Die Rotforderung zeigt sich nur dann nicht erfiillt, wenn g(Z)
fiir grofe I zu stark gegen Null abnimmt.

Noch weitergehende Aussagen iiber das Verhalten von g(I) sind
bloB dann méglich, wenn man weitere, durch die bisherigen Betrach-
tungen nicht mehr nahegelegte Einschrinkungen, etwa beziiglich des
Verhaltens von (59) postuliert; solche Bedingungen kénnen nur mehr
im Wege des unmittelbaren Vergleiches von (59) mit den experi-
mentellen Ergebnissen iiber die Energieverteilung im Normalspektrum
gewonnen werden und sollen daher erst an spiterer Stelle (Nr. 9) zur
Erorterung gelangen.

7. Thermodynamisches Gleichgewicht zwischen beliebigen war-
men Kérpern. In den vorigen beiden Nummern ist die Ableitung der
Boltzmannschen Verteilung fiir beliebige statistische Gebilde insofern
zunichst bloB formal vorgemommen worden, als es nach auflen ener-
getisch vollkommen abgeschlossene Systeme in Wirklichkeit gar nicht geben
kann. Von der bisher stets mitgefihrten Bedingung, daf die Energie-
summe aller Teilgebilde (Molekiile bzw. Oszillatoren oder Eigen-
schwingungen) fiir jede vorkommende Zustandsverteilung strengge-
nommen erakt gleich E sein muBte, befreit man sich, indem man
derartige Gebilde in energetisch-thermischer Wechselwirkung untereinander
der Betrachtung unterzieht.

7a, Empirische Temperatur.

Fi (8, Fy(8), -

sollen die Verteilungsfunktionen (34c¢)7 beliebig vieler verschiedener

126) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 86 (1911), p. 91. Vgl. dazu ferner P. Ehren-
fest, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 548, wo sich auch einige hief nicht an-
gefiihrte Literaturangaben zur Geschichte des Problems finden.
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Gase mit den Molekiilanzahlen N, N, ... und den Volumina V,, V,,
bedeuten,

PY(0), P

FK)

die Verteilungsfunktionen (35B) belichig vieler, diese Volumina be-
grenzender fester Korper und endlich Pgg(f) die Verteilungsfunktion
der Hohlraumstrahlung. Wenn wir alle diese Gebilde in energetischer
Wechselwirkung untereinander betrachten, so hat es keine Schwierig-
keit, das Darwin-Fowlersche Verfahren (Nr. ba) auch auf sie zur An-
wendung zu bringen. Wie in den beiden vorigen Nummern erhilt
man die Summe R der Realisierungsmoglichkeiten aller von ihnen

ausfithrbaren Zustandsverteilungen, indem man den Koeffizienten von &E
der Potenzentwicklung des Ausdruckes

IITF©Y - I [Prx(©)]- Pas(f)

mittels der Cauchyschen Integralformeln za

Rt 25 [T 1@ [T Pes@l- Pas

berechnet. Fir die GroBe &, welche die asymptotische Entwicklung
dieses und aller dhnlich gebauten Integrale anzugeben gestattet, erhilt

man die zu den friilheren Fillen analog gebaute Bedingungsgleichung

e [T 1F@ - [ [ (Pex(@] - Pas(®} =0,

welche fiir die Gesamtenergie zu der Beziehung

61) E =2N- o dlog F(a) +2&d10gPFx(ﬂ) &dlog;;m(ﬁ)
fithrt. Dieser Ausdruck besteht ersichtlich aus lauter Summanden, von
denen jeder nur einem bestimmten unter den Gasen, festen Korpern
oder der Hohlraumstrahlung zugehért. Auf ganz Zhnlichem Wege, wie
dies beim Gasgemische (Nr. 6a) geschehen ist, tiberzeugt man sich,
daB jeder Summand die mittlere Energie darstellt, welche dem be-
treffenden Gebilde wihrend hinreichend langer Beobachtungszeit zu-
kommen wird. Bezeichnet man diese mittleren Energien mit E®, Ez x,
Ezs, so bringt

(61a) E=SE™ 4 SErx+ Egs

die mittlere Energieverteilung zwischen den verschiedenen in Energie-
austausch befindlichen Gebilden zum Ausdruck. Die urspriingliche
Form (61) dieser Beziehung setzt nun die wichtige Eigenschaft in

Evidenz, daf dieser mittlere Verteilungszustand durch eine einzige, allen
Smekal, Allgem. Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 60




996 V28. A.Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie.

Gebilden gemeinsame Zustandsgrofe & gekennzeichnet ist.'*”) Eine der-
artige GroBe bezeichnet man in der makroskopischen Thermodynamik
als empirische Temperatur'®®) der miteinander in Energieaustausch be-
findlichen Gebilde, womit sich zugleich herausstellt, daB diese tatsich-
lich als Modelle warmer Korper brauchbar sind; der mittlere Zustand
selbst wird dann als ihr thermodynamisches Gleichgewicht bezeichnet.

Man tiberzeugt sich leicht, daB die Ergebnisse der beiden vorigen
Nummern hinsichtlich der Bolizmannschen Verteilung bei einzelnen
Gasen, Gasgemischen, festen Korpern und der Hohlraumstrahlung auch
unter den hier benutzten allgemeineren energetischen Voraussetzungen
unverindert zu Recht bestehen; der einzige Unterschied besteht darin,
daB man fiir 9 nunmehr bei allen in ,thermischer Beriihrung® befind-
lichen warmen Korpern den gleichen Wert einzusetzen hat. Fiir den
einzelnen thermisch nicht isolierten warmen Korper hingt @ jetzt also
nicht mehr von einem bestimmten willkiirlich vorgegebenen, sondern
von seinem mittleren Energieinhalte, ferner von den Werten der duBeren
makroskopischen Parameter a* ab.'?®) Die hier statistisch definierte
empirische Temperatur eines warmen Korpers ist also genau so wie
Jjene der makroskopischen Thermodynamik eine Funktion seiner inneren
Energie E und, falls man von der Mitwirkung weiterer Parameter ab-
sieht, seines Volumens V.

Wihlt man als MaB fiir die empirische Temperatur, wie in der
makroskopischen Thermodynamik gebriuchlich, aber an sich willkiir-
lich, die Warmeausdehnung einer besonderen thermometrischen Sub-
stanz, eines idealen Gases, so liBt sich der Zusammenhang dieser GroBe
mit & leicht aufsuchen. Das Modell eines solchen einatomigen Gases
erhilt man aus dem allgemeinen, in Nr. 2, 8 und 4 behandelten Mo-
delle, indem man einfach von der inneren Bewegung der Molekiile
absieht. Die Verteilungsfunktion des idealen einatomigen Gases ist dann
durch (47) allein gegeben, seine Energie (bzw. mittlere Energie, wenn
es in thermischem Gleichgewicht mit anderen warmen Korpern steht)
nach (40) durch

127) Das in Nr. 5b geschilderte &ltere Verfahren fiihrt in allem, wenn
auch nicht ganz so iibersichtlich, zu den gleichen Ergebnissen. Die Gemeinsam-

. .. 1 .
keit der GriBe & bzw. log§= #, geht insbesondere' daraus hervor, daB die Be-

dingung konstanter Gesamtenergie der miteinander wechselwirkenden statistischen
Gebilde ¢inen einzigen, ibnen allen gemeinsamen Lagrange - Multiplikator &, er-
fordert. Vgl. P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657, § 4.

128) Vgl. M. Born, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 218, 249, 282; § 2.

129) Vgl. Nr. 5a Ende.
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3
dlog F(9) 2w M\ 2V 3N 1
(62) E=N-9- S5 = No9 - flog [ (= F) 21| =2 24
85 log g

Bedeutet p den Druck des idealen Gases, B die Gaskonstante. und
T die ,absolute“ Temperatur der gasthermometrischen Skala, so ist
pro Mol

2

Man findet also, wenn jetzt fiir N die Anzahl der Molekiile pro Mol,
die Loschmidische Zahl genommen wird,

(64) =k T),
lOg ‘5—
wobel
R

universell und von der Dimension Energie pro Grad ist und als Bolz-
manmnsche Konstante bezeichnet zu werden pflegt. (62) und (64) er-
geben zusammen fiir den Energieinhalt des idealen einatomigen Gases

(62a) E=3N.%21

da die Anzahl der Translationsfreiheitsgrade jedes der N Molekiile drei
betrigt, entfallt auf jeden Freiheitsgrad der gleiche mittlere Energie-

betrag 7—62—11 Ein derartiger Satz von der Gleichverteilung der Energie tiber

die Freiheitsgrade muB sich, wie die Ableitung von (62) aus (47) bzw.
(84 bb) zeigt, stets dann ergeben, wenn die Molekiilenergie eine homo-
gene quadratische Form der in ihr vorkommenden Variablen ist und die
Gewichisfunktion konstant gesetst werden darf. Da der Ausdruck (54)
fiir die Oszillatorenergie die erstgenannte Bedingung erfiillt, so findet
man diesen Satz in der Tat auch fiir den festen Korper und die Hohl-
raumstrahlung, wenn man fiir diese beiden Gebilde versuchsweise die
Gewichtsfunktion konstant setzt; der mittlere, auf jeden Freiheitsgrad
entfallende Energiebetrag wird hier k7, entsprechend dem Umstande,

daf zu dem Mittelwerte der Kinetischen Energie 79—21: pro Freiheitsgrad
ein gleichgroBer Betrag an mittlerer pofenticller Energie hinzutritt.’®!)

130) Die am Ende von Nr. 3 aus theoretischen Griinden als zulissig be-
zeichnete beliebige Translationsgewichtsfunktion g,(E, wiirde in (62) und (64) im
allgemeinen zu ganz andersartigen Abhiingigkeiten von 4 fiihren konnen. Siehe
auch Nr. 9, p. 952.

131) Die Annahme g = const. ist indessen, wie sich bei der Hohlraumstrah-
lung bereits in Nr. 8b gegeniiber der ,Violettforderung'* gezeigt hat, unzuldissig s

60*
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Wenn in die Formeln der beiden vorhergehenden Nummern
1

(64a) S=c¢ &7

eingefiihrt wird, so erhilt man den Energieinhalt sowie die Boltzmann-
sche Verteilung fiir Gtase, Gasgemische, feste K6rper und die Strahlung
ausgedriickt als Funktionen der gasthermometrischen Temperatur. Bei
der Strahlung ergibt sich das Wiensche Verschicbungsgesetz in der iib-
lichen Form

(592) 00) =227 F, (%)

und aus (60) das Stefan-Boltzmannsche Gesetz, wonach die Gesamt-
strahlung der vierten Potenz von I proportional ist.

7b. Energie-Schwankungen. Wie zu Beginn von 7a bereits ge-
zeigt worden ist, verhalten sich die einzelnen Bestandteile eines aus
Gasen, festen Korpern und Hohlraumstrahlung zusammengesetzten
thermischen Systems praktisch genau so, wie wenn sie gegeneinander
thermisch isoliert wiren, dabei aber die gleiche Temperatur & bzw. T
besitzen wiirden. Ein wesentlicher Unterschied besteht nur darin, daB
der Energieinhalt jedes dieser Bestandteile nicht konstant bleibt, sondern
schwankt, so daB durch die gemeinsame Temperatur nur ein mittlerer
Energieinhalt fiir jeden von ihnen eindeutig bestimmt wird. Bedeutet

F,(¢) die Verteilungsfunktion des Bestandteiles 4 und [/ F(£) das
(4)

Produkt der Verteilungsfunktionen aller iibrigen Bestandteile, so ist

beim festen Korper ergibt sich dasselbe, wenn man das Debyesche T-Gesetz als
Erfahrungssatz berticksichtigt, vgl. Anm. 125) und Nr. 9. — Fiir hohe Tempera-
turen und kleine Eigenschwingungsfrequenzen hingegen ist g = const. eine brauch-
bare Niherung; beim festen Korper ergibt sie den Gleichverteilungssatz in
der Gestalt des Dulong-Petitschen Gremzgesetzes der spezifischen Wirmen [V 25
(M. Born), Nr. 28], bei der Hohlraumstrahlung als Rayleigh-Jeanssches Grenz-
gesetz [V 23 (W. Wien), Nr. 4A, 8; siehe ferner die ,Rotforderung®, oben,
Nr. 6h). —

Die im Text angegebenen Bedingungen sind indessen nur hénreichend fiir
das Zustandekommen des Gleichverteilungssatzes in der Form (62a); ihre Not-
wendigkest ist nur fiir die mit Hiufigkeitsansiitzen arbeitenden Modelle [Nr. 3 (II)]
evident. Diesbeztigliche Zweifel von W. Peddie, Proc. Edinburgh Roy. Soc. 26
(1906), p. 130 hat P. Ehrenfest, chenda 27 (1907), p. 195 geklirt. Hinsichtlich
rein mechanischer Modelle ist die Frage dieser Bedingungen noch unerledigt,
vgl. Anm. 13); quasiergodische Modelle ergeben dagegen stets den Gleichvertei-
lungssatz, aber fiir die kinetische Energie allein. S. Anm. 14). — Beziiglich der
Giiltigkeit des Gleichverteilungssatzes fiir hohe Ozillator- bzw. Rotatorfrequenzen
vgl. man die Diskussion iiber diesen Punkt bei G. Jaffé, Ann. d. Phys. 74 (1924),
p. 628 und R. Becker, Ann. d. Phys. 75 (1924), p. 556



7. Thermodynamisches Gleichgewicht zwischen beliebigen warmen Korpern. 929

entsprechend (38) der mittlere Energieinhalt E4 von 4 durch
(66) R-Es= L. f e ] F @

. (4)
bestimmt, wobei

(67) - f 2R []1Fo

)

Im Fall eines Gases hat man fir F4(f) den Ausdruck (35) einzu-
fiihren, fiir ein Gasgemisch, einen festen Korper oder die Strahlung
die Ausdriicke (35A) bzw. (35B), (30BB). Dann ergibt sich (vgl.
z. B. (51A))

dlog F (& dlog F' , (k-
(66a) E,—p B Ta® _y o e TLE D),

Sei nun E, ; ein beliebiger, mit der gegebenen Gesamtenergie E des
thermischen Systems vertriglicher Energiewert von A4, so wird das
mittlere Schwankungsquadrat von E 4

€, ES=E  —E.

Zur Ermittlung dieses Ausdruckes hat man also noch

zu berechnen, was z. B. im Falle eines Gases (Nr.5) folgendermafen
geschehen kann:

Bedeutet Z( eine beliebige Zustandsverteilung des Gases und E, ,
die ihr entsprechende Energie, so hat man, entsprechend (30)

A, — 2 N(A) E(A) EE’AZ)) )

Wendet man den Operator g-dig zweimal hintereinander auf

(4) (A):\VA

Fu® = [FOQT4=[ g0 g7 5
i1=1 :

an, so erhdlt man nach Ausfiihrung der Polynomialentwicklung fiir
das allgemeine Glied derselben

R(Z\) - EAL g‘“

Um E2 , zu berechnen, hat man jebzt d1e Summe aller Ausdriicke
dieser Art zu bilden, fiir welche E, ; mit der Energie E des Gesami-
systems vertriglich ist. Diese Summe ist der Darwin-Fowlerschen
SchluBweise®*) gemiB aber nichts anderes als der Koeffizient von &
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in der Entwicklung von

() F® ) [TFe

(4)
und betrigt

1 ag d\?
(68) R-EL,— .o ?_ﬁ{(gaﬁ FA?)}-](J[F(?)]-
Y
Die asymptotische Entwicklung dieses Integrals gibt bis auf Glieder
zweiter Ordnung nach dem allgemeinen Verfahren von Nr. 5a

(o (;ia)’- F,@) 8 (B F,@)

— dE,
(68a) E , = 7, = YNO) = (Eo)® 4+ e

Die Giiltigkeit dieser Formeln ist ersichtlich nicht auf den zur Illu-
stration herangezogenen Fall eines Gases beschrinkt. Fiir das mittlere
Schwankungsquadrat der Energie von A ergibt sich also in erster
Niherung allgemein
e aE dE,

(69) (EA,L_EA)z'_—"a’W:I‘;‘TETZT'

dieser Ausdruck héingt nur von der mittleren Energie von 4 ab, gleich-
giiltig mit wie vielen anderen warmen Korpern A4 sich in thermischer
Wechselwirkung befindet.’®) Bis auf Glieder von der dritten Ordnung

hingegen ergibt sich nach Darwin und Fowler®®)

dE,

e dE a9

(69a) Euz—Ef =055 | 1— 5
ay

132) Wird fiir 4 ein ideales einatomiges Gas gewihlt, so ergibt (69) wegen
(62a) fiir das mittlere Schwankungsquadrat seiner Energie den Betrag - k3T

Da die im Vorhergehenden betrachteten Gasmodelle sich hinsichtlich ihrer Trans-
lation genau so wie ideale Gase verhalten, stellt dieser Betrag fiir beliebige
solche Gase in erster Anniherung auch gleichzeitig das mittlere Schwankungs-
quadrat des auf ihre T'ramslation entfallenden Energiebetrages dar. Der Um-
stand, daB die Verteilungsfunktion eines beliebigen solchen Gases nach (84c) als
Produkt der Verteilungsfunktion fiir ein ideales einatomiges Gas (47) (s. oben
Nr. 7a) und eines nur von der inneren Energie der Molekiile herriihrenden An-
teils geschrieben werden kann, zeigt némlich (vgl. die Betrachtungen von Nr. 6
und 7a), daB es formal immer ersetzt werden kann durch ein ideales einatomiges
Gas, welches sich in Wirmegleichgewicht mit einem Gebilde ruhender Molekiile
befindet, deren Verteilungsfunktion durch (84a) gegeben ist. — Die Moglichkeit
einer solchen Ersetzung zeigt ferner, daB man in vielen Fillen sich auf die Be-
trachtung dieses statistischen Gebildes ruhender Molekiile beschrinken kann,
ohne damit der Allgemeinheit irgendwelchen Abbruch zu tun.

133) Vgl. Anm. 94), ferner C. G. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge
Phil. Soc. 21 (1922), p. 391, Gl (2, 5).
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Der Schwankungsausdruck (69) ist also nur dann hinreichend gerecht-
fertigt, wenn E geniigend groB gegeniiber E4 ist, d. h. wenn 4 sich
entweder in thermischem Kontakt mit einem , Wirmereservoir“ be-
findet oder nur einem sehr kleinen Teil des Gesamtsystems ausmacht.

Besteht das Gesamtsystem aus sehr vielen gleichartigen'®), Energie
austauschenden Bestandteilen 4, so kann man nicht nur auch fiir
diesen Fall den Schwankungsausdruck (69) ableiten!3%), sondern auch
die relative Hiufigkeit des Auftretens beliebiger von E, verschiedener
Energiewerte E4 ; wihrend hinreichend langer Beobachtungszeiten er-
mitteln. Das letztere wird am einfachsten dadurch ermoglicht, daB
man A als ,Molekiil“ eines ,.A-Gases“ von willkiirlich vielen , 4-Mole-
kiilen* auffaBt, die Annahmen der Nummern 2—4 sinngemif auf diesen
Fall erweitert, wobei der gy-Raum zum ,I*Raum“ (vgl. Nr. 1) wird,
und die Boltzmannsche Verteilung fir das A-Gas aufsucht. Man ge-
langt so ohne Benutzung der Ergoden- oder Quasiergodenhypothese
(Nr. 1) zu Verteilungsgesetzen, welche den Boltemannsehen Ergebnissen
sowie denen der von Gibbs behandelten kanonischen Gesamtheit ent-

sprechen.’®) Diese Methode ist indessen nur anwendbar, wenn die

134) Dann wird, wenn N die Anzahl der A bedeutet, E=E, - N und der
Klammerausdruck in (69a): (1 — %7—)

135) J. W. Gibbs, Elementary Principles in Statistical Mechanics (1902),
deutsch von E. Zermelo, Leipzig 1905, p. 71, Gl. (198) und (205); 4. Einstein,
Ann. d. Phys. 14 (1904), p. 360; Congres Solvay Bruxelles 1912, p. 419; M. v. Laue,
Verh. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 198; K. Szell, Verh. Deutsch. Phys. Ges.
17 (1915), p. 122; L. Brillouin, J. d. Phys. et le Rad. (6) 2 (1921), p. 65; M. Planck,
Berl. Ber. 1923, p. 350, 355.

Die Mittelwerte hoherer Potenzen! der Energie hat ebenfalls zuerst Gibbs
(auf Grund seiner ,kanonischen“ Gesamtheit) berechnet, l. c. p. 76, Gl (220).
C. G. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), § 2 haben
hierfiir unter #hnlichen Voraussetzungen wie sie im Text zur Ableitung von (68)
benutzt worden sind, auch die Glieder zweiter und dritter Ordnung ermittelt. —

Alle Uberlegungen dieser Nummer setzen stillschweigend voraus, daf die
makroskopischen Parameter a* hierfir als exakt konstant angesehen werden
konnen. Wiahrend diese Annahme bei den benutzten Gasmodellen unbedenklich
ist, bedeutet sie beim festen Korper, daf er sich strenggenommen vollstindig
inkompressibel verhalten muB. Den Einflu der Kompressibilitit haben mit Be-
nutzung des Boltzmannschen Prinzipes (Nr. 8b) H. A. Lorentz [1], Note V und
M. v. Laue, Phys, Ztschr. 18 (1917), p. 542; 19 (1918), p. 23 berticksichtigt. Vgl.
z. B. auch R. Firth, Schwankungserscheinungen in der Physik, Braunschweig
1920, IIL Kapitel. Fehlresultate von K. C. Kar, Phys. Rev. 21 (1923), p. 672;
Phys. Ztechr. 24 (1923), p. 429 sind jiingst von R. Fuirth, Phys. Ztschr. 25 (1924),
p. 111 berichtigt worden.

136) Vgl. IV 32 (P. und 7. Ehrenfest), Nr. 25 und 28; P. Hertz, Rep., siehe
Anm. 9, Kapitel II; C. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823,
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Wechselwirkungen der ,A4-Molekiile“ im Sinne von Nr. 2 und 4 nur
wihrend vernachléssighbar kurzen Zeitstrecken stattfinden, so daB es
berechtigt ist, sie praktisch als voneinander unabhingig anzusehen.
Werden die ,,4-Molekiile* z. B. dadurch erhalten, daB man sich ein
geniigend groBes Gasvolumen in gleichgroBe Parallelepipede eingeteilt
denkt, deren Inhalt je ein ,A-Molekiil“ reprisentiert, so wird dies bei
Benutzung der bisherigen Gasmodelle stets zuléissig sein, wenn nur
jedes ,4-Molekiil“ geniigend zahlreiche wirkliche Molekiile enthilt.
Eine gleichartige Unterteilung hinsichtlich der benutzten Modelle fiir
den festen Korper'®”) und die Hohlraumstrahlung ist indessen im all-
gemeinen nicht mehr ohne weiteres zuldssig.

Fiir letztere haben Ornstein und Zernike'®) direkt nachgewiesen,
daB es grundsitzlich nicht gestattet ist, den Strahlungszustand inner-
halb beliebiger Teslvolumina eines von vollkommen spiegelnden !3?)
Wiinden abgegrenzten, evakuierten Hohlraumes als unabhingig anzu-
sehen; dies ist unmittelbar evident, da ja innerhalb eines solchen die
Annohmen (1) und (2) von Nr. 61 unerfiillbar sind, wenn die Strahlung
in ihm stchende Schwingungen ausfihrt, wie in erster Anniherung wohl
aus jeder beliebigen Theorie der Optik gefolgert werden miifte. Bei

wo allerdings nirgends der denkbar allgemeinste Fall entwickelt wird. S. auch
Anm. 101). Beziiglich der Gibbsschen Resultate selbst vgl. man sein in der
vorigen Anmerkung zitiertes Buch, ferner IV 82, Nr. 19—24. — Unter den oben
angedeuteten Umstéinden entspricht E, dem Mittelwerte der Energie von 4 in
einer kannonischen Gesamtheit, deren Modul gleich %.T ist. — Eine direkte
Ablejtung der kanonischen Verteilung ohne Benutzung der Ergoden- oder Quasi-
ergodenhypothese und ohne Bezugnahme auf ein A4-Gas gibt R. v. Mises, siehe
Anm. 81).

1387) Bei festen Korpern, namentlich bei schlechten Wirmeleitern (vgl.
Anm. 113), kénnte es wesentlich von der zestlichen Hciufigkeit der nach den Be-
dingungen (1) und (2) von Nr. 6b erfolgenden Wechselwirkungen zwischen den
einzelnen Eigenschwingungen abhingen, ob die Anwendung von (69) bzw. (69a)
zu Resultaten fiilbrt, denen innerhalb der {iblichen makroskopischen Beobach~
tungszeiten eine Bedeutung beigemessen werden kann. Im Fall der Gase ist
dieser Punkt wegen der enormen Hiufigkeit der ,,ZusammenstéBe" vollkommen
belanglos.

188) L. S. Ornstetn und F. Zernike, Versl. Akad. Amsterdarmn 28 (1919),
p. 281, § 2,8. In dieser Arbeit wird vom Planckschen Strahlungsgesetze Ge-
brauch gemacht, um #ltere Uberlegungen Finsteins zu entkriften, welche zur
Lichtquantentheorie gefihrt hatten. Vgl. dariiber Nr. 12, Anm. 234). Der von
Ornstein und Zerntke beziiglich der Anwendung der Schwankungsformel (69a)
auf die Hohlraumstrahlung gefundene Widerspruch wird im Texte ohne Be-
nutzung einer speziellen Strahlungsformel abgeleitet.

139) Oder was grundsitzlich auf dasselbe hinausliuft, von diffus vollkommen
reflektierenden Winden, wie sie A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 132;
Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185, 817, verwendet.
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Zugrundelegung der harmonischen Schwingungsgleichung (52) kann
man unter dieser Voraussetzung das mittlere Schwankungsquadrat der
Energie E*.dv berechnen, welche im Mittel auf alle Eigenschwin-
gungen von der Frequenz v des Teilvolumens V* entfillt. Man erhilt
fir diese sogenannten Inferferenzschwankungen unabhingig von einer
speziellen Energieverteilung und einem besonderen Strahlungsgesets®)

- e (ES - dw)?
(40) (EﬁL'dv_Ef'dv)i':W‘

Nach (69) wire anderseits, wenn V* klein gegen das Gesamtvolumen
des Hohlraumes ist,

(10) €, dv —EF- doyp=k-T2°5 av,

was zusammen mit (70) zu einer Differentialgleichung fiihrt, deren
Integration mit Ricksicht auf das Wiensche Verschiebungsgesetz (59a)
und die mit der ,Rotforderung® von Nr. 6b, Ende, gleichbedeutende Be-
dingung, daB E¥ mit T zugleich unendlich werden muB8, ergeben wiirde

(71) E¥.dv = Ngs(v)-dv-k-T.
Die zugehorige Strahlungsdichte wiire

8xv:. k- T
(T18) o(v) == kT

und stimmt mit jener tiberein, die sich aus (58bb) herleitet (Rayleigh-
Jeanssches Strahlungsgesetz). Da (Tla) zugleich mit (58bb) der Forde-
rung nach Endlichkeit der Gesamtstrahlung (60) (,,Violettforderung*
von Nr. 6b) widerspricht, ist die eingangs dieses Absatzes behauptete
Unzulissigkeit der Anwendung von (69) bzw. (69a) auf Teilvolumina der
Vakuumstrablung nunmehr auch auf rechnerischem Wege erwiesen.!4?)

140) L. S. Ornstein und F'. Zernike, 1. c. § 2; H. A. Lorentz [1], Note IX.
Zur quantentheoretischen Deutung des Ausdruckes (70) vgl. man auch Anm. 242). —
Die oben besonders hervorgehobene Allgemeinheit des Ausdruckes (70) ist von
entscheidender Bedeutung fiir die nachfolgenden Betrachtungen, welche die Aus-
sagen iiber Strahlungsschwankungen soweit zu fiihren trachten, als dies ohne
Benutzung einer speziellen Elektrodynamik moglich erscheint.

141) Die Ursachen dieses Widerspruches liegen also in der Kohirens der
die einzelnen Teilvolumina in gesetzmiBigem Ablauf iiberstreichenden stehenden
Schwingungen. Da M. v. Laue, Ann. d. Phys. 20 (1906), p. 365; 23 (1907), p. 1,
795, gezeigt hat, daB die Entropien kohirenter Strahlenbiindel sich nichi additiv
zusammensetzen lassen, kann man die der ganzen Strahlung zukommende En-
tropie nicht gleich der Summe der mittleren Entropien setzen, welche den ver-
schiedenen Volumsteilen des durchstrahlten Hohlraumes zuzunordnen wiren. Orn-
stetn und Zernike (1. c.) legen auf diese Form der Begriindung obigen Wider-
spruches das Hauptgewicht, da Einstein (vgl. Anm. 139) sick zur Ableitung von
(69) des Boltzmannschen Prinzipes (Nr. 8b) bedient und hierzu jene Additivitat
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Offenbar wiirde das Ergebnis (70), das gesamfe Schwankungs-
quadrat der Strahlungsenergie innerhalb des ganz beliebig wdihlbaren
Teilvolumens V* darzustellen, von dem Augenblicke an erst fehlerhaft
werden, wo es eine iiber den ganzen Hohlraum hin wirksame Vor-
richtung gibe, welche den vorausgesetzten stehenden Schwingungszu-
stand imnerhalb desselben und ldngs seiner Begrenzungen willkiirlich
immer wieder unterbricht und umordnet, wodurch die Bedingungen (1)
und (2) von Nr. 6b und damit die erforderliche statistische Unab-
hingigkeit beliebiger Teilvoluming zur Realisierung gelangen wiirden.
Wenn man sich nach einer derartigen Vorrichtung umsieht, so wird
man zunichst genotigt, auf die Grundlagen der elektromagnetischen
Lichttheorie in threr elektronentheoretischen Weiterbildung (V 14, (H. A.
Lorentz)) zuriickzugreifen. Wie H. A. Lorents und namentlich Ritz4%)
betont haben, miissen sich alle Feld- bzw. ,,Ather“-Vorgiinge der Mazx-
well-Lorentzschen Theorie mittels retardierter Potentiale auf die Bewe-
gungen der das elektromagnetische Feld ,begrenzenden® materiellen elektri-
schen Teilchen (Bestandteile der Atome von Gasen und festen Korpern
in den vorangegangenen Betrachtungen) zuriickfiihren lassen; innerhalb
des Hohlraumes mit ¢deal spiegelnden Winden ist eine derartige Zuriick-
fithrung begreiflicherweise nicht moglich. Eine solche Hohlraumstrah-
lung kann nur als ideale, in Strenge nicht verwirklichbare Abstraktion
angesehen werden, da bei ihr auf die Mitwirkung von Materie als
grundsitzlich notwendige Quelle oder Senke elektromagnetischer Feld-
energie bewuBt Verzicht geleistet wird.!*®) Denkt man sich den Hohlraum
hingegen von wirklichen warmen Korpern (Festkorpern und einzelnen
Gasmolekiilen) begrenzt, so wird das statistische Verhalten der Strah-
lung durch jenes der umgebenden Materie im Sinne der Lorentz-Ritz-
schen Deutung der Strahlungsvorginge mitbestimmt sein, wobei man
es allerdings offen lassen muB, ob die Maxwell-Lorentzsche Theorie eine
zutreffende Darstellung dieser Abhéngigkeit zu liefern vermag. Die oben
genannte Vorrichtung kann also nur in dem Vermdgen der wirklichen
Materie, Strahlung zu absorbieren und emittieren gesucht werden, und
dies ist der einzige Weg, die Erfillung der Bedingungen (1) und (2)
von Nr. 6b fiir die Strahlung sicherzustellen.!**) Die Energieschwan-
voraussetzen muB. Allerdings fihrt die Maxwellsche Theorie auch unabhingig
davon auf (70a), was offenbar in den speziellen Voraussetzungen begriindet ist,
welche sie fir die Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Materie benutzt.

142) W. Ritz, Ann. Chim. Phys. (8) 18 (1908), p. 145.

143) W. Ritz, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 903; A. Einstein, Phys. Ztschr. 10
(1909), p. 185; W. Ritz, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 224.

144) Vgl. die Rolle des Planckschen Koblestiubchens, Anm. 113), ferner
Anm. 121).
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kungen der Strahlung k6nnen daher nur fiir einen von wirklicher Ma-
terie begrenzten Hohlraumteil in Ubereinstimmung mit den in Nr. 6b
an das Strablungsgesetz gestellten Anforderungen#®) erhalten und mit-
tels (69) bzw. (69a) berechnet werden. Durch Anwendung von (69)
auf das Wiensche Verschiebungsgesetz (59a) erhélt man fiir die Strah-
lung des Frequenzintervalles dv allgemein

oF, (+
(E,z-dv—E, -dv) =k -T% - Ngs(v) - dv————a—gd-

Zieht man hiervon die im Hohlrauminnern unabhingig von dem Ein-
fluB der begrenzenden Materie erfolgenden Interferenzschwankungen (70)
ab, so kann der Beitrag der Wechselwirkungen mit der Wandmaterie
zum mittleren Schwankungsquadrat der Strahlungsenergie pro Volums-
einheit in der Form

) ErPED .y — e, D - dv >0

8my?

geschrieben werden. Der Umstand, daB diese GroBe nach dem Obigen
nicht verschwinden kann, weist darauf hin, daB es unmoglich ist, das
Strahlungsgesetz fiir irgendwelche Arten von Materie zu begriinden '46),
ohne hierbei von deren speziellen Absorptions- und Emissionsgesetzen
wesentlichen Gebrauch zu machen.

7 ¢. Impuls-Schwankungen, Neben dem Energiequstausch, den die
in Nr. 2 und 4 eingefiihrten kurzandauernden, zeitlich regellos auf-
einanderfolgenden Wechselwirkungen zwischen den Molekillen bzw.

145) W. Ritz, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 903 meint, daB wegen der oben an
der ¢dealen Hohlraumstrahlung geiibten Kritik auch der Ausdruck (538b) fiir die
Anzahl der Eigenschwingungen bzw. Freiheitsgrade der Strahlung im Volumen V
hinfallig werden miiBte, und folgert, daB es durch Verminderung dieser Anzahl
moglich sein miilite, die Rayleigh-Jeans- Katastrophe von Nr. 6b, Gl. (68bb) zu
vermeiden. Es ist indessen leicht einzusehen, daB (53b) von obiger Kritik nicht
berthrt wird und bei Befolgung des Ritzschen Vorschlages weder das Wiensche
Verschiebungsgesetz noch das Stefan-Boltzmannsche Gesetz zutreffend sein konnte;
ebenso wiirde sich der Strahlungsdruck (s. Anm. 124) nicht zu dem von der Max-
wellschen Theorie geforderten Betrage ergeben, von der Ritz ja bei seinen Be-
trachtungen ausgeht.

Die in Anm. 148) zitierte Diskussion zwischen Ritz und Einstein wurde
durch eine gemeinsame Erklirung, W. Ritz und A. Finstein, Phys. Ztschr. 10
(1909), p. 323 abgeschlossen, welche sich nur auf die Frage nach der Begriin-
dung der Irreversibilitcit der Strahlungsvorgéinge bezieht.

146) Mit anderen Worten: die Gewichtsfunktion g(I) in (41B) bzw. (50B)
zu bestimmen. Die Feststellungen (A) bis (C) am Ende von Nr. 6b enthalten
daher implizit bereits die ersten, vorliufigen, endgiiltig aber erst auf Grund der
Erfahrung niher priizisierbaren Aussagen iiber Strahlungseigenschaften der
Materie.
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Eigenschwingungen der betrachteten statistischen Gebilde vermitteln,
wird unter Umsténden auch ein Austausch von linearem oder von
Drehimpuls unter ihnen eintreten, dessen genauere Kenntnis in einigen
Féllen von Interesse ist. Innerhalb homogener warmer Kérper kommt
er allerdings nur bei Gasen in Betracht, wo in der kinetischen Gas-
theorie bei der Aufstellung des Stofizahlansatzes*’) auf ihn Ricksicht
genommen werden muB. Der mittlere Linearimpuls-Austausch zwischen
Gas und begrenzendem festen Korper, auf Grund dessen die GriBe
des an der Grenzfliche herrschenden Druckes angegeben werden kann,
findet ebenfalls im Rahmen der kinefischen Gastheorie seine Behand-
lung.®) Fiir den Rahmen der vorliegenden Darstellung kommt dem-
nach nur der Impulsaustausch zwischen materiellen Korpern und der
Strahlung in Betracht, wobei hier zunidchst nur auf den Linearimpuls
eingegangen werden soll.!4%)

Ein materielles Kiigelchen oder ein Gasmolekiil von der Masse M/
bewege sich innerhalb der Hohlraumstrahlung der Einfachheit halber
nur in eimer bestimmten Richtung, z. B. der z-Achse, mit der Ge-
schwindigkeit v. Nach einer von Einstein mehrfach auch in der Theorie der
Brownschen Molekularbewegung benutzten Methode kann man zweierlei
Anderungen unterscheiden, die der Impuls M - v des Kiigelchens bzw.
Gasmolekiils wihrend der kurzen Zeit = erfihrt?):

(1) Der Strahlungsdruck verursacht eine Widerstandskraft, die

jene Bewegung zu hemmen sucht und bei Vernachlissigung von (—?)2

und hoheren Potenzen dieses Verh#ltnisses proportional der Geschwindig-
keit wird. Die dadurch wihrend der Zeit v hervorgerufene Impuls-
dnderung betrigt: — D . v - 7.

(2) Die UnregelmiBigkeiten des Strahlungsfeldes bewirken einen
nach GroBe und Vorzeichen stets wechselnden elektromagnetischen
Impuls A, der innerhalb der angestrebten Genauigkeit als von v unab-
héngig angesehen werden kann.

Bei Abwesenheit der Strahlung und Wirmegleichgewicht ergibt

147) Vgl. Anm. 76).

148) V9 (L. Boltmann und J. Nabl), Nr. 2—5. Hinsichtlich der zuge-
horigen Impuls- bzw. Druckschwankungen auch fiir beliebige warme Korper vgl.
R. Firth, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 350 oder das in Anm, 135) zitierte Buch
des gleichen Autors.

149) Die Frage nach der Erhaltung des Drehimpulses bei den Strahlungs-
vorgidngen wird erst in Nr. 20 Erwihnung finden.

150) A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185, 817; Ann. d. Phys. 33 (1910),
p. 1105; Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 121; L. Brillouin, J. de Phys, et le Rad. (6) 2
(1921), p. 140.
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sich die mittlere kinetische Energie des Teilchens in der Bewegungs
richtang zu

(13) M-v?_ k-T,

fir ein Gasmolekiil geht dies unmittelbar aus dem Gleichverteilungs-
satz (62a) hervor!®™), ebenso fiir ein beliebiges materielles Kiigelchen,
wie man leicht nachweist, wenn z. B. eine Suspension sehr vieler
solcher gleicher Teilchen in einem Gtase nach dem Vorbild von Nr. 6a
behandelt wird. Da die Anwesenheit der Strahlung im Falle des
Wirmegleichgewichtes an dieser Beziehung nichts &ndern kann, hat
man zunichst

(M"U)2=(M."U—D-7J-1:+A)Z

und wegen o
v-A=0
bis auf das zu vernachlissigende Glied mit 72
AP=2D - M. .0* 7.
Mit Benutzung von (73) ergibt sich endlich

(74) & —2Dk-T.

(@) Um D zu ermitteln, hat man die Strahlungsvorginge nach der
speziellen Relativititstheorie von einem Koordinatensystem aus zu be-
urteilen, in welchem das bewegte Teilchen ruht. Beziiglich der Gefif-
wiinde ist die Strahlung naturgemif in ihrem mitfleren Verhalten
isotrop und betrigt pro Volumeneinheit fiir einen bestimmten infini-
tesimalen Ko6rperwinkel d K, welcher eine bestimmte Strahlrichtung
kennzeichnet, sowie fiir das Frequenzintervall dv

dK
(15) o(v,I)-dv -

Im bewegten Koordinatensystem ist die Volumdichte der Strahlung
hingegen von der Strahlrichtung abhingig, welche durch den Winkel
@  mit der z-Achse festgelegt sei. An Stelle von (75) tritt daher

’ ’ ’ 7 d K’
(75a) Q(V;qJ:T)'d”Tg;,
wofiir die relativistischen Transformationsformeln ergeben
vy ’ ’ ’ ’ a ,» ’
(15b) ¢, ¢, T) = [0 (@) + 2 eos g’ 272D (132 cos ).

Einstein hebt hervor, daB die Giiltigkeit dieser Beziehung wesentlich
siber jene der Maxwellschen Elekirodynamik hinausgeht, aus der sie ur-

151) Vgl. p. 927 und Anm. 131).
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spriinglich abgeleitet wird; da in ihre Grundlagen nur der Energie-
satz, das Dopplersche Prinzip und die Aberration eingehen, miisse sie
auch von jeder anderen als der Undulationstheorie des Lichtes geliefert
werden konnen. Bedeutet nun ¢ einen mittleren Querschnitt und o (2")
den wmittleren Absorptionskoeffizient des Teilchens fir Strahlung des
Frequenzintervalles dv’, so wird die aus der Richtung ¢’ wihrend der
Zeit v im Mittel absorbierte Energie

(76) a(@)-t.¢c-6-0 (v, ¢, T)-d'u'%-

Der zugehérige auf das Teilchen iibertragene Linearimpuls betrigt
den c®® Teil hiervon; seine hier allein in Betracht kommende z-Kom-
ponente ergibt sich durch Multipli].iation mit cos¢’, und daraus der
mittlere Gesamtimpuls in der z-Richtung, indem man

dK'=2znsing - d¢’

setzt und iiber ¢” von Null bis z integriert. So findet man, wenn
anstatt " wieder » geschrieben wird, fiir die von der Strahlung des
Frequenzbereiches dv verursachten Impulswirkungen
(77) D= *"a@)s[ow, 1) — 22001,

(I) Zur Berechnung des mittleren Quadrates der auf das Teilchen
iibertragenen unregelmiBigen Impulse A, bedient man sich am ein-
fachsten des im vorigen Abschnitte diskutierten Ausdruckes fiir das
mittlere Energie-Schwankungsquadrat. Hierzu ist es notwendig, nach-
einander die Impulswirkung jener Schwankungen zu berechnen, welche
zu einer Energieaufnahme bzw. Energieabgabe des Teilchens in bezug
auf das Strahlungsfeld fithren. Offenbar sind diese Energiebetrige bei
Wiirmegleichgewicht im Mittel einander gleich; da die Erhaltung des
Impulsgleichgewichtes auch die Gleichheit der dabei iibertragenen
mittleren BewegungsgroBen verlangt, wird es hinreichen, allein die
mit Energieabsorption verbundenen Impulsschwankungen zu betrachten
und das so erhaltene Resultat nachtriglich zu verdoppeln. Eine Trans-
formation der Strahlungsdichte auf das bewegte Koordinatensystem
ist hier tiberfliissig, da das Teilchen fiir diese Betrachtung und bei der
angestrebten Genauigkeit als ruhend angesehen werden kann. Wendet
man (70a) auf die Volumeneinheit von in Wirmegleichgewicht mit
Materie befindlicher Hohlraumstrahlung an, so hat man

2 CLAS R

um die auf das Teilchen ausgeiibten Impulswirkungen zu berechnen,
miissen jedoch die Energieschwankungen jeder beliebigen Strahlrichtung
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gesondert untersucht und als voneinander unabhingig angesehen werden
diirfen.*®®) Wird der obige Ausdruck daher auf das Volumen eines
dem Teilchen umschriebenen Zylinders angewendet, dessen Erzeugenden
parallel einer beliebigen Strahlrichtung und von der Lénge 7 - ¢ sind,
so wiirde er durch ¢? dividiert, das mittlere Quadrat der Impuls-
schwankungen wihrend z angeben, wenn simtlichen vorgekommenen
Energieschwankungen Absorptionsprozesse des Teilchens entsprechen
wiirden. Fiir simtliche Strahlrichtungen entsprechen nun gerade dem
Bruchteil 4z -a(v)-z-c¢- 6 (vgl. (76) und (77)) der Energieschwankungen
pro Volumeneinheit derartige Absorptionsvorginge; dieser Betrag ist
noch durch 3 zu dividieren, wenn man aus ihm das mittlere Quadrat
aller z-Komponenten der dabei iibertragenen Impulse ableiten will,
wie aus seiner Unabhingigkeit von den Koordinatenrichtungen und
der vorausgesetzten Unabhiingigkeit aller Einzelschwankungen hervor-
geht, Insgesamt erhilt man also fiir Absorption und Emission

(18) B3 -dma@) oo’y 200 an
(III) Fithrt man (77) und (78) in (74) ein, so folgt
T 9e __ v d¢

welche Differentialgleichung das Wiensche Verschiebungsgesetz (59a)
ergibt. Wie man bemerkt, fallen die individuellen Eigenschaften des
betrachteten Materieteilchens (mittlerer Querschnitt, Absorptions- und
Emissionseigenschaften) vollstindig aus obigen Uberlegungen wieder
hinaus. Es ist einleuchtend, daB eine analoge Untersuchung einer im
Strahlungsraume mit der Geschwindigkeit v bewegten, vollstindig re-
flektierenden oder spiegelnden Platte oder eines ebensolchen Kiigelchens
zu dem gleichen Ergebnisse fithren muB, wenn man sich wieder der

152) Diese Annahme enthilt formal eine Voraussetsung iiber gerichitete
Energie-Absorption und -Emassion. Wie L. Brillouin (1. c.) hervorhebt, ist sie
fiir die nachfolgende Ableitung des Wienschen Verschicbungsgesetzes von grund-
sitzlicher Bedeutung und soll der von Einstein in seinen #alteren Arbeiten be-
nutzten Annahme gleichwertig sein, daf die Schwankungen benachbarter Teile
einer ebenen klassisch-elektromagnetischen Welle als voneinander unabhingig
angesehen werden kénnen. Nach G. Breit, Phys. Rev. 22 (1923), p. 313 hingegen
soll in der Wellentheorie den Interferenzvorgingen der stets in endlicher Spektral-
breite dv zur Absorption gelangenden Strahlung fiir das Zustandekommen von
(78) die Hauptrolle zugeschrieben werden. — Wihrend die Vorstellung gerichicter
Strahlungsemission mit der Mazxwellschen Theorie noch am ehesten bei makro-
skopischen Teilchen vertriglich scheint, filhrt sie namentlich bei einzelnen Mole-
kiilen zu ernsten Widerspriichen mit den {iblichen Folgerungen hinsichtlich der
Emission in Kugelwellen. Vgl. dazu Nr. 11, 12 und 20.
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allgemeinen Schwankungsformel (69) bzw. (70a) bedient%?); wiirde
man anstatt dessen, wie in Nr. 7b als im allgemeinen ungerechtfertigt
nachgewiesen, den Ausdruck (70) fir die Interferenzschwankungen
allein benutzen, so kdme man #hnlich wie in Nr. 7b zum unbrauch-
baren Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetz (71), (11a).

Bei niiherer Priifung der den Uberlegungen dieses Abschnittes
zugrunde liegenden Voraussetzungen findet man, daB sie ihrer statisti-
schen Seite nach im wesentlichen mit jenen von Nr. 6b und 7b iiber-
einstimmen. Die Gruppierung der aus der Maxwellschen Elektrodynamik
heriibergenommenen Annahmen ist hier jedoch eine etwas verschiedene.
Dementsprechend unterscheidet sich die obige Ableitung des Wienschen
Verschiebungsgesetzes wesentlich von jener in Nr. 6b: letztere ist auf
das Modell der Hohlraumstrahlung an sich gegrindet, erstere hin-
gegen auf deren Wechselwirkung mit Materie von bekannten bzw.
priifbaren thermisch-statistischen Eigenschaften. Die Tragweite beider
Ableitungen reicht, wie sich bereits gezeigt hat, wesentlich tiber jene
der benutzten Aussagen der Maxwellschen Elektrodynamik hinaus. Um
die vollstindige Mazwellsche Theorie zu priifen, ist aber unmittelbar
nur die Methode des vorliegenden Abschnittes brauchbar. FEinsfein
und Hopf'*) haben zu diesem Zwecke die Rechnung fiir einen ge-
dimpften Planckschen Oszillator ausgefithrt und dessen Strahlungs-
eigenschafien nach der Maxwellschen Elektrodynamik ermittelt. Indem
hierbei A® auf einem von dem obigen abweichenden Wege berechnet
wird, gelangen sie zur Differentialgleichung

s 5
(192) AT T 0 5 gy
deren Integration wieder zum Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetze
fiihrt und damit der ,, Violettforderung® (Nr. 6 b) widerspricht. W#hrend
die bisher benutzten Aussagen der Mazwellschen Theorie sich in vollem
Umfange als brauchbar erwiesen, versagen also ihre dariiber hinaus-
gehenden Ansitze und Folgerungen hinsichtlich der Strahlungseigen-

153) L. Brillouin, 1. c. § 10, 11.

154) A. Einstein und L. Hopf, Ann. d. Phys. 83 (1910), p. 1105. Dieser
Untersuchung geht eine damit in Zusammenhang stehende Arbeit der gleichen
Autoren, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1096 voran, in der gezeigt wird, daB die
Koeffizienten einer Fourier-Reihe, welche die Schwingung natiirlicher Strahlung
darstellen soll, als statistisch voneinander unabhiingig angesehen werden diirfen.
Dieser Satz wurde von M. v. Laue, Ann. d. Phys. 47 (1915), p. 853 bestritten;
die anschlieBende Diskussion, A. Einstetn, Ann. d. Phys. 47 (1915), p. 879;
M. v. Lawe, Ann. d. Phys. 48 (1915), p. 668, vermochte fiir Mazwellsche Strahlung
im wesentlichen den FEinstein- Hopfschen Standpunkt sicherzustellen. S. dazu
ferner M. Planck, Ann. d. Phys. 73 (1924), p. 272.



8. Die statistische Form des II. Hauptsatzes der Thermodynamik. 941

schaften materieller K6rper. Die Ursachen der , Rayleigh-Jeans-Kata-
strophe” liegen demnach auf klassisch-elektrodynamischem und nicht
auf statistischem Gebiete.

8. Die statistische Form des II. Hauptsatzes der Thermo-
dynamik.

8a. Das Entropiedifferential. Die Klarstellung der statistischen
Bedeutung des Temperaturbegriffes kann erst als abgeschlossen gelten,
wenn gezeigt werden kann, daB einer ganz bestimmten Funktion der
in Nr. 7a als empirische Temperatur erkannten GréBe & Eigenschaften
zukommen, wie sie in der makroskopischen Thermodynamik die ab-
solute Temperatur I’ als integrierender Nenner des Differentialausdrucks
fiir die ,zugefiihrte Warme* besitzt. E bedeute wieder die Gesamtenergie
des in 7a betrachteten Systems warmer Korper und ebenso a* ihre
gemeinsamen dulleren makroskopischen Parameter. Werden die letzteren
unendlich langsam und umkehrbar verschoben, so folgt aus dem
Energiesatz, daB hierzu die Leistung einer duBeren Arbeit

2A-da*

aufgewendet werden muB. Erfolgt gleichzeitig mit dieser Arbeitsleistung
eine Energieinderung dE, so ist der Differentialansdruck der ,,zu-
gefithrten Warme®“ durch

(80) 00 = dE + SA - da*

definiert. Der II. Hauptsatz besagt dann die Existenz eines inte-
grierenden Nenners 7, welcher 00 zu dem vollstindigen Differential

a0
(81) as =20

der Entropie S des Korpersystems macht.

Zur Berechnung der den makroskopischen Kriften A entsprechen-
den Mittelwerte hat man zu bedenken, daB die Parameterinderungen
da* an jedem einzelnen Molekiil bzw. jeder Eigenschwingung der ver-
IEI}, a%) 15
e )
hervorrufen, wenn unter E wieder die Energie eines beliebigen Mole-
kiils bzw. einer Eigenschwingung verstanden wird. Die Boltzmannsche
Verteilung ergibt dann allgemein als Gesamtkraft (z.B. fiir ein Gas
(Nr. 5) nach (48a) oder (D0Oa) und wenn a* nicht mit dem Volumen
identisch ist®%)):

schiedenen warmen Korper angreifen und dort eine Kraft —

155) Falls a* =V wire, hitten die Formeln nur &uBerlich ein anderes Aus-
sehen, wegen des in (48a) und (50a) isoliert geschriebenen Maawellschen Ver-
teilungsfaktors (49), der bei den Gasen, im Gegensatz zu (34a) allein von V ab-
hingig ist.

Smekal, Allgem. Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 61
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E, Vi
- z'gZS % 9F(®, 0% N D k"
N_i=t da* N =1 o1
> BRIV log 1 ° log‘i
Z’gl.aﬂz F Zgl.aEz Y
(82) =t
vt
1 dlog [F(&, a®]¥
log£. o
? oo
i=1

Hat man die Gewichtsfunktion entsprechend den Feststellungen und
Angitzen von Nr. 3 gewihlt, so verschwmdet 8 % nach (16) fiir jeden
beliebigen Zellenindex ! und damit der in oblger Bez1ehung auftretende

Ausdruck
Z’ o

0. 156)

Stavon
i=1
Bedeutet nun

(89) M= I[F a®)]

das Produkt der Verteilungsfunktionen aller Bestandteile 4 des be-
trachteten thermischen Gesamtsystems (vgl. p. 925 und 928), so hat
man nach (82) und (82a)

(82a) N.

1 OlogII[F (#,a")]

(84) A= 1’ 2a >
logs
die Gesamtenergie betriigt anderseits nach (61)
dlog II[F (9, a*
(843) E—o. ST a® a0,

Der Differentialausdruck der ,zugefithrten Wirme“ wird auf Grund
dieser Beziehungen von der Form

310gH 0%logIl
00 = {28 4 52 28N . 4o
9% log IT 1 glogll
+ 2i? 5 s |t da*
(808) ;7{ 0¥ -0da log% oa }
1 ¢lognl
— talugnpiog .20

log 5

156) A. Smekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 187, 200.
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log% ist also ein integrierender Faktor von dQ, und zwar offenbar
der einzige, der von 9 allein abhingig ist. Es ergibt sich daher

(81a) log%-é“(l:d{logﬂ—}—log%-E};

wiirde der Ausdruck (82a) nicht verschwinden, so ist leicht einzusehen,
daB 00 im allgemeinen iiberhaupt keine integrierenden Faktoren be-
sitzt, jedenfalls aber auch in Spezialfillen keinen von & allein ab-
hingigen besitzen kann. Das Verschwinden von (82a) ist also hin-
reichend und notwendig®®") fiir die Moglichkeit einer statistischen Inter-
pretation des I1I. Hauptsatzes der Thermodynamik.'®) Diese Bedingung
ist nach obigem stets erfiillt, wenn, wie auch gerechtfertigterweise nicht
anders mdoglich, die Gewichtsfunktion g auf Grund der in Nr. 3 er-
orterten Gesichtspunkte als Funktion von Porameterinvarianten allein an-
gesetzt worden ist.*°) Da O bereits frither als empirische Temperatur
erkannt worden ist, kann man aus (81) in Ubereinstimmung mit Nr. 7a
schlieBen, daB

(64) L=k T,
logs—

worin k wieder durch (65) bestimmt ist. Die Entropie des betrachteten
Korpersystems ist demnach bis auf eine willkiirliche additive Kon-
stante durch

(85) S —k-logll+ =

gegeben.1®) Setzt man fiir IT das Produkt (83) der Verteilungsfunk-
tionen aller Korper A ein, so wird

®a) 8=k log (o, )+ = s,

Die in 8, bzw. S auftretenden willkiirlichen additiven Konstanten
hiingen offenbar mit einer Unbestimmtheit zusammen, welche der De-
finition der Gewichtsfunktionen insgesamt und damit auch der Ver-

157) Notwendig, weil der eventuell existierende integrierende Faktor neben
9 sonst auch noch die Parameter der verschiedenen Korper 4 enthalten miiBte,
was seiner Eigenschaft, ebenso wie & allein als empirische Temperatur gelten
zu konnen, widerspricht.

158) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657, § 2; vgl. auch Anm. 48).

159) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327, § 8; A. Smekal, Phys.
Ztachr. 19 (1918), p. 187, 200; Wien. Anz. 1921, p. 126; Verh. Deutsch. Phys.
Ges. (8) 2 (1921), p. 47; G. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 29 (1920), p. 693;
N. Bohr (2], p. 11.

160) Vgl. z. B. C. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 828.

61*
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teilungsfunktionen anhaftet: Multipliziert man g mit einem beliebigen
konstanten Zahlenfaktor, so erhalten auch die F,(§ a*) diesen Faktor,
ohne daB sich an den bisherigen Betrachtungen auch nur das Geringste
andern wiirde.%®) Ebenso konnen die im Falle steliger Gewichtsfunktionen
eingefiihrten unbestimmten MaBfaktoren G (vgl. z. B. (47), (34 aa), (58 bb))
stets mit den unbekannten Entropiekonstanten vereinigt gedacht werden.
Auf die Bedeutung der letzteren fiir das chemische Verhalten der Gase
und das Gesetz threr Sittigungsdrucke kann erst in Nr. 25 eingegangen
werden.

Die Beziehung (85a) bringt zum Ausdruck, daB die Entropie eines
in thermodynamischem Gleichgewichte befindlichen Systems warmer
Korper gleich der Summe ihrer Einzel-Entropien ist. H&lt man an
der Definition

E
(86) S4=Fk-log Fu(9, a*) 4 - + const.
auch fiir Nicht-Gleichgewicht fest, so ist leicht einzusehen, daB bei ge-
eigneter Verfiigung iiber die willkiirliche Konstante (Nr. 27) in
(87) S.+83<S,+5
das Gleichheitszeichen nur im Falle des Wirmegleichgewichtes zwischen
A und B gelten kann. Man hat ndmlich im allgemeinen
% -84 =log Fy(®4, a¥) — E4 - logdy,

wobei &4 fiir den thermisch isolierten Korper 4 nach (40), (40A)

oder (40B) durch
E 8logFA(&A,a*)
S T

bestimmt ist; letztere Beziehung besagt aber nichts anderes, als daB
S, fiir die vorgegebene Energie E, an der Stelle & =94 ein Minimum
besitzt. Es ist also jedenfalls fir & == 94, 95

. SA < logFA(m'?') —_— E_A Ingﬂ‘

und

= W=

-8z < log Fi5(9) — Eglog®.

Die Vereinigung dieser beiden Ungleichungen ergibt daher fiir konstant
gehaltene Energiesusnme die Behauptung (87), womit die Irreversibilitiit
des Wiirmeausgleiches von A und B im makroskopischen Sinne bewiesen
ist.’®") Die in Nr. 7b niher behandelte Tatsache der Schwankungen

161) Wie Darwin und Fowler (vgl. die vorige Anm.) hervorheben, hitte
die Funktion =8 - b.E die gleiche Eigenschaft der Zunahme, wobei b eine
universelle Konstante bedeutet. Wiirde man daher darauf ausgehen, eine Funk-
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des Energicinhaltes aller miteinander in thermischem Gleichgewichte
befindlichen warmen Korper zeigt hingegen, daB von einer solchen
Irreversibilitit im molekularen Sinne keine Rede sein kann'®?); die
mittels (86) statistisch definierte EntropiegréBe schwankt zugleich mit
dem mittleren Energieinhalte des betrachteten warmen Korpers.

Bezeichnet man mit Planck®) die charakteristische Funktion eines
warmen Korpers, wenn 7 und die Parameter a* (Volumen usw.) als
dessen unabhingige Zustandsvariablen gewdhlt werden, mit ¥(T, a*),
so ergibt die makroskopische Thermodynamik

0¥
A=T-%
88 —. 7
(88) E=1I"%5
S=®+T- aT ,
wobel ¥ mit der freien Energic'®) F des Korpers durch
(88a) F=—T.%

zusammenhiingt. Der Vergleich von (88) mit den Beziehungen (84),
(84a) und (85a) zeigt, daB, abgesehen von willkiirlichen additiven
Konstanten, allgemein

T=1F-logll,

tion dieser Eigenschaft allein statistisch aufzubauen und als statistisches En-
tropieanalogon zu wihlen, so wiirde die makroskopisch-thermodynamische Be-
ziehung 9——2— = — fiir T keine bestimmte Festlegung durch & herbeifiihren konnen;
dies gilt fiir alle Vereinigungs- und Trennungsiiberlegungen bei konstanter Energie.
Vgl. ferner K. F. Herzfeld, Wien. Ber. ([La) 122 (1918), p. 1553.

162) Siche auch Nr. 4 Ende. — Uber die Giiltigkeitsgrenzen des II. Haupt-
satzes vergleiche man insbesondere M. v. Smoluchowski, Gottinger Vortrige tber
die kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitit, Leipzig 1914, p. 88—121,
ferner Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 1069; Wien. Ber. (I[2) 124 (1915), p. 339.

163) M. Planck [1}, § 127; Thermodynamik, 6. Aufl., Leipzig 1921, § 152a.

164) Genauer: Freie Energie bei konstantem Druck (Bucken). — Zur Ver-
anschaulichung von % kann man sich auf Grund von (89) den ganzen zellen-
bedeckten Teil des p-Raumes mit der Dichte

B+ E

fiir jede Zelle belegt denken. Damnn ist z. B., im Falle eines Gases, das ,,Ge-
samtgewicht des p-Raumes identisch mit der Verteilungsfunktion F(£) (34) fir
¢ =9 und gleich w
e Nk,

Beziiglich einer niheren Diskussion der statistischen Formeln fiir die verschie-
denen thermodynamischen Funktionen vgl. man insbesondere K. F. Herzfeld,
Ztschr. f. phys. Chem. 95 (1920), p. 139; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186; 23 (1922),
p. 95 oder V 11 (K. F. Herzfeld), Nr. b.
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bzw. fiir jeden einzelnen Bestandteil A des thermischen Systems

(89) P,=k- -log Fa(T, a*);
die freie Energie F, von A wird
(89a) Fi=—"% T -log F(T,a*).

Mit Riicksicht auf die Bedeutung der zur Ableitung von (85) heran-
gezogenen Boltzmannschen Verteilung (vgl. Nr. 4 Ende) moge auch
an dieser Stelle ausdriicklich betont werden, daf diese, wie iiberhaupt
alle statistischen Ergebnisse strenggenommen keineswegs die wirklichen
Werte der betreffenden makroskopisch-thermodynamischen GroBen dar-
stellen, oder deren Zeitmittelwerte iiber praktisch unendlich lange Be-
obachtungsdauern. Obige Bezichungen geben vielmehr nur deren wahr-
scheinlichste zeitliche Mittelwerte an und es ist innerhalb der Statistik

prinzipiell unmdoglich, beliebig groBe Abweichungen von ihnen auszu-
schlieBen. 165)

8b. Das Boltzmannsche Prinzip. Anstatt die Begriindung der
statistischen Form des Entropiesatzes in Anlehnung an die Ergebnisse
der exakten Methode von Nr. 5a vorzunehmen, hitte man sich auch
unmittelbar jener des in Nr. &b skizzierten dlteren Verfahrens bedienen
konnen. Dieses letztere gestattet iiberdies dem Ausdruck fiir die En-
tropie jene andere, weitverbreite Deutung zu geben, welche den Inhalt
des sogenannten Boltzmannschen Prinzips ausmacht. Aus der auch fiir
ganz beliebige statistische Gebilde giiltigen Gleichung (44a) kann
nimlich unmittelbar die Gleichheit der vollstindigen Differentiale

dlogR(ZMB)=d{—g-N+1‘}1E}

abgelesen werden, wenn man bedenkt, daB unter allen iiberhaupt
denkbaren und ganz beliebigen, in (44a) zuldssigen Anderungen 0N,
auch jene vorkommen miissen, welche einer infinitesimalen Energie-
dnderung dE und umkehrbar unendlich langsamen Arbeitsleistung
2: A - da* entsprechen. Mittels (20a) und (45) wird — ¢ N, abgesehen

von Gliedern, welche von E und den a* wnabhingig sind, unschwer

165) Siehe auch Anm. 80). Demgegeniiber hat Planck mehrfach die An-
sicht vertreten, daB es dem Physiker frei steht, durch eine besondere physikalische
Zusatzannahme solche Abweichungen auszuschlieBen, welche eine Verletzung des
anerkannt eindeutigen Ablaufes der makroskopischen Erscheinungen hervorrufen
wiirden. Vgl. IV 32 (P. und TI. Ehrenfest), Nr. 80, ferner Anm. 1).

166) Mittels dieser Beziehung und der Stirlingschen Formel (48) 148t sich
naeh K. Lichtenecker, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 286 die Entropie
nur mit einer Unsicherheit von mehr als /,9/ ermitteln. Da Lichtenecker die
Stirlingsche Formel selbst nicht benutzt, gilt seine Abschitzung auch fir die
erste Niherung von (85) bzw. (86).
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zu log[F(e~%, a*)]¥ bzw. fiir das oben betrachtete Gesamtsystem
nach (83) zu log IT bestimmt; dann ergibt die auf (82a) gegriindete

Beziehung (81a) wegen &, — log%

9,- 00 =dlog R(Zy3)
und daher wegen (64) und (85) bzw. (86)
(90) S =k - log R(Zy3) + const. %)

Hierbei bedeutet Zyp (vgl. p. 909) jene Zustandsverteilung des be-
trachteten statistischen Gebildes (Korpersystem oder einzelner warmer
Korper), welche die ,,Anzahl der Realisierangsmdglichkeiten® R(Z)167)
oder die ,thermodynamische Wahrscheinlichkeit nach Planck®®) zu
einem Maximum macht. In der Form (90) besagt das Boltzmannsche
Prinzip also, doff die Entropie bis auf eine willkiirliche additive Kon-
stante durch den k-fachen Logarithmus der (thermodynamischen) Wahr-
scheinlichkeit der mit den gegebenen duBeren Bedingungen vertriglichen
Zustandsverteilung maximaler Komplexionsanzahl gegeben sei.'®®) Wie
die Resultate von Nr. 5b zeigen, kann man iibrigens an Stelle von
R(Zysp) in (90) nach Belieben auch R oder R(Z ) (fir die zeitlich
mittlere Zustandsverteilung Z ) setzen, ohne das ja stets nur asympto-
tisch ausgewertete Ergebnis derselben irgendwie zu veriindern. SchlieB-

167) Vgl. z. B. GL (29), (36), (29A).

168) Vgl. Anm. 29). — Eine andere, auf einem Vorschlag von D. Hilbert
beruhende Definition der ,,thermodynamischen Wahrscheinlichkeit, zu deren
Begriindung man zweier verschiedener Zelleneinteilungen des y-Raumes bedarf,
wird von D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 821 benutzt. Sie stellt jedoch
ebenso wie die Plancksche keine ,echte Wahrscheinlichkeit dar und eine auf
sie gegriindete Ableitung des Boltzmannschen Prinzipes analog jener von (90a)
wire den gleichen Einwendungen ausgesetzt, wie sie weiter unten im Texte
niher angegeben werden. Uber die Bedeutung dieser abgeiinderten Definition
vgl. man Anm. 762).

169) Vgl. V 8 (L. Boltzmann und J. Nabl), Nr. 18; IV 32 (P.und T. Ehren-
fest), insbesondere Nr. 28 und 29; M. Planck 1], § 118—127. — Die in Anm. 158)
zitierte Arbeit von P. Ehrenfest ist urspriinglich dem (oben etwas vereinfachten)
Beweise von (90) gewidmet, ebenso A. Smekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 137,
200. Von den zahlreichen Arbeiten tiber das Boltzmannsche Prinzip seien noch
hervorgehoben: A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1277; L. S. Ornstein, Arch.
Néerl. (IITA) 2 (1912), p. 78; K. F. Herzfeld, Wien. Ber. (I1a) 122 (1913), p. 1553;
Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 785; T. Ehrenfest- Afanassjewa, Versl. Akad. Amsterdam
26 (1918), p. 1437; P. Ehrenfest und V. Trkal, Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 609;
Versl. Akad. Amsterdam 28 (1920), p. 162; M. Planck, Ann. d. Phys. 66 (1921),
y. 865; C. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823, § 4;
R. H. Fowler, Phil. Mag. 45 (1923), p. 497; R. C. Tolman, J. Amer. Chem. Soc. 44
(1922), p. 75; D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 321.
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lich mége auch noch hervorgehoben werden, dag der Beweis von (90)
ebenso wie jener von (85) bzw. (86) vollstindig unabhingig von bestimmien
Verfiigungen diber die Gewichisfunkiion verliuft, sofern diese wegen
(82a) der bereits anderwirts als notwendig begriindeten Bedingung
(16) geniigt.

Im Gegensatz zu obiger, in jeder Hinsicht konsequenter Begriin-
dung leitet Planck in seinen Darstellungen der Strahlungstheorie das
Boltzmannsche Prinzip mittels einer eigentiimlichen Methode ab, die
in der Literatur zu mehrfachen Einwendungen AnlaB gegeben hat.
Erblickt man mit Boltemann das Wesen der Irreversibilitit der Wirme-
erscheinungen darin, daB die statistischen Systeme ,im allgemeinen®
von Zustandsverteilungen ,geringerer Wahrscheinlichkeit zu solchen
,hoherer Wahrscheinlichkeit“ iiberzugehen streben, so gelangt man
dazu, ,die GréBe der Entropie als ein direktes allgemeines MaB fiir
die physikalische Wahrscheinlichkeit® aufzufassen. Ohne daf es not-
wendig sein soll, diese Wahrscheinlichkeit vorher gemau zu definieren,
wird angenommen, daB 8 eine universelle Funktion dieser Wahrscheinlich-
keit W sei. Fiir die zwei voneinander als vollkommen unabhingig
(thermisch isoliert) vorausgesetzten warmen Korper 4 und B wird
auf Grund des Ansatzes

S.=f(Ws), Sz=/f(Wy

sowie aus dem Multiplikationstheorem der Wahrscheinlichkeiten unab-
héingiger Ereignisse

Su+3=S84+8s=F(Wirn) =Ff(Wa- W)
gefolgert und aus dieser Funktionalgleichung
(90a) S="Fk-log W

abgeleitet, wobei in (90a) entgegen (90) keine willkirliche additive
Konstante mehr auftreten kann. Indem Planck eine bestimmte Zellen-
einteilung des u-Raumes und die konstante Gewichtsfunktion Fins
axiomatisch festlegt, wird die bisherige .echte Wahrscheinlichkeit ohne
néhere Rechifertigung mit Bezug auf die zeitlichen Vorginge an dem be-
trachteten System, hinterher durch die Definition der ,thermodynami-
schen” Wahrscheinlichkeit R(Lys) ersetzt. Obwohl die GroBen R(Zyp)
sehr grofe, stets ganze Zahlen darstellen, muf es also stillschweigend als
unbedenklich angesehen werden, auf sie das oben benutste Multiplikations-
theorem ,echier W ahrscheinlichkeiten unabhdingiger Ereignisse anwenden
zu kimmen. Auf diese Art gelangt man wieder zu (90), wobei aber
die willkiirliche Konstante wegen der Verfiigung tiber die Gewichts-
funktion bereits zu Null festgelegt erscheint.
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Obige Darstellung des Planckschen Gedankenganges 1aBt durch
die Hervorhebung der dabei notwendigen, einer besonderen Begriindung
entbehrenden Annahmen die Angriffspunkte der meisten gegen ihn
erhobenen Einwendungen erkennen. Hat man aber einmal die wni-
verselle Bedeutung von R(Zyz) mit Ricksicht auf die Zeitgesamtheit
der betrachteten beliebigen statistischen Gebilde klargestellt (Nr. 4, 5b),
so laBt sich der grofite Teil seiner iibrigen Schwierigkeiten vermeiden,
wenn es gelingt, an Stelle der ,thermodynamischen® Wahrscheinlich-
keiten mit ,echten” zu operieren. Hierzu wiire es zuniichst am nahe-
liegendsten, wie in der Thermodynamik iberhaupt, nur Entropiediffe-
renzen zu betrachten, in welchem Falle bei gegebener Gesamtenergie

sowohl (90) als (90a) zu
(90b) S — 8" =F-log [}L@]

fihren, da dann z. B. nach (36) allgemein fiir beliebige Zustandsver-

teilangen W(Z) = R@) 4. Wegen der asymptotischen Gleichheit von

R
RZ)

R(Zy3p) und R betriigt aber das Maximum von =2= stets Eins, so daB

man bei Verwendung echter Wahrscheinlichkeiten fiir das innere thermo-
dynamische Gleichgewicht eines isolierten warmen Korpers aus (90a)
stets S8 = 0 erhalten miiBte. Diese Schwierigkeit fillt dagegen sofort
weg, wenn man den betrachteten warmen Korper A in thermische
Beriihrung mit einem sehr groBen System oder Wirmereservoir W

bringt (vgl. Nr. 7b Ende). Jetzt wird ndmlich (vgl. z B. (29A))
_RA(z(A») . Rw(z(W))

RA+W

?

R, (zM
wobei der Faktor —g ( )

fiir ein sehr groBes Gebilde W als von
A+ W

den Zustandsverteilungen Z(4 unabhingig angesehen werden kann. Die
nechte® Wahrscheinlichkeit W, wird so bis auf einen von 4 unab-
hingigen Faktor gleich der ,thermodynamischen“, und die Aufsuchung
thres Maximalwertes kann nun wie bei Planck erfolgen.

9. Bestimmung von Gewichtsfunktionen auf Grund experimen-
teller Ergebnisse. Existenz diskreter stationérer Quantenzustéinde.
Wie aus (88) und (89) bereits hervorgegangen ist, lassen sich sémt-
liche thermodynamische Grofen eines warmen Korpers A durch Ver-
mittlung der Planckschen Funktion & statistisch auf seine Verteilungs-
funktion F4(T, a¥) zuriickfiihren. Dieses fundamentale Ergebnis ermog-
licht prinzipiell die Bestimmung der in die F, eingehenden Gewichis-
funktionen und Molekiilenergien, sofern die makroskopisch- thermischen
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Grofen empirisch gegeben sind. Wie die Ergebnisse von Nr. 6 b tiber die
Gewichtsfunktion der Hohlraumstrahlung gezeigt haben, wird man im
allgemeinen nicht einmal erwarten diirfen, mit stetigen Gewichtsfunk-
tionen das Auslangen zu finden. Um auch die Unstetigkeiten der Ge-
wichtsverteilung ermitteln zu kdnnen, setzt man die allgemeine Ver-
teilungsfunktion (34a) der inneren Bewegung der Molekiile am ein-
fachsten als Stieltjessches Integral an, in der Form

(344 F(x)=[e*E.dg’
of ,

wobel 7 = gesetzt ist.!™) R. H. Fowler'™) hat nun in Weiter-

1
E-T
fiihrung eines Gedankens von Poincaré zeigen konnen, daf fiir der-
artige Integrale ein Umkehrtheorem analog dem bekannten Fourier-
schen Integraltheorem gilt. Dieses ergibt, auf (34a") angewendet, den
Zusammenhang zwischen ¢’ und der Molekiilenergie E in der Gestalt:

a+io

(91) T O LN

wobei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl bedeutet, die einen ge-
wissen Grenzwert nicht unterschreiten darfl™) Aus (91) entnimmt

170) Wie man sieht, wird die bisherige Rolle von g hier nun von dg” iiber-
nommen (vgl. auch den Ansatz (46) und (34 aa)). Die a priori-Hiufigkeit dafiir,
daB die Energie K eines Molekiiles zwischen E, und E, (> E,) gelegen sei,
wird jetzt durch ¢'(F,) — ¢'(E,) gemessen.

171) R. H. Fowler, Proc. Roy. Soc. A 99 (1921), p. 462. Eine Behandlung
der Integralgleichung (34 a’) findet sich in allem Wesentlichen aber bereits 1859 bei
B. Riemann, Ges. Werke, IL. Aufl., p. 149 (vgl. hierzu auch die Note von H. Weber,
p. 154), und hat seither oftmalige Anwendung namentlich in der analytischen
Zahlentheorie gefunden. Siehe etwa H. Bachmann, Analytische Zahlentheorie.

172) Die genaueren Festsetzungen und Voraussetzungen hierfiir sind die
folgenden: ¢* sei eine monoton-zunehmende Funktion von E fiir alle in Betracht
kommenden Werte von E, welche in jedem endlichen Intervall (¥,, E,) nur
eine endliche Anzahl von Sprungstellen besitzt. Die Grofe der zugehorigen
Sprungwerte bei FE; sei j;, wobei E;->o00, wenn ¢->00. Unter] f f(E). dg’(E)
werde nicht das allgemeinste Stielfjessche Integral verstanden, sondern dieses
Integral gleichz F(E)-3; + ‘/}(E)Z—%- aE gesetzt, wobei 3‘2, existieren und
stetig sein soll, abgesehen von einer endlichen Zahl von Stellen in jedem end-
lichen Intervalle (E,, E,), in welchem es auch beschrinkt sein muB. Wenn
tiberdies

-4 ] o0 d ,
2'-_ -7 E; —zE_ 29
Jie und fe iE dE
0 —-a

fiir =1y, konvergieren und a so gewihlt wird, daB in (- @,0) keine Sprung-
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man, daB F(7) als komplexe Funktion ihres Arguments gegeben sein mu8,
was im allgemeinen nur annéherungsweise der Fall sein wird, wenn F'(z)
auf Grund der experimentellen Ergebnisse durch eine empirische Formel
dargestellt werden konnte; indessen liBt sich diese Schwierigkeit —
wenn erforderlich — auch vermeiden und ¢’ als Funktion von ¥
direkt mit Benutzung bloB reeller Tabellenwerte fiir F (z) bestimmen.1?3)

Thermische Grenzgesetze fiir hinreichend hohe Temperaturen.
Um die Anwendbarkeit der obigen Methode zu illustrieren, moge zu-
nichst auf das Verhalten der verschiedenen warmen Kérper einschlieB-
lich der Strahlung bei hinreichend hohen Temperaturen eingegangen
werden. ErfahrungsgemiB wird die spezifische Wirme bei konstantem
Volumen sowohl bei festen Korpern (Dulong-Petitsches Gesetz) als bei
ein- und mehratomigen Gasen fiir hohe Temperaturen konstant'™) und
zwar gleich % bzw. % pro Freiheitsgrad. Da ey == g—;:,, ergibt sich aus
(88), daB der thermische Energieinhalt (abgesehen von der hier be-
langlosen Energiekonstante) in diesem Gremzgebiete proportional der
absoluten Temperatur wird, was nach dem Rayleigh-Jeansschen Grenz-
gesetze (7la) fiir lange Wellen und hohe Temperaturen auch fiir die
Hohlraumstrahlung zutrifft. Aus (88) und (89) folgt dann, daB die
Verteilungsfunktion der Teilsysteme fiir diese Arten thermischer Systeme
pro Freiheitsgrad entweder der absoluten Temperatur oder deren Quadrat-
wurzel proportional wird.'™) Man hat demnach F(7) proportional

% oder 3 und findet allgemein

V=
(92) g =-const (lim7 — o0).

werte von g vorkommen, sei nun
F(7) =fe"’E- ag (E).
-a

Dann ist F(z) holomorphifiir alle Punkte der komplexen Halbebene, fir welche
der reelle Teil von z groBer als y, ist, und man hat

y=:iI
v 1 , ’ _ T T 1‘, R zE ‘z_'_r
O FUELY+g B —0l—y—a=lim ;L [Fe.L
wobei y > 7,, 7>>0. il

173) R. H. Fowler, 1. c. § 5. Vgl. auch C. G. Darwin und R. H. Fowler,
Phil. Mag. 44 (1922), p. 823.

174) Der EinfluB anharmonischer Schwingungen und des Schmelzens bei
den festen Kérpern und der der beginnenden Dissoziation bzw. Ionisation bei
den Gasen, welche unter Umstiinden ein Uberschreiten dieser konstanten Grenz-
werte zu bewirken oder deren Erreichen zu verhindern vermégen, kann hier
auBer Betracht bleiben.

178) Besiiglich der Hohlraumstrahlung vgl. (58 bb) in Verbindung mit (64);
das gleiche gilt fir den Festkorper.
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Fiir hohe Temperaturen verhdlt sich die Gewichisfunktion aller hier be-
trachteten thermischen Systeme wie eine Konstante, in vollster Uberein-
stimmung mit der in Nr. 3 (I) angefiihrten Gleichhiufigkeitsbehauptung
(by) der dlteren statistischen Mechanik, in welcher diese allerdings auch
fiir beliebig tiefe Temperaturen unveréndert in Geltung bleiben sollte,
Das gleiche Ergebnis hinsichtlich der Tramslationsbewegung der Gase
allein, fiir beliebige Temperaturen bis herab zum hypothetischen Ent-
artungsgebiet (s. Nr. 19, 24¢) ist bereits in Nr. 3, Ende und Nr. e
vorweggenommen worden.!™)

Die Energieverteilung im Normalspektrum der Hohlraumstrah-
lung. Eine das thermische Verhalten fiir beliebig hohe und tiefe Tem-
peraturen gleichméBig gut darstellende, vollkommen selbstindige und
empirisch gesicherte Beziehung besitzt man nur fiir die Hohlraum-
strahlung: das fiir die Quantentheorie fundamentale Plancksche Strah-
lungsgesetz.r™) Die neuesten, zur Priifung dieser Beziehung angestellten
Messungen von Rubens und Michel haben ergeben, daf der Ausdruck

8mhv® 1
(93) 00) =" 5

T —1

die beobachteten Grofen innerhalb der 19, betragenden MeBgenauig-
keit vollstindig darstellt.!™) Durch diese Untersuchung miissen die
auf Verarbeitung der gesamten #lteren experimentellen Literatur ge-
griindeten Schliisse von Nernst und Wulf zugunsten einer Strahlungs-
formel von der Gestalt

(932) o) = 1 (140

cs
T4

€

als wenigstens innerhalb der zuletzt erreichten MeBgenanigkeit wider-

legt gelten; « sollte nimlich fiir groBe und kleine Werte von %

176) Vgl. dazu auch die auf p. 927 und in Anm. 131 iber den Gleichver-
teilungssatz der Emnergie gemachten Bemerkungen.

177) M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19. Okt. 1900, p. 202. Zur
Geschichte dieser Strahlungsformel vgl. man insbesondere die 1. Auflage von
M. Planck [1] (1906), sowie den Planckschen Nobelvortrag: ,Die Entstehung und
bisherige Entwicklung der Quantentheorie®, Leipzig 1920 (Barth) oder M. Planck,
Physikalische Rundblicke, Leipzig 1922 (Hirzel).

178) H. Rubens und G. Michel, Berl. Ber. 1921, p. 590; Phys. Ztschr. 22
(1921), p. 569. Spiitere Messungen im Ultraviolett nach einer lichtelektrischen
Methode iibertreffen diese Untersuchung nicht an Genauigkeit und befinden sich
mit ihr innerhalb der Fehlergrenzen vollig in Ubereinstimmung., Vgl. E. Csdszdr,
Programm der Hochschule in Papa 1918, Ztschr. f Phys. 14 (1928), p. 220;
E. Steinke, Ztschr. f. Phys, 11 (1922), p. 215.



9. Bestimmung von Gewichtsfunkt. auf Grund experimenteller Ergebnisse. 953

gegen Null konvergieren, dazwischen aber einen maximalen Wert von
7Y%, erreichen.'™)

Sieht man (93) als exakt an, so folgt daraus mit Riicksicht auf (53 b)
(94) Flov) = — n=0C" Ze" nhy

und zufolge (91) [bzw. (91")] oder durch dxrekten Vergleich mit (58)
nh+e
li_xﬁ)‘/g(E)-dE=C (n=0,1,2,..,00),
nh—2
wobei E die Energie einer beliebigen Hohlraumeigenschwingung von
der Frequenz v bedeutet und die Konstante C willkiirlich bleibt.!8°)
Hierfiir kann auch einfacher geschrieben werden

95 {g=0=const. fir E,=n-hv (n=0,12,..., 00)
(98) g—0 fir E E,.
Die Gewichisfunktion der Hohlraumstrahlung ist demnach unstetig. Jede

threr FEigenschwingungen besitzt entweder tberhaupt keine Energie oder
einen Energicbetrag, welcher einem gamzzahligen Vielfachen des ,Energie-

179) W. Nernst und Th. Wulf, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919),
p. 294. Auf diese Arbeit sei ferner hinsichtlich aller #lteren, zur Prifung der
Planckschen Formel angestellten experimentellen Untersuchungen verwiesen. Bis
1909 sind diese auch in V 23 (W. Wien), Nr. 12 besprochen.

180) Vgl. Anm. 93).

181) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 386 (1911), p. 91; H. Poincaré, J. 4. Phys.
(5) 2 (1912), p. 5; M. Planck, Acta math. 38 (1921), p. 387; R.H. Fowler, Proc.
Roy. Soc. A 99 (1921), p. 462. — Obige Analyse, bei Poincaré mittels des ge-
wobhnlichen Fourierschen Integraltheorems durchgefiihrt, enthilt eine Liicke,
welche durch die oben angefiihrte Erweiterung desselben durch Fowler vermie-
den werden kann. Auf Grund von (91') findet man im einzelnen

Y+ i
i 1 C.ecE  dr
?[g (E+0+gE—0]—g (—a= 2,”f—~—1__e_,h,'7
7—100
C y+m TR [+ Dby - E]
dr C el v dr
szez(ll nhv) . +2 I S

Tl L Thy T
—ic0 y—1i

Das erste Integral auf der rechten Seite gibt C(p 1) fiir phv < E<(p + kv
und C(p + 1) fir £ = phv, das zweite hingegen verschwindet. Zufolge Anm. 170)
hat man also fiir die a priori-Hiufigkeit dafiir, daB die Energie einer Hohlraum-

eigenschwingung im Intervall (F,, E,) gelegen ist,
g (E)—g(Ey) =0 fir phv <E,<E,<(p+1)hv

g E)—9 (B =C fir (p—DhrvJE,<phy <E,(p+1hv,
was mit (95) identisch ist.

und



954 V28, A. Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie.

quantums” hv gleich ist'?), wobei das diese GroBe bestimmende Planck-
sche ,, Wirkungsquantum“ b direkt aus den empirisch bestimmten Kon-
stanten der Strahlungsgleichung (93) zu 6,52 - 10-*" erg - sec berechnet
werden kann.'8%) Alle iibrigen denkbaren Energiewerte haben das Ge-
wicht Null, kommen also, zumindest praktisch, tiberhaupt nicht vor,

Trotzdem ist (95) mit dem friiher fiir kleine Werte von —;— erhaltenen

Grenzgesetze (92) wohl vertriiglich. In diesem Falle haben fiir die
Strahlungsformel vor allem jene unter den ausgezeichneten Werten
von (95) Bedeutung, fir welche % sehr grof ist; sind #° und »”
zwel solche Anzahlen, fiir welche iiberdies #n” —n' <%/, n”, so wird
Ey—E,
E,
stinde, welche den ausgezeichneten Energiewerten I, entsprechen,
rilcken im Verhéltnis zu diesem selbst immer dichter zusammen, so daB
fir sehr groBe n praktisch fiir jeden beliebigen Energiewert g = const.
wird, wie in der #lteren statistischen Mechanik. — Fragt man auf
Grund des Ergebnisses (95) nach jener Struktur der u-Ebene (56)
bzw. (56a), die gewihlt werden muB, um bei Annakhme von (95) das
Plancksche Strahlungsgesetz (93) abzuleiten, so ist klar, daB jede be-
liebige Ellipseneinteilung (56) zuléissig sein wird, in deren Zellen
hichstens je eine u-Kurve mit von Null verschiedenem Gewicht g vor-
kommt. Setzt man z. B. h,= % - h und rechnet die iuBere Begrenzung
der Zellen als nicht mehr zu ihnen gehorig®), so wire das ebenso

mit wachsenden #', n” beliebig klein, die Schwingungszu-

182) Diese Aussage ist wesentlich von jemer zu unterscheiden, daf auf jede
Eigenschwingung nur eine gunze Anzahl selbstindiger ,Lichtquanten %hw ent-
fallen konne. Vgl. P. Ehrenfest, Ann. d. Phys 36 (1911), p. 91, § 14, insbeson-
dere p. 112/114; s. auch Anm, 226), ferner G'. Krutkow, Phys. Ztschr. 15 (1914),
p. 133, 363 und P. Ehrenfest und H. Kamerlingh Onnes, Ann, d. Phys. 46 (1915),
p. 1021, Anhang, sowie Anm. 545).

183) Vgl. z. B. M. Planck [1] § 164, wo aus den élteren Messungen genauer
h = 6,625 - 10~37 abgeleitet wird. Aus den neuesten Messungen von Rubens und
Michel, 8. Anm, 178), hat G. Michel, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 285, h = 6,521 . 10—*7
berechnet. — Uber siimtliche Methoden zur Bestimmung von A und deren Er-
gebnisse bis Mai 1920 berichtet zusammenfassend R. Ladenburg, Jahrb. d. Rad.
17 (1920), p. 93, 273 und erhilt als besten Mittelwert h= 6,64 - 10?7 mit einer
Unsicherheit von etwa 2 Promille.

184) Eine derartige Zelleneinteilung ist z. B. von M. Planck [1] und auch
bei fast allen iibrigen Ableitungen des Strahlungsgesetzes zugrunde gelegt wor-
den, welche hierzu Oszillatoren oder Hohlraumeigenschwingungen benutzen; in
den ersten drei Auflagen des Planckschen Buches wird (95) dabei fiir die soge-
nannte I, Fassung der Planckschen Quantentheorie als Postulat an die Spitze ge-
stellt und ebenso bei den meisten anderen Autoren. Von derartigen Ableitungen
seien noch hervorgehoben: P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 528; P. Debye,
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zuldssig, wie z. B. h, = (» — })h; man kann die Zellen aber auch
beliebig schmal wihlen, so da nur wenige von ihnen iiberhaupt
Phasenpunkte enthalten konnen oder allein mit den durch (95) aus-
gezeichneten y-Ellipsen E, = n - hv operieren. —

Die fundamentale Bedeutung, welche das Ergebnis einer umste-
tigen, nur diskrete, von Null verschiedene Werte aufweisenden Gewichts-
funktion der Hohlraumstrahlung fiir die gesamte Theorie der Materie
erhalten hat, 148t es wiinschenswert erscheinen, auch die statistischen
Grundlagen einer Strahlungsformel zu ermitteln, welche im Sinne von
(93a) von der Planckschen Formel abweicht!*%), wobei « eine will-

Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1427; P. Ehrenfest und H. Kamerlingh Onnes, Ann. d.
Phys. 46 (1915), p. 1021; A. Szarvassi, Denkschr. Wien. Akad. 95 (1918), p. 391;
L. Flamm, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 116, 166; J. Kunz, Phil. Mag. 45 (1923),
p- 300; S. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178. Bemerkenswerterweise
ist sich von allen Autoren nur Szarvassi dessen bewuft gewesen, daf die
Anwendung der statistischen Formeln von Nr. 5 und 6 auf die Quantentheorie
der Hohlraumstrablung die Ersetzbarkeit einer Zeitgesamtheit durch eine Raum-
gesamtheit zur Voraussetzung hat. Da die Untersuchung von v. Mises (Anm. 81),
auf Grund welcher diese Sachlage in Nr. 4 geklart worden ist, damals noch
nicht vorlag, formulierte Szarvassi eine eigene, der Planckschen Quantentheorie
angepaBte Voraussetzung, welche die Rolle der Quasiergodenhypothese in der
#lteren statistischen Mechanik (Nr.1) zu ibernehmen bestimmt war; weil von
der ,,Bahnkurve* des statistischen Gebildes im I'-Raume bei grundsitslicher End-
lichkeit des Volumens der p-Raumzellen und konstanter Gewichtsfunktion hier
nur mehr verlangt werden mufte, daf sie nach gentigend langer Zeit in jede
der nun ebenfalls endlichen I'-Raumzellen gelange, und zwar durchschnittlich in
jede Zelle gleich oft (anstatt jedem Punkie der Emergiefliche immer wieder be-
liebig nahezukommen), hat Szarvassi derartige Gebilde ergozonal genannt. Diese
oder eine verwandte Annahme hitte man seinerzeit iibrigens auch zur Recht-
fertigung aller im Rahmen der inzwischen aufgegebenen II. Fassung der Planck-
schen Quantentheorie (vgl. hierzu Anm. 191) vorgenommenen Anwendungen der
Statistik benttigt. — Eine allgemeine, auf die Wechselwirkung von Strahlung
mit beliebiger Materie gegriindete Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes
von gréBter prinzipieller Tragweite ist von Einstein gegeben worden und wird
in Nr. 11 dargestellt. Die oben erwihnten, auf einer Oszillatoren- oder Hohl-
raumeigenschwingungs-Statistik berubenden Ableitungen von (93) sind ihr gegen-
iiber in der neueren Literatur etwas in den Hintergrund getreten, jedoch mit
Unrecht; wie die Ausfiihrungen von Nr.6b zeigen, ist ein GroBteil von den
Grundlagen der ersteren fiir den Beweis des Wienschen Verschicbungsgesetzes
unerliBlich, dessen Kenntnis die Einsteinsche Ableitung voraussetzen mu8. Siehe
ferner Anm. 224). — Vom Standpunkt einer Exrweiterung der Jaumannschen Kon-
tinuitdtstheorée der Physik, welche atomistische Bilder und Modelle villig zu ver-
meiden bestrebt ist, hat E. Lohr, Denkschr. Wien. Akad. 99 (1924), p. 11, insbes.
8§ 2, 8, b6 eine Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes skizziert.

185) Abgesehen von den auf empirischen Daten beruhenden, nunmehr ent-
krifteten Einwendungen von Nernst und Wulf gegen (93) (s. Anm. 179), hat auf
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kiirliche, numerisch beliebig klein zu haltende Funktion von % be-

deutet, die fiir groBe und kleine Werte ihres Arguments gegen Null
konvergiert. Diese und #hnliche Fragen sind von P. Ehrenfest im
Anschluf an seine bereits am Ende von Nr.6b angefiihrten Ergeb-
nisse untersucht und beantwortet worden. In Verschirfung der dort
angefiihrten Bedingungen (A) bis (C) findet man fir (93 a)

= C=const. fiir E,=0, E,=h v

g=90 fir O<E<E,
(95a) g beliebig fir E>E,
jedoch

limg — C = const. fiir lim % 0.186)

Die Existenz zumindest einer zweifen Singularitit von g ist demnach
auch in diesem Falle nicht mehr zu umgehen. Damit zufolge (93a)
auf eine Hohlraumeigenschwingung {iberhaupt Energie entfillt, muB
diese also mindestens hv betragen. Tatsichlich sind von der Annahme
der Wirksamkeit einer derartigen ,Reizschwelle“ fiir die Eigenschwin-
gungseuergie einige Autoren ausgegangen, welche bestrebt waren, die
zur Ableitung eines brauchbaren Strahlungsgesetzes unumginglichen
Diskontinuititen nach Moglichkeit zu reduzieren.®’) Wird bloB eine
endliche Anzahl von ,Energiestufen“ in (95) zugelassen, im iibrigen

Grund der (hier freilich nicht sehr ins Gewicht fallenden) klassischen Elektro-
dynamik auch E. Kretschmann, Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 310, eine derartige
Abweichung vom Planckschen Gesetze als mdglich bezeichnet.

186) P. Ehrenfest, 1. c. Anm. 126), § 12 und 13, Beispiel IIl. — L#iBt man
hingegen die in (93) und (98a) enthaltene, im Grunde genommen wesentlich tiber
jede experimentelle Kontrollméglichkeit hinausgehende Annahme eines exponen-
tiellen Abfalles der Nennerfunktion in der Strahlungsgleichung fallen, so kann
die UnerliBlichkeit eines zweiten ,Punktgewichtes* (s. Anm. 117), wie Ehren-
fest besonders hervorhebt, nicht mehr gefolgert werden. Die Annahme lim g~ €
fiir lim I%—,-»O in (95a) entspricht dem allgemeinen Grenzgesetze (92).

187) H. v. Juiptner, Ztschr. f. Elektrochem. 19 (1913), p. 711; J. de Boissoudy,
Paris C. R. 1566 (1913), p. 765; J. d. Phys. (5) 38 (1913), p. 385 (vgl. dazu E. Bauer,
ebenda, p. 641; J. de Boissoudy, ebenda, p. 649); K. Csdszdr, Ztschr. f. Phys. 14
(1928), p. 342; 19 (1923), p. 213. Bei A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40
(1918), p. 551 fungierte voriibergehend eine derartige Schwellenwertenergie als
Nullpunktsenergie [vgl. dazu die Bemerkungen von A. Eucken im Anhange zu
»Die Theorie der Strahlung und der Quanten** (Solvay-Kongre8 1911), Halle
1914, p. 374]. 8. ferner den Versuch von W. Nernst, Verhandl. Deutsch. Phys.
Ges. 18 (1916), p. 83, die an (95) anschlieBende Quantentheorie iiberhaupt zu
vermeiden.
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aber (95a) beibehalten und diese Anzahl hinreichend groB genommen,
so approximiert (95a) das Plancksche Strahlungsgesetz bis zu jedem
gewiinschten Genauigkeitsgrade.!®)

Materielle Festkdrper bei beliebigen Temperaturen. Wie in
Nr. 6b gezeigt worden ist, stimmen die Grundlagen einer statistischen
Behandlung der festen Kérper .in den meisten wesentlichen Punkten
mit jenen der Hohlraumstrahlung iberein; insbesondere ist die allge-
meine Verteilungsfunktion (58) der Eigenschwingungen von gleicher
Frequenz in beiden Fillen dieselbe. Hinsichtlich der experimentellen
makroskopisch-thermischen Daten, welche zur Ermittlung des Verlaufes
der Gewichtsfunktion beim Festkérper in Betracht kommen, besteht
aber ein wesentlicher Unterschied gegeniiber der Hohlraumstrahlung:
wihrend es bei letzterer experimentell keine Schwierigkeiten hat, das
Strahlungsgesetz (83) fiir beliebiges monochromatisches Licht empirisch
zu ermitteln, bezieht sich die Kenntnis des Verlaufes der spezifischen
Wiarme (c,, woraus cy berechenbar) des Festkorpers als Funktion
seiner Temperatur auf simtliche an ihm auftretende Eigenfrequenzen
sugleich. Wie die Priifung der Debyeschen Theorie!®) an der Erfah-
rung ergeben hat, 1iBt sich ¢y fiir etwa 20, meist regulir kristalli-
sierende, chemisch verhiltnismiBig einfache Stoffe!®") mit bemerkens-

188) E. Csdszdr, 1. ¢. Dieser Fall kann vielleicht insofern ein gewisses
Interesse beanspruchen, als ja die Existenz von zumindest endlich vielen Energie-
stufen (allerdings an Materie) direkt experimentell sichergestellt werden konnte
(s. weiter unten). Um z. B. die Messungen von Rubens und Michel (vgl. Anm. 178)
auf diese Weise innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit darzustellen, wiirde man
mindestens 15 diskrete Energiewerte von (95) bendtigen.

189) V 25 (M. Born), Nr. 26, 27.

190) Vgl. z. B. den vortrefflichen Bericht von E. Schrddinger, Phys. Ztschr.
20 (1919), p. 420, 450, 474, 497, 523, insbesondere Fig. 6 und die Tabellen II,
IIT und V. — Auch hier muf aber natirlich, wie schon oben bei der Strahlung,
hervorgehoben werden, daB die experimentellen Ergebnisse die exakte Giltigkeit
eines Funktionsverlaufes (96) [eventuell in Verbindung mit (96a)] nicht zu er-
weisen vermdgen. Wihrend jede Festkdrpereigenschwingung bei exakter Giiltig-
keit von (96) nach (100) abzdhlbar unendlich viele Energiestufen annehmen kdnnen
miifte, wird man hier, ebenso wie in :Anm. 188) bei der Strahlung, fragen kénnen,
wie vieler diskreter Energiestufen es bedarf, um den gemessenen Verlauf der spe-
zifischen Wiarme mit der Temperatur innerhald der Beobachtungsfehlergrenzen
wiedergeben zu ktnnen. Mit einer einzigen Schwellenwertenergie (vgl. Anm. 187),
oberhalb welcher g = const. gesetzt wird, sucht H. v. Jiptner, Ztschr, f. Elektro-
chem. 19 (1913), p. T11; 20 (1914), p. 10, 105, das Auslangen zu finden. Nach
E. Csdszdr, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 218 reicht beim Cu die Annahme der
ersten, beim Ag jene der ersten wnd zweiten Stufe von (100) fir eine befriedigende
‘Wiedergabe von ¢y hin; indessen zeigt sich, daB die mittels solcher Darstellungen
errechneten Werte von @, bzw. v, [vgl. (96")] dann im allgemeinen wesentlich

Smekal, Allgem. Grundl. &. Quantenstatistik u. Quantentheorie 62



958 V 28. A. Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie.

werter Genauigkeit bis zu den tiefsten Temperaturen durch

(%6) ov = Nex Mg [ o ab— 220 ]
0

darstellen, wobei

>

h-v i

’ 6
(96) S=rp =TT

N

(@ Debyes ,charakteristische® Temperatur) gesetzt ist und der Zu-
sammenhang zwischen der Gesamtzahl der Freiheitsgrade des Fest-
korpers Npx und der Debyeschen Grenzfrequenz v, durch (53a’) ge-
geben wird. In einer weiteren, ebenfalls recht betrichtlichen Anzahl
von Fillen1%®) entspricht der Verlauf von ¢y den Folgerungen der
weitergehenden Born- Kdrmdnschen Theorie!®), nach welcher ¢y durch
Ausdriicke von der Form (96) (,,Debyefunktionen”) und damit additiv
verbundene von der Gestalt

x?. &” hy,
(96a) pr'km ( =k-T)

(,,Einsteinfunktionen®) darstellbar wird; die GroBen », bedeuten dann
gewisse charakteristische Eigenfrequenzen des Kristallgitters. Durch
Integration nach der Temperatur ergibt sich fiir den Emnergieinhalt
aus (96)

: 3 (&
(97) E— Npx- kTﬁf;E—_T dE -+ E,(v2),
0
was sich mit Benutzung von (53a) auf die Form bringen 148t

(97) E =fNFK(v) . [—E_’hL— + 80(1/)} ~dv;
o AT q

(96a) hingegen ergibt
(97a) Npx: [ e+ s&v@]

PLEG |

Da die bei der Integration auftretenden willkiirlichen additiven Kon-

stanten E) bzw. & und & im allgemeinen Funktionen von »p, bzw. »

und %, sein werden und sich zeigen wird, daB sie den Verlauf der

Gewichtsfunktion grundsitzlich zu beeinflussen vermdgen, muB auf sie

im folgenden besondere Riicksicht genommen werden. Schreibt man das
&

schlechter mit den auf anderen Wegen berechneten iibereinstimmen, als bei Be-
nutzung der urspriinglichen Debyeschen Formel (96). Siehe ferner E. Schrodinger,
Ztschr, f. Phys. 25 (1924), p. 178; E. Csdszdr, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 872.
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Plancksche Strablungsgesetz (93) mit Riicksicht auf (35b) in der Form
(93" E, — o(®) - V= Nus(v) - 5o—,

fr—1

so erkennt man, daf das Zeitmiitel der Energie einer einzelnen Hohl-
raumetgenschwingung
(98) s(v) =

eﬁ —1
bis auf die unbekannte additive Funktion &,(v) bew. &(v) mit jenem
einer beliebigen Festlorpereigenschwingung gleicher Frequenz iiberein-
stimmit.

Wenn & = ¢; = 0, so ist der Verlauf der Gewichtsfunktion der
Festkorpereigenschwingungen offenbar zugleich mit jenem der Hohl-
raumeigenschwingungen durch (95) gegeben und alle im AnschluB an
das Plancksche Strahlungsgesetz angestellten Krwigungen gelten sinn-
gem#B auch fiir alle festen Korper, auf welche sich die Debye-Born-
Kdarmdnsche Theorie anwenden li8t. Ist s, bzw. ¢ hingegen von Null
verschieden, so ist fiir 7'==0, E =E_ bzw. ¢ = &, und der Korper
sowie auch jede seiner Eigenschwingungen besitzen eine Nullpunkis-
energie. An Stelle der Verteilungsfunktion (94) erhilt man jetzt

—z-g
(99) F(z,v) = %:1——,“ = C-Ze—z(ao+n-hr)'
n=10

Wie der Vergleich mit (94) und (58) zeigt, ergibt sich fiir die Ge-
wichtsfunktion
(100) {g=0=const. fiir Efr=¢+n-hv (n=0,1,...,00)

g=0 fir E< EF.
g st also beim festen Korper auch im Falle des Vorhandenseins einer
Nullpunkisenergie nur an einer Reihe isolierter Stellen von Null ver-
schieden, namlich fir jene Schwingungszustinde der Eigenfrequenzen,
welche einem Energicbetrag der Wertereihe EF, E¥, ..., E¥, ... ent-
sprechen. Alle iibrigen, zufolge der makroskopisch-mechanischen Be-
wegungsgleichungen in gleicher Weise zulidssigen Schwingungszustinde
besitzen das Gewicht Null.'®") Indem man sie wegen ihres praktischen

191) M. Planck hat in der sogenannten ,zweiten Fassung" der Quanten-
theorie (s. die II. Auflage von [1], 1913, ferner die IV., 1921) versucht, den Fall
g, = 4 h - v auf Grund klassisch-elektrodynamischer KompromiBhypothesen zu be-
griinden. Diese, von ihrem Urheber inzwischen wenigstens hinsichtlich ihrer
extremen Form zurfickgenommene Fassung [s. M. Planck, Die Naturwissenschaften
11 (1928), p. 535], ist tibrigens auch mit der Statistik nicht ohne weiteres in Einklang
zu bringen, Nach der ,zweiten Fassung® sollten némlich z. B. auch alle Schwin-

62%
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Nicht-Auftretens als nichistationdr ansieht, bezeichnet man die in (95)
bzw. (100) durch das Eingehen des Planckschen Wirkungsquantums

gungszustinde von Festkorpereigenfrequenzen mdglich sein, welchen eine von
den E, (95) bzw. E* (100) verschiedene Energie zukommt, und zwar sollten im
Mittel alle solchen Zustinde, fir welche E, , < E < E, ist, gleich hdufig vor-
kommen. Nach Planck wire daber innerhalb dieser Theorie die Gesamtzahl der
Kigenschwingungen, fiir welche E, _, << E< E, ist, proportional

E,—E, 1

e 2k-T

zu setzen gewesen. Nun treten aber zufolge der Boltzmannschen Verteilung
(Nr. 5, 6) die ;Eigenschwingungen von der Energie E mit der zeitlich-réium-
lichen Relativhéufigkeit

_E

e T
auf, so daB grundsiitzlich nur infinitesimal benachbarten Energiewerten gleiche
Relativhiiufigkeiten entsprechen konnen. Die genannte Annahme von Planck
sollte nun aber fir die prinzipiell endlichen Energieintervalle (E, _,;, ) gelten
und konnte daher nur zu einem wnechten, vom Jeweiligen Anfangszustande ab-
héngigen Wirmegleichgewicht des betrachteten statistischen Gebildes fiihren. Zu
einem Ausweg aus diesen Schwierigkeiten kann man mit K. F. Herzfeld, ‘Wien.
Ber. (Ia) 121 (1912), p. 1449, nur dann gelangen, wenn man die mit den Energie-
werten E ausgestatteten Schwingungszustiinde von vornherein als voneinander
statistisch abhingig ansieht, was auf eine Modifikation der statistischen Grund-
lagen hinausliuft.

Durch die bereits mehrfach zitierte Untersuchung der statistischen Grund-
lagen des Planckschen Strahlungsgesetzes von P. Ehrenfest war im Grunde ge-
nommen bereits 1911 (also im Entstehungsjahre der ,zweiten Fassung® und ohne
ihre Kenntnis) gezeigt worden, da die ,,zweite Fassung! der gewdhnlichen Statistik
widerspricht und keine legitime Ableitung des Planckschen Ausdruckes (98) mit
8, = }h+v erméglichen kann. Ein Jahr darauf hat H. Poincaré, J. d. Phys. (5)
8 (1913), p. 5 diese Frage direkt behandelt und das negative Ergebnis formuliert.
Die in Anm. 181) erwiihnte Liicke seines Beweises hat M. Planck, Acta math. 38
(1921), p. 387 den Anlaf zu einem Versuch geboten, der angefochtenen Ableitung
einen neuen Beweisgrund zu geben. Die in Anm. 181) angedeutete Fowlersche
Beweisfihrung, angewendet auf den Fall einer Nullpunktsenergie &, =474,
widerlegt nunmehr jeden derartigen Versuch endgiiltig, indem sie eindeutig zu
(100) fiihrt.

Allerdings muB man sich aber auch dariiber im klaren sein, daB Ergeb-
nissen wie etwa (95) und (100) in letzter Linie doch nur gréBenordnungsmiiBige
Bedeutung zukommen kann. Wiirde man z. B. annehmen wollen, daf die mitt-
leren ,Lebensdauern* der oben ausgeschlossemen Zwischenzustinde um minde-
stens drei GréBenordnungen geringer sind als jene der Quantenzustande, so findet
man leicht, daB ein derartiges Verhalten bisher weder bei den Strahlungs-
messungen, noch bei jenen der spezifischen Wirme der Festkorper hitte be-
merkt werden konnen. Tatsichlich liegt in der Quantentheorie der Dispersions-
erscheinungen eine derartige Moglichkeit vor, wie K. F. Herzfeld und nament-
lich 4. Smekal jiingst niher ausgefiihrt haben. Vgl dazu Nr. 21.
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gekennzeichneten, realisierbaren Eigenschwingungszustinde auch als
stationiire oder Quantenzustinde.®)

Die Frage nach der Existenz und GroBe einer Nullpunktsenergie
des festen Korpers ist aufler fiir die Festlegung seiner Quantenzu-
stinde auch fiir seine Thermodynamik von Belang, da E, wegen seiner
Abhingigkeit von v, auch als Funktion des Korpervolumens V auf-
gefaBt werden kann.'®) Wird sie mit Planck als der kalorische
Energiedefekt des Korpers im Dulong- Petitschen Gebiet gegentiber der
ihm nach der dlteren klassischen Statistik zustehenden Energie ange-
sehen, so hat man auf Grund der empirisch bestitigten Beziehung (96)

z,
(101)  Ey=Jim [ Npx- kT —[ey- 4T] = & Nyx - hvp. %)
0

Bennewitz und Simonr haben jingst wahrscheinlich machen konnen,
daB eine Nullpunktsenergie dieser GroBenordnung aus der niedrigen

192) Die Ergebnisse (95) und (100), sowie die analogen, weiter unten hin-
sichtlich der Quanteneigenschaften von Gasmolekilen zusammengestellten Folge-
rungen und experimentellen Feststellungen beweisen also z. B., daB die mitilere
Abklingungsdauer, welche von einem Quantengebilde zur Ausfiihrung eines mit
spontaner Energieausstrahlung verbundenen Uberganges zwischen zwei Quanten-
zustinden bendtigt wird, von niedrigerer Grofemordnung sein muf als die meté-
leren Verweilzeiten des Gebildes in diesen ausgezeichneten Zustinden selbst.
Ahnliches gilt ersichtlich auch von allen tibrigen mit derartigen Quantemiiber-
gdngen verbundenen Vorgingen. Diese wichtige Folgerung bestitigt hinterher
die Berechtigung der am Ende von Nr. 2 und zu Beginn von Nr. 4 gemachten,
fiir die in den Nummern 4 bis 8 geschilderte Form der Statistik wesentliche
Voraussetzung, daB jene Ubergangszeitdauern praktisch gegen die Verweilzeiten
vernachlissigt werden kénnen. — Die in der vorigen Anmerkung erdrterte Un-
zuliinglichkeit der ,zweiten Fassung der Planckschen Quantentheorie kann in
diesem Zusammenhange auch mit dem Hinweise auf die von ihr fir den Ab-
sorptionsprozed geforderte endliche , Akkumulationszeit in Verbindung gebracht
werden. Der gleiche Widerspruch wiirde durch die Annahme einer merklichen
Abklingungszeit leuchtender Atome hervorgerufen werden, wie sie anfangs von
W. Wien, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 597 zur Deutung seiner Versuche iiber die
Abnabme der Lichtemission von ins Vakuum auslaufenden Kanalstrahlen heran-
gezogen worden ist. Diese Annahme wurde von G. Mie, Ann. d. Phys, 66 (1921),
p. 287; 78 (1924), p. 195 ilbernommen und sogar zu einer Strahlungstheorie
weiter ausgebildet, fithrt aber in ihrer Anwendung auf die spezifische Wirme
materieller Korper ersichtlich zu Widerspriichen mit experimentell gesicherten
Ergebnissen der Quantentheorie, wie z. B. (96) und (100).

193) Vgl z. B. P. Debye, Wolfskehlvortriige Gottingen 1913, Leipzig 1914
(Teubner), p. 19; oder M. Planck [1], IV. Aufl. 1921, § 184.

194) Vgl. auch V 25 (M. Born), Nr. 85, Gl. (890’). Die aus der Born-Kdr-
mdnschen Theorie hervorgehenden Beziehungen fiir ¢y, fihren naturgemif zu
Ausdriicken von der gleichen GroBenordnung.
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Schmelztemperatur des Wasserstoffes gefolgert werden kann und auch
in den Abweichungen der tiefsiedenden Gase von der T'roufonschen
Regel zum Ausdruck gelangt.'®) Sollten diese Ergebnisse — was aber
gegenwiirtig unstatthaft, und vielleicht auch in Zukunft unwahrschein-
lich — direkt zugunsten des Ausdruckes (101) gedeutet werden diir-

fen, so konnte man wegen

YD
(101') S Nexv) - b - dv = 3 Npx- b
0

[vgl. (53a) und (53a")] geneigt sein, auf das Vorhandensein einer
Nullpunktsenergie vom Betrage

(102) &) = Lhv

fiir jede einzelne Festkérperschwingung von der Frequenz » zu schlie-
Ben.1*) Die Definition (101) setzt allerdings stillschweigend voraus,

195) K. Bennewitz und F. Simon, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 183. Die
Verfasser kiindigen weitere Untersuchungen zu dieser wichtigen Frage an und
heben hervor, daB die von 4. Byk, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 157; 69 (1922),
p. 161; Ztschr. f. phys. Chem. 110 (1924), p. 291 (vgl. dazu auch Anm. 436) als
Quanteneffekte gedeuteten Abweichungen verschiedener Eigenschaften nament-
lich der tiefsiedenden Gase vom Theorem der iibereinstimmenden Zustinde auf
das Vorhandensein einer Nullpunktsenergie zuriickgefihrt werden k6nnen. Zu
den Arbeiten von Byk vgl. man auch noch G. M, Schwab, Ztschr. f. Phys. 11
(1922), p. 188.

196) Es muB aber betont werden, daB ein solcher Riickschluf nicht unbe-
dingt als zwingend anerkannt zu werden braucht. Wie die neuere Entwicklung
der Bohrschen Atomtheorie gezeigt hat (s. V. Bohr [3], 8. Vortrag, oder auch
Nr. 14, Gl (134)) hiingt die stets endliche Nullpunktsenergie der Atominnenbe-
wegung von mannigfachen Stabilititsverhiltnissen ab. Es mag daher sein, daB
&, (#) nicht fiir alle Frequenzen den gleichen Ausdruck (102) besitzt, namentlich
wird man bei den Frequenzen v, der , Einstein*-Glieder in der Born- Kdrmdn-
schen Theorie an eine Sonderstellung denken kénnen. Aus den gleichen Griin-
den wire auch denkbar, daB sich ¢,(») fiir Festkorper verschiedener chemischer
Zusammensetzung verschieden groB ergibt.

Eine einwandfreie quantentheoretische Begrindung des Ausdruckes (102)
ist bisher nicht moglich gewesen (vgl. dazu Anm. 191). Jedenfalls erinnert (102)
an das Auftreten Zalber Quantenzahlen bei den Bandenspektren [hier handelt es
sich vielfach ebenfalls um Ionenbindungen wie im Kristall! 8. z. B. 4. Kratzer,
Ergeb. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922), p. 315], ferner bei den GesetzmiBigkeiten
des anomalen Zeemaneffektes (vgl. dazu V 26, C. Runge). In Analogie zu den
quantentheoretisch einfachsten Fillen (z. B. beim H-Atom) wiirde man jedoch
eher s, (») =h.» erwarten, wie dies bereits vor der DBohrschen Theorie von
A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 374 als wahrscheinlich an-
gesehen worden ist. Zugunsten des letztgenannten Werkes kémnen Beobach-
tungen von G. E. M. Jauncey, Phys. Rev. 20 (1922), p. 421 tber die Temperatur-
abhingigkeit der Zerstreuung von Rontgenstrahlen durch NaCl-Kristalle ge-
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daB der Energieinhalt des Festkorpers den von der klassischen Theorie
gegebenen Wert bei hohen Temperaturen auch wirklich annimmt;
trifft dies nicht zu, so bedeuten (101) bzw. (102) blo8 jene Energie-
betrige, um welche die tatsichlichen Energieinhalte bei hohen Tem-
peraturen hinter den klassischen zuriickbleiben.!%6%)

Gase. Wie Eucken erstmals an Wasserstoff festgestellt hat, stimmt
das thermische Verhalten mehrafomiger Gase bei hinreichend tiefen
Temperaturen mit jenem der einafomigen iiberein.'") Der Abfall der
spezifischen Wirme ist gqualifativ hierbei ein #hnlicher wie bei den
Festkorpern, so daB wegen (92) in bezug auf die innere Bewegung
der Molekiile (Rotation und Schwingungen der atomaren Bestandteile
gegeneéinander) ohne weitere Rechnung auf die Wirksamkeit einer
nicht konmstanten Gewichisfunktion geschlossen werden kann. Wie be-
reits am Ende von Nr. 8 A hervorgehoben worden ist, kann bereits
aus diesem Umstande allein gefolgert werden, daB die innere Bewe-
gung der Molekiile einer bestimmten speziellen Klasse von dynami-
schen Problemen angehdren muB®®), womit auch eine bestimmte Art
ihres inneren Aufbaues vor allen anderen denkbaren Moglichkeiten

deutet werden, wenn man sie nach der Theorie von P. Debye, Ann. d. Phys. 43
(1914), p. 47 berechnet. Debye und Jauncey rechnen allerdings nur mit der
Planckschen Nullpunktsenergie (102), mit welcher Jauncey keine befriedigende
Ubereinstimmung findet und daher, auf L. Brillouin, Ann, de phys. 17 (1922),
p. 88 verweisend, geneigt ist, die Debyesche Theorie als mangelhaft anzusehen;
£,(») = hv ergibt indessen eine verhiltnismiBig zufriedenstellende Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Experiment.

Eine Nullpunktsenergie von der GriBe (102) spielt auch in der Stermschen
Ableitung des quantentheoretischen Ausdrucks fiir die chemische Konstante eine
wesentliche Rolle (s. Nr. 25, 27); da der gleiche Ausdruck aber auch noch aut
zahlreiche andere Arten erhalten werden kann, scheint diesem Umstande keine
entscheidende Beweiskraft zugunsten von (102) zuerkannt werden zu sollen.

196a) Siehe V 11 (K. F. Herzfeld), Nr. 27, p. 1087/1038.

197) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, p. 141; 5. auch K. Scheel und W. Heuse,
Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 473.

198) Nach Nr. 3A muf die innere Bewegung der Aftome und Molekiile da-
her so beschaffen sein, daB sie

a) eindeutige Parameterinvarianten besitzt,

b) diese zumindest fiir alle makroskopischen Parameter ¢ miteinander iiber-

einstimmen.
Wie dort néiher ausgefiithrt, konnen bisher nur bedingt periodische Systeme oder
bedingt periodische Partikularlosungen nicht bedingt periodischer Systeme als diesen
Bedingungen geniigend angesehen werden. Bei letzteren Systemen bleibt dann
einstweilen die Frage offen, ob wnd auf welche Art dafir gesorgt ist, dap die
wirkliche Bewegung tatsdchlich nur in derartigen Partikularlosungen erfolgen kann?
S. Nr. 14 und 16.
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ausgezeichnet und gefordert erscheint. Die gleichen Folgerungen er-
geben sich aus dem Anstieg der spezifischen Wirmen mehratomiger
und einatomiger'™) Gase in der Nihe beginnender Dissoziation bzw.
Ionisation. Eine rechnerische Entscheidung auf Grund der experimen-
tellen Daten dariiber, ob die Gewichtsfunktion der Gasmolekiile ebenso
einen diskontinuierlichen Verlauf zeigt, wie beim festen Korper, oder
nicht, ist bisher nicht versucht worden.'®®) Die Existenz und Bestim-
mung von Anregungs- und Ionisationsspannungen zahlreicher ein- und
mehratomiger Gase mittels der Franck- Hertzschen Elektronenstofimethode,
vor allem der direkte Nachweis von zu den einzelnen Spekirallinien
gehirigen diskrelen Energiestufen der Atome und Molekile durch Franck
und seine Mitarbeiter?®) kinnen jedoch nur im Sinne einer diskreten
Gewichtsfunktion gedeutet werden; die relative GroBe von g fiir die
einzelnen Quantenzustinde bleibt dadurch allerdings noch unbestimmt.
Von fundamentaler Bedeutung ist der Umstand, daB sich die gemes-
senen GroBen der Energiestufen, im Gegensatz zu (95) und (100), im
allgemeinen um verschieden grofle Betrdge voneinander unterscheiden.?0)
Einen vom ElektronenstoBverfabren v6llig unabhingigen, ganz direkten
experimentellen Nachweis der Existens diskreter Quantensustinde haben
endlich Stern und Gerlach zu erbringen vermocht, indem sie zeigten,
daB sich die Atome eines Ag-Dampfstrahles im magnetischen Felde
nur auf zwei bestimmte diskrete Weisen gegen die Feldrichtung ein-

199) Uber die Versuche, bei Voraussetzung -einer diskontinuierlichen Ge-
wichisfunktion die spezifische Wirme des Wasserstoffes formelmiBig darzustellen,
wird in Nr. 24b berichtet werden.

200) J. Franck und P. Knipping, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 320 (He);
J. Franck und E. Einsporn, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 18; E. Einsporn, Diss.
Berlin 1920; Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 208 (Hg); E. Brandt, Ztschr. f. Phys. 8
(1922), p. 32 (N,). Ferner neuerdings G. Hertz, Physica 3 (1923), p. 302; Natur-
wissenschaften 11 (1923), p. 778; Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 18 (He, Ne, Hg,
Zn, Tl); P.S. Olmstead und K. T. Compton, Phys. Rev. 22 (1928), p. 559 (H);
G. Hertz und R. K. Kloppers, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 463 (A, Kr, Xe);
G. Hertz und J. C. Scharp de Visser, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 470 (Ne).

Beziiglich der Anregungs- und Ionisierungsspannungen, aller Einzelheiten,
sowie der experimentellen Methodik muB auf den vorangehenden Artikel iiber
Serienspekiren: V 26 (C. Runge) oder A. Sommerfeld [1] verwiesen werden, ferner
auf die zusammenfassenden Berichte von J. Franck und G. Hertz, Phys. Ztschr.
20 (1919), p. 132 und J. Franck, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 388, 409, 441, 446.

201) Setzt man die Existenz einer diskreten Gewichtsfunktion wvorawus, so
kann die Frage, ob die Energieunterschiede benachbarter Quantenzustiinde mit
zunehmender Energie monoton abnehmen oder nicht, unter Umstiinden bereits aus
den Abweichungen des empirisch ermittelten Verlaufes der spezifischen Wirmen
von einer ,,Einstein-Funktion (96a) beurteilt werden.
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stellen; die Gewichte der beiden Quantenzustinde ergaben sich hierbei
als gleich grop.?)

10. Allgemeine Quantenstatistit. Die Ergebnisse der vorigen
Nummer zeigen, daf die Gewichisfunktion in allen der unmittelbaren
oder mittelbaren Priifung zuginglichen Fillen statistischer Gebilde nur
eine diskrete Reihe von nicht verschwindenden Werten besitzt. Man wird
darum nicht zdgern, diese Eigenschaft auf ganz belichige materielle
Korper zu iibertragen, welche einer statistischen Behandlung zugiing-
lich sind.2%) Offensichtlich ist diese Annahme gleichbedeutend mit
der FExistenz diskreter stationdrer Zustinde der Teilsysieme (Atome,
Molekiile, Eigenschwingungen) aus denen sich das statistische Gebilde
zusammensetzt.”) Fiir isolierte Atome und Molekiile beliebiger chemi-
scher Beschaffenheit ist dieses Postulat zuerst von Bohr im Jahre 1913
in der Form ausgesprochen worden, daB solche Gebilde dauernd nur in
einer diskreten Reihe stationdrer Zustinde zu existieren vermdgen20%)
(1. Grundpostulat der Bohrschen Theorie).

202) W. Gerlach und O. Stern, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 110; 9 (1922),
p. 349, 353; Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 673. Inzwischen hat Stern auch die Unter-
suchung des gleichen Effektes im elekirischen Felde angekiindigt. — Die Gleich-
heit der Gewichte konnte im obigen Falle nur ungefihr festgestellt werden.

Bexziiglich der quantentheoretischen Ableitung dieser Effekte und ihrer Deu-
tung vgl man Nr.16b.

203) Da Grofe und Verlauf der spezifischen Wirme bei konstantem Vo-
lumen zumindest fiir einatomige Flissigkeiten mit jenen der festen Korper nahe-
zu iibereinstimmen, gilt dies vermutlich nicht bloB fiir die neben der Hohlraum-
strahlung bisher allein in Betracht gezogenen Glase und Festkdrper, sondern auch
fiir Flissigkeiten, obwohl fiir diese ein spezielles, brauchbares Modell gegen-
wiirtig nicht vorliegt. Roh ausgedriickt, verhalten sich wenigstens ‘einatomige
Fliissigkeiten thermisch so #hnlich wie ein submikroskopisch feines, lockeres
Kristallpulver, dessen Kornchen in unausgesetzter Bewegung umeinander be-
griffen sind. Vgl. zu dieser Frage u.a. H. Mache, Wien. Ber. (2a) 110 (1901),
p. 1765 G. Mie, Ann. d. Phys. 11 (1908), p. 6567; E. Madelung, Phys. Ztschr. 14
(1913), p.729; M. Born und R. Courant, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 781; A. Eucken,
Berl. Ber. 1914, p. 682; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 4, 18; C. V.
Raman, Nature 111 (1923), p. 428; W. H. Bragg, Nature 111 (19238), p. 428;
C. V. Raman, Nature 111 (1923), p. 532; K. Honda, Phil. Mag. 45 (1923), p 189;
F. A. Lindemarn, Phil. Mag. 45 (1923), p. 1119.

204) Die Existenz station#rer Zustinde ist also keine statistische Eigemschaft
der Teilsysteme, nur der Weg, welcher zur Ermittlung dieser Eigentiimlichkeit
gefiihrt hat, war statistischer Natur. Er hat daher auch die Frage nach der Exi-
stenz stationdirer Zustinde materieller Systeme, welche nicht als Bestandteile
eines statistisch behandelbaren Gebildes aunfgefafit werden konnen (z. B. Gase,
deren Molekiile merkliche Wechselwirkungen aufeinander ausiiben), einen guten
Sinn, Vgl. diesbexziiglich Nr. 17.

205) N. Bohr [1], [2], [8]; Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117. Die Bohrsche
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Da die quantenstatistische Behandlung der Festkdrper bereits in
V 25 (M. Born) entwickelt worden ist, kann die folgende Darstellung
der allgemeinen Quantenstatistik ausschlieBlich auf Gase beschrinkt
werden, fiir deren Translation nach «(92) die Ergebnisse von Nr. 5¢
in unverdnderter Geltung bleiben. Wenn vorausgesetzt wird, daB die
innere Energie eines beliebigen Gasmolekiils E(g;, p;, a*) nach Nr. 3A
als Funktion der eindeutigen, fiir alle a* miteinander iibereinstimmen-
den Parameterinvarianten I, der inneren Molekularbewegung darge-
stellt ist%6), so konnen die ausgezeichneten Werte E, der diskreten
stationéiren Zustinde aus E(I,, a*) nur dadurch erhalten werden, da8
man den I, fiir jede Nummer » ausgezeichnete Werte

(r=1,2,..,u)
(103) Ly Ingy o ooy Lopmy - - n=1,2,...00)
erteilt, so daB
(109) E(L,, o¥) = E,

wird. Ist die Funktion E (I, a*) bekannt, so lassen sich die GroBen
(103) ohne weiteres aus der Reihe der ausgezeichneten, stets nach
zunehmenden Betrigen geordnet gedachten Energiewerte F, berechnen,
wenn man letztere, entweder zugleich mit dem Verlauf der Gewichts-
funktion aus makroskopischen Daten ermittelt hat (Nr. 9) oder aus
spektroskopischen Eigenschaften der Molekiile ableitet (Nr.11); die
ausgezeichneten GroBen (103) sind hierbei dann stets ebenfalls nach
zunchmenden bzw. wicht abnehmenden Betrigen geordnet.2’”) Uber die
Reihe der den einzelnen stationiren Zustéinden zuzuordnenden Gewichte

91)93r «+ o2 Gus> - - - (r=1,2,..., )

1iBt sich hingegen, abgesehen von dem allgemein giiltigen Grenzge-
setze (92), von vornherein keine besondere Aussage machen.

Nach Nr. 5¢ und (64), sowie auf Grund dieser Festsetzungen

hat die Verteilungsfunktion einer beliebigen Art von ruhenden Mole-
kiillen, abgesehen von einer willkiirlichen multiplikativen Konstante,

(hier nur abgekiirzt wiedergegebene) Formuljerung legt also keinen Wert darauf,
z. B. den Fall der festen Korper mijzuumfassen.

206) Vgl. Anm. 73).

207) W. Pauli, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 177, § 4 beweist fiir bedingt

periodische Systeme (vgl. Nr. 83A und Nr. 15), daB stets %? >0 (r=1,2,...,%),
r

was mit obiger Behauptung identisch ist. Der Beweis 1aBt sich ohne weiteres
auf mehrfach periodische Partikularlosungen von nicht bedingt periodischen Systemen
tibertragen und gilt damit fir alle Systeme, fiir welche sich nach Nr. 8 A bisher
die Existenz von Parameterinvarianten der oben angegebenen Beschaffenheit hat
nachweisen lassen.
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jetzt die Gestalt
N _En
(104) F(T, a%) = D)g,- ¢ #7.209)
n=1

Die in Nr. 3 besprochene Zelleneinteilung des w-Raumes kann auf
vielerlei Arten vorgenommen werden (vgl p. 954/955), z. B. so, daB
man in (12) I# = I, , setzt [vgl (103)], woran im folgenden stets
stillschweigend festgehalten werden soll. Fiir hinreichend hoke Tem-
peraturen konnen zufolge (92) alle jene Glieder in (104) weggelassen
werden, deren Gewichtsfaktoren von dem konstanten Grenzwerte merk-
lich abweichen. Die Eigenschaft der I, mit E, zugleich zuzuneh-
men 2°7), zusammen mit der Konvergenz®®) von (104) gestatten den
Rest durch ein Integral zu approximieren, fiir welches man bei obiger
Zelleneinteilung wegen (14), analog (34aa), bzw. (50a) wie in der
dlteren ,klassischen statistischen Mechamik erhalt

o (u) o

_Erat)
(1042) F(T, a¥) = & ff et .49 (T — o).

0 0

Bei Mitberiicksichtigung der Tramslation erhilt man fiir die Bolfz-
mannsche Verteilung der Molekiile entsprechend (48a)
Ep

9n-€

208) S. Anm. 132).

209) Die fiir die Anwendbarkeit des Darwin-Fowlerschen Verfahrens (Nr. 5 a)
unerliBliche Konvergenzforderung fir (104) (vgl. Anm. 95) ist namentlich fiir ein-
atomige Bohr-Rutherfordsche Molekiile (Nr. 12) wegen deren negativen Energie-
werten im allgemeinen nicht erfiillbar. Formal kann diese Schwierigkeit durch
Einfiihrung einer Gewichtsfunktion vermieden werden, welche zwar (92) wider-
gpricht, aber die Konvergenz erzeugt. Vgl hierzu K. F. Herzfeld, Aun. d. Phys.
51 (1916), p. 261; J. M. Burgers [1), § 42; E. Ferms, Atti Accad. Naz. Lincei 32
(1923), p. 493; Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 54, sowie das in Nr. 24a behan-
delte, der letzigenannten Arbeit entnommene Beispiel. [Die Herzfeldsche Ge -
wichtsfanktion ist jedoch, wie bereits Burgers hervorgehoben hat, mit der Be-
dingung (16) unvertriiglich.] Nach Anm.99) liuft die Benutzung jeder derartigen
Gewichtsfunktion auf Hinzunahme einer neuen, besonderen Grenzbedingung
hinaus. Der dabei notwendig werdende Verzicht auf (92) 148t in allen diesen
Fallen stets eine sachliche Rechtfertigung zu, nimlich die, daB das Gas fiir hohe
Temperaturen nicht mehr alle Eigenschaften des Gasmodelles von Nr. 2 besitzt
und als hinreichend ,verdiinnt** gelten kann. Zur Frage der Beriicksichtigung
der zwischenmolekularen Wechselwirkungen vergleiche man Nr. 17. Fiir nicht
zu hohe Temperaturen kommt in (104) nur eine endliche Anzahl von Gliedern
in Betracht, so dag die Konvergenzschwierigkeit entfallt.
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Wie die Uberlegungen von Nr. 4 und 6 gezeigt haben, muB das
mittlere zeitliche Verhalten des Gases bei Wirmegleichgewicht als durch
(105) gekennzeichnet angesehen werden, wenn ein, wenigstens prak-
tisch, regellos funktionierender Mechanismus existiert, der bewirkt,
daB die Molekiile im Laufe der Zeit jeden ihrer moglichen inneren
und Translationsbewegungszustinde annehmen konnen.?%) Der weit-
gehende Unterschied, welcher in der Quantenstatistik zwischen den
diskreten stationdren Zustinden der émmerem und den praktisch in ste-
tiger ) Mannigfaltigkeit vorhandenen Zustinden der Translationsbe-
wegung offenbar wird, erfordert die Existenz besonderer ,Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten“ (18), (18a), welche den Austausch von stetig
verdnderlicher Translationsenergie und nur in endlichen Betrdgen wm-
setzbarer -innerer Energie der Molekiile ermdglichen. Zieht man nun
noch die Wechselwirkungen der Molekiile mit dem Strahlungsfelde in
Betracht, so ergeben sich noch weitere derartige Moglichkeiten fiir
den Energieaustausch. Die eingehende Darstellung dieser Fille iiber-
weisen wir den Anwendungen der Quantenstatistik, wo in Nr. 26a die
strahlungslosen Wechselwirkungen zwischen Translation und innerer Be-
wegung, in Nr.26 b hingegen die strahlungslosen Ionisations- und Wieder-
vereinigungsstofle, endlich in Nr. 26 ¢ der lichtelektrische Effekt und das
Wiedervereinigungsléuchien, zur Erorterung gelangen. Bei allen diesen
Moglichkeiten spielen wegen der durch die Translation hervorge-
rufenen gastheoretischen ZusammenstéBe und deren Wirkungen die
Wechselbeziehungen zwischen mehreren verschiedenen Arten von Atom-
systemen (z. B. Atome, Jonen und freie Elektroner) eine wesentliche
Rolle, wodurch sie sich als Spezialfille der Betrachtungen tber das
allgemeine Dissoziationsgleichgewicht (Nr. 25) erweisen. Die Wechsel-
wirkung des Strahlungsfeldes mit der inneren Bewegung der Molekiile
liBt sich im Gegensatz zu den bisher aufgezihlten Fillen, wenig-
stens hinsichtlich des Energieaustausches, praktisch unabhiingig von
den Translationsvorgéingen behandeln. Dieser Fall, der in der folgen-
den Nummer besprochen wird, ist fiir die anschlieBende Darstellung
der Grundlagen der Quantentheorie deswegen von besonderem Inter-
esse, weil er gewisse grundlegende Aussagen iiber die Strahlungs-

210) Da dies, wie namentlich in Nr. 11 und Nr. 26a gezeigt wird, auf
keinerlei besondere Schwierigkeiten stoBt, entbehren Zweifel an der Legitimitit
dieses Ausdruckes bzw. seines Faktors (104), wie sie gelegentlich von A. Eucken,
Jahrb. d. Rad. 16 (1920), p. 861, ebenda p. 379 geiiuBert worden sind, nunmehr
jeder Unterlage.

211) Diese Aussage ist experimentell natiirlich gleichbedeutend mit beliebig
dichter Erfiilllung einer stetigen Mannigfaltigkeit, vgl. Nr. 17, 19.
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eigenschaften isolierter, ruhend gedachter Atome und Molekiile zu
folgern erlaubt.

11. Absorption und Emission durch Gasmolekiile im Wirme-
gleichgewicht mit schwarzer Strahlung. Um die Wechselwirkung
der inneren Bewegung der Molekiille mit dem Strahlungsfelde bei
Wirmegleichgewicht beschreiben zu kénnen, handelt es sich vor allem
darum, geeignete ,Ubergangswahrscheinlichkeiten® (18), (18a) aufzu-
finden, welche den Ubergang eines zuniichst ruhend gedachten Mole-
kiils aus seinem #”'*® in den n'*® stationdren Zustand durch Auf-
nahme von Strahlungsenergie, sowie den entgegengesetzen, mit Energie-
abgabe verbundenen Vorgang in solcher Weise mit der Strahlungs-
dichte ¢(v, T) verkniipfen, daB die Stationarititsbedingung (32) zum
Planckschen Strahlungsgesetze (93) filhrt. Eine derartige Ableitung
der Planckschen Strahlungsformel, welche ganz unabhingig von der
besonderen Natur der Molekiile verliuft, ist in der Tat mdoglich und
von FEinstein angegeben worden®®) In Analogie zu dem Verhalten
eines gewohnlichen, linearen elekiromagnetischen Oszillators™®) im Max-
wellschen Straklungsfelde unterscheidet Einstein die folgenden drei Mog-
lichkeiten von Energieaustausch der Molekiile mit dem Strahlungs-
felde #14):

1. Das Molekiil vermag spontan, d. h. ohne Beeinflussung durch
das Strahlungsfeld, seinen stationiiren Zustand zu verindern, welcher
ProzeB offenbar nur mit Ausstrahlung von Energie verbunden sein
kann %) Die zugehorige ,,Ubergangswahrscheinlichkeit” sei

"

{106) A, - dt (W —n").
2. Den mit Energieaufnahme verbundenen ProzeB n” — ' vermag
das Molekiill nur unter dem Einfluf des Strahlungsfeldes, auszufithren
(positive Einstrahlung). Wenn er durch Strahlung von der Frequenz v
verursacht wird, betrage seine ,Ubergangswahrscheinlichkeit*

(107 a) By, t) - dt (" — n),

212) A. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 318; Mitt. Phys.
Ges, Ziirich 1916, Nr. 18; Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 121.

213) 8. oben p. 918.

214) Vgl. die Folgerungen aus dem Bohrschen Korrespondensprinzipe (Nr. 14),
welche die nachfolgenden Postulate niher zu begriinden geeignet erscheinen,
ferner eine naheliegende, von A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 33 (1925), p. 613, ge-
legentlich benutzte Ergénzung der Einsteinschen Betrachtungen, welche jene
korrespondenzmifige Rechtfertigung niher ausfiihrt.

215) Der formale Charakter dieser Folgerung aus dem Energiesatze ist
namentlich von N. Bokr, Ztschr. f. Phys. 18 (1928), p. 117, IIL Kapitel, § 4, be-
tont worden.
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wobei 7(v, £) die zum Zeitpunkt ¢ des als praktisch momentan anzu-
sehenden Absorptionsvorganges im betrachteten Raume gerade vor-
handene Gesamtenergie der Strahlung von der Frequenz v, bezogen
auf die Volumeneinheit, darstellen soll.?!6)

3. Das Molekiil vermag den unter Energieabgabe verlaufenden
Ubergang #'— #” auch unter dem EinfluB des Strahlungsfeldes aus-
zufiihren (negative FEinsirahlung); wird er durch Strahlung von der
Frequenz » bewirkt, so soll seine ,,U/bergangswahrscheinlichkeit* durch

(107b) By (v, t) - dt (n' — ")

gegeben sein.®1")

216) L. S. Ornstein und F. Zernike, Versl. Akad. Amsterdam 28 (1919),
p. 281, § 4. — Da nach Nr. 6b und 9 auf jeden Freiheitsgrad der Hohlraum-
strahlung zu jedem Zeitpunkt entweder gar keine Emergie oder aber ein ganz-
zakliges Vielfaches des Betrages hv entfillt, so entspricht (», ) ebenfalls einem
bestimmten, sehr groBen und mit! der Zeit ,,sprungweise' verinderlichen ganz-
zahligen Vielfachen von hv. Ubrigens kann man formal in der Zuriickfilhrung
der urspriinglichen Ansitze (107a") und (107b") von Einstein auf elementarere
Annahmen ohne Schwierigkeit noch weiter gehen als Ornstetn und Zernike und
an Stelle von 7 (#»,¢) in (107a) und (107b) einfach einen der durch (95) be-
stimmten, wechselnden Momentanwerte der Energie einer beliebigen Hohlraum-
eigenschwingung von der Frequenz v einfithren; die von der Einstesmschen Ab-
leitung des Planckschen Strahlungsgesetzes gelieferte Begrindung der Boks-
schen Frequenzbedingung (114) wird damit geradezu trivial, vgl. Anm. 224) (auch
Anm. 244), zweiter Absatz). — Faft man die gesamte vorhandene Strahlungs-
energie als ,,Wechselwirkungsenergie* der das Strahlungsfeld begrenzenden ma-
teriellen elektrischen Teilchen auf, so sieht man, daf die ,Einstrahlungsvor-
ginge*, welche an einem bestimmten dieser Teilchen, z. B. dem hervorgehobenen
Molekiil, stattfinden, nach den Ornsiein-Zernikeschen Ansiitzen (107 a) und ebenso
(107b) von dem zeitlichen Verhalten aller tbrigen Teilchen abhiingen, wihrend
die ,Ausstrablungs‘akte nur durch das zeitliche Verhalten des betrachteten Teil-
chens selbst bedingt sind. Vgl. dazu Nr. 17,

217) Man erkennt, dabB 1. der spontanen Emission des klassischen linearen
Oszillators entspricht, 2. und 3. seiner Beeinflussung durch das Strahlungsfeld,
je nachdem, wie die Phasen des Oszillators und des Feldes zu einem bestimmten
Zeitpunkte gerade beschaffen sind. Diese drei Moglichkeiten bestehen natur-
gemiB auch fiir kompliziertere klassisch-elektromagnetische Gebilde, als fiir
lineare Ouzillatoren (vgl. dazu Anm. 287a). Wiihrend solche Gebilde aber im
allgemeinen, d. h. wenn sie mehrere Freiheitsgrade besitzen, gleichzeitig von
Strahlung verschiedenster Frequenz beeinfluft werden kinnen, spricht der lineare
Ogzillator nur monochromatisch, nimlich auf Strahlung seiner Eigenfrequenz an.
Obige Ansitze stehen den Verbiltnissen am linearen Oszillator insofern niher,
als sie postulieren, daB der Ubergang zwischen zwei stationéiren Zustinden eines
Molekiils unter allen Umstinden nur durch monochromatische Anregung hervor-
gerufen werden kann; andererseits ist es aber durch (107a) und (107b) zuni#chst
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Die GroBen AZ‘,'", B::-, B bedeuten hierbei fiir den #'%® und 5’ ten
stationdren Zustand gemeinsam charakteristische Konstante und sind
fiir isolierte und in Strenge ruhende Molekiile ebenso wie die zeitlich
veranderlichen EnergiegrBen « (v, {) temperaturunabhiingig; offensicht-
lich entspricht der Ansatz (106) dem Gesetz einer radioaktiven Zer-
fallsreaktion?®) Sind die Gewichte der beiden betrachteten stationiren
Zustinde einander gleich, so muB man in Analogie zu dem Verhalten
des linearen elektromagnetischen Oszillators im Maxwellschen Strah-
lungsfelde erwarten, daB

(108) B.=B"
ist?19), welche Beziehung im Falle verschiedener Gewichte ersichtlich zu
(109) gn"-B::’ = gn'BZ:,

erweitert werden muf.?%9)

noch nicht ausgeschlossen, daB monochromatische Strahlung jeder beliebigen I're-
quenz v wu einem solchen Ubergangsakte befihigt sein konnte.

Mit Riickeicht auf die stets endliche Breite dv der Spektrallinien (vgl. dazu
Nr. 17 und Anm. 323) miiBte eigentlich in (107a) und (107b) 5(»,£) durch
n(w,t) - dv ersetzt werden, was beim linearen klassischen Oszillator dem Um-
stande entspricht, daB auch er streng genommen stets auf Strablung endlicher
Spektralbreite reagiert. (Vgl. dazu Anm. 152.) Siehe ferner R. Becker, Ztschr. f.
Phys. 27 (1924), p. 173.

218) Dieser Umstand ist im Zusammenhang mit einer quantentheoretischen
Deutung der radioaktiven Zerfallsvorginge, wie sie von A. Smekal, Wien. Anz,
1922, p. 129; Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 2756; 25 (1924), p. 266; 28 (1924),
p. 142 und S. Rosseland, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 173 versucht worden ist,
von besonderem Interesse.

219) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 801. —
Man vgl. ferner die Darstellung der Begriindung dieser Beziehung bei M. Planck
1], §§ 154—159, wo (108) als ,,Hauptgesetz der Einstrahlung" mittels der Fokker-
Planckschen Differentialgleichung [l. ¢. § 147, ferner 4. Fokker, Ann. d, Phys. 48
(1914), p. 812; M. Planck, Berl. Ber. 1917, p. 324] und Berufung auf die Verhilt-
nisse bei sehr groBen Werten der ,Quantenzahlen* »’ und %" abgeleitet wird.
Ubrigens sieht man auch ohne jede Rechnung ein, daB bei elektromagnetischen
Gebilden mit einer einzigen Eigenfrequenz fiir groBe n' wnd n” aus klassisch-
elektromagnetischen Grimden [vgl. dazu Nr. 14, p. 994, 999 und Nr. 15a, Gl (142)]
(108) gelten muB, withrend bei komplizierteren Gebilden wegen der dort mog-
lichen polychromatischen Beeinflussung durch das Strahlungsfeld (s. Anm. 217)
diese Folgerung im allgemeinen unzulissig wird und nicht ohne das Bohrsche
Korrespondenzpringip (s. Nr. 14) gerechtfertigt werden kann. Tatséichlich zieht
Planck, 1. c. auch nur Gebilde der erstgenannten Art (lineare Oszillatoren, Rota-
toren von einem Freiheitsgrade und Kreisbahnen Bohrscher Wasserstoffatome)
in Betracht.

220) (109) ist von Einstein urspringlich aus (111) auf Grund der Forderung
abgeleitet worden, daB erfahrungsgemip o(v, T') mit wachsender Temperatur T'
zugleich iiber alle Grenzen wichst.
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Um nun jene Strahlungsdichte (v, T) zu erhalten, welche herr-
schen muB, damit die vorausgesetzten Ubergangsprozesse den durch
die Boltzmannsche Verteilung gekennzeichneten mittleren stationiren
Gleichgewichtszustand der ruhenden Molekiile nicht zu stéren ver-
mogen, hat man die zeitlichen Mittelwerte der Ubergangswahrschein-
lichkeiten (106), (107a) und (107b) zu bilden und in die allgemeine
Stationarititsbedingung (32) fiir das Wérmegleichgewicht einzufiihren.

Wegen

(110) (v f) = (v, T) ™)
erhilt man fiir jene Mittelwerte

(106) Ay - dt
(107a) Bio(v, T) - dt
(107" By o(v, T) - dt

und sodann auf Grund von (32) mittels des in (105) eingehenden
Boltzmannschen Verteilungsfaktors fiir die inneren Energien der ru-
henden Molekiile ’

E,n E,

(111)  gwe *T- Blov, T) = gwe - (dy + By - o(v, 1))
Aus (109) folgt jetzt allgemein

n"

n'

By
(112) o(v, T) = “Ey-E,
e T 1

und damit bereits die Temperaturabhingigkeit des Planckschen Ge-
Gesetzes (93). Der Vergleich mit dem in seinen Grundlagen nach
Nr. 6b wesentlich tiber die klassische Mazwellsche Elektrodynamik
hinausgehenden Wienschen Verschiebumgsgesetze (59a) ergibt

221) Beziiglich der Nichtberiicksichtigung der zur Ausfithrung der voraus-
gesetzten Quanteniibergiinge bendtigten Zeitdauern vgl. man Anm. 192).

222) Der in Anm. 90) formulierte Einwand gegen (32) und damit auch (111)
widerspricht in seiner Anwendung auf den obigen Fall dem Korrespondenzprin-
zip (8. Nr. 14, p. 999). Er kaon daher nur dort wirksam sein und ist es auch
wo der Ubergang zu groBen Werten von »’ und =", bzw. zu kleinen Werten von
n" und n” grundsditzlich undurchfihrbar ist, wie bei mancherlei Arten von Schein-
gleichgewichten, z. B. bei stationirer Anregung der charakteristischen Antikathoden-
strahlung in der Rontgenrdhre. [Vgl. dazu und zur Einsestighest des radioaktiven
Zerfalls A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275; § 6, p. 298; Ztschr. f. Phys.
28 (1924), p. 142.]
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(113) S S
und :
(114) Ey—Ey=h-v,

womit (112) direkt in das Plancksche Strahlungsgesetz (93) iibergeht.?24)
Wie aus (114) hervorgeht, gibt es fiir jedes Paar »’, n” von statio-
niren Zustinden nur eine einzige, gans bestimmie Frequens, welche
die auf Grund von (107a) und (107b) bereits als monochromatisch
postulierte Anregung von Ubergingen zwischen »” und #” durch das
Strahlungsfeld zu bewirken vermag®®), und mit der Frequenz der,
beim analogen, sponfanen Ubergang #'— n” ausgestrahlten, scharfen
Spektrallinie iibereinstimmt. Diese, von Bohr seit 1913 in seiner
Quantentheorie der Linienspektren selbstindig postulierte ,Frequene-
bedingung® (I1. Grundpostulat der Bohrschen Theorie) besagt iiberdies,
dap bei der Wechselwirkung swischen Strahlung und Innenbewegung der
Molekiile Energie nur in ganzen Betrigen hv wmgesetzt werden kann,

223) Bei Beriicksichtigung von Strahlung endlicher Spektralbreite findet man
an Stelle von (113)

th’vs An
(113) T =g
s. auch E. A. Milne, Phil. Mag. 47 (1924), p. 209. — Wie der Vergleich mit

"

(531b) ergibt, ist der Ausdruck . A';;",, gleich der Anzahl der Hoblraumeigen-
v- By
schwingungen pro Volumeneinheit von der Frequenz ».

224) Das fundamentale Ergebnis (114) ermdglicht es zusammen mit (95)
unmittelbar, das Verhdltnis der obigen Ableitung des Planckschen Gesetzes zu
den in Anm. 184) angefiihrten Ableitungen zu tberblicken. Wihrend die letz-
teren ausschlieSlich auf die Hohlraumstrahlung Bezug nehmen, kniipft die erstere
wesentlich an die Strahlungseigenschaften der Materie an, ohne jedoch von Daten
unabhingig bleiben zu konnen, welche fir die reine Hohlraumstrahlung kenn-
zeichnend sind; auBer den Ansitzen fir die Ubergangswahrscheinlichkeiten selbst
[(107 a), (107b) und Anm. 216)] vgl. man namentlich die Rolle von (110) und die
in der vorigen Anm. hervorgehobene Bedeutung von (118) bzw. (113"). — Die
Beziehung (114) beweist, daB jedes Molekiil withrend der Ausfihrung eines mit
Strahlung verbundenen Uberganges zwischen zweien seiner Quantenzustinde mit
einer ganz bestimmten Hohlraumeigenschwingung in Energieaustausch fritt [vgl.
dazu Nr. 9, Gl (95), sowie Anm. 216)]. Den spontanen Ausstrahlungsvorgdingen
kann hierbei auch die Wechselwirkung mit einem, vorher keine Energie besitzenden
Freiheitsgrade der Strahlung entsprechen, den positiven und negativen Einstrahlungs-
vorgdngen hingegen nur eine solche mit Hohlrawmeigenschwingungen, deren Enerqie
ein ganzzahliges Vielfaches von hwv betrigt.

226) Vgl. Anm. 217); beziiglich der endlichen Breite der Spekirallinien ferner
Anm, 328) und Nr. 17.

Smekal, Allgem. Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 63
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wobei b wieder das Plancksche Wirkungsquantum (p. 954) bedeutet.?*)
Wie in der Theorie der Serien- und Bardenspektren (V 26, C. Runge und
V 21, A. Kratzer) gezeigt wird, entspricht diese der klassischern Maax-
well-Lorentzschen Elektrodynamik prinzipiell entgegengesetzte Folgerung
dem ausnahmslos bewihrten Ritzschen Kombinationsprinzip, dessen
Giiltigkeit bis zu den hochfrequentesten Rintgen- und Gammastrahlen
hin sichergestellt ist, so daB (114) gegenwiirtig als eines der experi-
mentell bestfundierten Naturgesetze angesehen werden darf??") Die
damit gewonnene Interpretation des Kombinationsprinzipes erméglicht
mittels (114) grundsitzlich die Berechnung simtlicher quantenmdfig
ausgeseichneter, diskreter Energiewerte (103") fiir beliebige Atome wund
Molekiile aus der Gesamtheit ihrer spektroskopischer Eigenschaften;
dieses Ergebnis, das von fundamentalster Bedeutung fiir die gesamte
Atomtheorie ist, bietet somit eine allgemeine Sicherstellung fiir die
eingangs der vorigen Nummer postulierte allgemeine Existenz statio-
ndrer Zustinde fiir beliebige Atome und Molekiile, indem es diese un-
mittelbar mit der Fahigheit jener Gebilde zur Aussendung diskreter,
scharfer Spektrallinien verkniipft. Die Tragweite der universellen Be-
ziehung (113) wird in Nr. 20 einer niheren Erirterung unterzogen
werden.

Die vorstehende allgemeine Ableitung der Planckschen Strahlungs-
formel ist grundsitzlich auf Temperaturen und Gasdichten beschrinkt,
bei welchen die Wechselwirkungen benachbarter Molekiile praktisch
noch nicht in Betracht gezogen werden brauchen; diese nach Nr. 2

226) Die obige Aussage ist wesentlich von der Behauptung der Licht-
quantenhypothese (Nr. 20) zu unterscheiden, mach welcher sich die Strahlungs-
energie im Vakwum in selbstindigen, rdumlich konzenirierten Lichtquanien von
der Grife hv ausbresten soll. Vgl. Anm. 182) und Anm. 545).

227) Vgl. dazu vor allem N. Bohr [1], [2], [3] und 4. Sommerfeld [1], ferner
W. Gerlach [1]. Im Gebiete der Rontgenspekiren wurde die voriibergehend be-
zweifelte allgemeine Giiltigkeit des Kombinationsprinzipes abschlieBend erwiesen
von A. Smekal, Wien. Ber. (2a) 130 (1921), p. 25; Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 91,
121; 7 (1921), p. 410; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 559; D. Coster, Ztschr. f. Phys.
b (1921), p. 139; 6 (1921), p. 185; Paris C. R. 172 (1921), p. 1176; 173 (1921),
p. 77; Phys. Rev. 19 (1922), p. 20; Diss. Leiden 1922; A. Dauwillier, Paris C. R.
172 (1921), p. 1850; 173 (1921), p. 35; G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 84;
Ann, d. Phys. 66 (1921), p. 437; A. Sommerfeld und G. Wenizel, Ztschr. f. Phys.
7 (1921), p. 86.

Hinsichtlich der Gammastrahlung vgl. man C. D. Ellis, Proc. Roy. Soc. A
99 (1921), p. 261; 101 (1922), p. 1; Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 803; L. Meitner,
Ztschr. £, Phys. 9 (1922), p. 145; A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275; 25
(1924), p. 2655 C. D. Eilis und H. W. B. Skinner, Proc. Roy. Soc. A 105 (1924),
p. 165, 185.
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auch bei beliebigen statistischen Betrachtungen im allgemeinen un-
vermeidliche Einschrinkung kann hier auch in der Form ausgespro-
chen werden, daB die von dem Strahlungsfelde auf die Molekiile aus-
geiibten duferen Krifte vernachlissighar klein sein miissen gegeniiber
den zwischen den Bestandteilen ‘des Einzelmolekiils wirkenden inneren
Kriften.®) Die Ableitung gilt nach den gemachten Voraussetzungen
ferner zunichst bloB fiir ruhende Molekiile, kann aber mit Leichtig-
keit auf den Fall thermisch bewegler Teilchen erweitert werden, indem
man die GroBen A%, Brv, By der Ansitze (106), (107a), (107b) bzw.
(1067, (107a’), (107b") in entsprechender Weise von Geschwindigkeits-
grofe und -richtung des betrachteten Molekiils vor und nack jedem
Quanteniibergang »n'— #n” bzw. n”— n’ abhingen liBt und fiir die
Anwendung der Stationaritiitsbedingung (32) die wollstindige Boltz-
mannsche Vertetlungsformel (105) benutzt. Eine @hnliche Betrachtung
wie oben ergibt zugleich mit dem Planckschen Strahlungsgesetz wieder-
um (113), wihrend an Stelle von (114) jetzt die verallgemeinerte F're-
quenzbedingung

(115) E,+ E" —Ey—E" =h-v

tritt, in welcher E®) bzw. E/) die Translationsenergien bedeuten, die
das Molekiil vor bzw. nach Ausfihrung des Quanteniiberganges n” — n”
bzw. n”’ — n' besessen hat.???) Da die Translationsenergien praktisch
unter allen Umstinden als stetig veranderlich angesehen werden miissen,
wird durch (115) im Gegensatz zu (114) ein kontinuierliches Spektrum
dargestellt; dieses enthilt die zugehdrige ,scharfe“ Spektrallinie (114)
des ruhenden Molekiils in sich und bedingt deren thermokinetische Ver-
breiterung, wie man im Zusammenhang mit dem Dopplerschen Prinzip
(Nr. 20) und dem Mazwellschen Geschwindigheitsverteilungsgesetze (49)
nachweisen kann.

Die Anwendung der Stationarititsbedingung (32) bei den obigen

2928) Die erwithnte Einschriinkung, deren letztgenannte Form von N. Bohr,
Ztschr. f. Phys. 13 (1928), p. 117, IL Kap,, § 1, im Zusammenhang mit dem An-
satz (106), (106") und dessen Unabhingigkeit von der Strahlungsdichte hervor-
gehoben worden ist, kann demnach weder als eine den Einsteinschen Ansidtzen
(106%), (1072), (1071"), noch der bisherigen Form der Quantentheorie 1m ‘allge-
meinen, entgegenstehende Schwierigkeit gewertet werden. Bleibt A , zufolge
obiger Einschrinkung in (106") von der Strahlungsdichte ¢(v, T) una,bhanglg, 80
sieht man leicht, daB die Einsteinschen Ansitze die einzigen sind, welche das
Plancksche Strahlungsgesetz in obiger Weise abzuleiten gestatten und dement-
sprechend mit einem Warmegleichgewicht zwischen Strahlung und Molekiilen
vertriaglich sind.

229) A. Einstetn und P, Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301, § 23
E. Schridinger, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 301.

63*
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Uberlegungen hat zur Folge, da Energie und Impuls, einerseits fiir
das ganze Gas, andererseits fiir die schwarze Strahlung, im zeitlichen
Mittel unverdindert bleiben, womit hier die Giiltigkeit des Energie- und
Impulssatzes im makroskopisch-statistischen Sinne gesichert erscheint.
Fordert man das Bestehen dieser beiden Sitze jedoch auch noch fiir
den Vorgang der Wechselwirkung swischen der Strahlung und dem Einzel-
molekil, so bediirfen obige Betrachtungen einer Erginzung von prin-
zipieller Bedeutung.?*®) Was das Bestehen des Energiesatzes beim Einzel-
molekiil anbetrifft, so wird es formal durch die aus obiger Ableitung
hervorgegangene DBohrsche Frequenzbedingung (114) bzw. (115) aller-
dings bereits gewihrleistet. Beziiglich des Impulssatzes hingegen ist
man auf eine eigene Betrachtung der durch die Wechselwirkung mit
dem Strahlungsfelde bedingten Impulsschwankungen am Einzelmolekiil
angewiesen, eine Betrachtung, deren Methodik von Einstein herriihrt
und bereits in Nr. 7¢ geschildert worden ist. Wie dort hervorge-
hoben, hat man zur Berechnung der Impulswirkungen auf ein im
Strahlungsfelde bewegtes materielles Teilchen die durch Absorption
und Emission des letzteren verursachten Energieschwankungen fiir jede
beliebige Strahlrichtung getrennt zu behandeln und als voneinander un-
abhingig anzusehen. Wird fiir das bewegliche Teilchen ein einzelnes
Molekiil gewihlt, so ist die GroBe der von ihm verursachten Einzel-
energieschwankungen zufolge (114) bzw. (115) bereits bekannt und
durch hv gegeben. Nach Nr. 7¢ ist nun zu schlieBen, daf dem rdum-
lich gerichteten Umsate der Strahlungsenergie hv bei Absorption wund

Emission ein Umsatz von Strahlungsimpuls von der Gripe Iic? entspricht.

Die Anwendung dieses Ergebnisses®$?) liefert (vgl. Nr. 7¢) mit Be-

230) Diesen Umstand hat O. Halpern, Ztschr. f. Phys, 21 (1924), p. 151,
iibersehen und ist dadurch zu der unbegriindeten Meinung veranlaBt worden, die
im Texte nachfolgenden Einsteinschen Uberlegungen und deren Ergebnis als
entbehrlich ansehen zu diirfen.

231) A. Einstesn, Mitt. Phys. Ges. Ziirich 1916, Nr. 18; Phys. Ztschr. 18
(1917), p. 121,

Wie die Betrachtungen auf p. 938/989 ergeben haben, ist der Ansatz rdumlich-
gerichteter Impulsiibertragungen, unabhingig von der Grdge des umgesetzten Im-
pulses, bereits fiir eine von einer speziellen Elektrodynamik moglichst unabhingige
Ableitung des Wienschen Verschiebungsgesetzes erforderlich und ist daher nicht
als eine besondere quantentheorctische Folgerung anzusehen. Wenn man sie
nicht vollkommen exakt, sondern nur mit beliebig weitgehender Annsherung
gelten lassen will, so ist sie, wie C. W. Oseen, Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 202
gezeigt hat, sogar mit der bereits mehrfach als unzulinglich erkannten Maz-
wellschen Elektrodynamik vereinbar. [Vgl. dazu jiingst auch E. Weber, Ztschr.
f. Phys. 82 (1925), p. 370.] Allerdings verlangt die Mazwellsche Theorie dann
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riicksichtigung von (111) und (114) bzw. (115):

E

n hv
hv g Bl -e k7. (1—-e—ﬁ) vooe
(Ta) D=3 == [etn ) — 24T,
:‘in’; e T + gu ¢ 7
Eun
w ——
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In die Impulsgleichgewichtsbedingung
(14) & _9p.rr

eingesetzt, filhren diese Ausdriicke zu der Differentialgleichung
hv
@y (55— =i,
welche wiederum das Plancksche Strahlungsgesetz (93) ergibt.
Bedeuten J*) und J®) die Linearimpulsvektoren des Molekiils
vor und nach Ausfiihrung eines Quanteniiberganges #'— n” bzw.
n” — n/, und bezeichnet i einen Einheitsvektor, dessen Richtung mit
jener der dabei durch das Strahlungsfeld bewirkten Impulsiibertragung
zusammenfallt, so ist mit den zuletzt angefiihrten Einsteinschen Be-
trachtungen zugleich auch die allgemeine Giiltigkeit der Vektorgleichung

(116) 3 — 0 = iy

fiir jeden elementarer Strahlungsprozef als notwendige Folgerung der
Giiltigkeit des Impulssatzes am Einselmolekil erwiesen. Da in (115)
die gleiche Frequenz » auftritt, wie in (116), so kann » gegebenen-
falls auch mittels der letzteren Beziehung bestimmt werden: die ,,Im-
pulsfrequenzbedingung® (116) tritt so unmitielbar in Parallele zu der
wEnergiefrequenzbedingung® (115), entsprechend der naturgemiBen Ko-

auch eine Fortpflanzung der Lichtenergie im Vakuum innerhalb eines Kegels
von beliebig kleinem Offnungswinkel, und dieser Kegel wird erst dann zu einer
yunendlich dinnen SchuBlinie‘¢ (Finsteinsche Nadelstrahlung), wenn man zwar
die Mazxwellsche Theorie fallen liBt, aber den (hier experimentell allerdings
grundsitslich unkontrollierbaren) Satz von der Erhaltung des Drehimpulses im
Vakuumstrahlungsfelde beibehilt. Vgl. W. Schottky, Die Naturwissenschaften 9
(1921), p. 492, 506; rechte Spalte von p. 509. — Alle derartigen Folgerungen
tber die Lichtausbreitung gehen jedoch weit iiber die blofie Feststellung ge-
richteter Impulsiberiragung bei Absorption und (Emission hinsus und diirfen
mit ihr ebensowenig verwechselt werden, wie der Umsatz von Strahlungsenergie
h mit der Existenz freier , Lichtquanten" im Strahlungshohlraume [Anm. 182)
226) und 545)]. S. Nr. 20.
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ordination von Energie- und Impulssatz, welche von der Relativitiits-
theorie aufgedeckt worden ist.®?) Die Geringfiigigkeit der in (116)
auftretenden GroBen, sowie der in (115) vorkommenden Translations-
glieder, selbst bei betrichtlicheren Molekulargeschwindigkeiten, hat
jedoch zur Folge, daB fir die praktische Beréchnung von v nur die
urspriingliche Bohrsche Frequenzbedingung (114) als erste Naherung
von (115) in Betracht kommt. Beziiglich der prinzipiellen Bedeutung
von (116) fir die Erklirung des Dopplereffekis und fir die Frage
nach der Zuldssigkeit der Wellentheorie vgl. man Nr. 20.

12. Allgemeine Gesetze der 'Wechselwirkung zwischen Materie
und Hohlraumstrahlung bei Wirmegleichgewicht. In der voran-
gehenden Nummer ist fir den Spezialfall isolierter, thermisch be-
wegter Gasmolekiile gezeigt worden, daB die Absorption und Emission
von Strahlungsenergie grundsitzlich an die Wirksamkeit monochroma-
tischer Strahlung gebunden ist, wobei jeder dieser Elementarvorginge
zwischen Molekiil und Strahlung wenigstens formal verkniipft gedacht
werden muB mit dem Umsatz eines ,Energiequantums® Av und dem

gleichzeitigen Austausch des Linearimpulsbetrages }l} Zu einer woll-

stiindigen Beschreibung des Wirmegleichgewichts zwischen den Mole-
kiilen und der Strahlung reichen diese Ergebnisse indessen noch nicht
hin: wie fiir den Grenzfall tieferer Temperaturen und praktisch ruhen-
der Molekiile unmittelbar aus obiger Ableitung der DBohrschen Fre-
quenzbedingung (114) ersichtlich wird, sollten hier somst praktisch
iiberhaupt nur Wechselwirkungen der Molekiile mit Strahlung von

232) Wihrend die Bohrsche I'requenzbedingung (114) sogleich allgemeine An-
erkennung gefunden hat, haben sich einige der fiihrenden Forscher, namentlich
Bohr [Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117; Anm. auf p. 150], der Ubertragung gerich-

teten Impulses ’%’- gegeniiber noch lingere Zeit hindurch sehr reserviert ver-

halten. Als Erkldrung hierfir mag in Betracht kommen, daf aus dieser faszi-
nierenden Folgerung FEinsteins bis vor kurzem keinerlei Schlisse von so weit-
tragender Bedeutung gezogen worden sind, wie aus der Frequenzbedingung (114).
Wie in den Nrn. 20, 21, 22 niher gezeigt werden wird, hat sich das jiingst in
ganz entscheidender Weise geéindert. Unabhiingig davon wub aber betont wer-
den, daB die obige Betrachtung keine anderen hypothetischen Elemente ent-
hilt, als die eingangs dieser Nr. beim Energiegleichgewicht verwendeten Hin-
steinschen Anstitze (106), (10727, (107b°) (vgl. dazu Anm. 228); die Sicherheit
von (116) und jene von (115) bzw. (114) ist demnach die gleiche. Ein entgegen-
gesetzter Standpunkt ist jingst von P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 297
zu begriinden versucht worden, doch hat A. Einstein, Ztachr. f. Phys. 31 (1925),
p. 784, darauf hingewiesen, daB Jordan eine Annahme benutzt, welche simtlichen
Erfahrungen iiber die Lichtabsorption widerspricht.
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irgendwelchen der durch (114) gegebenen diskreten Spektralfrequenzen
moglich sein — im Gegensatz zu der durch das ganze Spektrum hin-
durch feststellbaren Zerstreuung und Dispersion von Strahlung belie-
biger Frequenzen.?s) Betrachtet man ferner die Mitwirkung von so
kurzwelliger Strahlung an dem Wirmegleichgewicht mit der Hohl-
raumstrahlung, daB mit einer merklichen Ionisation (Nr.18b, 25a,
26¢) oder Dissoziation (Nr.18b, 25, 26¢) der Molekiile gerechnet
werden muB, endlich die Teilnahme beliebiger materieller Korper, auf
welche die obigen statistischen Betrachtungen, wenn iiberhaupt, so
ebenfalls nicht unmittelbar tibertragen werden kdnnen, so erhebt sich
auch hier die Frage nach den allgemeinen Gesetzen der Wechselwir-
kung zwischen Materie und Hohlraumstrahlung.

Die Beantwortung dieser Frage wird ermdoglicht durch die An-
wendung der allgemeinen Schwankungsbeziehung (69) auf den Energie-
austausch zwischen einem beliebigen materiellen Korper und der durch
das Plancksche Strahlungsgesets (93) fir das gesamte Spekirum empi-
risch gekennzeichneten schwarzen Strahlumg. Wird (93) in (69) einge-
fithrt, so erhilt man fiir das mittlere Energieschwankungsquadrat pro
Volumeneinheit, bezoger auf einen von beliebiger Materie begrensten Teil
des durchstrahlten Vakuwms (Nr. Tb, p. 935),

1 P 8
7)) k- 2&D gy iy 0, T) + 52 o, D) dv.

(v,
oT
Wie der Vergleich mit (70) lehrt, stellt das zweite Glied auf der
rechten Seite von (117) genau die nach der klassischen Theorie von
der Mitwirkung der Materie unabhiingigen Interferenzschwankungen der
Strahlung dar. Nach (72) betriigt also der Anteil der Molekiile an
den Energieschwankungen der Strahlung (Einsteinsche Schwankunger)

(72a) hv.o(v,T)-dvw,
und bezogen auf die Strahlungsdichte ¢(v,T) - dv selbst,
(115a) h.

Die Deutung dieses fiir ganz belichige Materie giiltigen Ergebnisses
bestiitigt die fiir isolierte Molekiille vermittels der Bohrschen Frequenz-
bedingung (114) bzw. (115) bereits erworbene Erkenntnis im denkbar
weitgehendsten Sinne, daB bei der Wechselwirkung zwischen Materie
und Straklungsfeld Energie grundsiitelich nur in ganzen ,Quanten’ hv
wmgesetst werden kann.2%) Vergleicht man nimlich (115a) mit den

233) Offenbar besagt das Postulat von der allgemeinen Existenz diskreter
stationdirer Zustinde, daB es Gasmolekiile mit der Eigenschaft, absolut schwarze
Korper zu sein, prinzipiell nicht geben kann.

234) Obige Schwankungsbetrachtung ist bereits lange vor der Bokrschen
Theorie von Einstein herangezogen worden, um Aufschliisse iiber die Strablungs-
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in Nr. 9 aufgedeckten stalistischen Grundlagen des Planckschen Strah-
lungsgesetzes (93), so sieht man, daB (115a) gerade dadurch seine Be-
deutung erh#lt, daB es die kleinste Energiedifferenz darstellt, um welche
sich der Energieinhalt einer Hohlraumeigenschwingung vermdge der
Wechselwirkung mit einer beliebigen absorbierenden oder emittieren-
den Substanz zu dndern vermag. Auf Molekiile angewandt, liefert die
obige Schwankungsbetrachtung insbesondere eine von der vorangehen-
den in gewisser Hinsicht unabhingige, zweite Begrindung der Fre-
quenzbedingung (114) bzw. (115).2%) (115a) umfaBt auBerdem die
von Einstein schon 1905 gegebene quantitative Behandlung des licht-
elekirischen Effektes, sowie die erfolgreiche Deutung aller Arten von
kontinuierlichen. Spektren nach Bohr (Nr. 18D).

Wird die Betrachtung des in Nr. 7¢ und auch in der vorigen
Nummer behandelten Impulsgleichgewichtes nunmehr auch auf den vor-
liegenden Fall der Wechselwirkung zwischen Strahlung und beliebiger
Materie ausgedehnt, so folgt aus (115a) in Verallgemeinerung von
(116), daf jeder derartige Vorgang von dem Austausch eines gerichieten
Impulses vom DBetrage .

v

(116a) —

4

begleitet sein muB.?*®) Der dadurch bedingte ,RiickstoB“ ist beim
lichtelektrischen Effekt von Rontgen- und Gammastrahlung experimentell
nachweisbar2®”) und scheint berufen zu sein, die quantentheoretische
Deutung aller mit Richtungsinderungen verbundenen optischen Erschei-
nungen, einschlieflich der Interferenzvorginge zu liefern (Nr. 20, 21, 22).

eigenschaften der Materie zu gewinnen, vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905),
p. 132; Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185. Einsteins RiickschluB auf die Fortpflan-
zung selbstindiger riumlich konzentrierter ,,Lichtquanten* Zv [vgl. Anm. 182),
226), 231), 545)] im Vakuum wurde eingehend erst von L. S. Ornstein und F. Zer-
nike (Anm. 138) zu widerlegen gesucht (Nr.6b, p. 932/938, inshesondere Anm. 141)
und auf die oben formulierte Aussage zuriickgefiihrt, nachdem letztere von ver-
schiedenen Seiten, namentlich auch von Bohr, schon friher als allein bindend
angesehen worden war.

235) Natiirlich mu8 hierzu strenggenommen auBer dem Planckschen Strah-
lungsgesetz auch noch das weitere Erfahrungsresultat der allgemeinen Existenz
stationdrer Zustinde bei materiellen Gebilden hinzugenommen werden. Siehe
Anm. 204).

236) Vgl. A. Smekal, Die Naturwissenschaften 11 (1923), p. 878.

237) 4. H. Compton, Nature 112 (1928), p. 435; F. W. Bubb, Nature 112
(1923), p. 363; P. Auger, Paris C. R. 177 (1923), p. 169; 178 (1924), p. 929, 1535 ;
W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 20 (1923), p. 287; 26 (1924), p. 59; L. Meitner, Ztschr.
f. Phys. 22 (1924), p. 334; C. T. R. Wilson, Proc. Roy. Soc. A 104 (1923), p. 1;
A. H. Compton und J. C. Hubbard, Phys. Rev. 23 (1924), p. 439.
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Was insbesondere die oben als notwendig bezeichnete Erginzung
zur Behandlung des Wirmegleichgewichtes zwischen Gasmolekiilen
und schwarzer Strahlung anbetrifft, so ist durch die Ergebnisse (115a)
und (116a) auch der Weg gewiesen, den Einflu der Wechselwirkung
von Molekiilen mit monochromatischer Strahlung zu verfolgen, deren
Frequenz mit den gleichzeitigen Frequenzbedingungen (115) und (116)
unvertriglich ist. Die Forderung der Giiltigkeit des Energie- und
Impulssatzes fiir derartige Elementarprozesse fiithrt hier zusammen mit -
(115a) und (116a) zu der Annahme einer nur teilweisen Energieabsorp-
tion durch das Molekiil, verbunden mit der Emission von monochroma-
tischer Sekundirstrahlung von anderer als der Primdrfrequenz.®*®) Be-
zeichnet v’ die Primirfrequenz, v” die Sekundérfrequenz und i’ bzw.
i” die Einheitsvektoren fiir die Richtung der beiden Strahlungen, so
erhilt man in Verallgemeinerung von (115) und (116) als Analoga
der positiven Einstrahlungsvorginge

(118a) Ev+4 B4 b = Ep 4+ EO - by
und

37 ’ 1 ¥4 h I7
(119a) I 4 iRy —gm iy,

fiir die Analoga der Ausstrahlungsvorginge und negativen Einstrahlungs-
prozesse hingegen

(118b) Ey+ E — ' = Ep+ Ef + by
und

f b4 ’ 1 20 h r
(119b) g — by g 17 2o,

238) A. Smekal, Die Naturwissenschaften 11 (1928), p. 878; W.Pauli, Ztschr.
f. Phys. 18 (1923), p. 272 (SchluBabsatz); 4. H. Compton, Phys. Rev. 24 (1924),
p. 168. Ferner jingst: H. A. Kramers und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31
(1925), p. 681; A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241 (Zusatz b. d. Korrektur)

239) Die durch (118) und (119) gekennzeichneten Grundgleichungen fiir die
Zerstrewung des Lichtes und damit auch fir die Dispersion stehen demnach in
wesentlichem Zusammenhange mit der Molekiiltranslation, wihrend die Bokrsche
Frequenzbedingung (114) fiir die Eigenstrahlung der Molekiile als erste Néherung
von (115) noch fiir ruhende Molekile hat abgeleitet werden konnen. Tatsichlich
haben C. G. Darwin und der Referent bei fritheren Versuchen einer Quanten-
theorie der Dispersion nmur Strahlungsbeeinflussungen ruhender Molekille voraus-
gesetzt und kein stationdres Energiegleichgewicht erhalten konnen. C. G. Darwin,
Nature 110 (1922), p. 841; Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1928), p. 25; Nature 111
(1928), p. 771; A. Smekal, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873.

Ein von ganz dhnlichen Voraussetzungen wie im Texte ausgehender Beweis
fiir das Wirmegleichgewicht zwischen schwarzer Strahlung und (longitudinalen)
Kompressionswellen (,,Schall“wellen bzw. Wirmebewegung) in festen oder flissigen
Korpern ist jingst, ebenfalls unter Hinweis auf das Dispersionsproblem, von
E. Schrodinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 89 gegeben worden.
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welche Beziehungen fiir »' =0 in (115) und (116) iibergehen.?®®) Fiir
die ,Ubergangswahrscheinlichkeiten® eines derartigen Vorganges und
seines inversen ergibt sich durch entsprechende Verallgemeinerung

von (106), (107a") und (107b")
(1200) B (v) - (¥, 1) [43 (v") + B (v") - o', T)] - dt,
(1208) [43'(v)) + By () o(, T)] - Bu(v") - (v, T) - dt,

beziehungsweise

(1200) [47' () + Br(¥) - o, D] - [ (") + B () - (+, T)]
(1201),) Bﬂﬂ:'(y') ' 9(”/7 T)- B:Lt:' (V") : 9("’”) 1),
wodurch das Wirmegleichgewicht mit der schwarzen Strahlung ebenso
wie bei den in Nr. 11 betrachteten Vorgiingen garantiert erscheint,
sofern noch entsprechend (113)
8uvd Ay smys  AyG)

A - )
vorausgesetzt wird.*%) Da durch die Gleichungen (118) und (119) bei
vorgegebenen Energie- und ImpulsgréBen jeder beliebigen Frequenz v/
ein bestimmies v zugeordnet wird, ermdglichen obige Betrachtungen zu-
sammen mit jenen der vorangehenden Nummer einen vollstindigen Be-
weis fiir die Stationaritit des Wirmegleichgewichtes zwischen Planck-
scher Strablung und Quantenmolekiilen fiir Temperaturen, bei welchen
Iowisation bzw. Dissoziation noch keine merkliche Rolle spielen.®!)?)

240) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301, § 3;
H. A. Kramers und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 681; A. Smekal,
Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241.

241) Die fiir den Fall thermischer oder lichtelektrischer Ionisation bzw. Dis-
soziation notwendig werdenden Erginzungen ergeben sich aus den Betrachtungen
von Nr. 26b und 26 ec.

242) Denkt man sich die in (120a) bzw. (120a’) angezeigten Multiplikationen
ausgefiihrt, so erhilt man bei Beschrinkung aut die ,normale Zerstrewung
(Nr. 21) und Beriicksichtigung von (120c) einen Ausdruck, der, abgesehen von
einem von der Strahlungsdichte unabhiingigen Faktor, mit der rechten Seite
von (117) ibereinstimmt, wenn man nachtriglich » =+ =" setzt. Diese niihe-
rungsweise Gleichsetzung ist sachlich begriindet durch den Umstand, daf der
Unterschied von #»" und »” fiir gewohnliche Molekiile dann unmeBbar klein wird
und nur fiir freie Elektronen und harte Rontgenstrablung meBbare Betrige er-
reichen kann.

Im Zusammenhang mit den am Ende der Anm. 224) gemachten Bemer-
kungen mdge noch darauf hingewiesen werden, daB sich das ,streuende** Mole-
kiil wihrend des Streuvorganges sowohl mit Hohlraumeigenschwingungen in
Wechselwirkung befinden kann, welche ,,energiefrei* sind, als mit solchen, die
ein beliebiges ganzzahliges Vielfaches von h#’ bzw. hv” als Energie besitzen. —
Uber die Frage nach der Zeitdauer des Strewvorganges vgl. man Nr. 21.

(120¢)
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Streicht man in (118a) E, und E,», so wird bei dem betrachteten
Strahlungsvorgange keine Anderung der inneren Energie des Mole-
kiils und damit seines Quantenzustandes vor sich gehen; fiir diesen
Sonderfall, der auch die Wechselwirkung freier Elektronen mit der
Strahlung umfaBt, lassen sich (120a) bzw. (120a") direkt aus relati-
vititstheoretischen Invarianzforderungen herleiten.®) Die Beziehungen
(118a) und (119a) sind fiir praktisch als frei anzusehende Elektronen
zuerst von A. H. Compton und P. Debye®*) aufgestellt und mit Riick-
sicht auf die bei der Zerstreuung der Rimtgenstrahlen bemerkte Fre-
quenzerniedrigung diskutiert worden (Nr. 21).

II. Allgemeine Grundlagen der Quantentheorie.

A. Quantentheorie isolierter Atome und Molekiile.

13. Das Rutherford-Bohrsche Atommodell.?®) In der voran-
gehenden Darstellung der Entwicklung statistisch-mechanischer Be-
trachtungen zur Quantenstatistik sind Atome und Molekiile im allge-
meinen ohne Riicksicht auf ihre genauere Konstitution kurzweg als
,,mechanische“ Gebilde angesehen worden — eine aus der statistischen
DMechanik vererbte, veraltete Bezeichnungsweise, in welcher ,mecha-
nisch* der Sache nach aber nur im Sinne von ,dynamisch* aufgefaBt
zu werden braucht.?%) Wie insbesondere die durch die Namen Lenard
und Rutherford gekennzeichneten Untersuchungen iiber die Zerstreuung
von Kathoden- und «-Strahlen beim Durchgang durch die Materie ge-
zeigt haben, muB letztere wniversell aus elektrisch geladenen Partikeln
aufgebaut gedacht werden: Atome und Molekiile sind elektrodynamische
Gebilde. Ihre bisher erkannten letzten Bausteine sind (negative) Flek-
tronen und Protonen (positive Elektronen oder Wasserstoffatomionen),
wie etwa die Erscheinungen der Vakuumentladung und des licht-
elektrischen Effektes, die Radioaktivitit und Astons Isotopenforschung,

243) W. Pauli, Ztschr. £. Phys. 18 (1923), p. 272; 22 (1924), p. 261,

244) A. H. Compton, Phys. Rev. 21 (1923), p. 483; P. Debye, Phys. Ztschr.
24 (1923), p. 161.

245) Vgl hierzu und zum folgenden allgemein .A. Sommerfeld [1]; J. M.
Burgers [1]; N. Bohr [1], [2], [3]; K. Fajans, Radioaktivitit, 1V. Aufl., Braun-
schweig 1922.

246) Damit soll gemeint sein, daB es hierbei nur auf die ,Bewegung* an
sich ankommt, fiir welche man solange mit ,,Bewegungs“gleichungen von der
Form (1) zu operieren versuchen wird, als dem von der Erfahrung nicht wider-
sprochen wird. [Siehe Anm. 22) und 280).] Dieser Standpunkt ist wesentlich
allgemeiner als z. B. jener der Newtorschen Mechanik bzw. Dynamik, den er
aber als Spezialfall in sich schlieBt.
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endlich zuletzt und wohl am direktesten die kinstliche Atomzertriim-
merung von Rutherford und Chadwick, Kirsch und Pettersson dargetan
haben.®6#) Uber die nihere Struktur dieser Bausteine ist gegenwirtig,
von willkiirlichen und haltlosen Spekulationen (Kugelgestalt usw.) ab-
gesehen, nichts bekannt; dem Experimentator haben sie sich bisher
in allen Féllen als praktisch punktformig wirksame Kraftzentren er-
wiesen, deren unverdnderliche elekirische Ladung als wahre Substanz der
Materie erscheint. Fiir Elekiron (— e) und Proton (4 e) ist sie, ab-
gesehen vom Vorzeichen, durch das Elementarquantum der Elektrizitit,
e =4,774 4 0,005 - 10~ elektrostatische Einheiten (Millikan) ge-
geben; fiir die Ruhmasse des Elekirons m hat man 0,899 - 10~*7 Gramm,
fir jene des Profoms m' = 1,649 - 10-2* Gramm berechnet. Weitere
zahlenmiBig angebbare Eigenschaften der beiden Elementarladungen
sind gegenwartig nicht bekannt.

Die unter normalen Umstinden stets beobachtete elektrische Neu-
tralitit der Atome und Molekiile verlangt, daf gleich viel Elektronen
und Protonen am Aufbau eines jeden derartigen Gebildes teilnehmen.
Unabhiingig von den chemischen Bindungsverhiltnissen befinden sich
nach Rutherford siamtliche im einzelnen Afom vorhandenen positiven
Ladungen zusammen mit einer bestimmten Anzahl von Elektronen,
auf ein Raumgebiet vereinigt, dessen DurchmessergréBenordnung ex-
perimentell zu 10~ % bis 10-!® cm bestimmt worden ist.?4") Die resul-
tierende Gesamtladung 4 Z - e dieses Afomkernes ist offenbar gleich
dem UberschuB der Protonenanzahl Z - Z, iiber jene der Kernelek-
tronen Z,; die Kernladungszahl Z nimmt im periodischen System der
Elemente von Element zu Element um eine Einheit zu und heiBt
daher auch Ordnungszahl oder Atomnummer. Jedes chemische Element
ist demnach durch eine bestimmte gawnse Zahl zwischen Z = 1 fiir
Wasserstoff und Z = 92 fiir Uran gegeben; die zu einem bestimmten
Z-Werte gehorigen verschiedenen Anzahlen Z, kennzeichnen die ein-
zelnen Atomarten oder Isolopen des betreffenden Elementes. Experi-
mentell hat der Verlauf von Z durch das ganze periodische System,
und damit die ,richtige® Avordnung der Elemente, mittels des Mo-
seleyschen Glesetzes der Rinigenspekiren eindeutig festgelegt werden
konnen*9); fiir einzelne Elemente sind die Kernladungszahlen in Uber-
einstimmung damit von Chadwick auf Grund von Zerstreuungsver-

2462) Siehe etwa H. Pettersson und G. Kirsch, Atomzertrimmerung, Leipzig
1925 (Akad. Verl.-Ges.).

247) E. Rutherford, Phil. Mag. 27 (1914), p. 494; C. G. Darwin, Phil. Mag.
27 (1914), p. 506.

248) Vgl. 'V 26 (C. Runge).
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suchen an o-Strahlbiindeln experimentell direkt bestimmt worden.?)
Bezieht man die Atomgewichte, wie iiblich, auf Sauerstoff = 16, so
wird das Afomgewicht eines Protons ~ 1; wegen der relativen Ge-
ringfiigigkeit der Elektronenmassen wird dann das Atomgewicht jeder
Atomart eines chemischen Elementes einfach durch die zugehorige
Protonenanzahl Z - Z, bestimmt sein miissen, was der praktischen
Ganzzahligheit der Astonschen Isotopenatomgewichte entspricht. Z, muB
also jeweils gleich der Differenz von ganzzahligem Atomgewicht und
Atomnummer gesetzt werden; eine davon unabhiingige, direkte Be-
stimmung dieser GroBe ist bisher noch nicht moglich gewesen, kann
aber auch als entbehrlich angesehen werden fiir den gegenwirtigen
Stand der Theorie, welcher die Annahme punktformig bzw. kugelsym-
metrisch wirksamer Atomkerne als bislang so gut wie vollstindig
ausreichende Annéherung zur Voraussetzung hat.?*°)

AuBerhalb des Atomkernes werden sich beim neutralen Atom nach
dem Vorangehenden gerade Z Elekfronen befinden miissen, welche im
,2Normalzustand“ des Atoms Abstinde vom Atomzentrum bis zur
GroBenordnung 10~8 em erreichen; dhnliches gilt fiir die Molekiile,
welche je nach der betreffenden chemischen Verbindung aus mehreren
Atomkernen und den entsprechenden Anzahlen von Elektronen be-
stehen werden.®!) Nach Ausweis von Zerstreuungsversuchen mit Ka-
thoden- und «-Strahlen sind diese Elektronen eimzeln wirksam und
umgeben die Kerne als Elektronenhiille mit einer nach innen hin zu-
nehmenden Dichte.?%?) Die Anzahl Z der Hiilleelektronen des Atoms
ergibt sich aus den gleichen Versuchen in befriedigender Ubereinstim-
mung mit der Kernladungszahl, ferner aus dem Brechungsquotientrn
fiir Rontgenstrahlung®®); die genaueste Methode zur erfolgreichen
Zihlung der einzelnen Hiilleelektronen, welche zugleich gewisse Eigen-
schaften ihrer mittleren raumlichen Konfigurationen zu bestimmen ge-

249) J. Chadwick, Phil. Mag. 40 (1920), p. 734.

250) Bezliglich der gegenwiirtigen Bedeutung der Quantentheorie fiir die
Frage nach den Einzelheiten des Kernaufbaues vgl. Nr. 17, Anm. 439).

251) Vgl. den Bericht von K. F. Herzfeld, Jahrb. d. Rad. 19 (1923), p. 259

iber die Grofe der Atome, Ionen und Molekiile und die Methoden zu ihrer Be-
stimmung.

252) 8. W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 161. Zu diesen und auch
den iibrigen Ergebnissen der Untersuchungen iiber den Durchgang korpuskularer
Strahlen durch die Materie sowie ihre Bedeutung fiir die Fragen des Atombaues
vgl. man ferner die zusammenfassenden Berichte von R. Seeliger, Jahrb. d. Rad.
16 (1920), p. 19 und W. Bothe, Jabrb. d. Rad. 20 (1923), p. 46.

253) 4. H. Compton, Phil. Mag. 46 (1923), p. 1121; vgl. ferner jingst B. Dawis
und R. v. Nardroff, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 60, 384; R. v. Nardroff,
Phys. Rev. 24 (1924), p. 143.
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stattet, griindet sich jedoch auf Infensititsmessungen an von kristalli-
sierten Korpern reflektiertem Rontgenlicht.®*)

Das Kernproblem der Quantentheorie — letztere als Theorie der
Materie aufgefaft — besteht nun darin, die Elektrodynamik der Atom-
bestandteile, zundchst der Elekironenhiille, auf Grund obiger, empirisch
sichergestellter Tatsachen und in Ubereinstimmung mit den voramgegan-
genen Ergebnissen der Statistik zu entwickeln. Der naheliegendste Weg
einer Anwendung der Maxwellschen Elektrodynamik auf die Bewegung
von Z einzelnen Klektronen im Felde eines Z-fach positiv geladenen,
massebeschwerten Atomkernes erweist sich indessen sogleich als un-
gangbar — in Ubereinstimmung mit dem bereits oben in Nr. 6b,
b, ¢ und 9 festgestellten Versagen der Maxwellschen Theorie beim
Strahlungsproblem und ihrer Unvereinbarkeit mit den in Nr. 12 be-
handelten allgemeinen Strahlungseigenschaften beliebiger materieller
Korper. Wie man etwa aus der Lorentsz-Ritzschen Form %) der Max-
wellschen Elektrodynamik entnehmen kann, 1iBt sich das genannte Be-
wegungsproblem zwar grundsitzlich aus einem Variationsprinzip ab-
leiten, so daB seine Bewegungsgleichungen auf die kanonische Form
(1) gebracht werden konnen®®); doch geht in sie wegen der Anwesen-
heit der refardierten Potentiale die Zeit explizit ein und bewirkt,
daB jede Art von beschleunigter Bewegung dauernd von érreversibler
Energie- (und Drelimpuls-)Ausstrahlung begleitet wird. Dieser ununter-
brochene Energieverlust widerspricht aber offensichtlich der nach Nr. 9
statistisch abgeleiteten und auch experimentell direkt sichergestellten
Energickonstanz der Atome (und Molekiile) in ihren stationdren Quanten-
zustinden.

Um diesem Widerspruch zu entgehen, ist immer wieder versucht
worden, innerhalb der Mazwellschen Theorie wenigstens spezielle Typen
von strahlungsfreien Elektronenbewegungen ausfindig zu machen®7),

254) P. Debye und P. Scherrer, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 474; W. L. Bragyg,
R.W. James und C. H. Bosanquet, Phil. Mag. 41 (1921), p. 309; Ztschr. f. Phys.
8 (1921), p. 77; Phil. Mag. 44 (1922), p. 433; D. R. Hartree, Proc. Cambr. Phil.
Soc. 21 (1923), p. 625; Phil. Mag. 46 (1923), p. 1091.

255) W. Ritz, Ann. Chim. Phys. (8) 138 (1908), p. 145; Arch. Sc. phys. et nat.
(4) 26 (1908), p. 209; Gesamm. Werke, Paris 1911 (Gauthier-Villars), p. 317, 427.

256) Vgl. Anm. 19).

257) Vgl. z. B. G. Nordstrom, Proc. Akad. Amst. 22 (1919), p. 145; A. D.
Fokker, Physica 1 (1921), p. 107; S. R. Milner, Phil. Mag. 41 (1921), p. 403; 44
(1922), p. 1052; G. H. Livens, Phil. Mag. 42 (1921), p. 807; G. A. Schott, Phil.
Mag. 45 (1928), p. 769; L. Page, Phys. Rev. 24 (1924), p. 296. Durch Abdnde-
rung der Maxwellschen Theorie hat L. Page, Phys. Rev. 18 (1921), p. 292, strah-
lungsfreie Elektronenbahnen zu erhalten gesucht, #hnlick H. Bateman, Mess. of
Math, 53 (1924), p. 145.
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doch hat sich auch ihre Strahlungslosigkeit nur als eine scheinbare
herausgestellt*®); wie sich spiiter zeigen wird (Nr. 14), wire es aber
auch im Falle ihrer Existenz mit Riicksicht auf das Bohrsche Korre-
spondenzprinzip ausgeschlossen, ihnen fiir die Quantentheorie irgend-
welche Bedeutung zuzubilligen.

Wihrend sich die Mazwellsche Elektrodynamik bei allen Arten
von makroskopischen Erscheinungen durchaus bewihrt und auch fiir
den Grenzfall hinreichend kleiner Frequenzen (,langer Wellen“) in der
Strahlungstheorie zu brauchbaren Grenzgesetzen gefithrt hat [Nr. 9,
ferner V 22 und V 23 (W. Wien)], ist ihr Widerspruch zu den strah-
lungsfreien Quantenzustinden der Rutherford- Bohrschen Atommodelle
ein ebenso vollstindiger wie zu deren quantenhaften Strahlungseigen-
schaften (Nr. 11, 12). FErwigt man den Umfang der experimentellen
Sicherstellung der klassischen Grundlagen, so kann diese Tatsache jedoch
nicht weiter befremdlich erscheinen.®®®) Von diesen Grundlagen darf das
Coulombsche Gesetz der Elektrostatik im Inneren des Atoms jedenfalls
noch als am besten gesichert angesehen werden?°), wenngleich es fiir
sehr kleine Distanzen, etwa von 10-!% em abwiirts, auch nicht mehr
den Tatsachen entspricht.*6!) Gegen die Allgemeingiiltigkeit des Biot-
Savartschen Gesetzes im Atominnern liegen nach den quantitativen Er-
gebnissen beim experimentellen Nachweis der Ampéreschen Molekular-
strome durch die magnetomechanischen Effekte von Barnett®®) und FEin-
stein-de Haas*) gewichtige Bedenken vor, welche durch eine Reihe
spektroskopischer Tatsachen [anomaler Zeemaneffekt, s. V 26 (C. Runge)
und V 27 (4. Kratzer)] bekriiftigh zu werden scheinen.®®) Was schlieB-

258) G. A. Schott, Phil. Mag. 45 (1923), p. 769, ferner anch Phil. Mag. 36
(1918), p. 243 und H. Bateman, Proc. Nat. Acad. Amer. 5 (1919), p. 367.

259) 8. etwa A. Smekal, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 (1921), p. 20.

260) Vgl. z. B. J. Chadwick, Phil. Mag. 40 (1920), p. 734, § 5.

261) W. Lenz, Miinchen Ber. 1918, p. 855, § 3; A. Smekal, Wien. Ber. (22a)
129 (1920), p. 455; C. G. Darwin, Phil. Mag. 41 (1921), p. 486. 8. ferner Anm. 3186).

Ob diese Abweichungen vom Coulombschen Gesetze nicht nur im Atomkern-
bereiche, sondern auch bei der Wechselwirkung der Hiilleelektronen eines Atoms
von htherer Kernladung eine wesentliche Rolle spielen, entzieht sich gegenwirtig
noch jeder niheren Beurteilung.

262) 8. J. Barnett, Phys. Rev. 6 (1915), p. 239; I. G. Stewart, Phys. Rev. 11
(1918), p. 100; S. J. Barnett und L. J. H. Barnett, Phys. Rev. 17 (1921), p. 404;
20 (1922), p. 90; Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 14.

263) A. Einstein und J. W. de Haas, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1918),
p. 152; E. Beck, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 109; G. Arvidson, Phys. Ztschr. 21
(1920), p. 88; A. P. Chattock und L. F. Bates, Nature 90 (1922), p. 721; Trans.
Phil. Soc. (A) 223 (1922), p. 257. Der Effekt wurde tbrigens bereits von O. W.
Richardson, Phys. Rev. 26 (1908), p. 248, vorausgesagt.

264) Vgl. z. B. 4. Landé, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 353
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lich das Induktionsgesetz anbetrifft, so ist unmittelbar ersichtlich, daB
es innerhalb von Atomen mit stationiren Quantenzustinden &iberhaupt
nicht ohne wesentliche Modifikation formuliert werden kann.

Wenn somit auf eine vollstindige Brauchbarkeit der klassischen
Elektrodynamik im Atominnern von vornherein iiberhaupt nicht ge-
rechnet werden kann, so wird man anderseits doch erwarten diirfen,
wenigstens gewisse von ihren Ergebnissen fiir die Quantentheorie des
Atombaues nutzbar machen zu kénnen. Dieser in der folgenden Num-
mer geschilderte Weg ist vor allem von Bokr®®) eingeschlagen wor-
den, und ihm verdankt man so ziemlich alles, was, abgesehen von den
beiden fundamentalen Frequenzbedingungen (115) und (116), den
gegenwirtigen Bestand der Atomelektrodynamik ausmacht. Die Mingel,
mit welchen ein derartiges Verfahren notwendig behaftet ist, nament-
lich aber die zahlreichen Liicken, welche es unausgefiillt lassen mu8,
sind anderseits so offenkundige, daB es nicht iiberraschen kann, wenn
die gegenwirtige Form der Quantentheorie jene strenge Einheitlich-
keit und Folgerichtigkeit vermissen 148t, die man an der klassischen
Elektrodynamik innerhalb éhrer Domine so sehr bewundern muB.

14. Die Korrespondenz- und Stabilititsprinzipe der Quanten-
theorie. Um die Ergebnisse der Mazwellschen Elektrodynamik der
Atomelektrodynamik nach Moglichkeit zuginglich zu machen, hat man
jenes Grenzgebiet aufzusuchen, in welchem diese beiden theoretischen
Gebiete miteinander zur Beriihrung gelangen miissen. Von der Strah-
lungstheorie ausgehend, hat Planck mehrfach darauf hingewiesen, daf
fiir die Klassische Theorie das Wirkungsquantum h als unmefbar Flein
angeschen werden miisse*) Nach Planck erscheint demnach die Maz-
wellsche Elektrodynamik gewissermaBen als Spezialfall der Quanten-
theorie fiir den ausgezeichneten Grenziibergang
(121) limh —0,
was man unmittelbar bestitigt findet, wenn man (121) z. B. auf das
Plancksche Strahlungsgesetz (93) anwendet und damit zum Rayleigh-
Jeansschen Strahlungsgesetz (11 a) der klassischen Theorie gelangt.
Bringt man (121) in der Bohrschen Frequenzbedingung (114) bei end-
lich bleibender Frequenz v zur Ausfihrung, so ricken die ausgezeich-
neten Energiewerte E,,, E,. der Quantenmolekiile beliebig dicht aneinander,
was der grundsdtzlichen Zuldssigkeit beliebig stetig verdnderlicher Energie-
werte bei einem klassisch-elektrodynamischen Gebilde korrespondiert.

Einen zweiten Weg, der in einem gewissen Zusammenhange mit

265) N. Bohr [1], [2), [3]
266) Vgl. z. B. M. Planck [1}, p. 143, § 140.



14, Die Korrespondenz- und Stabilititsprinzipe der Quantentheorie. 989

der notwendigen Strahlungsfreiheit der stationiren Quantenzustinde
steht, verdankt man Bohr.?%) Nach der klassischen Theorie wird ein
Elektron desto weniger Energie ausstrahlen, je geringfiigiger die Be-
schleunigung ist, welche es erfilut. Dies entspricht, wie man sich
z. B. an einer einfach periodischen Elektronenbewegung leicht iiber-
zeugen kann, dem Grenmsiibergange

(122) lim» — 0.

Fithrt man (122) im Planckschen Strahlungsgesetze bei festgehaltenem h
aus, so gelangt man ebenfalls wieder zum Rayleigh-Jeansschen Strah-
lungsgesetze (11a) der klassischen Theorie. Auf die Bokrsche Frequenz-
bedingung (114) angewendet, filhrt (122) auf solche ausgezeichnete
Energiewerte E,, E , der Molekiile bzw. Atome, deren Differenzen be-
liebig Klein werden konnen miissen. Damit nach Bohr eine eindeutige
Korrespondenz zwischen! klassischer und Atomelektrodynamik erzielt wer-
den kann, muf die diskrete Reihe der ausgezeichneten Energiewerte E,
demmnach eine und nur eine Hiufungsstelle besitzen. Wenn E, iiberdies
nach (103") als Funktion der w eindeutigen, voneinander unabhingigen
Parameterimarianten I, , (r=1,2,...,u) der inneren Molekil- bzw.
Atombewegung dargestellt werden kann, so muf3 auch die diskrete Reihe
aller ausgezeichneten Werte 1, (n=1,2,...) je eine einzige Hiufungs-
stelle besitzen.®") In diesem Grenzgebiete unterscheiden sich dann —
jetzt immer bei festgehaltenem h! — die Energien benachbarter
Quantenzustinde um im Limes infinitesimal werdende Betriige, welche
mit den beim Ubergang zwischen zwei solchen Zustinden Alassisch
ausgestrahlten Energien unmittelbar in Vergleich gezogen werden
konnen. — Der Grenziibergang (122) und die daranschliefenden Iol-
gerungen bilden den Kern des Bokrschen Korrespondenaprinzipes, auf
dessen Bedeutung fiir die Festlegung der stationiren Zustinde im
Nachfolgenden besonders eingegangen werden wird.?®) Der Plancksche
Grenziibergang (121), welcher die Ableitung von ganz dhnlichen Kon-
sequenzen ermdglicht, soll zur Unterscheidung davon als Grundlage

267) Vgl. Nr. 10 und insbesondere die Anm. 207. Das obige Ergebnis fiihrt
zusammen mit (188) zu der wichtigen Folgerung, daf ber wollstindiger Korre-
spondenz zwischen Lklassischer und Atomelektrodynamik keine von den Quanten-
zahlen n, in (183) eine endliche obere Grenze besitzen kann, was einzelnen in der
Literatur aufgetretenen gegenteiligen AuBerungen widerspricht. Vgl. z. B.
D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1928), p. 821, insbes. p. 342; P. Tartakowsky,
Ztschr. f. Phys. 15 (1928), p. 158, dagegen jedoch A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 26
(1924), p. 40.

268) Vgl. dazu namentlich auch N. Bohr, Ztschr. f. Phys, 13 (1923), p. 117,
II. Kap., §§ 2 und 3.

Smekal, Allgem. Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 64
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eines ,Planckschen Korrespondenzprinzipes“ weiterhin ebenfalls mit
beriicksichtigt werden.?)

Um zur praktischen Auswertung der Grenziiberginge (121) und
(122), sowie der in Verbindung damit zu fordernden allgemeinen Korre-
spondens zwischen Flassischer und Atomelekirodynamik ibergehen zu
konnen, hat man zunichst eine geeignete Annahme éiber das Verhalten
eines beliebigen Bohrschen Atommodells in jenem Grenzzustande ein-
zufiihren, welcher der Hiufungsstelle seiner ausgezeichneten Quanten-
energiewerte entspricht. Wegen der notwendigen Strahlungslosigkeit
dieses Zustandes darf man voraussetzen, dal seine Bewegungsglei-
chungen mit geniigender Anniherung aus den klassisch-elektrodyna-
mischen Bewegungsgleichungen bei Vernachlissigung aller jener Glie-
der gefunden werden konnen, welche eine Ausstraklung des Modells
zur Folge haben miiBten.®®) Wenn angenommen wird, daB sich das
elektrische Vielkorpersystem in einem #ubBeren elektromagnetischen
Felde mit den zeitlich konstanten Potentialen @ und 9 befindet, und
wenn ¢,, m, Ladung und Ruhemasse seines a'** Bestandteiles (¢ = 1,
2,..,Z+1), r, und p, seinen Koordinaten- und Impulsvektor in
bezug auf den Massenschwerpunkt bedeuten, so lassen sich diese Be-
wegungsgleichungen nach Darwin ™) bis auf Glieder von hoherer als

der zweiten Ordnung in % ganz allgemein auf die kanonische Form

269) In einer nach Niederschrift obiger Nummer erschienenen Untersuchung
von H. A. Senftleben, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 127, wird der hier und im
folgenden mit Berufung auf Planck benutzte Grenziibergang (121) in ganz ihn-
lichem Sinne systematisch zur Anwendung gebracht.

270) Diese Bewegungsgleichungen des Modells sind fiir das Plancksche und
Bohrsche Korrespondenzprinzip naturgem#f gemeinsam. Bei Anwendung des
ersteren haben sie jedoch allgemein zu gelten, wihrend das Bohrsche Korrespon-
denzprinzip strenggenommen nur zu der Erwartung berechtigt, daB die Glei-
chungen fiir einen Modellbewegungszustand richtig sind, bed dem sowohl die Ab-
stinde der Elektronen vom Atomkern, als auch jeme der Elektronen wunteretnander
dauernd ,,sehr grof“ sind. Man beachte den Unterschied dieses Modellzustandes
und desjenigen, der etwa allein durch hinreichende Entfernung eines Valenz-
elektrons vom Atomrest gekennzeichnet ist! Vgl. dazu Anm. 450).

Postuliert man die Energiekonstanz der Elektronenbewegungen im Atom
ohne Riicksicht auf die klassische Ausstrahlung, so ergibt die Vereinigung dieser
Annahme mit der Kklassischen Elektrodynamik eine Reihe bemerkenswerter
»Gleichgewichtssiitze' fiir elektromagnetisch aufgebaute Materie, von denen
einige in der Quantentheorie mehrfach Anwendung gefunden haben. Vgl
W. Schottky, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 282 und dazu M. v. Laue, Phys. Ztschr.
92 (1921), p. 46.

271) C. G. Darwin, Phil. Mag. 39 (1920), p. 537; Proc. Cambr. Phil. Soc.
20 (1920), p. 56.
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1) bringen; die zugehorige Hamiltonsche Funktion ist

Z+1 5 Z+1([5‘=I=o:)

(123) H—Z 2m,, +22 80 m5

a=1 a=1 e=1
Z+1(fFa)
-\ 2 €ats  [(Par¥s) + (ParTp — L) (P55 — %)
2¢*m, Mg | Top Tgﬁ
zZ41 Z+1
Q a
+Ze o — >,
a=1 @

und stimmt mit der Energie des Modells iiberein (¢ Lichtgeschwindig-
keit, 7., gegenseitige Entfernung von m, und m,). Beschrinkt man
sich auf den feldfreien Fall, der an dieser Stelle zunichst allein in
Betracht kommt, so sind die beiden letzten Glieder in (123) fortzu-
lassen und man erhdlt ein dynamisches Problem, das mathematisch
noch wesentlich schwieriger ist, wie das gewohnliche Mehrkiorperpro-
blem, welches durch die beiden ersten Glieder von H allein gegeben
wire.?”®) Nach den Eigenschaften der Losungen des gewohnlichen Mehr-
korperproblems [VI 2, 12 (E. T. Whittaker)] ist zu erwarten, daf’ das
allgemeine Problem (123) neben stabilen auch instabile Lisungen be-
sitzen wird (vgl. dazu Nr. 3 A), von denen hier offenbar nur die ersteren
in Betracht kommen konnen. Aber auch unter diesen Liosungen muf
noch eine engere Wahl getroffen werden, wenn der Fihigkeit des
Quantengebildes zu monochromatischer Energieemission und -absorption
in einzelnen Frequenzen des durch (114) gegebenen Linienspektrums
eine klassisch-elektrodynamische Parallele zugeordnet werden kdnnen
soll. Damit das Modell, auch dls Kassisch-elektrodynamisches Gebilde
betrachtet, befihigt sein kawmn, ein Linienspektrum zu emittieren oder zw
absorbieren®?), muf3 seine Bewegung, wenigstens in erster Anniherung,
eine mehrfach periodische sein, so daB die Verschiebung £ jedes ein-

272) Die Schwierigkeiten des durch die Hamiltonsche Funktion (128) ge-
kennzeichneten allgemeinen Falles sind so groBe, daB er bisher trotz seiner Be-
deutung fiir das Problem des Heliumatommodelles (s. Nr. 16a) (verallgemeinertes
Dreikorperproblem) nur fiir den Fall zweier Korper (Wasserstoffatommodell) inte-
griert worden ist. Vgl. die in der vorigen Anm. zitierte Untersuchung von
Darwin.

273) Dieser Notwendigkeit zufolge miiBte jedes klassisch-elektromagnetische
Modell fiir die Zwecke der (Quantentheorie verworfen werden, das die Eigenschaft
besiBe, dauernd strahlungsfrei bleiben zu konnen. Auf die daraus zu folgernde
Zwecklosigkeit aller Bemiihungen, strahlungslose Elektronenbahnen auf klassisch-
elektromagnetischern Wege zn konstruieren (Anm. 257), ist bereits auf p. 987
hingewiesen worden.

64*
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zelnen seiner Teilchen im Raum als Funktion der Zeit dargestellt
werden kann durch die mekrfache Fouriersche Reihe

(124> g =2011---1u COSZ%([‘FIGJI + e + Tumu] t + 7‘!1...'!”) °

®, ...o, heiBen die Grundschwingungszahlen der Bewegung?®™); ihre
Anzahl w oder der ,Periodizititsgrad“ der Bewegung ist, da es sich
bei derartigen Losungen des dynamischen Problems (123) wie bereits
erwihnt, im allgemeinen nur um bestimmte Klassen von Partikular-
losungen handeln kann, kleiner als die Anzahl 3Z der Freiheitsgrade
der auf den Schwerpunkt bezogenen inneren Bewegung des Modells.
Die Losungen (124) von (123) scheinen ferner jedenfalls eine kont:-
nuierliche, 2wu-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden zu miissen, ent-
sprechend den Stetigkeitseigenschaften klassisch-elektrodynamischer Ge-
bilde.*) Werden fiir ein derartiges Gebilde die GroBen C, ..., und
@, ..., vermoge der klassischen Ausstrahlung als mit der Zeit lang-

e

sam veriinderlich angesehen, so wird von dem Gebilde Linienstrahlung
ausgesendet, welche simtliche Frequenzen

‘ o, + -+ 7,0,
zugleich enthalten wird, deren sugehirige Amplituden C., .. ., in (123)

von Null verschiedene Werte besitzen. Aus den Korrespondenzprinzipien
(121) und (122) ist nun zu folgern, daB fiir limz—0 bzw. lim»—0

274) Die Summation in (124) [und ebenso in (147)] ist tiber alle ganzzah-
ligen Werte von 7, ..., v, auszufiihren. Die Eindeutigkeit der Darstellung ist
gesichert, wenn es keine ganzen Zahlen m,, ..., m, gibt, fir welche eine Bezie-
hung von der Form

mo,+ -+ mo, =0
moglich ist. Vgl. dazu Anm. 70).

275) Vgl. dazu #hnliche Uberlegungen bei A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11
(1922), p. 294; 15 (1928), p. 58. — Obige Losungen entsprechen der in Nr. 34
unterschiedenen Klasse (B) von ,mechanischen* Problemen; im Falle nicht ent-
arteter, bedingt periodischer Systeme (Nr.1ba), nach gegenwirtiger Kenntnis aber
auch nur in diesem Falle, wird allerdings w = 3Z, so daf das Problem dann
der Klasse (3) beizuzihlen wire. Mit Riicksicht auf die kanonische Form der
Bewegungsgleichungen von (123) wird dabei hier wie im folgenden iiberall vor-
ausgesetzt, daB die mehrfach periodischen Partikularlosungen von bedimgt perio-
dischem Typus sind. Die Vermutung von P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923),
p. 242, daB es Reihenldsungen vom Fourierschen Typus (124) geben konnte, fiir
welche » gegebenenfalls grifer als die Anzahl der Freiheitsgrade s werden, aber
stets < 25 — 1 sein miiBte, halten wir fiir nicht erweisbar; jedenfalls ist bisher
kein Beispiel fiir die Moglichkeit eines derartigen Falles bekannt geworden. —
In der Tat findet 7. M. Cherry, Trans. Cambr. Phil. Soc. 23 (1924), p. 43, daB
stets <s sein muB, dhnlich G. Wataghin, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 41 (Zu-
satz bei der Korrektur).
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alle und nur diese Frequenzen mit bestimmten, aus der Bohrschen Fre-
quenzbedingung (114) folgenden Quantenfrequenzen |asymplotisch zu-
sammenfallen miissen:

(125)

vee1,0, 4+ 7,0,

‘Wihrend das Quantenatom aber immer nur einzelne der Frequenzen
(125) auszustrahlen vermag, werden vom klassischen Gebilde simtliche
durch (125) gegebene Frequenzen sugleich ausgesendet. Dieser prinzi-
pielle Unterschied zwischen Klassischer und Atomelektrodynamik bleibt
somit aufrechterhalten und enthillt den statistischen Charakter der FKlas-
sischen Ergebnisse. Damit die klassische Ausstrahlung in der Grenze
(121) oder (122) direkt als Resultat einer zeitlichen Mitlelbildung auf-
gefaBt werden kann, braucht nur noch mit Bohr gefolgert zu werden,
daf die relative Intensitiit der Frequenzen (125) im klassischen Spek-
trum als Map fiir die mittlere zeitliche Haufigkeit der zeitlich vomein-
ander unabhiingig erfolgenden, spontanen, monochromatischen Ausstrah-

lungsvorginge des Quantenatoms angeschen werden muf. Entwickelt
man das eleklrische Moment
Z+1

(123 a) e,r,

des betrachteten Modells nach einer entsprechend (124) gebauten
Fourierreihe und bezeichnet mit A% den Mittelwert des Quadrates der
za einer von den Frequenzen (125) gehérigen Schwingungsamplitude,
so sind jene Intensititen durch Ausdriicke von der Form

(126) AE = 2@ap504 A2 - At

gegeben, wo AE die auf die Frequenz » entfallende und wihrend der
Zeit At im Mittel ausgesandte Energie darstellt. In #hnlicher Weise
kSnnen nach Bokr auch die Polarisationsverhiltnisse der einzelnen
Spektralfrequenzen (125) der Fourierentwicklung des elektrischen Mo-
mentes entnommen werden.?)

Um noch die quantentheoretische Kennzeichnung der stationiren
Zustinde zu ermitteln, welche der Bewegung (124) in der Grenze (121)

bzw. (122) entsprechen, mége diese mit Hilfe der syklischen ,,Winkel-
variablen® von der Periode 1,

(127) w,=@a, t+ 0, (r=1,2,...u)

und der dazu kanonisch konjugierten Parameterinvarianten und ,,Wir-

276) Vgl. dazu namentlich 4. Sommerfeld [1], Zusatz 10.
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kungsvariablen” I, dargestellt gedacht werden (Nr. 3A). Wegen

oE oH
(128) w'=8—1,.=57,. (r=1,2,...,u)

ergibt die Bohrsche Frequenzbedingung (114) zusammen mit (125)
fir jeden der beiden Grenziibergéinge (121) und (122)
E(d, ) —E{, . -

(129) lim (r,n)h Trw) n%-

r=1 r
Indem man die Zaylorsche Entwicklung von E(I,) nach dem zweiten
Gliede abbricht und fiir ein entsprechendes Verhalten des Restgliedes
sorgt, erhdlt man im Falle des Planckschen Grenziiberganges fiir be-
liebige Indizes »/, n”
(130) %1_)13% I,.—1

Tyn' r,a"

=1, -h (r=1,2,..,u).

Im Bohrschen Falle (122) hingegen findet man wegen des monotonen
Verhaltens der I, ,, I, bei wachsenden Indizes »', n” (Nr. 10)
(131) Im I — 1 =7 h (r=1,2,..,u),

r,n' r

7" >e
vorausgesetzt, daB die Differenz » — %" endlich bleibt.*") Man hat
demnach allgemein fiir beide Grenzfille

(132) ImI,, = n, - h-+ hQ® r=1,2,...,u),

wo die n, ganze Zahlen sind*™®) und die h(® belichige, hier wicht ndiher
bestimmbare Konstante von der Dimension einer WirkungsgrsBe dar-
stellen.

Im AnschluB an (123) ist zunéichst die feldfreie Bewegung des
Modells im Grenzzustande der Erorterung unterzogen worden, doch
sieht man ohne weiteres, daB die Ergebnisse (130) und (131) bzw.
(132) unter den entsprechenden Voraussetzungen auch im Falle kon-
stanter dupPerer Felder zu Recht bestehen bleiben. Von besonderem
Interesse ist nmun aber auch der Fall hénreichend langsam wverdnder-
licher duferer Felder, welcher sich hinsichtlich der dynamischen Seite
des durch (123) gekennzeichneten Problems jenem der in Nr. 3A be-
handelten wunendlich langsamen, umkehrbaren Parameterverschiebungen
an einem beliebigen dynamischen System einordnet. Wie aus den Be-

277) Wie man sieht, hat die ganze an (129) ankniipfende Uberlegung zur
Voraussetzung, daB (128) auch noch in einer gewissen Umgebung des dynamischen
Grenzzustandes (124) einen Sinn hat und beim Ubergang gegen ihn gleichmiiBig
konvergiert.

278) Im Bohrschen Falle miissen die n,. offenbar ,sehr groBe* ganze Zahlen
sein, im Planckschen konnen sie auch beliebig kleine ganzzahlige Werte besifzen.
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keit der kanonischen Bewegungsgleichungen (1) noch erhalten, und
dies wird auch hier zutreffen, wenn die Geschwindigkeit der vorge-
nommenen Parameterverschiebungen bzw. Feldéinderungen so beschrinkt
gedacht wird, daB sie mit der in (123) vorausgesetzten Vernachlissi-
gung der klassischen Awusstrahlung vertriglich bleibt. Da nach den
Ergebnissen von Nr. 3 A die GroBen I, Parameterinvarianten oder
adiabatische Invarianten sind, so ist damit auch fiir den Fall beliebiger
mit (124) vertriglicher, hinreichend langsam wverdnderlicher, makrosko-
pischer und molekularer Parameter die Giltigkeit der Beziehungen (130),
(131) baw. (132) sichergestellt. Dieses Ergebnis ist anderseits aber
auch vom Standpunkt der gewdhnlichen Dynamik aus unmittelbar
verstindlich und unerldBlich, wenn die linken Seiten von (130) bzw.
(131) derartigen Parameterinderungen gegeniiber ebenso unveréindert
bleiben konnen sollen, wie das fiir deren rechte Seite wegen des uni-
versellen Charakters von % von vornherein ersichtlich ist.*™) Diese
Ergebnisse bedeuten offenbar zugleich auch eine Sicherstellung der
Stabilitit des betrachteten Modelles in seinen stationdren Grenzquanten-
zustinden (132); im AnschluB an Nr. 3A muB jedoch betont werden,
daB dies nur fiir solche duBere Stérungen zutrifft, welche aus einer
u-fach periodischen Partikularlésung der Bewegungsgleichungen wieder
eine solche hervorgehen lassen. Ob andersartige Storungen, nament-
lich solche durch Imstabilititsparameter bewirkte (Nr.3A), prinzipiell
ausgeschlossen sind oder nicht, ist ebenso unbekannt wie die Griinde
dafiir, daB das Modell im Grenzzustande iiberhaupt nur Bewegungs-
vorginge ausfilhren zu konnen scheint, welche den erwiihnten Parti-
kularlésungen entsprechen.

Um die im Vorstehenden zusammengestellten Ergebnisse nun auch
fiir die Bestimmung beliebiger, nicht an die Grenziberginge (121) oder
(122) gebundener Quantenzustinde verwerten zu konnen, ist man zur
Einfiihrung einer Reihe von Annahmen genotigt, welche das Verhalten
der betrachteten Modelle im eigentlichen Gebiete der Atomelektro-
dynamik betreffen und iiber deren Brauchbarkeit und Zuldssigkeit im
Grunde genommen nur der praktische Erfolg entscheiden kann. Am
wenigsten bedenklich scheint die Annahme zu sein, daf es iberhaupt
Differentialgleichungen fiir die Beschreibung der Bewegung der Mo-
delle in ihren stationdiren Zustinden gibt und diese aus einem Varia-

279) Wie man sieht, miissen daher fiir das klassisch-elektrodynamische
Modell alle in Betracht kommenden Anderungen der GriBen I, mit spontaner
Strahlungsemission verbunden sein, was im Quantenfalle den Anderungen (130)

bzw. (131) der I. entspricht, von welchen die Emission der einzelnen Spektral-
linien (125) begleitet wird.
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tionsprinzipe ableitbar sind, was wieder erméglichen wiirde, sie in
der kanonischen Form (1) auszudriicken.??) Wesentlich weitgehender
ist hingegen die in vielen Fillen bewihrte Annahme der speziellen
Hamiltonschen Funktion (123), vor allem auch noch unter Fort-
lassung der in (123) vorkommenden Doppelsumme. Diese liuft darauf
hinaus, die Gesetze der Klassischen Elektrodynamik wnter Vernachlissi-
gung der klassischen Ausstrahlung auch fiir die Bewegung in beliebigen
Quantenzustinden versuchsweise beizubehalten und im wesentlichen blof
die Coulombschen Kraftwirkungen zwischen Atomkernen und Elektronen
zu beriicksichtigen. Die Vernachlissigung der Ausstrahlung bedingt.
hierbei nach Bohr prinzipiell eine gewisse Unschirfe in der Festlegung
der Quantenzustinde. Fiir letztere wird es entsprechend der Beibe-
haltung der oben als fiir den Grenzzustand maBgebend angesehenen
Bewegungsgesetze naheliegend sein, auch die allgemeinen ,,Quantenbe-
dingungen® (132) unverindert festzuhalten. Setzt man demzufolge un-
abhingig von irgendwelchen Grenzbetrachtungen
(133) Lmnhd kO (r =1,2,...,u)
ror T (n,=0,1,2,...)
so ist dies zwar eine mogliche und mit (132) vertrigliche Quanten-
vorschrift, aber keineswegs die einzige, welche zufolge (121) oder (122)
in (132) tibergehen wiirde. Die allgemeinen Quantenbedingungen (133)
stellen demmach ein selbstindiges Postulat dar, dessen Berechtigung ebenso
blof durch den praktischen Erfolg erwiesen werden kann, wie die all-
einige Beriicksichtigung Coulombscher Wechselwirkungskrifte im Inneren
der Atome.®) Auch fir die Festlegung der additiven Konstanten h{
in (133) 148t sich von vornherein keinerlei GesetzméBigkeit zwang-
liufig angeben.?®?) Nach Bokr und Burgers kann man zwar A zu

280) Vgl. Anm. 19). Die Voraussetzung der Ableitbarkeit einer Gesetzlich-
keit aus einem Variationsprinzipe besagt im Grunde genommen nur, daf die be-
treffende physikalische Erscheinung unter geringfiigigen und daher unbeobacht-
baren Anderungen der Bedingungen fiir ihr Zustandekommen beobachtbar, sowie
reproduzierbar bleibt und somit iberhaupt als gesetzlich erkennbar ist. Diese
Bemerkung riihrt von W. Wirtinger her. In der Tat haben sich die physika-
lischen GesetzmiBigkeiten bisher ausnahmslos Variationsprinzipien unterorduen
lassen; doch bleibt jedenfalls unsicher, ob man in- Anbetracht der Diskontinui-
titen der Quantentheorie prinzipiell noch berechtigt ist, eine derartige SchluB-
weise bis in das Innere des Atoms fortzusetzen. Vgl. hierzu Anm. 428).

281) In dem sonst ausgezeichneten Biichlein von E. Buchwald, Das Korre-
spondenzprinzip, Braunschweig 1928, ist der SchluB von (182) auf die Quanten-
bedingungen (188) versehentlich als eindeutig dargestelll. Vgl. dazm auch die
Besprechung von W. Pauli, Die Naturwissenschaften 12 (1924), p. 36.

282) Vgl. dazu und zu einem Versuche, eine solche aufzufinden, 4. Smekal,
Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275, § 6.
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(134) K9 =0 bzw. = b

festlegen, je nachdem, ‘ob man #, in (183) mit Eins oder Null be-
ginnen lassen will, wenn man das Zusafgpostulat einfiihrt, daB sich
die in gewdhnlichen kanonischen Koordinaten g,, p, geschriebene in-
variante ,WirkungsgriBe®

¢ %
W=jzpk- dg,
% r=1

von der in den ,Quantelungskoordinaten w,, I, geschriebenen

? u w
S 1 a0 =~ D10,

t; T=1 r=1

fiir jede Bewegung des betrachteten dynamischen Gebildes nur um
zeitlich periodische Glieder unterscheidet, so daB das Zeitmittel der
WirkungsgroBe einfach durch

(135) w =;-§ I o

gegeben sein wird.?®) Das Auftreten sogenannter ,halber Quanten-
zahlen 7, bei der Deutung der Komplexstrukturen und anomalen Zee-
maneffekie in den Serienspekiren der Elemente, ferner bei den Banden-
spektren (V 26, C. Runge und V 27, A. Kratger) scheint anderseits,
wenigstens fiir einzelne von den u Bedingungen (133), mit (134)
unvertriglich zu sein und dirfte daher einer allgemeinen Giiltigkeit
von (135) widersprechen.

Wie oben hervorgehoben, wird durch die adiabatische oder Para-
meterinvarianz der GroBen I die allgemeine Giiltigkeit der Beziehungen
(132) und damit auch die Stabilitdt der Quantenzustinde in dem oben
gekennzeichneten AusmaBe fiir die Grenzgebiete (121) bzw. (122) sicher-
gestellt. Die Ausdehnung dieses Ergebnisses auf alle beliebigen, nach
(133) miglichen Quantenzustinde kann wiederum nur im Wege eines
neuen selbstindigen Postulates vorgenommen werden, welches zuerst von
Ehrenfest ausgesprochen worden ist und als FEhrenfestsches Adiabaten-
pringip bezeichget wird.®®) Nach Bohr ist dieses Prinzip auch von

283) N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, L. Kap., § 2; Ann. d. Phys.
71 (1928), p. 228, §72.

284) Diese Annahme, welche von P. Ehrenfest bereits Ann. d. Phys. 36 (1911),
p. 91; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 156 (1913), p. 453; Proc. Acad. Amsterdam 16
(1914), p. 591 benutzt worden ist, hat 4. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges.
16 (1914), p. 826 mit dem Namen , Adiabatenhypothese** belegt. Ihre eingehende
Formulierung und Diskussion bei P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 827.
N. Bokr [2] hat sie spiter zuerst unter dem Namen ,Prinzip der mechanischen
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grundsitzlicher Bedeutung fiir die Festlegung der quantenhaften Energie-
werte, welche den Quantenbedingungen (133), (134) entsprechen; da
alle Zwischenzustinde zwischen den stationiren Zustinden sonst prin-
zipiell nicht realisierbar sind, ist es wichtig, daf man mitiels gewisser
virtueller adiabatischer Transformationsprozesse verschiedene stationdire
Zustiinde ineinander tiberzufiilren vermag.?®) Dieser Umstand ist auch
von entscheidender Bedeutung fiir die Mdglichkeit einer a priovischen
Bestimmung von statistischen Gewichien [fiir die einzelnen stationdren

Transformierbarkeit der stationfiren Zustinde* verwendet, aber jiingst, Ztschr. f.
Phys. 13 (1923), p. 117, die obige, der zuerst gewiblten verwandte Bezeichnung
vorgeschlagen. S. ferner P. Ehrenfest, Die Naturwissenschaften 11 (19238), p. 543.

Wie man sich mit Riicksicht auf die in Nr. 3 auseinandergesetzte Methode
zur Ermittlung der Struktur des y-Raumes und die allgemeine Bedingung (82a)
in Nr. 8 fiir die M&glichkeit eines Entropiedifferentials leicht iiberzeugt, ist das
Adiabatenprinzip als fundamentale Voraussetzung fir eine allgemetne, rein quanten-
statistische Ablestung des II. Hauptsatzes der Thermodynamik anzusehen. Siehe
P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657; Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327;
A. Smekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 137, 200; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923),
p- 117, Armerkung auf p. 136. Im Rahmen der allgemeinen, in Nr. 2—8 ent-
wickelten Statistik, welche (vgl. Nr. 9) die Quantenstatistik als Spezialfall mit-
umfaft, sind die Grundlagen des Adiabatenprinzips demnach in jenen Annahmen
mitenthalten, welche dort hinsichtlich der dynamischen Eigenschaften der Mole-
kiile zugrundegelegt worden sind.

Ein in mehrfacher Hinsicht anfechtbarer Versuch, die Quantenbedingungen
(133), (184) sowie die Bohrsche Frequenzbedingung (114) mittels der ,,Adiabaten-
hypothese** zu begriinden, ist von K. Férsterling, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 673
unternommen worden, doch kann er seit dem Bohkrschen Korrespondenzprinzip,
zumindest was die Frequenzbedingung anbetrifft, nicht mehr aufrechterhalten
werden. Vgl. dazu neuerdings jedoch K. Férsterling, Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 253.

285) Ein Beispiel fiir einen derartigen Fall bei N. Bokr [2], p. 32/33, wo
von den Eigenschaften sogenannter ,entarteter Zustinde (vgl. Nr. 15) wesent-
licher Gebrauch gemacht werden muB, ferner bei H. Geppert, Ztschr. f. Phys. 24
(1924), p. 208. Wie Bohr an der gleichen Stelle, p. 10, hervorhebt, kann man
zur Vermittlung des Uberganges aber auch immer von einem Zustand des be-
trachteten Gebildes Gebrauch machen!, in dem die auf alle seine Teilchen wir-
kenden Krifte sehr klein sind und fiir welchen die Energiewerte in allen sta-
tiondiren Zustinden nahe miteinander zusammenfallen. Allerdings bedarf es hier-
2w fast immer mnichtrealisierbarer Verschiebungen von molekularen Parametern.
Die Frage, ob dieser Umstand in jedem Falle als unbedenklich angesehen wer-
den kann, ist nach den aut p. 995 gemachten Bemerkungen naheliegend, scheint
jedoch gegenwirtig nicht beantwortbar zu sein.

Im Rahmen der vorliegenden Darstellung erscheint der im Texte zuletzt
beriihrte Punkt allerdings von untergeordneterer Bedeutung, da hier, wie in
Nr. 9--12, im Grunde genommen von einer empirischen Bestimmung der quanten-
haften Energiewerte ausgegangen worden ist, sei es mit Hilfe der Statistik (Nr. 9),
der spektroskopischen Tatsacken (p. 974) oder direkt mittels des Experiments
(Anm. 200).
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Zustinde, wie man durch Vergleich mit den in Nr. 3 auseinander-
gesetzten Gesichtspunkten fiir die Ermittlung von a priori gleich-
haufigen Molekillzustéinden unmittelbar erkennen kann.?*®) Bringt man
diese Krgebnisse auch im Gebiete der beiden Grenziiberginge (121)
und (122) zur Durchfiithrung, so kann leicht gezeigt werden, wie sich
die diskontinuierliche Gewichtsverteilung der Quantentheorie hier der
kontinuierlich- konstanten Gewichtsverteilung der #lteren klassischen
statistischen Mechanik beliebig weitgehend annihern 148t.%7)

Der allen vorangehenden Folgerungen fiir beliebige Quanten-
zustinde zugrundeliegende Gedanke einer aligemeinen Korrespondenz
zwischen den Ergebnissen der klassischen Elektrodynamik und den
entsprechenden Ansitzen in der Atomelektrodynamik legt weiterhin
gewisse Annahmen diber die Strahlungseigenschaften der Quantenatome
und -molekiile nahe, welche ebenfalls jenen der klassisch-elektrodyna-
mischen Gebilde in dem durch (121) bzw. (122) gekennzeichneten
Grenzgebiete nachgebildet sind. So wird man aus der Fihigkeit der
letzteren zu spontaner Inergicaussirahlung, zu ,posttiver und ,mega-
tiver* Einstrahlung, endlich zur Zerstreuung des Lichtes bei Wechsel-
wirkung mit dem umgebenden Strahlungsfelde, auf das Bestehen ana-
loger Eigenschaften der ersteren schliefen, auf welchen Annahmen in
der Tat auch die in Nr. 11 und 12 benutzten FEinsteinschen Ansitze
(106", (107a"), (107b") beruhen®'®) Vor allem aber wird man mit
Bohr trachten, die oben (p.993) fiir den Fall der Grenziiberginge
(121) und (122) erwéhnten Ergebnisse tiber die Infensitits- und Pola-

286) Auch dieser Punkt ist (vgl. die vorangehende Anmerkung) fiir die
gegenwirtige Darstellung von geringerer Aktualitit, weil nach Nr. 9 die Be-
stimmung der Gewichte zugleich mit jener der Quantenenergiewerte aus der
Statistik erfolgen kann, falls hierzu geeignete makroskopische Daten vorliegen.
Vgl. aber Nr. 24.

287) Vgl. N. Bohr, Ztschr. f. Phys, 13 (1923), p. 117, L. Kap., § 5, wo auch
der Sonderstellung der ,,entarteten Systeme* besonders gedacht wird. Ferner
z. B. N. Bohr (2], p. 34 und Nr. 24.

287a) Fir Gebilde von einem Freiheitsgrade hat M. Planck [1] [siehe auch
Anm. 217) und 219)] die Korrespondenz der Einsteinschen Ansitze (106), (107 a%),
(107Y’) mit der Klassischen Elektrodynamik systematisch benutzt; fir Gebilde mit
zwet und drei Freiheitsgraden ist diese Korrespondenz allgemein von J. H. Van
Vieck, J. Opt. Soc. Amer. 9 (1924), p. 27; Phys. Rev. 24 (1924), p. 330, 347, und
K. F. Niessen, Ann. d. Phys. 75 (1924), p. 743, nachgewiesen worden. — Die
Zerstreuung des Lichtes (Nr. 21) durch Quantengebilde von beliebig vielen Frei-
heitsgraden ist auf Grund der quantentheoretischen Deutung dieser Erscheinung
von A. Smekal, Naturwissenschatten 11 (1928), p. 873, korrespondenzmifig durch-
geftihrt worden von H. A. Kramers und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 81 (1925),
p. 681 (Zusatz bei der Korrektur).
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risationsverhdltnisse der einzelnen Spektrallinien (125) auch fiir die bei
Ubergiingen zwischen beliebigen Quantenzustinden nach (114) ausge-
strahlten Spektrallinien nutzbar zu machen. Sind »,, n,’, .. ., »,” und
n',ny’, ..., n,” die ganzzahligen Werte der Quantenzahlen #, in (133)
vor bzw. nach einem beliebigen, ins Auge gefaBten Quanteniibergang
und wird
(136) 1, =mn—mn," (r=1,2,..,u)
gesetzt, so ordnet Bokr alle jene Quanteniiberginge, fiir welche die
Anzshlen ¢, in (136) mit jenen in (125) iibereinstimmen, der mittels
des Grenziiberganges (122) erhaltenen Spekiralfrequenz (125) des
klassisch-elektrodynamischen Modelles zu. Dieser Frequenz muB eine
ganz bestimmte harmonische Schwingungskomponente in der allge-
meinen Fourierentwicklung fiir das elektrische Moment (123a) des
betrachteten Atomgebildes entsprechen. Ist sie im konkreten Falle
tatsichlich wvorhanden, so werden alle mit den Bedingungen (136) ver-
triiglichen Quanteniiberginge als moglich anzunehmen sein; ist sie hin-
gegen abwesend — d. h. ist thre Intensitit Null — so werden alle
diese Quanteniibergcinge als unausfiihrbar zu gelten haben.?®®) Diese fiir
(136) maBgebende harmonische Schwingungskomponente, welche natur-
gemiB auch auBerhalb des Grenzzustandes (122) aufgesucht werden
kann, heiit nach Bohr die zu den betreffenden Quanteniibergingen
ykorrespondierende” Schwingungskomponente in der Bewegung des
Atoms; der Inhalt obiger Aussagen wird von Bokr neuerdings als
,Korrespondenzprinzip“ im engeren Sinne des Wortes bezeichnet und
stellt ein auch ohne Bezugnahme auf die klassische Elektrodynamik
formulierbares, rein quantentheoretisches Postulat dar.*®?)

Wihrend man ohne weitere Schwierigkeiten annehmen konnen
wird, da3 der Polarisationszustand aller Spekirallinien

(1362) v=71E®)— E®)],

fiir welche (136) gilt, der gleiche ist und mit jenem dwbereinstimmt, wel-
cher der ,korrespondierenden® Schwingungskomponente entspricht, ist eine
dhnliche Aussage hinsichtlich der Intensititsverhiilinisse schon deswegen
unméglich, weil das IntensititsmaB (126) die Spektralfrequenz v ex-

288) Fiir gewisse Quantenzahlen ist ein derartiges ,, Auswahlprinzip* etwa
gleichzeitig mit der Aufstellung des wesentlich allgemeineren Bohrschen Korre-
spondenzprinzipes und unabhiingig davon von A. Rubinowicz, Phys. Ztschr. 19
(1918), p. 441, 465, formuliert und auf Betrachtungen iiber die Erbaltung des
Drehimpulses wihrend der Ausstrahlungsvorgiinge gegriindet worden. Vgl. dazu
N. Bohr [2], p. 46, 84, ferner 4. Sommerfeld [1], V. Kap., §§ 1, 2.

289) N. Bohr, Ztschr. f. Phys, 13 (1923), p. 117, 1I. Kap,, § 2.
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plizit enthilt. Da an der Aussendung jeder Spektrallinie nach der
Quantentheorie swei verschiedene Quantenzustinde teilnehmen, der
Intensititsausdruck (126) hingegen einen Amplitudenquadrat- Mittel-
wert fir einen einzigen Bewegungszustand des Modelles enthiilt, so
kann man tiberdies nur versuchen, diesen Faktor fiir beide beteiligten
Quantenzustinde zu berechnen und einen geeigneten Mittelwert dieser
Ergebnisse an Stelle von A4? in (126) einzufiihren.®®) Dieses provi-
sorische Verfahren wird durch die Moglichkeit nahegelegt, nach (133)
mittels

(137) LW =h-[n i —n N O ¢ =1,2,..,

einen Parameter 4 (0 < 4 < 1) einzufithren, welcher die Frequenzen
(136a) in Anlehnung an (125) durch

(137a) v =f2u:(nr'— n) - 0.(4) - di

r=1

darzustellen gestattet.?®?) Die speziellen Darstellungen (137) bzw. (137 a)
fir eine derartige Mittelbildung werden allerdings gegenstandslos, wenn
man es unternimmt, das Korrespondenzprinzip und die damit zusammen-
hingenden Aussagen in Anlehnung an die Folgerungen des Planck-
schen Grenziiberganges (121) zu formulieren; im {ibrigen gelangt man
dabei aber zu Annahmen, welche mit den oben geschilderten in
allen Punkten iibereinstimmen.

Wenn man die oben in formaler Analogie zu dem Verhalten
klassisch-elektrodynamischer Modelle im Grenzzustande (121) oder (122)
entwickelten Annahmen zusammenfassend iiberblickt, so heben sich als
Grundpfeiler der gegenwiirtigen Form der Quantentheorie fiir ruhend

290) H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selsk. Skr. 8, III (1918). Ein dagegen von
N. Bokr (2], p. 121 seinerseit gefiuBertes Bedenken, ist von ihm Zischr. f. Phys.
13 (1923), p. 117, p. 145, 149 inzwischen selbst entkriiftet worden. — Versuche,
auf rechnerischem Wege und durch Vergleich mit experimentellen Ergebnissen
die passendste Mittelungsfunktion ausfindig zu machen, hat F. C. Hoyt, Phil.
Mag. 46 (1923), p. 135; 47 (1924), p. 826, unternommen,

291) Bei Systemen mit einem Freiheitsgrade und demnach einer einzigen
Quantenbedingung (183) wiire es anstatt derartiger Mittelungsprozesse naheliegen-
der, den Intensititsausdruck (126) versuchsweise einfach fiir jenen Bewegungs-
zustand des Modells zu berechnen fiir welchen die Spekiralfrequenz » mit der
»korrespondierenden® Schwingungsfrequenz zw der Bewegung numerisch iiber-
einstimmt. Ein derartiger Ersatz des Quantengebildes durch ein klassisch-stetiges
ist gelegentlich bereits von G. BMie, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 237, jedoch zu
ganz anderen Zwecken, benutzt worden. Wie man leicht sieht, ist eine der-
artige Moglichkeit jedoch grundsitzlich auf den Fall eines Freiheitsgrades be-
schriinkt,
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gedachte, isolierte Bohrsche Atom- und Molekillgebilde aus ihnen die
Quantenbedingungen (133) und das Ehrenfestsche Adiabatenprinzip als
Stabilititsprinzipien hervor. Demgegeniiber werden die Strahlungs-
vorginge als Geschehnisse, welche mit dem zeitweilig-voriibergehenden
Instabilwerden der stationdren Zustinde verkniipft sind, im wesentlichen
von der Bohrschen Frequensbedingung (114) und dem Bohrschen Korre-
spondenzprinzip (136) beherrscht. Alle diese Grundlagen bleiben ersichi-
lich anwendbar, auch wenn man [fir die Quantengebilde an Stelle der
klassisch-elektrodynamischen, kiinstlick strahlungslos gemachten Ndherungs-
gleichungen )  beliebige kanonische Differentialgleichungen einfiihrt, so-
fern letztere nur die Eigenschaft besitzen, fiir die Grenziibergange (121)
und (122) in die ersteren iiberzugehen und Partikularlosungen vom
allgemeinen Typus (124) zuzulassen. Sollte sich im Verlaufe der kiinf-
tigen Entwicklung der Quantentheorie zeigen, wofiir aber gegenwirtig
noch keine entscheidenden Anhaltspunkte bestehen, daB Differential-
gleichungen tiberhaupt nicht geeignet sind, das Verhalten der Atom-
systeme in ihren stationiren Zustinden zu beschreiben, dann wiirden
allerdings sowohl die Quantenbedingungen (133) als das Bohrsche
Korrespondenzprinzip in seiner engeren Fassung (136) durch weiter-
gehende Annahmen ersetzt werden miissen.”®) Die Giiltigkeit der

292) Diese Gleichungen werden in der quantentheorefischen Literatur merk-
wiirdigerweise als ,,mechanische bezeichnet, wohl wegen der bisher fast aus-
schlieBlichen Beschrinkung auf jene Niherung, welche mit alleiniger Beriick-
sichtigung der elektrostatischen Coulombschen Krifte verbunden ist. Man hat
daher gelegentlich vom ,Versagen der Mechanik' in der Quantentheorie gespro-
chen (Nr. 162), was dem Obigen zufolge aber nicht mit dem Versagen der allge-
meinen dynamischen Differentialgleichungen (1) verwechselt werden darf [vgl. dazu
Anm. 246), 280)]. Eine diesbeztigliche Unklarheit findet sich auch bei N. Bobhr,
Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 117, im Texte auf p. 134; vgl. dazu und zu der
dortigen Anmerkung A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 58.

293) Das erstere scheint Bokr vor Augen zu haben, wenn er Ztschr. f. Phys.
13 (1928), p. 117, auf p. 135, jedoch ohne nihere Formulierung, von der Einfiih-
rung eines allgemeinen ,,Prinzips der Existenz und Permanenz der Quantenzahlen*
spricht, welches auch weiterhin die Zuordnung von bestimmten Quantenzahlen
zu den verschiedenen stationiren Zustiinden ermdglichen miiBte. Was das Korre-
spondenzprinzip in seiner engeren Fassung anbetrifft, so wiirde bei dem Verzicht
auf Differentialgleichungen die zu (136) ,korrespondierende Schwingungskom-
ponente der Bewegung auferhalb eines der beiden Grenzzustinde (121) und (122)
nicht mehr definiert werden kinnen und das Gleiche wiirde sich auch im Bohr-
schen Grenzfalle (122) aus praktischen Griinden herausstellen — mdglicherweise
jedoch nicht im Planckschen Falle (121). Unabhingig von dieser Frage wiirde
es aber jedenfalls geniigen, allen Quantentibergéngen, welchen (136) fiir feste
Quantenzahldifferenzen 7, gemeinsam ist, die gleichen , Auswahl®~ und Polarisa-
tionsverhilinisse zuzuordnen. Dieses formale Verfahren hat sich, obne Riicksicht-
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Bohrschen Frequenzbedingung (114) erscheint demgegeniiber empirisch
durch das Plancksche Strahlungsgesetz und das Ritzsche Kombinations-
prinzip der Serienspektren bereits ebenso allgemein gesichert, wie das
Ehrenfestsche Adiabatenprinzip durch seine Beziehungen zu den sta-
tistischen Grundlagen des II. Hauptsatzes der Thermodynamik.?8)

In den nichstfolgenden Nummern wird nun die Anwendung der
vorstehend besprochenen allgemeinen Prinzipien, vornehmlich jene
der Quantenbedingungen (133) auf die quantentheoretische Behand-
lung konkreter Atom- und Molekilprobleme auseinandergesetzt, wo-
mit sich zugleich ein Bild ihrer bisher erkannten Tragweite ergeben
wird. Hingegen sollen im folgenden verschiedene ihrer Anwendungen
auf fiktive Systeme unberiicksichtigt gelassen werden, womit jedoch
keineswegs beabsichtigt ist, deren fordernder und klirender Bedeutung
fiir den Verlauf der bisherigen Entwicklung der Quantenlehre die An-
erkennung zu versagen.?#)

15. Quantentheorie bedingt periodischer Systeme. Modell des
‘Wasserstoffatoms und des einfach positiv geladenen Heliumatoms.

15 a. Das storungsfreie Modell. Nach dem allgemeinen Ruther-
ford-Bohrschen Atommodell (Nr.13) besteht das Wasserstoffatommodell
aus einem Proton als Atomkern (Z = 1), um welches ein einziges
Elektron seine Bahnen beschreibt; dhnliches gilt fiir das Modell des
einfach positiv geladenen Heliumatoms, bei dem jedoch der Kern durch

nahme auf die Frage nach der Existenz oder Nichtexistenz einer ,korrespon-
dierenden* Schwingungskomponente, bei der Deutung der optischen Serien-
spektren, ihrer Komplexstrukturen und Zeemaneffekte, sowie bei den Rintgen-
spektren lingst ausgezeichnet bewihrt und namentlich in den Hinden von
A. Sommerfeld und A. Landé zu den bewundernswertesten Erfolgen gefiihrt.
Vgl. V 26, C. Runge und V 27, A. Kratzer.

294) Z. B. Oszillatoren von mehreren Freiheitsgraden: H. 4. Lorentz, Versl.
Akad. Amst. 20 (1912), p. 1108; M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915),
p. 407, 438; Ann. d. Phys. 50 (1916), p. 385; F. Reiche, Ann. d. Phys. 38 (1919),
p. 657, Anhang I u. II; R. Gans, Ann. d Phys. 61 (1920), p. 400.

Asymmetrische Oszillatoren: P. Debye, Wohlfskehl-Vortrige, Gottingen 1913,
erschienen Leipzig 1914, p. 17; P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 827;
M. Born u. E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 140; E. Schridinger, Ztschr.
f. Phys. 11 (1922), p. 170; P. Tartakowsky, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 1563. —
In s@mtlichen bisher angefiihrten Arbeiten werden zugle1ch auch quantenstatistische
Fragen eingehender behandelt.

Periodisch gestorter Rotator: P. Ehrenfest u. G. Breit, Ztschr. f. Phys. 9
(1922), p. 207; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1928), p. 117, auf p. 146/147 u. p. 152;
P. Ehrenfest und R. C. Tolman, Phys. Rev. 24 (1924), p. 287.

Rayleighsches Pendel: G. Krutkow u. V. Fock, Ztschr. f. Phys. 13 (1923),1) 1953
T. H. Havelock, Phil. Mag. 47 (1924), p. 754.

Ferner zahlreiche Beispiele bei N. Bohr [2] und J. M. Burgers [1].
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ein Alphateilchen von der zweifachen Elementarladung (Z = 2) ersetat
zu denken ist, ebenso fiir das Modell des doppelt positi<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>